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INTRODUCTION

Soient p un nombre premier, Z, 'anneau des entiers p-adiques, Q, le corps des nombres
p-adiques et K un sur-corps valué complet de Q,. Soit C(Z,, K) l'algebre de Banach des
fonctions continues de Z,, a valeurs dans K munie de la norme de la convergence uniforme.
En 1958 K. Mahler construit une base orthonormale de C(Z,, K), formée des fonctions

z(x—1)...(x —n+1) vn > 1. Toute
n! ’ -

fonction f € C(Zp, K) s’écrit de fagon unique comme série uniformément convergente

binomiales B, telles que By = 1 et B,(x) =

f= Z anBn, an € K, lim a, =0 [25] (voir aussi [26]). Ce développement en série est
n>0 e
appelé développement de Mahler de f.

En 1990, L. Van Hamme retrouve la description des opérateurs linéaires continus sur
I’algebre des fonctions continues de Z, a valeurs dans K, qui commutent avec l'opérateur
de translation 7 défini par 71(f)(x) = f(z + 1) [46]. Ces opérateurs ne sont autres que
les opérateurs aux différences. L. Van Hamme utilise ces opérateurs pour construire de
nouvelles bases de 1'algebre des fonctions continues de C(Z,, K).

Considérons V;, le sous-groupe compact multiplicatif du groupe des unités U, de Z,
engendré par ¢, ou g est un élément de U, non racine de I'unité. Soit C(V;, K) l'algebre de
Banach des fonctions continues de V; a valeurs dans K munie de la norme de la convergence
uniforme. A. Verdoodt continue les travaux de L. Van Hamme, en remplacant le groupe
Z,, par le sous-groupe V, de U, et 'opérateur de translation par les opérateurs T, ou Dy,
flas) — f(s)

qs —¢q
[53]. Ainsi, en 1994, elle donne une description des opérateurs qui commutent avec Ty
(resp. avec D). Comme L. Van Hamme, elle utilise ces opérateurs pour construire de
nouvelles bases orthonormales de C(V,, K') [51] (voir aussi [53]).

ou T, et D, sont définis respectivement par T(f)(s) = f(gs) et Dy(f)(s) =

En prenant un élément ¢ € K tel que |¢g—1| < 1, K. Conrad donne un g-développement
analogue a celui de K. Mahler. Plus précisément, pour toute fonction f € C(Z,, K) et

pour tout € Zp, on a f(z) = ZanC’mq(x), avec a, € K, lim a, =0et

n—-+00
n>0

x) @) (T
n), " @-D...a-1

, lorsque ¢ est non racine de 'unité et ou

Crafo) =
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q* = Z(q —1)"By(z) [4]. Ce développement est appelé g-développement de Mahler
n>0

et la suite (Cyq)n>0 est appelé g-base de Mahler. Nous replacons cet article de K.

Conrad dans la perspective des travaux de L. Van Hamme [44] et de A. Verdoodt [51] sur

I'espace C(V,, K) des fonctions continues de V; a valeurs dans K ou, cette fois-ci, V; est

le sous-groupe du groupe des unités de K engendré par q.

Nous allons nous interesser a plusieurs espaces d’endomorphismes linéaires continus de
I'espace de Banach C(Z,, K). Ces espaces sont construits a partir de certains opérateurs
de "base” dans l'algebre de Banach L(C (Zp, K )) des endomorphismes linéaires continus
de C(Zy, K'), comme les opérateurs aux g-différences Agn) et la g-dérivation de Jackson V.
Les Agn) sont définis par A = A(gl) =7 —1d, Aén) = (r1—id)o(r —qid)o---o(my —q" tid),
pour n > 1 et ASIO) = 1d.

La g¢-dérivation de Jackson V, est quant & elle définie en posant pour f € C(Zy, K),

flz+1) - f(=)

x € Ly, Vo(f)(z) = (=D

et Vg = id.

On a l'opérateur Z, de multiplication par ¢ défini par Z,(f)(z) = ¢"f(z) et ses itérés,

(Zy—id)...(Z4 — ¢"tid)
(@"=1)...(¢"—q"") ’

(s—1)...(s—¢" )

(" —1)...(¢" —q" 1)

et les puissances de V, par Vi =V, 0 Vg_l, Vn>1

Zy = Zgo Zg_l. Alors, par substitution, on a Q,(Z,) =

Vn > 1et Qo(Zy) = id, les @, étant les polynomes Qn(s) =
n=>1, QO(S) =1

, pour

On désigne par W (Zy, K) le commutant de 71 dans L(C(Z,, K)): Q est un élément
de W(Z,, K) si et seulement si Q o7 = 71 0 ). C’est une sous-algebre fermée unitaire
de L(C (Zp, K )) Ses éléments sont appelés opérateurs aux différences finies. La norme de

L(C(ZP,K)) est donnée par ||Q|| = sup Hcﬁ%’)u, pour tout @ € L(C(ZP,K)).
ll.f1170
Rappelons que tout opérateur Q) € W(Z,, K) s’écrit sous forme d’une série simplement

uniformément convergente () = Z b, A™, en d’autres termes pour toute fonction continue
n>0
f, lasérie Z b, A" (f) converge uniformément et Q(f) = Z b A™(f), avec sup |by,| < 400
n>0 n>0 n20
et I'on montre que ||Q|| = sup |b,| [7]. De la méme maniere, tout opérateur QQ € W (Z,, K)
n>0

peut se mettre sous forme d’une série () = Z bnAg"), telle que pour toute fonction con-
n>0
tinue f, la série Z bnA((I”)(f) converge uniformément, b, € K et Q(f) = Z bnAg”)(f);
n>0 n>0
de plus ||Q]| = sup |by,|.
n>0



8 Introduction

On désigne aussi par Dy(Zy, K) le commutant de V, dans L(C (Zp, K )) Les éléments
de Dy(Zy, K) sont appelés opérateurs de Jackson . Tout élément R € Dy(Zy,, K) peut
s’écrire sous forme d’une série R = Z bnVy, telle que pour toute fonction continue f,

n>0
la série anvg( f) converge uniformément, b, € K et R(f) = anvg( f); de plus
n>0 n>0
IRIl = sup [bal|g — 17"
n>0

Soit I'q(Zy, K) la sous-algebre fermée de L(C(Zp, K)) engendrée par Z,. Les éléments
de I'¢(Zy, K) sont les opérateurs de multiplication par une fonction continue. On voit que
pour tout entier positif n, Qn(Z,) est 'opérateur de multiplication par la fonction continue
Ch.q, ot (Cy q)n>0 est la g-base de Mahler. On montre que tout élément R de I'y(Z,, K)
s’écrit sous forme de série simplement uniformément convergente R = Z b,Qn(Zy), avec

n>0

lim b, = 0 et ||R| = sup|b,|. En d’autres termes, la suite (Qn(Z;))n>0 est une base
n—+o0 n>0 -

orthonormale de I'y(Z,, K). Ecrit sous cette forme, 'opérateur R est 'opérateur de multi-
plication par la fonction continue Z bnCrq. Ona R(Cyq) = Z b, Ch.q. Enfait T'y(Z,, K)

n>0 n>0
est isométriquement isomorphe a C(Z,, K).

Associons & tout élément ¢ € K, non racine de 'unité, tel que |¢q— 1] < 1,
lapplication ¢, : Z, — V, définie par ¢,(z) = ¢*. C’est un isomorphisme topologique
de groupes compacts totalement discontinus. Il vient que l'application £, de C(V, K)
dans C(Zy, K), définie en posant, pour g € C(Zy, K), €4(g9) = g © €4, est un isomorphisme
isométrique d’algebres de Banach. Il envoie donc toute base orthonormale (resp. orthog-
onale) de C(V;, K) sur une base orthonormale (resp. orthogonale) de C(Z,, K'). En parti-
culier, il envoie la base de Van Hamme (Q,)n>0 sur la base orthonormale (@, 0 4)n>0 de

(s—1)...(s—q" 1)
(@"=1)...(¢" —q" 1)
Vn > 0. Cette base (Qn © £4)n>0 n'est autre que la base (Cy, 4)n>0 donnée par K. Conrad
dans [4]. Ce qui nous permet, au Chapitre 1, de faire le lien entre les travaux de K. Conrad
et ceux de L. Van Hamme et A. Verdoodt.

C(Zp, K), les éléments @, de cette base étant définis par Q,(s) =

Soit ¢ € K, non racine de l’unité, tel que |¢— 1| < 1. Les fonctions z — ¢/%
sont linéairement indépendantes, ce qui est une conséquence du Lemme 1.0.7. Nous ap-
pelons g-polynéme de ¢-degré n, toute fonction h € C(Z,, K') pouvant s’écrire sous la

n

forme h(x) = Z ajqjx , avec a, 7 0 et suite g-polynomiale, toute suite de ¢-polynémes
=0
(hn)n>0 tels que pour tout n > 0, h, est de g-degré n et hy = 1.
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Nous allons, comme dans le calcul ombral classique, établir une correspondance bijec-
tive entre la classe de suites g-polynomiales (hy,)n>0, telles que

hn(x+y) = Z q_s("_s)q("_s)mhs(:L‘)hn,s(y), Vn > 0, z,y € Zy, qui sont des bases ortho-
s=0

normales de 'algebre des fonctions continues C (Zp, K) et la classe d’opérateurs linéaires
Q= Z biAEIi), tels que ||Q]| = |b1| = 1 (voir le corollaire 1 du Théoreme 2.1.7).
i>1
De méme, nous établissons une correspondance bijective entre une classe de suites g¢-
polynomiales, qui sont des bases orthogonales de C(Z,, K) et la classe d’opérateurs linéaires
R= Z bivg, tels que | R|| = |[¢ — 1| 7" = |b1||g — 1|7* (voir le corollaire du Théoréme 2.2.3).
i>1

Soit ¢ € K, non racine de 1’unité, tel que |¢ — 1| < 1. La relation de commutation
V11 = qm1V4 nous permet de réaliser le plan quantique a deux générateurs, sous une

forme concréte d'une algebre d’opérateurs qu’on note P,. La famille (75V7);>0.j>0 est
une base du K-espace vectoriel P,. En désignant par Pfgn) le sous-espace de P, engendré

par les éléments homogenes de degrés n, on obtient une graduation sur P,. La famille
n m

(T{V2~")o<i<n est une base orthogonale de Pén). Soit R = ZZT{V@ un ¢élément de
i=0 j=0

Py, pour tout g-polynéme h,, de g-degré n, R(hy) est de g-degré < n. En d’autres ter-
mes, l'espace des g-polynomes est invariant par P,. On montre que I'espace des fonctions
strictement différentiables et celui des fonctions continues restrictions de fonctions analy-
tiques sont invariants par tout élément R de P,.

On obtient également la régle de commutation V,Z, = qZ,V, + id. Ce qui nous permet
d’avoir une réalisation concrete A, de 'algébre de Weyl quantique a deux générateurs

comme espace d’opérateurs linéaires continus. La famille <Qi(Zq)Vg) 050 est une
Z_ 7.]_
famille orthogonale dans L(C(Zy, K)). On obtient alors une description, sous forme de

séries convergentes, de la sous-algebre fermée de L(C (Zp, K )) engendrée par Z, et V.

Des conditions portant sur les coefficients du développement de Mahler, pour qu’une
fonction continue de Z, dans K, soit strictement différentiable sont bien connues [33]. Si
f= Zaan, an, € K, est le développement de Mahler de f, alors f est strictement

n>0
différentiable si et seulement si lil_}_l nlan| = 0. Nous trouvons, dans le quatrieme
n—-+0oo
chapitre, des conditions similaires sur les coefficients du g-développement Mahler pour
qu’'une fonction f = Z b,Cn q € C(Zyp, K) soit strictement différentiable sur Z,, d’abord
n>0
lorsque ¢ est non racine de 'unité (Théoreme 4.1.1), ensuite lorsque ¢ est une racine prim-
itive de I'unité d’ordre une puissance p" de p (Théoréme 4.1.2). Ces conditions sont &
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comparer avec celle obtenue par A. Verdoodt dans sa these [52] ( voir aussi [54]). Dans

le cas ou ¢ est tel que |¢g — 1] < ]p|P%1, on obtient une base orthonormale de l'espace
des fonctions strictement différentiables sur Z, (voir le corollaire 1 du Théoreme 4.1.1).
Nous donnons dans la derniére partie de ce chapitre, la somme indéfinie et I'intégrale de
Volkenborn des fonctions de classe C! en fonction du ¢-développement de Mahler.

La plupart des résultats qui suivent ont été annoncés au Séminaire de Théorie des Nom-
bres et d’Analyse du Laboratoire de Mathématiques de I’Université Blaise Pascal [40], [41],
a la 8° Conférence d’Analyse Fonctionnelle p-adique a Clermont Ferrand du 5 au 9 juillet
2004 [38], & Mali Symposium on Applied Sciences & Bamako du 2 au 5 aotut 2004 [39] et
au Colloque du Réseau Africain de Géométrie et Algebre Appliquées au Développement
du 18 au 25 novembre 2005 & Bamako [41].

La deuxieme partie du Chapitre 2 est publiée dans Contemporary Mathematics - Vol.
384 (2005) - p. 335-351 et la premiere partie sera publiée dans ” Journal of Analysis”. Une
rédaction de la deuxieéme partie du Chapitre 4 va paraitre dans ” Afrika Matematika”
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Conventions Générales et Notations
Dans toute la suite:
e 7, est I'anneau des entiers p-adiques
e Q) est le corps des nombres p-adiques
e K est un sur-corps valué complet de Q,
e ¢ est un élément de K tel que |¢ — 1] < 1.
o V, est I'adhérence de I'ensemble {¢",n € Z} dans le groupe des unités Ui de K.
e C(Zyp, K) est I'algebre de Banach des fonctions continues de Z, & valeurs dans K
e C(V,, K) est I'algebre de Banach des fonctions continues de V; a valeurs dans K.
e By (z) = x(x — 1)..T.L$xn+1)
T T n+1

e Cpo(2) = Cola) = <w> (@ =1)...(¢"—q - )

n), (@"—=1)...(¢" —q¢* 1)
° L(C (Zp, K )) est ’algebre des endomorphismes linéaires continus de l’espace des fonc-
tions continues de Z, dans K.
e W(Z,, K) est I’algebre des opérateurs aux différences finies.
e Dy(Zy, K) est l'algebre des opérateurs de Jackson.
e I'\(Zy, K) est l'algebre des opérateurs de multiplication par une fonction continue,
adhérence de la sous-algebre engendrée par Z,.
e P, est ’algebre du plan quantique engendrée par 71 et V.
° 73q est '’adhérence de P,,.
o A, est I'algebre de Weyl quantique engendrée par Z, et V, et .,Zq est 'adhérence de A,.
e On note Q1Q)2 la composée Q1 o Q2 de deux opérateurs Q)1 et Q2.
e Par convention on pose H =1et Z =0.

0 0

, lorsque ¢ est non racine de I'unité.

e On dit qu’une suite de polynoémes (hy)n>0 est une suite polynomiale si hg = 1 et pour

tout n > 1, h, est de degré n.

e Une suite polynomiale (hy,),>0 est dite de type binomial si h,(x+y) = Z hi(x)h;i(y),
i+j=n

Vn >0, x,y € Zp.

e Nous appelons g-polynome de g-degré n, toute fonction h € C(Zy, K) pouvant s’écrire
n

sous la forme h(z) = Z ajqjx, avec a, # 0; ¢ étant un élément de K non racine de 'unité.
j=0

Les fonctions ¢/% sont linéairement indépendantes (c’est une conséquence du Lemme 1.0.7.
e Une suite de g-polynoémes (hy)n>0 telle que hg = 1 et pour tout n > 1, h,, est de g-degré
n est appelée suite g-polynomiale.
e On appelle suite de type ¢g-binomial toute suite g-polynomiale (hy)n>0 telle que
hn(z+y) = Z ¢ hi(x)h(y), ¥n > 0, z,y € Zy.

i+j=n
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1. Quelques bases orthonormales dans C(Z,, K)

Soit K est un sur-corps valué complet de Q,, et ¢ un élément de K tel que |[¢ — 1| < 1, dans
ce chapitre, nous faisons le lien entre les travaux de L. Van Hamme et de A. Verdoodt sur
I’algebre de Banach des fonctions continus de V; a valeurs dans K et ceux de K. Conrad
sur l'algebre C(Z,, K) des fonctions continues de Z, a valeurs dans K.

Définition 1.0.1. Soit K un corps valué ultrametrique complet, de valeur absolue non
trivial | |.  Une norme ultramétrique sur un K-espace vectoriel E est une application
|l : F— Ry telle que

(1) o] =0<=v=0

(2) llav]| = lal [|v]] Vae K,veE
(3) |lv+w| < max(||v]],||w]) Vo,w € E (inégalité triangulaire forte ou
ultramétrique).
On dit alors que 'espace vectoriel (E, || ||) est ultranormé et lorsqu’il est complet, on dit

que c’est un K-espace de Banach ultramétrique.

Nous rappelons ici quelques propriétés classiques des K-espaces de Banach ultramétriques,
qui nous seront d’un usage fréquent.

Propriétés 1.0.1. Soit K un corps valué ultrametrique complet et soit (E, || ||) un K-
espace de Banach ultramétrique.

P.1: Soient v,w € E tels que ||v]| # ||w]|, alors ||[v £ w|| = max(||v]|, [|w]]).
n
P.2: Soit (vj)i<j<n une suite de E, on a Zvj =0= 30,5, i #j / ||lvil = |lvs]l.
j=1

P.3: Une suite (vy)n>1 de E est de Cauchy si et seulement si lir}rl ||vn, — vpt1]] = 0.
- n—-+oo

P.4: Soit (vy,)n>1 une suite de E, si lim v, = v # 0, alors il existe ng, tel que

n—-4oo

[onll = llvll, ¥n = no.
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P.5: Si E est de Banach, une série E v, converge dans E si et seulement si
n>1

lim v, =0.
n—-4o00

Définition 1.0.2. Soient K un corps valué ultramétrique complet et E un K-espace de
Banach ultramétrique.
Une famille (e;);cr d’éléments de E est appelée base orthogonale de E si et seulement si
tout élément v de E s’écrit sous la forme v = Z a;e;, avec a; € K, Vi € 1, 111€1q[1 ae; =0
i€l
et [|v|| = sup[ail [les]].
el

De plus, si |le;|| =1, Vi € I, alors on dit que (e;)ics est une base orthonormale de E.

Lemme 1.0.1 (Bases orthonormales proches).

Soient K un corps valué ultramétrique complet, V un K -espace de Banach possédant une

base orthonormale (€n)n>0. Soit (€),)n>0 une suite dans V, telle que sup |le, — €| < 1,
n>0

alors (€], )n>0 est une base orthonormale de V.

Démonstration. Voir [5] Corollary 5.3 et [4] Lemma 3.2.

Nous rappelons ici le théoreme principal sur la base de Mahler.

Théoréme 1.0.1. Soit K un sur-corps valué complet de Q,. Posons By(xz) =1 et
—-1...(z— 1
B,(x) = 2@ =1) '(x n+l) = (a:)’ Vn > 1. Alors la suite (Byp)n>0 est une base
n! n =
orthonormale de C(Zy,, K).

Le développement de toute fonction continue f € C(Zy, K) s’obtient sous la forme
f= Z A"(f)(0)By, ou A est Uopérateur linéaire définie par A(f)(x) = f(x+1) — f(x),

n>0
T € Lp.

Démonstration.
On renvoie a [1], [25], [26] et [33]. Rappelons simplement que I'une des démonstrations
consiste a montrer que, pour tout f € C(Zy, K), ona lim A"(f)=0. O

n—-+o00

Soit K un sur-corps valué complet de Q,. Notons A = {a € K/|a| < 1} l'anneau de
valuation de K et M = {a € K/ |a| < 1}, I'idéal maximal de A.
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Lemme 1.0.2. La valeur absolue de Z,, est normalisée de telle sorte que |p| =

(i)

(i)

(iii)

(iv)

Les racines de 'unité dans K qui sont réduites a 1 dans le corps résiduel A/ M sont
exactement les racines de ['unité d’ordre une puissance de p dans K.

Sozt q une racine primitive de 'unité d’ordre une puzssance pN > 1, c’est-a-dire
-1

M=letgh£1,V1<k<pV, alors |g — 1| =p »V~ D > pr-1,
Les racines de l'unité dans K forment un ensemble discret.

Pour q € K, la suite 1, q, ¢°, ..., peut étre prolongée en une fonction continue ¢*
x
pour x € Z, si et seulement si |¢— 1| < 1. Dans ce cas ¢* = E (¢ — 1)"( ) et
n
n>0

" =1 <[q—-1] < 1.

Silg—1| <1 etx+#0, alors ¢* =1 si et seulement si q est une racine primitive de
Vunité d’ordre une puissance p” de p et x € pNZp.

Démonstration.

(i)

(i)

Puisque K est un sur-corps valué de Q,, le corps résiduel K = A/M est de carac-
téristique p. Soit a un entier premier & p. Si x € K est une racine a-iéme de 'unité
distincte de 1 et congrue & 1( mod M), comme 1+ x + --- + 2% ! = 0, on aurait
0=142+---+z2!=1+..-+1=a. Ce qui est absurde.

Si ¢ est une racine de 'unité d’ordre ap® dans K distincte de 1 et congrue a

1( mod M), alors qpb est une racine de I'unité d’ordre a congrue a 1( mod M). 1l
vient que qpb =1.

14
Rappelons que pour tout entier positif ¢, on a (2;) ‘ ||Z;{J| pour 1 < k < p, avec

||12| Ip|, pour 1 < k < p* — 1.

Soit ¢ une racine de l’unité d’ordre p". Montrons que |g — 1| < 1.

Puisque qp =1, alors 7 —1=0dans K. Donc (g—1)? P =0 et q = 1, c’est-a-dire
lg — 1] < 1.

Posons ¢ = ¢P" ', alors (P = 1 et | —1] < 1. On a

0= gp_1 i() —p+Z(> 1)1 4+ (¢ — 1), ou encore

k=1
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(iii)

p—1
-t ==X (B)ic- v,
k=2

3 (ﬁ) (-1

k=2 )
¢ = 1P = [p| et |¢ — 1] = |p|7T.

< max

2<k<p—1

Comme

D _
(2)]le= 1" < bl =11 < . on o

Posons maintenant y =¢—1. On a |y|=]¢g—1| <1 et
pN_lfl

N-—1
C—1=(y+1" 1= ) (pk >7k+’>’pN1.Mais
k=1

\ e

pNTI-1 Ny
p k| < max |7’k < p| max |’Y|k = [yllp| < p| <
;; k)7 T s (] T I<k<pNTI-d -

prl_l

pN—l
= |(-1- > ( . )’Yk = [ —1] et

k=0

N-—-1

< \p]z’%l = [( —1]. Ainsi, |#¥

1

1
Y[ = ¢ =[x = [p[»F =T

Soient ¢ et ¢’ deux racines distinctes de 'unité dans K, alors |¢ — ¢'| < 1. Ou bien

lg—¢'| =1, ou bien ¢ —¢'| = |¢/qd' — 1| < 1 et on déduit de (i) que ¢/¢" est une
—1

racine de I'unité d’ordre une puissance de p dans K. On a |q — ¢'| > pr=1. Donc les

racines de I'unité dans K forment un ensemble discret.

Soit ¢ € K, si la suite m — ¢"" se prolonge en une fonction continue sur Z,, alors

on a Zlim qu =1 et il existe £y tel que ’quo — 1‘ < 1. Ainsi, d’une part |g] =1 et
—400

d’autre part quo est congru a 1 modulo M, d’ou 'on déduit |¢ — 1| < 1.
Réciproquement si |¢ — 1| < 1, alors la série de fonction ¢,4(z) = Z(q — 1)"By(z)

n>0
converge uniformément sur Z,. La fonction continue ¢, est telle que
m
m
gq(m) = Z(q — 1)”( ) = ¢™. On posera aussi g4(x) = ¢°.
n=0 n

Soit q € K, tel que |¢ — 1] < 1. Notons que (¢*)¥ = ¢, Va,y € Z).
-1
Posons = ap™, a #0. Si¢° =1, on a (qu)“ =1et qu = ((qu)“)a =1.
Réciproquement, si ¢ est une racine d’ordre p~ de l'unité, alors pour = = ap”, avec
N
a#0,onaqg” = (¢ )*=1. O
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Définition 1.0.3. Soit ¢ € K, non racine de l'unité, tel que |¢ — 1| < 1. La suite de

fonctions (¢7%)j>0 est linéairement indépendante sur K (voir Lemme 1.0.7).

On appelle g-polynéme de g-degré n toute fonction h, continue de Z, dans K, pouvant
n

s’écrire sous la forme h(zx) = Zajqjx, avec a, # 0. Dans ce cas, le coefficient a, est
j=0

appélé coefficient dominant du q-polynéme h.

Une suite de q-polynéomes (hy)n>0 telle que hg =1 et pour tout n > 0, h,, est de g-degré

n est appelée suite q-polynomiale.

m—1
Soit ¢ € K, non racine de I'unité, tel que |¢ — 1| < 1. Posons (m), = qil, pour

m € N. On déduit du Lemme 1.0.2 (iii) que la fonction qui & m fait correspondre (m), se
prolonge en une fonction continue x — (), sur Zj, si et seulement si |[¢ — 1| < 1. Dans

qx—l _1( T .
ce cas, on a (x), = —1 :;(q—l)" <n> sig#1et (z)1 =u.

Soient K un corps valué complet et X un espace compact. Rappelons que la norme
sur 'espace des fonctions continues de X a valeurs dans K est la norme de la convergence
uniforme || f|| = || f||, = sup | f(z)|, pour toute fonction continue f.

reX

Soit ¢ € K, non racine de I'unité, tel que |¢ — 1| < 1. Considérons le sous-groupe fermé
V4 du groupe des unités de K engendré par g. Notons que V; est égal a I’adhérence de
{¢", n>0}.
Soit (Qn)n>0 la suite de fonctions continues définies sur V, par Qo(s) =1 et

n—1

PAPRRS R IR NN )
(" =1)...(¢" —q" )
continus D((In) par Déo) =id et D((In) = (T, —id) ... (T, — ¢" tid), ¥n > 1.
On verifie par récurrence que D((Zj)(Qn)(s) = q_j(”_j)szn,j(s), VO<j<n-—1
En particulier Dén)(Qn)(s) = s", ce qui implique que D((Ij)(Qn)(s) =0,V >n+1.

, Vn > 1, s € V,. On définit les opérateurs linéaires

Théoréme 1.0.2 (Base de Van Hamme). Soit ¢ € K, non racine de l'unité, tel que
l¢ — 1| < 1. La suite polynomiale (Qn)n>0 est une base orthonormale de l'espace de Ba-
nach ultramétrique C(Vy, K) des fonctions continues de Vg a valeurs dans K.

Pour tout élément f € C(Vy, K), on a f = ZanQn, avec a, € K, lim a, = 0 et

n—-+o0o
n>0

|71 = sup lan; de plus an = DY (£)(1).

Démonstration. (Voir [11] Theorem 1).
Les démonstrations données par L. Van Hamme et A. Verdoodt pour ¢ € Z, se trans-
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posent ici sans difficulté. Notons qu’une démonstration directe consiste a montrer que
pour f: V, — K continue, la suite (Dgn)( f))n>0 converge uniformément vers zéro.

Une autre démonstration utilise un théoréme de Y. Amice, basé sur le théoreme de
Weierstrass-Kaplansky. (I

—1
e Considérons I’ensemble E, = {x € K / |z| < pr=1}. On sait que la série de fonctions

xn
expp(x) = Z ) converge dans K si et seulement si @ € Ej, on dit que exp, est
n>0

I’exponentielle p-adique.

— 1)
De méme, la série de fonctions log,(x) = E (—1)”_1u converge dans K si et seule-
n
n>1

ment si |z — 1| < 1. On dit que log,, est le logarithme p-adique. Remarquons que pour
X

—1
lg —1] <1, on a lim g = log,(q)-
z—0
Remarque 1.0.1. Soit g € K, tel que |¢ — 1| <1, alors V; C 1+ M.
Notons que V; est fini lorsque q est une racine de l'unité.

Lemme 1.0.3. Soit ¢ € K, non racine de l'unité, tel que |g — 1| < 1.
L’application ¢4 : Z, — Vg définie par e4(x) = ¢° = Z(q — 1)"By(x) est un isomor-
n>0
phisme de groupes topologiques.
1
De plus, silq — 1| < [p|»=T, alors V; C 14+E, et pour tout x € Zy, on a ¢* = exp,(zlog,(q)).

Démonstration.
Soit ¢ € K, non racine de l'unité, tel que ¢ = 1( mod M). Soit z,2’ € Z,, on a
gqlz +2') = ¢ = ¢t = gq(x)eq(x’). 1l vient que 4 est un morphisme de groupes de
Z,, dans V.

On voit aussitot par la définition de V; que ¢4 est surjectif. On déduit du Lemme 1.0.2 (iii)
que g4 est injectif.

On déduit du fait que Z, est compact que g4 est bi-continue. C’est donc un isomorphisme
de groupes topologiques et V; est un groupe compact.

10gp

log,(q)

De plus comme V; C 1+ M, posant log, = , on voit que la restriction de log, a Vj

est I'isomorphisme réciproque de &,.
1
Supposons |¢g — 1| < p~ =T, on déduit encore du Lemme 1.0.2 (iii) que

1
l¢* =1 <|¢—1| <p #»=1,Vx € Zy. Donc V, C 1+ E,. Posons s =¢*, x € Zy, on a
10gp(s) = logp(q”") = xlogp(q) et gq(x) = ¢ = expp(logp(q’”)) = equ(az logp(q)). O
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Pour ¢ non racine de I'unité, on note ¢, l'isomorphisme réciproque de &4, qui coincide
log,,

log,(q)

Théoreme 1.0.3. Soient ¢, : C(Vy, K) — C(Zp, K) et pq : C(Zp, K) — C(V,, K)
les morphismes d’algébres définis par €,(g) = goeq, Vg € C(Vy, K) et oa(f) = f o ¢y,
VfeC(Zy, K). Alors g4 et pg sont des isomorphismes isométriques d’algébres de Banach
réciproques l'un de l’autre.

avec la restriction a V; de log, =

. Notons que g4 0 p; = idy, et pg0e, = idg,.

De plus, pour tout j >0, on aA((]j) :@oDéj) 0, et Déj) :@Nqugj) 0 &q.

Démonstration. On vérifie aussitot que €, et g sont des morphismes d’algebres. En
utilisant I’associativité de la composition des fonctions continues on a, pour f € C(Z,, K),
Eq(@q(f)) = @q(f)oeq = fopgoeq = f et de la méme maniere si g € C(V,, K), on a
©q(€q(9)) = €4(g)0opqg = goegopy = g. 1l vient que £, et p, sont des bigections réciproques

I'une de l'autre. De plus on a ||4(g)|| = sup |goeq(x)| = sup |g(s)| = ||g]| et de méme
T€Lp seVy
log(£)Il = I fIl- Dot £; et g sont des isométries.

Soient f une fonction continue de Z, dans K et x € Zj,, on a
&0 Ty 0 BalH)(@) = T, 0 3, (£)(a®) = ol @™) = Flpaa™ ) = Fla+1) = mi(F)(a),
c’est-a-dire £, 0 75 0 @, = 1.
Pour tout entier £ > 0, on a
€0 (T, — rid) o gy = 40Ty 0 pg — ¢, 0 oy = 71 — ¢Fid, ainsi
g0 DY) 0 Gy = |80 (Ty—id) oy | o [0 (T, — gid) 03y | 0+ -0 |40 (T, — g Hid) 0 3y =
— (r—id) o (1 — gid) o -+ 0 (1 — ¢?Lid) = AY.

Réciproquement, on a Déj) = @oAéj)ogq et T4 = pgOTI0&,. O

Remarque 1.0.2. De facon générale, soient X et Y deux espaces compacts. Si

e: X —Y est un isomorphisme de X sur'Y, alors l'application € : C(Y,K) — C(X, K)
définie par E(g) = goe, Vg € C(Y,K), est un isomorphisme isométrique d’algébres de
Banach.

Corollaire. Soit ¢ € K, non racine de l'unité, tel que |q — 1| < 1. Alors, la suite de
fonctions (€4(Qn))n>0 est une base orthonormale de C(Z,, K).

(¢"=1)...(¢"=¢"")
(@"=1)...(¢"—q"")

De plus, pour x € Zy, on a £4(Qn)(x) = Qn(¢*) =

e Dans toute la suite, on note Cp, = C, 4 = £4(Qp).
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Soit ¢ € K, non racine de l'unité, tel que |¢ — 1| < 1, rappelons que, pour m un entier
m

a __11. On pose (m)g! = (m)g(m —1)q. .. (1)g, pour m > 1 et (0),! = 1.
(@"=1(@"—q).- (" —q") _

(" —=1)...(¢"—q* 1)

positif, (m), =

On a, pour m > n, £4(Qn)(m) = Cyq(m) =

D@ ) @ — 1) (m)ym =1y (m—nt 1)y (m)
(" —=1)...(¢—1) (n)g - (1)q (m —n)gl(n)q!
Ce qui est analogue au coefficient binomial (7: = m inn)'n' = m(m—1). ‘ﬁ!(m —n+l) )

Les Cy, q(m) sont appelés, les coefficients g-binomiaux et par analogie aux coefficients bi-
. m A A , N
nomiaux, on les note souvent ) . De méme, le g-polynome C, , est appelé le n-itme

n
q

g-polynome g-binomial.

m
N.B: Soit n un entier positif, on remarque que < > =0,V0O<m<net
n

— —n(n—1) -1
< m) = (-1)"q 2 ™ <m+n ) , Vm > 0. En particulier, pour tout entier
" /q n q

_1 —n(n+1)
positif n, on a < ) =(-1)"q 2

"/
Lemme 1.0.4. Soit g € K, non racine de l'unité, tel que |q — 1| < 1. Pour tout n > 0 et
tout m > 1, on a Cpg(m+1) = ¢"C, 4(m) + Cn_1,4(m) = Cpg(m) + g™ " Cp_q 4(m).

Démonstration.

-(a)- Pour m <n—1,0n a Cpqe(m+1) = Cyye(m) = Cp_14(m) = 0 et il n’y a rien a
démontrer.

-(b)- Pourm =n—1,ona Cy4(m+1) = ¢"1"Cp_1 4(m) = Cpo1,4(m) = Let Cp 4(m) =
0.
(@ = D™ —q).. (¢ ="
-(c)- Pour m >n,ona Cy,4(m+1) = —
© » ol ) LDl
n __ Cn—Lq(m) = ( n __ n)—(l _ ) 51—1 _ n—2)
( q )1 ( ) (g » 1)(q 1)...(q q"?)
qm_l‘“qm_qnf qm_qnf
" +Cho1q(m) =q"Chq(m) + Cp_1q(m).
(@ =D —q).. (¢"—q") 1a(m) = ¢"Coqg(m) La(m)
De méme, Cpg(m+1) = Cpq1—ng(m+1) = qm+1_"Cm+1_n7q(m) + Cr—n,g(m) =
= Cpg(m) + ¢ 7"Chq g(m). O

+Cp—1,4(m)

=4q
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Corollaire. Soit ¢ € K, non racine de l'unité, tel que |¢ — 1| < 1. Soient m et n
m
deux entiers positifs, tels que m > n, le coefficient q-binomial Cy, q(m) = > est un
n
q

polyndome en q, a coefficients entiers, de degré n(m — n), de terme constant 1 et de co-
efficient dominant 1, c’est-a-dire que le coefficient du terme de degré n(m—mn) est égal a 1.

Démonstration. Pour tout entier m > 2, on a

m " =1 1 w2 <m> (@™ - D(g" ' -1
<1>q q—1 2/, (> —1)(¢—1)
2t 2t—1
-1 -1
Ou bien m est pair et m = 2t, t € N. Dans ce cas L 5 q =
2q ¢ -1 qg—1

2t—2
(Z q23> (Z ) qui est un polynéme en ¢, a coefficients entiers de degré
=0 =0
4t — 4 = 2(m — 2), de terme constant 1 et de coefficient dominant 1.
m 2t — 12 = .
Ou bien m est impair avec m = 2t+1,t € Net = ( >< )
puraee s e e () =G (S (2
qui est aussi un polynéome de degré 4t — 2 = 2(m — 2), a coeflicients entiers, de terme con-
stant et de coefficient dominant 1.

m—1

m—1
Par double récurence, on suppose que < > et ( > sont des polynomes en g a
n
q q

n—
coefficients entiers, de degrés respectifs n(m—1—n) et (n—1)(m—n), de termes constants

—1 -1
et de coefficients dominants 1. Puisque (m) =q" <m > + <m
n n
q q

1> , on voit par
n=1/q

7’ m A N . . A
récurrence que ( > est un polynome en q a coefficients entiers, de plus ce polynome est de
n

q
degré n(m—n) et de terme constant et coefficient dominant 1. O

Nous avons ’analogue suivant a la formule de Chu-Vandermonde.
Théoréme 1.0.4. Soit ¢ € K, non racine de l'unité, tel que |q¢ — 1] < 1.

(i) On aVz,y € Zp, Crglx+y) = Zq Y HC () Cjg ()

(ii) Soient q1 et g2 deux éléments de K, non racines de l'unité, tels que |q1 — 1| < 1 et
g2 — 1] <1, alors [[Crg — Crgoll < a1 — g2l
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Démonstration.

(i)

(i)

Soit n > 0 un entier fixé et soient m et s deux entiers. Montrons que
n
Crg(m+5) =Y ¢/ "C; 4 (5)Cnjg(m).
j=0

Pour n =0, il n’y a rien a démontrer.

Supposons que n est un entier > 1. Nous avons démontré au Lemme 1.0.4, que
Crg(m+1) = Cpq(m) + g™ " 1C,—1 4(m). On en déduit que

Crg(m +2) = Cpg(m +1) + ¢ " ?Cpyq(m+1) =

= Chag(m) + ¢ "y g(m) + 7421 g (m) + ¢y o (m) =

= Crng(m) + (2)gq™ " Cporg(m) + 22 Crp g 4 (m).

Par récurrence sur s, supposons que pour tout n > 1,

Cog(m+s—1) = "0 (s = 1)Cpjg(m).
§=0

Ona Chgm+s)=Chglm+s—1)+ ¢ "Chyg(m+s—1) =

n n—1
=D " TC(571) O g (m)+¢™ 7Y TG (1) Ot g (m) =
j=0 Jj=0
=2 T Ch(s = 1D)Cnjg(m) + )" "TICl (5 = 1)Cojig(m) =
j=0 J=1
= Chg(m)+ > (Cigls = 1) + ¢ 7 Cj14(s = 1) " H)C,j 4 (m) =
j=1
n
= @THIC 4 (5)Cj g (m).
=0

Par continuité, on a (i).

Soient ¢ et g deux éléments non racines de l'unité de K, tels que [¢1 — 1| < 1 et
|g2 — 1| < 1. Soit n un entier positif fixé. On sait, pour tout entier positif m < n,

m m
que < ) = ( > =0.
n q1 n q2

Pour tout entier m > n, on déduit du corollaire du Lemme 1.0.4 que
n(m—n)

<m> . (m> o S tmn(k)(dF — db), avec amn(k) € Z, V1 < k < n(m — n).

vz (2), (7).

limite on obtient |Cy, 4, () — Ch.q,(2)| < |q1 — q2|, VT € Z),. O

3

Donc, pour tout enier m > 0, on a < |q1 — g2| et en passant a la
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Remarque 1.0.3. Soit ¢ € K, une racine primitive de 'unité d’ordre p~. Considérons
do = ¢ +p%a, |a| <1, a étant un entier > 0. Alors |g, — 1| < 1 et lirf go = q. De plus
a— 100

Qo €St non racine de I'unité.
Soient « un entier > 0 et n un entier positif fixé. Soit m > n un entier, sachant que

n(m—n)
Chq(m) = a,(cn m)q’k est un polynome en ¢ a coefficients entiers, les quantités
k=0
Ch.q.(m) et Cy, 4(m) sont bien définies. Comme au Théoreme 1.0.4 (ii), on obtient pour
n(m—n)
tout a > 0 et tous entiers m et n, Cp 4(m) — Cp 4. ( Z a(" m) —¢*). Onen

déduit que |Cy, q(m) — Cy 4. (m)| < |¢ — gl Puisque la suite (qa)a>o converge vers ¢, on

obtient la convergence uniforme sur N de Cy, 4, vers Cj, ;. Comme ’ensemble N des entiers

positifs est dense dans Zj,, on a par prolongement par continuité la convergence uniforme

sur Zjy, de Cj, 4, vers une fonction continue que nous noterons encore C), 4 et dont la re-
n(m—n)

striction & N donne la quantité Cy, 4( Z a (m, m)q , pour tout entier positif m >n

et Cpq(m) = 0, pour tout entier positif m < n. De plus ||Chng — Cng.ll < l¢—¢al <1,
Va > 0. D’oti 'on déduit que le Théoreme 1.0.4 reste vrai lorsque ¢ est une racine primi-
tive de I'unité d’ordre p¥. d

Lemme 1.0.5. Soit ¢ € K, une racine primitive de lunité d’ordre une puissance p~ de
p.
. ‘ N m
(i) Soient m,n € Z, avecn >0, on a Cp,n ,(mp™) = .
: n

(ii) Soient m,n € Z, avecn >0,0<r,s <p", on a

m T
crmnim - ()0,
q

Démonstration. Considérons la suite ¢, = g + ap®, avec |a] < 1 et a > 0. Alors g,
est non racine de I'unité d’ordre p et lim Qo = q.

N1 N i —1pN-1 -1 N i
N N = Do ol [ [ e s
np =0 4a" —da iZo r=o qu —g T o —ad
_1pN_— N . N _ AN _1pN_ N . N
Xﬁp B A S e —1X7ﬁpl—[lq2“p — gt
npV ipN4r (n—i)pN npN ipN+r
i=0 r=1 o —qa i=0 o -1 2051 @00 —Ga
_i\pN N . N N
o o1 (R )T g 1) (@R - 1) m—i
Or lim W = lim ~ - N N - -
a——400 a LA | a—+00 ((qg )n—z—l IS (]g + 1) (qg _ 1) n—1
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qmpN _ qipN +r S
D’autre part, pour 1 < r < pN — 1, on a lirf ?sz Z>N+r == 1. D’ou
aA— 100 z -
doo  — Ga
. mp™ nl:[lm—z' mm—1)...(m—n+1) m
1m == == = .
amtoo \mph ) Ll n—i n(n—1)...(1) n
N N
- mpN +r\ (@ 7 =1). (@ T -1 mp™
ee Pour tout r > 0,on a N Ty r— e — | N
p o qa - 1) oo feY - 1 p qo

ot i mpN +r (z"=1)...(z=1) (m m
1m = = .
a——+00 npN o (ZT — 1) e (Z — 1) n n
mp™ + 7’) B (q&"pNJ“T —1)... (qZ”’N”LT_erl -1) (mpN +7r— 3)
npN +s ) (qZpNJrs —1)... (quNJrl —1) w“

v (o 20), = ()= C),6) :

Remarque 1.0.4. Soit ¢ € K, une racine primitive p™ -iéme de Uunité. Soient
x=pN2(x) +1(z) € Z,y et n =m(n)p" +r(n). Par continuité on a
CTM](x) = Cr(n),q(l(x))Bm(n)(z(x))

D’autre part, on a <

Lemme 1.0.6. Soit n un entier naturel et soient (a;)1<i<n et (bi)1<i<n deux familles finies
dans une algébre de Banach ultramétrique E, telles que ||a;|| < 1, ||bi]] <1, V1 <i < n.
Alors ||aj ...an —b1...by| < max lla; — bs|-

<i<n

Démonstration. Par récurrence
Pour n = 2, on a ajag — biba = (a1 — b1)aa + b1(az — b2). Donc
|araz — bibo| < max(flar — ball, [laz — bal}).
Supposons que ||ay...a, —b1...by| < max la; — bi||. Alors on a
<N

lay ... anans1 — b .. bpbnatll = (a1 .- an — b1 ... bp)antt + b1 - bp(angr — bpgr)|| <
<max(llaj...an — b1 ..., |lant1 — bnt1l]) < max |la; — byl O
1<i<n+1

Corollaire. Soient q1 et qo deur éléments de K tels que max(|q1 — 1|, g2 — 1|) < 1.

Alors, pour tout j > 0 et pour tout n >0, on a Ag) — Ag)‘ <|q1 — q2| et

|22 Co) = 28 (Co)

‘ < g1 — qal.

Démonstration. En effet soient ¢; et g deux éléments de K tels que [¢g1 — 1] < 1 et
|g2 — 1] < 1. Pour tout £ > 0, on a Hrl — qlfz'dH <let Hﬁ — qéid” <1
D’autre part, pour tout j > 0, on a
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HAq1 - q2 HH m — ¢vid) — H(Tl — ¢id)||. On déduit du Lemme 1.0.6 que
k=0
_ AU < H _ (5 — ki H: ’k’_k’<
HAcﬂ Ag'|| < anax ||(7 - qid) - (1 - gid)|| = max |qf —g5| <

<lg —qf <1
Pour tous entiers positifs n et j, on a

AV (Crgy) = AD(Chg) = AV (Crigy — Ch qQ) (A(J AU )(Crgs)- On en déduit que
HA Cnar) = AP (Co)|| < ma(ICns — € ap|l) <
<|g1 —qo] < 1. O
Lemme 1.0.7. Soit g € K, tel que |¢ — 1| < 1.
7j—1
e Pourk > 4§ >1, ona Ag)(q T) = (H(q - qe))qu et pour tout 7 > k+ 1, on a
/=0
A§ (g =o. . |
ee On a gj)(Cn’q)(:c) = qJ(HJ*")Cn_j’q(x), Vi<net A(gj)(Cnyq)(a?) =0,Vj>n—+1.
Démonstration.

-(1)- Supposons ¢ non racine de l'unité.

e On a A(qkz) — qk(m—H) _ qu — (qk _ 1)qk

Supposons que Agj)(qk””) = H(qk — q€)>qkz. On obtient

/=0
' /i) j—1 .
A((IJJrl)(qkac) =(r—¢) ((H(qk _ qz)>qu> — (H(qk _ q£)>(qk(w+1) — q]qu) =
=0 =0
j-1 ‘ j
- (H(qk _ qf))(qk — @)k = <H(qk - qf)>q’ff. On en déduit que
=0 £=0
! e k1) . ¢
A (@) = (T](a"~4"))a*. Done AF () = (T](¢"~4") ) (¢"¢* ~4"¢*") = 0
£=0 £=0

et pour tout j >k + 1, A((]j)(q’“) =0.
ee Soit n un entier positif fixé, on a A,(IO)(Cn,q)(x) =Chq(z) et

rz+1 _ 1
AN (Cpg) (@) = Crg(m + 1) = Cpgl@). Puisque Cp gz + 1) = qqni_lcn 1q(2) et
qa:—n+1 -1
Chq(z) = ni_lCn_Lq(x), alors
1 a qw+1 o q:c—n+1 1
Ag )(Cng)(.%') = 7 — 1 Cn_Lq(x) — ql“+ - _Lq(l').

Supposons par récurrence que Agj)(Cn,q)( )= ¢ Jleti— ")Cn_m(x), j < n. Alors on
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a, AT (Crg) (@) = (m = ¢/id) (¢ g (@) = T 0@+ 1) —
— e, () = qf(”Hl—")Agl)(Cn_j,q)(:):) =

= U gt g (x) = UIDERHI G ().

En particulier Aé”)(Cmq)(x) = ¢"*. Donc A((ZHH)(Cn,q)(:L“) — qn(r+1) —¢"¢" =0 et
AP (Crg)(w) = 0,Vj 2 n+1.

-(2)- Soit ¢ € K, une racine primitive de 'unité d’ordre une puissance pV de p. Con-
sidérant la suite (gq)a>0, avec ¢o = ¢ + ap®, |a] < 1, on a, pour tout j > 0 et tout
n20, lm AD(Crg,) = AP(Crg) et [AF) = AP < lga—al <1.

Il vient que, pour tout entier n fixé et pour toute fonction continue f,

aEI—ir-loo Ag’;)( f) = A((]”)( f). D’ou l'on déduit les formules du lemme pour ¢ racine de

I'unité. U
Jj—1 G-1)
. G- .
N.B.: Notons que H(qk ) =(q-17¢ 7 (k)g...(k—j+1),.
=0

Proposition 1.0.1. Soit ¢ € K, une racine primitive de 'unité d’ordre p» . Soient m et
(mp™N +r) — A(Y) o (A(pN))m

r deux entiers positifs, on a Ay q

Démonstration. Soit ¢ € K, une racine primitive de 'unité d’ordre p’¥. On a
AP = (ry —id). . (r — ¢V lid) et AP = AP o (7 — gV id) = Ao AP
Supposons par récurrence que Ag(mfl)p M — (Agp N))m_l. On obtient alors
A((]mpN) = A((](mfl)pN)(Tl — q(m_l)pNid) coo(m = qmpN_lid) =
= (Ag”N))m—l(ﬁ —id) ... (1 — ¢ Lid) = (AgpN))m. Ainsi, on a
AP = AP (g id) L (=g rid) = (AP ) (i —id) . (ri—g"Yid) =

™)

= A7 o (AF ). O

Théoréme 1.0.5 (g-analogue au Théoreme de Mahler - K. Conrad).
Soit ¢ € K tel que |¢— 1| < 1. Toute fonction continue f € C(Zy, K) admet un unique

développement sous la forme f = Zancnm an € K et lim a, =0, avec

n—-+400
n>0
(n) - p B
an = AL (£)(0) =D (~1)Fq = Crg(n)f(n—k).
De plus ||f|| = suplan|, en d’autres termes (Cpg)nso est une base orthonormale de
n>0

C(Zy, K). -
Ce développement unique est appelé le ¢-développement de Mahler de f.
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Démonstration. Soit f € C(Zp,K) alors f o ¢, € C(Vy;,K) et on déduit du
Théoreme 1.0.2 que f o, = ZD Fowg)(1)Qn.

~(a)-

n>0

Supposops ¢ non racine de I'unité.
On a AP (£)(0) =&, 0 DY o ¢q(f)(0) DY) (f 0 q)(1). Soit z € Z,, on a
F(@) = (fopg) (@) = (fowg)(d™) = D DIV (f o pg)(1)Qule") =
n>0
= Z QODén)O@(f)(O)Cn(x) = Z A((I")(f)(O)C’n(x). Ce développement est unique
n>0 n>0
car celui de f o, l'est dans C(V, K).

k(k—1)

n
Puisque Agn) = (1 —id)...(r1 — ¢" tid), on a A,(In) = Z(—l)quCk(n)ﬁ"*k.
k=0
En effet, A((IQ) =718 — (2)471 + qid et A(3) (1 — (2)qm1 + qid) (11 — ¢%id) =

. k(k 1
=17 = (3)gTi + +4(3)gT1 — ¢*id = Z(— Cr(3){7*
k=0
5 ; M _ N AL n—k
Par récurrence, on voit que Ay’ = Z(—l) ¢ 2 Cr(n)r™".
k=0
On en déduit que a, = AL (£)(0) = S (=1)¥q" 2 Crn)r P~ (£)(0) =
k=0

—Z ¢ Oy ) (f)(n — k).

Supposons que ¢ est une racine primitive de 1'unité d’ordre p’V et considérons une
suite (g )a qui converge vers g. Soit n un entier positif, comme ci-dessus, on obtient

1Cnga = Cngll < lga — gl et HA‘(ZZ) - Aén)
n>0, lim Cpg =Cnget lim AQ(F)(0) = AP (£)0).

a—+00 q q
Soit f € C(Zp, K), puisque g, est non racine de I'unité, pour tout x € Z,, on a

f= Z aanChn o, AVEC Qg p = A(n)(f)( 0). Par passage a la limite, on obtient

—¢|. On en déduit que, pour tout

n>0
f=lim > AL (0)Cng =D AP

n>0 n>0
D’autre part, comme (Cy, 4, )n>0 est une base orthonormale de C(Z,, K) et pour tout

n>0,ona ||[Cpq, — Cngll < g —¢q| <1, on déduit du Lemme 1.0.1 que (Cy, 4)n>0
est une base orthonormale de C(Z,, K). O
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Proposition 1.0.2. Soient f et g deux fonctions continues de Z, dans K de q-développements

F= axCrgetg=> bCryq.

k>0 k>0
(i) Pour tout n >0, on a A Z Crq(n TfA((I"_k) (9)-
(ii) Pour tousm >0 et n > m, onaA NCrmg £)(0) = Zq’“("mckq m)an_k

et Al (Crngf)(0) =0, ¥n < m.

Démonstration. Puisque 71(fg) = 71(f)71(9), on a A(fg) = (f)m(9) — fg =
= (1 —id)(f)71(9) + f(r1 —id)(g) = A(f)71(9) + fA(g). De méme, on a
AP (fg) = (11— gid)(A(f)11(9) + FA(9)) = (11— id)(r1(£))72(g) + 71 (f) (11 — id)(r1(g)) —
—q(A(f)T1(g) + fA(g) = (11 —id) (11 — qid)(f)TE(9) + ¢A(f)T1(m1 — id)(g) +
+ (11— id) (f)(r1 — id) (11(9)) + f (1 — id)(r1 — qid)(g) = AP (F)r2(g) + (2),A(F)mA(g) +
+£AP (g).

Par récurrence, supposons que A Z Choq( A(k kAg"_k) (g9). On a
A(n—l—l —q Zd (chq kA(n k)( )) _
—chq JAP T ()Tt AT (g) = ¢ Crgl (F)rf AT (g) =
k=0
— ch . )(ry = g"id) (f)rf TP APTR (g) +

+ Z CrgM)AP ()" (11 — ¢ Fid) AP (g) =

= Ag(n+ V(N9 +D_(Chorg()+" Crg(m) AP (HTFATTH (g)+ AT (g) =
k=1
n+1
= Cigln+ DAP (N AT ().
On déduit de (i) que A (Crgf) = ZC’k q A " k)(f)(x)Agk)(Cm,q) et

AlM(c ch J)TEATTE (£)(0) AR (Crr ) (0). Or AP (Clrg)(0) = 0, VE # m

et A( )(Cmq)(O) = 1 Donc, pour n < m, on a A((I”)(Cm,q)(O) =0 et pour n > m, on a
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I Crmgf)(0) = Crng(MAT™™ (f)(m) = Cing(n) Y axAy~™(Cq)(m). On déduit du
k>0
Lemme 1.0.7 que A ( Crngf)(0) = Cpyq(n) Z apg™ RO (M) =
k>n—m
= Om,q(n) Z an—m—l—kq(n_m)(m_k) Ck:,q (m) = Om,q (TL) Z an—qu(n_m)ck,q (m)

k=0 k=0

Corollaire. Soit f une fonction continue de Z, a valeurs dans K et soit

f= Z anCh.q son g-développement de Mahler. Soit m un entier positif, on a
n>0

Congf =D (Cngln iqk" ") Chg(m)an k) Cg

n>0 k=0

Lemme 1.0.8. Soit ¢ € K, tel que |¢ — 1| < 1.

(i) Sixz =p"u, avec u une unité de Zy, alors |(x)q| = |(p")q| < max(|g —1|",p™") < 1.
1
(ii) Si|g—1| <p 771, alors |(x)q| = |z|, V& € Z).

(iii) Si q est une racine primitive de l'unité d’ordre une puissance pV de p, alors
N-1
P77 < [(@)g] < g — 1|, Vo € Zy \ {0}

Démonstration.
. . Py _ 1
(i) Soit x = p"u, on a (z)q = (pn)Q(U)qP” et (u)qpn - (qqpn)_l -
=u+ Z( > 1)*"!. Puisque Z <u> (" — 1)1 < ‘qp” —1| <1, ona
1
i>2 i>2

| () o | = |u| = 1. Donc | :
D’autre part, (p")g = (p)q (P)g(P)gp - - - (P)qp"*1 et
P
qp —1 P _ y s _
1 p+Z(k)<q—1>’f L Dot |(p)g] < max(g—1].p7) < 1.
k=2
Puisque ’qp — 1‘ <1,V0<i<n-1ona ’(P)qpi

H\z

(p)q =

,p~1). Donc

< max(‘qpi -1

< max(lg—1",p") < L.
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(i)

(iii)

1 i _ 1
Silg—1| < p r-1, alors ’qp — 1’ < p 1 et < |pl, Vi > 0.

> (M) -1

k=2
= |p| et pour z = p"u oll u est un élément unité de Z,, on a

Donc ‘ (P) i

= |p|" = |p"ul.

n—1
(@)al = 1)l = TT |2
=0

Supposons que ¢ est une racine primitive de 1'unité d’ordre une puissance p”~ de p.
F@pH@E) 1 gl _q
qg—1 g —-1
= ({(x))q- On pose l(z) = up", u étant un entier premier a p, alors on an < N — 1.
Comme en (i), on a |(z)4] = |(I(z))q] = |(™)q| < max(|g —1]", [p|"). Puisqlue q est
racine de I'unité d’ordre p”, on déduit du Lemme 1.0.2 (ii) que |¢g — 1| > [p|»—T > |p|.
Done |(z)q] < |g —1[" < |g—1].
D’autre part, on a (p¥ 1), = (p %,nl(p”)q et ‘(p
une racine de I'unité d’ordre p, donc ¢ est une racine de 'unité d’ordre p, avec
N-—-1

Soit x = z(z)pN +1(z), 1 < l(z) <pN¥—1,0na (), =

N—n—l) N—l)

a| < 1(P")ql- Mais ¢ est

1 1 __
‘qp - 1) = lp|7T et g — 1] = [p| @=1»""". Alnsi
N-1_,

_ pi, N— N N—
[PV )g| = [p|@=02NT > p| VT Dot [pN T < [(2)g] < g — 1. 0

Soient n > 1 un entier et k(n) lentier tel que pF) < n < pkM+1 - On a linégalité

()~ ()

< p*™ |z —y|, Va,y € Z, ([33] Proposition 47.4). Pour ¢ € K, tel que

lg — 1] < 1, on a les inégalités analogues suivantes:

Lemme 1.0.9. Soit n = ag+ -+ amu)p

k() le développement en base p de Uentier positif

n; on apk‘(n) <n< pk(n)-i-l'
Soitqe K, |¢g—1| < 1.

-1

(i) Siq est non racine de l'unité, alors |Cy, q4(z) — Cp 4(y)| < ‘(pk(n))q) l(z — Y)ql-

(ii) Siq est une racine primitive de l'unité d’ordre une puissance p™ de p (N > 0), alors

[Cng(x) = Cngy)] < [z -y max(p’¥ !, pF™).

Démonstration.

(i) Soit z =y + z un élément de Z,. On déduit du Théoreme 1.0.4 (i), que
n

Crg(x) = Cog(y) =D _ ¢ DV Chj 1(y)Cjg(2) = Crgly) =
j=0
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n

n s o n— . o z .
- Z q(n Dy J)Cn_j,q(y)Cj,q(Z) — Zq( Dy J)(.icn_jjq(y)cj_l’q(z_l)' Ce qui
j=1

— = (J)q
entraine [y () = Cog(w)] < |(2)a] o 171"
Supposons 0 < j = p v < n, avec v premier & p, on a [(j)4] = [(p™)ql- ulsque

k(n) < k(n)+1 g1 < N
P < m < pT alors m < k(n) et max [(7)g 7 = | max |(p™)g ™

Or ()] = |(™)a (™) =) | < (P™)gl, ¥m < k(). Done

-1
— < — my -1 _ k(n)

Cral®) = Cngw)] < \(z y>q|0§%n) Bl ™ <1~ 9)dl [PH)|

(ii) Supposons ¢ racine de 1'unité d’ordre p". Soit n = m(n)p" + r(n), on obtient
PPN < m(n) < pF=N+1 Soient = = z(z)p™ + I(z) et y = C(y)p" + I(y), on
a, ou bien I(z) = I(y) et |z —y| = |(2(2) = C)p"| < [p|™, ou bien I(z) # I(y) et
& =yl = li(z) = U(y)], car [p|" < !plN_1 < [l(z) = U(y)|-

Donc maX(|( (z) = Cw))p™ |, ll(z) = U(y)]) = |z —y|. On a

Cna(®) = Cag®) = (Bu) z<x>> = Binn) (C(1)) ) Corm o U(2)) +

+ By (CW)) (Crn) 4 (1(x)) = Cin) 4(U(y))) - Done

|qu( ) — Cngly )| S maX(\Bm(n)(Z(w)) = Bru) CW))] 4 |Crmy g (1)) = Crmy o (1))
On déduit de la Proposition 47.4 de [33] que

| Bin(n) (2(2)) = By (C))] 5 < p" 7 [z = (| = p* [2p" — | < P |z =y,
Drautre part |Cy (1)) = oy o(1y))] < 1) = Uy)| [0, | <
< fie) = 1) |l < Gw) ~ 1y >rpN ' < |z~ y{p"". Done

|Cnq() = qu y)l < \fc — ymax(p" !, p*). O

N.B.: Si|¢g—1| < pip%l, alors on a |C, 4(x) — Ch4(y)| < P |z — g,
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2. Opérateurs aux différences et g-bases de C(Z,, K)

Soient K un sur-corps valué complet de Q, et C(Z,, K) 'algebre de Banach des fonc-
tions continues de Z, dans K. Soit i, Poprérateur linéaire continu défini sur C(Z,, K)
par 7i(f)(xz) = f(x +1), Vf € C(Zp,K), Yo € Z,. Plus généralement, les opérateurs
de translations 7, sont définis, pour y € Z, par 7,(f)(x) = f(x + y). Nous appelons
opérateurs aux différences finies les endomorphismes linéaires continus @) de C(Z,, K), tels
que Qo7 = 11 0Q. L'ensemble W(Z,, K) des opérateurs aux différences finies est une
sous-algebre fermée de l’algebre L(C (Zp, K )) des endomorphismes linéaires continus de
C(Zp, K).

Considérons l'opérateur A = 71 —id. On a A(By) =0 et A(B,) = Bp—1, ¥n > 1. Les
puissances de A sont définies successivement par A” = Ao A" . On sait que tout élément
Q de W(Zy, K) admet un développement en série simplement uniformément convergente
Q = anA", avec ||Q|| = sup |by| < +o0 et b, = Q(By)(0). Ce développement de @

n>0 n>0
est donc lié a la base de Mahler. On obtient ici un autre développement des éléments de

W(Zy, K) lié a la g-base de Mahler. Ce développement nous permet aussi d’établir une
bijection entre une classe de bases orthonormales et une classe d’opérateurs aux différences
finies.

Considérons la ¢g-dérivation de Jackson, V, définie sur C(Z,, K) par
flx+1) = f(z)

les opérateurs linéaires continus R tels que Ro V, = V, 0 R. On désigne par Dy(Z,, K),
la sous-algebre fermée de L(C (Zp, K )) formée des opérateurs de Jackson. Tout opérateur
R de Dy(Z,, K) admet un développement en série simplement uniformément convergente.
Comme pour les opérateurs aux différences, ce développement est lié a la base orthogo-
nale de C(Zp, K) formée de la suite de fonction F,, ;, = (¢ — 1)"qn(nz_l)Cn7q. Cela nous
permet également d’ébablir une bijection entre une classe de bases orthogonales et une

classe d’opérateurs de Jackson.

,Vf €C(Zy,K), x € Zy. On appelle opérateurs de Jackson
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2.1 ¢-Bases orthonormales et opérateurs aux différences

Soient K un sur-corps valué complet de Q, et C(Z,, K) I’algebre de Banach des fonctions
continues de Z, & valeurs dans K. Soit C(Z,, K)' I'espace de Banach dual de C(Z,, K)
identifié & l'espace des mesures bornées sur Z, & valeurs dans K. Si u € C(Zy,, K)', on a
[ll = sup, >0 |< g, B >|.

De plus, I'espace des mesures bornées C(Zp, ')’ muni du produit de convolution, tel que
<pxv, f>= [ pr f(z+y)du(x)dv(y) est une algebre de Banach unitaire d’unité ey, telle
que pour toute fonction f € C(Z,, K), eo(f) = f(0).

Considérons D’application linéaire continue ¢ de L(C(Zp, K)) dans C(Zy, K)' qui &
lendomorphisme linéaire continu u, associe la forme linéaire continue (u) = g o u. Il
devient clair que ||6(u)|| < [Ju|. On note 6; la restriction de § & W(Z,, K).

Associons a p € C(Zp, K)' Délément ¢(u) = Z < pu,Bp, > A" de W(Zp,K), on
n>0

définit ainsi un isomorphisme isométrique d’algebres de Banach unitaires de C(Z,, K)'

sur W(Zy, K) tel que p o6 =id et 01 o p =id ( voir [6], [7], [8] et [46]).

Soit K « X >»={S = ZanX" € K[[X]] / |IS]| = suplan| < +oo} lalgebre des
n>0 n=0
séries formelles & coefficients bornés munie de la norme ||S|| = sup |ay|.
n>0

On obtient également un isomorphisme isométrique entre les algebres de Banach W (Z,, K)
et K < X > en associant a 'opérateur aux différences finies @) = ZanA", la série
n>0
formelle Sg =) ~a, X" et & la série formelle § =Y " b, X", I'opérateur Qg = Y by A"
n>0 n>0 n>0

Ainsi, les algebres W(Z,, K), C(Zy, K)' et K < X > sont isométriquement isomorphes.

Puisque la norme de K < X >> est multiplicative, celle de W(Z,,, K) est aussi multiplica-
tive (voir le Corollaire du Théoreme 3 de [7] et aussi le Theorem 13.10 de [14]).

La boule unité fermée de l'algebre K < X > est égale a 'anneau A[[X]] des séries
formelles & coefficients dans ’anneau des entiers A de K.

La proposition suivante nous sera utile.

Proposition 2.1.1. Soit Q = anAn € W(Zy, K). Alors Q est inversible si et seule-
n>0
ment si || Q| = |bo| # 0.
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Démonstration. Voir [7] Corollaire du Théoreme 3.
La démonstration repose essentiellement sur le fait que K < X > est de norme multiplica-
tive et que A[[X]], la boule unité de K < X > est un anneau local. O

Définition 2.1.1. On dit qu’une suite de polynomes (hy)n>0 est une suite polynomiale si
ho = 1 et pour tout n > 1, h,, est de degré n.
Une suite polynomz'ale (hn)n>0 est dite de type binomial si et seulement si
(x+y) Z hi( ,Vn >0, x,y € Zp.
i+j=n

Dans [44], L. Van Hamme donne une démonstration du théoréme suivant.

Théoréme 2.1.1. Soit QQ = anA" un opérateur aux différences finies tel que
n>1
Q| = |b1] = 1. Alors, il eziste une unique suite polynomiale de type binomial (hy)n>0
telle que hg =1, Q(hy) = hp—1 et hyp(0) =0 pour tout n > 1.
De plus, toute fonction continue f admet un développement en série uniformément con-
vergente f = 3~ Q" ()(O)hn, avee ||f]| = sup[Q"(H)(O)]
n>

n>0
B. Diarra donne une réciproque au Théoreme 2.1.1 ( voir [7]).

Théoreme 2.1.2. Soient K un sur-corps valué complet de Q,, et soit (hy)n>0 une suite de
polynomes de type binomial qui est une base orthonormale de C(Z,, K). Alors, il existe un
opérateur aux différences finies Q € W (Zyp, K), unique tel que Q(hn) = hp—1, ott h_y =0

et Q = anA”, avec ||Q]| = |b1] = 1.

n>1

Ainsi, une bijection est établie entre les bases orthonormales de type binomial (A, ),>0

et les opérateurs aux différences Q) = Z b, A", tels que [|Q] = |b1] = 1.
n>0

Théoréeme 2.1.3. Soit Q € W(Z,, K) un opérateur aux différences finies, alors QQ a un

unique développement en série simplement uniformément convergente Q = anA(g”),

n>0
b, € K, c’est-a-dire que pour toute fonction continue f : Z, — K, la série Z bnAE]")(f)
n>0

converge uniformément et Q(f) = Z bnAg”)
n>0
De plus, b, = Q(Cpq)(0) et [|Q] = sup |b |, 0t (Cpq)n>0 est la g-base de Mahler.



36 2. Opérateurs aux différences et g-bases de C(Z,, K)

Démonstration. On pourra trouver une démonstration de ce théoreme dans [8].
Plus précisément, si ) commute avec 71, alors il commute avec tout autre opérateur de
translation 7, x € Zp pour f € C(Zy,K), y € Zy, on a 17,(f)(y) = f(z +y). Comme

f=> A ¢ ( Théoréme 1.0.5), on obtient Q(f) = > A(£)(0)Q(Cny)-
n>0 n>0
Done Q(f)(z+y) = m0Q(f)(y) = Q(ra(f))(y) = Y AL (F)(#)Q(Cg)(y)- Posanty =0,
n>0
on obtient Q(f ZQ n.q) ( f)(z). Rappelons que Agn)( f) converge uni-
n>0

formément vers O comme |Q(C,4)(0)] < [|@Q]], on voit que 'on a la convergence uniforme
= Q(Cug)(0)AM(f). Deplus Q| = up |Q(Cng) (0)]- O
n>0 nz

Théoreme 2.1.4. Soit Q = anAg") € W(Zy, K), Q est inversible si et seulement si

n>0
QI = lbo] # 0.
Démonstration. Par définition, on a A(n) (7‘1 —id)o---o (1 —q" tid) =
= Ao (A—(g—1)id) o0 (A~ (¢" " —1)id)= Zanm ™ol A, = 1,
an1 = (—1)"(g—1)""t(n—1),! et pour 1 <m S n, on a
apm = (—1)" > nﬁn(qie — 1). Donc |anm| < lg—1""™ V1 <m < n

1<i < <in—m<n—1 =1

et lim |ap.m| = 0 pour m fixé . Puisque A E anmA™, avec lim |anm| =0 et
n—-4 ) n—-+o0o ’

sup |b,| < 400, la série Z bpan m converge. D’ou 1 on dedult que

n=20 n>m

Q=0bo+> b AW =by+> b, Zn: U A" =bo+ > (D bpanm)A™ =Y anA™,

n>1 n>1 m=1 m>1 n>m m>0
avec ag = bg et oy, = E bnlnm, Ym > 1. Nous avons |a,,| < sup |b,| < oo et

n>m n>m

Q[ = sup |am|.
m>0

On déduit de la Proposition 2.1.1 que Q est inversible si et seulement si
|QIl = || = |bo| # 0. O

N.B. De plus @ est bijectif et isométrique si et seulement si ||Q|| = |bp| = 1. Dans ces
conditions () envoie une base orthonormale sur une autre.
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Soit ¢ € K, non racine de I'unité, tel que |¢ — 1| < 1. Rappelons qu'un g-polynoéme

de g-degré n est une fonction continue h, telle que h(z Z arg™®, avec an, # 0. Notons

que h peut aussi s’écrire sous la forme h = Z b,Cl q, avec b, € K et b, # 0.
k=0

Définition 2.1.2. Soit ¢ € K, non racine de l'unité, tel que |¢ — 1| < 1. Une suite de
q-polynomes (hyp)n>0 est dite g¢-polynomiale si hg = 1 et pour tout n # 0, h, est de
g-degré n.

Lemme 2.1.1. Soit ¢ € K, non racine de l'unité, tel que |¢ — 1| < 1. Soit Q = ZbiAgi)
i>1

tel que ||Q|| = |b1]. Si h est un g-polynéme de q-degré n > 1, alors Q(h) est aussi un

q-polynome de q-degré n.

Démonstration. Prouvons le pour h(z) = ¢"*, n > 1.
i1

Pour1 <i<n,ona A((f)(qm) = H(q"—qg)qm et A((f) (™) =0,Vi>n+1 (Lemme 1.0.7).

=0
Donc Q(q (i:b H )>qm On a
=1

n n i—1
Zb H ¢)=(q" - 1) (bl + Z b; H(qn — qe)), avec
=1 (=0 =2 (=1

=1 =0
Iunité, |¢" — 1] [b1] 75 0 et Q(¢"*) est un g-polynéme de g-degré n. Le lemme suit par
linéarité. 0

"= | < Il < Joul,

pour i > 2. D’ou = |¢" —1||b1|. Puisque ¢ est non racine de

Proposition 2.1.2. Soit ¢ € K, non racine de l'unité, tel que |q — 1| < 1 et soit

Q= Z biAL(]i) tel que || Q|| = |b1|. 1l existe une unique suite g-polynomiale (hy, q)n>0, telle
i>1

que Q(hng) (@) = ¢ "¢"hn—1,4(T), hng(0) =0 sin > 1.

Démonstration. On déduit du Lemme 2.1.1 que Q(¢"™*) = 5,(q)¢™*, avec

n i—1

Z b; H ¢" —q%) € K. Puisque ¢ est non racine de 'unité, 3,(q) # 0, pour n > 1
=1

et Bo(q) = 0.
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Supposons ho g, hig,..., hn-14, (n > 1) déja construits. On détermine
n
x) = Z dp (q)¢’*. Puisque hpq est de g-degré n > 1, on déduit du Lemme 2.1.1 que

]7
Q(hnq) est un q—polynérne de g-degré n. On a
Zﬁ] ]:p _ ql—nq:phn l,q 1 -n Zdn 17] ]+1)m _

S Z dn—1j-1(g)¢’". Donc, par identification, on obtient 8;(q)dy j(q) = ¢* "dn-1,;-1(q),

q' "dn-1,5-1(q)
ﬁg( )

0= Z dn,j(q), on obtient d,, o(q Z dn,j(q). Donc hy, 4 est bien construit et

V1 < j <mn, d’ou l'on déduit que d,, ;(q) = , V1 < j < n. Puisque

est unique. O]

Lemme 2.1.2 (Ann Verdoodt). Soit K un corps valué ultramétrique complet et soit
(E,|| |]) un K-espace de Banach. On suppose que E contient une base orthonormale

dénombrable (en)n>0. Soit (€),)n>0 une suite dans E, telle que e, Z apj€j, anj € K,
j=0
n=0, 1, ...; 0<j <n. Alors les propriétés suivantes sont équivalentes:

(i) La suite (€),)n>0 est une base orthonormale de E.
(ii) Pourn >0, on alle,|]| =1, |apn| =1
(iii) Pour n >0 et pour tout j tel que 0 < j <mn, on a |oy ;| <1, |apn| =1.

Démonstration.

-(a)- Tout d’abord, montrons que (i) est équivalent a (ii).
e Supposons que (€, ),>0 est une base orthonormale de E. Alors ||el,|| = 1 et puisque
(en)n>0 est une base orthonormale de E, on voit que

|ann| < rga<x |an,j| = He%” =1

D’autre part, comme (€},)p,>0 est une base orthonormale de E, il existe une suite

(dni)o<i<n dans K telle que e, = dee et 1 = |len]] = Jnax |dm| Donc
i=0



2.1. ¢-Bases orthonormales et opérateurs aux différences 39

n
|dnn| < 1. De plus e, = de Zamej Z(Z dnviai7j>ej. Donc dy, pnotnn = 1.

J=0 i=j
Puisque |dp | <1 et \ozn,n| < 1, on obtlent |dnn| = |ann| = 1.
oo Réciproquement supposons que |le} || =1 et |ay | = 1, pour tout n > 0. Soit

B = Z dye).. Montrons que ||hy,|| = I<nax |dk|. 11 est évident que

| < [

Montrons, par récurrence descendante que max |dg| < ||hn]. On a
0<k<m

m m k m m
hp, = z:dke}f = de Zak,jej = Z(Z dkahj)ej. Donc
k=0 k=0  j=0

7=0 "k=j

m
[l = max ;dkak,j —maX<0§Ijr§}%<_l > diay ,\dmammo
=J =Jj

m
|dmovn,m| = |dm| < max § o j| = [l
0<j<m '
k=j
m—1 m—1 k m—1 m—1
D’autre part hy, — dpel, = g die), = g dy, g ay €5 = g < dka;w)
m—2 m—1

< dkak,j)ej +dmflam71,mflemfl- Donc |dm71‘ < ||hmH
Jj=0 k=j

m
Supposons alors que |nax |di| < ||hm||. Comme h,y, — ; dre), = doey, on obtient
|do| = ||doep|| < max(|[hum|| ,lrgr}gagxm]dk\) = ||hm|| et [[hm] = orgr}gagxm’dk" En d’autres

n

termes (e’ ),>0 est une famille orthonormale E. Comme e/ & K.e; pour tout
n/nz n J
j=0

n > 0, e, peut s’écrire sous la forme e, = Zﬁmke%, avec |fBp | <1, V0 <k <n.
k=0

n
Soit v anen, € E, avec lim a, = 0; on a v = anfBnre.. Comme
) n

n—-+o0o
n>0 n>0 k=0

sup|an| |Bnie| < sup|an\ on a hm Zanﬂnk < lim sup]an] lim |a,| = 0.
nsk k——+oo n—-4oo

Donc v = anBnri e, = b€}, avec by = anBn hm bl = 0 et
, k k

>0 n>k k>0 n>k
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|v|| = sup |bg|. D’ou (€},)n>0 est une base orthonormale de E.
k>0

-(b)- Montrons maintenant que (i7) <= (iii).

Supposons que |e,|| = 1 et an, = 1, Vo > 0. Mais alors (e},)p>0 est une base
orthonormale de E, ainsi pour tout n > 0, |le} || = [nax |an,j| = 1. Donc, pour tout
<jsn

jv 0 SJ <n, ‘a’mj’ <1l
Réciproquement si |ay, j| <1 et |ayn| =1, Vn > 0,0 < j <n, alors

lenll = Orgjagn lan,j| = 1,Vn > 0. 0

On a la ¢-version suivante au Théoreme 2.1.1.

Théoréme 2.1.5. Soit ¢ € K, non racine de l'unité, tel que |q — 1] < 1.
Soit Q =Y b;AY) € W(Z,, K), tel que |Q =1 = |by].

i>1

(i) Il existe une unique suite g-polynomiale (hy q)n>0, telle que

Q(hng) (@) = g1 "¢ hin—1,4(x), hny(0) =0 sin > 1. Cette suite est une base ortho-
normale de C(Zy, K).

(i) Si f est un élément de C(Zy, K), alors f peut s’écrire sous une forme unique de

série uniformément convergente f = Z dn(q)hnq, avec || f|| = sup |dn(q)| et
n>0 n=0

Démonstration. Supposons donc ¢ non racine de 1'unité tel que |¢ — 1| < 1. Dans

ces conditions, la démonstration est essentiellement la méme que celle donnée par A.
Verdoodt dans [51] et [52]. Par souci d’étre complet, nous donnons ici une démonstration
plus explicite, la condition |¢ — 1| < 1 étant fort utile.

-(a)- L’existence et I'unicité découlent de la Proposition 2.1.2. Nous avons & montrer que

la suite (hyq)n>0 est une base orthonormale de C(Z,, K).

n
Posons hy, 4 = Zan,j(Q)Cj,q- En vertu du Lemme 2.1.2, il suffit de montrer que
§=0
|an,;(q)] < 1 et [ann(q)| = 1.
Pour n =0, on a hg4(x) =1 et apo(q) = 1.
Soit n > 1, supposons par récurrence que |an—1;(q)] <1 et |an—1n-1(¢)]=1. On a
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n n 7
) = Zan,j(q)Q(Cj,q) = Zamj(q) ZbiqZ(Z_J)q”Cj_m (Lemme 1.0.7). Par
— = —
substitution dans le Lemma 2 de [44], on obtient

k k+s
—1 s(s—2k+1) kj sz
Crqlx) = ())kq 2 <s> ¢**. Donc
q

n J : e .. i(i—7) ) )
iag ss=20=0+1) (] —1 q an,;(q)bi j
h o) — _q)i—its z < > : : »J L (H—s)z.
Qlhng)(a) ZZ% Y™ s ), G=aa— 1"

n j j o -_7~ 7z‘(i—j) (a)bs
m (m=(m=i=2(—9)+1) [ 9 7 q Gan, \q)04 mx
Qna)() = 232317 = < ) @D ans @b s

m—i) (j—i)g!(qg—1)7"
(m—i)(m+i—2j5+1) 'L)(m+z 2j+1) j — 1 (—1)]+qu(z_])bz
B9 )
m=1j=m i=1 m=1/4\=vq¢\q

7 . n—1 - J (_1)j+s s(s=2j+1) ] (4 1)z
D’autre part ¢* "¢"hp—1 4(x) = Z q "an—1,(q) Z ,7)@ 2 q .
q

mx

= = (G)g!(g = 1) s
(m—=1)(m—2(j—1))
]+m 3 -
- q 2 Jg—1
Donc ¢""¢"hp—1 < > an—1,j-1(q)g™".
n— 7‘1 n;;:n ]_]—) (q—].) m—1 q?’b 5]
Par identification des coefficients, on obtient pour m > 1,
0 m ) o ,
—1)itm i(i—7) (m—4)(m+i—2j+1) —
>3 T e () st =
= U =gl 1) m-—i/,
(gt <J - 1) (@)
= q - : 1 anp—1,5-1\9)-
Z M- -1,
n b'qf(nfi)érﬂ»ifl) q*n(;ﬁl)
2
e Pour m = n, on a an,(q) Z (=) (q =1 = CE e an—1,n-1(q)-

=1
(n—1),!(qg— 1)”_1 —(n—i)(n+i—=1) n(n—1)

3

Il vient que an n(q) 1 -biq 2 ¢ 2 = apn-1n-1(g), ou
n 1) i—1

encore dn, »(q) Z q (¢"* = 1)b; = an_1.m—1(q). Notons que, pour tout i > 1
i=1 =1

i(i—1) N , .
le coefficient ¢~ 2 : H(q”_g — 1) de b; est un polynoéme en ¢ de degré n(i — 1). De
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plus, on a

n A1) i—1 ,
gz [~
=2 =1

1)b;| < max |b;| < |b1]. Donc
2<i<n

— [by| = 1. (+)

bl I qu(ZQ 1) H n—{ 1)bz

(=1

On en déduit que |ann(q)| = |an—1n-1(g)] = 1.

ee Supposons maintenant que, pour k+ 1 < j <n, on ait |ay;(q)| < 1.
n

Puisque q*IZan,j(q)Q(C’m)(x) = ql_”hn_Lq(x) est un ¢-polynéme de g-degré

j=0
n — 1, avec ||hp—14|| = 1, on voit que
k n

D ani(@Q(Cig) (@) = ¢ "¢ hn1g(®) = D anj(@Q(Cjg)(x) = ¢ gni(x), ol

Jj=1 Jj=k+1
k—1

Gn,k €st un g-polynome de g-degré k—1 tel que ||g, || < 1. Posant g,, , = Z 1 (7)Clgs
§=0

on voit que |ay, 1(j7)] <1, VO < j <k —1. On obtient comme ci-dessus
k (m—1)(m+i—25+1)

Z amj(q) Z Z Z J+m 2 <] - Z> qi(iij)bian,j(Q)qu
o (g—1)I— m-—1i),

—’L
m=1j=m i=1 ‘7

(m—-1)(m—-2(j—1))

k& ‘ q : i1
et g"gni(z) = Y Y (=17 (= Dgllg -1y~ ( 1>qan’k(j b

m=1j=m

E—1)(q—1DF T —e—iyhri=n) (k=1)(2—k)
(Q)Z ( ,)q (¢=1) —q B bi =q = an i(k—1). Comme
B i
ci-dessus, on voit que a,, x(q) Z g 2 H(qk_f —1)b; = qk_lan,k(k —1). On déduit

i=1 =1
de (*) que I'on a |ay 1 (q)| = |anik(k—1)] < 1.

Il est évident que ¢~ *Q est linéaire et que [|[¢”*Q| = ||Q|| = 1.
Soit f une fonction continue de Z, dans K. Puisque (hy q)n>0 est une base ortho-
normale de C(Zy, K), on a un développement de f sous la forme f = Z dn(q)hn q,
n>0
dn(q) € K, avec lim dn(q) =0 et | f|| = ;) |dn(q)
n
De plus, (¢77Q)(f)(@) =Y ¢" "dn(0)q "¢ Pn-1.4(x) = D> _ ¢" " dn(q)hn—14() et

n>1 n>1
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(@QF () (@) =3 a2 (@)t q(x). Done (g=Q)F(f)(0) = ¢~ > di(q)
n>k
etdi(q) = q" T (g~ Q)F(£)(0). 0

Définition 2.1.3. Soit ¢ € K, non racine de l'unité, tel que |¢ — 1| < 1 et soit
Q=Y bAY) € W(Zy, K), tel que [|Q] =1 = |by].
i>1
La suite g-polynomiale (hy g)n>0 obtenue dans le Théoréme 2.1.5 est appelée suite de g-
polyndémes basiques associée a Q).

Soit ¢ € K, non racine de l'unité, tel que |¢ — 1| < 1. Nous avons rappelé ci-dessus
n

qu'un g-polynoéme h de g-degré n peut s’écrire sous la forme h = Z biClq, avec b, € K

k=0
et b, # 0.

Si ¢ est une racine primitive de 1'unité d’ordre pV, la notion de g-polynoéme pose un
probleme. En effet, la fonction continue qui a x associe ¢* est localement constante. Pour
tout entier positif n, écrit sous la forme n = m(n)p™ + r(n), on a ¢"* = ¢"™*. Dans

n

ce cas, les fonctions continues h pouvant s’écrire sous la forme h = Z biChq, b € K et

k=0
by, # 0, ne sont pas forcément des ¢g-polynémes. Nous donnons donc une autre définition

a ce type de fonctions dans le cas ou ¢ est une racine de 'unité.

Définition 2.1.4. Soit ¢ € K, une racine primitive de l'unité d’ordre p™ .
On appelle g-quasi-polynéme de degré n, toute fonction continue h pouvant s’écrire
n

sous la forme h = Zakck,q: avec a € K et a, # 0.

k=0
Une suite de q-quasi-polynomes (hy)n>0, telle que hg = 1 et pour tout n > 0, h, est de
degré n est appelée suite g-quasi-polynomiale.

Définition 2.1.5. Soit ¢ € K, tel que |¢—1| < 1. On appelle suite de type ¢-
binomial toute suite g-polynomiale (resp. g-quasi-polynomiale) (hy,),>0, telle que

hn(z+y) = Zq*S(”*S)q(”’s)“hs(x)hn_s(y), Vn > 0, z,y € Zp.
5=0
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Corollaire. Soit ¢ € K, non racine de l'unité, tel que |q — 1| < 1.
Soit Q € W(Zyp, K) satisfaisant aux conditions du Théoréme 2.1.5. La suite de g-polynémes
basiques (hn.q)n>0 associée a Q est de type q-binomial.

Démonstration. En effet, la propriété est vraie pour n = 0 et pour n = 1, car
ho,q = Co,q et h14 peut s’écrire sous la forme hy, = aCi 4. Supposons la propriété vraie

pour hp—1,4. On a Q(7z(hng))(y) = 72(Q(hng))(y) = ql_nqx+yhn—l,q(x +y). Ainsi

n—1
Q(Tx(hn))(y) = Z q—s(n—s)q(n—s)xhs(:L,)ql—n—i-sthnilis(y) =
s=0
= Z q_S(n_S)q(n_s)xhs,q(«’E)Q(hn—s,q)(y) = Q(Z q_S(n_S)q(n_s)xhs,q(x>hn—s,q> (y)
s=0 s=0

Donc Q(Tthq — Z qfs("fs)q("fs)zhs,q(a:)hn_&q) (y) =0cet
s=0

To(Png)(y) — Z q_s(”_s)q("_s)xh&q(aj)hn,s,q(y) = ¢(x), ou ¢(x) ne dépend que de z.
s=0

On a 74(hnq)(y) = hng(z +y) = Z q_s(n_s)q(n_s)xhs,q(x)hn—s,q(y) + c(z).
0

Done A () = 7o (hng)(0) = Y ¢ gy o (2)h— g (0) + c(x) = hng(x) +c(z) et
s=0

c(x) = 0. O

Nous avons un énoncé équivalent au Théoreme 2.1.5 lorsque g est une racine de I'unité.
Plus précisement, on a:

Théoréme 2.1.6. Soit ¢ € K, une racine primitive de l'unité d’ordre p" .

Soit Q@ = ZbiAéi) € W(Zp,K), tel que ||Q| = 1 = |b1]. 1l existe une unique suite g-
i>1

quasi-polynomiale (hyq)n>0, telle que Q(hnq)(x) = ¢ "¢%hn—1,4(T), hng(0) =0 sin > 1.

Cette suite est une base orthonormale de C(Zy, K).

Démonstration. Supposons que ¢ est une racine primitive de 1'unité dordre p™.
Considérons la suite (¢a)a>0 définie par ¢, = ¢ + ap®, |a| < 1. On sait que g, est non
racine de l'unité tel que |¢go, — 1] < 1 et lim ¢, = ¢. On a vu que lim A((IQ = A((Ii).

a——+00 a——+00
Considérons la suite d’opérateurs linéaires continus (Qq)a>0 définie par Q, = Z biAéQ.
i>1
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On a Qall = up |l = [b1]. Comme Q= Qa = D obi(AD = AD)| <
i>1

< sup br] | A ~ AR | <[] lg — gl on 2 lim Qu =@

D’autre part il existe une unique suite go-polynomiale (hy, g, )n>0, telle que

Qa(hng)(®) = ¢4 ¢% hn—1.4, (%), hn g, (0) = 0 si n > 1 qui est une base orthonormale de

C(Zp, K). Puisque (C 4, )n>0 est une base orthonormale de C(Z,, K), pour tout n > 1,
n

I, admet le go-développement hy, 4, = Z .k (qa)Ch.qe -

k=1
Montrons que lirf hn.q. existe. Pour cela, puisque pour tout entier £ > 0, on a
a——+00
Crq = lim Cpg,, il suffit de montrer que, pour 1 < k < n, la limite lim ay,x(qa)
’ a—+4oo a—+oco

existe dans K.
On a hogq, =1 et hig, = a1,1(¢a)C1 4., avec |a1,1(ga)| = 1. Comme Q(hi4,) = hog, = 1,

on obtient a1 1(qa) = e
1

Soit ha g, = a2.1(¢a)C1,q. + 02,2(¢a)C2 4. le go-développement de hs g4, . Puisque

al,l(qa) _ 1

b1+ qa(ga — 1)b2  b1(b1 + galga — 1)b2)

D’ou 'on déduit 'existence de la limite

Qa(hq,) = qﬁq;lhl’qa, on voit que ag2(¢a) =
by

b7 (b1 + alga — 1))
hog= lim hg,.

et az2(qa) =

Supposons que, pour 1 <t < n —1, la limite lim h; g4, = hyq existe dans C(Zy, K).

a—+00

an—l,n—l (Qa)

On déduit de la démonstration du Théoreme 2.1.5 que ann(ga) = , avec
UTL,H(QQ)
i(1—1) i—1
Un.n(qa) an H Zﬁé — 1)b; et on voit que |v,,(¢a)| = 1. De plus
=1

TL

1
ann(qa) = H et hm ann(ga) = ann(q) existe avec |a,n(q)| = 1.
7 =1 Ve 0(qa) Q=400 7

Supposons que, pour k + 1 < j < n, la limite liIJrrl anj(qa) = anj(q) existe. Posant
a—T00

n

dadnk,a(T) = a8 " galn—1,q. (%) — Z an,j(4a)Qa(Cliga) = Qazdnk G J)Cliga (2),
j=k+1
sachant, par hypotheése de récurrence que les suites des coeﬂﬁments (anfl,z(QQ))a>O des
fonctions h,_14, convergent, on voit que les limites lim dnk(qa, Jj) = dni(q,j) et
oa—

lim gy ko = 9gni existent. De plus, comme \dn,k(qa,]’)] 1,V0 < j < k-1, 0n a

a——+00

|dpi(q,7) <1,V0<j<k—1
¢y o (gas b — 1)

On déduit encore de la démonstration du Théoreme 2.1.5 que a,, ;(¢a) = (0
Un,k\qa



46 2. Opérateurs aux différences et g-bases de C(Z,, K)

i(i—1) i—1

avec Uy, k(qa) an H ¢y " —1)b;. On a |v,k(¢a)| = 1. De plus
(=1
lim v, ,(qa) = vn k(q) existe avec |v, ,(q)] = 1. Donc la limite

a—+00
F=1d k—1
lim api(qa) = ank(q) = ¢ dni(a: ) existe et est telle que |a,x(g)] < 1. D’ol
a—oo Un,k(q)

Pon déduit que, pour 1 < j < n, la limite lirf an,j(qa) = an,j(q) existe avec |an j(q)| < 1.
a—1T00

Posons hgq =1 et hy, 4 = Z n,j(q)Ch.,q. Alors hy, 4 est la limite uniforme de la suite

(hn,go Ja>1 €t T'on a, pour n > () ||hn,qH =1et |ann(q)| = 1. Il vient que (hy q)n>0 est une
suite g-quasi-polynomiale telle que hy, 4(0) = 0, Vn > 1.

Soit f une fonction continue de Z, dans K. On a les développements uniformément

—1)
convergents f = ZQa E (027Qa)"(f)(0)hyp g, Puisque lim ¢,"Qq = q *Q et
>0 a——+00

1151_1 hn.go = hng, on obtient par passage a la limite le développement uniformément con-
aA—T 00

n('n. 1) n(n—1
vergent f = 1m Yo 7 (6:°Qa)" () Ohuge = D 0" > (4 "Q)"())(0)long, avec

n>0 n>0
| fIl = sup {(q*mQ)”(f)(O)}, c’est-a-dire que la suite (A q)n>0 est une base orthonormale
n>0
de C(Zyp, K).
On déduit de la relation Qq(hn g, )(z) = ¢5 "¢hhn—-1,4., V1 > 0, z € Z; que
Q(hn,g)(z) = QEIEOO Qalhn,g,)(x) = hm qa Tqahn—1,4. (%) = qlinqlﬂhn—l,q(m)- O

N.B. Soit ¢ € K, une racine primitive de Punité d’ordre pv. Soit Q = ZbiAgi) €
i>1
W(Zy, K), tel que ||Q|| =1 = |b1]. Comme la suite g-polynomiale du Théoreme 2.1.5, la
suite g-quasi-polynomiale (A, 4)n>0 obtenue dans le Théoreme 2.1.6 est appelée suite de
g-quasi-polynémes basiques associées a ().

Corollaire. Soit ¢ € K, une racine primitive de l'unité d’ordre p~. Soit
Q € W(Zy,K) satisfaisant auz conditions du Théoréme 2.1.6. La suite de q-quasi-
polynomes basiques (hy. q)n>0 associée a Q est de type q—bmomial, c’est-a-dire que (hyg)n>0

est une suite g-quasi-polynomiale telle que hy, (z+y) = Zq sn=s)g(n=s)zp (@) hn—s4(y),

Yn> 0, z,y € Zyp.

Démonstration. La démonstration est la méme que celle du Corollaire du
Théoreme 2.1.5. 0
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Remarque 2.1.1. Si une suite g-polynomiale ( resp. q-quasi-polynomiale) (hy)n>o est de
type q-binomial, alors h,(0) =0, VYn > 1.

Démonstration. En effet, puisque hi(z + y) = ¢Yhi(x) + hi(y), pour y=0ona
hi(x) = hi(z)+h1(0). Donc h1(0) = 0. De méme ha(z+y) = ¢*Yha(z)+q *q?h1(y)h1(z)+

+ha(y). Donc hy(x) = ho(x +0) = h2($)-+-q_1hq(0)hq($)'+’h2(0) ho(x) + h2(0) et
h2(0) =0
Supposons, par récurrence, que hq(0) = h2(0) = -+ = h,—1(0) = 0. Puisque
w(z+y) = Zq—s ") g b (y) by (2), on obtient hy (2) = Y g "Iy (0)hy—s(z) =
s=0

—i—Zq s(n— S)h Yhn—s(x) + hy(0). Puisque, pour 1 < s <n-—1, hy(0) =0, 0on a

h()—h()+h()Donch(0):0. O

On a la réciproque suivante aux Théoremes 2.1.5 et 2.1.6.

Théoréme 2.1.7. Soit g € K tel que |q — 1] < 1.

Soit (hn,q)n>0 une base orthonormale de C(Zy, K) telle que pour tout n, h, 4 est un g-

polynome (q-quasi-polynome) de q-degré (degré) n et hogq(x) = 1. Si (hpg)n>0 est de

type q-binomial, alors il existe un unique opérateur (Q = ZbiA((;) € W(Z,,K), tel que
i>1

1Q =1 =1|b1] et Q(hng)(z) = ¢ "¢ hpn—14(x), avec la convention que h—1 4, = 0.

Démonstration. Soit f € C(Zy,, K), on a le développement f = Z anhn,q, avec
n>0
Ifll = sup lan|. La série de fonctions Z anq* "hn—1,4(x) converge dans C(Z,, K).
n>1
Posons Q =q* Z ang "y 14(x) =¢" Z an+1q" "hng(x). On définit ainsi un en-
n>1 n>0
domorphisme linéaire du K-espace vectoriel C(Z,, K) tel que Q(hn q)(z) = ¢°¢" " hn_1 4(x).

Pour tout « € Zy,, on a |Q(f)(x)| = Zanﬂq "hyq(z)]. 1l vient que
n>0
QNI = Zanﬂq*"hn,q = sup |an+1| < ||fll. On en déduit que @ est continu.
n>0

n>0
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Comme ||Q(hng)|l = |hn-14ll =1, Vrn > 1, on voit que ||Q]| = 1.
L’opérateur linéaire continu () est uniquement déterminé par les images
Q(hng)(z) = ¢°¢*"hy—1 4(x) prises sur la base orthonormale (A, q)n>0-

Soient z,Y € Lp,on at,0Q(hynq)(y) = Tx(ql_”thn 1,9)(y) = gt g ”+yhn_17q(x+y) =

_qusn s), (n— s)mhsq( )q 1-n+s @R s,q (an s)(z—s) ,q( )hn—s,q)(y) =
_Qonlh n.q)(y). On obtient 7,0Q = Q o, etQGW(vaK)

Posons Q = ZbiA((]i). On a 0 = Q(ho,g) = bohoq = by. Puisque hy 4 = aC 4, avec
>0
la| =1, on voit que Q(h1,4)(z) = abi A(C14)(x) = abig”. D’autre part,
Q(h14)(z) = q%ho4(x) = ¢°. Donc aby =1 et by = a~!. On en déduit que ||Q| =1 = |b]
et le théoreme est démontré. g

Remarque 2.1.2. Notons que lorsque q est non racine de l'unité, on peut obtenir par

récurrence les coefficients du développement ) = Z biAl(;) de Q.
i>1

Démonstration. En effet, posant hy = aCy 4, avec |a| =1, on a
¢° = Q(h1)(z) = biA(h1)(x) = ¢°bra. Donc aby =1 et by = —

a
Supposons avoir déterminé by, bo, ..., b,_1. Considérons le développement
n

hn(x) = Zan,jqu de hp. On déduit de la Proposition 2.1.2 que ay 08, = ql_”an_l,n_l,

j=0
n i—1 a
N _ —1n—1
ou 3, = b; ¢" —¢"). Donc 3, = ¢t "0 e
o= 3o TT o Donc 5,
n—1 q1 a
_ 1,n—1
b= Ly (e S H ).
=0 i=1 4=

Corollaire 1. Soit g € K, tel que |q — 1] < 1.
1l y a une correspondance bijective entre l’ensemble des opérateurs linéaires continus
Q= ZbiA((;), tels que ||Q|| = 1 = |b1| et l’ensemble des suites q-polynomiales (q-quasi-
i>1
polynomiales) de type q-binomial qui sont des bases orthonormales de C(Zy, K).
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Exemples:
(i) Considérons l'opérateur @ = Agl) = A, on voit que by = 1 et b, =0, Vn # 1. Les

g-polynémes (g-quasi-polynomes) hy, , sont donnés par hy ; = Cy, 4.

(ii) Soit (hnq)n>0 la suite définie par hy, 4 = ¢"Cyp 4. L'opérateur @ est donné par
Q = ¢ 'A. De facon générale, si h, q= =od"C, .g> V'opérateur associé est Q) = o “IA.

Corollaire 2. Soit g € K, tel que |¢ — 1] < 1.
Soit Q = A—I—ozAgf), avec |a <1 et soit (hy, q)n>0 la suite de q-polynomes ( resp. q-quasi-

polynomes) basiques associée a Q, avec hy 4( Z an]q . Alors
h, Z(Z On,j H ¢ - qz))ci,q(l’)~
=1 J=t
De plus si q est non racine de l'unité, on a
J n
ii=2n+1) _ _ .

nj=¢ 2 Qn_jo H(qk — D714+ a(d" =)7L, pour j > 1 et Za"’j =0.

k=1 j=0

Démonstration. En effet, puisque ¢/ = Z A((Ii) (") (0)Cyq(z) =

>0
Jj oi—1
=1+ Y J[(@ = ¢")Cig(x),¥j > 1, on a by, 4(x Zawq _an0+zaw
1= 1€ 0
i—1
+ZZGWHQ ~q) Zzawl—[q —¢")C 4(x).
7=11i=1 i=1 j=i =0

1-n
. . . P . (p—1,5—1
D’autre part, si ¢ est non racine de I'unité, on déduit de la relation a, ; = 4 Gn-ty-l

B;
ql—nq2—nan727j72 i j(i—2n+1) 1 .
que a,; = 5.5 . Par récurrence, on a an; =q¢ 2 an—jo H B, . Mais
gt k=1
k m—1
Z kE_ 0
ﬂk = bm H (q —q )
m=1 =0

Ici, by =1, bg; a et by =0, Vk > 3. Donc (5, = (qk — 1)+ alg® —1)(¢* —q) =

J
3(j—2n+1) _ _ .
= ("-D(1+ald =) etan; =g > anjo [[(@" =D (1+a(d"~¢) ", Vi>1. O
k=1
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Nous avons ici les premiers termes de la suite (hy 4)n>0 donnée dans le Corollaire 2,
lorsque ¢ est non racine de I'unité:

1 — r—1
(i) a11 = qagol = 1 et aj0=—ai, = q—il Donc hy 4(x) = qq — = Ci,q(z)
O ——
Toog-1 0 (¢—1)¥
dny — (flal,l _ g !
T(@ -1 +ale® - cz))1 (¢—1)(¢* —1)(1 +10Z(q2 —q))’
0= o= = (g - @ DA e a)
Donc ho, = <—q_1 + q_l >C’ + ;C
M N1 =D tal@ -9)/ M T a(@ —g)
=—(—aC Coy).
1+a(e? — Q)( O + Czg)
On obtient également,
1
ili) hgq = 2712)4C1q — g H(2)4Caq + Cs.q).
(111) 3,9 (1+a(q2 _q))<1+a(q3 _q))(a q ( )11 1, — aq ( )l] 2,9 3#])
(iv) hag = (042q73(2)q(1 + 04((]4 -q) + a2q72(3)q)(_0‘01,q + C2,q>
X (1+a(g® —q)*(1 +a(¢® — @)1 +al¢* — q))
n —aq *(3)4C34 + Cayg
(1+a(g® —q)(1+a(d® — )1 +alg* —q))
Proposition 2.1.3. Soit ¢ € K, non racine de l'unité, tel que |q — 1| < 1.
Soit Q = ZbiAgi) € W(Zy,K) tel que |Q|| = 1 = |b1| et soit h(x) = Z%‘Cm un
i>1 §=0
q-polynéme de q-degré n > 1, avec |a;| < 1 et |a,| = 1. Alors Q(h)(x) = ¢®¢*"r(z), ou
n—1
r= Zdem est tel que ||r]| =1 = |dp—1].
§=0
Démonstration. Soit h = Za] g alors Q(h Z%Q ia)
7=0

—Zajzbququz ] z,q _qqu nzajzblqz 1)1 n—1+4i(i— ])C] zq( )
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n J
Posons r = Z a; Z biq(i_l)wq”_lJri(i_j)Cj_i,q. On voit que r est de g-degré n — 1. On a

n—1

QM = [|g""g%r|| = IIr]l et |Ir]| < 1. Soit r = d;Cj4, on obtient |d;| < 1. T1 suffit
7=0

de montrer que |d,_1| = 1.

Comme dans la démonstration du Théoreme 2.1.5, on obtient

anzq“é” H (@ —1)b; = dp_1. On déduit de (*) que 1 = |an| = |dn_1]-
/=1

Proposition 2.1.4. Soit g € K, une racine primitive de l'unité d’ordre p™
n

Soit @ = ZbiAgi) e W(Zp,K), tel que |Q] =1 = |b1] et soit h = Zaij un q-quasi-

i>1 j=0
polynéme de degré n > 1, avec |a;j| < 1 et |ay| = 1. Alors Q(h)(z) = ¢*¢' "r(z), ou
n—1
r= Zdej,q est tel que ||r]| =1 = |dp—1].
=0

Démonstration. Supposons que ¢ est une racine primitive de I'unité dordre p"
Considérons la suite (gq)a>0 définie par g, = q + ap®, |a| < 1. Rappelons que ¢, est non
racine de I'unité tel que |go, — 1| < 1 et liIJrrl Qo = Q.

aA— 100

n
Soit h = Z a;Cjq. Puisque (C, 4, )n>0 est une base orthonormale de C(Zy, K), h admet
=0

le go-développement h = Z A h)(0)Ci q.- De plus aj = hrf A( )(h)(O).
7=0

Considérons la suite d’opérateurs linéaires continus (Qq)q>0 définie par Q, = Z biAt(zi)
i>1

On a [|Qq]| =sup|bj| =|bi|=1et lim Q,= Q.
i>0 a—+00

D’autre part, pour tout o > 0, il existe un Go-polynéme r, de g,-degré n — 1, tel que

n—1
To = Zdj,acj,qaa Irall =1 = |dn-1,a (h)(z) = g5 "¢%rq(z). On voit alors comme
j=0
dans la démonstration du Théoreme 2.1.6 que la limite r = lirf ro existe. On obtient
aA— 100
n—1
ZA Cjgr avec [[r| = lim |dn-1al=1= A= (r)(0)] et
oa—

J
Q(h)(x) ¢ "qr(x). -
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Corollaire. Soit g € K, tel que |qg — 1] < 1.
Soit (hpq)n>0 une suite de g-polynémes (q-quasi-polynomes), telle que pour tout n > 0,
hn,g est de q-degré (degré) n (hoq n’est pas nécessairement égal a 1); qui est une base
orthonormale de C(Zy, K) et soit QQ = ZbiAf(Ii) € W(Zy, K), tel que [|Q| = 1 = |b1].
i>1

Alors il existe une suite de q-polynomes (q-quasi-polynomes) (1 q)n>0, telle que pour tout
n >0, rnq est de g-degré (degré) n et Q(hng)(z) = ¢' "¢ rn_14(z), ¥Yn > 1.

De plus la suite (7,q4)n>0 est une base orthonormale de C(Zy, K).

Démonstration. C’est une conséquence immédiate du Lemme 2.1.2 et des Proposi-
tion 2.1.3 et 2.1.4. Il

Lemme 2.1.3. Soit q € K, tel que |¢ — 1| < 1.
Soit Q = ZbiA,(;) € W(Zp, K) tel que ||Q|| =1 = |b1]. Alors
i>1
(*Q)" o1y =Ty o0 (¢~ @=HVQ)™, ot ¢~*Q est opérateur linéaire défini par

(" Q)(N)(x) = ¢ Q(f)(=).

Démonstration. Soit f une fonction continue de Z, a valeurs dans K, alors
((¢*Q) o) (f) (@) = (™" ¥* W1 0 Q)(f)(2) = Ty(q_“’”_y)(Ty 0 Q)(f)(x) =
= (ry 0 (¢7"7¥Q))(f)(x). Donc (¢7°Q) o7y =70 (¢~ *H)Q).
Par récurrence, supposons que (¢ *Q)" o7, = 7, o (¢~ **t¥Q ) (n > 1). On obtient
(@R ory = (¢77Q) o1y 0 (¢ THIQ)" = 71, 0 (¢~ THIQ) (¢~ THIQ)" =
=Ty0 (q_(iv‘f'y)Q)”‘f'l_ O

Théoréme 2.1.8. Soit g € K, tel que |¢ — 1| < 1.

Soit Q = ZbZA((;) € W(Zy, K) tel que |Q|| = 1 = |bi1] et soit U € W(Z,, K). Alors U
i>1

s’écrit sous forme de série simplement uniformément convergente
n(n—1)

= Zq 2 Ulhng)(0)(¢7*Q)", 0ot (hng)n>o0 est la suite de q-polynomes (q-quasi-
n>0
polynémes) basiques associée a Q.

Démonstration. Soit f une fonction continue de Z, dans K. On a

fa+y) =) =3 ¢ T (VQ)" (malf)(O)hngly) =

n>0

=S " T (R ) Ohng () = 36" (7TVQ) () (@) (v)-

n>0 n>0

On obtient U(f)(z +y) = U(r:(f))(y) = Zq@ U(hng) (9)(a™"YQ)" () (x).

n>0
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Donc U(f)(@) = 34" Ulhug)(0)(a*Q)"(f)(@) et U =3 ¢" 7 Ulhng) (0)(a*Q)".
n>0 n>0
Notons que ¢~*Q ¢ W(Z,, K). O

Remarque 2.1.3. Le Théoreme 2.1.8 est une g-version du fait que si V' = Z b, A" est tel
n>1
que ||[V|| = |b1], alors tout élément U de W (Z,, K) se met sous forme de série simplement

uniformément convergente U = ZU (ex)(0)V™, ou (en)n>0 est la suite de polyndmes
n>0
basiques associée a V.

2.2 ¢-Bases orthogonales et opérateurs de Jackson

Soient K un sur-corps valué complet de Q, et C(Z,, K) 'algebre de Banach des fonctions
continues de Z, dans K. Soit ¢ € K, tel que |¢ — 1] < 1. Nous allons définir I’analogue
de la dérivation de Jackson que nous désignons par le méme nom. La g¢-dérivation de

1) —
Jackson sur C(Zy, K) est l'opérateur linéaire V, défini par V,(f)(z) = f(a:(;—_)l)qi”(x)’
pour f € C(Zy, K), x € Z,.

Considérons la suite g-polynomiale (resp. g-quasi-polynomiale) (F}, 4)n>0 définie par
n(n—1)

Foqo=(@-1)"¢ 2 Cpgq,¥n >0, 0l (Cy4)n>0 est la g-base de Mahler. La suite (£}, 4)n>0
est une base orthogonale de I'espace de Banach des fonctions continues C(Z,, K'). De plus
|Frogll =g —1|", ¥n > 0. On a V4(F,4) = Fn_1,4, Yn > 0, avec la convention 1 ; = 0
et toute fonction continue f se met sous forme unique de série uniformément convergente
F = Val)(0)Fog, avec |If]| = sup (Vg (N)O)] lg —1I".

n>

n>0

Nous avons défini les opérateurs de Jackson comme étant des endomorphismes linéaires
continus R de C(Z,, K), tels que RoV, = V,0R. Il devient clair que I'’ensemble Dy(Z,,, K)
des opérateurs de Jackson est une sous-algebre fermée de 'algebre de Banach L(C(Zp, K ))
des endomorphismes linéaires continus de C(Zp, K). Pour tout opérateur de Jackson R,
on montre que la suite ((¢ —1) 7" R(F4)(0))n>0 est bornée. Cela nous permet, comme au
paragraphe précédent, d’écrire R sous une forme unique de série simplement uniformément
convergente R = Z R(Fy4)(0)Vy. Ce développement est analogue & celui donné par L.

n>0
Van Hamme sur les opérateurs aux différences finies (cf. [44] et aussi [52]). Nous allons
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établir une correspondance bijective entre une classe de bases orthogonales et une classe
d’opérateurs de Jackson.

Comme pour 'algebre W (Z,,, K') des opérateurs aux différences finies, nous allons montrer
que l'algebre Dy(Z,, K) est isométriquement isomorphe & l'algebre K < X > des séries
formelles a coefficients bornés. Donc la norme de Dy(Z,, K) est multiplicative.
Rappelons que la boule unité fermée de lalgebre K < X > est égale a A[[X]], 'anneau
des séries formelles a coefficients dans ’anneau des entiers A de K.

Dans les énoncés deés que 'on écrira g-quasi-polynéme, g-quasi-polynomial ou
degré, sans autre précision, il s’agira du cas ol ¢ est une racine de ’unité.

Propriétés 2.2.1. Soit q € K, tel que |g — 1| < 1.

(i)

(i)

(iii)

Pourk > j > 1, on a Vi(q*) = (k)g(k—=1)4. .. (k—j+1)qq* )7 et VE(d™) = (k)
Pour j > k41, on a Vi(¢*®) = 0.

Pour j <k, on a Vi (Cy g =(@-1)7 J(j'jl)_jka,m et VZ(C’;W) =0, pour j > k.
On a VJ( nag) = Fnojg, sij < n et VI(F, q) = 0, si j > n. En particulier
V2 (Fpg) = 1.

Démonstration. Par récurrence.

(i)

(iii)

Ona v <qkz) _ qu—l-k o qkm _ (qk _ 1)qu
! (¢ —1)g* (¢ — g

On déduit donc, par récurrence, que
V(") = (k)g(k — 1)y (k — j + 1)ga™ D7, pour k> j > 1. |
De plus VA(@) = (k)g. . (k — k +1)ga®H7 = (k)g! et ¥j > k+1, VA(q") = 0.

_ (k,)qq(k:—l):c'

1 1-k x _
Soit z € Z,. On a V,(Cq)(x) = Cra(e+1) = Cra(@) _ 40" Chra(®) _

D (¢ —1)¢ (¢ —1)¢
=(@=1)7¢ " Crrq(x). o
, . +1
Par récurrence, on voit que V4(Ci4) = (¢ —1)77¢q EEEmELlo jgo pour 1 < j < k.
k(k+1) 2 B Ic(k+1 2k)
Donc Vg(Crq) = (a- e =

=

= (¢g—1)"%q . D’ott 'on déduit que VkH(C’k q) =0etVj>k+1, Vq(Ck q) =
Il suffit de montrer que V4(F, 4) = Fj—1,4. Or

n(n—1) —1)
Vo(Frg) =(@—1)"¢ = V¢(Cng) = (g —1)" q

(q—=1)71¢" "Cprg =
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n(n—1) 2(n—-1)

=(¢—1)"q = 7 Cno14 = (g-1)

(n—1)(n—2)
n—1 2

C’n—l,q = I'n-14q- U

Remarque 2.2.1. Soit k = s(k)p" +r(k) un entier positif. Notons que si q € K est une
racine primitive de ['unité d’ordre p" , alors V3 (¢"*) = 0, pour tout j > r(k).

Démonstration. En effet, si ¢ est racine primitive de 1'unité d’ordre pv, pour tout
j=0,ona(k)g...(k—j+1)g=(r(k))g...(r(k) —j+ 1) Il vient que
(r(k))g ... (r(k) —j+ 1)y = 0, ¥j > r(k). D’out 'on déduit que V(¢**) = 0, pour tout
j>r(k). O

Remarque 2.2.2. On a ||V,| =]¢—1|7".

Démonstration. En effet, soit f € C(Z,,K), « € Zy, on a
Vo(H)@) =q"(a = )7 AS) () et [Vl = lg — 17" O

e Rappelons que pour toute fonction continue f € C(Zy, K), on a
: nysn . n n(n—1) n, NrIn
lim [|(g — 1)"V2(f)|| = 0. En effet, on sait que Ay (f)(z) = ¢* = (q=1)"¢"*V(f)(x),

n—-+00

(voir [51] Lemma 1 (iii)), ainsi A(n)(f) = ||(g —1)"VZ(f)||- On déduit alors de la Propo-
q q
sition 2 de [11] que 0 = lim HAEI”)(f)H = lim_[[(a—1"Vi ().

n—-+o00

On voit aussitot que la série de fonctions & deux variables ZFn(x)Vg( f)(y) converge
n>0

uniformément.

On désigne par ¢, I'application ”coproduit” de C(Z,, K) dans C(Z, x Zy,, K) qui a toute

fonction continue f : Z, — K associe la fonction continue c4(f) : Z, x Z, — K, telle

que ¢;(f)(z,y) = Z Frq(2)Vg (f)(y). On vérifie aussitot que c, est linéaire.
n>0

Propriétés 2.2.2. Soit f une fonction continue élément de C(Zy, K). On a les propriétés
sutvantes:

n

(i) cq(Fng)(z,y) = Z F (@) Fr—s,q(y)

s=0

(ii) ¢4 est linéaire isométrique telle que cq(f)(x,y) = cq(f)(y, x).

(i) c(f)(@,0) = ¢g()(0,2) = f(x).
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Démonstration.
(i) En effet, pour z,y € Zp, on a cq(F, 4)(x,y) = ZFs,q(x)VZ(qu)(y) =

= ZF,Q Fp_sq(y) (Propriété 2.2.1 (iii)).
n

De plus ¢, (F, ZF s5,q() Fn_sq(y) = ZFs,q(y)ans,q(x) = ¢q(Fnq)(y, v).
s=0

(ii) Par définition de ¢4, on a pour toute fonction continue f € C(Z,, K):

2,y) = Y Fag(@)Vi(H)(y). Ainsi |e(f)(2,y)] < Supan,q(ﬂf)! Ve (N <
n>0

< 5up gl [V < (500 1Fgll [ V51 151 = 17 et Yon déduit que
lea)l = sup ea(F) )| < 1

(zy)

D’autre part, comme c4(f)(0,2) = ZFWQ(O)VZ(JC)(‘%) = Vg(f)(x) = f(z), on a

n>0

@) = Iea()(0,2)] < lleg()]l, done ||| < lleg(f)ll. En conclusion, on voit que

leg (AN = 1LF1]-

Soit f = Zan n,g une fonction continue élément de C(Zp, K). Puisque ¢, est
n>0

linéaire continu, on obtient ¢, ( f Zancq n,q) (2, Y) Zancq ) (Y, ) =

n>0 n>0
= cq()(y, 2)- m

Rappelons que C(Z,, K )@C(Zp, K) est isométriquement isomorphe & C(Zy, X Zy,, K) (cf.
[8] 1 et 3). Soit R € L(C(Zp, K)), nous lui associons 'opérateur linéaire continu id ® R
défini sur C(Zpx Zy, K) par (id@R)(f®g)(z,y) = f(2)R(9)(y), Vf, g € C(Zp, K); x,y € Zp.

Lemme 2.2.1. Soit R € L(C(Zp, K)). Ona RoVy=V,0R <= c;o R=(id® R)oc,.

Démonstration. Supposons que VjoR=Ro Vq, alors on a

(cqoR)(f)(x,y) = cq(R( Zqu (V3oR)(f)(y) = Y _ Fag(z)(RoVE)(f)(y) =
s>0 s>0
= (e R) (Y Fs,qv;m) (2.9) = ((id @ R) o ¢,) () (w. ).
s>0

Réciproquement, supposons que ¢, 0 R = (id ® R) o ¢q. On obtient
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(cqg o R)( ZF,q Vi ZF,q (Ro V)(N)y), Y,y € Zp.
$>0 5>0

Puisque (F} 4)s>0 est une base orthogonale, on a (V5o R)(f)(y) = (RoV;)(f)(y), Vs >0,

Vy € Zyp. Donc VioR = RoVy, Vs > 0, en particulier V,oR = Ro V. O

Définition 2.2.1. Soit g € K, tel que |¢g — 1] < 1.
Les suites g- polynomiales (g-quasi-polynomiales) (hy)n>0 telles que

Cq Zh ,Vn >0, z,y € Z, seront appelées suites de type c,-
binomzal, ou suztes aux g-puissances divisées.
Remarque 2.2.3. Soit ¢ € K, tel que |¢ — 1| < 1.

Si une suite g-polynomiale (q-quasi-polynomiale) (hy)n>0 est de type cq-binomial, alors
ha(0) =0, Yn > 1.

Démonstration. En effet, c¢,(h1)(z,y) = hi(x) + hi(y) (car ho(z) = ho(y) = 1).
Donc hi(z) = cq(h1)(x,0) = hi(x) + h1(0). D’out h1(0) = 0. Supposons, pour n > 1, que

h1(0) = -+ = hy,—1(0) = 0. Puisque cq(hy)(z,y) = Z hs(z)hn—s(y), on a
s=0
hn(x) = cq(hp)(z,0) = Z hs(z)hp—s(0) = hyp(0)+hy,(x). Donc h,(0) = 0.
s=0

Théoréme 2.2.1. Soit g € K, tel que |¢ — 1| < 1.
Soit R € Dy(Zy, K), alors R a un développement unique en série simplement uniformément

convergente R = Z bnVy, by € K. De plus, by, = R(F,4)(0) et ||R|| = sup |by||g — 17"
n>0 n>0

Démonstration. (Voir Propriétés 2.2.2.)
Soit R € Dy(Zyp, K). Puisque lirﬁ H(q - 1)”Vg(f)” =0,o0na
n——r=oo

(id® R)(cq(f)(x,y) = (id®R) Y Vi (£) (@) Fug(y) = > (Vi f) (@) R(Fpq)(y). On déduit

de Propriétés 2.2.2 et du Lemmen2_>.%.1 que R(f)(x) = cqzllz%%f))(x, 0) = (id®R)(cq(f))(0,2) =

— (id2R) (Z Fn,qVZ(f)) (0,2) = (id2R) (Z V() Fog ) (2,0) = > V() (@) R(Fng)0)

n>0 n>0 n>0
= > R(Fug) )= (D2 RE) OV ) (D@):
n>0 n>0
Puisque |R(F, | HV”H < JR(Fpg)ll HV”H < ||R|| [| Fngqll HV”H = ||R||, Yn > 0, on ob-

tient HEIEOOIR( n,q |HVZ H_nETOO‘R( Frg)(0 )Hq—l]_nH (¢ = 1)"Vg(f) H =
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< ||R]| 1irJ1rl H (g — 1)”VZ(f)H = 0. Donc R est égal a la somme simplement uniformément
convergente Z R(F,q)(0)Vy et | R]| < sg% |R(Fq)(0)] HV?H
n>0 nz

D’autre part, pour tout n > 0, on a |R(F,¢)(0)|||V?|| < |R|. Ainsi
sup | R(Fq)(0)) Vgl < IRl et | R]| = SUp [ R (F.q) (0)] Ivall-

Corollaire. Les algébres de Banach Dy(Zy, K) et K < X > sont isométriquement
isomorphes.

Démonstration. Soit R = Z b, Vi un opérateur de Jackson, on a

n>0
b b
R= Z %((q - 1)Vq)n = Zan((q - 1)Vq)n, avec an = % et on déduit du
nZO(q47 ) n>0 (¢—1)
Théoreme 2.2.1 que | R|| = sup |b,||qg — 1|7" = sup |ay|.
n>0 n>0

Considérons I'application ¢ de K < X > dans Dy(Zp, K), qui a toute série formelle a
coefficients bornés S = Z a, X" associe 'unique opérateur de Jackson
n>0
#(S) = Rg = Z an((q — 1)V,)". On voit que, ¢ est linéaire, tel que pour tout
n>0
Se K <X > oS =5
Réciproquement, a tout opérateur de Jackson R = Z an((q — 1)Vq)n, on peut associer
n>0
la série formelle a coefficients bornés Sy = Z an, X™. D’olt 'on déduit que les algebres de

n>0
Banach Dy(Zy, K) et K < X > sont isométriquement isomorphes.
En particulier A[[(¢—1)V]] est isométriquement isomorphe & A[[X]]. O

N.B. On déduit du Theorem 13.10 de [14] (voir aussi le Corollaire du Théoreme 3 de
[7]) que la norme sur K < X > est multiplicative. On en déduit que celle de Dy(Z,, K)
est aussi multiplicative.

Proposition 2.2.1. Soit ¢ € K tel que |¢ — 1| < 1 et soit R = anvg € Dy(Zyp, K).
n>0
Alors R est inversible si et seulement si ||R|| = |bo| # 0.

Démonstration. Soit K[[X]] (resp. A[[X]]) I'algebre des séries formelles sur K (resp.

A). Soit S = Z ap X" une série formelle sur A. Alors S est inversible si et seulement si
n>0
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S(0) = ag ¢ M, c’est-a-dire |S(0)] = 1.
Puisque A[[(q — 1)V,]] est isomfriquement isomorphe & A[[X]], il vient que
R= Z bn Vg = Z bn(qg —1)""(¢ — 1)"Vy € Al[(g — 1)V,]] est inversible si et seulement
n>0 n>0
si by est inversible dans A.
Supposons que || R = sup |(g — 1) "by| = |bo| # 0, on obtient |(g — 1)™"b,| < |bo| , Vn > 0
n>0

et |(q—1)"babg'| < 1, ¥n > 0. Donc bg'R = 1+ > b5 (¢ — 1) "bulq — 1)"V €
n>1

All(g — 1)V,]] et by 'R est inversible dans A[[(g — 1)V,]], donc R est inversible dans

Dy(Zyp, K).

Réciproquement, si R = Z bnVy € Dy(Zyp, K) est inversible, il existe
n>0

T =3 d,V! € Dy(Zy, K) tel que RoT = id. Donc id = RoT = Z( 3 bidj)vg —
n>0 n>0 i+j=n

= bodg + > ( D" bid; ) Vi On obtient bydy = 1 et zn:bn_jdj — 0, ainsi by = dg et

n>1 i+j=n j=0
(q—1)bp=—bo Y (¢—1)""Pby_j(g — 1)77d;. Puisque [|R| = sup (g —1)""bn],
=1 "=

|T|| = sup |(g — 1)""dp| (Théoreme 2.2.1) et |[Ro T = ||R|| ||T]|, on déduit que
n>0
(g — 1)"iti] (g — 1)9d;] < |RI |IT]| = |Ro T =1, i, j > 0. Donc

(@ =1)7"bn| = [bol Zl(q = 1)7"bn—jd;| < [bol max (g — 1)_(”_])bn—j’ (g —1)7d;| <
j:
< [bol [RI I T] = [bo]. Dot [(g = 1)™"by| < |bo|, Y = 0 et | R] = Sglg}(q— 1)™"bn| =

= |bo| # 0. O

Remarque 2.2.4. Si le corps K est algébriquement clos, on voit que Dy(Zy, K) est
isométriquement isomorphe a lalgébre des fonctions analytiques bornées sur le disque
owvert D=0, |qg —1]71).

Lemme 2.2.2. Soit R = Z bivg, avec by # 0. Si h est un q-polynome (q-quasi-polynéme)
i>1

de q-degré (degré) m > 1, alors R(h) est un g-polynome (q-quasi-polynome) de q-degré

(degré) n — 1.
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Démonstration. Prouvons le pour h = Fj, 4, avec k < n.

k k

On a R(Fjq) = Z biVey(Frq) = Z biVe(Frq) = Z biFj_i 4. Puisque by # 0, alors
i>1 i=1 i=1

R(F}, 4) est un g-polynéme ( g-quasi-polynome) de g-degré (degré) k—1. Le Lemme suit par

linéarité. O

Proposition 2.2.2. Soit ¢ € K, tel que |¢ — 1| < 1.

Soit R = Zbivz, avee ||R|| = |b1]lq — 17" = |[¢ = 1|71, Alors il existe une unique suite
i>1

g-polynomiale (g-quasi-polynomiale) (hpq)n>0, telle que R(hypg) = hn—14, hng(0) = 0,

Vn > 1.

De plus (hnq)n>0 est de type cq-binomial.

n n—1
Démonstration. On a R(F, ) = Z biFn_iq= Z by—kFrq et hog=1.
i=1 k=0
Supposons avoir déja construit les g-polynémes (g-quasi-polynéme) hoq, hig, ..., hn—14

n
(n > 1). Determinons hy, 4 = Z aniFjq.
j=1
Puisque hy, 4 est de g-degré (degré) n > 1, on déduit du Lemme 2.2.2 que R(hy, 4) est un
g-polynome (g-quasi-polynome) de g-degré (degré) n — 1. On a

n n 7j—1 n—1 n
R(hpq) = Zan,jR(Fj,q) = Zan,j Z bj—rFrq = Z( Z an,jbj—k> Fiq
=1 k=0

§=0 k=0 j=k+1
n—1
Supposons que R(hpq) = hn-1,4 = Z an—1,,F% q, on obtient
k=0
n—1 n n—1 n
Z( Z aanj_k)th = Zan_lkakﬂl‘ Donc Z andbj_k = an—1,k, YO0 < k >n—1.
k=0 j=k+1 k=0 j=k+1
Pour k =n —1, on a a,,b1 = an—1,n—1 €t an, = Fan—l,n—l-
1
Supposons que, pour 0 < k < n, les ann, Gnp-1,---,0n k42 sont déja déterminés, alors
n n
1
Z an,jbj—k: = Ap—1,k et Op k1 = b—(an_Lk — Z an,jbj—k)- DOHC, pour n > k > 1,
j=k+1 1 j=k+2
n
1 an—1,mn—1
Qn k. = bi(anfl,k:fl - Z an,jbjfk%»l) et Anpn = bi
1 1

j=k+1
D’ou I'existence et I'unicité de hy, 4.

Montrons que (hp q)n>0 est de type cq-binomial.

En effet, la propriété est vraie pour hg 4.

Pour hi 4, on a cq(hi,g)(z,y) = Foq(2)hi4(y) + Fi4(x)Ve(h1,4)(y). Puisque



2.2.  g-Bases orthogonales et opérateurs de Jackson 61

1= hog(y) = R(h1g)(y) = b1V4(h1g)(y), on voit que by' = by ' R(h14)(y) = Vy(h1q)(y)-
Donc ¢q(h1,¢) (2, y) = FO,q(x)hl,q(y)"‘blel,q(x) et hiq(x) = cq(h1,q)(2,0) = Foq(2)h1,4(0)+

—I—bleLq(w) = blel ¢(z). On en déduit que ¢4 (h1,4)(x,y) = hog(x)h1,4(y)+h1q(x)hoq(y)-

Supposons que cq(h Z hoq(x)hj—sq(y), YO < j <n—1. On obtient
(id ® R)(cq(hng))(@,y) = cq © Rhng)(x,y) = cq(hn-1,4)( Z s g (%) Pin—1-5.4(y) =
n—1

= > hog(@)R(hn-s) Zh,q P s,q><y>=<z’d®R)(Zhs,thnfs,q(y)).

s=0

Il vient que cq(h Z he q(x)hn—s.q4(y). O

w
I
o

Lemme 2.2.3. Soit R = Y bV} € Dy(Zy, K) tel que |R|| = |g— 17" = |bs|lg— 17",
i>1
On pose R =V, 0P, ou P = ZbZ-Vf]_l = Zbi+1vz. Soit R = ZibinI_l, (la série
i>1 >0 i>1
formelle dérivée de R). Alors P et R' sont des isométries bijectives telles que |by| = 1.

Demonstratzon 11 suffit de montrer que Pl = |R|| = |bs| = 1.
Puisque | — 1|7 = |¢— 1|71 |b1] > |¢ — 1| |bi|, Vi > 1, on obtient
1= Jba) = Jg — 176D [bu] 2 fil Jg — 11760 [by], ¥i > 1. Done [P = [R] = Jba] = 1.
Pour le reste de la démonstration, on peut se référer a la démonstration de [7] Lemme 1.
En effet, les normes des réciproques étant telles que HPAH =1= HR’ -1 H, on voit que P
et R’ sont isométriques.

Théoréme 2.2.2. Soit ¢ € K, non racine de l'unité, tel que |q — 1] < 1.
Soit R =" _b;Vi, € Dy(Zy, K), tel que |R| =|qg—1|"" = [b1|[g— 17",
i>1
(i) Il existe une suite unique g-polynomiale (hy q)n>0 de type cq-binomial, telle que

R(hn,g) = hp—14. Cette suite est une base orthogonale de C(Zy,, K), telle que
th,q” =|q— 1|n7 Vn > 0.

(ii) Pus précisement, si f est un élément de C(Zy,, K), alors f admet un développement
unique, uniformément convergent de la forme [ = Z dnhn.g, dn = R"(f)(0), avec

n>0
If[l = sup [R*(£)(0)] |g — 1]".
n>0
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Démonstration.

(i)

(i)

L’existence et I'unicité de la suite ont été démontrées. Nous avons donc & montrer

que (hy,q) est une base orthogonale C(Zy, K).

Montrons que la suite (hy, 4)n>0 est orthogonale. Pour cela, il suffit de montrer que
n

zzzash&q

s=0

n
Zashs,q(o) = aoho,q(0) = aohoq(x), © € Zp, on a [ag| [[hoqll <

n
E :ashs,q

, V0 < j <n—1. On obtient
s=0

n n—1

Zashsyq — Zash&q = aphnq et |an|||hng Zas 5.q Zas sl <
s=0 s=0

n n—1 n

: :ashqu : :ashqu > = : :a’shqu
s=0 s=0

s=0
Puisque, pour tout n > 0, chaque h, 4 est un g-polynome de g-degré n, la suite

(hn,q)n>0 est une base de I'espace des g-polynomes. Comme (hy, 4)n>0 est une famille
orthogonale engendrant un sous-espace dense dans C(Zp, K), c’est une base ortho-
gonale de C(Zy, K).
Calculons maintenant ||Ay, ]|
Soit R = P o V,. On déduit du Lemme 2.2.3 que P est une isométrie bijective .

n

Vag, ..., an € K, |aj|||hjqll < , V0 < j < n. Puisque

n
g ashsg||-

s=0

Supposons que |a;] [[hj 4| <

< max( . D’ott (hyq)n>0 est orthogonale.

Soit o = 32 00y O gl = gz el = 1P
]:
Puisaue bty = Rltng) = P o Vyllng), on a Wrasall = 1P olhn )l =

1_
= [IVq(hng)ll = E an i i1 = max lan;|lg - 177
<i<

Jj=1
=lq—1" 1252 jangllg =17 = g = 17 lhngll. Done g =1l lhn-1qll = hngll-
Par récurrence, on obtient ||h, 4| = ¢ — 1|™.

Soit f € C(Zy, K). Puisque (hy, 4)n>0 est une base orthogonale de C(Z,, K), f admet
le développement f = Zd hjq, avec ||f|| = sup \dj||g —177. On a R(h;,) = hj_1,
>0
R%(hjq) = R(hj-14) —j hj—24. De proche en proche, on obtient R"(hjq) = hj—nq,
pour n < j et R/ (hj,) = hog = 1. Donc RIF(h; q) = 0 et R"(h;q) = 0, pour
n > j+ 1. Dol Von déduit que R*(f) = > d;jR"(hjq) =Y  dihj ng=
320 jzn
=dn+ Y dihj_ng et R(f)(0) = d,. O
i>nt1
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Définition 2.2.2. Soit ¢ € K, non racine de l'unité, tel que |q — 1| < 1. La suite de
type cq- binomial (hy q)n>0 construite dans le Théoréme 2.2.2 est appelée suite de g-
polyndémes basiques de type c,-binomial associée a R.

Nous avons ici une réciproque au Théoreme 2.2.2.

Théoréeme 2.2.3. Soit ¢ € K, non racine de l'unité, tel que |q¢ — 1| < 1 et soit (hyg)n>0
une suite g-polynomiale de type cq-binomial qui est une base orthogonale de C(Zy, K),

telle que ||hy| = |¢—1|", Vn > 0. Alors il existe un unique opérateur de Jackson
R = szvf] € Dq(ZpaK)7 tel que ||RH = |q_ 1|_1 = |b1’ |C]— 1’_11 R(hn,q) = hnfl,qa
i>1

Vn >1 et R(hoq) = 0.

Démonstration. Soit f € C(Z,, K), on pose f = Z aphn,q, avec || f|| = sup |an| ||hngl|-
n>0 n=0
Soit R(f) = Y anhn-14- On a R(hng) = hn-14 €t R(f) = Y ant1hng Donc R est
n>1 n>0
linéaire tel que |R(f)|| = suplan||g — 1]""" = suplan|lg —1["[g — 17" < |g =1/ | f]-
n>1 n>1

Comme, pour tout n > 1, R(hy,q) = hn—1,4, on obtient

0= 1" = et = [R(rng)| < IR Vongll = IRl g - 1" Donc g — 17" < |IR] et
IR =lg— 1"

Montrons que (id ® R) ocqg =cq0 R.

Soient x,y € Zyp, alors pour tout entier Vn > 1, on a

n—1 n—1
cq(R(hng))(@,y) = cq(hn-1,4)(x,y) = Z Pis,q () hn—1-5,4(y) = Z his,q () R(hp—s,0) (y) =
5=0 5=0

= Z hs,q(2) R(hn—s,q)(y) = ((Zd ® R)o cq) (Pn,g) (@, y).
s=0

Donc ¢go R=(id®@ R)ocg, RoV,=V,0Ret R € Dy(Zy, K).

Soit R = Zbivz et hig = aFiq. On a |¢—1| = ||higll = |a||g — 1|, cest-a-dire que
i>0

‘Oé‘ =let0= R(hoﬂ) = boh[)’q = bo.

D’autre part, puisque 1 = R(hy4) = boh1 g +b1aV4(F14) = bicy, on voit que [b;| = 1. Donc

IR = lg—17" = lg = 1/7" [bal. O

Les Théoreme 2.2.2 et 2.2.3 admettent des analogues, lorsque ¢ est une racine primitive
de I'unité d’ordre p.
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Théoreme 2.2.4. Soit ¢ € K, une racine primitive de l'unité d’ordre p" .

Soit R = sz-Vf] € Dy(Zy, K), tel que |R|| = |¢—1|7" = |b1||g — 1|7, Alors il ewiste
i>1

une suite unique q-quasi-polynomiale (hy q)n>0 de type cq-binomial, telle que

R(hp,q) = hn—1,4. Cette suite est une base orthogonale de C(Zy, K), telle que

”hn»q = ’q - 1’n’ Vn > 0.

Démonstration. C’est la méme que celle du Théoréeme 2.2.2. O

N.B. Comme pour le cas g non racine de I'unité, la suite de type c,- binomial (hy, g)n>0
construite dans le Théoréme 2.2.4 est appelée suite de g-quasi-polyndémes basiques
de type c,-binomial associée a R.

Nous avons la réciproque suivante au Théoreme 2.2.4 dont la démonstration est la
méme que celle du Théoreme 2.2.3.

Théoreme 2.2.5. Soit ¢ € K, une racine primitive de Uunité d’ordre pV et soit (g )n>0
une suite g-quasi-polynomiale de type cy-binomial qui est une base orthogonale de C(Zy, K),

telle que ||hn|| = |¢—1]", Yn > 0. Alors il existe un unique opérateur de Jackson
R = Y bV € Dy(Zy, K), tel que |Rl = lg—11"" = [oullg— 11", Rlhng) = hu1q:
i>1

Vn >1 et R(hoq) = 0.

Corollaire. Soit ¢ un élément de K, tel que |q — 1] < 1.
1l y a une correspondance bijective entre l’ensemble des opérateurs de Jackson
R = Zbiv; € Dy(Zy, K), tels que |R|| = |¢—1]7" = |b1||g — 1|7 et Uensemble des
i>1
suites q-polynomiales lorsque q est mon racine de l'unité (resp. q-quasi-polynomiales
lorsque q est une racine de l'unité) de type cq-binomial (hpq)n>0 de C(Zy, K) qui sont des
bases orthogonales telles que ||hn 4] = |¢ — 1|, Vn > 0. O

Exemples:

(i) Considérons l'opérateur R = V,, c’est-a-dire, le cas ot by = 1 et b, = 0, Vn # 1.
Les g-polynémes (g-quasi-polynomes) hy, 4 sont donnés par hy, g = Fj, 4.

(i) Soit € K. Si la suite de type cq-binomial est telle que hy, , = aj"qu, Vn > 0,
alors l'opérateur R est R = a/V,.
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Lemme 2.2.4. Soit R =Y bV, € Dy(Zy, K), tel que |R|| = |g—1|"" =|bi||g — 1|7
i>1
s0it (hpq)n>0 la suite de q-polynomes (q-quasi-polynémes ) basiques cq-binomial associée
a R. Soit R=PoV, et soit R = Zibivz_l, la série formelle dérivée de R.
i>1

Alors hy g = R o P~""Y(F,,), Vn > 0.

Démonstration. Voir la démonstration du Lemme 1 de [7]. O

Soit R =Y "b;Vi € Dy(Zp, K), tel que | R = |¢ — 1|7 = |by||g — 1| 7" Le Lemme 2.2.4
i>1
permet d’obtenir explicitement la suite de g-polynémes (g-quasi-polynoémes) basiques de
type cg-binomial associée a R.

Exemple: Soit ¢ un élément de K, tel que |¢ — 1| < 1 et soit R = V, + an, avec
| <lg—1]. Ona [|R| =|g—1|"".
Soit R=V,0P,alors P=1+aV,, P71 =(1+aV,) "=

:Z—l < " )akvgetR’zl—i-%qu.

k>0
Posons hy = R o P~""Y(F,,). On obtient

img=41+2aVQo<§:p4ﬁ(”Zk> hﬂ)( ng) =

k>0

=3 (-1 <”+k') AFTE(FL ) + Y 2(-1 <n+k> oFHLVEHL(E, ) =
k>0 k>0
- n+k n+k
:Z ( )ak n— kq+z2 < > k+1ank71,q:
k=0
& +k +k—1
Bl (o
k=0

=Fnq k((n+k> <n—£f; >>aank7q—

n—k(n+k—
:;&g+§:@4ﬁ - < 1 >kﬂlm.
k=1

On déduit du Lemme 2.2.4 que 'on obtient ainsi la suite de g-polynémes (g-quasi-polynémes)
basiques de type c,-binomial associée a R =V, + an.
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Théoréme 2.2.6. Soit q € K, tel que | — 1| < 1. Soit (hy q)n>0 une suite de q-polynomes

(g-quasi-polynomes), telle que pour tout n > 0, hy, 4 est de q-degré (degré) n, avec

gl = lg = 1" et soit R =" bV} € Dy(Zy, K), tel que | R|| = |q — 1| = [ba] Jg — 1| "
i>1

Si la suite (hp,q)n>0 est une base orthogonale de C(Zy, K), alors il existe une suite de g-

polynomes (q-quasi-polynomes) (rynq)n>0, telle que pour tout n > 0, 1,4 est de q-degré

(degré) n, avec ||rnqll = g — 1|" et R(hng) = Tn-1,4, Yn > 1.

De plus la suite (1,q)n>0 est une base orthogonale de C(Zy, K).

Démonstration. Soit R = Zbin] € Dy(Zp, K), tel que |R|| = |¢— 1|7t =

i>1
= |b1|l]g — 1|7! et soit (hpq)n>0 une suite de g-polyndémes (g-quasi-polynomes), telle que
pour tout n > 0, hy, 4 est de g-degré ( degré) n, avec ||hn 4|l = |¢ — 1|"; qui est une base

orthogonale de C(Z, K). Alors la suite ((¢ — 1) "hng)n>0 est une base orthonormale de
C(Zy, K). Rappelons que la suite (F}, 4)n>0 est une base orthogonale de C(Z,, K), telle que
pour tout entier positif n, ||Fy, 4| = |¢ — 1|". Il vient donc que la suite ((¢ — 1) Fp 4)n>0
est une base orthonormale de C(Zy, K).

Soit hp g = Z a;F;, le développement de hy, 4 dans la base (F, ¢)n>0. On déduit de Pro-

7=0
n J n j—1
priétés 2.2.1 que R(h, Zagzszg —ig = Zzajjz iq = Zz%yzzq
7=11i=0 1=0 j=i+1

Posant 7,1 4 = R(hy4), on V01t que Tn—1,4 €st un g-polynéme (resp. g-quasi-polynéme)
de g-degré (resp. degré) n — 1, car apb; # 0.

n

De plus, on a ||rp—1,4]| = o Joax Z ajbj_i|lg—1|"=

Jj=i+1

n
_ O Tt _q|n—1
(| 5 ot )
T J=i+1
n .
D’autre part, on a (¢ — 1) "hy 4 = Z(q —-1)" ”+]a ((q —1) ]Fm).
§=0

Puisque les suites ((¢g—1)"hnq)n>0 €t ((g—1)""Fy, ¢)n>0 sont des bases orthonormales de
C(Zp, K), on déduit du Lemme 2.1.2 que ’(q - 1)_”+jaj‘ <1,V0<j<mnetla,|=1. On
n

- —nt1 —n 1
obtient donc ||(g — 1) ™" rn_14|| = maX(O<I{1<a5( 2\ — 1 42;1 ajbj_;|,1). Comme
J=1

n
max |g— 1|7 E ajbj—| < max max |[(g—1)""a;| < 1, il vient que
0<i<n—2 el 0<i<n—2i+1<j<n
j=i

(@ —=1) " r_1q| =1 = [((g—1)""an)((¢—1)"'b1)|. D’ou 'on déduit que la suite
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((g—1)""rp,q)n>0 est une base orthonormale de C(Z,,, K) et alors la suite (74,,4)n>0 est une
base orthogonale de C(Z,, K). De pluson a ||ry, 4| = |¢ — 1|", Vn > 0. O

Théoréme 2.2.7. Soit R=> bV} € Dy(Zp, K), tel que |R|| = |qg— 17" = |by]jg — 1|
i>1
et soit U € Dy(Zy, K). Alors U = Z U(hng)(0)R", ot la suite (hnq)n>0 est la suite de
n>0
g-polynémes (q-quasi-polynomes ) basiques de type cq-binomial associée a R.

Démonstration. Soit f = Z dphng(z) € C(Zy, K), x,y € Z), alors

n>0
n

cq(f)(z,y) = Z dncq(hn,g)(@,y) = Z dn Z hs,q(2)hn—s,q(y) =

n>0 n>0 s=0
= dn > hg(@) R (hng)(y) = Y heg(@) Y dnR(hng)(y) =
n>0 s=0 s>0 n>s
=3 (1) 30 AR () () = 3 g @) B (3 ) (1) = 3 g (@) B () 1)
s>0 n>0 s>0 n>0 s>0

Comme c4(f)(z,y) = ¢(f)(y,x), on a
co(N)(@,y) =D hag)R(f)(x) =D R(f)(2)hsg(y).

>0 520
Ainsi ((id @ U) o ¢g) (f)(@,y) = > R™"(F) @)U (hng) (W) = Y _ Ulhng) ) B"(f) ().
n>0 n>0
1l vient que U(f)(z) = cq(U(f))(x,0) = ((id@ U)o cq) (f)(2,0) = Y U(hn,q) (0)R"(f)(2).

n>0
D’ou 'on déduit que U = > U (hn,q)(0)R".
n>0

N.B. Ce théoreme, comme quelques uns des résultats ci-dessus sur les opérateurs de
Jackson, a rapprocher du Théoreme 2.1.8 est ’analogue d’un théoreme du calcul ombral
classique.



CHAPITRE 3



3. L’algebre du plan quantique et 1'algebre de Weyl
quantique

Soient K un sur-corps valué complet de Q, et ¢ € K, non racine de 'unité, tel que

lg — 1| < 1. Soient 11, V4 et Z, les opérateurs définis, pour f € C(Zy, K), = € Zj,, par
1) —

n (D) = S+, Vo)) = TEXDZIE o 7)) = g7 (). On obtient les

(¢ —1g”
relations de commutations Vyo71 =qr oV, et Voo Z, =qZ, 0V, +id.

Le plan affine est connu comme étant une algebre libre engendrée par deux variables
x et y, soumises a la regle de commutation ordinaire donnée par yr = zxy.
Considerons a present la regle de commutation donnée par yz = qzy.
Soit K < x,y >, l'algebre libre engendrée par x et y, c’est-a-dire I'algebre des polynomes
non commutatifs en x et y. Désignons par I, I'idéal bilatere de K < x,y > engendré par
yx — qry. Le plan quantique est défini comme étant ’algebre quotient
Kylz,y) = K <z,y > /1.
Soit P, I'algebre d’opérateurs engendrée par 71 et V,. On obtient un isomorphisme de
K4z, y] sur P, qui, a la classe de x associe 71 et a la classe de y associe V4. Ainsi, on
peut réaliser le plan quantique comme étant une algebre d’opérateurs linéaires continus.

De méme, considérant la relation de commutation yx = qry+ 1, on définit 'algebre de
Weyl quantique comme étant I'algebre quotient K < x,y > /Jg, ot J, est I'idéal bilatere
engendré par yxr — qry — 1.

Soit A, I'algebre d’oprérateurs linéaires continus engendrée par Z, et V,. Alors A, est
isomorphe a K < z,y > /J,.

Dans ce chapitre, nous nous interésserons a 'algebre du plan quantique et 1’algebre
de Weyl quantique sous la forme d’algebres d’opérateurs. Nous supposons que q est non
racine de 'unité.

Pour alléger les notations, nous posons ici C, 4 = C), les éléments de la g-base de Mahler.
On note Q1Q)2 la composé Q1 o Q2 de deux opérateurs @1 et Qo.

N.B. Par convention on pose H =1et Z =0.
0 0
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3.1 L’algebre du plan quantique

Soit P, l'algebre des opérateurs linéaires continus engendrée par 7 et V, et soit 7/3; son
adhérence dans l'algebre L(C(Zp, K)) des endomorphismes linéaires continus de C(Zy, K).
Rappelons que W (Z,, K) est 'algebre des opérateurs aux différences finies, c’est-a-dire
les opérateurs linéaires continus commutant avec 71. L’algebre des opérateurs de Jackson,
ou encore 'algebre des opérateurs linéaires continus commutant avec V, est désignée par

Dy(Zy, K). Les algebres d’opérateurs W (Zy,, K) et Dy(Z,, K) sont des sous-algebres de 77;.

Soient 7i et Ag) les opérateurs linéaires continus définis respectivement pour 7 > 0
par 74 = rori Let A((;) = (11 —id)o(m1 —qid)o---o (11 — ¢ tid). On pose 79 = A(O) id.
Les opérateurs de Jacksons V7 sont également définis par Vg = id et pour j > 0

j—1 rg
V3 =V,0 V3 . On a les propriétés suivantes:

Propriétés 3.1.1. Soit g € K, non racine de l'unité, tel que |¢ — 1| < 1. Par convention,
—1

on pose H =
=0

i) Ona Vg = qﬁV Plus généralement, on a Viri = ¢9rivi, Vi >0, >0 et
q™1 = 1Vyg

VJA Zans A(" 5)>Vg ol anpo(j) =1 et

s—1
N — ,—s(-1) n Jj_ 1<s<
onali) = g () [l - 1 <s<n.

q¢=0
De méme, ALV = q"V5 S Bun()ALP, 0i Bo(f) = 1 et
k=0
n k—1 '
busti) = () Tla* =, vi<k<n
’ k
9 ¢=0
(ii) Soit n un entier positif On a

]nzq(n j—s)(i—s <> Cnfjfs,

q

TIV4(Ca) = (¢ — 1)~
Vi >0, OgjgnetTqu(Cn)—O, Vi>0,7>n.

iii) Soit (mgn)n>0 la famille de g-polynémes définies, pour x € Z,,, par mgo(x) =1 et
gn)n> P a,
Tgn(T) = (2)g(z —1)g...(x —n+1)y, Vn>1. On a
j—1

Vg(wqm) = ¢ =D H(q" —qY oy, Vi < et Vé(ﬂqm) =0, Vj>n.
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Démonstration. Par récurrence:

(i) Soit f € C(Zp,K), on a
T z+1)—r7 T r+2)— f(x+1
P ()q —fl()q ) (¢—1)g
r+2)— f(z+1
nVe(f)(z) = D Donc qriV4(f)(x) = V1 (f)(2).
De plus V271 =V,V,r1 =V4(qrniVy) = ¢ nv2
Par récurrence sur j, supposons que Vqﬁ =q an On obtient
V]+ 1=V (anV]) = qJHT V]H et Vfﬂ'l = q277' V]
Supposons maintenant que Vqu =qri VJ On obtient alors
V] H—l z]TvaTl — q(z+1)j7_ v]

et

Montrons par récurrence que VZA((In) qv Z s ( Vj avec o, 0(j) =1 et

s—1
. _stimny [T ,
ans(j) =gV 1)(3) [[(@ ") vi<s<n

4 ¢=0
On déduit aussitot de la relation V71 = ¢V que

VqAén) = (qr —id)(qm — qid) . .. (qgm1 — ¢" " Yid)V, =

= qn_l(Tl — id)(Tl — qid) . (7’1 — q”‘%’d)(qn —q"id + ¢"id — Zd)vq =
= (@AY + ¢ Hg" - )A]Y) Y,

On obtient V2AL™ = v, (¢"AY + ¢" 1 (¢" - DAY )V, =

- n 2 n— - n n— 2 n—
= q2n(A((1n) +q 2((] _ 1) <1> A((] 1) +q 3((] . 1)((] 1 1) <2> At(z 2))V2
q

q

Par récurrence sur j, supposons que VJ A =qV Z an,s( " S)VJ On obtient
v]-‘rlA _ g Zans s SA(n s)vgﬂ n

+q"™ Zans R (VS DV GO VAR

="t (A ( )+ Zq s ()AL 4 Zq (@™ = D1 ()AL +

J
—j(i+1) . .
n q J é+ I [(qn—f . 1)A¢(]n—j—1))vé+1'
£=0

. s—1 —
J n :
— - t
Comme <5>q | |(q q ( ) | | q’ q , on voit que

£=0
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s+ (@ Denes) = (1)~ (7)) ) T -

. <j ! 1) TL(" = ) = ansli +1).

S

9 (=0
) Jj+1
D’oti 'on déduit que VéHAé") n(7+1) Zan s(J+ 1)A(" S)VJH
s=0
n—1
D’autre part, pour n > j, on a H(qj — qg) = 0. Ainsi, on obtient
t=j
VIAY = g Zans AR

n
De la méme manieére, on montre que Agn)Vf] = qfnij]Zﬁmk(j)Ag"_k), avec

k=0
k—1
uali) = 1 et Buai) = (0¥ () TI@" - D1 <i<n
4 ¢=0
(ii) Elle découle de Propriétés 2.2.2 et du Théoreme 1.0.4.
(iii) Puisque g, = (n)q!Cy, on déduit de (ii) que
e
; EPRFICES I _; dG=2n+1)
Vi(mgn) = (Mglla = D)7q 2 ¢ 7"Coj= (=1 7¢ = [[(n =04 mgm =
=0
j-1
= ¢ 7D H(q"—qﬁ).wqm, Vj <netVi(rgn) =0,Vj > n. O
=0

Théoreme 3.1.1. La suite (Tlv ),>oj>0 est une base de Pg. Cette suite n’est pas
une famille orthogonale dans ’espace de Banach des endomorphismes linéaires continus
L(C(Zp, K)).

Démonstration. 1l est évident, par la définition, que la suite (vag)m est un systeme
n

générateur de P,. Montrons que (vag)i,j est un systeme libre. Soit Q) = Z Z biJTng
i=0 j=0

un élément de P,.
m

ECIE
Pour k > m, on a Q(Cy)(z ZZ " IRy iCpj(x + ).
=0 j=0
Supposons @ = 0, comme Cy,y,—;(i) =0 pour i < n ou j < m et Cy(n) =1, on obtient
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m(m+1)
2

Q(Cn-l-m)(o) = (q - 1)7mq _m(n+m)bn,m = (O DOH)C bn,m =0.
—m(2n+m—1

D’autre part, on a Q(Cpim)(1) = (¢ —1)""¢q 2 br—1,m +

—(m—1)(2n+m)
+ (q — 1)1_mq 2 n,m—1 — 0.
A —m(2n+m=3)
De méme, on a Q(Cpym—-1)(0) =(¢—1)""¢q 2 bp—1,m +
1—m —(m—1)(2n+m—2)
=D =0

1l vient que Q(Crim—1)(0) = " Q(Crsm)(1) = —(q — 1)2~mg 2
D’ou 'on déduit que by, ;-1 =0 et by—1,, = 0.

Supposons que, pour tous entiers positifs 7 et j, tels que i+7 > 1, on ait b; ; = 0. On obtient
alors Q) = b(),o + bl,DTl + bqu = 0. Ce qui entraine, Q(Cl)(O) = b170 + b071(q — 1)_1 =0
et Q(C2)(1) =b1o+boi(g—1)"1g7! =0. On en déduit que

Q(C1)(0) = Q(C2)(1) =bo1(g—1)"'(1—¢ ") = 0. Donc by =0 et by g = 0.

On conclut que la famille (7V%);>0j>0 est libre.

bn,m—l = 0.

e La famille (T{'Vg)izo,jzo n’est pas orthogonale. En effet, considérons
Q=id+(p—-1)m—(g—1)(p—1)V,
On a Q(Cp)(z) = Cu(z) + (p — 1)Cn(z +1) = (p — 1)(¢ — 1)(¢ — 1) '¢'"Cpoi () =
= (1= ¢" +pg")Cn(z) + (p — 1)(1 — ¢ Cpo1 ().
On obtient, pour tout entier n positif,
1Q(Cr)|| < max([p, |¢" — 1], [¢" " —1|) < max(|p|, [¢ — 1|).
D’autre part, on a Q(Cp) = pCq et Q(Cs) = (1 — ¢®> +pg?)Co + (p — 1)(1 — ¢~ 1) Cy.
On en déduit que [p| = |Q(Co)|| < [|Ql et [¢7' = 1| = |g — 1] < [Q(Co)|| < Q-
Donc [|Q| = max(|p, |¢g — 1) <max(L, [p— 1| 71|, [(¢ = 1)(p = D[[[V,]}) = 1.

n m

Remarque 3.1.1. Soit Qp mm = ZZamvag € Py, on déduit de Propriétés 3.1.1 (ii)
i=0 j=0

que si h est un g-polynéme de q-degré n, alors Qn m(h) est un q-polynome de q-degré < n.

Proposition 3.1.1. Soit 73(5”) le sous-espace de Py défini par
n

73(5”) ={QM ¢ P, Q" = Zbi,n,ﬂvg—i}. Alors Pén) est un espace de dimension finie
i=0
n+1 et la famille (T{'V’ql*")ogign est une base orthogonale de 735").

De plus, la famille (Pé”))nzo définit une graduation de lalgébre P,.

Q™
Puisque Q™ (Co) () = b, 07" (Co)(2) = by, on obtient b, 0| < [|Qn|. D’autre part, on a
(QM) — by, 0id)(C1) () = b7 'Vg(C1) () = bp1(q — 1)~ Ainsi

|bra(g = 1) < max(|Qull, bnol) = Q™.

Démonstration. On a

< bujllg — 177,
< gmax |bnjllg — 1]
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De proche en proche, on voit que max b, ;| |g — 1]_j < HQ(")
0<j<n—1
n—1 )
Comme Q™ — Z bnjm 'V} = bpnVy, on obtient
i=0

bnnl g — 117" S_maX(HQ(")

jo"

Soit (Pq(n))nzo la suite de sous-espaces de Py telle que, pour tout n > 0,

, max |bn|lq— 117 = HQ(”)H. D’oti 'on déduit que
0<j<n—1

- Alg — 1|77,
Jmax, |bnj| lg — 1]

P = () ¢ Py QM = Z bin—iT{ Vi '}. On obtient alors Py = EBP§”>-

i=0 n>0
n m
En effet soit Q) = Zmeﬁlvz un élément de P,;. On peut écrire @ sous la forme
i=0 j=0
n+m
Q = Z Q(k), ot Q) = Z bijTiVy, YO < k < n+ m. Pour tout entier k tel que
k=0 it+j=k

0<k<n+m,onaQh c ék).

s t
D’autre part, soient Q(*) = Z bi,s,ﬂ{v;—i un élément de Pq(s) et QW) = Z bjyt,ijVfI_j
i=0 =0

s t
un élément de P,gt) . On obtient Q¥Q® = ZZbi,s_ibj7t_jqj(s_i)TfHVZH_(iH) €
i—=0 j=0
73(55+t). D’ou l'on déduit que la famille (Pq(n))nzo définit une structure de graduation sur
. g
q

Théoreme 3.1.2. Le centre Z(Py) = {u € Py/ uov=wvou, Yo € Py, } est réduit aux
scalaires. En d’autres termes Z(Py) = K.id.

n m
Démonstration. Soit u = ZZbi,ijVé € Z(Pg). Ona 1 ou = wuor. Donc

i=0 j=0
n m

n m n m
ZZbi7jquf+1Vg = ZZbi,jﬁHlVg. On obtient ZZ(qj - 1)bi7j7'f+1vg =0 1
i=0 j=0 i=0 j=0 ' i=0 j=0
vient que, pour tous entiers i et j positifs, (¢/ — 1)b;; = 0. Comme ¢ est non racine de
n
I'unité, pout tout j > 0, on a ¢/ — 1 # 0. Donc bi; =0,Vj>1letu= Z bwrf.
i=0

n n
D’autre part, par hypothese, uoV, = V,ou et donc Z bioTioV, = Z biog'TioV,. Dot
i=0 i=0
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I’on déduit, pour tout 7 > 0, que b; o = 0 et u = b .

On désigne par K{A} la sous-algebre de W (Z,, K') définie par
K{A} ={Q = ZanAg”) / lirf a, = 0} et par K{V,} la sous-algebre de Dy(Z,, K)
n>0
définie par K{V,} = {R = anvg / liI+Il |6, ] }VZ‘ = 0}. Notons que ce sont des
n>0

sous-algebres fermées et la suite (A((In))nzo (resp. (Vy)n>0 ) est une base orthonormale
(resp. orthogonale ) de K{A} (resp. K{Vy}). Les sous-algebres fermées K{A} et K{V,}
sont contenues dans I’adhérence P, de P,.

Soient K{A}V,} et K{V }{A} les sous-algebres de 7/5q définies respectivement par
K{A}V,) = {R= Zajm)vg, 0i(8) € K(A} / tim_laj(a)] [ V5] = 0} et

>0
K{V,HA} = {Q = Yo bV)AY, a(V,) € K{V,} / Tim [(V,)] = 0}.
>0

Théoreme 3.1.3. Les sous-algébres K{A}{V,} et K{V,}{A} de 73q sont égales.

Démonstration. Soit R = Zaj(A)Vg € K{A}{V,y}, on a aj(A) € K{A} et
Jj=0

dim flaj(A)]] HV{IH = 0. Donc a;(A) s’écrit sous la forme a;(A) = Zaj(i)A((f), avec
j—too

>0
lim a;(i) =0 et ||aj(A)|| = sup|a;(i)|. On obtient 0 = lim |la;(A)]| HVJH =
i——400 A i>0 j—+oo
= lim sup|a;(i)| HVJH Done, pour tout i > 0, 'lim la;(i)] HV]H =0et
J—+00 >0
Z a;(i VJ € K{V,}. 1l vient que R = Z Z a;(i ”VJ est une famille sommable.
3>0 5>0 >0
D’autre part, A( = _”Vj Zﬁ“ k(J , avec Bi(j) =1 et
. i—k—1
Bii—k(7) (=1 ( ) I] @ -1, vo<k<i-1.
4 ¢=0
Done 1= 350,03 84
720 >0
i—k—1
Comme lim —u( ( ) jM j(1)] < lim supla = 0. On
Jim [0 M (@) < Jim_suplay(i)
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voit que R = Z Z Z q_ijﬁi,i—k(j)aj (i)ngr(zk)‘

720 k>0 i>k
. i—k—1 A
Pour k > j, on a ( ) H (7T = 1D)ay( i)V{ZA((Ik) < |a;j(i)|. Donc, pour tout j > 0, on
4 (=0
a lim suqu_i]ﬂi,i k(j)a;(@)Vy ‘ = lim |a;(i)| = 0. Il vient que

k—+o00 >k i—+00

lim supsup Hq*ijﬁi,i_k(j)aj(i)VéASIk)H =0et lim Z Zqiijﬁz,i—k(]’)aj(i)Vfll =0.

k—+o00 j>0 i>k k—+o00

Jj=0i>k
On en déduit que R = Zbk(vq)Agk), avec kETOO 6k (Vo)l =0
k>0
ou by (V ZZC] 9By i-1(4)a; (i) V3, avec hm Zq 9By i-k(5)a; ()] [|[ V]| = 0 et
>0 i>k i
i—k—1

Bria) = (—1 () T @00 ki1 () = 1)
On a donc démontré quz e € K{V,{A}.

De la méme maniere, considérons @ = Z bm(Vq)Agm) € K{V,H{A}, avec
m>0

hIJIrl 1bm (V)| = 0 et b, (Vy) € K{V,}. Pour tout entier m positif, b, (V,) admet le

, _ k : k|l —
développement b,,(V,) = ,;>0 bm(k)Vy, avec kEIJPoo |bm, ()| ‘VqH =0et
16m (V)| = sup |bm (k)| HV’;H Puisque 0 = lim ||by(Vy)|| = lm sup |by (k)| HV’;H >
k>0 m——+00 m—-+00 k>0

> lim sup |by(k)|, on voit que, pour tout k£ >0, lim |b, (k)| =0.
m—-+00

Par hypothese, pour tout entier m positif, by, (Vq) € K{V,}. Il vient que, pour tout entier

m positif, Lm  |by (k)] Hv{;H —0et lLim sup|bm(k) Hv{;H = 0. D’ott lon déduit que la
k—+o00 k—400 ;>0

famille Z Z bm(k)vg A((Jm) est sommable.

m>0 k>0
D’autre part, pour tous entiers positifs k et m, on a VkA = ¢ <Z Qs m 5)> Vk
m s—1
avec oy s(k) = qS(kl)( ) l_I(qlf — qé). On en déduit que
s
40=0

s=0

m>0 k>0



3.1. L’algebre du plan quantique 7

= Z (Z Z quam,m—s(k)bm(k)A((Is)> Vl; = Z dk(A)V§7 avec

k>0 \s>0 m>s k>0
Jim (i) | VE]| = 0. 0t di(a) = 37 37 g s (R)bn (K) AL et

s>0m>s

. mk < . —
slgknoo m2>8q amm—s(k)bm (k)| < lm sup |by (k)| = 0.

Ainsi, on a démontré que Q € K{A}V,}. O

e Il serait interessant de voir si K{A}HV,} = K{V }{A} est fermée dans 73,1, ce qui
revient a dire qu’elle est égale a P,.

e Soit @ un élément de P, et soit g € C(Z,, K), un probleme qui se pose naturellement
est la résolution de 1’équation Q(f) = g, un autre est celui de ’étude du spectre de Q.
Nous allons nous intéresser ici a un exemple simple.

Lemme 3.1.1. Considérons l’élément Q =id+ (p — 1)11 — (¢ — 1)(p — 1)V, de Pg,. Soit
f 1 Zy, — K une fonction continue de q-développement f = ZanCn. Alors

n>0
Q(f) =pag+ > (an(1+ (0 —1)¢") + ans1(p— 1)(1 = ¢ ™)) Ch et
n>1
(@Q—id)(f) = (p—Dao+ (p—=1) D _(¢"an + ans1(1 —¢ ™)) Ch.
n>1
Démonstration. En effet Q(f) = paog + Z 1+ (p q")a,Cp +

n>1

—|—Z(p—1)(1—q1_”)an0n,1 :pao—i-z((1+(p—1)q")an—|—(p—1)(1—q_”)an+1)0n. Onen
n>1 n>1

déduit que (Q—id)(f) = (p—D)ao+(p—1) > (¢"an+(1—¢ ")an41)Ch.

n>1

m
N.B. Si h est un g-polynome de g-degré m et de g-développement h = Z anChp, on

n=0
m—1
obtient Q(h) = pag+ > _ ((1+(p—1)¢")an+(p—1)(1—¢ ")an41)Co+ (14 (p—1)¢"amCh,
n=1

m—1

et (Q—id)(h)=(p—1)ag+ (p Z q"an+ (1 —q¢ )ans1)Cn+ (p — 1)¢™amCry. En
=1

3
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d’autres termes, ’espace des g-polynomes P est stable par @ et () — id. La restriction a P
—1
de @ — id est bijective et celle de @ V'est lorsque g ¢ {(1 —p)=, n > 1}.

Proposition 3.1.2. Soit ¢ € K, non racine de l'unité, tel que |¢ — 1| < |p|. Considérons
Uélément Q = id+(p—1)11 —(¢—1)(p—1)V, de Py. Alors Q est une application bijective.

Démonstration. Tout d’abord montrons que () est une application injective.
Soit f une fonction continue et soit f = Z an,C), son g-développement. Supposons que
n>0
Q(f) =0, on déduit du Lemme 3.1.1 que
D (1+(p—1)gMan+ (p— 1)1 = ¢ an41)Crn = 0.
n>0
Pour tout entier n > 0, on a |1 — ¢"| < |1 — ¢| < |pg"| = |p|. Ainsi, on a
|1+ (p—1)¢"| = |p| # 0. Puisque (C,)n>0 est une base orthonormale de C(Z,, K), on a
1+ (p-1q"an+ (p—1)1 — ¢ ™)ap+1 = 0. Il vient que ag = 0 et pout n > 1,
_ (=D -1

n =

an+1. On en déduit de proche en proche que

1+ (p—1)g"
k—1
(¢ '-1
A, = — ]_ k a 5 vk > ]_
n (p ) E}l—i—(p—l)q”“ n+k =
On vient de voir ci-dessus que pour tout entier m > 1, on a |1 + (p — 1)¢™| = |p|. Ainsi
_ k—1 —n—/t
g™ =1 lq" — 1] . o gt =1

= < 1. D’ou 'on déduit que |a,| = Apak| <

T+ G- De Il ol = 1 g =gy o

£=0
< |apsk|. Comme klim |an+k| = 0, on voit que a,, =0, Yn > 1. Donc @ est injective.
——400

Montrons maintenant que () est une application surjective.
Soit g une fonction continue de g-développement g = ZdnC’n. Supposons qu’il existe

n>0
une fonction continue f = Z anCh, telle que Q(f) =g. On a
n>0
Q(f) = Z[(l +(p—-1q"a,+ (p—1)(1 — q_")an+1]Cn. Comme par hypothese, f est

n>0
d
telle que Q(f) = g, on obtient ag = 0 et pour tout entier n > 1, on a
p
dn

1+ (p—1)g")an + (p— 1)1 = ¢ ans1 = dp, d'0tt ay = ——"——— +
(L4 —1Dgan+ @ —1)(1 - g ")ann oWan =1 T

(p - 1)(q_n — 1)a 1; comme a L = dn+1 (p — 1)(q—n—1 _ 1)@ . on
14+ (p — 1)qn n+1, n—+ 1+ (p o 1)qn+1 14 (p . 1)qn+1 n—+2,
d — 1 -_n __ 1 d
obtient a, = n + (p )(q )dni1 n

I+(p-1g¢" (14 (@—1)¢")1+ (p—1)g"*)
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(p—1)* g™ —1)(¢g"t-1)
(14 (p—1DgV)(1 + (p—1)gn*t1)
De proche en proche, on obtient, pour tout entier k£ > 0,
k s—1 o k s
b-1 U k g " -1
an § 1+(p_1)q"g]l—|—(p—1)qn+€+l nts + (P ) g)l—i—(p—l)qn%a”*k“’

an+2.

-1

q—n—ﬂ -1
avec la convention H 1
=0

T (p—1)gnti =1

s—1 —n—~{
. : - . : q -1 : _
Puisque nEI—lI-loo d, = 0, on obtient 822100 411) 5 (p= Dt dpis| < Sll}lloo |dn+s| = 0.
s—1 q—n—é _ 17
Donc la série ;(p —1)* Zl_% 5 (p= Dt dp+s converge.
Comme, pour tout entier m > 0, on a |1+ (p — 1)¢™| = |p|, posant
LS T
s Yy
_ n _ n+L+1
L+ (p—1)g" & g Lt —1)g
On en déduit que lim |a,| = 0.
n—-+400

an dpys, on obtient |a,| < |p| ™! sup |dnys)-
s>0

D’autre part, on vérifie que (14 (p—1)¢")a,+(p—1)(1—¢~")an+1 = dy,. Ainsi, la fonction
continue f = Z a,Cy, est telle que Q(f) = g. O

n>0

N.B. Un probleme qui reste posé est de savoir si ) est une application bijective,
-1
lorsque g € K est tel que ” |p| < |¢ — 1| < 1”7 et n’appartient pas a {(1 —p)= , n > 1}.

Proposition 3.1.3. Soit ¢ € K, non racine de l'unité, tel que |q — 1| < 1. Considérons
Vopérateur Q = id+ (p—1)11 — (¢—1)(p—1)V,. Alors Q —id est une application bijective.

Démonstration. Soit f une fonction continue et soit f = Z a,Cy, son g-développement.

n>0
Supposons que Q(f) = f, on déduit du Lemme 3.1.1 que
D ((p=1)g")an+ (p— 1)1 = ¢ ")ant1)Cp = 0.
n>0
On obtient ag = 0 et pout tout entier n > 1, (p—1)¢"a, + (p—1)(1 — ¢ ")an+1 = 0, d’ou
—n_
lon a a, = w = ¢ *"(1 — ¢")an,1. Comme ci-dessus, on obtient
q

k—1
an = H g 21— " ani s, Vk > 1. Ainsi, pour tout entier k> 1, on a |an| < |anxl-
£=0

Comme klim |an+x] = 0, on voit que a, = 0, Vn > 1. D’ou l'on déduit que f = 0 et
— 00
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@ — id est injectif.

Montrons maintenant que () — id est surjectif.
Soit g une fonction continue de g-développement g = ZdnCn. Supposons qu’il existe

n>0
. . . . do
une fonction continue f = Z anCh, telle que (Q —id)(f) = g. On obtient ag = 1 et
p—
n>0
pour tout n > 1, (p — 1)q"a, + (p — 1)(1 — ¢"™)ans1 = dy, il vient que
d n—1
Qp = n + (g )anH. Par récurrence, on obtient, pour tout entier k£ > 0,
(p— ) " q"
k s=1 _,_ _
— 1 —nmt—1
Gp = - Z H 4 dpts + H q ————an 1k, avec la convention
a 5=0 £=0
q —n—~—0 1 — —n l 1
H T = 1. On vérifie facilement que la série Z H e dnts
$>0 £=0
s—1 qfnff -1
converge. En effet, pour tout entier s > 0, on a H Tdn_l,_s < |dp+s|. Comme par
q
=0
hypothese g est une fonction continue, on a 1121 dnts = 0.
S—
— —n —L _
Posant a,, = Z H n+€ dp+s, on obtient |a,| < sup|d,4s| et
50 (=0 820

lim |a,|=0. On Verlﬁe d’autre part que (p—1)q"an+ (p—1)(1 — g ")an4+1 = dp,. Ainsi

n—-+4oo
f= ZanC’n est une fonction continue de Z, dans K, telle que (Q —id)(f) = g et on a

n>0
démontré que QQ—id est une application bijective. O

Théoréme 3.1.4. Soit ¢ € K, non racine de l'unité, tel que |¢ — 1| < 1 et soit
Q=id+(p—-1)1—(¢g—1)(p—1)V, un élément de P,. Pour tout entier m > 0, il existe
Am € K et un g-polynéme h de q-degré m, tel que Q(h) = Ay h.

De plus, pour tout m > 0, Ay, = 1+¢™(p—1). En particulier \g = p. En d’autres termes,
Uopérateur Q posséde des valeurs propres.

Démonstration. Soit h = ZanCn un g-polynoéme de g-degré m > 0. Supposons
n=0
qu’il existe un élément A, dans K tel que Q(h) = A,h, on voit que app = apA et
0 = amAn —1—(p—1)¢"™). Comme h est un g-polynéme de g-degré m > 0, on a
am #0. Donc A\, —1—(p—1)¢™ =0et Ay, =1+ q¢"(p—1).
D’autre part, ona (1+(p—1)¢")an = (14+(p—1)¢")an— (p—1)(¢7" —1)ap+1. On obtient
donc a1 = ¢* (g™ " —1)(¢" —1)"a,. On voit que ag = 0, az = ¢*(¢"™ 1 —1)(¢g—1)"tay
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et a3 = ¢*(¢" 7 —1)(¢* — 1) laz = ¢°(¢"! 1)(@1’”‘2 D(g—1)7"(¢* - 1) 'a1. Par
n—1

récurrence sur n, on obtient a, = ” H q — 1) ay, pour 2 <n < m et
=1

m = qm(m_l)al. D’ou lexistence de h et de Am, pour m > 0.

Supposons que m = 0 et posons h = a # 0. On obtient Q(h) = a+ (p — 1)a = pa. Si
Q(h) = Aoh, on obtient 0 = (A\g — p)a. Donc A\g = p. O

Remarque 3.1.2. Soit ¢ € K, non racine de l'unité, tel que |q¢ — 1| < 1.

Soit Q@ =id+ (p— 1)1 — (¢ — 1)(p — 1)V un élément de P,. Notons que si h est un
q-polynome de q-degré m tel que Q(h) = (1+ (p — 1)¢™)h, alors h est tel que

(Q—id)(h) = (p—1)qg™h. On en déduit que (QQ—1id) admet des valeurs propres et (p—1)g™
en est une.

e On a vu que l'opérateur particulier @ = id+ (p—1)71 — (¢ —1)(p — 1)V, laisse stable
I’espace des g-polynomes.
On voit sans peine qu’en fait cet espace est stable par 'algebre P, toute entiere. Il y a
aussi quelqu’autres sous-espaces de fonctions continues qui sont invariants par Pg.

Soit f une fonction continue de Z, dans K et soit ®;f la fonction des quotients

J@) = Jy) f(y)7 pour (z,y) € Z, x Zp\A(Zy), ou
r—y

A(Zyp) = {(x,x),x € Zy}. Nous rappelons que f est strictement différentiable si et seule-

aux différences définie par ®;f(z,y) =

ment si @1 f peut étre prolongée en une fonction continue (/}i fiZly x Ly — K.

Théoréme 3.1.5. Soit f une fonction strictement différentiable de Z, dans K et soit
n m

Qnom = ZZbi,ijVg € Py. Alors Qnm(f) est strictement différentiable. En d’autres
i=0 j=0
termes, l’espace Cl(Zp, K) des fonctions strictement différentiables est invariant par Py.

f(m—i—la)::f(y‘f‘l) =®1(f)(z+1,y+1).

Donc si f est strictement différentiable, alors 71(f) est strictement différentiable.

On voit sans peine que la fonction continue I, définie par I,(x) = ¢~%, est strictement
différentiable. Donc V4(f) = (¢ — 1) ,.(11(f) — f), produit de fonctions strictement
différentiables est strictement différentiable. On en déduit que pour ¢ > 0, j > 0,
V5 (f) est strictement différentiable. La somme finie @, ,(f) de fonctions strictement

Démonstration. On a ®1(7(f))(z,y) =
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différentiables, est strictement différentiable. O

Définition 3.1.1. Soient K un corps valué complet et L un sur-corps valué complet de
K. Soit D une boule ouverte (resp. fermée) de K, on dit que la fonction
f D — L est analytique s’ils existent a € D et une suite (an)n>0 dans L tels que

x) = Z an(z —a)", Vx € D. Ceci est alors vrai pour tout a € D.
n>0

Soit f = Z an By, une fonction continue de Z, dans K. On sait que f est la restriction
n>0

. . . . Q
d’une fonction analytique si et seulement si —7: tend vers 0 [33].
n!

Soit K un sur-corps valué complet de Q, et soit Dy = {x € K/ |z| < 1} la boule unité
fermée de K. Alors Z,, est contenu dans D_.
Soit A(Dy,K) = {f(z Zanac a, € K, lim a, = 0} ensemble des fonctions
n>0 e
analytiques de D, & valeurs dans K. (’est une K-algebre de Banach pour la norme
Ifll = max lan| et la suite de fonctions (z™),>0 est une base orthonormale de A(D4, K).

Considérons la suite de polynomes (py (z))n>0 0l pp () = n!By(z) = z(z—1) ... (z—n+1).
On sait que (pp(z))n>0 est une base orthonormale de A(Dy, K) (voir [33] Theorem 54.4
et aussi [28] 4.7 ).

1
Théoréme 3.1.6. Soit g € K, tel que |¢ — 1| < p »=1. Soit f : Z, — K une fonction
continue, considérons son q-développement f = ZanC’n dans la base (Cp)n>0. Alors f

n>0
a
est la restriction a Z, d’une fonction analytique si et seulement si ( ; ; converge vers 0.
n)g!
Démonstration. Soit f = Z anCp € C(Zy,K), on a
n>0
a 1
flz) = Z (n; j(@)g(x = 1)g...(x = n + 1)g. Puisque |g—1] < p #-T, la fonction
n>0 VT
N (=7 : s .
Z qg—1)" = Z 7‘1)”(@') est analytique. On en déduit que les fonctions
n n!
n>0 n>0
. . . ¢ -1 k1
(x —j)q sont analytiques sur D,. De plus (z—j), = (]—71 Z (g—1)""'=
E>1

—@-+Y - <$;j> ot (m—j)q—(x—j):Z(q—l)k_1<x;j>. Donc

k>2
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(z—j)g—(x—17)| = 121:2) lg— 1! =]¢g—1| < 1. On déduit du Lemme 1.0.6 que pour

tout n > 1, H(m)q(a:—1)q_...(x—n+1)q—x(x—1)...(x—n+1)||§

< — e — (—j . Pui —1)...(z— -
= Jex |(z —7)qg — (x — j)|| < 1. Puisque (ac(x ... (z n—|—1)>n>0 est une base or

thonormale de A(D, K), on déduit du Lemme 1.0.1 que ((m)q o (z—ntl)y = ﬂq’n(w)) .
est une base orthonormale de A(D,,K). Ainsi f est la restriction d'un élément de

A(Dy, K) si et seulement si nEI—Eoo (Z;q! =0. 0

1
Proposition 3.1.4. Supposons que |q¢ — 1| < |p|»—T.
n m
Soit Qnm = ZZbi,ijVg €ePy. Sif = Z anCy, est la restriction a Z, d’une fonction

i=0 j=0 n20
analytique alors Qn m(f) est la restriction a Z, d’une fonction analytique.

Démonstration. Puisque f est la restriction a Z;, d’une fonction analytique, il existe
une suite (by)n>0 dans K telle que f(z) = Z bpz™. On obtient
n>0
T1(f)(x) = Z bp(x +1)". Donc 7i(f) est la restriction a Z, d’une fonction analytique.

n>0
D’autre part, puisque (74, )n>0 est une base orthonormale de A(Dy, K), f peut s’écrire

sous la forme f = 7%;)danm, avec d, = (S—;q! et nEI—Poo d, = 0. Alors
Volf) = duVy(mgn) =D (n)gla— 1) q" " dpmgp =
n>0 n>1

= Z(n—i— Dy(g—1) " g "dy1myn et |(n+1)glg— 1) g dnsa| < |lg— 117 [dpy]. Ainsi
n>0

liril |(n+1)4(q¢—1)"'¢ "dns+1| = 0. Puisque (mgn)n>0 est une base orthonormale de
n—-roo =

I'espace des fonctions analytiques sur D, la fonction V4 (f) est la restriction a Z, d’une
fonction analytique. Nous en déduisons, pour i > 0, j > 0, que 7iV5(f) est analytique sur
Zy. Donc Qp m(f) est larestriction a Z, d’une fonction analytique. O
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3.2 L’algebre de Weyl quantique

Soient K un sur-corps valué complet de Q, et ¢ € K, non racine de l'unité, tel que

lg — 1| < 1. Soient C(Z,, K) I'espace de Banach des fonctions continues de Z, & valeurs
dans K et Z, Poperateur linéaire continu défini, pour f € C(Z,, K), x € Zj, par

Zg(f)(z) = ¢*f(z). On désigne par I'y(Zp, K) la sous-algébre fermée de L(C(Z,, K)) en-
gendrée par Z,. Les éléments de I';(Z,, K) ne sont autres que les opérateurs obtenus par
multiplication par une fonction continue.

Soient 7 'opérateur de translation et V, la g-dérivation de Jackson, définis pour f € C(Z,, K),

flz+1) - f=z)

2 € Ty par (1)) = o+ 1) et V() = LEEDTD, o
s+ f (g —q¢* f(x

V2, 1)e) =TI () g (e) - (@) 0

2wy ) = THEEDZIE) ) 1n(1)@) — s On en it que

VyZg—qZyNVg=rid et VyZy— ZyVy=Ty.

Les opérateurs Z; et Qs(Z,) sont définis respectivement, pour s > 1, par
(Zq —id)...(Zg—q*")
(¢°=1)...(¢° —¢*)
On désigne par A, la sous-algebre de L(C(ZP,K)) engendrée par Z; et V,. En fait, A,

est isomorphe a ’algebre de Weyl quantique a deux générateurs.

Z5 =240 Z7Y, Qs(Zy) = et Z) = Qu(Z,) = id.

e On voit qu’avec les notations ci-dessus, P, est une sous-algebre de A,.

Nous allons donner une description effective de ’adhérence de .,/él\q de l'algebre de Weyl
quantique dans L(C(Zp, K))

Lemme 3.2.1. Soit I, Uapplication qui a = associe 1,(x) = q~*. Alors 1, est une fonction

n
continue de q-développement I, = Co + Z(—l) qg " l_I(qZ —1)C,.
n>0 (=1

Démonstration. Rappelons que la fonction €, qui a x associe ¢* est une fonction

1

continue bijective qui ne s’annule pas sur Z,. Donc la fonction I, = — est une fonction
€q

continue bijective sur Z, et pour tout x € Z,, I,(z) # 0.

Nous rappelons aussi que la suite d’opérateurs aux différences finies (Aén))nzo est telle

que Agn) = (1 —id) ... (1 — q"Lid), pour n > 0 et A((JO) = id. On obtient par récurrence

AL = ()" [ (" - 1)1,
=1
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En effet pour tout = € Z,, on a Agl)(Iq)(x) =q¢*l—q¢® = —q7Y g — 1)g" et
2 _ _
AP (@) = ¢7(a ~ D(g* ~ 1)g
n
Supposons que Ag")( - H ¢ —1)I;. On obtient
=1
n n+1
AT, () = ¢ " [ - 1)( "¢ ") = ()" g (@ - Dg T
=1 .
11 vient que Ag")(lq)(O) =(=1)"¢ " H(qz —1). D’ou 'on en déduit que
=1 .
I =" Al Cn=Co+ Y (-)"¢ " [](¢" - 1)Ch. O
n>0 n>1 (=1
n
N.B. On déduit du Lemme 3.2.1 que lim ]h_[(qZ —1)=0.
n—-+00 -

Remarque 3.2.1. De fagon générale, pour tout entier m positif,

_ +e—1 -1 _
I;”—CO+Z(—1" an m Ch, avecnll)mooH m —-1)=0.

n>1 =1

Démonstration. Pour tout x € Zy, I (z) = ¢~™*. Donc
AP I (@) = g g — g7 = —g (g™ = 1)g " et

2 — —m
AP I @) = a2 (g" = 1)(g™ = g
Par récurrence sur n, supposons que Af]n) (I3 (x) = Yrg—nm H me-1 _ DI (x).

On obtient At(]n—’—l) (I;n)(gv) = (_1)nq7nm H(qm+£—1 — 1)(q_qu_m _ qnq—mx) _

n+1
_ (_1)n+1q—m(n+1) H(qm-i-é—l - 1)q—m:c'
(=1

On en déduit que I = Cﬁ—z Ag”) (Ig")(0)Cr, = Co—i—Z(—l)"q_”m H(qm+£—1— 1)C,. O

n>1 n>1

Lemme 3.2.2. L’opérateur linéaire continu Z, est une isométrie bijective.

Démonstration. Soient f une fonction continue de Z, dans K et z un élément de
Zp. On a |Zy(f)(x)] = |¢°f(x)] = |f(z)|. On en déduit que || Z,(f)|| = || f|l et Zg4 est
isométrique. Donc Z; est injectif.
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Considérons 'opérateur de multiplication par I,. Pour toute fonction continue f,
on a Zy(Iy.f) = f et I;.(Zy(f)) = f. 1l vient que Z, est bijectif, d’opérateur réciproque
lopérateur f — I,.f. O

Propriétés 3.2.1.
(i) Pour touti>1,j>1, on a VZIZ; = Zam(k)Z;_kV{]_k, ol

k—1 .
i j(k) = ¢=RU=R) H(i - z)q<3> VO < k<jeta;0)=q7.
q

(=0 k
7 k
(ii) Pour touti>1,j > 1, onaV ZZ ;i (K, 8)Qi—k( q)Vg*’”S, ou
k=0 s=0
- . s(s—1)—k(k— )
Bij(k,s) = gi=R=2k+s) g B R ( > ( > ; avec la convention

Qs(Z,) =0, Vs < 0.

(iii) Pour tout entier i > 0 et toute fonction f € C(Zy, K), on a Qi(Zy)(f) = Ci.f. En
d’autres termes, Q;i(Zy) est opérateur de multiplication par la fonction continue C;.

Démonstration. Par double récurrence sur ¢ et j:

(i) Par récurrence sur i, montrons que Vo Z: = ¢'Z\V, + (i)qZL "
On a V,Z? _(qzv + id) q_q2Z2v +( )q Z
Supposons que VqZé = inéVq + (i)4 Zj_1
On obtient V,Z/ = (¢'Z;Ny + (1) 25 ) Zg = ¢ 27 'V + 4" Z) + () 24 =
= ¢z, + (z + 1), Zz Donc Vi > 1, VyZ! = qulV + (i)q Zz L
D’autre part, V%Z =V ( ZZ’V + (i)q ZZ 1) = qz’ZZV2 + ¢~ 1(z) (2 )ng—lvq +
+(i)q(i = 1)gZg

Par récurrence sur j, supposons que Vf]Z; = Z ai,j(k‘)Zé_ng_k, avec

k-1 .

i—k)(j— . J
aij(k) = OO T - @q(k) |
q

=0
j J
On obtient quHZ; = Z ql_kaiyj(k)Z;_ka]H_k + Z(l - k)qai,j(k)zé_k_lvé_k =
k=0
j
= ¢TI ZVIT 1N (¢ i (k) + (6 + 1 — k)gaiy(k — 1) Zi vtk 4
k=1
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+ (g (1= 5)g 257
On a a;;41(0) = ¢t et aijr1(G+1)=(0)g... (1 —j)qg-
D’autre part, on voit que

k—1 .
¢ j(k) + (i 4+ 1= k)gaij(k — 1) = ¢EPUH=R ] (0 - 0), (i) *
q

=0

k—1 .

i J

+ q( +1-k)(j+1-k) H(Z — ), (k: s 1) =
=0 q

k—1 . .
-’“U’“-’“H(i—@q((j) st ()] )):ai,jmm.
P k q k—1 q

J+1
On en déduit que Vf;LlZé — Z ai7j+1(k)Zé’kvg+1*k_

J
On a donc montré que V3 Z) = Z aivj(k)Zé*ng*k.

(ii) Montrons, par récurrence sur i, que
ViQi(Ze) = Qi Z)Va + Qi1 (Vo + ¢ (g — 1)id). Ona
1 , 1.
VeQ1(Z) = F(qzqvq +id —Vg) = qQ1(Zg)Vq+ Vg + (¢ — 1) Yid.
De la méme maniere on obtient
VoQ2(Zg) = 53— (aQu(Z,)Vy + Yy + (a = 1) 7Vid) (Z, - qid) =

— PQa(Z)V g+ Q1(Z0) (Vg +a Mg — 1) Vid). |
Supposons que V¢Qi(Zq) = ¢ ‘Qi(Z)Vq + Qi—1(Zy) (Vg + ¢* (g — 1) Lia).

q" , .
)= m(z — q'id), on obtient

Puisque Q;+1(Z,4

VqQZ-H(Zq):qul_ qu( )( —qzd) Donc

—1

quiJrl(Zq) = <q Ql( )V +Qz 1( Q)(VQ'{'ql_i(q_l)_lid) (Zq_qiid)> =
q QH—I( )V + Qz( )( (q - 1)Vq + Zd) +
+ (@ p qz)ff : 11) Qz‘(Zq) (qi(q — 1)V, +1id).

On en déduit que VQit1(Zy) = "' Qi41(Zg)Vq + Qi(Zg) (Vg + ¢ (g — 1) Yid).
J

k
Par récurrence sur j, montrons que V3Q;(Z,) = ZZﬁz’](kz $)Qi—k( q)vg_k-i—s’
k=0 s=0

avec B j(k,s) = RG240 (1) IZ (j) .
q q
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OnaVQQZ'( q) = q<qui( )Vq+Qim1(Z )(V +q17i(q—1)71id)):
=% Qi(Z)V2 + ¢ (2)4Qi-1(Z) (Vi + ¢ (¢ — 1)7'Vy) +
+Qi—2(Z )(V2+q1 "(2)q(g = 1)V + 7% (g — 1)7%id).

ik
Supposons que VqQZ ZZ@M k, $)Qii(Z )Vf;kﬂ.
=0 s=0
J k '
On obtient V4Q;(Z,) = Z Zg@ Vo Qi k(Z) VT =
=0 s=

,] k S ifk‘Qi_ (Zq)vé+17k+s+

wnMw

(5, 8)Qizk—1(Z) (Vg + ¢" (g — 1) tid) Vi~ FFs.

%
353

J
Ainsi, on a V5™ Qi(Zg) = Bij41(0,00Qi(Z) VI + ¢ B; (K, 0) Qi (Zy) VI F+

; i k-1
+D 0T Bk k) Qi r(Z) VT + D Z(ﬁi,j(k’a $)' "+ Big(k = 1,5 = 1) +

k=1 k=1 s=1
+ Bk = 15)¢ (g = )7 ) Qe i(Z) VT

+Z ﬁlj J, S +ﬁz,J(]a )]+1 Z( ) )Qz 1- J( )vs+

]+1 Jj+1

+Y Bk =1, k=1)Qi—k(Zg) VIt +> B i(k—1,0)¢" " (q—1) "' Qi—k(Zy) VT .
P(fu_r1 tous entiers k et s tels que 1 < sk;k <j+1l,ona
Bij(k=1,s=1)+0;(k—1,5)¢" " (g—1)7" = ¢TI =REH =25y
1)s—l~c J k )

k—1 \5/ 4
On obtient donc 8; ;(k, s)¢" " + Bij(k — 1,5 — 1) + B j(k — 1,5)¢" (¢ — 1)~ ' =

s(s—2)—k(k—2) [k ] o ]
= ¢ UHI=2h) 7 ( ) ((2) +¢! k(kil> >:5z‘,j+1(k,8).
5/4q q q

De la méme maniére, on obtient ¢"~*8; ;(k, k) + B;j(k — 1,k — 1) = Bi j11(k, k) et
¢ B3i(k,0) + ¢" (g — 1) Bij(k — 1,0) = Bijs1(k,0).

On voit que B ;(j,5) = cijr1(j + 1,7+ 1) =1et £ ;(j,0)¢’ 7" = B j11(j + 1,0).
On voit également que 3 (4,5 — 1) + Bi; (4, s)¢? (g — 1)~ = Bij41(j + 1,8 — 1).
D’ou 'on en déduit que

Jj ok
V]-HQz Zﬁw+1 k‘ O)QZ ( q)vé—"—l_k"’zZﬂm#l(kaS)Qi—k(zq)v(]]+1_k+s+
k=0

k=1 s=1

(s=1)(s=2) ~(k=1)(k=2)

x (g —
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i
+ > Big1 (G +1,8)Qim1—(Zg) Vi + Qiejm1(Z) V5 =
s=0
J+1l Kk

— Z Z Bij+1(k, S)Qi_k(zq)vz;f—l—k;_lrs.

k=0 s=0

(iii) Soit f : Z, — K une fonction continue. Puisque Z,(f)(x) = ¢*f(z), on a
By~ D)) = @ @) VD Done
4 o) — Zg—id)...(Zqg—q" *1d)(Zqg — ¢ id)(f)(x _
Ql(Zq)(f)( ) ' (qi—l).'..(qi—qifl)
 (Zy—id)...(Zy— ¢ (¢" — ¢ ) )@) _
(¢ =1)...(¢"—¢7") ,
_(Zy—id)...(Zg— ¢ Pid)((¢" — ¢ *) (@ — ¢ ) ) (@)
@1 |
De proche en proche, on obtient ) fa)
A o @1~ )f
QZ(ZQ)(f)( )_ (qi—l)...(q"—qi_l)

— Ci(2)f(a).

N.B. Puisque (i)q...(i —k+ 1), = 0 pour k > 4, on obtient
J k J
Z Zﬁi,j(k', S)Qi_k(Zq)Vf]_k+s = Z am(k‘)Zé_kvz_k = 0, pour tout j > i.
k=i+1 s=0 k=i+1
Notons que pour tout i > 0 et pour tout j > 0, on a |y (k)] < 1, V0 < k < j et
‘ﬁi,j(kas)’ SLV0O<s<k<y.

m
Remarque 3.2.2. Considérons l'opérateur R = Z bnQn(Zy); c’est Uopérateur de mul-

n=0

m
tiplication par la fonction continue h = Z b,Cy. En d’autres termes, si f : Z, — K est

n=0

une fonction continue, on a R(f) = h.f, avec h = R,,(Cp).

Lemme 3.2.3. Les opérateurs linéaires continus Qn(Z,), n > 0, sont isométriques.
De plus (Qn(Zg))n > 0 est une famille orthonormale dans L(C(Zy, K)).

Démonstration. En effet, pour tout entier n > 0 et pour toute fonction continue f,

on a ||Qn(Zy)|| = sup w < sup w = 1. D’autre part
e isizo Il

1Qn(Zg)(Co)ll = |Cnll = 1. Donc [|Qn(Z,)|| = 1.
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m
Soit R = Z b,Qn(Zy), on déduit de la Remarque 3.2.2, pour f : Z, — K continue, que

n=0
R(f) = h.f ou h = R(Cp). On obtient, d’une part, que
Ihl] = [|1R(Co)l| = max [by] < [[R]. Mais [|R(f)[| = [lh.f]| < IR £l

D’ott Pon déduit que ||R|| < ||A] et || R]| = ||A]|. O

Proposition 3.2.1. La sous-algébre fermée I'((Zy, K) de L(C(Zp, K)) engendrée par Z,

est égale au sous-espace fermé des opérateurs de la forme R = anQn(Zq), tels que
n>0
lim b, =0.

n— 400

De plus (Qn(Z4))n>0 est une base orthonormale de I'y(Zy, K).

Démonstration. Considérons R = Z b, Qn(Zy), avec 1ir$1 b, = 0. On déduit du
n>0
Lemme 3.2.3 que ||R|| = sup|b,|; donc W = {R = anQn(Zq) / lim b, = 0} est un
n>0 70 n—+oo
sous-espace fermé de L(C(Zp, K)) contenu dans T'y(Zp, K) et (Qn(Zq))n>0 est une base

orthonormale de W. Puisque ’espace des polynémes Z bnQn(Zy) (en Z;) est dense dans

n=0

I'y(Zy,, K), on obtient I'y(Z,, K) = W. O

Théoreme 3.2.1. Les algébres I'q(Zy, K) et C(Zy, K) sont isométriquement isomorphes.

Démonstration. Considérons I'application ¢ de C(Z,, K) dans I'j(Z,, K) qui & toute

fonction continue f = Z b, C,, associe 'opérateur Ry = ¢(f) = Z bnQn(Zy).
n>0 n>0
Comme (Cp)n>0 et (Qn(Zg))n>0 sont des bases orthonormales de C(Z,,, K) et de I'y(Z,,, K)
respectivement, on voit que ¢ est un isomorphisme isométrique d’espaces de Banach. De
plus, on a ¢(f)(Co) = Rp(Co) = ¥ baCrn = f et o(f)(g) = Ry(g) = f.g. On en déduit
n>0

aussitot que p(fh)(g) = (fh).g = f.(hg) = fo(h)(9) = ¢(f)(¢(h)(g)) = (e(f)op(h))(9),
c’est-a-dire ¢(fh) = p(f) o p(h). O

Soit R = Z bnQn(Zy) un élément de I'y(Z,, K'). Le théoreme suivant donne une con-
n>0
dition nécessaire et suffisante sur les coefficients b,, de R pour que ’espace C 1(Zp, K), des
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fonctions strictement différentiables de Z, dans K, soit stable par R. Nous donnerons une
démonstration de ce théoreme dans le Chapitre 4.

Théoréme 3.2.2. Soit R = anQn(Zq) un élément de I'y(Zy,, K). Les propriétés sui-
n>0
vantes sont équivalentes.

(i) L’opérateur R laisse invariant l’espace C(Zy,, K) des fonctions strictement différen-
tiables.

(i) lm n|b,| =0 O

n—-+oo

Lemme 3.2.4. Pour tout opérateur R € Ty(Zy, K), on a lim (q¢—1)"V o R(f) = 0.

m—-+00

Démonstration. Soit f une fonction continue de Z, dans K. On sait que R(f) est
une fonction continue de Z, dans K. Comme, pour toute fonction continue g, on a

ml—lg-loo lg — 1™ HV@"(g)H = 0, il vient que ml_lffoo lg —1|™ HV?(R(f))H =0. O

Soit Ag la sous-algebre de L(C(Zp, K)) engendrée par Z, et V4. On désigne par ;l\q
I'adhérence de A, dans I'algebre de Banach L(C(Zp,K )) des endomorphismes linéaires
continus de C(Zy, K).

Proposition 3.2.2. La sous-algebre A, de L(C(ZP,K)), en tant qu’espace vectoriel ad-

met (Z;vg)izo,jzo comme base. C’est un modele de l’algébre de Weyl quantique a deux
indéterminées.

i

. i : ) .
~ Démonstration. Rappelons que Vi(Cn)=(qg—1)"q > ICh_j, Vi <net
Vi (Cp) =0, Vj > n (Lemme 1.0.7). o
On déduit de Propriétés 3.2.1 que la famille (Zfzvé)izo,jzo est une famille génératrice de

Ag. 1l reste donc a montrer que (Zévé)izo,jzo est une famille libre.

m n
Soit Ry, m = Z Z bi,jZ;Vg € A,. Supposons que R, ,, = 0, on obtient
j=0 i=0

0= Ry m(Co)(m) =Y _ biog™.
=0

D’autre part, on déduit du Lemme 1.0.7 que, pour tout & > 0, V’;(qu) = (i)4! et
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V'g(q”’) = 0, pour tout 4 < k. On obtient donc 0 = V¢ (R, (Co)) = bno(n),!. Comme
(n)q! # 0, on a b, o = 0. De proche en proche, on obtient b; g = 0, VO < i < n. De la méme
maniere, appliquant R, ,, & C1, on obtient, b; 1 = 0, pout tous entier ¢, 0 < ¢ < n. Ainsi,
en appliquant successivement R, ,, aux C;, 0 < j < m, on voit que, pour tous entiers i et
Jrtelsque 0 <i<mnet0<j<m,onab;;=0.

D’oui ’on déduit que la famille (ZéVé)izo,jzo est libre. a

On a un énoncé meilleur que la Proposition 3.2.2.
Ce qui indique en contraste une différence majeure avec la réalisation du plan quantique.

Théoréme 3.2.3. La famille d’opérateurs linéaires continus (Q;(Z, )Vj)l>0]>0 est une
famille orthogonale dans L(C(Zy, K)), telle que ||Q;i(Z. V]H =|¢—1]77, Vi >0,Vj>0.

C’est une base orthogonale de l'adhérence ;l\q dans L(C(Zp, K)) de lalgebre de Weyl quan-
tique Ag.

Démonstration. Nous avons démontrer au Chapitre 1 que
. . 1&1 1 . .
Vi(Cn) = (¢ — 1)_7q1(12+ )_J”C’n,j, Vj <net Viy(C,) =0, Vj>n (Lemme 1.0.7).
On obtient donc Q;(Z,)Vi(Co)(@) = (¢ — 1) g™ 3 =InCy(2)Cp_j(@), Y > j et

Qi(Zq)Vg(Cn)(x) =0, ¥n < j. On en déduit que HQ,(Z@VZH <

lg— 1
J(J'*l) —j _j(j*1>

D'autre part Qi(Z > < ) = (a - 1) (C)G) = (g 1)
lg—1|7 = Qi(Zq Z)’ ’ V]H On en déduit que HQ’ VJH =

Donc

—1!]

Montrons maintenant que (Qi(Zq)Vé)izg,jzg est une famille orthogonale.
m n

Considérons I'opérateur R, ,, = Z Z bi,jQi(Zq)Vg. On obtient

§=0 i=0
i ;]
< = —
1Bnmll < macx, max Woigl | @:(Za)Vall = max, max =575
n
Montrons que O%i)%o@ffgz"wlyj < |[Rpm||. On a R, nm(Co) = Zbi,OCi. Puisque

1=0

(Cn)n>0 est une base orthonormale de C(Zy,, K), on a ||Ry,,m(Co)|| = Jnax bio| et

max |b; |-
0<i<n
n m n
D’autre part, Ry, — Z bi0Qi(Zy) = Z Z b ;Qi(Z, Vj Donc

=0

3

(Rn,m - Z bi,OQi(Zq)) (C1) = bii(g—1)71C; et
=0

1=0
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max

< ||R .
0<i<n < [ Bl

bix |
g—1|

(Rn,m - Zn: bi,OQi(Zq)> (Ch)
i=0

by -
Supposons que 0<g%a;l<ilorél%>crl |q‘_l’]1||] < ||Rpml|. On obtient

m—1 n n
( - Zzb,]Qz ) Cm)zzbz,m(q_l)
j=0 i i=0
m—1
(Rn,m — Z Zbi,jQi(Zq)vg) (Cm)|| = OIEELX |biml g — 1/~™. Donc
j=0 =0

[bi,m| \ [bi.51
% 5 < WPl Db g e 9 < Rl o6 (@) Vo0 oo
une base orthogonale de A,. Comme A, est dense dans Aq, il vient que (Q;( q)Vg)izo,jzo

est une base orthogonale de :4\(1. O

Notons que :4\,1, étant I’adhérence d’une sous-algebre est une sous-algebre fermée de

Les éléments de Ay, a I'instar de ceux de I’algebre de Weyl classique, peuvent s’interpréter

comme opérateurs g-différentiels. Quant aux éléments de Ay, ils peuvent étre vus comme
opérateurs pseudo-g-différentiels. Plus précisement, on a:

Corollaire. Considérons, dans L(C(Zp,K)) le sous-espace vectoriel
R

Fq(vaK){vq} ={5= Z Rn(Zq)vn n(Zq) € Fq(vaK)a
n>0
im ([Ra(Z,)][ g = 17" = 0} Alors Ty(Zy, K){V} = A,

Démonstration. 1l est clair que I'j(Zy, K) est une sous-algebre fermée ;l;. Con-
sidérons S = ZR )Vy € Ty(Zy, K){V4}. Pour tout entier n > 0, R, (Z,)Vy est un

n>0
élément de ;l;. Ainsi les sommes S, = ZRH(Zq)Vg sont des élément de .//él\q. Puisque
n=0
— —-n 3 —
IS =Snll = || > Ba(Z)V5) < sup [Ba(Zg)lllg— 1" ona lm ||S—Snl =0
n>m+1
et S € A,

Reciproquement, soit S = E Z bnmQm(Zy)Vy un élément de .//4;. La famille
n>0m2>0
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(bn,QO(Zq)V;‘> étant sommable, sa limite est égale a zéro suivant le filtre de Fréchet

n,m
de N x N.
Pour tout nombre réel € > 0, il existe une partie finie J. C N x N, tel que pour tout
(n,m) ¢ Je, on a |bn,m| lq — 1|_n = ||bn,QO(Zq)|| HVZH = an,QO(Zq)VgH <Ee&.

Posons m; = max{m € N / (n,m) € J.} et nc. = max{n € N/ (n,m) € J.}.

Fixons n dans N. Pour tout entier m > mg, on a (n,m) ¢ Jz et |[bym|lg— 17" < e.
On voit ainsi que lirJrrl |brm| = 0. On définit donc un élément de I'y(Z,, K') en posant
m—-+00

Rn(Z4) = Z b, Q@m(Zq)-
m>0
De plus, on a |Ry(Zg)|| l¢ — 17" = sup |bpm|l¢g — 17" =
m>0

=max( max |bpm|lg—1"", sup |bum|lg—1]"").
0<m<me m>me

Mais d’une part sup |bpm||g—1]"" < e et d’autre part, pour n > n., comme
m>me

(n,m) ¢ J.,ona max |bym|lg—1]"" <e. Il vient que
0<m<meg

| Rn(Zy) V|| = sug\bn’m] lg —1|7" < e dés que n > n..
m>0

En d’autres termes, lirf Rn(Z4)Vy = 0. On en déduit que
n—-oo

S =3 bamQm(Z)Vy = Y Ru(Z)Vy € Tg(Zp, K){Vg} et I'on a démontré que

n>0m>0 n>0

Ty(Zy, K){V} = A, O



CHAPITRE 4



4. Sur les fonctions strictement différentiables sur Z,,

Soit K un sur-corps valué complet de Q. Soit f une fonction continue de Z, dans K et
soit @1 f la fonction des quotients aux différences définie, pour = # y par

Dy f(x,y) = f(x; — z(y)

si @1 f peut étre prolongées en une fonction continue o, f sur Z,, x Z,. On désigne par

CY(Z,, K) I'ensemble des fonctions strictement différentiables de Z, dans K. On définit

une norme || ||; sur C*(Z,, K) en posant | f||; = max(||f|,||®1f]]), ou || || est la norme

de la convergence uniforme et |®; f|| = sup |®1f(z,y)|. De plus (C*(Zy, K), || ||;) est un
#

. Rappelons que f est strictement différentiable si et seulement

z#y
K-espace de Banach et méme une K-algebre de Banach.

Soit f = Zaan le développement de la fonction continue f : Z, — K dans la
n>0
base de Mahler (B),)n>0. On sait que f est strictement différentiable si et seulement si
lim nla,| =0. On voit que || f||; = max(|f(0)], ||®1f])-

n—-+00

Soit ¢ € K tel que |¢—1| < 1. Comme au Chapitre 3, nous posons Cy 4 = Cp, les

éléments de la ¢g-base de Mahler. Soit f = ZanCn le g-développement de Maler de la
n>0
fonction f. Dans ce chapitre, nous donnons des conditions nécessaires et suffisantes sur les

coefficients a,, pour que f soit strictement différentiable. Nous verrons que ces conditions
sont équivalentes a celle du développement dans la base de Mahler.
A cause de sa spécificité, le cas ¢ racine de 'unité nécessite un traitement particulier.

Nous rappelons que l'espace P des fonctions g-polynomiales est dense dans C(Z,, K),
lorsque ¢ est non racine de I'unité.
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4.1 Le cas ¢ non racine de I'unité

Soit ¢ € K, non racine de l'unité, tel que |[¢ — 1| < 1. Rappelons que, pour [¢ — 1| <1, la
' g — 1V

ri —1(¢— 1)
série log,(q) = Z(—l)] T converge dans K, donc |logp(q)| < I??f(

= 171

1l
On pose p = sup g - |
i>1 ]

Soit n un entier positif et soit n = ag+a1p+ - - -+ ap_1p* ! + arp”, son développement

1
en base p, avec ar, #0 et 0 <a; <p—1. On a k(n) = [log((nﬂ et n/p < pE() < .

og(p
Posons 79 = 1 et 7y, = ak(n)pk(”), pour n > 1; on a |y,| = |p\k(").

1 . s
Pour n > 1, on pose §, = max — . On a min !qj—l‘ = min !q” —1}.
1<j<n | — 1| 1<j<n 0<s<k(n
pk(n —s

)
Or, pour 0 < s < k(n), on a qpk(n) -1 = (q”s)pk(n)_s —1=(¢" - 1) Z " et
0

1=

‘qpk(n) — 1‘ < ’qps — 1{. On déduit donc que min |qj — 1‘ = ‘qpkw — 1}.
1<j<n
1
Conclusion: Pour n > 1, §, = donc lim 6, = +oo.
‘QPH") — 1| n—-+00

1
De plus, si g est tel que |¢ — 1| < |p|»—T (par exemple lorsque ¢ € 1+ pZ,), on sait que

l¢* — 1| = |g — 1||z|, V& € Z,. Donc min |¢/ —1] = ’qpk(n) - 1‘ = |g—1]|p/*™. Dou
1<j<n
1 1

lg— 1] [p/*™ g =1 [m]

n —

Dans la suite de ce paragraphe, nous supposons que q est non racine de ['unité.

Définition 4.1.1. Soit X une partie non vide de K sans point isolé.
Considérons la fonction f : X — K. On dit que f est différentiable en a € X si

%%M = f'(a) existe et f est différentiable sur X si elle est différentiable en
e rT—a

tout point x € X.

Soit @1 f la fonction des quotients aux différences de la fonction f définie sur X x X\ A(X)

par @1 f(z,y) = M, ot A(X) ={(z,z), = € X}. On dit que f est strictement
r—y

différentiable si ®1f peut étre prolongée en une fonction continue Cf}if sur X x X.
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Théoréme 4.1.1. ( W. H. Schikhof)

Soit f une fonction continue de Z, dans K et soit f = Zaan son développement de
n>0

Mahler.

(i) Alors f est strictement différentiable si et seulement si
lim nla,| = lim |an| ||t = 0.
n—+00

n—-+o00

(i) Si f est strictment différentiable, alors || f||, = max |an] 7] 7"
n_

(ii) La suite de fonctions (7, Bn)n>0 est une base orthonormale de CY(Zy, K).

Démonstration. Voir [33] Theorem 53.5.

Nous allons montrer que pour le g-développement de Mahler, on a des resultats sem-
blables au Théoreme 4.1.1.

Rappelons que l'on désigne par ¢, la fonction continue définie de Z, dans K par

T _ 1 — 1)
gq(z) = ¢®. On définit la fonction v par ¢ (z) = CIT = Z (qn)Bnl(ﬂU — 1), pour

n>1
£ # 0 et (0) = log,(q).

Lemme 4.1.1. Soit ¢ € K, non racine de l'unité, tel que |¢ — 1| < 1.

e La fonction 1) est une fonction continue de norme |[1|| = p.

De plus, la fonction 4 est strictement différentiables, de dérivée 5{1 = log,(q)eq-
oo Soit x ety deux élément de Zy, v #y. On a

n=l  _s(n—s) (n—s)
10 (z,y) = Y(x —y) Z mqy Cs(y)Cn—s—1(x —y —1).
s=0

Démonstration. Montrons que ¢ est une fonction continue de norme ||| = p.

¢" -1 (g—1)"
Pour z # 0, on a ¢(z) = —— = g ~————B,_1(x — 1). Rappelons que pour tout
T n

n>1
T __

1
entier positif k, on a By(—1) = (=1)*. On en déduit que lir% g = log,(q) et ¢ est
r—

continue.
) <q _ 1)n+1
De plus, puisque ¥(x + 1) = E TBTL(:U) et (Bp)n>0 est une base orthonormale
n >
n>0



4.1. Le cas g non racine de I'unité 99

de C(Zy, K), on obtient ||¢|| = sup |[¢(z + 1)| = sup g —1]

T€Lp n>1 |TL|

gq(2) — €
tout x € Zp, lim q(i_yq(y) = lim ¢"(z — y) = ¢"log,(q). Donc g4 est strictement
y—z y—

différentiable de fonction dérivée e = log,(q).,-

= p. On en déduit que, pour

Soit = et y deux élément de Z,, tels que x # y. On déduit du Théoreme 1.0.4 que
n—1
Cr(z)—Ch(y) = Crly+x—y)—Ch(y) = Z ¢S = O () Cps (2 —y). Pour I > 1,
s=0

C — =Y —E 1 r—y—1 _ 1) . (g®v—1 _ gl—2
xayEvax#y,Ona l(x y):q (q ) (q q ):
X

-y T —yY ql —1 (ql—l _ ]_) . (ql—clf_ ql_z)c
= — 1 (@ —y)Cio1(w —y — 1). D'od lon déduit que @1Cp(,y) = Cu(z) = Culy) _
q — p—
n—l __s(n—s)
— ¢(CL“*3/) Z ;]n,si_lqy(n_‘g)CS(y)Cnfsfl(x*y* 1) 0
s=0

Lemme 4.1.2. Soit ¢ € K, non racine de l'unité, tel que |¢g — 1| < 1 et soit n un entier
positif, Cy, est une fonction strictement différentiable de fonction dérivée

n—1 qw
’r _ —s—1 (n—s)
On - Ing(q) ;( 1)71 ° qn_s -1 qac nee Cs-

Démonstration. En effet, par définition Cy(z) =1 et pour n > 1,
(z) =
(@"=1)...(¢" —q")

. Donc C,, est strictement différentiable. Nous rappelons

que, pour tout entier k positif, Cx(—1) = (—1)kq_k(§+l) . En appliquant le Lemme 4.1.1, on
n—1 —(n=s)(nts—1)
. —s—19 2 — -
obtient C’;L(‘T) = ]‘ng(q) SE_O(_I)TL B 1qu(n S)CS((L') = <I>1Cn(:1:, x) O

Lemme 4.1.3. Soit E, [’espace vectoriel des q-polynomes de q-degré < n. La famille de
fonctions (q(”_s)wCs(a:))ogsgn est une base orthonormale de E,,.
De plus, ||Cl|| = ‘logp(q)‘ On-

Démonstration. Pour 0 < s <n, on a Hq("*s)‘”CsH = ||Cs|| = 1.
n
; _ (n—s)x
Soit h(x) = Zoasq Cs(x), on a ||h]| < (nax. |as|.
s=

Mont < ||Rk]|.
ontrons que olgggxn |as| > H H

On a h(0) = ag = |ap| = |h(0)| < ||h||. De plus h(1) = ap + ¢"ta;. Donc
h(1) —ag = a1q""" et Jar]| = [a1¢" | = | (1) — ao| < max(|A(1)], [ao|) < [|A]-
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Par récurrence, supposons que oA las| < [|h]]. On a

n—1
- Zasq(nis)zcs(x) = an n Za q " xC ( ) - anC (n) = Qnp.
s=
Donc |a,| < max(||A| o las|) et ||h|| = max |as]|.

Puisque I'espace vectoriel E, est de dimension n+ 1, il vient que (q(”_s)sz)gg s<n €est une

base orthonormale de FE,,.
n—1 qw
D’autre part, puisque C) (z) = logp(q)zg(—l)”_s_lqn_s_lq("_s)xCS(x), on voit

q—(n—s)(n—s—l)/Q
g —1

1
= |log,(q)

I —
que | L]l = [logy(q)] | max |

’ 1<Ja<n 7 —1] - }logp(q)‘ Op. O

Lemme 4.1.4. La famille de fonctions (¢"*C;(z)Ci(y))iz0,j>0 est une base orthonormale
de Uespace C(Zy x Ly, K) des fonctions continues de Zy, X Z, a valeurs dans K.

Démonstration. 1l est évident que, pour tout ¢, 5 € N, sup ’qiij (m)C’l(y)’ = 1. Soit
1:7y
Unm le sous space des fonctions continues ¢ : Z,, x Z,, — K, telles que

ZZawq Ci(2)Ci(y), aij € K. On a [|0|| < [max ;|-

=0 57=0 0< <m
Montrons que  max la; ;| < |0]]. On a 0(0,0) = ag,0 = |ag,o| < 8]
SN

0<j<m
Supposons, par double récurrence que o nax la; ;| < ||0]| et <max laim| < [10].
02 j<m—1
n m—1 n—1
obtient (0 =Y @i dCC - ai,mq”cmci) (2, 9) = Anm@" Cin(2)Cr(y) et
i=0 j=0 i=0
n m—1 . n—1 .
(9 - Z ai,jqijCi - Z ai,mqwcmci) (m7 n) = an,mqnm- Donc
i=0 j=0 i=0
< . ) — — ] ‘a1 1’
(anon| < wax(6]],_max lasyl, max lasml) = 10] et 0] = max laigl. Dioi Ton
0<j<m—1 0<j<m

déduit que (¢°*C;(x)Ci(y))o<i<n,0<j<m est une base orthonormale de Uy, .

Puisque P est dense dans C(Zy,, K) et C(Zy, X Zy, K) est isométriquement isomorphe a
C(Zy, K)®C(Z,, K), l'espace U, m est dense dans C(Z, x Z,, K). On en déduit que
(¢ C;(x)C;(y))i>0,5>0 est une base orthonormale de C(Zy, xZ,,, K).
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Remarque 4.1.1. Considérons l'opérateur ¥, de multiplication par ¢* de l’espace

C(Zy x Zyp, K) défini, pour toute fonction continue f élément de C(Zy X Zyp, K),

(x,y) € Zp X Zyp, par Vy(f)(z,y) = ¢“f(z,y). Comme lopérateur Z, de multiplica-
tion par ¢ dans Uespace de Banach C(Zq, K), lopérateur ¥, est un automorphisme
linéaire isométrique de l’espace de Banach C(Zy X Zyp, K). On déduit du Lemme 4.1.4,
que (¢V7C;(2)Cy(y))iz0,50 est une base orthonormale C(Zy x Zyp, K).

Lemme 4.1.5. Soit ¢ € K, non racine de l'unité, tel que |¢ — 1| < 1, alors
[10g, (4)] 8 < [|21Cn]| < pn.

De plus, si lg =1 < [pl77, on a [ @10, = | = 1]6, = p".
Démonstration.
e Comme ||Cy|| = [log,(q)|0n ( Lemme 4.1.3), on voit que [log,(q)|dn < [|@1Ch]|.

-1 1
T—yl [ 1]

D’autre part, on déduit du Lemme 1.0.9 que |®1C),(z,y)| < < pon,.
1
ee Supposons que |¢ — 1| < |p|7=T, puisque |(z — y)4| = | — y| ( Lemme 1.0.8 (ii)), on
1] _ |z~ y)d]
|z =y ==y
[1Cnll = [g = 1] 6n = [yn|” = p*m).

obtient

lg — 1| = |¢ — 1]. D’ou l'on déduit que

N.B.: Pour n > 1, on a Cy(0) = 0, donc ||Cy||; = ||®1Cyr]|. Notons que ||Col|; = 1.

X
—1
Soit ¢ € K, non racine de I'unité, tel que |¢ — 1| < 1. On pose m(y)) = ian la 7] |
TELp x
Ona0<m(y) < llogp(q){.

Théoréme 4.1.2. Soit ¢ € K, non racine de l'unité, tel que |¢ — 1] < 1 et soit
= Z anCp € C(Zy, K) le q-développement de la fonction f.

n>0

(i) Alors f est strictement différentiable si et seulement si liril On, lan| = 0.
n—-roo

De plus, on a m(y) sup |ay| 5, < ||P1f]| < psup |an|dp.
n>1 n>1

1
(ii) Sig est tel que |q— 1| < |p|>=T, alors [|®1f]| = |g — 1|sup|an| 6, = sup p*™ |ay| .
n>1 n>1
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Démonstration. Soit f = Z anCp le g-développement de la fonction f. On déduit
n>0
de la définition des quotients aux différences de la fonction f que

1 f(z,y) Zanq)lc (z,y).

n>1

-(a)- Rappelons que pour n > 1, la fonction C), est strictement différentiable avec
|#ic] -

e Supposons que hIﬁI_l |an| 6, = 0. Puisque |ay| H(/ﬂan < pdyp |ay|, on obtient
n—-+0oo

lim |a,|
n—-+o0o

= lim play|d, = 0 et la suite de fonctions E an,®1C,, con-
n—-+0o00
n>1
verge uniformément sur Z, x Z, vers une fonction continue dont la restriction a

Ly x Lp \ A(Zp) est égale a &1 f. Donc f est strictement différentiable.

ee Reciproquement, supposons que f = ZanCn soit strictement différentiable,
n>0
c’est-a~dire que @4 f peut s’étendre a une fonction continue ®; f sur Z, x Z,. Pour

sns

z#y, ona® f(z,y) Zanz . (@~ y)Cs(y)Crsi(z —y — 1) =
n>1 s=0
+1)
At+s+1q °

Z Z ¢ = ¢ C(y)Celx —y — 1)

5>0 >0
En particulier, pour y # —1, on a

a —s(t+1)
O f(z+y+1a)= y+1§:§:s“§f IO (2)Cyl(y).
s>0 t>0
Notons que la fonction continue v ne s’annule pas sur Z,. Donc
1 —
mfblf(x +y+ 1, z) est une fonction continue de Z, x Z, dans K. Puisque la
Yy

famille de fonctions (¢**T)C(x)Cy(y))s>04>0 est une base orthonormale de
C(Zy x Zp, K) (Remarque 4.1.1), on obtient

o, 1,z) = b 1q*TD O, lim by = 0 et
f(r+y+1,2) Z tq Cs(z)Ci(y), avec s Osit 0e

Yy +1)

1
sup |——
(z,y) ¢(Z/ + 1)
D’autre part, pour y # —1, on a

O f(z+y+1,2) Z Z Ctlfitﬂ @=) D (2)Cy(y), il vient que

s>0 t>0

&f@+y+Lx>=$?me
S

Yy +1)

b, — As+t+19
= s
S, qt+1 -1

—s(t+1)
. On en déduit que
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1 - ‘as+t+1q75(t+1) |
sup |[—P1f(x+y+ 1,2)| =sup =
() | V(Y +1) st gttt =1
las 41
=sup Ssup ————— =supla,| sup ———— =sup|an|dn.
n>1 s+tl=n [¢TE—1] 31 lax| stt+i=n |¢iTT —1] nZl‘ | n
De plus,ona 0= lim |bs¢|= lim max |bst| =
s+t——4o00 s+t—400 s+t+1=n
. 1 .
= ol e gy = Jop B B et e
1 1 —~ 1
sup an| 8, = sup | Lo+ y+ 1.0)| < | 1 @] = | 1.
n>1 (.2) 1Py +1) (0 (0

Puisque la fonction continue 1 ne s’annule pas sur Zj,, on voit que
m(y) = inf |(x)| = miZn |t(z)] > 0. D’ot 'on en déduit que
e

P

2] -2t b~ s
Ol vez, @I T il p@)] T m()

et m(v) sup |an| 0n < || @1 f]| < psup |an|dy.
n>1 n>1

-(b)- Supposons que |g — 1| < ]p|P%17 alors ‘logp(q)‘ =lq—1|.
1
De plus, pour = € Zj, |rlog,(q )| < \10|Pf1 et ¢° = exp(log,(¢”)) = exp(zlog,(q)).
On en déduit que |¢” — 1| = |exp(zlog,(q)) — 1| = |zlog,(q)| = |z| |log,(q)|. Ainsi

e -1
pour z # 0, on obtient 7] = }logp q)
x

(#) = Jlog,(@)] =g — 1| = p. Done

[@1f|| = |lg — 1] sup |ay| 0n = Suppk(n) |an. U
n>1 n>1

Corollaire 1. Soitq € K, non racine de l'unité, tel que |¢ — 1| < 1 et soit f : Z, — K
une fonction continue de q-développement f = ZanCn € C(Zyp,K). Alors f est stricte-

n>0
ment différentiable si et seulement si lirf nla,| = 0.
n—-roo
qpk(n) .
Démonstration. On a 1 (pF™) = Ty Vn > 1 et
p
P -
hrf Y(pF™) = lir+n Ty T log,(q). Puisque log,(q) # 0, il existe un entier ng tel
n—-+oo n—-—+0o0o p
‘qpk(m _ 1’ .
que, pour tout entier n > ng, on ait RO |10gp(q)|. Donc §,, = T 1] =
k(n) o !
n
= ‘lp()7 Vn > ng. On déduit du Théoreme 4.1.2 que f est strictement différentiable
0g,(q
si et seulement si m _lgréo |an| pF) = nEI-iI-loo dn |lan| = 0. Ce qui équivaut a
p
lim p*™|a,| =0etd lim nlay| =0. O
n—+o0o n—+00
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N.B.: Le Corollaire 1, qui est une g-version du Théoreme 4.1.1, contient la condition

1
nécessaire donnée par T. Kim et al. pour le cas ou |¢ — 1| < [p|7—T.

Corollaire 2. Soit f = Z anCy, une fonction continue. Si f est strictement différentiable,
n>0
alors f est telle que max(|ag|, m(v) sup |an|0n) < ||f]l; < max(|ao|, psup |an|dy).
n>1 n>1

1
De plus, si |q—1| < |p|7=1, on a ||f|l, = suplan||ym|™". Dans ces conditions, posant
n>0

ag=1ceta,=(p (")) , pour n > 1, la famille (o, Cy)n>0 devient une base orthonormale

de (CH(Zp, K), || 11)-

Démonstration. On déduit du Théoréme 4.1.2, que m(¢) sup |ay| 6, < [|P1f]] <
n>1
< psup |ay| d,. Donc max(|ag|, m (1) sup |an| 0n) < ||f]l; < max(|ao|, psup |an|dyn).
n>1 n>1 n>1
1
De plus, si |¢ — 1] < |p|?=1, on obtient m(¢)) = |¢ — 1| = p et
max(|aol, |¢ = 1[sup |an| 0n) < [[fll; < max(fac|,|g — 1[sup |an| on). TI vient que

1£1l, = max(lao|, |q — 1| sup |an| ) = max(|ao|, sup |an| [yl ™) = sup an| [7a| 7",
n>1 n>1 n>0

(0 =1).
D’autre part, ona f = Zan(an)*l(anCn). Puisque [|Cpl; = [yn| " et |an| = |(pk("))q‘ =
n>0
= {pk(")’ = |vn|, on obtient ||a,Chrll; = |an|||Crll; = 1. On déduit donc que
Ifl, = suplan||val™" = sup|an||an]™ et (nChn)nso est une base orthonormale de
n>0 n>0

CH(Zp, K). B 0

Remarque 4.1.2. On sait que 'opérateur de dérivation est un opérateur linéaire et con-
tinu de C!(Z,, K) dans C(Z,, K). De plus, si f = Z anC, est strictement différentiable,

n>0
n=1 __s(n—s)
q _
on obtient f’(z anCl(z) = an log,(q) _7qx(” S)Cs(x)Cn_s_l(—l).

—k(k+1)
Comme C(—1) = (—1)kq e , posant ¢ =n — s — 1, on voit que
g (tHD(E+28)/2

logp Z Z 1>tqu(t+l)cs<x)-

n>1 s+t+1=n

g i/
En particulier, f'(0) = log,(q) Z(—l)tatﬂﬁ,
q J—
>0
De facon générale, pour m € N, on a
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m —(t+1)(t+25—2m)/2
m q
pom =tog, ()Y (") S awrin
s=0 qt>0 q
D’autre part, K. Conrad donne dans [4] le g-développement de la fonction dérivée f' d'une
fonction différentiable f. Toute fonction strictement différentiable étant différentiable, ce

g-développement reste vrai pour les fonctions strictement différentiables.

e Soit ¢ € K, non racine de 'unité, tel que |¢ — 1| < 1. Soient f : Z, — K
une fonction continue et x un élément de Z,. Rappelons que l'opérateur Z, est défini
par Zy(f)(z) = ¢°f(x). Nous avons désigné par I'q(Zy, K), la sous-algebre fermée de
lalgebre L(C(Zy, K)) des endomorphismes linéaires continus de C(Zy, K) dans C(Z,, K),
engendrée par Z,. Nous avons montré que tout élément R de I'y(Z,, K) s’écrit sous
la forme d’une série uniformément convergente R = anQn(Zq), avec lim b, = 0

n>0 noteo
et [|R| = sup|byl|, les Q,(Z,) étant des polynomes en Z, définis par, Qo(Z,;) = id et
n>0

Z,—id)...(Z, — ¢" tid

Qn(Zq>:( qn ) ( fjl — )
(" =1)..-(¢" —¢")

et suffisante, sur les coefficients b, pour quun élément R = anQn(Zq) e I'y(Z,, K)

n>0
laisse invariant 1’espace C!(Z,, K) des fonctions strictement différentiables de Z, dans K.

, Vn > 1. Nous donnons ici une condition nécessaire

Théoreme 4.1.3. Soit R = anQn(Zq) un élément de I'q(Zy, K). Les propriétés sui-
n>0
vantes sont équivalentes.

(i) L’opérateur R laisse invariant l'espace C(Z,, K) des fonctions strictement différen-
tiables de Z, dans K.

(ii) nklilwn |b| =0

Démonstration. Soit R = anQn(Zq) un élément de I'(Z,, K). Supposons que
n>0
lim n|b,| = 0. Alors, la fonction continue R(Cy) = Z b, C,, est strictement différentiable

n—-400
n>0
de Z, dans K. Ainsi, si f : Z, — K est une fonction strictement différentiable,
R(f) = f. anC = f.R(Cy), produit de deux fonctions strictement différentiables est
n>0
strictement différentiable.
Réciproquement, supposons, pour toute fonction strictement différentiable f : Z, — K,
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que R(f) est strictement différentiable. Alors R(Cp) = Z b, C, est strictement différentiable.
n>0
Donc lim n|b,| =0. O
n—+o00

4.2 Le cas q racine de I'unité d’ordre p

Dans ce paragraphe, nous supposons que q € K est une racine primitive de l'unité d’odre
pV, N > 1, ¢’est-a-dire que ¢ est une racine p"-itme de I'unité et pour tout entier k < p¥,
¢® # 1. Dans ces conditions, on a |¢ — 1] < 1.

Rappelons que la suite associée a ¢ formée des fonctions C), , = C,, constituant une base
orthonormale de C(Zp, K) est telle que pour tout entier n = m(n)p" + r(n) et tout
= 2(2)p" +1(z) € Zp, on a Cp4(7) = Cp(z) = Cr(n),q(U(7))-Bpnny (2(2)), 01t B,y est
le m(n)-iéme polynéme binomial usuel.

Comme pour le cas ¢ non racine de l'unité, les fonctions de la g-base de Mahler sont
strictement différentiables. Plus précisement on a:

Lemme 4.2.1. Soit ¢ € K, une racine primitive de l'unité d’odre p~. Alors
P < | @1Cy | < max(pN L, ph).

Démonstration.
On déduit du Lemme 1.0.9 (ii) que ||®1C,| < max(pN—1, pk().

1 n
D’autre part, on a ®1C,(y + p*™,y) = ) Zqfs("fs)C’s(pk(”))qsyC'n_s(y). On voit,
p " s=1

comme dans la démonstration du Lemme 4.1.3,_que la suite de fonctions (¢*YCh_s)o<s<n
est une famille orthonormale dans C(Z,, K). On en déduit que

Cs(Pk(n))’ = p"), car p™ < et

sup |@1Cy,(y + pF™ y)[ = pF™ sup
YELy 1<s<

Cprm (p*(™) = 1. D’ot1 le lemme. O

Lemme 4.2.2. Soit ¢ € K, une racine primitive de l'unité d’ordre p~ .

(i) Soit n un entier < p", alors la n-ieme fonction continue Ch,qg = Cy de la g-base de
Mabhler est strictement différentiable de fonction dérivée C| égale a zéro.

(i) Sin est un entier > p¥, alors la fonction C,, est une fonction strictement différentiable.
De plus, sin =m(n)p" +r(n), avec m(n) >1,0<r(n) <p" —1 et
z = 2(x)p" +U(x) € Zyp, 0 < l(z) < pN — 1, la fonction dérivée C!, de C,, est telle

m(n)—1 (_1>m(n)7i71

1 .
e C(x) = B () CriU(2), 01 By = 3
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Démonstration. Soient z = z(z)p™ +1(z), 0 < I(x) < pN — 1, y = C(y)p" + I(y),

0<lIi(y) <p"¥ —1let 501‘5 n =m(n)pY +r(n), 0 <r(n) < p" — 1. On obtient
x—y—(() C))p™ + (=) = 1(y)).

11 est clair que }( () —C(y ))pN‘ =p N |z(z) — ((y)| < p~ et pour I(z) # I(y), on a
|pN 1‘ < |l(z) —I(y)| et ! (z(z) — C(y N‘ < |z —yl|, on en déduit que, pour I(z) # I(y),

on a lr —y| = [I(z) - U(y)].

(i) Pour 0 <n < p™, m(n) =0, r(n) = n et la fonction C,, est localement constant. De
plus Cy(z) = Cp(I(z)) et Cp(y) = Crn(l(y)). Donc ®1C, (2(z)p™, {(y)p™) = 0.
Pour I(z) # I(y), on obtient |®1Cy (2(2)p™ + U(2),(()p™ +1(y))| = [@1Cn(U(2),1(y))] <

1 N-1
S Ta o Sp
i) 1) )
Comme Cy(z) = Cp(y + = — Zq s(n=3) ("= 0 (1) Cpr—s(x — y) ( Théoreme
1.0.4), on voit que Cp( qus PO (y) s (2 — ).

On en déduit que
(¢@=W) — 1) T2 g=9)Uw)=9)

(I)lcn(xvy) = T —y g g — 1 Cs(l(y))cn—s—l(l<x)_l(y)_1)7 ou en-
n-! g(n=s)Uy)=s)

core D10, (z,y) = Y(x —y) Z Wcs(l(y))cn—s—l(l(@ —Il(y) —1).
s=0

Donc pour I(z) = l(y), ®1Cy(z,y) = 0. D’ott 'on déduit que CJ, = 0.

(ii) Soit n = m(n)p" + r(n), avec 0 < r(n) < p~ — 1, m(n) > 1 et soient
z = z(z)pN + () € Zp, y = {(y)p" + I(y) € Z,, on obtient
1

10u(e,) = oy ())p T17 = 17 L (B G0 = By (€())) Gy (1) +
( ) (U()) = Criny Ly )))]

Pour l( ) l(y), onaz—y=(z(x) = ((y))p" et

@ Cn l", = — Cr n l T _
11< V=5 2(@) — () () ()

= o8 1B (2(2), <)) Gy ().

Dot Ton déduit aussitot que C(x) = p%V B;n(n)(z(x))cr(n)(l(x)% oll B;n(n) est la

o , mim) -1 (—1)m(m)—i-1
fonction dérivée de Bm(n) et Bm(n) = ZO ~ 7

B;. U
m(n) —i
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Soit ¢ € K une racine primitive de I'unité d’ordre p”¥, nous avons ici un résultat sem-
blable au Théoreme 4.1.1.

Théoréme 4.2.1. Soit ¢ € K, une racine primitive de l'unité d’ordre pN et soit
f= ZanCn € C(Zy, K) le q-développement de f. Alors f est strictement différentiable

n>0
si et seulement si hm nlap| = 0.
n—-400
De plus f'(x) = N Z(Z n 1 a(J+1) N+£>C€( )-
>0 >0 J

Démonstration. On a rappelé ci-dessus que, pour tout entier positif
n = mm)p" +rn), 0 < r(n) < pV — 1 et pour tout z = pNz(z) + l(z) € Zp,
0 <I(x) <pN—1,0naCp(x) = Bpyn)(2(2))Cr(my (I(x)). De plus, la fonction Cy, est stricte-

ment différentiable, avec pF() < H&SCR‘ = (pN=1, pFM)) < max(pN =1, n).

Soit f = Z anCp € C(Zy, K). On déduit de la définition des quotients aux différences

n>0
de la fonction f, que 'on a @1 f(x,y) Z an®1Cy(x,y).
n>1
-(a)- Supposons que lirf n|ay| = 0. Comme |a,| PV n) |an| < nlay|
n—-r-oo
pour n assez grand, on voit que lim |ay| EIC” = lim nla,| = 0 et la série
n—-+oo n—-+oo

de fonctions Z an:ﬂ C,, converge uniformément sur Z, x Z, vers une fonction con-
n>1

tinue dont la restriction a Z, x Z, \ A(Z,) est égale & ®;f. Donc f est strictement

différentiable.

-(b)- Reciproquement, supposons que f = Z anCy, soit strictement différentiable, c’est-
n>0
a-dire que @1 f peut s’étendre en une fonction continue €I>v1 f sur Zy, x Z,,. Considérons
un s fixé, tel que 0 < s < pV — 1.
Pour z = z(z )pN +sety=C(y)p" +s€pVZ, + s, on voit que

pN -1 Bm(z(az)) - Bn(C(y)
Di(ry) =y ZO n;lampm 2(x) = ((y) -

¥ Z 3" G 1 Cr(5)@1 B (2(2), C (1))

r=0m>1

La fonction @1 sf(z,() = ®1f(s +pNz, 54+ pN() =
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B - B
N E g AN 47O m(2) c m(¢) peut, elle aussi se prolonger en une fonc-
Z [e—
r=0m>1

tion continue <I>1,5 f sur Zj, x Zy, qui en fait correspond a la restriction de la fonction
continue 1 f a s + pNZp X s+ pNZp.
On obtient sur Z, x Z, la fonction continue

Brof(z 4 C+1,0) = szampm )Y BB =

r=0m>1 i+j=m—1

Yy ”;%T”Bmm.

4,7 r=0
Puisque la famille de fonctions (z,() — B;(2)B;(¢) forme une base orthonormale
de l'espace des fonctions continues & deux variables C(Z, x Zy, K), on obtient le

développement suivant dans cette base: @;f(z +(¢+1,2)= Zbi7j(s)Bj(z)Bi(C),

avec  lim  b;j(s) =0 et sup qsf(z + ¢+ 1,2)| = sup |b;;(s)]-
i+j—+o00 (2,0) ij
LN
De plus b; j(s) = prZC w. Donc pout tout s, 0 < s < p" — 1, on
J+1
N
a 0=p" lim b = lim Cy( w.
P Do 05(5) z+]—>+ooz j41
En particulier, pour s = 0, lim Cy(s )w = lim M =
i+j—too £ j+1 itj—too 41
Pours—1 ona0= Lm (“(i+j+1)pN 4 ety e G e A
’ itj—too  j4+1 j+1 itj—too  j+1

Qi it 1)pN
Supposons, de proche en proche, que pour 0 < r < p¥—2, ona lim w
itj—too g+ 1

Alors, pour s = p — 1, on obtient
—  lim Z Co(p UitjpNtr e Ui+ DN pN 1
i+j—+o0 = 741 i+j——+o0 j+1

Donc, pour tout entier 7 tel que 0 <7 <p" — 1, on a

A(itj+1)pN +r
. k(m) _ 1 [l
ml—l>r—rl—loo ‘ampN'H’} P ml—l>r—rl—loo i+§'€lraf)im |7+ 1] 0
Si n=m(n)p" +r(n), 0 <r(n) < p" —1 est tel que m(n) > 1, on obtient
n< ppk(n) _ pN+1 pk(m(n))

Comme |ap| < max |ap,m)pN4r|, ON VOit que
0<r<pN -1
k(n) N+1 k(m(n . _
n|an| < p.p an| < p max p a N et lim n|a,| =0.
’ n| ‘ n‘ 0<r<pN_1 m(n)pN+r n— 00 ‘ n‘

= 0.
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De plus, si f est strictement différentiable, pour z = z(x)p" +1(z), on a

fl(z) = q>1f z,T) Z Zampmrr ))W Comme

r=0 m>1

/ _ (_1)j ) .
B! (2(x)) = lﬂz;n i Bi(z(x)), on voit que

NZ Z Z ]+1 a(j+1) N+ZPN+7"CZPN+T( ).

>0 r=0 35>0
Faisant le changement d 1ndlces ipN +r = ¢, on obtient

- NZ(Z j—l—l J+1)pN+£)C€( )-

>0 §>0

Remarque 4.2.1. Soit m un entier positif. On a

f(m) = iN (Z ('_71)]a(j+1)p]\’+é> Ce(m).
>0

PNt
[ (.
En particulier a a;, N——.
b (0 NEO G+1p J+1 pN; N
j> iz
Corollaire. Soit (a,)n>0 une suite dans K telle que || = || P1Cy||, pour n > 1 et

1-N

ag=1. Alors p sup |an| lan| < || fll; < sup|an| |am.
n>0 n>0

De plus, pour N =1, on a || fll; = sup |an| |t
n>0

Démonstration. Rappelons que la norme de f € C*(Z,, K) est donnée par

1£1ly = max([[ £, [| @1 f[]) = max(|fO)], [@1£]]) et [[@1f]] =
®1f. Donc pour n > 1, on a ||Cy|l; = max(|Cr(0)],||®1Cy]]) = ||21Cy]| et ||Coll; = 1.
Nous rappelons également que, pour n > 1, on a p*™ < ||®1(C,,)|| < max(pN 1, n).

Soit f = Z a,Cy, le g-développement de f. Alors, on a
n>0
lim |an||an| = lim |a,|||Cpl|l; = 0. Dot I'on déduit que la série de fonction
n——+00 n—-—+00

‘@1 f H la norme uniforme de

f= Zan(an)(aglcn) converge dans C*(Z,, K). D’autre part, on a }afll‘ ICull, = 1.
n>0
Done |[f[|, < supfan||om|-
n>0

Considérons un s fixé, tel que 0 < s < p¥ — 1. Comme dans la démonstration du
Théoreme 4.2.1, on obtient sur Zy, X Ly, la fonction continue

Brof(z+C+1,0) = NZZ () TR 2 B ).

i, =0 j_%l
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P 1 Qi :
Pour s = 0, on obtient ®1f(z2+(+1,() = — Z Z MBj(z)Bi(C). Il vient que
p 4 J+1

i>0 j>0
sup [ @107 (= + ¢ +1,0)] = pY supsup lagey | 1741171 =
(2:0) i20 j=0

1

=p" sup |ampN| sup sup |ampN | prm+N

i+j+1=m |j + 1] = szuzpl ’ampN’ |OémpN|. Donc

SuP}amﬂVHo%wN‘<:H@1fHA*H¢1fH

Supposons avoir démontré, de proche en proche, que pour 0 < s < p¥ — 2, on a

sup sup ’ampzv +r‘ ’ampzv +,,} < H(I>1 fH Comme ci-dessus, on obtient
0<r<sm>1

Sup }ampN+pN71’ }ampN+pN 1| = (Sup ‘(I)le,If(Z—l-C—F 1 C) <I>1pN Qf(Z+C+ 1 C)

< chlfH D’ou 'on déduit que sup |ay||a,| < H<I>1fH et

>pN
P! sup Jaullanl < @18 = @1l
7L>p
De plus, [aol |ao| = [f(0)] < [|f];-
D’autre part, puisque pour 1 < 7 < pN—1,0ona|a,| = |2:C,|| = sup [®:C-(I(2),1(y))] <
Uz)#l(y)
< P, on voit que p'V max alorl € _max o] < 7] < £];. Dok Fon
1<r<pN 1<r<pN —
déduit que p' N sup |ay| |an| < || f H1 < sup|an| |ay| et pour N =1, on asup |a,| o] = || f]l;- O
n>0 n>0

4.3 Somme indéfinie et intégrale de Volkenborn

Définition 4.3.1. Soit f € C(Zy, K), la somme indéfinie de f est l'unique fonction con-
tinue S(f), telle que S(f)(x+1) — S(f)(z) = f(z) et S(f)(0) =0.

Une étude détaillée de la somme indéfinie a été faite dans [33]. Notons ici que si B,
est le n-itme polynéme binomial, alors S(B,) = Bp4+1. Donc, si f = Zaan est le
n>0
développement de Mahler d’une fonction continue f : Z, — K, on a S(f) = Z anBnt1
n>0
et [|[S(f)|l = |If|l. Ainsi, 'endomorphisme linéaire S de C(Z,, K) est isométrique.

Nous allons évaluer la somme indéfinie de fonctions continues suivant le développement
dans la ¢-base de Mahler. Ce qui s’applique au calcul de l'intégrale de Volkenborn des
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fonctions strictement différentiables.

Lemme 4.3.1. Soit g € K, tel que |¢ — 1| < 1. Le g-développement de la fonction S(Cy,)
1

s— B

est donné par S(Cy) = Z (—1)s ! H (¢* — 1)Cs, avec la convention Hae =1,

s>n+1 f=n+1 /=t
pour t > [3.
En outre, si q est une racine de 'unité d’ordre p~, pour n = m(n)p" + r(n),

(m(n)+1)p™ s—n—1
m(n) > 0,0 < r(n) < p"—1, on obtient S(C,) = Z (—1)s1 H (¢t =1)C, =
s=n+1 =1
pN —r(n)
= 3 (—h H kL _ )0
k=1

Démonstration. Rappelons que, pour tout entier positif s, on a
Cy(x + )—qSC’( )+ Cs_1(x).
Soit S(C, Z bs(n)Cs le g-développement de Mahler de S(C,,). Alors
s>0

bo(n) = S(Cn)(0) =0 et S(Cn)(z + 1) — S(Ch)(x) =
:st(n)(Cs(x—l—l)—Cs(x)) = by(n)(g° = 1)Cs(x) + Y _ bay1(n)

s>1 s>1 s>0
= ((¢° = 1)bs(n) + bss1(n))Cs(2).
s>0
Puisque S(Cp)(z + 1) — S(C )(z) = Cy(z), on obtient 0 = (¢° — 1)bs(n) + bsy1(n),
pour s # n et byyi1(n) = 1 — (¢" — 1)by(n). Par récurrence, on voit que bs(n) = 0,
pour s < n, byri1(n) = 1 et pour s > n+ 1, bsy1(n) = —(¢° — 1)bs(n). D’onr I'on
s—1 s—n—1
déduit que bs(n) = (—1)*"""1 H (¢" —1) = (=1)s 1 H (¢ f=1),Vs>n+1et
f=n+1 =1
s—1 s—n—1
SC)= Y Il @ -nC= Y Tt T (@ -1
s>n+1 f=n+1 s>n+1 /=1
De plus, si g est une racine de 'unité d’ordre p~, pour n = m(n)p" + r(n), m(n) > 0,
s—1

0<r(n)<p" —1ets>n+1,on obtient H (¢" —1) = 0. On voit que by(n) = 0
t=(m(n)+1)p"
pour tout s > (m(n) + 1)p". D’olt 'on déduit que
(m(n)+1)pN s—n—1 pV —r(n)

k—1
sCy= > ot [ @'-ne= Y GO @ )G
=1

s=n+1 =1 k=1
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B
Dans la suite, on pose par convention H ap =1, pour t > 3.
=t

Corollaire.
Soit g € K tel que |g — 1| < 1. Soient f une fonction continue de Z, dans K et

f= Z anCy, le g-développement de f. Soit S(f) la somme indéfinie de f. Par convention,
n>0

0
on pose H(q”fe -1)=1
(=1

s k—1
(i) Si q est non racine de l'unité, alors S(f) = Z (—1)* ta,_p l_I(q”_Z - 1)Cs.
s>1 k=1 =1

(i) Siq est une racine primitive de l'unité d’ordre p" , alors

pN k—1
SH =D (1 an ik [J(@ " = 1)Ch
/=1

n>1 k=1

Démonstration.

(i) Supposons que ¢ est non racine de 'unité. Soit f une fonction continue et

f= ZanC’n le g-développement de f. Sachant que I'opérateur S est linéaire con-
n>0
tinu, on déduit du Lemme 4.3.1 que

s—1
S(f) = ZanS(Cn) = Zan Z (_1)s—n—1 H (qé - 1)Cs =

n>0 n>0 s>n+1 l=n+1
s—1 s—1
=2 2 a0 ] (¢ -G
s>1 n=0 {=n+1
s s—1
Posant s — n = k, on obtient S(f) = Z Zas,k(—l)kfl H (¢" —1)Cs =
s>1 k=1 (=s—k+1
s k—1
=> > ax (D] - 1)
s>1 k=1 =1

(ii) Supposons que g est une racine primitive de I'unité d’ordre p”. Soit f une fonction
pN-1

continue telle que f = Z Z AN 47 CnpN 4 € C(Zyp, K). On déduit encore du
m>0 r=0
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pN -1
Lemme 4.3.1 que S(f Z Z AN 475 (Crppn 1) =
m>0 r=0
pN—1 pV —r k—1
= Z Z AmpN 4 Z (_1)k_1 H(qmpN+r+k—€ - 1)CmpN+r+k'
m>0 r=0 k=1 (=1
p k—1
11 vient que S(f) = Z Zan_k(—l)k_l H(q”_f - 1)C,. O
n>1k=1 /=1

Soit f une application de Z, dans K. On dit que f est Volkenborn intégrable si la
pn—1 pt—1

limite lim p~ Z f(4) existe et 'on pose f(z)de = lim p~ Z f(4) que 'on
= Zyp j=

n—-4o0o n—-4o00

désigne comme l'intégrale de Volkenborn de f.

Si de plus f est continue, on déduit aussitot de la définition de S(f) que 'on a
p"—1
= Z f(4) et donc f est Volkenborn intégrable si et seulement si lim p~"S(f)(p")

n—+00
existe.
On montre (cf. [33]) que si f est strictement différentiable, alors S(f) est strictement

différentiable. Dans ces conditions, f est Volkenborn intégrable et / f(z)dz = (S(f))'(0).
Z

P
Ainsi, comme la somme indéfinie S, I'intégrale de Volkenborn est linéaire et continue sur
I’espace des fonctions strictement différentiables.

Théoréme 4.3.1 (Intégrale de Volkenborn ).
Soit ¢ € K, non racine de l'unité, tel que |q — 1| < 1. Soit f une fonction strictement
différentiable de C*(Zy, K) de q-développement f = ZanCn. Alors

n>0
—m(m—=1) f_1

| $az = o0 DI SN, § (VI
m>0 k=1 /=1

En particulier, pour tout entier n > 0
M m—1

Colatdr = (1) og(0) Y- T I @~ .

Zyp mont1 1 e n+1

Démonstration. Supposons g non racine de 'unité. On déduit du Lemme 4.3.1 et
de la Remarque 4.1.2 que / Cy(z)dx = (S(Cy))'(0) =

Zp
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—m(m—=1) ;1

= (=1)"log,(q) Z q : H (¢" = 1).

m>n+1 {=n+1
L’intégrale de Volkenborn étant linéaire et continue sur l'espace de Banach des fonctions

strictement différentiables, on obtient / f(z)dz = Zan / Cyp(x)dx. D’ou 'on déduit

n>0 Zp
M m—1

que f( v)de =log,(q) Y > (- —1 I (" —Dan =

n>0m>n+1 f=n+1
7m(m 1) m—

n—1
=log,(q) Y _ Z — I @ =1Dan
m>1 n=0 (=1

Posant £k = m — n, on obt1ent
7m(m 1) k—1

| sz = 1o DD, § (P

m>0 k=1 /=1

N.B. On obtient l'intégrale de Volkenborn évaluée dans la base de Mahler en faisant
tendre g vers 1 dans les formules obtenues ci-dessus.

Théoréme 4.3.2. Soit ¢ € K, une racine primitive de 'unité d’ordre pV et soit f une
fonction strictement différentiable de Cl(Zp, K) de g-développement f = ZanCn. Alors

n>0
/ f(z)dx = Z Z AN H mp" — . Plus particuliément, posant pour
m>1k=1
n entier positif, n = m(n )p —i—r(n), avecm >0 et0<r(n)<p" —1, ona

(—1)m(m)r(m) P

. Cp(x)dx = () T DY 1;[ (q(m(n)+1)pN—l ~1).
Démonstration. Supposons que ¢ est une racine primitive de I'unité d’ordre p~. On
déduit du Théoreme 4.2.1 que C;»LpNH(O) =0, pour r # 0 et C’;WN(O) = (_nll)]:\,_l
Soit n = m(n)p" + r(n),N(i;nr_(rlz) < pV — 1, on déduit du Lemme 4.3.1 que
SO = (1t [ (g Dy (0) =
€ 1

—r(n)
:M H (q(m(n)+1>pN—f - 1).

pN -1

Soit f une fonction strictement différentiable, telle que f = Z Z AN 47 CrpN 4. Par
m>0 r=0
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linéarité de l’intégrale de Volkenborn on obtient

—r(n)—1
/ fla)de = Z Z m+ H (=t Dagpn 1 =
=1

m>0 r=0
m—k k—1

_ZZ N Hmpi )y -

m>1k=1

m+r P
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Résumé 1

Résumé

Soient p un nombre premier, Z, I’anneau des entiers p-adiques, Q, le corps des nombres p-adiques
et K un sur-corps valué complet de Q,. Soit C(Z,, K') I’algebre de Banach des functions continues
de Z,, dans K munie de la norme de la convergence uniforme et soit ¢ € K tel que |¢ — 1] < 1.

K. Conrad établit un g-analogue de la base de Mahler. A l’aide de ce développement, utilisant les
techniques de calcul ombral, nous établissons une correspondance bijective, d’un coté entre une
classe de ¢g-bases orthonormales de C(Z,, K) et une classe d’opérateurs commutant avec ’oprérateur
de translation 71 tel que 71 (f)(z) = f(x + 1) et de autre part, entre une classe de g-bases orthog-
onales de C(Z,, K) et une classe d’opérateurs commutant avec la ¢g-dérivation de Jackson.

Nous obtenons une réalisation du plan quantique et de 'algebre de Weyl quantique & deux générateurs,
sous forme concrete d’algebres d’opérateurs. Nous faisons quelques calculs de normes de ces
opérateurs et nous exhibons une famille orthogonale pour I'algebre de Weyl quantique.

Nous obtenons également des conditions nécessaires et suffisantes sur les coefficients du développement
de Conrad pour qu’une fonction continue soit strictement différentiable, d’abord lorsque g est non
racine de 1'unité, ensuite lorsque ¢ est une racine primitive de I'unité d’ordre une puissance p” de
p. Comme application nous donnons une g-expression de l'intégrale de Volkenborn.

Abstract

Let p be a prime number, Z, the ring of the p-adic integers, @, the field of the p-adic numbers
and K a complete valued field, extension of Q,. Let C(Z,, K) be the Banach algebra of continuous
functions from 7Z, to K equipped with the supremum norm. K. Conrad has given a g-analogue
of Mahler’s expansion for ¢ € K, |¢ — 1| < 1. We use the techniques of umbral calculus to estab-
lish a bijective correspondence, on one hand: between a class of continuous functions which are
orthonormal ¢g-bases and a class of linear continuous operators which commute with 7, such that
71(f)(xz) = f(z + 1); on the other hand between a class of orthogonal ¢-bases of C(Z,, K) and a
class of linear continuous operators which commute with the Jackson g-derivation.

We give a realization of the quantum plane and Weyl quantum algebra of two generators, in the
form of concrete operators algebras. We do some calculus of norms of these operators and exhibit
an interesting orthogonal family for the quantum Weyl algebra.

We provide a necessary and sufficient conditions on the coefficients of the g-expansion for a con-
tinuous function to be strictly differentiable, first when ¢ is not a root of unity and after when q is
a primitive p’V-th root of unity. As an application we give a g-expansion of the Volkenborn integral.
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