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- L’Université de Bamako (Institut Supérieur de Formation et Recherche Appliquée
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Toutes ces institutions qui, à plusieurs niveaux ont permis l’acquisition de ma bourse,
voudront bien trouver dans ces quelques lignes mes remerciements, car sans elles, ce tra-
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de soutiens moraux permanents. Qu’il me soit permis d’adresser à lui et à toute sa famille
ma gratitude et ma profonde reconnaissance.

Je dois mon orientation vers la recherche au professeur Niamanto DIARRA. Il m’a
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4.1 Le cas q non racine de l’unité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 97
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INTRODUCTION

Soient p un nombre premier, Zp l’anneau des entiers p-adiques, Qp le corps des nombres
p-adiques et K un sur-corps valué complet de Qp. Soit C(Zp,K) l’algèbre de Banach des
fonctions continues de Zp à valeurs dans K munie de la norme de la convergence uniforme.
En 1958 K. Mahler construit une base orthonormale de C(Zp,K), formée des fonctions

binomiales Bn, telles que B0 = 1 et Bn(x) =
x(x− 1) . . . (x− n+ 1)

n!
, ∀n ≥ 1. Toute

fonction f ∈ C(Zp,K) s’écrit de façon unique comme série uniformément convergente
f =

∑
n≥0

anBn, an ∈ K, lim
n→+∞

an = 0 [25] (voir aussi [26]). Ce développement en série est

appelé développement de Mahler de f .

En 1990, L. Van Hamme retrouve la description des opérateurs linéaires continus sur
l’algèbre des fonctions continues de Zp à valeurs dans K, qui commutent avec l’opérateur
de translation τ1 défini par τ1(f)(x) = f(x + 1) [46]. Ces opérateurs ne sont autres que
les opérateurs aux différences. L. Van Hamme utilise ces opérateurs pour construire de
nouvelles bases de l’algèbre des fonctions continues de C(Zp,K).

Considérons Vq, le sous-groupe compact multiplicatif du groupe des unités Up de Zp

engendré par q, où q est un élément de Up non racine de l’unité. Soit C(Vq,K) l’algèbre de
Banach des fonctions continues de Vq à valeurs dansK munie de la norme de la convergence
uniforme. A. Verdoodt continue les travaux de L. Van Hamme, en remplaçant le groupe
Zp par le sous-groupe Vq de Up et l’opérateur de translation par les opérateurs Tq ou Dq,

où Tq et Dq sont définis respectivement par Tq(f)(s) = f(qs) et Dq(f)(s) =
f(qs)− f(s)

qs− q
[53]. Ainsi, en 1994, elle donne une description des opérateurs qui commutent avec Tq

(resp. avec Dq). Comme L. Van Hamme, elle utilise ces opérateurs pour construire de
nouvelles bases orthonormales de C(Vq,K) [51] (voir aussi [53]).

En prenant un élément q ∈ K tel que |q−1| < 1, K. Conrad donne un q-développement
analogue à celui de K. Mahler. Plus précisément, pour toute fonction f ∈ C(Zp,K) et
pour tout x ∈ Zp, on a f(x) =

∑
n≥0

anCn,q(x), avec an ∈ K, lim
n→+∞

an = 0 et

Cn,q(x) =
(
x

n

)
q

=
(qx − 1) . . . (qx−n+1 − 1)

(qn − 1) . . . (q − 1)
, lorsque q est non racine de l’unité et où
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qx =
∑
n≥0

(q − 1)nBn(x) [4]. Ce développement est appelé q-développement de Mahler

et la suite (Cn,q)n≥0 est appelé q-base de Mahler. Nous replaçons cet article de K.
Conrad dans la perspective des travaux de L. Van Hamme [44] et de A. Verdoodt [51] sur
l’espace C(Vq,K) des fonctions continues de Vq à valeurs dans K où, cette fois-ci, Vq est
le sous-groupe du groupe des unités de K engendré par q.

Nous allons nous interesser à plusieurs espaces d’endomorphismes linéaires continus de
l’espace de Banach C(Zp,K). Ces espaces sont construits à partir de certains opérateurs
de ”base” dans l’algèbre de Banach L

(
C(Zp,K)

)
des endomorphismes linéaires continus

de C(Zp,K), comme les opérateurs aux q-différences ∆(n)
q et la q-dérivation de Jackson ∇q.

Les ∆(n)
q sont définis par ∆ = ∆(1)

q = τ1−id, ∆(n)
q = (τ1−id)◦(τ1−qid)◦· · ·◦(τ1−qn−1id),

pour n ≥ 1 et ∆(0)
q = id.

La q-dérivation de Jackson ∇q est quant à elle définie en posant pour f ∈ C(Zp,K),

x ∈ Zp, ∇q(f)(x) =
f(x+ 1)− f(x)

(q − 1)qx
et les puissances de ∇q par ∇n

q = ∇q ◦∇n−1
q , ∀n ≥ 1

et ∇0
q = id.

On a l’opérateur Zq de multiplication par qx défini par Zq(f)(x) = qxf(x) et ses itérés,

Zn
q = Zq ◦ Zn−1

q . Alors, par substitution, on a Qn(Zq) =
(Zq − id) . . . (Zq − qn−1id)

(qn − 1) . . . (qn − qn−1)
,

∀n ≥ 1 et Q0(Zq) = id, les Qn étant les polynômes Qn(s) =
(s− 1) . . . (s− qn−1)

(qn − 1) . . . (qn − qn−1)
, pour

n ≥ 1, Q0(s) = 1.

On désigne par W (Zp,K) le commutant de τ1 dans L
(
C(Zp,K)

)
: Q est un élément

de W (Zp,K) si et seulement si Q ◦ τ1 = τ1 ◦ Q. C’est une sous-algèbre fermée unitaire
de L

(
C(Zp,K)

)
. Ses éléments sont appelés opérateurs aux différences finies. La norme de

L
(
C(Zp,K)

)
est donnée par ‖Q‖ = sup

‖f‖6=0

‖Q(f)‖
‖f‖

, pour tout Q ∈ L
(
C(Zp,K)

)
.

Rappelons que tout opérateur Q ∈ W (Zp,K) s’écrit sous forme d’une série simplement
uniformément convergente Q =

∑
n≥0

bn∆n, en d’autres termes pour toute fonction continue

f , la série
∑
n≥0

bn∆n(f) converge uniformément et Q(f) =
∑
n≥0

bn∆n(f), avec sup
n≥0

|bn| < +∞

et l’on montre que ‖Q‖ = sup
n≥0

|bn| [7]. De la même manière, tout opérateur Q ∈W (Zp,K)

peut se mettre sous forme d’une série Q =
∑
n≥0

bn∆(n)
q , telle que pour toute fonction con-

tinue f , la série
∑
n≥0

bn∆(n)
q (f) converge uniformément, bn ∈ K et Q(f) =

∑
n≥0

bn∆(n)
q (f);

de plus ‖Q‖ = sup
n≥0

|bn|.
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On désigne aussi par Dq(Zp,K) le commutant de ∇q dans L
(
C(Zp,K)

)
. Les éléments

de Dq(Zp,K) sont appelés opérateurs de Jackson . Tout élément R ∈ Dq(Zp,K) peut
s’écrire sous forme d’une série R =

∑
n≥0

bn∇n
q , telle que pour toute fonction continue f ,

la série
∑
n≥0

bn∇n
q (f) converge uniformément, bn ∈ K et R(f) =

∑
n≥0

bn∇n
q (f); de plus

‖R‖ = sup
n≥0

|bn| |q − 1|−n.

Soit Γq(Zp,K) la sous-algèbre fermée de L
(
C(Zp,K)

)
engendrée par Zq. Les éléments

de Γq(Zp,K) sont les opérateurs de multiplication par une fonction continue. On voit que
pour tout entier positif n, Qn(Zq) est l’opérateur de multiplication par la fonction continue
Cn,q, où (Cn,q)n≥0 est la q-base de Mahler. On montre que tout élément R de Γq(Zp,K)
s’écrit sous forme de série simplement uniformément convergente R =

∑
n≥0

bnQn(Zq), avec

lim
n→+∞

bn = 0 et ‖R‖ = sup
n≥0

|bn|. En d’autres termes, la suite (Qn(Zq))n≥0 est une base

orthonormale de Γq(Zp,K). Ecrit sous cette forme, l’opérateur R est l’opérateur de multi-
plication par la fonction continue

∑
n≥0

bnCn,q. On a R(C0,q) =
∑
n≥0

bnCn,q. En fait Γq(Zp,K)

est isométriquement isomorphe à C(Zp,K).

Associons à tout élément q ∈ K, non racine de l’unité, tel que |q − 1| < 1,
l’application εq : Zp −→ Vq définie par εq(x) = qx. C’est un isomorphisme topologique
de groupes compacts totalement discontinus. Il vient que l’application ε̃q de C(Vq,K)
dans C(Zp,K), définie en posant, pour g ∈ C(Zp,K), ε̃q(g) = g ◦ εq, est un isomorphisme
isométrique d’algèbres de Banach. Il envoie donc toute base orthonormale (resp. orthog-
onale) de C(Vq,K) sur une base orthonormale (resp. orthogonale) de C(Zp,K). En parti-
culier, il envoie la base de Van Hamme (Qn)n≥0 sur la base orthonormale (Qn ◦ εq)n≥0 de

C(Zp,K), les éléments Qn de cette base étant définis par Qn(s) =
(s− 1) . . . (s− qn−1)

(qn − 1) . . . (qn − qn−1)
,

∀n ≥ 0. Cette base (Qn ◦ εq)n≥0 n’est autre que la base (Cn,q)n≥0 donnée par K. Conrad
dans [4]. Ce qui nous permet, au Chapitre 1, de faire le lien entre les travaux de K. Conrad
et ceux de L. Van Hamme et A. Verdoodt.

Soit q ∈ K, non racine de l’unité, tel que |q − 1| < 1. Les fonctions x −→ qjx

sont linéairement indépendantes, ce qui est une conséquence du Lemme 1.0.7. Nous ap-
pelons q-polynôme de q-degré n, toute fonction h ∈ C(Zp,K) pouvant s’écrire sous la

forme h(x) =
n∑

j=0

ajq
jx, avec an 6= 0 et suite q-polynomiale, toute suite de q-polynômes

(hn)n≥0 tels que pour tout n ≥ 0, hn est de q-degré n et h0 = 1.
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Nous allons, comme dans le calcul ombral classique, établir une correspondance bijec-
tive entre la classe de suites q-polynomiales (hn)n≥0, telles que

hn(x+ y) =
n∑

s=0

q−s(n−s)q(n−s)xhs(x)hn−s(y), ∀n ≥ 0, x, y ∈ Zp, qui sont des bases ortho-

normales de l’algèbre des fonctions continues C(Zp,K) et la classe d’opérateurs linéaires
Q =

∑
i≥1

bi∆(i)
q , tels que ‖Q‖ = |b1| = 1 (voir le corollaire 1 du Théorème 2.1.7).

De même, nous établissons une correspondance bijective entre une classe de suites q-
polynomiales, qui sont des bases orthogonales de C(Zp,K) et la classe d’opérateurs linéaires
R =

∑
i≥1

bi∇i
q, tels que ‖R‖ = |q − 1|−1 = |b1| |q − 1|−1 (voir le corollaire du Théorème 2.2.3).

Soit q ∈ K, non racine de l’unité, tel que |q − 1| < 1. La relation de commutation
∇qτ1 = qτ1∇q nous permet de réaliser le plan quantique à deux générateurs, sous une
forme concrète d’une algèbre d’opérateurs qu’on note Pq. La famille (τ i

1∇
j
q)i≥0,j≥0 est

une base du K-espace vectoriel Pq. En désignant par P(n)
q le sous-espace de Pq engendré

par les éléments homogènes de degrés n, on obtient une graduation sur Pq. La famille

(τ i
1∇n−i

q )0≤i≤n est une base orthogonale de P(n)
q . Soit R =

n∑
i=0

m∑
j=0

τ i
1∇i

q un élément de

Pq, pour tout q-polynôme hn de q-degré n, R(hn) est de q-degré ≤ n. En d’autres ter-
mes, l’espace des q-polynômes est invariant par Pq. On montre que l’espace des fonctions
strictement différentiables et celui des fonctions continues restrictions de fonctions analy-
tiques sont invariants par tout élément R de Pq.
On obtient également la règle de commutation ∇qZq = qZq∇q + id. Ce qui nous permet
d’avoir une réalisation concrète Aq de l’algèbre de Weyl quantique à deux générateurs

comme espace d’opérateurs linéaires continus. La famille
(
Qi(Zq)∇j

q

)
i≥0,j≥0

est une

famille orthogonale dans L
(
C(Zp,K)

)
. On obtient alors une description, sous forme de

séries convergentes, de la sous-algèbre fermée de L
(
C(Zp,K)

)
engendrée par Zq et ∇q.

Des conditions portant sur les coefficients du développement de Mahler, pour qu’une
fonction continue de Zp dans K, soit strictement différentiable sont bien connues [33]. Si
f =

∑
n≥0

anBn, an ∈ K, est le développement de Mahler de f , alors f est strictement

différentiable si et seulement si lim
n→+∞

n |an| = 0. Nous trouvons, dans le quatrième

chapitre, des conditions similaires sur les coefficients du q-développement Mahler pour
qu’une fonction f =

∑
n≥0

bnCn,q ∈ C(Zp,K) soit strictement différentiable sur Zp, d’abord

lorsque q est non racine de l’unité (Théorème 4.1.1), ensuite lorsque q est une racine prim-
itive de l’unité d’ordre une puissance pN de p (Théorème 4.1.2). Ces conditions sont à
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comparer avec celle obtenue par A. Verdoodt dans sa thèse [52] ( voir aussi [54]). Dans
le cas où q est tel que |q − 1| < |p|

1
p−1 , on obtient une base orthonormale de l’espace

des fonctions strictement différentiables sur Zp (voir le corollaire 1 du Théorème 4.1.1).
Nous donnons dans la dernière partie de ce chapitre, la somme indéfinie et l’intégrale de
Volkenborn des fonctions de classe C1 en fonction du q-développement de Mahler.

La plupart des résultats qui suivent ont été annoncés au Séminaire de Théorie des Nom-
bres et d’Analyse du Laboratoire de Mathématiques de l’Université Blaise Pascal [40], [41],
à la 8e Conférence d’Analyse Fonctionnelle p-adique à Clermont Ferrand du 5 au 9 juillet
2004 [38], à Mali Symposium on Applied Sciences à Bamako du 2 au 5 août 2004 [39] et
au Colloque du Réseau Africain de Géométrie et Algèbre Appliquées au Développement
du 18 au 25 novembre 2005 à Bamako [41].

La deuxième partie du Chapitre 2 est publiée dans Contemporary Mathematics - Vol.
384 (2005) - p. 335-351 et la première partie sera publiée dans ”Journal of Analysis”. Une
rédaction de la deuxième partie du Chapitre 4 va parâıtre dans ”Afrika Matematika”
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Conventions Générales et Notations
Dans toute la suite:
• Zp est l’anneau des entiers p-adiques
• Qp est le corps des nombres p-adiques
• K est un sur-corps valué complet de Qp

• q est un élément de K tel que |q − 1| < 1.
• Vq est l’adhérence de l’ensemble {qn, n ∈ Z} dans le groupe des unités UK de K.
• C(Zp,K) est l’algèbre de Banach des fonctions continues de Zp à valeurs dans K
• C(Vq,K) est l’algèbre de Banach des fonctions continues de Vq à valeurs dans K.

• Bn(x) =
x(x− 1) . . . (x− n+ 1)

n!
.

• Cn,q(x) = Cn(x) =
(
x

n

)
q

=
(qx − 1) . . . (qx − qn+1)
(qn − 1) . . . (qn − qn−1)

, lorsque q est non racine de l’unité.

• L
(
C(Zp,K)

)
est l’algèbre des endomorphismes linéaires continus de l’espace des fonc-

tions continues de Zp dans K.
• W (Zp,K) est l’algèbre des opérateurs aux différences finies.
• Dq(Zp,K) est l’algèbre des opérateurs de Jackson.
• Γq(Zp,K) est l’algèbre des opérateurs de multiplication par une fonction continue,
adhérence de la sous-algèbre engendrée par Zq.
• Pq est l’algèbre du plan quantique engendrée par τ1 et ∇q.
• P̂q est l’adhérence de Pq.
• Aq est l’algèbre de Weyl quantique engendrée par Zq et ∇q et Âq est l’adhérence de Aq.
• On note Q1Q2 la composée Q1 ◦Q2 de deux opérateurs Q1 et Q2.
• Par convention on pose

∏
∅

= 1 et
∑
∅

= 0.

• On dit qu’une suite de polynômes (hn)n≥0 est une suite polynomiale si h0 = 1 et pour
tout n ≥ 1, hn est de degré n.
• Une suite polynomiale (hn)n≥0 est dite de type binomial si hn(x+y) =

∑
i+j=n

hi(x)hj(y),

∀n ≥ 0, x, y ∈ Zp.
• Nous appelons q-polynôme de q-degré n, toute fonction h ∈ C(Zp,K) pouvant s’écrire

sous la forme h(x) =
n∑

j=0

ajq
jx, avec an 6= 0; q étant un élément de K non racine de l’unité.

Les fonctions qjx sont linéairement indépendantes (c’est une conséquence du Lemme 1.0.7.
• Une suite de q-polynômes (hn)n≥0 telle que h0 = 1 et pour tout n ≥ 1, hn est de q-degré
n est appelée suite q-polynomiale.
• On appelle suite de type q-binomial toute suite q-polynomiale (hn)n≥0 telle que
hn(x+ y) =

∑
i+j=n

qj(x−i)hi(x)hj(y), ∀n ≥ 0, x, y ∈ Zp.



CHAPITRE 1



1. Quelques bases orthonormales dans C(Zp, K)

Soit K est un sur-corps valué complet de Qp et q un élément de K tel que |q − 1| < 1, dans
ce chapitre, nous faisons le lien entre les travaux de L. Van Hamme et de A. Verdoodt sur
l’algèbre de Banach des fonctions continus de Vq à valeurs dans K et ceux de K. Conrad
sur l’algèbre C(Zp,K) des fonctions continues de Zp à valeurs dans K.

Définition 1.0.1. Soit K un corps valué ultrametrique complet, de valeur absolue non
trivial | |. Une norme ultramétrique sur un K-espace vectoriel E est une application
‖ ‖ : E −→ R+ telle que

(1) ‖v‖ = 0 ⇐⇒ v = 0

(2) ‖av‖ = |a| ‖v‖ ∀a ∈ K, v ∈ E

(3) ‖v + w‖ ≤ max(‖v‖ , ‖w‖) ∀v, w ∈ E (inégalité triangulaire forte ou
ultramétrique).

On dit alors que l’espace vectoriel (E, ‖ ‖) est ultranormé et lorsqu’il est complet, on dit
que c’est un K-espace de Banach ultramétrique.

Nous rappelons ici quelques propriétés classiques desK-espaces de Banach ultramétriques,
qui nous seront d’un usage fréquent.

Propriétés 1.0.1. Soit K un corps valué ultrametrique complet et soit (E, ‖ ‖) un K-
espace de Banach ultramétrique.

P.1: Soient v, w ∈ E tels que ‖v‖ 6= ‖w‖, alors ‖v ± w‖ = max(‖v‖ , ‖w‖).

P.2: Soit (vj)1≤j≤n une suite de E, on a
n∑

j=1

vj = 0 =⇒ ∃i, j, i 6= j / ‖vi‖ = ‖vj‖.

P.3: Une suite (vn)n≥1 de E est de Cauchy si et seulement si lim
n→+∞

‖vn − vn+1‖ = 0.

P.4: Soit (vn)n≥1 une suite de E, si lim
n→+∞

vn = v 6= 0, alors il existe n0, tel que

‖vn‖ = ‖v‖, ∀n ≥ n0.
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P.5: Si E est de Banach, une série
∑
n≥1

vn converge dans E si et seulement si

lim
n→+∞

vn = 0.

Définition 1.0.2. Soient K un corps valué ultramétrique complet et E un K-espace de
Banach ultramétrique.
Une famille (ei)i∈I d’éléments de E est appelée base orthogonale de E si et seulement si
tout élément v de E s’écrit sous la forme v =

∑
i∈I

aiei, avec ai ∈ K, ∀i ∈ I, lim
i∈I

aiei = 0

et ‖v‖ = sup
i∈I

|ai| ‖ei‖.

De plus, si ‖ei‖ = 1, ∀i ∈ I, alors on dit que (ei)i∈I est une base orthonormale de E.

Lemme 1.0.1 (Bases orthonormales proches).
Soient K un corps valué ultramétrique complet, V un K-espace de Banach possédant une
base orthonormale (en)n≥0. Soit (e′n)n≥0 une suite dans V , telle que sup

n≥0

∥∥en − e′n
∥∥ < 1,

alors (e′n)n≥0 est une base orthonormale de V .

Démonstration. Voir [5] Corollary 5.3 et [4] Lemma 3.2. �

Nous rappelons ici le théorème principal sur la base de Mahler.

Théorème 1.0.1. Soit K un sur-corps valué complet de Qp. Posons B0(x) = 1 et

Bn(x) =
x(x− 1) . . . (x− n+ 1)

n!
=
(
x

n

)
, ∀n ≥ 1. Alors la suite (Bn)n≥0 est une base

orthonormale de C(Zp,K).
Le développement de toute fonction continue f ∈ C(Zp,K) s’obtient sous la forme
f =

∑
n≥0

∆n(f)(0)Bn, où ∆ est l’opérateur linéaire définie par ∆(f)(x) = f(x+ 1)− f(x),

x ∈ Zp.

Démonstration.
On renvoie à [1], [25], [26] et [33]. Rappelons simplement que l’une des démonstrations
consiste à montrer que, pour tout f ∈ C(Zp,K), on a lim

n→+∞
∆n(f) = 0. �

Soit K un sur-corps valué complet de Qp. Notons Λ = {a ∈ K/ |a| ≤ 1} l’anneau de
valuation de K et M = {a ∈ K/ |a| < 1}, l’idéal maximal de Λ.
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Lemme 1.0.2. La valeur absolue de Zp est normalisée de telle sorte que |p| = p−1.

(i) Les racines de l’unité dans K qui sont réduites à 1 dans le corps résiduel Λ/M sont
exactement les racines de l’unité d’ordre une puissance de p dans K.

(ii) Soit q une racine primitive de l’unité d’ordre une puissance pN > 1, c’est-à-dire

qpN
= 1 et qk 6= 1, ∀1 ≤ k < pN , alors |q − 1| = p

− 1

pN−1(p−1) ≥ p
−1
p−1 .

Les racines de l’unité dans K forment un ensemble discret.

(iii) Pour q ∈ K, la suite 1, q, q2, . . . , peut être prolongée en une fonction continue qx

pour x ∈ Zp si et seulement si |q − 1| < 1. Dans ce cas qx =
∑
n≥0

(q − 1)n

(
x

n

)
et

|qx − 1| ≤ |q − 1| < 1.

(iv) Si |q − 1| < 1 et x 6= 0, alors qx = 1 si et seulement si q est une racine primitive de
l’unité d’ordre une puissance pN de p et x ∈ pNZp.

Démonstration.

(i) Puisque K est un sur-corps valué de Qp, le corps résiduel K = Λ/M est de carac-
téristique p. Soit a un entier premier à p. Si x ∈ K est une racine a-ième de l’unité
distincte de 1 et congrue à 1( mod M), comme 1 + x + · · · + xa−1 = 0, on aurait
0 = 1̄ + x̄+ · · ·+ x̄a−1 = 1̄ + · · ·+ 1̄ = ā. Ce qui est absurde.
Si q est une racine de l’unité d’ordre apb dans K distincte de 1 et congrue à
1( mod M), alors qpb

est une racine de l’unité d’ordre a congrue à 1( mod M). Il
vient que qpb

= 1.

(ii) Rappelons que pour tout entier positif `, on a
∣∣∣∣(p`

k

)∣∣∣∣ =
|p|`

|k|
, pour 1 ≤ k ≤ p`, avec

|p|`

|k|
≤ |p|, pour 1 ≤ k ≤ p` − 1.

Soit q une racine de l’unité d’ordre pN . Montrons que |q − 1| < 1.
Puisque qpN

= 1, alors q̄pN − 1̄ = 0 dans K̄. Donc (q̄− 1̄)pN
= 0 et q̄ = 1̄, c’est-à-dire

|q − 1| < 1.

Posons ζ = qpN−1
, alors ζp = 1 et |ζ − 1| < 1. On a

0 =
ζp − 1
ζ − 1

=
p∑

k=1

(
p

k

)
(ζ − 1)k−1 = p+

p−1∑
k=2

(
p

k

)
(ζ − 1)k−1 + (ζ − 1)p−1, ou encore
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(ζ − 1)p−1 = −p−
p−1∑
k=2

(
p

k

)
(ζ − 1)k−1.

Comme

∣∣∣∣∣
p−1∑
k=2

(
p

k

)
(ζ − 1)k−1

∣∣∣∣∣ ≤ max
2≤k≤p−1

∣∣∣∣(pk
)∣∣∣∣ |ζ − 1|k−1 ≤ |p| |ζ − 1| < |p|, on a

|ζ − 1|p−1 = |p| et |ζ − 1| = |p|
1

p−1 .

Posons maintenant γ = q − 1. On a |γ| = |q − 1| < 1 et

ζ − 1 = (γ + 1)pN−1 − 1 =
pN−1−1∑

k=1

(
pN−1

k

)
γk + γpN−1

. Mais∣∣∣∣∣∣
pN−1−1∑

k=1

(
pN−1

k

)
γk

∣∣∣∣∣∣ ≤ max
1≤k≤pN−1−1

|p|p
N−1

|k|
|γ|k ≤ |p| max

1≤k≤pN−1−1
|γ|k = |γ| |p| < |p| ≤

≤ |p|
1

p−1 = |ζ − 1|. Ainsi,
∣∣∣γpN−1

∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣ζ − 1−
pN−1−1∑

k=0

(
pN−1

k

)
γk

∣∣∣∣∣∣ = |ζ − 1| et

|γ| = |ζ − 1|
1

pN−1 = |p|
1

pN−pN−1 .

Soient q et q′ deux racines distinctes de l’unité dans K, alors |q − q′| ≤ 1. Ou bien
|q − q′| = 1, ou bien |q − q′| = |q/q′ − 1| < 1 et on déduit de (i) que q/q′ est une
racine de l’unité d’ordre une puissance de p dans K. On a |q − q′| ≥ p

−1
p−1 . Donc les

racines de l’unité dans K forment un ensemble discret.

(iii) Soit q ∈ K, si la suite m −→ qm se prolonge en une fonction continue sur Zp, alors

on a lim
`→+∞

qp`
= 1 et il existe `0 tel que

∣∣∣qp`0 − 1
∣∣∣ < 1. Ainsi, d’une part |q| = 1 et

d’autre part qp`0 est congru à 1 modulo M, d’où l’on déduit |q − 1| < 1.
Réciproquement si |q − 1| < 1, alors la série de fonction εq(x) =

∑
n≥0

(q − 1)nBn(x)

converge uniformément sur Zp. La fonction continue εq est telle que

εq(m) =
m∑

n=0

(q − 1)n

(
m

n

)
= qm. On posera aussi εq(x) = qx.

(iv) Soit q ∈ K, tel que |q − 1| < 1. Notons que (qx)y = qxy, ∀x, y ∈ Zp.

Posons x = apN , a 6= 0. Si qx = 1, on a (qpN
)a = 1 et qpN

=
(
(qpN

)a
)a−1

= 1.
Réciproquement, si q est une racine d’ordre pN de l’unité, alors pour x = apN , avec
a 6= 0, on a qx = (qpN

)a = 1. �
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Définition 1.0.3. Soit q ∈ K, non racine de l’unité, tel que |q − 1| < 1. La suite de
fonctions (qjx)j≥0 est linéairement indépendante sur K (voir Lemme 1.0.7).
On appelle q-polynôme de q-degré n toute fonction h, continue de Zp dans K, pouvant

s’écrire sous la forme h(x) =
n∑

j=0

ajq
jx, avec an 6= 0. Dans ce cas, le coefficient an est

appélé coefficient dominant du q-polynôme h.
Une suite de q-polynômes (hn)n≥0 telle que h0 = 1 et pour tout n ≥ 0, hn est de q-degré
n est appelée suite q-polynomiale.

Soit q ∈ K, non racine de l’unité, tel que |q − 1| < 1. Posons (m)q =
qm − 1
q − 1

, pour

m ∈ N. On déduit du Lemme 1.0.2 (iii) que la fonction qui à m fait correspondre (m)q se
prolonge en une fonction continue x −→ (x)q sur Zp si et seulement si |q − 1| < 1. Dans

ce cas, on a (x)q =
qx − 1
q − 1

=
∑
n≥1

(q − 1)n−1

(
x

n

)
si q 6= 1 et (x)1 = x.

Soient K un corps valué complet et X un espace compact. Rappelons que la norme
sur l’espace des fonctions continues de X à valeurs dans K est la norme de la convergence
uniforme ‖f‖ = ‖f‖∞ = sup

x∈X
|f(x)|, pour toute fonction continue f .

Soit q ∈ K, non racine de l’unité, tel que |q − 1| < 1. Considérons le sous-groupe fermé
Vq du groupe des unités de K engendré par q. Notons que Vq est égal à l’adhérence de
{qn, n ≥ 0}.
Soit (Qn)n≥0 la suite de fonctions continues définies sur Vq par Q0(s) = 1 et

Qn(s) =
(s− 1)(s− q) . . . (s− qn−1)

(qn − 1) . . . (qn − qn−1)
, ∀n ≥ 1, s ∈ Vq. On définit les opérateurs linéaires

continus D(n)
q par D(0)

q = id et D(n)
q = (Tq − id) . . . (Tq − qn−1id), ∀n ≥ 1.

On verifie par récurrence que D(j)
q (Qn)(s) = q−j(n−j)sjQn−j(s), ∀0 ≤ j ≤ n− 1.

En particulier D(n)
q (Qn)(s) = sn, ce qui implique que D(j)

q (Qn)(s) = 0, ∀j ≥ n+ 1.

Théorème 1.0.2 (Base de Van Hamme). Soit q ∈ K, non racine de l’unité, tel que
|q − 1| < 1. La suite polynomiale (Qn)n≥0 est une base orthonormale de l’espace de Ba-
nach ultramétrique C(Vq,K) des fonctions continues de Vq à valeurs dans K.
Pour tout élément f ∈ C(Vq,K), on a f =

∑
n≥0

anQn, avec an ∈ K, lim
n→+∞

an = 0 et

‖f‖ = sup
n≥0

|an|; de plus an = D
(n)
q (f)(1).

Démonstration. (Voir [11] Theorem 1).
Les démonstrations données par L. Van Hamme et A. Verdoodt pour q ∈ Zp se trans-
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posent ici sans difficulté. Notons qu’une démonstration directe consiste à montrer que
pour f : Vq −→ K continue, la suite (D(n)

q (f))n≥0 converge uniformément vers zéro.
Une autre démonstration utilise un théorème de Y. Amice, basé sur le théorème de
Weierstrass-Kaplansky. �

• Considérons l’ensemble Ep = {x ∈ K / |x| < p
−1
p−1 }. On sait que la série de fonctions

expp(x) =
∑
n≥0

xn

n!
converge dans K si et seulement si x ∈ Ep, on dit que expp est

l’exponentielle p-adique.

De même, la série de fonctions logp(x) =
∑
n≥1

(−1)n−1 (x− 1)n

n
converge dans K si et seule-

ment si |x− 1| < 1. On dit que logp est le logarithme p-adique. Remarquons que pour

|q − 1| < 1, on a lim
x→0

qx − 1
x

= logp(q).

Remarque 1.0.1. Soit q ∈ K, tel que |q − 1| < 1, alors Vq ⊂ 1 +M.
Notons que Vq est fini lorsque q est une racine de l’unité.

Lemme 1.0.3. Soit q ∈ K, non racine de l’unité, tel que |q − 1| < 1.
L’application εq : Zp −→ Vq définie par εq(x) = qx =

∑
n≥0

(q − 1)nBn(x) est un isomor-

phisme de groupes topologiques.
De plus, si |q − 1| < |p|

1
p−1 , alors Vq ⊂ 1+Ep et pour tout x ∈ Zp, on a qx = expp(x logp(q)).

Démonstration.
Soit q ∈ K, non racine de l’unité, tel que q ≡ 1( mod M). Soit x, x′ ∈ Zp, on a
εq(x+ x′) = qx+x′ = qxqx′ = εq(x)εq(x′). Il vient que εq est un morphisme de groupes de
Zp dans Vq.
On voit aussitôt par la définition de Vq que εq est surjectif. On déduit du Lemme 1.0.2 (iii)
que εq est injectif.
On déduit du fait que Zp est compact que εq est bi-continue. C’est donc un isomorphisme
de groupes topologiques et Vq est un groupe compact.

De plus comme Vq ⊂ 1 +M, posant logq =
logp

logp(q)
, on voit que la restriction de logq à Vq

est l’isomorphisme réciproque de εq.

Supposons |q − 1| < p
− 1

p−1 , on déduit encore du Lemme 1.0.2 (iii) que
|qx − 1| ≤ |q − 1| < p

− 1
p−1 , ∀x ∈ Zp. Donc Vq ⊂ 1 + Ep. Posons s = qx, x ∈ Zp, on a

logp(s) = logp(qx) = x logp(q) et εq(x) = qx = expp(logp(qx)) = expq(x logp(q)). �
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Pour q non racine de l’unité, on note ϕq l’isomorphisme réciproque de εq, qui coincide

avec la restriction à Vq de logq =
logp

logp(q)
. Notons que εq ◦ ϕq = idVq et ϕq ◦ εq = idZp .

Théorème 1.0.3. Soient ε̃q : C(Vq,K) −→ C(Zp,K) et ϕ̃q : C(Zp,K) −→ C(Vq,K)
les morphismes d’algèbres définis par ε̃q(g) = g ◦ εq, ∀g ∈ C(Vq,K) et ϕ̃q(f) = f ◦ ϕq,
∀f ∈ C(Zp,K). Alors ε̃q et ϕ̃q sont des isomorphismes isométriques d’algèbres de Banach
réciproques l’un de l’autre.
De plus, pour tout j ≥ 0, on a ∆(j)

q = ε̃q ◦D(j)
q ◦ ϕ̃q et D(j)

q = ϕ̃q ◦∆(j)
q ◦ ε̃q.

Démonstration. On vérifie aussitôt que ε̃q et ϕ̃q sont des morphismes d’algèbres. En
utilisant l’associativité de la composition des fonctions continues on a, pour f ∈ C(Zp,K),
ε̃q(ϕ̃q(f)) = ϕ̃q(f) ◦ εq = f ◦ ϕq ◦ εq = f et de la même manière si g ∈ C(Vq,K), on a
ϕ̃q(ε̃q(g)) = ε̃q(g)◦ϕq = g◦εq ◦ϕq = g. Il vient que ε̃q et ϕ̃q sont des bigections réciproques
l’une de l’autre. De plus on a ‖ε̃q(g)‖ = sup

x∈Zp

|g ◦ εq(x)| = sup
s∈Vq

|g(s)| = ‖g‖ et de même

‖ϕ̃q(f)‖ = ‖f‖. D’où ε̃q et ϕ̃q sont des isométries.

Soient f une fonction continue de Zp dans K et x ∈ Zp, on a
ε̃q ◦ Tq ◦ ϕ̃q(f)(x) = Tq ◦ ϕ̃q(f)(qx) = ϕ̃q(f)(qx+1) = f(ϕq(qx+1)) = f(x + 1) = τ1(f)(x),
c’est-à-dire ε̃q ◦ τq ◦ ϕ̃q = τ1.
Pour tout entier k ≥ 0, on a
ε̃q ◦ (Tq − qkid) ◦ ϕ̃q = ε̃q ◦ Tq ◦ ϕ̃q − qkε̃q ◦ ϕ̃q = τ1 − qkid, ainsi

ε̃q ◦D(j)
q ◦ ϕ̃q =

[
ε̃q ◦ (Tq− id) ◦ ϕ̃q

]
◦
[
ε̃q ◦ (Tq− qid) ◦ ϕ̃q

]
◦ · · · ◦

[
ε̃q ◦ (Tq− qj−1id) ◦ ϕ̃q

]
=

= (τ1 − id) ◦ (τ1 − qid) ◦ · · · ◦ (τ1 − qj−1id) = ∆(j)
q .

Réciproquement, on aD(j)
q = ϕ̃q◦∆(j)

q ◦ε̃q et τq = ϕ̃q◦τ1◦ε̃q. �

Remarque 1.0.2. De façon générale, soient X et Y deux espaces compacts. Si
ε : X −→ Y est un isomorphisme de X sur Y , alors l’application ε̃ : C(Y,K) −→ C(X,K)
définie par ε̃(g) = g ◦ ε, ∀g ∈ C(Y,K), est un isomorphisme isométrique d’algèbres de
Banach.

Corollaire. Soit q ∈ K, non racine de l’unité, tel que |q − 1| < 1. Alors, la suite de
fonctions (ε̃q(Qn))n≥0 est une base orthonormale de C(Zp,K).

De plus, pour x ∈ Zp, on a ε̃q(Qn)(x) = Qn(qx) =
(qx − 1) . . . (qx − qn−1)
(qn − 1) . . . (qn − qn−1)

.

• Dans toute la suite, on note Cn = Cn,q = ε̃q(Qn).
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Soit q ∈ K, non racine de l’unité, tel que |q − 1| < 1, rappelons que, pour m un entier

positif, (m)q =
qm − 1
q − 1

. On pose (m)q! = (m)q(m− 1)q . . . (1)q, pour m ≥ 1 et (0)q! = 1.

On a, pour m ≥ n, ε̃q(Qn)(m) = Cn,q(m) =
(qm − 1)(qm − q) . . . (qm − qn−1)

(qn − 1) . . . (qn − qn−1)
=

=
(qm − 1)(qm−1 − 1) . . . (qm−n+1 − 1)

(qn − 1) . . . (q − 1)
=

(m)q(m− 1)q . . . (m− n+ 1)q

(n)q . . . (1)q
=

(m)q!
(m− n)q!(n)q!

.

Ce qui est analogue au coefficient binomial
(
m

n

)
=

m!
(m− n)!n!

=
m(m− 1) . . . (m− n+ 1)

n!
.

Les Cn,q(m) sont appelés, les coefficients q-binomiaux et par analogie aux coefficients bi-

nomiaux, on les note souvent
(
m

n

)
q

. De même, le q-polynôme Cn,q est appelé le n-ième

q-polynôme q-binomial.

N.B: Soit n un entier positif, on remarque que
(
m

n

)
q

= 0, ∀0 ≤ m < n et(
−m
n

)
q

= (−1)nq
−n(n−1)

2
−nm

(
m+ n− 1

n

)
q

, ∀m ≥ 0. En particulier, pour tout entier

positif n, on a
(
−1
n

)
q

= (−1)nq
−n(n+1)

2 .

Lemme 1.0.4. Soit q ∈ K, non racine de l’unité, tel que |q − 1| < 1. Pour tout n ≥ 0 et
tout m ≥ 1, on a Cn,q(m+ 1) = qnCn,q(m) + Cn−1,q(m) = Cn,q(m) + qm−n+1Cn−1,q(m).

Démonstration.

-(a)- Pour m < n − 1, on a Cn,q(m + 1) = Cn,q(m) = Cn−1,q(m) = 0 et il n’y a rien à
démontrer.

-(b)- Pourm = n−1, on a Cn,q(m+1) = qm+1−nCn−1,q(m) = Cn−1,q(m) = 1 et Cn,q(m) =
0.

-(c)- Pour m ≥ n, on a Cn,q(m+ 1) =
(qm+1 − 1)(qm+1 − q) . . . (qm+1 − qn−1)

(qn − 1) . . . (qn − qn−1)
=

=
qm+1 − qn + qn − 1

qn − 1
Cn−1,q(m) =

(qm+1 − qn)(qm − 1) . . . (qm − qn−2)
(qn − 1)(qn−1 − 1) . . . (qn−1 − qn−2)

+Cn−1,q(m)

= qn (qm − 1) . . . (qm − qn−2)(qm − qn−1)
(qn − 1)(qn − q) . . . (qn − qn−1)

+ Cn−1,q(m) = qnCn,q(m) + Cn−1,q(m).

De même, Cn,q(m+ 1) = Cm+1−n,q(m+ 1) = qm+1−nCm+1−n,q(m) + Cm−n,q(m) =
= Cn,q(m)+ qm+1−nCn−1,q(m). �
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Corollaire. Soit q ∈ K, non racine de l’unité, tel que |q − 1| < 1. Soient m et n

deux entiers positifs, tels que m ≥ n, le coefficient q-binomial Cn,q(m) =
(
m

n

)
q

est un

polynôme en q, à coefficients entiers, de degré n(m − n), de terme constant 1 et de co-
efficient dominant 1, c’est-à-dire que le coefficient du terme de degré n(m−n) est égal à 1.

Démonstration. Pour tout entier m ≥ 2, on a(
m

1

)
q

=
qm − 1
q − 1

= qm−1 + qm−2 + · · ·+ q + 1 et
(
m

2

)
q

=
(qm − 1)(qm−1 − 1)

(q2 − 1)(q − 1)
.

Ou bien m est pair et m = 2t, t ∈ N. Dans ce cas
(
m

2

)
q

=
q2t − 1
q2 − 1

q2t−1 − 1
q − 1

=

=
( t−1∑

j=0

q2j
)(2t−2∑

i=0

qj
)

qui est un polynôme en q, à coefficients entiers de degré

4t− 4 = 2(m− 2), de terme constant 1 et de coefficient dominant 1.

Ou bienm est impair avecm = 2t+1, t ∈ N et
(
m

2

)
q

=
q2t − 1
q2 − 1

q2t+1 − 1
q − 1

=
( t−1∑

j=0

q2j
)( 2t∑

i=0

qj
)

qui est aussi un polynôme de degré 4t− 2 = 2(m− 2), à coefficients entiers, de terme con-
stant et de coefficient dominant 1.

Par double récurence, on suppose que
(
m− 1
n

)
q

et
(
m− 1
n− 1

)
q

sont des polynômes en q à

coefficients entiers, de degrés respectifs n(m−1−n) et (n−1)(m−n), de termes constants

et de coefficients dominants 1. Puisque
(
m

n

)
q

= qn

(
m− 1
n

)
q

+
(
m− 1
n− 1

)
q

, on voit par

récurrence que
(
m

n

)
q

est un polynôme en q à coefficients entiers, de plus ce polynôme est de

degré n(m−n) et de terme constant et coefficient dominant 1. �

Nous avons l’analogue suivant à la formule de Chu-Vandermonde.

Théorème 1.0.4. Soit q ∈ K, non racine de l’unité, tel que |q − 1| < 1.

(i) On a ∀x, y ∈ Zp, Cn,q(x+ y) =
n∑

j=0

qj(y−n+j)Cj,q(x)Cn−j,q(y).

(ii) Soient q1 et q2 deux éléments de K, non racines de l’unité, tels que |q1 − 1| < 1 et
|q2 − 1| < 1, alors ‖Cn,q1 − Cn,q2‖ < |q1 − q2|.
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Démonstration.

(i) Soit n ≥ 0 un entier fixé et soient m et s deux entiers. Montrons que

Cn,q(m+ s) =
n∑

j=0

qj(m−n+j)Cj,q(s)Cn−j,q(m).

Pour n = 0, il n’y a rien à démontrer.
Supposons que n est un entier ≥ 1. Nous avons démontré au Lemme 1.0.4, que
Cn,q(m+ 1) = Cn,q(m) + qm−n+1Cn−1,q(m). On en déduit que
Cn,q(m+ 2) = Cn,q(m+ 1) + qm−n+2Cn−1,q(m+ 1) =
= Cn,q(m) + qm−n+1Cn−1,q(m) + qm−n+2Cn−1,q(m) + q2(m−n+2)Cn−2,q(m) =
= Cn,q(m) + (2)qq

m−n+1Cn−1,q(m) + q2(m−n+2)Cn−2,q(m).
Par récurrence sur s, supposons que pour tout n ≥ 1,

Cn,q(m+ s− 1) =
n∑

j=0

qj(m−n+j)Cj,q(s− 1)Cn−j,q(m).

On a Cn,q(m+ s) = Cn,q(m+ s− 1) + qm+s−nCn−1,q(m+ s− 1) =

=
n∑

j=0

qj(m−n+j)Cj,q(s−1)Cn−j,q(m)+qm+s−n
n−1∑
j=0

qj(m−n+j+1)Cj,q(s−1)Cn−1−j,q(m) =

=
n∑

j=0

qj(m−n+j)Cj,q(s− 1)Cn−j,q(m) +
n∑

j=1

qs−jqj(m−n+j)Cj−1,q(s− 1)Cn−j,q(m) =

= Cn,q(m) +
n∑

j=1

(Cj,q(s− 1) + qs−jCj−1,q(s− 1))qj(m−n+j)Cn−j,q(m) =

=
n∑

j=0

qj(m−n+j)Cj,q(s)Cn−j,q(m).

Par continuité, on a (i).

(ii) Soient q1 et q2 deux éléments non racines de l’unité de K, tels que |q1 − 1| < 1 et
|q2 − 1| < 1. Soit n un entier positif fixé. On sait, pour tout entier positif m < n,

que
(
m

n

)
q1

=
(
m

n

)
q2

= 0.

Pour tout entier m ≥ n, on déduit du corollaire du Lemme 1.0.4 que(
m

n

)
q1

−
(
m

n

)
q2

=
n(m−n)∑

k=1

am,n(k)(qk
1 − qk

2 ), avec am,n(k) ∈ Z, ∀1 ≤ k ≤ n(m− n).

Donc, pour tout enier m ≥ 0, on a

∣∣∣∣∣
(
m

n

)
q1

−
(
m

n

)
q2

∣∣∣∣∣ ≤ |q1 − q2| et en passant à la

limite on obtient |Cn,q1(x)− Cn,q2(x)| ≤ |q1 − q2|, ∀x ∈ Zp. �
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Remarque 1.0.3. Soit q ∈ K, une racine primitive de l’unité d’ordre pN . Considérons
qα = q + pαa, |a| ≤ 1, α étant un entier > 0. Alors |qα − 1| < 1 et lim

α→+∞
qα = q. De plus

qα est non racine de l’unité.
Soient α un entier > 0 et n un entier positif fixé. Soit m ≥ n un entier, sachant que

Cn,q′(m) =
n(m−n)∑

k=0

a
(n,m)
k q′k est un polynôme en q′ à coefficients entiers, les quantités

Cn,qα(m) et Cn,q(m) sont bien définies. Comme au Théorème 1.0.4 (ii), on obtient pour

tout α > 0 et tous entiers m et n, Cn,q(m) − Cn,qα(m) =
n(m−n)∑

k=1

a
(n,m)
k (qk − qk

α). On en

déduit que |Cn,q(m)− Cn,qα(m)| ≤ |q − qα|. Puisque la suite (qα)α>0 converge vers q, on
obtient la convergence uniforme sur N de Cn,qα vers Cn,q. Comme l’ensemble N des entiers
positifs est dense dans Zp, on a par prolongement par continuité la convergence uniforme
sur Zp de Cn,qα vers une fonction continue que nous noterons encore Cn,q et dont la re-

striction à N donne la quantité Cn,q(m) =
n(m−n)∑

k=0

a
(n,m)
k qk, pour tout entier positif m ≥ n

et Cn,q(m) = 0, pour tout entier positif m < n. De plus ‖Cn,q − Cn,qα‖ ≤ |q − qα| < 1,
∀α > 0. D’où l’on déduit que le Théorème 1.0.4 reste vrai lorsque q est une racine primi-
tive de l’unité d’ordre pN . �

Lemme 1.0.5. Soit q ∈ K, une racine primitive de l’unité d’ordre une puissance pN de
p.

(i) Soient m,n ∈ Z, avec n ≥ 0, on a CnpN ,q(mpN ) =
(
m

n

)
.

(ii) Soient m,n ∈ Z, avec n ≥ 0, 0 ≤ r, s < pN , on a

CpNn+s,q(p
Nm+ r) =

(
m

n

)(
r

s

)
q

.

Démonstration. Considérons la suite qα = q + apα, avec |a| ≤ 1 et α > 0. Alors qα
est non racine de l’unité d’ordre pN et lim

α→+∞
qα = q.

• On a
(
mpN

npN

)
qα

=
npN−1∏

j=0

qmpN

α − qj
α

qnpN

α − qj
α

=
n−1∏
i=0

pN−1∏
r=0

qmpN

α − qipN+r
α

qnpN

α − qipN+r
α

=
n−1∏
i=0

qmpN

α − qipN

α

qnpN

α − qipN

α

×

×
n−1∏
i=0

pN−1∏
r=1

qmpN

α − qipN+r
α

qnpN

α − qipN+r
α

=
n−1∏
i=0

q
(m−i)pN

α − 1

q
(n−i)pN

α − 1
×

n−1∏
i=0

pN−1∏
r=1

qmpN

α − qipN+r
α

qnpN

α − qipN+r
α

.

Or lim
α→+∞

q
(m−i)pN

α − 1

q
(n−i)pN

α − 1
= lim

α→+∞

(
(qpN

α )m−i−1 + · · ·+ qpN

α + 1
)
(qpN

α − 1)(
(qpN

α )n−i−1 + · · ·+ qpN

α + 1
)
(qpN

α − 1)
=
m− i

n− i
.
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D’autre part, pour 1 ≤ r ≤ pN − 1, on a lim
α→+∞

qmpN

α − qipN+r
α

qnpN

α − qipN+r
α

=
zr − 1
zr − 1

= 1. D’où

lim
α→+∞

(
mpN

npN

)
qα

=
n−1∏
i=0

m− i

n− i
=
m(m− 1) . . . (m− n+ 1)

n(n− 1) . . . (1)
=
(
m

n

)
.

•• Pour tout r ≥ 0, on a
(
mpN + r

npN

)
qα

=
(qmpN+r

α − 1) . . . (qmpN+1
α − 1)

(qmpN+r−npN

α − 1) . . . (qmpN−npN+1
α − 1)

(
mpN

npN

)
qα

et lim
α→+∞

(
mpN + r

npN

)
qα

=
(zr − 1) . . . (z − 1)
(zr − 1) . . . (z − 1)

(
m

n

)
=
(
m

n

)
.

D’autre part, on a
(
mpN + r

npN + s

)
qα

=
(qmpN+r

α − 1) . . . (qmpN+r−s+1
α − 1)

(qnpN+s
α − 1) . . . (qnpN+1

α − 1)

(
mpN + r − s

npN

)
qα

et lim
α→+∞

(
mpN + r

npN + s

)
qα

=
(qr − 1) . . . (qr−s+1 − 1)

(qs − 1) . . . (q − 1)

(
m

n

)
=
(
r

s

)
q

(
m

n

)
. �

Remarque 1.0.4. Soit q ∈ K, une racine primitive pN -ième de l’unité. Soient
x = pNz(x) + l(x) ∈ Zp et n = m(n)pN + r(n). Par continuité on a
Cn,q(x) = Cr(n),q(l(x))Bm(n)(z(x)).

Lemme 1.0.6. Soit n un entier naturel et soient (ai)1≤i≤n et (bi)1≤i≤n deux familles finies
dans une algèbre de Banach ultramétrique E, telles que ‖ai‖ ≤ 1, ‖bi‖ ≤ 1, ∀1 ≤ i ≤ n.
Alors ‖a1 . . . an − b1 . . . bn‖ ≤ max

1≤i≤n
‖ai − bi‖.

Démonstration. Par récurrence
Pour n = 2, on a a1a2 − b1b2 = (a1 − b1)a2 + b1(a2 − b2). Donc
‖a1a2 − b1b2‖ ≤ max(‖a1 − b1‖ , ‖a2 − b2‖).
Supposons que ‖a1 . . . an − b1 . . . bn‖ ≤ max

1≤i≤n
‖ai − bi‖. Alors on a

‖a1 . . . anan+1 − b1 . . . bnbn+1‖ = ‖(a1 . . . an − b1 . . . bn)an+1 + b1 . . . bn(an+1 − bn+1)‖ ≤
≤ max(‖a1 . . . an − b1 . . . bn‖ , ‖an+1 − bn+1‖) ≤ max

1≤i≤n+1
‖ai − bi‖. �

Corollaire. Soient q1 et q2 deux éléments de K tels que max(|q1 − 1| , |q2 − 1|) < 1.
Alors, pour tout j ≥ 0 et pour tout n ≥ 0, on a

∥∥∥∆(j)
q1 −∆(j)

q2

∥∥∥ ≤ |q1 − q2| et∥∥∥∆(j)
q1 (Cn,q1)−∆(j)

q2 (Cn,q2)
∥∥∥ ≤ |q1 − q2|.

Démonstration. En effet soient q1 et q2 deux éléments de K tels que |q1 − 1| < 1 et
|q2 − 1| < 1. Pour tout k ≥ 0, on a

∥∥τ1 − qk
1 id
∥∥ ≤ 1 et

∥∥τ1 − qk
2 id
∥∥ ≤ 1.

D’autre part, pour tout j ≥ 0, on a
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∥∥∥∆(j)
q1 −∆(j)

q2

∥∥∥ =

∥∥∥∥∥
j−1∏
k=0

(τ1 − qk
1 id)−

j−1∏
k=0

(τ1 − qk
2 id)

∥∥∥∥∥. On déduit du Lemme 1.0.6 que∥∥∥∆(j)
q1 −∆(j)

q2

∥∥∥ ≤ max
0≤k≤j−1

∥∥∥(τ1 − qk
1 id)− (τ1 − qk

2 id)
∥∥∥ = max

0≤k≤j−1

∣∣∣qk
1 − qk

2

∣∣∣ ≤
≤ |q1 − q2| < 1.
Pour tous entiers positifs n et j, on a
∆(j)

q1
(Cn,q1)−∆(j)

q2
(Cn,q2) = ∆(j)

q1
(Cn,q1 − Cn,q2) + (∆(j)

q1
−∆(j)

q2
)(Cn,q2). On en déduit que∥∥∥∆(j)

q1
(Cn,q1)−∆(j)

q2
(Cn,q2)

∥∥∥ ≤ max
(
‖Cn,q1 − Cn,q2‖ ,

∥∥∥∆(j)
q1
−∆(j)

q2

∥∥∥) ≤
≤ |q1 − q2| < 1. �

Lemme 1.0.7. Soit q ∈ K, tel que |q − 1| < 1.

• Pour k ≥ j ≥ 1, on a ∆(j)
q (qkx) =

(j−1∏
`=0

(qk − q`)
)
qkx et pour tout j ≥ k + 1, on a

∆(j)
q (qkx) = 0.

•• On a ∆(j)
q (Cn,q)(x) = qj(x+j−n)Cn−j,q(x), ∀j ≤ n et ∆(j)

q (Cn,q)(x) = 0, ∀j ≥ n+ 1.

Démonstration.

-(1)- Supposons q non racine de l’unité.
• On a ∆(qkx) = qk(x+1) − qkx = (qk − 1)qkx.

Supposons que ∆(j)
q (qkx) =

(j−1∏
`=0

(qk − q`)
)
qkx. On obtient

∆(j+1)
q (qkx) = (τ1 − qj)

((j−1∏
`=0

(qk − q`)
)
qkx

)
=
(j−1∏

`=0

(qk − q`)
)
(qk(x+1) − qjqkx) =

=
(j−1∏

`=0

(qk − q`)
)
(qk − qj)qkx =

( j∏
`=0

(qk − q`)
)
qkx. On en déduit que

∆(k)
q (qkx) =

(k−1∏
`=0

(qk−q`)
)
qkx. Donc ∆(k+1)

q (qkx) =
(k−1∏

`=0

(qk−q`)
)
(qkqkx−qkqkx) = 0

et pour tout j ≥ k + 1, ∆(j)
q (qkx) = 0.

•• Soit n un entier positif fixé, on a ∆(0)
q (Cn,q)(x) = Cn,q(x) et

∆(1)
q (Cn,q)(x) = Cn,q(x+ 1)− Cn,q(x). Puisque Cn,q(x+ 1) =

qx+1 − 1
qn − 1

Cn−1,q(x) et

Cn,q(x) =
qx−n+1 − 1
qn − 1

Cn−1,q(x), alors

∆(1)
q (Cn,q)(x) =

qx+1 − qx−n+1

qn − 1
Cn−1,q(x) = qx+1−nCn−1,q(x).

Supposons par récurrence que ∆(j)
q (Cn,q)(x) = qj(x+j−n)Cn−j,q(x), j < n. Alors on
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a, ∆(j+1)
q (Cn,q)(x) = (τ1 − qjid)

(
qj(x+j−n)Cn−j,q(x)) = qj(x+j+1−n)Cn−j,q(x+ 1)−

− qj(x+j+1−n)Cn−j,q(x) = qj(x+j+1−n)∆(1)
q (Cn−j,q)(x) =

= qj(x+j+1−n)qx+j+1−nCn−j−1,q(x) = q(j+1)(x+j+1−n)Cn−j−1,q(x).
En particulier ∆(n)

q (Cn,q)(x) = qnx. Donc ∆(n+1)
q (Cn,q)(x) = qn(x+1) − qnqnx = 0 et

∆(j)
q (Cn,q)(x) = 0, ∀j ≥ n+ 1.

-(2)- Soit q ∈ K, une racine primitive de l’unité d’ordre une puissance pN de p. Con-
sidérant la suite (qα)α>0, avec qα = q + apα, |a| ≤ 1, on a, pour tout j ≥ 0 et tout
n ≥ 0, lim

α→+∞
∆(j)

qα
(Cn,qα) = ∆(j)

q (Cn,q) et
∥∥∥∆(j)

qα −∆(j)
q

∥∥∥ ≤ |qα − q| < 1.

Il vient que, pour tout entier n fixé et pour toute fonction continue f ,
lim

α→+∞
∆(n)

qα
(f) = ∆(n)

q (f). D’où l’on déduit les formules du lemme pour q racine de

l’unité. �

N.B.: Notons que
j−1∏
`=0

(qk − q`) = (q − 1)jq
j(j−1)

2 (k)q . . . (k − j + 1)q.

Proposition 1.0.1. Soit q ∈ K, une racine primitive de l’unité d’ordre pN . Soient m et
r deux entiers positifs, on a ∆(mpN+r)

q = ∆(r)
q ◦ (∆(pN )

q )m.

Démonstration. Soit q ∈ K, une racine primitive de l’unité d’ordre pN . On a
∆(pN )

q = (τ1 − id) . . . (τ1 − qpN−1id) et ∆(pN+1)
q = ∆(pN )

q ◦ (τ1 − qpN
id) = ∆ ◦∆(pN )

q .
Supposons par récurrence que ∆((m−1)pN )

q = (∆(pN )
q )m−1. On obtient alors

∆(mpN )
q = ∆((m−1)pN )

q (τ1 − q(m−1)pN
id) . . . (τ1 − qmpN−1id) =

= (∆(pN )
q )m−1(τ1 − id) . . . (τ1 − qpN−1id) = (∆(pN )

q )m. Ainsi, on a
∆(mpN+r)

q = ∆(mpN )
q (τ1−qmpN

id) . . . (τ1−qmpN+rid) = (∆(pN )
q )m(τ1−id) . . . (τ1−qr−1id) =

= ∆(r)
q ◦ (∆(pN )

q )m. �

Théorème 1.0.5 (q-analogue au Théorème de Mahler - K. Conrad).
Soit q ∈ K tel que |q − 1| < 1. Toute fonction continue f ∈ C(Zp,K) admet un unique
développement sous la forme f =

∑
n≥0

anCn,q, an ∈ K et lim
n→+∞

an = 0, avec

an = ∆(n)
q (f)(0) =

n∑
k=0

(−1)kq
k(k−1)

2 Ck,q(n)f(n− k).

De plus ‖f‖ = sup
n≥0

|an|, en d’autres termes (Cn,q)n≥0 est une base orthonormale de

C(Zp,K).
Ce développement unique est appelé le q-développement de Mahler de f .
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Démonstration. Soit f ∈ C(Zp,K), alors f ◦ ϕq ∈ C(Vq,K) et on déduit du
Théorème 1.0.2 que f ◦ ϕq =

∑
n≥0

D(n)
q (f ◦ ϕq)(1)Qn.

-(a)- Supposons q non racine de l’unité.
On a ∆(j)

q (f)(0) = ε̃q ◦D(j)
q ◦ ϕ̃q(f)(0) = D

(j)
q (f ◦ ϕq)(1). Soit x ∈ Zp, on a

f(x) = ε̃q(f ◦ ϕq)(x) = (f ◦ ϕq)(qx) =
∑
n≥0

D(n)
q (f ◦ ϕq)(1)Qn(qx) =

=
∑
n≥0

ε̃q◦D(n)
q ◦ϕ̃q(f)(0)Cn(x) =

∑
n≥0

∆(n)
q (f)(0)Cn(x). Ce développement est unique

car celui de f ◦ ϕq l’est dans C(Vq,K).

Puisque ∆(n)
q = (τ1 − id) . . . (τ1 − qn−1id), on a ∆(n)

q =
n∑

k=0

(−1)kq
k(k−1)

2 Ck(n)τn−k
1 .

En effet, ∆(2)
q = τ2

1 − (2)qτ1 + qid et ∆(3)
q = (τ2

1 − (2)qτ1 + qid)(τ1 − q2id) =

= τ3
1 − (3)qτ

2
1 + +q(3)qτ1 − q3id =

3∑
k=0

(−1)kq
k(k−1)

2 Ck(3)τ3−k
1 .

Par récurrence, on voit que ∆(n)
q =

n∑
k=0

(−1)kq
k(k−1)

2 Ck(n)τn−k
1 .

On en déduit que an = ∆(n)
q (f)(0) =

n∑
k=0

(−1)kq
k(k−1)

2 Ck(n)τn−k
1 (f)(0) =

=
n∑

k=0

(−1)kq
k(k−1)

2 Ck(n)(f)(n− k).

-(b)- Supposons que q est une racine primitive de l’unité d’ordre pN et considérons une
suite (qα)α qui converge vers q. Soit n un entier positif, comme ci-dessus, on obtient
‖Cn,qα − Cn,q‖ ≤ |qα − q| et

∥∥∥∆(n)
qα −∆(n)

q

∥∥∥ ≤ |qα − q|. On en déduit que, pour tout

n ≥ 0, lim
α→+∞

Cn,qα = Cn,q et lim
α→+∞

∆(n)
qα

(f)(0) = ∆(n)
q (f)(0).

Soit f ∈ C(Zp,K), puisque qα est non racine de l’unité, pour tout x ∈ Zp, on a
f =

∑
n≥0

aα,nCn,qα , avec aα,n = ∆(n)
qα (f)(0). Par passage à la limite, on obtient

f = lim
α→+∞

∑
n≥0

∆(n)
qα

(f)(0)Cn,qα =
∑
n≥0

∆(n)
q (f)(0)Cn,q.

D’autre part, comme (Cn,qα)n≥0 est une base orthonormale de C(Zp,K) et pour tout
n ≥ 0, on a ‖Cn,qα − Cn,q‖ ≤ |qα − q| < 1, on déduit du Lemme 1.0.1 que (Cn,q)n≥0

est une base orthonormale de C(Zp,K). �
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Proposition 1.0.2. Soient f et g deux fonctions continues de Zp dans K de q-développements
f =

∑
k≥0

akCk,q et g =
∑
k≥0

bkCk,q.

(i) Pour tout n ≥ 0, on a ∆(n)
q (fg) =

n∑
k=0

Ck,q(n)∆(k)
q (f)τk

1 ∆(n−k)
q (g).

(ii) Pour tous m ≥ 0 et n ≥ m, on a ∆(n)
q (Cm,qf)(0) = Cm,q(n)

m∑
k=0

qk(n−m)Ck,q(m)an−k

et ∆(n)
q (Cm,qf)(0) = 0, ∀n < m.

Démonstration. Puisque τ1(fg) = τ1(f)τ1(g), on a ∆(fg) = τ1(f)τ1(g)− fg =
= (τ1 − id)(f)τ1(g) + f(τ1 − id)(g) = ∆(f)τ1(g) + f∆(g). De même, on a
∆(2)

q (fg) = (τ1− qid)(∆(f)τ1(g)+f∆(g)) = (τ1− id)(τ1(f))τ2
1 (g)+ τ1(f)(τ1− id)(τ1(g))−

−q(∆(f)τ1(g) + f∆(g)) = (τ1 − id)(τ1 − qid)(f)τ2
1 (g) + q∆(f)τ1(τ1 − id)(g) +

+ (τ1− id)(f)(τ1− id)(τ1(g))+ f(τ1− id)(τ1− qid)(g) = ∆(2)
q (f)τ2

1 (g)+ (2)q∆(f)τ1∆(g)+
+f∆(2)

q (g).

Par récurrence, supposons que ∆(n)
q (fg) =

n∑
k=0

Ck,q(n)∆(k)
q (f)τk

1 ∆(n−k)
q (g). On a

∆(n+1)
q = (τ1 − qnid)

( n∑
k=0

Ck,q(n)∆(k)
q (f)τk

1 ∆(n−k)
q (g)

)
=

=
n∑

k=0

Ck,q(n)∆(k)
q τ1(f)τk+1

1 ∆(n−k)
q (g)− qn

n∑
k=0

Ck,q(n)∆(k)
q (f)τk

1 ∆(n−k)
q (g) =

=
n∑

k=0

Ck,q(n)∆(k)
q (τ1 − qkid)(f)τk+1

1 ∆(n−k)
q (g) +

+
n∑

k=0

Ck,q(n)∆(k)
q (f)τk

1 q
k(τ1 − qn−kid)∆(n−k)

q (g) =

= ∆q(n+ 1)(f)τn+1
1 (g)+

n∑
k=1

(Ck−1,q(n)+qkCk,q(n))∆(k)
q (f)τk

1 ∆(n+1−k)
q (g)+f∆(n+1)

q (g) =

=
n+1∑
k=0

Ck,q(n+ 1)∆(k)
q (f)τk

1 ∆(n+1−k)
q (g).

On déduit de (i) que ∆(n)
q (Cm,qf) =

n∑
k=0

Ck,q(n)τk
1 ∆(n−k)

q (f)(x)∆(k)
q (Cm,q) et

∆(n)
q (Cmf)(0) =

n∑
k=0

Ck,q(n)τk
1 ∆(n−k)

q (f)(0)∆(k)
q (Cm,q)(0). Or ∆(k)

q (Cm,q)(0) = 0, ∀k 6= m

et ∆(m)
q (Cm,q)(0) = 1. Donc, pour n < m, on a ∆(n)

q (Cm,q)(0) = 0 et pour n ≥ m, on a
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∆(n)
q (Cm,qf)(0) = Cm,q(n)∆(n−m)

q (f)(m) = Cm,q(n)
∑
k≥0

ak∆n−m
q (Ck,q)(m). On déduit du

Lemme 1.0.7 que ∆(n)
q (Cm,qf)(0) = Cm,q(n)

∑
k≥n−m

akq
(n−m)(n−k)Ck−n+m,q(m) =

= Cm,q(n)
m∑

k=0

an−m+kq
(n−m)(m−k)Ck,q(m) = Cm,q(n)

m∑
k=0

an−kq
k(n−m)Ck,q(m). �

Corollaire. Soit f une fonction continue de Zp à valeurs dans K et soit
f =

∑
n≥0

anCn,q son q-développement de Mahler. Soit m un entier positif, on a

Cm,q.f =
∑
n≥0

(
Cm,q(n)

m∑
k=0

qk(n−m)Ck,q(m)an−k

)
Cn,q.

Lemme 1.0.8. Soit q ∈ K, tel que |q − 1| < 1.

(i) Si x = pnu, avec u une unité de Zp, alors |(x)q| = |(pn)q| ≤ max(|q − 1|n , p−n) < 1.

(ii) Si |q − 1| < p
− 1

p−1 , alors |(x)q| = |x|, ∀x ∈ Zp.

(iii) Si q est une racine primitive de l’unité d’ordre une puissance pN de p, alors
|p|N−1 ≤ |(x)q| ≤ |q − 1|, ∀x ∈ Zp \ {0}.

Démonstration.

(i) Soit x = pnu, on a (x)q = (pn)q(u)qpn et (u)qpn =
(qpn

)u − 1
qpn − 1

=

= u +
∑
i≥2

(
u

i

)
(qpn − 1)i−1. Puisque

∣∣∣∣∣∣
∑
i≥2

(
u

i

)
(qpn − 1)i−1

∣∣∣∣∣∣ ≤ ∣∣qpn − 1
∣∣ < 1, on a∣∣(u)qpn

∣∣ = |u| = 1. Donc |(x)q| = |(pn)q|.
D’autre part, (pn)q = (p)q(pn−1)qp = (p)q(p)qp . . . (p)

qpn−1 et

(p)q =
qp − 1
q − 1

= p +
p∑

k=2

(
p

k

)
(q − 1)k−1. D’où |(p)q| ≤ max(|q − 1| , p−1) < 1.

Puisque
∣∣∣qpi − 1

∣∣∣ < 1, ∀0 ≤ i ≤ n − 1, on a
∣∣∣(p)qpi

∣∣∣ ≤ max(
∣∣∣qpi − 1

∣∣∣ , p−1). Donc

|(pn)q| =
n−1∏
i=0

∣∣∣(p)qpi

∣∣∣ ≤ max(|q − 1|n , p−n) < 1.
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(ii) Si |q − 1| < p
− 1

p−1 , alors
∣∣∣qpi − 1

∣∣∣ < p
− 1

p−1 et

∣∣∣∣∣
p∑

k=2

(
p

k

)
(qpi − 1)k−1

∣∣∣∣∣ < |p|, ∀i ≥ 0.

Donc
∣∣∣(p)qpi

∣∣∣ = |p| et pour x = pnu où u est un élément unité de Zp, on a

|(x)q| = |(pn)q| =
n−1∏
i=0

∣∣∣(p)qpi

∣∣∣ = |p|n = |pnu|.

(iii) Supposons que q est une racine primitive de l’unité d’ordre une puissance pN de p.

Soit x = z(x)pN +l(x), 1 ≤ l(x) ≤ pN−1, on a (x)q =
qz(x)pN+l(x) − 1

q − 1
=
ql(x) − 1
q − 1

=

= (l(x))q. On pose l(x) = upn, u étant un entier premier à p, alors on a n ≤ N − 1.
Comme en (i), on a |(x)q| = |(l(x))q| = |(pn)q| ≤ max(|q − 1|n , |p|n). Puisque q est

racine de l’unité d’ordre pN , on déduit du Lemme 1.0.2 (ii) que |q − 1| ≥ |p|
1

p−1 ≥ |p|.
Donc |(x)q| ≤ |q − 1|n ≤ |q − 1|.
D’autre part, on a (pN−1)q = (pN−n−1)qpn (pn)q et

∣∣(pN−1)q

∣∣ ≤ |(pn)q|. Mais q est
une racine de l’unité d’ordre pN , donc qpN−1

est une racine de l’unité d’ordre p, avec∣∣∣qpN−1 − 1
∣∣∣ = |p|

1
p−1 et |q − 1| = |p|

1

(p−1)pN−1 . Ainsi∣∣(pN−1)q

∣∣ = |p|
pN−1−1

(p−1)pN−1 ≥ |p|N−1. D’où |p|N−1 ≤ |(x)q| ≤ |q − 1|. �

Soient n ≥ 1 un entier et k(n) l’entier tel que pk(n) ≤ n < pk(n)+1. On a l’inégalité∣∣∣∣(xn
)
−
(
y

n

)∣∣∣∣ ≤ pk(n) |x− y|, ∀x, y ∈ Zp ([33] Proposition 47.4). Pour q ∈ K, tel que

|q − 1| < 1, on a les inégalités analogues suivantes:

Lemme 1.0.9. Soit n = a0 + · · ·+ak(n)p
k(n) le développement en base p de l’entier positif

n; on a pk(n) ≤ n < pk(n)+1.
Soit q ∈ K, |q − 1| < 1.

(i) Si q est non racine de l’unité, alors |Cn,q(x)− Cn,q(y)| ≤
∣∣∣(pk(n))q

∣∣∣−1
|(x− y)q|.

(ii) Si q est une racine primitive de l’unité d’ordre une puissance pN de p (N ≥ 0), alors
|Cn,q(x)− Cn,q(y)| ≤ |x− y|max(pN−1, pk(n)).

Démonstration.

(i) Soit x = y + z un élément de Zp. On déduit du Théorème 1.0.4 (i), que

Cn,q(x)− Cn,q(y) =
n∑

j=0

q(n−j)(y−j)Cn−j,q(y)Cj,q(z)− Cn,q(y) =
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=
n∑

j=1

q(n−j)(y−j)Cn−j,q(y)Cj,q(z) =
n∑

j=1

q(n−j)(y−j) (z)q

(j)q
Cn−j,q(y)Cj−1,q(z−1). Ce qui

entrâıne |Cn,q(x)− Cn,q(y)| ≤ |(z)q| max
1≤j≤n

|(j)q|−1 .

Supposons 0 ≤ j = pmv ≤ n, avec v premier à p, on a |(j)q| = |(pm)q|. Puisque
pk(n) ≤ n < pk(n)+1, alors m ≤ k(n) et max

1≤j≤n
|(j)q|−1 = max

0≤m≤k(n)
|(pm)q|−1.

Or
∣∣(pk(n))q

∣∣ = ∣∣(pm)q(pk(n)−m)qpm

∣∣ ≤ |(pm)q|, ∀m ≤ k(n). Donc

|Cn,q(x)− Cn,q(y)| ≤ |(x− y)q| max
0≤m≤k(n)

|(pm)q|−1 ≤ |(x− y)q|
∣∣∣(pk(n))q

∣∣∣−1
.

(ii) Supposons q racine de l’unité d’ordre pN . Soit n = m(n)pN + r(n), on obtient
pk(n)−N ≤ m(n) ≤ pk(n)−N+1. Soient x = z(x)pN + l(x) et y = ζ(y)pN + l(y), on
a, ou bien l(x) = l(y) et |x− y| =

∣∣(z(x)− ζ(y))pN
∣∣ ≤ |p|N , ou bien l(x) 6= l(y) et

|x− y| = |l(x)− l(y)|, car |p|N < |p|N−1 ≤ |l(x)− l(y)|.
Donc max(

∣∣(z(x)− ζ(y))pN
∣∣ , |l(x)− l(y)|) = |x− y|. On a

Cn,q(x)− Cn,q(y) =
(
Bm(n)(z(x))−Bm(n)(ζ(y))

)
Cr(n),q(l(x)) +

+Bm(n)(ζ(y))
(
Cr(n),q(l(x))− Cr(n),q(l(y))

)
. Donc

|Cn,q(x)− Cn,q(y)| ≤ max
(∣∣Bm(n)(z(x))−Bm(n)(ζ(y))

∣∣ , ∣∣Cr(n),q(l(x))− Cr(n),q(l(y))
∣∣).

On déduit de la Proposition 47.4 de [33] que∣∣Bm(n)(z(x))−Bm(n)(ζ(y))
∣∣ .5 ≤ pk(n)−N |z − ζ| = pk(n)

∣∣zpN − ζpN
∣∣ ≤ pk(n) |x− y|.

D’autre part
∣∣Cr(n),q(l(x))− Cr(n),q(l(y))

∣∣ ≤ |l(x)− l(y)|
∣∣∣(pk(r(n)))q

∣∣∣−1
≤

≤ |l(x)− l(y)|
∣∣(pN−1)q

∣∣−1 ≤ |l(x)− l(y)| pN−1 ≤ |x− y| pN−1. Donc
|Cn,q(x)− Cn,q(y)| ≤ |x− y|max(pN−1, pk(n)). �

N.B.: Si |q − 1| < p
− 1

p−1 , alors on a |Cn,q(x)− Cn,q(y)| ≤ pk(n) |x− y|.
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2. Opérateurs aux différences et q-bases de C(Zp, K)

Soient K un sur-corps valué complet de Qp et C(Zp,K) l’algèbre de Banach des fonc-
tions continues de Zp dans K. Soit τ1, l’oprérateur linéaire continu défini sur C(Zp,K)
par τ1(f)(x) = f(x + 1), ∀f ∈ C(Zp,K), ∀x ∈ Zp. Plus généralement, les opérateurs
de translations τy sont définis, pour y ∈ Zp par τy(f)(x) = f(x + y). Nous appelons
opérateurs aux différences finies les endomorphismes linéaires continus Q de C(Zp,K), tels
que Q ◦ τ1 = τ1 ◦ Q. L’ensemble W (Zp,K) des opérateurs aux différences finies est une
sous-algèbre fermée de l’algèbre L

(
C(Zp,K)

)
des endomorphismes linéaires continus de

C(Zp,K).

Considérons l’opérateur ∆ = τ1 − id. On a ∆(B0) = 0 et ∆(Bn) = Bn−1, ∀n ≥ 1. Les
puissances de ∆ sont définies successivement par ∆n = ∆◦∆n−1. On sait que tout élément
Q de W (Zp,K) admet un développement en série simplement uniformément convergente
Q =

∑
n≥0

bn∆n, avec ‖Q‖ = sup
n≥0

|bn| < +∞ et bn = Q(Bn)(0). Ce développement de Q

est donc lié à la base de Mahler. On obtient ici un autre développement des éléments de
W (Zp,K) lié à la q-base de Mahler. Ce développement nous permet aussi d’établir une
bijection entre une classe de bases orthonormales et une classe d’opérateurs aux différences
finies.

Considérons la q-dérivation de Jackson, ∇q définie sur C(Zp,K) par

∇q(f)(x) =
f(x+ 1)− f(x)

(q − 1)qx
, ∀f ∈ C(Zp,K), x ∈ Zp. On appelle opérateurs de Jackson

les opérateurs linéaires continus R tels que R ◦ ∇q = ∇q ◦ R. On désigne par Dq(Zp,K),
la sous-algèbre fermée de L

(
C(Zp,K)

)
formée des opérateurs de Jackson. Tout opérateur

R de Dq(Zp,K) admet un développement en série simplement uniformément convergente.
Comme pour les opérateurs aux différences, ce développement est lié à la base orthogo-
nale de C(Zp,K) formée de la suite de fonction Fn,q = (q − 1)nq

n(n−1)
2 Cn,q. Cela nous

permet également d’ébablir une bijection entre une classe de bases orthogonales et une
classe d’opérateurs de Jackson.
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2.1 q-Bases orthonormales et opérateurs aux différences

Soient K un sur-corps valué complet de Qp et C(Zp,K) l’algèbre de Banach des fonctions
continues de Zp à valeurs dans K. Soit C(Zp,K)′ l’espace de Banach dual de C(Zp,K)
identifié à l’espace des mesures bornées sur Zp à valeurs dans K. Si µ ∈ C(Zp,K)′, on a
‖µ‖ = supn≥0 |< µ,Bn >|.
De plus, l’espace des mesures bornées C(Zp,K)′ muni du produit de convolution, tel que
< µ?ν, f >=

∫ ∫
Zp
f(x+y)dµ(x)dν(y) est une algèbre de Banach unitaire d’unité ε0, telle

que pour toute fonction f ∈ C(Zp,K), ε0(f) = f(0).

Considérons l’application linéaire continue θ de L
(
C(Zp,K)

)
dans C(Zp,K)′ qui à

l’endomorphisme linéaire continu u, associe la forme linéaire continue θ(u) = ε0 ◦ u. Il
devient clair que ‖θ(u)‖ ≤ ‖u‖. On note θ1 la restriction de θ à W (Zp,K).
Associons à µ ∈ C(Zp,K)′ l’élément ϕ(µ) =

∑
n≥0

< µ,Bn > ∆n de W (Zp,K), on

définit ainsi un isomorphisme isométrique d’algèbres de Banach unitaires de C(Zp,K)′

sur W (Zp,K) tel que ϕ ◦ θ1 = id et θ1 ◦ ϕ = id ( voir [6], [7], [8] et [46]).

Soit K � X �= {S =
∑
n≥0

anX
n ∈ K[[X]] / ‖S‖ = sup

n≥0
|an| < +∞} l’algèbre des

séries formelles à coefficients bornés munie de la norme ‖S‖ = sup
n≥0

|an|.

On obtient également un isomorphisme isométrique entre les algèbres de BanachW (Zp,K)
et K � X � en associant à l’opérateur aux différences finies Q =

∑
n≥0

an∆n, la série

formelle SQ =
∑
n≥0

anX
n et à la série formelle S =

∑
n≥0

bnX
n, l’opérateur QS =

∑
n≥0

bn∆n.

Ainsi, les algèbres W (Zp,K), C(Zp,K)′ et K � X � sont isométriquement isomorphes.
Puisque la norme de K � X � est multiplicative, celle de W (Zp,K) est aussi multiplica-
tive (voir le Corollaire du Théorème 3 de [7] et aussi le Theorem 13.10 de [14]).

La boule unité fermée de l’algèbre K � X � est égale à l’anneau Λ[[X]] des séries
formelles à coefficients dans l’anneau des entiers Λ de K.

La proposition suivante nous sera utile.

Proposition 2.1.1. Soit Q =
∑
n≥0

bn∆n ∈ W (Zp,K). Alors Q est inversible si et seule-

ment si ‖Q‖ = |b0| 6= 0.
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Démonstration. Voir [7] Corollaire du Théorème 3.
La démonstration repose essentiellement sur le fait queK � X � est de norme multiplica-
tive et que Λ[[X]], la boule unité deK � X � est un anneau local. �

Définition 2.1.1. On dit qu’une suite de polynômes (hn)n≥0 est une suite polynomiale si
h0 = 1 et pour tout n ≥ 1, hn est de degré n.
Une suite polynomiale (hn)n≥0 est dite de type binomial si et seulement si
hn(x+ y) =

∑
i+j=n

hi(x)hj(y), ∀n ≥ 0, x, y ∈ Zp.

Dans [44], L. Van Hamme donne une démonstration du théorème suivant.

Théorème 2.1.1. Soit Q =
∑
n≥1

bn∆n un opérateur aux différences finies tel que

‖Q‖ = |b1| = 1. Alors, il existe une unique suite polynomiale de type binomial (hn)n≥0

telle que h0 = 1, Q(hn) = hn−1 et hn(0) = 0 pour tout n ≥ 1.
De plus, toute fonction continue f admet un développement en série uniformément con-
vergente f =

∑
n≥0

Qn(f)(0)hn, avec ‖f‖ = sup
n≥0

|Qn(f)(0)|.

B. Diarra donne une réciproque au Théorème 2.1.1 ( voir [7]).

Théorème 2.1.2. Soient K un sur-corps valué complet de Qp et soit (hn)n≥0 une suite de
polynômes de type binomial qui est une base orthonormale de C(Zp,K). Alors, il existe un
opérateur aux différences finies Q ∈W (Zp,K), unique tel que Q(hn) = hn−1, où h−1 = 0
et Q =

∑
n≥1

bn∆n, avec ‖Q‖ = |b1| = 1.

Ainsi, une bijection est établie entre les bases orthonormales de type binomial (hn)n≥0

et les opérateurs aux différences Q =
∑
n≥0

bn∆n, tels que ‖Q‖ = |b1| = 1.

Théorème 2.1.3. Soit Q ∈ W (Zp,K) un opérateur aux différences finies, alors Q a un
unique développement en série simplement uniformément convergente Q =

∑
n≥0

bn∆(n)
q ,

bn ∈ K, c’est-à-dire que pour toute fonction continue f : Zp −→ K, la série
∑
n≥0

bn∆(n)
q (f)

converge uniformément et Q(f) =
∑
n≥0

bn∆(n)
q (f).

De plus, bn = Q(Cn,q)(0) et ‖Q‖ = sup
n≥0

|bn|, où (Cn,q)n≥0 est la q-base de Mahler.
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Démonstration. On pourra trouver une démonstration de ce théorème dans [8].
Plus précisément, si Q commute avec τ1, alors il commute avec tout autre opérateur de
translation τx, x ∈ Zp: pour f ∈ C(Zp,K), y ∈ Zp, on a τx(f)(y) = f(x + y). Comme
f =

∑
n≥0

∆(n)
q (f)(0)Cn,q ( Théorème 1.0.5), on obtient Q(f) =

∑
n≥0

∆(n)
q (f)(0)Q(Cn,q).

DoncQ(f)(x+y) = τx◦Q(f)(y) = Q(τx(f))(y) =
∑
n≥0

∆(n)
q (f)(x)Q(Cn,q)(y). Posant y = 0,

on obtient Q(f)(x) =
∑
n≥0

Q(Cn,q)(0)∆(n)
q (f)(x). Rappelons que ∆(n)

q (f) converge uni-

formément vers 0, comme |Q(Cn,q)(0)| ≤ ‖Q‖, on voit que l’on a la convergence uniforme
Q(f) =

∑
n≥0

Q(Cn,q)(0)∆(n)
q (f). De plus ‖Q‖ = sup

n≥0
|Q(Cn,q)(0)|. �

Théorème 2.1.4. Soit Q =
∑
n≥0

bn∆(n)
q ∈ W (Zp,K), Q est inversible si et seulement si

‖Q‖ = |b0| 6= 0.

Démonstration. Par définition, on a ∆(n)
q = (τ1 − id) ◦ · · · ◦ (τ1 − qn−1id) =

= ∆ ◦
(
∆− (q − 1)id

)
◦ · · · ◦

(
∆− (qn−1 − 1)id

)
=

n∑
m=1

an,m∆m, où an,n = 1,

an,1 = (−1)n−1(q − 1)n−1(n− 1)q! et pour 1 ≤ m ≤ n, on a

an,m = (−1)n−m
∑

1≤i1<···<in−m≤n−1

n−m∏
`=1

(qi` − 1). Donc |an,m| ≤ |q − 1|n−m, ∀1 ≤ m ≤ n

et lim
n→+∞

|an,m| = 0 pour m fixé . Puisque ∆(n)
q =

n∑
m=1

an,m∆m, avec lim
n→+∞

|an,m| = 0 et

sup
n≥0

|bn| < +∞, la série
∑
n≥m

bnan,m converge. D’où l’on déduit que

Q = b0 +
∑
n≥1

bn∆(n)
q = b0 +

∑
n≥1

bn

n∑
m=1

an,m∆m = b0 +
∑
m≥1

(∑
n≥m

bnan,m

)
∆m =

∑
m≥0

αm∆m,

avec α0 = b0 et αm =
∑
n≥m

bnan,m, ∀m ≥ 1. Nous avons |αm| ≤ sup
n≥m

|bn| < +∞ et

‖Q‖ = sup
m≥0

|αm|.

On déduit de la Proposition 2.1.1 que Q est inversible si et seulement si
‖Q‖ = |α0| = |b0| 6= 0. �

N.B. De plus Q est bijectif et isométrique si et seulement si ‖Q‖ = |b0| = 1. Dans ces
conditions Q envoie une base orthonormale sur une autre.
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Soit q ∈ K, non racine de l’unité, tel que |q − 1| < 1. Rappelons qu’un q-polynôme

de q-degré n est une fonction continue h, telle que h(x) =
n∑

k=0

akq
kx, avec an 6= 0. Notons

que h peut aussi s’écrire sous la forme h =
n∑

k=0

bkCk,q, avec bk ∈ K et bn 6= 0.

Définition 2.1.2. Soit q ∈ K, non racine de l’unité, tel que |q − 1| < 1. Une suite de
q-polynômes (hn)n≥0 est dite q-polynomiale si h0 = 1 et pour tout n 6= 0, hn est de
q-degré n.

Lemme 2.1.1. Soit q ∈ K, non racine de l’unité, tel que |q − 1| < 1. Soit Q =
∑
i≥1

bi∆(i)
q

tel que ‖Q‖ = |b1|. Si h est un q-polynôme de q-degré n ≥ 1, alors Q(h) est aussi un
q-polynôme de q-degré n.

Démonstration. Prouvons le pour h(x) = qnx, n ≥ 1.

Pour 1 ≤ i ≤ n, on a ∆(i)
q (qnx) =

i−1∏
`=0

(qn−q`)qnx et ∆(i)
q (qnx) = 0, ∀i ≥ n+1 (Lemme 1.0.7).

Donc Q(qnx) =
( n∑

i=1

bi

i−1∏
`=0

(qn − q`)
)
qnx. On a

n∑
i=1

bi

i−1∏
`=0

(qn − q`) = (qn − 1)
(
b1 +

n∑
i=2

bi

i−1∏
`=1

(qn − q`)
)
, avec |bi|

i−1∏
`=1

∣∣∣qn − q`
∣∣∣ < |bi| ≤ |b1|,

pour i ≥ 2. D’où

∣∣∣∣∣
n∑

i=1

bi

i−1∏
l=0

(qn − ql)

∣∣∣∣∣ = |qn − 1| |b1|. Puisque q est non racine de

l’unité, |qn − 1| |b1| 6= 0 et Q(qnx) est un q-polynôme de q-degré n. Le lemme suit par
linéarité. �

Proposition 2.1.2. Soit q ∈ K, non racine de l’unité, tel que |q − 1| < 1 et soit
Q =

∑
i≥1

bi∆(i)
q tel que ‖Q‖ = |b1|. Il existe une unique suite q-polynomiale (hn,q)n≥0, telle

que Q(hn,q)(x) = q1−nqxhn−1,q(x), hn,q(0) = 0 si n ≥ 1.

Démonstration. On déduit du Lemme 2.1.1 que Q(qnx) = βn(q)qnx, avec

βn(q) =
n∑

i=1

bi

i−1∏
`=0

(qn−q`) ∈ K. Puisque q est non racine de l’unité, βn(q) 6= 0, pour n ≥ 1

et β0(q) = 0.
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Supposons h0,q, h1,q, . . . , hn−1,q, (n ≥ 1) déjà construits. On détermine

hn,q(x) =
n∑

j=0

dn,j(q)qjx. Puisque hn,q est de q-degré n ≥ 1, on déduit du Lemme 2.1.1 que

Q(hn,q) est un q-polynôme de q-degré n. On a

Q(hn,q)(x) =
n∑

j=0

βj(q)dn,j(q)qjx = q1−nqxhn−1,q(x) = q1−n
n−1∑
j=0

dn−1,j(q)q(j+1)x =

= q1−n
n∑

j=1

dn−1,j−1(q)qjx. Donc, par identification, on obtient βj(q)dn,j(q) = q1−ndn−1,j−1(q),

∀1 ≤ j ≤ n, d’où l’on déduit que dn,j(q) =
q1−ndn−1,j−1(q)

βj(q)
, ∀1 ≤ j ≤ n. Puisque

0 = hn,q(0) =
n∑

j=0

dn,j(q), on obtient dn,0(q) = −
n∑

j=1

dn,j(q). Donc hn,q est bien construit et

est unique. �

Lemme 2.1.2 (Ann Verdoodt). Soit K un corps valué ultramétrique complet et soit
(E, ‖ ‖) un K-espace de Banach. On suppose que E contient une base orthonormale

dénombrable (en)n≥0. Soit (e′n)n≥0 une suite dans E, telle que e′n =
n∑

j=0

αn,jej, αn,j ∈ K,

n = 0, 1, . . . ; 0 ≤ j ≤ n. Alors les propriétés suivantes sont équivalentes:

(i) La suite (e′n)n≥0 est une base orthonormale de E.

(ii) Pour n ≥ 0, on a ‖e′n‖ = 1, |αn,n| = 1

(iii) Pour n ≥ 0 et pour tout j tel que 0 ≤ j ≤ n, on a |αn,j | ≤ 1, |αn,n| = 1.

Démonstration.

-(a)- Tout d’abord, montrons que (i) est équivalent à (ii).
• Supposons que (e′n)n≥0 est une base orthonormale de E. Alors ‖e′n‖ = 1 et puisque
(en)n≥0 est une base orthonormale de E, on voit que
|αn,n| ≤ max

0≤j≤n
|αn,j | =

∥∥e′n∥∥ = 1.

D’autre part, comme (e′n)n≥0 est une base orthonormale de E, il existe une suite

(dn,i)0≤i≤n dans K telle que en =
n∑

i=0

dn,ie
′
n et 1 = ‖en‖ = max

0≤i≤n
|dn,i|. Donc
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|dn,n| ≤ 1. De plus en =
n∑

i=0

dn,i

i∑
j=0

αi,jej =
n∑

j=0

( n∑
i=j

dn,iαi,j

)
ej . Donc dn,nαn,n = 1.

Puisque |dn,n| ≤ 1 et |αn,n| ≤ 1, on obtient |dn,n| = |αn,n| = 1.
•• Réciproquement, supposons que ‖e′n‖ = 1 et |αn,n| = 1, pour tout n ≥ 0. Soit

hm =
m∑

k=0

dke
′
k. Montrons que ‖hm‖ = max

0≤k≤m
|dk|. Il est évident que

‖hm‖ ≤ max
0≤k≤m

|dk|.

Montrons, par récurrence descendante que max
0≤k≤m

|dk| ≤ ‖hm‖. On a

hm =
m∑

k=0

dke
′
k =

m∑
k=0

dk

k∑
j=0

αk,jej =
m∑

j=0

( m∑
k=j

dkαk,j

)
ej . Donc

‖hm‖ = max
0≤j≤m

∣∣∣∣∣∣
m∑

k=j

dkαk,j

∣∣∣∣∣∣ = max

(
max

0≤j≤m−1

∣∣∣∣∣∣
m∑

k=j

dkαk,j

∣∣∣∣∣∣ , |dmαm,m|

)
et

|dmαm,m| = |dm| ≤ max
0≤j≤m

∣∣∣∣∣∣
m∑

k=j

dkαk,j

∣∣∣∣∣∣ = ‖hm‖.

D’autre part hm − dme
′
m =

m−1∑
k=0

dke
′
k =

m−1∑
k=0

dk

k∑
j=0

αk,jej =
m−1∑
j=0

(m−1∑
k=j

dkαk,j

)
ej =

=
m−2∑
j=0

(m−1∑
k=j

dkαk,j

)
ej + dm−1αm−1,m−1em−1. Donc |dm−1| ≤ ‖hm‖.

Supposons alors que max
1≤k≤m

|dk| ≤ ‖hm‖. Comme hm −
m∑

k=1

dke
′
k = d0e

′
0, on obtient

|d0| =
∥∥d0e

′
0

∥∥ ≤ max(‖hm‖ , max
1≤k≤m

|dk|) = ‖hm‖ et ‖hm‖ = max
0≤k≤m

|dk|. En d’autres

termes (e′n)n≥0 est une famille orthonormale E. Comme e′n ∈
n⊕

j=0

K.ej pour tout

n ≥ 0, en peut s’écrire sous la forme en =
n∑

k=0

βn,ke
′
k, avec |βn,k| ≤ 1, ∀0 ≤ k ≤ n.

Soit v =
∑
n≥0

anen ∈ E, avec lim
n→+∞

an = 0; on a v =
∑
n≥0

n∑
k=0

anβn,ke
′
n. Comme

sup
n≥k

|an| |βn,k| ≤ sup
n≥k

|an|, on a lim
k→+∞

∣∣∣∣∣∣
∑
n≥k

anβn,k

∣∣∣∣∣∣ ≤ lim
k→+∞

sup
n≥k

|an| = lim
n→+∞

|an| = 0.

Donc v =
∑
k≥0

(∑
n≥k

anβn,k

)
e′k =

∑
k≥0

bke
′
k, avec bk =

∑
n≥k

anβn,k, lim
k→+∞

|bk| = 0 et
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‖v‖ = sup
k≥0

|bk|. D’où (e′n)n≥0 est une base orthonormale de E.

-(b)- Montrons maintenant que (ii) ⇐⇒ (iii).
Supposons que ‖e′n‖ = 1 et αn,n = 1, ∀n ≥ 0. Mais alors (e′n)n≥0 est une base
orthonormale de E, ainsi pour tout n ≥ 0, ‖e′n‖ = max

0≤j≤n
|αn,j | = 1. Donc, pour tout

j, 0 ≤ j ≤ n, |αn,j | ≤ 1.
Réciproquement si |αn,j | ≤ 1 et |αn,n| = 1, ∀n ≥ 0, 0 ≤ j ≤ n, alors
‖e′n‖ = max

0≤j≤n
|αn,j | = 1, ∀n ≥ 0. �

On a la q-version suivante au Théorème 2.1.1.

Théorème 2.1.5. Soit q ∈ K, non racine de l’unité, tel que |q − 1| < 1.
Soit Q =

∑
i≥1

bi∆(i)
q ∈W (Zp,K), tel que ‖Q‖ = 1 = |b1|.

(i) Il existe une unique suite q-polynomiale (hn,q)n≥0, telle que
Q(hn,q)(x) = q1−nqxhn−1,q(x), hn,q(0) = 0 si n ≥ 1. Cette suite est une base ortho-
normale de C(Zp,K).

(ii) Si f est un élément de C(Zp,K), alors f peut s’écrire sous une forme unique de
série uniformément convergente f =

∑
n≥0

dn(q)hn,q, avec ‖f‖ = sup
n≥0

|dn(q)| et

dn(q) = q
n(n−1)

2 (q−xQ)n(f)(0), où q−xQ est l’opérateur linéaire continu défini par
(q−xQ)(f)(x) = q−xQ(f)(x).

Démonstration. Supposons donc q non racine de l’unité tel que |q − 1| < 1. Dans
ces conditions, la démonstration est essentiellement la même que celle donnée par A.
Verdoodt dans [51] et [52]. Par souci d’être complet, nous donnons ici une démonstration
plus explicite, la condition |q − 1| < 1 étant fort utile.

-(a)- L’existence et l’unicité découlent de la Proposition 2.1.2. Nous avons à montrer que
la suite (hn,q)n≥0 est une base orthonormale de C(Zp,K).

Posons hn,q =
n∑

j=0

an,j(q)Cj,q. En vertu du Lemme 2.1.2, il suffit de montrer que

|an,j(q)| ≤ 1 et |an,n(q)| = 1.
Pour n = 0, on a h0,q(x) = 1 et a0,0(q) = 1.
Soit n ≥ 1, supposons par récurrence que |an−1,j(q)| ≤ 1 et |an−1,n−1(q)| = 1. On a



2.1. q-Bases orthonormales et opérateurs aux différences 41

Q(hn,q) =
n∑

j=0

an,j(q)Q(Cj,q) =
n∑

j=1

an,j(q)
j∑

i=1

biq
i(i−j)qixCj−i,q (Lemme 1.0.7). Par

substitution dans le Lemma 2 de [44], on obtient

Ck,q(x) =
k∑

s=0

(−1)k+s

(k)q!(q − 1)k
q

s(s−2k+1)
2

(
k

s

)
q

qsx. Donc

Q(hn,q)(x) =
n∑

j=1

j∑
i=1

j−i∑
s=0

(−1)j−i+sq
s(s−2(j−i)+1)

2

(
j − i

s

)
q

qi(i−j)an,j(q)bi
(j − i)q!(q − 1)j−i

q(i+s)x.

Posons i+ s = m, on obtient 0 ≤ s = m− i ≤ j − i et i ≤ m ≤ j. On en déduit que

Q(hn,q)(x) =
n∑

j=1

j∑
i=1

j∑
m=i

(−1)j+mq
(m−i)(m−i−2(j−i)+1)

2

(
j − i

m− i

)
q

qi(i−j)an,j(q)bi
(j − i)q!(q − 1)j−i

qmx =

=
n∑

m=1

n∑
j=m

m∑
i=1

q
(m−i)(m+i−2j+1)

2

(
j − i

m− i

)
q

(−1)j+mqi(i−j)bi
(j − i)q!(q − 1)j−i

an,j(q)qmx.

D’autre part q1−nqxhn−1,q(x) =
n−1∑
j=0

q1−nan−1,j(q)
j∑

s=0

(−1)j+s

(j)q!(q − 1)j
q

s(s−2j+1)
2

(
j

s

)
q

q(s+1)x.

Donc q1−nqxhn−1,q(x) =
n∑

m=1

n∑
j=m

q1−n (−1)j+mq
(m−1)(m−2(j−1))

2

(j − 1)q!(q − 1)j−1

(
j − 1
m− 1

)
q

an−1,j−1(q)qmx.

Par identification des coefficients, on obtient pour m ≥ 1,
n∑

j=m

m∑
i=1

(−1)j+mqi(i−j)

(j − i)q!(q − 1)j−i
q

(m−i)(m+i−2j+1)
2

(
j − i

m− i

)
q

bian,j(q) =

=
n∑

j=m

q1−n (−1)j+mq
(m−1)(m−2(j−1))

2

(j − 1)q!(q − 1)j−1

(
j − 1
m− 1

)
q

an−1,j−1(q).

• Pourm = n, on a an,n(q)
n∑

i=1

biq
−(n−i)(n+i−1)

2

(n− i)q!(q − 1)n−i
=

q
−n(n−1)

2

(n− 1)q!(q − 1)n−1
an−1,n−1(q).

Il vient que an,n(q)
n∑

i=1

(n− 1)q!(q − 1)n−1

(n− i)q!(q − 1)n−i
biq

−(n−i)(n+i−1)
2 q

n(n−1)
2 = an−1,n−1(q), ou

encore an,n(q)
n∑

i=1

q
i(i−1)

2

i−1∏
`=1

(qn−`− 1)bi = an−1,n−1(q). Notons que, pour tout i ≥ 1,

le coefficient q
i(i−1)

2

i−1∏
`=1

(qn−` − 1) de bi est un polynôme en q de degré n(i − 1). De
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plus, on a

∣∣∣∣∣
n∑

i=2

q
i(i−1)

2

i−1∏
`=1

(qn−` − 1)bi

∣∣∣∣∣ < max
2≤i≤n

|bi| ≤ |b1|. Donc

∣∣∣∣∣b1 +
n∑

i=2

q
i(i−1)

2

i−1∏
`=1

(qn−` − 1)bi

∣∣∣∣∣ = |b1| = 1. (∗)

On en déduit que |an,n(q)| = |an−1,n−1(q)| = 1.

•• Supposons maintenant que, pour k + 1 ≤ j ≤ n, on ait |an,j(q)| ≤ 1.

Puisque q−x
n∑

j=0

an,j(q)Q(Cj,q)(x) = q1−nhn−1,q(x) est un q-polynôme de q-degré

n− 1, avec ‖hn−1,q‖ = 1, on voit que
k∑

j=1

an,j(q)Q(Cj,q)(x) = q1−nqxhn−1,q(x) −
n∑

j=k+1

an,j(q)Q(Cj,q)(x) = qxgn,k(x), où

gn,k est un q-polynôme de q-degré k−1 tel que ‖gn,k‖ ≤ 1. Posant gn,k =
k−1∑
j=0

αn,k(j)Cj,q,

on voit que |αn,k(j)| ≤ 1, ∀0 ≤ j ≤ k − 1. On obtient comme ci-dessus
k∑

j=1

an,j(q)Q(Cj,q)(x) =
k∑

m=1

k∑
j=m

m∑
i=1

(−1)j+mq
(m−i)(m+i−2j+1)

2

(j − i)q!(q − 1)j−i

(
j − i

m− i

)
q

qi(i−j)bian,j(q)qmx

et qxgn,k(x) =
k∑

m=1

k∑
j=m

(−1)j+m q
(m−1)(m−2(j−1))

2

(j − 1)q!(q − 1)j−1

(
j − 1
m− 1

)
q

αn,k(j − 1)qmx.

Donc an,k(q)
k∑

i=1

(k − 1)q!(q − 1)k−1

(k − i)q(q − 1)k−i
q
−(k−i)(k+i−1)

2 bi = q
(k−1)(2−k)

2 αn,k(k − 1). Comme

ci-dessus, on voit que an,k(q)
k∑

i=1

q
i(i−1)

2

i−1∏
`=1

(qk−`− 1)bi = qk−1αn,k(k− 1). On déduit

de (*) que l’on a |an,k(q)| = |αn,k(k − 1)| ≤ 1.

-(b)- Il est évident que q−xQ est linéaire et que ‖q−xQ‖ = ‖Q‖ = 1.
Soit f une fonction continue de Zp dans K. Puisque (hn,q)n≥0 est une base ortho-
normale de C(Zp,K), on a un développement de f sous la forme f =

∑
n≥0

dn(q)hn,q,

dn(q) ∈ K, avec lim
n→+∞

dn(q) = 0 et ‖f‖ =
∑
n≥0

|dn(q)|.

De plus, (q−xQ)(f)(x) =
∑
n≥1

q1−ndn(q)q−xqxhn−1,q(x) =
∑
n≥1

q1−ndn(q)hn−1,q(x) et
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(q−xQ)k(f)(x) =
∑
n≥k

q
k(k+1)

2
−kndn(q)hn−k,q(x). Donc (q−xQ)k(f)(0) = q

−k(k−1)
2 dk(q)

et dk(q) = q
k(k−1)

2 (q−xQ)k(f)(0). �

Définition 2.1.3. Soit q ∈ K, non racine de l’unité, tel que |q − 1| < 1 et soit
Q =

∑
i≥1

bi∆(i)
q ∈W (Zp,K), tel que ‖Q‖ = 1 = |b1|.

La suite q-polynomiale (hn,q)n≥0 obtenue dans le Théorème 2.1.5 est appelée suite de q-
polynômes basiques associée à Q.

Soit q ∈ K, non racine de l’unité, tel que |q − 1| < 1. Nous avons rappelé ci-dessus

qu’un q-polynôme h de q-degré n peut s’écrire sous la forme h =
n∑

k=0

bkCk,q, avec bk ∈ K

et bn 6= 0.

Si q est une racine primitive de l’unité d’ordre pN , la notion de q-polynôme pose un
problème. En effet, la fonction continue qui à x associe qx est localement constante. Pour
tout entier positif n, écrit sous la forme n = m(n)pN + r(n), on a qnx = qr(n)x. Dans

ce cas, les fonctions continues h pouvant s’écrire sous la forme h =
n∑

k=0

bkCk,q, bk ∈ K et

bn 6= 0, ne sont pas forcément des q-polynômes. Nous donnons donc une autre définition
à ce type de fonctions dans le cas où q est une racine de l’unité.

Définition 2.1.4. Soit q ∈ K, une racine primitive de l’unité d’ordre pN .
On appelle q-quasi-polynôme de degré n, toute fonction continue h pouvant s’écrire

sous la forme h =
n∑

k=0

akCk,q, avec ak ∈ K et an 6= 0.

Une suite de q-quasi-polynômes (hn)n≥0, telle que h0 = 1 et pour tout n ≥ 0, hn est de
degré n est appelée suite q-quasi-polynomiale.

Définition 2.1.5. Soit q ∈ K, tel que |q − 1| < 1. On appelle suite de type q-
binomial toute suite q-polynomiale (resp. q-quasi-polynomiale) (hn)n≥0, telle que

hn(x+ y) =
n∑

s=0

q−s(n−s)q(n−s)xhs(x)hn−s(y), ∀n ≥ 0, x, y ∈ Zp.
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Corollaire. Soit q ∈ K, non racine de l’unité, tel que |q − 1| < 1.
Soit Q ∈W (Zp,K) satisfaisant aux conditions du Théorème 2.1.5. La suite de q-polynômes
basiques (hn,q)n≥0 associée à Q est de type q-binomial.

Démonstration. En effet, la propriété est vraie pour n = 0 et pour n = 1, car
h0,q = C0,q et h1,q peut s’écrire sous la forme h1,q = aC1,q. Supposons la propriété vraie
pour hn−1,q. On a Q(τx(hn,q))(y) = τx(Q(hn,q))(y) = q1−nqx+yhn−1,q(x+ y). Ainsi

Q(τx(hn))(y) =
n−1∑
s=0

q−s(n−s)q(n−s)xhs(x)q1−n+sqyhn−1−s(y) =

=
n∑

s=0

q−s(n−s)q(n−s)xhs,q(x)Q(hn−s,q)(y) = Q
( n∑

s=0

q−s(n−s)q(n−s)xhs,q(x)hn−s,q

)
(y).

Donc Q
(
τxhn,q −

n∑
s=0

q−s(n−s)q(n−s)xhs,q(x)hn−s,q

)
(y) = 0 et

τx(hn,q)(y)−
n∑

s=0

q−s(n−s)q(n−s)xhs,q(x)hn−s,q(y) = c(x), où c(x) ne dépend que de x.

On a τx(hn,q)(y) = hn,q(x+ y) =
n∑

s=0

q−s(n−s)q(n−s)xhs,q(x)hn−s,q(y) + c(x).

Donc hn,q(x) = τx(hn,q)(0) =
n∑

s=0

q−s(n−s)q(n−s)xhs,q(x)hn−s,q(0)+c(x) = hn,q(x)+c(x) et

c(x) = 0. �

Nous avons un énoncé équivalent au Théorème 2.1.5 lorsque q est une racine de l’unité.
Plus précisement, on a:

Théorème 2.1.6. Soit q ∈ K, une racine primitive de l’unité d’ordre pN .
Soit Q =

∑
i≥1

bi∆(i)
q ∈ W (Zp,K), tel que ‖Q‖ = 1 = |b1|. Il existe une unique suite q-

quasi-polynomiale (hn,q)n≥0, telle que Q(hn,q)(x) = q1−nqxhn−1,q(x), hn,q(0) = 0 si n ≥ 1.
Cette suite est une base orthonormale de C(Zp,K).

Démonstration. Supposons que q est une racine primitive de l’unité dordre pN .
Considérons la suite (qα)α>0 définie par qα = q + apα, |a| ≤ 1. On sait que qα est non
racine de l’unité tel que |qα − 1| < 1 et lim

α→+∞
qα = q. On a vu que lim

α→+∞
∆(i)

qα
= ∆(i)

q .

Considérons la suite d’opérateurs linéaires continus (Qα)α>0 définie par Qα =
∑
i≥1

bi∆(i)
qα

.
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On a ‖Qα‖ = sup
i≥0

|bi| = |b1|. Comme ‖Q−Qα‖ =

∥∥∥∥∥∥
∑
i≥1

bi(∆(i)
q −∆(i)

qα
)

∥∥∥∥∥∥ ≤
≤ sup

i≥1
|bi|
∥∥∥∆(i)

q −∆(i)
qα

∥∥∥ ≤ |b1| |q − qα|, on a lim
α→+∞

Qα = Q.

D’autre part il existe une unique suite qα-polynomiale (hn,qα)n≥0, telle que
Qα(hn,qα)(x) = q1−n

α qx
αhn−1,qα(x), hn,qα(0) = 0 si n ≥ 1 qui est une base orthonormale de

C(Zp,K). Puisque (Cn,qα)n≥0 est une base orthonormale de C(Zp,K), pour tout n ≥ 1,

hn,qα admet le qα-développement hn,qα =
n∑

k=1

an,k(qα)Ck,qα .

Montrons que lim
α→+∞

hn,qα existe. Pour cela, puisque pour tout entier ` ≥ 0, on a

C`,q = lim
α→+∞

C`,qα , il suffit de montrer que, pour 1 ≤ k ≤ n, la limite lim
α→+∞

an,k(qα)

existe dans K.
On a h0,qα = 1 et h1,qα = a1,1(qα)C1,qα , avec |a1,1(qα)| = 1. Comme Q(h1,qα) = h0,qα = 1,

on obtient a1,1(qα) =
1
b1

.

Soit h2,qα = a2,1(qα)C1,qα + a2,2(qα)C2,qα le qα-développement de h2,qα . Puisque

Qα(h2,qα) = qx
αq

−1
α h1,qα , on voit que a2,2(qα) =

a1,1(qα)
b1 + qα(qα − 1)b2

=
1

b1(b1 + qα(qα − 1)b2)

et a2,2(qα) =
−b2

b21(b1 + qα(qα − 1))
. D’où l’on déduit l’existence de la limite

h2,q = lim
α→+∞

h2,qα .

Supposons que, pour 1 ≤ t ≤ n − 1, la limite lim
α→+∞

ht,qα = ht,q existe dans C(Zp,K).

On déduit de la démonstration du Théorème 2.1.5 que an,n(qα) =
an−1,n−1(qα)
vn,n(qα)

, avec

vn,n(qα) =
n∑

i=1

q
i(i−1)

2
α

i−1∏
`=1

(qn−`
α − 1)bi et on voit que |vn,n(qα)| = 1. De plus

an,n(qα) =
n∏

`=1

1
v`,`(qα)

et lim
α→+∞

an,n(qα) = an,n(q) existe avec |an,n(q)| = 1.

Supposons que, pour k + 1 ≤ j ≤ n, la limite lim
α→+∞

an,j(qα) = an,j(q) existe. Posant

qx
αgn,k,α(x) = q1−n

α qx
αhn−1,qα(x) −

n∑
j=k+1

an,j(qα)Qα(Cj,qα)(x) = qx
α

k−1∑
j=0

dn,k(qα, j)Cj,qα(x),

sachant, par hypothèse de récurrence que les suites des coefficients (an−1,i(qα))α>0 des
fonctions hn−1,qα convergent, on voit que les limites lim

α→+∞
dn,k(qα, j) = dn,k(q, j) et

lim
α→+∞

gn,k,α = gn,k existent. De plus, comme |dn,k(qα, j)| ≤ 1, ∀0 ≤ j ≤ k − 1, on a

|dn,k(q, j)| ≤ 1, ∀0 ≤ j ≤ k − 1.

On déduit encore de la démonstration du Théorème 2.1.5 que an,k(qα) =
qk−1
α dn,k(qα, k − 1)

vn,k(qα)
,
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avec vn,k(qα) =
k∑

i=1

q
i(i−1)

2
α

i−1∏
`=1

(qk−`
α − 1)bi. On a |vn,k(qα)| = 1. De plus

lim
α→+∞

vn,k(qα) = vn,k(q) existe avec |vn,k(q)| = 1. Donc la limite

lim
α→+∞

an,k(qα) = an,k(q) =
qk−1dn,k(q, k − 1)

vn,k(q)
existe et est telle que |an,k(q)| ≤ 1. D’où

l’on déduit que, pour 1 ≤ j ≤ n, la limite lim
α→+∞

an,j(qα) = an,j(q) existe avec |an,j(q)| ≤ 1.

Posons h0,q = 1 et hn,q =
n∑

j=0

an,j(q)Cn,q. Alors hn,q est la limite uniforme de la suite

(hn,qα)α≥1 et l’on a, pour n ≥ 0, ‖hn,q‖ = 1 et |an,n(q)| = 1. Il vient que (hn,q)n≥0 est une
suite q-quasi-polynomiale telle que hn,q(0) = 0, ∀n ≥ 1.

Soit f une fonction continue de Zp dans K. On a les développements uniformément

convergents f =
∑
n≥0

q
n(n−1)

2
α (q−x

α Qα)n(f)(0)hn,qα . Puisque lim
α→+∞

q−x
α Qα = q−xQ et

lim
α→+∞

hn,qα = hn,q, on obtient par passage à la limite le développement uniformément con-

vergent f = lim
α→+∞

∑
n≥0

q
n(n−1)

2
α (q−x

α Qα)n(f)(0)hn,qα =
∑
n≥0

q
n(n−1)

2 (q−xQ)n(f)(0)hn,q, avec

‖f‖ = sup
n≥0

∣∣(q−xQ)n(f)(0)
∣∣, c’est-à-dire que la suite (hn,q)n≥0 est une base orthonormale

de C(Zp,K).
On déduit de la relation Qα(hn,qα)(x) = q1−n

α qx
αhn−1,qα , ∀n ≥ 0, x ∈ Zp que

Q(hn,q)(x) = lim
α→+∞

Qα(hn,qα)(x) = lim
α→+∞

q1−n
α qx

αhn−1,qα(x) = q1−nqxhn−1,q(x). �

N.B. Soit q ∈ K, une racine primitive de l’unité d’ordre pN . Soit Q =
∑
i≥1

bi∆(i)
q ∈

W (Zp,K), tel que ‖Q‖ = 1 = |b1|. Comme la suite q-polynomiale du Théorème 2.1.5, la
suite q-quasi-polynomiale (hn,q)n≥0 obtenue dans le Théorème 2.1.6 est appelée suite de
q-quasi-polynômes basiques associées à Q.

Corollaire. Soit q ∈ K, une racine primitive de l’unité d’ordre pN . Soit
Q ∈ W (Zp,K) satisfaisant aux conditions du Théorème 2.1.6. La suite de q-quasi-
polynômes basiques (hn,q)n≥0 associée à Q est de type q-binomial, c’est-à-dire que (hn,q)n≥0

est une suite q-quasi-polynomiale telle que hn,q(x+y) =
n∑

s=0

q−s(n−s)q(n−s)xhs,q(x)hn−s,q(y),

∀n ≥ 0, x, y ∈ Zp.

Démonstration. La démonstration est la même que celle du Corollaire du
Théorème 2.1.5. �
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Remarque 2.1.1. Si une suite q-polynomiale ( resp. q-quasi-polynomiale) (hn)n≥0 est de
type q-binomial, alors hn(0) = 0, ∀n ≥ 1.

Démonstration. En effet, puisque h1(x + y) = qyh1(x) + h1(y), pour y = 0 on a
h1(x) = h1(x)+h1(0). Donc h1(0) = 0. De même h2(x+y) = q2yh2(x)+q−1qyh1(y)h1(x)+
+h2(y). Donc h2(x) = h2(x + 0) = h2(x) + q−1h1(0)h1(x) + h2(0) = h2(x) + h2(0) et
h2(0) = 0.
Supposons, par récurrence, que h1(0) = h2(0) = · · · = hn−1(0) = 0. Puisque

hn(x+y) =
n∑

s=0

q−s(n−s)q(n−s)yhs(y)hn−s(x), on obtient hn(x) =
n∑

s=0

q−s(n−s)hs(0)hn−s(x) =

= hn(x) +
n−1∑
s=1

q−s(n−s)hs(0)hn−s(x) +hn(0). Puisque, pour 1 ≤ s ≤ n− 1, hs(0) = 0, on a

hn(x) = hn(x)+hn(0). Donc hn(0) = 0. �

On a la réciproque suivante aux Théorèmes 2.1.5 et 2.1.6.

Théorème 2.1.7. Soit q ∈ K tel que |q − 1| < 1.
Soit (hn,q)n≥0 une base orthonormale de C(Zp,K) telle que pour tout n, hn,q est un q-
polynôme (q-quasi-polynôme) de q-degré (degré) n et h0,q(x) = 1. Si (hn,q)n≥0 est de
type q-binomial, alors il existe un unique opérateur Q =

∑
i≥1

bi∆(i)
q ∈ W (Zp,K), tel que

‖Q‖ = 1 = |b1| et Q(hn,q)(x) = q1−nqxhn−1,q(x), avec la convention que h−1,q = 0.

Démonstration. Soit f ∈ C(Zp,K), on a le développement f =
∑
n≥0

anhn,q, avec

‖f‖ = sup
n≥0

|an|. La série de fonctions
∑
n≥1

anq
1−nhn−1,q(x) converge dans C(Zp,K).

Posons Q(f)(x) = qx
∑
n≥1

anq
1−nhn−1,q(x) = qx

∑
n≥0

an+1q
−nhn,q(x). On définit ainsi un en-

domorphisme linéaire duK-espace vectoriel C(Zp,K) tel queQ(hn,q)(x) = qxq1−nhn−1,q(x).

Pour tout x ∈ Zp, on a |Q(f)(x)| =

∣∣∣∣∣∣
∑
n≥0

an+1q
−nhn,q(x)

∣∣∣∣∣∣. Il vient que

‖Q(f)‖ =

∥∥∥∥∥∥
∑
n≥0

an+1q
−nhn,q

∥∥∥∥∥∥ = sup
n≥0

|an+1| ≤ ‖f‖. On en déduit que Q est continu.
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Comme ‖Q(hn,q)‖ = ‖hn−1,q‖ = 1, ∀n ≥ 1, on voit que ‖Q‖ = 1.
L’opérateur linéaire continu Q est uniquement déterminé par les images
Q(hn,q)(x) = qxq1−nhn−1,q(x) prises sur la base orthonormale (hn,q)n≥0.

Soient x, y ∈ Zp, on a τx◦Q(hn,q)(y) = τx(q1−nqyhn−1,q)(y) = q1−nqx+yhn−1,q(x+y) =

=
n−1∑
s=0

q−s(n−s)q(n−s)xhs,q(x)q1−n+sqyhn−1−s,q(y) = Q
( n∑

s=0

q(n−s)(x−s)hs,q(x)hn−s,q

)
(y) =

= Q ◦ τx(hn,q)(y). On obtient τx ◦Q = Q ◦ τx et Q ∈W (Zp,K).

Posons Q =
∑
i≥0

bi∆(i)
q . On a 0 = Q(h0,q) = b0h0,q = b0. Puisque h1,q = aC1,q, avec

|a| = 1, on voit que Q(h1,q)(x) = ab1∆(C1,q)(x) = ab1q
x. D’autre part,

Q(h1,q)(x) = qxh0,q(x) = qx. Donc ab1 = 1 et b1 = a−1. On en déduit que ‖Q‖ = 1 = |b1|
et le théorème est démontré. �

Remarque 2.1.2. Notons que lorsque q est non racine de l’unité, on peut obtenir par
récurrence les coefficients du développement Q =

∑
i≥1

bi∆(i)
q de Q.

Démonstration. En effet, posant h1 = aC1,q, avec |a| = 1, on a

qx = Q(h1)(x) = b1∆(h1)(x) = qxb1a. Donc ab1 = 1 et b1 =
1
a
.

Supposons avoir déterminé b1, b2, . . . , bn−1. Considérons le développement

hn(x) =
n∑

j=0

an,jq
jx de hn. On déduit de la Proposition 2.1.2 que an,nβn = q1−nan−1,n−1,

où βn =
n∑

i=1

bi

i−1∏
`=0

(qn − q`). Donc βn = q1−nan−1,n−1

an,n
et

bn =
n−1∏
`=0

(qn−q`)−1
(q1−nan−1,n−1

an,n
−

n−1∑
i=1

bi

i−1∏
`=0

(qn−q`)
)
. �

Corollaire 1. Soit q ∈ K, tel que |q − 1| < 1.
Il y a une correspondance bijective entre l’ensemble des opérateurs linéaires continus
Q =

∑
i≥1

bi∆(i)
q , tels que ‖Q‖ = 1 = |b1| et l’ensemble des suites q-polynomiales (q-quasi-

polynomiales) de type q-binomial qui sont des bases orthonormales de C(Zp,K).
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Exemples:

(i) Considérons l’opérateur Q = ∆(1)
q = ∆, on voit que b1 = 1 et bn = 0, ∀n 6= 1. Les

q-polynômes (q-quasi-polynômes) hn,q sont donnés par hn,q = Cn,q.

(ii) Soit (hn,q)n≥0 la suite définie par hn,q = qnCn,q. L’opérateur Q est donné par
Q = q−1∆. De façon générale, si hn,q = αjnCn,q, l’opérateur associé est Q = α−j∆.

Corollaire 2. Soit q ∈ K, tel que |q − 1| < 1.
Soit Q = ∆+α∆(2)

q , avec |α| ≤ 1 et soit (hn,q)n≥0 la suite de q-polynômes ( resp. q-quasi-

polynômes) basiques associée à Q, avec hn,q(x) =
n∑

j=0

an,jq
jx. Alors

hn,q(x) =
n∑

i=1

( n∑
j=i

an,j

i−1∏
`=0

(qj − q`)
)
Ci,q(x).

De plus si q est non racine de l’unité, on a

an,j = q
j(j−2n+1)

2 an−j,0

j∏
k=1

(qk − 1)−1(1 + α(qk − q))−1, pour j ≥ 1 et
n∑

j=0

an,j = 0.

Démonstration. En effet, puisque qjx =
∑
i≥0

∆(i)
q (qjx)(0)Ci,q(x) =

= 1 +
j∑

i=1

i−1∏
`=0

(qj − q`)Ci,q(x),∀j ≥ 1, on a hn,q(x) =
n∑

j=0

an,jq
jx = an,0 +

n∑
j=1

an,j +

+
n∑

j=1

j∑
i=1

an,j

i−1∏
`=0

(qj − q`)Ci,q(x) =
n∑

i=1

n∑
j=i

an,j

i−1∏
`=0

(qj − q`)Ci,q(x).

D’autre part, si q est non racine de l’unité, on déduit de la relation an,j =
q1−nan−1,j−1

βj

que an,j =
q1−nq2−nan−2,j−2

βjβj−1
. Par récurrence, on a an,j = q

j(j−2n+1)
2 an−j,0

j∏
k=1

β−1
k . Mais

βk =
k∑

m=1

bm

m−1∏
`=0

(qk − q`).

Ici, b1 = 1, b2 = α et bk = 0, ∀k ≥ 3. Donc βk = (qk − 1) + α(qk − 1)(qk − q) =

= (qk−1)(1+α(qk−q)) et an,j = q
j(j−2n+1)

2 an−j,0

j∏
k=1

(qk−1)−1(1+α(qk−q))−1, ∀j ≥ 1. �
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Nous avons ici les premiers termes de la suite (hn,q)n≥0 donnée dans le Corollaire 2,
lorsque q est non racine de l’unité:

(i) a1,1 =
a0,0

q − 1
=

1
q − 1

et a1,0 = −a1,1 =
−1
q − 1

. Donc h1,q(x) =
qx − 1
q − 1

= C1,q(x).

(ii) a2,1 =
q−1a1,0

q − 1
=

−q−1

(q − 1)2
,

a2,2 =
q−1a1,1

(q2 − 1)(1 + α(q2 − q))
=

q−1

(q − 1)(q2 − 1)(1 + α(q2 − q))
,

a2,0 = −a2,1 − a2,2 = q−1
( 1

(q − 1)2
− 1

(q − 1)(q2 − 1)(1 + α(q2 − q))

)
.

Donc h2,q =
(−q−1

q − 1
+

q−1

(q − 1)(1 + α(q2 − q))

)
C1,q +

1
1 + α(q2 − q)

C2,q

=
1

1 + α(q2 − q)
(−αC1,q + C2,q).

On obtient également,

(iii) h3,q =
1

(1 + α(q2 − q))(1 + α(q3 − q))
(α2q−1(2)qC1,q − αq−1(2)qC2,q + C3,q).

(iv) h4,q =
(α2q−3(2)q(1 + α(q4 − q)) + α2q−2(3)q)(−αC1,q + C2,q)

(1 + α(q2 − q))2(1 + α(q3 − q))(1 + α(q4 − q))

+
−αq−2(3)qC3,q + C4,q

(1 + α(q2 − q))(1 + α(q3 − q))(1 + α(q4 − q))
. . . .

Proposition 2.1.3. Soit q ∈ K, non racine de l’unité, tel que |q − 1| < 1.

Soit Q =
∑
i≥1

bi∆(i)
q ∈ W (Zp,K) tel que ‖Q‖ = 1 = |b1| et soit h(x) =

n∑
j=0

ajCj,q un

q-polynôme de q-degré n ≥ 1, avec |aj | ≤ 1 et |an| = 1. Alors Q(h)(x) = qxq1−nr(x), où

r =
n−1∑
j=0

djCj,q est tel que ‖r‖ = 1 = |dn−1|.

Démonstration. Soit h =
n∑

j=0

ajCj,q, alors Q(h)(x) =
n∑

j=0

ajQ(Cj,q)(x) =

=
n∑

j=1

aj

j∑
i=1

biq
ixqi(i−j)Cj−i,q(x) = qxq1−n

n∑
j=1

aj

j∑
i=1

biq
(i−1)xqn−1+i(i−j)Cj−i,q(x).
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Posons r =
n∑

j=1

aj

j∑
i=1

biq
(i−1)xqn−1+i(i−j)Cj−i,q. On voit que r est de q-degré n− 1. On a

‖Q(h)‖ =
∥∥q1−nqxr

∥∥ = ‖r‖ et ‖r‖ ≤ 1. Soit r =
n−1∑
j=0

djCj,q, on obtient |dj | ≤ 1. Il suffit

de montrer que |dn−1| = 1.
Comme dans la démonstration du Théorème 2.1.5, on obtient

an

n∑
i=1

q
i(i−1)

2

i−1∏
`=1

(qn−`−1)bi = dn−1. On déduit de (*) que 1 = |an| = |dn−1|. �

Proposition 2.1.4. Soit q ∈ K, une racine primitive de l’unité d’ordre pN .

Soit Q =
∑
i≥1

bi∆(i)
q ∈ W (Zp,K), tel que ‖Q‖ = 1 = |b1| et soit h =

n∑
j=0

ajCj,q un q-quasi-

polynôme de degré n ≥ 1, avec |aj | ≤ 1 et |an| = 1. Alors Q(h)(x) = qxq1−nr(x), où

r =
n−1∑
j=0

djCj,q est tel que ‖r‖ = 1 = |dn−1|.

Démonstration. Supposons que q est une racine primitive de l’unité dordre pN .
Considérons la suite (qα)α>0 définie par qα = q + apα, |a| ≤ 1. Rappelons que qα est non
racine de l’unité tel que |qα − 1| < 1 et lim

α→+∞
qα = q.

Soit h =
n∑

j=0

ajCj,q. Puisque (Cn,qα)n≥0 est une base orthonormale de C(Zp,K), h admet

le qα-développement h =
n∑

j=0

∆(j)
qα

(h)(0)Ck,qα . De plus aj = lim
α→+∞

∆(j)
qα

(h)(0).

Considérons la suite d’opérateurs linéaires continus (Qα)α>0 définie par Qα =
∑
i≥1

bi∆(i)
qα

.

On a ‖Qα‖ = sup
i≥0

|bi| = |b1| = 1 et lim
α→+∞

Qα = Q.

D’autre part, pour tout α > 0, il existe un qα-polynôme rα de qα-degré n − 1, tel que

rα =
n−1∑
j=0

dj,αCj,qα , ‖rα‖ = 1 = |dn−1,α| et Qα(h)(x) = q1−n
α qx

αrα(x). On voit alors comme

dans la démonstration du Théorème 2.1.6 que la limite r = lim
α→+∞

rα existe. On obtient

r =
n−1∑
j=0

∆(j)
q (r)(0)Cj,q, avec ‖r‖ = lim

α→+∞
|dn−1,α| = 1 =

∣∣∣∆(n−1)
q (r)(0)

∣∣∣ et

Q(h)(x) = q1−nqxr(x). �
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Corollaire. Soit q ∈ K, tel que |q − 1| < 1.
Soit (hn,q)n≥0 une suite de q-polynômes (q-quasi-polynômes), telle que pour tout n ≥ 0,
hn,q est de q-degré (degré) n (h0,q n’est pas nécessairement égal à 1); qui est une base
orthonormale de C(Zp,K) et soit Q =

∑
i≥1

bi∆(i)
q ∈ W (Zp,K), tel que ‖Q‖ = 1 = |b1|.

Alors il existe une suite de q-polynômes (q-quasi-polynômes) (rn,q)n≥0, telle que pour tout
n ≥ 0, rn,q est de q-degré (degré) n et Q(hn,q)(x) = q1−nqxrn−1,q(x), ∀n ≥ 1.
De plus la suite (rn,q)n≥0 est une base orthonormale de C(Zp,K).

Démonstration. C’est une conséquence immédiate du Lemme 2.1.2 et des Proposi-
tion 2.1.3 et 2.1.4. �

Lemme 2.1.3. Soit q ∈ K, tel que |q − 1| < 1.
Soit Q =

∑
i≥1

bi∆(i)
q ∈W (Zp,K) tel que ‖Q‖ = 1 = |b1|. Alors

(q−xQ)n ◦ τy = τy ◦ (q−(x+y)Q)n, où q−xQ est l’opérateur linéaire défini par
(q−xQ)(f)(x) = q−xQ(f)(x).

Démonstration. Soit f une fonction continue de Zp à valeurs dans K, alors
((q−xQ) ◦ τy)(f)(x) = (q−x−y+yτy ◦Q)(f)(x) = τy(q−x−y)(τy ◦Q)(f)(x) =
= (τy ◦ (q−x−yQ))(f)(x). Donc (q−xQ) ◦ τy = τy ◦ (q−(x+y)Q).
Par récurrence, supposons que (q−xQ)n ◦ τy = τy ◦ (q−(x+y)Q)n (n ≥ 1). On obtient
(q−xQ)n+1 ◦ τy = (q−xQ) ◦ τy ◦ (q−(x+y)Q)n = τy ◦ (q−(x+y)Q)(q−(x+y)Q)n =
= τy ◦ (q−(x+y)Q)n+1. �

Théorème 2.1.8. Soit q ∈ K, tel que |q − 1| < 1.
Soit Q =

∑
i≥1

bi∆(i)
q ∈ W (Zp,K) tel que ‖Q‖ = 1 = |b1| et soit U ∈ W (Zp,K). Alors U

s’écrit sous forme de série simplement uniformément convergente
U =

∑
n≥0

q
n(n−1)

2 U(hn,q)(0)(q−xQ)n, où (hn,q)n≥0 est la suite de q-polynômes (q-quasi-

polynômes) basiques associée à Q.

Démonstration. Soit f une fonction continue de Zp dans K. On a

f(x+ y) = τx(f)(y) =
∑
n≥0

q
n(n−1)

2 (q−yQ)n(τx(f))(0)hn,q(y) =

=
∑
n≥0

q
n(n−1)

2 τx((q−x−yQ)n(f))(0)hn,q(y) =
∑
n≥0

q
n(n−1)

2 (q−x−yQ)n(f)(x)hn,q(y).

On obtient U(f)(x+ y) = U(τx(f))(y) =
∑
n≥0

q
n(n−1)

2 U(hn,q)(y)(q−x−yQ)n(f)(x).
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Donc U(f)(x) =
∑
n≥0

q
n(n−1)

2 U(hn,q)(0)(q−xQ)n(f)(x) et U =
∑
n≥0

q
n(n−1)

2 U(hn,q)(0)(q−xQ)n.

Notons que q−xQ /∈W (Zp,K). �

Remarque 2.1.3. Le Théorème 2.1.8 est une q-version du fait que si V =
∑
n≥1

bn∆n est tel

que ‖V ‖ = |b1|, alors tout élément U de W (Zp,K) se met sous forme de série simplement
uniformément convergente U =

∑
n≥0

U(en)(0)V n, où (en)n≥0 est la suite de polynômes

basiques associée à V .

2.2 q-Bases orthogonales et opérateurs de Jackson

Soient K un sur-corps valué complet de Qp et C(Zp,K) l’algèbre de Banach des fonctions
continues de Zp dans K. Soit q ∈ K, tel que |q − 1| < 1. Nous allons définir l’analogue
de la dérivation de Jackson que nous désignons par le même nom. La q-dérivation de

Jackson sur C(Zp,K) est l’opérateur linéaire ∇q défini par ∇q(f)(x) =
f(x+ 1)− f(x)

(q − 1)qx
,

pour f ∈ C(Zp,K), x ∈ Zp.

Considérons la suite q-polynomiale (resp. q-quasi-polynomiale) (Fn,q)n≥0 définie par

Fn,q = (q−1)nq
n(n−1)

2 Cn,q, ∀n ≥ 0, où (Cn,q)n≥0 est la q-base de Mahler. La suite (Fn,q)n≥0

est une base orthogonale de l’espace de Banach des fonctions continues C(Zp,K). De plus
‖Fn,q‖ = |q − 1|n, ∀n ≥ 0. On a ∇q(Fn,q) = Fn−1,q, ∀n ≥ 0, avec la convention F−1,q = 0
et toute fonction continue f se met sous forme unique de série uniformément convergente
f =

∑
n≥0

∇n
q (f)(0)Fn,q, avec ‖f‖ = sup

n≥0

∣∣∇n
q (f)(0)

∣∣ |q − 1|n.

Nous avons défini les opérateurs de Jackson comme étant des endomorphismes linéaires
continus R de C(Zp,K), tels que R◦∇q = ∇q ◦R. Il devient clair que l’ensemble Dq(Zp,K)
des opérateurs de Jackson est une sous-algèbre fermée de l’algèbre de Banach L

(
C(Zp,K)

)
des endomorphismes linéaires continus de C(Zp,K). Pour tout opérateur de Jackson R,
on montre que la suite ((q− 1)−nR(Fn,q)(0))n≥0 est bornée. Cela nous permet, comme au
paragraphe précédent, d’écrire R sous une forme unique de série simplement uniformément
convergente R =

∑
n≥0

R(Fn,q)(0)∇n
q . Ce développement est analogue à celui donné par L.

Van Hamme sur les opérateurs aux différences finies (cf. [44] et aussi [52]). Nous allons
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établir une correspondance bijective entre une classe de bases orthogonales et une classe
d’opérateurs de Jackson.
Comme pour l’algèbre W (Zp,K) des opérateurs aux différences finies, nous allons montrer
que l’algèbre Dq(Zp,K) est isométriquement isomorphe à l’algèbre K � X � des séries
formelles à coefficients bornés. Donc la norme de Dq(Zp,K) est multiplicative.
Rappelons que la boule unité fermée de l’algèbre K � X � est égale à Λ[[X]], l’anneau
des séries formelles à coefficients dans l’anneau des entiers Λ de K.

Dans les énoncés dès que l’on écrira q-quasi-polynôme, q-quasi-polynomial ou
degré, sans autre précision, il s’agira du cas où q est une racine de l’unité.

Propriétés 2.2.1. Soit q ∈ K, tel que |q − 1| < 1.

(i) Pour k ≥ j ≥ 1, on a ∇j
q(qkx) = (k)q(k−1)q . . . (k−j+1)qq

(k−j)x et ∇k
q (q

kx) = (k)q!.
Pour j ≥ k + 1, on a ∇j

q(qkx) = 0.

(ii) Pour j ≤ k, on a ∇j
q(Ck,q) = (q − 1)−jq

j(j+1)
2

−jkCk−j,q et ∇j
q(Ck,q) = 0, pour j > k.

(iii) On a ∇j
q(Fn,q) = Fn−j,q, si j ≤ n et ∇j

q(Fn,q) = 0, si j > n. En particulier
∇n

q (Fn,q) = 1.

Démonstration. Par récurrence.

(i) On a ∇q(qkx) =
qkx+k − qkx

(q − 1)qx
=

(qk − 1)qkx

(q − 1)qx
= (k)qq

(k−1)x.

On déduit donc, par récurrence, que
∇j

q(qkx) = (k)q(k − 1)q . . . (k − j + 1)qq
(k−j)x, pour k > j ≥ 1.

De plus ∇k
q (q

kx) = (k)q . . . (k − k + 1)qq
(k−k)x = (k)q! et ∀j ≥ k + 1, ∇j

q(qkx) = 0.

(ii) Soit x ∈ Zp. On a ∇q(Ck,q)(x) =
Ck,q(x+ 1)− Ck,q(x)

(q − 1)qx
=
q1−kqxCk−1,q(x)

(q − 1)qx
=

= (q − 1)−1q1−kCk−1,q(x).

Par récurrence, on voit que ∇j
q(Ck,q) = (q − 1)−jq

j(j+1)
2

−jkCk−j,q, pour 1 ≤ j < k.

Donc ∇k
q (Ck,q) = (q − 1)−kq

k(k+1)
2

−k2
= (q − 1)−kq

k(k+1−2k)
2 =

= (q−1)−kq
−k(k−1)

2 . D’où l’on déduit que∇k+1
q (Ck,q) = 0 et ∀j ≥ k+1, ∇j

q(Ck,q) = 0.

(iii) Il suffit de montrer que ∇q(Fn,q) = Fn−1,q. Or

∇q(Fn,q) = (q − 1)nq
n(n−1)

2 ∇q(Cn,q) = (q − 1)nq
n(n−1)

2 (q − 1)−1q1−nCn−1,q =
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= (q−1)n−1q
n(n−1)

2
− 2(n−1)

2 Cn−1,q = (q−1)n−1q
(n−1)(n−2)

2 Cn−1,q = Fn−1,q. �

Remarque 2.2.1. Soit k = s(k)pN + r(k) un entier positif. Notons que si q ∈ K est une
racine primitive de l’unité d’ordre pN , alors ∇j

q(qkx) = 0, pour tout j > r(k).

Démonstration. En effet, si q est racine primitive de l’unité d’ordre pN , pour tout
j ≥ 0, on a (k)q . . . (k − j + 1)q = (r(k))q . . . (r(k)− j + 1)q. Il vient que
(r(k))q . . . (r(k) − j + 1)q = 0, ∀j > r(k). D’où l’on déduit que ∇j

q(qkx) = 0, pour tout
j > r(k). �

Remarque 2.2.2. On a ‖∇q‖ = |q − 1|−1.

Démonstration. En effet, soit f ∈ C(Zp,K), x ∈ Zp, on a
∇q(f)(x) = q−x(q − 1)−1∆(f)(x) et ‖∇q‖ = |q − 1|−1. �

• Rappelons que pour toute fonction continue f ∈ C(Zp,K), on a

lim
n→+∞

∥∥(q − 1)n∇n
q (f)

∥∥ = 0. En effet, on sait que ∆(n)
q (f)(x) = q

n(n−1)
2 (q−1)nqnx∇n

q (f)(x),

(voir [51] Lemma 1 (iii)), ainsi
∥∥∥∆(n)

q (f)
∥∥∥ =

∥∥(q − 1)n∇n
q (f)

∥∥. On déduit alors de la Propo-

sition 2 de [11] que 0 = lim
n→+∞

∥∥∥∆(n)
q (f)

∥∥∥ = lim
n→+∞

∥∥(q − 1)n∇n
q (f)

∥∥.
On voit aussitôt que la série de fonctions à deux variables

∑
n≥0

Fn(x)∇n
q (f)(y) converge

uniformément.
On désigne par cq l’application ”coproduit” de C(Zp,K) dans C(Zp × Zp,K) qui à toute
fonction continue f : Zp −→ K associe la fonction continue cq(f) : Zp × Zp −→ K, telle
que cq(f)(x, y) =

∑
n≥0

Fn,q(x)∇n
q (f)(y). On vérifie aussitôt que cq est linéaire.

Propriétés 2.2.2. Soit f une fonction continue élément de C(Zp,K). On a les propriétés
suivantes:

(i) cq(Fn,q)(x, y) =
n∑

s=0

Fs,q(x)Fn−s,q(y)

(ii) cq est linéaire isométrique telle que cq(f)(x, y) = cq(f)(y, x).

(iii) cq(f)(x, 0) = cq(f)(0, x) = f(x).
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Démonstration.

(i) En effet, pour x, y ∈ Zp, on a cq(Fn,q)(x, y) =
n∑

s=0

Fs,q(x)∇s
q(Fn,q)(y) =

=
n∑

s=0

Fs,q(x)Fn−s,q(y) (Propriété 2.2.1 (iii)).

De plus cq(Fn,q)(x, y) =
n∑

s=0

Fs,q(x)Fn−s,q(y) =
n∑

s=0

Fs,q(y)Fn−s,q(x) = cq(Fn,q)(y, x).

(ii) Par définition de cq, on a pour toute fonction continue f ∈ C(Zp,K):
cq(f)(x, y) =

∑
n≥0

Fn,q(x)∇n
q (f)(y). Ainsi |cq(f)(x, y)| ≤ sup

n≥0
|Fn,q(x)|

∣∣∇n
q (f)(y)

∣∣ ≤
≤ sup

n≥0
‖Fn,q‖

∥∥∇n
q (f)

∥∥ ≤ (sup
n≥0

‖Fn,q‖
∥∥∇n

q

∥∥) ‖f‖ = ‖f‖ et l’on déduit que

‖cq(f)‖ = sup
(x,y)

|cq(f)(x, y)| ≤ ‖f‖.

D’autre part, comme cq(f)(0, x) =
∑
n≥0

Fn,q(0)∇n
q (f)(x) = ∇0

q(f)(x) = f(x), on a

|f(x)| = |cq(f)(0, x)| ≤ ‖cq(f)‖, donc ‖f‖ ≤ ‖cq(f)‖. En conclusion, on voit que
‖cq(f)‖ = ‖f‖.
Soit f =

∑
n≥0

anFn,q une fonction continue élément de C(Zp,K). Puisque cq est

linéaire continu, on obtient cq(f)(x, y) =
∑
n≥0

ancq(Fn,q)(x, y) =
∑
n≥0

ancq(Fn,q)(y, x) =

= cq(f)(y, x). �

Rappelons que C(Zp,K)⊗̂C(Zp,K) est isométriquement isomorphe à C(Zp×Zp,K) (cf.
[8] 1 et 3 ). Soit R ∈ L

(
C(Zp,K)

)
, nous lui associons l’opérateur linéaire continu id ⊗ R

défini sur C(Zp×Zp,K) par (id⊗R)(f⊗g)(x, y) = f(x)R(g)(y), ∀f, g ∈ C(Zp,K); x, y ∈ Zp.

Lemme 2.2.1. Soit R ∈ L
(
C(Zp,K)

)
. On a R ◦∇q = ∇q ◦R⇐⇒ cq ◦R = (id⊗R) ◦ cq.

Démonstration. Supposons que ∇q ◦R = R ◦ ∇q, alors on a
(cq◦R)(f)(x, y) = cq(R(f))(x, y) =

∑
s≥0

Fs,q(x)(∇s
q◦R)(f)(y) =

∑
s≥0

Fs,q(x)(R◦∇s
q)(f)(y) =

= (id⊗R)
(∑

s≥0

Fs,q∇s
q(f)

)
(x, y) =

(
(id⊗R) ◦ cq

)
(f)(x, y).

Réciproquement, supposons que cq ◦R = (id⊗R) ◦ cq. On obtient
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(cq ◦ R)(f)(x, y) =
∑
s≥0

Fs,q(x)(∇s
q ◦ R)(f)(y) =

∑
s≥0

Fs,q(x)(R ◦ ∇s
q)(f)(y), ∀x, y ∈ Zp.

Puisque (Fs,q)s≥0 est une base orthogonale, on a (∇s
q ◦R)(f)(y) = (R ◦∇s

q)(f)(y), ∀s ≥ 0,
∀y ∈ Zp. Donc∇s

q◦R = R◦∇s
q, ∀s ≥ 0, en particulier∇q◦R = R◦ ∇q. �

Définition 2.2.1. Soit q ∈ K, tel que |q − 1| < 1.
Les suites q-polynomiales (q-quasi-polynomiales) (hn)n≥0 telles que

cq(hn)(x, y) =
n∑

s=0

hs(x)hn−s(y), ∀n ≥ 0, x, y ∈ Zp seront appelées suites de type cq-

binomial, où suites aux q-puissances divisées.

Remarque 2.2.3. Soit q ∈ K, tel que |q − 1| < 1.
Si une suite q-polynomiale (q-quasi-polynomiale) (hn)n≥0 est de type cq-binomial, alors
hn(0) = 0, ∀n ≥ 1.

Démonstration. En effet, cq(h1)(x, y) = h1(x) + h1(y) (car h0(x) = h0(y) = 1).
Donc h1(x) = cq(h1)(x, 0) = h1(x) + h1(0). D’où h1(0) = 0. Supposons, pour n ≥ 1, que

h1(0) = · · · = hn−1(0) = 0. Puisque cq(hn)(x, y) =
n∑

s=0

hs(x)hn−s(y), on a

hn(x) = cq(hn)(x, 0) =
n∑

s=0

hs(x)hn−s(0) = hn(0)+hn(x). Donc hn(0) = 0. �

Théorème 2.2.1. Soit q ∈ K, tel que |q − 1| < 1.
Soit R ∈ Dq(Zp,K), alors R a un développement unique en série simplement uniformément
convergente R =

∑
n≥0

bn∇n
q , bn ∈ K. De plus, bn = R(Fn,q)(0) et ‖R‖ = sup

n≥0
|bn| |q − 1|−n.

Démonstration. (Voir Propriétés 2.2.2.)
Soit R ∈ Dq(Zp,K). Puisque lim

n−→+∞

∥∥(q − 1)n∇n
q (f)

∥∥ = 0 , on a

(id⊗R)(cq(f))(x, y) = (id⊗R)
∑
n≥0

∇n
q (f)(x)Fn,q(y) =

∑
n≥0

(∇n
q f)(x)R(Fn,q)(y). On déduit

de Propriétés 2.2.2 et du Lemme 2.2.1 queR(f)(x) = cq(R(f))(x, 0) = (id⊗R)(cq(f))(0, x) =

= (id⊗R)
(∑

n≥0

Fn,q∇n
q (f)

)
(0, x) = (id⊗R)

(∑
n≥0

∇n
q (f)Fn,q

)
(x, 0) =

∑
n≥0

∇n
q (f)(x)R(Fn,q)(0)

=
∑
n≥0

R(Fn,q)(0)∇n
q (f)(x) =

(∑
n≥0

R(Fn,q)(0)∇n
q

)
(f)(x).

Puisque |R(Fn,q)(0)|
∥∥∇n

q

∥∥ ≤ ‖R(Fn,q)‖
∥∥∇n

q

∥∥ ≤ ‖R‖ ‖Fn,q‖
∥∥∇n

q

∥∥ = ‖R‖, ∀n ≥ 0, on ob-
tient lim

n→+∞
|R(Fn,q)(0)|

∥∥∇n
q (f)

∥∥ = lim
n→+∞

|R(Fn,q)(0)| |q − 1|−n
∥∥(q − 1)n∇n

q (f)
∥∥ ≤
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≤ ‖R‖ lim
n→+∞

∥∥(q − 1)n∇n
q (f)

∥∥ = 0. Donc R est égal à la somme simplement uniformément

convergente
∑
n≥0

R(Fn,q)(0)∇n
q et ‖R‖ ≤ sup

n≥0
|R(Fn,q)(0)|

∥∥∇n
q

∥∥.
D’autre part, pour tout n ≥ 0, on a |R(Fn,q)(0)|

∥∥∇n
q

∥∥ ≤ ‖R‖. Ainsi
sup
n≥0

|R(Fn,q)(0)|
∥∥∇n

q

∥∥ ≤ ‖R‖ et ‖R‖ = sup
n≥0

|R(Fn,q)(0)|
∥∥∇n

q

∥∥. �

Corollaire. Les algèbres de Banach Dq(Zp,K) et K � X � sont isométriquement
isomorphes.

Démonstration. Soit R =
∑
n≥0

bn∇n
q un opérateur de Jackson, on a

R =
∑
n≥0

bn
(q − 1)n

(
(q − 1)∇q

)n =
∑
n≥0

an

(
(q − 1)∇q

)n, avec an =
bn

(q − 1)n
et on déduit du

Théorème 2.2.1 que ‖R‖ = sup
n≥0

|bn| |q − 1|−n = sup
n≥0

|an|.

Considérons l’application φ de K � X � dans Dq(Zp,K), qui à toute série formelle à
coefficients bornés S =

∑
n≥0

anX
n associe l’unique opérateur de Jackson

φ(S) = RS =
∑
n≥0

an

(
(q − 1)∇q

)n. On voit que, φ est linéaire, tel que pour tout

S ∈ K � X �, ‖φ(S)‖ = ‖S‖.
Réciproquement, à tout opérateur de Jackson R =

∑
n≥0

an

(
(q − 1)∇q

)n, on peut associer

la série formelle à coefficients bornés SR =
∑
n≥0

anX
n. D’où l’on déduit que les algèbres de

Banach Dq(Zp,K) et K � X � sont isométriquement isomorphes.
En particulier Λ[[(q−1)∇q]] est isométriquement isomorphe à Λ[[X]]. �

N.B. On déduit du Theorem 13.10 de [14] (voir aussi le Corollaire du Théorème 3 de
[7]) que la norme sur K � X � est multiplicative. On en déduit que celle de Dq(Zp,K)
est aussi multiplicative.

Proposition 2.2.1. Soit q ∈ K tel que |q − 1| < 1 et soit R =
∑
n≥0

bn∇n
q ∈ Dq(Zp,K).

Alors R est inversible si et seulement si ‖R‖ = |b0| 6= 0.

Démonstration. Soit K[[X]] (resp. Λ[[X]]) l’algèbre des séries formelles sur K (resp.
Λ). Soit S =

∑
n≥0

anX
n une série formelle sur Λ. Alors S est inversible si et seulement si
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S(0) = a0 /∈M, c’est-à-dire |S(0)| = 1.
Puisque Λ[[(q − 1)∇q]] est isomt́riquement isomorphe à Λ[[X]], il vient que
R =

∑
n≥0

bn∇n
q =

∑
n≥0

bn(q − 1)−n(q − 1)n∇n
q ∈ Λ[[(q − 1)∇q]] est inversible si et seulement

si b0 est inversible dans Λ.
Supposons que ‖R‖ = sup

n≥0

∣∣(q − 1)−nbn
∣∣ = |b0| 6= 0, on obtient |(q − 1)−nbn| ≤ |b0| , ∀n ≥ 0

et
∣∣(q − 1)−nbnb

−1
0

∣∣ ≤ 1, ∀n ≥ 0. Donc b−1
0 R = 1 +

∑
n≥1

b−1
0 (q − 1)−nbn(q − 1)n∇n

q ∈

Λ[[(q − 1)∇q]] et b−1
0 R est inversible dans Λ[[(q − 1)∇q]], donc R est inversible dans

Dq(Zp,K).

Réciproquement, si R =
∑
n≥0

bn∇n
q ∈ Dq(Zp,K) est inversible, il existe

T =
∑
n≥0

dn∇n
q ∈ Dq(Zp,K) tel que R ◦ T = id. Donc id = R ◦ T =

∑
n≥0

( ∑
i+j=n

bidj

)
∇n

q =

= b0d0 +
∑
n≥1

( ∑
i+j=n

bidj

)
∇n

q . On obtient b0d0 = 1 et
n∑

j=0

bn−jdj = 0, ainsi b0 = d−1
0 et

(q − 1)−nbn = −b0
n∑

j=1

(q − 1)−(n−j)bn−j(q − 1)−jdj . Puisque ‖R‖ = sup
n≥0

∣∣(q − 1)−nbn
∣∣ ,

‖T‖ = sup
n≥0

∣∣(q − 1)−ndn

∣∣ (Théorème 2.2.1) et ‖R ◦ T‖ = ‖R‖ ‖T‖, on déduit que∣∣(q − 1)−ibi
∣∣ ∣∣(q − 1)−jdj

∣∣ ≤ ‖R‖ ‖T‖ = ‖R ◦ T‖ = 1, ∀i, j ≥ 0. Donc∣∣(q − 1)−nbn
∣∣ = |b0|

∣∣∣∣∣∣
n∑

j=1

(q − 1)−nbn−jdj

∣∣∣∣∣∣ ≤ |b0| max
1≤j≤n

∣∣∣(q − 1)−(n−j)bn−j

∣∣∣ ∣∣(q − 1)−jdj

∣∣ ≤
≤ |b0| ‖R‖ ‖T‖ = |b0|. D’où |(q − 1)−nbn| ≤ |b0| , ∀n ≥ 0 et ‖R‖ = sup

n≥0

∣∣(q − 1)−nbn
∣∣ =

= |b0| 6= 0. �

Remarque 2.2.4. Si le corps K est algèbriquement clos, on voit que Dq(Zp,K) est
isométriquement isomorphe à l’algèbre des fonctions analytiques bornées sur le disque
ouvert D−(0, |q − 1|−1).

Lemme 2.2.2. Soit R =
∑
i≥1

bi∇i
q, avec b1 6= 0. Si h est un q-polynôme (q-quasi-polynôme)

de q-degré (degré) n ≥ 1, alors R(h) est un q-polynôme (q-quasi-polynôme) de q-degré
(degré) n− 1.



60 2. Opérateurs aux différences et q-bases de C(Zp,K)

Démonstration. Prouvons le pour h = Fk,q, avec k ≤ n.

On a R(Fk,q) =
∑
i≥1

bi∇i
q(Fk,q) =

k∑
i=1

bi∇i
q(Fk,q) =

k∑
i=1

biFk−i,q. Puisque b1 6= 0, alors

R(Fk,q) est un q-polynôme ( q-quasi-polynôme) de q-degré (degré) k−1. Le Lemme suit par
linéarité. �

Proposition 2.2.2. Soit q ∈ K, tel que |q − 1| < 1.
Soit R =

∑
i≥1

bi∇i
q, avec ‖R‖ = |b1| |q − 1|−1 = |q − 1|−1. Alors il existe une unique suite

q-polynomiale (q-quasi-polynomiale) (hn,q)n≥0, telle que R(hn,q) = hn−1,q, hn,q(0) = 0,
∀n ≥ 1.
De plus (hn,q)n≥0 est de type cq-binomial.

Démonstration. On a R(Fn,q) =
n∑

i=1

biFn−i,q =
n−1∑
k=0

bn−kFk,q et h0,q = 1.

Supposons avoir déjà construit les q-polynômes (q-quasi-polynôme) h0,q, h1,q, . . . , hn−1,q

(n ≥ 1). Determinons hn,q =
n∑

j=1

an,jFj,q.

Puisque hn,q est de q-degré (degré) n ≥ 1, on déduit du Lemme 2.2.2 que R(hn,q) est un
q-polynôme (q-quasi-polynôme) de q-degré (degré) n− 1. On a

R(hn,q) =
n∑

j=1

an,jR(Fj,q) =
n∑

j=0

an,j

j−1∑
k=0

bj−kFk,q =
n−1∑
k=0

( n∑
j=k+1

an,jbj−k

)
Fk,q.

Supposons que R(hn,q) = hn−1,q =
n−1∑
k=0

an−1,kFk,q, on obtient

n−1∑
k=0

( n∑
j=k+1

an,jbj−k

)
Fk,q =

n−1∑
k=0

an−1,kFk,q. Donc
n∑

j=k+1

an,jbj−k = an−1,k, ∀0 ≤ k ≥ n− 1.

Pour k = n− 1, on a an,nb1 = an−1,n−1 et an,n =
1
b1
an−1,n−1.

Supposons que, pour 0 ≤ k < n, les an,n, an,n−1, . . . , an,k+2 sont déjà déterminés, alors
n∑

j=k+1

an,jbj−k = an−1,k et an,k+1 =
1
b1

(an−1,k −
n∑

j=k+2

an,jbj−k). Donc, pour n > k ≥ 1,

an,k =
1
b1

(an−1,k−1 −
n∑

j=k+1

an,jbj−k+1) et an,n =
an−1,n−1

b1
.

D’où l’existence et l’unicité de hn,q.
Montrons que (hn,q)n≥0 est de type cq-binomial.
En effet, la propriété est vraie pour h0,q.
Pour h1,q, on a cq(h1,q)(x, y) = F0,q(x)h1,q(y) + F1,q(x)∇q(h1,q)(y). Puisque
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1 = h0,q(y) = R(h1,q)(y) = b1∇q(h1,q)(y), on voit que b−1
1 = b−1

1 R(h1,q)(y) = ∇q(h1,q)(y).
Donc cq(h1,q)(x, y) = F0,q(x)h1,q(y)+b−1

1 F1,q(x) et h1,q(x) = cq(h1,q)(x, 0) = F0,q(x)h1,q(0)+

+b−1
1 F1,q(x) = b−1

1 F1,q(x). On en déduit que cq(h1,q)(x, y) = h0,q(x)h1,q(y)+h1,q(x)h0,q(y).

Supposons que cq(hj,q)(x, y) =
j∑

s=0

hs,q(x)hj−s,q(y), ∀0 ≤ j ≤ n− 1. On obtient

(id⊗R)(cq(hn,q))(x, y) = cq ◦R(hn,q)(x, y) = cq(hn−1,q)(x, y) =
n−1∑
s=0

hs,q(x)hn−1−s,q(y) =

=
n−1∑
s=0

hs,q(x)R(hn−s,q)(y) =
n∑

s=0

hs,q(x)R(hn−s,q)(y) = (id⊗R)
( n∑

s=0

hs,q(x)hn−s,q(y)
)
.

Il vient que cq(hn,q)(x, y) =
n∑

s=0

hs,q(x)hn−s,q(y). �

Lemme 2.2.3. Soit R =
∑
i≥1

bi∇i
q ∈ Dq(Zp,K) tel que ‖R‖ = |q − 1|−1 = |b1| |q − 1|−1.

On pose R = ∇q ◦ P , où P =
∑
i≥1

bi∇i−1
q =

∑
i≥0

bi+1∇i
q. Soit R′ =

∑
i≥1

ibi∇i−1
q , (la série

formelle dérivée de R). Alors P et R′ sont des isométries bijectives telles que |b1| = 1.

Démonstration. Il suffit de montrer que ‖P‖ = ‖R′‖ = |b1| = 1.
Puisque |q − 1|−1 = |q − 1|−1 |b1| ≥ |q − 1|−i |bi| , ∀i > 1, on obtient
1 = |b1| ≥ |q − 1|−(i−1) |bi| ≥ |i| |q − 1|−(i−1) |bi| , ∀i > 1. Donc ‖P‖ = ‖R′‖ = |b1| = 1.
Pour le reste de la démonstration, on peut se référer a la démonstration de [7] Lemme 1.
En effet, les normes des réciproques étant telles que

∥∥P−1
∥∥ = 1 =

∥∥R′−1
∥∥, on voit que P

et R′ sont isométriques. �

Théorème 2.2.2. Soit q ∈ K, non racine de l’unité, tel que |q − 1| < 1.
Soit R =

∑
i≥1

bi∇i
q ∈ Dq(Zp,K), tel que ‖R‖ = |q − 1|−1 = |b1| |q − 1|−1.

(i) Il existe une suite unique q-polynomiale (hn,q)n≥0 de type cq-binomial, telle que
R(hn,q) = hn−1,q. Cette suite est une base orthogonale de C(Zp,K), telle que
‖hn,q‖ = |q − 1|n , ∀n ≥ 0.

(ii) Pus précisement, si f est un élément de C(Zp,K), alors f admet un développement
unique, uniformément convergent de la forme f =

∑
n≥0

dnhn,q, dn = Rn(f)(0), avec

‖f‖ = sup
n≥0

|Rn(f)(0)| |q − 1|n.
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Démonstration.

(i) L’existence et l’unicité de la suite ont été démontrées. Nous avons donc à montrer
que (hn,q) est une base orthogonale C(Zp,K).
Montrons que la suite (hn,q)n≥0 est orthogonale. Pour cela, il suffit de montrer que

∀a0, . . . , an ∈ K, |aj | ‖hj,q‖ ≤

∥∥∥∥∥
n∑

s=0

ashs,q

∥∥∥∥∥ , ∀0 ≤ j ≤ n. Puisque

n∑
s=0

ashs,q(0) = a0h0,q(0) = a0h0,q(x), x ∈ Zp, on a |a0| ‖h0,q‖ ≤

∥∥∥∥∥
n∑

s=0

ashs,q

∥∥∥∥∥.
Supposons que |aj | ‖hj,q‖ ≤

∥∥∥∥∥
n∑

s=0

ashs,q

∥∥∥∥∥ , ∀0 ≤ j ≤ n− 1. On obtient

n∑
s=0

ashs,q −
n−1∑
s=0

ashs,q = anhn,q et |an| ‖hn,q‖ =

∥∥∥∥∥
n∑

s=0

ashs,q −
n−1∑
s=0

ashs,q

∥∥∥∥∥ ≤
≤ max

(∥∥∥∥∥
n∑

s=0

ashs,q

∥∥∥∥∥ ,
∥∥∥∥∥

n−1∑
s=0

ashs,q

∥∥∥∥∥) =

∥∥∥∥∥
n∑

s=0

ashs,q

∥∥∥∥∥. D’où (hn,q)n≥0 est orthogonale.

Puisque, pour tout n ≥ 0, chaque hn,q est un q-polynôme de q-degré n, la suite
(hn,q)n≥0 est une base de l’espace des q-polynômes. Comme (hn,q)n≥0 est une famille
orthogonale engendrant un sous-espace dense dans C(Zp,K), c’est une base ortho-
gonale de C(Zp,K).
Calculons maintenant ‖hn,q‖.
Soit R = P ◦ ∇q. On déduit du Lemme 2.2.3 que P est une isométrie bijective .

Soit hn,q =
n∑

j=1

an,jFj,q. On a ‖hn,q‖ = max
1≤j≤n

|an,j | |q − 1|j .

Puisque hn−1,q = R(hn,q) = P ◦ ∇q(hn,q), on a ‖hn−1,q‖ = ‖P ◦ ∇q(hn,q)‖ =

= ‖∇q(hn,q)‖ =

∥∥∥∥∥∥
n∑

j=1

an,jFj−1,q

∥∥∥∥∥∥ = max
1≤j≤n

|an,j | |q − 1|j−1 =

= |q − 1|−1 max
1≤j≤n

|an,j | |q − 1|j = |q − 1|−1 ‖hn,q‖. Donc |q − 1| ‖hn−1,q‖ = ‖hn,q‖.

Par récurrence, on obtient ‖hn,q‖ = |q − 1|n.

(ii) Soit f ∈ C(Zp,K). Puisque (hn,q)n≥0 est une base orthogonale de C(Zp,K), f admet
le développement f =

∑
j≥0

djhj,q, avec ‖f‖ = sup
j≥0

|dj | |q − 1|j . On a R(hj,q) = hj−1,q

R2(hj,q) = R(hj−1,q) = hj−2,q. De proche en proche, on obtient Rn(hj,q) = hj−n,q,
pour n ≤ j et Rj(hj,q) = h0,q = 1. Donc Rj+1(hj,q) = 0 et Rn(hj,q) = 0, pour
n ≥ j + 1. D’où l’on déduit que Rn(f) =

∑
j≥0

djR
n(hj,q) =

∑
j≥n

djhj−n,q =

= dn +
∑

j≥n+1

djhj−n,q et Rn(f)(0) = dn. �
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Définition 2.2.2. Soit q ∈ K, non racine de l’unité, tel que |q − 1| < 1. La suite de
type cq- binomial (hn,q)n≥0 construite dans le Théoréme 2.2.2 est appelée suite de q-
polynômes basiques de type cq-binomial associée à R.

Nous avons ici une réciproque au Théorème 2.2.2.

Théorème 2.2.3. Soit q ∈ K, non racine de l’unité, tel que |q − 1| < 1 et soit (hn,q)n≥0

une suite q-polynomiale de type cq-binomial qui est une base orthogonale de C(Zp,K),
telle que ‖hn‖ = |q − 1|n , ∀n ≥ 0. Alors il existe un unique opérateur de Jackson
R =

∑
i≥1

bi∇i
q ∈ Dq(Zp,K), tel que ‖R‖ = |q − 1|−1 = |b1| |q − 1|−1, R(hn,q) = hn−1,q,

∀n ≥ 1 et R(h0,q) = 0.

Démonstration. Soit f ∈ C(Zp,K), on pose f =
∑
n≥0

anhn,q, avec ‖f‖ = sup
n≥0

|an| ‖hn,q‖.

Soit R(f) =
∑
n≥1

anhn−1,q. On a R(hn,q) = hn−1,q et R(f) =
∑
n≥0

an+1hn,q. Donc R est

linéaire tel que ‖R(f)‖ = sup
n≥1

|an| |q − 1|n−1 = sup
n≥1

|an| |q − 1|n |q − 1|−1 ≤ |q − 1|−1 ‖f‖.

Comme, pour tout n ≥ 1, R(hn,q) = hn−1,q, on obtient
|q − 1|n−1 = ‖hn−1,q‖ = ‖R(hn,q)‖ ≤ ‖R‖ ‖hn,q‖ = ‖R‖ |q − 1|n. Donc |q − 1|−1 ≤ ‖R‖ et
‖R‖ = |q − 1|−1.
Montrons que (id⊗R) ◦ cq = cq ◦R.
Soient x, y ∈ Zp, alors pour tout entier ∀n ≥ 1, on a

cq(R(hn,q))(x, y) = cq(hn−1,q)(x, y) =
n−1∑
s=0

hs,q(x)hn−1−s,q(y) =
n−1∑
s=0

hs,q(x)R(hn−s,q)(y) =

=
n∑

s=0

hs,q(x)R(hn−s,q)(y) =
(
(id⊗R) ◦ cq

)
(hn,q)(x, y).

Donc cq ◦R = (id⊗R) ◦ cq, R ◦ ∇q = ∇q ◦R et R ∈ Dq(Zp,K).
Soit R =

∑
i≥0

bi∇i
q et h1,q = αF1,q. On a |q − 1| = ‖h1,q‖ = |α| |q − 1|, c’est-à-dire que

|α| = 1 et 0 = R(h0,q) = b0h0,q = b0.
D’autre part, puisque 1 = R(h1,q) = b0h1,q+b1α∇q(F1,q) = b1α, on voit que |b1| = 1. Donc
‖R‖ = |q − 1|−1 = |q − 1|−1 |b1|. �

Les Théorème 2.2.2 et 2.2.3 admettent des analogues, lorsque q est une racine primitive
de l’unité d’ordre pN .
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Théorème 2.2.4. Soit q ∈ K, une racine primitive de l’unité d’ordre pN .
Soit R =

∑
i≥1

bi∇i
q ∈ Dq(Zp,K), tel que ‖R‖ = |q − 1|−1 = |b1| |q − 1|−1. Alors il existe

une suite unique q-quasi-polynomiale (hn,q)n≥0 de type cq-binomial, telle que
R(hn,q) = hn−1,q. Cette suite est une base orthogonale de C(Zp,K), telle que
‖hn,q‖ = |q − 1|n , ∀n ≥ 0.

Démonstration. C’est la même que celle du Théorème 2.2.2. �

N.B. Comme pour le cas q non racine de l’unité, la suite de type cq- binomial (hn,q)n≥0

construite dans le Théoréme 2.2.4 est appelée suite de q-quasi-polynômes basiques
de type cq-binomial associée à R.

Nous avons la réciproque suivante au Théorème 2.2.4 dont la démonstration est la
même que celle du Théorème 2.2.3.

Théorème 2.2.5. Soit q ∈ K, une racine primitive de l’unité d’ordre pN et soit (hn,q)n≥0

une suite q-quasi-polynomiale de type cq-binomial qui est une base orthogonale de C(Zp,K),
telle que ‖hn‖ = |q − 1|n , ∀n ≥ 0. Alors il existe un unique opérateur de Jackson
R =

∑
i≥1

bi∇i
q ∈ Dq(Zp,K), tel que ‖R‖ = |q − 1|−1 = |b1| |q − 1|−1, R(hn,q) = hn−1,q,

∀n ≥ 1 et R(h0,q) = 0.

Corollaire. Soit q un élément de K, tel que |q − 1| < 1.
Il y a une correspondance bijective entre l’ensemble des opérateurs de Jackson
R =

∑
i≥1

bi∇i
q ∈ Dq(Zp,K), tels que ‖R‖ = |q − 1|−1 = |b1| |q − 1|−1 et l’ensemble des

suites q-polynomiales lorsque q est non racine de l’unité (resp. q-quasi-polynomiales
lorsque q est une racine de l’unité) de type cq-binomial (hn,q)n≥0 de C(Zp,K) qui sont des
bases orthogonales telles que ‖hn,q‖ = |q − 1|n , ∀n ≥ 0. �

Exemples:

(i) Considérons l’opérateur R = ∇q, c’est-à-dire, le cas où b1 = 1 et bn = 0, ∀n 6= 1.
Les q-polynômes (q-quasi-polynômes) hn,q sont donnés par hn,q = Fn,q.

(i) Soit α ∈ K. Si la suite de type cq-binomial est telle que hn,q = αjnFn,q, ∀n ≥ 0,
alors l’opérateur R est R = α−j∇q.
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Lemme 2.2.4. Soit R =
∑
i≥1

bi∇i
q ∈ Dq(Zp,K), tel que ‖R‖ = |q − 1|−1 = |b1| |q − 1|−1 et

soit (hn,q)n≥0 la suite de q-polynômes (q-quasi-polynômes ) basiques cq-binomial associée
à R. Soit R = P ◦ ∇q et soit R′ =

∑
i≥1

ibi∇i−1
q , la série formelle dérivée de R.

Alors hn,q = R′ ◦ P−n−1(Fn,q), ∀n ≥ 0.

Démonstration. Voir la démonstration du Lemme 1 de [7]. �

SoitR =
∑
i≥1

bi∇i
q ∈ Dq(Zp,K), tel que ‖R‖ = |q − 1|−1 = |b1| |q − 1|−1. Le Lemme 2.2.4

permet d’obtenir explicitement la suite de q-polynômes (q-quasi-polynômes) basiques de
type cq-binomial associée à R.

Exemple: Soit q un élément de K, tel que |q − 1| < 1 et soit R = ∇q + α∇2
q , avec

|α| ≤ |q − 1|. On a ‖R‖ = |q − 1|−1.
Soit R = ∇q ◦ P , alors P = 1 + α∇q, P−n−1 = (1 + α∇q)−n−1 =

=
∑
k≥0

(−1)k

(
n+ k

k

)
αk∇k

q et R′ = 1 + 2α∇q.

Posons hn,q = R′ ◦ P−n−1(Fn,q). On obtient

hn,q = (1 + 2α∇q) ◦

(∑
k≥0

(−1)k

(
n+ k

k

)
αk∇k

q

)
(Fn,q) =

=
∑
k≥0

(−1)k

(
n+ k

k

)
αk∇k

q (Fn,q) +
∑
k≥0

2(−1)k

(
n+ k

k

)
αk+1∇k+1

q (Fn,q) =

=
n∑

k=0

(−1)k

(
n+ k

k

)
αkFn−k,q +

n−1∑
k=0

2(−1)k

(
n+ k

k

)
αk+1Fn−k−1,q =

=
n∑

k=0

(−1)k

(
n+ k

k

)
αkFn−k,q +

n∑
k=1

2(−1)k−1

(
n+ k − 1
k − 1

)
αkFn−k,q =

= Fn,q +
n∑

k=1

(−1)k
((n+ k

k

)
− 2
(
n+ k − 1
k − 1

))
αkFn−k,q =

= Fn,q +
n∑

k=1

(−1)kn− k

k

(
n+ k − 1
k − 1

)
αkFn−k,q.

On déduit du Lemme 2.2.4 que l’on obtient ainsi la suite de q-polynômes (q-quasi-polynômes)
basiques de type cq-binomial associée à R = ∇q + α∇2

q .
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Théorème 2.2.6. Soit q ∈ K, tel que |q − 1| < 1. Soit (hn,q)n≥0 une suite de q-polynômes
(q-quasi-polynômes), telle que pour tout n ≥ 0, hn,q est de q-degré (degré) n, avec
‖hn,q‖ = |q − 1|n et soit R =

∑
i≥1

bi∇i
q ∈ Dq(Zp,K), tel que ‖R‖ = |q − 1|−1 = |b1| |q − 1|−1.

Si la suite (hn,q)n≥0 est une base orthogonale de C(Zp,K), alors il existe une suite de q-
polynômes (q-quasi-polynômes) (rn,q)n≥0, telle que pour tout n ≥ 0, rn,q est de q-degré
(degré) n, avec ‖rn,q‖ = |q − 1|n et R(hn,q) = rn−1,q, ∀n ≥ 1.
De plus la suite (rn,q)n≥0 est une base orthogonale de C(Zp,K).

Démonstration. Soit R =
∑
i≥1

bi∇i
q ∈ Dq(Zp,K), tel que ‖R‖ = |q − 1|−1 =

= |b1||q − 1|−1 et soit (hn,q)n≥0 une suite de q-polynômes (q-quasi-polynômes), telle que
pour tout n ≥ 0, hn,q est de q-degré ( degré) n, avec ‖hn,q‖ = |q − 1|n; qui est une base
orthogonale de C(Zp,K). Alors la suite ((q − 1)−nhn,q)n≥0 est une base orthonormale de
C(Zp,K). Rappelons que la suite (Fn,q)n≥0 est une base orthogonale de C(Zp,K), telle que
pour tout entier positif n, ‖Fn,q‖ = |q − 1|n. Il vient donc que la suite ((q − 1)−nFn,q)n≥0

est une base orthonormale de C(Zp,K).

Soit hn,q =
n∑

j=0

ajFj , le développement de hn,q dans la base (Fn,q)n≥0. On déduit de Pro-

priétés 2.2.1 que R(hn,q) =
n∑

j=1

aj

j∑
i=1

biFj−i,q =
n∑

j=1

j−1∑
i=0

ajbj−iFi,q =
n−1∑
i=0

n∑
j=i+1

ajbj−iFi,q.

Posant rn−1,q = R(hn,q), on voit que rn−1,q est un q-polynôme (resp. q-quasi-polynôme)
de q-degré (resp. degré) n− 1, car anb1 6= 0.

De plus, on a ‖rn−1,q‖ = max
0≤i≤n−1

∣∣∣∣∣∣
n∑

j=i+1

ajbj−i

∣∣∣∣∣∣ |q − 1|i =

=
(

max
0≤i≤n−2

∣∣∣∣∣∣
n∑

j=i+1

ajbj−i

∣∣∣∣∣∣ |q − 1|i , |an| |q − 1|n−1
)
.

D’autre part, on a (q − 1)−nhn,q =
n∑

j=0

(q − 1)−n+jaj

(
(q − 1)−jFj,q

)
.

Puisque les suites ((q−1)−nhn,q)n≥0 et ((q−1)−nFn,q)n≥0 sont des bases orthonormales de
C(Zp,K), on déduit du Lemme 2.1.2 que

∣∣(q − 1)−n+jaj

∣∣ ≤ 1, ∀0 ≤ j ≤ n et |an| = 1. On

obtient donc
∥∥(q − 1)−n+1rn−1,q

∥∥ = max( max
0≤i≤n−2

|q − 1|−n+1+i

∣∣∣∣∣∣
n∑

j=i+1

ajbj−i

∣∣∣∣∣∣ , 1). Comme

max
0≤i≤n−2

|q − 1|−n+1+i

∣∣∣∣∣∣
n∑

j=i+1

ajbj−i

∣∣∣∣∣∣ ≤ max
0≤i≤n−2

max
i+1≤j≤n

∣∣(q − 1)−n+jaj

∣∣ ≤ 1, il vient que∥∥(q − 1)−n+1rn−1,q

∥∥ = 1 =
∣∣((q − 1)−nan

)(
(q − 1)−1b1

)∣∣. D’ou l’on déduit que la suite
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((q−1)−nrn,q)n≥0 est une base orthonormale de C(Zp,K) et alors la suite (rn,q)n≥0 est une
base orthogonale de C(Zp,K). De plus on a ‖rn,q‖ = |q − 1|n, ∀n ≥ 0. �

Théorème 2.2.7. Soit R =
∑
i≥1

bi∇i
q ∈ Dq(Zp,K), tel que ‖R‖ = |q− 1|−1 = |b1||q− 1|−1

et soit U ∈ Dq(Zp,K). Alors U =
∑
n≥0

U(hn,q)(0)Rn, où la suite (hn,q)n≥0 est la suite de

q-polynômes (q-quasi-polynômes ) basiques de type cq-binomial associée à R.

Démonstration. Soit f =
∑
n≥0

dnhn,q(x) ∈ C(Zp,K), x, y ∈ Zp, alors

cq(f)(x, y) =
∑
n≥0

dncq(hn,q)(x, y) =
∑
n≥0

dn

n∑
s=0

hs,q(x)hn−s,q(y) =

=
∑
n≥0

dn

n∑
s=0

hs,q(x)Rs(hn,q)(y) =
∑
s≥0

hs,q(x)
∑
n≥s

dnR
s(hn,q)(y) =

=
∑
s≥0

hs,q(x)
∑
n≥0

dnR
s(hn,q)(y) =

∑
s≥0

hs,q(x)Rs
(∑

n≥0

dnhn,q

)
(y) =

∑
s≥0

hs,q(x)Rs(f)(y).

Comme cq(f)(x, y) = cq(f)(y, x), on a
cq(f)(x, y) =

∑
s≥0

hs,q(y)Rs(f)(x) =
∑
s≥0

Rs(f)(x)hs,q(y).

Ainsi
(
(id⊗ U) ◦ cq

)
(f)(x, y) =

∑
n≥0

Rn(f)(x)U(hn,q)(y) =
∑
n≥0

U(hn,q)(y)Rn(f)(x).

Il vient que U(f)(x) = cq(U(f))(x, 0) =
(
(id⊗U)◦ cq

)
(f)(x, 0) =

∑
n≥0

U(hn,q)(0)Rn(f)(x).

D’ou l’on déduit que U =
∑
n≥0

U(hn,q)(0)Rn. �

N.B. Ce théorème, comme quelques uns des résultats ci-dessus sur les opérateurs de
Jackson, à rapprocher du Théorème 2.1.8 est l’analogue d’un théorème du calcul ombral
classique.



CHAPITRE 3



3. L’algèbre du plan quantique et l’algèbre de Weyl

quantique

Soient K un sur-corps valué complet de Qp et q ∈ K, non racine de l’unité, tel que
|q − 1| < 1. Soient τ1, ∇q et Zq les opérateurs définis, pour f ∈ C(Zp,K), x ∈ Zp, par

τ1(f)(x) = f(x + 1), ∇q(f)(x) =
f(x+ 1)− f(x)

(q − 1)qx
et Zq(f)(x) = qxf(x). On obtient les

relations de commutations ∇q ◦ τ1 = qτ1 ◦ ∇q et ∇q ◦ Zq = qZq ◦ ∇q + id.

Le plan affine est connu comme étant une algèbre libre engendrée par deux variables
x et y, soumises à la règle de commutation ordinaire donnée par yx = xy.
Considèrons à present la règle de commutation donnée par yx = qxy.
Soit K < x, y >, l’algèbre libre engendrée par x et y, c’est-à-dire l’algèbre des polynômes
non commutatifs en x et y. Désignons par Iq, l’idéal bilatère de K < x, y > engendré par
yx− qxy. Le plan quantique est défini comme étant l’algèbre quotient
Kq[x, y] = K < x, y > /Iq.
Soit Pq l’algèbre d’opérateurs engendrée par τ1 et ∇q. On obtient un isomorphisme de
Kq[x, y] sur Pq qui, à la classe de x associe τ1 et à la classe de y associe ∇q. Ainsi, on
peut réaliser le plan quantique comme étant une algèbre d’opérateurs linéaires continus.

De même, considérant la relation de commutation yx = qxy+1, on définit l’algèbre de
Weyl quantique comme étant l’algèbre quotient K < x, y > /Jq, où Jq est l’idéal bilatère
engendré par yx− qxy − 1.
Soit Aq l’algèbre d’oprérateurs linéaires continus engendrée par Zq et ∇q. Alors Aq est
isomorphe à K < x, y > /Jq.

Dans ce chapitre, nous nous interésserons à l’algèbre du plan quantique et l’algèbre
de Weyl quantique sous la forme d’algèbres d’opérateurs. Nous supposons que q est non
racine de l’unité.
Pour alléger les notations, nous posons ici Cn,q = Cn les éléments de la q-base de Mahler.
On note Q1Q2 la composé Q1 ◦Q2 de deux opérateurs Q1 et Q2.

N.B. Par convention on pose
∏
∅

= 1 et
∑
∅

= 0.
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3.1 L’algèbre du plan quantique

Soit Pq l’algèbre des opérateurs linéaires continus engendrée par τ1 et ∇q et soit P̂q son
adhérence dans l’algèbre L

(
C(Zp,K)

)
des endomorphismes linéaires continus de C(Zp,K).

Rappelons que W (Zp,K) est l’algèbre des opérateurs aux différences finies, c’est-à-dire
les opérateurs linéaires continus commutant avec τ1. L’algèbre des opérateurs de Jackson,
ou encore l’algèbre des opérateurs linéaires continus commutant avec ∇q est désignée par
Dq(Zp,K). Les algèbres d’opérateurs W (Zp,K) et Dq(Zp,K) sont des sous-algèbres de P̂q.

Soient τ i
1 et ∆(i)

q les opérateurs linéaires continus définis respectivement, pour i ≥ 0
par τ i

1 = τ1◦τ i−1
1 et ∆(i)

q = (τ1−id)◦(τ1−qid)◦· · ·◦(τ1−qi−1id). On pose τ0
1 = ∆(0)

q = id.
Les opérateurs de Jacksons ∇j

q sont également définis par ∇0
q = id et pour j > 0

∇j
q = ∇q ◦ ∇j−1

q . On a les propriétés suivantes:

Propriétés 3.1.1. Soit q ∈ K, non racine de l’unité, tel que |q − 1| < 1. Par convention,

on pose
−1∏
`=0

. = 1.

(i) On a ∇qτ1 = qτ1∇q. Plus généralement, on a ∇j
qτ i

1 = qijτ i
1∇

j
q, ∀i ≥ 0, j ≥ 0 et

∇j
q∆

(n)
q = qnj

(
n∑

s=0

αn,s(j)∆(n−s)
q

)
∇j

q, où αn,0(j) = 1 et

αn,s(j) = q−s(j−1)

(
n

s

)
q

s−1∏
`=0

(qj − q`), ∀1 ≤ s ≤ n.

De même, ∆(n)
q ∇j

q = q−nj∇j
q

n∑
k=0

βn,k(j)∆(n−k)
q , où βn,0(j) = 1 et

βn,k(j) = (−1)k

(
n

k

)
q

k−1∏
`=0

(qj+` − 1), ∀1 ≤ k ≤ n.

(ii) Soit n un entier positif. On a

τ i
1∇

j
q(Cn) = (q − 1)−jq

j(j+1)
2

−jn
n−j∑
s=0

q(n−j−s)(i−s)

(
i

s

)
q

Cn−j−s,

∀i ≥ 0, 0 ≤ j ≤ n et τ i
1∇

j
q(Cn) = 0, ∀i ≥ 0, j > n.

(iii) Soit (πq,n)n≥0 la famille de q-polynômes définies, pour x ∈ Zp, par πq,0(x) = 1 et
πq,n(x) = (x)q(x− 1)q . . . (x− n+ 1)q, ∀n ≥ 1. On a

∇j
q(πq,n) = q−j(n−1)

j−1∏
`=0

(qn − q`).πq,n, ∀j ≤ n et ∇j
q(πq,n) = 0, ∀j > n.
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Démonstration. Par récurrence:

(i) Soit f ∈ C(Zp,K), on a

∇qτ1(f)(x) =
τ1(f)(x+ 1)− τ1(f)(x)

(q − 1)qx
=
f(x+ 2)− f(x+ 1)

(q − 1)qx
et

τ1∇q(f)(x) =
f(x+ 2)− f(x+ 1)

(q − 1)qx+1
. Donc qτ1∇q(f)(x) = ∇qτ1(f)(x).

De plus ∇2
qτ1 = ∇q∇qτ1 = ∇q(qτ1∇q) = q2τ1∇2

q .
Par récurrence sur j, supposons que ∇j

qτ1 = qjτ1∇j
q. On obtient

∇j+1
q τ1 = ∇q(qjτ1∇j

q) = qj+1τ1∇j+1
q et ∇j

qτ2
1 = q2jτ2

1∇
j
q.

Supposons maintenant que ∇j
qτ i

1 = qijτ i
1∇

j
q. On obtient alors

∇j
qτ

i+1
1 = qijτ i

1∇
j
qτ1 = q(i+1)jτ i

1∇
j
q.

Montrons par récurrence que ∇j
q∆

(n)
q = qnj

j∑
s=0

αn,s(j)∆(n−s)
q ∇j

q, avec αn,0(j) = 1 et

αn,s(j) = q−s(j−1)

(
n

s

)
q

s−1∏
`=0

(qj − q`), ∀1 ≤ s ≤ n.

On déduit aussitôt de la relation ∇qτ1 = qτ1∇q que
∇q∆

(n)
q = (qτ1 − id)(qτ1 − qid) . . . (qτ1 − qn−1id)∇q =

= qn−1(τ1 − id)(τ1 − qid) . . . (τ1 − qn−2id)(qτ1 − qnid+ qnid− id)∇q =
=
(
qn∆(n)

q + qn−1(qn − 1)∆(n−1)
q

)
∇q.

On obtient ∇2
q∆

(n)
q = ∇q

(
qn∆(n)

q + qn−1(qn − 1)∆(n−1)
q

)
∇q =

= q2n
(
∆(n)

q + q−2(qn − 1)
(

2
1

)
q

∆(n−1)
q + q−3(qn − 1)(qn−1 − 1)

(
2
2

)
q

∆(n−2)
q

)
∇2

q .

Par récurrence sur j, supposons que ∇j
q∆

(n)
q = qnj

j∑
s=0

αn,s(j)∆(n−s)
q ∇j

q. On obtient

∇j+1
q ∆(n)

q = qnj

j∑
s=0

αn,s(j)qn−s∆(n−s)
q ∇j+1

q +

+ qnj
j∑

s=0

αn,s(j)qn−s−1(qn−s − 1)∆(n−s−1)
q ∇j+1

q =

= qn(j+1)
(
∆(n)

q +
j∑

s=1

q−sαn,s(j)∆(n−s)
q +

j∑
s=1

q−s(qn−s+1 − 1)αn,s−1(j)∆(n−s)
q +

+ q
−j(j+1)

2

j∏
`=0

(qn−` − 1)∆(n−j−1)
q

)
∇j+1

q .

Comme
(
j

s

)
q

s−1∏
`=0

(qn − q`) =
(
n

s

)
q

s−1∏
`=0

(qj − q`), on voit que
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q−sαn,s(j)+q−s(qn−s+1−1)αn,s−1(j) = q−sj
((j

s

)
q

−qj−s

(
j

s− 1

)
q

) s−1∏
`=0

(qn−q`) =

= q−sj

(
j + 1
s

)
q

s−1∏
`=0

(qn − q`) = αn,s(j + 1).

D’où l’on déduit que ∇j+1
q ∆(n)

q = qn(j+1)

j+1∑
s=0

αn,s(j + 1)∆(n−s)
q ∇j+1

q .

D’autre part, pour n > j, on a
n−1∏
`=j

(qj − q`) = 0. Ainsi, on obtient

∇j
q∆

(n)
q = qnj

n∑
s=0

αn,s(j)∆(n−s)
q ∇j

q.

De la même manière, on montre que ∆(n)
q ∇j

q = q−nj∇j
q

n∑
k=0

βn,k(j)∆(n−k)
q , avec

βn,0(j) = 1 et βn,k(j) = (−1)k

(
n

k

)
q

k−1∏
`=0

(qj+` − 1), ∀1 ≤ k ≤ n.

(ii) Elle découle de Propriétés 2.2.2 et du Théorème 1.0.4.

(iii) Puisque πq,n = (n)q!Cn, on déduit de (ii) que

∇j
q(πq,n) = (n)q!(q − 1)−jq

j(j+1)
2 q−jnCn−j = (q − 1)−jq

j(j−2n+1)
2

j−1∏
`=0

(n− `)q · πq,n =

= q−j(n−1)
j−1∏
`=0

(qn−q`).πq,n, ∀j ≤ n et∇j
q(πq,n) = 0, ∀j > n. �

Théorème 3.1.1. La suite (τ i
1∇

j
q)i≥0,j≥0 est une base de Pq. Cette suite n’est pas

une famille orthogonale dans l’espace de Banach des endomorphismes linéaires continus
L
(
C(Zp,K)

)
.

Démonstration. Il est évident, par la définition, que la suite (τ i
1∇

j
q)i,j est un système

générateur de Pq. Montrons que (τ i
1∇

j
q)i,j est un système libre. Soit Q =

n∑
i=0

m∑
j=0

bi,jτ
i
1∇j

q

un élément de Pq.

Pour k ≥ m, on a Q(Ck)(x) =
n∑

i=0

m∑
j=0

(q − 1)−jq
j(j+1)

2
−jkbi,jCk−j(x+ i).

Supposons Q = 0, comme Cn+m−j(i) = 0 pour i < n ou j < m et Cn(n) = 1, on obtient
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Q(Cn+m)(0) = (q − 1)−mq
m(m+1)

2
−m(n+m)bn,m = 0. Donc bn,m = 0.

D’autre part, on a Q(Cn+m)(1) = (q − 1)−mq
−m(2n+m−1)

2 bn−1,m +

+ (q − 1)1−mq
−(m−1)(2n+m)

2 bn,m−1 = 0.

De même, on a Q(Cn+m−1)(0) = (q − 1)−mq
−m(2n+m−3)

2 bn−1,m +

+ (q − 1)1−mq
−(m−1)(2n+m−2)

2 bn,m−1 = 0.

Il vient que Q(Cn+m−1)(0) − qmQ(Cn+m)(1) = −(q − 1)2−mq
−(m−1)(2n+m−2)

2 bn,m−1 = 0.
D’où l’on déduit que bn,m−1 = 0 et bn−1,m = 0.
Supposons que, pour tous entiers positifs i et j, tels que i+j > 1, on ait bi,j = 0. On obtient
alors Q = b0,0 + b1,0τ1 + b0,1∇q = 0. Ce qui entrâıne, Q(C1)(0) = b1,0 + b0,1(q − 1)−1 = 0
et Q(C2)(1) = b1,0 + b0,1(q − 1)−1q−1 = 0. On en déduit que
Q(C1)(0)−Q(C2)(1) = b0,1(q − 1)−1(1− q−1) = 0. Donc b0,1 = 0 et b1,0 = 0.
On conclut que la famille (τ i

1∇
j
q)i≥0,j≥0 est libre.

• La famille (τ i
1∇

j
q)i≥0,j≥0 n’est pas orthogonale. En effet, considérons

Q = id+ (p− 1)τ1 − (q − 1)(p− 1)∇q.
On a Q(Cn)(x) = Cn(x) + (p− 1)Cn(x+ 1)− (p− 1)(q − 1)(q − 1)−1q1−nCn−1(x) =
= (1− qn + pqn)Cn(x) + (p− 1)(1− q1−n)Cn−1(x).
On obtient, pour tout entier n positif,
‖Q(Cn)‖ ≤ max(|p| , |qn − 1| ,

∣∣qn−1 − 1
∣∣) ≤ max(|p| , |q − 1|).

D’autre part, on a Q(C0) = pC0 et Q(C2) = (1− q2 + pq2)C2 + (p− 1)(1− q−1)C1.
On en déduit que |p| = ‖Q(C0)‖ ≤ ‖Q‖ et

∣∣q−1 − 1
∣∣ = |q − 1| ≤ ‖Q(C2)‖ ≤ ‖Q‖.

Donc ‖Q‖ = max(|p| , |q − 1|) < max(1, |p− 1| ‖τ1‖ , |(q − 1)(p− 1)| ‖∇q‖) = 1. �

Remarque 3.1.1. Soit Qn,m =
n∑

i=0

m∑
j=0

ai,jτ
i
1∇j

q ∈ Pq, on déduit de Propriétés 3.1.1 (ii)

que si h est un q-polynôme de q-degré n, alors Qn,m(h) est un q-polynôme de q-degré ≤ n.

Proposition 3.1.1. Soit P(n)
q le sous-espace de Pq défini par

P(n)
q = {Q(n) ∈ Pq, Q

(n) =
n∑

i=0

bi,n−iτ
i
1∇n−i

q }. Alors P(n)
q est un espace de dimension finie

n+ 1 et la famille (τ i
1∇n−i

q )0≤i≤n est une base orthogonale de P(n)
q .

De plus, la famille (P(n)
q )n≥0 définit une graduation de l’algèbre Pq.

Démonstration. On a
∥∥∥Q(n)

∥∥∥ ≤ max
0≤j≤n

|bn,j | |q − 1|−j .

Puisque Q(n)(C0)(x) = bn,0τ
n
1 (C0)(x) = bn,0, on obtient |bn,0| ≤ ‖Qn‖. D’autre part, on a

(Q(n) − bn,0id)(C1)(x) = bn,1τ
n−1
1 ∇q(C1)(x) = bn,1(q − 1)−1. Ainsi∣∣bn,1(q − 1)−1

∣∣ ≤ max(‖Qn‖ , |bn,0|) =
∥∥Q(n)

∥∥.
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De proche en proche, on voit que max
0≤j≤n−1

|bn,j | |q − 1|−j ≤
∥∥∥Q(n)

∥∥∥.
Comme Q(n) −

n−1∑
j=0

bn,jτ
n−j
1 ∇j

q = bn,n∇n
q , on obtient

|bn,n| |q − 1|−n ≤ max(
∥∥∥Q(n)

∥∥∥ , max
0≤j≤n−1

|bn,j | |q − 1|−j) =
∥∥∥Q(n)

∥∥∥. D’où l’on déduit que∥∥∥Q(n)
∥∥∥ = max

0≤j≤n
|bn,j | |q − 1|−j .

Soit (P(n)
q )n≥0 la suite de sous-espaces de Pq telle que, pour tout n ≥ 0,

P(n)
q = {Q(n) ∈ Pq, Q

(n) =
n∑

i=0

bi,n−iτ
i
1∇n−i

q }. On obtient alors Pq =
⊕
n≥0

P(n)
q .

En effet soit Q =
n∑

i=0

m∑
j=0

bi,jτ
i
1∇j

q un élément de Pq. On peut écrire Q sous la forme

Q =
n+m∑
k=0

Q(k), où Q(k) =
∑

i+j=k

bi,jτ
i
1∇j

q, ∀0 ≤ k ≤ n + m. Pour tout entier k tel que

0 ≤ k ≤ n+m, on a Q(k) ∈ P(k)
q .

D’autre part, soient Q(s) =
s∑

i=0

bi,s−iτ
i
1∇s−i

q un élément de P(s)
q et Q(t) =

t∑
j=0

bj,t−jτ
j
1∇

t−j
q

un élément de P(t)
q . On obtient Q(s)Q(t) =

s∑
i=0

t∑
j=0

bi,s−ibj,t−jq
j(s−i)τ i+j

1 ∇s+t−(i+j)
q ∈

P(s+t)
q . D’où l’on déduit que la famille (P(n)

q )n≥0 définit une structure de graduation sur
Pq. �

Théorème 3.1.2. Le centre Z(Pq) = {u ∈ Pq/ u ◦ v = v ◦ u, ∀v ∈ Pq, } est réduit aux
scalaires. En d’autres termes Z(Pq) = K.id.

Démonstration. Soit u =
n∑

i=0

m∑
j=0

bi,jτ
i
1∇j

q ∈ Z(Pq). On a τ1 ◦ u = u ◦ τ1. Donc

n∑
i=0

m∑
j=0

bi,jq
jτ i+1

1 ∇j
q =

n∑
i=0

m∑
j=0

bi,jτ
i+1
1 ∇j

q. On obtient
n∑

i=0

m∑
j=0

(qj − 1)bi,jτ i+1
1 ∇j

q = 0. Il

vient que, pour tous entiers i et j positifs, (qj − 1)bi,j = 0. Comme q est non racine de

l’unité, pout tout j > 0, on a qj − 1 6= 0. Donc bi,j = 0, ∀j ≥ 1 et u =
n∑

i=0

bi,0τ
i
1.

D’autre part, par hypothèse, u◦∇q = ∇q ◦u et donc
n∑

i=0

bi,0τ
i
1◦∇q =

n∑
i=0

bi,0q
iτ i

1◦∇q. D’où
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l’on déduit, pour tout i > 0, que bi,0 = 0 et u = b0,0. �

On désigne par K{∆} la sous-algèbre de W (Zp,K) définie par
K{∆} = {Q =

∑
n≥0

an∆(n)
q / lim

n→+∞
an = 0} et par K{∇q} la sous-algèbre de Dq(Zp,K)

définie par K{∇q} = {R =
∑
n≥0

bn∇n
q / lim

n→+∞
|bn|

∣∣∇n
q

∣∣ = 0}. Notons que ce sont des

sous-algèbres fermées et la suite (∆(n)
q )n≥0 (resp. (∇n

q )n≥0 ) est une base orthonormale
(resp. orthogonale ) de K{∆} (resp. K{∇q}). Les sous-algèbres fermées K{∆} et K{∇q}
sont contenues dans l’adhérence P̂q de Pq.

Soient K{∆}{∇q} et K{∇q}{∆} les sous-algèbres de P̂q définies respectivement par
K{∆}{∇q} = {R =

∑
j≥0

aj(∆)∇j
q, aj(∆) ∈ K{∆} / lim

j→+∞
‖aj(∆)‖

∥∥∇j
q

∥∥ = 0} et

K{∇q}{∆} = {Q =
∑
`≥0

b`(∇q)∆(`)
q , b`(∇q) ∈ K{∇q} / lim

`→+∞
‖b`(∇q)‖ = 0}.

Théorème 3.1.3. Les sous-algèbres K{∆}{∇q} et K{∇q}{∆} de P̂q sont égales.

Démonstration. Soit R =
∑
j≥0

aj(∆)∇j
q ∈ K{∆}{∇q}, on a aj(∆) ∈ K{∆} et

lim
j→+∞

‖aj(∆)‖
∥∥∇j

q

∥∥ = 0. Donc aj(∆) s’écrit sous la forme aj(∆) =
∑
i≥0

aj(i)∆(i)
q , avec

lim
i→+∞

aj(i) = 0 et ‖aj(∆)‖ = sup
i≥0

|aj(i)|. On obtient 0 = lim
j→+∞

‖aj(∆)‖
∥∥∇j

q

∥∥ =

= lim
j→+∞

sup
i≥0

|aj(i)|
∥∥∇j

q

∥∥. Donc, pour tout i ≥ 0, lim
j→+∞

|aj(i)|
∥∥∇j

q

∥∥ = 0 et∑
j≥0

aj(i)∇j
q ∈ K{∇q}. Il vient que R =

∑
j≥0

∑
i≥0

aj(i)∆(i)
q ∇j

q est une famille sommable.

D’autre part, ∆(i)
q ∇j

q = q−ij∇j
q

i∑
k=0

βi,i−k(j)∆(k)
q , avec βi,i(j) = 1 et

βi,i−k(j)(−1)i−k

(
i

k

)
q

i−k−1∏
`=0

(qj+` − 1), ∀0 ≤ k ≤ i− 1.

Donc R =
∑
j≥0

∑
i≥0

q−ijaj(i)
i∑

k=0

βi,i−k(j)∇j
q∆

(k)
q .

Comme lim
k→+∞

∣∣∣∣∣∣
∑
i≥k

q−ij(−1)i−k

(
i

k

)
q

i−k−1∏
`=0

(qj+` − 1)aj(i)

∣∣∣∣∣∣ ≤ lim
k→+∞

sup
i≥k

|aj(i)| = 0. On
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voit que R =
∑
j≥0

∑
k≥0

∑
i≥k

q−ijβi,i−k(j)aj(i)∇j
q∆

(k)
q .

Pour k ≥ j, on a

∥∥∥∥∥
(
i

k

)
q

i−k−1∏
`=0

(qj+` − 1)aj(i)∇j
q∆

(k)
q

∥∥∥∥∥ ≤ |aj(i)|. Donc, pour tout j ≥ 0, on

a lim
k→+∞

sup
i≥k

∥∥∥q−ijβi,i−k(j)aj(i)∇j
q∆

(k)
q

∥∥∥ = lim
i→+∞

|aj(i)| = 0. Il vient que

lim
k→+∞

sup
j≥0

sup
i≥k

∥∥∥q−ijβi,i−k(j)aj(i)∇j
q∆

(k)
q

∥∥∥ = 0 et lim
k→+∞

∥∥∥∥∥∥
∑
j≥0

∑
i≥k

q−ijβi,i−k(j)aj(i)∇j
q

∥∥∥∥∥∥ = 0.

On en déduit que R =
∑
k≥0

bk(∇q)∆(k)
q , avec lim

k→+∞
‖bk(∇q)‖ = 0,

où bk(∇q) =
∑
j≥0

∑
i≥k

q−ijβi,i−k(j)aj(i)∇j
q, avec lim

j→+∞

∣∣∣∣∣∣
∑
i≥k

q−ijβi,i−k(j)aj(i)

∣∣∣∣∣∣ ∥∥∇j
q

∥∥ = 0 et

βi,i−k(j) = (−1)i−k

(
i

k

)
q

i−k−1∏
`=0

(qj+` − 1), ∀0 ≤ k ≤ i− 1 (βi,i(j) = 1).

On a donc démontré que R ∈ K{∇q}{∆}.

De la même manière, considérons Q =
∑
m≥0

bm(∇q)∆(m)
q ∈ K{∇q}{∆}, avec

lim
m→+∞

‖bm(∇q)‖ = 0 et bm(∇q) ∈ K{∇q}. Pour tout entier m positif, bm(∇q) admet le

développement bm(∇q) =
∑
k≥0

bm(k)∇k
q , avec lim

k→+∞
|bm(k)|

∥∥∥∇k
q

∥∥∥ = 0 et

‖bm(∇q)‖ = sup
k≥0

|bm(k)|
∥∥∥∇k

q

∥∥∥. Puisque 0 = lim
m→+∞

‖bm(∇q)‖ = lim
m→+∞

sup
k≥0

|bm(k)|
∥∥∥∇k

q

∥∥∥ ≥
≥ lim

m→+∞
sup
k≥0

|bm(k)|, on voit que, pour tout k ≥ 0, lim
m→+∞

|bm(k)| = 0.

Par hypothèse, pour tout entier m positif, bm(∇q) ∈ K{∇q}. Il vient que, pour tout entier

m positif, lim
k→+∞

|bm(k)|
∥∥∥∇k

q

∥∥∥ = 0 et lim
k→+∞

sup
m≥0

|bm(k)|
∥∥∥∇k

q

∥∥∥ = 0. D’où l’on déduit que la

famille
∑
m≥0

∑
k≥0

bm(k)∇k
q∆

(m)
q est sommable.

D’autre part, pour tous entiers positifs k etm, on a∇k
q∆

(m)
q = qmk

(
m∑

s=0

αm,s(k)∆(m−s)
q

)
∇k

q ,

avec αm,s(k) = q−s(k−1)

(
m

s

)
q

s−1∏
`=0

(qk − q`). On en déduit que

Q =
∑
m≥0

∑
k≥0

qmkbm(k)

(
m∑

s=0

αm,s(k)∆(m−s)
q

)
∇k

q =
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=
∑
k≥0

(∑
s≥0

∑
m≥s

qmkαm,m−s(k)bm(k)∆(s)
q

)
∇k

q =
∑
k≥0

dk(∆)∇k
q , avec

lim
k→+∞

‖dk(∆)‖
∥∥∥∇k

q

∥∥∥ = 0, où dk(∆) =
∑
s≥0

∑
m≥s

qmkαm,m−s(k)bm(k)∆(s)
q et

lim
s→+∞

∣∣∣∣∣∣
∑
m≥s

qmkαm,m−s(k)bm(k)

∣∣∣∣∣∣ ≤ lim
s→+∞

sup
m≥s

|bm(k)| = 0.

Ainsi, on a démontré queQ ∈ K{∆}{∇q}. �

• Il serait interessant de voir si K{∆}{∇q} = K{∇q}{∆} est fermée dans P̂q, ce qui
revient à dire qu’elle est égale à P̂q.

• Soit Q un élément de Pq et soit g ∈ C(Zp,K), un problème qui se pose naturellement
est la résolution de l’équation Q(f) = g, un autre est celui de l’étude du spectre de Q.
Nous allons nous intéresser ici à un exemple simple.

Lemme 3.1.1. Considérons l’élément Q = id+ (p− 1)τ1 − (q − 1)(p− 1)∇q de Pq. Soit
f : Zp −→ K une fonction continue de q-développement f =

∑
n≥0

anCn. Alors

Q(f) = pa0 +
∑
n≥1

(
an(1 + (p− 1)qn) + an+1(p− 1)(1− q−n)

)
Cn et

(Q− id)(f) = (p− 1)a0 + (p− 1)
∑
n≥1

(
qnan + an+1(1− q−n)

)
Cn.

Démonstration. En effet Q(f) = pa0 +
∑
n≥1

(1 + (p− 1)qn)anCn +

+
∑
n≥1

(p−1)(1−q1−n)anCn−1 = pa0+
∑
n≥1

(
(1+(p−1)qn)an+(p−1)(1−q−n)an+1

)
Cn. On en

déduit que (Q−id)(f) = (p−1)a0+(p−1)
∑
n≥1

(
qnan+(1−q−n)an+1

)
Cn. �

N.B. Si h est un q-polynôme de q-degré m et de q-développement h =
m∑

n=0

anCn, on

obtient Q(h) = pa0+
m−1∑
n=1

(
(1+(p−1)qn)an+(p−1)(1−q−n)an+1

)
Cn+(1+(p−1)qmamCm

et (Q− id)(h) = (p− 1)a0 + (p− 1)
m−1∑
n=1

(
qnan + (1− q−n)an+1

)
Cn + (p− 1)qmamCm. En
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d’autres termes, l’espace des q-polynômes P est stable par Q et Q− id. La restriction à P
de Q− id est bijective et celle de Q l’est lorsque q /∈ {(1− p)

−1
n , n ≥ 1}.

Proposition 3.1.2. Soit q ∈ K, non racine de l’unité, tel que |q − 1| < |p|. Considérons
l’élément Q = id+(p−1)τ1−(q−1)(p−1)∇q de Pq. Alors Q est une application bijective.

Démonstration. Tout d’abord montrons que Q est une application injective.
Soit f une fonction continue et soit f =

∑
n≥0

anCn son q-développement. Supposons que

Q(f) = 0, on déduit du Lemme 3.1.1 que∑
n≥0

(
(1 + (p− 1)qn)an + (p− 1)(1− q−n)an+1

)
Cn = 0.

Pour tout entier n ≥ 0, on a |1− qn| ≤ |1− q| < |pqn| = |p|. Ainsi, on a
|1 + (p− 1)qn| = |p| 6= 0. Puisque (Cn)n≥0 est une base orthonormale de C(Zp,K), on a
(1 + (p− 1)qn)an + (p− 1)(1− q−n)an+1 = 0. Il vient que a0 = 0 et pout n ≥ 1,

an =
(p− 1)(q−n − 1)

1 + (p− 1)qn
an+1. On en déduit de proche en proche que

an = (p− 1)k
k−1∏
`=0

(q−n−` − 1)
1 + (p− 1)qn+`

an+k, ∀k ≥ 1.

On vient de voir ci-dessus que pour tout entier m ≥ 1, on a |1 + (p− 1)qm| = |p|. Ainsi
|q−m − 1|

|1 + (p− 1)qm|
=
|qm − 1|
|p|

≤ 1. D’où l’on déduit que |an| =
k−1∏
`=0

∣∣q−n−` − 1
∣∣

|1 + (p− 1)qn+`|
|an+k| ≤

≤ |an+k|. Comme lim
k→+∞

|an+k| = 0, on voit que an = 0, ∀n ≥ 1. Donc Q est injective.

Montrons maintenant que Q est une application surjective.
Soit g une fonction continue de q-développement g =

∑
n≥0

dnCn. Supposons qu’il existe

une fonction continue f =
∑
n≥0

anCn, telle que Q(f) = g. On a

Q(f) =
∑
n≥0

[
(1 + (p − 1)qn)an + (p − 1)(1 − q−n)an+1

]
Cn. Comme par hypothèse, f est

telle que Q(f) = g, on obtient a0 =
d0

p
et pour tout entier n ≥ 1, on a

(1 + (p− 1)qn)an + (p− 1)(1− q−n)an+1 = dn, d’où an =
dn

1 + (p− 1)qn
+

+
(p− 1)(q−n − 1)

1 + (p− 1)qn
an+1; comme an+1 =

dn+1

1 + (p− 1)qn+1
+

(p− 1)(q−n−1 − 1)
1 + (p− 1)qn+1

an+2, on

obtient an =
dn

1 + (p− 1)qn
+

(p− 1)(q−n − 1)dn+1

(1 + (p− 1)qn)(1 + (p− 1)qn+1)
+
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+
(p− 1)2(q−n − 1)(q−n−1 − 1)

(1 + (p− 1)qn)(1 + (p− 1)qn+1)
an+2.

De proche en proche, on obtient, pour tout entier k ≥ 0,

an =
k∑

s=0

(p− 1)s

1 + (p− 1)qn

s−1∏
`=0

q−n−` − 1
1 + (p− 1)qn+`+1

dn+s + (p − 1)k
k∏

`=0

q−n−` − 1
1 + (p− 1)qn+`

an+k+1,

avec la convention
−1∏
`=0

q−n−` − 1
1 + (p− 1)qn+`+1

= 1.

Puisque lim
n→+∞

dn = 0, on obtient lim
s→+∞

∣∣∣∣∣
s−1∏
`=0

q−n−` − 1
1 + (p− 1)qn+`+1

dn+s

∣∣∣∣∣ ≤ lim
s→+∞

|dn+s| = 0.

Donc la série
∑
s≥0

(p− 1)s
s−1∏
`=0

q−n−` − 1
1 + (p− 1)qn+`+1

dn+s converge.

Comme, pour tout entier m ≥ 0, on a |1 + (p− 1)qm| = |p|, posant

an =
1

1 + (p− 1)qn

∑
s≥0

(p−1)s
s−1∏
`=0

q−n−` − 1
1 + (p− 1)qn+`+1

dn+s, on obtient |an| ≤ |p|−1 sup
s≥0

|dn+s|.

On en déduit que lim
n→+∞

|an| = 0.

D’autre part, on vérifie que (1+(p−1)qn)an+(p−1)(1−q−n)an+1 = dn. Ainsi, la fonction
continue f =

∑
n≥0

anCn est telle queQ(f) = g. �

N.B. Un problème qui reste posé est de savoir si Q est une application bijective,
lorsque q ∈ K est tel que ” |p| ≤ |q − 1| < 1” et n’appartient pas à {(1− p)

−1
n , n ≥ 1}.

Proposition 3.1.3. Soit q ∈ K, non racine de l’unité, tel que |q − 1| < 1. Considérons
l’opérateur Q = id+(p−1)τ1−(q−1)(p−1)∇q. Alors Q− id est une application bijective.

Démonstration. Soit f une fonction continue et soit f =
∑
n≥0

anCn son q-développement.

Supposons que Q(f) = f , on déduit du Lemme 3.1.1 que∑
n≥0

(
(p− 1)qn)an + (p− 1)(1− q−n)an+1

)
Cn = 0.

On obtient a0 = 0 et pout tout entier n ≥ 1, (p− 1)qnan + (p− 1)(1− q−n)an+1 = 0, d’où

l’on a an =
(q−n − 1)an+1

qn
= q−2n(1− qn)an+1. Comme ci-dessus, on obtient

an =
k−1∏
`=0

q−2(n+`)(1−qn+`)an+k, ∀k ≥ 1. Ainsi, pour tout entier k ≥ 1, on a |an| ≤ |an+k|.

Comme lim
k→+∞

|an+k| = 0, on voit que an = 0, ∀n ≥ 1. D’où l’on déduit que f = 0 et
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Q− id est injectif.

Montrons maintenant que Q− id est surjectif.
Soit g une fonction continue de q-développement g =

∑
n≥0

dnCn. Supposons qu’il existe

une fonction continue f =
∑
n≥0

anCn, telle que (Q− id)(f) = g. On obtient a0 =
d0

p− 1
et

pour tout n ≥ 1, (p− 1)qnan + (p− 1)(1− q−n)an+1 = dn, il vient que

an =
dn

(p− 1)qn
+

(q−n − 1)
qn

an+1. Par récurrence, on obtient, pour tout entier k ≥ 0,

an =
1

(p− 1)qn

k∑
s=0

s−1∏
`=0

q−n−` − 1
qn+`

dn+s +
k∏

`=0

q−n−` − 1
qn+`

an+k, avec la convention

−1∏
`=0

q−n−` − 1
qn+`

= 1. On vérifie facilement que la série
1

(p− 1)qn

∑
s≥0

s−1∏
`=0

q−n−` − 1
qn+`

dn+s

converge. En effet, pour tout entier s ≥ 0, on a

∣∣∣∣∣
s−1∏
`=0

q−n−` − 1
qn+`

dn+s

∣∣∣∣∣ ≤ |dn+s|. Comme par

hypothèse g est une fonction continue, on a lim
s→+∞

dn+s = 0.

Posant an =
1

(p− 1)qn

∑
s≥0

s−1∏
`=0

q−n−` − 1
qn+`

dn+s, on obtient |an| ≤ sup
s≥0

|dn+s| et

lim
n→+∞

|an| = 0. On vérifie d’autre part que (p−1)qnan +(p−1)(1− q−n)an+1 = dn. Ainsi

f =
∑
n≥0

anCn est une fonction continue de Zp dans K, telle que (Q − id)(f) = g et on a

démontré queQ−id est une application bijective. �

Théorème 3.1.4. Soit q ∈ K, non racine de l’unité, tel que |q − 1| < 1 et soit
Q = id+ (p− 1)τ1− (q− 1)(p− 1)∇q un élément de Pq. Pour tout entier m ≥ 0, il existe
λm ∈ K et un q-polynôme h de q-degré m, tel que Q(h) = λmh.
De plus, pour tout m ≥ 0, λm = 1+ qm(p−1). En particulier λ0 = p. En d’autres termes,
l’opérateur Q possède des valeurs propres.

Démonstration. Soit h =
m∑

n=0

anCn un q-polynôme de q-degré m > 0. Supposons

qu’il existe un élément λm dans K tel que Q(h) = λmh, on voit que a0p = a0λ et
0 = am(λm − 1 − (p − 1)qm). Comme h est un q-polynôme de q-degré m > 0, on a
am 6= 0. Donc λm − 1− (p− 1)qm = 0 et λm = 1 + qm(p− 1).
D’autre part, on a (1+(p−1)qm)an = (1+(p−1)qn)an−(p−1)(q−n−1)an+1. On obtient
donc an+1 = q2n(qm−n−1)(qn−1)−1an. On voit que a0 = 0, a2 = q2(qm−1−1)(q−1)−1a1
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et a3 = q4(qm−2 − 1)(q2 − 1)−1a2 = q6(qm−1 − 1)(qm−2 − 1)(q − 1)−1(q2 − 1)−1a1. Par

récurrence sur n, on obtient an = qn(n−1)
n−1∏
`=1

(qm−` − 1)(q` − 1)−1a1, pour 2 ≤ n ≤ m et

am = qm(m−1)a1. D’où l’existence de h et de λm, pour m > 0.

Supposons que m = 0 et posons h = a 6= 0. On obtient Q(h) = a+ (p− 1)a = pa. Si
Q(h) = λ0h, on obtient 0 = (λ0− p)a. Donc λ0 = p. �

Remarque 3.1.2. Soit q ∈ K, non racine de l’unité, tel que |q − 1| < 1.
Soit Q = id + (p − 1)τ1 − (q − 1)(p − 1)∇q un élément de Pq. Notons que si h est un
q-polynôme de q-degré m tel que Q(h) = (1 + (p− 1)qm)h, alors h est tel que
(Q−id)(h) = (p−1)qmh. On en déduit que (Q−id) admet des valeurs propres et (p−1)qm

en est une.

• On a vu que l’opérateur particulier Q = id+(p−1)τ1− (q−1)(p−1)∇q laisse stable
l’espace des q-polynômes.
On voit sans peine qu’en fait cet espace est stable par l’algèbre Pq toute entière. Il y a
aussi quelqu’autres sous-espaces de fonctions continues qui sont invariants par Pq.

Soit f une fonction continue de Zp dans K et soit Φ1f la fonction des quotients

aux différences définie par Φ1f(x, y) =
f(x)− f(y)

x− y
, pour (x, y) ∈ Zp × Zp\∆(Zp), où

∆(Zp) = {(x, x), x ∈ Zp}. Nous rappelons que f est strictement différentiable si et seule-
ment si Φ1f peut être prolongée en une fonction continue Φ̃1f : Zp × Zp −→ K.

Théorème 3.1.5. Soit f une fonction strictement différentiable de Zp dans K et soit

Qn,m =
n∑

i=0

m∑
j=0

bi,jτ
i
1∇j

q ∈ Pq. Alors Qn,m(f) est strictement différentiable. En d’autres

termes, l’espace C1(Zp,K) des fonctions strictement différentiables est invariant par Pq.

Démonstration. On a Φ1(τ1(f))(x, y) =
f(x+ 1)− f(y + 1)

x− y
= Φ1(f)(x+ 1, y + 1).

Donc si f est strictement différentiable, alors τ1(f) est strictement différentiable.
On voit sans peine que la fonction continue Iq définie par Iq(x) = q−x, est strictement
différentiable. Donc ∇q(f) = (q − 1)−1Iq.(τ1(f) − f), produit de fonctions strictement
différentiables est strictement différentiable. On en déduit que pour i ≥ 0, j ≥ 0,
τ i
1∇

j
q(f) est strictement différentiable. La somme finie Qn,m(f) de fonctions strictement
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différentiables, est strictement différentiable. �

Définition 3.1.1. Soient K un corps valué complet et L un sur-corps valué complet de
K. Soit D une boule ouverte (resp. fermée) de K, on dit que la fonction
f : D −→ L est analytique s’ils existent a ∈ D et une suite (an)n≥0 dans L tels que
f(x) =

∑
n≥0

an(x− a)n, ∀x ∈ D. Ceci est alors vrai pour tout a ∈ D.

Soit f =
∑
n≥0

anBn une fonction continue de Zp dans K. On sait que f est la restriction

d’une fonction analytique si et seulement si
an

n!
tend vers 0 [33].

Soit K un sur-corps valué complet de Qp et soit D+ = {x ∈ K/ |x| ≤ 1} la boule unité
fermée de K. Alors Zp est contenu dans D+.
Soit A(D+,K) = {f(x) =

∑
n≥0

anx
n, an ∈ K, lim

n→+∞
an = 0} l’ensemble des fonctions

analytiques de D+ à valeurs dans K. C’est une K-algèbre de Banach pour la norme
‖f‖ = max

n≥0
|an| et la suite de fonctions (xn)n≥0 est une base orthonormale de A(D+,K).

Considérons la suite de polynômes (pn(x))n≥0 où pn(x) = n!Bn(x) = x(x−1) . . . (x−n+1).
On sait que (pn(x))n≥0 est une base orthonormale de A(D+,K) (voir [33] Theorem 54.4
et aussi [28] 4.7 ).

Théorème 3.1.6. Soit q ∈ K, tel que |q − 1| < p
− 1

p−1 . Soit f : Zp −→ K une fonction
continue, considérons son q-développement f =

∑
n≥0

anCn dans la base (Cn)n≥0. Alors f

est la restriction à Zp d’une fonction analytique si et seulement si
an

(n)q!
converge vers 0.

Démonstration. Soit f =
∑
n≥0

anCn ∈ C(Zp,K), on a

f(x) =
∑
n≥0

an

(n)q!
(x)q(x − 1)q . . . (x − n + 1)q. Puisque |q − 1| < p

− 1
p−1 , la fonction

qx =
∑
n≥0

(q − 1)n

(
x

n

)
=
∑
n≥0

(q − 1)n

n!
pn(x) est analytique. On en déduit que les fonctions

(x− j)q sont analytiques sur D+. De plus (x− j)q =
qx−j − 1
q − 1

=
∑
k≥1

(
x− j

k

)
(q−1)k−1 =

= (x − j) +
∑
k≥2

(q − 1)k−1

(
x− j

k

)
et (x − j)q − (x − j) =

∑
k≥2

(q − 1)k−1

(
x− j

k

)
. Donc
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‖(x− j)q − (x− j)‖ = sup
k≥2

|q − 1|k−1 = |q − 1| < 1. On déduit du Lemme 1.0.6 que pour

tout n ≥ 1, ‖(x)q(x− 1)q . . . (x− n+ 1)q − x(x− 1) . . . (x− n+ 1)‖ ≤
≤ max

1≤j≤n−1
‖(x− j)q − (x− j)‖ < 1. Puisque

(
x(x−1) . . . (x−n+1)

)
n≥0

est une base or-

thonormale deA(D+,K), on déduit du Lemme 1.0.1 que
(
(x)q . . . (x−n+1)q = πq,n(x)

)
n≥0

est une base orthonormale de A(D+,K). Ainsi f est la restriction d’un élément de
A(D+,K) si et seulement si lim

n→+∞

an

(n)q!
= 0. �

Proposition 3.1.4. Supposons que |q − 1| < |p|
1

p−1 .

Soit Qn,m =
n∑

i=0

m∑
j=0

bi,jτ
i
1∇j

q ∈ Pq. Si f =
∑
n≥0

anCn est la restriction à Zp d’une fonction

analytique alors Qn,m(f) est la restriction à Zp d’une fonction analytique.

Démonstration. Puisque f est la restriction à Zp d’une fonction analytique, il existe
une suite (bn)n≥0 dans K telle que f(x) =

∑
n≥0

bnx
n. On obtient

τ1(f)(x) =
∑
n≥0

bn(x+ 1)n. Donc τ1(f) est la restriction à Zp d’une fonction analytique.

D’autre part, puisque (πq,n)n≥0 est une base orthonormale de A(D+,K), f peut s’écrire
sous la forme f =

∑
n≥0

dnπq,n, avec dn =
an

(n)q!
et lim

n→+∞
dn = 0. Alors

∇q(f) =
∑
n≥0

dn∇q(πq,n) =
∑
n≥1

(n)q(q − 1)−1q1−ndnπq,n−1 =

=
∑
n≥0

(n+1)q(q−1)−1q−ndn+1πq,n et
∣∣(n+ 1)q(q − 1)−1q−ndn+1

∣∣ ≤ |q − 1|−1 |dn+1|. Ainsi

lim
n→+∞

∣∣(n+ 1)q(q − 1)−1q−ndn+1

∣∣ = 0. Puisque (πq,n)n≥0 est une base orthonormale de

l’espace des fonctions analytiques sur D+, la fonction ∇q(f) est la restriction à Zp d’une
fonction analytique. Nous en déduisons, pour i ≥ 0, j ≥ 0, que τ i

1∇
j
q(f) est analytique sur

Zp. DoncQn,m(f) est la restriction à Zp d’une fonction analytique. �
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3.2 L’algèbre de Weyl quantique

Soient K un sur-corps valué complet de Qp et q ∈ K, non racine de l’unité, tel que
|q − 1| < 1. Soient C(Zp,K) l’espace de Banach des fonctions continues de Zp à valeurs
dans K et Zq l’operateur linéaire continu défini, pour f ∈ C(Zp,K), x ∈ Zp, par
Zq(f)(x) = qxf(x). On désigne par Γq(Zp,K) la sous-algèbre fermée de L

(
C(Zp,K)

)
en-

gendrée par Zq. Les éléments de Γq(Zp,K) ne sont autres que les opérateurs obtenus par
multiplication par une fonction continue.
Soient τ1 l’opérateur de translation et∇q la q-dérivation de Jackson, définis pour f ∈ C(Zp,K),

x ∈ Zp, par τ1(f)(x) = f(x+ 1) et ∇q(f)(x) =
f(x+ 1)− f(x)

(q − 1)qx
. On a

∇q(Zq(f))(x) =
qx+1f(x+ 1)− qxf(x)

(q − 1)qx
= (q − 1)−1(qτ1(f)(x)− f(x)) et

Zq(∇q(f))(x) =
qx(f(x+ 1)− f(x))

(q − 1)qx
= (q − 1)−1(τ1(f)(x) − f(x)). On en déduit que

∇qZq − qZq∇q = id et ∇qZq − Zq∇q = τ1.
Les opérateurs Zs

q et Qs(Zq) sont définis respectivement, pour s ≥ 1, par

Zs
q = Zq ◦ Zs−1

q , Qs(Zq) =
(Zq − id) . . . (Zq − qs−1)
(qs − 1) . . . (qs − qs−1)

et Z0
q = Q0(Zq) = id.

On désigne par Aq la sous-algèbre de L
(
C(Zp,K)

)
engendrée par Zq et ∇q. En fait, Aq

est isomorphe à l’algèbre de Weyl quantique à deux générateurs.

• On voit qu’avec les notations ci-dessus, Pq est une sous-algèbre de Aq.

Nous allons donner une description effective de l’adhérence de Âq de l’algèbre de Weyl
quantique dans L

(
C(Zp,K)

)
.

Lemme 3.2.1. Soit Iq l’application qui à x associe Iq(x) = q−x. Alors Iq est une fonction

continue de q-développement Iq = C0 +
∑
n≥0

(−1)nq−n
n∏

`=1

(q` − 1)Cn.

Démonstration. Rappelons que la fonction εq qui à x associe qx est une fonction

continue bijective qui ne s’annule pas sur Zp. Donc la fonction Iq =
1
εq

est une fonction

continue bijective sur Zp et pour tout x ∈ Zp, Iq(x) 6= 0.
Nous rappelons aussi que la suite d’opérateurs aux différences finies (∆(n)

q )n≥0 est telle
que ∆(n)

q = (τ1 − id) . . . (τ1 − qn−1id), pour n > 0 et ∆(0)
q = id. On obtient par récurrence

∆(n)
q (Iq) = (−1)nq−n

n∏
`=1

(q` − 1)Iq.
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En effet pour tout x ∈ Zp, on a ∆(1)
q (Iq)(x) = q−x−1 − q−x = −q−1(q − 1)q−x et

∆(2)
q (Iq)(x) = q−2(q − 1)(q2 − 1)q−x.

Supposons que ∆(n)
q (Iq) = (−1)nq−n

n∏
`=1

(q` − 1)Iq. On obtient

∆(n+1)
q (Iq)(x) = (−1)nq−n

n∏
`=1

(q` − 1)(q−x−1 − qnq−x) = (−1)n+1q−n−1
n+1∏
`=1

(q` − 1)q−x.

Il vient que ∆(n)
q (Iq)(0) = (−1)nq−n

n∏
`=1

(q` − 1). D’où l’on en déduit que

Iq =
∑
n≥0

∆(n)
q (Iq)(0)Cn = C0 +

∑
n≥1

(−1)nq−n
n∏

`=1

(q` − 1)Cn. �

N.B. On déduit du Lemme 3.2.1 que lim
n→+∞

n∏
`=1

(q` − 1) = 0.

Remarque 3.2.1. De façon générale, pour tout entier m positif,

Im
q = C0 +

∑
n≥1

(−1)nq−nm
n∏

`=1

(qm+`−1 − 1)Cn, avec lim
n→+∞

n∏
`=1

(qm+`−1 − 1) = 0.

Démonstration. Pour tout x ∈ Zp, Im
q (x) = q−mx. Donc

∆(1)
q (Im

q )(x) = q−mxq−m − q−mx = −q−m(qm − 1)q−mx. et

∆(2)
q (Im

q )(x) = q−2m(qm − 1)(qm+1 − 1)q−mx.

Par récurrence sur n, supposons que ∆(n)
q (Im

q )(x) = (−1)nq−nm
n∏

`=1

(qm+`−1 − 1)Im
q (x).

On obtient ∆(n+1)
q (Im

q )(x) = (−1)nq−nm
n∏

`=1

(qm+`−1 − 1)(q−mxq−m − qnq−mx) =

= (−1)n+1q−m(n+1)
n+1∏
`=1

(qm+`−1 − 1)q−mx.

On en déduit que Im
q = C0+

∑
n≥1

∆(n)
q (Im

q )(0)Cn = C0+
∑
n≥1

(−1)nq−nm
n∏

`=1

(qm+`−1− 1)Cn. �

Lemme 3.2.2. L’opérateur linéaire continu Zq est une isométrie bijective.

Démonstration. Soient f une fonction continue de Zp dans K et x un élément de
Zp. On a |Zq(f)(x)| = |qxf(x)| = |f(x)|. On en déduit que ‖Zq(f)‖ = ‖f‖ et Zq est
isométrique. Donc Zq est injectif.
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Considérons l’opérateur de multiplication par Iq. Pour toute fonction continue f ,
on a Zq(Iq.f) = f et Iq.(Zq(f)) = f . Il vient que Zq est bijectif, d’opérateur réciproque
l’opérateur f −→ Iq.f . �

Propriétés 3.2.1.

(i) Pour tout i ≥ 1, j ≥ 1, on a ∇j
qZi

q =
j∑

k=0

αi,j(k)Zi−k
q ∇j−k

q , où

αi,j(k) = q(i−k)(j−k)
k−1∏
`=0

(i− `)q

(
j

k

)
q

, ∀0 < k ≤ j et αi,j(0) = qij.

(ii) Pour tout i ≥ 1, j ≥ 1, on a ∇j
qQi(Zq) =

j∑
k=0

k∑
s=0

βi,j(k, s)Qi−k(Zq)∇j−k+s
q , où

βi,j(k, s) = q(i−k)(j−2k+s)q
s(s−1)−k(k−1)

2 (q − 1)s−k

(
k

s

)
q

(
j

k

)
q

; avec la convention

Qs(Zq) = 0, ∀s < 0.

(iii) Pour tout entier i ≥ 0 et toute fonction f ∈ C(Zp,K), on a Qi(Zq)(f) = Ci.f . En
d’autres termes, Qi(Zq) est l’opérateur de multiplication par la fonction continue Ci.

Démonstration. Par double récurrence sur i et j:

(i) Par récurrence sur i, montrons que ∇qZ
i
q = qiZi

q∇q + (i)qZ
i−1
q .

On a ∇qZ
2
q = (qZq∇q + id)Zq = q2Z2

q∇q + (2)qZq.
Supposons que ∇qZ

i
q = qiZi

q∇q + (i)qZ
j−1
q .

On obtient ∇qZ
i+1
q = (qiZi

q∇q + (i)qZ
i−1
q )Zq = qi+1Zi+1

q ∇q + qiZi
q + (i)qZ

i
q =

= qi+1Zi+1
q ∇q + (i+ 1)qZ

i
q. Donc ∀i ≥ 1, ∇qZ

i
q = qiZi

q∇q + (i)qZ
i−1
q .

D’autre part, ∇2
qZ

i
q = ∇q(qiZi

q∇q + (i)qZ
i−1
q ) = q2iZi

q∇2
q + qi−1(i)q(2)qZ

i−1
q ∇q +

+(i)q(i− 1)qZ
i−2
q .

Par récurrence sur j, supposons que ∇j
qZi

q =
j∑

k=0

αi,j(k)Zi−k
q ∇j−k

q , avec

αi,j(k) = q(i−k)(j−k)
k−1∏
`=0

(i− `)q

(
j

k

)
q

.

On obtient ∇j+1
q Zi

q =
j∑

k=0

qi−kαi,j(k)Zi−k
q ∇j+1−k

q +
j∑

k=0

(i−k)qαi,j(k)Zi−k−1
q ∇j−k

q =

= qi(j+1)Zi
q∇j+1

q +
j∑

k=1

(qi−kαi,j(k) + (i+ 1− k)qαi,j(k − 1))Zi−k
q ∇j+1−k

q +
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+ (i)q . . . (i− j)qZ
i−j−1
q .

On a αi,j+1(0) = qi(j+1) et αi,j+1(j + 1) = (i)q . . . (i− j)q.
D’autre part, on voit que

qi−kαi,j(k) + (i+ 1− k)qαi,j(k − 1) = q(i−k)(j+1−k)
k−1∏
`=0

(i− `)q

(
j

k

)
q

+

+ q(i+1−k)(j+1−k)
k−1∏
`=0

(i− `)q

(
j

k − 1

)
q

=

= q(i−k)(j+1−k)
k−1∏
`=0

(i− `)q

((
j

k

)
q

+ qj+1−k

(
j

k − 1

)
q

)
= αi,j+1(k).

On en déduit que ∇j+1
q Zi

q =
j+1∑
k=0

αi,j+1(k)Zi−k
q ∇j+1−k

q .

On a donc montré que ∇j
qZi

q =
j∑

k=0

αi,j(k)Zi−k
q ∇j−k

q .

(ii) Montrons, par récurrence sur i, que
∇qQi(Zq) = qiQi(Zq)∇q +Qi−1

(
∇q + q1−i(q − 1)−1id

)
. On a

∇qQ1(Zq) =
1

q − 1
(qZq∇q + id−∇q) = qQ1(Zq)∇q +∇q + (q − 1)−1id.

De la même manière on obtient

∇qQ2(Zq) =
q−1

q2 − 1

(
qQ1(Zq)∇q +∇q + (q − 1)−1id

)
(Zq − qid) =

= q2Q2(Zq)∇q +Q1(Zq)(∇q + q−1(q − 1)−1id).
Supposons que ∇qQi(Zq) = qiQi(Zq)∇q +Qi−1(Zq)(∇q + q1−i(q − 1)−1id).

Puisque Qi+1(Zq) =
q−i

qi+1 − 1
(Zq − qiid), on obtient

∇qQi+1(Zq) =
q−i

qi+1 − 1
∇qQi(Zq)(Zq − qiid). Donc

∇qQi+1(Zq) =
q−i

qi+1 − 1

(
qiQi(Zq)∇q+Qi−1(Zq)

(
∇q+q1−i(q−1)−1id

)
(Zq−qiid)

)
=

= qi+1Qi+1(Zq)∇q +
1

qi+1 − 1
Qi(Zq)

(
qi(q − 1)∇q + id

)
+

+
(qi − 1)(q − 1)−1

qiqi+1 − 1
Qi(Zq)

(
qi(q − 1)∇q + id

)
.

On en déduit que ∇qQi+1(Zq) = qi+1Qi+1(Zq)∇q +Qi(Zq)
(
∇q + q−i(q − 1)−1id

)
.

Par récurrence sur j, montrons que ∇j
qQi(Zq) =

j∑
k=0

k∑
s=0

βi,j(k, s)Qi−k(Zq)∇j−k+s
q ,

avec βi,j(k, s) = q(i−k)(j−2k+s)q
s(s−1)−k(k−1)

2 (q − 1)s−k

(
k

s

)
q

(
j

k

)
q

.
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On a ∇2
qQi(Zq) = ∇q

(
qiQi(Zq)∇q +Qi−1(Zq)

(
∇q + q1−i(q − 1)−1id

))
=

= q2iQi(Zq)∇2
q + qi−1(2)qQi−1(Zq)(∇2

q + q1−i(q − 1)−1∇q) +
+Qi−2(Zq)

(
∇2

q + q1−i(2)q(q − 1)−1∇q + q3−2i(q − 1)−2id
)
.

Supposons que ∇j
qQi(Zq) =

j∑
k=0

k∑
s=0

βi,j(k, s)Qi−k(Zq)∇j−k+s
q .

On obtient ∇j+1
q Qi(Zq) =

j∑
k=0

k∑
s=0

βi,j(k, s)∇qQi−k(Zq)∇j−k+s
q =

=
j∑

k=0

k∑
s=0

βi,j(k, s)qi−kQi−k(Zq)∇j+1−k+s
q +

+
j∑

k=0

k∑
s=0

βi,j(k, s)Qi−k−1(Zq)
(
∇q + qk+1−i(q − 1)−1id

)
∇j−k+s

q .

Ainsi, on a∇j+1
q Qi(Zq) = βi,j+1(0, 0)Qi(Zq)∇j+1

q +
j∑

k=1

qi−kβi,j(k, 0)Qi−k(Zq)∇j+1−k
q +

+
j∑

k=1

qi−kβi,j(k, k)Qi−k(Zq)∇j+1
q +

j∑
k=1

k−1∑
s=1

(
βi,j(k, s)qi−k + βi,j(k − 1, s− 1) +

+ βi,j(k − 1, s)qk−i(q − 1)−1
)
Qi−k(Zq)∇j+1−k+s

q +

+
j∑

s=1

(βi,j(j, s− 1) + βi,j(j, s)qj+1−i(q − 1)−1)Qi−1−j(Zq)∇s
q +

+
j+1∑
k=1

βi,j(k−1, k−1)Qi−k(Zq)∇j+1
q +

j+1∑
k=1

βi,j(k−1, 0)qk−i(q−1)−1Qi−k(Zq)∇j+1−k
q .

Pour tous entiers k et s tels que 1 ≤ s ≤ k ≤ j + 1, on a
βi,j(k−1, s−1)+βi,j(k−1, s)qk−i(q−1)−1 = q(i+1−k)(j+1−2k+s)q

(s−1)(s−2)−(k−1)(k−2)
2 ×

× (q − 1)s−k

(
j

k − 1

)
q

(
k

s

)
q

.

On obtient donc βi,j(k, s)qi−k + βi,j(k − 1, s− 1) + βi,j(k − 1, s)qk−i(q − 1)−1 =

= q(i−k)(j+1−2k+s)q
s(s−2)−k(k−2)

2

(
k

s

)
q

((j
k

)
q

+ qj+1−k

(
j

k − 1

)
q

)
= βi,j+1(k, s).

De la même manière, on obtient qi−kβi,j(k, k) + βi,j(k − 1, k − 1) = βi,j+1(k, k) et
qi−kβi,j(k, 0) + qk−i(q − 1)−1βi,j(k − 1, 0) = βi,j+1(k, 0).
On voit que βi,j(j, j) = αi,j+1(j + 1, j + 1) = 1 et βi,j(j, 0)qj+1−i = βi,j+1(j + 1, 0).
On voit également que βi,j(j, s− 1) + βi,j(j, s)qj+1−i(q − 1)−1 = βi,j+1(j + 1, s− 1).
D’où l’on en déduit que

∇j+1
q Qi(Zq) =

j∑
k=0

βi,j+1(k, 0)Qi−k(Zq)∇j+1−k
q +

j∑
k=1

k∑
s=1

βi,j+1(k, s)Qi−k(Zq)∇j+1−k+s
q +
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+
j∑

s=0

βi,j+1(j + 1, s)Qi−1−j(Zq)∇s
q +Qi−j−1(Zq)∇j+1

q =

=
j+1∑
k=0

k∑
s=0

βi,j+1(k, s)Qi−k(Zq)∇j+1−k+s
q .

(iii) Soit f : Zp −→ K une fonction continue. Puisque Zq(f)(x) = qxf(x), on a
(Zq − qkid)(f)(x) = (qx − qk)f(x), ∀k ≥ 0. Donc

Qi(Zq)(f)(x) =
(Zq − id) . . . (Zq − qi−2id)(Zq − qi−1id)(f)(x)

(qi − 1) . . . (qi − qi−1)
=

=
(Zq − id) . . . (Zq − qi−2id)((qx − qi−1)f)(x)

(qi − 1) . . . (qi − qi−1)
=

=
(Zq − id) . . . (Zq − qi−3id)((qx − qi−2)(qx − qi−1)f)(x)

(qi − 1) . . . (qi − qi−1)
.

De proche en proche, on obtient

Qi(Zq)(f)(x) =
(qx − 1) . . . (qx − qi−1)f(x)

(qi − 1) . . . (qi − qi−1)
= Ci(x)f(x). �

N.B. Puisque (i)q . . . (i− k + 1)q = 0 pour k > i, on obtient
j∑

k=i+1

k∑
s=0

βi,j(k, s)Qi−k(Zq)∇j−k+s
q =

j∑
k=i+1

αi,j(k)Zi−k
q ∇j−k

q = 0, pour tout j > i.

Notons que pour tout i ≥ 0 et pour tout j ≥ 0, on a |αi,j(k)| ≤ 1, ∀0 ≤ k ≤ j et
|βi,j(k, s)| ≤ 1, ∀0 ≤ s ≤ k ≤ j.

Remarque 3.2.2. Considérons l’opérateur R =
m∑

n=0

bnQn(Zq); c’est l’opérateur de mul-

tiplication par la fonction continue h =
m∑

n=0

bnCn. En d’autres termes, si f : Zp −→ K est

une fonction continue, on a R(f) = h.f , avec h = Rn(C0).

Lemme 3.2.3. Les opérateurs linéaires continus Qn(Zq), n ≥ 0, sont isométriques.
De plus (Qn(Zq))n ≥ 0 est une famille orthonormale dans L

(
C(Zp,K)

)
.

Démonstration. En effet, pour tout entier n ≥ 0 et pour toute fonction continue f ,

on a ‖Qn(Zq)‖ = sup
‖f‖6=0

‖Qn(Zq)(f)‖
‖f‖

≤ sup
‖f‖6=0

‖Cn‖ ‖f‖
‖f‖

= 1. D’autre part

‖Qn(Zq)(C0)‖ = ‖Cn‖ = 1. Donc ‖Qn(Zq)‖ = 1.
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Soit R =
m∑

n=0

bnQn(Zq), on déduit de la Remarque 3.2.2, pour f : Zp −→ K continue, que

R(f) = h.f où h = R(C0). On obtient, d’une part, que
‖h‖ = ‖R(C0)‖ = max

0≤n≤m
|bn| ≤ ‖R‖. Mais ‖R(f)‖ = ‖h.f‖ ≤ ‖h‖ ‖f‖.

D’où l’on déduit que ‖R‖ ≤ ‖h‖ et ‖R‖ = ‖h‖. �

Proposition 3.2.1. La sous-algèbre fermée Γq(Zp,K) de L
(
C(Zp,K)

)
engendrée par Zq

est égale au sous-espace fermé des opérateurs de la forme R =
∑
n≥0

bnQn(Zq), tels que

lim
n→+∞

bn = 0.

De plus (Qn(Zq))n≥0 est une base orthonormale de Γq(Zp,K).

Démonstration. Considérons R =
∑
n≥0

bnQn(Zq), avec lim
n→+∞

bn = 0. On déduit du

Lemme 3.2.3 que ‖R‖ = sup
n≥0

|bn|; donc W = {R =
∑
n≥0

bnQn(Zq) / lim
n→+∞

bn = 0} est un

sous-espace fermé de L
(
C(Zp,K)

)
contenu dans Γq(Zp,K) et (Qn(Zq))n≥0 est une base

orthonormale de W . Puisque l’espace des polynômes
m∑

n=0

bnQn(Zq) (en Zq) est dense dans

Γq(Zp,K), on obtient Γq(Zp,K) = W . �

Théorème 3.2.1. Les algèbres Γq(Zp,K) et C(Zp,K) sont isométriquement isomorphes.

Démonstration. Considérons l’application ϕ de C(Zp,K) dans Γq(Zp,K) qui à toute
fonction continue f =

∑
n≥0

bnCn associe l’opérateur Rf = ϕ(f) =
∑
n≥0

bnQn(Zq).

Comme (Cn)n≥0 et (Qn(Zq))n≥0 sont des bases orthonormales de C(Zp,K) et de Γq(Zp,K)
respectivement, on voit que ϕ est un isomorphisme isométrique d’espaces de Banach. De
plus, on a ϕ(f)(C0) = Rf (C0) =

∑
n≥0

bnCn = f et ϕ(f)(g) = Rf (g) = f.g. On en déduit

aussitôt que ϕ(fh)(g) = (fh).g = f.(hg) = f.ϕ(h)(g) = ϕ(f)
(
ϕ(h)(g)

)
=
(
ϕ(f)◦ϕ(h)

)
(g),

c’est-à-dire ϕ(fh) = ϕ(f) ◦ ϕ(h). �

Soit R =
∑
n≥0

bnQn(Zq) un élément de Γq(Zp,K). Le théorème suivant donne une con-

dition nécessaire et suffisante sur les coefficients bn de R pour que l’espace C1(Zp,K), des
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fonctions strictement différentiables de Zp dans K, soit stable par R. Nous donnerons une
démonstration de ce théorème dans le Chapitre 4.

Théorème 3.2.2. Soit R =
∑
n≥0

bnQn(Zq) un élément de Γq(Zp,K). Les propriétés sui-

vantes sont équivalentes.

(i) L’opérateur R laisse invariant l’espace C1(Zp,K) des fonctions strictement différen-
tiables.

(i) lim
n→+∞

n |bn| = 0 �

Lemme 3.2.4. Pour tout opérateur R ∈ Γq(Zp,K), on a lim
m→+∞

(q − 1)m∇m
q ◦R(f) = 0.

Démonstration. Soit f une fonction continue de Zp dans K. On sait que R(f) est
une fonction continue de Zp dans K. Comme, pour toute fonction continue g, on a

lim
m→+∞

|q − 1|m
∥∥∇m

q (g)
∥∥ = 0, il vient que lim

m→+∞
|q − 1|m

∥∥∇m
q (R(f))

∥∥ = 0. �

Soit Aq la sous-algèbre de L
(
C(Zp,K)

)
engendrée par Zq et ∇q. On désigne par Âq

l’adhérence de Aq dans l’algèbre de Banach L
(
C(Zp,K)

)
des endomorphismes linéaires

continus de C(Zp,K).

Proposition 3.2.2. La sous-algèbre Aq de L
(
C(Zp,K)

)
, en tant qu’espace vectoriel ad-

met (Zi
q∇

j
q)i≥0,j≥0 comme base. C’est un modèle de l’algèbre de Weyl quantique à deux

indéterminées.

Démonstration. Rappelons que ∇j
q(Cn) = (q − 1)−jq

j(j+1)
2

−jnCn−j , ∀j ≤ n et
∇j

q(Cn) = 0, ∀j > n (Lemme 1.0.7).
On déduit de Propriétés 3.2.1 que la famille (Zi

q∇
j
q)i≥0,j≥0 est une famille génératrice de

Aq. Il reste donc à montrer que (Zi
q∇

j
q)i≥0,j≥0 est une famille libre.

Soit Rn,m =
m∑

j=0

n∑
i=0

bi,jZ
i
q∇j

q ∈ Aq. Supposons que Rn,m = 0, on obtient

0 = Rn,m(C0)(x) =
n∑

i=0

bi,0q
ix.

D’autre part, on déduit du Lemme 1.0.7 que, pour tout k ≥ 0, ∇k
q (q

kx) = (i)q! et
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∇k
q (q

ix) = 0, pour tout i < k. On obtient donc 0 = ∇n
q (Rn,m(C0)) = bn,0(n)q!. Comme

(n)q! 6= 0, on a bn,0 = 0. De proche en proche, on obtient bi,0 = 0, ∀0 ≤ i ≤ n. De la même
manière, appliquant Rn,m à C1, on obtient, bi,1 = 0, pout tous entier i, 0 ≤ i ≤ n. Ainsi,
en appliquant successivement Rn,m aux Cj , 0 ≤ j ≤ m, on voit que, pour tous entiers i et
j, tels que 0 ≤ i ≤ n et 0 ≤ j ≤ m, on a bi,j = 0.
D’où l’on déduit que la famille (Zi

q∇
j
q)i≥0,j≥0 est libre. �

On a un énoncé meilleur que la Proposition 3.2.2.
Ce qui indique en contraste une différence majeure avec la réalisation du plan quantique.

Théorème 3.2.3. La famille d’opérateurs linéaires continus (Qi(Zq)∇j
q)i≥0,j≥0 est une

famille orthogonale dans L
(
C(Zp,K)

)
, telle que

∥∥∥Qi(Zq)∇j
q

∥∥∥ = |q − 1|−j, ∀i ≥ 0, ∀j ≥ 0.

C’est une base orthogonale de l’adhérence Âq dans L
(
C(Zp,K)

)
de l’algèbre de Weyl quan-

tique Aq.

Démonstration. Nous avons démontrer au Chapitre 1 que
∇j

q(Cn) = (q − 1)−jq
j(j+1)

2
−jnCn−j , ∀j ≤ n et ∇j

q(Cn) = 0, ∀j > n (Lemme 1.0.7).

On obtient donc Qi(Zq)∇j
q(Cn)(x) = (q − 1)−jq

j(j+1)
2

−jnCi(x)Cn−j(x), ∀n ≥ j et

Qi(Zq)∇j
q(Cn)(x) = 0, ∀n < j. On en déduit que

∥∥∥Qi(Zq)∇j
q

∥∥∥ ≤ 1
|q − 1|j

.

D’autre part Qi(Zq)∇j
q(Cj)(i) = (q − 1)−jq−

j(j−1)
2 (Ci)(i) = (q − 1)−jq−

j(j−1)
2 . Donc

|q − 1|−j =
∣∣∣Qi(Zq)∇j

q(Cj)(i)
∣∣∣ ≤ ∥∥∥Qi(Zq)∇j

q

∥∥∥. On en déduit que
∥∥∥Qi(Zq)∇j

q

∥∥∥ =
1

|q − 1|j
.

Montrons maintenant que (Qi(Zq)∇j
q)i≥0,j≥0 est une famille orthogonale.

Considérons l’opérateur Rn,m =
m∑

j=0

n∑
i=0

bi,jQi(Zq)∇j
q. On obtient

‖Rn,m‖ ≤ max
0≤j≤m

max
0≤i≤n

|bi,j |
∥∥Qi(Zq)∇j

q

∥∥ = max
0≤j≤m

max
0≤i≤n

|bi,j |
|q − 1|j

.

Montrons que max
0≤j≤m

max
0≤i≤n

|bi,j |
|q − 1|j

≤ ‖Rn,m‖. On a Rn,m(C0) =
n∑

i=0

bi,0Ci. Puisque

(Cn)n≥0 est une base orthonormale de C(Zp,K), on a ‖Rn,m(C0)‖ = max
0≤i≤n

|bi,0| et

max
0≤i≤n

|bi,0| ≤ ‖Rn,m‖.

D’autre part, Rn,m −
n∑

i=0

bi,0Qi(Zq) =
m∑

j=1

n∑
i=0

bi,jQi(Zq)∇j
q. Donc

(
Rn,m −

n∑
i=0

bi,0Qi(Zq)
)
(C1) =

n∑
i=0

bi,1(q − 1)−1Ci et
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max
0≤i≤n

∣∣∣∣ bi,1q − 1

∣∣∣∣ =
∥∥∥∥∥(Rn,m −

n∑
i=0

bi,0Qi(Zq)
)
(C1)

∥∥∥∥∥ ≤ ‖Rn,m‖.

Supposons que max
0≤j≤m−1

max
0≤i≤n

|bi,j |
|q − 1|j

≤ ‖Rn,m‖. On obtient

(
Rn,m −

m−1∑
j=0

n∑
i=0

bi,jQi(Zq)∇j
q

)
(Cm) =

n∑
i=0

bi,m(q − 1)−mq−
m(m−1)

2 Ci et∥∥∥∥∥∥
(
Rn,m −

m−1∑
j=0

n∑
i=0

bi,jQi(Zq)∇j
q

)
(Cm)

∥∥∥∥∥∥ = max
0≤i≤n

|bi,m| |q − 1|−m. Donc

max
0≤i≤n

|bi,m|
|q − 1|m

≤ ‖Rn,m‖. D’où max
0≤j≤m

max
0≤i≤n

|bi,j |
|q − 1|j

≤ ‖Rn,m‖ et (Qi(Zq)∇j
q)i≥0,j≥0 est

une base orthogonale de Aq. Comme Aq est dense dans Âq, il vient que (Qi(Zq)∇j
q)i≥0,j≥0

est une base orthogonale de Âq. �

Notons que Âq, étant l’adhérence d’une sous-algèbre est une sous-algèbre fermée de
L
(
C(Zp,K)

)
.

Les éléments deAq, à l’instar de ceux de l’algèbre de Weyl classique, peuvent s’interpréter
comme opérateurs q-différentiels. Quant aux éléments de Âq, ils peuvent être vus comme
opérateurs pseudo-q-différentiels. Plus précisement, on a:

Corollaire. Considérons, dans L
(
C(Zp,K)

)
le sous-espace vectoriel

Γq(Zp,K){∇q} = {S =
∑
n≥0

Rn(Zq)∇n
q , Rn(Zq) ∈ Γq(Zp,K),

lim
n→+∞

‖Rn(Zq)‖ |q − 1|−n = 0}. Alors Γq(Zp,K){∇q} = Âq.

Démonstration. Il est clair que Γq(Zp,K) est une sous-algèbre fermée Âq. Con-
sidérons S =

∑
n≥0

Rn(Zq)∇n
q ∈ Γq(Zp,K){∇q}. Pour tout entier n ≥ 0, Rn(Zq)∇n

q est un

élément de Âq. Ainsi les sommes Sm =
m∑

n=0

Rn(Zq)∇n
q sont des élément de Âq. Puisque

‖S − Sm‖ =

∥∥∥∥∥∥
∑

n≥m+1

Rn(Zq)∇n
q

∥∥∥∥∥∥ ≤ sup
n≥m+1

‖Rn(Zq)‖ |q − 1|−n, on a lim
m→+∞

‖S − Sm‖ = 0

et S ∈ Âq.

Reciproquement, soit S =
∑
n≥0

∑
m≥0

bn,mQm(Zq)∇n
q un élément de Âq. La famille
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(
bn,mQm(Zq)∇n

q

)
n,m

étant sommable, sa limite est égale à zéro suivant le filtre de Fréchet

de N× N.
Pour tout nombre réel ε > 0, il existe une partie finie Jε ⊂ N × N, tel que pour tout
(n,m) /∈ Jε, on a |bn,m| |q − 1|−n = ‖bn,mQm(Zq)‖

∥∥∇n
q

∥∥ =
∥∥bn,mQm(Zq)∇n

q

∥∥ < ε.

Posons mε = max{m ∈ N / (n,m) ∈ Jε} et nε = max{n ∈ N / (n,m) ∈ Jε}.

Fixons n dans N. Pour tout entier m > mε, on a (n,m) /∈ Jε et |bn,m| |q − 1|−n < ε.
On voit ainsi que lim

m→+∞
|bn,m| = 0. On définit donc un élément de Γq(Zp,K) en posant

Rn(Zq) =
∑
m≥0

bn,mQm(Zq).

De plus, on a ‖Rn(Zq)‖ |q − 1|−n = sup
m≥0

|bn,m| |q − 1|−n =

= max( max
0≤m≤mε

|bn,m| |q − 1|−n , sup
m>mε

|bn,m| |q − 1|−n).

Mais d’une part sup
m>mε

|bn,m| |q − 1|−n ≤ ε et d’autre part, pour n > nε, comme

(n,m) /∈ Jε, on a max
0≤m≤mε

|bn,m| |q − 1|−n < ε. Il vient que∥∥Rn(Zq)∇n
q

∥∥ = sup
m≥0

|bn,m| |q − 1|−n ≤ ε dès que n > nε.

En d’autres termes, lim
n→+∞

Rn(Zq)∇n
q = 0. On en déduit que

S =
∑
n≥0

∑
m≥0

bn,mQm(Zq)∇n
q =

∑
n≥0

Rn(Zq)∇n
q ∈ Γq(Zp,K){∇q} et l’on a démontré que

Γq(Zp,K){∇q} = Âq. �



CHAPITRE 4



4. Sur les fonctions strictement différentiables sur Zp

Soit K un sur-corps valué complet de Qp. Soit f une fonction continue de Zp dans K et
soit Φ1f la fonction des quotients aux différences définie, pour x 6= y par

Φ1f(x, y) =
f(x)− f(y)

x− y
. Rappelons que f est strictement différentiable si et seulement

si Φ1f peut être prolongées en une fonction continue Φ̃1f sur Zp × Zp. On désigne par
C1(Zp,K) l’ensemble des fonctions strictement différentiables de Zp dans K. On définit
une norme ‖ ‖1 sur C1(Zp,K) en posant ‖f‖1 = max(‖f‖ , ‖Φ1f‖), où ‖ ‖ est la norme
de la convergence uniforme et ‖Φ1f‖ = sup

x 6=y
|Φ1f(x, y)|. De plus (C1(Zp,K), ‖ ‖1) est un

K-espace de Banach et même une K-algèbre de Banach.

Soit f =
∑
n≥0

anBn le développement de la fonction continue f : Zp −→ K dans la

base de Mahler (Bn)n≥0. On sait que f est strictement différentiable si et seulement si
lim

n→+∞
n |an| = 0. On voit que ‖f‖1 = max(|f(0)| , ‖Φ1f‖).

Soit q ∈ K tel que |q − 1| < 1. Comme au Chapitre 3, nous posons Cn,q = Cn les
éléments de la q-base de Mahler. Soit f =

∑
n≥0

anCn le q-développement de Maler de la

fonction f . Dans ce chapitre, nous donnons des conditions nécessaires et suffisantes sur les
coefficients an pour que f soit strictement différentiable. Nous verrons que ces conditions
sont équivalentes à celle du développement dans la base de Mahler.
A cause de sa spécificité, le cas q racine de l’unité nécessite un traitement particulier.

Nous rappelons que l’espace P des fonctions q-polynomiales est dense dans C(Zp,K),
lorsque q est non racine de l’unité.
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4.1 Le cas q non racine de l’unité

Soit q ∈ K, non racine de l’unité, tel que |q − 1| < 1. Rappelons que, pour |q − 1| < 1, la

série logp(q) =
∑
j≥1

(−1)j−1 (q − 1)j

j
converge dans K, donc

∣∣logp(q)
∣∣ ≤ max

j≥1

|q − 1|j

|j|
.

On pose ρ = sup
j≥1

|q − 1|j

|j|
.

Soit n un entier positif et soit n = a0 +a1p+ · · ·+ak−1p
k−1 +akp

k, son développement

en base p, avec ak 6= 0 et 0 ≤ ai ≤ p− 1. On a k(n) =
[ log(n)
log(p)

]
et n/p < pk(n) ≤ n.

Posons γ0 = 1 et γn = ak(n)p
k(n), pour n ≥ 1; on a |γn| = |p|k(n).

Pour n ≥ 1, on pose δn = max
1≤j≤n

1
|qj − 1|

. On a min
1≤j≤n

∣∣qj − 1
∣∣ = min

0≤s≤k(n)

∣∣qps − 1
∣∣.

Or, pour 0 ≤ s ≤ k(n), on a qpk(n) − 1 = (qps
)pk(n)−s − 1 = (qps − 1)

pk(n)−s∑
i=0

qips
et∣∣∣qpk(n) − 1

∣∣∣ ≤ ∣∣qps − 1
∣∣. On déduit donc que min

1≤j≤n

∣∣qj − 1
∣∣ = ∣∣∣qpk(n) − 1

∣∣∣.
Conclusion: Pour n ≥ 1, δn =

1∣∣qpk(n) − 1
∣∣ donc lim

n→+∞
δn = +∞.

De plus, si q est tel que |q − 1| < |p|
1

p−1 (par exemple lorsque q ∈ 1 + pZp), on sait que

|qx − 1| = |q − 1| |x|, ∀x ∈ Zp. Donc min
1≤j≤n

∣∣qj − 1
∣∣ =

∣∣∣qpk(n) − 1
∣∣∣ = |q − 1| |p|k(n). D’où

δn =
1

|q − 1| |p|k(n)
=

1
|q − 1| |γn|

.

Dans la suite de ce paragraphe, nous supposons que q est non racine de l’unité.

Définition 4.1.1. Soit X une partie non vide de K sans point isolé.
Considérons la fonction f : X −→ K. On dit que f est différentiable en a ∈ X si

lim
x→a
x 6=a

f(x)− f(a)
x− a

= f ′(a) existe et f est différentiable sur X si elle est différentiable en

tout point x ∈ X.
Soit Φ1f la fonction des quotients aux différences de la fonction f définie sur X×X\∆(X)

par Φ1f(x, y) =
f(x)− f(y)

x− y
, où ∆(X) = {(x, x), x ∈ X}. On dit que f est strictement

différentiable si Φ1f peut être prolongée en une fonction continue Φ̃1f sur X ×X.
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Théorème 4.1.1. ( W. H. Schikhof)
Soit f une fonction continue de Zp dans K et soit f =

∑
n≥0

anBn son développement de

Mahler.

(i) Alors f est strictement différentiable si et seulement si
lim

n→+∞
n |an| = lim

n→+∞
|an| |γn|−1 = 0.

(ii) Si f est strictment différentiable, alors ‖f‖1 = max
n≥0

|an| |γn|−1.

(iii) La suite de fonctions (γnBn)n≥0 est une base orthonormale de C1(Zp,K).

Démonstration. Voir [33] Theorem 53.5. �

Nous allons montrer que pour le q-développement de Mahler, on a des resultats sem-
blables au Théorème 4.1.1.

Rappelons que l’on désigne par εq la fonction continue définie de Zp dans K par

εq(x) = qx. On définit la fonction ψ par ψ(x) =
qx − 1
x

=
∑
n≥1

(q − 1)n

n
Bn−1(x− 1), pour

x 6= 0 et ψ(0) = logp(q).

Lemme 4.1.1. Soit q ∈ K, non racine de l’unité, tel que |q − 1| < 1.
• La fonction ψ est une fonction continue de norme ‖ψ‖ = ρ.
De plus, la fonction εq est strictement différentiables, de dérivée ε′q = logp(q)εq.
•• Soit x et y deux élément de Zp, x 6= y. On a

Φ1Cn(x, y) = ψ(x− y)
n−1∑
s=0

q−s(n−s)

qn−1 − 1
qy(n−s)Cs(y)Cn−s−1(x− y − 1).

Démonstration. Montrons que ψ est une fonction continue de norme ‖ψ‖ = ρ.

Pour x 6= 0, on a ψ(x) =
qx − 1
x

=
∑
n≥1

(q − 1)n

n
Bn−1(x − 1). Rappelons que pour tout

entier positif k, on a Bk(−1) = (−1)k. On en déduit que lim
x→0

qx − 1
x

= logp(q) et ψ est
continue.

De plus, puisque ψ(x + 1) =
∑
n≥0

(q − 1)n+1

n+ 1
Bn(x) et (Bn)n≥0 est une base orthonormale
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de C(Zp,K), on obtient ‖ψ‖ = sup
x∈Zp

|ψ(x+ 1)| = sup
n≥1

|q − 1|n

|n|
= ρ. On en déduit que, pour

tout x ∈ Zp, lim
z→x
y→x

εq(z)− εq(y)
z − y

= lim
z→x
y→x

qyψ(z − y) = qx logp(q). Donc εq est strictement

différentiable de fonction dérivée ε′q = logp(q).εq.

Soit x et y deux élément de Zp, tels que x 6= y. On déduit du Théorème 1.0.4 que

Cn(x)−Cn(y) = Cn(y+x−y)−Cn(y) =
n−1∑
s=0

q−s(n−s)qy(n−s)Cs(y)Cn−s(x−y). Pour l ≥ 1,

x, y ∈ Zp, x 6= y, on a
Cl(x− y)
x− y

=
qx−y − 1
x− y

1
ql − 1

(qx−y−1 − 1) . . . (qx−y−1 − ql−2)
(ql−1 − 1) . . . (ql−1 − ql−2)

=

=
1

ql − 1
ψ(x− y)Cl−1(x− y − 1). D’où l’on déduit que Φ1Cn(x, y) =

Cn(x)− Cn(y)
x− y

=

= ψ(x−y)
n−1∑
s=0

q−s(n−s)

qn−s − 1
qy(n−s)Cs(y)Cn−s−1(x−y− 1). �

Lemme 4.1.2. Soit q ∈ K, non racine de l’unité, tel que |q − 1| < 1 et soit n un entier
positif, Cn est une fonction strictement différentiable de fonction dérivée

C ′
n = logp(q)

n−1∑
s=0

(−1)n−s−1 q
−(n−s)(n+s−1)

2

qn−s − 1
qx(n−s)Cs.

Démonstration. En effet, par définition C0(x) = 1 et pour n ≥ 1,

Cn(x) =
(qx − 1) . . . (qx − qn−1)
(qn − 1) . . . (qn − qn−1)

. Donc Cn est strictement différentiable. Nous rappelons

que, pour tout entier k positif, Ck(−1) = (−1)kq
−k(k+1)

2 . En appliquant le Lemme 4.1.1, on

obtient C ′
n(x) = logp(q)

n−1∑
s=0

(−1)n−s−1 q
−(n−s)(n+s−1)

2

qn−s − 1
qx(n−s)Cs(x) = Φ̃1Cn(x, x). �

Lemme 4.1.3. Soit En l’espace vectoriel des q-polynômes de q-degré ≤ n. La famille de
fonctions (q(n−s)xCs(x))0≤s≤n est une base orthonormale de En.
De plus, ‖C ′

n‖ =
∣∣logp(q)

∣∣ δn.

Démonstration. Pour 0 ≤ s ≤ n, on a
∥∥q(n−s)xCs

∥∥ = ‖Cs‖ = 1.

Soit h(x) =
n∑

s=0

asq
(n−s)xCs(x), on a ‖h‖ ≤ max

0≤s≤n
|as|.

Montrons que max
0≤s≤n

|as| ≤ ‖h‖.

On a h(0) = a0 =⇒ |a0| = |h(0)| ≤ ‖h‖. De plus h(1) = a0 + qn−1a1. Donc
h(1)− a0 = a1q

n−1 et |a1| =
∣∣a1q

n−1
∣∣ = |h(1)− a0| ≤ max(|h(1)| , |a0|) ≤ ‖h‖.
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Par récurrence, supposons que max
0≤s≤n−1

|as| ≤ ‖h‖. On a

h(x)−
n−1∑
s=0

asq
(n−s)xCs(x) = anCn(x) et

(
h−

n−1∑
s=0

asq
(n−s)xCs

)
(n) = anCn(n) = an.

Donc |an| ≤ max(‖h‖ , max
0≤s≤n−1

|as|) et ‖h‖ = max
0≤s≤n

|as|.

Puisque l’espace vectoriel En est de dimension n+1, il vient que (q(n−s)xCs)0≤s≤n est une
base orthonormale de En.

D’autre part, puisque C ′
n(x) = logp(q)

n−1∑
s=0

(−1)n−s−1 q
−(n−s)(n+s−1)

2

qn−s − 1
q(n−s)xCs(x), on voit

que ‖C ′
n‖ =

∣∣logp(q)
∣∣ max
0≤s≤n−1

∣∣∣∣∣q−(n−s)(n−s−1)/2

qn−s − 1

∣∣∣∣∣ = ∣∣logp(q)
∣∣ max
1≤j≤n

1
|qj − 1|

=
∣∣logp(q)

∣∣ δn. �

Lemme 4.1.4. La famille de fonctions (qixCj(x)Ci(y))i≥0,j≥0 est une base orthonormale
de l’espace C(Zp × Zp,K) des fonctions continues de Zp × Zp à valeurs dans K.

Démonstration. Il est évident que, pour tout i, j ∈ N, sup
x,y

∣∣qixCj(x)Ci(y)
∣∣ = 1. Soit

Un,m le sous-space des fonctions continues θ : Zp × Zp −→ K, telles que

θ(x, y) =
n∑

i=0

m∑
j=0

ai,jq
ixCj(x)Ci(y), ai,j ∈ K. On a ‖θ‖ ≤ max

0≤i≤n
0≤j≤m

|ai,j |.

Montrons que max
0≤i≤n
0≤j≤m

|ai,j | ≤ ‖θ‖. On a θ(0, 0) = a0,0 =⇒ |a0,0| ≤ ‖θ‖.

Supposons, par double récurrence que max
0≤i≤n
0≤j≤m−1

|ai,j | ≤ ‖θ‖ et max
0≤i≤n−1

|ai,m| ≤ ‖θ‖. On

obtient
(
θ −

n∑
i=0

m−1∑
j=0

ai,jq
ixCjCi −

n−1∑
i=0

ai,mq
ixCmCi

)
(x, y) = an,mq

nxCm(x)Cn(y) et

(
θ −

n∑
i=0

m−1∑
j=0

ai,jq
ixCjCi −

n−1∑
i=0

ai,mq
ixCmCi

)
(m,n) = an,mq

nm. Donc

|an,m| ≤ max(‖θ‖ , max
≤i≤n
0≤j≤m−1

|ai,j | , max
0≤i≤n−1

|ai,m|) = ‖θ‖ et ‖θ‖ = max
0≤i≤n
0≤j≤m

|ai,j |. D’où l’on

déduit que (qixCj(x)Ci(y))0≤i≤n,0≤j≤m est une base orthonormale de Un,m.

Puisque P est dense dans C(Zp,K) et C(Zp × Zp,K) est isométriquement isomorphe à
C(Zp,K)⊗̂C(Zp,K), l’espace Un,m est dense dans C(Zp × Zp,K). On en déduit que
(qixCj(x)Ci(y))i≥0,j≥0 est une base orthonormale de C(Zp×Zp,K). �
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Remarque 4.1.1. Considérons l’opérateur ϑq de multiplication par qx de l’espace
C(Zp × Zp,K) défini, pour toute fonction continue f élément de C(Zp × Zp,K),
(x, y) ∈ Zp × Zp, par ϑq(f)(x, y) = qxf(x, y). Comme l’opérateur Zq de multiplica-
tion par qx dans l’espace de Banach C(Zq,K), l’opérateur ϑq est un automorphisme
linéaire isométrique de l’espace de Banach C(Zp × Zp,K). On déduit du Lemme 4.1.4,
que (q(i+1)xCj(x)Ci(y))i≥0,j≥0 est une base orthonormale C(Zp × Zp,K).

Lemme 4.1.5. Soit q ∈ K, non racine de l’unité, tel que |q − 1| < 1, alors∣∣logp(q)
∣∣ δn ≤ ‖Φ1Cn‖ ≤ ρδn.

De plus, si |q − 1| < |p|
1

p−1 , on a ‖Φ1Cn‖ = |q − 1| δn = pk(n).

Démonstration.

• Comme ‖C ′
n‖ =

∣∣logp(q)
∣∣ δn ( Lemme 4.1.3), on voit que

∣∣logp(q)
∣∣ δn ≤ ‖Φ1Cn‖.

D’autre part, on déduit du Lemme 1.0.9 que |Φ1Cn(x, y)| ≤ |qx−y − 1|
|x− y|

1∣∣qpk(n) − 1
∣∣ ≤ ρδn.

•• Supposons que |q − 1| < |p|
1

p−1 , puisque |(x− y)q| = |x− y| ( Lemme 1.0.8 (ii)), on

obtient
|qx−y − 1|
|x− y|

=
|(x− y)q|
|x− y|

|q − 1| = |q − 1|. D’où l’on déduit que

‖Φ1Cn‖ = |q − 1| δn = |γn|−1 = pk(n). �

N.B.: Pour n ≥ 1, on a Cn(0) = 0, donc ‖Cn‖1 = ‖Φ1Cn‖. Notons que ‖C0‖1 = 1.

Soit q ∈ K, non racine de l’unité, tel que |q − 1| < 1. On pose m(ψ) = inf
x∈Zp

|qx − 1|
|x|

.

On a 0 < m(ψ) ≤
∣∣logp(q)

∣∣.
Théorème 4.1.2. Soit q ∈ K, non racine de l’unité, tel que |q − 1| < 1 et soit
f =

∑
n≥0

anCn ∈ C(Zp,K) le q-développement de la fonction f .

(i) Alors f est strictement différentiable si et seulement si lim
n→+∞

δn |an| = 0.

De plus, on a m(ψ) sup
n≥1

|an| δn ≤ ‖Φ1f‖ ≤ ρ sup
n≥1

|an| δn.

(ii) Si q est tel que |q − 1| < |p|
1

p−1 , alors ‖Φ1f‖ = |q − 1| sup
n≥1

|an| δn = sup
n≥1

pk(n) |an| .
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Démonstration. Soit f =
∑
n≥0

anCn le q-développement de la fonction f . On déduit

de la définition des quotients aux différences de la fonction f que
Φ1f(x, y) =

∑
n≥1

anΦ1Cn(x, y).

-(a)- Rappelons que pour n ≥ 1, la fonction Cn est strictement différentiable avec∥∥∥Φ̃1Cn

∥∥∥ = ‖Φ1Cn‖ ≤ ρδn.

• Supposons que lim
n→+∞

|an| δn = 0. Puisque |an|
∥∥∥Φ̃1Cn

∥∥∥ ≤ ρδn |an|, on obtient

lim
n→+∞

|an|
∥∥∥Φ̃1Cn

∥∥∥ = lim
n→+∞

ρ |an| δn = 0 et la suite de fonctions
∑
n≥1

anΦ̃1Cn con-

verge uniformément sur Zp × Zp vers une fonction continue dont la restriction à
Zp × Zp \∆(Zp) est égale à Φ1f . Donc f est strictement différentiable.

•• Reciproquement, supposons que f =
∑
n≥0

anCn soit strictement différentiable,

c’est-à-dire que Φ1f peut s’étendre à une fonction continue Φ̃1f sur Zp × Zp. Pour

x 6= y, on a Φ1f(x, y) =
∑
n≥1

an

n−1∑
s=0

q(y−s)(n−s)

qn−s − 1
ψ(x− y)Cs(y)Cn−s−1(x− y − 1) =

= ψ(x− y)
∑
s≥0

∑
t≥0

at+s+1q
−s(t+1)

qt+1 − 1
qy(t+1)Cs(y)Ct(x− y − 1).

En particulier, pour y 6= −1, on a

Φ1f(x+ y + 1, x) = ψ(y + 1)
∑
s≥0

∑
t≥0

as+t+1q
−s(t+1)

qt+1 − 1
qx(t+1)Cs(x)Ct(y).

Notons que la fonction continue ψ ne s’annule pas sur Zp. Donc
1

ψ(y + 1)
Φ̃1f(x+ y+ 1, x) est une fonction continue de Zp ×Zp dans K. Puisque la

famille de fonctions (qx(t+1)Cs(x)Ct(y))s≥0,t≥0 est une base orthonormale de
C(Zp × Zp,K) (Remarque 4.1.1), on obtient

1
ψ(y + 1)

Φ̃1f(x + y + 1, x) =
∑
s,t

bs,tq
x(t+1)Cs(x)Ct(y), avec lim

s+t→+∞
bs,t = 0 et

sup
(x,y)

∣∣∣∣ 1
ψ(y + 1)

Φ̃1f(x+ y + 1, x)
∣∣∣∣ = sup

s,t
|bs,t|.

D’autre part, pour y 6= −1, on a
1

ψ(y + 1)
Φ̃1f(x+ y + 1, x) =

∑
s≥0

∑
t≥0

as+t+1

qt+1 − 1
q(x−s)(t+1)Cs(x)Ct(y), il vient que

bs,t =
as+t+1q

−s(t+1)

qt+1 − 1
. On en déduit que
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sup
(y,x)

∣∣∣∣ 1
ψ(y + 1)

Φ̃1f(x+ y + 1, x)
∣∣∣∣ = sup

s,t

∣∣as+t+1q
−s(t+1)

∣∣
|qt+1 − 1|

=

= sup
n≥1

sup
s+t+1=n

|as+t+1|
|qt+1 − 1|

= sup
n≥1

|an| sup
s+t+1=n

1
|qt+1 − 1|

= sup
n≥1

|an| δn.

De plus, on a 0 = lim
s+t→+∞

|bs,t| = lim
s+t→+∞

max
s+t+1=n

|bs,t| =

= lim
n→+∞

|an| max
s+t+1=n

1
|qt+1 − 1|

= lim
n→+∞

|an| δn. Il vient que

sup
n≥1

|an| δn = sup
(y,x)

∣∣∣∣ 1
ψ(y + 1)

Φ̃1f(x+ y + 1, x)
∣∣∣∣ ≤ ∥∥∥∥ 1

ψ

∥∥∥∥∥∥∥Φ̃1f
∥∥∥ =

∥∥∥∥ 1
ψ

∥∥∥∥ ‖Φ1f‖ .

Puisque la fonction continue ψ ne s’annule pas sur Zp, on voit que
m(ψ) = inf

x∈Zp

|ψ(x)| = min
x∈Zp

|ψ(x)| > 0. D’où l’on en déduit que∥∥∥∥ 1
ψ

∥∥∥∥ = sup
x∈Zp

1
|ψ(x)|

=
1

inf
x∈Zp

|ψ(x)|
=

1
m(ψ)

etm(ψ) sup
n≥1

|an| δn ≤ ‖Φ1f‖ ≤ ρ sup
n≥1

|an| δn.

-(b)- Supposons que |q − 1| < |p|
1

p−1 , alors
∣∣logp(q)

∣∣ = |q − 1|.
De plus, pour x ∈ Zp,

∣∣x logp(q)
∣∣ < |p|

1
p−1 et qx = exp(logp(qx)) = exp(x logp(q)).

On en déduit que |qx − 1| =
∣∣exp(x logp(q))− 1

∣∣ =
∣∣x logp(q)

∣∣ = |x|
∣∣logp(q)

∣∣. Ainsi

pour x 6= 0, on obtient
|qx − 1|
|x|

=
∣∣logp(q)

∣∣, et m(ψ) =
∣∣logp(q)

∣∣ = |q − 1| = ρ. Donc

‖Φ1f‖ = |q − 1| sup
n≥1

|an| δn = sup
n≥1

pk(n) |an|. �

Corollaire 1. Soit q ∈ K, non racine de l’unité, tel que |q − 1| < 1 et soit f : Zp −→ K

une fonction continue de q-développement f =
∑
n≥0

anCn ∈ C(Zp,K). Alors f est stricte-

ment différentiable si et seulement si lim
n→+∞

n |an| = 0.

Démonstration. On a ψ(pk(n)) =
qpk(n) − 1
pk(n)

, ∀n ≥ 1 et

lim
n→+∞

ψ(pk(n)) = lim
n→+∞

qpk(n) − 1
pk(n)

= logp(q). Puisque logp(q) 6= 0, il existe un entier n0 tel

que, pour tout entier n ≥ n0, on ait

∣∣∣qpk(n) − 1
∣∣∣

|p|k(n)
=
∣∣logp(q)

∣∣. Donc δn =
1∣∣qpk(n) − 1

∣∣ =

=
pk(n)∣∣logp(q)

∣∣ , ∀n ≥ n0. On déduit du Théorème 4.1.2 que f est strictement différentiable

si et seulement si
1∣∣logp(q)

∣∣ lim
→+∞

|an| pk(n) = lim
n→+∞

δn |an| = 0. Ce qui équivaut à

lim
n→+∞

pk(n) |an| = 0 et à lim
n→+∞

n |an| = 0. �
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N.B.: Le Corollaire 1, qui est une q-version du Théorème 4.1.1, contient la condition
nécessaire donnée par T. Kim et al. pour le cas où |q − 1| < |p|

1
p−1 .

Corollaire 2. Soit f =
∑
n≥0

anCn une fonction continue. Si f est strictement différentiable,

alors f est telle que max(|a0| ,m(ψ) sup
n≥1

|an| δn) ≤ ‖f‖1 ≤ max(|a0| , ρ sup
n≥1

|an| δn).

De plus, si |q − 1| < |p|
1

p−1 , on a ‖f‖1 = sup
n≥0

|an| |γn|−1. Dans ces conditions, posant

α0 = 1 et αn = (pk(n))q, pour n ≥ 1, la famille (αnCn)n≥0 devient une base orthonormale
de (C1(Zp,K), ‖ ‖1).

Démonstration. On déduit du Théorème 4.1.2, que m(ψ) sup
n≥1

|an| δn ≤ ‖Φ1f‖ ≤

≤ ρ sup
n≥1

|an| δn. Donc max(|a0| ,m(ψ) sup
n≥1

|an| δn) ≤ ‖f‖1 ≤ max(|a0| , ρ sup
n≥1

|an| δn).

De plus, si |q − 1| < |p|
1

p−1 , on obtient m(ψ) = |q − 1| = ρ et
max(|a0| , |q − 1| sup

n≥1
|an| δn) ≤ ‖f‖1 ≤ max(|a0| , |q − 1| sup

n≥1
|an| δn). Il vient que

‖f‖1 = max(|a0| , |q − 1| sup
n≥1

|an| δn) = max(|a0| , sup
n≥1

|an| |γn|−1) = sup
n≥0

|an| |γn|−1,

(γ0 = 1).
D’autre part, on a f =

∑
n≥0

an(αn)−1(αnCn). Puisque ‖Cn‖1 = |γn|−1 et |αn| =
∣∣(pk(n))q

∣∣ =
=
∣∣pk(n)

∣∣ = |γn|, on obtient ‖αnCn‖1 = |αn| ‖Cn‖1 = 1. On déduit donc que
‖f‖1 = sup

n≥0
|an| |γn|−1 = sup

n≥0
|an| |αn|−1 et (αnCn)n≥0 est une base orthonormale de

C1(Zp,K). �

Remarque 4.1.2. On sait que l’opérateur de dérivation est un opérateur linéaire et con-
tinu de C1(Zp,K) dans C(Zp,K). De plus, si f =

∑
n≥0

anCn est strictement différentiable,

on obtient f ′(x) =
∑
n≥0

anC
′
n(x) =

∑
n≥1

an logp(q)
n−1∑
s=0

q−s(n−s)

qn−s − 1
qx(n−s)Cs(x)Cn−s−1(−1).

Comme Ck(−1) = (−1)kq
−k(k+1)

2 , posant t = n− s− 1, on voit que

f ′ = logp(q)
∑
n≥1

an

∑
s+t+1=n

(−1)t q
−(t+1)(t+2s)/2

qt+1 − 1
qx(t+1)Cs(x).

En particulier, f ′(0) = logp(q)
∑
t≥0

(−1)tat+1
q−t(t+1)/2

qt+1 − 1
.

De façon générale, pour m ∈ N, on a
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f ′(m) = logp(q)
m∑

s=0

(
m

s

)
q

∑
t≥0

(−1)tas+t+1
q−(t+1)(t+2s−2m)/2

qt+1 − 1
.

D’autre part, K. Conrad donne dans [4] le q-développement de la fonction dérivée f ′ d’une
fonction différentiable f . Toute fonction strictement différentiable étant différentiable, ce
q-développement reste vrai pour les fonctions strictement différentiables.

• Soit q ∈ K, non racine de l’unité, tel que |q − 1| < 1. Soient f : Zp −→ K
une fonction continue et x un élément de Zp. Rappelons que l’opérateur Zq est défini
par Zq(f)(x) = qxf(x). Nous avons désigné par Γq(Zp,K), la sous-algèbre fermée de
l’algèbre L

(
C(Zp,K)

)
des endomorphismes linéaires continus de C(Zp,K) dans C(Zp,K),

engendrée par Zq. Nous avons montré que tout élément R de Γq(Zp,K) s’écrit sous
la forme d’une série uniformément convergente R =

∑
n≥0

bnQn(Zq), avec lim
n→+∞

bn = 0

et ‖R‖ = sup
n≥0

|bn|, les Qn(Zq) étant des polynômes en Zq définis par, Q0(Zq) = id et

Qn(Zq) =
(Zq − id) . . . (Zq − qn−1id)

(qn − 1) . . . (qn − qn−1)
, ∀n ≥ 1. Nous donnons ici une condition nécessaire

et suffisante, sur les coefficients bn pour qu’un élément R =
∑
n≥0

bnQn(Zq) ∈ Γq(Zp,K)

laisse invariant l’espace C1(Zp,K) des fonctions strictement différentiables de Zp dans K.

Théorème 4.1.3. Soit R =
∑
n≥0

bnQn(Zq) un élément de Γq(Zp,K). Les propriétés sui-

vantes sont équivalentes.

(i) L’opérateur R laisse invariant l’espace C1(Zp,K) des fonctions strictement différen-
tiables de Zp dans K.

(ii) lim
n→+∞

n |bn| = 0

Démonstration. Soit R =
∑
n≥0

bnQn(Zq) un élément de Γ(Zp,K). Supposons que

lim
n→+∞

n |bn| = 0. Alors, la fonction continueR(C0) =
∑
n≥0

bnCn est strictement différentiable

de Zp dans K. Ainsi, si f : Zp −→ K est une fonction strictement différentiable,
R(f) = f.

∑
n≥0

bnCn = f.R(C0), produit de deux fonctions strictement différentiables est

strictement différentiable.
Réciproquement, supposons, pour toute fonction strictement différentiable f : Zp −→ K,
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queR(f) est strictement différentiable. AlorsR(C0) =
∑
n≥0

bnCn est strictement différentiable.

Donc lim
n→+∞

n |bn| = 0. �

4.2 Le cas q racine de l’unité d’ordre pN

Dans ce paragraphe, nous supposons que q ∈ K est une racine primitive de l’unité d’odre
pN , N ≥ 1, c’est-à-dire que q est une racine pN -ième de l’unité et pour tout entier k < pN ,
qk 6= 1. Dans ces conditions, on a |q − 1| < 1.
Rappelons que la suite associée à q formée des fonctions Cn,q = Cn constituant une base
orthonormale de C(Zp,K) est telle que pour tout entier n = m(n)pN + r(n) et tout
x = z(x)pN + l(x) ∈ Zp, on a Cn,q(x) = Cn(x) = Cr(n),q(l(x)).Bm(n)(z(x)), où Bm(n) est
le m(n)-ième polynôme binomial usuel.
Comme pour le cas q non racine de l’unité, les fonctions de la q-base de Mahler sont
strictement différentiables. Plus précisement on a:

Lemme 4.2.1. Soit q ∈ K, une racine primitive de l’unité d’odre pN . Alors
pk(n) ≤ ‖Φ1Cn‖ ≤ max(pN−1, pk(n)).

Démonstration.
On déduit du Lemme 1.0.9 (ii) que ‖Φ1Cn‖ ≤ max(pN−1, pk(n)).

D’autre part, on a Φ1Cn(y + pk(n), y) =
1

pk(n)

n∑
s=1

q−s(n−s)Cs(pk(n))qsyCn−s(y). On voit,

comme dans la démonstration du Lemme 4.1.3, que la suite de fonctions (qsyCn−s)0≤s≤n

est une famille orthonormale dans C(Zp,K). On en déduit que

sup
y∈Zp

∣∣∣Φ1Cn(y + pk(n), y)
∣∣∣ = pk(n) sup

1≤s≤n

∣∣∣Cs(pk(n))
∣∣∣ = pk(n), car pk(n) ≤ n et

Cpk(n)(pk(n)) = 1. D’où le lemme. �

Lemme 4.2.2. Soit q ∈ K, une racine primitive de l’unité d’ordre pN .

(i) Soit n un entier < pN , alors la n-ième fonction continue Cn,q = Cn de la q-base de
Mahler est strictement différentiable de fonction dérivée C ′

n égale à zéro.

(ii) Si n est un entier ≥ pN , alors la fonction Cn est une fonction strictement différentiable.
De plus, si n = m(n)pN + r(n), avec m(n) ≥ 1, 0 ≤ r(n) ≤ pN − 1 et
x = z(x)pN + l(x) ∈ Zp, 0 ≤ l(x) ≤ pN − 1, la fonction dérivée C ′

n de Cn est telle

que C ′
n(x) =

1
pN

B′
m(n)(z(x))Cr(n)(l(x)), où B′

m(n) =
m(n)−1∑

i=0

(−1)m(n)−i−1

m(n)− i
Bi.
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Démonstration. Soient x = z(x)pN + l(x), 0 ≤ l(x) ≤ pN − 1, y = ζ(y)pN + l(y),
0 ≤ l(y) ≤ pN − 1 et soit n = m(n)pN + r(n), 0 ≤ r(n) ≤ pN − 1. On obtient
x− y = (z(x)− ζ(y))pN + (l(x)− l(y)).
Il est clair que

∣∣(z(x)− ζ(y))pN
∣∣ = p−N |z(x)− ζ(y)| ≤ p−N et pour l(x) 6= l(y), on a∣∣pN−1

∣∣ ≤ |l(x)− l(y)| et
∣∣(z(x)− ζ(y))pN

∣∣ < |x− y|, on en déduit que, pour l(x) 6= l(y),
on a |x− y| = |l(x)− l(y)|.

(i) Pour 0 ≤ n < pN , m(n) = 0, r(n) = n et la fonction Cn est localement constant. De
plus Cn(x) = Cn(l(x)) et Cn(y) = Cn(l(y)). Donc Φ1Cn(z(x)pN , ζ(y)pN ) = 0.
Pour l(x) 6= l(y), on obtient

∣∣Φ1Cn(z(x)pN + l(x), ζ(y)pN + l(y))
∣∣ = |Φ1Cn(l(x), l(y))| ≤

≤ 1
|l(x)− l(y)|

≤ pN−1.

Comme Cn(x) = Cn(y + x − y) =
n∑

s=0

q−s(n−s)qy(n−s)Cs(y)Cn−s(x − y) ( Théorème

1.0.4), on voit que Cn(x)− Cn(y) =
n−1∑
s=0

q−s(n−s)qy(n−s)Cs(y)Cn−s(x− y).

On en déduit que

Φ1Cn(x, y) =
(ql(x)−l(y) − 1)

x− y

n−1∑
s=0

q(n−s)(l(y)−s)

qn−s − 1
Cs(l(y))Cn−s−1(l(x)− l(y)−1), ou en-

core Φ1Cn(x, y) = ψ(x− y)
n−1∑
s=0

q(n−s)(l(y)−s)

qn−s − 1
Cs(l(y))Cn−s−1(l(x)− l(y)− 1).

Donc pour l(x) = l(y), Φ1Cn(x, y) = 0. D’où l’on déduit que C ′
n = 0.

(ii) Soit n = m(n)pN + r(n), avec 0 ≤ r(n) ≤ pN − 1, m(n) ≥ 1 et soient
x = z(x)pN + l(x) ∈ Zp, y = ζ(y)pN + l(y) ∈ Zp, on obtient

Φ1Cn(x, y) =
1

(z(x)− ζ(y))pN + l(x)− l(y)

[(
Bm(n)(z(x))−Bm(n)(ζ(y))

)
Cr(n)(l(x))+

+Bm(n)(ζ(y))
(
Cr(n)(l(x))− Cr(n)(l(y))

)]
.

Pour l(x) = l(y), on a x− y = (z(x)− ζ(y))pN et

Φ1Cn(x, y) =
1
pN

Bm(n)(z(x))−Bm(n)(ζ(y))
z(x)− ζ(y)

Cr(n)(l(x)) =

=
1
pN

Φ1Bm(n)(z(x), ζ(y))Cr(n)(l(x)).

D’où l’on déduit aussitôt que C ′
n(x) =

1
pN

B′
m(n)(z(x))Cr(n)(l(x)), où B′

m(n) est la

fonction dérivée deBm(n) etB′
m(n) =

m(n)−1∑
i=0

(−1)m(n)−i−1

m(n)− i
Bi. �
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Soit q ∈ K une racine primitive de l’unité d’ordre pN , nous avons ici un résultat sem-
blable au Théorème 4.1.1.

Théorème 4.2.1. Soit q ∈ K, une racine primitive de l’unité d’ordre pN et soit
f =

∑
n≥0

anCn ∈ C(Zp,K) le q-développement de f . Alors f est strictement différentiable

si et seulement si lim
n→+∞

n |an| = 0.

De plus f ′(x) =
1
pN

∑
`≥0

(∑
j≥0

(−1)j

j + 1
a(j+1)pN+`

)
C`(x).

Démonstration. On a rappelé ci-dessus que, pour tout entier positif
n = m(n)pN + r(n), 0 ≤ r(n) ≤ pN − 1 et pour tout x = pNz(x) + l(x) ∈ Zp,
0 ≤ l(x) ≤ pN−1, on a Cn(x) = Bm(n)(z(x))Cr(n)(l(x)). De plus, la fonction Cn est stricte-

ment différentiable, avec pk(n) ≤
∥∥∥Φ̃1Cn

∥∥∥ = ‖Φ1Cn‖ ≤ max(pN−1, pk(n)) ≤ max(pN−1, n).

Soit f =
∑
n≥0

anCn ∈ C(Zp,K). On déduit de la définition des quotients aux différences

de la fonction f , que l’on a Φ1f(x, y) =
∑
n≥1

anΦ1Cn(x, y).

-(a)- Supposons que lim
n→+∞

n |an| = 0. Comme |an|
∥∥∥Φ̃1Cn

∥∥∥ ≤ max(pN−1, n) |an| ≤ n |an|

pour n assez grand, on voit que lim
n→+∞

|an|
∥∥∥Φ̃1Cn

∥∥∥ = lim
n→+∞

n |an| = 0 et la série

de fonctions
∑
n≥1

anΦ̃1Cn converge uniformément sur Zp × Zp vers une fonction con-

tinue dont la restriction à Zp × Zp \∆(Zp) est égale à Φ1f . Donc f est strictement
différentiable.

-(b)- Reciproquement, supposons que f =
∑
n≥0

anCn soit strictement différentiable, c’est-

à-dire que Φ1f peut s’étendre en une fonction continue Φ̃1f sur Zp×Zp. Considérons
un s fixé, tel que 0 ≤ s ≤ pN − 1.
Pour x = z(x)pN + s et y = ζ(y)pN + s ∈ pNZp + s, on voit que

Φ1(x, y) =
1
pN

pN−1∑
r=0

∑
m≥1

ampN+rCr(s)
Bm(z(x))−Bm(ζ(y))

z(x)− ζ(y)
=

=
1
pN

s∑
r=0

∑
m≥1

ampN+rCr(s)Φ1Bm(z(x), ζ(y)).

La fonction Φ1,sf(z, ζ) = Φ1f(s+ pNz, s+ pNζ) =
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=
1
pN

s∑
r=0

∑
m≥1

ampN+rCr(s)
Bm(z)−Bm(ζ)

z − ζ
peut, elle aussi se prolonger en une fonc-

tion continue Φ̃1,sf sur Zp×Zp, qui en fait correspond à la restriction de la fonction
continue Φ̃1f à s+ pNZp × s+ pNZp.
On obtient sur Zp × Zp la fonction continue

Φ̃1,sf(z + ζ + 1, ζ) =
1
pN

s∑
r=0

∑
m≥1

ampN+rCr(s)
∑

i+j=m−1

1
j + 1

Bj(z)Bi(ζ) =

=
1
pN

∑
i,j

s∑
r=0

Cr(s)
a(i+j+1)pN+r

j + 1
Bj(z)Bi(ζ).

Puisque la famille de fonctions (z, ζ) → Bj(z)Bi(ζ) forme une base orthonormale
de l’espace des fonctions continues à deux variables C(Zp × Zp,K), on obtient le
développement suivant dans cette base: Φ̃1,sf(z + ζ + 1, z) =

∑
i,j

bi,j(s)Bj(z)Bi(ζ),

avec lim
i+j→+∞

bi,j(s) = 0 et sup
(z,ζ)

∣∣∣Φ̃1,sf(z + ζ + 1, z)
∣∣∣ = sup

i,j
|bi,j(s)|.

De plus bi,j(s) = p−N
s∑

r=0

Cr(s)
a(i+j+1)pN+r

j + 1
. Donc pout tout s, 0 ≤ s ≤ pN − 1, on

a 0 = pN lim
i+j→+∞

bi,j(s) = lim
i+j→+∞

s∑
r=0

Cr(s)
a(i+j+1)pN+r

j + 1
.

En particulier, pour s = 0, lim
i+j→+∞

0∑
r=0

Cr(s)
a(i+j+1)pN+r

j + 1
= lim

i+j→+∞

a(i+j+1)pN

j + 1
= 0.

Pour s = 1, on a 0 = lim
i+j→+∞

(
a(i+j+1)pN

j + 1
+
a(i+j+1)pN+1

j + 1
) = lim

i+j→+∞

a(i+j+1)pN+1

j + 1
.

Supposons, de proche en proche, que pour 0 ≤ r ≤ pN−2, on a lim
i+j→+∞

a(i+j+1)pN+r

j + 1
= 0.

Alors, pour s = pN − 1, on obtient

0 = lim
i+j→+∞

pN−1∑
r=0

Cr(pN − 1)
a(i+j+1)pN+r

j + 1
= lim

i+j→+∞

a(i+j+1)pN+pN−1

j + 1
.

Donc, pour tout entier r tel que 0 ≤ r ≤ pN − 1, on a

lim
m→+∞

∣∣ampN+r

∣∣ .pk(m) = lim
m→+∞

max
i+j+1=m

∣∣∣a(i+j+1)pN+r

∣∣∣
|j + 1|

= 0.

Si n = m(n)pN + r(n), 0 ≤ r(n) ≤ pN − 1 est tel que m(n) ≥ 1, on obtient
n < p.pk(n) = pN+1.pk(m(n)).
Comme |an| ≤ max

0≤r≤pN−1

∣∣∣am(n)pN+r

∣∣∣, on voit que

n |an| < p.pk(n) |an| ≤ pN+1 max
0≤r≤pN−1

pk(m(n))
∣∣∣am(n)pN+r

∣∣∣ et lim
n→+∞

n |an| = 0.



110 4. Sur les fonctions strictement différentiables sur Zp

De plus, si f est strictement différentiable, pour x = z(x)pN + l(x), on a

f ′(x) = Φ̃1f(x, x) =
pN−1∑
r=0

∑
m≥1

ampN+rCr(l(x))
B′

m(z(x))
pN

. Comme

B′
m(z(x)) =

∑
i+j=m−1

(−1)j

j + 1
Bi(z(x)), on voit que

f ′(x) =
1
pN

∑
i≥0

pN−1∑
r=0

∑
j≥0

(−1)j

j + 1
a(j+1)pN+ipN+rCipN+r(x).

Faisant le changement d’indices ipN + r = `, on obtient

f ′(x) =
1
pN

∑
`≥0

(∑
j≥0

(−1)j

j + 1
a(j+1)pN+`

)
C`(x). �

Remarque 4.2.1. Soit m un entier positif. On a

f ′(m) =
1
pN

m∑
`=0

(∑
j≥0

(−1)j

j + 1
a(j+1)pN+`

)
C`(m).

En particulier f ′(0) =
1
pN

∑
j≥0

a(j+1)pN

(−1)j

j + 1
=

1
pN

∑
j≥1

ajpN

(−1)j−1

j
.

Corollaire. Soit (αn)n≥0 une suite dans K telle que |αn| = ‖Φ1Cn‖, pour n ≥ 1 et
α0 = 1. Alors p1−N . sup

n≥0
|an| |αn| ≤ ‖f‖1 ≤ sup

n≥0
|an| |αn|.

De plus, pour N = 1, on a ‖f‖1 = sup
n≥0

|an| |αn|.

Démonstration. Rappelons que la norme de f ∈ C1(Zp,K) est donnée par

‖f‖1 = max(‖f‖ , ‖Φ1f‖) = max(|f(0)| , ‖Φ1f‖) et ‖Φ1f‖ =
∥∥∥Φ̃1f

∥∥∥ la norme uniforme de

Φ̃1f . Donc pour n ≥ 1, on a ‖Cn‖1 = max(|Cn(0)| , ‖Φ1Cn‖) = ‖Φ1Cn‖ et ‖C0‖1 = 1.
Nous rappelons également que, pour n ≥ 1, on a pk(n) ≤ ‖Φ1(Cn)‖ ≤ max(pN−1, n).
Soit f =

∑
n≥0

anCn le q-développement de f . Alors, on a

lim
n→+∞

|an| |αn| = lim
n→+∞

|an| ‖Cn‖1 = 0. D’où l’on déduit que la série de fonction

f =
∑
n≥0

an(αn)(α−1
n Cn) converge dans C1(Zp,K). D’autre part, on a

∣∣α−1
n

∣∣ ‖Cn‖1 = 1.

Donc ‖f‖1 ≤ sup
n≥0

|an| |αn|.

Considérons un s fixé, tel que 0 ≤ s ≤ pN − 1. Comme dans la démonstration du
Théorème 4.2.1, on obtient sur Zp × Zp, la fonction continue

Φ̃1,sf(z + ζ + 1, ζ) =
1
pN

∑
i,j

s∑
r=0

Cr(s)
a(i+j+1)pN+r

j + 1
Bj(z)Bi(ζ).
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Pour s = 0, on obtient Φ̃1,0f(z+ ζ+1, ζ) =
1
pN

∑
i≥0

∑
j≥0

a(i+j+1)pN

j + 1
Bj(z)Bi(ζ). Il vient que

sup
(z,ζ)

∣∣∣Φ̃1,0f(z + ζ + 1, ζ)
∣∣∣ = pN sup

i≥0
sup
j≥0

∣∣∣a(i+j+1)pN

∣∣∣ |j + 1|−1 =

= pN sup
m≥1

∣∣ampN

∣∣ sup
i+j+1=m

1
|j + 1|

= sup
m≥1

∣∣ampN

∣∣ pk(m)+N = sup
m≥1

∣∣ampN

∣∣ ∣∣αmpN

∣∣. Donc

sup
m≥1

∣∣ampN

∣∣ ∣∣αmpN

∣∣ ≤ ∥∥∥Φ̃1f
∥∥∥ = ‖Φ1f‖.

Supposons avoir démontré, de proche en proche, que pour 0 ≤ s ≤ pN − 2, on a
sup

0≤r≤s
sup
m≥1

∣∣ampN+r

∣∣ ∣∣αmpN+r

∣∣ ≤ ∥∥∥Φ̃1f
∥∥∥. Comme ci-dessus, on obtient

sup
m≥1

∣∣ampN+pN−1

∣∣ ∣∣αmpN+pN−1

∣∣ = sup
(z,ζ)

∣∣∣Φ̃1,pN−1f(z + ζ + 1, ζ)− Φ̃1,pN−2f(z + ζ + 1, ζ)
∣∣∣ ≤

≤
∥∥∥Φ̃1f

∥∥∥. D’où l’on déduit que sup
n≥pN

|an| |αn| ≤
∥∥∥Φ̃1f

∥∥∥ et

p1−N sup
n≥pN

|an| |αn| ≤
∥∥∥Φ̃1f

∥∥∥ = ‖Φ1f‖.

De plus, |a0| |α0| = |f(0)| ≤ ‖f‖1.
D’autre part, puisque pour 1 ≤ r ≤ pN−1, on a |αr| = ‖Φ1Cr‖ = sup

l(x) 6=l(y)
|Φ1Cr(l(x), l(y))| ≤

≤ pN−1, on voit que p1−N max
1≤r≤pN−1

|ar| |αr| ≤ max
1≤r≤pN−1

|ar| ≤ ‖f‖ ≤ ‖f‖1. D’où l’on

déduit que p1−N sup
n≥0

|an| |αn| ≤ ‖f‖1 ≤ sup
n≥0

|an| |αn| et pourN = 1, on a sup
n≥0

|an| |αn| = ‖f‖1. �

4.3 Somme indéfinie et intégrale de Volkenborn

Définition 4.3.1. Soit f ∈ C(Zp,K), la somme indéfinie de f est l’unique fonction con-
tinue S(f), telle que S(f)(x+ 1)− S(f)(x) = f(x) et S(f)(0) = 0.

Une étude détaillée de la somme indéfinie a été faite dans [33]. Notons ici que si Bn

est le n-ième polynôme binomial, alors S(Bn) = Bn+1. Donc, si f =
∑
n≥0

anBn est le

développement de Mahler d’une fonction continue f : Zp −→ K, on a S(f) =
∑
n≥0

anBn+1

et ‖S(f)‖ = ‖f‖. Ainsi, l’endomorphisme linéaire S de C(Zp,K) est isométrique.

Nous allons évaluer la somme indéfinie de fonctions continues suivant le développement
dans la q-base de Mahler. Ce qui s’applique au calcul de l’intégrale de Volkenborn des
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fonctions strictement différentiables.

Lemme 4.3.1. Soit q ∈ K, tel que |q − 1| < 1. Le q-développement de la fonction S(Cn)

est donné par S(Cn) =
∑

s≥n+1

(−1)s−n−1
s−1∏

`=n+1

(q` − 1)Cs, avec la convention
β∏

`=t

α` = 1,

pour t > β.
En outre, si q est une racine de l’unité d’ordre pN , pour n = m(n)pN + r(n),

m(n) ≥ 0, 0 ≤ r(n) ≤ pN−1, on obtient S(Cn) =
(m(n)+1)pN∑

s=n+1

(−1)s−n−1
s−n−1∏

l=1

(qs−l−1)Cs =

=
pN−r(n)∑

k=1

(−1)k−1
k−1∏
`=1

(qn+k−` − 1)Cn+k.

Démonstration. Rappelons que, pour tout entier positif s, on a
Cs(x+ 1) = qsCs(x) + Cs−1(x).
Soit S(Cn) =

∑
s≥0

bs(n)Cs le q-développement de Mahler de S(Cn). Alors

b0(n) = S(Cn)(0) = 0 et S(Cn)(x+ 1)− S(Cn)(x) =
=
∑
s≥1

bs(n)
(
Cs(x+ 1)− Cs(x)

)
=
∑
s≥1

bs(n)(qs − 1)Cs(x) +
∑
s≥0

bs+1(n)Cs(x) =

=
∑
s≥0

((qs − 1)bs(n) + bs+1(n))Cs(x).

Puisque S(Cn)(x + 1) − S(Cn)(x) = Cn(x), on obtient 0 = (qs − 1)bs(n) + bs+1(n),
pour s 6= n et bn+1(n) = 1 − (qn − 1)bn(n). Par récurrence, on voit que bs(n) = 0,
pour s ≤ n, bn+1(n) = 1 et pour s > n + 1, bs+1(n) = −(qs − 1)bs(n). D’où l’on

déduit que bs(n) = (−1)s−n−1
s−1∏

`=n+1

(q` − 1) = (−1)s−n−1
s−n−1∏

`=1

(qs−` − 1), ∀s ≥ n + 1 et

S(Cn) =
∑

s≥n+1

(−1)s−n−1
s−1∏

`=n+1

(q` − 1)Cs =
∑

s≥n+1

(−1)s−n−1
s−n−1∏

`=1

(qs−` − 1)Cs.

De plus, si q est une racine de l’unité d’ordre pN , pour n = m(n)pN + r(n), m(n) ≥ 0,

0 ≤ r(n) ≤ pN −1 et s > n+1, on obtient
s−1∏

`=(m(n)+1)pN

(q`−1) = 0. On voit que bs(n) = 0

pour tout s > (m(n) + 1)pN . D’où l’on déduit que

S(Cn) =
(m(n)+1)pN∑

s=n+1

(−1)s−n−1
s−n−1∏

l=1

(qs−l−1)Cs =
pN−r(n)∑

k=1

(−1)k−1
k−1∏
`=1

(qn+k−`−1)Cn+k. �
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Dans la suite, on pose par convention
β∏

l=t

αl = 1, pour t > β.

Corollaire.
Soit q ∈ K tel que |q − 1| < 1. Soient f une fonction continue de Zp dans K et
f =

∑
n≥0

anCn le q-développement de f . Soit S(f) la somme indéfinie de f . Par convention,

on pose
0∏

`=1

(qn−` − 1) = 1.

(i) Si q est non racine de l’unité, alors S(f) =
∑
s≥1

s∑
k=1

(−1)k−1as−k

k−1∏
`=1

(qn−` − 1)Cs.

(ii) Si q est une racine primitive de l’unité d’ordre pN , alors

S(f) =
∑
n≥1

pN∑
k=1

(−1)k−1an−k

k−1∏
`=1

(qn−` − 1)Cn.

Démonstration.

(i) Supposons que q est non racine de l’unité. Soit f une fonction continue et
f =

∑
n≥0

anCn le q-développement de f . Sachant que l’opérateur S est linéaire con-

tinu, on déduit du Lemme 4.3.1 que

S(f) =
∑
n≥0

anS(Cn) =
∑
n≥0

an

∑
s≥n+1

(−1)s−n−1
s−1∏

`=n+1

(q` − 1)Cs =

=
∑
s≥1

s−1∑
n=0

an(−1)s−n−1
s−1∏

`=n+1

(q` − 1)Cs.

Posant s− n = k, on obtient S(f) =
∑
s≥1

s∑
k=1

as−k(−1)k−1
s−1∏

`=s−k+1

(q` − 1)Cs =

=
∑
s≥1

s∑
k=1

as−k(−1)k−1
k−1∏
`=1

(qs−` − 1)Cs.

(ii) Supposons que q est une racine primitive de l’unité d’ordre pN . Soit f une fonction

continue telle que f =
∑
m≥0

pN−1∑
r=0

ampN+rCmpN+r ∈ C(Zp,K). On déduit encore du
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Lemme 4.3.1 que S(f) =
∑
m≥0

pN−1∑
r=0

ampN+rS(CmpN+r) =

=
∑
m≥0

pN−1∑
r=0

ampN+r

pN−r∑
k=1

(−1)k−1
k−1∏
`=1

(qmpN+r+k−` − 1)CmpN+r+k.

Il vient que S(f) =
∑
n≥1

pN∑
k=1

an−k(−1)k−1
k−1∏
`=1

(qn−` − 1)Cn. �

Soit f une application de Zp dans K. On dit que f est Volkenborn intégrable si la

limite lim
n→+∞

p−n
pn−1∑
j=0

f(j) existe et l’on pose
∫

Zp

f(x)dx = lim
n→+∞

p−n
pn−1∑
j=0

f(j) que l’on

désigne comme l’intégrale de Volkenborn de f .
Si de plus f est continue, on déduit aussitôt de la définition de S(f) que l’on a

S(f)(pn) =
pn−1∑
j=0

f(j) et donc f est Volkenborn intégrable si et seulement si lim
n→+∞

p−nS(f)(pn)

existe.
On montre (cf. [33]) que si f est strictement différentiable, alors S(f) est strictement

différentiable. Dans ces conditions, f est Volkenborn intégrable et
∫

Zp

f(x)dx = (S(f))′(0).

Ainsi, comme la somme indéfinie S, l’intégrale de Volkenborn est linéaire et continue sur
l’espace des fonctions strictement différentiables.

Théorème 4.3.1 (Intégrale de Volkenborn ).
Soit q ∈ K, non racine de l’unité, tel que |q − 1| < 1. Soit f une fonction strictement
différentiable de C1(Zp,K) de q-développement f =

∑
n≥0

anCn. Alors

∫
Zp

f(x)dx = logp(q)
∑
m≥0

m∑
k=1

(−1)m−k q
−m(m−1)

2

qm − 1

k−1∏
`=1

(qm−` − 1)am−k.

En particulier, pour tout entier n ≥ 0,∫
Zp

Cn(x)dx = (−1)n logp(q)
∑

m≥n+1

q−
m(m−1)

2

qm+1 − 1

m−1∏
`=n+1

(q` − 1).

Démonstration. Supposons q non racine de l’unité. On déduit du Lemme 4.3.1 et

de la Remarque 4.1.2 que
∫

Zp

Cn(x)dx = (S(Cn))′(0) =
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= (−1)n logp(q)
∑

m≥n+1

q
−m(m−1)

2

qm − 1

m−1∏
`=n+1

(q` − 1).

L’intégrale de Volkenborn étant linéaire et continue sur l’espace de Banach des fonctions

strictement différentiables, on obtient
∫

Zp

f(x)dx =
∑
n≥0

an

∫
Zp

Cn(x)dx. D’où l’on déduit

que
∫

Zp

f(x)dx = logp(q)
∑
n≥0

∑
m≥n+1

(−1)n q
−m(m−1)

2

qm − 1

m−1∏
`=n+1

(q` − 1)an =

= logp(q)
∑
m≥1

m−1∑
n=0

(−1)n q
−m(m−1)

2

qm − 1

m−n−1∏
`=1

(qm−` − 1)an.

Posant k = m− n, on obtient∫
Zp

f(x)dx = logp(q)
∑
m≥0

m∑
k=1

(−1)m−k q
−m(m−1)

2

qm − 1

k−1∏
`=1

(qm−`−1)am−k. �

N.B. On obtient l’intégrale de Volkenborn évaluée dans la base de Mahler en faisant
tendre q vers 1 dans les formules obtenues ci-dessus.

Théorème 4.3.2. Soit q ∈ K, une racine primitive de l’unité d’ordre pN et soit f une
fonction strictement différentiable de C1(Zp,K) de q-développement f =

∑
n≥0

anCn. Alors

∫
Zp

f(x)dx =
∑
m≥1

pN∑
k=1

(−1)m−k

mpN
ampN−k

k−1∏
l=1

(qmpN−l − 1). Plus particulièment, posant pour

n entier positif, n = m(n)pN + r(n), avec m ≥ 0 et 0 ≤ r(n) ≤ pN − 1, on a∫
Zp

Cn(x)dx =
(−1)m(n)+r(n)

(m(n) + 1)pN

pN−r(n)−1∏
l=1

(q(m(n)+1)pN−l − 1).

Démonstration. Supposons que q est une racine primitive de l’unité d’ordre pN . On

déduit du Théorème 4.2.1 que C ′
mpN+r

(0) = 0, pour r 6= 0 et C ′
mpN (0) =

(−1)m−1

mpN
.

Soit n = m(n)pN + r(n), 0 ≤ r(n) ≤ pN − 1, on déduit du Lemme 4.3.1 que

S(Cn)′(0) = (−1)r(n)−1

pN−r(n)−1∏
`=1

(q(m(n)+1)pN−` − 1)C ′
(m(n)+1)pN (0) =

=
(−1)m(n)+r(n)

(m(n) + 1)pN

pN−r(n)−1∏
`=1

(q(m(n)+1)pN−` − 1).

Soit f une fonction strictement différentiable, telle que f =
∑
m≥0

pN−1∑
r=0

ampN+rCmpN+r. Par
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linéarité de l’intégrale de Volkenborn, on obtient∫
Zp

f(x)dx =
∑
m≥0

pN−1∑
r=0

(−1)m+r

(m+ 1)pN

pN−r(n)−1∏
`=1

(q(m+1)pN−` − 1)ampN+r =

=
∑
m≥1

pN∑
k=1

(−1)m−k

mpN

k−1∏
l=1

(qmpN−l − 1)ampN−k. �
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C(Zp,K), à parâıtre dans Journal of Analysis

[40] F. Tangara, On the strictly differentiable functions on Zp, preprint

[41] F. Tangara, Strict differentiability and q-expansion of functions on Zp

when q is a pN -th primitive root of unity, Afrika Mathematika, Srie 3,
Volume 17, (2006), 7-16

119



[42] M. van der Put, Difference equations over p-adic fields, Math. Ann. 198,
(1972), 189-203.

[43] M. van der Put and M. F. Singer, Galois Theory of Linear Differential
Equations, Springer-Verlag, (2003).

[44] L. van Hamme, Jackson’s Interpolation formula in p-adic analysis, Procee-
dings of the Conference on p-adic analysis, Report 7806, Catholic Univer-
sity of Nijmegen, (1978), 119-125.

[45] L. van Hamme, Three generalizations of of Mahler’s expansion for conti-
nuous functions on Zp, In p-adic analysis, Lecture Notes on Mathematics,
Springer-Verlag, Berlin, vol. 1454 (1990), 356-361

[46] L. van Hamme, Continuous operators which commute with translations, on
the space of continuous functions on Zp, In ”p-Adic functional Analysis”,
edited by J.M. Bayod, N. De Grande-De Kimpe and J. Martinez-Maurica,
M. Dekker, New-York, (1991), 75-88.

[47] L. van Hamme, On the Mahler coefficients of the logarithmic derivative of
the p-adic gamma function, In ”p-Adic functional Analysis”, edited by J.
Ka̧kol, N. De Grande-De Kimpe and C. Perez-Garcia, M. Dekker, (1999),
114-125.

[48] A.C.M. Van Rooij, Non-Archimedean Functional Analysis, M. Dekker,
New-York and Basel, (1978).

[49] A.C.M. Van Rooij, The axiom of choice in p-adic functional analysis, ”p-
Adic functional Analysis”, edited by J.M. Bayod, N. De Grande-De Kimpe
and J. Martinez-Maurica, M. Dekker, New-York, (1991), 151-156.

[50] A. Verdoodt, Jackson’s formula with remainder in p-adic analysis, Indag.
Math., New Series, 4(3), (1993), 375-384.

[51] A. Verdoodt, The use of operators for the construction of normal bases for
the space of continuous functions on Vq, Bull. Belg. Soc. 1 (1994), 685-699.

[52] A. Verdoodt, Bases and operators for the space of continuous functions de-
fined on a subset of Zp, PhD Thesis, Vrije Universiteit Brussel, September
(1995).

[53] A. Verdoodt, p-adic q-umbral calculus, Journal of Mathematical Analysis
and Applications, 198 (1996), 166-177.

[54] A. Verdoodt, Orthonormal bases for spaces of continuous and continu-
ously differentiable functions defined on a subset of Zp, Revista Matemat-
ica Univ. Complut. Madrid 9, n◦2, (1996), 295-307.

120



Résumé 1

Résumé

Soient p un nombre premier, Zp l’anneau des entiers p-adiques, Qp le corps des nombres p-adiques
et K un sur-corps valué complet de Qp. Soit C(Zp,K) l’algèbre de Banach des functions continues
de Zp dans K munie de la norme de la convergence uniforme et soit q ∈ K tel que |q − 1| < 1.
K. Conrad établit un q-analogue de la base de Mahler. A l’aide de ce développement, utilisant les
techniques de calcul ombral, nous établissons une correspondance bijective, d’un côté entre une
classe de q-bases orthonormales de C(Zp,K) et une classe d’opérateurs commutant avec l’oprérateur
de translation τ1 tel que τ1(f)(x) = f(x + 1) et de autre part, entre une classe de q-bases orthog-
onales de C(Zp,K) et une classe d’opérateurs commutant avec la q-dérivation de Jackson.
Nous obtenons une réalisation du plan quantique et de l’algèbre de Weyl quantique à deux générateurs,
sous forme concrète d’algèbres d’opérateurs. Nous faisons quelques calculs de normes de ces
opérateurs et nous exhibons une famille orthogonale pour l’algèbre de Weyl quantique.
Nous obtenons également des conditions nécessaires et suffisantes sur les coefficients du développement
de Conrad pour qu’une fonction continue soit strictement différentiable, d’abord lorsque q est non
racine de l’unité, ensuite lorsque q est une racine primitive de l’unité d’ordre une puissance pN de
p. Comme application nous donnons une q-expression de l’intégrale de Volkenborn.

Abstract

Let p be a prime number, Zp the ring of the p-adic integers, Qp the field of the p-adic numbers
and K a complete valued field, extension of Qp. Let C(Zp,K) be the Banach algebra of continuous
functions from Zp to K equipped with the supremum norm. K. Conrad has given a q-analogue
of Mahler’s expansion for q ∈ K, |q − 1| < 1. We use the techniques of umbral calculus to estab-
lish a bijective correspondence, on one hand: between a class of continuous functions which are
orthonormal q-bases and a class of linear continuous operators which commute with τ1 such that
τ1(f)(x) = f(x + 1); on the other hand between a class of orthogonal q-bases of C(Zp,K) and a
class of linear continuous operators which commute with the Jackson q-derivation.
We give a realization of the quantum plane and Weyl quantum algebra of two generators, in the
form of concrete operators algebras. We do some calculus of norms of these operators and exhibit
an interesting orthogonal family for the quantum Weyl algebra.
We provide a necessary and sufficient conditions on the coefficients of the q-expansion for a con-
tinuous function to be strictly differentiable, first when q is not a root of unity and after when q is
a primitive pN -th root of unity. As an application we give a q-expansion of the Volkenborn integral.
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