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Résumé

L’attraction d’ondes dans des systémes contra-propagatifs est un phéno-
mene général, établi initialement en Physique dans le contexte de 'attrac-
tion de polarisation entre deux ondes contra-propagatives se propageant
dans des fibres optiques. Ce phénomene a été observé expérimentalement,
et ses propriétés étudiées via des simulations numériques. Les modeles qui
s’y rattachent sont des systémes hyperboliques d’équations aux dérivées par-
tielles, avec des conditions aux bords dépendant du temps sur un intervalle
fini. Le mécanisme sous-jacent peut étre expliqué par 'existence de tores
singuliers dans les équations stationnaires correspondantes. Le but de cette
these est d’analyser en détail 'exemple le plus simple dans cette famille
de modeles. Nous montrons que la plupart des phénomenes de processus
d’attraction d’ondes sont en fait existants dans un modele linéaire avec
intéraction résonnante. Nous établissons I'existence et la régularité des solu-
tions et analysons la relaxation vers la solution stationnaire qui caractérise
les propriétes de ’attraction d’ondes.

Wayve attraction in counter-propagating waves systems is a general phe-
nomenon that was first established in Physics in the context of the attraction
of the polarization between two counter-propagating waves in optical fibers.
This phenomenon has been observed experimentally, and its properties were
studied through numerical simulations. The models are Hamiltonian hyper-
bolic systems of partial differential equations, with time-dependent boun-
dary conditions on a finite interval. The underlying mechanism can be tra-
ced back to the existence of singular tori in the corresponding stationary
equations. In this work we analyze in detail the simplest example in this
family of models. We show that most of the phenomena of the wave attrac-
tion process are already present in a linear model with resonant interaction.
We establish the existence and regularity of the solutions and analyze the
relaxation towards a stationary solution that features the wave attraction
properties.
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Introduction

L’attraction de polarisation est un phénomene observé expérimentalement
pour la premiére fois en 1998 [1, 2, 3| et analysé théoriquement et & I’aide
de simulations numériques [4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12]. Cet effet est basé sur
I’intéraction, au sein d’une fibre optique, de deux ondes contra-propagatives,
appelées pompe et signal. L’onde signal acquiert la polarisation imposée
par la pompe a la sortie de la fibre. Contrairement aux polariseurs usuels
qui sont en général des filtres et perdent la moitié de I'intensité, I'attrac-
tion de polarisation procure un nouveau type de polariseur qui est sans
perte, i.e. quasiment 100% efficace. Ce phénomene se décrit par un systéeme
d’équations aux dérivées partielles de type hamiltonien. Pour les longueurs
de fibres considérées, la dissipation tout comme les effets dispersifs peuvent
étre négligés.

Le systeme est décrit par un modele du type suivant :

Y
cot T or T HBVHLVIE TG
(1)
10v  Ov « o« . Oh
i Pg(u,v,u,v)——zav*

ou z € [0,L] est la coordonnée spatiale, ¢t le temps, ¢ la vitesse de la
lumiére dans la fibre, u(z,t) et v(z,t) des vecteurs complexes & deux com-
posantes, h(u,v,u*, v*) la fonction de Hamilton et Py, Py des polynomes.
Le symbole * dénote le conjugué complexe, et nous utiliserons la notation
0/0u* = (0/0uj,d/0us). La fonction u correspond a l'onde se propageant
de z =0 vers z = L, et v a celle se propageant dans le sens opposé. Le fait
que 'onde u soit injectée a z = 0 et 'onde v & z = L est codifié par les
conditions aux bords suivantes :

0 our t <0
u(z=0,t) = bo(t) = potr =5,

uy pourt >t
0 pourt<O,
vy pourt >t

v(z=Lit) = by(t)= {



ou by(t), br(t) sont des fonctions monotones croissantes, de classe C". Plus
précisément, les ondes injectées croissent de facon lisse a partir de ¢ = 0
pour atteindre les amplitudes constantes respectives ug et vy, apres un temps
t = t,. De plus, le fait qu’il n’y ait pas de champ dans la fibre tant que les
ondes ne sont pas injectées se traduit par des conditions initiales :

u(z,t=0) = 0
3)

pour tout z € [0, L].

L’analyse théorique et des simulations numériques ont conduit a plu-

sieurs observations [8, 9, 10] :

1- Le systeme relaxe vers un état stationnaire bien défini.

2- Les équations stationnaires peuvent étre écrites sous forme hamiltonienne,
la coordonnée spatiale z jouant le role du ‘temps’. Ce systeme est intégrable
au sens de Liouville. De plus, d’apreés le théoréeme d’Arnold-Liouville [13]
I’espace de phase est feuilleté par des tores invariants. Cependant il peut y
avoir des tores singuliers (e.g. un tore pincé).

3- La relaxation sélectionne un type particulier de solutions des équations
stationnaires, approchant le tore singulier quand L — co.

4- Dans I’état stationnaire, la valeur du champ signal u, lorsqu’il atteint
la fin de la fibre & z = L est déterminée par la valeur du champ pompe
injecté vr. Cet effet est appelé attraction de polarisation pour le systeme de
1, 2,3,4,5,6,7, 8,9, 10, 11, 12], ou les champs u et v ont chacun deux
composantes complexes représentant 1’état de polarisation de ’onde.

Dans les modeles généraux [8], dans lesquels u et v peuvent avoir n’im-
porte quel nombre de composantes suivant la situation physique considérée,
nous appellerons ce phénomene attraction d’ondes.

Nous pouvons remarquer que la relaxation est de type hyperbolique, i.e.,
il n’y a pas de dissipation. Cependant le systeme est ouvert : le mécanisme
de relaxation est basé sur le fait que les ondes peuvent entrer et sortir du
milieu par les bords. Les solutions stationnaires u®(z),v®(z), définies par
ou® /ot = 0,0v® /0t = 0, satisfont un systeme d’équations de la forme :

du’ oh
) _ 4
! dz ous* (4)
av? Oh

Tz T v (5)

Le systeme peut étre interprété comme un systeme hamiltonien d’équations
aux dérivées partielles, en considérant la variable de position z jouant le role
du ‘temps’. La relation avec la représentation en coordonnées canoniques
réelles p,q est donnée par u® =: (qu + ipu)/V2,v® =: (qu — iPy)/V2.
Remarquons que les parties imaginaires des deux expressions précédentes
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sont définies avec des signes opposés. Le signe moins dans v* = (q,—ip,)/v/2
provient de la nature contra-propagative de 'onde. Sous forme complexe, les
équations de Hamilton générales

op  0Oh
o oq
dqg  Oh
ot op

correspondant a la fonction hamiltonienne h(a,a*, b,b*), avec a =: (qq +
iPa)/V2,b =: (qy + ipy)/V2 et la forme symplectique canonique w =

Z dp; N dg; sont :
J

.da oh
ZE - Da* (6)
.db oh

Le caracteére hamiltonien des équations (4) (5) correspondant & la configu-
ration contra-propagative peut étre vu en identifiant a <> u® et b < v**.
Ceci est équivalent a considérer un systeme hamiltonien mais avec une forme
symplectique w = dp, N dg, — dp, N dq,.

Le fait que u a une condition au bord a z = 0 et v a z = L se traduit
au niveau des équations stationnaires par une situation inhabituelle pour
des équations différentielles hamiltoniennes. En effet, pour les variables u
les conditions ‘initiales’ (& z = 0) sont données, alors que pour les variables
v, ce sont les conditions ‘finales’ (& z = L). Une des conséquences est que,
en général, il y aura plus qu’'une solution stationnaire compatible avec les
conditions aux bords (2). Cela conduit & poser la question de savoir quelle
solution stationnaire est sélectionnée par le processus de relaxation.

Remarquons enfin que la relation précise d’attraction d’ondes entre vy,
et u(z = L, t) dépend du modele spécifique, i.e., du choix de la fonction de
Hamilton h.

Certaines de ces questions ont été explorées d’un point de vue théorique
et a travers des simulations numériques dans les références [5, 6, 7, 8, 9, 10,
11, 12].

Le but de cette these est d’analyser le plus simple exemple de cette classe
de modeles dont nous venons de discuter, dans le but d’établir des propriétés
mathématiques précises pour les systemes considérés. Il a été supposé en
premier lieu que le caractere non-linéaire de 'intéraction était essentiel pour
obtenir 'attraction d’ondes. Comme nous allons le voir, il existe des modeles
linéaires faisant apparaitre le phénomene d’attraction d’ondes, et vérifiant
les autres propriétés mentionnées auparavant.
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Ce manuscrit est structuré comme suit.

Dans le premier chapitre, nous définissons le phénomene d’attraction
d’ondes que nous allons étudier tout au long de ce travail.

Dans le chapitre 2, nous présentons le modele sur lequel nous travaille-
rons. A savoir, afin de décrire 'attraction d’ondes, un systeme du type (1)
de deux équations aux dérivées partielles du premier ordre :

10u ou )
Ea(zat) + &(Z,t) = —iyv(z,t)
10v ov )
EE(”) - &(Zat) = —ivu(z,1)

ol 7 est une constante de couplage entre u et v. Ce modele correspond a
une réflexion de Bragg sur un réseau périodique gravé sur une fibre optique
[27], [31]. Les fonctions u et v vérifient des conditions initiales u(z,t = 0)
et v(z,t = 0), et des conditions aux bords atypiques car données sur un
bord de la fibre pour u, u(z = 0,t), et sur 'autre pour v, i.e. v(z = L,t).
Ces conditions sont choisies sous la forme exposée en (2). Nous discuterons
ensuite de certaines propriétés basiques s’y rattachant.

Dans le chapitre 3, nous déterminons la solution stationnaire, c’est a
dire la solution du systeéme ci-avant sans dépendance temporelle pour des
conditions aux bords constantes ug, vy. Cette solution est donnée par :

T — coshy(L — z2) g sinh vz
coshyL coshyL
sinh~y(L — z) cosh~yz

v (z) = —iu v ———
(2) 0" cosh ~vL L cosh ~vL

Nous établirons ensuite ses propriétés d’attraction d’ondes. En effet, si nous

considérons une grande longueur de fibre optique, nous démontrerons que

I’attraction d’ondes a lieu dans 1’état stationnaire :

lim w’(z=1L) = -—signe(y) ivg
L—+4o00

lim v°(z=0) = —signe(y) iuo
L—+o00

Remarquons que si ug = 0, dans 1’état stationnaire, il y a toujours une
partie stationnaire correspondant a la partie contra-propagative. Ceci est
di au fait que, a ’état stationnaire, 'attraction est en fait une réflexion de
Bragg, c’est l'effet miroir.

Dans le chapitre 4, nous montrons dans un premier temps que le systeme
avec dépendance temporelle satisfait une loi de conservation :

g7 () 10,0 ) = =3 (1 = )
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ce qui autorise a interpréter le mécanisme de relaxation en termes d’équilibre
entre les ondes entrantes et sortantes. En effet, cette loi de conservation
implique :

L
(luf +vf)dz = —Ju(z = L,t)* + |v(z = L, 1)

dt J,
+Hu(z = 0,8)]> — [v(z = 0,8)]

qui permet de mettre en évidence que la variation de la norme Lo est
déterminée par les ondes entrantes et sortantes sur les bords. Cette rela-
tion nous donne aussi une interprétation de I'attraction d’ondes dans I’état
stationnaire explicité au chapitre précedent : pour L tres grand, ’échange
a lieu localement, en particulier sur chaque bord. Dans un second temps,
nous montrons que les solutions avec dépendance temporelle possedent la
propriété d’attraction d’ondes asymptotiquement quand ¢ — oo, sous cer-
taines conditions de régularité sur les conditions aux bords mais quelques
soient les conditions initiales choisies. Ce résultat s’écrit sous forme :

Lh—>120 tli>11(f>10 u(z = L,t) = —signe(7) ivg,
lim lim v(z =0,t) = —signe(vy) iuop.

L—o0t—o0

Remarquons que le signal en sortie u(L,t), avec L — oo et t — oo, ne
dépend pas du signal en entrée u(0,t > t,). Ainsi un signal nul en entrée
a un signal non nul en sortie qui dépend uniquement de la pompe. Ceci
s’interprete comme la réflexion de ’onde contra-propagative sur le réseau de
Bragg.

Dans le chapitre 5, nous déterminons une solution du probleme étudié
sous forme de représentation de Fourier :

w(z,w) = F(L-2zw)b(w) +G(z,w) br(w)

ou :

. costh—i—%”sinth
cosh KL 4+ % sinh KL

~ 1y —sinh Kz

K cosh KL + & sinh K L

ou K = /72 —w? et ~ désignant la transformée de Fourier, et montrons
ensuite que I'inversion de la transformée de Fourier fournit une solution sa-
tisfaisant les conditions initiales nulles (3), et que cette solution est unique.
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Nous prouvons enfin que la solution obtenue relaxe vers la solution station-
naire pour t — co.

Dans le chapitre 6, nous faisons le méme travail que dans le chapitre
précédent mais en considérant cette fois-ci une résolution en terme de trans-
formée de Laplace, qui autorise a se donner des conditions initiales plus
générales. La solution dépendant des conditions initiales et aux bords obte-
nue est la suivante :

<f‘(z’ k)) = B(z, k) + I(z, k)

0(z, k)
T e (Bn Gy (b
et g
(2, k) = €M (_gZ(OL)/D> (528)

(D) () [ ()

ou " désigne la transformée de Laplace.

Nous conclurons ce travail en résumant les résultats établis dans cette
these et présenterons des perspectives d’extension du probleme au cas non-
linéaire.

Les figures suivantes donnent une illustration des résultats exposés précé-
demment.

Pour chacune d’elles, la coordonnée spatiale z le long de la fibre est
représentée en abscisse et le temps indiqué au dessus de la figure. Les in-
formations relatives a ’onde signal et I’onde pompe sont respectivement de
couleur bleue et rouge. Les conditions aux bords (2) sont choisies telles que

ug 7 VL.

Prenons le cas d’une fibre de longueur 3 unités.

La figure suivante représente les amplitudes de u et v. Nous constatons
que pour un temps proche de 0, les amplitudes sont quasi nulles, ce qui
correspond aux conditions initiales (3).

14



FIGURE 1 — Amplitudes |u(z,t)| et |v(z,t)] pour L =3, ug =1 et vy =2 a

un temps court t = 0.02.

La figure suivante donne respectivement, I’évolution de 'amplitude des
ondes u et v a un temps t = 2.06, la phase de u et de v, la partie réelle de
u et de v, la partie imaginaire de u et de v.

2,06
2 . . . .
1t s
e R o cenmii
0 0% 1.5 2 25 3
1 T T L T
0
—
- I I i I
0 0s 1.5 2 25 3
2 T T T T
e
L]
-2 1 1 1 1
0 05 1.% 2 2.5 3
05 . . . .
L
R _\_\_‘_\_\_\_‘_\_‘—‘—-—\_
-0.5 1 1 1 1
0 0= 1.5 2 2.5 3

FIGURE 2 — Amplitude, phase, partie réelle, partie imaginaire de u(z,t) et
v(z,t) pour L =3, up =1 et vy, =2 a un temps intermédiaire t = 2.06.

La figure 3 représente ’état stationnaire, atteint (& la résolution du gra-
phique) & un temps ¢ =~ 16. Cette figure montre que l'attraction d’ondes est
manifeste pour une longueur de fibre L = 3.

Nous illustrons a ’aide de la figure 4 le fait que si la longueur de la
fibre est trop courte (ici L = 1), 'état stationnaire est atteint mais il n’y a

cependant pas attraction d’ondes.
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4 T T T
2} P
F—— _'_W__,_:—'—'__'_'_'_"
(1] i I 1 L i
0 05 1 1.5 2 25 3
1 T T T T T
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. L
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0 0% 1 1.5 2 25 1
2 T T T T T
1 "“*—-'—h_.____‘__ / i
1] I 1 I ¥ t
0 0% 1 1.5 2 2% 1
0 — r T
| """ I\_\
2k
.4 1 ] 1 ] 1
0 0.5 1 1.3 2 2% 3

FIGURE 3 — Amplitude, phase, partie réelle, partie imaginaire de u(z,t) et
v(z,t) pour L =3, up =1 et vy, =2 a un temps t = 16 ou l’état stationnaire
est essentiellement atteint, et on observe l'attraction d’ondes.

14.94
2 ' . . .
: _'_N_'_'_'_H_'_'_,_,_,_.-—'—'__"
1] L 1 | 1
0 nz 04 0G 0g 1
1 T T T T
0
41 L i | 1
0 nz 04 (L6 08 1
2 r . . .
1 o
[i} L 1 1 1
0 0.z 04 0.6 R 1
2 T T T T
1]
e e S|
=2 1 1 1 1
0 0.2 04 0.6 0g 1

FIGURE 4 — Amplitude, phase, partie réelle, partie imaginaire de u(z,t) et
v(z,t) pour L = 1, up = 1 et vy = 2 a un temps t = 14.94 ou [’état
stationnaire est essentiellement atteint. La longueur est trop courte et il n’y
a pas attraction d’ondes.
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Chapitre 1

Attraction de polarisation,
attraction d’ondes

L’attraction de polarisation dans une fibre optique est un phénomene
basé sur l'intéraction de deux ondes contra-propagatives, appelées onde
pompe et onde signal.

Soient u et v deux ondes contra-propagatives, nous appellerons dans
toute la suite u 'onde signal et v ’'onde pompe.

L’onde signal u est injectée en entrée de fibre et ’'onde pompe v en sortie
de fibre. Nous faisons un certain choix de polarisation pour chacune des deux
ondes.

Nous considérons une fibre optique de longueur L (L < 400).

Prenons I’exemple pour lequel u est polarisée linéairement et v circulaire-
ment. La figure ci-apres schématise 1’évolution de chacune des polarisations.
Nous remarquons que la polarisation linéaire évolue vers une polarisation
circulaire et réciproquement.
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polarisation initiale polarisation initiale
du signal de la pompe

=0 O~ 0
O

Evolution de la polarisation

du signal (de gauche a droite) et de la pompe (de droite & gauche)

FIGURE 1.1 — Attraction de polarisation pour une onde signal polarisée
linéairement et une onde pompe polarisée circulairement.

Ce schéma est une illustration du phénomene d’attraction de polarisation
que nous définissons de la fagon suivante.

Définition 1.0.1. (Attraction de polarisation)

On appelle attraction de polarisation l’évolution de la polarisation du signal
vers celui de la pompe et réciproquement, i.e. :

- a la sortie de la fibre, le signal a la polarisation initiale de la pompe.

- a l’entrée de la fibre, la pompe a la polarisation initiale du signal.

Exemple 1.0.1.

Nous pouvons donner comme exemple un modele de configuration contra-
propagative [9], a une dimension, d’intéraction a quatre ondes. Nous note-
rons uy et ug (v1 et vy) les champs indiquant les amplitudes des composantes
des polarisations, ici circulaires, gauches et droites de l’onde propagative
(contra-propagative).

88111_’_881: = 1 :(’UI‘Q+2‘U2’2+2’01‘2+2‘1}2’2> u1—|—2v10’2"u2:
E?;Jr(?; = i :(!u2\2+2\u1!2+2|v1\2+2\v2|2> uQ+2va2u1:
681;51 B %Q’Zl =t :(|Ul|2+2\U2’2+2|u1\2+2\m|2> 1 +2u1u’2‘v2:
aBUtQ B 8;22 =t :(|U2|2+2\U1|2+2|u1\2+2\uz|2> v2—|—2u’{u2v1:
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Remarque 1.0.1. (Attraction d’ondes)
Pour des modéles plus généraux ce phénomene est appelé attraction d’ondes.

Exemples 1.0.1.

1. Modele d’intéraction [8] a trois ondes avec uy et ug (v) les ondes pro-
pagatives (contra-propagative) :

Owm  Owm _
ot 9z 7
BUQ aUQ . %
E + E = uv
oo
ot 0z 1t

2. Le modéle de fibre avec réseau de Bragg [27, 31] :

(Ou  Ou\ 9 o Oh
Z<E+$> = v+ av|fu+ Blul*u = Ee
(Ov  Ovy 9 o Oh
Z<§_%> = yu+ alul*v + Blv|*v = BT
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Chapitre 2

Le modeéle

Nous exposons dans ce chapitre la modélisation mathématique du phénomene
d’attraction d’ondes sur laquelle nous allons travailler.

2.1 Le systeme d’étude

Nous considérons u et v deux ondes contra-propagatives dans une fibre
optique de longueur L. u et v sont fonctions de deux variables : le temps
que nous noterons ¢ et la distance notée z.

Afin de décrire 'attraction d’ondes, nous considérons le systéme suivant :

10u ou )
Ea(zﬂf) + &(z,t) = —iyv(z,t)
(2.1)
10v ov )
Ea(zvt) - %(Z,t) - —Z’}/U(Z,t)

ouz € [0,L] et t € [0,+00], ¢ est la vitesse de la lumiére dans la fibre optique
et v est une constante de couplage entre u et v..

Ce modele correspond a une réflexion de Bragg sur une fibre optique,
produite par la gravure d’un réseau périodique [27], [31].

Outre ce systéeme, nous nous donnons des conditions initiales et aux bords
pour u et v. Nous en discuterons précisément dans la sous-partie suivante.

Remarques 2.1.1.

1. Le systéme (2.1) est un systéme intégrable, de type hyperbolique de
deux équations aur dérivées partielles du premier ordre.

2. Nous pouvons illustrer le caractére contra-propagatif des deux ondes u
et v au vu du systéme (2.1) en considérant le cas particulier de (2.1)

21



avec y =0 :

10u ou
Ea(z,t)jtg(z,t) =0

(2.2)
o o

c Ot (Zat) - %(%t) =0

le signe + de la premiére équation implique que u est une onde qui
se propage vers la droite alors que le signe — de la seconde équation
implique que le sens de propagation de l’onde v est vers la gauche.

Le systéeme admet en effet la solution générale :

u(z,t) = f(z — ct) v(z,t) = g(z +ct) (2.3)

avec f et g des fonctions dérivables par rapport a z et a t.

. Nous pouvons ré-écrire le systéme (2.1) en utilisant une notation plus

compacte :
(EQ +o0 22 — o ) “=o0
cOt 92 T v )

ot o sont les matrices de Pauli

(01 (0 —i B

).

Notons que le systeme d’étude peut s’écrire comme un systeme de deux
équations aux dérivées partielles du premier et second ordre, comme I’in-

dique la

Proposition 2.1.1.
Le systéme (2.1) est équivalent a :

10u ou .
EE(Z’t) + &(Zi) = —iyv(z,t)
(2.4)
1 0%u 0*u 9
cfgﬁ(%t) - @(z,t) = —7u(z,t)

La seconde équation est I’équation de Klein-Gordon linéaire.

Démonstration.
(2.1) implique

(1‘9 n i) u(zt) = —iyu(zt)

(13 _ a) (—ivo(zt) = —72u(z,b).



D’ou :

10 0 .
E@ + 82;) 'U,(Z,t) = _171)(27 t)
10 0 10 0 o 2
(c&t - a) <8t + a> wnt) = —uld)
ie. :
10u ou .
Ea(%t) + @(zvt) = —i(zt)
10%u 0%u 9
E@(Z,t) — ﬁ = -7 u(Z,t)
Réciproquement, (2.4) implique :
10u ou .
EE(Z’t) + &(Zat) = —i(zt)
10 0 10 0 _ 2
<cat B a) <8t * a> uan) = s
D’ou :
10u ou .
BT () = —i(z)
10 0 .
(i3~ 5) i) = —uto
d’ou :
10u ou .
EE(Z,t)‘{’%(Zat) - _Z/}/U(’%t)
10v v .
Ea(zat) &(zvt) - 727“(2)25)

O]

Le fait que nous injectons des ondes contra-propagatives conduit & nous

donner des conditions aux bords mixtes de type Robin pour I’équation de
Klein-Gordon :

10u Oou
u(z=0,t) et Ea(z =L,t)+ g(z = L,t).

De plus, la différentiabilité des solutions impose une relation de compa-
tibilité entre conditions aux bords et conditions initiales.
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Prenons comme illustration le cas v = 0. Notons u(z,t = 0) = wptiar €t
v(z,t = 0) = Viptiat, u(z = 0,t) = by(t) et u(z = L,t) = b(1).
D’apres (2.3), nous devons avoir :

1 0%y

1 B aiuinitial( _0) 19y, _ 0initial
¢ ot T os T T ox

07 ot L u =0 9

(t=0)

(z=1),
avec 1 <1 < 3.

Considérons le systeme d’étude sous forme hamiltonienne. Dans ce cas,
si h = y(u™v® + uv®), le modele est décrit par les équations :

10u Ou . . Oh
cot Tas T VT i,
(2.5)
10v Ov . . Oh
col 0. T =gy

2.2 Choix des conditions initiales et aux bords

Afin de décrire completement notre modele, comme évoqué dans la sous
partie précédente, nous nous donnons les conditions initiales :

et les conditions aux bords :
u(z =0,t) = by(t) v(z = L,t) =br(t).

Nous choisissons les conditions aux bords du type suivant :

0 1t<0 0 1it<0
bo(t) = = bi(t) = Th= (2.6)
ug Sl1 t> tpo. v, Sl t> tpL.

ou bo(t), by, (t) sont des fonctions monotones croissantes, de classe C", n > 3.
Autrement dit les ondes injectées croissent de fagon lisse a partir de ¢t = 0
et atteignent les amplitudes constantes respectives ug et vy, aprés un temps
respectivement 0 et ¢,

Nous appellerons cet espace de fonctions B™.

La remarque qui suit nous donne une maniere d’écrire ces conditions aux

bords.
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Remarque 2.2.1.
Les conditions auzx bords s’écrivent :

bo(t) = uo [So(t) + H(t — tp0)] (2.7)

bL(t) = uy, [SL(t) + H(t — tpL)] (2.8)

avec H la fonction de Heaviside, Sy une fonction de classe C™ sur [0,tp],
St une fonction de classe C" sur [0,t,1], n > 3.

Afin de ne pas alourdir les notations, nous prendrons dans les démonstrations
des chapitres suivants bo(t) = br(t) = S(t) + H(t — tp) i.e. tpo = tpr = t,,
So=5r=8Setuy=ur, =1.
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Chapitre 3

Etat stationnaire, attraction
d’ondes dans I’état
stationnaire

Nous prendrons deés a présent et dans toute la suite ¢ = 1, ceci revenant
seulement a faire un choix d’unité temporelle.

L’objectif de ce chapitre est d’écrire les solutions stationnaires du systeme
d’étude (2.1) donné dans le chapitre précédent. Ces solutions stationnaires
jouent un role tres important nous le verrons par la suite. En effet, un des
buts de notre travail est de démontrer que les solutions de notre probleme,
que nous établirons dans le chapitre suivant, relaxent vers ces solutions sta-
tionnaires. Nous verrons que 'attraction d’ondes est une caractéristique de
I’état stationnaire.

3.1 Solutions stationnaires

Définition 3.1.1. (Solutions stationnaires ou état stationnaire)
On appelle solutions stationnaires du systeme (2.1) les solutions u®(z) , v*(z)
du systeme :

W) = —im(2)

W) = m(e)

ot z € [0, L], vérifiant les conditions auzx bords u®(z = 0) = ug, v°(z = L) =
VL.
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Remarque 3.1.1.
Le systéme (3.1) peut s’écrire a 'aide de la matrice de Pauli o9 sous forme :

(1) = (1) (32)

Dans notre cas, 1’état stationnaire est donné par la

Proposition 3.1.1.
Pour chaque choiz de conditions auzx bords u®(z = 0) = ug et v°(z = L) =
vr,, il existe un unique €tat stationnaire donné par :

u’(z) = wgcoshyz —sinhyz [uptanh~yL + ZCOSUTL'VL]
(3.3)
v¥(z) = idugsinhyz —icoshyz [uptanh~yL + ZCOSUTL’}/L]
Démonstration.
Le systeme (3.1) s’écrit :
O (u(2)\ _ (0 —iv) (v’(2)
0z \v(z))  \iy O v8(2)
—_——
R
D’ou
US(Z) — eRz Uo
v5(2) vo
ou vg =v°(z =0).
L’exponentielle peut s’écrire :
JRe _ coshvz —isinh~vyz
isinhyz  cosh~vz J’
et donc :
u®(z) = wp coshyz — vy sinhvyz (3.4)
v¥(z) = dug sinhyz 4+ vy cosh~yz. (3.5)

Or, d’apres la donnée du systeme d’étude, nous ne connaissons pas vg. Ce-
pendant, nous disposons des données vy, et ug.
Evaluer I’égalité (3.5) ci-dessus en z = L permet d’exprimer vy en fonction
de vy, et ug :

vL

= ——— —jugtanh~yL
coshyL to BAniLY

D’ou le résultat. O
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Remarque 3.1.2.
Nous écrirons [’état stationnaire sous la forme équivalente :

() coshy(L —z) . sinh~yz
u(z) = wu — v
0" cosh ~vL L cosh ~vL
(3.6)
o) = —iug sinhy(L — z) cosh~yz

coshyL YL cosh ~L

Remarquons que si ug = 0, dans 1’état stationnaire, il y a toujours une
partie stationnaire correspondant a la partie contra-propagative. De méme
pour l'onde contra-propagative si vy = 0. Ceci est du au fait que, a ’état
stationnaire, 'attraction est une réflexion de Bragg.

En terme de systéme hamiltonien, I’état stationnaire u®(z), v*(z) satisfait
les équations :

du® s Oh
! dz = ous*
(3.7)
dv® s Oh
iz T T e

Remarquons que ce systéme possede deux quantités conserveés (par rapport
az):
h = ~(u* v+ u’v®™) (3.8)

I (3.9)

Le systéme est donc intégrable au sens de Liouville [13]. C’est un modele
avec résonance 1 : —1. Nous pouvons remarquer de plus que ce systeme a
deux degrés de liberté possede une autre quantité conservée donnée par :

C = (u)? + (v°)2 (3.10)

3.2 Attraction d’ondes dans 1’état stationnaire

Si nous considérons une fibre optique assez longue, le calcul de limites
de la proposition suivante permet de mettre en évidence qu’il y a attraction
d’ondes dans 'état stationnaire.

Proposition 3.2.1. (Attraction d’ondes dans l’état stationnaire.)

lim uw’(z=L) = —signe(y) ivL, (3.11)
L—+o00

lim v°(z=0) = —signe(vy) iug (3.12)
L—+o00
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Démonstration.
Le résultat est immédiat par ’équation (3.6). O

Remarque 3.2.1.
La convergence est exponentielle en L, i.e.,

L) = —signe(y) ivg + O(e ME) (3.13)

u®(z
v 0) = —signe(y) iug+ O(e~NE) (3.14)

S(Z —
Définition 3.2.1. (Attraction d’ondes sur le bord)
— On dit qu’il y a attraction d’ondes sur le bord droit s’il existe une phase
¢q telle que
lim w®(L) = ey,
L—+4o00
— On dit qu’il y a attraction d’ondes sur le bord gauche s’il existe une
phase ¢4 telle que
lim v%(0) = %9
L—+o00 ( ) 4o
Remarque 3.2.2.
Les phases ¢q et ¢4 peuvent étre différentes. Dans I'exemple que nous considérons,

ei¢d = —Slgne(’}/)’l/ et €i¢g = s1gne(’y)l

Remarque 3.2.3.
La proposition 3.2.1 montre qu’il y a attraction d’ondes sur le bord droit et
sur le bord gauche.

Les deux quantités conservées (3.8)(3.9) dans I’état stationnaire satisfont

lim h = 0
L—oo
(3.15)
Jm i = 0

Par conséquent, il y attraction du module des champs partout dans la fibre :

lim sup |u®(2)| — |[v*(2)| =0 (3.16)
L—oo z€[0,L)]

La phase relative 0 := 0, —0,, ott u = |u|e?%, v = |v|e? satisfait la propriété

suivante : si, en un point de la fibre, lim u et lim v ne sont pas nulles, alors
L—oo L—oo

lim cos(6, —6,) =0 (3.17)

L—oo
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i.e., 0, — 6, vaut ou bien 7/2 ou bien —7/2.

Plus précisément, autour de z = 0, la différence de phase 8, — 0, est égale a
sign(y)m/2 alors qu’au voisinage de z = L, elle vaut —sign(y) 7/2. Ainsi, si
nous considérons une grande longueur L de fibre, la phase associée change
du facteur 7 d’un bord a l'autre.

Remarque 3.2.4.
Le point (u,v) = (0,0) est un point d’équilibre hyperbolique de la “z-dynamique”.
Les relations

h(u,u*,v,0%) = 0
(3.18)
Jri—1(u,u*v,0%) = 0

définissent une variété réelle de dimension deuz qui est topologiquement un
cylindre pincé, i.e. un cone. Il est identique aux variétés stables et instables
de léquilibre hyperbolique. C’est I’analogue non compact d’un tore invariant
singulier pincé [14]. Ainsi, le modéle que nous étudions présente la propriété
générale observée numériquement dans les références [8, 9, 10]. A savoir, le
systeme relaxe vers une variété singuliere. Lingrédient clé conduisant a cette
propriété est la résonance de type 1 : —1. L.Bates et R.Cushman [14] ont
construit pour cet exemple le concept de “scattering monodromy”, propriété
topologique analogue a la monodromie hamiltonienne [15, 16, 17, 18, 19, 20]
dans le cas de systemes intégrables non compacts.
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Chapitre 4

Solutions dépendant du
temps, loi de conservation et
attraction d’ondes a
Pasymptotique

Dans cette partie nous commencerons par montrer que les solutions du
systeme d’étude (2.1) satisfont une loi de conservation locale, ce qui permet
d’expliquer le mécanisme de relaxation comme un bilan entre les ondes en-
trantes et sortantes sur les bords. Nous montrerons ensuite que, sous des
conditions de régularité, les solutions dépendant du temps satisfont la pro-
priété d’attraction d’ondes dans la limite ¢ — +o0, et ceci indépendamment
des conditions initiales.

Proposition 4.0.2.
Siu(z,t),v(z,t) est une solution continiment différentiable de (2.1).
Alors elle satisfait la loi de conservation locale :

aat<|u(z, )%+ ]v(z,t)|2> = —aaZJL_l (4.1)
avec Ji—1 = |u|®> — |v|>. En conséquence :
L
% (|u!2 + ”U|2)d2’ = J17_1(Z = O,t) — J1,_1(Z = L,t)
0
= =L+ =LoE  (42)
+Hu(z = 0,)° — Ju(z = 0,1)[%.
Démonstration.
0 9 9 ou ou*  Ov , ov*
= t t = — -
at<|u(z, )°+ |v(z, )] ) o U +u 5 + T +v 5
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Nous utilisons (2.1) pour exprimer ‘?97; en fonction de v et 8“ , agt en fonction
de v* et %“Z , gﬁ en fonction de u et gg , 65; en fonction de u* et 8” . Nous

obtenons alors :

9 2 2 _ . @ * sk ou*
5 <|u(z t)|* + |v(z,t)] > = ( v 82) ut +u (w P )
ov ov

[ Ou n ou* N v n ov*
B 92" 0z 92" 9z "
ce qui donne (4.1).

En conséquence, et compte-tenu que l'intervalle d’intégration est compact,
il vient :

a L 2 2 L 8“ * au* 51} * 8’1)*
875/0 (u(z,t)\ + |v(z,t)| >dz = /0 (—(%u — azu—i-%v + P v) dz

L *
= — @u dz / %u dz
0 82’

/vd+/ —vdz

Ces intégrales sont toutes bien définies car leurs intégrandes sont supposées
continiment différentiables. Une intégration par parties dans la premiere et
la troisieme intégrale donne (4.2). O

Remarque 4.0.5.

L’équation (4.2) montre que la variation de la norme Lo des ondes est
déterminée par les ondes entrantes et sortantes sur les bords, ce qui explique
le mécanisme de relaxation sans dissipation. Dans [’état stationnaire cette
relation nous donne aussi une interprétation de attraction d’ondes; dans
létat stationnaire, (4.2) implique toujours Jj._,(z = 0) = Jj._,(z = L).
La propriété d’attraction d’ondes signifie que pour L — oo, I’échange a lieu
localement, comme on peut le voir dans l’équation (3.16), et en particulier
sur chaque bord :

|u®(z = 0)\2 — [v¥(z = 0)]2 — 0 (4.3)

La propriété (4.2) peut étre utilisée pour montrer la propriété suivante
au voisinage de 'infini :
Proposition 4.0.3.

Soit u(z,t),v(z,t) solution continument différentiable de (2.1) avec les condi-

tions aux bords (2.6). Supposons que les dérivées auzr bords —u(z =L,t) et

ot
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ov

—(z = 0,t) sont bornées. Alors, u(z,t),v(z,t) satisfont la propriété d’at-
( ,t) , u(z,t),v(z, prop

traction d’ondes suivante :

ngréo tliglo u(z = L,t) = —signe(7) v,
lim lim v(z =0,f) = —signe(y) iug. (4.4)

L—oot—00

Démonstration.
Nous pouvons écrire u(z,t),v(z,t) sous la forme :

u(z,t) = u’(z)+ry(z,1),
v(z,t) = v%(2)+r_(z1). (4.5)

r4(z,t), r—(z,t) est aussi solution du systeme (2.1) avec conditions aux
bords :
ri(z=0,t) =0 r—(z=1L,t)=0 pourt>t,.

D’apres la proposition 4.0.2 , nous avons, pour t > t,, :

L
(jt/ (|r+|2 + |7L\2)dz = —|ri(z=Lt)* = |r_(z=0,)]* <0.  (4.6)
0

La proposition 4.0.3 est une conséquence de la proposition 3.2.1 et de la
propriété suivante. O

Proposition 4.0.4.

lim r4(z=L,t) = 0,
t—ro00
tlgglo r_(z=0,t) = 0. (4.7)

Démonstration.
L’équation (4.6) a la structure :

d

SN(E) = () (43)

Montrons que nécessairement, lim g(t) = 0.
t—+o00

La relation (4.8) est équivalente a

N(t) = N(t:) — /t o) (4.9)

Comme N (t) est positif, cela implique :

/ Co(r)dr < N(t) Wt (4.10)
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Donc : -
/ g(P)dr < N(t;) < oo. (4.11)

Si limsup g(t) # 0, il existe une suite t; — oo et une constante b > 0 telles
t—o0

que g(t;) > b pour tout t;.
Pour chaque t;, nous pouvons choisir un intervalle [t; — 6,t; + 6] avec

0: b

= om

ou m est la borne de la dérivée |0g/0t| < m.
Pour tout ¢ dans un des intervalles [t; — 6, ¢; 4+ 0] nous avons :

g(t) > b/2,
Comme : .
g(t) = g(t;) + /t d‘;(:) dr, (4.12)
alors :
() — g(t))] g/t_“ig;:)‘dfgm\t—tj\ < mé = b/2. (4.13)

D’ou : pour tout ¢ dans un des intervalles [t; — 0,t; + 0] nous avons :

g(t) > b/2,

Nous pouvons prendre la suite ¢; telle que |tj11 — t;] > 2.
Alors :

t;

/ g(T)dr > Z 225 = 00, (4.14)
j=1

ce qui contredit (4.11) et termine la démonstration. O
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Chapitre 5

Solutions dépendant du
temps, relaxation vers 1’état
stationnaire

Dans ce chapitre, nous nous posons la question de savoir si le systeme
(2.1) approche D’état stationnaire pour des temps longs. Nous construi-
rons dans un premier temps une solution pour des conditions aux bords
dépendantes du temps (2.6) via I'utilisation de la méthode de la transformée
de Fourier. Nous montrerons ensuite la régularité de la solution et son unicité
pour des conditions initiales nulles. Enfin nous étudierons son asymptotique
et répondrons ainsi affirmativement a la question posée.

5.1 Résolution via transformée de Fourier

La situation physique a laquelle nous nous intéressons considere des
conditions aux bords ug(t), v (t) nulles pour les temps ¢t < 0 (c’est & dire
avant que les champs d’ondes ne soient injectés dans la fibre a ¢ = 0) puis
tendant vers une constante a partir d’un temps t = t,,.

Nous construisons la solution de notre systeme avec conditions aux bords
en utilisant une transformée de Fourier temporelle, que nous rappelons, est
définie par :

+oo
(z, w) :/ u(z, t)e”™tdt
—0o0

et la transformée de Fourier inverse par :
1 [t ot
u(z,t) = — w(z, w)e™ dw.
G)=g [ tzw

D’apres le systeme d’étude, u(z,t) et v(z,t) sont définies pour ¢ € [0, +o0].
Afin d’utiliser la transformée de Fourier temporelle, nous étendons le do-
maine a t € R.
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Proposition 5.1.1.
La transformée de Fourier du systéme (2.1) a la forme :

6o -Gy )G 51
a(0,w) = bo(w), @(L,w) = br(w) (5.2)

ot l;o(w) et INJL(w) sont les transformées de Fourier des conditions auz bords
u(z =0,t) =by(t) et v(z = L,t) =br(t).

Démonstration.
Le systeme d’étude (2.1) est équivalent au systéme écrit en terme de trans-
formée de Fourier :

du
SEw) + o (zw) = —iy bz w)
(5.3)
A A
S = (mw) = iy, w)
En utilisant une intégration par parties nous montrons que
du
871:(2, t) = iw a(z,w),
et de méme pour v.
Ainsi (5.3) équivaut a :
du
iw u(z,w) + 8—u(z,w) = —iy 0(z,w)
z
(5.4)
A
iw v(z,w) — 8—2(2,11}) = —iy u(z,w)
D’autre part nous avons
du . L
e Pt
0z 0z 0z 02’
ce qui donne (5.3). O

Ce systeme établi, nous en cherchons les solutions.
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Proposition 5.1.2.
Le systéme (5.1), (5.2) admet pour solution :

u(z,w) = F(L—-zw) by(w) + G(z,w) bp(w)

ot :
- cosh Kz + % sinh Kz
F(z,w) = K (5.6)
cosh KL + %2 sinh KL
~ vy —sinh Kz
G(z,w) = — — (5.7)
K cosh KL + % sinh KL
avec K = /72 — w?.
Démonstration.
. —tw  —y . s
Soit M = v iw ) Les solutions de (5.1) peuvent s’écrire :
ﬁ<z7w) _ eMz fL(O,w)
o(z,w)) 2(0,w)
_ (coshKvyz — W sinh Kz —L sinh Kz (0, w)
N % sinh K~z cosh Kz + % sinh Kz ) \9(0,w) )

Comme il a été fait dans la démonstration de la proposition 3.1.1, en évaluant
en z = L, nous obtenons :

1 i
v(0,w) = . (L, w) — —u(0,w) sinh K~L | .
(0,w) coshK’yL—FZI”“(”sinhK'yL( ( ) K (0,) 7 )
D’ou
u(z,w)) _ (coshKyz— W sinh Kz —L sinh Kz
o(z,w)) 7 sinh Kyz cosh Kyz 4 % sinh Kyz
bo(w)
X BL(w)f%l;o(w) sinh KyL
cosh KyL+ % sinh K~vyL
Un calcul direct donne (5.5). O

Nous pouvons des a présent démontrer quelques résultats sur les trans-
formées de Fourier des conditions aux bords, ainsi que sur les fonctions
F et G, qui nous serviront dans les sous-parties suivantes, notamment a
démontrer I'existence et la régularité des solutions que nous venons d’écrire.
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Dans cette partie nous prendrons v = 1 pour alléger la notation. Tous
les résultats sont valables pour v quelconque.

En toute premiere remarque, nous avons le

Lemme 5.1.1.
Les fonctions F et G sont dérivables par rapport a w.
Démonstration.
. cosh K (L — z) + ¥ sinh K(L — 2
F(L - zw) = ( )+ & ( )

cosh(K'L) + %2 sinh(K L)

(i) Siw ¢ {—1,1} : F est dérivable par sommes, quotients, compositions
de fonctions dérivables par rapport & w.

(ii) Stw=1ou —1:
Démontrons la dérivabilité de la fonction de w définie par % en
1 et —1. Ceci revient a démontrer la dérivabilité en 0 de la fonction
h définie par h(z) = % Pour ce faire, nous allons montrer que
les dérivées a gauche et a droite en 0 existent, sont finies et égales.

sinh(vVa) i 2 >

nly
Vi

continuité en 0 et nous posons h(0) = 1.

Rappelons que h(z) = e . h est prolongeable par

sixz <0

i M =PO) g L (Slnh(ﬂ - 1)

z—0t z—0 z—0t T
1 \/§+(‘/§) + .

= lim - —1
xi>r(r)l+ x \/E
_ 1
6
L@ =h) 1 (sG]
z—0~ z—0 z—0~ T 1/’x‘

w

(V)

|x| — ~—— + ...
= lim — 6 —1
z—0~ T 1/|1;’
1
6

Donc : h est dérivable en 0, i.e., la fonction définie par % est dérivable

enlet—1.
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Dol : F est dérivable en —1 et en 1 en tant que sommes, composées et
quotients de fonctions dérivables en —1 et en 1.
De méme : ‘ (K
~ i sin z
G(Z, ’LU) = 7 ( )
K cosh(KL) + %2 sinh(KL)

(i) Siw ¢ {—1,1} : G est dérivable par somme, quotients, compositions
de fonctions dérivables par rapport a w.

(ii) Siw =1ou —1: dapres le (ii) ci-avant, G est dérivable par somme,
quotients, compositions de fonctions dérivables en —1 et en 1.

Ces dérivées s’écrivent :

OF(L — 2,w) — L2 Ginh (K (L — 2)) + 75 sinh(K (L — 2)) — 1“5 cosh(K (L — )

w cosh(K'L) + 2 sinh(K L)
(cosh(K (L — 2)) + % sinh(K (L — 2)))
(cosh(KL) + % s.inh(KL))2

L j 2L
(—l;{ sinh(KL) + % sinh(K L) — 2% cosh(KL))

0G(z,w) iwz cosh(K z) iw sinh(Kz)
dw K2 (cosh(KL)+ 2 sinh(KL)) K? (cosh(KL)+ 2 sinh(KL))
iwL sinh(K z) sinh(K L) sinh(K z) sinh(K L)
K2 (cosh(K L)+ % Simh(KL))2 K* (cosh(KL)+ % simh(KL))2
w?Lsinh(K z) cosh(K L)

K3 (cosh(KL) + % sinh(K L))
0

Lemme 5.1.2.
Les fonctions I et G, en tant que fonctions de w, sont de classe C' sur

R\ {-1,1}.
Démonstration. . .
D’apres le lemme précédent, F' et GG sont des fonctions continues dérivables

sur R et les dérivées sont continues en tant que composées, sommes et quo-
tients de fonctions continues sur R\ {—1,1}. O

Les deux lemmes suivants vont nous permettre de démontrer le résultat
de la proposition 5.1.3.
Notons w = w, + iw;, (w,, w;) € R2.

Lemme 5.1.3.
St w; < 0, alors
K ~ \wz\ + tw,

|w|—o0
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Démonstration.
Soient w = w, + 1w; et K = K, 4+ 1K, nous avons :

1—w?=(1—-w?+w}) —iuwaw;) et K?=(K?—-K? +i(2K;K,)
Comme K2 =1 —w?, il vient :
K2-K? = 1—-w?+w? (5.8)
KiKr = —Wrw; (59)

Si w, # 0 et w; # 0, alors (5.9) implique :

Wy W;y
K, =—- 5.10
1 K’r ( )

et (5.8) implique que K2 est solution de 1’équation :

X2+ (w?—w? - 1)X —w?w? =0
K2 étant positif, nécessairement :
1

1
K? = 5(1 —w? +w?) + 5\/(11)% —w? — 1)? + dw?w?
2

. 4w2w?
Slgne(l — wf + wf)\/l + (1_11)27.—_'_111)2)2
r %

= %|1—w3+wi2|

Prenons K, > 0, d’aprés (5.10), comme nous travaillons avec w; < 0, alors
signe( K;) = —signe(w,w;) = signe(w; ).
Distinguons deux cas pour |w| — o :

— Si |wy| = 00, w; = constante,

1 4w?
2 2 7
~ swy [ —1+4/1+
" oo 207 w?
1o [ w? . ey
|w|:00 3 Wr [2102 (par développement limité)
T
|w|—o00 !
d’ou :
K, ~ |w
|w|—=o0
et d’apres (5.10) :
W; Wy
fwl—oo |wil
~ T
|w|—o00



- Si w;| — 00, w, = constante, une démonstration analogue au cas
) )
précédent donne :

Dans les deux cas, nous avons :

K ~ |wi| +iw,.

|w|—o00
O
Lemme 5.1.4. .
Soit D = cosh(KL) + % sinh(K'L), si |w| — oo avec w; < 0,
Alors :
|D| > 1
Démonstration.
1 1w 1 W
D= —eKL (1, ZoKL(q_ W
2° < * K> e K
or :
Tw
K |w|—oo
car :
iw N iwr—kz’fwi _ Z,wr—i|wi| 1
K jwisoo |wi| 4 twy wi <0 |w;| + dw,
D’ou :
D ~ €(|wi\+iwr)L
|w|—o00
En particulier,
D] ~ elwill >,
|w|—o00
O

Nous pouvons des lors obtenir le résultat suivant.

Proposition 5.1.3.
Les fonctions F' et G sont bornées quand |w| — oo, avec w; < 0.

Démonstration.
sinh Kz 1 | e(wil+iwr)z _ o—(lwi|+iwr)z
- - ~Y p—
K lwloo 2 |w;| + dw,
_ 2wz
Lz | Lo
[w]—oo 2 |w;| + dw,
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. 1
Soit mq = = ‘1 — e_2|wi‘z’. Nous avons m; < 1.
D’ou, en utilisant le lemme 5.1.4 :
sinh Kz
_K

D

~ e_‘wiKL_Z) mi - .
w00 [|w;| + 1w

Le membre de droite étant borné, alors G(z,w) = z%% est borné pour
|w| — o0, avec w; < 0.

De fagon analogue, nous avons

AT

% sinh K (L — z)

e~ lwilz

~ mi.
D |w|—o0
2 sinh K (L— .
Donc W est borné pour |w| — oo, avec w; < 0.
De plus,
cosh K (L — z) L jwl(n—2) | 1+ e~ 2lwil(L=2)
N T ~ —elWi
D |wloo 2 elwilL
~  erlwilzgy,
|w|—o00
\ L1y | e—2luilz—)
oum2:§’1+e i ‘.Nous avons mo < 1.
Ainsi, %M est borné pour |w| — oo, avec w; < 0.

D’ou : F(L . z,w) _ CoshIgL—z) 4 %Sinhg(L—z)

avec w; < 0.

est bornée pour |w| — oo,

O]

Proposition 5.1.4.
Les fonctions F' et G sont bornées pour |w| €]1,+00].

Démonstration.
Si w €]1, +00[U] — 00, —1], alors K = V1 — w? = ivw? — 1.
Nous noterons K’ = vw? — 1. Nous avons alors :

D =cosK'L + % sin KL

- cos K'(L — 2) + % sin K'(L — 2)

F(L -z w)= -
cos K'L + 77 sin K'L
Gz w) —isin(K'z)/ K’
Jw) = :
cos K'L + 77 sin K'L
Donc :
w2
|D| = 4/cos> K'L + — 1Sin2K/L>\/COSQK’L+Sin2K’L
w2 —
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i.e. |D| est minoré par 1.
Etudions les numérateurs de F' et G.

‘—isinK’z _ |sin K'2|

i 7 <1 sijw/ >2

Le numérateur de G est borné si |w| > 2 ainsi G est bornée si |w| > 2. De
plus, le numérateur de G est une fonction de w continue sur |1, 2], prolon-
geable par continuité en 1 donc continue sur le compact [1, 2] et donc bornée.
Ainsi le numérateur de G est borné sur |1, 4-00[ et par conséquence G aussi.
De méme sur | — oo, —1].

)
w2 —1

cos K'(L — z) + %sinK’(L— )| = \/COSQK/(L —z)+ sin? K'(L —

1
\/1+ w2_1sin2K’(L—z)

\/1+sin2K’(L—z) si|w| > 2
V2 osi|w| > 2

IN

IN

Le numérateur de F est borné si |w| > 2 ainsi I est bornée si |w| > 2. De
plus, le numérateur de F' est une fonction de w continue sur |1, 2], prolon-
geable par continuité en 1 donc continue sur le compact [1, 2] et donc bornée.
Ainsi le numérateur de F' est borné sur ]1, +00] et par conséquence F aussi.
De méme sur | — oo, —1]. O

Remarque 5.1.1.
Soit la condition au bord de B™ écrite sous forme :

e(t) = bo(t) = b () = S(t) + H(t — )

ou S fonction de classe C™ sur [0,t,], n > 3.
Alors : la transformée de Fourier de la condition au bord est :

- . _ . 1
() = Bo(w) = by (w) = §(w) + e~ (—wp <w) ¥ w5<w>) |
puisque la transformée de Fourier de la fonction de Heaviside est : fl(w) =

—wp( )+776( ).

Cette remarque nous sert, dans les propositions qui suivent, & donner
le comportement a I'infini des transformées de Fourier des conditions aux

bords.

Proposition 5.1.5.
St w; <0,




Démonstration.

Soit w # 0,
~ tp .
S(w) = S(t)e "'t
0
P 1 ["dS(t) _,
= Lemiwty + — Je_“”tdt (intégration par parties)
w w Jo  dt
— iefiwtp +&(w)
w
avec

Donc, d’apres la remarque 5.1.1 :

. 1 , ,
cw) = Lemiwty 4 a(w) — ivp () e " 4 ri(w)e W
w w
. 1
= Leiwty 4 a(w) —i—e ™ 40 (car w # 0)
w w
= a(w)

et, en intégrant par parties n fois (n > 3), nous avons :

~ _ 1 e dnS(t) —ijwt
a(w) = (iw)"/o o € dt.

L’intégrale est absolument convergente car S est de classe C" sur [0, ).
Donc : il existe une constante C telle que

Remarques 5.1.1.

1. La fonction w — S(w) est continue sur [—1,1].
2. Siw €] — oo, —1[UJ1, +oc], les fonctions by et by, sont continues.

3. Siw €] — oo, —1[U]1, +00[, les fonctions by et by, sont dérivables et

dg() di)L TLC1 C’2
T T < W + Tl (Cy et Cy constantes) .
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5.2 Existence des solutions

Dans cette sous-partie nous démontrons que les fonctions définies par
I'inverse des transformées de Fourier :

u(z,t) = € OOﬁ(z w)e™tdw
) - 2ﬂ' e Y
(5.11)
1 [ ,
v(z,t) = o 0(z, w)e™dw
T J—c0

sont bien définies.

Nous montrerons dans les parties suivantes qu’elles sont dérivables par
rapport aux deux variables z et t et nulles pour des temps ¢t < 0. Ainsi nous
aurons le résultat suivant : (5.11) sont les uniques solutions de (2.1) avec
conditions initiales nulles & t = 0 et conditions aux bords (2.6).

Remarque 5.2.1.
D’apres la proposition 5.1.2, u(z,t) et v(z,t) s’écrivent :

u(z,t) = 1/00 (F(L — z,w) bo(w) + G(z,w) BL(w)) etdw  (5.12)

T J—00

v(z,t) = 2i /OO (G(L — z,w) bo(w) + F(z,w) BL(w)) edw  (5.13)

Tr—OO

ot by(t) et br(t) sont les conditions aux bords définies par (2.6).

Théoreme 5.2.1.
Les intégrales ci-dessus existent, ainsi les fonctions u(z,t) et v(z,t) données
par (5.11) sont bien définies.

Démonstration.

Prenons v = 1. Nous faisons la démonstration pour wu, celle pour v est
analogue.

Sous réserve de convergence,

drulz 1) = /w>1 (Bow) (L — 2.w) + by (w)O(L,w) ) €*dw

+ /11 (60(w)F(L —z,w) + I;L(W)G(L,w)> et o

= L+1

Les deux lemmes suivants montrent la convergence de I; et I> et en conséquence
I'existence de wu. O
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Lemme 5.2.1.
L’intégrale

L = / (Bo(w)F(L —z,w) + BL(w)é(L, w)) et dw
Jw|>1
converge.

Démonstration.

(i) L’intégrande est une fonction de w continue sur tout compact de |1, +o0],
donc 'intégrale est bien définie sur tout compact de |1, +ool.
L’intégrande est prolongeable par continuité en 1, donc l'intégrale est
bien définie en 1.

(ii) Pour |w| — 400 :

| 11]

IN

/w>1 Bo(w)| | F(L = 2,w)| dw + /|w|>1 brw)| |G(L = 2,w)| dw

IN

/ &dw —|—/ Ca dw (Cs3 et C4 constantes)
|w |

|>1 w]™ w|>1 Jwl™

d’apres les propositions 5.1.4 et 5.1.5.
Comme n > 1, |I1] est la somme de deux intégrales convergentes au
voisinage de l'infini donc I; est convergente au voisinage de l'infini.

D’ou la convergence de I. O

Lemme 5.2.2.
L’intégrale

converge.

Démonstration.
En écrivant les conditions aux bords by(w) et by, (w) comme dans la remarque
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5.1.1, nous obtenons :

1
I, = / S(w)F(L — z,w)e™ dw (5.14)
-1
1 '
- ivp/ —F(L — z,w)e™ ) dy (5.15)
1w
cosh(L — 2)
+ Wicosh(L) (5.16)
1
+ / §(w) G2, w)e™ du (5.17)
~1
1 1 - )
— ivp/ — Gz, w)e™ ) dy (5.18)
1w
sinh(z)
- mcosh(L) (5.19)

Pour tous (z,t) € [0, L] x RT,
— L’intégrande de (5.14) est la fonction de w définie par
5( )coshK(L —2) + %2 sinh K (L — 2)
w :
cosh KL + %2 sinh KL

qui est continue sur | — 1, 1] et prolongeable par continuité en —1 et
en 1.
Donc l'intégrale (5.14) est bien définie.

— L’intégrande de (5.15)

1 coshK (L — z) + % sinh K (L — 2)
w cosh KL + % sinh KL

eiw(t—tp)

est continue sur | — 1,1[\{0} et prolongeable par continuité en —1 et
en 1. L’intégrale (5.15) est donc bien définie sauf en 0. Avec la valeur
principale en 0, la fonction (5.15) existe.

— Les fonctions (5.16) et (5.19) sont bien définies car leur dénominateur
ne s’annule pas quelque soit L.

— L’intégrande de (5.17)

iS(w) —sinh Kz
K coshKL+ % sinh KL

est continue sur | — 1, 1[ et prolongeable par continuité en —1 et en 1.
Donc l'intégrale (5.17) est bien définie.
— L’intégrande de (5.18)
12 —sinh Kz
w K cosh KL + % sinh KL

€iw(t—tp)
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est continue sur | — 1,1[\{0} et prolongeable par continuité en —1 et
en 1. L’intégrale (5.18) est donc bien définie sauf en 0. Avec la valeur
principale en 0, la fonction (5.18) existe.

O

5.3 Régularité des solutions

Rappelons les théoremes suivants que nous utiliserons dans cette partie :

Théoreme 5.3.1. (dérivation d’intégrale définie a paramétre)
Soient J un intervalle et F définie par

b
F(m):/f(x,t)dt ou f:(x,t)€Jx[a,b] — f(z,t) €R

1. Si f est continue sur J X [a,b).
Alors : ' est continue sur J.

0
2. De plus, si f admet une dérivée partielle —f continue sur J X [a, b].

Ox
OF bar
. 1 il — -
Alors : F est de classe C* sur J et o (x) rr (x,t)dt.
Démonstration.
cf [45] p 158. O

Théoréme 5.3.2. (dérivation d’intégrale généralisée a parametre)
Soient J un intervalle et F' définie par

+oo
F(:c):/ F@tdt ot f:(zt) € Jx [a,+ools f(,t) € R

1. S
(i) f est continue sur J X [a,+o00]

(i) il existe ¢ telle que : Vx € J,Vt € [a,+oo, |f(x,t)] < p(t)
avec f:oo o(t)dt convergente.

Alors : F est définie et continue sur J.

2. De plus, si
L . of .
(iii) f admet une dérivée partielle 9z continue sur J X [a, +0o0].
x

(iv) il existe ¢ telle que : VY € J,Vt € [a, +0],

avec f;oow(t)dt convergente.

a0 < v

F
Alors : F est de classe Ct sur J et g(az) = /
x a

+oog

D (z,t)dt.
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Démonstration.
cf [45] p 157-158. O

Notons que ces théoremes peuvent étre étendus a des intégrales a deux
parametres.

Théoréme 5.3.3.
Soient I un intervalle, xog € I et (fn) une suite de fonctions définies et

dérivables sur I.
Si :

(i) la suite (f],) converge uniformément sur I.
(ii) (fn(x0)) converge.

Alors :
(i) Vx € I, (fu(x)) converge

(ii) la fonction x — lim f,(z) est dérivable et sa dérivée vaut lim f)(x).
n—oo n— o0

Démonstration.
cf [45] p 223. O

Le théoréme suivant démontre la régularité des solutions.

Théoreme 5.3.4.
Les fonctions u(z,t) et v(z,t) définies par (5.11) sont dérivables par rapport
azetat.

Démonstration.

Prenons v = 1. Nous ne faisons la démonstration que pour u, celle pour v
étant analogue.

Nous utilisons les théoremes 5.3.1 et 5.3.2 dans le cas de deux parametres
et I’écriture de u sous la forme suivante :

oru(zt) = /|w|>1 [Bow) (L — 2.w) + by (w)O(L,w)] e

+ /_11 {Bo(w)ﬁ‘(l) —z,w) + I;L(w)é,*([/,w)] .

Plus précisément, en écrivant les conditions aux bords by(w) et by (w) comme
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dans la remarque 5.1.1, nous obtenons :

2ru(z,t) = / bo(w)F(L — z,w)e™tdw (5.20)
|w|>1
+ / by (w)G(z, w)e™tdw (5.21)
Jw|>1
1 ~ ~ .
+ / S(w)F(L — z,w)e™ dw (5.22)
-1
1 '
- ivp/ —F(L — z,w)e™ ) dy (5.23)
1w
cosh(L — 2)
—_— 5.24
o cosh(L) (5.24)
1
+ / S(w)C(z, w)e™ du (5.25)
-1
1 '
- ivp/ —G(z,w)e™ ) dy (5.26)
1w
sinh(z)
- 2
mcosh(L) (5:27)
Les lemmes suivants donnent en détail chaque étape de la démonstration.
O
Lemme 5.3.1.

L’intégrale (5.20) est dérivable par rapport a z et a t.

Démonstration.
Soit f1(z,t,w) Uintégrande de I'intégrale (5.20). Nous faisons la démonstration
pour le cas w €]1, +ool, celle pour w €] — 0o, —1[ est analogue.
Nous utilisons le théoreme 5.3.2.
1. (i) f1 est continue sur [0, L] x RT x]1,+oo[ en tant que produit de
trois fonctions continues sur ce domaine et f; est prolongeable
par continuité en 1.

(ii) D’apres les propositions 5.1.4 et 5.1.5,
Vz € [0, L],Vt € RT,Vw €]1, +o0,

7 - C
1z, 8, w)| = ’bo(w)} ‘F(L - z,w)’ < w—i
Il existe donc 1 (w) = £& tel que | fi(z,1,w)| < ¢1(w).
400
Et : / ¢1(w)dw est une intégrale de Riemann convergente :
1

1 est continue en 1 et n > 1 assure la convergence au voisinage
de l'infini.
Donc : (5.20) est continue sur [0, L] x R*.
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2. (iii) — f1 admet une dérivée partielle par rapport a z :
afl _etwt tp dars iwt
t = — —(t)e "™dt
0z Bz Hhw) (iw)”/o dt» (t)e
Ksinh K(L — z) +iwcosh K (L — 2)
cosh KL + % sinh KL

qui est continue en tant que produit de trois fonctions continues
sur [0, L] x Rt x]1, +oo], prolongeable par continuité en 1.
— f1 admet une dérivée partielle par rapport a t :

ofr ~ cosh K(L —2) + % Weinh K(L — z) et /tp dnS(t)
0

zZ,t,w) = - e~y
ot ( ) cosh KL + % sinh KL (iw)n—1 dtn

qui est continue en tant que produit de fonctions continues sur
[0, L] x R x]1, 4+00[, prolongeable par continuité en 1.

(iv) — Vz € [0, L],Vt € RT,Vw €]1, +00],

8f1( L) < C |Ksinh K(L — z) + iw cosh K (L — z)
z,t,w —
0z Tow” coshKL + % sinh KL
< 1ok 2w? —1

wn
Il existe donc ¥1(w) = = V2 1 tel que ‘ Lzt w)‘ <
1/11 (w)

400

Et: 11 (w)dw est une intégrale de Riemann convergente :

1

bien définie en 1 et 1)1 (w) ~

“+oo wh

— avecn > 2.

— D’apres les propositions 5.1.4 et 5.1.5,
Vz € [0, L],Vt € RT,Vw €]1, +o0],

0 - . - _ C
‘ 3];1 (z,t,w) ‘ = ‘zwbo( VF(L — z,w)e“"t‘ =w ‘bo(w)‘ ‘F(L - z,w)’ < wnil
11 existe donc ¢ (w) = w(,fil tel que fl =zt w)) < ¢1(w).
+o0
Et ¢1(w)dw est une intégrale de Riemann convergente :

1
bien définie en 1 et n > 2.
Donc :

(5.20) est dérivable par rapport & z sur [0, L] x RT et cette dérivée
est :

too [ et (o gng K sinh K(L — z) +iwcosh K (L — z)
— —(t)e "™"dt x . dw
1 (iw)™ Jo  dt™ cosh KL 4 % sinh KL
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(5.20) est dérivable par rapport a ¢ sur [0, L] x RT et cette dérivée est :

/+°° coshK(L —z) + % sinh K(L —2) et (/tl’ d"S(t)
1 0

A ——— ei“’tdt) dw
cosh KL + %2 sinh KL (1w)™ dtm

O]

Lemme 5.3.2.
L’intégrale (5.21) est dérivable par rapport a z et a t.

Démonstration.

Soit fa(z,t, w) I'intégrande de I'intégrale (5.21). Nous faisons la démonstration
pour le cas w €]1, +o0], celle pour w €] — 0o, —1[ est analogue.

Nous utilisons le théoreme 5.3.2.

1. (i) fo est continue sur [0, L] x RT x]1,+oc[ en tant que produit de
trois fonctions continues sur ce domaine, prolongeable par conti-
nuité en 1.

(ii) D’apres les propositions 5.1.4 et 5.1.5,
Vz € [0, L],Vt € RT,Vw €]1, +o0,

et )| = [bw)| |Gz w)

11 existe donc @o(w) = % tel que |fa(z,t, w)| < pa2(w).

“+oo
Et: / w2(w)dw est une intégrale de Riemann convergente :
1

o est continue en 1 et n > 1.
Donc : (5.21) est continue sur [0, L] x R*.

2. (iii) — fo admet une dérivée partielle par rapport a z :

_ hK 1wt tp Jn )
9f2 tcosh Kz e / d S(t)e_“”tdt
0

z,t,w) = - -
0z (2,8, w) cosh KL + % sinh KL (iw)" dtm
qui est continue en tant que produit de trois fonctions continues

sur [0, L] x Rt x]1, 400, prolongeable par continuité en 1.
— fo admet une dérivée partielle par rapport a ¢ :

0fa i —sinh Kz etwt /tp dnsS(t)
- KcoshKL+ Wsinh KL (iw)"=! Jo  dt»

qui est continue en tant que produit de fonctions continues sur
[0, L] x RTx]1, +00|, prolongeable par continuité en 1.
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(iv) — Vz € [0, L],Vt € RT,Vw €]1, +o0],

0 fo C —icosh Kz
7('2’ taw) S — i .
0z w™ |cosh KL + %2 sinh KL
C
< R
S om

Il existe donc 12 (w) = 5 tel que ’%(z,t,w)’ < o (w).
+00
Et : Yo (w)dw est une intégrale de Riemann convergente

1
carn > 1.

— D’apres les propositions 5.1.4 et 5.1.5,
Vz € [0, L],Vt € RT,Vw €]1, +o0,

%(z,t,w) = ‘inL(w)é(z,w)eth‘ =w l;L(w)‘ ‘é(z,w)‘ < 047
ot wn—1
11 existe donc ¢o(w) = % tel que )%(z,t, w)) < o (w).
+oo
Et : ¢2(w)dw est une intégrale de Riemann convergente :

1
I'intégrande est continue en 1 et n > 2.
Donc :

(5.21) est dérivable par rapport & z sur [0,L] x RT et cette dérivée
est :

too [ eiwt o gng —icosh Kz
- —(t)e "™ dt x —— dw
1 (iw)™ Jo  dt™ cosh KL + % sinh KL

(5.21) est dérivable par rapport a ¢ sur [0, L] x RT et cette dérivée est :

‘oo o iwt t n )
K smhKZ ‘e (/ »d S(t)e—zwtdt> dw
1 KcoshKL+%sinh KL (iw)"~1 \Jy  dt"

O]

Lemme 5.3.3.
L’intégrale (5.22) est dérivable par rapport a z et a t.

Démonstration.
Soit f3 I'intégrande de (5.22).
Nous utilisons le théoreme 5.3.1.
1. f3 est continue sur [0, L] x R™ x] — 1, 1] et prolongeable par continuité
en —1 et en 1.
Donc : (5.22) est continue sur [0, L] x RT.
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2. — f3 est dérivable par rapport a z et :

8f3(z tw) = —g(w) swe K sinh K(L — z) + tw cosh K (L — z)
02 cosh KL + %2 sinh KL

qui est continue sur [0, L] x R*x] — 1, 1[ et prolongeable par conti-
nuité en —1 et en 1.
— f3 est dérivable par rapport a t et :

0f3

T —2(z,t,w) = iwf3(z,t,w)

qui est continue sur [0, L] x R*x] — 1, 1[ et prolongeable par conti-
nuité en —1 et en 1.
Donc :

(5.22) est dérivable par rapport a z sur [0, L] x Rt et cette dérivée
est :

) eiwtdw

/1 _g(w)KSinhK(L —z) +iwcosh K(L — 2
1 cosh KL + 42 W sinh KL

(5.22) est dérivable par rapport a t sur [0, L] x RT et cette dérivée est :

/ w8 (w) P (s — Lw)®dw

-1

Lemme 5.3.4.
L’intégrale (5.23) est dérivable par rapport a z et a t.

Démonstration.
Démontrons tout d’abord la dérivabilité de u par rapport a z.
Par définition de la valeur principale, I'intégrale (5.23) est égale & :

lim / o / 1 cosh K(L = 2) + ¢ sinh KAL = 2) uet,) gy,
n—00 cosh KL + 2 W einh KL

que nous écrirons encore :

lim_fo(2)

n—oo

ou fp(z) est la suite de fonction définie par :

-1 1 Lw i — .
/ / cosh K(L — z) + % sinh K(L — z2) () gy
cosh KL + ¢ W sinh KL

Le principe de la démonstration est le suivant :
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— Partie A : A 'aide du théoréme 5.3.3, démontrer que :

2 lim f,(z) = lim 2fn( )

0z n—oo n—oo 0z

— Partie B : A I'aide du théoreme 5.3.1, démontrer que :

/ / 1 COShK( —2)+ % 5 sinh K (L — 2) iw(t—tp)
e ?) | dw
0z cosh KL + % W einh KL

Partie A :

Lemme 5.3.5.
(fn) est une suite de fonctions définies sur [0, L].

Démonstration.

Vz € [0, L], 'intégrande, en tant que fonction de w;
lcoshK( —2z)+ Z%"simhK(

w cosh KL + 2 W sinh KL

z) piw(t—tp)

est continue sur ] —1, —1] et [1,1[ et prolongeable par continuité en —1 et 1.
Donc : f, est bien définie sur [0, L]. O

Lemme 5.3.6.
(fn) est une suite de fonctions dérivables par rapport a z sur [0, L].

Démonstration.
Il suffit d’appliquer le théoreme 5.3.1.

(i) De ce qui précede, I'intégrande, en tant que fonction de (z, w), est conti-
nue sur [0, L]x] —1,—1] et [0, L] x [1, 1] et prolongeable par continuité
en —1 et 1.

(ii) L’intégrande est dérivable par rapport & z et sa dérivée :

1 Ksinh K(L — z) 4 twcosh K(L — z) iw(t—ty)
e

(Za ’LU) = - ] .
w cosh KL + %2 sinh KL
est continue sur [0, L]x] — 1,—1] et [0, L] x [, 1[ et prolongeable par
continuité en —1 et 1.
Le théoreme 5.3.1 permet de conclure. ]
Lemme 5.3.7.

La suite (f],) converge uniformément sur [0, L].

Démonstration.
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1. Montrons que la suite (f}) converge.
Du lemme précédent, nous avons :

T 1 Ksinh K(L — ) hK(L - ;
f2) = / / sinh K (L — z) +lzjuw cosh K (L Z)em(t*tp)dw
cosh KL + %2 sinh KL

_ (/ /)( w) + iB(w )) —0) oy

ou A(w) et B(w) sont obtenus en multipliant par la quantité conjuguée
et valent :

K sinh K(L — z) cosh KL + “’72 cosh K(L — z)sinh KL
cosh? KL + 5 sinh? KL

Alw) = —

—cosh K(L — z) cosh KL + sinh K (L — z) sinh K L

B(w) =
- cosh? KL + % sinh? KL

Sous réserve de convergence, nous avons :

_1 1 _1
(/ +/>1A( zwttp)dw+z</ /) zwttp)d,w
—1 1 w

Effectuons le changement de variable w — —w dans la premiere intégrale,
en notant que la fonction A est une fonction paire :

_1 1
/ " 1A( ) zw(t—tp)dw — /n lA(_w)e—iw(t—tp)dw
1 w 1w

1

n 1 .

= / EA(w)e_’w(t_tp)dw (parité de A )
1
Tl

A(w)e ™) gy

»

\
g |

3

A(w) (_e—iw(t—tp) + eiw(t—tp))dw

= 2 /1 wﬁl(w)dw

R
Lo
3

+
|= 2
N~
g~

IS

&
m@.

£

T

<

I8

g

|
:\H\H
g~

-

w

3

D’ou :

e )—2z/11 b”““( w)dw+i (/_ / ) Jeint=to) gy

n
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sous réserve de convergence or toutes les intégrales sont bien définies
car leurs intégrandes sont des fonctions de w continues sur respective-
ment sur [, 1[, ] — 1, —1] et [1, 1] prolongeables par continuité en —1
et 1.

De plus, ces intégrandes sont aussi des fonctions respectivement pro-
longeable par continuité et continue en 0.

Ainsi il existe :

1
n,grfoof() _ 22/0 smw(t—tp) dw+z</ /) et (t=to) g
= f'(z)

. Montrons que la suite (f]) converge uniformément en z vers f’.
Il existe ky tel que, pour tout z € [0, L] ;

1 1

THORSHOE Qi/onWA(wdwﬂ' / " Bw)e™du
<k
-n

ou ki ne dépend pas de z. Donc Sup{|f}(z) — f'(2)|,z € [0, L]} tend
vers 0 quand n tend vers +o0o. La convergence est bien uniforme.
Explicitons kq :

Vz € [0, L],
= |sinw(t — t,) i
e - sl < 2 7 g a s [ B
0 w _1
Pwepsll Y " wel-1,4)

sinw(t —1
Comme lim M =1t —tp,
w—0 w

sinw(t —tp)
w

1
Ve,dIn; < w < — =

<t—t,+e
n = P

2
w
Pour tout w € [0, %], 2 sinh? KL > 0 et, pour tout w € R, cosh? KL > 1.
Donc le dénominateur de A(w) est minoré par 1.
En ce qui concerne le module de son numérateur : la fonction w +—

2
K sinh K (L — z) cosh KL + % cosh K(L — z) sinh KL est continue sur

le compact [0, ] donc est bornée et atteint ses bornes i.e.

2

1
IMy;Vw € [O, ] , (L —z)cosh KL+ %COShK(L — z)sinh KL| < M,
n
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Nous obtenons donc la majoration suivante :

sinw(t — tp)
w

Amﬂgu—%+mm

D’ou :
sinw(t —t
sup 7( p)

we [O,%]
De plus, le dénominateur de B(w) (le méme que celui de A(w)) est
minoré par 1 et le module de son numérateur est majoré. En effet la
fonction w — — cosh K(L — z) cosh KL + sinh K (L — z)sinh KL est
continue sur le compact [ 1] donc est bornée et atteint ses bornes,
donc :

w

Amﬂgu—%+mm

n’

11
AMy;Yw € [— ] |—cosh K (L — z) cosh KL + sinh K(L — z)sinh KL| < My
n’

Donc :

11 suffit donc de prendre ki = 2[(t — t, + €)My + Mo].

]
Lemme 5.3.8.
La suite (fy,) converge ponctuellement.
Démonstration.
(fn) converge en zj si et seulement si li_)m fn(z0) < +00.
n o
Or:

lim f,(z) = lim /_ / 1 cosh K(L — 2) + ¢ sinh K(L — z)eiw(t—tp)dw
n—00 n—00 cosh KL + z;(” sinh KL

/1 1 coshK (L —z)+ % sinh K(L — =
= v —_
b qw coshKL—i—””smhKL

) 6’i’w (t—tp) dw

qui est convergente (cf la section précédente 5.2), pour tout z, en particulier

pour zg. [
Lemme 5.3.9.

0 0

92 nh_)f{.lo fa(z) = nhf{)lo @fn( z)
Démonstration.
Il suffit d’appliquer le théoréeme 5.3.3 ; les hypothéses étant démontrées dans
les quatre lemmes précédents. O
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Partie B :
Lemme 5.3.10.

n 1coshK( —2)+2sinh K(L — 2)
—fn / / ezw(t tp) dw
0z cosh KL + %2 W inh KL

Démonstration.
11 suffit d’appliquer le théoreme 5.3.1; les hypotheses étant vérifiées :

(i) L’intégrande, en tant que fonction de (z,w), est continue sur [0, L] x] —
1, —%] et [0, L] x [%, 1], prolongeable par continuité en —1 et 1.

(ii) L’intégrande est dérivable par rapport a z et sa dérivée est continue

sur [0,L]x] —1,—1] et [0, L] x [+, 1[ et prolongeable par continuité en
—letl.
O
Conclusion :

Les résultats des parties A et B donnent :

-1 1 iw :
n hK(L— Wsinh K(L —2)
9 lim f,(z) = lim (/ + ) 9 <1 cosh K 2) + % sinh K{ ?) eﬁw(t—tp)) dw
_ 1

0z n—oo n—00 w cosh KL + % W einh KL

ie. :

1 AT
d lim f(z )—vp/ 3<1coshK(L— )+smhK(L—z)eiw(ttp)> dw

0z n-r00 _1 0z cosh KL + *¥ sinh KL

ce qui termine la démonstration de la dérivabilité par rapport a z.

Démontrons maintenant la dérivabilité de v par rapport a t.
Par définition de la valeur principale, I'intégrale (5.23) est égale a :

-~ /— / 1 cosh K (L — z) + & sinh K (L — 2) wti—ty) gy,
n—00 cosh KL + % W einh KL

que nous écrirons encore :

Jim £,(2)

ou fp(t) est la suite de fonction définie par :

/— / 1 cosh K(L—z)+ ®sinh K(L—2) 4 4
") daw
cosh KL + % Wginh KL

Le principe de la démonstration est le méme que dans le paragraphe précédent :
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— Partie A : A 'aide du théoréme 5.3.3, démontrer que :

g lim fn(t) = lim gfn()

n—oo

— Partie B : A I'aide du theoreme 5.3.1, démontrer que :

/— / lcoshK( —2)+ @sinh K(L —2) 2y
e\ =) | dw
ot CoshKL—l—““ sinh KL

Partie A :
Par une démonstration analogue a celle du lemme 5.3.5, nous pouvons mon-
trer que f, est bien définie sur RT.

Lemme 5.3.11.
(fn) est une suite de fonctions dérivables par rapport a t sur RT.

Démonstration.
Il suffit d’appliquer le théoreme 5.3.1.
(i) De ce qui précede, l'intégrande, en tant que fonction de (¢, w), est
continue sur RTx]—1, —1] et R* x [1 1] et prolongeable par continuité
en —1 et 1.

(ii) L’intégrande est dérivable par rapport a t et sa dérivée :
cosh K(L — z) + % sinh K(L

(t,w) s i 2) Jiw(t—ty)
cosh KL + % W sinh KL

est continue sur RTx]—1, —1] et R x [1 1] et prolongeable par conti-
nuité en —1 et 1.

Le théoréme 5.3.1 permet de conclure. O

Lemme 5.3.12.
La suite (f])) converge uniformément sur RT.

Démonstration.

1. Montrons que la suite (f},) converge.
Du lemme précédent, nous avons :

/— / ccosh K(L — z) + %2 sinh K (L — 2) S (t—t0) oo
cosh KL + % sinh KL

Les deux intégrales sont bien définies car leur intégrande est une fonc-
tion de w continue respectivement sur |—1, —1] et [1, 1] et prolongeable
par continuité en —1 et 1. De plus elle est continue en 0.

Ainsi il existe :

1 _ W o
lim fi(t) = z/ cosh K(L — 2) + f sinh K(L Z)eiw(t_tp)dw
n—+4o00 -1 COShKL—{—““ sinh K'LL
= [t
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2. Montrons que la suite (f]) converge uniformément en ¢ vers f’.
Il existe ko tel que, pour tout t € RT;

z) e (t=t0) oo

) — ()] = _Z'/_” cosh K(L — z) + % sinh K(L

cosh KL + % W einh KL

3=

1 w

- /n cosh K(L — z) + % sinh K(L _Z)ez‘w(t—tp) dw
- —1 cosh KL + % Wginh KL

2 cosh K (L — z) + “2 sinh K(L — 2)
< — sup iw

nwe[_%’%] coshKL—i— sinh KL

ko

n

ol k2 ne dépend pas de t. Donc Sup {|f} (t) — f'(t)|,t € R*} tend vers
0 quand n tend vers +oo. La convergence est bien uniforme.
Explicitons ks :

soit g(w) = cosh K(L—2)+ ¢ sinh K(L.—2) . Nous pouvons aussi écrire :
q B cosh K L+ %2 W sinh KL pouv

(cosh K (L — z) + % sinh K(L — 2))(cosh KL — “2 sinh K'L)
cosh? KL + & 7 > sinh? KL

q(w) =

Nous avons démontré dans le paragraphe ci-avant sur la dérivabilité

par rapport a z que le dénominateur de ¢ est minoré par 1. De plus,
sur le compact [—%, ﬁ] le numérateur de g est une fonction continue,
donc est bornée et atteint ses bornes. Donc :

11 . )
dMs3;Vw € [_n’n} ,[(cosh K (L — z) + %sinhK(L— z))(cosh KL — %sinhKL) < M3

D’ou :
sup [q(w)| < M;
wE[—%,%]

Il suffit donc de prendre ko = 2M3.

Lemme 5.3.13.
La suite (fy,) converge ponctuellement.

Démonstration.

“w hK(L - Lsinh K(L—z) |
lim fu(f) = lim (/ /) 1 cos z) + %2 sinh K ( Z)em(t*tp)dw

n—00 n—00 cosh KL + 7 W inh KL

' 1 cosh K(L %W sinh K (L :
vp/ cos — z) + % sinh K(L )e’w(t_tp)dw

qw CoshKL—l—”” sinh KL

qui est convergente (cf section 5.2), pour tout ¢, en particulier pour ¢5. [
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Lemme 5.3.14.

0 0

o fu(t) = lim o fn(t)
Démonstration.
Il suffit d’appliquer le théoreme 5.3.3 ; les hypotheses étant démontrées dans
les trois lemmes précédents. ]
Partie B :

Lemme 5.3.15.

/_ / 1coshK( —2)+ ¥sinh K(L—=z) , (t—t,)
e\ ) | dw
ot COShKL+Zw sinh KL

Démonstration.
Il suffit d’appliquer le théoréeme 5.3.1; les hypotheses étant vérifiées :

(i) L’intégrande, en tant que fonction de (¢, w), est continue sur RT x| —
1,—1] et RT x [1 1], prolongeable par continuité en —1 et 1.

(ii) L’intégrande est dérivable par rapport a t et sa dérivée est continue
sur RTx] —1,—1] et R* x [L 1] et prolongeable par continuité en —1
et 1.

O

Conclusion :
Les résultats des parties A et B donnent :

g lim fn = lim /_ / 1 COShK(L ) + % S?nhK(L - Z) eiw(t—tp) dw
Ot n—oo n—00 ot cosh KL + % sinh KL

ie :

1 W 3
9 lim () = vp/ 9 (1coshK(L—2)+ i S?nhK(L — Z)em(t—tp) i
Ot n—oo _, 0t cosh KL 4 % sinh KL

ce qui termine la démonstration de la dérivabilité par rapport a ¢. O

Lemme 5.3.16.
La fonction (5.24) est dérivable par rapport a z et a t.
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Démonstration.

La fonction étant constante par rapport a ¢, sa dérivée est nulle.

La fonction est dérivable par rapport a z de facon évidente et sa dérivée
vaut :

sinh(L — z)
cosh L

Lemme 5.3.17.
L’intégrale (5.25) est dérivable par rapport a z et a t.

Démonstration.
Soit fs l'intégrande de (5.25).
Nous utilisons le théoreme 5.3.1

1. fe est continue sur [0, L] x RT x] — 1, 1[ et prolongeable par continuité
en —1 et en 1. Donc : (5.25) est continue sur [0, L] x RT.

2. — fg est dérivable par rapport a z et :

—cosh Kz
cosh KL 4+ %2 sinh KL

Lz, t,w) = S(w)e™

0z

qui est continue sur [0, L] x R*x] — 1, 1[ et prolongeable par conti-
nuité en —1 et en 1.
— fg est dérivable par rapport a t et :

%(z, t,w) =iwfe(z,t,w)

ot

qui est continue sur [0, L] x R*x] — 1, 1[ et prolongeable par conti-
nuité en —1 et en 1.

Donc :

(5.25) est dérivable par rapport & z sur [0, L] x RT et cette dérivée

est : L
_ _cosh K A
/ S(w)i COS@ z e"tdw
) cosh KL + % sinh KL

(5.25) est dérivable par rapport a ¢ sur [0, L] x RT et cette dérivée est :

1
/ iwS(w)G(z, w)e™ dw

-1

Lemme 5.3.18.
L’intégrale (5.26) est dérivable par rapport a z et a t.
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Démonstration.
Démontrons la dérivabilité par rapport a z.
Par définition de la valeur principale, I'intégrale (5.26) est égale a :

lim /_ / —sinh Kz iw(t—ty) g,
=00 1 choshKL—k“”smhKL

que nous écrirons encore :

lim gn(2)

n—oo

ol gn(z) est la suite de fonction définie par :

/_ / —sinh Kz () o
1 choshKL—i— “” sinh KL

Le principe de la démonstration est le méme que dans le lemme 5.3.4 :
— Partie A : A 'aide du théoréme 5.3.3, démontrer que :

9z 3 9n(2) = 18 5 9n(%)

— Partie B : A I'aide du théoréme 5.3.1, démontrer que :
/_ / 1 sinh Kz e (t=t) | g
e choshKL+“”smhKL
Partie A :

Lemme 5.3.19.
(gn) est une suite de fonctions définies sur [0, L].

Démonstration.
Vz € [0, L], 'intégrande, en tant que fonction de w;

W — 1 2 —Sil'lhKZ e w(tftp)

choshKL+ W inh KL

est continue sur ] —1, —1] et [, 1[ et prolongeable par continuité en —1 et 1.
Donc : gy, est bien définie sur [0, L]. O

Lemme 5.3.20.
(gn) est une suite de fonctions dérivables par rapport a z sur [0, L].

Démonstration.
11 suffit d’appliquer le théoreme 5.3.1.

(i) De ce qui précede, I'intégrande, en tant que fonction de (z, w), est conti-
nue sur [0, L]x]—1,—1] et [0, L] x [L, 1] et prolongeable par continuité
en —1 et 1.
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(ii) L’intégrande est dérivable par rapport a z et sa dérivée :

) cosh Kz

( ) = —— iw(t—tp)
w cosh KL + “” sinh KL
est continue sur [0, L]x] — 1,—1] et [0, L] x [%,1[ et prolongeable par
continuité en —1 et 1.
Le théoreme 5.3.1 permet de conclure. ]

Lemme 5.3.21.
La suite (g],) converge uniformément sur [0, L].

Démonstration.

1. Montrons que la suite (g,) converge.
Du lemme précédent, nous avons :

T — h K
Gz = / / OMRZ ittt gy
1 wcoshKL—l—““smhKL

</ ; / )(P w) = Bw) ) -

ou P(w) et E(w) sont obtenus en multipliant par la quantité conjuguée
et valent :

3 cosh Kzcosh KL

P(w) =
()= ont? KL+ % sinh* KL

E(w) = K
()= KL+ L7 sinh? KL

Sous réserve de convergence, nous avons :

()t (e

Effectuons le changement de variable w — —w dans la premiére intégrale,
en notant que la fonction D est une fonction paire :

1

/ n lP(w)eiw(t—tp)dw — /
-1 w 1
1
-
1

= —/ — P(w)e ™ t=t%) dy

1w

S|=

R S

P(—w)e~™t=t) dy

P(w)e™ ™) dy  (parité de P)

3
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D’ou :

_1 1 1
(/ +/ > _ lp(w)eiw(t—tp)dw _ / _lp(w)(_e—iw(t—tp) + eiw(t—tp))dw
-1 1 w 1 w

n

1 . .
_ 9 / SOl = 1) by
1

w

n

D’ou :

T AL

n

sous réserve de convergence or toutes les intégrales sont bien définies
car leurs intégrandes sont des fonctions de w continues sur respective-
ment [1,1[,] —1,—2] et [1,1], prolongeables par continuité en —1 et
1.

De plus, ces intégrandes sont aussi des fonctions respectivement pro-
longeable par continuité et continue en 0.

Ainsi il existe :

1
lim gn( ) _ 2i/ Slnw( ) d’LU _ </ / > zw(t—tp)dw
n—-+00 0

. Montrons que la suite (g},) converge uniformément en z vers ¢'.
11 existe k3 tel que, pour tout z € [0, L] ;

90(2) — d'(2)] =

FR
27j/n —Smw(;_tp)P(w)dw . E(w)e™ %) dy
0 _

ks
n

<

ou k3 ne dépend pas de z. Donc Sup{|g,,(z) — ¢'(2)|,z € [0, L]} tend
vers 0 quand n tend vers +o0o. La convergence est bien uniforme.
Explicitons k3 : la démarche est analogue a celle explicitant k1 dans le
lemme 5.3.7.

Vz €0, 1],
2 — si t—1 2 .
l9n(2) —g'(2)| < = sup Smw(p)P(w)’ += sup |E(w)e™tt)
™ welo,] w M ye[-1,1
Nous avons vu que :
1 —sinw(t —t
Ve, In ; 0<w<:>‘sm'“’(p> <ttt
n w
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De plus le dénominateur de P(w) et E(w) est minoré par 1.
Le numérateur de P(w); icosh Kzcosh KL, est une fonction de w
continue sur le compact [0, ] donc est bornée et atteint ses bornes :

1
IMy;Vw € [O, } ,|icosh Kz cosh K L| < My
n
D’otu :

—sinw(t —t,)
w

sup
wel0,1]

P(w)‘ <(t—t,+e) My

Le numérateur de E(w); %, est une fonction continue sur

le compact [—%, %] donc est bornée et atteint ses bornes :

MV [_171] 7 sinh KL cosh K 2 < M
n'n K
D’ou : '
sup | E(w)e™ )| < My
we[_%7%]

11 suffit donc de prendre k3 = 2[(t — t, + €)My + Ms].

Lemme 5.3.22.
La suite (gp) converge ponctuellement.

Démonstration.

“n sinh Kz
li = 1 - —— w(t_tp)d
o gn(2) n300 (/ /1 ) chosh KL+ “” sinh KL6 v

_ vp/ 1 sinh K z S0—t0)
1 wKCOShKL—i—“”smhKL

qui est convergente (cf section 5.2), pour tout z, en particulier pour zp. [

Lemme 5.3.23.

lim g,(z) = lim an(z)

82 n—o0 n—oo 0%
Démonstration.
Il suffit d’appliquer le théoréeme 5.3.3 ; les hypotheses étant démontrées dans
les quatre lemmes précédents. O
Partie B :
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Lemme 5.3.24.

_1 1 . .
2) = / " +/ 9 11 sinh KZ ew(t=tp) | 1up
_1 1) 0z w K cosh KL + % sinh KL

Démonstration.
Il suffit d’appliquer le théoréeme 5.3.1; les hypotheses étant vérifiées :

(i) L’intégrande, en tant que fonction de (z,w), est continue sur [0, L] x| —
1,—1) et [0, L] x [%, 1], prolongeable par continuité en —1 et 1.

n
(ii) L’intégrande est dérivable par rapport a z et sa dérivée est continue
sur [0, L]x] —1,—1] et [0, L] x [+, 1] et prolongeable par continuité en
—letl.

O]

Conclusion :
Les résultats des parties A et B donnent :

0 hm — lim /_ / 14 sinh Kz c01) ) du
9z oogn T n5oo 0z choshKL+ W einh KL

ie :

1 . .
g lim g,(2) = vp/ 8( L sinh K2 e“"(tt?’)> dw

0z no0 102 w K cosh KL + Wsinh KL
ce qui termine la démonstration par rapport a z.

Démontrons la dérivabilité par rapport a t.
Par définition de la valeur principale, I'intégrale (5.26) est égale & :

llm / / - Slnh KZ e w(tftp)dw
n—00 1 choshKL—i—“”smhKL

que nous écrirons encore :

Jim g, (1)

o gn(t) est la suite de fonction définie par :

/_ / —sinh Kz iw(t—t,)
e’ P/ dw
1 choshKL—i—””smhKL

Le principe de la démonstration est toujours le méme :
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— Partie A : A 'aide du théoréme 5.3.3, démontrer que :

0 0
B n hm gn( ) = hm 0 5 Gn gn(t)

— Partie B : A l’aide du théoréme 5.3.1, démontrer que :

/_ / 14 sinh Kz (t—ty)
e t=t) | qoyp
ot choshKL+“”smhKL
Partie A :

Par une démonstration analogue a celle du lemme 5.3.19, nous pouvons
montrer que (g,,) est une suite de fonctions définies sur R™.

Lemme 5.3.25.
(gn) est une suite de fonctions dérivables par rapport a t sur RT.

Démonstration.
Il suffit d’appliquer le théoreme 5.3.1.

(i) De ce qui précede, l'intégrande, en tant que fonction de (¢,w), est
continue sur RTx]—1, —4] et R* x [1 1] et prolongeable par continuité
en —1 et 1.
(ii) L’intégrande est dérivable par rapport a t et sa dérivée :
sinh Kz piw(t—ty)
K cosh KL + Wsinh KL

(t,w) =

est continue sur R* x| —1, _E] et RT x [5, 1] et prolongeable par conti-
nuité en —1 et 1.

Le théoreme 5.3.1 permet de conclure. ]

Lemme 5.3.26.
La suite (g},) converge uniformément sur RT.

Démonstration.

1. Montrons que la suite (g],) converge.
Du lemme précédent nous avons :

/ / Sinh Kz Zw(tft )
e ?) dw
K cosh KL + % W einh KL

Les deux intégrales sont bien définies car leur intégrande est une fonc-
tion de w continue respectivement sur |—1, —1] et [1, 1] et prolongeable
par continuité en —1 et 1.

Ainsi il existe :

1 .
1 sinh Kz
lim = e (t=tn) oy
n»—>+oog"( ) Kcosh KL+ % W einh KL

= 9’(t)
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2. Montrons que la suite (g/,) converge uniformément en ¢ vers ¢'.
11 existe k4 tel que, pour tout z € [0, L];

inh Kz
Ty — d ()] = / St e t=t) gy
}gn() 9()’ ‘ 1 CoshKL-}—“"smhKL
1 sinh Kz
= — su
nwe[ p 2] KcoshKLerblnhKL

<

3|z

ol k4 ne dépend pas de t. Donc Sup{|g},(t) — ¢'(t)| ,t € RT} tend vers
0 quand n tend vers +oo. La convergence est bien uniforme.
Explicitons k:4

Soit r(w) = + g Kj:lih“i( S——7» qui s’écrit encore :

sinb K2 (cosh KL — 22 sinh K'L)
cosh? KL + & %z smh2 KL

r(w) =

Le dénominateur est minoré par 1 comme nous ’avons montré dans la
démonstration du lemme 5.3.7. Le numérateur est une fonction conti-

nue sur [—711, n] donc est bornée et atteint ses bornes :
11 1. wo,
IMg;Vw € |——,—|, ?smth(coshKL - fsmhKL) < Mg
n'n
D’otu :

sup |r(w)] < Mg
wE[—%,%]

Il suffit donc de prendre k4 = 2Ms.

Lemme 5.3.27.
La suite (gp,) converge ponctuellement.

Démonstration.

“n sinh K z
I AT L iw(t—tp) g
nl—{%ogn() o </ /1 ) choshKL—k“”smhKLe v

_ vp/ 1 sinh Kz S E—t) gy
1w KCOShKL + % Weinh KL

qui est convergente (cf section 5.2), pour tout ¢, en particulier pour ¢t5. [
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Lemme 5.3.28.

lim g,(t) = lim 4 gn(t)

81‘, n—o00 n—00 8t
Démonstration.
Il suffit d’appliquer le théoréeme 5.3.3 ; les hypotheses étant démontrées dans
les trois lemmes précédents. O
Partie B :

Lemme 5.3.29.

_1 1 . .
b= / n +/ o 14 sinh Kz 1) ) g
1 1 ot w K cosh KL + % sinh KL

Démonstration.
11 suffit d’appliquer le théoréeme 5.3.1; les hypotheses étant vérifiées :

(i) L’intégrande, en tant que fonction de (¢, w), est continue sur R™ x| —
1, —%] et RT x [%, 1[, prolongeable par continuité en —1 et 1.

(ii) L’intégrande est dérivable par rapport a t et sa dérivée est continue
sur ] — 1, —1] et [, 1[ et prolongeable par continuité en —1 et 1.

O]

Conclusion :
Les résultats des parties A et B donnent :

0 n 13 sinh K z
li — w(t—tp) d
ot n mologn = e (/ / ) ot ( w K cosh KL + 2 W sinh KL® v

ie :

0 Yol 1 sinh K z
hm v —|-——= e t=t) | du
Ot n 9n(t) = p/_l ot < choshKL+7’ws1nhKL
ce qui termine la démonstration de la dérivabilité par rapport a t. O

Lemme 5.3.30.
La fonction (5.27) est dérivable par rapport a z et a t.

Démonstration.
La fonction étant constante par rapport a ¢, sa dérivée est nulle.
La fonction est dérivable par rapport a z de facon évidente et sa dérivée

vaut :
cosh(z)

- cosh(L)
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5.4 Valeur initiale des solutions

Le but de cette sous-partie et de montrer que les solutions sont nulles
pour des temps négatifs. Cela traduit le fait qu’il n’y a rien dans la fibre
optique avant injection des ondes. Pour ce faire, nous commengons par
démontrer dans le lemme suivant que le dénominateur des fonctions FetG
n’a pas de zéro dans le demi-plan complexe inférieur.

Lemme 5.4.1.
Soit v = 1. La fonction vw? — 1 cos LvV/w? — 1 +iwsin LvVw? — 1 n’a pas de

zéro dans le demi-plan compleze inférieur Im(w) < 0.

Démonstration.

Nous traiterons ici le cas L = 1, le cas général se démontrant de la méme
maniere.

Montrons que , si I'm(w) < 0, '"équation :

cos Vu? — 1= —i———sin /w? — 1 (5.28)

w? —1
n’a pas de solution.
L’équation (5.28) implique :
2 /o2 _ w? o s
cos” Vw? —1= —op s V- 1 (5.29)

En exprimant tout a I’aide de la fonction sinus, (5.29) devient
sin? Vw? — 1= —(w? - 1)

d’out : (5.28) implique

isinvVuw2—1=+vw2—1 ou disinvVuw?2—1=—vVw?2—1

Par ailleurs, en exprimant tout a l’aide de la fonction cosinus, ’équation

(5.28) implique :
cos® Vw? — 1 =w?

d’ou : (5.28) implique

cosVw2—1=w ou cosVw?—1=—-w

Au bilan : I’équation (5.28) implique

isinvw? —1=+vw? —1
cosvVw? —1 =4w
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— D’équation isin vw? — 1 = vw? — 1 n’est pas compatible avec les équations
(5.28) et cos Vw? — 1 = w.

En effet, nous aurions alors :

w
w=—Vw?—-1
w? —1
d’ou :
w=—-w ie. w=0
ce qui est exclu par hypothese.
— de méme, ’équation isinvw? — 1 = —v/w? — 1 n’est pas compatible

avec les équations (5.28) et cos Vw? — 1 = —w.

Ainsi, nous en concluons que I"équation (5.28) est équivalente au systeéme

isinvVw? —1=+vw2 -1

{mm S—

ou (5.30)
isinvuw? —1=—vVw2 -1

{cosx/u)27— = 4w

Nous raisonnons par 'absurde. Supposons que w tel que I'm(w) < 0 est
solution de (5.28).

De ce qui précede, cela est équivalent & supposer que w tel que I'm(w) < 0
est solution de (5.30). Nous allons montrer que :

isinvw? —1=4+vw?—1 ,

1. Si w est tel que Im(w) < 0, alors { n’a

cosvVw? —1=—w

pas de solution.

isinvw? —1=—Vw? -1 ,
n’a

cosVw? —1=+w

2. Si w est tel que Im(w) < 0, alors {

pas de solution.

Ainsi, nous aurons montré que w tel que I'm(w) < 0 n’est pas solution de
(5.30). Comme nous avons montré que (5.30) et (5.28) sont équivalents, alors
nous aurons montré que w tel que I'm(w) < 0 n’est pas solution de (5.28).

Montrons 1. : 11 suffit de montrer que si w est tel que Im(w) < 0 alors

le systeme
Re(isin y/w? — 1) — Re(vVw? —1) =0 (5.31)
Re(cos Vw? — 1) — Re(w) =0 '

n’a pas de solution.
Soit w = x + iy tel que x € R, y < 0. On fixe 0 €] — 7, 7].

75



Vw? =1 = +/pei® = \/ﬁeig = /pcos(§)+iy/psin(d) = /pcos(0) + ipsin(f)
Vw2 —1= /22 —y2 — 1 +1i2zy

avec :

p=/(a%—y? —1)2 4 422>

Lemme 5.4.2.
Soient o = vV2\/p+ 2% —y? =1 et a=v2y/p— (22 =2 — 1)
oux € R, y<O0.
Alors :
(i) a > 0.
De plus, a =02 =0
(i) & > 0.

Démonstration.

(i) Montrons que a > 0. Comme o = ﬂ\/\/((:c 124+ (z+1)2+y?) + 22 —y? — 1,
il suffit de montrer que

Ve =124+ 92)((z+1)2+y%) > -2 +y* + 1 (5.32)
Remarquons que (z — 1)2 + »?)((z + 1)%2 + y?) > 0, d’ou :
Vi =12+ +1)2 +y2) 20 (5.33)

—si 2?2+ 2+ 1=0, /((z - 1)2+y?)((z+1)2 +y2) > 0.
Le résultat est direct.

— si —22 4+ y?+1 > 0, par Pabsurde supposons que

Ve —12+y)(z+1)2+y2) < —2? +y> + 1.
Les deux membres de I'inégalité étant positifs, nécessairement :
(e =1D?+ ") (e + 1D* +¢°) < (1 —2)(1 +2) +y*)?

qui implique apres développement 422 < 0, qui est absurde.
D’ou (5.32).

— si —22 + 9?4+ 1 < 0, par I’absurde supposons que

V@ =102+ )@ +1)2 +17) < =2 +¢ +1

L’hypothese implique /((z — 1)2 +y2)((z + 1)2 + y2) < 0, ce qui
est absurde étant donné (5.33).
Dot (5.32).
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Au bilan, nous avons montré que o > 0.

De plus, a = 0 implique 42?2 = 0 d’ott z = 0.

Réciproquement, = 0 implique o = \/i\/\/ (P2+1)2—y2—-1=0.

Au bilan, nous avons montré que : a = 0 si et seulement si z = 0.

(ii) Montrons que & > 0.
— montrons que & > 0; la démonstration est analogue a celle de a > 0.
— nous excluons le cas & = 0; pour cela supposons & = 0.

G=06 Vo Vi@ - 12+ (@ + 12+ 57 — (12— 92— 1) =0

ce qui implique apres calculs 4y%z? = 0. Comme y < 0, nécessairement
22 =0douz=0.

Donc : & = 0 implique =z = 0.

D’ou : x # 0 implique & # 0.

Et : z = 0 implique & = 2/y2 + 1 # 0.

Donc : dans tous les cas & # 0.

Au bilan, nous avons montré que & > 0.

— Supposons xy # 0 :

e (o ViET) = e ety + ipen )
= cos(\/ﬁcos(g))cosh(\/ﬁsin(g))

Comme 6 €] — 7, 7], alors cos(4) > 0. Ainsi, cos(§) = —i—@x/cos@ +1.
D’ou :
o

Vieos(D) = v5 Vo1 -

avec a = V/2y/p+ a2 —y? — 1.

Donc :
0 «

cos(\/ﬁcos(§)) zcos(i)

Et :
0
cos(5) =0 0 x .
= = =f=7m=12y=—psinTt =0
{9 €| —m, ] 2 2 Y 2,0
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in (0)
Comme x 0, alors cos 9 0, et sin 9y = sin ( .
y% (2)% (2) 2COS(%)
D’ou :
0 22y
Vosin(z) = et
2 2§\/c059+ 1
2 — (22 —y2 -1
= —=xy \/p (x y ) (car « 7£ 0)
V2 \/p2 _ ($2 —y2 - 1)2
) a
= signe(zy)—
2
avec & = v/2./p — (22 —y2 — 1).
Donc :
0 - -
cosh (\fp81n(§)) = cosh (Signe(acy)%) = cosh(%)
Et :

Re(isinM) = Re <isin(\/ﬁcos(g)+i\/ﬁsin(2))>
)
Y I

o |

—  —cos (%) sinh(signe(xy)

0
= —Jpeos(y)
«

2
Au bilan, si zy # 0, alors :

{Re(cos Vw? — 1) + Re(w) = cos(%) cosh (§) + z
Re (1 sin M) — Re ( w? — 1) = — cos (%) sinh(signe(zy)$) — ¢

cos()cosh (§) +z =0

i.e. le systéme (5.31) équivaut a : _ . )
— cos (§) sinh(signe(zy)5) — § =0

— Supposons zy = 0 : comme I'm(w) =y < 0, nécessairement x = 0.
Alors :

Re(cos Vw? —1) + Re(w) = Re(cosv/—y?— 1)+ Re(iy)
= cosh(v/32 + 1)

Re (z sin v w? — 1) — Re (\/ w? — 1) = Re (z sin(v/—y? — 1)) — Re (\/ —y? — 1)
= —sinh(yv/y2+1)
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Au bilan, si xy = 0, alors :

Re(cos vVw? — 1) + Re(w) = cosh(y/%2 + 1)
{Re (z sin \/m> — Re ( w? — 1) = —sinh(y/y2 + 1)

cosh(v/y2+1)=0
—sinh(y/y2+1) =0

i.e. le systeme (5.31) équivaut a : {

Pour Im(w) =y < 0, il reste donc & étudier suivant z :

cos(%) cosh (§) +z =0 o cosh(v/y2+1)=0
a —sinh(\/zm) =0

— cos (%) sinh(signe(zy)$) — 9 =0

Supposons donc toujours y < 0.
Premier cas : z = 0 donc zy = 0 et alors

cosh(v/y?24+1)=0 cosh(v/y2+1)=0
(5:31) & {—sinh(\/y2 +1)=0 < {sinh(\/y2 +1)=0

ce qui est absurde car cosh et sinh n’ont pas de zéro commun.

Deuxieme cas : ¢ > 0 donc zy < 0 et alors

cos($) cosh (—9) +z = - cos(§) cosh (
—cos (%) sinh(-$) -2 =0

(5.31) {

|21 |2
SN—

I

|

&

cos (§) sinh(

~
Il
(S]]e)

avec a > 0 et a > 0.

—x < 0, nous avons toujours cosh (%) > 0, donc la premiere équation im-
plique : cos(§) < 0. )

Comme § > 0, la seconde équation implique alors : sinh(%§) < 0.

Ce qui est absurde car § > 0.

Troisieme cas : < 0 donc xzy > 0 et alors

cos(%) cosh (§) +z =0 o cos(2)cosh (§) = —z
—cos (2)sinh(9) — ¢ =0 g

(5.31) < {

Q
@}
w0
—
NI
~—
w0
=
=}
=
—~
SN—
I
|
IR

avec a > 0 et a > 0.
—x > 0, nous avons toujours cosh (§) > 0, donc la premiere équation im-
plique : cos(5) > 0.

Comme —% < 0, la seconde équation implique alors : sinh($) < 0.

Ce qui est absurde car § > 0.

Montrons 2. :

La démonstration est analogue a celle de 1. qui précede. O
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Le lemme suivant est di a L.Schwartz [37].

Lemme 5.4.3.
Une distribution tempérée G(t) ayant pour transformée de Fourier G(w)
vérifie :

G(t)=0 vt <T, TeR (5.34)
si et seulement si G est limite d’une fonction g
G(w,) = lim glw, 4+ iw;),  wi <0 (5.35)
w;—0

qui est analytique dans le demi-plan inférieur w; < 0 et telle que :

lem Tl g(w)] < elw|™, (5.36)
ot ¢ et m constantes.
Démonstration.
cf [38]. O

Ces deux lemmes vont nous permettre de prouver le résultat concernant
la valeur initiale des solutions donné dans le théoréeme ci-apres.

Théoréeme 5.4.1.
Les fonctions u(z,t) et v(z,t) définies par (5.11) s’annulent pour t < 0.

Démonstration.

D’apres (2.6), bp(t) = 0 et br,(t) = 0 pour ¢t < 0.

Donc, d’aprés le lemme 5.4.3 : by(w) et by (w) sont analytiques dans le demi-
plan complexe inférieur {w = w, + iw;,w; < 0} et satisfont :

Do (wr + iw;)| < clw|™ et |bp(wy + iw;)| < cw|™

Le lemme 5.4.1, les relations (5.5) et la proposition 5.1.3 impliquent que
u(z,w) et 0(z,w) n'ont pas de pole dans le demi-plan complexe inférieur.
De plus, (5.5) implique que :

|i(z, wy +iw;)| = O(|w|™) et |0(z,wr +iw;)| = O(Jw|™) pour w; = —o0

Ainsi nous pouvons appliquer le lemme 5.4.3 avec T' = 0, ce qui termine la
démonstration. O

5.5 Unicité des solutions

A cette étape de notre travail, nous avons prouvé que les solutions
de notre systeme d’étude choisi pour modéliser le phénomene d’attraction
d’ondes existent et sont régulieres. Nous avons donc explicité des solutions
classiques de (2.1). Nous montrons ici qu’elles sont de plus uniques. L’unicité
peut étre montrée de fagon standard (cf [25] p 442-445).
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Proposition 5.5.1.

Soient u(z,t) et v(z,t) avec u,0u/0t,0u/0x,v,0v/0t,0v/0x € La([0, L] x
R™) des solutions du systéme (2.1) pour le probléme avec conditions initiales
et auz bords (2.6).

Alors :u(z,t), v(z,t) est l'unique solution de ce probléeme.

Démonstration.

Soient u1(z,t), v1(z,t) et ua(z,t), v2(z,t) deux solutions du probleme avec
conditions initiales et aux bords.

Alors : U et V définies par

U(z,t) =ui(z,t) —ua(z,t) et V(z,t) =vi(z,t) —v2(z,t)

sont solutions de (5.11) avec conditions initiales U(z,0) = V(2,0) = 0 et
conditions aux bords U(0,t) =0 et V(L,t) = 0.

Comme U vérifie ’équation de Klein-Gordon de la proposition 2.1.1, nous
obtenons la relation suivante par intégration le long du domaine 0 < ¢t < T
et 0<z< L :

Tt ou (o’ U

T rL
[ L a0 ey o))

En considérant les conditions initiales et au bord en z = 0, nous obtenons :

dt dz.

L fouN2  ,0UN2 o , T ou oU
— — -2 === = 0.
/0 ((at) +(5) + R e,
En z = L nous avons :
(OU ou
Ce qui implique :
L (frouN2  ,s0UN2 o T U2
i i 2 - —
/0 ((m) +(52) U T /0 (%) =0

i.e. U doit etre identiquement nul. L’argument pour V est analogue, ce qui
complete la démonstration. O

5.6 Convergence des solutions vers I’état station-

naire

Nous arrivons ici a un résultat central. Nous prouvons dans cette partie
que les solutions du systeme (2.1) établies dans les paragraphes précédents
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sont convergentes pour des temps longs vers ’état stationnaire explicité dans
le chapitre 3.

Théoréme 5.6.1.
Les solutions (5.11) convergent vers l’état stationnaire quand t — oo :

| ) =y L —2) L sinhoz
tlgglo u(z,t) = u’(2) = uo cosh~L oL coshyL
(5.37)
. o sinhy(L — 2) cosh vz
tllglo v(z,t) = v°(z) = —iug cosh~ L oL coshyL
Démonstration.

Prenons v = 1. Nous ne ferons que la démonstration pour u, celle pour v
est analogue.

Nous écrivons u et v sous la forme (5.12), (5.13). Les propositions suivantes
démontrent la limite de chacune des intégrales et donnent par somme des
limites obtenues le résultat. O

I. Dans un premier temps nous allons faire I’étude asymptotique de la fonc-
1 o[t ‘

tion définie par 2/ by, (w)G (2, w)e™ dw quand ¢t — 400 :
T J -

Plus précisément, nous allons prouver la

Proposition 5.6.1.

. 1 [ree = iwt ~ sinh z
tilgrnoo 277/ br(w)G(z,w)e" dw = G(z,0) = osh L

—00

Démonstration.
Elle résulte des propositions des paragraphes qui suivent sachant que :

1 —+00 ~ 1 400 -

o ) 2m J o
1 5
27T Jjw|>1
A S
27T -1

O]

Nous procédons en deux étapes.

1 o - - ,
1. Etudions I'asymptotique de — [e*“"t?’ H(w) + S(w)] G(z,w)e™ dw
T J|w|>1
quand t = 400 :
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b (w)G(z, w)e™dw = {e_iwtpﬁ(w) + S(w)} G(z,w)e™ dw
= [e_iwtpﬁ(w) + S(w)} G(z,w)e™ dw

[e_“”tplzl(w) + S(w)} G(z,w)e™ dw



Proposition 5.6.2.

1 ~

lim / {e_i“’tplf](w) + S(w)} G(z,w)e™tdw = 0
Jw|>1

t——+oo 27

Démonstration.

Soit I3 I'intégrale ci-dessus. La fonction w — |e~ " H (w) + g(w)] G(z,w)

est une fonction continue sur [—2, —1] et |1, 2], prolongeable par conti-

nuité en —1 et en 1.
D’apres le lemme de Riemann-Lebesgue,

1

t—+o0 21

lim — /21 [e*mt”ﬁ(w) + S(w)} G(z,w)e™dw = 0

2
lim € / [efiwt”ﬁ(w) + S(w)} G(z,w)e™tdw =0
1

t——+o0 27

D’aprés le lemme 5.1.2 et la proposition 5.1.5, les fonctions G et by, sont
de classe C* sur {Jw| > 2}, nous obtenons par intégration par parties :

etwt - ~ 1 obr(w) - G (z,w)
L=\%% - by (w) 22
! [ it L(w)G(z,w)] lwj>2 w>2< ow Gz w) +br(w) ow
D’apres les propositions 5.1.4 et 5.1.5,
gwt ‘BL(z)‘ ‘é(@ 2)‘ "
[ - bL(w)G(z,w)} = = (I1 constante)
i jw[>2 t
et :
1 obr(w) = ~ G (z,w) "
- b W d
g /|w|>2 < o G(z,w) + br(w) " e dw
1 obr,(w) 1 / - G (z,w)
- — d - b d
t /w>2 3w ‘G( ’w)‘ w t |w|>2 L(w)‘ 810 v
D’apres les propositions 5.1.5 et 5.1.4,
1/ Obr(w) ’é(z,w)‘ dw < 1/ % + iﬁndw (Cs, Cg constantes)
t Jjws2| Ow t w2 [wl [w
convergente

D’apres la proposition 5.1.5 et le lemme 5.1.1,

> eiwtdw

1/ ‘13 ( )) 0G (z,w) < 1/ C [ |wl +|w|,z lw| L 1 w2 ]

— w 279 T dw + "

t |w|>2 L ow — t ] >2 |w|n K3 K2 K2 KA K3
convergente
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Donc :

const
|I3] < "
Donc :
1 —iwty 17 a ~ wt 1
— [e »H(w) + S(w)} G(z,w)e™dw=0 | =
27 Jjw|>2 o\t
D’ou le résultat. O

S e P . :

. Etudions ’'asymptotique de 2/ [e*“"tT’H(w) + S(w)] G(z,w)e™ dw
T J-1

quand t — 400 :

Proposition 5.6.3.

: 1 ! —iwtp 17 e iwt _
tlgknoo o /_1 [e *H(w) + S(w)} G(z,w)e"" dw = G(z,0)

Démonstration.
Elle résulte des deux sous-parties suivantes, sachant que :
1 /! ~ 1 /1

[e_iwtpl:f(w) + S(w)} Gz, w)e™tdw = e~ H(w)G(z, w)e™ dw

21 J_y 21 J_y

1 's e iwt
to /_1 S(w)G(z,w)e"™" dw

O
I LR :
(a) Asymptotique de 2/ S(w)G(z,w)e™ dw quand t — 400 :

T J1

Proposition 5.6.4.
I R :
lim / S(w)G(z,w)e™ dw =0
t—=+oo 27 J_4

Démonstration.
Il suffit d’appliquer le lemme de Riemann-Lebesgue, la fonction
w — S(w)G(z,w) étant une fonction continue sur | — 1,1[, pro-
longeable par continuité en —1 et en 1. O

S ;
(b) Asymptotique de2/ e~ H(w)G (2, w)e™ dw quand t — +00:
™ J-1
Proposition 5.6.5.

1 1

— e~ [ (w)G(z, w)e™™tdw = G(z,0)
2 1
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Démonstration.
Le résultat résulte des deux lemmes suivants, sachant que :

1 - . 1 [t ~ )
e~ H(w)G (2, w)e™ dw = / e~ H(w)G(z, W)X[=1,1] (w)e™ dw

2m J_y 27 ) oo
U

Posons I'(z, w) = é(z,w)x[_l,l] (w).
Lemme 5.6.1.

1 +o00 ) _ _ ) t—tp

— e~ " [ (w)T(z, w)e™ dw —/ [(z,t")dt’

2T — 0 —00

1t ot/

ou : T'(z,t) = o /1 G(z,w)e™" dw
Démonstration.

1 e —iwtyp 77 I jwt 1 oo - I fw(T)
— e " H(w)(z,w)e""dw = — H(w)I'(z,w)e™' ™ dw
27 J_ o 27 J_ o

(changement de variable 7 =t —¢,)
= H(r)xD(z,71)
(théoréme de convolution)
+oo
= H(r —t"T(z,t")dt
—00
(définition de la convolution)
-
= / INERAL4
—00
(définition de la fonction de Heaviside)
t—tp
= / [(z,t)dt
—00
ou :
1 [t ot
[(z,t) = — ['(z,w)e™" dw
27 J_ o
1 [t

= o= G(z,w)X[-1,1] (w)eiwt/dw

27 J_ o

1t ot/
= / G(z,w)e™ dw

2 -1
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Lemme 5.6.2.

1 too ~ - ) - -
lim / e H(w)T(z,w)e™ dw = T'(2,0) = G(z,0)

t—+oo 27 J_ o

Démonstration.
D’apres le lemme précedent,

1 too - - )
lim / e " H(w)[(z,w)e™'dw = lim [(z,t")dt’

t—+oo 27 o t—+o00 oo

= I(2,0)
)X[=1,11(0) (par définition de I)

(2,0
(2,0)

II. Dans cette seconde partie, nous étudions I'asymptotique de la fonction
| ;

définie par o / bo(w)F(L — z,w)e™ dw quand t — +oo0.
™ —00

Nous avons le résultat suivant.

Proposition 5.6.6.

lim — bo(w)F(L — z,w)e™'dw = F(L — 2,0) = 7
cos

t—+o0 27 J_

1 /+°° ~ - - cosh(L — 2)

Démonstration.
Elle résulte des propositions des sections qui suivent sachant que :

I : L [T e . - :
— bo(w)f(L — z,w)e™dw = — [e_“”t”H(w) + S(w)} F(L - z,w)e™dw
21 J_ 2 J_ o
1 o . . ,
= — [e_“"tpH(w) + S(w)} F(L - z,w)e™dw
2m |w|>1
1 /! L - - 4
+T [efmtpﬂ(w) + S(w)} F(L — z,w)e™ dw
™ J-1
O
Nous procédons la encore en deux étapes.
1 o . . ,
1. Etudions I'asymptotique de — [e*”"t?’H(w) + S(w)] F(L — z,w)e™dw

T Jjw|>1
quand t — + oo :
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Proposition 5.6.7.

. 1 —iwty 17 O . jwt _
tilgloo o /|w|>1 {e *H(w) + S(w)] F(L - z,w)e""dw =0

Démonstration.

Soit I I'intégrale ci-dessus. La fonction w +— [e*i“’tpﬁ( )+ S(w )] F(L-
z,w) est une fonction continue sur [—2, —1[ et |1, 2], prolongeable par
continuité en —1 et en 1.

D’apres le lemme de Riemann-Lebesgue,

-1
lim / {e_m’tpﬂ(w) + S(w)} F(L — z,w)e™dw = 0
2

2
lim L / [e*m”ﬁ(w) + g(w)} F(L — z,w)e™'dw = 0

t—+oo 27

D’aprés le lemme 5.1.2 et la proposition 5.1.5, les fonctions F et by sont
de classe C* sur {Jw| > 2}, nous obtenons par intégration par parties :

wt _
I = [e bo(w)F(sz)]
|w|>2
1 Obo(w) gy _ o PEE = 20) ) i
o |w|>2< 5 F(L — z,w) 4 bo(w) S0 e dw

D’apres les propositions 5.1.4 et 5.1.5,

bo(2)| |[F(L-22)|
= ; = (I3 constante)

1/ (850@1)15@ — 2 w) + Bo(w)ﬁp(L—z,w)) et du
|w|>2 w

it ow 0

1 b . 1 - OF (L —

/ o(w) ‘F(L— z,w)’dw—l— / ‘bo(w)‘ OF(L =z w) dw

t |w|>2 ow t [w[>2 dw
D’apres les propositions 5.1.5 et 5.1.4,
1 1
/ Obo )F w)‘ dw < / n(iil + Cs —=dw (C7, Cg constantes)
3 |w|>2 t |w|>2 ”LU| | |

convergente
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D’apres la proposition 5.1.5 et le lemme 5.1.1,

.
t Jw|>2

1/ c |w|z+ 2 +w22+|w\L+2w2L+ |w +\w|3L J
= — w
t Juwpr w \ KT TEB T K2 T R T K T RAT KR

-~

bo(w)‘ OF (L — z,w)

d
ow v

convergente
D :
one const
|14] < ;

Donc :

1 —iwty 17 Q n jwt 1

— {e pH(w)—i—S(w)} F(L—z,w)e"dw=0 (-

2 00 t

Jw|>2

D’ou le résultat. O

S e . :
2. Etudions I’asymptotique de o / [e_mtpH(w) + S(w)] F(L — z,w)e™dw
TJ-1
quand t — 400 :

Proposition 5.6.8.

lim L /1 [e*i“’tpﬁ(w) + S(w)} F(L — z,w)e™'dw = F(L — z,0)

t—+4o0 21 [ 4

Démonstration.
Elle résulte des deux sous-parties suivantes, sachant que :

1 1

L - - . 1 - )
o [e‘“"tPH(w) + S(w)] F(L - z,w)e™dw = o /_1 e [ (w)F (L — z,w)e"™ dw

[ P ;
—1—% /1 S(w)F(L — z,w)e™ dw
O

Y L :
1. Etudions I'asymptotique de By / S(w)F(L — z,w)e"™dw quand t — +00 :
T J-1
Proposition 5.6.9.

1
lim L S(w)F(L — z,w)e™tdw = 0
t—4o0 2 [ 4
Démonstration.
Il suffit d’appliquer le lemme de Riemann-Lebesgue, la fonction w
S(w)F(L — z,w) étant une fonction continue sur | — 1, 1[, prolongeable
par continuité en —1 et en 1. O
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2. Etudions I'asymptotique de % /_11 e~ {(w)F(L — 2z, w)e™tdw quand
t — 400 :
Proposition 5.6.10.
1
o "W [{(w)F(L — z,w)e™tdw = F(L — z,0)

Démonstration.
Le résultat résulte des deux lemmes suivants, sachant que :

1 - 4 1 [t - .
— e~ [ (w)F(L—z,w)e™'dw = — / e " [ (w)F(L—z, W)X (1 1}(w)e““tdw
27 21 J_ ’

O
Posons A(L — z,w) = F(L — z, w)X[—1,1](w).
Lemme 5.6.3.
1 +oo ) B _ ) t—tp
— e~ [ (w)T (2, w)e™ dw = / Az, t")dt
27 —00 —0o0
IR ot/
ot : A(z,t') = / F(L - z,w)e™" dw
2T -1
Démonstration.
1l suffit de reprendre la démonstration du lemme 5.6.1. O
Lemme 5.6.4.

+w . ~ ~ - ~ ~
lim 1/ e H(w)A(z,w)e™ dw = A(2,0) = F(L — z,0)

—0o0

Démonstration.
D’apres le lemme précedent,

: 1 oo —itwtp 77 A iwt : e AP
tilgrnoo%/_oo e "' H(w)A(z,w)e" " dw = t£+moo . Az, t")dt
+oo
= / Az, t')dt’
= A(z,0)
= F(L

(2,
(L—=z O)X[ 1,11(0) (par définition de A)
F(L - z,0)
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Chapitre 6

Résolution du probleme via
la transformée de Laplace

6.1 Introduction

Dans les chapitres précédents, nous avons démontré 'existence de so-
lutions du systeme d’étude modélisant le phénomene d’attraction d’ondes.
Nous avons étudié leur régularité, leur valeur initiale, prouvé leur unicité et
enfin établi leur convergence vers 1’état stationnnaire.

Dans la partie suivante, nous allons exposer le méme travail : recherche
de solutions, existence, régularité, unicité et convergence vers I’état station-
naire, mais cette fois-ci au moyen d’une transformée de Laplace temporelle.

Notons que les deux méthodes, par transformée de Fourier ou de Laplace,
sont semblables cependant 1'utilisation de la transformée de Laplace présente
deux différences. La premiere au niveau des calculs qui ne font pas intervenir
de distributions. La seconde au niveau du choix des conditions initiales. Si
nous voulions imposer des conditions initiales quelconques, I'utilisation de la
résolution du systeme au moyen de la transformée de Fourier temporelle ne le
permet pas alors que I'utilisation de la transformée de Laplace le permet. En
effet, le domaine d’intégration étant R*, et non R comme pour la transformée
de Fourier, il est possible d’imposer des conditions a ¢t = 0, c’est a dire, pour
u et v, des conditions initiales.

6.2 Résultats

Nous nous attachons dans ce chapitre a donner une autre méthode d’ob-
tention de solutions écrites sous forme explicite, ceci en utilisant la trans-
formée de Laplace. Apres avoir démontré leur existence, nous prouverons
tout comme pour les solutions obtenues par la transformée de Fourier dans
les chapitres précédents qu’elles sont régulieres, uniques, et convergent vers
I’état stationnaire explicité dans le chapitre 3.
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6.2.1 Transformée de Laplace

Nous nous intéressons toujours & des conditions aux bords wug(t) et v (t)
identiquement nulles pour ¢ < 0, i.e., avant que les ondes ne soient injectées
dans la fibre optique a t = 0, et tendant vers une constante a t = t,,.

Nous allons construire la solution du probléme avec conditions aux bords
en utilisant la transformée de Laplace en ¢ dont nous rappelons la définition :

w(z, k) = /000 u(z,t)e Fdt. (6.1)

La transformée de Laplace du systeme d’étude (2.1) est de la forme :

o (u\ [k —iv\ (u (z =0)
0z <6> N (z”y k ) <v> + < v(z,t =0) (6.2)
a(0,k) = bo(k), O(L,k)=br(k), (6.3)
ot bo(k) et by, (k) sont les transformées de Laplace des conditions aux bords

u(z = 0,t) = by(t) and v(z = L,t) = by (t), de classe C" 2 sur R, et C" sur
I'intervalle (0,t,;), avec n > 3, de la forme (2.6).

Remarque 6.2.1.
Plus exactement nous allons considérer que la transformée de Laplace b;(k)
admet un pole simple en k = 0 et vérifie :

|z3j(k)y:0(|kl‘3>, pour [k| = 00, R(k)>—a_.  (6.4)

pour un certain —a_ < 0, i.e., les propriétés du lemme 6.2.1 a venir.

Proposition 6.2.1.
Supposons les conditions intiales nulles u(z,t =0) =0, v(z,t =0) =0.
Alors : le systéme (6.2) a pour solution

A~

a(z, k) = F(L—zk) bo(k) +G(z, k) br(k)

(6.5)
o(z, k) = G(L—zk) bo(k) + F(z,k) br(k),
o
R hKz+ £sinh K
F(z, k:) _ cos Z+ Ik( s?n z (6 6)
cosh KL + FsmhKL
- —iysinh Kz /K
Gk) = —— oK/ (6.7)
cosh KL + 5 sinh KL
avec K2 =~2 + k2.
Démonstration.
Le résultat s’obtient par calcul direct. O
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6.2.2 Régularité et valeurs initiales

Dans cette partie nous montrons que les fonctions définies par la trans-
formée inverse de Laplace de (6.5), pouvant étre écrites

1 oo

u(z,t) = by (2, ky + ik;) eFrtRt qp;
(6.8)
1 o0 .
v(z,t) = o 0(z, ky + ik;) elhrtikt g,

pour tout k. > 0 fixé, sont différentiables, s’annulent pour ¢ < 0, et sont
ainsi l'unique solution de (2.1) avec conditions initiales nulles & t = 0 et
conditions aux bords (2.6). Afin de prouver la régularité, nous commencons
par montrer dans le lemme 6.2.2 que le dénominateur des fonctions E' et
G (6.6),(6.7) n’a pas de zéro dans le demi-plan complexe droit, et, grace
au lemme 6.2.3, que ces fonctions sont analytiques et bornées dans ce demi-
plan. Ceci conduit a la preuve de I’existence et de la régularité en proposition
6.2.1.

Commencons par établir les propriétés des transformées de Laplace des
conditions aux bords.

Lemme 6.2.1.
Les transformées de Laplace des conditions auz bords bj € B™ (2.6) satisfont
les propriétés suivantes :

(i) I;J(k) sont analytiques dans C sauf au pole k = 0 avec résidus égaus a :
Resk:() i)o(k:) = lim k‘i)o(k‘) = Up
k—0
(6.9)

Resp—o br(k) = lim kbr (k) = vy,

i.e., I;](k) ~ uj/k, pour k — 0.

(i) La fonction kl;](k) est analytique sur tout C et bornée dans le demi-
plan k € C avec R(k) > —a_, pour tout a_ € RT.
De plus, |bj(k)| = O(ﬁ) pour |k| = oo avec R(k) > —a_.

Démonstration.

(i) Apres une intégration par parties dans laquelle les termes aux limites
sont nuls, nous obtenons :

R > 1 [ db,(t 1 [t db;(t
b; (k) :—/ b;(t)e Mdt = / 5 () gy /,, 5(#) =t gy
0 0 0
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Ce qui implique que klsj(k) est bornée car :

. 1db;(t
|kb; (k)| < / ‘ ] )‘dt < const.
T

De plus,

; to db;(t 0
k—0 0 dt v, pour j = I.

ce qui complete la preuve de (i).
Apreés n — 1 intégrations par parties, nous obtenons :

R o0 1 tp dn_lb'(t)
. —kt 34 J —kt
b](ki) = /0 bj(t)e dt = fn—1 /0 din—1 (& dt,

comme les termes limites s’annulent :
tP

=0.
0

—1 dn_zbj —kt
kn—l dkn—2 €

En intégrant par parties une fois de plus nous obtenons :

t

. 1 [ d"b;(t) 1 d"1b; !

bi(k) = — J 7ktdt—f J —kt

]( ) knA dtn € kn dkn—1 €

Cette intégrale peut étre bornée par :
L [T d™(t)| | g 1 [leyd"b;(t) 1
dt < J ‘ t = ——const.

|k”/0 dtn ‘ ’6 ’ = |1g|n/0 dtn [ O

et ainsi :

- 1
b (k)] < Wconst’.

O]

Remarque 6.2.2.
Comme exemple de conditions auz bords dans B>, nous pouvons prendre la
fonction de classe C' (avec t, = 7/2) définie par :

b(t) = sin®(t)x[o.x/9(t) + H(t — 7/2) (6.10)

ot X[o,x/2(t) est la fonction caractéristique de l'intervalle [0,7/2] et H est
la fonction de Heaviside.
Sa transformée de Laplace est :

Z;(k‘) o 2+2€—k7r/2
k(K2 +4)
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Lemme 6.2.2.
1l existe une constante —ag < 0 telle que la fonction

D(k) := cosh LK + (k/K)sinh LK,  avec K* = k? +~? (6.11)

n’a pas de zéro dans le demi-plan compleze droit fermé R(k) > —ay.

Démonstration.

(a)

Remarquons dans un premier temps que si k, = R(k) = 0, alors | D(k)| >
Si K =0, alors k = £i|/|, i.e., (k) = 0 et ainsi D(k) n’a pas de zéro si
K =0.

Ainsi D(k) = 0 si et seulement si

D(k) := K cosh LK + ksinh LK =0 et K #0. (6.12)

La relation K? = k? + 2 peut étre écrite K2 + (ik)? = 42, et ainsi K
et k peuvent étre paramétrisés par une variable complexe 6§ € C de la
fagon suivante :

ik
A cos(if) = cosh
7l
(6.13)
K
— = sin(if) = isinh .
vl
Avec cette paramétrisation, (6.12) peut étre écrite :
D(k) = sinh  cosh LK + cosh@sinh LK =0,
qui est équivalent & :
sin[i(6 + LK)] =0
dont les solutions sont :
i(0 + LK) = pm, p € Z. (6.14)

En séparant la partie réelle et la partie imaginaire dans cette relation,
nous obtenons :

0, = —LK, (6.15)
Qi = *LKi*pﬂ', (616)

ol nous notons k = k, +ik;, K = K, +iK;,0 = 0, + i0;.
Les parties réelles et imaginaires de k et K peuvent étre exprimées a
'aide de la paramétrisation (6.13) sous forme :

k, = —|vy|sinh 6, sin6;, ki = |y|cosh6,cosb;, (6.17)
K, = —|y|cosh,sinb;, K; = |y|sinh6,cosb;. (6.18)
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De (6.17) il s’en suit que si k,. # 0, alors 6, # 0 et nous pouvons écrire :

1

K, —_— 1
" fr tanh 6, (6.19)
Ki = kl tanh9r. (620)
L’équation (6.15) peut étre exprimée sous forme : 6, = —Lk,/tanh6,,
ie.,
1
k., = —ZGT tanh 6,, (6.21)

ce qui implique k, < 0, i.e., D(k) n’a pas de zéro dans le demi-plan
R(k) > 0.

Dans le but de prouver qu’il existe une constante —ag < 0 telle D(k) = 0
implique k, < —ag, nous séparons les valeurs de k; en deux parties, en
choisissant une constante ¢; > ||, et en considérant les deux cas sui-
vants :

(i)

(i)

Pour |k;| < ¢1, étant donné que D(k) est continue et que |D(k)| > 1
pour k, = 0, s’il existe un zéro de (k,, k;) avec |k;| < ¢; alors il
existe une constante —a; < 0 telle que :

k, < —ap < 0. (6.22)

Pour |ki| > ¢1 > |v|, nous déduisons de (6.17) que coshf, >
|kil /||, ce qui implique :

k;
16, > arcoshu (6.23)

ol
En combinant (6.19) et (6.23) nous pouvons écrire :
1
[r| = 7107 | tanh |6, = f([kil),
ol
f(ki]) == (1/L)arcosh(|k;|/|y]) tanh [arcosh(|k;| /|7])]

qui est une fonction monotone croissante (pour |k;| > |v]).
Ainsi nous avons :

|kr| = f(Ki]) > f(e1) > 0. (6.24)
En combinant les cas (i) et (ii) nous avons
|ky| > ag >0 avec ap := min(ay, f(c1)), (6.25)

ce qui complete la preuve.
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Lemme 6.2.3.

(i) I existe une constante —ag < O telles que les fonctions F(z, k) et

G(z, k) (6.6)(6.7) sont analytiques et bornées dans le demi-plan com-
pleze droit (k) > —ag.

(ii) Les dérivées OF (z,k)/0z et Gz, k)/dz sont analytiques dans le demi-

plan complexe R(k) > —ayp. 8@/82 est bornée, et 8F/8z est d’ordre
O(|k|) pour |k| — oo.

Démonstration.

(i) Les fonctions F(z,k) et G(z,k) sont des fonctions paires de K =

V72 + k2, donc n’ont pas de point de branchement pour cette ra-
cine. Les numérateurs et dénominateurs de F' et G sont des fonc-
tions entieres. Nous avons vu dans le lemme 6.2.2 que le dénominateur
D(k) = cosh K L+§ sinh KL n’a pas de zéro dans le demi-plan considéré,

ainsi F' et G sont analytiques dans ce demi-plan.
De plus, elles sont bornées étant donné que leur limite quand |k| — oo,
avec (k) > —ag est bornée. En effet, nous avons les comportements
asymptotiques suivants pour |k| — oo :
K]~ k|
D(k)| ~ el
lcoshKz| ~ elFrlZmg(k),
|sinh Kz| ~ el*rlmy(k),

ou mg(k) et m4(k) sont des fonctions bornées, et ainsi :

F(z, k)] ~ e T2, (k),
(6.26)
Gz k)|~ e B EDmg (1),
ot ms (k) et me(k) sont des fonctions bornées. Ceci implique que F(z k)
et G(z, k) sont bornées si R(k) > —ayp.

Les dérivées sont :

oF K sinh Kz + kcosh Kz

el 2
e Dk (6:27)
oG —iycosh Kz

= = 2
e D) (6:28)

D’apres ce qui précede, elles sont analytiques dans le demi-plan considéré,
0G0z est bornée, et 0F /0z est d’ordre O(|k|) pour |k| — oc.
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Grace au lemme 6.2.3 nous pouvons prouver l’existence et la régularité
des solutions :

Théoreme 6.2.1.

Les fonctions u(z,t) et v(z,t) définies par (6.8),(6.5) sont différentiables par
rapport a z et a t et s’annulent pour t < 0. Elles sont ainsi solutions des
équations (2.1) avec conditions aux bords (2.6).

Démonstration.

Au vu de (6.5) et des lemmes 6.2.1 et 6.2.3, les coefficients de Laplace
U(z, k) et v(z, k) sont analytiques et bornés pour (k) > 0 et tendent vers
zéro comme O(ﬁ) avec n > 3, pour k; — oo. Donc 'intégrale dans (6.8)
converge absolument et uniformément en t. Ainsi u(z,t) et v(z,t) sont bien
définies par (6.8). Elles sont différentiables en t car ku(z, k) et kv(z, k) sa-
tisfont toujours les propriétés ci-dessus pour n > 2. La différentiabilité par
rapport a z découle du fait que les fonctions d0u(z, k)/0z et 00(z, k)/0z sa-

tisfont aussi ces propriétés avec n > 2, au vu du lemme 6.2.3.

Les fonctions u(z,t) et v(z,t) sont nulles pour ¢ < 0, d’apres le théoreme de
Titchmarsch [22, 23] étant donné que 4(z, k) et 0(z, k) sont analytiques pour
R(k) > 0 et tendent vers zéro comme O(ﬁ) quand |k| — oo (cf e.g. [24],

theoreme 1.4, p. 36). O

Remarque 6.2.3.

L’exponentielle décroissante apparaissant dans (6.27) peut étre utilisée en
vue d’obtenir une idée plus précise concernant le voisinage initial de u(z,t)
et v(z,t).

En effet, au vu des équations (6.5), u(z,t) et v(z,t) peuvent étre décomposées
sous forme d’une somme de deux termes dépendant des conditions sur les
bords respectivement gauche et droit :

u(z, t) = wupy(z,t) +up, (2,1)
(6.29)
v(z,t) = vp(2,t) +vp, (2,1)
up, = L1 [F(L — 2z, k)f)o(k)] , vy, = L7} [G(L -z, k)?)o(k)} :
up, = L7 [G(z,k)f)g(k)], vy, = L7} [F(z,k)BL(k)],
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ou L~ désigne la transformée de Laplace inverse (6.8).
Les équations (6.27) impliquent que, pour |k| — oo, R(k) > 0,
1

E[ubo(z,t — z)] = ekzﬁ[ubo(z,t)] = (’)(ﬁ), C(vbo(z,t — z)] = O(m),
1
E[ubL (zjt — (L - z))] = (’)(ﬁ), E[UbL (z,t — (L - z))} = O(m)
Ainsi, d’apres le théoréeme de Titchmarsch, nous avons :
upy(2,t) = 0, Upy (2,t) =0, pour tout ¢ < z,
up, (2,t) = 0, vp, (2,t) =0, pour tout t < L — z. (6.30)

6.2.3 Unicité

L’unicité des solutions se démontre de la méme facon que dans la section
5.5 car la preuve ne dépend pas de I’écriture explicite des solutions mais
repose simplement sur le systeme d’étude (2.1).

6.2.4 Convergence vers 1’état stationnaire

Nous démontrons enfin que les solutions obtenues par transformée de
Laplace convergent vers I’état stationnaire pour des temps longs.

Proposition 6.2.2.
Les solutions (6.5)(6.8) tendent vers la solution stationnaire quand t — oo :

| C ()= oy =2, sinhye

tlgélo u(z,t) = u(2)= w coshyL YL Cosh ~yL
(6.31)

o) = (o) g ST 2) st

Am v(zt) = v(z) = —iuo coshyL oo coshyL’

Démonstration.
Nous avons besoin du lemme suivant (e.g. [24], Proposition 1.22, p.49) :

Lemme 6.2.4.
Si une fonction g(k) est analytique dans le demi-plan ouvert R(k) > —a_
sauf en un pole simple en k =0, et

lim gk, + ki) =0 uniformément pour k, € [—a_, a4 ]
ki—>:|:00

pour ay > 0, et que l'intégrale

/ (K + ki) dk;

—0o0

converge uniformément pour k, € [—a—_,a4], alors :

lim g(t) = Resg—o(§) = lim kg(k).
Jim g(t) = Resp—o(9) = lim kg(k)
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Les fonctions 4 et © satisfont les conditions de ce lemme étant donné
quelles sont satisfaites par les conditions aux bords by(k), by, (k) d’apres
le lemme 6.2.1. Comme cela est décrit dans le lemme 6.2.3, les fonctions
F(z k) et G(z,k) (6.6)(6.7) sont bornées dans le domaine considéré, en

prenant —a_ = —ag. Etant donné que ]iiH(l) K = ~, nous avons :
—
- cosh~yz
lim F(z,k) = ———
k—0 (2,k) cosh~yL
—isinhyz

lim G(z,k) =
kl—%G(z’ ) coshvyL ’

Ceci, ajouté au fait que lim kbo(k) = ug et lim kbr (k) = vz, donne (6.31).
k—0 k—0 B

6.3 Comparaison des deux méthodes de résolution-
conditions initiales non nulles

Dans les parties précédentes, nous avons, par deux méthodes différentes,
établi 'existence de solutions du systeme modélisant le phénomene d’attrac-
tion de polarisation dans le cas de deux ondes contra-propagatives au sein
d’une fibre optique. Dans les deux cas, résolution par transformée tempo-
relle de Fourier puis de Laplace, nous avons trouvé une solution explicite
relaxant vers I’état stationnaire et mis en évidence de ce fait I'attraction
d’ondes pour le modele linéaire étudié.

Les solutions obtenues avec la résolution utilisant la transformée de Fou-
rier sont exprimées en fonction des conditions sur u et v aux bords alors
que celles établies avec la résolution en terme de transformée de Laplace
font intervenir dans leur expression ces mémes conditions aux bords aux-
quelles peuvent s’ajouter la dépendance des conditions initiales. L’unicité
de ces solutions étant établies, une conséquence directe est que ces deux
solutions sont les mémes si nous prenons des conditions initiales nulles dans
les solutions obtenues par transformée de Laplace.

Revenons sur le cas de conditions initiales non-nulles. Si nous considérons
des conditions initiales non nulles u(z,t = 0) = up(2) et v(z,t = 0) = vy(2)
et des conditions aux bords (2.6), la solution de (6.2) s’écrit :

<f‘(27 k>> — Bz, k) + 1(2, k)

avec B(z, k) donné par (6.5), (6.6), (6.7) :

s = (G20 2e) (i)
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et

i) =< (L tyim) * (510) (052

avec
[k —iy n1(2)\ _ 7 bre—sy [ w(Zt=0) )
Af‘(m/ k)’ @xa ) © —o(z,t=0)) @
(6.33)
et i
D :=cosh KL + a sinh KL. (6.34)

L’exponentielle peut s’écrire explicitement :

eM* = cosh(K 2) (1 0> sinh(Kz) y;

0 1 K M.

Le premier terme B(z, k) dépend uniquement des conditions aux bords tan-
dis que I(z, k) dépend uniquement des conditions initiales.

Le comportement pour ¢ — co peut étre déterminé en utilisant [24]

li t) = lim kg(k 6.35
lim (1) = lim (k) (6:35)
Pour cela nous devons vérifier que I(z, k) vérifie les conditions de régularité
requises pour la validité de (6.35), suivant des estimations analogues & celles
présentées dans la section 6.2.4 pour B(z, k).
Le résultat essentiel est que

lim I(z,t) = lim kI(2,k) = 0

lim I(z,t) = lim kI (2, k)
puisque f(z, k) n’a pas de pole a k = 0.
Ceci implique que le systeme tend vers la solution stationnaire (3.6), indépen-
damment du choix des conditions initiales.
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Conclusion et perspectives

L’objectif de ce travail de these était d’étudier mathématiquement le
phénomene physique d’attraction d’ondes. Ce phénomene, découvert par les
physiciens en 1998, avait jusqu’alors été étudié en grande partie expérimenta-
lement et numériquement. Notre travail a consisté a démontrer les résultats
et conjectures élaborés précédemment dans un modele particulier : relaxa-
tion du systeme vers un état stationnaire, propriétés de I'attraction d’ondes.
Pour ce faire, nous avons procédé a 1’étude détaillée d’'un modele simple
parmi les modeles mettant en évidence 'attraction d’ondes. Plus précisément,
nous avons considéré un systeme de deux équations aux dérivées partielles
du premier ordre, auxquelles s’ajoutent des conditions initiales et aux bords.
La particularité de ce probleme avec conditions initiales et aux bords, réside
dans le fait que les conditions aux bords sont atypiques dans le sens ou elles
sont données sur des bords différents pour les deux variables.

Nous avons obtenu les résultats suivants. Nous avons tout d’abord, a
I’aide d’une transformée de Fourier ou de Laplace, construit des solutions
dont nous avons établi ’existence et dont nous en avons donné une écriture
explicite. Nous avons prouvé la régularité de ces solutions et leur unicité.
Nous avons de plus démontré que ces solutions ont des valeurs initiales en
accord avec la situation physique, a savoir, qu’elles sont nulles avant injection
des ondes dans la fibre optique. Nous avons enfin et surtout mis en évidence
le phénomene d’attraction d’ondes et prouvé que les solutions relaxent vers
un état stationnaire pour des temps longs. Tout au long de cette étude
nous avons mis en avant le role du choix des conditions aux bords dans le
processus de relaxation.

Plus généralement, ce travail montre que le phénomene d’attraction
d’ondes, initialement attribué & un caractére non-linéaire de 'intéraction,
est en fait bien présent aussi dans le cadre linéaire. L’ingrédient essentiel est
la présence d’une résonance et de variétés singulieres dans ’espace de phase
du systeme stationnaire.

Revenons sur la méthode d’obtention des solutions. Une méthode al-
ternative est la technique de résolution d’équations aux dérivées partielles
développée par Fokas [51], [49], [53]. Cette méthode permet de résoudre des
problemes avec conditions initiales et aux bords d’équations aux dérivées
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partielles linéaires de deux variables indépendantes. Elle est d’ailleurs aussi
applicable au cas non-linéaire intégrable. Le principe de cette méthode est
d’utiliser le fait que de telles équations possedent une formulation sous forme
de paire de Lax, c’est a dire que nous pouvons écrire ces équations comme
condition de compatibilité de deux équations linéaires, appelées paire de
Lax. La méthode consiste & ramener le probleme avec conditions initiales et
aux bords étudié & un probléme de Riemann-Hilbert (scalaire dans le cas
linéaire, matriciel dans le cas non-linéaire), ce dernier étant obtenu par I’ana-
lyse spectrale de la paire de Lax. La résolution du probléeme de Riemann-
Hilbert donnera une représentation formelle de la solution recherchée. Un
cas proche de celui étudié dans cette these, utilisant cette méthode, a été
étudié par Pelloni et Pinotsis [50]. Il s’agit de I’équation de Klein-Gordon sur
la demi-droite. Nous travaillons ici sur un intervalle. Une démarche analogue
peut étre suivie dans notre cas, en particulier, nous aurons les mémes paires
de Lax mais un probleme de Riemann-Hilbert plus compliqué. L’obtention
de solutions formelles est cependant aisée, la difficulté résidant surtout dans
I’analyse de ces dernieéres.

Le présent travail suggere plusieurs extensions. Nous pouvons recon-
sidérer notre modele d’étude auquel nous ajoutons des termes non-linéaires.
Nous pouvons alors faire le lien avec le modeéle de Thirring massif [26] et le
modeéle de fibre avec réseau de Bragg [27, 31] :

z(% + @) = v+ alv]Pu+ BlulPu = on
ot " oz) 7 = o
(6.36)
h
2(% - %) = ~yu+ alul*v + Blv)Pv = (;91;*’
correspondant au Hamiltonien :
h:’y(u*v—i—uv*)—i—a!u\2]v[2—|—§(\u\4+ [u|%). (6.37)

Le premier terme quartique décrit la “modulation croisée”, et le second
I’“auto-modulation”. Le cas § = 0 est le modéle de Thirring massif, connu
pour étre une EDP intégrable [32, 33, 34, 35, 36] dans le cas sans bord, i.e.,
pour z € R, alors que le modéle de fibre avec réseau de Bragg , avec 8 # 0,
ne l'est pas. Une question naturelle est d’établir les différences possibles au
niveau de la dynamique de relaxation dans un intervalle fini [0, L] relative-
ment a ces propriétés d’intégrabilité.

Plus généralement, nous pouvons considérer ’extension suivante des modeles
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considérés, correspondant & des résonnances polynémiales ny : —ng [18, 19] :

/0u  Ou Oh
(% +52) = o

(6.38)
(Ov  dvy  Oh
Z(E a @) T ot
ou les Hamiltoniens h(u,u*,v,v*) sont donnés par un polynéme réel des
quatre termes suivants :

Ini,—no =ny ul? — nalv|?, with ni,ns € N
Pry—ny =11 |ul* + nglv|?
o :z?]?[u"%*"l]
T3 =S [u"? 0] (6.39)
Ces Hamiltoniens satisfont [18, 19]
{h, Jm,fnz} =0,

ou le crochet de Poisson pour le systeme d’ondes contra-propagatives est

défini par :
__.(0f g  9dg Of .(O0f 0g  0g Of
{f.94= Z(%au* B %&L*) _Z(%&)* B %81}*)‘
Ainsi, ’équation différentielle stationnaire est intégrable. De plus, la struc-
ture Hamiltonienne (6.38) implique généralement que :

0 0

Epm,—nz = _&Jnh—nz + {h, Jm,—nz}‘ (6.41)

Ainsi les modeles considérés, avec des équations stationnaires intégrables,
satisfont la relation de conservation locale :
0 0

apmﬁm = _%Jnlﬁnz’ (6'42)

(6.40)

ce qui implique
d L
7 (niful® + nofv|?)dz = Jny—ny(2 = 0,8) = Jpy —py(2 = L)
0
= —mlu(z = L, )] +nafo(z = L, 1)
+n1|u(z = 0,t)]? — nglv(z = 0,1)]16.43)

Ces relations sont des généralisations de (4.1), (4.2) pour le modele linéaire.
La relation (6.43) caractérise le mécanisme de relaxation en terme d’échange
entre les ondes entrantes et sortantes. La relation générale (6.41) donne une
indication quant au role joué par le caractére intégrable des équations sta-
tionnaires avec I'invariant J,, _n,.

Ces modeles non linéaires peuvent avoir plusieurs solutions stationnaires.
Des simulations numériques montrent que la dynamique de relaxation sélecti-
onne les états stationnaires proches des tores singuliers.
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L’attraction d’ondes dans des systémes contra-propagatifs est un phéno-
mene général, établi initialement en Physique dans le contexte de 'attrac-
tion de polarisation entre deux ondes contra-propagatives se propageant
dans des fibres optiques. Ce phénomene a été observé expérimentalement,
et ses propriétés étudiées via des simulations numériques. Les modeles qui
s’y rattachent sont des systemes hyperboliques d’équations aux dérivées par-
tielles, avec des conditions aux bords dépendant du temps sur un intervalle
fini. Le mécanisme sous-jacent peut étre expliqué par l’existence de tores
singuliers dans les équations stationnaires correspondantes. Le but de cette
these est d’analyser en détail le plus simple exemple dans cette famille de
modeles. Nous montrons que la plupart des phénomenes de processus d’at-
traction d’ondes sont en fait existants dans un modele linéaire a résonance,
avec intéraction. Nous établissons l'existence et la régularité des solutions
et analysons la relaxation a travers la solution stationnaire qui caractérise
les propriétes de ’attraction d’ondes.

Mots-clés : EDP hyperbolique avec conditions initiales et aux bords, comporte-
ment asymptotique, ondes contra-propagatives, résonance, attraction d’ondes.

Wave attraction in counter-propagating waves systems is a general phe-
nomenon that was first established in Physics in the context of the attraction
of the polarization between two counter-propagating waves in optical fibers.
This phenomenon has been observed experimentally, and its properties were
studied through numerical simulations. The models are Hamiltonian hyper-
bolic systems of partial differential equations, with time-dependent boun-
dary conditions on a finite interval. The underlying mechanism can be tra-
ced back to the existence of singular tori in the corresponding stationary
equations. In this work we analyze in detail the simplest example in this
family of models. We show that most of the phenomena of the wave attrac-
tion process are already present in a linear model with resonant interaction.
We establish the existence and regularity of the solutions and analyze the
relaxation towards a stationary solution that features the wave attraction
properties.

Keywords : hyperbolic PDE;, initial boundary value problem, long time behaviour,
counter-propagating waves, resonance, wave attraction.



