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RESUME

Jusqu'a ce jour, 1'hydrologie urbaine 1iée & 1'assainissement pluvial
utilise un trés grand nombre de modé&les pour représenter les deux phéno-
ménes évolutifs, ruissellement et écoulement.

Ces modéles sont pseudo-empiriques, restreints & leur champ d'application
et sans de véritables assises théoriques.

I1 nous semble donc fondamental de revenir sur la définition de ces mo-
déles afin de dégager Teurs valeurs cognitives et pragmatiques, Teurs
intersections syntaxiques, ainsi que les liaisons qu'ils peuvent avoir
avec la théorie de 1'hydrodynamique.

Aprés avoir approfondi la définition des modéles empiriques existants,
nous mettons & jour les liaisons qu'ils ont avec la théorie de 1'hydro-
dynamique. Ces liaisons leur donnent une assise théorique et permettent
d'@laborer un modéle de ruissellement et/ou d'écoulement qui généralise
1'ensemble des modéles filtres existants.

Ce travail est indispensable & Ta bonne utilisation des modéles ainsi
qu'a tout nouveau développement.
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e Le paradigme de la science

e Contradiction

e Vers un nouveau paradigme.

"Nulle science n'a voulu connailtre
La catégornie La plus objective de
La connaissance : celle du connais-

sant".

E. MORIN La Méthode I
L'Esprit de 1a Vallée.



LE PARADIGME DE LA SCIENCE
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Le paradigme de la science pouvait &tre défini comme un jeu d'interac-
tions entre les phénoménes "observables" et un ensemble d'hypothéses
existantes chez 1'observateur ou émergentes de 1'observation elle-méme.

Le phénoméne est identifié par ces hypothéses. Si la Tiaison (phénoméne/
hypothéses) ne peut pas s'établir, i1 y a découpage, fermeture de 1'ob-
Jjet support du phénoméne, afin de le rendre d nouveau susceptible d'une
hypothése. Cette cybernétique peut conduire au rejet de 1'objet &tudié.

phénoméne —————=  hypothéses

1

Aujourd'hui, pour que 1'hypoth&se soit reconnue par 1a méthode scienti-
fique, elle doit &tre traduite en un Tangage mathématique possédant di-

verses théories valorisées par leur champ d'action.

Les modéles construits doivent dans un premier temps, rendre compte de
T'objet observé et, dans un deuxiéme temps, &tre capables de prévoir ou
de prédire Te comportement d'un objet voisin de celui &tudié. S'ils ne
le sont pas, il y aura retour, soit & 1'objet, soit & 1'hypothése.

phénoméne —————= hypothéses

\ modaTe e
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Le paradigme est & la base de la démarche réductionniste de la science.
L'objet observé est découpé et appréhendé comme une succession d'objets
€lémentaires qui, eux seuls, peuvent &tre expliqués par un ensemble
d'hypothéses satisfaisant 1'entendement scientifique.

GE—

Au cours de son avancement, la physique a restreint son &tude 3 1'expli-
cation de Ta structure atomique tandis que 1'hydrodynamique se centrait
sur 1'équilibre des forces auxquelles est soumis un &lément de Tiquide.

La réussite de cette démarche est indéniable, les modéles construits
étant effectivement cognitifs. Les applications directes sont nombreuses

-

et ont assuré & 1'occident une prédominance scientifique.

Le mouvement historique créé par ce paradigme culmine certainement avec
lTes travaux des grands physiciens du début de notre siécle (FERMI, De
BROGLIE, EINSTEIN, OPPENHEIMER).

"La missdion La plus haute du physicien est done La
hecherche de ces Lois elémentaires Les plus généra-
Les desquelles on parnt pour atteindre parn simple
deduction £'image du monde".

EINSTEIN

Toutes nos sciences théoriques sont basées sur ce précepte et le respect
d'une méthode toute cartésienne.



CONTRADICTIONS
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L'hydrodynamique et 1a mécanique classique &laborent donc, leurs théo-
ries sur T'observation de 1'objet corpusculaire. Les particules sont dé-
finies par des propriétés intrinséques et sont en relation simple les
unes avec les autres.

La matiére est étudiée, soit par 1'astrophysique, soit par la microphy-
sique. Nos grands télescopes inspectent le ciel pour situer et décrire

les planétes, Tes étoiles, les galaxies. Nos microscopes &lectroniques

fouillent T'atome pour découvrir sa nature; notre regard est donc posé

sur 1'infiniment grand et sur 1'infiniment petit.

Le fonctionnement de ces sciences peut étre imagé par les deux schémas

suivants :

objet complexe =  objet élémentaire

objet é1émentaire =  objet complexe
Une étoile est certes un objet complexe, mais Ta Toi de NEWTON la consi-
dére dans sa globalité comme un objet &lémentaire.
La notion d'élémentaire a donc un double sens :

- elle recouvre la globalité pure ol T'objet n'est qualifié que
par une seule mesure : démarche holistique qui correspond a
une dégradation de Ta complexité,
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- elle recouvre Ta démarche qui part de 1'objet complexe pour
arriver a 1'élément le plus simple : démarche réductionniste.

Le deuxiéme schéma, présenté ci-dessus, est virtuel. C'est 1'espérance
d'expliquer la globalité en partant du comportement des objets microsco-
piques.

Le réductionnisme introduit des partitions successives et de plus en
plus fins de 1'objet &tudié et aboutit donc, & 1'hyperspécialisation de
1a recherche, qui & son tour, engendre le réductionnisme.

réductionnisme -——= hyperspécialisation

!

Le cloisonnement, devenu nécessaire, interdit toute remontée vers la
connaissance de 1'objet complexe, car celui-ci ne peut pas étre défini
comme la somme arithmétique de ses parties.

L'unique addition des atomes n'explique pas le mouvement d'une rividre,
la naissance d'une pensée, etc ...

"Un cithon @ cote d'une orange cesse d'étre un cithron,
et L'orange une orange".

G. BRAQUE.

Le tout comme entité, ne peut pas étre pergu a travers 1'hyperspéciali-
sation.

Lesréductionnistes ont une vue floue de 1'objet global. Il1s s'attachent
a 1'objet microscopique, seule source pour eux, d'objectivité.
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objet élémentaire —— objectivité

Ce qualificatif d'objectivité est fondamentalement 1ié& au paradigme ré-

ductionniste qui le nourrit, le justifie.

Cette disjonction du sujet observateur et de 1'objet persiste encore
dans Tes sciences humaines qui ont tenté d'utiliser les schémas réduc-
tionnistes; un observateur pensait pouvoir étudier une population sans
que sa présence en “trouble" Tes réponses.

@@

La réductionnisme est un mouvement qui tente donc de définir 1'objet
élémentaire et de 1'expliquer pour s'assurer 1'objectivité.

Ce but ne peut méme plus &tre atteint par la microphysique qui découvre
des objets de plus en plus complexes et a réintroduit la subjectivité
dans ses modéles (incertitude deHEISENBERG). L'ordre objectif disparait
pour laisser apparaitre le désordre et la complexité comme les deux mo-
teurs principaux de la création.

"Comment Le hasarnd a-t-il et possible 7"

LUPASCO

La tragédie de 1'énergie.
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La science se donne pour but la création de modéles qui ne sont qu'une
mise en ordre Togique d'un certain nombre d'hypothéses. Tout modéle sera
Jugé satisfaisant s'il prédit le comportement d'un objet B appartenant
au méme domaine de stabilité que 1'objet A é&tudié au préalable.

Le paradigme scientifique est donc intimement 1ié & 1a prévision; la
science conférant, & celui qui utilise son langage, un pouvoir de con-
trole sur 1'événement reproductible. Cette orientation pragmatique ne
peut s'effectuer qu'au prix d'une dégradation qualitative du fait : fer-
meture de 1'objet observé, non reconnaissance totale de toutes ses com-
posantes, elle conduit méme d la dégradation des théories.

Entendue comme source de prévision et comme &limination des domaines
d'ombres de 1'observation, la modélisation est le premier pas vers la
technicité. Celle-ci est basée sur les valeurs opérationnelles, manipu-
latrices des théories.

"La thiornie cesse d'étne Logos et devient techns"
E. MORIN.

La science se voulait objective, c'est-d-dire neutre, 1a modélisation
techniscite Ta rend pragmatique; Ta cité Tui délivre méme le champ de
1'observation et Tui définit la démarche & suivre pour obtenir le résul-
tat désiré.

science —_——=  cité

\

La dégradation doctrinaire des théories est souvent le fruit de cette
boucle incessante.



"Au Lieu d'adaptern sa réflexion et son Langage au fait,
cerntains en vdennent & déformern ces faits, ou a Les
Agnorer de maniere & sauvegarnder Le cadne dogmatique a
L' intenieun duquel Les rnaisonnements se developpent”.

Claude Paul BRUTER.






VERS UN NOUVEAU PARADIGME

* k k k kK k k k k% % k Kk * %

"Nous sommes confondus par Le nombre et La prodigiewse
varniete des elements, des nelations, des interactions
ou des combinaisons sur Lesquels hepose Le fonctionne-
ment des ghands systemes dont nowus sommes Les cellules,
powr ne pas dire Les rouages".

J. de ROSNAY.

Le paradigme de la science classique définit deux approches paralléles :

- approche réductionniste qui recherche les &léments premiers
d'un tout.

- approche holistique qui considére le tout complexe comme un
tout élémentaire valorisé par une qualité non consécutive direc-
tement de ses éléments.

Le réductionnisme qui se voulait objectif, neutre, est aujourd'hui remis
en cause par 1'incapacité de remonter au tout complexe en utilisant la
déduction simple, 1'é1ément premier é&tant lui-méme hypothétique. L'hydro-
dynamique par exemple, est incapable de mesurer la variation des flux de
liquide sur un grand ensemble de surfaces hétérogénes.

Cette mécanique classique donne des modéles complexes (Opérateurs diffé-
rentiels non linéaires), qui peuvent trés difficilement mesurer les re-
lations entre ces flux.
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Une image unitaire du monde, mirage de 1'approche réductionniste, n'est
plus définissable.

La démarche holistique simplifie trop le tout pour étre source de com-
préhension d'un ensemble d'é&1éments en interaction. Comme nous Te ver-
rons par la suite, 1'hydrologie poursuit cette démarche et é&labore des
modéles, image d'un tout (bassins versants, surfaces de ruissellement,
etc ...), sans reconnaitre la complexité de la transformation. De ce
fait, Tes modéles sont a priori difficilement utilisables pour des bas-
sins versants de structure et de taille différentes de celles du réfé-
rentiel.

k k k Kk k Kk kx Kk Kk %

Les contradictions du paradigme défini précédemment conduisent & inclure
Ta notion d'objet dans un Logos susceptible de présenter de nouvelles
richesses. L'objet simple ne doit plus &tre reconnu comme tel; i1 existe
grace a ses relations permanentes avec 1'environnement. Ce Logos est re-
présenté par le systéme qui est un ensemble d'éléments en interaction.

(objet ————— relation)

Le réductionnisme est englob&; i1 n'est pas rejeté mais relativisé par
Te Togos systéme. L'observation de 1'objet &lémentaire est source d'un
savoir qui doit étre dépassé par 1'existence méme des interactions.
Cette nouvelle approche balaye le champ défini par 1'intervalle situé
entre 1'objet simple et Te tout. C'est un mouvement incessant qui va de
1'un & 1'autre.
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objet simple ———= tout

1

Le systéme considéré comme totalité n'est pas disjoint du reste de 1'u-

nivers. I1 existe parce qu'il est en relation avec son écosystéme.

systéme ————= &cosystéme

|

Tout phénoméne ne doit pas &tre percu comme une totalité indépendante

mais comme un &lément particulier, un rouage, d'un systéme plus général,
qui conditionne 1'existence de ce phénoméne.

La notion de relation et d'écosystéme réintroduit donc, en particulier,

le sujet observateur dans Ta réflexion. Un objet quelconque est plus que
Ta mesure quantitative de ses particularités. I1 est aussi valorisé par

1'intersection qu'il peut avoir avec 1'observateur.

L'objet &tudié ne doit donc plus é&tre disjoint de la cité

En particulier, 1'observateur est reconnu comme potentiellement modélisa-
teur, c'ést-d-dire source d'un outil de prévision basé sur la fermeture
de 1'objet systéme. La présence méme du sujet observateur devrait contrer
la dégradation de 1'observation et la dégradation doctrinaire des théo-
ries.
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Sujet ———= O0bjet

Ri\h‘ypothéses%/

Ce nouveau paradigme peut donc étre défini comme une boucle non statique
qui va du sujet & 1'objet et aux hypothéses. Ce schéma circulaire, trés
éloigné de la simple relation phénoméne-hypothése, devient source de sa-
voir, Tieu d'une nouvelle recherche et espoir de richesses.

Le sujet est le moteur du mouvement qui circule entre Te particulier et
la totalité. L'objet observé, faisant parti d'un systéme Tui-méme en re-
lation avec son &cosystéme, doit sans cesse &tre valorisé par son appar-
tenance d ce systéme. Ce mouvement peut &tre mis en paralléle avec Te
schéma suivant :

Systémique ———= Analytique

!

La notion de systémique introduit le tout comme entité susceptible de
présenter des Tois qui soient différentes et plus que 1a simple intersec-
tion ou addition des lois régissant le fonctionnement des parties. La
complexité et le désordre qui est inhérent d cette complexité, deviennent
des essences fondamentales ne pouvant étre reconnues, appréciées que par

la transdisciplinarité.



PRESENTATION
GENERALE
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L'&tude que nous avons entreprise, porte sur une catégorie bien spécifi-
que de modéles couramment utilisés en hydrologie urbaine voire rurale.

-

Ces modéles s'attachent & représenter ou d prévoir les ruissellements
sur les sols et les &coulements en canalisations. Ce sont les deux phé-
noménes physiques fondamentaux de 1'hydrologie urbaine.

Nous ne nous sommes pas intéressés & la représentation des pluies, cau-
ses des phénoménes ci-dessus et & 1a modélisation des diverses pertes
intervenant lors du ruissellement. (Ces pertes pouvant &tre, dans cer-
tains cas, incluses dans le modéle de ruissellement). Notre étude a donc
pour objet les modéles susceptibles de représenter la déformation d'un
hyétogramme en hydrogramme (ruissellement vers un exutoire), ou d'un hy-
drogramme en hydrogramme (&coulement en canalisation).

Les modéles, utilisés jusqu'a ce jour, sont tré&s nombreux. La diversité
provient de leur origine théorique ainsi que de leur champ d'application.
Certains utilisent les résultats fournis par 1'hydraulique, d'autres
sont construits en considérant le transformateur (bassins versants de
ruissellement, canalisations) comme un systéme macroscopique réalisant
un transfert de flux (technique d'analyse de systéme).

Cette deuxiéme approche a fourni un trés grand nombre de modéles puis-
qu'ils n'ont pas de véritables assises théoriques. Ils se recoupent dans
leur utilisation ainsi que dans Teur formalisation, les hypothéses les
sous tendant, étant généralement floues.

Dans une premiére partie que nous avons intitulée De L'OBJET, nous
nous sommes intéressés aux modéles existants, en essayant de clarifier
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Te niveau de 1a modélisation (Taille du transformateur), les typologies
pragmatiques et la valeur cognitive des modéles. Cette tentative de lec-
ture des modéles existants nécessite donc 1'@laboration d'un code d'étu-
de particulier.

Cette premiére partie est divisée en trois sous-parties.

De L'OBJET 1 : Introduction, &laboration du code de 1'étude.

De L'OBJET 2 : Typologie des modéles de ruissellement et d'écoulement

De L'OBJET 3 : Conclusion de 1'&tude; validation des modéles existants.

Ce constat des modéles existants &tant fait, dans une seconde partie,
intitulée De L'ETUDE, nous avons d'abord tenté de remédier au défaut de
formalisation des modéles construits & partir d'une vision macroscopique
des phénoménes. La plupart de ces modéles sont tous issus d'un modéle
plus général, solution simple d'un systéme différentiel. Cette écriture
précise ainsi Teurs caractéristiques phénoménales, (linéarité, hérédité,
etc ...).

Ensuite, nous avons étudié le mode d'obtention des solutions du modéle
issu de 1'hydraulique qui se présente sous 1a forme d'un systéme d'équa-
tions aux dérivées partielles non Tinéaires.L'étude de la stabilité de
ce systéme indique ses différentes applications possibles, suivant le
mode de ré&solution choisi.

-

Ce modéle, &laboré a partir des principes de la mécanique classique, pos-
séde une assise théorique que nous ne remettons pas en cause.

Enfin, nous avons tenté de relier les modéles macroscopiques (empiriques)
au modéle théorique, mettant ainsi & jour les hypothé&ses fondamentales
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qui soustendent Teur véracité et surtout, nous renseignent sur 1'appli-
cation possible de ces modéles.

Cette seconde partie est divisée en trois sous-parties :

De L'ETUDE 1 : nouvelle formalisation des mod&les macroscopiques

De L'ETUDE 2 : &tude du modéle théorique

De L'ETUDE 3 : 1iaison entre les modéles macroscopiques empiriques

et le modéle théorique.
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"Peu @ peu j'Etais séduit par L'aspect négatif, je dirais
presque inverts de cette Lndustrie. C'etait un empinre
certes, qui 4'etalait dans Les nues des villes et qui
possedait aussi ses terres campagnardes. Mais <2 plon-
gealt egalement dans L'intimité La plus secrlte des &trnes
puisque chaque acte, chaque geste Lui Livhait sa trace,

La preuve innéfutable qu'il avait été accompli. 1L 5'agis-
salt, en somme, d'une prise de possession totale de toute
une population, et cela par derriéne, sur un monde retour-
né, Anversé, nocturne".

Michel TOURNIER.

Les Météores.
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MEGALOPOLIS : CONCEVOIR L'ASSAINISSEMENT
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PARIS; environ deux millions d'habitants
CHICAGO; plus de cent kilométres d'est en ouest

LYON et sa banTieue; un million quatre cent mille habitants.

Au cours des siécles et suivant 1'humeur des hommes, la ville a grandi
inexorablement; monstrueuse cellule vivante repoussant toujours plus
Toin Tes champs, les arbres, dévorant les trop faibles cellules voisi-
nes.

Sa surface est un conglomérat de rues, de parkings, d'entrepots, d'usi-
nes et d'habitations.

Elle a creusé le sol pour y déposer ses artéres, ses veines, son ventre.
Elle a Tégué 3 Ta terre son coeur, la source de son énergie et 1'exutoi-
re de ses impuretés; monde inversé écoulant loin de nos yeux et de nos
narines 1'eau sale, les déchets, toute cette moisissure de nos gestes et
de nos corps.

Le Capitaine La FLEUR, soldat de Louis XV, avait déja marqué sa surface
par des véhicules de collecte d'ordures ménagéres; tout un petit peuple
grouillant, ramassant, transportant les immondices. Au 19&me siécle,
Victor HUGO nous ouvre la porte des entrailles. Notre &poque industria-
lisée délégue aux égouttiers le supréme honneur du dernier voyage de
nos eaux parfumées.
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Hors de notre vue s'étendent des milliers de kilométres de canalisations.
Ce ne sont que des tuyaux de métal, de béton, raccordés les uns aux au-
tres; él1éments simples d'une construction tentaculaire, arborescente,
complexe.

Ce fragile squelette est indispensable d la cité. Sous ce formidable ré-
seau, les rues se noient sous les orages d'été, les microbes de nos eaux
souillées se propagent sournoisement dans 1a cellule monstrueuse.

Nous devons ménager ce réseau souterrain déja agé, car la ville grandit.
Elle pose de nouveaux rubans toujours plus larges. Elle recouvre la ter-
re de surfaces grises; la communication directe entre le ciel et la terre
est coupée. L'eau du ciel, recueillie par les nouveaux parkings et les
nouvelles toitures est &vacuée par le squelette ramifié; qui se doit de
grandir.

De nouvelles antennes lui sont adjointes. Mais comme la cité a des res-
sources limitées, cette chirurgie doit se faire aux moindres frais. Elle
est indispensable, obligatoire méme; la croissance ne pouvant s'arréter!!
Nous devons alors maitriser, contrdler, soigner et renforcer cet inextri-
cable réseau.
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Tout développement anarchique est @ rejeter ! concertation et prévision
deviennent les deux conditions indispensables & toute organisation, donc
au bon développement de la ville.

Prévision

Concertation = Développement

!

Ces deux actions supposent 1a maitrise et la conception d'un systéme

d'assainissement et de toutes ses composantes sous-jacentes. Cela peut
étre réalisé si nous nous donnons les moyens d'é&laborer un outil de
conception qui puisse répondre correctement aux besoins de la cité. La
construction d'un tel outil nécessite d'abord la reconnaissance des pro-
blémes 1iés au développement et & la gestion de 1'assainissement et,
surtout, la compréhension des phénoménes qui engendrent la construction
d'un réseau.
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AUTOUR DES PROBLEMES POSES PAR L'ASSAINISSEMENT
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Toutes ces eaux qui nous tombent du ciel ne s'infiltrent plus. Elles
ruissellent sur nos sols bitumineux, s'engouffrent dans nos bouches d'é-
golts. Les canalisations, les collecteurs les charrient jusqu'aux rivie-
res en se régénérant au passage dans des bassins d'&puration, s'ils
existent.

Construire un ensemble de pavillons, une nouvelle ceinture routiére, de
nouvelles usines, c'est augmenter le volume d'eau 3 &vacuer en toute
urgence par temps d'orage. La diffusivité naturelle de la pluie est
transformée en intensité.

Diffusivité Intensité

Cette transformation est difficile & contrdler. Elle ne doit pas étre
un arrét & la croissance de la ville ! La cité s'est dotée de lois, de
régles pour planifier son développement. Les informations, les idées
sont échangées. Un projet, une décision d'aménagement, quelle que soit
son importance, nécessite 1a concertation entre &lus, urbanistes, ingé-
nieurs en voirie, réseaux divers, etc ...

Le colt croissant des investissements, la planification posent de nou-
veaux problémes [35].

e Comment fonctionne actuellement le réseau d'assainissement ?
* Que peut-il accepter comme nouveaux apports ?
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e Comment dimensionner les nouvelles extensions ?
e Quel sera 1'impact des nouveaux plans d'urbanisme sur 1'@volution
du réseau, etc ...

Répondre d ces questions nous obligerait & aborder un grand nombre de
thémes d'études.

e Relation de 1'urbanisation avec la structure et les dimensions
d'un réseau d'assainissement,

e Relation de T'urbanisation avec 1'imperméabilisation des sols,

e Quantité d'eau évacuée par une cellule familiale, etc ...
Nous ne traiterons pas de ces &tudes, notre &tude &tant centrée sur le
phénoméne physique fondamental, 1'évacuation des eaux pluviales et usées
qui nécessite la construction d'un réseau d'assainissement dense en mi-
Tieu urbain. Ce phénoméne particulier est lui-méme décomposable en trois
sous-phénoménes principaux et complémentaires :

e averse,

e ruissellement en surface,

e écoulement en canalisation.

ITs appartiennent & ce que nous nommons le cycle hydrologique; cycle de
1'eau en général.

Les averses sont des phénoménes fort complexes qui, jusqu'd ce jour, ont
été trés peu étudiés. Pour 1'hydrologie qui traite du probléme de 1'éva-
cuation des eaux en milieu urbain ou rural, le probléme de 1'averse est
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double : comment représenter correctement une averse et quels sont les
types d'averses qui intéressent plus particuliérement les gens s'occu-
pant d'assainissement (notion de risques) ? L'intensité des averses
conditionne les valeurs du ruissellement en surface et 1'écoulement en
canalisation.

La modélisation du ruissellement détermine les quantités d'eau arrivant

au réseau; eau de pluie diffuse transformée par son ruissellement sur
les toits, dans Tes gouttiéres, sur le bitume, dans les caniveaux et
méme par la verdure.

Un modéle d'écoulement en canalisation nous donne le débit de ces eaux

transitant dans Te réseau, eaux concentrées pour un voyage plus ou
moins rapide vers un exutoire presque invisible.

C'est 1'étude de ces modéles de ruissellement et d'écoulement, fonda-
mentaux d tout outil de conception en assainissement, que nous avons
choisi comme théme principal de notre travail.

En hydrologie urbaine, étant donné 1'ampleur des problémes & traiter,
surfaces trés importantes, développé de canalisations trés long), Te
ruissellement et 1'&coulement sont deux ph&noménes difficilement re-
présentables. Leur modélisation s'appuie sur une phénoménologie, expli-
cation scientifique des ph&noménes, particuliére & 1'hydrologie.
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DEMARCHE PHENOMENOLOGIQUE

k k k k k Kk Kk k k k % % % %

~

La phénoménologie qui peut aboutir & la construction d'une théorie
scientifique, ou qui s'inspire de théories préexistantes, s'é@labore
sur un ensemble de phénoménes.

Que signifie expliquer ou décrire un corpus d'observations ?

Serait-ce un ensemble de mots, de symboles qui satisfait notre entende-
ment individuel ou collectif ?

IT ne m'appartient pas dans ces pages de discourir des problémes ontolo-
giques, métaphysiques posés par le signifié du mot connaissance, de ses

implications épistémologiques et philosophiques. Je voudrais simplement

poser quelques définitions (peut-&tre subjectives) qui permettront d'as-
seoir correctement Ta suite de 1'exposé. J'emprunterai ces quelques 1i-

gnes a Théodore VOGEL :

"Une théornie est La comstruction d'un code de Lois enchaines
Logiquement, donc mathématisables, qui satisfait Le scientifi-
que de nos jours; cette exdigence est nécente, peut-étrhe provi-
s0ine.

Ce code de lois devrait aboutir a 1'élaboration d'un modéle, qui serait
une représentation abstraite du phénoméne observé, mais comme 1'obser-
vation est multiple, i1 ne peut y avoir de modéle unique.
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- TYPOLOGIE DES MODELES -~

Comme toute &tude est profondément 1iée & la cité, 1a modélisation re-
fléte certaines typologies pragmatiques. Elles peuvent &tre cognitives,

décisionnelles, prévisionnelles.

e S
—_— f? —> Modéle cognitif
e? S
f > Modéle décisionnel
e s ?
f = Modéle prévisionnel

Suivant les typologies retenues (en fait, elles peuvent étre regroupées
en un seul modéle), on extrait de 1'univers un systéme réel particulier,
support du ou des phénoménes étudiés. Ce systéme peut &tre entendu com-
me une entité globale ou comme un agrégat de sous-systémes (notion de
systéme quasi décomposable).

<Sys_té]me ) = systéme "réel"
ree \\\\\frévision

/

décision connaissance

4téme “réel" systéme "réel"
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L'aspect structural et phénoménal du systéme "réel" Si retenu, définit
le type et Te nombre de variables.

Elles mesurent 1'entrée et Ta sortie si le systéme est quasi isolé et
ouvert, T'entrée ou la sortie si le systéme est semi ouvert, 1'état du
systéme s'il s'agit d'un systéme 3 état.

Ces variables sont reliées entre elles par des lois. En langage logico-
mathématique, Ta Toi est identifiée par un opérateur qui permet le pas-
sage d'une mesure de la donnée d une mesure de la visée, mesure déter-
ministe ou stockastique. Elle est qualifiable par son mode d'é@labora-
tion; approche empirique ou approche rationnelle (Empeiros : qui se
rattache d, qui découle de 1'expérimentation).

-~

Une approche rationnelle conjugue les variables & partir d'un principe
reconnu (conservation de 1'énergie, conservation de la masse, loi de
la dynamique, ...).

Cette approche est imagée par la projection de schémas abstraits, exis-
tants chez le sujet observateur, sur 1'objet &tudié. Le ph&noméne est
alors référenci@ & une classe de phénoménes, les relations entre varia-
bles pouvant avoir les formes de base suivantes :

linéarité /\f non linéarité

N

////////// ~e e
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discontinuité hérédite

La conjugaison des différentes lois retenues, définit le modé&le. C'est
un systéme abstrait isomorphe ou homomorphe du systéme "réel" observe.
Suivant sa typologie syntaxique, Te modéle est &lémentaire c'est-d-dire
du type :

ds
de

e Tinéaire

ds
de

*

e exponentiel = a(s™ - s); etc....

ou analytique :
e modéles différentiels,

e modéles intégraux, etc ...

La signification intrinséque du modéle dépend donc de 1'orientation
pragmatique retenue, sa syntaxe &tant 1iée au type d'approche utilisée.

En hydrologie urbaine, les phénoménes de ruissellement et d'&coulement
sont par essence complexes. Cette complexité est due & 1'hétérogénéité
et 4@ 1a taille des systémes supports de ces phénoménes (bassins ver-

sants, toitures, caniveaux, rues, parcs, canalisations, chutes, etc ..).
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Elle est aussi due & Ta complexité du mouvement des fluides. I1 ne peut
donc y avoir de phénoménologie unique. Tous les niveaux d'observation
possibles, situés entre 1'axe de Ta globalité (vision macroscopique) et
1'axe du réductionnisme (vision microscopique) ont leurs mod&les propres.

=> Macroscope

= Microscope

- LA COMPLEXITE -

e Systéme métaglobal

Le systéme le plus global, représentatif de 1'hydrologie urbaine que
nous puissions prendre est une image de 1a ville et de son réseau.
(Metaglobalité).
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La frontiére sera définie par les points de rejets (Stations d'épura-
tions, riviéres, mer, etc ...) et les limites de ruissellement externes
de Ta ville.

Ceméta-systéme peut &tre soumis & un ou plusieurs événements pluviomé-
triques. ITs peuvent ne pas recouvrir en totalité la ville. En général,
pour les événements de type orageux, seule une partie du méta-systéme
est concernée.
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Sans affiner le niveau de décomposition choisi, nous nommerons par la
suite systéme global S, 1'image d'un bassin versant ou d'un ensemble
de bassins versants ne possédant qu'un seul exutoire.

e Systéme global S

S est Ta somme de deux sous-systémes phénoménaux S1 et S2. Sl
réalise la transformation averse, hauteur de pluie. S2 réalise la
transformation hauteur de pluie débit & 1'exutoire. S2 représente
le fonctionnement du bassin versant considéré dans sa globalité.

averse hauteur de débit a
pluie 1'exutoire

En général, S1 et S2 sont couplés en série. S1 n'est pas le siége
d'une transformation physique réelle; i1 représente le mode d'appréhen-
sion du phénoméne complexe qu'est une averse.

averse i(x, y, t) distribution
spatiale

(X, y, t) Q(t)

e Systéme S considéré comme décomposable

"Un systeme est dit quasi décomposable 5'iL peut étre
décompose en sous-systemes quasdi-Asoles SL neliés
entre eux et avec L'environnement”.

B. WALLISER.
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- COMPLEXITE STRUCTURALE DU SYSTEME -

Le systéme S2 est dé&composé en reconnaissant Tles divers é&léments qui
participent & la transformation d'une averse queliconque. S2 est la
somme de sous systémes Si indépendants qui peuvent &tre 1'image d'un
caniveau, d'une gouttiére ou d'un parc, une antenne de réseaux. I1 peut

méme représenter un sous bassin versant &lémentaire.

Soit Ri un sous-systéme, lieu d'une transformation par ruissellement,
et Ci le lieu d'une transformation par é&coulement. Suivant le mode de
décomposition choisi et le possible des modéles envisagés, S sera
imagé par 1'un des schémas suivants :

e ~
7
Vd ~

Vd ~

/ ~

/ N

AN

! l \
] \
! \
i v
{
‘ /
\ /
\ P

N P

\ Ve

— e e —,
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Ri sur Ri : autocouplage; 1'eau ruisselle de R vers R.

Ci sur Ci : autocouplage; calcul de 1'écoulement en canalisa-
tion par découpage du réseau en &léments simples.

Ri vers Ci : Couplage en série; passage du ruissellement a 1'é-
vers C coulement.

Le premier schéma illustre une décomposition qui ne se ferait que sur
les éléments de ruissellement. Le modéle d'écoulement considére tout

le réseau quelle que soit sa taille.

La décomposition d'un systéme reléve d'une démarche analytique et orga-
nisationnelle. Chaque schéma induit un type de modéle particulier. Leur
définition est 1iée & 1'organisation du systéme en sous-systémes Si’
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COMPLEXITE PHENOMENALE
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Chaque sous systéme Ri peut étre envisagé comme le Tieu d'un ensemble

de transformations particuliéres :

infiltration, rétention en surface,

interception par la végétation, évaporation, etc ...

1

R; est alors décomposable en sous-systémes.

Pour illustrer cette complexité supposée décomposable, j'emprunterai a
B. CHOCAT 1e schéma suivant [8]

Ecoulement
retardé

Ruissellement

—

vers les zones
non drainées

T8

Absorption par Evaporation
la végétation T1 Evapotranspiration
Eau parvenant Stockage per-
d la surface |= manent
du sol T2 T7
Ruissellement Infiltration
en surface 13 T6
| Ecoulement
hypodermique
T5
Ruissellement
vers le ruis-
seau

T4
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Cette approche pseudo-analytique révéle la complexité du phénomeéne tout
en essayant de décrire chaque sous-phénoméne. Cette décomposition re-
tient un schéma organisationnel qui ne peut étre qu'une approximation
plus ou moins grossiére de Ta réalité; les relations réelles n'étant
pas additives. Suivant les buts fixés par 1'observateur et les moyens
dont i1 dispose, le systéme général S sera imagé par un hypo-systéme
ou par un infra-systéme de S.

Un hypo-systéme ne conserve que quelques sous-systémes avec toutes
leurs relations.

T Le modéle T4 sera un modéle global.
IT n'&lucidera pas explicitement 1'infil-
tration, les écoulements hypodermiques.
T9
T2
T4
| Le modéle T2 tient compte & la
17 Te fois de T'absorption par la végétation,
) de 1'évaporation, du stockage permanent.
T5

T4
|

Ri sera imagé par autant de modéles qu'il y a de "contractions" possi-

bles.

Un infra-systéme est obtenu en conservant tous les sous-systémes avec
seulement quelques relations.
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Dans le schéma (II), en supprimant 1'autocouplage sur Ci on obtient
le schéma (I). Un nouveau modéle d'écoulement est ainsi défini.

Ces quelques schémas, obtenus par décomposition du systéme général S,
illustrent les différentes approches possibles pour étudier un phénoméne.
Méme s'ils ne sont pas donnés explicitement, ils sont sous-jacents &
toute phénoménologie. I1 en est ainsi en hydrologie urbaine; les diffé-

rentes méthodes construites & ce jour se rapportent a 1'un de ces sché-
mas.

Dans certains cas particuliers [44], la transformation d‘une pluie est
calculée en considérant consécutivement, le ruissellement sur les toits,
sur les parcs, sur les rues, les &coulements en gouttiéres, en caniveaux,
en canalisations, etc ... Le systéme abstrait résultant est alors fort
complexe et difficilement transposable. Les qualités pragmatiques de
transparence, de souplesse, de communicabilité sont pratiquement inexis-
tantes.

Aujourd'hui, une échelle d'observation plus ou moins précise semble se
dégager. Elle est située entre 1'axe du microscopique et 1'axe du ma-
croscopique. Le systéme général S est supposé quasi décomposable en
sous-systémes S. (petits bassins versants) appréhendés dans leur glo-

3
balité, reliés entre eux par un réseau de collecteurs.
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Par la suite, nous nous intéresserons plus particulié&rement & 1'ensem-
ble des modéles de ruissellement et d'écoulement construit autour de
cette vision.

k % Kk k Kk Kk Kk Xk %

Ces différentes "définitions" relatives a 1a phénoménologie ayant été
posées, nous allons tenter de reconnaitre les différentes qualités des
modéles utilisés couramment en hydrologie pour mesurer la transforma-
tion d'une pluie par ruissellement et écoulement. Cela nécessite 1'éla-
boration d'un code qui doit étre aussi simple que possible et rendre
compte du signifié des modéles.

- Définition du systéme étudié. Le systéme abstrait figuré par
le modéle est 1'image d'un certain systéme réel obtenu par
fermeture d'une partie de la nature.

- Définition des variables prises en compte; relevé des constan-
tes mesurant certaines qualités du systéme.

- Référence & une classe de ph&noménes (Loi principe).

- Relations empiriques.

Typologie syntaxique.

Cette étude qui ne redémontre pas la formulation des modéles, définit
1'orientation pragmatique choisie par la modélisation (cognitive, déci-
sionnelle, prévisionnelle).

Ce regard particulier constitue de 1'objet II.
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de 1’'objet 2
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* Typologie des modéles .....

Modéles globaux élémentaires .....

Modéles globaux é&lémentaires modifiés .....
Modéles globaux analytiques .....
Modéles métaglobaux .....

"Difgerences entre :

La technique et 1'art

Origine : évidente obscur

Procédé : obscur obscur

But : non équivoque équivoque
élément commun = 1"intuition”

Wassily KANDINSKY
Cours du BAUHAUS.
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TYPOLOGIE DES MODELES

* k% Kk k% k% %k %k % kx % % %
* kK k k k k Kk Kk Kk kx Kk %

La molécule d'eau, dans son trajet vers 1'exutoire, est soumise a un
ensemble de ph&noménes principaux, eux-mémes décomposables en micro-
phénoménes.

Complexité phénoménale :

La valeur de 1'infiltration par exemple, dépend de la nature du maté-
riau composant le sol.

L'évaporation est fonction de la température du sol, du taux d'humidité
de 1'air, etc ...

Complexité structurale :

Le ruissellement dépend de Ta succession des rues, des caniveaux, des
toits, etc ...

La valeur des débits est conditionnée par la structure du réseau.

Les micro-phénoménes se succédent et s'imbriquent. Ils pourraient peut-
étre s'inclure dans un systéme totalisant dont la structure et les re-
lations seraient alors d'une complexité telle qu'il deviendrait vite
surhumain et incontrdlable.

Au début du siécle, le chercheur chargé de modéliser un tel phénoméne,
n'avait pas @ sa disposition Tes calculateurs et leurs mémoires capa-
bles d'emmagasiner tous les paramétres et les mesures nécessaires a
cette étude.
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L'hydraulique avait élaboré des modéles pour représenter un écoulement
varié. Mais i1 fallait résoudre un systéme d'équations aux dérivées
partielles non Tinéaires. Or, les mathématiques ne peuvent toujours so-
lutionner ce systéme particulier.

La cité n'en demande pas moins des modéles.

Un modéle complexe est viable s'il est utilisé ponctuellement par une
méme personne. Dans un premier temps, le transfert du savoir d'une per-
sonne & un groupe s'accompagne toujours de perte; perte de savoir théo-
rique, perte de technicita.

=

La modélisation demandée par la cité doit s'adresser & un grand nombre
de personnes. L'outil doit donc &tre simple :

§'i1 fallait considérer le phénoméne dans sa complexité, nous ne se-
rions pas certains de pouvoir le représenter.

Dans Tleur fonctionnement, les micro-ph&noménes ne suivent pas une 101
additive; i1 y a non-Tinéarité et interaction.

La cité ne demande pas 1'explication du phénoméne; elle désire mesurer
Te résultat de 1'ensemble des micro-phénoménes. Ce résultat seul condi-
tionne le dimensionnement du réseau.
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ou débit maximum
Comment répondre & ce probléme alors que le ph&noméne est si complexe ?
Deux approches sont théoriquement possibles :

(1) - Approche réductionniste : représenter les micro-phénoménes
et définir une succession plus ou moins complexe de modéles.

(2) - Approche giobale : représenter tous les micro-phénoménes
sans les &lucider en un seul modéle.

A la question posée par la cité, une approche réductionniste ne pouvait
pas répondre. La description était peut-é&tre possible mais elle n'était
pas exploitable. IT &tait donc naturel de rechercher une relation di-
recte entre la pluie et le débit de sortie, Ta complexité phénoménale
et structurale étant réduite & cette relation.

Historiquement, un premier groupe de modéles a &té construit pour don-
ner la valeur du dé&bit maximum & 1'exutoire unique d'un bassin versant.
Ces modéles ne font pas intervenir explicitement le temps comme varia-
ble. Leur approche est un mélange d'empirisme et de rationaliteé.

Je Tes nommerai, modéles globaux &lémentaires.
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relation directe

valeur de Q maximum

L'apparition des grands calculateurs a donné naissance i une deuxiéme
génération de modéles issus des modéles globaux &lémentaires. Il1s font
intervenir soit implicitement, soit explicitement le temps comme varia-
ble. Je Tes nommerai modéles globaux élémentaires modifiés.

relation dijrecte

Plus récemment, est apparu un troisiéme groupe de modéles. Ils s'ap-
puient sur la notion d'approche systémique. Cette approche considére
Ta dynamique du phénoméne et utilise le paradigme hydraulique (notion
de flux). Elle introduit une variable d'état caractéristique du trans-
formateur.

Ce sont les modéles globaux analytiques.
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i

N

L'apparition de ces modéles n'est pas discontinue. I1 est souvent bien
difficile de faire une séparation nette entre tel et tel type. La dyna-
mique de création est discursive. Un modéle emprunte souvent des résul-

-

tats fournis par une modélisation précédente tout en utilisant des idées
plus récentes.

La dynamique peut &tre représenté par le schéma suivant :

\ |
Y /
~~
,// -.\\ B - /
\ ) s~ N
\ / { N
~ - \ ‘
\ ’/
Modéles
globaux

élémentajres

/ modifigs \

modéles globaux modéles globaux
élémentaires analytiques
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MODELES GLOBAUX ELEMENTAIRES

k k k kK k k k Kk k Kk Kk *x k K K

L'objet observé est un bassin versant ne possédant qu'un seul exutoire,
diverses surfaces de ruissellement et une série de canalisations; Il
s'agit donc d'un sous ensemble de 1a ville.
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Ces modéles tentent de relier directement la pluie & la valeur du débit
maximum & 1'exutoire.

L'approche ne tient pas compte de 1'aspect structural du bassin versant,
Teur aspect fonctionnel n'étant pas élucidé.

Ce type de modéles donnent le débit maximum en E1 en considérant Bl’
E2 en considérant B,, E5 en considérant By, etc ...

"Méthode rationnelle" (Méthode américaine)

Le phénoméne est représenté par le schéma suivant :

averse intensitéd QMax

S'i1 est possible de définir une grandeur I caractéristique d'une
averse quelconque, pour relier QMax da I, la premiére formulation qui
vient & 1'esprit est :



50

QMax = ql avec o constant.
Cette démarche minimale est & la base de la méthode rationnelle.

Pour modéliser Te phénoméne par une telle relation, i1 faut pouvoir dé-
finir Te grandeur I qui ne peut mesurer qu'une intensité particuliére.

La premiére transformation introduite par le schéma n'est donc pas
"réelle", le phénoméne averse n'y étant pas considéré dans sa complexi-
té.

Une pluie est un phénoméne évolutif spatialement distribué.

i(x, y, t) _ = 1

Le phénoméne averse est "filtré" pour pouvoir utiliser la relation

Qmax = ol

Les deux variables prises en compte sont :

e une mesure de 1'averse (intensité maximale ou moyenne par exem-
ple),

e le débit maximum & 1'exutoire du bassin versant.

Pour un méme bassin versant, les autres grandeurs sont considérées in-
dépendantes de 1'événement pluviométrique.

Le fonctionnement du systéme 52 correspond & la formulation choisie
(Lois proportionnelles).



51

Qmax A A Qmax

> >
I A(surface)

Quax CI.A

C est un coefficient de ruissellement qui peut &tre corrigé pour tenir
compte de la distribution spatiale de 1'averse, la surface A pouvant
étre décomposée en zones homogénes de coefficient Ci’

C = 4 X Y (v : coefficient de
A, forme du bassin)

Ces deux lois rationnelles sont & 1'origine de la dénomination du modé-
le. En fait QMax
1'intensité 1 é&tant généralement fonction de A.

n'est pas proportionnel & la surface, la mesure de

La relation Q
ge d'une quantité extensive en quantité intensive. Si I est constant

(CA).I est 1'écriture la plus élémentaire du passa-

Ta relation donne 1'image d'un phé&noméne permanent. Le modéle est re-
présenté par un systéme ouvert.

I ——1  (CA)x Oyax
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Ce modéle n'est pas explicatif puisque le phénoméne est représenté a
priori par une relation &lémentaire.

IT peut &tre jugé prévisionnel car i1 permet de dimensionner 1'&lément
de collecteur, exutoire du bassin versant considéré. Son aspect déci-
sionnel est uniquement représenté par le coefficient de ruissellement
C.

C'est une méthode trés particuliére. Elle fut &laborée au début du sié-
cle par M. CAQUOT pour mesurer le débit maximum de bassins versants pa-
risiens. Actuellement, son application est &tendue a toute la France

£421.

Le modéle obtenu est le résultat d'une approche particuliére; le phéno-
méne est représenté par le schéma suivant :

averse — ——=  hauteur —s —s Q
d'eau Max

La modélisation effectuée par M. CAQUOT porte sur la définition du sys-
téme 52. Elle utilise au départ les résultats de mesures effectuées
dans la région parisienne, qui donnent une intensité maximale moyenne
pour une pluie de durée T et de fréquence F. Dans la circulaire de
1949, CAQUOT utilise une loi définie par M. GRISOLLET :

Iy = _43 (pluie décennale)

T+ 10

Cette loi empirique est un exemple de modélisation du systéme Sl’ tou-
tes les lois devant &tre de la forme IM = f(T, F) pour que la modé-
lication de CAQUOT soit utilisable.
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Un ensemble de lois empiriques et théoriques définissent le fonctionne-
ment du systéme 52. Elles font apparaitre un grand nombre de variables
qui disparaissent dans 1'écriture finale du mod&le. Plusieurs hypothé-
ses ou mesures empiriques sont & Ta base de ces différentes lois.

e Relation non linéaire entre le volume d'eau précipité ruisse-
lant, et la surface : (Loi empirique).

V = o (A). H. Ax (1 -7)

H : hauteur d'eau
a (A) : abattement spatial
(1-y) : coefficient de ruissellement global (mesure des per-
tes).
v

A
e CAQUOT suppose que Te débit maximum apparait lorsque le réseau
est @ son rendement maximum (95 % de la hauteur totale d'une section).

On est en régime &tabli. Le bassin versant peut é&tre imagé par un réser-
voir qui se remplit et se vide d'une méme quantité.

v
(1) v = B'Q Venm ‘\
Q en m3/s

B' = temps. -
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Q est donc le débit de pointe Q.

o CAQUOT fait 1'hypothése que ce débit QP se propage sur les
€léments 1iés directement & ce réseau et tout le long de ce réseau.

QP/

e

Soit t1 le temps moyen de parcours en canalisation et t2 le temps
moyen de parcours sur les éléments liés directement au réseau. En uti-
Tisant une loi théorique de 1'hydraulique (Manning strickler) et des
considérations empiriques sur le développé du réseau par rapport a la
surface, CAQUOT propose la relation non linéaire suivante :

tl + t2 = 1 1¢ Ad QS I pente moyenne du
terrain.

-~

Ce temps de concentration est relié & la valeur du débit, et est donc
dépendant implicitement de 1'événement pluviométrique (par 1'intermé-
diaire de ce débit de pointe).

e Soit T 1le temps d'apparition du débit de pointe.
D'aprés 1'égalité (1), CAQUOT écrit :
vV = § QP (t1 + t2) + 8 QP T

IT suppose ainsi que le volume &coulé avant T est une fraction 8
du débit de pointe.
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Cette relation est utilisable en égalisant T et (t1 + t2) (Majora-

tion de QP).

Si 1'intensité maximum est située au début de 1'averse, QP est donné
par la relation :

Wp = A? Ib c© A : surface

I : pente moyenne

a, b, c, C : coefficients
fonction de t1 + t2,
a (A)sy .....

Le calcul du temps de concentration rend le modéle non linéaire. Celui-
ci peut &tre représenté par un systéme semi-ouvert.

[~ o

P

Cette figure illustre la particularité du modéle de CAQUOT. Il ne pos-
séde pas de variables d'entrée. La relation obtenue ne permet pas de
mesurer les débits de pointe dues & différentes averses. CAQUOT n'a pas
du tout le méme but que l1a méthode rationnelle. C'est un modéle "tech-
nique" destiné & mesurer le et 1'unique débit maximum qu'il faut pren-
dre en compte pour dimensionner le collecteur situé & 1'exutoire.

CAQUOT n'ayant pas la méme fonction et le méme objet d'étude que le mo-
déle américain, i1 est trés difficile de faire une &tude comparative de
Teurs valeurs phénoménologiques; la non linéarité de CAQUOT semblant
malgré tout plus proche de la réalité.

I1s possédent les mémes typologies pragmatiques, 1'aspect décisionnel
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de CAQUOT &tant plus marqué puisqu'il tient compte explicitement de
1'effet de réservoir du bassin versant.

La complexité structurale du bassin versant n'est pas prise en compte
pour les deux méthodes; ils ne peuvent s'appliquer qu'a des bassins re-
lativement homogénes.

Certains aspects de la complexité phénoménales apparaissent dans les
coefficients.

C : coefficient de ruissellement; méthode américaine,

vy : pourcentage d'eau infiltrée, évaporée, retardée ou stockée;
méthode de CAQUOT, etc ...

Ces deux modéles ne possédent pas de valeurs cognitives car ils sont
€laborés a partir de deux principes rationnels minimaux (Tinéarité

Q = o.i, non linéarité Q =y Ab). Leur emploi ne découle pas d'une
étude approfondie du phénoméne. L'emploi de ces deux principes donnent
des modéles transparents.

Leur bonne utilisation est fonction de la démarche suivie par 1'ingé-
nieur pour apprécier la valeur des paramétres. Leur emploi se raméne &
1'utilisation d'un ensemble de régles plus ou moins précises. Le mot
méthode, employé par les hydrologues, est trés révélateur du caractére
de ces modéles. La bonne détermination de débit de pointe est beaucoup
plus le résultat de toute une démarche que de 1'application directe
d'une formule.

L'appréhension qualitative, sensitive, pourrais-je dire, est primordia-
le.

CAQUOT est surtout une méthode "guide" qui s'apparente & la notion de
modéle "techniciste".
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Ces deux méthodes ne sont pas des modéles logico-mathématiques suscep-
tibles de déduction (voir la diversité des unités employées). Il est
donc bien difficile (voire inutile) d'estimer leur valeur théorique.

La Méthode de CAQUOT est employée depuis plus de 40 ans. Elle a recu
des validations successives et semble donner de bons résultats dans le
champ d'applications défini par ses hypothéses (Bassin versant d'une
superficie inférieure & 200 hectares selon DESBORDES).

Ces deux modéles sont 1'image de la démarche premiére que pouvaient
suivre les hydrologues pour répondre aux besoins de la cité (débit maxi-
mum) .
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MODELES GLOBAUX ELEMENTAIRES MODIFIES

* k k k k k k % Kk k Kk Kk * k x * Kk Kk %

L'objet des méthodes précédentes est restreint au calcul des débits
maximums, les bassins versants devant &tre structurellement homogénes.
La pluie qui donne le débit maximum est fonction du bassin considéré
et de sa région. Le modéle de CAQUOT &tant semi-ouvert, il est presque
impossible de 1'utiliser comme outil de simulation. Par nature, il ne
peut pas étre source de développement.

On s'oriente donc vers 1'emploi de modéles ouverts.

La croissance de 1a ville peut se caractériser par 1'hétérogénéité et
surtout par un accroissement sensible de la surface des bassins ver-
sants ainsi que de Teur imperméabilisation.

Cet accroissement introduit un temps de retard appréciable dans 1'appa-
rition du débit maximum. I1 n'est peut-étre pas di & 1'apport de toute
la surface.

$'i1 &était possible de construire un hydrogramme, nous pourrions effec-
tivement apprécier 1a valeur de ce débit maximum et surtout le délai

nécessaire a son apparition. Le modéle ainsi &laboré permettrait d'ap-
précier Te rble de transformation du bassin versant.
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Les modéles globaux &lémentaires modifiés tentent de définir cette

courbe.
relation directe
P
/7
/
\
N Q

t

C'est donc une "porte ouverte" sur la connaissance de 1'hydrogramme et
1'espoir de traiter des surfaces importantes sans perte de qualité, ce
que ne garantit pas le modéle de CAQUOT ou la méthode rationnelle amé-
ricaine dans son élaboration premiére.
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'"Méthode rationnelle modifiée"

Elle est une extension de 1a méthode rationnelle.

Le systéme 52= image d'un bassin versant, est supposé quasi-décomposable
en sous bassins sz, homogénes par rapport au ruissellement. Chaque sous-
bassin est donc caractérisé par un coefficient Cj et une aire Aj.

La construction d'un hydrogramme nécessite 1'emploi du temps comme varia-
ble explicite. Cette introduction s'effectue en donnant & chaque sous-
systéme sz un temps de concentration Tj. C'est le temps maximum que
met une goutte d'eau pour arriver d 1'exutoire du bassin considéré. Ce
temps T. est généralement pris indépendamment de 1'&vénement pluviomé-

) J
trique.

Si Tes sous-systémes Sj sont supposés indépendants les uns des autres,
le temps de concentration Tj sera aussi le temps de concentration des
eaux ruissellant de SJ.+1 vers Sj.

En utilisant Ta méthode rationnelle, cette double hypothése (T indépen-
dant de la pluie, quasi décomposabilité), permet de construire un hydro-
gramme a 1'exutoire du bassin schématisé par le systéme suivant :

S.2]...8S

; 4 99 512' Exutoire

On considére les sommes successives de sous-systémes :

S
S

12
12 * S22
S12 * Sp2 + S5
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On associe a chaque somme, un temps de concentration &gal & la somme des
T. de chaque sous-systéme concerné. Au bout du temps Tl’ onaa 1'exu-

Jn
toire

Q = AL

Au bout de Tho i Q= (C1 A1 + G A2) 112

n

J
Au bout de T, : Q (2 C, A I .
J K=1 G B S

Cette extension de la méthode rationnelle conduit & représenter le phéno-

méne averse par une courbe & palier appelée hyétogramme. La modélisation
du systéme S1 est donc nouvelle :

Averse e

La pluie n'est pas distribuée spatialement par le systéme Sl’ La varia-
tion spatiale est mesurée indirectement par les coefficients de ruissel-

t

lement.

112, par exemple, est définie par 1'intensité de pluie qui est tombée
sur A2 pendant le temps T1 et par T'intensité qui est tombée sur A1
a partir de T Jjusqu'a Ty + Ty,

Le modéle obtenu représente le fonctionnement du systéme suivant :
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L'extension de Ta méthode rationnelle permet d'utiliser une entrée qui
n'est plus permanente. Elle tient compte de 1'hétérogénéité des bassins
versants en les supposant indépendants.

Le modéle obtenu ob&it aux mémes lois principes ou rationnelles, et pos-
dése donc les mémes typologies pragmatiques que ceux de la méthode ra-
tionnelle. I1 permet de dimensionner successivement les différentes sec-
tions du collecteur drainant le bassin versant. L'hydrogramme construit
d 1'exutoire ne doit pas &tre considéré comme tel. C'est un outil qui
mesure 1'influence de la surface drainant les eaux par rapport & 1'in-
fluence du temps de concentration et surtout des différentes intensités
retenues.

"Enfin Le caleul par thanches successives renseignera sur
Le point important de savoin s4 c'est bien La totalité du
bassin d'apport qu'il faut considérer dans Le cas d'espe-
ce'.
P. KOCH
Les réseaux d'égoits

Elle s'inspire directement de la méthode précédente.
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La méthode rationnelle modifiée privilégie la reconnaissance de 1'hété-
rogénéité tout en voulant construire un hydrogramme, la définition des

différentes intensités &tant 1iée aux différentes valeurs des temps de

concentration Tj.

En conservant Ta notion de découpage en série, Ta méthode des courbes
isochrones est définie en égalisant les temps de concentration Tj a
une seule valeur T.

Tignes Pid l
1sochrones‘§=:::Z;:>-\>K:" /
7 6 : temps pour arri-

. t>\\\ ver a 1'exutoire
{ E
/ ;N\\\ . .
- 6
\ - .

Le hyétogramme défini par le systéme Sl’ est une courbe en palier de
durée T.
y

T 1 1 1T 1 1 ¢t
La facilité de calcul introduit par 1'utilisation d'un temps de concen-
tration unique T, se fait au dépens du découpage en sous systémes Sj
indépendants.On part de T1a pluie pour dé&finir le découpage, a& 1'inverse
de la méthode précédente.
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La mesure de 1'hétérogénéité est donc moins bonne.

REMENIERAS a développé cette méthode pour Tui donner une &criture plus
"mathématisée". Le temps de concentration devient une mesure différentiel-

dAx \~\§\\\§\1§\ La perte au ruissellement est
.o mesurée par une fonction évo-
‘&""/,,,—f””*<;*<::””" Tutive C(t, x) indépendante
X de 1'@vénement pluviométrique

A\ \\\e (surface aire temps).
8-do

le.

S1 nous considérons un &lément d'averse d'intensité i pendant la durée
Jts T + dt[ , Tle volume d'eau correspondant 3 cette période, transité
par 1'élément dAX est

Vo= C(t, x) - i(n). dA . dr

-~

Cette quantité apparait & 1'exutoire & partir de t=1+6 - do et
pendant une durée dt dt + dé.

Qt dt = V

En supposant qu'il soit possible de construire une fonction Ax = f(0)
tel que © = t - 1 (d6 trés petit), on obtient :

0y = C(t, t=t). i(1). dr . F'(t-1). (1 - 95
dt

Pour une pluie de durée Ty RIEMENIERAS donne 1'hydrogramme par la re-

lation :
T

0
Q(t) = J C(t, t-1) f'(t -1) (1) dr.
0
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avec 0 <t -T< tC

0<T<
T < T,

Le modéle obtenu est linéaire tout comme le modéle de 1a méthode ration-
nelle. L'opérateur obtenu 0 tel que Q(t) = (0.) i(t), est proche d'un
convoluteur. IT1 est donc de type héréditaire (1a réponse au temps t se
"souvient'de ce qu'il s'est passé avant t).

Ce type de modéle posséde les mémes typologies pragmatiques que celui de
Ta méthode rationnelle modifiée. I1 n'est pas plus explicatif. Son &labo-
ration nécessite une reconnaissance de 1'h&térogénéité de plus en plus
incertaine (surface aire temps).

"La décomposition du bassin versant en aines elémentaires
As0chrones est toujours assez grossierement approchée en
naison de La difficultl de déterminer avec quelques prié-
cisions La durBe de nuissellement enthe ces diverses zo-
nes et L'exutodine".

G. REMENIERAS
Hydrologie de 1'ingénieur

Méme si 1'écriture mathématique précédente n'est qu'une approximation

de la méthode rationnelle modifiée (suppression du terme 1 - dr s

dt
pris égal & t-t), le modéle obtenu a 1'avantage de rattacher le phéno-

méne & une classe connue de phénoménes (héréditaires 1inéaires), 1'opé-
rateur étant défini a partir des caractéristiques du bassin versant.
Notons simplement que le réseau de canalisations n'intervient pas dans
la définition du modéie.

La méthode rationnelle a peut-étre recu son &criture définitive.
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Dans son esprit, cette méthode est trés différente de celles exposées

précédemment.

On ne se donne pas a priori une ou plusieurs lois principes de fonction-
nement du transformateur; on approxime directement son fonctionnement en
recherchant 1'opérateur qui relie au mieux un ensemble d'entrées 3 un
ensemble de sorties.

Le transformateur observé ne posséde qu'un seul exutoire.

L'hypothése fondamentale posée par 1'auteur de cette méthode (SHERMAN)
est la linéarité du phénoméne :

{ e —s §

2e ——» 25

Comme tout phénoméne linéaire peut &tre représenté par un opérateur de
convolution, la méthode de SHERMAN est ramenée & la définition de la
réponse fournie par un événement pluviométrique constant.

s = 0xe

Soit 9, H(t) une entrée constante d'intensité % 0 = (sl)

Sl=0*coH
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H(t) distribution d'Heaviside.

Si Te fonctionnement du bassin peut &tre représenté par un opérateur 1li-
néaire, on obtient directement la réponse du bassin versant pour n'im-
porte quelle entrée ej.
. = 0 *e,

55 e
Comme les pluies ne sont pas des phénoménes constants données par une
courbe du type 9 H(t), SHERMAN propose une méthode d'approximation de
1'opérateur 0, en utilisant ce qu'il nomme, les averses unitaires. Cet
opérateur n'est donc pas 1'opérateur 1inéaire théorique. L'écart intro-
duit est fonction du mode d'appréhension des averses unitaires.

SHERMAN préconise 1'emploi d'averses de durée élémentaire Tr, trés
inférieure au temps de concentration du bassin. Ce temps de concentra-
tion est particulier puisqu'il est défini comme la différence entre le
temps T de base de 1'hydrogramme et le temps de 1'averse nette corres-

pondante tc.

i i* pertes dues & 1'intercep-
tion, 1'évaporation, 1'infil-
tration et le stockage.

tc

T : temps de base de 1'hydro-
gramme.

-
—
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S1 est obtenu en superposant et en décalant dans le temps les sorties
dues & plusieurs averses unitaires ramenées & la valeur Ce
QA
31
Oy [T777"77" S

>t

Le bassin versant étudié peut étre identifié si les observations des
couples (entrée, sortie) permettent de définir de fagon univoque 1'opé-
rateur O.

Le modéle &laboré est prévisionnel puisqu'il permet de définir 1'hydro-
gramme quel que soit 1'@vénement pluviométrique.

I1 n'est pas décisionnel puisqu'il ne permet pas de mesurer 1'influence
d'un changement structural du bassin versant. Seule une &tude comparati-
ve d'opérateurs modélisant différents bassins versants pourrait ajouter
une valeur décisionnelle & Ta méthode de 1'hydrogramme unitaire. Cela
reviendrait & définir un méta opérateur qui serait fonction des &léments
structuraux des bassins versants. Notons que cette méthode est employée
depuis plus de vingt années aux Etats Unis. Elle est basée sur 1'étude
des hydrogrammes dus uniquement au ruissellement en surface. Son exten-
sion aux bassins versants comportant un réseau ne permet donc pas de
tenir compte de Teur complexité structurale.

En respectant un certain aspect de la complexité phénoménale, e modéle
€laboré peut étre jugé cognitif pour le niveau global de 1'étude. I1
est 1inéaire, héréditaire comme le modéle des courbes isochrones.
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averse pluie i(t) Q(t)
nette
interception
évaporation
infiltration
stockage.

Dans sa formalisation, le modéle de SHERMAN est tré&s proche de celui
construit par REMENIERAS qui était parti de la méthode rationnelle amé-
ricaine. I1s définissent tous les deux un opérateur de type convoluteur,
la différence fondamentale résidant dans la valeur décisionnelle du mo-
déle de REMENIERAS qui ne se retrouve pas dans 1e modéle de SHERMAN.
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MODELES GLOBAUX ANALYTIQUES

* %k k k k k k Kk k k * k% %k *

Aprés un rapide bilan des modéles globaux &lémentaires, on s'apercgoit

que 1'hydrologie urbaine ne posséde pas avec ces types de modéles les
outils nécessaires & son développement. Le modéle de CAQUOT est semi-
ouvert et ne peut pas étre adopté. Les modéles issus de la méthode ration-
nelle ne tiennent pas compte de 1'effet de stockage du réseau. Le modéle
de 1'hydrogramme unitaire n'est utilisable que pour le bassin observé.

IT n'est pas décisionnel.

La cité s'agrandit; i1 faut prévoir la répercussion de ce développement
sur le réseau existant.

L'assainissement devient affaire de techniciens, de quantificateurs.
Aujourd'hui nous devons &tre calables de mesurer les hydrogrammes dus &
plusieurs bassins é&lémentaires possédant des canalisations, composer ces
débits et ainsi déterminer en n'importe quel point et & n'importe quel
instant la valeur du débit. Cette valeur peut étre prévisionnelle ou
actuelle.

L'augmentation de superficie ne doit pas introduire une perte qualita-
tive due & 1a modélisation.
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Méme si le phé&noméne est complexe (grand nombre d'@léments en interac-
tion) 1'outil demandé par la cité doit étre facilement exploitable, de-
mandant peu de données, souple.

Un nouveau pas dans la modélisation ne pouvait &tre franchi qu'en uti-
Tisant une nouvelle approche. Celle-ci est récente et fait appel direc-
tement & Ta notion de systéme méme si son application & 1'hydrologie
urbaine peut sembler naive. La ville est considérée comme un méta-systa-
me composé d'éléments (systémes bassins versants, collecteurs, grands
collecteurs) en interactions.

Les modéles globaux analytiques et, nous Te verrons plus loin, les modé-
Tes métaglobaux (outils de simulation) font appel & cette démarche.

ELEMENTS D?UNE APPROCHE SYSTEMIQUE

* k k kK kK k k k k% k *k k% Kk k % Kk kx X

Le phénoméne &vacuation des eaux pluviales est représenté par un systéme
dynamique.

"Un systeme est un ensemble d'@lements en Linteraction
dynamique, organisés en fonction d'un but.

J. de ROSNAY
Le macroscope

La notion de but est implicite.

Il est introduit par la représentation du systéme, le systéme réel possé-
dans potentiellement plusieurs buts.

But -———> Systéme.

Cette définition du but conditionne 1'appréhension du phénoméne réel.
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phénoméne t —_— phénoméne
réel < y étudie

But

Le méta-systéme considéré (la ville) est soumis & une entrée : la pluie,
il est donc ouvert et en interaction avec son éco-méta-systéme.

Le réseau d'assainissement, les surfaces d'apports échangent avec 1'éco-
méta-systéme un ensemble d'"informations" : 1'averse transformée en eaux
concentrée aux exutoires. La prise en compte du concept d'information
est récente et 1iée & la notion de systéme.

"Un systeme ouvert est, en quelque sonte, un réservoin
qui se vide et se rnemplit'.

J. de ROSNAY
Le macroscope

Deux aspects particuliers définissent le systéme.

- Aspect structural : I1 s'agit de 1'organisation dans 1'espace
des composants ou éléments du méta-systéme : bassins versants, collec-
teurs, ...

- Aspect fonctionnel : I1 est défini par les phénoménes dépen-
dants du temps puisque Te systéme est ouvert et dynamique : &coulement
des eaux pluviales.

L'aspect structural peut étre défini par la frontiére du méta-systéme
(1imite externe + exutoires), les réservoirs (bassins versants) compo-
sés d'éléments (toits, rues, antennes de réseaux, ...), un réseau de
communications (collecteurs, grands collecteurs).
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L'aspect fonctionnel est défini par les flux circulants dans le méta-
systéme (eaux pluviales) et par les vannes (ce sont les exutoires uniques
des bassins versants &lémentaires ou réservoirs).

Quelles que soient 1a complexité structurale et fonctionnelle, le compor-
tement du méta-systéme et de ses systémes, dépend uniquement de deux ty-
pes de variables : variables de flux et variables d'état (qui mesurent

ce qui est contenu dans les réservoirs au temps t).

En hydraulique et par extension en hydrologie, les flux sont mesurés par
les débits, les variables d'état par la quantité d'eau accumulée dans
les réservoirs.

Le fonctionnement du méta-systéme sera défini quand les flux arrivant aux
collecteurs seront connus et Torsque nous pourrons modéliser Teurs circu-
lations dans ce réseau de communications.

La détermination des flux dus aux réservoirs est 1'objet des modéles glo-
baux analytiques. I
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La somme d'un modéle de ruissellement et d'un modéle de propagation en
collecteur donne un modé&le que j'appelle "métaglobal".

Ces grands réservoirs (bassins versants) sont aussi des systémes parti-
culiers définis par une frontiére, des réservoirs (surfaces d'apports)
composés d'éléments (toits, rues, caniveaux, ...) et d'un réseau de com-
munications (antenne de réseaux).

Comme les interactions entre ces &léments sont non linéaires et fortes,
une approche systémique se révéle performante vis-a-vis du but fixé.

Les seules variables de flux que nous pouvons considérer par cette appro-
che sont, 1'averse et le débit.

entrée : averse mesurée par i (t, x, y)

Une variable d'état extensive mesure 1la quantité d'eau accumulée dans 1le
systéme

volume stocké : Vs(t)

Le systéme sera modélisé par une relation du type :

Qs = (0.)i
L'opérateur 0 doit modéliser tout un ensemble de transformateurs (bas-
sins versants). Pour que cela soit possible, i1s doivent appartenir a une
classe structurellement stable. Une image d'un bassin 82 doit se dédui-
re d'une image d'un bassin B1 par une "translation"

Si B1 est modélisé par 01, 82 sera modélisé par O2 transiaté de
0,.
1
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Vu la trés grande diversité structurale des bassins versants, il n'est
pas possible de définir des classes de transformateurs donc des transla-
tions simples entre opérateurs 0.

Le phénoméne est trop complexe pour &tre mesurable uniquement par un opé-
rateur et un ensemble de translations.

De ce fait, 1'approche systémique en hydrologie urbaine va étre décompo-
sée en deux phases :

e Recherche de 1'opérateur 0 caractéristique du type de transfor-
mations,

o Recherche d'un méta-opérateur M permettant d'adapter 0 au
cas étudié.

De fagon générale, le méta-opérateur définira la valeur des paramétres
de 0 en fonction de certaines caractéristiques du transformateur.

Les modéles "systémiques" sont des images de "réservoirs", représentés
par les bassins versants élémentaires. On les nomme modéles i réservoirs.
ITs sont de deux types : non linéaires, Tinéaires.

o #1 Modéles & réservoirs
non linéaires

Modéles & réservoirs
o =1 1inéaires
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Le passage d'une catégorie & 1'autre s'obtient en &galisant un coefficient
da 1 dans une relation du type Y = (x)a.

“Modéles & réservoirs"

Le phénoméne est décrit par le systéme suivant :

averse —-> +—> débit exutoire

La modélisation utilise le schéma :

averse —>®——> i —9@—% Q(t)

S1 représente la modélisation du phénoméne averse. Dans 1'écriture du
modéle, 1'averse n'est pas distribuée spatialement. Elle peut 1'&tre dans
son utilisation. Le systéme &tant supposé dynamique, la seule variable
auxiliaire est le temps.

averse ———e><::::::::>-——s> i(t) (hyétogramme).

La détermination de Ta fonction 1i(t) dépend du but assigné & 1'utilisa-
tion du modéle. En général, on essaie de construire une pluie qui donne
un débit décennal & 1'exutoire du bassin versant si nous voulons dimen-
sionner le collecteur situé & 1'exutoire (notion de pluie de projet).

32 est symbolisé par un ou plusieurs réservoirs en série ou en parallé-
le.



Q(t)

=~

Le fonctionnement du bassin versant est assimilé & celui d'un réservoir

qui se remplit et se vide progressivement. Ce paralléle introduit la no-
tion de retard du au stockage (voir la différence &vidente avec les hy-

pothéses de CAQUOT).

52 est modélisé par deux lois. Une 1oi principe traduit Ta conservation
des volumes transités. I1 s'agit de 1'équation de continuité classique :

dV_(t)
___EE__. = i(t) - Qs(t) Vs(t) : volume stocké

dt au temps t.

Une loi empirique ou rationnelle définit la loi de vidange du ou des ré-
servoirs. Soit H(t) 1la hauteur dans le réservoir

Qg(t) = F(H(t))

Vs(t) = H(t) x A (A : surface du réser-
voir).

Le phénoméne est alors modélisé par le systéme suivant :

dV_(t
[ ___Eﬁ_z = i(t) - Q (t)
dt S
I 3
V(t) = g0 (t)
{
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"Modéles 3 réservoirs non linéaires"

La Toi de stockage est prise non linéaire. Elle est du type :

Q(t) = K H* o # 1

Le systéme différentiel (I) n'est généralement pas soluble analytiquement.

Les fonctions sont discrétisées sur Te temps. On obtient une relation en-
tre fonctions qui représente un modéle translaté de (I) :

1'évolution continue est remplacée par une &volution discon-

/ r

—

tinue

—

La résolution d'un tel systéme demande 1a connaissance d'un état initial
mesuré par Vs (0), (Volume stocké au temps O0).

L'opérateur 0 est non linéaire et introduit la notion de retardement
du au stockage.

L'ajustement de 1'opérateur se fait par 1'intermédiaire des paramétres
K et a. ITls peuvent étre fonction de la surface, de la longueur des an-
tennes de réseaux, etc ...

Ce type de modéle est purement non linéaire tout comme le ph&noméne réel.

IT ne peut &tre jugé explicatif. IT intégre seulement des caractéristi-
ques essentielles du phénoméne (non linéarité, retard). I1 ne tient pas
compte de la complexité structurale.

La complexité phénoménale est partiellement décrite par la construction
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du hyétogramme qui peut tenir compte des pertes au ruissellement, a 1'é-
vaporation, etc ...; ce type de complexité pouvant &tre directement ap-
préhendé par le réservoir.

—
H 1/,
modélisation HO qg=KH si H>H
des pertes °
initiales q=20 si H«< H0

IT s'agit d'un modéle essentiellement prévisionnel, qui peut &tre plus ou
moins décisionnel suivant 1'approximation du paramétre K et surtout la
généralité de cette approximation.

"Modéle d réservoir linéaire de DESBORDES"

La loi de stockage employée est empirique. E11e est obtenue & partir de
mesures de volumes stockés et de débits.

Les courbes &tablies sont plus ou moins aplaties suivant les bassins ver-
sants (travaux de DESBORDES et de HICHS [111, [141).

N

volume
stocké

wé//// - 7
== > débit de sortie
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Ces courbes peuvent &tre approximées par une relation linéaire. DESBORDES
propose le systéme suivant :

d V(t)

— = i(t) -0 (t)
dt

V(t) = Kgg(t)

Ce systéme se résoud analytiquement. En prenant K constant, des condi-
tions initiales nulles, le réservoir est modélisé par 1'équation de con-
volution suivante :

1 - t/K
0g(t) = ——e =« i(t)
K

DESBORDES définit K comme la différence de deux grandeurs particulié-
res TQ et Ti'

T, : temps correspondant au centre de gravité de 1'hydrogramme
(t = 0 : début de 1'averse).

Ti = temps correspondant au centre de gravité de la pluie nette.

La pluie nette est construite & partir d'une pluie de projet i (t).

Elle est obtenue en soustrayant & i* (t) 1les pertes dues au ruisselle-
ment.

i(t) i* (t) - Pertes

n

Comme Ta courbe 1i(t) n'est connue que sous forme discréte, DESBORDES
intégre numériquement 1'équation de convolution.
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Q(t +At) = C1 Q(t) +C2 i(t +At)
-At/K
avec : C1 = e
-AT/K
C2 = 1-e

Ce modéle posséde les mémes typologies pragmatiques que les modéles & ré-
servoirs non linéaires.

La complexité structurale et phénoménale est partiellement décrite par
1'ajustement du paramétre K. I1 peut tenir compte de la Tongueur de
1'antenne principale (L), de 1a surface du bassin versant (A), de la
pente moyenne du bassin (I), de 1'imperméabilisation (IMP).

C'est cet ajustement qui permet 1'emploi de ce modéle, pour divers bas-
sins versants.
(SARMA, DELLEUR, RAO [431).

TE : durée de 1'averse en heure

HE : hauteur de pluie en mm.

A ¢ surface en km2

kK : 5.3 A0-30 1yp-0,45 ;0.38 (bassins américains).
DESBORDES [14]
A : surface en hectares

I : pente moyenne
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Comme le coefficient K dépend, en général, de la pluie (HE), ce modéle
est pseudo-linéaire.

Le modéle a réservoir linéaire (pseudo-linéaire) faisant appel @ 1a no-
tion de convolution, i1 fait partie d'une classe particuliére de phéno-
ménes; les phénoménes héréditaires.

Le modéle de DESBORDES utilise la loi principe suivante :

I1 nous est impossible de juger de la valeur théorique de ces modéles.
Seule la vérification empirique peut leur donner une certaine véracité.
I1s ne sont pas explicatifs. Une certaine complexité est retenue (Notion
de méta-opérateur) sans définir les relations existantes entre les él&-
ments constituant le systéme. I1s mesurent certains caractéres essentiels
qui ne sont pas organisationnels, (surface, Tongueur de 1‘'antenne princi-
pale, ...). C'est une limite &vidente & ce type de modéle.

Ils ne sont construits qu'en fonction d'un but précis : connaissance de
1'hydrogramme.

Ce type d'approche est récent. Nous ne sommes qu'd la naissance des mo-
déles systémiques. Leurs vérifications expérimentales sont encore trop
peu nombreuses. Malgré tout, le modéle & réservoir linéaire a &té employé
avec succés par M. DESBORDES sur des bassins francais de tailles relati-
vements réduites [14].
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Leur intérét est 1ié & la notion d'approche systémique. Une méthode d'é-
tude est définie pour représenter et modéliser le phénoméne évacuation
des eaux pluviales en milieu urbain.

Cette méthode dépasse Tes méthodes &lémentaires par son niveau de concep-
tion. Les grandes lois principes mises en jeu sont de plus en plus com-
plétes vis-a-vis du phénoméne étudié.

QA QA

_—
////- —////'

Méthode rationnelle Méthode de CAQUOT

> i

Q(t) A

-
-~

2> (t)

Modéle a réservoir linéaire
(notion d'hystérésis)

~

Tout en partant d'un autre type d'approche que SHERMAN et REMENIERAS,
les modéles systémiques ont, en fait, sensiblement la méme syntaxe mathé-
matique; 1'opérateur est encore un convoluteur.
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"Modéles métaglobaux"

du bassin élémentaire a la ville.

Un modéle métaglobal est la somme d'un modéle de ruissellement (& réser-
voir, par exemple), et d'un modéle de propagation des hydrogrammes en
canalisations (modéle d'&coulement ou de "flood routing" pour Tes améri-
cains).

En général, les bassins versants ne sont pas représentés par des modéles
globaux &lémentaires qui n'ont pas &té construits dans ce but. Du fait de
Teur constitution, les modéles métaglobaux peuvent traiter des bassins
versants de tailles beaucoup plus importantes que ne peut le faire un
seul modéle global.
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Le méta-systéme est découpé en systémes de base, indépendants les uns
des autres.

/ Bassin
' versant

y sous-systéme
\
- s de base
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Chaque systéme est composé de deux sous-systémes indépendants : Te bas-
sin versant, son exutoire et 1'é1ément de collecteur jusqu'a 1'exutoire
suivant.

Un modéle M vreprésente le fonctionnement du bassin versant.
Un modéle N représente les &coulements dans le collecteur.

Le méta-systéme est modélisé par le schéma :

averse —= pluie de ——a{::::>——e> débit ——a<::::>——e> débit
projet exutoire arrivée
T 5 I

Suivant 1'étendue des bassins versants, différentes pluies de projet
sont définies. Une pluie de projet étant le résultat du "filtre" Li
pour utiliser le modéle Mi et surtout un événement artificiel permet-

tant d'atteindre le but fixe (capacité extréme du réseau, etc ...).

IT1 existe actuellement deux grands groupes de modéles pour représenter
les &coulements en canalisation. Le premier groupe est basé sur une
approche globale du phénoméne. Comme pour les modéles précédents, il
tente de relier directement la sortie (débit & 1'exutoire du collecteur)
a 1'entrée (débit & 1'exutoire du bassin versant).

Le deuxiéme groupe s'appuie sur les résultats fournis par 1'hydrodynami-
que.

Cette science n'est pas récente. Elle fut fondée par EULER, LAPLACE,
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BERNOULLI, LAGRANGE, etc ... L'hydraulique, 1'hydrodynamique sont des
résultats particuliers d'une vision réductionniste et positiviste des
phénoménes se présentant & nos sens.

L'hydrodynamique est dérivée de la statique des fluides et des é&quations
représentant 1'équilibre des forces d'une particule d'eau soumise 3 Ta
pesanteur (équations d'EULER).

Comme le support du phénoméne est simple, sans complexité apparente, les
résultats fournis par cette science sont nombreux. I1s expliquent tout
un ensemble de phénoménes particuliers et disjoints (&coulement en char-
ge, a surface libre, coup de bélier, ressaut, chute, ...).

/‘.—\\
- ~

7 >
O
/ \
/ O
! \
| O |

\ !

\

\ <:> /’

\\
~N Id
\\\ _///

Ces différents modéles sont élaborés en adjoignant aux modéles de base

(Equations d'EULER) certaines hypothéses simplificatrices, images des
phénoménes particuliers étudiés.

Le phénoméne "&coulement dans un collecteur" est décomposable en une
succession additive de sous-phénoménes :

écoulement "simple",

chute,

ressaut,
écoulement par déversoir, etc ...

La complexité structurale et phénoménale du collecteur est ainsi repré-
sentée par une succession de modéles, chacun d'eux se rattachant & une
particularite.
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Le sous-phénoméne Te plus important est naturellement les écoulements
"simples". Généralement, les modéles d'écoulement ont pour objet unique-
ment ce phé&noméne.

Le mouvement des eaux en canalisation est représenté par le systéme de
BARRE de SAINT-VENANT ou par des modéles dérivés de ce systéme d'équa-
tions.

Modéles mécanistes : systéme de BARRE de SAINT-VENANT

Ce modéle est issu de la théorie des systémes classiques, c'est-a-dire
de 1'analyse réductionniste appliquée & 1'étude de 1a dynamique.

"L'objet essentiel de La dynamique consiste dans L£'étude
des mouvements vaits produits par des fonrces continues"

Auguste COMTE
Philosophie premiére
17éme lecon

L*hydrodynamique considére le systéme le plus simple qui soit : un élé-
ment 1iquide en mouvement.

Comme on s'attache aux variations infinitésimales de cet &lément, le
lieu de 1'écoulement, ces caractéristiques et relations globales ne sont
pas prises en compte. Les écoulements en canalisations ne sont pas iden-
tifiés par des lois qui Teur soient propres.

Les &quations d'EULER traduisent 1'équilibre de forces auquel est soumis
un €lément d'eau. Sa dynamique est obtenue par différenciation en faisant
intervenir la notion d'énergie : énergie potentielle, &nergie cinétique,
perte d'énergie due aux frottements, au mouvement, etc ...

Le systéme de BARRE de SAINT-VENANT est construit en utilisant certaines
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hypothéses simplificatrices :

- filet Tiquide paraliléle au fond,

variation d'énergie verticale négligée,

les pertes d'énergie sont représentées par une fonction globale,
1'8coulement est unidimensionnel.

En ajoutant une équation de conservation de 1a matiére, on obtient un
systéme différentiel de 1a forme : D (h,Q, V, S) = 0.

I1 est composé de deux &quations différentielles non lingaires :

3,0 .
Jdt Ix 1

Ny X b g1y
It XX

section mouillée

débit

débit latéral (apport ou perte)
hauteur d'eau

pente du support de 1'écoulement

o oH DT O 0o wm

fonction représentative des pertes de charges.

On obtient un systéme de quatre équations & quatre inconnues en ajoutant
Tes relations :
Q = V.S

s = f(h)

]

Cette derniére fonction caractérise la forme de 1a section considérée.
L'opérateur différentiel D est non lingaire. On ne sait pas le résou-
dre analytiquement.
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IT est pratiquement impossible de juger de Ta valeur intrinséque d'un tel
systéme.

Par construction, i1 modélise les mouvements variés non permanents si
Tes hypothé&ses choisies sont correctes. Ce type de modéle est cognitif
puisqu'il fournit un ensemble "d'explications" au mouvement d'un élément
liquide.

IT est rationnel puisque sa validation ne peut étre jugée qu'en mesurant
1a cohérence interne des variables prises en compte, les postulats sur
Tesquels i1 s'appuie n'@tant pas remis en cause.

Les hydrologues ont donc @ leur disposition un outil qui semble théori-
quement correct.

Malheureusement, T1e modéle, comme i1 est énoncé, n'est que cognitif.

Toute la difficulté vient de 1'emploi pratique de ce systéme. Comme i1l
n'est pas résolvable analytiquement, on remplace 1'opérateur D par un
opérateur D1 qui n'est plus différentiel. I1 définit des relations
entre les fonctions premiéres h, Q, V et S car il est obtenu en
utilisant Ta décomposition d'une fonction, définie par TAYLOR. On obtient
ainsi des équations directes :

<::::> T ‘II!I*
La déformation des hydrogrammes dans une canalisation est ainsi mesurée
en ajoutant une condition initiale et deux conditions Timites (Par exem-

ple : relation entre Q et h & 1'entrée et & Ta sortie). Ce systéme
est ouvert.

Qg (t)—= 0 (t)

e
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C'est T'utilisation de 1'informatique et des techniques de simulation
qui donne au modé&le "transiaté" une valeur prévisionnelle et décision-
nelle.

Tout probléme peut &tre ainsi traité par 1'opérateur Dl’ les limitations
étant dues au temps calcul de 1'ordinateur et d son codt d'utilisation.

La validation porte sur Ta "translation" T choisie. Elle ne doit pas
définir un &cart trop grand entre D et Dl‘

L'opérateur <t ne doit pas introduire d'effets parasites tels que la
divergence, la non conservation des quantités &coulées, etc ...

I1 est souvent trés difficile de juger de 1a valeur des opérateurs D1
préconisés par certains auteurs (CUNGE, PRICE, RICHARD et COLLEY [361,
[19]1), les conditions théoriques d'emploi et de convergence étant sou-
vent peu explicitées. Seule 1a mesure par rapport d la réalité, ou a

des résultats cohérents, permet de retenir telle ou telle "translation"

T.
D : modéle rationnel cognitif sans Timitations théoriques.

D1 = (D) : modéle positiviste prévisionnel et décisionnel. Em-
ploi Timité par Te temps et le colit ordinateur.

Le modéle métagiobal construit peut &tre représenté par le schéma sui-

vant : - T T TN
// RN
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R : modéle de ruissellement traitant un bassin versant,

C : modéle de BARRE de SAINT-VENANT traitant tout le ou les
collecteurs en aval des bassins de ruissellement.

Les collecteurs que nous tentons de modéliser pour construire des modé-
Tes métagiobaux sont des systémes ouverts puisqu'ils possédent des en-
trées et des sorties.

.

v

/

En toute généralité, leur fonctionnement est instable. Le systéme de
BARRE de SAINT-VENANT permet de mesurer cette hé&térogénéité (relation
non univoque entre la hauteur et le débit, &coulement varié, etc el )

Comme tous les systémes ouverts, le collecteur, dans son fonctionnement,
tente d'établir un &tat stable. I1 joue un rdle de régulateur dans la
propagation des débits d'eau pluviale. Cet état stable est a une certai-
ne distance de 1'équilibre vrai. I1 peut, en effet, fournir un certain
travail, un nouvel état instable étant possible aprés un &tat de stabi-
Tité. Un &coulement hétérogéne est représenté par I # J (systéme
précédent).

Un &coulement stable, homogéne est mesurable par i = J.
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Le modéle &laboré est cognitif. I1 introduit une hypothése simplifica-
trice qui Te rend plus facilement utilisable que le modéle précédent.
Les valeurs décisionnelles et prévisionnelles sont plus simples & met-
tre en oeuvre.

Le développement des dérivées, sous forme de séries, défini un opéra-
teur D1 =1 (D) qui posséde ces valeurs particuliéres.

Ce modéle a donc les mémes typologies pragmatiques que le précédent.

I1 est naturellement "inclus" dans le systéme de BARRE de St-VENANT. I1
ne peut pas mesurer 1'h&térogénéité d'un &coulement. Son emploi est dé-
conseillé pour un collecteur possédant de nombreuses entrées et des &lé-
ments perturbateurs vis-a-vis de 1a stabilité tels que les chutes, les
changements de pentes, etc .

Ces modéles mécanistes sont peu maniables. Leurs utilisations se heur-

tent @ de nombreuses contraintes théoriques et matérielles. Les condi-

tions de convergence sont souvent floues, difficiles, voire impossibles
& définir. Elles introduisent des temps de calcul trés longs, incompa-

tibles avec Te probiéme posé. La modification de variables internes est
délicate; ces modéles manquent de souplesse.

Ils ne sont pas transparents, et ne sont donc pas facilement compréhen-
sibles par un grand nombre de personnes.

Ils possédent une bonne assise théorique mais leurs qualités pragmati-
ques sont en totale contradiction avec ce que demande la cité.

Un modéle métaglobal, défini comme la somme d'un modéle de ruisselle-
ment sur bassin versant &lémentaire et un modéle de propagation en
collecteur doivent étre souples, transparents, facilement maniables.

On s'est donc orienté vers une approche globale pour les modéles de
propagation.
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"Modéle global &lémentaire : Time offset"

Le collecteur est découpé en éléments, définis par une arrivée amont et
un exutoire aval.

Chacun de ces &1éments est représenté par un systéme ouvert a une entrée
Q.(t) et une sortie Qs(t).

La méthode de définition du modéle est voisine de la méthode de 1'hydro-
gramme unitaire.

On recherche directement 1'opérateur reliant Qs(t) a Qe(t)

Q) —| 7 |—ao(t)

L'hypothése fondamentale de cette méthode est la linéarité du phénoméne
etudié. L'opérateur peut &tre représenté par une convolution :

Q(t) = F(t +T) «Q(t)

La fonction f et le temps de transiation (time offset) sont détermi-
nés empiriquement (f et T &tant naturellement indépendants de 1'entrée
et de Ta sortie).

Ce modéle posséde les mémes typologies pragmatiques que le modéle obte-
nu par la méthode de 1'hydrogramme unitaire. Vis-a-vis de 1'hypothése
fondamentale choisie, i1 peut étre jugé cognitif s'il y a univocité

de 1a fonction f. I1 est prévisionnel mais n'est pas décisionnel.

La fonction f et le temps T sont relatifs au collecteur étudie.
Ces deux termes ne sont pas généralisables & d'autres collecteurs.
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C'est Ta Timite fondamentale de ce type de modéie. Nous sommes trés
loin de Ta complexité représentée par le systéme précédent. Ce modéle
est relativement pauvre, mais i1 répond i 1a transparence, & la mania-
bilité et & Ta souplesse demandée.

Comme pour les bassins versants élémentaires, on utilise une approche
systémique.

Le collecteur est schématisé par une série de réservoirs.

B.V. \Qe(t)

e

Q\\‘+ ‘{‘b B.V

La représentation du fonctionnement d'un réservoir utilise une variable
d'état V,(t) et deux variables de flux Q.(t), Qs(t).

Ces trois variables sont liées par une loi principe de continuité et
une loi de stockage plus ou moins rationnelle.

Modéle & réservoir Tindaire; MUSKINGUM, KALININ MILJUKOV

Le modéle de MUSKINGUM a &té construit pour représenter les crues en
rivieres. I1 est utilisé par différents auteurs pour modéliser les &cou-
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lements en canalisations. Le systéme considéré est causal; le débit

dans la canalisation est uniquement du & 1'entrée.

Le modéle de MUSKINGUM suppose que la fonction S(x, t) représentant
Ta section d'eau est continue.

Soit [OL] 1'intervalle du collecteur étudié
3IX] € [OL] tel que :
L

v (t) = fo S(x,t) dx = L % S(xqst)

On suppose en plus que Ta valeur de S(xl,t) est comprise entre Se(t)

et S_(t).
S
Sg A AS,

(
v

o l-a
La valeur de S(xl,t) est approchée par une valeur S*(x,t) telle que :

S*(x,t) = «a So(t) + (1-a) S (t); a e [O01]

Si la vitesse en e est &gale & Ta vitesse & Ta sortie quel que soit
le temps, le volume stocké est donné par la relation :

) (@ Qu(t) + (1-a) Q (%))
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Soit K = L/Ve(t) Ve(t) = vitesse & 1'entrée.
On obtient le modéle suivant :
d Vs(t)
— = Q_(t) -Q_(t)
dt e S

V(1) = K (aQ,(t) + (1-a) 04(t))

Le modéle de MUSKINGUM prend K et o constants, la vitesse d'entrée
étant égale @ la vitesse de sortie quel que soit le temps.

C'est donc toujours le méme point Xq qui donne 1a valeur moyenne de
la section d'eau, puisque o est une constante.

Le modéle est linéaire.

On reconnait ici son intérét pour représenter les écoulements en riviéres
présentant pas de grandes variations de débit; la ligne d'eau est sen-
siblement 1linéaire et peu pentue, la vitesse variant peu.

A A

€ =] S (t)

En supprimant la fonction Vs(t), le systéme précédent se simplifie :

d Qq(t) d 0 (t)
—— + k(1) —— = g (t) - o (t)
dt dt

Ko,
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Cette équation est généralement discrétisée pour donner la relation
suivante :

Q(t) = C;Qg(t-at) + CpQ (t) + CyQ (t-at)

C1s Cos Cg dépendant de la discrétisation choisie. Pour o = 0, on
retrouve le modéle de KALININ-MILJUKOV

Ce modéle n'est pas cognitif. I1 contredit une hypothé&se évidente du
phénoméne; les vitesses & 1'entrée et & 1'exutoire varient quand la va-
lTeur du débit change. L'écoulement ne doit pas présenter une trop grande
hétérogénéité et doit donc étre voisin d'un &coulement en riviére.

Ce modéle ne tient pas compte de la complexité phénoménale, (chute,
ressaut, changement de type d'écoulement).

I1 ne posséde aucune valeur théorique puisqu'il contredit les faits ob-
servables eux-mémes. S'i1 est utilisé pour modéliser les &coulements en
canalisations, le découpage du collecteur en sous-systémes doit tenir
compte des hypothéses fondamentales du modéle :

s N A N
/_\ | —
|
e S e S,e s,e S

Son intérét n'est que pratique car i1 est simple et transparent. Ces
deux qualités sont obtenues au prix d'une importante dégradation expli-
cative du phénoméne. Si K et o sont bien ajustés, le modéle peut
étre prévisionnel.

Une valeur décisionnelle pourrait Tui &tre accordée si les paramétres
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de ce modéle &taient au moins fonctions des caractéristiques géométri-
ques d'un grand ensemble de collecteurs(section, pente, ...).

IT doit étre employé avec beaucoup de circonspection; sa valeur opéra-
tionnelle restant d démontrer.

Modéle & réservoir non linéaire; Moddle de B. CHOCAT

B. CHOCAT utilise Ta méme démarche que précédemment. I1 tente de remé-
dier aux hypothéses fausses du modéle de MUSKINGUM en prenant les vites-
ses @ 1'entrée et & la sortie &gales mais variables dans Je temps o
étant considéré égal a 1.

En reprenant 1a Toi principe de continuité, ce modéle s'écrit :

av(t) .

= - t

S s glt) - g ()
L

V_(t = Q. (t

(0= G

Le volume stocké est discrétisé sur le temps trés simplement.

dVg(t)  Vg(t) - V(t-at)

dt At

_ f L 1
Q,(t) = 0 (t) [1 ———] +Q_(t-0t) [_]
AtV (t) AtV (t-At)

L'intérét théorique de ce modéle est sa non-linéarité. I1 est aussi
simple et transparent que le modéle précédent. I1 ne peut modéliser
qu'un seul type d'écoulement (&coulement & surface libre). B. CHOCAT a
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d'ailleurs introduit dans son outil de simulation (modéle de DESBORDES
+ modéle d'écoulement), un modéle d'écoulement en charge [8].

=

La vitesse & T'entrée et & la sortie étant égales mais variables, i1 ne
peut pas tenir compte de conditions différentes d'écoulement entre 1'en-
trée et la sortie. La mesure de Ve(t) introduit une condition sur Tes
bords du probléme (Elle n'apparaissait pas dans Te modéle de MUSKINGUM).

B. CHOCAT choisit un &coulement de type homogéne & 1'entrée et d la
sortie : I = J, la vitesse &tant donnée par la relation :

V(t) = c(t) "R, (t) i

En utilisant 1a relation Q = VS, la vitesse Ve(t) est calculée de
facon univoque.

Ce modéle posséde & peu prés les mémes typologies et qualités pragmati-
ques que le précédent. Les contradictions phénoménaies sont plus res-
treintes. Les conditions de son emploi sont plus ou moins connues :
Vitesses égales et &coulement homogéne & 1'entrée et & la sortie du sys-
téme considéré.

I1 faut souligner que ce modéle a donné de bons résultats pour représen-
ter le fonctionnement de plusieurs grands collecteurs sur la région
Lyonnaise [417].

Ces deux grands types de mod&les (MUSKINGUM, CHOCAT) sont définis par la
représentation d'un collecteur en une série de réservoirs. Ces réservoirs
sont rattachés & Ta notion de filtres qui sont des modéles stationnaires
continus reliant les entrées et les sorties du systéme par 1'équation :

Q m d" Q
5 b
k=0 K r=0 " dt"

(9)
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KULANDAISWAWY a démontré que 1'équation d'état d'un tel filtre pouvait
se formuler ainsi :
r
n d%e m dQs

V(t) = % a, —84 _s (14)
s k=0 K dt" =0 ' gt

suivant 1'écriture des coefficients a et b, on obtient le modéle 1i-
néaire de MUSKINGUM ou le modé&le non linéaire de CHOCAT.

Une écriture simple répond au but de simulation assigné aux modéles méta-
globaux.

S"i1 est possible d'attribuer une composante décisionnelle aux modéles
d'écoulements, 1'ordinateur et Ces modéles ouvrent la voie & la connais-
sance du fonctionnement d'un réseau au niveau de la ville elle-méme.

Méme si leur écriture est simple, leur mise en oeuvre, pour mesurer 1'in-
fluence d'un ph&noméne pluviométrique quelconque est toujours délicate,
Ta mesure de la pluie &tant trés difficile puisqu'elle doit se plier aux
exigences des modéles. La détermination des paramétres utilisés est re-
lTativement complexe puisqu'ils doivent &tre 1'image d'une complexité phé-
noménale et structurale.

Les modéles globaux utilisés sont précaires puisqu'ils ont peu de valida-
tion empirique, et sont construits en utilisant une loi principe qui peut
étre jugée grossiére vis-a-vis de la complexité phénoménale.

Le modéle métaglobal qui prend en compte ce type de modéle, répond au
schéma suivant :

e il ! Ri : modéle de ruissellement,
]

]
]
I : Ci : modéle de propagation en
I G ' collecteur.

1
| :
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de 1’'objet 3




e Validation dynamique

. vValidation individuelle
- validation pragmatique

- validation cognitive

e Vers de 1'étude

"IL existe un napport entre La validitd et La non validiits

104

---------------------

---------------------

---------------------

---------------------
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d'un raisonnement et La vernité ou La faussets de ses phemi-

ces et de sa conclusion, mais ce rapport n'est pas simple

du tout".

I.M. COPI "Symbolic Logic"
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VALIDATION DYNAMIQUE

* k kK kK kK k %k k Kk %k %

Que T1'on nous excuse de la (trop) Tongue exposition des "classes" de mo-
déles utilisés en hydrologie urbaine pour représenter les phénoménes de
ruissellement et/ou d'écoulement !

Chaque classe est définie par un modéle type, qualifié par son niveau
d'élaboration et son but.

Cette Tiste, sans &tre exhaustive, est nécessaire pour entrevoir 1la dyna-
mique d'apparition de ces modé&les. Ce mouvement est une validation conti-
nue. L'ensemble des classes peut &tre représenté dans le mouvement sui-

vant :
u\eme“t
2 modéles
hydrauliques eav
suYf
Méthode de mgdé]es.a
1'hydrogramme Gbé réservoirs
W unitaire modales 3 %,
e »
ef?o € eteg réservoirs
in yolr un bag
-IQ;GPSG t méthode
€ntaijp rationnelle

modifiée
CAQUOT

méthode
rationnelle
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Ce mouvement dépasse Ta validation individuelle du modéle. I1 ne juge

pas directement de sa valeur ph&noménologique ou théorique.

Ce type de validation est principalement 1ié aux "changements d'échelles®

de 1'observation du phénoméne qui ont pour effet de demander des mesures

particuliéres, ' ne pouvant &tre fournies que par développement des mo-

déles existants ou par création de nouveaux modéles.

Qmax

> Q(t)

i(t)
—> ——> Q(t)
i) 0 () 0, (t
—— — =

CAQUOT ne permet pas de mesurer 1'in-
fluence de diverses averses. I1 donne
simplement Qmax
fréquence donnée sur un bassin homogé-
ne.

pour une pluie de

Les modéles issus de la méthode ration-
nelle donnent Q(t) pour des surfaces
qui peuvent étre hétérogénes. Mais ils
ne tiennent pas compte de 1'effet de
stockage du réseau.

Les modéles & réservoir donnent Q(t)
pour des bassins qui contiennent des
canalisations.

L'association d'un modéle précédent
et d'un modéle d'écoulement en collec-
teur donne 1'hydrogramme résultant de
plusieurs bassins versants.
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Cet enchainement de modéles est né de Ta prise en compte des problémes

Tiés a la construction urbaine et surtout aux codts d'investissements

croissants, consentis par Ta cité pour aménager son réseau d'assainisse-

ment. L'accroissement des villes devenant de plus en plus important, il
est indispensable de construire des
outils qui sachent déterminer les
points faibles du réseau et prévoir
les répercussions de cet accroisse-
ment. La détermination de ces outils
nécessite la connaissance du réseau
car la représentation de ce monde
souterrain est indispensable & la vie
de Ta cité comme nous la connaissons
actuellement.
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VALIDATION INDIVIDUELLE

*k %k k Kk k k Kk k k Kk *x %

En paralléle a la validation dynamique historique, chaque modéle est

=

soumis @ une validation intrinséque : validation au niveau individuel.

Elle est profondément 1iée au mouvement créateur du modéle. La dialecti-
que de la modélisation est un va-et-vient incessant entre validation et
création.

création ——= validation

1

"En gait, Le modele permet de conserver sous forme organisée
et communicable, Les informations se napportant & un phénome-
ne quefeonque”.

Maurice LANDRY
J.L. MALOUIN

L'hydrologie urbaine étant en relations permanentes avec la cité, il
faut Tui reconnaitre un réle d'action. La modélisation doit donc &tre
source d'informations communicables, mais comme elle se veut "scientifi-
i

que", elle se suppose source de connaissances. La mesure de la valeur
d'un modéle est donc double.

- Validation pragmatique

Cette validation mesure la valeur informationnelle d'un modéle. Elle ne
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peut étre que pragmatique et donc vérifier les qualités suivantes :

- communicabilité,
- compréhension,
- prévision.

ETlle explique la typologie particuliére des modéles. La démarche mécanis-
te réductionniste n'est pas fondamentale en hydrologie urbaine. En effet,
elle conduit @ représenter les phénoménes les plus simples en espérant,
par déduction, remonter jusqu'aux phé&noménes Tes plus complexes. Cette
espérance est généralement vaine et les modéles construits sont d'un em-
ploi relativement difficile (voir pour exemple, le modéle de BARRE de
St-VENANT). Devant la "faillite" pragmatique de ce type d'approche, la
démarche est donc globale, méme si certaines hypothéses fondamentales du
phénoméne sont niées; les modéles & réservoir linéaire imposent 1'égalité
et 1'invariance des vitesses & 1'entrée et a 1a sortie du systéme.

Cette contradiction entre Ta valeur informationnelle et la valeur pure-
ment phénoménale est aujourd'hui plus ou moins cachée par une nouvelle
valeur créée par la cité : valeur de 1'outil informatique.

Les modéles sont adaptés aux grands calculateurs par transcription dans
un langage formel. La valeur initiale du modédle s'efface devant la com-
plexité de T'outil informatique. Un modéle sera donc jugé bon s'il est
simple et surtout facilement utilisable par les grandes machines.

- Validation cognitive

Cette validation doit reconnaitre la valeur explicative du modéle qui
doit donc donner une représentation plus ou moins conforme du réel obser-
vé, en traduisant ses propriétés fondamentales.

Pour définir Ta validité cognitive des modéles hydrologiques, i1 me sem-
ble indispensable d'utiliser le schéma suivant :
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Théorie
ou éléments de

théorie existante

Techniques
d'analyse de

systéme

Le modéTe de BARRE de ST VENANT et ses modéles dérivés s'appuient sur
une théorie existante, 1'hydrodynamique. Son insertion dans 1'hydrologie

urbaine se fait par élaboration de ce que nous appelons les modéles méta-
globaux,

Son emploi comme modéle de ruissellement est presque impossible puisqu'il
est défini par une approche réductionniste.

Les autres modéles de ruissellement et d'écoulement n'ont pas d'assise
théorique car ils découlent directement et uniquement des techniques
d'analyse de systéme.

Le mouvement de 1'eau n'est pas considéré comme tel. I1 est subordonné
par le ph&noméne évacuation des eaux pluviales. L'@criture mathématisée
des modéles hydrologiques vient de 1'emploi de paradigmes communs aux
théories, et aux techniques d'analyse de systémes.

Les modéles & réservoirs utilisent un paradigme hydraulique qui découle
de la représentation systémique du phénoméne. A ce titre, cette approche
est rationnelle puisqu'elle s'inspire d'un paradigme existant chez le
modélisateur.

La méthode de 1'hydrogramme unitaire et les mé&thodes dérivées de la mé-
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thode américaine sont construits en utilisant un paradigme mécaniste
simple, au niveau global de 1'observation. L'hypothése fondamentale de
ces modéles est la linéarité de 1'opérateur reliant la pluie au débit.

Le paradigme hydraulique est inclus dans le paradigme mécaniste; les mo-
déles & réservoirs sont généralement 1inéaires méme si par approxima-
tions empiriques ils deviennent pseudo-Tinéaires. (le coefficient K de
1'opérateur de convolution e-t/K tient compte de 1a pluie).

IT est trés difficile de Jjuger le modéle de CAQUOT puisqu'il est unique-
ment pragmatique, "technique" avions-nous dit. Ce modéle est une image
semi ouverte d'un phénoméne fondamentalement ouvert, obtenu par un mé-
lange subtil de lois empiriques et d'approximations plus ou moins ration-
nelles.

Sans pousser plus loin ces éléments de validation cognitive, nous résume-
rons les caractéristiques des modales hydrologiques dans le tableau sui-
vant :

o Eléments Techniques .
ModeTes Théoriques d'analyse Paradigme
BARRE de SAINT VENANT | Théorie de Réductionnisme | Mécaniste
1*hydrodynamique
Modéles & réservoirs Systéme Hydraulique
Modéle de 1'hydrogram- Systéme ? Mécaniste
me unitaire
Modéles associés & la Systéme ? Mécaniste
Méthode Américaine
CAQUOT Eléments théori- ? Mécaniste ?
ques de 1'hydro-
dynamique
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VERS de L'ETUDE

*k Kk k k k k % %k %

"S'AL existe un niveau fondamental de description méchosco-
pique et invariable dans Le temps, Le neste, L'inrnduersibi-
Lite, L'eévolution se trouvent rejetds dans Le monde d'illu-
sdons ou d'approximations supplémentaires introduit par

L' homme",

I. PRIGOGINE
Fluctuation et évolution de la
complexité

Comme nous venons de le voir, 1'hydrologie urbaine est une science de
T'action; Tes modé&les ont une profonde orientation pragmatique. L'absen-
ce de prémices théoriques permet de juger correct tout modéle suffisam-
ment approximé de facon empirique car 141 est restreint & son corpus
d'observations et il est trés délicat de 1'employer pour représenter
un autre champ phénoménal.

Toute observation nouvelle donne un modéle ou modifie un modéle existant
pour 1'adapter & son probléme, la signification réelle des modifications
successives &tant souvent inconnue. Dans la plupart des cas, il s'agit

d'une adaptation pragmatique.

Devons-nous rester dans le monde "d'illusions et d'approximations" défi-
ni par PRIGOGINE ? Devons-nous restreindre notre objet & T'unique créa-
tion de modéles pragmatiques ?
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Cette démarche est certes utile et fondamentale. La modélisation hydro-
Togique ne peut pas &tre dissociée de 1a cité, sinon le phénoméne dispa-
raitrait. Néanmoins T'unicité de cette démarche me semble dangereuse.
ETle conduit & élaborer sans cesse de nouveaux modéles en ne reconnais-
sant pas Teur intersection et surtout Teur valeur théorique. Le foisonne-
ment est dispersé, incontrdlable. I1 peut méme étre basé sur le non res-
pect des hypothéses fondamentales du phénoméne, caché par 1a valeur prag-
matique ou Ta complexité de 1'outil informatique construit a partir du
modéle. Cette contradiction fondamentale est une Timitation évidente a
cette démarche. Le foisonnement peut devenir non créatif.

Peut-i1 étre qualifié de scientifique ? N'est-i1 pas uniquement techni-
ciste ?

En paralléle & 1'observation et 3 1a création, un retour sur la valeur
cognitive, théorique des modélesnous semble indispensable. Ce mouvement
est susceptible de définir le signifié propre des modéles et leur valeur
théorique si cette derniére est définissable. IT peut détruire toutes

les confusions sur leur emploi et surtout donner les bases indispensables
a tout nouvel avancement.
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Aujourd'hui encore, nous ne savons pas s'il est possible de mesurer la
complexité car nos instruments et nos modes de pensées sont trop rudi-
mentaires. Cette mesure est peut-&tre une utopie.

Sans vouloir et pouvoir définir une théorie unitaire de 1'hydrologie,

ce retour sur les modéles est le seul garant d'une non dégradation de 1a
modélisation, de 1'observation, et du pouvoir créatif du chercheur, s'i1
doit y avoir création.
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"IZ n'y a pas de niveau de description fondamental mais des
niveaux multiples. Le nile de La recherche thiorique consis-
Le a differenciern ces niveaux tout en permettant de compren-
dre Le passage de L'un a L'autre. Le Monde de La science
nous parait bien plus complexe aujourd'hui qu'au temps de La
science classique”.

PRIGOGINE.
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Le phénoméne principal, observé par 1'hydrologie urbaine est 1a trans-
formation d'une pluie par diverses surfaces de ruissellement possédant
ou ne possédant pas un réseau de canalisations. Les &léments qui parti-
cipent & la transformation d'un &vénement pluviométrique sont trés va-
riés, en relation les uns aux autres par le ruissellement et 1'écoule-
ment. La trés grande complexité du phénoméne explique peut-étre la diver-
sité des modéles sensés représenter la transformation et surtout la dif-
ficulté rencontrée par les chercheurs dans leur &laboration.

En regroupant les modéles d'écoulement et les modéles de ruissellement
et en excluant Te modéle techniscite de CAQUOT et ceux issus de la métho-
de rationnelle, une étude typologique nous a montré que tous ces modéles
appartiennent & deux classes bien distinctes. La partition est due aux
approches utilisées, au but et & 1'époque de 1a modélisation.

Une premiére classe de modéles utilise les résultats d'une théorie méca-
niste préexistante, 1'hydraulique et, plus généralement, 1'hydrodynami-

que. Cette théorie s'est &laborée & partir d'une approche microscopique,
T'objet étudié étant 1'état d'équilibre d'un groupe de molécules homogé-
nes de fluide en mouvement. Diverses caractéristiques de 1'&coulement

sont reliées entre elles par un opérateur différentiel non linéaire.

D(V, S, h) = 0 h : hauteur d'eau
S : section mouillée
V : vitesse.

Une deuxiéme approche, macroscopique, basée non pas sur des segments
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théoriques préexistants mais sur des techniques d'analyse, apparente le
phénoméne & un systéme ouvert mesurable par la variation des flux qui tran-
sitent  dans ce systéme (Modéle de 1'hydrogramme unitaire, modéle de

MUSKINGUM, ...).

La transformation est généralement, imagée par un opérateur différentiel
Tinéaire ou non Tinéaire, reliant Te flux entrant au flux sortant.

B (Q4(t)s Q) = O

Le fonctionnement du ou des bassins versants considérés comme un tout
n'est mesuré que par la variation des flux. A ce titre, ces modéles sont
holistiques et ne tiennent donc pas compte des diverses interactions en-
tre Tes €léments et des relations entre les diverses grandeurs qui pour-
raient &tre mesurables. Les hydrologues n'ont pas développé ces modé@les
et ne les utilisent que sous une forme discrétisée.

Un retour sur T1a valeur cognitive, théorique des modéles holistiques, né-
cessite un approfondissement de leur écriture qui est susceptible de
metire a jour leurs significations syntaxiques précises. Ils pourront
peut-étre s'apparenter a des classes de modéles connues. Nous aurons
ainsi une premiére mesure de 1'écart entre le phénoméne réel et ses ima-
ges abstraites.

Ces mod&les holistiques ne sont pas véritablement des modéles empiriques
puisqu'ils sont construits en ajustant une loi principe @ des mesures
réelles. Suivant le lieu de 1'application des modéles et si 1'&cart entre
Tes mesures réelles et les mesures abstraites n'est pas trop important,
i1 doit &tre possible de relier ces modéles aux modéles théoriques exis-
tants, c'est-d-dire & ceux construits par 1'hydraulique qui pourraient
représenter le méme phénoméne.
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En effet, les modéles holistiques ne tiennent pas compte des interactions
entre les éléments composant un bassin versant. Ils donnent uniquement
une relation entre 1'entrée et la sortie (débits). Sur une canalisation
Ou sur une riviére, ces modéles sont censés mesurer de facon globale
1'écoulement tout comme le fait de facon réductioniste 1'hydraulique.

La modélisation des &coulements et ou ruissellements en hydrologie doit
donc présenter une structure hiérarchisée; un modéle est empirique pour
ceux des strates supérieures et théorique pour ceux des strates infe-

rieures.
M3 M2 est théorique pour M1
M2 est empirique pour M3
M2
M1

Les modéles holistiques doivent donc "s'emboiter" dans les modéles de
1'hydraulique tels que Tes équations de NAVIER-STOKES ou le systéme de
BARRE de ST-VENANT.

Si cet emboitement existe, i1 sera donné par 1'ensemble des hypothéses
supplémentaires qu'il faut adjoindre aux modéles théoriques pour obtenir
Te ou Tes modéles empiriques de type holistique.

Modéle + Hypothéses - Modéle
théorique empirique

Cette 1iaison &tant mise & jour, nous aurons ainsi résolu le probléme de
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1'interprétation des modéles holistiques, ceux-ci étant validés partiel-
Tement par le champ empirique.

Champ
théorique

Champ 1 vatidation

1> | Modale | <nterprétation

empirique

S'i1 n'y a pas de Tiaison entre le modéle et Je champ théorique, deux
possibilités s'offrent & nous :

- le modéle empirique est trop €loigné de Ta reéalité représentée
par le modéle théorique,

- le champ théorique n'est pas assez complet ou son fondement est
d revoir.

Nous supposerons que le champ théorique n'est pas & remettre en cause
vis-a-vis des mesures qu'il fait. La non interprétation des modéles ho-
Tistiques serait alors due a 1'incapacité de remonter du microscopique

au macroscopique d travers cette théorie ou & un écart trop important
entre la réalité et les modéles globaux.

La tentative de définir 1'interprétation des modéles hoTistiques demande
une connaissance parfaite du champ théorique et, principalement, des équa-
tions de BARRE de ST VENANT qui serviront de référence.

La signification de ce systéme d'équations est précise si nous connaijs-
sons les hypothéses qu'il faut ajouter aux équations fondamentales de
1'hydrodynamique pour 1'obtenir, et si nous savons définir les lieux de
stabilité de ses solutions.

Equations Systéme Modéles
d'EULER |7] de BARRE de St-VENANT holistiques
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Cette &tude sera donc articulée principalement en trois parties :
- de 1'ETUDE I : Etude des modéles holistiques

- de T'ETUDE II : Etude du systéme de BARRE de ST-VENANT (mo-
déle réductionniste)

- de 1'ETUDE III : Interprétation des modéles hoTlistiques.
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I - CONSTRUCTION DE MODELES HOLISTIQUES

I.1 Approche

Le bassin versant ou Te collecteur est constitué d'un ensemble d'é1éments
en interaction. L'approche considére ce transformateur comme un tout dé-
fini par des propriétés, mesurables sans &tudier le comportement des élé-
ments constituant Te transformateur. La démarche holistique s'oppose &

1a démarche réductionniste. Ces propriétés qui résultent du fonctionne-
ment des &léments du transformateur, en deviennent indépendantes.

Pour décrire Tes modéles globaux, nous ne ferons pas de distinction entre
ceux qui se rapportent aux bassins versants et ceux qui se rapportent
plus particuliérement aux collecteurs. Ils sont tous issus d'un méme sys-
téme de 2 équations. Nous regrouperons donc sous 1'appellation de modéles
holistiques, Tes mod&les de M. DESBORDES, de MUSKINGHUM, ... qui traitent
soit du ruissellement, soit de 1'écoulement.

Le phénoméne appréhendé par une vision totalisante est représenté par le
schéma classique :

e(t) — —— s(t)

En s'appuyant sur un paradigme hydraulique, le fonctionnement d'un tel
systéme dépend de deux variables de flux (Qe(t) ou i(t) et Qs(t))

et d'une variable d'état (Vs(t) volume stocké). La modélisation étant
de type mécaniste, on identifie s(t) grdce a un opérateur 0 tel que :

s(t) = 0.e(t)

L'entrée et l1a sortie devront donc é&tre des fonctions ou des distributions
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continues, définies sur R et & valeur dans R, le support étant généra-
lement compact (intervalle d'étude). Cet opérateur aura pour espace subs-
trat, Tieu de 1'image phénoménologique, un espace d'opérateurs fonction-
nels continus.

La notion de continuité &tant une condition sine qua non d'une modélisa-
tion hydraulique donc mécaniste, Te phénoméne &tudié ne devra pas présen-
ter des discontinuités qui permettent le passage d'un &tat de stabilité

d un autre état de stabilité. Une représentation des &coulements en cana-
Tisation par ces modéles, ne peut mesurer qu'un seul type d'écoulement
(écoulement a surface 1ibre ou é&coulement en charge). Le passage de 1'un
a 1'autre s'effectue par une discontinuité des valeurs des fonctions.

i

o+ V

1.2 Modéles non Tlinéaires

Le phénoméne étant non Tinéaire, les trois fonctions qui le mesurent
sont reliées entre elles par deux équations :

d Vg(t)

(1) —>— = (1) - g,t)

(2) Vg(t) = F(Qy(t), Q(t))
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L'équation (1) est élaborée a partir du principe de conservation des
flux. La fonction (2) peut &tre soit choisie arbitrairement (voir réser-
voirs non Tinéaires) ses paramétres étant approximés sur des mesures
réelles, soit déterminée empiriquement.

Dans Tes deux cas, 1'obtention d'un opérateur analytique 0 reliant di-
rectement T'entrée & la sortie est délicate. Le systéme des deux équa-
tions est alors directement discrétisé sur le temps pour obtenir une re-
lation non Tinéaire du type :

Qs(t) = f(Qs(t"l)s Qe(t)a Qe(t'l)’ )

Comme nous venons de Te souligner, la solution d'un tel systéme non 1i-
néaire pourrait étre approximée empiriquement. I1 suffirait d'étendre a
notre phénoméne héréditaire et & réponse différée dans le temps, la mé-
thode définie par FRECHET GREEN RIVLIN pour représenter les ph&noménes
de viscoélasticité non linéaire [231. La solution de notre systéme se-
rait alors approximée par un développement polynomiable d'intégrales 1i-
néaires du type de FRECHET-VOLTERRA :

Qs(t) =3 JJJ ...J Ki(t’ Tys wee Ty .e) Qe(Tl) ces Qe(Ti) .o dry

. d'r_i

Le modéle obtenu est du type polyndmes opérationnels, Tes Ki consti-
tuant une famille de noyaux symétriques approximables par une série de

simulations.

IT est intéressant de développer 1'identification d'un tel modéle pour
saisir son intérét ou son non-intérét hydrologique.
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[.3 Identification d'un modéle polynomial non Tindaire

A partir d'un ensemble de couples (ei, Si)’ nous recherchons 0 tel
que ¥Ye, s = 0.e. Pour que cette exposition soit claire, nous suppose-
rons que le modéle & polynfmes est approximable en n'utilisant que deux
noyaux K1 et K2 continus tels que :

t (t
Kl(t-'r) Qé('r) d2 + Jo Jo Kz(t—'rl, t-1,) Qé(Tl) Qé('rz) d'r1 dr,

05(t) = |

0

Soit une impulsion d'entrée du type distribution de HEAVISIDE définie sur
RY telle que Qe(t) = p. H(t) P e RY

te R+
A Qg (t)
p
,—t
Nous obtenons alors :
Qs(t) =p Kl(t) + p2 Kz(t,t) ¥t ¢ T compact, pris comme

intervalle d'étude.

Avec deux entrées définies par les courbes Py H(t) et Ps H(t), Py # Py
nous obtenons Te systéme suivant :

Qsq(t) = Py Ky(t) + p] Ky(tst)

Qgp(t) = py Ki(t) + pg Ko(t,t) ¥t eT
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On en tire :
Q P.Q., -P,Q
Kl(t) . sl _"1°%s2 2 sl
P1 Py = PyPy
p
2
Qs o Bs1(t)
Ky(tst) =
Py - PiPy

Le mod&le polynomial non Tinéaire sera totalement identifié lorsque
nous aurons approximé Ta surface K2(t, p) VYt #pe T. On suppose que
le noyau K2 est symétrique par rapport i ses arguments.

Soit une impulsion d'entrée définie par la courbe :

Qlt) = PpH(t) + P, H (t - K) KeT

K

[

La réponse est donnée par 1'équation :

(g(t) = 2 PPy Ko(t, t-K) + F (Kq(t), Ky(t,t)) ¥teT
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d'ol :

Qs(t) = F(Kl(t)s Kz(ts t)
Ko(t, t-K) = Vt e T
2 2 p

1 P2 pour K fixé

IT suffit de répéter 1'expérience Nfois si nous voulons identifier
K2 en Npoints K.

Avec N+2 expériences nous identifions les courbes suivantes :

K, (t)

A K2(t, o)

K (€, /6] ¢

t \\\

31 la définition théorique d'un tel modéle non lindaire est relativement

AN

simple, son utilisation pratique semble beaucoup plus délicate voire in-
certaine. Les difficultés que 1'on aura sont du méme ordre que celles
rencontrées par la pratique de la méthode de 1'hydrogramme unitaire.

Nous devons mesurer ou construire des sorties Qsi(t) dues & des pluies
constantes.
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Si nous nous basons sur la théorie de 1'hydrogramme unitaire, les dé-
bits de sorties sont obtenus en superposant et en décalant dans Te temps
les sorties dues & plusieurs averses "unitaires" (voir la dé&finition de
SHERMAN [15]) ramenées & une valeur JE

Qq(t) A

PR e T

P1 /

==

t

L'hypothése fondamentale, sous-jacente & cette construction de la sortie,
est Ta Tinéarité de Ta transformation. I1 est donc théoriquement contre
nature d'utiliser ce schéma pour obtenir Tes couples (ei, 5;) L'appro-
ximation du transformateur par un modéle & développement polynomial non
Tinéaire nécessite avant une observation et une construction judicieuse
des couples (entrée, sortie).

S'i1 était possible d'identifier un tel mod&le, i1 ne serait que prévi-
sionnel. En effet, i1 reproduirait 1'hydrogramme de sortie correspondant
a un événement pluviométrique quelconque, pour un bassin versant ou un
élément de collecteur donné. Ce type de modéle n'est pas décisionnel
puisqu'il ne permet pas de mesurer 1'influence d'une particularité
structurale du transformateur.

Toutes ces difficultés et ces restrictions pragmatiques, inhérentes &
1'identification d'un modéle non 1linéaire pour un systéme complexe, ont

conduit les hydrologues & approximer un phénoméne non Tinéaire par des
modéles Tinéaires.

1.4 Modéles Tinéaires

Les modéles holistiques Tinéaires sont construits en s'appuyant sur un
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paradigme hydraulique, le systéme considéré (bassin versant ou collec-
teur avec un seul exutoire) &tant mesuré par deux variables de flux et
une variable d'&tat. L'approximation lindaire permet de représenter le
transformateur par un filtre défini par une équation d'état du type :

Vs(t) = I a

les coefficients a et b &tant indépendants de Q(t) et Q (t).
Pour rendre le modéle facilement utilisable et transparent 1! equat1on
de stockage est simplifiée en ne prenant pas en compte les dérivées suc-

cessives de Q(t) et Qs(t).
En ajoutant une équation &laborée 3 partir du principe de conservat1on
des flux, on pourrait utiliser directement le systéme suivant :

[v(t) = a Qu(t) + b Q(t)

{ 4 v (t)

T %) - ()

L
les coefficients a et b' @&tant approximés sur des mesures réelles.

Les hydrologues ont tenté de signifier les deux paramétres pour rendre
le modéle transposable & d'autres systémes, définis par des caractéris-
tiques structurales différentes. I1s ont remplacé a et b par deux

paramétres K et a constants bien particuliers. En reprenant la dé-

monstration du modéle de MUSKINGUM, K représente Te rapport —L—-.
v

L é&tant une Tongueur du transformateur (Tongueur du collecteur en géné-
ral), V é&tant la vitesse & 1'entrée ou & Ta sortie, constante. La si-
gnification de o est plus compliquée. Pour un &lément de collecteur,

Te volume stocké au temps t est égal & L x S(xl, t), S(xl, t) étant
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Ta valeur moyenne de la section mouillée, approchée par S*(t) =q Se(t) +
(1-a) Ss(t).

S (t) A A S¢(t)

ol

o S{x7(t) . l-a 5

La valeur de o mesure donc 1'influence de 1'entrée ou de 1a sortie sur

la valeur du stockage.

Avec ces deux constantes, nous obtenons le systéme suivant :

Ve(t) = K ( Q) + (1-9) o (t)

(1) | 4 v (t)
— S = Q(t) - Q(t
= Q1) - o(t)

IT est évident qu'aucune considération est faite sur les types d'écoule-
ment qui peuvent se présenter ainsi que sur les liens existants entre
des variables telles que la vitesse, la hauteur d'eau, etc ...

Nous allons rechercher 1a ou les solutions d'un tel systéme d'équations.
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IT - ETUDE DES MODELES LINEAIRES

Le phénoméne &tudié est supposé introverti. Toutes causes, intervenant
dans Ta définition de 1'hydrogramme de sortie, a pour support temporel
1'intervalle [0, t], le temps zéro &tant le début de 1'averse ou de
1'hydrogramme d'entrée. Tout ce qui précéde ce temps et tout ce qui est
aprés t est considéré sans influence sur le comportement du transfor-
mateur.

=

Les fonctions Qe(t), Qs(t), Vs(t) sont continues, bornées a support
compact sur : [0TI le systéme (I) étant causal, i1 peut se mettre
sous la forme :
d Qu(t)

dt

d Qq(t)
Qg (t) + K(1-a) P Qg (t) + Ka

En intégrant cette équation sans second membre, nous obtenons :
__t
0 (t) = B e K(1-a)

En utilisant Ta technique de 1a variation de la constante, on obtient :

1 “trK(1-a, Tk (1-a) “tk(1-0)
Q_(t) = e *Q (t) + -2 ¢ *Q(t) + e * Q_(0
(0= o (1) + =2 (t) X
"tk (1-0)

La fonction e est @ décroissance rapide, 1'opérateur de convo-
lution noté =« existe donc. Qs(t) est continue et bornée.

-

-t/ _
Comme Qe(t), e K(1-a) sont deux fonctions & support Timité & gauche,
Q(t) est limitée & gauche.

"k(1-0)
e étant indéfiniment différentiable,



"t (1-a) i
1-
e * Qe(t) = <e K( a), _dd— Qe(T) >
T
__t-1 __t-=
ce K=y 200 4 KA, g (s
dt dt €

La dérivation étant prise au sens des distributions nous obtenons :

't/K(l-a) e—t/K(l-a)
t) = =2 §(0)xq. (t @ (8(t)*Q.(t *Q_(t
Qs (t) 1_ae (()Qe())+a-1(()oe())+wQe()
-t/K(l-oc)
+ QS(O) e
La solution du systéme I s'écrit donc :
" (1-a) "t (1-0) .,
Q(t) = Q(0) e +0,(0) =—e + Q(t)
l-0o o-1
(11) t - Ktl' ;
1 -0
— d
+K(1-oc) JO e Qe('r) T

QS(O) et Qe(O) étant Tes valeurs du débit de sortie et d'entrée mesu-

rées au temps t = 0.

II.1 Classification

Les deux premiers termes de la relation (II) mesurent Te vieillissement
du systéme. En effet, i1 représente la variation dans le temps des quan-
tités existantes dans le systéme juste avant Te débit, due & 1a pluie
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étudiée ou & 1'hydrogramme arrivant & 1'amont du collecteur. QS(O) et
Qe(O) peuvent représenter le débit de base permanent.

Les deux derniers termes mesurent la réponse due uniquement au phénoméne
étudié. I1s représentent donc 1'évolution d'un systéme non vieillissant

(4(0) = Q(0) = o).

Les deux fonctions Qe(t) et Qs(t) sont reliées entre elles par un
opérateur 0 somme de deux Opérateurs C1 et C2.

Cb=M @ Opérateur lingaire vieillissant

Nous supposons implicitement que QS(O) peut étre relié 3 Qe(O) par
une relation quelconque.

Cr = M« Opérateur linéaire héréditaire non
vieillissant.

Cet opérateur peut &tre mis sous la forme :

( o] S + h >
a -t K(1-0)

) %

avec § distribution de DIRAC (mémoire instantanée) et avec h distri-
bution réguliére, telle que :

) k(1)
t ——= ¢

Ces deux distributions sont naturellement positives.

QS = M@Qe+M'*Qe




e = e e o et e e e e e e o e e

L'opérateur C1 peut alors se mettre sous la forme : a.M1 x* a @&tant
une fonction et M1 une distribution. (Mémoire non vieillissante struc-
turée par un opérateur de convolution).

Qs = (aMp+ M) wQ Opérateur pseudo
convolutif

e i e T

Le systéme est modé1isé par un opérateur linéaire héréditaire non vieil-

lissant :
Qg = M'« Qe
M'" est 1a somme de as§ et K avec a = —% ot K = ——b———?.
a -1 K(1-0)

Cet opérateur appartient & Ta classe des modéles du type de BOLTZMANN
VOLTERRA régulier de deuxiéme espace. En effet, les opérateurs lindaires
héréditaires non vieillissants relient 1'entrée & la sortie par 1a rela-
tion du type :

s(t) = o¢(t) = e'(t) e'(t) dérivée de 1'entrée

Soit T¢ Ta distribution associée & ¢

S(t) =< Tel s = m <t e(t) >+ e(t)
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En identifiant nous obtenons :

#(0) &

o -1

1 _t/K(l-a)
¢'(t) -— e
| K(1-a)

La distribution associée & 1'opérateur présente un saut a 1'origine.

La propriété la plus importante de cet opérateur est sa réversibilité :
(M'*)'1 existe et est du méme type que M'x .

Q. = 0x0Q

S e

Qq = 0 <

O
w0
—
‘—'-
S
+
—
g |
Q
[
*
O
w
—
‘—f
~

Q et Q_ sont religes par 1'opérateur (l h)s
K

e s
L'opérateur convolutif inverse est : & (t) + K &' (t)
1
Q. = =h=«Q
s K e

Q = QO +KQ
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II.1l.e o = 1

Qg = (6 +Ke")x Q

I1 n'y a plus de mémoire réguliére. L'opérateur de transformation est la
somme d'un opérateur de translation instantané et d'un amortissement ins-

tantané.

L'opérateur convolutif inverse est :

Lh*
K
Qg = Qg +KQg
B 1
e = s
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Tableau récapitulatif

o e 10 1L a = 0 a = 1
0 = M@+ M= 0 = M8+ M=« 0 = M'x
QS(O) #0 Systéme linéaire Systéme Tinéaire
Qe(O) #0 héréditaire vieil- héréditaire vieil-
lissant lissant
0 = (aM +M)x
Qe(O) #0 Systéme linéaire
QS(O) =0 héréditaire vieil- 0 = M« 0 = M«
lissant pseudo-
convolutif.
Qe(O) = Qs(o) 0 = M'x 0 = M's 0 = M's
=0 Systéme linéaire Systéme Tinéaire Systéme
héréditaire non héréditaire linéaire
vieillissant héréditaire
convolutif.
M' = as + h M' = h M' = §+K¢'

Nous venons de voir qu'il &tait possible d'associer une solution analy-
tique simple au systéme de MUSKINGUM qui représente 1'écriture générali-
sée des modéles holistiques & paradigme hydraulique utilisés en hydrolo-
gie : (Q,(0) = Q0) = 0).

L TYk(1-a)
— e

K(1-a)

0 (t) = —=

o -1

Q(t) + * Q(t)

Cette &criture classifie le modéle; i1 appartient & la grande classe des
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modéles mécanistes héréditaires Tinéaires. I1 posséde une propriété par-
ticuliére, Ta réversibilité qui n'est certes pas une qualité du phénomeé-
ne lui-méme. En effet, ce phénoméne est purement jrréversible.

Ce modéle est un filtre simplifié puisqu'il est &laboré en ne considérant
pas les dérivées successives des fonctions entrée et sortie. Cette sim-
plification permet d'ajuster le modéle gréce aux paramétres K et a.

II.2 Dé&termination des paramétres K et o

Les paramétres K et o ne représentent pas des qualit@s phénoménales
propres mais des grandeurs introduites pour les besoins de la modélisa-
tion. La signification apparente de ces paramétres ne nous permet pas
de les mesurer directement.

K = L V. vitesse constante & 1'entrée ou d la sor-
v tie,
L Tongueur induite par 1a modélisation
o ¢ mesure 1'influence de 1'entrée et de la sor-

tie sur la valeur du stockage.

En réalité o doit varier avec le temps et méme dans certains cas ne
pas exister.
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La valeur de ces deux paramétres doit &tre déduite de la modélisation
elle-méme, Teur valeur devant étre ajustée uniquement pour rendre Te
modéle opérationnel ou significatif.

Deux techniques théoriquement simples peuvent &tre utilisées pour déter-
miner ces paramétres, 1'ajustement pratique &tant certainement un peu
plus hasardeux.

La premiére technique est basée sur 1'emploi d'un débit d'entrée constant
du type distribution d'HEAVISIDE. Qe(t) = g, H(t) 0, € RY.

Cette technique s'inspire de 1a méthode de 1'hydrogramme unitaire et
Tes constructions d'averses unitaires peuvent certainement &tre reprises
si 1'on veut appliquer le ou les modé&les & un bassin versant.

En prenant donc Qe(t) = 0, H(t), pour Qs(t) < 9, H(t), Te modéle
linéaire héréditaire vieillissant (o e 10 1[) donne :

o H(t)
(1) In (o4 H(t) - O (t)) = - ——. t+ In (=2 - 2 (0) -
K(1-0) l-a l-a
- 0(0))
Cette courbe est de 1a forme y = bt + a

e® +0,(0) -0

1 ot 0
b(1-a) e® +0,(0) - q,(0)

avec K = -

Ce calcul peut &tre généralisé aux autres modéles :
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K o

o €10 105 Q_(0) # 0
05(0) # 0 b(1-a) e® + 0.(0) - 0 (0)

e + QS(O) -0,

{
o
Q

o €10 1L: Qe(O) =
0,(0) =

I
o

1
o
1
—
~
o
o

@ = 0300) =

La courbe (1) est une image de la montée de 1'hydrogramme de sortie
pour une entrée constante. Théoriquement cette seule donnée suffit, le
phénoméne &tant supposé linéaire. Pour un bassin versant donné, il suf-
fit donc de rechercher ou de construire 1a courbe qui représente au
mieux en moyenne la montée des hydrogrammes.

entrée

Montée de 1'hydrogramme de sortie
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La deuxiéme technique utilise les courbes d'un couple (entrée sortie)

et 1a courbe de stockage que 1'on peut en déduire. Cette technique s'ins-
pire de la méthode de M. DESBORDE qui mesure la valeur de K (o = 0).
Rapporté au phénoméne, K est une valeur moyenne du temps de parcours

des eaux. I1 est donc égal & la différence Ts - Te.

Ts et Te étant respectivement les abscisses temporelles des centres
de gravité des courbes Qg (t) et Qg(t).

Le paramétre o qui mesure 1'influence de 1'entrée et de la sortie sur
le volume stocké ne peut &tre mesuré qu'en construisant 1a courbe repré-
sentative de ce volume.

Pour clarifier la mesure du coefficient o, nous supposerons que le phé-
noméne est non vieillissant.

1 H(1-g)?
—— e
l-aqa

*Q(t)

Vs(t) = e

Le centre de gravité du volume stocké est donné par 1'égalité :

oo

JO t Vs(t) dt

TVs = —
J V (t) dt
0
Ce temps Tvs peut s'exprimer & 1'aide des transformées de LAPLACE de
la fonction Vs(t) S (Vs(t)) = V(p) en remarquant que :
i P d
t Vs(t) dt = (] e t Vs(t) dt) = (- = V(p))
Jo Jo p=0 dp p=0

| U (t) dt = (V(p))
Jo p=0
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<4 vp)
donc Ty = - (EUL______) pour p =0
s V(p)
L THk(1-0)?
V(p) = L ( e ). L(Qe(t)
l-aqa
1 1
V(p) = t
(p) 1-0‘xp+ i L(Qe( ))
K(1l-o)
d Z(p) - - i ((;1 L (Qg(t))) x-————li———-- L(Q (t)) x ! 1
p o [ p 4-N1“) P*'mlq)q

d'ol Ty en faisant p = 0

d 2
- K — t K™ (1 L
i U [Qe(t)]p=0

KLPeuﬂ

p=0

En utilisant le centre de gravité TE de 1'hydrogramme d'entrée donné
par 1a relation :

(L (@ (1))

T d
£ E(Q
t
l”s = Tp +K(1 -~ a)

Comme K est donné par TS - TE on obtient Ta mesure de K et o par
les deux relations



K = Ts - TE
_ Ts - Tyg
a =
Ts - TE
i
Q Ve
/," \\
7 N
"T P N
/’ \
A N = t
T T T
E Vs ak | S
K

On retrouve naturellement la signification de

a = 0 Tg = Ty, S™(t) est identique & S(t)
)

Tygs S*(t) est identique a So(t)

A priori, il est bien difficile de préférer 1'une ou 1'autre technique
proposée pour approximer la valeur des coefficients du modéle. La pre-

miére demandant uniquement la construction d'une sortie correspondant a
une entrée constante.

A travers le modéle, cette courbe identifie donc Je fonctionnement du
transformateur.
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- e - =
- =

- ~ -

\ _ - \
' Modéle ! ! Phénoméne ;
/

4

~ P
~ = = - ‘\\ 2
\ T

9

Pour cette simple raison, cette technique pourrait avoir la préférence
des utilisateurs, mais comme nous le verrons sur un exemple, son exploi-
tation expérimentale reste délicate (Voir Annexe I).

La deuxiéme méthode nécessite Ta mesure des trois courbes Qe(t), Vs(t)
et Qs(t). La détermination du hyé&togramme net mis sous la forme i(t)
(ou d'un hydrogramme Qe(t)) pose toujours de nombreux problémes, 1iés
a Ta reconnaissance des différentes pertes ou rétention du bassin ver-
sant.

La reconnaissance de o peut &tre faussée par la construction de la
courbe de stockage qui est induite par le modéle Tui-méme, & moins que
cette fonction soit mesurable expérimentalement. Quoiqu'il en soit, il
ne faut surtout pas oublier que ces deux paramétres ne mesurent pas des
caractéristiques "réelles" du transformateur mais deux caractéristiques
abstraites induites par le modéle type polynomial.
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IIT - APPLICATION

ITI.1 Choix d'un modéle hydrologique

L'hydrologie &tudie principalement la réaction d'un réseau et d'un en-
semble de bassin versant (Structure du systéme) & un &vénement pluvio-
métrique (flux) susceptible de révéler son comportement dans un cas dé-
favorable (notion de risque). Cela améne & considérer des événements de
types orages d'été & trés forte intensité et de durée relativement cour-
te. (Le choix de 1'événement &tant naturellement fort complexe car i1
dépend de la structure méme du systéme).

Si 1'on &tudie la réaction d'un bassin versant, les quantités QS(O)
et i(0) ou Qe(O) sont nulles ou pratiquement négligeables.

Dans un réseau, ces quantités représentant un débit de base, se superpo-
se a la solution correspondant & 1'entrée &tudige :

Q = Q + Qg+ (Q débit de base).

Si ces considérations sont vérifiées, nous serons conduits & utiliser
Ta classe des modéles Tinéaires héréditaires non vieillissant :

. t _t--1
= o K(1-a) Q d
T U e fo J(t) dr
£ - t I; T
ou Qs(t) = —i— J e Qe(r) dt
0

A priori, nous ne retenons pas le modéle dont 1'opérateur est & + Ks'.
I1 est beaucoup moins riche que les deux autres puisqu'il ne posséde pas
de mémoire réguliére.
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III.2 Formulation pratique

On suppose connues les valeurs de K et o.

La courbe d'entrée Qe(t) représentant un hydrogramme ou un hy&togram-
me n'est connue que point par point, ou sous la forme d'une fonction en
escalier avec un pas de temps At constant. On peut utiliser deux mé-
thodes pour calculer Qs(t).

IT suffit de discrétiser le systéme. Seule Tes conditions de stabilité
et de convergence permettent de s'assurer de la validité de la solution.
La discrétisation des fonctions ne doit pas introduire d'effets parasi-
tes (non conservation des débits par exemple ou instabilité locale).

L'opérateur portant dans sa définition une visée globale du phénoméne,

lTes opérations sont simples & mener. I1 n'y a pas de probléme de conver-
gence.

Q. (t) est obtenu par intégration numérique.

Les modéles utilisés en hydrologie urbaine sont de 1a classe non vieil-
Tissant. Pour plus de généralité nous donnons 1'intégration du modéle
vieillissant, Tes autres s'en déduisant aisément.

On suppose donc que le débit entrant Qs(t) est donné sous forme de
fonction en escalier :

05(t) = 0 (i)

te 1(i-1) At, i Atl

0,(t) = Q,(i)
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Q(t) = Qg(i+l)

t e 1i At, (atl) At]
0e(t) = 0, i+1)

‘t/K 1- ) 't/K 1- t - t-1
0 (0)e ), o K a%4m+4l4%u)+~L—2JoérmKﬂ¢%
0

1-a a-1 K(1-a)

Soit : A = (0) + —EI . 0 (0)
a—

Pour t e J(i-1) At, i Atl on obtient :

. iAt . At-T
L) = A Tk (1-0) P9 (4) 4 L J 0.() (1) y
1) = Re _— 1 T) e T
S a-1 K(l-oc)2 o ¢
Pour t e 1i At, (i+l) Atl on obtient :
“(H+)AE 1oy r(i+1)at_ (+1)At-T
0 (i+1) = he + Lo (i+]) + —— | (1) e KI) 4
a-1 K(1-a)~ JO
-(#+1)8¢/ 1o
Posons B = A e + —QI Q(i+1)
. o At At
i+l
0 (i+1) = B+ el (1-e K(1-a)y, o K(1-a) F)s(i) -ne Kl-o) -9L-Qe(1)]
1l -q a-1
On obtient 1a relation :
At At - ?: |
K(1-
0(i+1) = e K1) g ()4 2o K1) g (4)1q,(141) v “]
=0, -0
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pour o e 10 1[, Te terme vieillissant disparait. On a donc 1a méme inté-
gration numérique pour le modéle avec conditions initiales nulles.

pour o = 0 on obtient 1a relation suivante :

At/ - At/y
Q (i+1) = e Q (1) + Q(i+1) (1-e )

Comparaison des deux méthodes d'utilisation

Pour effectuer cette comparaison, nous allons discrétiser le systéme dif-
férentiel holistique avec les deux schémas suivants :

Q(t) Q(i At)

ot) = 0 At) ; Q((i-1) At)

La dérivée étant obtenue avec le premier terme du développement de TAYLOR :

di(t) . Q(t) - Q(t - At)
dt At

Suivant les valeurs de o et le schéma choisi, nous obtenons le tableau
suivant, Te modéle &tant mis sous la forme :

0g(I+1) = A Q ((i+1)At) + B.Q (i-1) At)+ C.Q_((i-1)At)



isée par

util
+ MUSKINGUM

KALININ
(%]

MILJUKOV

Schéma utili-
sé par

.

j-

til
DESBOR-

on u

Relat

sée par

DES.

K(1-0t)
At(K(1-0))

At + K

2K(1-0)-At
At+2K(1-0)

2K - At
At + 2K

-At/K

e

Kou
At + K(1-0)

At + 2Ka

At+2K(1-0)

At
At+2K

At - K
At-K(1-a

\
1

At
At+K

At -

At

At - 2Ko
At+2K(1-a)

At
At+2K

At - 2K

1-

10 1C

Jo 1t

Numéro du

modéle

Type de schéma

ler schéma

2éme schéma

Intégration

érique

Num
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Cette comparaison ayant pour but Ta reconnaissance des erreurs possibles
dues aux différentes techniques d'utilisation, nous choisissons une im-
pulsion d'entrée susceptible de révéler la montée des hydrogrammes de sor-
tie.

Qg (1 At) = o, H(t)

Nous calculons les réponses obtenues par les huit modéles définis dans le
tableau ci-avant avec les valeurs suivantes :

K=1,2, ....... 10 minutes

At = K, K+1, ... 10 minutes

Soit pour chaque modéle 55 couples (K, At), la valeur de o &tant fixée.

Réponse type modéle 7.8

1 minute

O
wn
o~
[ o
p
=
~
1]

At 1 a8 10 minutes
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Réponse type modéles 1.2.3

Exemple Q 1(t)

Exemple Qs 5(t)
K=1

Caat

Ces courbes ne représentent pas 1'approximation d'un phénoméne réel mais
découlent d'une exploitation directe des diverses formules présentées dans
le tableau.

Les modéles obtenus par intégration numérique donnent des montées d'hydro-
grammes indépendante du pas de temps At.

Les modéles obtenus par discrétisation directe du systéme donnent des sor-
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ties qui peuvent étre Tocalement instables tout en convergeant vers Qe(t).

La discrétisation choisie par MUSKINGHUM, par exemple, peut donner des
sorties oscillantes autour de la valeur % tout en convergeant vers cet-
te valeur.

-

Cela n'est pas dil @ un défaut de convergence mathématique du modéle dis-
crétisé :

Q§+1 = y . Qg + F(t) y étant toujours compris
entre -1 et +1.

Les perturbations locales observées proviennent d'un mauvais choix du pas
At vis-a-vis de K (qui peut étre considéré comme un temps moyen de par-
cours) et de o. Sans vouloir &tudier le domaine d'application phénoménale
de ces modéles discrétisés, on peut remarquer que ces perturbations Toca-
Tes sont dues a triplet (K, o, At) qui rend négatif au moins 1'un des trois
coefficients A, B, C; d'ol les conditions de positivité des coefficients.

Modéle | A B c
1 At/ z o
2
3 At/K > 1
t
4 é%— > 20 AK— < 2(1-a)
5 At/K <2
6 At/K > 2 toujours néga-
tif

7 At (1-a)In

K 1-o
8
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Pour le modéle 7, obtenu par intégration numérique A est toujours posi-

tif, ¥oe 1010, si At/ zé.
ot A
K
g S~
0 '1 = a
1= 1

Pour ce modéle, le non respect de cette condition entraine des perturba-
tions & 1'origine de 1a montée de 1'hydrogramme, le choix du pas At &tant
trop faible vis-&-vis de 1a valeur du K. Un At/K correct ne corrige pas
la perturbation due & un At trop faible mais ne la fait pas apparaitre
puisque Ta montée de 1'hydrogramme a méme allure ¥ At.

Un mauvais choix du pas de temps At vis-a-vis de K et o révéle des
défauts inhérents & 1a modélisation mathématique. L'intégration numéri-
que est théoriquement plus satisfaisante, la discrétisation directe du
systeme ayant 1'"avantage" de fournir un degré de liberté (choix de la
discrétisation) qui sert & caler les hydrogrammes calculés sur les hydro-

grammes réels (technique de calcul et non technique de modélisation).

- ~

III.3 Application & un ensemble de bassins versants & réservoirs
en série (et/ou) en paralléles

Un réseau d'assainissement est constitué par un ensemble de canalisations
de caractéristiques différentes (pentes, longueur, ...). On peut dire que
1'on est en présence de n sous-systémes. On définit alors la structure
d'un systéme général, imagée par un ensemble de réservoirs linéaires mis
en paralléle et en série.
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De méme, un bassin versant ou un ensemble de bassins versants est consti-
tué d'unité de caractéristiques différentes (type de sol, urbanisation,..)

La structure de 1'ensemble considéré dépend naturellement de 1'unité choi-
sie c'est-a-dire des sous systémes &tablis et déterminés au préalable (cal-
cul des coefficients K et a).

La réponse d'un systéme général & une entrée donnée (hyétogramme, hydro-
gramme) peut étre obtenu de deux fagons :

- Calculer 1a réponse Qsi du sous-systéme i grdce & 1'opérateur
choisi connaissant Ki et oy Cette réponse devient 1'entrée Qei pour
le sous systéme aval ...

Q.. . Q_.=Q .+l Q_.+1
el > 1 ST el i+l S ~

=

On effectue une démarche pas a pas pour déterminer la réponse QS = Qqp-

On détermine au préalable 1'opérateur du systéme général par "combinaison"
des opérateurs de chaque sous-systéme. On obtient le schéma classique.

0, = 00,

Cette facon de procéder est relativement simple lorsque 1'on a trés peu
de sous-systémes, s'ils ont des caractéristiques différentes et si les ré-
servoirs images sont, soit en série, soit en paralléle.

E1le devient compliquée lorsque la configuration n'est pas simple, la pre-
miére démarche étant alors plus efficace.
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Nous allons voir comment on peut déterminer un opérateur de transforma-
tion pour quelques cas simples.

II1.2.1 Réservoirs en série

_— 1 2 SN e — n —> Qg

(dsi

T Osi-1 7 O
o

S = K [“1 Qgq.1 + (1 - ay) Qsi]

Les inconnues sont Tes Si et les Qsi‘ On a donc un systéme de 2n équa-

tions @ 2n {inconnues.

Soit Oi T'opérateur du sous-systéme 1. La fonction de transfert (trans-
formée de LAPLACE) de 1'opérateur 0 est le produit des fonctions de
transfert de chaque sous systéme.

L(0) = L0
1

. 1 1
avec a;e 10 1[ L (01) = L, > 1
u1-1 Ki(l"ui) s +
K:(l~a;)
i i
Q. 1
Exemple n = 2 En posant a, =—1 bi =
o, K. (1-0.)2
0 # a i i i
i 2
1
L E K ¢



a1a26 + a1b2

=3 a; =a ¥i
Ky =K ¥i
_ t t
2
= (X )36 + 3o 1 o K(l-oc).t + 3o K(1-a)
a-1 a-1 K2(l-0)% (a-1)
. (1) 1
+ (t e
k3(a-1)6 2!
o = 0 Vi les relations obtenues sont plus simples.
i lKi S + =
K5
n=2
L
0 =1 ( 1 (e K1 g KZ))
Ky Ky Ko-Kq
Ki =K ¥i pour n réservoirs en cascades
-t/
K n-1
t
0 = =— (—)
K T (n) K
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IIT.2.2 n_Réservoirs en paralléles

systéme de 2n &quations

{ - -
S; = Ksi (Ly Qs + (2 Li) Qg4)
d 2 h inconnues

1

1 = -
& i O
avec QS = f Qs1

Lorsque les entrées sont toutes des fonctions différentes, i1 est impossi-
ble de construire un opérateur général. On calcule alors séparément chaque

Qsi que 1'on somme ensuite.

Exemple : L; € J0 1L wi Ki # Kj ¥ig¢]
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__t
0 = 6.(Z—-)+3 1 2eKi(l""i)
1a,-1 i Ki(l_ai)
a; = o ¥i K_i = K ¥
fio s - t/K(l-OL)
0 = § + — €
a-1 K(1-o

Nous n'avons donné ici qu'un apercu de quelques opérateurs obtenus pour
des configurations simples, tout autre opérateur représentatif d'un systé-
me a structure donné étant obtenu par diverses combinaisons.

IT1 sera d'autant plus difficile & construire que le systéme est complexe
et qu'il comporte un trés grand nombre de sous-systémes.
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IV - CONCLUSION

Les modéles & réservoirs 1inéaires (i1 serait préférable de les nommer
filtres), qu'ils soient utilisés pour Te ruissellement et/ou 1'eécoulement,
sont tous issus du systéme qui représente le modéle de MUSKINGHUM. Ce sys-
téme posséde une solution analytique simple de la forme :

0g(£) = O(K, @) *Qy(t)

L'opérateur 0 est linéaire, vieillissant (ou non vieillissant) & hérédi-
té. Le phénoméne est donc apparenté aux phé&noménes viscoélastiques 1linéai-
res a hystérésis.

Cette approximation du ph&noméne réel par un tel modéle introduit la ré-
versibilité qui n'est pas une qualité phénoménale. Cette propriété du mo-
déle doit donc étre utilisée avec précautions.

La syntaxe d'un tel modéle permet de nombreux développements tels que la
conjugaison de plusieurs systémes, expression analytique du débit maximum,
etc ...

Ce modéle a surtout 1'avantage de fournir une sortie analytique pour des
entrées de forme simple, tellesque les pluies de projet données sous for-
me triangulaire, trés utilisées en hydrologie urbaine (voir annexe II).
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La Tineéarité théorique du modéle est naturellement la principale limite
phénoménale. Ces modéles restreignent donc leur objet a des bassins ver-
sants ou & des collecteurs qui donnent une réponse presque directe. En
fait, l1a notion de "directe" est subjective car elle dépend de 1a durée

de 1'entrée ainsi que des unités de temps employées. Vis-a-vis des gran-
deurs mises en jeu (durée de 1'entrée, pas de temps), ces modéles ne peu-
vent pas rendre compte d'une sortie présentant un décalage temporel impor-
tant puisque un tel opérateur suppose 1'invariance par translation.

Nous n'avons pas développé dans de 1'&tude 1 Ta validation pratique de
ces modéles afin de ne pas alourdir le texte et mé&langer divers chapitres.
Nous avons tenté de donner une premiére réponse d ce probléme de la vali-
dation en nous restreignant & une canalisation, le référentiel étant le
modéle de BARRE DE ST-VENANT issu de 1'hydraulique. Ces quelques essais
font 1'objet de 1'annexe III.

Avec les essais effectués (durée de 1'entrée = 1 minute), 100 m semblent
étre la limite de linéarité du ph&noméne, pour une canalisation circulaire
de rayon 0.3m et de pente égale d 5°/.o.

Donné brutalement comme cela, ce résultat semble définir un domaine de
validité du modéle qui serait illusoire vis-d-vis des dimensions traitées
par 1'hydrologie urbaine.

En reprenant le modéle intégré numériquement (o = O pour simplifier)
At At

o(it) = e X o i)+ (1-e K)o i

NnOUS pouvons remarquer que pour Qs(i) et Qe(i+1) donnés, quel que soit

At et K, Qs(i+1) ne change pas de valeur si le rapport At reste cons-
K

tant.
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Comme K = L3 en multipliant L et At par une méme valeur a,
_At
e K reste constante.

Pour un débit d'entrée donné tous les At, si L est le domaine de 1inéa-
rité, pour les mémes valeurs données tous les a x At, a x L devient Ta
nouvelle limite de linéarité; soit par exemple pour notre canalisation :

Q A QA
so;gée a sortie & 6 km
m
z >t = t
1 minute 1 heure
At = 5s At = 5 minutes

Le domaine de linéarité est donc dépendant de la durée de 1'entrée. Comme
en hydrologie, les phénoménes ont une durée relativement longue (1lh, 2h,..)
le domaine de validité de ces modéles est important si 1'homothétie décri-
te ci-dessus est correcte. Nous reviendrons sur ce probléme dans de 1'étu-
de III.

Tous les essais que nous avons menés dans les annexes I, II, III relatives
a cette partie de 1'étude doivent donc étre considérés en ayant & 1'esprit
cette notion d'homothétie temporelle qui se reporte sur le domaine de va-

1idité des modéiles.



165

Des &tudes plus poussées de validité définiraient 1'emploi de ces modé-
les linéaires, les valeurs des trois paramétres K, a, At devant étre
choisies judicieusement pour ne pas entrainer des oscillations de 1a sor-
tie et pour ne pas donner des valeurs négatives de 1a sortie (Te terme

2 ne doit pas &tre prépondérant au début de la montée de 1'hydrogramme.
a-1



b
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"Or aux ages theologique et métaphysique, i n'y a pas
de Lois, i€ y a des causes, personnifiCes dans Les Dieux
ou heunies en un seul Dieu, conceptualisies en absirac-
tions ou entiteés. La Loi, Ra nelation ou Le fonctionne-
ment, Le pouwrquod reduit au comment, volici La caracté-
nistique de L'age positif”.

Michel SERRES.
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La mécanique est la théorie du mouvement.

La trajectoire est représentée par une loi, c'est-ad-dire par une équation
si les constantes d'intégration sont fixées & 1'état initial et & 1'état
terminal. La trajectoire définie les positions successives d'un point
soumis a un systéme de forces en équilibre @ tout instant.

Toute la mécanique analytique et, en particulier, 1'hydrodynamique est
basée sur ce paradigme.

"Aussi d'ALEMBERT apnis avoin découvert fLe principe fonda-
mental qui Lui a permis, vu Les progres de La statique, de
traiten dans son ensemble La dynamique d'un systeme quel-
conque, en a-t'il immédiatement fait application a L'éta-
blissement des équations générales du mouvement des FLui-
des, entierement inconnues jusqu'alors” [1].

Mais 1'intégration de la trajectoire donnée par un systéme d'équations
aux dérivées partielles non linéaires pose des obstacles insurmontables
qui ne pourront étre franchis que par les seuls progrés de 1'analyse ma-
thématique des opérateurs intégraux, "fes Equations gondamentales du mou-
vement dtant inndvocablement dtabbies"(1).

Pour rendre opérationnel les équations fondamentales de la dynamique des
fluides, D. BERNOUILLI a adopté une hypothése fondamentale qui remplace

Te mouvement de molécules & molécules par un mouvement de tranche & tran-
che. (passage du point au plan).

(1) Auguste COMTE : Philosopie premiére, 17&me lecon.
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L'hydrodynamique appliquée fait donc abstraction des mouvements latéraux
et conduit a modéliser les écoulements variés des Tiquides non visqueux

par un systéme simplifié d'équations aux dérivées partielles non linéai-
res, dit de BARRE de ST-VENANT.

Ce systéme pourrait modéliser tous les &coulements rencontrés en hydrolo-
gie, son application &tant généralement restreinte aux écoulements des
eaux en canalisations.
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I - ETABLISSEMENT DU SYSTEME DE BARRE DE ST-VENANT

[.1 Equation dynamique

L'hydrodynamique recherche les équations du mouvement des fluides. L'élé-
ment considéré est un groupe de molécules supposées homogénes vis-a-vis

des grandeurs mises en cause (vitesse, accélération, masse volumique, ...).
La trajectoire d'un tel groupe est &tablie en équilibrant les forces auquel
il est soumis, & t donné. Si le fluide est incompressible, cet équilibre
de forces donne 1'équation de NAVIER-STOCKES définies avec les variables
d'EULER :

[ P* = P+ pgh
p = masse volumique
> | R S
Y = -=grad P*+¥F { | oy
p Yy = —
dt
.
L f = forces de frottement

>
Soit un filet liquide, trajectoire du groupe homogéne, s et n sa tan-
gente et sa normale en M.

=4
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En projetant sur ces deux axes 1'@quation de NAVIER STOCKES, on obtient :

RTINS S N T A
| ot ® 3s o 9s s
I 5 Rc : rayon de cour-
aV v *
n,_s . _123P bure
| ot c p an n

La vitesse d'écoulement ou de ruissellement due & un événement brutal,
en toute généralité, n'est pas permanent :

ot

Si nous supposons, en outre, que la pente du sol ou de la canalisation
est faible et que tous les filets liquides sont paralléles au fond, le
systéme I se simplifie

La répartition des pressions est hydrostatique.

En assimilant s & x, le systéme I se résume donc & 1'équation :

*
XA R R

ot X p X
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L'écriture de cette équation se développe en exprimant P*

Pat : Pression atmosphérique
pP* = Pat + pg(Z + h) h : hauteur d'eau au-dessus du
filet Tiquide
Z : altitude du filet liquide.
* a P
=> aP = at + p gg_z. + .g Eb.
X X 9X X

Si nous supposons que la pression atmosphérique ne varie pas avec x et

en notant i = - LI4 (pente du fond), on obtient :
X
g!-+ ) §\—/-+ g gh | +g i-f

ot ax X

En notant J = f/g (perte de charge par frottement du & la rugosité
des parois et la viscosité du fluide).

Wy dly g sh g(i - J)

ot X X

Si nous considérons le filet liquide au fond de Ta canalisation ou en
contact avec le sol, h représente la hauteur d'eau totale de la section
en x a t.

Soit Vm la vitesse moyenne de la section considérée (Hypothése de
BERNOULLI), on a alors :
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V = oV a : coefficient de répar-
tition

Si o est une constante :

oV oV
o —2+a°v —Dy g gh

= g(i - J)
ot M ax X

Avec toutes les hypothéses choisies, cette égalité représente 1'équation
dynamique du filet Tiquide en contact avec le fond de la canalisation ou
le sol.

Elle est définie grdce a trois variables Vm’ h, J.

Nous devons donc lui adjoindre trois autres &quations pour déterminer les
caractéristiques de 1'écoulement.

[.2 Equation de continuité

Elle mesure la conservation de la masse donc des volumes (p = constante)

apport extérieur

J AX J+1

On recherche Te volume stocké au temps t + At dans 1'espace compris
entre J et J+1.
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V stocké en t + At = Volume entrant en J pendant At +
Volume extérieur entrant pendant At +
Volume existant en t - volume sortant

pendant At.
rt+At t+At [J+1
Vs(t+ At) = J Q(j,t) dr + J Qe(r) dr + J S(x,t) dx
t t J

Q  : apport extérieur
S : section mouillée.
J+1
Vs (t+at) = J S(x,t+At) dx
J
On obtient donc :
(J'l'l t+ t
] [setent) - s(x,t)] ox - { (Q(J,7) = QI*+1,7) + Q1)) dr.
J t

On suppose que les fonctions S et Q sont continues :

J+1
J (S(x,t+At) - S(x,t)) dx = Ax* (S(J+a,t+At) - S(J+a,t))
J

J + aeld, J+1]
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t+ t

[ (Q(Jdst) - Q(I+1,7) +Q (1)) dr = AL(Q(J,t+y) - Qa+1,t4y) +Q (t+Y))

t
t+y e [t, t+At]

En réécrivant 1'égalité :

S(J4a) ,tHat) - S(Jo,t) | QI,tHy) -0+, tey) | le(HHY)
At AX AX

Si At et Ax =0

8S(x,t) , 3Q(x,t) _ Q, (t)
st oX !

[.3 Systéme de BARRE DE ST VENANT

IT est défini en ajoutant trois &quations particuliéres a 1'équation dy-
namique et celle de continuité puisque cette derniére introduit deux nou-
velles variables S et Q.

oV aV .
o L u2 Vm _moyan . g(i - 4J)

ot X X

a_s_ + B_Q = Q.

3t  ox 1

Q = V.S

S = f(h)

Jd = g(V, h, )
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Ce systéme modélise les variations de h et de V pour un fluide incom-
pressible, Ta vitesse &tant non permanente avec une répartition constante
dans une section, les filets liquides paralléles au fond.

Beaucoup plus simple que les équations fondamentales de 1"hydrodynamique,
ce modéle peut servir de référence pour mesurer les hydrogrammes obtenus
par ruissellement ou par &coulement. Le principe de d'ALEMBERT qui est &
la base de ce systéme n'est pas ici a remettre en cause. Si ce modale ne
donne pas les hydrogrammes observés, cela ne peut venir que des hypothé-
ses choisies en aval du principe. Malheureusement cet ensemble d'équations
aux dérivées partielles non linéaires n'est pas intégrable analytiquement.
Nous devons donc faire appel & la simulation et & 1'informatique pour

traiter ce systéme. Pour cela on utilise généralement deux techniques.

La premiére s'appuie sur la recherche des courbes caractéristiques du
systéme et des relations vérifiées sur ces courbes.

La seconde utilise directement les développements de TAYLOR sur les fonc-

tions dérivées 353 21,

ot  9x

au systéme.
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II - RESOLUTION : METHODES DES CARACTERISTIQUES

IT.1 Résolution théorique

Dans un premier temps, nous allons démontrer que le systéme de BARRE de

ST VENANT posséde une solution réelle qui s'appuie sur des surfaces carac-
téristiques. Cette solution n'étant pas facilement exploitable, dans un
deuxiéme temps, nous allons rechercher 1'hypothése qui permet une utilisa-
tion simple du systéme.

Soit le systéme pour o = 1 :
(20,2l gdh i) (1)
ot X X
{82,80  q (2)
ot  ax
L S = f(h)s g = VS

Nous allons rechercher les surfaces caractéristiques, solutions d'une équa-
tion d'ordre deux a une seule variable, construite grdce au systéme donné.

a_s = f'_a_h; a_s. = f'%
9X d ax ot h ot
L'équation (2) devient :
fré0y e B, p OV g (1')
ot oX 9X

En dérivant par rapport & x cette équation :
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2 22, 00
TCLORR L Lk TR L A X S i B | (3)

X ox ot axat 9X 3x X 9X X X

En dérivant par rapport & x et a t 1'dquation 1, on obtient

.
3°h _ 1 ,. .. 9% o2y av av]
— = = g(i-J). -V >~ — —
3 g | axdt  ax°  ax ax/
2 ( 2 2 )
8h oo 1lg(ingy-25 -yl VAV
oxat gl ot oxat a3t ax
3%h 3%h
En remplagant — et —— dans 1'équation 3 et en regroupant les ter-
oxot
mes du second ordre, on obtient :
- 3—% + §~¥~ Vz -g il 2 av I;!—, + H0 =0
ot ax f! axot { g

avec H0 opérateur différentiel du ler ordre.

Les surfaces caractéristiques sont données par 1'équation :

2
2 f 3S
( ) + ( ) vV -g D) +2v ) &) - o
f! ot ax
avec S = S(x,t) surface caractéristique.
On recherche une surface du type : S(x,t) = x -6 (t) = 0
._a.§_1 é:-e'
X ot
soit 0'2 4 (V2 - g ?%) -2Ve' =0

d'od 8' = V+ /g f/f"
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d'ol 1'équation des surfaces caractéristiques en remarquant que 6' = dx/dt

172
LI + (9 f/f") courbes € R
dt

Ces courbes étant réelles, le systéme est hyperbolique.

Toutes surfaces intégrales du systéme de BARRE de ST VENANT s'appuie donc
sur des courbes définies par les pentes ci-dessus. En particulier, les
€quations (1) et (2) sont vérifiges sur ces courbes qui relient les deux
variables x et t.

(1) = Wy yddt, gdhdt oy
dt dt dx dt dx
(2) => f dh L yp dfdt | o dVdx | Q, (2*)
dt dt dx  dt dt
¢V dx
(21) =» 4 _ % i dt dt
dt frv+ 8y ey 4 I8
dx dx

En remplagant dh/dt dans 1'équation dynamique, celle-ci s'écrit :

g AV dx ]
q.
aV o, ydvdt, gdt 1 - grat = g(i-0)
dt  dtdx  dx |f'(v +3h , dt
p £+ Sy
X dx

On obtient finalement le systéme suivant :



1/2

& - vy (g 1)

dt
) f.d_vﬂ(_ ]

q.

@, ydvde, g-QE ! I - dt dtdt = g(i-J)

dt dt dx dx |f'Y(V+=) FfY(V+=
L dx dx

Ce sont donc les relations qui sont théoriquement vérifiées sur les cour-
bes caractéristiques associées au systéme de BARRE de ST-VENANT pour une

section quelconque.

Malheureusement 1a solution comme elle est décrite, n'est pas facilement
exploitable. 11 faut rechercher des relations simples vérifiges sur les

courbes caractéristiques.

Pour cela nous allons utiliser la démarche de J.J. STOCKER 48] pour at-
teindre ces relations.

Soit ¢ = Y g f/f!
\
"
2(:._8.2 = ga_hx -f_fz
X 3x L
1]
2c 3¢ - g ah X (1 - ff?
at st | 7
1
En notant a le terme (1 - If7) et en remplacant Eb, 3h par leur ex-
f! at  ax

pression en fonction de c dans les &quations (1') et (2) on obtient le
systéme suivant :
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(
2 3c

2oy g 20 (4)
ot 9X oX cf!
p,
Wy ,2c 3¢ o g4 (5)
5t dx  a ox
(445) =
01 02
6) 22+ (v+S 2y c+ (Xaviac) 2y = g(i-d)+ 294,
ot a 23X ot X cf!
(5-4) =>
(1) 2+ (V-9 2y ek (Tr(vmac) D) = g(i-g) - 28 g,
ot a dx ot 9X cf!

Si les deux variables v et c¢ sont différenciées par le méme opérateur,
nous obtiendrions des relations simples vérifiées sur les courbes intégra-

les de cet opérateur.

01 est égal @ 02 si a = + 1 soit les deux solutions suivantes :

f o= 0

ou 2% = g

La premiére &galité est réalisée si la section est rectangulaire. La deu-
xiéme égalité est satisfaite si :

h_m.—_Zh => ﬂﬁ)=__1_
f'(h) f(h) h
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d'od f(h) = 1-+ constante; pour le probléme étudié cette section ne
h

nous intéresse pas. Nous retiendrons donc le cas de la section rectangu-
laire (a =+ 1).

hl S(x,t) = h(x,t) x L

L

= —

c @étant égal @ "g h les équations (6) et (7) s'&crivent alors :

g .
2((Vc) 2 4+ 2y ¢ +((vre) L+ 2y v = g(i-g) + 9%
ox ot ox ot Lc
g Q.
-2((V=c) 24 L) 4 ((V-c) 2+ 2y v = g(i-0) - 1
ox ot ax ot Lc

Les fonctions V et c¢ sont donc différentiables le long des deux cour-
bes définies dans le plan (x, t) par les deux équations différentielles :

On retrouve naturellement les courbes caractéristiques générales associées
au systéme de BARRE de ST-VENANT.
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c2 c1
Cl : 95 = V+c
dt
c2 : 9% -y
dt
= X

Si nous supposons que les pertes ou gains de charge sont constants Te long
des courbes intégrales, on obtient le systéme suivant :

((V+c) 2. Ji) (2c + v+g (J-i)tﬁglzi t) = 0
ax ot Lc
5 , 3 90yt
((V-c) =— + =) (-2c + v + g(J-i)t ) = 0
ax ot Lc

Nous avons donc deux équations d'état vérifiées le long des courbes carac-

téristiques :
& V+ec
dt
) . Q4
2c + v + gt (J-i- —) = Kl
Lc
&Ly
dt
-2c + v + gt(J-i + ~i) = K2
{ Lc
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Grace a ces relations 1'étude du systéme de BARRE DE ST-VENANT est rempla~
Cée par un probléme d'intégration classique en analyse numérique.

I1.2 Résolution pratique

II.2.1 Représentation du probléme

Les variables x et t &tant liées sur les courbes caractéristiques, en
dérivant par rapport & t Tes deux &quations d'état, on obtient le systé-
me :

.
dx = V+¢
dt
&, 9,4, g(J-i) -g— = 0
dt ¢ dt Lc

(Q:V-C
dt

1 —
dv _g dnh + g(J-i) + g-—l = 0 avec ¢ = “éh
dt c¢ dt Lc

.

Pour Ta suite, nous supposerons que la variable J est une fonction de V
et de h.

Le probléme que nous avons a résoudre est du type de CAUCHY.



Dans le plan (x, t), on se donne un arc AB non caractéristique tel qu'en
chacun de ses points, les variables V et h sont connues. Nous obtenons
un domaine de dépendance D, limité par FA et CB’ courbes caractéristi-
ques issues de A et B.

Pour chacun des points Mi de T'arc AB. nous pouvons tracer les caracté-
ristiques r; et Ci' Tout point e D est 1'intersection de deux courbes
caractéristiques Iy et CK. Comme nous connaissons la valeur des varia-
bles en MJ et MK’ par intégration des deux équations d'état le long de
FJ et CK, on calcule ainsi V et h au point d'intersection de PJ et
Cy-
La technique de résolution peut étre renversée en se donnant a priori les
points P de calcul sur des arcs Ai Bi‘

t A\
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Cela suppose naturellement que la connaissance des variables en des points
particuliers de Ai Bi’ permet de déterminer simplement ces variables en
n'importe quel point de 1'arc Ai B,

Le choix préalable des points de calcul est plus adapté a Ta modélisation

pratique des écoulements ou des ruissellements, les arcs Ai B.i étant des
droites paralléles d 1'axe des x dans le plan (x, t), les temps de cal-

cul étant plus faibles.

-~

Le domaine D peut &tre étendu au domaine D1 Timité & gauche et & droi-

te par les deux droites x =0 et x = X en se donnant une relation entre
les variables sur ces droites, le pas en x et en t é&tant pris générale-
ment constant.

t
A p
\\ J ‘\ K \ L \
r S
At t '
\ \ \ ‘\
0 X X
AX

Si nous voulons exprimer Vp et hp uniquement en fonction des points
r et s compris entre [J KJ et [K L], AX et At doivent étre liés
par la relation :

X 2|V + C| (Condition de COURANT-FRIEDRIS-

AT CHSLEWY).
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11.2.2 Intégration du modéle

Soit deux courbes caractéristiques passant par P, r et s Teurs points
d'intersection sur 1'axe x au temps t.

t+At
+ -
At C C
Vt r ) = X
n-1 A n n+l.
Les deux équations d'état sont intégrables sur ¢t et C. En supposant
le débit d'apport latéral Qi = 0 pour simplifier 1'exposition, on ob-
tient :
*p
av+gd 4 g-i)dt = 0 sur CY
t c
r
t
[ .
av-gdn 4 g-i)ydt = 0 sur C
& o
s

Comme J est supposé constant sur les courbes caractéristiques, les deux
intégrations donnent :

t
Vo- v+ g(J -1)At+ng@_o
p - r pr .
tr
tp
V - V_+g(J,. -i)At -g J dh
p s ps . c

S
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p sp
tt t
P h -h fp h - h
dh _ p_ dh _ p s
C C J c C
tr pr ts ps

- 9 - - =
[ v Vr + - (h h )+ g(Jpr i) At 0
pr
- -9 - - -
Vp Ve - (hp hs) + g(Jps i) At 0
ps
\
En fait la section étant rectangulaire,
dh _ _dh_
c Ygh
1/2
EL I S
Je v
d*ol le systéme
- 1/2 1/2 _
vV - Vr +2'g (hp - hr ) + g(Jpr - i) At =
- 1/2 1/2
Vp - Vs -27g (hp - hS ) + g(Jpr - 1) At =
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C'est un systéme de deux équations & 2 inconnues (hp, Vp) si les varia-
bles auxiliaires (Vr’ hr’ Vs’ hs) sont connues. Ces derniéres sont dé-
terminées en intégrant les &quations donnant les pentes des courbes carac-

téristiques.
dx
— = V(x, t) + C(x, t)
dt
dx
— = V(x, t) - C(x, t)
dt
t+at A P
£ r S
K-1 K kel o X

Pour relier r et s & p 1'intégration se fait de t a t + At.

[t+At t+At )
J [V(x(t)) + c(x,t)J dt.

] d(x(t)) =
t t

Vet ¢ étant continues, 3 t' ¢ [t, t + At] tel que :

x(t+At) - x(t)

At [V(x(t')) + c(x(t'))]

QU

le premier membre &tant égal X, = X, que nous noterons & . De méme

p r
en notant 65 = xK - X
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(2]
]

At [V(x(t')) + c(X(t'))]

(o]
"

o = At [V(x(t") - c(x(t")) ]

Comme nous ne connaissons pas les valeurs de V et c¢ pour t elt,t+At[
les pentes sont approchées en choisissant une combinaison de

(Vr Cr Vp’ Cp), sur les points calculables.

(VgsCgs Voo C))

Nous remplagons donc les deux points théoriques r et s par r' et s!'
les caractéristiques étant alors assimilables & des droites.

La simplicité du systéme a résoudre dépend de la combinaison :

retenue pour exprimer les pentes.
La valeur des variables en r et s n'étant pas connues, elles sont ap-
proximées grdce aux valeurs de ces variables aux points K-1, K, K+l ...

qui elles ont été calculées & 1'itération précédente.

IT1.2.2.1 Exemple de systéme non linéaire

On pose
_ At
sr = :; (Vp + Cp + Vr + Cr)
. At - -
65 = :; (Vp Cp + Vs Cs)
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P t+At
t
K-1 r K s K+l
Les variables Vr’ Cr’ Vs’ CS sont interpolées linéairement en fonction

des points connus K-1, K. K+1.

Pour un point de calcul P ¢ 10 X[, on obtient le systéme non linéaire
suivant (voir annexe 4).

Sr = f(Vp, Cp) = X =X obtenues par les courbes
caractéristiques
6, = K(Vp, Cp) = X T X
F(Vp, Cp, Gr) = 0 obtenues par les équations
d'état.
G(Vp, Cp, 65) = 0

-~

Sa résolution donne Vp, Cp, 65, Gr' Comme elle est effectuée a chaque
point de calcul et & chaque pas de temps, on peut Tui préférer un systéme

plus simple, Tinéaire.

I1.2.2.2 Systéme linéaire (Méthode d'EULER)

Soit t' = t" = t; 1'intégration des fonctions dx donne alors :
dt
§. = At(V, +¢C,)
8, = At(V - C.)
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Les pentes des caractéristiques sont approchées par la valeur de la fonc-
tion @ T'origine. Si les variables en r et s sont interpolées linéai-
rement par rapport aux points K-1, K, K+1, on obtient un systéme linéai-
re de 8 équations & 8 inconnues pour calculer V_ et hp en un point
courant p appartenant @ 1'intérieur du domaine DI1.

AV
vV =V, -—2_8
f r K AX r
Ah
h, = h, -—2§
r K AX r
¢t )
6, = Ot (Vr + Cr)
o 1/2 1/2 _
L Vp -V +2 glhp =hr )+ g(Jpr"1) At =0
. AV
Vo = Vp+— 8§
S K AX S
Ah
h = h, +—=— §
] S K AX S
C o
65 = At(Vr - CS)
1/2
172 _ _ _
Vp _ Vs -2 /;(hp hs I+ g(Jps i)At =0
\

Ce systéme correspondant au cas de 1'écoulement fluvial (V < ¢) est rela-
tivement simple & résoudre. (Voir annexe 5 : résolution du systéme; appli-
cation & un é&lément d'écoulement simple).
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I1.2.2.3 Résolution directe

Si l1a perturbation qui s'@coule dans Ta canalisation, ou qui ruisselle sur
le sol n'a pas des variations brutales et si les pas de calcul Ax et At
sont petits, les pentes en r et s des caractéristiques peuvent &tre ap-
prochées gréace au point K, les valeurs des variables en K-1, K, K+l

étant sensiblement égales.

Nous avons alors :

8, = BE(V + Cp)
8 = At(V - C)

Le systéme précédent se transforme et nous obtenons un nouveau systéme de

-

; . s oo .. - +
6 équations @ 6 inconnues trés simple & résoudre avec par exemple sur C' :

AV

V.= v, - & 5 aT(v, +C,)
[Ve= Vg X K+
+ _ Ah
C h, = hK - z; X AT(VK + Cy)
1/2 . 1/2
Vp -V, + 2 /g (hp -h, )+ g(Jpr' i)at = 0

Ce modéle particulier a été étudié par G. COZZ0 T[45].
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Pour représenter les écoulements en canalisation, i1 donne en particulier
Tes relations aue 1'on obtient en considérant une condition amont, aval,
des branchements de canalisations, etc ...

II.3 Veérification

Le fluide étant incompressible, ses filets liquides paralléles au fond, la
pression hydrostatique, les &quations fondamentales de 1'hydrodynamique
pour un fluide réel se simplifient alors pour donner le systéme de BARRE
de ST VENANT.

En supposant une distribution constante des vitesses dans la section d'é-
coulement, nous savons que ce systéme hyperbolique, posséde deux courbes
caractéristiques, supports de toute surface intégrale.

-

Le systéme est pratiquement utilisable si nous 1'appliquons & une section
rectangulaire, les pertes ou gains de charge &tant pris constants le Tong
des courbes caractéristiques.

Le calcul des variables d'écoulement en un point donné et & un temps donné,
est effectué en utilisant deux équations d'états vérifiés sur les courbes
caractéristiques. Ces derniéres sont données par les équations de leurs

pentes. Comme ces &quations ne sont pas intégrables, les courbes sont ap-
prochées par des droites suivant le type d'écoulement, ces droites sont na-
turellement plus ou moins justes.



197

P t+At
Cas de 1'écoule-
ment fluvial.
V+c V-c
K-1 K S K+1 t

Nous distinguerons trois systémes particuliers selon le calcul des deux

pentes, les variables en r et s &tant approximés linéairement par rap-

port @ K-1, K, K+1.

(2)

dx
dt

dx

dt

dx

dt

dx

dt

(V + C)r,p

Systéme de résolution non linéaire

(v +0C)
Systéme de résolution linéaire

(Vv -0)
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dx
—-= V+C
( " ( )k

(3) Résolution directe
dx

dt

i
——
-

1
[ep}
S

Pratiquement, nous avons utilisé les systémes de résolution (2) et (3) les
pertes de charges J étant données par Ta relation :

A Ve

29 Dy
A calculé par la formule de COLEBROK [161].

Ces systémes ont &té mis en oeuvre pour modéliser les &coulements dans
des sections rectangulaires et circulaires, le débit maximum n'atteignant
pas la valeur des débits de mise en charge [81.

I1.3.1 Section rectangulaire

En calculant les pentes en r et s, nous pouvons d&ja vérifier que le
phénoméne modélisé est héréditaire et non linéaire. L'hérédité signifie que
le débit de sortie Qs au temps t est fonction de ce qui précédait ce
temps t; la montée et la descente des hydrogrammes ne se recouvrent pas
(voir figure 1).

La non linéarité est vérifiée en utilisant le principe de superposition.
La sortie due a Qe n‘est pas le double de Ta sortie due a Qe/2. (voir
figure 2).

Cette non linédarité du phénoméne augmente avec la distance. L'erreur rela-
tive sur la valeur du débit maximum varie peu, 1'erreur sur le temps d'ap-

parition de ce débit augmentant (voir figure 3).
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Figure 1 - Sortie calculée & 10C m pour une section rectangulaire (Largeur
0.6m) de pente 5°/0o avec AT =5s AX = 25 m.
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2

Figure 2 - Sortie calculée & 50m, pour une section rectangulaire (Largeur
0.6m) de pente 5°/c0 avec AT =5s AX =25 m



201

‘.fG(f)' | s = ._; ?_, m;?; f;;

zadadRRa ERRRSECIRYN IREENECSUR ARRAT

i
b

.

i | i P i |
et ke =z amn [ Can Gas s i e ) e
HIENG e e R 1255 E P e et
\ I : i L E I : el
4 T 1 - = - AR Wy AT R S M 1 i 1 i ——
[ : i It T ¥

N

e e
= Beinn

Figure 3 -~ Sortie calculée & 100 m pour Ta canalisation dé&finie précédem-
ment.
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Les essais suivants ont &té effectués pour une canalisation rectangulaire
(base = 0.6 m) la pente étant de 5°/.,, avec At = 5s et Ax =25 m et
ont pour but de comparer les résultats obtenus par les systémes (2) et (3).

Les sorties obtenues grdce au systéme linéaire (pentes de ¢t et ¢
calculées en r et s) précédent toujours celles que 1'on obtient par la

résolution directe du systéme (pentes de ¢t et € calculées en K).
P

K-1 r K s K

Cette avance est due & 1'influence plus ou moins importante de 1'amont sur
1'aval. Le calcul des pentes en r et s favorise "1'action" de K-1 si-
tué en amont du point P (voir figure 4).

Pour une impulsion relativement bréve, cette différence devient significa-
tive Torsque Ta distance augmente. Pour une entrée de type triangulaire,
le décalage est de 1'ordre de 15s pour 1a montée, la valeur du débit maxi-
mum étant minoré lorsque les pentes sont calculées en K (voir figure 5).

L'entrée étant de type HEAVISIDE 9, H(t), les deux méthodes de résolution
donnent des sorties qui convergent vers la valeur % (voir figure 6).

L'approximation des pentes des courbes caractéristiques par des droites et
le calcul Tinéaire des variables en r et s, introduit une erreur sur la
conservation des quantités d'eau transitées, la quantité de sortie étant
1égérement plus importante que Ta quantité entrée.



Pour une entrée de type triangulaire (figure 5) on obtient les valeurs

suivantes :

400 s

intégrales sont calculées par

Aqun
m3)o

400s
Qy(T) dt =

203

11.30 mS

mildmptenn s s e

ANFOn ol
_.:_....\l'f_C)k:_ B

400s
J Qe(T) dt

0

étant le temps au bout duquel on retrouve 1a condition initiale. Ces
la méthode de SOMPSON.

Figure 4
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Qs

400

Qotn &Som

Figure 5



datie & §0m.

400

8.

Figure 6
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Le non respect de la condition de convergence AX (V. + C) donne des
At

valeurs de débit qui divergent par rapport aux solutions réelles.

A q(t) 0 (t)
/\U/\\_//\ -
=t

Le modeéle de BARRE de ST-VENANT &tant simple & mettre en oeuvre pour mesu-
rer les écoulements ou les ruissellements sur des &léments & structure peu
complexe, i1 est donc intéressant de voir si la méthode des caractéristi-
ques, avec les modes de résolution que nous avons donnés, est applicabie &

des sections quelconques.

Nous avons retenu la section circulaire qui est typologiquement la plus
€loignée de la section rectangulaire.

rectangle ovoide cercle

I1.3.2 Application & une section circulaire

En considérant une telle section, les équations obtenues par la méthode des

caractéristiques sont trés 1&gérement différentes. En effet, la variable

C = "gf/f' (f(h) = section mouillée) qui entre dans la définition des
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pentes des courbes caractéristiques est conservée comme telle. On consi-
dére les deux &quations d'état suivantes, vérifiées sur les courbes ca-
ractéristiques :

- 9 - - =
( Vp = Yt (b =) + 900, - 1) Bt = 0
} g
- 9 - -3 =
| Vp Vg + - (hp he) + g(Jps i) At 0
ps

Nous devons donc introduire la fonction qui relie h & _f(h) pour utili-
t'(h)

ser simplement la méthode des caractéristiques.

Les relations pratiques se déduisant aussi facilement du systéme que pré-
cédemment.

Pour vérifier les aptitudes de 1a méthode des caractéristiques a la modé-
Tisation des &coulements en canalisations circulaires, nous avons effectué
les mémes essais que pour les sections rectangulaires, la canalisation
utilisée ayant un rayon de 0.3 m et une pente de 5°/c,.

En utilisant la résolution directe (V et ¢ calculés en K) et le systéme
Tinéaire (V et ¢ calculés en r et s), nous retrouvons exactement les
mémes différences dues aux deux modes de contréle particulier. Le systéme
Tinéaire favorise 1'amont par rapport & 1'aval alors que la résolution di-
recte favorise 1'aval (voir figure 7).
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i
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Figure 7 - A 100 m la différence du débit maximum est de 1'ordre
de 0.02 m3/s, le décalage de 1a montée et de la des-
cente allant jusqu'a@ 5s.
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Mais des erreurs spécifiques dues aux canalisations circulaires s'ajou-
tent @ celles déja relevées.

En particulier, on obtient un dépassement du débit maximum d'entrée en
utilisant Ta résolution directe (voir figure 8). Ce dépassement & 50 m
est observé lorsque la condition initiale (h et V & t =0) est trés
faible. Cette erreur n'a pas pu étre obtenue avec le systéme lingaire,
celui-ci divergeant lorsque h(0) et V(0) sont trés petits.
L QtH | |
mYy

Figure 8
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Ce défaut de convergence en valeur maximum est trés nette lorsque 1'entrée
est de type HEAVISIDE ooH(t). Avec la section utilisée, des valeurs fai-

4 QCF) Yy

e o e D | S ST =
-

0.5

/ PR S b e
:/

— donnent des sorties infé-

F g
:. e T .O..L i
4 — = 5

Sorties &- 50'7n. :

_ bles de % (0.1 m3/s,

i 0.2 m3/s et 0.3 m3/s) don-
nent des sorties qui dépas-
sent ces valeurs alors que
des valeurs plus fortes de
o, (0.4 m/s et 0.5m%/s)
rieures a ces valeurs, la
convergence vers le %
d'entrée étant trés lon-
gues. (figure 9).

débits de sortie ramenés

—— a1 unité.

¢ Figure 9
S ==

1
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Ces divergences peuvent &tre naturellement réduite en calculant 1a propa-
gation avec un pas de temps et un pas d'espace plus faible. En effet, les

variations de section entre t et At

sont plus petites, se rapprochant

ainsi de la section rectangulaire pour 1'intervalle considéré. (voir fi-

gure 10).

$ Qo
™Yo

0.8

- DY¥=%m

DT: 2.50

— - - —

Ax :1?.51'1

50m.

0.6

e R e i

! ! ; 1

T e e e e Figure 10
E e s

'_
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Ces divergences enregistrées & 50 métres existent toujours & 100, 150,
300 m, ...

Notons enfin que cette méthode des caractéristiques avec les deux schémas
particuliers de résolution, entraine une non conservation des quantités
d'eau transitées relativement importantes.

En prenant une entrée triangulaire a variation brutale de 16.80 m3, la

sortie & 100 m mesurée par la résolution directe (V et ¢ en K) donne envi-

ron 28.60 m3, la sortie & 100 m mesurée par le systéme linéaire (V et c
en r et s) donnant une quantité de 20.90 m (voir figure 11).
bag = S : i

0.4

e

o.z. =t

EEE i
' ECERTo t e e R

patied & 400m. . [
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Ces erreurs appréciables sur les quantités d'eau transitées pourraient
étre atténuées en diminuant les pas At et AX pour se rapprocher loca-
lement de la section rectangulaire.

Ces erreurs sont dues, pour une bonne part, & la descente des hydrogrammes
qui convergent trés lentement vers zéro.
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II.4 Conclusion

Nous avons mis en oeuvre un systéme couramment utilisé en hydrologie pour
mesurer les écoulements, ce systéme &tant obtenu par la méthode des carac-
téristiques pour une section rectangulaire, les pertes de charges étant
considérées constantes le long des courbes caractéristiques.

Pour une section d'une telle forme, les résultats obtenus semblent cor-

rects. Les débits transités sont conservés et les sorties dues & des en-
trees % H(t) convergent correctement vers o Chaque mode de résolu-
tion du systéme introduit un décalage dans la montée et la descente des

hydrogrammes dii au type de "controle" introduit.

L'application d'un tel systéme & une section non rectandulaire, quel que
soit le type de résolution, est contestable. En effet, i1 n'y a pas conser-
vation des quantités d'eau transitées et les sorties provenant d'entrées

du type % H(t) ne convergent pas correctement vers Oy il peut méme y
avoir dépassement en valeur maximum du débit d'entrée.

Ces résultats négatifs pour les sections circulaires, s'expliquent par la
courbure des caractéristiques qui est théoriquement beaucoup plus pronon-
cée que dans le cas d'une section rectangulaire.

Ces erreurs doivent &tre moins importantes lorsque la section est ovoide,
une telle forme étant intermédiaire entre le cercle et le rectangle.

Par la suite, nous allons voir qu'une discrétisation directe du systéme de
BARRE de ST-VENANT supprime ces erreurs, si les conditions de stabilité
sont vérifiées.



215
IIT - RESOLUTION PAR DISCRETISATION

Nous reprenons le systéme de BARRE de ST-VENANT comme nous 1'avons énoncé :

Wy, g 3. g(i-J)

ot X X

C'est un ensemble de relations entre les fonctions dérivées de V, h, S
et Q.

On peut les substituer par des relations entre les fonctions primitives
V, hy S, Q en utilisant le calcul de TAYLOR. I1 s'agit de la méthode des
différences finies. Le systéme de BARRE de St-VENANT est alors remplacé
par un schéma itératif de la forme :

( 3
t+1 vt ]
= A + B
Ht+1 Ht

v

=~

V et H &tant Tes vecteurs vitesse et hauteur d autant de composantes
qu'il y a de points de calcul.

III.1 Définition de 1a stabilité

Les fonctions dérivées sont remplacées par les fonctions primitives en
utilisant les deux développements suivants :
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2
f(x + h) = f(x) + hf'(x) + “? fr(x) + 0,
2
F(x = h) = f£(x) = h(F'(x) + 1 f(x) + 0,
2

En négligeant les termes O1 et 02, la dérivée est alors approchée par
la relation suivante :

f(x + h) - f(x - h)
2h

f'(x) =~

En négligeant les termes d'ordre supérieur 3 la dérivée premiére, on peut
aussi écrire :

f(x) - f(x - h)
h

f'(x) =~

f(x + h) = f(x)
h

ou f'(x) ~

Ce mode opérationnel est couramment utilisé en hydrologie et en hydrauli-
que pour appliquer des systémes non résolvables analytiquement.

Plusieurs auteurs donnent des solutions qui Teur sont propres en exprimant
de fagon plus ou moins complexe les termes f(x), f(x+h), f(x-h), ...
En particulier CUNGE [36] propose les relations suivantes :

t t
ft+l fx+1 * fx-1
af(x,t) _ X 2
ot At

t t
af(x,t) _ el = Fxa1

X 2 AXx
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Le systéme de résolution est alors explicite, les variables V et h

au temps t+l

étant calculées directement.

S1 nous mettons en oeuvre ce systéme obtenu sur une canalisation circulai-
re, 1'entrée ( (t) étant du type HEAVISIDE (o H(t), nous nous aperce-
vons alors que, que]]e que soit la distance de sortie, le debit Q (t)

dépasse 1'entrée (vo1r figure 1).

m3)o

:'003

0.1

o

a0
. d¥=35m.
i s
.
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Pour une entrée quelconque, ce modéle ne conserve donc pas les volumes
transités et majore la valeur du débit maximum. Le systéme construit
n‘est pas convergent; i1 amplifie les erreurs.

Quelle que soit la discrétisation choisie, i1 faut &tudier la stabilité
du systéme pour assurer la convergence. Si cette &tude n'est pas faite,
nous ne pouvons jamais &tre certain que les solutions obtenues conver-
gent vers la solution réelle.

De fagon générale, le probléme étudié est apparenté & la diffusion clas-

sique :
1
% . Ao (1) systéme aux dérivées partielles
ot
4 Lo = f(p) condition au contour
p(M, 0) = f(M) condition initiale.
\

Le systéme de BARRE de ST-VENANT est défini suivant les deux variables
x et t. En utilisant le développement de TAYLOR pour les dérivées se-
lon Ta variable x, 1'@quation (1) se transforme pour donner le systéme
différentiel ;

1

(S0 - ey pr + 7

Ldt

ol p est un vecteur contenant les variables h et V.

Comme 1'opérateur E dépend de x, t, h et V, le systéme obtenu est

pseudo-linéaire.

En utilisant une méthode de RUNGE KUTTA (EULER par exemple), le systéme
différentiel se transforme pour donner une relation du type
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ol [T] dépend de At, Ax, h et V.

Pour de tels systémes pseudo-linéaire, la stabilité est assurée par la
condition lTocale de VON NEUMANN. L'intervalle de temps T de 1'&tude
étant partagé en n intervalles At, la stabilité sera assurée locale-
ment si, en désignant par Yo la perturbation initiale, la perturbation
obtenue au bout de la j itération Yj doit étre telle que

llvsll = € llvgll Torsque at » 0

C étant une constante.

¥ A; valeur propre de T, cette condition de stabilité locale se traduit
par 1'inégalité

|A:] < 1+ K AT

il

Pour 1'intervalle d'étude J At, la matrice T avec une norme < 1, est
stable et n'amplifie pas les erreurs de calcul. La convergence est alors
assurée.

Théoriquement, Ta démarche est donc simple. Une discrétisation des varia-
bles étant choisie, i1 suffit de mesurer 1a norme de la matrice T.

Pratiquement cette vérification de la stabilité est fort complexe. Si
nous prenons 1'exemple de discrétisation choisie par CUNGE, 1'équation
de continuité et 1'équation dynamique ont les formes suivantes :
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w1 Moty s (e t o 4 t
hy = = + Ve (Hyop = Hep) * -t (Veop = Veq1)| = 0
2 2Ax fx

-
|

t+1 _ _ At t 2 t |2 At [t t 1Mt t
X ) ZZ;’[(VX+1) - (Vy-1) J -9 _—’[Hx+1 ) Hx-l] T3 {Vx+1*'vx-1}

. t

Le systéme n'étant pas linéaire, nous nous apercevons qu'il est possible
de construire plusieurs matrices T reliant les deux vecteurs

( t+1 t
HX [HX
t+1 t
i [vx

Toutes ces matrices doivent &tre stables pour assurer la convergence du

systéme.
Ce calcul direct est trés long et peut conduire & des absurdités.

Pour illustrer ce propos, nous prenons une section rectangulaire.
;

((;Tf) = L) avec la discrétisation suivante :

X

t t+l ¢ t t_ t
Egi o Ix % . 8 9y 9% T %A

= o =

ot At oX AX

Nous nous servons donc uniquement de trois points :

(xt+1, xt, xt-l)



221
t+ At @
t \) \) S
x-1 X

Nous obtenons Te systéme suivant, les fonctions primitives étant calculées
en X au temps t

t+1 t t .t t t .t t
h - h V, (h, - h _ hy (Vo -V, 4)
X X ;. x'x X 1)+ X VX x=1 - 0
At AX AX
t+1 t t ,ut t t t
v -V Vo (V, =V, 1) g(hy - h 1)
X X 4 XX x-17 X x=1 9(i - J:)
At AX AX

Les différentes matrices que nous pouvons &laborer dépendent des termes
produits V.h.

Soit 1'écriture suivante :

t+l _  t tat ,  t At t [t At
h =h, (1 -2V, =+V, .= +h, . [V =
X X [ X Ax x-1 AX, x-1 { X Ax]

t+1 . t t At t  (at |t
v =g(i-d)at + VvV (1 -V = +Vv . [2= V
X X [ X AX, x=1 [Ax xJ
< t+l  _ t . s .
Le systéme »p = [Al p~ + K est explicite avec une matrice A

triangulaire inférieure. La diagonale est composée de trois termes diffé-
rents qui sont les valeurs propres.
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p = 1-2vAE
AX

A, = 1-2yAt, ALt
AX Ax

At
Aq = 1 -~V —
3 AX

La condition de stabilité sur xl conduit & 1'inégalité suivante :

L. KAt oAt KAt

2 AX 2

avec K aussi petit que T'on veut, soit Ta condition :

AX

= =Y

At

La deuxiéme valeur propre qui s'écrit en fait :

t At t At
1"2\/ —"+VX_1_

X Ax AX

entraine les deux conditions suivantes si K -+ 0.

t

v
X 2
£ 2 T
AX Vx—l 2 VX
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La troisiéme valeur propre entraine la condition suivante :

At

V=— > 0 (toujours vérifiée)
AX

o,V

At 2

t

-1 est toujours vérifiée, la condition de conver-

Si 1a relation 2 Vi >V

gence la plus contraignante a la forme suivante :

A
l

At

Comme nous ne pouvons pas présumer des valeurs des vitesses, la matrice
élaborée peut &tre instable localement.

Des écritures différentes de la matrice T donnent des conditions de
stabilité difficile & satisfaire; le schéma utilisé n'est peut-&tre pas
convergent.

En choisissant d'autres discrétisations (schémas explicites ou implicites),
nous avons retrouvé les mémes difficultés. Nous devons donc utiliser un
autre artifice pour s'assurer de la stabilité d'une discrétisation du sys-
téme de BARRE de ST-VENANT.
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III.2 Condition de stabilité

La plupart des discrétisations choisies conduisant & des matrices T com-
plexes, Tes auteurs se rattachent & la méthode des caractéristiques pour
définir la relation que 1'on doit satisfaire pour assurer la stabilité du
systéme.

t+At

x-1 X x+1

Vt+At httAt

La méthode des caractéristiques calcule x 2 By

en utilisant les

points x-1, x+1 au temps t. Elle est donc voisine d'une discrétisation
sur ces trois points qui donnent un schéma explicite. Cela veut dire que

toute discrétisation directe revient & employer le systéme &laboré par la
méthode des caractéristiques en approximant les opérateurs différentiels

par le calcul de TAYLOR.

Avec une section rectangulaire, le systéme de BARRE de ST-VENANT est alors
équivalent au systéme suivant si J est constant le long des courbes ca-
ractéristiques :

((_3_ + (Ve) ) (2c + V + g(i-0)t) = O (1)
J ot X
(L 4+ (V-c) 2 (~2¢ + V + g(i-0)t) = ¢ (2)
ot X

avec ¢ = Ygn.
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I1I1.2.1 Schéma discret de type explicite

On utilise les discrétisations suivantes :

of
9X

Les variab

1 of
(Fra1 - o) — 3 &L
AX ot

les (V+c) et (V-c)

t+l t 1
(fee1 = Fyp1) —
x+1 x+1 At
opérant sur 2
X

tervalle [0,t] et sur n'importe quel ensemble de points.

(1) +(2)

t+l

Vx+1

(1) - (2)

t+l

Cx+1

En ptacant

le schéma a 1a forme suivante :

41
Vs

t+1
¢

t+1
V3
t+1
C3

=>
t t At t 2At t 20t t At
v + V'  —=V+C. =—¢c-c¢ .—c -V y =—
X+1 X AX X AX x+1 AX x+1 Ax
- 29 (i-J)

=>

t Vt
= c§+1 (1-4%) 4 c§ (v, Aty Xt AT X ALy,
AX AX 2 AX 2 AX

dans la matrice les

(1- éE.v) (=2 AE
AX AX
(-172 &t ¢y (1- At
AX AX
At v) (2 & ¢
AX AX
(-1/2 8t vy (At y)
AX AX

termes

V)

)

0 0
0 0..
(1- A vy (-2 &t )
AX AX
(-1/2 Aty (1- At y)

AX AX

t
Vs

sont définies sur 1'in-

V et c¢ non définis explicitement,

+ [¥]
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A= w1 -REyoayZ o At e)?
AX AX
dloi A = 1- 2% |y
ax |~

La stabilité locale est assurée si sup |A]<1

soit la condition bien connue :

I11.2.2 Schéma discret de type implicite

t+l t t+l t+l
af _ feal = Txat af _ ferl ~ X
ot At X Ax
Les variables (V+c) et (V-c) opérant sur 2 sont définies sur 1%in-
ax

tervalle [0, t+11, sur tous les points de 1'@tude pour T <t et sur
les points en amont de x+1 pour T = t+l.

De méme que précédemment, en notant a, b, e, d les termes suivants :

a = 1+2% (i) b = 1+2% (voq)
AX AX
e = At (V-c) d = éE-(V+c)
AX AX

on obtient Te systéme implicite :



2ab 0 o 0 of|vi" e 2(b-a) 0O 0 ofvi
0 4ab 0 0|t |f2(b-a) (ath) O 0 0fc
. +y
t+l t
ea - db 2(ea-db) 2ab O 0 V3 0 0 (a+b) 2(b-a) 0 V3
t+l t
-(eatdb) -2(ea+db) 0 4ab O c3 0 0 2(b-a) (at+b) O C3
A B
Le systeéme est donc de la forme pt+1 = A"l B ot + a1y Lyl
Les matrices A et B ayant respectivement pour valeurs propres :
A = ab 2 b+ "h% + 3a°
et A = s 1e rayon spectral de la ma-
A - ab 2
trice [A-1 Bl est
p = z + c (p = sup?)
1+ éE-(V+c) 1 4+ A% (V-c)
Ax Ax

Cette discrétisation est stable si p <1 soit en réalisant 1'inégaliteé
suivante :

AX
AT
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IT11.2.3 Discrétisation "mi-explicite, mi-implicite"

La hauteur d'eau au temps t+l1 est calculée explicitement; la vitesse au
temps t+l1 tient compte de la hauteur précédemment calculée.

En reprenant le systéme de base, la différence des &quations (1) - (2)
donne :

4 8 4 (vac) 2 (2c + V + g(i=d) t) - (V-¢) L (-2¢ + V + g(i-d) t) = O
ot X X

Nous discrétisons cette équation en utilisant les approximations suivantes :

£t
of _ FRL ot e T T Ty

ot At oX AX

On obtient 1'équation :

t+l t At t 1 At ty At t ,c At
(3) C =C 1-v =) + V ~-=c—=)+C, V=+YV )
x+1 x+1 ( Ax) X+1 ( 2 Ax) X ax X (2 Ax

Ta somme de (1) + (2) donne :

2V y (vae) 2 2c 4 (V-c) 2 (-2¢) + (Vo) v (v-o) Y - 0
at 9X ax ax ax

En remplacant les dérivées sur V par

v _ vt - v Vxe Yy

at At oX AX
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et celle sur C par :

t+l t+l
sc _ Sl T K
X Ax

C au temps t+1 é&tant calculé par (3), on obtient :

Ax AX x+1 AX X AX

t+1 t Aty ot o Aty L t¥l ty . tél t
(4) | Vol = Voyp (VSR vy (v AL 4 et (e ALy 4 P (¢ 4

t+1

En remplacant les termes C par Teurs expressions, on obtient finale-

ment un schéma explicite de 1a forme :

) - ()] o)

Les valeurs propres de la matrice [A] ont pour expression :

2 2 4 1/2
2+ (cLY + (4 (c &Yy 4 (c Aty gy At
- AX AX AX Ax
}\ =
2

La condition de convergence pour ce type de résolution est difficile 3 ex-
primer simplement.

Nous venons donc d'énoncer les conditions de stabilité qu'il faut respec-
ter pour appliquer Te systéme de BARRE de ST-VENANT & une canalisation rec-
tangulaire, la discrétisation des fonctions dérivées &tant la plus simple
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possible. Nous les obtenons en supposant que les pertes de charge sont
constantes le Tong des courbes caractéristiques. I1 n'est donc point be-
soin d'utiliser des discrétisations complexes pour s'assurer de la conver-
gence de Ta solution (voir discrétisation de CUNJE).

Ces relations sont obtenues pour une section rectangulaire uniquement.
Les conditions de stabilité d'un schéma de différences finies pour une

=

section gquelconque sont certainement plus délicates & obtenir.

Malgré cela, les relations de stabilité donnéesci-dessus doivent s'étendre
a différentes formes de section, en tenant compte de la variation S(h) /
S'(h).

II1.3 Veérification

Les essais que nous avons effectués ont pour but de vérifier les conditions
d'application du systéme discrétisé de BARRE de ST-VENANT.

Pour une canalisation rectangulaire, la discrétisation explicite du systé-

me

,

(Ji'+ (V+c) ji) {2c +V +g(d-i) t) = 0
ot ax
CEL + (V-c) jL) (=2¢ +V + g(J-i) t) = O
ot d

\

donne une réponse convergente vers 1'entrée 9, H(t), V+4c et V-c étant
calculés grace aux points x-1, x, x+l.

Cette réponse est trés proche de celle que 1'on obtient en utilisant Ta
méthode des caractéristiques (voir figure 1).
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Les essais suivants que nous avons effectués portent exclusivement sur
une canalisation circulaire de rayon 0.3m et de pente 5°/..,. Comme nous
ne pouvons pas appliquer le systéme ci-dessus a une telle canalisation,
nous avons directement discrétisé le systéme original de BARRE de ST-

VENANT, le terme V multiplié par v étant calculié en x au temps
oX
t+l. Les dérivées de ce systéme ont é&té remplacées par les premiers ter-

mes du développement de TAYLOR soit :

of , fly+tm)-f (y)
oT AT
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L'entrée &tant de type Heaviside 0.3 H(t) m3/s, la sortie est trés sta-
ble Torsque At et Ax varient tout en respectant la condition de sta-
bilité. ETle converge normalement vers oA (voir figure 2).



o2

I Figure 2

Ensuite, nous avons vérifié que les conditions de stabilité définies
pour Tes sections rectangulaires pouvait s'appliquer aux sections circu-
laires sans grandes erreurs.
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Nous avons donc mis en oeuvre trois schémas (explicite, implicite et mixte)
en remplagant les dérivées par les relations simples données précédemment.
Les sorties que nous donnons sont celles mesurées a 100 m.

La vitesse dans la canalisation ne dépassant pas 1,85 m et 1a hauteur
d'eau 0.335 m pour une entrée constante de 0.3 m3/s, le terme V + "gf/f"
vaut sensiblement 3.516m/s. Le pas d'espace choisi étant de 25 m, les dif-

férents schémas sont théoriquement stables pour des pas At tels que :

schéma explicite : T <7.1s

schéma implicite : T 2>7.15s
Les expériences effectuées confirment ces valeurs.

Le schéma explicite donne des sorties pratiquement confondues pour des
AT <8 s. Au-delad de cette valeur le systéme est instable (Voir figure 3).

Le schéma implicite est stable pour AT > 8 s, la convergence &tant trés
lTente. Lorsque AT croit, la montée de 1'hydrogramme se déplace vers la

gauche. Ce schéma aura donc tendance & retarder 1'apparition du maximum
tout en minorant sa valeur (voir figure 4).

Le schéma mixte converge encore pour At = 8 s alors que le schéma ex-
plicite diverge. Les sorties obtenues pour At< 8 s sont 1égérement
différentes les unes des autres en se déplacant vers la gauche lors AT

croit.(Voir figure 5).

explicite

40 60 80 100 120 AT

mixte Figure 3

implicite
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Figure 4 -
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Appliquée a une canalisation ¢irculaire, la discrétisation du systéme de
BARRE de ST-VENANT permet de trés bien reproduire les quantités d'eau
transité. (Voir figure 7).

: el
Qoth) m3o 1 | ' ; Hd] ' !
0= e ot e s e TR e Rt R e e e B R | e
3 e o
m3|o

f7-"”Fm}7f _ ? my”; '“:?_i.ﬁilé ! **ffﬁf"f”"rim"} ; _;7;._ ;_; T
iOA 900 1400 ~ 1900
Figure 7 - Schéma mixte, sortie a 100 m, AXx = 25m, AT = 5 s.

fo (t) at = 20 n®
fo (t) dt = 20.02 m® calculée par SIMPSON.

It
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III.4 Conclusion

La discrétisation directe du systéme de BARRE de ST-VENANT est la seule
solution qui donne de bons résultats pour mesurer les &coulements en
canalisations quel que soit le type de section.

Cette méthode n'introduit pas d'erreurs dues a Ta forme de la section,
Te terme S(x, t) é&tant pris en compte explicitement. Nous avions vu
précédemment que la méthode des caractéristiques, comme elle est appli-
quée couramment en hydrologie donne des solutions qui divergent de 1la
solution réelle lorsque la section a une forme quelconque. Cette dernié-
re technique est donc & déconseiller.

Les conditions de stabilité propres aux &coulements dans des sections
rectangulaires peuvent étre étendues sans grandes erreurs aux sections
couramment rencontrées en hydrologie. En particulier, le schéma implici-
te méme s'il présente une convergence trés lente est simple 3 mettre en
oeuvre; les variables h et V pouvant &tre données par des relations
directes. Ce schéma permet d'ajuster le pas de temps au probléme étudié
sans étre restreint & des valeurs faibles qui entrainent des calculs trop

longs.

Pour &tre slr qu'il n'y ait pas divergence et instabilité, la discrétisa-
tion doit &tre simple. Des relations complexes entre les fonctions primi-
tives peuvent conduire & des matrices dont la stabilité n'est pas démon-
trable. C'est malheureusement souvent le cas en hydrologie. I1 est inuti-
le de "surcharger" les systémes, le modéle de base Tui-méme étant déja

assez compliqué.

En dehors de la discrétisation, i1 existe d'autres facteurs d'erreurs.
Dans tous Tes essais que nous avons menés, la perte de charge est donnée
par la relation classique :



J = —m A : Coefficient universel de
H perte de charge

Ce coefficient est fonction de K qui mesure théoriquement la hauteur
des aspérités et de vy, coefficient de viscosité. Ce dernier n'a pas
beaucoup d'influence sur la valeur des débits de sortie, alors qu'une
variation sensible de K modifie les valeurs de sortie. Sans préciser
ici davantage 1'influence de ce paramétre, nous pouvons néanmoins voir
qu'il aura pour effet de retarder ou d'accélérer la montée des hydrogram-
mes donc de minorer ou de majorer la valeur du débit maximum correspon-
dant & une entrée quelconque (voir figure 8).
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Y =~Jocs

Figure 8 - Canalisation circulaire (R = 0.3 m, i = 5°/00)
Méthode des caractéristiques systéme linéaire
At = 5s AX = 25 m.
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de 1’étude 3
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"Concevoin des sysiemes complexes, donc Les modélisen,
Loyakement et publiquement, pouwr apprendre a Les mai-
tuisern au service de £'homme, n'est-ce pas en ces ter-
mes que nous pouvons aufourd'hul définin L'enfeu des
sciences pour £'ingénieur, des sciences de L'action 7"

J.L. Le MOIGNE
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Le systéme de BARRE de ST-VENANT, issu d'une approche réductionniste, est
pratiquement résolvable. Les calculs qui donnent les solutions de ses
équations sont itératifs et nécessitent donc 1'emploi d'un ordinateur.

En hydrologie, ce systéme dérivé des équations fondamentales de 1'hydro-
dynamique, est réservé a la représentation des écoulements en collecteur,
le choix du type de résolution &tant fonction des données du probléme.
L'utilisation d'un tel modéle est relativement lourde et les calculs méme

automatisés,sont trés longs.

Le phénoméne &coulement et ruissellement sur un bassin versant quelconque
ne peut pas étre modélisé par ce systéme d'équations. La connaissance du
mouvement d'un groupe de molécules homogénes le long d'un filet Tiquide
ne nous permet pas de remonter aux écoulements ou aux ruissellements dus
d une pluie sur des &léments trés divers en relation les uns avec les au-
tres. Le systéme bassin versant est trop complexe pour étre représenté
par le systéme de BARRE de ST-VENANT, ces équations restant Tes seules
équations théoriques du mouvement des liquides.

Les ingénieurs ont donc construit d'autres types de modéles en s'appuyant
sur des techniques d'analyses de systémes, pour représenter le fonctionne-
ment des bassins versants.

Ces modéles holistiques sont des modéles pseudo-empiriques qui donnent de
bons résultats pour des systémes proches de ceux observés.

Ces modéles sont, pour la plupart, issus du systéme suivant :



¢ (t) (t)
= - Q(t
" % q
(1) 4
V(t) = K (aQ(t) + (1-a) O (t))

qui peut étre discrétisé directement (8, 22, 13) ou intégré comme nous

1'avons vu dans de 1'étude 1.

Les modéles théoriques et les modéles empiriques ont des buts différents
tout en s'appuyant sur le méme phénoméne de base.

Dans cette derniére partie, nous allons tenter de relier les modéles ho-
listiques intégrés issus du systéme (1), aux modéles théoriques, mettant
ainsi & jour les hypothéses qui permettent de passer des uns aux autres.

Cela suppose que Te résultat des observations ou les préceptes théoriques
qui sont a l1a base des modélisations ne sont pas trop divergentes du phé-

noméne.

Enfin, nous rappellerons briévement les hypothéses qui lient le systéme
de BARRE de ST-VENANT aux modéles holistiques discrétisés utilisés cou-
ramment, pour pouvoir dresser un tableau regroupant tous ces modéles.
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I - CONSTRUCTION DES MODELES HOLISTIQUES INTEGRAUX

Le systéme de BARRE de ST-VENANT est constitué d'une équation de continui-
té et d'une équation dynamique

'aS(x, t) 3. t) _
ot ax

1

aV(x, t) + V(x, t) aV(x, t) +g oh(x, t) . g(i(x) - J(x, t))
at ax dx

En considérant une section sur une longueur Ax, la définition exacte de
1'équation de continuité permet d'écrire (voir de 1'étude 2).

S(x + vy, t+At)-S(x+y, t) _ Qx, t+0a)=-Q(x+AX, t+ a)
At AX

avec vy elO, Ax] et ae [0, Atl, x et x + Ax étant les points amont
et aval de 1'él1ément considéré.

Si At - 0, 1'Bquation précédente est équivalente a

(1) 3S (x + v, t) - Q(x, t) - Q(x + AX, t)
ot AX

Cette relation est toujours une forme exacte de 1'équation de continuiteé.

Par la suite, nous indicerons par e et s les variables & 1'entrée et
d la sortie de 1'élément Ax en utilisant les fonctions suivantes :

a(xs t) = Qg(t) S(x, t) = Sy(t)

g(x + Ax, t) = Q (t) S(x + Ax, t) = Ss(t)
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Si Se(t) est différente de Ss(t), nous construisons 1a fonction :

S(x, t) - Ss(t)
So(t) - S (t)

o (X, t)

avec la premiére hypothése suivante :

si Se(t) est égale & Ss(t), nous supposerons que S(x, t) = Se(t)

¥ X e AX.

Nous obtenons ainsi la relation :

S(x, t) = a(x, t) S,(t) + (1 =a(x, t)) S(t)

avec ¢

[ 3S(x, t) _ [Se(t) _ Ss(t)J da(x, t)

X ax

dS,(t) dS (t)

B, t) . 3 (X 1) (g (t) - S (t)+a (x, t)(——- )
ot ot € s dt dt
d5()
dt

En indigcant k Tle point x + y défini par 1'équation (1), le systéme de
BARRE de ST-VENANT en ce point s'écrit :
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ds_(t dS_(t t)-Q.(t
20068) (5 (2)-5_ () oot ) ey S5, GO
ot dt dt AX

(£)-5 () 2Lt oy (i, p) AVE) oy BVIGE) o g4

(S
X Ix ot

e

¥x # k, on obtient le systéme suivant :

ds _(t ds_(t dQ(x,t
BalXst) (s (£)-S_(t)) +a(x,t) e(t) + (1-a (x,t)) (%) + x5 =0
ot € S dt dt ax

(54(t) - S (£) 2t 4y p) AVEL , VX B) g (5-y)
X X at

Si nous ne faisons pas d'hypothéses sur la valeur des accélérations mises
en jeu, les seules simplifications qui peuvent Eétre apportées au systéme
de BARRE de ST-VENANT sont Tiées a la signification de 1a fonction a (Xx,t}
telle que :

S(x, t) = a (x,t) S (t) + (1 - a(xst)) S(t)

Cette fonction a(x, t) ne peut pas étre prise constante ¥x et ¥t
car la Tigne d'eau posséde alors deux discontinuités, 1'une & 1'entrée,

1'autre d 1a sortie.



Si o(x,t) est égale & o, valeur constante, uniquement pour 1'ensemble K
des points k satisfaisant 1'équation :

8S(xst) | . Qg t) - Q (%)
ot AX

avec da(x,t) k =0 ¥t, on simplifie alors le systéme 2.
ot

K est 1'ensemble des points k ¢ Ax tel qu'au temps t :

AX
[ S(x,t) dx = Ax. S(k,t)
%)

La section S(k,t) donne la valeur moyenne des sections & t pour le
stockage. Nous supposons donc que la valeur de cette section moyenne est

proche de

@ Sy(t) + (1-a) S(t)

La fonction o(x, t) peut alors étre représentée par le schéma suivant :
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a(x,t)

Surface a(x,t)

courbe K ¢ (x, t)

Quand t varie, k décrit une courbe x = K(t), abscisse des sections
floyennes.

Cette seconde hypothése apportée au systéme de BARRE de ST-VENANT peut
donc s'énoncer :

¥ x ¢ K(t) a(x, t) varie.
¥ x e K(t) a(x, t) = a
aufx,t) = 0
ot

Pour ces conditions, Te systéme (2) s'écrit :

(0 d s (t ds t) - Q (t
a__e(_)+(1_a) S(t)+Q5() Q. (t) -
(4) |t dt AX

€ S at o ot

\
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Les valeurs de h(x,t) et V(x,t) pour tous les autres points sont don-
nés par le systéme (3), Ta continuité étant assurée par la continuité de
la surface a(x,t).

Comme Qe(t) = Ve(t) . Sp(t) et Q. (t) = Vs(t) . Ss(t), la premiére

équation du systéme (4) s'écrit :

o d S (t) d S (t)  Sc(t) Vo (t) = S_(t) V_(t)
——— + (1-a) + = 0
dt dt AX

(5)

S.s V., V..

Les inconnues du probléme sont les fonctions Se’ s* Vas Vg

Si nous supposons que Ve et Se sont fournies par une condition amont
et que VS est donnée par une condition aval, la seule inconnue de 1'équa-
tion (5) est Ss(t).

L'8quation dynamique du systéme (4) devient surabondante, &tant alors
remplacée par 1'hypothése des sections moyennes et les conditions au bord
du probléme.

Nous obtiendrons donc autant de modéles qu'il y a de conditions aval sur
la vitesse.

Les modéles holistiques qui nous intéressent résultent de conditions dyna-
miques sur les bords, bien particuliéres.

I.1 V. (t) = V. (t) ¥t

En supposant que o est différent de 1, la solution de 1'équation homo-
géne associée a (5) est :

Ss(t) = Be
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La fonction Ve(t) ou Vs(t) est supposée continue

dt  J, dt
si Ve(o) =0 (Qe(O) = 0). La solution compléte de 1'équation (8) est
t
. L LU v e
1 AX l-a T €
Ss(t) = Qe(T) e x drt
Ax  (1-a) 0
t
t -1 L J Ve(T') dr'
d S_(t) Ax l-a ‘o
+ 2 € e x dt
1-a o dt
En multipliant cette équation par Vs(t) on obtient finalement :
t
t c L LT ) ae
V (t) ] X 1-a ‘8
Q. (t) = X Qu(T). e
s AX 1-a), e . dt
t
t L J Vo(th) dr’
o d Se(T) AX l-a ‘1
- — Ve(t) e .dt
l-a o dt

Pour 1a valeur particuliére o = 0, 1'équation précédente se simplifie

pour donner :
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Cette équation est obtenue en supposant que S(k,t) = Ss(t) ¥t, k étant
le point particulier défini précédemment.

Pour 1a valeur o =1, c'est-a-dire S(k, t) = Se(t), 1'équation (5)
donne la relation :

ds (t) | Se®) V() - So(t) V(t) ;
dt AX
soit :
d s (t)
o (t) = 0 (t) V(—i’)ﬁ — =

Cette équation est utilisée par B. CHOCAT pour modéliser les &coulements
en canalisation dans 1'outil de simulation S.E.R.A.I.L. (8).

Avec Tes hypothéses que nous avons choisies, les valeurs des variables aux

points x n'appartenant pas & 1'ensemble K sont théoriquement données
par le systéme (3).
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t) = Vs(t) = V = constante ¥t

Avec cette hypothése, le systéme (2) devient :

r

o d S (t) dsg(t)
——— (1)~ + == (S((t) - 5,(t)) = 0O
dt dt NG €
(6) 3
(S(t) - S (1)) 2l By py(i,p) OGE) 4y BVOGE) - g(1og(k,t)
X

oX ot

\

Pour o # 1 et avec les mémes hypothéses que précédemment la premiére
équation de ce systéme donne :

_ t-T
t X
v (1-a)
G (t) = 2 qt)+——o| eV L0, (7). dr
ol 8 (1-0)% Jo
v

[1 s'agit de 1'équation intégrale obtenue a partir du modé&le de MUSKINGHUM

avec K = éﬁ.
)
En prenant o = 0, cette équation se simplifie pour donner le modéle :
_t-T
t T
Qs(t) - J e V. Qe(T) dt
AX 0
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C'est 1'équation utilisée par M. DESBORDES pour représenter les &coule-
ments sur des bassins versants de faibles tailles.

En prenant o = 1, la premiére équation du systéme (6) se simplifie
pour donner :

ds (t)
e + Y (s(t)-sS(t)) = 0
S L (s (t) - S,(t))
d q(t)
soit | Q(t) = Q(t) - AVX g:

C'est 1'équation du modéle utilisé par KALININ-MILJUKOV.

Avec 1'hypothése portant sur les vitesses d'entrée et de sortie, la pre-
miére &quation du systéme (6 )permet de relier directement 1'entrée et la
sortie de 1'élément Ax.

Le transformateur é&tant un convoluteur & mémoire réguliére rapidement
décroissante (e 't/K), le débit de sortie est atténué par rapport au
débit d'entrée Qe(t).

La valeur des variables aux points intermédiaires est théoriquement four-
nie par les systémes (2) et (3), les conditions amont et aval &tant don-
nées par les hypothéses choisies (Ve(t) = Vs(t) = V).

Nous avons vu dans De T1'ETUDE 1 que ces trois modéles linéaires sont
solutions du systéme différentiel suivant :



IT - INTERPRETATION DES MODELES HOLISTIQUES INTEGRAUX

Les modéles holistiques, couramment utilisés en hydrologie pour mesurer
les écoulements et/ou les ruissellements, sont tous issus du systéme de
BARRE de ST-VENANT en lui adjoignant trois hypothéses fondamentales.

- Hypothése 1 : S(x, t) = Se(t) si Se(t) = Ss(t)

La hauteur d'eau, dans 1'élément de Tongueur Ax, ne peut pas présenter
des variations importantes entre 1'entrée et la sortie. L'@coulement doit
étre relativement "stable" pour que cette hypothése soit vérifiée; la 1i-

gne d'eau ne peut pas se présenter ainsi :

- Hypothése 2

Cette hypothése est plus ou moins contraignante suivant les valeurs données
a la fonction o (x, t), telle que :
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S(x,t) = & (x,t). S (t) + (1 - a (x,t))S(t)

Dans un premier cas, nous supposons que o (x,t) ne varie pas ¥ x et
¥ t. Nous avons alors :

S(x,t) = .S, (t) + (1-a) Ss(t) ¥x, Vt

Si Se(t) est différente de Ss(t), la continuité de la fonction S(x, t)
n'est pas assurée en e et s.

La ligne d'eau est une droite paralléle & la pente de 1'élément plus ou
moins haute suivant les valeurs de Se(t) et Ss(t).

S(x,t2)

TTTTe—— .

La continuité de la ligne d'eau ne peut étre assurée que si Se(t) =
Ss(t) ¥t. (Phénoméne constant). Nous avons donc rejeté cette hypothése

qui n'assure pas la continuité de la 1igne d'eau.

-

Dans un deuxiéme cas, la fonction a(x, t) est égale @ une constante
¥t pour tout point k e K, K étant 1'ensemble des points qui vérifient
la relation :



La ligne d'eau varie avec 1‘'abscisse et le temps. Cette hypothése sera
d'autant mieux vérifiée qu'il n'y aura pas de variation importante de la
section d'eau le long de 1'élément considéré; la configuration suivante

ne doit donc pas se présenter :
t) 5. (t)

S

- Hypothése 3

C'est une condition amont et aval sur les vitesses. Elle se traduit par
une équation dynamique qui permet de résoudre le systdme de BARRE de ST-
VENANT en ne tenant compte que de 1'&quation de continuité.

Dans un premier cas, en choisissant la relation Ve(t) = Vs(t), nous
obtenons un modéle qui peut se mettre sous la forme :
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La relation vitesse débit n'étant pas linéaire, ce modéle n'est pas linéaire.

Cette hypothése est certainement & peu prés satisfaite si la hauteur d'eau
en e est voisine de la hauteur d'eau en s.

Si Ve(t) = Vs(t) = constante, 1e modéle précédent se simplifie pour donner

le modéle 1inéaire :

LtV
0.(t) o (t) + ——ys EA (t)
= — + - *
S a-1 © AX(1-a) : €

Les hypothéses de transition entre le systéme de BARRE de ST-VENANT et ces
modéles holistiques sont relativement floues et n'indiquent pas précisément
les phénoménes que nous pouvons représenter par ces modéles. Malgré cela,
une contrainte générale se dégage; le transformateur réalisant la transfor-
mation débit entrée (ou pluie) débit de sortie doit é&tre tel qu'a tout ins-
tant, la ligne d'eau reliant 1'entrée a la sortie soit relativement proche
d'une droite avec Se(t) peu différent de Ss(t) et Vs(t) proche de

v (t).

Un transformateur qui donnerait des propagations d'ondes comme suit, n'est
pas modélisable par les relations que nous avons élaborées.
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T~< Figure 1

L*évolution de la ligne d'eau au cours du temps doit donc se présenter
ainsi dans le transformateur :

t+At
T — — __ o — L tHAt"
—_— = Figure 2
— T T
T wat
e s

Ces remarques qui ne peuvent étre que qualitatives, expliquent certaine-
ment les bons résultats obtenus par les hydrologues sur des petits bassins
versants donnant une réponse relativement immédiate (vis-a-vis des unités

de temps utilisées); un débit de sortie décalé dans le temps par rapport

a T'entrée suppose un transformateur fonctionnant comme celui de la figurel.

ITI - UTILISATION DES MODELES HOLISTIQUES EN HYDROLOGIE

Le modéle non Tinéaire que nous venons d'&laborer est facilement intégra-
ble numériquement. Son application directe & une canalisation pour une en-
trée Type porte d'une durée de 100 s donne une mauvaise sortie & 50 m.

Si T'entrée ne présente pas des discontinuités dans la vitesse, 1'hydro-
gramme mesuré au bout de 50 m est bon et devient relativement mauvais a
100 m. Pour la durée de 1'entrée (100 s) le domaine d'application du modé-

-

le est de 50 m. I1 posséde donc & peu prés les mémes qualités que les mo-
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deles Tinaires, le décalage de la sortie &tant malgré tout mieux repré-

senté (voir Annexe 6).

Si nous en restons aux expériences que nous avons menées, il semblerait
que tous les modéles holistiques ne sont guédre applicables aux &écoulements

en canalisations (voir annexe 6).

En fait, cette impression est relative et doit &tre tempérée par une remar-
que fondamentale qui €largit de beaucoup le champ d'application des modéles
holistiques, qu'ils soient 1inéaires ou non linéaires.

La forme discrétisée du modéle holistique non linéaire est :

Q (t+ t) = Cl. Qu(t+at) + Cy Q (t) + C5 Q (t)
V_(t+At)
- & At
o O0X(1-0)
avec ¢, = 1-
l-o
V_(t+At)
- & At
. _ Vo (t+at) . AX(1-a)
2 a-1 Ve(t)
Vo (t+at)
- = At
Vg (t+at) BX(1-0)
C; = — e
V,(t)

Nous avons mené tous nos essais avec un AT de 5 secondes choisi en fonc-
tion de Ta courte durée de 1'entrée (60 s a 100 s), le AX de 50 m étant
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la limite qui donne une bonne sortie calculée par les modéles holistiques.
En gardant les mémes valeurs du débit d'entrée et en dilatant par une
quantité a 1'échelle des temps, les modéles holistiques donnent exactement
la méme réponse que précédemment si At et AX sont multipliés par la
grandeur a.

Le rapport At restant constant, le terme exponentiel donne les mémes va-
AX
leurs. Ce changement d'échelle temporel peut &tre représenté par les fi-

gures suivantes :

5

0.3 m3/s
sortie au bout de 50 m (AX=50m)
At = bs
= t
60 secondes
exemple avec a =30 = AX' = 50 m x 30
AT' = 5s x 30

0.3m%/s
sortie au bout de 1,5 km

avec AT = 2 minutes 30 secon-

des

30 minutes
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Si ce changement d'échelle est correct, pour la canalisation retenue, le
domaine de validité du modéle est fonction de la durée de 1'entrée; toutes
les réponses intermédiaires (100 m, 200 m, ... 1 km, 1 km 500) étant alors

bonnes.

Nous devons maintenant vérifier la validité de cette opération et recher-
cher dans quel cas elle est possible. Pour cela il suffit de reprendre le
systéme de BARRE de ST-VENANT qui reste pour nous le référentiel.

En utilisant un schéma mi-explicite, mi-implicite par exemple, le systéme
peut s'écrire :

' BHAL _ ot At gt ot
Sg = Sy " (Q; - Q3_1)

t+At _ Vt) AT t+At (Vt _ Vt

+ A )
J J AX J-1

AT (ptedt _ pteat

+ - N
AX J J-1

(v ) = g(i-d). AT

\

Le point J-1 représente 1'entrée, le point J la sortie.

De méme, si nous dilatons 1'échelle des temps par une quantité a, les

deux pas AT et AX étant aussi multipliés par a (AI reste alors cons-

AX

tant), lTe débit d'entrée gardant les mémes valeurs au temps t+At, 1'équa-

tion de continuité donne la méme valeur S§+At; la deuxiéme équation donne

sensiblement la méme valeur V3+At si le terme 1i-J est proche de zéro.
L'hypothése fondamentale qui permet le changement d'échelle temporel reste
sur la valeur du terme (i-J) qui doit étre proche de zéro. Cette condi-
tion étant vérifiée, si pour une durée de 1'entrée T, un modé&le holistique
donne un bon hydrogramme & Ax avec AT on a alors le schéma fondamental
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al
entrée

sortie a (a.Ax) calculée

"—‘\\’,,—"““ avec (a.AT)

£ ~

i ~

aT

Cela signifie tout simplement que le domaine de validité d'un modéle ho-
Tistique, construit par intégration du systéme de MUSKINGHUM, dépend de la
durée de 1'entrée si la pente de la ligne de charge est voisine de la pen-
te de 1'élément. Cette condition de validité est en concordance avec les
hypothéses qui, alliées au systéme de BARRE de ST-VENANT donnent les modé-
lTes holistiques : & tout instant 1a ligne d'eau dans le systéme doit étre
proche d'une droite reliant 1'entrée 3 la sortie.

Les modéles holistiques intégraux étant indépendants du pas de temps, la
connaissance d'un couple (T, AX) dé&fini comme ci-dessus permet d'associer
a tout hydrogramme de base T' un domaine de validité AX', la longueur

de ce domaine augmentant avec T'.

Au-deld, nous retrouverons toutes les erreurs que nous avons observées
sur les exemples donnés.

En renversant le probléme pour un bassin versant qui est un systéme fixé,
il doit &tre possible de reconnaitre la durée de base T d'une pluie qui
permet d'utiliser correctement les modéles holistiques.
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En pratique, la durée des &vénements pluviométriques ou le temps de base
des hydrogrammes étant important, les modéles holistiques sont facilement
applicables aux réseaux et bassins qui constituent la structure d'un sys-
téme assainissement. Les pas d'espaces et de temps seront donc assez &le-
vés, limitant ainsi le nombre des calculs. De plus, un réseau de canali-
sations possédent diverses entrées (tous les 50 & 100 m) qui régulent
ainsi le flot évacué, 1'h8térogénéité s'effacant progressivement devant
1'homogénéite.

La relation (i-J) =0 tend & &tre satisfaite tout comme les hypothéses

de transition entre BARRE de ST-VENANT et les modéles holistiques.

Le modéle holistique intégral non linéaire que nous avons construit est
un modéle de diffusion avec atténuation. Sa validité pour de grands par-
cours est justifiée si dans la réalité le phénoméne se rapproche de 1'on-
de de crue simple obtenue en supposant que i = J.

IV - TABLEAU ORGANISATIONNEL

Jusqu'a ce jour, en hydrologie urbaine, le systéme suivant :

(dv (1)
-—:;E——— = Qe(t) - Qs(t)

Vo(t) = K [a Qg(t) + (1-a) Q(t)

\

est généralement employé en le discrétisant directement. On obtient alors
une relation de la forme :

(2) Qg (t)+ At) = Cy Q (t + At) + C, Qe(t) + C5 Q. (t)
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Pour le schéma classique dit de MUSKINGHUM, les coefficients ont la va-
leur suivante :

- Ko + At o . _ 2Kt . 2K(1-0) - At
2K(1-a) + At 2 K(1-a) + At 2K(1-0) + At

C

1 =

Plusieurs auteurs ont tenté d'expliquer le signifié de la relation (2). I
s'agit donc d'une explication portant sur le systéme discrétisé et non sur
le systéme primitif (1).

Nous avons vu dans les pages précédentes que le systéme (1) a pour image
un modéle intégral qui peut &tre non linéaire (K(t)). I1 s'agit d'un modé-
le de diffusion avec atténuation, les hypothéses le reliant & BARRE de ST-
VENANT étant d'ordre "géométrique" (considération sur la valeur de la sec-
tion moyenne et sur la régularité de la ligne d'eau). Ces hypothéses ne
font pas intervenir des considérations purement énergétiques 1i€es a la
valeur des accélérations mises en jeu.

I1 en est tout autrement pour rendre significatif la relation (2).

Nous rappellerons briévement les diverses hypothéses liant le systéme de
BARRE de ST-VENANT & cette relation pour éclaircir 1'obtention et, par 14,
signifier les divers types de modéles rencontrés en hydrologie urbaine.

Soit le systéme de BARRE de ST-VENANT :

.

3Q , 3S
ax 3t

= 0

LTI g ah g(i-Jd)
ot oX 9X
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Si nous supposons 9!-+ ) ay-+ g gh sont trés petits devant la pente
9X X
de 1'élément considéré (i) et que la pente (J) de la ligne d'énergie

est voisine de (i), le systéme précédent se réduit alors aux relations :

r

9Q , 8sS
ox 9t

= 0

[ =)
R
-

\

Cela signifie que 1'énergie due & la crue est négligeable devant les for-
ces de pesanteur, que 1'aval ne remonte aucune influence vers 1'amont et
qu'il existe une courbe de jaugeage Q = f(h).

Le systéme (3) peut se réduire & une seule équation :

qui est 1'équation de 1'onde de crue simple avec Cs; célérité de SEDDON.

Si CS est indépendante de l1a valeur du débit, on retrouve alors la trans-

lation simple de 1'onde.

Si CS est fonction de Q, i1 y a déformation de 1'onde. L'équation (4)
peut étre directement discrétisée et, avec un schéma approprié, on retrou-
ve la relation (2) avec les coefficients dits de MUSKINGHUM. I1 y a donc
a travers la discrétisation identité entre le schéma classique de MUSKIN-
GHUM et 1'équation (4). En fait, comme le montre CUNGE et O CAYLA [13],
la relation (2) est aussi 1'image discrétisée du modéle suivant :
3Q 3Q 2 9°
— 4+ =-Y"2Z2 = 9

S
ot X ax2

O
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avec Cs célérité de SEDDON, <y coefficient atténuateur de 1'onde.

2
Le terme Y2 E—% apparait grdce a 1'erreur d'approximation que 1'on fait
X

en discrétisant une fonction dérivée.

Le schéma classique MUSKINGHUM est donc aussi 1'image d'un modéle de crue
diffusante avec atténuation, la relation Q = f(h) n'étant pas vérifige.
Le systéme de BARRE de ST-VENANT est alors réduit aux équations suivantes :

(

_3_Q+§S__= 0
X ot
3
0 .
B- g(i-0)
9X
IT faut noter que, pour la valeur particuliére de o = 0,5, le schéma

classique de MUSKINGHUM se réduit & 1'équation :
0 (t +at) = Q(t)

soit @ un modéle de translation simple du type Qs(t) = Qe(t—K)

Cette translation simple peut se retrouver directement & partir du systéme
original (1) en supposant la relation suivante vérifige [47].

Q L—Koc)n d" Qe(t) -0
2 nl dt"

En effet, le systéme (1) se réduit alors d la relation :

Qs(t + K(1-a)) = Qe(t - Ko) quelle que soit la valeur
de a.
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Si nous mettons de cbté ces considérations particuliéres dues a la valeur
de o ou aux dérivées successives de Qe(t), le systéme (1) se présente
comme un modéle de diffusion avec atténuation & travers son intégration
théorique, si la section moyenne pour la valeur du stockage s'écrit ;
Sk, t) = « Se(t) + (1-0) Ss(t).

Le systéme (1) est aussi un modéle de diffusion avec atténuation a tra-
vers une discrétisation particuliére si on néglige 1'énergie due & la crue
et les influences de 1'aval sur 1'amont.

-

Dans ces pages, nous n'apporterons pas plus de précisions a ces considéra-
tions hydrauliques, celles ayant déja &té développées par plusieurs au-
teurs ([131, [461). Nous les avons introduites pour clarifier la place
et le signifié de chacun des modéles d'écoulement et/ou de ruissellement.
couramment utilisés en hydrologie urbaine.

Toutes ces transitions sont résumées dans le tableau organisationnel sui-
vant :
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_J ¥k € K(t); Y
P S(kat) = S (t) +(1=t) S_(t)
L e |
—\
d S _(t ds_(t t)-Q_(t
o Gt S0 G0 ()
dt dt AX
diffusion avec atténuation
S S
vy BTV L S B
| | Hypothése dynamique I | hypothé&se dynamique i o
-
E[71 v,(0) = V(1) = v(n) LV (E) =V (t) =V r*azg
- e _ - b - |
ModéTe 1“t§9ra‘ Modele intégral
% (t) = - 0(1) iy
) L [* 05(t) = = 0y(8) + —L— gty e )
- V (t) dt' =— + *€ |
vy [ AX(1-a) f el O (1) ©
T
t — ofT) e dt
AX(1-a) 7
CT T T T T T T T T T T EE T
| Hypothése I
= c | n |
o o n d t
2 to IO ™) Qe(t) )|
< Sl | k2 n dt" |
o =3 | = ni: i
9 e o o __55E |
= = '
Vo(t) = =X g (1) + (1) o () V(1) = Kl Qu(t) + (1<) Q(t))
v (t) '
T d v (t
d v (t) | . = Q. (t) - Qg (t)
= Q(t) - Qg (t) | i -
dt I modéle pseudo empirique
I

——-—-

| Hypothése dynamique:

V() = v
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BARRE de ST-VENANT
Modéle hydrodynamique

———————— 1
:Hypothése I
lénergétique -
i = J |
L _J

iHypothése |
| énergétique |
oh . |
— = (i-d) g
e J
2
oQ + C 3Q =y 2 Q
ox  ° ot ax 9t

onde de crue diffusante
avec atténuation

discrétisation

AR I
Hypothése dynamique |
“c_ = constante | =
S | o
L ~ b
(=]
w
2
= §(t-T)=Q,(t) ‘g
(2]
-
| !
| Hypothése { \/
<o = 0.5 |
L - | Modele di
Qs(t+ t)

scrétisé
= €y Qg (t) + Cp Q (t) =
+ Cq Qs(t+At)

discrétisation




) TY
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I - LA MODELISATION EN HYDROLOGIE URBAINE

L'hydrologie qui cherche & représenter 1'évacuation des eaux pluviales et
usées et qui traite des problémes 1iés & ce phénoméne, utilise principale-
ment des modéles de ruissellement sur le sol et d'écoulement en canalisa-
tions. Ces modéles sont le coeur d'un vaste ensemble d'images abstraites

censés représenter des phénoménes complexes tels que les pertes, 1'évapo-

ration, 1'évapotranspiration, 1'infiltration, ...

La déformation d'une onde quelconque par ruissellement ou écoulement est
descriptible selon trois niveaux fondamentaux plus ou moins complémentaires.
Les deux premiers niveaux sont 1iés & 1la dynamique du phénomé&ne modélisé.

- Niveau microscopique; I1 traite de 1'état d'équilibre d'un groupe
homogéne de molécules fluides.

- Niveau macroscopique; recherche de 1'équilibre des flux transitant
dans le systéme.

Le troisiéme niveau tient compte des structures dissipatives du phénoméne.
IT s'apparente donc & la thermodynamique. Ce niveau ne posséde pas encore
de modéles qui lui soient propres; I1 est actuellement plus ou moins im-
briqué dans le premier niveau.
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En hydrologie, le fonctionnement du microscopique est donné par les équa-
tions fondamentales de 1'hydrodynamique, simplifiées en une équation de
continuité et d'une équation dynamique (Systéme de BARRE de ST-VENANT).
En fait, la seconde équation tient compte indirectement des structures
dissipatives :

d)(h, v = ¥ (i, J)

Les variations de hauteur d'eau et de vitesse sont équilibrées par les
déperditions calorifiques (frottement visqueux, etc ...). A ce niveau mi-
croscopique, la complémentarité (dynamique - thermodynamique) est effecti-
ve plus ou moins grossiérement.

L'irréversibilité phénoménale est prise en compte. Un tel modéle est sus-
ceptible de représenter 1'hétérogénéité d'un écoulement, le passage d'un
état instable & un état plus stable qui, lui-méme, peut redonner un état
instable de niveau plus faible s'il n'y a pas eu d'apport extérieur d'en-

tropie négative (apport latéraux, etc ...).

/N

instabilité locale

stabilité locale

///////—\\\\\\\\\ instabilité locale

En principe donc, cette modélisation posséde toutes les qualités requises

pour donner une trés bonne représentation des écoulements.

Si nous ne remettons pas en cause le principe fondamental de la mécanique,
toutes les erreurs sur Ta prévision d'un ph&noméne vient donc d'un mauvais
emploi du systéme de BARRE de ST-VENANT. Comme nous 1'avons vu, sa résolu-
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tion est simple mais toujours délicate. La méthode des caractéristiques
dans leur forme classique doit &tre exclusivement réservée aux sections
rectangulaires. Son application & d'autres types de section entraine des
erreurs de convergence et de conservation des débits transités.

Q. (t)
\ "\
_— erreur de conver-
\\\ gence
Qe (t)
=

IN faut s'assurer que toute discrétisation directe du systéme satisfait
les conditions locales de stabilité. Ce n'est pas la peine de compliquer
1'écriture des dérivées du systéme qui devient lui-méme contrdlable et
susceptible de fournir des réponses non convergentes, donc majorées ou
minorées en valeur.

La démarche qui conduit au systéme de BARRE de ST-VENANT &tant réduction-
niste, ce systéme en hydrologie n'est guére applicable qu'aux canalisations
ou collecteurs. En effet, un &lément de collecteur est un systéme pseudo-
macroscopique. Sa structure est simple, non complexe et i1 n'est pas com-
posé d'un ensemble d'@léments en interaction. Avec un tel systéme le pas-
sage du microscopique au macroscopique est réalisable. La non linéarité
phénoménale, 1'atténuation des ondes en transit sont trés bien représentées.
I1 n'y a pas de restriction en ce qui concerne la forme de 1'hydrogramme
d'entrée. Naturellement comme pour tout mod&le unique, le systéme de BARRE
de ST-VENANT ne peut mesurer que les &coulements & surface Tibre.
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Pour imager le fonctionnement de systémes complexes, bassin versant, en-
semble de bassins versants, les hydrologues ont &laboré des modéles macros-
copiques qui relient directement 1'entrée & la sortie. Ces modéles sont
trés nombreux et divers dans leurs applications car ils ne s'appuient pas a
priori, sur les segments d'une théorie de 1'hydrologie ou plus générale-
ment d'une "mécanique macroscopique". Ces modéles &volutifs sont presque
tous issus d'un systéme simple reliant 1'entrée (hydrogramme ou hyétogram-
me) & la sortie (hydrogramme).

[ d Vs
—= = (t) - o (t)

I { dt
Vo(t) = F(Qu(t) O (t))

\

Généralement, le systéme est appréhendé par un filtre qui donne, aprés in-
tégration du systéme précédent, les opérateurs suivants :

Q, = 0.0Q 0. : opérateur pseudo-
convolutif.
Qs = Ox Qe O« : opérateur convolutif.

Ces modéles qui représentent le transfert des flux dans un systéme sont
presque tous réversibles, cette propriété n'étant pas consécutive du
phénoméne. En fait, ces modéles macroscopiques sont holistiques car ils
traitent du tout sans tenir comple explicitement de la complexité struc-
turale et phénoménale; un modéle ajusté sur un bassin versant ne peut pas

étre transposé & un autre bassin versant sans redéfinition de ces paramé-
tres.

Ces modéles sont exclusivement dynamiques car ils ne font pas intervenir
les qualités dissipatives du systéme.
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Un retour sur la valeur cognitive de ces modéles nous a permis de les re-
Tier directement au modéle microscopique de BARRE de ST-VENANT.

BARRE de ST-VENANT| + ( Hypothases) =( Modéles

holistiques

L'ensemble des hypothé&ses jointes au modéle hydraulique réductionniste ex-
plicite, de facon assez floue malgré tout, les applications potentielles
des modéles holistiques. A priori, ces hypothé&ses sont tré&s restrictives
et, généralement, en contradictions avec les qualités reconnues du phéno-
méne (non Tinéarité, non égalité des vitesses entrée-sortie, relation non
univoque entre la hauteur et le débit, etc ...).

Pour étre représenté@ par les modéles holistiques dérivant du systéme I, a
tout instant 1a ligne d'eau dans le systéme doit étre proche d'une droite
reliant 1'entrée & la sortie avec he(t) proche de hs(t) et V,(t) =

Vs(t). Le fonctionnement du systéme doit &tre proche de la figure suivante :

e S

On retrouve ici les "qualités" du lieu d'application premier du systéme
de MUSKINGHUM : écoulements en canal ou en riviére.

Si ces modéles holistiques sont appliqués & des bassins versants, ces der-
niers doivent fournir une réponse immédiate et dont étre de faible taille.
Les hypothéses mises & jour et qui engendrent les modéles holistiques sup-
posent un phénoméne relativement stable vis-a-vis des grandeurs mises en
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Jjeu; Tes particularités microscopiques d'hétérogénéité doivent engendrer
une globalité homogénéisée.

L'application des modéles globaux aux canalisations dépend des grandeurs
mises en jeu. Cessont des syst@mes trop simples qui révélent facilement
1'instabilité du mouvement.

Actuellement, Te passage des modéles microscopiques d'&coulement aux modé-
Tes holistiques s'accompagne d'une perte de qualité qui limite de facon
évidente le champ d'application de ces derniers. Cette perte est due 3
1'étape théorique manquante qui relierait le réductionnisme et le systé-
mique; 1'opérateur du systéme de BARRE de ST-VENANT n'est pas encore in-
versible.

Ce regard sur 1'état actuel de 1a modé&lisation des écoulements et des ruis-
sellements en hydrologie peut sembler quelque peu pessimiste. I1 révéle
effectivement un manque théorique trés important, manque qui Tlimite nos
possibilités de modélisation. L'application est plus satisfaisante, car
1'hydrologie travaille a des échelles telles qu'une 1&gére erreur sur le
temps d‘apparition d'un maximum ou sur la valeur de ce maximum n'a prati-
quement pas ou peu d'importance. De plus, i1 existe encore beaucoup de
zones d'ombres (détermination d'une pluie, calcul des diverses pertes,

etc ...) qui minimise 1'importance des modé&les de ruissellement ou d'écou-
lement.

IT - LA CONCEPTION EN HYDROLOGIE URBAINE

Les modéles d'&coulement et/ou de ruissellement sont & la base d'un ensem-
ble d'outils spécifiques sui permettent de concevoir et de maitriser 1'as-
sainissement urbain.

Ces outils de conception doivent aider les personnes chargées de 1'assai-
nissement & répondre en outre aux questions suivantes :
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. Comment fonctionne actuellement le réseau; Que peut-il encore ac-
cepter comme nouveaux apports ?

. Comment dimensionner les nouvelles extensions et les transforma-
tions projetées ?

. Comment prévoir 1'évolution de ce réseau en fon tion des nouveaux
plans d'urbanisme ? ..

La méthode de CAQUOT ou la méthode rationnelle que nous avons nommées mo-
déles techniscistes sont, certainement, les premiers outils de conception
qui soient apparus en hydrologie urbaine. Ces deux méthodes, tout en ayant
leurs qualités propres, sont aujourd'hui inadaptées pour nous aider & ré-
pondre aux questions nouvelles posées par 1'urbanisation des villes. Des
outils de conception qui ont la prétention de traiter des problémes au
niveau de la cité ne peuvent pas faire appel a ces deux méthodes.

Actuellement, toute maitrise de 1'assainissement nécessite 1'emploi de mo-
déles d'écoulement et de ruissellement qui donnent des réponses plus pro-
ches de celles observées. A part les modéles issus de 1'hydraulique, d'un
emploi sir mais inadapté & la taille des problémes & traiter, les modéles
holistiques, générés par Tes hydroliciens, doivent &tre utilisés avec beau-
coup de circonspection, les hypothéses théoriques en limitant le champ
d'application.

Un systéme de conception de 1'assainissement qui ne peut &tre qu'une con-
ception assistée par ordinateur, nécessite une &laboration précautionneuse
tout en reconnaissant Te champ d'application potentiel des modéles & notre
disposition.

Malgré ces réserves, 1'introduction de la notion de conception & un niveau

global a Te grand mérite d'élargir notre approche modélisatrice. Elle nous

aide a reconnaitre et a situer les composantes primordiales de 1'hydrologie
urbaine. Les phénoménes 1i&s & 1'assainissement doivent &tre vus i travers

les questions fondamentales que se posent les concepteurs [521.
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Tout nouveau progrés de conception, qui reste &troitement 1i& & la recon-
naissance de la physis, s'insére dans un mouvement global, circulaire et
incessant qui passe de la modélisation des phénoménes de ruissellement,
d'écoulement, de pertes, ... & la compréhension du tout, de ses relations,
Te tout rejaillissant sur, et transformant par sa seule présence, la modé-
lisation phénoménale.

Les modéles holistiques, construits sur le systéme de MUSKINGHUM ou méme

a partir de la méthode rationnelle, sont déja une premiére &tape permet-
tant sans aucun doute de traiter des problémes jusqu'ici inenvisageables.
Leurs Tacunes nous incitent & rechercher des modéles dont les hypothéses
de base ne seraient pas en contradiction avec les phénoménes, modéles qui
réaliseraient un meilleur équilibre entre la valeur cognitive et décision-
nelle de tout outil de conception,donc de prévision en assainissement.
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ANNEXE 1

CALCUL de K et a
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Gréce a un modéle non linaire issu de 1'hydrodynamique (Systéme de BARRE
de ST-VENANT), nous avons simulé 1'écoulement des eaux dans un collecteur
circulaire de rayon = 0.3 m,de pente 5°/,,, d'une Tongueur de 500 m. Ce
modéle eétant un systéme d'équations aux dérivées partielles, son emploi
nécessite une condition sur les bords du probléme et une condition initia-
le.

Nous avons donc retenu le modéle 1inéaire vieillissant comme image du phé-

noméne :
- t/K(1-a) ~t/K(1+0)
Q (t) = Q(0) e +0,(0) 2 e + == Q(t)
1-a a-1

- t -t

1 K1)
t— J e Qg (t) dr.
K(1-a) o

Comme nous voulons approximer K et o par la premiére technique décrite
ci-dessus, 1'impulsion d'entrée est du type distribution d'HEAVISIDE

% H(t) = 0.4 m3/s, la sortie Qs(t) étant mesurée au bout de 50 m toutes
Tes 5 s. Le choix de cette Tongueur obé&it au souci de se rapprocher de la
linéarite.

Nous obtenons ainsi la montée de 1'hydrogramme de sortie mis sous la forme

- In (oo H(t) - Qs(t)) pour Qs(t) 9, (voir figure 1).

Cette courbe posséde deux parties distinctes (a et b) chacune ayant
une pente particuliére. Le 1ieu de séparation de ces deux parties corres-
pond au point d'inflexion haut de 1'hydrogramme de sortie.
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Pour 1e modéle holistique, cette courbe devrait étre une droite d'équa-

tion y = ax + b.

Une approximation de K et o par les moindres carrés sur la partie b
donne des o inférieurs & 1. (voir figure 1).

Le méme type d'approximation sur la partie b donne un faisceau de «a
qui s'échelonne de 1 & 0. Nous avons donc retenu cette premiére partie

en lui associant trois couples de valeurs :
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En intégrant numériquement le modéle holistique retenu, et pour deux ty-
pes d'entrée, nous avons comparé les sorties obtenues avec celles données

par le systéme de BARRE de ST-VENANT considéré comme modéle de référence
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Avec une entrée triangulaire, une valeur trés faible de o donnant une
prépondérance & la sortie sur le stockage, Qs(t) présente un décalage
temporel et un affaiblissement de 1'ordre de 3 % du maximum.

Pour o 0.367, la valeur du maximum est dépassée de 1'ordre de 3 %.
Celui-ci étant mieux centré sur son temps d'apparition. Cette valeur de

a donne une prépondérance au terme -2 (= - 0.58) qui rend Q (t)
a-1

négatif au début de 1'hydrogramme de sortie. (Voir figure 2).

-~

Avec une impulsion d'entrée moins brusque, on retrouve & peu prés les mé-
mes décalages. L'erreur relative sur le maximum est aussi trés faible, le
couple K = 24.46 a = 0.367 donnant une réponse trés proche de
celle fournie par 1e modéle de référence malgré des valeurs négatives dues

au terme 2.

o-1



- —

Golh

291

0.3 ]
0‘1 L

0.4 |

Q_e q-\

10| uni\‘ét

|
=T
|

. R:93 4= ST.

tVeaanb. - |

~ canalisation cipculaiee

-+——+ o “;F

10 0

e .___g-.ﬂnegéggT,st-j;sm‘u,g&.b_.nut-gle Som)
Lo | : 5 !

m
j0ofjombe
EarmsamnEa

8 : :_'-._:.: =

Figure 3

16 R T



292

Les conditions phénoménales optimum dans lesquelles nous nous sommes placés,
favorisent la reconnaissance du couple (K o), le faisceau de valeurs étant
malgré tout relativement important (0.01 & 0.3). Dans la réalité, cette
recherche doit étre beaucoup plus complexe surtout si nous voulons modéli-
ser le comportement d'un bassin versant, 1a limite du modéle &tant naturel-
lement sa linéarité. Méme pour notre expérience, on observe un décalage a
1'origine de 1'hydrogramme de sortie. Le modéle ne peut pas rendre cette
translation dans le temps. Cette étude doit &tre approfondie en définissant
Ta Timite d'une modé&lisation 1inéaire (Voir annexe III).
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ANNEXE II

INTEGRATION ANALYTIQUE D'UN

MODELE HOLISTIQUE LINEAIRE
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I - ENTREE TYPE TRIANGLE

La plupart des pluies de projets (hyétogrammes nets) utilis@es en hydrolo-
gie urbaine ont la forme suivante :

i(t)

>t

Cette fonction positive est sommable. La distribution 6 é&tant localement

o-t/K(1-0)

sommable, Ta distribution d décroissance rapide, le produit

de convolution existe :
-t/K(1-a)
Qs(t) = aS xf+ b f e

Pour généraliser la solution d'un tel probléme, nous allons chercher la
sortie correspondant d une entrée définie comme suit :

los)

'

\ 2
-

o
[
- et e e om - -

loe]
|
[N

=
ot oty

(&}
.
+
—
)

Cette entrée est calculée au temps t e [ti t1+1] le modéle utilisé étant
non vieillissant (QS(O) = Qe(O) = 0)



-t/K(1-0)
2 Qe(t) xe

a-1 © K(1-0:)

Le produit de convolution se décompose pour donner 1'équation suivante :

rt. B T
j
-0,
(1) Q. (t) = = (a;(t-t;) + b,) + __j;_—T? Q, (1) e K(1-%) 41
a-1 K(1-a)® |
0
rt -t
1 K(1l-o
t—tp | gq(r) e K g,
K(1-0) Jt.
3
La premiére intégrale peut se mettre sous la forme :
t; __t-=1 Y tj+1 t _t-r
Q (1) e K(1-a) 4¢ - + ... + ... Q. (T) e K(1-0) dr.
0 0 tJ t. g
Elle mesure 1'influence du débit déja entré sur la sortie.
t-
t. - —
. 1 J+l K(1-a)
Soit I, . = Q. (t) e dt.
J’J+1 K(1-0L)2 J e
£
Tout calcul effectué, on obtient :
- Kt(:;t‘j;l - K)(C;t‘j) b. - a. t.
_ -0y B e R A
Ij,j+1 = (e e X T a; K)
i t—tj+1 i t-tj }
. 3y (t. | e K(1-a) t. e K(1-a)
l-a J* J
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La deuxiéme intégrale de 1'équation (1) est &gale & :

t - t1
b. - a.t
K(l-a 1 171
I, = (1-e ) - a
it 1 ik)
t - ti
a -
l1-a

Q_(t) peut donc se mettre sous la forme : t ¢ (ti’ t1+1)

i t-tj+1 ) t-tj ] t-tj+1 ) t-tj
i-1 K(1-a) K(1-a) b.-a.t. K(1-a) K(1-0) a;
Q.(t) = 2 e -e )041—4141 - a.K)+(t,, e -t. e -
> j=0 ( l-a J ) J+l J 1-a
) t"t_i
o K(1-0) bi'ai t;
+ ;:I'(ai(t-ti) + bi)+ (1-e )(——I:;——— - aiK)
) t = t_i
+ (t - ti e )
1-o
lére applicCation
0 ()7
b2 -------
a a5
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En utilisant la relation (2)

t
o K(1-
pour t € [tl’tgj Q (t) = -~ (a;t) + (1 - e ( )) - K
a
+— (1)
1-0
pour t € [tz, t3] b; = 0 t; =0
t-t t -t
2 _gk(1-e) 2
0 (t) = (e K1) e )om K+ (t, e ko)), L
1-g
) t-t,
b,-a,t
o K(1-0),, 27%2"2
+ — (a,(t-t,)+b,) + (1 - e - a,K
o el 0) ) o oK)
) t - tz
% K(1-@)
+ (t-t2 e
1-0
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pour t >t

3
T X Tt
i 2 - t/K(1-0) - 2 )
o () = (e K™ ey ake (t,e KO
1-0.
t-ty  t-t,
CK(1-o)  K(1-@) L P2 - At
+ (e - e (Z—22. a0k
1-0
i t - t3 i t - t2
+(tye K g o K1) "2
1-a

La courbe d'entrée étant réguliére, la courbe de sortie ne présente pas
de discontinuité.

IT - ENTREE TYPE FONCTION PORTE

Oo A
..... f(t) = o, Ppour t e [tl, t2]
f(t) = 0 pour te J-w tl[
. t e ]t2 + oof
t1=0 t2

Comme cette fonction est sommable, le produit de convolution existe.

pour t e [tl, t2]

-t
Q&)Lio+&(m/mﬂ1




pour t e ]t2 + oof
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t-tz

K(1-a)

- e

- t/K(1-a)

La disoontinuité que 1'on observe dans 1'écriture du modéle (autOur du
point t2) est due & la présence d'une mémoire instantanée (distribution
de DIRAC). Si le modéle était uniquement défini par une mémoire réguliére,
il y aurait continuité dans 1'écriture du modéle.

Naturellement cette discontinuité apparente disparait dans le calcul du
débit de sortie, le modéle régulant 1'entrée.
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Figure 4

L'intégration analytique d'un tel modéle donne une sortie dont 1'allure
est proche de celle obtenue par BARRE de ST-VENANT. Le modéle holistique
ne donne pas le décalage & 1'origine, la valeur du débit maximum étant

bien rendue.
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ANNEXE III

INDICATIONS SUR LES LIMITES D'UTILISATION

DES MODELES HOLISTIQUES LINEAIRES
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Nous avons vu dans les annexes I et II, qu'une bonne approximation des

paramétres K et o permet de plus ou moins bien reproduire la sortie
mesurée a 50 m pour une canalisation circulaire de rayon : 0.3 m et de

pente 5°/co. La linéarité du modéle holistique non vieillissant semble
s'accorder avec le cas particulier étudié.

Tout en conservant le méme systéme transformateur, nous allons approfon-
dir Tes essais portant sur ce modéle pour reconnaitre sa limite d'utili-
sation, pour une telle canalisation.

Dans un deuxiéme temps, nous construirons empiriquement (par rapport au
systéme de BARRE de ST-VENANT) un opérateur de convolution correspondant
au fonctionnement du transformateur étudié.

Les différences observées entre les sorties calculées et les sorties
"réelles" nous renseignerons sur 1'utilisation potentielle de ces modéles
qu'il s'agisse des écoulements ou des ruissellements en surface.

I - MODELE CONSTRUIT A PARTIR DU SYSTEME DE MUSKINGHUM

Le modéle retenu est celui que 1'on obtient en intégrant numériquement Ta
convolution avec o ¢ [0 1[ soit :

_ At _ At _ At
K(1-a) K(1-a) e K(1-0)
Q (i+1) = e Q (1) + e Q (1) + (1-=—————) Q(i*1)
1-q € l-a

Les deux paramétres K et o sont déterminés a partir de la sortie due
a une entrée GOH(t). Le transformateur réel ayant un fonctionnement non
linéaire, ces deux paramétres sont fonction de Ty



303

En calculant par BARRE de ST-VENANT les hydrogrammes obtenus & 300 m pour
différents % H(t), nous observons (figure 1) que les montées ont des
allures sensiblement identiques, leur origine temporelle variant avec Ty

S'il est possible de reproduire par le modéle ci-dessous une sortie a

300 m, le couple (K, a) étant calculé & partir d'une seule entrée olH(t),
la montée de 1'hydrogramme de sortie empruntera celle correspondant &

0y H(t). L'allure de toute sortie n'est pas modifiée, seule son origine

temporelle étant plus ou moins fausse.
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Avec le modéle de base choisi, deux techniques sont utilisables pour cal-

culer les hydrogrammes & 50 m, 100 m, ..., le transformateur &étant une

canalisation.

Figure 1
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La premiére consiste & approximer les couples (Ka) & partir des montées
d'hydrogrammes & 50 m, 100 m, 150 m, ... etc.

La sortie est alors directement calculée en utilisant la relation ;

si (K,, o) * @

1 1 €

Cette technique suppose naturellement, que la Tinéarité existe toujours
pour des longueurs de canalisation importantes.

Comme ce n'est certainement pas le cas, nous avons choisi une deuxiéme
technique qui suppose le systéme quasi décomposable en une somme de sous-
systémes, chacun étant apparenté & un filtre.

i i+l

- — - > - - ->

La sortie du sous-systéme i est 1'entrée du sous-systéme i+1.

Chaque sous systéme, correspondant & une longueur donnée de canalisation,
devrait étre identifié par un couple (Ki’ ai)' Si la canalisation est
d'un seul tenant (sans chute intermédiaire), il est impossible de créer
une impulsion d'entrée o H(t) & 1 pour déterminer ces caractéristi-

ques.

Si tous les sous systémes ont les mémes dimensions (longueur, pente, rayon
pour une canalisation cylindrique) et sont séparés les uns des autres par
des chutes, ils sont caractérisés par le méme couple (K.a).

La sortie du sous-systéme i+l peut &tre calculée soit en utilisant suc-
cessivement 1i+liéme fois le modéle de base, soit en déterminant théori-
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quement 1'opérateur de convolution résultant. Ce dernier devient vite

compliqué & mettre en oeuvre si le nombre de sous-systémes est important
(voir de 1'étude 1, paragraphe III.3).

Les calculs que nous avons donc effectués donnent les sorties a 50, 100,
150, 200, 250 m pour une canalisation circulaire (R = 0.3, i = 5°/60),
celle-ci étant d'un seul tenant. L'hydrogramme d'entrée a la forme d'une

fonction porte (QeMax = 0.3 m3/s).

La Tongueur de chaque sous-systéme (50 m) correspond en apparence, au do-

maine de linéarité du modéle.

Les trongons de canalisation sont tous identifiés par un méme couple
(K,a) déterminé gréce a la sortie calculée par le systéme de BARRE-de ST
VENANT pour Qe(t) = 0.3 H(t). (voir annexe 1).

K

21.71 s

0.102

o

Les résultats obtenus sont comparés aux sorties calculées par ce méme
systéme. (Voir figures 2, 3, 4).



307

ol /////

0A
[ /
=B
[t
’ | f !
e rma
—, I

Figure 2

Sortie a 100 m

BARRE de ST-VENANT :

100

Convolution

Q Max

t Max

Q Max
t Max

. 0.2860 m3/s
. 110 s

4

0.289 m3/s
100 s

4



o4l

Béf"‘-__dc: e

kQthanf_

Figure 3
Sortie a 150 m

BARRE de ST-VENANT

Convolution

Q Max
T~ Max

Q Max
T Max

.2660 m3/s

o

~ 120 s

0.2695 m>/s
~ 105 s
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Sortie @ 250 m

BARRE de ST-VENANT

Convolution

QMax = 0.214 m°/s

TMax = .~ 160 s

Q Max = 0.234 m3/s

TMax = ~ 130 s
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De 50 & 100 m, la réponse calculée par la oconvolution est trés proche de
celle obtenue par le systéme de référence. Au-deld de cet intervalle, les
erreurs déja observées ne font que s'accroitre pour devenir relativement
importantes vers 250 m (~ 20 % sur le temps d'apparition du débit maximum
et ~10 % sur cette quantité d'eau), 1'origine de la montée de 1'hydro-
gramme n'étant pas du tout respectée.

Les paramétres K et o ayant &té approximés au mieux, la propagation
d'un débit trés court (100 s) donne des résultats peu satisfaisant pour

un trongon de canalisation long. Les erreurs sur la valeur du débit maxi-
mum et son temps d'apparition auraient tendance a s'effacer (sans dispa-
raitre !) si 1'hydrogramme d'entrée avait une base de temps plus importan-
te et si 1'hydrogramme calculé & chaque sortie i é&tait sommé avec un
nouvel hydrogramme d'entrée en i, (comme cela se passe en réalité dans
les réseaux d'eaux pluviales).

La modélisation linéaire est, peut-&tre, améliorable en recherchant empi-
riquement la fonction du convoluteur propre & ce transformateur.

IT - CONSTRUCTION D'UN MODELE HOLISTIQUE LINEAIRE DE PROPAGATION EN
CANALISATION

Le systéme étant assimilé a un filtre, i1 est modélisable par un opéra-

teur de convolution 0 tel que :
Qs = 0 Qe

La sortie S due a une entrée % H(t) permet d'identifier 1'opérateur O.

En considérant le transformateur précédent, 1'écoulement aval et amont
étant critique, le systéme de BARRE de ST-VENANT donne & 50 m, pour
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Qe(t) = 0.3 m3/s, un hydrogramme qui a la forme suivante :

o A

voir figure 1

>t
Pour ce type d'entrée, ce modéle issu du systéme de MUSKINGHUM donne une
sortie Qs(t) telle que :

%, H(t) - t/K(1-a)
Q. (t) = o, H(t) - ——e
1-a

La courbe exponentielle n'ayant pas de point d'inflexion, cette sortie ne
donne pas le décalage & 1'origine et les changements de concavité observés.
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Figure 1
%, H(t) ~t/K(1-o0)
01 = o_ H(t) - e
O 1_
s )
(K = 21.70
a=0.1 )

Ces propriétés particuliéres de 1'exponentielle expliquent les erreurs
que nous avons déja remarquées précédemment. I1 est donc peut-&tre possi-
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ble d'améliorer les modéles linéaires en choisissant une fonction qui soit
plus proche de la montée observée (figure 1).

En remarquant que les sorties dues & des entrées de type "porte" ont des
allures voisines de certains hystogrammes et que les montées d'hydrogram-
mes dues & des entrées % H(t) sont trés proches des fonctions cumulées
de ces hystogrammes, nous avons tenté de représenter ces montées par des
fonctions du type :

Q(t) ~(at)®

(@)
<
-
—
t
~—
1l
(1]

=

les coefficients o, B et la fonction u(t) devant &tre approximés a
partir des montées d'hydrogrammes théoriques.

II.1 Détermination des paramétres : choix d'un modéle

-B t
Soit F(t) = o~(at) = %)

g
0
0, (t)
=> = In (-In ( Y= BIna /B Int
%
_emu(t)
Soit F(t) = e
0, (t)
=> = In(-In ( ) = u(t)
%
0, (1)
On trace donc la courbe -In (-In ) en fonction de In t, Qs(t)
g
0

gtant obtenu & 50 m par BARRE de ST-VENANT pour 0y = 0.3 m3/s.(Figure 2).
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Cette courbe est approximable, soit par une droite, soit par une courbe
du 28me degré en In t.

Comme nous dé&sirons obtenir un modéle simple & mettre en oeuvre, nous
Q. (t)
choisissons 1'approximation de In (-In — ) par une droite, soit le
o
0

modéle



(o) P
F(t) = e (Loi de FRECHET)
Qs (t
avec - In (- In ) = BIna+Int
o
0

Le paramétre o est tel que :

I1 est donc trés facilement calculable.

Qq(t)
Le paramétre B représente la pente moyenne de la courbe - In(- In S )

F(t) étant la primitive de 1'opérateur 0, le modéle s'écrit :

-(g+1) -(at)™®
Q(t) = B o (at) e *Qq (1)

En utilisant 1a variable d'état Vs(t) qui représente le stockage, le
modéle s'écrit ainsi :

d V()
T = Qe(t) = Qs(t)
-(oct)"B t
. .1 -
v (t) -(a:)'B t x [ 0 (1) dr
{ 0
t
-8
ou V(t) = (1-e~ (@) Ty & J Q (t) dr
L 0
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Pour une entrée du type % H(t) (ob = 0.3 m3/s) avec o = 0.05 et

Qs (%)
: s
B = 2.7 (approximés par les moindres carrés sur -In (-In )), ce
0

modéle donne une montée d'hydrogramme voisine de celle observée (voir

courbe 02 figure 1).

Le décalage & 1'origine est pris en compte ainsi que les changements de

concavité.

II.2 Vérification de la bonne reproduction des hydrogrammes d 50 m
et @ 100 m

Pour pouvoir déterminer les sorties dues & des entrées quelconques, le
modéle doit &tre intégré numériquement :

-8
Q (1, 1+1) = Q(I, 1+1) e (oA%)

. 0, (3-1,9) (e-(aAt(I-J+2))-B _e-(aAt(I-J+1))‘B)

(U ]

j=2

QS(I, I+1) débit sortant entre I At et (I+1) At
Qe(J-l,J) " entrant entre (J-1) At et J At.

Le transformateur réel n'é@tant pas linéaire, les paramétres o et B dé-
pendent de la valeur de % H(t) qui sert d@ les approximer. Comme les
montées d'hydrogrammes correspondantes, & 50 et 100 m, sont trés voisines,
nous n'avons retenu qu'une seule valeur 9 (0.3 m3/s) pour calculer a
et B, (le modéle &tant linéaire).



Sortie 3 50m : o= 0.05s7!
8= 2.70

Sortie 3 100 m : o= 0.025 s !
8= 3.60

Les essais que nous reproduisons ici, ont uniquement pour but de vérifier
la reproduction des hydrogrammes dues & des entrées quelconques, 1a déter-
mination, en premiére approximation, du domaine de validité pour ce modéle,
utilisé sur le type de canalisation retenu (R =0.3 i =5 %) (voir fi-

gures 3 et 4).
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Pour 1a sortie & 50 m, 1'hydrogramme est bien reproduit, 1'origine de la
montée é&tant respectée. La valeur du débit maximum est T1égérement plus

importante (de 1'ordre de 7 %).

A 100 m, 1'erreur sur la valeur du débit maximum est plus importante

( 12 ).
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Pour un débit d'entrée moins brusque, les erreurs sur la valeur du débit
maximum sont moins importantes :

1,5% a 50m

2,5% & 100 m
Que ce soit & 50 ou 100 m, Tes 2 expériences donnent un décalage de 10 s
sur le temps d'apparition du maximum.
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Le modéle construit & 1'aide de la fonction e_(o‘t)-b donne de bons résul-
tats pour un parcours de 1'ordre de 50 m. I1 est intéressant de vérifier si
1'emploi successif du modéle, sur la canalisation considérée, permet de
reproduire correctement les hydrogrammes a 100, 150, 200, 250 m, etc ...
les coefficients o et B étant mesurés 50 m pour 0, = 0.3 m2/s

(o = 0.05; g = 2.70).

Nous répétons donc 1'expérience que nous avons déja effectuée avec le modé-
le issu de MUSKINGHUM,

Sur les courbes obtenues nous avons reporté celles calculées par BARRE de
ST-VENANT et par le systéme de MUSKINGHUM intégré :

-b
)

02 : (e-(OLt
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BARRE de ST-VENANT : [ QMax = 0.266 mS/s
TQMax = 120 s
01 WMax = 0.269 m/s
TQMax = 105 s
02 Max = 0.285 m3/s
TQMax = 135 s



324

= ogirtte
. [
’5’.:;‘.5 .‘/
//\ -
i
/ . \

s i e e : e
: =R _ \ f
e e VT SOATIE 3 150m

| = \ : 4 = buﬂ\'e de
\ \&\ i 8% Venanh
rEn R A R T

ST

e [ ;
\—\ s 1 \ n3LE
" ~ |
SEEE S _
et Pty
L SR ) {
et
Yob : S
= PRI oy 1wy THEC 1
- | "

BARRE de ST-VENANT : {

o

02 {
TQMax

QMax
TQMax
QMax
TQMax
QMax

Figure 7

0.266 m3/s
120 s
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105 s
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0.214 m3/s

QMax =

TQMax = 160 s

QMax = 0.234 m3/s
TQMax = 130 s

QMax = 0.266 m3/s
T-Max = 175 s
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1I.3 Conclusion

Une utilisation en série des deux modéles holistiques 01 et 02, ne
permet pas de reproduire correctement les hydrogrammes de sortie au-dela
de 100 m pour le transofrmateur étudié.

Le modéle 01 majore la valeur du débit maximum (10 % & 250 m), 1'hydro-
gramme ne présentant pas de décalage & 1'origine.

Le modéle 02 donne le décalage mais majore encore plus la valeur du dé-
bit maximum (de 1'ordre de 25 % & 250 m).

Les deux modéles utilisés reproduisent trés mal 1'allure de 1'hydrogramme
au-dela de 100 m.

Toutes ces différences sont dues & une amplication successive des erreurs
et surtout & lalinéarité du modéle, les paramétres ne pouvant guére étre
mieux approximés. La linéarité suppose, en effet, 1'invariance par trans-
Tation.

Q M1

Y
o+
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On a donc : O0O(t) = Qe(t) = 0(t-T) = Qe(t) = Qs(t)

Si M; est la montée théorique & T, la sortie Q. (t) calculée est
identique & celle obtenue par une méme montée située & 1'origine des temps.
La valeur du débit maximum est majoré, le modéle étant incapable de re-

présenter 1'amortissement du a la distance.

Le modéle 02, qui donne le décalage & 1'origine, ne peut donc pas amor-
tir suffisamment la sortie. L'amortissement fourni par le modéle 01 est
consécutif au non décalage a 1'origine.

Les deux modéles 01 et 02, représentent les capacités extrémes de la
modélisation Tinéaire.

Un modéle Tinéaire ne peut donc pas &tre utilisé pour mesurer la déforma-
tion d'un hydrogramme dans une canalisation longue. Une &tude plus pous-
sée doit &tre menée pour déterminer la validité d'un tel modéle, la cana-
Tisation ayant des apports intermédiaires.

L'emploi du systéme de MUSKINGHUM ou de Ta loi de FRECHET doit &tre ré-
servé d des bassins versants n'introduisant pas un décalage important a
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T'origine. Cela est généralement le cas, la montée des eaux é&tant relati-
vement immédiate, vis-a-vis des temps et des valeurs de débits mis en
jeu.
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ANNEXE IV

METHODE DES CARACTERISTIQUES

SYSTEME NON LINEAIRE
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Nous allons appliquer cette méthode & un &lément d'écoulement ou de ruis-
sellement simple possédant une entrée amont et un exutoire aval.

Le schéma de résolution de la méthode des caractéristiques peut étre re-

présenté comme suit :

t=2At /\ s

t=At

amont —-—m aval
pas d'espace Ax.
Calcul de V et h en un point courant P

- - _ At
6, = xp Xp = —E—-(Vp + Cp + Vr + Cr)
(1)
- - - At - -
65 = xp Xg = > (Vp Cp + Vs CS)

Vr’ Cr’ Vs’ CS sont interpolés linéairement en fonction des valeurs des

variables en K-1, K, K+1.

RUSII
r K AX p r



si

Si

En
on

De méme, en remplagant Vr H., V_, H

333

(hg = e q)
h. = hy - ————Z;—-——— (xp - xr)
1'écoulement est fluvial => V - C < 0.
P
(Vg = Vga1) 1
=V 4 ——" (X -
k AX ( p xs)
(He = Hyoq)
= HK-*-K_ﬁ (x - x) K-]_ K , K+1
AX P s r S
1'écoulement est torrentiel => V -C >0
(Vy = Vi)
=V, - -
K v (xp Xs) P
i (H = Hg1)
= HK - (xp - Xs) K
AX K-1 K+1
r s

remplagant V_, H , V_, H_, par leurs expressions dans le systéme (I
r’> r*> 's’ s

obtient les deux équations :
= , C
6r f(Vp p)
GS = g(Vp, Cp)

pe Vs Hg par leurs expressions dans les

deux équations d'états vérifiées sur les caractéristiques, on obtient :



O
P
-
-
(e}
-
o
7
p—
n
(an]

C'est un systéme non linéaire de 4 équations & 4 inconnues qu'il faut ré-
soudre pour tous les points courants et a chaque pas de temps.

Calcul de V et h point amont

Si 1'écoulement est fluvial (V - C <0), la caractéristique C~ apporte

. . P e s + .
une "information" de 1'intérileur et la caractéristique C  une "informa-
tion" de 1'extérieur.

. ap

Nous avons toujours : At 7
+ A
C A

g -

= C
1
Q(Vp, Cp, GS) = 0 0 S "

ct "apporte" la relation Q = Vp Sp (S : section d'eau), soit :

Q = Vp L Hp, Q étant connu (débit d'entrée). Cette relation permet

d'@liminer 1'une des variables Vp ou Cp. On obtient donc le systéme
suivant :
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Si 1'écoulement est torrentiel la caractéristique C~ a une pente positi-

ve. On doit donc se fixer Vp ou hp sachant que Q = Vp L hp'

Si 1'écoulement est critique nous obtenons le systéme suivante =

Calcul de V et h point aval exutoire

Cas de 1'écoulement critique

La pente de C  est égale & zéro.

Nous avons toujours : t:
P

§. = f(V_, C)) :

r p> °p -

P

e

F(Vp’ Cps GY') - O ;

K

K-1 r

Comme Vp = Cp nous obtenons le systéme simple :




- )
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ANNEXE 5

METHODE DES CARACTERISTIQUES

METHODE D'EULER
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Nous appliquons la méthode des caractéristiques & un &lément d'écoulement
ou de ruissellement possédant une entrée amont (hydrogramme ou hyétogram-
me) et un exutoire aval, sans apport et perte latérale.

SN\

\_9/\

Le débit propagé est calculé tous les Ax et au temps successifs At,
2 At, 3 AL, ..... n At.

Comme nous voulons appliquer cette méthode a des sections de formes quel-
conques, nous conservons le terme C (Vv gf/f') dans les équations d'é-
tats vérifiées sur les caractéristiques.

Soit un point courant p au temps t+ At, les variables V et h é&tant
connues au temps t pour tous les points de calcul de 1'@lément.

La pente des caractéristiques étant calculée en r, le modéle a la forme
suivante :

xp - X, = (Vr + Cr) At

V-V +—é-g—(hp-hr)+g(d-1')At =0
pr

Xo ~ Xg = (Vs - Cs) At

Vp-VS——é-g—(hp-hs)-l-g(J-i)At = 0
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Cpr et Cps n'étant calculables qu'en P, r, et s nous avons choisi

de calculer C en r et s.

I - CALCUL de V et h en un point courant

I.1 Calcul d t h
alcul de YP e b

Nous supposons connues les valeurs de X Vr’ Xgo VS . Vp et hp sont

solutions du systéme formé par les deux équations d'état.

1
o

- h,) + 8¢ g(3-1)

]
o

v -y -3 (hp - hs) + At g(J-1)
C
S

En posant : u g hr + Cr Vr - Cr g(J-i) At

et U g hs - C Vg C, g(dJd-i) At

V. et hp sont donnés par les relations :

p
o U, Cg + U C,.
P 9(C,. + C)
u. - U
Vp - r S
Cr + CS

Pour une section prismatique, et si la perte de charge est effectivement
constante le long des courbes caractéristiques, ces relations sont théori
quement justes vis-a-vis du systéme de BARRE de ST-VENANT. Les seules er-
reurs possibles viennent du calcul des pentes des caractéristiques.
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1.2 Calcul de Vr et hr

t+At

K-1 r K s K+l

X, étant 1'abscisse de r, Vr et hr sont interpolés linéairement en

utilisant les points K-1 et K;

Avec 1'équation de la caractéristique en r, on obtient le systéme sui-

vant :
( (Vg = Vg.q1)
V =V, - ———— (x, - x.)
r K AX K r
) (hy = hy, 4)
] K K-1
h. =h, - (%, = Xx.)
r K AX K r
L Xp = Xy = (Vr + Cr) At

soit Gr = xK - Xr

S, est alors solution de 1'équation :

2 2

2 2 _
) Ah - 2 aq az] ta, - gAt he = 0

(2) & a0, [g(éE

Ax

B AV AT _
avec oq = 1+ " et “2 = AT VK
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2

Si VK <g hK (écoulement fluvial) cette équation posséde une seule raci-

ne positive. Grl. Elle fournit les valeurs Vr et hr'

Pour une section non rectangulaire, C représente 'g f/f', soit /;;
la célerité des ondes de propagation. I1 suffit alors de remplacer le ter-
me h par le terme y.

1.3 Calcul de VS hS

Ecoulement torrentiel

VS étant supérieur a Cs’ la pente de Ta caractéristique en s est po-

sitive. En interpolant linéairement Vs et Cs on obtient 1'équation (2)
précédente :

2
At
+ 8, 19(—)
AX

2 2 _
Ah - 2 oy GZ} + 0, - g At hK = 0

Elle posséde 2 racines positives qui sont 5. et 65.

Ecoulement fluvial

Avec Tes mémes principes, &_ est solution d'une équation du deuxiéme

s
degré.
2 2 2 AY 2 2 _
65 ap + 65 [g At X; + 2 oy a2] t o, At™ g hK = 0
avec o, = 1-at& o -AtV, et AV = v, -y
1 AX’ 2 K K K+1
Ah = HK - HK+1'
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Cette équation posséde une seule racine positive GS.

Ecoulement critique en K

2 &Y
AX

6% o2 4+ 6 (g At

1 =0

-2 o, o)

qui posséde une racine nulle 65 et une racine positive Gr'

II - CALCUL DE LA CONDITION AMONT

On doit distinguer deux cas :
- écoulement amont critique ou torrentiel

hp et Vp sont alors des données liées
par les relations :

= A
QP VP P
Vp = 'g hp dans le cas de 1'écoulement critique.

- écoulement fluvial amont

L'équation d'état sur C  s'écrit
en utilisant Te terme U_ (voir

S
calcul hp et Vp)

Vp CS - d hp + Us = 0

En Tui ajoutant Qp = Vp Ap, Vp et hp sont calculés en résolvant 1'équa-
CS -gh

tion + US = 0.

P

b
%
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ITT - CALCUL DE LA CONDITION AVAL

On doit distinguer trois cas :
- écoulement torrentiel

Vp et hp sont déterminés en
utilisant Tes équations d état
vérifiées sur les deux caracté-

WAV

. ristiques.

r s
- éooulement critique (cas d'une chute)
On a donc Vp = Vg hp
Vp et .hp étant liés par K
1'équation d'état vérifiée P;,
sur la caractéristique en ct ;
S -
r soit : :;
U.-gh
Vo = _ﬁ__fL_R 4
P Cr r

- écoulement fluvial

On utilise 1'équation d'état précédente avec la relation Qp = Vp Ap.

Ce systéme conduit & résoudre 1'équation :

|_co

. Cr +g hp - Ur = 0

>

P

Nous avons donné les relations permettant de mesurer la variation de dé-
bit pour 1'élément considéré. Elles sont toutes basées sur 1'approximation
linéaire des caractéristiques, la pente étant calculée en r et s.
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Des relations du méme type peuvent étre envisagées si nous voulons utili-
ser cette méthode pour des structures plus complexes (branchements de
canalisation, débouché aval dans un bassin de rétention, etc ...).
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ANNEXE 6

INTEGRATION NUMERIQUE DU

MODELE HOLISTIQUE NON LINEAIRE
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I - LIAISON AVEC LE SYSTEME DE MUSKINGHUM

IT - INTEGRATION NUMERIQUE

IIT - EXEMPLE D'APPLICATION A UNE CANALISATION
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I - LIAISON AVEC LE SYSTEME DE MUSKINGHUM

Avec Tes hypothéses choisies, le systéme de BARRE de ST-VENANT se simpli-
fie pour donner le modéle suivant : Y # 1

0, (t)

1-y

En intégrant par partie le deuxiéme terme de cette relation avec Se(O) =

on obtient :

Si les vitesses entrée et sortie sont &gales et constantes ¥ le temps, on
retrouve par simplification le modéle intégral du systéme de MUSKINGHUM.

En fait, Ta relation (I) est le résultat de 1'intégration directe du systé
me de MUSKINGHUM en prenant :




[ d V(1)
= Qg (t) - Qg (t)
dt
(I11) |
AX
V() = Y Qu(t) + (1-v) Qg(t)
V(1)
\
Vs(t) : volume stocké
Y ¢ constante
AX : Tlongueur de 1'élément

En dérivant la seconde équation de (III), on obtient 1'équation différen-
tielle suivante

d Ve (t) d Q(t) d Q_(t)
- 2 = (v Qu(t)+(1-v) Q. (t))+ Ak ey X (1-Y)—S
Va(t) dt V(t) dt V(t) dt
= Q(t) - (1)

Qs(t) étant la fonction inconnue, 1'intégration de cette équation sans se-

cond membre donne :

It Ve(T) dr.

0 AX(1l-y)

0 (t) = BV (t) e

En faisant varier la constante B, on obtient finalement 1'équation (I).

Nous pouvons donc affirmer qu'il y a équivalence entre le systéme de MUS-
KINGHUM généralisé et le systéme de BARRE de ST-VENANT auquel nous avons
joint les trois hypothéses fondamentales définies dans de 1'étude 3.
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S .3 A d Vg(t)
L+ =00 Hypothése 1 = Q. (t) - Q. (¢t
ot ax " o(t) - Q. (t)
y y Hypothése 2
9 . -
Wrv g 8o gy * | (v(xut)=y ¥ e K |2 Vo (t)= B (va(t)+
ot 3X aX v (t) €
Hypothése 3 €
Vo(t) = V(1) ¥t +(1-) Qe(t)
IT - INTEGRATION NUMERIQUE DU MODELE HOLISTIQUE NON LINEAIRE
L'entrée Qe(t) est donnée par une fonction en escalier tel que
Q = Qe(t) pour t ¢ 1t-At, t] avec
Ve = Ve(t) pour t e Jt-At, t1 At étant le pas de temps
constant.
t+At
Vo (tHat) MX(1-y) 't ©
Q (t+at) = X0 (t+at) + —— Q ()€ Y dr.

y-1 ¢ aX(1-y)"

En décomposant cette équation et en utilisant la relation qui donne Qs(t),

on obtient le schéma suivant :



350

V (t + At)
- oAt
AX(1-y)
Q(t + At) = Q(t + at). |1 - =
1 -y
V_(t + At)
- & At
V_(t+ At) _ ’
+ Qe(t) Y € e AX(1-y)
1-y Ve(t)
Ve(t + At)
= . At
V_(t + At) -
+ Qs(t) e AX(1-y)
Vo(t)
En faisant V,(t) = constante, on retrouve le schéma que nous avons d&ja

donné pour 1'intégrale numérique du systéme de MUSKINGUM.

Avec y = 0 et Ve(t) = constante on obtient aussi par simplification
1a relation proposée par DESBORDES pour modéliser le fonctionnement des
petits bassins versants.

Le modéle holistique non Tinéaire que nous avons construit & partir du
systéme de BARRE de ST-VENANT généralise tous les modéles qui sont issus
du systéme de MUSKINGHUM. Ce modéle est 1'image d'un réservoir non linéai-
re qui par simplification (Ve(t) = Vs(t) = constante) donne 1'image d'un
réservoir linéaire ou filtre, couramment utilisé.

Notons enfin que le modéle utilisé par B. CHOCAT dans son programme de si-
mulation S.E.R.A.I.L. se déduit du systéme III en prenant y =1 [81.
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ITT - EXEMPLE D'APPLICATION A UNE CANALISATION

La structure des hypothéses qui donnent les modéles holistiques a trois
niveaux distincts. (Voir de 1'étude 3 schéma I).

ler Niveau

— - - - —2éme Niveau

— - — - — - — —— - 3éme Niveau

La premiére hypothése (niveau 1) est commune & tous les modéles. Ensuite
nous pouvons nous demander quelle est 1a branche du graphe des hypothéses
qui présente le moins de contraintes vis-a-vis du phénoméne, c'est-d-dire
s'il est possible d'@tablir une hiérarchie de valeurs dans les hypothéses.
A priori, 1'ensemble (b, e) semble &tre le moins contraignant puisqu'il
conduit au modéle le plus complet. En fait, oomme nous allons le voir sur
une canalisation, ce critére d'appréciation n'est pas forcément juste. Les
modéles holistiques présentent un écart tel avec le modéle microscopique
qu'ils peuvent étre, en fait, uniquement valoris&s par leurs pouvoirs &
restituer telle ou telle qualité particuliére comme la valeur du débit ma-
ximum, le temps de réponse, etc ...

Les hypothéses, qui sont en contradiction avec le phénoméne réel, conduisent
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& des modéles qui ont leurs propriétés propres, indépendantes des hypothé-
ses et simplement valorisées par ce que 1'utilisateur demande.

Le systéme que nous avons utilisé pour effectuer ces essais est une cana-
lisation carrée dont le c6té mesure 0.6 m, sa pente étant égale & 5%/ 4o.
Tous les 50 m, cette canalisation présente une chute, la vitesse de sortie
a ces points étant alors égale & la vitesse critique. Nous avons supposé
en outre, que toutes les vitesses d'entrée étaient aussi critiques, le dé-
bit se transmettant directement et avec la méme vitesse du point de chute
i & 1'entrée i correspondante.

\\\i\\\“\~\\\\‘\j
\\\\;;\\\\\\‘~\QS

VSC

Nous avons choisi ce type de systéme pour pouvoir appliquer successivement
le modéle non Tinéaire, Ax @&tant égal a 50 m, soit d la longueur d'un
élément séparé par deux chutes. Chaque vitesse d'entrée Ve(t) utilisée
par le modéle holistique est recalculée en fonction du débit de sortie
fourni par ce modéle.

La valeur du coefficient o est prise égale & 0.148, obtenue par approxi-
mation de Ta courbe - In(o, - Q.(t)) = f(t). C'est un choix arbitraire
car cette valeur dépend du nombre de points choisis pour 1'approximation
(Voir figure 1).



353

L'entrée est du type fonction porte. Elle présente donc une "discontinuité"
au niveau de la vitesse. Comme celle-ci intervient directement dans le cal-
cul de la sortie Qs(t), au bout de 50 m, la discontinuité de la courbe

est trés marquée alors qu'elle n'apparait pas lorsque 1'on utilise un mo-
dele lineéaire (Voir figure 2).
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L'exploitation directe du modéle lorsque 1'entrée est discontinue est &
déconseiller car cette discontinue apparait dans le terme exponentielle.

Lorsque 1'entrée est continue, la forme de 1a sortie est beaucoup plus cor
recte. Malheureusement, le modé&le non 1inaire atténue beaucoup trop la

valeur du débit maximum, 1€ temps de réponse &tant mjeux approximé que par
le modéle Tingaire (Voir figures 3 et 4).

S emmeaane

o.. e e IR A—
. ._bunq:dc%*Ven%n*
modsle Rurlucsiis

- modePe monBmeain -

o

0.4

Figure 3 - Sortie au bout de 50 m
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Figure 4 - Sortie au bout de 150 m.

L'atténuation trop importante du débit maximum vient du terme

Vo(t)

-—L& At
AX(1-y)

e IT est minoré lorsque Ve(t) est grand, alors qu'une vi-

tesse moyenne (modéle lingaire) ne le pondére pas trop, localement.
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