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« La question suivante était : qu'est-ce qui fait tourner les planétes autour du Soleil ? Au temps de Kepler
il y avait des gens pour répondre qu'il y avait derriére chaque planéte un ange battant des ailes et la
poussant sur son orbite. Comme vous le verrez, cette réponse n’est pas trés loin de la vérité. La seule
différence est que les anges ont une auire position et battent des ailes vers l'intérieur de 'orbite »

Feynman (1918-1988)
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RESUME

Les questions que se pose le glaciologue peuvent souvent étre identifiées a des

problémes inverses. C’est ce qui est illustré dans ce travail A travers trois exemples :

-

» Reconstruction des températures du passé : nous essayons de combiner

I'information donnée par la composition isotopique de la glace et le profil de température
mesuré a Vostok (Antarctique). Cette approche suggére que le profil de température ne

.permet pas de donner de meilleure estimation de la température du dernier stade
glaciaire 4 Vostok que le thermomatre isotopique classique.

* Reconstruction de la composition de l'atmosphére du passé: lors de la
transformation de la neige en glace, des bulles d’air de composition voisine de celle de
Tatmosphére sont emprisonnées dans la porosité de la glace. Différents processus

- naturels peuvent altérer la composition de la bulle et Pinterprétation des mesures n’est
pas immédiate. Nous proposons ici une méthode de déconvolution du signal
atmosphérique prenant en compte les phénoménes de diffusion et de gravitation dans le
- névé polaire. Nous appliquons ensuite cette méthode & 'interprétation des mesures de
méthane, CFCs et rapport isotopique du méthane dans le névé et la glace.

¢ Reconstruction des propriétés rhéologiques de la glace & grande échelle : les ice-
shelves (plates-formes de glace flottantes) constituent avec les ice-streams (fleuves de
glace) les éléments dynamiques de la calotte Antarctique. Leur rhéologie est un
paramétre important 4 prendre en compte pour prédire I'évolution de la géométrie de la
calotte Antarctique. Nous montrons comment retrouver ce paramétre critique a partir
d’un modele d’écoulement et de mesures de terrain, puis nous fournissons une carte de

viscosité apparente du Ross Ice Shelf (Antarctique de 'Ouest).

Les techniques d’inversion décrites dans ce travail sont classiques dans de nombreux
domaines de la géophysique, mais elles sont peu connues en glaciologie. En les
appliquant sous une forme simplifiée, nous nous sommes efforcés de montrer ce qu’elles

peuvent apporter & la glaciologie et quelles sont leurs limites.




ABSTRACT

Many questions of glaciological interest can be recognized as inverse problems. In

this thesis, I illustrate this point through three exampies :

* Reconstruction of past temperatures : I try to combine the information given by ice
isotopic composition and measured temperature profile at Vostok (Antarctica). This
approach suggests that the temperature profile is not able to give any better estimate of
surface temperature during the last glacial period than the classical isotopic
.- thermometer (at Vostok).

* Reconstruction of past atmospheres : air composition measured in bubbles of ice

cores gives tremendous information about past atmospheres. However, the
. interpretation of these measurements is not immediate, because some natural
‘phenomena can alter the composition of bubble air. I propose here a method to extract
‘the atmospheric signal of ice cores, taking firn diffusion and gravitational separation
-into account. This method is then applied to interpret methane, CFCs and 8°C. of CH,
—~measurements.

* Reconstruction of large-scale rheological properties of ice: ice-shelves and ice-

. streams are dynamic elements of the Antarctic ice sheet. Their rheology is an important
parameter to predict the eveolution of the Antarctic ice sheet. I present here a possible
means to determine the effective viscosity of an ice-shelf using an ice-shelf flow model
“and velocity and thickness measurements. The results consist of a map of the effective

viscosity of the Ross Ice Shelf.

Inverse methods used to treat these problems are well known in many fields of
geophysical sciences, but they have been used occasionally in glaciology. I try to show

what can be learnt from their application in glaciology, but also their limits.
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Introduction

I. INTRODUCTION

Un des grands défis de la glaciologie moderne est la prévision de I’évolution du niveau
des mers. En 1997, les glaciologues ne sont pas en mesure de fournir cette prévision de
maniére fiable, utilisable pour d'éventuelles décisions politiques. Par exemple, on est
incapable d’estimer si le volume de la calotte Antarctique augmente ou diminue. Plutét
quune révolution dans Part de penser les glaciers, ce sont sans doute les progrés
technologiques et les nouveaux outils d’investigations qui permettront de relever ce défi.

Les méthodes inverses font partie des outils prometteurs développés pour la
géophysique. Ces techniques ont été peu utilisées en glaciologie, et nous essaierons de
montrer, dans le cadre de cette thése, ce quelles peuvent apporter a P'étude des glaciers et

quelles sont leurs limites.

I.1. LES PROBLEMES INVERSES EN GEOPHYSIQUE

Pour étudier un systéme physique, une approche classique consiste a élaborer, puis &
utiliser un modele. S’il est possible de comparer les résultats de ce modéle avec des
observations, alors on peut en déduire des informations sur les paramaétres mal connus de ce
modéle. La quantification de ces parameétres mal connus, qui constitue le probléme inverse,
est souvent un pas nécessaire dans la prévision de I'évolution du systéme considéré.

Pour l'analyse du systeme Terre, les géophysiciens et les mathématiciens ont développé
des outils performants afin de tirer le meilleur parti des mesures. Ces méthodes, qui
reposent sur des visions différentes du probleme, traitent avec plus ou moins de panache les

complications inhérentes aux problémes inverses :

» I'impossibilité technique de parcourir la totalité des parametres mal connus du modéle
» I'insuffisance des mesures

» I'incertitude sur les mesures et sur le modéle.

Afin d'illustrer les trois points précédents, nous allons considérer rapidement Pexemple
gravimétrique. Cette réflexion est inspirée d’un exercice de Turcotte et Schubert (1982)
p. 212-215.

Les anomalies de gravité & la surface de la Terre sont en partie causées par des corps de

densités différentes de la crolite terrestre environnante. Ceci est une particularité trés
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intéressante car elle nous permet d’obtenir des informations sur ce qui se trouve sous nos
pieds sans faire de forage (ou avant de faire un forage). Ainsi, & partir de la carte
d’anomalies gravimétriques de la figure I-3, la question que l'on se pose est: « quel est le
champ de densité en dessous de cette région ? ». Il n'existe aucune formule répondant
exactement & cette question. Toutefois, une information qu’apporte la théorie est la loi de
Patfraction universelle de Newton. Cette loi peut étre appliquée afin de calculer 'anomalie
gravimétrique en fonction du champ de densité : c'est cette loi qui constituera la base

physique du modéle direct.

Mesures gravimétriques

Domaine discrétisé : la densité // // // // // - 1
est supposée constante a P // // // A
Iintérieur de chague boite //
’ // ~10km
\ // y
//
“EB%
%
// / v
@ = fip) )
(loi de Newton) 4
~ 10 km
Figure I-1 : le modele direct calcule le potentiel de gravitation & (et donc 'anomalie

gravimétrique} en fonction du champ de densité p. Le sous-sol est divisé en un nombre fini de
boites (ici 150 boztes)
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. Probleme direct
CE QUE LE

MODELE Champ de densité 3 Anomalie gravimétrique
CALCULE: :

CE QUE LY
CH%RCHEOE Champ de densité [————— Anomalie gravimétrique

DETERMINER :

Probléme inverse

Figure I-2 : le modele calcule l'anomalie gravimétrigue en fonction du champ de densité.
La détermination du champ de densité & partir des mesures gravimétiques est un probleme
inverse.

Skm

(s}

Figure I-3 ; contours d’anomalies gravimétriques (10° m s°) de surface & 200 km au sud-
est de Galveston, Texas, & proximité du bord extérieur du plateau continental {(d'aprés
Nettleton, 1957). On pense que cette anomalie est due & un déme de sel.

I.1.1. I1 est impossible de parcourir la totalité des
parametres

Dans le modele de la figure I-1, on choisit les valeurs discrétes de densité comme
paramétres libres, c’est-a-dire que l'on g’autorise & les faire varier pour reproduire au mieux
les mesures gravimétriques. Le probléme se réduit alors au choix dun jeu optimal de
parametres. Pour réaliser ce choix, une idée est d’essayer toutes les combinaisons possibles

“de valeurs de densité, de les utiliser comme entrée du modéle direct, puis de choisir la
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meilleure solution. Dans I'exemple de la figure I-1, méme si Pon suppose que la densité ne
peut prendre que deux valeurs & lintérieur de chaque boite (celle du sel ou celle des

sédiments), on a alors plus de 10% (= 2"

) combinaisons a étudier. En supposant les calculs
du modgéle direct trés rapides (1 ms), il faudrait 10* ans pour traiter le probleme de cette
maniére... Il s'agit donc d'utiliser des outils mathématiques qui permettent l'obtention

rapide d'une estimation des parametres.

I.1.2. Les mesures ne suffisent pas

Un autre probléme provient du fait que plusieurs champs de densité peuvent créer la
méme anomalie de surface : par exemple, une masse ponctuelle crée le méme champ de
gravité quune boule uniforme de rayon quelconque et de masse identique. L'unicité du jeu
de parameétres optimal n’est donc pas assurée : il faut trouver des critdres supplémentaires
pour sélectionner la meilleure solution parmi l'infinité de solutions qui reproduisent les

observations de maniére satisfaisante.

1.1.3. Les données et le modéle sont incertains

Tant qu'il y aura des mesures, il y aura des erreurs sur ces mesures. La distribution de
ces erreurs est souvent difficile 4 estimer et un des seuls outils dont dispose
I'expérimentateur est 'étude de reproductibilité. Les méthodes inverses doivent nous aider a
déterminer comment cette erreur sur les mesures se répercute sur le choix optimal des
parametres libres (i.e. sur la forme de la poche qui crée I'anomalie gravimétrique). L’erreur
sur le modgle est encore plus difficile & estimer que celle des mesures. Un modgle repose sur
. des hypothéses simplificatrices qui ne peuvent pas étre vérifiées par l'expérience (mais
uniquement contredites par celle-ci). Par exemple, dans le modele gravimétrique ci-dessus,
on a supposé que 'anomalie était uniquement due 4 des variations de densités dans les dix
-premiers kilomeétres de la crotite terrestre. En théorie, des corps enfouis plus profondément,
la topographie de régions éloignées, ou encore les astres (Lune, Soleil..) contribuent
également au champ de gravité de cette région. Une des difficultés est donc de gquantifier

comment cette erreur sur le modeéle influence I'estimation des différents parameétres.

Turcotte et Schubert (1982), pour interpréter les données de la figure I-3, suggérent
d’ajouter deux hypoth&ses importantes au probléme :

1] s’agit de sel

» la poche est sphérique.

L'ajout de ces deux hypothéses, sans doute discutables, permet de limiter

artificiellement le nombre de paramétres libres & 2 (le rayon et la profondeur de la poche de
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sel), ce qui rend possible 'exploration de Iespace des paramatres. Ces nouvelles hypothéses
permettent également de lever le probléme de non-unicité et de fournir une
réponse approximative a la question que l'on se posait : 1a poche de sel est située 4 6 km de

profondeur environ et son rayon est de 4 km.

De maniére beaucoup plus générale, les méthodes d’inversion tendent a ajouter
Iinformation manquante, sous différentes formes, afin de fournir une réponse
“approximative & un probléme pour lequel il n’existe pas de réponse exacte. Ces méthodes
ont montré leur efficacité dans des domaines trés variés allant de la tomographie médicale a

Ia localisation des foyers des tremblements de Terre.

I.2. LES PROBLEMES INVERSES EN GLACIOLOGIE

Bon nombre de questions qui passionnent les glaciologues peuvent &tre identifiées a des
problémes inverses. Dans les cinq exemples présentés ci-dessous, il est possible de
construire un modéle physique dont les paramétres mal connus sont les champs qui
intéressent le glaciologue. Ce modeéle calcule des guantités mesurables, ce qui fournit des

informations sur les paramétres du modele (quantités non mesurables).

1.2.1. Paléothermométrie'

- Notre planéte a connu au cours des 2,5 derniers millions d’années une succession de
périodes froides (glaciaires) et chaudes (interglaciaires), comme celle dans laquelle nous
nous trouvons actuellement. Ce cycle de glaciations - déglaciations est une caractéristique
importante de I'dre quaternaire. Les fluctuations de température ont été enregistrées sous
plusieurs formes dans les calottes polaires. On peut les estimer dune part grice a Panalyse
des isotopes qui constituent Ja glace, et d’autre part 4 'aide du profil de température des
calottes polaires. L'idéal serait de réussir & combiner les informations données par ces deux
types d'enregistrement indépendants afin de retrouver les variations de température a la
surface des calottes avec le maximum de précision. Ce probléme fera I'objet du chapitre II de

cette thése.

1 - . - . N . -
Le mot paléothermométrie est une combinaison des mots grecs palaios (ancien), thermos

(chaud) et metron (mesure} : c'est 'étude de la température du passé.
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1.2.2. Interprétation du signal des carottes de glace

Les calottes glaciaires fournissent un enregistrement unique du climat et de
latmosphére du passé. Ce constat a contribué a des développements technologiques
importants, tant au niveau des méthodes de forage qu’au niveau des techniques d’extraction
des gaz, d’analyse isotopique ou de mesure des éléments traces contenus dans les bulles de
la glace. Un probléme est que les mesures donnent la composition de la glace (ou des bulles)
en fonction de la profondeur dans la carotte et non en fonction de Vdge. Cette
correspondance 4ge de la glace {ou des bulles) - profondeur n’est pas évidente, mais on

dispose de plusieurs sources d'information indépendantes permettant de 'estimer.

I2.2.1. Datation de la glace

Paterson (1994) fait un inventaire des différentes méthodes de datations de la glace
utilisées & ce jour:

» datation & partir de modeles d’écoulement de glace

* comptage des couches annuelles, soit de visu, soit grice aux variations saisonnitres de
certaines propriétés de la glace (e.g. rapport isotopique d’oxygéne 18 -6"0-, de Deutérium,
conductivité électrique, concentration en microparticules, etc.)

» identification de couches d’dge connu, telles que des couches acides correspondant &
des éruptions volcaniques datées

s corrélation des pics de 8O des carottes de glaces, avec d’autres enregistrements
climatiques datés tels que ceux des carottes marines (ou de lacs)

¢ datation par analyse du radiocarbone du CO, contenu dans les bulles de glace. La
précision de cette méthode semble assez faible car, en plus d’erreurs expérimentales
- importantes, la conversion radiocarbone - 4ge est incertaine; elle ne permet pas de
remonter & plus de 30 000 ans.

- Cette liste n'est pas exhaustive : des méthodes fondées sur la combinaison de deux
enregistrements différents commencent & apparaitre. Par exemple, Salamatin et al. (1994,
1997) ont proposé une datation utilisant les fréquences orbitales de Milankovitch ainsi que
le profil de température dans le trou de forage et de mesures isotopiques. Waelbroeck et al.
(1995) ont également proposé une chronologie basée sur les fréquences orbitales et sur
I'analyse de I'Oxygéne 18 des carottes marines et du Deutérium de la carotte de Vostok.
Aucune de ces méthodes ne semble donner entiére satisfaction : l'idéal serait de trouver la
meilleure intersection entre ces différentes sources d’information.

Pour I'instant, on est trés loin d'une datation de ce type. Les derniers résultats obtenus

sur la carotte de Vostok font apparaitre quatre cycles climatiques complets (Petit et al.,
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- 1997). Ceux-ci seront tracés en fonction d’une chronologie officielle, mais celle-ci n'est pas

encore entierement déterminée,

L2.2.2. Datation de Uair des bulles

La déconvolution du signal atmosphérique® est compliquée par l'existence d'un décalage
(jusqu’a plusieurs milliers d’années) entre 'dge des gaz contenus dans les bulles et celui de
la glace. Ce décalage provient des bulles qui ne se forment pas en surface de la calotte, mais

| a la transition névé - glace & 100 m de profondeur environ (cette profondeur pouvant varier
sensiblement suivant les sites). Ce décalage dépend notamment de la masse molaire du gaz
considéré, de son coefficient de diffusion dans lair et de son histoire atmosphérique.

L'interprétation du signal atmosphérique des carottes de glace sera Pobjet du chapitre II1.

1.2.3. Propriétés rhéologiques’ de la glace

La glace, dans le domaine de contraintes observées dans les glaciers, peut étre
considérée comme un matériau visqueux. Il est alors théoriquement possible de relier les
contraintes aux déformations par I'intermédiaire d’une loi rhéologique (appelée auési loi de
comportement). Cette loi rhéologique fait intervenir un tenseur de viscosité, qui se réduit a
un scalaire si la glace est supposée incompressible et isotrope (i.e. si la glace présente les
mémes propriétés physiques dans toutes les directions) et incompressible. Les valeurs de ce
tenseur de viscosité peuvent étre mesurées en laboratoire 4 'aide d’essais mécaniques sur
des échantillons de glace de quelques centimétres. Cependant, pour des raisons techniques,
les essais sont effectués sous des contraintes plus importantes que dans la réalité. Il n'est
donc pas certain qu’une loi rhéologique établie en laboratoire soit valable a l'échelle des
glaciers, mais elle peut fournir un bon a priori de la rhéoldgie & plus grande échelle. A Taide
d'un modéle d’écoulement de glacier et de contrdles en nombre suffisant, (e.g. vitesses
d’écoulement, topographie, épaisseurs de glace, profils de température, etc.), il pourrait étre

intéressant d’étudier la loi rhéologique de la glace & grande échelle. Ce type d’approche a été

? On parlera d’'un signal atmosphérique pour désigner un signal lié & la composition des bulles
emprisonnées dans la glace (et donc de I'atmosphére du passé). En revanche, les isotopes de I'ean
(qui sont liés & la température) fourniront un signal climatique.

* Rhéologie est également issu du grec : theb (couler) et logos (discours) - ou logia (théorie) -, 11
s'agit d'une « branche de la mécanique qui étudie le comportement de la matiére en fonction de la
viscosité, de I'élasticité et de la plasticité, sous le rapport des déformations et des contrainteé » (Petit

Robert).
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tenté notamment par Rémy et al. (1996) sur la calotte posée Antarctique et sera abordé

dans le chapitre IV de cette thése sur le Ross Ice Shelf.

1.2.4. Friction a la base des glaciers

La rhéologie a grande échelle n’est pas la seule inconnue de la dynamique des glaciers :
les phénomeénes de glissement 4 la base des glaciers sont également trés mal quantifiés.
Dans certains cas cependant, la friction basale ne pose pas de problémes de modélisation.
Par exemple, si la température basale du glacier est inférieure au point de fusion de la
glace, le glacier ne glisse pas ; d’autre part, si le glacier flotte sur la mer, comme c’est le cas
des ice-shelves, il n’y a pas de friction basale. En revanche, si I'on étudie les glaciers
émissaires (ou ice streams) Antarctique, ol la température basale est au point de fusion,
alors la quantification de la friction basale est primordiale. Elle peut se faire sur les glaciers
émissaires, a partir de mesures de vitesses d’écoulement, d’altitude et d’épaisseur de glace,
d’'un modele d’écoulement, d’hypotheéses sur la loi rhéologique et de techniques d'inversion

(e.g. MacAyeal et al., 1995).

I[.3. QUELQUES TECHNIQUES D’'INVERSION

~ « The techniques used today for solving inverse problems are as multivariate as the
problems themselves » (Tarantola, 1987). Les études sur le sujet se sont en effet
considérablement développées depuis le début des années 70. Le deuxieéme point sur lequel
cette citation attire notre attention est que méme s’il est possible de construire une théorie
du probléme inverse (ce que fait Tarantola dans son livre), il n’existe pas, en pratique, de
.méthode générique valable quel que soit le probléme inverse a résoudre.

Le cas particulier le plus étudié est le probléme inverse linéaire Gaussien. Dans le cas
non-linéaire, il existe également des techniques, parfois basées sur la linéarisation :
Ianalyse de 'erreur et de la résolution est dans ce cas plus difficile. Dans cette section, nous
montrons de maniére non exhaustive les techniques d’inversion les plus couramment
utilisées. Notre but n’est pas de faire une revue compléte des méthodes inverses, mais plutdt

de fournir une base de travail pour les chapitres suivants.
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1.3.1. Le probléme inverse linéaire

Beaucoup de modeles physiques, une fois discrétisés, peuvent s’écrire sous forme dun
~ produit matriciel® :

Gm=d (I-1)
o d est un vecteur colonne de dimension n contenant les données (quantités
mesurables) que 'on cherche & reproduire, m est un vecteur colonne de dimension m

~ contenant les parameétres mal connus du modeéle (quantités non mesurables) que l'on

cherche & déterminer et G est un opérateur linéaire (de dimensionnxm} de 'espace des

parameétres du modele vers I'espace des données. Dans I'exemple gravimétrique, le modéle
direct peut s'écrire sous cette forme, 4 condition de choisir astucieusement les paramétres
du modele : en effet, d’aprés la loi de Newton, les potentiels de gravitation de deux masses
s’ajoutent.

En reégle générale G n'est pas inversible : le nombre de paramétres est différent du
nombre de données, la matrice G est rectangle et a fortiori non inversible. Les techniques

présentées ci-dessous permettent quand méme d’obtenir une estimation des paramétres du

modéle m en fonction des données d.
L13.1.1. Décomposition de Lanczos

1.3.1.1.1. Définition

Cette décomposition est également appelée décomposition en valeurs singuliéres (SVD)
ou décomposition spectrale suivant les auteurs. Son principal intérét est de permettre de

distinguer les différents types de problémes inverses linéaires, suivant lopérateur G
considéré. Lanczos (1961) a montré que toute matrice G rectangle réelle de dimension
n X m pouvait se mettre sous la forme suivante :
G =UAVT (I-2)
L’exposant T désigne l'opérateur transposé, U est une matrice carrée de dimension
nxn, dont les vecteurs colonnes peuvent étre choisis orthonormés (ce sont les vecteurs

propres de la matrice QQT ). De méme, V est une matrice carrée de dimension m xm dont

les vecteurs sont orthonormés (ce sont les vecteurs propres de G'G). A est une matrice

* Par convention, dans toute la suite de cette thése, les quantités soulignées et en gras

désigneront des matrices (majuscules) ou des vecteurs colonnes (minuscules).
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diagonale de dimension n x m dont les éléments diagonaux positifs ou nuls (que l'on appelle
valeurs singulidres’) sont classés par ordre décroissant.

On isole ensuite les p valeurs singulidres non nulles de cette matrice en la réécrivant a

Paide d’une sous-matrice diagonale A , de dimension pxp.

sl o

Numériquement, cette différentiation entre valeurs singulidres nulles et non nulles est
problématique : les valeurs singuliéres deviennent tres petites et il sagit de se fixer un seuil

& partir duquel on les considérera comme nulles. Si T'on désigne par U, et V , les matrices
formées des p premiers vecteurs de U et V, alors G peut s'écrire :
T
G=U,A,V" (1-4)
On désigne par ailleurs U, la matrice formée des n-p derniers vecteurs de U et V, la
matrice formée par les m-p derniers vecteurs de V. U, est lorthogonal de U, et V,

Porthogonalde V .

bijection

D :espace des
données (dimension n)

M : espace des
parameétres du modele
(dimension m)

Figure 1-4 : structure de lopérateur linéaire G en fonction de sa décomposition de
Lanczos. U, définit l'image de G (toute combinaison linéaire des vecteurs de U, aun

. . i ) T T .
* Ce sont les racines carrées des valeurs propres de la matrice G G (ou GG, ce qui est

équivalent).
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~ antécédent dans lUespace des paramétres, cet antécédent étant unique dans V., et V, son

noyau (toute combinaison lindaire des vecteurs de V., a une image nulle dans lespace des
données).

1.3.1.1.2. Interprétation

L'intérét de la décomposition précédente est que les vecteurs de V forment une base
orthonormée de I'espace des parameétres du modéle et ceux de une U base orthonormée de

‘Tespace des données.

En fonction des valeurs de m , n et p, on peut distinguer différents types de problemes

inverses linéaires :
em=n=p:ily a alors bijection de I'espace des parameétres du modgle vers l'espace des

données : I'inverse de G existe et les paramétres du modele s’'obtiennent par résolution d’'un

systéme linéaire classique. C’est un systéme bien posé suivant l'expression de Hadamart
- (alors que les trois cas décrits ci-dessous se rapportent 4 des problémes mal posés).

s p=m<n: G est un opérateur injectif. Le systéme est alors dit surdéterminé

(exemple classique est le cas d’'une droite que I'on essaye de faire passer a travers un nuage
de points).
ep=n<m: G est un opérateur surjectif. L’espace des parametres est plus grand que
I'espace des données : le systéme est alors dit sous-déterminé.
¢ p <metp<n:ilsagit du cas le plus courant en géophysique (c’est I'exemple qui est

tracé sur la figure I-4) : le systéme est i la fois sur- et sous-déterminé.

1.3.1.1.3. Inverse de Moore-Penrose’
Si le vecteur d appartient 4 I'image de G (définie par U » ), on peut montrer que la

solution du sous-espace défini par les vecteurs de V , vérifiant Gm =d est définie par:

m™ =V, A U,d=G"d (I-5)

* G" est dite inverse de Moore-Penrose d’une matrice rectangle G si elle vérifie les quatre
tATA : + + + + +\! + + T +
propriétés suivantes: GG G=G, G GG" =G", (@ ) =GG et (g g) =G G. On pourra

aisément s'assurer que la matrice G*de Péquation (I-5) vérifie ces quatre propriétés en utilisant le

fait que mV_EXp = gﬁgy = Ip (matrice identité d’ordre p)..

23




Trois problémes inverses en glaciologie

‘C'est aussi ce que Pon appelle la solution de norme minimale. Noter que n’importe
quelle combinaison linéaire de m*' et d’un vecteur du noyau V, vérifie également
Péquation du modéle direct Gm=d. De maniére plus générale, pour tout vecteur d
appartenant a I'espace des données, m** défini par I'équation (I-5) est la solution de v,
qui minimise la norme de Gm —d’.

L’inverse de Moore-Penrose revient &4 projeter orthogonalement le vecteur d dans
limage de G (U,)’, puis & trouver son antécédent dans V » en utilisant la bijection de V
dans U,. Un point faible de cette méthode provient de lidentification des p valeurs

singuliéres non nulles : en pratique, elles sont souvent toutes non nulles, mais certaines

sont tres petites, ce qui rend I'inverse de Moore-Penrose (I-5) numériquement instable.

1L3.1.2. Moindres carrés

Nous nous intéressons maintenant au cas particulier ot p = m < n. Le nombre de
données est alors supérieur au nombre de paramétres. Si le bruit sur les mesures est

supposé Gaussien’ (ce qui sera le cas dans toute la suite) et si 'erreur sur tous les points de

7 - S - Y - . -
La norme de Gm —d est égale a la racine carrée des écarts quadratiques entre les sorties du

modéle et les observations car la norme de l'espace des données considérée ici est la norme L,
« traditionnelle ».

8 - o . .
Un vecteur d de I'espace des données peut s’écrire comme une combinaison des p vecteurs de

la base orthogonale formant la matrice U » (gf ) et des n-p vecteurs de base formant U, (Hg ):

2 n-p
— Iy
d=2ouf+3 Bu,
k=1 E=1

Projeter orthogonalement d sur U, revient 4 annuler les composantes de Uy, car U, et U,

sont orthogonaux. Ceci s’écrit :
_ P
proj(d)= e,uf
k=1

° Souvent, il n'existe pas de bonnes raisons de supposer une distribution normale (ou
Gaussienne) des mesures autour de leur vraie valeur, si ce n’est que c'est la loi statistique la plus
communément utilisée. Le succés de la loi normale est probablement d au théoréeme central limite,
qui stipule que la somme d'un grand nombre de variables aléatoires ayant une distribution
identique, de moyenne et de variance finies, doit &tre normalement distribuée. Dans les cas que nous
allons étudier, le nombre d’essais de reproductibilité étant petit, ce théoréme ne s'applique pas. Le

{A suivre page suivante)
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mesure est identique, on est tenté de minimiser la somme des écarts quadratiques entre les

sorties du modeéle et les observations. Cet index & minimiser g’écrit sous forme matricielle:

I=(Gm-d) (Gm-d) (1-6)

On peut alors montrer que le minimum de 7 (il existe et il est unique car le noyau de G
est nul) est atteint pour d vérifiant la formule matricielle suivante (voir par exemple

Menke, 1989) :
-1
mi =(G"G) G'd 1-7)
Cette solution existe car, comme p = m, toutes les valeurs propres de la matrice GTG

sont non nulles et GTG est donc inversible. On peut également remarquer que I'éguation
-1
(I-7) n’est qu'un cas particulier de (I-5) car (ng) G" vérifie les quatre propriétés de

I'inverse de Moore-Penrose.
1l existe une version légerement différente de cette solution, adaptée au cas olt le bruit
- sur les mesures dépend du point considéré : il s’agit de la solution des moindres carrés

ponrdérés.

1.3.1.3. Moindres carrés régularisés

Pour les cas plus problématiques (i.e. p < m et p < n), plusieurs approches ont été
proposées. La premiére, que Pon doit sous sa forme la plus simple (i.e. les moindres carrés
. amortis) & Levenberg (1944), consiste 4 régulariser la somme des écarts quadratiques. Ce
concept a été repris et formalisé en détail par Tikhonov et Arsenin (1977). D'un point de vue
mathématique, Fidée de cette technique est de choisir la meilleure solution a l'aide de
critéres de régularité. La régularisation permet de trouver un compromis entre adéquation
modele - observations et simplicité (ou régularifé) de la solution reconstruite. Ce compromis
repose sur le principe philosophique du rasoir d’Occam’® (XIV*™ siécle), qui stipule que l'on

ne doit pas ajouter de complexité sans bonnes raisons : entre deux solutions acceptables en

[Suite]

probléme a été bien résumé par G. Lippman, lors d'une conversation avec H. Poincaré : « tout le
monde croit en la loi normale des erreurs: Pexpérimentateur parce qu’il croit qu'elle peut étre
prouvée par les mathématiques, et le mathématicien parce qu’il croit qu’elle a été établie par
I'observation ».

' Entia non sunt multiplicanda praeter necessitatem [les choses ne sont pas & multiplier sauf

nécessité].
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termes d’accord avec les observations, Occam suggére de choisir la plus simple. Le concept
de simplicité n'est malheureusement pas évident & définir en termes mathématiques ; de
plus, il dépend du probléme considéré. D’aprés Menke (1989), les « mesures de la simplicité »
(ou plutét de complexité) les plus couramment utilisées sont:

» Pécart quadratique de la solution a un jeu de parameétres supposé ¢ priori.

s la «platitude » de la solution, i.e. sa dérivée au carré (en supposant que les
parameétres A reconstruire sont des valeurs discrétes d'une fonetion continue)

. Iaspect lisse de la solution reconstruite, i.e. sa dérivée seconde au carré.

I g’agit donc de minimiser un index de performance I légérement modifié :
[=(Gm-d)'W,(Gm-d)+x’L (I-8)

ot L est 1a mesure de la simplicité (plus L est petit, plus la solution est simple) et «* est
un facteur de pondération (plus ¥° est grand, plus on donne dimportance & la simplicité de
la solution par rapport aladéquation modéles - observations). On s’autorise de plus a
‘pondérer les points de mesure en fonction de leur erreur, par le biais d'une matrice de

pondération diagonale W, (contenant l'inverse de la variance supposée sur les points de
mesures). De maniére générale L peut s'écrire sous forme :

L = (m ~ (m)) W, (m - (m)) (1-9)

ol (g) désigne des valeurs de paramétres a priori et W, est une matrice de

pondération (elle n'est pas forcément diagonale). L’estimation des parameétres du modeéle
donnée par la solution des moindres carrés régularisés est alors donnée par l'une des
Adormules suivantes (Menke, 1989) :
-1

m* = (m)+(G"W,G+x’W,,) G'W,(d-G{m))
o (I-10)

= (m)+ W,/G"(GW/G" +* W) " (d - G(m))

On voit que le réle mathématique de k" est d’augmenter les valeurs propres de la

matrice & inverser, et donc d’augmenter la stabilité de la solution reconstruite. Les points
faibles de cette méthode sont liés au choix arbitraire d’'une mesure de la simplicité par le

biais d’une matrice W_ et & limportance qu'on lui donne (x*).

1.3.1.4. Inverse stochastique

L’inverse stochastique ne fait pas appel & la notion de simplicité (ou régularité) de la
solution & reconstruire. Elle s’efforce plutdt de répondre a la question : « que m’apprend la
confrontation modéle - observations, compte tenu de U'a priori que j’ai sur la solution &

reconstruire ? ». La base mathématique de cette méthode est le concept de probabilité

26




Introduction

conditionnelle du Révérend Bayes. Ci-dessous, nous explicitons son théoréme (paru a titre
posthume en 1763) a 'aide d’un exemple simple.
Considérons une urne contenant deux boules. On sait que cette urne contient soit deux

boules blanches (événement E,), soit une boule blanche et une boule noire (événement E,).
8i T'on n’a pas de préjugés sur ce que contient 'urne, alors les événements E, et E, sont

équiprobables', ce qui s’écrit :

P(E)=Y, et P(E,)=Y (I-11)

Ou P(E,) et P(E,) sont appelées probabilités a priori.

Imaginons maintenant que l'on pioche une boule dans Turne et que l'on regarde sa
couleur (c’est 'événement A):

» si celle-ci est noire : le seul événement possible est alors E,, puisque E, ne contient

‘pas de boule noire. La probabilité a posteriori de E, est 1 (et celle de E| est 0). Ceci montre
que faire un tirage peut changer la probabilité des événements que 'on considére.

* si celle-ci est blanche : les deux événements E, et E, sont toujours possibles (puisque
chacun d’eux contient une boule blanche), mais leur probabilité a changé : 'événement E,
est maintenant plus probable que E,. C’est cette probabilité a posteriori que le théoréme de
Bayes'” permet de calculer :

P(E1 )P(A / El)

(I-12)
P(E\)P(A! E\}+ P(E,)P(A!E,)

P(E, | A)=

P(Ek / A) est la probabilité a posteriori quand I'événement A s’est produit (c'est ce que
Pon cherche) et P(A/E,) est la vraisemblance de la cause E,. Dans I'exemple considéré, la
probabilité a posteriori de E, est égale a 2/3 (= (1/ 2x 1)/ (1/ 2x1+1/2x1/ 2)) I faut

remarquer que les probabilités a posteriori dépendent des probabilités a prior:.
L’inverse stochastique est une généralisation de ce théoréme au cas du probléme

inverse linéaire Gaussien. Le principe est de se donner une densité de probabilité a priori

™ Ceci revient & utiliser le postulat de Bayes, qui stipule que on a aucune raison a priori

d’émettre des préférences sur les causes (ici E; et E, ).

12 PR P . . ‘oz .
Le théoréme de Bayes s’écrit de manigre plus générale, pour n événements E, :

P(E, )P(Al E,)

> P(E,)P(A]E,)

P(E, /A);
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sur les paramétres du modele et sur les données. Si ces densités de probabilité sont choisies

Gaussiennes, alors elles sont entidrement définies par leur maximum de vraisemblance

((g) pour les parameétres et d pour les données), et par une matrice de covariance (C,,
pour les paramétres et C, pour les données™). L'inversion stochastique permet d’obtenir une

nouvelle estimation du jeu de paramétres (c’est le jeu de paramétres le plus vraisemblable),
donnée par l'une des formules suivantes (Tarantola, 1987) :
-1
m™ = (m)+(G"C;'G+C;!) G'C;'(d-G(m))

1-13)
=(m)+C,G"(GC, 6" +C, )" (d- G(m))

Le principal avantage de cette méthode est de pouvoir comparer les solutions a priori

(m) et a posterior: mes’t en terme de covariances, pour savoir si linversion nous a

effectivement appris quelque chose. La covariance a posteriori sur les paramatres du modéle
retenus par linversion stochastique est donnée par l'une des deux relations suivantes

(Tarantola, 1987) :

¢ =(c;l+6"cra)”

I-14)
T T -1
=¢,-C,6"(6c,6"+¢,) GC,
Noter que, tout comme pour les probabilités conditionnelles du théoréme de Bayes, les
covariances a posteriori dépendent des covariances a priori. Le point faible de cette méthode
est donc que la solution reconstruite est conditionnée par un a priori (défini par un

maximum de vraisemblance et une matrice de covariance).

1.3.1.5. Equivalence des trois approches

Dans les sections précédentes, nous avons vu trois maniéres différentes d’aborder le
probléme inverse linéaire Gaussien. La premiére consiste 4 projeter orthogonalement un

vecteur d’'observations dans un sous espace vectoriel image de G puis de trouver le vecteur

des parameétres n’ayant aucune composante dans le noyau de cet opérateur linéaire. La
seconde consiste & minimiser un index représentatif d'un compromis entre adéquation
modele - observations et simplicité de la solution reconstruite. La troisidéme consiste &
calculer le jeu de parameétres le plus vraisemblable compte tenu des observations et d'un a

priort sur la solution & trouver.

13 o - P 1z - . . N -1
Siles données sont décorrélées, alors €, est une matrice diagonale égale & v,

28




Introduction

Ces trois approches sont pratiquement équivalentes. On peut par exemple montrer

qu'éliminer les valeurs singulidres inférieures a k* revient 4 minimiser un estimateur des
moindres carrés amorti (i.e. régularisé par la norme minimum). On s’apercoit par ailleurs de
la forte similarité entre les équations (I-10) et (I-13) et de l'analogie entre la matrice de

covariance a priori C, et l'inverse de la matrice de simplicité W

Ces approches ne sont pas les seules qui ont été développées : on peut par exemple
mentionner l'approche originale de Backus et Gilbert (1967, 1968, 1970) adaptée aux
problémes sous déterminés, qui consiste & minimiser une combinaison de la « propagation »
de la matrice de résolution (notion que nous définirons dans la suite de ce travail) et de 1a
taille de la matrice de covariance. Un des inconvénients de cette méthode réside dans la

définition de la « propagation » d'une matrice de résolution.

1.3.2. Le cas non linéaire

L.3.2.1. Méthodes de Monte Carlo

Dans le cas non linéaire, il n’existe pas de formule analytique permettant de calculer le
jeu de parametres optimal en fonction des données, du modgle direct et des informations a
priort ajoutées au probléme. L’idéal serait d’explorer tout 'espace des parameétres libres du
modele, mais ceci est techniquement impossible quand le nombre de parametres libres est
important (¢f. exemple gravimétrique). Les méthodes de Monte Carlo sont fondées sur la
génération de nombres pseudo-aléatoires afin d’explorer une partie raisonnable de l'espace

des paramétres libres du modeéle.

1.3.2.1.1. Recherche des modeéles admissibles

Une approche naturelle consiste & se définir des limites sur les paramétres libres du
modéle &4 optimiser, puis a explorer l'espace des parametres libres dans cette région de
I'espace vectoriel. C’est ce type d’approche qui a été utilisé par exemple pér Press (1968) afin
de calculer la densité de la Terre et la vitesse des ondes sismiques longitudinales et
transverses, & partir de mesures de vibrations caractéristiques de 1la Terre et de mesures de
temps de propagation des ondes sismiques. Les principaux inconvénients résident dans le
choix des limites et du nombre de jeu de parameétres générés aléatoirement (plus ce nombre

est grand et mieux 'espace des paramétres libres est exploré).

1.3.2.1.2. Recuit simulé

Le recuit simulé est une méthode de recherche & la fois aléatoire et systématique. La

base de cette technique est une forte analogie entre la mécanique statistique (i.e. le
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comportement de systémes en équilibre thermique ayant de nombreux degrés de liberté) et
. Poptimisation combinatoire. Cette analogie a été remarquée pour la premiére fois par
Kirkpatrick et al. (1983) puis appliquée au probléme de recherche opérationnelle du
« voyageur de comimerce ».

Il g'agit comme dans les cas précédents de nﬁnimiser une fonctionnelle I caractéristique
de accord entre les sorties du modele et les observations (des informations a priori peuvent

également &tre incorporées 4 cette fonctionnelle). Un jeu de parametres du modéle m est

choisi pour initialiser 'algorithme. Par génération de nombres pseude-aléatoires, on choisit

ensuite un nouvel état m’ proche de P'état initial qui sera substitué & celui-ci, & condition

que :

(I-15)

)<l o g <eng{ L)

ol ¢ est un nombre aléatoire distribué uniformément sur I'intervalle [0,1] et 8 est un

parametre analogue 4 une température de recuit. 1'idée de I'équation (I-15) est d’accepter le
nouveau jeu de parameétres :

» soit si celui-ci est meilleur au regard de la fonctionnelle & minimiser

* soit s1 un nombre aléatoire est inférieur & un facteur de Boltzmann.

Le réle de ¢ est d'introduire une part de hasard dans la recherche d’'un minimum, pour
empécher m d’étre attiré par un minimum local. La minimisation est commencée & forte

température 6 (la recherche est alors totalement aléatoire, le matériau est 4 V'état fondu),
) puis 6 est diminuée trés progressivement, afin d’empécher la formation dun état
métastable (i.e. la capture par un minimum local}.

Le principal avantage des méthodes de Monte Carlo est le formalisme simple qu’elles
~utilisent. Elles nécessitent cependant un nombre important de résolutions du modgle direct

(d’autant plus élevé que la dimension de I'espace des paramétres est importante).

L1.3.2.2. Méthode de contrile

La théorie du contréle optimal, développée par Lions (1968), permet une exploration
beaucoup plus systématique de 'espace des paramétres du modeéle. La minimisation d’une
fonctionnelle [, caractéristique de T'accord modéle vs observations et déventuelles
informations a priori, utilise le gradient de I par rapport aux parametres du modgle. Ceci
permet de réduire la minimisation multivariable & une succession de minimisations & une
seule variable. Le gradient de I peut étre calculé de maniére exacte grace a la notion
d’adjoint. Nous verrons, a travers deux exemples (I'un faisant intervenir des Equations aux

Dérivées Partielles (EDP) paraboliques, l'autre des EDP elliptiques), comment obtenir ces

30




Introduction

équations adjointes & l'aide de multiplicateurs de Lagrange. Le formalisme associé 2 la
minimisation est alors plus compliqué que celui les méthodes de Monte-Carlo mais
lobtention numérique d’une estimation du jeu de parameétres optimal est beaucoup plus

rapide.

1.3.2.3. Inverse généralisée de Tarantola Valette (IGTV)

Tarantola et Valette ont proposé en 1982 une formulation trés générale du probléme
inverse, et toutes les techniques énoncées précédemment peuvent se ramener a4 un cas
particulier de I'IGTV. Celle-ci s’'applique aussi bien aux problémes linéaires que non
linéaires, sur- que sous-déterminés; elle tient compte de l'erreur sur les données (pas
nécessairement (Gaussienne), de Fa priori sur les parameétres du modéle et de I'imperfection
du modéle direct. De méme que l'inverse stochastique, F'IGTV est une approche Bayesienne
du probléme inverse fondée sur le concept de conjonction (ou intersection) d'états

d'information. On appelle x = ((_i, g)e Dx M un vecteur de 'espace joint des données et des
parametres du modéle. Supposons que I'on dispose de deux sources d’information différentes
- sur le vecteur x (informations a priori et informations apportées par la théorie), sur
lesquelles on a plus ou moins de crédit. Ce crédit est représenté mathématiquement par une
__ densité de probabilité sur chaque source d'information p(x) (sur Ia priori) et 8(x) (sur la
théorie). La densité de probabilité ¢(X) correspondant a la conjonction de ces deux états

d’information est définie par Tarantola et Valette (1982) comme":

o)< PEPE) ]
(x) ey (I-16)

ol ;L(;_K_) est la densité de probabilité correspondant & une information nulle : en

pratique, elle est souvent égale & une constante et x est alors dit cartésien (pour plus de

précision, une discussion et des exemples pour lesquels cette densité de probabilité n’est pas
constante sont donnés par Tarantola, 1987). On peut par exemple vérifier, & 'aide de cette
définition, que la conjonction d'un événement impossible et d’'un événement probable est
impossible, ou que la conjonction de deux événements certains est certaine. Si les a priori
sur les parameétres du modéle et sur les données sont indépendants, alors on peut écrire

p(X) comme un produit de deux densités de probabilités:

p(x) = pp(d)ps (m) (I-17)

" (est cette formule qui constitue 'axiome du livre de Tarantola (1987).
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Pp(d) et py (m) sont appelées densités de probabilité marginales de p(x) dans l'espace
des données et I'espace des paramétres du modéle. On admet que la méme décomposition

peut étre faite sur w(x). On peut également écrire la densité de probabilité jointe 8(x) en

fonction de sa densité de probabilité conditionnelle :
8(x)=6(d/ m)u,, (m)} (I-18)

Nous nous intéresserons surtout 4 ce que nous apprend la conjonction de l'a priori et de
la théorie sur les parametres reconstruits. Cette densité de probabilité marginale {densité
de probabilité o posteriori sur les paramétres du modele} peut &tre calculée grice aux trois

éguations précédentes :

G (M) = pyy (m)'[wdd | (1-19)

Up (ﬂ) N

L’avantage dun tel formalisme est qu’il contourne de maniére subtile le probléme

d’existence et d’unicité de la solution inverse. L’existence est prouvée si G M(gl_) prend des

| valeurs non nulles dans l'espace des parameétres du modele. L'unicité est évidente puisque
I'on ne raisonne pas sur les véritables valeurs du jeu de paramétres mais sur une densité de
probabilité de ce jeu de paramétres. Dans le cas le plus général il faut explorer tout I'espace
joint des parametres du modele et des données, ce qui est souvent impossible. En pratique,
~ une fois fixées les densités de probabilité e priori et de probabilité conditionnelle sur la
théorie, il s’agira d’utiliser un algorithme (de type Monte-Carlo ou méthode de recherche
basée sur le calcul de 'adjoint, par exemple) afin de trouver le point correspondant au

maximum de vraisemblance de © M(m), puis éventuellement de linéariser le probléme

autour de ce point afin de trouver les valeurs des covariances,

I.3.3. En résumé

Dans cette partie, nous avons vu quelques techniques classiques d'inversion. Certaines
- d’entre elles nécessitent la mise en ceuvre d'un formalisme assez lourd, et, pour gagner du
- temps avant d’entreprendre l'inversion des données, on se poserales questions suivantes :

e Le probléme est-il linéaire ? Si non, est-il linéarisable ?

» Compte tenu des données et du modeéle dont on dispose, une inversion rigoureuse est-
elle justifiée? Peut-étre une optimisation par essais et erreurs serait-elle suffisante. Le choix
d’une méthode est avant tout un juste milieu a trouver entre rigueur mathématique que 'on
s'impose et nécessité de résultats rapides : il ne faut pas oublier que la réponse obtenue par

inversion sera de toute maniére approximative.
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I.4. BUTS POURSUIVIS

.Les données glaciologiques arrivent : par exemple, un grand projet européen de forage a
été lancé a Doéme C en Antarctique (EPICA). D’autre part, les techniques d’acquisition
satellitaires permettent maintenant de fournir une topographie tres détaillée des calottes,
des cartes de vitesses d’écoulement de certaines régions ou encore des informations sur la
structure du manteau neigeux. Un réel besoin pour des outils d’analyse plus performants se
fait donc sentir chez les glaciologues.

Dans le développement de cette thése, nous examinons trois problémes glaciologiques

_ élassiques a laide des méthodes de la section précédente (en particulier, inverse
stochastique, moindres carrés régularisés et méthodes de contréle). Ces trois problémes sont
les suivants :

» la paléothermométrie & partir des mesures du trou de forage de Vostok en
Antarctique

» la déconvolution du signal atmosphérique récent des carottes de glace

* la détermination des propriétés rhéologiques a grande échelle des ice-shelves a partir
de cartes d’épaisseurs et de mesures de vitesses.

Cette thése n'est pas celle d'un mathématicien : elle n’apporte rien aux méthodes

inverses. Celles-ci ont été appliquées sous une forme simplifiée qui constitue un compromis
entre mesures disponibles, degré de sophistication de la théorie glaciologique et rigueur
mathématique. A cause de ces simplifications, il est certain que toute la puissance des
méthodes inverses n’a pas encore été utilisée.

Avant dinverser des données, il faut un modele direct adéquat. Si la diffusion de la
chaleur dans les calottes polaires est un phénomeéne physique bien compris (et quantifié), il
n’en est pas de méme pour les processus des deux autres problémes traités dans cette these.
Les équations physiques régissant le transport des gaz dans le névé polaire ont été
développées avec Laurent Arnaud (LGGE) sur la base des travaux antérieurs de Schwander
et al. (1893). Quant & la dynamique de lice-shelf, en 1994, il n’existait pas d’accord entre les
différents auteurs sur les équations a utiliser. Cette thése fait donc également le point sur
quelques aspects de la modélisation en glaciologie. Les modgles de propagation de la chaleur
(chapitre II) et de transport des gaz (chapitre ITI) ont été développés dans une optique
d’inversion, c'est-a-dire que nous avons évité d'y ajouter trop de complexité par
Pintermédiaire de paramétres impossibles & contraindre. Initialement, le modele d’ice-shelf
n’a pas été congu pour étre inversé. Toutefois, comme il s’agit d’un modale auto-adjoint, les

techniques d’inversion s’y appliquent particuliérement bien.
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L'ordre dans lequel jai abordé ces différents problémes est inversé par rapport a celui
du manuscrit. L’objectif initial de cette these était de développer un modéle d’écoulement
d’ice-shelf adapté & I'étude de la dynamique de la calotte Antarctique. La comparaison des
résultats de ce modeéle avec les mesures du Ross Ice Shelf m’a naturellement amené &
m’intéresser aux techniques d’inversion. Je me suis ainsi rendu compte du gouffre entre les
méthodes d'investigation des glaciologues et celles des sismologues, météorologues ou
océanologues ; ceci m'a également donné envie de réexaminer d’autres problémes
glaciologiques classiques & I'aide de ces nouveaux outils. Les différents chapitres pourront
paraitre inégaux au niveau de la rigueur des techniques d’inversion utilisées : ceci reflete

simplement ma familiarisation progressive & ces méthodes entre le début et la fin de la

theése.
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II. PALEOTHERMOMETRIE A VOSTOK

La Terre a connu au cours des 2,5 derniers millions d’années une succession de périodes
froides (glaciaires) et chaudes (interglaciaires). Les calottes ont gardé la trace des derniers
cycles climatiques : on peut estimer les fluctuations de température du passé par I'analyse des
isotopes de 'eau contenus dans la glace. On peut d’autre part les estimer en considérant le
profil de température dans le trou de forage et la propagation de la chaleur dans la glace.

A la suite des forages de GRIP et GISP2 au Groenland, certaines études (Johnsen et al.,
1995 ; Cuffey et al., 1995) ont montré que le profil de température’ mesuré était en désaccord
avec les variations de température de surface estimées par l'analyse des isotopes de leau.
' Dans ce chapitre, nous essayons de combiner les informations apportées par les deux types
" d’enregistrement (isotopes de l'eau et profil de température) & Vostok afin de déterminer si les

mémes conclusions s’appliquent également & un site Antarctique & faible accumulation.

Le modéle de transport de chaleur utilisé dans ce chapitre est plus simple que ceux décrits
d’ordinaire dans la littérature (e.g. Paterson et Clarke, 1978 ; Dahl-Jensen et Johnsen, 1986 ;
Ritz, 1989 ; Cuffey et al., 1994, 1995 ; Johnsen et al., 1995 ; Salamatin et al., 1994, 1997).
Notre but est de montrer ici une méthode classique et efficace d’utilisation de ces modeles afin
de mieux interpréter les mesures (profil de température et composition en isotope) : cette
‘méthode, bien connue pour I'analyse du profil de température dans les sols (e.g. Shen et al.,
'1992), n’a pourtant jamais été utilisée pour interpréter celui des calottes. Ce chapitre doit
donc &tre considéré comme une étude de faisabilité, montrant 'intérét (ou non) d’inverser les
mesures le profil de température de Vostok en vue de reconstruire les températures du passé.

Les deux principales interprétations du profil de température a Vostok ont été effectuédes
par Ritz (1989} et Salamatin et al. (1994, 1997). Ritz (1989) utilise le profil de température de
Vostok afin didentifier les parameétres d’écoulement de la glace sur ce gite, par une méthode

d’essais / erreurs. Les résultats de Salamatin et al. (1994, 1997) sont beaucoup plus
spectaculaires. L’'analyse simultanée du profil de température et de la composition isotopique
de la glace permettrait :

s d’estimer les variations de température au cours des derniers 200 000 ans

! L’expression « profil de température » sera utilisée pour désigner le profil de température actuel

mesuré dans le trou de forage.
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» d’établir une chronologie fiable de la carotte de Vostok.

Ceci est la principale raison pour laquelle nous réexaminons le probléme
paléothermométrique : 'analyse du profil de température & Vostok est-elle aussi prometteuse
que l'affirment Salamatin et al. (1994, 1997) ? En particulier, nous essaierons de déterminer si
l'analyse du profil de température peut effectivement nous aider & miecux estimer la

température du dernier stade glaciaire sur ce site.

II.1. PROBLEME

IL1.1. Température isotopique

I1.1.1.1. Principe du thermomeétre isotopique

La pression de vapeur saturante des isotopes lourds de l'eau est 1égérement différente de
celle du composant principal (de masse molaire M=18 g mol”). Il en résulte un fractionnement
des isotopes lors des changements de phase. En particulier, les composants lourds s’évaporent
plus difficilement et se condensent plus rapidement que les composants légers. Une masse
d’air humide se déplacant vers les pdles sera donc appauvrie en isotopes lourds. D’aprés
Dansgaard et al. (1973), ce qui influence le plus la valeur des rapports isotopiques® est le
refroidissement entre le moment ot 'eau s'évapore de l'océan et le moment ou elle tombe sur
la calotte sous forme de précipitations. Comme la température de surface des mers est plus
stable que celle de I'atmospheére, la valeur du rapport isotopique est fortement influencée par
la température atmosphérique locale a I'époque ot la neige s’est déposée. Pour les stations du
Groenland, Johnsen et al. (1989) trouvent une relation linéaire entre température de surface

et rapport isotopique 8"O: une diminution de 1 pour mille de 80 correspond & un

2 . . . a . .

Les concentrations relatives des isotopes peuvent étre mesurées de maniére beaucoup plus
précise que les concentrations absolues. Clest pourquoi les «isotopistes» utilisent des rapports
isotopiques, exprimés en pour mille et calculés de la manidre suivante :

8 =1000><(R"R°J
R

0

olt R est le rapport de l'isotope lourd sur lisotope léger et R, un « rapport standard moyen de

Pocéan mondial actuel » (SMOW ou « standard mean ocean water »). La valeur de R, communément

utilisée est 155.76x 107° pour le deutérium (Hageman et al., 1970) et 20052 x107° pour O (Baerstchi et
Macklin, 1965).
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refroidissement’ de 1.5°C. Pour reconstruire les températures en Antarctique, on utilise plutét
le rapport isotopique de deutérium, moins sensible aux sources océaniques’ : en Antarctique,
une diminution de 8D de 1 pour mille correspond & un refroidissement de 0.17°C environ
(Lortus et Merlivat, 1977).

Sans entrer dans les détails techniques du calcul, la mesure du deutérium dans la glace
-des carottes n'est pas directement convertie en température du passé (e.g. Jouzel et al., 1987,
- 1993} le signal est préalablement lissé et corrigé des changements de deutérium de l'océan.
Comme les variations de deutérium de 'océan ne sont pas connues, cette correction se fait a

partir des mesures du rapport isotopique 8“0 des foraminiferes benthiques’ des carottes

marines (Martinson et al., 1987).

II.1.1.2. Limites de la température isotopique

L’estimation de la température du passé par P'analyse des isotopes est trés utile, mais il
faut étre conscient de ses limites. Cette analyse est avant tout basée sur I'hypothése implicite
que la relation empirique trouvée entre le rapport isotopique du présent et la température sur
différents sites peut étre extrapolée pour obtenir la température du passé sur un seul site. De
~ plus, les grands forages tels que ceux de Vostok, GRIP ou GISP2 ont été effectués aux points
~les plus froids des calottes. Par exemple, la température moyenne de GRIP est de -32°C
environ et les points de mesures utilisés pour 'établissement de la relation empirique §"°O-T
(Johnsen et al., 1989) proviennent de sites dont la température varie entre -16°C et -32°C. De
- méme, la relation empirique de deutérium utilisée pour estimer la température des chimats
passés & Vostok (Lorius et Merlivat, 1977) a été établie a partir de sites dont la température
moyenne varie entre -20°C et -56°C (i.e. la température actuelle de Vostok). La plupart des
valeurs de rapports isotopiques mesurées dans ces carottes, provenant en grande partie de

précipitations en périodes glaciaires, n'ont donc aucun équivalent actuel, méme en d’autre lieu

® Cette relation empirique est la suivante (T étant en degrés Celsius et le rapport isotopique en

pour mille)

T =15x8B0+203

* Jouzel et Merlivat (1984) ont montré que le gradient isotopique du deutérium était moins
perturbé que celui de loxygeéne 18 & cause d'effets cinétiques. Cet argument devrait également
s'appliquer pour la calotte du Groenland et on peut se demander pourquoi le deutérium n’a pas été
utilisé pour I'étude des températures de GRIP (GReenland Ice core Project).

* Les foraminiferes benthiques se développent dans les eaux profondes de Pocéan, ot I'on estime
que la température a peu varié. La composition des foraminiferes benthiques devrait donc éire proche

de celle de la composition moyenne de 'océan.
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de la calotte. L'extrapolation & la base du paléothermomatre isotopique est, en quelque sorte,
a la fois spatiale et temporelle.

Paterson (1994), détaille par ailleurs 9 bonnes raisons de se méfier de la température
isotopique. J’en reprends quelques unes ci-dessous

* Si le forage n'est pas effectué sur un déme, alors la glace en profondeur provient de
lamont de la calotte. Ainsi, il est possible d'interpréter une tendance générale au
refroidissement sans réels changements climatiques (les températures sonf généralement plus
basses en altitude, bien que ce ne soit pas le cas pour la ligne de courant passant par Vostok).
Pour les mémes raisons, les variations d’altitude de la surface de la calotte au cours du temps
peuvent perturber le rapport isotopique.

* Le rapport isotopique contient un fort signal saisonnier. Ainsi, un changement dans le
rapport des précipitations entre hiver et été pourra étre interprété a tort comme un
changement de température moyenne annuelle.

» La conversion rapport isotopique - température est biaisée du fait que les précipitations
ont plutét lieu quand la température est supérieure & la température moyenne.

» Les changements de circulation atmosphérique, de température de surface des océans ou
d’extension de la glace de mer peuvent changer la région de provenance des précipitations

* Dans la partie inférieure des carottes, des irrégularités de 1'écoulement de la glace
peuvent entrainer des discontinuités de 'enregistrement isotopique, telles que celles observées

dans la carotte de GRIP au Groenland (Grootes et al., 1993).

I1.1.2. Approches récentes de déconvolution du signal
climatique

Conscients des problémes liés au thermomeétre isotopique, quelques glaciologues ont
~ cherché d’autres méthodes afin d’estimer la température des climats passés. L’analyse du
profil de température en fonction de la température est une source supplémentaire
d'information. Ainsi, on assiste depuis le forage de Dye 3 au Groenland et, plus récemment,
depuis ceux de GRIP et GISP2, & un regain d’intérét pour I’analyse du profil de température
dans le trou de forage. Certaines études suggérent en effet que la différence de température
~entre 'Holocene et le dernier stade glaciaire est deux fois plus impoertante (soit plus de 20°C)
que celle estimée de maniére classique par le thermométre isotopique. Ci-dessous, nous

. . . . [N B
passons en revue les analyses qui semblent les plus significatives’ & ce sujet.

® Cette liste n’est pas exhaustive et ne concerne que les études effectuées dans les calottes. On

pourra par exemple consulter un numéro spécial de Palaeogeography, palaeoclimatology, palacoecology
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Probléme direct

Ce que le modéle de [Scénario de température Profil de température en
~ propagation de la de surface : pumss—J»| fonction de la profondeur :
chaleur calcule : T(z = 0,¢) T(z,t = tf)

Ce que 'on veut Scénario de température > Profil de température en
déterminer : de surface : fonction de la profondeur :

T(z = 0,t) | T(z,t = t;)

Probléme tnverse

Figure II-1 : Uinterprétation du profil de température en fonction de la profondeur est un
probléme inverse.

IL1.2.1. Dahl-Jensen et Johnsen (1986)

A Taide d'un modeéle unidimensionnel de propagation de la chaleur et du profil de
température mesuré a4 Dye 3 au Groenland, cette étude s'efforce d’estimer, indépendamment
du rapport isotopique, la différence de température moyenne sur ce site. Pour effectuer cette
estimation, les auteurs imposent la forme de I'évolution temporelle de la température : une
température égale a la température actuelle pendant I'Eémien, un stade glaciaire dont la
température est un parametre libre du modele, et 1'Holocéne ayant pratiquement la
température actuelle de -20 000 ans & nos jours'. En calibrant ce paramétre libre du modéle de
maniére & minimiser les écarts quadratiques entre la température simulée et la température
dans le trou de forage, ils trouvent que I'dge glaciaire doit &tre approximativement de 12°C

‘plus froid que l'époque actuelle sur ce site. Ces résultats sont en bon accord avec le

thermométre isotopique classique qui prédit 11°C de différence.

" (1992) consacré a I'analyse paléothermométrique dans les sols. En particulier, on peut remarquer que
les articles de Mareschal et Vasseur (1992), Beck et al. (1992), Shen et al. (1992), Wang et al. (1292) et
Kakuta (1992) décrivent des méthodes de déconvolution du profil de température comparables & celles
utilisées dans cette thése.

' TEn fait, cette courbe schématique de évolution de la température est probablement inspirée du
profil doxygéne 18 mesuré a Dye 3 (Dansgaard et al.,, 1982). Noter donc que la différence de

température glaciaire-interglaciaire n’est pas totalement indépendante de l'information isotopique.
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I11.1.2.2. MacAyeal et al. (1991, 1993)

N MacAyeal et al. (1991, 1993) ont repris 'étude précédente, avec les données de Dye 3, en
utilisant un formalisme mathématique plus élaboré, similaire aux méthodes décrifes dans
cette thése. Le principe de base est de minimiser une fonctionnelle représentative d'un
compromis entre d'une part, adéquation entre sorties du modele (de propagation de la chaleur)
et observations, et d’autre part, accord entre scénario en température a prior: (celui trouvé par
Dahl-Jenssen et Johnsen, 1986) et température de surface reconstruite. La minimisation de
cette fonctionnelle se fait & 'aide d'un modale adjoint.

Cette étude a été critiquée pour plusieurs raisons (Dahl-Jenssen et al., 1993): par
exemple, ses auteurs affirment que. « I'incertitude » de leur reconstruction peut étre
déterminde quantitativement, ce qui est discutable. Une autre raison est qu'elle essaie de
dater I'événement froid récent du Younger Dryas. En fait, Firestone (1995), en utilisant la
méme technique, a montré a laide de tests plus systématiques qu’il est tres délicat de
 retrouver cet événement froid dans le profil de température de Dye 3. Les résultats de cette
étude sont donc certainement contestables. Cependant, la méthodologie employée était unique

a I'époque en glaciologie.

I1.1.2.3. Cuffey et al. (1994, 1995)

Les études de Cuffey et al. (1994, 1995) ont porté sur le site de GISP2 au Groenland. Flles
- prennent explicitement en compte & la fois le rapport isotopique §"0 et la température dans le
trou de forage. L’idée de base qui conditionne les résultats de toute I'étude est que la
température est une fonction affine de I'isotope, mais ce gradient isotopique n’est pas contraint
par les observations actuelles : le gradient est considéré comme un parametre libre du modéle,
calibré de maniére a reproduire au mijeux le profil de température en fonction de la
profondeur, ‘

L’intervalle de confiance a 90% du gradient isotopique, calculé dans T'étude de 1994,
suggere une valeur entre 0.45 et 0.66 pour mille/°C pour les 500-600 dernidres années (les
mesures de températures proviennent d'un trou de 216 m), ce qui est en assez bon accord
(toutefois un peu inférieur) avec la valeur empirique de Johnsen et al. (1989). La seconde
étude (Cuffey et al., 1995), réalisée aprés une série compléte de mesures de température dans
le trou de forage (i.e. sur plus de 3000 m), montre que la valeur du gradient isotopique serait
plutdt de 0.327 & 0.335 pour mille/°C (soit deux fois plus faible que la valeur empirigue

actuelle). Les auteurs font alors des simulations supplémentaires en autorisant le gradient
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isotopique & varier en fonction du temps® (noter que la relation isotope - température n’est
alors plus linéaire). Leur valeur optimale du gradient isotopique est d’environ 0.33 pour
mille/°C pendant la déglaciation, 0.25 pour mille/°C pendant la majeure partie de I'Holocgne et
0.46 pour mille/°C pendant les derniers siécles. Il en résulte une différence de température
entre la période la plus froide du glaciaire et I'époque actuelle de 21°C (soit environ deux fois

plus que la température prédite par le thermomatre isotopique classique).

II.1.2.4. Johnsen et al, (1995)

Les données de température et d’oxygéne 18 de GRIP (& 28 km de GISP2) ont ét¢
analysées par Johnsen et al. (1995), pratiquement en méme temps que Cuffey et son équipe.
Le principe de la méthode est trés similaire; la température est supposée suivre une loi
parabolique de lisotope (T=0+B3+y5") au lieu d'une loi linéaire. Les 3 coefficients de la loi
parabolique o, B et y sont calibrés par essais et erreurs de maniére & reproduire au mieux les
mesures de température dans le trou de GRIP. Les valeurs optimales des coefficients o, 5 et y
seraient -211.4°C, -11.88°C/pour mille et -0.1925°C/(pour mille)’. Cette étude suggére une
différence de température glaciaire / interglaciaire de 22°C, en bon accord avec l'estimation
indépendante de Cuffey et al. (1995). Il faut toutefois remarquer que la relation calibrée 3-T

de Johnsen est en désaccord avec la relation empirique trouvée au Groenland (voir figure I1-2).

I1.1.2.5. Salamatin et al. (1994, 1997)

L’insolation & la surface de la Terre est fonction de sa position par rapport au Soleil. Sur
la base des travaux de Milankovitch dans les années 1930, des périodes caractéristiques du
mouvement de la Terre par rapport au Soleil, correspondant & la précession des équinoxes
(~20 000 ans}, a 'obliquité de I'axe de rotation de la Terre (~ 41 000 ans) et & Pexcentricité de
Torbite (~100 000 ans) ont pu étre identifiées.

Pour analyser le profil de température mesuré a Vostok en Antarctique, Salamatin et al.
(1994, 1997} supposent que la température atmosphérique répond directement aux fréquences
orbitales. Il s’'agit d'une hypothése importante car le climat de la Terre peut contenir des
modes qui lui sont propres. Salamatin et al. (1994, 1997) obtiennent 'évolution au cours du

temps de la température de surface en calibrant amplitude et la phase de quatre

® La maniére dont ils procédent quand ce paramétre dépend du temps n’est pas explicitée dans
leur article. Elle est pourtant loin d’étre évidente. Il y a forcédment une hypothése supplémentaire a ce
stade du calcul car si le gradient isotopique est autorisé a prendre n'importe quelle valeur en fonction
du temps, le probléme inverse n’est plus assez contraint : il devient sous-déterminé et la température

reconstruite n’est plus unique.
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harmoniques par minimisation des écarts quadratiques entre valeurs prédites par un modéle
de propagation de la chaleur et profil de température mesuré. Le scénario de température
atmosphérique montre un stade glaciaire & Vostok 15°C plus froid que la température
actuelle, alors que l'estimation de cette différence par le rapport isotopique de deutérium est
de 10°C environ. Salamatin et al. (1994, 1997) comparent ensuite pics & pics le scénario en
température reconstruit {qu’ils considérent comme un « métronome ») et le signal isotopique

de deutérium pour obtenir une chronologie de la carotte.

=20 relation empirique
— - — relation calibree

Temperature moyenne (degre C)

__40 t | L | L
-40.0 -35.0 -30.0 -25.0

Rapport isotopique O18

Figure II-2 : les deux relations de Johnsen donnant 8°0 (en pour mille) en fonction de la
température de surface. L'une est basée sur des mesures de température d'oxygéne 18 sur

différents sites (empirique), Uautre sur U'analyse du profil de température et d’'oxygéne 18 dans le
trou de forage de GRIP (calibrée).

- IL.2, INTERPRETATION DU PROFIL DE TEMPERATURE

MESURE A VOSTOK

L’approche décrite ci dessous est un peu différente des cing études citées ci-dessus : nous
‘essayons de combiner les informations données par les isotopes de I'eau et le profil de
température mesuré & Vostok, en utilisant le concept de conjonction des états d’information de
Tarantola et Valette (1982). Cette approche du probléme paléothermométrique nest pas

nouvelle, mais elle n’a jamais été utilisée pour linterprétation du profil de température des
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calottes : elle a montré son efficacité pour 'analyse du profil de température dans les sols (e.g.
Shen et al., 1992). Dans un premier temps, il s’agit de construire un modéle de propagation de

la chaleur adapté a ce site.

I1.2.1. Le modeéle unitaire

Le modeéle de propagation de la chaleur & Vostok utilisé est une version linéarisée de celui
de Ritz (1989). L'équation de conservation de la chaleur dans les calottes polaires peut s’écrire
de maniére générale, en coordonnées Eulériennes, le long d’'une ligne d’écoulement’ :

o A
X Z

¢ = + + (IT-1)

"R o 2 e

Dans I'éguation précédente,p désigne la masse volumique de la glace,csa capacité

aT a7
— pczzg - pew —

calorifique, K sa conductivité thermique, # et w sont les composantes horizontale et verticale de

la vitesse et (est la production de chaleur par déformation. Dans le membre de droite de

I'équation de conservation de la chaleur (II-1) apparait la diffusion horizontale et verticale de
chaleur (premier et second terme), 'advection horizontale et verticale de chaleur (froisiéme et

quatriéme terme) et la production de chaleur in situ par déformation (dernier terme).

I1.2.1.1. Analyse des ordres de grandeurs

Afin d'identifier les termes prépondérants de I'équation (II-1) sur le site de Vostok, nous
analysons ici Pordre de grandeur des différents termes de cette équation. Comme Péchelle
verticale des variations de température est environ 1000 fois plus petite que Déchelle
horizontale, la diffusion horizontale de chaleur (premier terme du membre de droite) peut
raisonnablement é&tre négligée devant la diffusion verticale (second terme). La chaleur
produite par déformation est égale & deux fois le produit du second invariant du tenseur du
taux de déformation avec le second invariant du tenseur des contraintes (voir annexe). L’ordre

de grandeur de cette production de chaleur est donnée par 'équation suivante :

Q~nga_Ha_”~10-‘x10x4x103><10‘3>< 2 -
ox oz (3600 X 24 % 365) x4 % 10° (1I-2)
~5%x 107 Wm™

Pour le calcul de cet ordre de grandeur, on a choisi une épaisseur de glace de 4000 m, une
vitesse horizontale de 2 m a et une pente de 10°, ce qui correspond aux conditions de Vostok.

Cette quantité peut étre comparée a 'advection verticale de chaleur & Vostok :

® Pour une analyse plus compléte de la conservation de la chaleur dans les calottes polaires on

pourra par exemple se reporter a Lliboutry (1987) ou Ritz (1992).
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~ 107" Wm™® (11-3)

oT p 2x107 50
pew — ~2x 10" x %
oz 360024 x 365 4000

Cet ordre de grandeur a été calculé avec une vitesse verticale égale 2 2x 107 m a” (ce qui
correspond & laccumulation en surface) et une température de surface de -50°C. La
comparaison de la production de chaleur par déformation et de I'advection verticale montre

donc que ( peut étre négligé dans I'équation (II-1). Par ailleurs, Padvection horizontale de

chaleur peut étre estimée de la méme maniére :

X107 ~ 107 Wm™® (11-4)

aT 6 2 50
pou-—~2x10° x X
dx 3600x24 x365 4000

Pour Pétude simple présentée ici, nous négligerons donc I'advection horizontale de chaleur.
Cette approximation, trés utile puisquelle permet de réduire le systéme & un modale
unidimensionnel, devra é&tre reconsidérée pour Ianalyse d’autres sites. Enfin, le dernier ordre
de grandeur & considérer est celui de la diffusion verticale de chaleur:

a[Ka_T)
%) 3y 0 05 W (IL-5)

oz (4000)?

Ce qui suggére que la diffusion verticale de chaleur est du méme ordre de grandeur que
ladvection verticale. Compte tenu des ordres de grandeurs estimés dans cette section, une

équation de conservation de la chaleur simplifiée sera considérée :

oT
K%t
oT 8( dz ) oT
pc—=——"—pew— (11-6)
ot dz dz

Les trois hypothéses sous-jacentes a Pétablissement de cette égquation sont :
+ la diffusion horizontale de chaleur est négligée par rapport a la diffusion verticale de

chaleur.

* la chaleur produite in situ par déformation est négligée par rapport a Padvection

verticale de chaleur.

* ladvection horizontale de chaleur est négligée par rapport & I'advection verticale de

chaleur.
La condition & la limite supérieure est T=7. (température de surface); on fixe d’autre

part la température basale a la température de fusion de la glace® (la présence d'un lac sous

" La température de fusion de la glace diminue avec la pression (loi de Clapeyron). La

température basale (0, en °C) sera calculée par la formule suivante (voir Ritz, 1992):

8, = —0.0074pgH — 0024
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glaciaire a été détectée & Vostok); la condition initiale (au temps de début de simulation) est la

température de I'état stationnaire.

I11.2.1.2. Hypotheses supplémentaires

Quelques paramétrisations supplémentaires sont nécessaires pour Pétablissement du

modeéle direct de propagation de la chaleur.

I1.2.1.2 1. Vitesse verticale

Le modéle simple utilisé ici ne calcule pas Pécoulement de la glace. La vitesse verticale

doit donc étre prescrite. Lliboutry (1981) suggeére la formulation suivante, adaptée aux
calottes froides :
(m+1z (. (o/H)™

PUW = P glaee| Ws + (ws — W, (m N Z)H 1- 0 (11-7)

ot w, est la vitesse verticale en surface et w, la vitesse verticale au fond ; m est un
paramétre de forme du profil de vitesse. IYaprés le modele de Lliboutry m serait de l'ordre de
12 dans la région de Vostok. La formulation de Lliboutry n’étant valable que dans la glace,
nous l'avons adapté afin de prescrire la vitesse dans le névé également (f.e. sur les 105
premiers metres) : c’est ce qui justifie la masse volumique de la glace dans le membre de droite
et celle du névé ou de la glace dans celui de gauche. Le profil de densité dans le névé de Vostok
" que nous utilisons a été mesuré par J-M Barnola. Pour la simulation standard, les valeurs des
trois parameétres sont les suivantes :

o w, =2%107ma"; cette valeur est environ de 80% inférieure & Paccumulation en surface
estimée actuellement. Cette valeur inférieure est justifiée car w, est une valeur moyennée sur
la période interglaciaire et glaciaire ('accumulation était alors plus faible).

e w, = 107 m a': cest l'estimation de la fusion & Vostok en supposant un flux

géothermique de 53 mW m” (i.e. la valeur de Salamatin et al., 1994).

s m=12.

112.1.2.2. Conductivité thermique

La conductivité thermique de la glace dépend de la température, ce qui est une source de
non linéarité du modéle direct. Afin de linéariser le probleme (et d'utiliser les outils développés
pour le probléme inverse linéaire), on prescrit la conductivité en fonction de la profondeur et

non de la température : la température mesurée dans le trou de forage (8 __ en °C) est donc

HLZS

utilisée pour calculer cette conductivité:
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K= . P _[222(1-00067 %, )] (I1-8)
glace

ol l'unité de K est N s” K", Cette relation empirique, trouvée par Weller et Schwerdtfeger
(1971), est modifiée ici pour calculer la conductivité dans le névé (en supposant une diffusivité

constante).

11.2.1.2.3. Capacité calorifique

La capacité calorifique massique a ¢té mesurée par Yen (1981) : elle dépend également de
la température et, pour les mémes raisons que la conductivité thermique, on la prescrit en
fonction de la profondeur:

c=21104+741x8 (1I-9)

mes

ol l'unité de c est J kg™ K.

11.2.1.3. Approche unitaire

On peut vérifier que le modeéle ainsi construit est linéaire par rapport a une perturbation
de température de surface : on peut le réécrire sous forme matricielle :
Gm=d (11-10)
ou m est un vecteur contenant les valeurs discrétes de la différence entre la température

de surface en fonction du temps et une température de référence (que I'on choisira voisine de

la température actuelle mesurée en surface, i.e. 217 K). d contient alors les valeurs discrétes

de la différence entre la température du trou de forage et le profil stationnaire de température
correspondant & la température de référence que l'on a choisie. En pratique, le profil
stationnaire de température est calculé en intégrant numériquement I'équation (II-6) sur 500

000 ans, la matrice G est obtenue en calculant la réponse du moddle a une impulsion

d’amplitude 1°C. Le schéma numérique utilisé est de type différences finies, implicite en

temps pour des raisons de stabilité numérique'.

IL.2.2. Principe de I'inversion

La paléothermométrie sur le site de Vostok entre idéalement dans le cadre de linverse
stochastique décrite dans P'introduction de cette thése, pour deux raisons :
¢ Un modele linéaire permet de simuler de maniére réaliste la propagation de la chaleur

sur le site de Vostok.

" Le méme type de schéma numérique est utilisé (et explicité) dans le chapitre III.
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¢ On dispose d'un a priori sur I'évolution de la fempérature de surface sur le site de
Vostok. Cet a priori est donné par les rapports isotopiques des isotopes de 'eau mesurés dans
les carottes de glace et une relation empirique 8-T. L'incertitude sur cet a priori est & peu pres

quantifiable.

11.2.2.1. Données ulilisées - covariance a priori sur les

données

Les mesures de température proviennent du trou de forage 3G (2040 m de profondeur) ;
plusieurs profils de température sont disponibles (Vostretsov et al.,, 1984 ; Salamatin et al.,
1994). Dans la premiére étude (Vostretsov et al., 1984}, 'erreur sur les mesures est estimée a
0.05°C pour les 900 premiers métres et 0.1°C en dessous. Salamatin et al. (1994) estiment
lerreur absolue de leurs mesures 4 0.05°C. Ce sont ces derniéres données, un peu plus
précises, que nous utiliserons ; ceci permettra de plus de comparer notre reconstruction a celle
de Salamatin et al. (1994). Ces donhées, comportant 92 points de mesure, ont été tracées sur

la figure I1-3.

Temperature (C)
A
(%)
I
1

|
1500 2000

-60 !
0 500 1000

Profondeur (m)

Figure II-3 : profil de température mesuré dans le trou de forage de Vostok.

La matrice de covariance a priori sur les données que nous choisirons sera une matrice

diagonale {on fait I'hypothése que les erreurs sur les données sont indépendantes deux a
deux). La valeur (c3) des éléments de cette matrice diagonale sera fixée a4 25x10°°C*

(=0056x005}:

C, =0l | I1-11)
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11.2.2.2. Covariance a priori sur les paramétres du modele

On choisit la température donnée par le thermometre isotopique (6D) comme a priori sur
les valeurs de parametres a reconstruire (valeurs discrétes de température de surface en
fonction du temps). La matrice de covariance a priori est choisie diagonale, de variance
constante™ :

C. =0yl (11-12)

Dans linversion standard qui suit, la racine carrée de la variance (o, ) sur la

température isotopique sera fixée & 5°C, ce qui correspond & 50% de la différence de

température entre stade glaciaire et interglaciaire donnée par le deutérium.

I11.2.3. Résultats

I1.2.3.1. Solution retenue par lUinversion - covariances a

posteriort

est

Le scénario le plus vraisemblable (m ™}, s’obtient par conjonction des états d’information
de Fa priori et de la théorie, & partir du modeéle unitaire (G), des données (d), du scénario a
priori ((g)) et des matrices de covariances a priori sur les données (C, ) et sur les paramaétres

(C,,), a laide de I'équation suivante (voir introduction):

m* =(m)+C,6"(6C,6" +C,) (d- G(m)) (11-13)

Lintérét d'utiliser cette équation, par rapport & l'autre formulation proposée dans le
chapitre d’introduction, est que la dimension de la matrice & inverser est nettement moins
importante (c’est le nombre de données, c’est 4 dire 92 dans notre cas). L'inverse de cette
matrice est caleulée numériquement a I'aide d’un algorithme adapté aux matrices symétriques

définies positives : on utilise la factorisation de Choleski, qui consiste & écrire la matrice a

T T “ . . . P a
inverser sous la forme U U, U étant une matrice triangulaire supérieure. De méme la

T2 P 21 x 2 . . . .
Des calculs ont également été effectués avec une matrice de covariances a priori du type :

(~J)

21%

V(L,J) Cm(i,j):GEL eXp| —

olt  est une longueur de corrélation. Ces calculs ne changent pas les conclusions de 'étude e,
pour plus de clarté, nous avons choisi de montrer les tests réalisés avec la matrice de covariances o

priori la plus simple possible.
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matrice des covariances a posteriori (C*") sur les paramétres est calculée numériquement a

partir de 'équation suivante :

¢ =¢,-¢,6"(6e,G6"+c,) Gc,

Dans T'inversion standard présentée ci-dessous, les paramétres de linversion sont o,

0.05°Cet ¢, =5°C.

(I1-14)

T I
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Figure 11-4 : résultats de Uinversion standard. Le panneau du haut montre le scénario de
température de surface a priori (signal de deutérium de Vostok); les enveloppes (tirets)
désignent lincertitude que Uon se donne sur ce scénario a priori {16 = 5°C). Sur le panneau du
milieu est tracé le maximum de vraisemblance suggéré par l'inversion stochastique (pointillés),
ainst que U'écart type a posteriori sur ce scénario (tirets). Sur le panneau du bas sont comparés
les scénarios a priori (trait plein) et maximum de vraisemblance (pointillés).

Le résultat principal de la figure 1I-4 est que le scénario en température retenu par

I'inversion est trés proche du scénario a priori. Ceci ne signifie pas que ce scénario est bon,

mais que, compte tenu des informations dont elle dispose, I'inversion stochastique n’est pas en

mesure d’en proposer de meilleur.
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Figure 1I-5 : différence entre la température calculée par le modéle et températures mesurées
dans le trou de forage (ou différence entre données a posteriori et données a priori). On voit que

l'accord modele | observations est trés bon, compte tenu de Uerreur absolue que Uon a sur lo
mesure (0.05°C).

Caovariance a posienor \C")-\

Covariance a priot k(:‘a

Figure II-6 : comparaison des covariances a priori et a posteriori pour les 10000 derniéres
années. Noter que les variances a posteriori correspondant au passé récent sont légérement
inférieures aux variances a priori. Noter également l'apparition de termes croisés dans la
matrice de covariances a posteriort (la matrice de covariance a posteriori n'est plus diagonale).

11.2.3.2. Gain d’information par inversion

L’analyse de la section précédente suggere que l'inversion du profil de température nous a

appris peu de choses. Il est également possible d’interpréter les résultats de linversion en
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terme de gain dinformation plutét qu'en terme de réduction de barres d'erreurs (ou de
covariance). Cette approche permet de mieux quantifier d'oti vient linformation (i.e. des

données de température ou de I'a priori sur le scénario de température de surface). Pour cela,

il faut définir le concept de quantité d’information relative d’'une densité de probabilités f (m)

par rapport & une densité de probabilité non-informative g(g!), notée ici [ ( I g). On utilise la
définition de Tarantola (1987)" :
[(f;g) = J.f(m)ln[f—(m.)Jdm (IT-15)
i g(m)
L'intégration se fait sur l'espace des parameétres du medéle M. L’unité du contenu
d’information est le nep (ou le bit si la base du logarithme est 2). La quantité d’information

possede quelques propriétés remarquables : elle est toujours positive (éventuellement nulle si f

et g sont identiques) et invariante par changement de variables bijectif sur m. Il est par

ailleurs possible de montrer que si f et g sont deux densités de probabilités Gaussiennes, alors
il existe une formule analytique donnant la quantité d’'information relative de f par rapport a

| g (Tarantola, 1987) :

1(f;8)= %l{gz:gf }ﬂ“%((%) ~(m,)) €/ (m,) - (m, )+ 5 7(C, 7 1) ar16)

30 T T T T T

he
o

Information (nep)
o

O 1 ] ! i ;
-30 -20 -10 0

temps (ka)

Figure II-7 : gain d'information obtenu par inversion sur la période allant de x (en ka) &
nos jours, en fonction de x.

” Cette définition est une généralisation du contenu d’'information défini par Shannon (1948) pour

des probabilités discrétes.
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ou Tr et det désignent respectivement les opérateurs «trace» et «déterminant »:

?

<g f>(respectivement (g g>) est le maximum de vraisemblance de la densité de probabilité f
(respectivement g) ; C, et C_ sont les matrices covariances des densités de probabilités f et &,

I est la matrice identité. Dans notre cas il est intéressant de calculer la quantité d’information
relative de la densité de probabilité associée au scénario en température a posteriori par
rapport au scénario a priort.

Si Pon considére la période allant de -30 000 ans & nos jours, le gain d'information obtenu
par inversion du profil de température en fonction de la profondeur est de 22.8 nep : ceci est
une valeur faible. A titre de comparaison, Uinformation relative d'une Gaussienne sans
corrélation, de variance 4°C (soit 1°C de moins que Pa priori) et ayant le méme maximum de
vraisemblance que la priori est de 36.9 nep. Afin d'estimer la partie du scénario de
température de surface ou de linformation a été gagnée, on a tracé sur la figure II-7
Iinformation gagnée sur période allant de x (en ka) & aujourd’hui, en fonction de x. Cette
figure montre que plus de 50% de T'information a été gagnée sur le scénario de température
des 4500 derniéres années et 75% sur les 6000 derniéres années. Moins de 5% de Vinformation
a été gagnée sur le scénario de la période glaciaire (i.e. de -30 000 ans, temps de début de

simulation, a -15 000 ans).

11.2.3.3. Faut-il recommencer Uinversion 2

* On dispose maintenant d'un scénario de température de surface a posteriori un peu plus
précis que le scénario a priori donné par le deutérium. On peut se demander si une seconde
inversion, en utilisant ce scénario plus précis comme a priori, permettrait de réduire encore un
- peu les barres d’erreurs sur la température de surface. Une telle itération n’a pas été faite et
ne doit pas étre faite : le principe de base de l'inverse stochastique est en effet que I'a priori
sur les paramétres et sur les données sont indépendants, ce qui est vérifié pour la premisre
mversion, mais plus pour la seconde. On peut seulement recommencer Finversion si un

nouveau jeu de mesures de température, indépendant du précédent, est utilisé.
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I1.2.3.4. Discussion de Uanalyse de Salamatin et al. (1994,
1997)
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Figure II-8 : résultats obtenus par Salamatin et al. (1994). Sur le panneau du haut sont
présentées trois reconstructions admissibles de température de surface en fonction du temps (le
présent est & gauche, -200 000 ans & droite). Sur le panneau du bas est tracée la différence entre
les températures calculées par leur modéle et les observations. Noter la similarité entre ce
panneau et la figure IT-5.

- L’idée a la base de l'inversion du profil de température de Salamatin et al. (1994, 1997)
est que les variations de température de surface sont décrites par quatre harmoniques de
périodes caractéristiques 19 000, 23 000, 41 000 et 100 000 ans. Ce point est en lui-méme
discutable, mais nous nous contenterons ici de montrer que I'erreur sur 'amplitude et la phase
de ces quatre harmoniques reconstruites est trop importante pour pouvoir en déduire des
informaﬁons sur le gradient isotopique, la température du dernier stade glaciaire ou sur la
datation de la carotte de Vostok. L’inversion stochastique suggére en effet que le profil de
température dans le trou de forage ne permet pas de remonter & plus de 5000 ans et

Iajustement d’une période caractéristique de 100 000 ans parait donc trés contestable.

Salamatin et al. (1994, 1997) supposent que les perfurbations de température de surface és

(normalisée par la différence entre la température de fusion et la température stationnaire)

sont décrites par I'équation suivante :
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i{A cos( , (t+1, )J+B Sm[i, (t+1, )J} (I-17)

i=|
ol 7, est le temps de début de simulation™ (-300 000 ans), 7, sont les différentes périodes
caractéristiques, A; et B, sont les amplitudes des harmoniques & calibrer. L’ajustement des
coefficients A, et B, se fait par minimisation des écarts quadratiques entre températures

simulées et mesurées dans le trou de forage. La méme procédure peut étre effectuée avec
notre modele simple de propagation de la chaleur & Vostok, en remarquant que ce dernier est

linéaire par rapport & A; et B,. On classe ces 8 paramétres & calibrer dans un vecteur m’ et le
modele direct de propagation de la chaleur peut alors se réécrire:
Gm'=d (I1-18)
ot G’ est une matrice de dimension 92x8 (il y a 92 points de mesures) qui s’obtient en

calculant la réponse unitaire du modele aux différentes harmoniques. On peut alors calculer la
matrice de covariance sur les harmoniques reconstruites par Salamatin et al. (1994),

indépendamment des données (voir par exempie Menke, 1989):
-l
C..=06;(G" G} (11-19)
La matrice de covariance C,. est de dimension 8x8 : on a reporté la racine carrée des

‘valeurs de ses éléments diagonaux (c’est & dire la racine carrée des variances sur 4, et B,)

dans le tableau suivant :

Harmonique Estimation de Salamatin et  Racine carrée de la variance
(sans dimension) al. (1994) (K)*® estimée par (II-19) (K)
A, (cosinus, 100 000 ans) 0.0835 ~ 0.0880 73
A, (cosinus, 41 000 ans) -0.0505 ~ -0.0566 32
4, (cosinus, 23 000 ans) -0.0677 ~ -0.0638 133
A, (cosinus, 19 000 ans) 0.0082 ~ 0.0142 91
B, (sinus, 100 000 ans) 0.0358 ~ 0.0614 15

“ Comme la condition initiale de leur modele au temps de début de simulation est D'état

stationnaire, Salamatin et al. (1994, 1997) introduisent ainsi une contrainte artificielle sur les

coefficients des harmoniques, & savoir que 2 A; =0 (au sens des moindres carrés). Cette particularité
i=l

se retrouve par Fanalyse de leurs résultats.
15 . . . N 2y } - -
Il s’agit des estimations des paramétres des deux premiéres reconstructions présentées dans

leur article.
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B, (sinus, 41 000 ans) 0.0546 ~ 0.0577 161
B, (sinus, 23 000 ans) -0.0239 ~ -0.0345 149
B, (sinus, 19 000 ans) 0.0241 ~ 0.0366 52

Comme les incertitudes sur les paramétres des différentes harmoniques sont environ 1000
fois plus importantes que les valeurs reconstruites, la validité des reconstructions de
température de surface proposées par Salamatin et al. (1994) semble douteuse. Il en est de

méme pour la datation de la carotte de Vostok qui en découle.

11.3. CONCLUSION

I’analyse du profil de température & Vostok donne des résultats décevants. Elle n’apporte
que peu (ou pas) d’éléments nouveaux par rapport au thermomeétre isotopique classique. En
particulier, l'analyse du profil de température est incapable de donner une meilleure
estimation de la température du dernier stade glaciaire 4 Vostok : il s’agit 1a du principal
résultat de cette étude. Les difficultés ne proviennent pas de la méthode inverse employée,
mais de la nature du probléme inverse considéré. Par ailleurs, il est peu probable que des
mesures plus précises de température dans le trou de forage de Vostok puissent apporter des
renseignements supplémentaires, car la limitation serait alors au niveau de la connaissance
approximative de certains parameétres du modéle direct de propagation de la chaleur' (e.g.
profil de vitesse verticale) et des hypothéses utilisées pour établir ce modele (on a, par
exemple, négligé I'advection horizontale de chaleur, ce qui serait discutable pour une étude
plus fine).

Les résultats présentés dans ce chapitre ne sont valables que pour le site de Vostok, et ne
remettent pas en cause les résultats de Cuffey et al. (1995) ou de Johnsen et al. (1995) qui ont
utilisé des données provenant de sites ot accumulation est dix fois plus importante. L.e méme
type d’approche que celle décrite ici pourrait néanmoins trés bien s’appliquer aux sites
Groénlandais (e.g. GRIP ou GISP2), a condition de modifier le modéle direct de propagation de
la chaleur (en particulier la condition & la limite 4 la base de la calotte est différente car la

glace basale n’est pas au point de fusion sur ces sites).

* Une inversion plus compléte comprenant comme parameétres la vitesse verticale et le scénario de
température de surface nous apprendrait sans doute que le profil de température permet de mieux
contraindre la vitesse verticale : il n'est done pas inutile de mesurer la température dans le trou de

forage de Vostok.
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III. DE I’AIR DES BULLES A ’ATMOSPHERE DU
PASSE

Le travail présenté dans ce chapitre a été effectué en collaboration avec Laurent Arnaud
dont on pourra lire la thése (Arnaud, 1997) pour une vision plus détaillée du névé polaire. Ce
chapitre concerne essentiellement la description de la méthode élaborée pour déconvoluer le
signal atmosphérique des carottes de glace, mais des redondances avec le travail de Laurent

sont inévitables.

I1I1.1. INTERET DU NEVE POLAIRE

L'étude des carottes de glace a connu un essor formidable grice aux informations
contenues dans les bulles emprisonnées dans la glace, qui nous renseignent sur Pévolution
atmosphérique de la Terre. L’air de la bulle étant représentatif de I'atmosphére du passé, il
suffit de connaitre I'dge de cette bulle pour en déduire I'évolution de la composition
| atmosphérique. Le schéma n’est en fait pas aussi simple, et différents phénomeénes naturels

peuvent altérer la composition des bulles.

IT1.1.1. De la neige a la glace

Les processus qui régissent la transformation de la neige en glace sont trés similaires
aux phénomenes de frittage dans les céramiques. On distingue généralement, comme pour les
poudres céramiques, trois mécanismes successifs de compaction de la neige séche. Prés de la
surface, jusqu'a une dizaine de métres de profondeur, les gradients de températures peuvent
étre importants et des différences d’énergie de surface entre les zones concaves et les zones
convexes des cristaux de neige entrainent des phénomeénes d'évaporation, puis de
recondensation de l'eau. L'eau des branches (zones convexes) des flocons est alors déplacée
vers les zones concaves, ce qui rend les grains de neige plus arrondis. Les grains se tassent
sous l'action de leur propre poids et le matériau (que l'on appelle alors névé) atteint une

densité voisine de 0.55.

! Cette section est une synthése de Barnola et Duval (1992).
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Dans le névé, c'est 4 dire en dessous de 10 metres de profondeur, on n’observe plus de
fluctuations saisonniéres de température, et le transport de matiére en phase vapeur devient
négligeable. La densification se poursuit alors par glissement des dislocations sous 'effet des
pressions g'exercant aux joints de grains. Dans une gamme de densité allant de 0.80 4 0.84, &
100 m de profondeur environ, les pores du névé (qui étaient jusqu'a ce stade connectés a la
surface) se pincent pour donner naissance & des bulles {ou pores fermés). Cette zone de
transition, appelée « close-off », correspond & lisolement de 'air dans les pores du névé par
rapport & Patmosphere. L’identification de cette zone est donc primordiale pour I'interprétation
de la composition des bulles contenues dans les carottes.

En dessous de cette zone de fermeture des pores, c'est-a-dire dans la glace, les bulles
sont mises sous pression sous action du poids de la colonne (neige, névé et glace). Arrivées &
une profondeur variant de 800 & 1000 metres suivant les sites, les bulles disparaissent dans le

réseau cristallin de la glace et forment des cristaux d’hydrate d’air.

I11.1.2. De Patmosphere aux bulles

II1.1.2.1. Interactions avec H,0 liquide

En fonction de la température de surface, on peut distinguer trois types de zone
glaciaire. Tout d’abord, les glaciers dits tempérés sont au point de fusion, a I'exception dune
couche de surface dans laquelle la température est en dessous de 0°C pendant une partie de
Iannée. Un réseau de veines et de capillaires existe entre les grains de glace ef les gaz sont
emportés par Peau circulant dans ces capilaires. Des réactions chimiques en milieu aqueux
peuvent également se produire et agir comme source ou puits de certaines espéces. Par
conséquent, si I'étude des glaciers tempérés peut fournir des informations glaciologiques et
climatologiques importantes, elle n'est pas adaptée a la reconstruction de 'atmosphére du
passé.

Les autres types de zones glaciaires que l'on rencontre sont les glaciers froids possédant
ou non une zone de fonte en surface. De maniére générale, on observe une couche de fonte
occasionnelle dans les régions possédant des températures annuelles au dessus de -25°C.
Cependant il arrive, méme dans la partie centrale du Groenland ot la température moyenne
annuelle est de Tordre de -30°C, que la calotte fonde en surface. La présence d’eau liquide
pouvant avoir une influence importante sur la composition de P'air des bulles (par le biais de
solubilité de certaines espéces gazeuses) nous nous intéresserons icl uniquement aux glaciers

froids sans fonte, tels que ceux des régions centrales Antarctigues.
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II1.1.2.2. Interactions avec H,O solide

Des phénomenes de physisorption et chimisorption de certaines espéces gazeuses
peuvent avoir lieu & l'intérieur du réseau poreux. Ces phénomeénes jouent un rdle mineur pour
la plupart des gaz atmosphériques que l'on désire étudier. Toutefois, avant d’adapter la
méthode décrite dans ce chapitre 4 d’autres gaz que le méthane (qui sera l'exemple utilisé
pour illustrer la méthode), il faudra d’abord se poser la question de Padsorption éventuelle de

cette molécule sur les parois des pores du névé.

II1.1.2.3. Quel est « Page » d’'une bulle ?

Les deux phénoménes précédents étant mis & part, peut-on parler de 'dge d’une bhulle ?
Si I'on peut raisonnablement bien dater la glace environnante (du moins dans la partie haute
de la carotte), il est beaucoup plus difficile de dater chacun des composants de la bulle. En
effet, l'air de la bulle n’est pas représentatif de l'air de I'atmosphére, mais de l'air qui se
trouvait dans le pore au moment ol celui-ci s’est fermé. Or on observe une différence entre la
composition de l'air & la profondeur du close-off et celle de Patmosphére. Ceci est di aux
phénoménes de transport des gaz dans le névé polaire (par advection, diffusion et gravitation)
qui ne sont pas instantanés. D’autre part, la diffusion et la gravitation dépendent du gaz
considéré : chacun des gaz composant la bulle a donc un dge différent. De plus, & cause de la
"na'ture. méme du phénomeéne de diffusion, il serait plus rigoureux de parler d'une distribution

d’dge associée & un gaz de la bulle.

II1.1.3. De la composition des bulles a 'atmosphére du
passé

Le fait qu’on ne puisse pas a proprement parler définir 'dge d’une bulle complique le
travail d’interprétation des carottes. Cependant on connait assez bien ces processus qui
empéchent une interprétation instantanée des mesures. Il est donc possible de construire un
modeéle de transport des gaz dans le névé qui calcule le profil de concentration dans le névé et
dans la glace en fonction de la profondeur a partir de la composition de 'atmosphere passée.
Ce modeéle nous permet d’obtenir une quantité directement mesurable en fonction d’une
quantité que l'on cherche & obtenir. C’est en «mode inverse » que ce modeéle peut nous

renseigner sur 'atmosphére du passé.
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Probléme direct

Ce que le modeéle de |Scénario atmosphérique Profil de concentration en
transport des gaz en gaz trace : p——{ foniction de la profondeur :
calcule : ez = 0,¢) c(z,t =¢;)

C r ¢ Scénario atmosphérique Profil de concentration en
© que ron veu en gaz frace : ~f}——— fonction de la profondeur :
déterminer : -

C(Z=O,t) c(z,t—tf)

Probléme inverse

Figure IIl-1 : Uinterprétation du profil de concentration en fonction de la profondeur est un
probleme inverse. .

II1.2. MODELE DE TRANSPORT DES GAZ DANS LE NEVE ET
LA GLACE

II1.2.1. Description des phénomeénes de transport dans le
névé

La figure III-2 montre les différents flux d’air et de gaz traces qui contribuent a la
cdmposition de l'air des pores et des bulles. On divise le névé en trois zones : la premiére, juste
en dessous de l'interface air - neige, est une zone de mélange (par le vent, les variations de
- pression atmosphérique et les gradients thermiques) o les échanges gazeux sont presque
instantanés. L'épaisseur de cette zone, qui peut étre estimée 4 l'aide d’analyses isotopiques de
lazote et de l'oxygéne, varie en fonction des sites entre 13 metres 4 Vostok (Bender et al.,
1994) et zéro meétre & Law Dome (Trudinger et al., 1997). Tous les gaz ont la méme
concentration dans cette zone que dans 'atmosphére au-dessus. En-dessous de cette couche de
mélange, on observe une zone ou le transport des gaz est limité par la diffusion et la
gravitation. Enfin, dans la zone de fermeture des pores (ou région du «close-off ») l'air est
emprisonné dans les bulles : la composition de ces bulles, qui s’enfoncent & la méme vitesse

que la glace, ne varie plus dans le temps. I’air qui est « pompé » du névé vers les bulles lors de

cette opération crée un flux d’air dans toute la colonne de névé.
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Couche de A

mélange (3)
Zone de diffusion l 111(4)
(pores ouverts) | +—> (1)

«close-off» | | 2. L=l 133
(pores ouverts /

et fermés) ] \ (Z)l (2) l

< [g]

Figure I1I-2 : Vue schématique du névé polaire, des différents flux d'air et de gaz trace. (1)
flux d’advection dans les pores ouverts, (2) flux d’air par advection auvec les bulles, (3) diffusion
dans les pores ouverts et (4) séparation par effet gravitationnel. Le piégeage de Uair des pores
- ouverts dans l'air des bulles est représenté par les fleches horizontales. La taille des fleches n'est
pas représentative de lintensité des flux.

Air Gaz trace

A Theure actuelle, deux modeles simples de transport des gaz dans le névé polaire ont été
publiés : il s’agit de Fanalyse de Schwander et al. (1993) et celle de Trudinger et al. (1997).
"Tous deux sont basés sur la méme équation de diffusion, le premier négligeant les variations
de coefficients de diffusion et de porosité ouverte avec la profondeur. Une autre différence
importante entre ces deux analyses provient de la résolution numérique de cette égquation. Si
Pon étudie de maniére plus attentive ces deux modéles, plusieurs problémes, d’ordre
' -Iﬂgthématique et physique, apparaissent :

» [’équation aux dérivées partielles résolue numériquement est de type parabolique.
Mathématiquement, I'unicité de la solution d’'une telle équation est assurée par lexistence
d’une condition initiale {condition & la limite au temps de début de simulation), d’une condition
a la limite au sommet et d'une condition au fond du névé. Les deux premiéres sont bien
décrites dans ces travaux, mais la condition & la limite au fond n'est pas mentionnée (dans la
pratique, cette condition a la limite est sans doute appliquée a l'infini).

e Cette équation de diffusion a été établie en faisant Thypothese d’interactions
négligeables entre les molécules gazeuses et les parois des pores. Pourtant l'air est supposé
descendre & la méme vitesse que les couches de névé. Ces deux hypothéses sont donc

fortement contradictoires.

e Dans les deux modéles, le probléme de la conservation de I'air n’a pas été étudié.

Ces constatations nous ont amené & réécrire le modéle de transport sous forme
d’é¢quations de conservation plus rigoureuses, en prenant toutefois exactement les mémes
processus physiques en considération, et en tenant compte des lacunes des deux modeles

précédents. La principale hypothése faite ici concerne la stationnarité des variables
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structurelles du névé (porosité, densité, tortuosité...). Cette hypothese est sans doute justifiée
si 'on souhaite étudier comment a varié notre atmosphére pendant les cing mille dernieres
années, mais elle empéche une déconvolution totale des carottages profonds car le névé (son
épaisseur par exemple) a probablement changé de facon non négligeable entre les périodes

glaciaires et interglaciaires.

I11.2.2. Equations de conservation

Toutes les équations présentées dans cette partie sont écrites en coordonnées Eulériennes
(i.e. le repére est fixe par rapport a I'inferface air - neige), et I'axe vertical est orienté vers le
bas, ce qui entraine des vitesses d’écoulement et des flux d’advection positifs. Dans un tel
systéme de coordonnées une équation de conservation quelconque (masse, quantité de
mouvement, chaleur...} s’écrit comme la somme de la dérivée temporelle de la quantité a
‘conserver, de la divergence du flux de cette méme quantité et éventuellement d’un terme
puits, cette somme devant étre nulle. Les différentes notations mathématiques sont définies
lors de leur premiere apparition dans le texte, et une table de notation chapitre par chapitre

est disponible a la fin du manuscrit.

I11.2.2.1. Conservation de la glace

Cest I'équation de continuité du milieu étudié. Ici, le névé est un matériau compressible,
et la conservation de H,O solide s’écrit de fagon générale:

P _
-+ V(pyv)=0 (I11-1)

ol p désigne la masse volumique du névé, v le vecteur vitesse d’enfoncement des couches

et { le temps. Cette équation peut étre intégrée directement si 'on s’intéresse aux variations
| récentes de la composition atmosphérique (5000 derniéres années environ): pendant cette
période le névé peut raisonnablement étre considéré comme stationnaire et I'accumulation de
neige en surface, constante.
| pr=a, (T11-2)
ol a, désigne l'accumulation en surface en kg m”a”. Cette accumulation varie fortement

entre les sites cotiers Antarctiques et les zones centrales (désertiques) comme Vostok.

I1.2.2.2. Pores ouverts

Par définition, une molécule gazeuse se situe dans un pore ouvert s’il existe un chemin a
I'intérieur de la porosité du névé reliant cette molécule & 'atmosphére. Si ce n’est pas le cas,

alors la molécule est dans une bulle, appelée aussi pore fermé.
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La conservation de l'air dans les pores ouverts traduit mathématiquement le fait que les
bulles piégées de facon continue au niveau de la zone de fermeture créent un mouvement d’air

dans toute la colonne de névé. Ceci s’écrit ;

aqm’r

dt + V(g

)+ Py, =0 (IT1-3)

i

avec q,, la quantité d’air dans les pores ouverts, w la vitesse du flux d’air dans les pores
ouverts et P la quantité d’air piégée dans les bulles par unité de temps. Cette équation
montre clairement que la vitesse du flux d’air w dépend du piégeage et n’a aucune raison
d’étre égale a la vitesse denfoncement des couches v comme supposé dans les deux

précédentes études. La quantité d’air dans la porosité ouverte peut d’autre part étre estimée a

laide de I'équation d’état d'un gaz parfait et de I'hypothese hydrostatique (le névé est supposé

isotherme) :
P _ET
: B M i _ _ Muirgz
%a}g wir y =3 P = P(z = O,t)ex WJ (111-4)
- = pai}'g
0z

P désigne la pression atmosphérique, p, la masse volumique de I'air, 7" la température

absolue du névé, M, la masse molaire de Iair (29x107 kg mol?), g laccélération de la

pesanteur et K la constante des gaz parfaits. L’équation (III-4) peut se réécrire en fonction de

la quantité d’air dans les pores ouverts, ce qui donne ;
M oz
ar = F(2)c,, (2 = 0.t )exp ——2L27 (ITI-5)
Qar = F(2)c0i( ) p( o J

J est la porosité ouverte du névé, c,, la concentration en air. Aux échelles de temps

considérées ici (de l'ordre de 'année, c'est & dire bien supérieures aux échelles de temps
météorologiques), on peut négliger les variations de pression atmosphérique et donc considérer
la concentration en air en surface comme stationnaire. Ceci implique une quantité d’air dans
la porosité ouverte du névé indépendante du temps, quelle que soit la profondeur. Il est alors
possible de simplifier I'équation (I11-3), ce qui donne :
Mg—zw +P, =0 | (111-6)
Le terme de piégeage di aux bulles sera évalué a I'aide de I'équation de conservation de

Fair dans les bulles.

111.2.2.2.2. Conservation du gaz trace
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I’équation de conservation du gaz trace dans la porosité ouverte du névé s'obtient de
facon analogue. Deux différences sont toutefois a signaler:

e Le flux de gaz trace dans la porosité ouverte a trois composantes au lieu d'une seule
(voir figure 1I1-2). Il g’agit de l'advection du gaz avec le flux d’air, de la diffusion due aux
gradients de concentration entre le haut et le bas du névé et de l'entrainement par effet
gravitationnel (les molécules plus lourdes se trouvant préférentiellement dans le bas du névé)

e Le puits de gaz trace est di, comme pour l'air, au piégeage dans les bulles, mais pour
certaines espéces radioactives, il faut y ajouter une décroissance naturelle.

Ceci s’écrit formellement :

9 9, de  Mge B
aﬁ&(wf_ﬁ(az“ RT D“LPL’JFM*O (I-7)

g et ¢ sont respectivement la quantité et la concentration en gaz trace des pores ouverts,
P, le terme de piégeage du gaz trace dans les bulles, A la décroissance radioactive éventuelle
du gaz trace, M la masse molaire du gaz et [J le coefficient de diffusion apparent de ce gaz
dans le névé. Ce dernier dépend a la fois du gaz considéré (les molécules légeres diffusent plus
vite que les lourdes) et du milieu dans lequel les particules diffusent. En effet, les gaz diffusent

d’autant moins vite que les pores sont tortueux. Une bonne évaluation de ce parameétre

constituera une des étapes essentielles de la méthode de déconvolution du signal

atmosphérique.

II1.2.2.3. Pores fermes (ou bulles)

La figure III-3 montre comment le processus de piégeage des bulles peut étre divisé par

Tesprit en deux étapes élémentaires : une densification pure et une fermeture des pores a

- porosité totale constante,
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Densification
pure (g,.f,,l,)

Fermeture des
pores (£,1,0")

Figure I11-3 : les deux étapes élémentaires lors du piégeage de Uair dans les bulles, Lors de

la premiére étape la porosité totale du névé diminue, mais le rapport porosité ouverte sur

' porosité totale reste inchangé : il n’y a donc pas de piégeage pendant cette étape. Lors de la

-seconde, la porosité totale reste constante mais le rapport porosité ouverte sur porosité totale

diminue. Il y o piégeage d’air pendant cette étape. € et f désignent les porosités totale et ouverte
du névé, [ est l'épaisseur de l'échantillon élémentaire que l'on considére.

I11.2.2.3.1. Premiére étape élémentaire : densification

D’apras les définitions des deux étapes élémentaires données ci-dessus, on a:

Lt

g, &
Jv
ll = f(l +'a—”dt]

L

(I1I-8)

Ce qui traduit mathématiquement le fait que la proportion de pores ouverts n’a pas
- changé et que la densification est due aux variations de la vitesse verticale d’enfoncement des
couches. La conservation de l'air des bulles durant cette phase sobtient simplement en

~ écrivant que la quantité d’air emprisonné n’a pas changé :
Ue = Far =hier -~ fi)eam (11-9)
oll ¢y, est la concentration en air dans les bulles. Dans les deux équations précédentes,

les variables indexées d’'un « 1 » sont considérées a la fin de la phase de densification.

La porosité totale reste inchangée, ce qui peut s’écrire :

e=e, I1-10)
I=1 (-
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La quantité d’air emprisonné sera plus importante & la fin qu’au début de cette phase et il
est raisonnable de penser que 'apport d’air provient de pores ouverts se situant & proximité de

la bulle qui vient de se créer :

Pe=f)et = 1e = 1)+ Pe=r~e, ~ £ ewn (IH-11)

Ce qui revient a dire que la quantité d’air piégé & la fin de I'étape de fermeture des pores
est égale a la quantité d’air piégé a la fin de la densification ajoutée a la différence de volume

fermé multipliée par la concentration en air dans les pores ouverts & la profondeur considérée.

111.2.2.3.3. Identification du terme de piégeage

Dans cette partie, nous faisons appel aux outils du calcul infinitésimal (ie le
développement de Taylor au premier ordre) afin de transformer les équations (II1-8), (ITT1-9),
(IT1-10} et (III-11) en une équation aux dérivées partielles plus facile & utiliser. En effet,
comme l'on considére des transformations élémentaires, les quantités en début et en fin de
premiére ou seconde phase doivent étre trés voisines. Dans un premier temps, on remplace les

variables intermédiaires €, f, et [, de I'équation (III-11) :

Fle-f)t, = ( g)c” (?—f ) C.. (I11-12)

1+—dt
N oz

On fait ensuite un développement de Taylor de cette équation, en négligeant les termes

d’ordre supérieur a 2 ;

e
d[(ﬁ—f)c:;r]x _(E f)cmr a d (f__df] mr (III-]"S)
- En divisant les deux membres de cette équation par df, on obtient une formulation de
Péquation de conservation en coordonnées Lagrangiennes (i.e. le repére est fixé aux couches de
névé). Dans le cas unidimensionnel qui nous intéresse ici, le passage de coordonnées
‘Lagrangiennes 4 un systéme de coordonnées Eulériennes se fait & laide de la formule

suivante, valable pour toute fonction ¢ du modeéle (en pratique, on remplace la fonction ¢ par

les porosités et la concentration en air) :

do_% %

{I1I-14)
dt ot az

Si on utilise de plus hypothése de stationnarité des variables structurelles du névé, on
obtient : |

ofte-res] oe-rxt] 4]

ot dz “rT 3

(I1I-15)
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Il faut noter que l'ordre des deux étapes élémentaires considéré n’a pas d’importance pour
Pétablissement de 'équation (ITI-15). Si on avait supposé que les pores se fermaient avant que
le névé se densifie, un raisonnement analogue aurait conduit & la méme formulation. Le
_ premier terme du membre de gauche de (II[-15) représente la dérivée temporelle de la
- quantité d’air piégée dans les bulles et le second est la divergence du flux de cette méme
~quantité. En raisonnant uniquement sur la forme de 'équation de conservation, on s’apercoit
donc que le membre de droite est le terme dii & apport d’air des pores ouverts vers les pores

fermés. C'est le terme P, qui a été utilisé pour I'établissement de I'équation (ITI-6). Il est

possible de simplifier (III-15) : comme la température et la vitesse d’enfoncement des couches
- sont supposées stationnaires, la dérivée temporelle de la quantité piégée dans les bulles doit

s’annuler, Ceci entraine :

f
d qutr] £ aL;:|
—:—U i —

oz air f oz

(ITI-16)

Le méme calcul théorique peut étre développé pour le calcul de la concentration en gaz
trace dans les bulles, ce qui aboutit 4 une équation similaire a (II1-15) (la dérivée temporelle

ne pouvant pas, dans ce cas, étre négligée).
I11.2.2.4. Résumé des équations et conditions aux limites
d(wq,,,
(a) 9(Wqar) va,. Ei[ﬁ} —0
oz foz|e

(b wqﬂi,.(z = zf) =0

dg 9|\ _p(9(a}_ Mgq —ugE 0 g =
2 afai m(&z(f} fRT}rqu UqfazL}rM °

(IT1-17}
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c, désigne la concentration atmosphérique en gaz trace et z ; est la profondeur de la fin

de la zone de fermeture (i.e. la profondeur pour laquelle il n’existe plus de porosité ouverte). Le
nombre de conditions aux limites permettant la résolution numérique de ce systéme doit &tre
choisi en fonction du type de 'équation aux dérivées partielles considérée. Ainsi, une équation
parabolique telle que (IiI-17-c) nécessite une condition initiale au temps de début de
simulation et deux conditions aux limites (une en haut, et une en bas du domaine), alors
quune équation différentielle du premier ordre comme (ITI-17-e) est entierement définie avec
une seule condition 2 la limite. La figure suivante montre comment ces équations sont prises
en compte pour calculer les rapports de mélange dans le névé et la glace, a partir d’un profil de

coefficient de diffusion donné et d'un scénaric atmosphérique en gaz trace.
P g

Variables d’entrée du modele : p, £, D, a, ¢, T\ M

J A 4 h 4
A

&v’ £ Pair’ G oir

Rapport de mélange
dans les bulles

Rapport de mélange
dans les pores

Figure III-4 : schéma de résolution du modéle de transport montrant Uimbrication dans le
calcul des différentes variables. Dans le rectangle figurent les parameétres dentrée di modéle,
dans les ellipses les variables obtenues par calcul rapide (un rapport par exemple) et dans les

triangles les quantités obtenues par résolution numérique d'une équation différentielle du
systéme ({11-17).

Les différences avec les deux modeéles précédents (Schwander et al., 1993 ; Trudinger et
al., 1997) sont les suivantes. Tout d’abord, le terme de piégeage d’air est explicitement estimé
4 laide d'un calcul de bilan d’air dans la porosité fermée. Ce calcul montre quun flux d’air
ayant une vitesse différente de 'enfoncement des couches doit &tre pris en compte dans les

équations. [Vautre part, les conditions aux limites semblent moins artificielles et mieux
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adaptées au probleme. Enfin, la résolution numérique du systéme (I1I-17) se fait par une

méthode de type différences finies, utilisant une discrétisation implicite en temps.

II1.2.3. Méthodes numériques de résolution

Par souci de briéveté, on décrira uniquement la résolution des équations (II1-17-c, d), qui
sont les équations majeures du modéle de transport. Les solutions des trois autres équations
différentielles sont estimées de maniére analogue.

Le systéme (III-17-c) est réécrit en ordonnant les différents termes de l'équation aux

dérivées partielles de la maniére suivante :

9 _ ,9%q g
H-piiial TI1-18
- P ra—"+pq ( )
avec:

Mg 13

RT f oz

oz RT f oz oz (IT1-19)
po-p2 (1)U 1) ve (1)

oz\fdz) dz\RT foz f oz\eg) oz

:_DB_X_a_Dx_;L+Ei(£)_§E

dz oz f dz\e) oz

Dans les équations suivantes, l'indice i se rapporte & la profondeur (i=1 en surface,
i =nz au fond). La discrétisation implicite en temps de (ITI-18) s’obtient en considérant tous
les termes du membre de droite au pas de temps j+1 et la dérivée temporelle entre le pas j
etlepas j+1:
.j+l _ f+i j+l Fad! J+! Jl

/ _ - ,
; 2 4 =D, Giss (2'?1')—’ T to, q,'+12quH +B,g/" (111-20)
! Ax}

En regroupant les termes de méme indice, on obtient un systéme tridiagonal. La

résolution numérique de ce systéme permet d’obtenir les g/ en fonction des g :

? Les travaux précédents de Schwander (1993) et Trudinger et al. (1997) utilisent des schémas
explicites, ce qui nécessite des pas de temps de quelques heures a4 peine. La discrétisation implicite

permet de prendre des pas de temps de 1 an.
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1 0O 0 . . . O g T s+
-D, o, 1 2D, =D, o 9i /16
+ e 2 _ 0 ) .o 0 .
At 2Ac Ar Axt Ax? 2Ax
0 . .
0 ' ' ' ' e J o (IT1-21)
_ ) . . _ ) ) A . = A -
0 Doyl L2 ZB g oflg|T| L
Ax 2Ar A Ax Ax 2Ax Ar
0 . _ . . o el | o |

‘Des méthodes efficaces sont disponibles pour résoudre de tels systémes d’équations {(e.g.
Press et al,, 1992). L'avantage du schéma implicite, qui n’est pas le plus naturel au premier
abord, est sa stabilité numérique pour de larges pas de temps, ce qui permet d’avoir un modele
direct rapide (en moyenne moins d'une seconde de temps CPU sur un HP9000 pour une
simulation). On utilisera par la suite I'équation matricielle (III-21) sous deux formes

différentes. Tout d’abord une forme réduite :

r I 7]
0

Aq(jﬂ) o Bq(j) — qj+1 = q(1‘+1) (TI1-22)

_O_
Et une forme développée :
i+l i+l i+l
qij:rll'zai‘k'Dk +g" Z(a,i.k Dy +bi)+ gl za”z.k Dy =q/  (1I-23)
. k=1—1 k=i—] k=i—1

I111.3. RECONSTRUCTION DU COEFFICIENT DE DIFFUSION

APPARENT

Nous avons montré dans la section précédente comment il est possible de déterminer les
rapports de mélange dans le névé et la glace a partir des rapports de mélange atmosphériques
et de la connaissance de certains parameétres physiques liés & la structure du névé. Parmi ces
parameétres, le coefficient de diffusion est mal connu. Il n'existe pour le moment que peu de
mesures, et celles-ci posent des problémes expérimentaux (¢f thése I.. Arnaud). Une idée est
donc de calibrer le modele ci-dessus & I'aide d’'un gaz trace dont le scénario atmosphérique est

relativement bien contraint. L’enregistrement le plus long (i.e. une quarantaine d’années de
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mesures dans 'atmospheére) connu étant celui du dioxyde de carbone, c’est ce dernier que 'on a
choisi comme traceur pour ajuster le profil de coefficient de diffusion. Cet ajustement se fait
. par méthode inverse, en remarquant que les outils développés pour linversion d'un probléme
linéaire ne s’appliquent pas ici (par exemple, si P'on multiplie par 2 le coefficient de diffusion D,
on n’a aucune raison de trouver un rapport de mélange en gaz trace deux fois plus important

dans le névé).

II1.3.1. Principe de la méthode de controle

Le profil de coefficients de diffusion ne peut pas s'obtenir de facon immédiate (voir figure
I1I-5 ). 11 s'agit donc de mettre en place une méthode améliorée d’essais et d’erreurs afin de

trouver le meilleur jeu de paramétres libres possible.

Parametres fixes,
bien connus

Rapports de mélange
dans les pores ouverts

MODELE DE et dans les bulles
TRANSPORT

Parametres libres =
coefficients de diffusion

NON .
Y a-t-il accord avec

les observations ?

Choix d’un meilleur
jeu de paramétres libres

Figure III-5 : L'ajustement des coefficients de diffusion n'est pas une procédure directe.

Une des clés d’'une telle méthode est I'évaluation de 'accord entre les rapports de mélange
_calculés et les observations. L’accord (ou plutét le désaccord) modele vs observations est assez

bien représenté mathématiquement par la somme des écarts quadratiques entre les valeurs

obs

de rapport de mélange observées (d7

) et les valeurs prédites par le modele aux points de

mesure correspondants (d./f)). Sans entrer dans le détail, cette fonction est bien adaptée au

cas ou le bruit sur les mesures est de type Gaussien.
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n

J = %Z{ (d_fﬂ;f) -d )2 (I11-24)

C’est cette quantité J que nous essayons de minimiser afin de rendre le modale de

transport le plus fidéle possible aux observations.

II1.3.2. Principe de la minimisation par gradients
conjugueés

La plupart des algorithmes de minimisation multivariable utilisent I'information contenue
dans le gradient de la fonction & minimiser pour atteindre rapidement la solution souhaitée.
La connaissance d’'une direction de descente permet en effet de restreindre la recherche 4 une
région de l'espace des paramétres libres du modéle dans laquelle on sait qu'il existe de
meilleures solutions que celle précédemment estimée. Linformation fournie par le gradient
permet donc de transformer un probléme de minimisation & plusieurs variables en une
succession de minimisations unidimensionnelles. On présente ici trés rapidement Palgorithme
des gradients conjugués qui est utilisé dans ce chapitre (pour plus d’informations, cf Press et
al.,, 1992). Cet algorithme a été inventé de maniére indépendante par Hestenes et par Stiefel,
qui ont ensuite collaboré pour 'amélioration de leur méthode en 1952.

On suppose que la fonction & minimiser est une forme quadratique symétrique définie
positive {nous n’avons pas montré que l'index de performance défini par Péquation (I1I-24)
était de ce type, mais, de fagcon générale, on admettra qu'une somme d’écarts guadratiques est

proche d’une forme quadratique). Cette fonction s’écrit :
J(x) = %(Mg,g)—(h,§)+c (111-25)

ot M est une matrice symétrique définie positive de dimensions » xn, b un vecteur de

R, ¢ un scalaire, (.,.) désigne le produit scalaire’ dans R* x R". Le gradient de cette fonction
quadratique est :
VJ(x)=Mx—b (T11-26)
Cette équation permet lobservation suivante (qui sera utilisée pour Pétude de la

dynamique de lice-shelf) : trouver les points critiques d’'une forme quadratique (i.e. les points

’ Le produit scalaire dans espace dual est une généralisation du produit scalaire classique utilisé
par les physiciens. Il vérifie quatre propriétés élémentaires : la positivité (le produit scalaire d'un
vecteur x par lui-méme est positif ou nul, le produit scalaire étant nul si et seulement si X est nul), la

symétrie (x,y)=(y,x)), la linéarité (x,y+z)=(x,v)+(x,2)) et la continuité ((ox,¥)}=o(x,y) pour tout scalaire

o). En pratique, le produit scalaire (x,y) est égal au produit matriciel gTy .
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olt son gradient s’annule, ce qui inclut les minima) est trés similaire a4 la résolution d’un
systéme linéaire. Le principe de lalgorithme est la minimisation le long de vecteurs de
recherche r,, que l'on construit par récurrence. On part d’un vecteur X, arbitraire et le
premier vecteur de recherche est donné par la direction du gradient de J correspondant a ce

vecteur (si celul est non nul): ceci permet de définir une meilleure estimation de la solution

X,
r,= VJ(;O)
. (W(E_O)’E_G) (I11-27)
° (Mr,.d,)

X, =X, — K,
Si la nouvelle estimation ne correspond pas a un poeint critique de la fonction J, alors on
construit de proche en proche les différents vecteurs de recherche a laide des formules de

récurrence suivantes :

(7 (0. VT (x,)
)
r, =VJ(x, }+a,r,

‘ (l\ﬂk Ly )

Xpi1 =X — I Y,

k =

. (111-28)

Différentes versions de cet algorithme existent, suivant la formule choisie pour o,.

L’algorithme décrit par les récurrences (III-28) correspond 4 la forme Fletcher et Reeves
(1964) des gradients conjugués, qui sera utilisée par la suite. Signalons que d’autres critéres
tels que celui de Hestenes et Stiefel (1952) ou Polack et Ribidre (1969) ont été proposés. Dans
le cas ot la fonction & minimiser est une forme quadratique, les vecteurs de recherche
construits par les équations (II1-28) sont deux & deux orthogonaux et 'algorithme converge en
- n {ordre de la matrice M) itérations au plus. D’'un poeint de vue numérique, cet algorithme
utilise des opérations simples, a savoir:

¢ le produit d’'une matrice par un vecteur,

« le produit scalaire de deux vecteurs,

» la somme d’un vecteur et d’'un scalaire multiplié par un vecteur.

Dans le cas plus général qui nous intéresse, les vecteurs de recherche ne sont pas

nécessairement orthogonaux mais la convergence de I'algorithme est assez rapide.
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II1.3.3. Calcul du gradient de I'index de performance

Nous avons vu qu'un point important de la calibration des coefficients de diffusion était [a
détermination du gradient de J par rapport aux parameétres libres du modele. Si J peut
s'écrire sous la forme (1I1-25), alors le calcul du gradient est immédiat. Ce chapitre montre

comment on peut calculer ce gradient, dans le cas ol f est défini par (I11-24).

I1.3.3.1. Calcul numérique

Si Pon dispose de moyens de caleul puissants, la solution qui semble naturelle est
d’estimer ce gradient comme une dérivée numérique classique a l'aide, par exemple, d’un
schéma aux différences finies centré. Il existe deux inconvénients majeurs a ce type de calcul :

e Le choix du pas de discrétisation n’est pas aisé : comment le choisir suffisamment petit
pour que lapproximation des différences finies soit cohérente, sans que les erreurs de
troncatures affectent le résultat 7 De plus il est tout & fait possible que la valeur optimale du
pas dépende de la composante du gradient que I'on veut calculer.

¢ Si le modele de transport comporte nz paramétres libres, le calcul du gradient par cette
méthode nécessitera alors 2X#nz résolutions du modéle direct, ce qui peut vite devenir trés
contraignant, au niveau des temps de calcul.

Dans les parties suivantes, nous montrons comment il est possible de calculer le gradient
de l'index de performance de maniére exacte et plus rapide (le temps de résolution est alors
indépendant du nombre de paramétres libres du modéle). Le calcul numérique du gradient
sera donc utilisé uniquement comme un moyen de tester le calcul exact qui fait appel au

formalisme mathématique plus élaboré, décrit ci-dessous.

I111.3.3.2. L’équation adjointe

Dans un premier temps, il s’agit d’incorporer les équations du modele direct de transport
des gaz, comme contraintes de l'index de performance. Deux possibilités s’offrent alors & nous :
- on introduit les équations du modéle soit sous forme continue (i.e. donnée par le systéme (I11-
17)), soit sous forme discréte (i.e. donnée par (III-20)). Cette transformation se fait par
l'utilisation d’'un multiplicateur de Lagrange soit continu (fonction de l'espace et du temps),
soit matriciel. Dans cette partie, nous verrons que ces deux approches, bien que faisant appel

a des outils mathématiques un peu différents, sont équivalentes.

I1.3.3.2.1. Version continue

La seule équation du modele de transport ot apparaissent explicitement les parameétres

libres du modéle, c’est & dire les valeurs du coefficient de diffusion apparent, est (J1I-17-c) ou
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(ITI-18) (qui est la méme équation écrite différemment). C'est cette derniére que nous

_ introduisons dans l'index de performance:
1 re obs
133 (g -az)

tpay aq a2q a(]
+ ! !{5_1) 37 —Oﬂg— By |u(z.0).dz.dt |
’ (111-29)
— nTiIObs l],. (Z)dz

_ 1 T alr=1,)
2M¢ 5| G

le

dqg __ a_q_
J.J.(E)t D o Py Bq}.u(z,t).dz.dt

Il faut remarquer que l'index de performance ainsi transformé est exactement le méme
que celui défini dans (11I-24) car la double intégrale est nulle quel que soit le multiplicateur de

Lagrange [i(z,f). Le passage de la somme discréte de l'index de performance & Fintégrale
continue se fait par l'utilisation d'un fonction porte 1, (z) qui vaut 1 si la valeur de z

correspond & la profondeur du point de mesure, au pas d’espace Ax prés. En pratique, le
multiplicateur de Lagrange n’est pas choisi de maniére quelcongue : il est au moins deux fois
dérivable en z et une fois en temps. De plus, il est choisi de facon & satisfaire la condition
d’Euler - Lagrange, associée au probleme :

v (IT1-30)
9

Nous verrons par la suite les implications de cette condition. La différentiation de I'index

de performance par rapport a toutes les variables du probléme donne :
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z;.
fl

i 4 L z) '
LA |2

iy
+jj(g_?_ 3—q— “""“Bq]ﬁu dz.dt
00
+rj:f5[a—qj W.dz.dt
- y (III-31)
fr2y trz 82(]
10828 wakar- o0 2 paea
040
—Tj:as(a?] W.dz.df — tjjSo&.-a%u.dz_dt
ff‘:f trzp 0

jjﬁsquzdr—jjaﬁqudzdt

~ L’intégrale double de la seconde ligne est nulle par construction (g est solution du modéle

direct). D’'autre part, les autres intégrales sont transformées 2 Paide dintégrations par

: part_ies", ce qui donne :

Q qair

:—j{ (q 4) —d® ﬁ.ﬁq(txtf).dz

Iy

+ 'I[u.fiq];f dz - I I(%).Sq.dz.dt
—ﬂwﬁ[%ﬁd’*ﬂag Td“t“ ") s
—ﬂaz)a - udzdt—_[[uocﬁq] dx+ﬂ Ho )6 dz.dt
o)

_tjfuﬁaqd* dt+”( x 6D+x6[a D ug.ds.dt

En regroupant ensuite les différents termes, en intégrant & nouveau par parties pour

{I11-32)

dq
dz.
]8 .dz.dt

éliminer les termes 6( ] et en supprimant les termes nuls, on obtient :

oz

* L’idée de ce calcul est de transformer les différentielles des dérivées (spatiale et temporelle) de ¢

en différentielle de ¢.
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qair - qaz'.- Ax

oz (I11-33)

Et finalement, aprés quelques simplifications :

&I:zf[(q(f =) dabsqu(z i = tf)]ﬁq(f:tf).dz

0 Qm'r
tfzf 2
—J'J'{a—u'—%a (2 ) a(u )+u,[3] dq.dz.dr
X C (IT1-34)

TzfausD(aq xqjdza’w‘[[( q—g—]uﬁl)} dr

C’est & ce stade du calcul que Yon fait appel & la condition d’Euler - Lagrange (111-30).
Cette condition nous permet d’exprimer la différentielle de J en fonction des paramétres libres
(coefficients de diffusion apparent) et du multiplicateur de Lagrange qui vérifie désormais

Téquation adjointe du probléme, a savoir :

u (D) Bpe) o

8t+ oz* dz tHp=0

q(f = {f) obs 1]’ (Z)

Bl ST A A V=

{ Gor }qm-,Ax # ({ r ) 0 (LII-35)
wz=0)=0

H(zzzf)xo

Il g'agit d’'une équation aux dérivées partielles de type parabolique, similaire & 'équation

de diffusion du modéle direct. Une analyse un peu plus approfondie montre quil 'agit d’'une
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équation de diffusion rétrograde’ n’ayant aucune signification physique. Ceci est confirmé par
le fait que la condition & la limite en temps n’est pas une condition initiale, mais une condition
finale (en t = t). Sous ces conditions, la différentielle de I'index de performance (I11-34) se
simplifie :

rf:_f
§ = j | %61).(9‘1%}.67'2.5;; (111-36)
oz d
00

'z

Le calcul exact du gradient de 'index de performance s'obtient donc par I'intermédiaire de

la résolution d’'une équation aux dérivées partielles, puis par le calcul d’une intégrale double.

I1.3.3.2.2. Version discrete

51, au lieu d'introduire les équations du modéle direct sous leur forme continue, on les
introduit sous forme discréte, on obtient des informations supplémentaires sur la facon
optimale de discrétiser 'équation adjointe. Ceci se fait en utilisant quelques régles de calcul
matriciel. On augmente donc I'index de performance d’'une somme de termes nuls de facon tout
a fait analogue a (I11-29) :

I3 - (g -a)

=Y
o (I1-87)
. ZEU) (Agm —Eg”k” _ qu‘))

=2 =

1 et dsont des vecteurs colonnes contenant respectivement les valeurs discrétes du

multiplicateur de Lagrange et des rapports de mélange. A et B sont les matrices qui ont été

définies dans la section Méthodes numériques de résolution. Pour choisir de facon astucieuse le
multiplicateur de Lagrange, on utilise, comme pour la version continue, la condition d’Euler -
Lagrange, qui s’écrit ici :

o

Vi, j)e{lnz}x {l.nr} o,
q;

(I11-38)

° On peut faire cette constatation & chaque fois que l'on cherche I'équation adjointe d’'une équation

de diffusion : ceci provient des changements de signe induits par lintégration par parties. Ainsi

de d'c
Péquation adjointe d’'une équation de diffusion sous sa forme la plus simple E = 8_2 sera
au . | .
_a_t_ = ma—z car Uon a dans le membre de gauche une dérivée au premier ordre et une dérivée seconde

dans le membre de droite. Ce type d’équation n’a aucune signification physique, au sens ou il serait
vraiment étonnant qu'elle découle d’'une équation de conservation : elle provient uniquement de la

logique variationelle de la minimisation.
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Ce qui génére 'équation adjointe suivante® :

AT“’U—I) _ET““U) =0
{ ATu(nr) = ‘.If . {111-39)

On peut remarquer que, tout comme pour la version continue de 'équation adjointe, la
condition & la limite en temps est une condition finale. Les composantes non - nulles du

vecteur colonne y sont fonction de la différence modeéle vs observations :

dob; (nrl)
Vie{la} g, = Do (I11-40)
¥ (Fhair q]’(f)ﬂj,-

I11.3.3.2.3. Equivalence des deux approches

Les deux approches, continue et discréte, décrites précédemment, sont & peu preés
équivalentes, et les multiplicateurs de Lagrange trouvés dans les deux cas ont des valeurs
identiques, aux erreurs numériques prés. Si la premiére méthode permet sans doute
d’appréhender la méthode variationelle d'une facon plus physique, elle posséde le principal
inconvénient de ne pas tenir compte de la discrétisation du modéle direct. D’autre part,
l'approche discréte nous montre que suivant le type de schéma numsérique utilisé au aépart
{explicite ou implicite, par exemple) la résolution numérique de I'équation adjointe doit &tre
modifiée. En effet, la discrétisation de I'adjoint n’est pas forcément égale a 'adjoint de la forme

discréte qui nous intéresse ici.

1I1.3.3.3. Détermination du gradient

La forme discréte du gradient de l'index de performance sobtient en différenciant
Iéquation (I11-37) :

ne nz—l i+l

&/ = 2 2 W ZSD*' (aﬂ’qujﬁ +a', q/ +a”i, g’ ) _

wo (IT1-41)
= u/ Z G B0

=2i=2 kel

Apreés quelques manipulations sur les indices de sommation, en intervertissant les signes

sommes et en imposant {, ;, nuls pour / =1 et i =, on obtient :

6 . - . s . N
Ce calcul repose sur la constatation simple suivante, qui découle des régles de base du caleul
matriciel : soit a et b deux vecteurs colonne de dimension nz, on a alors (indice i indique la i™

d

Crl , T
composante du vecteur cons1dere}:‘v’re{l..nz} [g l_)]=a,. Pour sen persuader, on pourra

développer le scalaire gT[_).
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m=f ot 3

8= NN W obisea 40D, (111-42)

i=2 j=1 k=I
Comme, d’autre part, on peut écrire la différentielle de Iindex de performance sous la

forme :

nz=!

& = Z—SD (I11-43)

On obtient done, par identification, les composantes du gradient par rapport aux

parametres libres du modéle :

dJ -
D = 2 2 T SR (II1-44)

II1.3.3.4. En résumé...

Dans ce chapitre, nous avons fait la majeure partie du travail associé a la mise en place
d’'une méthode de contréle. Nous avons appliqué des outils mathématiques classiques, sous
forme de recette, afin d’extraire le gradient d’'un index de performance qui nous est nécessaire
pour atteindre rapidement une estimation correcte des coefficients de diffusion apparents. Le
principal avantage de ce formalisme est la rapidité du caleul du gradient : la résolution de
I'équation adjointe (I1I-39) nécessite 4 peu prés le méme nombre d’opérations que la résolution
du modéle direct, puis chaque composante du gradient (III-44) s'obtient par une somme

de 3 X ntf termes.

I11.3.4. Probléme de non - unicité de la Solution

Si l'on applique l'algorithme précédent tel quel, en partant d’'une supposition initiale sur
les coefficients de diffusion apparents, on s’apercoit de Iinadéquation de la méthode. Le
coefficient de diffusion peut prendre des valeurs complétements irréalistes, souvent méme
supérieures a la valeur théorique du coefficient de diffusion moléculaire du dioxyde de carbone
dans I'air, ce qui physiquement n’est pas acceptable (par exemple, a-t-on spécifié quelque part
que le coefficient de diffusion ne pouvait pas étre négatif ?). Le plus surprenant est que ces
profils sont tout & fait capables de reproduire les observations. L’algorithme de minimisation
est donc correct, mais il n’a pas les informations nécessaires pour trouver la solution qui nous
intéresse. Pour ajouter les informations supplémentaires nécessaires a4 la résolution du
probléme inverse, on pourrait se donner, comme dans le cas du chapitre II, une matrice de
covariance a priort sur les parametres & reconstruire. On pourrait également régulariser

lindex de performance comme on le montrera dans la section suivante pour la reconstruction
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du scénario atmosphérique. L'approche décrite ici est moins élégante, mais I'expérience semble
montrer qu'elle donne des résultats satisfaisants. On impose au coefficient de diffusion:

» d’'étre positif,

e d’étre une fonction croissante de la porosité ouverte (et, a fortiori, une fonction
décroissante de la profondeur),

e de s’annuler au fond du névé, puisque la porosité ouverte devient nulle.

Toutes ces propriétés sont vérifiées si l'on effectue le changement de variables suivant :

nz-1

D, =D, exp(@,) (IT1-45)

I=i

D, est un coefficient de diffusion de référence’ pris égal 2 1 m® a’. Si maintenant on

| aJuste les @; et non plus les D, I'espace des solutions se restreint & des fonctions ayant les

trois caractéristiques précédentes (leur nombre peut se restreindre a deux car la premitre est
une conséquence directe des deux autres). Le gradient de l'index de performance par rapport

‘aux nouveaux paramétres libres du modele (¢,) s’obtient alors en combinant les équations

(TI1-44) et (TT1-45).

aJ { nt 3 )
2L exp@) Y Y i niase (I11-46)

90 =2 j=2 %=1

Ce changement de variables comme ajout d'information a priori est une liberté que je me
permet par rapport & la théorie des problémes inverses. Il n’a pas été prouvé par exemple que
Ia solution ainsi reconstruite était unique mais des reconstructions sur quatre sites (Vostok et
DE08-2, Pole Sud et GISP2 - seuls Vostok et DE08-2 figurent dans cette thése) semblent étre
cohérentes & condition de ne pas sous estimer le bruit sur les données dans le critére d’arrét.
Cet ajout d’information a priori est un point qui devrait sans doute étre réexaminé pour
I'amélioration de la méthode, en utilisant par exemple les concepts décrits dans V'introduction

de cette thése ou, beaucoup mieux, ceux développés par Tarantola (1987).

" On utilise ici uniquement la positivité de Pexponentielle. On choisit 'exponentielle par rapport &
une puissance ou une valeur absolue, car c’est une fonection positive, infiniment dérivable et ne
possédant pas de points ou la dérivée s’annule.

® L’exponentielle d'une quantité dimensionnelle n’est pas définie : c’est la seule raison pour

laquelle on utilise D, .
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IIL.3.5. Résultats et analyse de ’erreur

I’algorithme de minimisation par gradients conjugués a été appliqué & la reconstruction
du coefficient de diffusion de deux sites Antarct'ique, I'un a forte accumulation de surface

{DEO08) et Pautre a tras faible accumulation (Vostok).

II1.3.5.1. Parameétres fixes d’entrée et observalions

La procédure d’ajustement nécessite la connaissance de parametres bien connus:

e Un scénario CO, sur les deux cents derniéres années. Des mesures directes dans
Patmosphére ont été effectuées de 1957 & nos jours (Keeling and Worth, 1994) et les valeurs
-antérieures proviennent d’un scénario qui a été proposé par Etheridge et al. (1996), basé sur
des mesures dans les carottes DE08, DE08-2 et DSS. Il faut donc étre conscient que le
scénario antérieur a 1957 contient une incertitude beaucoup plus importante, et ce pour deux
raisons. Premiérement la mesure en elle méme est beaucoup plus imprécise (de l'ordre de 1.2
ppmv d’erreur, par rapport & environ 0.1 ppmv pour la mesure directe dans 'atmosphére). La
seconde raison est que la déconvolution de ce signal « glace » a été effectuée & I'aide d'une
méthode beaucoup moins élaborée que celle décrite ici, sans prendre en compte la diffusion
dans le névé polaire.

» Les parameétres de structure du névé : profil de densité et porosité ouverte, la porosité
totale et fermée se déduisant de ces profils & 'aide de formules simples. Ces parameétres ont
été mesurés avec précision par J-M. Barnola dans les deux névés étudiés ici (DEO8 et Vostok).

¢ Les données climatiques : température et accumulation de surface du site considéré.

¢ Les constantes physiques: constante des gaz parfaits, masse molaire du dioxyde de
carbone, accélération de la pesanfeur...

» La composition en dioxyde de carbone des prélévements d’air effectués dans les deux
névés. En ce qui concerne DEO8, ces données ont été publiées par Trudinger et al. (1997). Les
données non publiées de Vostok nous ont été aimablement fournies par E. Dlugokencky et P.
Tans (NOAA/CMDL.). Dans les deux cas l'incertitude sur ces mesures est d’environ 0.3 ppmv,

ce qui prend en compte Uerreur chromatographique et Perreur d’écliantillonnage’.

] vy, . . . . . . . -
La quantité d'air prélevée n’étant pas négligeable, la mesure n’est pas représentative d'une
profondeur donnée, mais d'une zone de 1 4 2 métres d’épaisseur, ce qui est une source supplémentaire

d’incertitude.
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Figure II1-6 : Profils de porosité ouverte et totale et de densité & Vostok et & DEOS, utilisés
comme entrées du modele de transport de gaz. Ces courbes proviennent de splines effectuées sur
les mesures de J-M Barnola (communication personnelle).

I11.3.5.2. Reconstructions

On utilise I'algorithme de minimisation par gradients conjugués a partir d'un état initial
simple (¢, nul pour tout ) jusqu'a ce que 'accord modele vs observations soit jugé acceptable.
Dans la pratique on arréte la minimisation quand l'index de performance est inférieur & une
valeur tabulée de la loi de Pearson, ce qui revient a faire un test du y°, pour savoir si les
valeurs données par le modele et par les mesures ont des chances d’appartenir a4 la méme

distribution normale™. On peut étre tenté de sous-estimer les erreurs sur les points de mesure,
et de stopper la minimisation lorsque l'index de performance est trés inférieur a la valeur du
x’: dans ce cas, algorithme peut donner des profils de coefficients de diffusion irréalistes (trés
fort gradient de coefficients de diffusion, par exemple). Un moyen plus élégant d’éviter ce

robléme de sur-interprétation des données serait I'utilisation d’une répularisation similaire 4
g

¥ Le test du %" est un test qui doit &tre utilisé afin de rejeter éventuellement une hypothése. Le
principe de base est de se fixer une probabilité de « condamner & tort un innocent », généralement prise
égale & 5%. Sil'index de performance est supérieur a une valeur tabulée (loi de Pearson), alors on peut
raisonnablement (i.e. 4 5% prés) dire que les observations et le modéle ne suivent pas la méme
-distribution Gaussienne. Si, en revanche, la valeur de I'index est inférieure a la valeur tabulée, alors,
en toute rigueur, on ne peut rien conclure... Dans la pratique {et ici en particulier) on suppose souvent

que si I’hypothése n'est pas rejetée, c’est qu'elle est acceptable.
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celle utilisée pour la reconstruction de la composition atmosphérique. Néanmoins, au vu des
profils de coefficients reconstruits, un tel ajout de complexité a la méthode ne semble (dans un
premier temps) pas nécessaire. En choisissant un critére d’arrét basé sur le test du ¥, la

méthode converge vers une solution proche de I’état initial. I est donc important de tester

Pinfluence de I'état initial sur la reconstruction.
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Figure 1II-7 : Profils standards et enveloppes de coefficients de diffusion reconstruits
laide de la méthode de contréle, pour chacun des sites d'observation (Vostok et DE0S-2).

I11.3.5.3. Erreur

Sur la figure II1-7 sont également représentées des enveloppes autour des valeurs de
coefficients de diffusion reconstruits. Ces enveloppes ont été obtenues en bruitant les mesures
de CO, dans le névé avec un bruit Gaussien ayant un écart-type de 0.3 ppmv, ce qui
correspond a lerreur donnée par lexpérimentateur sur sa mesure. On réutilise alors
lalgorithme de la méthode de contréle dans les mémes conditions, avec ces nouvelles

« observations » ; on recommence 60 fois I'opération pour chaque site, avec différents champs

" En pratique, ce bruit Gaussien a 6té genéré par la fonction FORTRAN (HP) GRAN : il ne ’agit
pas a proprement parler d'une suite de nombres aléatoires, mais d’'une suite de nombres « pseudo -

aléatoires ».

84




De Pair des bulles & ’'atmospheére du passé

d’observation bruités et différents états initiaux. On fait varier ¢ de I'état initial de -1 4 1, ce

qui représente des variations importantes sur le coefficient de diffusion (d'un facteur &, i.e.
supérieur & 7). Des enveloppes contenant les valeurs inférieures et supérieures de tous les
profils de coefficients de diffusion peuvent alors étre construites. La largeur de ces enveloppes
mhontre que le profil de coefficient de diffusion est relativement bien contraint, mais il n’est pas

exclu que ceci soit un artefact di au changement de variables (I11-45).

I11.3.6. Discussion

Les reconstructions, bien que d’allures similaires, semblent montrer une dépendance du
coefficient de diffusion en fonction du site. Ces différences sont dues & des effets de
température et de pression (des formules existent pour corriger les coefficients de ces effets, cf’
Arnaud, 1997), mais sans doute aussi aux différences de structure des deux névés étudiés (i.e.
de tortuosité des pores).

Des mesures directes de coefficients de diffusion apparents dans le névé polaire ont été
- effectuées sur quelques sites (Schwander et al., 1988 ; Arnaud, 1997). L'expérience consiste a
- faire diffuser un gaz trace dans un gaz porteur (s’écoulant A différentes vitesses) & l'intérieur
d'un échantillon de névé. Le coefficient de diffusion qui nous intéresse s'obtient alors par
extrapolation des coefficients mesurés & vitesse nulle. Ces mesures sont loin d’étre idéales:

- = des problémes importants sont liés aux « volumes morts » au niveau des raccords entre
le porte-échantillon et les tuyaux d’alimentation en gaz

* linterprétation des courbes de percage mesurées par cette expérience nécessite

également l'utilisation en mode inverse d’'un modeéle simple de diffusion.

II1.4. RECONSTRUCTION DE L’ATMOSPHERE DU PASSE

Le modéle de transport des gaz dans le névé est maintenant calibré & I'aide d’un gaz trace
bien connu : le dioxyde de carbone. Le modéle peut alors s’appliquer 4 n’importe quel gaz trace
atmosphérique n’ayant pas d’interactions avec H,O solide, & condition de connaitre le rapport
du coefficient de diffusion de ce gaz par rapport & CO, dans l'air (dans les conditions de
température et de pression du névé). On peut en effet raisonnablement supposer que ce
rapport est le méme dans le névé et dans l'air : ceci revient a dire que le coefficient de diffusion
apparent d'un gaz dans le névé est égal au produit d’une fonction dépendant uniquement du
gaz trace considéré et d’'une fonction spécifique au névé (c’est cette fonction spécifique qui a été

calée dans la partie précédente).
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II1.4.1. Modele unitaire - fonction de transfert air - névé -
glace

Il est possible de montrer que le modele de transport des gaz dans le névé est linéaire par
rapport aux rapports de mélange atmosphériques. On peut s'en rendre compte de la fagon
suivante (ce n'est pas une démonstration, mais un moyen simple de voir ce que signifie ici la
linéarité) : si 'on multiplie par deux toutes les valeurs de rapports de mélange atmosphériques
en dioxyde de carbone pendant les mille derniéres années, alors on retrouvera des rapports de
mélange en CO, deux fois plus importants dans le névé et dans les bulles de glace du haut de
la carotte. Plus rigoureusement, cette linéarité peut étre montrée par récurrénce sur la forme
discrétisée des équations de conservation du modele direct. Mathématiquement, cette linéarité
peut se traduire par une opération matricielle :

Gm=d (111-47)

Le vecteur m contient les valeurs discrétes au cours du temps des rapports de mélange

atmosphériques du gaz trace considéré, d contient les mesures de rapports de mélange

effectuées dans le névé et dans la glace et G est un opérateur linéaire: on l'appellera

abusivement fonction de transfert air - névé - glace. Cette matrice dépend du gaz par
Iintermédiaire de sa masse molaire et de son rapport de coefficient de diffusion par rapport au
dioxyde de carbone. Dans la pratique, on obtient cet opérateur linéaire en calculant
numériquement la réponse du névé & un Dirac en temps du gaz considéré (c’est la réponse
impulsionnelle du névé).

Les avantages que lon tire de la réécriture du modeéle sous forme unitaire sont
nombreux : tout d'abord, il est numériquement beaucoup plus avantageux de faire une
multiplication matricielle que de résoudre un systéme de quatre équations différentielles.
Deuxiémement, il est intéressant de constater que les fonctions de transfert définissent
entiérement la réponse d'un névé 4 un gaz donné: cest la signature d’'un névé a ce gaz. Le
troisieme avantage est 1ié 4 l'utilisation des méthodes inverses (voir introduction ou chapitre
I1).

L’analyse de coupes dans la fonction de transfert peut également s’avérer intéressante
pour la comparaison quantitative des deux sites de prélévement. Ainsi, si 'on considére

lintersection de la surface définie par la fonction de transfert avec une surface £=¢,, on
obtient une courbe en cloche qui est la réponse du névé a une impulsion (Dirac) en £ =¢,. La

profondeur correspondant au maximum de la courbe en cloche est 'endroit ol est localisée la
composante principale de 'impulsion initiale qui a été transportée dans le névé a partir de

t =t,. D’autre part, la largeur de cette courbe en cloche est représentative de la largeur de la
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zone affectée par 'impulsion initiale. Par exemple la composante principale d'une impulsion
Initiale de dioxyde de carbone en 1950 est a une profondeur de 125 m 4 DE08-2 et contribue 2
la concentration des bulles dans une zone allant de 100 m 4 140 m environ.

On peut également considérer Yintersection des fonctions de transfert avec une surface

z = z;. On obtient alors & nouveau une courbe en cloche qui représente une distribution en 4ge
de gaz a la profondeur z, considérée. Si cette courbe a une largeur importante, ceci signifie
que le signal que l'on retrouve a la profondeur z, a été lissé par le névé, qui a moyenné les

rapports de mélange atmosphériques sur plusieurs années. Cette caractéristique est trés
importante car un événement atmosphérique ayant une période caractéristique bien plus
courte que la largeur de cette courbe en cloche a peu de chances d’étre détecté dans les
données de la carotte de glace. On peut donc vérifier a 'aide des fonctions de transfert qu'un
site & forte accumulation tel que DEO08-2 permet une reconstruction plus fine (ce névé a le
potentiel de garder la trace d’événements atmosphériques beaucoup plus brefs) que les sites &
faible accumulation comme Vostok qui permettent de remonter trés loin dans le temps mais

de facon peu précise. L'intersection d’'une fonction de transfert avec une surface z =z, peut

également étre interprétée comme une courbe de « pergage », c’est a dire la réponse temporelle
4 une impulsion initiale ('axe des temps doit alors étre inversé). L'asymétrie des courbes en
cloche, beaucoup plus prononcée pour le site de Vostok que pour DE08-2 est due & la vitesse
du « courant d’air » dans les pores (w ). Ce phénomeéne est par exemple décrit dans une étude
analytique de Levenspiel et Smith (1957) : la distorsion de la réponse temporelle lorsquion
étudie les phénomeénes de diffusion dans un gaz porteur augmente avec le nombre de Peclet

réciproque (ici, D/wz; ). Les coefficients de diffusion et la profondeur du close-off sont & peu

prés égaux pour les deux sites, donc la distorsion dépend essentiellement de la vitesse du gaz
porteur (cest & dire P'air dang notre cas). Cette caractéristique est donc en accord avec les
résultats du modele.

Une derniére information fournie par la fonction de transfert est histoire gaz contenue
dans la porosité ouverte du névé, cest a dire le temps maximum qu'un gaz est capable de
rester dans la porosité ouverte, avant d’étre piégé dans les bulles. Ce point est crucial car il
justifie le raisonnement utilisé pour la calibration du coefficient de diffusion apparent. En
particulier, on s’apercoit que « histoire dioxyde de carbone » du névé de DE08-2 est d’environ
30 ans et de Pordre de 40 ans pour les 95 premiers métres du névé de Vostok (mais plus de
200 ans si Pon considére les 105 m du névé). Il faut étre conscient que le coefficient de
diffusion reconstruit dans les derniers meétres du névé de Vostok contient certainement une
plus grande incertitude car le scénario CO, utilisé n'est trés précis que pour les quarante

derniéres années (car provenant de mesures directes atmosphériques).
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Figure I11-8 : Fonction de transfert air - neige - glace pour le dioxyde de carbone pour les
pores de Vostok (haut, droite) et DEOS (haut, gauche) et dans les bulles & Vostok (bas, gauche) et

DEOS (bas, droite).
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Figure III-9 : intersection de la fonction de transfert CO, bulles avec t = constante t, (a} pour
DEQ0S-2 et t, = 1950, (b) pour Vostok et t, = 1750. Ces courbes représentent la réponse spatiale
du systéme & une impulsion initiale en ¢,
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Figure I11-10 : intersection de la fonction de transfert CO, bulles avec z = constante z,
(105m) pour (a) DE08-2 (b) Vostok. Ces courbes peuvent étre interprétées soit comme une
distribution d’'dge en CO, a la profondeur z, soit comme une courbe de percage & la profondeur
z, (Uaxe des temps doit alors étre renversé, t devenant 1996-t).

I111.4.2, Principe de Pinversion

Comme pour la reconstruction du coefficient de diffusion apparent, le principe de base de
I'inversion est de minimiser la somme des écarts quadratiques entre les valeurs prédites par le
maodele et les valeurs effectivement observées. Cette procédure est adaptée au cas o lerreur
sur les mesures est de type Gaussien, ce que 'on suppose ici. L’index de performance que I'on

essale de minimiser est donc le suivant :
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I, =(Gm-d" )T‘le(&m -a™) (I11-48)

¢ . p
d®” est un vecteur colonne contenant les valeurs de rapports de mélange observés dans le
névé et dans la glace, W est une matrice diagonale de pondération sur les points de mesure.

Ces poids sont pris égaux a l'inverse des variances supposées sur les points de mesure. Ceci
permet de donner plus d'importance aux observations effectuées dans le névé car elles sont

plus précises que dans la glace (d’un facteur 4 environ en ce qui concerne le CO,).

II1.4.3. Non-unicité de la solution reconstruite, fonction

de régularisation

I11.4.3.1. Un probléme mal posé

On veut reconstruire un scénario atmosphérique sur les cinquante derniéres années
environ, ce qui signifie cinquante parametres & reconstruire si l'on désire une valeur par an.
Or, on ne dispose que de vingt & trente mesures dans le névé et la glace : il y a done plus de
parametres a reconstruire que de données, ce qui pose une fois de plus le probléme de non-
unicité de la reconstruction. Pour lever la sous-détermination et obtenir une réponse
approximative, il faut ajouter les informations manquantes. Une procédure classique (Menke,
1989) pour ajouter ces informations au probléme est de minimiser un estimateur des moindres

carrés régularisés”. Ainsi, au lieu de chercher un des minima de I,, on cherche le minimum
de I, +x*L, L étant une norme artificielle destinée a choisir la solution la plus simple parmi

l'infinité de solutions reproduisant les observations et x* un facteur de pondération destiné
donner plus ou moins d’importance & cette norme.

On choisit la rugosité du scénario atmosphérique reconstruit comme norme L
caractérisant la simplicité de la solution : un scénario sera considéré comme simple s'il oscille
peu. Le choix d'une telle norme de régularisation est lié aux éléments que lon connait sur
Phistoire du gaz & reconstruire : dans le cas du méthane, on se doute que I'amplitude des
variations est restée modérée, compte tenu du cycle du méthane et des échelles de temps que
Ton considére. Toutefois, le choix d’'une autre norme est envisageable et la méthode d’inversion

peut alors étre facilement adaptée a d’autres régularisations (platitude du scénario, accord

¥ Noter que la technique d’inversion suggérée dans ce chapitre est différente de linverse
stochastique utilisée pour I'étude de la paléothermométrie & Vostok. Il s’agit ici d’une vision du

probléme inverse un peu différente de celle de Tarantola (1987),
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avec les observations récentes,...). La rugosité d’une solution est décrite par la norme

suivante :
L=m'F'Fm=m"W m (IT1-49)
avec
i 0o . .. 0
-1 2 -1 0 . O
-1 2 -1
F= (ITI-50)
0 . . =1 2 -1
0 . . .01

Il est alors possible de montrer (Menke, 1989) que le minimum de I, +k*L s'obtient par

les opérations matricielles suivantes:

GT

1<

mest :[QTEQQ‘HCz egobs

w,]
=W,'G"[GW /G +x*W,
— G—gdobs

‘]ﬁlg"*’s (II1-51)

Dans Péquation précédente, qui donne deux formulations équivalentes pour atteindre une
estimation des rapports de mélange atmosphériques, apparait linverse dune matrice

symétrique. Il est possible que cette matrice soit numériquement singulidre pour certaines

valeurs du facteur de pondération x?, et dans ce cas il faudra augmenter la valeur de k2 afin
de rendre la mafrice inversible. Des algorithmes efficaces sont disponibles pour inverser ce

type de matrice : on utilise la décomposition de Choleski (i.e. la matrice est mise sous la forme
HTE, U étant une matrice triangulaire supérieure) pour l'inversion. G# apparaissant dans
(ITII-51) est aussi appelée linverse généralisée de g par analogie aux matrices inverses
classiques. Il ne faut toutefois pas oublier que cette matrice inverse généralisée dépend d’une

norme artificielle L et de I'importance gqu'on lui donne x 2,
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II14.3.2. Influence de la régularisation
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Figure III-11 : reconstruction en CO, atmosphérique en ppmv (¢ gauche) effectuée en
utilisant (III-51) et comparaison entre les valeurs de rapports de mélange predr,ts par le modéle

et les observations de DE08-2 (& droite). Quatre valeurs différentes de x* sont utilisées pour

montrer Ueffet de la norme artificielle introduite dans Uindex de performance. Si ¥* est choisi
trop petit, les sorties du modéle et les données sont en trés bon accord, mais le scénario

reconstruit présente des oscillations peu réalistes. Si, au contraire, x° est choisi trop grand, le
seénario reconstruit est lisse, mais les valeurs prédites sont trop éloignées des mesures (le test du

v* nest pas satisfait pour x®=10000). En tirets (gauche) est tracé le scénario de référence utilisé
pour calibrer le coefficient de diffusion apparent (c’est ce scénario que l'on devrait reproduire).

Dans un premier temps, nous avons essayé de reconstruire le scénario CO, a4 partir des
données névé et glace de DE08-2. Bien entendu, il s’agit d'un exercice académique puisque le
scénario CO, est bien connu sur cette péricde, et qu’il a été utilisé pour la calibration du
coefficient de diffusion : ces simulations ne peuvent donc étre considérées que comme un test

de validité de la méthode et non comme une véritable reconstruction. Les opérations

matricielles de I'équation (I1I-51) ont été effectuées pour plusieurs valeurs de x”.
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Cette figure illustre les difficultés liées a la non-unicité de la solution reconstruite. Ces
difficultés ne sont pas spécifiques & la méthode inverse utilisée, mais sont inhérentes au

probléme inverse de reconstruction de l'atmosphére & partir des bulles. Les scénarios

correspondant & k% =001, 1 et 100 sont tous trois capables de reproduire de facon

. satisfaisante les mesures dans le névé et la glace. Afin de choisir la solution (c’est & dire la

valeur optimale de x?) parmi l'infinité proposée, on applique le principe du rasoir d’'Occam

(afin d’éviter une sur - interprétation des données), en supposant guun scénario simple est un

scénario lisse. On choisira donc k2 de fagon & retenir le scénario soit le plus lisse possible et
que les sorties du modale de transport reproduisent les mesures de maniére satisfaisante.

Toutes les reconstructions atmosphériques figurant dans la suite de cette theése sont
présentées pour un ¥ 2 maximal, tel que accord modeéle - observations soit dans les critéres du

test du ¥ (ici k2 = 100).

I111.4.4. Analyse de Yerreur

Dans le cas des problémes inverses linéaires, on dispose de deux outils d’analyse de la

précision de la reconstruction : la matrice de covariance et la matrice de résolution du modele.

1. 4.4.1. Maitrice de covariance

Lorsque l'on interpréte des résultats expérimentaux, on travaille souvent, non pas avec
une seule mesure, mais avec un jeu de données (d, d,...d, ). On a alors besoin de quantifier la
probabilité qu’a un jeu de variables aléatoires d’avoir une valeur donnée. La distribution

jointe P(d) est la probabilité que la premiére donnée soit dans le voisinage de d,, que la

seconde soit dans le voisinage de d,, et ainsi de suite... Si les données sont indépendantes, alors
cette distribution jointe se réduit au produit des distributions individuelles. Dans notre cas, les
mesures dans le névé et la glace peuvent raisonnablement étre considérées comme
indépendantes, mais il y a de fortes chances pour que les valeurs reconstruites de rapport de
mélange atmosphérique dépendent les unes des autres. Il est alors pratique d'utiliser les

matrices de covariances (écrites ici pour un vecteur de l'espace des données) :

lcovdl,, = | (d, ~(d),)d, - (d), )P(d)dd (IT1-52)

J

Les éléments diagonaux de la matrice de covariance sont une mesure de la largeur de la
distribution des données, et les éiéments non-diagonaux indiquent le degré avec lequel les
paires de données sont corrélées. [.a matrice de covariance des parametres du modéle dépend
a la fois de Verreur sur les données (c’est a dire la matrice de covariance sur les données qui ici

se réduit 4 une matrice diagonale) et de la maniére dont cette erreur est transmise des
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données aux parameétres du modeéle. Cette transmission de FPerreur ne dépend que de la
fonction de transfert et de Pinverse généralisée, mais pas des données. On peut montrer que la
covariance sur les paramétres reconstruits s’obtient 2 laide des opérations matricielles
suivantes (Menke, 1989) :
[covm]=G™*[cov g](g’g )T (I11-53)
Il faudra faire attention & ne pas confondre covariance et covariance unitaire qui peut étre
utilisée dans certaines études. La covariance unitaire est normalisée et caractérise le degré
d’amplification de lerreur des données sur les paramétres reconstruits. Quand on veut
| comparer quantitativement les erreurs sur deux reconstructions (effectuées a 'aide de données
de sites différents par exemple), il est délicat de travailler directement sur les matrices
covariances. Une mesure couramment utilisée (Menke, 1989) pour comparer ces matrices

covariances est la suivante (size) :

size(lcovm]) = H[var m]m( j = i [cov Lﬂ_],-,- (X11-54)
i=l

Un des inconvénients d’une telle mesure est qu’elle ne prend pas en compte les éléments

non-diagonaux de la matrice de covariance.

II1.4.4.2. Matrices de résolution
La matrice de résolution du modéle a pour but de déterminer si les paramatres du modale
peuvent étre estimeés (ou résolus) de manigre indépendante. Pour répondre & cette question, on
considére que les vraies valeurs des paramétres m““ (qui ne sont connues que des dieux)
vérifient également :
Gm"™ = gabs (111-55)
11 est alors intéressant de savoir si estimation proposée par la méthode inverse, cest a

dire par I'équation (III-51), est voisine ou non de la vraie valeur des parameétres. Pour le

savolr, on combine (IT1-51) et (III-55), ce qui donne :

mest _ g—g gubs - Q—g [gn@ti‘ue] - [gu-g gﬁxrue _ Emudmtrue (I11-56)

. d . . .y . . R -
Si R™ est la matrice identité (ce qui arrive rarement), alors chaque parameéetre du

modéle est déterminé de fagon unique. En regle générale, R™? est différente de I et les

parametres estimés sont une pondération des vraies valeurs. De méme que pour la matrice de
covariance, la résolution du modale ne dépend que de la fonction de transfert et de I'inverse
généralisée (qui elle-méme ne dépend que de la fonction de transfert et des informations a
priort ajoutées au probléme). Cette particularité est trés intéressante car la matrice de

résolution peut &tre calculée avant méme de faire les mesures (parfois cotiteuses) de
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- composition des gaz du névé Antarctique (4 condition toutefois de connaitre la structure du
névé et la météorologie du site, i.e. température et accumulation de surface).
Le méme type d'outils existe pour savoir si les données peuvent étre prédites (ou résolues)

de maniére indépendante : il s’agit de la matrice de résolution des données N. Supposons que

nous ayons réussi & trouver des estimations des paramétres du modéle a Paide d’'une inverse
géncralisée, on peut se demander rétrospectivement avec quelle précision ces estimations de

parametres sont capables de reproduire les données :

a4 - em* = ga"*a* ] -[6G |4 = Na* (I11-57)

Si N est la matrice identité, alors les valeurs prédites sont égales aux valeurs observées.

Ainsi, & partir de la fonction de transfert et des informations « priori unigquement, il est
possible de connaitre la pondération qui lie les sorties du modele direct aux rapports de
" mélange observés.

De méme que pour I'analyse des covariances, il est utile (pour comparer la résolution de
deux sites de prélevement, par exemple)} d’avoir une mesure des matrices résolution. La
mesure de la résolution que lon choisit est la « propagation » (spread) de la matrice de
résolution au sens de Backus et Gilbert (1967, 1968) :

nt nt 2
spread(R™ )=, (i~ /)[R (IT1-58)
i=l j=l
Noter que cette mesure ne prend en compte que les éléments non-diagonaux de la

matrice.

IlI1.4.4.3. Compromis entre variance et résolution

Dans les outils (covariance et résolution) qui ont été introduits ci-dessus apparait

explicitement I'inverse généralisée G™. Rappelons que cette inverse dépend de la quantité

d'information a priori ajoutée au probléme, via un parameétre k2. Résolution et variance sont

donc étroitement liées par l'intermédiaire de ce parameétre. Prenons le cas d’une reconstruction

effectuée avec un x? petit: la régularisation est faible, ce qui permet théoriquement de
détecter des événements atmosphériques de courtes périodes (la résolution est donc tres
bonne). Seulement, une telle approche conduit & un scénario oscillant (voir figure III-11),
parfois peu réaliste et donc incertain (forte variance sur les points). Ceci est une régle trés
générale des problémes inverses linéaires: on ne peut augmenter la résolution d’une
reconstruction qu’au prix d'une augmentation de la variance (ou Perreur) sur ces estimations

et réciproquement.
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Au lieu de choisir le jeu optimal de parametres grace 4 un compromis entre adéquation
modele observations et simplicité de ce jeu de paramétres, il est également possible de
minimiser une combinaison de la taille de la matrice de covariance et de la « propagation » de

la matrice résolution du modale. I'index de performance & minimiser est alors de la forme:
a’.spread(ﬁ wod ) +(1-a), size([covgl_]) (IT1-59)
Ces approches sont pratiquement équivalentes (Menke, 1989): dans la premiere
(moindres carrés régularisés} il s'agit de trouver un compromis entre oscillations raisonnables

du scénario et bon accord avec les observations et dans la seconde, le compromis se fait

directement entre variance et résolution du modele. Le choix final de la reconstruction se fait

dans les deux cas par I'intermédiaire d'un paramétre, soit x ?, soit o

1IL.4.5. Reconstruction du méthane atmosphérique a

DEO08-2 et Vostok
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Figure 11I-12 : Reconstruction standard et enveloppes (calculées & partir de la matrice de
covariance) du scénario en méthane atmosphérigue & DEO8 (gauche) et accord entre les sorties
du modéle direct et les points mesurés sur ce site (& la fois dans le névé et dans la glace). Les
mesures directes de méthane atmosphérique (depuis 1983) sont superposées au scénario
reconstruit, & titre de comparatson. '
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- Les variations en méthane atmosphérique ont été reconstruites a partir d’observations
effectuées dans le névé et dans la glace pour DE08-2 et uniquement a partir de données du
névé pour Vostok. Les données de Vostok, mesurées &4 F'UCI (Université de Californie) ont été
diminuées de 16 ppbv pour calibrer ces mesures avec le standard NOAA/CMDL (D. Blake et
E. Dlugokencky, communication personnelle). La masse molaire du méthane est 16 g mol’, et
le rapport des coefficients de diffusion est pris égal 4 1.427 & Vostok et 1.415 a4 DE08-2 (la
différence entre les deux sites étant due & la température). Ces valeurs ont été obtenues a
laide de la théorie cinétique des gaz et des données d'intégrale de collision de Bzowski et al.
(1990). Les erreurs expérimentales que nous supposons sur les points sont de 10 ppbv dans les
pores ouverts et 22 ppbv dans les bulles (Etheridge et al., 1992). La valeur moyenne de 10
ppbv utilisée pour les pores ouverts prend en compte l'erreur de I'analyse chromatographique
(4.3 ppbv selon Etheridge et al., 1992) et l'erreur de prélévement, principalement due a la
largeur de la zone de prélévement (environ 5 ppbv d’aprés les pentes des profils de rapports de
mélange dans les pores ouverts). Ces erreurs sont utilisées pour construire la matrice
-diagonale des facteurs de pondération W, de l'index de performance et pour le test du y* (qui

nous permet de voir si 'accord modale vs observations est satisfaisant).
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Figure III-13 : Reconstruction du méthane & partir des données de Vostok. Ici, seules des
mesures prélevées dans le névé sont utilisées.

Les deux figures précédentes montrent les reconstructions effectuées sur le méthane

atmosphérique et I'accord entre les sorties du modéle de transport et les rapports de mélange
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mesurés dans le névé, Les enveloppes tracées ici sont déferminées a partir de la reconstruction
standard en y ajoutant plus ou moins deux fois I'écart type, calculé a 'aide de la maftrice de
.covariance. Cette enveloppe signifie que si le modéle est exact et que le bruit autour des
mesures est bien Gaussien, alors une pondération” des vraies valeurs de rapports de mélange
atmosphériques a une probabilité de 95% environ de se trouver dans Penveloppe. Puisqu’il
existe des incertitudes associées avec la théorie (principalement dues au coefficient de
diffusion reconstruit et aux variations avec le temps de la température et de Faccumulation de
surface), la largeur de ces enveloppes est probablement sous-estimée. Néanmoins, la largeur
des enveloppes suggére fortement que le meilleur site pour reconstruire les évolutions
atmosphériques récentes avec précision est DEOS. Il y a deux raisons principales a ceci: la
premiére est que plus de points de mesure ont été utilisés pour la reconstruction de DEO8 (les
mesures dans la glace ont été prises en compte). Deuxiémement, la diffusion est beaucoup plus
importante par rapport a 'advection, & Vostok qu’a DE08-2. Les flux dus 4 la diffusion sont en
effet du méme ordre de grandeur dans les deux sites, mais 'advection (flux d’air) est liée &
Paccumulation de surface : elle est donc plus importante & DE08-2. Diffusion signifie perte,
dispersion d’information, contrairement & l'advection. La largeur des enveloppes est donc

fortement liée au nombre de Peclet réciproque (D /wz;, i.e. le rapport des flux de diffusion sur

advection).

On remarque un assez bon accord entre les reconstructions standards et les mesures
directes de méthane atmosphérique entre 1983 et 1993 (Dlugokencky et al., 1994). Elles sont
- également en bon accord avec les archives d’air de Cape Grim" qui commencent en 1978
(Langenfields et al., 1996). Une caractéristique intéressante suggérée par la reconstruction de
DE08-2 est un taux de croissance en méthane plus bas avant 1950. 5i Ton se fie aux
enveloppes tracées sur la figure {II1-12 cet événement atmosphérique semble é&tre significatif
et non induit par des erreurs de mesure. Ce faible taux de croissance dans les années 1920-
1945 avait déja été remarqué et mentionné par Etheridge et al. (1992). Notre déconvolution
qui prend en compte Peffet lissant du névé suggere cependant un événement atmosphérique

un peu plus marqué.

¥ Cette pondération est déterminée par la matrice de résolution du modéle.
“ 11 g'agit de bouteilles d’air collectées & intervalles réguliers a partir de 1978 par un groupe de
chercheurs Australiens. Ces archives qui commencent 4 étre dépouillées sont des mines d'information

‘pour les atmosphériciens.

98




De T'air des bulles a I'atmosphére du passé

II1.4.6. Reconstruction a partir de plusieurs sites de
prélevement

~ Le mélange du méthane dans les régions Antarctiques est 4 peu prés instantané aux
échelles de temps qui nous intéressent (plusieurs mois, voire quelques années). Par
conséquent, le seénario en méthane qui a laissé sa signature dans le névé de Vostok doit &tre
le méme & DEO08-2. Au lieu de reconstruire séparément un scénario & Vostok et un autre a
DEO08-2, il peut étre intéressant de reconstruire un seul scénario capable d’expliquer les
mesures des deux sites simultanément. L'intérét d’'un telle approche serait de réduire les
incertitudes de la reconstruction en utilisant plus de données (donc plus d'information). La
méthode de reconstruction du scénario décrite dans les parties précédentes donne une telle
possibilité. 11 suffit pour cela de changer légérement la nature de lindex de performance &
minimiser :
I, =1"+]PF% (IT1-60)
L’index de performance est maintenant la somme des index de performance utilisés pour

.chacun des sites. Noter que, par lintermédiaire des vecteurs W_, cet index permet de

-~ privilégier un site par rapport a 'autre, suivant la confiance que I'on a dans les mesures. I est
possible, en combinant les matrices, de rééerire cet index sous la méme forme que I'équation

.. (I111-48), et la solution générale du probléme inverse linéaire est alors donnée par (I1I-51).
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Figure III-14 : reconstruction des rapports de mélange de méthane atmosphérique au cours
du temps en utilisant simultanément les données des sites de Vostok et DEO8 (gauche). Le cadre
du miliew montre U'accord entre les sorties du modéle direct et les données & DEOS8 (et & Vostok,
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cadre de droite). Les enveloppes sur le scénario sont calculées & partir de la matrice de
covariance, et les mesures directes de méthane & la station de Pole Sud sont tracées & titre de
COmparaison.

Le gain'en terme de précision de la reconstruction peut &tre quantifié grace aux notions de
taille de la matrice de covariance et de « propagation » de la matrice de résolution du modéle

(équations (III-54) et (ITI-58)). Les résultats sont reportés dans la table ci-dessous:

DE08-2 Vostok DE(08-2 & Vostok
« propagation » de la
matrice résolution du modéle 135 5268 121
~ Taille de 1a matrice de covariance 1137 41040 856

{ppbv?)

Ce tableau montre que cette approche permet d’augmenter & lo fois la résolution et la
précision par rapport au meilleur des deux sites. Si l'on n'avait réussi & diminuer qu'un seul de
ces deux indicateurs, on n’aurait pas pu conclure quant au gain apporté par cette méthode,
- étant donné le compromis entre variance et résolution. Ceci est intéressant car, jusqu'a
-maintenant, pour gagner en précision, les méthodes employées étaient, soit un

échantillonnage plus fin des prélévements (ce qui atteint rapidement ses limites, notamment
- dans le névé), soit une amélioration du dispositif expérimental d’analyse. L'étude simultanée
de deux trous de forage, dont les conditions climatiques en surface peuvent &tre complétement
différentes, fournit une alternative simple pour augmenter la précision des reconstructions.

La figure (I11-14) permet également de constater que le ralentissement de la croissance de
méthane atmosphérique avant 1950, suggéré par la reconstruction & DE08-2, est compatible
avec les données des deux sites. Cette caractéristique, qui aurait sans doute des implications
climatiques importantes, nécessite probablement des études complémentaires. En particulier,
il faudrait évaluer dans quelle mesure un changement brutal (et hypothétique) d’accumulation
dans les années 1950 pourrait affecter nos résultats et induire la méthode en erreur. En effet,
dans le modéle de transport, I'accumulation est supposée constante durant toute la période

étudiée.
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- ITI.5. CONCLUSIONS ET PERSPECTIVES

II1.5.1. Rappel des conditions d’application de la

méthode

On dispose maintenant au LGGE d’un outil de déconvolution du signal atmosphérique des
glaces polaires. Cet outil a été principalement développé pour étudier les variations récentes de
la composition atmosphérique et il faudra étre trés prudent si on souhaite Pappliquer dans des
conditions différentes. Les hypothéses les plus restrictives sont celles lides a la stationnarité
de la structure du névé, de la température de surface et de 'accumulation.

Il est possible d’adapter rapidement la méthode & linterprétation de données plus
profondes correspondant & des périodes climatiques stables (si I'on connait bien la climatologie
du site, grice & des mesures isotopiques de la glace et une analyse stratigraphique par
exemple). Cependant, la méthode ne permet pas d’étudier les phases de transition entre cycles
glaciaire et interglaciaire, &4 cause des fluctuations importantes de température,
d’accumulation et donc de structure du névé. Ceci est dommage car ce sont ces périodes de
fortes variations qui sont sans doute le plus & méme de nous renseigner sur les mécanismes du
systéme climatique. Pour adapter le modéle de transport de gaz a interprétation des périodes
de transition, il faudra prendre en compte la diffusion de la chaleur, coupler avec un modele
physique simulant I'évolution de la fermeture des pores et de la densification, et surtout
réécrire toutes les équations de conservation du modele direct sans les hypothéses de
stationnarité. Une difficulté supplémentaire proviendrait de la perte de la linéarité du modele
par rapport aux concentrations atmosphériques. La reconstruction des scénarios
atmosphériques ne pourrait plus se faire en utilisant les inverses généralisées (spécifiques aux
problémes inverses linéaires): il faudrait, par exemple, mettre en ceuvre une méthode
variationelle semblable & celle qui a été développée pour la reconstruction du coefficient de

diffusion apparent.

II1.5.2. Les gaz traces anthropiques et rapports

isotopiques

Hi5.2.1. Les CFCs (CFC-11)

Le dioxyde de carbone et le méthane ne sont pas les seuls gaz traces dont la concentration
atmosphérique a été affectée par Pactivité humaine. Par exemple, on s’est apercu récemment
que les émissions humaines de chloro-fluoro-carbures (CFCs) détruisaient la couche d’ozone

stratosphérique, ce gui pouvait mettre en péril la survie de P'espéce humaine. A la suite du
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protocole de Montréal en 1988, la production des CFCs, ainsi que celle des chloro-carbones, a
été progressivement stoppée a partir de 1990. L’histoire atmosphérique des CFCs se trouve
presque intégralement dans le névé polaire, car 'émission de ces gaz a commencé il y a moins

de quarante ans. Notre méthode de déconvelution devrait donc bien s’appliquer.
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Figure I11-15 : reconstruction du rapport de mélange de CFC-11 atmosphérigue & Vostok
(gauche), et incertitude sur ce scénario (2 6 calculé avec la matrice de covariance, en supposant
une erreur sur les mesures dans le névé de 10 pptu). A titre de comparaison, on a superposé les
mesures directes atmosphériques de Cape Grim. Dans lencari de droite sont comparées les
mesures dans le névé de Vostok et les rapports de mélange prédits par le modéle.

La masse molaire du CFC-11 est 137 g mol’, le rapport des coefficients de diffusion de
CFC-11 par rapport au dioxyde de carbone est pris égal & 0.568 (¢f. Arnaud, 1997, pour le
calcul des coefficients de diffusion). Les mesures de concentration dans le névé sont celles de la
campagne d’été 96 & Vostok (le CFC-11 n’a malheureusement pas été mesuré dans le névé de
DE08-2). Tous les autres paramétres du modéle sont ceux utilisés pour la reconstruction du
méthane atmosphérique de Vosiok. Les mesures directes atmosphériques tracées pour
comparaison ont été effectuées a Cape Grim (41°8, 145°E) qui est le site d’observation le plus
proche de Vostok. Comme les CFCs présentent des variations latitudinales importantes,
comparées & celles du méthane par exemple, il n'est pas sr que cette courbe soit
représentative de la concentration observée a Vostok. Néanmoins, on s'attendrait plutét a

trouver un scénario en dessous des mesures atmosphérique de Cape Grim, Vostok étant
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beaucoup plus éloigné des régions sources de CFC-11. Cette particularité nécessite sans doute
des investigations plus poussées. Il faut noter également que l'enveloppe sur le scénario CFC-

11 est plus étroite que pour le méthane (voir Figure II[-13), conséquence d’'un coefficient de

diffusion plus faible.

II1.5.2.2. §°C du méthane

Une application majeure du modéle de transport sera linterprétation des rapports
isotopiques mesurés dans Pair du névé et dans les bulles de la glace. D'un point de vue
climatique, Ia connaissance de I'évolution des rapports isotopiques dans 'atmosphére permet
de mieux contraindre les réservoirs des gaz dont la concentration atmosphérique a changé”.
Pour le moment, la méthode de reconstruction n’est pas adaptée & l'interprétation des rapports
isotopiques : en effet, le modele direct est linéaire pour les rapports de mélange

atmosphérique, mais pas pour les rapports isotopiques.

F{apport isotopique d13C

0 20 40 60 80 100
Profondeur (m)

Figure I1I-16 : rapport isotopique §"C du méthane simulé dans le névé ¢ Vosiok, comparé
aux mesures de J. Chappellaz. Le scénario de méthane atmosphérique utilisé est celui de la

reconstruction sur deux sites (figure IIl-14), le rapport isofopique en surface est supposé
constant au cours du temps.

Le modéle direct de transport des gaz a été appliqué dans les conditions de Vostok, pour le
méthane et son isotope lourd (“CH,) en supposant que le rapport de ses deux composants n’a

pas varié au cours du temps. Le rapport des coefficients de diffusion (~1.019) entre ces deux

¥ Pour le CO,, par exemple, des processus de fractionnement ont lieu lors de son passage dans les
différents réservoirs (océan, atmosphere, biosphére et rochers). La quantité totale de CO, et de ses

isotopes devant étre globalement conservée, analyse des rapports isotopiques permet d’avoir une idée

de Fimportance relative des différents réservoirs.
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-

espeéces est calculé a partir des masses moléculaires™ (voir Arnaud, 1997). Les résultats de
-cette simulation sont en bon accord avec les données expérimentales de J. Chappellaz. Ceci
montre que la décroissance du rapport isotopique dans le névé en fonction de la profondeur,
qui suggérait au premier abord une augmentation du rapport isotopique 8°C avec le temps,
peut entidrement s’'expliquer par un scénario constant de 8°C en surface. Ceci est un effet de
la diffusion plus rapide de lisotope léger “CH, majoritaire par rapport a lisotope lourd “'CH,
dans le névé polaire.,

Cet exemple montre lintérét d'étendre la méthode de déconvolution aux rapports

isotopiques, afin d’obtenir le maximum d’informations climatiques des mesures.

111.5.3. Vers une déconvolution compléetement
automatisée du signal des carottes ?

La méthode développée dans ce chapitre peut théoriquement s’appliquer 4 de nombreux
gaz trace ayant des caractéristiques trés différentes. Par exemple, des reconstructions de
chloro-carbones, SF_, isotopes lourds de CO, peuvent étre effectuées en utilisant la méme
technique. Le but n’était pas de fournir ici un catalogue de reconstructions, mais plutét de
montrer Poutil tel qu’il pourra étre utilisé & l'avenir, pour mieux interpréter les mesures
(existantes et & venir) de concentration de gaz trace dans les bulles et les pores ouverts du
néve.

Ce qui peut apparaitre comme un maillon faible de la méthode est le choix plus ou moins
arbitraire d'un paramétre x’, destiné a introduire la quantité suffisante d’informations o priori

(et donc subjectives) pour pouvoir traiter le problame. Il est sans doute possible de trouver de

meilleurs critéres de choix de ce paramétre (e.g. validation croisée') mais le but de x? restera
d’introduire une dose de subjectivité au probléme sous-déterminé de reconstruction des

atmosphéres du passé.

"* La formule suivante fournit une bonne estimation des rapports de coefficients de diffusion en

fonction de la masse molaire des deux isotopes et celle de 'air (Bzowski et al., 1990):

D, MM M)

D, M, (M, +M,)

an

17 . . ., . R .
" L'avantage de la validation croisée est de ne pas nécessiter la connaissance de 'erreur sur les
points de mesures. On pourra se reporter 4 Dousteysster (1995) pour une revue des techniques de choix

de paramétres régularisant (i.e. ¥°).
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Enfin, le lecteur sera sans doute étonné, quaprés avoir fait 'éloge de Pinverse
stochastique dans le chapitre II, jutilise une méthode de type moindres carrés régularisés
dans le chapitre III. La principale raison de ce choix est simple. L'outil développé dans ce
chapitre est destiné & étre réutilisé par les expérimentateurs du LGGE (Jean-Marc Barnola et
Jérome Chappelaz) afin d'obtenir des séries paléoclimatiques de haute résolution,
éventuellement utilisables comme entrées de modgles climatiques. Certaines discussions avec
JMB m’ont permis de me rendre compte de la difficulté:

¢ de quantifier I’erreur expérimentale

* de quantifier ses préjugés sur le scénario atmosphérique (i.e. I'a priori) par une matrice
de covariance complétement indépendante des mesures.

C’est pourquoi I'outil développé dans ce chapitre, qui repose sur le compromis adéquation
modele - observations et simplicité de la solution reconstruite me semble plus adapté.
L'utilisateur garde ainsi facilement le contréle de la solution reconstruite par l'intermédiaire

d’un paramétre ajustable unique «”.

105







Le Ross Ice Shelf

IV. LE ROSS ICE SHELF

IV.1. INTRODUCTION

Le troisiéme et dernier probléme inverse glaciologique présenté dans cette thése concerne
la dynamique des ice-shelves (plates-formes de glace flottantes rattachées & la calotte posée).
Nous verrons comment les mémes techniques d’analyse que celles présentées dans les

chapitres précédents permettent de remonter a la rhéologie & grande échelle du Ross Ice Shelf.

IV.1.1. Sur la route du Pole Sud

L'exploration du Ross Ice Shelf est étroitement liée & la conquéte des pdles qui a
passionné les Européens pendant les premiéres années du vingtidme siécle. C’est une histoire
de grands explorateurs & laquelle sont liés les noms de personnageé illustres tels que
Amundsen, Scott ou Shackleton. En leur hommage, leurs noms figurent aujourd’hui sur la
carte du Ross Ice Shelf, |

L’histoire commence avec Robert Falcon Scott qui est le premier & organiser une
expédition d’envergure en Antarctique entre 1301 et 1904. Il construit une cabane sur Iile de
Ross, qui sert de camp de base a4 un travail scientifique et d’exploration. Scott, Wilson et
Shackleton entreprennent le premier voyage vers lintérieur du continent: ils marchent
pendant plus de 300 kilomeétres vers le sud, sur le Ross Ice Shelf Iis font demi-tour,
Shackleton étant atteint de scorbut.

En 1907, Shackleton retourne sur Ifle de Ross & la téte de sa propre expédition. Ses
hommes sont les premiers & réussir l'ascension du Mont Erebus (Volcan de 3795 m); ils
découvrent également le Pole Sud magnétique, mais surtout, ils ouvrent la route du Péle Sud
géographique aux futures expéditions. Shackleton, Wild, Adams, Marshall et quatre poneys
~ partent en Octobre 1908, avec pour objectif le Psle Sud (Shackleton avait un mauvais
souvenir des chiens de traineaux qu'il avait utilisés lors de Pexpédition de 1901-1904). Les
poneys' trainent des charges considérables, mais ils tombent et meurent un a un. Il apparait
assez vite que, pour atteindre leur objectif, il faut traverser une chafne de montagnes
gigantesques sur leur droite (chaine Transantarctique). Finalement, Shackleton et ses

compagnons trouvent un passage a travers les montagnes : ils remontent un glacier sur plus
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de 150 kilometres (ils le baptisent glacier Beardmore), puis arrivent & un plateau glacé
gigantesque. A ce stade, les hommes tirent eux-mémes les traineaux (le dernier poney est
tombé dans une crevasse). Shackleton décide de faire demi-tour le 6 Janvier 1909, apres 1100
kilomeétres de marche : ils sont alors & 175 kilometres & peine du Péle Sud, mais ils n'ont plus
assez de vivres pour l'atteindre.

Deux ans aprés l'expédition de Shackleton, Scott est de retour en Antarctique, avec
comme objectifs le Péle Sud, mais aussi de nombreuses études scientifiques. A peu prés au
méme moment, le Norvégien Amundsen y est également...

Le réve d’Amundsen était de devenir célébre en atteignant le premier le péle Nord, réve
brisé par 'Américain Robert Peary. Quand Amundsen quitfe la Norvége en 1910, il annonce
au monde entier qu’il part explorer plus amplement U'Arctique. Une fois en mer, il confie A ses
hommes leur véritable destination : le Péle Sud ! Ils naviguent donc vers le sud et établissent
une base sur le Ross Ice Shelf, 4 Pest et 140 km plus au sud que la base de Scott. Amundsen et
ses équipiers sont beaucoup mieux préparés que Scott : avec leurs chiens de traineaux et leurs
skis, ils avancent en moyenne de 40 kilométres par jour. Le 8 décembre 1911, Amundsen
passe au point le plus au sud atteint par Shackleton. Le 14 décembre 1911, Amundsen,
Hassel, Hanssen, Wisting, Bjaaland et 19 chiens de traineaux atteignent le Péle Sud. Ils y
restent trois jours, laissent un message et une partie de leur matériel pour Pexpédition de
Scott, puis retournent au bateau sans encombres.

Pendant ce temps, l'expédition de Scott prend une tournure tout a fait différente. Scott
part le 24 octobre 1911 avec des poneys et deux tracteurs. Les tracteurs tombent en panne les
premiers jours et les poneys meurent avant d’atteindre le glacier Beardmore. L’équipe se
compose alors de douze hommes tirant derriére eux les traineaux. La progression sur le glacier
Beardmore est trés lente, les hommes ayant peu 'habitude des skis. Le 4 Janvier, le dernier
gsupport logistique fait demi-tour et seuls Scott, Wilson, Bowers, Oates et Evans continuent
vers le Pdle. Le 16 Janvier, Bowers remarque un drapeau flottant & Thorizon : ils savent
maintenant qu’ils ont été battus dans la course par les Norvégiens... Ils atteignent le Péle le
17 Janvier 1912, par -22°C.

Leur retour est un cauchemar tristement célébre. Evans se blesse & la main et sa blessure
g'infecte ; le 17 février, il s’'écroule au pied du glacier Beardmore, ses équipiers le portent
jusqu'a la tente et il meurt dans la nuit. Un mois plus tard, alors qu'il reste encore plus de
deux cent kilométres a parcourir, Oates est & bout de force. Le matin du 17 mars, il quitte 1a

tente et ne revient pas. La derniére note du carnet de bord de Scott est datée du 29 mars.
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IV.1.2. Intérét climatique des ice-shelves

Les premiers explorateurs ont donc vu dans le Ross Ice Shelf une région d’acces
relativement facile, permettant une progression rapide vers le Pdle Sud. En effet, le Ross Ice
Shelf est une immense plate-forme flottante de superficie comparable &4 la France (465 000
km®) et dont I'épaisseur varie peu (de 300 matres environ sur le front & 1000 maétres, ce qui
correspond a des variations d’altitude de la surface de moins de cent métres). Aujourd’hui, les
scientifiques s'intéressent & ces glaciers flottants car ils les suspectent d’avoir un réle actif
dans les mécanismes du systéme climatique.

La calotte Antarctique comporte un autre ice-shelf de superficie équivalente : il s’agit du
Ronne-Filchner Ice Shelf (500 000 km®) en mer de Weddell. Citons également deux ice-shelves
plus modestes, "’Amery Ice Shelf {Antarctique de I'Est) et le Larsen Ice Shelf (Péninsule
Antarctique). Durant 1'été austral 1995, ce dernier s'est en partie disloqué (voir figures
‘suivantes IV-2) ; il a alors été suggéré que cette désintégration était liée a une augmentation
des températures de surface dans cette région’. La méme explication avait été avancée pour
. expliquer la désintégration du Wordie Ice Shelf un peu plus tét (Doake et Vaughan, 1991). Cet
exemple spectaculaire montre que les ice-shelves ne sont pas des structures stationnaires et

qu’ils peuvent changer de géométrie sur des échelles de temps trés courtes.

Figure IV-1 : photographie satellite de la partie Nord Larsen Ice Shelf prise le 9 Janvier
1995, On distingue clairement au milieu de la photographie la limite entre Uice-shelf (& gauche)
et la glace de mer (& droite).

' Voir : Breakaway iceberg due to warming, Nature, 374, 108.
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$5°00°

Figure IV-2 : photographie satellite de la méme région prise six semaines plus tard 27
février 1995). La glace de mer a presque entidérement fondu, un iceberg de 2600 km’ (ie. la
superficie du Luxembourg) s'est détaché de Uice-shelf et une partie du glacier, plus au Nord, s'est
désagrégée, formant ainsi une armada de petits icebergs.

Les ice-shelves possédent des interactions & la fois avec locéan et 'atmosphére. Par
exemple, la circulation océanique sous les ice-shelves est trés particuliere. Dans la zone de
transition entre la calotte posée et Iice-shelf (qui sera appelée « grounding zone », « grounding
line » ou « ligne d’échouage ») Yice shelf fond a sa base. Cette fusion basale est initiée par les
marées qui perturbent la stratification naturelle de 'océan et apporte de ce fait de la chaleur a
la base de lice-shelf (MacAyeal, 1984). L’eau douce ainsi formée, plus légére que l'eau salée
environnante remonte & une vitesse de dix centimétres par seconde environ le long de la base
de Vice shelf (Jenkins, 1991). Ce panache d'eau douce, dévié vers la gauche par la force de
Coriolis, échange masse, énergie et sel avec le milieu environnant. Quand la densité de I'eau
de fonte devient égale a celle de 'eau de mer, ce panache se sépare de la base d’ice-shelf.

La raison principale pour laquelle nous nous intéresserons aux ice-shelves est quils
constituent, avec les ice-streams, les composantes dynamiques de la calotte Antarctique : leur
vitesse d’écoulement peut étre trés élevée {parfois plus de 1000 m/an !) et ils ont de ce fait des
temps de réponse caractéristiques beaucoup plus faibles que ceux de la calotte posée. Il est
donc probable qu'en cas de changements climatiques importants, ce soient les premiers

éléments de la calotte a réagir.
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1V.2. DYNAMIQUE DE L’ICE-SHELF

IV.2.1. Spécificité de l'ice-shelf

Les seules différences entre une calotte posée et un ice-shelf résident dans les conditions
aux limites, en particulier 4 la base du glacier. Dans le premier cas, soit la glace est ancrée au
sol (lorsque la température de la base de la calotte est inférieure au point de fusion), soit elle
glisse avec frottements sur le socle rocheux (la glace est alors au point de fusion). Dans le cas
de Tice-shelf, T'eau de mer & la base du glacier n’exerce pas de frottements (du moins Pénergie
dissipée par ceux-ci est inférieure, de plusieurs ordres de magnitude, aux énergies mises en
ceuvre dans I'écoulement de Iice-shelf) ; la pression de I'eau de mer doit également compenser
le poids de la colonne de glace au-dessus. Cette particularité entraine deux régimes
dynamiques complétement opposés suivant la partie de la calotte que Pon étudie : la calotte
posée est caractérisée par un régime de cisaillement vertical, alors que dans lice-shelf les

contraintes normales et les cisaillements horizontaux sont prédominants.

/ /
> Z/ /7 Calotte posée
/ /
/ /

. Ice-shelf

Figure IV-3 : vue schématique des deux régimes dynamiques de la calotte : la calotte posée
est caractérisée par des cisaillements verticaux, alors que lice-shelf s'amincit sous Ueffet de
contraintes normales.

Une seconde caractéristique intéressante provient de la condition & la limite sur le front
de Tice-shelf (voir figure suivante). Sur le front, la pression hydrostatique de la glace est en
partie compensée par la pression hydrostatique de leau de mer. Il en résulte une « force
nette », proportionnelle au carré de I'épaisseur de glace sur le front (les deux pressions sont
linéaires avec la profondeur), qui a tendance a tirer Iice-shelf vers la mer. On observe
généralement des vitesses d’écoulement plus élevées prés du front que dans les zones
centrales, ce qui confirme, au moins qualitativement, ce schéma. Il faut aussi noter que cette
« force nette » induit un porte-a-faux au niveaun du front qui a tendance a créer des crevasses

en surface.
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Pression hydrostangue
Pression exereée par de la glace

["eau de mer

Ice-shelf

i lce-shelf - | Force « nette »

Figure IV-4 : bilan de force sur le front de Uice-shelf (figure adaptée de MacAvyeal, 1996). La
force « nette - est proportionnelle au carré de lépaisseur de glace sur le front,

Ces deux caractéristiques essentielles de la dynamique de lice-shelf font que la
construction d’'un modeéle d’écoulement de I'ice-shelf est plus difficile qu'une simple adaptation
de modele de calotte posée (tel que celui qui exisiait déja lors de mon arrivée au LGGE. i.c.

Fabre et al., 1995,

IV.2.2. Historique de la modélisation de ’ice-shelf

IV.2.2.1. Analyse de Weertman

Weertman fut le pionnier dans le domaine de la modélisation des ice-shelves. En 1957, il
propose une solution analytique décrivant I'écoulement d'une langue de glace flottante. 11

considére un ice-shelf d'épaisseur constante H et il calcule sa vitesse d’écoulement en
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supposant que la glace est isotrope, que sa loi rhéologique peut étre décrite par une loi
visqueuse non linéaire (Ioi de Glen) et que les composantes horizontales de la vitesse
d’écoulement sont indépendantes de la profondeur (une justification mathématique de ce

dernier point sera donnée dans la suite de ce chapitre, dans la partie Analyse adimensionnelle)

e l'ice-shelf (z=0)

H \— Eﬁveau de ﬂottaisoﬂ
d

2=z I 4

Figure IV-5 : Uice-shelf de Weertman, d'épaisseur constante, peut se répandre librement
sutvant les deux directions horizoniales (on choisit le bord gauche fixe et le front en x=x). Sur
cette figure sont indiqués le repére et les principales notations utilisées.

La glace est considérée comme un fluide incompressible, dont I'équation de continuité
g'éerit (floter que x et y jouent le méme roéle dans notre probléme)™

é.\x +é}{v +é:: =0= ZE'H +é:z =0 (Iv-1)
ot £ désigne le tenseur des faux de déformation (par convention, les quantités

tensorielles seront doublement soulignées). Par ailleurs, la loi rhéologique nous fournit une

relation entre ce tenseur des taux de déformation, le tenseur des contraintes ¢ et la pression

octaédrale P (i.e. le tiers de V'opposé du premier invariant du tenseur des contraintes):

G =2ng - PL (IV-2}
ot [ est le tenseur identité et n la viscosité. Le troisiéme outil dont on dispose pour

résoudre ce probléme est le systéme des équations d’équilibre quasi-statique (ces équations

peuvent se retrouver par un bilan de forces sur un volume élémentaire en équilibre).

* En annexe figure un formulaire de mécanique des milieux continus adapté a 'étude de la
dynamique de la glace. Ce formulaire reprend les différentes notions (contraintes, déformations, loi

rhéologique, formulation des conditions aux limites... etc.) utilisées dans ce chapitre.

113




Trois problémes inverses en glaciologie

do,. 90, do.
B4 +—==0
ox dy dz
Div(s)+pg=0¢ 90y + 90 +ac-"‘" =0 (IV-3)
g)rPE== dx ay oz
aG.\'s + aGJ'-T + 8(5 - p
ERERE

Tci, ce systéme se réduit 4 une forme beaucoup plus simple : on utilise le fait que x et y

jouent le méme réle, que lice-shelf peut se répandre librement, et que 'échelle horizontale de
variation des confraintes est beaucoup plus grande que Péchelle verticale (la justification et
Fimplication de ces approximations seront expliquées plus en détail dans la partie Analyse

adimensionnelle)

acxx + acx: =0

axac az (IV-4)
—==pg
0z

La premiére équation de ce systéme s'intégre sur toute Pépaisseur de lice-shelf (noter
qu'en surface et & la base, le cisaillement vertical est nul), la seconde est intégrée entre la

surface (z,) et un niveau quelconque =.

36 =
H =0
o {IV-5)
G, = pg(z—zs)
Par la suite, les quantités surlignées d’'une barre sont moyennées sur toute I'épaisseur de

Pice-shelf. En combinant les équations (IV-5) avec la loi rhéologique (IV-2), et en utilisant

I'hypothése que les vitesses horizontales sont indépendantes de la profondeur, on obtient:

Gn—r ] —2’[]8

-, l — —

-2T1€n_ +‘5(2(5u +G::) (IV“G)
- H

=6ME,, — PL—
n Xy pg 2

1l reste donc & déterminer autrement la contrainte normale moyenne sur le front pour
obtenir le taux de déformation correspondant. Si on désigne par n la normale au front
pointant vers lextérieur, alors cette condition & la limite s’écrit sous forme tensorielle (I'ice-

shelf est entidrement retenu par la pression hydrostatique de l'eau de mer):

o], n=[0u],, n="p.gznx1(z <0) Iv-7)

ol 1(2 < ()) est une fonction égale a 1 si z est négatif et nulle si z est positif (c’est la fonction

de Heaviside de -z). On projette cette condition & la limite sur la normale, on lintégre sur

toute I'épaisseur, puis on utilise la condition de flottabilité:
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3

HOG w = pwg%:au =-pg 2 (IV-8)
Il ne reste plus qu’a utiliser cette équation dans (IV-6) pour obtenir le taux de déformation
horizontal ;
g =P (IV-9)
12n
La viscosité apparente moyenne dépend de I'état de contrainte, et si l'on considére la loi de
- Glen’ (utilisée couramment en glaciologie), celle-ci s’écrit en fonction du second invariant du

- tenseur des taux de déformation (qui se calcule & 'aide de 'équation de continuité):

- B B
M=—r=—5 (IV-10)
N CY
B est un coefficient spécifique de la loi de Glen et £ est le second invariant du tenseur des
déformations (ces deux parameétres sont définis en annexe). On obtient finalement, le taux

horizontal de déformation ;

| o p(lwi)g
_ (szs) N P (IV-11)

Ce calcul peut également se faire dans le cas d'un ice-shelf confiné dans un canal, sans
friction sur les bords. La solution est alors trés similaire (voir Paterson, 1994, par exemple) : le

dénominateur 72 est simplement remplacé par 64.

IV.2.2.2, Instabilité des calottes marines ?

Ce qu’il est important de constater dans la solution analytique de Weertman, c’est que le
taux horizontal de déformation est proportionnel a I'épaisseur de lice-shelf élevée au cube.
C'est cette proportionnalité qui a amené Weertman & définir le concept d'instabilité des
calottes marines, en 1974°. L’idée est la suivante (voir figure IV-6): si la pente du socle

rocheux est orientée vers l'intérieur de la calotte {(ce qui est le cas en Antarctique de 'Ouest, &

* Une annexe est consacrée a la formulation de 1a loi de Glen.

*Voir Weertman (1974) pour l'analyse théorique du probléme et Weertman (1976}, pour une revue
du « grand probleme glaciologique non résolu ». En plus de vingt ans, ce probleme n’a pas été résolu.
Une excellente revue sur le mécanisme d'instabilité lié aux ice-shelves a également été écrite par

Thomas (1979).
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cause de la déflexion isostatique), alors un retrait, méme faible, de la ligne d’échouage’

entraine une augmentation de I'épaisseur de I'ice-shelf 4 la jonction avec la calotte posée, done

une augmentation importante du taux de déformation (dépendance en H %), Cette
augmentation du taux de déformation se traduit par une augmentation de la vitesse
d’écoulement au niveau de la ligne d’échouage, donc un flux de glace plus important & ce
niveau (une partie plus importante de glace posée se met alors a flotter, et la calotte gamincit
encore) et le retrait de la ligne d’échouage peut continuer. Il est donc possible de mettre en
évidence un mécanisme d'instabilité de 'Antarctique de 'Ouest, une rétroaction positive, qui

pourrait entrainer une augmentation rapide du niveau des mers de 5 a4 6 metres (si tout

PAntarctique se mettait a flotter).

Figure IV-6 : le mécanisme d’instabilité des calottes marines.

* Un tel retrait de la ligne d’échouage peut étre causé par une augmentation du niveau des mers

lors de la déglaciation des calottes de 'hémisphére nord. Cela s'est par exemple produit il y a 10000 ans

environ.
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Il faut signaler que les ice-shelves sont généralement confinés dans des baies qui
restreignent leur écoulement et qui limitent fortement ce mécanisme d'instabilité ; les ice-
shelves comportent également des points d’ancrage stabilisateurs, tels que des iles ou des
« ice-rises », qui ne sont pas pris en compté dans I'étude de Weertman. Mercer (1978) affirme
par ailleurs que 'augmentation de la concentration des gaz 4 effet de serre dans 'atmosphere
pourrait prochainement faire fondre les ice-shelves, diminuer leur effet stabilisateur et
provoquer la désintégration de la Calotte Antarctique de 'QOuest. Cette analyse préliminaire
doit é&tre interprétée avec beaucoup de prudence mais elle montre lintérét détudier de

maniére plus approfondie la dynamique des ice-shelves.

1V.2.2.3. Solution analytique de Van der Veen

En utilisant le méme type d’approche que Weertman, Van der Veen (1986) a développé
une solution analytique adaptée au cas d'un ice-shelf stationnaire confiné, sans frottement sur
les bords. Cette solution permet de calculer la forme (alors que l'ice-shelf de Weertman a une
épaisseur constante) et la vitesse de lice-shelf en fonction de Paccumulation, de la fusion

éventuelle et du flux de glace a la ligne d’échouage (noté ¢,). La différence accumulation -

fusion (@ ) est supposée constante sur tout le domaine. En plus de 'équation de continuité, des
équations d’équilibre quasisatique et de la loi rhéologique, Van der Veen introduit la
conservation de la masse, dans ’hypothése stationnaire :
duH)
o =a=uH =q,+ax (IV-12)

Ot u désigne la vitesse horizontale d’écoulement. Dans les équations déquilibre

quasistatique, comme pour lice-shelf de Weertman, le terme do_ /dr est négligeable par
rapport & do .. /dz (ce qui se congoit assez facilement car les termes déviateurs sont nettement

inférieurs aux contraintes normales; on donnera une justification rigoureuse de cette
approximation dans 'analyse adimensionnelle des équations diagnostiques). On part donc des
équations (IV-4), que l'on intégre verticalement sur toute ’épaisseur pour la projection sur x

{premiére équation) et on intégre la seconde entre la surface et un niveau quelconque z.

=z
“r

do B
J = dz+fo..]_, _[Gx:]:::[, =0 (IV-13)

~b

.. =pg(z-z,)

Lia résolution de ces équations nécessite donc la connaissance des conditions aux limites a

la base et en surface. On écrit done que la surface est libre et que la base est soumise a la _
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pression de 'eau de mer (n, et. n, sont les normales a la surface et & la base, pointant vers

Textérieur)

3 .
[(j=]z=zS B, = "0" avee n, = 1)2[ az;c J

1+ [%‘3_ 1
) (TV-14)
1 0z,
1+ (ﬁﬁ} -1
dx

Noter également que les bornes de l'intégrale figurant dans 'équation (IV-13) varient en
fonction de l'abscisse. La permutation de lintégrale et des dérivées n’est donc pas

automatique. Il faut utiliser la régle de Leibnitz qui &’écrit ici :

=35 d 0z,

) S=dz= a_x(HE_u-)— o3

+[o, ]zzzb aai; (IV-15)

En combinant (IV-13), les conditions aux limites en surface et a la base (IV-14) et la régle
de Leibnitz (IV-15), les équations se simplifient pour donner (les vitesses horizontales étant

supposées indépendantes de la profondeur, comme pour 'analyse de Weertman):

3 - = oz
9 (= N\ dz, | —(H[mE_ - P)|=pgH =%
o (o =)=peH = ai( ( _ Q 7
G, :pg(z——-zs) Gzz=—2ﬂéu‘“P:_pg5 (IvV-16)
= énzp(]—LJg£_+csl‘e
P./ 8

On peut montrer & Taide de la condition & la limite sur le front de glace (IV-7) que la
constante d’intégration de I'équation précédente est nulle. Il ne reste plus qu’a combiner cette
équation avec la conservation de la masse (IV-12). Pour y arriver, on remplace d’abord la

viscosité par sa valeur donnée par la loi de Glen:

P
. P( ——Jg '
213 3
s-ﬂ:p[;_f_)giaéﬁ_ RN S V-7

On multiplie le membre de gauche et le membre de droite par u’dr et on intégre par
p p p

rapport & x, ce qui permet de calculer les variations horizontales de la vitesse :

. va
u’du = L(g, + ax)sdx =u= {ug _4c* +£(q0 + ax)ﬂ (IV-18)
a a

Et on peut alors en déduire I'épaisseur en fonction de x a 'aide de la conservation de la

masse. Cette solution analytique ne prend pas non plus en compte le frottement sur les bords,
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mais elle permet un test facile des schémas numériques utilisés dans les modeles d’écoulement
d’ice-shelf. Cette solution analytique reproduit qualitativement la forme des ice-shelves (cf.

figure suivante).

Figure IV-7 : « L'ice-shelf de Van der Veen » (x est en km, Ualtitude est en m). L'altitude de
la surface et de la base ont été calculées & l'nide de la solution analytique, en choisissant les

parametres suivants ! B=5.6x10° Pa a' (coefficient rhéologique correspondant & une
température de -20°C), a=0.3 m o', H;=1000m, u,=400m a”, p=920 kg m” et p,=1028 kg m".

IV.2.3. Dérivation des équations diagnostiques’

Les deux solutions analytiques précédentes permettent d’appréhender les éléments de
mécanique a utiliser pour simuler les vitesses d’écoulement d’'un ice-shelf. I1 est délicat de
résoudre numériquement les équations d’équilibre quasistatique complétes (en trois
dimensions), avec une rhéologie non linéaire: on est donc amené a identifier les termes

prépondérants qui interviennent dans la dynamique de l'ice-shelf.

® Les équations du mouvement de Vice-shelf sont dites diagnostiques, car le temps n’intervient pas
explicitement (on a négligé les termes d’accélération et d’'inertie dans les équations de conservation de
la quantité de mouvement). Une équation qui permet de prédire l'évelution du systéme (e.g.

conservation de la masse) sera dite prognostique.
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Les équations du mouvement que nous utiliserons sont celles du modéle réduit de
Morland (Morland, 1987 ; Morland et Zainuddin, 1987). Elles reposent sur l'identification d’un
petit parameétre, le rapport d’aspect (rapport de I'échelle verticale caractéristique sur P'échelle
horizontale), et sur un développement en série de perturbations par rapport & ce paramatre’.
D’autres auteurs ont essayé, avec plus ou moins de réussite, de dériver ces équations de

maniére indépendante.

IV.2.3.1. Analyse adimensionnelle

Le but de cette partie est de dériver les équations du mouvement de lice-shelf de facon
rigoureuse, en montrant que certaines des hypotheses faites par Weertman ou Van der Veen
(telles que Iindépendance de la vitesse horizontale en fonction de la profondeur) découlent du
faible rapport d’aspect. Le résultat de Panalyse dimensionnelle est que les éguations du

mouvement de I'ice-shelf ont la forme suivante (la glace étant supposée isotrope) :
ai(w(z? R S_D R ai(ﬁ H@_ g_]} e
; ) -
X x  d) ) )y dx ook (IV-19)

d - Jdv  du d{-_[(dv oJu oz
—|2nH|2—+—||+—|nHl —+—||=psH =
ay( n ( 8y+8xD ox (ﬂ [ax ByJ] P& dy

Les deux raisons pour lesquelles je détaille ce calcul icisont les suivantes:

e Lors de mon arrivée en thése, fin 1994, Pexpérience EISMINT® a montré qu’il n'y avait
pas d’accord sur les équations & utiliser. Il est donc important de justifier le mieux possible les
équations de base des modeéles numériques.

e L'approche que je choisis de décrire ici est légérement différente de celle de Morland
(1987) et sans doute plus abordable (elle donne néanmoins exactement les mémes résultats).

On la doit &2 MacAyeal (1989).

" Cette approche, qui consiste & prendre en considération lordre 0 et l'ordre 1 des équations
d’équilibre quasistatique, est trés similaire a celle utilisée en météorologie pour Vétablissement de
I'approximation quast - géostrophique (dans ce cas, les équations de Navier - Stokes sont développées
par rapport au nombre de Rossby)

* 11 s’agissait d'un programme européen ayant pour but de faire le point sur les modéles de calotte
et d'ice-shelves. Des simulations simples ont été définies afin de tester les modéles. Lors de cette
expérience, 15 modeles d’écoulement de calotte posée ont été présentés et 5 modeles d’ice-shelf. Alors
guun bon accord était trouvé entre les modéles de calotte posée (Huybrechts et al., 1996), les résultats

des modeles d’ice-shelf étaient en désaccord complet.
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IV.2.3.1.1. Théoréme de Vachy - Buckingham

En mécanique des fluides, 'analyse de lordre de grandeur des quantités considérées
fournit des indications précieuses sur les systémes étudiés. (Cest dans cette optique que les
physiciens ont été amenés & définir des nombres sans dimension caractéristique (nous avons
par exemple introduit le nombre de Peclet dans les chapitres précédents, et d’autres nombres
tels que celui de Reynolds, Rossby, Froude ou Richardson sont utilisés couramment en
' géophysique).

Le théoréme de Vachy - Buckingham permet de déterminer combien de nombres sans
dimension sont suffisants pour décrire notre systéme. Pour cela, il faut faire le bilan des
quantités qui interviennent, des relations (lois physiques) entre ces quantités et des unités
fondamentales utilisées. En vrac, les quantités caractéristiques sont les suivantes: L et Z
(échelles horizontale et verticale de variation), U et W (vitesses horizontale et verticale), n,
{viscosité de la glace), p, p, (masses volumiques de la glace et de I'eau de mer), g (accélération
de la pesanteur) et P (pression octaédrale), soit 9 quantités au total. Les relations entre ces
différentes échelles caractéristiques sont au nombre de trois : Péquation de continuité et deux

contraintes dues aux projections horizontale et verticale des équations déquilibre
quasistatique.
L Les unités fondamentales dont on a besoin ici sont la longueur (m), le temps (s) et la
maése (kg). L’application du théoreme de Vachy - Buckingham nous indique donc quil existe
9-3-3=3 nombres sans dimension indépendants caractérisant le probléme. On choisit donc
d’'utiliser les Suivan_ts :

* le rapport d’'aspect Z/L : il est important de remarquer qu’il s’agit d’'un petit nombre, i.e.

trés inférieur a 1. On le notera § . Remarquer que I'équation de continuité entraine :
w

—+— =~ 0=2W-U=~Ub (IV-20)
VA L

* Le nombre d’Argand T : Cest le rapport entre l'échelle de pression et l'échelle du
déviateur des contraintes ; on ne fait pas d’hypothése particuliere sur l'ordre de grandeur de ce

nombre sans dimension.
r ps.

— (IV-21)
Mg

|

N
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» Le rapport des masses volumiques glace sur eau de mer (ou densité de la glace par
rapport & I'eau de mer). Ce nombre est important si Pon souhaite construire une maquette {cf.

partie suivante) mais dans notre cas, il s’agit simplement d’une constante’.

IV.2.3.1.2. Une maquette du Ross Ice Shelf""?

L'utilisation de modeles numériques n’est pas la seule facon d'étudier ou de prédire
I’évolution d’un systéme physique. Une alternative consiste & construire un modéle réduit de
ce systéme, puis d’'observer son comportement (en espérant que les mesures sur la maquette
sont plus facilement réalisables que dans la réalité). Afin de relier les observations sur
maquette aux véritables quantités physiques que l'on cherche &4 déterminer (par exemple la
vitesse horizontale d’écoulement du Ross Ice Shelf), il est nécessaire que les nombres sans
dimension caractéristiques des deux systémes (le «vrai » et la maquette) soient identiques.

Imaginons que l'on veuille construire une maquette de taille raisonnable du Ross Ice
Shelf. On choisit par exemple de faire une maquette au 1/20000, ce qui nécessite une piéce (et
une piscine) de plus de cing métres de coté. Le rapport d’aspect devant rester inchangé,

I'épaisseur de la maquette devra varier entre 5 ¢cm (1000 m / 20000) dans sa partie la plus
| épaisse et 1.5 cm sur le front. Ceci fournit déja une contrainte technique trés importante et
difficilement surmontable.

Pour construire cette maquette, on peut choisir un matériau ayant la méme densité et
‘viscosité que la glace (en réalité, la viscosité de la glace dépend de I’état de contrainte, ce qui
complique encore l'analyse). Le milieu dans lequel la maquette flotte devra avoir la méme
densité que 'eau de mer (invariance du rapport des masses volumiques). L’ordre de grandeur
des vitesses d'écoulement de la maquette peut alors étre estimé griace & linvariance du
nombre d’Argand. Ainsi 'équivalent d’une vitesse d’écoulement de 400 m/an sur le Ross Ice
Shelf sera de 400/(20000)° = 1 um/an sur la maquette ! En pratique une telle vitesse n'est pas
mesurable avec précision.

Afin de surmonter le probleme de précision de la mesure de vitesse, on peut choisir un

matériau moins visqueux et/ou plus dense (en changeant en conséquence la densité du milieu

* En fait, on n'est pas obligé d'introduire ce nombre sans dimension : une alternative consiste &
adimensionnaliser la masse volumique de l'eau de mer par celle de la glace. Notre but ici est
unigquement de montrer que ce rapport est important si ’'on souhaite construire une maquette.

" Des structures ressemblant a des ice-shelves auraient été observées par Galileo sur Europe (un
satellite glacé de Jupiter). En utilisant une approche similaire a la théorie des maquettes, les nombres

sans dimension permettraient sans doute des analogies intéressantes entre ce que I'on cbserve sur

Terre et sur un astre oi les conditions (gravité, viscosité du matériau...) sont complétement différentes.
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dans lequel la maquette flotte). Si I'on arrive & mettre au point un appareillage capable de
mesurer avec précision des vitesses d’écoulement de 'ordre du m/an sur la maquette, alors il
faut choisir de construire la maquette dans un matériau tel que son rapport densité sur
viscosité apparente soit un million de fois supérieur & celui de la glace (invariance du nombre
d’Argand). De plus, il faudrait que ce matériau ait une loi rhéologique similaire a celle de la

glace. La grande difficulté réside donc dans le choix du matériau de la maquette.

1V.2.3.1.3. Adimensionnalisation des équations du

mouvement

Dans cette section, nous réécrivons les équations d’équilibre gquasistatique et leurs
conditions aux limites sous forme adimensionnelle. Comme x et y jouent le méme réle, par
souct de simplicité, on calcule uniquement les projections suivant x et z de ces équations ; la

projection suivant y s’obtiendra & partir de la projection suivant x par permutation de x et y, u

_a_[g a_“_p}r du ovil d (a_”iﬂ) _0
o\ ax oy o) T\ T

Div(c5=)+ pg=0=> (IV-22)
- 0 (au an d ov aw 0 [ ow )
—In—+—[{+—in| — +— 2n—-P pg
ox\ \dz ox ady az ay dz dz

' La surface de l'ice-shelf est une surface libre (la pression atmosphérique et la friction du

etv:

vent peuvent raisonnablement étre négligées), ce qui donne la condition 2 la limite en surface

(21—‘%_]3} azf +| N §E+a_v azf — n(g_li+a_w) = ()
dx 2mz, OX dy oxj) oy oz dx /) _.

o] n.=0= N ‘ (IV-23)
o n(%.}.a_w] ai_f. 1 &4.8_”' aZS_ 2 _a_.wi_P] =0
oz ax)),, @ |\ \oz @) \a ..

La base de lice shelf est soumise a la pression de 'eau de mer, ce qui donne la condition a

suivante :

la limite basale suivante :

Ju dz du  dv oz du  ow dz
MnN—--—>~r by b |y 2O - %
[ " dx ]:::b 0x [n(av dx H s, dy (ﬂ( dz * dx D::_b Db dx

n(_a_g.f_a_wJ éﬁ’_.{_ a_v+_ai az (2 a_w_P] =-p,2z
o)), e (e o)), w (e )T e

b

[g]ﬂb = pwgzb Eb =

(IvV-24)
Le passage des variables dimensionnelles aux quantités adimensionnelles (notées -}

correspondantes se fait de la maniére suivante:
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' (,v,w) = U(z~t,1:,6 v;)

(x,9) = L(x.)
(H,z,.2,) = Z(H,z,,2,) (IV-25)
P=pgZP
n =11ng1
On réécrit les équations d’équilibre quasistatique en utilisant les transformations (IV-25):
vowian onl e ﬂn{_a_a_] Lo MH(LS?_] I
Lozl F ax Lawl & oy ax)) %82\ 2 La; 9x
%i @ﬁ 2u5:2v |, 2 ) | mUglay, 50w +%a [ %na—w—pgﬁ}pg
0 X dz dx E)y 3z By dz dz
| (IV-26)

Il est possible de simplifier le systéme

(IV-26) en utilisant uniquement le rapport d’aspect

et le nombre d’Argand (ceci est une conségquence du théoréme de Vachy - Buckingham):

EN RETISTI | WP IR P TS
dz dz dx Sx dx

<

3| au,gdw ||, 2153y 2w
axl laz  ax)) ayl oz  ay

Les équations (IV-27) sont valables 3

supérieure et inférieure. On écrit de la

condition & [a limite supérieure.

.

52 2*ﬂ—rfo a%’+62ﬁa—{‘+a—‘:’
dx odx dy dx

P,
- a_{t-i_azi aZj aV 8281’1/
dz- ox jj: - dx dz dy

52| 2 [au avill_,
d dy dx :
g g (IV-27)
+i 2na—w -T §~£+1 =0
0z dz dz

4 lintérieur de lice-shelf, mais pas aux limites

méme facon (i.e. sous forme adimensionnelle) la

9z, || au ST |

Tl By aZ a\

" (IV-28)
dz: _ on a_w_rf) —0

s ay dz

Et de méme pour la condition a la base :
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52| 2ndrp| 22 ypq 22wl 2 | ou il g dm
dx i 90X dy dx})- - dy dz dx })_- P dx
AN | KO [ AN | CE N LS o R oy
dz oxj)- - dx dz dyj)._- oy dz .
{IV-29)

1V.2.3.1.4. Développement en série de perturbations

Une technique classique pour étudier les équations adimensionnelles établies plus haut,
consiste a écrire les variables adimensionnelles sous forme de développement en série de
- perturbations par rapport & un petit paramaétre, ici le rapport d’aspect élevé au carré. Comme
il est difficile de calculer tous les termes de cette série, on la tronque en ne retenant que les

ordres prépondérants. Le développement en série de perturbations s’écrit formellement:
e N A £ N 1) IR T R 3|
[u,v,w,P]:Zﬁz’(u VoW P ] (IV-30)
=0

Il faut remarquer que 3 est petit, mais arbitraire, puisqu’il résulte du choix d’une échelle
de longueur caractéristique. Ainsi, un polyndme en 8 sera nul, si et seulement si tous ses
coefficients sont nuls : c’est cette propriété élémentaire que nous utilisons pour identifier les
termes prépondérants des équations d’équilibre quasistatique. Dans un premier temps, on se
limite & un développement d’ordre 0 ; la combinaison de (IV-27), (IV-28), (IV-29) et (IV-30)

donne, pour la projection surzx :

.

0]
i~ naun -0 0
dz dz 811{ ]
. =
9] a"
“du z
n—- =0 (IV-31}
dz
.0
nau~ -0
dz -

Ce qui confirme ce que Weertman ou Van der Veen avaient supposé, 4 savoir que les
vitesses horizontales sont « & peu prés » (i.e. 4 'ordre 0) indépendantes de la profondeur. La
méme analyse peut étre faite pour la projection verticale, en utilisant lindépendance des

vitesses horizontales a 'ordre 0 en fonction de la profondeur:
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- o B +)
9 YA I o IR
dz dz dz A _[0]
I ()
~a"[m " P =ZS_Z_2?T1 au‘ _}_av~
mEE __rp =0 = dx dy (IV-32)
dz - - -
= 2o =—L
- o Pu
a - 10} -
M _rp LTS
dz . P
=zb

En résumé, 1'étude de l'ordre 0 nous indique seulement que l'ice-shelf flotte en équilibre
hydrostatique avec 'eau de mer et que les vitesses horizontales sont indépendantes de la
profondeur. Pour obtenir des informations supplémentaires sur la vitesse d’écoulement il faut
développer les séries de perturbations & l'ordre supérieur’’. L’introduction de Pordre 1 dans la

projection horizontale des équations du mouvement donne :

- -] _[0] - 10) _[o] _10]
0 || du ow o |~ du aP d !l -|du av
— —t— =2 [+ i+ —
dz dz dx ox{ dx dx dy dy dx
.1 - [0] ) 0] -~ 0] (0] -
Iy 8z:~ +8w~ _Jrp _2nau~ azj+ n au~ +8v~ sz (IV-33)
dz dx - - dx |- - dx oy dx - ay
) - 10} o _10] , 0] -[0] .
N BHW +E)w~ _ I“[ff—f) J”ﬁau“ az—b+ A au~ +av~ az_:,
dz ax .. dx J-- dx dy dx J|.. dy
r=zp ==z z=za

Toute 'astuce du calcul consiste ensuite & intégrer verticalement la premiere équation de
{IV-33) pour éliminer Yordre 1 des équations. On utilise les conditions aux limites fournies par

les deux autres équations (IV-33):

" Ceci est une différence importante par rapport & la dynamique de la calotte posée, ol Pordre 0 de
Vapproximation « couche mince » permet de calculer de maniére approchée les vitesses d'écoulement de

la calotte {(¢f Hutter, 1983, pour une analyse adimensionnelle détaillée des équations de la calotte

posée).
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. (0] -{0] - -[0] . [0] -
rp _2“6‘11~ BZNS_ ; 8u~ _|_E9v~ azj
dx ). . dx dy dx ||.. dy
o 10] . _ioy o -
+ F(H—P J+2nau~ az_” + ﬁ 8u~ +E)vu aif’ (IV-34)
dx ). . dx dy dx Jj.. dy
- [0} 0] (0] _[ol
th zim nau~ ——F8P~ +i~ N auq +avh i
| dx| dx dx dy dy dx

A partir de 14, les équations du mouvement (sous forme adimensionnelle) se déduisent a

l'aide de la régle de Leibnitz, afin dintervertir les signes intégrale et dérivée. On utilise (IV-
32) pour éliminer la pression et I'équation (IV-34) se simplifie de la facon suivante :
- 0] -10] - -10] -(0} -
iﬁ Zﬁfl 28u +8v +-a— ﬁI:I o +8v :F{I—iJ}EIa—{[ (IV-35)

dx dx 3y |l 3y dy  dx Pu) 3x

L’é¢quation du mouvement suivant y se trouve par permutation de x et y, u et v. En
conclusion, 'analyse adimensionnelle montre que, au premier ordre prés, les composantes de
la vitesse horizontale sont régies par un systéme d’équations aux dérivées particlles de type

elliptique qui s’écrit, sous forme dimensionnelle:

- du av d(-.{au ov dz
A 2 Y| L LV | = pel T
( " ( ox By]J+By (ﬂ ay+ax]] P& ox

9
dx
(.= av  du (-, faov du oz
—|2NH| 2—+— ——|nH —+—||=pegH —=
ay( n ( ay+axD+ax[n (ax-i-ay]] P& dy

(IV-36)

L’intérét de l'analyse adimensionnelle est de montrer de maniére rigoureuse gue le
probléme tridimensionnel de départ peut-étre réduit & un probléeme 2D dans le plan

horizontal, grice & 'analyse des ordres de grandeur intervenant dans l'ice-shelf.

IV.2.3.2. Conditions aux limites

L’hypothése principale du raisonnement précédent ('indépendance des vitesses
horizontales avec la profondeur) n’est probablement pas valide au niveau des limites de l'ice-
shelf. Par exemple la ligne d’échouage peut étre une zone de transition oi 'écoulement passe
d'un régime de cisaillement vertical & un régime de contraintes longitudinales. Ce probléme
(I'un des plus intéressants et des plus difficiles de la dynamique des calottes) a été traité
analytiquement par Barcilon et MacAyeal (1993) dans l'hypothése dune rhéologie

Newtonienne (i.e. linéaire) et numériquement par Lestringant (1994). Dans les deux cas, il
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s'agit d’études bi-dimensionnelles dans le plan vertical. Ici, on supposera que les limites du
domaine étudié sont suffisamment éloignées de la ligne d’échouage et du front de glace (ot 'on
rencontre le méme genre de probléme, ¢f. Morland, 1987) pour que nos hypothéses restent
valables. |

Les conditions aux limites des problémes mécaniques sont généralement de deux types :
cinématique (la vitesse est spécifiée sur cette limite) ou dynamique (la force est imposée). Bien
entendu cette distinction est artificielle et dépend du domaine que lon étudie. Comme les
phénomeénes de glissement sur les cétés (i.e. sur le bord des baies) ne sont pas trés bien
compris quantitativement, on choisit de les décrire par une condition & la limite cinématique
(vitesse nulle). Cette approche est cohérente avec les observations sur les grands ice-shelves
(le Ross Ice Shelf, le long de la chaine Transantarctique par exemple) mais une
paramétrisation plus appropriée serait nécessaire pour des études a plus petite échelle. Un des
inconvénients d’'une telle approche est sa tendance & surestimer la force qui retient lice-shelf
dans la baie (MacAyeal et al., 1986). Les glaciers émissaires qui alimentent l'ice-shelf sont
également prescrits par des conditions aux limites cinématiques : leurs vitesses d’écoulement
sont des parametres d’entrée du modéle. En revanche, on connait le bilan de force sur le front
de glace (voir figure IV-4) et on peut donc y appliquer une condition a la limite dynamique.

La condition 2 la limite est écrite sous forme intégrée pour &tre cohérente avec les
‘équations diagnostiques (IV-36), n, étant la normale au front, pointée vers Pextérieur :

Z
=5

j [Q]mf n  dz=— J P.&Z0 pdz (IV-37)

N z
On choisit x colinéaire avec 'axe de la normale ; 51 on projette Pexpression précédente sur
les deux axes horizontaux, et que 'on calcule la pression a 'aide de Iéquation de continuité, on
obtient :

- du v p | H?
INH2—+—|=p|ll-"—|g—
" ( ox ay] p[ P. }g 2

- fou ov
H —+=— (=0
1 (8y+8xJ

(IV-38)

On peut remarquer la similarité entre ces conditions aux limites sur le front et la forme

des équations diagnostiques. -
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IV.2.4. Résolution - numérique des équations
diagnostiques

Il n’est pas possible de résoudre analytiquement les équations diagnostiques et leurs

conditions aux limites avec une géométrie réaliste : les seules solutions analytiques connues a

ce jour sont celles de Weertman et Van der Veen décrites en début de chapitre. Ce chapitre

décrit donc les méthodes numériques qui peuvent étre utilisées pour résoudre ces équations.

IV.2.4.1. Les modéles de Huybrechts et Determann

1000 —— ;
E Solution analytique
% 800 —— Huybrechts & Determann
@
1)
k3!
5 600
.o
5
D
a
B 400
Q
L
200 L 1 1 | L 1 L | s
0 20 40 60 80 100

Distance a la ligne d’echouage (km)

Figure IV-8 : Confrontation™ des modéles de Huybrechts (1992) et Determann (1991) avec
la solution analytique de Van der Veen. Les paramétres utilisés sont les mémes gue pour la

figure IV-7, sauf le coefficient rhéologique B=585x10" Pa a'’ (paramétres correspondant & la
premiére phase de Uexpérience EISMINT).

" Le seul modzle tridimensionnel de calotte Antarctique prenant en compte Pinteraction
dynamique des ice-shelves est celui de Huybrechts (1990, 1992)”. Nous nous sommes donc
intéressés a la partie «ice-shelf » de ce modele, qui est bi-dimensionnelle et trés similaire a
I'étude de Determann (1991). Les équations diagnostiques utilisées comme base de ces deux
modéles sont différentes de (IV-36) : elles proviennent de I'hypothése, douteuse d’aprées Pétude

adimensionnelle, que les gradients verticaux de cisaillements verticaux sont négligeables par

12 . . vos ~ . . . N s
Les modeles que je compare ici ne sont pas les modéles originaux mais des modéles que jai

reconstitués a partir de ces deux théses.

¥ Un nouveau modéle de ce type est développé par Catherine Ritz et son équipe au LGGE. Le

modéle d’ice-shelf développé dans cette these est un élément du modele 3D Antarctique.
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rapport aux autres termes des équations d’équilibre quasistatique. De plus, dans les deux
études, les gradients horizontaux de viscosité moyenne apparente sont négligés.

Comme ces hypothéses sont différentes de celles suggérées par I'analyse adimensionnelle
ci-dessus, nous les avons testées en confrontant leur solution unidimensionnelle stationnaire &
la solution analytique de Van der Veen qui, elle, est communément admise.

La différence entre la solution analytique et les résultats du modgle de Huybrechts (1992)
ou de Determann (1991) est sensible (cette différence est encore plus marquée sur les vitesses
d’écoulement). L’expérience montre que les hypothéses faites par ces deux auteurs sur les
gradients verticaux de cisaillements verticaux et sur les gradients horizontaux de viscosité
moyenne influencent les résultats de maniere significative. Signalons que les deux modéles
présentés dans les parties suivantes reproduisent la solution analytigue.

Nous avons tout de méme essayé de résoudre les équations (IV-36), avec le méme type de
méthodes numériques : différences finies centrées avec résolution d’'un systéme linéaire par
relaxation (c¢f. Press et al., 1992). La relaxation est une méthode de résolution adaptée aux
matrices a4 diagonale principale dominante, ce qui n’est pas tout a fait le cas ici (& cause des
conditions aux limites). Dans certaines configurations, ce type d’algorithme ne converge pas.
Dans la suite, on montrera donc d’autres algorithmes possibles de résolution des équations

diagnostiques.

1vV.2.4.2, Eléments finis: le modéle de MacAyeal”

Le premier modele 'numérique bi-dimensionnel d’écoulement dice-shelf utilisant les
équations {IV-36} est celui de MacAyeal. On considérera par la suite ce modele comme une
référence pour notre modele de type différences finies, moins élaboré mais sans doute mieux
adapté a I'étude d'une calotte marine. Plusieurs versions du modele de MacAyeal existent et
nous décrivons ici une des plus récentes {¢f. MacAyeal, 1996 pour plus de détails).

La différence majeure entre une méthode de type différences finies et de type éléments
finis se situe au niveau de la forme des équations aux dérivées partielles considérées. En
différences finies, les équations doivent étre satisfaites localement sur certains points de la
grille, alors que l'approche éléments finis utilise la forme faible des équations aux dérivées
partielles. La seconde approche fait appel a4 un formalisme plus compliqué et souvent plus
coiteux en temps de calcul, mais il permet de mieux traiter des domaines géométriques
compliqués, et de mieux conserver globalement les quantités physiques importantes (énergie

ou masse par exemple).

" La description du modgle est tirée des notes de cours de Douglas MacAyeal.
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Le point de départ de cette méthode de résolution consiste & transformer les équations
diagnostiques (IV-36) & l'aide d’'une méthode de Galerkin. Par exemple la premiére équation

diagnostique (projection sur I'axe x) peut s’écrire, pour toute fonction poids y{x,y) arbitraire’

[[wxy) a(2nH[za_“+@D+i(nH[a“+a”B ogH &5 |dxdy = 0 (IV-39)
o d ox oy dy dy d dx

On suppose w(x,y) suffisamment dérivable (cest possible puisque cette fonction est

arbitraire) et on modifie l'expression précédente en utilisant le théoréme de la divergence, ce

qui donne :

U on {220, 2\ S v p \HEow ),
dx dy)ox v Ox ) dy 0. 9 ox
()

du  dv p |H*? du ov
- onH| 2% L L Y L S
} {(” (a +ayJ p( psz} a (afax)’J”

(85I

{(IV-40)

Ce que l'on retrouve dans l'intégrale simple n’est autre qu'une formulation faible de la
condition & la limite sur le front (IV-38). Pour annuler cette intégrale il suffit de spécifier

Y =0 au niveau des conditions aux limites cinématiques (i.e. sur les bords du domaine ot I'on

fixe la vitesse). Le méme type de transformation peut étre effectué avec la seconde équation
diagnostique.

La seconde étape du calcul consiste a discrétiser le domaine en N triangles (pas forcément
identiques, ce qui permet d’augmenter la résolution dans les zones sensibles du domaine) :
cette étape peut 8tre fastidieuse si elle est faite manuellement, mais il existe maintenant des
logiciels performants pour générer des grilles adaptées aux études de type éléments finis. La
fonction arbitraire, ou fonction poids, et les vitesses sont supposées varier linéairement a
I'intérieur de chaque triangle (ceci est spécifique au modéle de MacAyeal, la méthode des
¢léments finis pouvant s’appliquer de maniére plus générale, avec des fonctions quadratiques

par exemple) : dans chaque élément, la fonction poids et les vitesses horizontales s'écrivent

alors:
vyl g (v
ulx,y) (= uf (ogx+Biy+7i) (IV-41)
vloc,y) | %Y v

" On pourra remarquer la similarité entre la fonction poids y(x,y) et les multiplicateurs de

Lagrange utilisés pour la reconstruction de la viscosité apparente.
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L’exposant e renvoie & ’élément correspondant & x et y. Les w; désignent les valeurs de la
fonction poids aux différents noeuds du triangle considéré. Les valeurs des coefficients a, ;]

et v, dépendent uniquement de la discrétisation choisie : ils sont calculés & partir de la
position des sommefs des triangles, en remarquant que la fonction d'interpolation (qui est
entre parentheses dans l'équation (IV-41)) doit é&tre égale & 1 au noeud correspondant a
Pindice % et étre nulle pour les deux autres noeuds. Ces 9 coefficients s’obtiennent donc par

inversion d'une matrice de rang 3:

o ogoap| [y |
Bi B Bij={xx » 1 (Iv-42)

YooY i) s sl
D’autre part, les valeurs d’épaisseur de glace et de viscosité sont choisies constantes sur
chaque élément. On doit donc affiner la grille aux endroits olt 'on suppose que les gradients
d’épaisseur ou de viscosité jouent un réle important, 11 s’agit maintenant de réécrire 'équation

(IV-40} et son analogue {(projection sur 'axe y) en tenant compte de (IV-41), ce qui donne :

N 3 3 3
ZneHesz[azZ(‘la?uE+2va?)+5§2( fufmﬁvﬁ)]
e=1 i

o ] J=l (IV-43)
Pl P N (e oy e
- 2[1——]2(1‘1 ) Z%‘l’k =0
Puw e=1 k=1

[’expression précédente doit étre vérifiée quelles que soient les valeurs de y, & chaque

noeud, ce qui signifie que chacun des facteurs de la fonction poids doit étre nul (sauf sur les
conditions aux limites cinématigues ot 'on impose une fonction poids nulle). Le nombre
d’équations a résoudre est alors égal au nombre d'inconnues (i.e. vitesses horizontales aux
différents noeuds) et si 'on suppose la viscosité connue, les vitesses horizontales s'obtiennent
par résolution numérique d'un systéme linéaire. Les temps de calcul peuvent étre
considérablement réduits en remarquant que le systéme est symétrique, défini positif (on peut
alors utiliser la factorisation de Choleski). En pratique on wutilise souvent une loi de
comportement non linéaire (e.g. loi de Glen avec un exposani 3) et la viscosité dépend du
champ de vitesses. Le calcul des vitesses horizontales se fait alors par itérations successives :
on se donne une viscosité arbitraire avec laquelle on calcule le champ de vitesses, puis une
nouvelle valeur de viscosité est estimée & partir du champ de vitesses de 'itération précédente.
Cette procédure, appelée itération de Picart, converge rapidement dans le cas d'une loi de Glen

classique.
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1V.2.4.3. Résolution par différences finies

Le modele d’ice-shelf présenté ci-dessous utilise une approche un peu différente de celle de
MacAyeal. 1l n’est pas meilleur dans I'absolu et une discussion sur I'équivalence des deux
méthodes est donnée dans la sous-partie suivante. La principale raison du choix d'une
méthode de type différences finies est historique : le modele dice-shelf est destiné, & terme, a
étre incorporé au modéle de calotte posée développé au LGGE (Fabre et al., 1995 ; Ritz et al.,
1997), pour étudier de maniere plus précise la dynamique de la calotte Antarctique. Le modgle
de calotte posée étant de type différences finies, cest cette méthode qui a été adoptée afin

d’assurer 'homogénéité du modele Antarctique final.

IV.2.4.3.1. Discrétisation

Les équations diagnostiques (IV-36) sont discrétisées sans transformation préalable, cest
a dire sous forme locale. La grille utilisée est alternée (voir figure suivante), ce qui permet

d’estimer les flux de glace avec une bonne précision.

]

T @ Ar L A @

. ................................................. . ........................................... -
T ® A —9 Y @

. ................................................ .. ........................................... .
il @ -k o A o

i-1 i 1+1

[ ] | .

Figure IV-9 : grille alternée utilisée pour la discrétisation. On calcule les viscosités
moyennes et les épaisseurs de glace au niveau des cercles, la vitesse horizontale w au niveaw des
triangles et v sur les carrés. L'utilité d'une telle discrétisation est de mieux conserver les flux et
d'étre plus stable qu'une discrétisation classique (Patankar, 1980).

La forme discréte de la premiere équation diagnostique (IV-36) s’écrit localement au point

de coordonnées (1-1/2,) :
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2“;_1- Hf_j 2 ”1+y2.j - ”',7 ]2.1 + \);_j'.{.yz - v]_u,_yz
Ax Ax Ay
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(IV-44)

La seconde équation diagnostique est discrétisée au peint (7,j-1/2): elle s'obtient par
permutation de x et y, u et v, i et j dans 'équation précédente (on conserve ainsi la symétrie
des équations de départ). La forme discréte des conditions aux limites s’'obtient de manidre
analogue. On a alors autant d’équations a résoudre que d’inconnues : si la viscosité est connue,
la vitesse s’obtient par résolution numérique d’un systéme de 2N équations a 2N inconnues (N
étant le nombre de points de grille actifs). Comme pour la résolution par éléments finis, une

simple itération de Picart permet de traiter le cas ot la loi de comportement est non linéaire
(e.g. loi de Glen)

IV.2.4.3.2. Méthodes numériques de résolution

On g'apercoit que, quel que soit le type de discrétisation utilisé, le probléme se rameéne 2

la résolution d'un systéme linéaire :
Au=pb (IV-45)
u est un vecteur contenant les valeurs discrétes de vitesses horizontales (que 'on cherche
a déterminer), b est un vecteur connu et A est une matrice carrée, que lon espére
numériquement inversible et qui dépend de la viscosité. Il faut remarquer que la matrice A
est exceptionnellement large: si le domaine d’étude comporte 100x100 points de grille
{précision que l'on souhaite atteindre), la matrice A comporte alors 20000 x 20000, soit 400

millions d’¢léments. Le stockage complet d’une telle matrice nécessite donc plus de 3 000 Mo

(Mega-octets) de mémoire”. L'ordinateur sur lequel jeffectue tous les calculs ne comportant

" Un réel « double précision » est codé sur 8 octets en FORTRAN.
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que 80 Mo de meémoire, il n'est pas possible de stocker la matrice A entiérement. Une

maniére classique de contourner ce probléme est de remarquer qu’environ 99.9% des éléments

de la matrice A sont nuls (A est dite matrice creuse) : on peut ne stocker que les éléments

non nuls et leur position (numéro de ligne et de colonne) dans la matrice.
Deux types d’algorithmes existent pour résoudre des systémes linéaires de cette taille:

e des méthodes directes: le vecteur u est déterminé de maniére exacte grice a des

" méthodes de pivot.
+ des méthodes itératives qui, a partir d'une estimation de la solution, convergent plus ou
moins bien et plus ou moins rapidement vers une meilleure solution. De maniére générale ces

méthodes sont plus rapides, mais moins robustes que les méthodes directes.

IV.2.4.3.2.1. Résolution directe

Plusieurs algorithmes de résolution directe de systémes linéaires larges sont disponibles
“dans des bibliothéques informatiques. Deux d’entre eux se sont révélés particulierement
efficaces pour la résolution de notre probleéme. |

» Nous avons testé la routine Y12M développée par Zlatev (1981). Seuls les éléments non
‘nuls de la matrice creuse sont stockés en mémoire. La résolution du systéme se fait par

factorisation LU, L étant une matrice triangulaire inférieure, U triangulaire supérieure.

Cette routine est rapide et requiert des tableaux de travail de taille mémoire raisonnable. Elle
n’est malheureusement pas vectorisée et ses performances sur CRAY C90 sont modestes'”.

¢ La librairie LAPACK contient des routines d’algébre linéaire performants, spécialement
adaptées aux machines & calcul vectoriel ou paralléle. La routine de résolution de systéme a
bandes que nous avons employée s’appelle DGBSV (ou SGBSV pour sa version simple
précision). Comme les bandes du systéme généré par différences finies sont espacées,
I'inconvénient de cet algorithme est de stocker un nombre important de valeurs nulles. Cette
routine requiert donc plus de mémoire. mais elle est plus rapide que Yi2M (la différence de
temps de calcul étant particulierement importante sur CRAY C90).

Toutes ces routines (écrites en FORTRAN 77) sont disponibles gratuitement sur Internet

a 'adresse suivante: http://www netlib.org/index html.

V24322 Méthodes itératives

17 - - . . . . .
" 1l existe également des routines de résolution de matrices creuses sur CRAY C90, mais nous
n’avons pas les fichiers sources de ces routines, ce qui limite la portabilité et le test du code sur station

de travail.
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Deux méthodes itératives de résolution ont été testées:

¢ La relaxation ou méthode de Gauss Seidel (¢f. Press et al., 1992): une condition
suffisante de convergence de cet algorithme est que la matrice A soit 4 diagonale dominante
(z.e. la valeur absolue de la diagonale principale est supérieure & la somme des valeurs
absolues des termes de la méme ligne), ce qui n'est pas tout & fait le cas ici. [’avantage de cet
algorithme est son implémentation facile, le peu de mémoire qu’il requiert et sa convergence
rapide si Pétat initial n’est pas trop éloigné de la solution finale. L'inconvénient majeur est le
manque de fiabilité de cette méthode, qui peut diverger de maniére imprévisible pour
certaines valeurs d’épaisseur et de viscosité.

¢ La méthode des gradients bi-conjugués (¢f. Press et al, 1992) : nous avons vu dans le
chapitre précédent que la résolution d'un systéme linéaire symétrique défini positif pouvait se
faire par minimisation d'une forme quadratique, grace & l'algorithme des gradients conjugusés.
Les gradients bi-conjugués sont une adaptation de cette méthode & une matrice quelconque.
Malheureusement il n’existe pas de critére assurant la convergence de I'algorithme. Si I'état
- initial est trés différent de la solution finale, cet algorithme n’est pas avantageux en terme de
temps de calcul par rapport a I'utilisation d’une routine de résolution directe.

Les méthodes itératives sont donc efficaces si Ion dispose d'une bonne estimation de la
solution du systéme linéaire. Elles peuvent par exemple é&tre appréciables lors de la simulation
de TI'évolution de la calotte, si I'on se trouve proche d’un état stationnaire (la solution de
'itération temporelle précédente peut alors servir de bon état initial). Cependant, leur manque
de fiabilité nécessite I'utilisation d’une méthode de résolution directe de remplacement, au cas

ot la convergence serait trop lente.

IV.2.4.3.2.3. Réarrangemeni matriciel

La performance des algorithmes ci dessus dépend beaucoup de l'ordre dans lequel on
classe les vitesses horizontales dans le vecteur u. Les différents tests que nous avons faits
montrent que le temps de calcul CPU que nécessite la résolution est influencé par la largeur
de la bande principale de la matrice A. Dans ces conditions il est avantageux de classer le
vecteur u en alternant les vitesses horizontales suivant x et suivant v, plutét que de stocker
les valeurs de u dans les N premiéres lignes de u, puis v dans les N derniéres.

Une permutation de l'ordre des lignes de u permet de réduire un peu plus la largeur de la
bande de la matrice A. L’algorithme de réduction que nous utilisons est celui de Gibbs, Poole

et Stockmeyer (également disponible & Padresse Internet mentionnée).

IV.2.4.3.3. Décompositions de domaines
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L’idée des décompositions de domaines est simple et bien adaptée aux probléemes
elliptiques. Elle consiste a diviser le domaine d’étude en sous-domaines se recouvrant
partiellement, et & résoudre les équations diagnostiques discrétes sur chacun des sous
domaines. Les conditions aux limites sur les bords fictifs sont inconnues et un choix naturel
consiste & prendre le champ de vitesses du sous domaine voisin (méthode dite de Schwarz),
puis a procéder par itérations successives, jusqu'd convergence. La rapidité de cette
convergence dépend du taux de recouvrement que on choisit. Des tests effectués par Debreu
(1995) sur I'équation de Poisson (i.e. 'EDP elliptique la plus simple) montrent qu'un taux de
recouvrement de 20% est un bon compromis entre la taille des sous-domaines et la rapidité de
convergence.

Pour montrer le principe de cette méthode, nous avons résolu les équations diagnostiques
pour un ice-shelf idéal carré de 200 km de coté et de 500 m d’épaisseur. La viscosité de la glace
est supposée constante, égale & 25 MPa a. Sur les bords gauche, haut et droit, la vitesse est
prise égale & zéro, et le front de glace est situé en bas du domaine. Noter qu'un tel ice-shelf est
assez irréaliste, car il n’est alimenté par aucun glacier émissaire : cette expérience n’est
destinée qu’a tester la décomposition de domaines adaptée & la dynamique de l'ice-shelf. La
densité de la glace est prise égale & 917 kg m”, celle de l'eau de mer a 1028 kg m” et

. Taccélération de la pesanteur est de 9.81 m.s”,
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Figure IV-10 : solution des équations diagnostiques de lice-shelf idéal, calculée avec YI2M.
Les vitesses suivant Uaxe x (cadre de gauche} et suivant y (& droite) sont exprimées en m o’ On
peut remarquer que la vitesse augmente avec la proximité du front de glace, ce qui est un
phénoméne tres bien observé dans lo nature. Une autre caractéristique intéressante est la
convergence des lignes de courant dans le centre de Uice-shelf et une divergence & proximité du
front. Cette simulation a été faite sans décomposition de domaine. La grille utilisée comporte
81 x 81 points de grille.
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On divise ensuite I'ice-shelf en deux parties, dans le sens de la verticale, et on applique la

méthode de Schwarz avec un recouvrement de l'ordre de 20%, & partir d’un état initial nul.
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Figure IV-11 : résultats obtenus aprés la premiére itération (u & gauche et v ¢ droite en m @’
') la symétrie de la solution finale n'est pas conservée, mais Uordre de grandeur des vitesses

simulées est correct.
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Figure IV-12 : aprés la seconde itération...
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Figure IV-13 : aprés dix itérations... Noter que la symétrie n'est pas parfaite sur le champ u

{cadre de gauche). Ce champ de vitesses est néanmoins une bonne approximation de la solution
exacte de la figure IV-10.

= 2E-06x" + 0,0076x - 2,7931|:
R = 0,9982

Temps de calcul en s (HP 9000)

0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 5000
Nombre de points de grille actifs
Figure IV-14 : temps de caleul CPU en fonction du nombre de points de grille actifs pour 9

domaines discrets différents (Le probléme traité est lice-shelf idéal des figures IV-10, IV-11, IV-

12 et IV-13 ; U'algorithme de résolution est YI2M). Cette fonction est bien approximée par un arc
de parabole.

La décomposition de domaines est particulierement adaptée au calcul sur machine
paralléles : c'est son intérét majeur. Un autre avantage réside dans le fait que le temps de

calcul nécessaire a la résolution du systéme n’est pas proportionnel au nombre de points de

139




Trois problémes inverses en glaciologie

grille actifs (voir figure précédente), et il est donc intéressant de travailler sur des petits
domaines (quitte a faire quelques itérations). Cette technique a été utilisée pour Papplication
du modele d’ice-shelf a la calotte Antarctique : la décomposition de domaine est alors assez

naturelle puisque chaque ice-shelf & un régime dynamique pratiquement indépendant.

Iv.2.4.4. Equivalence des approches FDM et FEM

Le but de cette partie est de montrer que les méthodes de résolution par différences finies
(FDM) et par éléments finis (FEM) donnent des résultats similaires. Ces tests ne permettent
pas de valider notre modele, mais ils fournissent l'indication suivante : si un désaccord notable
avec les observations est constaté, alors celui-ci sera dd a la physique du probléme et non pas

aux méthodes numériques employées.

IV.2.44.1. Comparaison sur une géométrie idéale

Dans un premier temps, nous avons programmé le modele de MacAyeal en FORTRAN 77
dans le cas idéal illustré par la figure IV-10, avec les mémes parameétres d’'entrée. La grille

triangulaire utilisée est présentée sur la figure suivante.

Figure IV-15 : grille utilisée pour le test du modeéle d’ice-shelf FEM sur géométrie idéale.
Cette grille comporte 800 éléments triangulaires.
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Figure IV-16 : champ de vitesses obtenu par résolution des équations diagnostiques par
FEM (u & gauche, v & droite). Le systéme linéaire a été résolu numériquement & Uaide de la
routine Y12M. Ces résultats doivent étre comparés & ceux de la figure IV-10, en remarquant
toutefois que la grille est plus fine dans la simulation FDM.

On remarque que la symétrie du champ de vitesses final n’est pas parfaite, en particulier
sur le champ u. Ceci est dfi 4 la grille triangulaire qui n'est pas symétrique par rapport 2 la
droite x=100 km. Cette asymétrie du champ de vitesses diminue avec la finesse du maillage.
Une autre particularité, spécifique & l'exercice traité ici, est la vitesse nulle de I’élément en
haut et & droite du domaine. Ceci est normal car chacun des noeuds de cet élément vérifie une
condition & la limite cinématique; cette caractéristique peut entrainer des problemes
numériques délicats lors de la simulation de I'évolution de la géométrie de ice-shelf avec le
temps.

La comparaison des figures IV-10 et IV-16 montre que les deux méthodes numériques
donnent des résultats trés similaires: les différences entre les deux champs de vitesses
simulés sont essentiellement dues & des différences de résolution (& résolution égale, les
éléments finis demandent des temps de calcul plus importants car le systéme linéaire a

résoudre est plus dense).

IV.2.4.4.2. Comparaison sur le Ross Ice Shelf
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Figure IV-17 : carte du Ross Ice Shelf montrant la localisation des stations de mesures
RIGGS (d'aprés Thomas, 1979)

Des mesures géophysiques et glaciologiques ont été effectuées sur le Ross Ice Shelf a
partir du début du XX*™ sizcle (Scott et Shackleton avaient commencé a faire des observations
lors de leurs premieres missions d'exploration). En particulier, une campagne intensive de
mesures a été menée entre 1973 et 1979 dans le cadre du projet RIGGS (Ross Ice Shelf
Geophysical and Glaciological Survey). Nous avons compilé toutes ces observations sous forme
d’'une base de données standard, utilisable a des fins de modélisation (MacAyeal et al., 1996).
Ce jeu de données, accessible au World Data Center for Glaciology A, a Boulder (Colorado,
USA), comprend :

o Le champ dépaisseur de lice-shelf mesuré par écho radar (Bentley et al., 1979
MacAyeal et al., 1987).

o Les vitesses horizontales d’écoulement mesurées par balises (Thomas et MacAyeal,
1982, Thomas et al., 1984, MacAyeal ef al., 1987).

e La température mesurée & 10 m de profondeur (Thomas et al., 1984) : cette température
est un bon indicateur de la température moyenne annuelle du site.

¢ L’accumulation en surface (Thomas et al., 1984),

e [’épaisseur de la colonne d’eau en dessous de l'ice-shelf (Bentley =t Jezek, 1981).

o Les vitesses et épaisseurs des glaciers émissaires qui alimentent le Ross Ice Shelf

(MacAyeal et Thomas, 1986 ; MacAyeal et al., 1987).
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Tous ces champs ont été interpolés sur une grille réguliére haute résolution de 111 x 147
points, utilisable par les modéles de type FDM et sur une grille triangulaire (FEM) de 30639
éléments. La résolution de la grille FDM est 6822 m et la résolution FEM varie entre 500 m
(prés des bords du domaine) et 20 km. Dans le cadre de I'expérience européenne EISMINT de
comparaison des modeles de calottes, P. Huybrechts (PH), J. Determann (JD), C. Hulbe et D.
MacAyeal (CHDM) ainsi que C. Ritz et moi-méme (CRVR) avons comparé les résultats de nos
modeles, en utilisant ce jeu de données standard. Le principal résultat de cette étude
(MacAyeal et al., 1996) est que les modéles sont capables de produire une carte des vitesses
qualitativement en accord avec les tendances observées (e.g. une vitesse plus élevée sur le
front de glace) ; cependant on cons‘_céte que les modéles sont quantitativement en mauvais
accord entre eux (principalement A cause des différences dans les équations diagnostiques
considérées et dans les conditions aux limites). Le meilleur accord est trouvé entre CHDM et
CRVR qui utilisent pourtant des techniques numériques différentes.
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T

H
S

Figure IV-18 : comparaison des grilles différences finies et éléments finis du jeu de données
standard. :
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Figure IV-19 : magnitude de la vitesse simulée par CHDM (haut, modéle FEM) et CRVE
(bas, modele FDM). Les panneaux de droite montrent un zoom dans la région du glacier Byrd.
L'intervalle des contours est de 100 m a” sur les panneaux de gauche et 25 m o pour le zoom.
Cette simulation a été faite en utilisant le champ d’épaisseur du jeu standard et une loi de

comportement de type Glen, avec un exposant 3 et un coefficient B égal ¢ 1.9.10° Pa s'".

Dans les conditions de la simulation, aucun des modéles n’est capable de reproduire
quantitativement les mesures de vitesses, ce qui est probablement lié au choix de la loi de
comportement et & ses parameétres. Ce point sera discuté dans la partie Rhéologie & grande

échelle du Ross Ice Shelf.

IV.2.4.4.3. Avantages et inconvénients des deux méthodes

Nous avons donc vu & travers deux exemples que les approches FEM et FDM étaient &
peu prés équivalentes : le choix d'une méthode dépend surtout de Putilisation du modele. Le
modele développé dans cette thése est destiné & é&tre couplé & un modéle FDM de calotte
posée : cest donc cette méthode qui a été retenue. Il faut également signaler que l'approche

FDM est plus souple pour le traitement de I'équation de conservation de la masse.
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FEM FDM
La condition & la limite sur le front de L’étude d’'un ice-shelf réaliste nécessite
glace peut étre spécifiée de maniere 'ajout d'un domaine de glace fictif (pour le

rigoureuse, quelle que soit la forme de celui- | Ross Ice Shelf, Iépaisseur de ce domaine a
ci. été fixée & 1 m). La condition & la limite est

alors spécifiée sur les bords de la grille.

L’étude de domaines géométriques Dans la version actuelle du modele, les
compliqués est possible ; la grille triangulaire | zooms haute résolution ne sont pas possibles.
permet d’augmenter facilement la résolution
dans les régions ot 'on suspecte de fortes
variations des quantités considérées (vitesses

horizontales d’écoulement, viscosité...).

Si les limites de l'ice-shelf varient au La grille n’est pas modifiée en cas de
cours du temps, il faut refaire la grille et changement de la géométrie de I'ice-shelf.
recalculer les fonctions d’interpolation, ce qui

nécessite des calculs importants.

IV.2.5. L’équation prognostique

IV.2.5.1. Différences avec la calotte posée

Si lon considére Pordre 0 des équations d’équilibre quasistatique dans un modele de
calotte posée, alors la vitesse horizontale dépend localement de la géométrie. En d'autres
termes, la vitesse horizontale est fonction de la pente et de Iépaisseur de la calotte, et il est
possible de combiner les équations diagnostiques avec ’équation de conservation de la masse :
I'équation d’évolution & traiter est alors une équation de diffusion (voir par exemple Ritz,
1992). Cette manipulation mathématique, extrémement utile dans le cas des calottes posées,
n'est pas possible pour Iice-shelf, car les équations du mouvement ne sont pas locales (le flux
de glace n'est pas fonction de 'épaisseur au point considéré, mais de la géométrie cofnpléte du
domaine et des conditions aux limites) : par exemple un point d’ancrage (ile ou ice-rise} peut
- influencer le régime d’écoulement de l'ice-shelf sur quelques centaines de kilométres.

Dans lice-shelf, il faudra donc traiter la conservation de la masse (que I'on appelle aussi
équation d'évolution ou équation prognostique) indépendamment des équations du

mouvement. Celle-ci s’écrit ;
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%+ V,(vH)=a (IV-46)

a désigne P'accumulation en surface (en métre de glace par unité de temps) diminuée de la

fusion basale éventuelle, v le vecteur vitesse (il ne contient que les deux composantes
horizontales) et V, T'opérateur divergence horizontale. Les conditions aux limites sur les bords

du domaine sont de deux sortes: on spécifie Pétat initial (champs d’épaisseur en début de
simulation), le flux d’entrée aux conditions aux limites cinématiques (correspondant aux
glaciers émissaires, ou aux bords de la baie par exemple) et, sur le front de glace, on applique
une condition de type radiation libre pour empécher que la glace ne s’y accumule. Sur le front,
‘on impose donc que le gradient de la projection du flux de glace sur la normale soit nul (n

désigne la normale sortante au front) :

[V(Hyn) =0 (IV-47)

s, —

Cette condition a la limite est peu réaliste, car elle ne prend pas en considération le vélage

des icebergs au niveau du front. Dans T'état actuel de nos connaissances, il est en effet
impossible de prévoir de manitre déterministe la formation des icebergs a léchelle de
plusieurs années. Il est donc important de vérifier que cette impossibilité de prédire la position
exacte du front, influence peu 'écoulement en amont : ce sont les vitesses et les déformations
au niveau de la ligne d’échouage qui sont importantes pour la stabilité d’une calotte marine.

Cette vérification est faite dans la partie influence du vélage sur 'écoulement de Utce-shelf

I1V.2.5.2. Schéma numérique

L'équation (IV-46) et ses conditions aux limites sont discrétisées sur la grille alternée de
la figure IV-9: la discrétisation choisie est de type implicite, pour des raisons de stabilité

numérique :

i i~y

At 7 Ax
v, +/(Hk+l +HA+1 ) V(HJHI +HA+| ) (IV-48)

ij+l! 1=l ¥
+ =4,

2Ay =4

b4l - k k+1 E+1 3 k+l k+1
HT —H, +Ili+}é_j(Hr"; HH,J) Uy (H +H )

L’équation (IV-48) décrit un schéma de type « centré », mais une schéma « amont » est
également envisageable. Il s'agit dans les deux cas de résoudre un systéme linéaire de type
A’h = b’ & chaque itération temporelle. La matrice A’ comporte une diagonale principale,
deux diagonales supérieures et deux diagonales inférieures. On utilise un algorithme de
relaxation (Press et al,, 1992) pour la résolution numérique de ce systéme. Il est en effet

toujours possible de construire une matrice A’ a diagonale dominante (condition suffisante de
convergence de la méthode de relaxation), en choisissant un pas de temps suffisamment petit.
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Ce schéma donne des résultats satisfaisants : en faisant un bilan global des flux entrant
et sortant de lice-shelf, on s'apercoit que la perte (ou le gain) de masse due aux erreurs
numériques est de l'ordre du pour cent (Rommelaere et Ritz, 1996). Cette erreur pourra sans
doute &tre réduite & 'avenir en utilisant des algorithmes plus élaborés de type volumes finis

(mieux adaptés au traitement des équations aux dérivées partielles de type hyperbolique).

IV.2.6. Influence du vélage sur I’'écoulement de I'ice-shelf

Dans I'état actuel de nos connaissances sur les phénomenes de fissuration et de rupture
du matériau glace, il n'est pas possible de prévoir avec précision la position du front des ice-
shelves sur de longues périodes. Afin de connaitre l'influence de la position du front sur
I'écoulement de la calotte en amont, nous avons procédé a quelques tests simples a l'aide du
modéle ci dessus. L'approche numérique la plus adaptée a cet exercice est la FEM car elle
permet d’appliquer la condition & la limite sur le front de maniére plus rigoureuse. Trois cas
on été étudiés :

s Piceberg se forme dans une extension non confinée de 'ice-shelf

» Iiceberg se forme dans la baie retenant l'ice-shelf (zone confinée)

» 'iceberg se forme en amont d’une petite ile, point d’ancrage de Vice-ghelf.

Ces trois simulations ont été faites avec une viscosité apparente de la glace de 25 MPa a

sur géométrie idéale.
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Figure IV-20 : vue schématique de Uice-shelf idéal considéré pour étude de Uinfluence du
vélage.
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Figure IV-21 : champ de vitesses (u & gauche, v & droite en m a”) simulé avant le vélage de
liceberg. La méthode utilisée est de type éléments finis (la grille utilisée comporte 1000
éléments). L'écoulement dans la partie confinée est similaire ¢ celut de la figurelV-10 (p 137).
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Dans le premier exemple, nous avons considéré un ice-shelf de méme géométrie que sur la

figure IV-10 (p 137), en y ajoutant une langue de glace libre de 200 km x 50 km.

| !
200 9/\ - 200
" =]
i N !
€ €
=3 =3
== =
100 - - 100
%
S
0 i , . ——% 0
0 100 200 0 100 200

x (km) X (km)

Figure IV-22 : champ de vitesses (u & gauche, v & droite en m o) simulé avant le vélage de
Uiceberg. La méthode utilisée est de type éléments finis (la grille utilisée comporte 1000
éléments). L'écoulement dans la partie confinée est similaire & celui de la figurelV-10 (p 137).

La comparaison de la figure précédente et de la figure IV-10 montre que l'ajout d’une
langue de glace libre influence peu lécoulement de lice-shelf en amont. Ce résultat

préliminaire suggére que la formation dun iceberg dans cette région est peu importante pour

la dynamique de lice-shelf.
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Figure IV-23 : champ de vitesses simulé aprés vélage d’'un iceberg de 3200 km’. Le champ v

(@ droite), qui constitue la composante principale de la vitesse horizontale, n'a pas été modifié
dans la partie confinée.

La premiere simulation de vélage (figure IV-23) sugsére que, pour létude de la
dynamique d’une calotte marine, il n’est pas nécessaire de connaitre avec précision la position
du front de glace, si celui-ci se trouve dans une zone non confinée. La notion de confinement

n’est malheureusement pas évidente si 'on étudie des ice-shelves de géométrie plus complexe.
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Figure IV-24 : champ de vitesses simulé aprés vélage d'un iceberg de 3200 km® dans la
partie confinée de lice-shelf. Le champ v (composante principale de la vitesse horizontale) est
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- légérement modifié dans le voisinage du nouveau front de glace. Le champ u montre que
laz;mut de la vitesse s‘adapte de maniére & combler lespace libre oii s'est formé I’ iceberg.

Dans la seconde simulation de vélage (figure IV-25), la disparition d’une partie de lice-
shelf entraine une diminution de la surface de frottement sur les bords, et donc de la force qui
maintient lice-shelf dans sa baie. Ceci entraine une légere accélération de Iécoulement et une

modification de Pazimut de la vitesse.
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Figure IV-25 : champ de vitesses simulé dans Uice-shelf ancré, avant vélage de Uiceberg.
L’ile influence de maniére significative Uécoulement dans l'ensemble de Uice-shelf ; en particulier
elle diminue la vitesse maximale d’écoulement (sur le front) de plus de 100 m d'.

Pour la troisiéme simulation de vélage, la fracturation de lice-shelf se produit en amont
d'une petite ile qui limite I'écoulement. Le champ de vitesse avant vélage, présenté sur la
figure IV-25, est 4 comparer aux résultats de la figure IV-24 (aprés vélage). Les vitesses
d’écoulement sont nettement plus importantes aprés vélage (jusqu'a 100 m a” de plus). Cette
expérience simple montre le role primordial des fles et des ice-rises dans la dynamique des ice-
shelves. Le méme type de simulation a été réalisé par Hulbe (communication personnelle)
avec la géométrie du Larsen Ice Shelf (aprés sa désintégration partielle de février 1995) : les
simulations montrent qu’en cas de vélage autour de I'lle de Robertson, 1a vitesse d’écoulement

augmenterait de 50% (ce qui correspond a l'ordre de grandeur des résultats présentés dans

cette partie).

IV.3. RHEOLOGIE A GRANDE ECHELLE DU ROSS ICE SHELF

Paterson, dans la troisieme édition de The physics of glaciers (1994), a choisi la citation

suivante pour introduire son chapitre sur 'écoulement des ice-shelves et des ice-streams : « it’s
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a capital mistake to theorize without data » (Sir Cornan Doyle). Il est évident que le manque
d’'une couverture de données suffisante est un facteur limitant de la modélisation en
glaciologie. Heureusement, le perfectionnement des techniques d’acquisition de données par
satellite devrait permettre de fournir des jeux de données de plus en plus fiables utilisables
par les modéles.

A Theure actuelle, on dispose d'une base de données standard provenant des mesures
effectuées durant la campagne RIGGS (1973-78), maintenant accessible au World Data
Center for Glaciology A (Boulder, Colorado). Dans ce chapitre, nous essayons de trouver des
points communs entre le modéle développé dans la section précédente et ces observations.
Tous les résultats présentés dans ce chapitre dépendent de ce jeu de données, 4gé de 20 ans.
La méthode spécialement développée afin de valider le modéle est indépendante des
observations, elle pourra étre réutilisée dés que des mesures plus précises seront disponibles.
En particulier, afin d’augmenter la précision des résultats, nous espérons que des techniques
prometteuses telles que linterférométrie radar” fourniront bientét des cartes précises de
vitesses d’écoulement sur les ice-shelves ; pour Iinstant, linterférométrie n’est pas adaptée

aux ice-shelves & cause de difficultés liées aux marées (Rignot, communication personnelle).

1V.3.1. Premiere confrontation Modéle - observations

La figure IV-19 (p. 144) montre l'écoulement de lice-shelf calculé avec une loi de

" comportement de type Glen (avec un exposant 3 et un coefficient B=19x10° Pa s*, i.e. valeur
théorique correspondant a -20°C environ). Cette loi de comportement, utilisée couramment en
' glaciologie, a ses limites : elle ne permet pas de prendre en compte les variations de densités,
.les concentrations en impuretés (e.g. sel de mer), Forientation des axes C, et d’autres facteurs
qui influencent la déformation de la glace. Il n'est pas non plus évident que cette loi de
déformation, établie & partir d’expériences sur des petits échantillons, soit valable a l'échelle
de contraintes des calottes : les mesures de laboratoire, en général effectuées a des contraintes
supérieures & 1 bar, suggérent une valeur de 3 pour I'exposant de la loi de Glen. En revanche,
pour des contraintes plus faibles, les résultats de l'inclinométrie & Dye 3 (Pimienta, 1987) et la
topographie actuelle de I'Antarctique seraient plus en accord avec un exposant voisin de 1
(Rémy et al., 1996). Paterson (1994) remarque par ailleurs que les mesures du coefficient de la
loi de Glen peuvent varier de maniére importante suivant les auteurs.

La comparaison des isocontours de la figure IV-19 (p 144) avec les mesures de vitesse

présentées sur la figure suivante montre que Paccord entre le modele et les observations n’est

" Le potentiel de cette technique appliquée au Nord de la calotte du Groenland pourra, par

exemple, éire apprécié dans Rignot et al. (1997).
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pas satisfaisant. Par exemple, la vitesse maximale simulée par notre modsale (sur le front) est
1508 m a’, alors que les valeurs mesurées n'excédent pas 1100 m a’. Nous pensons que ce
- désaccord est di aux incertitudes sur les parameétres de la loi rhéologique employée. En
particulier, dans les simulations précédentes, le coefficient de la loi de Glen est supposé
constant alors que celui-ci peut varier avec la température. En effet, le modéle ne nous permet
pas de déterminer avec précision le champ de température 3D de lice-shelf : celui-ci dépend
trop fortement de la fusion et de laccrétion & la base de lice-shelf, et des conditions de

température sur les autres limites du domaine, qui sont mal connues.

Al VROCTY BOUNES [m W)

~w : =W o . =E

Figure IV-26 : carte de Uamplitude des vitesses d’écoulement observées sur le Ross Ice Shelf,
d'aprés Thomas et MacAyeal (1982). Les vitesses d'écoulement observées sont nettement
inférieures (de presque 50% sur le front) aux vitesses simulées figure IV-19 (p. 144).

IV.3.2. Détermination de la viscosité effective par
meéthode de contrdle

Dans cette partie, nous montrons comment il est possible d’appliquer le modéle
d’écoulement en mode inverse afin de déterminer la distribution spatiale de la viscosité
apparente du Ross Ice Shelf. La glace est supposée isotrope dans cette étude, ce qui permet de
définir la viscosité comme une quantité scalaire (et non tensorielle). Reconstruire la viscosité
apparente du Ross Ice Shelf présente les intéréts suivants:

o Cette reconstruction permet de voir si les relations entre tenseurs des contraintes et

“déformations sont en adéquation avec la loi de Glen.
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» La viscosité de la glace contient des informations sur la température de la colonne de
glace, et done sur la fonte ou P'acerétion éventuelle 4 la base de l'ice-shelf. Par conséquent, il
est peut-étre possible de détecter les régions de forte fonte (ou d’accrétion) grice a cette
analyse.

o Les propriétés rhéologiques de la glace dépendent de son histoire mécanique. La
reconstruction de la viscosité apparente pourrait étre un moyen de trouver des régions dont la
glace 4 une histoire singulidre. En particulier, on sait que les ice-streams qui alimentent le
Ross Ice Shelf sont des structures transitoires et il serait intéressant de retrouver des signes

de leur variabilité temporelle dans le signal de viscosité du Ross Ice Shelf.

Probléeme direct

Ce que le modele Viscosité apparente de Vitesses horizontales
d’écoulement la glace :  — d’écoulement :
calcule : 1 t,v
Ce que 'on veut Viscosité apparente de - Vitesses horizontales
déterminer : la glace : d’écoulement :
- = U,U
-~ ,

Probléeme inverse

Figure IV-27 : la détermination de la viscosité apparente de lice-shelf est un probléme
inverse.

IV.3.2.1. Analogie avec la détermination de la friction basale

des ice-streams

L’approche décrite ici utilise un formalisme mathématique similaire a celui développé par
MacAyeal (1993¢), MacAyeal et al. (1995) afin de déterminer la friction basale des ice-streams
4 partir de mesures topographiques et de mesures de vitesses d’écoulement en surface : les
techniques satellitaires actuelles permettent en effet de fournir des cartes trés précises de
vitesses d’écoulement sur les ice-streams (Bindschadler et al., 1996). Nous rappelons ici

bridgvement la problématique de la friction basale des ice-streams.

IV.3.2.1.1. Dynamique des ice-streams

Les ice-shelves et les ice-streams sont des structures dynamiques trés similaires. Deux

différences essentielles sont toutefols a signaler:
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* Un ice-stream ne flotte pas : il n'existe pas de relation entre laltitude de sa surface et
son épaisseur (i.e. pas de condition de flottabilité).

» Contrairement a Pice-shelf, il existe du frottement a la base de lice-stream : cette
friction est & prendre en compte pour simuler 'écoulement.

Pour Panalyse adimensionnelle du probléme, il faut considérer ordre de grandeur de la
friction basale : un nombre sans dimension supplémentaire est alors & considérer (cf. théoréme

de Vachy - Buckingham) par rapport a Panalyse adimensionnelle des ice-shelves” :

bl (IV-49)
n Y
°z

ot [1,] représente Téchelle caractéristique de la friction basale. Ce nombre sans

dimension est similaire au nombre d’Argand utilisé lors de l'établissement des équations
diagnostiques de lice-shelf (la pression a été remplacée par la friction basale, I’échelle
horizontale par I’échelle verticale}). Dans les régions que l'on appelle traditionnellement ice-
streams ce nombre est de I'ordre de 10”, y compris dans les régions de « sticky spots » ou la
friction basale peut atteindre 1 bar (MacAyeal, 1996). La reconnaissance de ce petit paramatre
permet de distinguer différents ordres dans les équations d’équilibre quasistatique. On peut
montrer que, comme pour Fice-shelf, les vitesses horizontales sont indépendantes de la
profondeur & lordre 0. L/intégration des équations & lordre 1 et P'utilisation d’outils
mathématiques (e.g. régle de Leibnitz) permettent d’établir les équations diagnostiques
‘suivantes, valables pour Pécoulement de lice-stream (elles prennent en compte lordre 0 et

l'ordre 1 des équations d’équilibre quasistatique):
a !, - o ov o -, {ou v dz
—i2NH 22—+ — [{+—InH| —+—||=pgH = ~1,,
dx ( i [ dx dy j) ay {Tl (ay dx D PE aw
9 {,- dv  du di-,{ov du dz
—i2NH 22—+ — |+ —inH|—+—||=paHf == -1,
dy ( " ( dy  ox J] dx {ﬂ [ax ¥ ByD P8 y

ou 1, et 7, désignent les deux composantes du vecteur de friction basale.

(IV-50)

IV.3.2.1.2. Détermination de la friction basale

S1 l'on dispose de mesures d'épaisseur de glace, d’altitude de la surface, de vitesse
d’écoulement, et que l'on suppose la rhéologie connue (ce point sera discuté par la suite), alors
il est raisonnable de penser que les équations (IV-50) permettent de calculer la friction & la

base du glacier. Whillans et Van der Veen (1993) ont traité ce probleme & Faide de mesures de

¥ Par ailleurs, la densité de l'eau de mer w'intervient plus il n'y .a plus de condition de

flottabilité) : le rapport p /p n'intervient plus.
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vitesse sur Ice Stream B et d’'une approche directe, c'est a dire en calculant la friction basale a

partir des différents d’observation, de la maniére suivante

9z% 9 - out v 3 - ou’ v
=pgHY ot g2 S PR+ Ll el
Tor = P8 ox Bx[ N [ dox oy J] dy (TI [ dy  ox

T =Dng§£——§- on’ HY 2§l’i+£ _9 ne e £+az¢d
BN a}J a}’ a_y dx dx o By

(IV-51)

L’exposant d (data) se rapporte aux variables mesurées. Le résultat le plus surprenant
obtenu par Whillans et Van der Veen (1993) est que la friction basale peut devenir négative®
sur certaines régions. Cette approche présente également d’autres inconvénients. Tout
d’abord, les dérivées premiéres et secondes d’'un champ de mesures interpolé est souvent trés
bruité et peu fiable. D’autre part, les équations ([V-50) représentent uniguement P'écoulement
a grande échelle de lice-stream (I'établissement de ces équations nécessite un petit rapport
“d’aspect) | Papproche de Whillans et Van der Veen (1993} qui consiste & interpréter des
structures de vitesse a petite échelle n’est pas forcément compatible avec les équations
diagnostiques (IV-50) utilisées. Enfin un troisiéme probléme est que la friction basale ainsi
~ calculée n'est pas nécessairement colinéaire & la vitesse d’écoulement du glacier.

L’approche inverse préconisée par MacAyeal (1993c) consiste & trouver le meilleur accord,
au sens des moindres carrés, entre les vitesses simulées par un modéle d’ice-stream défini par
les équations diagnostiques (IV-50) et les vitesses observées. Il g'agit donc de minimiser un
index de performance en fonction des valeurs de friction basale : cette minimisation se fait a
laide d’'une méthode de contréle similaire a celle qui sera décrite pour reconstruire la viscosité
du Ross Ice Shelf. Le point faible de la méthode de MacAyeal (1993¢c) est la rhéologie de la
glace supposée connue : les paramétres libres du modale d’écoulement se limitent donc aux
valeurs de friction basale. II serait intéressant d’essayer de combiner cette méthode de
reconstruction avec la méthode ci-dessous afin de remonter & la fois & la rhéologie et & la

friction basale des ice-streams.

IV.3.2.2, Principe de la méthode de contréle

La reconstruction de la rhéologie & grande échelle du Ross Ice Shelf a été réalisée a Paide
d’une méthode de contréle, similaire en de nombreux points & la reconstruction du coefficient
de diffusion apparent du chapitre ITl. Le principe est la minimisation de I'éeart quadratique

modele vs observations, par rapport a la distribution spatiale de viscosité

“ Une friction négative indique que le frottement fournit de Pénergie 4 I'écoulement au lieu d’en

dissiper sous forme de chaleur. Ce résultat est incompatible avec le concept méme de frottement.
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I:%-{”}‘[(u—ud‘)z+(vwvd)2}dxdy (IV-52)
r

L’algorithme choisi transforme la minimisation multivariable en une succession de
minimisations univariables le long de vecteurs de recherche. La construction de ces vecteurs
de recherche utilise 'information contenue dans le gradient de Pestimateur par rapport aux
paramétres libres du modéle (i.e. les valeurs discrétes de viscosité apparente). Dans la partie
suivante, nous montrons comment il est possible de calculer ce gradient de maniére exacte et

rapide, grice & la notion d’adjoint.

1V.3.2.3. Calcul du gradient de U'index de performance

Le caleul numérique du gradient de I par rapport & la viscosité est trés limitant au niveau
des temps de caleul : la discrétisation du Ross Ice Shelf que nous utilisons comporte 5738
points de grille actifs et donc 5738 valeurs de viscosité a calibrer. Le caleul numérique du
gradient par différences finies nécessiterait done 11476 fois la résolution du modéle direct,
cest & dire environ 8 jours de calcul”. Sachant que la minimisation nécessite plusieurs

centaines de fois le calcul du gradient, il faut envisager une méthode plus rapide.

IV.3.2.3.1. Equations adjointes

La démarche décrite ci-dessous est trés similaire a celle présentée chapitre IIT pour la
reconstruction du coefficient de diffusion apparent. Les deux différences majeures sont les
suivantes :

¢ il s'agit ici d’'un probléme bidimensionnel

» les équations du modeéle direct d’écoulement sont des équations aux dérivées partielles
de type elliptique, et non parabolique comme dans le cas de la reconstruction du coefficient de

diffusion apparent.

IV.3.2.8.1.1. Version continue
La technique employée consiste a introduire les éguations du mouvement de lice-shelf et
ses conditions aux limites™ sous forme de contraintes de I'index de performance, par le biais de
deux multiplicateurs de Lagrange A(x,y) et u(x,y) ; on impose dés maintenant A = p =0 sur

les conditions aux limites cinématiques du domaine (i.e. les limites oit 'on spécifie la vitesse et

non la force) :

* La résolution du modéle direct sur le Ross [ce Shelf se fait en une minute environ.

22 . . vy . . " . .
L'incorporation des conditions aux limites dynamiques dans Pindex de performance constitue

une amélioration de la méthode de Rommelaere et MacAyeal, 1997.
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1 212 2\
j!'—5 J.[(u—u ) -i—(v—v )}.dx.dy
(r)
d [ qz du  ou d (= du dv .0z
A — | 2nH| 2—+— — Hl —Z— 4+ ||~ 5
+.(];.[ (x’y){ax( " (8x+8yn+ay(n [8y+8xJJ PeH ax}'dx'dy

3 (o ool cdv 2 9 (- fov 2 3
+ J‘ j u(x,y){g[?n H(zgﬁa—z]}g;(n H[£+£D— ngH ;;}.dx.dy (IV-53)

(r

- du  dv Hz, - fou du
—b A onH 2+ ) pg e HZ 2
j; {( gl ( 8x+ay) Pg—; ]Eﬁ(ﬂ [ay“Lapr"y}g—l

il

- duv  du Hz - du  ov
- A2nH2—=+—|-pg—%n_ H| =4+= dl
ﬂﬁl{( n ( ay"**ax] p 5 ]!ﬁ‘.g *{ﬂ (ay “i*ax)]gx}_

(87

Il faut remarquer que les intégrales ajoutées & P'index de performance sont nulles, si « et v

sont solutions des équations diagnostiques. La différentiation de I par rapport a toutes les

variables (i.e. A, 11, u, v et 1) donne :
.. 81 = _U[(u—ud).ﬁu+(v—vd ).Bv].dx.dy
()
d (6= duu  Jv (- fou du 0z
+ )AL —|2nH|2—+—||+—|nH|—+—||-pgH — . dx.d
(jrj} {ax[n [Bx ayD ay(n (ay axD " Bx} -
- dv  du 0 [~ f v  du oz
nH| 2—+— ||+~ |nH —+=—=||-pgH =\}.dx.d
(T} (ay axn Bx(n (B‘x ByD be By} R

. ffﬁu-{aa—y

(r)
- fi; M. 2H[2a—u+%)—ngzs n, +
i) ox dy 2

+”1.6 9 lonm 28—”+a—”J A L dx.dy
x dx oy dy dy ox
N dv  du d
O —|2nH| 2—+— —
+”M {By( N ( 8y+axn+ax[
- du dv - _(du du

- fﬁ n.8 {2ﬁH[28—0+a—u)]gy +{ﬁH(a—u+a—ungx dl
) gy ox /)| - dy ox

Comme u et v satisfont les équations diagnostiques du mouvement, les intégrales doubles

de la seconde et troisieme ligne sont nulles par construction ; les intégrales simples de la
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quatriegme et cinqui¢me ligne sont nulles pour les mémes raisons. On applique ensuite le

théoréme de 1a divergence sur les deux intégrales doubles restantes :

& = J.J. u—u u+ —v‘f)B ]cfxdy
” P ol ana 224 2| Pgln a2 2 e gy
dx ay dy gy  dx
+Eﬁh.6 2nH 2%+£ +|nH du v n, idl
dx dy I
{3r)
_”' a_”_a INH 2% ou +a—”5 nH du o dx.dy
ay dy ox dx dy  ox

(r)

—

- dv  du - fodu av
BUINH 2—+— _ HlE L2 L il
+§H { N ) T (afax Jg_\}_
(81}
dx an’ ay ax -
(3r)
—§u.8 2nH 2@)— ou n, +|nH| a_u+§_‘_)_ n, +dl (IV-55)
dy ox ) [ dy ox

(87)

On s'apercoit donc que les quatre intégrales simples se simplifient. On continue la

différentiation, puis on regroupe les termes en 81 de ces deux intégrales, pour obtenir

51 = j J' [(u—u Jou+ (v - v )ﬁv].dx.ag;

_U % v N du av oL 8u au 2@_ du 57, H.dv.dv
) Bx ax ay 8y 8t ay Br By oy ax

H 2 H_a PLLC L P P LA PR
dx dy dy \dv dx

H av % nH a_u du Bv . dy
av ay ax ox By Bx

On applique de nouveau le théoréme de la divergence sur les intégrales doubles de la

(IV-56)

troisiéme et quatrieme ligne de 'équation précédente :
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& = J.J‘ u+ vﬁv“’)ﬁv}dx.ajf
3 28_7‘» %+av au dA au i 28v dut 57 H.d.dy
dx\ ox oy 81} BV dx 8}1 dy o
+ 9 IMH|2 8?». 8}1 H al 8 Duwdx.dv
JJ Jor ax av
f
+ nH ’7~a~E— oA +§- nH 8_?L+a_p Ov.dx.dy
J 81' ay ox dx dy  dx
{T] '
%fm 2n H 9& o n, +|nH é21+§E n
dy oy dx
- §Bv. ona 28 A a2, e
dy odx )T dv  ox

(@r) (IV-57)

e Y e :

En pratique, on choisit les multiplicateurs de Lagrange A et U de maniére & satisfaire les

conditions d’Euler - Lagrange associées au probléme, i.e. :

o _,
| gjj (IV-58)
=0
v

Ce qui génére P'équation adjointe suivante :

iQﬁH 2%+8_u ~i—i ﬁH%+a—y' =1 —u
ox dx dy oy dy ox
2 (o222 ) 222
ay dvy  ox ox dy  ox

Avec A=p=0 au niveau des conditions aux limites cinématiques. Les conditions aux limites

(IV-59)

sur le front pour les multiplicateurs de Lagrange sont les suivantes:
onH 9§ﬁ+_a_“_ +nH Jgi _ on n, |
I ox dy ay ar o
InH Ol L AN n, +|nH| == o, i Q:o
i dy dx Jdy ax dal

On remarque donc que les multiplicateurs de Lagrange s’obtiennent par résolution d’un

(IV-60)

systéme d’équations aux dérivées partielles elliptiques, trés similaires™ aux équations

* Cette similarité montre que le modéle de dynamique de l'ice-shelf que nous utilisons appartient

a la catégorie particuliere des modéles auto adjoints.
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diagnostiques du modele direct. Cette spécificité est intéressante, car elle permet d’utiliser le
méme type d’algorithme que pour le calcul des vitesses d’écoulement.

Si les multiplicateurs de Lagrange vérifient les équations adjointes (IV-59) et (IV-60}}, la

différentielle de l'index de performance s'écrit en fonction de Sﬁ uniquement (i.e. de la

différentielle des paramétres libres)

ok _ou ov du dvdh du ol _dv du -
o =122 2= 4o 4| o | = T |22 2 E 4 ZE L 5 4 daty (TV-61
;[r'[{ ax{28x+ayj+(8},r+axJ[ay+axJ+28y(28y+8x]}6anx . )

Ce qui permet d’obtenir le gradient de I'index de performance par rapport aux paramétres

libres du modeale.

1V.3.2.83.1.2. Version discréte

En pratique, les valeurs de u, v, &, W, H, etc. sont représentées par des valeurs discrétes
sur le domaine (I') étudié. Nous montrons dans cette section qu’il est également possible
d’obtenir I'équation adjointe (et donc le gradient de I, qui constitue Pobjectif final de ce calcul),
a laide de la forme discréte des équations diagnostiques. L’avantage de Papproche discréte est
qu’elle fournit directement la discrétisation de I'équation adjointe.

Quelle que soit la méthode numérique utilisée (différences finies ou éléments finis), le
modele direct peut s’écrire sous forme matricielle:

Au=>b (IV-62)
Le vecteur colonne u contient les valeurs nodales de la vitesse horizontale (de dimension

2N, N étant le nombre de points de grille actifs en FDM, et le nombre d’éléments en FEM) ; le

vecteur colonne m contient les valeurs discrétes de viscosités (dimension N). A est une

matrice carrée inversible de dimension 2N.

L'index de performance que I'on choisit de minimiser s’écrit, sous forme matrietelle:

I=%(g—gd)q‘uwme(u—gd) | (IV-63)

N i . . . . .
ot le vecteur u” contient les valeurs des vitesses d’écoulement observées. Afin de traiter

le cas oit les erreurs sur les mesures de vitesses d’écoulement sont différentes, on choisit de
pondérer les écarts quadratiques par l'inverse de la variance des mesures. Cette pondération

se fait par lintermédiaire d'une matrice diagonale W_; lintroduction de cette matrice

constitue une légére amélioration par rapport 4 la minimisation de lindex de la version

continue. Si W, est choisit égal & la matrice identité, alors on retrouve la somme des écarts

quadratiques « classique ».
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On introduit les équations du mouvement (IV-62) sous forme de contraintes dans I'index
de performance (IV-63), 4 l'aide d’un multiplicateur de Lagrange qui s'écrit ici sous la forme

d’un vecteur colonne g de dimension 2N :

I=2{u-u') W, (u-u’)+p"(Au-b) (1V-64)

En pratique, on choisit © de maniére & satisfaire la condition d’Euler - Lagrange associée

au probléme, r.e. :
. df .
1,

Cette condition généré I'équation adjointe suivante :
Ay = (gd ﬁgﬂe (IV-66)

La version discréte (IV-66) et la version continue des équations adjointes (IV-59) et (IV-
60) sont trés similaires : noter par exemple que, dans les deux cas, la différence modele vs
observations apparait dans le membre de droite comme forcage des trajectoires adjointes. Sila
-méthode de résolution des équations diagnostiques est de type éléments finis, alors la matrice
A est symétrique, donc égale 4 sa transposée, ce qui est une propriété intéressante pour la

résolution de 'équation adjointe (IV-66).

1V.3.2.3.2. Calcul du gradient

Si le multiplicateur satisfait I'équation adjointe (IV-66), alors la différentielle de J dépend
uniquement de la différentielle des parametres libres (i.e. valeurs discrétes de viscosité
effective). Afin de calculer les composantes du gradient de I par rapport aux valeurs de

viscosité, on utilise une forme matricielle différente des équations diagnostiques, & savoir:
Dn=b (IV-67)
D est une matrice rectangle de dimension N x2N . On pourra par exemple vérifier que

Téquation (IV-44), p. 134 se met sous cette forme. Le gradient de l'index de performance

. s'obtient alors a l'aide des opérations matricielles suivantes:
V-I=D"'u (IV-68)

L’algébre linéaire permet donc d’obtenir une écriture plus compacte de Péquation adjointe

et du gradient de I'index de performance.

IV.3.2.4. Algorithme de résolution

La minimisation multivariable se fait a 'aide de la forme Fletcher-Reeves de la méthode

des gradients conjugués (Press et al., 1992). Pendant la minimisation, des problémes peuvent
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provenir de valeurs discrétes de viscosité négatives, ce qui est impossible physiquement. Afin

de gaffranchir de ce probleme, nous avons choisi d’effectuer le changement de variable suivant

ﬁ:ﬁmf er((P) (IV—69)
On n s d€signe une viscosité de référence, prise égale a la viscosité de Pétat initial dans

les reconstructions ci-dessous. Le choix de ce changement de variable par rapport & une valeur

absolue ou une puissance paire de ¢ est dit aux conditions de dérivabilité de la fonction

exponentielle. En particulier, le gradient de 'index de performance par rapport & ces nouveaux

parameétres libres s’obtient alors par une multiplication de deux vecteurs colonnes:

Vol =1V:/ (IV-70)

1V.3.2.5. Différences avec Uétude précédente

La méthode de reconstruction présentée ci-dessus est une version améliorée de celle de
"~ Rommelaere et MacAyeal (1997): les améliorations portent essentiellement sur les deux
‘points suivants : d'une part, le calcul du gradient se fait désormais & Paide d’une approche
discréte, ce qui permet de s'affranchir des problemes de discrétisation de I'adjoint. D’autre
part, Palgorithme de minimisation multivariable par méthode de gradient a été remplacé par
une minimisation par gradients conjugués. Enfin, le changement de variable (IV-69)

augmente la convergence de la minimisation de maniére significative.

I1V.3.3. Efficacité de la méthode

Afin de tester l'efficacité et la précision de la méthode, nous avons considéré l'ice-shelf
idéal, d’épaisseur constante, utilisé pour la comparaison éléments finis vs différences finies. La

viscosité de cet ice-shelf idéal a été prescrite, puis tracée sur la figure IV-28.
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200
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Figure IV-28 : champ de viscosité effective « réelle » en MPa a. La performance de la
méthode de contrble sera évaluée par Uécart enire ce champ et la viscosité reconstruite. En

dehors de Uellipse la viscosité de ['ice-shelf est fixée & 20 Mpa a.

La résolution des équations diagnostiques fournit le champ de vitesses correspondant 2

cette viscosité (figure IV-29).
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Figure IV-29 : champ de vitesses «réel » en m a' calculé par résolution des équations
diagnostiques avec la viscosité de la figure IV-28. La grille utilisée comporte 41 x 41 points de
grille actifs. Une légére asymétrie sur le champ de vitesses provient du maximum du signal de

viscosité décalé par rapport i Uaxe de symétrie,
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IV.3.3.1. Champ d’observations idéal

Dans un premier temps, on suppose que les vitesses d’écoulement peuvent étre mesurées
avec une précision excellente, sur chacun des 1681 points de la grille. La méthode de contréle
est alors lancée a partir de quatre états initiaux différents de 15, 30, 50 et 70 Mpa a. Les poids
de W, sont fixés égaux a 1. La minimisation est arrétée pour /<y;, /8, cest a dire & aide
d’un test du %° en supposant un écart-type de 1/2 m a” sur les points de mesure (en théorie, on
devrait étre capable de reproduire parfaitement le champ de viscosité, puisque le champ
d’observations n’a pas été bruité, mais la convergence de Palgorithme devient trés lente quand

P'index de performance est faible).
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Figure IV-30 : viscosité reconstruite par méthode de contréle a partir d'un état initiol de

viscosité constante (a- 15 Mpa a, b- 30 Mpa a, ¢c- 50 Mpa a et d- 70 Mpa a). On suppose qu'une
mesure exacte de vitesse est faite & chaque point de grille (soit 1681 mesures). Pour chacune des
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reconstructions Uerreur sur lo vitesse d’écoulement ne dépasse pas 1 m a’. Chacune de ces
reconstructions est obtenue aprés une heure de temps de calcul CPU environ (sur HP9000).

Ces premiers résultats sont encourageants, mais ils montrent qu’il est illusoire de vouloir
calculer le champ de viscosité de maniére exacte. Ces premiéres reconstructions suggérent
quavec des mesures de vitesses et d’épaisseurs de bonne qualité, la méthode est capable de

détecter le signal de viscosité (forme et amplitude) de maniére tout a fait satisfaisante.

1V.3.3.2. Champ de vitesses discret

Les techniques satellitaires permettront peut-étre d’obtenir bientét un champ de vitesses
tel que celui utilisé dans U'inversion précédente. Toutefois, les données sur le Ross Ice Shelf
que nous ailons exploiter proviennent de mesures discrétes de vitesse, effectuées par repérage
de balises. Dans cette sous-partie, on suppose qu’il n'y a eu que 90 points de mesure (sans
erreur) de vitesse sur lice-shelf et on cherche a savoir comment ce manque d'information
affecte notre résultat. Les points de mesure sont réguliérement espacés, tous les 20 km (i.e.

quatre points de grille) & partir du haut de l'ice-shelf. Il n’y a pas de mesure 4 moins de 40 km

du front de glace.
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Figure IV-31 : champ de viscosité reconstruit en Mpa a & partir des données « brutes » de
vitesses (obtenu aprés une heure de temps de calcul CPU sur HP9000). Noter que la viscosité
reconstruite dépend de U'emplacement des points de mesure de vitesse.

Les résultats de la reconstruction par méthode de contréle montrent que les 90 points de

mesure ne fournissent pas une information suffisante pour reconstruire le véritable champ de
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viscosité : le probléme est devenu sous-déterminé (par rapport aux expériences précédentes
avec 1600 points de mesure). Il s’agit donc d’ajouter des informations a priori, sous la forme
-d'une régularisation ou d’'une matrice de covariance sur la viscosité a priori, par exemple. La
méthode choisie ici est moins élégante que ces deux dernidres, mais peut sembler plus
naturelle, étant donnés les résultats précédents™. Au lieu de calibrer le modgle sur les mesures
brutes uniquement, on modifie I'index de performance afin de reproduire un champ de vitesses
interpolé. En faisant cela, on augmente de manigre artificielle la dimension de lespace des
données, ce qui permet de lever l'indétermination. Le formalisme décrit plus haut permet
éventuellement de donner plus d'importance aux véritables mesures par le biais du vecteur
poids W, (les reconstructions effectuées plus bas affectent un poids égal & chaque point de
grille).

A partir des points de mesure, on crée une carte de vitesses par triangulation de Delauney
et interpolation linéaire, puis on utilise cette carte pour linversion de la viscosité. La
reconstruction est satisfaisante, excepté prés du front, ot I'on ne dispose pas de mesures de

vitesse (toutes les mesures sont a 40 km du front).

* Le meilleur moyen pour améliorer cette méthode semble é&tre lintreduction de matrices de
covariances a priori sur les paramétres (viscosités) et sur les données (vitesses), telles que dans
Pexemple du chapitre II. Un algorithme de minimisation adapté (et surtout d’implémentation rapide
étant donné l'algorithme actuel) serait alors les gradients conjugués préconditionnés par ces matrices
de covariances (voir Tarantola, 1987). Cette technique ne m’était pas familiére au moment ol cette

étude a été faite.
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Figure IV-32 : champ de viscosité reconstruit & partir du champ de vitesses interpolé, Les
caleuls sont effectués & partir de quatre états initiaux différents de viscosité (a-15 Mpa a, b-30
Mpa a, ¢-60 Mpa a et d-70 Mpa a). Le test d’arrét est un test duy’ aveco=1ma’.

1V.3.3.3. Champ de vitesses discret, bruité

Une source supplémentaire d’incertitude provient du bruit sur les mesures. Dans le test
suivant, on a repris les 90 mesures de vitesse de Pexemple précédent. Ces mesures ont ensuite
été bruitées (bruit Gaussien d’écart type égal 4 20 m a™, ce qui correspond & un bruit assez fort
comparé aux vitesses d’écoulement de la figure IV-29), puis interpolées par triangulation de
- Delauney. La méthode de contréle est ensuite appliquée jusqu’a satisfaction du critere du y°

(6=20 m a™) sur les points de mesure.
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Figure IV-33 : champ de viscosité reconstruite & partir d'un champ d’observations discret et
bruité (différents états initiaux sont considérés : a-15 Mpa a, b-30 Mpa a, ¢-50 Mpa a, d-70 Mpa

a). Les reconstructions sont sensibles & la forte variance du bruit ajouté aux données. Toutefois,
la méthode de contrile est capable de détecter qualitativement la région de forte viscosité.

Ces résultats nous montrent qu'il est illusoire de vouloir reconstruire le champ de viscosité
exact du Ross Ice Shelf : on peut toutefois espérer détecter les régions de forte variation de
viscosité effective, mais il faudra rester prudent pour linterprétation quantitative des

résultats.
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IV.3.4. Viscosité effective du Ross Ice Shelf

\ Crary

Ice Rise

)

Steershead

Roosevelt
Island

Figure IV-34 : carte simplifiée du Ross Ice Shelf, montrant Uemplacement des iles et des ice-
rises. Le Nord est en bas et l'ouest & droite.

Les données d’entrée pour I'analyse de la viscosité du Ross Ice Shelf contiennent une carte
numérisée d’épaisseur de glace (Bentley et al., 1979 ; MacAyeal et al.,, 1987) et des vitesses
horizontales de surface {(Thomas et MacAyeal, 1982 ; Thomas et al., 1984 ; MacAyeal et al.,
1987). Les valeurs d’épaisseur ont été converties en metres équivalents glace (pour tenir
compte de la quantité d’air dans glace), en enlevant 14 m a la valeur effectivement mesurée
par radar. La valeur de 14 m a été estimée a partir du profil de densité de la station J9 sur le
.Ross Ice Shelf. Le front du Ross Ice Shelf est fixé & sa position mesurée en 1972. On restreint
I'analyse & la partie centrale du Ross Ice Shelf, 4 'Ouest de Roosevelt Island. Des simulationsg
préliminaires ont en effet montré que nous étions incapable de reproduire de maniére
satisfaisante les données plus a I'Est : ces difficultés sont probablement dues 4 une mauvaise

prise en compte des conditions aux limites sur les bords de Roosevelt Island.

_ Le domaine d’étude a une superficie de 267 000 km®: la résolution spatiale de la grille
étant de 6822 m, le domaine discret est constitué de 5738 points de grille actifs. Il g’agit done
de calibrer 5738 valeurs discrétes de viscosité. Les cartes de viscosités du Ross Ice Shelf
calculées a laide du nouvel algorithme de minimisation (voir figure IV-35) sont
qualitativement similaires & celles obtenues précédemment (Rommelaere et MacAyeal, 1997).
La principale différence est que l'on ne retrouve plus de faibles valeurs de viscosité prés du
front de glace (ces faibles valeurs de viscosité apparente étaient probablement dues a une

mauvaise application des conditions aux limites de 'équation adjointe sur le front du Ross Ice
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Shelf). Une des caractéristiques importantes de ces cartes est le maximum de viscosité dans la
partie Nord Ouest du Ross Ice Shelf. Cette caractéristique était également observée dans

I'étude antérieure.
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Figure IV-35 : cartes de viscosité effective (MPa a) du Ross Ice Shelf calculées par méthode
de contrble. La minimisation est stoppée & Unide d'un test du x° avec une erreur de 20 m o'
supposée sur les données. Différents états initiaux ont été considérés . 20 Mpa a (a- bas -
gauche), 30 Mpa a (b- bas - droite), 40 Mpa a (c- haut - gauche) et 50 Mpa a (d- haut - droite).
Les isocontours 20, 30, 40 et 50 MPa a ont été tracés sur la figure.

1V.3.5. Discussion

IV.3.5.1. Rhéologie et conditions a la base de Dice-shelf

Lia viscosité du matériau glace dépend essentiellement des variations de température et
de l'état de contrainte. Ainsi, la loi de Glen indique gu'un bloc de glace froid ou soumis a de
faibles contraintes est plus visqueux. La plupart des variations de viscosité observées ici sont
probablement dues & l'effet combiné de la température et des coniraintes. Afin d'essayer de
différencier ces deux facteurs, on a tracé le second invariant du tenseur des taux de
déformation {(indépendant de la profondeur d’aprés 'analyse adimensionnelle) sur la figure IV-

36.
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Figure IV-36 : carte du second invariant du tenseur des taux de déformation (10° an’)
calculé & partir du champ de vitesse correspondant & la carte de viscosité b de la figure IV-35
(état initial 30 Mpa o). Quatre structures sont identifiables: deux régions de faible
déformation au sud (en aval de Crary Ice Rise) et au Nord QOuest, et deux régions de forte
déformation & lest (en aval de Steershead) et & I’Ouest.

La loi de Glen (n=3) indique que la viscosité apparente de la glace devrait &tre lide & cet
invariant par la relation :

YA

2m = Be (Iv-71)

ol Best un coefficient dépendant de la température de la colonne de glace (voir annexe).
La comparaison des figures IV-35 et IV-36 suggére que trois des quatre structures observées
sur la carte d'invariant du tenseur des taux de déformation sont effectivement anticorrélées
avec les variations de viscosité (dans la partie Nord Ouest du Ross Ice Shelf, ainsi que dans les
régions Kst et Ouest). En revanche, la faible déformation en aval de Crary Ice Rise ne

correspond pas & une région de forte viscosité. On peut donc supposer qu’il s’agit la d’un fort

® La raison pour laquelle on n’utilise pas le champ de vitesses mesuré et interpolé est que la
dérivée d'un champ interpolé est extrémement bruitée. En revanche les champs de vitesses simulés par
le modele (correspondant aux différentes cartes de viscosité reconstruite par la méthode de contréle)

sont lisses, ce qui permet d’avoir une meilleure estimation des dérivées des vitesses (et donc des taux
H

de déformation).
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“effet de température (i.e. lié aux variations spatiales de B). La figure IV-37 montre

qualitativement comment I'accrétion basale peut diminuer la valeur de 8.

T=T; (~ -25°C) T

Accumulation 1

Ice shelf

Accrétion

@

T=Tger (~-1°C) Fusien
(1)

Figure IV-37 : influence de la fusion (ou de accrétion) basale sur la vitesse verticale de la
glace et donc sur le profil de température dans Uice-shelf en fonction de la profondeur (en
-condition d'accrétion, une vitesse verticale & la base de Uice-shelf, dirigée vers le haut, améne de

la chaleur au systéme). Le coefficient Bétant moyenné sur toute l'épaisseur, celui-ci est
représentatif d'une température « moyenne» de la colonne de glace. Cette température

« moyenne » devrait étre plus froide dans les régions de forte fusion et plus chaude dans les
régions d’accrétion basalé”.

Cette analyse rapide suggeére donc une forte acerétion dans la région Sud du Ross Ice
- Shelf, en aval de Crary Ice Rise. Cette observation est en accord avec Panalyse de la carotte de
J9, qui fait apparaitre de la glace basale d’origine marine (voir Grootes et Stuiver, 1986, pour

l'analyse isotopique de cette carotte). Cependant on peut difficilement donner une estimation

de cette accrétion car :

Une région dont la base fond devrait apparaitre plus visqueuse qu’une région ou l'on a de
Paccrétion basale (I'état de contrainte étant le méme) : ce phénoméne, expliqué ici avec I'analyse du
profil de température en fonction de la profondeur, est sans doute accentué par la présence de
contaminants chimiques (e.g. sel de mer) dans la glace de mer condensée i la base de lice shelf. En

effet des tests mécaniques sur la glace salée montrent que la présence de sel dans la glace peut

fortement diminuer sa viscosité.
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* le modele d’ice-shelf présenté ici n’inclue pas le traitement de la conservation de la
chaleur”.
* les incertitudes sur la loi de Glen et sur la viscosité reconstruite sont probablement trop

importantes.

IV.3.5.2. Une signature de Pactivité de Ice Stream B ?

La méthode de contréle détecte une région de viscosité exceptionnellement forte au Nord
Ouest du RIS. L’analyse comparative des cartes IV-35 et 1V-36 indique que cette forte
viscosité est probablement liée 4 un faible état de contrainte. La viscosité reconstruite (70
Mpa a) est toutefois trés supérieure a la valeur prédite par la loi de Glen {(n=3) : 70 Mpa a est
la viscosité d’'un bloc de glace isotherme 4 la température de -35°C environ (le coefficient de la
loi de Glen utilisé pour ce calcul rapide étant celui figurant dans Pannexe de Ritz, 1992),
soumis & un taux déformation de 10° an' (taux de déformation observé dans la région
étudiée). Cette température de «l'ice-shelf isotherme équivalent », dont la valeur devrait
logiquement se situer entre la température de surface (~-25°C) et la température basale (~-
1°C), parait beaucoup trop froide.

Cette observation suggére que la glace de la région NW du Ross Ice Shelf possade des
caractéristiques différentes de la glace environnante. L'analyse des lignes d’écoulement dans
lice shelf indique que la glace qui se trouve dans cette région était a4 la jonction entre ice-
stream A ou B et le RIS il y a 1000-1100 ans environ, période correspondant probablement a
la formation de Crary Ice Rise et, peut-&tre, au début de forte activité de ice-stream B
(Bindschadler et al., 1990 ; Shabtaie et al., 1988)*. Les glaciologues pensent en effet que les
ice-streams de I'Antarctique de 'Ouest sont des structures transitoires : Ice-stream C par
exemple s'est complétement arrété il y a 200 ans environ (Shabtaie et Bentley, 1987). Le
signal de forte viscosité détecté dans l'ice-shelf peut-il éire 1ié & un sursaut d’activité de ice-
stream B ?

Le scénario que nous avons envisagé est le suivant : Ice Stream B emporte avec lui une

quantité importante de sédiments au début de son sursaut d’activité, il y a 1000-1100 ans. Du

7 1l existe au LGGE une version de ce modale d’ice-shelf prenant en compte la conservation 3D de
la chaleur (voir Rommelaere et Ritz, 1996). La raison pour laguelle cette version n’a pas été utilisée ici
est qu’elle nécessite la connaissance de conditions aux limites sur les bords du domaine considéré. Ici
ces conditions aux limites sur la température sont complétement inconnues et Tutilisation du code
thermodynamique apporterait peu d’'informations.

® L’age de Crary Ice Rise (i.e. la période 2 laquelle 'ice-shelf s'est posé dans cette région) a été

déterminé & I'aide d'un profil de température.
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fait de 'écoulement de lice-shelf, une partic de ces sédiments est aujourd’hui mélangée i la
glace basale de la région NW du RIS. Des impuretés auraient tendance a rendre la glace
moins visqueuse, ce qui, au premier abord, est contradictoire avec les résultats de notre
.reconstruction. Toutefois, 'existence de glace basale sale perturberait le bilan de force dans
I'ice-shelf, et serait en contradiction avec Thypothése que la glace flotte en équilibre
hydrostatique avec I'eau de mer. Il est donc possible que le maximum de viscosité de la région
NW corresponde &4 un endroit ot le modele d’écoulement est faux. La figure suivante montre
comment une couche basale de glace plus lourde (épaisseur x, masse volumique p,) peut

maodifier Ie bilan de force d’un ice-shelf unidimensionnel.
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Figure IV-38 : schéma montrant la modification du bilan de force de lice-shelf, si des
sédiments sont mélangés & la glace basale. Noter que la ligne de flottaison de l'ice-shelf est alors
modifiée et que peu de sédiments permettent d’expliquer une forte diminution de la « force
nette » qui entraine Uice-shelf vers la mer.

- A Taide du schéma ci-dessus, on peut calculer le rapport des forces nettes entre un ice-
shelf «sale » et un ice-shelf « propre ». Ce calcul simple est destiné fournir des ordres de
grandeur, pour étudier le réalisme du scénario proposé: noter par exemple que ce
raisonnement repose sur une vision unidimensionnelle de l'ice-shelf, alors que le probléme est
bidimensionnel. On applique le principe d’Archimede et on intégre la différence de pression sur

I'épaisseur de l'ice-shelf afin de trouver la force nette qui entraine l'ice-shelf vers la mer:

2

(p - p",)(H - x)2 - pw[ppH + t[%meJ] +p H?
= s (IV-72)

[ propre
r : p(l - —p—JHE
Pw

]':-.mle
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Que la méthode de contréle trouve une viscosité environ deux fois trop importante peut
également s’expliquer par une surévaluation de la force nette par le modéle (i.e. 1a force nette
calculée par le modéle d’écoulement, qui fait I'hypothése que l'ice-shelf ne contient pas de
sédiments a la base, est deux fois plus importante que la force nette réelle). La question que
l'on se pose est donc la suivante : quelle épaisseur de couche sale permettrait d’expliquer une
réduction de la force nette d'un facteur 2 ? Une réponse approximative est fournie par la

résolution de 'équation du second degré (IV-72) avec les parametres suivants : p,=1028 kg m’
* p=917 kg m”, p,=1500 kg m” et H=300 m. On élimine la racine négative de cette équation

qui n'est physiquement pas acceptable, ce qui donne une épaisseur de couche basale sale (x) de
15 m environ. Ce raisonnement grossier doit étre pris avec précaution : il montre simplement
quune couche basale plus lourde, d’'une dizaine de métres, peut induire notre méthode en
erreur de maniére significative en lui faisant suggérer a tort une trop forte viscosité.

Quelques arguments complémentaires rendent ce scénario plausible. Comme indigqué sur
la figure IV-38, une couche plus lourde a la base de Fice-shelf perturbe le niveau de flottaison
de l'ice-shelf. Cette anomalie pourrait se retrouver par ’étude de laltitude de la surface de
Iice-shelf. Dans le cas d'une couche basale sale de 15 m, 'anomalie de flottaison serait de 7 m

environ.

176




Le Ross Ice Shelf

ERS-1 Geodetic Mission

Ty
140"

R X} RN -170 -I158 HEx 125 BIKY R -k <20 0.5 1.0 3 A0 53 a LR o

ﬁeigﬁt (m)

Figure IV-39 : altitude du Ross Ice Shelf mesuré par ERS-1. La géométrie de Ross Ice Shelf
est différente que celle de nos reconstructions. Cette différence provient des projections utilisées
(ici polaire stéréographique et plate carrée dans nos reconstructions). Cette carte m’a été fournie
par F. Rémy.

Cette carte d’altitude fait apparaitre deux creux de 3-4 m environ dans la région que l'on
considére. Cette anomalie est inférieure & 'estimation grossiére de 7 m faite ci-dessus mais
rend toutefois plausible le scénario proposé. Une anomalie de flottabilité a également été
remarquée dans cette région par Bamber et Bentley (1994), par l'analyse comparative des
cartes d’épaisseur et d’altitude. D’aprés Bentley (1981), la carte d’épaisseur pourrait étre
faussée dans cette région par la présence d'un réflecteur dans la glace, situé quelques dizaines
de metres au dessus de la base de l'ice-shelf”. Ces problémes de réflecteurs dans la glace sont
traditionnellement interprétés comme la présence ou non de glace marine & la base de l'ice-

shelf (Neal, 1979). Toutefois, la présence de glace marine (chaude) & la base de I'ice-shelf n’est

# L’épaisseur du Ross Ice Shelf a 6té mesurée a l'aide d’échos radar. La technique détecte les

“interfaces entre deux milieux de densité différente : ainsi la détection des interfaces atmospheére - glace
et glace - océan permet de mesurer I'épaisseur de l'ice-shelf. L’analyse peut done étre faussée si la base

de l'ice-shelf contient de 1a glace marine (ou de Ia glace sale).
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pas en accord avec les résultats de la reconstruction de la viscosité apparente (cf
raisonnement sur leffet de I'accrétion sur le profil de température dans la glace, et donc sur la
viscosité). Il est donc concevable que les problemes d’échos radar rencontrés par Bentley et al.
(1979) dans cette région soient dus a de la glace basale sale plutét qu’a de la glace marine.

Ce qui nous incite & proposer ce scénario est la découverte assez récente de décharges
massives dicebergs périodiques dans l'océan Atlantique Nord durant les 130 000 dernieres
années (Heinrich, 1988 ; Broecker et al., 1992). Ces décharges d’icebergs (connues sous le nom
d’événements de Heinrich) se matérialisent dans les carottes marines par des couches
reconnaissables, riches en carbonate détritique. Plusicurs processus ont été proposés pour
expliquer ces décharges massives: les changements d'insolation (Heinrich, 1988), les
variations du niveau de la mer (Bond et Lotti, 1994), les variations de 1a température
moyenne de la Terre (Bond et Lotti, 1995) ou des modes propres doscillation de calotte
Laurentide (MacAyeal, 1993a, b, Alley et MacAyeal, 1994, Verbitsky et Saltzman, 1995).

Il est certain que le signal de forte viscosité détecté dans la région NW peut avoir d’autres
explications que celle proposée ici. Ce scénario mérite sans doute d’étre pris en considération :
sil était vérifié, il s'agirait du seul endroit au monde ou Fon pourrait observer et mieux

comprendre Panalogue d’un petit événement de Heinrich resté bloqué dans le Ross Ice Shelf.

1V.3.5.3. En résumsé

* Le Ross Ice Shelf est un peu plus visqueux que ne le prédit la loi de Glen.
- » La méthode de reconstruction suggére une région de forte accrétion basale en aval de
Crary Ice Rise. Toutefois, 1a quantification de cette accrétion basale reste difficile.
¢ Plus au Nord, les variations de viscosité apparente semblent étre liées a l'état de
contrainte de la glace.
¢ Un signal de viscosité exceptionnellement fort est détecté dans la partie Nord Quest du
Ross Ice Shelf. Ce signal pourrait étre 1ié & un changement de dynamique de ice-stream B il y

a 1000-1100 ans.

Les résultats et les conclusions de cette étude sont fortement limités par le nombre de
mesures de vitesse d’écoulement dont on dispose sur le Ross Ice Shelf. Les données utilisées ici
ont plus de vingt ans mais il n’existe pas de données plus récentes.

Il serait intéressant d’appliquer la méthode de contréle aux autres ice-shelves importants
de la calotte Antarctique (Ronne Filchner Ice Shelf, Larsen Ice Shelf et Amery Ice Shelf), afin
de détecter d’éventuelles différences de régime dynamique entre ces ice-shelves. Actuellement,

une telle étude nest pas possible, faute d'une couverture de mesures de vitesses suffisante. A

178




Le Ross Ice Shelf

titre d’illustration, on a reporté sur la figure suivante Pemplacement de toutes les mesures de

vitesses d’écoulement effectuées sur le Ronne Filchner Ice Shelf (Antarctique de I'Ouest).
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Figure IV-40 : emplacement des mesures de vitesses effectuées sur le Ronne Filchner Ice
Shelf” (le front de Uice-shelf, au Nord, est placé en haut du croguis). Noter que la couverture est
“beaucoup moins dense que celle du Ross Ice Shelf -RIGGS-(voir figure IV-17, p. 142): ces
‘données sont insuffisantes pour reconstruire la rhéologie a grande échelle. Un vélage d’icebergs
important a eu lieu entre 1985 et 1986 dans la partie Est de Uice shelf (Filchner Ice Shelf), ce
qut explique les points en haut & droite de la carte (aujourd’hui au milieu de la mer de Wedell).

Dés que les techniques satellitaires fourniront des cartes plus précises d’écoulement sur
les 1ice-shelves, Tutilisation de cette méthode permettra certainement une meilleure
compréhension de la dynamique des ice-shelves et une meilleure prise en compte des

interactions avec l'océan dans les modeles d’écoulement de glace.

3¢ - . . . . . i .
Les données de vitesses proviennent d’une compilation aimablement fournie par David

Vaughan. La géométrie de ice-shelf a été numérisée a partir de la carte de Sievers et al. (1994).
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IV.4. VERS UN MODELE COMPLET 3D DE CALOTTE
ANTARCTIQUE ?

(km)
-2000 0 2000
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Figure IV-41 : Altitude actuelle de la calotte Antarctique, mesurée par Drewry (1983).

Le modele d’ice-shelf décrit dans ce chapitre a été couplé au modeéle de calotte posée du
LGGE (Ritz et al, 1997) puis appliqué & létude de la calotte Antarctique™. Le modeéle
Antarctique posséde les caractéristiques suivantes:

» 1l traite des équations d’équilibre quasistatique (ordre 0 pour la calotte posée, ordre 0+1
pour l'ice-shelf) ; la loi rhéologique utilisée est la loi de Glen (n = 3) dans la calotte posée ; la
viscosité effective de lice-shelf est fixée (elle provient de I'étude de la rhéologie du Ross Ice
Shelf).

e Le champs de température 3D est couplé au calcul des vitesses afin d’estimer le
coefficient de la loi de Glen et les conditions basales de la calotte (ce qui est important pour le
glissement basal de la calotte).

* La zone de transition est traitée comme des ice-streams (voir équation (IV-50), p. 155).

La friction basale est paramétrisée par une relation du typc 1=/N, ou t est la friction

basale, N la pression effective & la base du glacier et f un coefficient de frottement solide.

* Nous avons dans un premier temps effectué ce couplage sur une calotte idéale, puis Catherine
Ritz a appliqué le modéle a la calotte Antarctique. Il s’agit donc ici des résultats de Catherine, gui

m’autorise a les reprendre afin de montrer une autre application du modele d’écoulement d'ice-shelf,
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* la position de la ligne d’échouage découle de la conservation de la masse ; elle n'est pas
fixée, mais calculée & chaque pas de temps.

Sur les figures suivantes (IV-42 et IV-43) sont présentés les résultats préliminaires
obtenus pour des simulations d’évolution de la calotte Antarctique au cours des deux derniers
cycles climatiques. Ces simulations correspondent aux expériences (niveau 3) définies par P.

Huybrechts et M. Verbitsky pour la seconde phase du programme Européen EISMINT.
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Figure IV-42 : simulations sur les deux derniers cycles climatiques effectuées avec le modéle
3D Antarctique. Sur les deux panneaux du haut sont tracés les deux paramétres d'entrée
principaux du modeéle, respectivement la température de surface (d’apres le signal de Deutérium
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de Vostok, Jouzel et al., 1993) et le niveau des mers (adapté de Martinson et al., 1987). Les deux
panneaux du bas représentent les sorties du modeéle (en volume de glace et surface posée), pour
des valeurs différentes du coefficient de frottement solide utilisé & la base de la calotte (a-
f=0.03, en tirets ; b- f=0.025, en trait plein; c- f=0.02, en pointillé). 10° m’ de glace
correspondent & 3m de niveau des mers environ.
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Figure IV-43 : état actuel pour chacune des simulations a, b et c. Sur les panneaux de
gauche la position actuelle de la ligne d’échouage est comparée & la position simulée ; & droite
est tracée laltitude de la surface simulée dans les différentes configurations. Noter que les
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différences les plus importantes sont observées en Antarctique de 'Ouest, i.e. au niveau des ice-
shelves les plus importants de la calotte (Ronne-Filchner Ice Shelf et Ross Ice Shelf).
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- Figure IV-44 : étude de sensibilité aux autres parametres du modeéle (fusion basale,
rhéologie des ice-shelves). L'état de départ est U'état actuel de la simulation b des figures IV-42 et
IV-43. L'expérience b (trait plein) consiste & laisser les paramétres inchangés et regarder
Lévolution du systéme sur 5000 ans. Expérience d (tirets) et e (pointillés) : idem en diminuant la
fusion sous les ice-shelves de 25% (d) et en augmentant la viscosité des ice-shelves de 20% (e).

Noter que dans les simulations d et e, des iles se forment au milieu du Ronne-Filchner Ice Shelf,
qui o tendance a4 se poser. '
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Les figures 1V-42, et IV-43 montrent & quel point le coefficient de frottement utilisé dans
la loi de glissement peut avoir de 'influence sur la géométrie de PAntarctique de I'Quest. Seule
-la simulation b permet d’obtenir une géométrie actuelle réaliste. CVest cette simulation qui a
servi a quelques tests supplémentaires de sensibilité (figure IV-44) : & partir de I'état actuel
simulé pour 'expérience b, on a laissé évoluer le systéme sur 5000 ans™:
« sans modifier les parametres d’entrées (expérience b, figure IV-44)
* en diminuant la fusion de 25% sous les ice-shelves (expérience d)
e en augmentant de 20% la viscosité des ice-shelves (expérience e}
Les résultats montrent & quel point Ie volume de glace de la calotte est sensible a ces
parametres mal connus. Noter également que 'augmentation de la viscosité de lice-shelf a

approximativement le méme effet que la fusion & la base de lice-shelf.

En résumé, les observations préliminaires qui découlent de cette série d’expériences sont
les suivantes :

» La géomeétrie de la calotte Antarctique semble trés sensible a la friction & la base de la
calotte, a la rhéologie des ice-shelves et au bilan de masse en dessous des ice-shelves. Ces trois
parametres conditionnent en grande partie la géométrie de la calotte Antarctique de 'Ouest.
La géométrie de la calotte Antarctique de I'Est semble aun contraire peu influencée par la
dynamique des ice-streams et des ice-shelves. _

¢ Le comportement dynamique des deux ice-shelves majeurs de I'Antarctique de 'QOuest
(Ronne Filchner Ice Shelf et Ross Ice Shelf) semble étre différent. En particulier, le modale
suggere que le Ronne Filchner est plus sensible aux variations de niveau des mers que Je Ross
Ice Shelf. Ceci est dfi & une topographie différente du plateau continental en dessous des deux
ice-shelves. Ces simulations montrent qu'une bonne connaissance de la topographie sous les
ice-shelves (et donc du phénoméne d'isostasie™) est importante pour la simulation de la

géométrie de la calotte Antarctique de 'Ouest.

Avant de fournir des estimations fiables de I'évolution du niveau des mers pour les 1000-

2000 ans a venir, il faudra dans un premier temps contraindre de maniére plus appropriée les

# Ces simulations ne peuvent pas étre considérées comme des prédictions de la géométrie de la
calotte Antarctique : ils s’agit uniquement de tests de sensibilité du modile,

? Les simulations présentées dans cette partie utilisent un modgle « régional relaxé » d’isostasie
(voir Le Meur, 1996). Une des améliorations sera le couplage avec le modéle complet « viscoélastique

auto-gravitant » (Le Meur, 1996 ; Le Meur et Huybrechts, 1996).
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parameétres libres des modeéles d’écoulement des calottes (essentiellement friction basale et
parametres rhéologiques de la glace). Le travail de ce chapitre est une petite contribution vers
Iétablissement d'une loi rhéologique de la glace, valable & grande échelle. Une étape
ultérieure consistera & coupler le modéle d’écoulement de glace avec des modales de circulation
atmosphérique et océanique, afin de mieux presecrire le bilan de masse (accumulation en

surface, fusion sous les ice-shelves).
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V. CONCLUSIONS

A travers trois exemples, nous nous sommes efforcés de montrer ce que les méthodes
inverses pouvaient apporter a I'étude des glaciers. Méme appliquées sous une forme simplifiée,
ces méthodes semblent avoir un potentiel énorme en glaciologie ; elles ont aussi leurs limites :

» quelle que soit la sophistication du formalisme mathématique utilisé, il est illusoire de
vouloir reconstruire un signal qui n’existe plus. Ainsi, & Vostok, il n’est pas raisonnable de
reconstruire la température du dernier stade glaciaire & partir du profil de température du
trou de forage. Le principal avantage des méthodes inverses est d’indiquer & leur utilisateur
quelles sont leurs limites.

s elles ne fournissent pas de réponses absolues aux vraies questions que l'on se pose : par
exemple, elles permettent de détecter un signal de forte viscosité dans la région NW du Ross
Ice Shelf, mais elles sont incapables de 'expliquer. Le probléme dans ce cas n’est pas résolu,

mais simplement déplacé : une question en a remplacé une autre.

Des trois problémes inverses abordés dans cette thése, le plus prometteur & court terme
me semble &tre la déconvolution du signal atmosphérique abordée au chapitre III: c’est en
effet le domaine ot Von dispose pour le moment du plus de données. Il parait nécessaire
d’étendre rapidement la méthode a la déconvolution des rapports isotopiques, puis d’améliorer
le modéle direct de transport des gaz afin de mieux interpréter le signal des périodes de
transition.

La méthode de reconstruction de la rhéologie des ice-shelves (chapitre IV) peut également
étre améliorée, notamment au niveau de Pintroduction des informations a priori. Toutefois, je
doute que cela apporte beaucoup de résultats supplémentaires, tant que de nouvelles mesures
de vitesses d’écoulement ne seront pas effectuées’. Les résultats des simulations préliminaires

avec le modele 3D de dynamique de la calotte Antarctique suggérent que des contraintes plus

*

' Pour étudier la dynamique des calottes, il faut des mesures de vitesses d’écoulement. Pourtant, a
ma connaissance, aucune balise de vitesse francaise n'a jamais été plantée sur les ice-shelves {(qui sont
des zones critiques des calottes): le Ross Ice Shelf a été étudié par des équipes anglaises et
américaines, le Ronne-Filchner Ice Shelf par les Anglais et les AH%Q&\N@@, U'Amery Ice Shelf par les
Australiens, le Larsen Ice Shelf par les Anglais et les Italiens mesurent les vitesses d ‘écoulement du

Nansen Ice Shelf et de 'Hellsgate (cette liste n’étant pas exhaustive).
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importantes sur la friction basale, sur la fusion des ice-shelves et sur leur rhéologie sont
indispensables pour fournir des prévisions utiles sur le volume des glaces, et indirectement sur
le niveau des mers, en cas de réchauffement de la planéte. Des mesures de vitesses
d’écoulement de la calotte Antarctique permettraient d’obtenir une partie de ces contraintes.
L'analyse du profil de température a Vostok en vue de reconstruire la température du
dernier stade glaciaire a été un effort vain (chapitre II). Ce ne sont ni les données, ni les
méthodes inverses employées qui sont en cause : les difficultés proviennent entieérement de la
nature tres sous déterminée du probléme inverse. Toutefois, notre étude porte uniquement sur
le site de Vostok, olt 'accumulation en surface est beaucoup plus faible que sur les sites ol ont
été effectudes les autres analyses paleothermométriques de ce genre (GRIP, GISP2, Dye 3). 11

pourrait donc étre intéressant de transposer cette étude aux sites Groenlandais.
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Notations

VII. NOTATIONS

Dans tout le manuscrit, les quantité notées en gras et soulignées désignent soit des

vecteurs (minuscules), soit des matrices (majuscules). Les tenseurs sont soulignés deux fois.

Les quantités scalaires sont notées en italique.

VII1.1. CHAPITRE I

Notation Description
C, Matrice de covariance a priori sur les données
C,. Matrice de covariance a priori sur les paramétres du modéle
| cren Matrice de covariance a posteriori sur les parameétres du modale
d Vecteur de ’espace des données
D Espace des données
G Opérateur linéaire de 'espace des parametres vers I'espace des données
G* Inverse de Moore-Penrose de G
! Index de performance & minimiser
L Norme de simplicité
M Espace des paramétres du modele
m Dimension de M
m Vecteur de M

B}

Valeur de m la plus vraisemblable a priori

Estimation de m

m

n Dimension de I'espace des données

p Dimension de I'image de G ou nombre de valeurs singuliéres non nulles de
G

P(E, 1 4) Probabilité conditionnelle de £, quand I'événement A s’est produit

U Matrice constituée de vecteurs de base orthonormés de Pespace des
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données, obtenue par décomposition de Lanczos

U, Matrice formée par les #— p vecteurs de base de U, n‘appartenant pas a
I'image de _ : ses vecteurs forment une base orthonormée de lorthogonal
de I'image de __

U, Matrice définissant 'image de _

\'A Matrice constituée de vecteurs de base orthonormés de lespace des
parametres du modele, obtenue par décomposition de Lanczos

v, Matrice définissant le noyau de

y, Matrice formée par les m- p vecteurs de base de V, n'appartenant pas a
limage de __ : ses vecteurs forment une base orthonormée de l'orthogonal
du noyau de

w, Matrice diagonale de pondération sur les points de mesures

W, Matrice de simplicité

X Vecteur de 'espace joint de 'espace des données et des paramétres { X M)

X Facteur régularisant

A Matrice des valeurs singuliéres de

A, Sous-matrice de A contenant les valeurs singuliére non nulles de _

n(x) Densité de probabilité non-informative de 'espace joint { x M)

Ly (m) Densité de probabilité non-informative marginale de lespace des

parametres

p(x)

Densité de probabilité sur I'a priori dans 'espace joint ( xM)

Densité de probabilité marginale sur I'a priori dans l'espace des données

Pu (I!!)

Densité de probabilité marginale sur e priori dans l'espace des paramétres

o (x)

Densité de probabilité correspondant 4 la conjonction de la théorie et de I'a

prior.

6(x)

Densité de probabilité sur la théorie dans Pespace joint ( x M)

0(d/m) Densité de probabilité conditionnelle sur la théorie
0 « Température de recuit »
g nombre aléatoire distribué uniformément sur [0 ;1]
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VIL.2. CHAPITRE I1

Notation Bescription

A, B Amplitude du cosinus et du sinus de la i harmonique calée dans I'étude de
Salamatin et al. (1994, 1997)

¢ Capacité calorifique de la glace (J kg" K

C, Matrice de covariance sur les données

C, Matrice de covariance a priori sur les paramétres du modéle

c Matrice de covariance a posteriori sur les parametres du modele

C.. Matrice de covariance sur les paramétres des harmoniques reconstruites
par Salamatin et al. (1994 ; 1997)

d Vecteur de I'espace des données : il contient les valeurs de la différence

' entre températures mesurées en fonction de la profondeur et profil
stationnaire de température calculé pour une température de référence

e (217K).
- f(m), g(m) Densités de probabilité Gaussiennes dans lespace des paramétres du

modele

g Accélération de la pesanteur (m s*)

G Modeéle unitaire de propagation de la chaleur: opérateur linéaire de
l'espace des paramétres vers l'espace des données

G’ Projection de G sur les harmoniques de Salamatin et al. (1994, 1997)

H Epaisseur de la calotte (m)

1 Matrice identité

I ( I g) Quantité d’information relative de la densité de probabilité f (m ) par
rapport a g(m) {nep)

K Conductivité thermique de la glace (N ' K™

m Vecteur de Pespace des parameétres du modéle (valeurs discrétes de la

différence entre température de surface en fonction du temps et la

température de référence (217K))

Maximum de vraisemblance a priori de m (donné par le rapport isotopique

de Deutérium)
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est

Maximum de vraisemblance a posteriori de m

m’ Vecteur de I'espace des paramétres des harmoniques (contenant les valeurs
de et B, pourivariantdel a 4)

m Parameétre de forme du profil de vitesse verticale

Q Chaleur produite par déformation (W m®)

T Température absolue de la glace (K)

t Temps (8)

W Composantes horizontale et verticale de la vitesse (m a™)

Wo W, Vitesse verticale & 1a base et en surface de la calotte (m a™)

X,z Coordonnée horizontale et verticale (m)

p Masse volumique de la glace (kg m®)

62 Variance sur les températures mesurées en fonction de la profondeur (K
al Variance sur le scénario de température de surface donné par le Deutérium
| (K?)
T, Périodes caractéristiques de Milankovitch (s)

0 Profil de température mesuré en fonction de la profondeur
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VIL.3. CHAPITRE 111

Notation Description

A Matrice de discrétisation du modele direct de transport

a, Accumulation de surface (kg m”a™)

B Matrice de discrétisation du modéle direct de transport

c.c.. c’ et Concentration en gaz trace (ou en air) dans la porosité ouverte (ou fermée

si exposant &) du névé (mol m™)

c, Concentration atmosphérique en gaz trace (mol m™)
D Coefficient de diffusion du gaz trace dans Pair de la porosité ouverte du

névé (m*s”)

d;f’f, , gj:bs Rapport de mélange mesuré dans le névé mesuré et vecteur correspondant

are, (_1:’” Rapport de mélange calculé par le modeéle & Iinstant est effectuée la
mesure et vecteur correspondant

f Porosité ouverte du névé

G Matrice décrivant le modéle unitaire de transport des gaz : elle définit la

T fonction de transfert air-névé-glace

G# Inverse généralisée de G

g Accélération de la pesanteur (m s%)

I Matrice identité

i,,J Index de performance (utilisé pour la reconstruction du scénario
atmosphérique ou pour la reconstruction du coefficient de diffusion
apparent)

L Norme de simplicité

M, M, Masse molaire du gaz trace considéré et de Yair (kg mol")

m Vecteur de l'espace des parametres du modeéle, contenant les valeurs
discrétes de rapport de mélange atmosphérique en fonction du temps

N Matrice de résolution des données

n Nombre de mesures de rapport de mélange dans le névé

nz, nl Nombre de points de grille en profondeur ; nombre de points de grille en
temps

P Pression atmosphérique (Pa}

PP, Nombre de mol piégée dans la porosité fermée par unité de temps, pour un
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volume de névé unitaire (mol m® ™)

Gy Qs G5 G0 Quantité de gaz trace (ou d’air) dans la porosité ouverte (ou fermée si
' exposant ) par volume unitaire de névé (¢ = fc ) (mol m*)
o Vecteur colonne contenant les valeur discrétes de g en fonction de la
profondeur au pas de temps J.
R mod Matrice de résolution des paramétres du modéle
R Constante des gaz parfaits (J mol' K
T Température absolue du névé (K)
4 Temps (s)
I Temps de fin de simulation (s): c’est I'instant olt Ton fait la mesure de
rapport de mélange dans le névé
v, ¥ Vitesse verticale d’enfoncement du névé (m s")
w, W Vitesse verticale du flux d’air (m s")
w, Matrice de pondération diagonale sur les points de mesure
W, Matrice de simplicité
z; Profondeur a laquelle la porosité ouverte s’annule (m)
Ax, At Pas d’espace (m), pas de temps(s)
£ Porosité totale du névé
K2 Paramétre régularisant
A Décroissance radioactive du gaz trace (s")
wiz,n, p Multiplicateur de Lagrange (mol” m’ s) et vecteur correspondant
E Vecteur définissant la condition a la limite en fin de simulation sur le
multiplicateur de Lagrange
Py Py Masse volumique de la glace ou de P'air (kg m”)
o, Bl Variables de travail utilisées pour la réécriture sous forme plus condensée

de I'équation de conservation du gaz trace dans les pores ouverts
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Vil.4. CHAPITRE IV

Par convention, les quantités surlignées d’'une barre sont moyennées sur toute P'épaisseur

de lice-shelf. Les quantités notées ~ sont des variables adimensionnelles.

Notation Description

a Différence accumulation - fusion (m g')

A D Matrices de discrétisation des équations diagnostiques de I'ice-shelf

A’ Matrice de discrétisation de Péquation prognostique de Fice-shelf

B Parametre de la loi rhéologique (Pa s*)

b Vecteur utilisé pour la discrétisation des équations diagnostiques de lice-
shelf

b’ Vecteur utilisé pour la discrétisation de I'équation prognostique de lice-
shelf

g Accélération de 1a pesanteur (m s%)

H Epaisseur de I'ice-shelf (m)

h Vecteur contenant les valeurs discrétes d’épaisseur de Iice-shelf

1 Tenseur identité

I Index de performance (m* s?)

P Pression octaédrale (Pa)

2 Flux de glace 4 la ligne d’échouage (m”s™)

u, v, w Composantes de la vitesse suivant x, y et z (m s™)

u Vecteur contenant les valeurs discrétes de vitesses horizontales (u et v)

iy Vitesse de la glace & la ligne d’échouage (m s™)

wd, v Vitesses mesurées suivant x et y (ms™)

v Vecteur vitesse (m s™)

W, Matrice de pondération diagonale

X, ¥, z Coordonnées (m)

z,, 2, Altitude de la surface (m) ; altitude de la base (m)

) Rapport d’aspect

Ax, At Pas d’espace (m), pas de temps(s}

g Tenseur des taux de déformations (s™)
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n Viscosité de la glace (Pa s)

r Nombre d’Argand

AMx,y), u(x,y)  Multiplicateur de Lagrange (N' m*s?)

yix,y) Fonction poids (N™)
P, P, Masse volumique de la glace ou de 'eau de mer (kg m™)
[+] Tenseur des contraintes (Pa)

T, Friction basale (Pa)
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Annexe

VIII. ANNEXE : MECANIQUE DES MILIEUX CONTINUS

Le but de cette annexe est d'introduire les notions utilisées pour Panalyse de la
dynamique de l'ice-shelf. La plupart des formules sont présentées ici sans réelles explications :
elle pourront étre retrouvées dans un cours de mécanique des milieux continus (e.g. Mandel,

'.1966 ou Ferrandon, 1961).

Tous les éléments de mécanique utilisés dans cette étude (comme implicitement dans la
plupart des développements de la mécanique) sont fondées sur hypothése de continuité du
milieu étudié : les propriétés physiques du milieu sont supposées varier d'une facon continue
d'un point & un autre. Cette hypothése, nécessaire pour développer les caleuls théoriques, a
ses limites pour I'étude des glaciers. Par exemple, une caractéristique bien connue des glaciers
est I'apparition de crevasses : ces phénomenes de fissuration violent I'hypothése de continuité

et ne pourront donc pas étre étudiés dans le cadre de la mécanique des milieux continus.

Dans toute cette annexe, le systéme de coordonnées (Ox,,0x,,0x;) est choisi cartésien.

5\

VIII.1. CALCUL TENSORIEL

VIIL.1.1. Invariants des tenseurs symétriques

Ce que nous appellerons tenseur T, ou tenseur du second ordre, est une maitrice carrée

réelle de dimension 3x 3. On peut montrer que toute matrice de ce type se décompose sous la

forme de la somme d’une matrice symétrique 8= %(£+IT) et d'une matrice antisymétrique

(

(i.e. égale a V'opposé de sa transposée) :

g
I

[
[~

-TT

—

(VIII-1)

T=$+A

Nous utiliserons essentiellement le produit d'un tenseur par un vecteur (identique au
produit d’'une matrice par un vecteur). Il est possible de montrer gue le produit du tenseur

antisymeétrique A et d'un vecteur est équivalent au produit vectoriel de deux vecteurs

(remarquer en effet que A ne contient que trois coefficients indépendants non nuls). Comme
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le tenseur S est symétrique, celui est diagonalisable : ses trois valeurs propres A, s'obtiennent
par résolution de I’équation caractéristique:
 det(S-A1)=0 (VIIT-2)
ot I est le tenseur identité et det lopérateur déterminant. Cette équation caractéristique
n’est autre qu'un polyndéme de degré 3 qui peut s’écrire ;
M-I+ LA-1,=0 (VIII-3)
Quelle que soit la base considérée, 'équation caractéristique (VITI-3) doit conserver les

mémes racines (qui sont les valeurs propres de _}. C’est pourquoi /,, /. et /, sont appelés
invariants du tenseur symétriques . Il n’existe que trois invariants indépendants du tenseur
_ : toutes les autres quantités invariantes par changement de base sont des combinaisons de

1,, 1, et I,. Dans Péquation (VIII-3), /, est la trace du tenseur _ et I, est le délerminant de

_ . Les invariants utilisés dans le chapitre [V (combinaisons de /,, 7, et I,) sont les suivants :
e premier invariant ; tr(g)

. ' S V2
e second invariant : (tr(§ ))

V3
» troisiéme invariant : (tr(§3))

Nous utiliserons uniquement les premier et second invariants des tenseurs (symétriques)

des contraintes et des taux de déformation.

VIII.1.2. Tenseur des contraintes

Les forces extérieures s'appliquant sur I'élément d’un milieu continu sont de deux types:

e des forces & distance. Cest le cas du poids pour I'étude des glaciers : cette force est

© proportionnelle & la masse de Pélément considéré.

» des forces de contact, qui sont produites sur la surface de 'élément par des éléments

voisins. Pour un élément plan, ces forces sont proportionnelles & la surface de cet élément. On

définit ainsi un vecteur contrainte T définie pour une facette de surface ds, tel que :
f=1xds (VIII-4)
ou f désigne la force de contact appliquée & cette facette. Le vecteur contrainte dépend de

Porientation de la facette considérée. Si par convention on désigne par ¢; la projection sur
Paxe Ox; en un point sur la facette de normale positive paralléle a4 'axe Ox; en un point P, on

peut montrer que les coordonnées du vecteur contrainte T, sur une facette quelconque de

normale n = (o;,0,,00;) sont données par I'équation :
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3
1, = zgi,jaj (VIII-5)

=1
Cette relation peut également s'écrire sous la forme d’un produit d'un tenseur par un

vecteur normal :
| t=on (VIIL-6)
On définit ainsi le fenseur des contraintes ¢ en un point P. Il est possible de montrer &

l'aide de la loi fondamentale de la mécanique que le tenseur des contraintes est symétrique

dans les cas qui nous intéressent’.

VII1.1.3. Tenseur déviateur des contraintes

Un tenseur dont la trace est nulle est appelé tenseur déviateur. En glaciologie, on

décompose généralement le tenseur des contraintes en un tenseur moyen isotrope M et un

. tenseur déviateur des contraintes ¢’ :

: 1
Ty —3(011"'022 +033) C12 C1a
1
g= G1s Oy —5(011 +0Ty; +033) Og3
1
013 023 033 _5(011 +022 +633) (VIII"’?)
1 00
) +§(O‘11 +622 +633) O 1 0 :g,+=
001

Cette décomposition se justifie par le fait que les termes diagonaux du tenseur de
contraintes dans les calotfes sont beaucoup plus importants que les termes croisés. Le tiers de
| Popposé du premier invariant du fenseur des contraintes est également appelé pression

réversible, pression octaédrale, ou plus simplement pression.

VII1.1.4. Tenseur des taux de déformation

Pour traiter un probléme de mécanique, une étape essentielle consiste & choisir un
systéeme de coordonnées. Deux choix sont possibles: soit on attache les grandeurs a

déterminer au point matériel (formulation de Lagrange), soit on les attache au point fixe

2 . ” . o e . ..
Le tenseur des contraintes est symétrique si il n'y a pas de couple de masse dans le milieu étudié.
‘Ce couple de masse peut étre créé par 'action de forces 4 distance magnétiques (ou électriques) sur un

élément ayant une aimantation (ou une polarisation) permanente.
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géométrique (formulation d’Euler). Ces deux formulations sont en théorie équivalentes, mais
pour la majorité des problémes, 1a formulation d’Euler est la plus commodé’.
Dans un systéme de coordonnées Eulériennes, la déformation subie par un élément

matériel entre Pinstant ¢ et Finstant ¢ + d¢ est donnée par:
grad(g)dt (VIII-8)

Noter qu’il s’agit 14 du gradient d'un vecteur (et non d’'une quantité scalaire comme utilisé

plus couramment en physique). Le gradient du vecteur vitesse est un tenseur défini par:

gy o dy
dx, Ox, Jx,
duy Ouy du,

(VIII-9)

d =
grad(u) dx, dx, odx,

dug dug dug

0x; Ox, Ox4

Ce tenseur peut s’écrire sous la forme d’'une somme d’'un tenseur symétrique et d’un
tenseur antisymétrique (voir équation (VIII-1)). La partie antisymétrique de ce tenseur est un
pseudo-vecteur égal a la moitié du rotationnel du vecteur vitesse (appelé vorticité en

mecanique des fluides). La partie symétrique de ce tenseur ( £ ) est appelée tenseur des taux de

déformations :
duy o Lfow dup ) 1fduy  dug |
ax; 2\dx, odx, ) 2(dx, dx,
e | 1f 0% %4y duy 1fduy  dug (VIII-10)
= | 2\dx, dx; ax, 2| dxg Oy
10w, +8u3 1 du, +8u3 duy
2 axa_ ox; ] 2\ 0x; ox, dxg

Si le matérian est incompressible (ce qui est supposé pour la glace), alors le tenseur des
taux de déformations est un déviateur car 'équation de continuité indique que la trace de ce

tenseur est nulle.

VIII.1.5. Divergence d’un tenseur

De méme que l'on peut définir le gradient d’'un vecteur, on peut définir la divergence d'un

tenseur symétrique’ S est un vecteur défini par:

' Ce point, discuté par Mandel (1966), se trouve illustré chapitre 11l de cette thése. Les deux
modéles précédents de transport des gaz (Schwander et al., 1993 ; Trudinger et al., 1997) utilisent une
formulation de Lagrange: il apparait que ces deux modeéles ne traitent pas correctement la
conservation de l'air dans les pores, car elle est beaucoup plus compliquée dans ce systéme de
coordonnées. La formulation d’Euler que nous avons utilisée permet d’écrire plus facilement les

équations de conservation.

210




Annexe

Div(T) =

{(VIII-11)
= i Jx .

VIIL.2. LOI RHEOLOGIQUE DE LA GLACE

Un fluide est dit parfait si les contraintes sont indépendantes des vitesses de
‘déformation : en mouvement comme au repos, le tenseur des contraintes de ce fluide se réduit
4 un tenseur diagonal dont les éléments non nuls sont égaux & Popposé de la pression. De
toute évidence, une telle définition n'est pas adaptée 4 U'étude du matériau glace. Dans la
gamme de contraintes observées dans le glaciers, le matériau glace sera considéré comme un

fluide visqueux.

VIII.2.1. Définition de la viscosité

La notion de viscosité est liée a l'irréversibilité de certains phénomeénes observés dans les
fluides réels. Newton est le premier, au début du XVIII™ sigcle, & introduire ce concept sous la
- forme de lanalogue d’une force de frottement dans les fluides. Plus d’'un siécle plus tard,
Navier, Saint-Venant et Stokes reprennent cette idée et la formalisent par une relation entre
contraintes et taux de déformation. Navier admet que les déviateurs de contraintes sont

fonctions linéaires des taux de déformation, ce que I'on peut écrire:

3 3
6= Z Z Qi€ (VIII-12)

o les coefficients a;, sont des coefficients fonction du matériau, de la densité et de la

température. En fait, il ne s’agit 14 que d’une approximation, bien vérifiée par I'expérience. Si
le matériau est isotrope, alors les 81 coefficients’ de @, se réduisent & 2 coefficients
indépendants, appelés coefficients de viscosité de Navier. Si de plus le milieu est

incompressible, alors la relation (VIII-12) s’écrit simplement :

o’y = 2né; (VIII-13)

4 . o . . . S
Si le tenseur n'est pas symétrique, alors on peut définir un vecteur divergence a gauche et un

vecteur divergence i droite.
* Uniquement & l'aide de considérations sur la symétrie des tenseurs de contraintes et de taux de

déformation, on peut montrer que a;,, ne contient en fait que 21 coefficients indépendants.
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ou n est appelée viscosité dynamique (par opposition & la viscosité cinémalique qui est
divisée par la masse volumique du matériau).

Pour la glace, 'approximation linéaire de I'équation (VIII-12) est trop restrictive. D'une
maniére plus générale, on peut montrer, a 'aide de considérations thermodynamiques, que les
déviateurs des contraintes dérivent d’une fonction dissipatrice positive® en vertu du Principe
de Carnot. Si le milieu est isotrope, alors au cours d’une transformation le travail des forces
résistantes est indépendant de lorientation de la matiere : la fonction dissipatrice est donc
invariante par changement de base. La fonction dissipatrice dépend uniquement de 1a densité,
de la température et des trois invariants du tenseur des taux de déformation. Comme la glace
sera supposée incompressible, le premier invariant du tenseur des taux de déformation est nul
et la fonction dissipatrice ne dépend plus que de la température, du second et du troisieme

invariant.

VIIL.2.2. Loi de Glen

La loi de comportement utilisée le plus couramment en modélisation glaciologique est la
loi de Glen, qui s’écrit souvent :
, 1

Ou A; est un coefficient dépendant de la température (loi de type Arrhenius), n est un

coefficient voisin de 3 et T est le second invariant du tenseur déviateur des contraintes. Cette
formulation n’est pas adaptée 4 I'étude de la dynamique de lice-shelf, et nous utiliserons

plutét la relation suivante, qui est équivalente :

o'y= Bg'l;gg:u. (VIII-15)
ou Best un coefficient dépendant de la température, € est le second invariant du tenseur
des taux de déformation. Bien que la forme de cette équation puisse s’expliquer par des
considérations thermodynamiques et par la théorie des dislocations, les paramatres de cette
loi (B et n) sont calibrés & partir d’expériences de laboratoire: cette loi n'est donc pas
forcément représentative de la rhéologie de la glace a grandc échelte. De plus, la loi de Glen
est une loi décrivant le comportement isotrope de la glace. En réalité, la loi de comportement

de la glace dépend de son histoire mécanique et peut étre anisotrope.

" Cette fonction dissipatrice est une forme quadratique a 21 coefficients dans le cas particulier

envisagé par Navier,
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