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Résumé

Le probleme de la dérivation en ligne est un probléme bien connu dans différents domaines tels que le
traitement du signal et I’automatique. La qualité de la dérivation numérique en ligne d’un signal bruité
joue un rodle primordial dans diverses applications touchant différents domaines (1D et 2D). Dans le tra-
vail présenté, nous nous sommes intéressés aux dérivateurs type "signal". Nos travaux s’inscrivent dans
ce contexte et abordent des aspects théoriques et applicatifs. Du point de vue théorique, une étude de
deux familles de dérivateurs a été effectuée. En premier lieu, nous avons étudié les dérivateurs de nature
algébrique [travaux du projet INRIA-Non-A] et en deuxieme lieu les différentiateurs modes glissants
d’ordre supérieur [travaux de Levant]. Cette étude nous a permis de décrire les points forts et les points
faibles de chacune de ces approches. Suite a cette étude, une nouvelle version des dérivateurs modes
glissants a été proposée.

Avec un bon réglage des parametres, les différentiateurs basés sur les modes glissants et ceux de nature
algébrique présentent des résultats satisfaisants pour un signal utile mono-fréquentiel. En revanche, pour
un méme réglage paramétrique, la différentiation d’un signal multi-fréquentiel conduit a une détériora-
tion des performances en terme de précision. Pour les algorithmes modes glissants, une augmentation
des valeurs des gains permet d’améliorer la précision mais en contre partie ceci conduit & une ampli-
fication du bruit dans les signaux estimés. Ce compromis entre ces deux criteres (précision, robustesse
par rapport au bruit) est difficile a réaliser puisque d’un c6té il faut augmenter les valeurs des gains pour
pouvoir dériver un signal balayant une bande de fréquences et d’un autre c6té il faut imposer des faibles
valeurs des gains afin de réduire I’amplification du bruit. Notre objectif est de pouvoir développer des
algorithmes de dérivation permettant d’avoir un bon compromis en termes d’erreur, de déphasage, de
robustesse par rapport au bruit et surtout de garantir une bonne précision pour une certaine plage de fré-
quence, sans trop se soucier du paramétrage de 1’algorithme. Pour satisfaire au mieux ces criteres, nous
proposons au cours de ces travaux une nouvelle version des différentiateurs modes glissants d’ordre su-
périeur : un différentiateur d’ordre un et d’un différentiateur d’ordre deux ayant des gains dynamiques.
Une démonstration de convergence temps fini est effectuée pour le différentiateur d’ordre 1.

Du point de vue applicatif, une premiere application dans le domaine 1D est présentée et qui consiste a
utiliser le dérivateur proposé pour I’identification paramétrique en ligne d’un robot SCARA a deux axes.
La méthode d’identification est validée expérimentalement par comparaison des résultats obtenus avec
ceux donnés par d’autres méthodes (méthode en ligne et hors ligne). La deuxieme application touche au
domaine 2D. Dans ce cas, nous proposons 1’application du différentiateur pour la détection des contours
dans une image. Pour la validation des résultats, différents essais sont réalisés pour différents types de
bruits : gaussien, impulsionnel et multiplicatif. Une étude comparative avec des méthodes classiques est
effectuée. A la fin de cette partie, un tableau une synthese qualitative des différentes méthodes décrites
est aussi présentée. Pour pouvoir tester I’ efficacité du différentiateur dans des boucles de commande nous
nous sommes intéressés aux systémes électrohydrauliques. Le systéme physique étudié est un servo-vérin
électrohydraulique a hautes performances ayant différents modes de fonctionnement. Nous avons consa-
cré tout un chapitre pour la modélisation de ce systeme. Apres une succession d’hypotheses effectuées
sur le modele de simulation, des modeles de commande sont fournis.

La derniere partie de ces travaux est dédiée a la synthese de stratégie de commande via la technique
du Backstepping pour le positionnement de 1’axe électrohydraulique afin de tester 1’efficacité de 1’algo-
rithme proposé dans des boucles de commande. Finalement la version classique des algorithmes modes
glissants est utilisée comme base comparative.

Mots clés : différentiateurs par modes glissants d’ordre supérieur, dérivateurs algébriques, commande
non linéaire, Backstepping, systeéme électrohydraulique, modélisation, expérimentation.
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Abstract

The problem of the on-line numerical differentiation is a well known problem in various fields such as
signal processing and automation. The quality of the on-line differentiation with a noisy signal plays
an important role in various applications involving different areas (1D and 2D). In the present work,
we were interested particularly to differentiation method which requires a minimal knowledge on the
noise and/or the input signal. Our work is registred in this context and address both aspects theoretical
and applications. From the theoretical point of view, a study of two families of differentiation algorithm
was performed. Firstly, we studied the algorithm based on the algebraic development [the work of the
project INRIA-ALIEN] and secondly the differentiators of higher order sliding modes [work Levant] for
detailed study. This study allowed us to describe the advantages and disadvantages of each approach.
Following this study, a new version of sliding modes differentiator was proposed, this last one being the
main theoretical contribution of this thesis.

With properly setting of parameters, differentiators based on sliding modes and those of based on an
algebraic development present satisfactory results for a mono-frequency signal. However, for the same
setting parameters, differentiation of a multi-frequency based-signal led to a deterioration performance
in terms of accuracy. Precisly, for sliding mode algorithm, higher values of the gains can improve accu-
racy but against some this leads to an amplification of noise in the estimated signals. The compromise
between these two criteria (accuracy, robustness to noise ratio) is difficult to achieve it. One hand, these
values must increase the gains values in order to derive a signal sweeping certain frequency ranges and
on the other hand it must be imposed low values of gains to reduce noise amplification. Our goal is to
develop a differentiation algorithms in order to have a good compromise between error, phase shift and
robustness to noise ratio and especially to guarantee a good accuracy for a certain frequency range, with
regardless of the gains setting of the algorithm. To satisfy at best these criteria, we propose in this work
a new version of the differentiators of higher order sliding modes with a dynamic adaptation gains : one-
order differentiator and second-order differentiator. A finite-time convergence proof is performed for the
one-order differentiator.

To test the efficiency of the proposed version, differents applications were carried out. The first applica-
tion in 1D is shown, which consists in use the proposed differentiator for online parametric identification
of a two-axis SCARA robot. The identification method is validated experimentally by comparing the
results obtained with those given by other methods (method online and offline). The second application
relates to the 2D domain. In this case, we propose the implementation of the differentiator for the edge
detection in an image. To validate the results, various tests are carried out for different types of noise :
Gaussian, impulsive and multiplicative. In order to have some comparison basis, we use the filter Canny
and Prewitt masks and the gradient. At the end of this section, a qualitative synthesis table for the descri-
bed methods is presented. To test the effectiveness of the differentiator in control loops we are interested
in electrohydraulic systems. For this, a model of the hydraulic and mechanical system is made. For the
mechanic part , we give particularly an importance to the modeling of friction, phenomenon that causes
problems in the control loops. Afterwards, we devote two sections to model the dynamic and static part
of the servovalve. After a consideration of some assumptions on the simulation model, the control mo-
dels are provided. To separate the dynamic servo valve / actuator, a local study is performed.

The last part of this work is dedicated to the synthesis of control strategy through the backstepping tech-
nique for the positioning of the electro-hydraulic axis in order to test the effectiveness of the proposed
algorithm in the control loop. As a basis for comparison, the classic version of sliding mode algorithm
is also used. Finally, we present a summary table for compare the closed loop system "differentiator-
control" for differents desired trajectory associated with both adaptive and non adaptive algorithm.

Keywords : Higher-order sliding mode differentiator, algebraical differentiator, Non linear control, Backs-
tepping, electrohydraulic system, modeling, experimentation.
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Introduction générale

Contexte

Le probleme de la dérivation en ligne est un probleme bien connu dans différents domaines tels
que le traitement du signal et I’automatique. L’estimation des dérivées successives d’un signal
mesuré constitue un sujet qui a largement aiguisé la curiosité de différentes communautés de
chercheurs et plus particulierement celle des automaticiens ces dernieres décennies.

En effet, la différentiation numérique constitue la solution clé pour certains problémes relatifs
a la commande des procédés et elle trouve son application dans différents domaines industriels
tels que I’automobile, I’aéronautique, la robotique médicale... Aujourd’hui, I’automaticien dé-
veloppe des commandes dites "sans capteur”. En fait, les méthodes de dérivation permettent
de délivrer au bloc commande une estimation d’une dérivée ou des dérivées successives d’un
signal mesuré, on parle alors de commande par retour de sortie. La nécessité de reconstruire les
dérivées de signaux, non accessibles par la mesure, peut étre due soit a I’absence d’instrumen-
tation appropriée soit a des contraintes séveres imposées par I’environnement du procédé. A
titre d’exemple nous pouvons citer le cas de la fusée Ariane pour laquelle les vibrations de tres
hautes fréquences lors du démarrage rendent difficile I’obtention d’un bon signal de sortie d’un
capteur physique. De plus, ces vibrations peuvent parfois provoquer la défaillance des capteurs.

Bien que dans la plupart des applications, I’emploi de capteurs physiques constitue une solu-
tion parfois séduisante, 1’utilisation de la dérivation numérique s’avere une bonne alternative
puisqu’elle permet de réduire le cofit des installations, en réduisant le nombre de capteurs et
d’augmenter leur fiabilité dans le cas de défaut du capteur. L'utilisation de I’estimation des
dérivées ne se limite pas uniquement a des applications de commande mais elle peut aussi
étre utilisée pour des problemes de diagnostic ou le fonctionnement du capteur logiciel est dé-
clenché en cas de défaillance du capteur physique. Cette notion de redondance de capteur est
nécessaire pour certains types d’application dont tout arrét non programmé est inacceptable.
Dans certaines méthodes d’identification en ligne, il est parfois nécessaire d’injecter les déri-
vées successives d’un signal mesuré dans la boucle d’optimisation. Outre, les applications dans
le domaine monodimensionnel, la dérivation numérique présente aussi un grand intérét dans le
domaine multidimensionnel. Comme par exemple, le calcul du gradient ou du Laplacien pour la
détection de contour dans une image, la compression/la décompression de séquence d’images...

Problématiques et motivations

Un bon algorithme de dérivation doit garantir un bon compromis entre :
- lerreur (la différence ente le signal estimé et le signal théorique),

- le déphasage,

- la robustesse par rapport au bruit.

Sur un procédé physique, un signal mesuré est constitué d’une information utile, généralement
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représentée par un signal basse fréquence comparé aux bruits et d’'une autre information re-
groupant les différentes perturbations et bruits. Ces bruits peuvent tre de différentes origines :
bruits électriques, thermiques, numériques...

La présence de bruit dans le signal a dériver constitue 1’une des principales sources de difficultés
dans la synthese d’algorithmes de différentiation. Prenons le cas d’une méthode assez classique
qui se base tout simplement sur une différence finie permettant d’approcher exactement la déri-
vée d’un signal en I’absence de bruit. En présence du bruit, signal supposé a haute fréquence, la
qualité de la dérivée est alors largement dégradée. 11 est possible de placer en amont de ce déri-
vateur un filtre afin d’éliminer les composantes hautes fréquences du bruit. Cette solution peut
ainsi fournir des résultats satisfaisants en terme de réduction du bruit du signal estimé mais en
contre partie la présence d’un déphasage est inévitable, effet fort pénalisant dans les systemes
bouclés.

Pour faire face a ce probleme, une multitude d’algorithmes de dérivation numérique linéaire
a été développée dans la littérature. Pour faire la séparation de 1’information utile par rapport
au bruit (ou perturbation), il existe des méthodes dites "méthodes par modele" ou le signal
d’entrée est considéré comme étant un signal canonique dont les caractéristiques sont a priori
spécifiées. Ces spécifications dépendent de 1’approche utilisée. Par exemple, la connaissance
d’une information sur les caractéristiques spectrales du signal canonique d’entrée et le transfert
reliant I’entrée a la sortie, permet de reconstruire le signal de sortie. Parmi ces méthodes, nous
pouvons citer le filtre de Kalman [[126], méthode qui se base sur des caractéristiques stochas-
tiques du bruit. Le réglage d’un tel algorithme est effectué de manicre a minimiser la variance
de I’erreur d’estimation. Dans le cas d’un systeme a états déterministes, un filtrage H- peut étre
utilisé [37]]. Le réglage du gain de cet algorithme revient a formuler un probleme d’optimisation
dont la fonction colit est donnée sous forme d’une norme /5. Ainsi, pour ce type d’approche, la
syntheése d’un dérivateur est également accompagnée d’une étape d’optimisation afin d’obtenir
la meilleur précision des estimées. Bien évidemment, peu importe le type de processus déter-
ministe ou aléatoire, cette €tape nécessite certaines hypotheses et certains criteres d’optimalité.
Cependant, 1’étape d’optimisation peut étre coliteuse en terme de temps de calcul et parfois les
hypotheses associées sont fortes, ce qui peut étre une limitation en pratique a ce type de mé-
thode.

Dans la littérature, il existe d’autres méthodes de dérivation, dites "méthodes signal". Ce type
d’approche ne se base pas sur une modélisation particuliere du signal utile ou du bruit. Dans ce
mémoire, nous nous intéresserons plus particulierement a cette classe de méthode, c’est-a-dire
des méthodes qui ne nécessitent qu’une connaissance minime sur le bruit et/ou le signal d’en-
trée (hypotheses "souples"). Parmi ces algorithmes, il en existe qui se basent sur la technique
des modes glissants d’ordre supérieur [94], technique connue en commande par sa robustesse et
qui représente la principale qualité de celle-ci. L’utilisation de cette technique en dérivation se
base sur des simples hypotheses. En effet, il suffit de considérer un signal d’entrée borné et un
bruit dont la valeur absolue est bornée par une valeur relativement faible. Sous ces conditions,
une convergence des dynamiques du systéme en temps fini est assurée. Une approche alterna-
tive basée sur un développement algébrique [travaux du projet INRIA-Non-A] peut aussi étre
utilisée. Relativement sans aucune hypothese sur le bruit, ces dérivateurs de nature algébrique
permettent 1’estimation de la dérivée d’un signal mesuré en se basant sur 1’idée d’approximer
le signal a dériver par un développement en séries de Taylor tronqué a un certain ordre. A la
base de cette idée, Fliess et ses collaborateurs ont développé différentes versions de dérivateurs
[127], [106], [32].

Depuis quelques années, un axe de recherche portant sur les différentiateurs/observateurs ro-

Cette thése est accessible a I'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/20111SAL0091/these.pdf
© [L. Sidhom], [2011], INSA de Lyon, tous droits réservés



XXVi

bustes a débuté au sein du laboratoire AMPERE. L’idée principale est de pouvoir étudier, syn-
thétiser et développer des capteurs logiciels. Dans [132], I’algorithme de Super Twisting [93]] a
été intégré dans une boucle de commande d’un systeme a faible dynamique, un systeme électro-
pneumatique, pour reconstruire 1’accélération a partir de la vitesse mesurée, [131]]. Dans [[141],
la syntheése d’un observateur adaptatif pour estimer les tensions aux bornes d’un condensateur
a été réalisée. Ce dernier a également été interconnecté avec une commande prédictive d’un
convertisseur multicellulaire et a été validé expérimentalement. Dans nos travaux de Master,
nous avons étudié les différentiateurs robustes d’ordre arbitraire dans le but de reconstruire a
partir d’une seule mesure, les estimées successives de la dérivée du signal d’entrée. Ces travaux
ont été poursuivi dans [44]], ou 1’objectif principal de cette these était de mettre en place des
algorithmes de dérivation sur un circuit numérique (systeéme embarqué) a faible cofit. Pour ce
faire, une étude préliminaire a été nécessaire afin d’étudier les contraintes technologiques asso-
ciées a ce type d’implémentation (résolution de calcul, précision des organes de conversion,...)
sur les performances des algorithmes de dérivation. Pour ces algorithmes, une étude de synthese
de quelques algorithmes de dérivation a été effectuée (observateur grand gain, modes glissant,
filtre Hy et H,,). Cette étude a permis de proposer une approche alternative d’observation li-
néaire basée sur une optimisation d’une norme H,,. Cette approche présente la possibilité de
considérer une norme H,, pondérée dans la synthese de 1’observateur, ce qui permet d’imposer
un gabarit particulier sur la densité spectrale de puissance du signal d’erreur, [37]].

Pour continuer sur le méme axe de recherche, nous avons trouvé intéressant d’étudier les dif-
férentiateurs basés sur les modes glissants et ceux de nature algébrique. Avec un bon réglage
des parametres, ces dérivateurs présentent des résultats satisfaisants pour un signal utile mono-
fréquentiel. En revanche, pour un méme réglage paramétrique, le changement du spectre fré-
quentiel du signal a dériver conduit a une détérioration des performances en terme de précision.
Pour les algorithmes modes glissants, une augmentation des valeurs des gains permet d’amélio-
rer la précision mais en contre partie ceci conduit a une amplification du bruit dans les signaux
estimés. Le compromis entre ces deux criteres (précision, robustesse par rapport au bruit) est
difficile a réaliser puisque d’un c6té il faut augmenter les valeurs des gains pour pouvoir dériver
un signal balayant certaines plages de fréquence et d’un autre coté il faut imposer des faibles
valeurs des gains afin de réduire 1’amplification du bruit. Pour découpler ces deux criteres, tout
en assurant un bon compromis en termes d’erreur, de déphasage, de robustesse par rapport au
bruit, nous proposons au cours de ces travaux une nouvelle version des différentiateurs modes
glissants d’ordre supérieur. Pour tester 1’efficacité de cette nouvelle version, différentes appli-
cations dans les domaines monodimensionnels (1D) et bidimensionnels (2D) sont effectuées.
Nous donnons plus d’importance a I’'une des applications 1D qui consiste en la commande en
position d’un servo-vérin électrohydraulique a hautes performances par reconstruction des dé-
rivées successives de la position mesurée.

A ce propos, nous ouvrons une parenthese sur les technologies a fluide sous pression, notam-
ment celle de 1’électrohydraulique, qui reste fondamentale dans de multiples domaines d’ap-
plication tels que les dispositifs de freinages, les machines de test en fatigue des composants
automobile, I’aéronautique, les transports... En effet, I'importance de la puissance spécifique, la
possibilité d’exercer d’énormes forces et/ou couples, la capacité de fournir des puissances ins-
tantanées tres élevées auxquelles s’associe une tres grande fiabilité sont des points qui restent
forts comparés a d’autres technologies. Le probleme du contrdle de ces systemes continus pour
des plages d’utilisation étendues représente un grand défi. En outre, le développement récent de
servo-systemes €lectrohydraulique de grande performance impose I’'utilisation de commandes
qui tiennent en compte de la nature nonlinéaire de ces systemes. En effet, le comportement dyna-
mique des systemes hydrauliques est fortement nonlinéaire du fait de la relation débit-pression,
des phénomenes difficilement modélisables, la variation de volume de contrdle des fluides... Ils
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sont également décrits par des modeles incertains en raison d’incertitudes paramétriques et des
non-linéarités incertaines difficiles a modéliser comme le frottement.

Cette these est la premiere effectuée au laboratoire AMPERE dans le cadre de la commande et
I’observation des actionneurs électrohydrauliques apres de nombreux travaux effectués dans le
cadre des systemes électropneumatiques. Ces travaux ont permis de développer la reconnais-
sance au niveau international du laboratoire dans le domaine de systémes a fluide sous pression.
Le laboratoire Ampere faisant parti du réseau européen Fluid Power Centres in Europe (FPCE,
http ://www.fpce.net/ ).

En 2006, le premier banc d’essai électrohydraulique a été mis en place au sein du laboratoire.
Les travaux de recherche visés par le laboratoire ont pour but de résoudre les problemes posés
aujourd’hui par les industriels dans le domaine du transport, essentiellement de 1’automobile.
Le banc d’essai électrohydraulique a été congu de maniere tres particuliere pour ces raisons. En
effet, I’originalité de ce systeme concerne sa bande passante élevée qui permet de jouer des si-
gnaux pistes a haute fréquence de type parcours urbain et de fortes accélérations, contrairement
aux axes €lectrohydrauliques classiques qui sont plutdt dans le domaine des basses fréquences.
La dynamique élevée de ce banc d’essai, permet de considérer certains problemes particuliers
de I'industrie tels que les tests de fatigue et/ou des pieces sensibles a la sécurité des véhicules.
Pour avoir un degré de liberté plus large en terme de commande, le systeéme présente un multi-
modes de fonctionnement.

L’un des objectifs de mes travaux de these a porté au début sur la réalisation d’un modele de
simulation du systeme électrohydraulique. Cette phase a été effectuée en collaboration avec la
société MOOG (a Rungis, Paris). Ces travaux ont été poursuivis dans le cadre d’une these qui
a débuté fin 2009 au sein du laboratoire. Dans le cadre de ce mémoire, notre objectif consiste
d’une part a valider les algorithmes de dérivation proposés dans une boucle de commande, et
d’autre part de synthétiser et d’appliquer une stratégie de commande au servo-vérin hydrau-
lique. Dans ce manuscrit, nous nous limiterons donc a présenter les modeles de commande
réalisés en précisant les plages de fonctionnement relatives a la validité des hypotheses utili-
sées.

Cadre de la these

Le premier chapitre est consacré dans un premier temps a 1’étude des dérivateurs de nature al-
gébrique [travaux du projet INRIA-Non-A]. Nous commencerons par présenter les fondements
théoriques associées a ce type d’approche, pour ensuite décrire trois versions de dérivateurs
basés sur le développement algébrique. Nous fournirons des résultats de simulation relatifs a
chacune des versions. Afin d’établir a la fin de cette étude un tableau de synthese de tous les
algorithmes de différentiation étudiés et proposés, nous définirons certains criteres de comparai-
sons quantitatifs et qualitatifs. Dans un deuxieéme temps, une étude détaillée des différentiateurs
modes glissants est effectuée. Nous consacrerons également une partie permettant de décrire
le probleme de mise en oeuvre pratique relatif a ces algorithmes. A la fin de ce chapitre, nous
proposerons une nouvelle version de ces différentiateurs ol nous détaillerons I’intérét de cette
approche par rapport aux algorithmes modes glissant de base. Tout au long du chapitre, les al-
gorithmes de dérivations seront illustrés a travers des simulations et une synthese des résultats
via des tableaux récapitulatifs sera effectuée.

Dans le deuxieme chapitre, nous développerons deux applications dans lesquelles 1I’algorithme
proposé est utilisé. Une premiere application dans le domaine 1D consiste a utiliser le dériva-
teur proposé pour 1’identification paramétrique en ligne d’un robot SCARA a deux axes. La
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méthode d’identification est validée expérimentalement par comparaison des résultats obtenus
avec ceux donnés par d’autres méthodes (méthodes en ligne et hors ligne).

La deuxieme application touche au domaine 2D. Dans ce cas, nous proposerons I’application du
différentiateur pour la détection des contours dans une image. Pour la validation des résultats,
différents essais sont réalisés pour différents types de bruits : 6, impulsif et multiplicatif. Afin
d’avoir une base de comparaison, nous utiliserons le filtre de Canny et les masques de Prewitt
et du gradient. A la fin de cette partie, nous présenterons un tableau permettant de donner une
synthese qualitative des différentes méthodes décrites.

Afin de tester I’efficacité de notre méthode de différentiation dans des boucles de commande
nous ’appliquerons dans le contexte de la commande de notre systeme électrohydraulique.
Dans un premier temps, nous détaillerons la modélisation de la partie hydraulique puis celle
de la partie mécanique. Pour la partie mécanique, nous nous intéresserons en particulier a la
modélisation du frottement, phénomene source de nombreux problemes dans les boucles de
commande. Ensuite, nous nous concentrerons sur la modélisation des parties dynamique et
statique du servodistributeur, composant important permettant le contrdle du transfert de puis-
sance. Pour assurer les différents modes de fonctionnement du systeme, celui-ci est équipé d’un
bloc intermédiaire nommé embase. Pour tenir compte des effets engendrés par cette embase,
une étude est effectuée afin d’évaluer I’influence des volumes supplémentaires et des pertes de
charges. Plusieurs hypotheses nous permettrons de réduire le modele de simulation et d’aboutir
a des modeles de commande. Par la suite, nous effectuerons une étude locale afin de séparer
les dynamiques servodistributeur/vérin dans le but de prédéfinir les plages de fonctionnement
permettant la validité des hypotheses prises en compte dans la phase de modélisation.

Le quatrieme chapitre est dédié a la synthese d’une stratégie de commande par la technique du
Backstepping pour le contrdle de la position du vérin, en considérant le modele de commande
du systeme fourni dans le chapitre 3. Pour cette loi de commande, seul le capteur de position
est utilisé. Pour reconstruire la vitesse et/ou 1’accélération, 1’un des différentiateurs proposés est
utilisé. L’ objectif de cette partie est de valider le schéma de différentiation proposé et d’analy-
ser les résultats expérimentaux obtenus en les comparants a ceux donnés par le différentiateur
modes glissants de base.

Nous terminerons ce rapport par une conclusion générale ou nous présenterons une synthese des
différents résultats obtenus. Une description de certaines perspectives conclura ce document.

Cette thése est accessible a I'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/20111SAL0091/these.pdf
© [L. Sidhom], [2011], INSA de Lyon, tous droits réservés



Cette thése est accessible a I'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/20111SAL0091/these.pdf
© [L. Sidhom], [2011], INSA de Lyon, tous droits réservés



Chapitre 1

Etude et contribution aux techniques de
différentiations robustes
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1.1 Introduction

La dérivation numérique ou I’estimation des dérivées d’un signal temporel bruité est un pro-
bléme bien connu et ancien dans plusieurs disciplines telles que 1I’analyse numérique, le traite-
ment du signal et I’automatique. Depuis longtemps, ce probleme a attiré 1’attention des cher-
cheurs en raison de son importance dans différents domaines d’application. Il existe de nom-
breuses approches pour traiter ce probleme. Ces approches peuvent étre divisées en deux grandes

classes : une approche modele et une approche signal.

La premiere approche bien connue repose sur 1’utilisation d’observateur. En effet, dans le cas
ou le signal satisfait certaines équations différentielles ou représente une sortie de certaines dy-
namiques connues d’un systeme, la dérivée de ce signal d’entrée est alors estimée en se basant

sur cette représentation mathématique du systéme.
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1.1. Introduction 3

Pour les systemes linéaires a états déterministes, le probleme d’observation a été introduit dans
les années soixante par Luenberger [99]. Si le signal mesuré est bruité, une approche stochas-
tique via un filtre de Kalman est la plus adéquate (ce filtre peut aussi étre classé dans une
approche signal). Pour les systemes non linéaires, I’observation reste un domaine actif de re-
cherche. En effet, les solutions sont multiples et elles sont choisies en fonction de la classe du
systeme a observer. Citons a titre d’exemple les travaux de [33], [29], [[71]. L’ utilisation d’un
observateur permet d’introduire un filtrage avec une bonne estimation mais en contrepartie les
équations d’état de 1’observateur font appel au modele du procédé. Par conséquent, une dégra-
dation importante des performances peut avoir lieu au cas ou le modele ne représente pas fidele-
ment le comportement du procédé. Si des efforts sont faits pour rendre le modele plus proche du
processus réel, celui-ci peut devenir trop complexe pour une "exploitation" mathématique. Cet
aspect, peut étre considéré comme I’une des difficultés des problemes d’observation en temps
réel. Afin de pallier cet inconvénient, la recherche s’est orienté vers la synthese d’observateurs
robustes prenant en compte les incertitudes paramétriques, tel que les observateurs par modes
glissants [10], [129], [28]] et les observateurs a grands gains [17], [60], [112]]. Pour ce dernier
type d’observateur, une bonne différentiation est obtenue que si I’un des parametres de réglage
tend vers une grande valeur. Ceci rend tres difficile le calcul de la dérivée d’un signal bruité,
puisqu’il en résulte une grande amplification du bruit en sortie.

La seconde approche présente dans la littérature évite 1’utilisation du modele du systéme pour
estimer les dérivées successives d’un signal donné. On préfere alors utiliser le terme de diffé-
rentiateur.

L’ approche linéaire pour la construction d’un différentiateur consiste a I’approximation de fonc-
tion de transfert d’un différentiateur idéal (réalisable) sur une bande de fréquence du signal
considéré [82], [113]]. Dans ce cas, la plage de fréquence du bruit est supposée connue, celui-ci
donc peut étre filtré par un filtre passe-bas. Certaines propriétés statistiques du signal et du bruit
peuvent aussi €tre considérées [27]]. Dans ce dernier cas, les modeles stochastiques du signal et
du bruit sont présumés connus a priori.

Il existe aussi d’autres méthodes classiques qui consistent a approcher la dérivée par des interpo-
lations polynomiales sur une fenétre glissante. D’autres méthodes reposent sur I’approximation
de la dérivée d’un signal par des différences finies. Dans [119]], une étude comparative entre
différents opérateurs de différences finies a été effectuée. La simplicité de ces méthodes pour
des applications temps réel est un avantage mais elles introduisent inévitablement un déphasage.

Lorsqu’aucune information sur la dynamique du signal n’est connue, les différentiateurs algé-
briques peuvent représenter une solution intéressante [[127]. En ayant une information minime
sur le bruit, une approche alternative basée sur la technique des régimes glissants [145] peut
aussi étre utilisée. Utilisant la technique des modes glissants d’ordre supérieur [94]], [56]], des
différentiateurs d’ordre un [93] puis d’ordre supérieur [89]] ont été définis.

Dans ce chapitre, nous nous sommes intéressés tout particulierement a I’étude de certaines tech-
niques de différentiation robuste. Nous avons étudié dans un premier temps les différentiateurs
algébriques et notre démarche consiste tout d’abord en un rappel des fondements théoriques
utilisés, pour ensuite décrire ce type d’approche et présenter quelques exemples de simulations.
La présentation de ces algorithmes a pour but d’effectuer une étude comparative avec les dif-
férentiateurs basés sur les modes glissants. Une étude détaillée de ces derniers sera présentée
dans la deuxieme partie de ce chapitre. En pratique, ces différentiateurs présentent une difficulté
liée aux réglages de leurs gains. Un changement spectral du signal d’entrée nécessite en fait un
choix judicieux des gains. En présence du bruit, ce type d’algorithme présente un compromis
délicat entre la précision et la robustesse par rapport au bruit, ce qui limite parfois 1’application
de tels algorithmes dans certains domaines. Pour ce faire, nous proposons une nouvelle ver-
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1.2. Algorithmes basés sur les techniques algébriques 4

sion des algorithmes modes glissants. Dans la derniere partie de ce chapitre, nous présentons
I’intérét de ce nouveau schéma de différentiation par rapport aux approches antérieures. Enfin
en s’appuyant sur 1’évaluation de plusieurs criteres, un tableau récapitulatif est proposé afin de
comparer les différentes méthodes de différentiation décrites tout au long de ce chapitre mais
aussi une réalisation pratique dans les chapitres suivants.

1.2 Algorithmes basés sur les techniques algébriques

La dérivation numérique via une approche algébrique a été revisitée dans des travaux récents
[52], [127], [95]] et a été utilisée avec succes dans divers domaines tels que la compression, la dé-
tection des ruptures, le dé-bruitage des signaux mono-dimensionnels [49], [50] et la commande.
Ces techniques ont été étendues pour des signaux multi-dimensionnels tels que les séquences
d’images [48]].

L’idée de base de ces dérivateurs repose sur 1I’hypothese que le signal a dériver est C'*°. Son
développement en série de Taylor est alors tronqué a un certain ordre. Par application d’une
transformée de Laplace, le modele obtenu est réécrit dans le domaine opérationnel. Des dé-
rivations opérationnelles adéquates suivies de manipulations algébriques permettent alors par
passage vers le domaine temporel d’obtenir les coefficients du développement de Taylor et
donc des différentes valeurs des dérivées recherchées.

Ce paragraphe débute par une breve présentation de quelques résultats mathématiques sur le cal-
cul opérationnel qui seront utilisés par la suite dans le développement de ce type d’algorithme.
Dans la derniere partie, des résultats de simulations seront exposés.

1.2.1 Rappels mathématiques

Dans le domaine temporel, les estimations des dérivées successives ainsi que le calcul d’inté-
grales requierent quelques manipulations mathématiques, [[153]]. Suite a une transformation de
Laplace unilatérale, ces manipulations deviennent algébriques dans le domaine opérationnel ce
qui facilite les calculs. Ce paragraphe sera donc consacré aux rappels des résultats mathéma-
tiques utiles pour expliquer la formulation des dérivateurs algébriques. Toutes les démonstra-
tions relatives aux résultats ainsi donnés sont reportées en annexe A.

Considérons un signal f(t) : R™ — R suffisamment différentiable dont la transformée de
Laplace unilatérale est donnée par :

+oo
L =P = [ s (L.
0
Alors la transformée de Laplace de la dérivée n‘™* de la fonction f est donnée par :
d" f 1 2 df(0) d"?f(0) _d""'f(0)
L =5"F(s) —s" 0) —s" " "——— ... — — 1.2
G} = 5" F () = 8" (0) = 5" ST 2 din—1 (1.2)

Une multiplication de F'(s) par le terme s~ (« est un entier) se traduit dans le domaine temporel
par une suite d’intégrales itérées comme suit :

LV [s™F(s)] :/Ot/ot.../otf(t)dto‘, a>1 (1.3)
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Cette derniere s’exprime au moyen de 1’intégrale de convolution comme suit, (voir détails an-

nexe A) :
/Ot/ot.../otf(t)dt“:ﬁ/ot(t—r)a1f(r)dr, a>1 (1.4)

si F'(s) est remplacé par une constante ¢ € C dans 1’équation (1.3)) alors le résultat suivant est

obtenu :
taf 1

L' s =cL s =c——, a>1 1.5
57 = L) = ey @2 (15)
Rappelons aussi que la dérivée par rapport a I’opérateur s correspond a une multiplication par
(—t) dans le domaine temporel. Pour un ordre n, ceci est illustré par la relation ci-dessous :

d"F(s)

LT[ = (0" f(), n>0 (1.6)
STL
A partir de (1.3), (I.4) et (I.6), I’équation suivante est obtenue :
1 _od"F(s) (=) [t -
1 @ — _ \a—1l_n
Ll = (Oé—l)!/()(t O (r)dr ezl nz0 ()

1.2.2 Méthodes d’estimation des dérivées par approche algébrique

Dans cette partie, nous présentons une synthese des travaux développés dans [32], [105]], [[106],
[148]. Soit y(¢) : RT™ — R, une fonction supposée C'>° dont on souhaite estimer les valeurs
numériques des dérivées. Cette fonction peut €tre représentée par son développement en série
de Taylor :

_ Nt t)
y(t) = ;y (to)—, (18)
Out >ty > 0et y®(ty)! évaluée a I'instant ¢,. En tronquant le développement de la série de
Taylor a I’ordre N, en notant I’approximant y(¢) de y(t) autour de ¢t = t,, I’expression (1.8)
devient :
al (t — to)!
) — (4) -
g(t) = ;y (o), (1.9)

En choisissant N = 1, I’égalité suivante est obtenue y(t) = y(to) + y(to)(t — to). A partir de
cette derniere égalité et par dérivations successives de y(t) calculé en t(, nous pouvons déduire
le systeme d’équations ci-dessous :

dzy(t) —
— 0
dy(t dy(t

y(to) = y(to).

Une généralisation des calculs décrits précédemment conduit au systeme suivant :

dN g 0
V= (1.11)
B d : ‘
El/t(;O) :%a J=01,...N

1.y représente la dérivée i¢me de la fonction y(t) par rapport au temps

Cette thése est accessible a I'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/20111SAL0091/these.pdf
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La seule valeur connue au niveau de ce systeme (I.T1)) est la valeur de y en ¢,. Donc mise a
part la connaissance de y(ty), toutes les valeurs de ce systeéme sont inconnues puisque les N
dérivées de y(t) sont a estimer.

D’apres (I.2)), la transformée de Laplace de la premiere équation du systeme (I.T1)) s’écrit :

dV*y(t) N41§7 N N-14y(to) dV " ly(to) dNy(to)
L {W] =S + Y(S)—S y(to)—s 7— .S dN—1 - dtN =0 (112)
Ceci permet d’écrire :
~ dy(t dNy(t dNy(t
SN+1Y<S) — SNy(tO) + SN—l y( 0) + y( 0) y( 0) (113)

dt e dtN—1 dtN

Selon les manipulations algébriques a effectuer, différents dérivateurs peuvent étre développés.
Dans la suite, nous présentons trois versions pour ce type d’approche. Dans un premier temps,
nous commengons par la syntheése d’une premiere version proposée dans [127]].

1.2.2.1 Dérivateur algébrique : premiere version

A partir de I’équation (1.13), on a I’égalité suivante :

dN+1 Nl
(sNHY (5)) = 0 (1.14)

dsN+1

Remarquons que cette équation est totalement indépendante des conditions initiales qui sont
données par les dérivées du signal y(¢) a I'instant ¢ = .

Par multiplication de I’équation (I.14)) par I’opérateur de Laplace de puissance négative, cette
équation permet de former le systeme triangulaire suivant :

_j dN+1

e (MY (s)) =0, j=N,N—1,.1. (1.15)

En revenant au domaine temporel, le systeme (1.15) permet alors d’approximer les dérivées
successives de y/(t).

Pour alléger les calculs et afin de mieux illustrer le développement décrit précédemment, consi-
dérons le cas ou N = 3 pour lequel I’équation (I.14)) s’écrit :

—(s"Y(s)) =0 (1.16)

A partir de L (s*Y (s)) = 45°Y (s) + s* 2 et suite aux trois dérivées successives de cette
derniere, I’équation (1.16) devient :

% oy iy iy
V() | 2 ®V(s) | adV(s) | diT(s)

- S
ds ds? ds3 ds*
Pour estimer la dérivée premiere du signal d’entrée, il suffit alors de calculer I’expression

5734 (s*Y (s)) = 0. A partir de cette derniére, on obtient :

24Y (s) + 965 =0 (1.17)

dy &Y BY 4y
() oy VL) | AT () | V()
ds ds? ds? ds*
Sans nuire a la généralité mais afin d’alléger 1’écriture considérons ¢, = 0. En revenant au
domaine temporel tout en remplagant y par y et en utilisant les équations (1.3)), (1.6) , on obtient :

24573Y (5) 4 965>

=0 (1.18)

(3) (2)
24/ y(t)dt® — 96/ ty(t)dt* + 72/t2y(t)dt — 16%y(t) + %(t‘*y(t)) =0 (1.19)

Cette thése est accessible a I'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/20111SAL0091/these.pdf
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Ou [ () ¢ (t)dt™ représente I'intégrale itérée f(f f(f . fg f(t)dt™. A partir de (1.19), nous pou-
vons alors extraire I’expression de la premiére dérivée de y(t) en fonction des intégrales itérées
du signal d’entrée :

dy 1 ®) 3 @ 2 2 3
(%) = —24/ y(t)dt® + 96/ ty(t)dt” — 72/t y(t)dt + 12t°y(t)
estimée

t
N (1.20)
Ensuite par calcul de 5_2%(54}/(3)) = 0, ’expression de ’estimation relative a la dérivée
seconde de y(t) est donnée par :

d*y 1 2) dy
—Z = |-24 Hdt2 + 96 | ty(t)dt — 3682y (1) + 83 [ ==
( dtQ ) estimée t4 [ / y( ) " / y< ) y< ) * ( dt ) estimée

(1.21)
d?y

L’équation (1.21) montre que pour le calcul de (W) , nous avons besoin d’utiliser I’es-
P estimée
Y

timation premiere du signal d’entrée (E) . Par conséquent, les différentes équations dé-
estimée

crites ci-dessus peuvent bien se mettre sous une forme triangulaire.

Pour ce faire, posons tout d’abord :

2= =24 [P y@)ded + 96 [P ty()de2 — 72 [ 12y (t)dt
2 = =24 [P y(t)dt? + 96 [ ty(t)dt (1.22)
23 = —24 [y(t)dt

Nous pouvons alors mettre toutes les équations obtenues sous la forme suivante :

21 = Z9 — 72t2y(t)
29 = 23 + 96ty (1) (1.23)

t 0 (%) estimée z1 12t3y(t)
2 pu—
(e o) () ) = () (5tin) (20
Les équations du systeme (I.23]) décrivent un systeéme dynamique linéaire variant dans le temps,
ou (1.24) représente les équations implicites des sorties.

et

Le principal intérét de ce type de dérivateurs algébriques et qu’il nécessite pour 1’obtention des
dérivées successives que des calculs d’intégrales itérées du signal y(¢) et aucune hypothése par-
ticuliere sur le bruit affectant ce signal.

Les différentes intégrales itérées présentes dans (1.22) peuvent étre calculées au moyen de I’in-

2 . .. . .. . ., 2
tégrale de convolution, voir équation ID Ainsi, les signaux estimés (%) catimee St <%>
estimée

peuvent étre mis sous la forme générale suivante :

Yo pimee () = %/Otpi(T)y(T)dT +Qi(t), i€ {1,2} (1.25)
Avec : Py = —12(t — )2 + 96(t — 7)7 — 7277
{P2 = —24(t — 1) 4+ 967 (1.26)
. Q1 = 1283y(t)
{Q2 = —36t%y(t) + 8> (%) . (1.27)

Cette thése est accessible a I'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/20111SAL0091/these.pdf
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1.2. Algorithmes basés sur les techniques algébriques 8

Pour la mise en oeuvre de 1’algorithme, les valeurs numériques des intégrales peuvent étre ap-
prochées par la méthode des trapezes, ou I’approximation de 1’intégrale entre deux échantillons
t; et t;;r, est donnée par :

titTe t; ti+T.
/ y(T)dT:Tey( Z)er?(”L ) (1.28)
t;

I1 suffit ensuite de faire la somme des intégrales élémentaires pour retrouver I’estimation de
I’intégrale sur tout I’horizon de calcul.

Suite aux développements effectués, nous pouvons signaler que cette version de I’algorithme est
simple a implémenter. Cependant, certains probleémes de mise en oeuvre se présentent tels que
I’indétermination du dérivateur a I’instant ¢ = 0 ce qui nécessite de supprimer un certain nombre
de points a I’instant initial. De plus, du fait de la troncature de la série de Taylor, les estimations
des valeurs des dérivées deviennent plus fausses lorsqu’on s’éloigne de 1’origine temporelle.
Pour résoudre ce probleme, une réinitialisation réguliere de I’algorithme est obligatoire.

Pour pallier a certains inconvénients de cette démarche, une autre version proposée dans [[106]],
[148] fait I’objet du paragraphe suivant.

1.2.2.2 Dérivateur algébrique : deuxieme version

En revenant a 1’équation (I.13)) et en imposant ¢, = 0, nous retrouvons :

~_1dy(0) N d"y(0)

N+1y7 _ N
sVTY (s) = s™y(0) + s TR

(1.29)

Au lieu d’utiliser I’opérateur différentiel ( %) au degré NV + 1 comme dans la premiere version
(voir équation (I.14))), pour cette version, ce méme opérateur est utilisé mais au degré m, défini
tel que :

dm
& m=0,--- N (1.30)
ds™
Donc en multipliant (1.29) par cet opérateur puis par s~“, ol v > N + 2, nous avons :
A" Nao _,d” N ~n-1dy(0) dNy(O)
pa— Y =5 YV— ... 1.31
s S (s) =s T {8 y(0) + s 7 + ...+ TN (1.31)

En revenant au domaine temporel et par application des regles décrites dans le rappel mathéma-
tique, le résultat sera alors décrit par un systeme de forme triangulaire a éléments diagonaux non
nuls. Ceci ameéne alors a trouver une expression générale des estimateurs des dérivées N**™¢ du
signal d’entrée. Dans une fenétre d’estimation de taille 7', cette expression peut étre représentée
par le systeme triangulaire suivant :

y(0)
5(0)
) T
P,(T) : = [y Qu(n)y(m)dn (1.32)
y(N—l) (0)
y'"™(0)
Pouri=0,--- ,Netj=0,---, N —1,les éléments de la matrice triangulaire P,(T") sont alors
donnés par :
o (Nf )l Tu—N+i+j—1
By(T)i; = (Nfiij)! O —NTitj =1 (1.33)

Cette thése est accessible a I'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/20111SAL0091/these.pdf
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1.2. Algorithmes basés sur les techniques algébriques 9

et

Qu(T)i = 31 qia(T — 7))~ N7t (1.34)

avec

_ () vy (it
Qi1 = (l) (NFLI_D)! (o—N—210)! (1.35)

Nl
(z) = O =

Nous remarquons que tous les termes non nuls de P, (T");; ne dépendent que de la taille de la
fenétre d’estimation ce qui permet d’éviter le probléeme a ¢ = 0 rencontré dans la premiere ver-
sion. D’autre part, le probleme de réinitialisation des fenétres est évité en utilisant des fenétres
glissantes de taille fixe (ou variable) 7T'. Le choix de cette fenétre sera déterminé par la dyna-
mique du signal considéré et aussi par les performances a imposer.

Sachant que :

Selon la formulation du systeme (1.32), la premiére valeur des estimées de y est calculée pen-
dant 'intervalle de temps [0, T']. Par la suite, seules les bornes de I’intégrale changeront. En
effet, en faisant glisser la fenétre d’estimation d’une période d’échantillonnage, la deuxieéme
valeur des estimées est alors calculée.

Soit I'intervalle de temps d’estimation Itj; = [t,t + T']. Pour le calcul des estimées a un instant
t; € ItT+ , on est amené a utiliser la valeur de y(¢; + 71). Or a I'instant ¢;, la valeur de y(¢; + 71)
n’est pas connue ce qui impose un caractere non-causal aux estimées. Pour éviter ce probleme
et afin de se baser uniquement sur les observations du signal a I’instant courant et aux instants
précédents, il suffit de réaliser les calculs en considérant 'intervalle I} = [t — T, t], au lieu de
I] et ce qui revient a remplacer le terme y(t; + 71) par —y(t; — 71) dans .

Pour valider cette méthode, un exemple est développé ci-dessous avec N = 2 et v = 4. Suite
aux calculs effectués, le systeme triangulaire suivant est obtenu :

A AW T 1
> & 0] {90)] = / 3(T —m1) —m y(r)dn  (1.36)
o9 9 9(0) 0 \3(T —7)*—6(T — 7)1y + 7}

Apres normalisation de I’intégrale entre [0, 1], les différentes estimations peuvent alors étre
décrites par :
0) =3 fy 131 =7)* = 6(1 = 7)r + 7]y (r)dr
33(0) T ° Iy [30 =30 yr(r)dr = Gy(0) (1.37)
y(O) = 7z fo yT dT - %y(O) - T2y(0)

ou 7 € [0, 1] et yr est le signal y considéré dans la fenétre d’estimation de taille 7. Pour faire
cette normalisation, il suffit d’effectuer un changement de variable tel que 7, = T'7.

Les améliorations apportées par cette deuxieme version peuvent se résumer en deux points :
pas de probleme relatif aux conditions initiales et pas d’indétermination de I’algorithme pour
t = 0. Toutefois I’estimation des dérivées se fait comme dans la version précédente donc d’une
facon récursive. Pour résoudre le probleme de dépendance entre les différentes estimées, une
troisicme version des estimateurs algébriques a été proposée, [[105].

Cette thése est accessible a I'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/20111SAL0091/these.pdf
© [L. Sidhom], [2011], INSA de Lyon, tous droits réservés



1.2. Algorithmes basés sur les techniques algébriques 10

1.2.2.3 Dérivateur algébrique : troisieme version

Pour synthétiser des estimateurs individuels de la dérivée n‘™¢ du signal d’entrée y, I'idée de
base consiste 2 estimer uniquement le coefficient 4™ (0) du développement de Taylor de y(t).
Commencons tout d’abord par écrire (I.9) pour ¢, = 0 :

N .
N
— @ ()=
y(t) = ;y (0)5 (138)
Pour isoler la dérivée désirée, il suffit alors d’effectuer des manipulations algébriques sur I’équa-
tion précédente afin d’éliminer tous les autres termes ol ¢ # n.
En appliquant la transformée de Laplace a 1’équation (1.38) et en utilisant le rappel mathéma-
tique (équation (1.5)), nous obtenons :

Y(s) = i y00) (1.39)

En examinant (1.39), nous constatons que chaque dérivée est divisée par des exposants de s
différents des autres. Ce qui indique que des multiplications par des exposants de s suivies par
des dérivations successives par rapport a s permet d’écrire la dérivée désirée en fonction uni-
quement de y(¢). Pour obtenir ce résultat, différents opérateurs différentiels linéaires existent.
Dans [[105], I’opérateur suivant a été utilisé :

HNW B dn+k 1 dN—n

koo dsnth s dsN-—n’
Nous justifions ci-dessous le choix de ce type d’opérateur, dénommé "annihilateur". Pour ce
faire, multiplions tout d’abord les deux membres de (1.39) par sV*! :

keN (1.40)

N
SN (Y () =Dy (0)s™ . (1.41)
=0

dN—n

A partir de |i et pouri > n,ona N —n > N—i. Ceci permet alors d’obtenir £5—s""" =0

dN-n N—n _ _ | . PR aN—n
et Ty = (N —n)!. De ce qui précede, nous pouvons alors conclure que le terme Jx—;
présent dans (1.40) permet d’annihiler tous les coefficients de 3V (0) ayant i > n. Ensuite en
multipliant le reste des coefficients par s~!, I’apparition du terme (N — n)!s~'y(™(0) est assu-

rée. Par la suite la multiplication par % permet au final d’annihiler les termes ayant ¢ < n.

En appliquant cet opérateur différentiel a 1’équation (I.41)), I’expression suivante est donnée :

—1)"*F(N —n)! k)!
S R R o) (1.42)

Hiv’” (3N+1Y(s)) =

Pour assurer le caractere strictement propre a la famille d’estimateurs, une multiplication par
57" aux deux membres de 1’équation (1.42)) est imposée. Avec :

v=N+1+pu ou pn>0

Ceci est surtout lié au premier membre de puisqu’en dérivant, des termes en s'Y (s) vont
apparaitre.

Le passage au domaine temporel en exprimant 1’estimateur dans une fenétre de taille 7" permet,
en utilisant (I.5), d’obtenir I’équation suivante :

_1\ntk _ v+n+k
(—1)" (N — n)l(n + k)T 0+ J0) (1.43)

1
L—l _HN,TL N+1Y —
vk (S (8)) (v+n+k)!

Cette thése est accessible a I'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/20111SAL0091/these.pdf
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Finalement, d’apres (1.3) et (1.4) I’estimateur suivant est obtenu. Il permet de fournir la dérivée
pieme yg\?) (0, k, v) qui est estimée en 0 et est paramétrée par k et v et dont le calcul a été effectué

pour un développement de Taylor tronqué a I’ordre NN :

n "R (yin
ygv)(()? k?”) (n(_i_kl))l N— n—"l_Tj_fTZL—k fO 7'1 d7'1 (1.44)

o Nen [N =1\ (i) Ntk (R (i)l (Tor)rE—i—2 ()it
H(T>_Zi:0 ( i ) n+z+1lz < j )(j+1k)! 1(V+k7j72)!1 (1.45)

Pour illustrer le développement précédent, nous exprimons la dérivée premiere d’un signal d’en-
trée y en choisissant les valeurs des paramétres comme suit (n = 1, N = 3, u = 5,k = 1). Ceci
amene a I’équation ci-dessous :

14

11! 40 50
Un=3(0) = m/ﬂ {—%(1 A E(l . E(l — )%+ (1 - 7‘)57'4] yr(7)d
(1.46)

Pour estimer la dérivée seconde, nous gardons les mémes parametres déja fixés pour le calcul
précédent (1.46) sauf que dans ce cas n = 2, ce qui conduit a :

12! ! 1 .
iv-s(0) = ~ g /O [ 33306(1 P (1—1) 2 - g’u C S (1 — 7)574} yr(r)d
(1.47)

Remarque : Tous les calculs présentés ci-dessus sont obtenus suite a une normalisation de 1’in-
tégrale de [0,7] a [0,1] ou 7 € [0, 1].

Dans I’exemple déja présenté, I’estimateur est synthétisé a partir d’un développement de Taylor

non minimal (N > n). Par conséquent, ce type d’estimateur sera appelé "estimateur non mini-
mal". Pour un développement de Taylor d’ordre (N = n), I’estimateur sera alors nommé par
"estimateur minimal" vu qu’il est synthétisé a partir d’un développement de Taylor minimal.
Dans ce cas, (I.40) devient :

dntk 1

Ceci permet d’écrire cet estimateur de la maniere suivante :

s <d5”+k8 Y(S)) - gvntk+1 v=n(0) (1.49)
En remplagant v par son expression, (T.49) devient :
1 drtk . (—1)n+k(n+k‘)! -
st <ds”+ks Y(S)) T T gutkt2nt2 N=n(0) (1.50)

La remarque que nous avons effectuée précédemment concernant le probleéme de la non-causalité
des estimées, peut aussi étre évoquée dans cette version. La méme solution est donc utilisée en
remplagant I} par I} .

Dans [105] et [106], les auteurs décrivent un probleme relatif aux estimateurs minimaux. Ce
probléme repose sur la présence d’un décalage r (déphasage) dans le signal estimé. Toutefois,
ce probleme est évité pour les estimateurs non minimaux. Donc bien que ces estimateurs mi-
nimaux aient été synthétisés pour un développement de Taylor autour de %, ils correspondent
en réalité a une estimation de la dérivée en un point ¢y + r différent du point #,. Il est évident
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que ce type de probléme est inacceptable dans les applications temps réel. Pour résoudre ce
probléme, une quantification de ce retard est alors inévitable pour pouvoir recaler la dérivée
estimée a la dérivée théorique. Pour quantifier le décalage inhérent aux estimateurs minimaux,
une projection orthogonale de I’estimé de la dérivée dans une base formée par les polyndmes
de Jacobi jusqu’a un certain ordre est effectuée.

Etudions maintenant ce probléme, nous savons qu’une fonction analytique peut étre exprimée
par une somme pondérée des €léments d’une suite de polyndmes et que ces derniers peuvent
bien étre orthogonaux. Traditionnellement, une estimation des dérivées successives d’un signal
analytique donné peut se faire par une projection orthogonale du signal dans une base de poly-
ndmes orthogonaux suivit de la différentiation des polyndmes obtenus. Sauf qu’avec la famille
d’estimateurs donnée par (1.44)), une projection orthogonale dans une base polyndmiale de Ja-
cobi est fournit d’une fagon explicite.

Pour illustrer ce qui précede, nous considérons ’exemple o N = n = 1 donc v = pu + 2,
I’équation (I.50)) devient alors :

1+k 1+k y
El j—)k‘)' [821+u <i1+k5y(s>>} - % (1.5D)
A partir de cette derniére, on a :
(—1)i+k |:Y<S)(1+k)
(1+Ek)! [ srft
Par passage au domaine temporel (voir équations (L.3)),(I.4) et (I.7)), (1.52) devient :

+(1+k) (1.52)

Y<s><k>] 0.k )

ght2 gh+k+4

, DM (R 3) T pon, (CDFA+E) ptk

9(0.k, 1) = s T /0 { o (T —m)'n ™ + W(T - 71()1 53;1

On a alors, .
9Ok, ) = ot (1(i ;’2* 3) 5 /O (T = ) (ke g+ 2)m1 — (1+ R)T)] ()

(1.54)
En normalisant ’intégrale dans I'intervalle [0, 1] en faisant le changement de variable 7, = 7’7,
nous avons :

y(0,k, p) =

our e [0,1].

e [ = et (w2 = (L W) )i 159

Nous pouvons remarquer que :

(L= (k4 p+2)7 — (1K) = —%{u -y (1.56)

Ce qui nous amene a exprimer (1.55) par :

1 k+ 3)! ' d
y'<0”“’“>:?<1<ﬂ>z<:+)1>!/ — g (= e (nydr - (1L5T)

Par intégration par parties de (1.57)), nous avons :

y(Tl ) d7'1

(0, k, ) :l (u+k+3)! <{_%{(1 T)“+1 1+k}y } /{ u+1 1+k}y (r )dT)

T(+&)(u+1)
(1.58)
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En conséquence, nous pouvons alors écrire :

. 1 Lok .
0, k, = ———— [ B (n)wui(7)yr(r)dr
O 1) = | R omanein )

<P (1) > (1.59)
|Pg*()])2

Définissons P! k( t), (i > 0) par les polyndmes orthogonaux de Jacobi associés a une fonction
poids notée par w,, ,(t) = (1 — t)**'¢'** sur 'intervalle [0, 1].

Donc le terme 4/(0, k, 1) est alors égal au produit scalaire de P.*(7) et r(7) normalisé par
|| P1* (t)|| sur un intervalle d’orthogonalité [0, 1], avec P (t) = Let | P1“F(1)]|2 = %
Donc, I’estimation de la premiere dérivée du signal y apparalt comme étant une projection or-

thogonale de la dérivée du signal ¢ A priori inconnu sur P/“*(¢).

En exprimant §r(7), avec 7 € [0, 1] dans la base de polyndmes orthogonaux, nous pouvons

alors écrire :
np

gr(7) =Y _a;P"*(7), np>0 (1.60)

=0
A partir de (1.59) et ( , nous pouvons nous rendre compte que (0, k, 1) coincide avec le

terme a et qui s’avere correspondre en réalité a une estimation de yr(7p) pour une valeur de 7y
donnée.

En approximant g7 (7) & un modele d’ordre un pour 7 = 74 ce qui ramene (1.60) a :
yT(TO) %aopg’k<70> +CL1P1u7k(T0> = Qg (161)

Nous savons déja que P*(7y) = 1 et en imposant P/**(75) = 0, 'égalité ci-dessus est vérifiée.
A partir de P/"(75) = 0 et en utilisant le tableau de 1’annexe B, une identification de la valeur
de 7 est effectuée en donnant I’expression suivante :
k+2
= —""7"" (1.62)
w+k+4
A partir du développement précédent, une quantification du retard relatif aux estimateurs mini-
maux a été exprimée et est paramétrée par k et fi.

Considérons maintenant le cas ot N = 2 et n = 1, une expression équivalente a (1.52) est

obtenue :
(_1)1+k y(2+k) k+1)

L+ k) | st

)y(

etk (0 y™ )] _ (0, K, p,2)

Yy
) (L 0t )] - 1k

(1.63)
En procédant de la méme facon que I’exemple précédant et par passage au domaine temporel,
la relation suivante est déduite :

< P(fL’k(T)a yr(7) >k Puvk(O) = Plﬂ’k(T); yr(7) >pk
1
IERGIE DRI

y(0,k, p1,2) = (1.64)

N k N . . 2 . . .
ot P{""(0) = —y. Cette derniére relation montre bien que le décalage induit par un estimateur
minimal est compensé par un estimateur non minimal, ce qui est vérifié en exprimant cet esti-
mateur sur une base polyndmiale orthogonale de Jacobi.
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1.2. Algorithmes basés sur les techniques algébriques 14

Pour la validation de cette version d’estimateur algébrique, nous considérerons le cas d’un es-
timateur minimal (équation (1.63)) et non minimal (équation (1.46)) de la dérivée premiere
d’un signal d’entrée y(t) et le cas d’un dérivateur non minimal (équation ) pour I’estima-
tion de la dérivée seconde de y(¢). Pour I’estimation de la dérivée premiére nous choisissons
N =n=1etk = p =0, ce qui conduit au résultat suivant :

6

Un=1(0) = ?/0 [T — (1 —=1D)]yr(r)dr, 71€]0,1] (1.65)

1.2.3 Validation

Rappelons que la synthese effectuée sur les estimateurs algébriques a pour but de comparer ces
derniers avec les différentiateurs modes glissants et les algorithmes que nous avons développé.
Pour ce faire, nous présentons maintenant des criteres de comparaisons qui seront utilisés au
cours de la validation de tous les algorithmes de différentiation décrits dans ce chapitre.

1.2.3.1 Criteres de validation

Dans un premier temps, nous considérons le signal non bruité f(¢) = cos(0.67t) comme un
signal d’entrée des dérivateurs, voir figure

termps(s)

FIGURE 1.1 — Signal d’entrée.

Dans chaque étude comparative, nous prenons en compte les précisions des algorithmes par
rapport a I’amplitude et le déphasage induit suite a la dérivation. Pour estimer la précision des
dérivateurs par rapport a I’amplitude, deux types d’erreurs sont calculés. L’erreur e considérée
est la différence entre la sortie de 1’algorithme et la dérivée analytique. Nous considérons alors
la valeur absolue de I’erreur maximale |€,,4:| €t |€4mmaz| I’ erreur absolue donnée par la formule
suivante :

|€amaz|(%0) = 100 * max (|1|)€|h|) (1.66)
¢

e et Dy, représentent respectivement I’erreur et la dérivée théorique. Afin d’avoir un ordre de
grandeur raisonnable de 1’erreur absolue, celle-ci est calculée pour une bande de valeurs au-dela
de +£10% de la dérivée théorique Dy, ce qui permet d’éviter de considérer des valeurs nulles
de la dérivée théorique.

Pour estimer le déphasage obtenu, des courbes de Lissajous peuvent €tre tracées ol la dérivée
théorique est représentée en fonction de la sortie de 1’algorithme considéré. Dans le cas ou la
dérivée estimée présente un déphasage nul, la courbe de Lissajous est décrite par une droite. La
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1.2. Algorithmes basés sur les techniques algébriques 15

présence d’un écart entre les points d’intersection avec les axes des abscisses représente le dé-
phasage, cette courbe sera présentée par une ellipse. Parfois pour certains algorithmes, la courbe
de Lissajous sera décrite par un ensemble d’ellipses. Dans ce cas particulier, uniquement la va-
leur maximale du déphasage est alors prise en compte. Il est a préciser que la méthode utilisée
permet de déduire le déphasage par rapport a zéro et non pas créte a créte.

La mise en oeuvre des schémas de différentiation présente toujours quelques problémes dont
le plus important est la présence du bruit au niveau du signal d’entrée, qui est généralement
inconnu étant donné que les sources de celui-ci peuvent etre variables. A cet effet, une deuxieme
partie de cette validation visera a évaluer la robustesse par rapport au bruit. Dans notre cas, la
robustesse se traduit par le taux d’atténuation du bruit au niveau du signal de sortie. Pour ce
faire, considérons alors le méme signal d’entrée f(¢) mais en ajoutant un bruit blanc gaussien
de moyenne nulle et d’écart-type égal a 0.03, voir figure

FIGURE 1.2 — Signal d’entrée bruité.

Pour évaluer quantitativement la robustesse par rapport au bruit, nous utilisons deux indices : le
Rapport Signal Bruit (RSB) et le Rapport au Bruit (RB). Ce dernier est calculé par :

RB = RSBentrée / RSBsorn’e (167)

Cet indice nous renseigne sur le taux de dégradation du signal de sortie par rapport au signal
d’entrée. Le RSB est une quantité mesurée en décibel qui désigne le rapport entre 1’information
utile et le signal bruit. Il est calculé par 1’équation ci-dessous :

12
RSB = 10logy, (%) (1.68)

> |wi|? représente la variance du bruit et f; sont les échantillons du signal d’entrée f(t).

Un RSB positif signifie donc que le taux d’atténuation du bruit est élevé. Pour les valeurs faibles
ou négatives du RSB, le signal est fortement bruité. Par conséquent, une valeur tres grande de
RSB en sortie correspond a une valeur de RB faible. Si la valeur de RB est proche de 1 (ou
méme inférieur a 1), ceci implique alors que 1’algorithme présente un tres bon taux d’atténua-
tion du bruit pour les dérivées estimées.

Le signal bruité considéré présente un RSB égal a 26.9dB (RSB.,t¢c = 26.9dB). Quelle que
soit la méthode de différentiation testée, aucun pré-traitement par filtrage n’est effectué. Tous
les résultats présentés sont réalisés sur une méme machine (méme processeur). Cette remarque
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1.2. Algorithmes basés sur les techniques algébriques 16

est importante surtout lors de I’estimation du temps de calcul nécessaire a chaque algorithme
de différentiation. L’estimation du temps de calcul est obtenue par la commande "tic-toc" de
MATLAB.

Lors de la validation de chaque schéma de différentiation, des tableaux récapitulatifs seront
tracés afin de résumer les résultats obtenus pour les différents criteéres de comparaison cités ci-
dessus. A la fin de ce chapitre, un tableau de comparaison qualitative résumera tous les résultats
déja présentés pour chaque type d’estimateur.

Remarque : Tout le long de ce manuscrit, nous utilisons I’expression "signal multi-fréquentiel”
(respectivement signal mono-fréquentiel) pour désigner un signal non bruité balayant diffé-
rentes fréquences (resp. signal a une seule fréquence). En présence de bruit, nous utilisons
I’expression "signal multi-fréquentiel bruité" (resp. signal mono-fréquentiel bruité) afin de faire
la séparation entre le signal utile et le signal réel.

1.2.3.2 Résultats de simulations

Nous présentons dans ce paragraphe quelques résultats de simulations afin d’illustrer chacune
des versions de dérivateur algébrique décrite précédemment.

o Premiere Version de I’Algorithme Algébrique (PVAA) :

Reprenons I’exemple élaboré pour N = 3, (voir équations (1.25)), (1.26) et (1.27)). Le pas
d’intégration est fixé a T, = 1073 secondes. Les figures et sont réalisées sur un horizon

de 10 secondes et 800 points sont supprimés a ¢t = 0 et a chaque réinitialisation de I’algorithme.

Estimation dérivée premiére
Dérivée premiére analytigue

Erreur

04
i

ternps(s) temps(s)

(a) Estimation de la dérivée premiere (b) Evolution de I’erreur

FIGURE 1.3 — Résultats du PVAA : dérivée premiere.

A Dinstant ¢ = 0, ’estimation de la dérivée premiere est maintenue a sa valeur égale a la
premiere différence finie. La dérivée seconde estimée ainsi que les erreurs entre les signaux es-
timés et les dérivées analytiques, sont maintenues a zéro pendant ces 800 échantillons. A chaque
fois qu’on réinitialise I’algorithme, les dérivées et les erreurs correspondantes sont maintenues
a leurs valeurs précédentes avant réinitialisation. Ces dernieres sont effectuées tous les 1800
points (toutes les 1.8 secondes).

Le tableau résume les valeurs des erreurs |€,,4:|, |€amas| €t les déphasages relatifs aux
estimées des dérivées premiere et seconde.
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T T T T
Estiration dérivée seconde

gr L . &
Dérivée seconde analytigue

Erreur

ternps(s) temps(s)

(a) Estimation de la dérivée seconde (b) Evolution de I’erreur

FIGURE 1.4 — Résultats du PVAA : dérivée seconde.

Tableau 1.1 — Erreurs et déphasage pour PVAA.

Dérivée premiere | Dérivée seconde
|€maz| 0.29 5.5
leamaz| (%) 61.4 81.6
Déphasage (°) 0.8 22

Bien que le résultat concernant la dérivée premiere soit relativement bon, la valeur maximale
de I’erreur ne dépassant pas en valeur absolue 0.3, le résultat obtenu pour la dérivée seconde est
nettement moins bon. Cet exemple montre bien la difficulté de fixer un temps de réinitialisation
adéquat utilisé pour estimer les deux dérivées. Il faut néanmoins remarquer qu’il serait préfé-
rable de fixer des temps de réinitialisation spécifiques pour chacune des dérivées afin d’obtenir
de meilleurs résultats pour la dérivée seconde. Or ceci n’est pas possible étant donné que les
deux estimées sont calculées récursivement.

Concernant les déphasages (déphasage maximal), nous observons un déphasage autour de zéro
pour I’estimée de la dérivée seconde presque 27.5 fois plus grand que celui déterminé pour la
dérivée premiere. Ceci s’explique a nouveau par le probleme de réinitialisation relatif a cette
estimée.

Considérons maintenant le signal d’entrée bruité donné par la figure [I.2] Pour cet essai, la fi-
gure [I.5]illustre le résultat obtenu.

En modifiant le signal d’entrée, les parametres de réglage doivent étre aussi modifiés afin d’ob-
tenir de bons résultats. Pour ce cas, le nombre de points éliminer a ¢ = 0 et a chaque réinitialisa-
tion a été fixé a 800 points et la réinitialisation est effectuée toutes les 3 secondes. La figure[L.5]
montre que le bruit est d’avantage amplifié a chaque réinitialisation de 1’algorithme. Cette am-
plification est d’autant plus grande que 1’ordre de la dérivée estimée est élevé. Il est possible de
réduire les valeurs de ces pics, en réduisant le nombre des réinitialisations, mais ceci engendre
une détérioration de la précision (augmentation de 1’erreur).
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Estimation dérivée premiére Estimation dérivée seconde
Dérivée premiére analytique Dérivée seconde analytique

temps(s) termps(s)

(a) Estimation de la dérivée premiere (b) Estimation de la dérivée seconde

FIGURE 1.5 — Résultats du PVAA pour un signal bruité.

Les valeurs de RSB et RB pour le PVAA sont données dans le tableau|l.2] On obtient des valeurs
tres importantes du RB (de méme pour le RSB), pour I’estimation de la dérivée seconde. Pour
I’estimée de la dérivée premiere, nous retrouvons en sortie une valeur de RSB supérieure de
269 fois a celle du signal d’entrée. Ceci illustre bien les limitations d’un tel algorithme dans le
contexte d’un systéme physique.

Tableau 1.2 — Criteres de comparaison pour la robustesse par rapport au bruit : PVAA.

Criteres | Dérivée premiere | Dérivée seconde
RSB(dB) 0.1 0.015
RB 257.8 1778.6

La mise en oeuvre de cet algorithme dépend de plusieurs parametres de réglages. Mais plus
le nombre des dérivées a estimer est grand, plus le réglage des parametres de I’algorithme est
difficile.

Pour un développement de Taylor d’ordre plus grand que 3, les résultats seraient alors meilleurs
pour un méme réglage des parametres. Toutefois, cette version présente un intérét restreint pour
une mise en oeuvre pratique étant donnée la sensibilité des estimées par rapport au bruit et
également en raison de la difficulté de réglage des parametres pour I’estimation des dérivées
d’ordre supérieur a un.

e Deuxieme Version de I’Algorithme Algébrique (DVAA) :

Considérons maintenant I’exemple donné par 1’équation ((1.37) pour la validation de la Deuxieme
Version de 1’ Algorithme Algébrique (DVAA). En reprenant cet exemple, on peut exprimer les
estimées des différentes dérivées de facon générale par :

1
y(0) = K, / Py (r)yr(r)dr —i» K/ (0), i €{0,1,2} (1.69)
0

Ou les gains K7, K; et P prennent des valeurs différentes pour des estimées différentes, pour
cetexemple: = let? = 2.

Pour I’implémentation de 1I’algorithme, la méthode des trapezes a été utilisée pour calculer une
valeur approximée de I’intégrale. Intéressons nous tout d’abord a I’implémentation de (I.69)
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pour ¢ = O (pour les autres valeurs de 7, I’implémentation s’effectuera de la méme maniere sauf
que certains termes supplémentaires sont soustraits).

Soit une fonction définie par ¥ = fol y(t)dt. En utilisant une méthode d’intégration, la valeur
de Y peut étre approchée par ¥ ~ Effzo Woy(t,), ou W, représente le vecteur de pondéra-
tion correspondant a la méthode d’intégration utilisée et y(t,,) sont les valeurs de y prises aux
instants ¢,,. Ceci impose que le calcul de I’intégrale peut €tre effectué par une multiplication
élément par élément des deux vecteurs W, et y(t,,). Dans le cas de la méthode des trapezes,
W =7[1/2,1,1-+- ,1,1,1/2]" ol 7 dans ce cas est le pas de discrétisation.

Nous devrions aussi discrétiser le polyndme P;* sur I’intervalle [0, 1] avec la méme période
d’échantillonnage que le signal d’entrée y(¢). Ainsi, il suffit de multiplier élément par élément
le vecteur P discrétisé, W, et le vecteur des échantillons du signal y7 sélectionné dans la fe-
nétre d’estimation. Enfin, il suffit de faire la somme du vecteur résultant pour obtenir I’estimée
désirée a I’instant de calcul.

D’apres 1’équation (1.69) et pour un instant de calcul ¢;, la valeur obtenue correspond plutdt a
la valeur de I’estimée a ¢ = ¢; + 7; ceci pose un probleme pour les applications temps réel.
Pour I’éviter, le signal y;, . r(7) est remplacé par —yr(t; — 7), comme nous I’avons signalé pré-
cédemment. Dans notre cas, pour ¢; = 0, la valeur de y(¢; — 7) peut étre calculée, mais dans le
cas général, cette valeur peut étre initialisée.

Pour les instants suivants, le calcul de I’estimée se fait de la méme maniere que décrit précé-
demment en faisant glisser la fenétre d’estimation a chaque fois d’un pas d’échantillonnage.
Pour finir, nous pouvons conclure que I’implémentation de cette version d’estimateur revient
finalement a effectuer n multiplications suivi de n sommations ce qui est parfaitement réali-
sable en temps réel. Le temps de calcul sera donc fortement influencé par la taille de la fenétre
d’estimation.

Pour le signal de référence y(t) = cos(0.67t) (figure [I.1)), les résultats de cet algorithme sont
présentés sur les courbes suivantes. La période d’échantillonnage est fixé 2 T, = 1072 secondes
et la taille de la fenétre d’estimation est €gale a 1 seconde, ainsi 1000 échantillons sont utilisés
pour le calcul des estimées a chaque instant.

Les valeurs quantitatives des erreurs et du déphasage obtenus pour chacune des estimées sont
résumées dans le tableau [I.3] Nous constatons dans ce tableau que 1’estimée du signal d’entrée
(voir figures [1.6] [I.8) présente les valeurs les plus faibles en erreur et en déphasage par
rapport aux estimées des dérivées.

Tableau 1.3 — Erreurs d’estimation et déphasage : DVAA.

Signal d’entrée | Dérivée premiere | Dérivée seconde
|emaz| 0.040 0.53 2.09
Déphasage (°) 3.23 16.3 34.3

Cependant pour I’estimation de la dérivée premiere et seconde, les résultats sont moins bons.
Pour la deuxiéme estimée, les valeurs du déphasage et de I’erreur sont inacceptables pour des
applications temps réel (voir tableau[I.3). Ceci peut étre expliqué par la relation récursive entre
les différents estimés. D’autres facteurs peuvent intervenir sur la qualité des estimés : le premier
est relatif au choix de I’ordre de troncature du développement de Taylor, le second correspond a
la taille de la fenétre d’estimation présente qui joue un rdle important sur les sorties de 1’estima-
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Signal d'entrée théorigque
Estimation signal d'entrée

temps(s)

(a) Estimation du signal d’entrée

0.0s

0.04F
0031
0.02

0.0

001F
0.02F
003
0041
-0.08

temps(s)

(b) Evolution de I’erreur

FIGURE 1.6 — Résultats du DVAA : signal d’entrée.

teur auxquelles viennent s’ajouter les erreurs numériques dues a I’approximation de 1’intégrale.

Deérivée analytique
Estimation de la dérivée premiére

ternps(s)

(a) Estimation de la dérivée premiere

08
0

temnps(s)

(b) Evolution de I’erreur

FIGURE 1.7 — Résultats du DVAA : dérivée premiere.

Dérivée analytique
Estimation de |a dérivée seconde

ternps(s)

(a) Estimation de la dérivée seconde

08
i}

temps(s)

(b) Evolution de I’erreur

FIGURE 1.8 — Résultats du DVAA : dérivée seconde.

Pour ces simulations, nous n’avons pas calculé I’erreur absolue |e,,,..| puisque celle-ci n’est
pas significative en raison de la présence d’un déphasage important au niveau des signaux esti-

més.
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Il est évident que les estimations des dérivées premiere et seconde peuvent étre effectuées en
utilisant directement le signal d’entrée et non pas son estimé. Dans ce cas I’erreur ainsi que
le déphasage sont réduits mais restent du méme ordre de grandeur que celui obtenu pour les
calculs présentés ici. Par rapport a I’'implémentation de cet algorithme, nous avons une avance
de phase entre la dérivée estimée et la dérivée analytique.

En changeant le signal d’entrée avec celui défini sur la figure [1.2] nous obtenons les résultats
décrits dans la figure (1.9} Cette derniere ne montre aucune modification par rapport aux courbes
données dans le cas d’un signal d’entrée non bruité. En fait, la variance du bruit imposé au signal
d’entrée utilisé n’a aucune influence sur les signaux de sortie. Cependant, I’augmentation de la
puissance du bruit présente une influence sur les signaux estimés. Nous remarquons que les
intégrales itérées sont utilisées pour la synthese des deux versions PVAA et DVAA, sauf que
pour le PVAA, en présence de bruit, les signaux estimées sont assez bruités. Donc le dé-bruitage
parfait des estimées pour le DVAA est dii a la présence de ces intégrales itérées qui sont calculée
non pas sur la totalité de I’intervalle de calcul mais plutdt sur une fenétre d’estimation, celle-ci
permet alors de jouer le role d’un filtre passe bas.

Signal d'entrée théorique
Estimation signal d'entrée 151

Dérivée analytique
Estirnation de la dérivée premiére

ternps(s) temnps(s)

(a) Estimation du signal bruité (b) Estimation de la dérivée premicre

Dérivée analytique
Estimation de |a dérivée seconde

ternps(s)

(c) Estimation de la dérivée seconde
FIGURE 1.9 — Résultats du DVAA pour un signal bruité

Evidemment, ce filtrage dépend donc de la taille de cette fenétre. En effet, plus la taille de la
fenétre est grande, meilleur sera le filtrage. Mais en augmentant la taille de la fenétre, I’erreur
de troncature devient plus élevée puisque I’on s’éloigne d’avantage de zéro. Il existe donc un
compromis entre le filtrage du bruit et I’erreur de troncature, selon la taille de la fenétre choi-
sie. Pour pouvoir observer I’effet du bruit, il faut imposer une variance du bruit plus élevée.
Les valeurs de I’erreur maximale ainsi que le déphasage restent relativement du méme ordre de
grandeur que dans le cas d’un signal d’entrée non bruité.
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o Troisieme Version de I’Algorithme Algébrique (TVAA) :

Pour conclure cette partie, la validation de la Troisieme Version de 1’ Algorithme Algébrique est
présentée. Pour 1’obtention de la dérivée premiere du signal d’entrée, nous considérons le cas
d’un estimateur minimal (N = n = 1,k = p = 0) (voir équation (1.63)) et le cas d’un estima-
teur non minimal (N = 3,n = 1,k = 1, u = 5) (voir équation (1.46))). Pour la dérivée seconde
seul un estimateur non minimal est utilisé et est paramétré par (N = 3,n = 2,k = 1, = 5)

(voir équation (1.47)).

Remarquons que peu importe le choix des parametres de ces différents estimateurs, ils peuvent
tous €tre mis sous la forme générale suivante :

1
y(0) = K, / B (r)yr(r)dr, i€ {1,2} (1.70)
0

Cette derniere équation montre que la forme générique du TVAA est relativement proche de
celle donnée par la version deux (DVAA). Mais en raison de la forme triangulaire de cette
deuxieme version, il est nécessaire de soustraire de nouveaux termes relatifs aux estimées pré-
cédentes. Par conséquent, I’implémentation de TVAA s’effectue de la méme fagon que le DVAA
en ce qui concerne le terme intégral.

Pour cet essai de simulation, la taille de la fenétre d’estimation est fixée a 1.5 secondes pour
T. = 1072 secondes.

Pour une simulation sans bruit, les courbes relatives a chacun des estimateurs sont données par

les figures et

Nous remarquons que 1’estimateur minimal est décalé par rapport a la dérivée théorique tan-
dis que I’estimateur non minimal n’introduit pas de décalage visible par rapport a la dérivée
théorique. A partir de on observe que ce décalage est égal a 0.5 secondes, cette valeur
coincide bien a la valeur théorique donnée par 1’expression (1.62).

Etant donné la possibilité de quantifier correctement ce retard, il est possible alors de le com-
penser en décalant la courbe. Ceci permet d’obtenir la courbe [I.T0(b)| o1 le retard est éliminé.

Les valeurs d’erreurs et de déphasage données pour chaque estimateur sont résumées dans le
tableau A partir de ces valeurs, il est clair qu’en compensant le retard engendré par 1’esti-
mateur minimal le déphasage devient alors tres faible et est de ’ordre de 0.01°. Cette valeur est
a peu pres 100 fois plus petite que celle donnée par un estimateur non minimal. Mais en terme
de précision par rapport a I’amplitude, 1’estimateur non minimal présente une valeur d’erreur
maximale plus faible qu’un estimateur minimal (avec ou sans retard). Ce résultat s’explique du
fait qu’en utilisant un estimateur non minimal, le modele du signal est plus précis, le dévelop-
pement de Taylor ayant été tronqué pour une valeur de NV plus grande.

Tableau 1.4 — Erreurs d’estimation et déphasage pour I’estimée de la premiere dérivée : TVAA.

Dérivée premiere Dérivée seconde

Algorithme Estimateur minimal | Estimateur minimal sans retard | Estimateur non minimal | Estimateur non minimal
lemaa| 1.64 0.165 0.058 0.217
Déphasage () 54.3 0.01 1.51 4.48
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En prenant en compte le bruit dans le signal d’entrée, les résultats trouvés en terme d’erreur
et de déphasage restent relativement les mémes. L’évolution des estimées sont données par les
mémes courbes que le cas non bruité, ce qui explique le bon filtrage qu’apporte cette version.
Pour le compromis existant entre le filtrage et la précision, les remarques citées pour DVAA
sont identiques pour TVAA. Ainsi pour cette version, la taille de la fenétre d’estimation joue
également un role primordial.

Estimation dérivée premiére
Dérivée analytique

Estimation dérivée premizre
Dérivée analytigue

0 1 2 2l 4 ) [ 7 8 9 10
tempsis) tempsis)
(a) Estimateur minimal (b) Estimateur minimal sans retard

Estimation dérivée premiére
Dérivée analytique

ternps(s)

(c) Estimateur non minimal

FIGURE 1.10 — Résultats du TVAA : dérivée premiere.
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(a) Estimateur non minimal (b) Evolution de I’erreur

FIGURE 1.11 — Résultats du TVAA : dérivée seconde.

Les résultats présentés ci-dessus sont limités a un signal utile mono-fréquentiel. Donc pour
avoir une idée sur 'efficacité de I’algorithme pour d’autres valeurs de fréquences du signal
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d’entrée, nous avons effectué alors différents essais a différentes fréquences du signal d’entrée
(sans bruit). Pour ces simulations, nous nous limitons a 1’estimateur non minimal défini par
I’équation (I.46). La valeur absolue de I’erreur maximale ainsi que le déphasage maximal sont
présentées sur la figure[I.12]

Pour ces essais, la taille de la fenétre d’estimation reste identique et égale a 1.5 secondes, ce qui
explique les grandes valeurs obtenues en erreur et en déphasage.

Normalement en réduisant la taille de la fenétre d’estimation, la réduction de ces valeurs peut
étre significative. Toutefois, pour les fréquences élevées (f > 6 Hz), les valeurs de ces criteres
restent relativement grandes.

=
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(a) Erreur en fonction de la fréquence (b) Déphasage en fonction de la fréquence

FIGURE 1.12 — Résultats du TVAA : pour différentes valeurs de fréquence.

Pour certaines applications temps réel, le temps de calcul présente un critere important. Ainsi,
nous avons résumé le temps de calcul relatif a chacune des versions dans le tableau

Tableau 1.5 — Temps de calcul : Algorithmes algébriques.

Algorithme PVAA DVAA | TVAA sans retard : TVAA : 1°7€ estimée | TVAA : 2°™€ estimée
minimal non minimal non minimal

Temps de | 1.27 7.14 5.24 4.09 4.06

calcul (s)

Remarques sur le temps de calcul :

- La finalité de notre étude sur les différentiateurs en temps réel est de les appliquer sur le banc
d’essai électrohydraulique (dernicre application présentée au niveau de ce rapport), ce qui jus-
tifie notre choix de la période d’échantillonnage 7, = 1 ms, gardée pour toutes les simulations
effectuées relatives a tous les algorithmes étudiés et proposés. Méme si au niveau de ce manus-
crit, les algorithmes algébriques n’ont pas été testés sur ce banc d’essai mais qui reste un travail
a terminer dans la suite de ces travaux.

- Le choix des parametres (précisément la taille de la fenétre d’estimation) des algorithmes
algébriques (DVAA et TVAA) est différent de celui présenté dans [105]. Cette différence est
justifiée par la facon dont nous avons implémenté ces algorithmes et aussi de la fréquence
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d’échantillonnage utilisée. Il est a préciser que ces algorithmes ont été implémentés sous Mat-
lab sans optimisation de code de calcul, étant donné que notre objectif €tait comparatif et non
optimal, mais ce point reste a améliorer. Suite a ces raisons, les valeurs du temps de calcul don-
nées dans le tableau sont élevées.

- Finalement, nous pouvons conclure que le temps de calcul dépend de la fréquence d’échan-
tillonnage, de la taille de la fenétre d’estimation, du codage de 1’algorithme et aussi de I’ordre
de troncature N.

Pour conclure cette étude, nous pouvons souligner que les algorithmes algébriques présentent
certains avantages puisqu’il n’y a pas de probleme de convergence pour de tels algorithmes vu
qu’il s’agit d’une forme algébrique. En plus, il n’existe aucune hypothese sur le bruit. Cepen-
dant, une certaine complexité de mise en oeuvre relative a ce type de dérivateur, étant donné le
grand nombre de parametres de réglage qui entre en jeu. Ainsi, la premicre version a trois para-
metres de réglages a savoir le choix de I’ordre de troncature /V, le nombre de points a éliminer
et les instants de réinitialisation. La deuxieme version présente également le méme nombre de
parametres de réglage : I’ordre de troncature NV, v et la taille de la fenétre d’estimation 7. Il
est clair que la troisieme version apporte de nombreux avantages par rapport aux deux versions
précédentes et conduit aussi a une bonne estimation de la dérivée désirée, mais elle nécessite le
choix de 5 parametres : ’ordre de troncature N, n, k, p et la taille de la fenétre d’estimation 7'.
Nous soulignons aussi que ces estimateurs algébriques ne sont pas robustes pour des signaux
utiles multi-fréquentiels pour un méme réglage de parametre.

1.3 Introduction élémentaire sur les régimes glissants

Cette partie est consacrée aux rappels théoriques des modes glissants classiques ainsi qu’aux
principes fondamentaux des régimes glissants d’ordre supérieur. Nous montrerons ensuite 1’in-
térét de ce type d’approche pour la construction des différentiateurs robustes, bien que cette
technique ait été développée initialement pour la synthese de lois de commande [46].

1.3.1 Régime glissant d’ordre un

Les premiers travaux théoriques sur les régimes glissants sont apparus au début des années
60. Ce type d’approche intervient de maniere prépondérante dans la définition et les propriétés
d’une classe de systeme, nommée systemes a structure variable [14], [[147], [46].

Cette partie sera 1’objet dans un premier temps d’une présentation générale des concepts de base
des modes glissants d’ordre un. Son principe, ses propriétés de robustesse ainsi que le phéno-
mene de réticence et les solutions pour 1’éliminer y sont présentés. Les systemes permettant la
génération d’un tel régime sont régis par des équations différentielles a second membre discon-
tinu. L’étude de leurs solutions implique donc des approches alternatives a la théorie classique
des équations différentielles ordinaires, approches telles que celle présentée dans les travaux de
Filippov, [43]]. Par conséquent, une définition d’une telle approche sera décrite dans ce qui suit.

1.3.1.1 Généralités

Afin de ne pas alourdir les notations et pour plus de clarté et de simplicité, les développements
théoriques se feront sur une classe des systemes non linéaire mono-entrée mono-sortie et af-
fine en la commande. Ainsi, considérons le systtme dynamique non autonome modélisé par
I’équation différentielle suivante :

&= f(z,t) + gz, t)u + &(z, 1) (1.71)
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oux = [z1,...,7,]7 € R" représente I’état du systeme, u € R est le signal d’entrée du sys-
téme qui est une fonction discontinue bornée, dépendante de 1’état et du temps. Les champs de
vecteurs f(x,t) et g(x,t) sont considérés comme suffisamment différentiables. Nous considé-
rons que le point d’origine est le point d’équilibre? du systéme . Le champ de vecteur
&(x,t) € R™ contient tous les termes incertains ou mal connus du systéme, ainsi que les pertur-
bations qui peuvent agir sur ce dernier.

Soit s(x,t) : R x R™ — R une fonction suffisamment différentiable et considérée comme une
sortie effective du systeme . La variable s(z, t) définit la fonction de glissement a imposer.
Alors que I’ensemble :

Sy ={zeR": s(z,t) =0} (1.72)

représente une sous-variété de R™ de dimension (n — 1) nommée surface de glissement.
Une condition nécessaire pour I’établissement d’un régime glissant d’ordre un est que le sys-
teme (1.71)) soit de degré relatif un par rapport a la fonction de glissement s.

Nous supposons que £(z, t) n’affecte pas le degré relatif du systeme. Pour respecter cette hypo-
these, une condition suffisante, [[144], [19] dite « matching condition » (appelée aussi « condition
de recouvrement ») doit étre satisfaite en considérant la condition suffisante suivante :

Soit span(g(x,t)) un sous-espace formé par les éléments de base du vecteur g pour chaque
point (z,t), [[144]]. Le régime glissant est invariant par rapport au vecteur &(z, ) si :

&(z,t) € span(g(z,t)) (1.73)

La condition (1.73) veux dire qu’il existe un vecteur v(x, t) tel que &(x,t) = g(z,t)y(z,t), ou
~(z, t) peut &tre un vecteur inconnu dont on connait une estimation de la borne maximale.

La génération d’un régime glissant se résume en deux étapes. La premiere étape consiste a la
détermination de la surface de glissement s = (. Cette derniere permet de fixer la dynamique
du systeme. La deuxiéme étape permet la recherche d’un signal d’entrée discontinu v(x, ) qui
conduise les trajectoires du systeme vers s = 0, a partir de n’importe quelle condition initiale
z(0).

Afin d’assurer I’apparition du régime glissant et rendre attractive la surface considérée, le signal
d’entrée doit étre discontinu en fonction de s :

u(z,t) = upsign(s(z,t)) (1.74)
ou
1, st (.)>0
sign() = 1§ Z 8;0 (1.75)

avec uy; € R est un gain positif, son choix joue un role primordial pour supprimer 1’influence

des perturbations de type "matching" 3.

Dans ce cas, ’espace d’état est séparé en deux régions correspondant a deux représentations
d’états possibles du systeme. On retrouve d’un coté ©+ = f(xz,t) + g(z,t)ut + £(z,t) et de
lautre &~ = f(x,t) + g(x,t)u” + &(x,t), (voir figure [1.13).

Définition 1.1. [/45|]] On dit qu’il existe un régime glissant idéal sur Sy s’il existe un temps fini
T tel que les solutions de satisfont s(x,t) = 0, pour toutt > T.

2. Dans le cas contraire, un changement de variable permet de ramener le point d’équilibre a 1’origine de
I’espace d’état.
3. Ce sont les perturbations qui vérifient la condition de "matching" énoncée précédemment.
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.5'(_1::!)=0 &t

s(x.t) <0

FIGURE 1.13 — Deux espaces d’état séparés par la surface de glissement s = 0.

Vu qu’en pratique, une commutation a fréquence infinie est irréalisable, le régime glissant s’ef-
fectuera dans un voisinage de s(x,t) = 0. Ceci permet de définir un régime de glissement réel.

L’étude d’un régime glissant, revient a I’étude de certains problemes particuliers tels que :
— la définition des conditions d’existence du régime glissant,
— le choix de la surface de glissement,
— le choix des conditions de convergence,
— T’unicité de solution pour ce type de systeme.

Dans les paragraphes suivants, nous abordons chacun des points cités ci-dessus. Pour toute la
suite, on pose s = s(z,t).

1.3.1.2 Condition d’existence du régime glissant

Pour pouvoir amener puis maintenir I’évolution du systeme sur la surface de glissement,
le signal d’entrée discontinu doit rendre cette surface attractive pour tout point de I’espace
d’état. En effet, si a un instant donné le systeme se trouve dans la partie de 1’espace d’état
telle que s > 0 alors en ce méme point, nous devons assurer que s < 0. De la méme fagon,
pour tous les points appartenant a la partie définie par s < 0, la dérivée temporelle s doit étre
positive. Pour résumer, il faut s’assurer qu’en tout point de 1’espace d’état, la surface s et sa
dérivée temporelle s soient opposées en signe [73]], ce qui peut étre exprimé par 1’expression
ci-dessous :

lim $>0et lim $ <0 (1.76)

s—0~ s—07t

En prenant en compte les conditions énoncées précédemment, et quel que soit 1’état initial du
systeme x(0), nous pouvons dire que des I’instant ou la surface de glissement s = 0 est atteinte,
alors toute évolution ultérieure du systeme se produit exclusivement sur cette surface avec une
dynamique imposée par celle-ci. Cette dynamique est largement indépendante de celle du pro-
cessus initial et surtout de ses variations éventuelles. C’est en ce sens que ce type d’approche
est dite robuste et insensible aux variations paramétriques, aux perturbations externes et aux er-
reurs de modélisation [147]], [[145]], qui respectent la condition de "matching". Toutefois, avant
d’atteindre le mode glissant, il existe une phase de convergence durant laquelle la ou les va-
riables d’état se déplacent vers la surface de glissement (voir figure [I.14)). Durant cette phase,
le systeme reste sensible aux variations paramétriques. Pour limiter la durée de cette phase, il
suffit d’augmenter I’amplitude du signal d’entrée u ;.
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mode glissant

\

Trajectoire d’état
x(0)  qui convergent
vers §=0

FIGURE 1.14 — Illustration de la phase de convergence et du régime glissant.

1.3.1.3 Surface de glissement

La liberté de choix de la surface de glissement constitue I’un des avantages majeurs des modes
glissants. Cette dernicre peut étre une expression linéaire ou non linéaire a parametres constants
ou variables dont les composantes sont représentées par des relations algébriques entre les va-
riables d’état du systeme [|128]]. La définition d’une telle surface est effectuée en fonction des
objectifs et des performances désirées. Nous précisons aussi que le choix de cette fonction s est
toujours fait tel que s = 0 pour le point d’équilibre (I’origine de I’espace d’état) du systeme
concerné.

1.3.1.4 Conditions de convergence

Pour garantir I’existence d’un régime glissant, des conditions suffisantes de convergence doivent
étre définies. Ces conditions peuvent étes déduites a partir de la méthode directe de Lyapu-
nov. En effet, il suffit de trouver une fonction de Lyapunov V' (¢, z) satisfaisant la définition
ci-dessous, [73]]. Cette fonction de Lyapunov doit étre définie a partir de la surface de glisse-
ment déja choisie :

Définition 1.2. Une fonction V (t,z) : RT™ x R" — R de classe C" définie telle que,

V(t,x) > 0 pour x # xy, sachant que xo =0 pour (1.71
V(to,0) =0 Yty pour © =x5=0

est une fonction de Lyapunov non stationnaire sur R™ x R™ pour le systeme , si elle est
candidate a Lyapunov non stationnaire et elle vérifie :

1.77)

Yty € RJr, Vg € Rn\{O}, Vit > to, %—‘;(t,$) + %(f,fﬂ)l’ < 0.

alors la convergence de la trajectoire du systeme (1.71)) vers le point d’équilibre x est asymp-
totiquement globale et uniforme.

Pour le mode glissant d’ordre un, la fonction V' est généralement définie par V' = %82. Dans

ce cas, la condition suffisante est alors donnée par V = 8§ < 0, [73]]. De cette fagon, une
convergence asymptotique de 1’état vers la surface s = 0 est garantie, sachant que 1’origine
du systeme est toujours considéré comme le point d’équilibre de celui-ci. Cette condition n’est
pas suffisante pour assurer la convergence en temps fini d’un état initial quelconque vers la
surface de glissement. Donc une condition plus forte doit étre respectée. Pour un mode glissant
d’ordre un, il existe la condition de convergence appelée "condition de n-attractivité" définie
par: s$ < —nls|, avec n > 0, [145]. En effet, par intégration de cette équation, nous pouvons
directement extraire une borne maximale du temps de convergence qui dépend de la valeur de
s en z€ro et de la valeur de 7.
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1.3.1.5 Approche de Filippov

La génération d’un régime glissant est associée a une certaine classe de systeme, constituée par
des équations différentielles discontinues au second membre. Or de telles équations ne satisfont
pas les résultats conventionnels d’existence et d’unicité de la théorie des équations différen-
tielles ordinaires. Différentes facons de prolongement par continuité ont été proposées. Toute-
fois, une des méthodes les plus anciennes est celle développée par Filippov, [43]. Un rappel sur
cette derniere est évoqué dans le paragraphe suivant.

Considérons I’équation différentielle suivante :

o _Jht(x), si p(x) >0
&= hiz) = h=(z), si ¢(x) <0 (1.76)

ol z € R™ et h est une fonction supposée discontinue sur la surface ¢(x) = 0. Notons o_ et o
les deux demi-espaces séparés par cette surface de discontinuité : R” = o_ U M U oy, ou M
est ’ensemble de mesure nulle.

Quand la surface de glissement ¢(x) = 0 est atteinte, le vecteur i n’est plus défini. Dans ce cas,
la condition de Lipschitz n’est pas satisfaite a cause de la discontinuité du champ A au voisi-
nage de ¢. Pour ce probleme, il existe principalement deux travaux de référence : [43] et [145].
L’approche de Filippov est généralement utilisée dans le cas ou 1’état discontinu n’apparait pas
d’une facon explicite dans h. Pour les modeles de commande, ceci revient a avoir un systeme
non affine en la commande. Pour les équations ot la discontinuité apparait explicitement, Utkin
propose une approche qui consiste a admettre qu’en régime glissant, le systeme est piloté par
une commande dite "commande équivalente" [[145].

Le probleme posé ici (équation (I.78)) consiste a montrer I’existence d’une solution et qu’elle
doit étre unique quand ¢ = 0. Pour trouver une solution a ce probleme, 1’idée de Filippov est
de considérer un voisinage de zéro en créant une enveloppe convexe de largeur tres faible.

Avant de présenter cette méthode, définitions :

- & = ho(x), pour ¢(x) = 0 : équation du mode de glissement,
- x* : point de la surface de commutation,
- h™, et b, sont les limites respectives de h~ et h™ définies telles que :

h™.= lim h (z), ht.= lim h*(z) (1.79)

TEO_—x*EP TEOLHTFED

Selon la méthode de Filippov h doit appartenir a I’enveloppe convexe de tous les vecteurs i du
e—voisinage de la surface ¢ = 0. Pour cet exemple (une seule surface de discontinuité), cette
enveloppe convexe est représentée par un segment de droite reliant les deux extrémités de h~"
et h*", voir figure[1.15]
Etant donné que le vecteur hg prend la direction du plan tangent a la surface de commutation,
I’extrémité de ce vecteur est alors le point d’intersection du plan avec le segment de droite
reliant A~ * et h**. Ainsi, I’équation du régime glissant est donné par :

ho = ah™(x) + (1 — a)h™ () (1.80)
La détermination de « est donnée alors par grad(¢).hy = 0, ce qui permet d’obtenir I’expres-

sion suivante :
. grad(o)h~
~ grad(¢)(h- — hT)
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FIGURE 1.15 — Illustration de 1’approche de Filippov.

Nous pouvons alors décrire 1’équation (I.78) par I’inclusion différentielle suivante :

dx

%(t) € H(z(t)) (1.82)
h=(z), si x €0_

H(z)=<ah () + (1 —a)h(z), a€[0,1], si € ¢ (1.83)
ht(z), si €0y

Comme nous ’avons précisé ci-dessus, I’existence de solution dépend de certaines conditions
sur H(z). Notamment, H doit étre non vide, bornée, fermée, convexe et semi-continue supé-
rieurement ((1.79) et Lipschitzien en = € R"| M.

1.3.1.6 Phénomene de réticence

Un mode glissant est une trajectoire d’un systeme dynamique caractérisée par une fréquence de
commutation théoriquement infinie. En pratique, la commutation se fait a trés haute fréquence
qui peut €tre destructive, peut causer des résonances du systeme, ou encore solliciter des dyna-
miques hautes fréquences non modélisées. Ce phénomene est appelé "chattering" (ou réticence)

(voir figure [I.T6), [14]], [154], 58], [56].

mode de
convergence x(t)

v, mode glissant

x(0)

FIGURE 1.16 — Illustration du régime de convergence et du régime glissant.

Pour éliminer ce phénomene, plusieurs solutions ont été proposées. Parmi lesquelles celles qui
permettent de remplacer la fonction "~J0x (.)" présente au niveau du signal d’entrée par une
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fonction assurant une commutation progressive. Ce type de technique consiste a définir un do-
maine au voisinage de la surface de glissement et a I’intérieur duquel le signal d’entrée dis-
continu est linéarisé. Une technique tres utilisée consiste a remplacer la fonction "sign(.)" par
la fonction de saturation, [128]]. En effet, cette derniere revient a filtrer les composantes hautes
fréquences dans la région linéaire. D’autres fonctions peuvent aussi €tre utilisées telles que les
fonctions sigmoides. Il est vrai que ces techniques réduisent considérablement le phénomene de
réticence, mais en contrepartie elles présentent certaines limites. Lorsque 1’on est proche dans la
"bande morte" de la surface de glissement, les conditions de convergence et donc la robustesse
de la méthode ne sont plus vérifiées.

Afin de remédier a ces difficultés, une méthode consiste a utiliser 1’approche des modes glis-
sants d’ordre supérieur. Cette derniere permet de déplacer la commutation au niveau des déri-
vées d’ordre supérieur du signal d’entrée [46].

1.3.2 Régimes glissants d’ordre supérieur

Le principe de cette technique est une généralisation du mode glissant d’ordre un et surtout est
de préserver les mémes propriétés de robustesse, tout en permettant une convergence plus pré-
cise, une réduction du phénomene de réticence ("chattering") et en s’affranchissant de la condi-
tion sur le degré relatif (par rapport le régime glissant d’ordre un). Nous présentons bricvement
la théorie sur laquelle se base cette technique. Plus de détails sont donnés dans [46], [94], [54]].

1.3.2.1 Définitions et notations

Soit le systeme non linéaire incertain dont la dynamique est donnée par :
T = f(x,t)+ g(z,t)u (1.84)

oux = [xy,...,7,|T € R" représente le vecteur d’état du systeme. Le signal d’entrée u € R est
une fonction discontinue, bornée et dépendante de 1’état et du temps ¢. Les champs de vecteurs
f et g sont considérés comme suffisamment différentiables mais incertains.

Dans le cadre des régimes glissants d’ordre supérieur, le probleme posé reste toujours de contraindre
les trajectoires du systeme a évoluer sur la surface de glissement s(x,t) = s = 0. Cette der-
niere doit étre suffisamment différentiable, telles que ses (r — 1) premieres dérivées par rapport

au temps soient des fonctions uniquement de 1’état x, ce qui veut dire qu’elles ne contiennent
aucune discontinuité. Par conséquent, la discontinuité agit directement sur la dérivée d’ordre 7.
Dans le cas ot le systeme est de degré relatif égale a p par rapport a la variable de glissement,

tel que p < 7, la discontinuité générant le mode glissant d’ordre r est appliquée sur ("7, Dans
ces deux cas, la réduction du phénomene de réticence se traduit alors par le fait que le signal
d’entrée est toujours continu.

Définition 1.3. [94] Soit le systeme différentiel non linéaire et soit s(x,t) la variété de
glissement associée. L’ensemble de glissement d’ordre r par rapport a s(x,t) est défini par :

S,={zcR":s=5=5=..=s""1 =0}, or € N* (1.85)

Définition 1.4. [94)] Supposons que ’ensemble de glissement S, d’ordre r soit non vide et qu’il
définisse localement un ensemble intégrable au sens de Filippov, alors la dynamique satisfaisant
(1.85) est appelée mode glissant d’ordre r par rapport a la fonction de glissement s.

La convergence d’un algorithme d’ordre r s’obtient par une convergence en temps fini sur la
surface en forcant les trajectoires du systeme a étre confinées au bout d’un temps fini dans
I’ensemble de glissement .S,..
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Définition 1.5. [94] On dit que la génération d’'un mode glissant d’ordre r est idéal par
rapport a S,, si la solution générée au sens de Filippov sur S, est donnée par :

s=§=§=..=s"V=0 (1.86)

Définition 1.6. [94], [56] Soit v(€) une fonction réelle telle que ~(¢) tend vers 0 si € tend
vers 0. Un algorithme a régime glissant réel sur s = 0 est dit d’ordre r par rapport a ~y(€), si
pour tout ensemble compact des conditions initiales et pour tout intervalle [Ty, T5], il existe une
constante C' > 0, telle que 1’état en régime permanent satisfait :

s(t,x(tye)) < Cly(e)|", Vt e [Th, T (1.87)

Comme le régime glissant classique, un régime glissant qualifié idéal (voir définition [I.5) est
impossible a atteindre en pratique. De ce fait, le régime glissant ne prend place que dans un
voisinage de la surface de commutation. Ce comportement peut alors étre qualifié de régime
glissant réel (voir définition [I.6).

Il en résulte qu’un algorithme de mode glissant d’ordre r permettra, si la méthode d’intégration
est a pas variable majoré par 7, d’obtenir la précision de convergence suivante, [54] :

Is| = ©("), |5| =0(r" V), .., [s" V] =06(r) (1.88)

L’ équation précédente indique que la précision de convergence d’un régime glissant d’ordre un
est de ’ordre de 7, alors qu’elle est de I’ordre de 7" pour un régime glissant d’ordre . Donc il
ne suffit pas de maintenir uniquement la fonction de glissement a zéro pour obtenir une bonne
précision de convergence mais également ses dérivées successives.

Afin de mieux illustrer les propriétés du régime glissant d’ordre supérieur, considérons le pro-
bleme a I’ordre deux.

1.3.2.2 Mode glissant d’ordre deux

Dans toute la suite, nous considérons le systeme (1.84) donné dans le paragraphe[[.3.2.1] L’ob-
jectif est d’établir un régime glissant d’ordre deux par rapport a s, en imposant aux trajectoires
d’état du systeme a évoluer au bout d’un temps fini sur I’ensemble S5 et a ne plus le quitter
ensuite :

So={x:s=§=0} (1.89)

On définit donc un bouclage agissant sur la dérivée seconde de la fonction de glissement, qui
peut s’écrire sous la forme suivante sous condition que le systeme est de degré relatif un par

rapport a la fonction s :
05
§=L,L, —1 1.90
3 (s) + auu (1.90)

ol L, est un opérateur définit par, [94] : L,s(t,z) = 9(t, ) + 25(t, z)&. Dans ce cas, @ repré-
sente alors la nouvelle entrée du systeéme.

Supposons qu’il existe des constantes positives Cy, K,,,, Ky et sq telle que si |s(x,t)] < so,
nous pouvons obtenir alors le systéme suivant [94] :

0< K < |8 <Ky

| Ly Lu(s)] < Co (1.91)

La premiere inégalité du systeéme précédant est nécessaire puisque le terme 22 ne doit pas s an-

ou
nuler afin d’assurer 1’existence de 1’entrée équivalente en régime glissant.
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Soit I’ensemble E; = {t,x : |s(z,t)| < so} appelé région de linéarité, [94].

Les hypotheses énoncées ci-dessus impliquent que la dérivée seconde de la fonction de com-
mutation s est uniformément bornée dans un certain domaine (£;) pour I’entrée considérée, [§].
En respectant les conditions déja définies, nous pouvons écrire dans un cadre général :

§=p(t,x)+(t, o)W (1.92)

Ou p(t, z) et 1 (t, z) sont des fonctions bornées. Ce qui nous ramene a écrire que toute solution
relative a I’équation (1.92) satisfait I’inclusion différentielle suivante, [94] :

s € [—CQ, Co] + [Km,KM]W (193)

Pour un mode glissant d’ordre deux, I’entrée du systeme W dépend du degré relatif du systeme
et par conséquent pour un degré relatif égal a deux (respectivement a un) par rapport a la fonc-
tion de glissement s, le signal W est égal a u (respectivement ). Pour un degré relatif égal a
un, il faut donc ajouter un intégrateur a la commande réelle u.

Dans ce qui précede, ces rappels sur les principes des régimes glissants ont été exposés dans le
cadre général. Toutefois, cette technique a aussi été utilisée pour la construction des algorithmes
de différentiation, point que nous abordons dans la suite.

1.4 Différentiateurs via les modes glissants d’ordre supérieur

Dans cette partie, nous nous intéressons a I’étude de certains différentiateurs basés sur la tech-
nique des modes glissants d’ordre supérieurs [94], [93]], [89]. Nous considérons les cas des
différentiateurs d’ordre un et d’ordre deux. Le principe de chaque algorithme sera introduit
avant de présenter un exemple illustratif ainsi que les caractéristiques fréquentielles de chacun
de ces algorithmes. Une description des problemes de mise en oeuvre sera le but du dernier
paragraphe de cette partie.

1.4.1 Différentiateur d’ordre un : algorithme du Super Twisting

Basé sur le régime glissant d’ordre deux, 1’algorithme de Super Twisting (ST) a été développé
pour des systemes de degré relatif égal a 1 par rapport a la surface de glissement. Cet algorithme
a été appliqué au début pour des objectifs de commande, [93]]. Toutefois, son utilisation en tant
que dérivateur est envisageable sous certaines hypotheses.

1.4.1.1 Présentation du principe de Super Twisting

Soit le signal f(¢) une fonction bornée définie de R — R mesurable au sens de Lebesgue.
Considérons f(t) comme étant la somme de deux termes :

f(t) = folt) +n(t) (1.94)

ol fo(t) est le signal utile dont la dérivée seconde est bornée par une constante de Lipschitz
C' > 0 supposée connue. 7)(t) est un bruit dont on connait uniquement une borne supérieure ¢
telle que |n(t)| < €, avec € << 1.

Lutilisation du Super Twisting pour des applications de différentiation nécessite d’une part un
choix adéquat de la surface de glissement et d’autre part la prise en considération de certaines
hypotheses sur le signal d’entrée et le bruit, comme indiqué ci-dessus.
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Soit I’équation auxiliaire suivante :
20 = Vg (1.95)

Considérons I’erreur entre 1’état 2, et le signal d’entrée du différentiateur f(¢) comme étant la
surface de glissement s = zy — f(¢).

L’implémentation de ce schéma de dérivation est simple puisqu’il ne dépend que des deux équa-
tions données (1.95)),(1.96) et ne requiert I’information que pour la surface de glissement s et
non pas de sa dérivée.

Grace a la discontinuité de vy, un mode glissant d’ordre deux est généré, ou théoriquement nous
obtenons s = 5 = 0.
= 21 — Ao|s|zsign(s)
Lo (1.96)
Z = —Msign(s)
2o et z; représentent les différents états de 1’algorithme et v, est sa sortie. A\g et A; sont des gains
positifs assurant la convergence en temps fini de 1’algorithme sous des conditions suffisantes
données dans [93] :
/\1 > (C
A > 403G

Un schéma de principe de cet algorithme est donné dans la figure

(1.97)

f(z) 5 | Algorithme du Super| Y f(z)
v, Twisting

. J

FIGURE 1.17 — Schéma de principe du différentiateur d’ordre un : Super Twisting.

Dans ce dérivateur proposé par Levant, le terme z; faisant intervenir I’intégrale joue le rdle
d’estimateur de la dérivée du signal d’entrée. Le deuxieme terme de la premiere équation du
systeme (I.96) doit étre nul de point de vue théorique suite a I’établissement du régime glis-
sant. Mais en pratique, différentes causes d’imprécision peuvent surgir par une simple erreur de
mesure, ce qui rend impossible 1I’annulation du terme A s|%sign(s). La présence du "sign(.)"
dans ce terme le rend oscillant avec une fréquence élevée, ceci se traduit par la présence du
chattering. Sa présence dans le signal estimé, détériore sa précision. En ayant un signal d’entrée
bruité, I’amplification du bruit devient grande. Le gain )\ est alors un peu délicat a ajuster. En
effet, une valeur élevée de ce gain permet d’accélérer la phase transitoire. Toutefois, la valeur
de I’expression /\0|3|%sign(s) doit étre le plus faible possible (surtout quand s se rapproche de
z€ro) pour éviter la perturbation de I’estimation. L’idéal est de choisir cette valeur de gain faible
tout en garantissant une phase transitoire acceptable. Pour avoir le bon compromis, générale-
ment un réglage manuel des gains doit étre effectué.

Théoriquement, apres un temps de convergence fini, les égalités suivantes sont assurées :

s=z—f(t)=0

. L . 1.98
§ =y — f(t) = 21 — Ao|s|zsign(s) — f =0 (199

Cette thése est accessible a I'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/20111SAL0091/these.pdf
© [L. Sidhom], [2011], INSA de Lyon, tous droits réservés



1.4. Différentiateurs via les modes glissants d’ordre supérieur 35

A partir du systeme précédent, nous pouvons en déduire qu’apres établissement du régime glis-
sant : zo représente I'estimé du signal d’entrée f (t), z1 devient égale a vy et constitue alors
I’estimé du signal dérivé f, doncona z; = vy = f.

Théoréme 1.1. [89] Considérons le signal d’entrée f(t) donné par (1.94). Alors il existe une

A +C
constante b positive dépendante de 2.5< /\0 < et L>= tel que apres un temps fini, Iinégalité suivante

est satisfaite :
1
’U(](t) — fo(t)l S /\0b€§ (199)

Si \g et \1 sont choisies sous la forme \; = uoC' et \g = /MC’%, alors linégalité devient :

t\:b—‘
w\»—‘

lvo(t) — fo(t)| < bC (1.100)

ot b( 1, p11) > 0.

La précision de ce différentiateur est au moins de 1’ordre de e2. Sachant que le temps relatif a la
phase transitoire est borné, si les erreurs initiales | zo(to) — f(to)] et |vo(to) — f (to)| sont bornées.
Ceci est réalisable pour n’importe quelle évaluation de f () et f(Zo). En fait, I'initialisation des
états de 1’algorithme peut étre choisie en considérant a ty = 0 que zo(0) = f(0) et z;(0) = 0.

1.4.1.2 Preuve de convergence en temps fini de I’algorithme

Dans [93]], I’auteur présente des conditions suffisantes de convergence en temps fini du Super
Twisting (ST)(I.97). Nous détaillons dans cette partie la démonstration de convergence de cet
algorithme afin d’obtenir les conditions sur les gains de celui-ci assurant sa convergence. Tou-
tefois, il est intéressant de présenter tout d’abord les résultats de convergence dans le cadre
d’une loi de commande glissante d’ordre deux pour étendre par la suite ces résultats au cas d’un
différentiateur.

1.4.1.2.a Résultats élémentaires de convergence pour une commande par mode glissant d’ordre
deux

Soit le systeme différentiel suivant :

() = c(t) + d(t)u (1.101)
En supposant que :
{'C(t)l <0 (1.102)

avec C, K, et K}, sont des constantes positives et le signal d’entrée u est définit par :
u = —rysign(x) — rasign(z), avec r1 > 1y >0 (1.103)

Théoreme 1.2. En considérant le signal d’entrée donné par (1.103)) et sous les conditions
décrites par les inégalités (I.102), la trajectoires du systéme différentiel (I.101) converge au
point d’équilibre x = & = 0 en un temps fini sous les conditions suivantes :

{K’”m +r2)>C (1.104)

Km<7"1 +7"2) — C > KM(Tl — 7"2) -+ O
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Démonstration. Pour prouver les résultats donnés dans le théoreme ci-dessus, nous procédons
par quadrant du plan de phase (z, ). Commengons tout d’abord par dériver I’équation (1.101))
qui nous permet d’obtenir 1’identité suivante, satisfaite presque partout :

i = ¢+du,

= ¢ —d(rysign(x) + resign()), (1.105)

Suite a la définition de la fonction sign(.) donnée dans (1.75))), nous supposons que la dérivée
de cette fonction est nulle pour x = = = 0, ce qui explique la disparition du terme % dans

I’expression (I.105]).

En utilisant les inégalités imposées pour ¢ et d (1.102), il en résulte le systeéme suivant :

—[C+ Ky (ry +1m)] < d@sign(z) < —[Kp(r1 +12) — Cl, si x>0 (1.106)
—[C+ Kp(ry — r9)] < @sign(z) < —[Kp(ry —re) = CJ, si 22 <0 '
Notons :
m=Kn -C>0
“ (ri+72) (1.107)
(IM:KM<T1—T’2)+O>O
Demi-plan droit :(x > 0)
Aty = 0, considérons le point initial (0, )7, tel que 79 = #(0) > 0, voir figure[1.18]
R O PP SO S
|
|
|
|
i quadrant 4
|
|
|
|
|
|
|
i x(13) !
|
|
} quadrant 3
|
@)
FIGURE 1.18 — Trajectoire de I’algorithme dans le plan de phase (x, %).
Dans ce demi-plan, nous avons :
P < —a,. >0
TS T m, (1.108)
> —ay, <0

Nous allons considérer maintenant les deux quadrants : 1 et 2 du demi-plan droit.
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Quadrant 1 : (x > 0,2 > 0)

Dans ce quadrant, nous avons & < —aq,,, Ol o, est une constante positive suite a I’hypothese
donnée par (I.104)). Cette hypothese impose la négativité de & ce qui permet d’assurer la dé-
croissance de = et donc I’intersection de la trajectoire du systeme a un instant donné avec 1’axe
z=0.

Considérons maintenant la trajectoire majorante donnée par & = —a,. Par intégration de cette
derniere, I’équation suivante est obtenue :

B(t) = &g — amt (1.109)

Par intégration de I’équation (1.109), nous avons :

2(t) = ot — S =t — %’"t) (1.110)
Soit ¢, I’instant pour lequel la trajectoire majorante coupe I’axe & = 0 au point d’abscisse (1)
(voir figure [I.T8). A partir de (I.109), I’expression de I’instant ¢; est donnée dans ce cas par :
:t(tl):0:>t1:§—i (L111)
En remplacant dans I’expression de ¢, nous pouvons écrire la relation entre x(¢;) et i,

donnée par :
(t1) ut (1.112)
x(t) = — .
! 200,

Donc Vt € [ty, t1], la trajectoire majorante est donnée par :
P2(t) = 20 (z(t1) — (1)) (1.113)
Quadrant 2 : (x > 0,2 < 0)

Dans ce quadrant, nous avons & < 0, ce qui implique que V¢ > ¢, la trajectoire du systéme est
majorée verticalement par x (¢, ).

Pour majorer horizontalement la trajectoire du systeme, nous choisissons alors la borne infé-
rieure du systeme (I.106) pour zz < 0 (le choix du "pire cas") donnée par :

T > —ay (1.114)
Vt > t;, I'intégration de 1I’équation & = —a, relative a la trajectoire minorante permet d’avoir
I’égalité suivante :
Soit apres une nouvelle intégration :
o(t1) — O‘TM( _ 5_0)2 = z(t) (1.116)

Posons 2 I'instant pour lequel la trajectoire minorante coupe 1’axe x = 0 au point d’ordonné
&(t2). Cet ordonné représente alors le point extréme de 1’intersection de la trajectoire du sys-
teme avec ’axe x = 0.
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En remplagant dans (I.116)), I’expression de ¢;, I’instant ¢, est alors donné par :

1 .
l‘(tg)_0:>t2_i'0(—+ _t1+ 0

1 )
Ay vV QA O \f QO \g

En remplagant ¢, dans (I.TT5), I’ordonné maximal d’intersection de la trajectoire du systéme
avec I’axe x = 0 est alors donné par :

i(ts) = -,/Ezifio (1.118)

Comme nous avons &, > 0 donc @(t) < 0, Vt € [to, t2], I'inégalité suivante est obtenue :

_ (%M) (1.119)
(8799

(1.117)

Suite 4 I’hypothese donnée par (I.104)) :

any <y, = M 9 (1.120)
O

Remarquons que cette condition assure alors la convergence de la trajectoire dans le demi-plan

droit. En posant ¢ = z—if, I’équation (1.119) peut alors s’écrire sous la forme suivante :
r(t
)| _ o (1.121)
Zo

Pour z > O et V t;5 < ty, nous avons :

$(t12)

Zo

<g<l1 (1.122)

1,2 représente I’instant pour lequel la trajectoire réel du systeme peut couper 1’axe x = 0, pour
x> 0.

Demi-plan gauche :(x < 0)

Considérons maintenant le demi-plan gauche (z < 0) du plan de phase (z, %) ou les inégalités
suivantes sont satisfaites :

(1.123)

T > Oy, >0
< ay, <0

De la méme fagon que précédemment, nous allons montrer la convergence de I’ algorithme pour
les quadrants 3 et 4.

Quadrant 3 : (z < 0,% < 0)

Dans ce demi-plan de phase nous avons & > 0, ce qui implique que & est croissante et que la
trajectoire du systéme est minorée horizontalement par le point d’ordonné i (ts).

Pour la deuxieéme majoration (verticale), nous utilisons 1’équation relative a la trajectoire majo-
rante de la premiere équation du systeme : T = «yy,. Par intégration de cette équation et
Vt > ty,ona:

(t) = @(tz) + am(t — ta) (1.124)
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Soit t3 I’instant pour lequel cette trajectoire limite coupe 1’axe © = 0. A partir de (1.124),
I’expression de 3 est déduite :

B(ts) = 0= t5 =t + qof—o (1.125)

m

Pour obtenir I’abscisse z(t3), point extréme d’intersection de la trajectoire du systeéme avec
I’axe & = 0, il suffit alors d’intégrer (I.124)) :

2(ty) = x(ts) + 0‘7’"(753 —t)? (1.126)

Or x(ty) = 0 car la trajectoire coupe ’axe =z = 0 en t = t,, par conséquent 1’égalité suivante

est donnée en valeur absolue : "

X
x(ts) = qQﬁ (1.127)

Quadrant 4 : (x < 0,2 > 0)

Etant donné que dans ce demi-plan, £ > 0 donc la trajectoire du systeme est majorée alors
verticalement par le point d’abscisse x(t3).

Dans ce quadrant, nous considérons la trajectoire majorante donnée par :

T =ay (1.128)
Par intégration de etVt>tsona:
#(t) = d(ts) + anr(t — ts) (1.129)
Soit apres une nouvelle intégration :
2(t) = a(ty) + QTM(t —ty)? (1.130)

Notons ¢, le majorant des instants pour lequel la trajectoire du systeme coupe I’axe x = 0. Ceci
nous permet d’écrire :

z(ts) = z(t3)

A partir de (I.T3T)), I’instant ¢, est donné par la relation suivante :

+ Sl — 1) = 0 (1.131)

Zg
ty =1 e — 1.132
4 3+qm ( )

En remplagant dans (I.129) I’expression de ¢4, nous obtenons :

ZE(t4) = QM (t4 — t3)
— gy M (1.133)
O
L’équation (1.133) peut étre réécrite comme suit :
i(ty) = ¢*20, ¢* <1 (1.134)
Pour le demi-plan gauche, nous pouvons alors conclure que Vt¢;4, < t, nous avons :
(1,
Bl | o 2 (1.135)
Zo
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t;4 représente I’instant pour lequel la trajectoire réel du systeme peut couper I’axe x = 0 afin
d’entamer a nouveau le quadrant 1.

Finalement, pour un tour complet du plan de phase, nous obtenons les conditions suivantes :

i(t)

0

§q<1, Vtgtg

(1.136)
(1)

)

<@P<qg<l Vt<ty

A partir de ces inégalités, nous pouvons déduire alors la condition suffisante de convergence de
I’algorithme donnée par :
Li+1

Z;

<g¢g<l1, 1€eN (1.137)

ou ;.1 et x; sont les ordonnés relatifs aux intersections successives de la trajectoire du systeme
avec ’axe © = 0. Cette condition traduit que les intersections successives de la trajectoire du
systeme avec I’axe x = 0 sont de plus en plus proche de zéro.

Nous pouvons aussi écrire d’une facon générale la condition suffisante pour la convergence de
I’algorithme de la fagon suivante :

ﬁ <q¢ <1, pour i€ N* et ¢g<1 (1.138)

Lo
ou x; sont les ordonnés des points d’intersection de la trajectoire avec 1’axe z = 0.
A partir de cette derniere inéquation, nous pouvons conclure que z; peut étre majoré par une

suite géométrique de raison ¢ inférieur a 1, et qui est indépendante du quadrant considéré dans
le plan de phase. Ceci nous ramene a écrire d’une maniere générale :

> olil <Y glio ===, ieN (1.139)
i i — 4

Suite a la symétrie de I’algorithme par rapport au plan de phase, peu importe le demi-plan
(droite ou gauche) avec lequel la preuve de convergence débute, le résultat trouvé sera le méme.

Temps de convergence :

L’instant ¢, est le temps pour lequel la trajectoire limite du systeme parcourt un tour complet
du plan de phase, il est exprimé en fonction des instants (Z3, t5, t1) relatifs aux intersections
précédentes de la trajectoire limite avec les axes z = 0 et x = (. Cet instant est donné par :

) 1 1

Etant donné que aj; < «,,, nous pouvons alors majorer 1’instant £, comme suit :
2%
ty < ——(1+ 1.141
4> ,—amaM( Q) ( )

A partir de (I.141)), nous pouvons dire que le temps ¢; mis pour traverser tout le plan de phase

est majoré par :
t; < 2l (1+4q) (1.142)
IS q .
vV OmOM
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Ainsi, le temps global de convergence est fini et majoré par :

TS < ST AT ) <20 1Ha 1.143
POLED Dy A Y o e (1.143)
[

1.4.1.2.b Application de ces résultats de convergence au Super Twisting

La preuve de convergence en temps fini du Super Twisting a été étudi€ dans différents tra-
vaux [93]], [38]], [20]. Pour obtenir la convergence en temps fini, Levant impose des conditions
sur les gains de I’algorithme données par (1.97). Dans [20]], on trouve des conditions analy-
tiques imposant des majorations plus fines sur le choix des gains du dérivateur comparées a
celles données dans [93]].

En se basant sur les résultats donnés dans le paragraphe précédent, nous présentons dans ce qui
suit une preuve de convergence temps fini du Super Twisting ou les conditions imposées sur les
gains sont différentes que celles données dans [93]].

Théoreme 1.3. La trajectoire de I’algorithme Super Twisting défini par et conver-
gence en temps fini vers le point d’équilibre s = s = (0 sous des conditions suffisantes sur les

gains données par :

{Al > ¢ (1.144)

()\1+C)2 .
A= 2555

avec s = zg — f(t) est la surface de glissement et f(t) est le signal d’entrée de I’algorithme

donné par ((1.94).

Démonstration. Pour considérer les résultats donnés précédemment, partant tout d’abord par le

systéme suivant :
%o(t) = (1.145)
$=uaf(t,s) + b(t, s)vo(t) '

avec , :
1+ Vbl < lal + Vgl < C
 Vagh| < [al + Varli| < 46
0< K, <b< Ky
avec C, K,,,, K)s et V,,, sont des constantes positives.
L’expression de vy est donnée par :
vo = —Als|2sign(s) + 21, A >0 (1.147)
ou s(t) et f(t) déja définis dans le théoréme ci-dessus. z; est défini comme suit :
s —vo,. |vo| > Vs : partietransitoire (1.148)
—asign(s)  |vo| < Vi, a>0
Considérons donc le cas |vg| < V), on a alors :
. A S :
§=a+bvy—b(= + asign(s)) (1.149)

2|3|%
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Lidentité £ |s| = $sign(s) a été utilisée pour I’obtention de I’expression (1.149).
Comme nous avons : —C' < a + Bvo < Cet0 < K,, <b < Ky, nous pouvons alors écrire
I’inclusion différentielle associée a 1’équation (1.149)) :

A S
2 |s|2

§€[~C,C) = [Knm, K + asign(s)) (1.150)

Etant donné la symétrie de I’algorithme (symétrie entre quadrants 1,3 et 2,4) et suite aux résul-
tats donnés dans le paragraphe nous nous limitons a présenter la convergence de la
trajectoire du systeme[I.145]dans le quadrant 1 et 2.

Demi-plan droit

Quadrant 1 : (s > 0,5 > 0)

Considérons a t, = 0 le point initial suivant (0, so)”, avec sy > 0, voir figure Dans
ce premier quadrant du plan de phase, nous pouvons écrire, en utilisant (1.150), I'inégalité
suivante :

§<— [Km(g +a)— c} (1.151)

En imposant la condition K, — C' > 0 utilisée déja dans le paragraphe précédent, (1.151]
devient alors :
§ < —(Kpa—0C) (1.152)

Ainsi dans ce quadrant, la trajectoire est confinée par la trajectoire donnée par 1’équation § =
—(K,,a — C). En suivant la méme démarche que celle effectuée dans le paragraphe précédent,
nous montrons que s(¢) intersecte I’axe s = 0 a s, dont I’expression est donnée par :

SM = =~ (1.153)

s M . 1 quadrant 2

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
quadrant 1 }
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|

FIGURE 1.19 — Courbes de majoration des trajectoires de 1’algorithme.
Remarquons que par rapport au paragraphe [1.4.1.2.a] il revient a remplacer «,, défini dans
(1.112) par (K, — C'). De méme pour 9, instant pour le quel nous avons $(t,;0) = 0 dont

Cette thése est accessible a I'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/20111SAL0091/these.pdf
© [L. Sidhom], [2011], INSA de Lyon, tous droits réservés



1.4. Différentiateurs via les modes glissants d’ordre supérieur 43

I’expression est donnée par :
50

tyo = m (1.154)

Quadrant 2 : (s> 0,5 <0)

Pour le confinement de s dans ce quadrant, le résultat n’est pas immédiat. La majoration se fait
en deux étapes. La premiere étape consiste a majorer la courbe par une droite verticale, et la
deuxieme étape en une majoration par une droite horizontale, voir Figure[I.T9] Pour la premiere
étape de majoration, nous considérons la borne inférieure de s donnée par :

\
- Kn(o-2ita)<i (1.155)
2 ‘s|§
Pour s < 0, nous avons : o
2 i
et donc : 5 O
5
— —(— <—+<0 1.157
Aw, TS s (157
En intégrant I’inégalité (1.157)), on obtient :
2. C
— (G + )t —tan) < 2(Vs = V5m) <0 (1.158)

A partir de cette derniere équation, nous pouvons déduire que s est majoré verticalement tel
que :
s < sy (1.159)

Reprenons maintenant I’inégalité (I.156). La trajectoire minorante dans ce cas est donnée par :
. 1
§=—2(= 4 a)s, (1.160)

Soit t5s1 I'instant pour lequel cette trajectoire limite coupe I’axe s = 0 au point d’ordonné ;.
L’expression de cet ordonnée est donnée par :

1
Sy =——(— +a)si, (1.161)
Le rapport des deux intersections successives avec I’axe s = 0 est donné comme suit :

1

2, C s
) 1.162
N T, (1.162)

Sm
50

En remplagant s, par son expression définie dans (I.153)), nous obtenons :

Sm| _ V2 Cokna (1.163)
S0 Ak VEna —C

Pour assurer la convergence de la trajectoire du systeme (I.143) vers le point d’équilibre, la
condition suivante doit étre satisfaite :

V2 C+ ko
kA koo — C

(1.164)

S0

=qg<1, avec q=
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Suite au résultats donnés au paragraphe cette expression peut étre généralisée pour
retrouver 1’inégalité (1.138).

L’équation (I.164) conduit alors a des conditions suffisantes sur les gains de I’algorithme (I.145)),
données par :

knoao—C >0
(1.165)
P it <1
Ainsi,on a:
kno > C
(1.166)

2 (C+Kma)?
(Kond)" > 2 2oy
En tenant compte des notations utilisées pour I’algorithme du Super Twisting (T.144) et en
considérant que | fo(t)| < C, nous pouvons exprimer les conditions de convergence de ce déri-
vateur par identification du développement effectué ci-dessus. En effet, en imposant \; = k,,«
et Ao = K, A, nous retrouvons alors les conditions données dans le théoreme a savoir :

)\1 > (C
(C+>\1)2 (1.167)

2
g > 2—@1—0)

Nous précisons que dans le cas du Super Twisting, la variable b donnée dans ([1.1435]) est suppo-
sée constante.

Temps de convergence :

Pour déterminer 1’expression de ), temps mis pour traverser un demi-plan, nous effectuons
une double intégration de 1’équation (I.160)), il en résulte alors :

Al Al
5(t) = —(C+ Kpa)(t —ty) — Km§$5(t) + sy — Km§512w (1.168)
En remplacant ¢ par ¢,,1, nous avons :
1

AL
SM = —(C + KmOé)(tMl — tM) + Sy — Km§sj4 (1169)

Ainsi, I’expression de 5,1 est donnée par :

1
. )\ Y
S —sut+ Kn5syy

1 =1 1.170
M1 = tyo + C + Kna) ( )
Le temps )1 peut étre majoré comme suit :
1 vVEKn, C
tarn < o + atrc (1.171)
(Kma =) (Kpa —C)2
Ainsi, un temps ¢; mis pour traverser un demi-plan est majoré par :
1 VK, C
t < % + arc (1.172)
(Ko = C) (Ko — C)2
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Comme dans (I.143), nous pouvons alors écrire :

1 K,a+C
T=S"t < + i 1.173
Z 1—q (Kna = C)  (Kpa—C): ( )

En exprimant le temps T avec les gains du Super Twisting, nous avons :

T Zt< 1 +\/)\1—|—C

1.174
1—q (M =C) " (\—0): (L7

V2 \M+C
avec q = Ao\/Alli

En se basant sur le développement décrit dans le paragraphe précédent, nous avons pu majorer
le temps global de convergence de 1’algorithme du Super Twisting.

Remarque : A la fin de cette démonstration, nous pouvons conclure que les conditions
trouvées sont suffisantes pour la convergence en temps fini de 1’algorithme mais plus restreintes.
Par exemple, si on choisit C' = 1 et A\; = 2, nous retrouvons avec les conditions trouvées lors
de cette démonstration A3 > 18 mais avec les conditions données par Levant on a A2 > 12. [

1.4.2 Différentiateur d’ordre deux

Par généralisation de I’algorithme de Super Twisting, un schéma récursif de différentiateurs
d’ordre n a été proposé dans [90].

Un différentiateur d’ordre n est un algorithme qui permet d’estimer jusqu’a la dérivée n'*™¢ du
signal d’entrée et donc d’avoir n sorties. Avec les mémes conditions pour le signal d’entrée que
celles définies pour le Super Twisting (ST) et avec la connaissance de la constante de Lipschitz
de la dérivée (n + 1)*™¢ du signal utile fy(¢), le probléme se résume alors en une estimation

robuste en temps réel de fo(t), fo(t), .. (”)( t), qui est exacte en absence de bruit.

Un nombre arbitraire de n schémas de différentiateurs peuvent étre construits comme le montre
le systeme ci-dessous.

( .

20 = Vo,
vo = —Xo|20 — f|*Isign(z0 — f) + =
2':1 = Vi,
(n—1)
v1 = —Ai|z1 — vl m sign(z; — vg) + 2o
(1.175)
2n71 = Up—1
Un—1 = _)\n—1|2n—1 - Un—2|%Sign(Zn—1 - Un—2) + 25
[ Zn = —Ansign(z, — vn_1) = —Ansign(zp—1 — vp_2)
A Tinstant initial (¢ = 0), nous avons z(0) = f(0) et z;(0) = v;_1(0) = 0,00i=1,--- ,n.
Les gains \;, (i = 0,- -+ ,n) peuvent étre exprimés en fonction de la constante C, [89], comme
suit : )
/\i:)\ioon—i‘*‘l, 1=0,---,n—1 (1176)
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Xio, (1 =0, -+ ,n) sont des gains positifs.

Plus les valeurs des gains \;y, donc de \; sont élevées, plus la convergence de I’algorithme est
rapide. En contre partie, en présence de faible erreur (mesure/bruit) le chattering sera important
donc la précision sera moins bonne. Si on considere un signal d’entrée bruité, les grandes va-
leurs des gains entrainent alors I’amplification du bruit dans le signal de sortie, remarque déja
faite pour le ST. Donc le choix des gains \;g (ou \;) doit satisfaire un certain compromis.

Nous remarquons qu’a partir de I’expression (I.176)), différentes valeurs de \;y (donc de \;)
peuvent Etre proposées. Dans les travaux de Levant [[89], un jeu de coefficients a été choisi
permettant d’assurer un bon compromis entre I’erreur et le déphasage par rapport a la dérivée
théorique ainsi que le temps de convergence. Nous présentons ci-dessous le jeu de coefficients
proposé par Levant pour un différentiateur d’ordre au plus égal a 5 (n = 5) :

Ao = L1, Am—1yo = 1.5, Am—2)0 = 3, Am-3)0 = 9, Am—10 = 8, Am—spo =12 (1.177)
Par exemple, pour n = 1 (le cas du ST), les gains \;y peuvent alors étre choisi comme suit :

Ao = 1.1

1.178
Ao = 1.5 (1.178)

Dans [20], la preuve de convergence proposée permet d’obtenir une valeur de A\ treés proche
de celle donnée par Levant. En fait, pour A\;o = 1.1, I’utilisation de la condition obtenue permet
d’avoir une valeur minimale égale a \oy = 1.61, valeur proche a celle donnée dans (équa-

tion (1.178])).

A partir du différentiateur d’ordre n (1.175), nous pouvons retrouver 1’algorithme du ST en
choisissant n = 1. Pour construire le schéma d’ordre deux, n est égal a deux et I’ordre du ré-
gime glissant est alors égal a trois.

Dans toute la suite, nous nous intéressons a I’étude du Différentiateur d’Ordre deux (DO2), dont
les équations dynamiques sont données par :

;

Z:O = Vo,

vy = —Aol20 — f|§sign(zo —f)+=

Z.l = 1, (1179)
1.

v; = —A1]z1 — vo|Zsign(z1 — vo) + 22

Zo = —Agsign(z; — vg)

\

Notons que sg = zo — f(t), s1 = 21 — v sont les surfaces de glissement du différentiateur qui
définissent les erreurs d’estimation des dérivées. Ce différentiateur présente donc deux sorties

vg et v;. Théoriquement et apres un temps de convergence, nous avons : vo = f(t) etv; = f(¢).

Théoreme 1.4. [90] Avec un choix judicieux des parameétres du différentiateur, les égalités
suivantes sont remplies en I’absence de bruit et apres un temps fini de convergence :

2= fot)iz =vig = f2(8), i=1,---.n (1.180)

Théoréme 1.5. [90] Soit le signal bruité satisfaisant I'inégalité |f(t) — fo(t)| < €. Donc les
inéquations suivantes sont établies en temps fini, pour une constante strictement positive [i;
dépendant exclusivement des parametres du différentiateur :

n—i+1 )

{’Zi — f(t)] < pC

1=0,---,n (1.181)
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PN . . i (nzifl . Lo . NP .
Ce théoreme indique que C'n+ie' ntt ) est la meilleure précision qu’un différentiateur d’ordre
© < m peut avoir.

A titre d’exemple, pour une valeur de C' = 1, u; = 1 et un majorant de I’erreur € fixé a
0.01, la précision du différentiateur d’ordre 1 (n = 1) est alors égale a (0.01)z = 0.1. Pour
un différentiateur d’ordre deux (n = 2), la précision relative a la dérivée premiere est égale a

(0.01)3 = 0.0464, et est égale 2 (0.01)3 = 0.2154 pour Iestimation de la dérivée seconde.
A partir de ces calculs, deux remarques peuvent €tre déduites :

- la précision se dégrade avec I’ordre de la dérivée, ceci est expliqué par la grande valeur de C'
comparé a celle de ¢,

- pour une méme estimée, la précision est meilleure pour un différentiateur d’ordre n que
celle donnée par un ordre n — 1. Ceci est illustré aussi dans les essais de simulations effec-
tués dans [[89].

Nous pouvons alors conclure que pour estimer une dérivée premiere d un signal d’entrée donné,
il est intéressant d’utiliser un différentiateur d’ordre 2 étant donné que la précision est meilleure,
en contre partie nous devons régler trois gains au lieu de deux.

1.4.3 Quelques résultats de simulation

Dans cette partie, nous allons étudier en simulation les deux différentiateurs par modes glis-
sants d’ordre supérieur (ST et DO2). Les criteres choisis pour la validation de ces schémas de
différentiation sont les mémes que ceux définis dans le paragraphe [[.2.3.1] Le signal donné
par la figure est considéré comme le signal d’entrée des différentiateurs. Les résultats de
simulations sont réalisés pour une période d’échantillonnage T, égale a 10~ secondes.

1.4.3.1 Essai sans bruit

Le but de ce paragraphe est de quantifier les erreurs par rapport a I’amplitude ainsi que le dé-
phasage des signaux estimés par rapport aux dérivées théoriques. Il est nécessaire de préciser le
choix des valeurs des parametres a imposer pour chacun des différentiateurs. Un des choix des
parametres peut étre fixé comme suit : ST (\g = 50, A\; = 30) et DO2 (\; = 100, A; = 80,
A2 = 10).

L’évolution des erreurs de chaque algorithme est donnée par les courbes ci-dessous. L’algo-
rithme ST est un différentiateur d’ordre un mais il est possible d’estimer la dérivée seconde
en mettant en cascade deux blocs ST. La figure [I.20(b)] illustre le résultat obtenu dans ce cas.
En observant les figures [I.20] et [[.21] nous remarquons que I’erreur la plus faible est donnée
par la premiere sortie du DO2 (estimée de la dérivée premiere), ce qui est justifié par 1’équa-
tion (I.181). Toutefois, quelques soient les sorties, les deux algorithmes donnent une erreur
relativement faible.

Le tableau [[.6]récapitule les valeurs des erreurs maximales e, et les erreurs absolues maxi-
males e,,,,, relatives a chacune des sorties, erreurs déja définies dans le paragraphe [1.2.3.1]
Nous pouvons conclure que les sorties des algorithmes modes glissants (ST et DO2) coincident
tres bien avec les dérivées analytiques. Toutefois, lorsque le ST est mis en cascade, I’erreur
|émaz| est 10 fois plus grande que celle donnée pour la deuxie¢me sortie du DO2. Ceci permet
de conclure que I’estimation de la dérivée seconde par la méthode DO2 est plus précise qu’un
ST en cascade. Pour ce dernier, la valeur de |e,,,,.| est de 33%. Cette valeur de I’erreur est
importante, mais ceci est en grande partie dii au fait que la valeur de la dérivée théorique est
faible, I’erreur relative est elle tout a fait acceptable (0.196).
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FIGURE 1.20 — Evolution des erreurs avec le ST : signal d’entrée sans bruit.
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FIGURE 1.21 — Evolution des erreurs avec le DO?2 : signal d’entrée sans bruit.

Tableau 1.6 — Erreurs d’estimation pour les algorithmes modes glissants.

Algorithme | ST | ST cascade | DO2 : 1 ¢sortie | DO2 : 2°™sortie
|lemaz| 0.024 0.196 0.00019 0.016
l€amaz|(%0) | 1.95 33 0.098 7.2

Pour estimer le déphasage engendré par I’estimation de la dérivée pour chaque algorithme, des
courbes de Lissajous sont tracées (voir figures [[.22] et [I.23).
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(a) Sortie du ST et 1°7¢ sortie du DO2 (b) Zoom de la courbe

FIGURE 1.22 — Courbes de Lissajous relative a la premiere estimée.
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FIGURE 1.23 — Courbes de Lissajous relative a la deuxieme estimée.

A partir de ces courbes, les valeurs du déphasage sont calculées et résumées dans le tableau|1.7
Le plus grand déphasage est donné par le ST mis en cascade.

Tableau 1.7 — Déphasage engendré par les algorithmes modes glissants.

Algorithme ST | ST cascade | DO2: 1*"*sortie | DO2: 2°™¢sortie
Déphasage (°) | 0.047 0.07 0.045 0.047

Toutefois, les déphasages donnés par les autres sorties sont relativement faibles. Nous pouvons
alors conclure que les algorithmes via les modes glissants n’introduisent quasiment pas de dé-
phasage pour le signal d’entrée considéré.

1.4.3.2 Essai avec bruit

Pour vérifier la robustesse de ce type de différentiateur par rapport au bruit, un deuxiéme essai
est effectué. Au cours de cet essai, nous utilisons le signal bruité de la figure [[.2] défini dans
le paragraphe [I.2.3.1] Pour ne pas trop amplifier le bruit au niveau du signal de sortie, il est
nécessaire de réduire les valeurs des parametres par rapport a ceux déja fixés pour le premier
essai. Dans ce cas, nous imposons A\g = 12, A\; = 11 pour ST et \y = 8, \; = 7, Ay = 4 pour
DO2.

A partir de la figure[I.24] nous pouvons calculer des critéres qui permettent de nous donner une

idée quantitative de I’amplification du bruit suite a la différentiation. Ces criteres sont résumés
dans le tableau

Tableau 1.8 — Criteres de comparaison pour la robustesse par rapport au bruit.

Algorithme | ST | DO2: 1¢¢sortie | DO2 :2°™¢sortie
RSB(dB) | 6.64 1.64 0.28
RB 4.05 16.4 94.23

Pour I’estimation de la dérivée premiere, nous pouvons conclure que ST présente une réduction
de I’amplification du bruit 6 fois plus grande que le DO2, voir le tableau [I.8] La deuxi¢me sortie
du DO2 présente la valeur de RSB la plus faible. Pour I’estimation de la deuxieme dérivée via
le DO2, le signal calculé est alors tres dégradé (figure [1.24(c)).
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FIGURE 1.24 — Sorties des algorithmes modes glissants pour un signal d’entrée bruité.

Comme pour les dérivateurs algébriques, nous présentons dans le tableau [T.9]le temps de calcul
nécessaire pour chacun de ces algorithmes modes glissants. Ces valeurs ont été déterminées
pour T, = 1073 secondes et pour un temps de simulation de 10 secondes.

Tableau 1.9 — Temps de calcul : Algorithmes modes glissants.

Algorithme ST | DO2
Temps de calcul (s) | 0.086 | 0.108

A partir du tableau [I.9] nous constatons que le temps de calcul donné par les algorithmes modes
glissants est tres faible comparé aux dérivateurs algébriques. Pour I’estimation de la dérivée pre-
miere, nous remarquons que le rapport maximal du temps de calcul donné par les algorithmes
algébriques (DVAA : tableau [I.5]) est de 83 fois plus grand que le ST. En comparant le temps
mis pour I’estimation de la dérivée seconde donnée par le TVAA et celui enregistré pour le
DO2, nous constatons que la valeur de ce rapport est de 37.

A la fin de cette partie, nous pouvons conclure que les algorithmes modes glissants sont moins
robustes par rapport au bruit comparé a ceux basés sur I’approche algébrique. Ceci est di a
I’hypothese "forte" imposée sur le bruit pour de tels algorithmes. En pratique, il faut mieux
alors utiliser les différentiateurs modes glissants en utilisant un filtre passe bas en amont.

1.4.4 Probleme de mise en oeuvre
Les différentiateurs par modes glissants integrent des gains de réglage qui eux mémes dépendent

de la constante de Lipschitz C' de la dérivée du signal utile. Pour un différentiateur d’ordre n,
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nous avons besoin de fixer (n + 1) valeurs de gains. Un choix inadéquat de ces valeurs conduit
a une détérioration de la précision des différentiateurs (voir équations [I.100] et [I.I8T). Pour le
ST, Levant propose un choix des gains en fonction de C, donnée par la relation (1.178)).

Pour le différentiateur d’ordre deux, il suffit que les gains soient strictement supérieurs a C'. Peu
importe I’ordre du différentiateur, ce choix des gains est conditionné alors par la connaissance
de la valeur de la constante C'. Or dans le cas ou le signal est bruité, cette derniere est a priori
inconnue. Dans ce cas, le choix de ces parametres devient tres difficile. En présence du bruit,
les gains ne doivent pas étre tres élevés pour ne pas trop amplifier le bruit au niveau du signal
de sortie. Cette limitation rend difficile de garantir une bonne précision de 1’algorithme. En fait,
en pratique la composante discontinue dans les équations du ST ou du DO2 n’est pas nulle mais
elle est oscillante a haute fréquence (présence de la fonction sign), ce qui amplifie le phénomene
du chattering et donc du bruit. Donc en présence du bruit, il sera trés difficile d’ajuster les gains
pour obtenir le bon compromis précision, robustesse par rapport au bruit.

Pour illustrer ce qui précede nous présentons maintenant une analyse des caractéristiques fré-
quentielles des algorithmes ayant pour but de montrer la dépendance des gains de conver-
gence avec la constante C' Il est vrai qu’une analyse fréquentielle est appropriée aux systemes
linéaires, mais la détermination des diagrammes de Bode de ces algorithmes non linéaires peut
se faire par approximation linéaire autour d’une fréquence donnée. Nous appliquons un signal
sinusoidal a I’entrée du dérivateur, pour ensuite calculer pour cette fréquence le rapport d’ampli-
tude entre le signal de sortie et celui d’entrée ainsi que le déphasage entre la sortie et la dérivée
analytique.

Soit W (C,2) est I’ensemble de tous les signaux d’entrée dont les dérivées secondes ont une
constante de Lipschitz C' > 0. Soit le signal d’entrée f; () appartenant a cette classe de signaux
et défini dans [0, co| bornée, mesurable au sens de Lebesgue.

La classe de signaux W (C, 2) satisfait :

d2
SUD(1>0) ‘ﬁfl(t)’ <C (1.182)
Définissons f1(t) par :
fi(t) = Asin(27 ft) (1.183)

ou A est I’amplitude du signal et f sa fréquence.

Ceci nous permet d’écrire :

d2

@fl(t) = —A(27 f)*sin(27 ft) (1.184)

Par conséquent, fi(t) est un élément de W (C, 2) si pour une valeur de C' donnée, A est inférieur
de A, qui peut étre déduite par :

C = Apae(27f)? (1.185)

Dans le but d’obtenir les caractéristiques fréquentielle du Super Twisting, le signal sinusoi-
dal fi(t) = Anasin(2m ft) est injecté a I’entrée de I’algorithme. En utilisant les expressions
(I.178), nous fixons alors les gains du Super Twisting a \; = 22 et Ay = 6.7, pour une constante
de Lipschitz C' = 20, en considérant que I’amplitude A,,,, varie avec la fréquence afin de satis-
faire la condition (1.185)). C’est a dire que les gains Ay et \; satisfont la condition pour
toutes les fréquences. Par simulation et avec une période d’échantillonnage égale a T, = 10~*
seconde, le diagramme de Bode obtenu pour le ST est alors donné par la figure [I.25]

Cette thése est accessible a I'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/20111SAL0091/these.pdf
© [L. Sidhom], [2011], INSA de Lyon, tous droits réservés



1.4. Différentiateurs via les modes glissants d’ordre supérieur 52

o [Buper Twisting
dérivateur idéal

Amplitude (dB)
'

10” 10 i’ 10°

Freguence {rédfs}

FIGURE 1.25 — Diagramme de Bode de Super Twisting en respectant la condition sur C'.

A partir de cette figure, nous pouvons constater qu’en fixant les valeurs des gains en fonction
de la constante (', le diagramme de Bode obtenu est similaire a celui d’un dérivateur idéal.

Pour illustrer I’influence du choix des gains sur le comportement du dérivateur Super Twisting,
nous calculons la valeur de la constante de Lipschitz C' pour une amplitude A,,,, = 1 et une
fréquence f = 2 Hz. Selon 1’équation (I.183), nous obtenons alors une valeur de C' égale a
157.92. Pour ce calcul, les caractéristiques fréquentielles sont alors tracées pour des parametres
du différentiateur fixés a A\; = 173.705 et Ay = 18.85. Nous présentons les trois diagrammes
de Bode (figure [I.26) correspondant a différentes amplitudes du signal d’entrée : A4, = 0.2,
Az = 1 et Apue = 3.
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FIGURE 1.26 — Diagramme de Bode du ST pour différentes amplitudes du signal d’entrée.

A partir de la figure [1.26] nous pouvons en déduire que pour une amplitude A,,,, = 1, I’algo-
rithme dérive correctement pour des fréquences inférieures a 2 Hz, fréquences pour lesquelles
la condition sur C' est satisfaite. On peut faire la méme conclusion lorsque I’amplitude est égale

a Apnae = 0.2, méme si nous remarquons une légere augmentation de I’amplitude pour des
fréquences supérieures a 2 Hz. Par contre, pour une amplitude A,,,, = 3, le dérivateur présente
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déja une détérioration du déphasage a des fréquences inférieures a 2 Hz ainsi qu’une 1égere di-
minution de I’amplitude pour une fréquence égale a 2 Hz. Ceci explique bien que pour une telle
amplitude, la condition sur C' n’est pas satisfaite. Au-dela de 2 Hz, la réponse du dérivateur se
comporte comme un gain constant qui se réduit graduellement quand 1’amplitude A du signal
d’entrée augmente.

La figure décrit I’évolution de la constante de Lipschitz C' en fonction de la fréquence pour
les différentes amplitudes du signal d’entrée.

1000
s 0 1] I
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SDD_ l" il g i St s i o A o
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FIGURE 1.27 — Evolution de C' en fonction de la fréquence.

La droite (verte) représente la valeur de la constante de Lipschitz C avec laquelle les valeurs
des parametres ont été choisies. Les fréquences entre O et le point d’intersection de chacune des
courbes avec la droite (verte) représente la plage de fréquence pour laquelle la condition sur C'
est satisfaite et on obtient donc un bon comportement du dérivateur.

Pour conclure, nous pouvons dire qu’en satisfaisant la condition sur C', autrement dit 1’inéga-
lité (I.182) est vérifiée, le comportement du Super Twisting est relativement identique a celui
d’un dérivateur idéal. Dans le cas contraire, nous obtenons une détérioration de la réponse fré-
quentielle qui est plus importante en phase qu’en amplitude. Pour pallier ce probleme, il faut
modifier les valeurs des gains de 1’algorithme en fonction du signal d’entrée. Un choix possible
des gains est de prendre des valeurs élevées. Or des grandes valeurs des gains ne sont pas sou-
haitables en présence du bruit puisque ce dernier sera amplifié au niveau du signal de sortie.
Par exemple si nous fixons un signal d’entrée dont I’amplitude est A,,,., = 100 et de fréquence
f = 10 Hz, dans ce cas la valeur de la constante C' devient égale 2 3.94 x 10°, (voir équa-
tion (I.185))).Ceci conclut alors a d’énormes valeurs de gains. A titre d’exemple, en considérant
le choix des gains proposé par Levant et avec cette valeur de C, les valeurs des gains
sont données par : \g = 942.47 et \; = 4.32 % 10°.

Pour le différentiateur d’ordre deux, nous présentons les diagrammes de Bode (figures [1.2§]
et donnés pour différentes valeurs des gains (Ao, A1, A2). Pour tracer ces réponses fré-
quentielles, nous considérons un signal d’entrée f;(¢) = sin(27 ft) dont I’amplitude du signal
est toujours fixée a 1 mais sa fréquence varie.

Nous remarquons que la détérioration de la phase et de I’amplitude est plus importante pour
I’estimation de la dérivée seconde que pour I’estimation de la dérivée premiere.
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FIGURE 1.28 — Diagramme de Bode de la premicre sortie : différentiateur d’ordre deux.

FIGURE 1.29 — Diagramme de Bode de la deuxieme sortie : différentiateur d’ordre deux.
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Une deuxieme série de calculs a été effectuée pour mieux illustrer I’influence sur la précision
du choix des gains des dérivateurs.
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FIGURE 1.30 — Evolution de I’erreur pour différents signaux d’entrée : Super Twisting.
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FIGURE 1.31 — Evolution de I’erreur de la premiere estimée : différentiateur d’ordre 2.
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FIGURE 1.32 — Evolution de I’erreur de la deuxieme estimée : différentiateur d’ordre 2.

Nous imposons en entrée un signal sinusoidal de méme amplitude A = 2 et a deux fréquences
différentes (0.5 et 2 Hz). Pour chaque signal d’entrée, nous présentons 1’erreur définie comme
étant la différence entre le signal estimé par le dérivateur et la dérivée analytique du signal.
Les figures [1.30] [1.31] et [1.32] montrent bien qu’un simple changement du spectre fréquentiel
du signal d’entrée peut engendrer une augmentation rapide de I’erreur. On observe par exemple
un rapport de 10 pour I’erreur donnée sur 1’estimation de la dérivée seconde du DO2 (voir fi-

gure [1.32).

Remarque importante : Pour assurer une bonne précision avec un signal multi-fréquentiel (ba-
layant certaines valeurs de fréquence) en entrée des différentiateurs modes glissants, il est clair
que des valeurs de gains tres élevées peuvent résoudre le probleme. Cependant, des grandes
valeurs des gains multipliées par des termes discontinues (présence du "sign(.)") va jouer un
role perturbateur sur I’estimation de la dérivée. Ceci peut se traduire par une phase transitoire
en présence de grandes oscillations. En présence du bruit, une amplification du bruit sera alors
importante, ce qui peut limiter 1’utilisation de tels algorithmes dans certaines applications.

La finalité de cette partie nous permet de conclure que le choix des gains des algorithmes modes
glissants joue un rdle important pour les signaux estimés. Un jeu de faibles valeurs des gains
permet de réduire le bruit aux niveaux des sorties de tels algorithmes, mais qui reste important,
tout dépend du niveau du bruit du signal d’entrée. Pour un signal mono-fréquentiel non bruité
et avec un bon choix des gains, les estimées des dérivées peuvent étre identiques aux dérivées
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analytiques. En revanche, ces résultats ne seront pas nécessairement satisfaisants dans le cas
d’un signal multi-fréquentiel, tout dépend des valeurs élevées des gains a imposer, ce qui est
contraignant pour un signal multi-fréquentiel bruité.

Afin de pallier ces problemes sur les choix des gains et dans le but d’améliorer la précision et
la robustesse par rapport au bruit, nous proposons une modification de ces algorithmes modes
glissants. Notre objectif consiste d’un c6té d’avoir un bon compromis entre le déphasage et
I’erreur (par rapport au signal théorique) pour un signal pouvant balayer un certain nombre de
fréquence (signal multi-fréquentiel) et d’un autre coté, d’assurer une réduction du bruit, par
rapport aux algorithmes modes glissants classiques, pour un signal d’entrée bruité. Cette action
de filtrage permet de relacher I’hypothese donnée par Levant sur le bruit pour les différentiateurs
modes glissants.

1.5 Différentiateurs adaptatifs basés sur les modes glissants
d’ordre supérieur

Pour faciliter le réglage des gains des différentiateurs modes glissant tout en assurant un bon
compromis entre précision et robustesse, nous proposons une méthode permettant le réglage
automatique en temps réel des parametres du différentiateur. Cette méthode se base sur I’ajout
d’une dynamique sur les gains de 1’algorithme en fonction de la surface de glissement. Ainsi, la
solution permet d’intégrer un caractere adaptatif aux gains des algorithmes de différentiation.

Dans ce qui suit, les preuves de convergence des algorithmes proposés sont présentées. Nous
illustrons le fonctionnement de ces nouvelles versions d’algorithmes modes glissants par quelques
résultats de simulation.

1.5.1 Différentiateur Super Twisting Adaptatif (STA)

Nous commengons tout d’abord a citer quelques travaux sur les algorithmes adaptatifs mode
glissant d’ordre 1. Dans [80], les auteurs propose une version adaptative du ST ol une conver-
gence au sens de Lyapunov est effectuée.

Dans [36], une proposition d’un algorithme du ST a gains variables est donnée pour les sys-
temes linéaires invariants dans le temps en considérant des incertitudes/perturbations bornées
par des fonctions connues a priori. La convergence en temps fini de cet algorithme est réalisée
par une fonction de Lyapunov quadratique.

Nous présentons ci-dessous la nouvelle version du ST. En utilisant les mémes notations que le
ST classique (1.96), I’algorithme proposé est donné par le systeme suivant, ot f(¢) (1.94) est le
signal d’entrée de I’algorithme :

Z'(] = Vo
1./02—5\0|Zo—f’%Sigﬂ(Zo—f)—Ko(Zo—f)+Z1 (1.186)
21 = U
v; = —Asign(zo — f)
Soient les nouvelles surfaces de glissement données ci-dessous :
o0=%—f (1.187)

01221—f
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En utilisant le changement de variable défini par (I.187), le systeme (I.186) peut se mettre sous
la forme suivante :

{do = —j\o\aolésign(ao) — Kooo + 04 (1.188)

dl = —jxlsign(ao)

Théoreme 1.6. Soit Ky > 0, pour les surfaces de glissement définies par (équation )
toutes les trajectoires de I’algorithme STA (équation converge en un temps fini au point
d’équilibre oy = o1 = 0, avec des gains dynamiques \;, i € {0, 1} définis par :

3\0 = (’0’0|%Sign(0'0>) 0o, 5\0(0) >0et 3\0 > 0, Vit >0

. . . (1.189)
)\1 = |0'0|7 )\1(0) >0et )\1 > 0, vt >0
donc nous avons, ¥t > 0 A et \; sont des gains positifs.
Démonstration. Soit la fonction de Lyapunov quadratique suivante :
V(o) = €T P¢ (1.190)

avec 0 = (0¢,01)T. At =0, notons o(t = 0) = o4t = (00(0),01(0))T.

Le vecteur £ est choisi tel que :

- (!aoﬁsign(ao)) (1.191)

01

Soit P € R®*?) une matrice symétrique donnée par :

Lo 2 %
P_<2A1_;2 12> (1.192)
2

ot Py = Ny + K0|cro]% est une quantité positive car Ao > 0.

La matrice P est une matrice définie positive, ceci peut étre vérifié en déterminant les valeurs

propres de celle-ci. En calculant alors I’équation caractéristique de P donnée par :*, on a :

<9 s CI302 N { (I)02
AT — 1+2)\1+T )\+2)\1+T:0 (1.193)

Sachant que A1 > 0, alors a partir de (1.193)), nous pouvons en déduire que les valeurs propres
de P sont des réels positifs.

Remarquons que la fonction de Lyapunov ainsi définie est une fonction continue partout et
différentiable partout sauf au point o0y = 0 donc la version habituelle de fonction de Lyapu-
nov localement Lipschitzienne [6] n’est pas approprié ici, puisque V(o) n’est pas localement
Lipschitz. Donc, V(o) est continiment différentiable, sauf sur I’ensemble S = {(0g,01) €
RZ*2) |5, = 0}. En conséquence, le théoréme de Lyapunov sera appliqué juste pour les points
ol V(o) est dérivable, on parle dans ce cas de fonction de Lyapunov "non lisses", [30].

Les solutions du systeme différentiel discontinu (I.188) peuvent étre interprétées par une inclu-
sion différentielle & € F'(0) obtenu quand sign (o) prend sa valeur dans [—1, 1], [43]]. Puisque
0 € F(0), il s’en suit ¢ = 0 est le point d’équilibre du systeme (1.188).

4. 5\172 sont les valeurs propres de I’équation caractéristique
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Au final, V' est une fonction continue mais non différentiable au point oy = 0, définie positive
et radialement bornée : B -
Anin{PYIENZ <V < Amaa { PYIIEN (1.194)

ou la norme euclidienne de £ est donnée par :
€113 = lool + o (1.195)

Amini P}, Amae{ P} sont respectivement les valeurs propres minimales et maximales de la ma-
trice P.

La dérivée du vecteur £ peut se mettre sous la forme suivante :

) L =% 1
_ -3 2 2

§ = ool (—M 0)6 (1.196)
= Joo| 2 A(0)¢

La dérivée temporelle de V' le long des trajectoires du systeme est alors donnée par :

Vo= oo 2T (AT(0) P + PA(0)) € (1.197)
= —|oo| 727 Q(o)¢ (1.198)
avec () donné ci-dessous :
Do (2 + B~
Q=+ ( Y ) ) (1.199)

Pour conclure sur la non négativité de V, il faut que la matrice () soit définie positive, ceci
est vérifié par le calcul de 1’équation caractéristique (1.200). A partir de cette derniere, nous
déduisons que les valeurs propres de () sont positives :

2

_ . P2\ _ .
2\ — (1 + 2\ + 70) A+2)\ =0 (1.200)

A partir de ((1.194)), nous pouvons écrire :

V3
1]l < — (1.201)
2 .
Suite aux équations (I.195)) et (1.201)), nous avons :
1 V3
o0l ® < [oo] +0%)7 < ———— (1.202)
Amin{ P}
Par conséquent, on obtient :
Ao {P)
V< -2 A { QS (1.203)
V2
En utilisant I’inégalité droite de I’expression (1.194), I’équation (1.203)) devient :
_1 _
. >\2 ; P )\mzn L
Vo< AmntPRnd @y (1.204)
)‘maac{P}
< 4§V
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_1 _
)\?ni,,L{P}Amin{Q}

SantP} > V-

oud =
Prenons maintenant le cas général d’une équation différentielle ayant la forme suivante :

X(t) = =8x2(t), x(0)=x0>0 (1.205)

La solution de ce type d’équation est donnée par :

t X t 1 5 2
/ Lodt = —/ Sdt = x(t) = (Xg — —t) (1.206)
0 X§ 0 2

A partir de (1.206), x(t) égale a zéro a I’instant ¢t* donné par :

(1.207)

Par utilisation de 1’équation (1.207), il en découle que V' (o (t)) et donc o(t) convergent a zéro
en un temps fini 7" donné par :
2V'3 (Tinit)

T:
J

(1.208)
]

1.5.2 Différentiateur modes glissants Adaptatifs d’Ordre Deux (DAO2)

Nous proposons le différentiateur d’ordre deux décrit par les équations différentielles suivantes :

Zo = Vo
’U‘O = —5\0|SO|%Sign(30) - KOSO + 21 (1209)
21 =V

v = —5\1|81|%Sign(81) — 5\2 fot SigH(Sl)dt — K181

Ky et K, sont des gains positifs et sy, s; sont les surfaces de glissements données par :

{30 =20/ (1.210)

S1 =21 — Vg
Les dynamiques des gains \;, i € {0, 1,2} sont définies par :

?\0 = [0 sign(s0)]s0
A = [|s1]2sign(s1)]s1 (1.211)
Ao = 51 [ sign(s;)dt

Nous présentons dans la suite certaines remarques mettant I’accent sur les difficultés rencon-
trées pour la preuve de convergence en temps fini d’un tel algorithme.

Levant a démontré la convergence en temps fini d’un différentiateur modes glissants d’ordre
n en se basant fortement sur la propriété d’homogénéité de ses équations différentielles. Cette
propriété constitue la solution clé pour la preuve de convergence en temps fini de tels algo-
rithmes [|88]]. Nous remarquons que 1’algorithme proposé est représenté par des équations diffé-
rentielles non homogenes, donc il n’y a pas possibilité d’utiliser la propriété de contractivité de
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I’inclusion différentielle associé a 1’algorithme pour prouver sa convergence en temps fini.

Si nous envisageons une démonstration de convergence par quadrant du plan de phase comme
pour le ST, ceci nous ramene a utiliser 16 quadrants puisque I’algorithme se base sur le mode
glissant d’ordre 3. Il est donc assez difficile de procéder de cette facon. Toutefois, nous pouvons
définir une fonction de Lyapunov quadratique comme pour le STA. Cependant, pour un diffé-
rentiateur d’ordre supérieur a 1, il n’est pas évident de choisir des matrices P et () (voir preuve
STA) qui doivent satisfaire certaines conditions (notamment "définie positive"). Bien que les
algorithmes basés sur les modes glissants d’ordre supérieur présentent la propriété du temps
fini et pour les raisons citées, nous nous limitons dans la suite a démontrer théoriquement la
convergence sans pouvoir pour I’instant prouver le temps fini de 1’algorithme proposé. Une des
perspectives exige a la fin de ce travail sera évidemment la recherche de la preuve de conver-
gence en temps fini du DAO2.

Théoreme 1.7. Pour Ky, K; > 0 et avec les gains dynamiques N, i € {0,1,2} définis
par (I.211), la trajectoire du systéme (1.209) converge asymptotiquement localement vers le
point d’équilibre sy = s1 = 0 sous ’hypothése qu’il existe des constantes positives inconnues
a priori \ et \] définies par :

hypothese 1.1.
f = —=XslsolSsign(so) + 2
= —/\T|81|%Sign(31) — A5 f(f sign(sy)dt

Démonstration. En posant 0y = zy — [, en utilisant ce changement de variable, la premiecre
équation du systeme (1.209) peut s’écrire :

(1.212)

(j'o = —5\0|00]%Sign(00) — KQO'O + 0y (1213)
Sachant que Ao > 0, donc 2 partir de cette équation, nous avons :
g1 — &0 = Sign(U()) 5\0|00]% + Ko‘O'o‘] = Sign(al — 00) = Sign(ao) (1214)

En retranchant f des deux c6tés de la premiere équation du systeme (|1.209)), nous pouvons alors
écrire cette premiere équation comme suit :

vo — | = —Xoloo|3sign(og) — Koo+ 21 — f (1.215)

En remplacant f par son expression (équation (]1.212[)), (]1.215[) devient :

&0 = —Ao|oo|sign(oq) — Koo (1.216)
ol 5\0 = 5\0 — )\8

En posant oy = 2y — f , nous obtenons I’égalité suivante s; = 01 — do. Donc en retranchant des
deux cotés de la deuxieme équation du systeme (1.209) f et en tenant compte de ce changement
de variable, on a :

t
(j'l = —)\1’0'1 — do\%sign(al — 0'0) — )\2/ Sign(m — Uo)dt — Kl(O'l — 0'0) (1217)
0

Soit la fonction de Lyapunov suivante :

2
1 1 . .
V(o 01,N\) = 503 + 5(ol —60)”+ Y _NT\, ie{0,1,2} (1.218)
=0
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avec I' € R®**» une matrice d’identité. Le point d’équilibre est défini par X7 A= (59 =0,01 =
0,\; =0).

La dérivée de cette fonction de Lyapunov est donnée par :

V = 0060 + (01 — 50) (61 — 60) + Moo + MAL + Ao (1.219)
Nous avons : .
0060 + AoAo = — Koo (1.220)
et . .
(01 — 60)01 + MAL+ Ay = — K (07 — 6p)? (1.221)

En remplagant 6, dans I’expression — (o7 — )3y, celle-ci devient :

e . 3 2 . . 2« 1.
— (0'1 — 0'0)0'0 = —(0'1 — 0'0) [—)\0|00\381gn(00) — K()O'O — §>\0|O'0‘ 30’0:| (1222)

En intégrant la dynamique du gain Ao (voir systeme (|1.211))), il en résulte alors :

. . . 7 2~ 1 5~ 2
- (0'1 — 0'0)0'0 = —‘0'1 — 0'0| |:—|O'0‘3 + Kg‘O'()’ + 5)\(2)|0'0‘3 + §A0K0‘0'0|3‘| (1223)

Au final, I’equation (1.219) est réécrite comme suit :

: . 2 LR 1 . L BN 2
V= —K()O'(Z) —Kl(O'l —0'0)2— 5‘0'1 —00‘)\%‘00’;’ — |O'1 —0'()| |:—|O'0‘§ + 5)\0[(0‘0’0’3 + Kg’00|1
‘ (1.224)
Donc pour montrer la négativité de V/, il suffit de prouver que :
O R 2 2
T = —’0'0|3 +§)\0K0|0'0|3 +K0|0'0| >0 (1225)
Pour ce faire, nous supposons que |5\0| < Xowm, OU Ay est une constante positive vérifiant
I’inégalité suivante :
< 3
MM<5%wﬁ (1.226)
Pour obtenir la condition (1.225)), il faut choisir K tel que :

< 3 1 3
KO [)\0 + 5K0|O'0|3:| > 5‘0’0|§ (1227)

Nous pouvons dire qu’il existe toujours une valeur de K (a savoir une grande valeur) qui per-
met de vérifier les deux inégalités (1.226) et (1.227).

Sous ces conditions, nous pouvons conclure que V' est négative Y (o9, 01, 5\1) € R3 mais s’annule
pour (og = 0,01 = 0, S\i)T # X7, Par conséquent V est globalement semi-définie négative
sur R? et est localement définie négative sur R?|(0y = 0,07 = 0, ;)7. Donc avec ce choix
de fonction de Lyapunov nous avons pu démontrer une convergence globale sur R? et une
convergence asymptotique locale sur R3|(oq = 0,0, = 0, S\i)T de ce point d’équilibre. Certes
que I’utilisation du principe d’invariance de LaSalle est envisageable, mais dans notre cas on ne
peut pas conclure sur la convergence asymptotique globale. [
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La démonstration ainsi donnée assure la convergence de 1’erreur d’estimation sy et s; mais la
convergence des gains dynamiques vers les gains \j et A} n’est pas assurée. D’ailleurs, ces gains
dynamiques évoluent en fonction du temps selon les regles d’adaptation imposées ou cette évo-
lution est bornée.

Evidemment qu’un algorithme adaptatif est sensible aux valeurs initiales, donc les valeurs de
ces bornes sont liées aux valeurs initiales choisies pour ces gains. Dans notre cas, nous n’avons
pas examiné ce point théoriquement pour voir I’influence de ces dernieres sur la convergence
de I’algorithme. Cependant, nous nous sommes limités a effectuer quelques simulations pour
différentes valeurs initiales ou aucun probleme lié€ a la convergence de I’algorithme est observé.

1.5.3 Intérét des différentiateurs adaptatifs

Pour montrer I’intérét des algorithmes de différentiations adaptatifs, nous présentons dans ce qui
suit, quelques résultats de simulation. Tous ces essais sont effectués avec une période d’échan-
tillonnage T, égale a 10~ secondes.

1.5.3.1 Essai sans bruit

Pour ce premier cas, le signal d’entrée utilisé f(¢) est identique a celui choisi dans les précé-
dentes simulations. Pour un signal sans présence de bruit, avec les algorithmes adaptatifs, il est
maintenant possible de retenir des gains de convergence élevés afin de se rapprocher davantage
de la surface de glissement. Nous imposons K, = 600 pour le STA et K, = 500, K; = 450
pour le DAO?2.

L’évolution des différentes erreurs de chacun des algorithmes est illustrée sur les figures [1.33]
et [[.35] Les figures [I.34] et [[.36] donnent I’évolution des parametres adaptatifs pour chacun
des différentiateurs est aussi présentée dans les figures [[.34] et [1.36] dans le cas ou toutes les
valeurs des parametres \: sont initialisées a 1. Nous pouvons remarquer que le parametre ¥
croit légerement en fonction de la surface de glissement s;. Toutefois, 1’évolution du parametre
Ao est plus importante en fonction de la surface de glissement s.

%10
2 T T T T T T T T T 0.0z

0018 -

0ot

0.005 -

0.005 -

RUR S

0.05F

2 L . L . . L . L . 002 I L . L L . L L .
0 1 2 3 4 5 5 7 8 9 10 0 1 2 3 4 5 B 7 8 9 10
temps(s) temps(s)

(a) Evolution de I’erreur du STA (b) Evolution de I’erreur du STA mis en cascade

FIGURE 1.33 — Evolution des erreurs avec le STA : signal sans bruit.

L’évolution des parametres Ao et A; du DAO?2 est illustrée sur les figures |1.36(b)| et |1.36(a)L
On peut remarquer qu’ils augmentent progressivement jusqu’a 25 secondes. Au dela de cette
valeur, I’évolution des parametres devient tres faible parce que 1’évolution des surfaces devient
de plus en plus faible.
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FIGURE 1.34 — Evolution des parametres dynamiques du STA.
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FIGURE 1.35 — Evolution des erreurs avec le DAO?2 : signal sans bruit.
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FIGURE 1.36 — Evolution des parametres dynamiques du DAO2.
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Par contre, I’évolution de )\, diminue progressivement jusqu’a 25 secondes. A partir de 25 se-
condes, I’évolution des parametres devient faible autour d’une valeur donnée, (figure [1.36(c)).
L’évolution de chacun de ces parametres est fortement liée a 1’évolution des différentes fonc-
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tions de glissement associées, (voir équation [I.209).

Le tableau résume les résultats obtenus aux cours des simulations. Pour I’estimée de la
dérivée premiere, nous constatons que le DAO2 présente une erreur 10 fois moindre que celle

donnée par le STA. Ce rapport d’erreur se réduit presque a 2 pour la dérivée seconde.

Tableau 1.10 — Erreurs d’estimation pour les algorithmes modes glissants adaptatifs.

Algorithme | STA | STA cascade | DAO2: 1““sortie | DAO2: 2°™“sortie
|€maz| 0.0017 0.006 0.00018 0.011
leamaz|(70) | 0.84 1.78 0.09 3.12

Pour déterminer le déphasage, les courbes de Lissajous (figures [[.37] et [I.38)) permettent de
dresser le tableau[I.T1] Ainsi, la premiére sortie du DAO2 présente le déphasage le plus faible,

les déphasages des autres sorties sont également assez proches.

05
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(a) Sortie du STA et 1¢7¢ sortie du DAO2
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Dérivée preriére analytique

(b) Zoom de la courbe

FIGURE 1.37 — Courbes de Lissajous relatives a la premiere estimée.

A partir de ces résultats, nous pouvons donc en déduire que pour un signal non bruité de type
f(t), les sorties des algorithmes adaptatifs permettent d’approcher fidélement les dérivées ana-

lytiques.
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DADZ: deuxieme sortie |
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i i i i
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FIGURE 1.38 — Courbes de Lissajous relatives a la deuxieme estimée.

0.05

Tableau 1.11 — Déphasage engendré par les algorithmes modes glissants adaptatifs.

Algorithme STA

STA cascade

DAO2: 1¢"¢sortie

DAO2: 2¢"¢sortie

Déphasage (°) | 0.046

0.048

0.045 0.05
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Les figures [I.39] et [[.40] décrivent 1’évolution de la phase transitoire des différents algorithmes
adaptatifs (STA/DAQO2) et non adaptatifs (ST/DO2) en réponse a un signal sinusoidal. Pour ces
simulations, les gains de chaque différentiateur du méme ordre sont réglés relativement avec un

méme ordre de grandeur.
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FIGURE 1.39 — Phase transitoire : ST et STA.
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FIGURE 1.40 — Phase transitoire : DO2 et DAO2.

Pour le différentiateur d’ordre 1, nous choisissons sy = 5 comme condition initiale. A partir de
la figure la sortie du STA converge vers la dérivée théorique en 0.011 secondes, ce temps
de convergence est de 0.016 secondes pour le ST. Toutefois, nous remarquons qu’avec cette
condition initiale (sg = 5) , le STA présente une valeur du signal estimé a ¢ = 0 beaucoup plus
importante que le ST. Pour éviter ce probleme, il faut réduire la valeur du gain de convergence
mais en contre partie le temps de convergence augmente.

Pour les résultats de simulations des différentiateurs d’ordre deux, nous avons imposé comme
condition initiale sp = s; = 0. A partir des courbes obtenues (figure [[.40), nous observons que
le temps de convergence de DAO2 est 1égérement supérieur par rapport a DO2.

Ainsi, nous enregistrons une différence de 0.009 secondes pour la dérivée premiere et une valeur
de 0.004 pour la dérivée seconde. Les valeurs des pics pour les deux versions de différentiateur
sont a peu pres similaires.

1.5.3.2 Essai avec bruit

Nous ajoutons maintenant un bruit blanc Gaussien au signal d’entrée (figure[I.2)). Pour cet essai,
les valeurs des parametres /(; doivent étre petites afin de ne pas trop amplifier le bruit au niveau
des signaux de sortie. C’est pourquoi les gains de convergence sont maintenant fixés a /o = 10
pour le STA et Ky = 5, {1 = 8 pour le DAO2.
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FIGURE 1.41 — Sorties des algorithmes adaptatifs pour un signal bruité.

Les sorties des algorithmes adaptatifs pour le signal bruité sont illustrées sur la figure [T.41]
Pour faciliter la comparaison, nous avons utilisé une échelle identique a celle des résultats four-
nis par les algorithmes non adaptatifs (figure [I.24)). Les critéres RSB et RB sont résumés dans
le tableau

Tableau 1.12 — Criteres de comparaison pour la robustesse par rapport au bruit.

Algorithme | STA | DAO2: 1°¢sortie | DAO2: 2°™¢sortie
RSB(dB) | 9.8 17.2 6.2
RB 2.7 1.56 4.35

La figure [[.41(b)| nous permet de déduire qu’au niveau de la premiére estimée du DAO2, I’am-
plification du bruit est nettement réduite en comparaison de celle du STA (figure [I.41(a)). Le
tableau [I.12] souligne ce résultat puisque la plus grande valeur de RSB est obtenue pour la pre-
miere sortie du DAO2, ceci explique que la valeur de RB soit également la plus faible dans ce
cas.

Pour un ordre de grandeur des gains similaire pour chacune des deux versions (adaptative et
non adaptative), nous constatons que les valeurs de RSB (respectivement de RB) sont moins
bons pour les algorithmes de différentiations non adaptatifs qu’avec la version adaptative, (ta-
bleau[1.8). En effet, I’amplification du bruit avec le DAO2 pour I’estimation de la dérivée pre-
miere est a peu pres de 10 fois plus faible que pour le DO2 pour la méme estimée et elle est 22
fois plus réduite pour I’estimation de la dérivée seconde.
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En effet, I’atténuation du bruit est assurée par la présence du terme linéaire /;s; au niveau des
équations de chaque sortie 7 de I’algorithme adaptatif. Ce terme linéaire peut étre vu comme
la commande équivalente des lois de commandes modes glissants qui permet la réduction de
I’effet de chattering. L’ajout de ce terme continu assure le lissage du bruit en sortie grace aux
valeurs faibles des gains de convergence. Par contre, si les valeurs choisies pour ces gains de-
viennent trop faible alors le temps de convergence de 1’algorithme devient lent. Par conséquent,
le choix des gains de convergence reste délicat et repose sur un compromis entre 1’atténuation
du bruit et le temps de convergence du dérivateur adaptatif. Il est a noter aussi, qu’en présence
du bruit, il est nécessaire d’imposer des valeurs initiales faibles des gains dynamiques pour ré-
duire le plus possible I’effet de la composante discontinue. De plus la présence d’intégrale dans
les expressions des gains dynamiques assure aussi le lissage des dérivées estimées.

Pour conclure, nous avons montré ici le principal avantage apporté par cette nouvelle version
des algorithmes modes glissants c’est-a-dire la réduction de I’amplification du bruit au niveau
du signal de sortie qui se fait par un réglage d’'un nombre de gains inférieur a celui utilisé pour
les différentiateurs classiques. Cet aspect est tres intéressant en pratique ou la présence du bruit
est inévitable.

Afin de vérifier I’efficacité des algorithmes adaptatifs, nous allons maintenant faire varier la
fréquence du signal d’entrée sin(wt) > pour ensuite calculer les valeurs maximales de la valeur
absolue de I’erreur et du déphasage, pour une valeur fixée des gains de convergence a savoir
pour STA K, = 1300 et pour DAO2 (K, = 1200, K; = 1000) (figures[1.42} [1.43).

Par un seul réglage des gains et pour différentes fréquences du signal d’entrée, nous remar-
quons que les valeurs de I’erreur et de déphasage obtenues par les différentiateurs modes glis-
sants adaptatifs sont relativement faibles par rapport a celles données par la troisieme version
de I’algorithme algébrique (figure [I.12)), ou celle-ci nécessite plusieurs parametres de réglage.
Toutefois, nous constatons que le STA présente la valeur la plus faible en erreur qui ne dépasse
pas 0.05.

Nous précisons que les valeurs de ces criteres (erreur, déphasage) se réduisent remarquable-
ment en augmentant les gains de convergence des algorithmes. A titre d’exemple, en ayant des
valeurs des gains 3 fois plus grand, nous réduisons de 4 fois I’erreur et le déphasage obtenues
pour la 2™€ sortie du DAO2.

La comparaison des temps de calcul pour chacun des algorithmes est donnée sur le tableau[I.13]

La période d’échantillonnage utilisée dans cet essai est également fixée 2 10~ secondes et pour
un temps de simulation de 10 secondes.

Tableau 1.13 — Temps de calcul : Algorithmes modes glissants adaptatifs.

Algorithme STA | DAO2
Temps de calcul (s) | 0.106 | 0.169

Les valeurs données par ce tableau montre que les algorithmes adaptatifs présentent un temps de
calcul beaucoup plus faibles que les algorithmes de nature algébriques (tableau [I.5]). Toutefois,
le temps de calcul enregistrés pour les algorithmes par modes glissants classiques (tableau [I.9)

5. w est la pulsation du signal en rad/s.
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FIGURE 1.43 — Evolution de I’erreur et du déphasage : deuxieme estimée.

est plus faible que celui donné pour les algorithmes proposés. Nous enregistrons une différence
de temps de calcul de 0.02 secondes entre le ST et le STA, cette valeur est égale a 0.06 secondes
entre le DO2 et le DAO2. Cette différence représente le temps de calcul nécessaire pour les
équations dynamiques des gains adaptatifs.

1.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons étudié en détail sept algorithmes de différentiation robustes. Deux
approches ont été présentées, les dérivateurs de nature algébriques puis les différentiateurs ba-
sés sur les modes glissants d’ordre supérieur. Pour 1’étude des trois versions d’estimateurs al-
gébriques, nous avons tout d’abord rappeler les outils mathématiques associés a ces dérivateurs
afin d’expliquer leur formalisation.

La deuxieme partie de ce chapitre a été consacrée aux différentiateurs modes glissants. Nous
avons trouvé nécessaire d’exposer les notions essentielles des régimes glissants que ce soit
d’ordre un ou d’ordre supérieur afin de mieux comprendre la construction de ces algorithmes.
Dans la troisieme partie, la convergence de ’algorithme du Super Twisting a été démontrée
avant de mettre en évidence les problemes relatifs a ce type de différentiateur et en particulier
le probléme de 1’amplification du bruit.
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Dans la quatrieme partie de ce chapitre, nous avons alors détaillé 1’algorithme proposé. Tout
d’abord, le choix des parametres de réglage des différentiateurs modes glissants est fortement
lié au spectre fréquentiel du signal d’entrée. Ainsi une modification du signal d’entrée nécessite
de fixer a nouveau les gains, afin d’obtenir des résultats corrects et d’assurer la convergence de
I’algorithme. En présence du bruit, ce choix devient plus délicat ot un compromis entre préci-
sion et robustesse par rapport au bruit s’impose. Ceci constitue donc une limite majeure pour
ce type d’algorithmes. Donc pour faciliter le réglage de ce type d’algorithme en garantissant de
bonnes performances et un bon filtrage, nous avons proposé une nouvelle version d’algorithmes
modes glissants.

Suite aux différents résultats de simulation fournis au cours de ce chapitre pour les différents

algorithmes de différentiation, une syntheése comparatif a été dressée afin de souligner les avan-
tages ainsi que les inconvénients de chacune de ces méthodes (tableau|1.14]).

Tableau 1.14 — Comparaison des différents schémas de différentiation.

Algorithme Précision : amplitude Déphasage | Robustesse par rapport au bruit Paramétres de réglage
ST ++ ++ — 2 paramétres
DO2 ++ ++ — 3 parametres
STA + + + ++ + + 1 parametre
DAO2 +++ + 4+ 4+ + 2 parametres
PVAA — - —— 3 parametres
DV AA — - + 4+ + 3 paramétres
TVAA: EM - - + 4+ + 5 parametres
TVAA: EMSR - + +++ 5 parametres
TVAA: ENM + - +++ 5 parametres

EM : Estimateur Minimal, EMSR : Estimateur Minimal Sans Retard, ENM : Estimateur Non
Minimal.

Afin de tester I’efficacité de 1’algorithme proposé, différentes applications peuvent €tre consi-
dérées. La diversité de ces applications, nous a permis de consacrer tout le chapitre suivant de
ce mémoire.
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2.1 Introduction

Chaque capteur physique posseéde un certain nombre de caractéristiques telles que sa bande
passante, sa sensibilité, sa précision. Il est aussi souhaitable que le signal de mesure ne reflcte
que la grandeur a mesurer. Mais en réalité, il existe un certain nombre de capteurs qui sont plus
au moins sensibles a d’autres effets comme par exemple la température. Ceci implique qu’un
capteur physique est fortement li€ aux conditions extérieures et a I’environnement d’utilisation.
Au fur et a mesure du vieillissement et de ’utilisation des capteurs physiques, il est nécessaire
d’effectuer une procédure d’étalonnage afin d’obtenir des données correctes. Malgré les bons
résultats fournis par un capteur physique, il présente tout de méme des inconvénients a savoir
son prix et la maintenance que nécessite celui-ci. De plus, il peut étre endommagé ce qui peut
provoquer pour certaines applications un arrét total du systeme. Pour des procédés ayant une
large plage de fonctionnement, il est nécessaire de choisir un capteur a étendue de mesure adé-
quate. Si cette derniere est assez élevée, il est clair que la sortie du capteur sera médiocre pour
les faibles voir les moyennes zones de fonctionnement du systeme. Dans ce cas, il est nécessaire
de disposer de plusieurs capteurs permettant d’avoir une information fiable sur toute 1’étendue
de mesure.

A partir de ce qui précede, I’intégration d’un "capteur logiciel" peut s’avérer avantageuse com-
paré a un capteur physique. Parmi ces avantages, on peut espérer la minimisation du codit global
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du systéme, minimisation du cofit global de risque de panne et une possibilité de remplacer plus
qu’un capteur au niveau d’un méme procédé. Toutefois, ce type de capteur doit reproduire le
plus possible la sortie délivrée par un ou plusieurs capteurs physiques. Notamment, ces "cap-
teurs logiciels" doivent fonctionner correctement sur une certaine plage de fonctionnement et
doivent €tre robustes par rapport au bruit. Si un modele dynamique du procédé existe et si les
conditions d’observabilité sont vérifiées, les "capteurs logiciels" peuvent étre représentés par un
observateur. Cependant, ce dernier est généralement peu précis car I’estimation s’ appuie sur les
équations du systeme qui ne sont connues qu’avec une précision limitée. Par contre, si le "cap-
teur logiciel" peut étre défini par un différentiateur, celui-ci n’est plus sensible aux incertitudes
de la modélisation. Notons aussi que dans les deux cas, le "capteur logiciel" peut étre utilisé pour
prédire I’évolution de certaines variables afin d’apporter les actions correctives nécessaires en
cas d’évolution anormale de celles-ci ou étre utilisé juste pour détecter la défaillance du systéme.

Nous nous intéressons dans notre travail plus particulierement au "capteur logiciel" représenté
par un différentiateur. L’ objectif de ce chapitre est de décrire quelques applications relatives a
ce type de capteur, tout en exploitant le développement théorique de 1’algorithme proposé dans
le chapitre précédent. Ces applications se divisent en deux grandes catégories : celles qui cor-
respondent au domaine monodimensionnel (1D) et d’autres au domaine bidimensionnel (2D).

Pour le domaine 1D, I’algorithme a ét€ mis en oeuvre pour différents objectifs. La premiere
application touche au domaine robotique ou le probleme considéré est 1’identification en ligne
des parametres d’un systeéme non-linéaire [Sidhom10]]. Plus précisément, le but consiste en
I’identification des parametres d’un robot a deux axes. Notre démarche consistera tout d’abord
a exposer la méthode utilisée pour laquelle le différentiateur joue un réle primordial dans I’iden-
tification paramétrique. Une étude comparative avec les méthodes classiques sera aussi présen-
tée.

La deuxieme application consiste a remplacer les capteurs de vitesse et d’accélération s’ils
existent bien-siir dans des boucles de commandes par un seul "capteur logiciel" qui est dans
notre cas le schéma de différentiation proposé. Cette partie sera décrite et détaillée dans les
chapitres 3 et 4 ol nous exposons les résultats expérimentaux de commande non-linéaire en
position obtenus sur un vérin électrohydraulique.

Les modes glissants d’ordre un ou supérieur ont été largement appliqués dans le domaine mo-
nodimensionnel. Il nous a semblé intéressant d’étendre 1’application de ce type de technique
dans un domaine plus large, le domaine 2D. A notre avis, le travail proposé représente 1’'une
des premieres applications de cette technique dans le domaine de I’imagerie numérique [Sid-
hom1 1]]. Par conséquent, nous y consacrerons une grande partie de ce chapitre.

De nos jours, les images numériques jouent un role important dans notre vie quotidienne, nous
pouvons citer I’exemple de la télévision, le satellite, 'imagerie médicale... ce qui explique bien
I’existence d’une multitude d’applications en imagerie, mais dans ce chapitre, nous nous limi-
tons a certaines d’entre elles et plus précisément a la détection des contours dans une image.
Cette application est tres intéressante puisqu’elle représente une étape préliminaire a de nom-
breuses applications d’analyse d’images telles que la reconnaissance d’objets, de formes, la
segmentation... Pour ce faire, nous décrivons dans un premier temps la fagon dont le différen-
tiateur proposé est utilisé comme détecteur de contours. Le but principal est de tester la faisa-
bilité ainsi que I’efficacité du différentiateur adaptatif robuste pour ce type d’application. Des
résultats de simulations seront présentés pour des images en niveau de gris afin de valider les
performances obtenues par 1’algorithme utilisé par rapport aux méthodes classiques. Ceci nous
impose de consacrer tout d’abord un sous-paragraphe pour rappeler les méthodes classiques
choisies comme base de comparaison avec le détecteur de contours proposé.
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Les bons résultats obtenus pour la détection de contours nous conduisent alors a étendre 1’ap-
plication de cet algorithme pour les séquences d’images. L’une des idées la plus intéressante
consiste a estimer le flux optique entre deux images d’une séquence donnée afin de prédire le
mouvement des pixels dans une séquence d’images. Suite a cette prédiction, une reconstruc-
tion d’image a I’instant suivant peut étre envisageable. De plus, 1’estimation du mouvement des
pixels peut aussi servir dans le processus de compression vidéo. L’intérét que porte ce type d’ap-
plication, nous amene a consacrer une annexe (annexe C) pour décrire les perspectives de ces
travaux 2D. Au niveau de cette annexe, nous décrivons tout d’abord la méthode proposée avec
laquelle une estimation du flux optique peut étre réalisée a 1’aide de 1’algorithme proposé. Par
la suite, nous expliquons la facon dont nous pouvons exploiter ce résultat pour la reconstruction
d’images et la compression de séquence d’images.

2.2 Application 1D : identification paramétrique

Le probleme de I’identification des parametres physiques reste toujours d’actualité en Auto-
matique surtout si le systeme considéré est un systeme non linéaire. Il existe de nos jours de
nombreuses méthodes d’identification en temps continu pour des processus pouvant étre modé-
lisés par un modele linéaire [[107]. Bien que ce sujet de recherche soit populaire, la procédure
d’identification en ligne pour les systemes non linéaires est rarement mise en pratique. Nor-
malement, la plupart des méthodes d’identification utilisent le modele direct du systeme. Ce
modele est souvent non linéaire par rapport aux parametres. En conséquence, la formulation du
probleme d’identification peut conduire alors a une optimisation non linéaire. Selon le critere
choisi, ce type de probleme d’optimisation consiste souvent a minimiser une erreur de sortie
entre le modele et le systeme par rapport au vecteur des parametres inconnus, [117]. Cepen-
dant, cette méthode présente certains inconvénients majeurs. En effet, si le critere utilisé ou
n’importe quelles contraintes sont non-convexes, ceci entraine alors 1’obtention de plusieurs
minimums locaux.

Dans la littérature, il existe de nombreuses méthodes d’identification basées sur les observateurs
non linéaires. Le principe de ces méthodes consiste a étendre le vecteur des états estimés aux
parametres inconnus. Quelques exemples peuvent étre cités : les méthodes basées sur le filtre de
Kalman étendu [62], observateur a grand gain [13], observateur a modes glissants [152], [S5].
En général, toutes ces méthodes utilisent aussi le modele direct du systéme, qui est souvent non
linéaire par rapport aux parametres.

En revanche, pour la plupart des systéemes mécaniques, le modele direct est plat [51] donc une
utilisation du modele inverse nous amene a avoir un modele linéaire par rapport a un grou-
pement des parametres physiques. Donc plutdt que d’utiliser le modele d’état direct comme
modele d’identification, nous pouvons alors exploiter les propriétés du modele inverse. Dans ce
cas, le probleme de I’identification se ramene a une minimisation d’une erreur de prédiction par
rapport au vecteur des parametres inconnus. Cette minimisation est effectuée selon un critere
choisi, qui est généralement quadratique. Ainsi, le vecteur des parametres inconnus peut étre
obtenu par une méthode des moindres carrés. L.’ avantage majeur de cette stratégie est I’absence
d’itérations, ce qui rend I’identification en ligne plus facile. En contrepartie, cette méthode exige
une bonne estimation préalable de 1’état et de ses dérivées. Donc, la méthode de dérivation ainsi
que de filtrage joue un rdle clé dans le processus d’identification.

L’objet de ce paragraphe est de mettre en oeuvre une technique d’identification en ligne des
parametres physiques en s’appuyant a la fois sur une méthode des moindres carrés et une dé-
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rivation numérique robuste a base des modes glissants d’ordre supérieur adaptatif [[Sidhom10].
Dans la méme idée a été exploitée, mais pour une identification paramétrique hors-ligne
d’un systeme non linéaire. Dans ce travail le dérivateur du Super Twisting (ST) combiné avec
une méthode des moindres carrés a été utilisé.

2.2.1 Présentation : méthode et systeme d’application

L application proposée consiste a mettre en oeuvre cette technique dynamique d’identification
en ligne pour un robot manipulateur en utilisant son modele inverse. Nous débutons ce para-
graphe par la présentation du modele dynamique du systeme utilisé. Ensuite, nous expliquons
les principes généraux de la méthode considérée. La dernicre partie de ce paragraphe sera consa-
crée aux résultats expérimentaux.

Le systeme utilisé pour la validation de la méthode proposée est un robot SCARA a deux axes,
sans effet de gravité, développé par le laboratoire IRCCyN a Nantes, voir figure [2.1]

FIGURE 2.1 — Robot SCARA a 2 degrés de liberté.

La plate-forme expérimentale est composée d’un robot manipulateur a articulations rigides
muni d’actionneurs et de capteurs, d’une interface de puissance composée de deux amplifica-
teurs permettant de piloter les actionneurs du robot, d’un ordinateur équipé d’une carte dSSPACE
sur laquelle est implantée la commande. Cette plate-forme possede en outre des circuits péri-
phériques tels que des convertisseurs analogique/numérique et numérique/analogique ainsi que
des interfaces pour les codeurs.

Les actionneurs du robot sont des moteurs synchrones. Les capteurs sont des codeurs absolus
montés directement sur les axes des moteurs. Ces capteurs permettent de recueillir uniquement
les positions articulaires du robot, les vitesses articulaires quant a elles ne sont pas mesurées
directement.

Soit le Lagrangien défini par :

L(q.q) = k(d,q) — U(q) 2.1)
k(q,q), U(q), ¢ = |q1, qQ]T, ¢ sont respectivement 1’énergie cinétique, 1’énergie potentielle, le
vecteur des positions articulaires et le vecteur des vitesses articulaires du robot.
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Avec k(d,q) = 24" M(q)q et Ulq) = 3o, —imigPi(q) + Usres-

O M (q) est une matrice de R(**?) symétrique définie positive appelé matrice d’inertie, m; est
la masse de corps ¢, g est le vecteur de gravité, P; est le vecteur qui localise le barycentre du
corps ¢ et Uy, est une constante servant de référentiel a I’énergie potentielle relatif au corps ¢.

De la formulation Lagrangienne, les équations du mouvement sont exprimées alors en terme
d’énergie comme suit :

F=—— — —. 2.2)

ou I' = [I'; T'y]7 est le vecteur des couples appliqués. Conformément a [78], [104], le modele
dynamique du robot peut s’écrire sous une forme linéaire par rapport au vecteur des parametres,
ce qui conduit au modele inverse suivant :

I'=D({.4.q)0. (2.3)

ou D est la matrice de régression donnée par :

G1

0

q1 0
sign (¢1) 0
— o
DG ga=| BT ome @4
(241 + G2) C2 — G2 (241 + G2) S22 1C2 + ¢7S2
— (241 + G2) S2 — G2 (241 + 42) C2 G3C2 — G152
0 q2
0 sign (¢2)
avec : Cy = cos (¢2) et So = sin (ga).
Le vecteur des parametres inconnus de dimension n, = 8 est donné par :
T
0= [ZZRl Fo Fo ZZy LiMXy LiMY; Fyy Fao ] (2.5)

avec : ZZ Ry = Z7Z, + MyL3,

L4 est la longueur du corps 1,

M, est la masse du corps 2,

Z 7 et Z Zy sont respectivement les moments d’inertie des corps 1 et 2,

Ly M X5 et Ly MY, sont les premiers moments du corps 2 multiplié par la longueur du corps 1,
F,1, Fs1, Fo, Fyo sont les parametres de frottement visqueux et secs des deux axes.

Dans tout ce qui précede, nous avons présenté uniquement le modele dynamique relatif a la
partie mécanique du systeme, toute la partie électrique relative aux actionneurs est négligée car
sa dynamique est tres rapide par rapport a la dynamique mécanique.

Puisque que le systeme est intégrateur, la procédure d’identification a été réalisée en boucle fer-
mée, voir figure[2.2] La procédure proposée repose sur trois étapes. La premiere est la sélection
d’un signal d’entrée permettant d’identifier correctement les parametres désirés. Afin d’estimer
I’état et ses dérivées a partir des mesures disponibles, le Différentiateur Adaptatif d’Ordre deux
(DAO2), décrit dans le chapitre précédent est utilisé. Finalement a partir de la connaissance de
I’entrée, 1’état et de ses dérivées, le vecteur des parametres inconnus est déterminé a 1’aide de
la méthode des moindres carrés récursifs.
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Toutes les grandeurs mécaniques affichées au niveau de la figure [2.2] sont des grandeurs vec-
torielles. La relation entre le couple I et le signal d’entrée £ (il s’agit d’un signal en courant)
est exprimé par un gain constant Kr.. Cette constante est la multiplication du gain relatif au
rapport du réducteur, le gain de I’amplificateur et la constante du couple de I’actionneur. K, et
K, sont définis respectivement par [K,1 K,o|" et [K,1 Kyo]'. "¢/ représente les trajectoires
de références relatives aux positions articulaires q.

i Cann de couple i
: de @a chaine i
=i E P T Robot ‘ T |
?fx’-‘:- \‘;x ¢ SCARA ‘
= >+
> B .
> &
: \"x., 4 e R lsl
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P eneur p| i [ =D(q.9.9)0 i DAO2 |

recursifs

[Beuzie ¢ antificatien

FIGURE 2.2 — Schéma global utilisé pour I’identification.

Le vecteur # peut étre estimé a partir de la solution des moindres carrés d’un systeéme obtenu
par échantillonnage de 1’équation (2.3)) pour différents instants ¢;, (i = 1,...,ne) :

U=Wo+p. (2.6)

ou W est la matrice d’observation de dimension (2ne x np) !, qui n’est autre que la matrice de
régression D échantillonnée. U est un vecteur de dimension (2ne x 1) qui représente le vecteur
couple échantillonné. p est le vecteur d’erreur de dimension (2ne x 1) qui comprend les erreurs
du modele ainsi que les bruits de mesure.

La solution au sens des moindres carrés de (2.6) minimise un critére quadratique, qui dépend
du vecteur p, par rapport au vecteur des parametres. L'unicité de cette solution dépend du rang
de la matrice d’observation W/. Dans certains cas, une perte du rang de cette matrice peut se
produire. En effet, cette perte peut étre structurelle, autrement dit liée directement a la struc-
ture du systeme. Elle apparait alors quelque soit le mouvement d’excitation dans W et traduit
le caractere non identifiable des parametres du fait d’un paramétrage est surabondant. Ce pro-
bleme peut étre résolu en calculant un jeu de parametres identifiables, [63]]. La perte du rang de
la matrice d’observation peut aussi €tre induite par un mauvais choix de la trajectoire imposée
pour I'identification. Toutefois, ce probleme peut étre résolu en imposant un mouvement persis-
tant et riche en information en entrée, lors de I’identification. Par conséquent, nous considérons
dans toute la suite que la matrice d’observation a la méme dimension tout au long du processus
d’identification qui est effectivement justifiée par le choix du mouvement.

1. 2ne est le nombre des équations et np représente le nombre des parametres a identifier
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Comme nous utilisons une estimation en ligne des vitesses et des accélérations obtenues par le
différentiateur adaptatif (DAQO?2), il est alors plus intéressant d’utiliser la méthode des moindres
carrés récursifs [96] avec un facteur d’oubli. Ce type de pondération permet aussi d’accélérer la
convergence lors de la phase transitoire.

Le principe de la formulation récursive de la méthode consiste alors a calculer a I’étape N le
vecteur des parametres inconnus 6 en fonction des données disponibles et de I’estimation de 6
al’étape N — 1.

En se basant sur la solution donnée par la méthode des moindres carrés ordinaire, nous pouvons
alors écrire, sous condition que W1 Wy soit inversible, qu’a 1’étape N on a :

On = (WAWy) ' WUy 2.7)
avec
Wy = [wy Wyaa]" et Uy =[uy Unv_1]" (2.8)
En utilisant (2.§), I’équation (2.7) devient :
éN = (W]z;_le—l + wjj\}wN)_l(W]:\F,_lUN_l + UJJJ\;UN) (29)

Soit le lemme d’inversion matricielle suivant, [[121]] :

C

-1 _ 4-1_ 4-1
(A+BCD) =A™ = AT B

DA™! (2.10)

Suite & ce lemme et en choisissant A = (WEIWy)™!, B = wk, C = I (I est la matrice
d’indentité) et D = wy, I’équation ci-dessous est alors obtenue :

éN = éN,1—(W]j\;_le,l)_lwﬁa_leéN,1+(W£_1WN,1)_lw% [1 — a_le(WJ%;_lWN,l)_lw%] UN

@2.11)
ol
al= ! (2.12)
1+ wn(WE Wy 1)~ wk '
Nous avons :
(1 —a twy(WE_ Wy_) wi)uy = a™? (2.13)
ATétape N et a partir[2.13] 1’équation suivante est déduite :
éN = éNA + Ky (UN - wNéNq) (2.14)
avec : .
Ky = Py} <ﬂ + wNPleﬁ) (2.15)
(&)
1
Py = o (Pn—1 — KywnPn_1) (2.16)
1

La méthode choisie est a facteur d’oubli fixe ou les valeurs de ces gains sont fixées a a; = 0.95
et ag = 1.

A partir de cet algorithme, le vecteur des parametres inconnus O est alors déterminé a partir de
I’estimation 6y _;. Ainsi, les calculs sont plus rapides que la méthode classique puisque nous
n’utilisons pas la matrice de régression en entier. Cependant, la méthode nécessite ’initialisa-
tion du vecteur des parametres inconnus 6, et la matrice de covariance P,.
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2.2.2 Résultats expérimentaux

Dans la suite, nous nous penchons sur les essais expérimentaux. Nous avons choisi un mou-
vement permettant de solliciter suffisamment le systeme, [[149]. Pour une articulation, le mou-
vement choisi est défini par une trajectoire polynomiale d’ordre cinq : les conditions initiales
et finales sur la trajectoire imposée sont choisies afin d’avoir des vitesses et des accélérations
nulles et une position donnée. Pour la commande du robot, une commande linéaire classique
de type (Proportionnel-Dérivée) PD a été mise en place. Les mesures sont effectuées pour une
fréquence d’échantillonnage égale a 200 Hz.

Lors de la mise en oeuvre pratique de la méthode proposée, les estimations des couples sont
assez bruitées. Par conséquent I’estimation obtenue peut alors présenter un biais si les matrices
W et U ne sont pas indépendantes, ce qui n’est pas vrai en pratique puisque I’identification se
fait généralement en boucle fermée. Puisque les coefficients du régresseur, sont des fonctions
non linéaires de I’état et de ses dérivées, il sera pratiquement impossible de calculer I’ effet théo-
rique de ces perturbations sur le biais et la variance de I’estimateur.

Au début, nous avons effectué une identification sans filtre, directement a partir des fichiers de
mesure, nous obtenons alors des résultats qui donnent les ordres de grandeur des parametres
mais ne les identifient pas correctement. Ceci est probablement di au fait que les signaux des
couples d’entrées sont assez bruités, voir figure 2.3

'y \j v} | ‘r ;r os’! / J 1 ¥
10 ﬁ 11 ‘I
15 tf'[ ' V l\?'l N & I FP‘PJI
g 3 4 3 8 10 12 ' i 2 3 n 5 3 7 8 5 10 1 iz
temps (s) temps (s)
(a) Axe 1 (b) Axe 2

FIGURE 2.3 — Couples estimés non filtrés.

Pour éviter ce probleme, un filtrage en ligne des données (entrées et sorties) est effectué avant
d’entamer le processus d’identification, voir figure Pour calculer un systeme filtré équi-
valent et qui ne perturbe que tres peu la dynamique du systeme, un filtre passe bas est utilisé.
La fréquence de coupure de ce filtre fr est réglée afin d’avoir fr > 10fgy,, oU f4,, représente
la fréquence naturelle estimée du systeme.

Nous supposons que nous n’avons pas de connaissance a priori sur le systeme ce qui nous ra-
mene a initialiser le vecteur des parametres inconnus a zéro. La matrice de covariance initiale
Fy est arbitrairement choisie comme €tant une matrice diagonale. Il est préférable que les va-
leurs des coefficients de cette matrice soient élevées afin d’assurer une convergence rapide des
parametres dynamiques. En pratique, nous fixons 4y = 100/, ou /; est une matrice d’identité.
Ensuite en utilisant les sorties du différentiateur adaptatif et en les injectant avec les positions
et les couples filtrés dans 1’algorithme des moindres carrés récursifs, les parametres sont alors
identifiés.

Cette thése est accessible a I'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/20111SAL0091/these.pdf
© [L. Sidhom], [2011], INSA de Lyon, tous droits réservés



2.2. Application 1D : identification paramétrique 80

20 , -
15 ,\‘I lel\ IJ."I\ . .'ull I{’\
2" !K W"u (! Huﬁ /ﬁ\ { \ /ﬁ “11 .( l\ . N Jf \ ,»\II 1\
TPV TV e A
= )1 I / \ 1| s, ' \/ \/ n 'n.“|_
0-51 \ \ ’ /W f l I ch \ / v \ J
A0 VYN e
'5'\-} v v ll'\.,-"f Jk 1t/
20 5 4 tem?)S(S) 8 10 12 155 2 4 ter:ps(s) 8 m 12
(a) Axe 1 (b) Axe 2

FIGURE 2.4 — Couples filtrés.

La validation expérimentale consiste a comparer les résultats de I’identification obtenus par le
différentiateur robuste adaptatif et les résultats donnés par une identification en ligne obtenus en
combinant une Différentiation Classique DC (méthode de différence finie centrée) et un filtre
passe-bas (Filtre 2 Réponse Impulsionnelle Finie) FRIF. L’ordre de ce filtre est fixé a 11 et
la fréquence de coupure est réglée a 5 Hz. Le choix de I’ordre du filtre s’est imposé suite a
quelques essais en simulations. Tous les filtres sont mis en oeuvre dans leur version discrete
avec la méme période d’échantillonnage que la boucle de commande.

L’estimation de 1’accélération avec les deux filtres dans le domaine temporel est donnée par la
figure [2.5] 11 est délicat de comparer les valeurs des dérivées secondes obtenues a partir des ces
deux algorithmes. Cependant pour une méme bande de fréquence, I’estimation de I’accélération

obtenue avec 1’algorithme proposé présente moins de bruit que celle donnée par 1’algorithme
de DC et le filtre FRIF.

TG+ FRIF(11) +0C TC + FRO(ID+DC
DACT{HO=15, K30, - - DACI{EO=11 KI=30)

Mo lération estimée (m.s)

Mocé lEration estimée (m.s-2)

-6

4] 2 4 [} a 10 12
temps (s) temps (<)
(a) Accélération de la premiere articulation (b) Accélération de la deuxieme articulation

FIGURE 2.5 — Estimation des accélérations.

Suite aux résultats obtenus, un critere a été choisi pour pouvoir comparer chacune des méthodes.

Tous les résultats sont proposés sous forme de tableau, quelques courbes sont également pré-
sentées.

Etant donné que I’identification est effectuée en boucle fermé, la matrice IV n’est pas alors
déterministe. De ce fait, nous définissons le critere suivant afin d’avoir une idée quantitative des

Cette thése est accessible a I'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/20111SAL0091/these.pdf
© [L. Sidhom], [2011], INSA de Lyon, tous droits réservés



2.2. Application 1D : identification paramétrique 81

résultats (Ile méme critere a été déja utilisé dans [|62]]) :

(wrw) ™
¢ = 100———— (2.17)
7
La figure [2.6] représente les vitesses estimées par les deux méthodes indiquées. Nous remar-
quons que les deux signaux sont filtrés avec une présence d’un léger déphasage entre les diffé-
rentes estimées.

Vitesse estimée (m.s™)
Vitesse estimée (m.s™)

-5

-4k i i i i i 1 -4l L L L s s ]
8 10 12 0 2 4 ] 8 10 iz

] 2 4 &
temps (3) temps (3)
(a) Vitesse de la premicre articulation (b) Vitesse de la deuxieme articulation

FIGURE 2.6 — Estimation des vitesses.

Le tableau [2.1] montre les paramétres identifiés avec la méthode proposée ainsi que les va-
leurs des parametres a priori. Ces valeurs ont été calculées a partir des essais spécifiques qui
consistent a déplacer un segment a la fois.

En outre, des résultats d’identification avec I’algorithme de DC combiné avec le filtre FRIF sont
aussi donnés ainsi que les résultats obtenus avec la technique hors-ligne décrite dans [62]. Cette
derniere utilise un filtre de Kalman étendu combiné avec la méthode des moindres carrés.

D’apres les résultats de la table[2.1] nous remarquons que la méthode d’identification hors-ligne

donne relativement des bons résultats mise a part les parametres F,1, Fyi, Fio et LiMY; qui
correspondent a des valeurs de c; élevées.

Tableau 2.1 — Résultats d’identification.

Parametres valeurs a Méthode en-ligne : ci Méthode en-ligne : ci Méthode hors-ligne ci
priori DAO2 DC + FRIF [62]

ZZR1 3.42 3.35 0.20 3.21 0.55 3.47 0.8
Fy1 0.07 0.22 8.95 0.10 53.34 0.3 25
Fs1 0.58 0.48 6.62 0.70 12.33 0.4 9
ZZ> 0.064 0.059 0.52 0.072 0.61 0.063 0.45

LiMX»o 0.131 0.129 0.52 0.152 0.64 0.125 1.2

LiMY> 0 0.004 9.67 0.0083 7.25 0.03 49
Fyo 0.015 0.038 4.58 0.016 15.68 0.014 6
Fyo 0.156 0.082 3.32 0.100 3.96 0.13 1.7
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Nous constatons aussi que la méthode proposée enregistre les valeurs c; les plus faibles, sa va-
leur la plus élevée égale a 9.67 est associée au coefficient de frottement visqueux de 1’axe 2.
Ceci permet de déduire que I’utilisation du D AO2 nous permet d’obtenir des meilleurs résultats
par rapport aux méthodes classiques.

Toutefois, toutes les méthodes présentent des résultats relativement moins bons pour le pa-
rametre L, MY, et les parametres des frottements. Pour ces derniers, il est préférable de les
considérer comme des parametres variants en fonction du temps, ce qui pourra améliorer les
résultats. Pour avoir des bons résultats, il serait plus judicieux d’utiliser dans ce cas la méthode
de moindres carrés récursifs avec un facteur d’oubli adaptatif.

A partir du tableau 2.1 nous pouvons conclure que la méthode de différentiation joue un role
non négligeable dans la méthode d’identification utilisée ce qui est illustré par les valeurs de
%0, pour chacune des méthodes.

La figure [2.7) montre 1’évolution et la convergence des parametres dynamiques tout au long de
la trajectoire de suivi. A partir de cette figure, nous constatons que les parametres mal identifiés
présentent une phase transitoire plus importante que les autres parametres. En revanche, ces
derniers convergent rapidement vers des valeurs constantes.

Une validation directe est effectuée pour tester le modele. Cette validation consiste a comparer
les couples réels et les couples estimés obtenus avec les parameétres identifiés (voir figure [2.8).
Ces deux couples estimés approchent des couples mesurés. Cela permet de conclure a une bonne
identification des parametres dynamiques.
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FIGURE 2.7 — Evolution des différents parametres.
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FIGURE 2.8 — Validation directe.

A partir de ce travail, différentes perspectives sont a envisager. La premiere est d’effectuer
une validation croisée avec un nouveau jeu de données. La deuxieme est ’utilisation de cette
méthode d’identification en ligne pour une certaine classe de systéme a temps variant. Une
autre consiste a exploiter cette méthode d’identification dans une loi de commande adaptative
ou prédictive.

2.3 Application 2D : détection de contours

2.3.1 Généralités

Une image numérique monochrome peut étre vue comme une suite ordonnée de points pos-
sédant chacun comme attribut son niveau de gris. Les différentes zones de niveaux de gris
correspondent aux différents objets d’une image ou d’une scene. Pour extraire ou repérer ces
objets, deux grandes approches peuvent €tre envisagées : I’approche directe et I’approche in-
directe. Cette derniere consiste a rechercher des zones de niveaux de gris homogenes en se
basant sur une segmentation en région ou le contour dans ce cas est défini comme la ligne qui
sépare deux régions adjacentes. Dans 1’approche directe, un contour est défini par la recherche
des discontinuités dans une image. Ces discontinuités sont caractérisées par une brusque varia-
tion d’intensité lumineuse. Par conséquent, un contour s’appuie alors sur ces transitions plus ou
moins prononcées qui peuvent étre décrites par un modele de type marche, escalier ou toit de la
fonction d’intensité.

La détection de contours constitue un probleme classique rencontré dans le traitement d’image,
mais les difficultés associées a ce type de probleme proviennent généralement du bruit impor-
tant présent dans les images. Cette problématique a débutée de fagon extrémement empirique
par I’étude au moyen d’opérateurs locaux qui estimaient soit un gradient soit un laplacien en
faisant une convolution de ’image avec des masques caractéristiques. Dans les années 80, des
approches plus élaborées ont ét€ mises en place par Marr [[102]], puis par Canny [23]] pour obte-
nir des contours plus significatifs.

Dans la volumineuse littérature [39]], [[114], [70], [45], [155], il existe de trés nombreuses ap-
proches pour détecter un contour, chacune d’entre elles résultent d’un compromis complexité-
temps de calcul. Ces méthodes peuvent étre classées suivant la maniere d’estimer les dérivées
de la fonction d’intensité : méthodes différentielles, analytiques... Toutefois, il est difficile de
définir un détecteur utilisable pour tous types d’images. Ceci s’explique par le fait que chaque
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image se différencie par sa nature (luminosité, environnement extérieur ou texture), ce qui incite
d’attribuer a chacune des images un détecteur spécifique permettant de satisfaire au mieux les
besoins des applications et les traitements effectués par la suite. Par ailleurs, il est impossible
d’estimer I’efficacité d’un algorithme d’extraction de contours dans le cas général, ce qui ex-
plique I’existence de multitude d’algorithmes.

La perception des contours dans une image integre réellement les notions d’éclairage, de forme
de I’objet ainsi que des propriétés de surface de celle-ci (texture). Cependant, dans le traitement
des images numériques, toutes ces informations sont condensées en une seule variable bidi-
mensionnelle (i, j) qui représente la matrice d’intensité lumineuse. C’est avec cette unique
information que nous pouvons tenter d’extraire les contours d’un objet dans une image.

De plus, pour détecter les points d’un contour il faut utiliser un critere de décision. Les criteres
les plus connus dans le cas bidimensionnel reposent sur I’étude des dérivées partielles de la
fonction d’intensité : dérivée premiere et dérivée seconde. En effet, les méthodes dérivatives
s’appuient sur le fait que les contours d’image se traduisent dans la plupart des cas par des
transitions rapides de I’image, et que les variations lentes seront éliminées par dérivation. Ces
dérivées permettent alors de localiser les frontieres d’un objet soit par la recherche des extréma
locaux de la premiere dérivée en se basant sur un calcul du gradient, soit par la recherche des
passages par zéro de la dérivée seconde via un calcul du laplacien. Les relations existantes
entre les dérivées (gradient et laplacien) d’une image et le contour d’un objet sont détaillées
ci-dessous.

A chaque pixel d’une image numérique est associé une fonction de luminance bidimensionnelle
I(i,7) : R x R — R* ot (4, j) représente les coordonnées du pixel considéré dans le repere
image (z,y). La dérivée premiere partielle de / dans chacune des directions principales forme
le vecteur gradient G défini par:

T
ox oy

Dans la suite de ce chapitre, les notations suivantes seront utilisées :

I — %@y)

x 8$ 3

P (2.19)
Y dy

Ce vecteur G est caractérisé, pour chaque pixel, par son module et son argument. L’amplitude
est directement li€e a la quantité de variation locale des niveaux de gris et est donné par :

|G| = /12 + I (2.20)

arg((_j) = arctan (%) (2.21)

xT

I’argument est défini par :

Afin de simplifier le temps de calcul, ’expression (2.20)) est souvent remplacée en pratique par
un calcul simplifié justifié mathématiquement par 1’usage d’une norme différente telle que la
norme L : B

G = L] +11,) (222)

ou la norme L :
|G| = max (| L], |,]) (2.23)
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FIGURE 2.9 — Repere local du gradient (g, t).

Soit le repere local au gradient défini par (g,t) ou g et ¢ sont respectivement la normale et la
tangente a la surface de I’image /(x, y), voir figure

Le module du vecteur gradient représente la pente de la surface image au point considéré. Donc
une valeur locale du module permet alors de retrouver la variation du niveau de gris autour de
ce point. Cependant, la direction du vecteur gradient donne la direction de cette pente dans le
sens croissant.

Si un contour est défini comme le lieu des maximums du gradient dans la direction du vecteur
unitaire § = \_gl’ alors il suffit de vérifier la condition suivante :
ol
— =0 (2.24)
dg
Puisque la dérivée directionnelle dans la direction du vecteur g peut étre exprimée par le produit
scalaire suivant :

o _ ~

—=g0G (2.25)
dg

alors la dérivée n’est maximale que lorsque G et g sont colinéaires. Donc lorsque le vecteur

gradient est perpendiculaire au contour alors ce vecteur est bien dans la direction de plus forte

pente de la surface image et par conséquent une forte variation locale du niveau de gris est dé-

tectée.

En se plagant dans les axes locaux a la surface I(x, y), nous pouvons également exprimer :

g = xzcos(0g) + ysin(g),

t = —asin(0g) + ycos(0¢) (2.26)

—

oll O = arg(G) donné par (2.21).
Suite aux calculs des dérivées partielles premieres de (2.20), le systeme suivant est obtenu :

I, = I,co8(6c) + I,sin(fc),

_ (2.27)
Iy = I;sin(0g) — I,cos(0c)
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Avec cos(fg) = I%\

sions, (2.27) devient alors :

et sin(fg) = % En remplacant cos(0g) et sin(fg) par leurs expres-
[Q = ’G|7
-[t - O

En utilisant la dérivée partielle premiere, nous vérifions que le contour est alors défini par le

lieu des maxima de la norme du gradient dans la direction du gradient, remarque déja notée
auparavant.

(2.28)

En dérivant a nouveau 1’équation (2.27)) pour I’obtention des dérivées secondes partielles rela-
tives aux équations du systeme (2.26) :

Iy = Lwcos?(0c) + 21,,co8(05)sin(0g) + I,,sin*(6c),

* . (2.29)
Iy = L,sin®(0g) — 21,,co8(05)sin(0g) + 1,,c08?(0c)
avec [, = %, I, = g%, I, = %, I, = % et [, = %-

Comme cela est indiqué précédemment, 1’utilisation de la dérivée seconde permet de faire cor-
respondre les contours au passage par zéro de cette dérivée, ce qui revient a écrire I’équation
ci-dessous :

I, =0 (2.30)

Donc en remplagant les termes cos?(0¢) et sin?(0¢) par leurs expressions, I’équation du contour
devient :
Lool? + 205y 0, + 1,17 =0 (2.31)

Contrairement au gradient, la dérivée seconde n’est pas une grandeur vectorielle, sa manipula-
tion est donc lourde. De plus, pour extraire le contour il faut calculer cinq dérivées partielles
(voir [2.31)). Pour simplifier alors le calcul, il est souvent fait appel a une grandeur scalaire telle
que le laplacien. Invariant par rotation, le laplacien est donné par la somme des dérivées par-
tielles secondes :

Al =1, + 1, (2.32)

Dans le repere local (g, t), en faisant la somme des deux composantes cette égalité suivante est
obtenue : Iy, + Iy = I, (cos*(0g) + sin*(0c))) + 1,y (cos*(0c) + sin®(0c))). A partir de cette
dernicre, il est facile de déduire que le laplacien peut alors étre donné par : Al = I, + I;;. La
composante [;; représente la dérivée seconde calculée dans la direction orthogonale au gradient
qui correspond a la courbure du contour au niveau du point considéré. Donc si cette courbure est
faible alors la composante I;; peut étre négligée, ce qui permet d’obtenir Al = [,,. En utilisant
cette hypothese, le lieu des maxima du gradient dans la direction du gradient peut étre assimilé
par le lieu des passages par zéro du laplacien Al = [,, = 0. Cette propriété est utilisée dans
les approches de détection de contours dites par passage de zéro du laplacien.

Nous présentons dans les sous-parties qui suivent un certain nombre de techniques utilisées pour
la détection de contour afin de parvenir a effectuer une étude comparative entre ces algorithmes
classiques et celui défini par les modes glissants adaptatifs d’ordre supérieur. Nous pouvons
classer ces techniques en trois catégories : approche différentielle, approche analytique, ap-
proche via les modes glissants adaptatifs. Pour la derniere approche, une simple extension des
résultats du chapitre 1, pour un signal bidimensionnel sera expliquée.

2.3.2 Approche différentielle

Un tres grand nombre d’opérateurs de détection de contours est disponible dans la littérature,
chacun étant congu pour étre sensible a certains types de contours. Nous décrivons dans cette

Cette thése est accessible a I'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/20111SAL0091/these.pdf
© [L. Sidhom], [2011], INSA de Lyon, tous droits réservés



2.3. Application 2D : détection de contours 87

approche uniquement les techniques locales différentielles ou I’estimation des dérivées par-
tielles du premier et du deuxieme ordre sera considérée. En fait, ces méthodes se fondent sur
I’estimation du gradient et du laplacien en chaque point de I’image. Or I’image étant par nature
discrete, il est alors nécessaire d’utiliser des approximations discretes de ces opérateurs dif-
férentiels. Selon I’approximation a effectuer, un masque de petite dimension sera alors défini,
avec lequel I’image considérée sera convoluée. Dans le cas de la dérivée premiere, nous nous
limitons uniquement a la description du masque de gradient et celui de Prewitt.

Pour chaque opérateur deux masques sont définis de fagon a pouvoir estimer le gradient de
I’image dans les deux directions orthogonales.

Dans le domaine discret, nous pouvons approximer les dérivées partielles premieres de 1I’image
en chaque point par la facon la plus simple :

L(i, ) = I(i+1,7) = 1(i, ) = (I * Ga) (2, y),
ou * représente le symbole de convolution. Cette approximation revient a convoluer I’image

par deux masques G et G, qui représentent respectivement une estimation du gradient suivant
I’axe horizontal et vertical et qui sont définis par :

(2.33)

G,=[-11], G,=[1 —1)" (2.34)

Cette approximation de base définie deux masques a deux éléments. Elle est connue sous le nom
de masque de gradient. De fait, il s’agit d’un filtre passe-haut permettant d’estimer la dérivée
par tout simplement une différence finie discrete, ce qui rend ce type d’opérateur tres sensible
au bruit.

Pour s’affranchir du bruit, d’autres opérateurs existent comme 1’opérateur de Prewitt. Pour ce
dernier, le calcul du gradient est mené par I’intermédiaire d’une paire de masques de convolution
(3 x 3) (voir figure 2.10), le premier estimant un gradient vertical et le second un gradient
horizontal. Comme le premier opérateur, le deuxieme masque se déduit du premier par une
rotation de — 7.

i
y r
1 1 1 -1 ] 1
0 0 0 =1 0 1
=l -1 -1 =1 4] 1
(a) Gradient vertical (b) Gradient horizontal

FIGURE 2.10 — Masque de Prewitt.

Par rapport au précédent, ce masque a I’avantage de produire deux effets. Outre le calcul du
gradient dans une direction, cet opérateur effectue un lissage dans la direction orthogonale. Ce
lissage rend ce masque un peu moins sensible au bruit que celui du gradient. Donc convoluer
une image avec I’un des masques de Prewitt (par exemple par celui donné par la figure [2.10(b))
équivaut a la succession de deux filtres : un filtre intégrateur de masque [1 1 1]7° dans une di-
rection et un filtre dérivateur de masque [—1 0 1] dans ’autre direction. En effet, 1’action de
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filtrage est opérée en moyennant selon une direction sur trois pixels sur les lignes au dessus et
au dessous du pixel central tandis que 1’action de dérivation s’effectue par un calcul du gradient
entre les deux lignes.

Mise a part les opérateurs locaux déja cités, il existe aussi des méthodes globales de détection
de contour qui consistent en 1’utilisation de masque ayant un noyau de plus grande taille. Ces
opérateurs globaux ont pour intérét de réduire le bruit mais en contre partie diminue la préci-
sion, [83]].

Une fois I’approximation locale du gradient de I’image effectuée via les opérateurs décrits pré-
cédemment, la norme du gradient est alors calculée pour chaque pixel. La détermination des
extréma locaux du module fournit alors I’ensemble des points contour de I’image.

Comme nous avons signalé auparavant, la discontinuité en luminance qui marque la présence
d’un contour peut étre détectée en effectuant des mesures des dérivées partielles de second ordre
de la fonction /. A la base de ces mesures, les détecteurs de passage par zéro du laplacien ont été
proposés en 1976, [[102]. Ce type de méthode utilise le fait que le passage par zéro du laplacien
permet facilement de mettre en évidence les extrémums de la dérivée. En effet, comme nous
I’avons déja indiqué en I’absence de forte courbure, le passage par zéro du laplacien correspond
au maximum du module du gradient dans la direction du gradient.

Diftérentes approximations discretes du laplacien par différences finies peuvent étre utilisées.
Nous pouvons approximer le laplacien par une différence finie centrée associée au 2D :

AT~ I(i+1,5)+1(i—1,5)+ (6,5 +1)+1(i,5 —1) — 413, ) (2.35)

A partir de I’équation précédente, un noyau de convolution peut étre donné alors par la fi-

gure [LTT}

0 -1 0 0 1 0
& | & |+ 1| -4 | 1
0 -1 0 0 1 0

(a) Pour la direction horizon- (b) Pour la direction verticale
tale

FIGURE 2.11 — Masque du laplacien.

L’inconvénient majeur dans I’estimation de la dérivée seconde est qu’elle est tres sensible aux
bruits, en pratique il convient de filtrer trés fortement I’image avant d’en calculer le laplacien.
Dans ce cas, I’image de contours /. sera donnée par I’expression ci-dessous :

Ic = passage par zéro [V (I, + I,,)]

0? 0?
= passage par zéro {(@ + 8—3/2)[\11 * I]]
, o?v 9PV
= passage par zéro [I * (@ + a—yZ)} (2.36)

ou U est un filtre passe-bas.
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A partir de (2.36), I’image contours est le résultat d’un filtrage de I’image par la dérivée seconde
d’un filtre passe-bas suivi ensuite par une détection du passage par zéro de la fonction obtenue.
Dans la plupart des cas, les filtres passe-bas utilisés sont des filtres gaussiens, [[102]. Le filtre
obtenu par convolution avec le laplacien est connu sous le nom de LOG. Pour ce type de filtre,
un parametre de réglage existe et représente la variance de la gaussienne avec lequel le degré de
lissage est alors ajusté.

Le calcul des dérivées pour ces méthodes différentielles est déterminé par une simple convolu-
tion de I’image par des masques de petite taille. Ceci rend ces approches tres dépendantes de la
taille des images a traiter. Malgré la simplicité de ces méthodes, les opérateurs utilisés restent
tres sensibles au bruit. En revanche, ces méthodes donnent des résultats satisfaisants dans le cas
d’images faiblement bruitées ou non bruitées, ce qui explique leurs utilisations jusqu’au nos
jours pour certains types d’images.

Nous avons présenté dans ce qui précede les masques les plus connus pour les approches dif-
férentielles a caractere local. Cependant, comme nous 1’avons déja souligné, il existe d’autres
masques citons par exemple le masque de Sobel et de Kirsch, voir [31]]. Evidemment, la taille
du noyau a choisir pour les méthodes de masque présente une grande importance. En effet, plus
la taille du masque est grande, moins le gradient est sensible au bruit mais plus le temps de cal-
cul est élevé et moins bonne est la localisation des contours (contour épais). En conséquence,
toutes ces indications sont contradictoires et incite a effectuer des compromis. Ce probleme a
conduit alors les chercheurs a développer différents opérateurs optimaux en associant un filtrage
passe-bas au détecteur de contours afin d’éliminer les effets du bruit.

Nous rappelons brievement dans le paragraphe suivant, les principales étapes de ces recherches
tout en focalisant sur une de ces méthodes qui sera utilisée dans I’étude comparative entre
différents détecteurs de contour.

2.3.3 Approche analytique

Les détecteurs par approche analytique ont émergé dans les années 85 a partir des travaux
de [140], [125], [23]. L’approche analytique repose sur la recherche des détecteurs de contours
adaptés et paramétrés, ce qui implique la connaissance de la forme du contour avant sa détection.
Donc les différents détecteurs optimaux sont développés pour un certain modele de contour.

Le premier filtre optimal a été proposé par Modestino et Fries [[109] ou le contour a détec-
ter est supposé connu a priori et est représenté par un modele stochastique. A la base d’une
connaissance de certaines données probabilistes et en minimisant I’erreur quadratique moyenne
du filtre, un filtre de type Wiener est alors obtenu. En pratique I’implémentation récursive de ce
filtre fourni de bons résultats. En contre partie, le temps de calcul est assez élevé comparé aux
autres méthodes.

Dans [124]], les auteurs proposent un filtre qui maximise I’énergie du signal au voisinage des
contours. Cette optimisation est effectuée en fixant un intervalle de résolution et en choisissant
la bande passante du filtre nécessaire pour limiter le bruit.

Pour déterminer les caractéristiques d’un détecteur, trois propriétés fondamentales peuvent étre
définies [24]], [23]] dont la premiere est la bonne détection des points contours. Autrement dit,
le filtre doit assurer une faible probabilité de marquer les faux points contour et il doit donner
alors une réponse au voisinage d’un contour. Or ce voisinage doit étre le plus faible possible.
Par conséquent, la deuxieme propriété a définir pour un détecteur est d’avoir une bonne loca-
lisation du contour. Les points contours doivent ainsi €tre le plus proche possible du centre du
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vrai contour. Finalement, le détecteur doit permettre I’obtention d’une seule réponse afin d’évi-
ter les effets de rebond.

En 1986, Canny [23]] est le premier a exprimer analytiquement ces trois criteres. En effet, une
bonne détection se traduit en premier par une maximisation du rapport signal sur bruit du filtre.
Pour localiser les points contour avec précision, il faut ensuite minimiser la distance entre les
points détectés et le vrai contour. Canny formalise ceci mathématiquement par une maximi-
sation de I’inverse de I’écart-type de cette distance. Ce dernier est représenté par une variable
aléatoire ou la réponse du filtre doit étre maximale. Pour satisfaire la condition d’unicité de la
réponse, il faut alors limiter le nombre de maxima de la réponse au bruit du filtre en considérant
la distance moyenne entre deux maxima de la sortie.

Pour le cas d’images non texturés, le modele de bruit usuel correspond au bruit blanc additif,
gaussien et centré. La plupart des méthodes optimales prennent en compte ce type de modele
en imposant de plus I’hypothese que le bruit est indépendant du signal utile.

L’application des trois criteres présentés a un contour idéal (contour de type échelon) bruité a
permis a Canny le développement d’un filtre optimal & réponse impulsionnelle finie. Ceci est
effectué par optimisation du produit des deux premiers criteres sous la contrainte du critere
d’unicité de la réponse en prenant en compte une distance minimale entre les pics de la réponse.

En optimisant ces criteres dans le contexte du modele considéré et en introduisant des conditions
aux limites au niveau d’un intervalle donné, la solution optimale de 1’équation différentielle ob-
tenue débouche sur une équation formée de quatre termes incluant des fonctions exponentielles
et trigonométriques. Cette derniere équation dépend de trois parametres de réglage. Etant don-
née la complexité de la mise en oeuvre de ce filtre, Canny montre que le filtre de lissage fi.
proposé peut étre approximé par une gaussienne :

G(z,y) =

T~ fro(wy) (2.37)

En outre, le filtre différentiel est approximé par la dérivée premiere d’une gaussienne. L’ algo-
rithme proposé en pratique par Canny consiste en réalité a dériver la convolution d’une image

par la gaussienne, (2.37)).

Soient Grad, et Grad, respectivement les composantes horizontale et verticale du gradient de
I’image I(x,y). Nous pouvons alors écrire les expressions de ces composantes comme suit :

Grad, = £ [G(z,y) @ I(z,y)]
Grad, = Z[G(x,y) @ I(z,y)]

Y

8

(2.38)

ot () symbole désignant la convolution bidimensionnelle.

En pratique une convolution 2D est cofiteuse en terme de calcul. En effet, en prenant en compte
un filtre dont le noyau est de taille (N x M), il faut alors effectuer N x M multiplications pour
chaque pixel. Pour réduire le temps calcul, la convolution 2D peut alors étre remplacée par deux
convolutions 1D, car avec une convolution 1D et pour une méme taille de noyau, le nombre de
multiplication se réduit alors a N 4+ M pour chaque pixel. Il est évident que ceci est réalisable
que si le noyau est séparable, c’est a dire qu’il peut étre décomposé en deux matrices de tailles
(N x1)et(1x M).

Etant donné que le filtre gaussien est séparable G(z,y) = G(x).G(y), il est possible alors de
réaliser séparément les convolutions suivant les directions verticale et horizontale. Par consé-
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quent, I’équation (2.38)) devient :

Grad, = aﬁ [(G(2).G(y) @ I(z,y)]

Grad, = 2 [(G(2).G(y)) @ I(z, )] 239

Ce qui revient alors a :
(2.40)

Suite aux regles de dérivation de 1’opération de convolution, les gradients sont exprimés alors
par :

{Gradm = Gu(2) * (Gy) * I(z,y)), (2.41)

Grad, = Gy(y) * (G(x) * I(x,y))

avec G,(x) et Gy(y) sont les dérivées premieres monodimensionnelle de la gaussienne respec-
tivement par rapport a = et y.

Donc ce détecteur de contour revient a filtrer I’image par un filtre passe bas de type gaussien
G avant d’en calculer le gradient. En outre, ce filtre dépend d’un seul parametre de réglage
o. Pour une valeur importante de celle-ci, le bruit sera fortement diminué. Ceci permet alors
d’améliorer le critere de détection mais en contre partie le critere de localisation sera détérioré
et inversement pour une valeur faible de o. Donc le choix de cette valeur dépend fortement de
I’image a traiter.

Le filtre proposé par Canny est un filtre populaire largement utilisé que ce soit pour des filtrages
1D ou 2D. Mais, en pratique I’implantation de ce filtre est non récursive ce qui entraine un
temps de calcul cofliteux car le nombre d’opérations a effectuer croit avec la taille de I’'image a
traiter.

S’appuyant sur la méme méthode que Canny, Deriche [47]] a proposé une extension de 1’opé-
rateur sous la forme d’un filtre a réponse impulsionnelle infinie. En effet, le filtre de Deriche
répond aux mémes criteres que Canny et par conséquent il se traduit mathématiquement par la
méme équation différentielle, seules les conditions aux limites changent.
L’avantage relatif au filtre de Deriche est que sa réalisation peut étre effectuée sous forme récur-
sive. En effet, Deriche utilise une implantation récursive d’ordre 2. Simple a mettre en oeuvre,
I’implantation de ce filtre permet de diminuer le temps de calcul. Dans ce cas, le nombre d’opé-
rations a effectuer est indépendant de la taille du filtre, contrairement au filtre de Canny.
L’expression du filtre optimal de dérivation de Deriche f;p dans le cas monodimensionnel est
donnée par :
fap(x) = =Cyze (2.42)

(1_6*'*)2 .. . p > N
avec ] = ~——~. Cette constante est choisie afin de normaliser la réponse du filtre c’est a
dire que la réponse de celui-ci a une constante est nulle.
Toujours dans le cas monodimensionnel, le filtre de lissage de Deriche f;p s’obtient par inté-
gration du filtre de dérivation, décrit par :

frp(x) = =Cy (alz| + 1) e~ (2.43)

a2
OﬁCQI( (1_6 )

14+2ae——e—2a)"

Ainsi, les filtres de Deriche dépendent de C'; et C5 qui sont des constantes de normalisation et
d’un parametre o qui représente le parametre de forme et aussi de lissage.
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A partir de (2.42)), nous pouvons remarquer que le parametre « influe sur la sortie du filtre d’une
facon inverse que I’écart-type de la Gaussienne du filtre de Canny. En conséquence, une grande
valeur de o amene alors a une amélioration du critere de localisation et en contre partie une
détérioration du critere de détection. Une valeur faible provoquera I’effet inverse.

En ne retenant que les deux criteres détection et localisation, Shen et Castan [34], [110] ont
proposé un filtre a réponse impulsionnelle infinie appartenant a la famille des filtres exponentiels
afin de détecter les contours en forme échelon unité. Les criteres de détection et de localisation
proposés correspondent aux criteres de Canny.

Ainsi, le filtre différentiel f;5c monodimensionnel trouvé est donné par :

dyeol! st x>0
fdsc(l’) = (244)
—dye "l ginon

avec d; = 1 — e~®. Nous remarquons que le filtre obtenu n’est pas dérivable en zéro vu la
présence d’une discontinuité en ce point.
Le filtre de lissage de Shen-Castan est donné par :

frso(x) = doe™ ! (2.45)

N N

ol dy = e

Les deux parametres d; et d, sont obtenus par normalisation des filtres. Ici le parameétre « joue
le méme rdle que celui donné par le filtre de Deriche. Comme ce dernier, le filtre de Shen et
Castan peut étre implémenté sous forme récursive, les auteurs proposent une réalisation d’ordre
un.

Pour résumer, la plupart des détecteurs analytiques se basent sur I’utilisation d’un filtre passe-
bas symétrique afin d’éliminer les pixels isolés qui pourraient induire de fortes réponses en
sortie et d’un filtre passe-haut antisymétrique pour la dérivation.

A la fin des années 80, une approche différente des méthodes exposées ci-dessus a été proposée
dans [76] et nommée contours actifs ("snakes"). Il s’agit de choisir un contour initial proche du
contour a détecter puis de le déformer en minimisant un critere quadratique. Donc le contour
actif va évoluer afin de rechercher la position qui correspond au minimum du critere et donc
amener le contour actif le plus proche possible du vrai contour.

Dans le sous-paragraphe suivant, nous décrivons la maniere dont on peut utiliser I’algorithme
modes glissants adaptatifs comme étant un détecteur de contour.

2.3.4 Approche via les modes glissants adaptatifs

Toute la théorie relative aux différentiateurs adaptatifs a ét€ développée et détaillée dans le
chapitre précédent. Nous avons aussi présenté des résultats de simulation qui se limitent uni-
quement aux signaux 1D. Dans ce paragraphe, nous utilisons ces algorithmes STA et DAO2
pour des signaux 2D a des fins de détection de contours [Sidhom11].

Rappelons que seules les images en niveaux de gris (monochromes) sont prises en compte.
Comme nous I’avons indiqué au[2.3.2] les approches différentielles classiques comme le masque
de Prewitt, consistent a convoluer 1’image par des fenétres de petites dimensions. Donc le gra-
dient d’un pixel dans une direction est calculé en utilisant une matrice d’intensité lumineuse.
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Contrairement a ces méthodes, avec 1’algorithme que nous proposons, le calcul du gradient et/ou
du laplacien se fait pixel par pixel. Les algorithmes utilisés (STA ou DAO2) sont implémentés
de la méme facon. En effet, ce différentiateur adaptatif est initialisé par la valeur de I’inten-
sité lumineuse du premier pixel de la matrice /. Ainsi, I’algorithme commence par une erreur
d’estimation nulle. Par la suite, une prédiction de I’intensité lumineuse du pixel suivant est ef-
fectuée en appliquant 1’algorithme proposé afin d’approximer le gradient et/ou le laplacien de
la fonction d’entrée . Ensuite, la nouvelle valeur de I’erreur a considérer est déterminée par la
différence entre la valeur prédite et la valeur réelle récupérée par la matrice d’entrée. Ces étapes
sont répétées pour chaque ligne et chaque colonne de la matrice. Donc I’ algorithme discret peut
étre décrit par deux boucles "Pour" ou I'intensité lumineuse du pixel suivant est toujours pré-
dite. Le calcul du gradient et du laplacien se fait simultanément au niveau d’une méme boucle.

Pour mieux expliquer le fonctionnement de I’algorithme, nous nous limitons a présenter le prin-
cipe du différentiateur STA en considérant uniquement 1’estimation du gradient selon I’axe des
x (selon les lignes) :

Jj=1
1/ Initialisation de 1’algorithme :

— Initialisation des valeurs des gains adaptatifs A\;(1,1) et Ao(1, 1),
— Initialisation de 1’algorithme par la valeur d’intensité du premier pixel : X;(1,1) =
I(1,1),
— Initialisation de I’erreur d’estimation par une valeur nulle : e(1,1) = X;(1,1)—1(1,1) =
0,
Pour i = 2 : nombre de ligne faire
2/ Prédiction de I’intensité lumineuse du pixel suivant X (1 + ¢, 1) en utilisant 1’algorithme
3/ Calcul de la valeur du gradient du pixel concerné :

Gpivear = (X1(1 +14,1) — X1 (4, 1)) /T

ou T, est la période d’échantillonnage.
4/ Mettre a jour la nouvelle valeur d’erreur d’estimation
5/ Revenir a I’étape 2 (i=i+1)
6/ Fin boucle sur i.

Il est vrai que dans le cas d’une image, la prédiction semble inutile car toutes les informations
peuvent étre récupérées directement a partir de la matrice d’entrée. Cependant, I’intérét de cette
application est d’avoir une idée sur I’efficacité de ce type d’algorithme pour une image avec
I’objectif d’étendre ces travaux pour une séquence d’images. En effet, I’algorithme proposé est
beaucoup plus intéressant pour prédire le mouvement de chaque pixel tout au long de cette
séquence et donc d’envisager de la compression de séquence d’images par exemple.

2.3.5 Etude comparative

Afin d’étudier les performances de 1’algorithme proposé, nous allons tester son efficacité en
le comparant avec quelques détecteurs de contour décrits précédemment. A cet fin, quatre dé-
tecteurs ont été sélectionnés pour la comparaison : masque du gradient, masque de Prewitt,
filtre de Canny et le masque du laplacien. Pour ce dernier, la comparaison sera effectuée avec
la deuxieme sortie de 1’algorithme DAQO?2 et nous nous limitons dans cette étude a comparer
I’unique sortie du STA avec les autres détecteurs.
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2.3.5.1 Procédure de comparaison

La procédure de comparaison est divisée en deux étapes. La premiere étape consiste a comparer
chacun des traitements en utilisant une image sans aucun ajout de bruit. Ce type d’essai permet
d’avoir une idée subjective sur les différents résultats obtenus. Dans cette étape le critere de
comparaison utilisé est a caractere visuel. Ce caractere permet de vérifier les propriétés précises
de I’algorithme telles que la détectabilité, préservation des contours et des détails...

Il est évident que I’élaboration de criteres de performance pour évaluer I’efficacité de chacun
des détecteurs est une tache tres difficile. En effet, le détecteur proposé est un algorithme non li-
néaire régit par des équations différentielles discontinues, ce qui interdit I’utilisation des critéres
classiques employés en imagerie, ceux-ci intégrant généralement les réponses impulsionnelles
des filtres. C’est pour cette raison que la deuxieme étape utilise une image de synthese dont le
contour est exactement connu. Ce contour pourra alors nous servir de référence lors de 1’étude
comparative. En opérant ainsi des criteres mathématiques définis par la suite pourront étre uti-
lisés pour toutes les méthodes.

Comme nous I’avons déja indiqué, le bruit constitue un vrai probléme en imagerie et en particu-
lier pour la détection des contours. Afin d’examiner la robustesse des détecteurs en présence du
bruit, I’image de synthese utilisée sera alors corrompue par différents types de bruit. En prenant
en compte ces résultats, des recommandations d’utilisation d’algorithmes selon le type de bruit
a traiter peuvent étre proposées.

Finalement, des tableaux comparatifs donneront les valeurs quantitatives des criteres élaborés.
Nous prenons aussi en considération des criteres qualitatifs tels que la complexité de mise en
oeuvre, le nombre de parametres a régler, le temps de calcul est a la fois donné comme critere
quantitatif et qualitatif.

Les méthodes décrites auparavant permettent la détermination du gradient, plus précisément
le module du gradient afin de mettre en évidence les contours. Donc pour tous les détecteurs
s’appuyant sur la dérivée premiere bidimensionnelle, une premiere étape consiste a calculer des
dérivées partielles dans les deux directions de I’image. Ensuite, pour chaque pixel de I’image,
le module et I’orientation du gradient sont respectivement déterminés par les équations (2.20)
et (2.21). Donc une forte valeur du module du gradient indique la présence du contour. Bien
évidemment, pour le laplacien, il s’agit de calculer les dérivées partielles secondes dans cha-
cune des directions afin de sommer ces deux valeurs, 1’idée étant de détecter un passage par
z€ro du laplacien. En pratique, il est difficile de détecter un passage par zéro surtout en présence
de bruit donc la détection d’un contour revient a vérifier la présence d’un changement de signe
de la norme du gradient. Selon la méthode choisie, le calcul de ces dérivées partielles se fait
soit par convolution du masque approprié avec I’image, soit pixel par pixel en employant 1’al-
gorithme que nous proposons. Parmi les méthodes utilisées, il y a celles qui réalisent un lissage
Gaussien comme le filtre de Canny ou un filtre de type moyenneur comme pour le masque de
Prewitt. Notons que pour I’algorithme par modes glissants adaptatifs, le lissage et la dérivation
ne sont pas séparables. Ces deux actions sont effectuées au méme temps.

A la fin de cette premiere étape, I’image obtenue s’exprime en niveaux de gris indiquant alors
I’importance de la variation d’intensité. Toutefois, I’image résultante ne représente pas le contour.
Par conséquent, une deuxieme étape est nécessaire afin de décider si un pixel donné représente
bien un point de contour. Avant d’aboutir a I’information recherchée, une normalisation puis un
seuillage de I’image résultante sont effectués.
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2.3.5.2 Seuillage

Dans Ia littérature, différentes méthodes globales ou locales de seuillages existent. La méthode
la plus efficace consiste en un seuillage local par extraction des maxima du gradient dans la
direction du gradient. Donc avant d’effectuer cette phase de seuillage, une étape de suppres-
sion des valeurs non-maximum du gradient est réalisée. Dans ce cas, seuls les maxima locaux
les plus significatifs, sélectionnés par seuillage, conduisent aux contours. Cette phase intermé-
diaire permet de réduire les composantes hautes fréquences de I’image en éliminant certains
contours. Le principe de cette étape est de comparer le module du gradient en tout point de
I’image avec celui de ses deux voisins placés dans la direction du gradient a une distance uni-
taire de part et d’autre du point concerné. Pour résumer, la suppression des contours de gradient
non-maximum élimine les pixels de contour présent dans la direction du gradient et qui ont un
pixel voisin de plus grande intensité.

Toutefois, il est possible de passer directement a 1’étape de seuillage sans passer par cette
étape intermédiaire mais il en résulte généralement une légere perte de précision au niveau
du contour. Les méthodes globales de seuillage peuvent étre classées en deux catégories. La
premiere consiste a fixer une valeur de seuil entre 0 et 1 d’une fagon un peu arbitraire. Dans ce
cas, si la valeur du module du gradient en un pixel dépasse le seuil fixé alors la valeur résultante
du pixel est égale a 1. Dans le cas contraire, cette valeur sera fixée a 0. Cette méthode est simple
a appliquer sauf qu’elle est tres dépendante du choix du seuil.

Pour pallier ce probleme, un seuillage global par histogramme peut alors étre effectué. L’idée
est de tracer tout d’abord 1’histogramme du module de gradient. Cet histogramme consiste a
représenter le nombre de pixel pour chaque intensité lumineuse relative a I’image gradient. En-
suite, une détermination de 1’histogramme cumulé du module du gradient permet alors le choix
d’un pourcentage de pixels. Ce pourcentage permet alors de choisir la valeur du seuil a utiliser.
Méme si cette méthode est une aide au choix du seuil, elle n’est pas forcement pertinente puis-
qu’elle impose une seule valeur de seuil a appliquer a toute I’image.

Il existe une autre méthode de seuillage appelée seuillage par hystérésis. Contrairement aux
autres méthodes, celle-ci consiste a imposer deux seuils ce qui permet de différencier ce traite-
ment pour chaque point de I’image. L’ implantation de cette technique nécessite alors un seuil
bas et un seuil haut. Ce dernier sert a sélectionner les contours les plus significatifs de I’image
relative au module du gradient. En dessous du seuil bas il s’agit d’absence d’un contour. Entre
les deux seuils, on ne conserve comme points du contour que ceux qui sont connexes a au moins
un point de contour préalablement obtenu grace au seuil haut. Ce type de seuillage consiste alors
a conserver les contours les plus forts tout en assurant leurs continuités. Ceci permet alors d’évi-
ter la présence de contours non fermés. Cependant, la difficulté de cette méthode réside dans le
choix des deux valeurs de seuils, méme si dans la plupart des cas ces dernieres sont déterminées
a partir de I’histogramme cumulé de I’image de la norme du gradient.

Finalement, suite a 1’étape de seuillage 1’image contour est alors déduite. Dans certains cas, il
existe d’autres post-traitements comme par exemple 1’amincissement des contours mais nous
n’allons pas détailler ce type de traitement puisque il ne sera pas utiliser dans I’étude compa-
rative effectuée. Méme si notre objectif final consiste a obtenir a la fin du traitement le contour
d’une image, dans cette étude nous donnons plus d’importance a I’'image du module du gra-
dient puisqu’elle représente un résultat direct des différents algorithmes décrit précédemment.
Ensuite, nous utiliserons un seuillage simple ou la valeur du seuil est choisie par la méthode de
I’histogramme cumulé. Il est nécessaire aussi de préciser qu’aucun pré-traitement de lissage ne
sera effectué lors des essais.
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2.3.5.3 Résultats de simulation

Toutes les simulations ont été réalisées a 1’aide de la boite a outils de traitement d’image de
MATLAB "Toolbox Image Processing version 7.9". Dans un premier temps, I’image stan-
dard en niveaux de gris "Lena" de taille (256 x 256) (voir figure est sélectionnée pour
une premicre validation. Tout d’abord, I’image est traitée sans aucun ajout de bruit. En uti-
lisant 1’algorithme STA, les gradients vertical et horizontal de I’'image d’entrée sont estimés
(voir[2.13(a), 2.13(b)) en imposant un gain de convergence Ky = 500 et un pas d’échantillon-
nage égal 2 102 secondes.

(a) G, de'image 1 (b) Gy de I'image 1

FIGURE 2.13 — Gradient horizontal G et vertical G, de I'image 1 : avec I’algorithme STA.

La figure présente I’image du gradient suite a la normalisation. Apres seuillage de cette
derniére, le contour est alors détecté, voir figure [2.14(b)]

Par application des autres méthodes, les différents contours sont donnés dans les figures[2.15] [2.16]
Les résultats fournis par les différents détecteurs semblent quasiment identiques et il est difficile
de comparer les contours détectés juste par observation.

Pour I’estimation du laplacien, nous avons utilisé la deuxieme sortie de I’algorithme DAO2. Les
résultats obtenus sont affichés dans la figure [2.17]

Il nous semble inutile de mettre le résultat fourni par le masque du laplacien étant donné qu’il
présente relativement la méme image que celle donnée par le STA.

Cette these est accessible a I'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2011ISAL0091/these.pdf
© [L. Sidhom], [2011], INSA de Lyon, tous droits réservés



2.3. Application 2D : détection de contours

97

H ok v

(a) Module normalisé de I’image 1 (b) Contour de I’image 1

FIGURE 2.14 — Détecteur de contour avec 1’algorithme STA.
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(a) Opérateur gradient (b) Masque Prewitt

FIGURE 2.15 — Détection du contour via les opérateurs gradient, Prewitt.

FIGURE 2.16 — Détection du contour via le filtre de Canny.
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(a) laplacien normalisé de I’'image 1 (b) laplacien normalisé apres seuillage

FIGURE 2.17 — Estimation du laplacien : avec DAO2.

Pour pouvoir proposer une analyse plus pertinente des résultats obtenus, nous utilisons alors
I’image de synthese donnée par la figure [2.18(a)]

Dans ce deuxieme essai, nous générons trois types de bruit différents a 1’aide de 1’environne-
ment MATLAB afin de les appliquer successivement sur I’image considérée.

(a) Image 2 : image de synthese (b) Contour de I’'image de synthese

FIGURE 2.18 — Image de synthese

Selon le type de bruit, il est possible de décrire ce dernier par un modele additif, ot I’'image
enregistrée, I,(i, j) est la somme de la vraie image contenant I’information utile 7(m,n) et le
bruit b(m, n) :

Les trois types de bruit ont été pris en compte dans cette étude sont les suivants :

- Un bruit gaussien qui est présent dans la plupart des images. Il est généralement admis que
le bruit généré par les dispositifs d’acquisition se rapproche du bruit Gaussien. Ce dernier se
manifeste par une valeur aléatoire positive ou négative qui s’ajoute a ’intensité lumineuse de
chaque point de I’image. Dans nos essais, nous utilisons un bruit gaussien dont la moyenne est
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nulle et d’écart-type oy¢.

- Le bruit "Poivre et Sel" est une forme de bruit impulsif. Pour ce type de bruit, I’image est
entachée d’une facon aléatoire. Ce bruit impulsionnel ne prend que deux valeurs qui sont égales
ou proches des niveaux de gris minimum et maximum représentable de I’'image. Donc chaque
pixel, indépendamment I’un de 1’autre, peut soit devenir tres sombre ("poivre") pour une valeur
négative de I’impulsion, soit devenir tres clair ("sel") pour une valeur positive de celle-ci. Ce
genre de bruit est caractérisé par une densité d,.

- Le bruit "speckle" est un bruit multiplicatif qui s’ajoute a I’image initiale / en utilisant 1’équa-
tion I,(4,j) = I(i,7) + ns.I(i, 7), olt ng est un bruit réparti d’'une maniere uniforme, [59]. Pour
les tests réalisés, nous avons considéré un bruit de type "speckle" de moyenne nulle et d’écart-
type o,,.

Plusieurs articles existent sur la comparaison des performances des détecteurs de contours, voir
par exemple [3]], [68]], [74]. Pour évaluer la qualité des contours obtenus, deux types de criteres
ont été choisis : des criteres qualitatifs et des critéres quantitatifs.

Pour ces derniers, nous proposons trois indicateurs dont le premier représente I’ Erreur Moyenne
de la Norme (EMN) relative au gradient, le second I’Erreur Moyenne de Contour (EMC) et le
troisieme le temps de calcul. L’EMN indique la différence moyenne des pixels entre la norme
du gradient supposée exacte donnée par I’'image de synthese et celle estimée par les algorithmes.

L’EMC représente 1’erreur entre le contour connu de I’image de synthese (voir[2.18(b)) et celui
obtenu par le détecteur de contour considéré. Plus la valeur de ces deux criteres est grande plus
la différence entre I’image (respectivement le contour) de synthese et I’'image traitée (respecti-
vement le vrai contour) est importante.

Suite aux essais en simulation et pour chaque type de bruit, les valeurs EMN et EMC sont ré-
sumées dans les tableaux 2.2] et[2.4l Les résultats des différents détecteurs de contours sont
donnés dans les figures [2.20} 2.22] et[2.24]

A partir de ces figures, nous observons que le détecteur STA présente des bons résultats avec les
différents types de bruit utilisés. De plus, avec un bruit de type impulsif, I’algorithme proposé
ne présente pas d’amplification de bruit dans 1’image de sortie, ce qui n’est pas le cas pour les
autres méthodes.

Résultats de simulation : bruit gaussien :

Tableau 2.2 — Tableau comparatif des erreurs : bruit gaussien.

Méthode EMN | EMC
Masque de gradient | 0.0579 | 0.0049

Masque de Prewitt | 0.0709 | 0.0128

Filtre de Canny 0.0505 | 0.0038
STA(Ky = 450) | 0.0574 | 0.0043

A partir du tableau le filtre de Canny présente la plus faible valeur de EMN et de EMC,
ce qui est normal étant donné que le filtre de Canny représente la solution optimale pour un tel
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modele de bruit, [23]].

FIGURE 2.19 — Image de synthese avec du bruit blanc gaussien (o0 = 0.01).

(a) Masque gradient (b) Masque Prewitt

(c) Filtre de Canny (d) STA (K = 550)

FIGURE 2.20 — Contours de I’'image dégradée par un bruit blanc gaussien.

Résultats de simulation : bruit "Poivre et Sel" :

En considérant un bruit impulsif, les deux détecteurs de contours "Prewitt" et "Canny" pré-

sentent un bon lissage observé dans les images[2.22(b)|et [2.22(c). Cependant, ceci n’assure pas
une bonne précision de détection. En ayant la méme méthode de seuillage, nous remarquons
que le détecteur STA présente le contour le moins épais comparé aux résultats donnés par les
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autres méthodes (voir tableau [2.3)).

(c) Filtre de Canny (d) STA (K, = 550)

FIGURE 2.22 — Contours de I’image dégradée par un bruit "Poivre et Sel".

Par rapport aux autres algorithmes, le masque de Prewitt fourni le résultat le plus mauvais pour
I’image d’entrée dégradée par le bruit "Poivre et Sel". En fait, I’action de filtrage relative a ce
masque consiste a effectuer une moyenne des pixels voisins et puisque les valeurs d’intensité
de ces derniers sont souvent tres différentes des vraies valeurs suite a la dégradation provoquée
par ce bruit impulsif, la moyenne calculée est forcément faussée. Ainsi, la performance de
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ce détecteur diminue fortement pour le bruit impulsif. En imagerie, ce type de bruit est tres
difficile a éliminer avec les filtres linéaires. Généralement, il est nécessaire d’utiliser des filtres
non linéaires pour éliminer effectivement ces variations brusques au niveau de I’image comme
par exemple le filtre médian.

Tableau 2.3 — Tableau comparatif des erreurs : bruit de type "Poivre et Sel".

Méthode EMN | EMC

Masque de gradient | 0.031 | 0.0135

Masque de Prewitt | 0.0339 | 0.0144

Filtre de Canny 0.0124 | 0.0107
STA(K, = 550) | 0.0023 | 0.0025

Résultats de simulation : bruit multiplicatif :

FIGURE 2.23 — Image de synthese avec du bruit multiplicatif (o,, = 0.01).

Tableau 2.4 — Tableau comparatif des erreurs : bruit multiplicatif.

Méthode EMN EMC

Masque de gradient | 0.0288 | 0.0019

Masque de Prewitt | 0.0465 | 0.0157

Filtre de Canny 0.0112 | 0.000471

STA(K; = 450) | 0.0264 | 0.00013

Le masque de gradient donne des résultats meilleurs pour I’image de synthese dégradée par
le bruit multiplicatif que celles dégradées par les autres types de bruit (voir tableau 2.4). Cet
opérateur est juste un filtre passe-haut, ce qui peut expliquer son inefficacité pour certains types
de bruit et en particulier le bruit impulsif. Toutefois, le filtre de Prewitt et le filtre de Canny
estiment la matrice du module de gradient tout en intégrant une action de lissage ce qui justifie
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la diminution du bruit au niveau des contours détectés, (voir Figures[2.24).

(a) Masque gradient (b) Masque Prewitt

Q

(c) Filtre de Canny (d) STA (K = 400)

FIGURE 2.24 — Contours de I’image dégradée par un bruit multiplicatif.

Remarques générales :

La performance de I’algorithme de Canny dépend fortement du parametre ajustable représenté
par I’écart-type du filtre gaussien, qui contrdle également la taille de ce filtre. Plus la valeur
de ce parametre est grande, plus la taille du filtre devient large. Souvent la taille de 1’image,
ceci peut impliquer une image résultante floue et bien évidemment une mauvaise localisation
du contour. Une faible valeur de cet écart-type permet de considérer un voisinage faible autour
du point contour ce qui détériore le critere de détection. Il est alors nécessaire d’adapter ce pa-
rametre en I’ajustant d’un c6té par rapport au type d’image d’entrée et d’un autre coté a la taille
de celle-ci. Dans notre cas, le choix que nous avons jugé le plus judicieux de I’écart-type de la
gaussienne est 0.8. Pour les tests effectués avec I’image de "Lena", la largeur du filtre gaussien
est adaptée par des valeurs différentes.

L’action de lissage suivie d’un filtre passe-haut pour I’opérateur de Prewitt et le filtre de Canny
peut évidemment entrainer un léger déphasage qui peut a son tour fausser I’estimation du gra-
dient. Pour I’algorithme adaptatif basé sur les modes glissants d’ordre supérieur rappelons que
I’action d’atténuation du bruit et celle de différentiation sont combinées et se font d’'une ma-
nicre simultanée. Notons que tous les contours obtenus peuvent &tre améliorés en changeant
la méthode de seuillage utilisée comme la méthode de seuillage par hystérésis puisqu’elle per-
met d’assurer la continuité des contours les plus forts de I'image. A partir des valeurs EMN
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(tableaux [2.2] 2.3 2.4), le détecteur de contour STA présente de bonnes performances pour
I’image dégradée par un bruit impulsif que celles bruitées par un bruit gaussien ou multiplicatif.

Temps de calcul :

Le tableau[2.5|résume le temps de calcul en secondes qui s’écoule pour la détection des contours
pour les méthodes présentées tout en considérant différentes tailles de I’image d’entrée. Comme
indiqué précédemment, pour le masque de Prewitt et le filtre de Canny, 1’opération de convolu-
tion 2D peut étre remplacée par deux convolutions 1. Ceci est dii a I’avantage que ces deux
filtres soient séparables. Cet avantage permet alors d’accélérer le calcul. De plus, nous pouvons
remarquer suite a ces résultats que I’opération de convolution est moins gourmande en terme de
temps de calcul que les boucles imbriquées utilisées pour 1’algorithme modes glissants adapta-
tifs (STA ou DAQO?2). Le fait de parcourir I’'image pixel par pixel provoque un fort accroissement
du temps de calcul des que la taille de I’'image augmente.

Tableau 2.5 — Temps de calcul en secondes pour différentes tailles d’image.

Méthode image (50 % 50) | image(125 * 255) | image(256 * 256)
Masque de gradient 0.00057 0.0017 0.0098
Masque de Prewitt 0.0011 0.0023 0.0040

Filtre de Canny 0.0043 0.0064 0.015

STA 0.05 0.27 1.3
Opérateur de laplacien 0.009 0.013 0.016
DAO2 0.0624 0.39 1.68

Autres résultats de simulation :

(b) STA(K = 350)

FIGURE 2.25 — Détection de contour de 1I’image 1 avec du bruit "Poivre et Sel" : STA.

Dans la figure I’image d’entrée "Lena" est bruitée par le bruit "Poivre et Sel" et les images
obtenues par chacune des méthodes (masques de gradient, de Prewitt et filtre de Canny) sont
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2.3. Application 2D : détection de contours 105

données. Les figures [2.25(a)| et 2.25(b)| mettent I’accent sur I’importance du choix de la valeur
du gain de convergence.

En effet, cette valeur de gain permet d’agir sur le taux de réduction de 1I’amplification du bruit
au niveau de I’image traitée. Donc en augmentant cette valeur de gain K, le taux de réduction
de I’amplification du bruit diminue, remarque déja faite pour les exemples effectués dans le
chapitre précédent pour les signaux 1. Par conséquent, cette valeur doit étre soigneusement
choisie selon le type d’image a traiter. A partir des figures [2.25(a)| et [2.25(b), nous pouvons
constater I’importance du réglage du gain de convergence ol un compromis est recherché entre
le taux de réduction de 1’amplification du bruit et la détection de contour.

(a) Image 1 dégradé par un bruit impulsif (b) Masque gradient
(dp = 0.01)

(c) Masque Prewitt (d) Filtre de Canny

FIGURE 2.26 — Détection de contour de I'image 1 avec du bruit "Poivre et Sel" : Masques
gradient, Prewitt et filtre de Canny.

A la fin de cette partie, nous présentons un tableau qualitatif pour les différents détecteurs de
contours utilisés au cours de cette étude.

Globalement, nous pouvons conclure que les résultats quantitatifs et qualitatifs obtenus avec
I’algorithme proposé montrent son efficacité par rapport aux méthodes conventionnelles, mais
étant donné que le calcul se fait pixel par pixel, la détection de contour est plus cofiteuse en
terme de temps de calcul. Ce probleme peut €tre résolu en considérant une matrice d’intensité
lumineuse comme entrée de 1’algorithme au lieu de considérer un seul pixel a la fois. Ceci incite
alors a modifier cet algorithme pour des applications multi-entrées multi-sorties. Au cours de
notre travail, cette solution n’a pas été mise en place mais nous nous souhaitons la signaler
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comme proposition permettant la résolution de cet inconvénient.

Tableau 2.6 — Tableau qualitatif.

Méthode Localisation | Insensibilité complexité temps nombre de

face au bruit | d’implémentation | de calcul | paramétres de réglage

Masque de gradient + - ++ ++ non
Masque de Prewitt + + ++ ++ non
Filtre de Canny ++ ++ + + 1

STA/DAO2 ++ ++ + - 1/2

Les résultats prometteurs de cette étude sont porteurs pour des applications vidéo ou I’intérét
dans ce cas est I’estimation du mouvement des pixels dans une séquence d’images. En effet,
I’algorithme peut étre utilisé, sous certaines hypotheses pour prédire le mouvement des pixels.
Cette prédiction peut étre utilisée dans différentes applications telles que la compression de sé-
quence d’images ainsi que la reconstruction d’image a I’instant suivant. Les travaux concernant
cette étude sont avancés mais ils ne sont pas encore finalisés, aussi nous nous contentons d’ex-
pliquer la méthode proposée ainsi que son utilité dans les applications précitées dans I’annexe
C.

2.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous nous sommes focalisé sur différentes applications de 1’algorithme pro-
posé dans le premier chapitre. Ainsi, comme premiere application, une identification des pa-
rametres d’un robot SCARA a deux axes est proposée. La méthode d’identification proposée
utilise deux propriétés du modele retenu. En effet, étant donné que le modele direct est plat ce
qui implique que le modele inverse I’est aussi. Donc par utilisation du modele inverse, il est
alors logique d’utiliser le différentiateur proposé pour estimer les vitesses articulaires et les ac-
célérations associées a chaque axe. La seconde propriété est que le modele inverse est linéaire
par rapport aux parametres ou groupe de parametres a identifier, ce qui nous a permis d’utili-
ser la classique méthode des moindres carrés. Il est alors clair que 1’algorithme de dérivation
proposé a une influence directe sur les résultats obtenus. A la fin de cette partie, une étude com-
parative avec d’autres méthodes est présentée. Afin d’avoir un ordre quantitatif des résultats
obtenus par ces différentes méthodes, un critere a été défini afin de dresser un tableau récapitu-
lant les différentes valeurs.

La deuxieme partie de ce chapitre présente une application du différentiateur proposé dans le
domaine bidimensionnel. Nous avons choisi d’utiliser la technique des modes glissants adapta-
tifs pour la détection des contours d’image. Avant d’aborder directement les résultats, il nous
a semblé indispensable de disposer d’une base de comparaison avec les méthodes classiques
qui existent dans la littérature. Donc apres une breve introduction sur les contours d’images,
la relation existante entre un contour, le gradient et le laplacien, une description de quelques
méthodes de détection de contours est présentée.

Le travail effectué sur des images fixes, nous a permis d’envisager des applications relatives aux
séquences d’images. Ainsi, nous décrivons, dans 1’annexe C, des perspectives possibles pour
les séquences d’images. Seule la méthode proposée a été détaillée. Elle consiste a prédire le
flux optique. A 1’aide de cette prédiction, de nombreuses applications peuvent €tre envisagées.
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Dans notre cas, nous avons juste cité le probleme de reconstruction d’image et la compres-
sion/décompression de séquence d’images.

La suite de nos travaux a pour objectif d’intégrer les nouveaux algorithmes de différentiation
robuste sur des systemes complexes commandés. Les stratégies de commandes synthétisées
utiliseront ces dérivateurs et le ou les signaux calculés seront ainsi injectés dans la boucle de
commande dans le but de répondre au mieux aux spécifications fixées en boucle fermée.

Le champ d’application concerné est I'une des spécialités du laboratoire AMPERE, il s’agit de
la commande des systemes Fluid Power. Ainsi, le chapitre 3 présente les modeles d’un systeme
électrohydraulique hautes performances. Ces modeles serviront dans le chapitre 4 a la synthese
de loi de commande pour pouvoir intégrer les différentiateurs décrits au chapitre 1 dans une
boucle de commande.
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Chapitre 3

Modélisation d’actionneur hydraulique
pour la synthese de commandes non
linéaires intégrant des différentiateurs
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3.1 Introduction

Les commandes par retour d’état ont besoin d’informations sur 1’état du systeéme et donc né-
cessitent parfois I'utilisation des dérivées successives de la variable de sortie, c’est le cas de la
plupart des systemes mécaniques par exemple. Bien que ’emploi de capteurs représente une
solution parfois séduisante, cette approche présente un certains nombres d’inconvénients tels
que I’augmentation du cofit du systeme, I’augmentation de sa complexité et également des pro-
blemes supplémentaires de diagnostiques. Ceci nous amene alors a remplacer un certain nombre

Cette thése est accessible a I'adresse : http://theses.insa-lyonlflfwblication/201 1ISAL0091/these.pdf
© [L. Sidhom], [2011], INSA de Lyon, tous droits réservés



3.1. Introduction 111

de capteurs physiques par des capteurs "logiciel". Pour illustrer ce qui précede, nous consi-
dérons un systeme nonlinéaire mono-entrée mono-sortie sous une forme normale dite "forme
normale d’Isidori sans dynamique résiduelle" :

.
1 = T2

.CI'Z'Q = T3
(3.1
i3 = f(@1, 22, 23) + g(@1, T2, T3)U

y=1m

ou x = [r1, 7, 13]T € R3 représente I’état du systeme, u € R est ’entrée de commande qui
peut étre continue ou discontinue. Les fonctions f (1, e, x3) et g(z1, o, x3) sont des champs
de vecteurs suffisamment différentiables. En se situant dans un cadre d’un suivi de trajectoire
de sortie, une loi de commande peut alors étre construite sur la base de la technique des modes
glissants d’ordre un, en considérant une fonction de glissement de degré relatif égal a un par
rapport a la commande u. Dans ce cas, il faut que la premiere dérivée de cette fonction fasse
apparaitre explicitement la commande. Il suffit donc dans cet exemple que la fonction de glis-
sement contienne la sortie ; et ses dérivées successives x5 et x3. Un choix simple de la surface
de glissement consiste alors a prendre :

s = (x1 — x14) + c1(x2 — Tagq) + c1(x3 — T34) (3.2)

ol x;4 sont les trajectoires désirées, i € {1, 2, 3}.

Par conséquent, pour le systeme (3.1]) une loi de commande type :u = — Ksign(s) impose de
mesurer ou a estimer les dérivées successives de x;.

Pour un procédé réel, x, peut représenter une mesure de la position et I’'implémentation néces-
site d’avoir outre le capteur de position :

- soit un (ou deux) capteurs supplémentaires : vitesse (et accélération),

- soit un estimateur des dérivées successives de la position.

Pour un modele de systeéme plus générique, ce probleme est plus complexe dans le cas d’une
commande discontinue basée sur la technique des modes glissants d’ordre supérieur puisque
le nombre des dérivées successives de la surface s augmente avec 1’ordre du régime glissant
choisi.

Dans le méme contexte, il existe aussi des lois de commande continues comme celles basées
sur la technique du Backstepping, qui peuvent étre également appliquées au modele de systeme
ayant la forme décrite ci-dessus. Pour ce type de commande, il est nécessaire que toutes les
variables d’état soient mesurés (x1,r2,73). L'utilisation d’un différentiateur représente ici aussi
une alternative intéressante sous condition que 1’estimation de ces dérivées soit de bonne qualité.

Dans le chapitre 1, différents estimateurs des dérivées successives de signaux ont été présen-
tés, certains sont basés sur une approche algébrique alors que d’autres peuvent s’appuyer sur la
technique des modes glissants. Dans le chapitre 2, nous avons développé deux applications de
nature différente qui ont déja illustré des utilisations de 1’algorithme proposé : 1’identification
paramétrique et la détection de contour dans une image. Dans les chapitres suivants, le différen-
tiateur sera cette fois-ci intégré dans une boucle de commande. La finalité de cette étude est de
tester I’efficacité de la combinaison "différentiateur-commande" appliquée a la commande d’un
banc d’essai électrohydraulique.

Dans ce chapitre, nous nous concentrerons tout d’abord sur la description des différents sous-
systemes constituant ce banc d’essai €lectrohydraulique. Avant la synthese des lois de com-
mandes du servo-vérin hydraulique, une phase de modélisation sera abordée. Elle illustrera les
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3.2. Description du dispositif expérimental 112

efforts réalisés en début de these afin d’obtenir un modele de simulation visant a reproduire
fidelement le comportement réel du systeme et en particulier celui du servodistributeur. Pour ne
pas alourdir ce mémoire, nous nous limiterons a décrire les principaux phénomenes a modéliser
et leurs effets sur les performances d’une loi de commande en nous appuyant sur la littéra-
ture associée a la modélisation du comportement statique et dynamique des servodistributeurs.
Nous décrirons les protocoles expérimentaux utilisés pour identifier un modele de représen-
tation des phénomenes de frottement. Nous détaillerons alors 1’approximation réalisée, régie
par une fonction différentiable qui facilité son intégration dans le modele de commande. Suite
a notre démarche de modélisation, nous introduirons un modele de commande tout en préci-
sant les hypotheses utilisées ainsi que leur plage de validité. Nous nous concentrerons alors sur
I’étude d’un modele linéaire du systeme ce qui permettra de donner une idée de 1’influence de
certains sous-systemes sur la dynamique du systéme global. Pour conclure ce chapitre, nous
présenterons une étude permettant de définir le domaine d’atteignabilité du systeme utilisé. La
finalité de cette étude permettra de préciser la définition d’un cahier des charges en termes
de trajectoires pour 1’application des lois de commande. Les conclusions de cette étude seront
exploitées dans le chapitre suivant, dans une partie relative a la syntheése de stratégie de com-
mande.

3.2 Description du dispositif expérimental

Le dispositif expérimental considéré est un banc d’essai électrohydraulique composé d’une cen-
trale hydraulique, de deux servodistributeurs, d’un vérin double effet entrainant une charge,
d’un systeme de prototypage rapide des lois de commande et d’un ensemble de capteurs, voir

figure 3.1}

Centrale
5 hydraulique

Pr Pr

- drain

Accumulateur P
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gy
&

Accumulateur T

FIGURE 3.1 — Schéma du systeme.

La centrale hydraulique fournit 1’énergie hydraulique nécessaire a 1’actionnement du vérin.
Deux servodistributeurs MOOG D765 fonctionnant en multi-modes, permettent de moduler la
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puissance hydraulique fournie au vérin par variation des sections de passage du fluide. Les sec-
tions sont pilotées par des signaux de commande délivrés par le systeme d’acquisition/commande.
Celui-ci permet d’élaborer ces signaux selon la stratégie implantée en fonction des consignes
recues et des informations délivrées par les capteurs. Dans le paragraphe suivant, une breve
description de chaque sous-systeme du banc est donnée.

3.2.1 Centrale hydraulique

La centrale hydraulique (voir figure [3.2)) permet la génération de la puissance hydraulique sous
une pression de service de 210 bars et un débit nominal de 46 1/min. Une pompe a cylindrée
variable transforme 1’énergie mécanique fournie par un moteur électrique de 18.5 kW en énergie
hydraulique.

Pression Retour Drain

Y ¥V
Jum
Manométre
Electrodistributeur
Régulsteur =2 E | e L e
de pression Pressosla.t
L T 1
Pressostat EE g

. Alimentation
g i O Minimess ® eau refrigérée
z s < = FTl’s = ‘anne
- = = s Prise minimess | N = 3 1ostatigue
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i I
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FIGURE 3.2 — Centrale hydraulique.

La centrale hydraulique est aussi équipée d’une deuxieme pompe a engrenages a cylindrée fixe
pour la circulation de I’huile dans une boucle de refroidissement composée d’un échangeur
eau/huile (I’eau du réseau a un débit de 20 I/min et une température proche des 10°C), et d’un
échangeur air/huile qui se déclenche si la température de I’huile devient supérieure a 55°C.
Ces caractéristiques permettent d’atteindre les performances théoriques de 1’actionneur, soit un
effort statique maximal égal a 19858 N a 210 bars et un effort dynamique maximal égal a 13238
N a 70 bars de perte de charge au niveau des servodistributeurs. Le fonctionnement de la centrale
hydraulique est protégé par différents détecteurs (niveau bas d’huile, thermostat, colmatages de
filtres, surpression, surintensité sur le moteur).

3.2.2 Instrumentation/mesure

Le dispositif expérimental est équipé d’un ensemble de neuf capteurs pour la mesure de diffé-
rentes grandeurs physiques nécessaires a la supervision du fonctionnement et la commande du
systeme. Le déplacement du piston du vérin est mesuré par un capteur de type LVDT monté sur
la tige et protégé par un tube vissé a I’arriére du vérin (tableau[3.T)).

Le banc d’essai dispose d’un accélérometre a large plage de mesure, installé sur la tige du vérin
dont les caractéristiques sont données dans le tableau [3.2]
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Tableau 3.1 — Caractéristiques du capteur de position.

Marque Sensorex
Etendue de mesure (EM) 300 mm
Sortie signal +10V
Sensibilité 4.4 mV/V/mm
Précision (non linéarité) < 0.1% de ’'EM

Tableau 3.2 — Caractéristiques de 1’accélérometre.

Marque FGP Sensors/Instrumentation
Etendue de mesure (EM) +100 g
Sortie signal +10V
Sensibilité a I’étendue de mesure +5V
Précision (non linéarité) < £2% de 'EM

Quatre capteurs de pression relative équipent le systeme. Deux d’entre eux sont utilisés pour la
mesure de la pression d’alimentation pp et de retour pr, (tableau(3.3)). Les deux autres capteurs
sont dédiés pour la mesure des pressions (p; et p;) dans les chambres du vérin (tableau [3.4).

Tableau 3.3 — Caractéristiques des capteurs de pression pp et pr.

Marque FGP Sensors/Instrumentation
Etendue de mesure (EM) (0 — 250) bars
Précision (non linéarité) | 0.15% de I'EM pour pp, 0.25% de ’'EM pour pp

Tableau 3.4 — Caractéristiques des capteurs de pression p; et ps.

Marque KULITE Semiconductor
Etendue de mesure (EM) (0 — 206) bars
Sensibilité 0.482 (mv/bar) pour p1 et 0.497 (mv/bar) pour p2
Précision (non linéarité/hystérésis) < £0.1% de ’'EM
Répétabilité +0.1%

Le systeme dispose aussi d’un capteur de température. Les tiroirs des servodistributeurs sont
équipés de capteurs LVDT qui permettent de mesurer une image de la position du tiroir.

3.2.3 Carte d’acquisition/boitier électronique

Le banc est associé a un systeme de prototypage rapide des lois de commande composé d’un
ordinateur muni d’une carte d’acquisition dSpace et d’un dispositif électronique pour le condi-
tionnement des signaux et 1’alimentation des capteurs. La carte d’acquisition utilisée est une
DS 1104. Elle est connectée a 1’ordinateur via un bus ISA afin de permettre le téléchargement
des codes exécutables pour le DSP. Dans notre cas, nous utilisons le logiciel Control Desk qui
offre une interface simple a implémenter en vue du suivi et de la supervision du systeme. Le
bus ISA permet également un dialogue de haut niveau en temps réel entre le DSP et I’outil de
supervision. Ce systeme d’acquisition permet de compiler et de télécharger un modele déve-
loppé dans le logiciel Matlab(Simulink) grace a I’interface : Real Time Interface (RTI) et Real
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Time Workshop (RTW). Le RTI est un logiciel pour I’'implémentation de différents types de
modeles dévéloppés sous Matlab/Simulink sur la carte DS1104. Le RTW est le logiciel chargé
de la génération de code C pour I’implémentation du modele sur le matériel dSPACE.

Les principales caractéristiques de la carte sont résumées dans le tableau [3.5]

Tableau 3.5 — Principales caractéristiques de la carte d’acquisition.

Résolution | Temps de conversion

, . . 4 voies 16 bits 2us
Entrées analogiques 8 voies - -
4 voies 12 bits 0.8us
Sorties analogiques 8 voies - 16 bits 10us

Processeur maitre MPCS8240 | 250 MHz 32 bits -

3.2.4 Actionneur électrohydraulique

Lactionneur utilisé est un vérin symétrique a double tige, orienté verticalement dont le guidage
du piston est assuré par deux paliers hydrodynamiques. Les fuites d’huile dans ces deux pa-
liers de guidage sont canalisées vers 1’extérieur par des drains avant de retourner a la centrale
hydraulique.

3.2.5 Embase

L’embase réalisée spécifiquement pour ce banc d’essai permet d’implanter deux servodistribu-
teurs, voir figure[3.3]

FIGURE 3.3 — Schéma 3D de ’embase.

Cette embase permet d’utiliser le vérin selon trois modes de fonctionnement :

- mode (1) : utilisation d’un seul servodistributeur pour le contr6le des deux chambres du vérin,
- mode (2) : utilisation des deux servodistributeurs en paralleles pour le contrdle simultané des
deux chambres du vérin,

- mode (3) : chaque chambre du vérin est commandée par son propre servodistributeur.

Pour permettre cette modularité, I’embase est équipée de deux électrovannes a cartouche et de
deux limiteurs de débit. Des orifices permettent d’installer les capteurs de pression d’alimen-
tation et de retour, et deux accumulateurs sphériques de capacité 1L, tarés respectivement a 20
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bars et 110 bars. Ces accumulateurs sont équipés d’une prise "minimes" et d’'un manometre
pour la vérification de la pression de gonflage. Le rdle de I’accumulateur P est de filtrer les pul-
sations de pression sur 1’alimentation, quant a I’accumulateur 7", il permet de réduire les coups
de bélier dans les canalisations de retour au réservoir.

3.2.6 Servodistributeur

Le servodistributeur électrohydraulique est un organe asservi qui permet de controler propor-
tionnellement une variable de puissance (débit ou pression) a la sortie, en fonction d’un signal
de commande électrique en entrée. Le role d’un tel composant est le dosage de la puissance
délivrée au récepteur hydraulique a 1’aide d’une voie d’alimentation P et une voie de retour 7.
Il assure le role de distribution de puissance a 1’aide d’un tiroir coulissant dans une chemise (ou
fourreau).

Le servodistributeur utilis¢ (MOOG D765) est un pré-actionneur a deux étages. Il est considéré
comme "servodistributeur en débit", puisqu’il contrdle en sortie le débit. Un organe électrique
(moteur couple) et deux étages hydrauliques (un étage pilote et un étage de puissance) per-
mettent d’assurer la progressivité du parametre controlé. L’architecture du servodistributeur
utilisé est donnée par la figure [3.4]

flexible

Systéme

LVDT

X B T A P

FIGURE 3.4 — Architecture du servodistributeur MOOG D765.

Structure du servodistributeur :

Le premier étage du modulateur de puissance est constitué¢ d’un moteur couple (moteur a aimant
permanent) et d’un étage d’amplification de type buse-palette. Le deuxieme étage (ou étage
de puissance) est composé d’un tiroir se déplacant dans un fourreau. Les deux étages sont
illustrés dans le schéma de principe donné par la figure[3.5] Le moteur couple est constitué d’une
armature placé dans I’entrefer du circuit magnétique constitué de deux aimants permanents.
Un tube flexible li€ a la palette assure le rappel élastique de I’armature ainsi que 1’étanchéité
du moteur. L’armature supporte également deux bobines placées de part et d’autre du tube
flexible. La palette se situe entre deux buses. Une tige flexible est fixée a I'extrémité de la
palette et est logée a I’autre extrémité dans une gorge usinée dans la portée centrale du tiroir,
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elle permet de réaliser une rétroaction mécanique par flexion en agissant directement sur la
partie mobile (armature+palette). Il existe une seconde boucle, celle-ci €lectronique, réalisant
I’asservissement de la position du tiroir mesurée par un capteur LVDT qui est intégré dans le
servodistributeur. Cette boucle permet de corriger et de garantir les performances de 1’organe
de réglage a basse fréquence.

Alimentation Alimentation
electrique hydraulique
i 14" étage P Pr 2¢em étage
- Py PPll_Q_b':
Signal de commande u| Electronique de | ; | Moteur Cor Amplificateur Distributeur de|
commande couple hydraulique puissance
Py Pt g,
v
G Rétroaction
mecanigue
Capteurde | |
position LVDT

FIGURE 3.5 — Schéma de principe du servodistributeur MOOG D765.

Au niveau de I’amplificateur hydraulique, la palette est le seul élément mobile. En approchant
la palette de I’'une des deux buses, on réduit alors I’une des surfaces d’échappement alors que
I’autre est augmentée. Ceci permet de créer une différence de pression, selon la déviation de la
palette qui pilote le déplacement du tiroir.

Le deuxieme étage hydraulique est destiné a la distribution des débits a la charge (vérin). C’est
un distributeur a cinq voies dont 4 sont utilisables : P est ’alimentation, T est le retour et A, B
sont les deux voies d’utilisations. Le débit est modulé en fonction des sections de passage de ce
pont de Wheatstone.

3.3 Modélisation du systeme

Afin d’élaborer et de valider numériquement les lois de commande, il est judicieux de le décrire
par un modele de simulation qui reproduit les phénomenes physiques prépondérants. La struc-
ture du modele est a définir par rapport a I’utilisation recherchée et au cahier de charge imposé.

Dans cette partie, nous allons donc présenter la littérature associée a la modélisation de chaque
composant important du systeéme (figure [3.6) pour notre problématique de commande. Notre
objectif est de proposer au final un modele de simulation simplifié, suite a des hypotheses justi-
fiées par notre contexte et qui permettra d’aboutir a des modeles de commande.

Au début de cette these, un travail important a été fourni au niveau de la modélisation dans le
but d’obtenir un modele de simulation le plus fidele possible dans une grande plage de fonc-
tionnement (fréquence et amplitude). Malheureusement, ces différentes étapes de modélisation
auraient nécessité un grand nombre d’essais spécifiques et par conséquent des équipements im-
portants et particuliers dont nous ne disposions pas. Par conséquent, nous nous sommes limités
au développement d’un modele de connaissance simplifié mais suffisamment représentatif.
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3.3.1 Objectifs de la modélisation

L utilisation du modele de commande retenu a la fin de la phase de modélisation, nous servira
par la suite pour la synthése des commandes pour un suivi de trajectoire en déplacement et pour
des plages de fréquence différentes. Afin d’exploiter au mieux la dynamique du systeme, il est
nécessaire de développer un modele de commande utilisable pour ces plages. Pour ce faire, il
est judicieux de définir les points importants a considérer dans la modélisation. En fait, dans
la plupart des systemes hydrauliques classiques, la dynamique du vérin est négligeable devant
celle du servodistributeur. Dans ce cas la dynamique du vérin est représentée par un intégrateur
pur. Dans notre cas, selon I’ouverture, la dynamique du servodistributeur est entre 180 Hz et
1 kHz. Méme si la dynamique du vérin hydraulique utilisé a faible charge conduit a avoir des
dynamiques tres élevées en particulier pour les positions extrémes ou le mode hydraulique du
vérin atteint 700 Hz, il peut étre nécessaire de tenir compte simultanément de la dynamique du
vérin et de celle du servodistributeur.

La figure[3.6|présente un schéma simplifié de I’ensemble {actionneur-embase-servodistributeurs},
ol p; et p, représentent les pressions respectives dans les chambres 1 et 2 du vérin, ()1 et (),
sont les débits volumiques entrant dans chacune des chambres de 1’actionneur, )1, et (o,
sont les débits fournis par les servodistributeurs, M est la masse de la charge et y représente la
position de la tige du vérin.

Servodistributeur 1

2 modes de
fonctionnem

-- L
e
.

FIGURE 3.6 — Schéma synoptique du systeme.

Remarquons tout d’abord que 1I’embase (bloc foré) entre 1’actionneur et les servodistributeurs
présente différents mode de fonctionnement. Cette embase induit des pertes de charge entre les
servodistributeurs et les chambres du vérin. Ceci conduit en régime transitoire a une différence
entre les débits des servodistributeurs (()14,, (2) €t ceux de 1’actionneur ()1, (J2). Il faut aussi
noter I’effet du volume et I’effet inertiel engendré par cette embase. Le deuxieme point impor-
tant a considérer dans la modélisation est par conséquence I’impact que peut avoir cette embase
sur le comportement. Il nous faudra donc définir la dominance de 1’un de ces effets par rapport
aux autres selon la plage de fonctionnement considérée.

Les systemes é€lectrohydrauliques ont un caractere fortement non-linéaire. Ces non-linéarités
proviennent essentiellement des caractéristiques débit-pression du servodistributeur. Ceci nous
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conduira donc a donner une grande importance a la modélisation de I’étage statique de ce com-
posant. La deuxieme source importante de non-linéarités est issue des frottements. Ces frot-
tements constituent des phénomenes bien particuliers dans I’ingénierie du contrdle puisqu’ils
entrainent des erreurs d’état d’équilibre et des cycles limites. Dans le cas d’un asservissement de
position, les performances statiques ou dynamiques peuvent étre considérablement influencées
par les frottements. En régime statique, ceci peut se traduire par la présence d’une erreur statique
de positionnement, ils peuvent donc étre une source d’erreurs de suivi de trajectoire. En régime
dynamique, les frottements peuvent induire un retard au démarrage du systeme. Néanmoins, ils
contribuent de fagon naturelle a I’amortissement des systemes.

3.3.2 Modele de ’actionneur hydraulique
3.3.2.1 Modele de la partie hydraulique de I’actionneur

Chaque chambre du vérin est considérée comme un volume de contrdle variable rempli d’huile
a pression p(t), température 7'(¢) et masse volumique p(¢). Dans un intervalle de temps dt, la loi
de conservation de la masse appliquée au volume V' (¢) implique que la masse du fluide entrant
Gm,. (débit massique entrant) dans le volume de controle est égale a la masse du fluide sortant
Gm. (débit massique sortant) augmentée par la variation de la masse d’huile contenue dans le
volume V. En supposant que la température de I’huile ainsi que la pression a I'intérieur du
volume de contrdle sont homogenes, I’équation générale de la conservation de la masse s’écrit :

_dM

Gme = m, =~ (33)

En raison des faibles variations de la masse volumique (faible compressibilité), on remplace
souvent en hydraulique le débit-masse donnée par 1’équation (3.3)) par le débit-volume. La rela-
tion entre le débit massique et le débit volumique est donnée par :

Gm = PQ (3.4)
Sachant que la masse contenue dans le volume de controle V' est donnée par :

M = pV (3.5)
En différenciant I’équation @, on obtient :

dM d av

e v R (3.6)
dt dt  dt

Par définition, le module de compressibilité 3 est I’inverse de la compressibilité de 1’huile & une

température donnée, elle représente la diminution relative du volume due a un accroissement de

pression :
1 10V

B 3.7
3 vV (3.7
Les fluides utilisés en hydraulique présente une tres faible variation de masse volumique en
fonction de la pression, voir figure [3.7] Cette variation est suffisamment faible pour que 1’on
puisse pratiquement remplacer p par une valeur moyenne py dans le domaine d’utilisation.
En linéarisant la caractéristique (p,p) autour d’un point de fonctionnement, on peut déduire une
relation de proportionnalité entre p et p donnée par :
d d
ap _ ap (3.8)
p B
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FIGURE 3.7 — Variation de la masse volumique d’un fluide hydraulique en fonction de la pres-
sion a température constante.

Cette relation introduit le module de compressibilité 5 qui varie principalement en fonction de
la température et pour de faibles pressions en fonction de la quantité d’air dissout dans 1’huile.
Il s’agit du module de compressibilité isotherme, déduite a partir de (3.7) et (3.8) :

op dp

B = pa—p T = —VW|T (3.9)

En considérant des faibles variations de p (p =~ po) et en combinant les équations (3.6) et (3.7),
on aboutit a

Vidp dV
= Q= —— f — 3.10
Qe-@=—" 7 (3.10)
Le terme %% représente le débit de compressibilité i€ a la variation de pression dans la chambre

et le terme % représente le débit utile, 1ié au mouvement du piston.

En appliquant cette relation pour chacune des chambres du vérin, on obtient le modele de la
partie hydraulique du vérin :

Q1 — Q2 — Qi = %% +S%a
3.11)

Q2+ Qi2 — Qo = Vngy)dstz - S%’

avec Q15 et Qo5 les débits de fuite externes des chambres 1 et 2, débits orientés de 1’actionneur
vers le drain et ()15 le débit de fuite inter-chambre orienté de la chambre 1 vers la chambre 2.
Les volumes des chambres du vérin sont définis en fonction de la position du piston :

Vily) = Vo + Sy,
(3.12)

Vo=V, + S5 % est le volume de contrdle initiale (pour y = 0) avec V,,, est le volume mort sup-
posé identique pour chacune des chambres, [ la course totale du vérin et S la section effective
du piston.

Selon les données du constructeur du vérin, le débit de fuite Q15 ~ 10~*I/min, Q; 7 et Qo
sont également tres faibles a cause des paliers hydrodynamiques. En négligeant ces débits de-
vant les débits fournis par les servodistributeurs, les équations (3.11)) se réduisent au systeme
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d’équations suivant :

Ql — Vl(y)ddltl +S%?

(3.13)

— Va(y) dpo dy
Q=i _ gty

3.3.2.2 Modéele de la partie mécanique de I’actionneur

La partie mécanique du modele est obtenue en appliquant la deuxieme loi de Newton au solide
en mouvement, ce qui conduit a I’équation dynamique suivante :

d*y dy

—5 =S(p1 —p2) = Mg — Frrone(y, =, 01,02, T) — Fleat (3.14)
dt dt

ou Iy, représente I’effort di aux frottements, g constante gravitationnelle [m / s?] et F,,; lef-
fort extérieur appliqué au systeme.

Nous présentons dans la suite, les différentes étapes nécessaires pour 1’identification des frotte-
ments. En effet, la modélisation et I’identification des frottements sont des probleémes difficiles,
surtout dans le cas ou la vitesse relative entre les deux objets en contact est tres faible. Les frot-
tements constituent en effet un phénomene complexe qui dépend souvent d’un grand nombre
de parametres tels que la rugosité des surfaces en contact, la viscosité du fluide, les pressions
au niveau des chambres, la déformation des joints, I’usure, la température,... On compte donc
de nombreux modeles de frottement dans la littérature, chacun de ces modeles étant adapté a un
systeme physique différent et faisant intervenir différents parametres.

3.3.2.3 Modélisation du frottement
3.3.2.3.a Introduction aux phénomenes de frottement

Les différentes phases d’un cycle de frottement en fonction de la vitesse relative de deux sur-
faces en contact peuvent étre décrites par la figure [3.8]

Lubrification dynamique @ Lubrification dynamique
@ Suppression de lubrification partielle + Frottement [M] @ Etablissement de lubrification partielle

@ Glissement sec @ Glissement sec
Collage @ Collage ?
i

O RO

FSd3m+ b
F +H @

cg |-

@D

i

P

R \-'dyn+ Vitesse [ms-1]

FIGURE 3.8 — Les différentes phases de 1’évolution du frottement en fonction de la vitesse.

Un cycle peut étre défini par huit phases, mais 1’existence de chacune d’elles peut étre variable
en fonction du systeme considéré. Dans le banc d’essai utilisé, le nombre de phases peut se
réduire a quatre que nous détaillerons par la suite. La figure [3.8] correspond au cas ou des joints
assurent I’étanchéité entre le piston et le corps du vérin. Cette figure ne décrit que 1’évolution du
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frottement en fonction des vitesses positives, pour les vitesses négatives, on retrouve les mémes
phases mais, dans la plupart des cas, une dissymétrie des frottements peut €tre observée. En
considérant un sens croissant de la vitesse, le cycle du frottement décrit les phases suivantes.
La phase de collage (1) est définie, pour les vitesses entre [0, V" ]. Dans ce cas, les joints res-
tent solidaires aux parois. Au dela de la vitesse V! | s’établit une phase de glissement sec (2)
lors de laquelle I’effort de frottement équilibre la somme des forces appliquées sur le systeme.
L effort de frottement sec statique noté F. représente le point de transition entre le glissement
sec et le régime de lubrification partielle. La transition entre ces deux situations est franchie
quand la force exercée sur le joint devient supérieure a F.. L’ établissement d’une lubrification
se traduit généralement par une augmentation de la vitesse relative des solides ce qui provoque
I’augmentation de I’épaisseur du film fluide, et en méme temps, une décroissance du coefficient
de frottement. Cet effet est dit "I’effet de Stribeck" (3). Pour une vitesse supérieure a VdZn, une
lubrification hydrodynamique est établie, (4). A ce stade les efforts de viscosité deviennent im-
portants et I’effort de frottement devient proportionnel a la vitesse relative.

Pour le sens décroissant de la vitesse et jusqu’a VdZn s’établit (4*), une suppression de la lu-
brification dynamique qui résulte de la diminution de la vitesse relative des solides. Entre
v+ den], une suppression de la lubrification partielle (3*) se produit, suivie par un glisse-
ment sec (2*). Lorsque la somme des efforts exercés sur les joints devient inférieure a 1I’effort
limite noté FCJ;, la phase de collage (1*) est alors établie.

3.3.2.3.b Description de quelques modeles dans la littérature

La modélisation des frottements constitue un enjeu particulier surtout pour les actionneurs a
fluide sous pression qui utilisent des paliers de guidage et des dispositifs d’étanchéité. Selon
les technologies utilisées, les actions de frottement peuvent représenter une part importante de
I’effort moteur disponible. Certes, 1’établissement d’un modele fidele nécessite d’affiner la des-
cription analytique des phénomenes de frottement. Dans la littérature, de nombreux modeles de
frottement ont été proposés, nous introduisons les principaux dans la suite.

Modele de frottement de Coulomb :

Le modele de Coulomb, le modele le plus ancien décrit dans la tribologie, fut établit en 1785.
Coulomb a montré que la force a vaincre pour mettre en mouvement tangentiel deux solides en
contact est un effort de sens opposé au mouvement et proportionnel a I’effort normal appliqué
sur la surface de contact. C’est le modele le plus simple pour décrire les phénomenes de glisse-
ment et d’adhérence. Toutefois, un tel modele traduit mal les phénomenes de transition entre les
phases de glissement et d’adhérence. Par conséquent, un probleme analytique se présente dans
le cas de I'intégration de cette représentation dans un modele de commande explicite. Pour
mieux décrire la transition entre les phases de glissement et d’adhérence, certains travaux se
sont focalisés sur 1’étude du frottement dans la zone de vitesse quasi nulle.

Modeéle de frottement de Karnopp (73] :

Comme le modele de Coulomb, le modele de Karnopp comporte deux phases : collage et glis-
sement. Le modele proposé repose sur I’'idée de définir un voisinage de la vitesse proche de
zéro (pseudo-vitesse) pour laquelle la valeur de Fj est saturée, voir figure [3.9] Dans la phase
de collage, I’effort de frottement s’oppose au mouvement en équilibrant I’ensemble des forces
extérieures appliquées sur le systeme. Lorsque I’ensemble de ces forces devient supérieur en
valeur absolue a la force de frottement sec statique Fi,, on passe a la phase de glissement et
Karnopp introduit le frottement de glissement F» de valeur constante mais inférieure a F,. Des
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que la vitesse en valeur absolue devient inférieur a V,,,;,,, on revient a la phase de collage.

4 Frottement

Vitesse relative

FIGURE 3.9 — Modele de Coulomb modifié : Modele de Karnopp

Modeéle de frottement de Tustin [143]] :

En 1947, Tustin propose un modele mathématique complet ot il fait apparaitre le frottement de
Coulomb ainsi que 1’effet Stribeck et le frottement visqueux.

Frottement

.

Vitesse relative

FIGURE 3.10 — Modele de Tustin.

Le modele de Tustin décrit par I’équation (3.13), se base sur une approximation de la transition
statique/dynamique sous la forme d’une exponentielle se basant sur la vitesse caractéristique de
Stribeck v, et un facteur de forme 0 fixé le plus souvent a 1. Dans le cas général, ce facteur de
forme est défini dans I’intervalle [0.5, 1] [16].

Fpran(v) = [ Fo + blo] + (Fyy = Fo)e™ 50" sign(v) (3.15)
Le modele donné par Tustin met en évidence qu’apres la phase de collage et pour une plage de
vitesse proche de 1’état quasi-statique, les surfaces commencent a se soulever ce qui provoque
la diminution de I’effort de frottement (voir figure [3.10). En effet, le frottement décroit quand
la vitesse augmente et tend vers un minimum qui est caractérisé par le frottement de Coulomb
pour passer ensuite a une phase de lubrification dynamique ou le fortement visqueux devient
prépondérant. Cette décroissance est approchée par une courbe de forme exponentielle dépen-
dante d’un taux de lubrification caractérisé par le coefficient .

[vs|
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Chaque modele que nous avons présenté complete le précédent en lui ajoutant de nouvelles
composantes. Ces modeles restent des modeles quasi-statiques, alors qu’en réalité des phéno-
menes dynamiques existent, comme par exemple le phénomene de la déformation plastique
pour des micro-déplacements connu sous le nom de "décollement des surfaces". Ceci peut in-
duire dans certains cas, I’observation de phénomenes dit de "stick-slip" qui apparaissent suite a
I’alternance de phases de décollement et de glissement.

Il existe une deuxieme catégorie de modeles dits dynamiques qui reposent sur des micro-
modeles décrivant les phénomenes engendrés au niveau du contact a savoir le régime collage-
glissement en tenant compte des propriétés physico-chimiques des matériaux. A titre d’exemple,
nous pouvons citer I’étude complete faite par Armstrong [4]] ou différents modeles de frottement
ont été détaillés.

3.3.2.3.c Identification des frottements : Protocole expérimental

L’identification des parametres d’un modele de frottement peut se faire en ligne ou hors ligne.
Ainsi, dans [135]], une estimation en ligne des parametres du frottement a été réalisée a 1’aide
d’un observateur non-linéaire, le but étant de compenser le frottement au niveau du contrdleur.
Mais dans la plupart des cas une identification hors ligne est utilisée afin d’éviter d’augmenter
la complexité de la loi de commande. II est par contre nécessaire de refaire périodiquement la
procédure d’identification des parametres du modele. En effet, les valeurs de ces parametres
évoluent au cours du temps puisqu’elles dépendent de certains facteurs tels que la dégradation
des joints, la qualité du fluide, les conditions de fonctionnement... Toute procédure d’identifica-
tion se fait autour de la vitesse faibles [35]] afin d’observer les différents phénomenes.

Dans notre cas, la mesure des pressions dans les chambres du vérin ainsi que la mesure de
I’accélération du piston permettent de déduire les efforts de frottement en utilisant la deuxieéme
loi de Newton :

Fpronw = SAP — M(g + a) — Fea (3.16)

pour ces essais, 1’effort F,,; est supposé nul.

Cependant, I’obstacle majeur a une bonne estimation des parametres de frottement est le bruit
de mesure. Afin d’évaluer la pertinence des valeurs obtenues, un calcul d’incertitude sur I’ef-
fort de frottement est nécessaire. Au cours de la procédure d’identification, trois capteurs sont
nécessaires pour estimer les frottements. Selon les données du fournisseur, les deux capteurs de
pression présentent une erreur globale inférieure a +0.1% de I’étendue de mesure (206 bars),
soit une erreur de I’ordre de +39 N. L’accélérometre présente une erreur de linéarité stricte-
ment inférieure a +0.2% de 1’étendue de mesure (+100 g), soit une incertitude de +11.6 N sur
I’estimation de la force de frottement car la masse M,;4. = 5.8 kg. Globalement, une erreur de
£50.6 N doit étre prise en compte au niveau de I’effort de frottement estimé.

La procédure expérimentale d’identification des composantes du frottement est réalisée en te-
nant en compte du sens de déplacement du vérin, de la vitesse relative, de la position du piston
et des pressions dans les chambres de vérin. La série de mesures effectuée permet tout d’abord
de mettre en évidence les différentes phases du cycle (voir figure[3.8). Pour imposer une varia-
tion de pression dans les chambres du vérin de facon a parcourir certains points du domaine de
fonctionnement, nous avons fait varier la pression d’alimentation et réalisé des mesures pour
210 bars, 140 bars et 70 bars. Afin de réaliser un grand nombre de cycle de fonctionnement
du systeme autour d’une méme position du vérin et pour des conditions de travail relativement
voisines, une consigne de position sinusoidale a basse fréquence est appliquée. La figure [3.11]
illustre les résultats obtenus en position centrale du vérin.
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FIGURE 3.11 — Evolution du frottement en fonction de la vitesse.

A partir de cette figure, nous pouvons observer les différentes phases du cycle de frottement.
Pour v € [0, v ] (respectivement pour v € [v,, 0]), on constate la présence d’une pente raide
mais non infinie autour des valeurs nulles de la vitesse qui est vraisemblablement due au type
de palier fluide utilisé. En effet, le palier hydrodynamique permet de créer un film d’huile méme
pour des tres faibles valeurs de la vitesse, ce qui explique I’absence d’une zone de frottement
sec statique.

Dans I’intervalle [vg, v:[yn], une phase de lubrification partielle est mise en évidence (voir fi-
gure [3.11). Ce phénomene se traduit par une légere décroissance du coefficient de frottement
de forme exponentielle en fonction de la vitesse. Lorsque la vitesse devient suffisamment éle-
vée, le coefficient de frottement cesse de baisser, se stabilise puis augmente. Au-dela, pour des
vitesses supérieures a V' (respectivement inférieures a V), le frottement est modéré et croit
légerement avec la vitesse, ce qui correspond alors a I’établissement de la phase de lubrification
dynamique.

Nous constatons également que les frottements sont dissymétriques par rapport au sens du mou-
vement. En outre, une hystérésis d’amplitude importante est observée pour les vitesses néga-
tives, (méme si elle existe aussi pour les vitesses positives). Cet effet est plus important a faible
température.

Contrairement au frottement de Coulomb F-, nous avons pu observer que la valeur du frotte-
ment sec dynamique F4,,, varie en fonction de la pression d’alimentation. Elle diminue 1ége-
rement lorsque la pression d’alimentation augmente. Bien que le frottement de Coulomb soit
presque insensible a la variation de la pression d’alimentation, nous avons toutefois constaté
une légere variation de sa valeur en fonction de la température.

Pour des cycles de fonctionnement identiques et dans les mémes conditions de travail, nous
remarquons une bonne répétabilité des frottements. En effet, en répétant plusieurs fois le méme
essai, la valeur absolue de F),,, que peut avoir le frottement sec est de 200 N. Il est a pré-
ciser que I’effort maximal (pour une pression d’alimentation de 210 bars), fourni par le vérin
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est de I’ordre de 20 kN. Autrement dit le frottement sec représente seulement 1% de I’effort

maximal du vérin, il s’agit ici d’une des caractéristiques importante de ce systeme a "hautes
performances".

Frottement en phase de lubrification :

Des mesures identiques ont été effectuées, pour différentes positions du piston (autour d’une
position a proximité de la butée du vérin), d’autres plages de vitesse (a faible et grande vitesse),
pour différentes valeurs de température (avec des temps d’utilisation plus au moins long du
systeme) et ceci pour différentes pressions d’alimentation. Cette campagne d’essais est résumée
dans le tableau récapitulatif[3.6] On constate que les phénomenes observés ainsi que les valeurs
des composantes sont relativement voisines pour les différentes positions étudiées et pour les
différentes vitesses des mouvements réalisés sur le vérin.

Tableau 3.6 — Identification des composantes du frottement : fonctionnement a chaud.

Parametre | Unité | Minimum | Maximum | Moyenne
|F ] N 100 140 120
IFgynl 120 200 160

|FC+1 | N 50 80 65
|FE, | N 40 70 55
|Fg, | N 40 60 50
|Fg,| N 50 80 65

Pour les valeurs des coefficients de frottement en phase de lubrification dynamique d* et d~

(équations (3.23) et (3.19)), nous enregistrons une valeur moyenne respective de 1’ordre de
200 N/m.s7! et de 315 N/m.s .

Frottement visqueux :

Sachant que la plage de vitesse durant les essais réalisés était comprise entre [v,;,., V5,,.] (dans

man?

notre cas v%,;, = 0.07 m.s~!etv?,, = —0.07 m.s™), le coefficient de frottement visqueux
peut étre entaché d’une erreur importante a ces faibles vitesses. Pour identifier plus précisément
le frottement visqueux, il suffit de réaliser un asservissement de position pour une consigne
en dents de scie. Ceci conduit a une évolution de vitesse de forme en créneaux (mouvement
a vitesse constante et a accélération nulle). Il faut néanmoins réaliser ces essais a des vitesses
relativement grandes pour ne pas subir les autres phénomenes de frottement. Néanmoins, 1’aug-
mentation de la vitesse reste limitée par la capacité d’accélération du vérin et sa course. Pour
éviter ce type de probléeme, nous avons finalement choisi d’ajuster le coefficient du frottement
visqueux par simulation.

En déterminant les pentes relatives a I’effet de Stribeck et celle relative au frottement estimé
dans la phase de lubrification partielle, on peut déduire la pente b du frottement visqueux. Pour

les vitesses positives, cette pente, notée par b, correspond a la plage des vitesses supérieures a

v . (pour les vitesses négativesb™ pente respective aux vitesses inférieures a vy, ., ). A partir

min’
de la courbe [3.11] nous déterminons un coefficient de frottement visqueux pour les vitesses po-
sitives de ’ordre de b = 693 N/m.s™! et de b~ = 580 N/m.s~! pour les vitesses négatives.
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Modele de simulation :

Pour conclure, suite a I’observation des différents effets apparus dans la phase d’identification
des frottements, le modele de Tustin s’avere le mieux adapté. Pour reproduire 1’hystérésis, le
modele proposé exploite deux valeurs différentes du taux de lubrification pour un méme signe
de vitesse en fonction de 1’accélération.

150 T T T T T T T

— — Fraotternent Estirmé
Frottement mesuré: Pp=210 bar

"
100k s [P,

el gff=—x

Frotternent(M)
o
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FIGURE 3.12 — Evolution du frottement mesuré et estimé en fonction de la vitesse.

Finalement, nous retiendrons pour la simulation, le modele suivant :

Pour v € [v,,0]:

Frron(v) = K~ v (3.17)
Pour v € [vg,,., vy [ :
F= F- F CT (v—vy) >0
Frroa(v) = 4 100 W = FeJe 1o (3.18)
FCQ+( sdyn FjC’g)e2 0 a<0
Pour v € [vg,;,,, Vogynl :
Ffrott(v) = {F62 + d_(U — U;iyn> (319)
Pourv < vy ;. :
Fpron(v) = b7 (v = vy, (3.20)
Pour v € [0,v7 | :
Fron(v) = Ko (3.21)
Pour v € [vg, vy, :
—CF (v—vT
T (3.22)
frott\V Ft Ft Ft —CF (v—uvd) :
Cz+( sdyn CQ)G 2 07 a<0
Pour v € (v, V5] :
Ffrott(v) - {Fgl + d+(U — U;;iyn> (323)
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€ .
Pourv > vy . ¢

Frron(v) = b (v — 08, 00) (3.24)

max

Toutes les constantes de ce modele sont positives. La comparaison du modele proposé avec les
valeurs relevées expérimentalement est donnée par la figure

3.3.3 Modélisation du servodistributeur

Le servodistributeur est 1’organe essentiel pour la synthese des lois de commande. Dans la
littérature, les deux étages du servodistributeur ont souvent été étudiés. Nous avons retenu un
modele de représentation détaillant chaque étage. Nous préciserons a chaque fois les hypotheses
prises en compte avant le passage vers le modele de commande.

La modélisation du servodistributeur est généralement décomposée en deux parties principales,
la premiere concerne la dynamique globale du servodistributeur et la deuxieme se focalise pour
les lois de débit hydraulique de 1’étage de puissance. Le schéma bloc donné par la figure [3.13|
illustre cette hiérarchisation.

| Dynamique du servodistributeur | Caractéristiques
statiques

i | Moteur |Cw Dynamique |¥, | Hydraulique |2, | Dynamique | x, | Hydraulique | €.
couple du 18" étage du 15" étage *ldu 2¢me Stage du 2¢me étage

IC!
Rétroaction
mecanique

FIGURE 3.13 — Dynamique du servodistributeur.

3.3.3.1 Principe de fonctionnement du servodistributeur

Selon le sens du passage du courant dans les enroulements du moteur couple, de la magnétisa-
tion des armatures du moteur résulte la création d’un couple électromagnétique C,,, permettant
I'inclinaison 0, de I’armature. Cette derniere entraine également un déplacement x,, de la pa-
lette entre les deux buses, et le tube flexible exerce un couple de rappel Cy,;e sur cette partie
mobile. Le déséquilibre des sections de passage au niveau des buses engendre un déséquilibre
des pressions de pilotage du tiroir (pp,,pp,). Le tiroir se déplace alors entrainant I’extrémité
de la tige de rétroaction qui crée a son tour un couple de rappel C. s’exercant sur I’ensemble
mobile et opposé au couple moteur.

3.3.3.2 Modélisation de la partie dynamique

Le constructeur donne les caractéristiques dynamiques pour le servodistributeur utilisé (fi-
gure [3.14). Ce diagramme de Bode représente 1’évolution du gain en déplacement du tiroir
du distributeur et son déphasage en fonction de la fréquence lorsque le signal de commande
(image de la position désirée du tiroir) varie de fagon sinusoidale a une amplitude constante.
Ainsi on observe que pour une amplitude du signal d’entrée égale a 40% de la valeur maximale,
la bande passante théorique est égale a 300Hz a —3dB. Ces mesures sont réalisées sur des bancs
d’essais spécifiques, en utilisant un piston particulier a faible frottement et inertie réduite, sans
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fuite, et dont la fréquence propre hydromécanique est tres élevée.

+
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FIGURE 3.14 — Réponse en fréquence donnée par le constructeur du servodistributeur.

Ces caractéristiques mettent de toute facon en évidence le caractere fortement non linéaire de
ce composant. Plusieurs approches existent pour la modélisation du comportement dynamique
d’un tel composant, on peut les classer en trois grandes familles.

Modélisation physique :

Dans les modeles de connaissance, les parametres ont un sens physique et le modele est déduit
de lois physiques. Ce type de modele contient une description détaillée du processus. Cependant
un modele de connaissance peut atteindre un degré de complexité assez grand. Pour un servo-
distributeur a 2 étages, quelques travaux se sont basés sur ce type d’approches [87]], [103], [Xu-
Sid10].

Modélisation signal :

Une autre approche issue de la théorie de 1I’automatique, vise a décrire le systeme d’une ma-
nicre globale, en se basant uniquement sur 1’analyse des signaux obtenus expérimentalement.
Cette approche est utilisable dans le cas ou il y a un manque de données, des difficultés pour
accéder aux variables d’état d’un systeme... Dans ce cas, le modele est une représentation ma-
thématique par des données entrées/sorties uniquement, appelée modele de représentation de
type "boite noire". C’est la méthode le plus souvent utilisée dans le cas du servodistributeur.
Un modele d’ordre 2 a été retenu dans [116] pour un servodistributeur Bosch. Dans ce travail,
les parametres du modele sont déduits des courbes du constructeur en considérant une réponse
fréquentielle moyenne des réponses relevées pour des amplitudes du signal de commande égales
a 100% et a 5% de la valeur maximale U,,. Ainsi, la réponse en fréquence du systéme est sup-
posée identique pendant tout le cycle de fonctionnement quelque soit I’amplitude des signaux
de commande, ce qui n’est pas le cas en réalité.

Dans [111]], un modele du 3°* ordre a été proposé. La dynamique de la partie mobile {armature-
palette} est considérée comme un systeme d’ordre deux auquel on ajoute I’effet intégrateur du
tiroir de distribution. Un modele linéaire du 4°™¢ ordre a aussi été proposé en considérant cette
fois-ci deux modeles d’ordre deux en cascade, le premier pour I’ensemble mobile et le second
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pour le tiroir de distribution.

Dans ces travaux, une différence est faite entre la dynamique du tiroir et celle de la partie mobile
{armature+ palette}. Dans les servodistributeur courants, la dynamique du tiroir est nettement
plus élevée que celle de I’ensemble mobile. A titre d’exemple, pour un servodistributeur MOOG
76101 de bande passante a —3dB égale a 150 Hz , 1a dynamique du 1" étage se situe autour de
400 Hz alors que la dynamique du tiroir dépasse les 2400 Hz, [103]. Ainsi, le savoir faire du
constructeur, réside dans la raideur de rétroaction de 1’ensemble mobile qui a un effet important
sur la dynamique du 1°" étage. D’un point de vue dynamique, ceci nous permet donc de don-
ner une certaine priorité a chaque partie constituant le servodistributeur. En premier lieu, nous
pouvons nous concentrer sur la dynamique de la partie mobile pour ensuite prendre en compte
I’effet intégrateur du tiroir avant de nous intéresser a la dynamique complete du tiroir.

Modélisation hybride :

Une derniere approche en modélisation consiste en une modélisation dite "hybride" qui vise
a combiner modeles de connaissance et modeles de représentation, ce sont des modeles de
type "boite grise". Ce type d’approche s’appuie d’une part sur la représentation de phénomenes
physiques et d’autre part sur une caractérisation globale des effets majeurs afin de limiter la
complexité du modele proposé. Citons a titre d’exemple les travaux réalisés dans [5] ou le mo-
dele dynamique d’un servodistributeur "Rexroth 4WS.2EM10" prend en compte 1’influence de
I’amplitude du signal d’entrée ainsi que celle de la pression d’alimentation et 1’effet de I’hysté-
résis du moteur couple.

Dans ce type d’approche, on retient généralement les hypotheses suivantes pour la modélisation
dynamique d’un servodistributeur. Ainsi, on néglige :

- les volumes de pilotages du tiroir,

- les forces hydrodynamiques sur le tiroir (forces de jet),
- les efforts visqueux au niveau du tiroir,

- I'effort exercé par la tige flexible sur le tiroir.

Autres effets importants :

Pour étre représentative dans un large spectre de fonctionnement, une modélisation du 1" étage
du servodistributeur doit aussi prendre en compte d’autres phénomenes :

- les effets de saturation de 1’étage pilote aux grandes amplitudes du signal d’entrée,

- ’hystérésis du moteur couple aux faibles amplitudes,

- la relation non linéaire débit-pression de I’étage pilote (hydraulique du 1¢" étage).

La plupart du temps, la partie hydraulique du 1°" étage est considérée comme un gain pur reliant
le débit de pilotage (), a la position de la palette z,,. En réalité, ce comportement est perturbé
par la différence de pression de pilotage résultant sur le tiroir et on doit considérer que le débit
de pilotage est une fonction de la position de la palette (x,,) et de cette différence de pression de
pilotage (App), voir figure 3.1

Un grand nombre de modele est proposé dans la littérature pour la représentation de 1’hystérésis
magnétique. Certains sont purement mathématiques, d’autres sont basés sur des considérations
physiques. Généralement, le modele le plus simple consiste a s’appuyer sur des équations dif-
férentielles. On trouve aussi dans [[87]], un modele plus simple dans lequel on considere que
la largeur du cycle d’hystérésis est proportionnelle a I’amplitude de la commande. Dans [J5],
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I’équation différentielle integre un parametre de forme qui permet d’ajuster la courbure et la
pente initiale du cycle d’hystérésis. Cependant, 1’inconvénient de ces deux types de modele
est qu’ils nécessitent un grand nombre de parametres a identifier, puisqu’ils sont fonction des
conditions de travail (température).

AP=-100%
0O i

i _APps0%
/ ___APmD
—AP=50%

 AP=100%

Y

r

FIGURE 3.15 — Variation du débit du premier étage hydraulique, de type buse-palette en fonction
de z, etde AP,

Modelisation retenue :

Nous avions mis en place une méthode permettant de développer un modele Quasi-Linéaire
a Parametres Variables (QLPV) traduisant le comportement dynamique du servodistributeur,
tout en tenant compte des conditions de fonctionnement (signal d’entrée et pression d’alimen-
tation). Pour ce modele QLPV, les parametres utilisés sont une combinaison des géométries du
servodistributeur. L’ approche finalement retenue correspond donc a deux modeles d’ordre deux.
C’est une approche du type "boite grise" au cours de laquelle nous avons cherché a identifier
les parametres du modele, qui ne sont autres qu’un regroupement des parametres géométriques
du servodistributeur, en fonction de la commande et de la pression d’alimentation. Cependant,
la validation des résultats obtenus n’a pu étre effectuée puisqu’elle nécessitait un banc d’essai
spécifique. Cette approche est détaillée dans 1’annexe D.

Nous nous sommes donc appuyés sur des essais dynamiques réalisés chez le constructeur du
servodistributeur ("MOOG France" a Rungis). Sur le banc d’essai, la charge du servodistribu-
teur était représentée par une vanne. Lors des essais la vanne peut étre fermée afin de réaliser
des essais sans charge (sans débit). Le servodistributeur est placé sur un banc de test modele
("valise") et les réponses sont analysées par un transférometre (Solartron). En fixant I’amplitude
et la fréquence du signal de commande w, nous avons enregistré manuellement le gain en dB et
le déphasage entre le signal d’entrée et la tension image de la position du tiroir x;, donnés par
le transférometre.

Les conditions de mesure sont énumérées ci-dessous :

- pp = 210 bars,

- T = 55°C': température moyenne de 1’huile relevée au niveau du retour,

- amplitude du signal d’entrée en (%U,,) : 5, 10, 25, 40, 75 et 100,

- fréquence du signal d’entrée : entre 0.1 Hz et 1 kHz.

Suite a ces tests, nous avons alors développé un modele dynamique de type "boite noire" valable
uniquement pour ces conditions de fonctionnement. Nous avons évité de choisir les réponses re-
latives aux petites (5%U,,) et aux grandes amplitudes (100%U,,), afin d’écarter les non-linéarités
importantes telles que les saturations de 1’étage pilote et I’hystérésis. La courbe pour 40% de
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U,, correspond donc au cas le plus favorable pour I’identification d’un modele linéaire du ser-
vodistributeur.

Un modele d’ordre 2 a été retenu apres analyse des données expérimentales et 1’identification
des parametres du modele s’est basée sur la méthode des moindres carrés pour le critere qua-
dratique suivant :

ming = [(Gae — Gapm)® + Po(Phe — Phy,)?] (3.25)

0 est le parametre du modele a estimer, G g, €t Gge sont les gains mesurés et estimés en
(dB) de la réponse fréquentielle du servodistributeur, Ph,, et Ph, sont les phases mesurées et
estimées en degré de cette réponse. Py est une pondération de valeur 0.01 en (dB/°)?. Cette
valeur permet d’avoir le meilleur compromis entre la réponse en gain et celle en phase.
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FIGURE 3.16 — Réponse fréquentielle mesurée et estimée

L’identification (voir figure conduit a un gain statique €gale a 1, une pulsation de 1403.4
rad/s et un coefficient d’amortissement égale a 1.13. Le modele d’ordre 2 donne une bonne
approximation des valeurs de gains quelque soit la fréquence. En revanche, pour une fréquence
supérieure a 300 Hz, I’erreur sur I’estimation de la phase devient importante.

3.3.3.3 Modélisation de la partie statique

La fidélité de la représentation des caractéristiques statiques est sans doute le point le plus cri-
tique du point de vue de la modélisation des modulateurs de puissance. Celle-ci nécessite la
représentation fidele de plusieurs caractéristiques telles que la caractéristique de gain en dé-
bit, la caractéristique de gain en pression et la caractéristique de débit de fuite !. En effet selon
la configuration du tiroir (tiroir en découvrement ou en recouvrement ou encore en position
centrale ?), la forme de ces caractéristiques change. Ainsi, une configuration de découvrement
engendre des débits importants, ce qui conduit a une augmentation de la pente du gain en débit

1. voir annexe E pour les 3 caractéristiques
2. la position dite "centre critique" correspond a la zone de transition entre recouvrement et découvrement
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au voisinage de la position centrale. Au contraire, une configuration en recouvrement entraine
la présence d’une zone morte dans la caractéristique de gain en débit. Si ces effets ne sont pas
bien reproduits en simulation, le comportement statique est erroné et les erreurs en simulation
sont rapidement significatives.

Revue de la littérature :

Dans [[87], [103]], [XuS1d10] des modeles non linéaires précis mais complexes, ont été proposés.
Ces modeles font intervenir les éléments géométriques du composant tels que le jeu fonctionnel
du tiroir, la largeur de la fente mais aussi le rayon d’arrondi des arrétes du tiroir et du fourreau.
Les modeles d’écoulement dépendent également de la configuration des orifices du distributeur
fonction du déplacement du tiroir (pour une ouverture positive, on parle alors de "découvre-
ment", pour une ouverture négative on est en "recouvrement"). Les débits sont calculés a partir
des différentes lois issues de la mécanique des fluides. Toutefois, une étape d’ajustement para-
métrique reste néce