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Introduction

Ce travail comporte trois parties qui peuvent se lire de maniere indépendante
bien que les deux dernieres s’intéressent a une méme question posée dans deux
contextes différents. Avant d’introduire le contenu des chapitres nous proposons
de donner un cadre historique et de motiver ce travail.

L’objet d’étude est une classe de processus introduits par Dudley dans les
années 60 ([28]). Il s’agit d’une classe de processus markoviens a valeurs dans [’es-
pace des phases relativistes qui possedent deux propriétés de nature géométrique.
Ils sont invariants par les isométries de ’espace de Minkowski et leur trajectoires
sont de genre temps. Dudley montre, entre autre, qu’il existe essentiellement un
seul de ces processus dont les trajectoires sont continues. Il propose quelques années
plus tard ([29]) une étude asymptotique qui ne semble pas tout a fait complete
mais ses travaux ne connaissent pas immédiatement de suite. Ce n’est que plus
de quarante années apres ses travaux que certains mathématiciens ont poursuivit
le travail en étudiant et généralisant la diffusion introduite par Dudley. Il a fallu
attendre le travail de Franchi et Le Jan ([39]) pour définir, dans un contexte lo-
rentzien générique, des diffusions possédant une dynamique Lorentz co-variante et
dont les trajectoires sont de genre temps et pour envisager une étude dans 'univers
de Schwarzschild puis celui de Bailleul ([6], [9]) pour déterminer complétement la
frontiere de Poisson de la diffusion de Dudley. Citons également la these récente
de Angst ([1]) dont un chapitre est consacré a I’étude asymptotique de ces diffu-
sions dans les espace-temps de Robertson-Walker ainsi qu'un travail de Franchi
([37]) pour le cas de I'espace-temps de Godel. Dans l'optique d’utiliser ces diffu-
sions pour rendre compte de la géométrie Lorentzienne ambiante, on peut citer le
travail récent de Bailleul et Franchi ([8]) qui proposent un critere de non-explosion
des trajectoires relativistes aléatoires.

Parallelement a ces travaux de nature mathématique, des physiciens (citons
Debbasch et al. [10] [11] [21] [22] [24] [25] [26] ainsi que Dunkel et al. [32] [30]
[31]) tentent depuis une dizaine d’années de proposer un modele au mouvement
brownien physique qui prenne en compte la relativité. Il s’agit, par exemple, d’in-
corporer la relativité dans le modele introduit par Langevin ([57]). L’article de
Angst et Franchi ([2]) répond, dans un cadre général, a plusieurs questions posées
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les physiciens concernant ces processus d’Orstein-Uhlenbeck relativistes (ROUP)
dans l'espace de Minkowski. Dans [7], Bailleul définit, par le calcul stochastique,
une large classe de processus relativistes qui regroupe le point de vue des physi-
ciens ainsi que celui des mathématiciens. Dans [38], Franchi et Le Jan exhibent
des diffusions Lorentz-covariantes sensibles a la courbure de I'espace-temps et les
étudient en particulier dans les univers d’Einstein-de Sitter.

Les modeles mathématiques originels du mouvement d’une particule brow-
nienne dans un fluide visqueux, introduis par Einstein ([33]) et Langevin ([57]), qui
correspondent respectivement aux processus de Wiener et d’Orstein-Ulhenbeck, ne
sont pas des modeles relativistes, au sens ou leur dynamique n’est pas invariante
par les transformations Galiléennes. Le référentiel du fluide au repos joue un role
particulier et on n’obtient plus le méme processus si on le translate uniformément.
Les processus de Dudley sont ’analogue, dans le cadre de la relativité restreinte, des
processus invariants par transformations Galliléenne, dans le cadre de la mécanique
classique. Un exemple de tel processus est (, fot Bgds) ou B est un mouvement
brownien usuel. Cela correspond a une solution de I’équation de Langevin dans un
fluide avec une constante de viscosité nulle. On peut imaginer d’autres processus
dans l'espace de Minkowski possédant l'invariance lorentzienne avec des trajec-
toires non nécessairement de genre temps. Par exemple, Emery définit ([34]) des
processus dont les trajectoires sont de genre espace et qui possedent l'invariance
relativiste.

Voici maintenant le contenu de cette these.

Premier chapitre

La diffusion de Dudley (ét,ft) a valeurs dans le fibré unitaire de l’espace-
temps de Minkowski H? x R% est constituée d’un mouvement brownien ét sur
la nappe hyperbolique et de son intégrale en temps dans ’espace de Minkowski
& = [ ! ésds). En considérant la construction de Eells-Elworthy-Malliavin du
mouvement brownien hyperbolique on obtient la diffusion de Dudley comme la
projection de d'une diffusion (g, &;) invariante a gauche a valeurs dans le groupe
connexe des isométries de Minkowski G = PSO(1,d) x R (le groupe de Poin-
caré). Cette diffusion est en quelque sorte le mouvement aléatoire d’un petit objet
spatio-temporel rigide qui subit des accélérations browniennes dans les directions
des boosts. La question est d’établir un critere d’effilement pour savoir si, partant
d’un point donné, cette diffusion atteint immédiatement et presque strement un
ensemble donné. Il s’agit d’une question issue de la théorie du potentiel, qui se
pose pour un processus markovien général, et qui revient a déterminer les voisi-
nages d’une topologie, dite fine, associée a ce processus. En ce qui concerne le
mouvement brownien, cette question est connue depuis longtemps et le critere de



Wiener donne une condition nécessaire et suffisante pour savoir si une partie est
effilée relativement a un point (c’est a dire si son complémentaire est un voisinage
fin de ce point). Ce critere porte sur la finitude d’une série dont les termes sont
les capacités de tranches concentriques de I'ensemble autour du point.

L’enjeu est de spécifier ce que “tranches” veut dire. Faisons un petit résumé
des résultats connus pour différentes diffusions.

Dans le cas du mouvement brownien usuel de R? ces tranches sont des morceaux
d’anneaux sphériques. Et il en est de méme pour une diffusion elliptique générale
([12] ). La topologie fine est la méme (localement) pour toutes les diffusions ellip-
tiques. En regardant la preuve de ce critere il apparait que la géométrie des tranches
est donnée par les ensembles de niveau de la fonction de Green. Ainsi, en ce qui
concerne les diffusions sous-elliptiques les tranches sont obtenues en remplacant
les spheres (ou ellipses) usuelles par des spheres sous-riemannienne données par la
géométrie des crochets des champs de vecteurs définissant la diffusion elliptique.
Pour cela on trouvera, pour certains exemples de diffusions sous-elliptiques, une
approche analytique dans [65] et probabiliste dans [20] (pour I'exemple du Lapla-
cien dans le groupe d'Heisenberg), ce dernier travail a été généralisé ([15]) au cas
de diffusions sous-elliptiques générales vérifiant une hypothese forte de Horman-
der. Les preuves sont basées sur la connaissance explicite de la fonction de Green
ou bien sur des estimées de celle-ci, obtenues dans [64] ou [69].

Dans le contexte des diffusions paraboliques la situation est plus délicate,
compte tenu de la difficulté de connaitre la géométrie des ensembles de niveau
des fonctions de Green et de dégager un résultat général. Pour 'opérateur de la
chaleur, on peut trouver une preuve probabiliste du critere de Wiener dans [71]
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et une preuve analytique dans [35]. Dans le cas ou les coefficients de diffusion va-
rient on trouve un critere de Wiener parabolique dans [42]. Pour l'opérateur de la
chaleur dans le groupe de Heisenberg un résultat est donné dans [44]. Les preuves
sont basées sur la connaissance explicite des fonctions de Green ou bien d’estimées
Gaussiennes fortes.

Dans notre cas, la diffusion (g, &;) n’est ni sous-elliptique ni (purement) pa-
rabolique et la fonction de Green n’est pas connue explicitement. Cependant, la
composante temporelle du processus dans Minkowski est strictement croissante
et on peut effectuer un changement de temps afin d’obtenir un processus qui, au
temps t soit dans I'hyperplan affine de genre espace constitué des points dont la
coordonné temporelle est ¢. On obtient ainsi, par changement de temps, un pro-
cessus parabolique. En revenant quelques instants, pour simplifier, a la diffusion
de Dudley dans le fibré unitaire de Minkowski H¢ x RY? et en considérant le chan-
gement de temps, on peut montrer que le générateur de la diffusion parabolique a
la forme, exprimé en (z,y,t) dans une carte locale U C R x R? x R de H¢ x R4 :

0,0
8yi ot’

S ai(a) s b ()2 4 ()

ol (a™) est définie positive, (a’) et b’ peuvent étre donnés explicitement (et ne sont
pas linéaires).

Ce type de générateur est plus général que les opérateurs paraboliques de Kol-
mogorov (pour lesquels b'(x) = x'). Dans les travaux récents de Menozzi et al. ([55],
[27] et [63]) on trouve des estimations gaussiennes locales de la fonction de Green
des opérateurs de Kolmogorov mais leurs résultats ne peuvent s’utiliser directe-
ment pour le générateur de Dudley. Enfin, citons [43], ou les ensembles de niveau
de la fonction de Green des opérateurs de Kolmogorov lorsque a¥ est constante
ont été étudiés afin d’obtenir une inégalité de Harnack.

Il semble ainsi que nous soyons encore assez loin d’avoir des estimations de
la fonctions de Green de (g4, &;) qui puissent nous permettre d’obtenir un critere
de Wiener pour la diffusion. Nous allons néanmoins pouvoir en écrire un pour
certaines parties qui seront a 'intérieur d’'un cone homogene et déduire une condi-
tion suffisante de non-effilement, qui est une condition de cone de Poincaré. Nous
commencerons par transcrire la preuve du théoreme 1.9 de [15] pour le cas des dif-
fusions hypoelliptiques générales vérifiant I’hypothese de Hormander faible. Cette
preuve utilise les estimations a priori de [64] et la formule de Taylor stochastique
de [19]. On obtient ainsi le théoreme suivant ou G(z,y) est la fonction de Green
de la diffusion hypoelliptique, Q(z) une dimension liée a la géométrie des crochets
de Lie.



Théoréme 4. [l existe une fonction lisse 1, > 0 telle que :

lim sup ’G(:E,y)|y|§(x)_2 - ?/)x(ex(y))’ =0

€0 lo—y|l<e

Ce théoreme, méme s’il est loin de décrire completement la singularité des
fonctions de Green hypoelliptiques générales, peut étre utilisé pour la diffusion
dans le groupe de Poincaré afin d’obtenir un critere de Wiener et une condition
de cone de Poincaré.

Proposition 7 (Critere d’effilement). Soit B une partie de G contenue dans un
cone homogene Cr(go, &o) issu de (go, &o)-
Les deux propositions suivantes sont équivalentes :

(i) Le point (go,&o) est régulier pour B.
(ii) La série >, N3 C(B,) est divergente.

Ce chapitre a fait 'objet d’un article soumis ([70]).

Deuxieme chapitre

Nous commengons par présenter les résultats de [28] sous une forme plus mo-
derne. Précisons des maintenant la notion centrale d’invariance d’un processus
markovien sous 'action d’un groupe. Un processus de Markov de générateur L, a
valeurs dans un espace X sur lequel un groupe G agit est dit G-invariant lorsque

Vf € dom(L),Yg € G, L(fog)=L(f)og.

Le groupe connexe des isométries de R est le groupe de Poincaré PSO(1,d) x
RY. Ainsi R s’identifie naturellement & I’espace homogene (PSO(1,d)xRY?) /PSO(1,d).
La non compacité des orbites non triviales de PSO(1, d) sur R 'empéche de por-
ter une mesure de probabilité PSO(1, d)-invariante. De cela, il résulte qu’il n’existe
pas de processus de Markov non trivial & valeurs dans R%? qui soit PSO(1, d) x R4-
invariant. Cette situation differe radicalement du cas euclidien ot R? est 1’espace
naturel des états des processus (SO(d) x R¢)-invariants, dont le mouvement brow-
nien usuel en est essentiellement I'unique continu. Pour obtenir des processus in-
variants par le groupe de Poincaré il faut considérer un espace d’état qui soit un
quotient compact de ce groupe. Un sous-groupe compact maximal de PSO(1,d)
est SO(d), et il en ressort que 'espace d’état minimal sur lequel on puisse obte-
nir un processus markovien invariant est (PSO(1,d) x RY?)/SO(d). Cet espace
d’état s’identifie naturellement au fibré unitaire de RY? soit précisément H? x R4,
En utilisant un résultat que I'on trouve par exemple dans [61], on peut écrire ex-
plicitement la forme des générateurs des processus (PSO(1,d) x RY?)-invariants
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sur H? x RV, Ils peuvent, par ailleurs, s’obtenir comme projection de processus
de Lévy invariants a gauche sur (PSO(1,d) x RY?) et SO(d)-invariants & droite.
Parmi ces processus markoviens invariants dans H? x RY? il est aisé de décrire
ceux dont les trajectoires dans R sont de genre temps. Ce sont ceux qui sont
formés d'un processus markovien PSO(1, d)-invariant dans H? et de son intégrale
en temps dans RY“. Il apparait alors qu’il existe essentiellement une unique diffu-
sion invariante et a trajectoire de genre-temps, c¢’est la diffusion de Dudley, formée
du mouvement brownien hyperbolique dans H? et de son intégrale en temps dans
R L’étude du comportement asymptotique de cette diffusion a été faite par
Bailleul dans [6] et [9].

La question que l'on pose dans cette partie est de déterminer la dynamique
asymptotique des flots stochastiques engendrés par les processus de Dudley dans
le groupe de Poincaré. Il s’agit des flots invariants & gauche dans PSO(1,d) x R4
suivants

PSO(1,d) x RY — PSO(1,d) x RY?
g — g9t
ou g; est un processus de Lévy invariant a gauche dans le groupe de Poincaré
partant de l'identité qui se projette sur un processus de Dudley dans H? x R,

Il s’agit de trouver les variétés stables et les coefficients de Lyapunov de ce
flot. Ce travail est ’analogue relativiste de ce qui a été fait précédemment pour les
mouvements browniens riemanniens ([13], [18] ,[58] ). Nous proposons ici un calcul
direct s’appuyant sur les décompositions polaires et d’Iwasawa de PSO(1,d). La
dynamique asymptotique obtenue est alors hyperbolique

Théoréme 7. Il existe deur sous-algébres de Lie(PSO(1,d) x RY9) aléatoires
V= C VO dépendantes de (oo, Aso) €t un réel positif o tel que

. i —a if BeV~\{0}
+ log D¢, (1d).B|| t—> 0 if BeVO\V-
“la if veLie(G)\V°

Puis nous déterminons les variétés stables dans PSO(1,d) x RY :

Théoreme 8. Soit Ay Ay € PSO(1,d) x RY tels que Ay £ As.
- Si Ay € Ayexp(V™) alors :

Jim Llogd(gu(A), 64( ) = —a.
~ Si Ay ¢ Ayexp(V™) alors :
liginfd(¢t(ﬁl), ¢i(Az)) > 0.

Nous en donnons une idée géométrique en montrant que les projections dans
H? x R% sont des fibrés en droite d’horospheres.



Troisieme chapitre

Dans ce troisieme chapitre nous montrons que les processus de Dudley peuvent
également se définir dans le fibré unitaire des espaces-temps de de Sitter (dS9*1) et
Anti-de-Sitter (AdS®!) qui sont, comme pour I'espace-temps de Minkowski, des
espaces homogenes. Cette fois, dans les deux cas, le groupe d’isométrie est semi-
simple, il s’agit de PSO(1,d + 1) pour dS4*! et de PSO(2,d) pour AdS4 1. Ces
processus invariants avec des trajectoires de genre temps s’obtiennent comme des
projections de processus de Lévy g; dans le groupe d’isométrie semi-simple. Dans
[46] Guivarc’h et Raugi décrivent le comportement asymptotique d’une marche
aléatoire g, dans un groupe de Lie semi-simple. Sous les hypotheses d’irreductibilité
et de contraction de la mesure définissant la marche, ils obtiennent, en écrivant
gp = Npayk, dans une décomposition d’Iwasawa du groupe, la convergence presque-
stre de n,. Ces conditions d’irreductibilité et de contraction sont algébriques et les
auteurs s’affranchissent des précédentes conditions de régularité et d’intégrabilité
de la loi que I'on trouve dans les travaux précédents de Furstenberg ([40]) Azencott
([4]) et Raugi ([67]). Liao ([61], [60])adapte ce travail dans le cadre des processus
de Lévy dans un groupe de Lie semi-simple et montre, entre autre, la convergence
de n; sous des hypotheses d’irreductibilité et de contraction analogue a celles pour
les marches aléatoires. La difficulté est de montrer que ces conditions sont vérifiées
a partir de la donnée du générateur du processus de Lévy. Pour cela, Liao donne
des conditions suffisantes qui peuvent s’appliquer et nous pouvons alors décrire le
comportement asymptotique pour une large classe de processus de Dudley com-
prenant les diffusions. Géométriquement, le processus de Dudley dans 1’espace-
temps de Sitter converge vers un point du bord causal de dS%*! qui s’identifie & la
sphere S¢. La nappe dS4t! ¢ RYM*! se projette dans PR sur le complémentaire
d’une boule et le dessin suivant présente le comportement asymptotique de la tra-
jectoire d’une diffusion de Dudley dans le fibré T1dS?! (les vitesses sont dans
T'dS4! C H! qui s’identifie & I'intérieur de la boule).

Sd
\ d Sd+ 1
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L’espace-temps Anti-de-Sitter se projette dans P4*'R en un ouvert dont le bord est
I'image d’une quadrique de signature (+,+, —, ..., —) homéomorphe & S! x S?-!
muni d’une structure Lorentzienne conforme, appelé univers d’Einstein et noté
Ein®. On montre que les trajectoires des processus de Dudley dans Anti-de-Sitter
sont asymptotiques a un hyperplan de codimension 2 tangent & Ein? en un cercle
de lumiere. Pour obtenir la dynamique asymptotique du flot invariant a gauche
associé a g; dans le groupe d’isométrie, il faut préciser la vitesse de convergence de
n; vers ns. Cela peut s’obtenir en supposant une condition d’intégrabilité de la
mesure de Lévy qui permet d’obtenir la convergence du taux —(loga;)/t vers un
H,, déterministe appartenant a la chambre de Weyl associée a la décomposition
d’Twasawa. Les coefficients de Lyapunov du flot sont alors donnés par les valeurs
propres de ad(Hy,) et la distribution des sous-espaces du spectre s’obtient a par-
tir des sous-espaces propres de ad(H,). Précisément, on obtient les théoremes
suivants

Théoréme 12 (Spectre de Lyapunov dans dS%*). Dans le cas de I’espace-temps
de de Sitter dST, il existe un réel positif a > 0 et deuzx sous-algébres de Lie
aléatoires V= C VP C Lie(PSO(1,d+1)) tels que pour une métrique ||-|| invariante
a gauche et pour g € G, v € Lie(PSO(1,d+ 1)) on a :

1 a si veE Lie(G)\V°
lim p log |[Déi(g) -gv]|=¢ 0 si veVO\V~
e —a si veV\{0}

Théoréme 13 (Spectre de Lyapunov dans AdS4*1). Dans le cas de I’espace-temps
Anti-de-Sitter AdS!, il existe oy > a3 > g > oy > 0 et huit sous-algébres
aléatoires V,” C --- C Vi c VO Cc Vif € --- C V3" C Lie(PSO(2,d)) tels que
pour une métrique || - || invariante a gauche et pour g € G, v € Lie(PSO(2,d)) on
a:
] o st veVI\VE i=1,...4
Jim 7 log [|[Déu(g) -gv]|=<¢ 0 st veVO\V~
o —a; st veEV\V, i=1,....4
en posant Vy" := VO V,' = Lie(G) et Vo := {0}.
Nous avons néanmoins tenu a présenter les calculs explicites pour déterminer
le spectre de Lyapunov des diffusions. On illustre, en outre, la méthode de Raugi

pour calculer la frontiere de Poisson des diffusions de Dudley dans de Sitter et
obtenons le résultat suivant :

Théoréme 14. La tribu invariante de la diffusion g, dans PSO(1,d + 1) est
engendrée par la variable asymptotique O... Plus précisément nous avons Inv{g,} =
0(0s) aur ensembles Py-négligeables pres, pour tout g € G.
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Chapitre 1

Une condition de cone de
Poincaré dans le groupe de
Poincaré

1.1 Introduction

A Tinstar du mouvement Brownien euclidien, invariant par rotation et réflexion,
Dudley montre, au début des années 60 (]28]), qu'il n’existe pas de diffusion dans
I'espace de Minkowski (RY?) invariante par transformation lorentzienne. Le bon
espace d’état est en fait 1'espace des phases H x RY?! et Dudley montre que le
seul processus de Markov, de genre temps, continu sur cet espace et invariant
par transformation lorentzienne est (SS, i fsds) oll &, est un mouvement brownien
hyperbolique. Dudley obtient également le comportement asymptotique de cette
diffusion. Bien que les physiciens s’intéressent a des modeles de diffusions rela-
tivistes (dans le cadre par exemple d’une théorie de Boltzmann relativiste), les
travaux de Dudley n’ont pas immédiatement connu de suite dans la communauté
mathématique. Il faut, en effet, attendre les travaux de Franchi et Le Jan ([39])
pour avoir une généralisation naturelle courbe de cette diffusion dans le cadre de
la relativité générale et Bailleul ([6]) pour avoir une description complete de la
frontiere de Poisson (de la diffusion de Dudley). La théorie du potentiel associée a
cette diffusion relativiste reste cependant encore incomplete.

L’objectif de ce chapitre est d’établir un critere d’effilement local de Wiener
pour la diffusion relativiste de Dudley. Ce critére permet de décrire la régularité,
pour cette diffusion, d’un point relativement & une partie de H x R c’est-a-
dire de savoir si la diffusion, partant de ce point, atteint immédiatement, presque
strement, cette partie. Ce critere, qui est bien connu depuis longtemps ([12]) pour

1. H est la nappe hyperbolique.
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le mouvement Brownien euclidien (et plus généralement pour les diffusions ellip-
tiques), résulte du comportement de la fonction de Green sur la diagonale.

Cependant, la diffusion de Dudley est hypoelliptique, avec une dérive, et le
comportement de sa fonction de Green sur la diagonale n’est a priori pas connu.
En effet, comme le rappelle la section 1.3, le résultat le plus général concernant
I’explosion d'une fonction de Green sur la diagonale est celui que Ben Arous et
Gradinaru ont obtennu dans [15]; il concerne des diffusions sous-elliptiques sans
dérive. Les auteurs montrent, par un exemple, les difficultés qui apparaissent en
présence d'une dérive : la fonction de Green peut ne pas exploser sur la diagonale.

Leur preuve s’appuie sur un développement de Taylor du flot stochastique
obtenu par Castell dans [19] et sur des estimées a priori de la fonction de Green
obtenu par Nagel-Stein-Wainger dans [64].

Les parties 1.4 et 1.5 proposent une réécriture de leur preuve, en apportant
quelques simplifications et précisions et en prenant en compte une dérive. On
aboutit alors au théoreme 5 qui, s’il est loin de résoudre le probleme général du
comportement sur la diagonale d’une fonction de Green hypoelliptique avec dérive,
fournit néanmoins une bonne estimation lorsque le support de la diffusion est
connu.

Ceci étant le cas pour la diffusion de Dudley, que 1'on voit comme projection
de la diffusion relativiste sur le groupe de Poincaré, on obtient, dans la partie 1.6,
un critere d’effilement de Wiener.
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1.2 Rappels sur la fonction de Green
On rappelle, dans cette partie, la notion d’hypoellipticité d’un opérateur,

la fonction de Green associée et le lien avec les diffusions. M est une
variété lisse de dimension d.

1.2.1 De l’analyse

Dans [48], Hérmander montre le célebre théoreme :

Théoréme 1. Soit une famille (X1, ..., X, Xo) de champs de vecteurs lisses sur
MWD wérifiant la condition, en tout point x :

Qie(Xh...,Xm,Xoﬂm :TmM7 (H)

Alors Uopérateur du second ordre :

E:

DO | =

i(Xi)Q + Xo, (1.1)

est hypoelliptique ; c’est-a-dire que toute distribution u est C*° dans un ouvert dés
que Lu [’est dans cet ouvert.

Comme il est rappelé dans [17], une application du théoreme du graphe fermé
fournit le :

Corollaire 1. Sur l’espace des solutions u de Lu = 0 sur un ouvert U, la topologie
C™ coincide avec la topologie de la convergence au sens des distributions.

Pour un tel opérateur tel qu’en outre, en chaque point x € M, I'un au moins
des X;(x), i € {1,...,m}, est non nul, Bony montre dans [17] :

Théoreme 2. [ existe une base de la topologie de M formée d’ouverts pour les-
quels il y a existence et unicité de la solution du probleme de Dirichlet; c’est-a-dire
que pour w ouvert de cette base, @ continue sur Ow et f continue sur w, il existe
une unique solution continue sur w telle que :

Lu=f dans w

u=@ sur ow.
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On définit alors 'opérateur de Green G de C'(w) dans C'(w) qui a toute fonction
f fait correspondre la solution u = G f de :

Lu=f dansw
u=0 sur Jw. (1.5)
Bony montre alors, toujours sous I’hypothese (H) :

Théoréme 3. I existe une fonction G(x,y), dite fonction de Green, positive et de
classe C'*° dans le complémentaire de la diagonale de w X w telle que, pour toute
fonction f continue sur @, on ait :

Gﬂmz/amwﬂw@. (L6)

Remarque 1. L’opérateur et la fonction de Green dépendent de ['ouvert w; on
devrait donc noter G,. De plus pour x € w, la fonction G,(x,-) est une solu-
tion fondamentale dans w de lopérateur dual L* associé a L. C’est-a-dire que
LG,(x,-) = 6, dans w au sens des distributions. Si maintenant W' est un ou-
vert réqulier contenant w on a également L*G/(z,-) = 0, dans w de sorte que
L(Gy(x,) — Gu(z,-)) =0 dans w. Ainsi G,(x,-) et G (x,-) ne différent, dans
w, que par une fonction C* et l’étude de la singularité en x ne va pas dépendre
de l’ouvert régqulier w contenant x.

1.2.2 Aux probabilités

Donnons maintenant une interprétation probabiliste a la fonction de Green de
lopérateur L. Soit By = (B%);=1.__,» un mouvement brownien de R™.
On considere 1’équation différentielle stochastique de Stratonovich suivante :

dr, =Y X(x,) 0 dB.+ Xo(z,)ds. (1.7)

i=1
On rappelle la propriété suivante ([49]).
Proposition 1. La solution x4 de (1.7) est une diffusion sur M de générateur L.

L’opérateur de Green de w s’exprime en fonction de x; par I’égalité, pour x € w :

WWFEJAVmW} (1.8)
:1&{Amf@mﬁﬁy (1.9)
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ou 7 =inf{s > 0; z, € w} est le temps de sortie de w.
Si z4n, possede une loi qui admet une densité p;(x,y) par rapport a la mesure
de Lebesgue on obtient :

Ge.w) = | " iy, (1.10)

Une condition plus forte que (H) pour garantir Iexistence de p;(z,y) est que
l'opérateur £ — 0, sur M x R, vérifie lui méme (H). Cette condition est équivalente
a la condition sur les crochets suivante :

Vect (XJ<SL’), J #(0)) = T,M, (H)
olt J est un multi-indice (ji,...,Jj,) € {0,...,m}" de longueur arbitraire et X~
désigne le crochet [X;,, [Xj,, [+, [Xj,_ 1 X5 ]] -] et XU = X

1.3 Etat de ’art de ’estimation d’une fonction
de Green sur la diagonale

On présente dans cette partie les résultats connus concernant 1’es-
timation d’une fonction de Green sur la diagonale et on énonce le
théoréeme que 'on va montrer dans les parties 1.4 et 1.5.

Il est question du comportement local au voisinage de la diagonale de la fonction
de Green. La connaissance de ce comportement va permettre d’établir un critere
d’effilement de Wiener qui détermine les points réguliers des ouverts. L’étude des
opérateurs L s’inscrit ainsi dans le cadre de la théorie du potentiel et nous nous
concentrons sur une propriété locale.

Le laplacien d’une variété riemannienne a beaucoup été (et est toujours) étudié.
C’est le prototype des opérateurs elliptiques (du type (1.1)) qui vérifient I’hy-
pothese, en tout point x :

Vect (X1 (z), ..., Xpn(x)) = TM. (E)

Ces opérateurs vérifient (H'), et donc a fortiori (H), et la fonction de Green s’écrit
comme en (1.10). Le comportement de la fonction de Green au voisinage de la

diagonale est bien compris; c’est celui du Laplacien classique sur R?; pour d > 3 :
c

G(l’, y) ~ 717
y—a p(z,y)*2

ou p(x,y) désigne la distance Riemannienne.
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Une classe intermédiaire entre celle des opérateurs elliptiques et celle des opérateurs

hypoelliptiques est celle des opérateurs sous-elliptiques qui vérifient la condition
plus forte que (H) :

Sie(X1, ..., Xn)|e = TuM, (SE)

en tout point x. Afin de décrire 1’éventuelle explosion de la fonction de Green
sur la diagonale, on dispose du travail de Nagel, Stein et Wainger effectué dans
[64], qui associent a la famille de champs de vecteurs (X7, ..., X,,) une distance
sous-riemannienne p(z,y) définie au moyen de courbes horizontales (cf appendice).

Ils établissent, en corollaire du théoreme 5 de [64], I'estimation a priori suivante :

p*(x,y)

G(z,y)] < C|B (z, p(z,y)) |

Dans [20], Chaleyat-Maurel et Le Gall se sont intéressés au cas de champs de
vecteurs X;, X, sur R? tels que (X1, Xy, [X1, X3]) engendrent R3. Tls ont obtenus
que la fonction de Green de 'opérateur £ = %(Xf + X3) + X, vérifie :

lim sup |G(z,y)J(z)D(z,y)*— 1] =0,

=02y <e

ou J(z) = |det (Xi(x), Xo(x), [X1, Xo](2)) | et D(z,y) est une pseudo-distance
localement équivalente a la distance sous-riemannienne p(z, y) dans le cas ou Xy =
0. En absence de dérive, on peut donc remplacer D par p.

Pour établir cette estimation fine, Chaleyat-Maurel et Le Gall s’appuient sur
I'estimée a priori de [64] et comparent la fonction de Green a celle d'un pro-
cessus appelé “tangent”, introduit par Ben Arous dans [14] pour 1’étude d’'un
développement asymptotique du noyau de la chaleur hypoelliptique sur la diago-
nale. Une formule de Taylor stochastique établie par Azencott dans [5] est alors
utilisée.

Le résultat d’Azencott constitue le fondement du travail de Castell réalisé dans
[19] qui établit une formule de Taylor pour le flot stochastique d’une équation
différentielle stochastique.

Dans [15], les auteurs étendent le travail de Chaleyat-Maurel et Le Gall au
cas sous-elliptique général mais sans dérive (Xy = 0) et obtiennent le théoréeme
suivant :

Théoreme 4. Il existe une fonction lisse 1, > 0 telle que :

lim sup |G(z,y)ly¥“ > = ¢ (0.(y))| = 0.

e=0 |z —y| <e
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|y|. est une norme homogene locale autour de = construite a partir des champs
de vecteurs X; et équivalente a la distance sous-riemannienne p(z,y). La fonction
Y, et Uentier Q(x) sont des objets liés a la géométrie locale des champs de vecteurs
(X3). 0,(y) est une variable angulaire unitaire pour la norme homogene |- |,. Tous
ces objets seront décrits plus précisément par la suite.

Pour établir ce résultat, Ben Arous et Gradinaru utilisent les estimations a
priori de [64] et le développement de Taylor du flot stochastique de Castell.

Un corollaire immédiat du théoreme 4 est la double inégalité suivante pour un
tout petit voisinage U, de x :

(6%
Ja >0, 36>0, VyeU, WSG(%?J)SW,

Ce genre d’'inégalité permet d’obtenir des résultats de théorie du potentiel local
de l'opérateur L ; en particulier une estimation des capacités de petits compacts
au voisinage de x ou bien un test d’effilement de Wiener local.

Dans [45], Gradinaru donne une idée de ce qui se passe en présence d'une dérive
Xg. Il donne un exemple ou il n’y a pas explosion de la fonction de Green. Plus
précisément, lorsque (X, ..., X,,) engendrent librement I’algebre de Lie g(m,r)
libre nilpotente d’ordre r et que X, est dans le centre de celle-ci, on a alors le
résultat suivant sur la fonction de Green de la diffusion associée sur le groupe de
Lie nilpotent :

lim sup G(e, exp(—sXp)(e)) < k. (1.11)
s—0

Ot e est I'élément neutre du groupe de Lie.

Ainsi, lorsqu’on s’approche de la diagonale par la direction opposée au drift, la
fonction de Green reste bornée.

Un des buts de ce travail est d’étendre le résultat de Ben Arous et Gradinaru
au cas général ou (Xo, Xy, ..., X,,) vérifient la conditions d’'Hérmander (H). Il y a
donc une dérive X, et nous sommes dans un cadre plus général que sous-elliptique.

Précisément on va montrer le théoreme suivant :

Théoreme 5. Il existe une fonction lisse 1, > 0 telle que :

lim sup |Gz, y)|y|9W > — 4 (6.(y))| = 0.

£=0 |lg—yll<e

La fonction v, est liée a la fonction de Green du processus tangent qui, en
présence d’'une dérive, ne visite, en général, qu'un demi espace : ¢, pourra s’annuler
sur ce demi-espace.

Ainsi lorsque y approche z selon la direction 6,(y) telle que ¥,.(0.(y)) = 0 on

obtient seulement G(z,y) = o (W) Ce résultat général est moins précis que
Ylz

|
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(1.11) mais va dans son sens. Le théoreme (5) ne permet donc pas de décrire le
comportement précis de la fonction de Green sur la diagonale mais fournit assez
d’information lorsque le support de la diffusion est connu. Ce qui sera le cas de la
diffusion relativiste du groupe de Poincaré de la partie (1.6).

1.4 Processus tangent et diffusion rééchelonnée

Dans cette partie on introduit les notations et les objets en jeu (pro-
cessus tangent et diffusion rééchelonnée) pour démontrer le théoréme 5.

On s’intéresse a une diffusion solution de (1.7) lorsque les champs de vecteurs
satisfont la condition de crochet (H). Nous voulons démontrer un résultat local
sur la diffusion x; engendrée par L. Pour cela nous allons introduire une famille de
diffusions vt(x’s) qui correspondent a des zooms, d’autant plus importants que € > 0
est plus petit, de z; au voisinage de x; on les appelle diffusions “rééchelonnées” ;
elles vivent dans le tangent T, M = R<. Dans 'esprit de [5], on montrera qu’il
existe un développement asymptotique de la forme vtx’a) = ul(fx) + eR@(e,t) ot le
reste R (g,t) est borné uniformément en probabilité et ou le processus u?) sera
le processus tangent défini comme combinaisons linéaires d’intégrales de Strato-
novich itérées. Ce processus tangent n’est en général pas une diffusion, mais on
montre qu’il est la projection d’une diffusion et qu’il admet une fonction de Green
notée ¢ . En notant G®*) la fonction de Green de la diffusion rééchelonnée et en
utilisant le développement asymptotique et les estimations a priori de [64], on va

montrer la convergence uniforme sur les compacts de R4\ {0} suivante :

sup ‘G(”)(O,u) — g(”C)(O,u)‘ — 0,
ueK e—0
olt K est un compact de R%\ {0}.
De ce résultat découlera simplement le théoreme 5. Il suffit pour cela d’écrire
G en fonction de G@) et de prendre ¢ = |y|,.
Mais avant de rentrer dans les détails, introduisons quelques notations.

1.4.1 Notations et hypotheses techniques

Pour tout multi-indice J € {0,...,m}!, on note :
— |J| la longueur [ de J.
— |IJ|| Vordre de J :

|.J|| :== |J| + Nombre de zéros dans J.
- X7 = [ij [Xj27 [ SRR [X

In—1"

X, ]et XU =X; (pour |[J| =1) .
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— Si By = (B}, ..., Bl) est un mouvement Brownien de R' et si BY = ¢, on note
B/ lintégrale de Stratonovitch itérée suivante :

B} ::/ odB]!---odB},
A

1
t

ot Al ={(ty,...,t)); 0<t; <--- <t <t}

— Si o est une permutation de {1,...,l}, on note J oo = (joq1),---,Joq)) €t
e(o) = Card{j € {1,...,l —1};0(j) > o(j + 1)} le nombre d’interversions
de o.

~ On note ¢/ la combinaison linéaire d’intégrales de Stratonovitch
itérées suivante :
J <_1>6(J) Joo—1
o= D oo BT
066\1\' | | 7]-1

— Si X est un champ de vecteurs lisse, on note exp(sX)(zg) la solution au
temps s de I'équation différentielle :

= X(u(s))
u(0) = xo.

On introduit également :
Ci(z) = vect { X7 (z); ||J|| < i}.

Puisque nos champs de vecteurs satisfont ’hypothese (H), il existe un plus petit
entier 7(x) tel que Cy gy (z) = T, M.

On peut toujours trouver B = (Ji, ..., Jy), une famille de multi-indices tels que
(X7)jep est une base triangulaire de T}, c’est-a-dire que pour j < r, {X7; J €
B, ||J|| < j} est une base de C; et ainsi dim C; = Card{k, ||Jx| < j}.

Pour chaque multi-indice L il existe des fonctions lisses a’(z) telles que :

XF=>"ahx’.
JeB

On note (z) la dimension graduée :

r(x)
Q(z) = Z i x (dim Cj(z) — dim C;_y(z))

r(z)
= Zz x Card{k, || Jx|]| = i}.
i1
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Hypotheses :

i Nous allons supposer que la géométrie des crochets est localement constante,
c’est-a-dire que tout x admet un voisinage V tel que pour y € V et 1 €
N*, dim C;(y) = dim C;(z). Ainsi r et () sont localement constants. On dit
également que les points sont normaux pour la famille de champs de vecteurs
(Xi)-

iir>2

iii dimC; — dim C;_1(= Card{k; ||J|| =i}) > 1, Vi=2,...,r
iv dim Cy (= Card{k; ||Jx|| = 1}) > 2.

intégrales qui apparaissent dans la preuve de la proposition 4. Ces hypotheses i,
ii, iii, iv sont vérifiées par la diffusion de Dudley présentée en 1.6.
Il existe un voisinage W de 0 dans R? tel que 'application :

d
Yz 1 U €Xp (Z uiX‘]') (x)

i=1

définisse un difféomorphisme de W sur son image ¢, (W).
Soit U C V N (W), un voisinage de z. Pour y € U on définit la norme
homogene en = de y = ¢, (u) par :

T

yle =D | D ul

=1\l Jil=k

Q=

Q
Pour (u;)i=1..a € R%, on note |u|g := [221 (Zz}llnhllzk uf) %] (ie [pe(u)|s =:
|u|q), et ||u|| désignera sa norme euclidienne.

Par la suite nous voudrons aussi manipuler des normes homogenes en d’autres
points que x mais assez proches de ce point de référence.

Pour cela on utilise le fait que ¢, dépend continuement de z, et qu’il est donc
possible de prendre U assez petit pour que chaque gp;l U — go;l(U), ouy €U,
soit un difféomorphisme.

Ainsi, |z|, est bien défini pour z,y € U.

Elle est homogene pour les dilatations 7% : u +— (5”"1'”u,~),~:1md, c’est-a-dire que :

|00 0 Te(u) ]2 = elpa(u)]a-

23



1.4.2 Le processus tangent

Dans cette section, on introduit le processus tangent, on montre qu’il
est la projection d’une diffusion sur un groupe de Lie universel et qu’il
posséde une fonction de Green invariante par dilatation (exprimée par
I’égalité (1.17)).

On définit le processus tangent sur R :

= X aket

LIILI=I17] JeB
Les ¢! sont les combinaisons explicites d’intégrales de Stratonovich itérées in-
troduites précédemment.

Remarque 2. Ce processus tangent dépend de la famille de multi-indices B choi-
sie. Si B' est une autre famille telle que (X¥)ep est une base triangulaire de
T, M alors il existe des fonctions lisses by, telles que :

X'= > pxk
KeB || K=l

On a alors l’égalité :

E E a’ck XJ:E E E biak | ek | XE.
JeB \L,|L|=[lJ| KeB' | LALI=IIK| \JeB,[I/I=IK]l

L
=ay

Le processus tangent n’est pas une diffusion mais dans l'esprit de [15], on
montre qu’il est la projection d’une diffusion sur un groupe de Lie nilpotent.

En effet, soit G,y I'algebre de Lie formelle libre engendrée par (Y,...,Y,)
telle que si J est un multi-indice d’ordre || J|| supérieur strictement & r, alors Y/ =
0. G,y se décompose en somme directe : Vi@ --- @V, ou V; = vect{Y"”; || J|| = i}.

Soit A une famille de multi-indices telle que (Y/);c4 est une base de Hall,
cest-a-dire que (Y) =i, sea est une base de V;.

Pour chaque multi-indice L il existe des coefficients constants b% universels tels

que :
yh=" Y iy’ (%)
JEATI=IL]
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On note J\/'(mm) le groupe de Lie nilpotent associé a G, ) et e I’élément neutre.
On considere la diffusion & sur N, solution de '’équation stochastique :

&= Yi(&)odB], &=e,
=0

avec toujours la notation BY = t.
D’apres [19], on a l'expression :

& = exp S vE] | (o). (1.12)

k=1 \L|L]=k

Ce qui se réécrit avec la base de Hall :

G=exp | Y | D bk |V (e). (1.13)

JeA \L,|LII=|7]

Cette fois, le processus tangent s’écrit :

a? = > bhef . (1.14)

LyILf=11] JeA

L’égalité formelle (x) est valable pour les champs de vecteurs X tant que || L] <
r et en particulier pour L € B. Ainsi (X%(x))peq est une famille génératrice de
T, M et card(A) > card(B).

Posons n := card(A) — card(B) = dim G, ) — d et écrivons A = {K;;i =
L,...,d+n}et B={J;i=1,...,d}.

I existe alors un difféomorphisme ¢, de R dans N, :

d+n
e s 1 o) = exp (Z w@-Y&) )

Ainsi ﬂge) =1, 1(&) et, tout comme &, c’est une diffusion satisfaisant la condi-

tion (H) de Hérmander. Nous notons § la fonction de Green du processus
.
Notons p, : R™*™ — R? la projection :

p(w):=| > afi (@)

& K [[=I151
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d+n
XF =) b X
i=1

= > bp XS

| G <[ L]
— L Ky Jj
= g bk, E ay' X
| G <[ L] ST I<IEl

= Z Z bf(iaii X7i,

SIS GG IS K<L
D’ou :

aﬁj (x) = Z b%iaii (). (1.15)

B[ TG I << L

Il vient alors :

@)= > di@| Y g

| K[ =I1 5 1 L[ILf=1Kl

j=1-d
(x ¢ ¥ aem
LILi=lgy1 \&lEd=150 P
= u{”) par (1.15).
En écrivant (1.15) avec L = J; on voit que :
. 1 sil=j
K; J_ J
S @~ o wipsaialz

o | B[ 1=I1J5 1

Les vecteurs w; = (bﬁi)i:17,,.,d+n sont donc envoyés, par p,, sur une famille de
vecteurs échelonnée de RY. La projection p, est donc surjective et il existe alors
Sp ¢ R — R ot g, : RY — RI™ linéaires telles que Vu € R, p,(q.(u)) =
u, et chaque w € R¥" se décompose en s,(w) + ¢.(p.(w)). 1l existe aussi un
isomorphisme linéaire h : Im(s,) — R™.

Soit ¢ : R? — R une fonction continue bornée; on a :
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B[ [ etular] [ [ stoutaiar]

_ / L $pa(w)a(0, w)dw
_/Rmsp(px( w))7 (0, 52 (w) + ga(pz(w))) dw

/ueRd /ve]Rn TH(©) + a(w)) [det(h7T) - det(q,) | dudv
_ /UERd o(u) </er§(0’ h ' (v) + qu(u)) |det(h™ )-det(qx)\dv> .

On voit donc que uy admet une fonction de Green continue positive, que l'on
note dorénavant ¢ (0, u).

Jusqu’a présent nous mimons le travail de [15] en prenant en compte la présence
d'une dérive. La différence apparait par le fait que les fonctions de Green, en
présence d'un Xy, ne seront pas strictement positives mais seulement positives. On
peut penser au cas purement parabolique de la diffusion (By,t) dont la fonction
de Green g(x,t) (qui n’est d’autre que la densité gaussienne de N (0,¢) pour ¢ > 0
) est nulle sur R x R™. Il faut prendre en compte le support du processus tangent
défini comme I’ensemble des u € R? tels que ¢ (0, u) > 0.

Le processus tangent est invariant par changement d’échelle : ugz a la méme

loi que 7. 6(ul(fc)). On en déduit que :

+oo

wrecz@ o, B[ [ raga] £ [ @],

On écrit d'une part

+00 1 +oo
E[ f<u§52)dt] - —ZE[ g™t }
0 g

0

- [ w00

c2

et d’autre part,

el [ @ ]z [ £ T (001

[ 1060, 7000
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Nota Bene : (v = T.(u) = dv = e9du) puisque par définition Q = 3¢ i x
Card{k; ||Jx|| = i}. (cf notations en 1.4.1)
On a donc Iégalité suivante concernant g® (0, u) :

9" (0,1 /e (u)) = e972¢(0,w). (1.16)

Donc en particulier, en prenant € = 1/|y, :
x - 1 x
90,0, () = Wfﬂ (0, 0.(y)), (1.17)

ot Ox(y) := T1y.(¢x*(¥)) est une variable angulaire qui vit dans la sphere
unité S, de T, M muni de la norme homogene | - |4.

1.4.3 Diffusions rééchelonnées

Dans cette partie on introduit les diffusions rééchelonnées et on ex-
prime leurs fonctions de Green en fonction de celle de z;.

Pour pouvoir zoomer sur z; au voisinage de = on introduit la diffusion rééchelonnée :

Uf” € =T 09, L(x%), olt 2% est la diffusion solution de

dx; = Z&Xf(xi) 0 dB} + > Xo(x5)dt.
i=1

Ce processus est identique en loi & z.2,. La diffusion rééchelonnée v(®2) est
définie jusqu’au temps 7. de sortie du voisinage ouvert de 0 : U := T} /=00 HU).
En loi, 7. = 7/&2

Notons G¢) la fonction de Green, définie sur U¢ x U privée de la diagonale,
de cette diffusion changé d’échelle. Pour u € U* et ¢ € CO(U\ {u}) :

()G (u,v)dv = E, { / i w<v§f’€’>d4
UE
‘PxOTS(U [A T1/€ © 901 (ert)) dt:|

<pxng(u |:5 'QZ) Tl/e o (p;;l(xt)) dt:|

0

- /Uw(Tl/ewx (y)) Gz 0 Te(u), y)dy

=972 . ()G (pz 0 Te(u), pr 0 To(v)) Jo(Te(v))dv.
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Ou J, := [Jac(¢y)|-
On a donc :

G (u,v) = e97 2T (T (v)) Gz © To(w), @z 0 Te(v)). (1.18)

En particulier, pour y € U,

1
Je(p7 ! (y))e9?

G(z,y) = G0, Thze 0 0 (1)) (1.19)

1.5 Preuve du théoréeme 5

On énonce précisément le théoreme 5 et montre comment sa preuve
se ramene a celle de la proposition 2 qui elle méme se déduit de trois
propositions que 'on démontre ensuite. Cette démonstration est sem-
blable a celle que ’on trouve dans [15] & ceci prés que ’on travaille ici
avec une dérive (X;) méme si celle-ci est un peu cachée dans le forma-
lisme. On apporte néanmoins quelques simplifications (une convergence
uniforme est déduite d’une convergence faible en utilisant simplement
le corollaire 1) et quelques précisions (concernant des interversions de
limites non détaillées dans [15]).

Avec les notations introduites précédemment nous pouvons maintenant préciser
I’énoncé du théoreme 5 :

Théoréme 5.

1
lim sup |G(x,y)|y|2® 2 — ——¢@(0,0,(y))| = 0.
e—0 lyla<e Jx(o)

Afin de montrer ce théoréme on va montrer le résultat intermédiaire et fonda-
mental suivant :

Proposition 2. Pour tout compact K de R?\ {0} nous avons

sup }G(m)(o,u) - g(x)(O,u)} — 0.
ueK e—0

Preuve du théoreme 5 en admettant la proposition 2. Soit n > 0.
Puisque y — J,.(¢;(y)) est continue en z et que J, (¢, (7)) = JL(0) #0 :

1 1
Jeg > 0, sup — <n.
vlyle<eo | J(0z 1 (Y))  J2(0)
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Soit

<3
N
=

K=5,={ueR Zu? =1,
=1 \illJil=k

la sphere unité pour la norme homogene.
Par la proposition 2 :

de; >0, Ve <g sup‘G )(0 u)—g(m)(O,u)‘ <.
ucK

Soit €9 < min(egp, 1), en utilisant (1.19) :

1
sup (Gl I = {50 0.0.00)|
lyle <e2 J:(0)
1 1
< sup G@=)(0,0,(y)) — 90, 6.(y))
yla<es | T2 (051 (Y)) J:(0)
1 1
< sup < — )G(m’|y’)(0,«9$(y))'+
wle<es | \Jz(0z 1 (y))  J2(0)
1
sup |G@)(0,0,(y)) — 90, 0.(y))
Jz<0 \y|z<€2’ }
1
<y s [GEI0,W)]+ —— sup [GEI(0,u) = g(0,u)
e<ez,ueK Jx(o) e<lequeK
1
< + sup [¢® (0, u)|) + .
<n(n ue}gm (0,u)]) 7.0)"
Cela prouve bien le théoreme 5. O

Il reste donc a montrer la proposition 2. On adapte la démonstration de
[15].

La fonction de Green G est harmonique sur K pour 'opérateur hypo-
elliptique £.(g) := L(g o Tyj- o ¢;'). Le corollaire 1 indique que pour montrer
la proposition 2, il suffit de montrer la convergence au sens des distribu-
tions.

Soit donc f une fonction C*° & support compact K dans R?\ {0} ; il suffit de
montrer la convergence vers 0 lorsque ¢ — 0 de :

’ [/ Pt — Omf(uﬁ”)dt}.

’/f G(“Oudu—/f (:”Oudu

30



Pour cela on écrit, pour un 7" > 0 fixé :

el i ]
0

- |2 |tr<.. / (50 = F) e, [ el [

T T

1T>7-g / f (966 dt - 1T>’r / f (90) :| '

SE[ngrg / |f<v§“>>—f<u§”>|dt} +E[1T§TE / If(v§$’5’)|dt} n
0 T

e[ T )| -+ 201 TB(T = 7)

T

On va montrer les propositions suivantes :

Proposition 3. T étant un réel > 0,

T
iy B [1 | it - f<u§”>|dt} _
0

+oo
lim E Fhdt| =
i B [l

Proposition 4.

Proposition 5.

T—+oo 0 T

lim inf lim sup E [1T<T / | f (v (we) )|dt} = 0.

Une fois ces propositions démontrées, et en remarquant qu’a 1" fixé,

P(T > 1.) 2 0,
la convergence en 0 de
Te 400
| [ - [ |
0 0

est alors immeédiate.
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1.5.1 Preuve de la proposition 3

Cette proposition fait le lien entre les diffusions rééchelonnées et le
processus tangent : c’est un développement de Taylor stochastique qui
fait fonctionner la preuve.

On commence par démontrer le lemme suivant, qui repose sur le développement
de Taylor du flot stochastique obtenu dans [19] :

Lemme 1. Si R®(e,t) est défini par ng,a) = uﬁ” +eR® (e,t) alors il existe o > 0
et ¢ > 0 tels que pour tout R > c :

lim P < sup ||[R@(e,s)]| >R, T < Te) < exp (‘R ) :

e=0  \o<s<T cr

Démonstration du lemme 1. On veut un développement a ’ordre 1 en € de vtx’e) =

Ty o0 0 (x.24) ; pour cela on va chercher un développement asymptotique de z.2,
a l'ordre r + 1.

On peut choisir 'ouvert U assez petit pour pouvoir se placer dans une carte
de M. On note toujours X; les champs de vecteurs et z; la diffusion étudiée, bien
que ces symboles désignent maintenant des vecteurs de R?. D’apres le théoréme
4.1 de [19] on a le développement de Taylor :

To2; = exp Z Z bl XE | 4 e R(e, t)
k=1 L,||L|=k
r d
= exp Z Z ekek Z ay X7 | + £ R(e,t)
k=1 L,||L|=k i=1
d
= exp Z Z elflal el | X7 | + e R(e,t). 2 (1.20)

=1 \L,|JlI<IILl<r

Le reste R est borné en probabilité. Plus précisément, il existe a@ > 0,¢ > 0 tels
que :

VR > c, lin%]P [ sup ||R(e, s)|| > R} < exp (—R—) 3 (1.21)

0<s<T cT

Supposons un instant que les coefficients (a%) sont constantes (ce qui est le cas si
les X; sont des champs de vecteurs invariants sur un groupe de Lie). En composant

2. On rappelle que puisque (X7) ep est une base triangulaire, a7 = 0 des que || L|| < ||7].
3. On note || - || la norme euclidienne sur R%.
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(1.20) avec . !, il vient :

07 (Te2y) = > eltlalef + e R(e,t) (1.22)

LIl <L <r i=1,...,d

avec ||§(5,t)|| < 1D~ ool R(e, 1)]], et ﬁ(s,t) est borné en probabilité comme
R(e,t).

Puis en composant (1.22) avec la dilatation 77, il vient

U§$7E) = Tl/e o ()0;1<x62t>

_ DD L P +eR(e, 1)
Lr>||L||1>||J:l i=1,...,d
. DD + R(e, 1)
Lyr>||L||> | J:]] i=1,....d

D’apres les propriétés P; et P, p238 de [19], il existe o/, > 0 tels que, pour
e<1:

RY
VR>¢, P | sup E 5”L”7”Ji”71a§cf > R| <exp <_/—) .
0<t<T ’ T
Lyr>|| LI > | J:]] i=1...d
(1.23)

Avec (1.21) et (1.23) et le fait qu'il existe C' > 0 tel que (V¢ < T) || R(e,t)|| <
C||R(e,t)||, le lemme 1 est démontré.

Dans le cas ot les (a%) ne sont pas constant le résultat demande plus de travail
mais reste vrai et repose essentiellement sur I’hypothese de géométrie des crochets

constante : (X’(y))ep forme une base de T,U pour y dans U. La preuve est
détaillée dans [70]. O

Démonstration de la proposition 3. Soit n > 0; le lemme 1 indique qu’il existe
gg > 0 et R > 0 tels que pour tout € < ¢ :

P RP( )| >R T<r)<—1__
(é?%” €9l ) = 2T/

4. Pour e < 1, ||R(e, t)|| < ||R(e, t)]-
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Ainsi :
’ (z,) (x) g (2,)
E|trer, [ 17(6"9) - S| = |1 | 1wt -
0 {0<su£)T||R(’”)(5,5)||>R7 TSTg} 0

+E 1{

sup ||R®)(e,s)||<R, T<Te
0<s<T
<N+ eTR||Df|oo-

Et donc, pour tout n > 0 :

T
lim sup E [1& | 1t - f(u%“ﬂdt] <
0

e—0

1.5.2 Preuve de la proposition 4

Cette proposition ne concerne que le processus tangent ; on reprend
notamment les notations de la section 1.4.2 dans laquelle il est exprimé
comme projection d’une diffusion d’un groupe de Lie.

Pour montrer la proposition 4, il suffit de montrer que :

—+00
E { / 1B(O7P)(uff))dt} < 0, (1.24)
0

ou B(0, p) est la boule de rayon p pour la norme homogene |u|y = {221 (ZZ i<k uf) *

Rappelons que u?) est la projection d’une diffusion ﬂl(fe) qui est le processus

tangent de la diffusion & sur le groupe de Lie nilpotent N,y (cf (1.13) et (1.14)).
On a donc :

+oo
E |:/ 13(0,[,) (ugx))dt] = / g(”ﬁ)(O,u)du
0 B(0,p)

_ / 30, i)di.
pz ' (B(0,p))CRI+7

On note Q := Yo idimV;, et T~€(11) = (el®ill@;)i—1 . ain. On a par propriété
de rééchelonnement des processus tangents (comme en (1.16)) :

G (0, Te(a)) — 22-5(0, 7).
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Flu®)|dt

Q

|

T
} / FO) — f(a))de

Q=



Q=

Q
Ainsi en prenant 1/e = |U|g4n = [221 <ZZ 1=k ﬂf) %] on obtient la majo-

ration a priori :
c

19(0,a)] < ———.
‘u|§+n2

Il suffit de montrer que :

1
/ - Qdﬂ < 00.
pz ' (BO) |49

Ce résultat technique est démontré dans 'appendice de [15] avec les hypotheses
sur les dimensions suivantes :

1. »r>2
2. dim C; — dim C;_y (= Card{k; ||Jk]| =i}) > 1Vi=2,...,7r
3. dim C; (= Card{k; ||Jx|]| = 1}) > 2.

Cela impose notamment que () > 4.

Remarque 3. Le cas elliptique ou r = 1 ne semble donc pas pris en compte. On
sait néanmoins que le théoréme 5 reste vrai dans ce cas lorsque d > 3 (dans le cas

elliptique Q=d).

1.5.3 Preuve de la proposition 5

Commencons par écrire, grace a la propriété de Markov :

Bo [tr [T 1 Nat] =B [rec B | [T 0de0at]|
0

T

=,

| P / G2 (0 v)| f (v)\dv]
Ty 00z ' (U)

-/ i w [ G (u, )| f(v)dv.
Tl/EO@;l(U) Tl/scipﬂzl(U)

Ou ,ung <) est la mesure qui a la densité 17, relativement a la loi de véfc <),

Pour u,v € Ty 0 ¢, }(U), on note u? := ¢, o To(u).”
L’égalité (1.18) s’écrit donc :
G (u,v) = 92T (Te(v)) G (u®, v"),

g) Ve

5. Ne pas confondre avec u?’ qui désigne le processus tangent au temps €.
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et en utilisant la proposition 10 de 'appendice, il existe C' > 0 tel que pour tout

e>0:
CeQ2

/ » C7*(:13,€)<u7 U)|f<v)|dv S / de,
Tl/so‘px (U) B(O,p) |,U5|ug

ou p est tel que le support de f soit contenu dans la boule B(0, p).
On montre le :

Lemme 2. Soit R > 0; il existe eg > 0 et ¢ > 0 tels que pour tous € < gy et u de
norme > R dans R%, on ait :

£Q~2
/ de S C.
B(0,0) [VE] e

De plus,

@2
lim / de = 0,
lull=ce JB0,0) V2|2

uniformément en €.

Q-2 1 1
-2 — -2 — —2-
" ozl oz (v)IF [ol3

Le lemme (A-1) de Pappendice de [15] indique que [ B(0.,p) ‘ﬁ% est finie et
) v d

Démonstration. Pour u = 0, c’est-a-dire u? =z

majorée par une constante ne dépendant que de p.

Puisque la famille de difféomorphismes ¢, ! varie continuement avec y € U,
il existe un voisinage U, de x, une constante C' > 0 et un g9 > 0 tel que pour
tout y € U, et e < g, B(0,ep) C ¢, (U) N, (U) et pour chaque w € B(0,ep),
|0yt 0 pa(w)]d = Clwla.

On a alors :

€Q72 €Q72
sup ———=dv = sup ——dv
yeUz J B(0,p) |VZ |y yeUz J B(0,p) [Py \V:)lg
/ vz / ol
Q-2
€
= sup/ : g=zdv
y€Uz J B(0,p) ‘(,0; O Py OT€<U> d
~ gQ_2
C/ 7Q_2dv
B [Te(v)|;

~ dv
C/ —03" (1.25)
B(0,p) |U‘d

Soit maintenant &; > 0 tel que Ve < g, et Yu € R ||u| < R, on ait u* € U,.
Selon (1.25), il existe une constante ¢ tel que pour € < min(egp, 1) et pour tout

VAN

IA
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ueRY Jul| <R:
£Q2

Q 2 =
/B( 7 ) |Uél|usx

C’est le premier point du lemme.

Pour le deuxiéme point, on utilise I'inégalité triangulaire (1.42) 49 et la com-
paraison avec une norme euclidienne (1.43) 49 démontrées dans I’appendice. Pour
||u|| suffisamment grand pour que %\uﬂm — [v¥], >0

Q-2 Q-2
€ 15
/ —adv S/ g v

e |uZle = v

Cette derniere inégalité prouve la convergence uniforme en € qu’il fallait démontrer.
O

Retournons a la preuve de la proposition 5.
Grace au lemme précedent on a l'inégalité :

e @) (z.) Cev?
Bo [tree [ U6 < g B0+ [ e
B(0,p)

T wllul] >R V2 |z

~~
— 0
R— 400

Pour finir de démontrer la proposition 5, il suffit de démontrer le lemme :

Lemme 3. Pour tout R > 0,

lim inf lim sup "% (B(0, R)) = 0.

T—+oo 0

Démonstration. Rappelons que par définition,
i (B0, R)) = Fo | Lrer Lpom (v7)]
Soit y une fonction lisse valant 1 sur B(0, R) et dont le support est dans B(0, R+1) :
#(B(0, B)) < B [1renx(vf?)] .
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En utilisant le lemme 1, il est facile de montrer (comme on I'a fait pour montrer
la proposition 3) que :

Eo [1T<TEX(U§““))] — [y [X(Ug“m))] .

e—0

Maintenant, [, [X(ugi”))] <[, [1B(O7R+1)(u§ip))] et t — E, [1B(O,R+1)(u§x)) est une

fonction bornée positive et qui par (1.24) est intégrable, de sorte que

l%lgi&f Eo |:1B(O,R+1)(u§iv)):| =0.

O

1.6 Critere d’effilement local de Wiener, capa-
cités de petits compacts et test de Poincaré
pour la diffusion relativiste dans le groupe
de Poincaré

Dans cette partie, on va étudier un exemple de diffusion avec dérive
particulier, la diffusion relativiste de Dudley dans un groupe d’isométries
affine Lorentziennes. Le théoréeme 5 démontré précédemment et la connais-
sance du support de cette diffusion seront suffisants pour établir un
critere d’effilement local de Wiener puis on pourra estimer la capacité
de petits compacts et en déduire un test de Poincaré.

1.6.1 Cadre géométrique
On note RY I'espace R4*! muni de la forme quadratique de Lorentz :

a(&) = (¢")° - Z (€)".

7

SO(1,d) est le sous-groupe de SL(R*™!) préservant ¢, et on note SOy(1,d) la
composante connexe de l'identité dans SO(1,d). Le groupe de Poincaré est par
définition le groupe connexe affine G := SOy(1,d) x R" muni de la loi :

(9,6)(9",¢) = (99, € + 9€).

G est vu comme le groupe de matrices de taille d + 2 suivant :

gz{(g f) g € SOy(1,d), geR(l"”}.
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SO(1,d) est un groupe de Lie dont 'algebre de Lie est :

soltd) = { () (1) ) () € R (a) € RO (1) = ~(u) .

u;)  (wig)

Ainsi, SOy(1,d) = exp(s0(1,9)) et G = exp(g) ou :

O t(uz) Ug
g= (i) (uij) (i) |5 (ui)izr,..a € RY, (uji) = —(u), (uo, (tio)i=1,..a) € RM
0 0 0

1.6.2 La diffusion relativiste

On note pour ¢ = 1,--- ,d, X; le champ de vecteurs invariant a gauche sur G
défini par :
0 tei 0
0 0 O
:ZE':EQ

Xp est le champ de vecteurs invariant a gauche défini par :

X0<g7€) = (g7€>

o O O
o O O
o O =

—_———
:=FEp€Eg

La diffusion relativiste de Dudley dans G est par définition la diffusion solution

de 'EDS :

d
d(gs, &) =Y Xi(gs, &) 0 dBL+ Xo(gs. &) ds.

i=1

Son opérateur associé est :
1
_ 1 2
L= 5 EIXZ. + Xo.
1=
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Un calcul simple montre que, pour ¢,7 =1,...,d:

0 0 0
[XZ7X]]<g7£):<g7£) 0 6i®6j_ej®ei 0
0 0 0
::ET;EQ
0 0 0
[XlaXO](g7£) = (gug) 00 €;
0 0 0
———
=FEo€g

On a donc en chaque point (g,€) de G :
VeCt{X(], XZ', [XZ',XJ'], [XZ',X()], ’l,j = 1, ey d} = T(g,g)g,

et le théoreme d’Hormander affirme que L est hypoelliptique.
On a méme :

[Xia [Xla XO]] - XO? (126)
de sorte que,
VGCt{XZ‘, [Xla Xj]a [Xla XO]) [Xza [X“Xo]] Za] = ]-7 B ad} = T(g,ﬁ)ga

et le théoreme d’Hormander affirme que la loi de la diffusion a l'instant ¢ admet
une densité par rapport a la mesure de Haar sur G.
Avec les notations de la section 1.4 :

Ci(9,6) =4 (:6) | (w) 0 0 |;(u)eR? (1.27)
0 0 0

0 t(’lh) Uo
Co(g,8) =1 (9:6) | (we) (ugg) 0 |;uo €R,(w;) € R, uj = —uy p (1.28)
0 0 0

Ainsi, r(g,£) = 3.

Une base triangulaire est (X, Xo, [Xi, X;], [Xi, Xo])icj=1
Q@ vaut :

_____ ¢- La dimension graduée

Q(g,6) =d+2(d(d—1)/2+1) +3d=d* +3d + 2.
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Les dilatations sur g sont données par :

0 (u;) wo 0 ef(u) €%y
T (w) (ug) (wo) | = elws) *(uij) €*(uio) (1.30)
0 0 0 0 0 0

Et la norme homogene associée est (en I'unité e = (id,0) ) :

0 “(w) ‘o d d 1/Q
exp | | () (uy) (uio) =<<Zu?>Q/Q+(u8+ > u?j)Q/“HZu?o)Q/G)

0 0 0 . i=1 1=i<j=d i=1
(1.31)
Le processus tangent, qui vit dans g, se calcule aisément et on obtient :
0 B} e B t
B! %(fg Blds — fgsodB;)
e | Lt N\l ,
w=| (5 (fo BiodBi— ['Bio dB;))i:L“d :
B ! ( i Blds — [!'so dB;l)
0 0 0 0
(1.32)

La proposition 8 de [6] affirme que la fonction de Green de la diffusion (gs, &)
est strictement positive dans le cone du futur de (go, &) = e :

G(e, (9,€) > 0<= q(¢) >0et £ > 0.

Le support de Tj/. 0 exp™'(ge2,, &25) est le cone :

{(9,9); (£%€°)* — ||€%¢]1* > 0,€" > 0},

qui est d’autant plus évasé que ¢ est petit.
La proposition 2 montre alors que le support du processus tangent est égal au
demi espace : {(g,&) € g;£° > 0}. Résultat qu'on aurait pu obtenir directement.
On appelle alors cone homogéne de sommet (gg, &), une partie Cy(go, &o) de
G invariante par les dilatations 7. centrées en (go, &) telle que 'ensemble “semelle”

{(9,€) € Culg0,€0); 1(9:€)l(go.co) = 1}

soit un compact du demi-espace :

{(9.9€G; (€-&)° >0}
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Le théoreme 5 fournit alors un voisinage de (go, &) tel que pour toute partie B,
contenue dans un cone homogene, C,(go, &), issu de (go, &), il existe a > 0, >0
tels que :

5
¥(g,6) € B, —————— < G ((g0, %), (9,€)) < ——o—5—.
(g ) ‘<97€)|(ng§0) ((go 0) (g )) |(g7£)‘(QgO720)

Rappel :Q = d(d + 3) + 2.

(1.33)

Remarque 4. La majoration dans l'inégalité (1.33) reste valable méme si la se-
melle du cone n’est pas compacte.

1.6.3 Critere d’effilement de Wiener

On dit qu’'un point (g, &) est régulier par rapport a un ensemble mesurable B
lorsque Py (T = 0) = 1, out T = inf{s > 0; (gs,&;s) € B}.

On note B" I’ensemble des points réguliers de B. Par continuité des trajectoires,
Bc B cB.

Proposition 6. Il existe une unique mesure finie ug portée par B" telle que :

Plo) [T < +00] = / G (9.€), (¢ €)) pldlg. €).

Démonstration. 1l a été montré dans [6] que 'opérateur £ admet un adjoint (relati-
vement a la mesure de Haar) qui est sans terme constant. La théorie des processus
duaux décrite dans [16] et rappelée dans [20] peut donc s’appliquer et garantie
I’existence et 'unicité de up. O

On appelle capacité de B, et on note C'(B), la masse totale de up, qui s’écrit
aussi :

C(B) =sup{u(B);u € M(B),Gu < 1}. (1.34)

Ou M(B) est I'ensemble des mesures positives finies dont le support est dans B.
Soit A < 1; on note :

B, ={(9.6) € B; A" < (9. )l(gno) < A"}

On a le critere d’effilement de Wiener suivant :

Proposition 7 (Critere d’effilement). Soit B une partie de G contenue dans un
cone homogene Cy(go, &) issu de (go, &o)-
Les deux propositions suivantes sont équivalentes :
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(i) Le point (go,&o) est régulier pour B.
(ii) La série >, A3 C(B,) est divergente.

Démonstration. Le schéma de la démonstration est classique et donnée par exemple
dans [12] pour le mouvement brownien dans R? et dans [41] dans le cas de diffusion
sur un groupe nilpotent. On rappelle brievement le point clef : La double inégalité
(1.33) permet d’utiliser un lemme de Borel-Cantelli du a Lamperti dans [56], qui
fournit ’équivalence souhaitée. O

1.6.4 Capacités des petits compacts et test de Poincaré

Soit H la fermeture d’'un domaine borné de g inclus dans

O t(ul) Uo
(ui) (wij) (wio) | €g; uop >0
0 0 0

On note H. := exp(T.(H)) les “petits compacts” dans le futur de e. On va étudier
le comportement de C'(H.) lorsque € — 0.

Pour cela on a besoin du lemme suivant, ol u. et v. désignent deux points
de H. et 0, (ve) = Tijo.).. (exp, ! (v:)) est angle solide, relativement & la norme
homogene, de v. vu depuis u..

Lemme 4. Les limites suivantes existent :

lim% = a(u,v) > 0.
e—0 £

lim,. (v.) := H(u,v) € g — {0},

Démonstration. Soit u,v € g tels que u. = exp(T:(u)) et v. = exp(T(v)).
On cherche w € g tel que v. = u.xexp(w), i.e exp(w) = exp(—T.(u)) exp(T.(v)).
La formule de Campell-Hausdorff s’écrit :

1

w="T.(v) — T.(u) — §[Tg(u), T.(v)] (1.35)
+ %([—Te(u), [T (w), Te(0)]] + [Te(v), [T(v), =Te(w)]]) + - -
Un calcul simple fournit :
[Te(v), Te(u)] = Z o(e)Xi + Z (€% (uiv; — wyvi) + o(?)) [Xi, X;]+

Z (°(viug — vous) + 0(€?)) [ X4, Xo] + o(€%) Xo.

i=1
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Avec (1.35) on obtient :
w; = e(v; — w;) +o(e), wo=e*(vo — ug) + o(e?),

1

wig = & (v — iy — 5 (viny — uivy)) + o(e”),
3 1 3
Wio = € ('UiO — U0 — 5(’&2"00 — UQUZ‘)) + O(E )
Par définition de la norme homogene : % = % et cette quantité converge

lorsque ¢ tend vers 0 vers la norme homogene a(u,v) # 0 de :
0 t(Uz‘ - uz) (UQ — Uo)
(’UZ‘ — UZ) (Uij — U5 — %(viuj — Uﬂ)j)) (UiO — U0 — %(Uﬂ)g — UO’UZ‘>) cg.
0 0 0
De plus, par définition 6,,_(v.) = T /ju. (w) et on a :

lim0,_(v.) = B(u,v)

e—0
Ou
1 0 t Vi — ul) (UQ — UO)
Blu,v) = (vi —wi)  (vij —wij — %(Uiuj —uv5))  (vio — wio — %(Uz‘vo —uovi)) | €9
au,v) 0 0 0
O
Notons alors : ()
m(H
q(H) = max f e (B(u,v)) (d )
u€oH J g a(u,v)Q*Qm v
Rappel : ¢, (-) := J;(O)g@)(o, )) et g™ est la fonction de Green du processus

tangent en x.
On désigne par m la mesure image de Haar par exp~!. C’est donc une mesure

sur g.
On peut maintenant énoncer la proposition suivante :

Proposition 8 (Capacité des petits compacts).




Démonstration. Soit v := 1ym et v. := 1y_Haar son image par exp o7.
Au vu de (1.34), une borne inférieure pour C(H.) est obtenue des lors qu’on
a une majoration uniforme de Gr.. Si 7 désigne le temps d’entrée dans H., pour

(9,6) €G:

Gr.(g,€) = / G((9.€), (¢, &) Haar(d(g' ")

+oo
=Ego { / 1Ha<gt7£t)dt:|
+oo
= E(gyﬁ) {E(anr) [/0 1n. (g1, ft)dtH

Gv(9,€) = Eg) [Gre(gr, &) - (1.36)

Il suffit donc de majorer Gr, sur 0H..
Soit u. € OH,, par définition de v, :

Gue(ue):/HG(ue,vg)m(dv),

ou v, := exp(7.(v)).
Soit 7 > 0. D’apres le théoreme 5 il existe ¢y > 0 tel que pour € < ¢ :

N + Pu (O (ve))
Q-2 )

Ue

Vue,v: € He  G(ue,v:) <

|ve
De plus, d’apres le lemme 4, il existe £; > 0 tel que pour tout € < 1 :

-2+ Yu (Ou (V) n+ 9e(B(u, v))

v €eH
uz—:a UE g |UE|§E_2 — O{(’U/”U)Q72

+n

Ainsi,

Vu. € 0H. 972G (u.) < /
H

(?7 Z?Jfﬁ%’f” + n) m(dv).

/ 1+ e(B(u, v))

<nxm(H)+ max o 0)27 m(dv).

u€OH

Par (1.36) on obtient :

60 < g (o mten) + g [ 222G ).

u€oH
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Par (1.34), on déduit :

92y, (H.)

e E m{dv)

C(H.) >
n x m(H) + max,con fH

Puisque v.(H.) = m(H), on obtient apres avoir fait tendre 7 vers 0 :
m(H)

maXueBH fH a(uﬂv;&QUL m(dv)

o C(H:) ._
llIgnglf o >q(H) =

O

Les propositions 7 et 8 ci-dessus fournissent une condition de régularité de type
Poincaré :

Corollaire 2 (Condition de cone de Poincaré). S’il existe un cone homogene issu
de (go0,&0) qui est contenu localement dans B, alors ce point est régulier pour B.

Démonstration. 11 suffit de remarquer que le sommet d'un cone homogene est
régulier pour celui-ci. En effet, les “tranches” B,, de ce cone sont telles que B, =
TA(ZO’&))(BO) et les capacités C'(B,) sont ainsi, par la proposition 8, de l'ordre de
NM2=@) Ainsi, la série >om M@=2nC(B,,) diverge grossierement et par la proposition
7 le sommet du cone homogene est régulier. O

1.7 Appendice

1.7.1 Sur les estimations a priori et les résultats de [64]

On rappelle le travail de Nagel, Stein et Wainger dans [64]. On suppose que
(X7) jep forme une base de T, M pour tout y € U (la géométrie des champs de
vecteurs est constante). On note p la pseudo-distance définie par :

p(y,z) =1inf{0 > 0; Jp € C(9) tq ¢(0) =y et p(1) =z} (1.37)

Ou C(9) est 'ensemble des fonctions absolument continues telles qu’on ait presque

partout :
d

Pty =Y a®)X (e(1)),

L] <r

avec |ar(t)] < S Le corollaire p 114 de [64] affirme que lorsque d > 2, pour K
compact de U x U, il existe C' > 0 tel que :

s € K 100 < O 139
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et pour J = (ji1,...,Jk) :

p* iy, 2)
Vol (B(y, p(y,2)))

\V/’y,ZGK, |X]1XjkG(ZL‘,y)| SC (139)

On a la propriété suivante :

Proposition 9 (Equivalence locale des normes). Il existe un voisinage UcU de
x et des constantes Cp, Cy > 0 tels que :

vy?’z S Ulv Clp(yVZ) < |z|y < CQp(y7z)' (140)

Démonstration. Nous allons tout d’abord introduire une pseudo-distance intermédiaire
qui est une légere modification de | - |. Comme dans [64], nous notons Cs(d, B) la
classe des fonctions absolument continues ¢ : [0, 1] — U telles que

Ft) = a; X' (6(t)),

ou les ay sont des constantes telles que
lay| < S
Définissons, pour y, z € U :
dp(y, z) =1inf{o > 0| J¢p € C3(0,B) telle que ¢(0) =y, ¢(1) = z}.

Rappelons que U a été pris suffisamment petit pour que ’application ¢, soient
un difféomorphisme de ¢, L(U) dans U. Ainsi pour y, 2z € U, il existe des uniques
contantes (ay)jep telles que

2 = exp (Z X) v).

JeB

et ainsi

_ /)17
di(y, z) = max |a [ /1.

Ainsi nous obtenons
dl’)’(yv Z) S |Z|y S CdB(ya 2)7

ou

" 1/Q
C = <Z(dim0k — dimck_l)Q/k> :

k=1
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Cela nous ramene a montrer que dg est locallement équivalente a p. Puisque
C5(8,B) C C(6) nous avons

Vy,ze U, ply,z) <dg(y,2),

et il nous reste a montrer que dg est localement dominée par p. C’est essentielle-
ment le résultat contenu dans le lemme 2.16 de [64]. Afin d’appliquer ce lemme
il nous faut introduire quelques notations. Pour un d-uplet B’ de multi-indices de
poids < r, nous notons ||B’|| la somme des poids de ses composantes.

1B := > IJ]-

Jep’

De plus notons Az (y) le déterminant de la famille (X7 (y))sep en vy :
)\B/(’y) = det(XJ(y), J e B/)

Souvenons-nous que le d-uplet B a été choisi tel que (X7(y))ses est une base
triangulaire de T}, M. Cela signifie que si 5’ est tel que A\g/(y) # 0 alors || B|| < ||B'].
Nous avons de plus
M :=sup | Az (y)| < +oo,
By

ou le supremum est pris sur tout les y € U et sur 'ensemble fini des d-uplet de
multi-indices de poids < r. Nous avons alors pour un d-uplet B’ de multi-indices,
pour tout y € U et pour ¢ €]0, 1]

M

Ap ()18 < arsIB 1 < prsliBl <
A5 (y)| S = inf.cir [A5(2)]

As(y)lo!7l.

Ainsi, en prenant

ti= infyer\L[)\B(?/” -0,

nous avons
Vy € U,¥5 €]0,1] [ As(y)]8!®] > tsup | As (y)[61%).
B/
Nous pouvons désormais appliquer le lemme 2.16 de [64] et trouver un n > 0 et
g(t) > 0 tels que
Vy € U,Y6 €]0,1],  B(y,ne(t)s) C Bp(y,e(t)9),
ou B et Bg sont les boules associées respectivement a p et dg. Ainsi, si p(y, z) <
ne(t) alors
p(y, 2) = inf {ne(t)d, 2 € B(y,ne(t)d)}
> ninf {e(t)d, z € Bp(y,<(t)0)}
> ndg(y, 2). (1.41)
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Enfin nous pouvons trouver un voisinage U’ de x assez petit pour que Vy,z € U’
p(y, z) < ne(t) et ainsi dans lequel I'inégalité (1.41) est satisfaite. O

En utilisant (1.38) et la proposition précédente, on obtient :

Proposition 10 (Estimation a priori). Quitte a prendre U assez petit et relative-
ment compact, il existe C' > 0 tel que :

C
vy?'z € U7 ‘G(y,Z)‘ S Q-2"
2]
De plus, pour J = (j1,...,Jr) nous avons :
\4 X X, G < ¢
y#zelU |X; - X;Gly,2)| = @

Démonstration. Puisque d(T.u) = e%du il vient

VOBl lel,) = [ du=laf} [ au
lula<|zly lug<1

La preuve se déduit donc de I’équivalence local entre la norme homogene et p ainsi
que les estimations a priori (1.38) et (1.39). O

Proposition 11 (Inégalité triangulaire et comparaison a une norme euclidienne.).
Quitte a prendre U assez petit et relativement compact, il existe co > 0 tel que
Vt,y,z € U :

lyle < co (2] + [2ly) - (1.42)
Il existe également ¢, " > 0 tel que Vy,z € U :
oy (N < Jely < oy (N7 (1.43)

Démonstration. Cela résulte de ’équivalence locale avec la pseudo distance p, de
la proposition (1.1) p 107 et du (iii’) p 109 de [64]. O
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Chapitre 2

Dynamique asymptotique d’un
flot associé a une classe de
processus relativistes dans
I’espace-temps de Minkowski

2.1 Introduction

Rappelons que RY4 désigne I’espace temps de Minkowski, c’est-a-dire 1’espace
vectoriel R4 = {70 gie;| ¢ € R} muni de la forme quadratique de Lorentz

q(€) == (9% — |I€|*.

Le groupe connexe des transformations linéaires qui préservent cette structure
est le groupe de Lorentz noté PSO(1,d). Le groupe de Poincaré G est le groupe
connexe des transformations affines invariant par q :

G := PSO(1,d) x R*.

On peut alors identifier RV avec P'espace homogene G/PSO(1,d). Les orbites
de PSO(1,d) dans R n’étant pas compactes, il ne peut exister de mesure finie
invariante par PSO(1,d) et a fortiori il n’existe pas de processus de Markov a
valeurs dans R invariants en loi par I'action de G ; c’est-a-dire qu’il n’existe pas
de générateur L tels que pour f dans le domaine de £

Vge G, L(fog)=(Lf)oy.

Le contexte lorentzien est donc fortement différent de celui euclidien RY qui, vu
comme espace homogene (SO(d) x R?)/SO(d), peut étre pourvu de processus
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de Markov (SO(d) x RY)-invariants comme par exemple un mouvement brow-
nien d-dimensionnel. Pour espérer obtenir des processus de Markov G-invariants
sur un espace homogene de G nous sommes amenés a quotienter G par un sous-
groupe compact. Le sous-groupe SO(d), défini comme le sous-groupe de PSO(1, d)
préservant le vecteur ey := (1,0,...,0)*, est un groupe maximal de G. L’espace
homogene minimal G/SO(d) s’identifie au produit H¢ x R4 o H? est I'espace
hyperbolique défini comme la nappe supérieure de 'hyperboloide a deux nappes
de R4

H? := {€¢ e RM|¢° >0, ¢(¢) = 1}.

En appliquant le Théoreme 2.2 de [61] a notre cadre particulier, nous obtenons
que les processus de Markov G-invariants & valeurs dans H? x R"? sont obtenus en
projetant des processus de Lévy invariants a gauche et SO(d)-invariants a droite
dans G.

Dans [28], Dudley considere la classe des processus G-invariants dans H? x R4
tels que les trajectoires dans R'¢ soient de genre temps. Ce sont précisément les
processus (&, &) ot & est un processus de Markov PSO(d)-invariant de H* =
PSO(1,d)/SO(d) et & est I'intégrale en temps de &,. Les processus & trajectoires
continues sont ceux pour lesquels & est un mouvement brownien de l'espace hy-
perbolique H¢. Cette diffusion est un mouvement brownien naturel (géométrique)
associé a l'espace-temps de Minkowski. Son comportement asymptotique a été
étudié par Bailleul ([9] et [6]). En considérant H? x R comme le fibré unitaire
de I'espace de Minkowski et le groupe de Poincaré G comme le fibré des reperes
orthonormés au dessus de RV, on peut généraliser et considérer des diffusions re-
lativistes a valeurs dans dans le fibré unitaire d’une variété Lorentzienne générique
([39]). Elles sont obtenues en faisant rouler sans glisser H? x R le long de trajec-
toires de diffusions de Dudley. Cette construction, a la Eells-Elworthy-Malliavin,
est obtenue en projetant des diffusions a valeurs dans le fibré des reperes de la
variété sur le fibré unitaire. Ces diffusions ont été étudiées dans les espace-temps
de Schwarzschild ([39]), de Robertson-Walker ([1]) et de Godel ([37]). Comme il
est suggéré dans [7] il est également intéressant de s’intéresser aux processus a va-
leurs dans le fibré des reperes que I'ont peut considérer comme des trajectoires de
petits objets rigides évoluant aléatoirement dans I’espace-temps. La diffusion dans
le fibré des reperes est solution d’une équation différentielle stochastique et dans ce
travail on se pose la question de la dynamique asymptotique du flot stochastique
engendrée par cette EDS. Il s’agit précisément de calculer les variétés stables et
les coefficients de Lyapunov. Ce travail est 'analogue lorentzien de ce qui avait
précédemment été fait dans le mouvement brownien riemannien dans [13], [18],
[58].

Précisément nous allons considérer un processus de Lévy A, & valeurs dans G
invariant & gauche et SO(d)-invariant & droite tel que les trajectoires dans R4
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soient de genre temps. Un tel processus se projette sur H? x R en un processus
markovien introduit par Dudley. Ces processus génerent des flots stochastiques
invariants dans G

6u(A) = Ad,

Nous calculons explicitement le spectre de Lyapunov et les variétés stables associées
a ce flot. Précisément nous calculons pour B € Lie(G) et pour une norme || - ||
dans Lie(G) le taux de croissance ou décroissance exponentiel suivant :

.1 ~
Jim - log[|Dey(Id). B

Le processus A; obtenu en projetant A, sur PSO(1,d) est un processus de Lévy in-
variant a gauche et SO(d)-invariant a droite. Il génere un flot dans PSO(1,d) qui a
été étudié, dans le cas d’une diffusion, par Baxendale dans [13]. Plus généralement
la dynamique asymptotique des flots générés par des processus de Lévy dans des
groupes de Lie semi-simple a été étudié par Liao ([61]). Ici le groupe de Lie ambiant
n’est pas semi-simple et les calculs semblent plus délicats. Dans la premiere sec-
tion nous introduisons la classe des processus A; considérée. Dans la seconde nous
montrons, sous une hypothese d’intégrabilité de la mesure de Lévy, que le compor-
tement asymptotique de ces processus est caractérisé par un couple de variables
(Oso; Aoo). Géométriquement, 6o, € S est un angle limite pour le processus &
dans H? et Ao, décrit la position d’un hyperplan affine dans R pour lequel &, est
asymptotiquement tangent. La figure 2.1 illustre ce comportement asymptotique,
le processus a valeurs dans la nappe hyperbolique est continu, c’est la diffusion de
Dudley.
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Angle asymptotique Hyperplan affine asymptotique

FIGURE 2.1 — Angle asymptotique 6., € S¥! et hyperplan affine asymptotique.

De ces résultats asymptotiques nous calculerons le spectre de Lyapunov dans
la troisieme partie :

Théoréme 7. [ existe deux sous-algebres de Lie(G) aléatoires V= C VO dépendant
de (0o, Aoo) €t un réel positif « tels que

1 ) —a si B~ e V=\ {0}
~log[Dg(1d). B =~ 0 si BeVo\V™ .
“la si veLie(G)\V°

Dans la derniere section nous montrons que les variétés stables sont exactement
celles obtenues en intégrant la distribution stable VV~. Nous notons d la distance
associée a la métrique invariante a gauche engendrée par || - || définie dans la
deuxieme partie et nous obtenons le théoreme suivant :

Théorén}e 8. ~Soiemﬁ fL, Ay € G tels que A, + A,
- Si Ay € Ayexp(V™) alors :

1 . .
tli)foﬂo n log d(¢¢(A1), ¢(As)) = —a.
- Si Ay ¢ Ayexp(V™) alors :

hggfd(@(fil), ¢i(Ay)) > 0.
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7/

/

Horosphere Droites de genre temps du méme hyperplan.

FIGURE 2.2 — La projection des variétés stables sur H¢ x R est un fibré en droite
d’une horosphere.

Enfin dans la derniére section nous montrons que la projection sur H? x R4
des variétés stables sont des fibrés en droite au dessus d’horospheres.
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2.2 Les processus de Dudley et leur relevement
dans G

Dans cette section nous introduisons la classe de processus de Markov (ft, &)
introduis par Dudley ([28]) ainsi qu'un relevement A, dans G.

Nous voyons le groupe affine G := PSO(1,d) x RY comme le groupe des
matrices de taille d + 2 x d + 2 suivant

G = {A = (’3 ﬁ) |A € PSO(1,d), € Rlvd} .

Pour simplifier on notera souvent A = (A, &) pour désigner la matrice <1(4)1 ?)

Ce groupe connexe est I’exponentielle de son algebre de Lie

0 e n
Lie(G) = e C 7 |lecR? CeR™ with C* = —C, n:= (no,7) € RM
0 0 O

Maintenant en interprétant G comme le fibré des reperes au dessus de R nous ob-
tenons des champs horizontaux (H})i—__a et verticaux (V}');—1__ 4 et (Vilj)lziq:d.
Ce sont des champs de vecteurs invariants a gauche dans G et nous notons pour

alléger les notations H; = H{(Id), V; = V}(Id) et V;; = V/;(Id). On a alors

-----

00 e 0 e O 0 0 0

H; ::( ’) Vi=le 00 Viji=10 eej—eje; 0

0 0 O 0 0 0
Notons K le sous groupe de G isomorphe a SO(d) dont l'algebre de Lie est
engendrée par Vj;. L'espace homogene G/K est identifié & H? x R On note
0:=1d-K € G/K le point stabilisé par K correspondant donc & (e, 0) € H? x R:4.
Les matrices V; € Lie(G) induisent les opérateurs de dérivations suivants dans G/ K

S (0) = o f (exp(tV) - K)

Le résultat de Dudley (]28]) s’énonce de la maniére suivante :

t=0

Théoréeme 6 (Dudley). Les processus de Markov G-invariants a valeurs dans
H? x RY? et dont les trajectoires dans R sont de genre temps, ont un générateur
de la forme (exprimé ici en o et calculé pour f € C?(H? x R:4))

Tfo) = aé- 2

50+ SAE o)

5 ¢

! /R+ i1 (f (6(r,6),0) = (o) = Lo (r) 3_ 0" ai-f(o)> v(dr)de.
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Dans cette expression a est strictement positif, 0 € R, df est la probabilité uniforme
sur STt et v est une mesure sur |0, +oo| telle que

A)+ [min(rz, Dv(dr) < 400 (2.1)

De plus £ - a% = ZZ 05’ 37 5 AH est le Laplacien sur He et (r,0) est définie par
Y (r,0) := cosh(r)eg + sinh(r) Ei:l Oe;.

Définition 1 (Processus de Dudley). On appelle processus de Dudley un processus
dans H? x R de générateur T de la forme précédente tel que a = 1 et avec o # 0

ou v # 0.

De maniere plus explicite, un processus de Dudley partant de o s’écrit (St, &)
ot & est un processus de Markov PS O(1, d)-invariant dans H, partant de e;, et
fo §sds Le processus markovien & possede une partie diffusive paramétrée

par o et une partie a sauts radiaux paramétrée par la mesure v sur |0, +oo|.
Notons 7 et 7 les projections de PSO(1,d) dans H? et de G dans H? x R4 :

7: PSO(1,d) — H¢ T g — H° x RL
A = Aleo) (A,8) = (Aleo),§)

De plus, introduisons 'application S suivante

S: 0, +oo[xS? — PSO(1,d)
(T‘,Q) — eXp(’r‘Z;izlel'V;),

de sorte que S o ~! est une section de .
Nous noterons II la mesure de Lévy sur PSO(1,d) Ad(K)-invariante définie
par

VfeCr(PSO(1,d)), /PSO(l d)f(g)H(dg) = /K f(ES(r,0)k™")Haark (dk)dOv(dr).

xSd=1xR+

Pour g € PSO(1,d), différent de Id, nous noterons 7(g) et 6°(g) les coordonnées
dans la décomposition polaire de sorte qu’on ait g = S(r(g),0(g))R avec R € K.
Enfin nous notons Uy :={g € PSO(1,d); r(g) <1}.

D’apres le Théoreme 2.2 p 43 de [61] les processus de Markov G-invariants de
H? x R sont obtenus comme projection de processus de Lévy invariants a gauche
et K-invariants a droite dans G. Précisément on obtient la proposition suivante.
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Proposition 12. Soit A, un processus de Lévy sur G partant de Id généré par L
défini, en 1d et pour f € C°(G), par

9 d

LF(1d) = Hyf(1d) + 5 S (V) F(1d)+

Id 0'(g)Vif(1d) | TI(d
/ s <f<g,o> £(1d) = r(g)1un(g Z ) (dg),

alors 7(A;) est un processus de Dudley dans H x R partant de o.

Un processus de Dudley partant de o se relevent donc dans G en un processus

A, = (jgt gf), ou A; est un processus de Lévy dans PSO(1,d), partant de

Id invariant & gauche et K-invariant & droite. Le projeté & de A, dans R est
I'intégrale en temps de la premiere colonne de A; c’est-a-dire

& ::/O As(eg)ds.

2.3 Comportement asymptotique du processus
Ay

Dans cette partie nous déterminons le comportement asymptotique de A; en
exhibant deux variables asymptotiques 6., € S? qui est 'angle asymptotique du
processus & et Ao > 0 qui décrit la position d’un hyperplan asymptotique pour
le processus & dans R, Lorsqu’on suppose une condition d’intégrabilité pour la
mesure de Lévy v nous obtenons un taux de convergence qui se trouve étre suffisant
pour décrire completement le spectre de Lyapunov dans la section suivante.

Le comportement asymptotique de A, se déduit du comportement asympto-
tique de A; qui est un processus de Lévy dans PSO(1,d) invariant a gauche et

K-invariant a droite, partant de Id, dont le générateur (calculé en Id et pour
feCr(PSO(1,d))) est donné par

9 d

L1(1d) =" > (Vi) f 1)+

i=1

z 1
/P o <f(g,0> Fd) = r(g)1u, (g Ze Wi f Id>n<dg>.

De maniere générale, I’étude du comportement asymptotique d’un processus de
Lévy dans un groupe de Lie semi-simple peut s’obtenir en utilisant des coordonnées
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d’'Twasawa. Rappelons la décomposition en somme directe d'Twasawa de so(1, d) :=
Lie(PSO(1,d)) ([54]) :

so(l,d)=N®A®K, (2.2)
ou
A= Vect{V1}, N :=Vect{V; - Vy; ,i=2,...,d}, K:=Vect{Vi;,1 =i < j=d}.

Pour X € so(1,d), on note {X}, {X}4 et {X}x les projections de X sur N, A
et K dans la décomposition (2.2). Ainsi K = exp(K) est un sous-groupe compact
maximal, A est une algebre de Lie abélienne maximale dans le supplémentaire de
K pour la métrique de Killing. De plus pour X € N et a € R, on a ad(aV})X =
—aX. Nous notons N := exp(N) et, dans cette section exclusivement, la lettre
A désignera le sous-groupe abélien A := exp(A) et on notera g une matrice
de PSO(1,d) (qui sera notée A en dehors de cette section). De méme, unique-
ment dans le cadre de cette section, nous noterons g¢; le processus A;. L’ap-
plication de N x A x K dans PSO(1,d) qui & (n,a, k) associe le produit nak
est un difféfomorphisme analytique. Toute matrice g € PSO(1,d) se décompose
de maniere unique comme produit ¢ = (¢9)5(9)a(g9)x. Et on note ny = (g¢)n,
a; := (gi)a et k== (g1) ik de sorte que

Gt = nyagky.

Commencons par décrire le comportement asymptotique dans la décomposition
d’Twasawa de ¢g;. Nous allons supposer I’hypothese d’intégrabilité suivante :
Hypothese :

+o00
/ rv(dr) < 4o0.
1

On obtient la proposition suivante

Proposition 13. Dans la décomposition d’[wasawa g; = niaky, le processus réel
ay tel que ay = exp(ayVy) converge presque sturement vers un réel o qui s’exprime
explicitement en fonction de v et o

d—1 , /+oo r cosh(r) — sinh(r)
0

¥ETpTo T sinh(r)

5 v(dr).

De plus, puisque f1+oo rv(dr) < +oo on obtient que «v est un réel strictement positif.
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Démonstration. Commencons par écrire ’équation différentielle stochastique sa-
tisfaite par g;. La formule d’Itd, donnée dans [3], s’écrit pour f € C*(PSO(1,d))

d_ -t o2t
fla) = faa Y [ Vi )aBi+ 53 [ (20, s+ )
[ ] (o) = rla. ¥ (as.do)

+/t/U (f(gsg) — f(g:-) —T(Q)ZHi(g)v;f(gs)> dsTi(dg)
/ / (9s-9) — [(gs—))N(ds,dg),

ol B, est un brownien de R%, N est une mesure de Poisson aléatoire associée & la
mesure de Lévy II et N := N — dtII(dg) est la mesure compensée associée.

Nous allons appliquer cette formule a f : g — log(g)4. Commengons par re-
marquer que pour g,u € PSO(1,d) on a (gu)a = (g9)a (Ad(k)u) 4 et donc

f(g9s-9) — f(gs-) = log (Ad(ks—)g) 4 -

De plus,
! d e d tAd(k Vi
V; f(gs—) = % log(gs ) = d_ log (6 )A = {Ad(ks—)%}fl
t=0 t=0
(V) flgs-) = %{Ad (9s—€"") . Vita {Ad( ARV Ad(ks)Vita
t=0 t=0

= {[{Ad(ks-)Vi}c Ad(ks_)%]}A :
Pour k € K on a Ad(k)V; = Z;l:l k;;V; et on obtient ainsi :
d d d d
> A{Ad(k Vi Ad(ks =D D> (ke )ik )a {l{Vie, Vil 4
i1 i=1 j=1 I=1
et puisque {V;}x =0si j =1 et V3, sinon et que [Vy;, V] = V16, on a finalement
d d d

D AHAd(k Vi, Ad(k Vi, =D 0> (ke )y)Vi = (d = VA,

i=1 =2 i=



Retournons maintenant a 1’équation d’Ito qu’on écrit maintenant :

e / t / log(Ad(k.-)g) AN (ds, dg)

/ / log ( (Ad(ks—)g)a — (g Zez {Ad(ks V}A> dsll(dg),
Uo

ou M, = UZle fOt{Ad(k:S_)V;}AdBé + fo fU (Ad(ks_)g) AN (ds,dg) est une mar-
tingale. Son crochet vaut o2 [ S0 [|{Ad(k, )V}AHQdS—i— Jo Jor, I1log(Ad(k,—)g) al|PdsTI(dg) =
t (0’2 + on I log(g)AHZH(dg)) et donc, presque sirement, on a

log(ar) = My +

De plus, puisque II est Ad(K)-invariante on obtient par le changement de variable

g = Ad(k,_)g

//Ulog<Ad Dg)a— (o) Yo 0 o) Adl, )V}A> dsT1(dg)

//Ulog )a—1(g Zel (Ad(k;1)g") {Ad(ks_)V;} adsTi(dg')

S ACCORETD 3 s S VAT NS T
~ [ ] osana = et wiasicas)

1
:t/ / / log(kS(r, 0)k™ 1) 4 — r0"Viv(dr)d9Haar g (dk)
gd—1

= t/Sdl /01 log(S(r, 0)) av(dr)do

De plus on a log(S(r,6)) 4 = log(cosh(r) + 6" sinh(r))V; et on obtient finalement :

/ / log ( (Ad(ks_)g)a —r(g Zel V{Ad(k, V}A) dsTl(dg)
Ug

= t/ </1 log(cosh(r) + 6" sinh(r))d?el) v(dr)
/1 r

cosh(r) — sinh(r) o(dr)

t
0 sinh(r)
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Il reste a déterminer le comportement asymptotique de l'intégrale stochastique
fot onc log(Ad(ks—)g)aN(ds,dg). On sait qu'il existe des temps 7; de sauts d’'un
processus de Poisson d’intensité II(U§) et des variables aléatoires g, i.i.d. de loi
|ye /II(Ug) et indépendantes des T; tels que :

t
/ / log(Ad(ks-)g) AN (ds, dg) = Y log(Ad(ky-)gn) a-
0 JUg n, T <t

De plus, puisque II est Ad(K)-invariante, les variables g;, := Ad(ky-)gy, sont i.i.d
de loi IT|ye /TI(U§) et on a :

t
/ / log(Ad(k,_))g)aN(ds, dg) = Zlog gn)A
0o Jug

ou N; est un processus de Poisson d’intensité II(U§) et indépendant des ¢/,. De
plus si fl rv(dr) < +oo alors log(g,)a est intégrable et on calcule, comme
précédemment, que

Eflog(g,,) 4] =

1 /+°° r cosh(r) — sinh(r) o(dr)Vi.

IL(U§) sinh(r)

La loi forte des grands nombres permet de conclure que, presque stirement

/ / (Ad(k)g)uN(ds, dg) — % rcosh(r) — sinh(r)y(dr)vl.

t—too [y sinh(r)

O

Remarque 5. Dans le cas ou f1+°° rv(dr) = oo, les variables log(gl)a n'ont pas
de moment d’ordre 1 mais

E H(log(g;L)A)_‘ = /+<><> /1 — inf (log(cosh(r) + 6" sinh(r)), 0) d?ely(dr)

/*“’/ ~ log(v QSlnh() v(dr)
:/1 QSTh(r)(l_ "(r+ 1))u(dr) < +oo,

et en appliquant la loi forte des grands nombres généralisée ([52]) on déduit que
presque surement

——+00

%/Ot/(?(Ad(’fs) )aN(ds,dg) — +oo.
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Proposition 14. Dans la décomposition d’lwasawa g; = ngak; le processus n,
converge presque surement vers une variable asymptotique ny, € N.

la formule d'It6 & la fonction f € C2(PSO(1,d), R4-1) définit par f(g) := log(g)x-
Remarquons que pour g,u € PSO(1,d) :

(gu)y = (9)nAd((9)a) - ((9)xu) N,

de sorte que f(gs-g) — f(9) = Ad(as-)log(Ad(k;-)g) 5 = e~ log(Ad(k;-)g) 5. De
plus, nous calculons

d d :
Vif(gs-) = — log(gs—e™)y| = — log(Ad(a,-) - (M) 5)

. = t=0
= Ad(a,_){Ad(ks-)Vi} i = e {Ad(ks-)Vi} 57,
et
(V)2 f(gs-) = %Ad(( e%) 4) {Ad((gs_e™) ) Vil .
= %Ad(as_) OAd( tAd(ks— ) {Ad( tAd(ks )VZ) (Ad(k's—)‘/z)}/\’/

= Ad(a,-) ([{Ad(k-)Vita, {Ad(ks-)Vid ] + [{Ad(ks-)Vidk, Ad(ks-)Vi] )
= eias_qb.z(v(ksf)a

otl nous notons ¢V (k,_) le terme ¢V (k,_) = [{Ad (k) Vit a, {Ad(ke-)Vitx] +
[{Ad(ks_) Vi, Ad(ks_)ViL\7 qui, par ailleurs, est a valeurs dans N.

Ecrivons maintenant la formule d’It6 pour f(g;) :
log(n;) = / Z ~ L Ad(k,_)V;} gd BE + / / ~%- Jog(Ad(k,_)u)N(ds, du)
Uo

[ S b e i
0 i=1

/ /U <log Ad(k,_)g)n —r(yg Zel V{Ad(k, }N> dII(g)ds,

ot1, comme précédemment, (g;, ), sont des variables aléatoires i.i.d de loi IT|ye /TI(Ug)
et indépendantes du processus de Poisson N; d’intensité II(US) et dont les temps
de sauts sont les (7},).
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On va montrer que chacun de ces cing termes converge presque surement. Cela
provient essentiellement de la convergence de «a;/t vers a > 0. Les deux premiers
termes sont des martingales presque convergentes car leurs crochets, dominés par
fot e~2s-ds, convergent presque siirement lorsque ¢t — co. De méme, la troisiéme
et la cinquieme intégrale sont presque strement convergentes, leurs intégrandes
étants dominés par e~ *s~. Il reste a se convaincre que le quatrieme terme converge
également presque surement. Lorsque TI(U§) = 0 le terme est nul et on supposera
que II(U§) > 0. Remarquons d’abord que pour g E PSO(l d) [ log( Vvl < r(g)
et on obtient ainsi E|||log(Ad(kr,_g.))xl] < E[r fl rdv(r) < 4o00. De
plus o, /n converge presque slirement vers aH(Uo) > 0 et le résultat découle du
lemme élémentaire suivant :

Lemme 5. Soit &, et X,, deuz suites de variables aléatoires réelles tels que &, /n
converge presque strement vers une constante & > 0 et 3C > 0,VnE[| X,|] < C,
alors la série S e %" X,, converge presque strement.

Démonstration. Soit € > 0. Il existe presque surement un entier ng tel que Vn >
no, Gy, > (@ —€)n. On a

+00 no—1 o)
D e X <Y e X+ ) e I X | < oo,
n=0 n=0 n=ng

car la sériezzz e~ (@) X | est finie presque stirement puisque étant d’espérance
finie. O

O

Nous notons h; le processus de R4! tel que :

d_ L ([Ra?/2 0 (IRell?/2 R
ng = exp(z hy(Vi= Vi) = | —lhll?/2 1= hll?/2 —hi
i—2 I Dy Id

On a donc h; converge presque strement vers une variable aléatoire h., et on peut
préciser cette convergence. Précisément, on obtient la proposition suivante :

Proposition 15. Lorsque f1 rv(dr) < +oo on a, pour presque toute trajectoire,
1
lim sup  log([| e — hec]) < -
t—o0

Démonstration. Ce résultat est une conséquence du Théoréme 7.3 p 191 de [61],
dans lequel Liao montre la convergence exponentielle de la matrice Ad(n; 'n.)
vers l'identité. Il semble néanmoins que 'on puisse l'obtenir directement a 'aide
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du développement d’It6 écrit précédemment pour log(n,) ; mais nous n’avons pas

réussi a le démontrer rigoureusement. Remarquons que les résultats de [61] concer-

nant la vitesse de convergence de n; sont établis sous I'hypothese d’intégrabilité
N “+o00 .

correspondant dans notre cas a fo rv(dr) < +o0. Ici nous supposons seulement

que f1+oo rv(dr) < +o0o mais en examinant sa preuve il semble que cette condition

suffise pour obtenir le résultat. O

On déduit des propositions précédentes le comportement asymptotique en co-
ordonnées polaires.

Proposition 16. Dans la décomposition polaire g, = S(ry, 0;) Ry on a

Tt ps p-s
— —a et 0 — O,
t t—oo t—o0

de plus on a presque surement
1
limsup - log d(0;, 0) < —a,
t—+o00 t
ot d désigne la métrique riemanienne sur S1.

Démonstration. On a explicitement cosh(r;) = cosh(ay) +e“||hs|*/2 et donc et ~
e (1 4 ||hoo||?), d'ott 74/t — «.

De plus
o L (e e (- 1)2
" sinh(ry) e hy ’

avec sinh(r;) = \/(sinh(at) — et ||he][2/2)2 + e2¢||hy||2 = e (14| he]|?) /2+O0(e™)
on déduit que

b= (2 0t ) (1 I+ 0e)

I S C e N )
_1+|yhmy\2( oh.. ) T OUh = hoo]l) + O(e™™).

0, P, 1 1 — [lhool?
Pimtoo 14 [|hool? 2hoo ’
et de plus que d(6;,05) =1 —0; - 0o = (0 — 0;) - O = O(]|hy — hoo||) + O(e™?),

d’ou le résultat. O

On a donc

Désormais nous n’utiliserons plus, dans ce chapitre, la décomposition d’Iwasawa
dans PSO(1,d) et le processus de Levy de g; sera de nouveau noté A, et désignera
une matrice. La décomposition polaire est A, = S(ry, 0;)R;. Le comportement
asymptotique de la composante & := fot As(eg)ds du processus de Dudley est
décrit dans la proposition suivante :
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Proposition 17. La composante & du processus de Dudley qui est a valeurs dans
l’espace-temps de Minkowski est asymptotiquement tangent a un hyperplan af-
fine de direction q-orthogonale a ey + 0,. Plus précisément, il existe une variable
aléatoire réelle asymptotique A, telle que

Q<£t7 €0 + 915) li—i; )\oo

Démonstration. C’est un calcul direct :
¢
q(&,e0+0;) = / (e*”s + sinh(rg)(1 — 6, - Qt)) ds,
0

puisque que r5/s — « p.s on obtient que fot e "ds converge presque sturement. De
plus 1 — 0, - 0; = ||05 — 00 |1?/2 + 110 — 00 |]?/2 + (0; — Os) - (0s — Os) et au vu de
la proposition 16 on obtient la convergence presque siire des termes suivants :

t
/ sinh(r)||6s—0us [ 2ds, Het—eoow/
0 0

t

t
sinh(r)ds, (9,5—900)~/ sinh(7r)(0s—0s )ds.
0

O

Remarque 6. Dans le cas ot A, admet une loi réguliére par rapport & la mesure de
Haar sur G, il semble qu’on puisse démontrer, en suivant la méme preuve que dans
[9], que la frontiére de Poisson est précisément engendrée par le couple de variable
aléatoire (0, Aso). Ce résultat, connu pour les diffusions de Dudley, semble ainsi
étre également valable pour une large classe de processus de Dudley. La question
reste cependant ouverte lorsqu’on ne suppose plus la condition d’intégrabilité de la
mesure de Lévy. Il serail intéressant d’utiliser les résultats de [50] ou [23] pour
résoudre ce probléme.

2.4 Calcul du spectre de Lyapunov

Nous commengons par introduire une bonne norme dans Lie(G) qui nous per-
mettra d’exprimer la quantité que l'on veut estimer comme une somme de six
termes. Plusieurs propositions, qui découleront des résultats de convergence obte-
nus dans la section précédente, seront établies pour permettre, in fine, de calculer
le spectre de Lyapunov.

2.4.1 Flot, métrique et diagonalisation
2.4.1.1 Flot dans le groupe de Poincaré

Le processus de Lévy invariant & gauche A, est solution de équation intégro-
différentielle (*) (p 59) et défini un flot stochastique invariant a gauche ¢; dans le
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groupe de Poincaré :
(bt(A) = AAt,

ot A, est une trajectoire aléatoire dans le groupe de Poincaré partant de Id. Dans
cette section nous allons déterminer le spectre de Lyapunov. Plus précisément nous
allons calculer le taux de dilatation ou de contraction d'un vecteur tangent a un
point du groupe lorsqu’il est poussé par le flot, c¢’est-a-dire que nous calculons,
pour AcGet Be Lie(G) la limite suivante :
lim (| Dy (A)(AB)]| {5 -
t—o0 t
Le résultat ne dépend pas (la dimension est finie) de la métrique || - || invariante a
gauche sur G choisie et nous allons en introduire une particuliere qui est pratique
pour mener les calculs.
La différentielle de ¢; est donnée par

Déy(A): T;G6 —  Tiz
AB +—— ABA, = AA,(A7'BA,)

nous obtenons pour une métrique || - || sur G invariante a gauche :

1D (A)(AB) |l 4,1y = 147 BA 14
= || A7 " BA|1a-

2.4.1.2 Métrique dans le groupe de Poincaré

Introduisons la métrique, notée || - ||, invariante a gauche définie en Id et dans
) 0 e* ’I]O
la direction B= e C 17 | € Lie(G) par
0 0 0
|ABI = 1B
1
= [[nll* + 5 Trace(C™C) + [le]*
ott || - || désigne également la norme Euclidienne usuelle dans R4*! et R?.

Rappelons que K est le sous-groupe de G isomorphe a SO(d) qui stabilise eg.
Un R € K s'éerit
10
R:=1|0 R . R e SO(d).
0 0

_ o O
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Explicitons P'action adjointe d’un élément A := (A,€) € G sur B := (B,n) €
Lie(G) :

fl_léfl _ (AIBA AilT] + AlBé) '

0 0

De sorte que
IAT BA|IZ, = AT BA|? + || A~y + A7 Bg| .

Nous vérifions alors que la métrique || - || est invariante par conjugaison par les
éléments de K :

IAA(R)(B)|| = |IRBR"|| = || B].

Ainsi, en utilisant la décomposition polaire A, = S(r, ;) R; introduite précédemment
nous obtenons une forme simplifiée pour la norme au carré de la différentielle, qui
ne dépend plus de R;

~ ]~ ~
|A; BA7 = |S(re, 6:) 7" BS(re, 611> + [|S(re, 0:) ' + S(re, 6,) 7" B&|?. (2.3)
De plus
S(Tt, Qt)_lBS(Tt, 6',5) = Ad(S(Tt, Qt)_l)B

_ 0 6
= exp (—rt ad <0t 0)) B,

et afin de déterminer le comportement asymptotique de (2.3) nous allons donner

. . 0 0 0 oF
la diagonalisation de ad ( 0, O) et < 0, 0 )

2.4.1.3 Diagonalisations

*

. 0 i .
La matrice ( p 6) définit naturellement un endomorphisme of R%? et ses
t

valeurs propres sont -1,0, 1 associées respectivement aux espaces propres :

U;’::{u(le);ueR}

-Vt

0 0 d

U, :z{(x);xeR,x-é’t:O}
U, = 1. eR

, =1u 0, U .
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Ces notations seront cohérentes lorsqu’on diagonalise S(ry, 0;) ™ et Ad(S(rs, 0;) ") :
puisque U, est espace propre des directions dilatées exponentiellement (d’ott le

+) et U, l'espace des directions contractées exponentiellement (d’ou le -).
Nous obtenons de plus RM = Ut @ U? ® U, et cette somme directe est ortho-

gonale pour la métrique Euclidienne usuelle dans RV = R+,
Nous notons 7;", m,, m; les projections associées a cette décomposition. Pour

n = (no,7) € RY nous avons explicitement :

t

L’endomorphisme ad
0; 0
-1, 0,1 associées respectivement aux sous-espaces propres :

0 —e*
+ . . d , p _
U, —{( e 0" eH:),eGR,e Qt—O}

0._ 0 i\ . x _ _
U, {(u@t c ueR, C*=-C, CH, =0

Z/{t::{<0 ¢ );eERd,eﬂt:O}.

) de so(1, d) est diagonalisable avec valeurs propres

e 0" —ebf
De plus nous obtenons la décomposition so(1,d) = U;" & UL & U; qui est
o\ |12
orthogonale pour la métrique sur so(1,d) : (2 60) = |le]|*+ s Trace(C*C). En

prenant soin de ne pas confondre avec les projections précédentes, nous noterons
également 7;,", 7V, 7, les projections associées & cette decomposition. Pour B =

(0 C’) € so(1,d) nous calculons explicitement :
7T+(B):l 0 (e_<€"9t)‘9t+c‘9t>* i}
t 2 (6 — (6 . Qt)gt + C@t) (6 + C@t) 0;: — Qt (6 + C@t)
0 _ 0 (e-0,)07
m(B) = ((e -0,)0, C+6,(C0,)" — (CH,)0;
(6 — (6 . Ht)et - C@t)* ) .

) 1 0
Tt (B) - 2 ((6 - (6 . et)et - Cet) 0, (6 - Cet)* - (6 - Cet) 0
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Action des éléments de U/;"”” sur ceux de U;""~
Pour B' € U} et ' € U} pour i = —,0,+, on trouve que

B™nt=0 B™’ecU" Bty cU’
BnteU) Bn'eUS B n =0
BnteU B’ eU) B eU;.

Et ainsi :

. : F ol .
Nous pouvons maintenant exprimer ||4; BA;||? comme une somme de six
termes :

~ 1~ ~ —
1Ae " BAT = exp(2ry)llm (B)|I* + |7 (B)|I* + exp(=2r) | m; (B)|*
+exp(2ry) | (n + BE)|* + |7 (n + B&)|” + exp(—2r) |7y (n + BE)|I*

= exp(2ry) ||/ (B)||? + |7 (B)|* + exp(=2r:) || =, (B)|]* (2.4)
+exp(2ry) |7t (n) + mf (B)m) (&) + 7 (B)m (E)IIP (2.5)
+ ||l (n) + 7 (B)r) (&) +m (B)m, (&) + mp (B)mf (&)
(2.6)
+exp(=2r)||m; (n) + 7y (B)m (&) + ) (B)m, (&)II°. (2.7)

2.4.2 Calculs asymptotiques

Afin de pouvoir décrire le comportement asymptotique de chacun de ces six
termes nous allons démontrer une série de quatre propositions qui seront utiles
pour pouvoir calculer le spectre de Lyapunov dans la section suivante.

Proposition 18.
(i) Pour n € RY? les limites p.s suivantes existent n = limy, m; (1), n° =
lime, 72(n), ™ := limy, 7, () et nous obtenons de plus :

1 . )
limsup + log |[m4(n) — 'l < —a, pour i€ {+,0,~}.

t—oo
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(ii) Pour B € so(1,d), les limites p.s suivantes existent : BT := lim,, ;" (B),

BY :=lim,, mY(B), B~ := limy, m; (B) et nous avons également :

1 . )
lim sup p log ||7}(B) — B*|| < —a, pour i€ {+,0,—}.

t—o00

Remarque 7. Prétons attention au fait que ng désigne la premiere coordonnée de
n € RY tandis que n° est la limite de la projection de n sur UP.

Démonstration. L’existence des limites est une conséquence immédiate des expres-
sions explicites des projections et de la proposition 16. De plus on obtient la vitesse
de convergence des projections en utilisant, toujours d’apres la proposition 16, que

hmsup log 10; — 0| < —a.

t—o0

En effet,

1
w0t =g (meoo —0)+ (7

et ainsi
+ + 35 1
() =l < { 1177l + 5ol ) 116 — bec]

De la méme maniere on obtient

I () =1 = OC16: = Oool])-

Egalement,

17 () = Il = 1157 0)6: — ( o) 0o |
= (1077 6:)(Boo = 00) + (7 (61 = 0c0)) Ocol
< 2[|7[1/6: — ooH-

En ce qui concerne les projections a valeurs dans Lie(G) on écrit

(0
0= g0 o)

ou fy := 1(e — (e~ 6;)0, + C6,). Et il vient que

n _ +: O (ft_foo)* )
e (B) b <(ft_foo) fteg_fooecto_etft*+900f:° .

70



de plus,

fi—foo==((e-0,)0; — (€ 0x)0s + C(0; — 0x))

((e-0:)(0r — ) + (e (0 —0x))0s0 + C(0: — 0)) ,

N~ DN~

et

fte:_fooezo - etft* + Goof;o =
ft(et B 900)* - (et - eoo)ft* + (.ft - foo)ezo - eoo(ft - foo)*

Ainsi on a les comportements asymptotiques suivants :
lm"(B) = B¥|l = O(ll6: — becll).
— 00
Par des arguments similaires on montre sans difficulté que,presque strement

Imi (B)~ B-Il = O, — bl
I72(B) = Bl = O(lf: — 0uc])

O

La proposition suivante montre qu’il y a une convergence des projections plus
rapide que celles établies précédemment lorsque les vecteurs sont dans certains
sous-espaces asymptotiques.

Proposition 19.
(i) Sin e RY est tel quent =0 et n® =0 alors on a :

1
limsup — log ||m," (n)]| < —2a.

t—o0 t

(ii) Si B € so(1,d) vérifie Bt =0 et B =0 alors :

1
limsup — log ||, (B)|| < —2a.

t—o00 t

Démonstration.
(i) Sint=n"=0alors g =17 0 et 7= (7] - 05 )0so, ainsi :
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Ry
V2
1
= |7 0|6 — 00 )?
3751 OI8O
= O(d*(01,0)).

I ()l = =177+ ol (1 — 0; - )

Donc p.s
1
lim sup " log || (n)|| < —2a.

t—o00

(ii) Nous écrivons

0 I
+(B) = t
Ty ( ) <ft ft‘g: _ etft*) )
ou f, == (e — (e 0,)0, + Cb,). De plus, puisque BT = 0 et B® = 0 nous
obtenons :

e=—C0
C = (Clx)0% — 05(CO)*

Donc, en replacant e et C' il vient

2f, = —Cloo + (Cho - )0, + (B - 0,)Coe — (Clse - ;)00
= OO (0o - 0, — 1) + (Clog - 0,) (6, — Oc)

1
= =5 O0cllf: = Ouo* + (Cc - 00) (01 — )
Puisque C* = —C' nous avons de plus CO,, - 0 = 0 et donc
1
fi = =5 COcll6 = Buol? + (COas - (61 = 00)) (6, — ).

Puis,
1l = 016 — buc|P)

ce qui termine la preuve.
O

La proposition suivante décrit le comportement asymptotique du processus &;
dans R%. Elle précise la proposition 17.

Proposition 20. Pour presque toute trajectoire
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(i) ©} (&) converge asymptotiquement vers une limite £ lorsque t tend vers
+00, et de plus

1
lim sup - log || (¢) — €| < —a.

t—o0

(i) m, (&) tend vers Uinfini et de plus

) 1 _
tim sup - log |77 (&) = a-

t—o0
(iii)
) 1
limsup - log [ x(¢,)]| < 0.

t—o0 t
Démonstration. (i) Rappelons que
¢ = J; cosh(ry)ds
L fot sinh(r,)0.ds )’
ainsi
I ! 1
(&) = < / cosh(r,)ds — / sinh(rs)(es-et)ds)( )
2" Jo 0 —0
De plus

t

exp(—rs)ds — [ sinh(r)((0s - 0; — 1)ds

S~

t t

/ cosh(ry)ds — / sinh(r)(0s - 0;)ds =
0 0

¢

exp(—rs)ds + sinh(ry)||0s — 0;]|*ds

| I
= o— S— S— S—

t
exp(—rs)ds +

~+

N = N
ﬁ

=]

sinh(r,)[|0; — 0u0 |2ds

t

sinh(r)(0s — O

~—

(6, — 0.0)ds

t
41 / Sinh (1) || — 04]|2ds.
2 0

En utilisant la proposition 16 nous obtenons que fot exp(—rs)ds+1/2 fot sinh(ry)||0s—
0||?ds converge presque stirement vers la variable )\, introduite a la propo-

sition 17 puisque f(f sinh(rs)(0s — Oso) - (0; — 0o )ds et fot sinh(rs)||0s0 — 0:ds
converge vers 0. Ainsi

1 1
T (&) . §>\oo (_900) :
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De plus, toujours par la proposition 16 :

1 oo
lim sup p log/ exp(—rs)ds < —«
t

t—oo

1 o
lim sup n log/ sinh(ry)||0s — Os0||*ds < —a
t

t—o00

t—o00

t
lim sup % log | [ sinh(ry)(6 — 0.0) - (6, — 0)ds| < —a
0
t

1
lim sup p log/ sinh(ry)||fse — 0||?ds < —a.
0

t—o0
Ceci implique que
. 1
lim sup p log |71 (&) — €1 < —a.
t—o0

(i) Nous avons
(&) =3[ comiras+ [siniro. -0 ().

et en écrivant

(/Ot cosh(r;)ds + /Ot sinh(r,) (0, - 0;)ds =

¢ ¢
exp(rs)ds +/ sinh(rs)(0s - 0, — 1)ds
0

t

1 t
exp(rs)ds — 5/ sinh(rs)||0s — 9t|]2d3
0

t

S S— — —

1 t
exp(rs)ds — 5/ sinh(r,) |65 — Ooo||*ds
0

+

+ [ sinh(rs)(0s — 0) - (0 — O )ds

1 t
! / sinh(r) |0 — 0:7ds,
2 Jo
nous concluons, par la proposition 16 que
1 t
lim sup n log/ exp(rs)ds = «
t—o0 0

t
/ sinh(r) [0, — fuc|*ds — Roc € R
0 o

t—o0

/t Sinh(r2) (0, — 0) - (01 — 0)ds — 0

t
/ sinh(7,)]|0s — 0;*ds — 0.
0 — 00
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Ainsi .
timsup o |} ()] = o

t—o0

(iii) Nous savons que

™ (&) = ( I sinh(rs)(ﬁso— 0, - 9t)et)ds) ’
de plus, avec
Os — (0s-0,)0, =05 — O — (0, — O) + (1 — 65 - 6,)0,
=0, — 0o — (0= 0.0) + 5110, — 0],
=0, — 0o — (0= 0.0) + 5116, — 0]
+ 58— 06, — (6 — 0) - (B — )0
et en utilisant la proposition 16 on obtient

1
limsup — log | 72(€,)| < 0.

t—o00

O

La proposition suivante est I'analogue de la proposition 19 et précise que la
vitesse de convergence est plus rapide pour les projections dans certains sous-
espaces asymptotiques.

Proposition 21.
(1) Si B = (g g) € Lie(G) est telle que

77+ + BO£+ — 07
alors ]
linsup - log (1) + w0 (B)xi (€)] < —a.
t—o0
(2) Si
B+:BOZT]++BOS+:T]0+B_§+:O,
alors :

(i 1
limsup - log " () + =(B) (&)]] < —2av

t—o0 t
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(ii)
timsup + log [ (s) + i (B)i (€)] < —o

t—o0

Démonstration. (1) En écrivant ' (&) = 3\ ( 19 ), nous avons
Ut
+ 0 + 1 ~ 1
m () + 7 (B)m, (&) = 5(770 — 170 — M(e - 0)) —9,)"

Puisque n™ + B¢ = 0 nous obtenons, en écrivant £ = %Aoo (_é )

Mo =1 Oso + Aoo(€ - Os).
Puis,

no—ﬁ-et—)\t(e-et) = (915 0 )+)\oo(€eoo)—)\t<€9t)

-
7 (0 = Ooc) + (Moo — At)(€ - Oo) — Asle - (0; — Os0)).

On conclut en invoquant (zz) et (i) de la proposmon 20.
(2) (i) Puisque Bt = B =nt 4+ B%*T =" + B~¢+ = 0 alors :

e= (e 0x)l — Clx
(e-0x) =0

C = (Clx)0:, — 00(COy)"
Mo =1 bes

Et donc finalement

e=—Cly
7= (17 0s0)0s0 + Moo COs
Tlo = ﬁ eoo

Cela implique

Mo — 10— (e~ ) = (7T (Ooo — 01)) + M(Cls - O)
= (T 0o0) (0o - (oo — 01)) + Ao (Cloo - (e — 01)) + Ae(COsx - Or)
= (17 0x)(1 —cosd(0oo,0:)) + (Mt — Ao)(COso - (0 — 0)).

On conclut en utilisant la proposition 16 et (i) de la proposition 20.
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(ii) La proposition 16 et (i) de la proposition 20 permettent facilement de
montrer que

N’ +B7¢" = 0= limsup - logllﬂt( )+ (B)m (&) < —a.

t—o0

2.4.3 Spectre de Lyapunov

Nous avons maintenant tous les outils pour pouvoir déterminer le comporte-
ment asymptotique de chacun des six termes de la décomposition 2.4 de || A; ' BA||?

et ainsi calculer les coefficients de Lyapunov.
Notons V= et V? les sous-algebres de Lie de Lie(G), dépendantes de 0, et £ :=
limy o 7, (&), définies par

V™= {(? g) € Lie(G), Bt =B =n" ="+ B¢ = 0} ,
et
V0= {(g g) € Lie(G), Bt =n" + B%*t = O} :

Ainsi par définition V— c V°.
Nous obtenons alors le théoreme suivant qui décrit le spectre de Lyapunov pour
le processus de Lévy A,

Théoréme 7. [Spectre de Lyapunov] Soit B € Lie(G),
(i) Si B ¢ V°, c’est-d-dire que BT # 0 ou (n™ + B%™) # 0, alors

i) Si B € VY \ V™ cest-a-dire que BT = n* + B%* = 0 et (B° 0 ou
n
(7]0+B*£ ) #0), alors
1
thm tlog (HA BAt> 0.

(1) Si B € V= \ {0}, c’est-a-dire que Bt = B  =nT ="+ B¢t =0 et
(B=#0oun- #0), alors
) =-a.

lim —log (HA 'BA,

t—+4oo ¢

lim —log (HA LBA,

t——+oo {
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Remarque 8. Le spectre de Lyapunov et la distribution V— C V° ne dépendent
pas de la métrique invariante a gauche choisie.

Démonstration. La preuve utilise intensivement le fait élémentaire et immédiat
suivant

Lemme 6. Si x; et y; sont deux fonctions positives telles qu’il existe a,b € R tels
que

. 1
lim sup n logz; < a

t—o0
1
lim sup n logy; <D,

t—o0

alors

1
lim sup n log(zy + ;) < max{a,b}.
t—o0
Commengons la preuve du théoreme et rappelons la decomposition (2.4) de
L2
|4 B4,

obtenue précédemment

"= exp(2r) |7 (B)2 + [ (B)|? + exp(—2r)|m; (B)|?
+exp(2r) w3 () + mf (B)m) (&) + ) (B)m (&)II”
+lmi(n) + 7 (B)m) (&) + m (B)my (&) + 7 (B)m (&)
+exp(=2ry)||m; (n) +m (B)m) (&) + m(B)my (&0)II”

M%&

Nous souhaitons déterminer le comportement asymptotique de %log de la
somme de ces six carrés.
Etape 1 : On suppose B 0.

Par les propositions 16 et 18 nous avons que ** — « et 7 (B) — B # 0 ainsi :

1 o
lim inf — log HAt_lBAt

t—oo T

1
> tim inf log (exp(2r) | (B)|)

1
> lim inf% + li{n inf n log ||m;H (B)||

t—oo

> .
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Puis en utilisant les propositions 16 et 20 il vient que

hmsup—log exp(2ry) |7 (B)|]?) € a

t—o00

hmsup—log |7 (B)]|*) <0

t—o00

hmsup—log (exp(=2r¢)||lm; (B)|I?) < —
t—00
thUP—log (exp(2re)l|mf (n) + m (B)m(n) + 7 (B)m (€)]1*) < o

t—o00

hmsup—log 7 () + 7 (B)w) (&) + m (B)m, (&) + m (B)m! (&)IIP) < o

t—oo

hmsup—log exp(=2ry)|m, (1) + 7, (B)m (&) + ) (B)m, (&)%) <

t—oo

On termine en utilisant le lemme (6)

)Agléflt

1
lim sup n log

t—o0

Etape 2 : On suppose BT =0 et nt + Bt £ 0
Par (ii) de la proposition 18 et (iii) de la proposition 20 il vient que

lim ;" (B)m(n) =0,

t—o0
ainsi
lim || (n) + ;" (B)w0 (&) + 7 (B)w! (€)[1° = ll* + BE*|]* # 0,

qui a son tour implique que

timinf + log [ (n) + i (B)nf (&) + 7B}y (&) = 0.

t—o00

Ainsi

lim inf — logHA LBA,

t—o0

> lim mf — log (exp(27’t)H7rt (n) + 7 (B)m (&) + W?(B)W;r(ft)"z)

t—o0

>« (hmﬁza).

t—oo t

Maintenant, en utilisant des arguments semblables a ceux de 1’étape 1 on
montre, en utilisant (i) de la proposition 18 et (iii) de la proposition 20, que
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2
est

A;'BA,

la “lim sup o log(+)” des six carrés dans la decomposition (2.4) de

plus petite que a. On conclut par le lemme 6 que :

< a.

)At—lé/it

1
lim sup — log
t—o00 t
Les étapes 1 et 2 prouvent le (i) du théoreme.
Etape 3. On suppose BT = 7 4+ B%* =0 et B® # 0.
Puisque 7Y(B) — B° # 0 nous avons

1 .
lim inf — log HAt_lBAt

2
minf - I

2 .1
> hgglf%logHW?(B)

> 0.

2
est négatif ou nul; et pour cela, par le

On vérifie que limsup o log H[l; 'BA,
lemme 6, il suffit de le vérifier pour chacun des six termes de la décomposition.
Premierement

1
lim sup o log (exp(2ry)||m (B)||*) <0 par (ii) de la proposition 18,

t—o0

et on a encore

) 1
limsup —log ([7(B)|?) <0,

t—o0

1
et limsupﬂlog (exp(—2r¢) |7, (B)|]?) < —cv.

t—o0

De plus, par (1) de la proposition 21, (iii) de la proposition 20, et (ii) de la
proposition 18 on obtient

lim sup 2% log (exp(2re)|m" () + ! (B)w) () + w3/ (B)m (&)%) <0

t—o0

Le (ii) de la proposition 20 et le (ii) de la proposition 18 implique que

. 1 _

lim sup - log | (B)m, (&) < 0
t—

et par (ii7) de la proposition 20 et (i7) de la proposition 18 on obtient aussi

. 1
lim sup o log (|| (B)m(&)][*) < 0.

t—o0
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Avec (i) de la proposition 20, ceci implique que

timsup o og (|[79(n) + 7§ (B)d(€) + i (B (&) + w7 (B (&))< 0.

t—o0

Enfin, en utilisant la proposition 20, il vient que :

limsup - Tos (exp(~2r2) [ (n) + 7 (B)(€) + w2 (B)my (6)) < 0

t—oo

En utilisant le lemme 6 on montre que

2
<0.

1 L
lim sup % log HA;lBAt

t—oo

Etape 4. Supposons que BT =t + B%+t =B% =0 et 7° + B~¢+ £ 0.
Par (i7) de la proposition 18 et (ii), (zii) de la proposition 20 et (i7) de la
proposition 19 on a

lim 7f(B)r(¢) = lim /(B}y (&) = 0.

t—o00

et ainsi
lim |7 (n) + m)(B)m (&) + w1/ (B)m, (&) + m (B)w/ (&) = |In” + B~€"|| # 0.
Donc,

1 sl 1 _ _
lim inf o log || 4, BA||” = liminf - log [|x(r) + w2 (B)rl(€) + 7 (B)m, (&) + 7, (B (&)

> 0.

Des arguments semblables a ceux avancés dans I'étape 3 montrent que

1 2
limsupQ—tlogHAt_lBAt <0.

t—o00

Le troisieme et quatrieme étapes montrent le (i7) du théoreme.
Etape 5. Supposons que BT =t + B%T =B =7° + B (t* =0et B~ # 0.
Puisque 7; (B) — B~ #0 on a

1 o
liminf — log HAt_lBAt

2 1
mmts, > lim inf 7 log [exp(~2r,)|[m; (B)||’]

> —a.
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Vérifions maintenant la lim sup.
Par (ii) de la proposition 19 il vient

i 1
lim sup % log [exp(Qrt)Hﬂj(B)HZ} < —a.

t—o0
Par (i7) de la proposition 18 nous obtenons
1
lim sup % log || (B)|]* < —a.
t—o0

De plus, on a toujours

. 1 _
lim supglog [exp(—Zrt)Hwt (B)||2} < —a.

t—o00

Par (i7) de la proposition 19 et le (i) de la proposition 20 on a

. 1
tim sup - log [exp(2r,) 77" (B)m2(€)]I*] < —a.

t—o0

Par (2)(i) de la proposition 21 il vient

. 1
limsup —log [exp(2r)llxi (1) + 7 (B)i (€)]2] < —a.

t—o0

Enfin on conclut que

limsup - log [exp(2ro) [ (n) + 7 (B)md(€) + nd(B)s (€)]] < —a.

t—o0

Par (ii) de la proposition 20 et (ii) de la proposition 19 :

) 1 _
lim sup p log ||7Tt+(B)7Tt (&) < —a,

t—0

et par (ii7) de la proposition 20 et (i7) de la proposition 18 :

. 1
lim sup % log (HWS(B)W?(&)HQ) < —q.

t—o0

On conclut, grace a (2)(i7) de la proposition 21, que :

timsup o log ([79(n) + m§(B)md(€) + i (B)my (&) + w7 (B)ry (6)IP) < —a.

t—o0
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Pour finir, les propositions 18 et 20 fournissent que

fimsup - log (exp(~2r) [ (n) + 7 (B)(€) + m(Bymy (6)IP) < —o

t—o0

Etape 6. On suppose que Bt =B =t =) + B¢t =B~ =0etn #0
Dans ce cas on a B = 0. Ainsi m; (B) = 7(B) =0 et

.1 T | | _ _ _
htrgclgf 5 log HAt 'BA,|| > liminf 5 log (eXp(—Q'r’t)HWt (n) +m, (B)w) (&) + 70(B), (ft)Hz)

t—o0

> —q.

Les mémes arguments que ceux de 1’étape 5 montrent que

1 2
lim sup % log HA;IBAt < —a.

t—o0

Cela termine la preuve du théoreme. O

Remarque 9. Donnons nous un 0 € S¥ ! et \ € RY* fizés et considérons
I’équation différentielle ordinaire dans G suivante

(007 A
0 0 O

On associe a cette EDO le flot suivant dans G :

*

0
0
0

Gi(A) = Aexp | ot

o D> O
o O >

En suivant ligne & ligne la prewve du théoréme 7 on peut montrer que ¢ posséde
le méme spectre de Lyapunov et la méme distribution que ¢ lorsque O, = 0 et
Ao = A. La preuve est plus simple étant donné que 0, = 0 est constant. Cela
revient a dire que la trajectoire du processus markovien PSO(1,d)-invariant dans
H? partant de ey et tendant vers O est remplacée par une trajectoire géodésique
partant de ey dans la direction donnée par 6. On peut ainsi dire que ce flot
déterministe posséde la méme dynamique asymptotique que le flot stochastique
relativiste de Dudley pour une trajectoire aléatoire donnée.
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2.5 Variétés stables

Dans cette partie nous montrons que les variétés stables pour le flot ¢, sont
précisément les sous-variétés Aexp(V ™) ot A décrit G. Nous notons d la distance
associée a la métrique invariante a gauche ||-|| introduite précédemment. On obtient
précisément le résultat suivant :

Théorén}e 8. ~Soiemﬁ /L, Ay € G tels que A, + As.
- Si Ay € Asexp(V7) alors

lim ~logd(éu( A1), 64(42)) = —a.
~ Si Ay ¢ Ayexp(V™) alors :
hginfd(@(fil), ¢i(Ay)) > 0.

Avant de démontrer ce théoreme nous présentons dans la proposition suivante
quelques résultats utiles concernant la distance d.

Proposition 22. Pour £ € RY nous posons Ty := <é i)

(i) 1l existe un voisinage U de 0 dans RY? tel que
3C >0,v¢€eU C|¢| <d(I,Ty).
(ii) Pour A = exp(B), avec B € Lie(G), nous obtenons
d(1,A) < |1B].

A€

(i1i) Pour A := <O 1

), A€ PSO(1,d), € € RY nous avons

d(I, A) < d(I, A)
avec égalité lorsque & = 0 et de plus
d(I,Tyr¢) < d(I, A)+d(I, A).

Démonstration. (i) Soit exp : Lie(G) — G la fonction exponentielle en [
induite par la métrique | - || dans G, cest-a-dire que pour B € Lie(G),
exp(B) = v5(1) ottt € RT > ~5(t) est la géodésique partant de I dans la
direction B. La differentielle en 0 de exp est I'identité et il existe un voisinage

V de 0 € Lie(G) suffisamment petit pour que
vieV, |3 =d(lesp(d). (%)
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De plus, 'application exp ' o exp peut étre définie dans un voisinage de 0

et sa differentielle en 0 est l'identité, d’ott exp~' o exp(B) = B + o(||B||).
Ainsi, il existe un voisinage U de 0 dans Lie(G) et C' > 0 tel que pour tout
BeU, C|B|| < |letp~ " oexp(B)|| < &||B|. En prenant U assez petit pour
que exp L oexp(U) C V, on peut appliquer (sx) & exp ' oexp(B), il s’en suit
que |lexp~! o exp(B)|| = d (I,exp(B)) pour chaque B € U. En particulier,
pour tout & € RM tels que <8 g) e U, onaC|¢| <d(I,Tg).

(ii) ||B est la longueur du chemin ¢ € [0,1] — exp(tB) de I & A.

(iii) La premiere inégalité est une conséquence directe des définitions de la
distance dans G et de la distance dans PSO(1,d). Pour la seconde inégalité
on a

d(I,Ta-1¢) =d ((61 ?) ,fl) par invariance a gauche de d

<d (1, <§ ?)) +d(I,A)

=d(I,A) +d(I, A).
O

Pour démontrer le théoreme 8 nous allons utiliser les résultats du Théoreme
4.5 de [13]. Rappelons ce résultat donnant le comportement de d(Fi(A;), Fi(A2))
lorsque ¢ tend vers oo, F; étant le flot dans PSO(1,d) défini par F;(A) = AA;.
Baxendale ne se consacre qu’aux processus a trajectoires continues (i.e v = 0)
mais sa preuve n’utilise en fait que le résultat de la proposition 16 que nous avons
démontré dans le cas général.

Théoréme 9 (Théoreme 4.5 de [13]). Soient Ay, Ay € PSO(1,d), Ay # Ay et
B € so(1,d) tel que Ay = Az exp(B).

- Si Bt = B =0 alors limy_.o 7 logd(Fy(Ay), Fi(A2)) =

- 8i BT =0 et BY # 0 alors liminf, ., d(Fi(A;), Fi(As ) > 0 et

lim d(Ft(Al) Fi(A)) =0

t—oo t
— Si BT 0 alors limy_.o +d(F;(A1), Fi(As)) = 2a.
Prewve du théoréme 8. Soient Ay, Ay € G, A} # Ay et B = (é? g) € Lie(G) tels
- - . - A ¢ .
que A; = Asexp(B) et posons de plus A = 0 1)< exp(B).
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~ Soit BeV-.

d(de(A1), ¢1(Az))

d(A1 Ay, Ayexp(B)A;) = d(I, A exp(B)Ay)
= d(I,exp(A, ' BA,))
< ||A;7*BA;|| par ii) de la proposition 22.

Ainsi, par le Théoreme 7 nous obtenons

timsup + og d(9u(A), 60( ) < —a

t—o0

On peut donc trouver ¢y > 0 tel que pour tout t > t, flt_l exp(f?)flt est
dans le voisinage U donné par ¢) de la proposition 22. Ainsi

Vi >ty C| A, BA| < d(I,exp(A, BA)).

Donc lim inf $ log d(¢¢(Ay), ¢:(A3)) > —a, et cela montre le premier point.
— Soit B ¢ V~; ¢est-a-dire que BT # 0ou B® # 0oun™ # 0 oun®+B~ ¢+ #0.

1°" cas : si BT # 0 ou B? #£ 0.

Par iii) de la proposition 22 on obtient :

d<[7 A;l eXp(B)At) S d<[7 A;I eXp(B)At>

On peut alors conclure en invoquant ii) et iii) du théoreme 4.5 de [13] qui
montre en particulier que :

liminf d(I, A; ' exp(B)A;) > 0.

t—o00

Second cas : on suppose que BT = B? = 0 maisn* # 0oun® + B¢ #£ 0.
Rappelons que

AVAA, = (AZ AA AT AL AT A7 1&) |

Par la seconde inégalité de iii) de la proposition 22 il vient

-1 —1p-1¢ pA-1p-1 5 L
d<], (é At §t+At Alf At A gt)) Sd(I,At_lAAt)*Fd(I,At_lAAt)

Puisque B® = B* = 0 nous avons tlimd(], A;'AA) = 0. Donc, afin de

montrer que liminf d(I, A;*AA;) > 0 nous avons & vérifier que, par i) de la
proposition 22, li{n inf|| AN + A7TATIE — A7TATYG || > 0. Mais, puisque

86



A7t = ((1) R?l) S(r¢,0;)~" et en utilisant la diagonalisation de S(ry, 6;) on

obtient
A7 6+ ATTATIE = ATTATIG]P = (1S (r, 0) 7 (& + ATE— ATYE) P
> exp(2ry)||m (I = A7HE + AT ||P+
7 (I = A7h)g + A7HE)|1%.

Pour finir la preuve nous allons montrer que

Jim (T = A& + A7) =0 (2:8)
lim m/((1 — A7), + A7'¢) ="+ B¢, (2.9)

Puisque B = B~ ona B3 =0, ainsi A = I+B+%, B3=0et A= I+B+%2
et £ =n+ Bn. Donc

e e _ g B g B
(1= AN+ A7 =B~ D0e+ (1 -8+ 20+ By)
B? B2
:77+B§t_7€t_777-

Ainsi, pour montrer (2.8) on écrit

T (= A6+ A7) = () + 7 (BE) — 5 (BA(E + 1)

avec
T (n) — n*, par la proposition 18
et
i (B&) = m/ (B)m) (&) + m/(B)m (&)
— 0 par les propositions 18,19 et 20,
et

mH (B*(& +n)) = 7/ (B)m(B(& +n)) + ) (B)r (B(& + 1))
= ! (B)m (B)m} (& + n) + mf (B)*my (& +n)+
i (B)m (B)m (& +n) + m)(B)m! (B)m (& +n) + 7/ (B)*m; (& +n)
— 0 par les propositions 18,19 et 20.

t—o0
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Pour montrer (2.9) on écrit

"1~ A™)G + A7) = mdlo) + (BE) — Sm(B 6 + 1))

avec
Wf(ﬁ) o 7’
et
m (B&) = 7 (B)m (&) + i (B)my (&) + m (B)w/ (&)
— B~¢1 par les propositions 18,19 et 20.
puis

m (B*(& +n)) = 7 (B)m(B(& +n)) + 7 (B)m, (B(& +n)) + 7 (B)w (B(& + 1))
= m (B)m (B)m (& + ) + m(B)m (B)my (& +n) + ) (B)my (B)mf (& +n)+
m (B, (B)m) (& +n) + mf (B)m) (B)m, (& + )+
m (B)ym (B)m, (& +n) + m; (B)w (B)m/ (& +n)
— 0 par les propositions 18,19 et 20.

t—o00

O

Remarque 10. Nous n’avons pas réussi a décrire le comportement de d(¢y(Ay), ¢(As))
lorsque Ay ¢ Ay exp(V™) comme cela est fait dans le théoréme 4.5 de [13]. La diffi-
culté provient du fait que l'inégalité C||&|| < d(I,Ty) de la proposition 22 est seule-
ment locale et devient fausse lorsque & est loin de 0. En effet, pour & de genre temps

(i.e q(§) > 0) ou de genre espace (i.e q(§) < 0), en écrivant & = \/7 (ecslsnhh )

: : B sinh(p) :
(si de genre temps) ou bien & = \/q(§) <9 cosh(,o)) (si de genre espace), on peut

montrer que d(1,T¢) < 2p+ /q(&) tandis que ||€]| = \/q(§) cosh(2p).

Remarque 11. 8i A; = Ayexp(B) avec BT # 0, alors iii) du théoreme 4.5 de
[15] et iii) de la proposition 22 montrent que : liminf, %d(gbt(Al), d1(Ag)) > 2a.

2.6 Projection des variétés stables dans H? x R

Dans la section précédente nous avons obtenu les variétés stables pour le flot
¢1. Ce sont précisément les sous-variétés V*(A) := Aexp(V ™) ot A décrit G. Dans
cette section nous explicitons les projections de ces sous-variétés dans H x R et
montrons que ce sont des fibrés en droite au dessus d’horospheres.
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Horosphéres dans HY.
Pour # € S ! — R? notons P(f) 'hyperplan de RY¢ tangent au cone de lumiere

dans la direction (é) :

Po) = {eemate. (4)) - o}

Pour f cHYet 0 e Sd_l. = OH?, on appelle horosphere passant par f et tangent
a 0, que 'on note Hor(&, ), l'intersection de H¢ avec I’hyperplan affine de R4
passant par & et dirigé par P(0) :

Hor(£,6) := H? N (f + P(G)) .
On note C* le demi cone de lumiere :
Cti={¢eR" (&) =0et & >0}

Soit _

KB: HiuCt — DI

e

la projection de H? U C* sur D?. Muni de la métrique K B*(—q|ua), D? est le
modele de Klein-Beltrami de I'espace hyperbolique d-dimensionnel. L’ensemble
KB(Hor(&, 6)) est la sphere passant par KB(£) et tangente a S*! en 6.
Action de PSO(1,d) sur S%* et sur les horosphéres.
Un élément A € PSO(1,d) induit une transformation A de S¢! :

A0~ A(0) = KB (A @))

De plus pour A € PSO(1,d) vu comme une isométrie de H¢ on a
A (Hor(gf, 9)) — Hor(A€, A(9)). (2.10)

Projections de V5(A) sur HY, RY9 et HY x R4
Rappelons que nous avions noté 7 et 7 les projections de G sur H? et H? x R :

T g — H? x RM
A _ <A f) N (A( ) f) et W(A) = A<60>7
—\o 1 ),

Notons # la projection sur R4

Fixons 0 et £ = A (6’1 )

o0
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Proposition 23. Soit A € G. La projection de Vs(zzl) sur Hd~ est [’horosphére
Hor(m(A), A(0)), la projection sur RY4est I’hyperplan affine #(A) +P(A(0s)) et
la projection sur H? x RV est un fibré en droite d’une horosphére :

7 (VS(A)) = { (g’, w(A) +u (Aém)) + 2X0(€ — W(A))) :
¢ € Hor(n(A), A(6.)), u € R}
Démonstration. Pour A = I on montre par un calcul que

Vi) = {fle,u: <%€ §61u> e € R? tel quee-@oo:OetuER},

[le]? w _ llell® g«
1+ er — Ll g

o A, := el el
e+ O I+ 0s€™ — el — 5005

) € PSO(1,d) et & i= (u+

|
2

1 0
2 1,d
Aoolle]?) (em) + (%oe) e R

Ainsi, lorsque e décrit I’hyperplan de R? orthogonal & 6., la projection W(Ae,u)
sur H?, qui est la premiere colonne de A., décrit ’horosphere de H? tangente

1
a OH? = S en 0, et passant par ey = 0/ De plus, on peut écrire &, =

" (910) 2 <7r<Ae,u) - (é))

Pour un A quelconque, le résultat provient du fait que V(A) = AVs(I) et de
(2.10). O
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Chapitre 3

Dynamique asymptotique des
flots associés a certains processus

relativistes dans les espaces-temps
de de Sitter et Anti de Sitter

3.1 Introduction

Dans le chapitre précédent nous avons étudié la dynamique asymptotique d’un
flot dans le groupe de Poincaré associé a une large classe de processus relativistes
que nous avons appelés processus de Dudley. Rappelons qu’ils ont été introduits
par Dudley dans [28] comme les seuls processus markoviens a valeurs dans le fibré
unitaire de 'espace de Minkowski qui sont invariants sous l’action du groupe de
Poincaré et dont les trajectoires dans R sont de genre temps. Au sein de cette
classe de processus, il existe essentiellement une seule diffusion qui joue alors le
role de mouvement brownien lorentzien. Il s’agit du couple formé d’un mouvement
brownien hyperbolique et de son intégrale en temps dans R%¢. Dans [39], Fran-
chi et Le Jan construisent des généralisations de ces processus dans des variétés
lorentziennes génériques. Leur construction, semblable a celle de Eells-Elworthy-
Malliavin pour le mouvement brownien Riemannien, s’obtient en faisant rouler
sans glisser le fibré unitaire de la variété lorentzienne sur H? x R%? le long des
trajectoires de la diffusion de Dudley. Plus précisément, il s’agit de projeter sur le
fibré unitaire une certaine diffusion a valeurs dans le fibré des reperes qui est solu-
tion d'une équation différentielle stochastique dirigée par des champs de vecteurs
horizontaux et verticaux. Plus tard, les mémes auteurs ont introduit, dans [38],
une classe de diffusions relativistes dont la dynamique peut varier avec la courbure
de la variété. Il apparait alors, contrairement au cas plat de I’espace de Minkowski,
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qu’il n’y a pas unicité des diffusions relativistes lorsque la courbure est non nulle.

Dans cette partie nous nous intéressons a des espaces homogenes a savoir
I'espace-temps de de Sitter (dS%!) qui est de courbure constante positive et
'espace-temps Anti-de-Sitter (AdS?™!) qui est de courbure constante négative.
Ces deux espaces-temps sont géométriquement des quadriques ; précisément dS¢+!
est une pseudo-sphere pour la forme de Lorentz dans RY4+! et AdS9*! est une
pseudo-sphére pour la forme de signature (2,d) dans R*?. Nous montrons, de la
méme maniere que pour l'espace de Minkowski, qu’il est possible de déterminer
la classe de processus de Markov a valeurs dans le fibré unitaire qui sont inva-
riants par le groupe d’isométries de la variété et dont les trajectoires sont de genre
temps. Nous les nommerons processus de Dudley et constaterons qu’il en existe
essentiellement un qui soit continu. On retrouve les diffusions définies dans [39]
pour I'exemple particulier de dS%*! et AdS?!. Les processus de Dudley sont ob-
tenus comme projection de processus de Lévy invariants a gauche dans les groupes
d’isométries respectifs de dS4T! et AdSIH A savoir PSO(1,d + 1) et PSO(2,d).
Ces groupes étant semi-simples nous pouvons ainsi utiliser la théorie de Guivarc’h
et Raugi ([46]), développée pour les processus de Lévy par Liao ([61]), et obte-
nir, pour une large classe de ces processus, le comportement asymptotique et la
dynamique asymptotique du flot stochastique associé. Il s’avere alors que les pro-
cessus relativistes dans 'espace-temps de de Sitter convergent presque stirement
vers un point de la frontiere causale S¢ et que les variétés stables du flot se pro-
jettent sur dS?! en des horospheres. L’espace-temps AdS%*! n’est pas causal
puisque les géodésiques de genre temps sont des cercles mais les processus re-
lativistes contiennent néanmoins une information asymptotique qui s’interprete
géométriquement comme la frontiere de Furstenberg de AdS**!. 1l s’agit de l'en-
semble des géodésiques de lumiere pointées de I'univers d’Einstein (ce dernier est
également le bord topologique de AdS). Enfin, nous avons souhaité, a la maniere de
Baxendale dans [13] mener les calculs explicites jusqu’au bout pour 1’étude asymp-
totique des diffusions relativistes. Aussi nous calculons, dans la troisieme section
de cette partie, les coefficients de Lyapunov du flot stochastique pour les diffu-
sions relativistes et nous avons, comme dans [9], illustré la méthode d’Azencott-
Furstenberg-Raugi pour montrer que la frontiere de Poisson des diffusions dans
dS coincide bien avec la sphere S?%. 11 aurait été également possible de montrer
que la frontiere de Poisson des diffusions dans AdS est la frontiere maximale de
Furstenberg de PSO(2,d) mais nous nous sommes contentés du calcul explicite
des coefficients de Lyapunov du flot associé.
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3.2 Processus de Dudley dans les espace-temps
de Sitter et Anti-de-Sitter

3.2.1 Espaces temps de Sitter et Anti-de-Sitter

Nous introduisons les espaces-temps de de Sitter et Anti-de-Sitter. Ce sont des
pseudo-spheres pour certaines formes quadratiques qui s’identifient a des quotients
de leur groupe d’isométrie.

3.2.1.1 De Sitter

1 dO;l note ¢ la forme quadratique de Lorentz dans RV pour € = (€°,&1, ..., ¢4H)* ¢
RLA+

q(€) = (&) — (&) — - = (&)
La base canonique de R14*! sera notée (eg, ey, . .., eq41) et un élément g du groupe
d’isométrie de Lorentz PSO(1,d+ 1) préservant g, l'orientation et I'orientation du
temps sera identifié a sa matrice dans la base (e, ..., eq41). Le groupe PSO(1,d+

1) désigne le groupe de Lie connexe matriciel qui s’obtient comme 1’exponentielle
de son algebre de Lie so(1,d+ 1) :

so(l,d+ 1) = {(g bc,), be R C:—C*}.

L’espace-temps de de Sitter de dimension d + 1, noté dS®*, est ’hyperboloide &
une nappe dans I'espace-temps de Minkowski R4+!

dstt .= {§ e RYH g(6) = —1} )
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Pour ¢ € dS%* | la forme quadratique g restreinte a T;dS?"! est non-dégénérée et de
signature (1,d) (i.e (+,—,...,—)). Ainsi dS?*! est une variété lorentzienne qui est
, de plus, de courbure constante positive. C’est I’équivalent lorentzien de la sphere
riemanienne. Sa structure causale est induite par celle de RV, Ainsi &' € dS9+!
est dans le futur de & € dS?*! si et seulement si il est dans le cone du futur (pour
RY4+1) issu de €. Une isométrie lorentzienne linéaire de RV induit une isométrie
de dS¥! et le groupe d’isométrie de dS¥+! préservant l’'orientation et I'orientation
du temps est le groupe de Lorentz PSO(1,d + 1). Le stabilisateur d’un point
¢, € dSUL sous Paction de PSO(1,d + 1) sur dS?*?, est isomorphe & PSO(1,d)
de sorte que dS?*! s’identifie & 1’espace homogene PSO(1,d+1)/PSO(1,d). Dans
ce travail, nous allons faire un choix et prendre &, = €1, et PSO(1, d) désignera le
stabilisateur de e;. De plus, la projection

m: PSO(l,d+1) — dS4!
g — g(e1)

permet d’identifier PSO(1,d + 1) au fibré des reperes orthonormés au dessus de
dS+t. Précisément, un élément g € PSO(1,d+ 1) s’identifie au repére orthonormé
(g(e0), gler), ..., g(eqr1)) de RV qui lui méme est la donnée d’un point g(e;) €
dSt et d’un repere orthonormé (g(eg), g(ez), - .., g(eqr1)) de Ty, dS. On peut
alors définir les champs de vecteurs horizontaux et verticaux dans PSO(1,d+1). Ce
sont des champs de vecteurs invariants & gauche que 'on notera HY, ..., H}, pour les
horizontaux et V..., V} et Vll], 1 =1 < j =d, pour les verticaux. On notera H;, V;
et V;; les matrices dans so(1,d + 1) correspondantes a leurs valeurs en l'identité.
Précisément on définit H)(g) comme le déplacement horizontal infinitésimal de

g(eo),gler), ..., g(eqr1) dans la direction ey :
Hy(g) := gHo

avec Hy := epe] + eiep.

V!(g) est le déplacement vertical infinitésimal du repere g(eo), g(ez), .. ., g(€qs1)
au dessus de g(eq) correspondant au déplacement de g(eg) dans la direction g(e;y1).
Autrement dit c’est 'action d’un boost infinitésimal de so(1,d) qui dérive g(ep)
dans la direction g(e;y1) :

Vi(9) = gVi
avec V; := epej | + €165
De méme, pour i = 1,...,d on définit H!(g) := gH; avec H; := e; 1€} — ere},;
et pour i < j =1,...,d on définit V}\(g) := gVi; avec V;; := e 1€, — ej1€],,.

La famille (Ho, H;, Vij)i<j=1,..4 forme une base orthonogonale de so(1,d + 1)

pour la métrique de Killing.

-----

94



3.2.1.2 Anti-de-Sitter

On note également ¢ la forme quadratique dans R9*? de signature (2,d) =
(+,4,—, -+, —) et on notera R* I'espace R¥? muni de ¢q. Pour ¢ € R*4

q(€) = (&) + (&) = (&))" = = (€)™

Le groupe connexe d’isométrie de R*? est noté PSO(2,d) et sera identifié, via la
base canonique (eg, e1, ..., e411), au groupe de Lie matriciel qui est I’exponentielle
de l'algebre de Lie so(2,d)

0 a b
s0(2,d) := —a 0 ¢|, a€R, bceR? D=—-D*
b ¢ D

L’espace-temps Anti-de-Sitter de dimension d + 1, noté AdS?*!, est la pseudo-
sphere :
AdS™T = {¢ e R*, ¢(&) =1}.

Pour chaque £ € AdS?!, la forme quadratique g restreinte a Tz AdS! est de
signature (1,d) = (+,—,-+-—). Ainsi AdS?™! est une variété lorentzienne et on
peut montrer, de plus, que la courbure est constante négative. C’est ’analogue
lorentzien de la nappe hyperbolique H¢. Une isométrie de R%? induit une isométrie
de AdS?t et le groupe PSO(2,d) est le groupe connexe des isométries de AdST.
De méme que pour dS%t! I'espace-temps Anti-de-Sitter s’identifie & un espace
homogene. Précisément :

AdS™ = PSO(2,d)/PSO(1,d).

Nous allons également faire le choix d'un point particulier de AdS4*!. Nous prenons
ep comme point privilégié et PSO(1, d) est le sous groupe de PSO(2, d) qui stabilise
eo- En définissant la projection suivante

m: PSO(2,d) — AdSiH!
g —  g(eo)

on identifie PSO(2, d) au fibré des reperes de AdS?*!. Plus précisément, un élément
g € PSO(2,d) définit un point g(eg) de AdS4*! et un repere g-orthonormé

(g<el)7 9(62)7 ce 7g<ed))

dans Tg(eo)Ade“. On peut définir l'orientation du temps dans AdS?! en disant

qu'un vecteur £ € T AdS* est de genre temps et orienté vers le futur s’il existe
g € PSO(2,d) tel que & = g(eg) et & = g(ey). Les géodésiques de genre temps dans
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AdS™! sont des cercles. Précisément, la géodésique partant de & € AdS? ! dans
la direction § € TgAdeJrl est l'intersection, dans R%¢, du plan engendré par (¢, §)
avec AdS™1!. La structure causale de AdS9! est donc triviale.

Introduisons les champs de vecteurs horizontaux et verticaux dont on aura
besoin pour la suite. Ce sont également des champs invariants a gauche dans
PSO(2,d) que I'on notera également H! pour les horizontaux et V}, V;l] pour les
verticaux. Précisément on obtient

Hé(g) := gHy,

ou Hy := ejef; — epej, et
Vi(g) = gVi,
ou V; := ejej,; + e;r1e]. Puis pour les autres horizontaux et verticaux on a pour
i=1,-,d Hl(g) :== gH,; ot H; = epe}, + eiprel et pouri < j =1,...,d, V;; =
* *
La famille (Hy, H;, V;, V;;) définit une base de so(2, d) qui est orthogonale pour
la métrique de Killing.

3.2.2 Processus de Dudley

Avant d’introduire les processus de Dudley dans dS%*! et AdS?*! nous rappe-
lons leur définition dans I’espace-temps de Minkowski.

3.2.2.1 Rappel : processus de Dudley dans R"¢

Dans R'¢, il n’existe pas de probabilité ; différente de dy qui soit invariante
par les isométries ¢ € PSO(1,d) (i.e g(n) = w). En effet si p # Jy on peut
trouver un compact C' C R\ {0} tel que u(C) > 0 et une suite de trans-
formations g, € PSO(1,d) telle que les g,(C) soient disjoints. On aurait alors
1(Ungn(C)) = >, 11(gn(C)) = 400 ce qui est absurde. On déduit de cela qu’il
ne peut exister de processus de Markov sur R qui soit invariant sous 'action
du groupe de Poincaré PSO(1,d) x RY4. En quelque sorte, c’est la non compa-
cité de PSO(1,d) qui empéche de munir RM = (PSO(1,d) x RY)/PSO(1,d)
de tels processus invariants, ce qu’on pouvait naturellement obtenir avec ’espace
euclidien R? = (SO(d) x R?)/SO(d) du fait de la compacité de SO(d). En cher-
chant des processus de Markov a valeurs dans un espace homogene sous 1’action
de PSO(1,d) x RY? on est amené a considérer I'espace (PSO(1,d) x RY4)/SO(d)
comme espace d’état minimal pour de tels processus. Dans [28], Dudley s’intéresse
a des processus markoviens & valeurs dans (PSO(1,d) x RY?)/SO(d) = H? x R,
qui sont PSO(1,d) x RV %invariants et dont les trajectoires dans RV sont de genre
temps. Redonnons ici le résultat de Dudley que 'on a déja rappelé dans la partie
précédente :
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Théoréme 10 (Dudley). Les processus de Markov a valeurs dans H? x RY qui
sont (PSO(1,d) x RY)-invariants et dont les trajectoires dans l’espace-temps de
Minkowski RV sont de genre temps ont un générateur, calculé en o = (ey,0) et
pour f € C?(H x RY), de la forme :

Tf(0) = a a% (0) + ?Aﬂgdf(o)
d 9
o (f (0(r,6),0) = (o) = () 3_ ¢ avif(0)> v(dr)db,

ot 1 (r,0) désigne les coordonnées polaires dans H? et v une mesure de Lévy dans
10, +o0[ (i.e [min(1,r?)v(dr) < 400 ). Les processus a trajectoires continues (v =
0) sont donc essentiellement ceuz de la forme (ét, fg ésds) ot ft est un mouvement
brownien sur la nappe hyperbolique.

3.2.2.2 Processus de Dudley dans dS%! et AdS®H!

Dans [39] et [38], Franchi et Le Jan définissent des généralisations de diffusions,
a valeurs dans le fibré unitaire de variétés lorentziennes génériques T M, qui sont
invariantes en loi pour I’action infinitésimale de SO(d) sur la fibre et dont les tra-
jectoires dans la variété lorentzienne sont de genre temps. Plus précisément, dans
[39] Franchi et Le Jan construisent les diffusions, & la Eells-Elworthy-Malliavin,
en faisant rouler sans glisser 7'M sur H? x R% le long d'une trajectoire d’une
diffusion de Dudley. Dans un second article ([38]), les mémes auteurs définissent
une classe plus large de diffusions relativistes dont le coefficient de diffusion peut
dépendre de la courbure et de I'énergie. Il apparait alors que, contrairement a la
situation minkowskienne, il n’y a pas unicité de telles diffusions pour des variétés
lorentenziennes a courbure non nulle.

Dans le cas des espace-temps de Sitter et Anti-de-Sitter la situation est sem-
blable a celle de Minkowski. En effet, de la méme maniere que

RY = (PSO(1,d) x R*)/PSO(1,d)
on a
dS¥ = PSO(1,d+1)/PSO(1,d) et AdS*™ = PSO(2,d)/PSO(1,d)

et, pour les mémes raisons invoquées pour R, il n’existe pas de processus de Mar-
kov & valeurs dans dS%! (resp. AdS?*1), qui soient invariants par les isométries
de celle-ci, c’est-a-dire, en notant L le générateur, tels que L(fog) = L(f)og pour
g € PSO(1,d+ 1) (resp. g € PSO(2,d)). Les espaces homogenes minimaux qui
s'imposent pour étre des espaces d’états de processus markoviens invariants sont
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donc PSO(1,d + 1)/SO(d) et PSO(2,d)/SO(d). Ces espaces homogenes s’iden-
tifient aux fibrés unitaires respectifs de dS%" et AdS?T!. Nous noterons par le
méme symbole 7 les projections de PSO(1,d + 1) dans T 'dS%! et PSO(2,d)
dans T1AdS¢! .

7: PSO(1,d+1) ——  T'dS%!

g — (gleogler))  (avecici gleo) € T, dS*)
7: PSO(2,d) —— T'AdSH!
g — (g(e1), g(e0)) (avec ici g(e1) € Tgl(eO)AdeH)

Dans la suite M désigne soit dS9! soit AdS?!. On notera G le groupe
d’isométrie de M. Le fibré unitaire sera noté T'M et sera identifié & 1'espace
homogene G /SO(d). L application 7, définie ci-dessus, projette donc G sur T* M.
Rappelons que SO(d) est alors le sous groupe de G dont l'algebre de Lie est en-
gendrée par (V;;)i1—i<j—q €t PSO(1,d) est le sous-groupe de G dont l'algebre de
Lie est engendrée par (V;, V;;). Nous noterons o := 7(/d) de sorte que o = (e, e1)
pour T*dS*! et 0 = (e, e9) pour TTAdS4H.

Notation 1. Pour (r,0) € Rt x S, nous noterons S(r,0) ’élément de PSO(1,d)
défini par :

d
S(r,0) = exp <r20i\/i> :
i=1

Proposition 24. Les processus de Markov a valeurs dans T'M qui sont G-
invariants et dont les trajectoires dans M sont de genre temps possedent un
générateur T, calculé en o et pour f € C2(T'M), de la forme :

9 d

Tf(0) =aHy(f o 7)(Id) + 5 Y (V!)(f o 7)(1d)

i=1

+00 d
+ / / [fofr(S(r, 0)) — f(0) = rlpa > 0"(V})?(f o 7)(Id) | v(dr)de,
0 §d-1 i=1
ota> 0,0 €R etv est une mesure sur |0, +o00[ vérifiant [ min(1,r*)v(dr) < +oo.
On dira que le processus de Markov associé est un processus de Dudley lorsque
a=1,et (c#0ouv#0).

Démonstration. Nous allons appliquer le théoreme 2.1 de [61], et donner la forme
générale du générateur d’'un processus markovien & valeurs dans 7'M qui est G-
invariant. Introduisons des coordonnées locales (v¢, hY, h');—; 4 dans un voisinnage

.....
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Up de o dans T' M associée a la famille (V;, Hy, H;). Ce sont des fonctions telles
que

d d
e et €6 == (oL reon)om (T nieom)).

i=1
D’apres le théoreme 2.1 de [61], le générateur d’un processus markovien G-invariant
est de la forme :

Tf(o) = Df(o)+

d d

. L0 N .
/T N [f(f, § =10 = 2 V(6 8)5:0(0) = 2 HE ) g f 0)| T, ),
ol IT est une mesure SO(d)-invariante sur 7'M vérifiant :
d d
11({0}) = 0, / [Z(hZ)2 + Z(zji)2 dIl < +oo, T(US) < 400,
i=0 i=1

et enfin, D est un opérateur de diffusion SO(d)-invariant sur 7' M. En suivant le
raisonnement qui précede 1’énoncé du Théoreme 2.1 on peut préciser, dans notre
cadre, la forme explicite de D a l'aide de la famille (V;, Hy, H;). En la notant
temporairement

Xy :=Hy, Xo:=Hy, ..., Xgp1:=Hy, Xgp2:=V1, ..., Xogp1:= Vg,

la famille (X;);=1. 2441 est orthonormale pour un produit scalaire Ad(SO(d))-
invariant bien choisi dans Lie(G). Par le théoréme 2.1 de [61], il existe une matrice
symétrique positive (a;;); j=1,. 24+1 et des réels (¢;)i=1,. 24+1 tels que :

77777777

2d+1 2d+1

Df(o0) = % Z ai X!IXL(f o 7)(Id) + Z X f o ®)(Id).

Puisque T' est G-invariant, D l'est également. En notant, pour k € SO(d), Ly
'action de k sur T'M on a donc que D(foLy)(0) = Df(0). De plus X!(foLo) =
Ad(k)X!(f o &) et on obtient explicitement :

d d
Ad(k)Ho = Ho, Ad(k)H; = > kyyHj,  Ad(k)Vi =Y kyVj.
j=1 Jj=1

Ainsi la matrice symétrique (a;;) est nécessairement de la forme :

a 0 0
0 oly ply a,o,0, 1 € R,
0 ,u]d O'Id
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et puisqu’elle est positive on a pu? < 0262 et a > 0. Ainsi la forme générale d'un

opérateur de diffusion SO(d)-invariant sur 7'M est

9 d o d

Df(0) = aHo(f o M)Id)+5 (V) (f 0 #)(Id) + T D (H(f 0 7)(1d)

= i=1

_|_

N =

d
D VI + VIH)(f o 7)(1d).

)

Maintenant pour obtenir un processus dont les trajectoires sont de genre-temps
dans M il faut imposer 6 = 0 (et donc p = 0). On retrouve ainsi la forme voulue
de partie diffusion de l'opérateur. Maintenant, en ce qui concerne la partie du
générateur qui définit les sauts, afin d’obtenir des trajectoires continues dans M,
il est nécessaire d’imposer que IT soit portée par la fibre #(PSO(1,d)) (identifiée
a H%). En introduisant les coordonnées polaires (r,6) associée aux coordonnées v’
on déduit, puisque II est SO(d)-invariante, qu'il existe une mesure de Lévy v sur
10, 400 telle que :

d

/(Pso(l d)) [f@’g) — flo) - Zvi@’ EVI(f o) (Id)

1

T(d(¢, €))

too d
B /0 /Sd_l [f o (S(r,0)) — flo) - Tl}o,l[zeivil(f om)(Id)| v(dr)de.
O

Remarque 12. [l apparait alors, comme dans la situation minkowskienne, qu’il
existe une unique classe de diffusions relativistes a valeurs dans le fibré unitaire
de dSH1 et AdS™!. On les nommera diffusions de Dudley. Elles correspondent
a celles introduites par Franchi et Le Jan dans [39] pour notre cas particulier de

dSItt et AdSIH.

3.2.2.3 Relévement dans G

Nous allons choisir un relevement particulier de ces processus. Il s’agit de pro-
cessus de Lévy a valeurs dans G, invariants a gauche et SO(d)-invariants a droite
qui se projettent, par 7, en des processus de Dudley sur 7' M.

Notons g; le processus de Lévy dans G, invariant a gauche, SO(d)-invariant a

100



droite défini par le générateur L :

d
g

Lf(g) = Hyf(9) + 5 Z(W)Qf(g) (3.1)

=1

+o0
Lo b
SO(d) JS4 J0

oll df désigne la mesure de Lebesgue renormalisée sur S? et dk la mesure de Haar
sur SO(d).

Il est clair que le processus 7(g;) est un processus de Dudley sur 7' M. Lors-
qu’on suppose certaines hypotheses sur o et v, le comportement asymptotique
de g4, et donc de 7(g;) se déduit des résultats sur les marches aléatoires dans les
groupes de Lie semi-simples de Guivarch et Raugi ([46]), adaptés au cadre des
processus de Lévy par Liao ([61]).

d
FgkS(r,0)k™) = f(g) = rlo > 0'V} f(g) | v(dr)dodk,
=1

(3.2)

3.2.2.4 Décomposition d’Iwasawa de G

Avant d’énoncer les résultats de Liao pour les processus de Dudley, rappelons
comment obtenir des décompositions d’Iwasawa de PSO(1,d + 1) et PSO(2,d).
Les références sont [54] et [61].

La forme de Killing B est la forme bilinéaire symétrique sur Lie(G) définie par

VXY € G, B(X,Y) = Trace[ad(X)ad(Y)].

Puisque G est semi-simple, cette forme est non-dégénérée. Notons K un sous-
groupe compact maximal de G et K son algebre de Lie. Soit P le supplémentaire
B-orthogonal a IC. Alors B est définie négative sur K et définie positive sur P et
on note (-, -) le produit scalaire sur Lie(G) égal a B sur P, —B sur K, qui préserve
I'orthogonalité entre P et K. Lorsque G = PSO(1,d 4+ 1), K est isomorphe a
SO(d+1) et lorsque G = PSO(2,d), K est isomorphe a SO(2) x SO(d). Notons A
une sous-algebre abélienne maximale contenue dans P. Lorsque G = PSO(1,d+1),
A est de dimension 1 et lorsque G = PSO(2,d) elle est de dimension 2. On appelle
racine une forme linéaire non nulle sur A telle que le sous-espace vectoriel

E.:={X € Lie(G), ad(H)X = a(H)X VH € A}

soit non réduit a {0}. Nous verrons que PSO(1,d 4 1) possede deux racines et
PSO(2,d) en possede huit. En notant ® I'ensemble des racines on a la décomposition
en somme directe orthogonale pour (-,-) de Lie(G)

Lie(G) = Ey® Y _ Ea.
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Dans A, le complémentaire de la réunion d’hyperplans Uyeq{a = 0} est constitué
d’autant de composantes connexes que d’éléments de ®, appelées chambres de
Weyl. Ainsi dans PSO(1,d+ 1) il y a deux chambres qui sont des demi-droites et
dans PSO(2,d), il y a huit chambres qui sont des huitiemes de plan. On fait le
choix d’une chambre WV et on dit qu'une racine est positive lorsqu’elle est positive
sur W. On note @ I’ensemble des racines positives. Dans le cas de PSO(1,d+1),
O+t contient un seul élément et dans celui de PSO(2,d) il en contient quatre. On
note N := 3" o+ Ea et N := 3" 4+ E_o. Ce sont des algebres de Lie et on peut
écrire une décomposition d'Iwasawa de Lie(G)

Lie(G)=Nao A® K.

Notons A = exp(A) et N = exp(N). L’application suivante réalise un isomor-
phisme analytique :
NxAxK — G
(n,a,k) +—— nak

Remarque 13. On a aussi la décomposition d’[wasawa G = NAK qu’on va utili-
ser dans la section suivante dans laquelle on fera des calculs explicites pour les dif-
fusions de Dudley. Dans cette section, nous prendrons la décomposition G = NAK
car c’est celle qu’utilise Liao dans [61] pour établir le comportement asymptotique.

3.2.2.5 Dynamique asymptotique

G est un groupe semi-simple et on peut appliquer directement les résultats
de [61] qui décrivent, sous des hypotheses générales, la dynamique asymptotique
d’un processus de Lévy dans les coordonnées d’Iwasawa. On note ¢g; = n.a.k; la
décomposition de g, dans NAK. De plus on posera H, := log(a;) le processus &
valeurs dans A. Nous prendrons garde a ne pas confondre la valeur de ce processus
au temps 0 (qui dans la suite sera log(I) = 0) avec la matrice Hy := €% + ejef.

Théoréme 11 (Liao-Guivarch-Raugi). En faisant ’hypothése que v est finie et
o # 0 on a la convergence presque sure de n; vers une variable aléatoire asympto-
LqUe Neo -

Démonstration. Les conditions des propositions 6.12 et 6.13 de [61], qui permettent
d’appliquer le théoreme 6.4 de [61] se vérifient facilement. En effet la partie diffusive
du générateur L est hypoelliptique et la proposition 6.12 de [61] assure que le sous-
groupe engendré par le processus est irréductible (au sens de [61] et [46]). Pour
montrer que le semi-groupe est contractant (cf [46] et [61] ) il suffit de vérifier, par
la proposition 6.13 de [61], qu’il existe X € Lie(V;) et ¢ < 0 tel que X + cHj est
un élément régulier de P, c’est-a-dire qui est de la forme Ad(k)H avec k € K et H
dans la chambre de Weyl W. Dans nos deux situations, il suffit de prendre X = V5,
et ¢ = 0 puisque V; (comme les autres V; d’ailleurs) est régulier. O
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De plus, la condition d’intégrabilité f0+°° rv(dr) < +oo est équivalente a la
condition 7.7 p 175 de [61] et lorsque celle-ci est vérifiée (ainsi que les conditions
précédentes ), on peut appliquer le théoréme 7.3 de [61] et on obtient la convergence
presque stre

1
gﬂt — Hg, (3.3)

t——4o0

ou H, est déterministe et appartient a la chambre de Weyl W.

Remarque 14. Notons, seulement dans le cadre de cette remarque, g, = niak; la
décomposition d’Iwasawa du processus dans la décomposition G = NAK (c’est ce
qu’on fera dans la section suivante dans laquelle nous expliciterons les calculs pour
les diffusions de Dudley). On a alors que n; converge presque strement vers une
variable aléatoire dans N, de plus —log(a;)/t converge vers Hy, € W (le méme
que celui obtenu avec la décomposition G = NAK ).

En utilisant le théoreme 7.3 de [61], on peut préciser la vitesse de convergence
de n; vers ny et obtenir le spectre de Lyapunov du flot ¢; : g — gg;.

Théoréme 12 (Spectre de Lyapunov pour G = PSO(1,d + 1)). Dans le cas de
Uespace-temps de de Sitter dST (G = PSO(1,d + 1)), il existe un réel positif
a > 0 et deur sous-algebres de Lie aléatoires V= C V° C Lie(G) tels que pour une

métrique || - || invariante a gauche et pour g € G, v € Lie(G) on a :
! a si ve Lie(G)\V°
Jim 7 log |[Déu(g) -gv]|=<¢ 0 si veVO\V~-

—a st veV\{0}

Théoréme 13 (Spectre de Lyapunov pour G = PSO(2,d)). Dans le cas de
Uespace-temps Anti-de-Sitter AdS (G = PSO(2,d)), il existe ay > az > ag >
ay; > 0 et huit sous-algébres aléatoires V, C --- C V7 c VO c V' c --- C
Vit C Lie(G) tels que pour une métrique || - || invariante a gauche et pour g € G,
v € Lie(G) on a :

] o st veVI\VE i=1,...4
lim S log [ Don(g) - gul = 0 si weVO\V
o —a; st veVi\V, i=1,....4
en posant Vy" == VO V' .= Lie(G) et Vi := {0}.

Remarque 15. [] semble qu’on puisse relacher [’hypothese d’intégrabilité de 11

dans [61]. En effet, en reprenant les démonstrations de [61] il apparait que la

condition fUc gpl| < +oo, ot Uy est un woisinage compact de Id, suffise pour
0

obtenir un tauxr de convergence. Dans notre cas cela correspondrait a supposer
seulement f;roo rv(dr) < 4+o0o comme cela était le cas dans la partie 2 de cette
these.
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Démonstration. Pour une métrique invariante a gauche ||-||, on a || D¢y (g)-gvllgg, =
| Ad(g;)~'v||; et par I'équivalence des normes dans Lie(G), le résultat ne va pas
dépendre de la norme choisie. On peut prendre le produit scalaire (-, -) associé a
la métrique de Killing. Il est Ad(K)-invariant et on obtient ||D¢i(g) - gvllzy, =
|Ad(a,) ™" o Ad(ny) " 'v|| = ||Ad(a; ") o Ad(n;  nso)(Ad(ne ) v)||. Notons (X;) une
base de Lie(G) adaptée a la décomposition de diagonalisation Lie(G) = Ey &
Y aco Fa- Chaque X; appartient a un E,. Nous notons \; les racines, avec 0,
comptées avec multiplicité et h;;(t) les coefficients tels que :

Ad(n; 'ng) Z hi; (t)

Le théoreme 7.3 p 191de [61] énonce que pour presque toute trajectoire et pour
e>0ona

iy ()] < 11 012 (34

pour ¢ suffisamment grand. Ainsi, pour un Y € Lie(G) que l'on écrit Y = .y, X,
on obtient

Ad(a;l) o Ad(n;lnoo)(Y) = E ( g hij(t)e’\i(Ht)yj> X,
i J
et donc

(") o A )0V = 302 e 0

Comme il est rappelé dans la preuve du théoreme 7.3 de [61], la matrice h;;(t) est
sur-diagonale avec des 1 sur la diagonale. Précisément h;;(t) = 1 pour ¢ = j et
h;j(t) = 0 lorsque A\; > A;; on a donc :

1Ad(a; ") 0 Ad(n; 'ne) (V)7 =D | ey, + > hig(D)e Xy, |
{ j7)‘i(HOO)<>\j(HOO)

et l'inégalité (3.4) implique que

O (e~ AilH) ro(1)
, de plus, par (3.3) on a \;(H;) = t(Ni(Hx) + 0(1)) et finalement il vient que
|Ad(a; YoAd(n na) (VI =30 (e ¥yt 3T O (eI y,
( j7)‘i(HOO)<>\j(HOO)
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Notons alors (&;)i—1..._k, les racines (avec 0 compris) sans compter les multiplicités,
avec 0 (Hoo) < G2(Hoo) < -+ < Ay (Hoo). Posons Jj := {j; \j(Hoo) = ap(Heo)}-
On voit donc que si ° . (y;)* # 0 alors

1 _ _ ~

~loglAd(a;) o Ad(ny nee) (V)| — =G (He)
et que si Y, (y;)* = 0 mais que Y. (y;)* # 0 alors

1 _ _ ~

~loglAd(a;) o Ad(ny o) (V)| — —G2(Ho)

. etc... et on obtient ainsi 1’échelonnement voulu. Le spectre de Lyapunov est
alors la famille décroissante des —@;(H). Cette famille est impaire et centrée en
0. De plus, la distribution croissante des sous-espaces aléatoires est

(0} © Ad(n..) (Ea> C Ad(nw) (E%) ® Ea) c...
- C Ad(ne) (Ea,m S D EOQ) C Lie(G).

Particularisons ce résultat général aux différents cas étudiés ici.

Lorsque G = PSO(1,d + 1), il n’y a qu’une racine positive aq et puisque H,
est dans la chambre de Weyl il vient que —a < 0 < a en posant a := ag(Hx).

Lorsque G = PSO(2,d), nous verrons par la suite que les racines positives
peuvent étre choisies de la forme {fi, fo, fo — f1, /1 + f2}, ou (f1, f2) est une
base de A*. Les réels ai, as, ag sont choisis croissant et tels que {ay, s, a3} =
{fi(H), f2(Hx), (fo—f1)(Hoo) } €t ay = (f1+f2)(Hoo). On sait seulement, puisque
H, est dans la chambre de Weyl, que oy > a3 > a9 > a3 > 0 mais on ne sait pas,
a priori, quand les inégalités larges sont strictes. O

3.2.2.6 Projection sur la variété de base

Lorsque la loi de g; est absolument continue par rapport a la mesure de Haar
sur G (c’est le cas pour les diffusions en appliquant le théoreme de Hérmander),
les travaux de Furstenberg ([40]) Azencott [4] et Raugi [67] assurent que la tribu
invariante de g; est engendrée par la variable asymptotique ns.. Pour obtenir une
réalisation géométrique de la frontiere de Poisson de g; on peut écrire ce processus
dans la décomposition polaire de G. Notant M le sous-groupe de K formé des
éléments qui commutent avec A. On peut décomposer presque tout (pour la mesure
de Haar sur G) g € G de maniere unique

g =za"k,

105



ot v € K/M, at € exp(W) et k € K. En écrivant g; = x,a; k; on a presque
strement la convergence de x; vers une variable asymptotique z., € K/M et
log(a;")/t — Hes. De plus 7, est une transformation géométrique de n, et la tribu
invariante de g; est également engendrée par x... Ainsi on obtient une réalisation
géométrique de la frontiere de Poisson de g; comme I'espace compact homogene
K /M muni de la loi de z. Dans le cas de PSO(1,d+1) ona M = SO(d) et K/M
s’identifie alors & la sphere S¢. Dans le cas de PSO(2,d) on a M = SO(d—2) (voir
dans la section suivante) et donc la frontiere de Poisson de g; est S! x T1S4-1.
Revenons aux processus de Dudley (St,ft) qui s’obtiennent en projetant g;, par
7, sur le quotient compact G/SO(d) = T'M. La frontiere de Poisson de ces
processus markoviens est la méme que pour g; (on n’a pas perdu d’information
asymptotique en quotientant par le compact SO(d)) et il est intéressant de parvenir
a une description géométrique de cette frontiere.
Pour la diffusion de Dudley dans ’espace de Minkowski l'interprétation géométrique

a été faite dans [9]. En plongeant conformément R¥ dans 'univers d’Einstein
Ein®™! (cf [36] pour une tres belle description de ce plongement) on munit Pes-
pace de Minkowski d'un bord topologique qui coincide avec sa frontiere causale
et qui s’'identifie & un cone de lumiére dans Ein®'. En fait R s’identifie au
complémentaire d’un céne de lumiére dans Ein®!. Topologiquement ce bord est
un tore S' x S9! dont une sphere S a été contractée en un point. Le processus
dans R"? converge presque stirement vers un point de ce cone de lumiere.

géodésique de lumiere : Sd-1

En ce qui concerne les processus de Dudley dans dS?*! et AdS9*! nous pouvons
également donner une interprétation géométrique de la frontiere de Poisson en
décrivant la situation dans l’espace projectif.

L’espace-temps de de Sitter a été défini comme étant une hyperboloide a une
nappe de Rb4+! = R4+2 En projetant radialement sur la sphere unité ST de R*+2
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on voit que le bord topologique de cette dS?*! est la réunion de deux sphere S¢ dont
I'une est a l'infini dans le futur et I'autre dans le passé. Nous allons maintenant
considérer la situation dans I'espace projectif PR que nous identifierons avec la
carte affine {¢° = 1} muni d’une droite projective & 'infini. Le cone de lumiere
{q = 0} de RY¥HL est alors identifié avec la sphere S?. Pour un point & # 0 de
R4+ nous noterons p(€) sa projection dans P4HR. L'espace-temps de de Sitter
se projette sur le complémentaire de la boule bordée par la sphere {¢ = 0}. En
fait S est un revétement double de cet ouvert de PR puisque un point se
releve en deux points antipodaux de dS?*!. Les deux spheres & l'infini de dS9*!
se projettent sur la sphere S?. Notons de plus que la nappe hyperbolique H?+!
de RY¥H1 se projette (et est difféomorphe) & l'intérieur de cette boule. Puisque
nous faisons partir le processus de Dudley depuis e; qui est sur [’équateur de
dS4! et que les trajectoires sont de genre temps, le processus va rester dans
I’émisphére supérieure de dS9T!. Ainsi les trajectoires peuvent étre dessinés dans
I’espace projectif et seront a valeurs dans le complémentaire de la boule, de plus
la sphere dans P4T!'R correspond a la sphere du futur. Le processus partira d'un
point de la droite projective a l'infini correspondant a e;. La trajectoire, de genre
temps, évolue dans le futur de chaque point. Pour un £ € dS%* tel que €% > 0 (
i.e dans [’émisphére supérieure), son cone du futur dans dS9*! est par définition
l'intersection du cone du futur dans RY¥+! avec dS9+. Clest également le demi-
cone formé des demi-géodésiques de lumiere issues de &. Une telle géodésique est
'intersection, dans RY¥*1 de dS™! avec le plan engendré par £ et un 7 tel que
q(n) = 0 et n € TdS¥! (autrement dit ¢(¢,n) = 0). Dessinée dans P*'R, cette
géodésique de lumiere est donc la droite passant par p(€) et p(n) qui est un point
de la sphere (car g(n) = 0) et de la projection de I'hyperplan orthogonal a & (car
q(n,&) = 0). Cette géodésique de lumiere est alors, projectivement, une droite
tangente & la sphere. Le cone du futur dans PR est la réunion de ces droites
tangentes a la sphere et issues de p(§). Autrement dit c’est encore un cone!

cOne du futur

hyperplan g-orthogonal & p(¢)

Sd
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Une courbe causale de dS%*, c’est-d-dire de genre lumiere ou de genre temps,
qui sort de tout compact va tendre vers un point de cette sphere S¢ du futur
qui s’identifie donc avec la frontiere causale de dS?*!. Les trajectoires dans d.S%+!
des processus de Dudley sont de genre temps et vont donc converger presque
sirement vers un angle asymptotique de S?. Pour pouvoir identifier cette variable
asymptotique nous allons préciser la décomposition d’Iwasawa de g; = nya;k; dans
G = NAK. On a noté a; = exp(H,) et ici on a explicitement H; de la forme \;H
ou on rappelle que Hy = epe] + eyef. La convergence p.s de H;/t vers un élément
de W se traduit par le fait que \;/t converge p.s vers un réel A > 0. De plus a,
est diagonalisable et (eg + e!) est un vecteur propre associé & exp();). Notons 0,
le projeté de nuo(eg + o) dans PR : 6, := p(ns(eo + €1)). Clest un point de
la sphere puisque q(no(eo +€1)) = q(eo + e1) = 0. Rappelons que le processus de
Dudley (&,&) € T'dS! est défini, & partir de g, par & = gi(e1) et & = gi(eo).
On alors

q(&,ni(eo + 1)) = q(mpagki(er), ni(eo + €1))
= q(ki(e1),a; (eg + 1)) = e Mq(kyer), eg +e1) — 0.

t—o0

Notons € un point dans I'adhérence de la trajectoire p(&;) dans P4TIR. La conver-
gence précédente implique que ¢(&,0.) = 0 (la g-orthogonalité dans P4TIR est
bien définie). Autrement dit le lieu des points d’adhérence de p(&;) est sur 'hyper-
plan orthogonal a 6.,. Or le seul point de cet hyperplan qui soit sur la frontiere
causale de dS?*! (c’est-a-dire la sphere S%) est 0. On a donc montré que 'angle
asymptotique géométrique imposé par le fait que les trajectoires des processus de
Dudley sont de genre-temps est en fait donné par la variable asymptotique 7.

Concernant le comportement asymptotique de ét dans l'espace projectif, le
raisonnement est semblable. La quantité ¢(&, n.(eg + €1)) converge également vers
0. Ainsi n’importe quel point dans 'adhérence de ﬁ(ft) appartient a I'hyperplan
tangent a 6. Or un tel pomt doit également appartenir a la boule fermée (puisque
& = gi(eg) € HY M) et il 0’y a que O, qui satisfait ces deux conditions. Ainsi p(&;)
converge vers 0.,

Pour étre cohérent avec les notations que nous utiliserons dans les calculs
explicite de la prochaine section nous notons 6., la variable asymptotique de
St ¢ R = {£0 = 0} telle que O, = p(ey + ). Clest la variable asympto-
tique limite de 6; qui est I’angle de ¢; dans la décomposition polaire.

La figure 3.2.2.6 résume la situation dans T'dS?*!. Le dessin est réalisé pour la
diffusion puisque la trajectoire dans H4*! est continue. Les cones de lumieres sont
également dessinés. Ils sont tangents & la sphere S? en des spheres SY~!. Dans le
cas général le processus dans H*! peut sauter. Précisément au point (g'to_,gtof),
un saut de ét s’effectue dans la boule bordée par la sphere S¥! commune & S? et
au cone de lumiere issu de &, _.
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Sd
\ d Sd+1

FIGURE 3.1 — Trajectoires, dans une carte projective, de & € dS% et &, € HY, ainsi
que leur angle asymptotique 8, € S%.

Analysons maintenant la situation pour I'espace-temps anti-de-Sitter AdSeH.
Cet espace a été défini comme la nappe {¢ = 1} dans R4*2 (ici ¢ est de signature
(+,+,—,...,—)). La restriction ¢ de ¢ a l'espace tangent au cone d’isotropie
{¢ = 0} en & # 0 est dégénérée de signature (0,4, —,...,—). Le noyau de ¢
est engendrée par la direction de £ si bien qu’on peut munir la projection de
{q = 0} dans P*!'R d’une structure Lorentzienne conforme. Cette sous-variété de
PR, appelé 'univers d’Einstein et notée Ein?, est homéomorphe au tore S' x S¢.
L’espace-temps AdS9t! se projette sur P4*!R en un ouvert bordé par Ein?. Un
point de cet ouvert se releve en deux points antipodaux si bien que AdS?+! est
un revétement a deux feuillets de cet ouvert. Dans certains textes (par exemple
[36]) cet ouvert de P4TIR est défini comme l'espace anti-de-Sitter. Dans la carte
affine {£° = 1} T'univers d’Einstein est une hyperboloide & une nappe (comme
dS?) et la projection de AdS?! est l'intérieur de cette nappe. Dans ce modele
projectif de AdS?!, les géodésiques causales sont des droites projectives (donc
des cercles topologique) et les géodésiques de genre espace sont des segments. On
peut également donner une caractérisation géométrique du cone du futur d’un
point dans AdS%!. C’est le demi-cone, orienté vers le futur, formé des droites
issues de ce point et tangentes a la quadrique q. Le dessin ci-dessous présente les
cones du futur de deux points € et & de AdS4! vus dans la carte affine {€° = 1}.
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Les géodésiques de lumiere dans Ein? sont des droites projectives (et correspondent
dans la carte affine & des géodésiques de lumieres de dS?). Précisément, le cone
d’isotropie {g = 0} contient des plans et les géodésiques de lumiere de Ein? sont
les projetés de ces plans dans P4*'R. Comme pour la situation précédente, le
comportement asymptotique du processus de Dudley (ft, &) se déduit de celui de
g¢ dans PSO(2,d) (rappelons qu'ici & = gi(eo) et & = gi(eq)). Dans la section
suivante nous donnons une décomposition d’'Iwasawa de PSO(2,d) dans laquelle
le processus a; s'écrit a; = exp(a:Hi+ 3 Va) ou Hy = eges+eqef et Vo = ejef+esel.
Le fait que (loga;)/t converge p.s vers un élément de la chambre de Weyl W se
traduit ici par la convergence de ay/t et [3;/t vers deux réels a, et B tels que

Qoo >0, foo >0, et s — P > 0.

Remarquons que les vecteurs propres de a; u := (ep+e2) et v := (€1 + e3), associés
respectivement aux valeurs propres e et e, appartiennent au cone d’isotropie de
q. Le plan engendré par u et v est inclu dans ce cone et définit donc, en projetant
sur P4TIR, une géodésique de lumiere dans I'univers d’Einstein Ein?. Pour un
vecteur w = pu + vv du plan engendré par w et v privé de 0 on a

q(&, new) = q(ge(eo), new)
= q(ke(eo), a; *w) = q(ki(eq), pe™*u + ve Pv) — 0

t—o0

donc un point & dans adhérence de p(&;) dans P4HR est g-orthogonal & p(n. (w))
(i.e q(&, p(neo(w))) = 0). Ceci étant vrai pour tout w du plan, & est nécessairement
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dans I’hyperplan de codimension 2 tangent & Ein? en la géodésique de lumiere pas-
sant par p(ne(u)) et p(n(v)) que nous noterons P.. Il en est de méme pour les
points dans ’adhérence de ﬁ(ft). Contrairement a la situation précédente nous ne
pourrons pas aller plus loin. Ici les trajectoires ne tendent pas vers l'infini dans
AdS4! (on peut montrer que & = n.a.k;(eo) ne tend pas vers I'infini dans R??) et
elles ne sont donc pas asymptotiques a la géodésique de lumiere dans Fin?. Ainsi,
en regardant dans P“ 'R on trouve des points d’accumulation qui sont & la fois
dans AdS?*! et dans P,. La conjecture posée par Franchi et Le Jan dans [39)
est vérifiée ici puisque P, est un ensemble de géodésiques de lumiere de AdS4H!.
Cependant 'information asymptotique ne semble pas entierement contenue dans
la donnée de P, (ou ce qui revient au méme la géodésique de lumiere de Ein?
qui est le lieu de tangence). En effet, en utilisant les résultats de Azencott et
Raugi ( [4] [67]) on pourrait montrer, en supposant une hypothese d’hypoellipti-
cité (vérifiée pour les diffusions), que la tribu invariante de g; (et également celle
de (ft,ft)) est engendrée par la variable asymptotique n., et que sa loi est ab-
solument continue par rapport & la mesure de Haar sur N. Cela revient & dire
que la frontiere de Poisson s’identifie avec la frontiere maximale de PSO(2,d)
(St x T'S41) ( qui s’identifie géométriquement & I'ensemble des géodésiques de
lumiere pointées de I'univers d’Einstein). Avec notre hyperplan asymptotique nous
n’obtenons qu’une géodésique de lumiere et il manque donc la donnée d’un point !
Signalons également que g; agit par transformation conforme sur 'univers d’Ein-
stein et Frances ([36]) décrit de maniére géométrique toutes les dynamiques asymp-
totiques possibles d’une suite de transformations conforme de Ein?. Elles peuvent
étre de trois types différents : bornée, équilibrée ou bien mixte. Dans le cas sto-
chastique qui est le notre, la dynamique est mixte (cela correspond au fait que
H,, € W) et il y a une géodésique pointée attractive et une autre répulsive.

3.3 Calculs explicites pour les diffusions relati-
vistes

Dans cette section nous allons calculer explicitement les coefficients de Lya-
punov pour les diffusions relativistes (v = 0, o # 0). A la maniére de [59] ou de
[62], nous écrivons les équations différentielles stochastiques vérifiées par les co-
ordonnées d’Iwasawa de la diffusion. Nous calculons le spectre de Lyapunov qui
s’écrit comme une certaine intégrale d’une mesure invariante dépendant de o dont
on donne une expression assez explicite. Il s’agit ici de retrouver, par le calcul,
les résultats de [61] qui utilisent [46]. Dans le cas de Anti-de-Sitter, pour montrer
directement que H,, est dans la chambre de Weyl il faut obtenir des inégalités
qui ne semblent pas étre évidentes a démontrer de maniere directe. Néanmoins, en
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faisant le lien entre la décomposition d’Iwasawa avec les décompositions polaires
et de Bruhat de PSO(2,d + 1) nous parvenons a le démontrer.

Au passage nous montrerons, en utilisant les techniques de Raugi [67], que la
variable aléatoire n., engendre la tribu invariante des diffusions relativistes dans

deJrl.

3.3.1 Coefficients de Lyapunov et frontiere de Poisson pour
les diffusions relativistes dans de Sitter

3.3.1.1 Décomposition d’ Iwasawa de PSO(1,d + 1) : précisions
La sous-algebre de Lie(G)

/c::{(g 8),C€so(d+1)}

est l'algebre de Lie du sous-groupe de G compact maximal K := exp(K) (iso-
morphe a SO(d + 1)).

Rappelons que P est 'orthogonal de K pour la forme de Killing. Le produit
scalaire associé a la forme de Killing correspond ici a (X,Y) = dTrace(XY™). On

calcule explicitement que :
_ (0 0y, d+1
73_{<b O),bER }

Une sous-algebre abélienne maximale de P est nécessairement de dimension 1
et on choisit ici de prendre

A = Vect(Hp) = { (Agl Ag’f) Ae R} .

Il n’y a que deux racines (non nulles) dans so(1,d + 1), ce sont {—ag, ap} ol
ay est la forme linéaire sur A qui envoie Hy sur 1. La chambre de Weyl est choisie
de telle sorte que g est positive; c’est donc la demi-droite {\Hg; A > 0}.

Rappelons que par définition N := {X;ad(H)(X) = ag(H)X, VH € A} et
on vérifie que :

0 0 h*
N = 0 0 h*|;heR?
h —h 0

Nous notons les projections de X € Lie(G) relativement a la décomposition
d’'Twasawa de Lie(G)
Lie(G)=Na A K,
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par { X}, {X}a et {X}i.
En posant A := exp(A) et N := exp(N), on rappelle que 'application de
N x A x K dans G qui envoie (n, a, k) sur nak est un difféomorphisme analytique.
De plus nous noterons M le sous-groupe de K qui commute avec A. C’est le
sous-groupe, noté précédemment SO(d), qui stabilise e, et e;.

3.3.1.2 Comportement asymptotique en coordonnées d’Iwasawa
La diffusion g; est solution de ’équation différentielle stochastique dans G
d
dgy =0 Vi(g)odB; + H(g.)dt, (3.5)
i=1

oll B, est un mouvement brownien de R?. Dans la proposition suivante nous pro-
jetons cette équation sur les sous-groupes N, A et K en écrivant les équations
satisfaites par les processus ny, a, k; de la décomposition d’Iwasawa de g, = nsa.k;.

Proposition 25. On obtient le systeme d’équations différentielles stochastiques
suivant :

d
odky = 0 Y {Ad(k)Vi}iche o dBj + { Ad(ky) Ho } ikt (3.6)
=1
d
oda, = 0 a,{Ad(k)Vi}a 0 dB; + a,{ Ad(k¢)Ho} adt (3.7)

=1

odn, = 0y " n,Ad(ar){Ad(k,)Vi}x 0 dBj + nyAd(a,){Ad(k,) Ho}ardt.  (3.8)

i=1
Démonstration. Puisque g; = nsa.k, il vient :
odg; = odngacky + ny o dagky + nyay o dky;
et ainsi :
a;'n;todgk;t = a; 'n;t o dngay + a;t o day + odkk;
Maintenant, en utilisant (3.5) on obtient :

d
a;'ny o dgik,t =0 Ad(k,)V; 0 dB; + Ad(ky) Hodt,

i=1
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nous avons donc :
d
a; 'yt o dnay + a; b o day + odkikt = 0y Ad(k,)V; 0 dB; + Ad(ky) Hodt.
i=1

On obtient (3.6) (resp. (3.7), resp. (3.8)) en projetant cette équation sur I (resp.
A, resp. N). O

Ainsi k; est une diffusion dans K et la dynamique de a; dépend seulement de
cette diffusion. Puisque Ad(a; '){-}n = €89 {-} 1, on constate que les “variations
infinitésimales” dn; vont tendre vers 0 des que loga; est suffisamment “négatif”.
Ainsi nous allons commencer par étudier le comportement asymptotique de H; :=
log a; et dans le lemme suivant nous calculons la correction d’Ito6 pour ce terme.

Lemme 7. Soit H, le processus de A tel que a; = exp(Hy).
Nous avons

Hy = m, + / {—a > (HAdE) Vi, Ad(k)VILac+ {Ad( >H0}A}ds

ot my =030, fo {Ad(k,)V;} 4d Bt est une martingale.

Démonstration. Puisque A est abélien nous avons odH; = a; Lo da, et en utilisant
(3.7) on obtient :

d
odH, = 0 {Ad(ki)Vi} 4 0 dBj + { Ad(k;) Ho} adt.
i=1
En utilisant (3.6) il vient :

d{ Ad(k;)Vi} adBj = {odkVik; " + k,V; o dk; "} 4d B;
= {o{Ad(k;)Vi}c Ad(k:)Vi — 0 Ad(k;)Vi{ Ad (k) Vi}ic } adt
= o{ [{Ad(k)Vi} . Ad(k:)Vi] } dt.

Et on obtient donc

d
dH, = o Z{Ad(kt)%}AdBf

i=1

d
+ {%02 Z;{[{Ad(kt)%};c, Ad(k)Vilta + {Ad(kt)Ho}A} dt
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Puisque fg > ao({Ad(ks)Vita)?ds = O(t), on voit que Mt converge presque
sturement vers 0.

Ainsi % et

—/ {—U Z{ [{Ad(ks)Vitc, Ad(ks) i]}A"‘{Ad(ks)HO}A}dS

ont la méme limite dans A lorsque ¢ tend vers oo.
Nous allons montrer que cette limite est de la forme —aH, avec a > 0. Pour
cela nous calculons plus explicitement les corrections d’Ito.

Lemme 8. Pour k € K on a
%02 Z{[{Ad(k)%}m Ad(k)Vi]}a + {Ad(k)Ho}a

1 1
S (502(d -1+ 502q(k(61), 61)2 + q(k(er), 61)) H,.
Démonstration. Nous calculons
{Ad(k)Vitk = {k(eiy1)eq + eok(eir1) e = kleiri)e] — erk(eiy1)”
Et

{Ad(k)Vi}i, Ad(k)V;] = [k(eir1)el — erk(eir1)”, k(eir1)eq + eok(eir1)’]
= erk(eirn) (k(eir1)eg + eok(eir1)”) — (eoeq + e1eg)

Donc
{[{Ad(k)Vi}, Ad(k)Vil} a = ((e7k(eis1))? — 1) Ho,

et puisque Efﬁl(e’{k(eiﬂ)f =1 — (etk(e1))? nous avons

—a Z{ {Ad(k)V;} i, Ad(k)Vi]} 4 = ——02{ etk(er))?} Ho.

On conclut en invoquant que { Ad(k)Ho} 4 = (ek(e1))Ho et q(k(eq),e1) = —eik(eq).
U

Soit u; le processus dans [—1, 1] défini par

u = q(eq, ki(er)) = —elki(er). (3.9)

Les deux lemmes précédents nous invitent a étudier I'ergodicité de u, afin de
calculer le comportement asymptotique de % Le lemme suivant prouve que u; est
une diffusion sur le segment [—1, 1] et on obtient l'ergodicité dans la proposition
qui le suit.
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Lemme 9. Il existe un mouvement brownien W sur R tel que

d—2
duy = ougn/1 — uzdW; + { o*ud —u? — ) olu, + 1} dt. (3.10)

Démonstration. En utilisant (3.6) on déduit que

d(eiky) = O—Z eiki(eiv1)el — ki(ein)") ke o dB) + (eikiler)e} — ki(er)™)krdt

d
= O'Z (e1ke(eir1)efke — €fq) 0 dBy + (elki(e1)eihs — €7) .

i=1
Ainsi
d .
d(eiki(er)) = 0> (eiki(eis1))(eiki(er)) o dB; + ((efki(er))? — 1) dt.
i=1
Et on calcule la correction d’Itd suivante :
d ((erki(eip1))(erke(er))) dB; = o {(efkt(ez‘ﬂ)éfkt - €:+1) eir1erki(er)

+ elki(eir1)erki(eir1)erk(er)} dt
=0 (2(efki(ei1))? — 1) (efki(er))dt.

Donc, puisque u; = —eik;(eq) et Zfil(e’{kt(eiﬂ))Q =1 — u?, nous obtenons :

d d
- 1
duy = ouy g erki(ei1)dB; + {502 E (2(efke(eir1))® — 1) ue + (1 — uf)} dt
i=1

i=1
—crut\/l—uthVtJr{ (21 —u?) — d)ut+(1—u?)}dt,
ou W; est un mouvement brownien. O

Proposition 26. Il y a unicité trajectorielle et existence faible des solutions de
(3.10). Lorsqu’il part deu € [—1,0], u; atteind presque sirement 0 qui est absorbant
a gauche : Po(3s > 0,us € [—1,0]) = 0. De plus u; est ergodique dans [0,1] et
l'unique probabilité invariante sur [0,1], p(du), est donnée par la formule :

p(du) = cqu™(1 — UQ)%’lefﬁ 1y0,1)(u)du,

ou cq est le coefficient de normalisation.
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Démonstration. Posons S(u) := cuyv/1T—u2 et B(u) = 1 — S20%u — u? — o?u?.
Puis considérons I’EDS

duy = X(ug)dWy + B(uyg)dt. (3.11)

On vérifie que X et 3 satisfont les conditions du théoreme de Yamada-Watanabe
(théoreme 40.1 p 265 de [68]) qui assurent l'existence trajectorielle pour (3.11).
De plus, en considérant ¥ := X1j_yq et ' 1= Bl + gaz(l],oo7,1] —1p 40])
on peut appliquer le théoreme 23.5 p 168 de [68] et on obtient 'existence d’une
solution faible de (3.11).

La diffusion u; n’est pas réguliere (au sens de [68]) sur le segment entier [—1, 1]
mais l'est sur chacun des intervalles [—1,0] et [0, 1].

~ Etude de u; sur [—1,0].

On introduit la fonction d’échelle de u; sur [—1, 0]

(b: ]_170] - [O,—l—OO[
e [ e
v (Vi=s?)?
elle est strictement décroissante et réguliere sur | — 1, 0]. Soit v; la diffusion
sur [0, +oo] solution de :
dve = ¢'(¢™ (v)) 2™ (1)) W (3.12)

En appliquant la formule d’It6’s on obtient que ¢~!(v;) est une diffusion sur
|—1,0[ solution de (3.11). Ainsi il reste a vérifier que 400 est un point d’entrée
et 0 une frontiere absorbante pour v;. Notons m(dv) = (¢'S) 2 0 ¢~ (v)dv la
mesure vitesse de v; sur [0, +00|[. En utilisant le théoréeme 23.12 de [51], nous
avons que +00 est un point d’entrée si et seulement si [ T vdm(v) < 4oo0.
Maintenant en posant u = ¢~(v) il vient

/+OO vdm(v) = /1 %du.

De plus, un calcul montre que

o) {(1 —d/2)/20% sid>3
¢'(u)2(u)2 v 1+ log(l + u)/20.2 Gid=29"

donc f+oo vdm(v) < 400 et +00 est un point d’entrée pour vy.

Maintenant, le théoreme 51.2 p 295 de [68] assure que u;, partant de ug €
[—1, 0], atteint presque stirement 0 en un temps fini et que 0 est absorbant &
gauche si et seulement si

/ vm(dv) < +o0, et m(dv) = +oo. (3.13)

o+
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Mais on a

v=pw) [° ¢(u) e 1
/0+ vm{dv) = / ¢’(u)22(u)d e & (u)X2(u) u—o- 2
et

o- 1
v=p(u) 1 1 e 2
)= [ S s S o
ce qui implique (3.13).
Etude de u; sur [0, 1].
La fonction strictement croissante de |0, 1] dans R suivante
e: 10,1] — R

d—2 21
S 2

U — f;ki(@)dea ds

est la fonction d’échelle de u; sur ]0, 1[. Cela signifie que la diffusion o, solution

de

v, = ' (o7 (0)) 2™ (0r) ) AW, (3.14)

est telle que p(7;) est solution de (3.11) (en appliquant la formule d’It6).
Nous notons m(dv) := (') 72 o o~ (v)dv la mesure vitesse de v; sur R.
Nous allons montrer que 0 est un point d’entrée a droite pour u; et qu’elle
ergodique dans [0, 1]. Ceci est équivalent & ce que —oo est un point d’entrée
pour v, et que ce processus est ergodique dans R. Par les théoremes 23.12 p
462 et 23.15 p 465 de [51] il reste a vérifier que :

+o0o
/ vm(dv) < 400 et/ m(dv) < +oo.

[e o]

Cela est clair en observant que

o[ e o)
/JMM‘Awwmwitwwmwwﬁ”Z

et

+oo 1 1 1 21
n(dv)= | ———du et ————— ~ o 2% 7u
[m”” Awwmm“emmmmW”“e

La probabilité invariante u(du) de u; sur [0, 1] est la mesure image de 1/m(R)m(dv)
-1
par @'
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En utilisant les lemmes précédents et le théoreme ergodique (cf théoreme 20.21
p409 [51])nous obtenons le résultat clé suivant :

Corollaire 3. On a la limite presque-sire suivante
lim Tt = —aH,,

o

1 1
a:=—o*(d—1) +/ (—02u2 + u) p(du) > 0.
2 0,1 \2

On note h; le vecteur de R? tel que :

0 0 A
n=exp| 0 0 A}
hy —hy O

Lot f[hl?/2 = Nhl?/2 - B3
= | MmlP/2 1=nl?/2 B
hy —hy Id

Nous allons démontrer la convergence presque-siure de n; vers une variable
aléatoire n., et préciser la vitesse de convergence.

Proposition 27 (Convergence de n;). Le processus n; converge presque-sirement
vers une variable aléatoire asymptotique no, € N. De plus, on a presque-sirement

1
lim sup = log ||h: — hoo|| < —a.

t—o0 t

Démonstration. Rappelons que n; satisfait (3.8)
d .
dn; = 0 niAd(an){Ad(k:)Vi}ar 0 dBj + n,Ad(ar) { Ad(k,) Ho}nedlt,
i=1

et posons izft € R? tel que

0 0 (k)
Ad(a){Ad(k)Vily =0 0 (h)* |,
ok 0

et de la méme maniere, h? € R? associé & Ad(a;)[Ad(k;)Ho)
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Maintenant

Ad(a){Ad(k) Vit ar = expl(ad(Hy)){Ad(k) Vi ar
= L Ad(ky) Vb,

ou {Ad(k;)V;}a est borné puisque k; reste dans un compact. De plus ag(H;) ~
—a/t avec a > 0 et on déduit donc que 71@ converge vers zero exponentiellement
vite et est asymptotiquement dominé par C'ste x e~ (@) pour un ¢ arbitrairement
petit (i.e pour presque toute trajectoire on a (Ve > 0,3C" > 0,y > 0, Vt >
to, |hj| < Ce(a=ol)),

De plus, la correction d’Ito vaut

dAd(a){Ad(k)V;}ndBj = o Ad(ay) ([{Ad(k)Vi}a, {Ad(k) Vit ]
+ {[{Ad(k)Vi} i, Ad(k)Vi]} ) dt,

et on déduit que hi o dB! = hidB! + hidt ot hi est également dominé par C'ste x
—(a—e)t.

e
Puisque
0 0 A Lt [[hel?/2 - =[Ihel?/2 hi
nn=exp| 0 0 h|= | hel?/2 1—|l]?/2 hf
h’t _ht 0 ht —ht Id

nous avons, avec (3.8)

hiodh, —hiodh, dh a (hihi  hihio (hi)* |
hiodh, —hiodh, dhi | =0 | hihi —hihi (hi)* | o dBj+
dht —dht 0 i=1 hi _hi 0

hihy b (h9)*
hih —hih? ()" | dt,
o —h) 0

et on obtient en particulier
d ~ ~
dhy =0 hjodBj+ hidt,
i=1
et donc
d_ d )
dhy =0 hidBj + {UZ hi + hg} dt.
i=1 i=1

Pour conclure il suffit de démontrer le lemme général suivant :
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Lemme 10. S f, est un processus adapté qui est presque-surement asymptoti-
quement dominé par e~ pour ¢ > 0 arbitrairement petit (et o > 0) alors
[intégrale stochastique x; := fot fsdBg converge p.s vers une variable aléatoire xs
et :

i 1
lim sup n log|z; — 20| < —ax pus.

t—o00

Preuve du lemme. On considere un mouvement brownien B tel que x; = B [0 f2ds
0Js

La convergence est assurée par celle de fot f2ds, et puisque B est (1/2 — e)-Holder
nous controlons la convergence en écrivant :

+o0o
/ ffds
t

Ainsi nous avons montré que pour tout € > 0 suffisamment petit :

(1/2—¢)

‘l’t - SL’OO| < C'ste x < C'ste x e_(a—s)(l—Qe)t.

1
lim sup i log |2 — Zoo| < — (v — €)(1 — 2¢),

et cela termine la preuve. O

3.3.1.3 Dynamique asymptotique en coordonnées polaires

Nous allons maintenant considérer la décomposition polaire de g; :

0 6
gt = eXp (Tt <9t 6)) Rt7

ou R, € K,r,>0and#f, € S? C R

Lemme 11. On a presque-surement

A

lim — =«

t—oo t

. 1 || ||2—1
im0, =0 i = ———— &
it 1+|]hooH2( 2R

1

lim sup 7 log [|0; — O] < —a
t—o0

Démonstration. Remarquons que le résultat de ce lemme est semblable a celui de

la proposition 16 p 64 a ceci pres que nous avions obtenus la convergence de 6,

— 2 _
vers 1/(1+ [[heol|) (1 2|}’LhooH ) ceci étant di au fait que nous travaillions avec N
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et que ici nous considérons N. Notons «; le processus dans R tel que H; = oy H),
i.e. ay = a(Hy). Par le corollaire 3 nous savons que ay/t converge vers —a < 0.
En utilisant la décomposition d’Iwasawa de g; = n.a.k; on a explicitement

cosh(ag) (1 + |hl[2/2) — sinh(ay) | |2/2
(ea) = mleo) = | coshlag)/2+ smh(a)(1 = /2

Maintenant, en utilisant les coordonnées polaire il vient également que

gi(eo) = (952?1?&2)) '

Ainsi . L ilh ”2
et +
_ o AN —ay o
cosh(r) = 26 + ) (14 || he]]?) e 5 ,

dot,
et~ e (1 |hoo])

et 1/t — a.

De plus,
_ 1 (e e - 1)/2
"7 sinh(ry) e “thy ’
et sinh(r;) = /cosh(r;)? — 1 ~ 6_0"5%. Ainsi nous obtenons la convergence
souhaitée

1 (]2 -1
g, — — =0,
timo 1T+ ool < 2o

La borne du taux exponentiel de convergence se déduit de celle obtenue pour h;
dans la proposition 27 et le calcul est identique a celui de la preuve de la proposition
16 du chapitre 2. 0

0 0
diagonalisable, ses valeurs propres sont +1, —1, et 0 et les sous-espaces propres
associées sont respectivement :

e 0 e’ . d+1 _xpn

U, ._{(6 06*_60*),6€R ,ee_o}
0 e*

+ . . d+1 x0 __

Uy '_{(e —06*+60*)’66R ,69_0}

uozz{(uoe “g);c*:—c, o =0, ueR}.

Pour § € S? C R I'endomorphisme Lie(G) : v — ad <(O 0 )) (v) est

>
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Notons V™ := U, et VO := Uy _+ U, les sous-algebres aléatoires dépendant
de 0. La proposition suivante donne le spectre de Lyapunov du flot linéaire ¢ :
g ggz.

Proposition 28. Pour v € Lie(G) nous avons, presque surement,
a si ve Lie(G)\V°

1
lim n log [[Do(g).gv]| =< 0 si  veV'\ V-
e —a si veV \{0}

Démonstration. Notons 7 la projection sur L{gt pour ¢ = 4+, — ou 0.

Rappelons que || - || désigne la métrique invarainte a gauche sur G associée au
produit scalaire (-,-) sur Lie(G)(induit lui-méme par la forme de Killing). Nous
savons que Ad(R;) est alors une isométrie et que les U} sont orthogonaux. Ainsi

s Yo = adtrga (oo (n (5 %)) 01

B O Ht 2
~ Jexo(-raa (§ )0
= o )2 + [P + e o)

— Siv € Lie(G)\V° alors 71, (v) # 0; et puisque r;/t — a on déduit facilement
que :

.1 _
lim ~log | Ad(g;)(0) | =

— Sive VO\ VYV alors 7l (v) =0 et 72 (v) # 0. De plus,
) 1
lim sup n log |0 — 05| < —«
et 71 (v) = 0 implique que
) 1
lim sup — log([[m" (v)]}) < —a.

Puisque 72 (v) # 0 on obtient le résultat.
~ Siv eV \ {0} alors 7t (v) = 72 (v) = 0 et 7 (v) # 0. Puisque 71 (v) =
70 (v) =0 et

o0

1
lim sup p log [|0; — O || < —x

alors

1
lim sup - log || (v)|* < —2a
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et

1
lim sup 5 log |7 (v)||? < —a.

Ainsi on déduit que
: 1 1
fimsup - log [ Ad(g; ) (v)]| < —o.

De plus, puisque 7 (v) # 0, la liminf ne peut-étre strictement inférieure a

—Q.
0

3.3.1.4 Projection des variétés stables sur dS%+!
Pour g € G, l'espace gexp(V ™) est une variété stable par le flot; cela signifie
que g € gexp(V™) si et seulement si d (vi(g), (7)) — 0, ou d est la distance

dans G associée a la métrique || - ||.
Soit # € S¢ C R et ¢ € dS¥!. L’horosphere Hor (€, #) de dS9+! passant par
¢ et tangente & S? en @ est l'intersection de dS?*! avec 'hyperplan affine P(€, 0)

passant par £ et g-orthogonal a (é)
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Nous notons C* le demi-cone de lumiére orienté du futur et p la projection :
p: Ct — §¢
£ ki
Chaque ¢ € G induit une transformation conforme ¢ de S? définie par

g: ST — Se

0= o(o))

Si g € G, on vérifie facilement que g (Hor(,0)) = Hor (¢(£), g(9)).
Maintenant, par la projection 7 de G sur dS%*! introduite précédemment, nous
envoyons les variétés stables sur dS%*! et nous obtenons les horospheres.

Proposition 29. La projection de gexp(V™) sur dS* est Hor (m(g), §(0))-

Démonstration. Puisque Hor (7(g), §(0~)) = g(Hor (e1,0)), il suffit de le vérifier
pour g = Id. Siv € V™ alors m(exp(v)) = exp(v)(e1) = e; +v(e1) +v%(e1)/2 et on
1
0 ) Donc exp(v)(e;) appar-

tient & 'intersection de dS%*! avec un hyperplan passant par e; et g-orthogonal &
1 O
O )’

3.3.2 La tribu invariante de la diffusion de Dudley dans
dS™! est engendrée par 6.

vérifie que v(e;) et v?(e;)/2 sont g-orthogonaux a

L’objectif de cette section est de montrer que toute I'information asymptotique
de la diffusion g; est contenue dans la variable 0, (ou de maniére équivalente dans
N ). La méthode que nous utiliserons est celle de Raugi décrite dans [67] et qu’on
peut trouver également dans [9] pour le cas de la diffusion de Dudley dans I’espace
de Minkowski.

Nous commencons par rappeler quelques généralités faisant le lien entre la tribu
invariante et ’ensemble des fonctions £-harmoniques bornées. Nous allons ensuite
avoir besoin d’expliciter le support de la diffusion et de montrer que la variable
asymptotique 0, admet une loi réguliere par rapport a la mesure de Lebesgue
sur S%. De plus nous rappelons un lemme clé, qu'on trouve également dans [4],
concernant les périodes a droite des fonctions L£-harmoniques bornées. Ce lemme
est utilisé dans la preuve du théoreme qui établit que les fonctions £-harmoniques
bornées N-invariantes a gauche sont constantes.
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Tribu invariante de g;.
La diffusion ¢; induit une famille {P,}, de probabilités sur I’espace des trajectoires
Q= C([0, 4 00[, G) telles que

P,({w; w(0) = g}) = L.

Il y a une action naturelle de G sur €2

GXQ — 0O
(g,w) +— gw:= (gwe):.

De plus, puisque g; est invariante a gauche sur GG, pour un ensemble mesurable
A € Q) nous avons

P,(4) = / 14(w)Py(dw) = / 14(gw)P(dw) = Pr(g 1 A).

Nous interprétons g; comme la projection

g: Q@ — (G

w o — w(t).

Nous notons F; := o(gs,s < t) la filtration naturelle associée a g;, et par 7
I'opérateur de décalage sur {2 :

Tt © Q — Q

W (wert)sZO

Une partie mesurable A de € est dite invariante si pour tout ¢ > 0, 7(4) = A.
La tribu invariante associée a g; est celle engendrée par les parties mesurables
invariantes. Nous notons Inv{g;} cette tribu. Une variable aléatoire Z est Inv{g,}-
mesurable si et seulement si, pour tout g € G :

Z=Zot, Py,—ps.

3.3.2.1 Fonctions L-harmoniques bornées.

Rappelons qu’ici £ est le générateur du relevé de la diffusion de Dudley, définit
par (3.2) p 101, avec v = 0. Une fonction h de G est L-harmonique si L£(h) = 0.
On vérifie aisément que V;, [Ho, Vi, [Vi, V}] et [Vi,[Vi, Hol] pour i,j = 1,...,d
engendrent Lie(G). Par le théoreme d’Hérmander on obtient donc que L (resp.
L — 0;) est hypoelliptique sur G (resp. G x R).

L’hypoellipticité de £ implique que chaque fonction £-harmonique est réguliere.
De plus, I'hypoellipticité de £ — 0; fournit 'existence d’une densité réguliere, ¢’ —
pe(g,9'), pour la loi de g, sous P, relativement & la mesure de Haar de G.

La proposition classique suivante, qu’'on peut trouver par exemple dans [66],
fait le lien entre les probabilités et ’analyse. Voir le théoreme 2.1 p 436 de [66].
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Proposition 30.
— Si Z est une variable aléatoire bornée Inv{g,}-mesurable alors la fonction

h: G — R
g = EQ[Z]

est une fonction L-harmonique.
— Reciproquement, si h est une fonction L-harmonique bornée alors il existe
une variable aléatoire Inv{g,}-mesurable bornée Z telle que

VgeG, hlg)=E,Z]

Démonstration. — Si Z est une variable aléatoire bornée Inv{g,;}-mesurable
alors g — h(g) = E,[Z] es bornée et par la propriété de Markov nous avons

/Gpt(g,g')h(g')dg/ = Eg[h(gt)] = EQ[EQt [Z]] = Eg[Eg[ZOTtLEH = EQ[Z] = h(g).

Par hypoellipticité, h est donc réguliere. En appliquant la formule d’It6 on
a Eylh(g:)] = h(g) + fg E,[Lh(gs)] et en dérivant en 0 par rapport a ¢ nous
obtenons bien £(h)(g) = LEy[h(g:)]|t=0 = 0.

— Si h est une fonction £-harmonique bornée alors, par la formule d’It6, h(g;)
est une martingale bornée et converge presque-siirement vers une variable 7
qui est nécessairement Inv{g, }-mesurable. De plus

h(g) = E, [h(g:)] = Eg[tlgglo h(g:)] = Ey [Z].

Support de g,
Soit S le support de (g;) partant de I :

S:={geG; Is>0 ps(l,g) >0}.
Le but de ce paragraphe est de montrer la proposition suivante

Proposition 31. Le support de g, est l'ensemble des g dans G tels que g(ey) est
dans le futur de e; dans dS4*! :

S={9€G; qlg(e1),e0) >0 and g(g(e1), e1) < —1}.

Démonstration. Pour ¢ : [0, T] — R? continue, réguliere par morceaux, on note v?
la solution de :

d
dy¢ = Vi(19)buds + Ho(1?)ds, (3.15)

i=1
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partant de 1.
Pour un voisinage U de 73? on a la convergence des probabilités conditionnelles

suivantes
Br(gret / sup 6.— B <e|—1
SE[O7T} e—0

Nous avons donc a démontrer les deux points suivants
(i) Soit g tel qu’il existe ¢ avec ~% = g; alors q(g(e1),ep) > 0 et

q(g(er),e1) < —1.
(ii) Pour un g tel que g(g(e1),e0) > 0 et g(g(e1),e1) < —1 et pour un
voisinage U de g, il existe ¢ telle que %‘ﬁ eU.

Preuve de (i). Fixons g tel qu’il existe ¢ telle que 7? = g. Notons, pour s € [0, T,
zs = q(v¢(e1),e0) et ys == q(v2(e1), e1). Nous avons :

Ty = CJ('Y?(GO)a 60) > 17

et donc g(v2(e1),e0) > T > 0.
Maintenant, pour ys nous avons

s = q(7¢(eo), €1)

d
s = Y dla(1e (einn), e1) + a(7e (er), en),
i=1
donc yp = —1, 9o = 0 et o = —1. Alors sg := sup{s € [0,T]; Vu €]0,s] y, < =1} >
0. Supposons par 'absurde que sy < 7. Par continuité nous avons ys, = —1.
De plus, puisque ()2 — (55)? — X0, ¢(v2(ei1) 1) = —1, on déduit que g

ne peut s’annuler sur |0, sg[ et est necessairement negatif sur cet interval. Ainsi
Ysy = —1 + foso Yudu < —1 contredit so < T.
O

Preuve de (ii). Fixons g tel que ¢(g(e1),e0) > 0 et g(g(e1),e1) < —1. Nous devons
joindre I & g par un chemin admissible 4¢ solution de (3.15). Nous procédons en
deux temps. Premierement nous trouvons un déplacement horizontal reliant un
g de la composante verticale de I a un g dans celle de g. Puis, dans un second
temps, nous effectuons une petite perturbation horizontale des flots verticaux, pour
envoyer, au moyen de chemins admissibles, le point I dans un voisinage de g et un
voisinage de g dans un voisinage de g.
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Chemin admissible

Chemin horizontal

Soit Ty > 0 tel que cosh(Tp) = —q(g(e1), e1). Notons (1), le flot engendré
par Hy. En prenant un § € G avec g(el) = ey et g(eg) = 1/sinh(Ty)(g(er) +
q(g(e1),e1)er) nous obtenons que § := wT (g) satisfait g(e;) = g(ey).

Maintenant, puisque g(e;) = ey et g(e;) = g(e1), il existe g?) (resp ) et des
temps T T tels que le chemin vertical 5 (resp. ¥ ) solution de 75 = ZZ 1 V(%)gbZ
(resp. fys S V(fys)qﬁ ) relie [ & g en un temps T (resp. A g en T) Pour € > 0,
notons ¢¢ (resp. ¥¢) le flot engendré par 37 i1 Vig' +eHy (resp. ZZ 1 Vidi +eHy).

En ﬁ)iantA un voisinage U de ¢, on peut trouver un vmsmage U de g et € > O
tels que w;( ) C U. Puis, on peut choisir un voisinage U de § tel que ’(/JT (U ) cU
eté>0telque¢%( )c U.

Maintenant définissons ~ le chemin partant de [ Vériﬁant 75 = @Z)é pour s €
(0,77 et v, := 1/18 8T(@ZJE( )) pour s € [ET, T + Tp] et v, == 9)°_ o, (@Z) (@Z)E( )))

pour s € [T + Ty, ET + Ty + 717
Ain§i, pour tout voisinage U de g, nous avons trouvé un chemin ~ et un temps
T =T + Ty + €T tels que yr appartient a U.

O

O

3.3.2.2 Un lemme général.

Nous énongons un lemme général que 1'on trouvera dans les travaux d’Azencott
et de Raugi ([4] et [67]) qui affirme que les éléments du support sont des périodes
a droite des fonctions harmoniques.
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Lemme 12. Soient h une fonction L-harmonique bornée et s € S. Nous avons,
pour tout g € G et pour Py-presque toute trajectoire

lim h(gs) = tEHloo h(gt).

t—-+o00

Démonstration. Soit u > 0 et g € G. Nous écrivons

Ey l/s (h(ge) — h(gtx))Zpu(], z)Haar(dr)| = E, [h(gt)Z — 2h(ge)M(Geru) + Eg[h(gt+u)2|gt]]

=E, [h(gt+u)2] - E, [h(gt)Q]

— 0.
t—o00

Ainsi pour presque tout z tel que p,(I,z) > 0 et pour P, -presque toute trajec-
toire nous avons lim; h(giz) = lim; h(g;). Puisque S = Uy~o {x; pu.(I,x) > 0}, cela
termine la preuve du lemme. O

3.3.2.3 Régularité de la loi de 6
Rappelons que § désigne la transformation conforme de S¢ associée a g € G.
Proposition 32. La loi de 0, sous Py est la loi de §(0) sous P;.

Démonstration. Soit p la projection de H U Ct sur By(0,1) C R¥*! qui envoie
£ e HUCT sur g%f Si p(&) = p(&), alors £ = ¢ s'ils sont dans H, et £ = A’
pour un A > 0 s’ils sont dans C*. Ainsi, pour g € G la transformation suivante de
B;(0,1) est bien définie

G: By(0,1) — By(0,1)
&) — pg(&)

C’est la transformation projective de la boule associée a g. Par définition nous
avons ple+ = p,oup = (£ — 5 /€°) est la projection introduite précédemment en
3.3.1.4. Ainsi g|se = g.

Pour une fonction F mesurable bornée sur S nous avons

Ey[F (6] = By [F (lim p(gr(¢0)))] = E4[F (lim plggi(e0)))]
= Es[F(lim g 0§ o gi(eo)
= E/[F(3(lm o g,(e0)))
= Er[F(3(6))],
ce qui prouve la proposition. O
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Proposition 33. La loi de 05 sous Py est absolument continue par rapport a la
mesure de Lebesque df de S¢.

Démonstration. Notons (df) laloi de 0 sous P;. Dans le but d’obtenir la régularité
de la loi de 7 nous allons montrer qu’elle est stationnaire pour une certaine diffusion
hypoelliptique induite par g, sur la sphere S?. Cette diffusion sera une projection
sur la sphere d’une diffusion invariante a droite sur G. Introduisons la projection
suivante

p: G — S
g — g(pleo +e1)).
Le lemme suivant définit la diffusion invariante & droite sur G :

Lemme 13. Soit g; la diffusion invariante a droite sur G définie par l’équation
différentielle stochastique suivante

d
dg; = oy Vi(g7) o dBi + Hy(gp)dt,

i=1

oo L (0 €
H(g) == Hog = (61 0) 9-
Notons L := %Zle(%T)Q+H5 son générateur. Alors, le processus x; := p(g]) est
une diffusion hypoelliptique sur S%. Nous notons son générateur L, de sorte que
pour ¢ : S — R réguliére on a
L(p)op=L(pop).

Preuve du lemme. Premierement, si on écrit g € G' dans la décomposition d’Iwa-
sawa inversée g = kan, on obtient

p(g) = g(pleo + €1)) = plg(eo + e1)) = p(kan(eo + €1)) = p(k(eo + 1)) = k(en).
Ainsi on décompose g; en g = kjajny et on montre que x; = kj (e1) est une diffu-
sion hypoelliptique. Comme dans la preuve de la proposition 25 nous appliquons
la formule d’'It6 a g; = kja;n; et nous obtenons que kj est une diffusion sur K
satisfaisant I'EDS suivante

d
dk; = 0 ki {Ad(k}) "' Vi}x 0 dB; + ki { Ad(k}) ™" Ho }cdt.

i=1
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Ainsi, puisque {Ad(k]) Vit = (el k) ) e —eref k] et {Ad(k]) Ho}ic = (e5k]) ef—

e1e7k; nous obtenons :
d
dky = 0> (eiv1e — ki (e1)e; k7)) o dB; + (exef — ki (e1)eiky )dt.
i=1

Notons x; := kj(e1). On obtient

d
dx; = o Z(ei_l’_l — x;€,1%;) 0 dB} + (€1 — xpeix;)dt.
i=1

Le générateur de x, est £ := 10230 X2+ X, ott X;(X) = €41 —Xely X, pour i =
0,...,d, sont des champs de vecteurs sur S? correspondant, en x € S¢, & la projec-
tion orthogonale de e;;; sur T, S?. Ainsi nous avons avec £ un opérateur hypoellip-
tique sur S. En effet, quelque soit x € S? nous avons vect{ X;(x), . .., X4(x), Xo(x)} =
TS et I'hypoellipticité est fournie par le théoréme de Hérmander ( théoréme 1 p
16). O

Retournons maintenant a la preuve de la proposition 33. Soit ¢ une fonction
réguliere sur S?. L’application g — E,[¢(0x)] = Ef[¢(g(0s))] est L-harmonique.
Posant ¢y : g — ¢(g(#)), nous obtenons en particulier E;[L(pq_)(I)] = 0, qu'on
écrit

| £tentnptan) =o

Rappelons que N est le sous-groupe des éléments de G de la forme

0 0 h* L+ |[r)?/2  ||h])%/2 h*
n=exp |0 0 —=h*| =/ —|nl?/2 1-]h|*/2 —h*
h h O h h I
0 0 AL
Soient n., la variable asymptotique exp | 0 0 —h% | et P5_ sa loi sous P;.
hoeo hse O

Remarquons que ce que nous avons noté ici n., est la variable asymptotique notée
Noo dans le théoreme 77 ?7. Par construction, 'image de P;_ par p est v. Nous
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avons maintenant

Ainsi nous avons prouvé que ﬁ*(ﬂ) = 0 et, de par I'hypoellipticité de £~, U est alors
absolument continue et réguliere par rapport a df. O

Corollaire 4. La loi de ny sous P, est absolutement continue par rapport a la
mesure de Haar de N.

0 0 A
Démonstration. L’applicationh € R?+—exp | 0 0 h* | est un difféomorphisme
h —h O
de R? sur N qui envoie la mesure de Lebesgue2 sur la mesure de Haar de NN.
De plus, par définition 0, = 5 +||;1Loo||2 (1 _Quli:o“ ) et donc he est la projection
0 0 hi
stéréographique de .. Il est alors clair que la loi de ny, :=exp [ 0 0 R
he —he O
sous P, est absolument continue et réguliere par rapport a la mesure de Haar sur
N. O

Remarque 16. En utilisant les résultats de Kliemann dans [53], on peut montrer
que X; est ergodique sur la spheére et plus précisément que la demi-sphére {0 €
S¢, 61 > 0} est l'unique ensemble de controle. Nous venons de montrer que
est L-invariante et done, par ergodicité, elle est unique mesure invariante et est
supportée par la demi-spheére.

3.3.2.4 Frontiére de Poisson de g,

Théoréme 14. La tribu invariante Inv{g;} est engendrée par la variable asymp-
totique Oo. Plus précisément nous avons Inv{g;} = 0(f) auzr ensembles P,-
négligeables pres , pour tout g € G.
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Démonstration. L’idée de la preuve est de montrer que les fonctions £-harmoniques
bornées qui sont N-invariantes a gauche sont constantes.
- Etape 1 : Il suffit de montrer que les fonctions £-harmoniques qui
sont N-invariantes a gauche sont constantes.
Soit Z : 2 — R une variable aléatoire bornée qui est Inv{g;}-mesurable.
En utilisant le fait que toutes les fonctions L£-harmoniques bornées et N-
invariantes a gauche sont constantes, nous souhaitons montrer qu’il existe
une fonction mesurable sur S? bornée H telle que

Vge G, Z=H(0x) P, — presque sirement.

Notons que puisque 0, est envoyé sur n, par un difféomorphisme, cela
revient a prouver qu’il existe une fonction H mesurable et bornée sur N telle
que Z = H(ne) P,-presque sirement.

Pour ¢’ € GG nous notons 79 1a variable aléatoire suivante :

29 (w) = Z(g (noo(w))"'w).

Puisque no, et Z sont Inv{g;} mesurable, 79 est aussi Inv{g,} mesurable.
Ainsi on a la famille {9}, de fonctions harmoniques bornées définie par

De plus, pour n € N nous avons
(0g) = [ 215 (1)) Puy ()
Q

- / (g (e (1)) ™10 ()

Donc, pour tout ¢/, h9" est une fonction L-harmonique bornée et N-invariante
a gauche, elle est donc constante. On note cette constante H(g’) :

Vg',g€ G, h¥(g)=H(d).

L application ¢’ — H(g') est une fonction mesurable et bornée sur G. Main-
tenant considérons { f,}, une approximation de I'unité dans G. Nous posons
H,(¢") :== [ H(9")f,((¢g") " ¢')Haar(dg"). En considérant

7y = / 29 f,((g") "¢\ Haar(dg"),
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il vient . .
Hp(QI) = EQ[ZS ].

De plus, la variable aléatoire Z}‘f est Inv{g;} mesurable et donc, ¥p € N,Vq' €
G :

Py—p.s 2/
g—>ZI§'.

t—o0

E,[Z]]

gt

Ainsi, pour tout p € N, ¢, g € G, on peut trouver QP99 tel que ]P)Q(Qp,g,g’) =
1let: A A

Vw € QP99 Zg/(w) = H,(¢').
Considérons maintenant un sous-ensemble D C G dénombrable dense et
09 = mg/eDweNvagﬁp.

On a, Vg € G et YVw € Q9 :
VpeN,Yg € D, Z%(w)=H,(g).

Puisque ces expressions sont continues en ¢’ (puisque il y a la convolution
par f,) nous avons 1’égalité pour tout ¢’ € G. En particulier, si nous prenons
g = noo(w) nous obtenons, Yw € Q9 :

vpeN, /wamwwwmmwwzﬁmawy

Soit h(g) := E4[Z] la fonction harmonique associée a Z. En prenant ’espérance
dans I’égalité précédente nous obtenons :

~

WEN(W@@MWU%mMWI%WMMI

Puisque h est continue, le membre de gauche converge vers h(g) lorsque p
tend vers U'infini. De plus, puisque ||H,|looc < ||Z]|c0, par compacité faible*
on peut trouver une sous-suite {p; }; telle que Flpl converge pour la topologie
faible® vers H. De plus, par le corollaire 4, n,, admet une densité réguliere

A

sous P, par rapport a la mesure de Haar de N. Ainsi E,[H,, (n)] converge
vers E,[H (no)] et on déduit finalement que :

Vg€ G, hlg) = E4[H (no)],

et puis :
ngp"s . . ]P)gfps
Z = hgn h(g:) = h{n E [H(noo)] =" H(nso).

Rappelons que M est le sous-groupe des élément de K qui commutent avec
100
M = 01 0];ReSO)
0 0 R
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— Etape 2 : Toute fonction £-harmonique bornée et N-invariante &
gauche est A et M invariante a gauche.
Soit h une fonction L-harmonique bornée et N-invariante a gauche. Soit
a€ A, mée M et g€ G. Nous souhaitons montrer que h(ag) = h(g) et que
h(mg) = h(g). Commengons tout d’abord par démontrer les faits suivants
Fait 1. Pour P,-presque toute trajectoire on peut trouver une sous-suite (t,)
telle que k; 'aky, converge vers un élément de SS™1.

Preuve du fait 1. Nous avons vu que le processus u; := q(eq, ki(e1)) = —eiki(eq)
est transitoire dans [—1,0] et ergodique dans [0,1]. Ainsi pour P, presque
toute trajectoire on peut trouver une sous-suite (t,) telle que wu;, converge
vers 1. Maintenant nous écrivons a = exp(aHp), @« € R et choisissons

s = exp(fHy) avec f > 0 et f > a. Nous avons s € S et un calcul ex-
plicite de k; 'ak, conduit &

q(eo, k; 'aky, s) = sinh(3) cosh(a) — uy, cosh(B) sinh(c)
— sinh(f — «a) >0,

n—-+o00

et

q(er, k; 'aky, s) = uy, sinh(B) sinh(a) — (uy, )? cosh(B) cosh(a)
— —cosh(f —a) < —1.

n—-+o0o

On a donc trouvé un s € S tel que k; tak; s converge vers un élément de S
tn tn )
de sorte que k;_ Yak,, converge vers un élément de SS~1. O

Fait 2. Pour P,-presque toute trajectoire on peut trouver une sous-suite (t,)
telle que k;}mktn converge vers un élément de SS™*.

Preuve du fait 2. Comme pour la preuve du fait 1, pour Py -presque toute
trajectoire on choisit une sous-suite (t,) telle que k;, converge et u;, converge
vers 1. Ainsi k;, (e1) converge vers e; et pour chaque s € S,

q(eo,liyrln k, 'mky,s(e1)) = q(eo, s(e1)) >0
et q(er,lim, k; 'mky, s(er)) = qler,s(e1)) < —1 et la limite lim, k; 'mk,,s
appartient a S. U

Maintenant retournons a la preuve des égalités h(ag) = h(g) et h(mg) =
h(g). Nous notons par x I’élément a ou m, ainsi x commute avec A et posons
s un élément de S tel que k; Y2k, s converge dans S (cf la preuve des faits
précédents).
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Alors on a,

h(xzg) = Eg[lign h(zg:)| = Eg[li{n h(xg:s)] par le lemme 12,
=E, [li{n h(zniak:s)] = E, [li{n h(zn,x ' zaks)]
=E, [lign h(zask:s)] puisque znz ™t € N et h est N—invariant a droite
=E, [li{n h(a;xkes)] puisque  commute avec les éléments de A
=E, [li{ﬂ h(nsaikik; 'wk;s)] = E, [liyxln h(gi, k' wky,s)]
=E, [li}ln h(g:,)] par le lemme 12
= h(g).

- Etape 3 : Toute fonction L-harmonique bornée qui est N, A et
M-invariante a gauche est constante.
Nous rappelons que M est le sous-groupe des éléments de K qui commutent
avec A. Nous avons M ~ SO(d) et NAM est un sous-groupe fermé de G et
'espace homogeéne NAM \ G s’identifie & la sphere S¢, (c’est la frontiere de
Furstenberg maximale de G).
Maintenant considérons une fonction £-harmonique bornée h qui est N, A et
M-invariante & gauche. Elle définit une fonction continue h sur NAM \ G ~
5S4, et pour g = nak € G on a

h(g) = h(eik),

ot e}k est un vecteur de S%.
Rappelons ((3.9), p 115) que u; := q(e1, ki(e1)) = —efkie; est une diffusion
dans [—1, 1] qui est transitoire sur [—1,0] et ergodique dans [0, 1]. En par-
ticulier, pour presque toute trajectoire nous avons limsup, u; = 1, de sorte
qu’on peut trouver une sous-suite (t,) telle que ejk;, converge vers —e}. Cela
signifie que pour tout g € G et pour P;-presque toute trajectoire, la limite
de h(g;) = h(eik,) est égale & h(—e?), qui est déterministe.
Ainsi, pour tout g € G, h(g) = E,[lim, h(g;)] = E,[h(—e1)] = h(—e}), ce qui
termine la preuve.

U

3.3.3 Coefficients de Lyapunov pour les diffusions dans
Anti-de-Sitter

Dans cette section nous calculons explicitement les coefficients de Lyapunov
pour le flot stochastique associé aux diffusions relativistes dans AdS?*!. Nous
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constaterons alors qu’il n’est pas évident de prouver directement que la limite de
—% log a; appartienne a la chambre de Weyl. Nous le montrerons par une méthode
plus générale qui utilise les décompositions de Cartan et de Bruhat de PSO(2,d).

Commencons par préciser la décomposition d’Iwasawa que ’on va choisir pour
mener les calculs. On rappelle également les décompositions de Cartan et de Bru-
hat.

3.3.3.1 Décompositions de G = PSO(2,d)
Nous noterons G = PSO(2,d). Rappelons que

0 —a|b*
Lie(G) := a 0 |c |, ac€R, bceR Acso(d)y,
b ¢ |A
et que (eg, eq,...,eq:1) est la base canonique de R

Rappelons les notations introduites précédemment

Hy := eje; — epe]

Hi = €i+1€8+€0€;’<+1, 1= 1,...,d
Vii=eipel +ee, i=1,....d
V;j = 62‘+16;+1—6j+16:+1 1< ] = ]_,...,d
Notons
IC = Vect{Ho, ‘/Zja 1 S ) <j S d}
Le sous-groupe K := exp(K) est un sous-groupe compact maximal de G et est

isomorphe a SO(2) x SO(d). Puis notons
A = Vect{Hy, V> };

c’est une algebre de Lie abélienne maximale contenue dans le supplémentaire de
KC pour la métrique de Killing. Notons A le sous-groupe abélien associé a A (A :=

exp(A)).

Notons f; et fo les formes linéaires définies sur A par

flle1+C‘/2D—>b
fQIle—i-C‘/Q'—)C.

On peut montrer ([54]) qu’il y a huit racines dans G
j:flif27 :tfla :th
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On choisit la chambre de Weyl, qu’on note A", telle que les (quatre) racines
f1, f2, (f1 + f2) et (fi — fa) soient positives. On note ®* I'ensemble de ces racines
positives. On calcule explicitement les sous-espaces de Lie(PSO(2,d)) associés
(voir 3.2.2.4) :

Ey = Vect{H; +Vy;, i=3,...,d}
Eg, = Vect{V, + Vo, i=3,...,d}
E¢ 1y, = Vect{Hy + Hy — V1 + Vi2}
Eg _y, = Vect{Hy — Hy — Vi — Vi }.

~ Notons NV (resp. N) la sous-algébre @seq+ By, (resp @yeqr E_y) et N (resp.
N) le sous-groupe associé.
Dans la décomposition d'Iwasawa de Lie(G)

Lie(G)=NoADK,

nous notons {-}, {-}4 and {-}x les projections sur N, A et K.
Cela donne lieu a la décomposition d’Iwasawa de G :

G = NAK,

et chaque g € G s’écrit ¢ = nak oun € N, a € A et k € K. De plus cette
décomposition est unique et nous notons n = (g)ny, a = (g)a et k = (g)k les
coordonnées d’Iwasawa de g. De manieére équivalente, 'application (n, a, k) — nak
est un difféomorphisme de N x A x K vers G.

Notons AT = exp(A™). Nous avons également la décomposition de Cartan
suivante

Théoréme 15 (décomposition de Cartan). Nous avons
G = KAYK,

c¢’est-a-dire que g € G peut s’écrire g = K'a*k” ot k', k" € K et at € A+. De plus,
at = (g)a+ est unique.

Notons M = {m € K; mam™' =aVa € A} et M' := {m' € K; mAm~! C A},
respectivement, le centralisateur et le normalisateur de A dans K. On a explicite-
ment M = SO(d —2) et M' = Dy x SO(d — 2) de sorte que le groupe de Weyl
W .= M’'/M de G est isomorphe au groupe diédral D, d’ordre 8. Pour s € W on
fixe un représentant m, € M’. L’action adjointe de W sur A permute les différentes
chambres de Weyl et il existe un unique s* € W qui envoie A" sur —A™. Le sous-
groupe M normalise également NV, ainsi B = NAM est un sous-groupe de G. Nous
pouvons alors écrire la décomposition de Bruhat de G ([47]) :
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Théoréme 16 (Décomposition de Bruhat). Nous avons la réunion disjointe

G = U Bm,B;
seW

de plus, Bmg B est un ouvert de G, et les autres parties sont des sous-variétés de

plus petite dimension. B )
De plus BmgaB = NANMmg et pour g € NANM la décomposition est
unique.

Remarque 17. La décomposition de Bruhat associée a celle de Cartan nous donne
que pour Haarg-presque tout g nous avons la décomposition :

9= (9N (D5 (9) 5 ms(g9)a+ k" (g),

ot (9)R" € N, (9)5" € A, (9)8 € N, k'(g) € K et (9)a+ est l'élément de A* de
la décomposition de Cartan.

3.3.3.2 Calcul des coefficients de Lyapunov

Rappelons que nous traitons ici le cas des diffusions g; qui sont solution de
I’EDS suivante :

d
dgi = oy Vi(g)) 0 dB} + H(gs)dt.
i=1
Notons pour simplifier 'écriture n; := (g;)n, a¢ := (g¢) a et ki := (9:) k- Rappelons
les équations différentielles vérifiées par ces processus (ce sont en fait (3.6), (3.7)
and (3.8)) :

d
dky = 0> {Ad(k;)Vi}icke o dB; + { Ad(k;) Ho}ichydt (3.16)
=1
d
da, = 0 a{Ad(k)V;i} a0 dB; + a{ Ad(k,) Ho} adt (3.17)
=1

dn; = o Z nyAd(ay){Ad(k¢)Vi}ar 0 dB! + nyAd(a;){ Ad(k;) Ho} ardt. (3.18)

i=1

Notons H; le processus dans A tel que a; = exp(H;). On a donc
t 1 d
H, =m; + / 502 Z{[{Ad(ks)l/;};c, Ad(ks)Vil}a + {Ad(ks)Ho} 4 p ds,
0 i=1

oumy := UZL fot{Ad(ks)Vi}Ang est une martingale.
Nous allons calculer explicitement le terme a variation finie de H; :
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Lemme 14. Le terme

—0' Z{ {Ad(ko)Vitic, Ad(ks) Vil a + {Ad(ks) Ho} 4

est €gal a

_%ﬁ {(d —1—2(d—2)u)Hy + ((d - 2)7@)5{} :

ot us := ks(er)*er et H:= H, +V,.

Démonstration. Notons que Ad(ks)(Hy) € K et donc {Ad(ks)(Ho)}4 = 0. Main-
tenant nous calculons les termes {[{Ad(k)V;}i, Ad(k)V;]} 4 pour k € K. Pour
simplifier les notations notons pour j =1,...,d :

(k?V)lj =€) k(eir1)k(er) e
(k = e k(eiv1)k(er) e

Vi)
les entrées de la matrice Ad(k)Vi(= k(ei11)k(e1)* + k(e1)k(ei+1)*) de sorte qu’elle
s’écrit Ad(k)V; = ijl(kvi)le] + (kV;)2,;V;. Décomposons Ad(k)V; dans N ®A®
K

Ad(k)Vi = {Ad(k)Vi}y + {Ad(F)Vi}a + {Ad(k)Vi}x

ou

d d
{Ad(k)Vita = SV (H; + Viy) + > & (Vj + Vyy)
J=3 j=3
+ a1 (Hy 4+ Hy — Vi + Vig) + a" Y (Hy — Hy — Vi — Vi)
{Ad(k)Vi} 4 = uHy + 0V

d d
[Ad(R)Vid = ay + 3 dVa; + 3 d*1Vy;.

Jj=2 j=3
Cela est équivalent a
0=a+a" +a™ 0=dV+V, j>3
(k?vz‘)n = 0=d"? 4+ gttt —gb?!
(kVi)i2 = att — a7t 0=d* +¢, j>3
(Vi =V =23 (k) = —att — b
(V)2 = (kVi)a; = €.
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Ce qui donne
a = (kV;)o1, d" = —(kV;)y; pour j > 2, et d* = —(kVj)y, pour j > 3.

Ainsi

d d
{Ad(k)Vite = (Vi) Ho — > (Vi) Viy — Y (kVi); Vs,
7j=2

7=3
et

[{Ad(k)V;}, Ad(k)V;] = i(W)m(W Vi [Ho, H +i V)1 (kVi)a;[Ho, V]

Jj=1

d d d d
=Y O RV RV ulVa, H) = ) (kVi)(kVi)a[Vag, Vi)
j=2 I=1 j=2 i=1
d d d d
D (BVi)oy (kVi)ulVag, Hi) = > > (kVi)a; (kV:)au[Va, Vil.
Jj=3 1=1 Jj=3 I=1
De plus,
[Ho, H;] = V; (j =2 1) [Ho, Vil = —H;, (1 <1)
0 sij#letl#1 0 sij#letl#1
Vij, H] =< Hy sij=letl#1 Vij,Vil=q Vi sig=letl#1
—H; sil=1etj#l =V, sil=1etj#I
0 sij#letl#2 0 sij#letl#2
Voj, H] =< Hy sij=letl#2 Voj, Vil =¢q Vo sig=letl#2
—H; sil=2etj#I =V, sil=2etj#I

Nous obtenons donc :

d
{[{Ad(k) Vi, Ad(R)Vi] b4 = (—(kv»; - Z(M@) Hy+

j=2

d
<2<kw>1z<k%>21 - Z(km%j) V.

Jj=3
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Par ailleurs,

d d

Z Z €1k(€iv1) )k(e1)eo)”

= (k(e1)"eo)*(1 — (e3k(eis1))?);
Z kVi)s = Z ¢jk(eir1)k(er) er)”

= (k(e1)"e1)*(1 — (e3k(eir1))” — (e5k(eir1))?);

Y (RVi)ia(kVi)ar = (k(er)ei) (k(er)ep) Y eskleisn)esh(eis)

i=1 i=1

=0.

Ainsi

d
Z{[{Ad(k)‘/i}ICa Ad(k)Vi]}a =
<— Z(‘f;k(ewl))Z(k(@l)*@l)Z — (k(e1)*en)? <d - Z(ezk(ewl))Q)) H,
d d
— (k(e1)"er)? (d —) (e3k(eir1))’ - Z(egk(6i+1))2> Va,

i=1 i=1

et avec 3.0 (esk(ei1))> = o0 (e3k(eiy1))? = 1 on obtient finalement :

S ARV e Ad(R) Vb4 =

(—(d=1)+ (d —2)(k(er)"er)?) Hy — (d — 2)(k(e1)"e1) Va.
O
Précisons la nature du processus ;.

Lemme 15. Le processus us peut s’écrire us = sin(fs) ot 05 est une diffusion sur
St solution de

-2
dfs = o sin(fs)dWs + {1 — o’ sin(26’8)} ds.
Le générateur de 6 s’écrit
1
E@ - §X2 + Y,
ou X =osin(f)% et Y = (1 - “Lo?sin(20)) &



Démonstration. Nous écrivons
d

du, = o3 (e5ki(eirn)) (epkaen))(€ikler)) o B + epha(er)dt

i=1

d
=0 (&kileinn))(€ihilen)(eiki(e))dB] + egki(er)dt

i=1

(esdke(eir1))(eghi(en))(eTke(en))dBE + (exki(ei)) (egdhi(er)) (eThi(er))d By

M&

z:l
(ezkt(ei-l—l))(eokt(el))(eldkt(el))dBZ)
et calculons les termes (e3dk;(e;11))dBi, (efdki(e))dB; et (eidks(er))dB;

<€;dl€t<€i+1>>d8§ = O'€;{Ad<]€t)‘/'}]ckt(€i+1>dt

= ( (ktVi)a1Ho + Z (keVi)Vis + Z 2JV2]> ki(eiq1)dt
d
=-0 (Z(ktv@')ljejﬂkt(@m)) dt

j=2

= —o(egki(er)) (Z(€;+1kt(€i+1))2> dt

=2

= —o(eghi(en)(1 — (e3ki(enn) D),

et
eadkt(el)dBZ = oey{ Ad(k:)V;}icki(eq)dt
= —O'<]€t‘/;)gleikt(€1)dt
= —o(eski(eirr))(erky(er))?dt,
et

eidk,(e1)dB; = ae{{Ad(k;)Vi}icki(e1)dt
= a(ktVi)Qleakt(el)dt
= oleklern)) (e} ulen)(ephlen) it

Ainsi la correction d’Ito6 dans dans le calcul de du; est égale a

—0 Z (eghi(er))®(etke(er)) ((e3ke(eir1))® — 1) — (eski(eisr))? (e1ke(er))
(€2kt(€z‘+1)) (egke(er))*ethi(er)) dt,
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et puisque Y7 (e3ki(ei41))> = 1 nous obtenons finalement pour la correction
d’Ito :

50 (d = 3)(ethen)’ — (d — 2)(eikulen)) dr

Notons u; = (eiki(e1)) (ce n’est pas le méme que pour de Sitter méme si nous
utilisons la méme lettre) et v; = (efki(er)). Nous avons alors

d
1
duy = ouy »  eski(eir)dB] + 50—2 ((d = 3)u} — (d — 2)uy) dt + vidt

i=1
L, 3
= ouv dWy + i ((d = 3)uj — (d — 2)uy) dt + vdt,
ou W, := fo i1 Eaky eHl)dB est un mouvement brownien.

Notons alors 6; le processus dans S' = R/27Z tel que u; = sin(6;) et v; = cos(6;).
Il vient alors que 8, est une diffusion sur S' et vérifie

-2
db; = osin(6,)dW, + {1 — o? sin(26’t)} dt.

O

Dans la proposition suivante nous montrons l’ergodicité de 6, et donnons une
expression de la probabilité invariante.

Proposition 34. La diffusion 0, est ergodique et nous notons ji4, 'unique pro-
babilité invariante. On a explicitement

Mdﬂ(d‘g) = fd,0(9>d‘9
ou fuo est la fonction C* sur R, w-périodique définie sur |0, n[ par :
T Cos(u) cos(0)
far(0) = C (/ sin(u) 2677 50 du) sin(0) e~ 5,
G

avec Cy, telle que fozﬂ fao(0)dd = 1.
Le processus Ht converge presque surement vers —H,, € A. Nous avons expli-
citement

Hoo = Oéd,U}[l + ﬁd,a‘/b

;&( —(d—2) /5 1 sin2(6’)ud7a(d0))
L / S (0o ().

ot

ﬁd,a =
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Démonstration. Par les lemmes 14 et 15, la convergence de % se déduira du

théoreme ergodique et de I'érgodicité de #,. Nous prouvons 'ergodicité en mon-
trant qu’il n’existe qu’une mesure de probabilité invariante. C’est-a-dire que nous

allons montrer qu’il existe une unique fonction f € C?(S!) solution de L;f = 0

telle que [, f(0)do =1 :

Lif =0 %89 (sin(@)% (sin(e)f)) - % ((1 - d; L2 sin(ze)) f) =0

in(@)Q% + (—1 + %l sin(ze)) f=—f(0).

N

De plus, les solutions de I’équation sans second membre

2 / 2d
% sin®(0)y + (=1 + UT sin(260))y = 0

_ 2 cos(d)
sont y(#) = Asin~%(f)e =50 ol 0 # 0[n] et la constante A peut étre différente
sur chaque intervalle |k, km + 1[, k € Z. En utilisant une variation des constantes
on obtient que les solutions de

2 2

% sin?(0)y + (—1 + %d sin(20))y = —f(0)

sont de la forme

2 O ™ 2 cos(u) 2 cos(0)
y(0) = 110) (/ sin(u)? 202 sintw) dy, + )\k) sin(f) ~%e” o2 sn@) |
0

2
o —k7

pour 0 €]km, (k + 1)7[ et ol Ay sont les constantes sur |k, (k + 1)

La seule solution réguliere est obtenue en prenant A\, = 0 pour k € Z.

Ainsi, I'ensemble des solutions de £;f = 0 est de dimension 1 et I'unique pro-
babilité invariante est dpg,(0) = fa,,(0)d6 ol fi, est la fonction C*°, m-périodique
définie sur ]0, 7| par

T . d—2 _2_cos(u) . g2 cos(0)
fao(0) = Cao / sin(u)® “ev? 5w du, | sin(0) %" o? 5o |
0

olt Cy, est le coeflicient de normalisation tel que fozﬂ fao(0)dd = 1. O

Bien que le résultat suivant soit contenu dans les travaux de Guivarc’h-Raugi
et ceux de Liao, nous allons le redémontrer pour mettre en évidence qu’'une preuve
directe semble étre délicate et que le bon argument est d’ordre géométrique, et fait
intervenir les différentes décompositions de G.
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Proposition 35. H_, appartient & la chambre de Weyl AT,

Démonstration. Nous avons clairement fi1(Hw) = o > 0, fo(He) = Bao > 0 et
(fi + f2)(Hx) = 4o + Bao > 0. Cependant nous devons également vérifier que
(fi— f2)(He) = a0 — Bao > 0 et cela semble moins évident a établir directement
puisque cela revient a vérifier que

.2

sin” (6 df) < ———.
| s Oaela0) < 5
Pour d = 3 cette inégalité est triviale, mais elle ne I'est pas du tout pour d > 4
et un o0 > 0 quelconque. En effet, en utilisant 1'expression explicite de 4., nous
devons montrer I'inégalité suivante :

T T d lcos(u) d 2 cos(0)
/ / sin(u)? ?es? st du | sin(f) " T2e” o7 0 df) <
0 0

d —_ 1 n n 2 cos(u) 2 cos(0)
2(d-2) / </ sin(u) e i d“) sin(6) e 7 0 .
2(d—=2) Jo \Jo

Par des calculs élémentaires on peut se convaincre qu’elle est vraie pour o > 0 et
un entier pair d < 10 ou bien pour un entier d > 3 mais alors seulement pour des
petites valeurs de ¢ > 0. Nous n’avons pas réussi a trouver d’arguments directs
simples qui puissent démontrer une telle inégalité. Elle est pourtant vraie mais
pour des raisons plus profondes et géométriques, qui apparaissent en utilisant les
différentes décompositions de G.
Les deux lemmes suivants vont nous permettre de montrer 'inégalité large, et
nous démontrerons dans un second temps qu’elle est stricte.
— Inégalité large
Lemme 16. Pour a € A notons log(a) l'unique H € A tel que a = exp(H).
Et notons || - || une norme sur A. Pour Haarg-presque tout k € K :

sup |[log(ay) +log ((kat)a)|| < +oc

a4 €A+

Démonstration. Par la décomposition de Bruhat de G nous avons pour Haar x-
presque tout k € K

k= nBr CLBT’ITI,BT mBr Migs .

Ainsi pour a; € A"
k;a+ — nBTaBTﬁBTmBTmS*aJF

— TLBT(IBTfLBT(I_T_lmS*mBT

_ ..Br_Br -—1 —B
=N a a+ an

since mg-a,myt = a;l

TaJ_rlms* mBr.
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E/)crivoEls nPr = exp(hP") avec hP" € N; en décomposant hB" = > et h!
dans N = @cp+ By on déduit que Ad(a™)hP" =37 o1 e~floga) pf reste
dans un compact lorsque a. décrit A*. Il en résulte qu’il en est de méme pour

a,nPra;! = exp(Ad(a, )hPT). Puis en invoquant la décomposition d’Twasawa

_Br —1 - .
de a;n”"a " il vient

ka Br Br B B

+=n""a""aNa i a ) v (a0 alt) a(arn P al ) kmem P

=nP" Ad(a" a ") (a0 a ) vaP al! (a+ﬁBTajrl)A (arni®alt) gmgem”".
D’ou finalement
(kay)a = a" ai’ (a+ﬁBTa;1)A.

Puisque (ayn Bajrl) 4 reste dans un compact de A lorsque ay décrit AT nous
avons montré que pour Haarg-presque tout k € K, {(kay)sar; ap € AT}
est dans un compact de A ce qui termine la preuve du lemme. O

Corollaire 5. Pour Prgqr,. -presque toute trajectoire on a

sup [10g (gn) 4+ + 108 (gn) oIl < +o00
ne

Démonstration. Puisque la diffusion g; est hypoelliptique, la loi de g,
conditionnée par g, est absolument continue par rapport a la mesure Haarg.
Ainsi par la remarque 17, on a pour Py, .-presque toute trajectoire et
pour tout n € N I'égalité g, = x,(gn) a+kls ot &, 1= (gn) N (gn) 5" (gn) 2 mgs.
Puisque la loi de g,, sous P4, coincide avec celle de kg, sous Haarg @ Py
nous obtenons

Pitory {510 108 9n). 1.+ 108 (), < +¢
= Haarg @ P; {sup |llog (gn) 4+ + log (kgn) All < +oo}

— Haarye 0 Br {sup o ()10 + 108 (6 ()0:) )] <400

> Haarg @ Py {sup sup ||logay + log (kznay) || < +oo}

n a+€A+
> lim Haarg @ Py { sup ||logay + log (kzn,ay) 4l < —i—oo}
=00 areAt
n—00 ar €A+

> lim HaarK{ sup ||logay +log(ay) .|| < +oo} =1,
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puisque la loi de kz,, sous Haarg ® P; est Haarg.
Maintenant, pour chaque f € ®*, et en particulier pour f = f; — fa, nous
avons pour tout n > 0 :

f (M) < (10g(gn)A +log(gn)A+> L (%)

n n n

< (bg(gn)A + log(gn)A+> |

n

. . log(gn
De plus, pour Pp,q--presque toute trajectoire on a que % converge,

lorsque n tend vers l'infini, vers — H,. Par le corollaire précédent, nous obte-

log(gn)A+log(gn)A+
n

nons que converge vers 0. Nous avons donc montré I'inégalité

large suivante

f(Hs) > 0.
m

Inégalité stricte.
Lemme 17. Si ¢ est une fonction C*, w-périodique telle que foﬂ o(0)u(do) =
0 alors il existe une fonction régquliere w-périodique ¢ telle que Lytp = ¢.

Démonstration. L’équation Lg) = ¢ est équivalente a

%02 sin?(0)1" () + <1 _d ; 202 sin(20)) V'(0) = 6(0),

et en posant z(f) := ¢’(#) nous voulons trouver une fonction réguliere -
périodique telle que [ z(6)df = 0 et :

1 _
Lot sin?(0)2(0) + (1 4

2 2 sin(29)) +(6) = 6(0).

En calculant directement les solutions on s’apercoit qu’il n’y a qu’une seule
solution réguliere m-périodique a I’équation précédente et qu’elle est définie
sur [0, 7] par

0
2 cos(9) 2 _ 2 cos(u)
2(6) = sin(&)d_QefQ Sn (69 (/0 — sin(u) %e = sin(wgb(u)du) .

g

Puisque fow ¢(0)u(df) = 0 on déduit par intégration par parties que foﬂ 2(0)do =
0, ce qui était demandé. O
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Retournons maintenant a la preuve de (f; — f2)(Ho) > 0. Nous savons déja
que l'inégalité est large et nous allons supposer, par 1'absurde, que (f; —
f2)(Hs) = 0 c’est-a-dire que

/51 (2(d — 2)sin(0)* — (d — 1)) du(6) = 0.

Notons par W := fo ¢, esks(e;1)dBL et souvenons nous que

t d
= / E € ks 61—1—1
i=1

On a ainsi explicitement que

H, = (0 cos(0;)dW; + ((d — 2) sin®(6;) — (d — 1))) Hy
+ (o sin(f,)dW; — (d — 2) sin®(6;)) Va,

de sorte que

(L= fo)(H) = o /0 cos(0,)dW, — o /0 Sin(6,)dVV.
+ /0 (2(d — 2)sin(0s)* — (d — 1)) ds.

Par le lemme précédent, et puisque [g, (2(d — 2)sin(f)* — (d — 1)) du(0) = 0,
il existe une fonction réguliere ¢, m-périodique telle que

(2(d = 2)sin(-)* = (d — 1)) = Lo¥

et ainsi, en appliquant la formule d’It6 on obtient
t t
/ (2(d —2)sin(6y)* — (d — 1)) ds = (0;) — 1 (0y) — / V' (0,)0 sin(6,)dW,
0 0

Donc Y1=/2)U1) converge en loi vers la gaussienne Wo2 [ cos? ¢ (sin ¢/)2d,ﬂrW02 [sin?dp
ce qui contredit le fait que Ppqqr-presque stirement

(= ) (HY)
h{gng > 0.
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Nous étudions certains processus de Lévy a valeurs dans les groupes disométries
respectifs des espace-temps de Minkowski, de De Sitter et de Anti-De-Sitter. Le groupe
d’'isométries est vu comme le fibré des repéres de I'espace-temps et les processus de
Lévy considérés se projettent sur le fibré unitaire en un processus markovien relativiste ;
c’est-a-dire que les trajectoires dans I'espace-temps sont de genre temps et que le
générateur est invariant par les isométries. Dans la premiere partie nous adaptons
pour les diffusions hypoelliptiques générales un résultat de Ben Arous et Gradinaru
concernant la singularité de la fonction de Green hypoelliptique. Nous déduisons de
cela un critere deffilement de Wiener local pour les diffusions relativistes dans le
groupe de Poincaré, groupe des isométries de I'espace-temps de Minkowski. Dans les
deux dernieres parties nous nous intéressons au comportement asymptotique du flot
stochastique associé a ces processus de Lévy dans les différents groupes d’isométries.
Sous une condition d’intégrabilité de la mesure de Lévy nous calculons explicitement les
coefficients de Lyapounov des processus dans le groupe de Poincaré. Nous effectuons
un travail similaire pour les espace-temps de De Sitter et Anti-De-Sitter en nous limitant
au cas des diffusions. Nous explicitons de plus la frontiére de Poisson pour la diffusion
dans le groupe d’isométries de I'espace-temps de De Sitter.
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