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Introduction

Ce travail comporte trois parties qui peuvent se lire de manìere indépendante
bien que les deux dernières s’intéressent à une même question posée dans deux
contextes différents. Avant d’introduire le contenu des chapitres nous proposons
de donner un cadre historique et de motiver ce travail.

L’objet d’étude est une classe de processus introduits par Dudley dans les
années 60 ([28]). Il s’agit d’une classe de processus markoviens à valeurs dans l’es-
pace des phases relativistes qui possèdent deux propriétés de nature géométrique.
Ils sont invariants par les isométries de l’espace de Minkowski et leur trajectoires
sont de genre temps. Dudley montre, entre autre, qu’il existe essentiellement un
seul de ces processus dont les trajectoires sont continues. Il propose quelques années
plus tard ([29]) une étude asymptotique qui ne semble pas tout à fait complète
mais ses travaux ne connaissent pas immédiatement de suite. Ce n’est que plus
de quarante années après ses travaux que certains mathématiciens ont poursuivit
le travail en étudiant et généralisant la diffusion introduite par Dudley. Il a fallu
attendre le travail de Franchi et Le Jan ([39]) pour définir, dans un contexte lo-
rentzien générique, des diffusions possédant une dynamique Lorentz co-variante et
dont les trajectoires sont de genre temps et pour envisager une étude dans l’univers
de Schwarzschild puis celui de Bailleul ([6], [9]) pour déterminer complètement la
frontière de Poisson de la diffusion de Dudley. Citons également la thèse récente
de Angst ([1]) dont un chapitre est consacré à l’étude asymptotique de ces diffu-
sions dans les espace-temps de Robertson-Walker ainsi qu’un travail de Franchi
([37]) pour le cas de l’espace-temps de Gödel. Dans l’optique d’utiliser ces diffu-
sions pour rendre compte de la géométrie Lorentzienne ambiante, on peut citer le
travail récent de Bailleul et Franchi ([8]) qui proposent un critère de non-explosion
des trajectoires relativistes aléatoires.

Parallèlement à ces travaux de nature mathématique, des physiciens (citons
Debbasch et al. [10] [11] [21] [22] [24] [25] [26] ainsi que Dunkel et al. [32] [30]
[31]) tentent depuis une dizaine d’années de proposer un modèle au mouvement
brownien physique qui prenne en compte la relativité. Il s’agit, par exemple, d’in-
corporer la relativité dans le modèle introduit par Langevin ([57]). L’article de
Angst et Franchi ([2]) répond, dans un cadre général, à plusieurs questions posées
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les physiciens concernant ces processus d’Orstein-Uhlenbeck relativistes (ROUP)
dans l’espace de Minkowski. Dans [7], Bailleul définit, par le calcul stochastique,
une large classe de processus relativistes qui regroupe le point de vue des physi-
ciens ainsi que celui des mathématiciens. Dans [38], Franchi et Le Jan exhibent
des diffusions Lorentz-covariantes sensibles à la courbure de l’espace-temps et les
étudient en particulier dans les univers d’Einstein-de Sitter.

Les modèles mathématiques originels du mouvement d’une particule brow-
nienne dans un fluide visqueux, introduis par Einstein ([33]) et Langevin ([57]), qui
correspondent respectivement aux processus de Wiener et d’Orstein-Ulhenbeck, ne
sont pas des modèles relativistes, au sens où leur dynamique n’est pas invariante
par les transformations Galiléennes. Le référentiel du fluide au repos joue un rôle
particulier et on n’obtient plus le même processus si on le translate uniformément.
Les processus de Dudley sont l’analogue, dans le cadre de la relativité restreinte, des
processus invariants par transformations Galliléenne, dans le cadre de la mécanique
classique. Un exemple de tel processus est (t,

∫ t

0
Bsds) où B est un mouvement

brownien usuel. Cela correspond à une solution de l’équation de Langevin dans un
fluide avec une constante de viscosité nulle. On peut imaginer d’autres processus
dans l’espace de Minkowski possédant l’invariance lorentzienne avec des trajec-
toires non nécessairement de genre temps. Par exemple, Emery définit ([34]) des
processus dont les trajectoires sont de genre espace et qui possèdent l’invariance
relativiste.

Voici maintenant le contenu de cette thèse.

Premier chapitre

La diffusion de Dudley (ξ̇t, ξt) à valeurs dans le fibré unitaire de l’espace-
temps de Minkowski Hd × R1,d, est constituée d’un mouvement brownien ξ̇t sur
la nappe hyperbolique et de son intégrale en temps dans l’espace de Minkowski
(ξt :=

∫ t
ξ̇sds). En considérant la construction de Eells-Elworthy-Malliavin du

mouvement brownien hyperbolique on obtient la diffusion de Dudley comme la
projection de d’une diffusion (gt, ξt) invariante à gauche à valeurs dans le groupe
connexe des isométries de Minkowski G = PSO(1, d) ! R1,d (le groupe de Poin-
caré). Cette diffusion est en quelque sorte le mouvement aléatoire d’un petit objet
spatio-temporel rigide qui subit des accélérations browniennes dans les directions
des boosts. La question est d’établir un critère d’effilement pour savoir si, partant
d’un point donné, cette diffusion atteint immédiatement et presque sûrement un
ensemble donné. Il s’agit d’une question issue de la théorie du potentiel, qui se
pose pour un processus markovien général, et qui revient à déterminer les voisi-
nages d’une topologie, dite fine, associée à ce processus. En ce qui concerne le
mouvement brownien, cette question est connue depuis longtemps et le critère de
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Wiener donne une condition nécessaire et suffisante pour savoir si une partie est
effilée relativement à un point (c’est à dire si son complémentaire est un voisinage
fin de ce point). Ce critère porte sur la finitude d’une série dont les termes sont
les capacités de tranches concentriques de l’ensemble autour du point.

An

L’enjeu est de spécifier ce que “tranches” veut dire. Faisons un petit résumé
des résultats connus pour différentes diffusions.

Dans le cas du mouvement brownien usuel de Rd ces tranches sont des morceaux
d’anneaux sphériques. Et il en est de même pour une diffusion elliptique générale
([12] ). La topologie fine est la même (localement) pour toutes les diffusions ellip-
tiques. En regardant la preuve de ce critère il apparait que la géométrie des tranches
est donnée par les ensembles de niveau de la fonction de Green. Ainsi, en ce qui
concerne les diffusions sous-elliptiques les tranches sont obtenues en remplaçant
les sphères (ou ellipses) usuelles par des sphères sous-riemannienne données par la
géométrie des crochets des champs de vecteurs définissant la diffusion elliptique.
Pour cela on trouvera, pour certains exemples de diffusions sous-elliptiques, une
approche analytique dans [65] et probabiliste dans [20] (pour l’exemple du Lapla-
cien dans le groupe d’Heisenberg), ce dernier travail a été généralisé ([15]) au cas
de diffusions sous-elliptiques générales vérifiant une hypothèse forte de Hörman-
der. Les preuves sont basées sur la connaissance explicite de la fonction de Green
ou bien sur des estimées de celle-ci, obtenues dans [64] ou [69].

Dans le contexte des diffusions paraboliques la situation est plus délicate,
compte tenu de la difficulté de connâıtre la géométrie des ensembles de niveau
des fonctions de Green et de dégager un résultat général. Pour l’opérateur de la
chaleur, on peut trouver une preuve probabiliste du critère de Wiener dans [71]
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et une preuve analytique dans [35]. Dans le cas où les coefficients de diffusion va-
rient on trouve un critère de Wiener parabolique dans [42]. Pour l’opérateur de la
chaleur dans le groupe de Heisenberg un résultat est donné dans [44]. Les preuves
sont basées sur la connaissance explicite des fonctions de Green ou bien d’estimées
Gaussiennes fortes.

Dans notre cas, la diffusion (gt, ξt) n’est ni sous-elliptique ni (purement) pa-
rabolique et la fonction de Green n’est pas connue explicitement. Cependant, la
composante temporelle du processus dans Minkowski est strictement croissante
et on peut effectuer un changement de temps afin d’obtenir un processus qui, au
temps t soit dans l’hyperplan affine de genre espace constitué des points dont la
coordonné temporelle est t. On obtient ainsi, par changement de temps, un pro-
cessus parabolique. En revenant quelques instants, pour simplifier, à la diffusion
de Dudley dans le fibré unitaire de Minkowski Hd ×R1,d et en considérant le chan-
gement de temps, on peut montrer que le générateur de la diffusion parabolique a
la forme, exprimé en (x, y, t) dans une carte locale U ⊂ Rd ×Rd ×R de Hd ×R1,d :

d∑

i,j=1

ai,j(x)
∂2

∂xi∂xj
+ ai(x)

∂

∂xi
+ bi(x)

∂

∂yi
+

∂

∂t
,

où (aij) est définie positive, (ai) et bi peuvent être donnés explicitement (et ne sont
pas linéaires).

Ce type de générateur est plus général que les opérateurs paraboliques de Kol-
mogorov (pour lesquels bi(x) = xi). Dans les travaux récents de Menozzi et al. ([55],
[27] et [63]) on trouve des estimations gaussiennes locales de la fonction de Green
des opérateurs de Kolmogorov mais leurs résultats ne peuvent s’utiliser directe-
ment pour le générateur de Dudley. Enfin, citons [43], où les ensembles de niveau
de la fonction de Green des opérateurs de Kolmogorov lorsque aij est constante
ont été étudiés afin d’obtenir une inégalité de Harnack.

Il semble ainsi que nous soyons encore assez loin d’avoir des estimations de
la fonctions de Green de (gt, ξt) qui puissent nous permettre d’obtenir un critère
de Wiener pour la diffusion. Nous allons néanmoins pouvoir en écrire un pour
certaines parties qui seront à l’intérieur d’un cône homogène et déduire une condi-
tion suffisante de non-effilement, qui est une condition de cône de Poincaré. Nous
commencerons par transcrire la preuve du théorème 1.9 de [15] pour le cas des dif-
fusions hypoelliptiques générales vérifiant l’hypothèse de Hörmander faible. Cette
preuve utilise les estimations a priori de [64] et la formule de Taylor stochastique
de [19]. On obtient ainsi le théorème suivant où G(x, y) est la fonction de Green
de la diffusion hypoelliptique, Q(x) une dimension liée à la géométrie des crochets
de Lie.
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Théorème 4. Il existe une fonction lisse ψx > 0 telle que :

lim
ε→0

sup
‖x−y‖<ε

∣∣G(x, y)|y|Q(x)−2
x − ψx(θx(y))

∣∣ = 0

Ce théorème, même s’il est loin de décrire complètement la singularité des
fonctions de Green hypoelliptiques générales, peut être utilisé pour la diffusion
dans le groupe de Poincaré afin d’obtenir un critère de Wiener et une condition
de cône de Poincaré.

Proposition 7 (Critère d’effilement). Soit B une partie de G contenue dans un
cône homogène Ch(g0, ξ0) issu de (g0, ξ0).

Les deux propositions suivantes sont équivalentes :

(i) Le point (g0, ξ0) est régulier pour B.

(ii) La série
∑

n λd(d+3)nC(Bn) est divergente.

Ce chapitre a fait l’objet d’un article soumis ([70]).

Deuxième chapitre

Nous commençons par présenter les résultats de [28] sous une forme plus mo-
derne. Précisons dès maintenant la notion centrale d’invariance d’un processus
markovien sous l’action d’un groupe. Un processus de Markov de générateur L, à
valeurs dans un espace X sur lequel un groupe G agit est dit G-invariant lorsque

∀f ∈ dom(L), ∀g ∈ G, L(f ◦ g) = L(f) ◦ g.

Le groupe connexe des isométries de R
1,d est le groupe de Poincaré PSO(1, d) !

R1,d. Ainsi R1,d s’identifie naturellement à l’espace homogène (PSO(1, d)!R1,d)/PSO(1, d).
La non compacité des orbites non triviales de PSO(1, d) sur R1,d l’empêche de por-
ter une mesure de probabilité PSO(1, d)-invariante. De cela, il résulte qu’il n’existe
pas de processus de Markov non trivial à valeurs dans R1,d qui soit PSO(1, d)!R1,d-
invariant. Cette situation diffère radicalement du cas euclidien où Rd est l’espace
naturel des états des processus (SO(d)!R1,d)-invariants, dont le mouvement brow-
nien usuel en est essentiellement l’unique continu. Pour obtenir des processus in-
variants par le groupe de Poincaré il faut considérer un espace d’état qui soit un
quotient compact de ce groupe. Un sous-groupe compact maximal de PSO(1, d)
est SO(d), et il en ressort que l’espace d’état minimal sur lequel on puisse obte-
nir un processus markovien invariant est (PSO(1, d) ! R1,d)/SO(d). Cet espace
d’état s’identifie naturellement au fibré unitaire de R1,d soit précisément Hd×R1,d.
En utilisant un résultat que l’on trouve par exemple dans [61], on peut écrire ex-
plicitement la forme des générateurs des processus (PSO(1, d) ! R1,d)-invariants
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sur H
d × R

1,d. Ils peuvent, par ailleurs, s’obtenir comme projection de processus
de Lévy invariants à gauche sur (PSO(1, d) ! R1,d) et SO(d)-invariants à droite.
Parmi ces processus markoviens invariants dans Hd × R1,d il est aisé de décrire
ceux dont les trajectoires dans R1,d sont de genre temps. Ce sont ceux qui sont
formés d’un processus markovien PSO(1, d)-invariant dans Hd et de son intégrale
en temps dans R1,d. Il apparâıt alors qu’il existe essentiellement une unique diffu-
sion invariante et à trajectoire de genre-temps, c’est la diffusion de Dudley, formée
du mouvement brownien hyperbolique dans Hd et de son intégrale en temps dans
R

1,d. L’étude du comportement asymptotique de cette diffusion a été faite par
Bailleul dans [6] et [9].

La question que l’on pose dans cette partie est de déterminer la dynamique
asymptotique des flots stochastiques engendrés par les processus de Dudley dans
le groupe de Poincaré. Il s’agit des flots invariants à gauche dans PSO(1, d)!R1,d

suivants
PSO(1, d) ! R1,d −→ PSO(1, d) ! R1,d

g (−→ ggt

où gt est un processus de Lévy invariant à gauche dans le groupe de Poincaré
partant de l’identité qui se projette sur un processus de Dudley dans Hd × R1,d.

Il s’agit de trouver les variétés stables et les coefficients de Lyapunov de ce
flot. Ce travail est l’analogue relativiste de ce qui a été fait précédemment pour les
mouvements browniens riemanniens ([13], [18] ,[58] ). Nous proposons ici un calcul
direct s’appuyant sur les décompositions polaires et d’Iwasawa de PSO(1, d). La
dynamique asymptotique obtenue est alors hyperbolique

Théorème 7. Il existe deux sous-algèbres de Lie(PSO(1, d) ! R1,d) aléatoires
V − ⊂ V 0 dépendantes de (θ∞, λ∞) et un réel positif α tel que

1

t
log ‖Dφt(Id).B̃‖ a.s−→

t→∞






−α if B̃ ∈ V − \ {0}
0 if B̃ ∈ V 0 \ V −

α if v ∈ Lie(G) \ V 0

Puis nous déterminons les variétés stables dans PSO(1, d) ! R1,d :

Théorème 8. Soit Ã1, Ã2 ∈ PSO(1, d) ! R1,d tels que Ã1 *= Ã2.
– Si Ã1 ∈ Ã2 exp(V −) alors :

lim
t→∞

1

t
log d(φt(Ã1), φt(Ã2)) = −α.

– Si Ã1 /∈ Ã2 exp(V −) alors :

lim inf
t→∞

d(φt(Ã1), φt(Ã2)) > 0.

Nous en donnons une idée géométrique en montrant que les projections dans
Hd × R1,d sont des fibrés en droite d’horosphères.
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Troisième chapitre

Dans ce troisième chapitre nous montrons que les processus de Dudley peuvent
également se définir dans le fibré unitaire des espaces-temps de de Sitter (dSd+1) et
Anti-de-Sitter (AdSd+1) qui sont, comme pour l’espace-temps de Minkowski, des
espaces homogènes. Cette fois, dans les deux cas, le groupe d’isométrie est semi-
simple, il s’agit de PSO(1, d + 1) pour dSd+1 et de PSO(2, d) pour AdSd+1. Ces
processus invariants avec des trajectoires de genre temps s’obtiennent comme des
projections de processus de Lévy gt dans le groupe d’isométrie semi-simple. Dans
[46] Guivarc’h et Raugi décrivent le comportement asymptotique d’une marche
aléatoire gp dans un groupe de Lie semi-simple. Sous les hypothèses d’irreductibilité
et de contraction de la mesure définissant la marche, ils obtiennent, en écrivant
gp = npapkp dans une décomposition d’Iwasawa du groupe, la convergence presque-
sûre de np. Ces conditions d’irreductibilité et de contraction sont algébriques et les
auteurs s’affranchissent des précédentes conditions de régularité et d’intégrabilité
de la loi que l’on trouve dans les travaux précédents de Furstenberg ([40]) Azencott
([4]) et Raugi ([67]). Liao ([61], [60])adapte ce travail dans le cadre des processus
de Lévy dans un groupe de Lie semi-simple et montre, entre autre, la convergence
de nt sous des hypothèses d’irreductibilité et de contraction analogue à celles pour
les marches aléatoires. La difficulté est de montrer que ces conditions sont vérifiées
à partir de la donnée du générateur du processus de Lévy. Pour cela, Liao donne
des conditions suffisantes qui peuvent s’appliquer et nous pouvons alors décrire le
comportement asymptotique pour une large classe de processus de Dudley com-
prenant les diffusions. Géométriquement, le processus de Dudley dans l’espace-
temps de Sitter converge vers un point du bord causal de dSd+1 qui s’identifie à la
sphère Sd. La nappe dSd+1 ⊂ R1,d+1 se projette dans Pd+1R sur le complémentaire
d’une boule et le dessin suivant présente le comportement asymptotique de la tra-
jectoire d’une diffusion de Dudley dans le fibré T 1dSd+1 (les vitesses sont dans
T 1
· dSd+1 ⊂ Hd+1 qui s’identifie à l’intérieur de la boule).

θ∞

H
d+1

dSd+1

Sd
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L’espace-temps Anti-de-Sitter se projette dans P
d+1

R en un ouvert dont le bord est
l’image d’une quadrique de signature (+, +,−, . . . ,−) homéomorphe à S1 × Sd−1

muni d’une structure Lorentzienne conforme, appelé univers d’Einstein et noté
Eind. On montre que les trajectoires des processus de Dudley dans Anti-de-Sitter
sont asymptotiques à un hyperplan de codimension 2 tangent à Eind en un cercle
de lumière. Pour obtenir la dynamique asymptotique du flot invariant à gauche
associé à gt dans le groupe d’isométrie, il faut préciser la vitesse de convergence de
nt vers n∞. Cela peut s’obtenir en supposant une condition d’intégrabilité de la
mesure de Lévy qui permet d’obtenir la convergence du taux −(log at)/t vers un
H∞ déterministe appartenant à la chambre de Weyl associée à la décomposition
d’Iwasawa. Les coefficients de Lyapunov du flot sont alors donnés par les valeurs
propres de ad(H∞) et la distribution des sous-espaces du spectre s’obtient à par-
tir des sous-espaces propres de ad(H∞). Précisément, on obtient les théorèmes
suivants

Théorème 12 (Spectre de Lyapunov dans dSd+1). Dans le cas de l’espace-temps
de de Sitter dSd+1, il existe un réel positif α > 0 et deux sous-algèbres de Lie
aléatoires V − ⊂ V 0 ⊂ Lie(PSO(1, d+1)) tels que pour une métrique ‖·‖ invariante
à gauche et pour g ∈ G, v ∈ Lie(PSO(1, d + 1)) on a :

lim
t→∞

1

t
log ‖Dφt(g) · gv‖ =






α si v ∈ Lie(G) \ V 0

0 si v ∈ V 0 \ V −

−α si v ∈ V − \ {0}

Théorème 13 (Spectre de Lyapunov dans AdSd+1). Dans le cas de l’espace-temps
Anti-de-Sitter AdSd+1, il existe α4 > α3 ≥ α2 ≥ α1 > 0 et huit sous-algèbres
aléatoires V −

4 ⊂ · · · ⊂ V −
1 ⊂ V 0 ⊂ V +

1 ⊂ · · · ⊂ V +
3 ⊂ Lie(PSO(2, d)) tels que

pour une métrique ‖ · ‖ invariante à gauche et pour g ∈ G, v ∈ Lie(PSO(2, d)) on
a :

lim
t→∞

1

t
log ‖Dφt(g) · gv‖ =






αi si v ∈ V +
i \ V +

i−1 i = 1, . . . , 4
0 si v ∈ V 0 \ V −

1

−αi si v ∈ V −
i \ V −

i+1 i = 1, . . . , 4

en posant V +
0 := V 0, V +

4 := Lie(G) et V −
5 := {0}.

Nous avons néanmoins tenu à présenter les calculs explicites pour déterminer
le spectre de Lyapunov des diffusions. On illustre, en outre, la méthode de Raugi
pour calculer la frontière de Poisson des diffusions de Dudley dans de Sitter et
obtenons le résultat suivant :

Théorème 14. La tribu invariante de la diffusion gt dans PSO(1, d + 1) est
engendrée par la variable asymptotique θ∞. Plus précisément nous avons Inv{gt} =
σ(θ∞) aux ensembles Pg-négligeables près, pour tout g ∈ G.
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Chapitre 1

Une condition de cône de
Poincaré dans le groupe de
Poincaré

1.1 Introduction

A l’instar du mouvement Brownien euclidien, invariant par rotation et réflexion,
Dudley montre, au début des années 60 ([28]), qu’il n’existe pas de diffusion dans
l’espace de Minkowski (R1,d) invariante par transformation lorentzienne. Le bon
espace d’état est en fait l’espace des phases H × R1,d 1 et Dudley montre que le
seul processus de Markov, de genre temps, continu sur cet espace et invariant
par transformation lorentzienne est (ξ̇s,

∫
ξ̇sds) où ξ̇s est un mouvement brownien

hyperbolique. Dudley obtient également le comportement asymptotique de cette
diffusion. Bien que les physiciens s’intéressent à des modèles de diffusions rela-
tivistes (dans le cadre par exemple d’une théorie de Boltzmann relativiste), les
travaux de Dudley n’ont pas immédiatement connu de suite dans la communauté
mathématique. Il faut, en effet, attendre les travaux de Franchi et Le Jan ([39])
pour avoir une généralisation naturelle courbe de cette diffusion dans le cadre de
la relativité générale et Bailleul ([6]) pour avoir une description complète de la
frontière de Poisson (de la diffusion de Dudley). La théorie du potentiel associée à
cette diffusion relativiste reste cependant encore incomplète.

L’objectif de ce chapitre est d’établir un critère d’effilement local de Wiener
pour la diffusion relativiste de Dudley. Ce critère permet de décrire la régularité,
pour cette diffusion, d’un point relativement à une partie de H × R1,d, c’est-à-
dire de savoir si la diffusion, partant de ce point, atteint immédiatement, presque
sûrement, cette partie. Ce critère, qui est bien connu depuis longtemps ([12]) pour

1. H est la nappe hyperbolique.
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le mouvement Brownien euclidien (et plus généralement pour les diffusions ellip-
tiques), résulte du comportement de la fonction de Green sur la diagonale.

Cependant, la diffusion de Dudley est hypoelliptique, avec une dérive, et le
comportement de sa fonction de Green sur la diagonale n’est a priori pas connu.
En effet, comme le rappelle la section 1.3, le résultat le plus général concernant
l’explosion d’une fonction de Green sur la diagonale est celui que Ben Arous et
Gradinaru ont obtennu dans [15] ; il concerne des diffusions sous-elliptiques sans
dérive. Les auteurs montrent, par un exemple, les difficultés qui apparaissent en
présence d’une dérive : la fonction de Green peut ne pas exploser sur la diagonale.

Leur preuve s’appuie sur un développement de Taylor du flot stochastique
obtenu par Castell dans [19] et sur des estimées à priori de la fonction de Green
obtenu par Nagel-Stein-Wainger dans [64].

Les parties 1.4 et 1.5 proposent une réécriture de leur preuve, en apportant
quelques simplifications et précisions et en prenant en compte une dérive. On
aboutit alors au théorème 5 qui, s’il est loin de résoudre le problème général du
comportement sur la diagonale d’une fonction de Green hypoelliptique avec dérive,
fournit néanmoins une bonne estimation lorsque le support de la diffusion est
connu.

Ceci étant le cas pour la diffusion de Dudley, que l’on voit comme projection
de la diffusion relativiste sur le groupe de Poincaré, on obtient, dans la partie 1.6,
un critère d’effilement de Wiener.
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1.2 Rappels sur la fonction de Green

On rappelle, dans cette partie, la notion d’hypoellipticité d’un opérateur,
la fonction de Green associée et le lien avec les diffusions. M est une
variété lisse de dimension d.

1.2.1 De l’analyse

Dans [48], Hörmander montre le célèbre théorème :

Théorème 1. Soit une famille (X1, . . . , Xm, X0) de champs de vecteurs lisses sur
M(d) vérifiant la condition, en tout point x :

Lie(X1, . . . , Xm, X0)|x = TxM, (H)

Alors l’opérateur du second ordre :

L =
1

2

m∑

i=1

(Xi)
2 + X0, (1.1)

est hypoelliptique ; c’est-à-dire que toute distribution u est C∞ dans un ouvert dès
que Lu l’est dans cet ouvert.

Comme il est rappelé dans [17], une application du théorème du graphe fermé
fournit le :

Corollaire 1. Sur l’espace des solutions u de Lu = 0 sur un ouvert U , la topologie
C∞ cöıncide avec la topologie de la convergence au sens des distributions.

Pour un tel opérateur tel qu’en outre, en chaque point x ∈ M, l’un au moins
des Xi(x), i ∈ {1, . . . , m}, est non nul, Bony montre dans [17] :

Théorème 2. Il existe une base de la topologie de M formée d’ouverts pour les-
quels il y a existence et unicité de la solution du problème de Dirichlet ; c’est-à-dire
que pour ω ouvert de cette base, ϕ continue sur ∂ω et f continue sur ω̄, il existe
une unique solution continue sur ω̄ telle que :

Lu = f dans ω (1.2)

u = ϕ sur ∂ω. (1.3)
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On définit alors l’opérateur de Green G de C(ω̄) dans C(ω̄) qui à toute fonction
f fait correspondre la solution u = Gf de :

Lu = f dans ω (1.4)

u = 0 sur ∂ω. (1.5)

Bony montre alors, toujours sous l’hypothèse (H) :

Théorème 3. Il existe une fonction G(x, y), dite fonction de Green, positive et de
classe C∞ dans le complémentaire de la diagonale de ω × ω telle que, pour toute
fonction f continue sur ω̄, on ait :

Gf(x) =

∫
G(x, y)f(y)dy. (1.6)

Remarque 1. L’opérateur et la fonction de Green dépendent de l’ouvert ω ; on
devrait donc noter Gω. De plus pour x ∈ ω, la fonction Gω(x, ·) est une solu-
tion fondamentale dans ω de l’opérateur dual L∗ associé à L. C’est-à-dire que
L∗Gω(x, ·) = δx dans ω au sens des distributions. Si maintenant ω′ est un ou-
vert régulier contenant ω on a également L∗Gω′(x, ·) = δx dans ω de sorte que
L∗(Gω(x, ·) − Gω′(x, ·)) = 0 dans ω. Ainsi Gω(x, ·) et Gω′(x, ·) ne diffèrent, dans
ω, que par une fonction C∞ et l’étude de la singularité en x ne va pas dépendre
de l’ouvert régulier ω contenant x.

1.2.2 Aux probabilités

Donnons maintenant une interprétation probabiliste à la fonction de Green de
l’opérateur L. Soit Bs = (Bi

s)i=1,...,m un mouvement brownien de R
m.

On considère l’équation différentielle stochastique de Stratonovich suivante :

dxs =

m∑

i=1

Xi(xs) ◦ dBi
s + X0(xs)ds. (1.7)

On rappelle la propriété suivante ([49]).

Proposition 1. La solution xs de (1.7) est une diffusion sur M de générateur L.

L’opérateur de Green de ω s’exprime en fonction de xt par l’égalité, pour x ∈ ω :

Gf(x) = Ex

[∫ τ

0

f(xt)dt

]
(1.8)

= Ex

[∫ ∞

0

f(xt∧τ )dt

]
, (1.9)
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où τ = inf{s > 0; xs ∈ ωc} est le temps de sortie de ω.
Si xt∧τ possède une loi qui admet une densité pt(x, y) par rapport à la mesure

de Lebesgue on obtient :

G(x, y) =

∫ +∞

0

pt(x, y)dt. (1.10)

Une condition plus forte que (H) pour garantir l’existence de pt(x, y) est que
l’opérateur L−∂t sur M×R, vérifie lui même (H). Cette condition est équivalente
à la condition sur les crochets suivante :

Vect
(
XJ(x), J *= (0)

)
= TxM, (H’)

où J est un multi-indice (j1, . . . , jn) ∈ {0, . . . , m}n de longueur arbitraire et XJ

désigne le crochet [Xj1 , [Xj2, [. . . , [Xjn−1, Xjn]] . . . ] et X(j) := Xj.

1.3 État de l’art de l’estimation d’une fonction

de Green sur la diagonale

On présente dans cette partie les résultats connus concernant l’es-
timation d’une fonction de Green sur la diagonale et on énonce le
théorème que l’on va montrer dans les parties 1.4 et 1.5.

Il est question du comportement local au voisinage de la diagonale de la fonction
de Green. La connaissance de ce comportement va permettre d’établir un critère
d’effilement de Wiener qui détermine les points réguliers des ouverts. L’étude des
opérateurs L s’inscrit ainsi dans le cadre de la théorie du potentiel et nous nous
concentrons sur une propriété locale.

Le laplacien d’une variété riemannienne a beaucoup été (et est toujours) étudié.
C’est le prototype des opérateurs elliptiques (du type (1.1)) qui vérifient l’hy-
pothèse, en tout point x :

Vect (X1(x), . . . , Xm(x)) = TxM. (E)

Ces opérateurs vérifient (H ′), et donc a fortiori (H), et la fonction de Green s’écrit
comme en (1.10). Le comportement de la fonction de Green au voisinage de la
diagonale est bien compris ; c’est celui du Laplacien classique sur Rd ; pour d ≥ 3 :

G(x, y) ∼
y→x

cx

ρ(x, y)d−2
,

où ρ(x, y) désigne la distance Riemannienne.
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Une classe intermédiaire entre celle des opérateurs elliptiques et celle des opérateurs
hypoelliptiques est celle des opérateurs sous-elliptiques qui vérifient la condition
plus forte que (H) :

Lie(X1, . . . , Xm)|x = TxM, (SE)

en tout point x. Afin de décrire l’éventuelle explosion de la fonction de Green
sur la diagonale, on dispose du travail de Nagel, Stein et Wainger effectué dans
[64], qui associent à la famille de champs de vecteurs (X1, . . . , Xm) une distance
sous-riemannienne ρ(x, y) définie au moyen de courbes horizontales (cf appendice).

Ils établissent, en corollaire du théorème 5 de [64], l’estimation a priori suivante :

|G(x, y)| ≤ C
ρ2(x, y)

|B (x, ρ(x, y)) | .

Dans [20], Chaleyat-Maurel et Le Gall se sont intéressés au cas de champs de
vecteurs X1, X2 sur R3 tels que (X1, X2, [X1, X2]) engendrent R3. Ils ont obtenus
que la fonction de Green de l’opérateur L = 1

2
(X2

1 + X2
2 ) + X0 vérifie :

lim
ε→0

sup
‖x−y‖<ε

∣∣G(x, y)J(x)D(x, y)2 − 1
∣∣ = 0,

où J(x) = | det (X1(x), X2(x), [X1, X2](x)) | et D(x, y) est une pseudo-distance
localement équivalente à la distance sous-riemannienne ρ(x, y) dans le cas où X0 =
0. En absence de dérive, on peut donc remplacer D par ρ.

Pour établir cette estimation fine, Chaleyat-Maurel et Le Gall s’appuient sur
l’estimée a priori de [64] et comparent la fonction de Green à celle d’un pro-
cessus appelé “tangent”, introduit par Ben Arous dans [14] pour l’étude d’un
développement asymptotique du noyau de la chaleur hypoelliptique sur la diago-
nale. Une formule de Taylor stochastique établie par Azencott dans [5] est alors
utilisée.

Le résultat d’Azencott constitue le fondement du travail de Castell réalisé dans
[19] qui établit une formule de Taylor pour le flot stochastique d’une équation
différentielle stochastique.

Dans [15], les auteurs étendent le travail de Chaleyat-Maurel et Le Gall au
cas sous-elliptique général mais sans dérive (X0 = 0) et obtiennent le théorème
suivant :

Théorème 4. Il existe une fonction lisse ψx > 0 telle que :

lim
ε→0

sup
‖x−y‖<ε

∣∣G(x, y)|y|Q(x)−2
x − ψx(θx(y))

∣∣ = 0.
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|y|x est une norme homogène locale autour de x construite à partir des champs
de vecteurs Xi et équivalente à la distance sous-riemannienne ρ(x, y). La fonction
ψx et l’entier Q(x) sont des objets liés à la géométrie locale des champs de vecteurs
(Xi). θx(y) est une variable angulaire unitaire pour la norme homogène | · |x. Tous
ces objets seront décrits plus précisément par la suite.

Pour établir ce résultat, Ben Arous et Gradinaru utilisent les estimations a
priori de [64] et le développement de Taylor du flot stochastique de Castell.

Un corollaire immédiat du théorème 4 est la double inégalité suivante pour un
tout petit voisinage Ux de x :

∃α > 0, ∃β > 0, ∀y ∈ Ux
α

|y|Q(x)−2
x

≤ G(x, y) ≤ β

|y|Q(x)−2
x

.

Ce genre d’inégalité permet d’obtenir des résultats de théorie du potentiel local
de l’opérateur L ; en particulier une estimation des capacités de petits compacts
au voisinage de x ou bien un test d’effilement de Wiener local.

Dans [45], Gradinaru donne une idée de ce qui se passe en présence d’une dérive
X0. Il donne un exemple où il n’y a pas explosion de la fonction de Green. Plus
précisément, lorsque (X1, . . . , Xm) engendrent librement l’algèbre de Lie g(m, r)
libre nilpotente d’ordre r et que X0 est dans le centre de celle-ci, on a alors le
résultat suivant sur la fonction de Green de la diffusion associée sur le groupe de
Lie nilpotent :

lim sup
s→0

G(e, exp(−sX0)(e)) ≤ k. (1.11)

Où e est l’élément neutre du groupe de Lie.
Ainsi, lorsqu’on s’approche de la diagonale par la direction opposée au drift, la

fonction de Green reste bornée.
Un des buts de ce travail est d’étendre le résultat de Ben Arous et Gradinaru

au cas général où (X0, X1, . . . , Xm) vérifient la conditions d’Hörmander (H). Il y a
donc une dérive X0 et nous sommes dans un cadre plus général que sous-elliptique.

Précisément on va montrer le théorème suivant :

Théorème 5. Il existe une fonction lisse ψx ≥ 0 telle que :

lim
ε→0

sup
‖x−y‖<ε

∣∣G(x, y)|y|Q(x)−2
x − ψx(θx(y))

∣∣ = 0.

La fonction ψx est liée a la fonction de Green du processus tangent qui, en
présence d’une dérive, ne visite, en général, qu’un demi espace : ψx pourra s’annuler
sur ce demi-espace.

Ainsi lorsque y approche x selon la direction θx(y) telle que ψx(θx(y)) = 0 on

obtient seulement G(x, y) = o
(

1

|y|Q(x)−2
x

)
. Ce résultat général est moins précis que
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(1.11) mais va dans son sens. Le théorème (5) ne permet donc pas de décrire le
comportement précis de la fonction de Green sur la diagonale mais fournit assez
d’information lorsque le support de la diffusion est connu. Ce qui sera le cas de la
diffusion relativiste du groupe de Poincaré de la partie (1.6).

1.4 Processus tangent et diffusion rééchelonnée

Dans cette partie on introduit les notations et les objets en jeu (pro-
cessus tangent et diffusion rééchelonnée) pour démontrer le théorème 5.

On s’intéresse à une diffusion solution de (1.7) lorsque les champs de vecteurs
satisfont la condition de crochet (H). Nous voulons démontrer un résultat local
sur la diffusion xt engendrée par L. Pour cela nous allons introduire une famille de
diffusions v

(x,ε)
t qui correspondent à des zooms, d’autant plus importants que ε > 0

est plus petit, de xt au voisinage de x ; on les appelle diffusions “rééchelonnées” ;
elles vivent dans le tangent TxM ∼= Rd. Dans l’esprit de [5], on montrera qu’il

existe un développement asymptotique de la forme v
(x,ε)
t = u

(x)
t + εR(x)(ε, t) où le

reste R(x)(ε, t) est borné uniformément en probabilité et où le processus u
(x)
t sera

le processus tangent défini comme combinaisons linéaires d’intégrales de Strato-
novich itérées. Ce processus tangent n’est en général pas une diffusion, mais on
montre qu’il est la projection d’une diffusion et qu’il admet une fonction de Green
notée g(x). En notant G(x,ε) la fonction de Green de la diffusion rééchelonnée et en
utilisant le développement asymptotique et les estimations a priori de [64], on va
montrer la convergence uniforme sur les compacts de Rd \ {0} suivante :

sup
u∈K

∣∣G(x,ε)(0, u) − g(x)(0, u)
∣∣ −→

ε→0
0,

où K est un compact de Rd \ {0}.
De ce résultat découlera simplement le théorème 5. Il suffit pour cela d’écrire

G en fonction de G(x,ε) et de prendre ε = |y|x.
Mais avant de rentrer dans les détails, introduisons quelques notations.

1.4.1 Notations et hypothèses techniques

Pour tout multi-indice J ∈ {0, . . . , m}l, on note :
– |J | la longueur l de J .
– ‖J‖ l’ordre de J :

‖J‖ := |J | + Nombre de zéros dans J.

– XJ := [Xj1 , [Xj2, [. . . , [Xjn−1 , Xjn]] . . . ] et X(j) = Xj (pour |J | = 1) .
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– Si Bt = (B1
t , . . . , B

l
t) est un mouvement Brownien de R

l et si B0
t = t, on note

BJ
t l’intégrale de Stratonovitch itérée suivante :

BJ
t :=

∫

∆l
t

◦dBj1
t1 · · · ◦ dBjl

tl
,

où ∆l
t = {(t1, . . . , tl); 0 < t1 < · · · < tl < t}.

– Si σ est une permutation de {1, . . . , l}, on note J ◦ σ = (jσ(1), . . . , jσ(l)) et
e(σ) = Card{j ∈ {1, . . . , l − 1}; σ(j) > σ(j + 1)} le nombre d’interversions
de σ.

– On note cJ
t la combinaison linéaire d’intégrales de Stratonovitch

itérées suivante :

cJ
t :=

∑

σ∈S|J|

(−1)e(σ)

|J |2Ce(σ)
|J |−1

BJ◦σ−1

t .

– Si X est un champ de vecteurs lisse, on note exp(sX)(x0) la solution au
temps s de l’équation différentielle :






du

ds
= X(u(s))

u(0) = x0.

On introduit également :

Ci(x) = vect
{
XJ(x); ‖J‖ ≤ i

}
.

Puisque nos champs de vecteurs satisfont l’hypothèse (H), il existe un plus petit
entier r(x) tel que Cr(x)(x) = TxM.

On peut toujours trouver B = (J1, . . . , Jd), une famille de multi-indices tels que
(XJ)J∈B est une base triangulaire de Tx, c’est-à-dire que pour j ≤ r, {XJ ; J ∈
B, ‖J‖ ≤ j} est une base de Cj et ainsi dim Cj = Card{k, ‖Jk‖ ≤ j}.

Pour chaque multi-indice L il existe des fonctions lisses aL
J (x) telles que :

XL =
∑

J∈B
aL

J XJ .

On note Q(x) la dimension graduée :

Q(x) =

r(x)∑

i=1

i × (dim Ci(x) − dim Ci−1(x))

=

r(x)∑

i=1

i × Card{k, ‖Jk‖ = i}.
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Hypothèses :

i Nous allons supposer que la géométrie des crochets est localement constante,
c’est-à-dire que tout x admet un voisinage V tel que pour y ∈ V et i ∈
N∗, dim Ci(y) = dim Ci(x). Ainsi r et Q sont localement constants. On dit
également que les points sont normaux pour la famille de champs de vecteurs
(Xi).

ii r ≥ 2

iii dim Ci − dim Ci−1(= Card{k; ‖Jk‖ = i}) ≥ 1, ∀i = 2, . . . , r

iv dim C1(= Card{k; ‖Jk‖ = 1}) ≥ 2.

Les hypothèses ii iii et iv sont techniques et garantissent la convergence de certaines
intégrales qui apparaissent dans la preuve de la proposition 4. Ces hypothèses i,
ii, iii, iv sont vérifiées par la diffusion de Dudley présentée en 1.6.

Il existe un voisinage W de 0 dans Rd tel que l’application :

ϕx : u (→ exp

(
d∑

i=1

uiX
Ji

)
(x)

définisse un difféomorphisme de W sur son image ϕx(W ).

Soit U ⊂ V ∩ ϕx(W ), un voisinage de x. Pour y ∈ U on définit la norme
homogène en x de y = ϕx(u) par :

|y|x :=




r∑

k=1




∑

i,‖Ji‖=k

u2
i





Q
2k





1
Q

.

Pour (ui)i=1,...,d ∈ Rd, on note |u|d :=

[∑r
k=1

(∑
i,‖Ji‖=k u2

i

) Q
2k

] 1
Q

(i.e |ϕx(u)|x =:

|u|d), et ‖u‖ désignera sa norme euclidienne.

Par la suite nous voudrons aussi manipuler des normes homogènes en d’autres
points que x mais assez proches de ce point de référence.

Pour cela on utilise le fait que ϕx dépend continuement de x, et qu’il est donc
possible de prendre U assez petit pour que chaque ϕ−1

y : U → ϕ−1
y (U), où y ∈ U ,

soit un difféomorphisme.

Ainsi, |z|y est bien défini pour z, y ∈ U .

Elle est homogène pour les dilatations Tε : u (→ (ε‖Ji‖ui)i=1...d, c’est-à-dire que :

|ϕx ◦ Tε(u)|x = ε|ϕx(u)|x.
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1.4.2 Le processus tangent

Dans cette section, on introduit le processus tangent, on montre qu’il
est la projection d’une diffusion sur un groupe de Lie universel et qu’il
possède une fonction de Green invariante par dilatation (exprimée par
l’égalité (1.17)).

On définit le processus tangent sur Rd :

u
(x)
t =




∑

L,‖L‖=‖J‖
aL

J cL
t





J∈B

.

Les cL
t sont les combinaisons explicites d’intégrales de Stratonovich itérées in-

troduites précédemment.

Remarque 2. Ce processus tangent dépend de la famille de multi-indices B choi-
sie. Si B′ est une autre famille telle que (XK)K∈B′ est une base triangulaire de
TxM alors il existe des fonctions lisses bJ

K telles que :

XJ =
∑

K∈B′,‖K‖=‖J‖
bJ
KXK .

On a alors l’égalité :

∑

J∈B




∑

L,‖L‖=‖J‖
aL

J cL
t



 XJ =
∑

K∈B′





∑

L,‖L‖=‖K‖




∑

J∈B,‖J‖=‖K‖
bJ
KaL

J





︸ ︷︷ ︸
=ãL

K

cL
t




XK .

Le processus tangent n’est pas une diffusion mais dans l’esprit de [15], on
montre qu’il est la projection d’une diffusion sur un groupe de Lie nilpotent.

En effet, soit G(m,r) l’algèbre de Lie formelle libre engendrée par (Y0, . . . , Ym)
telle que si J est un multi-indice d’ordre ‖J‖ supérieur strictement à r, alors Y J =
0. G(m,r) se décompose en somme directe : V1⊕· · ·⊕Vr où Vi = vect{Y J ; ‖J‖ = i}.

Soit A une famille de multi-indices telle que (Y J)J∈A est une base de Hall,
c’est-à-dire que (Y J)‖J‖=i,J∈A est une base de Vi.

Pour chaque multi-indice L il existe des coefficients constants bK
J universels tels

que :

Y L =
∑

J∈A,‖J‖=‖L‖
bL
JY J . (⋆)
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On note N(m,r) le groupe de Lie nilpotent associé à G(m,r) et e l’élément neutre.
On considère la diffusion ξt sur N(m,r) solution de l’équation stochastique :

dξt =

m∑

i=0

Yi(ξt) ◦ dBi
t, ξ0 = e,

avec toujours la notation B0
t = t.

D’après [19], on a l’expression :

ξt = exp




r∑

k=1




∑

L,‖L‖=k

cL
t Y L







 (e). (1.12)

Ce qui se réécrit avec la base de Hall :

ξt = exp




∑

J∈A




∑

L,‖L‖=‖J‖
bL
J cL

t



Y J



 (e). (1.13)

Cette fois, le processus tangent s’écrit :

ũ
(e)
t :=




∑

L,‖L‖=‖J‖
bL
J cL

t





J∈A

. (1.14)

L’égalité formelle (⋆) est valable pour les champs de vecteurs X tant que ‖L‖ ≤
r et en particulier pour L ∈ B. Ainsi (XL(x))L∈A est une famille génératrice de
TxM et card(A) ≥ card(B).

Posons n := card(A) − card(B) = dimG(m,r) − d et écrivons A = {Ki; i =
1, . . . , d + n} et B = {Ji; i = 1, . . . , d}.

Il existe alors un difféomorphisme ψe de Rd+n dans N(m,r) :

ψe : w (→ ψe(w) = exp

(
d+n∑

i=1

wiY
Ki

)
(e).

Ainsi ũ
(e)
t = ψ−1

e (ξt) et, tout comme ξt, c’est une diffusion satisfaisant la condi-
tion (H) de Hörmander. Nous notons g̃ la fonction de Green du processus

ũ
(e)
t .

Notons px : Rd+n → Rd la projection :

px(w) :=




∑

i,‖Ki‖=‖Jj‖
aKi

Jj
(x)wi





j=1,...d

.
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On a :

XL =
d+n∑

i=1

bL
Ki

XKi

=
∑

i,‖Ki‖≤‖L‖
bL
Ki

XKi

=
∑

i,‖Ki‖≤‖L‖
bL
Ki




∑

j,‖Jj‖≤‖Ki‖
aKi

Jj
XJj





=
∑

j,‖Jj‖≤‖L‖




∑

i,‖Jj‖≤‖Ki‖≤‖L‖
bL
Ki

aKi
Jj



 XJj .

D’où :

aL
Jj

(x) =
∑

i,‖Jj‖≤‖Ki‖≤‖L‖
bL
Ki

aKi
Jj

(x). (1.15)

Il vient alors :

px(ũ
(e)
t ) =




∑

i,‖Ki‖=‖Jj‖
aKi

Jj
(x)




∑

L,‖L‖=‖Ki‖
cL
t bL

Ki









j=1···d

=




∑

L,‖L‖=‖Jj‖
cL
t




∑

i,‖Ki‖=‖Jj‖
aKi

Jj
(x)bL

Ki









j=1,...,d

= u
(x)
t par (1.15).

En écrivant (1.15) avec L = Jl on voit que :

∑

i,‖Ki‖=‖Jj‖
aKi

Jj
(x)bJl

Ki
=

{
1 si l = j
0 si l *= j et ‖Jj‖ ≥ ‖Jl‖

Les vecteurs wl = (bJl
Ki

)i=1,...,d+n sont donc envoyés, par px, sur une famille de
vecteurs échelonnée de Rd. La projection px est donc surjective et il existe alors
sx : Rd+n → Rd+n et qx : Rd → Rd+n linéaires telles que ∀u ∈ Rd, px(qx(u)) =
u, et chaque w ∈ Rd+n se décompose en sx(w) + qx(px(w)). Il existe aussi un
isomorphisme linéaire h : Im(sx) → Rn.

Soit ϕ : Rd → R une fonction continue bornée ; on a :
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E0

[∫ +∞

0

ϕ(u
(x)
t )dt

]
= E

[∫ +∞

0

ϕ(px(ũ
(e)
t ))dt

]

=

∫

Rd+n

ϕ(px(w))g̃(0, w)dw

=

∫

Rd+n

ϕ(px(w))g̃ (0, sx(w) + qx(px(w))) dw

=

∫

u∈Rd

∫

v∈Rn

ϕ(u)g̃
(
0, h−1(v) + qx(u)

) ∣∣det(h−1) · det(qx)
∣∣ dudv

=

∫

u∈Rd

ϕ(u)

(∫

v∈Rn

g̃
(
0, h−1(v) + qx(u)

) ∣∣det(h−1) · det(qx)
∣∣ dv

)
du.

On voit donc que ux
t admet une fonction de Green continue positive, que l’on

note dorénavant g(x)(0, u).
Jusqu’à présent nous mimons le travail de [15] en prenant en compte la présence

d’une dérive. La différence apparait par le fait que les fonctions de Green, en
présence d’un X0, ne seront pas strictement positives mais seulement positives. On
peut penser au cas purement parabolique de la diffusion (Bt, t) dont la fonction
de Green g(x, t) (qui n’est d’autre que la densité gaussienne de N (0, t) pour t > 0
) est nulle sur R ×R−. Il faut prendre en compte le support du processus tangent
défini comme l’ensemble des u ∈ Rd tels que g(x)(0, u) > 0.

Le processus tangent est invariant par changement d’échelle : u
(x)

ε2t a la même

loi que Tε(u
(x)
t ). On en déduit que :

∀f ∈ C∞
c (Rd \ {0}), E

[∫ +∞

0

f(u
(x)

ε2t)dt

]
= E

[∫ +∞

0

f(Tε(u
(x)
t )dt

]
,

On écrit d’une part

E

[∫ +∞

0

f(u
(x)
ε2t)dt

]
=

1

ε2
E

[∫ +∞

0

f(u
(x)
t )dt

]

=

∫

Rd

f(u)
g(x)(0, u)

ε2
du ;

et d’autre part,

E

[∫ +∞

0

f(Tε(u
(x)
t )dt

]
=

∫

Rd

f ◦ Tε(u)g(x)(0, u)du

=

∫

Rd

f(v)g(x)(0, T1/ε(v))
dv

εQ
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Nota Bene : (v = Tε(u) ⇒ dv = εQdu) puisque par définition Q =
∑d

i=1 i ×
Card{k; ‖Jk‖ = i}. (cf notations en 1.4.1)

On a donc l’égalité suivante concernant g(x)(0, u) :

g(x)
(
0, T1/ε(u)

)
= εQ−2g(x)(0, u). (1.16)

Donc en particulier, en prenant ε = 1/|y|x :

g(x)(0, ϕ−1
x (y)) =

1

|y|Q−2
x

g(x)(0, θx(y)), (1.17)

où θx(y) := T1/|y|x(ϕ
−1
x (y)) est une variable angulaire qui vit dans la sphère

unité Sx de TxM muni de la norme homogène | · |d.

1.4.3 Diffusions rééchelonnées

Dans cette partie on introduit les diffusions rééchelonnées et on ex-
prime leurs fonctions de Green en fonction de celle de xt.

Pour pouvoir zoomer sur xt au voisinage de x on introduit la diffusion rééchelonnée :
v

(x,ε)
t := T1/ε ◦ ϕ−1

x (xε
t ), où xε

t est la diffusion solution de

dxε
t =

m∑

i=1

εX2
i (xε

t ) ◦ dBi
t + ε2X0(x

ε
t )dt.

Ce processus est identique en loi à xε2t. La diffusion rééchelonnée v(x,ε) est
définie jusqu’au temps τε de sortie du voisinage ouvert de 0 : Ũε := T1/ε ◦ϕ−1

x (U).
En loi, τε = τ/ε2.

Notons G(ε,x) la fonction de Green, définie sur Ũε × Ũε privée de la diagonale,
de cette diffusion changé d’échelle. Pour u ∈ Ũε et ψ ∈ C0

c (Ũε \ {u}) :

∫

Ũε

ψ(v)G(x,ε)(u, v)dv = Eu

[∫ τε

0

ψ(v
(x,ε)
t )dt

]

= Eϕx◦Tε(u)

[∫ τε

0

ψ
(
T1/ε ◦ ϕ−1

x (xε2t)
)
dt

]

= Eϕx◦Tε(u)

[
ε−2

∫ τ

0

ψ
(
T1/ε ◦ ϕ−1

x (xt)
)
dt

]

= ε−2

∫

U

ψ
(
T1/ε ◦ ϕ−1

x (y)
)
G(ϕx ◦ Tε(u), y)dy

= εQ−2

∫

Ũε

ψ(v)G (ϕx ◦ Tε(u), ϕx ◦ Tε(v)) Jx(Tε(v))dv.
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Où Jx := |Jac(ϕx)|.
On a donc :

G(x,ε)(u, v) = εQ−2Jx(Tε(v))G(ϕx ◦ Tε(u), ϕx ◦ Tε(v)). (1.18)

En particulier, pour y ∈ U ,

G(x, y) =
1

Jx(ϕ−1
x (y))εQ−2

G(x,ε)(0, T1/ε ◦ ϕ−1
x (y)). (1.19)

1.5 Preuve du théorème 5

On énonce précisément le théorème 5 et montre comment sa preuve
se ramène à celle de la proposition 2 qui elle même se déduit de trois
propositions que l’on démontre ensuite. Cette démonstration est sem-
blable à celle que l’on trouve dans [15] à ceci près que l’on travaille ici
avec une dérive (X0) même si celle-ci est un peu cachée dans le forma-
lisme. On apporte néanmoins quelques simplifications (une convergence
uniforme est déduite d’une convergence faible en utilisant simplement
le corollaire 1) et quelques précisions (concernant des interversions de
limites non détaillées dans [15]).

Avec les notations introduites précédemment nous pouvons maintenant préciser
l’énoncé du théorème 5 :

Théorème 5.

lim
ε→0

sup
|y|x<ε

∣∣∣∣G(x, y)|y|Q(x)−2
x − 1

Jx(0)
g(x)(0, θx(y))

∣∣∣∣ = 0.

Afin de montrer ce théorème on va montrer le résultat intermédiaire et fonda-
mental suivant :

Proposition 2. Pour tout compact K de Rd \ {0} nous avons

sup
u∈K

∣∣G(x,ε)(0, u) − g(x)(0, u)
∣∣ −→

ε→0
0.

Preuve du théorème 5 en admettant la proposition 2. Soit η > 0.
Puisque y (→ Jx(ϕ

−1
x (y)) est continue en x et que Jx(ϕ

−1
x (x)) = Jx(0) *= 0 :

∃ε0 > 0, sup
y,|y|x≤ε0

∣∣∣∣
1

Jx(ϕ−1
x (y))

− 1

Jx(0)

∣∣∣∣ ≤ η.
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Soit

K = Sx =





u ∈ R

d;




r∑

k=1




∑

i,‖Ji‖=k

u2
j





Q
2k





1
Q

= 1





,

la sphère unité pour la norme homogène.
Par la proposition 2 :

∃ε1 > 0, ∀ε ≤ ε1 sup
u∈K

∣∣G(x,ε)(0, u) − g(x)(0, u)
∣∣ < η.

Soit ε2 < min(ε0, ε1), en utilisant (1.19) :

sup
|y|x≤ε2

∣∣∣∣G(x, y)|y|Q(x)−2
x − 1

Jx(0)
g(x)(0, θx(y))

∣∣∣∣

≤ sup
|y|x≤ε2

∣∣∣∣
1

Jx(ϕ−1
x (y))

G(x,|y|x)(0, θx(y)) − 1

Jx(0)
g(x)(0, θx(y))

∣∣∣∣

≤ sup
|y|x≤ε2

∣∣∣∣

(
1

Jx(ϕ−1
x (y))

− 1

Jx(0)

)
G(x,|y|x)(0, θx(y))

∣∣∣∣+

1

Jx(0)
sup

|y|x≤ε2

∣∣G(x,|y|x)(0, θx(y)) − g(x)(0, θx(y))
∣∣

≤ η sup
ε≤ε2,u∈K

|G(x,ε)(0, u)| + 1

Jx(0)
sup

ε≤ε2,u∈K

∣∣G(x,ε)(0, u) − g(x)(0, u)
∣∣

≤ η(η + sup
u∈K

|g(x)(0, u)|) +
1

Jx(0)
η.

Cela prouve bien le théorème 5.

Il reste donc à montrer la proposition 2. On adapte la démonstration de
[15].

La fonction de Green G(x,ε) est harmonique sur K pour l’opérateur hypo-
elliptique L̃ε(g) := L(g ◦ T1/ε ◦ ϕ−1

x ). Le corollaire 1 indique que pour montrer
la proposition 2, il suffit de montrer la convergence au sens des distribu-
tions.

Soit donc f une fonction C∞ à support compact K dans Rd \ {0} ; il suffit de
montrer la convergence vers 0 lorsque ε → 0 de :

∣∣∣∣
∫

f(u)G(x,ε)(0, u)du −
∫

f(u)g(x)(0, u)du

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣E
[∫ τε

0

f(v
(x,ε)
t )dt −

∫ +∞

0

f(u
(x)
t )dt

]∣∣∣∣ .
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Pour cela on écrit, pour un T > 0 fixé :

∣∣∣∣E
[∫ τε

0

f(v
(x,ε)
t )dt −

∫ +∞

0

f(u
(x)
t )dt

]∣∣∣∣

=

∣∣∣∣E
[
1T≤τε

∫ T

0

(
f(v

(x,ε)
t ) − f(u

(x)
t )

)
dt + 1T≤τε

∫ τε

T

f(v
(x,ε)
t )dt −

∫ +∞

T

f(u
(x)
t )dt+

1T>τε

∫ τε

0

f(v
(x,ε)
t )dt − 1T>τε

∫ T

0

f(u
(x)
t )dt

]∣∣∣∣

≤ E

[
1T≤τε

∫ T

0

|f(v
(x,ε)
t ) − f(u

(x)
t )|dt

]
+ E

[
1T≤τε

∫ τε

T

|f(v
(x,ε)
t )|dt

]
+

E

[∫ +∞

T

|f(u
(x)
t )|dt

]
+ 2‖f‖∞TP(T ≥ τε).

On va montrer les propositions suivantes :

Proposition 3. T étant un réel > 0,

lim
ε→0

E

[
1T≤τε

∫ T

0

|f(v
(x,ε)
t ) − f(u

(x)
t )|dt

]
= 0.

Proposition 4.

lim
T→+∞

E

[∫ +∞

T

|f(u
(x)
t )|dt

]
= 0.

Proposition 5.

lim inf
T→+∞

lim sup
ε→0

E

[
1T≤τε

∫ τε

T

|f(v
(x,ε)
t )|dt

]
= 0.

Une fois ces propositions démontrées, et en remarquant qu’à T fixé,

P(T ≥ τε) −→
ε→0

0,

la convergence en 0 de

∣∣∣∣E
[∫ τε

0

f(v
(x,ε)
t )dt −

∫ +∞

0

f(u
(x)
t )dt

]∣∣∣∣

est alors immédiate.
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1.5.1 Preuve de la proposition 3

Cette proposition fait le lien entre les diffusions rééchelonnées et le
processus tangent : c’est un développement de Taylor stochastique qui
fait fonctionner la preuve.

On commence par démontrer le lemme suivant, qui repose sur le développement
de Taylor du flot stochastique obtenu dans [19] :

Lemme 1. Si R(x)(ε, t) est défini par v
(x,ε)
t = u

(x)
t +εR(x)(ε, t) alors il existe α > 0

et c > 0 tels que pour tout R > c :

lim
ε→0

P

(
sup

0≤s≤T
‖R(x)(ε, s)‖ > R, T < τε

)
≤ exp

(
−Rα

cT

)
.

Démonstration du lemme 1. On veut un développement à l’ordre 1 en ε de v
(x,ε)
t :=

T1/ε ◦ ϕ−1
x (xε2t) ; pour cela on va chercher un développement asymptotique de xε2t

à l’ordre r + 1.
On peut choisir l’ouvert U assez petit pour pouvoir se placer dans une carte

de M. On note toujours Xi les champs de vecteurs et xt la diffusion étudiée, bien
que ces symboles désignent maintenant des vecteurs de Rd. D’après le théorème
4.1 de [19] on a le développement de Taylor :

xε2t = exp




r∑

k=1

∑

L,‖L‖=k

εkcL
t XL



 + εr+1R̃(ε, t)

= exp




r∑

k=1

∑

L,‖L‖=k

εkcL
t

d∑

i=1

aL
Ji

XJi



 + εr+1R̃(ε, t)

= exp




d∑

i=1




∑

L,‖Ji‖≤‖L‖≤r

ε‖L‖aL
Ji

cL
t



 XJi



 + εr+1R̃(ε, t). 2 (1.20)

Le reste R̃ est borné en probabilité. Plus précisément, il existe α > 0, c > 0 tels
que :

∀R > c, lim
ε→0

P

[
sup

0≤s≤T
‖R̃(ε, s)‖ ≥ R

]
≤ exp

(
−Rα

cT

)
. 3 (1.21)

Supposons un instant que les coefficients (aL
J ) sont constantes (ce qui est le cas si

les Xi sont des champs de vecteurs invariants sur un groupe de Lie). En composant

2. On rappelle que puisque (XJ)J∈B est une base triangulaire, aL

J
= 0 dès que ‖L‖ < ‖J‖.

3. On note ‖ · ‖ la norme euclidienne sur Rd.
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(1.20) avec ϕ−1
x , il vient :

ϕ−1
x (xε2t) =




∑

L,‖Ji‖≤‖L‖≤r

ε‖L‖aL
Ji

cL
t





i=1,...,d

+ εr+1R̂(ε, t) (1.22)

avec ‖R̂(ε, t)‖ ≤ ‖Dϕ−1‖∞‖R̃(ε, t)‖, et R̂(ε, t) est borné en probabilité comme
R̃(ε, t).

Puis en composant (1.22) avec la dilatation T1/ε, il vient

v
(x,ε)
t = T1/ε ◦ ϕ−1

x (xε2t)

=




∑

L,r≥‖L‖≥‖Ji‖
ε‖L‖−‖Ji‖aL

Ji
cL
t





i=1,...,d

+ εR̄(ε, t) 4

= u
(x)
t + ε








∑

L,r≥‖L‖>‖Ji‖
ε‖L‖−‖Ji‖−1aL

Ji
cL
t





i=1,...,d

+ R̄(ε, t)



 .

D’après les propriétés P1 et P2 p238 de [19], il existe α′, c′ > 0 tels que, pour
ε ≤ 1 :

∀R > c′, P



 sup
0≤t≤T

∥∥∥∥∥∥




∑

L,r≥‖L‖>‖Ji‖
ε‖L‖−‖Ji‖−1aL

Ji
cL
t





i=1,...,d

∥∥∥∥∥∥
> R



 ≤ exp

(
−Rα′

c′T

)
.

(1.23)

Avec (1.21) et (1.23) et le fait qu’il existe C > 0 tel que (∀t ≤ T ) ‖R̄(ε, t)‖ ≤
C‖R̃(ε, t)‖, le lemme 1 est démontré.

Dans le cas où les (aL
J ) ne sont pas constant le résultat demande plus de travail

mais reste vrai et repose essentiellement sur l’hypothèse de géométrie des crochets
constante : (XJ(y))J∈B forme une base de TyU pour y dans U . La preuve est
détaillée dans [70].

Démonstration de la proposition 3. Soit η > 0 ; le lemme 1 indique qu’il existe
ε0 > 0 et R > 0 tels que pour tout ε < ε0 :

P

(
sup

0≤s≤T
‖R(x)(ε, s)‖ > R, T < τε

)
≤ η

2T‖f‖∞
.

4. Pour ε ≤ 1, ‖R̄(ε, t)‖ ≤ ‖R̂(ε, t)‖.
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Ainsi :

E

[
1T≤τε

∫ T

0

|f(v
(x,ε)
t ) − f(u

(x)
t )|dt

]
= E



1(

sup
0≤s≤T

‖R(x)(ε,s)‖>R, T≤τε

)

∫ T

0

|f(v
(x,ε)
t ) − f(u

(x)
t )|dt





+ E



1(

sup
0≤s≤T

‖R(x)(ε,s)‖≤R, T≤τε

)

∫ T

0

|f(v
(x,ε)
t ) − f(u

(x)
t )|dt





≤ η + εTR‖Df‖∞.

Et donc, pour tout η > 0 :

lim sup
ε→0

E

[
1T≤τε

∫ T

0

|f(v
(x,ε)
t ) − f(u

(x)
t )|dt

]
≤ η.

1.5.2 Preuve de la proposition 4

Cette proposition ne concerne que le processus tangent ; on reprend
notamment les notations de la section 1.4.2 dans laquelle il est exprimé
comme projection d’une diffusion d’un groupe de Lie.

Pour montrer la proposition 4, il suffit de montrer que :

E

[∫ +∞

0

1B(0,ρ)(u
(x)
t )dt

]
< ∞, (1.24)

où B(0, ρ) est la boule de rayon ρ pour la norme homogène |u|d =

[∑r
k=1

(∑
i,‖Ji‖=k u2

i

) Q
2k

] 1
Q

.

Rappelons que u
(x)
t est la projection d’une diffusion ũ

(e)
t qui est le processus

tangent de la diffusion ξt sur le groupe de Lie nilpotent N(m,r) (cf (1.13) et (1.14)).
On a donc :

E

[∫ +∞

0

1B(0,ρ)(u
(x)
t )dt

]
=

∫

B(0,ρ)

g(x)(0, u)du

=

∫

p−1
x (B(0,ρ))⊂Rd+n

g̃(0, ũ)dũ.

On note Q̃ :=
∑m

i=1 i dim Vi, et T̃ε(ũ) = (ε‖Ki‖ũi)i=1,...,d+n. On a par propriété
de rééchelonnement des processus tangents (comme en (1.16)) :

g̃
(
0, T̃ε(ũ)

)
= ε2−Q̃g̃(0, ũ).
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Ainsi en prenant 1/ε = |ũ|d+n :=

[
∑r

k=1

(∑
i,‖Ki‖=k ũ2

i

) Q̃
2k

] 1
Q̃

on obtient la majo-

ration a priori :

|g̃(0, ũ)| ≤ c

|ũ|Q̃−2
d+n

.

Il suffit de montrer que :
∫

p−1
x (B(0,ρ))

1

|ũ|Q̃−2
d+n

dũ < ∞.

Ce résultat technique est démontré dans l’appendice de [15] avec les hypothèses
sur les dimensions suivantes :

1. r ≥ 2

2. dim Ci − dim Ci−1(= Card{k; ‖Jk‖ = i}) ≥ 1 ∀i = 2, . . . , r

3. dim C1(= Card{k; ‖Jk‖ = 1}) ≥ 2.

Cela impose notamment que Q ≥ 4.

Remarque 3. Le cas elliptique où r = 1 ne semble donc pas pris en compte. On
sait néanmoins que le théorème 5 reste vrai dans ce cas lorsque d ≥ 3 (dans le cas
elliptique Q=d).

1.5.3 Preuve de la proposition 5

Commençons par écrire, grâce à la propriété de Markov :

E0

[
1T<τε

∫ τε

T

|f(v
(x,ε)
t )|dt

]
= E

[
1T<τεEv

(x,ε)
T

[∫ τε

0

|f(v
(x,ε)
t )dt

]]

= E0

[

1T<τε

∫

T1/ε◦ϕ−1
x (U)

G(x,ε)(v
(x,ε)
T , v)|f(v)|dv

]

=

∫

T1/ε◦ϕ−1
x (U)

dµ
(x,ε)
T (u)

∫

T1/ε◦ϕ−1
x (U)

G(x,ε)(u, v)|f(v)|dv.

Où µ
(x,ε)
T est la mesure qui a la densité 1T<τε relativement à la loi de v

(x,ε)
T .

Pour u, v ∈ T1/ε ◦ ϕ−1
x (U), on note ux

ε := ϕx ◦ Tε(u). 5

L’égalité (1.18) s’écrit donc :

G(x,ε)(u, v) = εQ−2Jx(Tε(v))G(ux
ε , v

x
ε ),

5. Ne pas confondre avec u
(x)
ε qui désigne le processus tangent au temps ε.
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et en utilisant la proposition 10 de l’appendice, il existe C > 0 tel que pour tout
ε > 0 : ∫

T1/ε◦ϕ−1
x (U)

G(x,ε)(u, v)|f(v)|dv ≤
∫

B(0,ρ)

CεQ−2

|vx
ε |Q−2

ux
ε

dv,

où ρ est tel que le support de f soit contenu dans la boule B(0, ρ).
On montre le :

Lemme 2. Soit R > 0 ; il existe ε0 > 0 et c > 0 tels que pour tous ε < ε0 et u de
norme ≥ R dans Rd, on ait :

∫

B(0,ρ)

εQ−2

|vx
ε |Q−2

ux
ε

dv ≤ c.

De plus,

lim
‖u‖→∞

∫

B(0,ρ)

εQ−2

|vx
ε |Q−2

ux
ε

dv = 0,

uniformément en ε.

Démonstration. Pour u = 0, c’est-à-dire ux
ε = x, εQ−2

|vx
ε |Q−2

ux
ε

= 1

|ϕx(v)|Q−2
x

= 1

|v|Q−2
d

.

Le lemme (A-1) de l’appendice de [15] indique que
∫

B(0,ρ)
dv

|v|Q−2
d

est finie et

majorée par une constante ne dépendant que de ρ.
Puisque la famille de difféomorphismes ϕ−1

y varie continuement avec y ∈ U ,
il existe un voisinage Ux de x, une constante C > 0 et un ε0 > 0 tel que pour
tout y ∈ Ux et ε < ε0, B(0, ερ) ⊂ ϕ−1

x (U) ∩ ϕ−1
y (U) et pour chaque w ∈ B(0, ερ),

|ϕ−1
y ◦ ϕx(w)|d ≥ C|w|d.
On a alors :

sup
y∈Ux

∫

B(0,ρ)

εQ−2

|vx
ε |Q−2

y

dv = sup
y∈Ux

∫

B(0,ρ)

εQ−2

|ϕ−1
y (vx

ε )|Q−2
d

dv

= sup
y∈Ux

∫

B(0,ρ)

εQ−2

|ϕ−1
y ◦ ϕx ◦ Tε(v)|Q−2

d

dv

≤ C̃

∫

B(0,ρ)

εQ−2

|Tε(v)|Q−2
d

dv

≤ C̃

∫

B(0,ρ)

dv

|v|Q−2
d

. (1.25)

Soit maintenant ε1 > 0 tel que ∀ε < ε1 et ∀u ∈ R
d, ‖u‖ ≤ R, on ait ux

ε ∈ Ux.
Selon (1.25), il existe une constante c tel que pour ε < min(ε0, ε1) et pour tout
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u ∈ R
d, ‖u‖ ≤ R : ∫

B(0,ρ)

εQ−2

|vx
ε |Q−2

ux
ε

dv ≤ c.

C’est le premier point du lemme.
Pour le deuxième point, on utilise l’inégalité triangulaire (1.42) 49 et la com-

paraison avec une norme euclidienne (1.43) 49 démontrées dans l’appendice. Pour
‖u‖ suffisamment grand pour que 1

c0
|ux

ε |x − |vx
ε |x > 0 :

∫

B(0,ρ)

εQ−2

|vx
ε |Q−2

ux
ε

dv ≤
∫

B(0,ρ)

εQ−2

(
1
c0
|ux

ε |x − |vx
ε |x

)Q−2
dv

≤
∫

B(0,ρ)

1
(

1
c0
|ϕ−1(u)|x − |ϕ−1(v)|x

)Q−2
dv

≤
∫

B(0,ρ)

1
(

c′

c0
‖u‖ − ρ

)Q−2
dv

Cette dernière inégalité prouve la convergence uniforme en ε qu’il fallait démontrer.

Retournons à la preuve de la proposition 5.
Grâce au lemme précèdent on a l’inégalité :

E0

[
1T<τε

∫ τε

T

|f(v
(x,ε)
t )|dt

]
≤ cµ

(x,ε)
T (B(0, R)) + sup

u,‖u‖≥R

∫

B(0,ρ)

CεQ−2

|vx
ε |Q−2

ux
ε

dv

︸ ︷︷ ︸
−→

R→+∞
0

.

Pour finir de démontrer la proposition 5, il suffit de démontrer le lemme :

Lemme 3. Pour tout R > 0,

lim inf
T→+∞

lim sup
ε→0

µ
(x,ε)
T (B(0, R)) = 0.

Démonstration. Rappelons que par définition,

µ
(x,ε)
T (B(0, R)) = E0

[
1T<τε1B(0,R)(v

(x,ε)
T )

]
.

Soit χ une fonction lisse valant 1 sur B(0, R) et dont le support est dans B(0, R+1) :

µ
(x,ε)
T (B(0, R)) ≤ E0

[
1T<τεχ(v

(x,ε)
T )

]
.
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En utilisant le lemme 1, il est facile de montrer (comme on l’a fait pour montrer
la proposition 3) que :

E0

[
1T<τεχ(v

(x,ε)
T )

]
−→
ε→0

E0

[
χ(u

(x)
T )

]
.

Maintenant, E0

[
χ(u

(x)
T )

]
≤ E0

[
1B(0,R+1)(u

(x)
T )

]
et t (→ E0

[
1B(0,R+1)(u

(x)
t )

]
est une

fonction bornée positive et qui par (1.24) est intégrable, de sorte que

lim inf
T→+∞

E0

[
1B(0,R+1)(u

(x)
T )

]
= 0.

1.6 Critère d’effilement local de Wiener, capa-

cités de petits compacts et test de Poincaré

pour la diffusion relativiste dans le groupe

de Poincaré

Dans cette partie, on va étudier un exemple de diffusion avec dérive
particulier, la diffusion relativiste de Dudley dans un groupe d’isométries
affine Lorentziennes. Le théorème 5 démontré précédemment et la connais-
sance du support de cette diffusion seront suffisants pour établir un
critère d’effilement local de Wiener puis on pourra estimer la capacité
de petits compacts et en déduire un test de Poincaré.

1.6.1 Cadre géométrique

On note R1,d l’espace Rd+1 muni de la forme quadratique de Lorentz :

q(ξ) =
(
ξ0

)2 −
d∑

i=1

(
ξi

)2
.

SO(1, d) est le sous-groupe de SL(Rd+1) préservant q, et on note SO0(1, d) la
composante connexe de l’identité dans SO(1, d). Le groupe de Poincaré est par
définition le groupe connexe affine G := SO0(1, d) × R1,d muni de la loi :

(g, ξ)(g′, ξ′) = (gg′, ξ + gξ′).

G est vu comme le groupe de matrices de taille d + 2 suivant :

G =

{(
g ξ
0 1

)
; g ∈ SO0(1, d), ξ ∈ R

(1,d)

}
.
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SO(1, d) est un groupe de Lie dont l’algèbre de Lie est :

so(1, d) =

{(
0 t(ui)

(ui) (uij)

)
; (ui) ∈ R

d, (uij) ∈ R
d×d; (uji) = −(uij)

}
.

Ainsi, SO0(1, d) = exp(so(1,d)) et G = exp(g) où :

g =









0 t(ui) u0

(ui) (uij) (ui0)
0 0 0



 ; (ui)i=1,...,d ∈ R
d, (uji) = −(uij), (u0, (ui0)i=1,...,d) ∈ R

1,d




 .

1.6.2 La diffusion relativiste

On note pour i = 1, · · · , d, Xi le champ de vecteurs invariant à gauche sur G
défini par :

Xi(g, ξ) = (g, ξ)




0 tei 0
ei 0 0
0 0 0





︸ ︷︷ ︸
:=Ei∈g

.

X0 est le champ de vecteurs invariant à gauche défini par :

X0(g, ξ) = (g, ξ)




0 0 1
0 0 0
0 0 0





︸ ︷︷ ︸
:=E0∈g

.

La diffusion relativiste de Dudley dans G est par définition la diffusion solution
de l’EDS :

d(gs, ξs) =
d∑

i=1

Xi(gs, ξs) ◦ dBi
s + X0(gs, ξs)ds.

Son opérateur associé est :

L =
1

2

d∑

i=1

X2
i + X0.
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Un calcul simple montre que, pour i, j = 1, . . . , d :

[Xi, Xj ](g, ξ) = (g, ξ)




0 0 0
0 ei ⊗ ej − ej ⊗ ei 0
0 0 0





︸ ︷︷ ︸
:=Eij∈g

[Xi, X0](g, ξ) = (g, ξ)




0 0 0
0 0 ei

0 0 0





︸ ︷︷ ︸
:=Ei0∈g

On a donc en chaque point (g, ξ) de G :

vect{X0, Xi, [Xi, Xj], [Xi, X0], i, j = 1, . . . , d} = T(g,ξ)G,

et le théorème d’Hörmander affirme que L est hypoelliptique.
On a même :

[Xi, [Xi, X0]] = X0, (1.26)

de sorte que,

vect{Xi, [Xi, Xj], [Xi, X0], [Xi, [Xi, X0]] i, j = 1, . . . , d} = T(g,ξ)G,

et le théorème d’Hörmander affirme que la loi de la diffusion à l’instant t admet
une densité par rapport à la mesure de Haar sur G.

Avec les notations de la section 1.4 :

C1(g, ξ) =




(g, ξ)




0 t(ui) 0

(ui) 0 0
0 0 0



 ; (ui) ∈ R
d




 (1.27)

C2(g, ξ) =




(g, ξ)




0 t(ui) u0

(ui) (uij) 0
0 0 0



 ; u0 ∈ R, (ui) ∈ R
d, uji = −uji




 (1.28)

C3(g, ξ) = T(g,ξ)G. (1.29)

Ainsi, r(g, ξ) = 3.
Une base triangulaire est (Xi, X0, [Xi, Xj ], [Xi, X0])i<j=1,...,d. La dimension graduée

Q vaut :
Q(g, ξ) = d + 2(d(d − 1)/2 + 1) + 3d = d2 + 3d + 2.
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Les dilatations sur g sont données par :

Tε




0 t(ui) u0

(ui) (uij) (ui0)
0 0 0



 =




0 ε t(ui) ε2u0

ε(ui) ε2(uij) ε3(ui0)
0 0 0



 (1.30)

Et la norme homogène associée est (en l’unité e = (id, 0) ) :

∣∣∣∣∣∣
exp








0 t(ui) u0

(ui) (uij) (ui0)
0 0 0









∣∣∣∣∣∣
e

=

(
(

d∑

i=1

u2
i )

Q/2 + (u2
0 +

∑

1=i<j=d

u2
ij)

Q/4 + (
d∑

i=1

u2
i0)

Q/6

)1/Q

(1.31)

Le processus tangent, qui vit dans g, se calcule aisément et on obtient :

ue
t =





0 B1
t · · · Bd

t t

B1
t

1
2

(∫ t

0
B1

sds −
∫ t

0
s ◦ dB1

s

)

...
(

1
2

(∫ t

0
Bi

s ◦ dBj
s −

∫ t

0
Bj

s ◦ dBi
s

))j=1,...,d

i=1···d

...

Bd
t

1
2

(∫ t

0
Bd

sds −
∫ t

0
s ◦ dBd

s

)

0 0 0 0





(1.32)

La proposition 8 de [6] affirme que la fonction de Green de la diffusion (gs, ξs)
est strictement positive dans le cône du futur de (g0, ξ0) = e :

G(e, (g, ξ)) > 0 ⇐⇒ q(ξ) > 0 et ξ0 > 0.

Le support de T1/ε ◦ exp−1(gε2s, ξε2s) est le cône :

{(g, ξ); (ε2ξ0)2 − ‖ε33ξ‖2 > 0, ξ0 > 0},

qui est d’autant plus évasé que ε est petit.
La proposition 2 montre alors que le support du processus tangent est égal au

demi espace : {(g, ξ) ∈ g; ξ0 > 0}. Résultat qu’on aurait pu obtenir directement.
On appelle alors cône homogène de sommet (g0, ξ0), une partie Ch(g0, ξ0) de

G invariante par les dilatations Tε centrées en (g0, ξ0) telle que l’ensemble “semelle”

{
(g, ξ) ∈ Ch(g0, ξ0); |(g, ξ)|(g0,ξ0) = 1

}

soit un compact du demi-espace :

{
(g, ξ) ∈ G; (ξ − ξ0)

0 > 0
}

.
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Le théorème 5 fournit alors un voisinage de (g0, ξ0) tel que pour toute partie B,
contenue dans un cône homogène, Ch(g0, ξ0), issu de (g0, ξ0), il existe α > 0, β > 0
tels que :

∀(g, ξ) ∈ B,
α

|(g, ξ)|Q−2
(g0,ξ0)

≤ G ((g0, ξ0), (g, ξ)) ≤ β

|(g, ξ)|Q−2
(g0,ξ0)

. (1.33)

Rappel :Q = d(d + 3) + 2.

Remarque 4. La majoration dans l’inégalité (1.33) reste valable même si la se-
melle du cône n’est pas compacte.

1.6.3 Critère d’effilement de Wiener

On dit qu’un point (g, ξ) est régulier par rapport à un ensemble mesurable B
lorsque P(g,ξ)(TB = 0) = 1, où TB = inf{s > 0; (gs, ξs) ∈ B}.

On note Br l’ensemble des points réguliers de B. Par continuité des trajectoires,
B̊ ⊂ Br ⊂ B̄.

Proposition 6. Il existe une unique mesure finie µB portée par Br telle que :

P(g,ξ)[TB < +∞] =

∫
G ((g, ξ), (g′, ξ′)) µB(d(g′, ξ′)).

Démonstration. Il a été montré dans [6] que l’opérateur L admet un adjoint (relati-
vement à la mesure de Haar) qui est sans terme constant. La théorie des processus
duaux décrite dans [16] et rappelée dans [20] peut donc s’appliquer et garantie
l’existence et l’unicité de µB.

On appelle capacité de B, et on note C(B), la masse totale de µB, qui s’écrit
aussi :

C(B) = sup{µ(B); µ ∈ M(B), Gµ ≤ 1}. (1.34)

Où M(B) est l’ensemble des mesures positives finies dont le support est dans B.
Soit λ < 1 ; on note :

Bn =
{
(g, ξ) ∈ B; λn+1 ≤ |(g, ξ)|(g0,ξ0) < λn

}
.

On a le critère d’effilement de Wiener suivant :

Proposition 7 (Critère d’effilement). Soit B une partie de G contenue dans un
cône homogène Ch(g0, ξ0) issu de (g0, ξ0).

Les deux propositions suivantes sont équivalentes :
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(i) Le point (g0, ξ0) est régulier pour B.

(ii) La série
∑

n λd(d+3)nC(Bn) est divergente.

Démonstration. Le schéma de la démonstration est classique et donnée par exemple
dans [12] pour le mouvement brownien dans Rd et dans [41] dans le cas de diffusion
sur un groupe nilpotent. On rappelle brièvement le point clef : La double inégalité
(1.33) permet d’utiliser un lemme de Borel-Cantelli du à Lamperti dans [56], qui
fournit l’équivalence souhaitée.

1.6.4 Capacités des petits compacts et test de Poincaré

Soit H la fermeture d’un domaine borné de g inclus dans








0 t(ui) u0

(ui) (uij) (ui0)
0 0 0



 ∈ g; u0 > 0




 .

On note Hε := exp(Tε(H)) les “petits compacts” dans le futur de e. On va étudier
le comportement de C(Hε) lorsque ε → 0.

Pour cela on a besoin du lemme suivant, où uε et vε désignent deux points
de Hε et θuε(vε) := T1/|vε|uε

(exp−1
uε

(vε)) est l’angle solide, relativement à la norme
homogène, de vε vu depuis uε.

Lemme 4. Les limites suivantes existent :

lim
ε→0

|vε|uε

ε
:= α(u, v) > 0.

lim
ε→0

θuε(vε) := β(u, v) ∈ g − {0}.

Démonstration. Soit u, v ∈ g tels que uε = exp(Tε(u)) et vε = exp(Tε(v)).
On cherche w ∈ g tel que vε = uε×exp(w), i.e exp(w) = exp(−Tε(u)) exp(Tε(v)).
La formule de Campell-Hausdorff s’écrit :

w = Tε(v) − Tε(u) − 1

2
[Tε(u), Tε(v)] (1.35)

+
1

12
([−Tε(u), [−Tε(u), Tε(v)]] + [Tε(v), [Tε(v),−Tε(u)]]) + · · ·

Un calcul simple fournit :

[Tε(v), Tε(u)] =
d∑

i=1

o(ε)Xi +
∑

1≤i<j≤d

(
ε2(uivj − ujvi) + o(ε2)

)
[Xi, Xj ]+

d∑

i=1

(
ε3(viu0 − v0ui) + o(ε3)

)
[Xi, X0] + o(ε2)X0.
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Avec (1.35) on obtient :

wi = ε(vi − ui) + o(ε), w0 = ε2(v0 − u0) + o(ε2),

wij = ε2(vij − uij −
1

2
(viuj − uivj)) + o(ε2),

wi0 = ε3(vi0 − ui0 −
1

2
(uiv0 − u0vi)) + o(ε3).

Par définition de la norme homogène : |vε|uε

ε
= |w|e

ε
et cette quantité converge

lorsque ε tend vers 0 vers la norme homogène α(u, v) *= 0 de :




0 t(vi − ui) (v0 − u0)

(vi − ui) (vij − uij − 1
2
(viuj − uivj)) (vi0 − ui0 − 1

2
(uiv0 − u0vi))

0 0 0



 ∈ g.

De plus, par définition θuε(vε) = T1/|w|e(w) et on a :

lim
ε→0

θuε(vε) = β(u, v)

Où

β(u, v) :=
1

α(u, v)




0 t(vi − ui) (v0 − u0)

(vi − ui) (vij − uij − 1
2
(viuj − uivj)) (vi0 − ui0 − 1

2
(uiv0 − u0vi))

0 0 0



 ∈ g

Notons alors :

q(H) :=
m(H)

maxu∈∂H

∫
H

ψe(β(u,v))
α(u,v)Q−2 m(dv)

.

Rappel : ψx(·) := 1
Jx(0)

g(x)(0, ·) et g(x) est la fonction de Green du processus
tangent en x.

On désigne par m la mesure image de Haar par exp−1. C’est donc une mesure
sur g.

On peut maintenant énoncer la proposition suivante :

Proposition 8 (Capacité des petits compacts).

lim inf
ε→0

C(Hε)

εQ−2
≥ q(H).
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Démonstration. Soit ν := 1Hm et νε := 1HεHaar son image par exp ◦Tε.
Au vu de (1.34), une borne inférieure pour C(Hε) est obtenue dès lors qu’on

a une majoration uniforme de Gνε. Si τ désigne le temps d’entrée dans Hε, pour
(g, ξ) ∈ G :

Gνε(g, ξ) =

∫

Hε

G((g, ξ), (g′, ξ′))Haar(d(g′, ξ′))

= E(g,ξ)

[∫ +∞

τ

1Hε(gt, ξt)dt

]

= E(g,ξ)

[
E(gτ ,ξτ )

[∫ +∞

0

1Hε(gt, ξt)dt

]]

Gνε(g, ξ) = E(g,ξ) [Gνε(gτ , ξτ)] . (1.36)

Il suffit donc de majorer Gνε sur ∂Hε.
Soit uε ∈ ∂Hε, par définition de νε :

Gνε(uε) =

∫

H

G(uε, vε)m(dv),

où vε := exp(Tε(v)).
Soit η > 0. D’après le théorème 5 il existe ε0 > 0 tel que pour ε < ε0 :

∀uε, vε ∈ Hε G(uε, vε) ≤
η + ψuε(θuε(vε))

|vε|Q−2
uε

.

De plus, d’après le lemme 4, il existe ε1 > 0 tel que pour tout ε < ε1 :

∀uε, vε ∈ Hε εQ−2η + ψuε(θuε(vε))

|vε|Q−2
uε

≤ η + ψe(β(u, v))

α(u, v)Q−2
+ η

Ainsi,

∀uε ∈ ∂Hε εQ−2Gνε(uε) ≤
∫

H

(
η + ψe(β(u, v))

α(u, v)Q−2
+ η

)
m(dv).

≤ η × m(H) + max
u∈∂H

∫

H

η + ψe(β(u, v))

α(u, v)Q−2
m(dv).

Par (1.36) on obtient :

‖Gνε‖∞ ≤ 1

εQ−2

(
η × m(H) + max

u∈∂H

∫

H

η + ψe(β(u, v))

α(u, v)Q−2
m(dv)

)
.
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Par (1.34), on déduit :

C(Hε) ≥
εQ−2νε(Hε)

η × m(H) + maxu∈∂H

∫
H

η+ψe(β(u,v))
α(u,v)Q−2 m(dv)

.

Puisque νε(Hε) = m(H), on obtient après avoir fait tendre η vers 0 :

lim inf
ε→0

C(Hε)

εQ−2
≥ q(H) :=

m(H)

maxu∈∂H

∫
H

ψe(β(u,v))
α(u,v)Q−2 m(dv)

.

Les propositions 7 et 8 ci-dessus fournissent une condition de régularité de type
Poincaré :

Corollaire 2 (Condition de cône de Poincaré). S’il existe un cône homogène issu
de (g0, ξ0) qui est contenu localement dans B, alors ce point est régulier pour B.

Démonstration. Il suffit de remarquer que le sommet d’un cône homogène est
régulier pour celui-ci. En effet, les “tranches” Bn de ce cône sont telles que Bn =
T

(g0,ξ0)
λn (B0) et les capacités C(Bn) sont ainsi, par la proposition 8, de l’ordre de

λn(2−Q). Ainsi, la série
∑

n λ(Q−2)nC(Bn) diverge grossièrement et par la proposition
7 le sommet du cône homogène est régulier.

1.7 Appendice

1.7.1 Sur les estimations a priori et les résultats de [64]

On rappelle le travail de Nagel, Stein et Wainger dans [64]. On suppose que
(XJ)J∈B forme une base de TyM pour tout y ∈ U (la géométrie des champs de
vecteurs est constante). On note ρ la pseudo-distance définie par :

ρ(y, z) = inf{δ > 0; ∃ϕ ∈ C(δ) tq ϕ(0) = y et ϕ(1) = z} (1.37)

Où C(δ) est l’ensemble des fonctions absolument continues telles qu’on ait presque
partout :

ϕ′(t) =
d∑

L,‖L‖≤r

aL(t)XL(ϕ(t)),

avec |aL(t)| < δ‖L‖. Le corollaire p 114 de [64] affirme que lorsque d ≥ 2, pour K
compact de U × U , il existe C > 0 tel que :

∀y, z ∈ K, |G(y, z)| ≤ C
ρ2(y, z)

Vol (B(y, ρ(y, z)))
(1.38)
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et pour J = (j1, . . . , jk) :

∀y, z ∈ K, |Xj1 · · ·Xjk
G(x, y)| ≤ C

ρ2−‖J‖(y, z)

Vol (B(y, ρ(y, z)))
. (1.39)

On a la propriété suivante :

Proposition 9 (Équivalence locale des normes). Il existe un voisinage Ũ ⊂ U de
x et des constantes C1, C2 > 0 tels que :

∀y, z ∈ U ′, C1ρ(y, z) ≤ |z|y ≤ C2ρ(y, z). (1.40)

Démonstration. Nous allons tout d’abord introduire une pseudo-distance intermédiaire
qui est une légère modification de | · |. Comme dans [64], nous notons C3(δ,B) la
classe des fonctions absolument continues φ : [0, 1] → U telles que

φ′(t) =
∑

J∈B
aJXJ(φ(t)),

où les aJ sont des constantes telles que

|aJ | < δ‖J‖.

Définissons, pour y, z ∈ U :

dB(y, z) = inf{δ > 0| ∃φ ∈ C3(δ,B) telle que φ(0) = y, φ(1) = z}.

Rappelons que U a été pris suffisamment petit pour que l’application ϕy soient
un difféomorphisme de ϕ−1

y (U) dans U . Ainsi pour y, z ∈ U , il existe des uniques
contantes (aJ)J∈B telles que

z = exp

(
∑

J∈B
aJXJ

)
(y),

et ainsi
dB(y, z) = max

J∈B
|aJ |1/‖J‖.

Ainsi nous obtenons
dB(y, z) ≤ |z|y ≤ CdB(y, z),

où

C :=

(
r∑

k=1

(dimCk − dimCk−1)
Q/k

)1/Q

.
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Cela nous ramène à montrer que dB est locallement équivalente à ρ. Puisque
C3(δ,B) ⊂ C(δ) nous avons

∀y, z ∈ U, ρ(y, z) ≤ dB(y, z),

et il nous reste à montrer que dB est localement dominée par ρ. C’est essentielle-
ment le résultat contenu dans le lemme 2.16 de [64]. Afin d’appliquer ce lemme
il nous faut introduire quelques notations. Pour un d-uplet B′ de multi-indices de
poids ≤ r, nous notons ‖B′‖ la somme des poids de ses composantes.

‖B′‖ :=
∑

J∈B′

‖J‖.

De plus notons λB′(y) le déterminant de la famille (XJ(y))J∈B′ en y :

λB′(y) := det(XJ(y), J ∈ B′).

Souvenons-nous que le d-uplet B a été choisi tel que (XJ(y))J∈B est une base
triangulaire de TyM. Cela signifie que si B′ est tel que λB′(y) *= 0 alors ‖B‖ ≤ ‖B′‖.
Nous avons de plus

M := sup
B′,y

|λB′(y)| < +∞,

ou le supremum est pris sur tout les y ∈ U et sur l’ensemble fini des d-uplet de
multi-indices de poids ≤ r. Nous avons alors pour un d-uplet B′ de multi-indices,
pour tout y ∈ U et pour δ ∈]0, 1]

|λB′(y)|δ‖B′‖ ≤ Mδ‖B
′‖ ≤ Mδ‖B‖ ≤ M

infz∈U |λB(z)| |λB(y)|δ‖B‖.

Ainsi, en prenant

t :=
infy∈U |λB(y)|

M
> 0,

nous avons

∀y ∈ U, ∀δ ∈]0, 1] |λB(y)|δ‖B‖ ≥ t sup
B′

|λB′(y)|δ‖B′‖.

Nous pouvons désormais appliquer le lemme 2.16 de [64] et trouver un η > 0 et
ε(t) > 0 tels que

∀y ∈ U, ∀δ ∈]0, 1], B(y, ηε(t)δ) ⊂ BB(y, ε(t)δ),

où B et BB sont les boules associées respectivement à ρ et dB. Ainsi, si ρ(y, z) ≤
ηε(t) alors

ρ(y, z) = inf {nε(t)δ, z ∈ B(y, ηε(t)δ)}
≥ η inf {ε(t)δ, z ∈ BB(y, ε(t)δ)}
≥ ηdB(y, z). (1.41)
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Enfin nous pouvons trouver un voisinage U ′ de x assez petit pour que ∀y, z ∈ U ′

ρ(y, z) ≤ ηε(t) et ainsi dans lequel l’inégalité (1.41) est satisfaite.

En utilisant (1.38) et la proposition précédente, on obtient :

Proposition 10 (Estimation a priori). Quitte à prendre U assez petit et relative-
ment compact, il existe C > 0 tel que :

∀y, z ∈ U, |G(y, z)| ≤ C

|z|Q−2
y

.

De plus, pour J = (j1, . . . , jk) nous avons :

∀y *= z ∈ U, |Xj1 · · ·Xjk
G(y, z)| ≤ C

|z|Q−2+‖J‖
y

.

Démonstration. Puisque d(Tεu) = εQdu il vient

Vol(B(y, |z|y)) =

∫

|u|d<|z|y
du = |z|Qy

∫

|u|d<1

du.

La preuve se déduit donc de l’équivalence local entre la norme homogène et ρ ainsi
que les estimations à priori (1.38) et (1.39).

Proposition 11 (Inégalité triangulaire et comparaison à une norme euclidienne.).
Quitte à prendre U assez petit et relativement compact, il existe c0 > 0 tel que
∀t, y, z ∈ U :

|y|t ≤ c0 (|z|t + |z|y) . (1.42)

Il existe également c′, c′′ > 0 tel que ∀y, z ∈ U :

c′‖ϕ−1
y (z)‖ ≤ |z|y ≤ c′′‖ϕ−1

y (z)‖1/r, (1.43)

Démonstration. Cela résulte de l’équivalence locale avec la pseudo distance ρ, de
la proposition (1.1) p 107 et du (iii’) p 109 de [64].
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Chapitre 2

Dynamique asymptotique d’un
flot associé à une classe de
processus relativistes dans
l’espace-temps de Minkowski

2.1 Introduction

Rappelons que R1,d désigne l’espace temps de Minkowski, c’est-à-dire l’espace
vectoriel Rd+1 = {∑d

i=0 ξiei| ξi ∈ R} muni de la forme quadratique de Lorentz

q(ξ) := (ξ0)2 − ‖3ξ‖2.

Le groupe connexe des transformations linéaires qui préservent cette structure
est le groupe de Lorentz noté PSO(1, d). Le groupe de Poincaré G est le groupe
connexe des transformations affines invariant par q :

G := PSO(1, d) ! R
1,d.

On peut alors identifier R1,d avec l’espace homogène G/PSO(1, d). Les orbites
de PSO(1, d) dans R1,d n’étant pas compactes, il ne peut exister de mesure finie
invariante par PSO(1, d) et a fortiori il n’existe pas de processus de Markov à
valeurs dans R

1,d invariants en loi par l’action de G ; c’est-à-dire qu’il n’existe pas
de générateur L tels que pour f dans le domaine de L

∀g ∈ G, L(f ◦ g) = (Lf) ◦ g.

Le contexte lorentzien est donc fortement différent de celui euclidien R
d qui, vu

comme espace homogène (SO(d) ! Rd)/SO(d), peut être pourvu de processus
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de Markov (SO(d) ! R
d)-invariants comme par exemple un mouvement brow-

nien d-dimensionnel. Pour espérer obtenir des processus de Markov G-invariants
sur un espace homogène de G nous sommes amenés à quotienter G par un sous-
groupe compact. Le sous-groupe SO(d), défini comme le sous-groupe de PSO(1, d)
préservant le vecteur e0 := (1, 0, . . . , 0)∗, est un groupe maximal de G. L’espace
homogène minimal G/SO(d) s’identifie au produit Hd × R1,d où Hd est l’espace
hyperbolique défini comme la nappe supérieure de l’hyperbolöıde à deux nappes
de R1,d

H
d :=

{
ξ ∈ R

1,d|ξ0 > 0, q(ξ) = 1
}

.

En appliquant le Théorème 2.2 de [61] à notre cadre particulier, nous obtenons
que les processus de Markov G-invariants à valeurs dans Hd ×R1,d sont obtenus en
projetant des processus de Lévy invariants à gauche et SO(d)-invariants à droite
dans G.

Dans [28], Dudley considère la classe des processus G-invariants dans H
d ×R

1,d

tels que les trajectoires dans R1,d soient de genre temps. Ce sont précisément les
processus (ξ̇t, ξt) où ξ̇t est un processus de Markov PSO(d)-invariant de Hd =
PSO(1, d)/SO(d) et ξt est l’intégrale en temps de ξ̇t. Les processus à trajectoires
continues sont ceux pour lesquels ξ̇t est un mouvement brownien de l’espace hy-
perbolique H

d. Cette diffusion est un mouvement brownien naturel (géométrique)
associé à l’espace-temps de Minkowski. Son comportement asymptotique a été
étudié par Bailleul ([9] et [6]). En considérant Hd × R1,d comme le fibré unitaire
de l’espace de Minkowski et le groupe de Poincaré G comme le fibré des repères
orthonormés au dessus de R1,d, on peut généraliser et considérer des diffusions re-
lativistes à valeurs dans dans le fibré unitaire d’une variété Lorentzienne générique
([39]). Elles sont obtenues en faisant rouler sans glisser Hd ×R1,d le long de trajec-
toires de diffusions de Dudley. Cette construction, à la Eells-Elworthy-Malliavin,
est obtenue en projetant des diffusions à valeurs dans le fibré des repères de la
variété sur le fibré unitaire. Ces diffusions ont été étudiées dans les espace-temps
de Schwarzschild ([39]), de Robertson-Walker ([1]) et de Gödel ([37]). Comme il
est suggéré dans [7] il est également intéressant de s’intéresser aux processus à va-
leurs dans le fibré des repères que l’ont peut considérer comme des trajectoires de
petits objets rigides évoluant aléatoirement dans l’espace-temps. La diffusion dans
le fibré des repères est solution d’une équation différentielle stochastique et dans ce
travail on se pose la question de la dynamique asymptotique du flot stochastique
engendrée par cette EDS. Il s’agit précisément de calculer les variétés stables et
les coefficients de Lyapunov. Ce travail est l’analogue lorentzien de ce qui avait
précédemment été fait dans le mouvement brownien riemannien dans [13], [18],
[58].

Précisément nous allons considérer un processus de Lévy Ãt à valeurs dans G
invariant à gauche et SO(d)-invariant à droite tel que les trajectoires dans R1,d
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soient de genre temps. Un tel processus se projette sur H
d × R

1,d en un processus
markovien introduit par Dudley. Ces processus génèrent des flots stochastiques
invariants dans G

φt(Ã) := ÃÃt.

Nous calculons explicitement le spectre de Lyapunov et les variétés stables associées
à ce flot. Précisément nous calculons pour B̃ ∈ Lie(G) et pour une norme ‖ · ‖
dans Lie(G) le taux de croissance ou décroissance exponentiel suivant :

lim
t→+∞

1

t
log ‖Dφt(Id).B̃‖.

Le processus At obtenu en projetant Ãt sur PSO(1, d) est un processus de Lévy in-
variant à gauche et SO(d)-invariant à droite. Il génère un flot dans PSO(1, d) qui a
été étudié, dans le cas d’une diffusion, par Baxendale dans [13]. Plus généralement
la dynamique asymptotique des flots générés par des processus de Lévy dans des
groupes de Lie semi-simple a été étudié par Liao ([61]). Ici le groupe de Lie ambiant
n’est pas semi-simple et les calculs semblent plus délicats. Dans la première sec-
tion nous introduisons la classe des processus Ãt considérée. Dans la seconde nous
montrons, sous une hypothèse d’intégrabilité de la mesure de Lévy, que le compor-
tement asymptotique de ces processus est caractérisé par un couple de variables
(θ∞, λ∞). Géométriquement, θ∞ ∈ S

d−1 est un angle limite pour le processus ξ̇t

dans Hd et λ∞ décrit la position d’un hyperplan affine dans R1,d pour lequel ξt est
asymptotiquement tangent. La figure 2.1 illustre ce comportement asymptotique,
le processus à valeurs dans la nappe hyperbolique est continu, c’est la diffusion de
Dudley.
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H

Angle asymptotique Hyperplan affine asymptotique

λ∞ > 0

θ∞ ∈ S
d−1 θ∞ ∈ S

d−1

Figure 2.1 – Angle asymptotique θ∞ ∈ Sd−1 et hyperplan affine asymptotique.

De ces résultats asymptotiques nous calculerons le spectre de Lyapunov dans
la troisième partie :

Théorème 7. Il existe deux sous-algèbres de Lie(G) aléatoires V − ⊂ V 0 dépendant
de (θ∞, λ∞) et un réel positif α tels que

1

t
log ‖Dφt(Id).B̃‖ a.s−→

t→∞






−α si B̃ ∈ V − \ {0}
0 si B̃ ∈ V 0 \ V −

α si v ∈ Lie(G) \ V 0

.

Dans la dernière section nous montrons que les variétés stables sont exactement
celles obtenues en intégrant la distribution stable V −. Nous notons d la distance
associée à la métrique invariante à gauche engendrée par ‖ · ‖ définie dans la
deuxième partie et nous obtenons le théorème suivant :

Théorème 8. Soient Ã1, Ã2 ∈ G tels que Ã1 *= Ã2.
– Si Ã1 ∈ Ã2 exp(V −) alors :

lim
t→∞

1

t
log d(φt(Ã1), φt(Ã2)) = −α.

– Si Ã1 /∈ Ã2 exp(V −) alors :

lim inf
t→∞

d(φt(Ã1), φt(Ã2)) > 0.
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H

Horosphère Droites de genre temps du même hyperplan.

Figure 2.2 – La projection des variétés stables sur Hd×R1,d est un fibré en droite
d’une horosphère.

Enfin dans la dernière section nous montrons que la projection sur Hd × R1,d

des variétés stables sont des fibrés en droite au dessus d’horosphères.
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2.2 Les processus de Dudley et leur relèvement

dans G
Dans cette section nous introduisons la classe de processus de Markov (ξ̇t, ξt)

introduis par Dudley ([28]) ainsi qu’un relèvement Ãt dans G.
Nous voyons le groupe affine G := PSO(1, d) ! R1,d comme le groupe des

matrices de taille d + 2 × d + 2 suivant

G =

{
Ã =

(
A ξ
0 1

)
|A ∈ PSO(1, d), ξ ∈ R1,d

}
.

Pour simplifier on notera souvent Ã = (A, ξ) pour désigner la matrice

(
A ξ
0 1

)
.

Ce groupe connexe est l’exponentielle de son algèbre de Lie

Lie(G) =









0 e∗ η0

e C 3η
0 0 0





∣∣∣∣∣∣
e ∈ R

d, C ∈ R
d×d with C∗ = −C, η := (η0, 3η) ∈ R

1,d




 .

Maintenant en interprétant G comme le fibré des repères au dessus de R1,d nous ob-
tenons des champs horizontaux (H l

i)i=0,...,d et verticaux (V l
i )i=1,...,d et (V l

ij)1=i<j=d.
Ce sont des champs de vecteurs invariants à gauche dans G et nous notons pour
alléger les notations Hi = H l

i(Id), Vi = V l
i (Id) et Vij = V l

ij(Id). On a alors

Hi :=

(
0 0 ei

0 0 0

)
Vi :=




0 e∗i 0
ei 0 0
0 0 0



 Vij :=




0 0 0
0 eie

∗
j − eje

∗
i 0

0 0 0



 .

Notons K le sous groupe de G isomorphe à SO(d) dont l’algèbre de Lie est
engendrée par Vij. L’espace homogène G/K est identifié à H

d × R
1,d. On note

o := Id·K ∈ G/K le point stabilisé par K correspondant donc à (e1, 0) ∈ Hd×R1,d.
Les matrices Vi ∈ Lie(G) induisent les opérateurs de dérivations suivants dans G/K

∂

∂vi

f(o) :=
d

dt
f (exp(tVi) · K)

∣∣∣∣
t=0

Le résultat de Dudley ([28]) s’énonce de la manière suivante :

Théorème 6 (Dudley). Les processus de Markov G-invariants à valeurs dans
Hd ×R1,d et dont les trajectoires dans R1,d sont de genre temps, ont un générateur
de la forme (exprimé ici en o et calculé pour f ∈ C2

c (H
d × R1,d))

Tf(o) = aξ̇ · ∂

∂ξ
f(o) +

σ2

2
∆Hd

ξ̇
f(o)

+

∫

R+×Sd−1

(

f (ψ(r, θ), 0) − f(o) − r1]0,1](r)

d∑

i=1

θi ∂

∂vi
f(o)

)

ν(dr)dθ.
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Dans cette expression a est strictement positif, σ ∈ R, dθ est la probabilité uniforme
sur Sd−1 et ν est une mesure sur ]0, +∞[ telle que

∫

]0,+∞[

min(r2, 1)ν(dr) < +∞ (2.1)

De plus ξ̇ · ∂
∂ξ

:=
∑d

i=0 ξ̇i ∂
∂ξi ; ∆Hd

ξ̇
est le Laplacien sur Hd et ψ(r, θ) est définie par

ψ(r, θ) := cosh(r)e0 + sinh(r)
∑d

i=1 θiei.

Définition 1 (Processus de Dudley). On appelle processus de Dudley un processus
dans Hd ×R1,d de générateur T de la forme précédente tel que a = 1 et avec σ *= 0
ou ν *= 0.

De manière plus explicite, un processus de Dudley partant de o s’écrit (ξ̇t, ξt)
où ξ̇t est un processus de Markov PSO(1, d)-invariant dans Hd, partant de e1, et
ξt =

∫ t

0
ξ̇sds. Le processus markovien ξ̇t possède une partie diffusive paramétrée

par σ et une partie à sauts radiaux paramétrée par la mesure ν sur ]0, +∞[.

Notons π et π̃ les projections de PSO(1, d) dans Hd et de G dans Hd × R1,d :

π : PSO(1, d) → Hd

A (→ A(e0)
π̃ : G → Hd × R1,d

(A, ξ) (→ (A(e0), ξ)

De plus, introduisons l’application S suivante

S : ]0, +∞[×Sd −→ PSO(1, d)

(r, θ) (−→ exp(r
∑d

i=1 θiVi),

de sorte que S ◦ ψ−1 est une section de π.

Nous noterons Π la mesure de Lévy sur PSO(1, d) Ad(K)-invariante définie
par

∀f ∈ C∞
c (PSO(1, d)),

∫

PSO(1,d)

f(g)Π(dg) :=

∫

K×Sd−1×R+

f(kS(r, θ)k−1)HaarK(dk)dθν(dr).

Pour g ∈ PSO(1, d), différent de Id, nous noterons r(g) et θi(g) les coordonnées
dans la décomposition polaire de sorte qu’on ait g = S(r(g), θ(g))R avec R ∈ K.
Enfin nous notons U0 := {g ∈ PSO(1, d); r(g) ≤ 1}.

D’après le Théorème 2.2 p 43 de [61] les processus de Markov G-invariants de
H

d×R
1,d sont obtenus comme projection de processus de Lévy invariants à gauche

et K-invariants à droite dans G. Précisément on obtient la proposition suivante.
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Proposition 12. Soit Ãt un processus de Lévy sur G partant de Id généré par L
défini, en Id et pour f ∈ C∞

c (G), par

Lf(Id) = H l
0f(Id) +

σ2

2

d∑

i=1

(V l
i )2f(Id)+

∫

PSO(1,d)

(
f (g, 0) − f(Id) − r(g)1U0(g)

d∑

i=1

θi(g)V l
i f(Id)

)
Π(dg),

alors π̃(Ãt) est un processus de Dudley dans H × R1,d partant de o.

Un processus de Dudley partant de o se relèvent donc dans G en un processus

Ãs =

(
At ξt

0 1

)
, où At est un processus de Lévy dans PSO(1, d), partant de

Id invariant à gauche et K-invariant à droite. Le projeté ξt de Ãt dans R1,d est
l’intégrale en temps de la première colonne de At c’est-à-dire

ξt :=

∫ t

0

As(e0)ds.

2.3 Comportement asymptotique du processus

Ãt

Dans cette partie nous déterminons le comportement asymptotique de Ãt en
exhibant deux variables asymptotiques θ∞ ∈ Sd qui est l’angle asymptotique du
processus ξ̇t et λ∞ > 0 qui décrit la position d’un hyperplan asymptotique pour
le processus ξt dans R1,d. Lorsqu’on suppose une condition d’intégrabilité pour la
mesure de Lévy ν nous obtenons un taux de convergence qui se trouve être suffisant
pour décrire complètement le spectre de Lyapunov dans la section suivante.

Le comportement asymptotique de Ãt se déduit du comportement asympto-
tique de At qui est un processus de Lévy dans PSO(1, d) invariant à gauche et
K-invariant à droite, partant de Id, dont le générateur (calculé en Id et pour
f ∈ C∞

c (PSO(1, d))) est donné par

L̃f(Id) =
σ2

2

d∑

i=1

(V l
i )2f(Id)+

∫

PSO(1,d)

(
f (g, 0) − f(Id) − r(g)1U0(g)

d∑

i=1

θi(g)V l
i f(Id)

)
Π(dg).

De manière générale, l’étude du comportement asymptotique d’un processus de
Lévy dans un groupe de Lie semi-simple peut s’obtenir en utilisant des coordonnées
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d’Iwasawa. Rappelons la décomposition en somme directe d’Iwasawa de so(1, d) :=
Lie(PSO(1, d)) ([54]) :

so(1, d) = N̄ ⊕ A ⊕K, (2.2)

où

A := Vect{V1}, N̄ := Vect{Vi −V1i , i = 2, . . . , d}, K := Vect{Vij, 1 = i < j = d}.

Pour X ∈ so(1, d), on note {X}N̄ , {X}A et {X}K les projections de X sur N̄ ,A
et K dans la décomposition (2.2). Ainsi K = exp(K) est un sous-groupe compact
maximal, A est une algèbre de Lie abélienne maximale dans le supplémentaire de
K pour la métrique de Killing. De plus pour X ∈ N̄ et α ∈ R, on a ad(αV1)X =
−αX. Nous notons N̄ := exp(N̄ ) et, dans cette section exclusivement, la lettre
A désignera le sous-groupe abélien A := exp(A) et on notera g une matrice
de PSO(1, d) (qui sera notée A en dehors de cette section). De même, unique-
ment dans le cadre de cette section, nous noterons gt le processus At. L’ap-
plication de N̄ × A × K dans PSO(1, d) qui à (n, a, k) associe le produit nak
est un difféomorphisme analytique. Toute matrice g ∈ PSO(1, d) se décompose
de manière unique comme produit g = (g)N̄(g)A(g)K. Et on note nt := (gt)N̄ ,
at := (gt)A et kt := (gt)K de sorte que

gt = ntatkt.

Commençons par décrire le comportement asymptotique dans la décomposition
d’Iwasawa de gt. Nous allons supposer l’hypothèse d’intégrabilité suivante :
Hypothèse : ∫ +∞

1

rν(dr) < +∞.

On obtient la proposition suivante

Proposition 13. Dans la décomposition d’Iwasawa gt = ntatkt, le processus réel
αt tel que at = exp(αtV1) converge presque sûrement vers un réel α qui s’exprime
explicitement en fonction de ν et σ

α :=
d − 1

2
σ2 +

∫ +∞

0

r cosh(r) − sinh(r)

sinh(r)
ν(dr).

De plus, puisque
∫ +∞
1

rν(dr) < +∞ on obtient que α est un réel strictement positif.

58



Démonstration. Commençons par écrire l’équation différentielle stochastique sa-
tisfaite par gt. La formule d’Itô, donnée dans [3], s’écrit pour f ∈ C2(PSO(1, d))

f(gt) = f(Id)+σ

d∑

i=1

∫ t

0

V l
i f(gs−)dBi

s +
σ2

2

d∑

i=1

∫ t

0

(V l
i )2f(gs−)ds+ (*)

+

∫ t

0

∫

U0

(f(gs−g) − f(gs−))Ñ(ds, dg)

+

∫ t

0

∫

U0

(
f(gs−g) − f(gs−) − r(g)

d∑

i=1

θi(g)V l
i f(gs−)

)
dsΠ(dg)

+

∫ t

0

∫

Uc
0

(f(gs−g) − f(gs−))N(ds, dg),

où Bt est un brownien de Rd, N est une mesure de Poisson aléatoire associée à la
mesure de Lévy Π et Ñ := N − dtΠ(dg) est la mesure compensée associée.

Nous allons appliquer cette formule à f : g (→ log(g)A. Commençons par re-
marquer que pour g, u ∈ PSO(1, d) on a (gu)A = (g)A (Ad(k)u)A et donc

f(gs−g) − f(gs−) = log (Ad(ks−)g)A .

De plus,

V l
i f(gs−) =

d

dt
log(gs−etVi)A

∣∣∣∣
t=0

=
d

dt
log

(
etAd(ks−)Vi

)
A

∣∣∣∣
t=0

= {Ad(ks−)Vi}A

(V l
i )2f(gs−) =

d

dt
{Ad

(
gs−etVi

)
K

Vi}A
∣∣∣∣
t=0

=
d

dt
{Ad

(
etAd(ks−)Vi

)
K

Ad(ks−)Vi}A
∣∣∣∣
t=0

= {[{Ad(ks−)Vi}K , Ad(ks−)Vi]}A .

Pour k ∈ K on a Ad(k)Vi =
∑d

j=1 kijVj et on obtient ainsi :

d∑

i=1

{[{Ad(ks−)Vi}K , Ad(ks−)Vi]}A =

d∑

i=1

d∑

j=1

d∑

l=1

(ks−)ij(ks−)il {[{Vj}K, Vl]}A ,

et puisque {Vj}K = 0 si j = 1 et V1j sinon et que [V1j, Vl] = V1δjl on a finalement

d∑

i=1

{[{Ad(ks−)Vi}K , Ad(ks−)Vi]}A =

d∑

j=2

d∑

i=1

((ks−)ij)
2V1 = (d − 1)V1.

59



Retournons maintenant à l’équation d’Itô qu’on écrit maintenant :

log(at) = Mt +
d − 1

2
σ2t +

∫ t

0

∫

Uc
0

log(Ad(ks−)g)AN(ds, dg)

+

∫ t

0

∫

U0

log

(
(Ad(ks−)g)A − r(g)

d∑

i=1

θi(g){Ad(ks−)Vi}A
)

dsΠ(dg),

où Mt := σ
∑d

i=1

∫ t

0
{Ad(ks−)Vi}AdBi

s +
∫ t

0

∫
U0

(Ad(ks−)g)AÑ(ds, dg) est une mar-

tingale. Son crochet vaut σ2
∫ t

0

∑d
i=1 ‖{Ad(ks−)Vi}A‖2ds+

∫ t

0

∫
U0

‖ log(Ad(ks−)g)A‖2dsΠ(dg) =

t
(
σ2 +

∫
U0

‖ log(g)A‖2Π(dg)
)

et donc, presque sûrement, on a

Mt

t
−→

t→+∞
0.

De plus, puisque Π est Ad(K)-invariante on obtient par le changement de variable
g′ = Ad(ks−)g

∫ t

0

∫

U0

log

(
(Ad(ks−)g)A − r(g)

d∑

i=1

θi(g){Ad(ks−)Vi}A
)

dsΠ(dg)

=

∫ t

0

∫

U0

log(g′)A − r(g′)
d∑

i=1

θi(Ad(k−1
s−)g′){Ad(ks−)Vi}AdsΠ(dg′)

=

∫ t

0

∫

U0

log(g′)A − r(g′)
d∑

i=1

d∑

j=1

(ks−)ijθ
j(g′)(ks−)i1V1dsΠ(dg′)

=

∫ t

0

∫

U0

log(g′)A − r(g′)θ1(g′)V1dsΠ(dg′)

= t

∫

K

∫

Sd−1

∫ 1

0

log(kS(r, θ)k−1)A − rθ1V1ν(dr)dθHaarK(dk)

= t

∫

Sd−1

∫ 1

0

log(S(r, θ))Aν(dr)dθ

De plus on a log(S(r, θ))A = log(cosh(r) + θ1 sinh(r))V1 et on obtient finalement :

∫ t

0

∫

U0

log

(
(Ad(ks−)g)A − r(g)

d∑

i=1

θi(g){Ad(ks−)Vi}A
)

dsΠ(dg)

= t

∫ 1

0

(∫ 1

−1

log(cosh(r) + θ1 sinh(r))
dθ1

2

)
ν(dr)

= t

∫ 1

0

r cosh(r) − sinh(r)

sinh(r)
ν(dr).
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Il reste à déterminer le comportement asymptotique de l’intégrale stochastique∫ t

0

∫
Uc

0
log(Ad(ks−)g)AN(ds, dg). On sait qu’il existe des temps Ti de sauts d’un

processus de Poisson d’intensité Π(U c
0) et des variables aléatoires gn i.i.d. de loi

Π|Uc
0
/Π(U c

0) et indépendantes des Ti tels que :

∫ t

0

∫

Uc
0

log(Ad(ks−)g)AN(ds, dg) =
∑

n,Tn≤t

log(Ad(kT−
n

)gn)A.

De plus, puisque Π est Ad(K)-invariante, les variables g′
n := Ad(kT−

n
)gn sont i.i.d

de loi Π|Uc
0
/Π(U c

0) et on a :

∫ t

0

∫

Uc
0

log(Ad(ks−))g)AN(ds, dg) =

Nt∑

n=1

log(g′
n)A,

où Nt est un processus de Poisson d’intensité Π(U c
0) et indépendant des g′

n. De
plus si

∫ +∞
1

rν(dr) < +∞ alors log(g′
n)A est intégrable et on calcule, comme

précédemment, que

E[log(g′
n)A] =

1

Π(U c
0)

∫ +∞

1

r cosh(r) − sinh(r)

sinh(r)
ν(dr)V1.

La loi forte des grands nombres permet de conclure que, presque sûrement

1

t

∫ t

0

∫

Uc
0

(Ad(ks−)g)AN(ds, dg) −→
t→+∞

∫ +∞

1

r cosh(r) − sinh(r)

sinh(r)
ν(dr)V1.

Remarque 5. Dans le cas où
∫ +∞
1

rν(dr) = ∞, les variables log(g′
n)A n’ont pas

de moment d’ordre 1 mais

E

[∣∣∣(log(g′
n)A)

−
∣∣∣
]

=

∫ +∞

1

∫ 1

−1

− inf
(
log(cosh(r) + θ1 sinh(r)), 0

) dθ1

2
ν(dr)

=

∫ +∞

1

∫ 1

e−r

− log(v)
dv

2 sinh(r)
ν(dr)

=

∫ +∞

1

1

2 sinh(r)
(1 − e−r(r + 1))ν(dr) < +∞,

et en appliquant la loi forte des grands nombres généralisée ([52]) on déduit que
presque sûrement

1

t

∫ t

0

∫

Uc
0

(Ad(ks−)g)AN(ds, dg) −→
t→+∞

+∞.
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Proposition 14. Dans la décomposition d’Iwasawa gt = ntatkt le processus nt

converge presque sûrement vers une variable asymptotique n∞ ∈ N̄ .

Démonstration. On identifie N̄ à Rd−1 via la base (Vi − V1i)i=2,...,d et on applique
la formule d’Itô à la fonction f ∈ C2(PSO(1, d), Rd−1) définit par f(g) := log(g)N̄ .
Remarquons que pour g, u ∈ PSO(1, d) :

(gu)N̄ = (g)N̄Ad((g)A) · ((g)Ku)N̄ ,

de sorte que f(gs−g)− f(g) = Ad(as−) log(Ad(ks−)g)N̄ = e−αs log(Ad(ks−)g)N̄ . De
plus, nous calculons

V l
i f(gs−) =

d

dt
log(gs−etVi)N̄

∣∣∣∣
t=0

=
d

dt
log(Ad(as−) · (etAd(ks−)Vi)N̄)

∣∣∣∣
t=0

= Ad(as−){Ad(ks−)Vi}N̄ = e−αs−{Ad(ks−)Vi}N̄ ,

et

(V l
i )2f(gs−) =

d

dt
Ad(

(
gs−etVi)A

)
{Ad((gs−etVi)K)Vi}N̄

∣∣∣∣
t=0

=
d

dt
Ad(as−) ◦ Ad(etAd(ks−)Vi)A{Ad(etAd(ks−)Vi)K (Ad(ks−)Vi)}N̄

∣∣∣∣
t=0

= Ad(as−)
([
{Ad(ks−)Vi}A, {Ad(ks−)Vi}N̄

]
+

[
{Ad(ks−)Vi}K, Ad(ks−)Vi

]
N̄

)

= e−αs−φN̄
i (ks−),

où nous notons φN̄
i (ks−) le terme φN̄ (ks−) :=

[
{Ad(ks−)Vi}A, {Ad(ks−)Vi}N̄

]
+[

{Ad(ks−)Vi}K, Ad(ks−)Vi

]
N̄ qui, par ailleurs, est à valeurs dans N̄ .

Écrivons maintenant la formule d’Itô pour f(gt) :

log(nt) =

∫ t

0

d∑

i=1

e−αs−{Ad(ks−)Vi}N̄dBi
s +

∫ t

0

∫

U0

e−αs− log(Ad(ks−)u)Ñ(ds, du)

+

∫ t

0

e−αs−

d∑

i=1

φN̄
i (ks−)ds +

Nt∑

n=0

e−αTn− log(Ad(kTn−)g
′

n)N̄

+

∫ t

0

∫

U0

e−αs−

(

log(Ad(ks−)g)N − r(g)

d∑

i=1

θi(g){Ad(ks−)}N̄
)

dΠ(g)ds,

où, comme précédemment, (g′
n)n sont des variables aléatoires i.i.d de loi Π|Uc

0
/Π(U c

0)
et indépendantes du processus de Poisson Nt d’intensité Π(U c

0) et dont les temps
de sauts sont les (Tn).
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On va montrer que chacun de ces cinq termes converge presque sûrement. Cela
provient essentiellement de la convergence de αt/t vers α > 0. Les deux premiers
termes sont des martingales presque convergentes car leurs crochets, dominés par∫ t

0
e−2αs−ds, convergent presque sûrement lorsque t → ∞. De même, la troisième

et la cinquième intégrale sont presque sûrement convergentes, leurs intégrandes
étants dominés par e−αs− . Il reste à se convaincre que le quatrième terme converge
également presque sûrement. Lorsque Π(U c

0) = 0 le terme est nul et on supposera
que Π(U c

0) > 0. Remarquons d’abord que pour g ∈ PSO(1, d), ‖ log(g)N̄‖ ≤ r(g)
et on obtient ainsi E[‖ log(Ad(kTn−g′

n))N̄‖] ≤ E[r(g′
n)] =

∫ +∞
1

rdν(r) < +∞. De
plus αT ′

n
/n converge presque sûrement vers αΠ(U c

0) > 0 et le résultat découle du
lemme élémentaire suivant :

Lemme 5. Soit α̃n et Xn deux suites de variables aléatoires réelles tels que α̃n/n
converge presque sûrement vers une constante α̃ > 0 et ∃C > 0, ∀nE[|Xn|] ≤ C,
alors la série

∑
e−α̃nXn converge presque sûrement.

Démonstration. Soit ε > 0. Il existe presque sûrement un entier n0 tel que ∀n ≥
n0, α̃n ≥ (α̃ − ε)n. On a

+∞∑

n=0

e−α̃n |Xn| ≤
n0−1∑

n=0

e−α̃n |Xn| +
∞∑

n=n0

e−(α̃−ε)n|Xn| < +∞,

car la série
∑+∞

n=0 e−(α̃−ε)n|Xn| est finie presque sûrement puisque étant d’espérance
finie.

Nous notons ht le processus de Rd−1 tel que :

nt = exp(

d∑

i=2

hi
t(Vi − V1i)) =




1 + ‖ht‖2/2 ‖ht‖2/2 h∗

t

−‖ht‖2/2 1 − ‖ht‖2/2 −h∗
t

ht ht Id



 .

On a donc ht converge presque sûrement vers une variable aléatoire h∞ et on peut
préciser cette convergence. Précisément, on obtient la proposition suivante :

Proposition 15. Lorsque
∫ +∞
1

rν(dr) < +∞ on a, pour presque toute trajectoire,

lim sup
t→∞

1

t
log(‖ht − h∞‖) ≤ −α.

Démonstration. Ce résultat est une conséquence du Théorème 7.3 p 191 de [61],
dans lequel Liao montre la convergence exponentielle de la matrice Ad(n−1

t n∞)
vers l’identité. Il semble néanmoins que l’on puisse l’obtenir directement à l’aide
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du développement d’Itô écrit précédemment pour log(nt) ; mais nous n’avons pas
réussi à le démontrer rigoureusement. Remarquons que les résultats de [61] concer-
nant la vitesse de convergence de nt sont établis sous l’hypothèse d’intégrabilité
correspondant dans notre cas à

∫ +∞
0

rν(dr) < +∞. Ici nous supposons seulement

que
∫ +∞
1

rν(dr) < +∞ mais en examinant sa preuve il semble que cette condition
suffise pour obtenir le résultat.

On déduit des propositions précédentes le comportement asymptotique en co-
ordonnées polaires.

Proposition 16. Dans la décomposition polaire gt = S(rt, θt)Rt on a

rt

t

p.s−→
t→∞

α et θt
p.s−→

t→∞
θ∞,

de plus on a presque sûrement

lim sup
t→+∞

1

t
log d(θt, θ∞) ≤ −α,

où d désigne la métrique riemanienne sur Sd−1.

Démonstration. On a explicitement cosh(rt) = cosh(αt)+eαt‖ht‖2/2 et donc ert ∼
eαt(1 + ‖h∞‖2), d’où rt/t → α.

De plus

θt =
1

sinh(rt)

(
e−αt/2 + eαt(‖ht‖2 − 1)/2

eαtht

)
,

avec sinh(rt) =
√

(sinh(αt) − eαt‖ht‖2/2)2 + e2αt‖ht‖2 = eαt(1+‖ht‖2)/2+O(e−αt)
on déduit que

θt =

(
2

1 + ‖ht‖2
+ O(e−αt)

) (
(1 − ‖ht‖2)/2 + O(e−2αt)

ht

)

=
1

1 + ‖h∞‖2

(
1 − ‖h∞‖2

2h∞

)
+ O(‖ht − h∞‖) + O(e−αt).

On a donc

θt
p.s−→

t→+∞
1

1 + ‖h∞‖2

(
1 − ‖h∞‖2

2h∞

)
,

et de plus que d(θt, θ∞) = 1 − θt · θ∞ = (θ∞ − θt) · θ∞ = O(‖ht − h∞‖) + O(e−αt),
d’où le résultat.

Désormais nous n’utiliserons plus, dans ce chapitre, la décomposition d’Iwasawa
dans PSO(1, d) et le processus de Levy de gt sera de nouveau noté At et désignera
une matrice. La décomposition polaire est At = S(rt, θt)Rt. Le comportement
asymptotique de la composante ξt :=

∫ t

0
As(e0)ds du processus de Dudley est

décrit dans la proposition suivante :
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Proposition 17. La composante ξt du processus de Dudley qui est à valeurs dans
l’espace-temps de Minkowski est asymptotiquement tangent à un hyperplan af-
fine de direction q-orthogonale à e0 + θ∞. Plus précisément, il existe une variable
aléatoire réelle asymptotique λ∞ telle que

q(ξt, e0 + θt)
p.s−→

t→∞
λ∞.

Démonstration. C’est un calcul direct :

q(ξt, e0 + θt) =

∫ t

0

(
e−rs + sinh(rs)(1 − θs · θt)

)
ds,

puisque que rs/s → α p.s on obtient que
∫ t

0
e−rsds converge presque sûrement. De

plus 1 − θs · θt = ‖θs − θ∞‖2/2 + ‖θt − θ∞‖2/2 + (θt − θ∞) · (θs − θ∞) et au vu de
la proposition 16 on obtient la convergence presque sûre des termes suivants :
∫ t

0

sinh(rs)‖θs−θ∞‖2ds, ‖θt−θ∞‖2

∫ t

0

sinh(rs)ds, (θt−θ∞)·
∫ t

0

sinh(rs)(θs−θ∞)ds.

Remarque 6. Dans le cas où Ãt admet une loi régulière par rapport à la mesure de
Haar sur G, il semble qu’on puisse démontrer, en suivant la même preuve que dans
[9], que la frontière de Poisson est précisément engendrée par le couple de variable
aléatoire (θ∞, λ∞). Ce résultat, connu pour les diffusions de Dudley, semble ainsi
être également valable pour une large classe de processus de Dudley. La question
reste cependant ouverte lorsqu’on ne suppose plus la condition d’intégrabilité de la
mesure de Lévy. Il serait intéressant d’utiliser les résultats de [50] ou [23] pour
résoudre ce problème.

2.4 Calcul du spectre de Lyapunov

Nous commençons par introduire une bonne norme dans Lie(G) qui nous per-
mettra d’exprimer la quantité que l’on veut estimer comme une somme de six
termes. Plusieurs propositions, qui découleront des résultats de convergence obte-
nus dans la section précédente, seront établies pour permettre, in fine, de calculer
le spectre de Lyapunov.

2.4.1 Flot, métrique et diagonalisation

2.4.1.1 Flot dans le groupe de Poincaré

Le processus de Lévy invariant à gauche Ãt est solution de l’équation intégro-
différentielle (*) (p 59) et défini un flot stochastique invariant à gauche φt dans le
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groupe de Poincaré :

φt(Ã) := ÃÃt,

où Ãt est une trajectoire aléatoire dans le groupe de Poincaré partant de Id. Dans
cette section nous allons déterminer le spectre de Lyapunov. Plus précisément nous
allons calculer le taux de dilatation ou de contraction d’un vecteur tangent à un
point du groupe lorsqu’il est poussé par le flot, c’est-à-dire que nous calculons,
pour Ã ∈ G et B̃ ∈ Lie(G) la limite suivante :

lim
t→∞

‖Dφt(Ã)(ÃB̃)‖1/t

ÃÃt
.

Le résultat ne dépend pas (la dimension est finie) de la métrique ‖ · ‖ invariante à
gauche sur G choisie et nous allons en introduire une particulière qui est pratique
pour mener les calculs.

La différentielle de φt est donnée par

Dφt(Ã) : TÃG −→ TÃÃt

ÃB̃ (−→ ÃB̃Ãt = ÃÃt(Ã
−1
t B̃Ãt)

nous obtenons pour une métrique ‖ · ‖ sur G invariante à gauche :

‖Dφt(Ã)(ÃB̃)‖φt(Ã) = ‖Ã−1
t B̃Ãt‖Id

= ‖A−1
t B̃Ãt‖Id.

2.4.1.2 Métrique dans le groupe de Poincaré

Introduisons la métrique, notée ‖ · ‖, invariante à gauche définie en Id et dans

la direction B̃ =




0 e∗ η0

e C 3η
0 0 0



 ∈ Lie(G) par

‖ÃB̃‖2
Ã

= ‖B̃‖2
I

= ‖η‖2 +
1

2
Trace(C∗C) + ‖e‖2;

où ‖ · ‖ désigne également la norme Euclidienne usuelle dans Rd+1 et Rd.

Rappelons que K est le sous-groupe de G isomorphe à SO(d) qui stabilise e0.
Un R̃ ∈ K s’écrit

R̃ :=




1 0 0
0 R 0
0 0 1



 , R ∈ SO(d).
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Explicitons l’action adjointe d’un élément Ã := (A, ξ) ∈ G sur B̃ := (B, η) ∈
Lie(G) :

Ã−1B̃Ã =

(
A−1BA A−1η + A−1Bξ

0 0

)
.

De sorte que

‖Ã−1B̃Ã‖2
Id = ‖A−1BA‖2 + ‖A−1η + A−1Bξ‖2.

Nous vérifions alors que la métrique ‖ · ‖ est invariante par conjugaison par les
éléments de K :

‖Ad(R̃)(B̃)‖ = ‖R̃B̃R̃−1‖ = ‖B̃‖.

Ainsi, en utilisant la décomposition polaire At = S(rt, θt)Rt introduite précédemment
nous obtenons une forme simplifiée pour la norme au carré de la différentielle, qui
ne dépend plus de Rt

‖Ãt

−1
B̃Ãt‖2

I = ‖S(rt, θt)
−1BS(rt, θt)‖2 + ‖S(rt, θt)

−1η + S(rt, θt)
−1Bξt‖2. (2.3)

De plus

S(rt, θt)
−1BS(rt, θt) = Ad(S(rt, θt)

−1)B

= exp

(
−rt ad

(
0 θ∗t
θt 0

))
B,

et afin de déterminer le comportement asymptotique de (2.3) nous allons donner

la diagonalisation de ad

(
0 θ∗t
θt 0

)
et

(
0 θ∗t
θt 0

)
.

2.4.1.3 Diagonalisations

La matrice

(
0 θ∗t
θt 0

)
définit naturellement un endomorphisme of R1,d et ses

valeurs propres sont -1,0, 1 associées respectivement aux espaces propres :

U+
t :=

{
u

(
1

−θt

)
; u ∈ R

}

U0
t :=

{(
0
x

)
; x ∈ R

d, x · θt = 0

}

U−
t :=

{
u

(
1
θt

)
; u ∈ R

}
.

67



Ces notations seront cohérentes lorsqu’on diagonalise S(rt, θt)
−1 et Ad(S(rt, θt)

−1) :
puisque U+

t est l’espace propre des directions dilatées exponentiellement (d’où le
+) et U−

t l’espace des directions contractées exponentiellement (d’où le -).
Nous obtenons de plus R1,d = U+

t ⊕U0
t ⊕U−

t et cette somme directe est ortho-
gonale pour la métrique Euclidienne usuelle dans R1,d = R1+d.

Nous notons π+
t , π0

t , π−
t les projections associées à cette décomposition. Pour

η = (η0, 3η) ∈ R1,d nous avons explicitement :

π+
t (η) =

1

2
(η0 − 3η · θt)

(
1

−θt

)

π0
t (η) =

(
0

3η − (3η · θt)θt

)

π−
t (η) =

1

2
(η0 + 3η · θt)

(
1
θt

)
.

L’endomorphisme ad

(
0 θ∗t
θt 0

)
de so(1, d) est diagonalisable avec valeurs propres

-1, 0,1 associées respectivement aux sous-espaces propres :

U+
t :=

{(
0 −e∗

−e θte
∗ − eθ∗t

)
; e ∈ R

d, e · θt = 0

}

U0
t :=

{(
0 uθ∗t

uθt C

)
; u ∈ R, C∗ = −C, Cθt = 0

}

U−
t :=

{(
0 e∗

e θte
∗ − eθ∗t

)
; e ∈ R

d, e · θt = 0

}
.

De plus nous obtenons la décomposition so(1, d) = U+
t ⊕ U0

t ⊕ U−
t qui est

orthogonale pour la métrique sur so(1, d) :

∥∥∥∥

(
0 e∗

e C

)∥∥∥∥
2

= ‖e‖2 + 1
2
Trace(C∗C). En

prenant soin de ne pas confondre avec les projections précédentes, nous noterons
également π+

t , π0
t , π−

t les projections associées à cette decomposition. Pour B =(
0 e∗

e C

)
∈ so(1, d) nous calculons explicitement :

π+
t (B) =

1

2

(
0 (e − (e · θt)θt + Cθt)

∗

(e − (e · θt)θt + Cθt) (e + Cθt) θ∗t − θt (e + Cθt)
∗

)

π0
t (B) =

(
0 (e · θt)θ

∗
t

(e · θt)θt C + θt(Cθt)
∗ − (Cθt)θ

∗
t

)

π−
t (B) =

1

2

(
0 (e − (e · θt)θt − Cθt)

∗

(e − (e · θt)θt − Cθt) θt (e − Cθt)
∗ − (e − Cθt) θ∗t

)
.
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Action des éléments de U+,0,−
t sur ceux de U+,0,−

t

Pour Bi ∈ U i
t et ηi ∈ U i

t pour i = −, 0, +, on trouve que

B+η+ = 0 B+η0 ∈ U+
t B+η− ∈ U0

t

B−η+ ∈ U0
t B−η0 ∈ U−

t B−η− = 0

B0η+ ∈ U+
t B0η0 ∈ U0

t B0η− ∈ U−
t .

Et ainsi :

π+
t (Bη) = π+

t (B)π0
t (η) + π0

t (B)π+
t (η)

π0
t (Bη) = π0

t (B)π0
t (η) + π+

t (B)π−
t (η) + π−

t (B)π+
t (η)

π−
t (Bη) = π−

t (B)π0
t (η) + π0

t (B)π−
t (η).

Nous pouvons maintenant exprimer ‖Ãt

−1
B̃Ãt‖2

I comme une somme de six
termes :

‖Ãt

−1
B̃Ãt‖2

I = exp(2rt)‖π+
t (B)‖2 + ‖π0

t (B)‖2 + exp(−2rt)‖π−
t (B)‖2

+ exp(2rt)‖π+
t (η + Bξt)‖2 + ‖π0

t (η + Bξt)‖2 + exp(−2rt)‖π−
t (η + Bξt)‖2

= exp(2rt)‖π+
t (B)‖2 + ‖π0

t (B)‖2 + exp(−2rt)‖π−
t (B)‖2 (2.4)

+ exp(2rt)‖π+
t (η) + π+

t (B)π0
t (ξt) + π0

t (B)π+
t (ξt)‖2 (2.5)

+ ‖π0
t (η) + π0

t (B)π0
t (ξt) + π+

t (B)π−
t (ξt) + π−

t (B)π+
t (ξt)‖2

(2.6)

+ exp(−2rt)‖π−
t (η) + π−

t (B)π0
t (ξt) + π0

t (B)π−
t (ξt)‖2. (2.7)

2.4.2 Calculs asymptotiques

Afin de pouvoir décrire le comportement asymptotique de chacun de ces six
termes nous allons démontrer une série de quatre propositions qui seront utiles
pour pouvoir calculer le spectre de Lyapunov dans la section suivante.

Proposition 18.
(i) Pour η ∈ R1,d les limites p.s suivantes existent η+ := lim∞ π+

t (η), η0 :=
lim∞ π0

t (η), η− := lim∞ π−
t (η) et nous obtenons de plus :

lim sup
t→∞

1

t
log ‖πi

t(η) − ηi‖ ≤ −α, pour i ∈ {+, 0,−}.
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(ii) Pour B ∈ so(1, d), les limites p.s suivantes existent : B+ := lim∞ π+
t (B),

B0 := lim∞ π0
t (B), B− := lim∞ π−

t (B) et nous avons également :

lim sup
t→∞

1

t
log ‖πi

t(B) − Bi‖ ≤ −α, pour i ∈ {+, 0,−}.

Remarque 7. Prêtons attention au fait que η0 désigne la première coordonnée de
η ∈ R1,d tandis que η0 est la limite de la projection de η sur U0

t .

Démonstration. L’existence des limites est une conséquence immédiate des expres-
sions explicites des projections et de la proposition 16. De plus on obtient la vitesse
de convergence des projections en utilisant, toujours d’après la proposition 16, que

lim sup
t→∞

1

t
log ‖θt − θ∞‖ ≤ −α.

En effet,

π+
t (η) − η+ =

1

2

(
3η · (θ∞ − θt)

η0(θ∞ − θt) + (3η · θt)(θt − θ∞) + 3η · (θt − θ∞)θ∞

)
,

et ainsi

‖π+
t (η) − η+‖ ≤

(
3

2
‖3η‖ +

1

2
|η0|

)
‖θt − θ∞‖.

De la même manière on obtient

‖π−
t (η) − η−‖ = O(‖θt − θ∞‖).

Également,

‖π0
t (η) − η0‖ = ‖(3η · θt)θt − (3η · θ∞)θ∞‖

= ‖(3η · θt)(θ∞ − θt) + (3η · (θt − θ∞)) θ∞‖
≤ 2‖3η‖‖θt − θ∞‖.

En ce qui concerne les projections à valeurs dans Lie(G) on écrit

π+
t (B) =

(
0 f ∗

t

ft ftθ
∗
t − θtf

∗
t

)
,

où ft := 1
2
(e − (e · θt)θt + Cθt). Et il vient que

π+
t (B) − B+ =

(
0 (ft − f∞)∗

(ft − f∞) ftθ
∗
t − f∞θ∗∞ − θtf

∗
t + θ∞f ∗

∞

)
.
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de plus,

ft − f∞ =
1

2
((e · θt)θt − (e · θ∞)θ∞ + C(θt − θ∞))

=
1

2
((e · θt)(θt − θ∞) + (e · (θt − θ∞))θ∞ + C(θt − θ∞)) ,

et

ftθ
∗
t−f∞θ∗∞ − θtf

∗
t + θ∞f ∗

∞ =

ft(θt − θ∞)∗ − (θt − θ∞)f ∗
t + (ft − f∞)θ∗∞ − θ∞(ft − f∞)∗.

Ainsi on a les comportements asymptotiques suivants :

‖π+
t (B) − B+‖ =

t→∞
O(‖θt − θ∞‖).

Par des arguments similaires on montre sans difficulté que,presque sûrement

‖π−
t (B) − B−‖ =

t→∞
O(‖θt − θ∞‖)

‖π0
t (B) − B0‖ =

t→∞
O(‖θt − θ∞‖)

La proposition suivante montre qu’il y a une convergence des projections plus
rapide que celles établies précédemment lorsque les vecteurs sont dans certains
sous-espaces asymptotiques.

Proposition 19.

(i) Si η ∈ R1,d est tel que η+ = 0 et η0 = 0 alors on a :

lim sup
t→∞

1

t
log ‖π+

t (η)‖ ≤ −2α.

(ii) Si B ∈ so(1, d) vérifie B+ = 0 et B0 = 0 alors :

lim sup
t→∞

1

t
log ‖π+

t (B)‖ ≤ −2α.

Démonstration.

(i) Si η+ = η0 = 0 alors η0 = 3η · θ∞ et 3η = (3η · θ∞)θ∞, ainsi :
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‖π+
t (η)‖ =

1√
2
|3η · θ∞|(1 − θt · θ∞)

=
1

2
√

2
|3η · θ∞|‖θt − θ∞‖2

= O(d2(θt, θ∞)).

Donc p.s

lim sup
t→∞

1

t
log ‖π+

t (η)‖ ≤ −2α.

(ii) Nous écrivons

π+
t (B) =

(
0 f ∗

t

ft ftθ
∗
t − θtf

∗
t

)
,

où ft := 1
2
(e − (e · θt)θt + Cθt). De plus, puisque B+ = 0 et B0 = 0 nous

obtenons :

e = −Cθ∞

C = (Cθ∞)θ∗∞ − θ∞(Cθ∞)∗

Donc, en replaçant e et C il vient

2ft = −Cθ∞ + (Cθ∞ · θt)θt + (θ∞ · θt)Cθ∞ − (Cθ∞ · θt)θ∞

= Cθ∞(θ∞ · θt − 1) + (Cθ∞ · θt)(θt − θ∞)

= −1

2
Cθ∞‖θt − θ∞‖2 + (Cθ∞ · θt)(θt − θ∞)

Puisque C∗ = −C nous avons de plus Cθ∞ · θ∞ = 0 et donc

ft = −1

2
Cθ∞‖θt − θ∞‖2 + (Cθ∞ · (θt − θ∞))(θt − θ∞).

Puis,

‖ft‖ =
t→∞

O(‖θt − θ∞‖2)

ce qui termine la preuve.

La proposition suivante décrit le comportement asymptotique du processus ξt

dans R1,d. Elle précise la proposition 17.

Proposition 20. Pour presque toute trajectoire
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(i) π+
t (ξt) converge asymptotiquement vers une limite ξ+ lorsque t tend vers

+∞, et de plus

lim sup
t→∞

1

t
log ‖π+

t (ξt) − ξ+‖ ≤ −α.

(ii) π−
t (ξt) tend vers l’infini et de plus

lim sup
t→∞

1

t
log ‖π−

t (ξt)‖ = α.

(iii)

lim sup
t→∞

1

t
log ‖π0

t (ξt)‖ ≤ 0.

Démonstration. (i) Rappelons que

ξt =

( ∫ t

0
cosh(rs)ds∫ t

0
sinh(rs)θsds

)
,

ainsi

π+
t (ξt) =

1

2
(

∫ t

0

cosh(rs)ds −
∫ t

0

sinh(rs)(θs · θt)ds)

(
1

−θt

)
.

De plus

∫ t

0

cosh(rs)ds −
∫ t

0

sinh(rs)(θs · θt)ds =

∫ t

0

exp(−rs)ds −
∫ t

0

sinh(rs)((θs · θt − 1)ds

=

∫ t

0

exp(−rs)ds +
1

2

∫ t

0

sinh(rs)‖θs − θt‖2ds

=

∫ t

0

exp(−rs)ds +
1

2

∫ t

0

sinh(rs)‖θs − θ∞‖2ds

−
∫ t

0

sinh(rs)(θs − θ∞) · (θt − θ∞)ds

+
1

2

∫ t

0

sinh(rs)‖θ∞ − θt‖2ds.

En utilisant la proposition 16 nous obtenons que
∫ t

0
exp(−rs)ds+1/2

∫ t

0
sinh(rs)‖θs−

θ∞‖2ds converge presque sûrement vers la variable λ∞ introduite à la propo-
sition 17 puisque

∫ t

0
sinh(rs)(θs − θ∞) · (θt − θ∞)ds et

∫ t

0
sinh(rs)‖θ∞− θt‖2ds

converge vers 0. Ainsi

π+
t (ξt) −→

t→∞
1

2
λ∞

(
1

−θ∞

)
.
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De plus, toujours par la proposition 16 :

lim sup
t→∞

1

t
log

∫ ∞

t

exp(−rs)ds ≤ −α

lim sup
t→∞

1

t
log

∫ ∞

t

sinh(rs)‖θs − θ∞‖2ds ≤ −α

lim sup
t→∞

1

t
log |

∫ t

0

sinh(rs)(θs − θ∞) · (θt − θ∞)ds| ≤ −α

lim sup
t→∞

1

t
log

∫ t

0

sinh(rs)‖θ∞ − θt‖2ds ≤ −α.

Ceci implique que

lim sup
t→∞

1

t
log ‖π+

t (ξt) − ξ+‖ ≤ −α.

(ii) Nous avons

π−
t (ξt) =

1

2
(

∫ t

0

cosh(rs)ds +

∫ t

0

sinh(rs)(θs · θt)ds)

(
1
θt

)
,

et en écrivant

(

∫ t

0

cosh(rs)ds +

∫ t

0

sinh(rs)(θs · θt)ds =

∫ t

0

exp(rs)ds +

∫ t

0

sinh(rs)(θs · θt − 1)ds

=

∫ t

0

exp(rs)ds − 1

2

∫ t

0

sinh(rs)‖θs − θt‖2ds

=

∫ t

0

exp(rs)ds − 1

2

∫ t

0

sinh(rs)‖θs − θ∞‖2ds

+

∫ t

0

sinh(rs)(θs − θ∞) · (θt − θ∞)ds

− 1

2

∫ t

0

sinh(rs)‖θ∞ − θt‖2ds,

nous concluons, par la proposition 16 que

lim sup
t→∞

1

t
log

∫ t

0

exp(rs)ds = α

∫ t

0

sinh(rs)‖θs − θ∞‖2ds −→
t→∞

R∞ ∈ R
∗
+

∫ t

0

sinh(rs)(θs − θ∞) · (θt − θ∞)ds −→
t→∞

0

∫ t

0

sinh(rs)‖θ∞ − θt‖2ds −→
t→∞

0.
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Ainsi

lim sup
t→∞

1

t
log ‖π−

t (ξt)‖ = α.

(iii) Nous savons que

π0
t (ξt) =

(
0∫ t

0
sinh(rs)(θs − (θs · θt)θt)ds

)
,

de plus, avec

θs − (θs · θt)θt = θs − θ∞ − (θt − θ∞) + (1 − θs · θt)θt

= θs − θ∞ − (θt − θ∞) +
1

2
‖θs − θt‖2θt

= θs − θ∞ − (θt − θ∞) +
1

2
‖θs − θ∞‖2θt

+
1

2
‖θt − θ∞‖2θt − (θt − θ∞) · (θs − θ∞)θt,

et en utilisant la proposition 16 on obtient

lim sup
t→∞

1

t
log ‖π0

t (ξt)‖ ≤ 0.

La proposition suivante est l’analogue de la proposition 19 et précise que la
vitesse de convergence est plus rapide pour les projections dans certains sous-
espaces asymptotiques.

Proposition 21.

(1) Si B̃ =

(
B η
0 0

)
∈ Lie(G) est telle que

η+ + B0ξ+ = 0,

alors

lim sup
t→∞

1

t
log ‖π+

t (η) + π0
t (B)π+

t (ξt)‖ ≤ −α.

(2) Si
B+ = B0 = η+ + B0ξ+ = η0 + B−ξ+ = 0,

alors :
(i)

lim sup
t→∞

1

t
log ‖π+

t (η) + π0
t (B)π+

t (ξt)‖ ≤ −2α.
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(ii)

lim sup
t→∞

1

t
log ‖π0

t (η) + π−
t (B)π+

t (ξt)‖ ≤ −α.

Démonstration. (1) En écrivant π+
t (ξt) = 1

2
λt

(
1

−θt

)
, nous avons

π+
t (η) + π0

t (B)π+
t (ξt) =

1

2
(η0 − 3η · θt − λt(e · θt))

(
1

−θt

)
.

Puisque η+ + B0ξ+ = 0 nous obtenons, en écrivant ξ+ = 1
2
λ∞

(
1

−θ∞

)

η0 = 3η · θ∞ + λ∞(e · θ∞).

Puis,

η0 − 3η · θt − λt(e · θt) = 3η · (θt − θ∞) + λ∞(e · θ∞) − λt(e · θt)

= 3η · (θt − θ∞) + (λ∞ − λt)(e · θ∞) − λt(e · (θt − θ∞)).

On conclut en invoquant (ii) et (i) de la proposition 20.
(2) (i) Puisque B+ = B0 = η+ + B0ξ+ = η0 + B−ξ+ = 0 alors :

e = (e · θ∞)θ∞ − Cθ∞

(e · θ∞) = 0

C = (Cθ∞)θ∗∞ − θ∞(Cθ∞)∗

η0 = 3η · θ∞
3η = (3η · θ∞)θ∞ − 1

2
λ∞(e − Cθ∞).

Et donc finalement

e = −Cθ∞

3η = (3η · θ∞)θ∞ + λ∞Cθ∞

η0 = 3η · θ∞.

Cela implique

η0 − 3η · θt − λt(e · θt) = (3η · (θ∞ − θt)) + λt(Cθ∞ · θt)

= (3η · θ∞)(θ∞ · (θ∞ − θt)) + λ∞(Cθ∞ · (θ∞ − θt)) + λt(Cθ∞ · θt)

= (3η · θ∞)(1 − cos d(θ∞, θt)) + (λt − λ∞)(Cθ∞ · (θt − θ∞)).

On conclut en utilisant la proposition 16 et (i) de la proposition 20.
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(ii) La proposition 16 et (i) de la proposition 20 permettent facilement de
montrer que

η0 + B−ξ+ = 0 =⇒ lim sup
t→∞

1

t
log ‖π0

t (η) + π−
t (B)π+

t (ξt)‖ ≤ −α.

2.4.3 Spectre de Lyapunov

Nous avons maintenant tous les outils pour pouvoir déterminer le comporte-
ment asymptotique de chacun des six termes de la décomposition 2.4 de ‖Ã−1

t B̃Ãt‖2

et ainsi calculer les coefficients de Lyapunov.
Notons V − et V 0 les sous-algèbres de Lie de Lie(G), dépendantes de θ∞ et ξ+ :=
limt→∞ π+

t (ξt), définies par

V − :=

{(
B η
0 0

)
∈ Lie(G), B+ = B0 = η+ = η0 + B−ξ+ = 0

}
,

et

V 0 :=

{(
B η
0 0

)
∈ Lie(G), B+ = η+ + B0ξ+ = 0

}
.

Ainsi par définition V − ⊂ V 0.
Nous obtenons alors le théorème suivant qui décrit le spectre de Lyapunov pour

le processus de Lévy Ãt

Théorème 7. [Spectre de Lyapunov] Soit B̃ ∈ Lie(G),
(i) Si B /∈ V 0, c’est-à-dire que B+ *= 0 ou (η+ + B0ξ+) *= 0, alors

lim
t→+∞

1

t
log

(∥∥∥Ã−1
t B̃Ãt

∥∥∥
)

= α.

(ii) Si B ∈ V 0 \ V − c’est-à-dire que B+ = η+ + B0ξ+ = 0 et (B0 *= 0 ou
(η0 + B−ξ+) *= 0), alors

lim
t→+∞

1

t
log

(∥∥∥Ã−1
t B̃Ãt

∥∥∥
)

= 0.

(iii) Si B ∈ V − \ {0}, c’est-à-dire que B+ = B0 = η+ = η0 + B−ξ+ = 0 et
(B− *= 0 ou η− *= 0), alors

lim
t→+∞

1

t
log

(∥∥∥Ã−1
t B̃Ãt

∥∥∥
)

= −α.
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Remarque 8. Le spectre de Lyapunov et la distribution V − ⊂ V 0 ne dépendent
pas de la métrique invariante à gauche choisie.

Démonstration. La preuve utilise intensivement le fait élémentaire et immédiat
suivant

Lemme 6. Si xt et yt sont deux fonctions positives telles qu’il existe a, b ∈ R tels
que

lim sup
t→∞

1

t
log xt ≤ a

lim sup
t→∞

1

t
log yt ≤ b,

alors

lim sup
t→∞

1

t
log(xt + yt) ≤ max{a, b}.

Commençons la preuve du théorème et rappelons la decomposition (2.4) de∥∥∥Ã−1
t B̃Ãt

∥∥∥
2

obtenue précédemment

∥∥∥Ã−1
t B̃Ãt

∥∥∥
2

= exp(2rt)‖π+
t (B)‖2 + ‖π0

t (B)‖2 + exp(−2rt)‖π−
t (B)‖2

+ exp(2rt)‖π+
t (η) + π+

t (B)π0
t (ξt) + π0

t (B)π+
t (ξt)‖2

+ ‖π0
t (η) + π0

t (B)π0
t (ξt) + π+

t (B)π−
t (ξt) + π−

t (B)π+
t (ξt)‖2

+ exp(−2rt)‖π−
t (η) + π−

t (B)π0
t (ξt) + π0

t (B)π−
t (ξt)‖2

Nous souhaitons déterminer le comportement asymptotique de 1
t
log de la

somme de ces six carrés.

Étape 1 : On suppose B+ *= 0.

Par les propositions 16 et 18 nous avons que rt

t
→ α et π+

t (B) → B+ *= 0 ainsi :

lim inf
t→∞

1

t
log

∥∥∥Ã−1
t B̃Ãt

∥∥∥ ≥ lim inf
t→∞

1

2t
log

(
exp(2rt)‖π+

t (B)‖2
)

≥ lim inf
t→∞

rt

t
+ lim inf

t→∞
1

t
log ‖π+

t (B)‖
≥ α.
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Puis en utilisant les propositions 16 et 20 il vient que

lim sup
t→∞

1

2t
log

(
exp(2rt)‖π+

t (B)‖2
)
≤ α

lim sup
t→∞

1

2t
log

(
‖π0

t (B)‖2
)
≤ 0

lim sup
t→∞

1

2t
log

(
exp(−2rt)‖π−

t (B)‖2
)
≤ −α

lim sup
t→∞

1

2t
log

(
exp(2rt)‖π+

t (η) + π+
t (B)π0

t (η) + π0
t (B)π+

t (ξt)‖2
)
≤ α

lim sup
t→∞

1

2t
log

(
‖π0

t (η) + π0
t (B)π0

t (ξt) + π+
t (B)π−

t (ξt) + π−
t (B)π+

t (ξt)‖2
)
≤ α

lim sup
t→∞

1

2t
log

(
exp(−2rt)‖π−

t (η) + π−
t (B)π0

t (ξt) + π0
t (B)π−

t (ξt)‖2
)
≤ 0.

On termine en utilisant le lemme (6)

lim sup
t→∞

1

t
log

∥∥∥Ã−1
t B̃Ãt

∥∥∥ ≤ α.

Étape 2 : On suppose B+ = 0 et η+ + B0ξ+ *= 0
Par (ii) de la proposition 18 et (iii) de la proposition 20 il vient que

lim
t→∞

π+
t (B)π0

t (η) = 0,

ainsi

lim
t→0

‖π+
t (η) + π+

t (B)π0
t (ξt) + π0

t (B)π+
t (ξt)‖2 = ‖η+ + B0ξ+‖2 *= 0,

qui à son tour implique que

lim inf
t→∞

1

t
log ‖π+

t (η) + π+
t (B)π0

t (ξt) + π0
t (B)π+

t (ξt)‖ = 0.

Ainsi

lim inf
t→∞

1

t
log

∥∥∥Ã−1
t B̃Ãt

∥∥∥ ≥ lim inf
t→∞

1

2t
log

(
exp(2rt)‖π+

t (η) + π+
t (B)π0

t (ξt) + π0
t (B)π+

t (ξt)‖2
)

≥ α ( lim
t→∞

rt

t
= α).

Maintenant, en utilisant des arguments semblables à ceux de l’étape 1 on
montre, en utilisant (ii) de la proposition 18 et (iii) de la proposition 20, que
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la “lim sup 1
2t

log(·)” des six carrés dans la decomposition (2.4) de
∥∥∥Ã−1

t B̃Ãt

∥∥∥
2

est

plus petite que α. On conclut par le lemme 6 que :

lim sup
t→∞

1

t
log

∥∥∥Ã−1
t B̃Ãt

∥∥∥ ≤ α.

Les étapes 1 et 2 prouvent le (i) du théoreme.
Étape 3. On suppose B+ = η+ + B0ξ+ = 0 et B0 *= 0.

Puisque π0
t (B) → B0 *= 0 nous avons

lim inf
t→∞

1

2t
log

∥∥∥Ã−1
t B̃Ãt

∥∥∥
2

≥ lim inf
t→∞

1

2t
log ‖π0

t (B)‖2

≥ 0.

On vérifie que lim sup 1
2t

log
∥∥∥Ã−1

t B̃Ãt

∥∥∥
2

est négatif ou nul ; et pour cela, par le

lemme 6, il suffit de le vérifier pour chacun des six termes de la décomposition.
Premièrement

lim sup
t→∞

1

2t
log

(
exp(2rt)‖π+

t (B)‖2
)
≤ 0 par (ii) de la proposition 18,

et on a encore

lim sup
t→∞

1

2t
log

(
‖π0

t (B)‖2
)
≤ 0,

et lim sup
t→∞

1

2t
log

(
exp(−2rt)‖π−

t (B)‖2
)
≤ −α.

De plus, par (1) de la proposition 21, (iii) de la proposition 20, et (ii) de la
proposition 18 on obtient

lim sup
t→∞

1

2t
log

(
exp(2rt)‖π+

t (η) + π+
t (B)π0

t (η) + π0
t (B)π+

t (ξt)‖2
)
≤ 0

Le (ii) de la proposition 20 et le (ii) de la proposition 18 implique que

lim sup
t→0

1

t
log ‖π+

t (B)π−
t (ξt)‖ ≤ 0

et par (iii) de la proposition 20 et (ii) de la proposition 18 on obtient aussi

lim sup
t→∞

1

2t
log

(
‖π0

t (B)π0
t (ξt)‖2

)
≤ 0.
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Avec (i) de la proposition 20, ceci implique que

lim sup
t→∞

1

2t
log

(
‖π0

t (η) + π0
t (B)π0

t (ξt) + π+
t (B)π−

t (ξt) + π−
t (B)π+

t (ξt)‖2
)
≤ 0.

Enfin, en utilisant la proposition 20, il vient que :

lim sup
t→∞

1

2t
log

(
exp(−2rt)‖π−

t (η) + π−
t (B)π0

t (ξt) + π0
t (B)π−

t (ξt)‖2
)
≤ 0.

En utilisant le lemme 6 on montre que

lim sup
t→∞

1

2t
log

∥∥∥Ã−1
t B̃Ãt

∥∥∥
2

≤ 0.

Étape 4. Supposons que B+ = η+ + B0ξ+ = B0 = 0 et η0 + B−ξ+ *= 0.
Par (ii) de la proposition 18 et (ii), (iii) de la proposition 20 et (ii) de la

proposition 19 on a

lim
t→∞

π0
t (B)π0

t (ξt) = lim
t→∞

π+
t (B)π−

t (ξt) = 0,

et ainsi

lim
t→∞

‖π0
t (η) + π0

t (B)π0
t (ξt) + π+

t (B)π−
t (ξt) + π−

t (B)π+
t (ξt)‖ = ‖η0 + B−ξ+‖ *= 0.

Donc,

lim inf
t→∞

1

2t
log

∥∥∥Ã−1
t B̃Ãt

∥∥∥
2

≥ lim inf
t→∞

1

2t
log ‖π0

t (η) + π0
t (B)π0

t (ξt) + π+
t (B)π−

t (ξt) + π−
t (B)π+

t (ξt)‖2

≥ 0.

Des arguments semblables à ceux avancés dans l’étape 3 montrent que

lim sup
t→∞

1

2t
log

∥∥∥Ã−1
t B̃Ãt

∥∥∥
2

≤ 0.

Le troisième et quatrième étapes montrent le (ii) du théorème.
Étape 5. Supposons que B+ = η+ + B0ξ+ = B0 = η0 + B−ξ+ = 0 et B− *= 0.

Puisque π−
t (B) → B− *= 0 on a

lim inf
t→∞

1

2t
log

∥∥∥Ã−1
t B̃Ãt

∥∥∥
2

≥ lim inf
t→∞

1

2t
log

[
exp(−2rt)‖π−

t (B)‖2
]

≥ −α.
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Vérifions maintenant la lim sup.
Par (ii) de la proposition 19 il vient

lim sup
t→∞

1

2t
log

[
exp(2rt)‖π+

t (B)‖2
]
≤ −α.

Par (ii) de la proposition 18 nous obtenons

lim sup
t→∞

1

2t
log ‖π0

t (B)‖2 ≤ −α.

De plus, on a toujours

lim sup
t→∞

1

2t
log

[
exp(−2rt)‖π−

t (B)‖2
]
≤ −α.

Par (ii) de la proposition 19 et le (iii) de la proposition 20 on a

lim sup
t→∞

1

2t
log

[
exp(2rt)‖π+

t (B)π0
t (ξt)‖2

]
≤ −α.

Par (2)(i) de la proposition 21 il vient

lim sup
t→∞

1

2t
log

[
exp(2rt)‖π+

t (η) + π0
t (B)π+

t (ξt)‖2
]
≤ −α.

Enfin on conclut que

lim sup
t→∞

1

2t
log

[
exp(2rt)‖π+

t (η) + π+
t (B)π0

t (ξt) + π0
t (B)π+

t (ξt)‖2
]
≤ −α.

Par (ii) de la proposition 20 et (ii) de la proposition 19 :

lim sup
t→0

1

t
log ‖π+

t (B)π−
t (ξt)‖ ≤ −α,

et par (iii) de la proposition 20 et (ii) de la proposition 18 :

lim sup
t→∞

1

2t
log

(
‖π0

t (B)π0
t (ξt)‖2

)
≤ −α.

On conclut, grâce à (2)(ii) de la proposition 21, que :

lim sup
t→∞

1

2t
log

(
‖π0

t (η) + π0
t (B)π0

t (ξt) + π+
t (B)π−

t (ξt) + π−
t (B)π+

t (ξt)‖2
)
≤ −α.
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Pour finir, les propositions 18 et 20 fournissent que

lim sup
t→∞

1

2t
log

(
exp(−2rt)‖π−

t (η) + π−
t (B)π0

t (ξt) + π0
t (B)π−

t (ξt)‖2
)
≤ −α.

Étape 6. On suppose que B+ = B0 = η+ = η0 + B−ξ+ = B− = 0 et η− *= 0
Dans ce cas on a B = 0. Ainsi π−

t (B) = π0
t (B) = 0 et

lim inf
t→∞

1

2t
log

∥∥∥Ã−1
t B̃Ãt

∥∥∥
2

≥ lim inf
t→∞

1

2t
log

(
exp(−2rt)‖π−

t (η) + π−
t (B)π0

t (ξt) + π0
t (B)π−

t (ξt)‖2
)

≥ −α.

Les mêmes arguments que ceux de l’étape 5 montrent que

lim sup
t→∞

1

2t
log

∥∥∥Ã−1
t B̃Ãt

∥∥∥
2

≤ −α.

Cela termine la preuve du théorème.

Remarque 9. Donnons nous un θ ∈ Sd−1 et λ ∈ R+∗ fixés et considérons
l’équation différentielle ordinaire dans G suivante

dÃt = Ãt




0 θ∗ λ
θ 0 0
0 0 0



 αdt.

=

d∑

i=1

Vi(Ãt)θ
iαdt + λH0(Ãt)αdt.

On associe à cette EDO le flot suivant dans G :

φ̃t(Ã) := Ã exp



αt




0 θ∗ λ
θ 0 0
0 0 0







 .

En suivant ligne à ligne la preuve du théorème 7 on peut montrer que φ̃ possède
le même spectre de Lyapunov et la même distribution que φ lorsque θ∞ = θ et
λ∞ = λ. La preuve est plus simple étant donné que θt = θ est constant. Cela
revient à dire que la trajectoire du processus markovien PSO(1, d)-invariant dans
Hd partant de e0 et tendant vers θ∞ est remplacée par une trajectoire géodésique
partant de e0 dans la direction donnée par θ∞. On peut ainsi dire que ce flot
déterministe possède la même dynamique asymptotique que le flot stochastique
relativiste de Dudley pour une trajectoire aléatoire donnée.
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2.5 Variétés stables

Dans cette partie nous montrons que les variétés stables pour le flot φt sont
précisément les sous-variétés Ã exp(V −) où Ã décrit G. Nous notons d la distance
associée à la métrique invariante à gauche ‖·‖ introduite précédemment. On obtient
précisément le résultat suivant :

Théorème 8. Soient Ã1, Ã2 ∈ G tels que Ã1 *= Ã2.
– Si Ã1 ∈ Ã2 exp(V −) alors

lim
t→∞

1

t
log d(φt(Ã1), φt(Ã2)) = −α.

– Si Ã1 /∈ Ã2 exp(V −) alors :

lim inf
t→∞

d(φt(Ã1), φt(Ã2)) > 0.

Avant de démontrer ce théorème nous présentons dans la proposition suivante
quelques résultats utiles concernant la distance d.

Proposition 22. Pour ξ ∈ R1,d nous posons Tξ :=

(
I ξ
0 1

)
.

(i) Il existe un voisinage U de 0 dans R1,d tel que

∃C > 0, ∀ξ ∈ U C‖ξ‖ ≤ d(I, Tξ).

(ii) Pour Ã = exp(B̃), avec B̃ ∈ Lie(G), nous obtenons

d(I, Ã) ≤ ‖B̃‖.

(iii) Pour Ã :=

(
A ξ
0 1

)
, A ∈ PSO(1, d), ξ ∈ R1,d nous avons

d(I, A) ≤ d(I, Ã)

avec égalité lorsque ξ = 0 et de plus

d(I, TA−1ξ) ≤ d(I, A) + d(I, Ã).

Démonstration. (i) Soit ˆexp : Lie(G) → G la fonction exponentielle en I
induite par la métrique ‖ · ‖ dans G, c’est-à-dire que pour B̃ ∈ Lie(G),
ˆexp(B̃) = γB̃(1) où t ∈ R+ (→ γB̃(t) est la géodésique partant de I dans la

direction B̃. La differentielle en 0 de ˆexp est l’identité et il existe un voisinage
V de 0 ∈ Lie(G) suffisamment petit pour que

∀β̃ ∈ V, ‖β̃‖ = d
(
I, ˆexp(β̃)

)
. (∗∗)
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De plus, l’application ˆexp−1 ◦ exp peut être définie dans un voisinage de 0
et sa differentielle en 0 est l’identité, d’où ˆexp−1 ◦ exp(B̃) = B̃ + o(‖B̃‖).
Ainsi, il existe un voisinage U de 0 dans Lie(G) et C > 0 tel que pour tout
B̃ ∈ U , C‖B̃‖ ≤ ‖ ˆexp−1 ◦ exp(B̃)‖ ≤ 1

C
‖B̃‖. En prenant U assez petit pour

que ˆexp−1 ◦ exp(U) ⊂ V , on peut appliquer (∗∗) à ˆexp−1 ◦ exp(B̃), il s’en suit

que ‖ ˆexp−1 ◦ exp(B̃)‖ = d
(
I, exp(B̃)

)
pour chaque B̃ ∈ U . En particulier,

pour tout ξ ∈ R1,d tels que

(
0 ξ
0 0

)
∈ U , on a C‖ξ‖ ≤ d(I, Tξ).

(ii) ‖B̃‖ est la longueur du chemin t ∈ [0, 1] (→ exp(tB̃) de I à Ã.
(iii) La première inégalité est une conséquence directe des définitions de la

distance dans G et de la distance dans PSO(1, d). Pour la seconde inégalité
on a

d(I, TA−1ξ) = d

((
A 0
0 1

)
, Ã

)
par invariance à gauche de d

≤ d

(
I,

(
A 0
0 1

))
+ d(I, Ã)

= d(I, A) + d(I, Ã).

Pour démontrer le théorème 8 nous allons utiliser les résultats du Théorème
4.5 de [13]. Rappelons ce résultat donnant le comportement de d(Ft(A1), Ft(A2))
lorsque t tend vers ∞, Ft étant le flot dans PSO(1, d) défini par Ft(A) = AAt.
Baxendale ne se consacre qu’aux processus à trajectoires continues (i.e ν = 0)
mais sa preuve n’utilise en fait que le résultat de la proposition 16 que nous avons
démontré dans le cas général.

Théorème 9 (Théorème 4.5 de [13]). Soient A1, A2 ∈ PSO(1, d), A1 *= A2 et
B ∈ so(1, d) tel que A1 = A2 exp(B).

– Si B+ = B0 = 0 alors limt→∞
1
t
log d(Ft(A1), Ft(A2)) = −α.

– Si B+ = 0 et B0 *= 0 alors lim inft→∞ d(Ft(A1), Ft(A2)) > 0 et

lim
t→∞

1

t
d(Ft(A1), Ft(A2)) = 0.

– Si B+ *= 0 alors limt→∞
1
t
d(Ft(A1), Ft(A2)) = 2α.

Preuve du théorème 8. Soient Ã1, Ã2 ∈ G, Ã1 *= Ã2 et B̃ =

(
B η
0 0

)
∈ Lie(G) tels

que Ã1 = Ã2 exp(B̃) et posons de plus Ã =

(
A ξ
0 1

)
:= exp(B̃).
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– Soit B̃ ∈ V −.

d(φt(Ã1), φt(Ã2)) = d(Ã1Ãt, Ã1 exp(B̃)Ãt) = d(I, Ã−1
t exp(B̃)Ãt)

= d(I, exp(Ãt

−1
B̃Ãt))

≤ ‖Ã−1
t B̃Ãt‖ par ii) de la proposition 22.

Ainsi, par le Théorème 7 nous obtenons

lim sup
t→∞

1

t
log d(φt(Ã1), φt(Ã2)) ≤ −α.

On peut donc trouver t0 > 0 tel que pour tout t > t0, Ãt

−1
exp(B̃)Ãt est

dans le voisinage U donné par i) de la proposition 22. Ainsi

∀t > t0 C‖Ãt

−1
B̃Ãt‖ ≤ d(I, exp(Ãt

−1
B̃Ãt)).

Donc lim inf 1
t
log d(φt(Ã1), φt(Ã2)) ≥ −α, et cela montre le premier point.

– Soit B̃ /∈ V − ; c’est-à-dire que B+ *= 0 ou B0 *= 0 ou η+ *= 0 ou η0+B−ξ+ *= 0.
1er cas : si B+ *= 0 ou B0 *= 0.
Par iii) de la proposition 22 on obtient :

d(I, A−1
t exp(B)At) ≤ d(I, Ã−1

t exp(B̃)Ãt).

On peut alors conclure en invoquant ii) et iii) du théorème 4.5 de [13] qui
montre en particulier que :

lim inf
t→∞

d(I, A−1
t exp(B)At) > 0.

Second cas : on suppose que B+ = B0 = 0 mais η+ *= 0 ou η0 + B−ξ+ *= 0.
Rappelons que

Ã−1
t ÃÃt =

(
A−1

t AAt A−1
t Aξt + A−1

t ξ − A−1
t ξt

0 1

)
.

Par la seconde inégalité de iii) de la proposition 22 il vient

d

(
I,

(
I A−1

t ξt + A−1
t A−1ξ − A−1

t A−1ξt

0 1

))
≤ d(I, A−1

t AAt)+d(I, Ã−1
t ÃÃt).

Puisque B0 = B+ = 0 nous avons lim
t→∞

d(I, A−1
t AAt) = 0. Donc, afin de

montrer que lim inf d(I, Ã−1
t ÃÃt) > 0 nous avons à vérifier que, par i) de la

proposition 22, lim inf
t→∞

‖A−1
t ξt + A−1

t A−1ξ − A−1
t A−1ξt‖ > 0. Mais, puisque
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A−1
t =

(
1 0
0 R−1

t

)
S(rt, θt)

−1 et en utilisant la diagonalisation de S(rt, θt) on

obtient

‖A−1
t ξt + A−1

t A−1ξ − A−1
t A−1ξt‖2 = ‖S(rt, θt)

−1
(
ξt + A−1ξ − A−1ξt

)
‖2

≥ exp(2rt)‖π+
t ((I − A−1)ξt + A−1ξ)‖2+

‖π0
t ((I − A−1)ξt + A−1ξ)‖2.

Pour finir la preuve nous allons montrer que

lim
t→∞

π+
t ((I − A−1)ξt + A−1ξ) = η+ (2.8)

lim
t→∞

π0
t ((I − A−1)ξt + A−1ξ) = η0 + B−ξ+. (2.9)

Puisque B̃ = B̃− on a B̃3 = 0, ainsi Ã = I+B̃+ B̃2

2
, B3 = 0 et A = I+B+ B2

2

et ξ = η + Bη. Donc

(I − A−1)ξt + A−1ξ = (B − B2

2
)ξt + (I − B +

B2

2
)(η + Bη)

= η + Bξt −
B2

2
ξt −

B2

2
η.

Ainsi, pour montrer (2.8) on écrit

π+
t ((I − A−1)ξt + A−1ξ) = π+

t (η) + π+
t (Bξt) −

1

2
π+

t (B2(ξt + η))

avec

π+
t (η) −→

t→∞
η+, par la proposition 18

et

π+
t (Bξt) = π+

t (B)π0
t (ξt) + π0

t (B)π+
t (ξt)

−→
t→∞

0 par les propositions 18, 19 et 20,

et

π+
t (B2(ξt + η)) = π+

t (B)π0
t (B(ξt + η)) + π0

t (B)π+
t (B(ξt + η))

= π+
t (B)π0

t (B)π0
t (ξt + η) + π+

t (B)2π−
t (ξt + η)+

π+
t (B)π−

t (B)π+
t (ξt + η) + π0

t (B)π+
t (B)π0

t (ξt + η) + π0
t (B)2π+

t (ξt + η)

−→
t→∞

0 par les propositions 18, 19 et 20.

87



Pour montrer (2.9) on écrit

π0
t ((I − A−1)ξt + A−1ξ) = π0

t (η) + π0
t (Bξt) −

1

2
π0

t (B
2(ξt + η))

avec
π0

t (η) −→
t→∞

η0,

et

π0
t (Bξt) = π0

t (B)π0
t (ξt) + π+

t (B)π−
t (ξt) + π−

t (B)π+
t (ξt)

−→
t→∞

B−ξ+ par les propositions 18, 19 et 20.

puis

π0
t (B

2(ξt + η)) = π0
t (B)π0

t (B(ξt + η)) + π+
t (B)π−

t (B(ξt + η)) + π−
t (B)π+

t (B(ξt + η))

= π0
t (B)π0

t (B)π0
t (ξt + η) + π0

t (B)π+
t (B)π−

t (ξt + η) + π0
t (B)π−

t (B)π+
t (ξt + η)+

π+
t (B)π−

t (B)π0
t (ξt + η) + π+

t (B)π0
t (B)π−

t (ξt + η)+

π−
t (B)π+

t (B)π0
t (ξt + η) + π−

t (B)π0
t (B)π+

t (ξt + η)

−→
t→∞

0 par les propositions 18, 19 et 20.

Remarque 10. Nous n’avons pas réussi à décrire le comportement de d(φt(Ã1), φt(Ã2))
lorsque Ã1 /∈ Ã2 exp(V −) comme cela est fait dans le théorème 4.5 de [13]. La diffi-
culté provient du fait que l’inégalité C‖ξ‖ ≤ d(I, Tξ) de la proposition 22 est seule-
ment locale et devient fausse lorsque ξ est loin de 0. En effet, pour ξ de genre temps

(i.e q(ξ) > 0) ou de genre espace (i.e q(ξ) < 0), en écrivant ξ =
√

q(ξ)

(
cosh(ρ)
θ sinh(ρ)

)

(si de genre temps) ou bien ξ =
√

q(ξ)

(
sinh(ρ)

θ cosh(ρ)

)
(si de genre espace), on peut

montrer que d(I, Tξ) ≤ 2ρ +
√

q(ξ) tandis que ‖ξ‖ =
√

q(ξ) cosh(2ρ).

Remarque 11. Si Ã1 = Ã2 exp(B̃) avec B̃+ *= 0, alors iii) du théorème 4.5 de
[13] et iii) de la proposition 22 montrent que : lim inft→∞

1
t
d(φt(Ã1), φt(Ã2)) ≥ 2α.

2.6 Projection des variétés stables dans H
d ×R

1,d

Dans la section précédente nous avons obtenu les variétés stables pour le flot
φt. Ce sont précisément les sous-variétés Vs(Ã) := Ã exp(V −) où Ã décrit G. Dans
cette section nous explicitons les projections de ces sous-variétés dans H × R

1,d et
montrons que ce sont des fibrés en droite au dessus d’horosphères.
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Horosphères dans H
d.

Pour θ ∈ Sd−1 →֒ Rd notons P(θ) l’hyperplan de R1,d tangent au cône de lumière

dans la direction

(
1
θ

)
:

P(θ) :=

{
ξ ∈ R

1,d; q(ξ,

(
1
θ

)
) = 0

}
.

Pour ξ̇ ∈ Hd et θ ∈ Sd−1 = ∂Hd, on appelle horosphère passant par ξ̇ et tangent
à θ, que l’on note Hor(ξ̇, θ), l’intersection de Hd avec l’hyperplan affine de R1,d

passant par ξ̇ et dirigé par P(θ) :

Hor(ξ̇, θ) := H
d ∩

(
ξ̇ + P(θ)

)
.

On note C+ le demi cône de lumière :

C+ :=
{
ξ ∈ R

1,d, q(ξ) = 0 et ξ0 > 0
}

Soit
KB : Hd ∪ C+ → D̄d

ξ (→ 1
ξ0

3ξ

la projection de Hd ∪ C+ sur D̄d. Muni de la métrique KB∗(−q|Hd), Dd est le
modèle de Klein-Beltrami de l’espace hyperbolique d-dimensionnel. L’ensemble
KB(Hor(ξ̇, θ)) est la sphère passant par KB(ξ̇) et tangente à S

d−1 en θ.
Action de PSO(1,d) sur Sd−1 et sur les horosphères.
Un élément A ∈ PSO(1, d) induit une transformation Â de Sd−1 :

Â : θ (→ Â(θ) := KB

(
A

(
1
θ

))
.

De plus pour A ∈ PSO(1, d) vu comme une isométrie de Hd on a

A
(
Hor(ξ̇, θ)

)
= Hor(Aξ̇, Â(θ)). (2.10)

Projections de Vs(Ã) sur Hd, R1,d et Hd × R1,d

Rappelons que nous avions noté π et π̃ les projections de G sur Hd et Hd × R1,d :

π̃ : G −→ Hd × R1,d

Ã =

(
A ξ
0 1

)
(−→ (A(e0), ξ)

et π(Ã) = A(e0),

Notons π̂ la projection sur R1,d

π̂(Ã) = ξ.

Fixons θ∞ et ξ+ = λ∞

(
1

θ∞

)
.
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Proposition 23. Soit Ã ∈ G. La projection de Vs(Ã) sur H
d est l’horosphère

Hor(π(Ã), Â(θ∞)), la projection sur R1,dest l’hyperplan affine π̂(Ã) +P(Â(θ∞)) et
la projection sur Hd × R1,d est un fibré en droite d’une horosphère :

π̃
(
Vs(Ã)

)
=

{(
ξ̇, π̂(Ã) + u

(
1

Â(θ∞)

)
+ 2λ∞(ξ̇ − π(Ã))

)
;

ξ̇ ∈ Hor(π(Ã), Â(θ∞)), u ∈ R

}

Démonstration. Pour Ã = I on montre par un calcul que

Vs(I) =

{
Ãe,u =

(
Ae ξe,u

0 1

)
, e ∈ R

d tel que e · θ∞ = 0 et u ∈ R

}
,

où Ae :=

(
1 + ‖e‖2

2
e∗ − ‖e‖2

2
θ∗∞

e + ‖e‖2

2
θ∞ I + θ∞e∗ − eθ∗∞ − ‖e‖2

2
θ∞θ∗∞

)

∈ PSO(1, d) et ξe,u := (u +

λ∞‖e‖2)

(
1

θ∞

)
+

(
0

2λ∞e

)
∈ R1,d.

Ainsi, lorsque e décrit l’hyperplan de Rd orthogonal à θ∞, la projection π(Ãe,u)
sur Hd, qui est la première colonne de Ae, décrit l’horosphère de Hd tangente

à ∂Hd = Sd−1 en θ∞ et passant par e0 =

(
1
0

)
. De plus, on peut écrire ξe,u =

u

(
1

θ∞

)
+ 2λ∞

(
π(Ãe,u) −

(
1
0

))
.

Pour un Ã quelconque, le résultat provient du fait que Vs(Ã) = ÃVs(I) et de
(2.10).
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Chapitre 3

Dynamique asymptotique des
flots associés à certains processus
relativistes dans les espaces-temps
de de Sitter et Anti de Sitter

3.1 Introduction

Dans le chapitre précédent nous avons étudié la dynamique asymptotique d’un
flot dans le groupe de Poincaré associé à une large classe de processus relativistes
que nous avons appelés processus de Dudley. Rappelons qu’ils ont été introduits
par Dudley dans [28] comme les seuls processus markoviens à valeurs dans le fibré
unitaire de l’espace de Minkowski qui sont invariants sous l’action du groupe de
Poincaré et dont les trajectoires dans R1,d sont de genre temps. Au sein de cette
classe de processus, il existe essentiellement une seule diffusion qui joue alors le
rôle de mouvement brownien lorentzien. Il s’agit du couple formé d’un mouvement
brownien hyperbolique et de son intégrale en temps dans R1,d. Dans [39], Fran-
chi et Le Jan construisent des généralisations de ces processus dans des variétés
lorentziennes génériques. Leur construction, semblable à celle de Eells-Elworthy-
Malliavin pour le mouvement brownien Riemannien, s’obtient en faisant rouler
sans glisser le fibré unitaire de la variété lorentzienne sur H

d × R
1,d le long des

trajectoires de la diffusion de Dudley. Plus précisément, il s’agit de projeter sur le
fibré unitaire une certaine diffusion à valeurs dans le fibré des repères qui est solu-
tion d’une équation différentielle stochastique dirigée par des champs de vecteurs
horizontaux et verticaux. Plus tard, les mêmes auteurs ont introduit, dans [38],
une classe de diffusions relativistes dont la dynamique peut varier avec la courbure
de la variété. Il apparait alors, contrairement au cas plat de l’espace de Minkowski,
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qu’il n’y a pas unicité des diffusions relativistes lorsque la courbure est non nulle.

Dans cette partie nous nous intéressons à des espaces homogènes à savoir
l’espace-temps de de Sitter (dSd+1) qui est de courbure constante positive et
l’espace-temps Anti-de-Sitter (AdSd+1) qui est de courbure constante négative.
Ces deux espaces-temps sont géométriquement des quadriques ; précisément dSd+1

est une pseudo-sphère pour la forme de Lorentz dans R1,d+1 et AdSd+1 est une
pseudo-sphère pour la forme de signature (2, d) dans R2,d. Nous montrons, de la
même manière que pour l’espace de Minkowski, qu’il est possible de déterminer
la classe de processus de Markov à valeurs dans le fibré unitaire qui sont inva-
riants par le groupe d’isométries de la variété et dont les trajectoires sont de genre
temps. Nous les nommerons processus de Dudley et constaterons qu’il en existe
essentiellement un qui soit continu. On retrouve les diffusions définies dans [39]
pour l’exemple particulier de dSd+1 et AdSd+1. Les processus de Dudley sont ob-
tenus comme projection de processus de Lévy invariants à gauche dans les groupes
d’isométries respectifs de dSd+1 et AdSd+1, à savoir PSO(1, d + 1) et PSO(2, d).
Ces groupes étant semi-simples nous pouvons ainsi utiliser la théorie de Guivarc’h
et Raugi ([46]), développée pour les processus de Lévy par Liao ([61]), et obte-
nir, pour une large classe de ces processus, le comportement asymptotique et la
dynamique asymptotique du flot stochastique associé. Il s’avère alors que les pro-
cessus relativistes dans l’espace-temps de de Sitter convergent presque sûrement
vers un point de la frontière causale Sd et que les variétés stables du flot se pro-
jettent sur dSd+1 en des horosphères. L’espace-temps AdSd+1 n’est pas causal
puisque les géodésiques de genre temps sont des cercles mais les processus re-
lativistes contiennent néanmoins une information asymptotique qui s’interprète
géométriquement comme la frontière de Furstenberg de AdSd+1. Il s’agit de l’en-
semble des géodésiques de lumière pointées de l’univers d’Einstein (ce dernier est
également le bord topologique de AdS). Enfin, nous avons souhaité, à la manière de
Baxendale dans [13] mener les calculs explicites jusqu’au bout pour l’étude asymp-
totique des diffusions relativistes. Aussi nous calculons, dans la troisième section
de cette partie, les coefficients de Lyapunov du flot stochastique pour les diffu-
sions relativistes et nous avons, comme dans [9], illustré la méthode d’Azencott-
Furstenberg-Raugi pour montrer que la frontière de Poisson des diffusions dans
dS cöıncide bien avec la sphère Sd. Il aurait été également possible de montrer
que la frontière de Poisson des diffusions dans AdS est la frontière maximale de
Furstenberg de PSO(2, d) mais nous nous sommes contentés du calcul explicite
des coefficients de Lyapunov du flot associé.
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3.2 Processus de Dudley dans les espace-temps

de Sitter et Anti-de-Sitter

3.2.1 Espaces temps de Sitter et Anti-de-Sitter

Nous introduisons les espaces-temps de de Sitter et Anti-de-Sitter. Ce sont des
pseudo-sphères pour certaines formes quadratiques qui s’identifient à des quotients
de leur groupe d’isométrie.

3.2.1.1 De Sitter

On note q la forme quadratique de Lorentz dans R1,d+1, pour ξ = (ξ0, ξ1, . . . , ξd+1)∗ ∈
R1,d+1

q(ξ) = (ξ0)2 − (ξ1)2 − · · · − (ξd+1)2.

La base canonique de R1,d+1 sera notée (e0, e1, . . . , ed+1) et un élément g du groupe
d’isométrie de Lorentz PSO(1, d+1) préservant q, l’orientation et l’orientation du
temps sera identifié à sa matrice dans la base (e0, . . . , ed+1). Le groupe PSO(1, d+
1) désigne le groupe de Lie connexe matriciel qui s’obtient comme l’exponentielle
de son algèbre de Lie so(1, d + 1) :

so(1, d + 1) =

{(
0 b∗

b C

)
, b ∈ R

d+1, C = −C∗
}

.

L’espace-temps de de Sitter de dimension d + 1, noté dSd+1, est l’hyperbolöıde à
une nappe dans l’espace-temps de Minkowski R1,d+1

dSd+1 :=
{
ξ ∈ R

1,d+1, q(ξ) = −1
}

.

H

dS
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Pour ξ ∈ dSd+1, la forme quadratique q restreinte à TξdSd+1 est non-dégénérée et de
signature (1, d) (i.e (+,−, . . . ,−)). Ainsi dSd+1 est une variété lorentzienne qui est
, de plus, de courbure constante positive. C’est l’équivalent lorentzien de la sphère
riemanienne. Sa structure causale est induite par celle de R1,d+1. Ainsi ξ′ ∈ dSd+1

est dans le futur de ξ ∈ dSd+1 si et seulement si il est dans le cône du futur (pour
R1,d+1) issu de ξ. Une isométrie lorentzienne linéaire de R1,d+1 induit une isométrie
de dSd+1 et le groupe d’isométrie de dSd+1 préservant l’orientation et l’orientation
du temps est le groupe de Lorentz PSO(1, d + 1). Le stabilisateur d’un point
ξo ∈ dSd+1, sous l’action de PSO(1, d + 1) sur dSd+1, est isomorphe à PSO(1, d)
de sorte que dSd+1 s’identifie à l’espace homogène PSO(1, d+1)/PSO(1, d). Dans
ce travail, nous allons faire un choix et prendre ξo = e1, et PSO(1, d) désignera le
stabilisateur de e1. De plus, la projection

π : PSO(1, d + 1) −→ dSd+1

g (−→ g(e1)

permet d’identifier PSO(1, d + 1) au fibré des repères orthonormés au dessus de
dSd+1. Précisément, un élément g ∈ PSO(1, d+1) s’identifie au repère orthonormé
(g(e0), g(e1), . . . , g(ed+1)) de R

1,d+1 qui lui même est la donnée d’un point g(e1) ∈
dSd+1 et d’un repère orthonormé (g(e0), g(e2), . . . , g(ed+1)) de Tg(e1)dSd+1. On peut
alors définir les champs de vecteurs horizontaux et verticaux dans PSO(1, d+1). Ce
sont des champs de vecteurs invariants à gauche que l’on notera H l

0, . . . , H
l
d pour les

horizontaux et V l
1 , . . . , V l

d et V l
ij, 1 = i < j = d, pour les verticaux. On notera Hi, Vi

et Vij les matrices dans so(1, d + 1) correspondantes à leurs valeurs en l’identité.
Précisément on définit H l

0(g) comme le déplacement horizontal infinitésimal de
g(e0), g(e1), . . . , g(ed+1) dans la direction e0 :

H l
0(g) := gH0

avec H0 := e0e
∗
1 + e1e

∗
0.

V l
i (g) est le déplacement vertical infinitésimal du repère g(e0), g(e2), . . . , g(ed+1)

au dessus de g(e1) correspondant au déplacement de g(e0) dans la direction g(ei+1).
Autrement dit c’est l’action d’un boost infinitésimal de so(1, d) qui dérive g(e0)
dans la direction g(ei+1) :

V l
i (g) := gVi

avec Vi := e0e
∗
i+1 + ei+1e

∗
0.

De même, pour i = 1, . . . , d on définit H l
i(g) := gHi avec Hi := ei+1e

∗
1 − e1e

∗
i+1

et pour i < j = 1, . . . , d on définit V l
ij(g) := gVij avec Vij := ei+1e

∗
j+1 − ej+1e

∗
i+1.

La famille (H0, Hi, Vij)i<j=1,...,d forme une base orthonogonale de so(1, d + 1)
pour la métrique de Killing.
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3.2.1.2 Anti-de-Sitter

On note également q la forme quadratique dans Rd+2 de signature (2, d) =
(+, +,−, · · · ,−) et on notera R

2,d l’espace R
d+2 muni de q. Pour ξ ∈ R

2,d

q(ξ) := (ξ0)2 + (ξ1)2 − (ξ3)2 − · · · − (ξd+1)2.

Le groupe connexe d’isométrie de R2,d est noté PSO(2, d) et sera identifié, via la
base canonique (e0, e1, . . . , ed+1), au groupe de Lie matriciel qui est l’exponentielle
de l’algèbre de Lie so(2, d)

so(2, d) :=









0 a b∗

−a 0 c∗

b c D



 , a ∈ R, b, c ∈ R
d, D = −D∗




 .

L’espace-temps Anti-de-Sitter de dimension d + 1, noté AdSd+1, est la pseudo-
sphère :

AdSd+1 := {ξ ∈ R
2,d, q(ξ) = 1}.

Pour chaque ξ ∈ AdSd+1, la forme quadratique q restreinte à TξAdSd+1 est de
signature (1, d) = (+,−, · · ·−). Ainsi AdSd+1 est une variété lorentzienne et on
peut montrer, de plus, que la courbure est constante négative. C’est l’analogue
lorentzien de la nappe hyperbolique Hd. Une isométrie de R2,d induit une isométrie
de AdSd+1 et le groupe PSO(2, d) est le groupe connexe des isométries de AdSd+1.
De même que pour dSd+1 l’espace-temps Anti-de-Sitter s’identifie à un espace
homogène. Précisément :

AdSd+1 = PSO(2, d)/PSO(1, d).

Nous allons également faire le choix d’un point particulier de AdSd+1. Nous prenons
e0 comme point privilégié et PSO(1, d) est le sous groupe de PSO(2, d) qui stabilise
e0. En définissant la projection suivante

π : PSO(2, d) −→ AdSd+1

g (−→ g(e0)

on identifie PSO(2, d) au fibré des repères de AdSd+1. Plus précisément, un élément
g ∈ PSO(2, d) définit un point g(e0) de AdSd+1 et un repère q-orthonormé

(g(e1), g(e2), . . . , g(ed))

dans Tg(e0)AdSd+1. On peut définir l’orientation du temps dans AdSd+1 en disant

qu’un vecteur ξ̇ ∈ TξAdSd+1 est de genre temps et orienté vers le futur s’il existe
g ∈ PSO(2, d) tel que ξ = g(e0) et ξ̇ = g(e1). Les géodésiques de genre temps dans
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AdSd+1 sont des cercles. Précisément, la géodésique partant de ξ ∈ AdSd+1 dans
la direction ξ̇ ∈ TξAdSd+1 est l’intersection, dans R2,d, du plan engendré par (ξ, ξ̇)
avec AdSd+1. La structure causale de AdSd+1 est donc triviale.

Introduisons les champs de vecteurs horizontaux et verticaux dont on aura
besoin pour la suite. Ce sont également des champs invariants à gauche dans
PSO(2, d) que l’on notera également H l

i pour les horizontaux et V l
i , V

l
ij pour les

verticaux. Précisément on obtient

H l
0(g) := gH0,

où H0 := e1e
∗
0 − e0e

∗
1, et

V l
i (g) := gVi,

où Vi := e1e
∗
i+1 + ei+1e

∗
1. Puis pour les autres horizontaux et verticaux on a pour

i = 1, ·, d H l
i(g) := gHi où Hi = e0e

∗
i+1 + ei+1e

∗
0 et pour i < j = 1, . . . , d, Vij :=

eie
∗
j − eje

∗
i .

La famille (H0, Hi, Vi, Vij) définit une base de so(2, d) qui est orthogonale pour
la métrique de Killing.

3.2.2 Processus de Dudley

Avant d’introduire les processus de Dudley dans dSd+1 et AdSd+1 nous rappe-
lons leur définition dans l’espace-temps de Minkowski.

3.2.2.1 Rappel : processus de Dudley dans R1,d

Dans R1,d, il n’existe pas de probabilité µ différente de δ0 qui soit invariante
par les isométries g ∈ PSO(1, d) (i.e g(µ) = µ). En effet si µ *= δ0 on peut
trouver un compact C ⊂ R

1,d \ {0} tel que µ(C) > 0 et une suite de trans-
formations gn ∈ PSO(1, d) telle que les gn(C) soient disjoints. On aurait alors
µ(∪ngn(C)) =

∑
n µ(gn(C)) = +∞ ce qui est absurde. On déduit de cela qu’il

ne peut exister de processus de Markov sur R1,d qui soit invariant sous l’action
du groupe de Poincaré PSO(1, d) ! R1,d. En quelque sorte, c’est la non compa-
cité de PSO(1, d) qui empêche de munir R1,d = (PSO(1, d) ! R1,d)/PSO(1, d)
de tels processus invariants, ce qu’on pouvait naturellement obtenir avec l’espace
euclidien Rd = (SO(d) ! Rd)/SO(d) du fait de la compacité de SO(d). En cher-
chant des processus de Markov à valeurs dans un espace homogène sous l’action
de PSO(1, d) ! R1,d on est amené à considérer l’espace (PSO(1, d) ! R1,d)/SO(d)
comme espace d’état minimal pour de tels processus. Dans [28], Dudley s’intéresse
à des processus markoviens à valeurs dans (PSO(1, d) ! R1,d)/SO(d) = Hd ×R1,d,
qui sont PSO(1, d)!R1,d-invariants et dont les trajectoires dans R1,d sont de genre
temps. Redonnons ici le résultat de Dudley que l’on a déjà rappelé dans la partie
précédente :
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Théorème 10 (Dudley). Les processus de Markov à valeurs dans H
d × R

1,d qui
sont (PSO(1, d) ! R1,d)-invariants et dont les trajectoires dans l’espace-temps de
Minkowski R1,d sont de genre temps ont un générateur, calculé en o = (e1, 0) et
pour f ∈ C2

c (H × R1,d), de la forme :

Tf(o) = aξ̇ · ∂

∂ξ
f(o) +

σ2

2
∆Hd

ξ̇
f(o)

+

∫

R+×Sd−1

(

f (ψ(r, θ), 0) − f(o) − r1]0,1](r)

d∑

i=1

θi ∂

∂vi

f(o)

)

ν(dr)dθ,

où ψ(r, θ) désigne les coordonnées polaires dans Hd et ν une mesure de Lévy dans
]0, +∞[ (i.e

∫
min(1, r2)ν(dr) < +∞ ). Les processus à trajectoires continues (ν =

0) sont donc essentiellement ceux de la forme (ξ̇t,
∫ t

0
ξ̇sds) où ξ̇t est un mouvement

brownien sur la nappe hyperbolique.

3.2.2.2 Processus de Dudley dans dSd+1 et AdSd+1

Dans [39] et [38], Franchi et Le Jan définissent des généralisations de diffusions,
à valeurs dans le fibré unitaire de variétés lorentziennes génériques T 1M, qui sont
invariantes en loi pour l’action infinitésimale de SO(d) sur la fibre et dont les tra-
jectoires dans la variété lorentzienne sont de genre temps. Plus précisément, dans
[39] Franchi et Le Jan construisent les diffusions, à la Eells-Elworthy-Malliavin,
en faisant rouler sans glisser T 1M sur Hd × R1,d le long d’une trajectoire d’une
diffusion de Dudley. Dans un second article ([38]), les mêmes auteurs définissent
une classe plus large de diffusions relativistes dont le coefficient de diffusion peut
dépendre de la courbure et de l’énergie. Il apparait alors que, contrairement à la
situation minkowskienne, il n’y a pas unicité de telles diffusions pour des variétés
lorentenziennes à courbure non nulle.

Dans le cas des espace-temps de Sitter et Anti-de-Sitter la situation est sem-
blable à celle de Minkowski. En effet, de la même manière que

R
1,d = (PSO(1, d) ! R

1,d)/PSO(1, d)

on a

dSd+1 = PSO(1, d + 1)/PSO(1, d) et AdSd+1 = PSO(2, d)/PSO(1, d)

et, pour les mêmes raisons invoquées pour R1,d, il n’existe pas de processus de Mar-
kov à valeurs dans dSd+1 (resp. AdSd+1), qui soient invariants par les isométries
de celle-ci, c’est-à-dire, en notant L le générateur, tels que L(f ◦g) = L(f)◦g pour
g ∈ PSO(1, d + 1) (resp. g ∈ PSO(2, d)). Les espaces homogènes minimaux qui
s’imposent pour être des espaces d’états de processus markoviens invariants sont
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donc PSO(1, d + 1)/SO(d) et PSO(2, d)/SO(d). Ces espaces homogènes s’iden-
tifient aux fibrés unitaires respectifs de dSd+1 et AdSd+1. Nous noterons par le
même symbole π̃ les projections de PSO(1, d + 1) dans T 1dSd+1 et PSO(2, d)
dans T 1AdSd+1 :

π̃ : PSO(1, d + 1) (−→ T 1dSd+1

g (−→ (g(e0), g(e1)) (avec ici g(e0) ∈ T 1
g(e1)dSd+1)

π̃ : PSO(2, d) (−→ T 1AdSd+1

g (−→ (g(e1), g(e0)) (avec ici g(e1) ∈ T 1
g(e0)AdSd+1)

Dans la suite M désigne soit dSd+1 soit AdSd+1. On notera G le groupe
d’isométrie de M. Le fibré unitaire sera noté T 1M et sera identifié à l’espace
homogène G/SO(d). L’application π̃, définie ci-dessus, projette donc G sur T 1M.
Rappelons que SO(d) est alors le sous groupe de G dont l’algèbre de Lie est en-
gendrée par (Vij)1=i<j=d et PSO(1, d) est le sous-groupe de G dont l’algèbre de
Lie est engendrée par (Vi, Vij). Nous noterons o := π̃(Id) de sorte que o = (e0, e1)
pour T 1dSd+1 et o = (e1, e0) pour T 1AdSd+1.

Notation 1. Pour (r, θ) ∈ R+ ×Sd, nous noterons S(r, θ) l’élément de PSO(1, d)
défini par :

S(r, θ) = exp

(
r

d∑

i=1

θiVi

)
.

Proposition 24. Les processus de Markov à valeurs dans T 1M qui sont G-
invariants et dont les trajectoires dans M sont de genre temps possèdent un
générateur T , calculé en o et pour f ∈ C2

c (T 1M), de la forme :

Tf(o) =aH l
0(f ◦ π̃)(Id) +

σ2

2

d∑

i=1

(V l
i )2(f ◦ π̃)(Id)

+

∫ +∞

0

∫

Sd−1

[
f ◦ π̃ (S(r, θ)) − f(o) − r1]0,1[

d∑

i=1

θi(V l
i )2(f ◦ π̃)(Id)

]
ν(dr)dθ,

où a > 0, σ ∈ R et ν est une mesure sur ]0, +∞[ vérifiant
∫

min(1, r2)ν(dr) < +∞.
On dira que le processus de Markov associé est un processus de Dudley lorsque
a = 1, et (σ *= 0 ou ν *= 0).

Démonstration. Nous allons appliquer le théorème 2.1 de [61], et donner la forme
générale du générateur d’un processus markovien à valeurs dans T 1M qui est G-
invariant. Introduisons des coordonnées locales (vi, h0, hi)i=1,...,d dans un voisinnage
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U0 de o dans T 1M associée à la famille (Vi, H0, Hi). Ce sont des fonctions telles
que

∀(ξ̇, ξ) ∈ U0, (ξ̇, ξ) = π̃

(
exp

(
d∑

i=1

vi(ξ̇, ξ)Vi

)
exp

(
d∑

i=0

hi(ξ̇, ξ)Hi

))
.

D’après le théorème 2.1 de [61], le générateur d’un processus markovien G-invariant
est de la forme :

Tf(o) = Df(o)+
∫

T 1M

[
f(ξ̇, ξ) − f(o) −

d∑

i=1

vi(ξ̇, ξ)
∂

∂vi
f(o) −

d∑

i=0

hi(ξ̇, ξ)
∂

∂hi
f(o)

]
Π̃(d(ξ̇, ξ)),

où Π̃ est une mesure SO(d)-invariante sur T 1M vérifiant :

Π̃({0}) = 0,

∫ [
d∑

i=0

(hi)2 +

d∑

i=1

(vi)2

]

dΠ̃ < +∞, Π̃(U c
0) < +∞,

et enfin, D est un opérateur de diffusion SO(d)-invariant sur T 1M. En suivant le
raisonnement qui précède l’énoncé du Théorème 2.1 on peut préciser, dans notre
cadre, la forme explicite de D à l’aide de la famille (Vi, H0, Hi). En la notant
temporairement

X1 := H0, X2 := H1, . . . , Xd+1 := Hd, Xd+2 := V1, . . . , X2d+1 := Vd,

la famille (Xi)i=1,...,2d+1 est orthonormale pour un produit scalaire Ad(SO(d))-
invariant bien choisi dans Lie(G). Par le théorème 2.1 de [61], il existe une matrice
symétrique positive (aij)i,j=1,...,2d+1 et des réels (ci)i=1,...,2d+1 tels que :

Df(o) =
1

2

2d+1∑

i=1

aijX
l
iX

l
j(f ◦ π̃)(Id) +

2d+1∑

i=1

ciX
l
i(f ◦ π̃)(Id).

Puisque T est G-invariant, D l’est également. En notant, pour k ∈ SO(d), Lk

l’action de k sur T 1M on a donc que D(f◦Lk)(o) = Df(o). De plus X l
i(f◦Lk◦π̃) =

Ad(k)X l
i(f ◦ π̃) et on obtient explicitement :

Ad(k)H0 = H0, Ad(k)Hi =

d∑

j=1

kijHj , Ad(k)Vi =

d∑

j=1

kijVj.

Ainsi la matrice symétrique (aij) est nécessairement de la forme :



a 0 0
0 σ̃Id µId

0 µId σId



 a, σ, σ̃, µ ∈ R,
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et puisqu’elle est positive on a µ2 ≤ σ2σ̃2 et a > 0. Ainsi la forme générale d’un
opérateur de diffusion SO(d)-invariant sur T 1M est

Df(o) = aH0(f ◦ π̃)(Id)+
σ2

2

d∑

i=1

(V l
i )2(f ◦ π̃)(Id) +

σ̃2

2

d∑

i=1

(H l
i)

2(f ◦ π̃)(Id)

+
µ

2

d∑

i=1

[H l
iV

l
i + V l

i H l
i ](f ◦ π̃)(Id).

Maintenant pour obtenir un processus dont les trajectoires sont de genre-temps
dans M il faut imposer σ̃ = 0 (et donc µ = 0). On retrouve ainsi la forme voulue
de partie diffusion de l’opérateur. Maintenant, en ce qui concerne la partie du
générateur qui définit les sauts, afin d’obtenir des trajectoires continues dans M,
il est nécessaire d’imposer que Π̃ soit portée par la fibre π̃(PSO(1, d)) (identifiée
à Hd). En introduisant les coordonnées polaires (r, θ) associée aux coordonnées vi

on déduit, puisque Π̃ est SO(d)-invariante, qu’il existe une mesure de Lévy ν sur
]0, +∞[ telle que :

∫

π̃(PSO(1,d))

[
f(ξ̇, ξ) − f(o) −

d∑

i=1

vi(ξ̇, ξ)V l
i (f ◦ π̃)(Id)

]
Π̃(d(ξ̇, ξ))

=

∫ +∞

0

∫

Sd−1

[
f ◦ π̃ (S(r, θ)) − f(o) − r1]0,1[

d∑

i=1

θiV l
i (f ◦ π̃)(Id)

]
ν(dr)dθ.

Remarque 12. Il apparait alors, comme dans la situation minkowskienne, qu’il
existe une unique classe de diffusions relativistes à valeurs dans le fibré unitaire
de dSd+1 et AdSd+1. On les nommera diffusions de Dudley. Elles correspondent
à celles introduites par Franchi et Le Jan dans [39] pour notre cas particulier de
dSd+1 et AdSd+1.

3.2.2.3 Relèvement dans G

Nous allons choisir un relèvement particulier de ces processus. Il s’agit de pro-
cessus de Lévy à valeurs dans G, invariants à gauche et SO(d)-invariants à droite
qui se projettent, par π̃, en des processus de Dudley sur T 1M.

Notons gt le processus de Lévy dans G, invariant à gauche, SO(d)-invariant à
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droite défini par le générateur L :

Lf(g) = H l
0f(g) +

σ

2

d∑

i=1

(V l
i )2f(g) (3.1)

+

∫

SO(d)

∫

Sd

∫ +∞

0

[
f(gkS(r, θ)k−1) − f(g) − r1]0,1[

d∑

i=1

θiV l
i f(g)

]
ν(dr)dθdk,

(3.2)

où dθ désigne la mesure de Lebesgue renormalisée sur Sd et dk la mesure de Haar
sur SO(d).

Il est clair que le processus π̃(gt) est un processus de Dudley sur T 1M. Lors-
qu’on suppose certaines hypothèses sur σ et ν, le comportement asymptotique
de gt, et donc de π̃(gt) se déduit des résultats sur les marches aléatoires dans les
groupes de Lie semi-simples de Guivarch et Raugi ([46]), adaptés au cadre des
processus de Lévy par Liao ([61]).

3.2.2.4 Décomposition d’Iwasawa de G

Avant d’énoncer les résultats de Liao pour les processus de Dudley, rappelons
comment obtenir des décompositions d’Iwasawa de PSO(1, d + 1) et PSO(2, d).
Les références sont [54] et [61].

La forme de Killing B est la forme bilinéaire symétrique sur Lie(G) définie par

∀X, Y ∈ G, B(X, Y ) = Trace[ad(X)ad(Y )].

Puisque G est semi-simple, cette forme est non-dégénérée. Notons K un sous-
groupe compact maximal de G et K son algèbre de Lie. Soit P le supplémentaire
B-orthogonal à K. Alors B est définie négative sur K et définie positive sur P et
on note 〈·, ·〉 le produit scalaire sur Lie(G) égal à B sur P, −B sur K, qui préserve
l’orthogonalité entre P et K. Lorsque G = PSO(1, d + 1), K est isomorphe à
SO(d+1) et lorsque G = PSO(2, d), K est isomorphe à SO(2)×SO(d). Notons A
une sous-algèbre abélienne maximale contenue dans P. Lorsque G = PSO(1, d+1),
A est de dimension 1 et lorsque G = PSO(2, d) elle est de dimension 2. On appelle
racine une forme linéaire non nulle sur A telle que le sous-espace vectoriel

Eα := {X ∈ Lie(G), ad(H)X = α(H)X ∀H ∈ A}
soit non réduit à {0}. Nous verrons que PSO(1, d + 1) possède deux racines et
PSO(2, d) en possède huit. En notant Φ l’ensemble des racines on a la décomposition
en somme directe orthogonale pour 〈·, ·〉 de Lie(G)

Lie(G) = E0 ⊕
∑

α∈Φ

Eα.
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Dans A, le complémentaire de la réunion d’hyperplans ∪α∈Φ{α = 0} est constitué
d’autant de composantes connexes que d’éléments de Φ, appelées chambres de
Weyl. Ainsi dans PSO(1, d + 1) il y a deux chambres qui sont des demi-droites et
dans PSO(2, d), il y a huit chambres qui sont des huitièmes de plan. On fait le
choix d’une chambre W et on dit qu’une racine est positive lorsqu’elle est positive
sur W. On note Φ+ l’ensemble des racines positives. Dans le cas de PSO(1, d+1),
Φ+ contient un seul élément et dans celui de PSO(2, d) il en contient quatre. On
note N :=

∑
α∈Φ+ Eα et N̄ :=

∑
α∈Φ+ E−α. Ce sont des algèbres de Lie et on peut

écrire une décomposition d’Iwasawa de Lie(G)

Lie(G) = N̄ ⊕ A⊕ K.

Notons A = exp(A) et N̄ = exp(N̄ ). L’application suivante réalise un isomor-
phisme analytique :

N̄ × A × K −→ G
(n, a, k) (−→ nak

Remarque 13. On a aussi la décomposition d’Iwasawa G = NAK qu’on va utili-
ser dans la section suivante dans laquelle on fera des calculs explicites pour les dif-
fusions de Dudley. Dans cette section, nous prendrons la décomposition G = N̄AK
car c’est celle qu’utilise Liao dans [61] pour établir le comportement asymptotique.

3.2.2.5 Dynamique asymptotique

G est un groupe semi-simple et on peut appliquer directement les résultats
de [61] qui décrivent, sous des hypothèses générales, la dynamique asymptotique
d’un processus de Lévy dans les coordonnées d’Iwasawa. On note gt = ntatkt la
décomposition de gt dans N̄AK. De plus on posera Ht := log(at) le processus à
valeurs dans A. Nous prendrons garde à ne pas confondre la valeur de ce processus
au temps 0 (qui dans la suite sera log(I) = 0) avec la matrice H0 := e0e∗1 + e1e

∗
0.

Théorème 11 (Liao-Guivarch-Raugi). En faisant l’hypothèse que ν est finie et
σ *= 0 on a la convergence presque sûre de nt vers une variable aléatoire asympto-
tique n∞.

Démonstration. Les conditions des propositions 6.12 et 6.13 de [61], qui permettent
d’appliquer le théorème 6.4 de [61] se vérifient facilement. En effet la partie diffusive
du générateur L est hypoelliptique et la proposition 6.12 de [61] assure que le sous-
groupe engendré par le processus est irréductible (au sens de [61] et [46]). Pour
montrer que le semi-groupe est contractant (cf [46] et [61] ) il suffit de vérifier, par
la proposition 6.13 de [61], qu’il existe X ∈ Lie(Vi) et c ≤ 0 tel que X + cH0 est
un élément régulier de P, c’est-à-dire qui est de la forme Ad(k)H avec k ∈ K et H
dans la chambre de Weyl W. Dans nos deux situations, il suffit de prendre X = V2

et c = 0 puisque V1 (comme les autres Vi d’ailleurs) est régulier.
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De plus, la condition d’intégrabilité
∫ +∞
0

rν(dr) < +∞ est équivalente à la
condition 7.7 p 175 de [61] et lorsque celle-ci est vérifiée (ainsi que les conditions
précédentes ), on peut appliquer le théorème 7.3 de [61] et on obtient la convergence
presque sûre

1

t
Ht −→

t→+∞
H∞, (3.3)

où H∞ est déterministe et appartient à la chambre de Weyl W.

Remarque 14. Notons, seulement dans le cadre de cette remarque, gt = ntatkt la
décomposition d’Iwasawa du processus dans la décomposition G = NAK (c’est ce
qu’on fera dans la section suivante dans laquelle nous expliciterons les calculs pour
les diffusions de Dudley). On a alors que nt converge presque sûrement vers une
variable aléatoire dans N , de plus − log(at)/t converge vers H∞ ∈ W (le même
que celui obtenu avec la décomposition G = N̄AK).

En utilisant le théorème 7.3 de [61], on peut préciser la vitesse de convergence
de nt vers n∞ et obtenir le spectre de Lyapunov du flot φt : g (→ ggt.

Théorème 12 (Spectre de Lyapunov pour G = PSO(1, d + 1)). Dans le cas de
l’espace-temps de de Sitter dSd+1 (G = PSO(1, d + 1)), il existe un réel positif
α > 0 et deux sous-algèbres de Lie aléatoires V − ⊂ V 0 ⊂ Lie(G) tels que pour une
métrique ‖ · ‖ invariante à gauche et pour g ∈ G, v ∈ Lie(G) on a :

lim
t→∞

1

t
log ‖Dφt(g) · gv‖ =






α si v ∈ Lie(G) \ V 0

0 si v ∈ V 0 \ V −

−α si v ∈ V − \ {0}
Théorème 13 (Spectre de Lyapunov pour G = PSO(2, d)). Dans le cas de
l’espace-temps Anti-de-Sitter AdSd+1 (G = PSO(2, d)), il existe α4 > α3 ≥ α2 ≥
α1 > 0 et huit sous-algèbres aléatoires V −

4 ⊂ · · · ⊂ V −
1 ⊂ V 0 ⊂ V +

1 ⊂ · · · ⊂
V +

3 ⊂ Lie(G) tels que pour une métrique ‖ · ‖ invariante à gauche et pour g ∈ G,
v ∈ Lie(G) on a :

lim
t→∞

1

t
log ‖Dφt(g) · gv‖ =






αi si v ∈ V +
i \ V +

i−1 i = 1, . . . , 4
0 si v ∈ V 0 \ V −

1

−αi si v ∈ V −
i \ V −

i+1 i = 1, . . . , 4

en posant V +
0 := V 0, V +

4 := Lie(G) et V −
5 := {0}.

Remarque 15. Il semble qu’on puisse relâcher l’hypothèse d’intégrabilité de Π
dans [61]. En effet, en reprenant les démonstrations de [61] il apparait que la
condition

∫
Uc

0
‖gp‖ < +∞, où U0 est un voisinage compact de Id, suffise pour

obtenir un taux de convergence. Dans notre cas cela correspondrait à supposer
seulement

∫ +∞
1

rν(dr) < +∞ comme cela était le cas dans la partie 2 de cette
thèse.
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Démonstration. Pour une métrique invariante à gauche ‖·‖, on a ‖Dφt(g)·gv‖ggt =
‖Ad(gt)

−1v‖I et par l’équivalence des normes dans Lie(G), le résultat ne va pas
dépendre de la norme choisie. On peut prendre le produit scalaire 〈·, ·〉 associé à
la métrique de Killing. Il est Ad(K)-invariant et on obtient ‖Dφt(g) · gv‖ggt =
‖Ad(at)

−1 ◦ Ad(nt)
−1v‖ = ‖Ad(a−1

t ) ◦ Ad(n−1
t n∞)(Ad(n∞)−1v)‖. Notons (Xi) une

base de Lie(G) adaptée à la décomposition de diagonalisation Lie(G) = E0 ⊕∑
α∈Φ Eα. Chaque Xi appartient à un Eα. Nous notons λi les racines, avec 0,

comptées avec multiplicité et hij(t) les coefficients tels que :

Ad(n−1
t n∞)Xj =

∑

i

hij(t)Xi.

Le théorème 7.3 p 191de [61] énonce que pour presque toute trajectoire et pour
ε > 0 on a

|hij(t)| ≤ e−t(λj (H∞)−λi(H∞)−ε) (3.4)

pour t suffisamment grand. Ainsi, pour un Y ∈ Lie(G) que l’on écrit Y =
∑

i yiXi

on obtient

Ad(a−1
t ) ◦ Ad(n−1

t n∞)(Y ) =
∑

i

(
∑

j

hij(t)e
−λi(Ht)yj

)

Xi,

et donc

‖Ad(a−1
t ) ◦ Ad(n−1

t n∞)(Y )‖2 =
∑

i

(
∑

j

hij(t)e
−λi(Ht)yj)

2.

Comme il est rappelé dans la preuve du théorème 7.3 de [61], la matrice hij(t) est
sur-diagonale avec des 1 sur la diagonale. Précisément hij(t) = 1 pour i = j et
hij(t) = 0 lorsque λi ≥ λj ; on a donc :

‖Ad(a−1
t ) ◦ Ad(n−1

t n∞)(Y )‖2 =
∑

i



e−λi(Ht)yi +
∑

j,λi(H∞)<λj(H∞)

hij(t)e
−λi(Ht)yj




2

,

et l’inégalité (3.4) implique que

hij(t) = O
(
e−t(λj(H∞)−λi(H∞)+o(1))

)

, de plus, par (3.3) on a λi(Ht) = t(λi(H∞) + o(1)) et finalement il vient que

‖Ad(a−1
t )◦Ad(n−1

t n∞)(Y )‖2 =
∑

i



e−λi(Ht)yi +
∑

j,λi(H∞)<λj(H∞)

O
(
e−t(λj(H∞)+o(1))

)
yj




2

.
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Notons alors (α̃i)i=1,...,k0 les racines (avec 0 compris) sans compter les multiplicités,
avec α̃1(H∞) ≤ α̃2(H∞) ≤ · · · ≤ α̃k0(H∞). Posons Jk := {j; λj(H∞) = α̃k(H∞)}.
On voit donc que si

∑
j∈J1

(yj)
2 *= 0 alors

1

t
log ‖Ad(a−1

t ) ◦ Ad(n−1
t n∞)(Y )‖ → −α̃1(H∞)

et que si
∑

j∈J1
(yj)

2 = 0 mais que
∑

j∈J2
(yj)

2 *= 0 alors

1

t
log ‖Ad(a−1

t ) ◦ Ad(n−1
t n∞)(Y )‖ → −α̃2(H∞)

... etc... et on obtient ainsi l’échelonnement voulu. Le spectre de Lyapunov est
alors la famille décroissante des −α̃i(H∞). Cette famille est impaire et centrée en
0. De plus, la distribution croissante des sous-espaces aléatoires est

{0} ⊂ Ad(n∞)
(
Eαk0

)
⊂ Ad(n∞)

(
Eαk0

⊕ Eαk0−1

)
⊂ · · ·

· · · ⊂ Ad(n∞)
(
Eαk0

⊕ · · · ⊕ Eα2

)
⊂ Lie(G).

Particularisons ce résultat général aux différents cas étudiés ici.
Lorsque G = PSO(1, d + 1), il n’y a qu’une racine positive α0 et puisque H∞

est dans la chambre de Weyl il vient que −α < 0 < α en posant α := α0(H∞).
Lorsque G = PSO(2, d), nous verrons par la suite que les racines positives

peuvent être choisies de la forme {f1, f2, f2 − f1, f1 + f2}, où (f1, f2) est une
base de A∗. Les réels α1, α2, α3 sont choisis croissant et tels que {α1, α2, α3} =
{f1(H∞), f2(H∞), (f2−f1)(H∞)} et α4 = (f1+f2)(H∞). On sait seulement, puisque
H∞ est dans la chambre de Weyl, que α4 > α3 ≥ α2 ≥ α1 > 0 mais on ne sait pas,
a priori, quand les inégalités larges sont strictes.

3.2.2.6 Projection sur la variété de base

Lorsque la loi de gt est absolument continue par rapport à la mesure de Haar
sur G (c’est le cas pour les diffusions en appliquant le théorème de Hörmander),
les travaux de Furstenberg ([40]) Azencott [4] et Raugi [67] assurent que la tribu
invariante de gt est engendrée par la variable asymptotique n∞. Pour obtenir une
réalisation géométrique de la frontière de Poisson de gt on peut écrire ce processus
dans la décomposition polaire de G. Notant M le sous-groupe de K formé des
éléments qui commutent avec A. On peut décomposer presque tout (pour la mesure
de Haar sur G) g ∈ G de manière unique

g = xa+k,
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où x ∈ K/M , a+ ∈ exp(W) et k ∈ K. En écrivant gt = xta
+
t kt on a presque

sûrement la convergence de xt vers une variable asymptotique x∞ ∈ K/M et
log(a+

t )/t → H∞. De plus x∞ est une transformation géométrique de n∞ et la tribu
invariante de gt est également engendrée par x∞. Ainsi on obtient une réalisation
géométrique de la frontière de Poisson de gt comme l’espace compact homogène
K/M muni de la loi de x∞. Dans le cas de PSO(1, d+1) on a M = SO(d) et K/M
s’identifie alors à la sphère Sd. Dans le cas de PSO(2, d) on a M = SO(d−2) (voir
dans la section suivante) et donc la frontière de Poisson de gt est S1 × T 1Sd−1.
Revenons aux processus de Dudley (ξ̇t, ξt) qui s’obtiennent en projetant gt, par
π̃, sur le quotient compact G/SO(d) = T 1M. La frontière de Poisson de ces
processus markoviens est la même que pour gt (on n’a pas perdu d’information
asymptotique en quotientant par le compact SO(d)) et il est intéressant de parvenir
à une description géométrique de cette frontière.

Pour la diffusion de Dudley dans l’espace de Minkowski l’interprétation géométrique
a été faite dans [9]. En plongeant conformément R1,d dans l’univers d’Einstein
Eind+1 (cf [36] pour une très belle description de ce plongement) on munit l’es-
pace de Minkowski d’un bord topologique qui cöıncide avec sa frontière causale
et qui s’identifie à un cône de lumière dans Eind+1. En fait R1,d s’identifie au
complémentaire d’un cône de lumière dans Eind+1. Topologiquement ce bord est
un tore S1 × Sd−1 dont une sphère Sd a été contractée en un point. Le processus
dans R1,d converge presque sûrement vers un point de ce cône de lumière.

Sd−1
géodésique de lumière

En ce qui concerne les processus de Dudley dans dSd+1 et AdSd+1 nous pouvons
également donner une interprétation géométrique de la frontière de Poisson en
décrivant la situation dans l’espace projectif.

L’espace-temps de de Sitter a été défini comme étant une hyperbolöıde à une
nappe de R1,d+1 = Rd+2. En projetant radialement sur la sphère unité Sd+1 de Rd+2
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on voit que le bord topologique de cette dSd+1 est la réunion de deux sphère S
d dont

l’une est à l’infini dans le futur et l’autre dans le passé. Nous allons maintenant
considérer la situation dans l’espace projectif Pd+1R que nous identifierons avec la
carte affine {ξ0 = 1} muni d’une droite projective à l’infini. Le cône de lumière
{q = 0} de R1,d+1 est alors identifié avec la sphère Sd. Pour un point ξ *= 0 de
R1,d+1 nous noterons p̂(ξ) sa projection dans Pd+1R. L’espace-temps de de Sitter
se projette sur le complémentaire de la boule bordée par la sphère {q = 0}. En
fait dSd+1 est un revêtement double de cet ouvert de Pd+1R puisque un point se
relève en deux points antipodaux de dSd+1. Les deux sphères à l’infini de dSd+1

se projettent sur la sphère Sd. Notons de plus que la nappe hyperbolique Hd+1

de R1,d+1 se projette (et est difféomorphe) à l’intérieur de cette boule. Puisque
nous faisons partir le processus de Dudley depuis e1 qui est sur l’équateur de
dSd+1 et que les trajectoires sont de genre temps, le processus va rester dans
l’émisphère supérieure de dSd+1. Ainsi les trajectoires peuvent être dessinés dans
l’espace projectif et seront à valeurs dans le complémentaire de la boule, de plus
la sphère dans Pd+1R correspond à la sphère du futur. Le processus partira d’un
point de la droite projective à l’infini correspondant à e1. La trajectoire, de genre
temps, évolue dans le futur de chaque point. Pour un ξ ∈ dSd+1 tel que ξ0 > 0 (
i.e dans l’émisphère supérieure), son cône du futur dans dSd+1 est par définition
l’intersection du cône du futur dans R1,d+1 avec dSd+1. C’est également le demi-
cône formé des demi-géodésiques de lumière issues de ξ. Une telle géodésique est
l’intersection, dans R

1,d+1, de dSd+1 avec le plan engendré par ξ et un η tel que
q(η) = 0 et η ∈ TdSd+1 (autrement dit q(ξ, η) = 0). Dessinée dans Pd+1R, cette
géodésique de lumière est donc la droite passant par p̂(ξ) et p̂(η) qui est un point
de la sphère (car q(η) = 0) et de la projection de l’hyperplan orthogonal à ξ (car
q(η, ξ) = 0). Cette géodésique de lumière est alors, projectivement, une droite
tangente à la sphère. Le cône du futur dans Pd+1R est la réunion de ces droites
tangentes à la sphère et issues de p̂(ξ). Autrement dit c’est encore un cône !

p̂(ξ)

cône du futur

hyperplan q-orthogonal à p̂(ξ)

Sd
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Une courbe causale de dSd+1, c’est-à-dire de genre lumière ou de genre temps,
qui sort de tout compact va tendre vers un point de cette sphère Sd du futur
qui s’identifie donc avec la frontière causale de dSd+1. Les trajectoires dans dSd+1

des processus de Dudley sont de genre temps et vont donc converger presque
sûrement vers un angle asymptotique de Sd. Pour pouvoir identifier cette variable
asymptotique nous allons préciser la décomposition d’Iwasawa de gt = ntatkt dans
G = N̄AK. On a noté at = exp(Ht) et ici on a explicitement Ht de la forme λtH0

où on rappelle que H0 = e0e
∗
1 + e1e

∗
0. La convergence p.s de Ht/t vers un élément

de W se traduit par le fait que λt/t converge p.s vers un réel λ > 0. De plus at

est diagonalisable et (e0 + e1) est un vecteur propre associé à exp(λt). Notons θ∞
le projeté de n∞(e0 + e0) dans Pd+1R : θ∞ := p̂(n∞(e0 + e1)). C’est un point de
la sphère puisque q(n∞(e0 + e1)) = q(e0 + e1) = 0. Rappelons que le processus de
Dudley (ξ̇t, ξt) ∈ T 1dSd+1 est défini, à partir de gt, par ξt := gt(e1) et ξ̇t := gt(e0).
On alors

q(ξt, nt(e0 + e1)) = q(ntatkt(e1), nt(e0 + e1))

= q(kt(e1), a
−1
t (e0 + e1)) = e−λtq(kt(e1), e0 + e1) −→

t→∞
0.

Notons ξ un point dans l’adhérence de la trajectoire p̂(ξt) dans Pd+1R. La conver-
gence précédente implique que q(ξ, θ∞) = 0 (la q-orthogonalité dans Pd+1R est
bien définie). Autrement dit le lieu des points d’adhérence de p̂(ξt) est sur l’hyper-
plan orthogonal à θ∞. Or le seul point de cet hyperplan qui soit sur la frontière
causale de dSd+1 (c’est-à-dire la sphère S

d) est θ∞. On a donc montré que l’angle
asymptotique géométrique imposé par le fait que les trajectoires des processus de
Dudley sont de genre-temps est en fait donné par la variable asymptotique n∞.

Concernant le comportement asymptotique de ξ̇t dans l’espace projectif, le
raisonnement est semblable. La quantité q(ξ̇t, nt(e0 + e1)) converge également vers
0. Ainsi n’importe quel point dans l’adhérence de p̂(ξ̇t) appartient à l’hyperplan
tangent à θ∞. Or un tel point doit également appartenir à la boule fermée (puisque
ξ̇t = gt(e0) ∈ Hd+1) et il n’y a que θ∞ qui satisfait ces deux conditions. Ainsi p̂(ξ̇t)
converge vers θ∞.

Pour être cohérent avec les notations que nous utiliserons dans les calculs
explicite de la prochaine section nous notons θ∞ la variable asymptotique de
Sd ⊂ Rd+1 = {ξ0 = 0} telle que θ∞ = p̂(e0 + θ∞). C’est la variable asympto-
tique limite de θt qui est l’angle de gt dans la décomposition polaire.

La figure 3.2.2.6 résume la situation dans T 1dSd+1. Le dessin est réalisé pour la
diffusion puisque la trajectoire dans Hd+1 est continue. Les cônes de lumières sont
également dessinés. Ils sont tangents à la sphère Sd en des sphères Sd−1. Dans le
cas général le processus dans Hd+1 peut sauter. Précisément au point (ξ̇t0−, ξt0−),

un saut de ξ̇t s’effectue dans la boule bordée par la sphère S
d−1 commune à S

d et
au cône de lumière issu de ξt0−.
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θ∞

Hd+1

dSd+1

Sd

Figure 3.1 – Trajectoires, dans une carte projective, de ξt ∈ dSd et ξ̇t ∈ Hd, ainsi
que leur angle asymptotique θ∞ ∈ Sd.

Analysons maintenant la situation pour l’espace-temps anti-de-Sitter AdSd+1.
Cet espace a été défini comme la nappe {q = 1} dans Rd+2 (ici q est de signature
(+, +,−, . . . ,−)). La restriction qξ de q à l’espace tangent au cône d’isotropie
{q = 0} en ξ *= 0 est dégénérée de signature (0, +,−, . . . ,−). Le noyau de qξ

est engendrée par la direction de ξ si bien qu’on peut munir la projection de
{q = 0} dans Pd+1R d’une structure Lorentzienne conforme. Cette sous-variété de
Pd+1R, appelé l’univers d’Einstein et notée Eind, est homéomorphe au tore S1×Sd.
L’espace-temps AdSd+1 se projette sur Pd+1R en un ouvert bordé par Eind. Un
point de cet ouvert se relève en deux points antipodaux si bien que AdSd+1 est
un revêtement à deux feuillets de cet ouvert. Dans certains textes (par exemple
[36]) cet ouvert de Pd+1R est défini comme l’espace anti-de-Sitter. Dans la carte
affine {ξ0 = 1} l’univers d’Einstein est une hyperbolöıde à une nappe (comme
dSd) et la projection de AdSd+1 est l’intérieur de cette nappe. Dans ce modèle
projectif de AdSd+1, les géodésiques causales sont des droites projectives (donc
des cercles topologique) et les géodésiques de genre espace sont des segments. On
peut également donner une caractérisation géométrique du cône du futur d’un
point dans AdSd+1. C’est le demi-cône, orienté vers le futur, formé des droites
issues de ce point et tangentes à la quadrique q. Le dessin ci-dessous présente les
cônes du futur de deux points ξ et ξ′ de AdSd+1 vus dans la carte affine {ξ0 = 1}.
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p̂(ξ)

p̂(ξ′)

AdSd+1

Eind

Les géodésiques de lumière dans Eind sont des droites projectives (et correspondent
dans la carte affine à des géodésiques de lumières de dSd). Précisément, le cône
d’isotropie {q = 0} contient des plans et les géodésiques de lumière de Eind sont
les projetés de ces plans dans Pd+1R. Comme pour la situation précédente, le
comportement asymptotique du processus de Dudley (ξ̇t, ξt) se déduit de celui de
gt dans PSO(2, d) (rappelons qu’ici ξt = gt(e0) et ξ̇t = gt(e1)). Dans la section
suivante nous donnons une décomposition d’Iwasawa de PSO(2, d) dans laquelle
le processus at s’écrit at = exp(αtH1+βtV2) où H1 = e0e

∗
2+e2e

∗
0 et V2 = e1e

∗
3+e3e

∗
1.

Le fait que (log at)/t converge p.s vers un élément de la chambre de Weyl W se
traduit ici par la convergence de αt/t et βt/t vers deux réels α∞ et β∞ tels que

α∞ > 0, β∞ > 0, et α∞ − β∞ > 0.

Remarquons que les vecteurs propres de at u := (e0 + e2) et v := (e1 + e3), associés
respectivement aux valeurs propres eαt et eβt , appartiennent au cône d’isotropie de
q. Le plan engendré par u et v est inclu dans ce cône et définit donc, en projetant
sur Pd+1R, une géodésique de lumière dans l’univers d’Einstein Eind. Pour un
vecteur w = µu + νv du plan engendré par u et v privé de 0 on a

q(ξt, ntw) = q(gt(e0), ntw)

= q(kt(e0), a
−1
t w) = q(kt(e0), µe−αtu + νe−βtv) −→

t→∞
0

donc un point ξ dans l’adhérence de p̂(ξt) dans P
d+1

R est q-orthogonal à p̂(n∞(w))
(i.e q(ξ, p̂(n∞(w))) = 0). Ceci étant vrai pour tout w du plan, ξ est nécessairement
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dans l’hyperplan de codimension 2 tangent à Eind en la géodésique de lumière pas-
sant par p̂(n∞(u)) et p̂(n∞(v)) que nous noterons P∞. Il en est de même pour les
points dans l’adhérence de p̂(ξ̇t). Contrairement à la situation précédente nous ne
pourrons pas aller plus loin. Ici les trajectoires ne tendent pas vers l’infini dans
AdSd+1 (on peut montrer que ξt = ntatkt(e0) ne tend pas vers l’infini dans R2,d) et
elles ne sont donc pas asymptotiques à la géodésique de lumière dans Eind. Ainsi,
en regardant dans Pd+1R on trouve des points d’accumulation qui sont à la fois
dans AdSd+1 et dans P∞. La conjecture posée par Franchi et Le Jan dans [39]
est vérifiée ici puisque P∞ est un ensemble de géodésiques de lumière de AdSd+1.
Cependant l’information asymptotique ne semble pas entièrement contenue dans
la donnée de P∞ (ou ce qui revient au même la géodésique de lumière de Eind

qui est le lieu de tangence). En effet, en utilisant les résultats de Azencott et
Raugi ( [4] [67]) on pourrait montrer, en supposant une hypothèse d’hypoellipti-
cité (vérifiée pour les diffusions), que la tribu invariante de gt (et également celle
de (ξ̇t, ξt)) est engendrée par la variable asymptotique n∞ et que sa loi est ab-
solument continue par rapport à la mesure de Haar sur N̄ . Cela revient à dire
que la frontière de Poisson s’identifie avec la frontière maximale de PSO(2, d)
(S1 × T 1Sd−1) ( qui s’identifie géométriquement à l’ensemble des géodésiques de
lumière pointées de l’univers d’Einstein). Avec notre hyperplan asymptotique nous
n’obtenons qu’une géodésique de lumière et il manque donc la donnée d’un point !
Signalons également que gt agit par transformation conforme sur l’univers d’Ein-
stein et Frances ([36]) décrit de manière géométrique toutes les dynamiques asymp-
totiques possibles d’une suite de transformations conforme de Eind. Elles peuvent
être de trois types différents : bornée, équilibrée ou bien mixte. Dans le cas sto-
chastique qui est le nôtre, la dynamique est mixte (cela correspond au fait que
H∞ ∈ W) et il y a une géodésique pointée attractive et une autre répulsive.

3.3 Calculs explicites pour les diffusions relati-

vistes

Dans cette section nous allons calculer explicitement les coefficients de Lya-
punov pour les diffusions relativistes (ν = 0, σ *= 0). À la manière de [59] ou de
[62], nous écrivons les équations différentielles stochastiques vérifiées par les co-
ordonnées d’Iwasawa de la diffusion. Nous calculons le spectre de Lyapunov qui
s’écrit comme une certaine intégrale d’une mesure invariante dépendant de σ dont
on donne une expression assez explicite. Il s’agit ici de retrouver, par le calcul,
les résultats de [61] qui utilisent [46]. Dans le cas de Anti-de-Sitter, pour montrer
directement que H∞ est dans la chambre de Weyl il faut obtenir des inégalités
qui ne semblent pas être évidentes à démontrer de manière directe. Néanmoins, en
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faisant le lien entre la décomposition d’Iwasawa avec les décompositions polaires
et de Bruhat de PSO(2, d + 1) nous parvenons à le démontrer.

Au passage nous montrerons, en utilisant les techniques de Raugi [67], que la
variable aléatoire n∞ engendre la tribu invariante des diffusions relativistes dans
dSd+1.

3.3.1 Coefficients de Lyapunov et frontière de Poisson pour

les diffusions relativistes dans de Sitter

3.3.1.1 Décomposition d’ Iwasawa de PSO(1, d + 1) : précisions

La sous-algèbre de Lie(G)

K :=

{(
0 0
0 C

)
,C ∈ so(d + 1)

}

est l’algèbre de Lie du sous-groupe de G compact maximal K := exp(K) (iso-
morphe à SO(d + 1)).

Rappelons que P est l’orthogonal de K pour la forme de Killing. Le produit
scalaire associé à la forme de Killing correspond ici à 〈X, Y 〉 = dTrace(XY ∗). On
calcule explicitement que :

P =

{(
0 b∗

b 0

)
; b ∈ R

d+1

}
,

Une sous-algèbre abélienne maximale de P est nécessairement de dimension 1
et on choisit ici de prendre

A := Vect(H0) =

{(
0 λe∗1

λe1 0

)
; λ ∈ R

}
.

Il n’y a que deux racines (non nulles) dans so(1, d + 1), ce sont {−α0, α0} où
α0 est la forme linéaire sur A qui envoie H0 sur 1. La chambre de Weyl est choisie
de telle sorte que α0 est positive ; c’est donc la demi-droite {λH0; λ > 0}.

Rappelons que par définition N := {X; ad(H)(X) = α0(H)X, ∀H ∈ A} et
on vérifie que :

N =









0 0 h∗

0 0 h∗

h −h 0



 ; h ∈ R
d




 .

Nous notons les projections de X ∈ Lie(G) relativement à la décomposition
d’Iwasawa de Lie(G)

Lie(G) = N ⊕A⊕K,
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par {X}N , {X}A et {X}K.
En posant A := exp(A) et N := exp(N ), on rappelle que l’application de

N ×A×K dans G qui envoie (n, a, k) sur nak est un difféomorphisme analytique.
De plus nous noterons M le sous-groupe de K qui commute avec A. C’est le

sous-groupe, noté précédemment SO(d), qui stabilise e0 et e1.

3.3.1.2 Comportement asymptotique en coordonnées d’Iwasawa

La diffusion gt est solution de l’équation différentielle stochastique dans G

dgt = σ
d∑

i=1

V l
i (gt) ◦ dBi

t + H l
0(gt)dt, (3.5)

où Bt est un mouvement brownien de Rd. Dans la proposition suivante nous pro-
jetons cette équation sur les sous-groupes N, A et K en écrivant les équations
satisfaites par les processus nt, at, kt de la décomposition d’Iwasawa de gt = ntatkt.

Proposition 25. On obtient le système d’équations différentielles stochastiques
suivant :

◦dkt = σ
d∑

i=1

{Ad(kt)Vi}Kkt ◦ dBi
t + {Ad(kt)H0}Kktdt (3.6)

◦dat = σ
d∑

i=1

at{Ad(kt)Vi}A ◦ dBi
t + at{Ad(kt)H0}Adt (3.7)

◦dnt = σ

d∑

i=1

ntAd(at){Ad(kt)Vi}N ◦ dBi
t + ntAd(at){Ad(kt)H0}Ndt. (3.8)

Démonstration. Puisque gt = ntatkt il vient :

◦dgt = ◦dntatkt + nt ◦ datkt + ntat ◦ dkt;

et ainsi :

a−1
t n−1

t ◦ dgtk
−1
t = a−1

t n−1
t ◦ dntat + a−1

t ◦ dat + ◦dktk
−1
t .

Maintenant, en utilisant (3.5) on obtient :

a−1
t n−1

t ◦ dgtk
−1
t = σ

d∑

i=1

Ad(kt)Vi ◦ dBi
t + Ad(kt)H0dt,
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nous avons donc :

a−1
t n−1

t ◦ dntat + a−1
t ◦ dat + ◦dktk

−1
t = σ

d∑

i=1

Ad(kt)Vi ◦ dBi
t + Ad(kt)H0dt.

On obtient (3.6) (resp. (3.7), resp. (3.8)) en projetant cette équation sur K (resp.
A, resp. N ).

Ainsi kt est une diffusion dans K et la dynamique de at dépend seulement de
cette diffusion. Puisque Ad(a−1

t ){·}N = elog at{·}N , on constate que les “variations
infinitésimales” dnt vont tendre vers 0 dès que log at est suffisamment “négatif”.
Ainsi nous allons commencer par étudier le comportement asymptotique de Ht :=
log at et dans le lemme suivant nous calculons la correction d’Itô pour ce terme.

Lemme 7. Soit Ht le processus de A tel que at = exp(Ht).
Nous avons

Ht = mt +

∫ t

0

{
1

2
σ2

d∑

i=1

{[{Ad(ks)Vi}K, Ad(ks)Vi]}A + {Ad(ks)H0}A
}

ds,

où mt := σ
∑d

i=1

∫ t

0
{Ad(ks)Vi}AdBi

s est une martingale.

Démonstration. Puisque A est abélien nous avons ◦dHt = a−1
t ◦ dat et en utilisant

(3.7) on obtient :

◦dHt = σ

d∑

i=1

{Ad(kt)Vi}A ◦ dBi
t + {Ad(kt)H0}Adt.

En utilisant (3.6) il vient :

d{Ad(kt)Vi}AdBi
t = {◦dktVik

−1
t + ktVi ◦ dk−1

t }AdBi
t

= {σ{Ad(kt)Vi}KAd(kt)Vi − σAd(kt)Vi{Ad(kt)Vi}K}Adt

= σ
{[
{Ad(kt)Vi}K , Ad(kt)Vi

]}
Adt.

Et on obtient donc

dHt = σ

d∑

i=1

{Ad(kt)Vi}AdBi
t

+

{
1

2
σ2

d∑

i=1

{[{Ad(kt)Vi}K, Ad(kt)Vi]}A + {Ad(kt)H0}A
}

dt.
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Puisque
∫ t

0

∑
i α0({Ad(ks)Vi}A)2ds = O(t), on voit que mt

t
converge presque

sûrement vers 0.
Ainsi Ht

t
et

1

t

∫ t

0

{
1

2
σ2

d∑

i=1

{[{Ad(ks)Vi}K, Ad(ks)Vi]}A + {Ad(ks)H0}A
}

ds

ont la même limite dans A lorsque t tend vers ∞.
Nous allons montrer que cette limite est de la forme −αH0 avec α > 0. Pour

cela nous calculons plus explicitement les corrections d’Itô.

Lemme 8. Pour k ∈ K on a

1

2
σ2

d∑

i=1

{[{Ad(k)Vi}K, Ad(k)Vi]}A + {Ad(k)H0}A

= −
(

1

2
σ2(d − 1) +

1

2
σ2q(k(e1), e1)

2 + q(k(e1), e1)

)
H0.

Démonstration. Nous calculons

{Ad(k)Vi}K = {k(ei+1)e
∗
0 + e0k(ei+1)

∗}K = k(ei+1)e
∗
1 − e1k(ei+1)

∗.

Et

[{Ad(k)Vi}K, Ad(k)Vi] = [k(ei+1)e
∗
1 − e1k(ei+1)

∗, k(ei+1)e
∗
0 + e0k(ei+1)

∗]

= e∗1k(ei+1) (k(ei+1)e
∗
0 + e0k(ei+1)

∗) − (e0e
∗
1 + e1e

∗
0)

Donc
{[{Ad(k)Vi}K, Ad(k)Vi]}A =

(
(e∗1k(ei+1))

2 − 1
)
H0,

et puisque
∑d

i=1(e
∗
1k(ei+1))

2 = 1 − (e∗1k(e1))
2 nous avons

1

2
σ2

d∑

i=1

{[{Ad(k)Vi}K, Ad(k)Vi]}A = −1

2
σ2

{
(d − 1) + (e∗1k(e1))

2
}

H0.

On conclut en invoquant que {Ad(k)H0}A = (e∗1k(e1))H0 et q(k(e1), e1) = −e∗1k(e1).

Soit ut le processus dans [−1, 1] défini par

ut := q(e1, kt(e1)) = −e∗1kt(e1). (3.9)

Les deux lemmes précédents nous invitent à étudier l’ergodicité de ut afin de
calculer le comportement asymptotique de Ht

t
. Le lemme suivant prouve que ut est

une diffusion sur le segment [−1, 1] et on obtient l’ergodicité dans la proposition
qui le suit.
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Lemme 9. Il existe un mouvement brownien W sur R tel que

dut = σut

√
1 − u2

tdWt +

{
−σ2u3

t − u2
t −

d − 2

2
σ2ut + 1

}
dt. (3.10)

Démonstration. En utilisant (3.6) on déduit que

d(e∗1kt) = σ
d∑

i=1

(e∗1kt(ei+1)e
∗
1 − kt(ei+1)

∗) kt ◦ dBi
t + (e∗1kt(e1)e

∗
1 − kt(e1)

∗)ktdt

= σ
d∑

i=1

(
e∗1kt(ei+1)e

∗
1kt − e∗i+1

)
◦ dBi

t + (e∗1kt(e1)e
∗
1kt − e∗1) .

Ainsi

d(e∗1kt(e1)) = σ

d∑

i=1

(e∗1kt(ei+1))(e
∗
1kt(e1)) ◦ dBi

t +
(
(e∗1kt(e1))

2 − 1
)
dt.

Et on calcule la correction d’Itô suivante :

d ((e∗1kt(ei+1))(e
∗
1kt(e1))) dBi

t = σ
{(

e∗1kt(ei+1)e
∗
1kt − e∗i+1

)
ei+1e

∗
1kt(e1)

+ e∗1kt(ei+1)e
∗
1kt(ei+1)e

∗
1kt(e1)} dt

= σ
(
2(e∗1kt(ei+1))

2 − 1
)
(e∗1kt(e1))dt.

Donc, puisque ut = −e∗1kt(e1) et
∑d

i=1(e
∗
1kt(ei+1))

2 = 1 − u2
t , nous obtenons :

dut = σut

d∑

i=1

e∗1kt(ei+1)dBi
t +

{
1

2
σ2

d∑

i=1

(
2(e∗1kt(ei+1))

2 − 1
)
ut + (1 − u2

t )

}
dt

= σut

√
1 − u2

tdWt +

{
1

2
σ2(2(1 − u2

t ) − d)ut + (1 − u2
t )

}
dt,

où Wt est un mouvement brownien.

Proposition 26. Il y a unicité trajectorielle et existence faible des solutions de
(3.10). Lorsqu’il part de u ∈ [−1, 0], ut atteind presque sûrement 0 qui est absorbant
à gauche : P0(∃s > 0, us ∈ [−1, 0]) = 0. De plus ut est ergodique dans [0, 1] et
l’unique probabilité invariante sur [0, 1], µ(du), est donnée par la formule :

µ(du) = cdu
−d(1 − u2)

d
2
−1e−

2
σ2u 1]0,1](u)du,

où cd est le coefficient de normalisation.
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Démonstration. Posons Σ(u) := σu
√

1 − u2 et β(u) := 1 − d−2
2

σ2u − u2 − σ2u3.
Puis considérons l’EDS

dut = Σ(ut)dWt + β(ut)dt. (3.11)

On vérifie que Σ et β satisfont les conditions du théorème de Yamada-Watanabe
(théorème 40.1 p 265 de [68]) qui assurent l’existence trajectorielle pour (3.11).
De plus, en considérant Σ′ := Σ1[−1,1] et β ′ := β1[−1,1] + d

2
σ2(1]−∞,−1] − 1[1,+∞[)

on peut appliquer le théorème 23.5 p 168 de [68] et on obtient l’existence d’une
solution faible de (3.11).

La diffusion ut n’est pas régulière (au sens de [68]) sur le segment entier [−1, 1]
mais l’est sur chacun des intervalles [−1, 0] et [0, 1].

– Étude de ut sur [−1, 0].
On introduit la fonction d’échelle de ut sur [−1, 0]

φ : ] − 1, 0] −→ [0, +∞[

u (−→
∫ 0

u

|s|d−2

(
√

1−s2)d e
2

σ2
1
s ds

,

elle est strictement décroissante et régulière sur ] − 1, 0]. Soit vt la diffusion
sur [0, +∞[ solution de :

dvt = φ′(φ−1(vt))Σ(φ−1(vt))dWt. (3.12)

En appliquant la formule d’Itô’s on obtient que φ−1(vt) est une diffusion sur
]−1, 0[ solution de (3.11). Ainsi il reste à vérifier que +∞ est un point d’entrée
et 0 une frontière absorbante pour vt. Notons m(dv) = (φ′Σ)−2 ◦φ−1(v)dv la
mesure vitesse de vt sur [0, +∞[. En utilisant le théorème 23.12 de [51], nous
avons que +∞ est un point d’entrée si et seulement si

∫ +∞
vdm(v) < +∞.

Maintenant en posant u = φ−1(v) il vient
∫ +∞

vdm(v) =

∫

−1

φ(u)

φ′(u)Σ(u)2
du.

De plus, un calcul montre que

φ(u)

φ′(u)Σ(u)2
∼

u→−1+

{
(1 − d/2)/2σ2 si d ≥ 3
log(1 + u)/2σ2 si d = 2

,

donc
∫ +∞

vdm(v) < +∞ et +∞ est un point d’entrée pour vt.
Maintenant, le théorème 51.2 p 295 de [68] assure que ut, partant de u0 ∈
[−1, 0], atteint presque sûrement 0 en un temps fini et que 0 est absorbant à
gauche si et seulement si

∫

0+

vm(dv) < +∞, et

∫

0+

m(dv) = +∞. (3.13)
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Mais on a
∫

0+

vm(dv)
v=φ(u)

=

∫ 0− φ(u)

φ′(u)Σ2(u)
du, et

φ(u)

φ′(u)Σ2(u)
∼

u→0−
−1

2
,

et
∫

0+

m(dv)
v=φ(u)

=

∫ 0− 1

φ′(u)Σ2(u)
du, et

1

φ′(u)Σ2(u)
∼

u→0−
−e−

2
σ2

1
u

σ2|u|d ,

ce qui implique (3.13).
– Étude de ut sur [0, 1].

La fonction strictement croissante de ]0, 1[ dans R suivante

ϕ : ]0, 1[ −→ R

u (−→
∫ u

1/2
sd−2

(
√

1−s2)d e
2

σ2
1
s ds

est la fonction d’échelle de ut sur ]0, 1[. Cela signifie que la diffusion v̄t solution
de

dv̄t = ϕ′(ϕ−1(v̄t))Σ(ϕ−1(v̄t))dWt. (3.14)

est telle que ϕ(v̄t) est solution de (3.11) (en appliquant la formule d’Itô).
Nous notons m̄(dv) := (ϕ′Σ)−2 ◦ ϕ−1(v)dv la mesure vitesse de v̄t sur R.
Nous allons montrer que 0 est un point d’entrée à droite pour ut et qu’elle
ergodique dans [0, 1]. Ceci est équivalent à ce que −∞ est un point d’entrée
pour v̄t et que ce processus est ergodique dans R. Par les théorèmes 23.12 p
462 et 23.15 p 465 de [51] il reste à vérifier que :

∫

−∞
vm̄(dv) < +∞ et

∫ +∞

−∞
m̄(dv) < +∞.

Cela est clair en observant que
∫

−∞
vm̄(dv) =

∫

0+

ϕ(u)

ϕ′(u)Σ2(u)
du et

ϕ(u)

ϕ′(u)Σ2(u)
∼

u→0+
−1/2,

et
∫ +∞

−∞
m̄(dv) =

∫ 1

0

1

ϕ′(u)Σ2(u)
du et

1

ϕ′(u)Σ2(u)
∼

u→0+
σ−2u−de−

2
σ2

1
u

1

ϕ′(u)Σ2(u)
=

u→1−
O(1).

La probabilité invariante µ(du) de ut sur [0, 1] est la mesure image de 1/m̄(R)m̄(dv)
par ϕ−1.
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En utilisant les lemmes précédents et le théorème ergodique (cf théorème 20.21
p409 [51])nous obtenons le résultat clé suivant :

Corollaire 3. On a la limite presque-sûre suivante

lim
t→∞

Ht

t
= −αH0,

où

α :=
1

2
σ2(d − 1) +

∫

[0,1]

(
1

2
σ2u2 + u

)
µ(du) > 0.

On note ht le vecteur de Rd tel que :

nt = exp




0 0 h∗

t

0 0 h∗
t

ht −ht 0





=




1 + ‖ht‖2/2 −‖ht‖2/2 h∗

t

‖ht‖2/2 1 − ‖ht‖2/2 h∗
t

ht −ht Id





Nous allons démontrer la convergence presque-sûre de nt vers une variable
aléatoire n∞ et préciser la vitesse de convergence.

Proposition 27 (Convergence de nt). Le processus nt converge presque-sûrement
vers une variable aléatoire asymptotique n∞ ∈ N . De plus, on a presque-sûrement

lim sup
t→∞

1

t
log ‖ht − h∞‖ ≤ −α.

Démonstration. Rappelons que nt satisfait (3.8)

dnt = σ

d∑

i=1

ntAd(at){Ad(kt)Vi}N ◦ dBi
t + ntAd(at){Ad(kt)H0}Ndt,

et posons h̃i
t ∈ Rd tel que

Ad(at){Ad(kt)Vi}N =




0 0 (h̃i

t)
∗

0 0 (h̃i
t)

∗

h̃i
t −h̃i

t 0



 ,

et de la même manière, h̃0
t ∈ Rd associé à Ad(at)[Ad(kt)H0]N .
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Maintenant

Ad(at){Ad(kt)Vi}N = exp(ad(Ht)){Ad(kt)Vi}N
= eα0(Ht){Ad(kt)Vi}N ,

où {Ad(kt)Vi}N est borné puisque kt reste dans un compact. De plus α0(Ht) ∼
−α/t avec α > 0 et on déduit donc que h̃i

t converge vers zero exponentiellement
vite et est asymptotiquement dominé par Cste×e−(α−ε)t pour un ε arbitrairement
petit (i.e pour presque toute trajectoire on a (∀ε > 0, ∃C > 0, t0 > 0, ∀t >
t0, |h̃i

t| ≤ Ce−(α−ε)t)).
De plus, la correction d’Itô vaut

dAd(at){Ad(kt)Vi}NdBi
t = σAd(at)

(
[{Ad(kt)Vi}A, {Ad(kt)Vi}N ]

+ {[{Ad(kt)Vi}K, Ad(kt)Vi]}N
)
dt,

et on déduit que h̃i
t ◦ dBi

t = h̃i
tdBi

t + ĥi
tdt où ĥi

t est également dominé par Cste ×
e−(α−ε)t.

Puisque

nt = exp




0 0 h∗

t

0 0 h∗
t

ht −ht 0



 =




1 + ‖ht‖2/2 −‖ht‖2/2 h∗

t

‖ht‖2/2 1 − ‖ht‖2/2 h∗
t

ht −ht Id



 .

nous avons, avec (3.8)




h∗

t ◦ dht −h∗
t ◦ dht dh∗

t

h∗
t ◦ dht −h∗

t ◦ dht dh∗
t

dht −dht 0



 = σ

d∑

i=1




h∗

t h̃
i
t h∗

t h̃
i
t (h̃i

t)
∗

h∗
t h̃

i
t −h∗

t h̃
i
t (h̃i

t)
∗

h̃i
t −h̃i

t 0



 ◦ dBi
t+




h∗

t h̃
0
t h∗

t h̃
0
t (h̃0

t )
∗

h∗
t h̃

0
t −h∗

t h̃
0
t (h̃0

t )
∗

h̃0
t −h̃0

t 0



 dt,

et on obtient en particulier

dht = σ

d∑

i=1

h̃i
t ◦ dBi

t + h̃0
tdt,

et donc

dht = σ

d∑

i=1

h̃i
tdBi

t +

{

σ

d∑

i=1

ĥi
t + h̃0

t

}

dt.

Pour conclure il suffit de démontrer le lemme général suivant :
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Lemme 10. Si fs est un processus adapté qui est presque-sûrement asymptoti-
quement dominé par e−(α−ε)t pour ε > 0 arbitrairement petit (et α > 0) alors
l’intégrale stochastique xt :=

∫ t

0
fsdBs converge p.s vers une variable aléatoire x∞

et :

lim sup
t→∞

1

t
log |xt − x∞| ≤ −α p.s.

Preuve du lemme. On considère un mouvement brownien B̃ tel que xt = B̃R t
0 f2

s ds.

La convergence est assurée par celle de
∫ t

0
f 2

s ds, et puisque B̃ est (1/2− ε)-Hölder
nous contrôlons la convergence en écrivant :

|xt − x∞| ≤ Cste ×
∣∣∣∣
∫ +∞

t

f 2
s ds

∣∣∣∣
(1/2−ε)

≤ Cste × e−(α−ε)(1−2ε)t.

Ainsi nous avons montré que pour tout ε > 0 suffisamment petit :

lim sup
1

t
log |xt − x∞| ≤ −(α − ε)(1 − 2ε),

et cela termine la preuve.

3.3.1.3 Dynamique asymptotique en coordonnées polaires

Nous allons maintenant considérer la décomposition polaire de gt :

gt = exp

(
rt

(
0 θ∗t
θt 0

))
Rt,

où Rt ∈ K, rt > 0 and θt ∈ Sd ⊂ Rd+1.

Lemme 11. On a presque-sûrement

lim
t→∞

rt

t
= α

lim
t→∞

θt = θ∞ :=
1

1 + ‖h∞‖2

(
‖h∞‖2 − 1

2h∞

)

lim sup
t→∞

1

t
log ‖θt − θ∞‖ ≤ −α

Démonstration. Remarquons que le résultat de ce lemme est semblable a celui de
la proposition 16 p 64 à ceci près que nous avions obtenus la convergence de θt

vers 1/(1 + ‖h∞‖)
(

1 − ‖h∞‖2

2h∞

)
ceci étant dû au fait que nous travaillions avec N̄
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et que ici nous considérons N . Notons αt le processus dans R tel que Ht = αtH0,
i.e. αt = α0(Ht). Par le corollaire 3 nous savons que αt/t converge vers −α < 0.

En utilisant la décomposition d’Iwasawa de gt = ntatkt on a explicitement

gt(e0) = ntat(e0) =




cosh(αt)(1 + ‖ht‖2/2) − sinh(αt)‖ht‖2/2
cosh(αt)‖ht‖2/2 + sinh(αt)(1 − ‖ht‖2/2)

e−αtht



 .

Maintenant, en utilisant les coordonnées polaire il vient également que

gt(e0) =

(
cosh(rt)

θt sinh(rt)

)
.

Ainsi

cosh(rt) =
1

2
eαt +

e−αt

2
(1 + ‖ht‖2) ∼

t→∞
e−αt

1 + ‖h∞‖2

2
,

d’où,
ert ∼

t→∞
e−αt(1 + ‖h∞‖2)

et rt/t → α.
De plus,

θt =
1

sinh(rt)

(
eαt/2 + e−αt(‖ht‖2 − 1)/2

e−αtht

)
,

et sinh(rt) =
√

cosh(rt)2 − 1 ∼ e−αt 1+‖h∞‖2

2
. Ainsi nous obtenons la convergence

souhaitée

θt −→
t→∞

1

1 + ‖h∞‖2

(
‖h∞‖2 − 1

2h∞

)
:= θ∞,

La borne du taux exponentiel de convergence se déduit de celle obtenue pour ht

dans la proposition 27 et le calcul est identique à celui de la preuve de la proposition
16 du chapitre 2.

Pour θ ∈ Sd ⊂ Rd+1, l’endomorphisme Lie(G) : v (→ ad

((
0 θ∗

θ 0

))
(v) est

diagonalisable, ses valeurs propres sont +1, −1, et 0 et les sous-espaces propres
associées sont respectivement :

U−
θ :=

{(
0 e∗

e θe∗ − eθ∗

)
; e ∈ R

d+1, e∗θ = 0

}

U+
θ :=

{(
0 e∗

e −θe∗ + eθ∗

)
; e ∈ R

d+1, e∗θ = 0

}

U0
θ :=

{(
0 uθ∗

uθ C

)
; C∗ = −C, Cθ = 0, u ∈ R

}
.
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Notons V− := U−
θ∞

et V0 := U0
θ∞

+ U−
θ∞

les sous-algèbres aléatoires dépendant
de θ∞. La proposition suivante donne le spectre de Lyapunov du flot linéaire φ :
g (→ ggt.

Proposition 28. Pour v ∈ Lie(G) nous avons, presque sûrement,

lim
t→∞

1

t
log ‖Dφt(g).gv‖ =






α si v ∈ Lie(G) \ V0

0 si v ∈ V0 \ V−

−α si v ∈ V− \ {0}

Démonstration. Notons πi
t la projection sur U i

θt
pour i = +,− ou 0.

Rappelons que ‖ · ‖ désigne la métrique invarainte à gauche sur G associée au
produit scalaire 〈·, ·〉 sur Lie(G)(induit lui-même par la forme de Killing). Nous
savons que Ad(Rt) est alors une isométrie et que les U i

θ sont orthogonaux. Ainsi

‖Ad(g−1
t )(v)‖2 = ‖Ad(Rt)

−1Ad

(
exp

(
rt

(
0 θ∗t
θt 0

)))−1

(v)‖2

= ‖ exp(−rtad

(
0 θ∗t
θt 0

)
)(v)‖2

= e2rt‖π+
t (v)‖2 + ‖π0

t (v)‖2 + e−2rt‖π−
t (v)‖2.

– Si v ∈ Lie(G)\V0 alors π+
∞(v) *= 0 ; et puisque rt/t → α on déduit facilement

que :

lim
t→∞

1

t
log ‖Ad(g−1

t )(v)‖ = α.

– Si v ∈ V0 \ V− alors π+
∞(v) = 0 et π0

∞(v) *= 0. De plus,

lim sup
1

t
log ‖θt − θ∞‖ ≤ −α

et π+
∞(v) = 0 implique que

lim sup
1

t
log(‖π+

t (v)‖) ≤ −α.

Puisque π0
∞(v) *= 0 on obtient le résultat.

– Si v ∈ V− \ {0} alors π+
∞(v) = π0

∞(v) = 0 et π−
∞(v) *= 0. Puisque π+

∞(v) =
π0
∞(v) = 0 et

lim sup
1

t
log ‖θt − θ∞‖ ≤ −α

alors

lim sup
1

2t
log ‖π+

t (v)‖2 ≤ −2α
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et

lim sup
1

2t
log ‖π0

t (v)‖2 ≤ −α.

Ainsi on déduit que

lim sup
1

t
log ‖Ad(g−1

t )(v)‖ ≤ −α.

De plus, puisque π−
∞(v) *= 0, la lim inf ne peut-être strictement inférieure à

−α.

3.3.1.4 Projection des variétés stables sur dSd+1

Pour g ∈ G, l’espace g exp(V−) est une variété stable par le flot ; cela signifie
que g̃ ∈ g exp(V−) si et seulement si d (ϕt(g), ϕt(g̃)) −→

t→∞
0, où d est la distance

dans G associée à la métrique ‖ · ‖.
Soit θ ∈ Sd ⊂ Rd+1 et ξ ∈ dSd+1. L’horosphère Hor(ξ, θ) de dSd+1 passant par

ξ et tangente à S
d en θ est l’intersection de dSd+1 avec l’hyperplan affine P(ξ, θ)

passant par ξ et q-orthogonal à

(
1
θ

)
.

dSd+1

P(ξ, θ)

Hor(ξ, θ)

ξ

θ

e0
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Nous notons C+ le demi-cône de lumière orienté du futur et p la projection :

p : C+ −→ S
d

ξ (−→ 1
ξ0

3ξ

Chaque g ∈ G induit une transformation conforme g̃ de Sd définie par

g̃ : Sd −→ Sd

θ (−→ p

(
g

(
1
θ

))
.

Si g ∈ G, on vérifie facilement que g (Hor(ξ, θ)) = Hor (g(ξ), g̃(θ)).
Maintenant, par la projection π de G sur dSd+1 introduite précédemment, nous

envoyons les variétés stables sur dSd+1 et nous obtenons les horosphères.

Proposition 29. La projection de g exp(V−) sur dSd+1 est Hor (π(g), g̃(θ∞)).

Démonstration. Puisque Hor (π(g), g̃(θ∞)) = g(Hor (e1, θ∞)), il suffit de le vérifier
pour g = Id. Si v ∈ V− alors π(exp(v)) = exp(v)(e1) = e1 + v(e1) + v2(e1)/2 et on

vérifie que v(e1) et v2(e1)/2 sont q-orthogonaux à

(
1

θ∞

)
. Donc exp(v)(e1) appar-

tient à l’intersection de dSd+1 avec un hyperplan passant par e1 et q-orthogonal à(
1

θ∞

)
.

3.3.2 La tribu invariante de la diffusion de Dudley dans

dSd+1 est engendrée par θ∞

L’objectif de cette section est de montrer que toute l’information asymptotique
de la diffusion gt est contenue dans la variable θ∞ (ou de manière équivalente dans
n∞). La méthode que nous utiliserons est celle de Raugi décrite dans [67] et qu’on
peut trouver également dans [9] pour le cas de la diffusion de Dudley dans l’espace
de Minkowski.

Nous commençons par rappeler quelques généralités faisant le lien entre la tribu
invariante et l’ensemble des fonctions L-harmoniques bornées. Nous allons ensuite
avoir besoin d’expliciter le support de la diffusion et de montrer que la variable
asymptotique θ∞ admet une loi régulière par rapport à la mesure de Lebesgue
sur Sd. De plus nous rappelons un lemme clé, qu’on trouve également dans [4],
concernant les périodes à droite des fonctions L-harmoniques bornées. Ce lemme
est utilisé dans la preuve du théorème qui établit que les fonctions L-harmoniques
bornées N -invariantes à gauche sont constantes.
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Tribu invariante de gt.
La diffusion gt induit une famille {Pg}g de probabilités sur l’espace des trajectoires
Ω := C0([0, +∞[, G) telles que

Pg({ω; ω(0) = g}) = 1.

Il y a une action naturelle de G sur Ω

G × Ω −→ Ω
(g, ω) (−→ gω := (gωt)t.

De plus, puisque gt est invariante à gauche sur G, pour un ensemble mesurable
A ∈ Ω nous avons

Pg(A) =

∫

Ω

1A(ω)Pg(dω) =

∫

Ω

1A(gω)PI(dω) = PI(g
−1A).

Nous interprétons gt comme la projection

gt : Ω −→ G
ω (−→ ω(t).

Nous notons Ft := σ(gs, s ≤ t) la filtration naturelle associée à gt, et par τt

l’opérateur de décalage sur Ω :

τt : Ω −→ Ω
ω (−→ (ωs+t)s≥0

Une partie mesurable A de Ω est dite invariante si pour tout t > 0, τt(A) = A.
La tribu invariante associée à gt est celle engendrée par les parties mesurables
invariantes. Nous notons Inv{gt} cette tribu. Une variable aléatoire Z est Inv{gt}-
mesurable si et seulement si, pour tout g ∈ G :

Z = Z ◦ τt, Pg − p.s.

3.3.2.1 Fonctions L-harmoniques bornées.

Rappelons qu’ici L est le générateur du relevé de la diffusion de Dudley, définit
par (3.2) p 101, avec ν = 0. Une fonction h de G est L-harmonique si L(h) = 0.
On vérifie aisément que Vi, [H0, Vi], [Vi, Vj] et [Vi, [Vi, H0]] pour i, j = 1, . . . , d
engendrent Lie(G). Par le théorème d’Hörmander on obtient donc que L (resp.
L − ∂t) est hypoelliptique sur G (resp. G × R).

L’hypoellipticité de L implique que chaque fonction L-harmonique est régulière.
De plus, l’hypoellipticité de L−∂t fournit l’existence d’une densité régulière, g′ (→
pt(g, g′), pour la loi de gt sous Pg relativement à la mesure de Haar de G.

La proposition classique suivante, qu’on peut trouver par exemple dans [66],
fait le lien entre les probabilités et l’analyse. Voir le théorème 2.1 p 436 de [66].
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Proposition 30.
– Si Z est une variable aléatoire bornée Inv{gt}-mesurable alors la fonction

h : G −→ R

g (−→ Eg[Z]

est une fonction L-harmonique.
– Reciproquement, si h est une fonction L-harmonique bornée alors il existe

une variable aléatoire Inv{gt}-mesurable bornée Z telle que

∀g ∈ G, h(g) = Eg[Z].

Démonstration. – Si Z est une variable aléatoire bornée Inv{gt}-mesurable
alors g (→ h(g) = Eg[Z] es bornée et par la propriété de Markov nous avons
∫

G

pt(g, g′)h(g′)dg′ = Eg[h(gt)] = Eg[Egt [Z]] = Eg[Eg[Z◦τt|Ft]] = Eg[Z] = h(g).

Par hypoellipticité, h est donc régulière. En appliquant la formule d’Itô on
a Eg[h(gt)] = h(g) +

∫ t

0
Eg[Lh(gs)] et en dérivant en 0 par rapport à t nous

obtenons bien L(h)(g) = d
dt

Eg[h(gt)]|t=0 = 0.
– Si h est une fonction L-harmonique bornée alors, par la formule d’Itô, h(gt)

est une martingale bornée et converge presque-sûrement vers une variable Z
qui est nécessairement Inv{gt}-mesurable. De plus

h(g) = Eg[h(gt)] = Eg[ lim
t→∞

h(gt)] = Eg[Z].

Support de gt

Soit S le support de (gt) partant de I :

S := {g ∈ G; ∃s > 0 ps(I, g) > 0} .

Le but de ce paragraphe est de montrer la proposition suivante

Proposition 31. Le support de gt est l’ensemble des g dans G tels que g(e1) est
dans le futur de e1 dans dSd+1 :

S = {g ∈ G; q(g(e1), e0) > 0 and q(g(e1), e1) < −1} .

Démonstration. Pour φ : [0, T ] → Rd continue, régulière par morceaux, on note γφ
s

la solution de :

dγφ
s =

d∑

i=1

Vi(γ
φ
s )φsds + H0(γ

φ
s )ds, (3.15)
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partant de I.

Pour un voisinage U de γφ
T on a la convergence des probabilités conditionnelles

suivantes

PI

(
gT ∈ U

/
sup

s∈[0,T ]

‖φs − Bs‖ < ε

)
−→
ε→0

1.

Nous avons donc à démontrer les deux points suivants

(i) Soit g tel qu’il existe φ avec γ
φ
T = g ; alors q(g(e1), e0) > 0 et

q(g(e1), e1) < −1.
(ii) Pour un g tel que q(g(e1), e0) > 0 et q(g(e1), e1) < −1 et pour un

voisinage U de g, il existe φ telle que γ
φ
T ∈ U .

Preuve de (i). Fixons g tel qu’il existe φ telle que γ
φ
T = g. Notons, pour s ∈ [0, T ],

xs := q(γφ
s (e1), e0) et ys := q(γφ

s (e1), e1). Nous avons :

ẋs = q(γφ
s (e0), e0) ≥ 1,

et donc q(γφ
T (e1), e0) ≥ T > 0.

Maintenant, pour ys nous avons

ẏs = q(γφ
s (e0), e1)

ÿs =

d∑

i=1

φi
sq(γ

φ
s (ei+1), e1) + q(γφ

s (e1), e1),

donc y0 = −1, ẏ0 = 0 et ÿ0 = −1. Alors s0 := sup{s ∈ [0, T ]; ∀u ∈]0, s] yu < −1} >
0. Supposons par l’absurde que s0 < T . Par continuité nous avons ys0 = −1.
De plus, puisque (ẏs)

2 − (ys)
2 − ∑d

i=1 q(γφ
s (ei+1), e1)

2 = −1, on déduit que ẏs

ne peut s’annuler sur ]0, s0[ et est necessairement negatif sur cet interval. Ainsi
ys0 = −1 +

∫ s0

0
ẏudu < −1 contredit s0 < T .

Preuve de (ii). Fixons g tel que q(g(e1), e0) > 0 et q(g(e1), e1) < −1. Nous devons
joindre I à g par un chemin admissible γφ

s solution de (3.15). Nous procédons en
deux temps. Premièrement nous trouvons un déplacement horizontal reliant un
g̃ de la composante verticale de I à un ĝ dans celle de g. Puis, dans un second
temps, nous effectuons une petite perturbation horizontale des flots verticaux, pour
envoyer, au moyen de chemins admissibles, le point I dans un voisinage de g̃ et un
voisinage de ĝ dans un voisinage de g.
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I
g

U

g̃
ĝ

Ũ
Û

γ̃

ψH0
· (g̃)

γ̂

Chemins verticaux

Chemin horizontal

γ

Chemin admissible

Soit T0 > 0 tel que cosh(T0) = −q(g(e1), e1). Notons (ψH0
s )s le flot engendré

par H0. En prenant un g̃ ∈ G avec g̃(e1) = e1 et g̃(e0) = 1/ sinh(T0)(g(e1) +
q(g(e1), e1)e1) nous obtenons que ĝ := ψH0

T0
(g̃) satisfait ĝ(e1) = g(e1).

Maintenant, puisque g̃(e1) = e1 et ĝ(e1) = g(e1), il existe φ̃ (resp. φ̂) et des
temps T̃ , T̂ tels que le chemin vertical γ̃ (resp. γ̂ ) solution de ˙̃γs =

∑d
i=1 Vi(γ̃s)φ̃

i
s

(resp. ˙̂γs =
∑d

i=1 Vi(γ̂s)φ̂
i
s) relie I à g̃ en un temps T̃ (resp. ĝ à g en T̂ ). Pour ε > 0,

notons ψ̃ε (resp. ψ̂ε) le flot engendré par
∑d

i=1 Viφ̃
i + εH0 (resp.

∑d

i=1 Viφ̂
i + εH0).

En fixant un voisinage U de g, on peut trouver un voisinage Û de ĝ et ε̂ > 0
tels que ψ̂ε̂

T̂
(Û) ⊂ U . Puis, on peut choisir un voisinage Ũ de g̃ tel que ψH0

T0
(Ũ) ⊂ Û

et ε̃ > 0 tel que ψ̃ε̂
T̃
(I) ⊂ Ũ .

Maintenant définissons γ le chemin partant de I vérifiant γs := ψ̃ε̃
s
ε̃

pour s ∈
[0, ε̃T̃ ] et γs := ψH0

s−ε̃T̃
(ψ̃ε̃

T̃
(I)) pour s ∈ [ε̃T̃ , ε̃T̃ +T0] et γs := ψ̂ε̂

s−ε̃T̃−T0
ε̂

(ψH0
T0

(ψ̃ε̃
T̃
(I)))

pour s ∈ [ε̃T̃ + T0, ε̃T̃ + T0 + ε̂T̂ ].

Ainsi, pour tout voisinage U de g, nous avons trouvé un chemin γ et un temps
T := ε̃T̃ + T0 + ε̂T̂ tels que γT appartient à U .

3.3.2.2 Un lemme général.

Nous énonçons un lemme général que l’on trouvera dans les travaux d’Azencott
et de Raugi ([4] et [67]) qui affirme que les éléments du support sont des périodes
à droite des fonctions harmoniques.
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Lemme 12. Soient h une fonction L-harmonique bornée et s ∈ S. Nous avons,
pour tout g ∈ G et pour Pg-presque toute trajectoire

lim
t→+∞

h(gts) = lim
t→+∞

h(gt).

Démonstration. Soit u > 0 et g ∈ G. Nous écrivons

Eg

[∫

S

(h(gt) − h(gtx))2 pu(I, x)Haar(dx)

]
= Eg

[
h(gt)

2 − 2h(gt)h(gt+u) + Eg[h(gt+u)
2|gt]

]

= Eg[h(gt+u)
2] − Eg[h(gt)

2]

−→
t→∞

0.

Ainsi pour presque tout x tel que pu(I, x) > 0 et pour Pg-presque toute trajec-
toire nous avons limt h(gtx) = limt h(gt). Puisque S = ∪u>0 {x; pu(I, x) > 0}, cela
termine la preuve du lemme.

3.3.2.3 Régularité de la loi de θ∞

Rappelons que g̃ désigne la transformation conforme de Sd associée à g ∈ G.

Proposition 32. La loi de θ∞ sous Pg est la loi de g̃(θ∞) sous PI .

Démonstration. Soit p̂ la projection de H ∪ C+ sur B̄d(0, 1) ⊂ Rd+1 qui envoie

ξ ∈ H ∪ C+ sur 1
ξ0

3ξ. Si p̂(ξ) = p̂(ξ′), alors ξ = ξ′ s’ils sont dans H, et ξ = λξ′

pour un λ > 0 s’ils sont dans C+. Ainsi, pour g ∈ G la transformation suivante de
B̄d(0, 1) est bien définie

ĝ : B̄d(0, 1) −→ B̄d(0, 1)
p̂(ξ) (−→ p̂(g(ξ))

.

C’est la transformation projective de la boule associée à g. Par définition nous
avons p̂|C+ = p, où p = (ξ (→ 3ξ/ξ0) est la projection introduite précédemment en
3.3.1.4. Ainsi ĝ|Sd = g̃.

Pour une fonction F mesurable bornée sur Sd nous avons

Eg[F (θ∞)] = Eg[F (lim
t

p̂(gt(e0)))] = EI [F (lim
t

p̂(ggt(e0)))]

= EI [F (lim
t

ĝ ◦ p̂ ◦ gt(e0))]

= EI [F (ĝ(lim
t

p̂ ◦ gt(e0)))]

= EI [F (g̃(θ∞))],

ce qui prouve la proposition.
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Proposition 33. La loi de θ∞ sous PI est absolument continue par rapport à la
mesure de Lebesgue dθ de Sd.

Démonstration. Notons ν̃(dθ) la loi de θ∞ sous PI . Dans le but d’obtenir la régularité
de la loi de ν̃ nous allons montrer qu’elle est stationnaire pour une certaine diffusion
hypoelliptique induite par gt sur la sphère Sd. Cette diffusion sera une projection
sur la sphère d’une diffusion invariante à droite sur G. Introduisons la projection
suivante

p̃ : G −→ Sd

g (−→ g̃(p(e0 + e1)).

Le lemme suivant définit la diffusion invariante à droite sur G :

Lemme 13. Soit gr
t la diffusion invariante à droite sur G définie par l’équation

différentielle stochastique suivante

dgr
t = σ

d∑

i=1

V r
i (gr

t ) ◦ dBi
t + Hr

0(g
r
t )dt,

où

V r
i (g) := Vig =

(
0 e∗i+1

ei+1 0

)
g i = 1 · d,

Hr
0(g) := H0g =

(
0 e∗1
e1 0

)
g.

Notons Lr := 1
2

∑d
i=1(V

r
i )2 +Hr

0 son générateur. Alors, le processus xt := p̃(gr
t ) est

une diffusion hypoelliptique sur Sd. Nous notons son générateur L̃, de sorte que
pour ϕ : Sd → R régulière on a

L̃(ϕ) ◦ p̃ = Lr(ϕ ◦ p).

Preuve du lemme. Premièrement, si on écrit g ∈ G dans la décomposition d’Iwa-
sawa inversée g = kan, on obtient

p̃(g) = g̃(p(e0 + e1)) = p(g(e0 + e1)) = p(kan(e0 + e1)) = p(k(e0 + e1)) = k(e1).

Ainsi on décompose gr
t en gr

t = kr
t a

r
tn

r
t et on montre que xt = kr

t (e1) est une diffu-
sion hypoelliptique. Comme dans la preuve de la proposition 25 nous appliquons
la formule d’Itô à gr

t = kr
t a

r
tn

r
t et nous obtenons que kr

t est une diffusion sur K
satisfaisant l’EDS suivante

dkr
t = σ

d∑

i=1

kr
t {Ad(kr

t )
−1Vi}K ◦ dBi

t + kr
t {Ad(kr

t )
−1H0}Kdt.
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Ainsi, puisque {Ad(kr
t )

−1Vi}K = (e∗i+1k
r
t )

∗e∗1−e1e
∗
i+1k

r
t et {Ad(kr

t )
−1H0}K = (e∗1k

r
t )

∗e∗1−
e1e

∗
1k

r
t nous obtenons :

dkr
t = σ

d∑

i=1

(ei+1e
∗
1 − kr

t (e1)e
∗
i+1k

r
t ) ◦ dBi

t + (e1e
∗
1 − kr

t (e1)e
∗
1k

r
t )dt.

Notons xt := kr
t (e1). On obtient

dxt = σ

d∑

i=1

(ei+1 − xte
∗
i+1xt) ◦ dBi

t + (e1 − xte
∗
1xt)dt.

Le générateur de xt est L̃ := 1
2
σ2

∑d
i=1 X2

i +X0 où Xi(x) = ei+1−xe∗i+1x, pour i =
0, . . . , d, sont des champs de vecteurs sur Sd correspondant, en x ∈ Sd, à la projec-
tion orthogonale de ei+1 sur TxSd. Ainsi nous avons avec L̃ un opérateur hypoellip-
tique sur S

d. En effet, quelque soit x ∈ S
d nous avons vect{X1(x), . . . , Xd(x), X0(x)} =

TxSd et l’hypoellipticité est fournie par le théorème de Hörmander ( théorème 1 p
16).

Retournons maintenant à la preuve de la proposition 33. Soit ϕ une fonction
régulière sur Sd. L’application g (→ Eg[ϕ(θ∞)] = EI [ϕ(g̃(θ∞))] est L-harmonique.
Posant ϕθ : g (→ ϕ(g̃(θ)), nous obtenons en particulier EI [L(ϕθ∞)(I)] = 0, qu’on
écrit

∫

Sd

L(ϕθ)(I)ν(dθ) = 0.

Rappelons que N̄ est le sous-groupe des éléments de G de la forme

ñ = exp




0 0 h∗

0 0 −h∗

h h 0



 =




1 + ‖h‖2/2 ‖h‖2/2 h∗

−‖h‖2/2 1 − ‖h‖2/2 −h∗

h h I



 .

Soient ñ∞ la variable asymptotique exp




0 0 h∗

∞
0 0 −h∗

∞
h∞ h∞ 0



 et Pñ∞ sa loi sous PI .

Remarquons que ce que nous avons noté ici ñ∞ est la variable asymptotique notée
n∞ dans le théorème ?? ??. Par construction, l’image de Pñ∞ par p̃ est ν̃. Nous
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avons maintenant
∫

Sd

L(ϕθ)(I)ν(dθ) =

∫

Sd

Lr(ϕθ)(I)ν(dθ)

=

∫

Ñ

Lr(ϕp̃(ñ))(I)Pñ∞(dñ)

=

∫

Ñ

Lr(ϕ ◦ p̃)(ñ)Pñ∞(dñ)

=

∫

Ñ

L̃(ϕ) ◦ p̃(ñ)Pñ∞(dñ)

=

∫

Sd

L̃(ϕ)(θ)ν(dθ).

Ainsi nous avons prouvé que L̃∗(ν̃) = 0 et, de par l’hypoellipticité de L̃, ν̃ est alors
absolument continue et régulière par rapport à dθ.

Corollaire 4. La loi de n∞ sous Pg est absolutement continue par rapport à la
mesure de Haar de N .

Démonstration. L’application h ∈ Rd (→ exp




0 0 h∗

0 0 h∗

h −h 0



 est un difféomorphisme

de R
d sur N qui envoie la mesure de Lebesgue sur la mesure de Haar de N .

De plus, par définition θ∞ = 1
1+‖h∞‖2

(
1 − ‖h∞‖2

2h∞

)
et donc h∞ est la projection

stéréographique de θ∞. Il est alors clair que la loi de n∞ := exp




0 0 h∗

∞
0 0 h∗

∞
h∞ −h∞ 0





sous Pg est absolument continue et régulière par rapport à la mesure de Haar sur
N .

Remarque 16. En utilisant les résultats de Kliemann dans [53], on peut montrer
que xt est ergodique sur la sphère et plus précisément que la demi-sphère {θ ∈
Sd, θ1 ≥ 0} est l’unique ensemble de contrôle. Nous venons de montrer que ν̃
est L̃-invariante et donc, par ergodicité, elle est l’unique mesure invariante et est
supportée par la demi-sphère.

3.3.2.4 Frontière de Poisson de gt

Théorème 14. La tribu invariante Inv{gt} est engendrée par la variable asymp-
totique θ∞. Plus précisément nous avons Inv{gt} = σ(θ∞) aux ensembles Pg-
négligeables près , pour tout g ∈ G.

133



Démonstration. L’idée de la preuve est de montrer que les fonctions L-harmoniques
bornées qui sont N-invariantes à gauche sont constantes.

– Étape 1 : Il suffit de montrer que les fonctions L-harmoniques qui
sont N-invariantes à gauche sont constantes.
Soit Z : Ω → R une variable aléatoire bornée qui est Inv{gt}-mesurable.
En utilisant le fait que toutes les fonctions L-harmoniques bornées et N -
invariantes à gauche sont constantes, nous souhaitons montrer qu’il existe
une fonction mesurable sur Sd bornée H telle que

∀g ∈ G, Z = H(θ∞) Pg − presque sûrement.

Notons que puisque θ∞ est envoyé sur n∞ par un difféomorphisme, cela
revient à prouver qu’il existe une fonction H mesurable et bornée sur N telle
que Z = H(n∞) Pg-presque sûrement.

Pour g′ ∈ G nous notons Ẑg′ la variable aléatoire suivante :

Ẑg′(ω) := Z(g′(n∞(ω))−1ω).

Puisque n∞ et Z sont Inv{gt} mesurable, Ẑg′ est aussi Inv{gt} mesurable.
Ainsi on a la famille {ĥg′}g′ de fonctions harmoniques bornées définie par

ĥg′(g) = Eg[Ẑ
g′ ].

De plus, pour n ∈ N nous avons

ĥg′(ng) =

∫

Ω

Z(g′(n∞(ω))−1ω)Png(dω)

=

∫

Ω

Z(g′(n∞(nω))−1nω)Pg(dω)

=

∫

Ω

Z(g′(n∞(ω))−1ω)Pg(dω) puisque n∞(nω) = nn∞(ω)

= Eg[Ẑ
g′ ] = ĥg′(g).

Donc, pour tout g′, ĥg′ est une fonction L-harmonique bornée et N-invariante
à gauche, elle est donc constante. On note cette constante Ĥ(g′) :

∀g′, g ∈ G, ĥg′(g) = Ĥ(g′).

L’application g′ (→ Ĥ(g′) est une fonction mesurable et bornée sur G. Main-
tenant considérons {fp}p une approximation de l’unité dans G. Nous posons

Ĥp(g
′) :=

∫
Ĥ(g′′)fp((g

′′)−1g′)Haar(dg′′). En considérant

Ẑg′

p :=

∫
Ẑg′′fp((g

′′)−1g′)Haar(dg′′),
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il vient
Ĥp(g

′) = Eg[Ẑ
g′

p ].

De plus, la variable aléatoire Ẑg′

p est Inv{gt} mesurable et donc, ∀p ∈ N, ∀g′ ∈
G :

Egt [Ẑ
g′

p ]
Pg−p.s−→
t→∞

Ẑg′

p .

Ainsi, pour tout p ∈ N, g′, g ∈ G, on peut trouver Ωp,g,g′ tel que Pg(Ω
p,g,g′) =

1 et :
∀ω ∈ Ωp,g,g′, Ẑg′

p (ω) = Ĥp(g
′).

Considérons maintenant un sous-ensemble D ⊂ G dénombrable dense et
Ωg := ∩g′∈D,p∈NΩg,g′,p.
On a, ∀g ∈ G et ∀ω ∈ Ωg :

∀p ∈ N, ∀g′ ∈ D, Ẑg′

p (ω) = Ĥp(g
′).

Puisque ces expressions sont continues en g′ (puisque il y a la convolution
par fp) nous avons l’égalité pour tout g′ ∈ G. En particulier, si nous prenons
g′ = n∞(ω) nous obtenons, ∀ω ∈ Ωg :

∀p ∈ N,

∫
Z(g′′ω)fp((g

′′)−1)Haar(dg′′) = Ĥp(n∞(ω)).

Soit h(g) := Eg[Z] la fonction harmonique associée à Z. En prenant l’espérance
dans l’égalité précédente nous obtenons :

∀p ∈ N,

∫
h(g′′g)fp((g

′′)−1)Haar(dg′′) = Eg[Ĥp(n∞)].

Puisque h est continue, le membre de gauche converge vers h(g) lorsque p
tend vers l’infini. De plus, puisque ‖Hp‖∞ ≤ ‖Z‖∞, par compacité faible*

on peut trouver une sous-suite {pl}l telle que Ĥpl
converge pour la topologie

faible* vers H . De plus, par le corollaire 4, n∞ admet une densité régulière
sous Pg par rapport à la mesure de Haar de N . Ainsi Eg[Ĥpl

(n∞)] converge
vers Eg[H(n∞)] et on déduit finalement que :

∀g ∈ G, h(g) = Eg[H(n∞)],

et puis :

Z
Pg−p.s

= lim
t

h(gt) = lim
t

Egt [H(n∞)]
Pg−p.s
= H(n∞).

Rappelons que M est le sous-groupe des élément de K qui commutent avec
A :

M =









1 0 0
0 1 0
0 0 R



 ; R ∈ SO(d)




 .
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– Étape 2 : Toute fonction L-harmonique bornée et N-invariante à
gauche est A et M invariante à gauche.
Soit h une fonction L-harmonique bornée et N -invariante à gauche. Soit
a ∈ A, m ∈ M et g ∈ G. Nous souhaitons montrer que h(ag) = h(g) et que
h(mg) = h(g). Commençons tout d’abord par démontrer les faits suivants
Fait 1. Pour Pg-presque toute trajectoire on peut trouver une sous-suite (tn)
telle que k−1

tn aktn converge vers un élément de SS−1.

Preuve du fait 1. Nous avons vu que le processus ut := q(e1, kt(e1)) = −e∗1kt(e1)
est transitoire dans [−1, 0] et ergodique dans [0, 1]. Ainsi pour Pg presque
toute trajectoire on peut trouver une sous-suite (tn) telle que utn converge
vers 1. Maintenant nous écrivons a = exp(αH0), α ∈ R et choisissons
s := exp(βH0) avec β > 0 et β > α. Nous avons s ∈ S et un calcul ex-
plicite de k−1

t akt conduit à

q(e0, k
−1
tn

aktns) = sinh(β) cosh(α) − utn cosh(β) sinh(α)

−→
n→+∞

sinh(β − α) > 0,

et

q(e1, k
−1
tn

aktns) = utn sinh(β) sinh(α) − (utn)2 cosh(β) cosh(α)

−→
n→+∞

− cosh(β − α) < −1.

On a donc trouvé un s ∈ S tel que k−1
tn aktns converge vers un élément de S,

de sorte que k−1
tn

aktn converge vers un élément de SS−1.

Fait 2. Pour Pg-presque toute trajectoire on peut trouver une sous-suite (tn)
telle que k−1

tn mktn converge vers un élément de SS−1.

Preuve du fait 2. Comme pour la preuve du fait 1, pour Pg-presque toute
trajectoire on choisit une sous-suite (tn) telle que ktn converge et utn converge
vers 1. Ainsi ktn(e1) converge vers e1 et pour chaque s ∈ S,

q
(
e0, lim

n
k−1

tn
mktns(e1)

)
= q(e0, s(e1)) > 0

et q(e1, limn k−1
tn mktns(e1)) = q(e1, s(e1)) < −1 et la limite limn k−1

tn mktns
appartient à S.

Maintenant retournons à la preuve des égalités h(ag) = h(g) et h(mg) =
h(g). Nous notons par x l’élément a ou m, ainsi x commute avec A et posons
s un élément de S tel que k−1

tn xktns converge dans S (cf la preuve des faits
précédents).

136



Alors on a,

h(xg) = Eg[lim
t

h(xgt)] = Eg[lim
t

h(xgts)] par le lemme 12,

= Eg[lim
t

h(xntatkts)] = Eg[lim
t

h(xntx
−1xatkts)]

= Eg[lim
t

h(xatkts)] puisque xntx
−1 ∈ N et h est N−invariant à droite

= Eg[lim
t

h(atxkts)] puisque x commute avec les éléments de A

= Eg[lim
t

h(ntatktk
−1
t xkts)] = Eg[lim

n
h(gtnk−1

tn
xktns)]

= Eg[lim
n

h(gtn)] par le lemme 12

= h(g).

– Étape 3 : Toute fonction L-harmonique bornée qui est N, A et
M-invariante à gauche est constante.
Nous rappelons que M est le sous-groupe des éléments de K qui commutent
avec A. Nous avons M ≃ SO(d) et NAM est un sous-groupe fermé de G et
l’espace homogène NAM \ G s’identifie à la sphère Sd, (c’est la frontière de
Furstenberg maximale de G).
Maintenant considérons une fonction L-harmonique bornée h qui est N , A et
M-invariante à gauche. Elle définit une fonction continue h̄ sur NAM \G ≃
Sd, et pour g = nak ∈ G on a

h(g) = h̄(e∗1k),

où e∗1k est un vecteur de Sd.
Rappelons ((3.9), p 115) que ut := q(e1, kt(e1)) = −e∗1kte1 est une diffusion
dans [−1, 1] qui est transitoire sur [−1, 0] et ergodique dans [0, 1]. En par-
ticulier, pour presque toute trajectoire nous avons lim supt ut = 1, de sorte
qu’on peut trouver une sous-suite (tn) telle que e∗1ktn converge vers −e∗1. Cela
signifie que pour tout g ∈ G et pour Pg-presque toute trajectoire, la limite
de h(gt) = h̄(e∗1kt) est égale à h̄(−e∗1), qui est déterministe.
Ainsi, pour tout g ∈ G, h(g) = Eg[limt h(gt)] = Eg[h̄(−e1)] = h̄(−e∗1), ce qui
termine la preuve.

3.3.3 Coefficients de Lyapunov pour les diffusions dans

Anti-de-Sitter

Dans cette section nous calculons explicitement les coefficients de Lyapunov
pour le flot stochastique associé aux diffusions relativistes dans AdSd+1. Nous
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constaterons alors qu’il n’est pas évident de prouver directement que la limite de
−1

t
log at appartienne à la chambre de Weyl. Nous le montrerons par une méthode

plus générale qui utilise les décompositions de Cartan et de Bruhat de PSO(2, d).
Commençons par préciser la décomposition d’Iwasawa que l’on va choisir pour

mener les calculs. On rappelle également les décompositions de Cartan et de Bru-
hat.

3.3.3.1 Décompositions de G = PSO(2, d)

Nous noterons G = PSO(2, d). Rappelons que

Lie(G) :=









0 −a b∗

a 0 c∗

b c A



 , a ∈ R, b, c ∈ R
d, A ∈ so(d)




 ,

et que (e0, e1, . . . , ed+1) est la base canonique de R2,d.
Rappelons les notations introduites précédemment

H0 := e1e
∗
0 − e0e

∗
1

Hi := ei+1e
∗
0 + e0e

∗
i+1, i = 1, . . . , d

Vi := ei+1e
∗
1 + e1e

∗
i+1 i = 1, . . . , d

Vij := ei+1e
∗
j+1 − ej+1e

∗
i+1 i < j = 1, . . . , d

Notons
K := Vect{H0, Vij, 1 ≤ i < j ≤ d}.

Le sous-groupe K := exp(K) est un sous-groupe compact maximal de G et est
isomorphe à SO(2) × SO(d). Puis notons

A := Vect{H1, V2};

c’est une algèbre de Lie abélienne maximale contenue dans le supplémentaire de
K pour la métrique de Killing. Notons A le sous-groupe abélien associé à A (A :=
exp(A)).

Notons f1 et f2 les formes linéaires définies sur A par

f1 : bH1 + cV2 (→ b

f2 : bH1 + cV2 (→ c.

On peut montrer ([54]) qu’il y a huit racines dans G

±f1 ± f2, ±f1, ±f2.
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On choisit la chambre de Weyl, qu’on note A+, telle que les (quatre) racines
f1, f2, (f1 + f2) et (f1 − f2) soient positives. On note Φ+ l’ensemble de ces racines
positives. On calcule explicitement les sous-espaces de Lie(PSO(2, d)) associés
(voir 3.2.2.4) :

Ef1 := Vect{Hi + V1i, i = 3, . . . , d}
Ef2 := Vect{Vi + V2i, i = 3, . . . , d}
Ef1+f2 := Vect{H0 + H2 − V1 + V12}
Ef1−f2 := Vect{H0 − H2 − V1 − V12}.

Notons N (resp. N̄ ) la sous-algèbre ⊕f∈Φ+Ef , (resp ⊕f∈Φ+E−f ) et N (resp.
N̄) le sous-groupe associé.

Dans la décomposition d’Iwasawa de Lie(G)

Lie(G) = N ⊕A⊕K,

nous notons {·}N , {·}A and {·}K les projections sur N , A et K.
Cela donne lieu à la décomposition d’Iwasawa de G :

G = NAK,

et chaque g ∈ G s’écrit g = nak où n ∈ N , a ∈ A et k ∈ K. De plus cette
décomposition est unique et nous notons n = (g)N , a = (g)A et k = (g)K les
coordonnées d’Iwasawa de g. De manière équivalente, l’application (n, a, k) (→ nak
est un difféomorphisme de N × A × K vers G.

Notons A+ = exp(A+). Nous avons également la décomposition de Cartan
suivante

Théorème 15 (décomposition de Cartan). Nous avons

G = KĀ+K,

c’est-à-dire que g ∈ G peut s’écrire g = k′a+k′′ où k′, k′′ ∈ K et a+ ∈ Ā+. De plus,
a+ = (g)A+ est unique.

Notons M = {m ∈ K; mam−1 = a ∀a ∈ A} et M ′ := {m′ ∈ K; mAm−1 ⊂ A},
respectivement, le centralisateur et le normalisateur de A dans K. On a explicite-
ment M = SO(d − 2) et M ′ = D4 × SO(d − 2) de sorte que le groupe de Weyl
W := M ′/M de G est isomorphe au groupe diédral D4 d’ordre 8. Pour s ∈ W on
fixe un représentant ms ∈ M ′. L’action adjointe de W sur A permute les différentes
chambres de Weyl et il existe un unique s∗ ∈ W qui envoie A+ sur −A+. Le sous-
groupe M normalise également N , ainsi B = NAM est un sous-groupe de G. Nous
pouvons alors écrire la décomposition de Bruhat de G ([47]) :
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Théorème 16 (Décomposition de Bruhat). Nous avons la réunion disjointe

G = ∪
s∈W

BmsB;

de plus, Bms∗B est un ouvert de G, et les autres parties sont des sous-variétés de
plus petite dimension.

De plus Bms∗B = NAN̄Mms∗ et pour g ∈ NAN̄M la décomposition est
unique.

Remarque 17. La décomposition de Bruhat associée à celle de Cartan nous donne
que pour HaarG-presque tout g nous avons la décomposition :

g = (g)Br
N (g)Br

A (g)Br
N̄ ms∗(g)A+k′′(g),

où (g)Br
N ∈ N , (g)Br

A ∈ A, (g)Br
N̄

∈ N̄ , k′′(g) ∈ K et (g)A+ est l’élément de A+ de
la décomposition de Cartan.

3.3.3.2 Calcul des coefficients de Lyapunov

Rappelons que nous traitons ici le cas des diffusions gt qui sont solution de
l’EDS suivante :

dgt = σ

d∑

i=1

V l
i (gt) ◦ dBi

t + H l
0(gt)dt.

Notons pour simplifier l’écriture nt := (gt)N , at := (gt)A et kt := (gt)K . Rappelons
les équations différentielles vérifiées par ces processus (ce sont en fait (3.6), (3.7)
and (3.8)) :

dkt = σ

d∑

i=1

{Ad(kt)Vi}Kkt ◦ dBi
t + {Ad(kt)H0}Kktdt (3.16)

dat = σ
d∑

i=1

at{Ad(kt)Vi}A ◦ dBi
t + at{Ad(kt)H0}Adt (3.17)

dnt = σ
d∑

i=1

ntAd(at){Ad(kt)Vi}N ◦ dBi
t + ntAd(at){Ad(kt)H0}Ndt. (3.18)

Notons Ht le processus dans A tel que at = exp(Ht). On a donc

Ht = mt +

∫ t

0

{
1

2
σ2

d∑

i=1

{[{Ad(ks)Vi}K, Ad(ks)Vi]}A + {Ad(ks)H0}A
}

ds,

où mt := σ
∑d

i=1

∫ t

0
{Ad(ks)Vi}AdBi

s est une martingale.
Nous allons calculer explicitement le terme à variation finie de Ht :
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Lemme 14. Le terme

1

2
σ2

d∑

i=1

{[{Ad(ks)Vi}K, Ad(ks)Vi]}A + {Ad(ks)H0}A

est égal à

−1

2
σ2

{(
d − 1 − 2(d − 2)u2

s

)
H1 +

(
(d − 2)u2

s

)
H̃

}
,

où us := ks(e1)
∗e1 et H̃ := H1 + V2.

Démonstration. Notons que Ad(ks)(H0) ∈ K et donc {Ad(ks)(H0)}A = 0. Main-
tenant nous calculons les termes {[{Ad(k)Vi}K, Ad(k)Vi]}A pour k ∈ K. Pour
simplifier les notations notons pour j = 1, . . . , d :

(kVi)1j := e∗j+1k(ei+1)k(e1)
∗e0

(kVi)2j := e∗j+1k(ei+1)k(e1)
∗e1

les entrées de la matrice Ad(k)Vi(= k(ei+1)k(e1)
∗ + k(e1)k(ei+1)

∗) de sorte qu’elle
s’écrit Ad(k)Vi =

∑d

j=1(kVi)1jHj +(kVi)2jVj. Décomposons Ad(k)Vi dans N ⊕A⊕
K :

Ad(k)Vi = {Ad(k)Vi}N + {Ad(k)Vi}A + {Ad(k)Vi}K
où

{Ad(k)Vi}N =

d∑

j=3

bj(Hj + V1j) +

d∑

j=3

cj(Vj + V2j)

+ a1,1(H0 + H2 − V1 + V12) + a1,−1(H0 − H2 − V1 − V12)

{Ad(k)Vi}A = uH1 + vV2

{Ad(k)Vi}K = aH0 +
d∑

j=2

d1,jV1j +
d∑

j=3

d2,jV2j .

Cela est équivalent à

0 = a + a1,1 + a1,−1 0 = d1,j + bj , j ≥ 3

(kVi)11 = u 0 = d1,2 + a1,1 − a1,−1

(kVi)12 = a1,1 − a1,−1 0 = d2,j + cj , j ≥ 3

(kVi)1j = bj j ≥ 3 (kVi)21 = −a1,1 − a1,−1

(kVi)22 = v (kVi)2j = cj.
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Ce qui donne

a = (kVi)21, d1,j = −(kVi)1j pour j ≥ 2, et d2,j = −(kVi)2j , pour j ≥ 3.

Ainsi

{Ad(ks)Vi}K = (kVi)21H0 −
d∑

j=2

(kVi)1jV1j −
d∑

j=3

(kVi)2jV2j,

et

[{Ad(k)Vi}K, Ad(k)Vi] =

d∑

j=1

(kVi)21(kVi)1j [H0, Hj] +

d∑

j=1

(kVi)21(kVi)2j [H0, Vj]

−
d∑

j=2

d∑

l=1

(kVi)1j(kVi)1l[V1j , Hl] −
d∑

j=2

d∑

l=1

(kVi)1j(kVi)2l[V1j , Vl]

−
d∑

j=3

d∑

l=1

(kVi)2j(kVi)1l[V2j , Hl] −
d∑

j=3

d∑

l=1

(kVi)2j(kVi)2l[V2j , Vl].

De plus,

[H0, Hj] = Vj (j ≥ 1) [H0, Vj] = −Hj , (j ≤ 1)

[V1j, Hl] =






0 si j *= l et l *= 1
H1 si j = l et l *= 1
−Hj si l = 1 et j *= l

[V1j, Vl] =






0 si j *= l et l *= 1
V1 si j = l et l *= 1
−Vj si l = 1 et j *= l

[V2j, Hl] =






0 si j *= l et l *= 2
H2 si j = l et l *= 2
−Hj si l = 2 et j *= l

[V2j, Vl] =






0 si j *= l et l *= 2
V2 si j = l et l *= 2
−Vj si l = 2 et j *= l

Nous obtenons donc :

{[{Ad(k)Vi}K, Ad(k)Vi]}A =

(

−(kVi)
2
21 −

d∑

j=2

(kVi)
2
1j

)

H1+

(

2(kVi)12(kVi)21 −
d∑

j=3

(kVi)
2
2j

)

V2.
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Par ailleurs,

d∑

j=2

(kVi)
2
1j =

d∑

j=2

(e∗j+1k(ei+1)k(e1)
∗e0)

2

= (k(e1)
∗e0)

2(1 − (e∗2k(ei+1))
2);

d∑

j=3

(kVi)
2
2j =

d∑

j=3

(e∗j+1k(ei+1)k(e1)
∗e1)

2

= (k(e1)
∗e1)

2(1 − (e∗2k(ei+1))
2 − (e∗3k(ei+1))

2);

d∑

i=1

(kVi)12(kVi)21 = (k(e1)e
∗
1)(k(e1)e

∗
0)

d∑

i=1

e∗2k(ei+1)e
∗
3k(ei+1)

= 0.

Ainsi
d∑

i=1

{[{Ad(k)Vi}K, Ad(k)Vi]}A =

(

−
d∑

i=1

(e∗2k(ei+1))
2(k(e1)

∗e1)
2 − (k(e1)

∗e0)
2

(

d −
d∑

i=1

(e∗2k(ei+1))
2

))

H1

− (k(e1)
∗e1)

2

(

d −
d∑

i=1

(e∗2k(ei+1))
2 −

d∑

i=1

(e∗3k(ei+1))
2

)

V2,

et avec
∑d

i=1(e
∗
2k(ei+1))

2 =
∑d

i=1(e
∗
3k(ei+1))

2 = 1 on obtient finalement :

d∑

i=1

{[{Ad(k)Vi}K,Ad(k)Vi]}A =

(
−(d − 1) + (d − 2)(k(e1)

∗e1)
2
)
H1 − (d − 2)(k(e1)

∗e1)
2V2.

Précisons la nature du processus ut.

Lemme 15. Le processus us peut s’écrire us = sin(θs) où θs est une diffusion sur
S1 solution de

dθs = σ sin(θs)dWs +

{
1 − d − 2

4
σ2 sin(2θs)

}
ds.

Le générateur de θ s’écrit

Lθ :=
1

2
X2 + Y,

où X = σ sin(θ) ∂
∂θ

et Y =
(
1 − d−1

4
σ2 sin(2θ)

)
∂
∂θ

.

143



Démonstration. Nous écrivons

dus = σ
d∑

i=1

(e∗2kt(ei+1))(e
∗
0kt(e1))(e

∗
1kt(e1)) ◦ dBi

t + e∗0kt(e1)dt

= σ

d∑

i=1

(e∗2kt(ei+1))(e
∗
0kt(e1))(e

∗
1kt(e1))dBi

t + e∗0kt(e1)dt

+
1

2
σ
( d∑

i=1

(e∗2dkt(ei+1))(e
∗
0kt(e1))(e

∗
1kt(e1))dBi

t + (e∗2kt(ei+1))(e
∗
0dkt(e1))(e

∗
1kt(e1))dBi

t

+ (e∗2kt(ei+1))(e
∗
0kt(e1))(e

∗
1dkt(e1))dBi

t

)

et calculons les termes (e∗2dkt(ei+1))dBi
t, (e∗0dkt(e1))dBi

t et (e∗1dkt(e1))dBi
t :

(e∗2dkt(ei+1))dBi
t = σe∗2{Ad(kt)Vi}Kkt(ei+1)dt

= σe∗2

(
(ktVi)21H0 +

d∑

j=2

−(ktVi)1jV1j +
d∑

j=3

−(ktVi)2jV2j

)
kt(ei+1)dt

= −σ

(
d∑

j=2

(ktVi)1je
∗
j+1kt(ei+1)

)
dt

= −σ(e∗0kt(e1))

(
d∑

j=2

(e∗j+1kt(ei+1))
2

)
dt

= −σ(e∗0kt(e1))(1 − (e∗2kt(ei+1))
2)dt,

et

e∗0dkt(e1)dBi
t = σe∗0{Ad(kt)Vi}Kkt(e1)dt

= −σ(ktVi)21e
∗
1kt(e1)dt

= −σ(e∗2kt(ei+1))(e1kt(e1))
2dt,

et

e∗1dkt(e1)dBi
t = σe∗1{Ad(kt)Vi}Kkt(e1)dt

= σ(ktVi)21e
∗
0kt(e1)dt

= σ(e∗2kt(ei+1))(e
∗
1kt(e1))(e

∗
0kt(e1))dt.

Ainsi la correction d’Itô dans dans le calcul de dut est égale à

1

2
σ2

d∑

i=1

(
(e∗0kt(e1))

2(e∗1kt(e1))((e
∗
2kt(ei+1))

2 − 1) − (e∗2kt(ei+1))
2(e∗1kt(e1))

3

+ (e∗2kt(ei+1))
2(e∗0kt(e1))

2e∗1kt(e1)
)
dt,
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et puisque
∑d

i=1(e
∗
2kt(ei+1))

2 = 1 nous obtenons finalement pour la correction
d’Itô :

1

2
σ2

(
(d − 3)(e∗1kt(e1))

3 − (d − 2)(e∗1kt(e1))
)
dt.

Notons ut = (e∗1kt(e1)) (ce n’est pas le même que pour de Sitter même si nous
utilisons la même lettre) et vt = (e∗0kt(e1)). Nous avons alors

dut = σutvt

d∑

i=1

e∗2kt(ei+1)dBi
t +

1

2
σ2

(
(d − 3)u3

t − (d − 2)ut

)
dt + vtdt

= σutvtdWt +
1

2
σ2

(
(d − 3)u3

t − (d − 2)ut

)
dt + vtdt,

où Wt :=
∫ t

0

∑d

i=1 e∗2kt(ei+1)dBi
t est un mouvement brownien.

Notons alors θt le processus dans S1 = R/2πZ tel que ut = sin(θt) et vt = cos(θt).
Il vient alors que θt est une diffusion sur S1 et vérifie

dθt = σ sin(θt)dWt +

{
1 − d − 2

4
σ2 sin(2θt)

}
dt.

Dans la proposition suivante nous montrons l’ergodicité de θs, et donnons une
expression de la probabilité invariante.

Proposition 34. La diffusion θs est ergodique et nous notons µd,σ l’unique pro-
babilité invariante. On a explicitement

µd,σ(dθ) = fd,σ(θ)dθ,

où fd,σ est la fonction C∞ sur R, π-périodique définie sur ]0, π[ par :

fd,σ(θ) = Cd,σ

(∫ π

θ

sin(u)d−2e
2

σ2
cos(u)
sin(u) du

)
sin(θ)−de−

2
σ2

cos(θ)
sin(θ) ,

avec Cd,σ telle que
∫ 2π

0
fd,σ(θ)dθ = 1.

Le processus Ht

t
converge presque sûrement vers −H∞ ∈ A. Nous avons expli-

citement
H∞ = αd,σH1 + βd,σV2,

où

αd,σ :=
1

2
σ2

(
(d − 1) − (d − 2)

∫

S1

sin2(θ)µd,σ(dθ)

)

βd,σ :=
d − 2

2
σ2

∫

S1

sin2(θ)µd,σ(dθ).
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Démonstration. Par les lemmes 14 et 15, la convergence de Ht

t
se déduira du

théorème ergodique et de l’érgodicité de θs. Nous prouvons l’ergodicité en mon-
trant qu’il n’existe qu’une mesure de probabilité invariante. C’est-à-dire que nous
allons montrer qu’il existe une unique fonction f ∈ C2(S1) solution de L∗

θf = 0
telle que

∫
S1 f(θ)dθ = 1 :

L∗
θf = 0 ⇔ σ2

2

∂

∂θ

(
sin(θ)

∂

∂θ
(sin(θ)f)

)
− ∂

∂θ

((
1 − d − 1

4
σ2 sin(2θ)

)
f

)
= 0

⇔ σ2

2
sin(θ)2∂f

∂θ
+

(
−1 +

σ2d

4
sin(2θ)

)
f = −f(0).

De plus, les solutions de l’équation sans second membre

σ2

2
sin2(θ)y

′

+ (−1 +
σ2d

4
sin(2θ))y = 0

sont y(θ) = λ sin−d(θ)e
− 2

σ2
cos(θ)
sin(θ) où θ *= 0[π] et la constante λ peut être différente

sur chaque intervalle ]kπ, kπ + 1[, k ∈ Z. En utilisant une variation des constantes
on obtient que les solutions de

σ2

2
sin2(θ)y

′

+ (−1 +
σ2d

4
sin(2θ))y = −f(0)

sont de la forme

y(θ) =
2f(0)

σ2

(∫ π

θ−kπ

sin(u)d−2e
2

σ2
cos(u)
sin(u) du + λk

)
sin(θ)−de−

2
σ2

cos(θ)
sin(θ) ,

pour θ ∈]kπ, (k + 1)π[ et où λk sont les constantes sur ]kπ, (k + 1)π[.
La seule solution régulière est obtenue en prenant λk = 0 pour k ∈ Z.
Ainsi, l’ensemble des solutions de L∗

θf = 0 est de dimension 1 et l’unique pro-
babilité invariante est dµd,σ(θ) = fd,σ(θ)dθ où fd,σ est la fonction C∞, π-périodique
définie sur ]0, π[ par

fd,σ(θ) = Cd,σ

(∫ π

θ

sin(u)d−2e
2

σ2
cos(u)
sin(u) du

)
sin(θ)−de

− 2
σ2

cos(θ)
sin(θ) ,

où Cd,σ est le coefficient de normalisation tel que
∫ 2π

0
fd,σ(θ)dθ = 1.

Bien que le résultat suivant soit contenu dans les travaux de Guivarc’h-Raugi
et ceux de Liao, nous allons le redémontrer pour mettre en évidence qu’une preuve
directe semble être délicate et que le bon argument est d’ordre géométrique, et fait
intervenir les différentes décompositions de G.
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Proposition 35. H∞ appartient à la chambre de Weyl A+.

Démonstration. Nous avons clairement f1(H∞) = αd,σ > 0, f2(H∞) = βd,σ > 0 et
(f1 + f2)(H∞) = αd,σ + βd,σ > 0. Cependant nous devons également vérifier que
(f1 −f2)(H∞) = αd,σ −βd,σ > 0 et cela semble moins évident à établir directement
puisque cela revient à vérifier que

∫

S1

sin2(θ)µd,σ(dθ) <
d − 1

2(d − 2)
.

Pour d = 3 cette inégalité est triviale, mais elle ne l’est pas du tout pour d ≥ 4
et un σ > 0 quelconque. En effet, en utilisant l’expression explicite de µd,σ, nous
devons montrer l’inégalité suivante :

∫ π

0

(∫ π

θ

sin(u)d−2e
2

σ2
cos(u)
sin(u) du

)
sin(θ)−d+2e−

2
σ2

cos(θ)
sin(θ) dθ <

d − 1

2(d − 2)

∫ π

0

(∫ π

θ

sin(u)d−2e
2

σ2
cos(u)
sin(u) du

)
sin(θ)−de−

2
σ2

cos(θ)
sin(θ) dθ.

Par des calculs élémentaires on peut se convaincre qu’elle est vraie pour σ > 0 et
un entier pair d ≤ 10 ou bien pour un entier d ≥ 3 mais alors seulement pour des
petites valeurs de σ > 0. Nous n’avons pas réussi à trouver d’arguments directs
simples qui puissent démontrer une telle inégalité. Elle est pourtant vraie mais
pour des raisons plus profondes et géométriques, qui apparaissent en utilisant les
différentes décompositions de G.

Les deux lemmes suivants vont nous permettre de montrer l’inégalité large, et
nous démontrerons dans un second temps qu’elle est stricte.

– Inégalité large
Lemme 16. Pour a ∈ A notons log(a) l’unique H ∈ A tel que a = exp(H).
Et notons ‖ · ‖ une norme sur A. Pour HaarK-presque tout k ∈ K :

sup
a+∈A+

‖log(a+) + log ((ka+)A)‖ < +∞

Démonstration. Par la décomposition de Bruhat de G nous avons pour HaarK-
presque tout k ∈ K

k = nBraBrn̄BrmBrms∗ .

Ainsi pour a+ ∈ A+

ka+ = nBraBrn̄BrmBrms∗a+

= nBraBrn̄Bra−1
+ ms∗m

Br since ms∗a+m−1
s∗ = a−1

+

= nBraBra−1
+ a+n̄Bra−1

+ ms∗m
Br.
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Écrivons n̄Br = exp(h̄Br) avec h̄Br ∈ N̄ ; en décomposant h̄Br =
∑

f∈Φ+ hf

dans N̄ = ⊕f∈Φ+E−f on déduit que Ad(a+)h̄Br =
∑

f∈Φ+ e−f(log a+)hf reste
dans un compact lorsque a+ décrit A+. Il en résulte qu’il en est de même pour
a+n̄Bra−1

+ = exp(Ad(a+)h̄Br). Puis en invoquant la décomposition d’Iwasawa
de a+n̄Bra−1

+ il vient

ka+ = nBraBra−1
+ (a+n̄Bra−1

+ )N(a+n̄Bra−1
+ )A(a+n̄Bra−1

+ )Kms∗m
Br

= nBrAd(aBra−1
+ )(a+n̄Bra−1

+ )NaBra−1
+

(
a+n̄Bra−1

+

)
A

(a+n̄Bra−1
+ )Kms∗m

Br.

D’où finalement
(ka+)A = aBra−1

+

(
a+n̄Bra−1

+

)
A

.

Puisque (a+n̄Ba−1
+ )A reste dans un compact de A lorsque a+ décrit A+ nous

avons montré que pour HaarK-presque tout k ∈ K, {(ka+)Aa+; a+ ∈ A+}
est dans un compact de A ce qui termine la preuve du lemme.

Corollaire 5. Pour PHaarK
-presque toute trajectoire on a

sup
n∈N

‖log (gn)A+ + log (gn)A‖ < +∞

Démonstration. Puisque la diffusion gt est hypoelliptique, la loi de gn+1

conditionnée par gn est absolument continue par rapport à la mesure HaarG.
Ainsi par la remarque 17, on a pour PHaarK

-presque toute trajectoire et
pour tout n ∈ N l’égalité gn = xn(gn)A+k′′

n où xn := (gn)Br
N (gn)Br

A (gn)Br
N̄

ms∗ .
Puisque la loi de gn sous PHaarK

cöıncide avec celle de kgn sous HaarK ⊗ PI

nous obtenons

PHaarK

{
sup

n

‖log (gn)A+ + log (gn)A‖ < +∞
}

= HaarK ⊗ PI

{
sup

n

‖log (gn)A+ + log (kgn)A‖ < +∞
}

= HaarK ⊗ PI

{
sup

n

‖log (gn)A+ + log ((kxn(gn)A+)A)‖ < +∞
}

≥ HaarK ⊗ PI

{
sup

n

sup
a+∈A+

‖log a+ + log (kxna+)A‖ < +∞
}

≥ lim
n→∞

HaarK ⊗ PI

{
sup

a+∈A+

‖log a+ + log (kxna+)A‖ < +∞
}

≥ lim
n→∞

HaarK

{
sup

a+∈A+

‖log a+ + log (a+)A‖ < +∞
}

= 1,
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puisque la loi de kxn sous HaarK ⊗ PI est HaarK .
Maintenant, pour chaque f ∈ Φ+, et en particulier pour f = f1 − f2, nous
avons pour tout n > 0 :

f

(
log(gn)A

n

)
≤ f

(
log(gn)A + log(gn)A+

n

)
− f

(
log(gn)A+

n

)

≤ f

(
log(gn)A + log(gn)A+

n

)
.

De plus, pour PHaarK
-presque toute trajectoire on a que log(gn)A

n
converge,

lorsque n tend vers l’infini, vers −H∞. Par le corollaire précédent, nous obte-

nons que
log(gn)A+log(gn)A+

n
converge vers 0. Nous avons donc montré l’inégalité

large suivante

f(H∞) ≥ 0.

– Inégalité stricte.
Lemme 17. Si φ est une fonction C∞, π-périodique telle que

∫ π

0
φ(θ)µ(dθ) =

0 alors il existe une fonction régulière π-périodique ψ telle que Lθψ = φ.

Démonstration. L’équation Lθψ = φ est équivalente à

1

2
σ2 sin2(θ)ψ′′(θ) +

(
1 − d − 2

4
σ2 sin(2θ)

)
ψ′(θ) = φ(θ),

et en posant z(θ) := ψ′(θ) nous voulons trouver une fonction régulière π-
périodique telle que

∫ π

0
z(θ)dθ = 0 et :

1

2
σ2 sin2(θ)z′(θ) +

(
1 − d − 2

4
σ2 sin(2θ)

)
z(θ) = φ(θ).

En calculant directement les solutions on s’aperçoit qu’il n’y a qu’une seule
solution régulière π-périodique à l’équation précédente et qu’elle est définie
sur [0, π] par

z(θ) = sin(θ)d−2e
2

σ2
cos(θ)
sin(θ)

(∫ θ

0

2

σ2
sin(u)−de−

2
σ2

cos(u)
sin(u) φ(u)du

)
.

Puisque
∫ π

0
φ(θ)µ(dθ) = 0 on déduit par intégration par parties que

∫ π

0
z(θ)dθ =

0, ce qui était demandé.
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Retournons maintenant à la preuve de (f1 − f2)(H∞) > 0. Nous savons déjà
que l’inégalité est large et nous allons supposer, par l’absurde, que (f1 −
f2)(H∞) = 0 c’est-à-dire que

∫

S1

(
2(d − 2) sin(θ)2 − (d − 1)

)
dµ(θ) = 0.

Notons par W̄t :=
∫ t

0

∑d
i=1 e∗3ks(ei+1)dBi

s et souvenons nous que

Wt :=

∫ t d∑

i=1

e∗2ks(ei+1)dBi
s.

On a ainsi explicitement que

Ht =
(
σ cos(θt)dWt +

(
(d − 2) sin2(θt) − (d − 1)

))
H1

+
(
σ sin(θt)dW̄t − (d − 2) sin2(θt)

)
V2,

de sorte que

(f1 − f2)(Ht) = σ

∫ t

0

cos(θs)dWs − σ

∫ t

0

sin(θs)dW̄s

+

∫ t

0

(
2(d − 2) sin(θs)

2 − (d − 1)
)
ds.

Par le lemme précédent, et puisque
∫

S1 (2(d − 2) sin(θ)2 − (d − 1)) dµ(θ) = 0,
il existe une fonction régulière ψ, π-périodique telle que

(
2(d − 2) sin(·)2 − (d − 1)

)
= Lθψ

et ainsi, en appliquant la formule d’Itô on obtient

∫ t

0

(
2(d − 2) sin(θs)

2 − (d − 1)
)
ds = ψ(θt) − ψ(θ0) −

∫ t

0

ψ′(θs)σ sin(θs)dWs.

Donc (f1−f2)(Ht)√
t

converge en loi vers la gaussienne Wσ2
R

cos2 +(sin ψ′)2dµ+W̄σ2
R

sin2 dµ

ce qui contredit le fait que PHaarK
-presque sûrement

lim inf
t→∞

(f1 − f2)(Ht)√
t

≥ 0.
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[8] I Bailleul and J Franchi. Non-explosion criteria for relativistic diffusions, 2011.

[9] I. Bailleul and A Raugi. Where does randomness lead in spacetime ? ESAIM :
Probability and Statistics, 2008.

[10] C Barbachoux, F Debbasch, and J.P Rivet. Covariant kolmogorov equation
and entropy current for the relativistic ornstein-ulhbeck process. European J.
Phys, 2001.

[11] C Barbachoux, F Debbasch, and J.P Rivet. The spatially one-dimensional re-
lativistic Ornstein-Uhlenbeck process in an arbitrary inertial frame. European
J. Phys, 2001.

[12] R Bass. Probabilistic Techniques in Analysis. Springer-Verlag, 1991.

[13] P. Baxendale. Asymptotic behavior of stochastic flows of diffeomorphisms :
Two case studies. Probability Theory and Related Fields, 1986.
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2009.

[38] J Franchi and Y Le Jan. Curvature diffusions in general relativity. Springer
Verlag, 2011.

[39] J Franchi and Y Le Jan. Relativistic Diffusions and Schwarzschild Geometry.
Comm. Pure Appl. Math., 2007.

[40] H Furstenberg. A Poisson formula for semi-simple Lie groups. Ann. of Math,
1963.

[41] L Gallardo. Capacités, mouvement Brownien et problème de l’épine de Le-
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[68] LCG Rogers and D Williams. Diffusion, Markov Processes and Martingales,
volume 2. John Wiley and Sons Ltd, 1987.

154



[69] A Sánchez-Calle. Fundamental solutions and geometry of the sum of square
of vector fields. Invent. math, 1984.
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Nous étudions certains processus de Lévy à valeurs dans les groupes d’isométries
respectifs des espace-temps de Minkowski, de De Sitter et de Anti-De-Sitter. Le groupe
d’isométries est vu comme le fibré des repères de l’espace-temps et les processus de
Lévy considérés se projettent sur le fibré unitaire en un processus markovien relativiste ;
c’est-à-dire que les trajectoires dans l’espace-temps sont de genre temps et que le
générateur est invariant par les isométries. Dans la première partie nous adaptons
pour les diffusions hypoelliptiques générales un résultat de Ben Arous et Gradinaru
concernant la singularité de la fonction de Green hypoelliptique. Nous déduisons de
cela un critère d’effilement de Wiener local pour les diffusions relativistes dans le
groupe de Poincaré, groupe des isométries de l’espace-temps de Minkowski. Dans les
deux dernières parties nous nous intéressons au comportement asymptotique du flot
stochastique associé à ces processus de Lévy dans les différents groupes d’isométries.
Sous une condition d’intégrabilité de la mesure de Lévy nous calculons explicitement les
coefficients de Lyapounov des processus dans le groupe de Poincaré. Nous effectuons
un travail similaire pour les espace-temps de De Sitter et Anti-De-Sitter en nous limitant
au cas des diffusions. Nous explicitons de plus la frontière de Poisson pour la diffusion
dans le groupe d’isométries de l’espace-temps de De Sitter.
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