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1. INTRODUCTION

Les Opérateurs Fouriers-Intégraux, notés OFI, sur un ouvert de R™ sont des opérateurs
qui généralisent la notion d’Opérateurs Pseudo-Différentiels, notés OPD,

Pue) = [ [ ata. =S ulpiyde,

ou a(z,y, &) est dans une classe bien spécifique de fonctions lisses a des opérateurs de la
forme

Au(z) = /Y / e, 6)¢ N (y)dyds
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olt Y est un ouvert de R", a(x,y,6) est une fonction lisse sur X x Y x (RN \ {0}) avec
X ouvert de R™ et ® est une fonction positivement homogene de degré 1 en 6 dont la
différentielle ne s’annule pas sur X x Y x (RV\ {0}). Ici n et N sont deux entiers distincts.
Pour définir ces opérateurs, on doit imposer a ® d’étre une fonction de phase d’opérateurs,
c’est-a-dire de vérifier :

o di0)®(x,y,0) # 0, pour tout 0 # 0, pour tout (z,y) € X x Y.
o diyo)®(x,y,0) # 0, pour tout 0 # 0, pour tout (z,y) € X x Y.

Sous ces conditions, l'opérateur A est continu de D(Y'), ensemble des fonctions lisses a
support compact sur Y, dans C*(X), ensemble des fonctions lisses sur X. La définition
de ce type d’opérateurs permet par exemple de travailler sur I’'équation des ondes plus
facilement.

Apres avoir défini ce type d’opérateurs sur des ouverts d’espaces vectoriels, on va les
définir sur des variétés. Pour cela, il faudra d’abord correctement définir les intégrales
oscillantes qui permettent de créer ces Opérateurs OFI sur des variétés. Ces intégrales
oscillantes s’appelleront Distributions Fourier-Intégrales. Une DFI s’écrira alors :

A=) A
jed
ol les supports des A; forment un recouvrement localement fini de supp A, les A; étant

définies par
(n+

) )
< Aju>=(2m)” = //emj(x’e)aj(x,Q)U(x)dxde,

les (¢;)jes étant associé a la méme variété Lagrangienne conique fermée A via les appli-
cations
lp;: X X (RN \ {0}) — T*X\ {0}
(33,9) — (m,dxgoj(x,e)),

les restrictions de ces applications aux cones fermés C,; étant des isomorphismes de C,
sur un sous-ensemble de A.

Ces intégrales oscillantes étant construites, on peut alors construire les OFI sur des
variétés. Il reste a définir les Opérateurs OFI sur les espaces de représentations. Soient G
un groupe de Lie et m une représentation unitaire fortement continue du groupe de Lie
G. En utilisant les coefficients

g Cuw(g) =< m(g9)u,v >

d’une représentation, on sait qu’'on peut définir un opérateur w(p) avec p € &'(G) grace
a la formule :

< m(e)u,v >=< p, Cyp >,
pour tout u € HX et tout v € H,, ot H2° est I’ensemble des vecteurs C*° de ‘H. On pourra
alors définir les OFT sur 'espace d’une représentation par cette formule en choissisant les
DFI a support compact sur G. Un OFI sera alors de la forme

(),

ou ¢ est une DFT a support compact.

Ensuite on donnera une application de ces Opérateurs Fouriers-Intégraux, la formule
asymptotique de Weyl pour un opérateur différentiel auto-adjoint elliptique sur I’espace
d’'une représentation unitaire irréductible d’un groupe de Lie. Rappelons ce qu’est la
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formule de Weyl pour un opérateur différentiel elliptique auto-adjoint P d’ordre m sur
une variété compacte [12][26] :

N = VL +O())

m

ou N(A) est le nombre de valeurs propres de P inférieures ou égales a A, et V/(A) est
le volume spectral [ fam(m o<x drd, avec a,, symbole principal de P. Dans le cadre des
opérateurs différentiels sur les espaces de représentations, qui sont de la forme m(a), ou
a € U(ge), grace aux OFI, on montre sous certaines hypotheses la formule :
1
N = VN(1+ O(—Al;" ),
avec « G]%, 1[, pour pouvoir appliquer le théoreme de la phase stationnaire, et o N(\)

est toujours le comptage spectral pour 'opérateur différentiel 7(a) d’ordre m sur I'espace
d’une représentation et V() est le volume spectral associé a cet opérateur, c¢’est-a-dire

V(N = d
W /m{ammm} Batn),

ou a,, est le symbole principal de 'opérateur a, c’est-a-dire le terme homogene de plus haut
degré de o '(a), ou o est la symétrisation et Q I'orbite associée & 7 par la méthode des
orbites de Kirillov. Dominique Manchon avait déja trouvé une formule similaire [19] pour
un opérateur différentiel elliptique autoadjoint d’ordre m sur I’espace d’une représentation
unitaire fortement continue sur un groupe de Lie (G, mais le reste trouvé etait moins bon.
En effet, il obtenait une formule de la forme :

N = V(1400 m*)),

ou ¢ est un réel positif. Cependant cette formule ne nécessite pas d’hypotheses supplémentaires
sur N(A), car la démonstration de D.MANCHON fait simplement appel a la méthode des
projections approximatives, qui est une technique purement OPD. Mon approche utilise

de maniere essentielle les Opérateurs OFI. Le résultat obtenu est le suivant :

Théoréme 1.1. (Corollaire 8.13) On suppose que g est ad-algébrique, que V (A™) > C\2
et que la fonction de comptage N vérifie Uhypothése (N), ¢’est-a-dire que

N+ 1) - N = 0T8T, )
Alors, .
N, = VI (1+0( =),

Ici on se ramene a travailler sur le cas m = 1 grace au calcul de la puissance % de a,
obtenue par une technique de résolvante et on utilise la formule

1 . .
NA) =Tr xa(n(a)) = gTT/Re’t”(“)e_m)Q(t)dt,

ou x est la fonction indicatrice de | — oo, 0]. On approxime alors N(A) par

Na) = A [ plax N =

R

, 1[, et p est une fonction paire de I'espace de Schwarz S(R) telle que

ol « €]}

plt) =1silt] < 2



et
p(t) =0 si |t| >e.
On écrit

1 L
Nu(h) = 5T /R L)) M it gt

puis on approxime e~*(@ par un OFI 7((Q.);) sur I'espace de la représentation, par
analogie avec Hormander [12](voir aussi Shubin [26]). Afin d’obtenir cette approximation,
on va d’abord approximer e "4, ot A est un opérateur pseudo-différentiel auto-adjoint
elliptique classique d’ordre 1 invariant a gauche sur le groupe de Lie GG, par un OFI
invariant & gauche. Pour cela, comme dans Hormander [12](voir aussi Shubin [26]), on va
d’abord écrire la condition d’approximation de e~#4 sous forme du systeme :

N[ 4 jA0Q,] €C™(G xG) @)
N[Qo — 1] € C*(GxQqG) "’

ou N[-] désigne le noyau de 'opérateur, et avec (), d’amplitude ¢; classique d’ordre 0 lisse
en t.
Puis grace aux travaux de B.Nielsen et H.Stetkaer [22], on va écrire un OFI invariant a
gauche sur G sous la forme d’un produit de convolution a droite par une DFI sur G. Sous
cette forme, le systeme devient :

{ A@ek 4 A, % (Q.)r € D(G) (3)
(Q)o—3.  €D@G)

pour t assez petit, ou (Q.); et A, sont telles que Q- = - * (Q¢); et A- = - x A.. Par la
suite, afin d’alléger les notations dans les calculs, on notera @Q;(resp. ¢;, A) a la place de
(Qe)e(resp .(qge)t, Ae). Le systéme (3) est alors équivalent a :

th + 1Qy * 0+ A € D(g) (4)
Qo — 0o € D(g) ’

pour ¢ assez petit. DE maniere analogue a Hérmander [12](voir aussi Shubin [26]), j'ai
trouvé la phase de @)y, sous la forme :

Pt (],’,5) = QO(ZE,f) - ta1(§>7

ol a; est le symbole principal de A, et ¢ est solution de I’équation eikonale :

a1(§) = a1 (n(z, £)),

d*
n(@,€) = - dip(e, €).

L’équation eikonale trouvée ici est une équation d’Hamilton-Jacobi qui tient compte de la
non-commutativité du groupe; c’est I'unique différence avec celle trouvée par Hormander
[12] (voir aussi Shubin [26]). Pour aboutir a cette équation, il aura fallu écrire

Qv Alz) = / @0 (2, €)de,
g

et trouver le développement asymptotique

s(z,8) ~ ) W%ﬂy = Jo(W)xe(=y)a (x - y, €)™ ], o,

la[>0

avec

avec Ui(7,9,8) = @i(r - y,€) — i, §)— < y,m(2,8) > et x -y = log(exp x exp y).
Ensuite les équations provenant du systeme (4), c’est-a-dire les équations provenant de
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I'annulation des differents termes du systéme (4) donne a 'ordre 11’ équation eikonale et
aux ordres suivant les équations de transport qui ont la forme :

A1
L (2,6) + V(@) - datiy(2,€) + 9(@ s (@,€) = f5(2, ),
adz

ot les f_; ne dépendent que de gy, -, g —j+1, pour tout j € N*, V(z) = 2 -

dal (77(% 5))7 et
Z ao‘al (7’](1’, 5))601]G(0)

|laf=1

_ZZ Z ]Oqﬁl ]azﬁz ) 5@(%,6) + Z Zaﬁ(x)85¢(x>€)]'

|af=2 15]=2 18l=1

aal

Pour la définition des termes, je renvoie a ’équation (17) section 4.3. La résolution succes-
sive des équations de transport fournit alors le développement asymptotique du symbole
classique g¢;.

Il reste alors a étudier

Na(h) = 5T / DA M (Qu)—0)dt
et
Ra(A) = 5-T7 / DAL e N r((Re)_y)dt.

Grace aux travaux de J.Y.Charbonnel [4], 'ad-algébricité de g implique que V aussi vérifie
I'hypothese (N), c’est-a-dire
V(A™)

VIO+ ") = V™) = 0(52),

car V admet un développement asymptotique (section 7). En supposant V() > C\2, on
montre alors que

No(A) = V(A (1 + O\ ).
Puis grace a I'hypotheése (N), on montre

No(A) = NN (1 + 0N 9.
Enfin on conclut avec 1'égalité

Na(A) = No(A) + Roa(N),

en montrant R,(A) = O(1). On a alors

NA) =V(A)(14+ 0\ ).
En revenant au cas ot m est un entier positif quelconque, on trouve :

NO) =V (1+0A ")),

Il serait bon d’obtenir le théoreme 1.1 sans faire appel a ’hypothese (N) sur la fonction
de comptage, ou en la démontrant dans la foulée. Dans ’état actuel des choses, ce résultat
est un premier pas vers 'obtention de la formule asymptotique de Weyl avec un meilleur
reste que celui obtenu dans [19].
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1.1. Notations. Soit £ € R™. Pour tout multi-indice o = (o, -+, ay,), on posera £* =

a1 (7%

... gan,
Soit X une variété, on notera D(X) (resp. C*°(X)) l'ensemble des fonctions lisses sur
X a support compact (resp. des fonctions lisses sur X). On notera D’(X) I'ensemble des
distributions sur X, £&'(X) I'ensemble des distributions a support compact sur X.

Définition 1.2. Soient X un ouvert de R™ et N € N*. Soient p, & deux réels.
On dit qu’une fonction a sur X x RN appartient a la classe ;”15(X x RY) si :

—a € C®(X xRN).

— Pour tout «, 8 multi-indices, pour tout K C X compact, on a
1099 a(z,0)] < Ciapz < O >m1Pletlald

pour tout (x,0) € K x RN ot < 0 >= (1+||0]%)=.
Sip+ 6 =1, on notera cette classe S;'(X X RY), et si de plus § = 0, on la notera
S™(X x RY) et on posera NyerS™ = S™.
Lorsque X est réduit a un point (i.en = 0), on notera S;(RY) d la place de S)*(X xRY).

Remarque 1.3. Dans le cas ot X est une variété, la définition reste la méme, les dérivées
partielles par rapport aux variables x; étant remplacées par des champs de vecteurs, en
effet les constantes m, p, et & ne dépendent pas de la carte locale.

Définition 1.4. Soient X un ouvert de R" et N € N*. Soit P C C. Soient m, p, J trois
réels et d € R .
On dit qu’une fonction a sur X x RN x P appartient a la classe S"O?f&d(X x RN P) si:

—a(+,,A\) € C®(X x RY), pour tout A € P.

— Pour tout a, B multi-indices, pour tout K C X compact, on a

1020 a(x, 0, \)| < Ck a504(0, N)m1FloFlald,
pour tout (z,0) € K x RN, pour tout \ € P.

Ici Ag(0,)) = (1+||0]|2 + [A|2)2. Sip+ 6 =1, on notera cette classe (X xRN, P),
et si de plus 6 = 0, on la notera S7"y(X X RY P) et on posera NmerST (X X RN, P) =
S7°(X x RN P).

Définition 1.5. Un symbole a € S™(X x RY) est dit classique d’ordre m' € C s’il admet
un développement asymptotique de la forme :

+oo
a(x,0) ~ Z amy—j(z,0),
=0

0l Qpy—j(x,0) est positivement homogene de degré m’ — j en la variable 8. On notera

CL™ (X x RN) la classe de telles fonctions.
Un symbole a € ;’fd(XxRN, P) est dit classique d’ordre m’ si pour tout A € P, a(-,-, \) est

un symbole classique d’ordre m'. On notera CLT (X xRN, P) la classe de telles fonctions.

Soit G un groupe de Lie d’algebre de Lie g.

Définition 1.6. On dit que p € S]'(g*) appartient a la classe de symboles AS;”’Q(Q*)
si supp Flp C Q, ou Q est un voisinage compact de 0 dans g. Ici F représente la
transformée de Fourier par rapport a une mesure de Lebesgue sur g.
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On dit que py € S%y(g*,P) appartient a la classe de symboles a parametre ASZ?’C}Q(Q*,P)
si supp Fpn C Q, pour tout X\ € P, ot Q est un voisinage compact de 0 dans g. On
posera C’L?’Q(g*, P) = ASZZQ(Q*, P)n CL}(g*,P).

Définition 1.7. Pour tout x € g, on désigne par jg le jacobien de [’exponentielle et on a
la formule [10] :

, 1 —exp (ad x)
ja(x) = |det( )]

Proposition 1.8. I existe un voisinage étoilé W de 0 dans g tel que (expW)? soit expo-
nentiel.

Dans ce cas, pour tout (x,y) € W2, on peut poser

ad ©

x -y =log(exp x exp y).
On considere le coproduit :
A:C*®(G) — C>®(GxG)

v > (9,:h)— e(gh).
Définition 1.9. Soient S, T deuzx distributions a support compact sur G.
Alors 'A(S @ T) définit une distribution o support compact sur G, appelée produit de
convolution des distributions de S et T sur G. On le notera par S xT". On a donc pour
tout o € C(G) :

<S*kT p>=< ST, Ap > .

Remarque 1.10. Soit du( resp. du') une mesure de Haar a gauche( resp. a droite). Le

produit de convolution de deux fonctions a support compact sur G s’écrit avec la convention
a gauche ( resp. a droite), pour tout f,g € D(G) :

Fo) = [ Fa Dyduth

(resp. | g(k) = [ F(kh)g(h™")dp'(k))

Le produit de convolution des distributions s’identifie au produit de convolution des fonc-
tions avec la convention d gauche (resp. a droite), via le choiz d’une mesure de Haar
invariante a gauche (resp. a droite).

fdpx gdp = (f % g)dp
fdp"* gdu’ = (f % g)dp'

Théoréme 1.11 (Poincaré-Birkhoff-Witt). [6] La symétrisation o : S(g) — U(g) définie
par

1
oy x,) = ~ Z Ty oo T,

) TESn

est un isomorhisme d’espaces vectoriels, et on a :
—1
o(a) = exp.(F "a)

en tant que distribution sur G de support {e}.
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Définition 1.12. On désigne parv — v* Uanti-automorphisme principal de U(g), déterminé
par X* = —X, pour tout X € g.
Un élément u € U(g) est formellement positif s’il s’écrit

N
J— * .
U = E v;vj,

J=1

ou les vj sont des éléments de U(g).

2. OPERATEURS FOURIERS INTEGRAUX SUR R"

Dans ce chapitre, j’introduis la notion d’Opérateur Fourier-Intégral sur un espace vec-
toriel. Ce type d’opérateurs a d’abord été défini par Hormander [8] [13] dans le but de
résoudre I'équation des ondes. Ici je reprends la construction des OFI depuis le début en
m’inspirant de l'ouvrage de Shubin [26]. On construit d’abord les intégrales oscillantes
qui définissent des distributions particulieres sur un espace vectoriel. Ensuite grace a ces
distributions auxquelles on aura rajouté quelques conditions supplémentaires, on définit la
notion d’Opérateur Fourier-Intégral. Enfin je vais traiter quelques exemples d’OFI, dont
celui qui a donné naissance a la théorie.

2.1. Intégrale oscillante. Soit X un ouvert de R". Soit N un entier positif.

Définition 2.1. [26] Une fonction ® € C®(X x (RN \ {0})) est une fonction de phase
8% :
o O est positivement homogene de degré 1 en &, 1.e

Oz, 1€) = t&(x, €),
pour tout (z,€) € X x (RN \ {0}) et tout t > 0.

e ® n’a pas de point critique, i.e

d®(z, &) #0,
pour tout (x,€) € X x (RN \ {0}).

Remarque 2.2. Cette notion a encore un sens sur une variété lisse X.
Définition 2.3. [9],[13],(26] Soient u € D(X), a € S5(X x RY) avec p > 0,6 <1 et @

une fonction de phase. Alors l'intégrale

Ala,®) -u = / / e @8z, Eu(z)drde

a un sens et est appelée intégrale oscillante.

Justification de ’existence de I’intégrale.
On va régulariser A(a, ®) - u, en utilisant une fonction de troncature y, sur RY telle que
Xo(&) = 1 au voisinage de 0. On pose

Ala,®)-u= lir% A(a, ®). - u,
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o A(a, ®). -u = [[ xo(e€)e®*@a(z, &)u(r)drde.
Maintenant on va donner la construction d'un opérateur L qui permet de régulariser
I'intégrale.

Lemme 2.4. [] existe un opérateur L de la forme :

Zaﬂx§6§]+zbkx€ +c(x,§),

avec a; € SU(X X RY), by et c € STHX x RY), tel que le transposé de L défini par :

Lu(r,€) = Zaiws (@) = Y (. () + el ().

vérifie L Le'® = ',

Démonstration. On a 8‘2 e'® = '%@e@ et 2-e'® det® alors
N n
0o 0 1,
(o -i0b L+ Yok Lyon Lo
§; §j 1 Lj (G

J=1

ol ¥ est homogene de degré —2 en £. On a alors

0P 8 .
o 2 1P
W Z agj‘g‘ ag] Z < 9, axj -

On pose

t ) 9o 0
e Za@'f' 3 2 3)

avec y une fonction de troncature égale & 1 si [[€|] < 1 et 0 si ||| > 5. On a donc

tL67,<I> — 67'(1).

Fin de la justification.

On va régulariser I'intégrale grace a L. Soit € €]0,1]. On peut alors transformer ’ex-
pression de A(a,®). en

Aa,®). -u = // @O Ik (xo(e€)a(z, &)u(z))dzdt.

On voit que L*(xo(€)a(z, §)u(z)) est un symbole d’ordre m — ks, avec s = min(p,1—4),
et donc pour k assez grand,

Ala,®)-u=tiny [ [ ¥eOL (xo(e€)ate, ula)) drdg

existe. On vérifie facilement que cette limite ne dépend ni de L, ni de xq.
Q.E.D.
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Remarque 2.5. La forme linéaire u — A(a,®) - u est une distribution sur X, appelée
Distribution Fourier Intégrale de phase ® et d’amplitude a. On note alors A cette distri-
bution.

On pose
Cy = {(r,0) € X x RV \ {0} | dpy®(z,0) = 0},
olt Cp est un cone fermé. On note 7 la projection canonique 7 : X x (RV\ {0}) — X. On
note alors : Sp = 7Cq et Ry = X \ So.

Théoréme 2.6. [9],[13],[26], voir aussi [27].

sing supp A C Se,
c’est-a-dire Se contient le support singulier de A.
Théoreme 2.7. [9],[13],]26], voir aussi [27].
Sia e ;”15()( x RYN) telle que a soit nulle au voisinage de Cg, alors
A e C™(X).
Définition 2.8. La fonction de phase ® est dite non-dégénérée si (d(a—@))jzl,...ﬂN est une
famille libre sur Cg, i.e si la matrice

92 92 9P 92
e, 0z, T 95 0ey 050y 7 g 0y
92 92 9P 92
enOcy 77 OenOey OOy T Oen Oy

est de rang N pour tout (z,£) € Cp.
Proposition 2.9. [9],[13],]26], voir aussi [27].

Si @ est une fonction de phase non-dégénérée, alors Ce est une sous-variété de dimen-

sion n dans X x (RN \ {0}).
Proposition 2.10. [9],[13],[26].

Soit @ est une fonction de phase non-dégénérée, soit a € 85 avec p+0 =1, el p > 4.
Alors :

(1) siajc, =0, alors il existe b € S~ P~ (X x RY) tel que A(a,®) - u= A(b,®) - u,
pour tout u € D(X).

(2) siajc, =0 et si tous ces zéros sont d’ordre infini, alors A € C®(X).

2.2. Opérateurs Fouriers Intégraux sur R". Soient X un ouvert de R™X et Y un
ouvert de R™, ou nx et ny sont deux entiers positifs.

Définition 2.11. Soient a € S;',‘&(X XY x RY) avec p > 0,6 < 1 et ® une fonction de
phase sur X xY x (RV\ {0}).
L’opérateur
ADY) — D(X)
u o v Ala,®) - (v u)
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est appelé Operateur Fourier Intégral (OFI) de fonction de phase ® et d’amplitude a sur
X xY xRV,

Définition 2.12. La distribution K € D'(X x Y) telle que < Ks,w >= A(a,®P) - w,
pour tout w € D(X x Y) est appelée noyau de A.

Remarque 2.13. Le noyau K4 est défini de maniere unique par A et inversement. Mais
un OFI peut étre déterminé par plusieurs fonctions de phase et plusieurs amplitudes.

Proposition 2.14. [9],[13],[26]
— Le noyau K4 est de classe C* sur Rg, ot Re est défini comme dans le paragraphe
précédent.

— Sia =0 au voisinage de Cg, alors Ky € C*°(X xY).

Définition 2.15. Une fonction de phase ® sur X xY x (RY/{0}) est appelée fonction
de phase d’opérateurs si :
o dio®(x,y,&) #0, pour tout £ # 0, pour tout (x,y) € X X Y. (*)

o diyoy®(z,y,£) #0, pour tout £ # 0, pour tout (x,y) € X X Y. (xx)

L’intérét de cette définition apparait dans les propositions suivantes :

Proposition 2.16. [26] Sous la condition (x), l'opérateur A : u— [ e®*@¥Da(z y, 0)u(y)dydd
est continu de D(Y') dans C*(X).

Proposition 2.17. [26] Sous la condition (xx), Uapplication A : uw s [ e*@¥Da(z y, 0)u(y)dydo
de D(Y) dans D'(X) s’étend par continuité en une application de E'(Y) dans D'(X), la
continuité considérée est celle associée a la topologie faible sur E'(Y).

Rappel : Soient K C X xY et S C Y x Z. On définit la composition de ces deux
relations par :

KoS={(x,2) €e X x Z|yeYtqg (v,y) € Ket(y,z) € S}
Théoréme 2.18. [9],[13],[26] sing supp Au C Sg o sing supp u.

2.3. Exemples d’Opérateurs OFI. [20]

Dans cette partie, on étudie deux exemples fondamentaux d’OFI, une solution de I’équation
des ondes avec des conditions aux limites particulieres, puis les opérateurs pseudo-différentiels.
Le premier exemple est celui qui a donné naissance a la théorie des OFT [13] par
L.Hormander :

1. Equation des ondes :



14

C’est I’équation aux dérivées partielles du second ordre avec conditions aux limites :

82
ot =Af

f(0,2) =0, Vx € R"

9.(0,2) = u(z), Vo € R

avec u € D(R™).
Afin de résoudre ce systeme, on utilise la transformée de Fourier sur R", ce qui donne le
nouveau systeme sur R” :

2L(t6) = —lElPf(t.€), v € R, VL € R
f(0,§) =0, v§ e R"

21(0,¢) = a(€), V¢ € R™

En résolvant, on obtient f(t,&) = a(&)=nel).
Grace a la formule d’inversion on obtient :

Ve e R", Vt € R, f(t,x) = fi(t,z) — f-(t,x),

avec

Fultery = [ [ etse e i) u(y)dyde,

Pty = [ [ et i) u(y)dyde,

Maintenant pour I’exemple, on voit qu’il suffit de considérer f,. Soit x une fonction de
troncature égale a 1 au voisinage de 0. Posons

aR* — R
£ — (1= x(€))(2d|l)~
et
PRXR"XR"XR" — R
(t,z,y,8) — <z -y, &> +E]].
On vérifie aisément que ® est une fonction de phase d’opérateurs. Soit A, I'OFI de
fonction de phase ® et d’amplitude a, on obtient donc :
f+(tx) = Avu(t, z) + hy (L, @),

avec uy (t, @) = [ [gu,gn €00 (€) (23]€]]) ~ uly) dyde.
On peut définir de la méme fagon A_wu et h_, on pose alors h = h, — h_. La fonction de
phase ® a pour cone singulier et support singulier :

Co={(t, 2,5, [ly —zll = trg}

Se ={(t,z,y)| lly — 2|* = *}
L’application u +— h peut s’étendre par continuité & une application de L'(R") dans
C>(R™*1). Par simplicité, on étudiera 1’équation des ondes avec u € L'(R™). D’apres le
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théoreme 2.18, les singularités de f, et donc de f appartiennent a

{(t,2,y)| Ty € singsupp u, ||y — z||* = £*}.
On retrouve le fait que les singularités se propagent a la vitesse de la lumiere, qui est
égale a 1 ici. En particulier dans le cas d’une source ponctuelle, i.e u = ¢, les singularités
se propagent suivant le cone
2 _ 42
{(t, )| ||«[|" ="}

Remarque 2.19. A t =t fixé, u— A, (to,-) est un OFL
2. Opérateurs Pseudo-Différentiels :

Définition 2.20. On pose nx =ny = N =n et X =Y avec les notations précédentes.
Un OFI de fonction de phase ®(x,y,&) =< x — y,& > est appelé Opérateur Pseudo-
Différentiel (OPD) sur X.

La proposition suivante est immédiate :
Proposition 2.21. [26]. Soit ®(x,y,&) =< x —y,& >. Alors,

O<I> = {(l’,.ﬁE,f” HS va € Rn\{o}}
Se = {(z,z)| z € X}.

3. OPERATEURS OFI SUR LES VARIETES.

Dans ce chapitre, on rappelle la construction des OFI sur une variété X paracompacte.
Dans la suite, X sera une variété paracompacte de dimension n et A un Lagrangien conique
fermé de T*X \ {0}, ou le fibré T*X est muni de sa forme symplectique canonique.
Définir les OFI sur une variété X nécessite d’abord de définir les intégrales oscillantes
associées. Ici I'utilisation de la construction de 'intégrale oscillante sur R™ nous amene a
définir des Distributions Fouriers-Intégrales (D F'I) prenant en compte les changements de
cartes locales sur X. Mais avant de donner cette définition, il faut introduire un formalisme
qui permet d’intégrer sur la variété X, qui en général ne sera pas orientée, et donc ne
possédera pas de forme volume. Ce formalisme, qui devra aussi nous permettre de parler
de distributions sur une variété, est le formalisme des densités sur X.

3.1. Fibré linéaire complexe des densités d’ordre o € R. (d’apres [9])

Définition 3.1. Soient a € R, V un espace vectoriel de dimension n. On appelle densité a
valeurs complexes d’ordre a une application p: \" V\{0} — C telle que p(Av) = |\|*p(v),
pour tout v e A"V \ {0} et A € R\ {0}.

L’ensemble de toutes les densités d’ordre o sur' V' est un C—espace vectoriel de dimension
1, noté Q,(V).

Définition 3.2. Soit X une variété lisse paracompacte. (x,Q2,(T:X))zex est un fibré C-
linéaire sur X, noté Q,(X).

Une section lisse p de Q,(X) définit alors une densité d’ordre o sur X , notée p €
C™(X, Q).

Remarque 3.3. Notons que par le choixz d’une densité d’ordre o non-nulle partout, on

peut identifier C*(X,Q,) a C*(X). On pourra toujours créer une telle densité grace a
une partition de l'unité adaptée.

Proposition 3.4. Q, ® Q3 = Q.5 pour tout (o, ) € R?, et si (p,0) € C*(X,Q,) X
C®(X,Qp), alors p @ o € C®(X,Qatp). Comme on travaille sur des fibrés linéaires, on
notera p- o pour p & o.
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Remarque 3.5. Les densités d’ordre O sont exactement les fonctions complezes lisses sur
X. Les densités d’ordre 1 sont les densités sur X au sens usuel.

Remarque 3.6. Les densités d’ordre 1 a support compact peuvent étre intégrées sur
X. En effet, pour toute densité d’ordre 1 sur X, Uintégrale [ p dx est invariante par
changement de cartes locales grace a la positive homogénéité d’ordre 1 des densités d’ordre
1 par rapport aux jacobiens des changements de cartes.

Alors st supp(p- o) est compact et f=1—«, (p,0) — [ p-o définit une forme bilinéaire
continue sur C*(X,Q,) x D(X,Qs). La correspondance o — [ p- o est donc un élément
de (D(X,Q1-4))-

Définition 3.7. D'(X,Q,) = (D(X,Q1_,))" est alors appelé l’espace des distributions de
densité d’ordre a sur X. On a Uingection canonique de C*°(X, ) — D'(X, Q).

Remarque 3.8. On notera le cas particulier o = 1 ot COO(X,Q%) C D’(X,Q%) =

(D(X,Q%)),. Comme exemple, on choisit une mesure de Haar invariante a gauche p,

comme dans [22], on notera \/du la demi-densité sur G telle que pour tous Xy,---, X,
champs de vecteurs invariants a gauche, on ait :

Vap(Xa, -+ Xo) = Jdp(Xy, - X2,
Proposition 3.9. Soit f une immersion lisse de My dans My avec dim M, = dim Ms.

Alors f induit pour tout o € R :
— Le tiré en arriere associé sur les sections de fibré linéaire

fa . D(MQ, Qa> = D(Ml, Qa>.
— L’application transposée de ce tiré en arriére
fa . D,(Ml, Qa) = D/(MQ, Qa>.
— Si de plus f est un diffécomorphisme alors on peut définir lisomorphisme de fibrés
linéaires
Qa(f) : Qa(MQ) = Qa(Ml)'
3.2. Distributions Fourier-Intégrales sur une variété X associée a un Lagran-
gien conique fermé de 7% X \ {0}. (d’apres [9],[13])
On note 7y la projection canonique de 7% X sur X. Soit A un Lagrangien conique fermé
de T*X \ {0}.
Avant de définir les classes de distributions Fourier- Intégrales sur la variété, rappelons la
proposition suivante :

Proposition 3.10. Soit X une variété. [22]
Une fonction de phase non-dégénérée ¢ sur X x RN décrit une variété Lagrangienne
fermée conique A, de T*X \ {0} via Uapplication
l,:X x (RV\{0}) — T*X\{0}
(z,0) — (7, dyp(x,0)).
La restriction de cette application au cone fermée C, est un isomorphisme de Cy, sur son
image qui est un Lagrangien fermé conique de T*X \ {0}
Aeo = l@(C'@).

Soit A une sous-variété Lagrangienne conique fermée de 7*X \ {0}. Soit (¢;),es une
famille de fonctions de phase non-dégénérées telles que ¢; soit définie sur un ouvert conique
[, de X x (RN \ {0}), avec mx([';) ouvert de carte locale de X et N; > 0, et telles que
ly,(Cy,;) soit un ouvert conique de la variété Lagrangienne conique fermée A.
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Définition 3.11. Soit a une fonction sur un cone, alors cone supp a désigne le cone
engendré par le support de a.

Définition 3.12. Soit p > 1.

La classe des DFI associées au Lagrangien conique fermé A de T* X, notée I;”(X, A), est
définie comme [’ensemble des A € D’(X,Q%) tels que A = Zjej A;, ot les supports des
A; forment un recouvrement localement fini de supp A, les A; étant définies par

(nt

2N;) .
<Aju>=2m) 1 //emj(x’@)aj(x,Q)U(m)dmdQ,

m4+n_1N.
pour tout u € D(X,Q%), avec a; € S, BERER (X x RMi) telle que cone supp a; C Ty, et
ot (¢)jes est une famille de fonctions de phase comme ci-dessus.

3.3. Symbole principal d’une DF'[ sur X variété paracompacte. Soit A € I;”(X, A)
avec p > % On va d’abord travailler localement sur un ouvert de carte, on peut donc se
restreindre a un calcul de développement asymptotique sur un voisinage ouvert conique
Co de (g, 6y) € R™ x (RY \ {0}). On supposera donc que A est & support compact et a
une amplitude a a support dans Cj, et une fonction de phase non-dégénérée . Dans un
premier temps, on va déterminer les singularités d’'une DFI. Pour ceci, on va introduire le
front d’onde d’une distribution sur une variété, puis en utilisant le théoreme de la phase
stationnaire, on va calculer le comportement des singularités. Ceci va permettre de définir
le symbole principal d’un OFT.

3.3.1. Front d’onde d’une distribution. [9]
Je vais présenter ici le front d’onde d’une distribution, ¢’est un outil qui permet de localiser
les singularités d’une distribution.

Définition 3.13. Soit S € D'(X, Q).
Le front d’onde de S, noté WE(S), est le complémentaire dans T*X \ {0} de [’ensemble
des (z,€) appartenant a T*X \ {0} tels que :

Pour tout ¢ € C®(X,RP), avec p € N vérifiant & = dp(x,a), et tel qu’il existe un
voisinage ouvert U (resp. A) de x(resp. a) tels que pour tout ¢ € D(U,Q1_,), tout N € N,
on ait

< 8,0V g >= O(r~N),
de fagon uniforme pour a € A, quand T tend vers 4oco.

Proposition 3.14. Page 27 de [9].
- WFE(S) est un cone fermé de T*X \ {0}.

— sing supp S =nw(WFE(S)) oum:T*X — X est la projection canonique sur X.
Remarque 3.15. Si WF(S —1T) =0, alors S = T (mod C>).

Théoréme 3.16. Théoréme 11.2.2 de [9]. Soit A une DFI sur une variété paracompacte
X d’amplitude a € S}, avec p > 0, et de fonction de phase ¢ non-dégénérée. Alors
WFE(A) C A, Nly(ess supp a),

ot ess supp a est le plus petit ensemble conique en dehors duquel la restriction de a soit
de classe S™°.

Maintenant on va donner le théoreme de la phase stationnaire afin de pouvoir calculer
le symbole principal d’'une DFI.
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3.3.2. Méthode de la phase stationnaire avec paramétre. [9][11]
Soient O ouvert de R™ et X ouvert de R?. Soit m un réel et p > 1.
Soient ¢ € C*°(X x O), et a € C°(X x O xR™) tel que pour 7 fixé, (z,7) — a(x,n,7) €
S7(X x RY), et projx(supp a) soit compacte.
On va étudier le comportement asymptotique de

I(n,7) :/ eme@M oz, n, T)de, (5)
X
quand 7 — 400, pour tout n € O.

Théoréme 3.17 (Théoreme de la phase non-stationnaire.). [11] On suppose que le support
de a est contenu dans X x O x RT. Sid,p # 0 sur X x O x RT ou sur un voisinage du
support de a, alors (n,7) — I(n,7) € S7°(O x RT).

Si la phase a un point critique non-dégénéré (xq,n9) € X x O, le théoreme des fonctions
implicites montre qu'’il existe des voisinages U (resp.V') de zq (resp.no) tels que pour tout
n € V, il existe un unique z(n) € U vérifiant d,p(x(n),n) = 0 et x(ny) = 9. On pose
alors Q(n) = d2¢(x(n),n), et par continuité du déterminant on peut choisir V' assez petit
pour que Q(n) soit inversible, pour tout n € V.

Dans ce cadre, le lemme de Morse avec parametre permet par changement de variables
convenable de se ramener a une phase quadratique :

Théoréme 3.18 (Lemme de Morse avec parametre). [11] On suppose que (zo,10) est un
point critique non-dégénéré de v en x. Alors quitte a réduire les ouverts U et V', il existe
une fonction lisse y de U x V dans R, telle que, si on pose z = y(x,n), on a :

o(z,n) —e(x(n),n) = %tz Q) -z,

pour tout (x,n) € U x V.
En outre, y est un difféomorphisme en x pour n fixé et vérifie :

y(x(n),n) =0, dey(z(n),n) =1,
pour tout n € U (Pourn € V fixé, x — y(x,n) est appelé difféeomorphisme de Morse).
Remarque 3.19. 5i O = O' x (RY' \ {0}) et X = X' x (RN \ {0}) des fibrés coniques
triviauz, avec O (resp. X') un ouvert de R"(resp. R?), et ¢ positivement homogéne de
degré 1 en (x,m) dans X x (RN \ {0}) x 3, alors n — x(n) est positivement homogéne de
degré 1, et par positive homogénéité de degré 1, il suffit de connaitre le difféomorphisme
de Morse y sur le fibré en sphéres de % pour l'avoir sur tout 3.

Maintenant on peut énoncer le théoreme de la phase stationnaire avec parametre :

Théoréme 3.20 (Théoreme de la phase stationnaire avec parametre). Théoréme I1.9.3
de [11]. On se place dans les hypothéses du lemme de Morse avec paramétre et on sup-
pose que a est nul pour x en dehors d’un compact de U. Alors lintégrale 1(n,7) =
[ €7@ a(z, g, 7)dx, ot X est un owvert de R? vérifie :

. m—1
(1) e [(. 1) € ST H(O x RY).
(2) Ce symbole admet dans V x Rt un développement asymptotique de la forme :
q 1 .7 T_k k
)Hdet Q)| terTom @ | ST Rz, )iz, o |

k>0

01\1’ d(zanaT) = CL(Z,??,T) %(2,7]” et R(Zﬂ?) - % < Q_l(n>827az >

2T
&
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(3) En particulier, le terme principal de ce développement est donné par :
2T q

(T)2detQ(m)]~2e " @Wa(a(n),n, ) mod S™21HN x RY)

On va maintenant appliquer ce théoreme aux intégrales oscillantes de la forme :

:// ei7(¢(z’9)_¢(m’”))a(x,T@)u(x)dxde,
X xRN

avec ¢ (resp. 1) fonction de phase sur X x R¥ (resp. X x X, avec ¥ de la forme
O x (RV"\ {0}), o1 O ouvert de R"/ a € SMX xRY), ueD(X)et7>0.
Posons ¢ : (z,0,n) — ¢(z,0) — . On a alors :

// eme@OM o (2 70)u(x)dxdd,
X xRN

avec ¢ fonction de phase sur X x RY x ¥ et, pour n fixé, (x,0,7) — a(z,70)u(x) €
S7(X x RN x RY}). Supposons qu'il existe (o, 6o, 70) € X x RY x X tel que

d(%@)gp(x(b 00) 770) =0
d?x,e)SO(xm 0o, m0) soit non — dégénérée °

alors d’apres le lemme de Morse, on peut trouver ¥y (resp. I'g) voisinage conique de 1
(resp. (o,6p)) dans X, tels qu'il existe y lisse et positivement homogene de degré 1 sur
[y x ¥y, difféomorphisme de Morse pour n € ¥ fixé, et donc vérifiant :

1
ol 0,m) = (), 0(n),n) = 5y~ Qn) -y
pour tout (z,0,n) € Iy x 3o, et

y(@(n),0(n),n) =0, dwey(x(n),0(n),n) = id,
pour tout n € ¥y. Ici n +— (x(n),0(n)) est le difféomophisme positivement homogene de
degré 1 de Xy dans un sous-ensemble de Iy, tel que d, g)¢(z(n),0(n),n) = 0.
Soit n € ¥o. Par définition de I'y, (z(n),0(n)) est 'unique solution de d; gp(x,0,1) = 0,
donc ¢ n’a pas d’autres points critiques sur I'y x {n}. Soit V,, un voisinage compact de
(x(n),8(n)) inclus I'g. Supposons que ess sup a C I'y.
Coupons l'intégrale en une intégrale a phase stationnaire et une sans point critique, a
I’aide de fonctions de troncature, ce qui donne :

I, 7) = [ [ypun €7CEVED N (@ — 2(n))x2(0 — 0(n))al@, 70)u(z)dzdd

+ [ Sy pn €TOEOTVED(L =y (2 — 2(n))x2(0 — 0(n)))a(z, T0)u(x)dzdd
ol x1( resp. x2) est une fonction de troncature égales a 1 au voisinage de 0 dans R"(resp.
RY), et telles que supp ((x,0) — x1(z —z(n))x2(0 — 0(n))) C V.
On applique alors la méthode de la phase stationnaire a la premiere intégrale. La deuxieme
étant sans point critique, son développement asymptotique en 7 est nul, d’apres le théoreme
de la phase non-stationnaire. On peut alors énoncer le théoreme :

Théoréme 3.21. Théoréme I1.3.1 de [9] Soit A une DFI d’amplitude a € §)'(X x RY),
et de fonction de phase o sur X x RN. Soit 1 fonction de phase sur X x X, avec ¥ de la
forme O x (RN \ {0}).

Supposons qu’il existe (xg,00,m0) € X X X tel que & = dy(xo,m0) # 0 et

d(%@)gp(x()? 807 770) =0
d%xyg)tp(xo, 0o, m0) soit non — dégénérée.
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Alors il existe Y (resp. T'y) des voisinages ouverts coniques de ng(resp. (zo,60)) tel que
siu € D(X) et ess supp a C T, on a le développement asymptotique suivant :

, . 1 1 KT
DD < A ey s~ (2m) SO det Q) e T ST SRy, ) By, 1)) yo

Inll—+o0 ~

uniformément en n € Xy. Dans cette expression, (x(n),0(n)) est l'unique solution dans Iy
de diz0)0(x(n),0(n),n) =0, et

Q(n) = d?xﬂ)go(ar(n), 0(n),n) non — dégénérée
b(y,n,7) = a(x(y), 70(y))u(z(y)| %52 (v, n)

R(yvn) = % < Q(n)_layaay >>
ot (x,0) — y(x,0,n), pour n € Ty fixé, est le difféomorphisme de Morse, i.e tel que :

y(x(n),0(n),m) =0, et gl (x(n),0(n),n) = id

p(x,0,m) = =(x(n),n) + 5 < Qny,y > .

Démonstration. On remarque que I(n,7) = 7V < A, e ™My > et on se sert du
théoreme de la phase stationnaire a parametre. On a donc :

27\ 1(Ntq) 7" ki

- )2 k(o) Z F[R(?/J]o) b(y, 10> 7)]jy=o0,

k>0

6i7¢($(no),ﬂ0) < 147 e—iTUJ('ﬂ?O)u >~ TN(

olt k(o) = |detQ(no)|"2eT9mQm0)  ce qui peut se rééerire :

, , 1 -
(@) Tm) 4 om0y S ~ (QW)%(N—FQ)]{;(T??O)Z o [R(y, m10)*b(y, T10, 1)]jy=o0,
k>0

uniformément en 79 € Xy. Ensuite pour tout n € Yy, on pose 1y = et 7 = ||n||, par

n
[Inl]
uniformité du développement asymptotique en 7, on obtient le développement asympto-
tique en 7 cherché grace a I'expression précédente.

Q.E.D.

Remarque 3.22. Lintéréet de ce théoréeme est de donner une équivalence asymptotique
qui tient compte de la positive homogénéité de degré 1 des fonctions de phase utilisées, et
de donner le développement en n et non en T comme avant. On pourra alors passer a une
formulation globale si les conditions du théoréme sont vérifies sur tout .

Avant d’appliquer ce théoreme au calcul du symbole principal d’'une DF'I, on va donner
un critere géométrique d’application du théoreme 3.21 pour la phase .

Proposition 3.23. Lemme I1.3.3 de [9]. Soient ¢ une fonction de phase sur X x RN et
¥ une fonction de phase homogéne de degré 1 sur X x g, ou g est un cone ouvert de

" x (RY'\ {0}).
Les deux assertions suivantes sont équivalentes :
— (z0,6p) est un point critique non-dégénéré pour (z,0) — @(x,0) —p(x,n0).

— (1) ¢ est une fonction de phase non-dégénérée dans un voisinage conique de (xq, 6p).
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(2) De plus, dgp(zo,60) =0, drp(xo,00) = de)(xg,00) et le graphe de d i) est trans-
verse a Ay, en (zo, dyp(x0,60)) = (20, dyt)(z9,m0)) dans T*X \ {0}, ou A, est le
Lagrangien conique fermé de T*X \ {0} associé a .

On a alors pour n € ¥,

eV < A e >— (2m) 5 k(n)a(xz(n), 0(n)) (mod Sy~ 1),

ou
k() = e'359m Que oD derQ, ((n), 0(n), )] "2,
avec
Qw(!ﬁ, 0, 77) = ( dgcdggo(x, ) dch(l’, 9) ) (6>

qu’on note Qy(n) quand (z,0) = (z(n),8(n)).
On va interpréter det@),(n) comme un jacobien de changement de cartes, pour cela posons :

oy Ax Yy — TrX
(@,&mn) — (2§ —dotp(z,n)).
On a alors det Qu(n) = det d0)((x,0) — ((py © ), dow))(x(n), 0(n),n)), on peut alors
vérifier [13] que A +— a(l;'(N))|det Qw(l;l(A))\_%d)\% est une demi-densité sur A.
Il reste & étudier e*a°9" Qu=m.fM)  On va voir qu'on peut le relier a I'indice de Maslov,
dont on va donner les propriétés dans le paragraphe suivant.

3.3.3. Indice de Maslov. [18]
Soit (V,w) un espace symplectique. Soient 1, s et I3 trois Lagrangiens de V.
On pose

Q:ly xly xly — R
(x1,22,23) — w(x1,22) + w(xe, 23) + w(x3, 1)
Proposition 3.24. Q) est une forme quadratique sur ly X lo X l3. La forme bilinéaire
symétrique associée est
Q:(lh xlyxl3) x (I xlpxl3) — R
((z1, 22, 23), (Y1, Y2, 93))  +—  slwler, y2) + w(yr, 22) + w2, Ys) + w(ya, x3) + - -]
Définition 3.25 (Indice de Maslov). L’indice de Maslov u(ly,ls,l3) de (I1,1s,13) est la
signature de la forme quadratique @, i.e
w(ly, la, l3) = sgn Q.

Proposition 3.26. pu(ly, s, 1l3) = —u(la, U1, l3) = —u(ly, 3, o).

Maintenant on se place dans le cas ou [y, [ et [3 sont 2 & 2 transverses. Pour commencer,

on choisira juste [; et l3 transverses, et [y quelconque. On a alors V' = [; & [3. On note
m1(resp. m3) la projection sur [y (resp. [3) parallelement a [3(resp. [y).

Proposition 3.27. Dans le cas ou ly,l3 sont transverses et ly quelconque,
w(ly, la,l3) = sgn Q2, ot Qo est la forme quadratique sur ly définie par :

Q2(2) = w(mi(22), T3(22)).
La forme bilinéaire symétrique associée est alors :

Sy (w2, y2) = w(mi(22), m3(y2)),
et son noyau est (I Nly) & (Ia N l3).
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Corollaire 3.28. Sily,ly et l3 sont deux a deux transverses, alors Sy est non-dégénérée.

3.3.4. Fibré de Keller-Maslov. [9][28]
On fixe 19 € Xy, et on note

(0, 00) = (2(10), 0(no))- (7)
On va d’abord introduire les trois Lagrangiens de Ty, g,)(7%X) :
Ml(.To, 90) = T;OX,
M2(x07 00) = T(:C(),G())Aa
et
L(wo,00) = {(v, d>¢(z0,m0) - v),v € Ty, X }.
Soit L(xg,0y) 'ensemble des L(zo,6) définis par les ¢ tels que L(zg,6p) soit transverse

a Ms(xg,0p). Alors si L(zo,6y) € L(x0,06p), ces trois Lagrangiens sont tranverses deux a
deux.

Définition 3.29 (Fibré de Keller-Maslov).
Le fibré de Keller-Maslov est défini pour tout (xq,6y) € A par :

[ L(x0,00) — C | f(Ly) = i*MvMalula) f(L,),
L(IL’(), 00) = 5
pour tout Ly, Ly dans L(xq,0p)

ot s(My, My, Ly, Ly) = %(,u(Ml, My, Ly) — pu(My, My, Ly)) est Uindice de Hormander.
On pose

g(l’o,eo) Zﬁ(l’o,@o — C
L(ZL’(),@O

)
)
Pour la définition de Qy(no), voir (6) et (7).

RN 61%39” Qw(ﬁo)

Proposition 3.30. g(z,6y) appartient a L(z, 0p).

Démonstration. Comme My, My, et L sont deux & deux transverses, alors il existe A telle
que : .

My ={(A-0,0 + d2ip(xo,m0) - A- 6] 6 € My},
ot A est une application linéaire de M, dans T,,X.

On va d’abord relier sgn Q. (1) & l'indice de Maslov de M,, M, et L, grace au lemme
suivant :

‘B C
et sgn Qu(zo,6p) = sgn A+ sgn d2¢(x0,00), ot B et C sont définies par Q;l(mo, o).

Lemme 3.31. Lemme [V.1.2 de [9] On a les relations matricielles Q;l(xo, ) = ( A B ) ,

Démonstration. La preuve est donnée dans le lemme IV.1.2 de [9].

La projection sur M; parallélement a L, notée 7, est donnée par :
1 :T(IO,GO) (T*X) — Ml
(v,€) — & — A3 (xo,10) - V-
On a p(Mi, M, L) = sgn w(m(-), (id—m)(+)), grace a la proposition 3.27. Soit (v,§) € A.
Il existe ¢ € M; tel que v=A-( et &=+ d2(xo,mo) - AC.
On a:

QJ(?Tl(U, f)v (Zd - 7T1)(277 f)): w((o>€ - dfclb(ifoa 770) ’ U), (U7 di (330, 770) ’ U))a
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soit en tenant compte de I'expression de v et £ :

w<ﬂ-1 (U7 5)7 (Zd - Wl)(”? 5)): W((O, <>? (A<7 0))
Il existe alors A : My — T, X telle que
w((0,0), (A¢,0)) = = < A, ¢ >
Au vu de la forme de la forme symplectique canonique w, cette matrice A a méme si-

gnature que A. Donc sgn A = sgn A = —u(My, M,, L), ce qui donne sgn Qu(no) =
—p(My, Ms, L) + sgn d2p(xg, 0). Donc pour tout Ly et Ly soient dans £(zg,6p), on a :

g(Ll) _ iS(Ml’MQ’LI’LQ)g(LQ),

ce qui démontre la proposition 3.30.

Définition 3.32. [13][9][28]/Symbole principal d’une DFI.] Pour une DFI A d’ordre m,
associée a un Lagrangien conique fermé A, le symbole principal d’ordre m est [’élément

de ST (A, Qs ® L) JSITATIT (), Q1 ®LL) défini par :
o T@) < g milna) 5

ot 7 est la surjection canonique de T*X dans X et p € C°(X x T*X) est telle que le
graphe de d, (-, ) soit transverse a A en «.

Y

Remarque 3.33. D’abord remarquons que localement, on choisit oo = (2(n), dzp(2(n),0(n)))
comme parametre dans . Puis on a montré que si on considére un symbole a valeur dans
Q% ® L, le symbole principale ne dépend plus de ).

4. APPROXIMATION DE L’EXPONENTIELLE D’UN OPERATEUR PSEUDO-DIFFERENTIEL
AUTO-ADJOINT ELLIPTIQUE CLASSIQUE D’ORDRE 1 INVARIANT A GAUCHE SUR UN
GROUPE DE LIE G PAR UN OFI SUR G INVARIANT A GAUCHE.

4.1. Problématique. Soit G un groupe de Lie. Soit A un OPD classique sur G d’am-
plitude a invariant a gauche auto-adjoint et elliptique d’ordre 1.

On cherche, pour ¢ réel assez petit, une approximation de e~*4 par un OFI @ invariant &
gauche sur G. Dans le contexte Fourier-Intégral, approximation signifie que la différence
des noyaux des deux opérateurs est lisse. On cherche donc a résoudre pour ¢ assez petit,

N[ 1+iAoQ) €C=(Gx G, Q) .
N[Qo — 1] € C™(Gx G, ) (8)

ou N[-] désigne le noyau de 'opérateur, et avec (), d’amplitude ¢; classique d’ordre 0 lisse
en t.

L’invariance a gauche des opérateurs doit permettre de simplifier ce systeme. B. Nielsen
et H. Stetkaer ont travaillé dans ce sens. Grace a leurs travaux, on montre que 'on peut
écrire un OFI invariant a gauche comme une convolution a droite par une distribution
Fourier-Intégrale. Le paragraphe suivant résume ce résultat.

4.2. Description d’un OFI invariant & gauche sur un groupe de Lie G. ( d’apres
[22]) B. Nielsen et H. Stetkaer donnent une description précise d'un OFI invariant a gauche
sur (G, I'idée principale étant d’écrire un tel OFT sous la forme d’une convolution a droite
par une Distribution Fourier-Intégrale sur G. Le fibré €23 (G) des demi-densités sur G est
trivial car il existe une mesure de Haar a gauche ou a droite, qui est aussi une forme
volume. On peut donc travailler avec des distributions sur G' au lieu des distributions
demi-densités, quand on utilise des classes de DF'I sur GG ou G x G. Ici le travail de B.
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Nielsen et H. Stetkaer sera réécrit dans le formalisme des distributions sur G.

Dans un premier temps, ils ont donné une condition nécessaire et suffisante pour qu'une
classe de Distributions Fourier-Intégrales sur G x G soit invariante a gauche. Celle-ci
résulte de I'action des translations a gauche sur les cones Lagrangiens fermés de T*G. La
proposition suivante décrit cette action :

Proposition 4.1. Soient My et My deux variétés lisses de dimension finie. Soit f : My —
My un difféomorphisme.
Alors la restriction de Uapplication f. : D'(My) — D'(Ms) a I}(My, A) est un isomor-
phisme de IT"(My, A) sur I (Ms, (f*)7'A).

On note L(g) : h — gh la multiplication a gauche par g sur G et R(g) : h — hg la
multiplication a droite par g sur G. Si on travaille avec G X (G, on considérera alors les

actions diagonales L(g)(hi, he) = (ghi, gh2) et R(g)(hi, he) = (hig, hag). Rappelons la
définition d’invariance a gauche et d’invariance a droite.

Définition 4.2. Un ensemble A C T*(G x G) est dit invariant a gauche (resp. invariant
a droite) si L(g)*A = A (resp. R(g)*A = A), et bi-invariant s’il est invariant a gauche et
a droite.

Grace a la proposition précédente, on caractérise les classes de DFI invariantes a gauche
de la facon suivante :

Proposition 4.3. Soient m € R, p > % et A un Lagrangien conique fermé de T*(G X
G)\{0}. La classe I]'(G x G, \) est invariante a gauche si et seulement si A [est.

Grace au travail de B. Nielsen et H. Stetkaer, nous allons écrire un Opérateur Fourier
Intégral invariant a gauche sous la forme d’une convolution a droite par une Distribution
Fourier Intégrale via I’application

s:GxG — Gxd
(g.h) +— (g,9h)

et le diagramme associé :

TG x G) 2= T*(G x G) ,

lproj. lproj.

GxG - GxG

ou S’ = (ds)~L.

Comme S’ est un symplectomorphisme, on a le lemme suivant :

Lemme 4.4. Lemme IV.2 de [22]. Soit 7o : G X T*G — T*G la projection sur le second
facteur, et soit S = S(GxT*G.
Alors S*(Ogxa) = m5(0¢) et S*(waxa) = T (wa), Oaxa (resp. Og) étant la 1-forme ca-
nonique sur T*(G x G) (resp. T*G) et wgxa (resp. wg) la 2-forme symplectique canonique
sur T*(G x G) (resp. T*G).

Grace a I'application S, on peut créer une bijection de I’ensemble des sous-variétés La-

grangiennes coniques fermées de 7*G\ {0} dans I'ensemble des sous-variétés Lagrangiennes
coniques fermées de T*(G x G) \ {0} invariantes a gauche.

Théoréme 4.5. Théoréme IV.4 de [22]. L’application A, — S(G x A.) est une bijection
sur l’ensemble des sous-variétés Lagrangiennes coniques fermées de T*G \ {0} dans l’en-
semble des sous-variétés Lagrangiennes coniques fermées de T*(G x G) \ {0} invariantes
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a gauche.
L’inverse de cette bijection est donné par A — A, = {\ € T*G,S(e, \) € A}

Le théoreme suivant donne le changement de variables a utiliser pour obtenir la forme
convolée de 'OFT invariant a gauche.

Théoréme 4.6. Théoréme IV.7 de [22].S0it A, une sous-variété Lagrangienne conique
de T*G \ {0}, décrite par une fonction de phase non-dégénérée ¢ : V. — R, ou V est un
ouvert conique de G x (RN '\ {0}). Soit
W ={(z,y,0) € G x G x (RN \ {0})| (27 'y,0) € V}
et posons
v W — R
(z,9,0) — @(z7'y,0).
Alors 1 est une fonction de phase non-dégénérée décrivant la sous-variété Lagrangienne
conique

A=S(GxA,) CT*(GxG)\ {0}

Démonstration. Soit vy : (z,y,0) — ¢(y,0) de G x V dans R. Notons que ©) = ¢y 0 F', on
F:(z,y,0) — (z,zy',0) est un difféomorphisme de W dans G x V.
Comme le diagramme

W4>F GxV

lproj. lproj.

GxG>GxG
commute, ¢ déerit (s*)7H(G x A.) = S(G x A), par le lemme qui suit.

Lemme 4.7. Lemme II1.3 de [22]|. Soient m : X1 — M et mo @ X9 — My, ou ¥y et
Yy sont deuzr cones ouverts de My x (RY \ {0})(resp. My x (RN \ {0}). Soit (F, f) un

1somorphisme de 31 dans Yo tel que le diagramme suivant commute :

D -5,

-, I

My —— M,

Soit py € C(3,) une fonction de phase non-dégénérée. Alors f1 = o 0 F' est aussi
une fonction de phase non-dégénérée, FC, = Cg, et l, = f*ol,, o F. Si py décrit
Ay C (T*M3\ {0}), alors ¢y décrit f*(Ag) C (T*M; \ {0}).

Q.E.D.

Définition 4.8. Un élément A € D'(G x G) est dit invariant a gauche si

L(g).A = A, pour tout g € G, et invariant a droite si R(g).A = A, pour tout g € G.

Un opérateur A : D(G) — D'(G) est dit invariant a gauche (resp. a droite) si Ao L(g)* =
L(g)« o A(resp. Ao R(g)* = R(g)« 0 A), pour tout g € G.

Proposition 4.9. Soit A une sous-variété Lagrangienne conique fermée de T*(G xG)\{0}
invariante a gauche et soit A, la sous-variété Lagrangienne fermée conique de T*G \ {0}
correspondante.

Soient A € IT'(G x G, \) et v € D(G). On peut alors définir la fonction (Av)™ grdce a la
relation :

J(Av)~udp =< A,u @ v >, pour tout u € D(G), avec du mesure de Haar & gauche.
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On peut alors définir la distribution sur G
A s v (Av)~(e).
Soit “I"(G x G, A) I'ensemble des DFI invariantes a gauche sur G x G.

Théoreme 4.10. Avec les notations de la proposition précédente, [’application
Y:OIM(G x G,A) — TG, A
A — A,

m ln
est un isomorphisme de Uespace vectoriel “I(G x G, ) dans I, 1 (G,A.), o n =
dim G.
L’application inverse est A, — s.(du® A.).

Démonstration. La preuve de ce théoreme est donnée dans [22] théoreme 5.2, le passage
de I'ordre m & I'ordre m + % provenant des définitions de I]"(G x G, A) et de ],TJF%(G, A.).
En effet une amplitude d'une DFI dans I'*(G x G, A) est d’ordre m — $N; + % dans une
carte locale, alors 'amplitude de la DF'I correspondante par la bijection est du méme
ordre dans la carte correspondante, donc on est bien dans I’ ta (G, A.) car dans la carte
locale les amplitudes dans cette classe sont d’ordre m + 2 — IN; +2 = m — sN; + 2.

Q.E.D.

Corollaire 4.11. En termes d’opérateurs, on peut traduire cette application inverse sous
la forme :

Av = (vdp) * ((tA)e>,

ot * est la convolution des distributions sur G. Le Lagrangien fermé conique associé a

(*A). est alors donné par la relation A* = j*(A.), ot j : g +— g~ L.

Démonstration. D’apres le théoreme, on a pour tout u,v dans D(G),

< Av,u> = < vt Au >
— < (du® (tA)) v u >
= <dp® (*A), s*(v@u) > .
On a donc, vu la définition de s,
< Av,u >

Jodu(g)v(g) < (PA)e, L(g)™u >
= < (‘“Ae, Jov(9)dulg)Lig)u > .

On a pour tout h € G,

Jov(@)du(g)Lig)u(h) = [, v(g)u(gh)du(g)
<Av,u> = [ du(g)v(g) < (*A)e, L(g)*u >
= < ("A)e,h = [ ulgh)v(g)du(g) >
= < (vdp) @ (*A)e, Au >
= < (vdp) = (("A)e),u > .
Donc

(Av) = (vdps) * (('A).).

Pour trouver le Lagrangien conique fermé associé a (*A). , on utilise le théoreme 4.6
qui donne la fonction de phase de A en fonction de ¢ la fonction de phase de A..
La fonction de phase de A est alors (g,h) — (g~ 'h), ce qui donne (g,h) — p(h~'g) =
©((g7*h)~!) comme fonction de phase pour *A.
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La fonction de phase de (*A). est donc poj, et donc le Lagrangien conique associé a (*A),
est donc A* = j*(A,).
Q.E.D.

4.3. Equation eikonale et équations de transport. Cette partie constitue I’analyse
du systeme. D’apres les résultats du paragraphe précédent, on peut écrire, quitte a changer
les notations, A = -x A, et Q; = - *(Q.);, ou A, est une Distribution Pseudo-Différentielle
classique d’ordre 1 de support V sur G, avec V = expV voisinage compact exponentiel
de e dans G, de phase (z,§) —< z,£ > dans la carte exponentielle, et ou (Q.); est une
DFI sur G d’amplitude ¢; et de fonction de phase ¢; dans la carte exponentielle. Par la
suite, on fera en sorte que 'amplitude de (Q.); dans la carte exponentielle soit, pour ¢
fixé, un symbole classique d’ordre 0 a support dans V' x g*, et qu’elle est lisse en ¢. Le
systeme (8) devient alors

{ A9 1 i(Qc)x Ae € D(G) (9)
(Qe)o - 58 € D(G) 7

pour ¢ assez petit. Ici on a pu restreindre le support de A. au voisinage compact expo-
nentiel V' = exp V de e dans G, car le support singulier de A, est e, et donc on ne change
rien au systeme, la convolution d'une distribution a support compact par une fonction
de D(G) étant lisse. On considérera, par la suite, V' comme un parametre a ajuster pour
résoudre le systéme et on construira alors (@), a support dans V. D’abord on choisira
V tel que V2 soit 'image difféomorphe par I'exponentielle d’un voisinage V2 de 0. Pour
toute distribution B € &'(G), dont le support est un voisinage compact exponentiel de e
dans GG, on note

B = (exp '),B € & (g).
Par la suite, afin d’alléger les notations dans les calculs, on notera Q;(resp. ¢;, A) a la
place de (Q¢):(resp .(ge)s, Ae). Le systeme (9) est alors équivalent a :

W 1iQ, %A €Dlg)
Qo — do € D(g)

Y

pour t assez petit.
Maintenant il faut trouver une phase ¢, convenable pour ();. Par analogie avec Hormander
et Shubin ([27] , voir aussi [26] ), on cherche la phase sous la forme

i (2,8) = p(2,§) = tai (§),

avec ¢ fonction de phase sur g x g*.

Pour t = 0, ¢ = Id, on doit donc avoir ¢ : (x,€) — (z,€) = ¢(z,€) phase de distribu-
tion pseudo-différentielle, ce qui implique ¢(z,&) =< x,& > +0(|z|?[£]) au voisinage de
x = 0. On va maintenant formuler des hypotheses sur V' et ¢ suffisantes pour résoudre le
systeme. La Distribution Pseudo-différentielle A s’écrit formellement, pour tout = € g,

Alw) = (o) [ alme=rag,

ou a est le symbole de Aet Xe est une fonction de troncature sur g a support dans V. La
Distribution Fourier Intégrale ); s’écrit quant a elle :

Q) = [ aw. e =9dg

g
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On peut alors écrire %Qt formellement :

Q) = [ (G iw(©ale )9
dt T

Il reste maintenant a trouver le développement de 'amplitude de é;k/A : On connait deja

sa fonction de phase qui est la méme que celle de @)y, c’est-a-dire ;. On a formellement

—_—

@A = [datbl-w) [ e dn [ ae-y. )y,
g g g
qu’on va chercher a écrire sous la forme :

Q: x A(x) = / ewt(x’g)s(a:,f)dﬁ.
o

Pour tout (z,&) € V x g*, on a alors

s(x,8) = / /g o a(n)jc(y)xe(—y)qt(x-y,é)ei<%<z'y7g)_%(z’§)_<y’n>>dydn,

ol jg(y) et z-y sont définis dans le paragraphe des notations. On a la proposition suivante :

Proposition 4.12. L’amplitude s est un symbole classique d’ordre 1 qui admet comme
développement asymptotique :

0“a(n(x,€)) . , i
s(w,6) ~ > %Dy v — jaW)xe(—y)a(z - y, §) e 9]y,
|a|>0 '
avec %(937?/75) = QOt(.Z' ’ y?é) - Spt(xa S)_ <V, 77(55, 5) >
Démonstration. Pour trouver le développement asymptotique de s en &, on etudiera, pour

tout (z,&) € V x 8"! fixé, l'intégrale

)ei (cpt (z-y)\&) —got(z,AE)—<ym>)

10) =s(e 2 = [ [ atwiolw)e(-vade - v.3¢ dydy.

Soit (z,£) € V x 8", Par le changement de variables / = ¥, on obtient

2 (SOt (myf) —<Pt(u’07§)—<yﬂi>>
e

0= [ [ abaiow(-vate 5.0 dydy.

Pour obtenir le développement asymptotique de 'amplitude, il faut d’abord localiser les
points critiques de la phase de I'intégrale oscillante I(\).

On pose Sy(z,y,&,m) = o(z -y, &) — p(z,£)— < y,n>. On a alors

{ dySt(x>y>§777) =-n+ dy(x = - y) ' dlgp(x ' y7§>
dnst(x>?/>§777) =Y

Le calcul donne en (z,£) € V' x g* fixé :(voir théoreme 4 page 6.12 de [10].)

Yy = 0
{77 = 2 dip(x,€)
On pose alors :
ad*x

n(z, ):W
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Le point critique est alors :
(y,m) = (0,n(z,€)).

L’application (z,&) — n(x,§) est clairement lisse sur V' x g+. Maintenant, on va mi-
mer le calcul du développement asymptotique d’un symbole, mais au lieu de faire le
développement de Taylor de a en A, on va le faire en A\n(z, £). En effet d’apres le théoreme
de la phase stationnaire, on sait que le développement asymptotique de I(A) en A dépend
uniquement du comportement du terme dans l'intégrale au voisinage du point critique
(0,n(x,&)). Avant d’effectuer ce développement de Taylor, on va se restreindre a un voi-
sinage du point critique (0,7n(z,£)) grace a une fonction de troncature y sur g* telle que

x(§) = Lsill¢l] <3

= Osifléll >~

avec € < infiz e)evxsn- 17””(“;5)”

Notons qu’il faut choisir V' assez petit pour que le terme a droite de I'inégalité ne s’annule
pas :

En effet en x = 0, on a n(0,£) = £, et par continuité et compacité de "1, on trouve le
voisinage V' ou ) ne s’annule pas. On peut désormais poser

- // a(An)ja () xe(=y)x (n = (2, €))ar (- y, A v D dydy. (1)
gxg”

Par le théoreme de la phase non-stationnaire, on a directement que I(A) — I = o(A™™),
pour tout m € N. On peut donc se restreindre a 1'étude de I(A). On développe a en
An(x, &) grace a la formule de Taylor a l'ordre N,

0%a T a
lal <N
rv(z N &) = ) ca/ (1-t)Nora (An(ﬂf &) +tA(n—n(z, E)))( (77—77(:6,6))>adt
|a|=N+1
En remplacant a(An) par cette expression dans (11), on obtient
~ 0“a x a
foy =y Y IO [ (30, 9) st~ ()
lo| <N ' g xg

¢ (2 -y, ) e E dndy

+RN(x> Y, )\7 67 77)7

ou

Rn(z,y,\,&,n) = Z ca/ // (1—-t)No"a (An(x,ﬁ)#—t%(n—n(m,é)))

|a|=N+1

(A= 1)) a)xe(=)x(n = . ©)ar(@ - y, AE) e =< dydyar
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En posant ¢y(z,y,£) = ¢i(z - y,£) — ou(z,§)— < y,n(z,§) >, on peut alors rééerire
I’expression précédente :

IN) = A" ) W// (A(n—n(fv,ﬁ)))ajc(y)xe(—y)x(n—n(fv,ﬁ))

la|<N
qt (x . y7 )\6)ei)‘zpt(Ivyvg)e—’i)\<yv77_77(xv§)>dndy _|_ RN(-T, y’ )\7 67 77),

avec

Ry hen =N 3 ca/ [ a=naa(uee s nm-ne9)

lo|=N+1

(A (n—n(z, €))) Ja @) Xe(=y)x (1 — (2, €)) e (- y, AE) eAVe (w8 emA<un=n(@8> gy it

Apres le changement de variables n' = )\(77 —n(x, 5)), I’expression devient :

) o*a(M(z, | | y
I =% W / / * naya(y)xe(—y)x(g)qt(x-y, AE) eV ISV iy

la|<N

N /// (=09 0(an(a,) + ) (y

\|N+1

)ic(W)Xe(=y)qe (x - y, AE) ePXPr@w:d)

>3

e <Y dndydt.

On coupe l'intégrale

// n‘”jc(y)xe(—y)X(g)Qt (x -y, )\6)ei)\wt(z,y75)e—i<y,77>dndy _

*Xg

Aol / / "6 (W)Xe(=y) (X (1) = 1)ge (- y, A) AN O=<012) dndy
g"xg

/ / 156 (Y)Xe (=)@ (T - y, AE) MV o¥0) e =i<un> gy

en deux intégrales. Dans la premiere, on peut appliquer le théoreme de la phase non-
stationnaire, c’est donc une fonction de variable A décroissant rapidement a l'infini. Cal-
culons la deuxieme intégrale,

// n“ja(y)xe(—y)qt (x Y, Ag)eik¢t(x7y,£)€—i<ym>d77dy =
g*xg

DTy je(y)Xe(=y)a (@ - y, A e ev ] o,
Lemme 4.13. Le terme
Dy = jay)xe(—y)a(z -y, &) e 9],
est un symbole classique d’ordre au plus £ 5, avec k = |af.

Démonstration. En effet, considérons I'expression D)1y (v,y,§) - - - DJ*¢:(w,y,§) dans la-
quelle au moins 'un des ; est tel que || < 1, alors

D) y(,0,8) - - D}y (2,0,€) = 0.

Donc dans D[y — ja(y)xe(—y)a(z - y,&)e™ @8], o, seuls des termes contenant des
D) py(2,0,8) - D)4y (x,0,&) tel que tout |y > 2 interviennent, donc les ; sont en
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nombre au plus égal a g On a donc des symboles classiques de degré au plus g

Q.E.D.

Corollaire 4.14. Le terme

ora(n(z. )

o “ly = JaW)xe(—y)a(z -y, &) eV )]

ly=0

. ’ k
est un symbole classique d’ordre au plus 1 — 3.

Donc d’apres la proposition (3.6) page 21 de [26], si on réussit a majorer le reste, on a
donc trouvé le développement asymptotique de 'amplitude s.

Lemme 4.15.
By (2,5, A, & m)| < CyA™™ 2 (12)
Démonstration. Fcerivons a nouveau 'expression explicite du reste :
Ry(z,y, A\ &m) = Y ca/ // t)No%a (An(%f)+t77)77ax(g)ja(y)xe(—y)
|o|=N+1
@z -y, \)e N @8 e =I<Y> .

En utilisant 'égalité (—D,)*[e""<¥"1>] = n®e~"<¥71> 1'égalité ci-dessus devient

Ry (z,y, A & n) ca/ // (1—=t)No%a(Mn(x, &) + tn)x ( )je(y)xe(—y)

|a|=N+1
Ge(w -y, A§) M ) (=D ) eIV dndy .
En intégrant par parties successivement, on a
Bx(zmy A= 3 ca / / / (1= X (D a(An(e,€) + ) Dl () xe ()
|a|=N+1
Ge (@ -y, )N e W I dipdyd.
Afin de montrer qu’on est en présence d'un développement asymptotique de s(z, &) en
&, on va majorer le reste par une puissance de A suffisament petite a 1’aide de la fonction
ay:[0,1] x K xRy x S" ' xg* — R
(t,2,7,€,m) — X($)9%a(tn + An(z,£))
D’abord on cherche une majoration des dérivées partielles de a, en .
Si ||Inl| > e, aa(t,z, A\, &, 1) = 0. On déduit
N ag(t,z, A, & n) =0. (13)
Si[[nf] < eA, o a[ltn + An(z, || < (e + M)A avee M = sup g)exsn—||n(x, €)||. On a

alors, grace a la formule de Leibniz, la majoration des dérivées partielles suivantes lorsque
la] =N+1:

0007 an (t, 2, A, &, m)| < Copy A=V, (14)

Il reste a déterminer I'influence du terme Dy [ja (y) xe(—¥) g (z-y, AE) e @v9)]. La formule
de Leibniz donne

D2lic(y)xe(—y) i (x - y, AE) e @v] =

Oé! I o ixn (o
S Dy e~y y X D [N )

a'la!

o' +a’'=«
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Les termes Dz‘j" [e e @¥:8)] sont des sommes de termes de la forme

)\kD%%(x v, 5) .. 'D%%(x n 5)67:7!%(5573/,5),

avec |y1| + -+ |7k| N et |vi| # 0, pour tout ¢ € {1,---,k}. Afin de majorer ces
termes, on d01t considérer deux cas :

(1)

(2)

Si k< %, les termes considérés contribuent a la majoration du reste en une puis-
sance en A, d’ordre égal au plus a n— % ce qui suffira pour prouver le développement
asymptotique.
Si k> %, on a recours au principe des tiroirs de Dirichlet pour obtenir la majo-
ration.
En effet, si on note N; le nombre de v; de longueur égal a 1, et Ny le nombre de
v; de longueur supérieure ou égale a 2, on a 'égalité k = Ny + N, et I'inégalité
N > N; + 2N,. En éliminant Ny par combinaison linéaire des deux inégalités, on
obtient

Nl 2 2k —
Soit i € {1,--- ,k} tel que |y;| = 1. Comme ¢4(x,0,&) = 0 et dyi(2,0,€) =0, le
lemme d’Hadamard indique qu’on peut écrire

Dyipn(x,y,€) = Zy]g% z,9,€),

ol les g,, sont des fonctions lisses.
On obtient alors

DY y(w,y, &) DY n(z,y.8) = Y ygy(2.9.8),
ly|>2k—N

ol la somme est finie et les fonctions g, sont lisses. On a donc une contribution
dans le reste du développement de Taylor de la forme

Y b /// (1= )Nau(t, z, ) &)

ly|>2k—N

DY [ia()xe(—y) @ (@ -y, AE)]gy (2, y, €)™V w8y e <vm> dndydt.

L’identité (—D,,)7[e”"<¥">] = yTe~'<¥""> permet de transformer cette contribution
par intégration par partie en

Y b / // — N D) aa(t, @, A, €, n)

|v|>2k—N

DY lia(W)Xe(—1) @ - y, X gy (w, y, )V VO™ <vm> dpdy .

On obtient donc, grace a (13) et (14) , une majoration en puissances de A d’ordre
égal au plus an— N +k — (2k — N) = n— k, c’est-a dire d’ordre inférieur ou égal

N N
an_?.

Globalement on a donc obtenu une majoration du reste de la forme

Ry (.. N Em)| < CyA""2 (15)
Q.E.D.

Le lemme (4.15) implique directement la proposition (4.12) .

Q.E.D.
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Maintenant on revient au systeme :

4Q,+iQ,x A € D(g)

Q—d  €Dg)
olt 'on considere les noyaux des distributions. Il existe une fonction d € C'L%(g x g*) a
support dans V' x g* telle que dp = fg* d(-,£)e?td¢ € et d ~ > >0 d—i (Théoreme 19.1
de [26]). Ce systeme est équivalent aux conditions :
T - (33,6) 8Qt(x f) _Zal(S)Qt(x>€)+iS('r7€) ~0
qo — d ~0

On doit maintenant trouver les équations qui annulent chaque composante du développement
asymptotique du symbole r, ~ > 1 1-;, qui est classique, en tant que somme de sym-
boles classiques. On rappelle que g; ~ D o0 Gt—ir €t a ~ Y. ay_;. L’annulation du terme
d’ordre un r; donne 1'équation eikonale : B

_ial (5)%,0(‘7;7 5) + ial (77(% 5))%,0(*7:7 5) =0
c’est-a-dire
a1(§) = ar(n(z,€)), (16)

ou n(z, &) est donné par (10) .
L’annulation du terme d’ordre 0 donne la premiere équation de transport :

agio (ZL’, 5) - ial (5)%,—1(357 5) + ia’l (7](% 5))%7—1(‘7;7 5) + ’i(lo (77(% 5))%,0(‘7;7 5)
+ > 0% (n(,9) (D jas(@)8]a10(x,€) + Oajc(0)1o(w, €))
lel=1 1B1=1
Loy Tl O) $ @) £ 3 1) (, E)]auo (e, €) = 0,17)
|v[=2 |B|=2 1Bl=1

avec la condition gy = dy. Les coefficients j,z(z) proviennent de la matrice de 'endomor-
phisme dy(y — @ - y),—0 = =455, ot a et § sont de longueur 1. Les coefficients 1,5(x)
sont les coefficients, dans la base canonique, de di(y — X - Y)y—0, OU 7 est de longueur 2
et 3 de longueur 1.

Grace a ’équation eikonale, cette équation se simplifie :

O
S (@.6) + V(@) - dugola ) + g2, ol €) = 0
adx

avec la condition g = do, V(z) = =257 - day(n(z,§)), et

Z 0%ar(n(z,€))0ujc(0)

|laf=1

_ZZ Z ]Oqﬁl ]azﬁz )@f@(% 6) + Z lag(x)ﬁyﬁgo(x, 6)]
la]=2 18l=2 Bl=1
Etant donnée la forme de I’équation, on voit que ¢, est a support dans V' x g*.
Les autres équations de transport sont données par ’annulation des termes d’ordre —1, —2, - - -
dans le développement asymptotique de r;. Elles s’écrivent, pour tout j € N,

A1
T (0,6) + V(@) - doe s (2. ) + 9(2. ey (2.8) = [5(.6),

(9@1
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ou les f_; ne dépendent que de g0, ,qs,—j+1, pour tout j € N*. On a par ailleurs la
condition
qo,—j = d—j,

pour tout j € N*.
Vue la forme des équations, on voit que ¢; _; est a support dans V' x g*, pour tout j € N*.

Si I’équation eikonale et les équations de transport admettent une solution, alors r; ~ 0
et go —d ~ 0. Dans ce cas, le systeme est résolu.
D’abord intéressons-nous a 1’équation eikonale :

ar(€) = a1 (n(x,9)). (18)
Soit & € g*. On pose
AV xgt — R
() +— alGES ).

Notons que A¢ est homogene de degré 1. L’équation eikonale (18) équivaut a

Ag(z, dap(z,€)) = a1 (§).

C’est une équation d’Hamilton-Jacobi homogene de degré 1.
Afin de trouver une solution compatible avec les conditions de phase de DPD sur ¢, on
rajoute des conditions sur ¢, qui sont des conditions de Cauchy pour 1’équation eikonale.
L’hypersurface considérée dans le probleme de Cauchy est He = {z | < z,§ >= 0}, et
les conditions de Cauchy sont
{ Prre =0
d:cgp|m:0 = f

g — g
a1 (§)
T — 7@5

ad*z
al(ead*m,1 :

La fonction

est solution de I'equation eikonale sur Hy, en effet par positive homogénéité de degré 1 de
ai, on a
ad*x
al(m 5(@) = a1(§).

De < d,A¢(0,£(0)), & >=a;1(§) > 0, on déduit que la bicaractéristique passant par 0 € H,
est transverse a H¢ en ce point. Alors les conditions aux limites dépendant de maniere lisse
de &, il existe une solution lisse (z,&) — ¢(z, &) définie sur W x S"7!, avec W voisinage
de 0 dans g inclus dans V(paragraphe 17 de [26]), et quitte a changer les notations, on
notera V' le voisinage W.

Maintenant résolvons les équations de transport, on voit que ce sont des équations
linéaires d’ordre 1, en particulier des équations d’Hamilton-Jacobi généralisées (para-
graphe 17.6 de [26]).

On les résout successivement et, en tenant compte du fait que seul varie le second membre,
en sachant que 'intervalle de définition des solutions ne dépend pas de celui-ci (paragraphe
17.6 de [26]), on trouve une suite de solutions (qt,_j)jeN définies sur | — ¢, ¢].
Il reste & vérifier que e — Q; € S™°(G). Pour cela, on pose R, = e . Q; —I. On a
alors :

VOB, _ i 100,

i Ot i Ot +A4-Q).
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Et par construction, on a

100,
i ot

Grace a la formule intégrale R(t) '+ 15 ' 9 (u)du € L=°(G), on en déduit

+A-Q, € L),

et — Qe L(G).

5. REPRESENTATIONS

5.1. Rappels.

On rappelle ici qu'une représentation (resp. représentation unitaire) 7 de G' dans H espace
de Hilbert séparable est un morphisme de groupes de G' dans GL(H) (resp. U(H)). On
dira que 7 est fortement continue si pour tout u € H, g — 7(g)u est continue sur G. Par
la suite, on ne considérera que des représentations fortement continues.

Soit 7 une représentation unitaire fortement continue du groupe de Lie G dans un es-
pace de Hilbert séparable, noté H,. On notera H2° 'ensemble des vecteurs indéfiniment
dérivables de la représentation, i.e les vecteurs u de H, tels que pour tout v € H,, le
coefficient

Cup:'G — C

g — <m(gu,v>
soit lisse sur G.
Définition 5.1. On définit pour tout ¢ € E'(G), lopérateur n(p) de domaine H° par la
formule :

<7m(e)u,v >=<p,Cyp > .

Définition 5.2. Un opérateur P : H, — H, est dit régularisant si pour tout u € H,,
Pu e HY.

On notera j le difféomorphisme ¢ — ¢~! de G dans G.

Lemme 5.3. L’application
J:€(G) — &'(G)
S — 3 5=5"
est une involution qui vérifie :
(S*T) =T"*S".
Démonstration. Soit u € C*(G).

< (S*xT) u> = < ST, j*u >
= <S®T,A(j*u) >
= <T®S8[H o)A >

ou A est le coproduit définit dans le paragraphe de notations.
Q.E.D.



36

5.2. Opérateurs Fouriers-Intégraux dans les espaces de représentations de groupes
de Lie.
Dans cette partie, on se fixe un réel p > 1.

Définition 5.4. Soit K un voisinage compact de e dans G. On dira que a : G x RN — C
est une amplitude de classe S)"*(G x RY) si a est une fonction C™ telle que :

(1) Pour tout g ¢ K, pour tout § € RN, a(g,0) = 0.
(2) a € 8G xRY).

Définition 5.5. Soit w une représentation unitaire fortement continue de G. Un opérateur
Fourier-Intégral sur l’espace de la représentation w est défini par :

Tr(@)?

ot Q) est une DFI a support compact sur G.

Proposition 5.6. Soit Q une DFI sur G de fonction de phase ¢ sur G x (RN \ {0}) et
d’amplitude q € S (G x RY). Alors w(A(q, ¢)) s’écrit :

w(Alg.e)u= [ [ a0 x(g)u dulgio,

pour tout u € H.

On gardera les notations utilisées pour les OFI sur un espace vectoriel, et on pose :
C, ={(9,0) € G x RY| dpp(g,0) = 0} et S, = proja(C,).
Les deux résultats suivants découlent directement du théoreme 2.7 et de la proposition
2.10.

Proposition 5.7. Si g € SZI’K(G x RY) est nulle au voisinage de C,, alors W(A(q,go))
est réqularisant.

Théoréme 5.8. Soient ¢ une fonction de phase non-dégénérée sur G x RN et p une
amplitude dans S}"* (G x RY) .
Alors

- Sipjc, =0, il existe g € S,T_@p_l)’K(G x RY) telle que w(A(p,¢)) = n(A(g, ).

= Sip o, = 0 et si tous ces zéros sont d’ordre infini, Z’opémteurw(A(p, <p)) est réqularisant.
5.3. Opérateurs pseudo-différentiels dans ’espace de la représentation 7 : [19]

Définition 5.9 (Opérateurs p"¥'™). Soit p € S(g") telle que F~1p ait son support inclus
dans un voisinage compact exponentiel K de 0 dans g. On appelle alors p™V'™ opérateur
pseudo-différentiel de symbole de Weyl p dans l’espace H,, c’est-a dire :

P = n(p),
oup € E'(GQ) est définie par p = exp, F'p.

Proposition 5.10. Soit p comme dans la définition précédente.
Alors pour tout compact K' de g tel que K C int(K'), il existe une fonction ¢ € SJ'(K' x
g*) telle que

P =7(Alg,9)),
avec ¢ fonction de phase sur G x g* définie par (g,&) —< exp™' g,& > .
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Démonstration. On pose pour tout (z,£) € g x g*, q(z,§) = x(x)p(§), ou x est une
fonction de troncature nulle hors de K’, égale a 1 sur K. On teste contre u € C*(g), ce
qui donne

[ @ )= dg = (@) F ) = F ol

car y est égale a 1 sur K.
Q.E.D.

Définition 5.11. On définit le Laplacien sur H par m(A), ou A est un Laplacien sur G,
i.e Uopérateur différentiel — 3 1 | X? ot (X;)1<i<n est une base de g.

5.4. Approximation de ’exponentielle d’un opérateur elliptique auto-adjoint.
On se donne une représentation unitaire fortement continue 7 dans un espace de Hilbert
H., et une distribution formellement auto-adjointe A, € £'(G). On suppose :

A, = exp.(Fa),

ol a ~ ay+ag+a_1+--- est un symbole classique elliptique d’ordre 1 sur g*. On considere
I'opérateur(non borné) m(A,) qui s’écrit aussi a"V>".

Proposition 5.12. Lopérateur w(A.) est essentiellement auto-adjoint.

Démonstration. L’opérateur m(A.) est défini sur le domaine dense H°, donc il admet
un adjoint 7(A.)*. Comme A} = A, cet ajoint coincide avec w(A.) sur H°. il faut
montrer que la fermeture de 7(A.) est égale a I'adjoint 7(A?). Cela revient a montrer
que Ker ((m(A.)* i) est contenu dans le domaine de la fermeture de 7(A,)( Pour une
démonstration de ce critere de self-adjonction essentielle, voir [26] Théoreme 26.1 page
190). Nous allons montrer en fait que le noyau Ker ((w(A.)* £ i) est méme contenu

dans H2°. Cela vient tout simplement du fait que le symbole a £ ¢ est elliptique, et de
'existence de la paramétrixe ( voir théoreme 1.3.6 de [19]) : si b est une paramétrixe pour
a —i et si v est tel que (a —4)""™v = 0, alors :

v="0""0(a—)"V"v -y = Wy,

avec r régularisant.
La démonstration avec a + i est identique.

Q.E.D.

im(Ae)

Corollaire 5.13. L’opérateur e est unitaire.

Proposition 5.14. Soit A un opérateur pseudo-différentiel classique, auto-adjoint, inva-
riant a gauche et elliptique d’ordre 1 sur G. On a A = - x A..
Soit Qy = - * Qe lapprozimation Fourier-Intégrale de e donnée par la construction du
paragraphe 4. Alors Ry = e~ "AQ, — I est donné par la convolution a droite par S; € D(G).
L opérateur ™) (S,) = 1(Q.) — e~ (Ae) est régularisant.

Démonstration. On a montré a la fin du paragraphe 4 que R; est donné par la convolution a
droite par une fonction dans D(G). Comme l'opérateur e ~#7(4¢) est unitaire , le reste de la
proposition s’en déduit immédiatement.

Corollaire 5.15. L opérateur e~"(Ae)

Fourier-Intégral m(Qe,).

est approximé a réqularisant pres par 'opérateur
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5.5. Représentations fortement tragables. [14] [20]

Définition 5.16. Une représentation unitaire m d’un groupe de Lie G est dite tracable
si, pour tout p € D(G), Uopérateur m(yp) est tragable.

Définition 5.17. Une représentation unitaire d’un groupe de Lie G est dite fortement

tragable s’il existe un entier m tel que pour tout ¢ € CI'(G), lopérateur m(yp) est a trace
20].

Proposition 5.18. Soit m une représentation unitaire d’un groupe de Lie G. Les quatre
conditions suivantes sont équivalentes :

(1) m est fortement tracable.

(2) Il existe un entier sq tel que pour tout entier s > sq, l'opérateur m(1 + A)~* est a
trace, avec A le Laplacien sur G.

(3) Il existe un voisinage V' de e dans G et un entier m tel que pour toute fonction
p € C™(V), Dopérateur w(p) est a trace.

(4) I existe un élément uw € U(g) formellement positif tel que m(u) soit inversible sur
H:° et dinverse a trace.

A.A Kirillov a trouvé une formule explicite afin de calculer les traces de ces opérateurs
sous certaines conditions (méthode des orbites [17]). Cette méthode permet de montrer
qu’avec des hypotheses suffisantes sur une orbite coadjointe de GG, notée 2, et sur 'algebre
de Lie g, on peut associer a ) une ou plusieurs représentations 7 unitaires irréductibles.
Introduisons une hypothese vérifiée dans de nombreux cas, en énoncant ceux qui sont
connus, et qui donne lieu a une formule de trace de Kirillov :

Hypotheése 5.19 (H). 7 est associée a une orbite coadjointe fermée 2 par la méthode
des orbites de Kirillov, de la maniére suivante : il existe un voisinage exponentiel U de
0 dans g, un entier strictement positif k(m) et une fonction Pq analytique et partout non
nulle sur U et telle que P(0) =1, tels que la formule des caracteres :

Tr 7(p) = %(W)/J:(Ps?l “Ja - (po exp))(w)dBa(w)
Q
soit vérifiée pour toute fonction ¢ de classe C* a support compact inclus dans exp U.

L’hypothese (H) est vérifiée dans les cas suivants :

(1) Si G est compact (resp. nilpotent) et connexe, toute représentation unitaire irréductible
7 vérifie (H) avec k(m) =1 (resp. k(m) = 1 et Py =1 [17]).

(2) Si G est résoluble connexe et simplement connexe, a toute orbite coadjointe 2 telle
que si f € €, I'indice du stabilisateur réduit G(f) dans le stabilisateur G(f) soit
fini [24], alors on associe [15] une famille de représentations factorielles normales p
de type I. L’indice défini ci-dessus est de la forme n?, n € N*, et la représentation
p est de la forme nm ou 7 est unitaire irréductible.

Si de plus l'orbite 2 = G - f est fermée et tempérée, la représentation 7 vérifie
(H) avec k(m) = n. Ceci généralise les résultats de M. Duflo ([1] chap. IX) sur les

caracteres des représentations associées a une orbite entiere, c¢’est-a-dire dans le
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casn = 1.

(3) Dans le cas d'un groupe réductif [25], 'hypothese (H) est vérifiée pour des séries
discretes et principales généralisées. On peut choisir la fonction Py, de la forme

Po:g — R

sh ad %)%

T — (det ad 2

Cette fonction convient aussi dans le cas résoluble lorsque 1'orbite est de dimension
maximale [15].

(4) Enfin 'hypothese (H) est vérifiée avec la méme fonction P que ci-dessus pour
les représentations unitaires irréductibles d’'un groupe de Lie général construites
par M.Duflo [7] associées a une orbite coadjointe fermée, tempérée et de dimension
maximale [16]. La formule obtenue coincide avec la formule de Rossmann [25] dans
le cas réductif (voir 3. ci-dessus).

Pour décrire 'entier x(m), il nous faut rappeler brievement la construction de M.Duflo
[16] :
A un élément f € g*, on associe un certain revétement d’ordre deux G(f) du stabilisateur

o~

G(f) et on désigne par ¢ I'élément non trivial de G(f) qui se projette sur I'élément
neutre de G(f). On désigne par X7 (f) 'ensemble des classes de représentations unitaires

irréductibles de 7 de G(f) dont la différentielle est multiple de la restriction de —if a
'algebre de Lie g(f) du stabilisateur G(f) (le signe moins provenant de nos conventions
sur la transformée de Fourier), et telles que 7(¢) = —1. Si X“"(f) est non vide, on dit
que f est admissible.

On dit que f est bien polarisable s’il existe en f une polarisation résoluble complexe
vérifiant la condition de Pukanszky. La construction de M. Duflo consiste a associer a
/ € g* admissible et bien polarisable et & 7 € X" (f) une classe T}, de représentations
unitaires irréductibles de G. Dans le cas ou l'orbite de f est fermée, tempérée et de
dimension maximale M.S.Khalgui [16] montre que si de plus 7 € X“"(f) est de dimension
finie 'hypothese (H) est alors vérifiée pour T, avec :

k(Ty,.) = dim T.

Khalgui [16] a par ailleurs trouvé un exemple de représentation tragable qui ne vérifie
pas (H) : pour une certaine représentation unitaire irréductible d’un groupe G produit
semi-direct d’un groupe semi-simple compact K par son algebre de Lie €, il exhibe une
orbite €} tempérée telle que la formule des caracteres est vérifée, mais avec une fonction
Pq qui ne peut étre C*° en 0. Maintenant rappelons une définition classique :

Définition 5.20. Une orbite Q) est tempérée s’il exviste N € N telle que

dBa(n) -
/Q<1+ Py =

J-Y. Charbonnel a montré qu’il suffit que €2 soit fermée pour étre tempérée.
Théoréme 5.21. [2][5] Si l'orbite Q est fermée dans g*, alors elle est tempérée.

Proposition 5.22. [20] Toute représentation m unitaire irréductible vérifiant ’hypothése
(H) est fortement tragable.
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6. PUISSANCES COMPLEXES D’'UN OPERATEUR DIFFERENTIEL ELLIPTIQUE CLASSIQUE
SUR UN ESPACE DE REPRESENTATION 7.

Nous allons étudier les puissances complexes d'un opérateur différentiel p"V'™ sur H

de symbole polynomial p a I'aide d’une paramétrixe pour des symboles elliptiques a pa-
rametre. Cette parametrixe s’obtiendra a ’aide d’une approximation d’une résolvante de
facon analogue au calcul d'une paramétrixe d’opérateur différentiel elliptique auto-adjoint
sur R™. Cette construction est donnée dans [21] par D.Manchon, mais la paramétrixe ob-
tenue n’est pas classique, et I'extension de la formule de Weyl a un opérateur différentiel
d’ordre m entier naturel non nul nécessite une paramétrixe classique (voir chap. 8).
La composition des opérateurs p"'™ se traduit par un produit non-commutatif # sur les
espaces de symboles AS;”’Q(g*), ol () est un voisinage exponentiel de 0 dans g assez petit.
Le travail de D.Manchon s’appuie sur les propriétés de ce produit #, dont on va montrer
qu’il se restreint aux symboles classiques.

Définition 6.1. Soit p € S"(g") avecm >0 et p > % Le symbole p est dit elliptique s’il
existe R > 0, tel que pour tout ||&|| > R,

O+ [IEl1)F < ()] < Ca(L + IE]1)

Comme dans [26], on a besoin d’un calcul de résolvante approchée pour trouver la
paramétrixe.

6.1. Résolvante approchée. Soit P une partie de C. Pour trouver une approximation
classique de la résolvante, on a besoin du théoreme suivant qui concerne les classes de
symboles & parametre définies dans le paragraphe de notations :[21]

Théoréme 6.2. [Calcul symbolique de Weyl a parametre] Soit K un voisinage compact
exponentiel de 0 dans g assez petit pour que (exp K)? soit l'image difféomorphe d’un
voisinage K* de 0 dans g. Alors il existe Q voisinage compact de 0 dans g, inclus dans
K, tel que la loi # définie a partir de la convolution x sur le groupe G par :

exp. (35" F o) x exp. (3G " F ' an) = exp. (o' FH(mr#ar)),

ot jq est le jacobien de l’exponentielle, s’etend en une correspondance bilinéaire continue
pour la topologie de Fréchet des espaces de symboles a paramétres :

AST9(g", P) x AS]2(g", P) — ASTT Y (g*, P).

De plus, on a le développement asymptotique :
N

p#G =Y Cr(pr,a3) + R (pa ar),

k=0
ot les Cy, sont des opérateurs bidifférentiels avec

7
CO(pA,QA) = PAgx, 01(29,\761,\) = i{p)\aq)\}7

les Cy, (resp. Ry) étant continus de AS;“’Q(Q*, P) XASde’Q(g*, P) dans ASEWQ_MQP_I)’QJFQ(Q*, P)
2
(resp. ASTC;’Q(Q*,'P) X Asffij(g*jD) dans A5T5+m2—(N+l)(2p—1)7(Q+Q)uQ (9*773))'

Proposition 6.3. Soit (py,q,) € CLT9(g*, P) x CLT™>%(g*, P). Alors
Ck(p)\7 q)\) € OLle—i_mz_k’Q—i_Q(g*?P)'
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Démonstration. Rappelons d’abord la définition explicite des coefficients C(pa, ¢y). Soit
W voisinage étoilé de 0 dans g tel que (exp W)? soit exponentiel.

On pose
t
Ty = t~ ' Log(exp(tx)exp(ty)) = = +y + 5[33, yl+ -
(Formule de Campbell-Hausdorff). Soit £ € g*.
@) = | Fin@)F aaly)e T dudy.
gxg
Le développement de Taylor en ¢ = 1 donne :
DHBE) = Y oh [ F @) F ) Selole T ) dudy
_ _ N+1 —i<x-y,E
% fOl(l - t>N fgng lp)\(‘r)]: IQA(y);thd (6 s >)de’dy
Pour tout k € N, Ci(pr, 00)(€) = & [ g F ' 2a(@) F ar(y) Beleco(e =" )daxdy | et

dN+1

1 _ —i<x-y,E>
pour tout N € N, Ry (pr, ) (€) = 37 Jo (1= [ o F'oa(@) Faa(y) fwer (¢~ ddy.
Le lemme suivant va nous permettre de calculer ces coefficients et de prouver la proposi-
tion.

Lemme 6.4. (Lemme A.2 de [21]).Pour tout k > 0, on a

k . .
d —z<:c£y,§> i<x-y,E>

dtke :w(x7y7€7t)6_ a Y

ol Py est une fonction analytique polynomiale en &, dont la série enticre a [lorigine
converge pour tout t € [0,1], et z,y € W. On a plus précisément,

Vi(z,y,&,1) = Z%wy&t

ot 1y, est polynomiale homogene de degré v en £. De plus, le développement en série
entiere par rapport a t s’écrit

Uhlw, g, 60 = > (e, y, T,
s>k+r

ou " est polynomiale en les variables x,y, &, de valuation > r par rapport & chacune des
variables © et y, de valuation s et de degré au plus 2k par rapport a (x,y), et homogéne
de degré r par rapport a &.

On continue la démonstration de la proposition. Soient N € Net 0 < k < N.

1 T 7" —i<x
Ce(pr, ) (&) = 53 Flpa(@)F oy (Zw K (2, € ) <THYE> drdy,

|
k! Jaxg
qui d’apres le lemme peut s’écrire :

Cr(prs ax)( Z > > U rry.0,80°PA(E) D0 (€) €.

r=Ll=r lal|8|2r, k+r<lal+5l<2k
Comme py € CLy" (g7, P) et qx € CLy*(g", P),

€ U py 0, 90°DA(E) BP0 (€) €7 € C LT UelHED T (o= 1y,

my +me — (Ja| +18]) +r > mqy + mg — k, donc Cy(px, qn) € Cqu’ler?_k(g*,P).
QED.
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Corollaire 6.5. Sipy € CL"9 et gy € CLT*C, alors

TN O Lmtme,Q

Démonstration. px#qr — Y o Cu(Dr, 0\) € ASm1+m2 (NV+1), (Q+Q)UQ2(9*,P), d’apres le

théoreme 6.2. Posons Ck(px, qr) ~ ijo Clyma+ma—(k+j) AVEC Chmyt+ma—(k+j) liSS€ positi-
vement homogene de degré my + mq — (k + j).

N N-k
Z Ck p)\a q)\ Z Z Cp, ;mi+ma—(k+j) 6 Sml+m2 (N+1) (9*, P)>
k=0 j5=0
donc
n N
ZCk(p)\7Q)\ chk mi1+mao—j S Sm1+m2 (N+D) (9*77))7
k=0 7=0 k=0

_\VJ .
en posant dpy,+my—j = D 1o Ckymi+ma—js O A

p)\#Q)\ - Z de—Mz -7 S Sm1+m2 () (9*7 P)v

7=0

ceci pour tout N € N. Donc py#q, est classique et appartient & C’LZ“J””Q’Q2 (g*,P).
Q.E.D.

On peut maintenant améliorer les résultats dus a D.Manchon [21].

Proposition 6.6. Soit P un domaine de C. Il existe un symbole a paramétre q, €
CL,™%(g*, P) holomorphe sur P telle que

p#p —1€S(g", P).
Démonstration. La démonstration est la méme que dans la proposition 1.2.6 de [21], a part

que 'on se restreint a des symboles classiques grace a la corollaire 6.5. De plus, on appli-
quera la démonstration suivant cette proposition 1.2.6 pour trouver g,.

6.2. Calcul fonctionnel holomorphe.

Soit donc p un symbole polynomial elliptique de degré m sur g*, et soit P un secteur
angulaire ouvert de C tel qu’il existe R > 0 tel que p(§) ¢ P pour |[£|| > R. Soit ¢ une
fonction holomorphe sur un voisinage conique ouvert ¥V du complémentaire de P dans

C\ {0} et vérifiant

o(2)] < C(L+[2]*)3,
avec s < (. Ici V et P ne sont pas disjoints.
Soit I' le contour de C défini de la maniere suivante : Quitte a faire une rotation on
suppose que le secteur P contient la demi-droite des réels négatifs. On se donne deux
réels —m < a < b < 7 tels que les deux rayons d’argument a et b soient inclus a la
fois dans V et dans l'intérieur de P, et on parcourt I' en parcourant d’abord le rayon
T

d’argument b jusqu’au cercle de rayon Z(avec r < R), puis le cercle de rayon § dans le
sens négatif, puis le rayon d’argument a en s’éloignant de 1’origine.

Proposition 6.7. Avec ces hypotheses, la fonction ¢ ﬁp sur g* définies par

¢ — o 80l6) = —5= [ eWm(©)ar

appartient o C L™ (g*).
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Si on prend ¢(z) = 2¢ avec ¢ complexe, on définit la puissance complexe pour le
produit # d’un symbole elliptique auto-adjoint et donc, a régularisant pres, la puissance
de 'opérateur correspondant.

Proposition 6.8. Soit ¢ et ¢ deux fonctions holomorphes sur P telles que

’

()] = CA+ 2%, |w(x)] 2 C(L+ 2%,

avec m,m’ < 0. Alors la différence

(e E#WEp) — (w0 op)
appartient a CL~>°(g*).

Démonstration. La démonstration des deux propositions est la méme que dans la propo-
sition 1.3.2 de [21], on remarquera juste que I'on peut remplacer S(g*) par C'L(g*) dans les
lemmes, grace au corollaire 6.5 et la proposition 6.3.

7. CROISSANCE DU VOLUME SPECTRAL

Afin d’intégrer les symboles sur les orbites, on doit connaitre la fagon dont croit la
quantité V(\) = fﬂﬂ{al(n)</\} dBa(n), et sa dérivée au sens de Stieljes dV (A).
Nils Nilsson a montré le théoreme suivant :

Théoréme 7.1. [23] Soit P un polynéme réel défini sur un espace vectoriel de dimension
finie tel que P(§) — oo, quand || — 0o, £ € R, et soit o un multi-indice. Si

A) = 2aq
ey / L

alors il existe des réels positifs ¢,C, a et t > 0 tel que
C'\%log\)t < V(X)) < CX*(log))’,
avec A > c. De plus V' est dérivable, et
V/(A) = O(1)A" (logA)",
quand A — o0o. Sin =2, alorst=0out=1 et
V(X) = (k + o{1))X*(logA).,
quand X — oo, ou k est une constante positive.

Ce théoreme permet de conclure dans le cas d’une orbite coadjointe qui posséde un
paramétrage polynomial qui transforme la mesure de Lebesgue dzd¢ sur R?* en la mesure
de Liouville sur dfq sur 2. On a alors des propriétés intéressantes sur la croissance du
volume. C’est le cas des orbites coadjointes dans le cas ol g est nilpotente.

Cependant nous sommes restreints a l'utilisation du théoreme dans un cas particulier.
Dans un cadre plus large, le cas ad-algébrique, on a besoin des travaux de J-Y. Charbonnel.
Avant d’énoncer ses résultats, je vais rappeler quelques définitions de [3] et de [4].

Soit P une partie fermée, discrete et majorée de R. Pour tout réel m, on désigne par P,,
I’ensemble des éléments de P qui ne sont pas inférieurs a —m. Puisque P est une partie

fermée, discrete et majorée, P, est fini pour tout m. Soit s un entier positif.
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Définition 7.2 (Développement asymptotique). [3] On dira que la fonction a sur R
posséde un développement asymptotique relativement a la paire (P, s), quand t tend vers
+o00 sl existe une application o de P x {0,---,s — 1} dans C qui satisfait la condition
suwante : pour tout réel positif m, il existe une fonction b,, sur lintervalle [1,400] qui
possedent les deux propriétés suivantes :

b(t) =Y > alp,j)t*(log tY,

7=0 pePy,
et
limy_ oot [a(t) — by (t)] = 0.
Définition 7.3. [4] Soit G un groupe de Lie connexe d’algébre de Lie g. On note G la

composante neutre de l'adhérence de Ad(G) dans GL(g) pour la topologie de Zariski. g
est dite ad—algébrique si G = Ad(G).

Le théoreme 3.5 de [4] démontre que le volume admet un développement asymptotique
généralisé dans certains cas. Dans le cas ou g est ad—algébrique et F' est un polynome
hypoelliptique sur g*, le théoreme prend la forme suivante :

Théoréme 7.4. [4][3] Soit £ € g*. On suppose que les conditions suivantes sont vérifiées :
(1) Uorbite Q2 = Ad*(G) - £ est fermée dans g*.
(2) g est ad—algébrique.

Soit 1 la mesure de Liouville invariante sur €. Alors il existe une partie fermée, discréte
et majorée P de Q et une application s de P dans N telle que pour tout polynome hypo-

elliptique F' sur g*
2 / ) Fdu(x

holomorphe sur un demi-plan a un prolongement méromorphe a C dont les poles
p appartiennent a P et ont une multiplicité au plus égale a s(p).

(1) la fonction

(2) la fonction Wg : [1,+o0o[— Ry, définie par
We(t) = p({z € Q; F(z) <t}),

possede un développement asymptotique relativement a la paire (71(P), s), quand t
tend vers Uinfini, ou 7, (P) est la réunion de {0} et de l’image de P par la trans-
lation © — x + 1.

Démonstration. On utilise le théoreme 3.6 de [4] et son corollaire.
Q.E.D.

Ainsi dans le cas ou F' est un polynome hypoelliptique en la variable n € g*, on a des
informations sur la croissance du volume. Le volume spectral est associé a un symbole ho-
mogene puissance fractionnaire de polynome elliptique sur g*, il suffira donc de considérer
des puissances convenables de celui-ci.
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8. FORMULE ASYMPTOTIQUE DE WEYL

Soit a € U(g) formellement auto-adjoint, tel que sa symétrisation a = o~ '(a) =
F(exp;!a) soit un polynome elliptique sur g*. Soit a,, le symbole principal de a, c’est-a
dire le terme homogene de degré maximal de a. On suppose qu’il existe une constante C
telle que a+C > 0. L’opérateur 7(a) est alors essentiellement auto-adjoint et a un spectre
discret borné a gauche [19].

Dans ce paragraphe, on va démontrer la formule asymptotique de Weyl

N = V()\)(1+O(>\lla)),

m

ot N(A) est le nombre de valeurs propres de 7(a) inférieures ou égales a A, a €] %, 1],

V() = d
) / o ot

est le volume associé a a,, symbole principal de a polynomial positivement homogene de
degré m.

Pour cela, on devra se restreindre a m(a) opérateur différentiel elliptique, auto-adjoint sur
un espace de représentation et faire des hypotheses sur le volume spectral V(\) et sur
N(A). D’apres la théorie sur les opérateurs, on peut écrire

1 L
N(\) = %TT’ /]R)Q(t)e_’Ate’t”(“)dt7

ol x est la fonction indicatrice de | — co,0]. Soient o € [0, 1] et A > 2a.
On définit

1 o
Na(A) = - Tr /R () p(EAY ) ettt gy

ou p € S est paire et telle que
, €
Aoy =il < 5,
et

p(t) =0 si |t| > e.

8.1. Approximation de N(X) par N,(A). On va voir que sous certaines hypotheses
sur N, alors on peut approximer N(\) par N,(\). Précisons qu'ici N joue le role du
comptage spectral N(A) pour 'opérateur W(a)%. On se ramene a étudier ce N(\) pour
pouvoir utiliser I’approximation de I’exponentielle par un Opérateur Fourier-Intégral.

Hypothese 8.1 (N). N wérifie I’hypothese (N) si :
NA+1)=— N =0(—).
Proposition 8.2. Soit p une fonction de 'espace de Schwartz S(R) d’intégrale 1. Soit

€ [0,1[. On pose No(X) = A= [o p(pA™*)N(X — p)dp. Si N wvérifie Uhypothése (N),
alors on a :
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Démonstration. Soit A > 2.

Donc

On découpe l'intégrale en deux :

N =N = [ (V) = N = X
A)— N —=A%))dp.
i /| () (N = N(A = X)) dp
On pose
A= [ (V) = N )
et

B0 = [ e PRV = NO = X0

Soit p tel que |p| > Al%, alors |\ — A\*u| < 3A%|ul.
N est a croissance au plus polynomiale, donc il existe N’ € N tel que

IN(u)| < Crll ™,

pour tout p € R. Dans ce cas,

B.V)| < / e PODIVO) + 1))

< / e I (€ X)) s

Comme p est dans 'espace de Schwartz, cette dérniere intégrale vérifie 'estimation O(\
pour tout m € N. Donc
[Ba(A)] = O(A™™),
pour tout m € N.
. . )\l—a
Soit maintenant p tel que |p| < 25—, alors

A 3\
— < A=\ < —.
2 K 2
Lemme 8.3. Soit M > 0. Soit 0 <v < (1+ M)A.

Alors il existe Cyy > 0 tel que

INO) - N < o R vy,

.



Démonstration. On va distinguer cing cas :

(1)0<y<MJrl
(Q)M—_H<l/</\—1
B)A—1<v<A

4 A<v<A+1

(5) A+1<v<(1+ M)

Premier cas :

SlO<1/§MJrl

NQA) = N(v) < NV,

s LAy 14+[A—v] A—v M
mais —5— > —/3— > 55F > ST Donc

M+1, 14—V

NQA) = N@) < () IV
Deuxieéme cas :
Sl—+§ v<i-—1.
—v]-
N\ = N(@) = }: ~NA=(k+1)+NX=[A=1]) —
“‘”‘IANA-—(k4-1» N(v)
= ¢ L Tuen T

ou C est telle que N(z +1) — N(z) < C’@, pour tout z > 1. Donc

v]—
NOY-N@) < C XI_L oMY

<(M+nqu—ﬂ+nﬁ%l

La propriété est donc prouvée dans ce cas.

Troisieme cas et quatrieme cas :

Maintenant si A — 1 < v < A, alors

NA—1
A1 .

et si A < v < A+ 1, alors I'inégalité est directement vérifiée.

N = N(v) < N(A) = NA—1) < C

Cinquieme cas :

N(v)

47
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Maintenant si A +1 < v < (1 + M)A
Alors

N@) — N < (1 + [ — 2@,

14

et comme v > A, alors on a

N@) = N < C(1+ [y — )\])NE\V).

Nw) < NO+ - A +1) = o YAERHD

NA+E)
et en utilisant ’hypothese (NV), on a
N) < Ma+ L)N()\)
- k=0 Atk
Mais on a
_ C
N+ ——) <4 =,
ko (1F A+k) ( +>\+k)
Il reste donc a majorer cette expression par une constante dépendant de M.
MA C (MM gy O
M+ ) = eXi=o (4 555),

et on a

Z < < ¢ + /k ¢ du
Atk T A At
ce qui donne :
[MA] 8. [MA]
—— < C)» [In(A+uw);_idu
A+ k
k=0 k=1
c’est-a-dire :
[MA
C C
—— < — 4+ C(In(A+ [MN]) = In(N)).
> < 5+ OO+ ) — )
Quand A\ — oo, In(A + [MA]) — In(\) — In(M + 1). Donc ZkMS] 35 est majorée, et

donc il existe K > 0 tel que ZLEMS] 15 < K, donc Zk 0] In(1+ ¢

7)) < K, et donc

v C
HEC:O)\}(]‘ + )\ 4 k> S €K7

ce qui prouve 'inégalité dans ce cas.
Q.E.D.
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Maintenant, je vais terminer la démonstration de la proposition 8.2. D’apres le lemme,
on a alors :

NN

A< o[ IO+ )T M,
<25
N(A
S
|ul <255
On a donc N
N~ Nah) = 05 12))
Q.E.D.
Maintenant on va étudier N,(\) afin d’obtenir la formule de Weyl.
8.2. Etude de N,(\).
1 L
NoN) = 5 Tr [ OO0 N
2T R
car p(t)p(A“t) = p(A\*t), puisque A > 2a. En utilisant I'approximation de ¢*™® par

m(Q_), on obtient

No(A) = =T / LA M () dt+%Tr / RPN M (R ) dt.

2m R
ot R_; est 'opérateur régularisant **™® — 7(Q_,). On note
~ 1 C O ACENOY ALY o —i
NoN) = 5 [ RO )00 N r(Q) .
R
et

2m

Maintenant on va réécrire Ny(\) & Paide des deux lemmes qui suivent :

Ro(A) = — 1T /R (0PN ()N (R)dt.

Lemme 8.4. Au sens des distributions, on a l’égalité :

A = [ e x(h (= A)e M
R
Démonstration.

Jeps XA (= N))eMdp =[5 [ p(A (1= A) = v)x(v)e M dpudy
= X[ Jo o1 — X) = A ) x(v)e M dudy

= A o fopO (= v = N))x(v)e #dpdy
Jep s XN —=A))e ¥ dp = X [ o p (= v = X))e Ny (v)e M dve

— @ fR )\ :U —zutdluf X wtdye—i)\t
= AT Je PO e M dpx (t)e =™

- PR (e
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Q.E.D.

Lemme 8.5. A u fixé, l"intégrale fR p()Q_re™dt définit une fonction lisse a support
compact sur g.

Démonstration. D’abord, on a, a p € R fixé :

/() et = // (—t, x, &) P@OTHaO=m) e gy

Apres plusieurs intégrations par partie en ¢, on obtient pour pu € R fixé :

/A() et = // L+ (=D (p(t)a(—t, 2, ) pilp(a€)+t(a ( dﬁdt

1+ (a1(§) — p)*

On voit que l'intégrale et ses dérivées partielles sur g converge absolument pour N assez
grand et donc par convergence dominée, elle est lisse sur g. De plus x — ¢(—t, z,&) est a
support compact par construction, donc cette intégrale est lisse a support compact sur g.

Q.E.D.

En utilisant le lemme 8.4, on a alors :

) = o [ [ et = N)0R(Q-)e it

R JR
On pose

¢(t,$, ,u>€>77) = 90(3775) + t(al(g) - :u)_ <z,n>.
A T'aide de Pexpression explicite de [ p(t)Q_,e~""dt et de la formule de Kirillov, on écrit :

Nah) = 5- / / / / / Po(a) ™ px (A (=) p(t)a(—t, 7, €)™ 240 dudgdtd o () dp

On pose

On a donc N,(N) = [, oxa(n)dBa(n), avec

) / / / / p (A1 — AP0, 2, €)= daddtdp,
27r axg*

pour tout n € g*. Maintenant je vais étudier pour ¢ €] — ¢, [, 'intégrale oscillante :

I(t,n) = / / q(t, z, &)e™ @SN dade
gxg*

dephase\IJt.(xfn)ng(mg + ta1(§)— < x,n >. On a alors

Oraln / /p*x (1 — NI (L, e dtdy,

pour tout n € g*, et les points critiques de la phase W, de I(¢,n) sont donnés par le
systeme :

Le systeme peut donc se réécrire :



51

avec py(z, ) = p(x, ) +tai (§).
On se propose de montrer dans la proposition suivante que si on choisit bien certains

parametres pour I'intégrale oscillante, ce systeme possede une unique solution.

Proposition 8.6. Supposons dim g > 3. Soient V' un voisinage ouvert de 0 relative-
ment compact dans g et ¢ une fonction de phase d’'OPD sur V x (g* \ {0}). On pose
Or  (x,8) = p(x, &) +tay (&) sur V x (g*\ {0}). Alors il existe K voisinage compact de
0, inclus dans V et a > 0 tel que :

(1) pour tout t €] — o, a], le Hessien de ¢y soit non-dégénéré sur Int(K) x (g*\ {0}),

en particulier ¢, est une fonction de phase non-dégénérée sur Int(K) x (g ).

(2) sgn Pou(, ) = 0 sur Int(K) x (g \ {0}).

(3) @:(t,z,8) — (t,dep(2,§), dupe(x,&)) soit un difféomorphisme de |—a, a[x Int(K)x

(g"\{0}) sur | —a,a[xW x (g*\ {0}), ot W est un voisinage ouvert de 0 dans g.
Démonstration. Considérons ’application
ORxVxg- — Rxgxg"
(t,.T,f) — (t7d§¢t(x7€)7dz¢t(x7€))‘

1 0 0

Soit £ € g* \ {0}. Le jacobien de ® en (0,0,&) est det | dea; id 0 ] (0,0,¢) = 1,
0 d2¢ id

donc par le théoreme d’inversion locale, il existe un voisinage ouvert | — ag, ae[xUp ¢ de

(0,(0,8)) dans R x (V x (g* \ {0}) tel que ® soit un difféomorphisme de | — g, ag[xUp ¢
sur le voisinage ouvert | — o, ag[x Wy e de ©(0,0,€) = (0, (0,&)), o Wy est un voisinage
ouvert de (0, &) dans gx (g"\{0}). On définit U, (resp. We) le cone engendré par Uy ¢ (resp.
Woe). Ce difféomorphisme se prolonge par positive homogénéité de degré 1 en £ en un
difféomorphisme local du voisinage ouvert conique | — a, o[ xUe dans le voisinage ouvert
conique | — o, ae[ X W.

Comme {0} x ({0} x 8"1) C Ugesn-1 | — ¢, ag[xU, par compacité, il existe un recou-
vrement fini de {0} x ({0} x 8*™1) par Uiy ... ] — ag,, ag, [xUs,, avec & € S"~1, pour tout
i.
Onpose a = inf{og,1 <i < p}, U= Niy,... p prg(Ue,). P est alors un difféomorphisme lo-
cal de |—a, a, [xU xprojg (Ue,) dans son image, pour tout i. C’est donc un difféomorphisme
local de | — a, a[xU x C dans son image, ou C est le cone U;—q.... ,projg-(Us,).

Comme 8" ! C C et C est un come, C = (g* \ {0}). Ensuite ® est positivement ho-
mogene de degré 1 en la variable &, I'image de | — «, v, [XU x C est donc de la forme
|—a, a, [xW x ", ot C" est un cone et W est un voisinage ouvert de 0 dans g relativement
compact.

On a linclusion {0} x {0} x S"™' € ®({0} x {0} x §" 1), donc §"~! C ', alors par
positive homogénéité de degré 1 de ® en la variable £, C" = (g* \ {0}).
® est donc une application surjective de | —a, a[xU x (g*\{0}) sur | —a, a[x W x (g*\ {0}),
qui est un difféomorphisme local en tout point. Soit (¢, x) €] —«, a[xU. Alors I'application
Ui o 2 & dpr(2,€) est une application surjective de (g*\ {0}) dans (g* \ {0}) qui est un
difféomorphisme local en tout point. Comme g*\ {0} est simplement connexe et ® est une
application surjective qui est localement un difféomorphisme, c¢’est un difféomorphisme
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global, donc @ est un difféomorphisme global de | — «, a, [xU x (g* \ {0}) dans

| — o, a[xWx (gm\ {0}).

Ensuite, I'ensemble des matrices symétriques de signature (n, n) est ouvert dans I’ensemble
des matrices symétriques inversibles d’ordre 2n, donc on peut trouver un voisinage de
{0} x {0} x g* dans R x g x g* sur lequel la signature de la Hessienne de ¢, soit constante.
Grace a la relation Hess(¢;)(x, g) =2 ( ZSZ T(i)d ) Hess(¢y)(x,§) ( Zgl T(;d ) , on a
alors sgn Hess(¢y)(z, £) = sgn Hess(¢y)(,£), pour tout 7 > 0, car les matrices symétriques
ont donc méme signature.

La suite (Hess(¢:)(z, %)) de signature (n,n). Comme ’en-

0
0
semble des matrices symétriques de signature (n,n) est ouvert, alors il existe k € N* tel
que sgn Hess(¢y)(x, %) =0, donc

sgn Hess(¢r)(x, &) = 0.

0
pene CONVerge vers < id

Q.E.D.

Pour ne pas s’encombrer de nouvelles notations, on supposera &,L choisis tels que
|—e,e[xInt(L)x (g*\{0}) vérifie les propriétés de la proposition précédente. Donc d’apres
la proposition (8.6), grace a notre choix de € et L , on a I’équivalence :

dppr(z,8) =1 -1 _ x = (1)
{ depu(z,) =0 T 20 =(En8) = { §=&(n)
Il existe donc un unique point (z:(n),&(n)) tel que

{ d,V,(z(n), &(n),m) =0
deWi(xi(n), &(n),m) =0

La phase U, de I(t,n) possede donc un unique point critique (z¢(n),&(n)). Le choix du
voisinage exponentiel et de € assure qu’on a :

dopr(we(n), &(n)) =1
dggot(xt(n),&(n)) =0 L, ) (*)
di, eype(we(n), &(n)) est non — dégénérée

c’est-a-dire :
dx\l’t(xt(n% &(n) =n

deWi(we(n), &(n)) =0 .
4, o Wi(2:(n), &(n)) est non — dégénérée

D’apres le théoreme de la phase stationnaire, on a :
I(t,n) = e~ =" Q(t, n),

avec Q(t,n) symbole classique sur R x g* de développement asymptotique :

ils mn t 1
Q(t,m) ~ Ky(m)e T 10 Y (R (yer 1) 91y 1)we=o:

k>0
ou 3
9:(ye, m)|det diw eyye| = a(—t, x(y1), §(ye))
Rt(ytan) = % < Ht(?>_18ytuayt > )
ki(n) = |detHy(n)| ">
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yy étant le difféomorphisme de Morse a parametre (¢,7) pour ¥;. On a donc

oxa(n) 27T//p*x (= N)p)Q(t, n)e  wr=eetn=) gyqy,,

Notons que grace a la proposition 8.6, on a

Qt,m) ~ Ki(n) Y k,(Rt(yu )" 9 (Yes 7)) jye=os

k>0

le symbole principal de Q(t,n) étant ki(n)qo(—t, x:(n), &(n)).
Lemme 8.7. On a [’égalité suivante :

Op < wi(n),n >= —ar(&(n))- (19)

Démonstration. On a directement xo(n) = 0, parce que ¢ est une fonction de phase de
Distribution Pseudo-Différentielle.

Comme dep(x(n),&(n)) = —tdai(&(n)), en effectuant le produit scalaire avec &(n) on
trouve par positive homogénéité de degré 1,

p(ai(n), &(n) = —tar(&(n)),

pour tout t €] — ¢, e[. En dérivant cette relation par rapport a ¢, on obtient :

Awe(n) - dep(e(n), &(n)) + 0:&e(n) - dewp(xe(n), & (M) = —a1(§e(n)) — t0e&e(n) - dar(&:(n)),

pour tout ¢ €] — ¢, e[. Ce qui apres simplification, compte tenu de (x) donne

< Oywi(n),n >= —a1(&(n) >

On va chercher le développement limité de z,(n) au voisinage de ¢ = 0, on sait déja que
&(n) =n+tF(t,n), ou (t,n) — F(t,n) est lisse sur | — e,¢[x(g* \ {0}) et positivement
homogene de degré 1 en 7 et comme dep(z4(n), &(n)) = x(n) + O(24(n)?) = —tday (&(n)),
on trouve

zi(n) = —tday(n) + 2 H(t, m),
ou (t,n) — H(t,n) est lisse sur | — g,¢[x(g* \ {0}) et positivement homogene de degré 0
en 7. On a donc
< ay(n),n >= —tar(n) + *G(t, ),

ou (t,n) — G(t,n) est lisse sur | —e,e[x(g* \ {0}) et positivement homogene de degré 1
en 7).
Q.E.D.

D’apres la proposition précédente, on a :

Tall) = 37 / / p (V7 (= X)) p)Q(E pe (@) gy,
m

Effectuons le changement de variable p/ = p — ay(n) + tG(t,n) en posant w = a;(n), ce
qui donne :

rall T or / /p * X YW+ w = tG(tn) - A))ﬁ@)@(t?n)e_i“,tdtd,u’.
On fait un deuxieme changement de variables = A/, on obtient alors :

Txal / /p * X (A A w — Gt m) — X)) p(6)Q(E, m)e™ M dtdy.
27T
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. Ce point est non-

La phase de cette intégrale oscillante a pour point critique { i%

dégénéré, (t, u) — ut étant non-dégénérée.
On pose A(t, i, A, w,n) = p* x (A~ (M +w — tG(t,n) — X)) p(H)Q(t, ).
Théoréme 8.8. Soit a €]3,1[. S W

qu’il existe un polynome p elliptique de degré m tel que a®™ — p € S(g*), alors on a
I’estimation

= O()\_%), si g est ad-algébrique, et si a est tel

No(A) = V(A (1+0O(

)

Démonstration. On va d’abord se placer dans un cas ou amplitude h(t, u, A, w, n) vérifie
les conditions d’application de la phase stationnaire.
Quand w < CA, ot C est une constante et « €]3,1][, on a les estimations

10/ O} h(t, 1, A, w, )| < Cp A7)

ou les U, sont des constantes ne dépendant que de 3 et . Alors nous sommes bien dans
les conditions d’application de la phase stationnaire.

Nous choisirons la constante C assez grande pour la suite de la démonstration. Par
exemple, C > 12 conviendra.

Dans ce cas, on a pour tout m € N :

A~ k
ora(n) = Z x (0:0,) [t 1y A, w0, )] im0 =0 + O(APFDI=2)),
k=0

ou la majoration du reste ne dépend pas de w, ce qui peut se réécrire :

() = P (A (=200, 7)Y A

k
(&8) [R(t, g, A, w, 1)) je=0,u= 0+O()\(m+1 )(1— 2a))

Donc

k:

On choisira m tel que (m + 1)(1 — 2«) § —(1—a).
On a

p X (A (w = X)) Q0,1) = px x (A (w = X)) qo(0,0,n) + p* x (A~ (w — X)) b(n), (21)
ou b(n) est un symbole classique d’ordre —1. En outre ¢¢(0,0,7) = 1, donc on a :
P XA (w = A)Q(0,7) = px x(A\™*(w = A)) + px x(A(w = A)b(n).  (22)

En remplacant w par sa valeur a;(n) et en intégrant sur le domaine Q2N {a1(n) < CA}, on
obtient donc :

/ px X (A% (ar(n) — N))dfa(n) = / (p*x —x)(A*(ar(n) — A))dBa(n)
Qn{ay (n)<CA} QN{ay (n)<CA}

T / x(as() — N)dfa(n)
QN{a1(n)<CA}

Proposition 8.9. Soit p une fonction a décroissance rapide en —oo et 400,
soient o € [0,1] et M > 0. Alors

ora(n) = pxx (A (w - h(t, 11, A, w0,)]jem =0 + O(AT VU2 (20)

TTMS

/ p(A= (@ (n) — N)dBa() = O
QN{a1 (M <(A+M)A}
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Démonstration.
/ PO ar() ~ N)dBal) < [ = V()
Qa1 (n) <(1+M)A} w< (14 M)A
dV(w)
= / rany [L+ A2 (A = w)?]
Or
/“*M” dV (w) _ V@) = V) acans
0 [T+ A2\ —w)?] 14+ A2\ —w)?]°

MDA (V(w) = V(A)A2 (w — A)
+2/0 Tr A= o

V(@A M)A - V(N V(A)
[1 + (M)\l—oz)Q]N [1 +)\2(1—a)]N
MM\ —2«a
(V{p+A) = VA)A™pu
Lemme 8.10. Soit 0 <v < M.
Alors il existe C' > 0 tel que
I+ A—v

V) - V() <C .

Démonstration. g étant ad-algébrique, V' vérifie 'hypothese (N) grace au théoreme 7.4
avec F' = ay. La démonstration est donc mot pour mot celle du lemme 8.3 en remplagant
N par V.

Q.E.D.

Je vais maintenant terminer de démontrer la proposition 8.9. D’apres le lemme précédent,
on a l'inégalité :

MYV (p+ ) = VA V) a0 M (0 [uDlp
[, i s et [ g

et par ailleurs

MM
(L4 [uDlpl 3.
[, i =00")

On a donc
MV + A - ( ))/\ po AV
Puis
V((1+ M) —V(N) V(A _ o V(A )
(14 (MA-2)?] [14 A20-a)] A2(1-a)
Donc d’apres (23),
(M)A dV (w) VN
/0 Tramo—wy ~ CGaw)

Q.E.D.
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On continue la démonstration du théoréeme (8.8). Comme p % xy — x est a décroissance
rapide et comme C > 1, d’apres la proposition précédente, on a

L e =00 ala) = )dsaln) = OG0
QN{a1(n)<CA}
Puis on a
/ wlar(n) — N)dBaln) = VA,
QN{a1 (n)<CA}
donc
Lo e et — N)dsaln) = vy + 0, 20
QN{a1 (n)<CA}
Puis
| o+ x (A (ax(n) — A))b(n)dBa(n)] < / 1b(n)|dBa(n).
QN{a1(n)<CA} QN{a1(n)<CA}

ou b est défini en (21). Comme b est classique d’ordre —1, on a :

| o X (A2 (ar(n) — N)b()dfa(n)] < / B 180

ONfas (1) <CA} n{ar(m<eay [Nl

K
< / o) dBa(n)
QN{a1(n)<CA} —(7—

Cy
KC
</ Lo (n).
Qn{ai(m)<cay 1 (1)
D’ou :
o K’
|/ p (X)) < [ avi)

Qn{a1(n)<CA} w<cx W

Comme g est ad—algébrique et a!* est polynomial elliptique sur g*, alors d’apres [4],
w +— V(w) admet un développement asymptotique quand w — +o00. Plus précisément,
il existe une paire (P, s), ou P est une partie fermée, discrete, et majorée de R et s un
entier positif et une application v de P x {0,---,s— 1} dans C telle que pour tout entier
positif m, il existe

ZZ (p, HwP(In w)?,

J=0 peP,,
et
limy— oo™ [V (w) — by (w)] = 0,

ou P,, est I'ensemble des éléments de P qui ne sont pas inférieurs a —m.

CA
/ dv (w) _ [V(w>]9+/ % (25)
w<CA ¢

w w

ou ¢ est le plus grand réel positif tel que V(c) = 0. 2 est fermée et ne contient pas 0, donc
c> 0.
On choisit m = 1 et on a alors

ca s 2
/ 4V (w) S —|— }/ Z Z (p, P (In w)?)dw| +C'2/ d_@g (26)
w<ex W w

J=0 pePy
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Par intégration par parties successives, on obtient si p # 1 :

p—1 -1

. J wP
gl w1+ 3T gy

tn wy LSy (5 = )] (27)

2
/ w2 (In w)! dw = [w

etsip=1,
CA ) 1 )
| wyd = [ w0y (28)
On a aussi :
S . ' C
V)= (30 32 1N in aY)| < . (29)
3=0 pePy

On notera Ppq. le plus grand p € P;. D’apres les calculs précédents (27), et (28), et
compte tenu des inégalités (29) et (26), on a donc :

S1 Ponaz > 1 00 0 < Prae < 1,

CA
av In A
[ e vovin™R, 30
. w A
Si Pruae = 1. On va supposer qu’il existe Cy > 0 telle que
V(A) > CyAz, (31)

Lot

on a donc Pz = 3

w >\l—oz

Maintenant, il reste a étudier la contribution, apres intégration sur ’orbite, des termes
qui sont au dela de l'ordre 0 en A dans le développement asymptotique de oy (n) (20).

/CA dv(w) _ O(V(A))' (32)

Lemme 8.11. Les termes qui sont au-dela de ’ordre 0 en A dans le développement asymp-
totique de oy 4(n) (20) sont des sommes finies de termes de la forme :

PP (A (w = N)er(t, A ),
ot k > 0. De plus chaque terme ci(t,\,n) a une estimation de la forme O(A172%).
Démonstration. On rappelle que 'amplitude de o0y , s'écrit :
h(t, p, A w,m) = px x (A7 (A +w —tG(t,n) — N) pH)Q(t, ).
On calcule alors 0,0,,h(t, 11, A\, w,n), et on obtient :
NN A+ w — tG(tm) — A)3(p(H)Q(t,m)) +

AW (A A+ w — tG(t,m) — X)) D (tG(t, 1)) p(H)Q(E, m),
ce qui donne en t = 4t = 0 un terme dans le développement asymptotique de la forme :
oA (w = M)A AFOQM)(O) + o) (A (1w — M)A, (G (1) (0)Q(0, )
Comme 0;(p(t)Q(t,n))(0) ( resp. 0:(tG(t,n))(0)Q(0,n)) sont positivement homogenes de

degré 0 (resp. de degré 1) en 7, les deux termes sont bien de la forme précédente. Puis en
considérant A‘laiﬁih(t, i, A, w,n), on fait apparaitre des termes dont la valeur en ¢t = p =
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0 sera bien de la forme p® (A= (w — X)) cx(t, A, n), avec k > 0 et ¢ qui a une estimation
de la forme O(A172).
Q.E.D.

On continue la démonstration du théoreme (8.8).
Si on intégre sur le bout d’orbite un terme de la forme

p(k) ()\_O‘(w - )\))Ck’(t> )" 77)7

on obtient alors une estimation de la forme

O g 1000~ 0.

La somme de ces termes donne donc, sur la partie de I'orbite considérée, une contribu-
tion de la forme

), (33)

et le reste de la forme O(A("T)A=29)) "avec (m + 1)(1 — 2a) < —(1 — a) donne quant &
lui une contribution de la forme

oY) (5)
On a donc, compte tenu de (24), (30),(32),(33), et (34) :
/ Praln) = V) + O (35)
QN{a1 (7)<CA}

On va maintenant regarder le cas a;(n) = w > CA. On rappelle la définition de oy,

Tral / / / / P X (A (= X))t , &)V BTSN dudg dtdp,
T o axg*

pour tout n € g*. D’abord effectuons les changements de variable £ — wé et p — wy et
posons 7 = wﬁ, ce qui donne :

ral(n px X (A (wp — X)) p(t)g i(t, 2, wE) eV EEIED dade dtdy.
27T gxg
t=20
Le point critique de de la phase de cette intégrale oscillante est alors Z i (1] .
£=1

Je vais découper l'intégrale oscillante en deux parties, une au voisinage du point critique,
une non-stationnaire. Mais d’abord prenons quelques précautions quant au choix du € de
la fonction de troncature p. On va choisir € > 0 tel que

a1 (&(1)) — 1] < 5

pour tout t €] —¢, [, pour tout 77 € Sy, et avec S,, = {n € g*| a1(n) = 1}. Ceci est possible
par continuité de (t,n) — a1(&:(n)), par compacité de S,,, et parce que &y(77) =1 € Sy, .

Maintenant je vais choisir des fonctions de troncature au voisinage du point critique per-
mettant d’avoir des majorations intéressantes de 'intégrale au voisinage du point critique
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d’une part et loin du point critique d’autre part. D’abord je vais prendre o une fonction
de troncature tel que

NS

Xo(p) =1 si |pu| <

(e[}

Xo(p) =0 si |p| >

Ensuite I'ensemble {x,(7)|t €] —¢, €], et ) € S,, } est inclus dans U'intérieur d’un voisinage
compact de 0 dans g. Je vais alors choisir une fonction de troncature y; égale a 1 sur
ce voisinage compact, a 0 en dehors d'un voisinage compact dont 'intérieur contient le
précédent.

Enfin on fait de méme avec I'ensemble {&,(7) — 7|t €] —€,¢[, et 7 € S,,} inclus dans
I'intérieur d’un voisinage compact de 0 dans g*, on choisit une fonction de troncature y»
égale a 1 sur ce voisinage compact, a 0 en dehors d’un voisinage compact dont 'intérieur
contient le précédent.

On découpe alors l'intégrale oscillante de la fagon suivante :

UA,a(n) = O)a (77)6 + Ox\a (n)am,

avec
n+1
or (e = / / / / P X (N (wpt — M)A x0 (1 — D (2)xel€ — a(t, o, we)
gxg*
eV ETEN drde dtdp,
et

n+1

ora (s = ////px (g — N)A() (1= Xl — Dxa(e)xal€ — )

G(t, z, w&) eV EEmE dade dtdy,

Ox.a(n)e étant le terme critique et oy o (7). le terme non-stationnaire. On va s’intéresser au
terme critique pour commencer, en majorant la fonction p — p*x()\_o‘(w,u— A))xo(u—1).

Sur le support de g — xo(u — 1), on a p > %, donc wp — A > 2, car w > CA, et C > 12.

Comme l'orbite est tempérée, il existe N E N tel que fQ % < +00. Donc comme

p * x est a décroissance rapide en +o00, on a

(Vg = W) ol — 1) < Cal oy,

avec n, = 421 4 1. On a donc une majoration de la forme :
)\naa
‘O—)\,Ot(n)6| < KaW?
mais
e Anactl wneotl 1

< < <
wha—(+1) = Nqpra—(ntl) — Craatl \qpna—(n+l) — Cnaatl \qp(l—)na—(n+2)’

n+N+2

et comme n, > , alors

1 1
Crao+l ) qy(l—a)na—(n+2) < Crao+l )\ qgyntN+2—(n+2)’
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ce qui donne :
-N

w
ona(n)l < K4

Maintenant on va majorer le terme non-stationnaire oy ,(7),.s. Pour cela on va utiliser
Iopérateur :
i — (018 = WO+ (dop(, &) — 7)) - 0y + [|€]|*(dep(, ) + tdar (§)) - O
(1 —a1(§))? + [|doip(z, &) — 0l|* + [|E]*[|desp(z, ) + tdar (§)][>

On doit vérifier que cet opérateur est bien défini sur le support de

p(t) (1 = xo( — Dxa(z)x2(€ — 1)),

pour cela il suffit de déterminer quand le dénominateur s’annule et s’il le fait sur le
support de cette fonction. On a directement que le dénominateur s’annule si : ¢ €] — ¢, ¢],
w=ai(&(n)), x = z4(7), et & = &(7). Et donc la maniere dont on a choisi xo, x1 et x2 fait
que le dénominateur ne s’annule pas sur le support de p(t) (1 —Xo(pt—D)x1(z)x2(€ — ﬁ))
On a

tL(elwzp(t?x?M?é?ﬁ)) f— welwzp(t?x?l’t?&?ﬁ)'

Cette égalité s’inspire du lemme 1.1 de [26], on la démontre de la méme fagon que dans
cette référence. Donc si on applique ce résultat a U'intégrale oscillante o o(7)n.s, o0 a :

w—- D)
o = [ [ [ ] e x (0 twn = 2ot (1 = xalre = Dxala)a(€ = )ite. 7, 06)

(tL)n+2+N(eiwzp(t,x,u,{,ﬁ) )dl’dfdtdﬂ,

En utilisant la transposée formelle L de l'opérateur 'L, on alors :

ool =5 [ [ 5600t Duitoate - )it w)

P X (A (wp — N)) ™G RED dadg dtdy.

Cette derniere intégrale étant absolument convergente, on a la majoration :

-N

w
|U)\,a(77)n.s| S K,T

Donc si ai(n) > CA, on a |oy4(n)| < C, “1(’7 ~  Comme ay est elliptique, il existe C tel
que ai(n) > C4||n||, pour tout n € g*. Donc

x| < o I

Comme | Cfﬁfﬂ) < 400,

Cl
'/ mralmdsa(n)| < 52 | < Cax,
Qn{a1(n)>CA} A Ja mlY

donc on a :

|/ Pralmddo(n)] < T2, (30
QN{a1 (n)>CA}
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pour A suffisament grand. On a donc en intégrant o, ,(n) sur toute l'orbite grace a (35)
et a (36) , une estimation de la forme :

No(A) =V (1+ O<A11_a))-

Q.E.D.

Remarque 8.12. On ne considere que les cas ou dim g > 3, car en dimension 1 toutes
les représentations irréductibles unitaires sont de dimension 1, et en dimension 2 le seul
cas non trivial est le groupe affine ax +b. Dans ce cas, les deux représentations unitaires
wrréductibles de dimension infinie sont liées a des orbites coadjointes qui ne sont pas
fermées, et donc exclues des hypotheses de départ.

8.3. Formule de Weyl.

Corollaire 8.13. Si on suppose que W = O( ) que N vérifie Uhypothése (N), que g
est ad-algébrique, et que a est tel qu’il existe p un polynome de degré m elliptique tel que
a®™ —p e S(g*), alors

1

N = VO (1+0(55)):

Démonstration. On a déja donné une formule asymptotique pour Na(A) dans le para-
graphe précédent, et on a aussi donné la formule asymptotique pour

N(A)

)\l—a )
quand N () vérifie 'hypothese (N). Il reste donc a trouver une formule asymptotique
pour

N(A) = Na(N) = O(

RQ(A) - Na(A) - Na(A)
pour avoir la formule asymptotique de N(A).On a
1

Ra(N) = 5T / LDAEA)F(E)e N (R_y)dt.

On peut écrire ceci sous la forme :

R\ ——Tr / R/ p 5O — \)jp(t)e (R dtdp.

L’opérateur m(R_;) est regularlsant donc a trace puisque la représentation 7 est fortement
tragable. La trace de B, := [, p(t)e” " n(R_;)dt est donnée par :

TrB, = Z/ e~ m(R_,)e;, e; > dt,

i>1

ou (e;) est une base d’un sous-espace dense de H.,.
Les fonctions ¢ — p(t)e " < w(R_;)e;, e; > sont lisses & support contenu dans un compact
indépendant de 7 et de p, donc I'expression ci-dessus est absolument convergente en tant
qu’intégrale double (par rapport & la mesure produit de la mesure de Lebesgue dt par
la mesure de comptage), et p — Tr|B,| est a décroissance rapide en p. On peut donc
intervertir la somme et I'intégration, ce qui donne :

TrB, = / pt)e M Tr m(R_;)dt.
R
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Considérons maintenant 1'opérateur :

1

— / p* X(A"*(n = \)) Budp.

A(Jt()\) - 2 R

Sa trace est donnée par :

TrAu( 27TZ/p*X (=) < Bu(e;), e; > dp.

i>1

Cette expression est la encore absolument convergente comme intégrale double, d’ou fi-
nalement :

Ra(N) = TrAq.(\)

1
= p*x()\ *(p—N))TrBdu

_ / / P (A — N)p)e T w(R_,)didp.
On a alors
Ra(N) = o /R/ p* XA (= A)p(t)e™ ™ Tr m(R_;)dtdp.
Par construction ¢ — T'r m(R_;) est de classe C*°, on a donc
t— p(t)Tr m(R_¢)

qui est C*° a support Compact On fait le changement de variable p — Ay, on obtient

Ra(N) = o / / px YN — 1)p(t)e ™My w(R_,)dtdp.

Et on applique la méthode de la phase stationnaire, on peut car o > % (voir [9] page 17),
ce qui donne :

Ro(\) = p# X(=A"Tr 7(Ry) + O(A™2).

Donc
Ro(A) = 0(1),
et donc \
Ra(\) = O(V)\(% )

Donc on a bien l'estimation asymptotique cherchée pour N(\).
Q.E.D.

Corollaire 8.14. Soit a tel que a = o~ '(a) soit un polynome elliptique de degré m sur
g*. Soit a,, la partie homogéne de degré m de a.

On suppose que g est ad—algébrique, que X\ — N(\™) vérifie I’hypothése (N), et on
Suppose :

1 1
vom -~ 968
Alors 1
N =V (1 + O(Al% ),

pour tout o €]3,1].
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Démonstration. On va appliquer le corollaire précédent a 7(a) = 7(a*w ). On notera N
la fonction de comptage des valeurs propres de W(a)% et V1 le volume spectral associé a
7(a)#. On a les relations :

et

Ni(A) = N(A™),

() = V).

La puissance m-ieme du symbole de am est le polynome a, A — Nj(A) vérifie 'hypothese
(N), et Vi(A) > C\z, donc on peut appliquer le corollaire précédent. On a alors

N(A) = Vi) (1 + 0N H).

Donc

NA™) =VA™)(1+ 0\ ),

et on a finalement :

[1]

—14«

NN =VA)(L1+0Am)).

Q.E.D.
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