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Summary

In order to model the blood flow through vessels, the Stokes equation with the noncons-
tant viscosity is considered in a thin tube structure, i.e., in a connected union of thin
rectangles with heights of order ¢ and bases of order 1 with smoothened boundary. An
asymptotic expansion of the solution is constructed. In the case of random perturbations
of the constant viscosity, we prove that the leading term for the velocity is deterministic,
while for the pressure it is random, but the expectations of the pressure satisfies the deter-
ministic Darcy equation. Estimates for the difference between the exact solution and its
asymptotic approximation are proved. Finally, we give some numerical results. We extend
the results for a thin tube structure composed by two thin rectangles with lateral elastic
boundaries which are connected by a domain with rigid boundaries. After a variational
approach of the problem which gives us existence, uniqueness, regularity results and some
a priori estimates, we construct an asymptotic solution. We present and solve the pro-
blems for all the terms of the asymptotic expansion. For two different cases, we describe
the order of steps of the algorithm of solving the problem and we construct the main term
of the asymptotic expansion. And finally, we present a variational and an asymptotic
analysis for a more general case where the viscosity depends on the infinitesimal strain
tensor in a thin channel. By means of the a priori estimates, we justify our asymptotic

constructions, by obtaining a small error between the exact and the asymptotic solutions.






Resumé

Afin de modéliser le flux sanguin dans les vaisseaux, 1’équation de Stokes avec une
viscosité variable est considérée dans une structure tubulaire mince, c’est a dire, dans
une union de rectangles minces avec des hauteurs d’ordre ¢ et des bases d’ordre 1. Un
développement asymptotique de la solution est construit. Dans le cas des perturbations
aléatoires de la viscosité constante, nous prouvons que le premier terme de la vitesse est
déterministe, alors que pour la pression, il est aléatoire, mais les éspérances de la pres-
sion satisfont I’équation déterministe de Darcy. Les estimations pour la différence entre
la solution exacte et son approximation asymptotique sont prouvées. Enfin, nous don-
nons quelques résultats numériques. Nous étendons les résultats a une structure tubulaire
mince composée de deux rectangles minces avec des parois élastiques qui sont reliés par
un domaine dont les parois sont rigides. Apres une approche variationnelle du probleme
qui nous donne des résultats d’existence, d'unicité ,de régularité, et certaines estimations,
a priori, nous construisons une solution asymptotique. Nous présentons et résolvons les
problemes de tous les termes du développement asymptotique. Pour deux cas différents,
nous décrivons l'ordre des étapes de résolution de l'algorithme du probleme et nous
construisons le terme principal du développement asymptotique. Et enfin, nous présentons
une analyse variationnelle et asymptotique pour un cas plus général ot la viscosité dépend
du tenseur des déformations dans un canal mince. Par le biais des estimations a priori, nous
justifions nos constructions asymptotiques, par 'obtention d’une petite erreur entre les so-

lutions exactes et asymptotiques.
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Introduction

La circulation sanguine, le transport de cellules et de substances dans un corps humain,
ainsi que le refroidissement de liquide ou le transport de pétrole, sont modélisés par les
équations d’écoulement de fluide posées dans des domaines minces: couche mince [19],
canal ou structure tubulaire mince.

Une structure tubulaire mince est une réunion finie connexe de cylindres finis avec le
rapport ”diametre/hauteur” d’ordre ¢ << 1. En dimension deux, c¢’est une connexion de
rectangles d’épaisseur € et d'une longueur d’ordre 1 [22]; € est un petit parametre positif

(voir la figure 1).

Fic. 1 — Une structure tubulaire mince en dimension 2

Le calcul numérique pour des équations aux dérivées partielles dans de tels domaines
est couteux, car la géométrie demande un grand nombre de noeuds dans la grille. La
méthode de décomposition asymptotique partielle du domaine introduite dans [22] et
[26], consiste a séparer le probleme en sous-problémes pour concentrer I'étude sur les
parties du domaine ou la solution a un comportement particulier. L’approche est de
réduire la dimension et de passer localement au modele unidimensionnel : chaque canal

est unidimensionnel avec des conditions de jonction a l'extrémité (voir les figures 2 et 3).
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1 Chapitre . Introduction

Fic. 3 — Décomposition asympto-

FiG. 2 — Structure tubulaire mince . . .
tique partielle du domaine

Cette méthode est basée sur les informations concernant la structure de la solution
asymptotique dans chaque partie du domaine.
Les auteurs dans [1] ont étudié 'application de la méthode au probleme de Stokes dans des
structures minces. Le développement asymptotique de la solution est construit et justifié.
Il est composé d’un flux type Poiseuille dans les rectangles et de correcteurs couches
limites aux voisinages des jonctions.
Le modele newtonien a été choisi pour le fluide incompressible. Or dans la nature et dans la
technologie, le comportement non-newtonien du fluide est tres répandu. Le caractere non-
newtonien le plus connu est la variation de la viscosité avec la vitesse de cisaillement. Ce
comportement est notamment observé dans 1’écoulement sanguin. Ces variations sont liées
a des modifications de la structure du sang, mais aussi de son comportement mécanique
lors de 1’écoulement: interaction aves les parois des vaisseaux sanguins. Il existe plusieurs
autres problemes pratiques impliquant une viscosité variable, par exemple, la présence de

bactéries en suspension (voir [14]) peut changer localement la viscosité.

Mathématiquement, la viscosité dépendant de la variable longitudinale de chaque rec-
tangle de la structure tubulaire modélise un flux sanguin dans une structure de vais-
seaux ou la viscosité dépend de la concentration d’une certaine substance diluée dans le

sang ou de cellules sanguines. En effet, I’étude asymptotique de I’équation de convection-

Roula FARES — Université JEAN MONNET de Saint-Etienne
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diffusion dans un tel domaine ([7],[26]) montre que dans le cas de la condition de Neumann
(imperméabilité) sur les bords latéraux et un petit nombre de Reynolds, la concentra-
tion est asymptotiquement proche de la description unidimensionnelle, c’est ’équation
de convection-diffusion située sur le graphe. La solution d'un tel probleme est le terme
principal du développement asymptotique, et elle dépend évidemment de la variable lon-
gitudinale. L’équation de flux est couplée avec I’équation de convection-diffusion dans ce
cas. Néanmoins, si la vitesse est petite (dans notre cas, elle est de lordre d’s?), alors
en négligeant la convection, en comparaison avec le terme de diffusion ou en itérant par
rapport au petit terme, nous obtenons ’équation de diffusion stationnaire; en 1’absence
d’un terme source dans le second membre, elle a une solution asymptotique linéaire par
morceaux sur le graphe pour la concentration. En effet, le systeme couplé de diffusion-

convection le plus simplifié est donné par :

—div(v(C.)Du.) + Vp. = f(z)
divu, = 0,

—-AC. +u..VC. =0

ou C. est la concentration, u. et la vitesse du fluide et p. est la pression.

Si u. est petite par rapport a C., nous pouvons écrire un développement pour C. par
rapport au petit parametre qui est le quotient de magnitudes de |u.| et |C.|. Alors pour
les termes de ce développement, la troisieme équation peut étre résolue avant les équations

du flux. Les approximations successives peuvent étre une deuxieéme approche possible :

—div((CI)Dul) + ViV = f(x)
divugn) =0,
~AC™ 44V o —

ou n est le nombre d’itérations.
Dans les deux cas, nous obtenons alors un probleme avec une viscosité variable. Dans
cette situation simplifiée, I’équation de diffusion peut étre résolue avant ’équation de flux
et nous obtenons pour le flux, I’équation de Stokes ou Navier-Stokes avec une viscosité

variable dépendant (via la concentration) de la variable longitudinale.

D’autres parametres peuvent modifier la structure méme du vaisseau. En effet, les
blocages partiels d’une artére (sténose) ou les interruptions brutales du débit sanguin (oc-
clusions), sont traités par une angioplastie. C’est une technique chirurgicale qui consiste

a introduire, a 'aide d’une sonde, un ballonnet a usage unique, qui va dilater 'artere a
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Pendroit du rétrécissement !.

Fic. 5 — Angioplastie avec
pause de Stent

Fi1G. 4 — Angioplastie
Ce geste est souvent complété par la pose d’une prothese appelée Stent. C’est une
prothese sous forme de tube, constituée d’une partie métallique recouverte ou non par un
tissu étanche. Les Stents couverts sont imperméables, et sont donc utilisés pour traiter
des hémorragies, colmater une plaie ou dans les vaisseaux a parois anévrismales. Quant
aux stents du second type, ils sont utilisés dans le cadre de dilatation de rétrécissement

des vaisseaux.(voir[13])

Fic. 6 — Stent
bifurqué FiG. 7 — Stent couvert simple

1. les photos ont été prises du site wikipédia ainsi que de www.gamida.net et www.dr-azencott.com
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La partie du vaisseau dans laquelle est posé le stent peut étre assimilée a une partie a
parois rigides. Ainsi nous avons une partie du vaisseau a parois rigides et une autre a parois
élastiques. Nous avons dans ces parties la une interaction entre le fluide et la structure
élastique. La complexité de la structure détaillée des arteres rend 1'étude de I'interaction
fluide-structure insoluble. Ainsi, les modeles choisis pour décrire le comportement de la
membrane sont ceux d’une membrane linéairement élastique (viscoélastiques). Les auteurs

ont utilisé le modele de Navier dans [2],[3],[4] ou encore Koiter dans [5].

Dans [27], les auteurs ont considéré un flux visqueux non-stationnaire dans un canal
fin avec des parois élastiques, avec des conditions de périodicité du flux aux extrémités
du domaine. Les termes principaux sont comparés a ceux d’un écoulement de Poiseuille
dans un tube a parois rigides. L’approche asymptotique a été ensuite étendue au cas
non-périodique dans [28]. Les conditions non nulles aux bords ont nécessité dans ce cas
la construction de couches limites.

Ils ont ensuite généralisé les résultats dans [29] et [30]. En effet, les résultats de [27] ont
été étendus au cas de dimension trois, en considérant un flux périodique axisymétrique
dans un cylindre fin a frontiere latérale élastique. De plus, dans [30] deux cas différents
ont été étudiés: quand le terme d’inertie dans I’équation de déplacement de la paroi était
plus petit que le terme de contraintes et quand ces deux termes étaient du méme ordre.
Dans tous ces papiers, le flux était décrit par les équations de Stokes et le comportement
de la structure élastique était simulée par I’équation de Sophie Germain ou 1’équation de
Koiter. L’interaction fluide-structure est mathématiquement exprimée par ’égalité entre
la vitesse du fluide et la dérivée en temps du déplacement de la paroi. Une solution
asymptotique a été construite en prouvant que c¢’est une bonne approximation de la solu-
tion exacte, vu la petite erreur entre ces deux solutions.

D’autres travaux tels que [11] et [12] donnent des résultats d’existence de solution de
problemes d’intéraction fluide-structure, utilisant des procédures de point fixe tel le théoreme

de point fixe de schauder.

L’objectif de cette these est donc de faire une étude variationnelle et asymptotique
d’écoulements de fluides incompressibles dont la viscosité est variable dans des domaines
a parois rigides ou élastiques. Ce travail a été partagé en trois parties:

Dans le premier chapitre, nous proposons une étude de ’équation de Stokes stationnaire
dans un canal avec une condition de périodicité du flux aux extrémités du domaine, puis le
résultat est étendu au cas non-périodique et enfin nous faisons I’étude dans une structure
tubulaire mince. L’analyse asymptotique de ce probleme nous permet d’étudier le cas ou
la viscosité constante a quelques variations aléatoires dans chaque canal de la structure

tubulaire. Il est possible dans ce cas de répondre aux questions suivantes: le premier terme
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vi Chapitre . Introduction

du développement asymptotique est-il déterministe ou aléatoire? Quelle est la loi de Darcy

pour les espérances de la pression? Enfin nous donnons quelques résultats numériques

Dans le deuxieme chapitre, nous proposons une généralisation des anciens résultats
présentés dans [26],[28], [31]. Nous étendons le cas considéré dans le premier chapitre, au
cas ol la structure tubulaire a des parois mixtes (voir la figure 8) représentant la pose
d’une endroprothese (ou stent) dans un vaisseau ou une artere. Nous donnons une étude

variationnelle et asymptotique du probleme.

X2

F%

s I&,
2¢. ——
A%,BE, Ie
4
—‘ Féy
ﬁg_\ %E X1

"

F1Ga. 8 — Domaine a parois mixtes (la partie gris représente ’endroprothése)

Enfin, dans le troisieme chapitre, nous présentons I’étude de I’équation de Stokes sta-
tionnaire dans un canal avec une viscosité variable dépendant du tenseur des déformations.
La viscosité dépendant de la variable longitudinale est pérturbée par une fonction lip-
schitzienne, dépendant du tenseur des déformations, multipliée par un petit parametre
positif. Nous donnons des résultats d’existence et d’unicité de la solution du probleme
variationnelle en fonction de ce petit parmetre, ainsi qu’'une construction de la solution
asymptotique dans le cas périodique.

Par le biais des estimations a priori, nous justifions nos constructions asymptotiques, par

I'obtention d'une petite erreur entre les solutions exactes et asymptotiques.
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CHAPITRE

Développement Asymptotique de la solution
de I'équation de Stokes stationnaire avec
viscosité variable dans une structure tubulaire

mince en dimension deux

I.1 Introduction

Dans ce chapitre nous étudions 1’équation de Stokes avec une viscosité variable dans
une structure tubulaire mince. En dimension deux c’est une connexion de rectangles
d’épaisseur ¢ est de longueur d’ordre 1 [22]; € est un petit parametre positif. Un développement
asymptotique dans le cas de viscosité constante a été construit dans [1]. Il est composé
d’un flux type Poiseuille dans les rectangles et des correcteurs couche limite aux voisinages
des jonctions. Ici, nous considérons un cas plus général ou la viscosité n’est pas constante
mais dépendant de la variable longitudinale de chaque canal. Cette situation modélise un
flux sanguin dans des vaisseaux ou la viscosité dépend de la concentration d’une certaine

substance diluée dans le sang ou de cellules comme des érythrocytes et des thrombocytes.

Le plan du chapitre est le suivant : Dans la premiere section, nous considérons le cas
d’un canal rectangulaire avec des conditions de périodicité aux extrémités du canal. Un
développement asymptotique de la solution est construit et justifié.

Dans la deuxieme section, nous considérons le cas d’un flux dans un tube avec un flux
entrant/sortant comme conditions aux extrémités. Dans ce cas nous construisons un
développement asymptotique qui contient une partie réguliere et des correcteurs couches
limites.

Dans la troisieme section, nous construisons un développement asymptotique de la solu-

tion de I’équation de Stokes. Nous associons pour chaque rectangle une partie réguliere et

Etude asymptotique et numérique d’écoulements de fluides non-newtoniens dans des structures tubulaires minces



Chapitre I. Développement Asymptotique de la solution de I’équation de Stokes stationnaire avec viscosité variable dans

2 une structure tubulaire mince en dimension deux

nous connectons ces ansatz par des correcteurs couches limites. La procédure est similaire
a celle décrite dans|26].

Dans la quatrieme section, nous considérons une viscosité perturbée par une fonction
aléatoire. En appliquant 'analyse asymptotique effectuée précédemment, nous calculons
les premiers termes et nous prouvons que le premier terme pour la vitesse est déterministe,
quant a la pression, elle est aléatoire, mais les éspérances de la pression satisfont une
équation de Darcy déterministe.

Tous ces développements sont justifiés par le calcul du résidus et ’application des esti-
mations a priori .

Enfin nous donnons quelques résultats numériques.

1.2 Flux dans un canal

Considérons un petit parametre ¢, ¢ = %, q € N, et définissons alors un domaine mince

DE:{(.TI,.’EQ)ER220<JI1<1, —g<l’2<g}.

Assumons qu'un fluide incompressible remplit le domaine D.. Soit f la force extérieur

appliquée au fluide.

€/2,

=

\V

-g/2

FiGc. 1.1 — Domaine fin
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I1.2. Flux dans un canal 3

Considérons le probleme de Stokes stationnaire suivant:

( —2div(v(z1)Du.) + Vp. = f(x) dans D,,
divu. =0 dans D,
us(x1,6/2) =0 pour z; € (0,1), (1)
us(x1, —€/2) =0 pour z; € (0,1),
u:(0,29) = e2po(w2/¢) pour zy € (—¢/2,6/2),
[ ue(L,22) = e2p1(xa/¢) pour zy € (—¢/2,e/2),

Les inconnues du systeme sont la viscosité u. et la pression p. du fluide. Les conditions
non-homogene aux bords pour la viscosité sont données par les fonctions ¢g,p; dont la

deuxieme composante est nulle, et la premiere satisfait

1/2 1/2
/ ©01(§2)dEa = / ©11(&2)dEa, (1.2)

1/2 —-1/2

olt p; € C3([—1/2,1/2)). Ici

. 1 8u5i 8u5j
(Due)ii = 5 (axj "o, ) ’

v satisfait les conditions suivantes
v(zy) = vy + vi(2) (1.3)
ot v; € C2([0,1]).De plus, il existe p > 0, k > 0 telle que v(x;) > k pour tout x; € (0,1)

et v1(z1) = 0 pour tout z; € (0,p) U (1 — p,1) (et alors, vy > 0).

1.2.1 Formulation variationnelle du probleme

Pour obtenir la formulation variationnelle du probleme (I.1), introduisons 1'espace suivant
H(D.) = {u € (Hy(D.))? : div(u) = 0} (1.4)

et supposons que f € (L*(D.))>.
Il existe une fonction ¢° € (H'(D,))? telle que dive® = 0, ¢°|.,—0 = @0 et ¢|s=1 = ©1
(voir [15]). En remplagant la fonction inconnue u. par v. = u. — £%¢°, nous donnons la

formulation variationnelle du probleme (I.1):

2/ v(x1)Dv. : Dy = f— 252/ v(x1)Dy® : Dy, Yy € H(D,). (L.5)
B De

€

Etude asymptotique et numérique d’écoulements de fluides non-newtoniens dans des structures tubulaires minces



Chapitre I. Développement Asymptotique de la solution de I’équation de Stokes stationnaire avec viscosité variable dans

4 une structure tubulaire mince en dimension deux

Définition I1.2.1. u. est une solution faible du probléme (1.1) siv. = u. — e2p® € H(D.)
et satisfait (1.5).
Proposition 1.2.1. Si u. est une solution faible de (1.1), alors il existe une distribution

p. € D'(D.) tel que (u.,p.) satisfait (I.1), au sens des distributions.

Démonstration. Si nous considérons v, = u. — £2¢° alors de (I.5) nous avons que
(2div(v(z1) Do, — e*v(21)Dy®) + fb) = 0¥y € H(D,)

Du lemme de De Rham,il s’ensuit qu’il existe une distribution p., unique a une constante

additive pres, tel que
—2div(v(z1)Dv.) + 2e2div(v(z,)Dy®) — f = —Vp.
Le systeme (I.1) est donc satisfait par u. et p.. O

Théoréme 1.2.1. Le probléme variationnel (1.5) a une unique solution v. € H(D.).

Démonstration. L’existence et I'unicité de solution sont données par le théoreme de Riesz

car les normes

1/2
uvguf:(/ um)m:m) et Ileell s ooy
D.

sont équivalentes. O]

De plus si v. € H(D.) est une solution du probleme variationnel (1.5). Alors

ol < CCoe) (I lazmnr + Il

ou Cpp est la constante de I'inégalité de Poincaré-Friedrichs. Notons que C%p peut étre
éstimée par £C, ot C est indépendante de e (voir [26]). C(k,C%5) = O(e) ot  est la borne
inférieure de la viscosité (1.3).

Considérons le cas ou ¢° = 0. Alors:

IVpella-1p.) < Cllfll(z2(p.)2:

Avec C' une constante indépendante de ¢.

En effet, du lemme de De Rham , nous avons l'existence d’une distribution p., unique

a une constante pres, tel que

Vp. = 2div(v(x1)Du) + f.
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Ce qui signifie que
[ waivo=2 [ viepu v [ oo wenm)
€ £ DE

et alors,

| [, p-divi)| 2 [p, v(@1))Dus : DY = [, [ -9
sup @ = = sup <
vewryaye IVl 2oyt vemyn.)2 VY llzeoys

< (C(rChp) + Cop)lI 20

ou C(k,C%p) est la constante de l'estimation a priori pour u. et C%p est la constante
de l'inégalité de Poincaré-Friedrichs (elle est de l'ordre de ¢). Cette inégalité donne une

estimation de Vp. dans la norme H .

Une étude asymptotique du probléeme (I.1) montre qu’'une solution asymptotique est
donnée par un flux type Poiseuille, avec deux correcteurs couche limite localisé au voisinage

des extrémités du canal.

Didactiquement, il serait mieux de séparer la construction du flux type Poiseuille
pour la viscosité variable et la construction des correcteurs couche limite. Pour cela nous
simplifions le probleme (I.1), et remplacons (I.1), (I.1), par la condition de périodicité

par rapport a .

Nous introduisons 1'espace de Sobolev

Hy.(D.) = {u e (!

per,1,0

(D.))”: dive = 0},

Hl

per,1,0
C*®(R x [—£/2,6/2]) nulles en x5 = +¢/2 et périodiques en x;. Comme au début de cette

section f € (L*(D.))*

(D.) est la complétion ( par rapport & la norme H'(D.)) de I'espace des fonctions

Définition 1.2.2. On dit que u. € H,,(D.) est une solution au sens faible du probléeme

périodique

—2div(v(x1)Du.) + Vp. = f(z), dans D,,

divu. =0, dans D,
us(r1,6/2) =0, pour x1 € (0,1), (1.6)
ue (w1, —€/2) =0, pour x1 € (0,1),

| u- est 1 — périodique en xy,

Etude asymptotique et numérique d’écoulements de fluides non-newtoniens dans des structures tubulaires minces
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si et seulement si elle satisfait

2/ v(xz1)Du. : Dip = [, Y € Hp, (D,). (L.7)

De

Comme dans le théoreme [.2.1, nous appliquons le théoreme de Riesz pour prouver
I'existence et I'unicité de u. € Hpe,(D.), solution du probleme (I.6). L’estimationa priori
est donnée par

el (poyy2 < C(R,Chp) |l fll(22(D0))2

ou C(k,C%pr) = O (¢) et K la borne inférieure de la viscosité.

Si u. est une solution au sens faible de (1.6) alors il existe une distribution p. € D'(D,)

tel que (u.,p.) satisfait ce probleme au sens des distributions, et

IVPella-102) < Cll Nl 22022

ou C' est une constant indépendante de €. En effet de (I1.7) on a

2/ v(z1)Du. : Dip = ; I, Yy € (H,,,10(D.)).

Du lemme de De Rham , nous avons l’existence dune distribution p., unique a une
constante pres, tel que
Vp. = 2div(v(x1)Du,) + f.

ce qui signifie que
[ padivo=2 [ viaypuipo- [ fou vee (D)2
€ £ DE

et alors,,

| [, pedivy)] 2 [, v(z1)Du. : D — [, fA]
sup —_— sup <
vet, o2 IVl weam,, | (022 IVl 2o

< (C(r.Crr) + Crp)llf w22,

ou C(k,C%p)est la constante de lestimation a priori pour u. et C%p est la constante
de I'inégalité de Poincaré-Friedrichs (elle est de l'ordre de ¢). Cette inégalité donne une

estimation de Vp, dans la norme H 1.
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1.2.2 Analyse Asymptotique du probleme

Construisons d’abord le développement asymptotique pour la solution de probleme périodique

(1.6); nous étudierons ensuite le cas non périodique. Définissons le domaine semi infini
Q. = {(531,352) ER?:2; >0, —¢/2 <1y < 6/2} )

Supposons que f = fie, f1 € C*°([0,00]), f1 est 1-périodique en z;.

€/2
-€/2
Fic. 1.2 — Tube semi-infini
Notons
1 1/2
(), = / Y(are)day, (), = U (@1,22)das.
0 ~1/2
Une solution asymptotique est donnée par:
( k
ub(2y,29) = Zsj“um (x1,22/€),
5=0
k
ub(ry,25) = Z8J+SU2J (11,m2/¢), (1.8)
j=0
k k
pk(l’l,a}Q) = Z€j+1pj (171,1’2/8) -+ ZEJQJ'(L’El),
L j=0 j=0

avec uy j,us ;,pj et ¢; fonctions 1-périodiques en xq, tel que (p;)2 = 0.

En substituant la solution asymptotique (1.8) dans (1.6), et en identifiant les coefficients

Etude asymptotique et numérique d’écoulements de fluides non-newtoniens dans des structures tubulaires minces
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d’ordre € en notant & = x5 /e nous obtenons:

( 0 8u1 i—9 82’&1 i 82’&2 i—92 8p',1 8q
_2_ s _ 5] _ 5J J J — 3
B (V(ifl) 1, ) v(wy) o¢2 v(wy) 06,01, + D, + Dy J1050,

8 auLj_l aUQ’j_E} 821/127]‘_1 _ 8pj -
e [”@1)( 96, om )}””(“) TR T

(9u17j (9u27j -0
Oy 352 ,

ul,j (ZEl, + ]./2) = O,

U2 j (271, + 1/2) =0.

\

(1.9)
Notons: .
Mi&) = (& -1/,
(elle satisfait N, =1, N;(£1/2) = 0) et
&2
NQ(&Q) = Nl(T>dT,
~1/2
avec
1/2 1
N2<1/2) = Nl(T)dT:——.
—1/2 12
Notons:

&2
D' F— / F(zq,7)dr,
—1/2

. & 12 0
D' F— / F(zy,7)dr — / / F(xq,7)d7db,
_ —1/2J-1/2

1/2 1/2

&2 0 1 1/2  p6
D% F— / / F(zy,7)drdf — (52 + —) / / F(xy,7)drd6.
—1/2J-172 2) Joap2 Sy

Théoreme 1.2.2. Les inconnues du systéeme (1.9) wuy j,us j,p;,q; sont données par les re-
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lations suivantes :

_ 32”2 i—2 1 0 Ouy j_o Ipj—1
. = _—_D 2 »J 2 »J _ J
g { 0&20x, * v(zy) < 014 (V(wl) 014 ) 0y )}

]_ Qj_ '
+V(ZE1)N1(£2> 91, fidjo0 |,

Pug i 0 1 0 Ouy i Op,_
o D—lD—2 2,j—2 9 Lj—2\ j—1
427 { 0E022 * Ozry \v(xy) " 0xy v(@) 0x; 0x;

0 1 8qj
Oy <1/(a71) (8x1 — 1950 )N2<§2)’

~ a au - au . aQu .
) — -1 1,j-1 2,j—3 2,j—1
b b {axl {y(xl)< 96 o )]+2V(xl) D¢z }

(1.10)

Démonstration. En intégrant deux fois (I.9), et en utilisant les conditions aux bords
(1.9),, nous obtenons (I.10),. Cette relation donne une expression pour 'inconnue wu; ;
via ¢;. Toutes les autres fonctions contenues dans cette relation sont soit connues des
approximations précédentes soit égales a zéro. Nous intégrons ensuite la condition d’in-
compressibilité (1.9), par rapport a &, avec les conditions (I1.9). Finalement, en intégrant
(1.9), nous obtenons p;.

L’inconnue ¢; est déterminée de la condition au bord uy ; (x1,1/2) = 0. En effet, les condi-
tions (L.9),et us ; (z1, — 1/2) = 0 sont satisfaites par la définition de D2 et D!, quant a

ugj (x1,1/2) = 0, elle nous donne:

0 1 dq; B
Oy (121/(3;1) <ax1 _f1510)> - (I1.11)
Puy;n 0 1 0 Auy i Ap;_
_ -1 -2 2,5—2 1,j-2 B p] 1
=D7'D {8528$% e {1/(9;1) (28931 (v(xl) B, ) B, )}}\52:1/2
O

En particulier, pour j = 0, nous avons I’équation de Darcy pour le terme principal de

ail (12y1(x1) <§iﬁ - fl)) - e

qo est alors une solution 1-périodique donnée par

go(z1) = /0 b ( fi(r) = %u@)) dr — < /0 N <f1(7) — <<f;1>>11u(r)> dT>1

Etude asymptotique et numérique d’écoulements de fluides non-newtoniens dans des structures tubulaires minces
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10 une structure tubulaire mince en dimension deux

d’ou

u1,0(33'1,52) = 2 <% - f1> N1(£2)7 u2,0(331752) =0 et Po(iflafz) = 0.

v(xy) \ 0x;

Pour j = 1; ¢; la solution 1-périodique de (I.11) pour j = 1, i.e.

0 1 6q1 —0
Oy \12v(z1) 0z )

Il s’ensuit que ¢1 = 0, u11(21,£2) = 0 et ug1(21,&2) = 0. Pour j = 1, (1.10), donne:

pog) = o (52 - fl) (Ni(&2) — (N2)o)

d Jqo
8.171

Pour j =2, (I.11) devient

8 1 @QQ . 8 1 8 8([() 1 —2
Oxy (12y(1’1) 8x1> Oy (V(Il) Oy <3x1 - f1>) DD N(&) = (Naje) ‘52:1/27
(L.13)

comme D'D7%(Ny(&) — (N1)2) |e=1/2 = R # 0, g2 est la solution 1-périodique donnée

par:

Ga(r1) = —12R(fi)1 (]?(V—l;l) - 1) .

D’ow:
1P (0 . 5
ur2(r1,62) = v(xy) Ot (az(i - fl) D7 (N1 (&) = (Nua) + V(m)Nl (&2) a_zi,
0 1 0% [0
walnn) = 50 [ (e~ )| 200 6 - i
1 Iqa
_a_xl V($1>N2(£2)a_l’1
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et nous obtenons le théoréme suivant :

Théoréeme 1.2.3. La solution asymptotique du probeme (1.6) est donnée par:

) = o (30 ()
+et (u(;) aax% (gj;? - fl) D72 (Vi (2) - (va)
+ ! N, (%) %> +0(%),

v(zy) 0xq
s( O 1 9% [0Oq 1 e T
up(ane) = e (81:1 {V(:cl)c?x% (83:1 N fl)] brin (Nl (?) B <N1>2>
0 1 i) 8qQ
+a_:L‘1 m]\& (?) 8_171>) + 0(66),

P = ke (o) 5 (52 1) (M (2) - i) ) + 06
(L14)

ol qy et go sont obtenues comme les uniques solutions de (1.12) et (1.13) respectivement.

Remarque 1.2.1. La solution donnée par (1.14) peut étre écrite de la maniére suivante:

o) = BN - ot (B p (w2 - ()

12R(fi)1 V,(xl) i
(v(@1)) v) N c >> +0(),

X2

ub(z1,15) = &° <8i1 L(l <f1>1y"(x1)} D™'D™? (M(%)—(Nﬁz)

r1) (V)1
) +0)

L2R(fi)1, V' (x1),,
(V(z)) * ven) Ja( €

o = [ (505t Jar— ([ (5= ) ar)

+e? <—12R( il <”<(f>11) - 1) . <<f;1>>11 V(1) (Nl(%) - <N1>2>> +O(Y).

X2

Etude asymptotique et numérique d’écoulements de fluides non-newtoniens dans des structures tubulaires minces
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Introduisons la fonction suivante :

0 Oy j—1 (92102 k—1 Opr,
Fk = [2— : : —
(21,2) ( ) (”(‘”1) B, )*”(“) 006 0, )

0 8u17k EMM_Q 82u2,k
+ (3_1:1 |:I/(.131) ( %, + B, )] + 2v(x1) oe2 >€2

0 8u1 k 82U2 k 0 8u2 k—1
9 7 ) : o ,
+ ¢ (( v (l/(:vl) o, ) + U(xl)ﬁxl(%g) e1 + ((%1 (I/(ZL‘l) ., )) 62>

(I.15)
Théoréme 1.2.4. Soit (u* p*) la solution asymptotique donnée par (1.8) et (u,p) la so-
lution de (1.6). Alors lestimation suivante est vraie :
lu* = el s p,y2 = O (£°7%).
Démonstration. Notons (U*,P*) = (u* — u.,p* — p.). Nous obtenons le probléeme suivant
pour (U* PF):

;

—2div(v(2,)DU*) + VP* = — " F¥(21,25)  dans D,

divU* = 0 dans D,
U*(x1,6/2) = 0 pour ;€ (0,1), (1.16)
Ur(xy, —€/2) =0 pour 1z € (0,1),

k T
| U" est 1-périodique en x;

Les estimations a priori nous donnent :
Ju* — UEHH1(D5)2 < C(KacPF)H*kaFka(De)2 =0 (5k+5/2)

et
IV = p)llu-p.) = O (£4497) .

Considérons a présent le cas non périodique, i.e. nous construisons un développement
asymptotique de la solution du probleme (I.1). Supposons que f = fi(x1)er, fi €

C>°([0,1]).Définissons une solution asymptotique par:

Roula FARES — Université JEAN MONNET de Saint-Etienne
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. x 1 —1x
F(z1,m0) = uF(w,20) + (E) +u’f9L1< 15 ,—2>

(L.17)

. T T —1 29
pk($1,$2) = pk(fEl,fEQ)‘i‘leELo (g) +pIEL1( 5 7?)

Les expressions de u*, p* sont les mémes que pour le cas périodique (I1.8), (1.9) et (I.11).
Comme les fonctions données par (1.8) ne satisfont pas les conditions (I.1) et (I.1), nous
introduisons les correcteurs couche limite. Ils correspondent a l'extrémité gauche pour

1 =0 et a I'extrémité droite pour ¢ = 1 et leurs expressions sont données par
. k ,
k Tr1 — 1 To . 2 1 — 1 T2
UBrLi v - € uj —
e € : e €
J=0
. k .
o T1—t T2\ _ Zgjﬂp; o )
BLi e e : J e e
J=0

Avec i = 0,1. Pour obtenir les problemes pour le correcteur correspondant a ’extrémité

(1.18)

gauche, nous introduisons le domaine IT* = (0,00) x (—1/2,1/2). Le probleme

(

—1Aeul(€) + Vep)(€) = 0 si eIl
diveu) =0 siéellt,
ul =0 si & = +1/2, (I1.19)

si & € (~1/2,1/2),

@mwzw%—<uﬂwﬁ)

Uz,j—1(0752)

\

avec la condition de compatibilité

(po19j0 — u1,(0,€2)), = 0, (1.20)

ou

(W= [ b(r&)d6,

NI

nous donnera les correcteurs couche limite pour la vitesse et pour la pression correspondant
a lextrémité gauche (voir[10].Dans les domaines non compacts nous avons l'existence et

I'unicité de ce type de probleme voir [18] et [34]). Cette condition (I.20) génere une
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Chapitre I. Développement Asymptotique de la solution de I’équation de Stokes stationnaire avec viscosité variable dans

14 une structure tubulaire mince en dimension deux

condition au bord pour g;:

(b + 1o (B = 30i(0)) +

_ 82U2 i—2 _ 32U1 j—2 1 Opj—
2 5] »J R i bt e
<{D 02108, b <2 Ox? vy Oz )}‘x1:0>2 .

De maniere équivalente nous introduisons les correcteurs couche limite correspondant
a l'extrémité droite. Les correcteurs pour la vitesse et la pression sont définis sur I~ =
(—00,0)x(—1/2,1/2). Une condition au bord analogue est obtenue pour g; est satisfaite au-
tomatiquement grace a la conservation de la moyenne pour u; ;(1,&2). En effet,(u; ;(21,£2)), =

D‘1u17j(x1,§2)|§2:%; de plus, la condition

g
uzjles=1/2 = _a_xlD Hy (21,62) ley=1/2 = 0

est équivalente a une équation pour g;, i.e. cette équation pour g; est équivalante a la loi

de conservation de (u; ;(21,62)),-

Le probleme satisfait par la solution asymptotique d’ordre k est le suivant :

( —2div(v(z,)DiF) + Vp* = f — "R (zy,3,) dans D.,
diva® =0 dans D,
Ue(21,6/2) =0 pour x; € (0,1),
Uz, —€/2) =0 pour x; € (0,1),
k
< 1z
6.(0,2) = €200 (22/2) + s (0.8o)es + e 2ul) (—— —) pour z, € (—2/2:/2),
=0
k
- 1
G (1,29) = €%y (za/e) + " Pug i (1,62)eq + Zsj+2u§0) ( $2) pour xy € (—¢/2,/2),
\ 7=0

(I.21)
Ou F* est donnée par (1.15).

Notons que les conditions aux bords pour u*

en 1 = 0,1 ne sont pas satisfaites exactement,
car les traces de chaque fonction couche limite dans le coté opposé sont exponentiellement
petites mais non nulles. Nous définissons une nouvelle fonction U* qui satisfait les mémes

conditions aux bords que u* pour z; = 0,1.
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Décrivons sa construction : Soit U¥ : D, — R? une solution du probléme suivant:

(

Ut e (HY(D.))?,
divU* =0
UM(x1,6/2) =0
Ur(xy, —€/2) =0

k
- 1

UR(0,25) = "3 (O,@> jv2, (1) (1 T2
(0,29) = " ug g, . 62+Z€ u; =

dans D.,
pour z; € (0,1),
pour z; € (0,1),

pour xy € (—¢/2,6/2),

Ur(1,m9) = " Buyy, (1,ﬁ pour 3 € (—¢/2,6/2).
5

N——
&)

no

+
(]~
)

<.

+

no

Q
oL~

=
VR

—_

|5
~_— ™

\ 7=0
(1.22)
Proposition 1.2.2. Le probléeme (1.22) admet au moins une solution, de plus

(0,1) x (—=1/2,1/2),

Démonstration. Définissons w* : D — R? on D =
e (U¥)

k

(U"),

wf(yh%) = (
k

Il peut étre démontré facilement que w’:

1 > ,avec (y1,y2) = (z1,22/€).

(

. ko
divyw; =0

w(y1,1/2) = 0

wf(ova) = €k+3

wf(layQ) - €k+3

wE(yr, —1/2) =0

u25(0,y2)es +

U2,k(17y2)€2 +

Z€g+3
j+2
Es uQJ

S S (12 )
=0

(—=1/e,y2)

—1/e,y2)

k
> e 2l (1 /e ,n)
j=0

dans D,
pour y; € (0,1),
pour y; € (0,1),

c 11
I' —_—— —
pour ys 272 )

(1.24)

N | —
DN | —

pour ys € <—

Ou div, est la divergence en la variable y. Comme dans [15] nous pouvons prouver qu’il
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existe une fonction telle que w¥ € (HY(D,))? et

k k
szsH(Hl(D))Q < CngH<H%(8D))2

avec une constante C' indépendante de . En utilisant les propriétés des correcteurs couche

limite, nous avons

||”LUf||(H1(D))2 =0 (5k+3)

Des calculs directs donnent

||Uk||(H1(DE))2 < g_%waH(HI(D))?-

En combinant ces deux estimations nous terminons la preuve . O

La fonction

Uk =ak —U* (1.25)

satisfait les mémes conditions que u en x = 0,1. Le probleme pour les nouvelles fonctions
U*, p* est une conséquence de (1.22) et (1.21):

.

—2div(v(x,)DU*) + VipF = f — e F* (2y,25) — 2div(v(z,)DUF) dans D.,

divU* =0 dans D.,

< Ud(x1,6/2) =0 pour z; € (0,1),

Uz, —€/2) =0 pour z; € (0,1),

U.(0,22) = e2po(x2/¢) pour 9 € (—&/2,e/2),

| U.(1,25) = %1 (22 /€) pour 9 € (—¢/2,e/2).
(1.26)

Théoréme 1.2.5. Soit (4*,p%) la solution asymptotique de (1.17) et (u,p)la solution exacte

de (1.1). Alors les estimations suivantes sont vraies :

{ 13" — el gy, = O (£9/2)

k k+3/2 (1.27)
V(" = p)lla-1p.) = O (71972).

Démonstration. De (1.25) nous avons:
1 = el p2gp,y2 < NU* = el oo,z + 10" pap,y2 = O (€7777%) + O (£972) .
de (I.25) et (I1.23) nous avons

IVa* — Vul| o pyr < IVU* = V|| z2(pagys + O (€5797) .

Roula FARES — Université JEAN MONNET de Saint-Etienne
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De (1.15), (1.23) et (I.26) nous avons: [|a* — uc||(p.y2 = O (e"3/2). L’estimation pour la

pression est une conséquence de (1.27), et des estimations a priori. O

1.3 Flux dans une structure tubulaire

Dans cette section nous allons construire un développement asymptotique de la solution
du probleme (I.1), dans une structure tubulaire mince contenant une bifurcation. Nous
justifierons 'estimation d’erreur. Définissons d’abord une structure tubulaire avec une
bifurcation.
Soit e1,e9,...,6,, n segments dans R, qui ont un point en commun O(i.e. l'origine du
systeme de coordonnées) et ce point est extrémité commune & tous ces segments. Soit
B1,082, . .. ,Bn, n segments bornés dans R contenants le point O, le milieu de chaque segment
et tel que f; est orthogonal a e; (pour simplifier nous assumons que la longueur |3;|de
chaque f3; est égale a 1). Soit 5 I'image de 3; obtenue par homothétie de parametre % et
de centre O. Soit B le rectangle ouvert de base (3; et de longueur e;, soit 55 la deuxieme
base de chaque rectangle 555 et soit O; la deuxieme extrémité de e; qui appartient a [5
(voir Fig. I.4). Nous définissons le graphe comme le faisceau de segments e; centré en O
comme (voir Fig. 1.3)

n

B = U e;.

j=1
Nous notons ci-dessous Oy = O. Soit 75, j = 0,1,...,n, 'image des domaines bornés -;
tel que 7; contient les points O; et qui soient indépendants d’e obtenus par homothétie de
parametre % et de centre O;. Nous définissons la structure tubulaire associée au faisceau

B comme un domaine borné (voir Fig. 1.5):

#~((Us)u(l)

Le prime correspond aux points intérieurs du domaine. Assumons que 9B° € C?. Sup-

posons que les bases ﬁ; de B:, j = 1,...,n, sont des parties de dB°. Nous ajoutons
les domaines 75, j = 0,1,...,n, pour rendre la fronticre de la structure tubulaire plus
réguliere.

Considérons le systeme d’équations suivant :

—2div(v(x)Du.) + Vp. = f(x) dans B°,
divu, = 0 dans B¢, (L.28)
U =g sur 0B°.

Etude asymptotique et numérique d’écoulements de fluides non-newtoniens dans des structures tubulaires minces
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ey
e
es !
0,
B
€s
B B BE
ey
[e]
Fic. 1.3 — L’ensemble des segments
. . e
connectés en en poznt O FIG 1.4 - LCS T@Ctangles B]

FiG. 1.5 — La structure tubulaire 13°

g = 0 sur les bords latéraux de tous les rectangles composants les B de plus g = 0 partout
a I'exception des bases 55 de B; (ces bases sont supposées appartenir a la frontiere de
la structure tubulaire); g € 02(335-), et pour chaque j, g = £2g;((z — O;)/e) sur Bj, la
fonction g; € C? ne dépend pas de . Soit f une fonction vectorielle de (L?(B%))?. La

solvabilité du systeme donne la relation

/68 gnds = 0. (1.29)

. N ’ €j €4 .z
Introduisons le systéme de coordonnées locales Oz’ z, associé au segment e; tel que la

. . €; . . . . . €5 7
direction de I'axe Oz’ coincide avec la direction du segment OO, i.e. z;’ est la coordonnée
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1.3. Flux dans une structure tubulaire 19

longitudinale. Les axes Ox{’ry forment un systéme de coordonnées orthogonales. Nous
notons dpe le minimum des rayons de tous les cercles de centre O tel que chacun de ses
points appartient a un seul rectangle B5, j = 1,... n et d; est le maximum des diametres

des domaines 7vg,71, . . . ;7. Nous introduisons enfin les notations suivantes
doe = max{dpe,d;¢}.

Nous considérons f ”concentrée” aux voisinages des noeuds O; et nulle dans les rectangles,

1.e.

— 0, .
) q)j(a: g g>, for |z — O, < doe,j =0, ... .n,

(1.30)
fi(xf), pour |z — O;| > doe, 27’ € (0,]ej]),5 =1,...,n.

fi € C5°([0,]e;]]),@; € CH@Q),(j = 0,1,...,n), out Q est une boule [¢] < do. Assumons que
v(x) = vy + v;(x]) (1.31)

tel que v;(z}’) = 0 pour tout z7’ € [0,3] U [|e;| — B;]e;l], ot B est une constante positive;
v € C? et il existe kg € R tel que v(x) > Ko pour tout = € B. Sans perte de généralité
nous supposons que f; (z7’) = 0 pour tout zy’ € [0,5] U [|e;] — f; |ej].

Soit Hgiv—o(B°) l'espace des fonctions de divergence nulle de H'(B%). Soit HS,,_,(B°)
le sous-espace de fonctions nulles sur la frontiere de Hgi,—o(53%) . Supposons que g peut
étre prolongé dans 5 comme un vecteur § de Hgi,—o(B°). La formulation variationnelle
(B),

de (I.1) est comme ce qui suit: Trouver u. € Hgiy—o(B°) tel que v. = u. —g € HY,_,

et qui satisfait 'identité intégrale suivante
2 [ v@Du i Do= [ fro-2 [ v@Dgi Do, Vo€ HhoolB)
(4 BE €
Le théoreme de Riesz donne 'existence et I'unicité d’une telle solution car les normes

|| = \// v(x)Dv:Dv et HU”(Hl(Be))Q

sont équivalentes. Nous avons comme conséquence que

vell e geyy2 < C(Crpko) (|| f 2oz + 9l rrse)2) »

ou Cpp est indépendante d’e (voir [26]), et kg est la borne inférieur de la viscosité (1.31).

Etude asymptotique et numérique d’écoulements de fluides non-newtoniens dans des structures tubulaires minces
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Comme précédemment pour le cas d’un canal, si u. est une solution faible du probleme
(1.28) alors il existe une distribution p. € D'(B°) tel que (u.,p.) satisfait ce (1.28), au sens

des distributions. Les inégalités suivantes sont vraies quand g = 0:

IVP:lla-1(5e) < Cllf Nl (22 (5ey)

C' est une constante indépendante de ¢.

I.3.1 Développement asymptotique

Nous construisons le développement asymptotique sous la forme suivante

ut = zk:gl” > uf (2 )+ ZuBLO <ﬁ) (1.32)

po= iflﬂ > wiee +ZpBLO< O’) +

=0 e=e;;j=1,...,n
o (1.33)
+ ) ) gl +Zq 2 =0) (1 — x=(x)) 0 ()
e=ej;;j=1,...,n [=0
ol = (xl, ) A la fin de la section nous multiplierons les correcteurs couches limites par

des fonctions de troncature n dans le sous-domaine ou ils sont exponentiellement petits.
(voir(1.42), (I1.43)). La derniere somme dans (1.33) est prise sur tous les noeuds O; et
¢ (25" = 0) est calculé au point x = O;; la fonction gg' est supposée continue sur le graphe
B. x:(x) est une fonction nulle a une distance inférieure a (CZQ +1)ede O, j=0,1,...,n,
Xe vaut zéro dans les rectangles B5 si 27 < (do + 1) ou si |25 — |ej|| < (do + 1)e; nous
supposons qu’elle vaut un dans le rectangle si > (dg+2)e et |2 —lej|| > (do+2)e, et
nous définissons x. par x.(z) = x < ) si(dy+1)e < 27 < (do+2)e et xo(z) = x (#)
si(dy+1)e < |ej| —z7 < (dy+2)e. x étant différentiable sur R, fonction d'une variable, et
indépendante de ¢, elle vaut zéro sur le segment [—(cio +1); (cio +1)] et 1 sur la réunion des
intervalles (—o0, — (do 4 2)) U ((do +2), + 00). De plus, x. vaut zéro sur 7;. Les fonctions

0;, 1 =1,...,n, sont définies comme ce qui suit

0 |z—0, >min%
"= i
1 Jz—

La relation entre les vecteurs colonnes 27 et 2%+ (T est le symbole de transposition )est
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1.3. Flux dans une structure tubulaire 21

donnée par

xT:ijej’T+O j=1,....n

ou I'; est la matrice de passage de la base canonique a la base de coordonnées locale. En
appliquant les résultats de la section 1.2, pour chaque canal B, nous obtenons uj, pj et

q¢ définis avec des constantes cf, df. En effet, en notant ¢’ (¢7’) la solution de I'équation
~€Ej

(I.11), avec 5 lej (0) = 0. Alors la solution générale de I’équation (I.11) est sous la forme:
Ty

¢j

Ty
@) =)+ [ s (1.3
0
ot ¢’ et d;’ sont des constantes inconnues ;
(@) =Ty (@ (@ h)

ot la seconde composante de i;” ne dépend pas de ¢}’ d;’ (voir (1.10)3); la méme propriété

est valable pour p,” (voir (1.10)3); la premiere composante ﬂ?l (voir (1.10);) dépend de

- 0ty 1 9 N apy’
~e; _ _D72 .2,l72. . 2 ‘ € 1,lf2 . 17.1
1 {8&;’ oxy i v(zy) \ 0z V() oxy oxy i

1 e; 8Aej e; e
+ —— N1(&) < I f15j0) + ¢ Ni(&y')

v(ay) oxy

3.
Cl .

Pour 27’ € [0,8]Ulle;| — B.lesll, @7, by’ et 8¢, /0xy’ peuvent étre considérés nulles car f;

est nulle pour cette valeur de z7’, et la moyenne du flux [ ay(&’)d&;’ est constante sur
. ﬂj
ej. Ici Ni(&7) est la fonction introduite dans la section 2.

Pour obtenir le probleme pour les correcteurs couche limite, nous introduisons le domaine
Qo, = ;-‘:lflj U v, ou Qj sont les bandes semi-infinies obtenues de BJE» par extension
infinie dérriere la base Bj et par homothétie de facteur % (de centre O); soit €2; obtenu
de €2 par symétrie par rapport a la ligne contenant S5 et soit o, = Q; U ’yjt., ou ’y;t est
obtenue de «; par une translation (tel que le point O; devient O).

Comme v(z) = vy pour tout zy” € [0,8] U [|ej| — B;le;]], le correcteur couche limite

. o . . BLO;, . . BLO;
est une paire constituée d'une fonction vectorielle v, et d’une fonction scalaire p, "’
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QOD

F1c. 1.6 — Le domaine Qo, F1G. 1.7 — Le domaine Qo .

satisfaisant le systeme de Stokes:

;

_VOAEUl Qo + V pBLOO = @Q(&)(SLO‘*‘
Y {ew (B (uEnm (NiE).0)") - Ve (G (€08
e=ej;j=1,...,n
—df Vex; ()} (1.35)
di BLOo __ _ di e (ENT (N eOT : 0
Vet Z We G Xj(gl) J( 1(&2)? ) ;81§ € Qoy,
e=ej; j=1,..,n
\ ulBLOo|aQOO — 07
et pour j =1,...n,
(
—VOAéul T+ Vep BLO’ =
T ..
= ;(&)d10 + o ( (W) (ME)0) - v, (i) f))
—di}1 Vex; (€9),
., (1.36)
. BLO; ~Ej 7- Lein T e/l .2
diveu, 7 = —¢)divg <Xj(§17)Fj (Nf({g),O) ) , si§eQo,,
BLO,
U T 95010,
20, 6,7 =0
£y

000 £ 20
\ 051

. le / €5 . N 3N .
La variable &’ est l'opposée de &, ie a la premiere composante du vecteur F?&eﬁT. Alors

ej = FT (feﬂ) , ol f‘j = dej et Id est la matrice diagonale avec —1,1 sur la diagonale.
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~j € 7 . .
Les constantes ¢;”, d;” sont définies telles que les fonctions

€j

s , o plesl=aY .
¢y’ / v(s)ds +d’ et ¢ / v(s)ds + d;’
0 0

sont égales, i.e. o e tes o [le] ..
o esaes, o =-¢’, d :clj/o v(s)ds +d”. (1.37)

Assumons que chaque terme de la somme Z dans (1.35) est défini sur la branche
€= e] 7.7 17 N
de Qo,, correspondant a e = e;, et s’annule dans 7. Les solutions pour les problémes des

5 NE
correcteurs couche limite tendent exponentiellement vers zéro a infini et ¢;”, &7, d}’ et

d;’ sont choisies des conditions d’existence de telles solutions (voir [20]). Définissons en
0j

. N .. , . . BL N . .
premier ¢, de la condition de décroissance exponentielle de wu, a 1’ infini:

/Q ) éyrdivg (x(€9)E5 N, (65).0)7) dé = /B j (F74,) dgsoro,

1.e.

Mg = [ (M79) g (13%)

/Bj 61
ou l'indice supérieur 1 correspond a la premiere composante du vecteur. Ensuite nous

e, Jes 4 .

trouvons ¢;”, et d;” comme définis dans (I.37). Puis nous déterminons les constantes d’
1

BLOg »

I+1

de la condition de décroissance exponentielle de p, a l'infini. Pour cela,nous considérons

en premier le probleme (1.35) sans le dernier terme de I’équation (1.35),, i

(
—vpAgti P + Vepp P =

= 0o(©do+ Y. {etw (B (€N T (Ni(€5).0)"

e=ej;j=1,...,n

—Ve (x;(€9)ED) Y
(1.39)

divea™® == " diveet (€T (M(E)0)), € €

e=ej;j=1,...,n

BLOg _
\ U,l ‘8(200 — 0.

Les constantes ¢;” sont juste définies par (I.37)et (1.38) et satisfont la condition
/ divee; (€T (Ma(€5).0)" ) des =0
Q0¢ = egy{] 1,...,n}

1.e.
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une structure tubulaire mince en dimension deux

D

e=ej;j=1,...,n

En effet, le choix des constantes c’

¢’ N1(&)dés = 0. (1.40)

Bj

—¢ et ¢ de (1.38) et la condition (I1.29) donnent

la relation (1.40).

BLOg —BLOy
)

D LOO} d’un tel probleme tel que %, se stabilise

—BLOg

Il existe une unique solution {x,
en zéro a l'infini dans chaque branche de ) et p, se stabilise sur chaque branche de
associée a e;, vers une constante p, BLOw] (es constantes sont définies de maniére unique
a une constante additive commune pres, laquelle est fixé de sorte que pB LOoel — () Alors

nous définissons )

e _BLOgooj
Ay = =D ,
BLOy __ —~BLOy
S A A (1.41)
BLOy _ =BLOo
Dy =D + E , l+1XJ(51 )
\ e:ej;j:]-w'w
as BLOy _ =BLOy _ _BLOyooj .
Sur chaque branche de ), associée a e, i.e. p, =D Zezej;jzl,...,npl Xj-

Il est clair que, la paire {uBLOO ,p? LOO} satisfait (1.35). Les fonctions quOj et prOj j =

0,1,...,n ne sont pas définies au voisinage de O. C’est pourquoi nous changeons les ex-
pressions de u® et p® loin de noeuds O;, 7 =0,1,... n.

Soit n;(x}’) une fonction continue définie sur chaque segment e;, elle vaut 1 si |27’ — ‘6—2”
‘e” et s’annule si |z}’ — % S8 Soit n(x) = n;(2}’) pour chaque rectangle B5 et 1 = 1

sur chaque 7. Fixons n9)(x) = n(x) sur 7; et la moitié de rectangle ayant des points

communs avec 75 et zéro sur la partie restante de Bs. Alors nous définissons u” et p*

comime
_ Z€l+2 Z e( + Z uBLO (_z) n(i) (l’) ’ <I42)
= e=ej;;j=1,...,n
poe X T et s o (S22 0
1=0 €= ejvj 1,...m (143)

o qu, )X (2 = 0) (1 - x.(2)) 0,(x).

e=ej;;j=1,...,n [=0

+Zq zy’

Notons que le dernier terme dans (1.43) correspond au correcteur couche limite prOj

pour [ = —1.
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1.3. Flux dans une structure tubulaire 25

1.3.2 Estimation d’erreur

Dans cette section nous estimons 'erreur entre la solution exacte et la solution asymp-
totique. En substituant le développement asymptotique (1.32) et (1.33) dans (I1.28), nous

obtenons les relations suivantes

e

—2div(v(x)Du”) + Vp* = f(x)
- 2 {8’”1F (F£) xela) = 5 (Vens(61) i
+ Vv

€= ejij 1,...n

1.44

§X3<§1 ) k+1)} ) dans 57, ( )
diva® = dans B¢,
=g sur 08¢,

\

ou F fy est le résidus décrit dans (I.15) (sans la condition de périodicité en x7’ ). ¢ donnée

par
(0 dans BF N {z} < B},
Voni (257) uBLO0) (x _600> dans B¢ N {B <z < 3‘?'} ,
Plzt)=<¢ 0 dans B¢ N {3‘5” <l < 5'?'} , (1.45)
—Vni(a7) ulPEO (x ;OZ> dans BN {5‘ei| <z < |€z’|}7
\ 0 dans 77,0 =1,....n,

11 (r2((seyy2 = O (exp( . )) Nl sy = O (exp(%c)) avec une constante positive ¢

t / 1ds = 0, car / (un)ds :/ (g,n)ds = 0. Les fonctions ¥ et 1) apparaissent
e oBe OB
de la troncature des correcteurs couches limites par la fonction n: elle est différente de

1 dans les parties du domaine B¢ ou u”*? (2= O BLO: (2=0i) ot leurs dérivées sont
P 1 pl €

exponentiellement petit.

Nous allons prouver I’estimation

|lu — ﬁaHHl(Bs) =0 (8k+1/2) .

Nous ne pouvons pas appliquer directement les estimations a priori car la divergence
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de u® n’est pas nulle.Construisons une fonction U“ satisfaisant les propriétés suivantes :

U e (Hy(B))",
div, U = 1 dans  B°, (1.46)

N

U*=0 dans Bgﬂ{x§<d05}U7§,j:1,...,n
Proposition 1.3.1. Le probléeme (1.46) admet au moins une solution, tel que:

1T 1 5y = O(—c/e)

Démonstration. Grace a (1.46)3 nous pouvons considérer le probleme séparément sur
chaque rectangle B;.Notons U* la restriction de U sur B , il est clair que Ue (25 25) =0
pour tout = € B5 tel que {z7’ < doe}. Pour tout z € B; tel que {z}’ > dye} nous intro-
e: e LE?—CZQS l’;j ej ej
duisons la nouvelle variable (y,",y,’) = H—CZ,— , clairement (y;”,y,") € (0,1) x
ej| —doe €
(—1/2,1/2). Nous définissons une nouvelle fonction pu& : (0,1) x (=1/2,1/2) — R?, par
&y’ gy’ ) = mU1J((|ej’ — dog)y,” + d05a5y2])>gU2j((|ej’ — dog)y,” + dog Eyy’)
jl — do
Ce qui nous donne le probleme suivant pour pc’:

divyus = ¥((le;] — doe)y;” + doe,eyy’) dans (0,1) x (—1/2,1/2),

(1.47)
d = sur 9((0,1) x (=1/2,1/2)),
En appliquant le résultat de [10], Chap. III, p. 127 nous obtenons:

Nous éxprimons ensuite le norme de Uei par rapport a la norme de &7 et nous obtenons

alors ”UG H(Hl Beﬂ{x <d0€})) S 51/2”/’65 ”(Hl (Ol)X( 1 1)))2 le HU ||

O(—c/e). 1l sensuit que ||T° | (#1 (Bey)2 = O(—c/e). O

(HY(BsN{z} <dos}))
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Soit U* = @ — U Alors (U ,p*) satisfait le probleme suivant :

—2div(v(z)DU®) 4+ Vi* = f(z) + 2div(v(z)DU®) + U
= 0 e (B) o) - T €002~ T €07 | s B

e=ej;j=1,...,n

diva® =0 dans B¢,
L w' =g sur 08¢,
(1.49)

Théoreme 1.3.1. Soit (u®p®) la solution asymptotique donnée par (1.42) , (1.43) et

(ue,p:) la solution du probléeme (1.28),les estimations suivantes sont vraies

{ @ = el ey = O (€77 (1.50)

||Vﬁa — VpEHHl(BE) = O <€k+1/2) .
En appliquant Iestimation a priori pour (1.49) nous obtenons
HUa — UEHHl(BE) = O (8k+1/2)

et alors,

[ — ue| sy = O (£F71/2)

L’estimation pour la pression est obtenue des estimations a priori. Ces estimations justi-

fient la construction de ce développement asymptotique.

Remarque 1.3.1. Le méme résultat peut étre facilement généralisé au cas ot la longueur
de B; est différente de 1.

Remarque 1.3.2. La formule (1.38) montre que seulement cg’ est différente de zéro. La
meéme analyse peut étre faite dans le cas dans une structure a bifurcations multiples, c’est
la réunion d’un nombre fini de domaine du type BF type (voir [26], section 4.5.2), et
dans ce cas les constantes c;” doivent étre déterminés a partir d’un systéme algébrique

d’équations lineaires (voir (4.5.43),(4.5.44) dans [26]).

1.4 Perturbations Aléatoires de la viscosité

Considérons a présent le cas ou la fonction (I.31) v est aléatoire, i.e. assumons que

vl v € C2([0,]e;]]) et que (v, ... wen) = (UL, ... W) avec une probabilité (pia, - - - ,Pa)

(vo + v] > k). Alors pour chaque réalisation (v}

e

V2 ) nous pouvons calculer le flux
comme décrit dans les sections 1.1-1.3. Considérons I'approximation (I.14) pour un seg-

ment e;. En calculant les valeurs de ¢i’ de (1.38) nous obtenons pour gq le probléme suivant
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(the Darcy law problem):

( 0 1 (9q0 .
. . - — =0 ; =1,...
i Gy (3 1)) =0 2o s=tm

(L51)
~ Oa

€
i=1 Oz,

(0) =0,

. 40 € C(BE)

Alors le terme principal de uy’ dans (1.14) est déterministe et est égal & 2eci’ Ny (3 /¢).

LO

Mentionnons que les fonctions couche limite u?*© sont indépendantes de v; et alors elles

sont déterministe.

Contrairement a gy qui est aléatoire et

! !
g = f@)dt + ¢y / v(t)dt z €e;
0 0

Cela signifie que Eqq satisfait ZE%‘? — f=FEv(z7)cy 1w € ej, ie. Eq est une solution du
1

probleme (I.51) ol v est remplacée par Ev:

( 0 1 8Eq0 .
— — — — =0, € ey, =1,...,
Oxy’ (EV(%J) (8351] f)) A "

1 aE(JO e, .
NN T

Ao (1.52)
- OEqo

- (0) =0,
— Ox,

L Eqy € C(BE)

Ensuite, en appliquant I’équation pour ¢, et la relation C5’ = 0, nous obtenons:
g = 120(27 ) D™ D7 (N1 (€2) — (N1)2)lea=1/2 + d -

Finalement, le terme principal de la premiére composante (locale) de la vitesse dans chaque

canal est déterministe, alors que la pression est aléatoire, de méme pour les correcteurs
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dans la formule (I.14) pour la vitesse d’ordre e* pour le premier et d’ordre £° pour la

seconde composante (localement) de la vitesse.
9q0.
oz
(I.14) via les dérivées de v:

€5 €5 .
En remplacant — f par ¢j/v(zy’) pour = € e;, nous pouvons exprimer les termes de

€5 €5 €5 €5 xej
uy (z),2y') = 62Cele (f)
. 1 5
teted (—e,y D2 <N1 (x—g) - <N1>)
v(ry’) €
120 x5 5
+— D7D (N1(&2) = (N1)2)[g,—1 V1 - +O(e”)
" / ej
ej(. e e 5 € v 12 Lo
uy (zy,25') = —2e%¢, {<—e]> D™D (Nl (—> - <N1>)
v (z7) £

(1.53)

—12 (%)ID—1D—2(N1(&) — (N1)2)|e,m 1 N (—) } + O(e%)

. o [T =’ 5
poi(ay ay) =cy / v(0)do + / f;d0 +dy
0 0

€5

1+ ds

+e2120D ' D2 (Ny (&) — (N1)2)le

1
2

RS (N1 (%) - <N1>2) +O()

Ces formules nous permettent d’étudier les propriétés aléatoires de la vitesse par rapport

a la variation aléatoire de viscosité.
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I.5 Calculs Numériques

1. Considérons le flux de Stokes dans un domaine rectangulaire (0,1) x (0,e) avec
e=0.1:

—2div(v(x1)Du) + Vp =0 dans (0,1) x (0,¢)
divu =0 dans (0,1) x (0,¢)

u(0,x9) = 52% <1 - E) sur (0,¢)

3 (I.54)

To )
L) = 222 (1 - —) 0,
u(l,xg) =€ . . sur (0,e)

| w(z1,0) = ufz1.€) sur (0,1)

Ici v(z1) = 21 + 1. De (1.10) nous avons pour j =0:

( 0 1 8q0 —0
Oy \v(zy) 0z, )

1 qu To )

2

e U (I

v(zy) Oxy € ( 5 >

Up1 = €

Up,2 = 0

\pO:O

avec la condition (1.20) nous avons :
1
/ §2(1 = &2) — 101 (0,62)dEy = 0
0

d’ott en imposant la condition p(1,x2) = 0 nous obtenons:

QQ(JZ'l) = —$1<£L'1 —+ 2) + 3

X2 X2
U071 = 82— <1 — —)
g g

Up,2 = 0

po =10

\

En résolvant numériquement le probleme (1.54) (avec Comsol) nous obtenons les

résultats suivants:
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Surface: Velocity magnitude (m/s)

0.2

4 2.554x107%
x107%
25

vo

Fic. 1.8 — Premiére composante de la vi-

tesse

et pour la pression :

Surface: Pressure (Pa)

0.2

Fi1c. I.10 — La pression

4204

05

v -0.016

Pour la premiere composante de la vitesse nous avons :

3 K169

Fic. 1.9 — Le profile de la premiére compo-
sante de la vitesse en x1 = 0.5

K109

Fi1G. 1.11 — Le profile de la pression en xo =
0.05

L’erreur entre les résultats numériques et les termes principaux de la solution asymp-

totique sont comme ce qui suit :
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o emeurk (s)

Fi1c. 1.12 — Erreur pour la pression FI1G. 1.13 — Erreur pour la vitesse

Nous remarquons que l'erreur est de 'ordre de ¢ et £® pour la pression et la vitesse

respectivement.

2. Considérons maintenant le probleme de Stokes (I.54) dans un domaine type T B° =
(—1,0] x (0,e) U (0,e) x (—0.45,0.55)

( )

u(l,zo) = g <?) =222 (1 — —) sur (0,¢)

3

u(zy, — 0.45) = ¢o (ﬂ> _—— (1 - ﬂ) sur (0,¢)
€

u(zy, — 0.45) = g3 <ﬂ> = 9211 <1 — ﬂ) sur (0,¢)
€

\

comme conditions entrée/sortie, ¢ = 0.1, u = 0 partout sur les bords latéraux et
v(zy,xo) =14 (21 + D (1) + (22 + V) pa(xe) + (22 + 1)us(xe). p; sont définies de
sorte que v soit égale & x7 + 1 dans chaque rectangle et constante aux voisinages

des noeuds. Les fonctions puq,p0 et pg sont de la forme suivante :

Fic. 1.14 - M1 Fic. 1.15 - o Fic. 1.16 — M3

Roula FARES — Université JEAN MONNET de Saint-Etienne



1.5. Calculs Numériques 33

nous obtenons alors

Fic. 1.17 — Le domaine B¢ Fia. .18 — La magnitude de la vitesse

Nous faisons deux découpes, la premiere dans B35 = (0,e) x (0,0.55) et la deuxieme

dans B5 = (0,e) x (—0.45,0), et les résultats sont les suivants :

—
e

n -
—
p——

e

Fi1c. 1.19 — Le profile de la premiéere com- 7 ‘
posante de la vitesse dans BS pour x5 = 0.3 Fic. 1.20 — L’erreur pour la vitesse dans B3
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erreur(x)

Fi1G. 1.21 — Le profile de la premiére compo-
sante de la vitesse dans BS pour x5 = —0.2 FiG. 1.22 — L’erreur pour la vitesse dans B

Nous voyons que lerreur est de I'ordre de ® comme dans le cas d’un rectangle. Ceci

confirme la prédiction théorique dans la section3.
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CHAPITRE I |

Etude variationnelle et asymptotique d'un
écoulement de fluide visqueux dans un canal a

parois mixtes (rigide-élastique)

II.1 Introduction

Nous considérons le flux de Stokes non stationnaire dans une structure tubulaire fine. En
dimension deux, une structure tubulaire est 'union de rectangles fins, ayant une dimension
beaucoup plus grande que 'autre. La différence entre ce chapitre et les anciens résultats
présentés dans [26],[28], [31] ainsi que le chapitrel est que maintenant les frontieres du

domaine contiennent des parties rigides et d’autres elastiques.

Nous supposons que le fluide est a viscosité variable. Le domaine est constitué de deux
rectangles fins avec des frontieres latérales élastiques qui sont connectés par un domaine
avec des frontieres rigides représentant un stent. L’interaction entre le fluide visqueux et les
frontieres élastiques produit des déplacements normaux. Le comportement des frontieres

élastiques est décrit par I’'équation de Sophie Germain.

Le plan de ce chapitre est le suivant: dans la section 2 nous donnons une descrip-
tion du domaine et du systeme couplé qui modélise notre probleme. La section sui-
vante présente la formulation variationnelle du probleme. Nous pouvons trouver dans
la littérature de nombreux papiers concernant I’étude variationnelle de problemes d’inter-
action fluide-structure. Les résultats concernant I’existence de solutions faibles ou fortes
quand le domaine est soit fixé soit dépendant du temps peuvent étre trouvés dans [§],
9], [12], [32], etc. Nous établissons dans cette section des résultats tels que: existence,
unicité, régularité et des estimations a priori .Dans la section 4 nous construisons une
solution asymptotique. Comme dans [27], [28], [29], [30], [31], le probleme dépend de deux

parametres. Le premier petit parametre €, est défini comme le ratio des dimensions des
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rectangles fins, et le deuxieme, 9, correspond a la mollesse de la parois. Pour différentes
valeurs des petits parametres € et §, un développement asymptotique de la solution est
construit, le parametre ¢ est écrit sous la forme suivante o = €¥avec v € N,y > 3. Le
développement asymptotique est différent dans les cas: v > 3 et v = 3. La solution asymp-
totique contient trois types différents de termes: la partie réguliere, définie comme dans
[27], les correcteurs couche limite correspondants aux conditions aux bords et les correc-
teurs correspondants a la connexion entre les deux rectangles. Les deux premiers types
de termes ont été déja introduits dans [27] et [28]. Le troisieme type est caractéristique
de la partie de connexion. La solution asymptotique contient aussi des fonctions de tron-
cature introduite pour réstreindre 'influence des correcteurs couches limites a la région a
laquelle ils correspondent comme dans le chapitre précédent. Nous présentons et résolvons
les problemes de toutes les composantes de la solution asymptotique. Pour les deux cas
v > 3 et v = 3 nous décrivons l'ordre de résolution des problemes et donnons le terme
principal du développement. Par les biais des estimations a priori nous justifions notre
construction asymptotique, en obtenant une petite erreur entre la solution exacte et la

solution asymptotique.

I1.2 Le probleme physique

Nous considérons un fluide incompressible, visqueux, avec une viscosité variable, dans
un domaine mince. Le domaine est une structure tubulaire mince, composée de deux
rectangles minces avec des bords latéraux élastiques, connectés par une région avec des
bords rigides. Nous introduison encore une fois un petit parametre ¢, ¢ = é, q € N en
relation avec le rapport de la longueur a la largeur des rectangles de dimension deux. Les

rectangles fins sont donnés par:

D! ={(z1,22) €R? :0<z; <1, —e<mp <e},
D?={(z1,20) ER? : —e <11 <e,0< 1y <1}

et la zone de connexion est

DT = {(z1,20) ER? : —e <1y <26, — & < xy < 26}
\({(z1,22) €ER? : —e <27 <0,— & <xp <027+ 2% >e?}

U{(z1,22) ER? e <y <26 <y <2, (v1 — 26)* + (x2 — 26)2 < 2}).

Le domaine B° C R? est donné par (D! N {x; > 2¢}) U (D? N {zy > 2¢}) U D’ ,comme
dans la Figure I1.1.
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X2

2¢ P
Qma re
;

Fey

%)

R
o,

e

Fic. II.1 — Domaine B¢

La différence entre ce travail et les travaux précédents ([28], [31]) est que le domaine 3¢

contient des zones rigides et d’autres élastiques. Soient AS B et A% B° les zones rigides

des bords de B° définis comme ce qui suit:

@: {(x1,9) €ER? e <y <266 <xp <2, (11 —26)% + (10 — 26)? = %},

A B = {(z1,20) ER? 1 —e <21 <0, — € < a9 <0, 2] + 23 = &%}
U{(x1,m2) ER? 12y = —£,0 < xg <2} U{(21,72) ER? : 0 <2y < 26,19 = —¢};

les parties élastiques de 0B° sont données par :
e ={(Fe,22) 1 2e <z < 1)} U{(z1,£e): 2e <1 < 1)}

Soient Ff = {(1l,x9) : —& < xg < &)} et F§ = {(z1,1) : —& < 21 < &)} les régions du
flux entrant et flux sortant du domaine B°. Nous notons F§ = I'{U A/i_B\i,on peut écrire
oB° = F{ UF:UF};UF;.

Nous étudions 1’écoulement non stationnaire d’un fluide visqueux dans le domaine B¢
décrit auparavant, quand le fluide interagit avec les bords élastiques 'S, . L'interaction entre
le fluide et la partie élastique du bord produit une déplacement normal dy = dy(z1,2,t).
Nous négligeons les déplacements tangentiels et on considere que les bords élastiques sont
fixés. On étudie le probleme pour ¢ € (0,7), avec T' une constante arbitraire positive et on
assume que les bords ne sont pas tres élastiques de sorte que les déplacement des bords

est suffisamment petit. Par conséquent, a chaque instant ¢, on approche la position de la
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membrane élastique par sa position d’origine et, alors, les équations décrivant le flux sont
considérées dans leur configuration initiale. On suppose que le déplacement dy : F§ — R

est de la forme suivante:

di(zit)  sur DINTe,
di(w1,09,t) = § du(wet) sur D2NTY,
0 sur  FE\I'q.

Le probleme décrit ci-dessus, avec des conditions aux bords non homogenes pour la

vitesse, est modélisé par le probleme couplé suivant :

(
pfg—ltl —2div,(v(z)D,u) + V,p =f dans B° x (0,7,
div,u =10 dans B¢ x (0,7,
9%d,  MWEd.  0ds .
=gy Ep . tNIe T
aE T Iz ot T Maaior 95 EPogery S (P 1R < (0D),
dy =0 sur @r x(0,T),
d_ = sur A° B¢ x(0,T),
u =1, sur (0B°\(I'. UT2)) x (0,7),
ddy
di(L + Eat) = 8_a:1<1’ + 57t> =0 dans (OaT)> (111)
ad
dy(2e, tet) = 8—;(25, +et)=0 dans (0,T),
1
di(te,1)t) = %(is,l,t) =0 dans (0,7),
8152
d
dy(de2et) = gTi(:I:a,Qs,t) =0 dans (0,7),
2
d
u-n:j:(?a—ti,u-T:O sur I'. x (0,7),
u(z,0) =0 dans 57,
d
dy(z,0) = a—i(q:,O) =0 sur ',
\ ot

avec n le vecteur normal extérieur sur le bord de B® et T le vecteur tangent a 0B°. Les
données du systeme précédent sont: quelques constantes liées au fluide et des fonctions

connues.

P .1, L sont des constantes positives données en relation avec les matériaux représentant

la densité du fluide, la densité des membranes élastiques, le coefficient de viscosité et le
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module de Young!, respectivement, et la constante positive h est 1'épaisseur des mem-

branes élastiques.

Les fonctions données sont: v, la viscosité variable du fluide satisfaisant v € C1(B°), v(x) >
a > 0Ve € B, fla force extérieure appliquée au fluide, g4, les forces extérieures ap-

pliquées aux parties élastiques,avec g4 : F§ — R,

ge(z1,t)  sur DINTe,
g+ (T1,2,t) = ¢ gi(wot) sur D2NTE, (I1.2)
0 sur  FE\I'%

et un petit flux entrant-sortant 1. défini de la maniere suivante:

'l,bs(l‘l,l‘g,t) == €2¢(§1,€2,t), VYV € Ba, (113)

avec (£1,€2) = (&,%2). La fonction %) est la trace de la fonction notée aussi v satisfaisant

e’e

les propriétés suivantes:

(

P (&,6.t) = v(&t)er, V (§1.62) € (2,00) x (=1,1),
P (&,6.t) = V(& t)es, V (§1.62) € (—1,1) x (2,00),
divetyp = 0, dans D",

PYp=0 sur F,UF_,

$(£1,62,0) =0,

1 1
/ Eat)dés + / BEnt)dés = 0,
\ —1 —1

(I1.4)

ou D" = %D;,Fi = F%. Les inconnues du systeme (II.1) sont:la vitesse du fluide, u, la
pression du fluide p,et les déplacements normaux des membranes élastiques d-..

Le flux du fluide est décrit par les équations de Stokes non-stationnaires. Pour les déplacements
on considere 1’équation de Sophie-Germain. Le terme de type ”visqueux”, u%, est
ajouté a l'usuelle équation d’ordre quatre pour les déplacements normaux (le moaéle de
Kelvin-Voigt). Habituellement, E, le module de Young, est une grande valeur (E est de
l'ordre de 10* — 10°Pa) et cette valeur devient encore plus importante si la membrane
¢lastique est plus rigide. De plus, on assume que l'unité d’espace est en cm et celle de
temps est en secondes. On utilisera le systeme international d'unité, ce qui nécessite la

multiplication de chaque dérivée par rapport  x; par le facteur 102, i.e. la dérivée d’ordre

E®

L ott E® est le module de Young

1. Le module de Young en dimension deux E est défini par
tridimensionnel et U est le coefficient de Poisson
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quatre va contenir un facteur 108. Si h est de 'ordre de 107*m ou 10~2m, alors le coeffi-
cient ph peut étre considéré comme un facteur d’ordrel. Le coefficient ’f—QE dans I’équation
(IL.1), sera remplacé par un grand coefficient 6~* avec § de l'ordre de 1077 a 107%. Si le
rapport de la largeur & la longueur des vaisseaux ¢ est de I'ordre de 1072, alors d est de
lordre de €2 & ¢*. On suppose que que le terme ”visqueux” est plus petit que le terme
avec le coefficient §~1 et alors le nouveau coefficient aussi noté p,obtenu aprés scalling par
rapport a x;, est O(1).

Plus de détails concernant (II.1) peuvent étre trouvés, dans [27].

Avec les propriétés de 1., pour le systeme couplé décrivant le probleme physique est :

0 = ése u(lx,t) -nds 1 .
-4 < / (do(z1t) — d_(21,8)) day + / (do (o) — d_(22,8)) dxg) |

2e 2e
En utilisant ensuite, les conditions initiales pour le déplacement, la condition de compa-
tibilité devient :

1

/2 (dy(21t) — d_(21,8)) day + / (do(2at) — d_(228)) des = 0. (IL6)

€ 2e

Cette condition montre la conservation de la masse.

I1I.3 Formulation variationnelle.
Existence, unicité, régularité et estimations a

priori

Dans le but d’obtenir les propriétés ci-dessus pour la solution du probleme physique, nous
introduisons I’étude variationnelle. Pour simplifier les calculs, nous condérons tout d’abord
(I1.1) avec des conditions homogenes aux bords sur Ff et F5, i.e. le probleme pour 4. = 0.
Alors, les mémes propriétés pour la solution de (II.1) sont obtenues avec les techniques
usuelles pour les problemes non homogenes. Prenant en compte les conditions aux bords
pour le champ de vitesse et les déplacements et la condition (I1.6) nous introduisons les

espaces suivants :
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Ve={ve (H'(B)) :divv=0sur B, v=0 dans 9B°\(I'5 UT?),
v-T=0on 'L},
= {(B+.8-) € H'(F5) x H'(F?) : (B+,8-) € Hy(I) x Hg(T=), (IL7)
(B+,6-) = (0,0) sur Zir_B\i x A BF

1

[ @0 = e + [ () - 8 (@2)ns = 0},

En choisissant pour les données £ € L2(0,T; (L2(5°))%) et g = (g91,9-) € L*(0,T; F5) x

L?(0,T; F*) nous considérons le probleme variationnel suivant :

[ Trouver(u,d) € L*(0,T:V®) x H'(0,T; W*),
avec (u,d) € L(0,T; (V¢)) x L*(0,T; (WE)') qui satisfait p.p. t € (0,T) :

od
pfdt/gu god$+2/€1/Du Dcpdx+2{ph/ i Bdx;

2

RE [19*d 0%8 1 934 a2g
: da; —d } f-pd

T ), 02 a2 T, 2ot 92 / edr (IL8)

2 1
+Z/ g - Bdz; Vo e Ve, VB € W avec ¢ -n =+ sur 'L,

=1

od

ll'Il::l:a—ti sur I,

u(0) = 0, d(0) = d(0) = 0.

\

Ici et dans ce qui suit d = (dy,d_) et 3 = (84,6-).

Pour le probleme non homogene, nous avons la méme formulation variationnelle (I1.8)
0

avec u replacée par u — ¢, et f replacée par f — pf% + 2div(vD,).

Théoréeme I1.3.1. Le probléme variationnel (11.8) admet une unique solution (u,d) avec
(a,d) € L? <0,T; (LQ(BE))2> K L2(0.T; L*(F2) x L2(F?)).

Démonstration. Commengons la preuve par 1'unicité de la solution de (II.8). Considérons
(u1,d;) et (ug,ds) deux solutions de (II.8) et définissons (u,d) = (u; — us,d; — ds). En
soustrayant les deux relations (II.8); et prenant comme fonction test (¢,8) = (u,d) nous

obtenons :

- Pfd 2
0= th/s dx—i-Q/IZDu Dudz

ph d ad\” WE d 92d /1 od \°
+lz<2dt/25<8t it Sra)\ oz d‘“ﬂ‘ . \ 9220t dr;).
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En intégrant de 0 a t cette égalité en prenant en compte les conditions initiales, nous
obtenons: u = 0 p.p. dans (0,7) et d = 0 p.p. dans (0,7"). Alors le probléeme (I1.8) admet
une unique solution.

Pour prouver cette existence et la régularité des fonctions u and d, nous devons utiliser
la méthode de Galerkin.
Nous commencons par la construction d'une base pour I'espace W*. Soit {(;};en une base

de HZ(2e,1) choisie en considérant les vecteurs propres du probléme suivant :

(9 —ayg;  dans (22,1),

ol ¢\ est la quatrieme dérivée de ¢; et a; > 0, ¥j € N. Nous définissons N sous
G q j >0,V i tie

la forme suivante: 3; = (f,,8-,) ou

(i(z1) pour (z1,x2) € (2¢,1) x {£e},
By, (1.22) = 9 0 pour (x1,25) € A/‘j[—B\i ,
Ci(x2) for (z1,m2) € {£e} x (2¢,1).

C’est facile de vérifier que {3,};en est une base de W¢. Nous choisissons les vecteurs de

la base {(;};en tel que
B; - Brdx = i (IL.9)
Be

Comme conséquence des relations précédentes nous obtenons:
B! - By = ardiy. (I1.10)
BS

Nous considérons & présent {1, }ien une base de espace VE = {u € (H}(B7))” : diva =

0 dans B¢}, construite avec les vecteurs propres du probleme de Stokes suivant :

—2div(vDap;) + Vg = \p; dans B,
divep, =0 dans B°,
P, =0 sur 0B°,

avec \; > 0 Vi € N. Les fonctions 9,,7 € N sont uniquement déterminées a partir de la

condition

Y, - Pdr =y, (I1.11)
Be
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ce qui implique

2 / v, : Dapdr = A (11.12)

Ensuite, pour tout 3, nous considérons le probleme suivant :

Trouver (p;,p;) € VE x L*(B%)  tel que
—2div(vD(p;)) + Vp; =0 dans (H'(B%))?,
p; n==x0s, @, -7=0 on I'L.
Suivant les résultats classiques de [33] pour le probleme non homogene de Stokes, nous

obtenons une unique ¢; et une fonction p; unique a une constante additive pres.

De plus, pour tout j,k € N
/ VD, : Dipdx = 0. (I1.13)

Avec les fonctions {3;}jen, {9, }ien, {9, } jen, nous sommes maintenant en position de

définir, pour tout n,m € N, une solution approchée (ul*,d,,) de (I.8) comme ce qui suit :

m

um(xt)zz —l—Zb
Zb

avec a;,b; 1 [0,7] — R,i = 1,...,m,j = 1,...,n des fonctions scalaires inconnues. Ces
fonctions sont déterminées de fagon a ce que (ul',d,) soit la solution du probleme

(IL.14)

( our

Of . v @bdx—l—Q/EuDu;”:D'z/)idx—/f~'¢idx,

£

pour @ G {1,...,m},
oum 0%d,,
pf/BE pral p;dr + 2/ vDu,! : Dp;dr + Z (ph/ e - B;dz;

2¢e

WE [P o’d, 0°B; P, B
d | .15
D) /2 o2 B TH /2 0270t Oa? ‘”’) (IL.15)
2

1
:/f-gojdx+2/g-,8jdxl, pour j € {1,...,n},
Be =1 2e

+
u, -n=d=+ 8: sur 1'%,

| u(0) = 0,d,,(0) = d,(0) = 0.
Nous introduisons les notations:

szZ/ P - Pde, qkj:/ Py - p;dr, m=2/ VD, : Dy d.
BE BE £
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Prenant en compte les notations précédentes et les relations (I1.9), (I1.10), (II.11), (II.12),

(I1.13) nous obtenons de (II.15) nous obtenons le systeme de n 4+ m équations linéaires
différentielles pour les fonctions inconnues a;,b;, ¢ = 1

s
pfdl< -+ by (ll + szkbk / . ’ledLE,
- h3E
Pf Zpkjak +pf2qkjbk +2Tk]bk +phb( ) —Oéjbj<t>
k=1

12 (I1.16)
+hob(t) = /f¢ﬂH§;/gﬂmu
\amnz@mﬁJﬁm 0, i=1,..,mj=1,...n

m,j = 1,...n

Le systeme d’ordre deux précédent peut étre écrit comme le systeme différentiel d’ordre
un suivant : Trouver

ay(t) bi(1) bi(t)
o(t) = : Yiy=1 +: |, Z(t) =
Solution de
Y =2
)\1 0 Py 0 b1 Prna1 fBE fwl
o X+ X+ Lz = :
et
Pir - Pim ap -+ 0 S11 Snil
L X+ s [ Y4ph 4L |2
| Pnm " Pnm 0 - ay | Sin Snn
(03] 0
by et L Jor fbr + L fo 8- Bjda
s o e T T 2= :
O e Qp, 9 1
tln tnn st f'wM+Zl=1 f25g.’8jdxl

Les conditions initiales deviennent :

L’existence de la solution de ce systeme est obtenue d’apres les résultats classique pour
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les équations différentielles ordinaires.

Dans cette section nous obtenons quelques estimations a pI‘lOI‘l qui donnent la régularité

de la solution de (II.8). En calculant Z a;(t) - (IL.15), + Z bi(t) - (I1.15), et en utilisant

=1
(I1.14) nous obtenons :

pr d " ph d od,,

2fdt/( n>2d“/5 Z(?E/ (G) @

Ed [t /0%d,\2

+or ), (g) dwtn ( 28t) (1L17)

2 1 d
= [ f.-uldz+ /g-—"dm

Nous avons que

P 2 1 2
/ foutde < ZLilu?, +_Hf(t)
Be 2 L2(Be))2 2,0f L2(B#))2
) (I1.18)
! od,, /)h ad:i:n
D’ou
(d [ || ) ( Hadin Hadin : >
f\ 5, n - n -
AE ey 7 Hliasey: gy 11O Nliaey)
WE d ||0%ds, || Pd,
+ _‘ - + 20 Dum +2 ‘ = (11.19)
12 dt 35 L2(F5) (LQ(Bs 88 at LQ(FEi)
f(t) + — H
H Ba 2 ph (Fs XFE)
Ainsi
d| _, 2 ddn || RE |02y, ||
— e | pr|juy +th —
2 2
3dy,
+2ae” || Du?, +2ue~ " Ti Hf H
(LQ(BE))4) 88 8t LQ(Fi BE 2 ph LQ(FEXFE)
(11.20)
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En intégrant de 0 a ¢, en utilisant les conditions initiales nous obtenons:

2

adin ?
ot

0%d., ||
0s2

m

un

t
+2a/
0 L2(T'g)

1 [ ?
<e' _/ dr
PrJo L2(F5 xF*)

Nous déduisons de I'inéquation ci-dessus les étimations suivante :

hWE
L2(Tg) 12

P

+ ph”
L2(BE))2

L*(T5)
2

t
dr + Q/A/
(L2(B))*) 0

2 t

1
dr + —
e P

B3dyn |I?

D n
Um 95201

dr (I1.21)

f(t) g

4
u,, <C(f,g),
Lo (0.T4(L2(B))2)
Du’, <C(fg),
L2(0,T3(12(B4))1)
ad:l:n
T < C(f.g), (11.22)
Loo(0,T5L2(I'5.))
2
O <C(fg),
9s* || Lo (0.1:2(r9.))
3.,
5 2; < C(f.g),
| 119570t [l L2re x0,1))

avec C(f,g) = C’(T,u,pf,p,E,h) (Hf“[g(O’T;(LQ(Bs))Q) + Hg||Lz((07T);L2(FiXFE))) et s la variable
sur I'Y. ou sur I'®.

Les deuxiemes estimations sont obtenues en calculant Zai(t) - (IL.15), + ij (t) -
i=1 =1

(IL.15),:

o 1d 2 /RE [192d, 9d
) de+=— | v(Dum)? n T n gy,
pf/gs( ot ) @ u +Z( 12 ), 022 oc2or "

i=1

L /0%d,\2 pd 9d
h =) dar + 5= ") da; 11.23
e / ( o2 ) SRS <8x28t) ‘ (1123)
L ouy) d .
[ SRy [ T
Nous écrivons L0, ', ————dx; comme — | 0d, 0°d, ——d -—/1 o 2d ,
S COTVORS | 9a? aazerz Tt O dt b 022 D201 o201 )
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puis nous utilisons 'inégalité suivante :

L o2, 9°d, 0*d, ||” »d,
922 0201 = 2| 0a 29220
0. 017 Jrjot 2c|| Ox; L2(2¢,1) 2||dx7ot L2(2e,1)
64 . . . L s
avec ¢ = R enfin nous suivons le méme raisonnement que précédemment c’est a
dire nous écrivons:
ou” ou’”
o st ol
e 8t 2 at (Bé‘ 2pf L2 Be))
(11.24)
b9, ph 0%d,,
g —s —"dx; < 7
e at 2 h (FEXFE) at L 1"5)
D’ou
o O%dy, ||? pd ||93dL, ||?
pf’ —u +,0h‘ —1———H +Oz—HDu
Ot " 2oy 08 Mgy 2dt]] 0520t || g (L2(59)%)
, ) 11.25)
1 2 (h3E 0?dy,
<5 o H (%)l
Py L2(B))2 Ph L2(Fexre) M 12 dt S ll2re)

En intégrant de 0 a ¢, en utilisant les conditions initiales et 1'éstimation (II.22), nous

obtenons: ) 1/2
oul, hsE)
— C(f,g),
3\ 1/2
Dut < (—) C(t.g),
(o \ 12 (IL.26)
ani (hSE) 1/2 .
n S A C(f7g)7
M || L2 (e x(0,1)) 12
P < ("EY o g)
T 7g .
L 0820t L>°(0,T;L2(1'5,) 12

De (I1.22); 5 et (I1.26); » nous obtenons que {u}},, nen est bornée dans L>(0,7;Ve) N
H'(0,T; (L*(B))?). Par conséquent, nous pouvons passer a la limite dans (I1.26) ce qui
donne le résultat d’existence du théoreme. Pour finir la preuve, notons que la régularité
précisé dans (I1.8) découle des estimations (11.22) et (I1.26).

]

Nous introduisons la pression qui apparait dans (II.1); 3 comme une conséquence du

théoreme 3.1:
Corollaire I1.3.1. I existe une unique fonction p € L*(0,T; H(B?)) telle que (u,p,d)
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satisfait (IL.1), 4 presque partout dans B x (0,T) et sur (DLNT%) x (0,T), respectivement.

Démonstration. Nous prenons, 8 = 0 dans (I1.8). Alors

(15 ~ 2 00)Ds) ~ fip) Vo € o € (HYE)? sdivo =0 dans 5)

En appliquant le lemme de De Rham, nous prouvons 'existene d'une distribution ¢ ,unique

a une distribution de ¢ pres, satisfaisant I’équation :

ou ,
Prgy ~ 2div,(v(z)D,u) — f = —Vq

En multipliant cette équation par une fonction test ¢ € V¢ avec p.n = +64 sur I'y en

utilisant (I1.8), nous obtenons

1

0d WE [1o’d 0B L gdd B
; {ﬂh . - Bdw; + 2 ), 97 o dx; + p ros a_xgdx’}

1 1
/gﬁdxii/ qﬂdxi)
2e 2e

pour tout B € We. Il s’ensuit que

od. WE d. — 9d.
Cgitq., =
ot T 12 a2 T Faazar 9 T doters

+h(t)

Le systeme (II.1) est satisfait par p = ¢ + h au sens des distributions.Comme la distri-
bution p ainsi construite a toutes ses premieres dérivées dans H(B°) alors p € L*(B°),

en outre, étant donnée que u € L2(0,T; H'(B%)) et p € L2*(0,T; L*(B)), comme [ €
L?0,T; (L*(1B%))?), alors en appliquant le résultat de [33], Chap. I, p.33 nous obtenons
ue L*0,T; H*(B%)) et p € L*(0,T; H(B°)). O

Le dernier résultat de cette premieére section présente les estimations pour (u,p,d),

I'unique solution de (II.1).

Corollaire 11.3.2. Soit (u,p,d)la solution du probleme (11.1) correspondant aux données

f.g. Alors les estimations suivantes sont vraies :

Roula FARES — Université JEAN MONNET de Saint-Etienne



I1.4. Etude Asymptotique 49

[all Lo o.ry2287)2) < C(F,8),

Du ( < C(f.g),
L2(0,T(L2(B%))4) (F.g)
3
ou < (h—E> C(f,g),
Ot || 207,z 5ey2) 12
od
aj < C(fg),
(0,T5L2(T%) (11.27)
82di
< C(f.g),
05 || 1o (0,T;L2(T'<.))
0%d, ( ) fo).
o L2((T%. x(0,T))
3 h3EN1/2
0520t || (0.15L2(T%) 12

W E
VP lz20/mi22(8e)y2) < (f) C(fg).

Remarque I1.3.1. Si nous considérons le probléme non homogéne (qui correspond a
1.) nous obtenons pour la solution correspondante les méme estimations (11.27) avec f

différente,mais qui dépend d’ € de la méme maniere.

1.4 Etude Asymptotique

Dans le but de trouver une solution approchée du probléme (II.1), nous considérons des

données plus régulieres que dans la Section3. Nous supposons que

' b & ((E 0 7)),
€ (C=(B° x (0,7)))%.9+ € C=(F{ x (0,T)),
v e C>®(B9),
| 3" <T tel que f(xt) = ge(zt) = (x,t) = 0 V(x,t) € B° x (0,t),

(11.28)

et f, g1+ et v sont choisis de la maniere suivante:

flzit)er  dans  (BFN{x; > 3}) x (0,1),
f(z1,22,t) = ¢ flazt)e;  dans (BN {xy > 1}) x (0,7), (11.29)
0 dans (BN {x < 5,20 < 3}) x (0,7),
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ge(zt)  sur (FEn{z >3}) x(0,7),
ge(@1,22,8) = ¢ gu(wa,t)  sur (FLN{xze > 3}) x (0,7), (I1.30)
0 sur (F£N{xy < 5,20 < 5}) % (0,7),
v(zy) dans BTN{: <y <2},
v(z1,m2) = v(z) dans BTN {i <z <2} (T1.31)
Y dans BN ({21 < 5,00 < 31 U{w1 > 2} U{an > 2},

avec 1y constante strictement positive.

II.4.1 Construction de la solution asymptotique

12

E et notons

Dans cette partie nous introduisons un deuxieme petit parametre § =
0 =¢e"avec vy € N, v > 3.

La solution asymptotique approchant le flux périodique dans un rectangle fin (see [27])
est modifié en utilisant deux types de correcteurs: le premier type correspondant aux
conditions aux bords en z; = 1 et x5 = 1 et le deuxieme représentant les fonctions
couches limites aux voisinages de (z1,72) = 0. Donc, la solution asymptotique contient la
partie réguliere (qui est de deux éléments vue la forme du domaine), deux fonctions couches
limites correspondant a x1 = 1 et a xo = 1,respectivement et les correcteurs en (z1,r5) = 0.
Comme les termes de la solution asymptotique devrait s’annuler dans différentes parties
du domaine, nous les multiplions par des fonctions de troncature définies de la maniere

suivante:x, 7 : R — R, x,n € C*(R),

0, |7] <2, 0, |7 <3,
X(1) = et n(r)= (11.32)

1, |7] >3, 1, || > %

Nous construisons la solution asymptotique de la maniere suivante

W @aat) = ul? (0. 20)x () +u? (Tt x (2) +
£ g g €

w1 (21— 1 a9 k2 [(T1 T2 — 1
) (M) e+l (T e

u” (22 n(1 = aa)n(1 — o).
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o T Xz T
pt(zk)(xlam%t) - pgk) <:L‘17_27t> X <_l> +p(k) ( x?at> X <_2> +
£ e € £

1 (1 — 1 @ (k2 (X1 v2—1
Pei ( . —t>n(931)+pbz (? . ,t>n(9ﬂz)+ (11.33)

ko (L1 T2
o (22 (1 = wn(1 - )

N " .
d(fg(:pl,:pg,t) = d(ik1) (551775) X ( ;) + dﬂ(%a )X (f) +
dy ( ,t) n(wy) + diy; (T’t) n(ze)+
k)0 [(T1 X2
dil?l <?,?,t> Nl —z)n(l — x2).

Par définition des fonctions de troncature, notons que dans B¢ N {}L <z < %}, ie.

dans un voisinage de la région de viscosité variable, la solution asymptotique est réduite

a sa partie réguliere, (ul(-k),pl(k) d(fl-)),dans un voisinage de {z; = 1} elle est réduite a
( k) 4 u(k) ,p(k) + p(k) d + dfb);) = 1,2, enfin dans D! la solution asymptotique est

égale au correcteur en x = 0, (ul(j) ,pl()f)o dibl ) Ceci signifie que la partie réguliere de la

solution asymptotique ( qui peut étre calculée et a une expression simple) représente une
approximation de la solution exacte dans tout le domaine sauf dans des voisinages de
r1=1,29=1etz=0.

Nous donnerons ensuite les expressions des trois composantes de la solution asymptotique

et nous expliquerons leurs roles et leurs constructions.

I1.4.1.1 La partie réguliere de la solution asymptotique

Pour chaque rectangle D! et D? nous définissons la partie réguliere du développement
asymptotique correspondante comme dans [27]. La partie réguliere correspondant a D!

est donnée par:

.

(k) L2 i+2 i+3 X2
u $1,?,t = E ey 901, it e1+§ GANTS $1,?,t €y,

(k) x2 +1) i 1
Py (xl,?,t> E g’ (xl,— t) + E 0 e’q; (z1,t), (11.34)
j:
k
d¥) (21,t) N e tdl (o ).

\ J=0

ceci représente la solution du probleme (II.1), 5, posé dans un rectangle infini dans la
direction Oz, (—00,00) X (—&,¢); les fonctions qui apparaissent dans (I1.34) peuvent étre
calculées explicitement et représentent une bonne approximation de la solution exacte

de (IL.1) au voisinage de la région avec viscosité variable de D! (comme nous allons le
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prouver dans la derniére section).

De la méme maniere nous introduisons la partie réguliere de la solution asymptotique
correspondant & D?.

Ainsi, la somme des deux premiers termes de la solution asymptotique représente une
bonne approximation de la solution de (II.1)dans un voisinage de la région de viscosité
variable du domaine, mais ne ’approche pas dans les frontieres d’entrée et de sortie et
dans D?. Etant donné que le but de la construction asymptotique est d’approximer la
solution exacte avec des fonctions plus régulieres avec une petite erreur entre eux, nous

modifions et complétons la partie réguliere avec deux types de correcteurs couches limites.

11.4.1.2 Les correcteurs couches limites en 1 =1 et 2, =1

Ces correcteurs couches limites sont introduites pour réparer les traces de la partie

réguliere de la solution asymptotique sur 1 = 1 et x5 = 1. Elles sont données par :
x i x
(k)i ( > _ j+2, () ( )
u -t = =t
bl c ) Z € u] c I B
J=0
x - x
(k)i _ i+1, (4)
Py (;t) = E &7 (;75)7 (I1.35)

=0
d® <—Z,t> =3 " eitrgtd <J,t>, e {1,2).
b\ 2 JZ:; g - i € {1,2}

Le correcteur avec i = 1 correspond‘a ’éxtrémité x1 = 1 et celui avec i = 2 correspond a
To = 1.

Par définition des fonctions de troncature et de la solution asymptotique nous notons
I'influence de chaque correcteur défini au-dessus est signifiante seulement au voisinage de

I’éxtrémité du domaine correspondante.

I1.4.1.3 Le correcteur couche limite en z =0

Ce correcteur est nécessaire pour réaliser le lien entre les deux parties de la solution
asymptotique, correspondants aux deux branches du domaine et obtenir les conditions
sur les frontieres rigides du domaine. Les expressions du correcteur en x = 0 pour la

vitess-pression sont comme dans (I1.35), alors que le correcteur des déplacements est
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différent : ) i
ko (& j 0) (¥
wi® (51) = 2w (2)
k
T : T
oy (g,t) =Y el (g,t> , (I1.36)
=0
T ¢ T
(k)0 (L) _ gty 700 (2
A (e’t> B ZE Ao <5’t> '
\ J=

De la définition de la fonction de troncature 7 il s’ensuit que le correcteur en x = 0 apparait
dans I'expression de la solution asymptotique (I1.33) seulement dans B*N{z; < 1,20 < 1},
ce qui représente un voisinage de D avec une viscosité constante et ou les forces sont égales

a zéro.

11.4.2 La détermination de la solution asymptotique

Cette sous-section est dévouée a la résolution des problemes satisfaits par les trois compo-
santes de la solution asymptotique présentées dans la sous-section précédente. Comme les
calculs sont différents selon la valeur de v, nous devons analyser les problemes et 'ordre
de leur résolution pour v > 3 et pour v = 3. De plus, dans chaque cas nous devons préciser

le terme principal du développement asymptotique.

Nous commencons avec les problemes pour les correcteurs couches limites correspon-
dants a 1 = 1 et x5 = 1 car I’étude de ces problemes est le méme pour v > 3 et pour
~v = 3. Pour mieux fixer les idées, nous obtenons dans cette partie les problemes pour les
correcteurs correspondant a l'extrémité x; = 1.

Comme nous 'avons précisé auparavant, le terme contenant le correcteur n’est différent
de zéro qu’en voisinage de I'éxtrémité x; = 1. Alors, les autres problémes et relations cor-
respondants a ce correcteur sont obtenues en introduisant les solution asymptotique dans
(IL.1)1236,711- Nous obtenons deux problemes séparés: un pour les correcteurs vitesse-
pression et le deuxieme pour les correcteurs des déplacements.

Etant donné que dans ce voisinage la viscosité est constante, le probleme pour (ugl),p(l))
a des coefficients constants. Nous notons II' le rectangle semi-fini (—o0,0) x (—1,1) et

nous imposons pour la pression et la vitesse une limite nulle en —oo, nous obtenons pour
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(u§1) ,pg.l)) le probléme :
(
oul!
—nAgen;) + Vepl = —p; 5 = dans TT'x (07),
div§u§-1) =0 dans TII' x (0,7),
ad'Y)
ull (g, £ 1) = —EI20 (¢ e, dans  (—00,0) x (0,T), (11.37)

ot

sur (—1,1) x (0,7,

(1)
(W

— 0,p§1) — 0,uniformément, quand & — —oo.

La condition de compatibilité pour (I1.37) est:

1 d 0
1 _ (1) (1)
/_1 ul,j(17£2at)d£2 - a /_Oo (d(+)j+2_7 - d(_)j+2_7> (él,t)dgl

1 (IL.38)
+ djo /1¢(§2,t)d52-

Pour v > 3 le second membre de (I1.37)3 est connu; donc les corrcteurs couches limites
pour la vitesse et pour la pression correspondant a x7; = 1 sont uniquement déterminés de
(I1.37) (voir [28]). La condition (II.38) représente une relation pour déterminer la partie
réguliere de la solution asymptotique.

Les correcteurs couches limites pour les déplacements tendent exponentiellement vers

zéros en —oo sont obtenus comme unique solution des problemes suivants:

(94 41) 2 7(1) 5 7(1)
Odiy; pha di)ary ua i) 0
o0&t ot? Lot I8 gg=1
dans (—00,0) x (0,7, (11.39)
aad(l)
(£)J . .
o — 0,uniformément,quand & — —oo, a € {0,1,2,3}.
\ 1
Comme & ’étape j le probleme (I1.39) donne d&))j et d&))j .1, en introduisant la solu-

tion asymptotique dans (II.1). nous obtenons deux conditions aux bords pour la partie

réguliere de la solution asymptotique pour les déplacements :

— g0
d%i)j (Lt) - _d(j:)j<07t)7

1
01, ’ & e
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De la méme maniere,nous obtenons les correcteurs correspondants a 1’éxtrémité xo = 1.
Les couches limites pour la vitesse-pression sont définies sur I1? x (0,7"), avec I1? = (—1,1)x
(—00,0) les couches limites pour les déplacements sont définies aussi sur (—o0,0) x (0,7°).
Nous étudions ensuite les problemes pour la partie réguliere de la solution asymptotique.
Les résultats pour la partie réguliere correspondant & D!; la partie réguliere correspon-
dant & D? sont obtenues de la méme maniére que dans les travaux cités auparavant avec

quelques modifications.

En introduisant (I1.34) dans (IL.1), ,4,, et collectant les termes du méme ordre par

rapport a € nous obtenons le probleme suivant pour (uy ;,us ; ,p},q},d%i)j):

Puy;  Oqj oul . / 8u1 - OPud o Opi_
. , VR 5 S .J 2 1] 2,j-2 j—1
V) e+ gy = 00— riy, D\ (1) )+ V) Geon ~ on
op! oud . o oul . o 8u1 . 0?ul
%6~ "o ton (”(x” on 3) " o, (”(“) %) ) o) 5
2
B 1 B 1
a?;l’] + % =0 dans (0,1) x (—1,1) x (0,T),
1 2
Al %}, o°d;
ﬁ - qjl' = g+95jo +p;_1|€ » — ph (‘(92] 1 —u 8(1_)6?] ~ dans (0,1) x {—1} x (0,7),
1 2
(IL.41)
84d1 Z (=) 1 82d1 )i— 85d1 (=)i—
“oxl +q; = 9-6j0 — Pitj_ ., ph 8152 e Tt dans (0,1) x {1} x (0,7,

ad., .
ul(zy, £ 1,t) = %(m,weg dans (0,1) x {&1} x (0,T).

Les deux cas, v > 3 et v = 3, apparaissent a cause de la derniere relation du systeme
précédent. Nous pouvons voir, alors, que pour v > 3 I'inconnu de cette relation est u ,alors
que pour v = 3, (I1.41)g contient deux inconnus. De ce point, les calculs sont différents
selon la valeur de 7.
Nous introduisons les fonctions :

&2

Nig) = 5@ -1, Na(@) = [ Nrar

-1

avec les propriétés: Ny =1, Ni(£1) =0 et Ny(1) = _%
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Nous utilisons aussi les notations:

( out 0 ( oul . 0%ul op}
1 1) = 1j-2 9 1j-21Y) 2,j—2 j—1
UJ*l(x17£27> Pr ot axl\y<x1) 81’1 ( >8€28I1 + axl )
0%d} . O°d}
1 a1 (£)i— (£)j—
Diayjal@nt) =+pj  —ph—p— —p oziot
&2
D' F— F(xy,7)dT,
-1
b 1 Lo 11.42
D2 :F— / F(xy,7)drdd — = (52 + 1)/ / F(xq,7)d7rd0, ( )
- -1J-1

s [ pee
Joy 1 F— 1 (F)+a:1</0[gc1 (F)—/Olle(F))

\ (s [ e - [ )

I1.4.2.1 La résolution des problemes pour v > 3

La partie réguliere correspondant & D! est calculée en intégrant (I1.41), comme ce qui
suit:
Proposition I1.4.1. Les inconnues u},q},p},d%i)j sont déterminées de (I11.41), a neuf

fonctions de t pres.

Démonstration. En intégrant deux fois (II.41),; de —1 a &, en utilisant les conditions aux
bords (I1.41), nous obtenons:

up ;(21,62,8) =

1 oq!
D2 (Ui ) + —L — fi0 | N1 (&), 11.43

( ]—1) V(ml) 81’1 f 70 1(52) ( )
qui contient comme inconnues uij et qjl». Les autres fonctions contenues dans cette relation
sont soit connues des itérations précédentes soit égales a zéro.

Nous intégrons ensuite la condition d’incompressibilité (I1I.41), par rapport a & avec les

conditions aux bords (II.41), pour {&, = —1 et nous obtenons:
1 £ — (=)j—+3 it N.
Us ; (21,62,t) o1 o1 \w(zn) \ o, fdjo 2(&2) (11.44)

1 1 1
—D= D~ (8961 (V(:L‘l)Uj*1>

Les deux relations précédentes donnent les composantes de la vitesse ujl par rapport a qjl-.

Les approximations de la pression sont déterminées de (I1.41),, en supposant que les
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fonctions d’intégration dépendant de x, ¢t sont nulles, comme nous considérons que toute

fonction ne dépendant que de x1, t est contenue dans qjl- -
oul o oul 0 oul . 0%ul .
1 -1 2,j—3 2,53 1,j-1 2,j-1
=D — + — | v(x + v(x + 2v(x .
pj ( Pr ot axl ( ( 1) axl ) 8$1 ( ( 1) ) ( 1) 2 >

En prenant § = 1 dans (II.44) et en utilisant les conditions aux bords (I.41), for & =1

nous obtenons une équation différentielle d’ordre deux suivante pour la fonction qjl:

0 (1 (9 30
Oz, <V(5U1) (3;1 N f5j0)) ~ 20t (dis)j—ss = di-yjrss)

3 M /0 1
0 (07 (mU;*))d&'

1
En intégrant (I1.46) de z; a 1, nous exprimons g en fonction de (1 t), qui représente la

(11.46)

seule inconnue de cette expression. Cette fonction de ¢ est obtenue de la maniere suivante:
nous prenons z; = 1 dans (I 43) et nous introduisons le resultat dans (I1.38). Ainsi, nous

determinons I'expression de g dans (0,1) x (0,7):

1 oq} 3 ! 3 [t 1
e (5 - f«%) = b / RICHICEE: / D (V(m)U;_Q dé,

sd [ d g —dY nae - 22 [ (@ d} t)d
C2dt (+)j+2—7 o) E0)de = Sa | (dijea = dinyj—as) (s:)ds.
—00 T
(11.47)
En introduisant (IL.47) dans (I1.43) et (I1.46) dans (I1.44) nous déterminons uj dans

(0,1) x (—1,1) x (0,7).

Nous intégrons ensuite v(z1)-(IL47) de 0 & z; et nous obtenons ¢; déterminé a une fonction

en t pres, ¢;(0,t):

T 3 €1 1 a
g (z1,t) = jO/ f(s,t)ds — —/ V(Q)/ — (d%+)j_7+3 — d%—)j—ws) (s,t)dsdd
0

d 1 o
3 (—/ (dEiL))HQ dgl_))j+2—7> (&1,t)d& + 040 /—1 w(ﬁg,t)d&) (/0 y(s)ds)

//D Ul_i(s,&a.t)) déads + ¢} (0,1).

(11.48)
Les fonctions d% ne satisfont les equations différentielles d’ordre quatre suivantes:
a4d1i 1 1
gt — % t9£%0 + Digy;a, (11.49)
1

avec ¢j donné par (I1.48). En écrivant ¢j comme Q(x1,t) + ¢;(0,t) et en intgrant quatre
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fois (I1.49) par rapport & x1 nous obtenons les expressions suivantes pour d% ny

d%%—)'(xl’ )= d(+)J(O t)(1—3z1*+22¢° —|— ) (21— 2217 + 34 )+d(+ (L1,t) (31 —221°)
8d(+)a 2 x,? x14
e (Lt) (=21 +21%) +¢;(0,t) g 13 T + Ty (Q5) +Tay (91)0j0 + T (Dsy5-1)
d%f)j(xl, )= d( 1; (0, t)(1—3a, +2:c13)+ 0,t) (21 —221° 421 —|—d%7)j(1,t) (321%—22,%)
ad%—)j 2 3713 ! 1 1
+a—x1(1¢)(—$1 +1°) —q;(0,¢) (ﬂ BRI ﬂ) — a1 (@) + 2, (9-)0j0 +Ju, (D(_);-1),
(I1.50)

D’ou la partie réguliere de la solution asylmptotique correspondant & D! est déterminée a

od?, .. odl. . .
q 10,1), d(i)J(O,t),ﬁ(O,t),d%i)j(1,t), 82:1)] (1,t), pres ce qui termine la preuve. ]

De la méme maniere nous exprimons la partie réguliere de la solution asymptotique

correspondant & D? dépendant de neuf fonctions inconnues en .

Nous continuons notre approche avec les problemes pour le correcteur en z = 0.
Comme nous l'avons déja précisé, le terme de la solution asymptotique contenant ce
correcteur n’est différent de zéro qu’en voisinage de D. Dans ce voisinage, l’expression
de la solution asymptotique se réduit a (u(lk) (x1,§2, (&) +ulf (51,1‘2, Ix(&2) —l—ubl O(e.t),
P (@16, )X (€)+P8 (61,02, 8)X(€) 4y (6.8, dE) (21,6 x(€0)+d9 (a2 £) X(&2)+dL (6.1)).
Pour obtenir les problemes pour les correcteurs en x = 0, nous introduisons 1’expression
précédente de la solution asymptotique dans (I1.1)1 2345611, avec v =1y et f =g =10

in (II.1); 3;pour dériver les termes qui contiennent lesa deux typaes de variables x; et &;
1
ar —

81’2' P 86@

développons ces fonctions en série de Taylor par rapport a z; = €&;. Nous introduisons les

notations B = D"U{(£1,6) : &1 > 2.6 € (—1,1)YU{(€1,6) : & € (—1,1),6 > 2}, AL Bi=

et x; par €& et nous

nous procédons comme ce qui suit: nous
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% A/EE et nous obtenons pour ( g ),p] )) le probleme a divergence non nulle suivant :
( 0 o ou
—I/oAgguj + Vgpj —pPf 815 + F

+(1 - X(gl))&qurl(O?t)el +(1— X(§2))/§2q_]2+1(07t)62 dans B,
divug»o) = éj dans B,

u§~0):0 sur mu@,
ad(Oi) , (I1.51)
u§~0)(£1, +1,t) = (3—]t+<f +1,t)es pour & >2,

(0) 8dE(ﬂ)E))j+2—v
u;(£1,6,t) = ————(£1,&t)er pour & > 2,

ot
uﬁ.o) — 0 uniformément quand &; — oo,

\ u;o) — 0 uniformément quand & — oo.

pour 7 > 0 et

(

—1pAgu) + Vep) = (1= X(€))e, 3 (0.t)er + (1 = X(£))6, @ (0.)es in B,
divu* )—O dans B,

uf)i 0 sur A/E UA/__B\
w6, £1,) =0 sur & > 2,
0f(:l:l &,t) =0 pour & > 2,
(0)

— 0 uniformément quand & — oo,

L u(_f — 0 uniformément quand & — oo.

(I1.52)
Contrairement au probleme (I1.37) qui donne les correcteurs pour x; = 1, ce probleme
contient une second membre inconnu. Les fonctions F; sont connues , mais qjl 41(0,2) et
q]2- +1(0,t) sont des éléments de I'approximation suivante, donc inconnus. La fonction 6; est

donnée par:
. I el [ 9l oud .
9] - _d1V§< 51 Z% ( 8xf l(o 527 )el + ;lelll(())ant)eQ)

&b [Od o2 .
l_2 (571251(&,0,@% + S l(gl,o,t)eg) )

et doit satisfaire la condition de compatibilté.

(11.53)

Le probleme (I1.52) a une unique solution (avec la pression unique a une fonction de ¢
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pres)

(1 =x(&))g(0,t) pour & =2,
P = ¢(0,t) = ¢2(0,t) dans D,,
(1= x(&))g5(0,t) pour & > 2.

Nous obtenons ensuite les problemes pour les correcteurs en x = 0 correspondant aux

(IL.54)

déplacement. Nous remarquons d’abord que
d,=0 on A.B;. (I1.55)
Notons d@)jfl I'unique solution de

50)
[0y L O

gl = ph(1—x(&)) +Z S0nl (0,t)
§
+Z a(l x )“1)

1
di)
ozt
+MZ§ ((1— i—) at(ai)j —— I (0.)

(T1.56)
d'p; 5 !
—(1— I (0,1t
Ve 4 0 s 1
~(1 = x(&) z qﬂ“ (0.0),
aad(o)
% — 0, uniformément quand & — —oo, a € {0,1,2,3},
N 1
et 4 I'unique solution de
(#)j-1 !
4 7(0) 4 7(0) 2 5 5(0)
Pdiyjy _ Oy ., PdD, s _Mad Biy O
o¢t ot o> octot 70 ep=1”
8ad ©) (I1.57)
% — 0,uniformément quand & — —oo, a € {0,1,2,3}.
1

En introduisant la solution asymptotique dans (II.1), et en identifiant les coefficients
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d’ordre € nous obtenons:

~(0)

ad
(0) _ 5(0)
+d(i)] 1(617 + 17t) 51 > 27
et
0d}), +0)
dis);(0,t) =2 agf (2, £ 1,t) —dy), (2, £ Lt),
(I1.59)

od, . od”
(£)J (£)J
— = ——2 (2, +11).

La relation (I1.58) donne le correcteur en x = 0 pour les déplacements correspondant a
chaque branche du domaine.

Nous notons que le second membre de (I1.59) est connu, car les problemes (11.56) et (I11.57)
peuvent étre résolus si on remplace j — 1 par j.

Nous sommes a présent en mesure de retourner au calcul de la partie réguliere de la so-
lution asymptotique. Pour chaque partie de la solution asymptotique, nous avons besoin
de 9 relations, pour pouvoir déterminer les 9 fonctions inconnues de l'intégration. Pour
chaque partie réguliere correspondant a D!, (I1.38), (I1.40) et (I1.59) donnent 8 fonctions:
d1 ;(0:1), a(j“ (0,1), d1 (L1, C;(ljl)j(l,t). Il reste a déterminer ¢;(0,t). Nous montrerons

plus loin que la jme etape cette fonction est déja déterminée a I’étape précédente. Pour

cela, revenons au probleme (I1.51). Comme d’habitude, nous devons construire une fonc-
tion type couche limite se stabilisant vers zéro a l'infini. Comme nous avons imposé cette

condition pour la vitesse dans (I1.51)g 7, il est connu que la pression se stabilise vers une

sime

certaine fonction de ¢. A la j™¢ étape, nous déterminons 4j,11(0,t) et ¢2,,(0,t) dela condi-

(0)

tion de la décroissance exponentielle de p; en infini. Pour ceci nous considérons a la place

de (IL.51), le probleme suivant avec le second membre connu j > —1::

( (0)

(0) ~(0)
—vlgen;” + Vep, ' = —pp—F— 8t 2+ F, dans B,
lell(O) éj dans B,
ugo):O sur @UA/__B\_,
ad'),
uO(6, £ 1,4) = — 206 41 t)e, pour & > 2, (11.60)

ot
(0)

od:). .
) (£1.6.0) = — 5P (£1& e pour & > 2

u® - 0,50

— O,pg )

— o (t) uniformément quand & — oo,
(0)

S 2(t) uniformément quand & — co.
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Avec a;(t),a?(t) inconnues. En supposant pour l'instant quela fonction éj satisfait la

condition de compatibilité, il s’ensuit que (I1.60) a une unique solution (I'unicité de la
pression étant comprise a une fonction additive en ¢ pres). Cela signifie que la fonction

a;(t), avec ay(t) = aj(t) — aj(t) est fixée. Nous définissons pour j > —1

P =B + ()11 (0.8) + X(£) 41 (0.0).

Des calculs standards montrent que (u§0) ,]55-0)) est solution de (I1.60) si et seulement si

(u§-0) ,p§0)) satisfait (I1.51) ou (I1.52) for j = —1 avec p§0) — a(t)+q},,(0,t) uniformément quand
& — 00,1 = 1,2. Pour obtenir le comportement désiré pour pgo)
suffit de prendre o (t) = —¢,,(0,t).

Une premiere équation pour les inconnues qjl- 41(0,t) et qu 11(0,t) est:

quand & — oo, = 1,2, il

Q]l'—i-l (0,t) — q]2-+1(0,t) = a,(t) (I1.61)
et ¢3(0,t) = ¢3(0,t) = 0. La deuxieme équation est obtenue en introduisant la solution
asymptotique dans la condition de compatibilité (I1.6):

1

1
/[; (d%-i-)j-‘rl (.Tl,t) — d%—)j—‘rl (.Tl,t)) dxl + \/0 (d?+)j+1<l'2,t) — d?_)j+1($2,t)) dl’g =

i fo(d, ,—d_ o, ,—d -
- (1~ o) (0) + (o1~ ) (0.1) / T (x(r) - 1) dr
0

— ox oz}, I
e 0 ) @)
- / (2@ a6 - 1) de - / (2,080 - dd,(-160) dey

(0 0 /0 0

_/2 (A%, (60.10) = (6, ~ 1.0)) & - /2 (A9, (166) - d,(-1.6.0)) dé.
(11.62)

Le second membre de (I1.62) est connu de la j*™¢ approximation. En remplacant dans le

membre de gauche de (I1.62) di;,, donné par (IL50) (pour j — j +1) et d7,);,, donné

par une relation du méme type, nous obtenons la deuxieme équation pour les inconnues

qjl'—l-l(o’t) et QJQ'—FI(Out):

QJ1'+1 (Ovt) + QJZ'Jrl (Oat) = ﬁ](t), (1163)
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avec 3; une fonction connue pour j > —1, avec:

fa(t) = —6! (fo n (e + fo o d372>

B0 (1 w(@dte fy 1 (0)das + [ b(et)dé [, 1 w)das )
Jo Iotgs — g-)das + [y 1A (g4 — g—)dx2) (11.64)
8 (Jy L¥g = g )doy + [ 129, — g-)ds )

-5 (fol 29+ — g-)day + [y 15294 — g—)dxz)

De (I1.61) et (I1.63) nous déterminons gj,,(0,t) et ¢7,,(0,t), ce qui signifie que le second
membre de (I1.51) est maintenant connu, ce qui permet de résoudre (I1.51), si nous mon-
trons que le probleme (I1.51) est bien posé, i.e. la condition de compatibilité est satisfaite.
De plus, ceci justifiera I'assertion précédente que ¢5(0,t),i = 1,2 sont calculés ala (j—1)™
itération. Nous pouvons dire que la j** approximation est entierement obtenue pour v > 3

si nous prouvons:

Proposition I1.4.2. Pour tout j € N, la fonction éj satisfait la condition de compatibilité:

/ 0;(€1.6)dE = | ul” nds. (11.65)

68

Démonstration. De (I1.51) et (I1.62) nous avons:

d
/8 . u® nds = —&{ / (d(l)ﬁ%v(&,t)—dﬁ))j Hﬂ(gl’t))dfl
/; <dg2+) )j+2— 7(527 ) d(2 (=)j+2— 7(527 ))d§2}

d [T al(d%ﬂﬁr? vl d%f)jJr?fwfl) 7 s
_E{ > ( o (0,%) /Oﬁ(x(s)—l)ds

=0

J+2—y (42 3
Z (3 (d(+ Vi+2—y—1 d(—)j+2—7—l) (O,t))/o j—:(X(s) —-1) ds}

1
T
1=0 O

d 1
_E{ </0v (d%Jr)jJr?)f’y('Ilat) - d%)j+3,y(l’1,t))d$1>
1
N </0 (d%+)j+377<x27t> - d%)j+3y(1’2vt>)d$2> }
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Nous exprimons ensuite les trois termes du second membre de 1’égalité précédente par
rapport aux composantes de la vitesse correspondantes a la partie réguliere de la solution
asymptotique.

De (I1.38), la relation correspondante pour x5 = 1 et (I1.4)g le premier terme du second

membre est égal a

1 1
T = _/ uy ;(1,6,t)dE, _/ u3(&1,1,1)dér.
1 -1

2

Le troisieme terme est exprimé a partir de (I1.41); et son analogue pour for u; et s’est

égal A

1 1
T = —/ (u;j(xl,l,t) — uéyj(acl, — 1,t)) dr, — / (uij(l,a:g,t) — uij(—l,x%t)) dx,.
0 0

Ajoutant maintenant 77 et 75 en utilisant (I1.41), et la relation similaire pour u? nous

obtenons

1 1
T Ty - — / ul(00,0)dEs — / W2, (60,0.0)dér.
-1 -1

Le deuxieme terme est donné par

T, = i:(éﬂ(ué,j_l_l(o,l,t)—u;’j_l_l((), - 1’t))/035l (x(s)—1)ds

l i
pre ox !

L (02, (1,0,0)—ud_(—=1,0,0)\ [
n Z (ul,jflfl( ) lul,jflfl( )) / S—(x(s)—l)ds
oxs, o U

=0

J l l,1 11
: & [0y jfl(oaé%t) 0 u2j7171(0,§2,t)
- d 1 - —_— i _ ), d
> /( sy 3 << X(€)S) ( e e, ) ) ag

1=0
J l 1,2 l,2
. & [ 0'uy j—1—z(§1707t) d'u; j—l(£270>t)
E 11— == ’ — :
' /(—1,1)x(0,3)d1V£ << x&) i 0} “ Ol c2) ) de

=0

1 1
+ /Ui,j(0a527t)dfz+/ U%j(fl,o,t)dfz.

1 -1

Finalement, en calculant 77 + 75 + T3, nous obtenons 1’expression suivante pour le second
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membre de (I1.65):

i . X
© ) ' & Ouy;(062.8)  Ouy ;4 (0.62,0) >>
u;’-nds = div e — o)) d
/BB ! /(0,3)x(_1,1) £<( X&)y <a oz} ! o, o] | d€

=0

J 2 2
. 52 8U1,j—1—l(fl70¢) 8“2,j—l(€1>07t)
+Z/( 1,1)x(0,3) dive (( (52)) ( O o O e2>) &

=0
(I1.66)

Nous calculons ensuite le membre de gauche de (I1.65). Comme x(&) = x(&§&) = 0 sur

BN{& < 2,8 < 2}, nous pouvons écrire:

/BQNJ(glag%t)dg = 0}(517527t)d€+/ 53(51752,15)(15

(2,3)x(—1,1) (—1,1)x(2,3)

Nous exprimons le premier terme du second membre de la relation précédente en prenant
en compte que pour (§1,62) € (2,3) x (—1,1), nous avons x(&) # 0:
3 j
/ et = [ dive Z : L0 &t)er | | de
(273)X(_111) (273)><( ) =
j !
5 0 u2 Ol j-1-1
+ / div = |—=—(0,&,t)eq| | dE.
(2,3)x(—1,1) ¢ ( IZ ! Oz4! ?

Pour obtenir 1’égalité ci-dessus nous utilisons aussi la propriété

d'u] Uy ;g alu%7j—1—l
dive Z o, (0,62,t)er + Tll(oézat)ez = 0.

Le méme résultat est obtenu pour le second terme du second membre et, en comparant

Pexpression de [, 0;(&1.62,¢)d¢ avec le second membre de (IL.66), la preuve est achevée. [

Le dernier résultat de cette section donne le terme principal de la partie réguliere de

la solution asymptotique correspondant a D!.

Proposition 11.4.3. Pour j = 0 la partie réguliere de la solution asymptotique corres-

pondant & D} est donnée par

Uy 0(13175% =3 </ V(East d§2) Ni(&),

u%o(xhé?? ) =0,

P0($1,52, 7

b /fstds——(/wgg, d@)/ (s)ds+%ﬁ_1(t),
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avec B_1(t) défini par (11.64) et

oLy,
=g+ +qp,
ax;* o » , (IL.68)
wo0) = (1) = 20 0,4y = Mo 4y

I1.4.2.2 La résolution du probleme pour v =3

Contrairement au cas précédent, pour v = 3 nous ne pouvons pas résoudre les problemes
correspondant & D! et a D? séparément. Nous commengons avec les problemes corres-
pondants aux fonctions avec 'indice 1. Les relations (I1.43)—(I1.45) sont toujours vraies.
Alors, pjl- est aussi donnée par (I1.45). La différence par rapport au cas précédent est que
maintenant nous ne pouvons pas éxprimer les autres inconnues seulement en fonction de
qjl-, car le second membre de (11.44) d%_)j est aussi inconnu.

Nous introduisons les notations:

dj(x1,t) = di,y;(21,t) + d{_y(21,t),

1 _ 1 1
Di 1 =D+ Dy

(11.69)

avec D( , donnés par (I1.42),.

La fonction djl- est obtenue comme 1'unique solution du probleme différentiel d’ordre
quatre suivant:
¢ o4 d1
oz
di(1t) = —(d),0.4) +d (0.0)),

od} ad'. ad™Y.
oo (L) = (%(w) 2 (00) |

= (9+ +9-)0j0+D;_,

081
X 9 OZEO)) P dEo)) 1 (I1.70)
d}(0,t) =2 2,1t =L, — 1t
;(0,2) ( %, S(2,18) + %, (2, ))

50) 50)
_ (d(+) (2L +dY (2 - 1,t)>,

od od” od"”)
“0t) = — | = (21)+ —D2 — 14
o O1) ( 9%, ~(2,1,) o6, *( )

\

les conditions aux bords sont obtenues a partir de (I11.40) et (I1.59).

Ceci signifie que d%_) ; beut étre aussi exprimée par rapport a d% )i Nous montrons

que toutes les inconnues de la partie réguliere de la solution asymptotique peuvent étre
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exprimées en fonction de d% i

i’ alors, la partie réguliere de la solution asymptotique cor-

respondant & D! est déterminée si nous obtenons et résolvons un probleme pour d1 )

Comme nous ne pouvons pas nécessairement avoir toutes les conditions pour d
2
(+)J ’d (+)j

devons considérer le probleme pour le couple d’inconnues d

Théoreme 11.4.1. Les approzimations des déplacements, d%

2
e

, nous

)j,sont obtenues comme

solution du systeme suivant de deux équations paraboliques d’ordre six:

(Od}, . 10 1 0°dl . OH
(+)J 1 (+)J _ -
o @t =350 (V(ml) ey @) | =Gt =5
od,; 1o [ 1 0d OH
(+H)J 1 (H)J 2 _
ot (221) 30xy \ v(z2) 023 (221) Gjlz2t) Oy
odt .. (1)
1 e (+)3 ()1
~EO’> 1 0
+)j— 0)
d%+)j(07t) = 28—51](2717t> d(+) (2717t)7
adl,, . "
(+)J G
——=(0,t) = 2,1t
axl ( Y ) afl ( b )
ad?, 9d"”)
2 2) ()3 (+H)j+1
d(+)j(1,t) —d(+)j(0,t), D2s (1) = a—&(o 1),
d(o)
&2,);(0.t) =2 gg; — L (12.0) —d\)(1.2.0),
Od? d"
(+)J (+H)J
t) = 1,2,t
S 00) =~ (1.20),
55d1 (+)j .
a 5 (1 t) Lj (t)v
85d2 (+)J 2
a 5 (1 t) L'(t)v
a4d1 0,t P, 0,t) = M;(t
81’1 ( ) 81}2 ( ) ]( )7
oPd!, .. P d?
(H)J (+)J
N;
00 + L0 = N0,
\ d%+)](x170) = d(+)]<x1a0) = Oa
ou HY, G;, L;, M;, N; sont des fonctions connues.

1.e.

Démonstration. La premiere relation entre les inconnues d% 1 et q;
ordl, ..
(+)J 1 1
—q; = g+9j0 + D4y,
da? J J (+)J

1

x1,t)050,
$1(1 )]0

2
(x27t)6j07

(IL.71)

est donnée par (I1.41),

(IL.72)
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La deuxieme relation est obtenue de (I1.44) pour v =3 et & = 1, (I1.41)g pour & =1
et (I1.69);:

odi,; odi 29 ( 1 (0q ! 9 [ 1
(+)J j (]J 9 )

2 = = —f60)) = | D — : .
ot ot " 301 (V(xl) (8551 fé]o)) /_1 oy 1/(91:1>UJ_1 a2

(11.73)

En éliminant ¢; de (IL72) et (I1.73) nous obtenons (IL.71); avec

1 0
Hl(ffl,t) = m (a—xlg+ +f) s

. 1 (0d; /1 L[ 0 o, 10 1 0
: — = | p? L ——! _Z DL,
Gjlt) 2\ ot 1 Oxy \ v(xy) Ujmr ] & 30z, \v(zy) 0z, (H)i—1

Comme nous pouvons le remarquer, H! dépend seulement des données et Gjl. dépend

de quelques fonctions détérminées aux itérations précédentes. De la méme maniere nous
obtenons (I1.71)s.

(IL.71)34 sont en fait (I1.40) et (I1.59), respectivement et de méme pour (II.71)56. Nous
obtenons ensuite (I1.71)7 comme se qui suit: nous dérivons (I1.72) par rapport a z;, nous
prenons x; = 1, et aussi z; = 1 dans (II.43) et nous éliminons g—ﬁ(l,t) de ces deux

relations, grace a (I1.38). Le second membre de (I1.71)7 est

) 3 ! 3
Li(t) = (a—xngr(l,t)ij(l,t) — Euo/_lwdﬁg(l,t)> 5j0+§/_1D 2(U)) (L&, )ds

0 3vg d[? (1) (1)
T35 D1 T g (4o = dy0) @016

et une expression similaire est obtenue pour L?(t).(IL.71)g est une conséquence de (I1.61)
pour j + 1 remplacé par j, de (I1.72) pour x; = 0 et la relation correspondant & l'indice
2.Le second membre de (I1.71)g est

M (0,t) = aj_1(t) + Dy, 1 (0,t) — DEyy; 1 (0,t).

Finalement, (I1.71);¢ est une conséquence de la condition de compatibilité pour (I1.60),
obtenue de la maniere suivante: (I1.53) peut étre écrit comme

éj = A]'—l o div{ (X(€1>ui,] (517O7t)el + X(gg)ug7j<0,§2,t)92>

ou
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A J -1 d'u! Oyl
;-1 = —diV£< Z T (51 ax (O §at)er + WQ_JIZ<07£2¢)€2>
=1

Il g2 60
2 1j-1 & 03,
x(&2) 1) ( By (&1,0,t)er + | Oy (&1,0,t)e > )

or

1
/ (€l (€00, rdé = / ul(60.0.4)d
B —1

En intégrant (I1.44) par rapport a & nous avons

! -2 0 2
/1 UU(&,% t)dé, = B—VO%QJ Hmt) + — 300 foyt ]O—I—/ D~ 51752, )dés

nous prenons r; = 0 et nous additionnons avec la relation correspondant a l'indice 2 et

avec (I1.60) nous avons

(‘)ql- 6q2- -3 ~
(1) == =—2(0,t) + =—2(0,t) = 0;_
B(0) = GO0+ 5200 =52 [ 6
3vo [ 0 (0)
+7/2 <d(+)j—1<£1717t) - d(—)j—l(&h - 17t)) dgl
3o [ ) (0
+7 ) <d(+)j71(17§2at) - d(f)jfl(_lag%t)) dfg
3 f
w5 [ D7 () 0
/ D7 (U2.,) (64,0,0)dé,
Nous dérivons ensuite (I1.72), nous prenons z; = 0 et nous additionnons avec la

relation correspondant a l'indice 2. En remplacant la derniere relation, nous obtenons

(I1.71)10, avec P

N;(t) =;(t) + . (D)j=1(0,8) + Dy5-1(0,8))

ce qui termine la preuve. O

Les autres composantes de la partie réguliere de la solution asymptotique correspon-

dant & D! ont les expressions suivantes:
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(
d%_)j(l’l,t) = d;(l’l,t> — d%—&-)j(ml’t)’
o,
Q;($17t) = o L(@1,t) — g4 (21,8)050 + Dy (+)j—1(T1,1),
1
1 g}
1 -2
ulj(x17€27 ) - ($1)D ( < J f(S]O) Nl(f?)a
od!} g}
+3 4;
ub (21 Eart) = — gt - ( ( @le f@o)) N»(&2) (I1.74)
0
—-D'D? U;
(axl ( (21) ]1>)
oul 0 oul 0 oul
L _p-tf_, 22323 7 2,j—3 1j—1
p] < Py ot * 8561 V(-Tl) 8%1 + 81’1 l/<5U1) 852
_ Puy ;4
\ D (—|—21/(x1) 5 ) .
Comme dans la section précédente, nous discuterons I'expression des termes principaux

de la solution asymptotique.

Proposition 11.4.4. Pour j = 0 la partie réguliere de la solution asymptotique corres-

pondant a to D! est donnée par

(

\

1 [0°d} 0
U%,o(iﬁljfzi):l/(m)( a;)o (w1,t) — I 1g+(3:1, ) | Ni(&2),
1

1
—V(x1>f($1atW1(§2),

(o at) = — L (D, 2 ) | Ml
U2011,62,0) = Ory \v(ry)\ 0x3 o 0xlg+ o 252
1

b (s (et ) M)

Q

(11.75)

+)0
T (w1,t) — gy (w1,t),

0
p(1)<x17€27t) = 07
d%—)O(tht) - d(1)<x1’t> - d%+)0<x17t)7

Avec dy,dl, satisfaisant les problémes présentés dans la preuve.

Démonstration. Les relations (I1.75); 234 sont des conséquences de (I1.43)—(I1.45) et de

(I1.72) pour j=0. Il reste & démontrer que dj,d* , peuvent étre détérminés comme uniques

solutions de certains problemes.

Pour j =0 le probieme pour d} devient :
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(Ol
5t (E1t) = g+ (@t) +g-(z1,0),
1
Odl
di(1,t) = 8:701(1 ) =0, (I1.76)
8d1
1
L d(01) = 52(0.) =0,

Finalement, nous obtenons le probleme pour d* ; comme nous 1’avons montré precedemment
Contralrement a la valeur générale de j,pour 7 = 0 les problemes pour d, et d%, ne sont

pas couplés, car ¢3(0,t) = ¢5(0,t) = 0. Le probléeme pour d' est le suivant:

4 1 5 71
9d, g (o) 10 1 diy, (20) _ 10dy
ot ’ 30x, \v(ry) 0} YT 20

10 1 0 n
30z \v(z) a7 ’
O (za,t) — 10 1 Pty (z2,t) | = 1 0dg
ot 30t \v(zy) 023 7 2 x4

3ax2( ( g++f))’

od} 8d
dlyo(Lt) = 2 (10) = db 0 (0.0) = 2 (0.8) = 0,

o, oe,
d%;)f(17t):a;;;)o(l,t):d%ﬂo(o,t) 8; L0 <0, (AL77)
5;%)0( t) = -2 w<52, )déa + f(1, t)+aig+(1t)

aiff‘g”w - / V6006 + L0+ 5o, (1),

o*d} A2

8 %%g”(o,t)—a%—;;(o =0,

Gap - (04) + =5 22(0) =0,

( %+)0(x170) - d%+)0<x2ao) =0.

]

Notons que le systeme (I1.71) peut étre resolu pour j remplacé par j + 1 ce qui
donne, avec (I1.72), ¢j,,(0,t),¢;,,(0,t). Ainsi, le systéme (I1.51) peut étre resolu et la
J

ieme approximation est déterminée pour v = 3.
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I1.4.2.3 Conclusions

Dans les deux sections précédentes, nous avons déterminé la j¥™¢ approximation de la,
solution asymptotique dans deux cas: v > 3 et v = 3. Pour v > 3 nous pouvons séparer
les problemes des deux branches du tube élastique et nous obtenons la partie réguliere de

la solution asymptotique (pour D) comme ce qui suit :

e the macroscopic variable qjl- is the unique solution of the problem:

(0 1 5’qj1 ;
011 (1/(371) (6$1>) a aj(xl’t)’

S (L) = (o),

\ q]1(07t> = C;I(t)7

avec aj,bj,c; des fonctions connues;

e Les variables macroscopiques d% 1); sont les solutions uniques du systeme différentielle

d’ordre quatre:

oL, .
Gur = 6,
1
odl . odt .
1 1 (+)j (+)7 .
d(+)](0’t) 7d(+)j(17t)7 axl (0,1:)7 axl <1,t) donnes,

et un systéme similaire pour d%_) i
e uj ;uy ;,py sont donnés par (I1.43)—(I11.45). Le terme principal de la partie réguliere

est présenté dans (I11.67)—(I1.68).

Contrairement au cas v > 3, pour v = 3 les problemes doivent étre resolus pour les

deux branches en méme temps.

e Nous introduisons en premier des fonctions auxilliaires d},dg, avec d} la solution
unique de (I1.70); alors la partie réguliere de la solution asymptotique est obtenues comme
ce qui suit:

2

(4); sont obtenues comme 'unique solution du

e les variables macroscopiques d% +) j,d

systeme parabolique d’ordre six (I1.71);

e les variables macroscopiques ¢j,¢; sont données par (I1.72) et I'équation similaire
pour l'indice 2;

. uij,uéﬂ- ,pjl. sont donnés aussi par (I11.43)—(11.45), mais nous obtenons des expressions

différentes. Le terme principal de la partie réguliere de la solution asymptotique est donné
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par (I1.75),(IL1.77).

II.5 Les estimations d’erreur

Dans cette derniere section, nous établirons I'erreur entre la solution exacte et la solution
asymptotique, dans le but de justifier le développement asymptotique. En introduisant
la solution asymptotique d’ordre k, (uak) ,ﬁak),dia), dans (II.1) nous voulons obtenir un
probleme du méme type que (II.1).

Les calculs qui suivront sont valables pour n’importe quelle v > 3. Nous commencons par

la divergence de la vitesse asymptotique d’ordre k. Des calcules standards donnent :

div,a® = d®  dans B x (0,7), (IL.78)
avec
(0 dans B N {z; < $}U{zs < 5},
n' (1 — ;) Zsj+2u1]< ) dans BN {§ < z;, < 1},
d®) (z,1) = ¢ =12 (I1.79)

1
ZEHQ (m—,%,t) dans B° N {3 <z <1},

k
; T To— 1
n'(x2) Zejﬂugj)- <?1, 2 ,t) dans B° N {3 < 2 < 1}.

€
\ 7=0

Notons que la vitesse asymptotique d’ordre k n’est pas de divergence nulle.

Nous présentons ensuite les équations pour la solution asymptotique, qui correspond a
(IIl)l et (111)3

( - (k)
0
pf 3 — 2div, (v(z) D, aW) + V p¥) = f + FK) dans B° x (0,7,
924" 1 944 85d(k (11.80)
o2 & Oz} oxiot Val, ry
\ sur (DLNTL) x (0,7), i=1,2

avec F! ), Gig les fonctions résidus connues. Comme les expressions de ces résidus sont
compliqués, mais pas tres techniques a obtenir, nous donneront seulement les estimations

dans les normes des espaces correspondants: |[F |22y = O(eF+3), |GY | L2((Binrs) < 0,1)) =
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O(e?) for ke {0,1,2,3},
O(emintk=5k+4=})  for k> 4.

Ces estimations seront utilisées pour déduire 1'esti-

mation d’erreur entre la solution exacte et la solution asymptotique. Nous déduisons

d’abord les conditions sur les bords élastiques. En introduisant la solution asymptotique

d’ordre k dans (II.1);; nous obtenons:

ad(k)
a®) . p = iwﬂ + Ak al) . =0sur IS x(0,7),

ot 'expression de A% _ sur I'. N 9D! est donnée par:

.
od} dd}
| RHaT T ERAAy kty Z £k
(5 5 +--te€ o ) (w1,t)

ot ot

sur ' N {zy > 1},

3

Az, £ 10)= 1
odY, . dd
—X(%) (e’“*‘*—i’”“ Tp e’f“—i’“) (1,t)

ot ot

odS) ady) \

(11— kt3 7 ERA3—y o kb Z0ER ) (2L
S ‘”1)(5 Gy (2 1)

\ sur I's N{2e <ay <1},

od) od.!) ~1
—n(z1) (€k+3—ik+3_7 o eht 2R (xl , & 1,t>

(IL.81)

(I1.82)

et par une expression analogue peut étre écrite sur I'. N9 D?. Nous notons que pour v = 3

les premiers termes dans la définition au dessus sont zéro.

Les problemes (I1.78), (I1.80), (I1.81) sont complétés par les conditions aux bords sui-

vantes:

( N T —
6 =0, d9 = 0 s (AB VAR ) x 0)

a

7(k)

5 ad od!
dP(1, £et) =0, —22(1, £ et) = (1 ¢
j:a( ) 57) ) 81’1 ( ) 57) € 81‘1 ( 7)

7(k)

A od od?
d¥) (+e1.4) = a4 4) =P ER 1y
ia( 5a ) ) 07 8w1 ( 57 ) ) € 8[E1 ( ) )

o ad(k)
d¥) (2, £ et) = 5 =4(9e, +et) =0

I
v 862(76)
d¥) (£e,2e.t) = == (+e,26,t) = 0 t e (0,1),
\ 61’1

AW (1,20,t) = 2% (za,t)e1 + 5k+3u§’,€(1,§2,t)e2 sur  FT x (0,7),
ﬁa"‘) (z1,1,t) = e®p°(z1,t)ey + 5k+3uik(§1,1,t)e1 sur  F5 x (0,7),

(11.83)
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et les conditions initiales:

a®(z,0) =0 dans 557,

adia
ot

A (I1.84)
d(fg(a:,()) —(2,0) =0 sur I%.

La condition de compatibilité pour le probleme (I1.78), (II1.80) avec les conditions aux
bords et les conditions initiales (I1.81), (I1.83), (I1.84) est donnée par:

/ d““)dz;:/12 (ci(k>(xlat) d®) (2, —é?t)> da;
; € 0 at +a IR )

1
d ( 7(k)
" / 5 (A0 wat) - A (—caat) ) das
1
+ / (Alc(zret) — AL (21, — et)) day
2¢e

1
—|—/ (A% (e,20,t) — A% (—e,20,1)) das.
2

€

Nous remarquons que les conditions aux bords pour ua ) et d ., ne sont pas du méme type
que ceux pour u et d4, respectivement; donc nous ne pouvons pas appliquer directement
les estimations (11.27) qui sont vraies pour un second membre différents dans les équations,
mais pour des conditions aux bords différentes. De plus, la solution asymptotique d’ordre
K pour la vitesse n’est pas de divergence nulle Pour aller au dela de cette égalité, nous
définissons des nouvelles fonctions U(k et D dans le but d’obtenir pour <U¢(1k ,ﬁ&i,f)@)

un probleme du méme type que (II.1).

Construction de ng Pour cette construction nous utilisons quelques idées de [31].

Nous définissons d’abord D : F5 x (0,T) — R, satisfaisant :

4 k)
oD! L, 0d!
D1, +et) =0, =5 (1,+et) =21t
ﬂ:(> €>) ) 8131(’ 67) 81’1( )
N (k)
DP (2e, £ et) = 22 (26, £ e,t) =0,
a1
() f) adik
DY (+e,1,4) =0, telt) = 1t
+ ) Oxq ( ) 0y Dy 1) (11.85)

(k)

+
+e,2e.t) = 0,
= (e20)

D (de,2et) =

DP () =0 (21,25) €AS BT,

oDy
D (2,0) = ==
[ T* (z,0) ot

(ac,O) =0,
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“ Lo
k : (k) _pW _
WZE(t) = /25 T (DJr (x1,6,t)— D27 (1, 5,75)) dxzy

'y
+ / = (D@ (,20,0) — Dﬁ“)(—g,x2,t)> s
2e

1
= /dgk)dx—/(/lﬁe(xl,e,t)—Alig(xl, —et)) day
€ 2e

—f;gAia (e,39,t) — A* (—€,29,t)) dy

(11.86)

Considérons
( 1 od}
(21 = (a1 - 22)° (aﬁf>1<t><x1 “Vt+ g a;k<1at>)
dans (2¢,1) x {£e},
(k) _ 1 od?
D) = § (29 — 1) (s — 2¢)?2 (a§1f>2<t)<x2 —1)+ a _26)25’““ a;;(l,t))
dans {£e} x (2¢,1),
0 sur A/i_f?i ’

\

k)i . . . , . s . e
avec aS_L)l, 1 = 1,2 quatre fonctions qui sont déterminées en imposant quelques conditions,

comme signalé auparavant. Il est clair que les fonctions Df ) satisfont (I1.85)1 9,34 sans

aucune condition sur al*".

Nous introduisons ensuite les notations suivantes:

1
ng’l(t) = / dl;dl’ - / (Aig(l’hé?,t) - Alis(xl’ - €,t)) dxl’
D} 2

1)

1
WE2(t) = / d*dz —/ (A5 (e,20,t) — AF (—€,22,1)) das.
D2 2

£

Notons que de (I1.79)nous obtenons W¥(t) = WkL(t) + WF2(t). Une relation entre les

fonctions a! et ™' suit de 4 f;g (Dsf)(:vl,é,t) — DW(zy, - g,t)) doy = WEL(t), avec

les conditions initiales (II1.85)g. De la méme maniere nous établissons une relation entre
an)Q et a™? Alors nous avons prouvé qu’il existe une infinité de possibilités pour choisir
les fonctions DY qui satisfont (I1.85) et (I1.86).
Nous définissons ensuite

DY) =df) - DY (1L.87)

s ~(k . . ~ ..
et nous vérifions que D(i(z satisfait les méme conditions aux bords que d..

Construction de UY): Nous cherchons une fonction U® : B¢ — R2 satisfaisant le probleme
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suivant pour ¢t € (0,7):

(

UM () e (H'(BY)",
div, UW (1) = d¥)(t) dans B¢,
Ub(t) =0 dans BN {z; < 2¢},
UP(129,t) = " Puy (L& t)es sur F¥, (IL88)
UB(2,1,) = "3uf (&1, 1,t)es sur  F5s,
oDy
UW(zy, £ e,t) = (a—i + A% V(zy, £et)ey sur L NAD!,
) oD ,
| U (Fe20,t) = (—— T i AR ) (£e,x9,t)e;  sur IS NOD2.

Remarque I1.5.1. La fonction U%) satisfait deux conditions de compatibilité séparées:

une pour D! et la deuxieme pour D?. Ces conditions sont satisfaites par la construction
(k)
de D"

Nous pouvons prouver que

Proposition I1.5.1. Le probleme (11.88) admet au moins une solution, avec la propriété

3

TP @] 41292 = O"2). (11.89)

Démonstration. Etant donné (I1.88), nous considérons le probleme (IL.88) comme deux
problémes séparés: un dans D! et le second dans D?, chaque probleme avec sa condition
de compatiblilité. Donc, nous pouvons obtenir 1 estimation (I1.89) seulement pour D!.

Pour tout (z1,75) € D! N {x; > 2¢} nous introduisons la nouvelle variable (y;,y2) =

(:c172e x2
1-2e 7 ¢

,r’i:(k) (071) X (_171) X (OvT) — RQa par n;(k)(ylyy%t) = <1_12€ ") (37173727 ),%Uék)([)jl,l'%t)) :

Des calculs simples donnent le probleme suivant pour n;(k)(t):

); clairement (y1,y2) € (0,1) x (—1,1). Nous définissons une nouvelle fonction

(

div,nt®) (1) = dP((1 — 2e)y; + 2¢,ey2,t) dans (0,1) x (—=1,1),

N (0,y2,t) = 0 dans (—1,1),
< Nt (Lya,t) = €2us 1 (1ya,t)es dans (—1,1), (TL.90)
| 7 L)y, £ 1t) = i(agj + A% ) (1 — 28)yy + 2¢, £ e,t)e; dans  (0,1).

Le second membre de (I1.90); 4 contient des correcteurs (qui sont d’ordre O(exp(=2)),

avec o indépendante d’ ¢), ou des termes d’ordre O(¢%2). En appliquant le résultat de
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[10], Chap. III, p. 127 nous obtenons:

H"?l(k (t )H(Hl((o,1)x(—1,1)))2 = O("?). (I1.91)

1(k)

Nous exprimons ensuite le norme de U®) par rapport & la norme de n:'" et nous obtenons

1(k) : -
alors [[UN ()| 1 (prngar >y < é”"h Ol o.ayx 1.2 1€ NTE Ol i (prngeys2ep)? =
O(e“g). Avec les mémes types de calcul nous obtenons la méme estimation pour

g (t)||(H1(D§ﬂ{x2>2s}))2’ et la preuve est achevée. [

Notons que de (I1.89) et de la régularité des seconds membres dans (I1.90) nous avons
3
HU(k)HL2(07T;(H1(BE))2) = O(5k+2>-
La fonction
UW —ab —y® (11.92)

satisfait le méme type de conditions aux bords que u sur 0B¢.De plus ﬂgk)(x,O) =0,
da a (I1.28),. Une des conséquences des constructions précédentes, nous obtenons pour
(U(k) 5 D(k)) le probleme suivant:

(- ouP A
P = 2ive(v(2)D;ULY) + Vopl) = £+ F dans B x (0.7),
div, U%) =0 dans B x (0,1,
oDy 10DY)  o°DY) (k) () .
ph BIE = R + p D10t =0+ j:pa| i ‘{gig sur I x (0,7),
DY =0 sur  A§ BT x(0,7),
UF = . sur  (0B7\(I'L. UT<)) x (0,1,
8D(k
DB, tet) = 2221, £e,t) =0 dans (0,7,
P D( ) 11.93
D) (2e, +et) = 5 20 (2, +e,t) =0 dans (0,7, (IL.92)
4o
. oDy
DY) (+e,1,t) = o (Ee 1) =0 dans (0,7,
X2
. oD
DY) (e 26 t) = 5 =2 (4¢.2t) = 0 dans (0,7,
T2
. oD% .
ng) ‘n==+ 8:“, ng) =0 sur 'Y x (0,7,
UW(2,0)=0 dans B7,
. oDY)
| DE(0) = =24 (2,0) = 0 sur T,
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2py | oD oD

(k)
avec FF) = F — p 20 (@)D, U®), G = G = ph = — L - — 5

Nous sommes mamtenant en mesure d’appliquer (I1.27) pour établir I'erreur entre la

solution exacte de (II.1) et son approximation donnée par (11.33).

Théoreme I1.5.1. Soit (uak),ﬁak),d ) la solution asymptotique d’ordre k donnée par

(I1.33) et (u,p,d) la solution éxact du probléme physique. Nous avons les estimations sui-

vantes :

la = 0 || oo o.ry(2280))2) =

( ) B 0(5%) pour K e {0;17273}7
O(Emm{k—g,kﬂ—v}) pour K >4,

O(e?) pour K € {0,1,2,3},

D (u—a® ‘ = .
( a ) L2(0,T;(L2(B))4) O(gmin{k—§7k+4—'y}) pour K > 47

573) pour K €{0,1,2,3},
min{k—5 k+4—~}— 2) pour K >4.

0 (di L K)> _ { O(e?) p(zur K €{0,1,2,3}, (11.94)
ot Ler:L2rey) | O(emmk=3hH=h)  pour K > 4,
8_2 (d:t —cZ(K)> _{ O(e 3t 2) pour K € {0,1,2,3},
s B peorirere)) | O3k =3 pour K >4,
O(e
O(e

95 i { 6

Démonstration. Obtenons l'estimation (I1.94),. De (I1.89) et (I1.92) il s’ensuit que

o)
L2(0,T;(L2(B2))4 H v

Il reste a estimer la premiere partie du second membre de I'inégalité précédente. Pour

\

HD(u—ﬁff))‘

L2(0,T5(L2(B%))*)

cela nous estimons en premier min <||.7-'(k) | 220,13 (22(B¢))2) [reis | z2((pinre )><(O,T))> et apres
1 a4D(k)
e’ Ox 4 !

(k)

termes sont d’ordre supérieure a celles la. Comme les coefficients de Dy’ sont définis a

les autres

nous appliquons (I1.27),. Cette estimation est donnée par Gie ou par =

partir des couches limites pour le deplacement qui sont nuls si [ < 4 prenant en compte
_ O(gmm{KH,KJrv})_En

4 (k)
(I1.40) et (I1.43) et le second membre correspondant; ||6%8 aDZi
suivant les idées de [28] nous obtenons (I1.94)y; les autres estimations de (I1.94) sont

prouvées avec les mémes techniques et la preuve est achevée. O

Pour améliorer les estimations (I1.94) nous analysons 'ordre du premier terme de la

solution asymptotique. Nous prouvons que:

Proposition I1.5.2. Pour le premier terme de la solution asymptotique nous avons les
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estimations suivantes :

5
Hu N Lo o,ry(r2(8e)y2) = O(e2),
3
D | 2o, ry(zaeyny = O(e?),
0
e —0(e"),
0t o rirarey (IL.95)
0?
2d = 0(57)7
0s Lo°(0,T;L2(TS.))
Vi) ’ = O(c2).
Leo((0,7);(H=1(B#))?) (e2)

\

Démonstration. Etablissons (IL.95);. De (IL67)15 (pour v > 3) et de (IL75)1 (pour

v = 3) nous obtenons pour la vitesse réguliere correspondant a D!
0 5
||11§ )X||L°°(0,T;(L2(Bs))2) = 0O(e2). (11.96)

Ceci signifie que la partie réguliere de la vitesse asymptotique dans la norme de (11.96)
est O(sg). [ls reste a estimer dans la méme norme les fonctions type couche limite. Pour

les correcteurs correspondants a x; = 1 nous avons:

[ nll 2oy < € (/41/_1 (€6t )) f)
(/ / NGRS )) f)é =0(e),

[l 9l oo o 7u22080))2) = O(E). (11.97)

M=

Y

ce qui donne

Finalement, pour le correcteur en z = 0 nous avons

2
Hu ’I7 17” L2(B¢))2 < 8 / <11(()0)(€1,§2,t)> df = 0(53)’
Br{&1<.&<4}

qui donne une estimation du méme type que (I1.97). Alors, nous obtenons (I1.95); comme

une conséquence de (I1.96) et (I1.97). (I1.95)5 4 sont une conséquence du fait que dbl " sont
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nuls. Enfin pour établir (I1.95)5 remarquons que

0)0
1V (93 1) 17 1(3&) < 2|V 0 ) 211 (e

Jise 287 (2222 ) Sty oy
su
V2ol 282

2

o € H'(B)) o # 0})

2 2
< 052/ <p80)<ﬂ = Z5)7777> daida, < Ce* / (p(()o)(flafmt)) d¢ < ¢t

Y J
€ ¢ Bn{&i<d &<}

De méme HVx(pl()?)inn)||%H,1(BE))2) = O(g?), or de (I1.67); 5 (pour v > 3) et de (I1.75)1
(pour v = 3), nous avons 'expression de la partie réguliere de la pression et

o=

)

15X L= 0 scz2seyy2) = Ole

et la preuve est achevée. O

La proposition précédente nous permet d’améliorer les estimations données par le
théoreme 5.1 dans le sens suivant :

Théoreme 11.5.2. Soit (ua),pgj),dia> la solution asymptotique d’ordre j et (u,p,d) la

solution éxacte du probleme physique. Nous avons alors les estimations suivantes:

( N7 7
u— ufz])||Lw(o,T;(L2(sa))2) = O(e"2),
D(u—ﬁflj)) - O(sj+g),
L2((0,T);(L2(B=))*)

9 ( () |

— (ds — d£a> = 07,

ot Lo0(0,T;L2(T%.)) (11.98)

0? A
8 5 (di —d ])> — 0(6]-1—7—&—1)7
Loo(0,T;L2(T'S,))
V(p—pY H = 0(2).
( ) Loo((0,T);(H=1(8B¢))?) ( )

\

Démonstration. Soit j > 0 un entier naturel fixé et & >> j. De (I1.94), et (I1.95), nous

obtenons:

~ (5 ~ (k ~ (k ~ (]
lu =0 ooz < I = 06 oz + 1067 = 0 |imorazeey

= O(eminth=3k+4-h) L O(29+F) = O(e0+).

Les autres estimations de (I1.98) sont obtenues de maniere similaire, et la preuve est

achevée. []
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CHAPITRE I I |

Etude d'un écoulement stationnaire d'un fluide

non-newtonien dans un tube mince

III.1 Introduction

Nous considérons un flux de Stokes stationnaire dans un canal avec une viscosité variable
dépendant du tenseur des déformations. La viscosité dépendant de la variable longitudi-
nale est perturbée par une fonction lipschitzienne, dépendant du tenseur des déformations,
multipliée par un petit parametre positif. Nous donnons des resultats d’existence et d’uni-
cité de la solution du probleme variationnelle en fonction de ce petit parametre, ainsi

qu’une construction de la solution asymptotique dans le cas périodique.

Soit € un petit parametre, ¢ = é ou ¢ € N, nous définissons alors un domaine mince :

D. ;:{(ml,;@)eR:O<x1<1,—g<CE2<g}

Nous supposons qu'un fluide incompressible remplit le domaine D.. Soit f la force extérieure

appliquée au fluide.

Considérons le probleme de Stokes stationnaire suivant :

(

—2div(vD(ue) + pu®(x1,Du.)) + Vp. = f dans D,

divue =0 dans D,
Ue(z1,£5) =0 sur ;€ (0,1) (TI1.1)
ue(0,72) = go(*2) sur 1 € (—5.5)

[ ue(1,m2) = g1(2) sur  x1 € (—5,5)

Les inconnues de ce systeme sont la vitesse u, et la pression p. du fluide.

Les conditions aux bords non homogenes pour la vitesse sont données par les fonctions gq
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et g1 dont la deuxieme composante est nulle, et la premiere satisfait :

1

/

1
2

go1(§2)d&z = /2 911(&2)d&s

1
2

ol g € C2((—1.1]).

Du) = L (V(w) + (V(w))7).

v(z1) = vy + vi(z1) est la viscosité tel que v € C}([0,1]). De plus ils existent & > x >
0 tel que & > v(z1) > k pour tout z € (0,1).

®: R x R — R2:¥ est continue sur son domaine de définition et est L-lipschitzienne

par rapport a la deuxiéme variable. De plus ®(z1,Du.) = 0 pour tout z; € (0,p) x (1—p,1).
K K
4L CyLCpp
sont la constante de Korn et la constante de Poincaré Friedrichs respectivement. f une
fonction vectorielle de (L*(D.))%.

(0 une constante positive strictement inférieure a py = min ,ouCy et Cpp

II1.2 Formulation variationnelle

A.g=0.

Supposons tout d’abord que g = 0, pour obtenir la formulation variationnelle du probleme
(IT1.1), nous introduisons ’espace :
H = {v e (Hy(D.))? | div(v) = 0}.

L’espace Hy, muni de la norme || [[z1(p.y)> est un sous-espace de Hilbert de
((H&(DE))Q,H H(H&(DE)P) et nous assumons que f est une fonction vectorielle de (L?(D,))?.
Théoreme I11.2.1. [l existe ug tel que pour tout pu < o le systéme (I111.1) admet une
unique solution u € HY, (D.).

Pour démontrer le théoremellI.2.1 il faut tout d’abord prouver le théoreme suivant:

Théoréme II1.2.2. On considére F : R*? — R**? tel que F;; € L*(D.). Sous les

memes hypothéses, le systeme suivant :

—2div(vD(u)) + Vp = f +divF sur D,
divu =0 sur D, (I11.2)
u=>0 sur 0D,

admet une unique solution u € Hy, (D.) dans le sens qui suit:
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Pour tout v € Hy,, (D,)

) / ) Duta)) : D(v(e)) dr = [ fla)a) do - / F): D(o(x)) da

€

De plus,
1
ID(w) |2 (poyyr < 7 (CkCrr| fll2poyz + 1 Fllcr2pays) -

Démonstration.

1. Formulation variationnelle :

La formulation variationnelle du probleme (II1.2) est la suivante :

Trouver u € H};, tel que pour tout v € H},

2/ v(z1)D(u(z)) : D(v(x)) de = : f(z)v(z)de —/ F(z): D(v(x)) dx

£

D’autre part ,

et

2. Existence et unicité de la solution
Notons Ip_(u,v) := 2 [, v(z)D(u(z)) : D(v(z)) dz.
Ip, définit alors un produit scalaire. En effet: Ip_: H}, (D) x H} (D.) — R est
clairement bilinéaire symétrique.
De plus Ip_(u,u) = 2fD€ v(x)D(u) : D(u) dx > IifDE D(u) : D(u) dx > 0.
Si [, v(x)D(u(z)) : D(u(x))dx = 0 alors D(u(x)) = 0, alors u est constante. Or u

est nul sur 0D,, d’ou u = 0.

Définissons une nouvelle norme sur H}, (D.) comme ce qui suit :

i, = (2 ] v@)Duta) s Dt e ) "

€
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La norme [ju||z, est équivalente & la norme (Hj(D.))?, de plus

. 1 2 2
K min (Lm) HUH(H(}(DE))Z < Ip.(uu) < 2%%%”(451)”“”1{3(175)2'

Considérons I'application suivante:

o H — R
v o = [, fl@)vde+ [, F(z):D(v(z))do

o) < /D (@) 0(z)| de + / F(z) : D(v(x))|da

De

< (Crellfllic2 oy + 1 F Il w2oe) 10l p.yyz-

D’apres le théoreme de Riesz il existe une unique u € H{V(D,) tel que ¢(v) =

Ip_ (u,w).

3. Estimation a priori

Pour tout v € H(D,) p(v) = Ip.(u,v), en particulier pour u = v

Ip. (uu) = — ; f(z)v(x)dx +/ F(x):D(v(x))dx

€

< (CkCrr||fllzzoyz + IF lr2pay) 1P| (L2(Doys-

Or 26]|D(u) {2,y < . (u,u).

D’ou .
ID(uw) (2 (poyyr < o (CxCrrllfll2mons + I Fll2poyys)

Démonstration. théoreme I11.2.1

1. Formulation variationnelle

La formulation variationnelle du probleme (II1.1) est la suivante :

Trouver u € H} tel que pour tout v € Hi

2/ v(x1)D(u(z)) : D(v(x)) de = ; f(z).v(x) d:zc—2,u/ ®(x1,D(u(x))) : D(v(z)) dx.

£
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2. Existence et unicité de la solution

Considérons 'application suivante:

(Hy(De))* — (L*(D2))?

vo—> u tel que

R :

—2div(vD(u) + p®(z1,Dv)) +Vp = f sur D,
divu = 0 sur D,
u=>0 sur 0D,

| R(v1) — R(v2)l(z2(p.yy2 = l|ur — ual(z2(p.))2
< Cpp||Vur — V|| (r2(p.y)2

< Ck x Cpp||D(uy) — D(U2)||(L2(De))4

CprC
< =@ (21 D) — D21, D(v2) |z,

S CPFCkL<ZL'1>
I

pl|D(v1) — D(va)ll(£2(p.))2

C’PFC(KL
< —————pllvr = vall(ma(p.ye-

Or o < 7g,--Dout pour tout p €]0,10] R est contractante et par conséquent,

d’apres le théoreme de point fixe de Banach; R admet un unique point fixe. Ainsi

pour tout u €]0,u0[ le probleme (II1.1) admet une unique solution.

]

Proposition II1.2.1. Si u. est une solution faible de (I111.1), alors il existe une distribu-

tion p. € D'(D,) tel que (u.,p.) satisfait le probléme au sens des distributions.

Démonstration. Nous avons que
(2div(v(z1)Due — p®(zq1,D(u(x)))) + f0) = 0¥ € H(D:,)

Du lemme de De Rhamiil s’ensuit qu’il existe une distribution p. € D'(D.), unique a une

constante additive pres, tel que
—2div(v(x1)Due + p®(x1,D(u(x)))) — f = —=Vp.

Le systeme (II1.1) est donc satisfait par u. et p.. O

B.g#0
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Il existe alors un prolongement G' (voir [15]) tel que divG =0et G|, _, = goet G|, _, = q
. En remplagant la fonction inconnue u. par T' = ue — GG, on obtient pour 'inconnue 7' le

probleme suivant :

—2div(vD(T') + p®(x1,D(T) + D(G))) + Vp = f + 2div(vD(G)) sur D.
divl’=0 sur D,
T=0 sur 0D,
(ITL.3)
qui est du méme type que (III.1) avec une légere modification du terme non linéaire
—2div(u®(z1,D(T)+D(G))), G étant connue. En appliquant le théoreme I11.2.1 on prouve
I'existence et 1'unicité de la solution 7" du probleme (I11.3) et par conséquence on a ’exis-

tence et l'unicité de u. solution du probleme (IIL.1).

Nous simplifions le probleme pour ce qui suit (III.1), en remplacant les conditions
(IT1.1)5 et (II1.1)g par la condition de périodicité par rapport a x.

Nous introduisons I'espace de Sobolev suivant :
Hyer(D2) = {(H}op1,0(D:))? : divu = 0}

H}..10(D;) est la complétion (par rapport a la norme de H'(D.)) de I'espace des fonctions
C>(R x [~5,5]) nulles en x5 = &5 et périodiques en x;. Comme au début de cette section
[ € (L*(D.))? de plus ® est perlodlque en 7. u. est une solution de Hpe(D.) est une

solution faible du probleme
(
—2div(vD(ue) + u®(x1,D(u.)) + Vp= f sur D,
divu, =0 sur D,

(IT1.4)
u. =0 pour Ty = +3

| Ue est 1-périodique en xq

si et seulement si elle satisfait 'inégalité intégrale :

2/ v(z1)D(u(zx)) : D(v(z)) de = f(z).v(z)de — 2,11/ O(x1,D(u(x))) : D(v(z)) dx

D, e
Vi) € Hper(De)

L’existence et 'unicité de ce probleme peuvent étre obtenues en suivant la démonstration
du théroreme II1.2.1.
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III.3 Analyse Asymptotique

Construisons le développement asymptotique pour la solution de probleme périodique

(III1.1). Définissons le domaine infini
5 £ £
QEZ{(ZEl,[L’Q)ERI$1€R,—§<$2<§}.

Supposons que v € C®, f = flel, fi € C®(R), ® € C°(R x R**?), v, f et ® sont
1

1-périodiques en z1.Notons (¢ fo (z1,29)da1, (V)y = [% ¥(1,22)das.
2

Nous prososons deux approximations asymptotiques de la solution :

1. Une solution asymptotique est donnée par:

.
k
. T
k _ +2 2
Ul(l“hflfz) = 253 Uy, 5 (131,?)7
J=0
k
k _ §+3 L2
u2(x1,x2) = & Ug’j Il,? s (1115)
J=0
k
k _ '+1
Pi(w1,20) = E g’ (a:'l, ) E elq; (1),
\ Jj=0

avec uy j,uq ;,p; et ¢; fonctions 1-périodiques en 1, tel que (p;)2 = 0. Nous développons

en série de Taylor au voisinage de 0, comme ®(z1,0) = 0:

2 k
@DO), = S D oy i
(i117i127i217i22)

111 + 12 + 91 U2 = )

RG] 2 Dtz @y (g ( Du¥))dyy dif di

(111,912,821,022)
111 + 12 21+l = N +1

0Py

N k _ .
ou DU = (d”> 011 412 @21 122
Ox 0x 1y 0xs)

et Dh22182)Q,, (1 0) =

(1,0). En

1<i,j<2

notant

(I)(Stl,Duk) _ ( @11(1’1,Duk) ®12($1,Duk) >

@21 (ml,Duk) CI)QQ(Jfl,DUk)

Notons M; le premier terme du développement en série de Taylor de ®(zy,DuF) .
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M; est donné par :

S (21,0)dy; Z Iz (21,0)d;;
Ml _ 1<4,5<2 aq) 1<4,5<2 8(1)
21 22
(21,0)di; > (21,0)d;
1<i,j<2 O 1<i,j<2 Oy

Ainsi

K
. 0* 0P
le(Ml)l = Z&l |:—2U11712(ZL’1,0) +

062011 091 0r11

82 8(1)12 8 3 q)ll

8£§u2’l_1 Dons (21,0) + 8£2u1’l_18x18:1;12( 1,0)+

0_2u 01y (21,0) + iu D*®y, (1,0) + 0 D*®yy (21,0)

8x% 1,z-2—&[11 15 O l’l_20x228x1 L1, 852u2’l_2—6x16x22 X,
9? 0P, 0Py

U292 | —— 0

afzaxl U2,1—2 (ax22 (mlv ) + axu ($1,0>> +

0? 0D, 0 9%y,

8_x%u2’l_3% (71,0) + 8_a:1u2’l_3

(#10)

al’la.TlQ

Et nous avons une expression similaire pour div(M)s.
Nous notons ®; ; et ®5; la premiere et deuxieme composante de div(®(z1,Dut))
respectivement, contenant des sommes de produits de termes d’indice inférieur ou

égal a j et de leurs dérivées.

En introduisant la solution asymptotique dans (I11.4), et en identifiant les coefficients
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d’ordre € en notant §; = 2 nous obtenons:

( ) 2 . 2 .
—Qi (V(xl)—aul’]z) - V(ifl)a - V(ivl)—a 22

61'1 61'1 8'5% 85285171
0? oD - Op;i_ 8q
—2#852 Y gy 112 (21,0) — 2uPq ;1 + 3;11 = fidj0,
0 8u1 j—1 8u2 j—3 82’&2 j—1
9 : : 9 , 111.6
dxq {V(xl) ( 3 - Oy )} + (o) 23 o
8 0Dy, ap;
2U— 0) +2udy ;- —
+ luaé-% U’LJ a 19 ('Tl? ) + K 2,j—1 852 07

avec les conditions aux bords:

1 1
ul,j (.fll'l, + 5) = O,'LLQJ‘ (331, + 5) = O

Etude de régularité

Montrons par récurrence sur j la régularité de w; j, ug;, p; et g; satisfaisants le

systeme d’équations (I11.6). Pour j = 0, nous obtenons le probléme suivant :

( 015 32U10 dqo
— 2 J —
<’/(1’1)+ “ax12> 02 day fi
U1 0(1’1, + 2 ) = O
o 3@22 0*uq
— =2
o6, M 8m( 1,0) o2 (111.7)
82@70 . 8u1,0
852 B Oy
+ 1 =0 + 1 =0
\ Uio | 1, 5]~ yU2.0 | L1, 5 ) =V

De (II1.7)(3.4) nous avons que ¢y € H, 1 (0,1) est 'unique solution 1-périodique de

per

I’équation variationnelle :

' 1 dqy Oz /1 1 Oz
dry = ——dxy Vze H! (01
/0 (ZZ'1) + 2:“ (1)12 ( 170) 81‘1 axl o 0 (371) + Q[L ‘1)12 (I‘l,O) f (xl)(‘?xl = N per( )

Etude asymptotique et numérique d’écoulements de fluides non-newtoniens dans des structures tubulaires minces



92 Chapitre III. Etude d’un écoulement stationnaire d’un fluide non-newtonien dans un tube mince

de plus
8

dqo
H m 11l z20,1)

81'1

L2(0,1)

La régluarité de gy est obtenue en se basant sur le fait que & + 4§ > v(x;) +

24757 ‘1’12 (:cl,()) > & > 0et f; sont C*(R). La démonstration est du méme type que

celle qui va suivre pour g, dans les espaces adéquats.

Nous définissons 'opérateur L, par:

11 11

. 1 - = —1 - =

L, H0< 2,2) m ( 2,2)
0 0 0

U1,0 — ——((y(x1)+2,u 12) uLO)

Soit s fixé dans R; u(s,.) € Hy ( %,%) est solution du probleme faible suivant :

% 8@12 8u10 81} 82}
/_; <u(x1) * 2,u a$12> 352 af2d§2 /; (fl ) 852

(111.8)

Ainsi

2(~1.1) A1 || oo m)

Soit s fixé dans R et h fixé dans R, alors d’apres ce qui précede uyo(s + h,.) €
1 (-5 o

1
272

dQO

1
( + CPF) dxl

fi—

Hauw(s +hy.)
0

K
L2(-4.3) =3 Lo(®)
On soustrait I"équation (I11.7); de la méme équation écrite au point (s + h,€), on

obtient alors:

au1,0(87§) - 8u170(8 + h7£>
(952 852

(14 Cor) (I£1() = fis + W)l ey

L°°(O,1)>

MIR

L2(7 7%)

N

N dgo(s +h)  dgo(s)
dz, ds

En tenant compte du fait que les fonctions f; et dqlg %) sont continues sur R nous
avons :

lim du(s,§)  Ouls + h.g) _0

0 || 06 9&

L2(7%’%)
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) Ui 0

L>(R)

Et alors u; o est continue sur R & valeurs dans Hj(—1,3).
Soit 0 v(xy) +2 it u la dérivée formelle de | v(zy) + 2 adt
o v
O 1 ¥ 0712 1,0 1 2 o7
Alors 9 0Py 2 g d
_ 2 12 U1,0 q0 _
61'1 ((V( )+ u@xu) 85% + dl’% dxl fl
* Auy (s,
Notons u}(s,&2) = < (s)+ 2#?9?22(3 0)) %
Soit s fixé dans R et h fixé dans R, alors:
us(s + h,&) — ub(s, a
0( 52}1 0( 62) . a_u0(87§2)
i 12(=43)
dqi(s+h dqi(s
< (1 +CPF) ‘ fl(s) - f1(8+h) . d fl + md(acj_ ) o qéi ) o d2CIO
En tenant compte du fait que les fonctions f; et dqlis) sont dérivables sur R nous
(5+h&) —uy(s6) _ 0
. U88+,2—U88,2__* B
flLE)I%) h 83%(8’&) L2(-% 1 =0

272

De plus v(s) + 2u‘9q>12 (5,0) > %

111
valeurs dans Hj(—3,3).

En remplagant u}(s,&) et fuj(s.&2) par fuj(s.&2) et v

s+l U\ S

> 0 est C°(R), alors uy o est dérivable sur R a

5(5.,62) respectivement,

de méme pour le second membre en ce qui concerne ¢y et f; nous obtenons une

régularité supplémentaire pour ug; sur R a valeur dans H, 1(—5,%)

La régularité de u; en & peut étre démontrée en suivant le méme raisonnement

que pour la régularité par rapport a la premiere variable x;, en fixant cette fois

o € (—

23):

Nous démontrons de la méme maniere la régularité de wuq et

de pp.

Supposons que u; ;, Us j, p; €t g; sont régulieres montrons que uy ji1, Uz jt1, Pj11 et

dj+1-
En remplacant j par j + 1 dans (II1.6), nous avons :
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( 0Py o Iqj+1
( (z1) + 2“8 1 (55170)) a_fgul,j—i-l = _8;% + g}(ﬂfl,&),

Opj+1 0? 0Py 2
852 2”852 17J+1 ,1712 (ZE170> + g] <I1,§2),

(111.9)

Quyjr1 | Ougjp

or o,

1 1
ul’jJFl ('rl? =+ 5) = 07u2,j+1 (xh + 5) = 0.
\

Ou gjl (1,&) et g?(:pl,fg) sont des fonctions connues des approximations précédentes,

contenant des sommes de produits de termes d’indice inférieur ou égal a j et de leurs
dérivées, et sont donc régulieres sous I'hypothese de récurrence.

Nous récupérons donc des équations du méme type que (II1.7), et en appliquant le
méme type de calculs nous obtenons la régularité désirée pour les approximations
d’ordre j + 1.

Ainsi les termes de la solution asymptotique sont régulieres.

Détermination de la solution asymptotique

Cette partie est dédiée a la résolution des équations satisfaites par les termes du

développement asymptotique.

Nous introduisons les fonctions:
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1

avec No(1) = Ni(7)d7 = —55. Nous utiliserons les notations suivantes:

(S

&2
D_1 F—>/ ﬂfl, T,

52
F—>/ (1,7 dT—/ / (x1,7)d7d0,
D72 F—>/ / (z1,7)d7dl — (§2+ >/ / (1,7)d7db.

Théoréme II1.3.1. Les inconnues du systeme précédent u, j,us j,pj,q; sont données

@‘z

par les relations suivantes :

0 uz;- 1 0 ouy j_
Rt (2 ( _)
Uy, j { (371)_’—2,[,&8(1)12 afgaxl + ($1)+2ﬂ8¢12 8513'1 V(.Cﬁl) axl
8pj71 = ) } 1 (8q )
e N VY S I
01y t2pudyj1 | o+ V($1)+M8£11§ Ni(&) — 100

0 (l’l) 82UQ j—2
R D—lD—2 5
UQJ { 81131 (V(xl) + 2M3<I>12 85281‘1
0 1 0 aul i—2 8]9;1 T
2 — ) - = 2udy
+8;E1 ( (x1)+2u§fj2 ( o (l/(:m) D1, ) O +2p®y 1))}

0 1 dq;
01, ( v(ay) +2u522 (8 —h JO)) No(&2),

~ 8 8u - au . a?u o
R -1)_= 1j-1 2,j—3 2,5—1
Dj D {8:1:1 {1/(901) ( 96, + O, )} + 21/(951)—8gg

0? 0Dy -
+2lua§2 ULJ a 1 (.’,13‘1,0) + 2#@27]'1} .

(111.10)

Démonstration. Comme p < g alors v(xy) + 2u‘%12 > 5 > 0, en suivant le meme
raisonnement que le premier chapitre on retrouve facﬂement ces équations. Sauf
que les résoudre n’est pas de la méme simplicité. Ceci est di aux termes issus du
développement en série de Taylor de ®.

m

Pour trouver la j—ieme approximation, il faut que la condition us (1’1,%) =0

soit satisfaite, ce qui nous donnera l'inconnue ¢;. En effet, les conditions (II1.6) et
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Us j (xl, — %) = 0 sont satisfaites par la définition de D=2 et D~!. Pour satisfaire

U ($1,2) = 0 nous devons avoir:

0 1 (8q iy >
- 1950
O \ 12 (w(wy) + 20822 ) \Om T

_ _ 3 1/(5(31) 82U2 i—92
D lD 2 »J
{33:1 v(xy) + 2,u8‘1)12 08201,

0 1 0 8U17]’_2 - 8pj_1 -
+ 81'1 ( (271)"‘2/18(1)12 (281‘1 (V(l'l) 6?61 ) al'l +2ﬂ®1,j—1

En particulier pour 7 = 0 nous avons I’équation suivante pour qq:

0 1 ) <3q0 _f1> _0 (IIL11)

oy 12( (-171) + 2H<9‘1’12 oy

0x12

Alors qg est la fonction 1-périodique donnée par la formule

T T o .
ww) = [ ninar v ( (7) + 2% aij(m)) dr +

Comme p < pg alors

0P
v(zy) +2p 8951122 > g >0

Ainsi

olw1t) = / hir (ml)fi#%m%/o”“( v >+2Mgill22(7—0))d

Ox12

_< /0 fi(r)dr — V+<§;>%m> /Ox ( (r )+2ugiz(7 o)) dr >

1

Ainsi . 5
4
uo(1,62) = o) + QM(%” <8x2 - f1> Ni(&),
A— 2 dqo 0Py
upg = 0 po = D! {u @) +2M8¢12 (8901 —f1> %(xl,O)} Nous avons

ainsi la proposition suivante

Proposition II1.3.1. Le terme principal de la solution asymptotique du probleme
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(I11.4) est donnée par:

( 5 (fin

U1,0(371,52) = —¢ <1/ N 2#5};—11"’2> Ni(&2)
U2,0(371,52> =0
_ (fin 0Py ( B 1)
Pro(71,62) = 2M<V N 2#3&5% 9t1s (71,0) | & 5
_ (f1)1 o ( 0Py )
oot / hior (azl) + 2u§f”> /o () + 20 0712 (r0)) dr
) S )
| </0 fi(r)dr V N 2M3‘1>12>1 /0 v(T) +2p D21 (1,0) d7'>1
(111.12)

Estimation d’erreur

Théoréme I11.3.2. Soit (u* p*) la solution asymptotique donnée par (111.5) et (u,p)

la solution de (I11.4) tel que u < po. Alors les estimations suivantes sont vraies :
o = el e = O (4%).

IV = pe)ll = (0 =© <€k+%>

per,1,0

Démonstration. Nous obtenons le probléme suivant pour (u”,p*):

;

—2div(v(x)Duf + p®(x1,Du)) + Vp* = F*¥(z1,29) + ®*  dans D,

divU* =0 dans D,
U’“(a:l,g) =0 pour z; € (0,1),
Uz, —5)=0 pour z; € (0,1),

Uk est 1-périodique en z;
(I11.13)
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2
FH(ayay) = e (2i (V(m)aul’kl) + V(ml)a D2kl apk) el

s, du 0*u 5, Ous p
_ k29 9 Lk 2k 0 2,k—1
€ ( . (u(azl)—axl ) + V(xl)ﬁazl(%g) er + (8:c1 (V($1) . )) e

0 0
_ 5k+3 <a_x1 <IJ(I1) au;;k>) €9.
(IT1.14)

Et ®* est le résidus du développement de 2div(u®(x,Du*)), il contient des sommes
k+1

de dérivées de ¢ d’ordre supérieur ou égal a €*7*. Nous avons alors que:

HDu — Du.|| < _CPF HFk + ‘I)kHLz(DE 2 + ||Du DUEHH(DE)‘JL

D’ou -
[P~ D < s 0
Ainsi
[u* = uel g1 pye < % |F5 4 oy e = O <5k+%>
' Tp
et
IV = p)l-1p.) = O <5k+g> .

En effet

s | [p. P" —pdive| : 12 [, V(@)D —u.) : Dy
vl o2 IVVllaemay  yewn,,, o0 vau L2(D.))!

2p [ (2(x1,(Du’)) — (x1,(Duc))) : DY — [}, (F* + ) - |
VY (£2(Dey)

< (C(Cpp.Cx L) + Cpp)||[F* + @||(12(p. )2
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2. Considérons toujours dans le cas périodique les ansatz suivant :

k
A ] ':C x g
Uk(931>$2) = 225” Ul](l"l, )€1 +Z;5]+2U23($17 - )€
J L (I11.15)
PH(ar,r) = Zéfjpj 371; +Z€J 'gj(x1)
=0

Dans ce cas nous développons ® en série de Taylor au voisinage de:

Ou1,0
B = 1 ( 80 0&2 )
2 u1,0
02 0

2k
1 o n
(Pl D)) = @Bt DD 5 D, DO (e B digdi s
hk=1 j=1""

(t11,812,021,922)

111 + G2 o1 + i =]

1 o A me A
Yo X DOeseg e (Du)didi &y dis

(111,2127121,222)
111 + 12 F 91 122 = N + 1

. o 0P
ou Duk —B= (dlj) et D(111,Z12,121,122)q)hk(w1’B) = 7 7 hki 7 (I’l,B).
1<i,j<2 0x} 0215 05} x5y
l@@lg 82U;70 + 0<I>11 (Il,B) + 8(1312 8_B
g 8212 |z—B 85 81‘1 1<i7<2 Zij lz—B 8901

div(®(z1,B)) = 18@22 9%uq I 0P (z1,B) + 0% a_B
c aZlZ s 852 8551 1 8371

7.
1<ij<2 Y lz=B

Nous notons ®; ; et @, ; la premiere et deuxieéme composante de div(®(x1,Dur)) respec-
tivement, contenant des sommes de produits des termes d’indice inférieur ou égal a j et

de leur dérivées.

En injectant les ansatz dans le probleme (I11.1) nous obtenons :

Pour 7 =0
( 82 8 8 8U170
—v(r )8527110 + 6:51% = 2#(9—52-7:(951,8—62)
o1, = 2) =0 (I11.16)
2 Quyy
) d —
\ *% 81‘1 52 ’
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0 0
Ou 8_52]: (xl,%) sont les éléments de %ng(xl,B). Explicitement
d Ay d Dy
—F Bt S ' 7 Z 10
oe,” " og, ) T ozt em X g
et pour 7 > 1
( 0 8“1 —9 62’&1 i 82U2 i—9 82 82U10
_2_ 5] _ 5J _ 5] _ 2 @ i
Oy (1/(3:1) 014 > 1/(1‘1) af% V(Il) a528% M82122 12lz=p * 653
—2udy ;1 + 8;11 + (9_95]1 = f19j0,
8 8U1 j—1 8U2 j—3 82u2 j—1
— , ; 92 ,
p |:V(l'1) ( 6, D, + 2v(z) oe2
2 0%uq . op;
2U——=P 4 2udy i — =L =0
TGz, e " oy T T g, T
ouy j Oug;
5‘111 + 3622 =0,
U1,5 (351, + %) =0,
L Uz, (xl, + %) =0.
(I11.17)

Sous réserve de la régularité

considérons le probleme suivant :

Nous avons prouvé (Chapitre I)
(IIL.18).

de la solution, pour résoudre le probleme pour 7 = 0

0? 0
_V(l‘l)?v + 8_513'1q = 0
v(xy, £ 5) = (II1.18)
3 O
/—é 8_:cld£2 =0

I'existence et I'unicité de la solution (v,q) du probleme
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Considérons I'espace suivant :

11 ! :
H = {gp €L, (0,1;H3 (—§,§)> tel que Vg € C,,, : /0 q () /2

1
2

pd&dr = 0}

On munit H de produit scalaire :

wn-[ ]

Proposition I11.3.2. La norme issue de (,) g est équivalente a la norme L>

N[

ou Ov

96, 95, 42

M\H

0.1: g (=3:3))

or (
de plus H munie de cette norme est un espace complet.

Démonstration.

[, () s [

I
/ /% (8_52) dwdéy 2 gmin(1,Crr) HUHiQ(O,l;H&(—%’%))

D’ou I’équivalence entre les deux normes. De plus, soit (¢,), € H tel que ¢, — ¢; on a

u®
%,

< 2
oy T (-14)

et

/ / Qpnq dl’d§2 =0 Vq € C}%er
2

Alors

N|=

/ / (z)dzd&,

1
2

S(/Oqu(xydx)% / (/é«on—so))Q

< 4" @)l 201y ll9n = Pll 20103 (~1.2)

/ / z)dzdéy =0

ainsi H est complet. O

D’ou

La formulation variationnelle de (II1.16) est donnée par:

! ou Ay B o
/0/ 5{28§2dxd€2 2#// ( 552) 8§2dxd€2 Vo e H (I11.19)
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Théoréme II1.3.3. Si p < %, alors le probleme (I11.19) admet une unique solution.

Démonstration. Cosidérons 1'opérateur suivant :

r. H — L2,.(0,1) x L? (—3.3)
u —> v tel que

( 0? 0 0 ou
_V(ZL‘1)¥’U + a—xl(ﬂ) = Q,Ma—ng (Il,a—&)
3:17 ) - O

+ —
/ / gpdrdés =0
1
2

[R(u1) = Ruz) |l = [lor = vollu

<ok (131,%) - F (9017&@)
g o6 062/ Iz 0nx2(-1.4)
" ' Oy Ouy

Tk (06 0% || 01)xL2(-3.3)

per

< 221wy — sl
K

R est contractante si et seulement si p < 27. [

I1I1.4 Exemple pour ¢

Considérons le probleme de Stokes stationnaire suivant ::

—2div(vDu + p®(x1,Du.)) + Vp =0 dans (0,1) x (0,¢)
divu = 0 dans(0,1) x (0,¢) (I11.20)
u(z1,0) = u(zr1,6) =0 sur (0,1)

Ou v € C}([0,1]). De plus ils existent & > x > 0 tel que & > v(z;) > £ Vo, € (0,1).

1

&z, Du)= ——
P
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Ou po,A\,B sont des constantes dépendant du fluide et 0 < S < 1. On rappelle que la

norme choisie est |y|? = > ik YikYik-

Théoreme I11.4.1. Considérons application:

P RV s Rnxn

1
Y " G Y

ou A est un coefficient positif et o un coefficient strictement positif.

Il existe une constante non nulle L > 0 telle que ® définie ci-dessus est L-lipschitzienne.

Démonstration. Pour démontrer le théoreme4.1 il nous faut I'égalité d’accroissements

finis véctorielle:

1
Nous notons ., = Yemn-

(T+ N2> varyin)

a(I)em _ 1 5P I —206/\2ypq(]. + /\2 sz yikyik)ail Yo
Mg (T+ A2 vinya) " (T+ A2 vinix)®®
ora 2a\?

- YemY
(L+ A2 vieyin)® (L+ X2 yanyar) -

- ' opa. N 20\ | |
(XA vikbin)® (14 A2 Zﬁk YikYir) Yem¥pa
1

: + YikYik
(14 A2 sz yirYie)® (L4 A2 sz Yielin ) Z

1 a
< +
L+ XD varyie)™  (1+ X2 virdir)™
< 14+«

®em
Ainsi |V, @[> = E a@y < g (14 a)* =n*(14 )
Prq

m,n,p,q m,n,p,q

Conclusion: @ étant clairement C' et que |[V®(y)| < n*(1 + a)* = L; d’apres le

théoreme d’accroissements finis vectoriels:
|®(u) — ®(v)| < L|u — v| pour tout u,v € R™"
ie ® est L-lipschitzienne. O

D’ou @ est lipschitzienne par rapport a la deuxieme composante.
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SUpposons que v = i, ft = flo — foo and ®(z1,Du,) = ——L——5 Du.

(14+A2|Dul?) 2~
Alors )

vDu + p®(x1,Due) = procDu + (1o — flos) =
(1+ [ADul2) 5"

est la loi de Carreau pour la viscosité. En utilisant les approximations (II1.12) nous avons

2 1 1’2( ZL‘Q)
Ug,1 = € —(1—-—=
v+2u e 3

En résolvant numériquement le probleme pour pg = 3, e = 1, A = 10, f = 0.5:

Fic. II1.1 — Profile de la vitesse pour x1 = ,
0.5 Fia. I11.2 — L’erreur pour la vitesse

L’erreur entre les résultats numériques et le terme principal de la solution asymptotique

est d’ordre €° .
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Asymptotic and numerical study of Non-Newtonian fluid flow in thin tube structures

Summary :In order to model the blood flow through vessels, the Stokes equation with the nonconstant
viscosity is considered in a thin tube structure, i.e., in a connected union of thin rectangles with heights
of order € and bases of order 1 with smoothened boundary. An asymptotic expansion of the solution is
constructed. In the case of random perturbations of the constant viscosity, we prove that the leading term
for the velocity is deterministic, while for the pressure it is random, but the expectations of the pressure
satisfies the deterministic Darcy equation. Estimates for the difference between the exact solution and its
asymptotic approximation are proved. Finally, we give some numerical results. We extend the results for a
thin tube structure composed by two thin rectangles with lateral elastic boundaries which are connected
by a domain with rigid boundaries. After a variational approach of the problem which gives us exis-
tence, uniqueness, regularity results and some a priori estimates, we construct an asymptotic solution.
We present and solve the problems for all the terms of the asymptotic expansion. For two different cases,
we describe the order of steps of the algorithm of solving the problem and we construct the main term
of the asymptotic expansion. And finally, we present a variational and an asymptotic analysis for a more
general case where the viscosity depends on the infinitesimal strain tensor in a thin channel. By means
of the a priori estimates, we justify our asymptotic constructions, by obtaining a small error between the
exact and the asymptotic solutions.

Key Words: Stokes equation, thin tubular structure, asymptotic expansion, variable viscosity, boun-

dary layers, Sophie Germain equation, non newtonian fluid, mixed boundary (rigid-elastic).

Etude asymptotique et numérique d’écoulements de fluides non Newtoniens dans des struc-

tures tubulaires minces

Resumé: Afin de modéliser le flux sanguin dans les vaisseaux, I’équation de Stokes avec une visco-
sité variable est considérée dans une structure tubulaire mince, c’est a dire, dans une union de rectangles
minces avec des hauteurs d’ordre € et des bases d’ordre 1. Un développement asymptotique de la solution
est construit. Dans le cas des perturbations aléatoires de la viscosité constante, nous prouvons que le pre-
mier terme de la vitesse est déterministe, alors que pour la pression, il est aléatoire, mais les éspérances
de la pression satisfont I’équation déterministe de Darcy. Les estimations pour la différence entre la so-
lution exacte et son approximation asymptotique sont prouvées. Enfin, nous donnons quelques résultats
numériques. Nous étendons les résultats a une structure tubulaire mince composée de deux rectangles
minces avec des parois élastiques qui sont reliés par un domaine dont les parois sont rigides. Apres une
approche variationnelle du probleme qui nous donne des résultats d’existence, d’unicité ,de régularité, et
certaines estimations, a priori, nous construisons une solution asymptotique. Nous présentons et résolvons
les problemes de tous les termes du développement asymptotique. Pour deux cas différents, nous décrivons
Pordre des étapes de résolution de 'algorithme du probleme et nous construisons le terme principal du
développement asymptotique. Et enfin, nous présentons une analyse variationnelle et asymptotique pour
un cas plus général ou la viscosité dépend du tenseur des déformations dans un canal mince. Par le biais
des estimations a priori, nous justifions nos constructions asymptotiques, par ’obtention d’une petite
erreur entre les solutions exactes et asymptotiques.

MOTS-CLES : équation de Stokes, structure tubulaire, étude asymptotique, viscosité variable, couches

limites, équation de Sophie Germain, fluides non newtonien, domaine a parois mixtes.



