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REMERCIEMENTS
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Summary

In order to model the blood flow through vessels, the Stokes equation with the noncons-

tant viscosity is considered in a thin tube structure, i.e., in a connected union of thin

rectangles with heights of order ε and bases of order 1 with smoothened boundary. An

asymptotic expansion of the solution is constructed. In the case of random perturbations

of the constant viscosity, we prove that the leading term for the velocity is deterministic,

while for the pressure it is random, but the expectations of the pressure satisfies the deter-

ministic Darcy equation. Estimates for the difference between the exact solution and its

asymptotic approximation are proved. Finally, we give some numerical results. We extend

the results for a thin tube structure composed by two thin rectangles with lateral elastic

boundaries which are connected by a domain with rigid boundaries. After a variational

approach of the problem which gives us existence, uniqueness, regularity results and some

a priori estimates, we construct an asymptotic solution. We present and solve the pro-

blems for all the terms of the asymptotic expansion. For two different cases, we describe

the order of steps of the algorithm of solving the problem and we construct the main term

of the asymptotic expansion. And finally, we present a variational and an asymptotic

analysis for a more general case where the viscosity depends on the infinitesimal strain

tensor in a thin channel. By means of the a priori estimates, we justify our asymptotic

constructions, by obtaining a small error between the exact and the asymptotic solutions.





Resumé

Afin de modéliser le flux sanguin dans les vaisseaux, l’équation de Stokes avec une

viscosité variable est considérée dans une structure tubulaire mince, c’est à dire, dans

une union de rectangles minces avec des hauteurs d’ordre ε et des bases d’ordre 1. Un

développement asymptotique de la solution est construit. Dans le cas des perturbations

aléatoires de la viscosité constante, nous prouvons que le premier terme de la vitesse est

déterministe, alors que pour la pression, il est aléatoire, mais les éspérances de la pres-

sion satisfont l’équation déterministe de Darcy. Les estimations pour la différence entre

la solution exacte et son approximation asymptotique sont prouvées. Enfin, nous don-

nons quelques résultats numériques. Nous étendons les résultats à une structure tubulaire

mince composée de deux rectangles minces avec des parois élastiques qui sont reliés par

un domaine dont les parois sont rigides. Après une approche variationnelle du problème

qui nous donne des résultats d’existence, d’unicité ,de régularité, et certaines estimations,

a priori, nous construisons une solution asymptotique. Nous présentons et résolvons les

problèmes de tous les termes du développement asymptotique. Pour deux cas différents,

nous décrivons l’ordre des étapes de résolution de l’algorithme du problème et nous

construisons le terme principal du développement asymptotique. Et enfin, nous présentons

une analyse variationnelle et asymptotique pour un cas plus général où la viscosité dépend

du tenseur des déformations dans un canal mince. Par le biais des estimations a priori, nous

justifions nos constructions asymptotiques, par l’obtention d’une petite erreur entre les so-

lutions exactes et asymptotiques.
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Introduction

La circulation sanguine, le transport de cellules et de substances dans un corps humain,

ainsi que le refroidissement de liquide ou le transport de pétrole, sont modélisés par les

équations d’écoulement de fluide posées dans des domaines minces: couche mince [19],

canal ou structure tubulaire mince.

Une structure tubulaire mince est une réunion finie connexe de cylindres finis avec le

rapport ”diamètre/hauteur” d’ordre ε << 1. En dimension deux, c’est une connexion de

rectangles d’épaisseur ε et d’une longueur d’ordre 1 [22]; ε est un petit paramètre positif

(voir la figure 1).

Fig. 1 – Une structure tubulaire mince en dimension 2

Le calcul numérique pour des équations aux dérivées partielles dans de tels domaines

est couteux, car la géométrie demande un grand nombre de noeuds dans la grille. La

méthode de décomposition asymptotique partielle du domaine introduite dans [22] et

[26], consiste à séparer le problème en sous-problèmes pour concentrer l’étude sur les

parties du domaine où la solution a un comportement particulier. L’approche est de

réduire la dimension et de passer localement au modèle unidimensionnel : chaque canal

est unidimensionnel avec des conditions de jonction à l’extrémité (voir les figures 2 et 3).
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Fig. 2 – Structure tubulaire mince
Fig. 3 – Décomposition asympto-
tique partielle du domaine

Cette méthode est basée sur les informations concernant la structure de la solution

asymptotique dans chaque partie du domaine.

Les auteurs dans [1] ont étudié l’application de la méthode au problème de Stokes dans des

structures minces. Le développement asymptotique de la solution est construit et justifié.

Il est composé d’un flux type Poiseuille dans les rectangles et de correcteurs couches

limites aux voisinages des jonctions.

Le modèle newtonien a été choisi pour le fluide incompressible. Or dans la nature et dans la

technologie, le comportement non-newtonien du fluide est très répandu. Le caractère non-

newtonien le plus connu est la variation de la viscosité avec la vitesse de cisaillement. Ce

comportement est notamment observé dans l’écoulement sanguin. Ces variations sont liées

à des modifications de la structure du sang, mais aussi de son comportement mécanique

lors de l’écoulement: interaction aves les parois des vaisseaux sanguins. Il existe plusieurs

autres problèmes pratiques impliquant une viscosité variable, par exemple, la présence de

bactéries en suspension (voir [14]) peut changer localement la viscosité.

Mathématiquement, la viscosité dépendant de la variable longitudinale de chaque rec-

tangle de la structure tubulaire modélise un flux sanguin dans une structure de vais-

seaux où la viscosité dépend de la concentration d’une certaine substance diluée dans le

sang ou de cellules sanguines. En effet, l’étude asymptotique de l’équation de convection-

Roula FARES – Université JEAN MONNET de Saint-Etienne
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diffusion dans un tel domaine ([7],[26]) montre que dans le cas de la condition de Neumann

(imperméabilité) sur les bords latéraux et un petit nombre de Reynolds, la concentra-

tion est asymptotiquement proche de la description unidimensionnelle, c’est l’équation

de convection-diffusion située sur le graphe. La solution d’un tel problème est le terme

principal du développement asymptotique, et elle dépend évidemment de la variable lon-

gitudinale. L’équation de flux est couplée avec l’équation de convection-diffusion dans ce

cas. Néanmoins, si la vitesse est petite (dans notre cas, elle est de l’ordre d’ε2), alors

en négligeant la convection, en comparaison avec le terme de diffusion ou en itérant par

rapport au petit terme, nous obtenons l’équation de diffusion stationnaire ; en l’absence

d’un terme source dans le second membre, elle a une solution asymptotique linéaire par

morceaux sur le graphe pour la concentration. En effet, le système couplé de diffusion-

convection le plus simplifié est donné par :

−div(ν(Cε)Duε) +∇pε = f(x)

divuε = 0,

−∆Cε + uε.∇Cε = 0

où Cε est la concentration, uε et la vitesse du fluide et pε est la pression.

Si uε est petite par rapport à Cε, nous pouvons écrire un développement pour Cε par

rapport au petit paramètre qui est le quotient de magnitudes de |uε| et |Cε|. Alors pour

les termes de ce développement, la troisième équation peut être résolue avant les équations

du flux. Les approximations successives peuvent être une deuxième approche possible :

−div(ν(C
(n)
ε )Du

(n)
ε ) +∇p

(n)
ε = f(x)

divu
(n)
ε = 0,

−∆C
(n)
ε + u

(n−1)
ε .∇C

(n)
ε = 0

où n est le nombre d’itérations.

Dans les deux cas, nous obtenons alors un problème avec une viscosité variable. Dans

cette situation simplifiée, l’équation de diffusion peut être résolue avant l’équation de flux

et nous obtenons pour le flux, l’équation de Stokes ou Navier-Stokes avec une viscosité

variable dépendant (via la concentration) de la variable longitudinale.

D’autres paramètres peuvent modifier la structure même du vaisseau. En effet, les

blocages partiels d’une artère (sténose) ou les interruptions brutales du débit sanguin (oc-

clusions), sont traités par une angioplastie. C’est une technique chirurgicale qui consiste

à introduire, à l’aide d’une sonde, un ballonnet à usage unique, qui va dilater l’artère à
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l’endroit du rétrécissement 1.

Fig. 4 – Angioplastie Fig. 5 – Angioplastie avec
pause de Stent

Ce geste est souvent complété par la pose d’une prothèse appelée Stent. C’est une

prothèse sous forme de tube, constituée d’une partie métallique recouverte ou non par un

tissu étanche. Les Stents couverts sont imperméables, et sont donc utilisés pour traiter

des hémorragies, colmater une plaie ou dans les vaisseaux à parois anévrismales. Quant

aux stents du second type, ils sont utilisés dans le cadre de dilatation de rétrécissement

des vaisseaux.(voir[13])

Fig. 6 – Stent
bifurqué Fig. 7 – Stent couvert simple

1. les photos ont été prises du site wikipédia ainsi que de www.gamida.net et www.dr-azencott.com

Roula FARES – Université JEAN MONNET de Saint-Etienne
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La partie du vaisseau dans laquelle est posé le stent peut être assimilée à une partie à

parois rigides. Ainsi nous avons une partie du vaisseau à parois rigides et une autre à parois

élastiques. Nous avons dans ces parties là une interaction entre le fluide et la structure

élastique. La complexité de la structure détaillée des artères rend l’étude de l’interaction

fluide-structure insoluble. Ainsi, les modèles choisis pour décrire le comportement de la

membrane sont ceux d’une membrane linéairement élastique (viscoélastiques). Les auteurs

ont utilisé le modèle de Navier dans [2],[3],[4] ou encore Koiter dans [5].

Dans [27], les auteurs ont considéré un flux visqueux non-stationnaire dans un canal

fin avec des parois élastiques, avec des conditions de périodicité du flux aux extrémités

du domaine. Les termes principaux sont comparés à ceux d’un écoulement de Poiseuille

dans un tube à parois rigides. L’approche asymptotique a été ensuite étendue au cas

non-périodique dans [28]. Les conditions non nulles aux bords ont nécessité dans ce cas

la construction de couches limites.

Ils ont ensuite généralisé les résultats dans [29] et [30]. En effet, les résultats de [27] ont

été étendus au cas de dimension trois, en considérant un flux périodique axisymétrique

dans un cylindre fin à frontière latérale élastique. De plus, dans [30] deux cas différents

ont été étudiés : quand le terme d’inertie dans l’équation de déplacement de la paroi était

plus petit que le terme de contraintes et quand ces deux termes étaient du même ordre.

Dans tous ces papiers, le flux était décrit par les équations de Stokes et le comportement

de la structure élastique était simulée par l’équation de Sophie Germain ou l’équation de

Koiter. L’interaction fluide-structure est mathématiquement exprimée par l’égalité entre

la vitesse du fluide et la dérivée en temps du déplacement de la paroi. Une solution

asymptotique a été construite en prouvant que c’est une bonne approximation de la solu-

tion exacte, vu la petite erreur entre ces deux solutions.

D’autres travaux tels que [11] et [12] donnent des résultats d’existence de solution de

problèmes d’intéraction fluide-structure, utilisant des procédures de point fixe tel le théorème

de point fixe de schauder.

L’objectif de cette thèse est donc de faire une étude variationnelle et asymptotique

d’écoulements de fluides incompressibles dont la viscosité est variable dans des domaines

à parois rigides ou élastiques. Ce travail a été partagé en trois parties :

Dans le premier chapitre, nous proposons une étude de l’équation de Stokes stationnaire

dans un canal avec une condition de périodicité du flux aux extrémités du domaine, puis le

résultat est étendu au cas non-périodique et enfin nous faisons l’étude dans une structure

tubulaire mince. L’analyse asymptotique de ce problème nous permet d’étudier le cas où

la viscosité constante a quelques variations aléatoires dans chaque canal de la structure

tubulaire. Il est possible dans ce cas de répondre aux questions suivantes : le premier terme

Étude asymptotique et numérique d’écoulements de fluides non-newtoniens dans des structures tubulaires minces
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du développement asymptotique est-il déterministe ou aléatoire? Quelle est la loi de Darcy

pour les espérances de la pression? Enfin nous donnons quelques résultats numériques

Dans le deuxième chapitre, nous proposons une généralisation des anciens résultats

présentés dans [26],[28], [31]. Nous étendons le cas considéré dans le premier chapitre, au

cas où la structure tubulaire a des parois mixtes (voir la figure 8) représentant la pose

d’une endroprothèse (ou stent) dans un vaisseau ou une artère. Nous donnons une étude

variationnelle et asymptotique du problème.

Fig. 8 – Domaine à parois mixtes (la partie gris représente l’endroprothèse)

Enfin, dans le troisième chapitre, nous présentons l’étude de l’équation de Stokes sta-

tionnaire dans un canal avec une viscosité variable dépendant du tenseur des déformations.

La viscosité dépendant de la variable longitudinale est pérturbée par une fonction lip-

schitzienne, dépendant du tenseur des déformations, multipliée par un petit paramètre

positif. Nous donnons des résultats d’existence et d’unicité de la solution du problème

variationnelle en fonction de ce petit parmètre, ainsi qu’une construction de la solution

asymptotique dans le cas périodique.

Par le biais des estimations a priori, nous justifions nos constructions asymptotiques, par

l’obtention d’une petite erreur entre les solutions exactes et asymptotiques.

Roula FARES – Université JEAN MONNET de Saint-Etienne



CHAPITRE I

Développement Asymptotique de la solution

de l’équation de Stokes stationnaire avec

viscosité variable dans une structure tubulaire

mince en dimension deux

I.1 Introduction

Dans ce chapitre nous étudions l’équation de Stokes avec une viscosité variable dans

une structure tubulaire mince. En dimension deux c’est une connexion de rectangles

d’épaisseur ε est de longueur d’ordre 1 [22]; ε est un petit paramètre positif. Un développement

asymptotique dans le cas de viscosité constante à été construit dans [1]. Il est composé

d’un flux type Poiseuille dans les rectangles et des correcteurs couche limite aux voisinages

des jonctions. Ici, nous considérons un cas plus général où la viscosité n’est pas constante

mais dépendant de la variable longitudinale de chaque canal. Cette situation modélise un

flux sanguin dans des vaisseaux où la viscosité dépend de la concentration d’une certaine

substance diluée dans le sang ou de cellules comme des érythrocytes et des thrombocytes.

Le plan du chapitre est le suivant : Dans la première section, nous considérons le cas

d’un canal rectangulaire avec des conditions de périodicité aux extrémités du canal. Un

développement asymptotique de la solution est construit et justifié.

Dans la deuxième section, nous considérons le cas d’un flux dans un tube avec un flux

entrant/sortant comme conditions aux extrémités. Dans ce cas nous construisons un

développement asymptotique qui contient une partie régulière et des correcteurs couches

limites.

Dans la troisième section, nous construisons un développement asymptotique de la solu-

tion de l’équation de Stokes. Nous associons pour chaque rectangle une partie régulière et

Étude asymptotique et numérique d’écoulements de fluides non-newtoniens dans des structures tubulaires minces
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Chapitre I. Développement Asymptotique de la solution de l’équation de Stokes stationnaire avec viscosité variable dans

une structure tubulaire mince en dimension deux

nous connectons ces ansatz par des correcteurs couches limites. La procédure est similaire

à celle décrite dans[26].

Dans la quatrième section, nous considérons une viscosité perturbée par une fonction

aléatoire. En appliquant l’analyse asymptotique effectuée précédemment, nous calculons

les premiers termes et nous prouvons que le premier terme pour la vitesse est déterministe,

quant à la pression, elle est aléatoire, mais les éspérances de la pression satisfont une

équation de Darcy déterministe.

Tous ces développements sont justifiés par le calcul du résidus et l’application des esti-

mations a priori .

Enfin nous donnons quelques résultats numériques.

I.2 Flux dans un canal

Considérons un petit paramètre ε, ε = 1
q
, q ∈ N, et définissons alors un domaine mince

Dε =
{

(x1,x2) ∈ R
2 : 0 < x1 < 1, −

ε

2
< x2 <

ε

2

}

.

Assumons qu’un fluide incompressible remplit le domaine Dε. Soit f la force extérieur

appliquée au fluide.

Fig. I.1 – Domaine fin

Roula FARES – Université JEAN MONNET de Saint-Etienne



I.2. Flux dans un canal 3

Considérons le problème de Stokes stationnaire suivant:















































−2div(ν(x1)Duε) +∇pε = f(x) dans Dε,

divuε = 0 dans Dε,

uε(x1,ε/2) = 0 pour x1 ∈ (0,1),

uε(x1,− ε/2) = 0 pour x1 ∈ (0,1),

uε(0,x2) = ε2ϕ0(x2/ε) pour x2 ∈ (−ε/2,ε/2),

uε(1,x2) = ε2ϕ1(x2/ε) pour x2 ∈ (−ε/2,ε/2),

(I.1)

Les inconnues du système sont la viscosité uε et la pression pε du fluide. Les conditions

non-homogène aux bords pour la viscosité sont données par les fonctions ϕ0,ϕ1 dont la

deuxième composante est nulle, et la première satisfait

∫ 1/2

−1/2

ϕ01(ξ2)dξ2 =

∫ 1/2

−1/2

ϕ11(ξ2)dξ2, (I.2)

où ϕi1 ∈ C
2
0 ([−1/2,1/2]). Ici

(Duε)ij =
1

2

(

∂uεi
∂xj

+
∂uεj
∂xi

)

,

ν satisfait les conditions suivantes

ν(x1) = ν0 + ν1(x1) (I.3)

où ν1 ∈ C
2
0([0,1]).De plus, il existe ρ > 0, κ > 0 telle que ν(x1) ≥ κ pour tout x1 ∈ (0,1)

et ν1(x1) = 0 pour tout x1 ∈ (0,ρ) ∪ (1− ρ,1) (et alors, ν0 > 0).

I.2.1 Formulation variationnelle du problème

Pour obtenir la formulation variationnelle du problème (I.1), introduisons l’espace suivant

H(Dε) =
{

u ∈ (H1
0 (Dε))

2 : div(u) = 0
}

(I.4)

et supposons que f ∈ (L2(Dε))
2.

Il existe une fonction ϕε ∈ (H1(Dε))
2 telle que divϕε = 0, ϕε|x1=0 = ϕ0 et ϕ

ε|x1=1 = ϕ1

(voir [15]). En remplaçant la fonction inconnue uε par vε = uε − ε2ϕε, nous donnons la

formulation variationnelle du problème (I.1):

2

∫

Dε

ν(x1)Dvε : Dψ =

∫

Dε

f · ψ − 2ε2
∫

Dε

ν(x1)Dϕ
ε : Dψ, ∀ψ ∈ H(Dε). (I.5)

Étude asymptotique et numérique d’écoulements de fluides non-newtoniens dans des structures tubulaires minces
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une structure tubulaire mince en dimension deux

Définition I.2.1. uε est une solution faible du problème (I.1) si vε = uε− ε
2ϕε ∈ H(Dε)

et satisfait (I.5).

Proposition I.2.1. Si uε est une solution faible de (I.1), alors il existe une distribution

pε ∈ D
′

(Dε) tel que (uε,pε) satisfait (I.1)1 au sens des distributions.

Démonstration. Si nous considérons vε = uε − ε2ϕε,alors de (I.5) nous avons que

〈2div(ν(x1)Dvε − ε2ν(x1)Dϕ
ε) + f,ψ〉 = 0,∀ψ ∈ H(Dε)

Du lemme de De Rham,il s’ensuit qu’il existe une distribution pε, unique à une constante

additive près, tel que

−2div(ν(x1)Dvε) + 2ε2div(ν(x1)Dϕ
ε)− f = −∇p.

Le système (I.1) est donc satisfait par uε et pε.

Théorème I.2.1. Le problème variationnel (I.5) a une unique solution vε ∈ H(Dε).

Démonstration. L’existence et l’unicité de solution sont données par le théorème de Riesz

car les normes

‖vε‖I =

(∫

Dε

ν(x1)Dvε : Dvε

)1/2

et ‖vε‖(H1
0 (Dε))2

sont équivalentes.

De plus si vε ∈ H(Dε) est une solution du problème variationnel (I.5). Alors

‖vε‖(H(Dε))2 ≤ C(κ,C
ε
PF )

(

‖f‖(L2(Dε))2 + ‖ϕ
ε‖(H1(Dε))

2

)

,

où Cε
PF est la constante de l’inégalité de Poincaré-Friedrichs. Notons que Cε

PF peut être

éstimée par εC̃, où C̃ est indépendante de ε (voir [26]). C(κ,Cε
PF ) = O(ε) où κ est la borne

inférieure de la viscosité (I.3).

Considérons le cas où ϕε = 0. Alors:

‖∇pε‖H−1(Dε) ≤ C‖f‖(L2(Dε))
2 ,

Avec C une constante indépendante de ε.

En effet, du lemme de De Rham , nous avons l’existence d’une distribution pε, unique

à une constante près, tel que

∇pε = 2div(ν(x1)Duε) + f.

Roula FARES – Université JEAN MONNET de Saint-Etienne



I.2. Flux dans un canal 5

Ce qui signifie que

∫

Dε

pεdivψ = 2

∫

Dε

ν(x1)Duε : Dψ −

∫

Dε

f · ψ, ∀ψ ∈ H(Dε))
2,

et alors,

sup
ψ∈(H1

0 (Dε))2

|
∫

Dε
pεdivψ|

‖∇ψ‖(L2(Dε))4
= sup

ψ∈(H1
0 (Dε))2

|2
∫

Dε
ν(x1)Duε : Dψ −

∫

Dε
f · ψ|

‖∇ψ‖(L2(Dε))4
≤

≤ (C(κ,Cε
PF ) + Cε

PF )‖f‖(L2(Dε))2 ,

où C(κ,Cε
PF ) est la constante de l’estimation a priori pour uε et C

ε
PF est la constante

de l’inégalité de Poincaré-Friedrichs (elle est de l’ordre de ε). Cette inégalité donne une

estimation de ∇pε dans la norme H
−1.

Une étude asymptotique du problème (I.1) montre qu’une solution asymptotique est

donnée par un flux type Poiseuille, avec deux correcteurs couche limite localisé au voisinage

des extrémités du canal.

Didactiquement, il serait mieux de séparer la construction du flux type Poiseuille

pour la viscosité variable et la construction des correcteurs couche limite. Pour cela nous

simplifions le problème (I.1), et remplaçons (I.1)5, (I.1)6 par la condition de périodicité

par rapport à x1.

Nous introduisons l’espace de Sobolev

Hper(Dε) =
{

u ∈
(

H1
per,1,0(Dε)

)2
: div u = 0

}

,

H1
per,1,0(Dε) est la complétion ( par rapport à la norme H

1(Dε)) de l’espace des fonctions

C∞(R× [−ε/2,ε/2]) nulles en x2 = ±ε/2 et périodiques en x1. Comme au début de cette

section f ∈ (L2(Dε))
2.

Définition I.2.2. On dit que uε ∈ Hper(Dε) est une solution au sens faible du problème

périodique



































−2div(ν(x1)Duε) +∇pε = f(x), dans Dε,

divuε = 0, dans Dε,

uε(x1,ε/2) = 0, pour x1 ∈ (0,1),

uε(x1,− ε/2) = 0, pour x1 ∈ (0,1),

uε est 1− périodique en x1,

(I.6)
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Chapitre I. Développement Asymptotique de la solution de l’équation de Stokes stationnaire avec viscosité variable dans

une structure tubulaire mince en dimension deux

si et seulement si elle satisfait

2

∫

Dε

ν(x1)Duε : Dψ =

∫

Dε

f · ψ, ∀ψ ∈ Hper(Dε). (I.7)

Comme dans le théorème I.2.1, nous appliquons le théorème de Riesz pour prouver

l’existence et l’unicité de uε ∈ Hper(Dε), solution du problème (I.6). L’estimationa priori

est donnée par

‖uε‖(H1(Dε))2 ≤ C(κ,C
ε
PF )‖f‖(L2(Dε))2

où C(κ,Cε
PF ) = O (ε) et κ la borne inférieure de la viscosité.

Si uε est une solution au sens faible de (I.6) alors il existe une distribution pε ∈ D
′

(Dε)

tel que (uε,pε) satisfait ce problème au sens des distributions, et

‖∇pε‖H−1(Dε) ≤ C‖f‖(L2(Dε))
2 ,

où C est une constant indépendante de ε. En effet de (I.7) on a

2

∫

Dε

ν(x1)Duε : Dψ =

∫

Dε

f · ψ, ∀ψ ∈ (H1
per,1,0(Dε))

2.

Du lemme de De Rham , nous avons l’existence d’une distribution pε, unique à une

constante près, tel que

∇pε = 2div(ν(x1)Duε) + f.

ce qui signifie que

∫

Dε

pεdivψ = 2

∫

Dε

ν(x1)Duε : Dψ −

∫

Dε

f · ψ ∀ψ ∈ (H1
per,1,0(Dε))

2,

et alors,,

sup
ψ∈(H1

per,1,0(Dε))2

|
∫

Dε
pεdivψ|

‖∇ψ‖(L2(Dε))4
= sup

ψ∈(H1
per,1,0(Dε))2

|2
∫

Dε
ν(x1)Duε : Dψ −

∫

Dε
f.ψ|

‖∇ψ‖(L2(Dε))4
≤

≤ (C(κ,Cε
PF ) + Cε

PF )‖f‖(L2(Dε))2 ,

où C(κ,Cε
PF )est la constante de l’estimation a priori pour uε et C

ε
PF est la constante

de l’inégalité de Poincaré-Friedrichs (elle est de l’ordre de ε). Cette inégalité donne une

estimation de ∇pε dans la norme H
−1.
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I.2.2 Analyse Asymptotique du problème

Construisons d’abord le développement asymptotique pour la solution de problème périodique

(I.6); nous étudierons ensuite le cas non périodique. Définissons le domaine semi infini

Ωε =
{

(x1,x2) ∈ R
2 : x1 > 0,− ε/2 < x2 < ε/2

}

.

Supposons que f = f1e1, f1 ∈ C
∞([0,∞]), f1 est 1-périodique en x1.

Fig. I.2 – Tube semi-infini

Notons

〈ψ〉1 =

∫ 1

0

ψ(x1,x2)dx1, 〈ψ〉2 =

∫ 1/2

−1/2

ψ(x1,x2)dx2.

Une solution asymptotique est donnée par:















































uk1(x1,x2) =
k

∑

j=0

εj+2u1,j (x1,x2/ε) ,

uk2(x1,x2) =
k

∑

j=0

εj+3u2,j (x1,x2/ε) ,

pk(x1,x2) =
k

∑

j=0

εj+1pj (x1,x2/ε) +
k

∑

j=0

εjqj(x1),

(I.8)

avec u1,j,u2,j,pj et qj fonctions 1-périodiques en x1, tel que 〈pj〉2 = 0.

En substituant la solution asymptotique (I.8) dans (I.6), et en identifiant les coefficients

Étude asymptotique et numérique d’écoulements de fluides non-newtoniens dans des structures tubulaires minces
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une structure tubulaire mince en dimension deux

d’ordre ε en notant ξ2 = x2/ε nous obtenons:































































































−2
∂

∂x1

(

ν(x1)
∂u1,j−2
∂x1

)

− ν(x1)
∂2u1,j
∂ξ22

− ν(x1)
∂2u2,j−2
∂ξ2∂x1

+
∂pj−1
∂x1

+
∂qj
∂x1

= f1δj0,

∂

∂x1

[

ν(x1)

(

∂u1,j−1
∂ξ2

+
∂u2,j−3
∂x1

)]

+ 2ν(x1)
∂2u2,j−1
∂ξ22

−
∂pj
∂ξ2

= 0,

∂u1,j
∂x1

+
∂u2,j
∂ξ2

= 0,

u1,j (x1,± 1/2) = 0,

u2,j (x1,± 1/2) = 0.

(I.9)

Notons:

N1(ξ2) =
1

2

(

ξ22 − 1/4
)

,

(elle satisfait N
′′

1 = 1, N1(±1/2) = 0) et

N2(ξ2) =

∫ ξ2

−1/2

N1(τ)dτ,

avec

N2(1/2) =

∫ 1/2

−1/2

N1(τ)dτ = −
1

12
.

Notons:

D−1 : F −→

∫ ξ2

−1/2

F (x1,τ)dτ,

D̃−1 : F −→

∫ ξ2

−1/2

F (x1,τ)dτ −

∫ 1/2

−1/2

∫ θ

−1/2

F (x1,τ)dτdθ,

D−2 : F −→

∫ ξ2

−1/2

∫ θ

−1/2

F (x1,τ)dτdθ −

(

ξ2 +
1

2

)∫ 1/2

−1/2

∫ θ

−1/2

F (x1,τ)dτdθ.

Théorème I.2.2. Les inconnues du système (I.9) u1,j,u2,j,pj,qj sont données par les re-
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lations suivantes :

u1,j = −D−2
{

∂2u2,j−2
∂ξ2∂x1

+
1

ν(x1)

(

2
∂

∂x1

(

ν(x1)
∂u1,j−2
∂x1

)

−
∂pj−1
∂x1

)}

+
1

ν(x1)
N1(ξ2)

(

∂qj
∂x1

− f1δj0

)

,

u2,j = D−1D−2
{

∂3u2,j−2
∂ξ2∂x21

+
∂

∂x1

(

1

ν(x1)

(

2
∂

∂x1

(

ν(x1)
∂u1,j−2
∂x1

)

−
∂pj−1
∂x1

))}

−
∂

∂x1

(

1

ν(x1)

(

∂qj
∂x1

− f1δj0

))

N2(ξ2),

pj = D̃−1
{

∂

∂x1

[

ν(x1)

(

∂u1,j−1
∂ξ2

+
∂u2,j−3
∂x1

)]

+ 2ν(x1)
∂2u2,j−1
∂ξ22

}

.

(I.10)

Démonstration. En intégrant deux fois (I.9)1 et en utilisant les conditions aux bords

(I.9)4, nous obtenons (I.10)1. Cette relation donne une expression pour l’inconnue u1,j

via qj. Toutes les autres fonctions contenues dans cette relation sont soit connues des

approximations précédentes soit égales à zéro. Nous intégrons ensuite la condition d’in-

compressibilité (I.9)3 par rapport à ξ2 avec les conditions (I.9)5. Finalement, en intégrant

(I.9)2 nous obtenons pj.

L’inconnue qj est déterminée de la condition au bord u2,j (x1,1/2) = 0. En effet, les condi-

tions (I.9)4et u2,j (x1,− 1/2) = 0 sont satisfaites par la définition de D−2 et D−1, quant à

u2,j (x1,1/2) = 0, elle nous donne:

−
∂

∂x1

(

1

12ν(x1)

(

∂qj
∂x1

− f1δj0

))

= (I.11)

= D−1D−2
{

∂3u2,j−2
∂ξ2∂x21

+
∂

∂x1

{

1

ν(x1)

(

2
∂

∂x1

(

ν(x1)
∂u1,j−2
∂x1

)

−
∂pj−1
∂x1

)}}

∣

∣

ξ2=1/2

En particulier, pour j = 0, nous avons l’équation de Darcy pour le terme principal de

la pression q0:
∂

∂x1

(

1

12ν(x1)

(

∂q0
∂x1

− f1

))

= 0. (I.12)

q0 est alors une solution 1-périodique donnée par

q0(x1) =

∫ x1

0

(

f1(τ)−
〈f1〉1
〈ν〉1

ν(τ)

)

dτ −

〈∫ x1

0

(

f1(τ)−
〈f1〉1
〈ν〉1

ν(τ)

)

dτ

〉

1

Étude asymptotique et numérique d’écoulements de fluides non-newtoniens dans des structures tubulaires minces
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une structure tubulaire mince en dimension deux

d’où

u1,0(x1,ξ2) =
2

ν(x1)

(

∂q0
∂x1

− f1

)

N1(ξ2), u2,0(x1,ξ2) = 0 et p0(x1,ξ2) = 0.

Pour j = 1; q1 la solution 1-périodique de (I.11) pour j = 1, i.e.

∂

∂x1

(

1

12ν(x1)

∂q1
∂x1

)

= 0.

Il s’ensuit que q1 = 0, u1,1(x1,ξ2) = 0 et u2,1(x1,ξ2) = 0. Pour j = 1, (I.10)3 donne:

p1(x1,ξ2) =
∂

∂x1

(

∂q0
∂x1

− f1

)

(N1(ξ2)− 〈N1〉2) .

Pour j = 2, (I.11) devient

∂

∂x1

(

1

12ν(x1)

∂q2
∂x1

)

=
∂

∂x1

(

1

ν(x1)

∂

∂x1

(

∂q0
∂x1

− f1

))

D−1D−2 (N1(ξ2)− 〈N1〉2)
∣

∣

ξ2=1/2 ,

(I.13)

comme D−1D−2 (N1(ξ2)− 〈N1〉2)
∣

∣

ξ2=1/2 = R 6= 0, q2 est la solution 1-périodique donnée

par:

q2(x1) = −12R〈f1〉1

(

ν(x1)

〈ν〉1
− 1

)

.

D’où:

u1,2(x1,ξ2) =
1

ν(x1)

∂2

∂x21

(

∂q0
∂x1

− f1

)

D−2 (N1 (ξ2)− 〈N1〉2) +
1

ν(x1)
N1 (ξ2)

∂q2
∂x1

,

u2,2(x1,ξ2) = −
∂

∂x1

[

1

ν(x1)

∂2

∂x21

(

∂q0
∂x1

− f1

)]

D−1D−2 (N1 (ξ2)− 〈N1〉2)

−
∂

∂x1

(

1

ν(x1)
N2(ξ2)

∂q2
∂x1

)

,
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et nous obtenons le théorème suivant :

Théorème I.2.3. La solution asymptotique du probème (I.6) est donnée par:

uk1(x1,x2) = ε2
1

ν(x1)

(

∂q0
∂x1

− f1

)

N1

(x

ε

)

+ε4
(

1

ν(x1)

∂2

∂x21

(

∂q0
∂x1

− f1

)

D−2
(

N1

(x2
ε

)

− 〈N1〉2

)

+
1

ν(x1)
N1

(x2
ε

) ∂q2
∂x1

)

+O(ε5),

uk2(x1,x2) = −ε5
(

∂

∂x1

[

1

ν(x1)

∂2

∂x21

(

∂q0
∂x1

− f1

)]

D−1D−2
(

N1

(x2
ε

)

− 〈N1〉2

)

+
∂

∂x1

(

1

ν(x1)
N2

(x2
ε

) ∂q2
∂x1

))

+O(ε6),

pk(x1,x2) = q0 + ε2
(

q2(x1) +
∂

∂x1

(

∂q0
∂x1

− f1

)

(

N1

(x2
ε

)

− 〈N1〉2

)

)

+O(ε3),

(I.14)

où q0 et q2 sont obtenues comme les uniques solutions de (I.12) et (I.13) respectivement.

Remarque I.2.1. La solution donnée par (I.14) peut être écrite de la manière suivante:

uk1(x1,x2) = −ε2
〈f1〉1
〈ν(x1)〉1

N1(ξ2)− ε4
(

1

ν(x1)

〈f1〉1
〈ν〉1

ν
′′

(x1)D
−2

(

N1(
x2
ε
)− 〈N1〉2

)

+
12R〈f1〉1
〈ν(x1)〉1

ν
′

(x1)

ν(x1)
N1(

x2
ε
)

)

+O(ε5),

uk2(x1,x2) = ε5
(

∂

∂x1

[

1

ν(x1)

〈f1〉1
〈ν〉1

ν
′′

(x1)

]

D−1D−2
(

N1(
x2
ε
)− 〈N1〉2

)

+
12R〈f1〉1
〈ν(x1)〉1

(
ν
′

(x1)

ν(x1)
)′N2(

x2
ε
)

)

+O(ε6),

pk(x1,x2) =

∫ x1

0

(

f1(τ)−
〈f1〉1
〈ν〉1

ν(τ)

)

dτ −

〈∫ x1

0

(

f1(τ)−
〈f1〉1
〈ν〉1

ν(τ)

)

dτ

〉

1

+ε2
(

−12R〈f1〉1

(

ν(x1)

〈ν〉1
− 1

)

−
〈f1〉1
〈ν〉1

ν
′

(x1)
(

N1(
x2
ε
)− 〈N1〉2

)

)

+O(ε3).

Étude asymptotique et numérique d’écoulements de fluides non-newtoniens dans des structures tubulaires minces



12
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une structure tubulaire mince en dimension deux

Introduisons la fonction suivante :

F k(x1,x2) =

(

2
∂

∂x1

(

ν(x1)
∂u1,k−1
∂x1

)

+ ν(x1)
∂2u2,k−1
∂x1∂ξ2

−
∂pk
∂x1

)

e1

+

(

∂

∂x1

[

ν(x1)

(

∂u1,k
∂ξ2

+
∂u2,k−2
∂x1

)]

+ 2ν(x1)
∂2u2,k
∂ξ22

)

e2

+ ε

((

2
∂

∂x1

(

ν(x1)
∂u1,k
∂x1

)

+ ν(x1)
∂2u2,k
∂x1∂ξ2

)

e1 +

(

∂

∂x1

(

ν(x1)
∂u2,k−1
∂x1

))

e2

)

+ ε2
(

∂

∂x1

(

ν(x1)
∂u2,k
∂x1

))

e2.

(I.15)

Théorème I.2.4. Soit (uk,pk) la solution asymptotique donnée par (I.8) et (u,p) la so-

lution de (I.6). Alors l’estimation suivante est vraie :

‖uk − uε‖H1(Dε)
2 = O

(

εk+5/2
)

.

Démonstration. Notons (Uk,P k) = (uk − uε,p
k − pε). Nous obtenons le problème suivant

pour (Uk,P k):



































−2div(ν(x1)DU
k) +∇P k = −εk+1F k(x1,x2) dans Dε,

divUk = 0 dans Dε,

Uk(x1,ε/2) = 0 pour x1 ∈ (0,1),

Uk(x1,− ε/2) = 0 pour x1 ∈ (0,1),

Uk est 1-périodique en x1

(I.16)

Les estimations à priori nous donnent :

‖uk − uε‖H1(Dε)
2 ≤ C(K,CPF )‖ε

k+1F k‖L2(Dε)
2 = O

(

εk+5/2
)

et

‖∇(pk − pε)‖H−1(Dε) = O
(

εk+5/2
)

.

Considérons à présent le cas non périodique, i.e. nous construisons un développement

asymptotique de la solution du problème (I.1). Supposons que f = f1(x1)e1, f1 ∈

C∞([0,1]).Définissons une solution asymptotique par:
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ûk(x1,x2) = uk(x1,x2) + ukBL0

(x

ε

)

+ ukBL1

(

x1 − 1

ε
,
x2
ε

)

p̂k(x1,x2) = pk(x1,x2) + pkBL0

(x

ε

)

+ pkBL1

(

x1 − 1

ε
,
x2
ε

)

(I.17)

Les expressions de uk, pk sont les mêmes que pour le cas périodique (I.8), (I.9) et (I.11).

Comme les fonctions données par (I.8) ne satisfont pas les conditions (I.1)5 et (I.1)6, nous

introduisons les correcteurs couche limite. Ils correspondent à l’extrémité gauche pour

i = 0 et à l’extrémité droite pour i = 1 et leurs expressions sont données par

ukBLi

(

x1 − i

ε
,
x2
ε

)

=
k

∑

j=0

εj+2uij

(

x1 − i

ε
,
x2
ε

)

pkBLi

(

x1 − i

ε
,
x2
ε

)

=
k

∑

j=0

εj+1pij

(

x1 − i

ε
,
x2
ε

)

(I.18)

Avec i = 0,1. Pour obtenir les problèmes pour le correcteur correspondant à l’extrémité

gauche, nous introduisons le domaine Π+ = (0,∞)× (−1/2,1/2). Le problème



































−ν0∆ξu
0
j(ξ) +∇ξp

0
j(ξ) = 0 si ξ ∈ Π+,

divξu
0
j = 0 si ξ ∈ Π+,

u0j = 0 si ξ2 = ±1/2,

u0j(0,ξ2) = ϕ01δj0 −

(

u1,j(0,ξ2)

u2,j−1(0,ξ2)

)

si ξ2 ∈ (−1/2,1/2),

(I.19)

avec la condition de compatibilité

〈ϕ01δj0 − u1,j(0,ξ2)〉2 = 0, (I.20)

où

〈ψ〉2 =

∫ 1
2

− 1
2

ψ(x,ξ2)dξ2,

nous donnera les correcteurs couche limite pour la vitesse et pour la pression correspondant

à l’extrémité gauche (voir[10].Dans les domaines non compacts nous avons l’existence et

l’unicité de ce type de problème voir [18] et [34]). Cette condition (I.20) génère une

Étude asymptotique et numérique d’écoulements de fluides non-newtoniens dans des structures tubulaires minces
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Chapitre I. Développement Asymptotique de la solution de l’équation de Stokes stationnaire avec viscosité variable dans

une structure tubulaire mince en dimension deux

condition au bord pour qj:

〈ϕ01〉2δj0 +
1

12ν0

(

∂qj(0)

∂x1
− δj0f1(0)

)

+
〈{

D−2
∂2u2,j−2
∂x1∂ξ2

+D−2
(

2
∂2u1,j−2
∂x21

−
1

ν0

∂pj−1
∂x1

)}

|x1=0

〉

2

= 0.

De manière équivalente nous introduisons les correcteurs couche limite correspondant

à l’extrémité droite. Les correcteurs pour la vitesse et la pression sont définis sur Π− =

(−∞,0)×(−1/2,1/2). Une condition au bord analogue est obtenue pour qj est satisfaite au-

tomatiquement grâce à la conservation de la moyenne pour u1,j(x1,ξ2). En effet,〈u1,j(x1,ξ2)〉2 =

D−1u1,j(x1,ξ2)|
ξ2=

1
2

; de plus, la condition

u2,j|ξ2=1/2 = −
∂

∂x1
D−1u1,j(x1,ξ2)|ξ2=1/2 = 0

est équivalente à une équation pour qj, i.e. cette équation pour qj est équivalante à la loi

de conservation de 〈u1,j(x1,ξ2)〉2.

Le problème satisfait par la solution asymptotique d’ordre k est le suivant :



































































−2div(ν(x1)Dû
k) +∇p̂k = f − εk+1F k(x1,x2) dans Dε,

divûk = 0 dans Dε,

ûε(x1,ε/2) = 0 pour x1 ∈ (0,1),

ûε(x1,− ε/2) = 0 pour x1 ∈ (0,1),

ûε(0,x2) = ε2ϕ0 (x2/ε) + εk+3u2,k(0,ξ2)e2 +
k

∑

j=0

εj+2u
(1)
j

(

−
1

ε
,
x2
ε

)

pour x2 ∈ (−ε/2,ε/2),

ûε(1,x2) = ε2ϕ1 (x2/ε) + εk+3u2,k(1,ξ2)e2 +
k

∑

j=0

εj+2u
(0)
j

(

1

ε
,
x2
ε

)

pour x2 ∈ (−ε/2,ε/2),

(I.21)

Où F k est donnée par (I.15).

Notons que les conditions aux bords pour uk en x1 = 0,1 ne sont pas satisfaites exactement,

car les traces de chaque fonction couche limite dans le coté opposé sont exponentiellement

petites mais non nulles. Nous définissons une nouvelle fonction Ûk qui satisfait les mêmes

conditions aux bords que uk pour x1 = 0,1.
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Décrivons sa construction : Soit Uk : Dε −→ R
2 une solution du problème suivant:



































































Uk ∈
(

H1(Dε)
)2
,

divUk = 0 dans Dε,

Uk(x1,ε/2) = 0 pour x1 ∈ (0,1),

Uk(x1,− ε/2) = 0 pour x1 ∈ (0,1),

Uk(0,x2) = εk+3u2,k

(

0,
x2
ε

)

e2 +
k

∑

j=0

εj+2u
(1)
j

(

−
1

ε
,
x2
ε

)

pour x2 ∈ (−ε/2,ε/2),

Uk(1,x2) = εk+3u2,k

(

1,
x2
ε

)

e2 +
k

∑

j=0

εj+2u
(0)
j

(

1

ε
,
x2
ε

)

pour x2 ∈ (−ε/2,ε/2).

(I.22)

Proposition I.2.2. Le problème (I.22) admet au moins une solution, de plus

‖Uk‖(H1(Dε))
2 = O

(

εk+3/2
)

. (I.23)

Démonstration. Définissons wkε : D −→ R
2, où D = (0,1)× (−1/2,1/2),

wkε (y1,y2) =

(

ε
(

Uk
)

1
(

Uk
)

2

)

, avec (y1,y2) = (x1,x2/ε).

Il peut être démontré facilement que wkε :



































































































divyw
k
ε = 0 dans D,

wkε (y1,1/2) = 0 pour y1 ∈ (0,1),

wkε (y1,− 1/2) = 0 pour y1 ∈ (0,1),

wkε (0,y2) = εk+3u2,k(0,y2)e2 +













k
∑

j=0

εj+3u
(1)
1,j (−1/ε,y2)

k
∑

j=0

εj+2u
(1)
2,j (−1/ε,y2)













pour y2 ∈

(

−
1

2
,
1

2

)

,

wkε (1,y2) = εk+3u2,k(1,y2)e2 +













k
∑

j=0

εj+3u
(0)
1,j (1/ε,y2)

k
∑

j=0

εj+2u
(0)
2,j (1/ε,y2)













pour y2 ∈

(

−
1

2
,
1

2

)

,

(I.24)

Où divy est la divergence en la variable y. Comme dans [15] nous pouvons prouver qu’il
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Chapitre I. Développement Asymptotique de la solution de l’équation de Stokes stationnaire avec viscosité variable dans

une structure tubulaire mince en dimension deux

existe une fonction telle que wkε ∈ (H
1(Dε))

2
et

‖wkε‖(H1(D))2 ≤ C‖wkε‖(
H
1
2 (∂D)

)2

avec une constante C indépendante de ε. En utilisant les propriétés des correcteurs couche

limite, nous avons

‖wkε‖(H1(D))2 = O
(

εk+3
)

Des calculs directs donnent

‖Uk‖(H1(Dε))
2 ≤

1

ε
3
2

‖wkε‖(H1(D))2 .

En combinant ces deux estimations nous terminons la preuve .

La fonction

Ûk = ûk − Uk (I.25)

satisfait les mêmes conditions que u en x = 0,1. Le problème pour les nouvelles fonctions

Ûk, p̂k est une conséquence de (I.22) et (I.21):















































−2div(ν(x1)DÛ
k) +∇p̂k = f − εk+1F k(x1,x2)− 2div(ν(x1)DU

k) dans Dε,

divÛk = 0 dans Dε,

Ûε(x1,ε/2) = 0 pour x1 ∈ (0,1),

Ûε(x1,− ε/2) = 0 pour x1 ∈ (0,1),

Ûε(0,x2) = ε2ϕ0(x2/ε) pour x2 ∈ (−ε/2,ε/2),

Ûε(1,x2) = ε2ϕ1(x2/ε) pour x2 ∈ (−ε/2,ε/2).

(I.26)

Théorème I.2.5. Soit (ûk,p̂k) la solution asymptotique de (I.17) et (u,p)la solution exacte

de (I.1). Alors les estimations suivantes sont vraies :
{

‖ûk − uε‖H(Dε)
2 = O

(

εk+3/2
)

,

‖∇(pk − pε)‖H−1(Dε) = O
(

εk+3/2
)

.
(I.27)

Démonstration. De (I.25) nous avons :

‖ûk − uε‖L2(Dε)
2 ≤ ‖Ûk − uε‖L2(Dε)

2 + ‖Uk‖L2(Dε)
2 = O

(

εk+5/2
)

+O
(

εk+3/2
)

.

de (I.25) et (I.23) nous avons

‖∇ûk −∇u‖L2(Dε)
4 ≤ ‖∇Ûk −∇uε‖(L2(Dε))4 +O

(

εk+3/2
)

.
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De (I.15), (I.23) et (I.26) nous avons: ‖ûk − uε‖H(Dε)
2 = O

(

εk+3/2
)

. L’estimation pour la

pression est une conséquence de (I.27)1 et des estimations à priori.

I.3 Flux dans une structure tubulaire

Dans cette section nous allons construire un développement asymptotique de la solution

du problème (I.1), dans une structure tubulaire mince contenant une bifurcation. Nous

justifierons l’estimation d’erreur. Définissons d’abord une structure tubulaire avec une

bifurcation.

Soit e1,e2, . . . ,en, n segments dans R, qui ont un point en commun O(i.e. l’origine du

système de coordonnées) et ce point est extrémité commune à tous ces segments. Soit

β1,β2, . . . ,βn, n segments bornés dans R contenants le point O, le milieu de chaque segment

et tel que βj est orthogonal à ej (pour simplifier nous assumons que la longueur |βj|de

chaque βj est égale à 1). Soit β
ε
j l’image de βj obtenue par homothétie de paramètre

1
ε
et

de centre O. Soit Bεj le rectangle ouvert de base β
ε
j et de longueur ej, soit β̂

ε
j la deuxième

base de chaque rectangle Bεj et soit Oj la deuxième extrémité de ej qui appartient à β̂εj
(voir Fig. I.4). Nous définissons le graphe comme le faisceau de segments ej centré en O

comme (voir Fig. I.3)

B =
n
⋃

j=1

ej.

Nous notons ci-dessous O0 = O. Soit γεj , j = 0,1, . . . ,n, l’image des domaines bornés γj

tel que γ̄j contient les points Oj et qui soient indépendants d’ε obtenus par homothétie de

paramètre 1
ε
et de centre Oj. Nous définissons la structure tubulaire associée au faisceau

B comme un domaine borné (voir Fig. I.5):

Bε =

((

n
⋃

j=1

B̄εj

)

⋃

(

n
⋃

j=1

γ̄εj

))′

Le prime correspond aux points intérieurs du domaine. Assumons que ∂Bε ∈ C2. Sup-

posons que les bases β̂εj de Bεj , j = 1, . . . ,n, sont des parties de ∂Bε. Nous ajoutons

les domaines γεj , j = 0,1, . . . ,n, pour rendre la frontière de la structure tubulaire plus

régulière.

Considérons le système d’équations suivant :















−2div(ν(x)Duε) +∇pε = f(x) dans Bε,

divuε = 0 dans Bε,

uε = g sur ∂Bε.

(I.28)

Étude asymptotique et numérique d’écoulements de fluides non-newtoniens dans des structures tubulaires minces
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Chapitre I. Développement Asymptotique de la solution de l’équation de Stokes stationnaire avec viscosité variable dans

une structure tubulaire mince en dimension deux

Fig. I.3 – L’ensemble des segments
connectés en en point O Fig. I.4 – Les rectangles Bεj

Fig. I.5 – La structure tubulaire Bε

g = 0 sur les bords latéraux de tous les rectangles composants les Bεj de plus g = 0 partout

à l’exception des bases β̂εj de B
ε
j (ces bases sont supposées appartenir à la frontière de

la structure tubulaire); g ∈ C2(β̂εj ), et pour chaque j, g = ε2gj((x−Oj)/ε) sur β̂εj , la

fonction gj ∈ C2 ne dépend pas de ε. Soit f une fonction vectorielle de (L2(Bε))2. La

solvabilité du système donne la relation

∫

∂Bε

g.nds = 0. (I.29)

Introduisons le système de coordonnées locales Ox
ej
1 x

ej
2 associé au segment ej tel que la

direction de l’axe Ox
ej
1 coincide avec la direction du segment OOj, i.e. x

ej
1 est la coordonnée
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longitudinale. Les axes Ox
ej
1 x

ej
2 forment un système de coordonnées orthogonales. Nous

notons d0ε le minimum des rayons de tous les cercles de centre O tel que chacun de ses

points appartient à un seul rectangle Bεj , j = 1, . . . ,n et d1 est le maximum des diamètres

des domaines γ0,γ1, . . . ,γn. Nous introduisons enfin les notations suivantes

d̂0ε = max{d0ε,d1ε}.

Nous considérons f ”concentrée” aux voisinages des noeuds Oj et nulle dans les rectangles,

i.e.

f =











Φj

(

x−Oj

ε

)

, for |x−Oj| < d̂0ε,j = 0, . . . ,n,

fj(x
ej
1 ), pour |x−Oj| > d̂0ε, x

ej
1 ∈ (0,|ej|),j = 1, . . . ,n.

(I.30)

fj ∈ C
∞
0 ([0,|ej|]),Φj ∈ C

1(Q),(j = 0,1, . . . ,n), où Q est une boule |ξ| < d̂0. Assumons que

ν(x) = ν0 + νj(x
ej
1 ) (I.31)

tel que νj(x
ej
1 ) = 0 pour tout x

ej
1 ∈ [0,β] ∪ [|ej| − β; |ej|], où β est une constante positive;

ν ∈ C2 et il existe κ0 ∈ R
+ tel que ν(x) > κ0 pour tout x ∈ B

ε. Sans perte de généralité

nous supposons que fj
(

x
ej
1

)

= 0 pour tout x
ej
1 ∈ [0,β] ∪ [|ej| − β; |ej|].

Soit Hdiv=0(B
ε) l’espace des fonctions de divergence nulle de H1(Bε). Soit H0

div=0(B
ε)

le sous-espace de fonctions nulles sur la frontière de Hdiv=0(B
ε) . Supposons que g peut

être prolongé dans Bε comme un vecteur ĝ de Hdiv=0(B
ε). La formulation variationnelle

de (I.1) est comme ce qui suit : Trouver uε ∈ Hdiv=0(B
ε) tel que vε = uε− ĝ ∈ H

0
div=0(B

ε),

et qui satisfait l’identité intégrale suivante

2

∫

Bε

ν(x)Dvε : Dϕ =

∫

Bε

f · ϕ− 2

∫

Bε

ν(x)Dĝ : Dϕ, ∀ϕ ∈ H0
div=0(B

ε).

Le théorème de Riesz donne l’existence et l’unicité d’une telle solution car les normes

‖v‖ =

√

∫

Bε

ν(x)Dv : Dv et ‖v‖(H1(Bε))2

sont équivalentes. Nous avons comme conséquence que

‖vε‖(H1(Bε))2 ≤ C(CPF ,κ0)
(

‖f‖L2(Bε)2 + ‖ĝ‖(H1(Bε))2
)

,

où CPF est indépendante d’ε (voir [26]), et κ0 est la borne inférieur de la viscosité (I.31).
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une structure tubulaire mince en dimension deux

Comme précédemment pour le cas d’un canal, si uε est une solution faible du problème

(I.28) alors il existe une distribution pε ∈ D
′

(Bε) tel que (uε,pε) satisfait ce (I.28)1 au sens

des distributions. Les inégalités suivantes sont vraies quand ĝ = 0:

‖∇pε‖H−1(Bε) ≤ C‖f‖(L2(Bε))2 .

C est une constante indépendante de ε.

I.3.1 Développement asymptotique

Nous construisons le développement asymptotique sous la forme suivante

ua =
k

∑

l=0

εl+2







∑

e=ej ;j=1,...,n

uel (x
e,L)χε(x) +

n
∑

i=0

uBLOi
l

(

x−Oi

ε

)







(I.32)

pa =
k

∑

l=0

εl+1







∑

e=ej ;j=1,...,n

pel (x
e,L)χε(x) +

n
∑

i=0

pBLOi
l

(

x−Oi

ε

)







+

+
∑

e=ej ;j=1,...,n

k
∑

l=0

εlqel (x
e
1)χε(x) +

n
∑

i=0

qei0 (x
ei
1 = 0) (1− χε(x)) θi(x)

(I.33)

xe,L = (xe1,
xe2
ε
).À la fin de la section nous multiplierons les correcteurs couches limites par

des fonctions de troncature η dans le sous-domaine où ils sont exponentiellement petits.

(voir(I.42), (I.43)). La dernière somme dans (I.33) est prise sur tous les noeuds Oi et

qei0 (x
ei
1 = 0) est calculé au point x = Oi; la fonction q

ei
0 est supposée continue sur le graphe

B. χε(x) est une fonction nulle à une distance inférieure à (d̂0 + 1)ε de Oj, j = 0,1, . . . ,n,

χε vaut zéro dans les rectangles B
ε
j si x

ej
1 ≤ (d̂0 + 1)ε ou si |x

ej
1 − |ej|| ≤ (d̂0 + 1)ε; nous

supposons qu’elle vaut un dans le rectangle si x
ej
1 ≥ (d̂0+2)ε et |x

ej
1 −|ej|| ≥ (d̂0+2)ε, et

nous définissons χε par χε(x) = χ
(

x
ej
1

ε

)

si(d̂0+1)ε ≤ x
ej
1 ≤ (d̂0+2)ε et χε(x) = χ

(

x
ej
1 −|ej |

ε

)

si(d̂0+1)ε ≤ |ej|−x
ej
1 ≤ (d̂0+2)ε. χ étant différentiable sur R, fonction d’une variable, et

indépendante de ε, elle vaut zéro sur le segment [−(d̂0+1); (d̂0+1)] et 1 sur la réunion des

intervalles (−∞,− (d̂0+2))∪ ((d̂0+2),+∞). De plus, χε vaut zéro sur γ
ε
j . Les fonctions

θi, i = 1,...,n, sont définies comme ce qui suit

θj =











0 |x−Oj| > min
i

|ei|

2

1 |x−Oj| ≤ min
i

|ei|

2

La relation entre les vecteurs colonnes xT et xej ,T (T est le symbole de transposition)est
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donnée par

xT = Γjx
ej ,T +O j = 1, . . . ,n

où Γj est la matrice de passage de la base canonique à la base de coordonnées locale. En

appliquant les résultats de la section I.2, pour chaque canal Bεj , nous obtenons u
e
l , p

e
l et

qel définis avec des constantes c
e
l , d

e
l . En effet, en notant q̂

ej
l (x

ej
1 ) la solution de l’équation

(I.11), avec
∂q̂

ej
l

∂x
ej
1

(0) = 0. Alors la solution générale de l’équation (I.11) est sous la forme:

q
ej
l (x

ej
1 ) = q̂

ej
l (x

ej
1 ) + c

ej
l

∫ x
ej
1

0

ν(s)ds+ d
ej
l , (I.34)

où c
ej
l et d

ej
l sont des constantes inconnues ;

u
ej
l (x

ej ,L) = Γj
(

ũ
ej
l (x

ej ,L)
)T
,

où la seconde composante de ũ
ej
l ne dépend pas de c

ej
l , d

ej
l (voir (I.10)2); la même propriété

est valable pour p
ej
l (voir (I.10)3); la première composante ũ

ej
1,l (voir (I.10)1) dépend de

c
ej
l :

ũ
ej
1,l = −D

−2

{

∂2ũ
ej
2,l−2

∂ξ
ej
2 ∂x

ej
1

+
1

ν(x
ej
1 )

(

2
∂

∂x
ej
1

(

ν(x
ej
1 )
∂ũ

ej
1,l−2

∂x
ej
1

)

−
∂p

ej
l−1

∂x
ej
1

)}

+

+
1

ν(x
ej
1 )
N1(ξ

ej
2 )

(

∂q̂
ej
l

∂x
ej
1

− f1δj0

)

+ c
ej
l N1(ξ

ej
2 )

= û
ej
1,l + c

ej
l N1(ξ

ej
2 ).

Pour x
ej
1 ∈ [0,β]

⋃

[|ej| − β,|ej|], ũ
ej
l , p̃

ej
l et ∂q̂

ej
l /∂x

ej
1 peuvent être considérés nulles car fj

est nulle pour cette valeur de x
ej
1 , et la moyenne du flux

∫

βj

ũ
ej
1,l(ξ

ej
2 )dξ

ej
2 est constante sur

ej. Ici N1(ξ
ej
2 ) est la fonction introduite dans la section 2.

Pour obtenir le problème pour les correcteurs couche limite, nous introduisons le domaine

ΩO0 = ∪nj=1Ω̃j ∪ γ0, où Ω̃j sont les bandes semi-infinies obtenues de B
ε
j par extension

infinie dérrière la base β̃εj et par homothétie de facteur
1
ε
(de centre O); soit Ωj obtenu

de Ω̃j par symétrie par rapport à la ligne contenant β
ε
j et soit ΩOj

= Ω̃j ∪ γ
t
j, où γ

t
j est

obtenue de γj par une translation (tel que le point Oj devient O).

Comme ν(x) = ν0 pour tout x
ej
1 ∈ [0,β] ∪ [|ej| − β; |ej|], le correcteur couche limite

est une paire constituée d’une fonction vectorielle u
BLOj

l et d’une fonction scalaire p
BLOj

l
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Fig. I.6 – Le domaine ΩO0 Fig. I.7 – Le domaine ΩOj
.

satisfaisant le système de Stokes:



























































−ν0∆ξu
BLO0
l +∇ξp

BLO0
l = Φ0(ξ)δl,0+

+
∑

e=ej ;j=1,...,n

{

cel ν0

(

∆ξ

(

χj(ξ
e
1)Γj (N1(ξ

e
2),0)

T
)

−∇ξ (χj(ξ
e
1)ξ

e
1)
)

−del+1∇ξχj(ξ
e
1)
}

,

divξu
BLO0
l = −

∑

e=ej ; j=1,...,n

divξ

(

cel

(

χj(ξ
e
1)Γj (N1(ξ

e
2),0)

T
))

, si ξ ∈ ΩO0 ,

uBLO0l |∂ΩO0
= 0,

(I.35)

et pour j = 1, . . . ,n,















































































−ν0∆ξ̂u
BLOj

l +∇ξ̂p
BLOj

l =

= Φj(ξ̂)δl,0 + ĉel ν0

(

∆ξ̂

(

χj(ξ̂
e
1)
)

Γ̂j

(

N1(ξ̂
e
2),0

)T

−∇ξ̂

(

χj(ξ̂
e
1)ξ̂

e
1

)

)

−d̂el+1∇ξ̂χj(ξ̂
e
1),

divξ̂u
BLOj

l = −ĉ
ej
l divξ̂

(

χj(ξ̂
ej
1 )Γ̂j

(

N
ej
1 (ξ̂2),0

)T
)

, si ξ̂ ∈ ΩOj
,

u
BLOj

l |
∂ΩOj

,ξ̂
ej
1 =0

= gjδl,0,

u
BLOj

l |
∂ΩOj

,ξ̂
ej
1 6=0

= 0.

(I.36)

La variable ξ̂
ej
1 est l’opposée de ξ

ej
1 , ie à la première composante du vecteur Γ

T
j ξ

ej ,T . Alors

ξ̂
ej
1 = Γ̂Tj (ξ

ej)T , où Γ̂j = ÎdΓj et Îd est la matrice diagonale avec −1,1 sur la diagonale.
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Les constantes ĉ
ej
l , d̂

ej
l sont définies telles que les fonctions

c
ej
l

∫ x
ej
1

0

ν(s)ds+ d
ej
l et ĉ

ej
l

∫ |ej |−x
ej
1

0

ν(s)ds+ d̂
ej
l

sont égales, i.e.
c
ej
l = −ĉ

ej
l , d̂

ej
l = c

ej
l

∫ |ej |

0

ν(s)ds+ d
ej
l . (I.37)

Assumons que chaque terme de la somme
∑

e=ej ;j=1,...,n

dans (I.35) est défini sur la branche

de ΩO0 , correspondant à e = ej, et s’annule dans γ0. Les solutions pour les problèmes des

correcteurs couche limite tendent exponentiellement vers zéro à l’infini et c
ej
l , ĉ

ej
l , d

ej
l et

d̂
ej
l sont choisies des conditions d’existence de telles solutions (voir [20]). Définissons en

premier ĉ
ej
l de la condition de décroissance exponentielle de u

BLOj

l à l’ infini:

∫

ΩOj

ĉ
ej
l divξ̂

(

χj(ξ̂
ej
1 )Γ̂jN1 (ξ

e
2),0)

T
)

dξ̂ =

∫

βj

(

Γ̂Tj gj

)1

dξe2δl,0,

i.e.

−

∫

βj

N1(ξ
ej
2 )dξ

e
2 ĉ
ej
l =

∫

βj

(

Γ̂Tj gj

)1

dξe2δl,0, (I.38)

où l’indice supérieur 1 correspond à la première composante du vecteur. Ensuite nous

trouvons c
ej
l , et d̂

ej
l comme définis dans (I.37). Puis nous déterminons les constantes d

ej
l+1

de la condition de décroissance exponentielle de pBLO0l à l’infini. Pour cela,nous considérons

en premier le problème (I.35) sans le dernier terme de l’équation (I.35)1, i.e.






































































−ν0∆ξū
BLO0
l +∇ξp̄

BLO0
l =

= Φ0(ξ)δl,0 +
∑

e=ej ;j=1,...,n

{

cel ν0

(

∆ξ (χj(ξ
e
1)) Γj (N1(ξ

e
2),0)

T

−∇ξ (χj(ξ
e
1)ξ

e
1))} ,

divξū
BLO0
l = −

∑

e=ej ;j=1,...,n

divξc
e
l

(

χj(ξ
e
1)Γj (N1(ξ

e
2),0)

T
)

, ξ ∈ ΩO0 ,

ūBLO0l |∂ΩO0
= 0.

(I.39)

Les constantes c
ej
l sont juste définies par (I.37)et (I.38) et satisfont la condition

∫

ΩO0

∑

e=ej ;{j=1,...,n}

divξc
e
l

(

χj(ξ
e
1)Γj (N1(ξ

e
2),0)

T
)

dξe2 = 0

i.e.
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∑

e=ej ;j=1,...,n

∫

βj

c
ej
l N1(ξ

e
2)dξ

e
2 = 0. (I.40)

En effet, le choix des constantes c
ej
l = −ĉ

ej
l et c

ej
l de (I.38) et la condition (I.29) donnent

la relation (I.40).

Il existe une unique solution {ūBLO0l ,p̄BLO0l } d’un tel problème tel que ūBLO0l se stabilise

en zéro à l’infini dans chaque branche de Ω0) et p̄
BLO0
l se stabilise sur chaque branche de Ω0

associée à ej, vers une constante p̄
BLO0∞j
l . Ces constantes sont définies de manière unique

à une constante additive commune près, laquelle est fixé de sorte que p̄BLO0∞1
l = 0. Alors

nous définissons










































d
ej
l+1 = −p̄

BLO0∞j
l ,

uBLO0l = ūBLO0l ,

pBLO0l = p̄BLO0l +
∑

e=ej ;j=1,...,n

d
ej
l+1χj(ξ

ej
1 )

(I.41)

Sur chaque branche de Ω0, associée à ej, i.e. p
BLO0
l = p̄BLO0l −

∑

e=ej ;j=1,...,n
p̄BLO0∞jl χj.

Il est clair que, la paire {uBLO0l ,pBLO0l } satisfait (I.35). Les fonctions u
BLOj

l et p
BLOj

l ;j =

0,1, . . . ,n ne sont pas définies au voisinage de O. C’est pourquoi nous changeons les ex-

pressions de ua et pa loin de noeuds Oj, j = 0,1, . . . ,n.

Soit ηj(x
ej
1 ) une fonction continue définie sur chaque segment ej, elle vaut 1 si

∣

∣

∣x
ej
1 −

|ej |

2

∣

∣

∣ ≥

|ej |

4
et s’annule si

∣

∣

∣
x
ej
1 −

|ej |

2

∣

∣

∣
≤

|ej |

8
. Soit η(x) = ηj(x

ej
1 ) pour chaque rectangle B

ε
j et η = 1

sur chaque γεj . Fixons η
(j)(x) = η(x) sur γεj et la moitié de rectangle ayant des points

communs avec γεj et zéro sur la partie restante de Bεj . Alors nous définissons u
a et pa

comme

ūa =
k

∑

l=0

εl+2







∑

e=ej ;j=1,...,n

uel (x
e,L)χε(x) +

n
∑

i=0

uBLOi
l

(

x−Oi

ε

)

η(i)(x)







, (I.42)

p̄a =
k

∑

l=0

εl+1







∑

e=ej ;j=1,...,n

pel (x
e,L)χε(x) +

n
∑

i=0

pBLOi
l

(

x−Oi

ε

)

η(i)(x)







+
∑

e=ej ;j=1,...,n

k
∑

l=0

εlqel (x
e
1)χε(x) +

n
∑

i=0

qei0 (x
ei
1 = 0) (1− χε(x)) θi(x).

(I.43)

Notons que le dernier terme dans (I.43) correspond au correcteur couche limite p
BLOj

l

pour l = −1.
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I.3.2 Estimation d’erreur

Dans cette section nous estimons l’erreur entre la solution exacte et la solution asymp-

totique. En substituant le développement asymptotique (I.32) et (I.33) dans (I.28), nous

obtenons les relations suivantes















































−2div(ν(x)Dūa) +∇p̄a = f(x)

−
∑

e=ej ;j=1,...,n

{

εk+1Γj

(

F k
ej

)T

χε(x)− εk(∇ξχj(ξ
ej
1 )d

ej
k+1

−∇ξ̃χj(ξ̃
ej
1 )d̃

ej
k+1)

}

+Ψ, dans Bε,

divūa = ψ dans Bε,

ūa = g sur ∂Bε,

(I.44)

où F k
ej
est le résidus décrit dans (I.15) (sans la condition de périodicité en x

ej
1 ). ψ donnée

par

ψ(x,t) =























































0 dans Bε ∩ {xei1 < β} ,

−∇xηi(x
ei
1 ).u

(BLO0)

(

x−O0

ε

)

dans Bε ∩
{

β < xei1 < 3|ei|
8

}

,

0 dans Bε ∩
{

3|ei|
8
< xei1 < 5|ei|

8

}

,

−∇xηi(x
ei
1 ).u

(BLOi)

(

x−Oi

ε

)

dans Bε ∩
{

5|ei|
8
< xei1 < |ei|

}

,

0 dans γεi ,i = 1, . . . ,n,

(I.45)

‖Ψ‖(L2((Bε))2 = O

(

exp(
−c

ε
)

)

,‖ψ‖H1(Bε) = O

(

exp(
−c

ε
)

)

avec une constante positive c

et

∫

Bε

ψds = 0, car

∫

∂Bε

(ūa,n)ds =

∫

∂Bε

(g,n)ds = 0. Les fonctions Ψ et ψ apparaissent

de la troncature des correcteurs couches limites par la fonction η: elle est différente de

1 dans les parties du domaine Bε où uBLOi
l

(

x−Oi

ε

)

, pBLOi
l

(

x−Oi

ε

)

et leurs dérivées sont

exponentiellement petit.

Nous allons prouver l’estimation

‖u− ūa‖H1(Bε) = O
(

εk+1/2
)

.

Nous ne pouvons pas appliquer directement les estimations à priori car la divergence
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de ūa n’est pas nulle.Construisons une fonction Ûa satisfaisant les propriétés suivantes :



















Ûa ∈
(

H1
0 (B

ε)
)2
,

divxÛ
a = ψ dans Bε,

Ûa = 0 dans Bε ∩ {xe1 < d̂0ε}
⋃

γεj ,j = 1, . . . ,n

(I.46)

Proposition I.3.1. Le problème (I.46) admet au moins une solution, tel que:

‖Ûa‖(H1(Bε))2 = O(−c/ε)

Démonstration. Grace à (I.46)3 nous pouvons considérer le problème séparément sur

chaque rectangle Bεj .Notons Û
ej la restriction de Ûa sur Bεj , il est clair que Û

ej(x
ej
1 ,x

ej
2 ) = 0

pour tout x ∈ Bεj tel que {x
ej
1 < d̂0ε}. Pour tout x ∈ B

ε
j tel que {x

ej
1 > d̂0ε} nous intro-

duisons la nouvelle variable (y
ej
1 ,y

ej
2 ) =

(

x
ej
1 − d̂0ε

|ej| − d̂0ε
,
x
ej
2

ε

)

, clairement (y
ej
1 ,y

ej
2 ) ∈ (0,1) ×

(−1/2,1/2). Nous définissons une nouvelle fonction µejε : (0,1) × (−1/2,1/2) −→ R
2, par

µejε (y
ej
1 ,y

ej
2 ) =

(

1

|ej| − d̂0ε
Û
ej
1 ((|ej| − d̂0ε)y

ej
1 + d̂0ε,εy

ej
2 ),

1

ε
Û
ej
2 ((|ej| − d̂0ε)y

ej
1 + d̂0ε,εy

ej
2 )

)

.

Ce qui nous donne le problème suivant pour µ
ej
ε :







divyµ
ej
ε = ψ((|ej| − d̂0ε)y

ej
1 + d̂0ε,εy

ej
2 ) dans (0,1)× (−1/2,1/2),

µejε = 0 sur ∂((0,1)× (−1/2,1/2)),
(I.47)

En appliquant le résultat de [10], Chap. III, p. 127 nous obtenons:

‖µejε ‖(H1((0,1)×(− 1
2
, 1
2
)))

2 = O(−c/ε). (I.48)

Nous éxprimons ensuite le norme de Û ej par rapport à la norme de µejε et nous obtenons

alors ‖Û ej‖
(H1(Bε

j∩{x
ej
1 <d̂0ε}))

2 ≤ 1
ε1/2
‖µ

ej
ε ‖(H1((0,1)×(− 1

2
, 1
2
)))

2 , i.e. ‖Û ej‖
(H1(Bε

j∩{x
ej
1 <d̂0ε}))

2 =

O(−c/ε). Il s’ensuit que ‖Ûa‖(H1(Bε))2 = O(−c/ε).
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Soit Ua = ūa − Ûa Alors (Ua,p̄a) satisfait le problème suivant :



































−2div(ν(x)DUa) +∇p̄a = f(x) + 2div(ν(x)DÛa) + Ψ

−
∑

e=ej ;j=1,...,n

{

εk+1Γj

(

F k
ej

)T

χε(x)− εk(∇ξχj(ξ
ej
1 )d

ej
k+1 −∇ξ̃χj(ξ̃

ej
1 )d̃

ej
k+1)

}

, dans Bε,

divūa = 0 dans Bε,

ūa = g sur ∂Bε,

(I.49)

Théorème I.3.1. Soit (ūa,p̄a) la solution asymptotique donnée par (I.42) , (I.43) et

(uε,pε) la solution du problème (I.28),les estimations suivantes sont vraies

{

‖ūa − uε‖H1(Bε)2 = O
(

εk+1/2
)

,

‖∇p̄a −∇pε‖H1(Bε) = O
(

εk+1/2
)

.
(I.50)

En appliquant l’estimation à priori pour (I.49) nous obtenons

‖Ua − uε‖H1(Bε) = O
(

εk+1/2
)

et alors,

‖ūa − uε‖H1(Bε) = O
(

εk+1/2
)

L’estimation pour la pression est obtenue des estimations a priori. Ces estimations justi-

fient la construction de ce développement asymptotique.

Remarque I.3.1. Le même résultat peut être facilement généralisé au cas où la longueur

de βj est différente de 1.

Remarque I.3.2. La formule (I.38) montre que seulement c
ej
0 est différente de zéro. La

même analyse peut être faite dans le cas dans une structure à bifurcations multiples, c’est

la réunion d’un nombre fini de domaine du type Bε type (voir [26], section 4.5.2), et

dans ce cas les constantes c
ej
l doivent être déterminés à partir d’un système algébrique

d’équations linèaires (voir (4.5.43),(4.5.44) dans [26]).

I.4 Perturbations Aléatoires de la viscosité

Considérons à présent le cas où la fonction (I.31) ν est aléatoire, i.e. assumons que

νj1, . . . ,ν
j
M ∈ C

2
0([0,|ej|]) et que (ν

e1 , . . . ,νen) = (ν1α, . . . ,ν
n
α) avec une probabilité (piα, . . . ,pnα)

(ν0 + νjk ≥ κ). Alors pour chaque réalisation (ν1α1 , . . . ,ν
j
αn
) nous pouvons calculer le flux

comme décrit dans les sections 1.1-1.3. Considérons l’approximation (I.14) pour un seg-

ment ej. En calculant les valeurs de c
ej
0 de (I.38) nous obtenons pour q0 le problème suivant

Étude asymptotique et numérique d’écoulements de fluides non-newtoniens dans des structures tubulaires minces



28
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(the Darcy law problem):











































































∂

∂x
ej
1

(

1

ν(x
ej
1 )

(

∂q0
∂x

ej
1

− f

))

= 0, x ∈ ej, j = 1, . . . ,n

1

ν0

(

∂q0
∂x

ej
1

− f

)

|
x
ej
1 =|ej |

= c
ej
0 j = 1, . . . ,n

n
∑

i=1

∂q0
∂x

ej
1

(0) = 0,

q0 ∈ C(B
ε)

(I.51)

Alors le terme principal de u
ej
1 dans (I.14) est déterministe et est égal à 2εc

ej
0 N1

(

x
ej
2 /ε

)

.

Mentionnons que les fonctions couche limite uBLO sont indépendantes de νj et alors elles

sont déterministe.

Contrairement à q0 qui est aléatoire et

q0 =

∫ x
ej
1

0

f(t)dt+ c
ej
0

∫ x
ej
1

0

ν(t)dt x ∈ ej

Celà signifie que Eq0 satisfait
∂Eq0

∂x
ej
1

− f = Eν(x
ej
1 )c

ej
0 x ∈ ej, i.e. Eq0 est une solution du

problème (I.51) où ν est remplacée par Eν:











































































∂

∂x
ej
1

(

1

Eν(x
ej
1 )

(

∂Eq0
∂x

ej
1

− f

))

= 0, x ∈ ej, j = 1, . . . ,n

1

ν0

(

∂Eq0
∂x

ej
1

− f

)

|
x
ej
1 =|ej |

= c
ej
0 j = 1, . . . ,n

n
∑

i=1

∂Eq0
∂x

ej
1

(0) = 0,

Eq0 ∈ C(B
ε)

(I.52)

Ensuite, en appliquant l’équation pour q2 et la relation C
ej
2 = 0, nous obtenons:

q2 = 12ν(x
ej
1 )D

−1D−2(N1(ξ2)− 〈N1〉2)|ξ2=1/2 + d
ej
2 .

Finalement, le terme principal de la première composante (locale) de la vitesse dans chaque

canal est déterministe, alors que la pression est aléatoire, de même pour les correcteurs
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dans la formule (I.14) pour la vitesse d’ordre ε4 pour le premier et d’ordre ε5 pour la

seconde composante (localement) de la vitesse.

En remplaçant ∂q0

∂x
ej
1

− f par c
ej
0 ν(x

ej
1 ) pour x ∈ ej, nous pouvons exprimer les termes de

(I.14) via les dérivées de ν :

u
ej
1 (x

ej
1 ,x

ej
2 ) = ε2c

ej
0 N1

(

x
ej
2

ε

)

+ε4c
ej
0

(

1

ν(x
ej
1 )
ν
′′

D−2
(

N1

(

x
ej
2

ε

)

− 〈N1〉

)

+
12ν ′

ν
D−1D−2(N1(ξ2)− 〈N1〉2)|ξ2= 1

2
N1

(

x
ej
2

ε

)

+O(ε5)

u
ej
2 (x

ej
1 ,x

ej
2 ) = −2ε5c

ej
0

{(

ν
′′

ν
(

x
ej
1

)

)′

D−1D−2
(

N1

(

x
ej
2

ε

)

− 〈N1〉

)

− 12

(

ν ′

ν

)′

D−1D−2(N1(ξ2)− 〈N1〉2)|ξ2= 1
2
N2

(

x
ej
2

ε

)}

+O(ε6)

pej(x
ej
1 ,x

ej
2 ) = c

ej
0

∫ x
ej
1

0

ν(θ)dθ +

∫ x
ej
1

0

fjdθ + d
ej
0

+ε212νD−1D−2(N1(ξ2)− 〈N1〉2)|ξ2= 1
2
+ d

ej
2

+ε2ν ′c
ej
0

(

N1

(

x
ej
2

ε

)

− 〈N1〉2

)

+O(ε3)

(I.53)

Ces formules nous permettent d’étudier les propriétés aléatoires de la vitesse par rapport

à la variation aléatoire de viscosité.
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une structure tubulaire mince en dimension deux

I.5 Calculs Numériques

1. Considérons le flux de Stokes dans un domaine rectangulaire (0,1) × (0,ε) avec

ε = 0.1:



















































−2div(ν(x1)Du) +∇p = 0 dans (0,1)× (0,ε)

divu = 0 dans (0,1)× (0,ε)

u(0,x2) = ε2
x2
ε

(

1−
x2
ε

)

sur (0,ε)

u(1,x2) = ε2
x2
ε

(

1−
x2
ε

)

sur (0,ε)

u(x1,0) = u(x1,ε) sur (0,1)

(I.54)

Ici ν(x1) = x1 + 1. De (I.10) nous avons pour j = 0 :















































∂

∂x1

(

1

ν(x1)

∂q0
∂x1

)

= 0

u0,1 = ε2
1

ν(x1)

∂q0
∂x1

x2
ε

(

1−
x2
ε

)

u0,2 = 0

p0 = 0

avec la condition (I.20) nous avons :

∫ 1

0

ξ2(1− ξ2)− u0,1(0,ξ2)dξ2 = 0

d’où en imposant la condition p(1,x2) = 0 nous obtenons :







































q0(x1) = −x1(x1 + 2) + 3

u0,1 = ε2
x2
ε

(

1−
x2
ε

)

u0,2 = 0

p0 = 0

En résolvant numériquement le problème (I.54) (avec Comsol) nous obtenons les

résultats suivants :
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Pour la première composante de la vitesse nous avons :

Fig. I.8 – Première composante de la vi-
tesse

Fig. I.9 – Le profile de la première compo-
sante de la vitesse en x1 = 0.5

et pour la pression :

Fig. I.10 – La pression Fig. I.11 – Le profile de la pression en x2 =
0.05

L’erreur entre les résultats numériques et les termes principaux de la solution asymp-

totique sont comme ce qui suit :
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une structure tubulaire mince en dimension deux

Fig. I.12 – Erreur pour la pression Fig. I.13 – Erreur pour la vitesse

Nous remarquons que l’erreur est de l’ordre de ε et ε5 pour la pression et la vitesse

respectivement.

2. Considérons maintenant le problème de Stokes (I.54) dans un domaine type T Bε =

(−1,0]× (0,ε) ∪ (0,ε)× (−0.45,0.55)



















































u(1,x2) = g1

(x2
ε

)

= ε2
x2
ε

(

1−
x2
ε

)

sur (0,ε)

u(x1,− 0.45) = g2

(x1
ε

)

= ε2
x1
ε

(

1−
x1
ε

)

sur (0,ε)

u(x1,− 0.45) = g3

(x1
ε

)

= 2ε2
x1
ε

(

1−
x1
ε

)

sur (0,ε)

(I.55)

comme conditions entrée/sortie, ε = 0.1, u = 0 partout sur les bords latéraux et

ν(x1,x2) = 1 + (x1 + 1)µ1(x1) + (x2 + 1)µ2(x2) + (x2 + 1)µ3(x2). µi sont définies de

sorte que ν soit égale à x
ej
1 + 1 dans chaque rectangle et constante aux voisinages

des noeuds. Les fonctions µ1,µ2 et µ3 sont de la forme suivante :

Fig. I.14 – µ1 Fig. I.15 – µ2 Fig. I.16 – µ3
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nous obtenons alors

Fig. I.17 – Le domaine Bε Fig. I.18 – La magnitude de la vitesse

Nous faisons deux découpes, la première dans Bε2 = (0,ε)× (0,0.55) et la deuxième

dans Bε3 = (0,ε)× (−0.45,0), et les résultats sont les suivants :

Fig. I.19 – Le profile de la première com-
posante de la vitesse dans Bε2 pour x2 = 0.3 Fig. I.20 – L’erreur pour la vitesse dans Bε2
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une structure tubulaire mince en dimension deux

Fig. I.21 – Le profile de la première compo-
sante de la vitesse dans Bε3 pour x2 = −0.2

Fig. I.22 – L’erreur pour la vitesse dans Bε3

Nous voyons que l’erreur est de l’ordre de ε5 comme dans le cas d’un rectangle. Ceci

confirme la prédiction théorique dans la section3.
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CHAPITRE II

Étude variationnelle et asymptotique d’un

écoulement de fluide visqueux dans un canal à

parois mixtes (rigide-élastique)

II.1 Introduction

Nous considérons le flux de Stokes non stationnaire dans une structure tubulaire fine. En

dimension deux, une structure tubulaire est l’union de rectangles fins, ayant une dimension

beaucoup plus grande que l’autre. La différence entre ce chapitre et les anciens résultats

présentés dans [26],[28], [31] ainsi que le chapitre1 est que maintenant les frontières du

domaine contiennent des parties rigides et d’autres elastiques.

Nous supposons que le fluide est à viscosité variable. Le domaine est constitué de deux

rectangles fins avec des frontières latérales élastiques qui sont connectés par un domaine

avec des frontières rigides représentant un stent. L’interaction entre le fluide visqueux et les

frontières élastiques produit des déplacements normaux. Le comportement des frontières

élastiques est décrit par l’équation de Sophie Germain.

Le plan de ce chapitre est le suivant: dans la section 2 nous donnons une descrip-

tion du domaine et du système couplé qui modélise notre problème. La section sui-

vante présente la formulation variationnelle du problème. Nous pouvons trouver dans

la littérature de nombreux papiers concernant l’étude variationnelle de problèmes d’inter-

action fluide-structure. Les résultats concernant l’existence de solutions faibles ou fortes

quand le domaine est soit fixé soit dépendant du temps peuvent être trouvés dans [8],

[9], [12], [32], etc. Nous établissons dans cette section des résultats tels que: existence,

unicité, régularité et des estimations a priori .Dans la section 4 nous construisons une

solution asymptotique. Comme dans [27], [28], [29], [30], [31], le problème dépend de deux

paramètres. Le premier petit paramètre ε, est défini comme le ratio des dimensions des
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rectangles fins, et le deuxième, δ, correspond a la mollesse de la parois. Pour différentes

valeurs des petits paramètres ε et δ, un développement asymptotique de la solution est

construit, le paramètre δ est écrit sous la forme suivante δ = εγ,avec γ ∈ N, γ ≥ 3. Le

développement asymptotique est différent dans les cas: γ > 3 et γ = 3. La solution asymp-

totique contient trois types différents de termes: la partie régulière, définie comme dans

[27], les correcteurs couche limite correspondants aux conditions aux bords et les correc-

teurs correspondants à la connexion entre les deux rectangles. Les deux premiers types

de termes ont été déjà introduits dans [27] et [28]. Le troisième type est caractéristique

de la partie de connexion. La solution asymptotique contient aussi des fonctions de tron-

cature introduite pour réstreindre l’influence des correcteurs couches limites à la région à

laquelle ils correspondent comme dans le chapitre précédent. Nous présentons et résolvons

les problèmes de toutes les composantes de la solution asymptotique. Pour les deux cas

γ > 3 et γ = 3 nous décrivons l’ordre de résolution des problèmes et donnons le terme

principal du développement. Par les biais des estimations a priori nous justifions notre

construction asymptotique, en obtenant une petite erreur entre la solution exacte et la

solution asymptotique.

II.2 Le problème physique

Nous considérons un fluide incompressible, visqueux, avec une viscosité variable, dans

un domaine mince. Le domaine est une structure tubulaire mince, composée de deux

rectangles minces avec des bords latéraux élastiques, connectés par une région avec des

bords rigides. Nous introduison encore une fois un petit paramètre ε, ε = 1
q
, q ∈ N en

relation avec le rapport de la longueur à la largeur des rectangles de dimension deux. Les

rectangles fins sont donnés par :

D1
ε = {(x1,x2) ∈ R

2 : 0 < x1 < 1,− ε < x2 < ε} ,

D2
ε = {(x1,x2) ∈ R

2 : −ε < x1 < ε,0 < x2 < 1}

et la zone de connexion est

Dr
ε = {(x1,x2) ∈ R

2 : −ε < x1 < 2ε,− ε < x2 < 2ε}

\
(

{(x1,x2) ∈ R
2 : −ε < x1 < 0,− ε < x2 < 0,x21 + x22 ≥ ε2}

∪ {(x1,x2) ∈ R
2 : ε < x1 < 2ε,ε < x2 < 2ε, (x1 − 2ε)2 + (x2 − 2ε)2 ≤ ε2}

)

.

Le domaine Bε ⊂ R
2 est donné par (D1

ε ∩ {x1 ≥ 2ε}) ∪ (D2
ε ∩ {x2 ≥ 2ε}) ∪ Dr

ε ,comme

dans la Figure II.1.
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Fig. II.1 – Domaine Bε

La différence entre ce travail et les travaux précédents ([28], [31]) est que le domaine Bε

contient des zones rigides et d’autres élastiques. Soient Aε+B
ε
+ et Aε−B

ε
− les zones rigides

des bords de Bε définis comme ce qui suit:

Aε+B
ε
+= {(x1,x2) ∈ R

2 : ε < x1 < 2ε,ε < x2 < 2ε, (x1 − 2ε)2 + (x2 − 2ε)2 = ε2} ,

Aε−B
ε
−= {(x1,x2) ∈ R

2 : −ε < x1 < 0,− ε < x2 < 0, x21 + x22 = ε2}

∪ {(x1,x2) ∈ R
2 : x1 = −ε,0 < x2 < 2ε} ∪ {(x1,x2) ∈ R

2 : 0 < x1 < 2ε,x2 = −ε} ;

les parties élastiques de ∂Bε sont données par :

Γε± = {(±ε,x2) : 2ε < x2 < 1)} ∪ {(x1,± ε) : 2ε < x1 < 1)}.

Soient F ε
1 = {(1,x2) : −ε < x2 < ε)} et F ε

2 = {(x1,1) : −ε < x1 < ε)} les régions du

flux entrant et flux sortant du domaine Bε. Nous notons F ε
± = Γε±∪ A

ε
±B

ε
±,on peut écrire

∂Bε = F ε
+ ∪ F

ε
− ∪ F

ε
1 ∪ F

ε
2 .

Nous étudions l’écoulement non stationnaire d’un fluide visqueux dans le domaine Bε

décrit auparavant, quand le fluide interagit avec les bords élastiques Γε±. L’interaction entre

le fluide et la partie élastique du bord produit une déplacement normal d± = d±(x1,x2,t).

Nous négligeons les déplacements tangentiels et on considère que les bords élastiques sont

fixés. On étudie le problème pour t ∈ (0,T ), avec T une constante arbitraire positive et on

assume que les bords ne sont pas très élastiques de sorte que les déplacement des bords

est suffisamment petit. Par conséquent, à chaque instant t, on approche la position de la
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membrane élastique par sa position d’origine et, alors, les équations décrivant le flux sont

considérées dans leur configuration initiale. On suppose que le déplacement d± : F
ε
± 7→ R

est de la forme suivante :

d±(x1,x2,t) =



















d±(x1,t) sur D̄1
ε ∩ Γ

ε
±,

d±(x2,t) sur D̄2
ε ∩ Γ

ε
±,

0 sur F ε
±\Γ

ε
±.

Le problème décrit ci-dessus, avec des conditions aux bords non homogènes pour la

vitesse, est modélisé par le problème couplé suivant :



















































































































































































ρf
∂u

∂t
− 2divx(ν(x)Dxu) +∇xp = f dans Bε × (0,T ),

divxu = 0 dans Bε × (0,T ),

ρh
∂2d±
∂t2

+
h3E

12

∂4d±
∂x4i

+ µ
∂5d±
∂x4i ∂t

= g± ± p|
D̄i
ε∩Γ

ε
±

sur (D̄i
ε ∩ Γ

ε
±)× (0,T ),

i = 1,2,

d+ = 0 sur Aε+B
ε
+ ×(0,T ),

d− = 0 sur Aε−B
ε
− ×(0,T ),

u = ψε sur (∂Bε\(Γε+ ∪ Γ
ε
−))× (0,T ),

d±(1,± ε,t) =
∂d±
∂x1

(1,± ε,t) = 0 dans (0,T ),

d±(2ε,± ε,t) =
∂d±
∂x1

(2ε,± ε,t) = 0 dans (0,T ),

d±(±ε,1,t) =
∂d±
∂x2

(±ε,1,t) = 0 dans (0,T ),

d±(±ε,2ε,t) =
∂d±
∂x2

(±ε,2ε,t) = 0 dans (0,T ),

u · n = ±
∂d±
∂t

, u · τ = 0 sur Γε± × (0,T ),

u(x,0) = 0 dans Bε,

d±(x,0) =
∂d±
∂t

(x,0) = 0 sur Γε±,

(II.1)

avec n le vecteur normal extérieur sur le bord de Bε et τ le vecteur tangent à ∂Bε. Les

données du système précédent sont : quelques constantes liées au fluide et des fonctions

connues.

ρf ,ρ,µ,E sont des constantes positives données en relation avec les matériaux représentant

la densité du fluide, la densité des membranes élastiques, le coefficient de viscosité et le
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module de Young 1, respectivement, et la constante positive h est l’épaisseur des mem-

branes élastiques.

Les fonctions données sont: ν, la viscosité variable du fluide satisfaisant ν ∈ C1(Bε), ν(x) ≥

α > 0 ∀ x ∈ Bε, f ,la force extérieure appliquée au fluide, g±, les forces extérieures ap-

pliquées aux parties élastiques,avec g± : F
ε
± 7→ R,

g±(x1,x2,t) =



















g±(x1,t) sur D̄1
ε ∩ Γ

ε
±,

g±(x2,t) sur D̄2
ε ∩ Γ

ε
±,

0 sur F ε
±\Γ

ε
±

(II.2)

et un petit flux entrant-sortant ψε défini de la manière suivante:

ψε(x1,x2,t) = ε2ψ(ξ1,ξ2,t), ∀ x ∈ B
ε, (II.3)

avec (ξ1,ξ2) = (x1
ε
,x2
ε
). La fonction ψ est la trace de la fonction notée aussi ψ satisfaisant

les propriétés suivantes :



























































ψ(ξ1,ξ2,t) = ψ(ξ1,t)e1, ∀ (ξ1,ξ2) ∈ (2,∞)× (−1,1),

ψ(ξ1,ξ2,t) = ψ(ξ2,t)e2, ∀ (ξ1,ξ2) ∈ (−1,1)× (2,∞),

divξψ = 0, dans Dr,

ψ = 0 sur F+ ∪ F−,

ψ(ξ1,ξ2,0) = 0,
∫ 1

−1

ψ(ξ2,t)dξ2 +

∫ 1

−1

ψ(ξ1,t)dξ1 = 0,

(II.4)

où Dr = 1
ε
Dr
ε , F± = F ε

±. Les inconnues du système (II.1) sont:la vitesse du fluide, u, la

pression du fluide p,et les déplacements normaux des membranes élastiques d±.

Le flux du fluide est décrit par les équations de Stokes non-stationnaires. Pour les déplacements

on considère l’équation de Sophie-Germain. Le terme de type ”visqueux”, µ
∂5di±
∂x4i ∂t

, est

ajouté a l’usuelle équation d’ordre quatre pour les déplacements normaux (le modèle de

Kelvin-Voigt). Habituellement, E, le module de Young, est une grande valeur (E est de

l’ordre de 104 − 106Pa) et cette valeur devient encore plus importante si la membrane

élastique est plus rigide. De plus, on assume que l’unité d’espace est en cm et celle de

temps est en secondes. On utilisera le système international d’unité, ce qui nécessite la

multiplication de chaque dérivée par rapport à xi par le facteur 10
2, i.e. la dérivée d’ordre

1. Le module de Young en dimension deux E est défini par E
(3)

1−ν̂2 où E
(3) est le module de Young

tridimensionnel et ν̂ est le coefficient de Poisson
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(rigide-élastique)

quatre va contenir un facteur 108. Si h est de l’ordre de 10−3m ou 10−2m, alors le coeffi-

cient ρh peut être considéré comme un facteur d’ordre1. Le coefficient h3E
12

dans l’équation

(II.1)3 sera remplacé par un grand coefficient δ
−1 avec δ de l’ordre de 10−7 à 10−4. Si le

rapport de la largeur à la longueur des vaisseaux ε est de l’ordre de 10−2, alors δ est de

l’ordre de ε2 à ε4. On suppose que que le terme ”visqueux” est plus petit que le terme

avec le coefficient δ−1 et alors le nouveau coefficient aussi noté µ,obtenu après scalling par

rapport à xi, est O(1).

Plus de détails concernant (II.1) peuvent être trouvés, dans [27].

Avec les propriétés de ψε, pour le système couplé décrivant le problème physique est :

0 =

∫

∂Bε

u(x,t) · nds

=
d

dt

(∫ 1

2ε

(d+(x1,t)− d−(x1,t)) dx1 +

∫ 1

2ε

(d+(x2,t)− d−(x2,t)) dx2

)

.
(II.5)

En utilisant ensuite, les conditions initiales pour le déplacement, la condition de compa-

tibilité devient :

∫ 1

2ε

(d+(x1,t)− d−(x1,t)) dx1 +

∫ 1

2ε

(d+(x2,t)− d−(x2,t)) dx2 = 0. (II.6)

Cette condition montre la conservation de la masse.

II.3 Formulation variationnelle.

Existence, unicité, régularité et estimations a

priori

Dans le but d’obtenir les propriétés ci-dessus pour la solution du problème physique, nous

introduisons l’étude variationnelle. Pour simplifier les calculs, nous condérons tout d’abord

(II.1) avec des conditions homogènes aux bords sur F ε
1 et F

ε
2 , i.e. le problème pour ψε = 0.

Alors, les mêmes propriétés pour la solution de (II.1) sont obtenues avec les techniques

usuelles pour les problèmes non homogènes. Prenant en compte les conditions aux bords

pour le champ de vitesse et les déplacements et la condition (II.6) nous introduisons les

espaces suivants :
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V ε =
{

v ∈
(

H1(Bε)
)2

: div v = 0 sur Bε, v = 0 dans ∂Bε\(Γε+ ∪ Γ
ε
−),

v · τ = 0 on Γε±
}

,

W ε =
{

(β+,β−) ∈ H
1(F ε

+)×H1(F ε
−) : (β+,β−) ∈ H

2
0 (Γ

ε
+)×H2

0 (Γ
ε
−),

(β+,β−) = (0,0) sur Aε+B
ε
+ × Aε−B

ε
− ,

∫ 1

2ε

(β1+(x1)− β1−(x1))dx1 +

∫ 1

2ε

(β2+(x2)− β2−(x2))dx2 = 0
}

.

(II.7)

En choisissant pour les données f ∈ L2(0,T ; (L2(Bε))
2
) et g = (g+,g−) ∈ L

2(0,T ;F ε
+)×

L2(0,T ;F ε
−) nous considérons le problème variationnel suivant :























































































Trouver(u,d) ∈ L2(0,T ;V ε)×H1(0,T ;W ε),

avec (u̇,d̈) ∈ L2(0,T ; (V ε)′)× L2(0,T ; (W ε)′) qui satisfait p.p. t ∈ (0,T ) :

ρf
d

dt

∫

Bε

u ·ϕdx+ 2

∫

Bε

νDu : Dϕdx+
2

∑

i=1

{

ρh

∫ 1

2ε

∂d

∂t
· βdxi

+
h3E

12

∫ 1

2ε

∂2d

∂x2i
·
∂2β

∂x2i
dxi + µ

∫ 1

2ε

∂3d

∂x2i ∂t
·
∂2β

∂x2i
dxi

}

=

∫

Bε

f ·ϕdx

+
2

∑

i=1

∫ 1

2ε

g · βdxi ∀ϕ ∈ V ε, ∀β ∈ W ε, avec ϕ · n = ±β± sur Γε±,

u · n = ±
∂d±
∂t

sur Γε±,

u(0) = 0, d(0) = ḋ(0) = 0.

(II.8)

Ici et dans ce qui suit d = (d+,d−) et β = (β+,β−).

Pour le problème non homogène, nous avons la même formulation variationnelle (II.8)

avec u replacée par u−ψε et f replacée par f − ρf
∂ψε

∂t
+ 2div(νDψε).

Théorème II.3.1. Le problème variationnel (II.8) admet une unique solution (u,d) avec

(u̇,d̈) ∈ L2
(

0,T ;
(

L2(Bε)
)2
)

×L2(0,T ;L2(F ε
+)× L2(F ε

−)).

Démonstration. Commençons la preuve par l’unicité de la solution de (II.8). Considérons

(u1,d1) et (u2,d2) deux solutions de (II.8) et définissons (u,d) = (u1 − u2,d1 − d2). En

soustrayant les deux relations (II.8)1 et prenant comme fonction test (ϕ,β) = (u,d) nous

obtenons :

0 =
ρf
2

d

dt

∫

Bε

u2dx+ 2

∫

Bε

νDu : Dudx

+
2

∑

i=1

(ρh

2

d

dt

∫ 1

2ε

(

∂d

∂t

)2

dxi +
h3E

24

d

dt

∫ 1

2ε

(

∂2d

∂x2i

)2

dxi + µ

∫ 1

2ε

(

∂3d

∂x2i ∂t

)2

dxi

)

.

Étude asymptotique et numérique d’écoulements de fluides non-newtoniens dans des structures tubulaires minces



42
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(rigide-élastique)

En intégrant de 0 à t cette égalité en prenant en compte les conditions initiales, nous

obtenons : u = 0 p.p. dans (0,T ) et d = 0 p.p. dans (0,T ). Alors le problème (II.8) admet

une unique solution.

Pour prouver cette existence et la régularité des fonctions u and d, nous devons utiliser

la méthode de Galerkin.

Nous commençons par la construction d’une base pour l’espace W ε. Soit {ζj}j∈N une base

de H2
0 (2ε,1) choisie en considérant les vecteurs propres du problème suivant :















ζ
(iv)
j = αjζj dans (2ε,1),

ζj(2ε) = ζj(1) = 0,

ζ ′j(2ε) = ζ ′j(1) = 0,

où ζ
(iv)
j est la quatrième dérivée de ζj et αj > 0, ∀j ∈ N. Nous définissons {βj}j∈N sous

la forme suivante : βj = (β+j
,β−j

) où

β±j
(x1,x2) =















ζj(x1) pour (x1,x2) ∈ (2ε,1)× {±ε},

0 pour (x1,x2) ∈ Aε±B
ε
± ,

ζj(x2) for (x1,x2) ∈ {±ε} × (2ε,1).

C’est facile de vérifier que {βj}j∈N est une base de W ε. Nous choisissons les vecteurs de

la base {ζj}j∈N tel que
∫

Bε

βi · βkdx = δik. (II.9)

Comme conséquence des relations précédentes nous obtenons :

∫

Bε

β′′i · β
′′
k = αkδik. (II.10)

Nous considérons à présent {ψi}i∈N une base de l’espace V ε
0 = {u ∈ (H1

0 (B
ε))

2
: divu =

0 dans Bε}, construite avec les vecteurs propres du problème de Stokes suivant :



















−2div(νDψi) +∇qi = λiψi dans Bε,

divψi = 0 dans Bε,

ψi = 0 sur ∂Bε,

avec λi > 0 ∀i ∈ N. Les fonctions ψi, i ∈ N sont uniquement déterminées à partir de la

condition
∫

Bε

ψj ·ψkdx = δjk, (II.11)
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ce qui implique

2

∫

Bε

νDψi : Dψkdx = λkδjk. (II.12)

Ensuite, pour tout βj nous considérons le problème suivant :



















Trouver (ϕj,pj) ∈ V
ε × L2(Bε) tel que

−2div(νD(ϕj)) +∇pj = 0 dans (H−1(Bε))2,

ϕj · n = ±β±j
, ϕj · τ = 0 on Γε±.

Suivant les résultats classiques de [33] pour le problème non homogène de Stokes, nous

obtenons une unique ϕj et une fonction pj unique à une constante additive près.

De plus, pour tout j,k ∈ N
∫

Bε

νDϕj : Dψkdx = 0. (II.13)

Avec les fonctions {βj}j∈N, {ψi}i∈N, {ϕj}j∈N, nous sommes maintenant en position de

définir, pour tout n,m ∈ N, une solution approchée (umn ,dn) de (II.8) comme ce qui suit :



















umn (x,t) =
m
∑

i=1

ai(t)ψi(x) +
n

∑

j=1

ḃj(t)ϕj(x),

dn(x,t) =
n

∑

j=1

bj(t)βj(x),
(II.14)

avec ai,bj : [0,T ] 7→ R, i = 1,...,m,j = 1,...,n des fonctions scalaires inconnues. Ces
fonctions sont déterminées de façon à ce que (umn ,dn) soit la solution du problème



























































































ρf

∫

Bε

∂umn
∂t

·ψidx+ 2

∫

Bε

νDumn : Dψidx =

∫

Bε

f ·ψidx,

pour i ∈ {1, . . . ,m},

ρf

∫

Bε

∂umn
∂t

·ϕjdx+ 2

∫

Bε

νDumn : Dϕjdx+
2

∑

l=1

(

ρh

∫ 1

2ε

∂2dn
∂t2

· βjdxl

+
h3E

12

∫ 1

2ε

∂2dn
∂x2l

·
∂2βj
∂x2l

dxl + µ

∫ 1

2ε

∂3dn
∂x2l ∂t

·
∂2βj

∂x2l
dxl

)

=

∫

Bε

f ·ϕjdx+
2

∑

l=1

∫ 1

2ε

g · βjdxl, pour j ∈ {1, . . . ,n},

umn · n = ±
∂d±n
∂t

sur Γε±,

umn (0) = 0,dn(0) = ḋn(0) = 0.

(II.15)

Nous introduisons les notations :

pik =

∫

Bε

ϕk ·ψidx, qkj =

∫

Bε

ϕk ·ϕjdx, rik = 2

∫

Bε

νDϕi : Dϕkdx.
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Prenant en compte les notations précédentes et les relations (II.9), (II.10), (II.11), (II.12),

(II.13) nous obtenons de (II.15) nous obtenons le système de n + m équations linéaires

différentielles pour les fonctions inconnues ai,bj, i = 1,...,m,j = 1,...,n:


















































ρf ȧi(t) + λiai(t) +
n

∑

k=1

pikb̈k(t) =

∫

Bε

f ·ψidx,

ρf

m
∑

k=1

pkj ȧk(t) + ρf

m
∑

k=1

qkj b̈k(t) +
n

∑

k=1

rkj ḃk(t) + ρhb̈j(t) +
h3E

12
αjbj(t)

+µαj ḃj(t) =

∫

Bε

f ·ϕjdx+
2

∑

l=1

∫ 1

2ε

g · βjdxl,

ai(0) = bj(0) = ḃj(0) = 0, i = 1,...,m, j = 1,...,n.

(II.16)

Le système d’ordre deux précédent peut être écrit comme le système différentiel d’ordre

un suivant : Trouver

x(t) =









a1(t)
...

am(t)









, Y (t) =









b1(t)
...

bn(t)









, Z(t) =









ḃ1(t)
...

ḃn(t)









Solution de

Ẏ = Z








λ1 · · · 0
...

. . .
...

0 · · · λm









X +









ρf · · · 0
...

. . .
...

0 · · · ρf









Ẋ +









p11 · · · pn1
...

. . .
...

p1m · · · pnm









Ż =









∫

Bε f.ψ1
...

∫

Bε f.ψm









et









p11 · · · p1m
...

. . .
...

pnm · · · pnm









Ẋ + 1
δ









α1 · · · 0
...

. . .
...

0 · · · αn









Y + ρh

















s11 · · · sn1
...

. . .
...

s1n · · · snn









+ In









Ż

+























t11 · · · tn1
...

. . .
...

t1n · · · tnn









+ µ















α1 · · · 0
...

. . .
...

0 · · · αn





























Z =









∫

Bε f.ψ1 +
∑2

l=1

∫ 1

2ε
g · βjdxl

...
∫

Bε f.ψm +
∑2

l=1

∫ 1

2ε
g · βjdxl









Les conditions initiales deviennent :

X(0) = Y (0) = Z(0) = 0.

L’existence de la solution de ce système est obtenue d’après les résultats classique pour
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les équations différentielles ordinaires.

Dans cette section nous obtenons quelques estimations à priori qui donnent la régularité

de la solution de (II.8). En calculant
m
∑

i=1

ai(t) · (II.15)1 +
n

∑

j=1

ḃj(t) · (II.15)2 et en utilisant

(II.14) nous obtenons :

ρf
2

d

dt

∫

Bε

(umn )
2dx+

∫

Bε

ν(Dumn )
2 +

2
∑

i=1

(ρh

2

d

dt

∫ 1

2ε

(∂dn
∂t

)2

dxi

+
h3E

24

d

dt

∫ 1

2ε

(∂2dn
∂x2i

)2

dxi + µ

∫ 1

2ε

(

∂3dn
∂x2i ∂t

)2

dxi

)

=

∫

Bε

f · umn dx+
2

∑

i=1

∫ 1

2ε

g ·
∂dn
∂t

dxi.

(II.17)

Nous avons que

∫

Bε

f · umn dx ≤
ρf
2

∥

∥

∥

∥

unm

∥

∥

∥

∥

2

L2(Bε))2
+

1

2ρf

∥

∥

∥

∥

f(t)

∥

∥

∥

∥

2

L2(Bε))2

∫ 1

2ε

g ·
∂dn
∂t

dxi ≤
1

2ρh

∥

∥

∥

∥

g

∥

∥

∥

∥

2

L2(F ε
+×F

ε
−)

+
ρh

2

∥

∥

∥

∥

∂d±n
∂t

∥

∥

∥

∥

2

L2(Γε
±)

(II.18)

D’où

ρf

(

d

dt

∥

∥

∥

∥

umn

∥

∥

∥

∥

2

L2(Bε))2
−

∥

∥

∥

∥

umn

∥

∥

∥

∥

2

L2(Bε))2

)

+ ρh

(

d

dt

∥

∥

∥

∥

∂d±n
∂t

∥

∥

∥

∥

2

L2(Γε
±)

−

∥

∥

∥

∥

∂d±n
∂t

∥

∥

∥

∥

2

L2(Γε
±)

)

+
h3E

12

d

dt

∥

∥

∥

∥

∂2d±n
∂s2

∥

∥

∥

∥

2

L2(Γε
±)

+ 2α

∥

∥

∥

∥

Dunm

∥

∥

∥

∥

2

(L2(Bε))4)

+ 2µ

∥

∥

∥

∥

∂3d±n
∂s2∂t

∥

∥

∥

∥

2

L2(Γε
±)

≤
1

ρf

∥

∥

∥

∥

f(t)

∥

∥

∥

∥

2

L2(Bε))2
+

1

ρh

∥

∥

∥

∥

g

∥

∥

∥

∥

2

L2(F ε
+×F

ε
−)

(II.19)

Ainsi

d

dt

[

e−t

(

ρf

∥

∥

∥

∥

umn

∥

∥

∥

∥

2

L2(Bε))2
+ ρh

∥

∥

∥

∥

∂d±n
∂t

∥

∥

∥

∥

2

L2(Γε
±)

+
h3E

12

∥

∥

∥

∥

∂2d±n
∂s2

∥

∥

∥

∥

2

L2(Γε
±)

)]

+2αe−T
∥

∥

∥

∥

Dunm

∥

∥

∥

∥

2

(L2(Bε))4)

+ 2µe−T
∥

∥

∥

∥

∂3d±n
∂s2∂t

∥

∥

∥

∥

2

L2(Γε
±)

≤
1

ρf

∥

∥

∥

∥

f(t)

∥

∥

∥

∥

2

L2(Bε))2
+

1

ρh

∥

∥

∥

∥

g

∥

∥

∥

∥

2

L2(F ε
+×F

ε
−)

(II.20)
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En intégrant de 0 à t, en utilisant les conditions initiales nous obtenons :

ρf

∥

∥

∥

∥

umn

∥

∥

∥

∥

2

L2(Bε))2
+ ρh

∥

∥

∥

∥

∂d±n
∂t

∥

∥

∥

∥

2

L2(Γε
±)

+
h3E

12

∥

∥

∥

∥

∂2d±n
∂s2

∥

∥

∥

∥

2

L2(Γε
±)

+2α

∫ t

0

∥

∥

∥

∥

Dunm

∥

∥

∥

∥

2

(L2(Bε))4)

dτ + 2µ

∫ t

0

∥

∥

∥

∥

∂3d±n
∂s2∂t

∥

∥

∥

∥

2

L2(Γε
±)

dτ

≤ eT

(

1

ρf

∫ t

0

∥

∥

∥

∥

f(t)

∥

∥

∥

∥

2

L2(Bε))2
dτ +

1

ρh

∫ t

0

∥

∥

∥

∥

g

∥

∥

∥

∥

2

L2(F ε
+×F

ε
−)

dτ

)

(II.21)

Nous déduisons de l’inéquation ci-dessus les étimations suivante :















































































∥

∥

∥

∥

unm

∥

∥

∥

∥

L∞(0,T ;(L2(Bε))2)

≤ C(f ,g),

∥

∥

∥

∥

Dunm

∥

∥

∥

∥

L2(0,T ;(L2(Bε))4)

≤ C(f ,g),

∥

∥

∥

∥

∂d±n
∂t

∥

∥

∥

∥

L∞(0,T ;L2(Γε
±))

≤ C(f ,g),

∥

∥

∥

∥

∂2d±n
∂s2

∥

∥

∥

∥

L∞(0,T ;L2(Γε
±))

≤ C(f ,g),

∥

∥

∥

∥

∂3d±n
∂s2∂t

∥

∥

∥

∥

L2(Γε
±×(0,T ))

≤ C(f ,g),

(II.22)

avec C
(

f ,g) = C(T,µ,ρf ,ρ,E,h)
(

‖f‖L2(0,T ;(L2(Bε))2) + ‖g‖L2((0,T );L2(F ε
+×F

ε
−))

)

et s la variable

sur Γε+ ou sur Γε−.

Les deuxièmes estimations sont obtenues en calculant
m
∑

i=1

ȧi(t) · (II.15)1 +
n

∑

j=1

b̈j(t) ·

(II.15)2 :

ρf

∫

Bε

(

∂umn
∂t

)2

dx+
1

2

d

dt

∫

Bε

ν(Dumn )
2 +

2
∑

i=1

(

h3E

12

∫ 1

2ε

∂2dn
∂x2i

∂4dn
∂x2i ∂t

2
dxi

+ρh

∫ 1

2ε

(∂2dn
∂t2

)2

dxi +
µ

2

d

dt

∫ 1

2ε

(

∂3dn
∂x2i ∂t

)2

dxi

)

=

∫

Bε

f ·
∂umn
∂t

dx+
2

∑

i=1

∫ 1

2ε

g ·
∂2dn
∂t2

dxi.

(II.23)

Nous écrivons

∫ 1

2ε

∂2dn
∂x2i

∂4dn
∂x2i ∂t

2
dxi comme

d

dt

∫ 1

2ε

∂2dn
∂x2i

∂3dn
∂x2i ∂t

dxi −

∫ 1

2ε

(

∂3dn
∂x2i ∂t

)2

dxi.
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puis nous utilisons l’inégalité suivante :

−

∫ 1

2ε

∂2dn
∂x2i

∂3dn
∂x2i ∂t

dxi ≤
1

2c

∥

∥

∥

∥

∂2dn
∂x2i

∥

∥

∥

∥

2

L2(2ε,1)

+
c

2

∥

∥

∥

∥

∂3dn
∂x2i ∂t

∥

∥

∥

∥

2

L2(2ε,1)

avec c =
6µ

h3E
, enfin nous suivons le même raisonnement que précédemment c’est à

dire nous écrivons :

∫

Bε

f ·
∂umn
∂t

dx ≤
ρf
2

∥

∥

∥

∥

∂umn
∂t

∥

∥

∥

∥

2

L2(Bε))2
+

1

2ρf

∥

∥

∥

∥

f(t)

∥

∥

∥

∥

2

L2(Bε))2

∫ 1

2ε

g ·
∂2dn
∂t2

dxi ≤
1

2ρh

∥

∥

∥

∥

g

∥

∥

∥

∥

2

L2(F ε
+×F

ε
−)

+
ρh

2

∥

∥

∥

∥

∂2dn
∂t2

∥

∥

∥

∥

2

L2(Γε
±)

(II.24)

D’où

ρf

∥

∥

∥

∥

∂

∂t
umn

∥

∥

∥

∥

2

L2(Bε))2
+ ρh

∥

∥

∥

∥

∂2d±n
∂t2

∥

∥

∥

∥

2

L2(Γε
±)

+
µ

2

d

dt

∥

∥

∥

∥

∂3d±n
∂s2∂t

∥

∥

∥

∥

2

L2(Γε
±)

+ α
d

dt

∥

∥

∥

∥

Dunm

∥

∥

∥

∥

2

(L2(Bε))4)

≤
1

ρf

∥

∥

∥

∥

f(t)

∥

∥

∥

∥

2

L2(Bε))2
+

1

ρh

∥

∥

∥

∥

g

∥

∥

∥

∥

2

L2(F ε
+×F

ε
−)

+
2

µ

(

h3E

12

)2
d

dt

∥

∥

∥

∥

∂2d±n
∂s2

∥

∥

∥

∥

2

L2(Γε
±)

(II.25)

En intégrant de 0 à t, en utilisant les conditions initiales et l’éstimation (II.22)4 nous

obtenons :






























































∥

∥

∥

∥

∂unm
∂t

∥

∥

∥

∥

L2(0,T ;(L2(Bε))2)

≤

(

h3E

12

)1/2

C(f ,g),

∥

∥

∥

∥

Dunm

∥

∥

∥

∥

L∞((0,T );(L2(Bε))4)

≤

(

h3E

12

)1/2

C(f ,g),

∥

∥

∥

∥

∂2d±n
∂t2

∥

∥

∥

∥

L2((Γε
±×(0,T ))

≤

(

h3E

12

)1/2

C(f ,g),

∥

∥

∥

∥

∂3d±n
∂s2∂t

∥

∥

∥

∥

L∞(0,T ;L2(Γε
±)

≤
(h3E

12

)1/2

C(f ,g).

(II.26)

De (II.22)1,2 et (II.26)1,2 nous obtenons que {u
m
n }m,n∈N est bornée dans L

∞(0,T ;V ε)∩

H1(0,T ; (L2(Bε))2). Par conséquent, nous pouvons passer à la limite dans (II.26) ce qui

donne le résultat d’existence du théorème. Pour finir la preuve, notons que la régularité

précisé dans (II.8) découle des estimations (II.22) et (II.26).

Nous introduisons la pression qui apparait dans (II.1)1,3 comme une conséquence du

théorème 3.1 :
Corollaire II.3.1. Il existe une unique fonction p ∈ L2(0,T ;H1(Bε)) telle que (u,p,d)
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satisfait (II.1)1,3 presque partout dans Bε× (0,T ) et sur (D̄i
ε∩Γ

ε
±)× (0,T ), respectivement.

Démonstration. Nous prenons, β = 0 dans (II.8). Alors

〈

ρf
∂u

∂t
− 2divx(ν(x)Dxu)− f,ϕ

〉

∀ϕ ∈ {v ∈ (H1
0 (B

ε))2 : divv = 0 dans Bε}

En appliquant le lemme de De Rham, nous prouvons l’existene d’une distribution q ,unique

a une distribution de t près, satisfaisant l’équation :

ρf
∂u

∂t
− 2divx(ν(x)Dxu)− f = −∇q

En multipliant cette équation par une fonction test ϕ ∈ V ε avec ϕ.n = ±β± sur Γ± en

utilisant (II.8), nous obtenons

2
∑

i=1

{

ρh

∫ 1

2ε

∂d

∂t
· βdxi +

h3E

12

∫ 1

2ε

∂2d

∂x2i
·
∂2β

∂x2i
dxi + µ

∫ 1

2ε

∂3d

∂x2i ∂t
·
∂2β

∂x2i
dxi

}

=
2

∑

i=1

(∫ 1

2ε

g · βdxi ±

∫ 1

2ε

q · βdxi

)

pour tout β ∈ W ε. Il s’ensuit que

ρh
∂d±
∂t

+
h3E

12

d±
∂x2i

+ µ
∂3d±
∂x2i ∂t

− g± ± q|
D̄i
ε∩Γ

ε
±

= ±h(t)

Le système (II.1) est satisfait par p = q + h au sens des distributions.Comme la distri-

bution p ainsi construite a toutes ses premières dérivées dans H−1(Bε) alors p ∈ L2(Bε),

en outre, étant donnée que u ∈ L2(0,T ;H1(Bε)) et p ∈ L2(0,T ;L2(Bε)), comme f ∈

L2,0,T ; (L2(Bε))2), alors en appliquant le résultat de [33], Chap. I, p.33 nous obtenons

u ∈ L2(0,T ;H2(Bε)) et p ∈ L2(0,T ;H1(Bε)).

Le dernier résultat de cette première section présente les estimations pour (u,p,d),

l’unique solution de (II.1).

Corollaire II.3.2. Soit (u,p,d)la solution du problème (II.1) correspondant aux données

f ,g. Alors les estimations suivantes sont vraies :
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‖u‖L∞(0,T ;(L2(Bε))2) ≤ C(f ,g),
∥

∥

∥Du
∥

∥

∥

L2(0,T ;(L2(Bε))4)
≤ C(f ,g),

∥

∥

∥

∥

∂u

∂t

∥

∥

∥

∥

L2(0,T ;(L2(Bε))2)

≤

(

h3E

12

)1/2

C(f ,g),

∥

∥

∥

∥

∂d±
∂t

∥

∥

∥

∥

L∞(0,T ;L2(Γε
±))

≤ C(f ,g),

∥

∥

∥

∥

∂2d±
∂s2

∥

∥

∥

∥

L∞(0,T ;L2(Γε
±))

≤ C(f ,g),

∥

∥

∥

∥

∂2d±
∂t2

∥

∥

∥

∥

L2((Γε
±×(0,T ))

≤

(

h3E

12

)1/2

C(f ,g),

∥

∥

∥

∥

∂3d±
∂s2∂t

∥

∥

∥

∥

L∞(0,T ;L2(Γε
±))

≤
(h3E

12

)1/2

C(f ,g),

(II.27)

‖∇p ‖L2(0,T ;(L2(Bε))2) ≤

(

h3E

12

)1/2

C(f ,g).

Remarque II.3.1. Si nous considérons le problème non homogène (qui correspond à

ψε) nous obtenons pour la solution correspondante les même estimations (II.27) avec f

différente,mais qui dépend d’ ε de la même manière.

II.4 Étude Asymptotique

Dans le but de trouver une solution approchée du problème (II.1), nous considérons des

données plus régulières que dans la Section3. Nous supposons que



























ψε ∈ (C
∞(Bε × (0,T )))2,

f ∈ (C∞(Bε × (0,T )))2,g± ∈ C
∞(F ε

± × (0,T )),

ν ∈ C∞(Bε),

∃t∗ < T tel que f(x,t) = g±(x,t) = ψε(x,t) = 0 ∀(x,t) ∈ Bε × (0,t∗),

(II.28)

et f , g± et ν sont choisis de la manière suivante:

f(x1,x2,t) =



















f(x1,t)e1 dans (Bε ∩ {x1 >
1
3
})× (0,T ),

f(x2,t)e2 dans (Bε ∩ {x2 >
1
3
})× (0,T ),

0 dans (Bε ∩ {x1 ≤
1
3
,x2 ≤

1
3
})× (0,T ),

(II.29)
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g±(x1,x2,t) =



















g±(x1,t) sur (F ε
± ∩ {x1 >

1
3
})× (0,T ),

g±(x2,t) sur (F ε
± ∩ {x2 >

1
3
})× (0,T ),

0 sur (F ε
± ∩ {x1 ≤

1
3
,x2 ≤

1
3
})× (0,T ),

(II.30)

ν(x1,x2) =



















ν(x1) dans Bε ∩ {1
3
< x1 <

2
3
},

ν(x2) dans Bε ∩ {1
3
< x2 <

2
3
},

ν0 dans Bε ∩ ({x1 ≤
1
3
,x2 ≤

1
3
} ∪ {x1 ≥

2
3
} ∪ {x2 ≥

2
3
}),

(II.31)

avec ν0 constante strictement positive.

II.4.1 Construction de la solution asymptotique

Dans cette partie nous introduisons un deuxième petit paramètre δ = 12
h3E

et notons

δ = εγ,avec γ ∈ N, γ ≥ 3.

La solution asymptotique approchant le flux périodique dans un rectangle fin (see [27])

est modifié en utilisant deux types de correcteurs : le premier type correspondant aux

conditions aux bords en x1 = 1 et x2 = 1 et le deuxième représentant les fonctions

couches limites aux voisinages de (x1,x2) = 0. Donc, la solution asymptotique contient la

partie régulière (qui est de deux éléments vue la forme du domaine), deux fonctions couches

limites correspondant à x1 = 1 et à x2 = 1,respectivement et les correcteurs en (x1,x2) = 0.

Comme les termes de la solution asymptotique devrait s’annuler dans différentes parties

du domaine, nous les multiplions par des fonctions de troncature définies de la manière

suivante :χ, η : R 7→ R, χ,η ∈ C∞(R),

χ(τ) =







0, |τ | < 2,

1, |τ | > 3,
et η(τ) =







0, |τ | < 3
4
,

1, |τ | > 7
8
.

(II.32)

Nous construisons la solution asymptotique de la manière suivante

û(k)a (x1,x2,t) = u
(k)
1

(

x1,
x2
ε
,t
)

χ
(x1
ε

)

+ u
(k)
2

(x1
ε
,x2,t

)

χ
(x2
ε

)

+

u
(k)1
bl

(

x1 − 1

ε
,
x2
ε
,t

)

η(x1) + u
(k)2
bl

(

x1
ε
,
x2 − 1

ε
,t

)

η(x2)+

u
(k)0
bl

(x1
ε
,
x2
ε
,t
)

η(1− x1)η(1− x2),
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p̂(k)a (x1,x2,t) = p
(k)
1

(

x1,
x2
ε
,t
)

χ
(x1
ε

)

+ p
(k)
2

(x1
ε
,x2,t

)

χ
(x2
ε

)

+

p
(k)1
bl

(

x1 − 1

ε
,
x2
ε
,t

)

η(x1) + p
(k)2
bl

(

x1
ε
,
x2 − 1

ε
,t

)

η(x2)+

p
(k)0
bl

(x1
ε
,
x2
ε
,t
)

η(1− x1)η(1− x2),

(II.33)

d̂
(k)
±a(x1,x2,t) = d

(k)
±1 (x1,t)χ

(x1
ε

)

+ d
(k)
±2(x2,t)χ

(x2
ε

)

+

d
(k)1
±bl

(

x1 − 1

ε
,t

)

η(x1) + d
(k)2
±bl

(

x2 − 1

ε
,t

)

η(x2)+

d
(k)0
±bl

(x1
ε
,
x2
ε
,t
)

η(1− x1)η(1− x2).

Par définition des fonctions de troncature, notons que dans Bε ∩ {1
4
≤ xi ≤

3
4
}, i.e.

dans un voisinage de la région de viscosité variable, la solution asymptotique est réduite

à sa partie régulière,
(

u
(k)
i ,p

(k)
i ,d

(k)
±i

)

,dans un voisinage de {xi = 1} elle est réduite à
(

u
(k)
i + u

(k)i
bl ,p

(k)
i + p

(k)i
bl ,d

(k)
±i + d

(k)i
±bl

)

, i = 1,2, enfin dans Dr
ε la solution asymptotique est

égale au correcteur en x = 0,
(

u
(k)0
bl ,p

(k)0
bl ,d

(k)0
±bl

)

. Ceci signifie que la partie régulière de la

solution asymptotique ( qui peut être calculée et a une expression simple) représente une

approximation de la solution exacte dans tout le domaine sauf dans des voisinages de

x1 = 1, x2 = 1 et x = 0.

Nous donnerons ensuite les expressions des trois composantes de la solution asymptotique

et nous expliquerons leurs rôles et leurs constructions.

II.4.1.1 La partie régulière de la solution asymptotique

Pour chaque rectangle D1
ε et D

2
ε nous définissons la partie régulière du développement

asymptotique correspondante comme dans [27]. La partie régulière correspondant à D1
ε

est donnée par :



















































u
(k)
1

(

x1,
x2
ε
,t
)

=
k

∑

j=0

εj+2u11,j

(

x1,
x2
ε
,t
)

e1 +
k

∑

j=0

εj+3u12,j

(

x1,
x2
ε
,t
)

e2,

p
(k)
1

(

x1,
x2
ε
,t
)

=
k

∑

j=0

εj+1p1j

(

x1,
x2
ε
,t
)

+
k

∑

j=0

εjq1j (x1,t),

d
(k)
±1 (x1,t) =

k
∑

j=0

εj+γd1(±)j(x1,t).

(II.34)

ceci représente la solution du problème (II.1)1,2,3,11 posé dans un rectangle infini dans la

direction Ox1, (−∞,∞)× (−ε,ε); les fonctions qui apparaissent dans (II.34) peuvent être

calculées explicitement et représentent une bonne approximation de la solution exacte

de (II.1) au voisinage de la région avec viscosité variable de D1
ε (comme nous allons le
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prouver dans la dernière section).

De la même manière nous introduisons la partie régulière de la solution asymptotique

correspondant à D2
ε .

Ainsi, la somme des deux premiers termes de la solution asymptotique représente une

bonne approximation de la solution de (II.1)dans un voisinage de la région de viscosité

variable du domaine, mais ne l’approche pas dans les frontières d’entrée et de sortie et

dans Dr
ε . Etant donné que le but de la construction asymptotique est d’approximer la

solution exacte avec des fonctions plus régulières avec une petite erreur entre eux, nous

modifions et complétons la partie régulière avec deux types de correcteurs couches limites.

II.4.1.2 Les correcteurs couches limites en x1 = 1 et x2 = 1

Ces correcteurs couches limites sont introduites pour réparer les traces de la partie

régulière de la solution asymptotique sur x1 = 1 et x2 = 1. Elles sont données par :



















































u
(k)i
bl

(x

ε
,t
)

=
k

∑

j=0

εj+2u
(i)
j

(x

ε
,t
)

,

p
(k)i
bl

(x

ε
,t
)

=
k

∑

j=0

εj+1p
(i)
j

(x

ε
,t
)

,

d
(k)i
±bl

(xi
ε
,t
)

=
k

∑

j=0

εj+γd
(i)
j

(xi
ε
,t
)

, i ∈ {1,2}.

(II.35)

Le correcteur avec i = 1 correspond‘a l’éxtrémité x1 = 1 et celui avec i = 2 correspond à

x2 = 1.

Par définition des fonctions de troncature et de la solution asymptotique nous notons

l’influence de chaque correcteur défini au-dessus est signifiante seulement au voisinage de

l’éxtrémité du domaine correspondante.

II.4.1.3 Le correcteur couche limite en x = 0

Ce correcteur est nécessaire pour réaliser le lien entre les deux parties de la solution

asymptotique, correspondants aux deux branches du domaine et obtenir les conditions

sur les frontières rigides du domaine. Les expressions du correcteur en x = 0 pour la

vitess-pression sont comme dans (II.35), alors que le correcteur des déplacements est
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différent :














































u
(k)0
bl

(x

ε
,t
)

=
k

∑

j=0

εj+2u
(0)
j

(x

ε
,t
)

,

p
(k)0
bl

(x

ε
,t
)

=
k

∑

j=0

εj+1p
(0)
j

(x

ε
,t
)

,

d
(k)0
±bl

(x

ε
,t
)

=
k

∑

j=0

εj+γd
(0)
(±)j

(x

ε
,t
)

.

(II.36)

De la définition de la fonction de troncature η il s’ensuit que le correcteur en x = 0 apparait

dans l’expression de la solution asymptotique (II.33) seulement dans Bε∩{x1 ≤
1
4
,x2 ≤

1
4
},

ce qui représente un voisinage deDr
ε avec une viscosité constante et où les forces sont égales

à zéro.

II.4.2 La détermination de la solution asymptotique

Cette sous-section est dévouée à la résolution des problemes satisfaits par les trois compo-

santes de la solution asymptotique présentées dans la sous-section précédente. Comme les

calculs sont différents selon la valeur de γ, nous devons analyser les problèmes et l’ordre

de leur résolution pour γ > 3 et pour γ = 3. De plus, dans chaque cas nous devons préciser

le terme principal du développement asymptotique.

Nous commençons avec les problèmes pour les correcteurs couches limites correspon-

dants a x1 = 1 et x2 = 1 car l’étude de ces problèmes est le même pour γ > 3 et pour

γ = 3. Pour mieux fixer les idées, nous obtenons dans cette partie les problèmes pour les

correcteurs correspondant à l’extrémité x1 = 1.

Comme nous l’avons précisé auparavant, le terme contenant le correcteur n’est différent

de zéro qu’en voisinage de l’éxtrémité x1 = 1. Alors, les autres problèmes et relations cor-

respondants à ce correcteur sont obtenues en introduisant les solution asymptotique dans

(II.1)1,2,3,6,7,11. Nous obtenons deux problèmes séparés : un pour les correcteurs vitesse-

pression et le deuxième pour les correcteurs des déplacements.

Etant donné que dans ce voisinage la viscosité est constante, le problème pour (u
(1)
j ,p

(1)
j )

a des coefficients constants. Nous notons Π1 le rectangle semi-fini (−∞,0) × (−1,1) et

nous imposons pour la pression et la vitesse une limite nulle en −∞, nous obtenons pour
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(u
(1)
j ,p

(1)
j ) le problème :



































































−ν0∆ξξu
(1)
j +∇ξp

(1)
j = −ρf

∂u
(1)
j−2

∂t
dans Π1 × (0,T ),

divξu
(1)
j = 0 dans Π1 × (0,T ),

u
(1)
j (ξ1,± 1,t) =

∂d
(1)
(±)j+2−γ

∂t
(ξ1,t)e2 dans (−∞,0)× (0,T ),

u
(1)
j (0,ξ2,t) = ψ(ξ2,t)δj0e1 − u11,j(1,ξ2,t)e1 − u12,j−1(1,ξ2,t)e2

sur (−1,1)× (0,T ),

u
(1)
j → 0,p

(1)
j → 0,uniformément, quand ξ1 → −∞.

(II.37)

La condition de compatibilité pour (II.37) est:

∫ 1

−1

u11,j(1,ξ2,t)dξ2 =
d

dt

∫ 0

−∞

(

d
(1)
(+)j+2−γ − d

(1)
(−)j+2−γ

)

(ξ1,t)dξ1

+ δj0

∫ 1

−1

ψ(ξ2,t)dξ2.

(II.38)

Pour γ ≥ 3 le second membre de (II.37)3 est connu; donc les corrcteurs couches limites

pour la vitesse et pour la pression correspondant à x1 = 1 sont uniquement déterminés de

(II.37) (voir [28]). La condition (II.38) représente une relation pour déterminer la partie

régulière de la solution asymptotique.

Les correcteurs couches limites pour les déplacements tendent exponentiellement vers

zéros en −∞ sont obtenus comme unique solution des problèmes suivants :































∂4d
(1)
(±)j

∂ξ41
= −ρh

∂2d
(1)
(±)j−4−γ

∂t2
− µ

∂5d
(1)
(±)j−γ

∂ξ41∂t
± p

(1)
j−5|ξ2=±1

dans (−∞,0)× (0,T ),

∂ad
(1)
(±)j

∂ξa1
→ 0,uniformément,quand ξ1 → −∞, a ∈ {0,1,2,3}.

(II.39)

Comme à l’étape j le problème (II.39) donne d
(1)
(±)j et d

(1)
(±)j+1, en introduisant la solu-

tion asymptotique dans (II.1)7 nous obtenons deux conditions aux bords pour la partie

régulière de la solution asymptotique pour les déplacements :















d1(±)j(1,t) = −d
(1)
(±)j(0,t),

∂d1(±)j
∂x1

(1,t) = −
∂d

(1)
(±)j+1

∂ξ1
(0,t).

(II.40)
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De la même manière,nous obtenons les correcteurs correspondants à l’éxtrémité x2 = 1.

Les couches limites pour la vitesse-pression sont définies sur Π2×(0,T ), avec Π2 = (−1,1)×

(−∞,0) les couches limites pour les déplacements sont définies aussi sur (−∞,0)× (0,T ).

Nous étudions ensuite les problèmes pour la partie régulière de la solution asymptotique.

Les résultats pour la partie régulière correspondant à D1
ε ; la partie régulière correspon-

dant à D2
ε sont obtenues de la même manière que dans les travaux cités auparavant avec

quelques modifications.

En introduisant (II.34) dans (II.1)1,2,3,11 et collectant les termes du même ordre par

rapport à ε nous obtenons le problème suivant pour (u11,j,u
1
2,j,p

1
j ,q

1
j ,d

1
(±)j):

−ν(x1)
∂2u11,j
∂ξ22

+
∂q1j
∂x1

= fδj0 − ρf
∂u11,j−2
∂t

+ 2
∂

∂x1

(

ν(x1)
∂u11,j−2
∂x1

)

+ ν(x1)
∂2u12,j−2
∂ξ2∂x1

−
∂p1j−1
∂x1

,

∂p1j
∂ξ2

= −ρf
∂u12,j−3
∂t

+
∂

∂x1

(

ν(x1)
∂u12,j−3
∂x1

)

+
∂

∂x1

(

ν(x1)
∂u11,j−1
∂ξ2

)

+ 2ν(x1)
∂2u12,j−1
∂ξ22

,

∂u11,j
∂x1

+
∂u12,j
∂ξ2

= 0 dans (0,1)× (−1,1)× (0,T ),

∂4d1(+)j
∂x41

− q1j = g+δj0 + p1j−1|ξ2=1
− ρh

∂2d1(+)j−γ
∂t2

− µ
∂5d1(+)j−γ
∂x41∂t

dans (0,1)× {−1} × (0,T ),

(II.41)
∂4d1(−)j
∂x41

+ q1j = g−δj0 − p1j−1|ξ2=−1
− ρh

∂2d1(−)j−γ
∂t2

− µ
∂5d1(−)j−γ
∂x41∂t

dans (0,1)× {1} × (0,T ),

u1j(x1,± 1,t) =
∂d1(±)j−γ+3

∂t
(x1,t)e2 dans (0,1)× {±1} × (0,T ).

Les deux cas, γ > 3 et γ = 3, apparaissent à cause de la dernière relation du système

précédent. Nous pouvons voir, alors, que pour γ > 3 l’inconnu de cette relation est u1j ,alors

que pour γ = 3, (II.41)6 contient deux inconnus. De ce point, les calculs sont différents

selon la valeur de γ.

Nous introduisons les fonctions :

N1(ξ2) =
1

2
(ξ22 − 1), N2(ξ2) =

∫ ξ2

−1

N1(τ)dτ

avec les propriétés: N ′′
1 = 1, N1(±1) = 0 et N2(1) = −

2
3
.
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Nous utilisons aussi les notations:











































































































U1
j−1(x1,ξ2,t) = ρf

∂u11,j−2
∂t

− 2
∂

∂x1

(

ν(x1)
∂u11,j−2
∂x1

)

− ν(x1)
∂2u12,j−2
∂ξ2∂x1

+
∂p1j−1
∂x1

,

D1
(±)j−1(x1,t) = ±p

1
j−1|ξ2=1

− ρh
∂2d1(±)j−γ

∂t2
− µ

∂5d1(±)j−γ
∂x41∂t

,

D−1 : F →

∫ ξ2

−1

F (x1,τ)dτ ,

D−2 : F →

∫ ξ2

−1

∫ θ

−1

F (x1,τ)dτdθ −
1

2
(ξ2 + 1)

∫ 1

−1

∫ θ

−1

F (x1,τ)dτdθ,

I−kx1 : F →

∫ x1

0

∫ ak−1

0

. . .

∫ a1

0

F (s,ξ2,t)ds

Jx1 : F → I−4x1 (F ) + x31

(

2

∫ 1

0

I−3x1 (F )−

∫ 1

0

I−2x1 (F )

)

−x2
(

3

∫ 1

0

I−3x1 (F )−

∫ 1

0

I−2x1 (F )

)

(II.42)

II.4.2.1 La résolution des problèmes pour γ > 3

La partie régulière correspondant à D1
ε est calculée en intégrant (II.41), comme ce qui

suit:

Proposition II.4.1. Les inconnues u1j ,q
1
j ,p

1
j ,d

1
(±)j sont déterminées de (II.41), à neuf

fonctions de t près.

Démonstration. En intégrant deux fois (II.41)1 de −1 à ξ2 en utilisant les conditions aux

bords (II.41)6 nous obtenons:

u11,j(x1,ξ2,t) =
1

ν(x1)
D−2

(

U1
j−1

)

+
1

ν(x1)

(

∂q1j
∂x1

− fδj0

)

N1(ξ2), (II.43)

qui contient comme inconnues u11,j et q
1
j . Les autres fonctions contenues dans cette relation

sont soit connues des itérations précédentes soit égales à zéro.

Nous intégrons ensuite la condition d’incompressibilité (II.41)3 par rapport à ξ2 avec les

conditions aux bords (II.41)6 pour ξ2 = −1 et nous obtenons :

u12,j(x1,ξ2,t) =
∂d1(−)j−γ+3

∂t
−

∂

∂x1

(

1

ν(x1)

(

∂q1j
∂x1

− fδj0

))

N2(ξ2)

−D−1D−2
(

∂
∂x1

(

1
ν(x1)

U1
j−1

))

.

(II.44)

Les deux relations précédentes donnent les composantes de la vitesse u1j par rapport à q
1
j .

Les approximations de la pression sont déterminées de (II.41)2, en supposant que les
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fonctions d’intégration dépendant de x1, t sont nulles, comme nous considérons que toute

fonction ne dépendant que de x1, t est contenue dans q
1
j+1.

p1j = D−1
(

−ρf
∂u12,j−3
∂t

+
∂

∂x1

(

ν(x1)
∂u12,j−3
∂x1

)

+
∂

∂x1

(

ν(x1)
∂u11,j−1
∂ξ2

)

+ 2ν(x1)
∂2u12,j−1
∂ξ22

)

.

(II.45)

En prenant ξ2 = 1 dans (II.44) et en utilisant les conditions aux bords (II.41)6 for ξ2 = 1

nous obtenons une équation différentielle d’ordre deux suivante pour la fonction q1j :

∂

∂x1

(

1

ν(x1)

(

∂q1j
∂x1

− fδj0

))

=
3

2

∂

∂t

(

d1(+)j−γ+3 − d1(−)j−γ+3
)

+
3

2

∫ 1

−1

D−2
(

∂

∂x1

(

1

ν(x1)
U1
j−1

))

dξ2.

(II.46)

En intégrant (II.46) de x1 à 1, nous exprimons
∂q1j
∂x1

en fonction de
∂q1j
∂x1

(1,t), qui représente la

seule inconnue de cette expression. Cette fonction de t est obtenue de la manière suivante:

nous prenons x1 = 1 dans (II.43) et nous introduisons le resultat dans (II.38). Ainsi, nous

determinons l’expression de
∂q1j
∂x1

dans (0,1)× (0,T ) :

1

ν(x1)

(

∂q1j
∂x1

− fδj0

)

= −
3

2
δj0

∫ 1

−1

ψ(ξ2,t)dξ2 +
3

2

∫ 1

−1

D−2
(

1

ν(x1)
U1
j−1

)

dξ2

−
3

2

d

dt

∫ 0

−∞

(

d
(1)
(+)j+2−γ − d

(1)
(−)j+2−γ

)

(ξ1,t)dξ1 −
3

2

∂

∂t

∫ 1

x1

(

d1(+)j−γ+3 − d1(−)j−γ+3
)

(s,t)ds.

(II.47)

En introduisant (II.47) dans (II.43) et (II.46) dans (II.44) nous déterminons u1j dans

(0,1)× (−1,1)× (0,T ).

Nous intégrons ensuite ν(x1)·(II.47) de 0 à x1 et nous obtenons q
1
j déterminé à une fonction

en t près, q1j (0,t):

q1j (x1,t) = δj0

∫ x1

0

f(s,t)ds−
3

2

∫ x1

0

ν(θ)

∫ 1

θ

∂

∂t

(

d1(+)j−γ+3 − d1(−)j−γ+3
)

(s,t)dsdθ

−
3

2

(

d

dt

∫ 0

−∞

(

d
(1)
(+)j+2−γ − d

(1)
(−)j+2−γ

)

(ξ1,t)dξ1 + δj0

∫ 1

−1

ψ(ξ2,t)dξ2

)(∫ x1

0

ν(s)ds

)

+
3

2

∫ x1

0

∫ 1

−1

D−2
(

U1
j−1(s,ξ2,t)

)

dξ2ds+ q1j (0,t).

(II.48)

Les fonctions d1(±)j satisfont les èquations différentielles d’ordre quatre suivantes :

∂4d1(±)j
∂x41

= ±q1j + g±δj0 +D
1
(±)j−1, (II.49)

avec q1j donné par (II.48). En écrivant q
1
j comme Q

1
j(x1,t) + q1j (0,t) et en intǵrant quatre
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fois (II.49) par rapport à x1 nous obtenons les expressions suivantes pour d
1
(±)j:

d1(+)j(x1,t)= d1(+)j(0,t)
(

1−3x1
2+2x1

3
)

+
∂d1(+)j
∂x1

(0,t)
(

x1−2x1
2+x1

3
)

+d1(+)j(1,t)
(

3x1
2−2x1

3
)

+
∂d1(+)j
∂x1

(1,t)
(

−x1
2+x1

3
)

+q1j (0,t)

(

x1
2

24
−
x1

3

12
+
x1

4

24

)

+Jx1(Q
1
j) +Jx1(g+)δj0 +Jx1(D

1
(+)j−1)

d1(−)j(x1,t)= d1(−)j(0,t)
(

1−3x1
2+2x1

3
)

+
∂d1(−)j
∂x1

(0,t)
(

x1−2x1
2+x1

3
)

+d1(−)j(1,t)
(

3x1
2−2x1

3
)

+
∂d1(−)j
∂x1

(1,t)
(

−x1
2+x1

3
)

−q1j (0,t)

(

x1
2

24
−
x1

3

12
+
x1

4

24

)

−Jx1(Q
1
j) +Jx1(g−)δj0 +Jx1(D

1
(−)j−1),

(II.50)

D’où la partie régulière de la solution asymptotique correspondant à D1
ε est déterminée à

q1j (0,t),d
1
(±)j(0,t),

∂d1(±)j
∂x1

(0,t),d1(±)j(1,t),
∂d1(±)j
∂x1

(1,t), près ce qui termine la preuve.

De la même manière nous exprimons la partie régulière de la solution asymptotique

correspondant à D2
ε dépendant de neuf fonctions inconnues en t.

Nous continuons notre approche avec les problèmes pour le correcteur en x = 0.

Comme nous l’avons déjà précisé, le terme de la solution asymptotique contenant ce

correcteur n’est différent de zéro qu’en voisinage de Dr
ε . Dans ce voisinage, l’expression

de la solution asymptotique se réduit à
(

u
(k)
1 (x1,ξ2,t)χ(ξ1)+u

(k)
2 (ξ1,x2,t)χ(ξ2)+u

(k)0
bl (ξ,t),

p
(k)
1 (x1,ξ2,t)χ(ξ1)+p

(k)
2 (ξ1,x2,t)χ(ξ2)+p

(k)0
bl (ξ,t), d

(k)
±1(x1,t)χ(ξ1)+d

(k)
±2(x2,t)χ(ξ2)+d

(k)0
±bl (ξ,t)

)

.

Pour obtenir les problèmes pour les correcteurs en x = 0, nous introduisons l’expression

précédente de la solution asymptotique dans (II.1)1,2,3,4,5,6,11, avec ν = ν0 et f = g = 0

in (II.1)1,3;pour dériver les termes qui contiennent les deux types de variables xi et ξi

nous procédons comme ce qui suit: nous remplaçons
∂

∂xi
par

1

ε

∂

∂ξi
, et xi par εξi et nous

développons ces fonctions en série de Taylor par rapport à xi = εξi. Nous introduisons les

notations B = Dr∪{(ξ1,ξ2) : ξ1 ≥ 2,ξ2 ∈ (−1,1)}∪{(ξ1,ξ2) : ξ1 ∈ (−1,1),ξ2 ≥ 2}, A±B±=
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1
ε
Aε±B

ε
± et nous obtenons pour (u

(0)
j ,p

(0)
j ) le problème à divergence non nulle suivant :



































































































−ν0∆ξξu
(0)
j +∇ξp

(0)
j = −ρf

∂u
(0)
j−2

∂t
+ Fj

+(1− χ(ξ1))
′
ξ1
q1j+1(0,t)e1 + (1− χ(ξ2))

′
ξ2
q2j+1(0,t)e2 dans B,

divu
(0)
j = θ̃j dans B,

u
(0)
j = 0 sur A+B+ ∪ A−B− ,

u
(0)
j (ξ1,± 1,t) =

∂d
(0)
(±)j+2−γ

∂t
(ξ1,± 1,t)e2 pour ξ1 ≥ 2,

u
(0)
j (±1,ξ2,t) =

∂d
(0)
(±)j+2−γ

∂t
(±1,ξ2,t)e1 pour ξ2 ≥ 2,

u
(0)
j → 0 uniformément quand ξ1 →∞,

u
(0)
j → 0 uniformément quand ξ2 →∞.

(II.51)

pour j ≥ 0 et



































































−ν0∆ξξu
(0)
−1 +∇ξp

(0)
−1 = (1− χ(ξ1))

′
ξ1
q10(0,t)e1 + (1− χ(ξ2))

′
ξ2
q20(0,t)e2 in B,

divu
(0)
−1 = 0 dans B,

u
(0)
−1 = 0 sur A+B+ ∪ A−B− ,

u
(0)
−1(ξ1,± 1,t) = 0 sur ξ1 ≥ 2,

u
(0)
−1(±1,ξ2,t) = 0 pour ξ2 ≥ 2,

u
(0)
−1 → 0 uniformément quand ξ1 →∞,

u
(0)
−1 → 0 uniformément quand ξ2 →∞.

(II.52)

Contrairement au problème (II.37) qui donne les correcteurs pour x1 = 1, ce problème

contient une second membre inconnu. Les fonctions Fj sont connues , mais q
1
j+1(0,t) et

q2j+1(0,t) sont des éléments de l’approximation suivante, donc inconnus. La fonction θ̃j est

donnée par :

θ̃j = −divξ

(

χ(ξ1)

j
∑

l=0

ξl1
l!

(

∂lu11,j−l
∂x1l

(0,ξ2,t)e1 +
∂lu12,j−1−l
∂x1l

(0,ξ2,t)e2

)

+χ(ξ2)

j
∑

l=0

ξl2
l!

(

∂lu21,j−1−l
∂x2l

(ξ1,0,t)e1 +
∂lu22,j−l
∂x2l

(ξ1,0,t)e2

))

.

(II.53)

et doit satisfaire la condition de compatibilté.

Le problème (II.52) a une unique solution (avec la pression unique à une fonction de t
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(rigide-élastique)

près)

u
(0)
−1 = 0,

p
(0)
−1 =



















(1− χ(ξ1))q
1
0(0,t) pour ξ1 ≥ 2,

q10(0,t) = q20(0,t) dans Dr,

(1− χ(ξ2))q
2
0(0,t) pour ξ2 ≥ 2.

(II.54)

Nous obtenons ensuite les problèmes pour les correcteurs en x = 0 correspondant aux

déplacement. Nous remarquons d’abord que

d
(0)
(±)j = 0 on A±B± . (II.55)

Notons d̂
(0)
(±)j−1 l’unique solution de















































































































∂4d̂
(0)
(±)j−1

∂ξ41
= ρh(1−χ(ξ1))+

j
∑

l=0

ξl1
l!

∂l+2d1(±)j−γ−4−l

∂t2∂xl1
(0,t)

+

j
∑

l=2

∂4

ξ41

(

(1−χ(ξ1))
ξl1
l!

)

∂ld1(±)j−l

∂xl1
(0,t)

+µ

j
∑

l=0

∂4

ξ41

(

(1− χ(ξ1))
ξl1
l!

)

∂l+1d1(±)j−γ−l

∂t∂xl1
(0,t)

−(1− χ(ξ1))

j
∑

l=0

ξl1
l!

∂lp1j−5−l
∂xl1

(0,± 1,t)

−(1− χ(ξ1))

j
∑

l=0

ξl1
l!

∂lq1j−4−l
∂xl1

(0,t),

∂ad̂
(0)
(±)j−1

∂ξa1
→ 0, uniformément quand ξ1 → −∞, a ∈ {0,1,2,3},

(II.56)

et d̃
(0)
(±)j−1 l’unique solution de























∂4d̃
(0)
(±)j−1

∂ξ41
=
∂4d̂

(0)
(±)j−1

∂ξ41
− ρh

∂2d
(0)
(±)j−γ−4

∂t2
− µ

∂5d
(0)
(±)j−γ

∂ξ41∂t
+ p

(0)
j−5/ξ2=±1

,

∂ad̃
(0)
(±)j−1

∂ξa1
→ 0,uniformément quand ξ1 → −∞, a ∈ {0,1,2,3}.

(II.57)

En introduisant la solution asymptotique dans (II.1)3 et en identifiant les coefficients
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d’ordre ε nous obtenons:

d
(0)
(±)j(ξ1,± 1,t) = (χ(ξ1)− 1)

(

d̃
(0)
(±)j−1(2,± 1,t)− (2− ξ1)

∂d̃
(0)
(±)j−1

∂ξ1
(0,± 1,t)

)

+d̃
(0)
(±)j−1(ξ1,± 1,t) ξ1 > 2,

(II.58)

et


















d1(±)j(0,t) = 2
∂d̃

(0)
(±)j−1

∂ξ1
(2,± 1,t)− d̃

(0)
(±)j−1(2,± 1,t),

∂d1(±)j
∂x1

(0,t) = −
∂d̃

(0)
(±)j

∂ξ1
(2,± 1,t).

(II.59)

La relation (II.58) donne le correcteur en x = 0 pour les déplacements correspondant à

chaque branche du domaine.

Nous notons que le second membre de (II.59) est connu, car les problèmes (II.56) et (II.57)

peuvent être résolus si on remplace j − 1 par j.

Nous sommes à présent en mesure de retourner au calcul de la partie régulière de la so-

lution asymptotique. Pour chaque partie de la solution asymptotique, nous avons besoin

de 9 relations, pour pouvoir déterminer les 9 fonctions inconnues de l’intégration. Pour

chaque partie régulière correspondant à D1
ε , (II.38), (II.40) et (II.59) donnent 8 fonctions:

d1(±)j(0,t),
∂d1

(±)j

∂x1
(0,t),d1(±)j(1,t),

∂d1
(±)j

∂x1
(1,t). Il reste à déterminer q1j (0,t). Nous montrerons

plus loin que la jieme étape cette fonction est déjà déterminée à l’étape précédente. Pour

cela, revenons au problème (II.51). Comme d’habitude, nous devons construire une fonc-

tion type couche limite se stabilisant vers zéro à l’infini. Comme nous avons imposé cette

condition pour la vitesse dans (II.51)6,7, il est connu que la pression se stabilise vers une

certaine fonction de t. À la jime étape, nous déterminons q1j+1(0,t) et q
2
j+1(0,t) dela condi-

tion de la décroissance exponentielle de p
(0)
j en infini. Pour ceci nous considérons à la place

de (II.51), le problème suivant avec le second membre connu j ≥ −1::























































































−ν0∆ξξu
(0)
j +∇ξp̄

(0)
j = −ρf

∂u
(0)
j−2

∂t
+ Fj dans B,

divu
(0)
j = θ̃j dans B,

u
(0)
j = 0 sur A+B+ ∪ A−B− ,

u
(0)
j (ξ1,± 1,t) =

∂d
(0)
(±)j+2−γ

∂t
(ξ1,± 1,t)e2 pour ξ1 ≥ 2,

u
(0)
j (±1,ξ2,t) =

∂d
(0)
(±)j+2−γ

∂t
(±1,ξ2,t)e1 pour ξ2 ≥ 2,

u
(0)
j → 0,p̄

(0)
j → α1j (t) uniformément quand ξ1 →∞,

u
(0)
j → 0,p̄

(0)
j → α2j (t) uniformément quand ξ2 →∞.

(II.60)
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Avec α1j (t),α
2
j (t) inconnues. En supposant pour l’instant quela fonction θ̃j satisfait la

condition de compatibilité, il s’ensuit que (II.60) a une unique solution (l’unicité de la

pression étant comprise à une fonction additive en t près). Celà signifie que la fonction

αj(t), avec αj(t) = α1j (t)− α2j (t) est fixée. Nous définissons pour j ≥ −1

p
(0)
j = p̄

(0)
j + χ(ξ1)q

1
j+1(0,t) + χ(ξ2)q

2
j+1(0,t).

Des calculs standards montrent que (u
(0)
j ,p̄

(0)
j ) est solution de (II.60) si et seulement si

(u
(0)
j ,p

(0)
j ) satisfait (II.51) ou (II.52) for j = −1 avec p

(0)
j → αij(t)+q

i
j+1(0,t) uniformément quand

ξi →∞, i = 1,2. Pour obtenir le comportement désiré pour p
(0)
j quand ξi →∞, i = 1,2, il

suffit de prendre αij(t) = −q
i
j+1(0,t).

Une première équation pour les inconnues q1j+1(0,t) et q
2
j+1(0,t) est:

q1j+1(0,t)− q2j+1(0,t) = αj(t) (II.61)

et q10(0,t) = q20(0,t) = 0. La deuxième équation est obtenue en introduisant la solution

asymptotique dans la condition de compatibilité (II.6):

∫ 1

0

(

d1(+)j+1(x1,t)− d1(−)j+1(x1,t)
)

dx1 +

∫ 1

0

(

d2(+)j+1(x2,t)− d2(−)j+1(x2,t)
)

dx2 =

−

j
∑

l=0





∂
(

d1(+)j−l − d1(−)j−l

)

∂xl1
(0,t) +

∂
(

d2(+)j−l − d2(−)j−l

)

∂xl2
(0,t)





∫ 3

0

τ l

l!
(χ(τ)− 1) dτ

−

∫ 0

−∞

(

d
(1)
(+)j(ξ1,1,t)− d

(1)
(+)j(ξ1,− 1,t)

)

dξ1 −

∫ 0

−∞

(

d
(2)
(+)j(1,ξ2,t)− d

(2)
(+)j(−1,ξ2,t)

)

dξ2

−

∫ ∞

2

(

d
(0)
(+)j(ξ1,1,t)− d

(0)
(+)j(ξ1,− 1,t)

)

dξ1 −

∫ ∞

2

(

d
(0)
(+)j(1,ξ2,t)− d

(0)
(+)j(−1,ξ2,t)

)

dξ2.

(II.62)

Le second membre de (II.62) est connu de la jieme approximation. En remplaçant dans le

membre de gauche de (II.62) d1(±)j+1 donné par (II.50) (pour j → j + 1) et d2(±)j+1 donné

par une relation du même type, nous obtenons la deuxième équation pour les inconnues

q1j+1(0,t) et q
2
j+1(0,t):

q1j+1(0,t) + q2j+1(0,t) = βj(t), (II.63)
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avec βj une fonction connue pour j ≥ −1, avec :

β−1(t) = −6!
(

∫ 1

0
I−1x1 (f)dx1 +

∫ 1

0
I−1x2 (f)dx2

)

+3×6!
2

(

∫ 1

−1
ψ(ξ2,t)dξ2

∫ 1

0
I−1x1 (ν)dx1 +

∫ 1

−1
ψ(ξ1,t)dξ1

∫ 1

0
I−1x2 (ν)dx2

)

−6!
2

(

∫ 1

0
I−4x1 (g+ − g−)dx1 +

∫ 1

0
I−4x2 (g+ − g−)dx2

)

+6!
4

(

∫ 1

0
I−3x1 (g+ − g−)dx1 +

∫ 1

0
I−3x2 (g+ − g−)dx2

)

−6!
4!

(

∫ 1

0
I−2x1 (g+ − g−)dx1 +

∫ 1

0
I−2x2 (g+ − g−)dx2

)

(II.64)

De (II.61) et (II.63) nous déterminons q1j+1(0,t) et q
2
j+1(0,t), ce qui signifie que le second

membre de (II.51) est maintenant connu, ce qui permet de résoudre (II.51), si nous mon-

trons que le problème (II.51) est bien posé, i.e. la condition de compatibilité est satisfaite.

De plus, ceci justifiera l’assertion précédente que qij(0,t),i = 1,2 sont calculés à la (j−1)iem

itération. Nous pouvons dire que la jth approximation est entièrement obtenue pour γ > 3

si nous prouvons:

Proposition II.4.2. Pour tout j ∈ N, la fonction θ̃j satisfait la condition de compatibilité:

∫

B

θ̃j(ξ1,ξ2,t) dξ =

∫

∂B

u
(0)
j · n ds. (II.65)

Démonstration. De (II.51) et (II.62) nous avons:

∫

∂B

u
(0)
j · n ds = −

d

dt

{∫ 0

−∞

(

d
(1)
(+)j+2−γ(ξ1,t)− d

(1)
(−)j+2−γ(ξ1,t)

)

dξ1

∫ 0

−∞

(

d
(2)
(+)j+2−γ(ξ2,t)− d

(2)
(−)j+2−γ(ξ2,t)

)

dξ2

}

−
d

dt

{ j+2−γ
∑

l=0

(

∂l(d1(+)j+2−γ−l − d1(−)j+2−γ−l)

∂xl1
(0,t)

)

∫ 3

0

sl

l!
(χ(s)− 1) ds

j+2−γ
∑

l=0

(

∂l(d2(+)j+2−γ−l − d2(−)j+2−γ−l)

∂xl2
(0,t)

)

∫ 3

0

sl

l!
(χ(s)− 1) ds

}

−
d

dt

{(∫ 1

0

(d1(+)j+3−γ(x1,t)− d1(−)j+3−γ(x1,t))dx1

)

−

(∫ 1

0

(d2(+)j+3−γ(x2,t)− d2(−)j+3−γ(x2,t))dx2

)}

.
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(rigide-élastique)

Nous exprimons ensuite les trois termes du second membre de l’égalité précédente par

rapport aux composantes de la vitesse correspondantes à la partie régulière de la solution

asymptotique.

De (II.38), la relation correspondante pour x2 = 1 et (II.4)6 le premier terme du second

membre est égal à

T1 = −

∫ 1

−1

u11,j(1,ξ2,t)dξ2 −

∫ 1

−1

u22,j(ξ1,1,t)dξ1.

Le troisième terme est exprimé à partir de (II.41)6 et son analogue pour for u2j et s’est

égal à

T3 = −

∫ 1

0

(

u12,j(x1,1,t)− u12,j(x1,− 1,t)
)

dx1 −

∫ 1

0

(

u21,j(1,x2,t)− u21,j(−1,x2,t)
)

dx2.

Ajoutant maintenant T1 et T3 en utilisant (II.41)3 et la relation similaire pour u2j nous

obtenons

T1 + T3 = −

∫ 1

−1

u11,j(0,ξ2,t)dξ2 −

∫ 1

−1

u22,j(ξ1,0,t)dξ1.

Le deuxième terme est donné par

T2 =

j
∑

l=0

(

∂l
(

u12,j−1−l(0,1,t)−u
1
2,j−1−l(0,− 1,t)

)

∂xl1

∫ 3

0

sl

l!
(χ(s)−1) ds

+

j
∑

l=0

(

∂l
(

u21,j−1−l(1,0,t)−u
2
1,j−1−l(−1,0,t)

)

∂xl2

)

∫ 3

0

sl

l!
(χ(s)−1) ds

=

j
∑

l=0

∫

(0,3)×(−1,1)

divξ

(

(1− χ(ξ1))
ξl1
l!

(

∂lu11,j−l(0,ξ2,t)

∂xl1
e1 −

∂lu12,j−1−l(0,ξ2,t)

∂xl1
e2

))

dξ

+

j
∑

l=0

∫

(−1,1)×(0,3)

divξ

(

(1− χ(ξ2))
ξl2
l!

(

∂lu21,j−1−l(ξ1,0,t)

∂xl2
e1 −

∂lu22,j−l(ξ2,0,t)

∂xl2
e2

))

dξ

+

∫ 1

−1

u11,j(0,ξ2,t)dξ2 +

∫ 1

−1

u22,j(ξ1,0,t)dξ2.

Finalement, en calculant T1+T2+T3, nous obtenons l’expression suivante pour le second
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membre de (II.65):

∫

∂B

u
(0)
j · nds =

j
∑

l=0

∫

(0,3)×(−1,1)

divξ

(

(1−χ(ξ1))
ξl1
l!

(

∂u11,j−l(0,ξ2,t)

∂xl1
e1−

∂u12,j−1−l(0,ξ2,t)

∂xl1
e2

))

dξ

+

j
∑

l=0

∫

(−1,1)×(0,3)

divξ

(

(1− χ(ξ2))
ξl2
l!

(

∂u21,j−1−l(ξ1,0,t)

∂xl2
e1 −

∂u22,j−l(ξ1,0,t)

∂xl2
e2

))

dξ.

(II.66)

Nous calculons ensuite le membre de gauche de (II.65). Comme χ(ξ1) = χ(ξ2) = 0 sur

B ∩ {ξ1 < 2,ξ2 < 2}, nous pouvons écrire:

∫

B

θ̃j(ξ1,ξ2,t)dξ =

∫

(2,3)×(−1,1)

θ̃j(ξ1,ξ2,t)dξ +

∫

(−1,1)×(2,3)

θ̃j(ξ1,ξ2,t)dξ.

Nous exprimons le premier terme du second membre de la relation précédente en prenant

en compte que pour (ξ1,ξ2) ∈ (2,3)× (−1,1), nous avons χ(ξ2) 6= 0:

∫

(2,3)×(−1,1)

θ̃j(ξ1,ξ2,t)dξ =

∫

(2,3)×(−1,1)

divξ

(

(1− χ(ξ1))

j
∑

l=0

ξl1
l!

(

∂lu11,j−l
∂x1l

(0,ξ2,t)e1

))

dξ

+

∫

(2,3)×(−1,1)

divξ

(

(1− χ(ξ1))

j
∑

l=0

ξl1
l!

(

∂lu12,j−1−l
∂x1l

(0,ξ2,t)e2

))

dξ.

Pour obtenir l’égalité ci-dessus nous utilisons aussi la propriété

divξ

(

j
∑

l=0

ξl1
l!

(

∂lu11,j−l
∂x1l

(0,ξ2,t)e1 +
∂lu12,j−1−l
∂x1l

(0,ξ2,t)e2

))

= 0.

Le même résultat est obtenu pour le second terme du second membre et, en comparant

l’expression de
∫

B
θ̃j(ξ1,ξ2,t)dξ avec le second membre de (II.66), la preuve est achevée.

Le dernier résultat de cette section donne le terme principal de la partie régulière de

la solution asymptotique correspondant à D1
ε .

Proposition II.4.3. Pour j = 0 la partie régulière de la solution asymptotique corres-

pondant à D1
ε est donnée par











































u11,0(x1,ξ2,t) = −
3

2

(∫ 1

−1

ψ(ξ2,t)dξ2

)

N1(ξ2),

u12,0(x1,ξ2,t) = 0,

p10(x1,ξ2,t) = 0,

q10(x1,t) =

∫ x1

0

f(s,t)ds−
3

2

(∫ 1

−1

ψ(ξ2,t)dξ2

)∫ x1

0

ν(s)ds+
1

2
β−1(t),

(II.67)
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avec β−1(t) défini par (II.64) et











∂4d1(±)0
∂x41

= g± ± q10,

d1(±)0(0,t) = d1(±)0(1,t) =
∂d1

(±)0

∂x1
(0,t) =

∂d1
(±)0

∂x1
(1,t) = 0.

(II.68)

II.4.2.2 La résolution du problème pour γ = 3

Contrairement au cas précédent, pour γ = 3 nous ne pouvons pas résoudre les problèmes

correspondant à D1
ε et à D

2
ε séparément. Nous commençons avec les problèmes corres-

pondants aux fonctions avec l’indice 1. Les relations (II.43)–(II.45) sont toujours vraies.

Alors, p1j est aussi donnée par (II.45). La différence par rapport au cas précédent est que

maintenant nous ne pouvons pas éxprimer les autres inconnues seulement en fonction de

q1j , car le second membre de (II.44) d
1
(−)j est aussi inconnu.

Nous introduisons les notations:







d1j(x1,t) = d1(+)j(x1,t) + d1(−)j(x1,t),

D1
j−1 = D

1
(+)j−1 +D

1
(−)j−1,

(II.69)

avec D1
(±)j−1 donnés par (II.42)2.

La fonction d1j est obtenue comme l’unique solution du problème différentiel d’ordre

quatre suivant:



























































































∂4d1j
∂x41

= (g+ + g−)δj0 +D
1
j−1,

d1j(1,t) = −(d
(1)
(+)j(0,t) + d

(1)
(−)j(0,t)),

∂d1j
∂x1

(1,t) = −

(

∂d
(1)
(+)j+1

∂ξ1
(0,t) +

∂d
(1)
(−)j+1

∂ξ1
(0,t)

)

,

d1j(0,t) = 2

(

∂d̃
(0)
(+)j−1

∂ξ1
(2,1,t) +

∂d̃
(0)
(−)j−1

∂ξ1
(2,− 1,t)

)

−
(

d̃
(0)
(+)j−1(2,1,t) + d̃

(0)
(−)j−1(2,− 1,t)

)

,

∂d1j
∂x1

(0,t) = −

(

∂d̃
(0)
(+)j

∂ξ1
(2,1,t) +

∂d̃
(0)
(−)j

∂ξ1
(2,− 1,t)

)

,

(II.70)

les conditions aux bords sont obtenues à partir de (II.40) et (II.59).

Ceci signifie que d1(−)j peut être aussi exprimée par rapport à d
1
(+)j. Nous montrons

que toutes les inconnues de la partie régulière de la solution asymptotique peuvent être
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exprimées en fonction de d1(+)j; alors, la partie régulière de la solution asymptotique cor-

respondant à D1
ε est déterminée si nous obtenons et résolvons un problème pour d1(+)j.

Comme nous ne pouvons pas nécessairement avoir toutes les conditions pour d1(+)j, nous

devons considérer le problème pour le couple d’inconnues d1(+)j,d
2
(+)j.

Théorème II.4.1. Les approximations des déplacements, d1(+)j,d
2
(+)j,sont obtenues comme

solution du système suivant de deux équations paraboliques d’ordre six:



































































































































































































































∂d1(+)j
∂t

(x1,t)−
1

3

∂

∂x1

(

1

ν(x1)

∂5d1(+)j
∂x51

(x1,t)

)

= G1
j(x1,t)−

∂H1

∂x1
(x1,t)δj0,

∂d2(+)j
∂t

(x2,t)−
1

3

∂

∂x2

(

1

ν(x2)

∂5d2(+)j
∂x52

(x2,t)

)

= G2
j(x2,t)−

∂H2

∂x2
(x2,t)δj0,

d1(+)j(1,t) = −d
(1)
(+)j(0,t),

∂d1(+)j
∂x1

(1,t) = −
∂d

(1)
(+)j+1

∂ξ1
(0,t),

d1(+)j(0,t) = 2
∂d̃

(0)
(+)j−1

∂ξ1
(2,1,t)− d̃

(0)
(+)j(2,1,t),

∂d1(+)j
∂x1

(0,t) = −
∂d̃

(0)
(+)j

∂ξ1
(2,1,t),

d2(+)j(1,t) = −d
(2)
(+)j(0,t),

∂d2(+)j
∂x2

(1,t) = −
∂d

(2)
(+)j+1

∂ξ2
(0,t),

d2(+)j(0,t) = 2
∂d̃

(0)
(+)j−1

∂ξ2
(1,2,t)− d̃

(0)
(+)j(1,2,t),

∂d2(+)j
∂x2

(0,t) = −
∂d̃

(0)
(+)j

∂ξ2
(1,2,t),

∂5d1(+)j
∂x51

(1,t) = L1j(t),

∂5d2(+)j
∂x52

(1,t) = L2j(t),

∂4d1(+)j
∂x41

(0,t)−
∂4d2(+)j
∂x42

(0,t) =Mj(t),

∂5d1(+)j
∂x51

(0,t) +
∂5d2(+)j
∂x52

(0,t) = Nj(t),

d1(+)j(x1,0) = d2(+)j(x1,0) = 0,

(II.71)

où H i, Gi
j, L

i
j, Mj, Nj sont des fonctions connues.

Démonstration. La première relation entre les inconnues d1(+)j et q
1
j est donnée par (II.41)4

i.e.
∂4d1(+)j
∂x41

− q1j = g+δj0 +D
1
(+)j−1 (II.72)
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La deuxième relation est obtenue de (II.44) pour γ = 3 et ξ2 = 1, (II.41)6 pour ξ2 = 1

et (II.69)1:

2
∂d1(+)j
∂t

=
∂d1j
∂t

+
2

3

∂

∂x1

(

1

ν(x1)

(

∂q1j
∂x1

− fδj0

))

−

∫ 1

−1

D−2

(

∂

∂x1

(

1

ν(x1)
U1
j−1

)

dξ2.

(II.73)

En éliminant q1j de (II.72) et (II.73) nous obtenons (II.71)1 avec















H1(x1,t) =
1

3ν(x1)

(

∂

∂x1
g+ + f

)

,

G1
j(x1,t) =

1

2

(

∂d1j
∂t
−

∫ 1

−1

D−2

(

∂

∂x1

(

1

ν(x1)
U1
j−1

))

dξ2

)

−
1

3

∂

∂x1

(

1

ν(x1)

∂

∂x1
D1
(+)j−1

)

.

Comme nous pouvons le remarquer, H1 dépend seulement des données et G1
j dépend

de quelques fonctions détérminées aux itérations précédentes. De la même manière nous

obtenons (II.71)2.

(II.71)3,4 sont en fait (II.40) et (II.59), respectivement et de même pour (II.71)5,6. Nous

obtenons ensuite (II.71)7 comme se qui suit: nous dérivons (II.72) par rapport à x1, nous

prenons x1 = 1, et aussi x1 = 1 dans (II.43) et nous éliminons
∂q1j
∂x1

(1,t) de ces deux

relations, grace à (II.38). Le second membre de (II.71)7 est

L1j(t) =

(

∂

∂x1
g+(1,t) + f(1,t)−

3

2
ν0

∫ 1

−1

ψdξ2(1,t)

)

δj0 +
3

2

∫ 1

−1

D−2
(

U1
j−1

)

(1,ξ2,t)dξ2

+
∂

∂x1
D1
(+)j−1 −

3ν0
2

d

dt

∫ 0

∞

(

d
(1)
(+)j−1 − d

(1)
(−)j−1

)

(ξ1,t)dξ1

et une expression similaire est obtenue pour L2j(t).(II.71)9 est une conséquence de (II.61)

pour j + 1 remplacé par j, de (II.72) pour x1 = 0 et la relation correspondant à l’indice

2.Le second membre de (II.71)9 est

M1
j (0,t) = αj−1(t) +D

1
(+)j−1(0,t)−D

2
(+)j−1(0,t).

Finalement, (II.71)10 est une conséquence de la condition de compatibilité pour (II.60),
obtenue de la manière suivante: (II.53) peut être écrit comme

θ̃j = θ̂j−1 − divξ

(

χ(ξ1)u
1
1,j(ξ1,0,t)e1 + χ(ξ2)u

2
2,j(0,ξ2,t)e2

)

où
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θ̂j−1 = −divξ

(

χ(ξ1)

j
∑

l=1

ξl−11

(l − 1)!

(

ξ1
l

∂lu11,j−l
∂x1l

(0,ξ2,t)e1 +
∂l−1u12,j−l
∂x1l−1

(0,ξ2,t)e2

)

+χ(ξ2)

j
∑

l=1

ξl−12

(l − 1)!

(

∂lu21,j−l
∂x2l

(ξ1,0,t)e1 +
ξ2
l

∂lu22,j−l
∂x2l

(ξ1,0,t)e2

))

.

or
∫

B

χ(ξ1)u
1
1,j(ξ1,0,t)e1dξ =

∫ 1

−1

u11,j(ξ1,0,t)dξ2

En intégrant (II.44) par rapport à ξ2 nous avons

∫ 1

−1

u11,j(ξ1,x1,t)dξ2 =
−2

3ν0

∂

∂x1
q1j (x1,t) +

2

3ν0
f(x1,t)δj0 +

∫ 1

−1

D−2
(

U1
j−1

)

(ξ1,ξ2,t)dξ2

nous prenons x1 = 0 et nous additionnons avec la relation correspondant à l’indice 2 et

avec (II.60) nous avons

γj(t) :=
∂q1j
∂x1

(0,t) +
∂q2j
∂x2

(0,t) =
−3ν0
2

∫

B

θ̂j−1

+
3ν0
2

∫ ∞

2

(

d
(0)
(+)j−1(ξ1,1,t)− d

(0)
(−)j−1(ξ1,− 1,t)

)

dξ1

+
3ν0
2

∫ ∞

2

(

d
(0)
(+)j−1(1,ξ2,t)− d

(0)
(−)j−1(−1,ξ2,t)

)

dξ2

+
3

2

∫ 1

−1

D−2
(

U1
j−1

)

(0,ξ2,t)dξ2

+
3

2

∫ 1

−1

D−2
(

U2
j−1

)

(ξ1,0,t)dξ1

Nous dérivons ensuite (II.72), nous prenons x1 = 0 et nous additionnons avec la

relation correspondant à l’indice 2. En remplaçant la dernière relation, nous obtenons

(II.71)10, avec
Nj(t) = γj(t) +

∂

∂x1

(

D(+)j−1(0,t) +D(−)j−1(0,t)
)

ce qui termine la preuve.

Les autres composantes de la partie régulière de la solution asymptotique correspon-

dant à D1
ε ont les expressions suivantes :
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d1(−)j(x1,t) = d1j(x1,t)− d1(+)j(x1,t),

q1j (x1,t) =
∂4d1(+)j
∂x41

(x1,t)− g+(x1,t)δj0 +D
1
(+)j−1(x1,t),

u11,j(x1,ξ2,t) =
1

ν(x1)
D−2

(

U1
j−1

)

+
1

ν(x1)

(

∂q1j
∂x1

− fδj0

)

N1(ξ2),

u12,j(x1,ξ2,t) =
∂d1(−)j−γ+3

∂t
−

∂

∂x1

(

1

ν(x1)

(

∂q1j
∂x1

− fδj0

))

N2(ξ2)

−D−1D−2
(

∂

∂x1

(

1

ν(x1)
U1
j−1

))

p1j = D−1
(

−ρf
∂u12,j−3
∂t

+
∂

∂x1

(

ν(x1)
∂u12,j−3
∂x1

)

+
∂

∂x1

(

ν(x1)
∂u11,j−1
∂ξ2

))

D−1
(

+2ν(x1)
∂2u12,j−1
∂ξ22

)

.

(II.74)

Comme dans la section précédente, nous discuterons l’expression des termes principaux

de la solution asymptotique.

Proposition II.4.4. Pour j = 0 la partie régulière de la solution asymptotique corres-

pondant à to D1
ε est donnée par







































































































u11,0(x1,ξ2,t)=
1

ν(x1)

(

∂5d1(+)0
∂x51

(x1,t)−
∂

∂x1
g+(x1,t)

)

N1(ξ2),

−
1

ν(x1)
f(x1,t)N1(ξ2),

u12,0(x1,ξ2,t) = −
∂

∂x1

(

1

ν(x1)

(

∂5d1(+)0
∂x51

(x1,t)−
∂

∂x1
g+(x1,t)

))

N2(ξ2),

+
∂

∂x1

(

1

ν(x1)
(f(x1,t))

)

N2(ξ2),

q10(x1,t) =
∂4d1(+)0
∂x41

(x1,t)− g+(x1,t),

p10(x1,ξ2,t) = 0,

d1(−)0(x1,t) = d10(x1,t)− d1(+)0(x1,t),

(II.75)

Avec d10,d
1
+0 satisfaisant les problèmes présentés dans la preuve.

Démonstration. Les relations (II.75)1,2,3,4 sont des conséquences de (II.43)–(II.45) et de

(II.72) pour j=0. Il reste à démontrer que d10,d
1
+0 peuvent être détérminés comme uniques

solutions de certains problèmes.

Pour j = 0 le prob̀leme pour d10 devient :
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∂4d10
∂x41

(x1,t) = g+(x,t) + g−(x1,t),

d10(1,t) =
∂d10
∂x1

(1,t) = 0,

d10(0,t) =
∂d10
∂x1

(0,t) = 0.

(II.76)

Finalement, nous obtenons le problème pour d1+0 comme nous l’avons montré précédemment.
Contrairement à la valeur générale de j,pour j = 0 les problèmes pour d1+0 et d

2
+0 ne sont

pas couplés, car q10(0,t) = q20(0,t) = 0. Le problème pour d1+0 est le suivant:






















































































































































































∂d1(+)0
∂t

(x1,t)−
1

3

∂

∂x1

(

1

ν(x1)

∂5d1(+)0
∂x51

(x1,t)

)

=
1

2

∂d10
∂t

−
1

3

∂

∂x1

(

1

ν(x1)

(

∂

∂x1
g+ + f

))

,

∂d2(+)0
∂t

(x2,t)−
1

3

∂

∂t

(

1

ν(x2)

∂5d2(+)0
∂x52

(x2,t)

)

=
1

2

∂d20
∂x2

−
1

3

∂

∂x2

(

1

ν(x2)

(

∂

∂x2
g+ + f

))

,

d1(+)0(1,t) =
∂d1(+)0
∂x1

(1,t) = d1(+)0(0,t) =
∂d1(+)0
∂x1

(0,t) = 0,

d2(+)0(1,t) =
∂d2(+)0
∂x2

(1,t) = d2(+)0(0,t) =
∂d2(+)0
∂x2

(0,t) = 0,

∂5d1(+)0
∂x51

(1,t) = −
3ν0
2

∫ 1

−1

ψ(ξ2,t)dξ2 + f(1,t) +
∂

∂x1
g+(1,t),

∂5d2(+)0
∂x52

(1,t) = −
3ν0
2

∫ 1

−1

ψ(ξ1,t)dξ1 + f(1,t) +
∂

∂x2
g+(1,t),

∂4d1(+)0
∂x41

(0,t)−
∂4d2(+)0
∂x42

(0,t) = 0,

∂5d1(+)0
∂x51

(0,t) +
∂5d2(+)0
∂x52

(0,t) = 0,

d1(+)0(x1,0) = d2(+)0(x2,0) = 0.

(II.77)

Notons que le système (II.71) peut être resolu pour j remplacé par j + 1 ce qui

donne, avec (II.72), q1j+1(0,t), q
2
j+1(0,t). Ainsi, le système (II.51) peut être resolu et la

jième approximation est déterminée pour γ = 3.
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II.4.2.3 Conclusions

Dans les deux sections précédentes, nous avons déterminé la j ème approximation de la

solution asymptotique dans deux cas : γ > 3 et γ = 3. Pour γ > 3 nous pouvons séparer

les problèmes des deux branches du tube élastique et nous obtenons la partie régulière de

la solution asymptotique (pour Dε
1) comme ce qui suit :

• the macroscopic variable q1j is the unique solution of the problem:



























∂

∂x1

(

1

ν(x1)

(

∂q1j
∂x1

))

= aqj(x1,t),

∂q1j
∂x1

(1,t) = bqj(t),

q1j (0,t) = cqj(t),

avec aqj ,b
q
j ,c

q
j des fonctions connues;

• Les variables macroscopiques d1(±)j sont les solutions uniques du système différentielle

d’ordre quatre :



















∂4d1(+)j
∂x41

= adj (x1,t),

d1(+)j(0,t) ,d
1
(+)j(1,t),

∂d1(+)j
∂x1

(0,t) ,
∂d1(+)j
∂x1

(1,t) donnès,

et un système similaire pour d1(−)j;

• u11,j,u
1
2,j,p

1
j sont donnés par (II.43)–(II.45). Le terme principal de la partie régulière

est présenté dans (II.67)–(II.68).

Contrairement au cas γ > 3, pour γ = 3 les problèmes doivent être resolus pour les

deux branches en même temps.

• Nous introduisons en premier des fonctions auxilliaires d1j ,d
2
j , avec d

1
j la solution

unique de (II.70); alors la partie régulière de la solution asymptotique est obtenues comme

ce qui suit:

• les variables macroscopiques d1(+)j,d
2
(+)j sont obtenues comme l’unique solution du

système parabolique d’ordre six (II.71);

• les variables macroscopiques q1j ,q
2
j sont données par (II.72) et l’équation similaire

pour l’indice 2;

• u11,j,u
1
2,j,p

1
j sont donnés aussi par (II.43)–(II.45), mais nous obtenons des expressions

différentes. Le terme principal de la partie régulière de la solution asymptotique est donné
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par (II.75),(II.77).

II.5 Les estimations d’erreur

Dans cette dernière section, nous établirons l’erreur entre la solution exacte et la solution

asymptotique, dans le but de justifier le développement asymptotique. En introduisant

la solution asymptotique d’ordre k,
(

û
(k)
a ,p̂

(k)
a ,d̂

(k)
±a

)

, dans (II.1) nous voulons obtenir un

problème du même type que (II.1).

Les calculs qui suivront sont valables pour n’importe quelle γ ≥ 3. Nous commençons par

la divergence de la vitesse asymptotique d’ordre k. Des calcules standards donnent :

divxû
(k)
a = d(k)ε dans Bε × (0,T ), (II.78)

avec

d(k)ε (x,t) =







































































0 dans Bε ∩ {x1 <
1
8
} ∪ {x2 <

1
8
},

−η′(1− xi)
k

∑

j=0

εj+2u
(0)
1,j

(x

ε
,t
)

dans Bε ∩ {1
8
< xi, <

1
4
},

i = 1,2,

η′(x1)
k

∑

j=0

εj+2u
(1)
1,j

(

x1 − 1

ε
,
x2
ε
,t

)

dans Bε ∩ {1
4
< x1 < 1},

η′(x2)
k

∑

j=0

εj+2u
(2)
2,j

(

x1
ε
,
x2 − 1

ε
,t

)

dans Bε ∩ {1
4
< x2 < 1}.

(II.79)

Notons que la vitesse asymptotique d’ordre k n’est pas de divergence nulle.

Nous présentons ensuite les équations pour la solution asymptotique, qui correspond à

(II.1)1 et (II.1)3:



























ρf
∂û

(k)
a

∂t
− 2divx(ν(x)Dxû

(k)
a ) +∇xp̂

(k)
a = f + F(k)

ε dans Bε × (0,T ),

ρh
∂2d̂

(k)
±a

∂t2
+

1

εγ
∂4d̂

(k)
±a

∂x4i
+ µ

∂5d̂
(k)
±a

∂x4i ∂t
= g± ± p̂

(k)
a|D̄ε∩Γ

ε
±

+G
(k)
±ε

sur (D̄i
ε ∩ Γ

ε
±)× (0,T ), i = 1,2

(II.80)

avec F
(k)
ε , G

(k)
±ε les fonctions résidus connues. Comme les expressions de ces résidus sont

compliqués, mais pas très techniques à obtenir, nous donneront seulement les estimations

dans les normes des espaces correspondants: ‖F
(k)
ε ‖L2(Bε) = O(εk+

3
2 ), ‖G

(k)
±ε‖L2((D̄i

ε∩Γ
ε
±)×(0,T ))

=
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{

O(ε
3
2 ) for k ∈ {0,1,2,3},

O(εmin{k−
5
2
,k+4−γ}) for k ≥ 4.

Ces estimations seront utilisées pour déduire l’esti-

mation d’erreur entre la solution exacte et la solution asymptotique. Nous déduisons

d’abord les conditions sur les bords élastiques. En introduisant la solution asymptotique

d’ordre k dans (II.1)11 nous obtenons:

û(k)a · n = ±
∂d̂

(k)
±a

∂t
± Ak±ε, û

(k)
a · τ = 0 sur Γε± × (0,T ), (II.81)

où l’expression de Ak±ε sur Γ
ε
± ∩ ∂D

1
ε est donnée par:

Akε(x1,± 1,t)=



























































































−

(

εk+4
∂d1±k+4−γ

∂t
+ · · ·+ εk+γ

∂d1±k
∂t

)

(x1,t)

−η(x1)

(

εk+3
∂d

(1)
±k+3−γ

∂t
+ · · ·+ εk+γ

∂d
(1)
±k

∂t

)

(

x1 − 1

ε
,± 1,t

)

sur Γε± ∩ {x1 >
1
4
},

−χ(
x1
ε
)

(

εk+4
∂d1±k+4−γ

∂t
+ · · ·+ εk+γ

∂d1±k
∂t

)

(x1,t)

−η(1−x1)

(

εk+3
∂d

(0)
±k+3−γ

∂t
+ · · ·+ εk+γ

∂d
(0)
±k

∂t

)

(x1
ε
,± 1,t

)

sur Γε±∩{2ε<x1<
1
4
},

(II.82)

et par une expression analogue peut être écrite sur Γε±∩∂D
2
ε . Nous notons que pour γ = 3

les premiers termes dans la définition au dessus sont zéro.

Les problèmes (II.78), (II.80), (II.81) sont complétés par les conditions aux bords sui-

vantes:































































































û(k)a = 0, d̂
(k)
±a = 0 sur

(

Aε+B
ε
+ ∪ A

ε
−B

ε
−

)

× (0,T ),

û(k)a (1,x2,t) = ε2ψε(x2,t)e1 + εk+3u12,k(1,ξ2,t)e2 sur F ε
1 × (0,T ),

û(k)a (x1,1,t) = ε2ψε(x1,t)e2 + εk+3u21,k(ξ1,1,t)e1 sur F ε
2 × (0,T ),

d̂
(k)
±a(1,± ε,t) = 0,

∂d̂
(k)
±a

∂x1
(1,± ε,t) = εk+γ

∂d1±k
∂x1

(1,t)

d̂
(k)
±a(±ε,1,t) = 0,

∂d̂
(k)
±a

∂x1
(±ε,1,t) = εk+γ

∂d2±k
∂x1

(1,t)

d̂
(k)
±a(2ε,± ε,t) =

∂d̂
(k)
±a

∂x1
(2ε,± ε,t) = 0

d̂
(k)
±a(±ε,2ε,t) =

∂d̂
(k)
±a

∂x1
(±ε,2ε,t) = 0 t ∈ (0,T ),

(II.83)
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et les conditions initiales:











û(k)a (x,0) = 0 dans Bε,

d̂
(k)
±a(x,0) =

∂d̂
(k)
±a

∂t
(x,0) = 0 sur Γε±.

(II.84)

La condition de compatibilité pour le problème (II.78), (II.80) avec les conditions aux

bords et les conditions initiales (II.81), (II.83), (II.84) est donnée par:

∫

Bε

d(k)ε dx =

∫ 1

2ε

∂

∂t

(

d̂
(k)
+a(x1,ε,t)− d̂

(k)
−a(x1,− ε,t)

)

dx1

+

∫ 1

2ε

∂

∂t

(

d̂
(k)
+a(ε,x2,t)− d̂

(k)
−a(−ε,x2,t)

)

dx2

+

∫ 1

2ε

(

Ak+ε(x1,ε,t)− Ak+ε(x1,− ε,t)
)

dx1

+

∫ 1

2ε

(

Ak+ε(ε,x2,t)− Ak+ε(−ε,x2,t)
)

dx2.

Nous remarquons que les conditions aux bords pour û
(k)
a et d̂

(k)
±a ne sont pas du même type

que ceux pour u et d±, respectivement; donc nous ne pouvons pas appliquer directement

les estimations (II.27) qui sont vraies pour un second membre différents dans les équations,

mais pour des conditions aux bords différentes. De plus, la solution asymptotique d’ordre

K pour la vitesse n’est pas de divergence nulle. Pour aller au delà de cette égalité, nous

définissons des nouvelles fonctions Û
(k)
a et D̂

(k)
±a dans le but d’obtenir pour

(

Û
(k)
a ,p̂

(k)
±a,D̂

(k)
±a

)

un problème du même type que (II.1).

Construction de D̂
(k)
±a Pour cette construction nous utilisons quelques idées de [31].

Nous définissons d’abord D
(k)
± : F ε

± × (0,T )→ R, satisfaisant :























































































D
(k)
± (1,± ε,t) = 0,

∂D
(k)
±

∂x1
(1,± ε,t) = εk+γ

∂d1±k
∂x1

(1,t),

D
(k)
± (2ε,± ε,t) =

∂D
(k)
±

∂x1
(2ε,± ε,t) = 0,

D
(k)
± (±ε,1,t) = 0,

∂D
(k)
±

∂x1
(±ε,1,t) = εk+γ

∂d2±k
∂x2

(1,t),

D
(k)
± (±ε,2ε,t) =

∂D
(k)
±

∂x2
(±ε,2ε,t) = 0,

D
(k)
± (x,t) = 0 (x1,x2) ∈A

ε
+B

ε
+ ,

D
(k)
± (x,0) =

∂D
(k)
±

∂t
(x,0) = 0,

(II.85)
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et

W k
ε (t) :=

∫ 1

2ε

∂

∂t

(

D
(k)
+ (x1,ε,t)−D

(k)
− (x1,− ε,t)

)

dx1

+

∫ 1

2ε

∂

∂t

(

D
(k)
+ (ε,x2,t)−D

(k)
− (−ε,x2,t)

)

dx2

=

∫

Bε

d(k)ε dx−

∫ 1

2ε

(

Ak+ε(x1,ε,t)−A
k
−ε(x1,− ε,t)

)

dx1

−
∫ 1

2ε

(

Ak+ε(ε,x2,t)−A
k
−ε(−ε,x2,t)

)

dx2

(II.86)

Considérons

D
(k)
± (x,t) =



























































(x1 − 1)(x1 − 2ε)2
(

a
(k)1
± (t)(x1 − 1) +

1

(1− 2ε)2
εk+γ

∂d1±k
∂x1

(1,t)

)

dans (2ε,1)× {±ε},

(x2 − 1)(x2 − 2ε)2
(

a
(k)2
± (t)(x2 − 1) +

1

(1− 2ε)2
εk+γ

∂d2±k
∂x2

(1,t)

)

dans {±ε} × (2ε,1),

0 sur Aε±B
ε
± ,

avec a
(k)i
± , i = 1,2 quatre fonctions qui sont déterminées en imposant quelques conditions,

comme signalé auparavant. Il est clair que les fonctions D
(k)
± satisfont (II.85)1,2,3,4 sans

aucune condition sur a
(k)i
± .

Nous introduisons ensuite les notations suivantes:

W k,1
ε (t) =

∫

D1
ε

dkεdx−

∫ 1

2ε

(

Ak+ε(x1,ε,t)− Ak−ε(x1,− ε,t)
)

dx1,

W k,2
ε (t) =

∫

D2
ε

dkεdx−

∫ 1

2ε

(

Ak+ε(ε,x2,t)− Ak−ε(−ε,x2,t)
)

dx2.

Notons que de (II.79)nous obtenons W k
ε (t) = W k,1

ε (t) +W k,2
ε (t). Une relation entre les

fonctions a
(k)1
+ et a

(k)1
− suit de d

dt

∫ 1

2ε

(

D
(k)
+ (x1,ε,t)−D

(k)
− (x1,− ε,t)

)

dx1 = W k,1
ε (t), avec

les conditions initiales (II.85)6. De la même manière nous établissons une relation entre

a
(k)2
+ et a

(k)2
− .Alors nous avons prouvé qu’il existe une infinité de possibilités pour choisir

les fonctions D
(k)
± qui satisfont (II.85) et (II.86).

Nous définissons ensuite

D̂
(k)
±a = d̂

(k)
±a −D

(k)
± (II.87)

et nous vérifions que D̂
(k)
±a satisfait les même conditions aux bords que d±.

Construction de Û
(k)
a : Nous cherchons une fonctionU(k) : Bε → R

2 satisfaisant le problème
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suivant pour t ∈ (0,T ):











































































U(k)(t) ∈
(

H1(Bε)
)2
,

divxU
(k)(t) = d(k)ε (t) dans Bε,

U(k)(t) = 0 dans Bε ∩ {xi < 2ε},

U(k)(1,x2,t) = εk+3u12,k(1,ξ2,t)e2 sur F ε
1 ,

U(k)(x1,1,t) = εk+3u21,k(ξ1,1,t)e2 sur F ε
2 ,

U(k)(x1,± ε,t) = (
∂D

(k)
±

∂t
± Ak±ε)(x1,± ε,t)e2 sur Γε± ∩ ∂D

1
ε ,

U(k)(±ε,x2,t) = (
∂D

(k)
±

∂t
± Ak±ε)(±ε,x2,t)e1 sur Γε± ∩ ∂D

2
ε .

(II.88)

Remarque II.5.1. La fonction U(k) satisfait deux conditions de compatibilité séparées:

une pour D1
ε et la deuxième pour D2

ε . Ces conditions sont satisfaites par la construction

de D
(k)
± .

Nous pouvons prouver que

Proposition II.5.1. Le problème (II.88) admet au moins une solution, avec la propriété

‖U(k)(t)‖(H1(Bε))2 = O(εk+
3
2 ). (II.89)

Démonstration. Étant donné (II.88)3, nous considérons le problème (II.88) comme deux

problèmes séparés: un dans D1
ε et le second dans D

2
ε , chaque problème avec sa condition

de compatiblilité. Donc, nous pouvons obtenir l’ estimation (II.89) seulement pour D1
ε .

Pour tout (x1,x2) ∈ D1
ε ∩ {x1 > 2ε} nous introduisons la nouvelle variable (y1,y2) =

(x1−2ε
1−2ε

,x2
ε
); clairement (y1,y2) ∈ (0,1) × (−1,1). Nous définissons une nouvelle fonction

η
1(k)
ε : (0,1)×(−1,1)×(0,T )→ R

2, par η
1(k)
ε (y1,y2,t) =

(

1
1−2ε

U
(k)
1 (x1,x2,t),

1
ε
U
(k)
2 (x1,x2,t)

)

.

Des calculs simples donnent le problème suivant pour η
1(k)
ε (t):



































divyη
1(k)
ε (t) = d(k)ε ((1− 2ε)y1 + 2ε,εy2,t) dans (0,1)× (−1,1),

η1(k)ε (0,y2,t) = 0 dans (−1,1),

η1(k)ε (1,y2,t) = εk+2u12,k(1,y2,t)e2 dans (−1,1),

η1(k)ε (y1,± 1,t) =
1

ε
(
∂D

(k)
±

∂t
± Ak±ε)((1− 2ε)y1 + 2ε,± ε,t)e2 dans (0,1).

(II.90)

Le second membre de (II.90)1,4 contient des correcteurs (qui sont d’ordre O(exp(
−σ
ε
)),

avec σ indépendante d’ ε), ou des termes d’ordre O(εk+2). En appliquant le résultat de
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[10], Chap. III, p. 127 nous obtenons:

‖η1(k)ε (t)‖(H1((0,1)×(−1,1)))2 = O(εk+2). (II.91)

Nous exprimons ensuite le norme deU(k) par rapport à la norme de η
1(k)
ε et nous obtenons

alors ‖U(k)(t)‖(H1(D1
ε∩{x1>2ε}))

2 ≤ 1

ε
1
2
‖η

1(k)
ε (t)‖(H1((0,1)×(−1,1)))2 , i.e. ‖U

(k)(t)‖(H1(D1
ε∩{x1>2ε}))

2 =

O(εk+
3
2 ). Avec les mêmes types de calcul nous obtenons la même estimation pour

‖U(k)(t)‖(H1(D2
ε∩{x2>2ε}))

2 , et la preuve est achevée.

Notons que de (II.89) et de la régularité des seconds membres dans (II.90) nous avons

‖U(k)‖L2(0,T ;(H1(Bε))2) = O(εk+
3
2 ).

La fonction

Û(k)
a = û(k)a −U(k) (II.92)

satisfait le même type de conditions aux bords que u sur ∂Bε.De plus Û
(k)
a (x,0) = 0,

dû à (II.28)3. Une des conséquences des constructions précédentes, nous obtenons pour
(

Û
(k)
a ,p̂

(k)
a ,D̂

(k)
±a

)

le problème suivant:















































































































































































ρf
∂Û

(k)
a

∂t
− 2divx(ν(x)DxÛ

(k)
a ) +∇xp̂

(k)
a = f+F

(k)
ε dans Bε × (0,T ),

divxÛ
(k)
a = 0 dans Bε × (0,T ),

ρh
∂2D̂

(k)
±a

∂t2
+

1

εγ
∂4D̂

(k)
±a

∂x4i
+ µ

∂5D̂
(k)
±a

∂x4i ∂t
= g± ± p̂

(k)
a|

D̄i
ε∩Γ

ε
±

+ G
(k)
±ε sur F ε

± × (0,T ),

D̂
(k)
±a = 0 sur Aε±B

ε
± ×(0,T ),

Û(k)
a = ψε sur (∂Bε\(Γε+ ∪ Γ

ε
−))× (0,T ),

D̂
(k)
±a(1,± ε,t) =

∂D̂
(k)
±a

∂x1
(1,± ε,t) = 0 dans (0,T ),

D̂
(k)
±a(2ε,± ε,t) =

∂D̂
(k)
±a

∂x1
(2ε,± ε,t) = 0 dans (0,T ),

D̂
(k)
±a(±ε,1,t) =

∂D̂
(k)
±a

∂x2
(±ε,1,t) = 0 dans (0,T ),

D̂
(k)
±a(±ε,2ε,t) =

∂D̂
(k)
±a

∂x2
(±ε,2ε,t) = 0 dans (0,T ),

Û(k)
a · n = ±

∂D̂
(k)
±a

∂t
, Û(k)

a · τ = 0 sur Γε± × (0,T ),

Û(k)
a (x,0) = 0 dans Bε,

D̂
(k)
±a(x,0) =

∂D̂
(k)
±a

∂t
(x,0) = 0 sur Γε±,

(II.93)
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avec F (k)
ε = F

(k)
ε −ρf

∂U(k)

∂t
+2divx(ν(x)DxU

(k)), G
(k)
±ε = G

(k)
±ε−ρh

∂2D
(k)
±

∂t2
− 1

εγ
∂4D

(k)
±

∂x4i
−µ

∂5D
(k)
±

∂x4i ∂t
.

Nous sommes maintenant en mesure d’appliquer (II.27) pour établir l’erreur entre la

solution exacte de (II.1) et son approximation donnée par (II.33).

Théorème II.5.1. Soit
(

û
(k)
a ,p̂

(k)
a ,d̂

(k)
±a

)

la solution asymptotique d’ordre k donnée par

(II.33) et (u,p,d) la solution éxact du problème physique. Nous avons les estimations sui-

vantes :































































































‖u− û(k)a ‖L∞(0,T ;(L2(Bε))2) =

{

O(ε
3
2 ) pour K ∈ {0,1,2,3},

O(εmin{k−
5
2
,k+4−γ}) pour K ≥ 4,

∥

∥

∥
D
(

u− û(k)a
)

∥

∥

∥

L2(0,T ;(L2(Bε))4)
=

{

O(ε
3
2 ) pour K ∈ {0,1,2,3},

O(εmin{k−
5
2
,k+4−γ}) pour K ≥ 4,

∥

∥

∥

∥

∂

∂t

(

d± − d̂
(K)
±a

)

∥

∥

∥

∥

L∞(0,T ;L2(Γε
±))

=

{

O(ε
3
2 ) pour K ∈ {0,1,2,3},

O(εmin{k−
5
2
,k+4−γ}) pour K ≥ 4,

∥

∥

∥

∥

∂2

∂s2

(

d± − d̂
(K)
±a

)

∥

∥

∥

∥

L∞(0,T ;L2(Γε
±))

=

{

O(ε
3
2
+ γ
2 ) pour K ∈ {0,1,2,3},

O(εmin{k−
5
2
,k+4−γ}+ γ

2 ) pour K ≥ 4,

∥

∥

∥
∇

(

p− p̂(k)a
)

∥

∥

∥

L∞(0,T ;(H−1(Bε))2)
=

{

O(ε
5
2
− γ
2 ) pour K ∈ {0,1,2,3},

O(εmin{k−
5
2
,k+4−γ}− γ

2 ) pour K ≥ 4.

(II.94)

Démonstration. Obtenons l’estimation (II.94)2. De (II.89) et (II.92) il s’ensuit que

∥

∥

∥
D
(

u− û(k)a
)

∥

∥

∥

L2(0,T ;(L2(Bε))4)
≤

∥

∥

∥
D
(

u− Û(k)
a

)∥

∥

∥

L2(0,T ;(L2(Bε))4)
+O(εk+

3
2 ).

Il reste à estimer la première partie du second membre de l’inégalité précédente. Pour

cela nous estimons en premier min
(

‖F (k)
ε ‖L2(0,T ;(L2(Bε))2), ‖G

(k)
±ε ‖L2((D̄i

ε∩Γ
ε
±)×(0,T ))

)

et après

nous appliquons (II.27)2. Cette estimation est donnée par G
(k)
±ε ou par

1
εγ

∂4D
(k)
±

∂x4i
, les autres

termes sont d’ordre supérieure à celles là. Comme les coefficients de D
(k)
± sont définis à

partir des couches limites pour le dèplacement qui sont nuls si l ≤ 4 prenant en compte

(II.40) et (II.43) et le second membre correspondant; ‖ 1
δε
∂4D

(k)
a±

∂x4i
‖ = O(εmin{K+4,K+γ}).En

suivant les idées de [28] nous obtenons (II.94)2; les autres estimations de (II.94) sont

prouvées avec les mêmes techniques et la preuve est achevée.

Pour améliorer les estimations (II.94) nous analysons l’ordre du premier terme de la

solution asymptotique. Nous prouvons que :

Proposition II.5.2. Pour le premier terme de la solution asymptotique nous avons les
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(rigide-élastique)

estimations suivantes :































































‖û(0)a ‖L∞(0,T ;(L2(Bε))2) = O(ε
5
2 ),

∥

∥

∥
Dû(0)a ‖L2(0,T ;(L2(Bε))4) = O(ε

3
2 ),

∥

∥

∥

∥

∂

∂t
d̂
(0)
±a

∥

∥

∥

∥

L∞(0,T ;L2(Γε
±))

= O(εγ),

∥

∥

∥

∥

∂2

∂s2
d̂
(0)
±a

∥

∥

∥

∥

L∞(0,T ;L2(Γε
±))

= O(εγ),

∥

∥

∥∇p̂(0)a

∥

∥

∥

L∞((0,T );(H−1(Bε))2)
= O(ε

1
2 ).

(II.95)

Démonstration. Établissons (II.95)1. De (II.67)1,2 (pour γ > 3) et de (II.75)1,2 (pour

γ = 3) nous obtenons pour la vitesse régulière correspondant à D1
ε

‖u
(0)
1 χ‖L∞(0,T ;(L2(Bε))2) = O(ε

5
2 ). (II.96)

Ceci signifie que la partie régulière de la vitesse asymptotique dans la norme de (II.96)

est O(ε
5
2 ). Ils reste à estimer dans la même norme les fonctions type couche limite. Pour

les correcteurs correspondants à x1 = 1 nous avons:

‖u
(0)1
bl η‖(L2(Bε))2 ≤ ε3

(

∫ 0

− 1
4ε

∫ 1

−1

(

u
(1)
0 (ξ1,ξ2,t)

)2

dξ

) 1
2

≤ ε3
(∫ 0

−∞

∫ 1

−1

(

u
(1)
0 (ξ1,ξ2,t)

)2

dξ

)

1
2

= O(ε3),

,

ce qui donne

‖u
(0)1
bl η‖L∞(0,T ;(L2(Bε))2) = O(ε3). (II.97)

Finalement, pour le correcteur en x = 0 nous avons

‖u
(0)0
bl η · η‖(L2(Bε))2 ≤ ε3

(

∫

B∩{ξ1<
1
ε4
,ξ2<

1
ε4
}

(

u
(0)
0 (ξ1,ξ2,t)

)2

dξ

) 1
2

= O(ε3),

qui donne une estimation du même type que (II.97). Alors, nous obtenons (II.95)1 comme

une conséquence de (II.96) et (II.97). (II.95)3,4 sont une conséquence du fait que d
(0)i
bl sont
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nuls. Enfin pour établir (II.95)5 remarquons que

‖∇x(p
(0)0
bl ηη)‖2(H−1(Bε))2) ≤ ε2‖∇x(p

(0)
0 ηη)‖2(H−1(Bε))2)

=

(

sup

{∫

Bε p
(0)
0 (x1

ε
,x2
ε
,t)ηη ∂ϕi

∂ϕ
dx1dx2

‖∇xϕ‖L2(Bε)

: ϕ ∈ H1(Bε))2,ϕ 6= 0

})2

≤ Cε2
∫

Bε

(

p
(0)
0 (

x1
ε
,
x2
ε
,t)ηη

)2

dx1dx2 ≤ Cε4
∫

B∩{ξ1<
1
ε4
,ξ2<

1
ε4
}

(

p
(0)
0 (ξ1,ξ2,t)

)2

dξ ≤ Cε4

De même ‖∇x(p
(0)i
bl ηη)‖

2
(H−1(Bε))2) = O(ε2), or de (II.67)1,2 (pour γ > 3) et de (II.75)1,2

(pour γ = 3), nous avons l’expression de la partie régulière de la pression et

‖p
(0)
1 χ‖L∞(0,T ;(L2(Bε))2) = O(ε

1
2 )

et la preuve est achevée.

La proposition précédente nous permet d’améliorer les estimations données par le

théorème 5.1 dans le sens suivant :

Théorème II.5.2. Soit
(

û
(j)
a ,p̂

(j)
a ,d̂

(j)
±a

)

la solution asymptotique d’ordre j et (u,p,d) la

solution éxacte du problème physique. Nous avons alors les estimations suivantes:































































‖u− û(j)a ‖L∞(0,T ;(L2(Bε))2) = O(εj+
7
2 ),

∥

∥

∥
D
(

u− û(j)a
)

∥

∥

∥

L2((0,T );(L2(Bε))4)
= O(εj+

5
2 ),

∥

∥

∥

∥

∂

∂t

(

d± − d̂
(j)
±a

)

∥

∥

∥

∥

L∞(0,T ;L2(Γε
±))

= O(εj+γ+1),

∥

∥

∥

∥

∂2

∂s2

(

d± − d̂
(j)
±a

)

∥

∥

∥

∥

L∞(0,T ;L2(Γε
±))

= O(εj+γ+1),

∥

∥

∥∇
(

p− p̂(j)a
)

∥

∥

∥

L∞((0,T );(H−1(Bε))2)
= O(εj+

3
2 ).

(II.98)

Démonstration. Soit j ≥ 0 un entier naturel fixé et k >> j. De (II.94)1 et (II.95)1 nous

obtenons:

‖u− û
(j)
a ‖L∞(0,T ;(L2(Bε))2) ≤ ‖u− û

(k)
a ‖L∞(0,T ;(L2(Bε))2) + ‖û

(k)
a − û

(j)
a ‖L∞(0,T ;(L2(Bε))2)

= O(εmin{k−
5
2
,k+4−γ}) +O(εj+

7
2 ) = O(εj+

7
2 ).

Les autres estimations de (II.98) sont obtenues de manière similaire, et la preuve est

achevée.
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CHAPITRE III

Étude d’un écoulement stationnaire d’un fluide

non-newtonien dans un tube mince

III.1 Introduction

Nous considérons un flux de Stokes stationnaire dans un canal avec une viscosité variable

dépendant du tenseur des déformations. La viscosité dépendant de la variable longitudi-

nale est perturbée par une fonction lipschitzienne, dépendant du tenseur des déformations,

multipliée par un petit paramètre positif. Nous donnons des resultats d’existence et d’uni-

cité de la solution du problème variationnelle en fonction de ce petit paramètre, ainsi

qu’une construction de la solution asymptotique dans le cas périodique.

Soit ε un petit paramètre, ε = 1
q
où q ∈ N, nous définissons alors un domaine mince :

Dε :=
{

(x1,x2) ∈ R : 0 < x1 < 1,−
ε

2
< x2 <

ε

2

}

Nous supposons qu’un fluide incompressible remplit le domaineDε. Soit f la force extérieure

appliquée au fluide.

Considérons le problème de Stokes stationnaire suivant :



































−2div(νD(uε) + µΦ(x1,Duε)) +∇pε = f dans Dε

divuε = 0 dans Dε

uε(x1,±
ε
2
) = 0 sur x1 ∈ (0,1)

uε(0,x2) = g0(
x2
ε
) sur x1 ∈ (−

ε
2
, ε
2
)

uε(1,x2) = g1(
x2
ε
) sur x1 ∈ (−

ε
2
, ε
2
)

(III.1)

Les inconnues de ce système sont la vitesse uε et la pression pε du fluide.

Les conditions aux bords non homogènes pour la vitesse sont données par les fonctions g0
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et g1 dont la deuxième composante est nulle, et la première satisfait :

∫ 1
2

− 1
2

g01(ξ2)dξ2 =

∫ 1
2

− 1
2

g11(ξ2)dξ2

où gi1 ∈ C
2([−1

2
,1
2
]).

D(u) = 1
2

(

∇(u) + (∇(u))T
)

,

ν(x1) = ν0 + ν1(x1) est la viscosité tel que ν ∈ C
1
0([0,1]). De plus ils existent κ̄ > κ >

0 tel que κ̄ > ν(x1) > κ pour tout x ∈ (0,1).

Φ : R× R
2×2
sym −→ R

2×2
sym est continue sur son domaine de définition et est L-lipschitzienne

par rapport a la deuxiéme variable. De plus Φ(x1,Duε) = 0 pour tout x1 ∈ (0,ρ)×(1−ρ,1).

µ une constante positive strictement inférieure à µ0 = min

(

κ

4L
,

κ

CkLCPF

)

, où Ck et CPF

sont la constante de Korn et la constante de Poincaré Friedrichs respectivement. f une

fonction vectorielle de (L2(Dε))
2.

III.2 Formulation variationnelle

A.g = 0.

Supposons tout d’abord que g = 0, pour obtenir la formulation variationnelle du problème

(III.1), nous introduisons l’espace :

H = {v ∈ (H1
0 (Dε))

2 | div(v) = 0}.

L’espace H1
div muni de la norme ‖ ‖(H1

0 (Dε))2 est un sous-espace de Hilbert de
(

(H1
0 (Dε))

2,‖ ‖(H1
0 (Dε))2

)

et nous assumons que f est une fonction vectorielle de (L2(Dε))
2.

Théorème III.2.1. Il existe µ0 tel que pour tout µ < µ0 le systéme (III.1) admet une

unique solution u ∈ H1
div(Dε).

Pour démontrer le théorèmeIII.2.1 il faut tout d’abord prouver le théorème suivant:

Théorème III.2.2. On considère F : R2×2 −→ R
2×2 tel que Fij ∈ L2(Dε). Sous les

mêmes hypothèses, le système suivant :















−2div(νD(u)) +∇p = f + divF sur Dε

divu = 0 sur Dε

u = 0 sur ∂Dε

(III.2)

admet une unique solution u ∈ H1
div(Dε) dans le sens qui suit:
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Pour tout v ∈ H1
div(Dε)

2

∫

Dε

ν(x1)D(u(x)) : D(v(x)) dx =

∫

Dε

f(x).v(x) dx−

∫

Dε

F (x) : D(v(x)) dx

De plus,

‖D(u)‖(L2(Dε))n ≤
1

2κ
×

(

CKCPF‖f‖(L2(Dε))2 + ‖F‖(L2(Dε))4
)

.

Démonstration.

1. Formulation variationnelle :

La formulation variationnelle du problème (III.2) est la suivante :

Trouver u ∈ H1
div tel que pour tout v ∈ H

1
div

2

∫

Dε

ν(x1)D(u(x)) : D(v(x)) dx =

∫

Dε

f(x).v(x) dx−

∫

Dε

F (x) : D(v(x)) dx

D’autre part ,

∫

Dε

div(F (x)).v(x) dx = −

∫

Dε

F (x) : D(v(x)) dx

et

∫

Dε

∇(p(x)).v(x) dx = −

∫

Dε

p(x) : div(v(x)) dx+

∫

∂Dε

∂p(x)

∂n
.v(x) dx = 0

.

2. Existence et unicité de la solution

Notons IDε(u,v) := 2
∫

Dε
ν(x)D(u(x)) : D(v(x)) dx.

IDε définit alors un produit scalaire. En effet : IDε : H
1
div(Dε)×H1

div(Dε) −→ R est

clairement bilinéaire symétrique.

De plus IDε(u,u) = 2
∫

Dε
ν(x)D(u) : D(u) dx ≥ κ

∫

Dε
D(u) : D(u) dx ≥ 0.

Si
∫

Dε
ν(x)D(u(x)) : D(u(x)) dx = 0 alors D(u(x)) = 0, alors u est constante. Or u

est nul sur ∂Dε, d’où u = 0.

Définissons une nouvelle norme sur H1
div(Dε) comme ce qui suit :

‖u‖IDε
=

(

2

∫

Dε

ν(x)D(u(x)) : D(v(x)) dx

)1/2

.
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La norme ‖u‖IDε
est équivalente à la norme (H1

0 (Dε))
2, de plus

κ min

(

1,
1

(CPF )2

)

‖u‖2(H1
0 (Dε))2

≤ IDε(u,u) ≤ 2max
x∈Dε

ν(x1)‖u‖
2
H1
0 (Dε)

2 .

Considérons l’application suivante:

ϕ :
H −→ R

v 7−→ −
∫

Dε
f(x).v dx+

∫

Dε
F (x) : D(v(x)) dx

|ϕ(v)| ≤

∫

Dε

|f(x).v(x)| dx+

∫

Dε

|F (x) : D(v(x))| dx

≤
(

CPF‖f‖(L2(Dε))2 + ‖F‖(L2(Dε))4
)

‖v‖(H1
0 (Dε))2 .

D’après le théorème de Riesz il existe une unique u ∈ Hdiv
1 (Dε) tel que ϕ(v) =

IDε(u,v).

3. Estimation a priori

Pour tout v ∈ Hdiv
1 (Dε)ϕ(v) = IDε(u,v), en particulier pour u = v

IDε(u,u) = −

∫

Dε

f(x).v(x) dx+

∫

Dε

F (x) : D(v(x)) dx

≤
(

CKCPF‖f‖(L2(Dε))2 + ‖F‖(L2(Dε))4
)

‖D(u)‖(L2(Dε))4 .

Or 2κ‖D(u)‖2(L2(Dε))4
≤ IDε(u,u).

D’où

‖D(u)‖(L2(Dε))4 ≤
1

2κ

(

CKCPF‖f‖(L2(Dε))4 + ‖F‖(L2(Dε))4
)

.

Démonstration. théorème III.2.1

1. Formulation variationnelle

La formulation variationnelle du problème (III.1) est la suivante :

Trouver u ∈ H1
div tel que pour tout v ∈ H

1
div

2

∫

Dε

ν(x1)D(u(x)) : D(v(x)) dx =

∫

Dε

f(x).v(x) dx−2µ

∫

Dε

Φ(x1,D(u(x))) : D(v(x)) dx.
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2. Existence et unicité de la solution

Considérons l’application suivante:

R :
(H1

0 (Dε))
2 −→ (L2(Dε))

2

v 7−→ u tel que














−2div(νD(u) + µΦ(x1,Dv)) +∇p = f sur Dε

divu = 0 sur Dε

u = 0 sur ∂Dε

‖R(v1)−R(v2)‖(L2(Dε))2 = ‖u1 − u2‖(L2(Dε))2

≤ CPF‖∇u1 −∇u2‖(L2(Dε))2

≤ CK × CPF‖D(u1)−D(u2)‖(L2(Dε))4

≤
CPFCK

κ
µ‖Φ(x1,D(v1))− Φ(x1,D(v2))‖(L2(Dε))4

≤
CPFCkL(x1)

κ
µ‖D(v1)−D(v2)‖(L2(Dε))2

≤
CPFCKL

κ
µ‖v1 − v2‖(H1

0 (Dε))2 .

Or µ0 ≤
κ

CkLCPF
.D’où pour tout µ ∈]0,µ0[ R est contractante et par conséquent,

d’après le théorème de point fixe de Banach; R admet un unique point fixe. Ainsi

pour tout µ ∈]0,µ0[ le problème (III.1) admet une unique solution.

Proposition III.2.1. Si uε est une solution faible de (III.1), alors il existe une distribu-

tion pε ∈ D
′

(Dε) tel que (uε,pε) satisfait le problème au sens des distributions.

Démonstration. Nous avons que

〈2div(ν(x1)Duε − µΦ(x1,D(u(x)))) + f,ψ〉 = 0,∀ψ ∈ H(Dε)

Du lemme de De Rham,il s’ensuit qu’il existe une distribution pε ∈ D
′(Dε), unique à une

constante additive près, tel que

−2div(ν(x1)Duε + µΦ(x1,D(u(x))))− f = −∇p.

Le système (III.1) est donc satisfait par uε et pε.

B. g 6= 0
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Il existe alors un prolongement G (voir [15]) tel que divG = 0 et G|x1=0 = g0 et G|x1=1 = g1

. En remplaçant la fonction inconnue uε par T = uε−G, on obtient pour l’inconnue T le

probleme suivant :















−2div(νD(T ) + µΦ(x1,D(T ) +D(G))) +∇p = f + 2div(νD(G)) sur Dε

divT = 0 sur Dε

T = 0 sur ∂Dε

(III.3)

qui est du même type que (III.1) avec une légère modification du terme non linéaire

−2div(µΦ(x1,D(T )+D(G))), G étant connue. En appliquant le théorème III.2.1 on prouve

l’existence et l’unicité de la solution T du problème (III.3) et par conséquence on a l’exis-

tence et l’unicité de uε solution du problème (III.1).

Nous simplifions le problème pour ce qui suit (III.1), en remplaçant les conditions

(III.1)5 et (III.1)6 par la condition de périodicité par rapport à x1.

Nous introduisons l’espace de Sobolev suivant :

Hper(Dε) =
{

(H1
per,1,0(Dε))

2 : divu = 0
}

H1
per,1,0(Dε) est la complétion (par rapport à la norme de H

1(Dε)) de l’espace des fonctions

C∞(R× [− ε
2
, ε
2
]) nulles en x2 = ±

ε
2
et périodiques en x1. Comme au début de cette section

f ∈ (L2(Dε))
2, de plus Φ est périodique en x1. uε est une solution de Hper(Dε) est une

solution faible du problème



























−2div(νD(uε) + µΦ(x1,D(uε)) +∇p = f sur Dε

divuε = 0 sur Dε

uε = 0 pour x2 = ±
ε
2

uε est 1-périodique en x1

(III.4)

si et seulement si elle satisfait l’inégalité intégrale :

2

∫

Dε

ν(x1)D(u(x)) : D(v(x)) dx =

∫

Dε

f(x).v(x) dx− 2µ

∫

Dε

Φ(x1,D(u(x))) : D(v(x)) dx

∀ψ ∈ Hper(Dε)

L’existence et l’unicité de ce problème peuvent être obtenues en suivant la démonstration

du thérorème III.2.1.
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III.3 Analyse Asymptotique

Construisons le développement asymptotique pour la solution de problème périodique

(III.1). Définissons le domaine infini

Ωε =
{

(x1,x2) ∈ R
2 : x1 ∈ R,−

ε

2
< x2 <

ε

2

}

.

Supposons que ν ∈ C∞, f = f1e1, f1 ∈ C∞(R), Φ ∈ C∞(R × R
2×2), ν, f1 et Φ sont

1-périodiques en x1.Notons 〈ψ〉1 =
∫ 1

0
ψ(x1,x2)dx1, 〈ψ〉2 =

∫
1
2

− 1
2

ψ(x1,x2)dx2.

Nous prososons deux approximations asymptotiques de la solution :

1. Une solution asymptotique est donnée par:















































uk1(x1,x2) =
k

∑

j=0

εj+2u1,j

(

x1,
x2
ε

)

,

uk2(x1,x2) =
k

∑

j=0

εj+3u2,j

(

x1,
x2
ε

)

,

pk(x1,x2) =
k

∑

j=0

εj+1pj

(

x1,
x2
ε

)

+
k

∑

j=0

εjqj(x1),

(III.5)

avec u1,j,u2,j,pj et qj fonctions 1-périodiques en x1, tel que 〈pj〉2 = 0. Nous développons

en série de Taylor au voisinage de 0, comme Φ(x1,0) = 0 :

(

Φ(x1,Du
k)
)

hk
=

2
∑

h,k=1

k
∑

j=1

1

j!

∑

(i11,i12,i21,i22)

i11 + i12 + i21 + i22 = j

D(i11,i12,i21,i22)Φhk(x1,0)d
i11
11 d

i12
12 d

i21
21 d

i22
22

+
1

(k + 1)!

∑

(i11,i12,i21,i22)

i11 + i12 + i21 + i22 = N + 1

D(i11,i12,i21,i22)Φhk(x1,η(Du
k))di1111 d

i12
12 d

i21
21 d

i22
22

où Duk = (dij)1≤i,j≤2 et D
(i11,i12,i21,i22)Φhk(x1,0) =

∂Φhk

∂xi1111 ∂x
i12
12 ∂x

i21
21 ∂x

i22
22

(x1,0). En

notant

Φ(x1,Du
k) =

(

Φ11(x1,Du
k) Φ12(x1,Du

k)

Φ21(x1,Du
k) Φ22(x1,Du

k)

)

Notons M1 le premier terme du développement en série de Taylor de Φ(x1,Du
k) .
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M1 est donné par :

M1 =











∑

1≤i,j≤2

∂Φ11

∂xij
(x1,0)dij

∑

1≤i,j≤2

∂Φ12

∂xij
(x1,0)dij

∑

1≤i,j≤2

∂Φ21

∂xij
(x1,0)dij

∑

1≤i,j≤2

∂Φ22

∂xij
(x1,0)dij











Ainsi

div(M1)1 =
K
∑

l=0

εl
[

∂2

∂ξ22
u1,l

∂Φ12

∂x12
(x1,0) +

∂2

∂ξ2∂x1
u1,l−1

(

∂Φ11

∂x21
(x1,0) +

∂Φ12

∂x11
(x1,0)

)

+

∂2

∂ξ22
u2,l−1

∂Φ12

∂x22
(x1,0) +

∂

∂ξ2
u1,l−1

∂2Φ11

∂x1∂x12
(x1,0)+

∂2

∂x21
u1,l−2

∂Φ11

∂x11
(x1,0) +

∂

∂x1
u1,l−2

∂2Φ11

∂x22∂x1
(x1,0) +

∂

∂ξ2
u2,l−2

∂2Φ11

∂x1∂x22
(x1,0)

∂2

∂ξ2∂x1
u2,l−2

(

∂Φ11

∂x22
(x1,0) +

∂Φ12

∂x12
(x1,0)

)

+

∂2

∂x21
u2,l−3

∂Φ11

∂x12
(x1,0) +

∂

∂x1
u2,l−3

∂2Φ11

∂x1∂x12
(x1,0)

]

Et nous avons une expression similaire pour div(M1)2.

Nous notons Φ̄1,j et Φ̄2,j la première et deuxième composante de div(Φ(x1,Du
k))

respectivement, contenant des sommes de produits de termes d’indice inférieur ou

égal à j et de leurs dérivées.

En introduisant la solution asymptotique dans (III.4), et en identifiant les coefficients
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d’ordre ε en notant ξ2 =
x2
ε
nous obtenons:



















































































−2
∂

∂x1

(

ν(x1)
∂u1,j−2
∂x1

)

− ν(x1)
∂2u1,j
∂ξ22

− ν(x1)
∂2u2,j−2
∂ξ2∂x1

−2µ
∂2

∂ξ22
u1,j

∂Φ12

∂x12
(x1,0)− 2µΦ̄1,j−1 +

∂pj−1
∂x1

+
∂qj
∂x1

= f1δj0,

∂

∂x1

[

ν(x1)

(

∂u1,j−1
∂ξ2

+
∂u2,j−3
∂x1

)]

+ 2ν(x1)
∂2u2,j−1
∂ξ22

+2µ
∂2

∂ξ22
u1,j

∂Φ22

∂x12
(x1,0) + 2µΦ̄2,j−1 −

∂pj
∂ξ2

= 0,

∂u1,j
∂x1

+
∂u2,j
∂ξ2

= 0,

(III.6)

avec les conditions aux bords :

u1,j

(

x1,±
1

2

)

= 0,u2,j

(

x1,±
1

2

)

= 0.

Étude de régularité

Montrons par récurrence sur j la régularité de u1,j, u2,j, pj et qj satisfaisants le

système d’équations (III.6). Pour j = 0, nous obtenons le problème suivant :























































−

(

ν(x1) + 2µ
∂Φ12

∂x12

)

∂2u1,0
∂ξ22

+
dq0
dx1

= f1

u1,0(x1,±
1
2
) = 0

∂p0
∂ξ2

= 2µ
∂Φ22

∂x12
(x1,0)

∂2u1,0
∂ξ22

∂u2,0
∂ξ2

=
∂u1,0
∂x1

u1,0

(

x1,±
1

2

)

= 0,u2,0

(

x1,±
1

2

)

= 0.

(III.7)

De (III.7)(3,4) nous avons que q0 ∈ H1
per(0,1) est l’unique solution 1-périodique de

l’équation variationnelle :

∫ 1

0

1

ν(x1) + 2µ Φ12
∂x12

(x1,0)

∂q0
∂x1

∂z

∂x1
dx1 =

∫ 1

0

1

ν(x1) + 2µ Φ12
∂x12

(x1,0)
f1(x1)

∂z

∂x1
dx1 ∀z ∈ H1

per(0,1)
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de plus
∥

∥

∥

∥

∂q0
∂x1

∥

∥

∥

∥

L2(0,1)

≤
8

(4κ̄+ κ)κ
‖f1‖L2(0,1)

La régluarité de q0 est obtenue en se basant sur le fait que κ̄ + κ
4
> ν(x1) +

2µ Φ12
∂x12

(x1,0) >
κ
2
> 0 et f1 sont C

∞(R). La démonstration est du même type que

celle qui va suivre pour u0,1 dans les espaces adéquats.

Nous définissons l’opérateur Lν par :

Lν : H1
0

(

−
1

2
,
1

2

)

−→ H−1

(

−
1

2
,
1

2

)

u1,0 7−→ −
∂

∂ξ2

((

ν(x1) + 2µ
∂Φ12

∂x12

)

∂u1,0
∂ξ2

)

(III.8)

Soit s fixé dans R; u(s,.) ∈ H1
0

(

−1
2
,1
2

)

est solution du problème faible suivant :

∫ 1
2

− 1
2

(

ν(x1) + 2µ
∂Φ12

∂x12

)

∂u1,0
∂ξ2

∂v

∂ξ2
dξ2 =

∫ 1
2

− 1
2

(

f1 −
dq0
d

)

∂v

∂ξ2

Ainsi ∥

∥

∥

∥

∂u1,0
∂ξ2

∥

∥

∥

∥

L2(− 1
2
, 1
2
)

≤
κ

2
(1 + CPF )

∥

∥

∥

∥

f1 −
dq0
dx1

∥

∥

∥

∥

L∞(R)

Soit s fixé dans R et h fixé dans R, alors d’après ce qui précède u1,0(s + h,.) ∈

H1
0

(

−1
2
,1
2

)

et

∥

∥

∥

∥

∂u1,0(s+ h,.)

∂ξ2

∥

∥

∥

∥

L2(− 1
2
, 1
2
)

≤
κ

2
(1 + CPF )

∥

∥

∥

∥

f1 −
dq0
dx1

∥

∥

∥

∥

L∞(R)

On soustrait l’équation (III.7)1 de la même équation écrite au point (s + h,ξ), on

obtient alors :

∥

∥

∥

∥

∂u1,0(s,ξ)

∂ξ2
−
∂u1,0(s+ h,ξ)

∂ξ2

∥

∥

∥

∥

L2(− 1
2
, 1
2
)

≤
κ

2
(1 + CPF )

(

‖f1(s)− f1(s+ h)‖L∞(R)

+

∥

∥

∥

∥

dq0(s+ h)

dx1
−
dq0(s)

ds

∥

∥

∥

∥

L∞(0,1)

)

En tenant compte du fait que les fonctions f1 et
dq1(s)
ds

sont continues sur R nous

avons :

lim
h 7→0

∥

∥

∥

∥

∂u(s,ξ)

∂ξ2
−
∂u(s+ h,ξ)

∂ξ2

∥

∥

∥

∥

L2(− 1
2
, 1
2
)

= 0
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Et alors u1,0 est continue sur R à valeurs dans H1
0 (−

1
2
,1
2
).

Soit
∂

∂x1

((

ν(x1) + 2µ
∂Φ12

∂x12

)

u1,0

)

la dérivée formelle de

(

ν(x1) + 2µ
∂Φ12

∂x12

)

u1,0

Alors

−
∂

∂x1

((

ν(x1) + 2µ
∂Φ12

∂x12

)

∂2u1,0
∂ξ22

)

+
d2q0
dx21

=
d

dx1
f1

Notons u∗j(s,ξ2) =
(

ν(s) + 2µ∂Φ12
∂x12

(s,0)
)

∂u1,j(s,ξ)

∂ξ2

Soit s fixé dans R et h fixé dans R, alors :

∥

∥

∥

∥

u∗0(s+ h,ξ2)− u∗0(s,ξ2)

h
−

∂

∂s
u∗0(s,ξ2)

∥

∥

∥

∥

L2(− 1
2
, 1
2
)

≤ (1 + CPF )





∥

∥

∥

∥

f1(s)− f1(s+ h)

h
−

d

dx1
f1

∥

∥

∥

∥

L∞(0,1)

+

∥

∥

∥

∥

∥

dq1(s+h)
dx1

− dq1(s)
ds

h
−
d2q0
ds2

∥

∥

∥

∥

∥

L∞(R)





En tenant compte du fait que les fonctions f1 et
dq1(s)
ds

sont dérivables sur R nous

avons :

lim
h 7→0

∥

∥

∥

∥

u∗0(s+ h,ξ2)− u∗0(s,ξ2)

h
−

∂

∂s
u∗0(s,ξ2)

∥

∥

∥

∥

L2(− 1
2
, 1
2
)

= 0

De plus ν(s) + 2µ∂Φ12
∂x12

(s,0) > κ
2
> 0 est C∞(R), alors u1,0 est dérivable sur R à

valeurs dans H1
0 (−

1
2
,1
2
).

En remplaçant u∗j(s,ξ2) et
∂
∂s
u∗0(s,ξ2) par

∂i

∂si
u∗0(s,ξ2) et

∂i+1

∂si+1
u∗0(s,ξ2) respectivement,

de même pour le second membre en ce qui concerne q0 et f1 nous obtenons une

régularité supplémentaire pour u0,1 sur R à valeur dans H1
0 (−

1
2
,1
2
).

La régularité de u1,0 en ξ2 peut être démontrée en suivant le même raisonnement

que pour la régularité par rapport à la première variable x1, en fixant cette fois

ξ2 ∈ (−
1
2
,1
2
).

Nous démontrons de la même manière la régularité de u2,0 et de p0.

Supposons que u1,j, u2,j, pj et qj sont régulières montrons que u1,j+1, u2,j+1, pj+1 et

qj+1.

En remplaçant j par j + 1 dans (III.6), nous avons :
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−

(

ν(x1) + 2µ
∂Φ12

∂x12
(x1,0)

)

∂2

∂ξ22
u1,j+1 = −

∂qj+1
∂x1

+ G1j (x1,ξ2),

∂pj+1
∂ξ2

= 2µ
∂2

∂ξ22
u1,j+1

∂Φ22

∂x12
(x1,0) + G

2
j (x1,ξ2),

∂u1,j+1
∂x1

+
∂u2,j+1
∂ξ2

= 0,

u1,j+1

(

x1,±
1

2

)

= 0,u2,j+1

(

x1,±
1

2

)

= 0.

(III.9)

Où G1j (x1,ξ2) et G
2
j (x1,ξ2) sont des fonctions connues des approximations précédentes,

contenant des sommes de produits de termes d’indice inférieur ou égal à j et de leurs

dérivées, et sont donc régulières sous l’hypothèse de récurrence.

Nous récupérons donc des équations du même type que (III.7), et en appliquant le

même type de calculs nous obtenons la régularité désirée pour les approximations

d’ordre j + 1.

Ainsi les termes de la solution asymptotique sont régulières.

Détermination de la solution asymptotique

Cette partie est dédiée à la résolution des équations satisfaites par les termes du

développement asymptotique.

Nous introduisons les fonctions:

N1(ξ2) =
1

2

(

ξ22 −
1

4

)

,

qui satisfait N
′′

1 = 1, N1(±
1
2
) = 0 et

N2(ξ2) =

∫ ξ2

− 1
2

N1(τ)dτ,
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avec N2(
1
2
) =

∫ 1
2

− 1
2

N1(τ)dτ = −
1
12
. Nous utiliserons les notations suivantes:

D−1 : F −→

∫ ξ2

− 1
2

F (x1,τ)dτ,

D̃−1 : F −→

∫ ξ2

− 1
2

F (x1,τ)dτ −

∫ 1
2

− 1
2

∫ θ

− 1
2

F (x1,τ)dτdθ,

D−2 : F −→

∫ ξ2

− 1
2

∫ θ

− 1
2

F (x1,τ)dτdθ −

(

ξ2 +
1

2

)∫ 1
2

− 1
2

∫ θ

− 1
2

F (x1,τ)dτdθ.

Théorème III.3.1. Les inconnues du système précédent u1,j,u2,j,pj,qj sont données

par les relations suivantes :

u1,j = −D−2

{

ν(x1)

ν(x1) + 2µ∂Φ12
∂x12

∂2u2,j−2
∂ξ2∂x1

+
1

ν(x1) + 2µ∂Φ12
∂x12

(

2
∂

∂x1

(

ν(x1)
∂u1,j−2
∂x1

)

−
∂pj−1
∂x1

+ 2µΦ̄1,j−1

)}

+
1

ν(x1) + µ∂Φ12
∂x12

N1(ξ2)

(

∂qj
∂x1

− f1δj0

)

,

u2,j = D−1D−2

{

∂

∂x1

(

ν(x1)

ν(x1) + 2µ∂Φ12
∂x12

∂2u2,j−2
∂ξ2∂x1

)

+
∂

∂x1

(

1

ν(x1) + 2µ∂Φ12
∂x12

(

2
∂

∂x1

(

ν(x1)
∂u1,j−2
∂x1

)

−
∂pj−1
∂x1

+ 2µΦ̄1,j−1

)

)}

−
∂

∂x1

(

1

ν(x1) + 2µ∂Φ12
∂x12

(

∂qj
∂x1

− f1δj0

)

)

N2(ξ2),

(III.10)

pj = D̃−1
{

∂

∂x1

[

ν(x1)

(

∂u1,j−1
∂ξ2

+
∂u2,j−3
∂x1

)]

+ 2ν(x1)
∂2u2,j−1
∂ξ22

+2µ
∂2

∂ξ22
u1,j

∂Φ22

∂x12
(x1,0) + 2µΦ̄2,j−1

}

.

Démonstration. Comme µ < µ0 alors ν(x1) + 2µ∂Φ12
∂x12

> κ
2
> 0, en suivant le même

raisonnement que le premier chapitre on retrouve facilement ces équations. Sauf

que les résoudre n’est pas de la même simplicité. Ceci est dû aux termes issus du

développement en série de Taylor de Φ.

Pour trouver la j−ième approximation, il faut que la condition u2,j
(

x1,
1
2

)

= 0

soit satisfaite, ce qui nous donnera l’inconnue qj. En effet, les conditions (III.6)4et
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u2,j
(

x1,−
1
2

)

= 0 sont satisfaites par la définition de D−2 et D−1. Pour satisfaire

u2,j
(

x1,
1
2

)

= 0 nous devons avoir:

−
∂

∂x1





1

12
(

ν(x1) + 2µ∂Φ12
∂x12

)

(

∂qj
∂x1

− f1δj0

)



 =

D−1D−2

{

∂

∂x1

(

ν(x1)

ν(x1) + 2µ∂Φ12
∂x12

∂2u2,j−2
∂ξ2∂x1

)

+
∂

∂x1

(

1

ν(x1) + 2µ∂Φ12
∂x12

(

2
∂

∂x1

(

ν(x1)
∂u1,j−2
∂x1

)

−
∂pj−1
∂x1

+ 2µΦ̄1,j−1

)

)}

En particulier pour j = 0 nous avons l’équation suivante pour q0:

∂

∂x1





1

12
(

ν(x1) + 2µ∂Φ12
∂x12

)

(

∂q0
∂x1

− f1

)



 = 0 (III.11)

Alors q0 est la fonction 1-périodique donnée par la formule

q0(x1) =

∫ x1

0

f1(τ)dτ + C1

∫ x1

0

(

ν(τ) + 2µ
∂Φ12

∂x12
(τ,0)

)

dτ + C2

Comme µ < µ0 alors

ν(x1) + 2µ
∂Φ12

∂x12
>
κ

2
> 0

Ainsi

q0(x1,t) =

∫ x1

0

f1(τ)dτ −
〈f1〉1

〈

ν(x1) + 2µ∂Φ12
∂x12

〉

1

∫ x1

0

(

ν(τ) + 2µ
∂Φ12

∂x12
(τ,0)

)

dτ

−

〈

∫ x1

0

f1(τ)dτ −
〈f1〉1

〈

ν + 2µ∂Φ12
∂x12

〉

1

∫ x1

0

(

ν(τ) + 2µ
∂Φ12

∂x12
(τ,0)

)

dτ

〉

1

Ainsi

u1,0(x1,ξ2) =
1

ν(x1) + 2µ∂Φ12
∂x12

(

∂q0
∂x1

− f1

)

N1(ξ2),

u2,0 = 0 p0 = D̃−1

{

µ
2

ν(x1) + 2µ∂Φ12
∂x12

(

∂q0
∂x1

− f1

)

∂Φ22

∂x12
(x1,0)

}

Nous avons

ainsi la proposition suivante

Proposition III.3.1. Le terme principal de la solution asymptotique du problème
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(III.4) est donnée par :















































































































u1,0(x1,ξ2) = −ε
2 〈f1〉1
〈

ν + 2µ Φ12
∂x12

〉

1

N1(ξ2)

u2,0(x1,ξ2) = 0

p1,0(x1,ξ2) = 2µ
〈f1〉1

〈

ν + 2µ∂Φ12
∂x12

〉

1

∂Φ22

∂x12
(x1,0)

(

ξ2 −
1

2

)

q0(x1,t) =

∫ x1

0

f1(τ)dτ −
〈f1〉1

〈

ν(x1) + 2µ∂Φ12
∂x12

〉

1

∫ x1

0

(

ν(τ) + 2µ
∂Φ12

∂x12
(τ,0)

)

dτ

−

〈

∫ x1

0

f1(τ)dτ −
〈f1〉1

〈

ν + 2µ∂Φ12
∂x12

〉

1

∫ x1

0

(

ν(τ) + 2µ
∂Φ12

∂x12
(τ,0)

)

dτ

〉

1

(III.12)

Estimation d’erreur

Théorème III.3.2. Soit (uk,pk) la solution asymptotique donnée par (III.5) et (u,p)

la solution de (III.4) tel que µ < µ0. Alors les estimations suivantes sont vraies :

‖uk − uε‖H1(Dε)
2 = O

(

εk+
5
2

)

.

‖∇(pk − pε)‖H−1per,1,0(Dε)
= O

(

εk+
5
2

)

Démonstration. Nous obtenons le problème suivant pour (uk,pk):



































−2div(ν(x1)Du
k + µΦ(x1,Du

k)) +∇pk = F k(x1,x2) + Φk dans Dε,

divUk = 0 dans Dε,

Uk(x1,
ε
2
) = 0 pour x1 ∈ (0,1),

Uk(x1,−
ε
2
) = 0 pour x1 ∈ (0,1),

Uk est 1-périodique en x1
(III.13)
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Où

F k(x1,x2) = −εk+1
(

2
∂

∂x1

(

ν(x1)
∂u1,k−1
∂x1

)

+ ν(x1)
∂2u2,k−1
∂x1∂ξ2

−
∂pk
∂x1

)

e1

− εk+1
(

∂

∂x1

[

ν(x1)

(

∂u1,k
∂ξ2

+
∂u2,k−2
∂x1

)]

+ 2ν(x1)
∂2u2,k
∂ξ22

)

e2

− εk+2
(

2
∂

∂x1

(

ν(x1)
∂u1,k
∂x1

)

+ ν(x1)
∂2u2,k
∂x1∂ξ2

)

e1 +

(

∂

∂x1

(

ν(x1)
∂u2,k−1
∂x1

))

e2

− εk+3
(

∂

∂x1

(

ν(x1)
∂u2,k
∂x1

))

e2.

(III.14)

Et Φk est le résidus du développement de 2div(µΦ(x,Duk)), il contient des sommes

de dérivées de Φ d’ordre supérieur ou égal à εk+1. Nous avons alors que :

‖Duk −Duε‖ ≤
1

2κ
CPF

∥

∥F k + Φk
∥

∥

L2(Dε)
2 +

µL

κ

∥

∥Duk −Duε
∥

∥

L2(Dε)
4

D’où
∥

∥Duk −Duε
∥

∥

L2(Dε)
4 ≤

CPF
2(κ− µL)

∥

∥F k + Φk
∥

∥

L2(Dε)
2

Ainsi

‖uk − uε‖H1(Dε)
2 ≤

C(κ,CPF ,L,µ)

min(1, 1
CPF

)

∥

∥F k + Φk
∥

∥

L2(Dε)
2 = O

(

εk+
5
2

)

et

‖∇(pk − pε)‖H−1(Dε) = O
(

εk+
5
2

)

.

En effet

sup
ψ∈(H1

per,1,0(Dε))2

|
∫

Dε
pk − pdivψ|

‖∇ψ‖(L2(Dε))4
= sup

ψ∈(H1
per,1,0(Dε))2

|2
∫

Dε
ν(x1)D(u

k − uε) : Dψ

‖∇ψ‖(L2(Dε))4

−
2µ

∫

Dε
(Φ(x1,(Du

k))− Φ(x1,(Duε))) : Dψ −
∫

Dε
(F k + Φ) · ψ|

‖∇ψ‖(L2(Dε))4

≤ (C(CPF ,CK ,L,µ) + CPF )‖F
k + Φ‖(L2(Dε))2
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2. Considérons toujours dans le cas périodique les ansatz suivant :























ûk(x1,x2) =
k

∑

j=0

εj+1u1,j(x1,
x2
ε
)~e1 +

k
∑

j=0

εj+2u2,j(x1,
x2
ε
)~e2

p̂k(x1,x2) =
k

∑

j=0

εjpj(x1,
x2
ε
) +

k
∑

j=0

εj−1qj(x1)

(III.15)

Dans ce cas nous développons Φ en série de Taylor au voisinage de :

B =
1

2

(

0 ∂u1,0
∂ξ2

∂u1,0
∂ξ2

0

)

(

Φ(x1,Du
k)
)

hk
= (Φ(x1,B))hk +

2
∑

h,k=1

k
∑

j=1

1

j!

∑

(i11,i12,i21,i22)

i11 + i12 + i21 + i22 = j

D(i11,i12,i21,i22)Φhk(x1,B)d̂
i11
11 d̂

i12
12 d̂

i21
21 d̂

i22
22

+
1

(k + 1)!

∑

(i11,i12,i21,i22)

i11 + i12 + i21 + i22 = N + 1

D(i11,i12,i21,i22)Φhk(x1,η(Du
k))d̂i1111 d̂

i12
12 d̂

i21
21 d̂

i22
22

où Duk −B =
(

d̂ij

)

1≤i,j≤2
et D(i11,i12,i21,i22)Φhk(x1,B) =

∂Φhk

∂xi1111 ∂x
i12
12 ∂x

i21
21 ∂x

i22
22

(x1,B).

div(Φ(x1,B)) =











1

ε

∂Φ12

∂Z12 |Z=B

∂2u1,0
∂ξ2

+
∂Φ11

∂x1
(x1,B) +

∑

1≤i,j≤2

∂Φ12

∂Zij |Z=B

∂B

∂x1

1

ε

∂Φ22

∂Z12 |Z=B

∂2u1,0
∂ξ2

+
∂Φ21

∂x1
(x1,B) +

∑

1≤i,j≤2

∂Φ21

∂Zij |Z=B

∂B

∂x1











Nous notons Φ̂1,j et Φ̂2,j la première et deuxième composante de div(Φ(x1,Du
k)) respec-

tivement, contenant des sommes de produits des termes d’indice inférieur ou égal à j et

de leur dérivées.

En injectant les ansatz dans le problème (III.1) nous obtenons :

Pour j = 0






























−ν(x1)
∂2

∂ξ2
u1,0 +

∂

∂x1
q0 = 2µ

∂

∂ξ2
F(x1,

∂u1,0
∂ξ2

)

u1,0(x1,±
1

2
) = 0

∫ 1
2

− 1
2

∂u1,0
∂x1

dξ2 = 0

(III.16)
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Où
∂

∂ξ2
F

(

x1,
∂u1,0
∂ξ2

)

sont les éléments de ∂
∂ξ2
Φ12(x1,B). Explicitement

∂

∂ξ2
F(x1,

∂u1,0
∂ξ2

) =
∂

∂Z12
Φ12(x1,Z)|Z=B

×
∂2u1,0
∂ξ22

et pour j ≥ 1















































































































































−2
∂

∂x1

(

ν(x1)
∂u1,j−2
∂x1

)

− ν(x1)
∂2u1,j
∂ξ22

− ν(x1)
∂2u2,j−2
∂ξ2∂x1

− 2µ
∂2

∂Z2
12

Φ12|Z=B
×
∂2u1,0
∂ξ22

−2µΦ̂1,j−1 +
∂pj−1
∂x1

+
∂qj
∂x1

= f1δj0,

∂

∂x1

[

ν(x1)

(

∂u1,j−1
∂ξ2

+
∂u2,j−3
∂x1

)]

+ 2ν(x1)
∂2u2,j−1
∂ξ22

+2µ
∂2

∂Z2
22

Φ12|Z=B
×
∂2u1,0
∂ξ22

+ 2µΦ̂2,j−1 −
∂pj
∂ξ2

= 0,

∂u1,j
∂x1

+
∂u2,j
∂ξ2

= 0,

u1,j
(

x1,±
1
2

)

= 0,

u2,j
(

x1,±
1
2

)

= 0.

(III.17)

Sous réserve de la régularité de la solution, pour résoudre le problème pour j = 0

considérons le problème suivant :































−ν(x1)
∂2

∂ξ2
v +

∂

∂x1
q = 0

v(x1,±
1

2
) = 0

∫ 1
2

− 1
2

∂v

∂x1
dξ2 = 0

(III.18)

Nous avons prouvé (Chapitre I) l’existence et l’unicité de la solution (v,q) du problème

(III.18).
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Considérons l’espace suivant :

H :=

{

ϕ ∈ L2per

(

0,1;H1
0

(

−
1

2
,
1

2

))

tel que ∀q ∈ C1per :

∫ 1

0

q′(x)

∫ 1
2

− 1
2

ϕdξ2dx = 0

}

On munit H de produit scalaire :

(u,v)
H
=

∫ 1

0

∫ 1
2

− 1
2

∂u

∂ξ2

∂v

∂ξ2
dxdξ2

Proposition III.3.2. La norme issue de (,)H est équivalente à la norme L2per
(

0,1;H1
0

(

−1
2
,1
2

))

,

de plus H munie de cette norme est un espace complet.

Démonstration.

∫ 1

0

∫ 1
2

− 1
2

(

∂u

∂ξ2

)2

dxdξ2 ≤

∫ 1

0

∥

∥

∥

∥

∂u

∂ξ2

∥

∥

∥

∥

2

L2(− 1
2
, 1
2)
≤ ‖u‖2

L2(0,1;H1
0(− 1

2
, 1
2))

et
∫ 1

0

∫ 1
2

− 1
2

(

∂u

∂ξ2

)2

dxdξ2 ≥
1

2
min(1,CPF ) ‖u‖

2
L2(0,1;H1

0(− 1
2
, 1
2))

D’où l’équivalence entre les deux normes. De plus, soit (ϕn)n ∈ H tel que ϕn −→ ϕ; on a

∀n

∫ 1

0

∫ 1
2

− 1
2

ϕnq
′(x)dxdξ2 = 0 ∀q ∈ C1per

Alors

∣

∣

∣

∣

∣

∫ 1

0

∫ 1
2

− 1
2

(ϕn − ϕ)q′(x)dxdξ2

∣

∣

∣

∣

∣

≤

(∫ 1

0

q′(x)
2
dx

)

1
2





∫ 1

0

(

∫ 1
2

− 1
2

(ϕn − ϕ)

)2




1
2

≤ ‖q′(x)‖L2(0,1) ‖ϕn − ϕ‖L2(0,1;H1
0(− 1

2
, 1
2))

D’où
∫ 1

0

∫ 1
2

− 1
2

ϕq′(x)dxdξ2 = 0

ainsi H est complet.

La formulation variationnelle de (III.16) est donnée par :

∫ 1

0

∫ 1
2

− 1
2

∂u

∂ξ2

∂ϕ

∂ξ2
dxdξ2 = 2µ

∫ 1

0

∫ 1
2

− 1
2

F

(

x,
∂u

∂ξ2

)

∂ϕ

∂ξ2
dxdξ2 ∀ϕ ∈ H (III.19)
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Théorème III.3.3. Si µ < κ
L
, alors le problème (III.19) admet une unique solution.

Démonstration. Cosidérons l’opérateur suivant :

R :
H −→ L2per(0,1)× L2

(

−1
2
,1
2

)

u 7−→ v tel que































−ν(x1)
∂2

∂ξ2
v +

∂

∂x1
q0 = 2µ

∂

∂ξ2
F

(

x1,
∂u

∂ξ2

)

v(x1,±
1

2
) = 0

∫ 1
2

− 1
2

v

∫ 1

0

q′0dxdξ2 = 0

‖R(u1)−R(u2)‖H = ‖v1 − v2‖H

≤ 2
µ

κ

∥

∥

∥

∥

F

(

x1,
∂u1
∂ξ2

)

−F

(

x1,
∂u2
∂ξ2

)∥

∥

∥

∥

L2per(0,1)×L
2(− 1

2
, 1
2)

≤ 2
µ

κ
L

∥

∥

∥

∥

∂u1
∂ξ2

−
∂u2
∂ξ2

∥

∥

∥

∥

L2per(0,1)×L
2(− 1

2
, 1
2)

≤ 2
µ

κ
L‖u1 − u2‖H

R est contractante si et seulement si µ < 2 κ
L
.

III.4 Exemple pour Φ

Considérons le problème de Stokes stationnaire suivant ::















−2div(νDu+ µΦ(x1,Duε)) +∇p = 0 dans (0,1)× (0,ε)

divu = 0 dans(0,1)× (0,ε)

u(x1,0) = u(x1,ε) = 0 sur (0,1)

(III.20)

Où ν ∈ C10([0,1]). De plus ils existent κ̄ > κ > 0 tel que κ̄ > ν(x1) > κ ∀x1 ∈ (0,1).

Φ(x1,Du) =
1

(1 + |λy|2)
1−β
2

Du
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Où µ0,λ,β sont des constantes dépendant du fluide et 0 ≤ β < 1. On rappelle que la

norme choisie est |y|2 =
∑

i,k yikyik.

Théorème III.4.1. Considérons l’application:

Φ : R
n×n −→ R

n×n

y 7−→ 1
(1+|λy|2)α

y

où λ est un coefficient positif et α un coefficient strictement positif.

Il existe une constante non nulle L > 0 telle que Φ définie ci-dessus est L-lipschitzienne.

Démonstration. Pour démontrer le théorème4.1 il nous faut l’égalité d’accroissements

finis véctorielle:

Nous notons Φem =
1

(1 + λ2
∑

ik yikyik)
α
yem.

∂Φem
∂ypq

=
1

(1 + λ2
∑

ik yikyik)
α
δpqem +

−2αλ2ypq(1 + λ2
∑

ik yikyik)
α−1

(1 + λ2
∑

ik yikyik)
2α

yem

=
δpqem

(1 + λ2
∑

ik yikyik)
α
−

2αλ2

(1 + λ2
∑

ik yikyik)
α+1

yemypq

D’où
∣

∣

∣

∣

∂Φem
∂ypq

∣

∣

∣

∣

≤

∣

∣

∣

∣

δpqem
(1 + λ2

∑

ik yikyik)
α

∣

∣

∣

∣

+
2αλ2

(1 + λ2
∑

ik yikyik)
α+1

|yemypq|

≤
1

(1 + λ2
∑

ik yikyik)
α
+

αλ2

(1 + λ2
∑

ik yikyik)
α+1

∑

ik

yikyik

≤
1

(1 + λ2
∑

ik yikyik)
α
+

α

(1 + λ2
∑

ik yikyik)
α

≤ 1 + α

Ainsi |∇yΦ|
2 =

∑

m,n,p,q

∂Φem
∂ypq

2

≤
∑

m,n,p,q

(1 + α)2 = n4(1 + α)2.

Conclusion: Φ étant clairement C1 et que |∇Φ(y)| ≤ n4(1 + α)2 = L; d’après le

théorème d’accroissements finis vectoriels:

|Φ(u)− Φ(v)| ≤ L|u− v| pour tout u,v ∈ R
n×n

ie Φ est L-lipschitzienne.

D’où Φ est lipschitzienne par rapport a la deuxième composante.
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Supposons que ν = µ∞, µ = µ0 − µ∞ and Φ(x1,Duε) =
1

(1+λ2|Du|2)
1−β
2

Du.

Alors

νDu+ µΦ(x1,Duε) = µ∞Du+ (µ0 − µ∞)
1

(1 + |λDu|2)
1−β
2

Du

est la loi de Carreau pour la viscosité. En utilisant les approximations (III.12) nous avons

u0,1 = ε2
1

ν + 2µ

x2
ε

(

1−
x2
ε

)

En résolvant numériquement le problème pour µ0 = 3, µ∞ = 1, λ = 10, β = 0.5 :

Fig. III.1 – Profile de la vitesse pour x1 =
0.5 Fig. III.2 – L’erreur pour la vitesse

L’erreur entre les résultats numériques et le terme principal de la solution asymptotique

est d’ordre ε5 .
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Nationalité Franco-Libanaise

Education et Diplômes
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Novembre 2011 Grenoble, France.
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Université Joseph Fournier 12-13 Novembre Grenoble, France
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Asymptotic and numerical study of Non-Newtonian fluid flow in thin tube structures

Summary :In order to model the blood flow through vessels, the Stokes equation with the nonconstant

viscosity is considered in a thin tube structure, i.e., in a connected union of thin rectangles with heights

of order ε and bases of order 1 with smoothened boundary. An asymptotic expansion of the solution is

constructed. In the case of random perturbations of the constant viscosity, we prove that the leading term

for the velocity is deterministic, while for the pressure it is random, but the expectations of the pressure

satisfies the deterministic Darcy equation. Estimates for the difference between the exact solution and its

asymptotic approximation are proved. Finally, we give some numerical results. We extend the results for a

thin tube structure composed by two thin rectangles with lateral elastic boundaries which are connected

by a domain with rigid boundaries. After a variational approach of the problem which gives us exis-

tence, uniqueness, regularity results and some a priori estimates, we construct an asymptotic solution.

We present and solve the problems for all the terms of the asymptotic expansion. For two different cases,

we describe the order of steps of the algorithm of solving the problem and we construct the main term

of the asymptotic expansion. And finally, we present a variational and an asymptotic analysis for a more

general case where the viscosity depends on the infinitesimal strain tensor in a thin channel. By means

of the a priori estimates, we justify our asymptotic constructions, by obtaining a small error between the

exact and the asymptotic solutions.

Key Words : Stokes equation, thin tubular structure, asymptotic expansion, variable viscosity, boun-

dary layers, Sophie Germain equation, non newtonian fluid, mixed boundary (rigid-elastic).

Étude asymptotique et numérique d’écoulements de fluides non Newtoniens dans des struc-

tures tubulaires minces

Resumé : Afin de modéliser le flux sanguin dans les vaisseaux, l’équation de Stokes avec une visco-

sité variable est considérée dans une structure tubulaire mince, c’est à dire, dans une union de rectangles

minces avec des hauteurs d’ordre ε et des bases d’ordre 1. Un développement asymptotique de la solution

est construit. Dans le cas des perturbations aléatoires de la viscosité constante, nous prouvons que le pre-

mier terme de la vitesse est déterministe, alors que pour la pression, il est aléatoire, mais les éspérances

de la pression satisfont l’équation déterministe de Darcy. Les estimations pour la différence entre la so-

lution exacte et son approximation asymptotique sont prouvées. Enfin, nous donnons quelques résultats

numériques. Nous étendons les résultats à une structure tubulaire mince composée de deux rectangles

minces avec des parois élastiques qui sont reliés par un domaine dont les parois sont rigides. Après une

approche variationnelle du problème qui nous donne des résultats d’existence, d’unicité ,de régularité, et

certaines estimations, a priori, nous construisons une solution asymptotique. Nous présentons et résolvons

les problèmes de tous les termes du développement asymptotique. Pour deux cas différents, nous décrivons

l’ordre des étapes de résolution de l’algorithme du problème et nous construisons le terme principal du

développement asymptotique. Et enfin, nous présentons une analyse variationnelle et asymptotique pour

un cas plus général où la viscosité dépend du tenseur des déformations dans un canal mince. Par le biais

des estimations a priori, nous justifions nos constructions asymptotiques, par l’obtention d’une petite

erreur entre les solutions exactes et asymptotiques.

MOTS-CLÉS : équation de Stokes, structure tubulaire, étude asymptotique, viscosité variable, couches

limites, équation de Sophie Germain, fluides non newtonien, domaine a parois mixtes.


