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Propriétés et combinatoire des bases de type canonique

Résumé

L'étude des représentations d'un groupe algébrique complexe semi-simple connexe G est
généralement menée en choisissant un sous-groupe de Borel B de G et un tore maximal T
inclus dans B. Etant donnée une représentation de G sur un espace vectoriel V, il est dés
lors naturel de vouloir étudier les bases de V compatibles avec ce choix de (B, T). Différents
travaux de Zelevinsky, Berenstein, Lusztig et Kashiwara ont conduit aux notions de « base
canonique », de « bonne base », de « base parfaite », de « base en cordes », ... , et a la
construction de telles bases. Le but de ce mémoire est de présenter succintement cette
théorie, d’exposer quelques propriétés remarquables de ces bases et de la combinatoire
qu’elles définissent, et de proposer quelques perspectives.
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1 Introduction

Dans cette partie, nous présentons le contexte historique ayant motivé nos travaux et nous
présentons brievement ceux-ci.

1.1 Un probléme classique

Les représentations des groupes classiques, ou plus généralement des groupes réductifs
complexes, sont étudiées depuis la premiere moitié du XXe siécle. Le livre de Weyl [92] pré-
sente la classification des représentations de dimension finie, obtenue par la théorie des carac-
teres. Par la suite, on a cherché d’une part a construire explicitement ces représentations, par
voie algébrique ou géométrique (voir par exemple [23, 91, 31]), d’autre part a développer une
combinatoire permettant de manipuler le caractére de ces représentations (voir par exemple
[46, 34, 66, 30]). Il était deés lors naturel de chercher a construire des bases des représentations
qui refletent cette combinatoire.

Précisons les choses a 1'aide de quelques notations. Appelons notre groupe G et notons g
I’algebre de Lie de G. Choisissons une décomposition triangulaire g =n~@hen* et un épinglage
(ei,h;,fi) de g. Chaque sous-espace vectoriel (e;,h;,f;) est une sous-algébre de Lie isomorphe
a sla(0), et il est naturel de s’'intéresser a l'opération de restriction de g a cette sous-algebre.

Ainsi, une représentation M de G étant donnée, Gelfand et Zelevinsky étudient dans [48]
la question de I'existence et de I'unicité d’une base de M formée de vecteurs de poids et compa-
tible avec les noyaux des puissances des endomorphismes par lesquels e; et f; agissent sur M.
Une telle base est aujourd’hui dite bonne. Gelfand et Zelevinsky justifient leur recherche en
expliquant que quand on dispose d’'une bonne base d'une représentation M, il est facile de
calculer les multiplicités des représentations irréductibles dans les produits tensoriels de la
forme M ® N.

En g’appuyant sur [29], Gelfand et Zelevinsky démontrent I'existence d'une bonne base
dans chaque représentation irréductible de G = GL,(C). Dans le cas n = 3, ils montrent en
outre I'unicité et écrivent des formules explicites pour les vecteurs de base. Dans [85], Retakh
et Zelevinsky étendent ces résultats au cas du groupe Sp,(C), au prix d'une condition supplé-
mentaire de cohérence entre les bases des différentes représentations irréductibles du groupe.
L'année d’apres, le théoreme d’existence est étendu aux autres groupes par Mathieu [79], par
un argument utilisant le morphisme de Frobenius en caractéristique p.



1.2 La base canonique ou base cristalline globale

Les carquois étaient un outil originellement destiné a faciliter 'étude des représentations
indécomposables d’'une algebre. Mais en prouvant que les représentations indécomposables
d’'un carquois de Dynkin sont en bijection avec les racines positives du systéme de racines
correspondant, Gabriel [36] introduit ces objets dans la théorie de Lie. Continuant dans cette
direction, Ringel montre comment reconstruire 'algébre de Lie n* a partir de la catégorie des
représentations du carquois, par une construction qu’il appelle algebre de Hall [86]. Il observe
que cette méthode conduit naturellement au groupe quantique U, (n"), introduit quelques an-
nées plus t6t par Drinfeld et Jimbo.

Utilisant I'analogie avec la construction des bases de Kazhdan-Lusztig dans les algebres
de Hecke et la théorie des faisceaux caracteres, Lusztig traduit la construction de Ringel sous
une forme géométrique [71]. Sous sa forme définitive [76], la construction de Lusztig consiste
a catégorifier I'algebre U,(n*), en construisant un isomorphisme entre chaque sous-espace de
poids de Uy(n*) et un groupe de Grothendieck d’une catégorie de faisceaux. Les classes des
faisceaux pervers simples fournissent alors une base de U,(n"). Aprés spécialisation & g =1,
on obtient une base B de U(n"), que Lusztig appelle base canonique. Cette base jouit de pro-
priétés favorables, qui permettent de montrer qu’étant donnés un représentation rationnelle
irréductible M de G et un vecteur de plus bas poids m € M, si 'on note a I’application x — xm
de U(n*) dans M, alors a(B) \ {0} est la base duale d’une bonne base de M*.

De son c6té, inspiré par des travaux de physiciens théoriciens, Kashiwara étudie les repré-
sentations du groupe quantique U,(g) a la limite g = 0. Dans [58], il prouve que quand G est
un groupe classique, il est possible de construire, dans chaque représentation de dimension
finie de U,(g), une base dans laquelle l'action des éléments e; et f; se simplifie grandement
a la limite ¢ = 0. Dans [59, 60], il reléve ces bases a ¢ = 0 en de vraies bases des représen-
tations, inroduisant ainsi une base de U,(n*) qu’il appelle la base cristalline globale. En fait,
cette base coincide avec la base canonique B de Lusztig, ainsi qu’il a été montré par Grojnowski
et Lusztig [50].

La construction de Lusztig et celle de Kashiwara présentent 'une et 'autre leurs avan-
tages : la premieére conduit a des résultats de positivité quand G est simplement lacé ; l1a se-
conde permet de traiter le cas non-simplement lacé sans complication supplémentaire et met
en évidence une structure combinatoire, appelée cristal [63].

1.3 La base semi-canonique

Dans sa construction de la base cristalline globale, Lusztig utilise des faisceaux pervers.
Pour étudier les variétés caractéristiques de ces faisceaux, Lusztig est amené a définir des va-
riétés, appelées depuis variétés nilpotentes de Lusztig, et qui sont en fait les variétés des repré-
sentations d'une algébre préprojective. Lusztig explique que les sous-espaces de poids de U(n*)
peuvent étre réalisés en termes de fonctions constructibles sur ces variétés nilpotentes, ce qui
lui permet de définir une nouvelle base de U(n"), qu’il appelle la base semi-canonique [75, 78].
Cette base jouit des mémes propriétés que la base canonique, mais en est différente [40]. Elle
n’est définie qu’en type simplement lacé.

1.4 Présentation des travaux

Dans ce mémoire, nous présentons quatre travaux.



Le premier, inédit, concerne ’équivalence de Satake géométrique. Cette équivalence permet
de réaliser la représentation L(A) de plus haut poids A de G comme I'’homologie d’intersection
d’une certaine variété de Schubert ¥r, dans la grassmannienne affine 4r(G") du dual de
Langlands de G [49]. Dans ce cadre, Mirkovié et Vilonen définissent des cycles algébriques dans
@r) et montrent que leurs classes fondamentales forment une base de IH (?f_m) On obtient
ainsi une base de L(A). Faisant varier A dans le céne des poids entiers dominants, on obtient
une base de U(n*), qui jouit de propriétés semblables a celles des bases canonique et semi-
canonique. La preuve de ce dernier fait repose sur un calcul de multiplicité d’intersection de
cycles algébriques, rendu possible grace a une paramétrisation obtenue dans [7].

Le second résultat part de I'observation que toutes ces bases (base canonique, base semi-
canonique, base des cycles MV) obéissent & une méme combinatoire, a savoir celle du cristal de
Kashiwara B(oco) [63]. Ainsi, a chaque b € B(oco) correspond un cycle de Mirkovié et Vilonen Z;
et une composante irréductible A d’une variété nilpotente de Lusztig. Maintenant, & chaque
élément b € B(oco), Kamnitzer associe un polytope Pol(d), qu’il appelle polytope de Mirkovié-
Vilonen [57]. Kamnitzer montre en outre que Pol(b) est 'image de Z; par 'application moment.
Notre résultat, obtenu en collaboration avec Kamnitzer [8], exprime Pol(d) en termes de Ap.
Un prolongement de ce résultat, obtenu avec Kamnitzer et Tingley [9], généralise ce résultat
au cas ou g est une algebre de Kac-Moody affine symétrique.

Le troisiéme résultat concerne la base semi-canonique de U(n") : nous expliquons qu’elle
est compatible avec 'action du groupe de Weyl, la ou cela est possible [4]. Notons que le ré-
sultat analogue pour la base canonique est connu [88, 77]. A ce résultat de compatibilité, nous
joignons un théoréme de comparaison entre les bases canonique et semi-canonique : la matrice
de passage entre ces deux bases est unitriangulaire inférieure pour 'ordre donné par I'inclusion
des polytopes MV [5].

Le quatriéme travail concerne la base canonique : nous étudions sa compatibilité avec 'ac-
tion du Frobenius quantique. Notre résultat est ici négatif : il n’y a pas compatibilité, un contre-
exemple apparaissant a la frontiére du domaine amassé de B(oco). C’est en fait le méme contre-
exemple que celui apparaissant dans [65], section 7, et dans [68]. Les calculs nécessaires a
I’établissement de ce contre-exemple sont plutét lourds [5].

2 Bases de type canonique et cristal B(oco)

Cette partie, qui ne contient pas de résultat personnel non-banal, introduit une notion de
«base de type canonique », qui nous permet de mettre les bases mentionnées dans I'introduction
sous un méme toit : les bases canonique et semi-canonique de Lusztig ainsi que la base des
cycles MV évoquée au paragraphe 1.4 sont toutes trois de type canonique. Au reste, pour éviter
tout risque de confusion, nous désignerons désormais la base canonique de Lusztig sous le
vocable de base cristalline globale.

2.1 Notations générales

Soit G un groupe algébrique complexe semi-simple connexe, soit B un sous-groupe de Borel
de G et soit T un tore maximal de B.

Soit g et h les algeébres de Lie de G et T'. Les endomorphismes ad(k) de g, pour A € b, sont
simultanément diagonalisables : notant

g* = (M ker(ad(h) — A(h)id)
heh



le sous-espace propre simultané défini par un élément A € h*, on a alors

g=g"e P "
a€R

ou R ={a #0| g% # 0}. Lensemble R < h*, appelé systeme de racines de g, caractérise g a
isomorphisme pres. De plus, g° = b.

Un systéme de racines simples est une base {a; | i € I} de h* formée d’éléments de R, dans
laquelle les coordonnées de chaque élément de R sont des entiers soit tous positifs, soit tous
négatifs. Un systéme de racines simples détermine donc une partition R = R*UR™ de R et une
décomposition triangulaire g=n"@haen* de g, ol n* = Pycp: g% La donnée du sous-groupe
de Borel B est équivalente a celle d’'un systéme de racines simples : le lien est donné par la
condition que l'algébre de Lie de B soit b=hen™.

Dans ce contexte, un épinglage de g est la donnée d'une famille de triplets (e;,h;, f;) tels
que

e;€g”, hieh, fieg ™, [hi,e]l=2e;, [h;fil=-2f;, lei,fil=h;.

Pour chaque i, on dispose alors d'un homomorphisme d’algébres de Lie

01 1 0 00
(O O)Hei, (0 _1)'—>hi, (1 O)Hfi

de slo(C) dans g. L'élément s; = exp(e;)exp(—f;)exp(e;) normalise T. Lautomorphisme s; =
Ad(s;) de h est la réflexion hyperplane relativement a la décomposition h = (kera;) ® Ch;. Le
sous-groupe W < GL(h) engendré par les s;, appelé groupe de Weyl, laisse stable R ; on peut
montrer qu’il agit transitivement sur 'ensemble des systémes de racines simples.

Pour rendre les choses plus symétriques, on écrit souvent a a la place de &;. La matrice
de Cartan est la matrice a coefficients entiers A =(a; ;), o a; ; = (@), a;).

On note X = Hom(T,C*) le réseau des caractéres de T ; par différentiation, X peut étre vu
comme un réseau de h*. On note @ le sous-groupe et @ le sous-monoide de h* engendrés par
les racines simples «; ; ainsi @+ <@ < X. Enfin, on note X, = {1 e X | Viel, (az’,/l) > 0}
I’ensemble des poids dominants.

Partant de la matrice de Cartan A, on considére la C-algébre associative f engendrée par
des symboles 6;, pour i € I, soumis aux relations

P d
Y 1Ptet (1)
p+q=1-a;; p: q:

pour tous I # j dans I. Cette algebre est graduée par le semi-groupe @, le générateur 9;
étant de degré a;. Nous écrirons f= D, g, fy; les éléments de f, sont dits éléments de poids v.
Lalgebre f vient avec un anti-automorphisme o, qui fixe tous les générateurs 8;. Pour (i,n) €
I xN, il est habituel d’introduire la puissance divisée 02”) = 0?/11!.

L'intérét de I'algebre f provient du résultat suivant, dii a Serre : les applications 6; — e; et
0; — f; se prolongent en des isomorphismes d’algébres x — x* et x — x~ de f sur les algébres
enveloppantes U(n") et U(n™), respectivement.

Enfin, nous noterons N le sous-groupe connexe de G d’algébre de Lie n'; c’est le radical
unipotent du groupe B. L'algebre C[N] des fonctions régulieres sur N s’identifie naturellement
au dual gradué de U(n"), donc s’identifie au dual gradué de f.



2.2 Base de type canonique

Une base B de f est dite de type canonique si elle vérifie les axiomes suivants.
(C1) Les éléments de B sont des vecteurs de poids.
(C2) 1eB.
(C3) Chaque idéal a droite Bf f est un sous-espace de coordonnées pour la base B.

Cette condition signifie que le sous-espace vectoriel Hf f est engendré par une partie de B. Elle
implique que B induit une base dans chaque quotient Bf f/Bf 1.
(C4) Dans les bases induites par B, la multiplication a gauche par ng ) de £/6,f sur Hf f/Hf7 tlg

est donnée par une matrice de permutation.
(C5) B est stable par o.

La base cristalline globale et la base semi-canonique sont toutes deux des bases de type
canonique. Pour la premieére, c’est conséquence des théoremes 14.3.2 et 14.4.3 de [76] ou du
théoreme 7 de [60], de la proposition 5.3.1 de [61] et du théoreme 2.1.1 de [62]. Pour la seconde,
c’est conséquence du lemme 2.5 et des théoremes 3.1 et 3.8 de [78],

2.3 Le cristal B(oco)

Lialgebre f possede donc plusieurs bases de type canonique. Il est naturel d’étudier comment
elles se comparent. Dans ce paragraphe, nous expliquons que toutes ces bases peuvent étre
indexées de fagon naturelle par un méme ensemble, a savoir le cristal B(oco) de Kashiwara,
et qu’il est possible de munir cet ensemble d’'une relation d’ordre de sorte que la matrice de
passsage entre deux bases de type canonique soit toujours unitriangulaire inférieure.

Un cristal au sens de Kashiwara [63] est un ensemble B muni d’applications

wt:B—X, ¢€;,9;i:B—7 et é;f;:B—Buio}

pour chaque i € I. Ici, 0 est un élément fantéme ajouté a B de facon que é; et f; soient partout
définies. On demande que (a;’,wt(b)) = ¢;(b) — £;(b) pour chaque b € B. Les opérateurs é; et f;
sont des bijections partielles réciproques 'une de 'autre : b’ = é;b" si et seulement si f;6' = b".
Quand b’ et b” sont ainsi reliés, on demande aussi que

wt(d) =wt(d") +a;, €i(0)=¢€;(0")-1 et @i(b")=¢;(d")+1.

Un isomorphisme entre deux cristaux est une bijection entre les ensembles qui commute aux
applications de structure wt, €;, @;, €; et fi.

Une base de type canonique B est automatiquement munie d’une structure de cristal, de la
fagon suivante. L'application wt envoie un élément b € B sur son poids. Soient i € I et b € B. On
définit ¢;(b) comme étant le plus grand p e Ntel que b € Hf’fet on pose £;(b) = ¢;(b)—(a,wt(b)).
On établit les bijections é; et f; de sorte que pour avoir b’ = &;b”, il faut et il suffit qu’il existe
beBet p=1tels que

9i(®)=0, 0Pb=b" (modo”'f), 6P Vb=b" (mod6’f);

(on a alors p = @(b") = (b")+1).
Un résultat de Berenstein et Kazhdan [15] affirme que les cristaux des bases de type ca-
nonique de f peuvent étre identifiés. Plus précisément, si B’ et B” sont deux bases de type



canonique de f, alors il existe un unique isomorphisme de cristaux B’ =B" ; de plus, cet isomor-
phisme commute a 'involution o ([5], section 2.4).

On note B(co) le cristal abstrait sous-jacent a toutes les bases de type canonique de f. Il est
muni d’'une involution ¢ et peut servir d’ensemble d’indexation commun a toutes les bases de
type canonique de f.

Considérons a présent la construction suivante. Etant donnés (b’,5") et (¢, ¢"") dans B(co0)?,
on écrit (b',6") = (¢’,c") si 'une des conditions suivantes est satisfaite :

— Il existe i € I tel que @;(b') = @;(b") et (¢',c")=(é;b',&;b").

— Nl existe i € I tel que ¢;(b') = ;(b") >0 et (¢/,c") = (f;b', f;b").

- (c',c¢") =(a(d),a(d")).

Etant donnés (b’,0") € B(co)?, on écrit b’ < b” si b’ et b” ont méme poids et si, pour chaque suite
finie de mouvements élémentaires

(0,b") = (bl), b)) = (b, b)) m -+ = (b, b)),

on a ¢;(b)) < ¢;(b)) pour chaque i € I.
On a alors ([5], proposition 2.6) :

Proposition 1 La relation < est un ordre sur B(oco). La matrice de passage entre deux bases de
type canonique de f est unitriangulaire inférieure quand B(oco) est muni de lordre <.

Cette proposition est pour I'essentiel une réinterprétation de la démonstration du théoreme de
Berenstein et Kazhdan utilisé dans le paragraphe précédent. Il suffit en fait d’observer que la
matrice de passage M = (my p») entre deux bases de type canonique de f vérifie nécessairement

(b",6"M = (c,¢") = mp pr=me e et mp pr 20 = (VYiel, p;(b") < i(b").

2.4 Application aux représentations

Toute représentation rationnelle M de G est somme directe de ses sous-espaces de poids
M,={meM | VteT, tm = u(t)m}, pour pe X. Si M est irréductible, alors elle est de plus haut
poids : il existe 1 € X, tel que chaque vecteur non-nul m € M) engendre M en tant que U(n")-
module. Fixant un tel m, on peut contempler 'application linéaire a : x — x™m devf dans M :
elle est surjective et son noyau est 'idéal a gauche engendré par les éléments 9i1+<% ’M.

Soit maintenant B une base de type canonique de f. Les propriétés (C3) et (C5) entrainent
que kera est un sous-espace de coordonnées pour B, de sorte que a(B) \ {0} est une base de M.
Les éléments de cette base sont les a(b), avec b € B tel que ¢;(a(b)) < (a;’,/l) pour tout i € 1.

La propriété (C1) implique évidemment que les sous-espaces de poids de M sont des sous-
espaces de coordonnées pour cette base, ce qui conduit immédiatement a la formule

dim M, = Card{b € B(co) | wt(b) =A—p et Vi€ I, ¢;(c(b)) < (a), 1)}.

Notons (e;)ur et (fi)u les endomorphismes de M par lesquels e; et f; agissent. En utilisant
la propriété (C3), on voit sans peine que pour tout p € N, le sous-espace im(fi)ﬁ’l est engendré
par les a(b), ou b € B vérifie ¢;(b) = p. La théorie des représentations de s(2(C) montre alors que
le sous-espace im(ei)fw est engendré par les a(b), ou b € B est tel que ¢;(b)+ (a}’,/l —-wt(b)) = p.
Il s’ensuit que la base duale de a(B) \ {0} est une bonne base de M*, au sens de Gelfand et
Zelevinsky (paragraphe 1.1).



Enfin, on remarque que la démonstration par Kashiwara ([62], section 3.2) de la compati-
bilité des sous-modules de Demazure de M avec la base cristalline globale n’utilise en fait que
les axiomes (C1)—(C5), et s’étend par conséquent sans changement aux autres bases de type
canonique.

2.5 Bases en cordes et algebres amassées

Plusieurs bases B de f satisfont aux conditions (C1)—(C5). Dans [18], Berenstein et Zele-
vinsky proposent une notion plus contraignante de base en cordes qui, espérent les auteurs,
pourrait s’accompagner d’un résultat d'unicité. Les contraintes supplémentaires consistent a
demander la compatibilité avec la déformation quantique Uy(n*) ainsi que des propriétés de
positivité satisfaites par la base cristalline globale.

Le plus intéressant dans ce travail est toutefois 'idée d’exploiter la structure multiplicative
de l'algebre C[N]. De fait, ’article [18] est le précurseur de la théorie des algebres amassées ; on
y trouve notamment la liste des variables d’amas et des relations d’échange de I'algebre C[NV]
pour le cas G = SL4(C).

Soit M une représentation fondamentale de G, c’est-a-dire une représentation rationnelle
irréductible dont le plus haut poids est un poids fondamental. La transposée de ’application
a :f— M du paragraphe précédent est un plongement M* — C[N]. Les images des vecteurs
extrémaux de M* dans ce plongement sont appelés mineurs drapeaux dans [19]. Ces mineurs
drapeaux appartiennent aux bases duales de toutes les bases de type canonique de f.

Dans la structure d’algébre amassée de C[N], les variables d’amas des graines standards
sont des mineurs drapeaux ([17], section 2 et [42], section 4). Cela encourage a étudier si la
base duale d’une base de type canonique donnée de f est compatible avec la structure d’algébre
amassée de C[N].

Dans le cas de la base semi-canonique, la compatibilité est compléte, comme 1'ont mon-
tré Geil}, Leclerc et Schroer : les mondomes d’amas appartiennent a la base semi-canonique
duale [41] et les relations d’échange proviennent d’extensions entre représentations de I’al-
gebre préprojective [43]. Dans le cas de la base canonique, on dispose de résultats partiels de
compatibilité, voir par exemple [83, 28, 51].

3 Equivalence de Satake géométrique et bases de type cano-
nique

Dans la section 2.2, nous avons expliqué que deux procédés généraux de construction de
bases de type canonique étaient connus : la base cristalline globale et la base semi-canonique.
Le but de cette partie est de montrer que les travaux de Mirkovic¢ et Vilonen [80] sur I'équiva-
lence de Satake géométrique conduisent également a une base de type canonique.

3.1 Rappels sur I'équivalence de Satake géométrique

Soit TV = X ®7 C* le tore dual de T. Le groupe des caractéres de TV est un réseau X"
de I'espace vectoriel fj, canoniquement isomorphe au dual de X, et qui contient le systéme de
racines inverses RV. Soit GV le dual de Langlands de G : c’est le groupe réductif construit a
partir du tore TV et du systéme de racines RV.



Soit &' = C[[#]] ’'anneau des séries formelles et soit .# = C((¢)) le corps des séries de Laurent,
autrement dit, le corps des fractions de &. Pour tout groupe algébrique complexe M, on peut re-
garder ’ensemble homogéne ¥r(M) = M(¢)/M(0O), appelé grassmannienne affine de M. Si M
est semi-simple, ¥r(M) est muni d’'une structure de ind-schéma ([67], appendice C).

Soit Perv(4¢r(GV)) la catégorie des faisceaux pervers GV(&0)-équivariants 4 support com-
pact et a coefficients dans C. Cette catégorie abélienne peut étre munie d’'une structure de
catégorie tensorielle rigide, et le foncteur hypercohomologie est exact, fideéle et tensoriel. La
catégorie Perv(4r(GV)) est donc équivalente a la catégorie des représentations d'un groupe
pro-algébrique, dont on montre qu’il est isomorphe a G (travaux de Beilinson et Drinfeld, Ginz-
burg, Mirkovié et Vilonen [13, 49, 80]).

Chaque A € X peut étre vu comme un cocaractére (sous-groupe a un parameétre multiplica-
tif) a — A®a de T". Evaluant ce cocaractére sur ¢, on obtient un point de TV (%), qui est géné-
ralement noté t*. Ces éléments t* peuvent étre vus comme des points dans la grassmannienne
affine ¥r(G"); en fait, ce sont exactement les points fixes pour I'action de T"V(C) sur ¥r(GV).

Pour A € X, notons ¥r, la GV(0)-orbite de t* dans 4r(GV). La décomposition de Cartan
dans GV(¥) affirme que l’application A — ¥r, est une bijection de X, sur 'ensemble des
GV (0)-orbite dans ¥r". Les objets simples de Perv(4r(G")) sont donc les faisceaux de coho-
mologie d’intersection .%; = IC(%_r;L, 1), prolongements minimaux du systéme local trivial sur
Pouvert lisse simplement connexe ¢r,. Dans ’équivalence de Satake géométrique, ce faisceau
est envoyé sur le G-module simple de plus haut poids A, que nous notons L(A).

3.2 Enoncé du résultat

Le groupe GV arrive avec le tore maximal TV et avec un sous-groupe de Borel, correspon-
dant au choix RY ={a" | a € R} des racines positives. Soit NV le radical unipotent du sous-
groupe de Borel opposé. Pour p € X, notons T, la N7V (¢ )-orbite de t* dans 4r(G"). Notons
p:h* — C la forme linéaire telle que p(a;) =1 pour chaque i € I.

Dans leur travail sur I'équivalence de Satake géométrique [80], Mirkovié et Vilonen mon-
trent que pour A € X, et yu € X, l'intersection ¥r, nT_# est une partie localement fermée de
4r(GV) équidimensionelle de dimension p(A — u). Ils déduisent de ce résultat que pour tout
k € Z et tout o7 € Perv(9r(G")), application naturelle

@ H:(4rGY), o)~ H (4rG"),) (2)
eX #
2p,é,u):k

(de 1a cohomologie a support dans la cohomologie ordinaire) est un isomorphisme.
Mirkovi¢ et Vilonen montrent également que pour A1 € X, et u€ X, le groupe de cohomo-
logie Hil(“ ) (9r(GY),.7)) s'identifie au groupe d’homologie de Borel-Moore de dimension maxi-
i

male Hap(r—p) (“r, mT_ﬂ) a coefficients dans C. Les classes fondamentales des composantes irré-

ductibles de ¥r; mT_” peuvent ainsi étre vues dans Hii(“ ) (9r(GY),.7)) ; elles forment une base
"
de cet espace.

Notons Z°(1), 'ensemble de ces composantes irréductibles et posons Z°(1) = Luex Z(A)..
Notant [Z] la classe fondamentale d’'une composante irréductible Z, nous voyons alors a l'aide
de (2) que {[Z] | Z € Z (1)} est une base de H(¥r(GV),.#)). Composant avec 'équivalence de
Satake géométrique, nous obtenons une base de L(A) indexée par Z(A), appelée base des
cycles MV.



L'ensemble Z(1) peut étre muni d’une structure de cristal. Deux voies sont possibles pour
définir cette structure : une construction due a Braverman et Gaitsgory [25], et une construc-
tion, basée sur le modele des chemins, due a Gaussent et Littelmann [38]. (Il est connu que les
deux constructions ménent & la méme structure de cristal, voir [7], théoréme 25.)

Le but de cette partie est de prouver le résultat suivant, qui décrit ’'action des générateurs
de Chevalley e; et f; sur les éléments de la base des cycles MV.

Théoréme 2 Soit Z € Z (1) un cycle MV. Alors

eilZ1-ei(2)Ne;Z1e )y QIY], filZl-¢i2IfiZle ) QY]
YeZ(1) YeZ(A)
ei(Y)<ei(Z2)-1 9i(Y)<¢i(Z2)-1

Ce théoreme montre que la base des cycles MV est parfaite, au sens de Berenstein et Kazh-
dan [15]. Nous esquissons sa preuve dans les paragraphes 3.3 a 3.6.

On peut montrer que les bases des cycles MV des G-modules L(A) se recollent en une base
de l'algebre C[N] via les plongements L(A) — C[N]. Par passage au dual, on obtient une base
de type canonique de f.

Signalons enfin qu'une conjecture due a Anderson [1] propose une procédure géométrique,
inspirée du produit de fusion de Beilinson et Drinfeld ([80], section 5), pour déterminer les
constantes de structure de la multiplication de C[N] dans cette base. La conjecture est prouvée
en type A par Anderson et Kogan [3]. D’aprés Kamnitzer, le cas général de la conjecture peut
étre établi par des méthodes semblables a celles utilisées pour démontrer le théoreme 2.

3.3 Plongements projectifs

Pour éviter quelques détails techniques pénibles dont le traitement requiert 'article [26],
nous nous bornerons a considérer le cas ou G est simple de type adjoint. Une étape préli-
minaire a la preuve du théoréeme 2 est de comprendre comment plonger la grassmannienne
affine ¥r(G") dans un espace projectif.

Soit EV I’algebre de Kac-Moody affine obtenue a partir de I’'algebre de Lie gV de GV. Le dual
de sa sous-algébre de Cartan s’écrit [)/V* =he C6"Y @ CAg, avec les notations habituelles ([55],
§6.2).

Pour chaque entier ¢ = 1, notons V, la représentation intégrable de plus haut poids ¢Ag
de QW Cette représentation s’intégre & une extension centrale E /(G (%)) de GY(.¥") par C*
([37], définition 7.1 et section 12). Le cocycle définissant ’extension fait intervenir le symbole
modéré ([37], théoréme 12.24), qui est trivial sur &. La restriction de 'extension & GV(0) est
donc scindée. Cela nous donne un diagramme

GY(0)

S

1— = C — S EJ GY(A) -2 GV(H) — 1.

Soit v, le vecteur de plus haut poids de V,. Lapplication g — gv, de E/(G" (%)) dans V,
induit un plongement v, de la grassmannienne affine ¥r(G") dans l’espace projectif P(V,). Ce
plongement est un morphisme de ind-variétés ([67], appendice C).

Nous désignerons par £ le fibré en droites y, 0(1). Lapplication £ — £} se prolonge en
un isomorphisme de Z sur le groupe de Picard de 4r(G") ([89], section 2.7 et [67], proposi-
tion C.12).
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Faisons agir C* sur % par rotation des boucles, en posant a-f(¢) = f(at) pour (a,f) e C* x 7 .
Par fonctorialité, C* agit sur GV(¥") et sur V,. Comme cette action laisse invariant le symbole
modéré, C* agit aussi sur 'extension E (G (%")). Le produit semi-direct GV =E(GV(#))xC*
agit donc sur ¥r(GV) et sur Vy, et le plongement v, est équivariant pour ces actions.

Le groupe GV contient le tore TV = i(C*) x s(T"V(C)) x C*. Le groupe des caracteres de ce tore
s’identifie au réseau ZAgo X"V @ 76" de h/\\’* Soit @ : X — Z la forme quadratique W-invariante
valant 1 sur les racines courtes, soit B : X x X — Z la forme polaire de @, et soit 1: X — XV
I’application A — B(A,?). La W-invariance de @ entraine que «(«;) = Q(ai)az’. Pour A € X, posons
7(A) = Ao —1A) - Q(A)6Y.

Proposition 3 Soit A € X. Limage par le plongement v, du point t* € 9r(G") est une droite
de Vy incluse dans le sous-espace de poids ¢m(A).

Preuve. Le plus simple ici est d’invoquer [55], formule (6.5.4). Pour une justification compléte,
il est toutefois nécessaire de calculer dans le groupe GV. La partie Ay —1(A) du poids, qui dé-
crit action des deux premiers facteurs i(C*) x s(TV(C)) du tore v , est justifiée dans [80],
formule (3.2). Le dernier terme —Q(1)6", qui décrit 'action par rotation des lacets, repose sur
le calcul du cocycle définissant ’extension centrale E (G (%)) ([37], théoréme 12.24). O

3.4 Actionde G

La clé de la preuve du théoréeme 2 figure dans des articles de Ginzburg et de Vasserot
[49, 90]; elle nous a été expliquée par Mirkovic.

Choisir une équivalence de catégories entre Perv(4r(GV)) et la catégorie des représenta-
tions de G, c’est choisir un isomorphisme ® de G sur le groupe G des automorphismes du fonc-
teur fibre H(¥r(GV),?). Il nous faut fixer ® pour pouvoir dire comment G agit sur les espaces
vectoriels H(@r(G"), ).

Notons g 'algebre de Lie de G. Dans le travail de Mirkovié et Vilonen, 'action du tore T
sur H(%r(GV),«/) est décrite par la décomposition (2) en somme directe de sous-espaces de
poids. Ceci définit un isomorphisme de 7' sur un tore maximal T de G. On obtient alors un
isomorphisme de §) sur algebre de Lie h de T, dont la transposée envoie le systéme de racines
de g sur R ([80], (7.6)). Notons i = 2p I’élément de § tel que a;(h) =2 pour tout i € I et h 'image
de h dans b.

Considérons maintenant un fibré .Z sur ¥r(G"). La premiére classe de Chern c1(.¥) agit
par cup-produit sur H(¥r(G"), <), définissant un élément e de l'algebre de Lie g de G.
Comme h agit sur H*(4r(GV), </) par multiplication par &, nous avons (h,e ] =2e 4. Dans
la décomposition 3

g=he D"

acR

de g relativement a la sous-algébre de Cartan E, ey s’écrit donc Y ;cre i, avecey; € g%,

Si en outre .Z est trés ample, alors le théoréme de Lefschetz difficile fournit, pour chaque
o/ € Perv(4r(G")), un endomorphisme ?‘g,d de H¥Yr(GY), ) tel que (Ej,z,?g,d) est un sly-
triplet. Cet endomorphisme 7 .7 ©st unique, donc naturel en </ ([24], chapitre VIII, §11,
lemme 1); il provient donc d’'un élément f o de g. Ainsi, il existe un slg-triplet (E(g,ﬁ,? )
dans g. Ceci implique que tous les e »; sont non-nuls ([24], chapitre VIII, §11, proposition 8).

Observant que l'application . — e ; est un homomorphisme du groupe de Picard de
4r(GV) dans g%, on définit e; de facon que ey, i =¢Q(a;)e; pour chaque ¢ € Z; ainsi e; est un
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élément non-nul de g% . L'isomorphisme ® : G — G désiré s'obtient alors en intégrant 'unique
isomorphisme de g sur g qui prolonge l'identification ) = h définie plus haut et qui envoie e;
sur e;.

3.5 Section hyperplane

Dans ce paragraphe, nous abrégeons 4r(GV) en ¥r.

Faisons ¢ = 1 dans les constructions du paragraphe 3.3, et simplifions les notations Vi, v
et L1enV,y et Z, respectivement. Regardant 4 r comme la section nulle dans ’espace total L
du fibré .Z, nous pouvons considérer la classe de Thom 7 € H, ér(L).

Soit p € X. Soit f une forme linéaire sur V nulle sur les sous-espaces de poids différents
de (i) et non-nulle sur la droite w(¢"); soit D ’hyperplan de P(V) d’équation f. D’apres [80],
proposition 3.1,

T~ U Tv et DAT,=Tp\T,=UTa
VEU+Q . el

Regardant f comme une application continue de ¢r dans L telle que f(4r\D)< L\ %r, nous
pouvons former f*71 € H%(% r). Avec ces notations, chaque faisceau pervers &/ sur 4r donne
lieu & un diagramme

HT—#(gr,%) — H(9r, o)

uf*rl uf*rl Nf)

Hp, 797, o) —— Hp(Ir, /) — H(Gr, ),

qui commute d’apres [53], 11.10.2 et 11.10.4.

Posons k£ =2p(u). Soit A € X, . La dimension de ¥r, est d = 2p(1). Notons j: ¥r) — 54_7',1
I'inclusion ; alors j*.#, est le systéme local trivial C, décalé de d. On peut alors former le dia-
gramme

HE(Gr, 53) —— HE (@, j.J 7)) == HE, | (@r).0) R Hyh(Tn%ra)
W M rA
uftT Uf*rl uf*tly,, 0F i,
A2 (Gr, 9) — Ho2 (G, ) = HE2E (@) OOy (DT, %),
DnT“ﬂ%m

ou les deux fleches horizontales de droite sont données par la dualité d’Alexander sur la va-
riété lisse orientée ¥r,. Ce diagramme commute, par fonctorialité pour le premier carré, par
changement de base pour le second, et grace a [563], IX.3.4 pour le troisieme.

Soit Z € Z°(1), une composante irréductible de T_,ngm. Sa classe fondamentale [Z] €
Hy (T_um @r)) est un élément de la base des cycles MV de L(1) = H(¥r,.#)). D’aprés les dia-
grammes qui précédent, le résultat de 'action de 1’élément e & sur [Z] est égal a [Z]In f *T| 7
Grace a [53], théoreme 4.7, on peut d’ailleurs réécrire cette expression comme le produit d’in-
tersection [Z]-[D], vu que f*7 est la classe de Thom de D dans ¥r.
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3.6 Fin de la preuve

Conservons les notations du paragraphe précédent. Lintersection D ﬁT_uﬁ “r) est équi-
dimensionnelle de dimension p(A — ) — 1, et ses composantes irréductibles sont les cycles MV
appartenant a Ujer Z(A)y1q,. Les classes fondamentales de ces cycles MV forment la base de

lespace Hy_1—9 (D nT_un 9 r,l) dans laquelle nous devons évaluer les coordonnées du produit
[Z]-[D].

Proposition 4 Soit (A,u,i)€ X, x X x1I. Soient Z€ Z (M) etY € Z(Mysa;- SiY =¢é,Z, alors
YcZete(Y)=¢i(Z)-1.8iY<ZetY #¢é;Z, alors ;,(Y) < ¢;(Z)- 1.

Preuve. Pour une partie irréductible R de dimension finie de ¥r, notons y_(R) le plus grand
poids v € X (pour Lordre défini par le cone @) tel que R = T',. Pour chaque i € I, choisissons un
relévement §; de la réflexion simple s; au normalisateur du tore TV dans GV. Par définition de
la structure de cristal sur I'ensemble des cycles MV, nous avons

ei(Z)a; =sip-($;2)—pu,
egY)a; =s;u_(8;Y)-(u+a;),

d’ou

u_(8;Y)=p_(8;2)+(e(Z) - £;(Y) - Da;.
Ainsi, €;(Z) =z €;(Y)+1 des que u_(s;Y) = u_(s;Z2) €@+, donc dés que Y < Z. Le résultat désiré
provient alors de [7], proposition 12. O

Lintersection [Z]-[D] est un élément de Hd_k_g(Z mD), ou Z nD désigne l'intersection
ensembliste. La classe fondamentale [Y] d'un cycle MV ne peut apparaitre dans ce produit que
siY € ZnD. Dapres la proposition 4, pour Y de poids u+ «a;, cela nécessite que Y = ¢é;Z ou que
ei(Y)<¢gi(Z)—1. On en déduit que

ezZl-mlé;Zle ) ZIY],
YeZQA)
Ei(Y)<£i(Z)—1

ou m est la multiplicité de [¢;Z] dans le produit d’intersection.
Proposition 5 Avec les notations ci-dessus, m = Q(«;)&;(Z).

Preuve. Invoquant [35], corollaire 19.2, nous pouvons calculer 'intersection au sens de la géo-
métrie algébrique. Ainsi m est la multiplicité de é;Z dans la trace sur Z du diviseur D.

Soit %; le sous-groupe & un parameétre additif de GV correspondant a la racine simple a}’.
Nous I’étendons en un morphisme % — GV. Soit Pi_’V le sous-groupe parabolique de GV conte-
nant N~V et les ¥;(a), pour a € C. Soit Ni_’v le radical unipotent de Pl._’v.

Définissons u— comme dans la preuve de la proposition 4. Soit & = €;(Z), soit Y = é’fZ , soit
E=pu_Y)=pu+ka;,soitr= <§,a;’), soit Z=2Zn%r, Ns;Ts ¢, et soit Y=Yn¥Yr, Ns;Ts,¢. Posons

(1:[1,‘_1]];r = {a_kt_k +a1_kt1_k + ---+a_1t_1 (a_p,a1-p,...,a_1)€ Ck}.
D’apres [7], proposition 4.5 (ii), 'application F : (p,y) — %;(pt")y est un homéomorphisme de

C [t‘l],;r xY sur Z; on peut en fait montrer que c’est un isomorphisme de variétés algébriques.
Le cycle &;Z est un diviseur de Z ; dans 'ouvert Z, son équation est a_; = 0.
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Notre but a présent est d’évaluer f au point w(F(p, y)).

Ecrivons w(t‘t) = Cvy, avec vg de poids 7(¢). Nous pouvons écrire y = gt¢, avec g € Ni_’v(%/).
Utilisant la GV -équivariance de 1, nous voyons que ¥(y) = Cv, o v = gvg. On peut donc écrire
v=vg+--+up, ol le vecteur v; est de poids 7(¢)—f;—q 6", avec Bo = go =0, et avec f; somme
non-vide d’éléments de RV \ {a;’} sij#0.

Développons le produit

k o
v r _ 4 Ny
oo [1[ £ Zexz o

¢=1\n,=0

ot Xovigs5 € év est la dérivée en zéro du sous-groupe additif a — %;(at?) de GV. Pour que le

terme
k
nye i
HXa‘.’+(r—€)6V vj
(=1 ¢

n’annule pas f, il est nécessaire que
k
Y nela) +(r—08Y)+m(E)— B —q;6" =n(p).
£=1
Cette condition se réécrit comme un systéme de deux équations
k

(r—=0mne—qj=k(r-k)Q(a;).
/=1

k
(Z ng) a —kQ(aj)a; —;=0 et
=1
La premiére égalité force j =0, car ; ne peut pas appartenir a a;’ quand j # 0. Il vient alors

k k
Y ne=kQa) et Y (r—0Ong=k(r—k)Qa).
=1 /=1

La positivité des n, implique alors que n; =---=nj_1 =0 et que np = kQ(a;). Bref nous avons

montré que
n

a_
f(&i(pt ) = n_Yk f(XZHr—k)av UO)’

avec n =k Q(a;).
On considére maintenant une autre forme linéaire g sur V, nulle sur les sous-espaces de
poids différents de 7(¢) et non nulle sur la droite w(tf). Alors g ne s’annule pas sur Z, car

g(%i(ptHv) = g(vo) #0.
La fonction rationnelle f/g est donc sans péle sur Z et vaut

n
f (Xaiv+(r—k)6v UO)

n!g(o)

n
a_p

au point F'(p,y). Le second facteur ne dépend pas de (p,y), donc est une constante non-nulle.
On voit ainsi que 'équation locale f/g du diviseur D s’annule le long de é€;Z avec la multiplicité
n=Q(a;)e;(Z), comme annoncé. [

A ce stade, nous avons démontré la premiére des formules promises dans le théoreme 2. La
seconde s’en déduit par des considérations élémentaires sur les représentations de sla(C).
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4 Polytopes de Mirkovié¢-Vilonen

Soit by = @ ®z R la forme réelle du C-espace vectoriel h*. Les hyperplans kera de bgr, pour
a € R, définissent un ensemble de facettes sur hg, appelé éventail de Weyl.

A chaque b € B(oo) correspond un polytope convexe dans by, appelé polytope MV de b et
noté Pol(d), dont ’éventail normal est moins fin que I’éventail de Weyl. De plus, application
b — Pol(b) est injective.

Le polytope Pol(b) peut étre construit de différentes facons : comme I'image par ’application
moment d'un cycle MV (d’ot1 la terminologie polytope MV) [2, 56, 57], ou a partir des données
de Lusztig de b.

Le but de cette partie est d’expliquer que si la matrice de Cartan A est symétrique, alors
Pol(b) peut également étre vu comme le polytope de Harder-Narasimhan d’une représentation
de I'algebre préprojective. Ce résultat donne une légitimité supplémentaire a ces polytopes MV,
et suggere une facon d’étendre la notion de polytope MV au cas des groupes de Kac-Moody
affines symétriques.

4.1 Données de Lusztig

Soit N le nombre de racines positives ; c’est aussi la longueur de ’élément le plus long wq du
systéme de Coxeter (W,(s;);cr). On note 2" I'ensemble de toutes les suites i = (i1,...,in) telles
que wo = S, *--Siy. Chaque élément i € 2" fournit une énumération By, ..., By des éléments
de R™, a savoir f =i, - Si, @i,

Soit v une indéterminée. Soit (d;) une famille d’entiers strictement positifs tels que la ma-
trice (d;a; ;) soit symétrique. Pour n € N et i € I, on pose [n]; = (vdin — p=diny/(pdi — y=di) et
[n];! =[1];---[n];. Soit U,(g) I'algébre enveloppante quantifiée de g; c’est une C(v)-algebre en-
gendrée par des éléments E;, F; et K;, pour i € I ; voir par exemple [20], Section 3.1. On définit
les puissances divisées de E; par Egn) = E?/[n];!. Soit U,(n*) la sous-algebre de U,(g) engen-
drée par les éléments E;, et soit x — x 'automorphisme de la C-algebre U,(n,) tel que v = vt
et E =E;.

Soit T'; 'automorphisme de U,(g) construit par Lusztig et noté Tlf’_l dans [73]. Un élément

i€ 2 étant fixé, on sait que pour n = (n1,...,ny) parcourant NV, les monomes
E(in) = Eg?l) Ti, (E(LZZ)) o Ty oo TiN—l)(E(ir;,N))

forment une base PBW de U,(n,). De plus, pour chaque n € NV il y a un unique élément
invariant sous 'involution x — x de la forme

bim)= ) (RE™,
meNV
avec{p=1let (€ v~ 1Z[v™1] pour m # n. Ces éléments b;(n) forment la base cristalline globale
de U,(n,); elle ne dépend pas du choix de i [71].

Ce que nous avons appelé plus haut (section 2) la base cristalline globale de f est simple-
ment cette base, apres spécialisation a v = 1 et transport sous I'isomorphisme f= U(n, ). La base
cristalline globale de U,(n,) est donc canoniquement indexée par le cristal B(co). Lapplication
n — b;(n) peut ainsi étre regardée comme une bijection de NV sur B(co). La bijection réciproque
est appelée donnée de Lusztig dans la direction i; nous la noterons b — n;(b). Les bijections
affines par morceaux de Lusztig ([75], section 12.6 et [20], théoréeme 5.2 et proposition 7.1)
décrivent comment n;(b) dépend de i.
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Dans [88], section 3.4, Saito explique comment calculer n;(b) en fonction de b a l'aide des
seules opérations de cristal. Pour cela, il introduit des opérations s; sur B(oco), définies par

5i1(b) = & (a(fl=(a (b)),

oub = fimaxb et k& = ¢;(0(b")); nous appellerons ces opérations les réflexions cristallines. Pour
i=(i1,...,in) dans 2 et b € B(co), les composantes n1, ..., ny de nj(b) sont alors données par

ng :(Pik(sik_l"'sil(b))- 3)

Ceci étant rappelé, fixons b € B(co). Prenons i € 2 et posons (n1,...,ny) = niy(b) et B =
Si, " "8, , @i,. A premiere vue, le poids

k
wt(b) — Z nPi
=1

dépend de i et de k. A T'aide des bijections affines par morceaux de Lusztig, on peut cependant
montrer qu’il ne dépend que de w =s;,---s;,, de sorte qu’on peut légitimement le noter 1,,(b).
On définit alors Pol(b) comme étant 'enveloppe convexe des poids p,, (), pour w parcourant W.

Dans [57], Kamnitzer montre que chaque poids y,,(b) est un sommet de Pol(d) et que le
cone normal a Pol(b) au point p,,(b) est wCy, ou

Co={0ehr|Viel,(0,a;)>0}

est la chambre dominante. En particulier, 1a donnée de Pol(b) détermine les poids ,,(b), donc
contient I'information sur toutes les données de Lusztig n;(b).

4.2 Polytope de Harder-Narasimhan

Les résultats de ce paragraphe sont tirés de [9], section 3.

Soit 27 une catégorie abélienne essentiellement petite, dont tous les objets sont de longueur
finie. Le groupe de Grothendieck Ko(%7) est un groupe abélien libre, de base 'ensemble des
classes d’isomorphisme d’objets simples. Comme de coutume, on note [7] la classe d'un objet T
dans Ko (7).

Etant donné un objet 7T € <7, les classes [X] de sous-objets X < T sont en nombre fini. Len-
veloppe convexe dans Ko(«7)g = Ko(2/) ®7 R de ces points est un polytope & sommets entiers,
que nous appellerons polytope de Harder-Narasimhan (HN en abrégé) de T et que nous no-
terons Pol(T"). La fonction support ypyr) de ce polytope est définie comme étant ’application
qui, & une forme linéaire 6 : Ky(<«7)r — R, associe la valeur maximale de 0 sur Pol(T'). Avec cette
notation, les facettes de Pol(T') sont les parties de la forme Py = {x € Pol(T") | 0(x) = wpol(T)(B)}.

Soit 0 : Ko(«/)r — R une forme linéaire. On dit qu'un objet T € &/ est O-semi-stable si
O([T]) =0 et si O([X]) < 0 pour tout sous-objet X < T. Les objets 0-semi-stables forment une
sous-catégorie abélienne et fermée sous extension de <7, que nous noterons %y.

Fixons T € <7. A Taide de la théorie des filtrations de Harder-Narasimhan (voir par exemple
[84]), on montre que pour chaque 6 € Ko()g, le sous-ensemble {X cT | (X)) = 1//P01(T)(6)} du
treillis des sous-objets de 7" admet un plus petit élément et un plus grand élément, que nous
noterons Tg‘i“ et Tp"**. Le quotient Tglax/Tglin est O-semi-stable ; notant i : #Zy — & I'inclusion
de catégories, la facette Py de Pol(T) est 'image par I'application K((i)g du polytope HN de
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Tg‘"“/Ténirl (calculé relativement a la catégorie %), translatée de [Tg‘in]. Ainsi, une facette
d’un polytope HN est encore un polytope HN, aplati par Ko(i)g.

Notons C le cone ouvert de Ko(.&/), formé des formes linéaires 6 telles que 6([S]) > 0 pour
tout objet simple S de 7. Nous regardons C, comme le cone des éléments strictement positifs
pour un certain ordre sur Ko(</)g. Si 6 € C, alors pour chaque objet T' de .7, la face Py du
polytope HN Pol(T') est réduite au point [T'] et la face P_g est réduite au point 0.

Considérons maintenant un chemin ¢ — 60; décroissant dans Ko(</)g et joignant un point
de C, a un point de —C.. Prenons un objet 7" de .7 Les faces Py, dessinent alors un chemin sur
Pol(T') qui va de [T'] 4 0. La plupart du temps, 6; est dans un céne ouvert de I'éventail normal a
Pol(T'), de sorte que Py, est un sommet. De temps en temps, 6; passe d'un céne ouvert a un autre
en franchissant une facette de I'’éventail normal, et a cet instant précis, Py, est une facette du
polytope Pol(T"). Dans T, cela correspond a la filtration donnée par les sous-modules Tgt’m T au
moment oul 6; franchit une facette de I'éventail normal, il y a un saut dans la filtration, avec
Tg;ax/ Tgt‘in pour sous-quotient. Ainsi, notre chemin définit une filtration de chaque objet T avec
des sous-quotients semi-stables.

Quand le chemin s — 6; est pris au hasard, il évite les facettes de codimension plus grande
que 2 de I'éventail normal. Les faces Py, de Pol(T) sont alors des sommets ou des arétes : notre
chemin qui va de [T'] a 0 est dans le 1-squelette du polytope.

4.3 Le modele préprojectif

Revenons a la théorie de Lie et supposons que la matrice de Cartan A = (a; ;) soit symé-
trique. Le diagramme de Dynkin est un graphe ayant I pour ensemble de sommets. Deux
sommets i et j sont reliés par —a; ; arétes.

Le graphe étant sans boucle, chaque aréte a exactement deux sommets ; orienter une aréte,
c’est décréter qu'un de ces sommets est la source et 'autre est le but de ’'aréte. On note H
Pensemble des arétes orientées ; la source d’'une aréte orientée h € H est notée A/, son but est
noté A"

Il y a une involution sans point fixe 4 — & qui échange source et but. Une orientation du
graphe est un sous-ensemble QQ € H tel que (Q,ﬁ) soit une partition de H. On se fixe une
orientation Q, et pour 2 € H, on pose eq(h)=1si h € Q et eq(h) = —1 sinon.

Soit k un corps algébriquement clos. Soit K@ la k-algébre des chemins du carquois @ =
(I,H). Pour i€, on pose

pPi = Z 8Q(h)hh.
heH
h'=i
Le quotient de K@ par l'idéal engendré par les p; est appelé algebre préprojective et est
noté Ag.

Un Ag-module est donc la donnée d’'un k-espace vectoriel I-gradué V= @;;V; et d’appli-

cations linéaires xj, : Vi — Vj» soumises aux relations

Z eq(h)xpx; =0, 4)
heH
h'=i
pour tout i € I. Supposant V de dimension finie, on définit le vecteur-dimension de ce Aq-
module comme étant la fonction v : i — dimV;, qu’on identifie au poids ) ;<7 v(i)«a;.
On note Ag-mod la catégorie des Ag-modules de dimension finie. Pour i € I, on note S; le
Ag-module simple de vecteur-dimension «;. Tout Ag-module simple est isomorphe a un S;.
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Etant donné un k-espace vectoriel I-gradué V de dimension finie, on note Ay la sous-
variété de
Ey = @ Hom(Vy,, V)
heH
formée des éléments x = (x;,) satisfaisant aux relations (4). Les points de Ay o sont donc les
structures de Aqg-modules qu'on peut mettre sur V.

A bijection canonique pres, 'ensemble des composantes irréductibles de Ay q dépend seule-
ment du vecteur-dimension v de V, et pas de V ou de Q ([73], sections 12.14 and 12.15);
nous noterons cet ensemble B,. Suivant [72], section 8 et [65], nous munissons I'union dis-
jointe B = |,cq, By d’'une structure de cristal avec involution, isomorphe a B(co). Etant donné
b € B(oo) et V de vecteur-dimension wt(b), nous notons A la composante irréductible de Ay q
qui correspond a b.

Dans la suite, nous simplifierons souvent les notations Aq et Ay g en A et Ay, respective-
ment.

4.4 Réalisation préprojective des polytopes de Mirkovié¢-Vilonen

L'application vecteur-dimension permet d’identifier Ky(A-mod) a @, et donc d’identifier
Ko(A-mod)g a by. Le cone C, se trouve alors identifié a la chambre dominante Cy. Le théo-
réme suivant est démontré dans [9] (voir le théoreme 5.19 et le corollaire 5.22 de cet article).

Théoreme 6 (a) Léventail normal du polytope HN d’un A-module de dimension finie est
moins fin que l’éventail de Weyl.

(b) Soit F une face de codimension 1 de l’éventail de Weyl. Soit 0 € F et soit a € R, la ra-
cine positive orthogonale a F. Alors il existe un A-module Lg indécomposable de vecteur-
dimension « tel que %y = addLg. De plus, Endp(Lr) =k et Extllx(LF,Lp) =0.

Avec les notations du (b), nous pouvons écrire Tg“"x/Ténin = L3 pour chaque A-module 7' de
dimension finie ; I’entier n est alors la longueur de I'aréte de Pol(T') joignant [Tg‘in] et [Tg?¥],
I'unité de mesure étant a. Ainsi, le théoreme 6 donne une description compléte du polytope
Pol(T') par son éventail normal et les longueurs des arétes.

Comme dans le paragraphe 4.2, considérons un chemin ¢ — 6; décroissant dans h et joi-
gnant un point de Cy a un point de —Cy, assez générique pour éviter toutes les facettes de codi-
mension supérieure a 2 de ’éventail de Weyl. Ce chemin traverse successivement des chambres
Co, si,Co, si;8i,Co, ..., —=Co, ouie 2. Notons F}, la cloison séparant la k-ieme de la (k +1)-ieme
chambre de cette liste et 6} le point de F, par ou passe le chemin. Alors les sous-quotients
Tg;aX/Tg;in de la filtration décroissante d’'un A-module T sont de la forme L;';:k. A dualité pres,
cette filtration est celle construite par Geil3, Leclerc et Schréer ([45], section 10). On a alors le
résultat suivant ([9], Proposition 5.25 ; voir aussi [54]).

Proposition 7 Soit b € B(co) et soit (n1,...,nn) =ny(b). Prenons un point général dans Ay et

regardons-le comme un A-module T. Alors Tg;aX/Tg:n = L?;Zk pourtout ke{l,...,N}.

Réexaminant la définition des polytopes MV en termes de données de Lusztig, on voit alors
que pour T général dans Ay, on a Pol(T) = Pol(b). En d’autres termes, les polytopes MV sont
les polytopes HN génériques pour la catégorie A-mod.
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Un ingrédient crucial dans la preuve du théoréme 6 est la théorie du basculement de Buan,
Iyama, Reiten et Scott [27]. Ces auteurs considérent 'idéal annulateur I; du module S; et ob-
servent que l'on a les relations de tresses I;1; =1;I; sia; j=0etI;I;I;=1;I;I;sia;;=-1.On
peut alors associer un idéal bilatere a tout w € W en posant I, =I;,---1;,, ol w = s;,--*5;,
est une décomposition réduite. Chaque idéal I,, est projectif, basculant, et de codimension
finie. On montre alors que pour w € W et 8 € wCy, les sous-modules Tg‘in et Tp"** d'un A-
module T de dimension finie coincident et sont égaux a 'image de 'application d’évaluation
I, ®yHomp(,,,T)—T.

Pour prouver la proposition 7, nous sommes donc conduits a chercher le lien entre don-
nées de Lusztig et théorie du basculement. Deux ingrédients sont ici employés : d'une part,
la méthode de Saito (3) ramenant la détermination des données de Lusztig au calcul des ré-
flexions cristallines s; ; d’autre part, le théoreme 5.3 de [8], qui affirme que pour tout b € B(co),
le foncteur de réflexion Homa (I;,?) envoie le point général de A sur le point général de Ag,(p).

4.5 Polytopes de Mirkovié¢-Vilonen affines

Nous voulons maintenant généraliser cette notion de polytope MV au cas ou la matrice de
Cartan A est de type affine. Le cristal B(oco) est toujours bien défini; de fait, les définitions
données dans la section 2 ont un sens pour toute matrice de Cartan généralisée symétrisable.

En type affine, 'équivalence de Satake géométrique ne fonctionne plus trés bien. Des va-
riétés algébriques pouvant servir de substitut aux cycles MV ont été construites [33, 39], mais
on ne sait actuellement pas étendre les résultats de [57] a ce cadre.

On pourrait procéder comme dans le paragraphe 4.1, car des bases PBW ont été définies
pour les algebres enveloppantes quantifiées affines, et elles sont compatibles avec la base cris-
talline globale [10, 11, 12, 52]. Une description purement combinatoire des polytopes MV af-
fines ainsi définis serait alors ’analogue des bijections linéaires par morceaux Rf définies par
Lusztig dans [71], section 2.6.

Nous allons pour notre part utiliser le modele préprojectif. De fait, les résultats du para-
graphe 4.3 sont valables pour toute matrice de Cartan généralisée symétrique A, a condition
d’introduire une condition de nilpotence sur les représentations de I’algebre préprojective ([72],
section 8).

Dans le cadre affine, R est formé des racines réelles, conjuguées des racines simples par
le groupe de Weyl, et des racines imaginaires, qu’il faut compter avec multiplicité. Soit h la
sous-algebre de Cartan de I'algebre de Kac-Moody affine, soit § la racine imaginaire positive
indécomposable, soit E* le sous-espace vectoriel de h* engendré par R, et soit h Porthogonal
de & dans h. Limage R de R \ Z6 dans E*/Cé est le systéeme de racines classique (fini). Les hy-
perplans ker @ dessinent sur ER un éventail (non localement fini), que nous appellerons encore
éventail de Weyl ; ils dessinent sur fcm I'éventail de Weyl de B. Nous noterons I' 'ensemble des
rayons (cones de dimension 1) de I'éventail dans GR. Pour chaque chambre de Weyl C < PD)R, nous
noterons I'c =T nC. .

On remarque que les polytopes HN des A-modules vivent dans 'espace vectoriel hp. Avec
ces conventions, le théoréme 6 est encore valable dans le cas affine, a condition d’ajouter la
condition () # 0 aux hypothéses du point (b) (autrement dit, on demande que la racine «a soit
réelle).

Quand 0 € GR, les choses se compliquent sensiblement. On observe toutefois que la condi-
tion d’étre f-semi-stable est ouverte, au sens ou1 pour chaque k-espace vectoriel I-gradué V,
l'ensemble {7 € Ay | T € %y} est une partie ouverte de Ay. Il est donc licite de dire que le point
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général d’'une composante irréductible de Ay est 6-semi-stable.
On a alors ([9], théoréme 7.19 et corollaire 7.20) :

Théoreme 8 (a) Pour chaque y € I et chaque entier n = 1, il existe une unique composante
irréductible I(y,n) € °B dont le point général est un A-module de vecteur-dimension nd,
indécomposable et 0-semi-stable pour tout 0 assez proche du rayon y.

(b) Soit C une chambre de F]R et soit Z € B. Alors il existe des couples (y1,n1), ..., (Yp,np)
dans I'c x N, uniques a permutation pres, tels que pour 0 € C et pour T général dans Z,
la décomposition de Krull-Schmidt de Tg‘a‘x/Tgnin est de la forme X1 @ ---® X, avec X},
général dans I(yy,np).

Avec les notations du (b), 'aréte de Pol(T') joignant [Tg‘in] et [T"**] peut donc étre décorée
par la donnée des (y1,n1), ..., (yp,np) a lordre pres. Pour y € I'c donné, on peut rassembler les
entiers dans {n; | y; =y} en une partition 1,. On peut montrer que 1, ne dépend que de Z et
de v, et pas du choix de la chambre C telle que y = C.

En_ Ein de compte, nous sommes conduits a considérer des polytopes a sommets entiers
dans b , dont I'éventail normal est moins fin que 1’éventail de Weyl, munis d’'une famille
de partitions (Ay)yer; un tel polytope est appelé polytope GGMS décoré. (Lacronyme GGMS
est formé des initiales des noms des auteurs de I'article [47].) Un polytope GGMS décoré de
la forme Pol(T'), avec T point général d'une composante irréductible Z € 8, muni des parti-
tions construites a I’'alinéa précédent, est appelé polytope MV. On peut montrer quun polytope
GGMS décoré est MV si et seulement si ses 2-faces sont des polytopes MV de rang 2. Ainsi, il
suffit de savoir décrire les polytopes MV de type A1 xAq, Ag et A(ll) pour savoir décrire les poly-
topes MV pour n’importe quel type (affine symétrique). Nous renvoyons a [9], paragraphe 7.6,
pour I’énoncé précis et la preuve de ce fait.

5 Deux propriétés de la base semi-canonique

Dans cette section, on s’intéresse a la base semi-canonique de Lusztig. Celle-ci n’est défi-
nie que si la matrice de Cartan A est symétrique ; nous nous plagons donc dans ce cas. (En
revanche, A peut étre un matrice de Cartan généralisée.) Nous présentons deux résultats : un
théoréme affirmant la compatibilité de la base semi-canonique avec 'action du groupe de Weyl,
et un résultat de comparaison entre la base semi-canonique et la base cristalline globale.

5.1 Rappels sur la base semi-canonique

On reprend les notations du paragraphe 4.3. Etant donné un k-espace vectoriel I-gradué V
et une orientation Q2 du graphe de Dynkin, nous avons construit une sous-variété Ay g de

EV = @ Hom(Vh/,th).
heH
Le groupe Gv = [];e; GL(V;) agit de facon naturelle sur Ey et Ay q.

Pour un vecteur-dimension v € @ ., on note S, ’ensemble des couples formés d'une suite i =
(i1,...,iy) d’éléments de I et d’'une suite a=(a1,...a,,) d’entiers positifs tels que v = ZZL:1 apa;,.
Chaque (i,a) € S, définit un mondéme 823) = 02‘:1) . 'Hga’") de £, de poids v.

Prenons (i,a) € S, et prenons un k-espace vectoriel T -gradué V, de vecteur-dimension v.
On appelle drapeau de type (i,a) dans V une filtration décroissante V=V°2VIi2...2V"* =0
d’espaces vectoriels I-gradués tels que VF~1/V* ait apa; , pour vecteur-dimension.
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A isomorphisme canonique pres, Iespace des fonctions constructibles Gy-invariantes a va-
leurs complexes dépend seulement du vecteur dimension v de V; on le note M (v). Dans [73],
section 12, Lusztig munit M = Dreq. M(v) Q’une structure d’algébre et construit un homomor-
phisme injectif « : f — M (cet homomorphisme est noté Y dans [73] et ¥ dans [78]). L'applica-
tion x est définie de sorte que pour chaque (i,a) € S,, la valeur de K(G)ga)) en un point x € Ay o
soit égale a la caractéristique d’Euler-Poincaré de I'ensemble des drapeaux de V de type (i,a)
stables par «x.

Chaque composante irréductible Z de Ay q contient un sous-ensemble ouvert dense Zj tel
que toute fonction de x(f,) est constante sur Z,. On note §7 : f, — C la forme linéaire obtenue en
faisant suivre x de ’évaluation en un point de Zy. Ces formes linéaires d 7, pour Z € 8, forment
une base du dual de £, ([73], section 12.14, et [78], théoréme 2.7). Assemblant les bases duales
dans f, pour tous les v € @, nous obtenons une base de f. C’est la base semi-canonique. Nous
noterons S I'isomorphisme de cristal de B(oco) sur la base semi-canonique. On peut vérifier que
le vecteur dual a I’élément S(b) de 1a base semi-canonique est la forme linéaire 6z, avec Z = Ay ;
autrement dit, les indexations par B(oco) de la base semi-canonique et de B sont cohérentes.

5.2 Base semi-canonique et action du groupe de Weyl

Nous avons défini au paragraphe 2.1 des éléments s; du groupe G. Soit T'; 'automorphisme
de l'algebre enveloppante U(g) induit par 'action adjointe de s;.

Posons U™ = U(n"). Posons U = U nT;(U"); c’est l'algebre enveloppante du radical nil-
potent de la sous-algébre parabolique Cf; @ hon*. Alors T; se restreint en un automorphisme
de U ;f Par ailleurs, les décompositions

U'=e U oU; et U '=U"e;0U;

fournissent des projections ‘n: U* — U et nt Ut — U;'.
Transportons la base semicanonique de f 4 U" grace a I'isomorphisme x — x*. Souvenons-
nous des réflexions cristallines s; : B(co) — B(oco) de Saito, introduites au paragraphe 4.1.

Théoréme 9 Soit b € B tel que ¢;(b) = 0. Alors T;(‘n(S(b))) = n* (S(s;b)).

Ce théoréme est démontré dans [4]. Lingrédient principal de la démonstration est le fait
que le foncteur de réflexion Homp(1;,?) du paragraphe 4.4 induise la réflexion cristalline s; au
niveau des composantes irréductibles des variétés Ay. Une fois ce résultat acquis, la preuve
se résume a une analyse combinatoire de la situation, consistant a découper des variétés en
morceaux et & calculer leur caractéristique d’Euler-Poincaré a I’aide d’actions de C*.

Il convient ici de noter que I'analogue du théoréeme 9 pour la base cristalline globale est
connu depuis longtemps, griace aux travaux de Saito et de Lusztig [88, 77]; ce résultat passe
méme a la déformation quantique.

On notera enfin que le théoréeme 9 est encore valable quand A est une matrice de Cartan
généralisée symétrique.

5.3 Comparaison entre la base cristalline globale et 1a base semi-canonique

Etant donnés (b’,b") € B(co)?, on écrit b’ <pol b" si b’ et b” ont méme poids et si Pol(b') <
Pol(b"). La relation <, est certainement une relation d’ordre, puisque I'application b — Pol(b)
est injective. Notre résultat suivant ([5], théoreme 4.4) compare la base semi-canonique a la
base cristalline globale a 'aide de <.
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Proposition 10 La matrice de passage entre la base cristalline globale et la base semi-cano-
nique est unitriangulaire inférieure quand B(co) est muni de l'ordre <.

Pour prouver la proposition 10, on passe par 'intermédiaire des bases PBW ; cette stratégie
est assez naturelle, vu la définition des polytopes MV et vu le lien étroit existant entre base
cristalline globale et base PBW (voir le paragraphe 4.1). La petite difficulté est dans la com-
paraison entre la base semi-canonique et la base PBW : il est ici utile de savoir exprimer les
faces des polytopes MV dans le langage des représentations de ’algébre préprojective (voir [8],
paragraphe 4.1, et [9], corollaire 5.21).

On peut alors combiner le théoréme 9 aux propositions 1 et 10 pour obtenir un ensemble
assez contraignant de conditions sur la matrice de passage entre la base cristalline globale et la
base semi-canonique. L'idée est, dans la définition de 'ordre <, de remplacer la condition d’avoir
@i(b),) < (b)) pour tout i € I par la condition Pol(b}) < Pol(b}), et d’ajouter la possibilité

— Il existe i €I tel que @;(b") =;(b")=0et (c',c")=(s;b’,s;b").

a la liste des mouvements élémentaires définissant la relation (b',0") = (¢’,c”). Ces modifica-
tions transforment l'ordre < en un ordre plus faible que < et <y, pour lequel la matrice de
passage entre la base cristalline globale et la base semi-canonique est encore unitriangulaire
inférieure.

6 Base cristalline globale et morphisme de Frobenius quantique

Dans cette section, nous étudions la compatibilité du morphisme de Frobenius quantique et
de son scindage avec les bases de type canonique de f. Ces morphismes nécessitant I'utilisation
du groupe quantique, la notation f désignera dans cette section la déformation quantique de
I’algebre définie au paragraphe 2.1. En outre, nous aurons besoin d’'une base que se releve au
groupe quantique et qui puisse étre spécialisée en une racine de l'unité. Ceci nous invite a nous
focaliser sur la base cristalline globale.

6.1 Rappels sur le morphisme de Frobenius quantique

Nous suivons les notations du livre de Lusztig [76]; en particulier, nous supposons que les
conditions (a) et (b) du paragraphe 35.1.2 de ce livre sont vérifiées.

Soit (d;) une famille d’entiers strictement positifs tels que la matrice (d;a; ;) soit symé-
trique. Soit v une indéterminée. Pour n € N et i € I, on définit 'entier de Gauss [n]; et la
factorielle de Gauss [n];! comme dans le paragraphe 4.1. A partir de ces données, on définit £
comme la C(v)-algebre engendrée par des éléments 0;, pour i € I, soumis aux relations (1), dans
lesquelles les factorielles p! et q! ont été remplacées par leurs analogues gaussiens [p];! et [¢];!.

Soit o = Z[v,v!]. La <«/-sous-algebre de f engendrée par les puissances divisées BE") =
07/[n];! est une o/-forme f dans f. Nous pouvons alors spécialiser le parameétre v en n’importe
quel élément inversible d'un anneau commutatif R par un changement de base R ® 4y +f ([76],
section 31.1). Ainsi par exemple, 'algebre f du paragraphe 2.1 est la spécialisation de ,/f sur C
a la valeur v = 1. La base cristalline globale est en fait une <«/-base de f, donc elle induit une
R-base dans chaque spécialisation gf.

Soit £ = 1 un entier. Pour i € I, soit ¢; le plus petit entier positif tel que ¢;d; € £Z. On définit
une nouvelle matrice de Cartan A* = (a;"j) en posant a;"j = a;,jl;/¢;. Si l'on pose d = di[?,
alors la matrice (d;‘a;‘)j) est symétrique, ce qui permet de définir une C(v)-algebre f* et une
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of -forme f*. Comme racines et coracines simples pour la donnée de Cartan étoilée, on choisit
de prendre a = ¢;a; et (a])’ = a)/¢;.

Soit g, le 2/-iéme polyndme cyclotomique. Notons R = Q[{1/(Po,(()). Soient gf et pf* les
spécialisations de f et f* sur R ala valeur v =(. Alors il y a un homomorphisme d’algébres
Fry:pf— gf* qui envoie le générateur an) sur Bﬁn/“ﬂ") si n est un multiple de ¢; et sur 0 sinon;
cette application est appelé le morphisme de Frobenius quantique. Dans l'autre sens, il y a
un homomorphisme d’algebres Fr', : gf* — rf qui envoie Ogn) sur BEnm; cette application est
appelée le scindage du Frobenius quantique.

Soit B(co)* I'analogue du cristal B(oco) pour la matrice de Cartan A* et 'algébre f*. Dans
[64], Kashiwara montre qu’il existe une unique application S, : B(oco)* — B(oo) telle que

wt(S¢(d)) = wt(b), €i(S¢(b)) =C;€i(b), @i (Se(b)=2; (D),
SeEib)=¢;'Seb),  Se(fib)=F'Se(b).

6.2 Compatibilité a filtration pres

La meilleure compatibilité dont on puisse réver entre la base cristalline globale et le mor-
phisme de Frobenius quantique serait que

G(@" ib' =8S,(b"
F"[(G(b'))Z{ &%) S? ;. 6" et Fr’[(G(b”)):G(Sg(b”)), (5)
0 si b’ ¢imS,

o1 G(b') et G(b") sont les éléments dans les bases cristallines globales de rf et gf* qui corres-
pondent 4 b’ € B(co) et b” € B(co)*, respectivement.

Cette propriété a lieu en types A, A2, As et Bo. Nous devons cette belle observation a
Littelmann, qui I'a vérifiée en utilisant les formules explicites pour la base cristalline globale
données par Lusztig ([71], section 3.4) et Xi [93, 94]. Malheureusement, (5) tombe en défaut en
type A5, comme nous le verrons au paragraphe 6.4.

La compatibilité peut toutefois étre partiellement restaurée en filtrant f et £f* a l'aide de
lordre <, ainsi que le montre la proposition suivante ([5], proposition 6.3).

Proposition 11 Soit £ =1 et soit (b',b") € B(oo) x B(co)*.
(a) Si G(b") apparait dans le développement de Fr,(G(b")) sur la base cristalline globale de
rE*, alors b’ <pq1 S¢(d").

(b) Si G(b') apparait dans le développement de Fr’g(G(b”)) sur la base cristalline globale de
rf, alors S(b") <pq b

6.3 Formulaire

Le défaut de compatibilité stricte du morphisme de Frobenius quantique avec la base cris-
talline globale apparait précisément a ’endroit o le support singulier des faisceaux pervers
utilisés dans la construction de Lusztig de la base cristalline globale cesse d’étre irréduc-
tible [65]. Cette situation a été étudiée en grand détail par Geil3, Leclerc et Schréer [40]. Nous
avons toutefois besoin d’'un petit complément d’information.
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On se place en type A5, les sommets du diagramme de Dynkin étant numérotés de la facon
habituelle. Pour p = 1, on pose :

Ep =(6264)F (618%¢5)P (6264)F
6= 00 0 030) 0
np = (05°0) (61057 6) (05765 (61650 (6565
Pour chaque (r,s) € N2, on pose brs= E,+sE 1; cest un élément de B(co). On note G(b,ys)

I'élément de la base cristalline globale de /f indexé par b, ;. Le résultat suivant se trouve
dans [5], paragraphe 5.1.

Théoreme 12 Pour chaque p =1,

{p =G(bp ),
Np =G(bop)+G(b2p-1)+G(byp-2)+---+G(bgpp).

Pour démontrer ce résultat, on utilise le langage géométrique de Lusztig [73] : les monomes
¢p et n, sont représentés par des complexes de faisceaux semi-simples, de la forme L;a.0 =
(mia)l, ou 7j 5 est une application propre. (On a adopté ici les mémes notations que celles de
Lusztig.) Le point important est que dans notre cas, I'application 7; 5 est semi-petite, et on
peut identifier les strates pertinentes. Malheureusement, la preuve des inégalités établissant
la semi-petitesse de 7j 5 est basée sur des calculs explicites pénibles et pas conceptuels.

6.4 Contre-exemple a la compatibilité stricte

Revenons a I’étude du morphisme de Frobenius quantique et a son scindage.
On se place donc dans le type As, et on prend d; = 1 pour tout i, dou /; =¢ et A* = A. Par
définition, on a

si ¢ divise p, si ¢ divise p,
Fre(ép)= {w . ! Fr(ny)= {W . !
0 sinon, 0 sinon,
Frifép) =op, Friymp) =nep.

Le théoréme 12 donne alors

G i £ divi
Fro(G(bpo)) = {0 (bpep) sif divise p,

sinon,
Fra(G(bo1))+G(b10) =0,
et

Frll(G(bp,O)) = G(b[p,o),
Fri(G(bo,1)) =G(bo)+G(bar-1)+G(bar—2)+--+G(bar—21).

Ainsi (5) n’est pas vérifié.
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7 Perspectives

Cette partie du mémoire n’est pas publique.
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Létude des représentations d’'un groupe algébrique complexe semi-simple connexe G est
généralement menée en choisissant un sous-groupe de Borel B de G et un tore maximal T
inclus dans B. Etant donnée une représentation de G sur un espace vectoriel V, il est dés lors
naturel de vouloir étudier les bases de V compatibles avec ce choix de (B, T). Différents travaux
de Zelevinsky, Berenstein, Lusztig et Kashiwara ont conduit aux notions de « base canonique »,
de « bonne base », de « base parfaite », de « base en cordes », ..., et a la construction de telles
bases. Le but de ce mémoire est de présenter succintement cette théorie, d’exposer quelques
propriétés remarquables de ces bases et de la combinatoire qu’elles définissent, et de proposer
quelques perspectives.
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