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Résumé

Ce mémoire présente plusieurs contributions quant & ’analyse mathématique de I’équation de
Gross-Pitaevskii et du modéle de Bogoliubov-Dirac-Fock.

Au sujet de ’équation de Gross-Pitaevskii, ’analyse commence par la construction variation-
nelle des ondes progressives minimisantes. La preuve de la stabilité orbitale du soliton noir en
dimension un, et la description de la limite transsonique des ondes progressives minimisantes
vers les états fondamentaux de I’équation de Kadomtsev-Petviashvili (KP1) en dimension deux,
viennent compléter cette construction. L’analyse s’achéve par la dérivation rigoureuse du régime
ondes longues vers I’équation de Korteweg-de Vries en dimension un.

Quant au modéle de Bogoliubov-Dirac-Fock, il s’agit de construire les états fondamentaux du
modéle réduit, puis de préciser le processus de renormalisation de leur charge, lequel autorise
le calcul d’'un développement asymptotique de la densité de charges du vide polarisé, qui est
cohérent avec les développements perturbatifs de ’électrodynamique quantique.

Abstract

This dissertation is devoted to the mathematical analysis of the Gross-Pitaevskii equation on
one hand, and of the Bogoliubov-Dirac-Fock model on the other hand.

Concerning the Gross-Pitaevskii equation, the analysis begins by the variational construction
of the minimizing travelling waves. This construction is completed by the proof of the orbital
stability of the black soliton in dimension one, as well as the description of the transonic limit
of the minimizing travelling waves towards the solitary waves for the Kadomtsev-Petviashvili
equation (KP1) in dimension two. The rigorous derivation of the long wave regime towards the
Korteweg-de Vries equation in dimension one concludes the analysis.

The description of the Bogoliubov-Dirac-Fock model focuses on the construction of the ground
states for the reduced model. Their charge renormalization next provides an asymptotic expansion
of the charge density of the polarized vacuum, which agrees with the perturbative expansions
given by the quantum electrodynamics.
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Introduction

Ce mémoire présente différents aspects mathématiques de 1’équation de Gross-Pitaevskii et
du modéle de Bogoliubov-Dirac-Fock. Quoique fort différents dans leur nature, ainsi que dans
les phénomeénes physiques qu’ils décrivent, ces deux modéles partagent des points communs sur
le plan mathématique. En particulier, les outils qui permettent de les aborder sont similaires
comme nous pourrons le constater par la suite. Ce sont sur ces similarités que repose I'unité des
résultats présentés dans ce mémoire.

La premiére partie de ce mémoire a trait & I'analyse de I’équation de Gross-Pitaevskii
iU + AV + U (1 — |T]?) = 0. (GP)

La solution & valeurs complexes U est définie sur I'espace RY x R. L’équation de Gross-Pitaevskii
est une équation de Schrodinger non linéaire défocalisante qui rend compte de phénoménes
physiques variés. Originalement introduite pour modéliser la condensation de Bose-Einstein, ou
la superfluidité [125, 72, 37|, elle apparait également en optique non linéaire ou elle décrit les
solitons sombres [95].

L’équation de Gross-Pitaevskii est hamiltonienne. Son hamiltonien est ’énergie de Ginzburg-

Landau
1

1 2
_ 2 2\2 _
E(@)ZQ/ vl +4/ (1—|wp2) :/ (). (1)
RN RN RN
[’analyse qui suit se limite aux solutions ¥ d’énergie finie. Cette restriction revient a considérer
des solutions qui satisfont la condition

| (z)| — 1, lorsque |z| — 4o0.

En raison de cette condition, I’étude de I’équation de Gross-Pitaevskii différe de matiére notable
de 'analyse des solutions d’équations de Schrodinger non linéaires de limite nulle & 'infini. La
dynamique de 1’équation de Gross-Pitaevskii n’en demeure pas moins riche avec aussi bien la
manifestation de phénoménes dispersifs que la présence d’objets non linéaires comme les ondes
progressives.

Méme si d’autres aspects de cette dynamique sont introduits dans ce mémoire, les deux
thématiques principales que nous aborderons sont :
— la construction variationnelle et la description qualitative des ondes progressives pour ’équa-
tion de Gross-Pitaevskii, & savoir des solutions particuliéres de la forme

U(z,t) =uc(xy —ct,...,xN),

ou la vitesse ¢ est un nombre réel fixé.
— la description du régime ondes longues vers I’équation de Korteweg-de Vries en dimension
un, équation qui s’écrit

OV + Oppzv + 00,0 = 0, (KdV)

pour une fonction a valeurs réelles v définie sur ’espace R x R.
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Au sujet des ondes progressives, il s’agira de les construire comme solutions de 1’équation
d’Euler-Lagrange d’un probléme de minimisation sous contrainte. Le profil u, d’une onde pro-
gressive de vitesse c est en effet solution de I’équation

i e — Due — ue(1 — |ucl?) = 0. (OPc)

Le terme —Au, — u.(1 — |uc|?) correspond a la différentielle de I’énergie de Ginzburg-Landau en
la fonction wu.. Le terme i0ju. renvoie, quant & lui, a la différentielle du moment scalaire

= [ o £l

premiére composante du moment vectoriel

Bw) = ;/RN@'W,@@,

quantité elle-aussi, au moins formellement, conservée le long du flot de ’équation de Gross-
Pitaevskii. Ainsi I’équation (OPc) s’interpréte comme 1’équation d’Euler-Lagrange associée au
probléme de minimisation de I’énergie de Ginzburg-Landau & moment scalaire fixé. La vitesse ¢
apparait alors comme le multiplicateur de Lagrange de ce probléme.

L’étude variationnelle de ce type de problémes est classique. La principale difficulté réside
ici dans le fait que le moment scalaire est mal défini dans 'espace d’énergie. Méme le moment
scalaire p(u.) d'une onde progressive u. non constante d’énergie finie ne peut étre défini par la
formule (2). La description asymptotique de I'onde progressive u. [61, 63, 64, 65, 66] assure que
la quantité (i01uc, uc)c n’est pas intégrable.

Pour contourner cette difficulté, il est possible de se restreindre & des domaines bornés sur
lesquels la définition du moment scalaire n’est plus un probléme. La construction de minimiseurs
de I'énergie de Ginzburg-Landau & moment scalaire fixé découle alors d’arguments variationnels
classiques. Il suffit ensuite de passer a la limite lorsque la taille des domaines considérées tend vers
400 pour résoudre le probléme initial. C’est cette approche que nous avons mise en pratique dans
[14] afin de construire les ondes progressives u. qui minimisent I’énergie de Ginzburg-Landau
a4 moment scalaire fixé. Cette construction fera 1'objet d’une description plus approfondie au
Paragraphe 1.2.1.

D’autres approches, variationnelles [19, 18, 32, 115], ou non [104], sont possibles et se sont réveé-
lées tout aussi fructueuses. Rien ne garantit cependant que les ondes progressives ainsi construites
partagent les propriétés qualitatives des ondes progressives minimisantes, définies comme les mi-
nimiseurs de I’énergie de Ginzburg-Landau & moment scalaire fixé.

La premiére de ces propriétés est leur stabilité orbitale le long du flot de I’équation de Gross-
Pitaevskii, que nous avons établie en dimension un dans le cas du soliton noir [15]. Rappelons
qu’en dimension un, I’équation (OPc) s’intégre explicitement, et que ses solutions non constantes

sont données par la formule
2 V2 — 2
Ji-Sm(e) i (3)
2 2 V2

aux invariances prés de I’équation, & savoir les translations et la multiplication par les constantes
de module un. Dans cette formule, la vitesse ¢ ne prend que les valeurs comprises dans l'intervalle
(—v/2,4/2). La vitesse critique ¢, = v/2 est la vitesse des ondes sonores pour I'équation de Gross-
Pitaevskii. Nous reviendrons sur le calcul de cette valeur. Notons simplement qu’il n’existe pas
en dimension un d’ondes progressives non constantes de vitesse supersonique. Le soliton noir,
donné par la formule

ue(x)

up(x) = th(\%) ,

8



s’annule pour x = 0, tandis que les autres solutions, appelés solitons sombres, ne s’annulent
pas. En optique non linéaire, la valeur du module |u.| fournit l'intensité lumineuse du milieu
considéré, de sorte qu’une valeur nulle correspond & un milieu noir.

En dimension un, comme en dimension supérieure, les ondes progressives sont supposées jouer
un role majeur dans la dynamique en temps long de I’équation de Gross-Pitaevskii. En particulier,
les ondes progressives minimisantes sont supposées étre stables le long du flot de I’équation. Cette
notion de stabilité doit étre prise avec précaution. En général, une petite perturbation d’une onde
progressive ne reste pas proche de cette onde progressive en temps long. A titre d’exemple, deux
ondes progressives u., et u.,, données par la formule (3), pour deux vitesses c¢; et ¢y proches, sont
trés proches a l'instant initial. Mais, I'une est translatée & la vitesse c1, et I'autre, a la vitesse
co, de sorte qu’a 'instant ¢, I'une se concentre autour du point cit, et I'autre, autour du point
cot. Aussi, pour des temps t assez longs, 'une n’est plus une perturbation de ’autre. La notion
habituelle de stabilité n’est donc pas adaptée a une famille d’ondes progressives de la forme (3).

L’introduction de la notion de stabilité orbitale léve ’obstruction illustrée par ’exemple pré-
cédent. Pour un petit paramétre € fixé, il s’agit de déterminer s’il est possible ou non de trouver
un autre petit paramétre § tel que si ¥ désigne une solution de donnée initiale ¥y proche a ¢
prés d'une onde progressive u. pour une certaine distance d, alors

sup inf d(¥(-,t),eu.(- —a)) <e. (4)
teR (a,0)€R?
En d’autres termes, les solutions associées a des données initiales proches d’une onde progressive
u. sont contraintes de rester proches, non pas de cette onde progressive, mais de la famille des
ondes progressives de méme vitesse c.

Le soliton noir ug, comme les autres solitons u., est orbitalement stable le long du flot de
I’équation de Gross-Pitaevskii. Ces solitons sont des minimiseurs de I’énergie de Ginzburg-Landau
a moment scalaire fixé. Comme les suites minimisantes de ces problémes de minimisation sont
compactes (aux invariances prés), un argument classique [8, 28| permet de conclure quant a la
stabilité orbitale des solitons. Une nouvelle fois, la preuve est rendue délicate par la nécessité de
définir proprement le moment scalaire. Ce n’est que modulo 7 que nous avons pu définir cette
quantité dans le cas du soliton noir, ce qui suffit néanmoins & établir la stabilité orbitale de ce
soliton dans 'espace d’énergie [15]. Nous décrirons plus en détails cette démarche au Paragraphe

[.2.3.

Le caractére minimisant des ondes progressives facilite aussi ’analyse de leur convergence a
la limite transsonique vers les ondes solitaires pour ’équation de Kadomtsev-Petviashvili (KP1)

A1 (0w + v +vow) — A v =0. (KP1)

La solution & valeurs réelles v est ici définie sur espace RV x R. L’opérateur A | = 024 —1—812\[
désigne la partie du laplacien transverse a la variable x7.

L’équation de Kadomtsev-Petviashvili (KP1) généralise I’équation de Korteweg-de Vries aux
dimensions supérieures ou égales a deux. Elle décrit des ondes longues, dispersives, faiblement
transverses et essentiellement unidirectionnelles, aussi bien en mécanique des fluides [91], que
pour les matériaux ferromagnétiques [123], ou antiferromagnétiques [49].2 C’est une équation
hamiltonienne dont le hamiltonien vaut

EEP(v) = ;/RN (@) + 107"V 10?) —é/RN o®. (5)

2. A proprement parler, c’est la version généralisée de 1’équation de Kadomtsev-Petviashvili dans laquelle la
non-linéarité v01v est remplacée par une non-linéarité plus générale de la forme v?9,v, qui apparait pour décrire
ces matériaux.




L’opérateur V| = (0o, - ,0n) désigne la partie du gradient transverse a la variable 1, tandis
que 'opérateur 0y 1 se définit & travers son action sur la transformée de Fourier d’une fonction

v, laquelle est donnée par d—1w(€) = v(£)/i& (lorsque cela peut avoir un sens). L’équation de
Kadomtsev-Petviashvili posséde des solutions de type ondes solitaires, qui s’écrivent comme les
ondes progressives sous la forme

v(x,t) = we(xy — ctyxa, ..., TN),
pour une vitesse strictement positive c. Le profil w. est solution de I’équation
—cd?w + Ofw + 01 (wdw) — A w = 0. (6)

Le changement d’échelles w.(z) = cwi(y/cx1,cxa,...,cxy) transforme une onde solitaire wq
de vitesse 1 en une onde solitaire w. de vitesse ¢. Comme pour ’équation de Gross-Pitaevskii,
la construction de ces ondes solitaires peut reposer sur I'argument variationnel qui consiste a
minimiser I'énergie EX? sous la contrainte d’une norme L? fixée. C'est, en particulier, par cet
argument qu’A. de Bouard et J.-C. Saut [39, 40] ont prouvé l'existence d’ondes solitaires de
vitesse 1, donc de vitesse quelconque, en dimension deux.

Ce nouveau probléme de minimisation est relié au probléme de minimisation de 1’énergie de
Ginzburg-Landau & moment scalaire fixé, dans la limite transsonique, soit dans la limite ou la
vitesse ¢ des ondes progressives u. converge vers la vitesse des ondes sonores ¢s = /2. Les ondes
progressives ., lorsqu’elles sont minimisantes, forment, & la limite ¢ — /2, une suite minimisante
pour le probléme de minimisation associé a I’équation de Kadomtsev-Petviashvili (KP1). Cette
simple remarque implique leur convergence vers une onde solitaire minimisante pour ’équation
de Kadomtsev-Petviashvili (KP1). Nous dévoilerons au Paragraphe 1.2.2 les dessous de cette
implication que nous avons exploitée dans [13] pour décrire la limite transsonique des ondes
progressives minimisantes en dimension deux.

Cette convergence n’est qu’'un aspect de I'analyse plus générale des régimes ondes longues
de I'équation de Gross-Pitaevskii, laquelle consiste & comprendre ce qu’il advient de petites
perturbations de la solution constante égale a 1 lorsque sont négligées les composantes de type
ondes courtes de leurs transformées de Fourier. Cette analyse passe par I'introduction de la forme
hydrodynamique de I’équation de Gross-Pitaevskii. Lorsqu’une de ses solutions ¥ ne s’annule pas,
elle se releve sous la forme ¥ = ,/pexpiyp. Cette transformation, introduite par E. Madelung
[113], conduit au systéme d’équations aux dérivées partielles

Op + div(pv) =0,
p(Ow +v.Vv) + Vp* = pV(% - IVpP), ™

2p2

avec la notation v = 2Vp. Ce systéme est similaire a celui d’Euler compressible pour un fluide
irrotationnel de pression P(p) = p?. La différence se situe au second membre de la seconde
équation du systéme (7), lequel présente un terme non linéaire qu’il est courant de désigner sous
I’appellation de pression quantique.

Considérer de petites perturbations de la solution constante 1 revient & introduire de nouvelles
variables ps et vs définies par les expressions p = 1 + dps et v = dvg, ou & désigne un petit
paramétre. Les fonctions ps et vg satisfont les équations

Ops + div(vs) = O(9), (8)
Ows +2Vps = AVps + O(0),

dans lesquelles sont négligés tous les termes d’ordre au moins §. La transformée de Fourier dans
les variables d’espace de ces équations s’écrit

005 (€) + 2i€p5(€) = —il€[*6p5(€) + O(9).
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Dans le régime ondes longues ot le nombre d’ondes ¢ est petit, le terme —i|¢|2655(€) est négli-
geable devant le terme 2i{p;5(&). Aussi les fonctions ps et vy satisfont-elles de maniére approchée
I’équation des ondes libres

{ on + div(w) = 0, (9)

Orw +2Vn = 0.

La vitesse de cette équation des ondes libres est égale & v/2, ce qui est cohérent avec 1'affirmation
que V2 est la vitesse des ondes sonores pour I'équation de Gross-Pitaevskii, autour de la solution
constante 1, pour étre précis. Les ondes sonores sont en effet les petites perturbations de type

ondes planes autour de la solution constante égale a 1. Elles sont solutions de ’équation (9) dans
le régime ondes longues considéré ici.

L’analyse mathématique du régime ondes longues décrit par I’équation (9) consiste a justifier
de maniére rigoureuse, qu’a la limite § — 0, les fonctions ps et vs sont solutions de 1’équation
(9). Négliger les composantes ondes courtes des transformées de Fourier des fonctions ps et v
n’est pas si simple sur le plan quantitatif. Une fagon alternative de procéder consiste & introduire
les nouvelles variables

ps(x,t) = ne(ex, et), et vs(z,t) = we(ex,et),

ol € désigne un nouveau petit paramétre qui rend compte de 'approximation ondes longues.
Suite & ces changements d’échelles, le systéme (8) s’écrit

One + div(w:) = O(9),
Oyw. +2Vn. = e2AVn. + O(9).

Si les parameétres § et € sont ajustés de fagon a ce que § = /e, alors les solutions n. et we
satisfont I’équation des ondes libres (9) a une erreur de I'ordre de O(£?) prés.

L’apparition de I’équation des ondes libres comme équation limite de ce premier régime ondes
longues est a l'origine de I'introduction d’une seconde approximation ondes longues, dont 1’équa-
tion limite sera I’équation de Korteweg-de Vries en dimension un. Par la formule de d’Alembert,
les solutions de 1’équation (9) se comportent en effet comme deux fronts d’ondes en dimension
un. L’'un se propage vers la droite & une vitesse constante égale a v/2, I'autre, vers la gauche a
la méme vitesse /2. Cette description est somme toute sommaire. Elle ne fournit aucun détail
sur I’évolution des deux fronts d’ondes, qui rappelons-le, sont, & € non nul, non pas solutions de
I’équation des ondes libres, mais de 1’équation de Gross-Pitaevskii. Afin de préciser cette évolu-
tion, il est naturel de se placer dans le repére fixe pour le front d’ondes considéré, qui se déplace
soit vers la gauche, soit vers la droite, & vitesse constante égale & /2. Comme dans le cas de
I’équation des ondes libres, la maniére la plus simple de procéder est d’introduire les nouvelles
variables

g2 g3 g2 3
pla,t) =1- =N <5(m +21), ﬁt>, et o(a,t) = W (s(m +20), Tﬂt), (10)

dans le repére qui se déplace vers la gauche. Les fonctions N, et W, satisfont alors

8N—6W+E2(18N+1N8W+18NW>—0 (11)
xiVe 1‘822t636a}€3a€€6_7
et
e /1 O%NE 1 2 et ((9:1:]\75)2
0, W. — 0, N. + 5(58,5W5 + agc(il At S0) )) + 2481,(( ‘ ijNg)2) —0. (12)
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La formule de d’Alembert montre que ce ne sont ni la fonction N, ni la fonction W,, mais les
quantités U. = (N +W.)/2 et V. = (N.—W,)/2, qui se déplacent vers la gauche, respectivement,
la droite, & vitesse v/2. Dans ces deux variables, le systéme (11)-(12) se traduit par les équations
U, + 32U, + U.0,U. = 0, F. — €*0,R.., (13)

et 3
Ve + ;28,51/5 = 0,G. + %0, R., (14)

ou les quantités F;, G. et R. sont données par
1 1
F.= gvf — 02V, + SUV=, (15)
_ 92 2 Lo 1.5 1
Ge=0;U: +0;V: + §V6 — 6U5 - gUsVs,

et

_ Ut Vo) (U +05Ve) | (0:Ue + 0 Ve)?
61— G(U-+V2)  12(1 = G(Us +V2))?

Le premier membre de I'équation (13) est exactement le premier membre de 1’équation de

Korteweg-de Vries. Lorsque les termes 0,F, et £20,R. du second membre sont négligeables,

la fonction U, satisfait de maniére approchée ’équation de Korteweg-de Vries.

(16)

)

L’analyse quantitative de cette approximation passe par I'introduction d’un couple quelconque
de données initiales U? et V°, bornées indépendamment de € dans un espace fonctionnel X &
préciser, puis la preuve que les solutions U et V. du systéme (13)-(14) de données initiales U?
et VO, et la solution U de I'équation de Korteweg-de Vries de donnée initiale U?, satisfont une
estimation de la forme

[U(,8) =U(, B[ x = O(e?), (17)
sur un intervalle de temps [0, 7;] le plus grand possible. De maniére typique, le temps maximal
T, est de ordre de O(¢7?), oil B est une constante strictement positive. Le nombre strictement
positif a indique la précision de ’approximation qui est d’autant plus grande que « est grand.

La preuve d’une estimation du type (17) requiert que les termes au second membre de 1'équa-
tion (13) soient négligeables & la limite ¢ — 0. Il n’y a, semble-t-il, aucune raison que le terme
O0xF: ne le soit. Ce terme disparait néanmoins de I’équation (13) lorsque € — 0. L’explication
est & chercher du coté de I’équation (14). Le premier membre de cette équation correspond a un
opérateur de transport de vitesse 8/e2, si bien que la fonction V. est transportée a une vitesse
infinie lorsque € — 0. A la vue de la formule (15), il en va de méme pour la fonction 9, F.. Aussi
cette fonction disparait-elle de I’équation (13), non pas parce que sa taille devient petite, mais
parce qu’elle ne peut plus interagir avec la variable U.. Cette remarque est un ingrédient crucial
dans l'analyse de la limite ondes longues vers I’équation de Korteweg-de Vries, que nous avons
développée dans [16, 17|, et sur laquelle nous reviendrons plus longuement au Paragraphe 1.3.

La seconde partie de ce mémoire est consacrée a I’étude mathématique du modéle de Bogoliu-
bov-Dirac-Fock. En mécanique quantique relativiste, ce modéle, introduit par P. Chaix et D.
Iracane [30] (voir aussi [29, 81]), décrit la configuration électronique autour d’une densité de
charges positives v.

Comme 'équation de Gross-Pitaevskii, le modéle de Bogoliubov-Dirac-Fock est hamiltonien.
Son hamiltonien est I’énergie de Bogoliubov—Dirac—Fock donnée par

EBPF(Q) =tx(D°Q / / V@)W 4o g1 @ / / LICOLIC,
]R3 ]R3 \33— R3 JR3 ’33—?/’

// Q@.vP 40
R3 JR3 ]m—y[
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La signification de chacun des termes de cette expression n’est pas immédiate. La préciser re-
quiert de rappeler comment sont décrits les électrons en mécanique quantique relativiste et non
relativiste.

En mécanique quantique non relativiste, un électron est représenté par sa fonction d’ondes W.
La probabilité de trouver 'électron au point z est donnée par la mesure |¥(x)|?dz. En particulier,
la fonction d’ondes ¥ est normée dans l'espace L?(R3, C). L’énergie cinétique de I'électron est

h2

2m

E.(V) = \WF
ou m désigne la masse de ’électron, et A, la constante de Planck réduite. Soulignons que cette
quantité est toujours positive.

Lorsqu’il s’agit de modéliser une structure électronique & N électrons autour d’'une densité
de charges positives v, les électrons sont décrits par un état électronique W(xq,...,zy) dé-
fini sur (R3)N . La probabilité de trouver I’électron ¢ au point z; est donnée par la mesure
|U(z1,...,2N)|?d21 ... dey. La fonction ¥ reste normée dans L?((R3)Y,C), mais vérifie deux
contraintes supplémentaires. En raison de I'indiscernabilité des électrons, la densité |¥|? dépend
de maniére symétrique des variables x;. Comme les électrons sont des fermions qui vérifient le
principe d’exclusion de Pauli, la fonction W est antisymétrique par rapport aux permutations des
variables x;.

La structure électronique & N électrons autour de la densité de charges v se calcule & partir
du hamiltonien & N corps, 3

N
h2
HNE - Ay V i dd’ 19
v ’ < 2m o+ V(@ +Z47(€0‘$1—-T]’> 47T€0/R3/R3 ]x—y| Y 19)

lequel agit sur I'espace L2((R3)™,C) des états électroniques (qui vérifient les deux contraintes
de symétrie et d’antisymétrie mentionnées ci-dessus). Dans cette formule, e désigne la charge
élémentaire d’un électron, tandis que g renvoie a la permittivité diélectrique du vide. Le premier
terme de la formule (19) correspond a 'énergie cinétique des électrons. Le second est le potentiel
de Coulomb V,,, créé par la densité de charges v, lequel vaut

e? v
Vi(z) = — / ) dy.

dmeo Jrs |z — Yy

Quant au troisiéme terme, il décrit les interactions électrostatiques coulombiennes entre les N
électrons. Enfin, le dernier terme rend compte de ’énergie coulombienne propre de la densité de
charges v.4 L’énergie totale de 1’état électronique ¥ est donnée par la quantité

EY (V) = (U, H) (V)2

Les structures électroniques sont les états propres du hamiltonien H,ﬂv . L’état fondamental, ou
stable, correspond a la valeur propre minimale. Il s’agit d’un minimiseur du probléme

eN =i f{EN(\IJ), U e L2((R¥N,C) tq. ¥ = 1}.

3. Ici, comme dans la suite, sont omises toutes les interactions autres qu’électrostatiques. La densité de charges
v est traitée de maniére classique. Elle renvoie aussi bien & un noyau ponctuel, auquel cas elle vaudra v = Zér,
ol Z désigne la charge du noyau et R, sa position, qu’a une molécule composée de plusieurs noyaux ponctuels,
ou étalés. Nous renvoyons au Chapitre II pour des hypothéses précises sur la densité de charges v.

4. Ce dernier terme est constant. Quitte & changer la référence prise pour le calcul de I’énergie des électrons,
il peut étre omis, ce qui sera le plus souvent le cas dans la suite.
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Nous n’étudierons pas plus avant ce modéle & N corps que nous n’introduisons que pour mieux
décrire le modéle de Bogoliubov-Dirac-Fock. Nous renvoyons a ’article de W. Hunziker et I.M.
Sigal [84], ainsi qu’a 'ouvrage de M. Reed et B. Simon [127], pour de plus amples détails.

Mentionnons néanmoins que la manipulation du hamiltonien H}¥ est délicate. Plusieurs ap-
proximations ont été avancées pour remédier a cette difficulté. L’approximation de Hartree-
Fock [82, 51] restreint le hamiltonien H}Y aux états électroniques de type Hartree-Fock, lesquels
s’écrivent comme des déterminants de Slater de taille N. Lorsque V1, ..., et ¥ sont des fonc-
tions orthonormées de L?(R3,C), leur déterminant de Slater ¥q A --- A Uy est défini par la
formule

1
\Ill /\ .o /\\I}N([L'l,_,_7$N) = Wdet (\IJ’L(Q:.]))’

Les déterminants de Slater appartiennent & l’espace L2((R?)Y,C) des états électroniques & N
électrons. Ce sont les états électroniques les moins corrélés. L’énergie d’un état Hartree-Fock
V=P A--- AWy s’écrit

T o / 0.2 //way dxd
(V)= EY (@A A ) = Z( VF ) = s Je oo ol

pu(z) —v(z))(pw(y) —v(y))
47T€0 /Ra /R3 |£L’— | dxdy.

Dans cette formule, vg désigne 'opérateur de densité & un corps de I’état Hartree-Fock W, lequel
est défini par son noyau

N

Yoz, y) =D i) Ti(y).

En d’autres termes, vy est le projecteur orthogonal sur le sous-espace de L?(R?,C) engendré
par les fonctions W;. C’est sur cette maniére alternative de représenter un état Hartree-Fock
en tant que projecteur orthogonal que s’appuiera le modéle de Bogoliubov-Dirac-Fock. Quant &
I’application py, il s’agit de la densité de charges de 1’état Hartree-Fock U. Elle vaut

N
= [W(@) = yu(z,2).
=1

L’énergie de Hartree-Fock ne dépend en fait que de 'opérateur de densité a un corps g a travers

I’expression alternative
/ / (pu(z) — v(z))(pe(y) — (y))dxdy
]R3 R3 |z —y|

K2
EHF(\IJ) 2—tr( Avy) + 47r€0

// Ivw (@ ddy,
47r50 r3 JRr3 \:U—y\

ou tr(—A~y) désigne la trace de 'opérateur de rang fini —A~yy. Le premier terme de cette formule
est I'énergie cinétique de I’état Hartree-Fock, le second, son énergie électrostatique directe, et le
dernier, son énergie électrostatique d’échange. Les modéles dits réduits correspondent au cas ol
le terme d’échange est omis. Remarquons la ressemblance entre les formules (18) et (20), en par-
ticulier, au niveau des termes d’interactions électrostatiques qui sont identiques, hormis la prise
en compte de I’énergie électrostatique propre de la densité de charges v, et I’adimensionnement
préalable a l'écriture de la formule (18).

(20)

Comme pour le modéle & N corps, I’état Hartree-Fock fondamental décrit la configuration
électronique de type Hartree-Fock la plus stable autour de la densité de charges v. C’est un
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minimiseur du probléme
gHF — inf{EfF(fo), V=T A ATy, (Ug,..., Ty) € 2R3, C)N tuq. (T;, 1) 2 = 51,]-}.

Sous des hypothéses raisonnables sur la densité de charges v, E.H. Lieb et B. Simon [103] ont
montré 'existence d’un état fondamental ¥¥, qui est solution des équations

N
Vi€ {l,...,N}, For(W) + > 0% =0. (21)
j=1

Les nombres p; ; sont les multiplicateurs d’Euler-Lagrange de ce probléme de minimisation.
Quant a 'opérateur Fyv, c’est 'opérateur de Fock, ou de champ moyen, du systéme. Il est défini
par
h? e2 1 €2 v(x,
P e e L P e
lz|  4Ameo |z —y)

2m 4dmeg
En particulier, les équations (21) sont auto-consistantes au sens ou 'opérateur Fyr qui les définit,
dépend de la solution ¥” de ces équations. Nous ne nous étendrons pas plus sur 'approximation
Hartree-Fock, que nous n’avons introduite que pour mettre en lumiére sa similitude avec le
modéle de Bogoliubov-Dirac-Fock, et faciliter I'introduction de ce modéle. Nous renvoyons aux
articles d’E.H. Lieb et B. Simon [103], et P.-L. Lions [109], pour une description plus compléte.

En mécanique quantique relativiste, un électron n’est plus représenté par une fonction d’ondes,
mais, & la suite des travaux de P.A.M. Dirac [44, 45, 46], par un spineur ¥, c’est-a-dire une
application de L?(R3,C*). La probabilité de trouver I'électron au point x est donnée par la
mesure |¥(z)|2dz, de sorte que ¥ est normée dans L?(R3,C*). L’énergie cinétique de I’électron
est égale a

Ec(9) = (¥, D°()) 2,

ot D° = —ihca.V +mc?3 est opérateur de Dirac. Dans cette expression, la constante ¢ désigne
la vitesse de la lumiére dans le vide, tandis que les matrices & = (a1, g, acz) et 3 sont les quatre
matrices de Dirac données par

i 0 O . IQ 0
ak_(a'k 0>et5_<0 —12>'

Les matrices de Pauli o1, 09 et o3 sont ici définies par

(01 AN A
1=1\1 0)727\i o) "=\ -1/

Contrairement a l'opérateur cinétique non relativiste, i/2m(—A), qui est positif, 'opérateur de
Dirac a pour spectre
o(D°) =] — 0o, mc?| U [mc?, 400

Les électrons peuvent, semble-t-il, avoir une énergie cinétique négative. Afin de contourner cette
difficulté, P.A.M. Dirac a suggéré que, dans le vide libre, c’est-a-dire en ’absence de toute inter-
action, des électrons virtuels occupent les niveaux d’énergie négatifs de opérateur D°. En termes
plus mathématiques, cette interprétation, dite de la mer de Dirac, signifie que le vide libre n’est
pas identifié a I'opérateur nul, mais au projecteur orthogonal P? = X]—o00,0] (DY) sur le spectre
négatif de 'opérateur de Dirac. En présence d’une densité de charges v, le vide est polarisé par
les interactions entre la densité de charges et les électrons virtuels. Il est alors représenté par
le projecteur orthogonal P = X]—oo,O](DV) sur le spectre négatif de 'opérateur de Dirac avec

potentiel extérieur,
0 62 1
DY =D" — Uk —.
47T€0 ‘ . ’
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Le modéle de Bogoliubov-Dirac-Fock apparait pour modéliser une configuration électronique
a N électrons autour de la densité de charges v. Il prend non seulement en compte les interactions
avec la densité de charges, mais aussi les interactions entre électrons réels et virtuels. Ce modéle
est une approximation de I’électrodynamique quantique. Nous reviendrons plus en détails sur la
teneur de cette approximation au Paragraphe II.1.1. Le principe est, quoi qu’il en soit, identique
a celui de 'approximation de Hartree-Fock. Les états électroniques sont représentés par des
opérateurs de densité & un corps I', réduit & des opérateurs orthogonaux dans le modéle de
Bogoliubov-Dirac-Fock. Ces projecteurs tiennent compte des N électrons réels et des électrons
virtuels de la mer de Dirac. Leur rang est en particulier infini.

L’énergie totale du systéme est donnée par ’énergie de Bogoliubov-Dirac-Fock (18). Dans
cette expression, 'opérateur () devrait renvoyer & l'opérateur de densité & un corps I'. Si tel
était le cas, toutes les quantités au second membre de la formule (18) seraient infinies, suite a la
prise en compte des électrons virtuels. Cette formule n’aurait pas de sens. Une fagcon de dépasser
cette nouvelle difficulté consiste & retrancher 1’énergie du vide libre, qui est elle-aussi infinie. En
d’autres termes, la référence prise pour le calcul des énergies est celle du vide libre. Soulignons que
ce qui nous intéresse ici est la maniére dont une densité de charges v et N électrons perturbent
le vide libre. Seule la différence d’énergie entre le vide libre et la configuration électronique a
N électrons est pertinente. Nous reviendrons au Paragraphe I1.1.1 sur la justification rigoureuse
de ce processus de renormalisation, lequel conduit & I’énergie renormalisée (18) dans laquelle
I'opérateur @ désigne la différence entre les deux projecteurs orthogonaux I' et PY.5

Le premier terme de I’énergie de Bogoliubov-Dirac-Fock correspond a ’énergie cinétique de
lopérateur Q). Lorsque @ est un projecteur de rang fini sur un sous-espace engendré par une
famille de spineurs orthonormés (¥;)1<;<nr, ce terme vaut en effet

M

tr(D°Q) = (Wi, (W) 12

=1

Le second terme de la formule (18) renvoie aux interactions électrostatiques entre les électrons
et la densité de charges v, le troisiéme et le quatriéme, aux interactions électrostatiques directes
et d’échange entre l’ensemble des électrons réels et virtuels. Ce terme d’échange est omis dans
le modéle de Bogoliubov-Dirac-Fock réduit. Afin de simplifier la présentation mathématique qui
suit, nous avons imposé un choix d’unités physiques tel que les constantes h, 4mweqg et ¢ soient
égales 4 1. Avec ce choix d’unités, 'opérateur de Dirac D° est donné par D° = —ia.V + mf3.
Nous supposerons dans la suite que la masse m de I’électron est aussi normalisée & 1. Le nombre
a désigne alors la constante de structure fine de Sommerfeld, qui vaut o = e? avec ce choix
d’unités. C’est un petit parameétre de 'ordre de 0,0073. La fonction matricielle Q(z,y) est le

noyau de 'opérateur @). La densité de charges pg est définie comme précédemment par

po(x) = trea(Q(z, x)).

Dans le cas ou Q est un projecteur de rang fini sur un sous-espace engendré par une famille
de spineurs orthonormés (¥;)1<;<a, ces deux quantités généralisent celles introduites dans le
modéle de Hartree-Fock & travers les formules

M M
Qz,y) =Y Til@)Tily)" et po(z) =) |Wi()|2s,
i=1 i=1

5. En fait, ce n’est pas le projecteur orthogonal P® qui devrait apparaitre ici, mais un projecteur orthogonal
P2 qui prend en compte les interactions électrostatiques des électrons virtuels (voir le Paragraphe II1.1.1). Afin
de simplifier la présentation, nous en sommes restés dans cette introduction, au projecteur orthogonal P°, lequel
est pertinent dans le cas du modéle de Bogoliubov-Dirac-Fock réduit.
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ou W, (y)* est le vecteur ligne adjoint du vecteur colonne W;(y).

La détermination du vide polarisé, de type Bogoliubov-Dirac-Fock, passe par la minimisation
de I’énergie de Bogoliubov-Dirac-Fock sous la contrainte que 'opérateur @ soit la différence entre
un projecteur orthogonal I' et le projecteur du vide libre P°. Le vide polarisé est donc solution
du probléme

EPPE = inf {EPPF(Q), Q=T - Py € L(L*(R*,C*)) t.q. " =T et T =T}.  (22)

Comme dans le cas de 'approximation de Hartree-Fock, un minimiseur ), de ce probléme est
solution d’une équation auto-consistante

QI/ = X]—00,0] (DQV) - ng

ou
1 T
D@ =D 4+ a(pg, —v) * — — 047@”( Y)
|z [z =y
est I'opérateur de Fock, ou de champ moyen, du systéme. Le vide polarisé est décrit par le
projecteur I'), = @), + B, . Il satisfait a I'interprétation de la mer de Dirac puisqu’il s’agit du
projecteur spectral sur le spectre négatif de I'opérateur D9,

L’état fondamental & IV électrons, de type Bogoliubov-Dirac-Fock, est un minimiseur de 1’éner-
gie de Bogoliubov-Dirac-Fock sous la contrainte que 'opérateur @ soit la différence entre un
projecteur orthogonal I et le projecteur du vide libre P°, et que la configuration totale présente
N électrons réels. Lorsque @ est un projecteur de rang fini sur un sous-espace engendré par
une famille de spineurs orthonormés (¥;)1<;<as, le nombre d’électrons réels est égal a M, soit
la trace du projecteur (). Dans le cas général, la condition imposée pour signifier la présence
de N électrons réels sera de méme que la trace de @) soit égale & N. Un état fondamental & N
électrons, de type Bogoliubov-Dirac-Fock, est donc une solution du probléme

EPPE(N) = inf {EPPF(Q), Q=T - Py € L(L*(R*,CY)) t.q. T* =T, I? =T, et tr(Q) = N }.
(23)
Un minimiseur QQn vérifie I’équation auto-consistante

QN = X]foo,uN} (DQN) — PE (24)

Dans cette expression, puy est le multiplicateur de Lagrange du probléme. Il s’agit aussi du niveau
de Fermi des électrons. L’opérateur de Fock, ou de champ moyen, D@~ est défini par

1 Qn(z,y)
DO =D+ apoy —v) x — — a2
(baw =¥ * ==y

Le vide, maintenant polarisé par la densité de charges v et les IV électrons réels, est représenté
par le projecteur I'y = X)_oo ] (DON) sur le spectre négatif de I'opérateur D?N. La structure
électronique des N électrons réels est donnée par la différence yy =I'y —I'y, ou 'y = Qn +p0
désigne le projecteur associé a tous les électrons réels et virtuels. En d’autres termes, vy est le
projecteur spectral X]O,/J,N}(DQN ) sur les niveaux d’énergie compris entre 0 et py de I'opérateur
de champ moyen D¥~. Au moins pour des densités de charges v pas trop fortes, le niveau de

Fermi ppy est tel que le projecteur vy soit de rang N. Les spineurs des N électrons réels sont
alors les états propres d’énergie comprise entre 0 et py de opérateur DOV,

Le modéle de Bogoliubov-Dirac-Fock décrit aussi des structures positroniques & N positrons.
Lorsque 'entier N est négatif, un minimiseur @ 5 du probléme (23) satisfait ’équation (24) pour
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un multiplicateur de Lagrange py négatif. Le projecteur I'y = Qn + P° présente des lacunes
par rapport au projecteur I'y = X]_OO,O](DQN ) du vide polarisé, puisqu’il vaut

'y = F;v - X[HN,O](DQN)'

Ces lacunes s’interprétent comme des positrons, d’énergie égale & 'opposé des niveaux d’énergie
ou ils apparaissent. Le projecteur orthogonal vy = X0l (DQN ) décrit une structure positro-
nique & |N| positrons, puisque le niveau de Fermi uy est tel que ce projecteur soit de rang |N|
(au moins pour des densités de charges v pas trop fortes). Remarquons que la trace de 'opérateur
@y s’interpréte en fait, non pas comme le nombre de particules réelles considérées, mais, 4 une
constante prés, comme 'opposé de leur charge. Ces deux notions sont bien siir identiques dans
le cas des électrons.

Cette description du modéle de Bogoliubov-Dirac-Fock reste formelle. Plusieurs difficultés se
présentent quant a la définition rigoureuse des objets mathématiques introduits. Nous reviendrons
sur ces difficultés et donnerons une définition plus satisfaisante de ce modéle au Paragraphe I1.1.1.
Il n’en demeure pas moins que les principaux objets d’intérét, que ce soit pour ce modéle, ou
pour sa version réduite, sont la résolution des problémes de minimisation (22) et (23), et la
description qualitative des minimiseurs (s’il en existe). Comme ce modéle apparait comme une
approximation de I’électrodynamique quantique, il est aussi crucial de vérifier la validité de cette
approximation. Méme si d’autres aspects de ce modéle sont introduits dans ce mémoire, ce sont
ces deux thématiques que nous aborderons dans le cas du modéle de Bogoliubov-Dirac-Fock
réduit a travers :

— la construction variationnelle des structures électroniques & N électrons,

— la renormalisation de leur densité de charges, ainsi que la justification d’un développement

perturbatif de la densité de charges du vide polarisé (en 'absence d’électrons réels), lequel
se trouve étre semblable a celui obtenu dans le cadre de I’électrodynamique quantique. ©

La construction des structures électroniques stables & N électrons repose sur des arguments
variationnels proches de ceux invoqués pour la construction des ondes progressives minimisantes
pour l’équation de Gross-Pitaevskii. Dans le cadre général des méthodes de concentration-
compacité développées par P.-L. Lions [107, 108|, I'existence des minimiseurs se déduit d’une
condition de type Hunziker-van Winter-Zhislin [83, 134, 143]. Cette condition, établie de ma-
niére rigoureuse par C. Hainzl, M. Lewin et E. Séré [79], s’écrit

Vk € Z*, EPPE(N) < EBPE(N — k) 4 EBPF (k). (25)

Elle refléte le fait qu'une structure électronique & N électrons liés est énergétiquement favorable
par rapport & n’importe quelle structure & N — k électrons liés, complétés d’une charge k non
lice. Elle reste valable pour le modéle de Bogoliubov-Dirac-Fock réduit.

La condition (25) n’est a priori pas vérifiée pour tout entier relatif N. Autour d’une densité de
charges v de charge totale Z, ne peuvent en principe exister que des structures électroniques & N
électrons pour N compris entre 0 et Z + 1. En d’autres termes, le probléme de minimisation (23)
ne doit admettre des solutions que pour les valeurs de N dans l'intervalle [0, Z + 1] (au moins si
le modéle de Bogoliubov-Dirac-Fock constitue une approximation valable de la réalité physique).
Cette conjecture d’ionisation est délicate sur le plan mathématique méme pour des modéles plus
simples (voir les travaux de J.-P. Solovej [130, 131] pour le modéle de Hartree-Fock). A notre
connaissance, elle demeure ouverte pour le modéle de Bogoliubov-Dirac-Fock.

Dans le cas du modéle de Bogoliubov-Dirac-Fock réduit, il existe deux entiers N,,, < 0 et
N > Z tels que le probléme (23) posséde un minimiseur pour chaque valeur de N entre N, et

6. Lorsque ne sont prises en compte que les interactions électrostatiques, soit, en particulier, en I’absence de
photons, ce qui n’est guére raisonnable dans la pratique.
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Nyy. Cette derniére affirmation, accompagnée d’estimations plus précises des valeurs de N, et
Ny, forme la trame de V'article [67]. Nous tacherons au Paragraphe I1.2 d’expliquer les hypothéses
précises, ainsi que les arguments mathématiques, qui ménent & cette affirmation.

La question de la renormalisation de la charge des minimiseurs () ainsi construits découle
d’une propriété surprenante de ces minimiseurs. Rappelons que Q) n décrit une structure électro-
nique & N électrons. Le nombre d’électrons associés au projecteur QQn est égal & N & travers la
formule N = tr(Qx). " En principe, le potentiel électrostatique Vph, créé par les électrons réels et
virtuels, et la densité de charges v, est donc donné par I'approximation Vi, (z) = a(Z — N)/|x|,
lorsque |z| est assez grand. Dans le formalisme du modéle de Bogoliubov-Dirac-Fock, ce potentiel
est égal a

R3 |z —y
de sorte que, si les fonctions v et pg, sont suffisamment régulieres et intégrables, l'intégrale de
leur différence doit étre égale & Z — N. Il n’en est rien. Cette intégrale vaut

Z — N
/RS (v —poy) = 1T aBy (27)

ou By est une fonction explicite de la coupure ultraviolette A, laquelle est introduite afin de don-
ner un sens au modéle de Bogoliubov-Dirac-Fock. Nous reviendrons sur cette notion de coupure
ultraviolette, ainsi que sur la valeur de Bp au Chapitre II. Comme la fonction By est strictement
positive, le potentiel électrostatique Vj, observé n’a, quoi qu’il en soit, pas la valeur qui devrait
étre la sienne.

Ce paradoxe est récurrent en électrodynamique quantique. Il apparait lorsque les parameétres
introduits pour définir le modéle, ici la constante de structure fine, dite nue, «, sont différents
des parameétres mesurés. Pour |z| assez grand, le potentiel électrostatique mesuré V,, prend la

valeur
« Z — N

=~ X
14+ aBj ||

La constante de structure fine observée oy, vaut donc

Vpn(z)

e}
App = ————, 28
ph 1+ aBy ( )
de facon a ce que le potentiel V,;, prenne la valeur a,n(Z — N)/|xz| pour |z| assez grand. La
constante de structure fine observée a,,, est différente de la constante nue, «, initialement intro-
duite dans le modéle.

L’introduction de la constante observée a,), affecte a son tour la définition de la densité
totale de charges du systéme, initialement égale a la fonction pg, — v. En principe, le potentiel
électrostatique Vj, créé par le systéme, s’écrit sous la forme

Vinla) = an [ 2200, (20)

ol pp, désigne la densité totale de charges du systéme. Avant l'introduction des paramétres

observés, cette formule est vérifiee a travers l'identité (26). Afin qu’elle reste vérifier dans les
parameétres observés, la densité p,, doit en fait prendre la valeur

QphPph = Oc(l/ - IOQN)? (30)

7. Ce n’est pas la trace de 'opérateur @Qn qui doit étre considérée ici. Cet opérateur n’appartient pas a la
classe des opérateurs a trace, donc sa trace n’a a priori aucun sens. Nous reviendrons au Paragraphe I1.1.1 sur le
sens & donner a la trace de @n. Cette remarque est d’autant plus cruciale ici que ’égalité (27) s’explique par le
fait que 'opérateur Qn ne soit pas a trace.
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de sorte que la densité totale de charges observée ne sera plus égale a v — pg, .

L’introduction des quantités oy, et pp, peut surprendre. Pour les valeurs de oy, suffisamment
petites, et dans le cas du vide polarisé, soit pour N = 0, elle est cependant cohérente avec 1’élec-
trodynamique quantique dans le cadre d’une renormalisation multiplicative du parameétre ayy,.
A travers la formule (28), la constante a,;, dépend non seulement de la constante de structure
fine nue a, mais aussi de la coupure ultraviolette A. Cette coupure apparait aussi en électro-
dynamique quantique. Cependant, cette théorie calcule des développements asymptotiques par
rapport au petit parametre oy, par exemple de la densité de charges ppp, qui sont indépendants
de A. Cette surprenante propriété passe par l'introduction de techniques de renormalisation. La
renormalisation dite multiplicative consiste a imposer que oy, = Z3a, ot Z3 est une constante
de renormalisation, puis a développer la fonction p,; en fonction de oy, pour Z3 fixée. A pre-
miére vue, ceci ne change rien au fait que les termes du développement asymptotique devraient
dépendre de Z3, en lieu et place de A. Il n’en est rien, et cette propriété reste vraie pour le
modéle de Bogoliubov-Dirac-Fock réduit dans le cas du vide polarisé, en 1’absence d’électrons
réels. Cette derniére affirmation est le principal objet de I'article [68], dont nous détaillerons les
tenants et les aboutissants au Paragraphe II.3.

Ce mémoire est organisé de la fagon suivante. Le Chapitre I traite de I’équation de Gross-
Pitaevskii. Son premier paragraphe dresse ’état de ’art mathématique quant a cette équation. Il
rappelle en particulier les principaux résultats mathématiques au sujet du probléme de Cauchy,
des ondes progressives et des régimes ondes longues pour l'équation de Gross-Pitaevskii. Le
Paragraphe 1.2 est consacré a I’étude des ondes progressives minimisantes, de leur construction
dans le Paragraphe 1.2.1 & leur stabilité orbitale au Paragraphe [.2.3, en passant par ’analyse
de la limite transsonique (voir le Paragraphe 1.2.2). Le Paragraphe 1.3 décrit enfin la dérivation
rigoureuse du régime ondes longues vers 1’équation de Korteweg-de Vries en dimension un.

Le Chapitre II est quant a lui consacré au modeéle de Bogoliubov-Dirac-Fock. Le premier pa-
ragraphe détaille, de maniére plus rigoureuse, sa dérivation a partir de 1’électrodynamique quan-
tique, puis présente les principaux résultats mathématiques le concernant. Le Paragraphe I11.2
décrit la construction des structures électroniques a NN électrons pour le modéle de Bogoliubov-
Dirac-Fock réduit. Enfin, le Paragraphe I1.3 présente la maniére dont est renormalisée la densité
de charges du vide polarisé, renormalisation qui conduit & un développement perturbatif similaire
a celui fourni par I’électrodynamique quantique.
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Chapitre 1

L’équation de Gross-Pitaevskii

Ce chapitre est consacré a ’analyse des solutions de I’équation de Gross-Pitaevskii d’énergie
finie en dimension quelconque. La plupart des résultats énoncés se limitent cependant aux dimen-
sions un, deux et trois. Ces résultats couvrent la construction et les propriétés qualitatives des
ondes progressives minimisantes pour ’équation de Gross-Pitaevskii, et 'analyse de son régime
ondes longues vers I’équation de Korteweg-de Vries. Avant de préciser plus avant ces résultats,
rappelons les principaux points de ’analyse mathématique de ’équation de Gross-Pitaevskii.

1.1 Introduction

I.1.1 Le probléme de Cauchy et la dynamique dispersive en temps long

Que ce soit pour traiter des régimes ondes longues, dont I’analyse nécessite au préalable
d’avoir démontré ’existence de solutions, ou pour étudier les ondes progressives, dont le principal
intérét provient de leur role supposé dans la dynamique en temps long de I’équation de Gross-
Pitaevskii, la premiére question & laquelle nous sommes confrontés, est celle de I'existence de
solutions globales de ’équation de Gross-Pitaevskii pour toute donnée initiale Wy.

Ce probléme de Cauchy a fait 'objet de nombreux travaux. F. Béthuel et J.-C. Saut [19] ont
commencé par montrer qu’il est bien posé globalement dans l'espace {1} + H*(R") pour N = 2
et N = 3. A la suite de ce résultat, se posait la question de savoir sil était possible de I’étendre
& toutes les données initiales dans l'espace d’énergie

ERN) = {T € LiL (RY), t.q. B(V) < +oo}.
En dimension un, P.E. Zhidkov [142] a répondu par 'affirmative a cette question (voir aussi [53]).

Théoréme ([142]). Soit ¥y € E(R). Il existe une unique solution globale ¥ dans C°(R,E(R))
de ’équation de Gross-Pitaevskii de donnée initiale Wy. Cette solution conserve l’énergie de

Ginzburg-Landau
Vte R, E(¥(t)) = E(Vy).

Remarque. La preuve de ce résultat passe par I'introduction des espaces de Zhidkov,
Z*(RY) ={¥ e CRY), t.q. VI € H*H(RY)},

pour tout nombre réel s > 1. En dimension un, l'espace d’énergie £(R) est égal par le théoréme
d’injection de Sobolev, &

ER) ={T e Z'(R), t.q. 1 — |¥|* € L*[R)}.

21



En particulier, la structure métrique, qui permet de parler de solutions continues en temps, est
définie par la distance

1
V(W1 W2) € ER)?, de (W1, ¥2) = (|91 = Wo[fa iy + |95 = 0 Famy + 1007 = 192|725 )

O. Goubet [60] a complété ce résultat en dimension deux en établissant que le probléme de
Cauchy est bien posé globalement dans I'espace Z2(R?). Enfin, P. Gérard a prouvé qu'il est bien
posé globalement dans I’espace d’énergie en dimensions deux et trois, ainsi que pour les données
initiales d’énergie suffisamment petite en dimension quatre.

Théoréme ([57]). Soit N =2 ou N = 3, et Vg, une fonction de E(RN). Il existe une unique
solution globale ¥ dans CO(R,E(RY)) de l’équation de Gross-Pitacvskii de donnée initiale V.
Cette solution conserve ’énergie de Ginzburg-Landau

Vt € R, B(U(t)) = E(Tp).

En dimension N = 4, il existe un nombre g9 > 0 tel que ces conclusions demeurent vraies pour
toute donnée initiale Uy € E(RY) d’énergie E(Vg) < &o.

Remarque. La preuve de ce résultat passe par le fait que I'espace d’énergie £ (RN ) est égal a
ERN)={V e Z'®RY) + H'(RY), t.q. 1 - |¥|* € L*(RN)}.

La structure métrique qui permet de parler de solutions continues en temps, est définie par la
distance

[N

2 2
V(\Ill, \1’2) € 5(RN)27 dg(\lll, \112) = (Hlpl - \IIQHZl(]RN)—&-Hl(RN) + H‘\IJ1|2 - |\I]2’2HL2(]RN)> )
ot la norme || - || z1(r¥y4 g1 (ry) st donnée par 'expression
10| 1y = inf {[[ 1] 210 + | Polln, ¥ =Ty + Ty t.q. (U1, Ts) € ZHRY) x H'(RY)}.

L’existence globale et I'unicité des solutions de 1’équation de Gross-Pitaevskii dans ’espace
d’énergie constitue le résultat maximal que I'on puisse espérer quant au probléme de Cauchy. Elles
permettent d’envisager aussi bien 1’étude des régimes ondes longues, que celle de la dynamique
en temps long. Nous renvoyons a Uarticle de revue de P. Gérard [58| pour de plus amples détails
sur la preuve des énoncés ci-dessus.

Cependant, il est parfois utile de savoir que le probléme de Cauchy est bien posé dans des
classes de fonctions différentes de 'espace d’énergie. C’est le cas pour I'analyse des régimes ondes
longues ou la régularité des solutions considérées joue un role essentiel. La difficulté n’est pas
alors d’établir 'existence locale de solutions, qui est un corollaire des arguments développés
pour montrer les deux énoncés précédents, mais de controéler le temps maximal d’existence in-
dépendamment du petit paramétre € introduit pour l'analyse du régime ondes longues (voir le
Paragraphe 1.3).

Ceci s’avére aussi pertinent pour démontrer la stabilité orbitale des ondes progressives mi-
nimisantes. La preuve variationnelle de leur stabilité orbitale [8, 28] requiert la conservation de
I’énergie F, ainsi que celle du moment scalaire p. Comme il est difficile de bien définir le mo-
ment scalaire p dans ’espace d’énergie, il est utile de résoudre le probléme de Cauchy dans un
espace fonctionnel ot la définition du moment scalaire n’est plus une difficulté. C. Gallo [54] a
ainsi montré que le probléme de Cauchy admettait une unique solution globale dans des classes
de fonctions du type {u} + H'(RY) en dimensions deux et trois (et pour des données initiales
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d’énergie petite en dimension quatre). La fonction u peut étre choisie comme une onde progres-
sive u.. C. Gallo [54] a établi que le moment scalaire p, défini dans 1'espace {u.} + H'(RY) par
la formule !

1
plue +v) = pue) + / (i01uc, v)c + = / (i01v,v)c,
RN 2 RN

est conservé le long du flot de I’équation de Gross-Pitaevskii. Aussi est-il possible d’aborder le
probléme de la stabilité orbitale des ondes progressives u. dans le cadre fonctionnel offert par
espace {u.} + H'(RY) (voir le Paragraphe 1.2.3).

L’analyse de la dynamique en temps long de ’équation de Gross-Pitaevskii ne se limite pas
a I'étude de la stabilité orbitale des ondes progressives minimisantes. D’autres phénomeénes,
en particulier dispersifs, apparaissent. Dans cette optique, S. Gustafson, K. Nakanishi et T.-
P. Tsai |74, 75, 76] se sont intéressés au probléme du scattering des solutions d’énergie petite.
Etant donnée une petite perturbation ¥y = 1 + ®; de la solution constante 1, il s’agit de
déterminer si la solution ¥ = 14 ® associée a la donnée initiale ¥q, évolue en temps long comme
I’équation linéarisée autour de la constante 1. En d’autre termes, la fonction ® évolue-t-elle
suivant I’équation

i0,® + AD — 2Re(®) = 0, (L1)

en temps long? S. Gustafson, K. Nakanishi et T.-P. Tsai [74] ont résolu ce probléme en toute
dimension supérieure ou égale & trois. Afin d’énoncer proprement leurs résultats, il est nécessaire

d’introduire les opérateurs H = \/—A(2—-A), U =/ —-A/(2—A) et
V(®) = U 'Re(®) 4 iIm(P),
lesquels transforment I’équation de Gross-Pitaevskii en I’équation

i0ww — H(v) + N(v) =0,

ouv=V"1®) et N(v) =iV (iV(v)(V(v)+2V (v) +|V(v)[?)). Le résultat de S. Gustafson, K.
Nakanishi et T.-P. Tsai en dimension supérieure ou égale a quatre prend alors la forme suivante.

Théoréme ([74]). Soit N >4, et Uy =1+ By : RN — C telle que vg = V~'®y € Hz }(RV).
1l existe une constante positive €qg telle que, si la donnée initiale vy vérifie la condition

1wl 3 -1 vy < €05

alors il existe une unique solution globale U de l’équation de Gross-Pitaevskii telle que la fonc-

tion v appartienne a l’espace CO(R,H%_l(RN)). Dans ce cas, il existe deuz fonctions vE €

H%_l(RN) telles que
v(t) — ey 5 0 dans Hgfl(RN),

lorsque t — Fo00.
Remarque. Les fonctions &+ définies par
dE(t) = URe(e_“Hvi) + iIm(e‘itHvi),

sont solutions de I’équation (I.1). Cet énoncé confirme que la fonction ® évolue suivant I’équation
(I.1) en temps long.

1. Cette définition doit étre complétée par le choix de la valeur affectée au moment scalaire d’une onde pro-
gressive u.. Nous reviendrons sur cette question au Paragraphe 1.1.2.
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Ce premier résultat améne deux remarques. La premiére concerne le probléme de Cauchy
pour I’équation de Gross-Pitaevskii. D’aprés le théoréme précédent, ce probléme est bien posé
globalement pour les petites perturbations suffisamment réguliéres de la solution constante 1
en toute dimension supérieure ou égale & quatre. Ceci compléte I'analyse précédente qui se
limitait pour lessentiel aux dimensions inférieures ou égales & quatre. A notre connaissance,
le caractére bien posé globalement du probléme de Cauchy demeure ouvert pour des données
initiales quelconques en toute dimension supérieure ou égale a quatre.

La seconde remarque est liée aux ondes progressives non constantes d’énergie petite. Ces objets
non linéaires n’ont pas un comportement dispersif en temps long. Leur existence est une entrave a
un possible résultat de scattering des solutions d’énergie petite. Le théoréme précédent implique
donc, en un certain sens, leur non-existence. A. de Laire [41] a corroboré cette remarque en toute
dimension supérieure ou égale & quatre en établissant la non-existence d’ondes progressives non
constantes au dessous d'un seuil énergétique Ex > 0 (voir également [132]).

En dimension trois, S. Gustafson, K. Nakanishi et T.-P. Tsai ont démontré le résultat suivant.
Théoréme ([76]). 1l existe une constante g > 0 telle que, si une condition initiale Vo = 1+ Py :
R3 — C vérifie
[+ aP)(Re(en(a)) + [Von(a)P)d < <5

R3
alors il existe une unique solution globale ¥ de ’équation de Gross-Pitaevskii telle que la fonction
v =V ~Y®) appartienne a l'espace CO(R, HL(R?)), ou

HL(R?) = {f € LL.(R3), tuq. f = avec g € Hl(R?’)}.

_9
IR
Dans ce cas, il existe une fonction v™° € HL(R3) telle que
‘ 1 ,
_ —itH oo _ - 12 tHt,, (. 00 )
oC 1) = e 0% 1 0<ﬁ), et [[(1+ [+ P) (M0 8) = 0%) || 1 gy = O,

lorsque t — —+00.

Remarque. Comme en dimension supérieure & quatre, la fonction ®*° définie par
®°°(t) = URe(e " v™>) + iIm (e "Hv>),
est solution de I’équation (I.1). La fonction ® évolue suivant I’équation (I.1) en temps long.

Cet énoncé améne également & s’intéresser a ’existence d’ondes progressives non constantes
d’énergie petite en dimension trois. Nous avons établi que de telles ondes progressives n’existent
pas (voir également [132]). Ce n’est plus vrai en dimension deux, ot il existe des ondes progressives
dont les énergies prennent n’importe quelle valeur strictement positive (voir le Paragraphe 1.2.1).
En particulier, il ne peut y avoir scattering des solutions d’énergie petite en dimension deux.

Ceci n’empéche pas l'existence de solutions dispersives, lesquelles vont se comporter en temps
long suivant I’évolution linéaire donnée par 1’équation (I.1). S. Gustafson, K. Nakanishi et T.-P.
Tsai [75] ont construit des solutions particuliéres de ce type en dimension deux. Leur compor-
tement asymptotique est cependant un peu plus complexe que celui prévu par 1'équation (I.1).
Nous renvoyons a l'article de revue de K. Nakanishi [122] pour plus de précisions a ce sujet.

I.1.2 Les ondes progressives

L’analyse des ondes progressives a débuté par plusieurs travaux tant numériques que formels
quant & leur existence et leurs propriétés qualitatives. Aprés I’étude de leur limite transsonique en
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dimension trois, réalisée par S.V. lordanskii et A.V. Smirnov [86], C.A. Jones, S.J. Putterman et
P.H. Roberts [90, 89] ont minutieusement détaillé leurs principales caractéristiques en dimensions
deux et trois. 2 Avant d’énumérer les principaux résultats mathématiques les concernant, il n’est
pas inutile de revenir sur les travaux pionniers de C.A. Jones, S.J. Putterman et P.H. Roberts.

La premiére question qu’ils ont examinée est celle de l’existence d’ondes progressives non
constantes d’énergie finie. L’équation (OPc) posséde des solutions trés simples : les fonctions
constantes de module un ou la fonction nulle. L’équation est de plus invariante par multiplication
par un nombre complexe de module un, ou par translation, ainsi que par la transformation qui, a
une fonction v, associe la fonction v(z) = v(x) exp(—icz1). Ceci permet de construire une famille
de solutions élémentaires de 'équation (OPc) a deux paramétres A € U = {z € C, t.q. |z| = 1},
et 0 € {0,1}, données par les formules uy 5(x) = Ae~971  Ces solutions sont soit constantes,
soit d’énergie infinie. Se pose donc la question de 'existence d’ondes progressives non constantes
d’énergie finie.

A cette question, C.A. Jones, S.J. Putterman et P.H. Roberts ont répondu par l'affirmative.
Par des arguments numériques et formels, ils ont établi qu’il existe au moins une famille d’ondes
progressives u, non constantes d’énergie finie, dont les vitesses ¢ couvrent l'intervalle |0, v/2[. Par
contre, il n’existe pas d’ondes progressives non constantes d’énergie finie, et de vitesse ¢ = 0,
ou ¢ > v/2. En d’autres termes, les seules ondes progressives non constantes d’énergie finie sont
subsoniques. Elles ne peuvent étre ni stationnaires, ni soniques, ni supersoniques.

C.A. Jones, S.J. Putterman et P.H. Roberts ont représenté cette famille d’ondes progressives
dans le plan énergie-moment scalaire. En dimension deux, leur tracé a l’allure suivante

E(uc)

Cy

tandis qu’en dimension trois, il a 'aspect suivant

E(uc)
g’l“ ””” 1 Cv
C'I‘:
0 Pr p(uc)

2. Le cas de la dimension un est sans réel objet, puisque toutes les ondes progressives se calculent explicitement
(voir les formules (3)). Remarquons néanmoins que de nombreuses propriétés, explicites par ces formules, se
généralisent aux dimensions deux et trois.
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Sur chacune de ces courbes, chaque point correspond a une onde progressive u. d’énergie F(u.)
et de moment p(u.). La vitesse ¢ de 'onde progressive est la pente de la tangente a la courbe au
point considéré. Au moins formellement, la vitesse ¢ vérifie en effet la relation

c= ?95 (p(vc)> .

En dimension deux, comme en dimension trois, I’énergie et le moment scalaire de u. deviennent
infinis lorsque sa vitesse ¢ tend vers 0. En dimension deux, ces deux quantités tendent vers 0 &
la limite transsonique ¢ — v/2. Au contraire, en dimension trois, I’énergie et le moment scalaire
de u. deviennent infinis & la limite transsonique. La courbe se divise donc en deux branches,
séparées par un point de rebroussement atteint pour une valeur de la vitesse c;.

Aprés avoir obtenu ces deux tracés, C.A. Jones, S.J. Putterman et P.H. Roberts se sont tournés
vers les propriétés qualitatives des ondes progressives u.. Lorsque la vitesse ¢ est petite, celles-ci
présentent des vortex. Ce sont des points en lesquels u. s’annule, et autour desquels I’application
|Zi\ a un degré topologique non nul. En dimension deux, u. présente deux vortex de degrés —1

et 1, symétriques par rapport a ’axe z1, et a une distance équivalente a % lorsque ¢ tend vers 0.

x2

A +1

En dimension trois, u. présente un anneau de vortex autour de I’axe 1, de diamétre équivalent
s 2|In(c
a %, lorsque ¢ tend vers 0.

z1

Dans les deux cas, les solutions u, vérifient la symétrie naturelle de I’équation (OPc), qui est la
symétrie par rapport & 'axe x; en dimension deux, I'invariance par rotation autour de 'axe x;
en dimension trois.

Lorsque la vitesse ¢ augmente et dépasse une vitesse critique c¢,, les ondes progressives u,. ne
s’annulent plus. Au moins numériquement, la vitesse critique ¢, semble inférieure a celle du point
de rebroussement ¢, en dimension trois. Enfin, lorsque ¢ approche la vitesse du son ¢; = v/2, la
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fonction u. devient une onde de raréfaction qui converge vers une constante de module un. Il est
alors possible de la relever sous la forme u. = g.expip., ou le module g., et la phase ¢. sont
des fonctions a valeurs réelles définies sur RYN. A la limite ¢ — /2, les fonctions 0c et . sont
gouvernées par 1’équation de Kadomtsev-Petviashvili (KP1). Les fonctions N, et 0;0,, données
par les changement d’échelles

Vx:(azl,mL)eRN, N.(x) = = ,

2 2
€2 €. €&

6<1—Qc<xl V2zx | 6v/2 (561 ﬁ$l>’

2
) >, et 010.(r) = —5-019¢

g2 g. =~ &2

(1.2)
ol . = V2 — 2, convergent en effet vers une onde solitaire de vitesse 1 pour ’équation de
Kadomtsev-Petviashvili (KP1).

C.A. Jones, S.J. Putterman et P.H. Roberts ont aussi décrit le comportement asymptotique
des ondes progressives u.. Celui-ci est donné, & une constante multiplicative de module un prés,
par le développement formel

10T
2
(21 + (1 = D)lzr]?)

en dimensions deux et trois. Le coefficient dipolaire élastique o dépend explicitement de I’énergie
E(u.) et du moment scalaire p(u.) a travers les relations

c? c?
2o /1 — 5= cE(ue) + 2(1 - Z)p(uc),

Aro = gE(uc) +2p(ue),

ue(xr,x)) ~ 1+ &t
2

en dimension deux, et

en dimension trois. Ces développements indiquent qu’'une onde progressive u,. converge vers une
constante de module un a l'infini, que 'on peut supposer égale & 1, quitte & multiplier par un
nombre complexe de module un. La différence u, — 1 a une décroissance algébrique explicite,
essentiellement gouvernée par la fonction z — WI%

Quant a la stabilité des ondes progressives, C.A. Jones, S.J. Putterman et P.H. Roberts es-
timent que toutes les ondes progressives u. sont stables en dimension deux, ainsi que toutes celles
sur la branche inférieure en dimension trois. Au contraire, les ondes progressives sur la branche
supérieure en dimension trois semblent instables. Cette différence est liée a la caractérisation des
solutions sur la branche inférieure comme les minimiseurs de 1’énergie de Ginzburg-Landau & mo-
ment scalaire fixé, ce qui ne peut étre le cas de celles sur la branche supérieure. Nous reviendrons
sur cette analyse dans les Paragraphes 1.2.1 et 1.2.3, mais commengons par rappeler ’ensemble
des résultats mathématiques qui sont venus confirmer rigoureusement le tableau dépeint par C.A.
Jones, S.J. Putterman et P.H. Roberts.

Les premiers travaux mathématiques quant aux ondes progressives non constantes d’énergie
finie, remontent a la preuve par F. Béthuel et J.-C. Saut [19] de leur existence pour un intervalle
de vitesse petite |0, co[ en dimension deux. Les ondes progressives sont construites comme points
critiques non constants de la fonctionnelle £ — ¢p par le lemme du col. Elles présentent deux
vortex de degré +1 a une distance équivalente a 2/¢, lorsque ¢ — 0.

En dimension supérieure ou égale a trois, le premier résultat d’existence est di & F. Béthuel,
G. Orlandi et D. Smets [18]. Ils ont établi 'existence d’une suite de vitesses (¢, )nen, qui converge
vers 0, telle qu’il existe des solutions non constantes de I’équation (OPc) pour chacune des vitesses
¢n. Comme en dimension deux, ces solutions présentent des vortex, massés dans ce cas, le long
d’un anneau de diamétre équivalent a 2|In(c)|/c, lorsque ¢ — 0. La preuve ne repose plus sur la
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construction de points critiques de la fonctionnelle F — ¢p, mais sur la minimisation de 1’énergie
FE sous la contrainte d’'un moment scalaire fixé p. C’est la raison pour laquelle elle ne procure
qu’une suite de vitesses pour lesquelles il existe des solutions, en lieu et place d’un intervalle
de vitesses. Nous reviendrons sur cette remarque au Paragraphe 1.2.1. Soulignons, avant cela,
que D. Chiron [32] a complété le travail de F. Béthuel, G. Orlandi et D. Smets en montrant,
une nouvelle fois par le lemme du col, l'existence d’un intervalle de vitesses petites ]0, ¢y [ pour
chacune desquelles il existe des solutions non constantes de I’équation (OPc). L’ensemble de ces
résultats peut se résumer ainsi.

Théoréme (|19, 18, 32|). Soit N > 2. Il existe une constante cy > 0 telle que I’équation (OPc)
a une solution u. non constante d’énergie finie pour chaque valeur de c¢ €]0,cn[. L’énergie et le
moment scalaire de u. vérifient

755 (N — 1)(N — 2)N=2 | In(e)|V-1
F(N;_1> CN72 )

E(uc) ~

et

(N — 2)N-1 <\ 1n(c)>N_1,

S E S I

lorsque ¢ — 0. En dimension deuz, la fonction u. présente deux vortex de degré +1, situés a une
distance équivalente & 2/c, lorsque ¢ — 0. En dimension trois, elle présente un anneau de vortex
de diamétre équivalent a 2|1n(c)|/c, lorsque ¢ — 0.

Remarque. F. Lin et J. Wei [104] ont récemment retrouvé ce résultat en dimension supérieure
ou égale & deux par des arguments perturbatifs, et non plus variationnels.

La construction d’ondes progressives non constantes de vitesse quelconque dans l'intervalle
]0,v/2[ est plus délicate. Les arguments variationnels qui aménent & ce théoréme, ainsi que les
arguments perturbatifs de F. Lin et J. Wei, reposent sur la présence de vortex dans le cas des
vitesses petites. Nous reviendrons au Paragraphe 1.2.1 sur une premiére maniére de contourner
cette difficulté, introduite dans un travail en collaboration avec F. Béthuel et J.-C. Saut [14],
laquelle ne permet cependant pas de conclure quant a I’existence d’ondes progressives de vitesse
quelconque dans Pintervalle ]0, v/2[.

Plus récemment, M. Maris [115] a proposé une fagon alternative de procéder qui lui a permis
de construire des ondes progressives pour toute vitesse ¢ €]0, V2 [ en toute dimension supérieure
ou égale a trois. Sa preuve repose sur un argument variationnel différent des précédents. Il s’agit
de minimiser la fonctionnelle E — ¢p sous la contrainte de Pohozaev définie par

;/RN(&U)Q + 2(];7\7__31) /RN IV ul® + i /]RN (1- \u\Q)Z —cp(u) = 0. (L.3)

Cette identité, introduite par S.I. Pohozaev [126] dans un cadre plus général, est vérifiée par toutes
les solutions u. de I’équation (OPc). Elle s’obtient en multipliant I’équation par les fonctions
x — xpOguc(x) pour chaque entier 0 < k < N, puis en intégrant par parties. Cette contrainte
est, a priori, vérifiée par toute solution de I’équation (OPc). Ce nouveau probléme de minimisation
admet des solutions non constantes u. pour chaque vitesse ¢ dans U'intervalle |0, ﬁ[ en toute
dimension supérieure ou égale & trois. Ces solutions sont des ondes progressives de vitesse c.
Le multiplicateur de Lagrange associé & la contrainte de Pohozaev disparait en effet par des
arguments d’échelles. Tout ceci a permis & M. Maris de démontrer le résultat suivant.

Théoréme ([115]). Soit N >3 et 0 < ¢ < v/2. Il existe une onde progressive u, non constante
d’énergie finie et de vitesse ¢ pour ’équation de Gross-Pitaevskii.

28



Cet énoncé confirme les observations de C.A. Jones, S.J. Putterman et P.H. Roberts qui
prévoyaient l’existence d’ondes progressives non constantes pour toute vitesse subsonique. Il
compléte les résultats précédents sur le cas des vitesses petites. Il n’est néanmoins pas évident
que les solutions construites dans les deux cas soient identiques. Cette difficulté est inhérente aux
méthodes variationnelles qui ne fournissent pas, en général, I'unicité des solutions construites.
Dans le cas de I'équation (OPc), I'unicité aux invariances prés des solutions non constantes
demeure un probléme ouvert, et ce, méme si I'on se restreint aux solutions & symétrie axiale
autour de ’axe x1. Il reste donc difficile d’établir que des solutions construites par des méthodes
variationnelles différentes sont en fait identiques.

Le probléme de 'existence de solutions non constantes de I’équation (OPc) pour toute vitesse
subsonique demeure ouvert en dimension deux. En un sens, ce probléme est 1ié & celui de 'unicité
des ondes progressives. Les arguments développés au Paragraphe 1.2.1 permettraient sans doute
de construire de telles solutions, si leur unicité était connue (voir le Paragraphe 1.2.1).

Dans le cas de la vitesse nulle, ou des vitesses supersoniques, ces problémes ne se posent plus.
F. Béthuel et J.-C. Saut [19] ont en effet déduit de l'identité de Pohozaev que I’équation (OPc)
ne posséde pas de solutions non constantes de vitesse nulle, tandis que nous avons établi qu’elle
n’en posséde pas non plus de vitesse ¢ > /2, et de vitesse ¢ = v/2 en dimension deux.

Théoréme ([19, 62, 64]). Soit N > 2, et c = 0 ou c > /2. Les seules ondes progressives d’énergie
finie et de vitesse ¢ pour ’équation de Gross-Pitaevskii sont les solutions constantes de module
un. Cette affirmation demeure vraie si N =2 et ¢ = V2.

Remarque. Si u, est une solution de vitesse ¢ de I'équation (OPc), la fonction conjuguée , est
une solution de vitesse —c pour cette méme équation. Ceci explique qu’ici, comme dans tout ce
mémoire, nous nous restreignons aux solutions de vitesse positive.

Le probléme de la non-existence des ondes progressives non constantes de vitesse ¢ = /2
demeure ouvert en dimension supérieure ou égale & trois (voir [64] pour une discussion & ce
sujet). Soulignons néanmoins que 1'énoncé précédent corrobore a nouveau les observations de
C.A. Jones, S.J. Putterman et P.H. Roberts.

C’est aussi le cas lorsque l'on s’intéresse aux propriétés qualitatives des ondes progressives.
Nous avons ainsi démontré qu’elles convergent bien vers une constante de module un & 'infini,
et que la décroissance de leur différence avec cette constante est algébrique.

Théoréme ([61, 63, 65, 66]). Soit N > 2 et 0 < ¢ < /2. Si u. est une onde progressive d’énergie
finie et de vitesse ¢ pour ’équation de Gross-Pitaevskii, alors, il existe une fonction & valeurs
réelles u3®, définie sur la sphéere SN™1 telle que

|| V1 (uc(x) - 1) — qul® <£> — 0,

lorsque |x| — 400. De plus, il existe des constantes «, B, ..., et By telles que la fonction u2®
est égale a

N

N-1 71 9j

Vo €8S 7ugo(a):0é 2 c20? E—i_zﬁj 2 202\ N °
I-5+=H7 = (1-5+=4)2
Les constantes o et B; sont données par les relations
N-3
(& A\'?2 [(4-N N -3

o= 2( QQ) <1 — 2> < 5 cE(ue) + (2 + 5 02>p(uc)> ,

T2

3. Ce peut cependant étre le cas si les fonctionnelles considérées vérifient certaines hypothéses supplémentaires,
des hypothéses de stricte convexité par exemple.
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et

N—-1
p(ﬂ) 2\ 2
5=-2 (1-5) " P
T2
ot Pj(u.) désigne la j°™¢ composante du moment P(u).

Remarque. Lorsque ¢ = v/2, les solutions non constantes de I’équation (OPc), si elles existent,
convergent aussi vers une constante de module un a l'infini (voir [64]).

J. Wei et W. Yao [135] ont récemment exploité une identité intégrale, introduite dans un autre
cadre par C. Gui [73|, pour montrer que les constantes /; sont toutes identiquement nulles. Le
comportement asymptotique d’'une onde progressive de vitesse ¢ est donc déterminé au premier
ordre de maniére unique par son énergie et son moment scalaire. Cette description asymptotique
peut apparaitre comme un premier indice de I'unicité, aux invariances prés, des ondes progressives
de mémes vitesse, énergie et moment scalaire.

A. Farina [50] a complété cette description qualitative en montrant que les ondes progressives
sont des fonctions réguliéres qui vérifient la borne uniforme suivante (voir également [19]).

Théoréme ([50]). Soit N > 2 et 0 < ¢ < /2. Une onde progressive u. d’énergie finie et de
vitesse ¢ pour U'équation de Gross-Pitaevskii est de classe C*° sur RN . De plus, elle satisfait

/ 2
C
HuCHLOO(RN) < 1+Z

La démarche d’A. Farina pour établir ce théoréme, qui ressort de I’analyse elliptique de ’équa-
tion (OPc), est une étape importante dans I’analyse du probléme de minimisation de 1’énergie E
a moment scalaire fixé que nous détaillerons au Paragraphe 1.2.1.

Soulignons, pour conclure, que d’autres propriétés qualitatives des ondes progressives pour
I’équation de Gross-Pitaevskii, ainsi que pour des modéles proches (équations avec potentiel
ou systéme couplé de deux équations), sont connues. Nous préciserons ’étude de leur limite
transsonique en dimension deux au Paragraphe 1.2.2, tandis que nous décrirons 'analyse de
leur stabilité orbitale au Paragraphe 1.2.3. Pour d’autres aspects qualitatifs des solutions de ces
équations, nous renvoyons a l'article de revue [12].

I.1.3 Quelques régimes asymptotiques pour I’équation de Gross-Pitaevskii

L’analyse de ’équation de Gross-Pitaevskii ne se limite pas a I’étude des ondes progressives.
Un autre aspect concerne les liens avec d’autres équations aux dérivées partielles, telles que les
équations d’Euler, des ondes libres, de Korteweg-de Vries, ou encore de Kadomtsev-Petviashvili
(KP1). Toutes ces équations apparaissent comme équations limites dans différents régimes asymp-
totiques liés & la forme hydrodynamique de I’équation de Gross-Pitaevskii. Rappelons que cette
forme régit 'évolution des fonctions p et v = 2V, associées a une solution ¥ = ,/pexpip
de I'équation de Gross-Pitaevskii qui ne s’annule pas. Les régimes asymptotiques qui nous in-
téressent, apparaissent lorsque sont introduites de nouvelles variables a. et v., données par des

changements d’échelles de la forme

(z,t) = 1+ &la.(ex, et),
{ 5(33775) = el (z, 1), (L.4)

ou j est un entier compris entre 0 et 2, et lorsque ’on s’intéresse aux équations satisfaites par ces
variables & la limite ¢ — 0. Le cas 7 = 0 est celui de la limite semi-classique vers I’équation d’Euler
incompressible. Le cas j = 1 correspond au régime ondes longues vers I’équation des ondes libres.
Enfin, le cas j = 2 coincide, avec le régime ondes longues vers 1’équation de Korteweg-de Vries
en dimension un, de Kadomtsev-Petviashvili (KP1) en dimension supérieure ou égale a deux.
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a. Le régime semi-classique vers I’équation d’Euler incompressible

Pour j = 0, l'introduction du changement d’échelles (I.4) revient a considérer I’équation de
Gross-Pitaevskii sous la forme d’une équation de Schrédinger non linéaire semi-classique,

h2
iho, Wy + AWy + U f(|9,]%) = 0. (1.5)

Le paramétre semi-classique h joue le role auparavant dévolu au paramétre €. La fonction Wy est
définie & partir d’une solution ¥ de I’équation de Gross-Pitaevskii par ’expression

Uy (x,t) = \Il(\/gsv, %)

La fonction f est donnée par f(u) = 1 — u dans le cas de I’équation de Gross-Pitaevskii.

L’analyse du régime semi-classique tache de décrire les solutions W, associées aux données
initiales -
¥ = af exp E,
h
lorsque h — 0. A la suite de travaux de P. Gérard [56] dans le cas analytique, et de S. Jin,
C.D. Levermore et D.W. Mc Laughlin [88] en dimension un, E. Grenier [69] a décrit le régime
semi-classique des équations de Schrédinger non linéaires, avec donnée nulle & U'infini, lorsque la
fonction f est de classe C°> sur R;. Son analyse concerne des données initiales ° et a% dans
les espaces H*(RY), pour s assez grand.* Les fonctions a?L sont supposées bornées de maniére
indépendante de h, au moins pour h suffisamment petit. La premiére étape de 'analyse procure
I'existence d’un temps strictement positif 7', indépendant de h, tel que le probléme de Cauchy
pour les données initiales \I/% posséde des solutions ¥y de la forme ¥, = ajexpipp/h sur

I'intervalle [0, 7). Les fonctions ay, et @p, sont construites comme les solutions du systéme

Oran, + Von.Vay + 2anApy, = 2 Aay,
2
dpn + V25 + f(lanf?) =0,

de sorte que les fonctions py, = |ap|? et v, = Vp, + hIm(apVay,)/pp, satisfont

(L6)

Orpn + div(ppon) = 0,
2 (A
v + (vn-V)on + f'(pn)Von = %V< ﬁ)-

A la limite formelle A — 0, le systéme (1.6) n’est rien moins que I’équation d’Euler incompressible
de pression p(p) = f(p),
Op + div(pv) =0,

v+ (v.NV)v+ f'(p)Vp =0. (L.7)

Ce systéme correspond au membre droit de la forme hydrodynamique (7) dans le cas de I'équation
de Gross-Pitaevskii.

La seconde étape concerne le passage a la limite h — 0 dans le systéme (1.6). En pratique, il
faut supposer que les données initiales a?l convergent vers une fonction ag dans 1’espace H*(RN)
lorsque h — 0, et que le systéme (I.7) posséde une solution (p,v) de donnée initiale (p° =
lag|?, 1% = V) sur I'intervalle de temps [0, 7). Sous ces hypothéses, les fonctions pp,vy, convergent
vers la fonction pv dans l'espace H*(R™) quand h — 0. En fait, E. Grenier va plus loin que

4. Pour obtenir le résultat démontré par E. Grenier [69], il est nécessaire de supposer que s > N/2 + 2.
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cette simple convergence puisqu'’il justifie une approximation de type WKB?® de I’équation de
Schrodinger semi-classique (I1.5). Lorsque la donnée initiale a% se développe sous la forme

o= alh 4 o (hF)

les solutions ay exp iyp/h de 'équation (I.5) s’écrivent sous la forme similaire

ap expz— Zak exp z— (hK). (L.8)

Les fonctions ay, ..., ax et ¢ sont solutions d’une hiérarchie d’équations aux dérivées partielles
obtenues de maniére formelle en introduisant le développement (1.8) dans I’équation (I1.5).

T. Alazard et R. Carles |2 ont étendu cette description a 'équation de Gross-Pitaevskii. Leur
contribution peut s’énoncer ainsi.

Théoréme ([2]). Soit (ag, a1, Vo) € Z®(RN)3 = ( ﬂNZS(RN))3. On considére une famille de
sE

données initiales (af)o<n<1 dans Z®(RN) telle que

0 _
|ap, —ao — hal”Zs(RN) = hgo(h)’
quelque soit l’entier s > 1, et on note \112 = a% expipo/h. 1l existe alors un nombre strictement
positif T, indépendant de h, tel qu’il existe une unique solution ¥y, € C3°(RN x[0,T)) de I’équation
de Gross-Pitaevskii pour la donnée initiale U9, et des fonctions (ag,ay, ¢o, ¢1) € (CP(RN x
[0, T]) x L=(RN x [0,T]))2, qui vérifient
.Po + hoy H

=0.

lim su H\If apexpi——
P ||¥hr — Qo €Xp Loo (RN x[0,7])

h—0
Les fonctions ag, a1 ¢o et ¢ sont continues sur [0, T], a valeurs dans Z*(R™N), pour chaque entier
s > N/2+ 2. Elles sont solutions des équations

Orag + Veo.Vag + sa0Ady =0
2
o + V9L 4 jag2 —1 =0,

et
a1 + Vo.Var + Vo1.Vag + 3a1A¢o + 3a0A¢1 = £Aay,
Orp1 + Vo.Vo1 + 2Re(dgar) = 0,

pour les données initiales (ag, o), respectivement (aq,0).

Remarque. Cet énoncé ne rend compte que pour partie des résultats démontrés par T. Alazard
et R. Carles [2], lesquels s’étendent aux équations de Schrodinger non linéaires, avec donnée non
nulle & I'infini, qui présentent des potentiels de type quadratiques, ainsi que des non-linéarités
cubiques ou quintiques.

Il apparait donc nécessaire de connaitre la donnée initiale W9 = ag exp iwp/h jusqu’a 'ordre
un pour justifier une convergence a l'ordre 0 de la solution ¥, de donnée initiale \1’2' A la suite
de travaux de P. Zhang [141] en dimension trois, et de F. Lin et P. Zhang [105] dans le cas d’un
domaine extérieur en dimension deux, T. Alazard et R. Carles [2] ont prouvé que cette difficulté
disparait dés lors que ’on considére les variables hydrodynamiques pj, et vy, au lieu de la variable
complexe Uy,

5. Les lettres WKB font référence aux travaux pionniers de L. Brillouin [26], H.A. Kramers [96] et G. Wentzel
[138].
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Théoréme ([2]). Soit (ag, Vo) € Z¥(RN)2. On considére une famille de données initiales
(a)o<h<1 dans Z®(RY) telle que

lah — aoll zs @~y — 0,

lorsque h — 0, pour un entier s > N/2 + 2, et on note \IJ?L = a% expipo/h. 1l existe alors
un nombre strictement positif T, indépendant de h, tel qu’il existe une unique solution Wy €
C(RY % [0,T)) de Uéquation de Gross-Pitaevskii pour la donnée initiale U9, et des solutions
(p,v) € C2 (RN x [0,T))? de I’équation d’Euler (1.7) pour les données initiales (lag|?, Vo), et la
non-linéarité f(x) = x — 1, telles que

[1walz = g G A AR

Lo ([0,T],Z5 (RN Lo ([0,T],Z5(RN))

lorsque h — 0.

Remarquons pour terminer que ces résultats s’étendent & des non-linéarités plus générales.
Nous renvoyons, par exemple, au travail de D. Chiron et F. Rousset [35], ainsi qu’a 'ouvrage de
R. Carles [27], pour de plus amples détails.

b. Le régime ondes longues vers I’équation des ondes libres

Pour k = 1, le changement d’échelles (I.4) conduit au régime ondes longues vers ’équation
des ondes libres que nous avons déja évoqué en introduction. F. Béthuel, R. Danchin et D. Smets
[11] I'ont analysé de maniére détaillée en dimension quelconque.

Afin d’obtenir une forme plus symétrique de I’équation des ondes libres, ils ont considéré le
changement d’échelles alternatif

{ plz,t) =1+ Sac(ex,et), (1.9)

v(z,t) = eve(ex, et).

Dans cette expression, les fonctions p et v sont, comme avant, reliées aux solutions ¥ de ’équation
de Gross-Pitaevskii par la transformation de Madelung ¥ = ,/pexpiyp, et la formule v = 2V .
Soulignons que les solutions ¥ ne s’annulent pas dans le régime ondes longues que nous considé-
rons ici. Il est par conséquent légitime de considérer leur transformation de Madelung.

Les fonctions a. et v, sont solutions du systéme d’équations aux dérivées partielles

{ Oraz + /2div(v.) = —ediv(azv.),

drve + V2Va, = _< — IV|ve|? + 2V<%))7 (1.10)

ol 7 fait référence a la variable lente et. A la limite € — 0, les solutions a. et v, de ce systéme se
comportent, au moins formellement, comme des solutions a et v de ’équation des ondes libres

9.0 +v/2Va = 0. (L11)

{ dra + v/2div(v) = 0,
La justification de cette affirmation commence par la preuve que le systéme (I.10) posséde des
solutions pour tout couple de données initiales (a2,v?) dans des espaces de Sobolev H*(RY)
adaptés. Il convient également de contréler leur temps maximal d’existence T, pour € petit, sans
quoi il ne sera pas envisageable de passer & la limite € — 0. Dans cette direction, F. Béthuel, R.

Danchin et D. Smets ont obtenu le théoréme suivant.
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Théoréme ([11]). Soit s > 1 + %, et (a2,00) € HtL(RN) x H5(RYN) telles que p? = 1+
sag(e-)/ﬂ > % 1l existe une constante strictement positive K, qui ne dépend que de s et N, et

un nombre strictement positif T., minoré par

1
1 >
© 7 Ke(lla2]| oy + 02 sy

: (1.12)

tels qu’il existe un unique couple (ac,ve) € CO([0,T:], H**H(RN) x H*(RY)) de solutions du
systeme (1.10) pour les données initiales al et v0. Les fonctions a. et ve satisfont

lac (-, ) sy + I1ve () s ey < B (a2l sy + 102l s ) (L.13)

La borne (I.13) joue non seulement un role crucial dans I'analyse du régime ondes longues
vers I’équation des ondes libres, mais elle intervient aussi dans celle du régime ondes longues vers
I’équation de Korteweg-de Vries. C’est la raison qui nous améne ici & donner quelques éléments
de sa preuve, qui repose sur une méthode d’énergie.

La premiére étape consiste & écrire le systéme (I1.10) sous une forme qui facilite 'application
d’une telle méthode. En s’inspirant des idées développées par S. Benzoni-Gavage, R. Danchin
et S. Descombes [9], F. Béthuel, R. Danchin et D. Smets ont, dans ce but, ajouté une équation
supplémentaire au systéme (1.10). Au lieu de se limiter & la forme hydrodynamique (7) pour
les seules variables p et v, leur analyse porte sur les équations satisfaites par la variable p, et
une nouvelle variable complexe z = —2iVW /WU, dont la partie réelle n’est rien d’autre que v.
L’équation supplémentaire provient de la partie imaginaire de z, soit de la quantité —Vp/p.
Pour les variables b, et z., convenablement mises & 1’échelle & travers les formules

plx,t) =1+ %bg(sx,z-,‘?t), (1.14)
z(x,t) = eze(ex, et), '
ces équations s’écrivent
{ dibe + Ldiv(Re(z)) = —div(b.Re(z.)),
Oize + ?ng = iAz. — %Vzg.
Sont ensuite introduites les quantités Fk(bg, z¢) définies par
k — k7 ||2 € k|2
Vh € N, TH(be, ) = |d¥b |} v, + H(l b (L15)

Dans cette expression, la notation d* f désigne la différentielle d’ordre k de la fonction f considé-
rée. A une constante prés, la quantité I'V(b,, z.) est I'énergie de Ginzburg-Landau de la fonction
W construite a partir des variables b, et z.. Cette quantité vaut en effet

I0(be, 2.) = 8> N E(W).

C’est cette relation qui suggére l'introduction des quantités Fk(bg, z:). Les normes L? avec un
poids 1+4¢b./2, comme indiqué par la formule (I.15), respectent mieux la structure hamiltonienne
de l’équation de Gross-Pitaevskii que ne le feraient des normes L? sans poids. Elles se prétent
mieux & 'application d’arguments d’énergie, lesquels conduisent au résultat suivant.

Proposition ([11]). Soite >0,T >0, et k € N tel que k > 14+ N/2. On considére une solution
U de ’équation de Gross-Pitaevskii sur l'intervalle de temps [0, T telle que

I= inf |W(t,z)| >0,
(x,t) RN x[0,T]
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et on suppose que les fonctions be et z., définies a partir de la fonction ¥ par la formule (1.14),
appartiennent a Uespace CO([0,T], H*1(RN)). Il existe alors une constante positive K, qui ne
dépend que de k, I et N, telle que, pour tout entier 0 < j <k,

d_. .
— T (be, 2) < K (1 + el|be|| oo (mv)) (| V0ell oo vy + [V 22 | oo () <P](b6aze) + Fo(b€728)>‘

dt
(1.16)

Grace aux théorémes d’injection de Sobolev, I'inégalité (I.16) permet de controler les quantités
I'*(be, z). Par la formule (I.15), ces quantités controlent a leur tour les normes H* des fonctions
be et z., et par suite, les normes H k des fonctions a. et v.. Comme I’énoncent les formules (1.12)
et (I.13), ce controle est valable sur des temps de l'ordre de O(1/¢), lorsque les données initiales
ag et vg sont bornées uniformément par rapport au petit parameétre € dans les espaces H* (]RN ).

En dimension supérieure ou égale a deux, le temps T de la formule (I.12) n’est pas opti-
mal. Les propriétés dispersives de I’équation de Gross-Pitaevskii améliorent les temps maximaux
jusqu’auxquels les estimations (I.13) demeurent valables.

Théoréme ([11]). Soit s > 2+ &, et (a,0?) € HTL(RY) x HS(RY) telles que p? = 1+
eal(e-)/v/2 > 1/2. Le temps mazimal d’existence T. des solutions (ac,v:) du systeme (1.10) pour

les données initiales a2 et v0, vérifie

K

> 5, St N >4,
e2(||a2l grermvy + 02 prs mvy)

. K, K
Te 2 min 1+a(|,0 0 I+a’ 301 0 0 2 (7
€ (H%HHsH(RN) + HvaHHs(RN)) € (HaaHHsH(RN) + H”aHHs(RN))

siN=3et0<a<l,etpurN=2et2/(s—2)<a<2,

K K
TEZmin{ = }a

(e}
et (llafl gos@yy + 1020 = @ry) " &3 (a2l g1 @y + 1102]|pro gy

ol

ot les constantes K et K, ne dépendent que de N et s, respectivement, N, s et a.

Les bornes (I.13) permettent de passer & la limite ¢ — 0 dans le systéme (I.10), et d’obte-
nir 'approximation par I’équation des ondes libres (I.11). Elles controlent en effet les termes
non-linéaires qui apparaissent au second membre du systéme (I1.10). Ce controle n’est en fait
possible qu’avec une perte de trois dérivées, puisque des dérivées d’ordre trois de la fonction a.
apparaissent au second membre de la seconde équation du systéme (I.10). A nouveau par une
méthode d’énergie, F. Béthuel, R. Danchin et D. Smets ont mis en oeuvre cet argument afin
d’obtenir le théoréme suivant.

Théoréme ([11]). Soit s > 1+ &, et (a,0?) € H*TL(RY) x H*(RY) telles que p? = 1+
eal(e-)/v/2 > 1/2. On note (a,v), l'unique couple de solutions de l’équation des ondes libres
(I.11) pour les données initiales a et v, et T., le temps mazimal d’ezistence des solutions (a.,ve)
du systeme (1.10) pour les données initiales a® et v0. Il existe alors une constante positive K, qui

ne dépend que de s et N, telle que

VT € [07T€]7 Haf('vT) - a('77—)HH5*2(RN) + HUE('7T) - U(WT)HHS*Q(RN) (I 17)
<K (=7 (1211 vy + 1000 ay) + <27 (el ey + [0}
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Remarque. Afin de pallier a la perte de dérivées qui découle de I'estimation des termes au second
membre du systéme (I1.10), il est possible d’interpoler les estimations (I1.17) avec les bornes (1.13).
Ceci implique la convergence des fonctions a. et v vers les fonctions a et v dans tous les espaces
H?(RY) pour ¢ < s. Néanmoins, cet argument n’évite pas une perte sur le taux de convergence
qui ne sera plus de l'ordre de €, lorsque o sera strictement supérieur a s — 2.

Lorsque la famille des données initiales al et v0 est bornée uniformément par rapport a e
dans un espace H*(RY), avec s > 1 + N/2, I'approximation par I’équation des ondes libres est
valable jusqu’a des temps de I'ordre de o(1/¢) dans la variable lente 7, soit de Pordre de o(1/£?)
dans la variable originelle ¢. La taille des perturbations €a. et ev., qui est de 'ordre de ¢ a
I'instant initial, reste de cet ordre au moins jusqu’au temps 7. dans les variables lentes, soit, en
dimension un, un temps de 'ordre de O(1/€2) dans la variable originelle t. Il sera intéressant de
comparer ces estimations avec celles obtenues dans le cas du régime ondes longues vers l’équation
de Korteweg-de Vries que nous détaillerons au Paragraphe 1.3.

En dimension supérieure, et pour s > 2+ N/2, le temps maximal T, sur lequel les estimations
(I.17) sont valables est amélioré par les propriétés dispersives de 1’équation de Gross-Pitaevskii
jusqu’a atteindre des temps de I'ordre de O(1/¢?) dans la variable originelle t. Par contre, elles ne
changent rien & la taille de 'erreur entre les fonctions a. et v., et les solutions de I’équation des
ondes libres a et v, qui découle, quant a elle, de la taille £ des termes qui apparaissent au second
membre de ’équation (I.10). L’approximation par ’équation des ondes libres de ’équation de
Gross-Pitaevskii ne demeure valable que jusqu’a des temps de 1'ordre de o(1/£2) dans la variable
originelle t, lorsque l'on a affaire & des perturbations de taille € & I'instant initial.

c. Le régime ondes longues vers les équations de Korteweg-de Vries et de Kadomtsev-
Petviashvili

Le cas ou l'entier j du changement d’échelles (1.4) est égal & 2, correspond au régime ondes
longues vers I’équation de Korteweg-de Vries en dimension un, de Kadomtsev-Petviashvili (KP1)
en dimension supérieure ou égale & deux. Ces deux régimes ne sont pas propres a ’équation
de Gross-Pitaevskii. D.J. Korteweg et G. de Vries |42] ont introduit 1’équation de Korteweg-
de Vries pour rendre compte de la propagation a la surface de I’eau d’un canal, d’ondes planes,
essentiellement unidirectionnelles. Dans ce cadre, cette équation apparait comme ’approximation
ondes longues du modeéle dit des water waves. W. Craig [38] a démontré rigoureusement la
validité de cette approximation, avant que G. Schneider et C.E. Wayne [128] n’étende le résultat
a l'approximation par deux équations de Korteweg-de Vries découplées, qui se propagent en
direction opposée (voir aussi les travaux de J.L. Bona, T. Colin et D. Lannes [21] et de B.
Alvarez-Samaniego et D. Lannes [3]). W. ben Youssef et T. Colin |7] ont par ailleurs mis en
évidence 'apparition de ces approximations dans l’analyse ondes longues de certains systémes
hyperboliques.

Dans le cas de I’équation de Gross-Pitaevskii, E.A. Kuznetsov et V.E. Zakharov [139] se sont
appuyés sur la méthode du scattering inverse pour faire le lien entre I’équation de Gross-Pitaevskii
d’un coté, et les équations de Korteweg-de Vries et de Kadomtsev-Petviashvili (KP1) de I'autre.
En dimension un, ’équation de Gross-Pitaevskii, comme 1’équation de Korteweg-de Vries, est
intégrable par les techniques du scattering inverse que nous présenterons plus en détails aux
Paragraphes 1.2.3 et 1.3. Cette affirmation reste vraie pour ’équation de Kadomtsev-Petviashvili
(KP1) en dimension deux. Ces propriétés d’intégrabilité sont un élément crucial dans la dérivation
rigoureuse du régime ondes longues vers ’équation de Korteweg-de Vries que nous expliquerons
au Paragraphe I.3.

Comme annoncée dans 'introduction, une maniére alternative d’introduire ces deux régimes
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est de revenir au régime ondes longues vers ’équation des ondes libres. En dimension un, les
solutions a et v du systéme des ondes libres (I.11) sont données, explicitement en fonction des
données initiales ag et vy, par les formules de d’Alembert

0.0(1’ — ﬁt) + Do(l‘ — ﬂt) + Clo(l‘ + \/it) — Uo(l’ + \/it) ,
Clo(.’E — \/it) + Uo(l‘ — \/gt) — ao(l‘ + \/?t) + 00(£ + \/it) .

——
=3 a
—~~
8 B
~
S~— S~—
(I
D= Dol

Ces deux formules se déduisent du fait que les fonctions uy = (a+1)/2 et u_ = (a — v)/2 sont
solutions des équations de transport & coeflicients constants

Opuy £ \/ﬁazui =0.

Les solutions a et v se décomposent en deux fronts d’ondes, I'un u_, qui va vers la gauche a la
vitesse v/2, I'autre u,, qui se propage vers la droite a la méme vitesse /2. L’approximation ondes
longues vers I’équation de Korteweg-de Vries apparait lorsque I'on cherche a raffiner la description
des deux fronts d’ondes ur. Dans la pratique, il suffit de se placer dans les repéres fixes pour
ces deux fronts d’ondes. Ceci revient & introduire les nouvelles variables N, et W, définies par la
formule (10), pour le repére qui se déplace vers la gauche, puis a écrire les équations (11) et (12)
qu’elles satisfont.

En dimension supérieure ou égale a deux, les solutions a et v de ’équation des ondes libres
(I.11) ne sont plus données par les formules de d’Alembert. Néanmoins, I’équation (I.11) posséde
encore des solutions de type fronts d’ondes, qui se déplacent dans une direction fixée & la vitesse
constante v/2. Comme en dimension un, il est possible de préciser la description de ces fronts
en se plagant dans le repére mobile dans lequel ils sont stationnaires. Cette approche conduit a
I'introduction de variables lentes de la forme

g

—=X2, ..., =—IpN, et T=—F¢
\/52 YN \/§N 2\/5

pour le repére qui se déplace vers la gauche & vitesse v/2. Le choix des variables lentes transverses
Yo, .. -, YN, & travers les exposants entiers fs, . .., et £y, dépend de la maniére dont sont prises en
compte les interactions transverses qui apparaissent dans 1’équation de Gross-Pitaevskii. Il est
a priori possible d’obtenir des régimes asymptotiques différents, qui généralisent tous le régime
ondes longues vers ’équation de Korteweg-de Vries. Pour obtenir le régime ondes longues vers
I’équation de Kadomtsev-Petviashvili (KP1), il convient de poser

Lo EZN 63

y1 = e(z1+ V2t), yo = t, (1.18)

o= =Lty =2

L’intérét pour ce régime trouve son origine dans le réle joué par I'équation de Kadomtsev-
Petviashvili (KP1) dans la limite transsonique des ondes progressives (voir le Paragraphe 1.2.2).
Sa dérivation passe par l'introduction des fonctions N, et O, définies par les changements
d’échelles

ou les fonctions p et ¢ sont définies comme avant & travers la transformation de Madelung
U = /pexpiyp. Les équations satisfaites par les fonctions N. et ©. s’écrivent

2 1 1 4
1 (N. — 9,0,) + % (5871\75 A6, + 581(N581@5)> n %divL(NaVLG)a) —0, (L19)
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et

e /1 2 1 2 et /1 2 A N,
N. = 0. =5 (50:0. + 91N, + 5(010.)°) + T (G720 + ==
6°°¢ (1.20)

(01N.)? n Ngc‘)fNE >+ e8|V LN |?
6( _%Na)Q 3( _%Na) 48( _%Na)z'

Les fronts d’ondes U, = (N: + 0:10.)/2 et V. = (N — 010.)/2, qui se propagent vers la gauche,
respectivement vers la droite, satisfont alors les équations

0.U. + U, — A 07 U. + U.0yU. = 01 F. — A 07 Ve — & (divL(NEVL@E) + RE),
OVe+ BNV = 01G. + ALOT U — A LoV — %(divL(NEVL@a) . Ra>,

(1.21)
ou
1
P = 6(vg — 602V, + 2U€V€),
1
G. = 6(66%U€ + 602V, +3V2 — U2 — 2U5V5>,
“t AN 8, N.)? N.O2N, 6%, N.|2
1 5
Re=S|V.1O +3—= (V) TR | =~ | -
2 1- FNE 2( - KNE) - fNa 4( - FNE)

Le premier membre de la premiére équation du systéme (1.21) n’est rien d’autre que 1’équation
de Kadomtsev-Petviashvili (KP1) pour le front d’ondes U.. Quant au front d’ondes V, il est régi
au premier ordre par 'opérateur de transport 9; + 8¢20;, dont la vitesse devient infinie lorsque
€ — 0. Dans cette limite, les quantités qui dépendent de V;, disparaissent au moins formellement
du systéme (1.21), non parce que leur taille devient petite, comme c’est le cas pour les termes
d’ordre €2, mais parce qu’elles n’interagissent plus avec les termes qui ne dépendent que de U..
Cette propriété explique que les fonctions U, satisfassent ’équation de Kadomtsev-Petviashvili
(KP1) a la limite € — 0.

Simultanément a la justification de la limite ondes longues vers I’équation de Korteweg-de
Vries que nous avons donnée dans [16, 17], et que nous détaillerons au Paragraphe 1.3, D. Chiron
et F. Rousset [36] ont justifié de maniére rigoureuse la convergence des fonctions U, vers une
solution U de I'équation de Kadomtsev-Petviashvili (KP1). Leurs résultats demeurent valables
en dimension un, donc corroborent la justification de la limite ondes longues vers I’équation de
Korteweg-de Vries donnée dans [16, 17]. Comme pour le régime ondes longues vers I’équation des
ondes libres, la justification commence par la construction de solutions N, et O, des équations
(1.19) et (1.20) pour tout couple (N2,02) de données initiales dans des espaces de Sobolev
H*(RY) adaptés. Leur temps maximal d’existence T. doit également étre controlé lorsque € — 0,
ce qu’ont établi D. Chiron et F. Rousset & travers I’énoncé suivant.

Théoréme ([36]). Soit N > 1 et s > 1+ N/2. On considére une famille de données initiales N?
et ©2 telles que

M = SUI<)1 (HNEOHHsH(RN) + |]81@2HHS+1(RN) + 5||VL®£|’H5+1(RN)) < +o00. (I.22)

1l existe deux nombres strictement positifs €9 et T, qui dépendent de My, tels que les équa-
tions (1.19) et (1.20) possédent un unique couple de solutions (Ne, ©¢) € CO([0, T), H*+1(RN)) x
CO([0, T), H¥TH(RN)) pour les données initiales N? et ©0. Ces solutions satisfont linégalité

sup ( sup ([[N=( )| go+1 vy + 1010 (5 8)l| s mvy +5HVL®£(’77§)HH5(RN))) < +oo. (L.23)
0<e<1 Mtg[0,T]
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Remarque. En dimension un, les solutions V. et O, sont définies de maniére globale sur R, et
pas seulement sur des intervalles de temps bornés. L’estimation (I.23) n’est par contre valable
que sur un intervalle de temps borné (voir le Théoréme 1.7 pour plus de précisions).

Comme ’énoncé équivalent de F. Béthuel, R. Danchin et D. Smets [11] dans le cas du ré-
gime ondes longues vers 1’équation des ondes libres, la preuve de ce théoréme repose sur une
symétrisation du systéme formé par les équations (1.19) et (1.20), et lapplication de méthodes
d’énergie au systéme hyperbolique ainsi obtenu. Par contre, 'argument invoqué par D. Chiron et
F. Rousset pour justifier que les fonctions U, vérifient bien I’équation de Kadomtsev-Petviashvili
(KP1) a la limite € — 0, différe des arguments d’énergie de F. Béthuel, R. Danchin et D. Smets
pour estimer les termes d’erreurs dans le cas de ’équation des ondes libres. Leur preuve repose
en effet sur des arguments de compacité qui conduisent au résultat suivant.

Théoréme ([36]). Soit N > 1 et s> 1+ N/2. Etant données deux fonctions N° € L*(RN) et
0% ¢ HY(RN), on considére une famille de données initiales NO et ©°, qui vérifient la condition
(1.22), et telles que

NE0 — N, 01@2 — 010, et eV, O, — 0 dans L*(RY),

lorsque € — 0, et on note U, la solution de l’équation de Korteweg-de Vries, st N = 1, de
Kadomtsev-Petviashvili (KP1), sinon, de donnée initiale U° = (N° + 0,0°)/2. Les solutions N.
et 010. des équations (1.19) et (1.20), dont ’existence et l'unicité sont garanties par le théoréme
précédent, convergent faiblement vers la fonction U dans Uespace L*([0,T] x R). De plus,

Y0 <o < s, U. — U dans L*([0,T], H° (RY)),
lorsque € — 0.

Remarque. Sous les hypothéses de I’énoncé précédent, les fonctions NV et 9;0° appartiennent
a lespace H*T1(RY). Ceci découle du fait que les fonctions N? et 9,0, qui convergent dans
L2(RN ) vers NO, respectivement 9;0°, lorsque € — 0, sont uniformément bornées par rapport
au paramétre ¢ dans l'espace H*+1(RY) par la condition (1.22).

Remarque. L’équation de Korteweg-de Vries est bien posée globalement dans tous les espaces
H?*(R) pour s > 0. Cette affirmation résulte des travaux de J.L. Bona et R. Smith [24] pour
s > 2, de C.E. Kenig, G. Ponce et L. Vega [94] pour s > 1, et de J. Bourgain [25] pour s > 0
(voir aussi la construction par T. Kato [93] de solutions globales dans L?(R) et H'(R)). En
particulier, la solution U de I’énoncé précédent est définie de maniére globale sur R x R.

Remarque. En dimension supérieure ou égale & deux, I'existence locale et 'unicité de la solution
U de I’énoncé précédent est une conséquence des travaux de S. Ukai [133], lorsque U° appartient
comme ici & des espaces H(RY) avec o > 1+ N/2. Le caractére bien posé du probléme de
Cauchy associé a I’équation de Kadomtsev-Petviashvili (KP1) ne nécessite cependant pas autant
de régularité. En dimension deux, A.D. Ionescu, C.E. Kenig et D. Tataru [85] ont établi que ce
probléme de Cauchy est bien posé globalement dans 'espace H'(R?), aprés un résultat équivalent
dtt & L. Molinet, J.-C. Saut et N. Tzvetkov [121] dans I'espace H?(R?). En dimension trois, Y.
Liu [110] a prouvé qu'il restait bien posé localement dans l’espace H'(R?), mais que pouvaient
apparaitre des phénomeénes d’explosion en temps fini. Le fait que la solution I/ ne soit pas, a
priori, définie globalement n’est pas une difficulté. La preuve du théoréme précédent garantit
I’existence de la solution U jusqu’au temps T ot 'approximation cesse d’étre valable.

Les convergences ne sont pas ici locales en temps comme c’était le cas pour 'approximation par
I’équation des ondes libres. Ceci tient a la difficulté de prendre en compte de maniére quantitative,
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la disparition par transport & vitesse infinie, des quantités qui dépendent de la variable V..
Cette disparition s’observe plus facilement sous forme intégrale, que ponctuelle, ce qui améne a
considérer des convergences dans des espaces du type L2([0, 7], H° (RY)). Nous reviendrons sur
cette difficulté au Paragraphe 1.3.

Une facon de contourner ce probléme consiste & préparer de maniére appropriée les données
initiales N2 et ©2. Comme la variable V- est pour I'essentiel transportée au cours de 1’évolution,
si sa valeur initiale VY = (N2 — 9,02)/2 est petite, sa valeur & Pinstant ¢ ne pourra étre trés
grande. Cette remarque conduit au résultat suivant dans le cas de données bien préparées.

Théoréme ([36]). Sous les hypothéses des théorémes précédents, si de plus les données initiales
NO et ©2 vérifient
IN2 — 0102 r2(r) — 0,

lorsque € — 0 en dimension un, et
IN? — 0102/l 12 r) + €V LO 2®) = EQO(E)’
en dimension supérieure ou égale & deuzx, alors,
Y0<o <s, N.—U, et 0,0, — U dans C°([0,T], H° (RY)),

lorsque € — 0. De plus, en dimension supérieure ou égale a deuz,

sup (sup / ]VL@g(y,T)|2dy)<+oo.
0<e<eo \7e[0,T] JRY

Dans le cas de données bien préparées, les convergences sont uniformes en temps. Dans les
variables lentes, elles ont lieu jusqu’au temps 7', qui ne dépend pas de €, mais seulement des
conditions initiales N2 et ©Y, de sorte que par la formule (I.18), elles sont au moins valables jus-
qu’a des temps de I'ordre de O(1/e3) dans les variables originelles. Au premier abord, ce temps
de validité de I'approximation semble bien meilleur que celui en o(1/£?) de I'équation des ondes
libres. Il n’est en fait qu'un peu meilleur si ’on se place dans des conditions identiques. Considérer
I'approximation vers les équations de Korteweg-de Vries, ou de Kadomtsev-Petviashvili (KP1),
revient en effet a étudier des perturbations de taille €2, alors qu’elles étaient de tailles € pour I’ap-
proximation vers I’équation des ondes libres. Pour des perturbations de taille €2, ’approximation
des ondes libres est valable jusqu’a des temps de 'ordre o(1/e%) par la formule (I.17).

Ce faible gain sur la durée de validité de 'approximation n’est pas imputable aux techniques
de compacité employées par D. Chiron et F. Rousset. Il est identique, & un facteur |In(e)| pres,
par les méthodes d’énergie que nous avons mises en oeuvre dans [15, 16]. Par contre, ces méthodes
d’énergie fournissent en sus des estimations de la convergence en fonction du paramétre . Cette
convergence apparait comme meilleure que celle obtenue pour I'équation des ondes libres pour
des temps assez grands. Nous reviendrons sur cette affirmation au Paragraphe 1.3.

I[.2 Les ondes progressives minimisantes

Ce paragraphe traite des ondes progressives minimisantes pour ’équation de Gross-Pitaevskii.
Rappelons qu’il s’agit des ondes progressives qui s’obtiennent comme minimiseurs de ’énergie
de Ginzburg-Landau F & moment scalaire p fixé. Dans une premiére partie, nous abordons la
question de leur construction, et décrivons les propriétés de 1’énergie minimisante en dimensions
deux et trois. La seconde partie porte sur leur limite transsonique vers les ondes solitaires pour
I'équation de Kadomtsev-Petviashvili (KP1) en dimension deux. Enfin, la troisiéme partie est
consacrée a leur stabilité orbitale en dimension un qui se déduit de leur caractére minimisant.
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I.2.1 Le probléme de minimisation de ’énergie de Ginzburg-Landau & mo-
ment scalaire fixé

a. Enoncé des principaux résultats

L’analyse des ondes progressives minimisantes commence par leur construction comme mini-
miseurs de I'énergie de Ginzburg-Landau F & moment scalaire p fixé. A cette fin, nous introdui-
sons le probléme de minimisation sous contrainte

Emin(p) = inf {E(v), veW(RN) t.q. plv) = p}. (1.24)

Dans cette expression, le nombre p est positif. La notation W(RN ) désigne un espace fonctionnel
sur le choix duquel nous reviendrons. Soulignons de plus que nous nous limiterons ici au cas des
dimensions deux et trois.

Une solution u, du probléme (I1.24) est une onde progressive d’énergie E(u,) = Emin(p)
finie pour ’équation de Gross-Pitaevskii. Comme son moment scalaire est non nul lorsque p
est différent de 0, elle n’est pas constante dés lors que p est non nul. La vitesse ¢ = c(u,) de
cette onde progressive est le multiplicateur de Lagrange de I’équation d’Euler-Lagrange (OPc)
associée au probléme (1.24). Obtenir un controle précis sur la valeur de ce multiplicateur n’est pas
facile. La résolution du probléme (I.24) ne fournit ainsi que Iexistence d’ondes progressives de
moment scalaire p quelconque, au moins en dimension deux, mais pas nécessairement de vitesse
¢ quelconque dans l'intervalle ]0, v/2].

Le choix de I’espace fonctionnel W(RY) répond a deux exigences. D'une part, les ondes
progressives u,, solutions du probléme (I.24), doivent appartenir a cet espace. D’autre part,
I’énergie de Ginzburg-Landau F, ainsi que le moment scalaire p, doivent étre bien définis sur cet
espace, et leurs définitions doivent étre compatibles avec les méthodes de calcul des variations
qui seront mises en oeuvre afin de résoudre le probléme (1.24). Ces deux impératifs conduisent
au choix de I'espace W(RY) = {1} + V(RY), on

4
3

VRY) = {v:RY = C, t.q. (Vv,Re(v)) € L*(RY)?,Im(v) € L*(RY), et VRe(v) € L3 (RY)}.
La description asymptotique des ondes progressives montre qu’elles appartiennent & 1’espace

W (RY). De plus, 'énergie de Ginzburg-Landau E, définie par I'expression (1), et le moment
scalaire p, défini par

p(v) = ;/RN (101v,v —1) = ;/]RN (81(Re(v))1m(v) — 01(Im(v))(Re(v) — 1)), (1.25)

sont bien définies et de classe C! sur 'espace W (RY). Le probléme (I.24) est par conséquent bien
posé. S'il posséde des solutions, ce sont des ondes progressives u, non constantes d’énergie finie.

La résolution du probléme (1.24) se fait en deux étapes : I'analyse a priori des propriétés de
la courbe minimisante p — Eyuin(p), puis la preuve de 'existence de minimiseurs u,, lorsque p
est suffisamment grand en dimension trois. Les principales propriétés de la courbe minimisante
sont les suivantes.

Théoréme I.1 ([14]). Soit N =2 ou N = 3.
i) La fonction Ewiy, est strictement croissante, concave, lipschitzienne sur R, avec une constante
de Lipschitz égale a /2, et tend vers +o00, lorsque p tend vers +oo. Elle vérifie l'inégalité

Vp >0, Euwin(p) < V2. (1.26)
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i1) L’inégalité (1.26) est stricte en dimension deux pour tout réel p > 0. La fonction Ey, est
alors strictement concave.
i11) En dimension trois, il existe un réel py > 0 tel que

V0 < p < po, E(p) =V2p.
Lorsque p > po, l'inégalité (1.26) devient stricte, et la fonction Epiy, strictement concave.

Les propriétés de la fonction Eyyi, permettent de montrer que I'infimum (I1.24) est atteint pour
toute valeur p > 0 en dimension deux, c’est-a-dire de construire des solutions non constantes
d’énergie finie de I’équation (OPc).

Théoréme 1.2 ([14]). Soit N =2 et p > 0. Il existe une solution u, € W(R?) au probleme de
mianimisation (1.24). La fonction w, est une solution non-constante d’énergie finie et de moment
scalaire p(u,) = p de l’équation (OPc) pour une vitesse ¢ = c(u,) qui vérifie

< V2.

En dimension trois, la fonction E.;, a une allure différente pour les petites valeurs de p, ce
qui conduit & un théoréme d’existence quelque peu différent.

Théoréme 1.3 ([14]). Soit N = 3, et po, la constante positive du Théoréme I.1.
i) Lorsque 0 < p < pg, le probléme de minimisation (1.24) n’a pas de solutions dans [’espace
W(R?).
ii) Lorsque p > po, il existe une solution u, € W(R3) au probléeme de minimisation (1.24). La
fonction w, est une solution non constante d’énergie finie et de moment scalaire p(u,) = p de
léquation (OPc) pour une vitesse ¢ = c(u,) qui vérifie

dEmin

dE,
0< —(ph) <e< —(p~ 2.
< =g P ses = (p) < V2

Les vitesses c(uy) des fonctions w, satisfont de plus l'inégalité

sup{c(u,),p > po} < V2. (1.27)

Remarque. En dimension trois, les Théorémes 1.1 et 1.3 complétent ’analyse du méme probléme
de minimisation que F. Béthuel, G. Orlandi et D. Smets [18] avaient réalisée dans le cas o
les moments scalaires considérées sont grands, régime qui correspond & la limite dans laquelle
apparait un anneau de vortex.

En dimension deux, les Théorémes 1.1 et 1.2 fournissent une courbe compléte d’ondes progres-
sives donnée par le tracé suivant.

E

E= Emin (p>
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En dimension trois, le schéma obtenu a partir des conclusions des Théorémes 1.1 et 1.3 est le
suivant.

E v

-z E= Emin (p)
I

Sur chacun de ces schémas, la courbe bleue royale représente la courbe minimisante p — Epin(p).
Dans sa partie strictement concave, chaque point de la courbe correspond & une onde progressive
u, d’énergie Epnin(p) et de moment scalaire p. Lorsque la courbe est différentiable, la vitesse ¢ =
c(u,) de 'onde progressive est égale & la pente de la courbe. Bien que la courbe soit différentiable
sauf en un ensemble au plus dénombrable de points, sa différentiabilité en tout point reste
un probléme ouvert. Aussi cette construction variationnelle n’aboutit-elle pas a des solutions
non constantes de I’équation (OPc) pour toute vitesse ¢ €]0,+/2[, au contraire des arguments
développés par M. Maris [115] en dimension supérieure ou égale a trois.

Les Théorémes 1.2 et 1.3 confirment les résultats de C.A. Jones, S.J. Putterman et P.H. Roberts
[90, 89]. En dimension trois, ceux-ci affirment de plus que la branche de solutions se prolonge a
travers la droite E = v/2p au point py par une courbe Equp, en bleu clair ci-dessus. L’argument
de minimisation sous contrainte utilisé ici ne permet pas de construire cette branche supérieure,
puisque les ondes progressives sur cette branche ne minimisent pas ’énergie E & moment scalaire
p fixé. M. Maris [115] a récemment confirmé qu'il existait bien des ondes progressives pour toute
vitesse subsonique en dimension trois, lesquelles correspondent sans doute aux deux branches du
tracé ci-dessus (bien qu’il ne soit pas immédiat que ce soit en effet le cas).

En dimension trois, la partie affine de la courbe p — Fyi,(p) ne contient aucun minimiseur
du probléme (I1.24). Il existe méme un seuil d’énergie & au-dessous duquel les seules ondes
progressives sont identiquement constantes.

Théoréme 1.4 ([14]). Soit N = 3. Il existe une constante universelle £ > 0 telle que toute
solution u de 'équation (GP) qui vérifie

E(U) < 537
est constante.

Remarque. A. de Laire [41] a étendu ce résultat a toutes les dimensions supérieures ou égales
a quatre (voir également [132]).

Au sujet des propriétés qualitatives des ondes progressives u, des Théorémes 1.2 et 1.3, il
convient d’abord de mentionner leur caractére réel-analytique.

Proposition 1.1 ([14]). Soit N > 2 et 0 < ¢ < /2. Une onde progressive u. de vitesse c
est réelle-analytique sur RN : ses parties réelles et imaginaires se prolongent en des fonctions
analytiques a N variables.
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Cette propriété découle du caractére elliptique de I'équation (OPc) lorsque 0 < ¢ < /2, raison
pour laquelle elle est valable pour toute solution d’énergie finie de I’équation (OPc). Elle permet
en outre d’établir la symétrie axiale des ondes progressives u, des Théorémes 1.2 et 1.3, symétrie
qui repose, quant a elle, sur leur caractére minimisant.

Proposition 1.2 ([14]). Soit N =2 ou N =3, et p > 0. Si u, est une solution du probléme
(I.24), alors, la fonction uy, est, a translation prés, a symétrie aziale autour de laxe 1 : il existe
une fonction a valeurs complexes u,, définie sur R x Ry, telle que

Vo = (z1,21) € RN, wy(xy,21) = up(w, | 1]).

Nous ne détaillerons pas les preuves des Propositions 1.1 et 1.2, qui sont somme toute classiques
(voir |22, 23| pour l'analyticité, et [112| pour la symétrie). Nous renvoyons a [14] pour plus de
détails. En ce qui concerne les Théorémes 1.1, 1.2, 1.3 et 1.4, nous allons au contraire tacher de
présenter les principaux éléments de leurs preuves.

b. Principe général des preuves des Théorémes 1.1, 1.2 et 1.3

La preuve des Théorémes 1.1, 1.2 et 1.3 repose sur une démarche classique pour des problémes
variationnels semblables au probléme (1.24). Elle débute par la description de la courbe mini-
misante p — Fnin(p) a 'aide de fonctions tests bien choisies, et se poursuit par la preuve de la
compacité des suites minimisantes de ce probléme de minimisation, dans un espace fonctionnel ad
hoc, grace a des arguments de type concentration-compacité [107, 108]. Cette démarche générale
se heurte ici a la difficulté de définir le moment scalaire p dans l’espace d’énergie £(RY), puis a
celle de prouver la compacité d’une suite minimisante quelconque.

La stratégie mise en oeuvre dans [14] est donc légérement différente. La preuve débute toujours
par une description minutieuse de la courbe minimisante, mais au lieu d’établir la compacité des
suites minimisantes pour conclure quant & l’existence de minimiseurs, la preuve se poursuit
par la construction de solutions (u!),en+ de problémes approchés. Dans notre cas, il s’agit de

p
restreindre le probléme de minimisation (I.24) aux fonctions 2mwn-périodiques définies sur des
tores T,, = [~7n,7n]" de taille n € N*, et de montrer que les problémes approchés
" (p) = inf {E"(v), v e HY(Ty) t.q. p"(v) = p}. (1.28)

possédent des minimiseurs wy;. Dans cette expression, I'énergie de Ginzburg-Landau E", restreinte
au tore T,,, est définie par la formule

n 1 1 2
Bw=g [ 19l g [ a-p),

tandis que le moment scalaire p™ est donné par
p"(v) = 5 (101v,v)c.

Ces deux fonctionnelles sont définies et de classe C! sur espace fonctionnel H'(T,,). Le probléme
de minimisation (I.28) est bien posé. Il admet au moins une solution w; € H Y(T,,) grace au
caractére compact des injections de 'espace H'(T,) dans les espaces LP(T,,) pour 1 < p < +oc0
en dimension deux, 1 < p < 6 en dimension trois. Les minimiseurs u; sont solutions des équations

icnOiuy, + Auy +up (1 — |uZ]2) =0, (1.29)
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ou la vitesse ¢, est encore le multiplicateur de Lagrange du probléme (I1.28).

Apreés avoir résolu les problémes approchés (1.28), ne reste qu’a montrer qu’a la limite n —
400, les minimiseurs approchés uﬁ convergent, & extraction pres si nécessaire, vers un minimiseur
u, du probléme de minimisation initial (I.24). La preuve de cette convergence repose sur des
arguments de concentration-compacité. Cependant, il ne s’agit plus de montrer la compacité
d’une suite minimisante quelconque du probléme (1.24), mais de prouver la compacité d’une suite
de solutions (u;),en des équations elliptiques (I.29). De telles solutions possédent des propriétés
de régularité et de décroissance qui facilitent la preuve de cette compacité, laquelle suffit a établir
I'existence de minimiseurs u,, du probléme (I1.24), au moins lorsque la courbe minimisante posséde
les propriétés de stricte sous-additivité requises par les techniques de concentration-compacité.
Avant de préciser plus avant ces différents arguments, il est temps de décrire de quelle maniére
s’obtiennent les propriétés de la courbe minimisante énoncées par le Théoréeme I.1.

c. Quelques éléments de la preuve du Théoréme 1.1

Les propriétés de la fonction Ei, découlent de la construction de fonctions tests appropriées
pour le probléme (1.24). La réduction aux fonctions réguliéres, a support compact, facilitent ces
constructions. La preuve du Théoréme 1.1 commence donc par la vérification, grace & la densité
de P'espace {1}+C°(RY) dans I’espace W (RY), que le probléme de minimisation (1.24) se réduit
a

Enin(p) =inf {E(v), v—1€ CE(RY) t.q. p(v) = p}. (1.30)

Vient ensuite le calcul de bornes supérieures satisfaisantes. Ce calcul repose bien siir sur la
compréhension des liens entre les deux quantités, I’énergie de Ginzburg-Landau E et le moment
scalaire p, qui apparaissent dans la définition du probléme (I1.24). Ce lien n’est guére perceptible
dans les expressions (1) et (I.25), mais il devient manifeste si I'on se restreint aux fonctions v
qui ne s’annulent pas sur RV, et qu'il est donc possible de relever sous la forme v = pexpip,
oil o = |v| et ¢ sont des fonctions & valeurs réelles, définies sur RY. Dans les variables o et ¢,
I'énergie E(v) et le moment scalaire p(v) s’écrivent

1 1 1 1
B =5 [ Vet [ PVeP g [ 0=t en) =5 [ 1-oe 130

Lorsque la fonction v vérifie
v >4, (1.32)

pour un réel strictement positif §, la formule (I1.31) conduit a I'inégalité

1 1 /1 1 1
< — 1— 0%|0dre] < —|( = %101p|? / 1-10?)?) < —=E(v). (1.33
ol g [l < o (5 [ o] [ 0-12P) < ). 1)
Lorsque cette inégalité est presque une égalité, et lorsque 0 est proche de 1, il advient que
E(v) ~ V2p(v).

Cette observation est au coeur de la preuve de la borne supérieure (1.26).

En pratique, il s’agit de construire des fonctions tests telles que I'inégalité (1.32) soit vérifiée
pour un nombre ¢ trés proche de 1, et que I'inégalité (1.33) soit presque une égalité. Une fagon
de procéder se résume a introduire des fonctions (vy,)nen+ régies par les changements d’échelles

Un(T1,21) = 0n(21, 1) expipn(1,21) = ( (911/1(ﬂ “)) exp (zfuw( - xl))
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Dans cette expression, la fonction ¢ est réguliére, & support compact, p désigne un petit para-
métre strictement positif, tandis que « est un nombre strictement supérieur a4 1. Les fonctions
vy, vérifient la condition (I1.32) pour un nombre 0 proche de 1, dés que n est assez grand. Dans le
méme temps, les fonctions o, et @, satisfont, de maniére approchée, I'identité

V20 on(r1,21) =1 — on(21,21)%

La seconde inégalité de la formule (I1.33) est donc presque une égalité. Les termes transverses a
la variable x1 dans la formule (I.31) de I’énergie sont de plus négligeables, puisque a > 1. Ne
reste plus qu’a fixer p de sorte que p(v,) = p pour obtenir

E(vn) — \/ip,

lorsque n tend vers +o0, ce qui fournit la borne (1.26).

Combinée & la réduction aux fonctions réguliéres a support compact, cette borne donne, a
son tour, le caractére lipschitzien de la fonction Ey,. Etant donnés deux nombres positifs p et
q tels que ¢ > p, et un nombre strictement positif ¢, il existe en effet un couple de fonctions
(v1,v9) € C°(RN)? telles que

E(l + Ul) S Emin(p) + ¢ et p(l + Ul) =p,
et
BE(1+ ) <V2(q—p) +¢, et p(1+v2) =g —p.
Quitte a translater, les supports de v; et de vy sont disjoints, de sorte que la fonction w =
14 v1 + vy vérifie
E(w) = E(1+v1) + E(1+v2) < Buin(p) + V2(q —p) + 22, et p(w) = p(L+v1) +p(1l+v2) = gq.
Il s’ensuit que
Emin(Q) S Emin (p) + \/i(q - p)?

4 la limite € — 0. Une permutation des roles de p et ¢ permet alors de conclure quant a la
continuité de la fonction Eyi,, qui est ﬁ—lipschitzienne.

La concavité de la fonction Fy,;, se déduit, quant a elle, d'un argument de symétrisation inspiré

d’une idée d’O. Lopes [112]| qui se résume ainsi. Commengons par introduire deux nombres réels
p et g, un nombre strictement positif ¢, ainsi qu'une fonction v € W (RY) tels que

P+q

E(U) < Emin(T) +e, et p(v) = m

2

Puisque v appartient a I'espace W (RY), la quantité (i01v,v — 1) est intégrable, de sorte que, par
la relation de Chasles, il existe un nombre réel « tel que

1 / , p 1 , q
= (i0v,v—1) ==, et / (101v,v —1) = —.
2 Jian>a) 2 2 J{zn<al 2

Les moments scalaires des deux fonctions v™ et v, construites par réflexion par rapport a
I’hyperplan d’équation zy = « suivant les formules

vi(xl o) = v(z1,...,zN), si £ (xy —a) >0,
L v(x1,...,2a—zN), si £ (zy —a) <0,

sont alors égaux a p, respectivement, a g. Il s’ensuit que

Emin(p) + Emin(Q) S E(UJr) + E('Ui) S QE(U) S 2Emin<¥> + 257
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ce qui fournit 'inégalité

Emin(p) =+ Emin(Q) < E (p + Q)
2 > Lmin\ — 7 )»
a la limite € — 0. Comme la fonction E, est déja continue, elle est donc concave. Comme cette
fonction est positive, elle est aussi croissante sur R, .

Une conséquence importante de la concavité de la fonction Ey,;, est sa sous-additivité, soit le
fait que

l
Z Emin(pk) > Emin(p)a (1'34)
k=1
si p1, ..., et py sont des nombres positifs tels que p; + --- + pr = p. Lorsqu’elle est stricte,

cette inégalité joue un roéle primordial dans I’argument de concentration-compacité qui permet
de construire les minimiseurs u, des Théorémes [.2 et I.3.

Au contraire, dans le cas d’égalité, la courbe minimisante est affine sur l'intervalle |0, p[. Le
probléme de minimisation (I.24) n’est alors pas atteint dans l'intervalle ]0, p[. Supposons en effet
qu’il existe un minimiseur u, pour un nombre 0 < g < p, et reprenons I’argument de symétrisation
précédent. Si s est un nombre tel que |s| < min{|q|, [p — ¢|}, il existe un nombre «; tel que

1 . +s 1 . — s
2/ (i01ug,uqg — 1) = 4 5 et 2/ (iO1ug,uqg — 1) = a 5
{xNZas} {-’EN<Oés}

Les moments scalaires des fonctions u(‘; et u, , construites par réflexion de la fonction u, par
rapport a I’hyperplan d’équation xny = ag, sont alors égaux & q + s, respectivement a ¢ — s, de

sorte que

Enin(q+ 8) + Emin(qg — s) < E(u;r) + E(uy ) = 2E(uq) = 2Emin(q)- (1.35)

Comme la fonction Ey, est affine entre 0 et p, elle vérifie
Emin(q + 8) + Emin(q - S) = 2Emin(Q)'

L’inégalité (1.35) est donc une égalité, et les fonctions u;r et u, , des minimiseurs du probléme
(I.24). Ce sont ainsi des solutions de I’équation (OPc), soit des fonctions réguliéres. Leur symétrie

par rapport a I’hyperplan d’équation xn = «, implique que
8Nuq = 8Nu;“ = 8Nu; =0,

sur I’hyperplan d’équation zy = «,. Cette propriété demeure vraie pour tout un intervalle de
valeurs de s, soit pour tout un intervalle de valeurs de os. Comme la fonction u, est réelle-
analytique sur RY, ce n’est possible que si uq est identiquement constante sur RN, ce qui est
contradictoire avec le fait que p(uy) = ¢ # 0. En conclusion, si la courbe minimisante contient
une partie affine, le probléme de minimisation (1.24) ne posséde pas de solutions dans cette partie
affine.

Il est donc crucial de déterminer les parties strictement concaves de la courbe p — Epin(p).
D’aprés I'énoncé du Théoréme 1.1, ces parties sont exactement celles ou la quantité 3(p) =
V2p — Erin(p) est strictement positive. Avant d’envisager la construction de minimiseurs u, du
probléme (1.24), il reste & déterminer ces parties. Une nouvelle fois, cette détermination passe
par l'introduction de fonctions tests telles que X soit strictement positive, cette fois-ci.

En dimension deux, cette question se résout grace au changement d’échelles fourni par la
limite transsonique. Il suffit d’introduire une onde solitaire w de vitesse 1 pour I’équation de
Kadomtsev-Petviashvili (KP1), puis de lui appliquer le changement d’échelles transsonique

te? €2 . te €2
We (21, m2) = (1 — - w| e, Eﬂfg exp ZEU €T, EIL’Q ,
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Lorsque les nombres € et ¢ sont ajustés de sorte que p(we;) = p, les applications we; sont des
fonctions tests pour le probléme (I1.24). Elles fournissent I’estimation

48v2

Emin(p) S \@P - 82 p + O<p4)7 (136)
KP

a la limite p — 0. Dans cette formule, la constante Sk p renvoie a ’action de 'onde solitaire w,
qui est donnée par

1

Skp = S(w) = EXF (w) + / w?.

2 R2
L’inégalité (1.36) implique la stricte positivité de la fonction ¥ en dimension deux pour toute
valeur strictement positive de p. La fonction F,, est strictement concave sur Ry, raison pour
laquelle il existe des minimiseurs u, du probléme (I1.24) pour toute valeur du moment scalaire p.

En dimension trois, la limite transsonique ne correspond plus a la limite p — 0, mais, selon
les observations de C.A. Jones, S.J. Putterman et P.H. Roberts [90, 89|, & une limite p — o0,
sur la branche supérieure de solutions qu’ils ont exhibée. Par contre, la quantité X(p) demeure
strictement positive pour p assez grand. Il résulte en effet du travail de F. Béthuel, G. Orlandi
et D. Smets [18] que I’énergie minimisante satisfait ’asymptote

Emin(p) ~ ﬂ\/ﬁln(p)y (137)

lorsque p — +00. Remarquons qu’en dimension deux, les résultats de F. Béthuel et J.-C. Saut
[19] conduisent & I’asymptote

Emnin(p) ~ 27 In(p),

lorsque p — +o0, laquelle confirme, au moins pour les grandes valeurs de p, que la quantité 3 (p)
est strictement positive.

d. Quelques éléments des preuves des Théorémes 1.2 et 1.3

Comme indiqué précédemment, la construction des minimiseurs u,, du probléme (1.24) débute
par celle des minimiseurs u,; des problémes approchés (1.28), grace a la compacité des injections
de Sobolev sur les tores T,,. La preuve des Théorémes 1.2 et 1.3 se réduit ensuite a passer a la
limite n — +o00, afin d’obtenir les minimiseurs u, comme limite des minimiseurs u;.

Ce passage a la limite requiert une borne indépendante de n sur les fonctions u,). Le calcul de
cette borne utilise la réduction aux fonctions réguliéres, a support compact, de 'identité (I1.30).
Etant donné un nombre strictement positif ¢, il existe une fonction v. € {1} + C2(RY) telle que
p(ve) = p, et

E(ve) < Epin(p) + €.

Lorsque n est assez grand, I'application v, considérée comme un élément de H'(T,), est une
fonction test pour le probléme approché (I1.28). Elle procure I'inégalité

limsup E" () < Euuin(p). (138)

n—-+o0o

laquelle borne les fonctions u;, de maniére indépendante de n.

Afin de prouver la compacité de la suite de fonctions (uﬁ)neN*, il s’avére aussi nécessaire
d’invoquer le caractére elliptique de I'équation (I1.29), que satisfait chacune des fonctions uy
pour une certaine vitesse c;. Ce caractére dégénére lorsque ¢, tend vers +oo. L'identité de
Pohozaev (1.3), qui demeure valable sur les tores T,, & des termes de bord prés, assure un
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controle indépendant de n des vitesses ¢j). Aprés estimation de ces termes de bord, cette identité
implique que
P P

pup) = p
ot K est une constante positive indépendante de n. Combinée a la borne (1.38), I'inégalité (1.39)
garantit la non-dégénérescence du caractére elliptique de ’équation (OPc) a la limite n — +oo.
Les estimations elliptiques classiques fournissent alors des estimations uniformes des fonctions
et de leurs dérivées,

Eu?) - KE(u”)

e < K (1.39)

p7
|0%uy| < K(a, ), (1.40)

qui sont indépendantes de n. Par le théoréme d’Ascoli-Arzela, il existe ainsi une fonction u, €
Hl

L (RY) telle que, & une sous-suite preés,

ug — 1y, in C{f)C(RN),

lorsque n — 4o00. La fonction u, est solution de I'équation (OPc) pour une vitesse ¢ égale a la
limite, & extraction prés, de la suite (C;L)nzl- Rien ne garantit cependant qu’elle ne soit solution
du probléme (I1.24), ni méme qu’elle ne soit constante.

Ces difficultés disparaissent dés lors que le passage & la limite n’occasionne pas de perte
d’énergie. Aussi convient-il de localiser avec précision I'énergie des fonctions uy. Par les estima-

tions elliptiques (I1.40), leur énergie est localisée 1a ot leur module est loin de 1. Ces estimations

assurent en effet que les applications ™ =1 — |u”|2 vérifient

"™ (x) =" (y)| < Klz —yl,

ol K est une constante positive indépendante de n. Si T désigne un point d’une boule B (:cg, 1/ 2)
tel que [n"(Z)| = sup{[n"(y)|, y € B(xo,1/2)}, alors
" (7)]

2 9

n"(y)| >

des que |7 — y| < p = [n™(T)|/2K. L'énergie E(u,, B(wo,1)) de la fonction u; dans la boule
B(xo, 1) satisfait donc

E(uy, B(zo,1)) >1

afon (2

(n")? > K min {|n"(@)[" 2, [n" (@)},

de sorte que
1= 15 e (5 2) < @) < K max { B(ug, B(xo, 1)) 72, B(ug, B(ao, 1)* }.

Lorsque 'énergie dans la boule B(xg, 1) est petite, le module de uy est proche de 1 dans la boule
B(x0,1/2). En définitive, I’énergie se concentre dans les zones de la forme

Vs = {:1: € Ty, t.q. [1— hwp(z)|] > 5},

ol ¢ est un nombre strictement positif.

A ce stade, soulignons que les ensembles Vy sont non vides lorsque X(p) est strictement positif,
0, suffisamment petit, et n, assez grand. Les inégalités (1.33) et (1.38) prouvent en effet que

1 B
min [u; ()] Smax{f,%(m}ﬁmax{f 7},
z€T, 2



lorsque n — +o00. Pour n assez grand, I’ensemble V' est donc non vide, dés que 3(p) > 0 et

0<5<min{;,z\3/%3}.

L’argument de concentration-compacité se réduit enfin a choisir un nombre fini ¢, indépendant
de n, de points z7, ..., et o} de I'ensemble V¢, tels que

27 —2f| —  +oo,
n—-+00

pour i # j, et & construire des fonctions u; € C*°(RY), telles que, quitte & extraire,

u, (- + ) — () dans C{f)C(RN). (1.41)
n—-+oo
Les fonctions uq, ..., ug sont des solutions de ’équation (OPc) pour une méme vitesse limite

¢ # 0. Elle ne sont pas constantes en raison de 'inégalité
lu;(0)| <1-6<1,

qui découle de la limite (I1.41). Grace aux propriétés de décroissance des solutions d’énergie finie
de I’équation (OPc), cette construction s’opére sans qu’il n’y ait de perte d’énergie lors du passage
a la limite, ce qui fournit les identités

14 L

Buin(p) = Y E(w;), et p=>_p(u;). (1.42)
=1

i=1

Lorsque X(p) > 0, le nombre ¢ est supérieur ou égal a 1. Il suffit de montrer qu’il est égal a 1
pour conclure la preuve. Supposons que ce ne soit pas le cas. Les égalités (1.42) impliquent alors

que
l 12

Enin(p) = ZE(UI) 2 ZEmin<p(ui))- (1.43)
i=1 i=1

Cependant, les fonctions u; sont des solutions non constantes de I’équation (OPc) pour une méme

vitesse ¢ # 0. Par I'identité de Pohozaev (1.3), leurs moments p(u;) sont strictement compris entre

0 et p. La sous-additivité (1.34) de la fonction E,;, entraine donc que

L

Z Emin(p(ui)) 2 Emin(p)'

i=1

L’inégalité (1.43) est une égalité, ce qui a deux conséquences contradictoires. La courbe p +—
Epnin(p) est d'une part, affine entre 0 et p, de sorte qu'’il n’existe pas de minimiseurs du probléme
(I.24) pour les valeurs ¢ du moment comprises entre 0 et p. D’autre part, I'égalité dans 'expression
(I.43) induit que les fonctions u; sont des minimiseurs du probléme (I.24) pour toutes les valeurs
p(u;). Ceci est impossible puisque p(u;) est strictement compris entre 0 et p. En conclusion,
lorsque ¥(p) > 0, le nombre ¢ vaut exactement 1, et le probléme (I.24) posséde un minimiseur
Up = uj.

En dimension deux, la condition (I1.26) est vraie pour tout réel p strictement positif, ce qui
conclut la preuve du Théoréme 1.2. En dimension trois, le Théoréme 1.4 énonce que le probléme
(I.24) n’a pas de minimiseurs pour p suffisamment petit, de sorte que X(p) est nul. Par contre,
comme Y(p) — 4oo lorsque p — +oo par l'asymptote (1.37), le probléme (1.24) admet un
minimiseur u, pour p assez grand. Un raffinement de ces deux observations établit 1'existence
d’une valeur critique pg strictement positive telle que le probléme (I.24) posséde un minimiseur
si et seulement si p > pg, ce qui compléte la preuve du Théoréme 1.3.
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e. Quelques éléments de la preuve du Théoréme 1.4

Nous terminons par la démonstration de la non-existence d’ondes progressives d’énergie petite
en dimension trois. Cette propriété repose sur le caractére surlinéaire de I’équation (OPc). Afin
d’éclairer cette affirmation, considérons une solution u d’énergie finie et de vitesse ¢ subsonique
de I'équation (OPc). Lorsque son énergie est suffisamment petite, la fonction u ne s’annule pas
sur R3. Elle se reléve sous la forme v = pexpiyp, oil les fonctions a valeurs réelles o et ¢ sont
définies sur R?. Dans les nouvelles variables ¢ et ¢, 'équation (OPc) s’écrit

%8192 + div(gQVgo) =0, (1.44)
codip — Ao — o1 = 0*) + 0| Vy|* = 0.
La fonction n = 1 — ¢? est solution de I’équation de convolution
3
n=KoxF+2) K;*Gj. (1.45)
j=1
Les noyaux Ky et K; sont donnés par leurs transformées de Fourier,
2 A
Rale) < et 756 a¢; (L16)

T 20e? - e T 20e? - ey

Les non-linéarités F' et G sont égales a
F =2(|Vv|?> + 1) — 2endrp, et G =nVe.

L’équation de convolution (I.45) est surlinéaire au sens ou les non-linéarités F' et G dépendent
de maniére quadratique des variables n ou V. Combinée a ’écriture explicite des noyaux Ky
et K, cette surlinéarité assure que la fonction u est constante si son énergie est suffisamment
petite.

Les non-linéarités F' et G satisfont en effet 'inégalité
]+ 1G] < K (Va2 + 1 + ¢*|VeP) < Ke(w) (147)

ou K désigne une constante positive, et e(u), la densité d’énergie associée a I’énergie de Ginzburg-
Landau par la formule (1). En tenant compte des formules explicites (1.46), 'équation (I1.45)

s’estime sous la forme
Lo < wpwe( [ IRE).
R3 R3

grace a I'inégalité de Young. D’autre part, la multiplication des équations (I.44) par les fonctions
@ et 1 — o2, puis leur intégration par parties, procurent I’inégalité

E(u) < KC2/ .
R3

Le caractére surlinéaire des non-linéarités F' et G impose donc que I’énergie F(u) soit controlée
par son carré a travers l’estimation

E(u) < KC2E(U)2< /R 3 yf?oy?). (1.48)

Ne reste plus qu’a invoquer les formules explicites (1.46) pour calculer I'intégrale

—~ 2 c
Ko|? = — arcsin <—)
|- G
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Lorsque 'énergie E(u) n’est pas nulle, ¢’est-a-dire lorsque u n’est pas constante, 'inégalité (1.48)
s’écrit alors
1 V2

>£=_"" .
> €& K7r3>0

FE >
() = Kmr2carcsin (%)

En d’autres termes, il n’existe pas d’ondes progressives non constantes d’énergie inférieure au
seuil d’énergie &.

Remarque. Le raisonnement précédent reste valable en dimension deux. Cependant, la norme

L? du noyau K est égale a
—~ T
/ Kol = ————.
R2 2(2 —¢?)

E(w)>&(c)=Kv2—c% (1.49)

L’énergie E(u) est minorée par

La quantité £(c) converge vers 0 lorsque ¢ — /2. La relation (1.49) n’exclut plus l'existence
d’ondes progressives non constantes d’énergie petite en dimension deux.

1.2.2 La limite transsonique en dimension deux
a. Enoncé des principaux résultats

L’analyse qualitative des ondes progressives minimisantes u,, dont le Théoréme 1.2 assure
I’existence pour toute valeur positive de p, se poursuit par ’étude de leur limite transsonique
en dimension deux. Rappelons qu’il s’agit de considérer la limite des fonctions u, lorsque leur
vitesse ¢, = c(u,) converge vers la vitesse du son ¢s = /2. En dimension deux, C.A. Jones,
S.J. Putterman et P.H. Roberts [90, 89| ont remarqué que cette limite correspond a la limite
p — 0, ou les fonctions u, sont régies par I’équation des ondes solitaires (6) pour 'équation de
Kadomtsev-Petviashvili (KP1).

La confirmation de ces observations requiert d’affiner la description des ondes progressives
minimisantes u, de moment scalaire p petit. Rappelons pour commencer que ce ne sont pas
directement les fonctions u,, qui se comportent suivant I’équation (6) a la limite transsonique, mais
leurs modules g, et leurs phases ¢, aprés des changements d’échelles convenables. II convient
donc de vérifier que les fonctions u,, qui possédent des vortex pour p assez grand, ne s’annulent
plus pour p suffisamment petit. Dans cette direction, nous pouvons énoncer le lemme suivant.

Lemme I.1 ([14]). Soit N =2 et 0 < ¢ < v/2. Il existe une constante universelle & strictement
positive telle que toute solution u de I’équation (OPc), d’énergie inférieure ou égale a &, vérifie

1
— <|ul <2
2

La fonction w s’écrit alors sous la forme u = pexpip, ot les fonctions a valeurs réelles p = |ul
et ¢ sont définies sur R?. De plus, les fonctions u, o et ¢ satisfont les relations

Vap(u) — B(u) + /R Vol = (V2 o)p(u), (150)

/Rz Vo (i+ 912) = /Rg(l - o)Vl (151)

Enfin, il existe une constante universelle positive K telle que

V2 -2 < KE(u). (1.52)
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En dimension deux, I’énergie Ein(p) des fonctions u, convergent vers 0 a la limite p — 0.
Par le Lemme 1.1, elles se relévent sous la forme u, = g, exp iy, pour p suffisamment petit, ce
qui permet de définir proprement les changements d’échelles (1.2) par les formules

6 T V27?2 _6V2 1 V27
Np(x) = 5}%(1 - Qp(ep, ]2) ) ) et 81@17(55) = 812)81@13(66, 512) ), (153)

ol ey = (2— 02)1/2. L’analyse formelle de C.A. Jones, S.J. Putterman et P.H. Roberts prévoit
que les fonctions N, et 00, suivent 1'équation (6) & la limite ¢, — V2. A ce stade, rien ne
garantit cependant que la limite p — 0 ne corresponde & une limite transsonique. L’énoncé
suivant confirme que c’est bien le cas.

Lemme 1.2 ([13]). Soit N = 2. Il existe des constantes universelles p1, K1 et Ky strictement
positives telle que tout minimiseur u, du probléme (1.24), de moment scalaire 0 < p < p1, satisfait

Kip? < V2 — ¢, < Kop?, (1.54)
ot ¢, désigne la vitesse de [’onde progressive w, considérée.

Toutes les conditions semblent remplies pour justifier I'analyse de C.A. Jones, S.J. Putterman
et P.H. Roberts. Reste toutefois & se prémunir de I'invariance par translation de I’équation (OPc).
Lorsque les fonctions NN, convergent a la limite p — 0 vers une onde solitaire w pour I’équation
de Kadomtsev-Petviashvili (KP1), et lorsque (a,)pen désigne une suite de points de R? tels que
lap| — +o0, la famille de fonctions (Np(- — ap))p>0 n'est plus convergente a la limite p — 0.
Cependant, les fonctions N, (- — a,) s’obtiennent de maniére identique aux fonctions N, & partir
des applications u,(- — ap) qui sont encore des ondes progressives minimisantes. Cet exemple
illustre que toute famille de fonctions NV, associées a des ondes progressives minimisantes u, ne
peut converger a la limite p — 0. Ecarter cette éventualité requiert de supprimer l'invariance par
translations a l'aide du lemme suivant.

Lemme 1.3. Soit N =2 et 0 < ¢ < /2. Toute solution u de I’équation (OPc) d’énergie finie et
de vitesse ¢ satisfait

2—c?
11 = ]| o 2y = SETIRE (1.55)

Comme toute solution u de I’équation (OPc) vérifie
()] =1,

lorsque |z| — 400, il découle du Lemme 1.3 que les fonctions NN, définies par la formule (I.53)
atteignent leur maximum sur R?. Supposer que ce maximum est atteint en 0 suffit a fixer I'inva-
riance par translation de I’équation (OPc), donc & confirmer les observations de C.A. Jones, S.J.
Putterman et P.H. Roberts.

Théoréme 1.5 ([13|). Il existe une suite de réels strictement positifs (pp)nen, qui tend vers 0
lorsque n tend vers 400, et un état fondamental W pour l’équation de Kadomtsev-Petviashuvili
(KP1), de vitesse égale a 1, tels que

Vk €N, V1 < ¢ < 400, N, — W, et ;0,, — W dans W*4(R?), (1.56)

lorsque n — +00.
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L’énoncé du Théoréme 1.5 améne plusieurs commentaires. Le premier concerne la notion d’état
fondamental, laquelle renvoie & un type particulier d’ondes solitaires. Les états fondamentaux
sont les ondes solitaires qui minimisent I’énergie de Kadomtsev-Petviashvili X définie par la
formule (5), sous la contrainte d’une norme L? fixée. A. de Bouard et Jean-Claude Saut [39, 40]
ont prouvé leur existence en dimension deux par des techniques similaires & celles employées
pour construire les ondes progressives minimisantes pour I’équation de Gross-Pitaevskii. Cette
analogie est au coeur de la preuve du Théoréme 1.5 que nous allons esquisser ci-dessous.

La seconde observation a trait a la restriction de la convergence dans la limite p — 0 & une suite
(pn)nen. Cette difficulté provient des techniques de compacité sur lesquelles repose le Théoréme
I.5. Etant donnée une suite (p,)neny qui converge vers 0, ces techniques établissent 1'existence
d’une sous-suite (py () )nen telle que les convergences (1.56) aient lieu. Dans cette configuration, la
levée de la restriction & une sous-suite passe par la preuve de 1'unicité de la fonction limite W, soit
I'unicité des états fondamentaux pour I’équation de Kadomtsev-Petviashvili (KP1). L’équation
(6) posséde une solution explicite, dite solution "bosse" [114],

3 — ca? + ?a3
(3+ cx? + 2ad)?

wy(x1,x9) = 24c

En général, on conjecture que cette solution "bosse" est I'unique état fondamental de vitesse
égale A ¢, A invariance par translation prés. A notre connaissance, aucune preuve n’a, a ce jour,
confirmé cette conjecture. Si elle s’avérait exacte, le Théoréme 1.5 ne fournirait plus seulement la
convergence de sous-suites (Np, )nen €t (0105, )nen, mais bien la convergence des deux familles
complétes de fonctions (Np)p>o et (010p)p>0-

En dimension trois, 'analyse du régime transsonique des ondes progressives minimisantes u,
est sans objet. La formule (I.27) du Théoréme 1.3 assure qu’il n’existe pas d’ondes progressives
minimisantes u, de vitesse c(u,) proche de la vitesse du son cs = v/2. Néanmoins, M. Maris [115]
a démontré 'existence de solutions u. de I'équation (OPc) pour toute vitesse 0 < ¢ < v/2. Dans
un travail récent, D. Chiron et M. Maris 34| confirment que ces fonctions u. sont gouvernées
par 'équation des ondes solitaires pour I’équation de Kadomtsev-Petviashvili (KP1) a la limite

c— 2.

Pour conclure quant aux commentaires sur le Théoréme 1.5, il convient de rappeler que 'ana-
lyse du régime transsonique s’étend aux solutions générales de I’équation de Gross-Pitaevskii. Il
correspond alors & la limite ondes longues vers 1’équation de Korteweg-de Vries en dimension un,
I'équation de Kadomtsev-Petviashvili (KP1) en dimension supérieure (voir les Paragraphes 1.1.3
et 1.3).

b. Quelques éléments de la preuve du Théoréme 1.5

Comme avancé dans I'introduction, la démonstration du Théoréme 1.5 repose sur la mise en
évidence d’'un lien entre le probléme de minimisation (I.24), et la minimisation de 'énergie EX
a norme L? fixée. Avant d’expliciter ce lien, commencons par fournir quelques précisions au sujet
de ce second probléme de minimisation.

L’espace d’énergie EX7(R?) pour I'équation de Kadomtsev-Petviashvili (KP1) est 'adhérence
de l'espace 0;C°(R?) = {01v, v € C°(R?)} pour la norme || - |xP(r2) définie par

1

[Ovollexrge) = (IV0122ge) + 10500222, )

La quantite EXF (v), en particulier le terme non local de la formule (5), est bien définie pour
une fonction v de EX(R?) grace aux théorémes d’injection de Sobolev anisotropes [10]. L’espace
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EKP(R?) est de plus inclus dans I'espace L2(R?). Le probléme de minimisation

BAE 0 = (<o), ve e¥T ) v, [

v? = p}, (1.57)
R2

a donc un sens quelle que soit la valeur du nombre positif p. A. de Bouard et J.-C. Saut [39, 40]
ont prouvé qu’il posséde des minimiseurs W, quel que soit ;1 € R4, et que la valeur de I'énergie

minimisante est 3

U
EEE (1) = T (L.58)
KP

Ici, la constante Sk p est identique a celle de la formule (1.36). Il s’agit de Iaction

S(W) = EXP(wW) + E w2,

2 Jp2

d’un minimiseur W du probléme (I.57) pour la valeur pu* = 1/3Skp. Tous les minimiseurs W),
sont des états fondamentaux de vitesse ¢, = p?/(1*)? pour 'équation de Kadomtsev-Petviashvili
(KP1). Les minimiseurs W pour la valeur p* ont une vitesse égale & 1. Les minimiseurs pour une
autre valeur p s’en déduisent par la formule W, (z) = ¢, W (,/c w1, cpz2).

La construction des minimiseurs W, découle, comme la construction des ondes progressives
minimisantes, d’arguments de concentration-compacité. Etant donnée une suite minimisante
(Vn)nen, ces arguments procurent une sous-suite (vy(,))nen, des points a, € R?, et une fonction
W, € EXP(R?), tels que

V() (- — an) = W), dans EXP(R?), (1.59)

lorsque n — +o00. La fonction W, est alors un minimiseur du probléme (I1.57).

Les problémes de minimisation (1.24) et (1.57) sont reliés par le fait que les fonctions N, et
010, définies a partir des ondes progressives minimisantes u, par les formules (I1.53), forment
des familles minimisantes pour le probléme (1.57) dans la limite p — 0. Une fois cette affirmation
avérée, le résultat de compacité (I1.59) suffit & prouver les convergences (1.56), au moins dans
I'espace EXP(R?).

L’origine de cette affirmation se trouve dans les expressions de ’énergie de Ginzburg-Landau

E et du moment p comme fonctions des nouvelles variables IV, ©, et ¢, = /2 — c%,

e
p(up) = 7;/IR2 Npalepa

et
V2e
E(up) = 144p <EO(NP7 Op) + 5129E2(Np7 Op) + 5§E4(Np7 Gp)>a (1.60)
ou
_ 2 2 — 1 2 1 2 1
Eo(N,,0,) = /R (N2 + (016,)%), et Ea(Ny,©,) = /R (i(ale) +5(020,)” - ng(ale)p)).

La quantité ¥(u,) = v/2p — E(u,) vaut, quant a elle,

Ve
Sl) = = ([0 08, + BN, 0) + BN, 8,) ). (Lo

6. La fonctionnelle F4 de la formule (I.60) joue un role mineur a la limite p — 0, raison pour laquelle nous
renvoyons a [13] pour son expression précise.
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Minimiser I’énergie de Ginzburg-Landau E & moment scalaire p fixé revient a maximiser la
quantité > & moment scalaire p fixé. Les fonctions N, et ©, maximisent donc les quantités au
second membre de la formule (I.61). Dans la limite transsonique, soit pour €, — 0, la différence
N, et 010, doit étre petite, tandis que la quantité Es(N,, 010,) doit étre minimale. Comme

EZ(NINNP) = EKP(Np)y

ceci revient a imposer aux fonctions N, et 010, de converger vers un méme minimiseur du
probléme (1.57).

La preuve du Théoréme 1.5 reprend de maniére quantitative 'approche précédente. En vertu
des propriétés elliptiques de I'équation (OPc), les ondes progressives minimisantes u,, qui ont
une énergie petite dans la limite p — 0, se relévent sous la forme u, = g, expi¢p,, au moins pour
p suffisamment petit. Les fonctions N, et ©, données par les formules (I1.53), sont donc bien
définies. Aprés les changements d’échelles (1.53), ’équation de convolution (I1.45) satisfaite par
les fonctions 7, = 1 — [u,|? se réduit a

Ny =E2x f, = > el KM «RL, (1.62)
itj=2

pour la fonction N,. Dans cette identité, la fonction f, est définie par
1 1

Les applications Rég sont des fonctions non linéaires réguliéres des variables N,,, ©,, et de leurs
dérivées d’ordre un. Nous renvoyons a [13| pour I'expression précise de ces fonctions. Quant aux
noyaux Képj, ce sont les versions convenablement mises a I’échelle des noyaux Ky et K; de la
formule (1.46). Leurs transformées de Fourier sont données par
— i¢J
Ki(e) = ae
€17 + &1 + ep€263 + F&

Ils sont donc régularisants, et ce, de maniére controlée par rapport au parametre €. Etant donné
un nombre «a € [0, 1], il existe en effet une constante positive K («), indépendante de ¢, telle que

1 _j—2a

HKzsigHHa(R?) < K(a)(l +ép ) (1.63)

Par un théoréme de P.I. Lizorkin [111], ce sont de plus des multiplicateurs de Fourier dans les
espaces L?(R?) pour tout nombre 1 < g < +oo0. Il existe une constante positive K (q), 1 encore
indépendante de ¢, telle que

. K
VF € LUR?), K flliaee) < ol £l pagrey- (1.64)

ep)
L’exposant r; j est ici égal & max{i + 2j — 4, 0}.

Ces deux propriétés fournissent des bornes indépendantes de €, des fonctions N, et de toutes
leurs dérivées. Il en va de méme pour les fonctions ©,, qui vérifient une équation de convolution
similaire & I’équation (1.62). Etant donnés un entier £ € N et un nombre 1 < ¢ < 400, ces bornes
s’écrivent

[ Npllwe.amey + [1010p]lywe.amey + €l 0205 [lyramey < K (k. q), (1.65)

ou K (k,q) est une constante positive, indépendante de ¢).
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Notons a ce stade, que la limite p — 0 correspond & une limite transsonique, & savoir que
la vitesse ¢, des minimiseurs converge vers V2 dans cette limite. Cette affirmation résulte de
I'inégalité (1.36) qui fournit la borne

48\/§ 3 4
E(up) 2 S%(Pp _pgo(p )’ (166)

lorsque p est suffisamment petit. Combiné a 'identité (I1.50), qui découle de I'identité de Pohozaev
(I.3) pour les solutions de ’équation (OPc), et a I'inégalité (1.52), qui se déduit de I’équation de
convolution (1.45) satisfaite par les fonctions 7, la borne (1.66) fournit les inégalités (I1.54) du
Lemme .2 qui prouvent que la limite p — 0 est bien une limite transsonique. En particulier, le
paramétre €, tend vers 0 lorsque p — 0, d’ott la nécessité de mettre en relief la dépendance en
ce paramétre des inégalités (1.63) et (1.64).

Une fois les bornes (1.65) établies, il découle des théorémes d’injection de Sobolev qu’a ex-
traction prés, les fonctions N, et 010, convergent faiblement dans tous les espaces Wha(R?),
fortement dans tous les espaces C{f)c (R2), vers des fonctions limites Ny et O1,0 a la limite p — 0.
Par le Lemme 1.3, la fonction Ny n’est pas nulle. Pour les fonctions |N,|, translatées de fagon a

ce qu’elles atteignent leur maximum en 0, la formule (1.55) s’écrit en effet
3
N(0)] > 3.

Par convergence uniforme sur tout compact contenant 0, c’est encore vraie pour la fonction Ny,
laquelle n’est donc pas nulle.

Les bornes (1.65) controlent par ailleurs tous les termes au second membre de la formule (1.61).
Par l'estimation (1.66), il existe ainsi une constante positive K, indépendante de ¢, telle que

/RQ (N, — 310,)% < Ke2, (1.67)

pour p suffisamment petit. Par suite, les limites Ny et ©1 o sont identiquement égales & une méme
fonction W. Le passage a la limite dans I’équation de convolution (1.62), possible & nouveau grace
aux bornes (1.65), montre que la fonction W est solution de I’équation de convolution

1
W = 5 Ho w2,
ou le noyau Hy est défini par
— £
Ho(§) = 75—
€2 + &1

Cette équation de convolution est équivalente a I’équation (6) pour une vitesse ¢ égale & 1. La
fonction W est bien une onde solitaire non nulle de vitesse 1.

Pour conclure, il suffit de déduire de I'expression (1.61) que

V2e) KP 3
Y(up) = _TALPE (010y) +pgo(€p).

Combinée a la formule (I1.58), et & I'estimation (1.66), cette relation conduit & l'identité

EXP(018,) = EX5 (1) + o (1),

Ol iy = [p2(016p)%. Comme les fonctions 9O, convergent faiblement vers W dans L?(R?) a la
limite p — 0, quitte & extraire, les nombres p, convergent vers un nombre 419, strictement positif,
puisque
po = W2,
RQ
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A extraction prés, les fonctions 010, forment ainsi une famille minimisante pour le probléme
(I.57) associée a la valeur pp. Ne reste plus qu’a invoquer le résultat de compacité (I1.59) pour
obtenir la convergence forte des fonctions 9,0, vers la fonction W dans 'espace 5P (R?). Par
la formule (I.67), il en va de méme pour les fonctions N, dans I'espace L?(R?). L’extension aux
espaces WH4(R?) de la formule (I.56) résulte, une derniére fois, des bornes (1.65).

1.2.3 La stabilité orbitale en dimension un
a. Enoncé des principaux résultats

En dimension un, 'équation (OPc) satisfaite par les ondes progressives de vitesse ¢ est une
équation différentielle ordinaire qui s’intégre explicitement. A translation et multiplication par
une constante de module un prés, ses solutions non constantes u. sont données par la formule
(3). Ces ondes progressives sont supposées jouer un role essentiel dans la dynamique en temps
long de ’équation de Gross-Pitaevskii. Cette affirmation repose sur le caractére intégrable de
cette équation par les méthodes du scattering inverse (voir 'article de V.E. Zakharov et A.B.
Shabat [140]). Cette particularité est propre & la dimension un. L’opérateur de scattering associé
a I'équation de Gross-Pitaevskii est I'opérateur de Dirac

=i (U Uga) (o)

Lorsque W désigne une solution de ’équation de Gross-Pitaevskii, 'opérateur Ly est, au moins
formellement, solution de I’équation

O Lyy = i[Ly ), By = i(Lowy B — BuwyLww) (1.68)

ou l'opérateur By est défini par ’expression

|\I/‘271 . J—

92 0 10,V

BlI/ = _\/g <Ox 82> + \/‘§+1 ‘\1,|2_1
T —lax\I’ V/3-1

Les opérateurs Ly et By forment une paire de Lax suivant le formalisme introduit par P.D. Lax
[99]. La solution de 'équation (I1.68) est donnée par

Ly = U(t) " Ly U(t),

ou U(t) est I'opérateur unitaire

t
U(t) = expi/ B\Ij(s)ds.
0

L’opérateur Ly ;) est unitairement équivalent a 'opérateur Ly ). Ses propriétés spectrales sont
conservées le long du flot de I’équation de Gross-Pitaevskii. Grace a la formule intégrale de
Gelfand-Levitan-Marchenko [55, 1], il est possible de reconstruire la fonction ¥ & partir de I'opé-
rateur Ly. La conservation des propriétés spectrales de l'opérateur Ly ;) procure alors une image
précise de la dynamique en temps long de I’équation de Gross-Pitaevskii.

Cette image est proche de celle associée a I’équation de Korteweg-de Vries, laquelle est égale-
ment intégrable par les méthodes du scattering inverse. Comme 1’équation de Gross-Pitaevskii,
I’équation de Korteweg-de Vries posséde une famille de solutions de type ondes progressives, que

I’on désigne sous le terme de solitons. Ils sont donnés explicitement par la formule
3¢
Ve(r) = ————.
2 (Vcx
ch®(*3%)

o8



A la différence de I'équation de Gross-Pitaevskii ot les vitesses des ondes progressives sont
comprises entre —v/2 et /2, les vitesses ¢ des solitons v, couvrent toutes les valeurs positives.
En temps long, une solution quelconque de I’équation de Korteweg-de Vries se décompose en un
train de solitons, qui se déplacent tous vers la droite, auquel s’ajoute une partie dispersive, qui
se propage vers la gauche. P.C. Schuur [129] a confirmé cette description de la dynamique en
temps long de I’équation de Korteweg-de Vries par les techniques du scattering inverse, avant
qu’Y. Martel et F. Merle [116, 117, 118, 119, 120] ne la corrobore par des techniques d’équations
aux dérivées partielles. Ces derniéres techniques ne donnent pas une image aussi précise que celle
dérivée a partir de la méthode du scattering inverse, mais elles présentent ’avantage conséquent
de s’étendre & des équations qui ne sont plus intégrables.

L’image de la dynamique en temps long de I’équation de Gross-Pitaevskii est semblable. Une
solution quelconque W est supposée se décomposer en deux trains d’ondes progressives, I'un se
dirigeant vers la gauche, I'autre vers la droite, auxquels vient s’ajouter une composante dispersive.
Lorsque la donnée initiale est une perturbation d’une onde progressive u., la solution ¥ est sensée
se comporter en temps long comme une onde progressive u., de vitesse ¢* proche de ¢, a laquelle
vient s’ajouter une perturbation dispersive. L’onde progressive u. est orbitalement, et méme
asymptotiquement stable, le long du flot de I’équation de Gross-Pitaevskii.

A notre connaissance, la question de la stabilité asymptotique des ondes progressives u. de-
meure ouverte, que ce soit en dimension un ou en dimension supérieure. Par contre, plusieurs
travaux récents ont confirmé leur stabilité orbitale en dimension un. Z. Lin [106] 7 a établi la
stabilité orbitale des solitons sombres, soit des ondes progressives de vitesse ¢ non nulle. Enon-
cer proprement son résultat requiert de doter l'espace d’énergie £(R) d’une structure métrique
adaptée a I’étude de la stabilité orbitale. La structure la plus simple est associée & 'une des

distances®

dA,S(ULUQ) = Hvl - v2”Loo([_A7A]) + Hv,l - UéHLZ(R) + H|Ul‘ - ‘UQIHLQ(R)’ (1'69)
ol A désigne un nombre strictement positif. Le résultat de Z. Lin s’énonce alors ainsi.

Théoréme ([106]). Soit 0 < ¢ < v/2. Etant donnés deuzx nombres strictement positifs € et A, il
existe un nombre strictement positif § tel que, si la donnée initiale ¥o € E(R) d’une solution ¥
de ’équation de Gross-Pitaevskii vérifie

dae(Wo,u.) <6,

alors

su inf d W(-,t),expil ue(- —a )<5.

o, et )
Remarque. Rappelons que P.E. Zhidkov [142] a démontré 'existence et l'unicité globale de la
solution ¥ associée & une donnée initiale ¥y dans l'espace d’énergie £(R). La structure métrique
associée aux distances (1.69) est plus faible que celle utilisée par P.E. Zhidkov pour résoudre le
probléme de Cauchy. Ceci s’explique par la difficulté de controler la phase ¢ de la solution ¥ par
les arguments hamiltoniens qui ménent & ’énoncé ci-dessus. Cette difficulté est aussi présente
dans I'analyse de la stabilité du soliton noir wug.

La preuve de la stabilité orbitale des solitons sombres ne s’étend pas de maniére immédiate
au cas du soliton noir ug. Néanmoins, cet autre soliton est lui-aussi orbitalement stable.

7. A proprement parler, le résultat de Z. Lin [106] ne concerne pas 1’équation de Gross-Pitaevskii, mais une
classe d’équations trés proches. La preuve s’étend sans difficulté a I’équation de Gross-Pitaevskii (voir [12]).
8. Les distances définies par la formule (1.69) pour des nombres A différents sont en effet équivalentes.
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Théoréme 1.6 (|15]). Soit ¢ et A, deux nombres strictement positifs. Il existe un nombre stric-
tement positif § tel que, si la donnée initiale ¥y € E(R) d’une solution ¥ de [’équation de
Gross-Pitaevskii vérifie

dA,g(\I/(),u()) <9, (1.70)

alors, pour chaque nombre t € R, il existe des nombres réels a(t) et 0(t) telles que
dae(V(-+ a(t),t), expif(t) uo(-)) <e. (I.71)

Les nombres a(t) et §(t) de la formule (I1.71) ne sont pas uniques. Ils décrivent les décalages de
position, respectivement de phase, de la solution W. Le décalage de position a(t) évolue lentement
au cours du temps comme 'atteste la proposition suivante.

Proposition 1.3. Soit ¢ et A, deux nombres strictement positifs. Il existe une constante positive
K, qui dépend seulement de A, et un nombre strictement positif §, tels que si une donnée initiale
Uy € E(R) satisfait la condition (1.70) pour le nombre 0, alors

Vi e R, |a(t)] < Ke(1+ [t]), (1.72)
quel que soit le choiz du point a(t) tel que l'inégalité (1.71) est satisfaite.

Le Théoréme 1.6 vient compléter la justification par L. di Menza et C. Gallo [43| de la stabilité
linéaire du soliton noir ug. Simultanément a la preuve du Théoréme 1.6, P. Gérard et Z. Zhang
[59] ont également prouvé la stabilité orbitale du soliton noir ug par les techniques du scattering
inverse.

Théoréme ([59]). Soit ¢ > 0 suffisamment petit, et ¥y € C3(R) telle que
sup {(1 + 1'2)4 |\I/((]k)(x) — u(()k)(x)|, z €R, k€ {0, 1,2,3}} <e.

1l existe une constante positive K, indépendante de e, telle que la solution U de [’équation de
Gross-Pitaevskii de donnée initiale Vo vérifie

up (C{gﬂg 1W(-, ) —uo(- — a)||Loo(R)> < Ke.

Cet énoncé compléte avantageusement le Théoréme 1.6. Les techniques du scattering inverse
réclament certes un peu plus de régularité et de décroissance sur les données initiales, ce qui
restreint les perturbations auxquelles elles s’appliquent. En revanche, elles assurent un contrdle
sur la solution ¥(¢) au temps t, en particulier sur sa phase, qui est plus précis que celui donné
par les arguments hamiltoniens qui conduisent au Théoréme 1.6. La fonction W(¢) reste proche
de fagon uniforme, et non pas seulement pour les distances da ¢, d’'un translaté du soliton noir
ug. Quant au décalage de phase 6, il est identiquement nul, au moins pour des données initiales
réguliéres et localisées. Dans le cas général, cette propriété semble hors de portée, au moins par
les arguments invoqués pour la preuve du Théoréme I.6.

En dimensions deux et trois, la stabilité orbitale des ondes progressives pour 1’équation de
Gross-Pitaevskii demeure un sujet pertinent, car ’équation est encore bien posée globalement
dans l'espace d’énergie £(RY). Dans un travail récent, D. Chiron et M. Maris [33] ont établi que
les ondes progressives minimisantes u, des Théoremes 1.2 et 1.3 sont orbitalement stables, ce qui
confirme a nouveau les observations de C.A. Jones, S.J. Putterman et P.H. Roberts |90, 89|. Leur
preuve repose sur une démarche analogue a celle du Théoréme 1.6 que nous allons maintenant
détailler.
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b. Quelques éléments de la preuve du Théoréme 1.6

A la suite des travaux pionniers de T.B. Benjamin [8] quant & la stabilité orbitale des soli-
tons de I’équation de Korteweg-de Vries, deux approches se sont développées afin de montrer
la stabilité orbitale de solutions particuliéres d’équations hamiltoniennes. L’approche que nous
qualifierons de spectrale, introduite par M.I. Weinstein [136, 137|, puis étendue de maniére sys-
tématique par M. Grillakis, J. Shatah et W.A Strauss [70, 71|, repose sur la preuve par des
arguments spectraux de la coercivité d’une fonctionnelle qui contréle la distance entre la solu-
tion au temps ¢ et la famille des solutions particuliéres considérées. C’est par cette approche que
Z. Lin [106] a démontré la stabilité orbitale des solitons sombres. Dans ce cas, la fonctionnelle
coercive qui controle la différence entre la solution ¥ de I’équation de Gross-Pitaevskii, et la
famille des solitons sombres de vitesse ¢, est 'application E — ¢p, ou F et p désignent I’énergie
de Ginzburg-Landau et le moment scalaire.

L’approche alternative est variationnelle. Introduite par T. Cazenave et P.-L. Lions [28], elle
s’appuie sur des caractérisations variationnelles des solutions particuliéres considérées, et la com-
pacité des problémes variationnels associés. C’est sur cette approche que repose la preuve du
Théoréme 1.6. Le soliton noir ug est en effet I'unique minimiseur, & translation et multiplication
par une constante de module un prés, du probléme de minimisation

EY. =inf {E(v), v e &R) t.q. [p](v) = [p](uo) }- (1.73)

La quantité [p] dans la définition (I.73) donne un sens rigoureux au moment scalaire p dans
I'espace d’énergie £(R), lequel est seulement défini de maniére formelle par la formule (2). Nous
reviendrons dans la suite sur la définition précise de cette quantité.

La stabilité orbitale du soliton noir ug découle de cette caractérisation variationnelle par
I’argument par ’absurde suivant. Supposons qu’il ne soit pas orbitalement stable pour la structure
métrique associée a la distance d4 ¢. Il existe alors un nombre strictement positif €, une suite de
données initiales ¥{ dans 'espace d’énergie £(R), ainsi qu’une suite de nombres réels (t,)nen,
tels que

das(¥y,ug) — 0, (1.74)

lorsque n — 400, et

VneN, inf dag(P"(:,tn), 0 up(- —a)) > e, 1.75
n (a,g)leRQ 46U (-, tn),expif uo(- — a)) > ¢ (1.75)

ou ¥" désigne I'unique solution de I’équation de Gross-Pitaevskii de donnée initiale ¥{j. Comme
I'énergie E est continue pour la distance d4 ¢, 'hypothése (1.74) implique que

E(Vg) = E(uo),

lorsque n — +oco. Par conservation de ’énergie E, et puisque ug est solution du probléme de
minimisation (1.73), il s’ensuit que
E(¥"(-,t,)) — E°

min»

lorsque n — +4o00. Il se trouve que la quantité [p] est aussi continue pour la distance da g, et
conservée par le flot de ’équation de Gross-Pitaevskii, de sorte que, de maniére similaire,

[PI(W"(:,20)) = [p] (o),

lorsque n — +4o00. La suite de fonctions (¥(-,¢,))nen est donc une suite minimisante pour le
probléme de minimisation (I1.73). Si les suites minimisantes pour ce probléme sont compactes,
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alors, il existe une sous-suite ¢ : N — N, et un minimiseur upi, € £(R?) du probléme (1.73), tels
que
dA,S(\IJ¢>(n) ('a tqb(n))a umin) — 0, (176)

lorsque n — +o00. Comme les minimiseurs du probléme (1.73) s’écrivent sous la forme exp i ug(-—
a) pour deux nombres réels a et 6, la relation (1.76) contredit ’expression (1.75), ce qui autorise
A conclure quant a la stabilité orbitale du soliton noir ug.

En pratique, cette approche variationnelle se heurte a la difficulté de définir proprement le
moment scalaire p dans l'espace d’énergie £(R). Cette fonctionnelle n’est pas bien définie sur £(R)
par la formule (2). Lorsque v est une fonction de £(R) qui se reléve sous la forme v = gexpiyp,
la quantité

(i, v)c = —0°¢,
est de carré intégrable, mais pas nécessairement intégrable, sur R. Par contre, la fonction (1—0?)¢/
est intégrable sur R. Aussi est-il possible de définir le moment par la formule

P(v) = 1/R(l —0Hy + %( lim @(x) — lim go(y)), (I.77)

2 T——00 y—+oo
au moins lorsque la fonction v appartient a I’ensemble

Z(R)={ve &), t.q. lim v(x) existe}.

r—F00

Ceci suggére de définir le moment scalaire comme 'intégrale impropre

1 (R
P(v) = lim / (iv', v)c. (1.78)
2J-r

La fonctionnelle P est bien définie sur Z(R), et les deux formules (1.77) et (1.78) coincident
lorsque v ne s’annule pas sur R. De plus, lorsque w est une fonction de H'(R), la quantité
P(v + w) est donnée par

Plo+w) = P(v) + ;/}R@w',m@ + /R@'v',w)c. (1.79)

Cette relation est cruciale. La définition formelle (2) n’apparait que parce qu’il s’agit de la
maniére la plus simple de définir une fonctionnelle qui satisfasse, au moins formellement, la
propriété (1.79). Toute fonctionnelle qui satisfait la relation (I1.79) peut étre qualifiée de moment
scalaire. Elle vérifiera les deux propriétés qui sont requises ici : étre conservée le long du flot de
I’équation de Gross-Pitaevskii, et avoir pour différentielle au sens de Gateaux ’application

AP (v)(w) = /R i, we.

Cette interprétation du moment scalaire conduit & une seconde facon de le définir qui s’abstrait
de l'existence de limites a l'infini, laquelle est requise par la définition (I1.78). Lorsque v est une
fonction de Z(R) qui ne s’annule pas sur R, et w est une fonction de H'(R) telle que v + w ne
s’annule pas non plus sur R, les phases des fonctions v et v + w ont des limites identiques en
+00. A la vue des formules (I1.77) et (I1.79), la fonctionnelle p, définie par

po) =3 |-y (180

pour une fonction v = pexpiyp, vérifie elle-aussi l'identité (1.79). La définition (I.80) présente
I’avantage de s’étendre & toutes les fonctions d’énergie finie qui ne s’annulent pas sur R. Par
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contre, elle n’a plus de sens dés lors que v peut s’annuler. Cependant, les formules (1.77) et (1.78)
assurent que

NS VA

p0) = i ([ et on® - o). (L81)
R—+00 2 R

Les fonctions 1 désignent ici les phases a 'infini de la fonction v. Comme cette fonction est

d’énergie finie, elle ne s’annule pas sur des voisinages de 0o, et y posséde donc des phases ¢,

qui sont définies modulo 2.

Il se trouve que la limite dans le membre droit de 'équation (I.81) existe quelle que soit
la fonction v € E(R) considérée. Elle ne dépend pas modulo 7 du choix des phases ¢. Cette
propriété permet de définir le moment [p] sur I'espace d’énergie entier par I'identité

R
Pl = Jim ( [t vhe+ R - w—(—R)> modulo .

N

La fonctionnelle [p] est alors bien définie et continue pour la distance da ¢ sur l'espace E(R), a
valeurs dans R/#Z. Elle vérifie de plus la propriété (1.79), de sorte qu’elle est conservée par le
flot de ’équation de Gross-Pitaevskii.

Pour conclure la preuve du Théoréme 1.6, il ne reste plus qu’a résoudre le probléme de mini-
misation (1.73), lequel est maintenant bien défini. Tout minimiseur de ce probléme est une onde
progressive de vitesse 0. Puisque le moment [p] des ondes progressives u, définies par les formules

(3) vaut
T c c
u.) = — — arctan (7) — —v/2 — ¢ modulo T,
et que toutes ces valeurs sont différentes modulo 7, la seule vitesse possible est ¢ = 0. A trans-
lation et multiplication par un nombre complexe de module un preés, le soliton noir ug est donc
I'unique minimiseur du probléme (1.73).

Par ailleurs, les arguments de concentration-compacité invoquées pour les preuves des Théo-
rémes 1.2 et [.3 garantissent ici aussi la compacité & translation prés de toute suite minimisante
(Un)nen du probléme (1.73). Quitte & extraire, il existe une suite de nombres réels (a,)nen, ainsi
qu’un nombre réel 6, tels que

dA7g(Un(- —ay), expif uo(-)) — 0,

lorsque n — 4o00. Cette compacité a translation prés supplée sans difficulté, la propriété de
compacité (I.76) que nous avions invoquée dans I'esquisse précédente. Ainsi avons-nous réuni,
certes modulo 7, mais ce n’est pas non plus une difficulté, tous les ingrédients pour conclure
quant & la stabilité orbitale du soliton noir uy par cette approche variationnelle.

La preuve de la Proposition 1.3 est de nature différente. Elle repose sur l'interprétation du
décalage de phase a(t) en tant que centre de masse de la solution ¥(¢) au temps t, lequel est
défini formellement par la relation

m@@»:;Axu—wwwﬂm.

Cette quantité n’est pas conservée par I'équation de Gross-Pitaevskii, mais son évolution est

donnée par la formule p
S (m(w(1)) = 2p(V(1). (1.82)

L’introduction d’une fonction plateau x € C2°(R) donne un sens au centre de masse m a travers

la formule .

my (v) = Q/Rxx(x)(l — [v(z)|?)dz.

63



La relation (1.82) n’est plus satisfaite que de maniére approchée

d

£(mx(\lf(t))) = 2/R(9w(xx(x))(i8m\ll(x,t),\Il(x,t))cdx. (1.83)

Lorsque la solution ¥(¢) est proche & ¢ prés du soliton noir ug au sens de la distance d ¢, la
quantité dans le second membre de I’équation (1.83) est controlée par le paramétre €, a un facteur
multiplicatif prés. La croissance au cours du temps de la quantité m, (¥ (¢)) est au plus de I'ordre
de elt].

Par ailleurs, lorsque x est une fonction plateau égale a 1 sur le segment [—R, R], et a 0 en
dehors du segment [-2R, 2R], avec R assez grand, la valeur de m, (ug) est trés proche de 0. Celle
de my (up(- — a)) est donc trés proche de a, dés que |a| est négligeable devant R. Lorsque la
conclusion (I1.71) du Théoréme 1.6 est vérifiée, le décalage de position a(t) évolue donc au plus
comme £|t| au cours du temps, et satisfait donc l'inégalité (1.72).

I.3 Le régime ondes longues vers I’équation de Korteweg-de Vries

a. Enoncé des principaux résultats

Rappelons pour commencer que la description du régime ondes longues vers 1’équation de
Korteweg-de Vries se raméne & l'analyse dans la limite ¢ — 0, des fonctions N et W, définies
a partir d’une solution ¥ = ,/pexpiyp de I'équation de Gross-Pitaevskii par les changements

d’échelles )
{ pla,t) =1- SNE(yE, 1),

v(z,t) = 2050(x,t) = %Wf(x,t).

Les variables lentes y* et 7 sont ici données par
+ \/> 63
=ce(x £ V2), et T = ——=t.
y ( ) o

Les exposants + renvoient aux repéres mobiles qui se déplacent vers la droite pour les exposants
+, vers la gauche pour les exposants —, & vitesse constante égale a v/2. Les deux jeux de variables
sont équivalents grace au changement de variables 7 — —7. Dans la suite, nous nous limitons
aux variables dans le repére qui se déplace vers la gauche. Nous nous contentons d’énoncer la
maniére dont les résultats pour ce repére s’adaptent a I'autre jeu de variables.

Les fonctions N. = N et W, = W_ sont solutions des équations (11) et (12). Les fonctions
Us = (N 4+W.)/2 et V. = (N — W¢)/2 satisfont les équations (13) et (14). L’objectif de ’analyse
est d’établir qu’a la limite ¢ — 0, les fonctions U, sont solutions de 1’équation de Korteweg-de
Vries. Comme pour les autres régimes asymptotiques du Paragraphe 1.1.3, ’analyse commence
par la preuve que les solutions N, et W, sont bien définies, si possible globalement en temps.
En collaboration avec F. Béthuel, J.-C. Saut et D. Smets, nous avons vérifié cette affirmation,
et fournit des estimations dans tous les espaces H¥(R) des solutions N. et W, en fonction du
paramétre ¢ et des données initiales N et W2.

Théoréme 1.7 ([16, 17]). Soit k € N et Ko > 0. On considére une famille de données initiales
NO et W2 telles que

IN2 || ey + €llO5 T N2l 2wy + W2l ey < Ko (1.84)

Pour e suffisamment petit, il existe un unique couple (Nz, W) € CO(R, HFT1(R) x H¥(R)) de
solutions des équations (11) et (12) pour les données initiales N0 et W2. De plus, il eviste une
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constante positive K, qui ne dépend que de Ky et k, telle que
V1 € R, HNg(,T)HHk(R) + EH8:];+1N5('7T)HL2(R) + HW£(7 T)”Hk(R) < Kexp Kr. (185)

Remarque. Dans les variables N et W, le résultat est identique. Comme N (0) = N7 (0) =

N? et WX(0) = W2 (0) = W2, les estimations (I.85) sont valables simultanément pour les deux

jeux de variables N et WZ.

Remarque. L’estimation exponentielle (I.85) n’est pas optimale pour k& < 3. Lorsque k < 3,
la borne exponentielle K exp K7 se réduit & une borne constante K uniforme en temps. Cette
propriété résulte de I'intégrabilité de I’équation de Gross-Pitaevskii par la méthode du scattering
inverse en dimension un. Pour une raison identique, nous pensons que l’estimation (I.85) n’est
pas non plus optimale lorsque k& > 4. L’estimation optimale devrait étre uniforme en temps.
Une amélioration de l'estimation (I.85) ne modifierait cependant pas le taux de convergence
vers 1'équation de Korteweg-de Vries donnée par les formules (1.87) et (1.92). Ce taux resterait
exponentiel, au moins avec les méthodes d’énergie que nous avons employées pour le calculer.

Notre premier résultat de convergence concerne les données bien préparées. Méme si les énon-
cés different sur la forme, ce résultat est équivalent a ceux établis simultanément par D. Chiron
et F. Rousset [36] en dimension un. Rappelons qu’une donnée est bien préparée lorsque 'un des
deux fronts d’ondes U, ou V a une valeur initiale négligeable par rapport au paramétre €. Sous
cette hypotheése, 'autre front d’ondes est régi par I’équation de Korteweg-de Vries dans la limite
€ — 0. Cette observation conduit a l’estimation suivante.

Théoréme 1.8 ([16, 17]). Soit k € N et Ko > 0. On considére une famille de données initiales
N? et W2 telles que

IN2|| sy + €05 TOND 2my + IW2 | s ) < Ko, (1.86)

et on note N' et W, les solutions de ’équation de Korteweg-de Vries, respectivement N, et W,
les solutions des équations (11) et (12), de mémes données initiales N et W2. Il existe des
constantes strictement positives €1 et K1, qui dépendent de Ky et k, telles que

1N, ) =N G ) ey +IWe G m) =W ) ey < K (€2 + N2 =W2 ey ) exp Ko, (L87)
quels que sotent 0 < e < ey et 7 € R.

Remarque. Pour les variables N et W, Pestimation équivalente s’écrit sous la forme

INZ o) = NG ey + WS (o) = WH ) ey < B (e + IN2 + W2 vy ) exp Ko,
(1.88)
ou Nt et WT sont les solutions de I’équation de Korteweg-de Vries

oU — 33U —UIU = 0, (1.89)

pour les données initiales NV et W2. Les estimations (1.87) et (I.88) ont lieu simultanément, et
pour les mémes constantes €1 et K7.

Remarque. La perte de six dérivées entre I’hypothése (1.86) et I'inégalité (1.87) résulte de la
facon dont sont estimés les termes présents au second membre des équations (13) et (14), ainsi que
de la volonté d’énoncer une borne optimale par rapport au petit paramétre €. Nous reviendrons
sur cette derniére affirmation dans la suite. Il suffit d’interpoler I'inégalité (1.87) avec les inégalités
(I.85) pour établir la convergence des fonctions N et W, vers les fonctions N et W dans les
espaces H’(R) pour k < j < k + 5 (au moins lorsque la quantité || N? — WSHHk(R) tend vers 0
lorsque € — 0).
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L’estimation (I.87) ne montre la convergence des fonctions N, et W, vers les solutions N et
W de I'équation de Korteweg-de Vries que si les données initiales vérifient

INS = W2l g my — 0, (1.90)
lorsque € — 0. L’approximation est alors valable jusqu’a des temps de l'ordre de

= o ( ) {lln(s)l |IH(HNQ—W£HH’€(R))’})7

min
e—0 g3’ e3

dans la variable de temps originelle ¢.

Lorsque les données initiales ne vérifient plus la condition (1.90), I'estimation (I.87) n’est pas
meilleure que la borne (1.85) du Théoréme 1.7. Afin de prouver la convergence du front d’ondes
U, vers 'équation de Korteweg-de Vries & la limite ¢ — 0, il est nécessaire de quantifier ces
interactions avec 'autre front d’ondes V.. Un moyen d’y parvenir consiste a localiser, méme de
maniére trés faible, les données initiales considérées. Il suffit ainsi de supposer que les données
initiales N? et W2 possédent des primitives bornées, c’est-a-dire qu’elles appartiennent a I’espace

M(R) défini par

b
M®) = {1 € L ®). ta |flue = sw | [ fla)ds| < oo},
(a,b)eR? | Ja

pour montrer que les fronts d’ondes U, satisfont I’équation de Korteweg-de Vries lorsque & — 0.

Théoréme 1.9 ([16, 17]). Soit k € N et Ko > 0. On considére une famille de données initiales
N? et W0 telles que

IN2laey + W2l aacy + [Nl s gy + elOF O Nl 2y + W2 iy < Koo (191)

On note U, la solution de l’équation de Korteweg-de Vries pour la donnée initiale U? = (NO +
W2)/2, et on pose U. = (N. + W) /2, ot N. et W, sont les solutions des équations (11) et (12)
pour les données initiales N9 et WO. Il existe des constantes strictement positives £o et Ka, qui
dépendent de K et k, telles que

V0 <e<eg, VT ER, [|U(,7) —UCT) [ rm) < Koe? exp Kor. (1.92)
Remarque. Pour la variable V. 'estimation équivalente s’écrit
IV Com) = V) vy < Kog® exp Ko, (1.93)

ou V:F = (NI — W) /2, et VT est solution de 1'équation de Korteweg-de Vries (1.89) pour la
donnée initiale V¥ = (N2 — W9)/2. Les estimations (1.92) et (1.93) ont lieu simultanément, et
pour les mémes constantes g9 et Ko.

Remarque. Comme pour le Théoréme 1.8, la perte de six dérivées entre 'hypothése (1.91) et
I'inégalité (1.92) peut se récupérer en interpolant cette derniére inégalité avec les estimations
(1.85).

L’estimation (I.87) montre que ’approximation par ’équation de Korteweg-de Vries est valable
jusqu’a des temps de l'ordre de
[ In(e)]
7= o (")
© ng g3 ’
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dans la variable de temps originelle ¢. Dans les mémes conditions, c’est-a-dire pour des données
initiales a2 = eN? et v? = eW?, Destimation (I.17), établie par F. Béthuel, R. Danchin et D.
Smets [11] pour 'approximation vers I’équation des ondes libres, s’écrit

llas (-, et) — Cl(‘,é‘t)“Hsz(RN) + ||ve (-, et) — U(',Et)”H572(RN) < Ke3t. (1.94)

La comparaison entre les estimations (1.92) et (1.94) confirme que I’approximation par I’équation
de Korteweg-de Vries n’est pas valable sur des temps beaucoup plus longs que celle par I’équation
des ondes libres, avec un gain seulement de 'ordre de |In(e)|. L’approximation par 1’équation
de Korteweg-de Vries prend par contre le pas sur celle par ’équation des ondes libres dés que
le temps originel ¢ est de 'ordre de O(1/¢). Sous les hypothéses du Théoréme 1.9, les solutions
convenablement mises a 1’échelle de I’équation de Gross-Pitaevskii se comportent d’abord essen-
tiellement comme 1’équation des ondes libres, puis chacun des deux fronts d’ondes ainsi créés
évolue suivant une équation de Korteweg-de Vries.

Les estimations (1.87) et (I1.92) sont optimales, au sens ot le facteur €2 au second membre de

ces inégalités est le meilleur possible. Il suffit de considérer comme données initiales N2 et W2,
les quantités associées aux solitons u. donnés par la formule (3) pour vérifier cette affirmation.
Si le paramétre ¢ est fixé de sorte que €2 = 2 — 2, les fonctions N? et W2 valent

ot NV est le soliton de vitesse 1 de I'équation de Korteweg-de Vries

3

NO(z) = .
=)

Comme les solitons u, sont translatés a vitesse constante ¢ par le flot de ’équation de Gross-
Pitaevskii, I’évolution des solutions N. et W, de données initiales N2 et W2 vaut simplement

et
W.(y, ) = WS( - ;12(1 —j1- 5)7)
Quant a la solution A/ de I’équation de Korteweg-de Vries de donnée initiale N©, elle est égale a
N(y,7)=N(y —7).
La différence entre les solutions N et N s’estime par I'inégalité
[Ne(-, 1) =N, 7’)”L2(R) ~ K€2‘7|7

lorsque € — 0, ou K est une constante indépendante de €. Il en va de méme pour les quantités W,
et U.. Le facteur €2 dans les inégalités (1.87) et (1.92) ne peut étre amélioré. Ce n’est sans doute
pas le cas de la croissance exponentielle en temps. Elle est néanmoins inhérente aux méthodes
d’énergie sur lesquelles repose les inégalités (I1.87) et (1.92), et qu’il est maintenant temps de
détailler.
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b. Quelques éléments des preuves des Théorémes 1.8 et 1.9

L’analyse du régime ondes longues vers I’équation de Korteweg-de Vries se décompose en deux

étapes. Il s’agit d’abord de dériver les estimations (1.85) des solutions N, et W, des équations (11)

t (12). Ces estimations servent ensuite a controler les termes au second membre de I’équation
(13) de maniére a obtenir les convergences (1.87) ou (1.92).

Les estimations (I.85) reposent sur deux arguments de nature différente. Pour les exposants
k < 3, elles découlent de l'intégrabilité de I’équation de Gross-Pitaevskii par la méthode du
scattering inverse en dimension un. Pour les exposants supérieurs, elles résultent de ’estimation
d’énergie (1.16) calculée par F. Béthuel, R. Danchin et D. Smets [11] dans le cas de 1’équation
des ondes libres.

En sus des propriétés déja évoquées au Paragraphe 1.2.3, la méthode du scattering inverse
fournit 'existence, au moins formelle, d’une infinité de quantités intégrales (I,)nen, qui sont
invariantes le long du flot de I'équation de Gross-Pitaevskii (voir larticle de V.E. Zakharov
et A.B. Shabat [140]). Lorsque ¥ désigne une solution de I’équation de Gross-Pitaevskii, les
fonctions (fy,(¥)),en définies par les formules de récurrence

fi(w) = =3P,
et
N-1
fua(w) = B0, (28) L g,
7j=1

satisfont des lois de conservations scalaires de la forme

O (V) = 0pgn ().

Au moins formellement, les quantités intégrales

Eéh@)

sont conservées le long du flot de ’équation de Gross-Pitaevskii. Une premiére difficulté survient
du fait que les fonctions f,(¥) ne sont en général pas intégrables lorsque ¥ est d’énergie finie.
C’est le cas de la quantité f1(¥), qui vaut —1/2 en dehors d’un segment [a, b], lorsque ¥ est une
fonction d’énergie finie, constante en dehors de [a, b].

Au moins pour les indices n inférieurs ou égaux a quatre, il est possible de renormaliser les
quantités I,(¥), en prenant des combinaisons linéaires de ces quantités, de fagon a obtenir deux
familles d’invariants intégraux F, et p, bien définis dans 'espace d’énergie £(R). Les quantités
E,, sont des équivalents d’ordre n de I’énergie de Ginzburg-Landau E, qui est égale & E7. Les
quantités p, sont des analogues d’ordre supérieur du moment scalaire p, qui vaut identiquement
p1. Les énergies E,,(¥) controlent la norme H™ ! de la dérivée W'. Aussi les solutions ¥ sont-elles
controlées de maniére uniforme en temps dans les espaces d’énergie d’ordre n définis par

£"R) = £(R) N 2™(R).

Lorsqu’une donnée initiale ¥y appartient a £"(R), la solution associée ¥ demeure dans I'espace
E™(R). II existe une constante K, qui ne dépend que de la norme ||Wol| zn (), telle que

vt e R, [[U( )] g < K.
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Cette propriété demeure aprés les changements d’échelles (10). Pour n < 4, les énergies E,, et
les moments p,, vérifient la relation

€2n+1 N.+ W
BN W) £ Vo (e = S (B (M) 4 o). o)

Dans cette équation, la quantité E,Iffl}/ désigne 'invariant d’ordre n—1 de I’équation de Korteweg-
de Vries. La fonctionnelle E(I)(dv est, & un facteur 1/2 prés, la masse L?, tandis que EFdV est le
hamiltonien de I’équation de Korteweg-de Vries donné par

BV =5 [0 -5 [

Lorsque deux données initiales N? et VO vérifient les hypothéses (1.84) pour k = n — 1, la
quantité EX4Y (N9 4+ WD) /2) est bornée par une constante K, qui ne dépend que de Kj. Quant
aux quantités E,(Nz, W.) £ v/2p, (N, W), elles sont conservées par le flot associé aux équations
(11) et (12), lesquelles ne sont que la traduction de I’équation de Gross-Pitaevskii dans les

variables N, et W,. Il s’ensuit que

< AK.

‘EKd\/(NE('a t) + Wa(wt))‘ <A

KdVv Ngj:Wep
sy (V02 oy (V2

2

De maniére similaire aux énergies F,,, les invariants EXYY controlent les normes H" !, Aussi
I'inégalité précédente assure-t-elle un controle uniforme en temps des fonctions N, et W, dans
les espaces H*(R) pour k < 3. Une telle propriété demeure sans doute pour les exposants plus
grands, mais sa preuve nécessite la renormalisation de tous les invariants I,, puis leur mise
a l’échelles dans les variables N, et W, afin de vérifier la relation (1.95), qui est le coeur de
I’argument précédent. Bien que ceci occasionne I'apparition d’une divergence exponentielle en
temps, qui n’affecte d’ailleurs en rien les convergences (1.87) et (1.92), nous avons préféré étendre
les estimations (I.85) aux exposants k plus grands par des méthodes d’énergie.

Nous nous sommes en fait contentés d’adapter les estimations d’énergie obtenues par F. Bé-
thuel, R. Danchin et D. Smets [11] dans le cadre du régime ondes longues vers I’équation des
ondes libres. Les variables a. et v. associées & ce dernier régime s’expriment en fonction des
variables N, et W sous la forme

2
{ as(y,s) = —3%/5]\75 (y +1/2s, 26—\/§s>,
2
Us(ya 3) = ﬁWE (?J =+ \/55, %S) .
Toute estimation d’énergie des variables a. et v, fournit une estimation pour les variables N, et

W.. En particulier, 'inégalité (I.16) sur les quantités I'*(be, z.) s’écrit dans les variables N. et
We,

Vi) <VE(0) exp \ [ Asas

+ ?E(\Ilo)<exp‘/ A (s)ds
0

- 1). (1.96)

Dans cette formule, ylg désigne 'expression de la quantité Fk(be, z¢) dans les variables N. et W,
laquelle vaut

vE = OENe oy + M2V,

ott M. =1 —€2N./6 et Y. = W, +icd, N./\/2M.. Quant a la fonction A, elle est définie par

)

As = K(l + 5||N5HL°°) (HaxNEHLOO + ||azYVg”L°°),
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ou K est une constante qui ne dépend que de k. Comme les fonctions N. et W, sont uniformément
bornées en temps dans l'espace H3(R), la fonction A. est uniformément bornée en temps dans
I’espace C!(R). D’aprés la formule (1.96), les quantités y* sont donc controlées de maniére au plus
exponentielle en temps, ce qui conduit au estimations (1.85), puisque les quantités ylg controélent,
a leur tour, les normes H* des fonctions N, et W-.

La preuve des inégalités (I1.87) et (1.92) repose elle-aussi sur des estimations d’énergie. La
différence Z. entre la solution U, de 'équation (13) et la solution U de I’équation de Korteweg-
de Vries de méme donnée initiale U? satisfait 'équation

072+ 027 + U Ze + 20U + 2.0, 7. = O F: — €20, R,

dans laquelle les fonctions F. et R. sont données par les formules (15) et (16). Etant donné un
entier k € N, la quantité
’ 2
25(7') = / / (8I;Zg) ,
o Jr
est donc solution de I’équation

10725(7) = / / I UZ.)0kZ. - 1 / / (22 0k Z.
2 o Jr 2)o Jr

T T
- / / OHFoFZ, — &2 / / OFHR.O*Z..
0 R 0 R

La démonstration de 'inégalité (I.87) se rameéne & controler les termes au second membre de
I'identité (1.97), de fagon a obtenir une inégalité de la forme

(1.97)

0,2k (7) < K(Sign(T)Zf(T) +etexp K|Ty>, (1.98)

ou K est une constante qui ne dépend que de k et K. Il suffit ensuite d’appliquer le lemme de
Gronwall & 'inégalité (1.98) pour obtenir I'estimation (I1.87).

L’expression (1.92) se prouve de maniére similaire. Sous les hypothéses du Théoréme 1.8,
I'inégalité (1.98) reste vraie si le facteur e? dans son second membre est remplacé par un facteur
et 4+ ||NO+ WSOH%{,C(R). Cette modification est & l'origine de la différence entre les inégalités (1.87)

et (1.92).

Le passage de lidentité (1.97) a l'inégalité (1.98) se fait par récurrence sur lentier k. Les
fonctions U, et V; dans les définitions de Z., F; et R. sont bornées par les estimations (1.85). Les
invariants X4V de I'équation de Korteweg-de Vries permettent de contrdler de maniére uniforme
en temps, la solution U de I'équation de Korteweg-de Vries de donnée initiale U? dans les espaces
HF(R), dés que U? appartient a ces espaces. Ces deux arguments suffisent & estimer les premier,
second et quatriéme termes du second membre de 'identité (1.97) pour lesquels '’hypothése de
récurrence ou la présence d’un facteur £2 permet d’obtenir le facteur e* de I'inégalité (1.98).

Pour le troisiéme terme, qui est donné par

/ / 8’£+1F€8§Ze = Ie<T) + J€(T)7
0 R
ou

k
T 1 o .
= [ (Gok ) ek evos S cl ot ok,
=0

et
1 T
J.(1) == / / oy v.okz.,
3Jo Jr
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cet argument ne suffit plus. Faire apparaitre un facteur * requiert d’invoquer I'équation (14),
qui s’écrit également sous la forme

82

0,V = g( 9,V + 0,G. + 5281,1%5). (1.99)
Dés qu’apparait une dérivée de V, il suffit de remplacer cette dérivée par la formule (1.99) pour
obtenir un gain d’un facteur £2. Quitte & appliquer deux fois cet argument, et & intégrer en temps
et en espace, ceci permet de controler tous les termes dans Pexpression de I. par un facteur ¢*
comme requis par l'inégalité (1.98).

Reste a évaluer la quantité J. qui ne dépend que de la fonction V;, et non plus de ses dérivées.
Deux alternatives sont possibles, lesquelles conduisent aux deux résultats de convergence (1.87)
et (1.92). Pour des données bien préparées, au sens ot la quantité ||V2|| mr(r) tend vers 0 lorsque
e — 0, il suffit d’appliquer a nouveau des méthodes d’énergie a I’équation (1.99) pour obtenir
I’estimation

vr e R, Vel r) ey < K (Vs + %) exp K7l

L’inégalité (1.98), ot le facteur e + HVEOsz(R) remplace le facteur £4, est une conséquence directe
de cette estimation.

Lorsque les données ne sont plus bien préparées, il demeure permis d’introduire une primitive
T. de la fonction V.. Cette primitive satisfait I’équation

;Y. + :%axrg =G.+e’R. — G-(—R) —’R.(—R) + gvg(—R), (1.100)

ol le nombre R est choisi suffisamment grand pour que les termes qui en dépendent soient
négligeables de maniére indépendante de €. Le remplacement de la fonction V; par la dérivée
0,Y. dans la fonctionnelle J. fait aussi gagner un facteur €2, lequel est suffisant pour notre
propos, a condition que toutes les quantités dans la formule (I1.100) puissent étre bornées.

C’est ici que réside la derniére difficulté de la preuve. A ce stade, nous n’avons aucune borne
sur les primitives Y. Pour en obtenir une, il suffit de se placer dans I’espace M(R) des primitives
bornées, puis de faire appel au dernier invariant de I’équation de Gross-Pitaevskii, 'invariant Iy
formellement défini comme

=3 [ =)

et qui correspond & la masse L?. Comme la fonction 1 — |¥|? n’est en général pas intégrable sur
R, mais seulement de carré intégrable, cet invariant n’a a priori pas de sens. Par contre, il peut
se définir de maniére rigoureuse comme une intégrale impropre. Les deux quantités

m* () = ;<limsup(inf) /Ox (1 = [¥[2) + lim sup(inf) /yo (1—|x1/|2)),

r—+00 Y—r—00

lorsqu’elles sont définies a I'instant initial, sont en effet conservées le long du flot de I’équation
de Gross-Pitaevskii. Lorsqu’elles sont de plus égales a I'instant initial, la notion de masse peut
se définir de maniére rigoureuse par la formule

Cette quantité est alors conservée le long du flot de ’équation de Gross-Pitaevskii.

Malencontreusement, cette quantité ne controle pas la norme || || vqr) de la fonction 1 — [¥]?,
donc aprés changement d’échelles, la norme uniforme de la primitive T.. Cependant, la preuve de
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la conservation des quantités m™ passe par la démonstration que I’équation de Gross-Pitaevskii
est bien posée dans ’espace

EmR) = {v € ER), t.q. 1 — [¢]* € M(R)}.

En particulier, la norme ||1—|¥|?|| (r) est bornée de maniére affine en temps. Dans les variables
convenablement mises & 1’échelle, cette borne affine se transpose en l'inégalité

Pl gy = IVECo ) acey < K (INClLaagey + W00y + 171

dernier ingrédient dans la preuve de l'inégalité (1.98), ainsi que dans cette description succincte
des preuves des Théorémes 1.8 et 1.9.
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Chapitre 11

Le modeéle de Bogoliubov-Dirac-Fock

Ce chapitre est consacré a I'analyse du modéle de Bogoliubov-Dirac-Fock. Aprés avoir rappelé
les premiers résultats mathématiques au sujet de ce modéle, nous nous concentrerons sur 1’exis-
tence des états fondamentaux & N électrons pour le modéle de Bogoliubov-Dirac-Fock réduit,
puis sur la renormalisation de leur charge, et le calcul d’'un développement asymptotique de la
densité de charges du vide polarisé par rapport au petit parameétre o). Avant de s’attaquer a ces
deux points, commencgons par préciser la nature des approximations qui conduisent au modéle
de Bogoliubov-Dirac-Fock & partir de I'électrodynamique quantique.

II.1 Introduction

II.1.1 La dérivation du modéle de Bogoliubov-Dirac-Fock

P. Chaix et D. Iracane [30, 29] (voir également I'article de revue de C. Hainzl, M. Lewin, E. Séré
et J.-P. Solovej [80]) ont introduit le modeéle de Bogoliubov-Dirac-Fock comme une approximation
de type Hartree-Fock de I'électrodynamique quantique. Cette approximation cherche a décrire
I’état électronique fondamental occupé par des électrons relativistes, de type Hartree-Fock, qui
interagissent avec le vide polarisé, et qui sont soumis & un champ extérieur électrostatique créé par
une densité de charges v. Il ne s’agit pas de décrire tous les effets prédits par I’électrodynamique
quantique, mais plutét de construire un modéle variationnel, de type Hartree-Fock, qui soit
consistant sur le plan mathématique, et qui décéle, de maniére non perturbative, les phénoménes
décrits par I’électrodynamique quantique (dans la mesure des interactions prises en compte par
le modele). En principe, cette formulation variationnelle a pour avantage de faciliter le calcul
numérique de I’état électronique associée a la densité de charges v.

Le modéle de Bogoliubov-Dirac-Fock se dérive formellement & partir du hamiltonien, lui-
aussi formel, H, de I’électrodynamique quantique. Dans la jauge de Coulomb, et dans des unités
physiques telles que les constantes h, 4meg et ¢ soient égales & 1, ce hamiltonien s’écrit

EWM:i/Wmea-G4V—J%M@ﬁ—AmA@)+mﬂ»MxMx+/H@Axmwwﬁm

5 [ [P sy o [ (19 % Ao+ 1Bl

Il agit sur I'espace de Fock

(IL1)

F=F.0F,

ou F, désigne I'espace de Fock fermionique des électrons, et F,, 'espace de Fock bosonique des
photons. Dans cette formule, W(x) renvoie a l'opérateur de champs en seconde quantification,
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qui annihile un électron en z. L’opérateur de densité py est défini par
1 4
pul) =53 (W*(m)U\Il(x)U - \Il(:c)(,\lf*(a:)g>.

o=1

Le champ électromagnétique externe est représenté par les potentiels électrostatiques Veyy, et
magnétiques Acy, tandis que Epp,, et App, désignent les opérateurs de champs électromagnétiques
des photons. Le premier terme au second membre de la formule (I1.1) décrit ’énergie cinétique
des électrons, ainsi que leurs interactions avec le champ A, et les photons. Le second terme
prend en compte les interactions électrostatiques entre les électrons et le potentiel extérieur V.,
tandis que le troisiéme tient compte des interactions coulombiennes propres des électrons. Le
dernier terme correspond & ’énergie cinétique propre des photons.

L’énergie de Bogoliubov-Dirac-Fock se déduit du hamiltonien H & travers deux approxima-
tions. La premiére néglige le role joué par les photons, et se restreint au cas ol le champ ma-
gnétique externe est nul, ce qui revient a poser Aeyr = Appo = Eppo = 0. Cette premicre ap-
proximation est préjudiciable dans la mesure ot les interactions entre électrons et photons sont
primordiales afin de rendre compte de la structure électronique autour d’une densité de charges
v. Elles expliquent des phénoménes tels que le décalage de Lamb des niveaux d’énergie de ’atome
d’hydrogéne. L’introduction des photons dans le modéle de Bogoliubov-Dirac-Fock est possible,
au moins formellement, mais elle souléve des difficultés mathématiques. 1l s’agit cependant d’une
direction naturelle dans laquelle étendre les résultats mathématiques mentionnés dans la suite.

La seconde approximation est de type Hartree-Fock. Les états électroniques de type Hartree-
Fock sont les états |2p) de l'espace fermionique F, qui sont déterminés par la donnée de leur
matrice de densité & un corps

P(x7y)cr,7' = <QP|\IJ*('r)U\II(y)T|QP> (112)

Lorsque ¥ = ¥y A --- A U désigne un état Hartree-Fock de rang N, la matrice P est comme
auparavant égale a

N
= Z i) Wi (y)"

Cette expression se généralise & des états Hartree-Fock de rang infini, en remplagant la somme
finie par une série. Aprés une premiére renormalisation, au moins formelle, de la formule (II.1),
I'énergie d’un état électronique |Qp) ® |0) de ce type vaut

(0l (2p| H |Qp) ®|0) = E{TF() + K.

Dans cette expression, la constante de renormalisation K est infinie lorsque le volume de ’espace
dans lequel est confiné le systéme est infini. L’opérateur ' est la matrice de densité renormalisée
a un corps,

]' * *
L@, y)or = 5 QP[0 (2)o ¥ (y)r — V(y)r V7 (2)0[S2p). (1L.3)
Cette matrice est reliée & la matrice de densité & un corps P par la formule
1
P=T+ ild' (I1.4)
L’énergie de Hartree-Fock de la matrice de densité renormalisée & un corps I' est définie par

EHE(T) = tr(DT) /Vm x)pr(z)de + — //pF d dy / wady.
Vet |z — y\ 2 |z —y]
(IL5)
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Dans la formule (IL.5), I'opérateur de Dirac DY = —icx - V 4+ m3 tient compte de la masse m de
I'électron. L’opérateur de densité de 1'état électronique |2p) est donné par 'identité

pr(z) = (Qplpw(z)[2p).

Le premier terme du second membre de la formule (I1.5) est I’énergie cinétique des électrons,
le second terme, leur énergie d’interaction avec le potentiel extérieur V,;. Quand ce potentiel
décrit une interaction coulombienne avec une densité de charges v, la fonction Vg, vaut

N )
‘/ext(x) = / |l’ — y‘ dy

Comme dans le cas non relativiste, les deux derniers termes de la formule (II.5) décrivent les
interactions électrostatiques directes et d’échange.

De maniére analogue au cas non relativiste, les points critiques de I’énergie (I1.5) sont solutions
de ’équation auto-consistante

[P,D'] = PD" - D"P =0,

ott D' désigne I'opérateur de Fock associé a I, soit 'opérateur

1 r
D' =D° + Vgt + apr x — — ($’y)
[ |z =yl

(11.6)

Un minimiseur I" de I"énergie (I1.5) satisfait de plus I’équation

P = X(—00,0] (DF)

L’interprétation est celle de la mer de Dirac. Les électrons virtuels du vide polarisé, représen-
tés par le projecteur P, remplissent tous les niveaux d’énergie de l'opérateur DU. De maniére
similaire, un minimiseur I'yy dans un secteur de charge —Ne, c’est-a-dire sous la contrainte
tr(I'y) = N, vérifie 'équation

PN = X ooy (D),

oil sy est le niveau de Fermi de I'état électronique |Qp, ). L'opérateur de Fock D'~ est donné
par la formule (I1.6). Le projecteur Py = X],ooyo](DFN) décrit le vide polarisé par le potentiel
extérieur Vizs et les N électrons, lesquels sont eux-méme représentés par le projecteur vy =
XJo, MN](DFN ) et remplissent donc tous les niveaux d’énergie positifs inférieurs a py.

La différence essentielle avec le modéle de Bogoliubov-Dirac-Fock tient au fait qu’a travers
la matrice de densité renormalisée & un corps I', 'énergie E{}Z f n’est pas définie & partir d’une
référence donnée par le vide libre P°. Ce n’est que lors de la dérivation du modéle de Bogoliubov-
Dirac-Fock qu’apparait cette référence, laquelle est & la base de la consistance mathématique de
ce modéle. Au contraire, les différents termes de 1’énergie E{}ZE f (T') n’ont pas de sens lorsque P
est un projecteur orthogonal, car 'opérateur I' = P — Id/2 ne peut étre compact en dimension
infinie. La dérivation de 'énergie de Hartree-Fock (IL.5) reste purement formelle.

Afin de corriger ce probléme, C. Hainzl, M. Lewin et J.-P. Solovej [81] ont proposé une
procédure qui donne un sens, sous une forme un peu différente, a ’énergie (I1.5). Leur argument
repose sur une réduction a la dimension finie de 'analyse précédente. Le systéme est restreint
a une boite C;, = [~L/2,L/2[3, de taille L, avec des conditions de bord périodiques, et une
coupure ultraviolette A dans le domaine de Fourier. En d’autres termes, les opérateurs P et I’
n’agissent plus sur I'espace de dimension infinie L?(R3, C*), mais sur l’espace de dimension finie,

LA {\I/ _ Z apexpi(k, )gs, ap € (C4}7

keRL:A
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ot REA = {k € (2n/L) 72, t.q. |k] < A}. La version périodisée de I'énergie de Hartree-Fock
(IL.5) s’écrit

Ef(r) Ztr(DOF) - a/ / vr(z)Gr(z — y)pr(y)dzdy
@ e a (IL.7)
T /CL /CL pr(z)Gr(r —y)pr(y)drdy — 2/0L /CL IT(z,9)|*GL(z — y)dzdy.

Dans cette formule, la fonction vy, est la version périodisée de la densité de charges v définie par

()

vp(z) = 7

Z v(k)expi(k, z)ps,

keRL:A
o v désigne la transformée de Fourier de v. Le potentiel de Coulomb périodisé G, vaut
47 1 .
Gr(z) = 73 Z | <|k:|2 expz(k,z>R3> + K,
ke(2n/L) Z3\{0}

ot la constante K, est fixée de sorte que G, soit une fonction positive. Afin que le second terme
de la formule (I1.7) soit bien défini, il est naturel de supposer que la fonction v appartienne a
I’espace de Coulomb,

(1)(2
C(R) = {1 & Lh(®,0), e 112 = [ M0 ah < oo},

Quant a la fonction I'(z, y), elle désigne le noyau de l'opérateur T, lequel est désormais de rang
fini. Enfin, la densité de charges pr reste égale a

1 =~ . .
pr(@) = e (C@0) = = > a0, 0) expily — ko).
(4,k)e(RE-A)2

L’énergie de Hartree-Fock périodisée est bien définie sur I’enveloppe convexe des opérateurs I’
tels que P =T + Id/2 soit un projecteur orthogonal, a savoir

1 1
Gl = {F € L(HMM), tq. I" =Tet—JId <D< §Id}.
L’existence d’un minimiseur de ’énergie de Hartree-Fock périodisée dans cet ensemble est ga-
rantie par le résultat suivant di a C. Hainzl, M. Lewin et J.-P. Solove;j.

Proposition ([81]). Soit m > 0,0 < a < 4/m, A >0, L > 0, et v € C(R?) telle que U soit
continue sur R3. Le probleme de minimisation

ek =inf {EL(D), T € g4},

possede un minimiseur T'L | qui s’écrit sous la forme T'L = PL — 1d/2, ou PL est un projecteur
orthogonal. Lorsque v = 0, le minimiseur I‘g est unique, et invariant par translation : il se
présente comme un multiplicateur de Fourier v& (k) dans le domaine de Fourier.

Remarque. L’extension du probléme de minimisation a 'enveloppe convexe G4 est classique
pour les modéles de type Hartree-Fock. Elle facilite la résolution du probléme de minimisation
sans modifier la forme des minimiseurs éventuels, qui demeurent ici du type I' = P — Id/2 (voir
l'article ’E.H. Lieb [100]).

76



La démarche entreprise par C. Hainzl, M. Lewin et J.-P. Solovej se poursuit par le passage
a la limite thermodynamique, c¢’est-a-dire & la limite L — +oo. Ce passage a la limite requiert
de fixer au préalable la coupure ultraviolette A. Les opérateurs déduits de Fé et POL a la limite
L — +00, n’agiront pas sur I'espace L?(R?, C*), mais seulement sur le sous-espace

HA = {\p € LA(R3,CY), t.q. Supp(¥) C B(o,A)}-

Ce passage a la limite fournit une définition consistante du vide libre, lequel sert ensuite de
référence a la définition de I’énergie de Bogoliubov-Dirac-Fock.

Théoréme ([81]). Soitm >0, 0<a <4/m et A > 0. Il existe un opérateur auto-adjoint T'y de
L(HD) tel que

=

T3 — POHC(HLJ\) -

lorsque L — +o0o. Cet opérateur s’écrit sous la forme T'g = P — Id/2, ou P° est le projecteur
spectral sur le spectre négatif de l'opérateur

r
PO = po _ o Lol@y). (IL8)
|z =yl
L’opérateur I'g est solution de l’éguation auto-consistante
. DO
ro = Si8u(@’) (11.9)
2
Dans les variables de Fourier, Uopérateur D° vaut
DO(p) = g1(lpDex - p + go(lp))B- (I1.10)

Les fonctions go et g1 sont définies et de classe C*™ sur [0,A], ou elles satisfont la relation
m < mgi < go-

Remarque. Le projecteur spectral P est de rang infini, de sorte que 'opérateur I'g n’est pas
compact. Par les formules (I1.9) et (I1.10), il est par contre invariant par translation. Son noyau
Lo(z,y) s'écrit sous la forme To(z,y) = (27)~%/25(z — y), ot g est le multiplicateur de Fourier
associé a [y, et 4y désigne sa transformée de Fourier inverse.

Suivant 'interprétation de la mer de Dirac, le projecteur spectral P, représente le vide libre
pour le modéle de Bogoliubov-Dirac-Fock. Ce projecteur est différent du projecteur spectral Py
sur le spectre négatif de 'opérateur de Dirac DY. H. Siedentop et E.H. Lieb [102] (voir aussi [81])
ont en effet établi que

g0(0) = m(l + %argsh(%) + O(aQ)),

lorsque a@ — 0. Cette propriété peut surprendre. Elle s’explique par la prise en compte des
interactions entre électrons virtuels de la mer de Dirac. Le second terme au second membre de
I'équation (I1.8) provient de I’énergie électrostatique d’échange des électrons. Comme ce terme
est absent du modele réduit, le projecteur spectral P se ramene au projecteur P dans ce cas-la.

Le vide libre ainsi défini est neutre. Cette affirmation repose sur les relations (11.9) et (I1.10),
qui conduise & I’expression

Oy = D) _ a1(lp)) oy go(lp))
2D%(p) 2/ 91(lpD2[pI? + 9o(lpl)? 2/g1([p)?IpI* + 9o([p])2

7
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du multiplicateur de Fourier vy. La densité de charges pr, de 'opérateur I'y vaut alors

pro(@) = tres (Co.) = 5o | e 0P =0

Le potentiel électrostatique qu’elle crée est identiquement nul, de sorte que le vide libre est
bien neutre. Cette propriété est primordiale lorsqu’il s’agit de choisir le projecteur P; comme
référence pour la définition rigoureuse de 1’énergie de Bogoliubov-Dirac-Fock. Nous reviendrons
sur cette affirmation dans la suite.

L’autre motif de ce choix se trouve dans l'analyse de la limite thermodynamique L — +oo
des minimiseurs I'L associés & une densité de charges v non nulle. Décrire cette limite requiert
de définir, cette fois-ci de maniére rigoureuse, ’énergie de Bogoliubov-Dirac-Fock,

EBPF(Q) :trPQ(DOQ>—a/RB (’m)_ [ ddy /RS/RS pQ|:B—y| dzdy

2
// IQxylddy_
R3 JR3 |x—y|

Dans cette expression, I'opérateur Q = P—P,, représente la différence entre la matrice de densité
a un corps P de 'état Hartree-Fock considéré, et le projecteur spectral P2 du vide libre. C’est un
opérateur de Hilbert-Schmidt sur I'espace de Hilbert #”. En général, la trace d'un opérateur de
Hilbert-Schmidt n’a pas de sens. La définir de maniére rigoureuse est nécessaire afin de donner
un sens a la notion d’état électronique & N électrons, ainsi qu’a 1’énergie cinétique des électrons.
Sa définition rigoureuse demande de se restreindre aux opérateurs @) dans ’ensemble !

(IL11)

S = {A € Ga(HMY), tuq. (PLAPY, (I —PY)A(I - PY)) € 61(7-[/‘)2}.

Les notations &1(H") et Go(HA) désignent ici les espaces de Schatten des opérateurs a trace,
respectivement de Hilbert-Schmidt, sur H*. La trace d’un opérateur A de 6%, est définie par
0

trpo (A) = tr(PLAPY) + tr((1 — P2)AU — P?)). (I1.12)

L’introduction de cette définition par C. Hainzl, M. Lewin et E. Séré [77], repose sur le fait qu’elle
est bien définie pour tout opérateur de Hilbert-Schmidt @ de la forme Q = P — P, ou P est un
projecteur orthogonal (voir aussi [4]). L’expression (I1.12) prolonge de plus la définition usuelle
de la trace. Ces deux notions sont identiques pour un opérateur a trace.

En tant qu’opérateur de Hilbert-Schmidt sur I'espace H?, 'opérateur Q a un noyau Q(z,y),
qui appartient & I'espace L?(R? x R3), et dont la transformée de Fourier est supportée dans
I'ensemble B(0,A) x B(0,A). La densité de charges pg de 'opérateur () peut donc se définir par

—~ 1 ~ k k
pQ(k) = / trea(Q(p+ 5.0 — 5 ) )dk, 11.13
o® (2m)2 Jptk/21<n C4< ( 2 2>> (IL13)

expression qui n’est rien d’autre que la transformée de Fourier de la fonction @ +— trea(Q(z, x)).
Muni de cette derniére définition, tous les termes de I'énergie (II.11) prennent une signification
rigoureuse. Nous reviendrons au Paragraphe I1.1.2 sur ’analyse mathématique de cette énergie,
mais commengons par énoncer le résultat de convergence de C. Hainzl, M. Lewin et J.-P. Solovej
qui justifie son introduction.

1. Une solution, en apparence plus simple, consiste & restreindre les opérateurs ) & I’espace des opérateurs a
trace &1 (H?). Cette solution n’est pas envisageable, parce que les minimiseurs de 1’énergie de Bogoliubov-Dirac-
Fock ne sont pas en général des opérateurs a trace (voir la Proposition II.1 dans le cas du modéle réduit).
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Théoréme ([81]). Soit m > 0,0 < a < 4/m, A >0, L > 0, et v € C(R3) telle que U soit
continue sur R3. Quitte a extraire, le noyau QL (z,vy), défini par

QS('%ZJ) = Fﬁ(xay) - Fél($7y) = PI/L(x7y) - P()L(xvy)> (II'l4>

converge uniformément sur tout compact de R® x R3 vers un minimiseur Q, de lénergie de
Bogoliubov-Dirac-Fock EBPE dans ’ensemble

Q' ={Qe6n, t.q. Q" =Q et —P? <Q<Id—P’}.
De plus,
EL(TE) - BE(TE) —» BEPT(Q)) = €8PF =inf {EEPF(Q), Q€ @'}, (1L.15)
lorsque L — +o00.

Remarque. Le probléme de minimisation de la formule (II.15) admet une solution (voir le
Paragraphe 11.1.2). Notons également que le théoréme précédent reste valable pour le modéle de
Bogoliubov-Dirac-Fock réduit en remplacant I'opérateur D° par 'opérateur de Dirac D, et le
projecteur spectral P°, par PC.

Remarque. C. Hainzl, M. Lewin et E. Séré [78] ont établi que le modéle de Bogoliubov-Dirac-
Fock s’effondrait dans la limite ou la coupure ultraviolette A converge elle-aussi vers +oo. Nous
reviendrons sur cette affirmation au Paragraphe I1.1.2.

Les convergences (I1.14) et (I1.15) justifient le choix du projecteur spectral P°, et de son éner-
gie, comme références dans le modéle de Bogoliubov-Dirac-Fock. Lorsque 1’énergie de Hartree-
Fock du vide polarisée I'Z est renormalisée par la soustraction de celle du vide libre T'Y, le passage
a la limite thermodynamique L. — 400 est permis, et la limite n’est rien d’autre que 1’énergie
de Bogoliubov-Dirac-Fock. Ce n’est plus vrai sans cette renormalisation. C. Hainzl, M. Lewin et
J.-P. Solovej ont montré que I’énergie du vide libre EOL (I’g ) converge vers +00, lorsque L — +00.

De maniére simultanée, les opérateurs de densité a un corps Ff et PL, également renormalisés
par soustraction des opérateurs F{% et Pd: associés au vide libre, sont convergents a la limite
L — +o00. Leur limite Q, appartient a un espace G2, dans lequel les notions de noyau et de

pp p » q y

densité de charges prennent sens. Il apparait donc comme naturel de prendre en compte les états
électroniques de type Hartree-Fock, non pas directement & travers leur matrice de densité & un
corps P, ou sa version renormalisée I', mais a travers la différence () entre la matrice P, et le
projecteur P2 du vide libre. Ce choix est d’autant plus approprié que le vide libre est neutre.
Comme la densité de charges ppo est identiquement nulle, les densités de charges des opérateurs
@ et P sont identiques, ce qui autorise & exprimer les interactions électrostatiques directes en
fonction de la densité pg.

Pour conclure cette dérivation du modéle de Bogoliubov-Dirac-Fock, notons que la conver-
gence & la limite thermodynamique, non plus du vide polarisé, mais des états électroniques & N
électrons, soit des minimiseurs de 1’énergie EZ sous la contrainte d'une trace égale & N, reste &
notre connaissance, ouverte. Cette convergence serait une pierre de plus dans la justification du
modéle de Bogoliubov-Dirac-Fock, dont nous allons maintenant décrire ’analyse mathématique.

I1.1.2 L’analyse mathématique du modéle de Bogoliubov-Dirac-Fock

L’étude du modéle de Bogoliubov-Dirac-Fock repose, pour I'essentiel, sur une série de travaux
de C. Hainzl, M. Lewin et E. Séré [77, 78, 79] que nous allons maintenant rappeler. Nous renvoyons
a l'article de revue [80] pour de plus amples détails.
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Leur premier résultat 2 concerne la définition de 'énergie de Bogoliubov-Dirac-Fock, et le fait
que cette quantité soit bornée inférieurement sur I’ensemble oA,

Proposition (|77, 81, 79]). Soit A >0, a >0, et v € C(R?).
i) L'énergie EBPY | donnée par la formule (11.11), est bien définie sur I’ensemble GAO. En par-

ticulier, l'application Q) — pg est une application linéaire continue de l’espace GA,, muni de la

norme

7)07

IQlles, =ll@lls, +[P2QP s, +[|(7d = P2)QUd =P,

dans Uespace L?(R?) N C(R3).

ii) Lorsque 0 < o < 4/m, Uénergie EEPY est bornée inférieurement sur Uensemble Q™. Plus
précisément,

vQ e QN EBPF(Q) + %D(u, v) >0, (I1.16)
ol

[ e,
D(v,v) _/R3 /RS iz dzdy. (I1.17)

Lorsque v = 0, cette égalité est une égalité si et seulement Q@ = 0.

L’inégalité (I1.16), initialement dérivée par V. Bach, J.-M. Barbaroux, B. Helffer et H. Sieden-
top [5] (voir aussi [31]), est cruciale afin d’analyser les problémes de minimisation qui définissent
le vide polarisé et les états fondamentaux & N électrons. Cette inégalité se déduit de celle de

Kato [92],
2
[ ke < 2019100

]

A travers la relation

dd DY1Q?
/RB/RS Ix—y\ xy< t(IP71Q7).

Cette derniére relation est a 'origine de la condition o < 4 /7. Notons que cette condition ne pose
pas probléme, puisque la constante de structure fine a est de 'ordre de 0.0073. Cette condition
n’est pas requise par le modéle réduit puisqu’elle concerne le terme d’échange.

Le fait que l'opérateur nul soit I'unique minimiseur de I’énergie de Bogoliubov-Dirac-Fock
en l'absence de densité de charges extérieure est cohérent avec l'interprétation du vide libre
comme le projecteur orthogonal P°. Le vide polarisé est de méme défini comme le projecteur
P, = Q, +P°, ot Q, est un minimiseur du probléme de minimisation de la formule (I1.15).
Notons que les opérateurs Q de Q* de la forme Q = P — P2, ou P est un projecteur orthogonal,
sont les points extrémaux de l’ensemble convexe Q" (voir [77]). Sous certaines hypothéses sur
la densité de charges v, un minimiseur @, de I'énergie (IL.11) sur QM est extrémal, donc de la
forme Q, = P, —P°, ot P, est un projecteur orthogonal. C. Hainzl, M. Lewin et E. Séré [77, 78]
(voir aussi [81]) ont montré l'existence d’un tel minimiseur.

Théoréme ([77, 78, 81]). Soit A >0, 0 < a < 4/7 et v € C(R?).

i) L’énergie EfDF posséde un minimiseur Q, sur QN, qui s’écrit sous la forme Q, = P, — P2,
ot P, est un projecteur orthogonal.

it) Ce minimiseur @, est solution de l’équation auto-consistante

Py =Qy+ P’ =X (D), (I1.18)

2. Dans cet énoncé, ainsi que dans toute la suite, la masse m de ’électron est normalisée a 1.

80



ou Uopérateur de Fock DQv est donné par
D% EDO—l—a(pQV—V)*——a

ii1) Lorsque la densité de charges v vérifie la condition

2
(g — 2% 7t alve < 1- Ta, (IL.19)
le minimiseur @, est unique, et vérifie
Ny = trpo (Qu) =0. (I1.20)

L’existence du minimiseur @), résulte d’arguments de concentration-compacité. Un minimi-
seur quelconque de l'énergie (II.11) sur ’ensemble Q) ne satisfait pas équation (I1.18), mais
I’équation

Qv = X(-so0|(P?) + 77 = PL,

ou 7 € [0,1], et v est un projecteur de rang 1, d’image incluse dans le noyau de 'opérateur de
Fock D®. La condition (I1.19) garantit que ce noyau est réduit au singleton {0}, ce qui explique
I’unicité du minimiseur @,, sous cette condition.

Le vide polarisé par la densité de charges v est représenté par le projecteur spectral P,.
L’interprétation de la mer de Dirac est satisfaite a travers ’équation auto-consistante (I1.18).
Lorsque le potentiel électrostatique créé par la densité de charges v n’est pas trop fort, le vide
polarisé est neutre par l'identité (I1.20). Pour des potentiels électrostatiques plus forts, il n’est
pas exclu que le vide polarisé puisse étre chargé.

Le comportement des minimiseurs @, a la limite A — 400 est donné par la proposition
suivante, également due a C. Hainzl, M. Lewin et E. Séré.

Proposition ([78]). Soit 0 < o < 4/m et v € C(R3). On note Q2, un minimiseur de I’énergie
EBDE sur 'ensemble Q™. Alors,
lI°1@)

ls, = 0. et allpgy = v =0,

lorsque A — +o00. En particulier,

EVBDF(QIII\)%_Z/H@ /Rs dedy, (11.21)

lorsque A — +0o0.

A la limite A — 400, 'opérateur Q{,\ converge vers l'opérateur nul, alors que sa densité de
charges pga converge vers la fonction v. La densité de charges limite ne peut s’interpréter comme
celle de 'opérateur limite. En d’autres termes, le modéle de Bogoliubov-Dirac-Fock n’a plus de
sens physique & la limite A — +o00. Prendre cette limite n’est pas un moyen de s’abstraire de
la coupure ultraviolette A. La supprimer n’est pas non plus une solution. Hormis la difficulté
a définir proprement ’énergie (II.11) sans cette coupure, au moins formellement, 'infimum de
I’énergie sans coupure est donné par le second membre de la formule (I1.21). Il ne pourra étre
atteint lorsque la fonction v sera non nulle. Cet effondrement de la théorie a la limite A — +o0
confirme les analyses de L.D. Landau [97], et L.D. Landau et I.Y. Pomeranchuk [98]. Notons
qu’a l'inverse, une renormalisation adéquate de la charge donne des développements perturbatifs
de la densité de charge pga qui se trouvent étre indépendants de A (voir le Paragraphe 11.3).
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Dans le cas du modéle réduit, soit pour ’énergie de Bogoliubov-Dirac-Fock réduite définie par

EIBPF(Q) =trpo DQ / / v@)ealy) gy 4 & / / PQ@)rQW) 40 (11.22)
R3 JR3 |l‘*y| R3 JR3 |9E*y|

C. Hainzl, M. Lewin et E. Séré ont démontré un résultat analogue.

Théoréme ([78]). Soit A >0, a >0 et v € C(R3).
i) L’énergie réduite ETBPY possede un minimiseur Q,, sur QM.
it) Ce minimiseur @, est solution de l’équation auto-consistante

Py =Qy+ P’ = xj_ooo(D?) +7, (11.23)

o DY est Uopérateur de Fock donné par
1
|-

tandis que vy est un opérateur de rang fini, de noyau intégral égal a

M
z,y) = Ti(x)i(y)"
=1

Les nombres réels T; sont compris entre 0 et 1. La famille (1;)1<i<pm forme une base orthonormée
du noyau de Uopérateur D .
ii1) Lorsque la densité de charges v vérifie la condition

D =D+ a(pg, —v) *

26 mea|v|c < 1, (I1.24)
lopérateur v est nul. Le minimiseur @), est unique, et satisfait

N, = trpo (Qy) = 0. (IL.25)

Comme dans le cas non réduit, la condition (I1.24) garantit que le noyau de 'opérateur de
Fock D% est réduit au singleton {0}. Suivant I'interprétation de la mer de Dirac, 'opérateur P,
est alors le projecteur spectral sur le spectre négatif de 'opérateur de Fock D@ . Il représente
I’état électronique du vide polarisé, qui est neutre par la formule (I1.25).

Lorsque la condition (I1.24) n’est plus satisfaite, 'opérateur P, n’est plus nécessairement un
projecteur. Le niveau d’énergie nulle peut étre occupé partiellement. Cette carence est inhérente
aux modéles de type Hartree-Fock réduit (voir l'article de J.-P.Solovej [130]). La densité de
charges pg, , associée aux minimiseurs @), reste cependant définie de manicre unique de par la
stricte concavité du dernier terme de la formule (I1.22).

Quant aux états électroniques & N électrons, leur détermination passe par l'analyse du pro-
bléme de minimisation sous contrainte

£PPT(q) = inf {EfDF(Q), Q€ QM t.q. trpo (Q) = q}, (I1.26)

ici étendu au cas ol ¢ n’est plus nécessairement un entier N, mais un nombre réel quelconque. La
résolution de ce probléme est plus délicate que celle du probléme sans contrainte de la formule
(I1.15). 11 demeure, & notre connaissance, ouvert dans sa compléte généralité (voir [79] pour sa
résolution dans certaines limites). La difficulté provient du fait que les secteurs de charges

Mg) ={Q € @, t.q. trpo (Q) = q},

82



ne sont pas fermés pour la convergence faible dans ’espace 67’;0. Une nouvelle fois, des argu-

ments de concentration-compacité permettent de contourner cette difficulté. Comme annoncé
dans l'introduction, C. Hainzl, M. Lewin et E. Séré [79] ont ainsi établi la condition suivante
pour 'existence d’un minimiseur @, du probléme (I1.26).

Théoréme ([79]). Soit A >0,0<a < 2 etveC(R3).
i) St la condition
Vk € R*, EBPF(q) < EPPY (¢ — k) + EBPT (k), (I1.27)

est satisfaite, alors, le probleme de minimisation (11.26) admet un minimiseur Q4. La condition
(I1.27) est équivalente a la condition (25), lorsque ¢ = N est entier.
ii) Un minimiseur QQq est solution de l’équation auto-consistante

Py=Qq+ P = X]foo,uq[(DQq) +77
ol g est le niveau de Fermi de ’état €lectronique associé. L’opérateur de Fock D@ est égal a

1
D =D0 4+ a(pg, —v) * — @q(x,9)

—q—"=z 11.28
7 “le—y (1128)

Le nombre réel T est nul lorsque q est entier, et vaut [q] + 1 — q, sinon. L’opérateur -y est un
projecteur de rang 1, d’image incluse dans le noyau de l'opérateur D9 — pgld.

Lorsque ¢ = N est entier, le vide, polarisé par la présence des N électrons et de la densité de
charges v, est représenté par le projecteur spectral Py, = X}_OQO}(DQN ), tandis que la structure
électronique est décrite par le projecteur spectral Py = X}O,NN](DQN ). Le projecteur Py =
Py + Pg tient, quant a lui, compte de I'ensemble des électrons réels et virtuels. Lorsque le
potentiel électrostatique engendré par la densité de charges v n’est pas trop fort, c’est-a-dire
sous une condition de la forme (I1.19), le projecteur Py vérifie la condition

trpo (PJ; — 779) =0,
ce qui induit que la trace du projecteur Pg vaut
trpo (PR) = trpo (Pv = P2) = trpo (Qn) = N.

Le vide polarisé est neutre, et la structure électronique réelle comporte N électrons. Ces électrons
occupent les niveaux d’énergie positifs de 'opérateur de Fock DN qui sont inférieurs au niveau
de Fermi pp, lequel est alors strictement positif.

A priori, rien n’exclut que le nombre N ne soit négatif, ou que la densité de charges v ne
soit négative. Dans ces deux cas, un minimiseur du probléme (I1.26) ne décrit plus une structure
électronique & N électrons, mais une structure positronique a N positrons. La différence avec
le cas électronique se manifeste par le signe du niveau de Fermi uy qui est alors strictement
négatif, comme mentionné dans l'introduction.

C. Hainzl, M. Lewin et E. Séré ont enfin exhibé deux cas de figure dans lesquels la condition
(I1.27) est remplie, de sorte que le probléme de minimisation (I1.26) posséde des solutions. Le
premier cas correspond & la limite dans laquelle la constante de structure fine o tend vers 0,
pour une densité de charges v de la forme v = n/a, ot n est une fonction fixée de C(R?). Nous
renvoyons a l'article [79] pour de plus amples détails quant a ce premier cas.

Le second cas est celui de la limite non relativiste o la vitesse de la lumiére ¢ tend vers
400. L’analyse de cette limite passe par un nouveau choix d’unités dans lequel le modéle de
Bogoliubov-Dirac-Fock ne dépend plus de la constante de structure fine «, désormais égale a
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1, mais de la vitesse de la lumiére c¢. Ce changement d’unités se manifeste par le fait que le
paramétre o disparait de la définition (I1.11), et que 'opérateur de Dirac D vaut désormais
DY = —ica.V + 3. L’ensemble des résultats précédents demeurent valables avec ce nouveau
choix d’unité. Le modéle limite dans la limite non relativiste ¢ — 400 est le modéle de Hartree-
Fock avec spin 1/2, définie & partir de l’énergie

FHF(\IJ)—tr ——7\1, // dd+ //qu ddy
R3 R3 |9E—y| R3 JR3 |a:—y|

_// [yw (2, y)[? @yl 0
rs Jrs [T — Y

ott U = (Uy,...,¥y) est un n-uplet orthonormé, non plus dans L?(R3, C), mais dans L?(R3, C2).
L’opérateur de densité a un corps vy reste le projecteur de noyau

N
=" i) Wi(y)
=1

tandis que la densité de charges py demeure donnée par py(x) = trez(ye(z, x)). Un état fonda-
mental & N électrons pour ce modéle est un minimiseur du probléme de minimisation

FHAE(N) = inf {FIF (W), O = (Wq,...,¥y) € LA(R3,CHN tuq. (¥, Uj) 2 =65}, (11.29)

Dans la limite non relativiste, la structure électronique & N électrons pour le le modéle de
Bogoliubov-Dirac-Fock converge vers cet état fondamental & N électrons.

Théoréme ([79]). Soit Ag > 0, et v € L*(R*,Ry) NC(R3,Ry) tel que [pev = Z > 0. On
suppose que
O<N<Z+1. (I1.30)

i) Il existe une constante co > 0 telle que, quel que soit ¢ > cq, Uénergie EBPY | associée a la
coupure ultraviolette A = cAg, admet un minimiseur Q% dans le secteur de charge QCAO(N). De
plus, Uénergie minimisante EBPY(Q$;) satisfait

EBPE _ Ngo(0) — FHE(N),

lorsque ¢ — +00, ol go renvoie a la fonction de la formule (11.10).

ii) Un minimiseur Q% s’écrit sous la forme Q% = X],OO,O](DQ?V) + 7% — P2, ou DUV est
Vopérateur de Fock de la formule (11.28), et 7§, = X]O,MN}(DQ?V) est un projecteur orthogonal de
noyau intégral

N
= Ui(x)¥i(y)
i=1

Dans ces expressions, W = (¥S,...,Uq) est une famille orthonormée de HAO et un est le
niveau, de Fermi de cette structure électronique o N électrons.
iii) Il eviste un minimiseur 1 = (Y1,...,¢¥n) € L2(R3,C?)N du probleme (11.29) tel que, quitte
a extraire,

©— ((¥1,0,0), ..., (¥n,0,0)) dans H*(R3,CHN
lorsque ¢ — +00.
Remarque. La condition (I1.30) garantit que le probléme (II.29) posséde des minimiseurs (voir

les articles de E.H. Lieb et B. Simon [103], et P.-L. Lions [109]).

Cet énoncé apparait comme une nouvelle justification du modéle de Bogoliubov-Dirac-Fock,
en tant que modéle de Hartree-Fock relativiste. Non seulement ce modéle est consistant sur le
plan mathématique, mais de plus, il converge dans la limite non relativiste vers le modéle de
Hartree-Fock classique.
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II.2 La construction des états fondamentaux du modéle de Bogo-
liubov-Dirac-Fock réduit

a. Enoncé des principaux résultats

Dans le cas du modeéle réduit, les états fondamentaux a N électrons sont décrits par les
minimiseurs ()n du probléme de minimisation sous contrainte

EBPE(N) = inf {E[PPF(Q), Q € @4 ()}, (I1.31)
oil le secteur de charge Q*(N) reste défini par

QMN)={Q € @, t.q trpo(Q) = N1}

Ce probléme s’étend sans difficulté au cas ot un nombre réel g remplace Uentier N. A travers des
arguments de concentration-compacité, sa résolution passe par I’écriture d’une condition de type
Hunziker-van Winter-Zhislin, semblable a la condition (I1.27). En collaboration avec M. Lewin
et E. Séré, nous avons tiré profit de cette condition pour établir le théoréme suivant.

Théoréme IL1 ([67]). Soit A > 0, a > 0, et v € L'(R3) NC(R?) tel que [pav = Z € R. 11
existe deux constantes G € [—00, qur] et qar € [gm, +00| qui satisfont les conditions suivantes.
(i) L'énergie ELPPY admet un minimiseur Q, dans Uensemble Q™ (q) si et seulement si

Im < 4= qm-
(it) Sous cette condition, un minimiseur Qq est solution de l’équation auto-consistante
Py=Qq+ P = X]—oo,uq[(DQq) + Y- (I1.32)

Lopérateur de Fock D% est égal o

D% = DO 4 a(qu — 1/) * ‘1’
Le nombre pg € [—1,1] est le niveau de Fermi de U'état électronique associé a 'opérateur Py.
L’opérateur v, est auto-adjoint, de rang fini si ug # £1, a trace, sinon, et d’image incluse dans
le noyau de Uopérateur D% — pgld. Il satisfait la condition 0 < v, < Id.
(i4) Si q, désigne la trace du minimiseur Q, de lénergie ELBPE sur QM construit dans [78],
alors, q, et Z appartiennent au segment [qm, qnr].

Comme dans le cas non réduit, lorsque ¢ = N est entier, 'opérateur Py s’interpréte comme
I’état électronique des électrons réels et virtuels. Lorsque le potentiel électrostatique engendré
par la densité de charges v n’est pas trop fort, c’est-d-dire sous une condition similaire & la
condition (I1.24), Vopérateur vy est identiquement nul. L’opérateur Py se réduit au projecteur
spectral sur les niveaux d’énergie inférieurs au niveau de Fermi puy de Popérateur de Fock DOV,
Le vide polarisé est représenté par le projecteur spectral Py = X|_oo ] (D), tandis que la
structure électronique est donnée par le projecteur spectral Py = Xjo,uy] (D®N). Le vide polarisé
est neutre. Le rang du projecteur Py est égal a N. La structure électronique comporte bien N
électrons.

La principale différence avec le cas non réduit réside dans la propriété (iii). Le Théoréme I1.1
garantit I'existence de minimiseurs ), pour une gamme de valeurs du nombre ¢ qui s’é¢tend entre
qv et Z. Sous la condition (I1.24), le nombre ¢, est nul. Aussi existe-t-il une structure électronique
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a NN électrons pour tout entier N entre 0 et Z. Ceci est pertinent sur le plan physique, au sens
ot il ne peut en principe exister de telles structures que lorsque N est compris entre 0 et Z + 1.

Par contre, le Théoréme I1.1 n’exclut en rien la possibilité qu’il existe des structures électro-
niques a N électrons, ou |N| positrons, dans le cas ot N est négatif, pour des valeurs quelconques
de l'entier N. Nier cette possibilité passe par le calcul de bornes sur les valeurs g¢,, et gp;. Ce
calcul est délicat, et & notre connaissance, toujours ouvert, pour une coupure ultraviolette A aussi
peu réguliére que celle que nous avons considérée jusqu’ici, laquelle revient a tronquer toutes les
transformées de Fourier afin qu’elles soient & support dans la boule B(0, A).

Cette coupure brutale n’est pas I'unique fagon de donner un sens au modéle de Bogoliubov-
Dirac-Fock. Rappelons qu’'une définition consistante de ce modéle passe par la résolution de deux
difficultés. La premiére provient du spectre négatif de I’opérateur de Dirac. Elle se résout grace a
I'interprétation de la mer de Dirac, qui contourne cette difficulté a travers le choix des projecteurs
spectraux P, respectivement P° dans le cas réduit, comme représentation du vide libre, et donc
comme référence de tous les opérateurs considérés.

La seconde difficulté trouve son origine dans la faible croissance de la transformée de Fourier

DO(p) de lopérateur de Dirac, qui n’est qu’affine lorsque |p| est grand. Le recours a la coupure
ultraviolette utilisée jusqu’ici revient & remplacer opérateur de Dirac D° par 'opérateur DX de
transformée de Fourier

2
_— D
Dx(p) = (a'p-i-ﬁ)( +X<‘A’2 ))
ou y désigne la fonction donnée par
x(r)=0,si0<r<1, et x(r)=+4o0, sir>1.

Cette premiére approche est suffisamment brutale pour que la transformée de Fourier DX soit
discontinue sur le cercle 9B(0, A). Cette discontinuité est I'une des causes de la difficulté a obtenir
des estimations précises des valeurs g, et qp;.

Une approche alternative consiste a remplacer 'opérateur de Dirac D° par Iopérateur D¢,
dont la transformée de Fourier est définie par

D<(p) = (a-p+5)(1+<(’p| ))-

Dans cette expression, ¢ désigne une fonction positive, croissante et réguliére sur R, qui croit
suffisamment vite a I'infini (voir le Théoréme I1.3 pour des hypothéses plus précises). L’analyse du
modéle de Bogoliubov-Dirac-Fock réduit développée jusqu’ici s’adapte & cette nouvelle coupure
ultraviolette. L’énergie de Bogoliubov—DiraC—Fock réduite est désormais définie par

ES(Q) = trpc DCQ // v@)pQ) 4o 4 L //pQ Y grdy.  (11.33)
R3 JR3 |1»‘—ZJ| R3 JR3 |x—y|

Dans cette formule, 'opérateur P = X (~00,0] (DS) est le projecteur spectral sur le spectre négatif
de DS. 11 représente le vide libre, et sert de référence a la définition de tous les opérateurs qui
apparaissent dans ce nouveau modele. De maniére identique & la trace trpo, la trace tr ¢ est

ainsi définie par 'identité
trpc (Q) = tr(PCQPS) + tr((Id — PL)Q(Id — PY)).
L’énergie (I1.33) est bien définie sur I'espace
& = {Q € ®a(H). ta. [DY|2Q € Sa(M), D[P PEQPEIDY|> € & (),

et |DS|3 (1d — PC)Q(Id — PX)|D |3 € & (M) },
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oit H désigne 'espace de Hilbert L?(R3,C*). Sous des hypothéses raisonnables sur la fonction ¢,
elle posséde un minimiseur Q¢ dans I’ensemble

Q¢ ={Qe6, tq. — P <Q<1Id- P},
lequel décrit dans ce nouveau modéle, I’état électronique du vide polarisé par la densité v.

Théoréme I1.2 ([67]). Soit A >0, a >0 et v € C(R3). On suppose que la fonction ¢ est définie,
positive, croissante et de classe C3 sur R, qu’elle est nulle en 0, et qu’elle satisfait les conditions

Vr>1, ((r) >ers,
ot e >0, et
V(p,r) € {1,2,3} x Ry, (1 + [rP)¢P)(r) < K(14((r)),

ou K désigne une constante positive.
i) L’énergie ES est bien définie sur &, et posséde un minimiseur QS sur QF.
i) Ce minimiseur QS est solution de l’équation auto-consistante

¢
PO = Q0 + P = e (DY) 475,

ott DY est lopérateur de Fock donné par

1
D9 = D¢ —I—Oé(pQg — 1/) * m,

tandis que ¢ est un opérateur de rang fini, de noyau intégral égal &

M

Vla,y) =D Tibi(@)i(y)”.

=1

Les nombres réels T; sont compris entre 0 et 1. La famille (1;)1<i<m forme une base orthonormée
du noyau de ’opérateur DY°.
iii) Il existe une constante strictement positive 0; telle que, si

afvle < b, (11.34)
Vopérateur 7¢ est nul. Le minimiseur Q¢ est alors unique, et vérifie

@5 = trpe (Q°) = 0. (IL35)

Le Théoréeme I1.2 est une adaptation & la nouvelle coupure ultraviolette du résultat de C.
Hainzl, M. Lewin et E. Séré [78] pour la coupure brutale. L’interprétation est identique. Sous
la condition (I1.34), le vide polarisé est représenté par le projecteur spectral PS¢ sur le spectre
négatif de opérateur de Fock D?°. Ce vide reste neutre par l'identité (I1.35).

De maniére similaire, la construction des états fondamentaux a N électrons s’étend & ce
nouveau modele.

Théoréme I1.3 ([67]). Soit A >0, a >0, et v € LY(R3) NC(R3) tel que [psv =Z € R. On
suppose que la fonction C satisfait les hypotheéses du Théoréme I1.2, et on note Qc(q), le secteur
de charges défini par

Vg R, Q(g) ={Q € &, t.q. trpc(Q) = g}
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1l existe alors deux constantes qfn € [—oo,qjcw] et q§4 € [qfn,—koo} qui satisfont les conditions

survantes.
(i) L'énergic ES admet un minimiseur Qg dans le secteur de charge Q%(q) si et seulement si

¢S < q <,

(ii) Sous cette condition, un minimiseur Qg est solution de l’équation auto-consistante
¢ — 0%+ PS = Q) 4 ~¢
Pp=Qq+ P2 = X]—Oovuq[(D D) T

L’opérateur de Fock D@ est égal a

¢ 1
D@ = D¢ + a(pQg — V) % T

Le nombre ,ug € [—1,1] est le niveau de Fermi de l’état électronique associé a l’opérateur ch.

L’opérateur 7§ est auto-adjoint, de rang fini si ,ug # +1, a trace, sinon, et d’image incluse dans
le noyau de l’opérateur D — ugId. 1l satisfait la condition 0 < fyg < Id.
¢ ¢ ]

(i1i) Le nombre qg de la formule (11.35), et le nombre Z, appartiennent au segment [qm, q;,

L’avantage & choisir cette coupure ultraviolette plus réguliére se manifeste lorsqu’il s’agit de

calculer des bornes sur les nombres qfn et qg/[. Dans le cas ou la fonction ¢ est égale a

((r)=r, (11.36)

nous avons pu reprendre a notre compte un argument développé par E.H. Lieb [101]| dans le cas
non relativiste, pour obtenir les estimations suivantes.

Théoréme I1.4 (|67]). Soit A > 4. On suppose que la fonction ¢ est donnée par la formule
(11.36), tandis que la fonction v € LY(R3) N C(R3) est positive, radiale, et satisfait la condition
ng v = Z € R. Il existe alors des constantes strictement positives ag, 0y et K telles que les
nombres qg, q,%1 et q%/[ du Théoréeme I1.3, satisfont

Zaln(A) + % + OCHVH(ZJ
-K <t <l = II.

et
27 + K(Zaln(A) + + + o|v[2)

1 - Kaln(A)
deés que 0 < a < ap, aflv|lc <0y <1, et Kaln(A) < 1.

Z<¢, < , (11.38)
M

Remarque. Les hypothéses techniques, comme l'identité (I1.36), ou les trois conditions sur le
paramétre «, la densité v, et la coupure ultraviolette A, semblent nécessaires pour adapter la
preuve d’E.H. Lieb [101]. Le résultat demeure sans doute valable sous des hypothéses plus faibles.

Dans la limite non relativiste, c’est-a-dire lorsque o — 0, A — +00, et aln(A) — 0, et pour

une densité de charges v fixée, les valeurs limites g et ¢3; des nombres qfn et q%/[ satisfont

0=q¢> < Z<q <22 (11.39)

Cette inégalité est identique a celle calculée par E.H. Lieb [101] pour le modéle de Hartree-
Fock réduit (non relativiste). Pour ce dernier modéle [130], comme pour le modéle non réduit
[131], J.-P. Solovej a ameélioré la borne 27 en une estimation de la forme Z 4+ K, dans laquelle
la constante K est indépendante de Z. Cette derniére estimation demeure sans doute valable
que ce soit pour la coupure ultraviolette réguliére, la coupure ultraviolette brutale, ou méme, le
modéle de Bogoliubov-Dirac-Fock non réduit.
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b. Quelques éléments de la preuve du Théoréme I1.1

La construction des états fondamentaux & N électrons pour le modeéle de Bogoliubov-Dirac-
Fock réduit repose sur des arguments similaires & ceux développés par C. Hainzl, M. Lewin et
E. Séré [79] pour le modéle non réduit. La principale difficulté demeure 1’absence de stabilité des
secteurs de charges Q*(q) par rapport a la convergence faible dans l'espace 6%0. Cet obstacle
se contourne & l'aide d’arguments de concentration-compacité qui procurent une condition de
type Hunziker-van Winter-Zhislin sur la compacité d’une suite minimisante du probléme (11.31).
Etant donné un nombre réel ¢, une suite minimisante est compacte si et seulement si

Vk € R*, E8PF(q) < €rBPF (¢ — k) + &8P (k). (I1.40)

Cette condition implique bien str I'existence d'un minimiseur ¢, du probleme I1.31.

La preuve du Théoréme II.1 se réduit & déterminer I’ensemble des nombres réels g pour lesquels
la condition (I1.40) est satisfaite. Ceci passe par le calcul d’une estimation précise de 1'énergie
minimisante £,8PF(q), donnée par les inégalités

lal = § D(w,v) < €7 (g) < g, (I141)
ou l'application D est celle de la formule (I1.17). L’estimation inférieure résulte de l'inégalité
trpo (Q) = tr(|D°|(Zd — P)Q(Id — P%)) — tx(|D°|PLQPY) > |q,
qui découle des inégalités | D% > Id, et —P° < Q < Id — PP, et implique & son tour, que
EPPR(Q) > lal + 5D — po.v = pq) = 5D(v,v) = lq| = 5D(vv).

L’estimation supérieure repose sur la construction d’un opérateur test d’énergie cinétique proche
de |g|, et d’énergie électrostatique négligeable. Lorsque ¢ est entier, cet opérateur, déja construit
dans [79], est essentiellement un projecteur de rang g sur des éléments convenablement mis a
I’échelle, de I'espace propre positif de 'opérateur de Dirac DO.

Lorsque la densité de charges v est identiquement nulle, les inégalités (I1.41) s’écrivent
&P (q) = lal-
La condition (I1.40) se réduit alors a
VE € R*, EPPF (q) < &7BPF (g — k) + |K|. (11.42)

L’inégalité large est toujours vraie. Les fonctions g — f*(q) = £/8PF (q) £ ¢ sont monotones sur
R. Par les estimations (I1.41), elles sont bornées inférieurement, et elles vérifient

lim

gq—+oo f:t(

q) = +oo.

La différence cruciale avec le cas non réduit provient de la convexité de 1’énergie réduite E7BPF,
Cette convexité implique celle des fonctions f*, puis I’existence de deux nombres ¢, € [—o0, +00]
et qar € [qm, +00], tels que f7 soit constante sur |—o0, ¢,,,], et strictement croissante sur [g,,, +o0|,
et de méme, f~ soit constante sur [gs, +00[, et strictement décroissante sur | —oo, gps]. L'inégalité
(I1.42) est alors vérifiée si et seulement si ¢ € [gm, gar]. En particulier, il existe un minimiseur Qg
du probléme (I1.31) pour toute valeur ¢ dans ce segment.
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Il reste a prouver que, si le probléme (I1.31) posséde un minimiseur pour une certaine valeur
g, alors le nombre ¢ appartient au segment [g,,, gas]. C’est le cas lorsque ¢ prend la valeur ¢, de
la trace du minimiseur global @, . L’inégalité (I1.42) est bien vérifiée, puisque

Vq 7é qu, ngDF(QV) < g;BDF(Q) < gICBDF(Q) + |q - QV|'

Le nombre ¢, est donc compris entre ¢,, et qu;.

C’est aussi le cas pour une solution )4 associée a une valeur ¢ distincte de g,. Par la formule
(27), que nous démontrerons au Paragraphe I1.3, les densités pg, et pg, sont distinctes, de sorte
que, par la stricte convexité de 1'énergie EZBPE par rapport & la densité PQ,

ELPPE (tg + (1= t)a,) < ELPPF (1Q, + (1 - )Qu) < tELPPF (Qq) + (1 - )ELPP(Qy)

= &8P () + (1 - 1)ELPPT (g,).
La fonction £7BPF est strictement convexe sur le segment [gq, ¢,,]. Comme le segment [g,,, qar] est
le lieu ot la fonction £7BPF est strictement convexe, le nombre ¢ est compris entre ¢, et qar, ce
qui conclut la preuve du point (7).

Nous ne nous étendrons pas sur le point (i7). La dérivation rigoureuse de 1’équation auto-
consistante (I1.32) est une adaptation d’arguments développés par C. Hainzl, M. Lewin et E.
Séré [77] pour écrire I'équation (II.18). Nous renvoyons a cet article pour de plus amples détails.

Nous préférons nous tourner vers la preuve que le nombre Z appartient lui-aussi au segment
[¢m, qu1]. Cette preuve repose sur le caractére intégrable de la densité pg, d'un minimiseur Q.
Quand cette propriété est satisfaite et que le nombre g est strictement inférieur & Z, le spectre de
'opérateur D9 contient une suite de valeurs propres qui convergent vers 1. De maniére similaire,
pour ¢ > Z, il contient une suite de valeurs propres qui convergent vers —1 (voir l'article de J.-M.
Barbaroux, W. Farkas, B. Helffer, et H. Siedentop [6]). Si jamais le nombre Z est plus grand
que gpr, valeur pour laquelle le probléeme (I1.31) a un minimiseur @Qg,,, l'opérateur de Fock
D@y possede une valeur propre A strictement supérieure au niveau de Fermi g - Etant donné
un vecteur propre ¥, pour cette valeur propre, le projecteur py sur la droite engendrée par la
fonction v permet de définir des opérateurs

Q(t) = Qqy, +tpa,
qui appartiennent a 'ensemble Q*(qas +t) pour chaque nombre ¢ € [0, 1]. Leur énergie vaut
EPPE(Q() =EPPT (Qayy) + ttbn, DY (1)) 2 + O (1%) = E;PPF (qur) + At + O (1),
de sorte que
Flas+0 < F(a) + (=Dt + O (1)

Comme X < 1, cette inégalité contredit la définition du nombre g5r. En conclusion, le nombre Z
est bien inférieur & gps. Il est de méme supérieur & g,,. La preuve de la propriété (iii) se réduit
ainsi & montrer que la densité pg, est intégrable.

Cette derniére affirmation repose sur I’équation auto-consistante (I11.32), laquelle se décompose
sous la forme

Qq = Quide + Qelec + Yq- (11.43)

Dans cette expression, les opérateurs Qyige €t Qelec SONt égaux a
Quide = X]—00,0] (DQq) - Pga et Qelec = X]0,14] (DQQ)'
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Les opérateurs Qeiec €t 74 sont des opérateurs a trace. Les densités de charges pejec et p, qui
leur sont associées, sont intégrables. Quant & 'opérateur Q;qe, il s’exprime par la formule de
Cauchy comme

1 * 1 1 : k 4y
Quide = dn = E o Qp + 11.44
vide 27 /oo (DQq +in DO+ z’n) " ] k+a QY ( )

ou les opérateurs @, et @ sont donnés par

(—1)k+t oo g ( 11 >k
= Y p—— 11.45
@ or ) . DV+ip (re, ”)*|-\D0+m " (IL.45)
et
1 [T, 1 1\2 1 11 2
/
S — (pg, — V) k) = — V) k) dn.
@i 21 J_ oo <D0+in(qu V)*||> DQQ—I—in((qu V)*]'|D0—|—i77) K

Les opérateurs Q3 et @y sont des opérateurs & trace. Les densités de charges pg, et pq, sont
intégrables. La densité de charges pg, est identiquement nulle (voir I'article de W.H. Furry [52]).

L’analyse de 'opérateur Q1 est plus délicate. Au moins lorsque ¢ # Z, cet opérateur n’est
pas a trace. Dans le cas contraire, le minimiseur @), serait lui-méme un opérateur a trace, ce qui
contredirait la formule (27) (voir le Paragraphe I1.3). La densité de charges pg, est néanmoins
intégrable. Sa transformée de Fourier vaut en effet

pQ: (k) = =B} (k) (pq, (k) — (k) (I1.46)
ou le multiplicateur BR est défini par
0 1 C+5- (-5 +1-BEC+5HBE-5
Ba(k) = -5 ; ; - 224y,
T2 K12 Jjpsrjai<n EU+ 2B -5 EBU+5) +EC-15)

D’apreés les équations (I1.43) et (I1.44), la densité pg, satisfait I’équation de convolution
PQ1 = _b(/J\ * (O‘SPQS + 054,0(,221 1 PQetec T Pyg — V)' (IL.47)

La fonction b[}\ est ici définie par sa transformée de Fourier

Gréace a une définition intégrale alternative du multiplicateur BR introduite par W. Pauli et M.E.
Rose [124], elle se calcule de maniére explicite. Elle vaut

806) = (D 2 2 )b (LD
kI* 14 Za(Jk)Y | 8E(A)? 3|k[? Za(lk)y | 44
g (1 - ZA(!k:|)> 3 (1 B 4E(A)2)1 ( E(A) ) KE(A)?)

- 2B - 2BB)° + 1+ ) Za(IK) + 3EW)ZA(KD? - §Za(1K)? ).

ot E(r) = V1+7r2 et Zo(r) = (E(A) — E(A —1))/r. Par ce calcul, la fonction b3 est de classe
C*> et intégrable sur R3. La densité pQ, est ainsi intégrable, puisque toutes les densités au second
membre de I’équation (I1.47) le sont. Il suffit alors de revenir aux équations (11.43) et (I1.44) pour
vérifier que la densité de charges pg, est elle-aussi intégrable sur R3, et conclure la preuve du
Théoréme II.1.

91



c. Quelques éléments de la preuve du Théoréme I1.4

La preuve des estimations (I1.37) et (I1.38) repose sur des arguments introduits par E.H. Lieb
[101] dans le cas non relativiste, o des estimations de méme nature, les inégalités (I1.39), sont
valables. Nous ne décrirons ici que la preuve de I'estimation supérieure de qJC\/[. La preuve de la
premiére inégalité de la formule (I1.37) est similaire. Les deux autres inégalités se déduisent de la
condition (I1.34), qui est satisfaite sous les hypothéses du Théoréme I1.4. Cette condition impose

que la valeur de qg soit nulle, ce qui entraine que qfn <0<Zz< qjcw

. ¢ , . . ¢
Le calcul de la borne supérieure sur ¢;, commence par la décomposition du minimiseur @g,,

associé sous la forme
QQM = dee + FC? (1148)

ot I'C = Qelec —I—'ng. Puisque la condition (I1.34) est satisfaite, 'opérateur fng est nul. L’opéra-
teur I'C est réduit au projecteur spectral

¢
FC — X]O,/LqM] (DQ‘I]W ) (1149)

Quant au vide polarisé Qm 4e> 1l est neutre. La trace de I'C est donc égale & qﬁ/[. Le projecteur T'¢
est de rang fini. Sa densité de charges pp¢ est positive et intégrable sur R?, d’intégrale égale a

[ e = 609 = .

Cette identité qui, rappelons-le, n’est pas vraie pour la densité pCQq , est le fil conducteur de la
M

preuve du Théoréme I1.4, au sens ou elle fournit un moyen d’atteindre la valeur qjcw, et de la
comparer & Z. Encore faut-il deviner comment faire surgir cette intégrale de 1’équation (I1.48)7
Dans la lignée des arguments d’E.H. Lieb, un moyen d’y parvenir est de déduire de la formule
¢ ¢
(I1.49) que 'opérateur (D%in —Id)T'C est négatif. La trace tr(|z|(D@im —Id)T¢) est donc négative,
ce qui conduit & l'inégalité

‘51"(]:U|(DC — Id)FC> + a/R3 /}R3 ‘x’fy‘prg(;p) (pQgM (y) — v(y))dady < 0. (I1.50)

L’intégrale de la densité pp¢ émerge de la formule (I1.50), lorsque 1'on tente d’estimer le second
terme de cette formule. Ce terme se décompose en effet sous la forme

i / / 2] + ly|
— — d dy = dad
/]133 /]1{3 |x_y‘ppc(x)(pQ< (y) — v(y))dwdy = S S e— ——pr¢ (@) pre(y)drdy
/ / L pre(z dxdy+/ / 12 pre( )ch (y)dzdy.
R3 JR3 |ZU — y| R3 JR3 |JJ — y| vide

Puisque |z — y| < |z| + |y|, la premiére intégrale se minore a ’aide de 'intégrale de pr¢ par

x|+ |y 1 2 (qC 2
3 L L e @metdeay = 5 ([ oec) = )
R3 JR3 ‘HZ’ 2 R3 2

Pour la seconde intégrale, remarquons que les densités de charges v et pp¢ sont toutes deux
positives et radiales. L’identité de Newton pour les fonctions radiales, qui s’écrit

e >
[ LTy  fryrr,
R

s |z —yl lz| Jo ||

(IL51)
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pour une fonction f: Ry — Ry, implique donc que

L L secwomtasay < ([ o)( [ me) = 24,

Notons que le caractére radial de la fonction pp¢ résulte du caractére minimisant de I'opérateur
Qqy,» et du caractére radial de la densité de charges v.

Les estimations de la derniére intégrale de la formule (II1.51), données par

/]R3 /R3 ’x‘xjyyprc )PQc (y)dxdy SKaqM<(ln(A) +a?D(v,v)) (qu + Z)

vide

+ o?D(v,v) + a*D(v, V)2),

sont plus techniques. Il en va de méme pour le premier terme de I'inégalité (I1.50), qui est controlé
par

tr(|x|(D< - Id)r<> >~ Kqu (%

ou K désigne une constante positive. Nous renvoyons & [67| pour de plus amples précisions a ce
sujet. Notons simplement que l'estimation (II.52) résulte de I'inégalité

+a(qm + Z + D(v, 1/))), (I1.52)

(=A)|z| + [z[(=A) = 0,
démontrée, elle-aussi, par E.H. Lieb [101]. La restriction du Théoréme II.4 au cas ou ((r) = r
provient du recours a cette inégalité.

Quoi qu’il en soit, la combinaison de ces différentes inégalités fournit I’estimation supérieure
(I1.38) de qﬁ/j, des que «, af|v||c et aln(A) satisfont les trois conditions du Théoréme I1.4.

I1.3 La renormalisation de la charge pour le modéle de Bogoliu-
bov-Dirac-Fock réduit

a. Enoncé des principaux résultats

Les états électroniques & N électrons, décrits par le modéle de Bogoliubov-Dirac-Fock réduit a
travers les minimiseurs )y du Théoréme II.1, sont des objets singuliers sur le plan mathématique.
Bien que leurs densités pg, soient intégrables, les opérateurs () ne sont pas a trace, en général.

Proposition IL1 ([67]). Soit A >0, a >0, et v € LY(R?*) NC(R3) tel que [psv = Z € R.
On note qm et qur, les deux valeurs extrémales définies dans ’énoncé du Théoréme I1.1, et on se
donne un nombre réel q dans le segment [qgm, qrr). La densité de charges pQ, d’un minimiseur Qq
de Uénergie ETBPT dans Iensemble QM(q) est intégrable sur R3. De plus, son intégrale satisfait

Z—q
_ —a 11.53
/]Rs (V qu) 1+aBA ( )
ol
By = BY(0 /V“A Zl_zgd

Lorsque q # Z, l'opérateur Q4 n’est pas a trace. >

3. La question de savoir si l'opérateur (Qz est & trace, demeure, & notre connaissance, ouverte.
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Remarque. La Proposition II.1 demeure valable lorsque la coupure ultraviolette brutale est

remplacée par une coupure plus réguliére donnée par l'opérateur DS. La densité de charges

Pos reste intégrable, et son intégrale satisfait I'identité (I1.53), a la condition de remplacer la
q

constante B par la valeur

B 1/1 i d
— Z.
Yoo (-2 (14 i)

L’opérateur Qg n’est pas a trace lorsque ¢ # Z. Dans la suite, nous nous limiterons a la coupure
ultraviolette brutale. Nous renvoyons a [67] pour le cas de la coupure réguliére.

Cette singularité mathématique souléve une difficulté quant & l'interprétation physique de
lopérateur Q. En principe, cet opérateur décrit N électrons a travers la condition tr(Qy) = N.
Cependant, le potentiel électrostatique total qu’il engendre, combiné & la densité v, ne vaut pas
a(Z — N)/|z|, lorsque |z| est assez grand, comme ce devrait étre le cas, mais est de 1'ordre de

« Z —N

V ~
ph(x) 1+04BA ‘.’IJ’

(I1.54)

Passer & la limite A — 400 semble étre une solution pour résoudre cette difficulté, et, qui
plus est, se débarrasser de la coupure ultraviolette. Ce n’est pas le cas. La constante By diverge
de maniére logarithmique lorsque A — +00, comme l'indique son développement & l'ordre deux,

2 5 2 1
By=o-(A) - - +--In@)+ O (5). 1155

AT s n(A) 97r+37r n()+A—>+oo A2 ( )
Par la formule (I1.54), le potentiel Vjpys s’évanouit donc dans cette limite, ce qui n’a guére de
sens sur le plan physique.

Cette divergence logarithmique apparait aussi en électrodynamique quantique. Elle se traite
par un procédé de renormalisation de la charge, lequel consiste & admettre que la constante de
structure fine mesurée, n’est pas la constante nue «, mais la constante observée oy, donnée
par la formule (28). Ce procédé, qui revient a un changement d’unités, passe par la définition
de quantités observées, en lieu et place des quantités nues introduites dans le modéle initial
(voir I'ouvrage de F.J. Dyson [48]). Dans le cas du modéle de Bogoliubov-Dirac-Fock réduit, le
minimiseur global @),, ou les minimiseurs sous contrainte ()4, sont entiérement déterminés, a
travers les équations (I1.18) et (I1.32), par la seule densité totale, v — pg,, ou v — pg,, au moins
pour « suffisamment petit. On peut donc se contenter de définir une densité totale observée ppp,.
La définition la plus plus cohérente est alors celle de la formule (30), laquelle garantit que le
potentiel observé V,, se présente sous la forme (29).

Se pose bien siir la question de la pertinence de cette renormalisation dans le cas d'une approxi-
mation de ’électrodynamique quantique telle que le modéle de Bogoliubov-Dirac-Fock réduit.
Répondre a cette question nécessite de recouvrer, au moins de maniére approchée, les résultats
perturbatifs de I’électrodynamique quantique. Dans le cas du modéle de Bogoliubov-Dirac-Fock
réduit, il s’agit de développer la densité totale p,, par rapport au petit parametre ayy, et de
vérifier que les termes du développement sont identiques & ceux calculés par 1’électrodynamique
quantique dans les mémes conditions, soit en particulier, en ’absence de photons.

Le développement calculé & partir de I’électrodynamique quantique est indépendant de la cou-
pure ultraviolette A. Cette propriété passe par une renormalisation multiplicative du paramétre
@, qui exprime la constante de structure fine observée oy, sous la forme oy, = Zza (voir les
ouvrages de J.D. Bjorken et S.D. Drell [20] et de C. Itzykson et J.-B. Zuber [87]). La constante
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positive Z3 dépend de la coupure ultraviolette A a travers la formule (28), de sorte que tout
développement perturbatif dépend maintenant de Z3, en lieu et place de A. Il n’en est rien. Dans
le cas du vide polarisé représenté par le minimiseur global @, de I’énergie E7BPF | les termes du
développement de la densité totale observée p,, sont indépendants de Z3.

Théoréme I1.5 ([68]). Soit m € N, et v € L*(R3) N C(R3) telle que
/ In (1+ k)" 2 [5(k)|2dk < +o0.
R3

On note ppp(opn, Z3), la densité totale observée, qui est définie, a partir de la densité pg, du
minimiseur Q,, de ’énergie ETPPE sur I’ensemble Q™, par les formules (28) et (30), ot la coupure
ultraviolette A est fixée de sorte que By = (1 — Z3)/opp,.

(i) Etant donné un nombre 0 < e < 1/2, il existe deux constantes K et a, qui ne dépendent que

de m, € et v, et une famille de fonctions (vn)o<n<m de L*(R3) NC(R3), telles que

oo S Ko+, (I1.56)

m
prh(aphv Z3) - Z Vnagh‘
n=0

quels que soient 0 < app <a et e < Z3 <1 —e.
(ii) La fonction vy est identiquement égale a v. Les fonctions vy, sont définies par la relation de
récurrence

n
v1 =U(v), et vy, =U(Vp-1) + Z Z Fi(Vnys---sn,), (IL.57)
Jj=3 ni+--+nj=n—j
pour n > 2. Dans cette formule, U désigne 'opérateur de Uehling défini comme le multiplicateur
de Fourier associé a la fonction

2 1 2 _ 2t _ 2 A 2 A 2
U ):|1<;\/0 S5 125V + |k| (‘k|2_2)1n<\/ + |k| —i—\k])‘

- 2(1_-2 -
4 1+w 97|k|? 3m|k|3 VA+ kP — |k
Les non-linéarités Fj(p1,. .., pu;) sont définies comme les densités de charges des opérateurs
1ot 1 11
(i) = e [ T (s =),
@lpseeesptg) = 5 /OO DV +in 11 (””* ] D0+m) 1

(iii) Les fonctions v, ne dépendent pas de la valeur de Zs, mais uniquement de la densité de
charges extérieure v.

Remarque. Soulignons & nouveau que le Théoréme I1.5 n’est démontré que pour le minimiseur
global @, de I'énergie E7BPF sur 'ensemble Q. L’extension au cas d’un minimiseur Q4 dans
un secteur de charges QA (q) reste, & notre connaissance, ouverte.

Outre qu’elles ne dépendent pas de la constante Zs3, les valeurs des fonctions v, sont cohérentes
avec les résultats de I’électrodynamique quantique. La fonction v est égale a la densité de charges
extérieure v, qui est la densité totale du systéme dans le cas non relativiste. La fonction vy
engendre un potentiel coulombien égal au potentiel de Uehling, lequel est donné par

2
1 ay, [T 172 1 ot V(Y)
v — ot x = 2 2-1)i(5+ ) / 2e=ylt YY) _ 4.\ gt
ven(¥) = appvr * lz| 37 J; ( ) t2 + 4 R3 ¢ |z — y| 4

Ce potentiel est le premier terme correctif, calculé par les méthodes perturbatives de 1’électro-
dynamique quantique, pour le potentiel engendré par le vide polarisé.

Comme dans le cas de ’électrodynamique quantique, se pose la question de la convergence de
la série > Vnagh. Afin de tenter d’y répondre, nous avons calculé les estimations suivantes des
fonctions v,.
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Proposition I1.2 ([68]). Soit v € L2(R3)NC(R3). Il existe des constantes positives A et K telles
que
A+ e ¢

(11.58)

11 +2)™ " ()l 120 <A™ max {H(l +U)" (V) L2ne, (K log(m)

quels que soient m € N et 0 <n < m.

Méme dans le cas d’une fonction v dont la transformée de Fourier est & support compact, ce
qui implique que
1A +U)" W)l L2ne < C,

pour une constante positive C, les estimations (I1.58) sont loin de fournir la convergence de
la série Zl/nagh, ou méme de sa transformée de Borel Zunagh /n!, comme il est quelquefois
envisagé. Elles inclinent plutot & penser que le développement ne reste qu’asymptotique (voir
l'article de F.J. Dyson [47]| dans le cas de l'électrodynamique quantique). Cette question reste
néanmoins, & notre connaissance, toujours ouverte.

b. Quelques éléments des preuves de la Proposition II.1 et du Théoréme I1.5

La preuve de la Proposition II.1 reprend les arguments développés dans la démonstration du
Théoréme II.1. Rappelons que le minimiseur @), s’écrit par les identités (I1.43) et (I11.44),

Qq = Q1 + Q2 + a*Q3 + a* Q) + Qetec + 7q- (11.59)

Dans ce développement, tous les opérateurs sont a trace, & ’exception possible des opérateurs
Q1 et Q2. La preuve du Théoréme II.1 garantit cependant que la densité de charges pg, est
intégrable, tandis que pg, est identiquement nulle.

L’égalité (I1.53) repose sur une décomposition alternative de I'opérateur Q4. Un opérateur I
sur H® peut s’exprimer sous la forme

P=r*t 4+ " 4+t 4T,

Les opérateurs I'** sont ici donnés par I't* = PgI’Pi, ou P? = Id — P°. Lorsque I' est un
opérateur A trace, tous les opérateurs I'++ restent a trace. De plus, comme P? et Pfg sont deux
projecteurs orthogonaux, les traces de '™~ et ' sont nulles. Les intégrales de leur densité sont
par suite également nulles.

Appliquer ces arguments a 'identité (I1.59) conduit & 'expression

/R3 qu = /RS pQ‘}F+ + /R3 th;f + a/RS inkarQ;#» (1160)

A
PO’

intégrales de leurs densités vaut de plus

Comme (), appartient a 'espace & les opérateurs QZ]H' et (), sont a trace. La somme des

Lopare+ [ pay = (@) +6@;7) = trpo(Qu) = (1L.61)

L'opérateur Q1 est, quant & lui, donné par la formule (I1.45), laquelle implique que Q" =
Q7 =0, soit que @1 = Qf ~ + Q7 . Par la formule (IL.46), il s’ensuit que

/Rs Potr—+oit = /Rs P = _BA</R?, PQqy /Rs ”)'
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Combinée aux formules (I1.60) et (II.61), cette derniére identité procure la formule (I1.53).
Lorsque ¢ # Z, l'opérateur ), ne peut donc étre & trace. Dans ce cas, l'intégrale de la den-
sité pg, serait égale & ¢, ce qui démentirait la formule (I1.53).

La preuve du Théoréme I1.5 découle, quant a elle, du développement de ’équation (I1.23)
par rapport a la constante de structure fine nue «. Par la formule de Cauchy, cette équation
s’exprime de facon identique a I’équation (I1.44) sous la forme

1 “+o00 1 1 too N
o1 _ dn =S "ol OM. 11.62
@ 271'/00 <DQV+Z'77 D0+m> " ;a @ (I1.62)

Nous avons ici supposé que la condition (II1.24) est satisfaite, afin que l'opérateur v dans la
formule (I1.23) soit nul. Les opérateurs Qﬁ\ sont donnés par

o7 1 [t 1 (H( ) L 1 )kd
\_ . v L) PO A
I T Ton | DOy gAY TP ARy )

La dépendance en la coupure ultraviolette A apparait explicitement, & travers les opérateurs de
coupure IIj définis par

Vfe L2(R37 (C4)’ HA(f) = le(O,A)'

Le développement (I1.62), a priori formel, est a 'origine du développement asymptotique du
Théoreme IL.5. Traduit en terme des transformées de Fourier des densités pg, et pga, il s’écrit
J

53, (k) = —aBY (k) (50, (k) — 9(k)) + Fx (alv — pa,)) (k). (11.63)

La densité Pop est ici substituée par sa valeur (I1.46). La non-linéarité F) est égale a

FA(M) = Z F2n+1,/\(/1'7 s 7:“’)7 (1164)
n>1
ot les applications Fy, p(f1,- .., tn) désignent les densités de charges des opérateurs
1ot 1 £ 1 1
R = — —_— IAp; x —11 7,>d.

Les applications Fj, o sont identiquement nulles lorsque n est pair (voir I'article de W.H. Furry
[52]), ce qui explique la définition (11.64) de la fonctionnelle Fj.

Dans les variables observés ayy, et ppp, définies par les formules (28) et (30), I’équation (I1.63)
se réduit a

(1 — apnUn(K)) i (k) + Fr (apnppn ) (k) = Ta (k)

ou Up(k) = Bx — B (k) et vx(k) = v(k)1p(,24)(k). La substitution dans cette équation de la
fonction py,, par un développement formel de la forme

Pph = D Vn A, (I11.65)
n>0

fournit la valeur des coefficients v, a. Ils sont donnés par les relations de récurrence

n
Vo = VA, via =Un(vA), et vna =Ur(Vno1a) + Y Fja(vaasivaga),
Jj=3 ni+-+n;=n—j
(IL66)
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pour n > 2, ott Uy désigne le multiplicateur de Fourier associé a la fonction Uy .

Le développement (I1.56) s’obtient alors en deux étapes. Il s’agit d’abord de justifier le déve-
loppement formel (I1.65) comme un développement asymptotique jusqu’au rang m de la fonction
pph- Sous les hypothéses du Théoréme I1.5, cette affirmation est vérifiée a travers I'inégalité

< Koot (I1.67)

m
n
— g Y
prh ”’A%h‘ 2nc — ’
n=0

valable pour a,, suffisamment petit.

I s’avére ensuite nécessaire de comparer les coefficients v, A aux fonctions v,. Les définitions
(IL.57) et (I1.66) de ces deux familles de fonctions sont proches. La différence se réduit a l'intro-
duction de la coupure ultraviolette A dans le second cas. Dans la limite A — 400, cette coupure
disparait. En d’autres termes, les fonctions Uy et F, A convergent, en un sens a préciser, vers les
fonction U, respectivement, F,,. Nous renvoyons a [68] pour plus de précisions & ce sujet. Quoi
qu’il en soit, les fonctions v, o convergent vers les fonctions v, dans la limite A — +o0.

Cependant, ce n’est pas la limite A — 400 qui est considérée dans le Théoréme I1.5, mais la
limite oy, — 0, avec une coupure ultraviolette A fixée de sorte que la quantité Zs = 1 — app, Ba
soit constante. Cette relation est le point crucial de la preuve. Par la formule (I1.55), la fonction
By diverge de maniére logarithmique lorsque A — 4o0. Fixer la quantité 1 — o, Ba revient a
supposer que A est une fonction du parameétre a,,, de I'ordre de

37TZ3
200pp ’

A =~ exp

lorsque oy, — 0. Le développement de Taylor a 'origine de l'inverse de cette fonction est iden-
tiquement nul. Il ne peut jouer aucun réle dans le développement asymptotique de la densité
observée ppp,. C'est cette derniére propriété qui explique que les fonctions limites v, ne puissent
dépendre du coefficient Z3. Sous les hypothéses du Théoréme I1.5, ceci se traduit par les estima-
tions
YO <n<m, [[vha —vnllr2ne < Ka;'}j'l_”.

Le développement (I1.56) est alors une conséquence directe de 'inégalité (I1.67), ce qui achéve
la preuve du Théoréme I1.5, ainsi que ’analyse du modéle de Bogoliubov-Dirac-Fock réduit.
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