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École doctorale :
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Résuḿe

Le récent développement des menaces terroristes renforce l’effort de recherche du
CEA et d’EDF pour la protection des citoyens et des installations. De nombreux scénarios
doivent être envisagés comme, par exemple, la chute d’un avion de ligne sur une structure
de génie civil. La dispersion du carburant dans la structure, son embrasement sous forme
de boule de feu et les effets thermiques associés sont des éléments essentiels du problème.
L’utilisation de modèles numériques est indispensable car des expériences seraient diff -
ciles à mettre en œuvre, coûteuses et dangereuses.

Le problème type que l’on cherche à modéliser est donc l’impact d’un réservoir rempli
de f uide, sa déchirure et la dispersion de son contenu. C’est un problème complexe qui
fait intervenir une structure mince avec un comportement fortement non-linéaire allant
jusqu’à rupture, un f uide dont la surface libre peut varier drastiquement et des interac-
tions f uide-structure non permanentes. L’utilisation des méthodes numériques tradition-
nelles pour résoudre ce problème semble diff cile, essentiellement parce qu’elles reposent
sur un maillage. Cela complique la gestion des grandes déformations, la modélisation
des interfaces variables et l’introduction de discontinuités telles que les f ssures. Af n de
s’affranchir de ces problèmes, la méthode sans maillage SPH (≪ Smoothed Particle Hy-
drodynamics ≫) a été utilisée pour modéliser le f uide et la structure.

Ce travail, inscrit dans la continuité de recherches précédentes, a permis d’étendre un
modèle de coque SPH à la modélisation des ruptures. Un algorithme de gestion des inter-
actions f uide-structure a également été adapté à la topologie particulière des coques. Af n
de réduire les coûts de calcul importants liés à ce modèle, un couplage avec la méthode
des éléments f nis a également été élaboré. Il permet de n’utiliser les SPH que dans les
zones d’intérêt où la rupture est attendue. Finalement, des essais réalisés par l’ONERA
sont étudiés pour valider la méthode.

Ces travaux ont permis de doter le logiciel de dynamique rapide Europlexus d’un outil
original et eff cace pour la simulation des impacts de structures minces en interaction avec
un f uide. Un calcul démonstratif montre enf n la pertinence de l’approche et sa mise en
œuvre dans un cadre industriel.

M OTS CLÉS: sans maillage, SPH, coque, dynamique, rupture, impact, interactions
f uide-structure
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1.5.2 Modif cation de la base intrinsèque . . . . . . . . . . . . . . . . 27
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4.6.2 Réservoir plein . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 147

4.7 Conclusions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 148

5 Validation expérimentale 151
5.1 Campagne expérimentale ONERA . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 153

5.1.1 Dispositif expérimental . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 153
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2.24 Schéma du dispositif expérimental [RUS 09]. . . . . . . . . . . . . . . . 83
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4.3 Déf nition du couplage Arlequin. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 125
4.4 Voisinage d’un point de Gauss. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 135
4.5 Utilisation de SP additionnels. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 135
4.6 Vitesse initiale et maillage de la plaque. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 137
4.7 Inf uence de la fonction de mélange: vitesse au centre de la plaque. . . . . 138
4.8 Inf uence de la fonction de mélange: vitesse au centre de la plaque (zoom). 138
4.9 Inf uence du raff nement SPHC: vitesse au centre de la plaque. . . . . . . 139
4.10 Inf uence du raff nement SPHC: vitesse au centre de la plaque (zoom). . . 139
4.11 Inf uence de rg: vitesse au centre de la plaque (zoom). . . . . . . . . . . . 140
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4.21 Maillage du réservoir plein. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 147
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5.7 Jet à t = 2.5 ms(essai E20A2). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 158
5.8 Forme du jet (essai E20A2). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 158
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1.1 Consistance de la méthode SPH [BEL 96a] [LIU 10]. . . . . . . . . . . . 20

2.1 Coeff cients d’endommagement plastique ductile à 20°C. . . . . . . . . . 53
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Introduction

Contexte

Le récent développement des menaces terroristes renforce l’effort de recherche du
CEA et d’EDF pour la protection des citoyens et des installations. De nombreux scénarios
doivent être envisagés comme, par exemple, la chute d’un avion de ligne sur une structure
de génie civil, à l’instar des attentats du 11 septembre 2001.

Suite au crash accidentel, pour cause de mauvaise visibilité, d’un bombardier B-25 sur
l’Empire State Building à New York en 1945, les tours du World Trade Center avaient été
dimensionnées pour résister à l’impact du plus gros avion de ligne de l’époque, le Boeing
707. Lors des attentats du 11 septembre 2001, les structures ont effectivement résisté
au choc provoqué par les Boeing 767 qui les ont percutées. Cependant, la dispersion de
carburant dans les structures et son embrasement sous forme de boules de feu n’avaient
pas été pris en compte lors du dimensionnement. Ainsi, les effets thermiques associés aux
incendies ont probablement affaibli les structures métalliques et provoqués l’effondrement
des tours.

La présence de carburant dans les avions est donc un paramètre important des
problématiques de crash. Le tableau 1 montre que celui-ci représente généralement entre
40 et 50 % de la masse totale de l’appareil au décollage, soit plusieurs centaines de mil-
liers de litres pour les plus gros avions. De plus, la f gure 1 montre que ce carburant est
situé essentiellement dans les ailes, ce qui facilite sa dispersion et son écoulement en cas
de crash.

Ces exemples montrent qu’il est indispensable d’étudier les éventuels effets du carbu-
rant pour prévoir correctement les conséquences d’un crash. Une approche expérimentale

Appareil Volume (l ) Masse (t) Part dans la masse au décollage (%)
A380 325000 260 48
747-400 216000 173 43
777-200 202000 161 47
A340-300 140000 116 41
757-200 43000 35 30

TABLE 1: Capacités en carburant des principaux avions de ligne [MAU 08a].
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FIGURE 1: Schématisation de la localisation des réservoirs d’un 747-400.

a été menée dans ce sens en 1984 par la NASA et l’Aviation Civile Américaine.
L’expérience, connue sous le sigle CID (≪Controlled Impact Demonstration≫), consistait
à télécommander le crash d’un Boeing 720 af n d’étudier l’inf uence d’un additif de carbu-
rant, baptisé FM-9, sur la formation de la boule de feu. L’objectif était également de tester
de nouveaux dispositifs de sécurité (sièges, ceintures, vitres anti feu) tout en mesurant
divers paramètres (efforts durant le crash, données du vol). Il s’agissait de faire atterrir
l’avion avec les trains d’atterrissage rentrés af n que les ailes percutent des plots f xés sur
la piste. L’expérience n’a pas été couronnée de succès suite au manque de contrôle de
l’avion qui s’est posé de biais, comme on peut le voir sur les f gures 2(a) et 2(b). L’ajout
de FM-9 dans le carburant n’a pas empêché la formation d’une boule de feu, visible sur
les f gures 2(c) et 2(d). Cet exemple montre que de telles expérimentations sont :

• diff ciles à mettre en œuvre (échec partiel du projet CID),
• longues à réaliser (1 an de préparation),
• coûteuses (équivalent à 1000 crashs tests automobiles [NOU 09]),
• potentiellement dangereuses (incendies).

Pour toutes ces raisons, l’approche expérimentale est souvent exclue dans ce type de
problématique. L’utilisation de modèles numériques est donc indispensable.

État de l’art

Les méthodes basées sur l’utilisation d’une grille ou d’un maillage sont aujourd’hui
les approches dominantes en simulation numérique.

Dans le cadre des formulations lagrangiennes, comme la méthode des éléments f -
nis (MEF), le maillage est attaché à la matière et se déforme en conséquence. Cette ap-
proche est attractive, notamment en mécanique des structures, pour plusieurs raisons : les
équations à résoudre ne présentent pas de termes convectifs, l’historique des champs de
variables en un point matériel est facile à obtenir, les géométries compliquées sont traitées
simplement en utilisant des maillages irréguliers et seul le domaine étudié doit être maillé.
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(a) (b)

(c) (d)

FIGURE 2: Crash expérimental d’un Boeing 720 [STE 11].
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Cependant, la génération du maillage est généralement un processus long et complexe. De
plus, ces méthodes deviennent ineff caces lorsque le maillage subit des distorsions impor-
tantes : la précision de la simulation peut être rapidement dégradée, de même que son
eff cacité, notamment en dynamique explicite où le pas de temps est directement lié à la
taille des éléments. Dans ce cas, le calcul peut éventuellement ne pas aboutir. La solu-
tion parfois choisie consiste à remailler le domaine d’étude af n de remplacer le maillage
distordu par un maillage sain. L’opération est souvent coûteuse et complexe et la pro-
jection des données entre les maillages conduit à des imprécisions (perte ou apparition
d’énergie). Enf n, la connectivité des maillages étant f xe, il est généralement diff cile
de représenter des discontinuités, comme des f ssures. Le récent développement de la
méthode X-FEM [MOE 99] ouvre de nouvelles possibilités pour ce type de problèmes.
Cependant, la méthode est diff cilement applicable lorsque le nombre de discontinuités
devient important.

Une approche alternative réside dans les formulations eulériennes, comme la méthode
des différences f nies, pour lesquelles le maillage est f xe en temps et voit la matière
s’écouler . Dans ce cas, les grandes déformations n’inf uencent pas le maillage qui reste
ainsi valide. C’est pourquoi cette approche est populaire en mécanique des f uides. Ce-
pendant, ces méthodes présentent également des inconvénients : il est diff cile d’obtenir
l’historique d’un champ de variables en un point f xe de la matière, il n’est pas aisé de trai-
ter des géométries complexes et la position des surfaces libres, des bords, des interfaces
et des discontinuités est diff cile à déterminer précisément. De plus, les calculs sont par-
fois coûteux car il est nécessaire de mailler l’ensemble du domaine dans lequel la matière
évolue.

Des méthodes combinant les deux approches ont également vues le jour, comme par
exemple la méthode ALE (≪ Arbitrary Lagrangian Eulerian ≫) [HIR 74]. Elle consiste
à réaliser des calculs lagrangiens tout en se donnant la possibilité de faire évoluer le
maillage indépendamment de la matière pour éviter, par exemple, des distorsions im-
portantes. La méthode n’est pas très éloignée du remaillage parfois utilisé en EF. Cette
approche a été appliquée avec succès dans de nombreux domaines et codes de calcul, no-
tamment pour les problèmes d’interactions f uide-structure. Cependant, elle peut encore
introduire des erreurs conséquentes dans les simulations en cas de distorsion importante
du maillage.

Les méthodes basées sur un maillage ou une grille possèdent donc toutes un certain
nombre de limitations, résumées ci-dessus. Ces problèmes sont particulièrement impor-
tants pour les simulations d’impacts et d’explosions pour lesquelles on doit modéliser de
grandes déformations, des interfaces variables et des discontinuités. Face à ce constat,
des méthodes numériques sans maillage ont fait leur apparition. L’idée est d’étudier un
domaine à l’aide d’un ensemble de nœuds dont la connectivité peut évoluer au cours
du temps. Ces approches ont été développées dans l’espoir de rendre naturel le traite-
ment des grandes déformations et l’introduction de discontinuités telles que les f ssures.
D’autres avantages sont également attendus : une plus grande souplesse dans l’élaboration
de la discrétisation, de meilleures propriétés de continuité des fonctions de forme et une
indépendance des résultats vis à vis de la discrétisation.
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Historique des méthodes sans maillage

La première tentative pour élaborer une méthode numérique sans maillage est at-
tribuée à Daly [DAL 65] qui a imaginé en 1965 la Méthode des Particules et des Forces
(MPEF) pour simuler des impacts de corps f uides. Gingold et Monaghan [GIN 77]
et Lucy [LUC 77] ont ensuite développé la méthode ≪ Smoothed Particle Hydrodyna-
mics ≫ (SPH) dans le domaine de l’astrophysique. Dès lors, l’intérêt pour ces approches
n’a cessé de croı̂tre, si bien qu’aujourd’hui de nombreuses méthodes existent. Il est pos-
sible de les classer selon leur formulation forte ou faible et selon la nature de leurs fonc-
tions de forme.

Les méthodes basées sur une formulation forte sont les plus anciennes. La plus connue
et utilisée est probablement la méthode SPH, dont l’approximation est basée sur une fonc-
tion noyau spline cubique. Af n d’en améliorer les performances, des fonctions de forme
plus élaborées ont été développées [LIU 95] et la méthode baptisée ≪ Reproducing Ker-
nel Particle Method ≫ (RKPM). Dans cette catégorie, on peut également citer la méthode
des différences f nies généralisées [LIS 80], la méthode ≪ vortex ≫ [CHO 73] et certaines
formes de la méthode ≪ Particle-In-Cell ≫ (PIC) [CUS 00].

Plus récemment, au début des années 1990, des méthodes basées sur des formulations
faibles ont été développées. La plus ancienne est la méthode des éléments diffus (DEM)
[NAY 92]. Elle est basée sur une formulation faible globale et des fonctions de forme dı̂tes
intrinsèques construites sur une approximation moindres carrés mobiles. Elle a ensuite été
améliorée et renommée ≪ Element Free Galerkin ≫ (EFG) [BEL 94b]. On peut citer ici la
méthode RKPM qui existe également sous une forme faible globale. Ces approches ont
ensuite été généralisées par l’introduction de fonctions de forme dı̂tes extrinsèques et du
concept de partition de l’unité, donnant naissance aux méthodes ≪Partition of Unity Finite
Element Method≫ (PUFEM) [MEL 96] et ≪ hp-clouds ≫ [DUA 95]. Toutes ces méthodes
utilisent généralement un maillage de fond pour réaliser les intégrations numériques, si
bien qu’on considère parfois qu’elles ne sont pas réellement sans maillage. Des solutions
basées sur une formulation faible locale n’utilisant pas de maillage de fond ont donc vues
le jour. Il s’agit par exemple de la méthode ≪Meshless Local Petrov-Galerkin ≫ (MLPG)
[ATL 02] et de la méthode du point mobile [ONA 96].

Les formulations faibles sont généralement plus stables et précises que les formula-
tions fortes. Cependant, la nécessité de réaliser des intégrations numériques les rend plus
couteuses en temps de calcul et complexif e la gestion des ruptures. C’est pourquoi, les
formulations fortes sont parfois privilégiées pour simuler les problèmes d’impact, de per-
foration et de fragmentation. Dans ce travail, le choix a donc été fait d’utiliser la méthode
SPH et ses évolutions successives. Il faut cependant noter que les méthodes basées sur une
formulation forte présentent d’autres inconvénients, notamment concernant la gestion des
bords libres du domaine.
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Introduction

Cadre et objectifs de la th̀ese

Le problème type que l’on cherche à modéliser est l’impact d’un réservoir rempli de
f uide, sa déchirure et la dispersion de son contenu. On peut distinguer trois composantes
dans ce problème :

• une structure mince soumise à de fortes non-linéarités géométriques et matérielles
aboutissant à sa rupture,

• un f uide présentant également un comportement non-linéaire, notamment des
phénomènes de ≪ sloshing ≫ et d’éclaboussures,

• une interaction f uide-structure non-permanente, c’est à dire dont la topologie varie
au cours du temps.

Pour une situation d’étude donnée, le modèle devra apporter des éléments de réponse pour
les deux questions simples suivantes :

• le réservoir est-il rompu ?
• si oui, quel est le débit de fuite de son contenu ?
Comme décrit précédemment, les approches sans maillage semblent particulièrement

adaptées pour simuler ce type de problèmes. Un premier travail de thèse, soutenu en
2008, a été mené par Bertrand Maurel [MAU 08a] dans ce sens. Au cours de ce travail,
un modèle SPH coque (SPHC) a été implémenté au sein du logiciel de dynamique rapide
Europlexus, ainsi qu’un algorithme de traitement des interactions f uide-structure. Il s’agit
de la première application de la méthode SPH à la théorie des coques.

Le présent travail s’inscrit dans la continuité des recherches présentées dans
[MAU 08a]. Il s’agit d’améliorer les performances de la coque SPH développée
précédemment, d’étendre la méthode à la simulation des phénomènes de rupture et rendre
possible son utilisation dans un cadre industriel. La thèse est réalisée dans le cadre d’une
coopération entre le CEA, EDF R&D et le Laboratoire de Mécanique des Contacts et des
Structures. Les développements sont de nouveaux réalisés dans le logiciel Europlexus.

Plan du mémoire

Le mémoire est organisé en cinq chapitres. Le premier est consacré à la présentation
de la méthode SPH. Après un bref historique, la méthode et son application en dynamique
des f uides sont exposées. L’extension de la méthode à la dynamique des structures, les
verrous scientif ques associés et les solutions fournies par la communauté, sont ensuite
détaillés. Finalement, la modélisation des discontinuités est rapidement abordée.

Dans le deuxième chapitre, le modèle SPH de coque de Mindlin-Reissner développé
par Maurel et Combescure [MAU 08a] est tout d’abord exposé. Le pas de temps critique
du schéma d’intégration en temps et le problème de verrouillage en cisaillement trans-
verse sont étudiés. La méthode est ensuite étendue pour modéliser la rupture des struc-
tures minces : pour cela, une transition endommagement-f ssuration a été élaborée et des
discontinuités fortes introduites dans le modèle. La dernière section est consacrée à des
exemples numériques de f ssuration, multi-f ssuration, perforation et fragmentation.
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Introduction

Le troisième chapitre présente la modélisation des interactions f uide-structure non
permanentes par la méthode des Pinballs. La méthode est modif ée pour une meilleure
prise en compte de la topologie des coques et appliquée au cas de l’impact d’un réservoir.

Le quatrième chapitre présente un couplage SPHC-EF de coque élaboré dans le forma-
lisme Arlequin. L’objectif est de réduire les temps de calculs, prohibitifs pour un modèle
purement SPH, en utilisant les SPHC uniquement dans les zones d’intérêt. Après un ex-
posé de la théorie de couplage, des cas élémentaires de validation sont présentés, puis
l’exemple de l’impact d’un réservoir est de nouveau étudié.

Le dernier chapitre est consacré à la validation expérimentale du modèle. Les essais,
réalisés en 2006 par l’ONERA de Lille, sont représentatifs de la rupture d’un réservoir
consécutive à un impact. Le cadre expérimental est présenté et les essais sont ensuite
simulés.

Finalement, les conclusions de ce travail sont exposées, ainsi que les perspectives et
les développements futurs à envisager.
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Chapitre 1

La méthode SPH

Ce chapitre est d́edíe à la présentation de la ḿethode SPH.
Après un bref historique, les principes de la méthode sont

expośes, ainsi que leur application dans le cadre d’un modèle
de fluide qui sera celui utiliśe dans la suite de ce travail. Les

notions ńecessaires̀a l’extension de la ḿethodeà la
mécanique des structures sont ensuite présent́ees. Des

éléments pour la mod́elisation des discontinuités, telles que
les fissures, sont finalement abordés.
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Historique

1.1 Historique

La méthode SPH est l’une des plus anciennes méthodes sans maillage pour la simu-
lation numérique en mécanique. Elle a été inventée en 1977 simultanément, semble-t-il,
par Lucy [LUC 77] et Gingold et Monaghan [GIN 77] dans le cadre de l’astrophysique :
il s’agissait de simuler des phénomènes tels que la formation et l’évolution d’étoiles et de
galaxies. Le mouvement collectif de ces corps est, en effet, proche de celui d’un liquide ou
d’un gaz et peut donc être modélisé par les équations traditionnelles de la mécanique des
f uides. La méthode était initialement de type probabiliste car il est possible d’interpréter
la fonction ≪ cloche ≫ qu’elle utilise comme une probabilité concernant la position d’un
corps. Cependant, elle est rapidement devenue une méthode déterministe et est mainte-
nant appliquée majoritairement dans ce cadre. La méthode SPH est, encore aujourd’hui,
utilisée pour la simulation de collisions d’étoiles, de supernovas ou de galaxies ou bien
encore la coalescence de trous noirs.

La méthode a ensuite connu un essor important à travers son application en dynamique
des f uides. Elle a notamment été appliquée à la simulation de f uides compressibles, in-
compressibles et multi-phasiques. C’est encore aujourd’hui sont principal champ d’ap-
plication. La méthode a même été utilisée pour des problèmes de thermique et d’électro-
magnétisme par exemple.

L’extension de la méthode à la mécanique des structures est plus récente, notamment
parce qu’elle s’est heurtée à des verrous scientif ques qui seront décrits dans la section
1.4. Il semble que Libersky et al. [LIB 91], [LIB 93] soient les premiers à avoir utilisé
les SPH en mécanique des structures, pour la modélisation des impacts hautes vitesses
et des phénomènes de rupture, perforation et fragmentation. Ils ont été suivis par Benz
et Asphaug [BEN 93], [BEN 95] qui ont utilisé les SPH pour modéliser la rupture des
matériaux fragiles. Johnson [JOH 96a], [JOH 96b] a également modélisé des impacts et
des perforations avec des SPH. La méthode est aujourd’hui essentiellement appliquée
dans les domaines des impacts, impacts hautes vitesses, explosions et fragmentations.
L’extension de la méthode SPH à la mécanique des structures a donné lieu à de nom-
breuses et indispensables améliorations, dont les majeures seront décrites dans la section
1.4.

La méthode SPH a donc été appliquée à de nombreux domaines, si bien que le terme
≪Hydrodynamics≫ du sigle n’est plus adapté. Certains auteurs ont ainsi essayé de rebap-
tiser la méthode ≪ Smoothed Particle Mechanics ≫, mais le terme ≪Hydrodynamics ≫ est
souvent conservé pour les raisons historiques décrites dans cette section. Les références
[LIU 03] et [LIU 10] constituent de bonnes introductions à la méthode, le lecteur pourra
s’y référer.

1.2 Principe

Cette section décrit rapidement les principes de la méthode SPH, depuis la
discrétisation du problème jusqu’à l’établissement des équations, en passant par
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1. La méthode SPH

l’élaboration des fonctions de forme.

1.2.1 Discŕetisation

Comme décrit précédemment, les méthodes numériques traditionnelles reposent sur
un maillage dont la topologie f xe entraine un certain nombre de limitations. Considérant
un domaine Ω de frontière ∂Ω, les méthodes sans maillage proposent de discrétiser le
problème par un ensemble de nœuds dont la connectivité pourra évoluer au cours des
calculs, voir la f gure 1.1.

FIGURE 1.1:Voisinage d’un nœud SPH.

Contrairement à d’autres méthodes sans maillage dans lesquelles les nœuds sont uti-
lisés comme de simples points d’approximation, la méthode SPH attache directement aux
nœuds un sous domaine dont ils transportent les attributs (masse, position, etc) : on parle
de méthode sans maillage particulaire.

La génération d’une telle discrétisation peut être complexe lorsqu’elle n’est pas
régulière. Certains auteurs réalisent des maillage EF triangulaires et placent les nœuds
SPH au centre de gravité des EF ainsi formés, voir la f gure 1.2(a). D’autres utilisent un
diagramme de Voronoı̈ qui permet de discrétiser au mieux et de façon automatique un
domaine avec un ensemble de nœuds, voir la f gure 1.2(b).

1.2.2 Construction des fonctions de forme

1.2.2.1 Approximation d’une fonction

Les fonctions de forme de la méthode SPH sont basées sur une représentation dite
intégrale des fonctions. La valeur d’une fonction f en un point −→x peut en effet s’écrire
sous la forme suivante :

f (−→x ) =
∫

Ω
f (−→x ′)δ(−→x −−→x ′)d−→x ′ (1.1)

où δ est la fonction Dirac. Cette expression peut être approchée en remplaçant la fonction
Dirac par une fonction ≪ cloche ≫ ou fonction noyau, notéeW. Celle-ci doit être à support
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Principe

(a) EF triangulaires [LIU 03] (b) Diagramme de Voronoı̈

FIGURE 1.2:Génération de la discrétisation.

compact ce qui signif e que ses valeurs doivent être non nulles à l’intérieur d’un domaine
et nulles à l’extérieur. En notant h le paramètre de la fonction noyau qui contrôle la taille
du support, on peut écrire l’approximation suivante :

f (−→x ) ∼ 〈 f (−→x )〉 =
∫

Ω
f (−→x ′)W(−→x −−→x ′,h)d−→x ′ (1.2)

La fonction noyau doit satisfaire les conditions suivantes :
• partition de l’unité ∫

Ω
W(−→x −−→x ′,h)d−→x ′ = 1 (1.3)

• support compact

W(−→x −−→x ′,h) 6= 0 quand ‖−→x −−→x ′‖ < 2h et nulle ailleurs (1.4)

• monotonie
W(−→x −−→x ′,h) doit décroitre de manière monotone (1.5)

• propriété du Dirac
lim
h→0

W(−→x −−→x ′,h) = δ(−→x −−→x ′) (1.6)

qui permet d’assurer la convergence de la méthode.

Remarque : selon les notations SPH classiques, le paramètre contr̂olant la taille du
support est h mais la taille de ce support est2h.

Diverses fonctions noyau ont été testées, splines, gaussiennes et exponentielles. Une
fonction spline cubique, notée W3 ou B3, est aujourd’hui communément admise comme
la plus performante, voir la f gure 1.3(a) :

W(−→x −−→x ′,h) = C






3
2

[
2
3
−
( r

h

)2
+
1
2

( r
h

)3]
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h
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4
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2− r

h

]3
si 1<

r
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0 sinon

(1.7)
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1. La méthode SPH

avec r = ‖−→x −−→x ′‖ etC= 10/7πh2 en dimension 2. Il s’agit d’un facteur de normalisation
qui permet d’assurer la condition de partition de l’unité. On remarque que le support est
un disque en dimension 2 et une boule en dimension 3 de rayon 2h. D’autres formes de
supports sont mentionnés dans la littérature : rectangulaires ou elliptiques par exemple.

(a) Fonction noyau [MAU 08a] (b) Dérivée de la fonction noyau [MAU 08a]

FIGURE 1.3:Fonction spline B3.

Les fonctions de forme SPH sont f nalement obtenues en discrétisant l’approximation
intégrale continue 1.2. Pour cela, on réalise une intégration nodale qui permet d’écrire :

〈 f (−→x )〉 =
Nv

∑
j=1

f (−→x j )W(−→x −−→x j ,h)∆Vj (1.8)

où ∆Vj est le volume associé au nœud j et Nv est le nombre de nœuds voisins du point−→x .
Le voisinage du point −→x est donc constitué de tous les nœuds inclus dans sont support,
comme représenté sur la f gure 1.1.

En notant Nj = W(−→x −−→x j ,h)∆Vj , on peut mettre l’approximation sous une forme
similaire à l’écriture classique en EF :

〈 f (−→x )〉 =
Nv

∑
j=1

f (−→x j )Nj (1.9)

La différence avec la MEF réside dans le fait que l’approximation fait intervenir tous les
nœuds présents dans le support du point −→x et pas seulement les nœuds d’un élément. On
peut également remarquer que ces fonctions de forme sont des fonctions d’approximation
et pas d’interpolation comme en EF. En effet, en appliquant l’équation 1.8 à un nœud i
portant une donnée fi , on obtient généralement :

〈 f (−→xi )〉 6= fi (1.10)

Cette propriété est importante car on verra par la suite qu’elle est un obstacle à l’appli-
cation de conditions aux limites essentielles quelconques pour la méthode SPH comme
pour toutes les méthodes sans maillage.
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Principe

1.2.2.2 Approximation du gradient d’une fonction

L’approximation du gradient d’une fonction est basée sur le même principe. On peut
en effet écrire :

−→
∇ f (−→x ) ∼

〈−→
∇ f (−→x )

〉
=

∫

Ω

−→
∇ f (−→x ′)W(−→x −−→x ′,h)d−→x ′ (1.11)

En réalisant une intégration par partie et en appliquant ensuite le théorème de la diver-
gence, on peut écrire :
〈−→

∇ f (−→x )
〉

=
∫

∂Ω
f (−→x ′)W(−→x −−→x ′,h)−→n dS−

∫

Ω
f (−→x ′)

−→
∇ W(−→x −−→x ′,h)d−→x ′ (1.12)

où −→n est le vecteur unitaire normal à la surface ∂Ω. Dans le cas où le support de la
fonction noyau n’intersecte pas le bords ∂Ω du domaine, on a alors :

〈−→
∇ f (−→x )

〉
= −

∫

Ω
f (−→x ′)

−→
∇ W(−→x −−→x ′,h)d−→x ′ (1.13)

et donc en réalisant une intégration nodale :
〈−→

∇ f (−→x )
〉

= −
Nv

∑
j=1

f (−→x j )
−→
∇ W(−→x −−→x j ,h)∆Vj (1.14)

Cette expression permet de transférer l’opération de dérivation d’une fonction sur la fonc-
tion noyau, voir la f gure 1.3(b). On peut déjà remarquer que pour les nœuds SPH au bord
du domaine, cette approximation n’est pas exacte car l’intégrale de surface présente dans
l’équation 1.12 n’est alors pas nulle. On prévoit donc que l’approximation sur les bords
du domaine sera mauvaise.

1.2.3 Formulation d’un probl ème SPH

La méthode SPH est basée sur la forme forte des équations de la mécanique.
Différentes approches existent pour obtenir les équations du modèle discret. Certains au-
teurs écrivent les équations du modèle en chaque nœud du domaine et remplacent la va-
leur d’un champ ou de son gradient au nœud par les approximations 1.8 et 1.14. D’autres
auteurs multiplient les équations fortes par la fonction noyau et intègrent les différents
membres via une intégration nodale combinée à des intégrations par partie, comme dans le
paragraphe 1.2.2.2. Ces différentes approches peuvent aboutir à des modèles légèrement
différents avec des propriétés spécif ques.

Un point intéressant, souligné par de nombreux auteurs, concerne l’équivalence entre
la méthode SPH et les méthodes basées sur une forme faible et une intégration no-
dale. L’opération d’intégration classiquement réalisée pour les formes faibles est intro-
duite par l’intermédiaire des fonctions de forme SPH car celles-ci sont basées sur une
représentation intégrale des champs, comme décrit dans le paragraphe 1.2.2.1. Ce n’est
plus vrai pour les bords du domaine puisque la forme faible introduit automatiquement
des conditions aux limites naturelles, ce qui n’est pas le cas de la formulation SPH.
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1. La méthode SPH

1.3 Application à la mécanique des fluides

Ce section présente l’utilisation de la méthode SPH pour la résolution d’un problème
de mécanique des f uides. Cela permet d’introduire les bases de la méthode tout en
présentant le modèle f uide que nous utiliserons par la suite.

1.3.1 Mod̀ele fluide

Le mouvement d’un f uide est régi par les équations de Navier-Stokes. On suppose
que le f uide est :

• faiblement compressible. L’équation de continuité s’écrit donc :

∂ρ
∂t

+ρdiv(−→v ) = 0 (1.15)

où ρ est la masse volumique, t le temps et −→v le vecteur vitesse. L’hypothèse de
faible compressibilité consiste à négliger le terme ∂ρ/∂−→x .−→v de sorte que les varia-
tions de la masse volumique sont orthogonales au vecteur vitesse −→v . Cela permet
d’éviter l’hypothèse d’incompressibilité qui aboutit à un système d’équations dans
lequel la pression doit être calculée de manière implicite, ce qui est coûteux.

• newtonien, ce qui signif e que les termes visqueux sont proportionnels à la par-
tie symétrique du tenseur des taux de déformation, noté D. La conservation de la
quantité de mouvement s’écrit alors :

∂−→v
∂t

=
1
ρ
−→
div
(

σ
)

(1.16)

avec

σ = −pI +2µD (1.17)

où p est la pression et µ le coeff cient de viscosité dynamique. D s’écrit :

Di j =
1
2

(
∂vi

∂x j
+

∂v j

∂xi

)
(1.18)

• acoustique, ce qui signif e que le f uide vérif e l’équation d’état suivante :

dp= c2dρ (1.19)

où c est la vitesse du son dans l’eau. Cette équation d’état n’est valable que si les
effets de la compressibilité restent faibles, ce qui est l’hypothèse de base du modèle
utilisé. C’est souvent le cas pour l’eau lorsque les vitesses d’impacts restent faibles
par rapport à la vitesse du son dans l’eau.
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Application à la mécanique des f uides

1.3.2 Ŕesolution par la méthode SPH

Les équations 1.15 et 1.16 sont discrétisées à l’aide des approximations 1.8 et 1.14 de
façon à obtenir les équations discrètes du modèle :

• l’équation de continuité pour un nœud i s’écrit :
(

∂ρ
∂t

)

i
−ρi

Nv

∑
j=1

∆Vj
−→v j
−→
∇ Wi j = 0 (1.20)

où Wi j = W(−→xi −−→x j ,h) On remarque que l’équation précédente peut aboutir à une
variation de masse volumique dans le cas d’un champ de vitesse uniforme, ce qui
n’est pas physique. Dans la littérature SPH, on trouve plutôt la forme suivante qui
corrige ce problème :

(
∂ρ
∂t

)

i
−ρi

Nv

∑
j=1

∆Vj
(−→v j −−→vi

)−→
∇ Wi j = 0 (1.21)

• l’équation de conservation de la quantité de mouvement pour un nœud i s’écrit :
(

∂−→v
∂t

)

i
= − 1

ρi

Nv

∑
j=1

∆Vjσ j

−→
∇ Wi j (1.22)

De la même manière, cette équation pose problème car elle ne respecte pas le prin-
cipe d’action-réaction de Newton : l’effort exercé par un nœud i sur un nœud j n’est
pas égal à l’effort exercé par j sur i. Une forme symétrisée de l’équation précédente
est donc souvent utilisée :

(
∂−→v
∂t

)

i
= −

Nv

∑
j=1

mj

(
σ

i

ρ2i
+

σ
j

ρ2j

)
−→
∇ Wi j (1.23)

où mj est la masse portée par le nœud j .
Les équations précédentes pointent du doigt l’un des problèmes majeurs de la méthode

SPH : elle est incapable de représenter exactement un champ constant, d’où la nécessité
de modif er les équations 1.20 et 1.22. On dit alors que la méthode n’est pas consistante
à l’ordre 0. Les équations 1.21 et 1.23 ne sont que des manières de rétablir la consis-
tance à l’ordre 0, minimum requis pour obtenir des résultats convenables. Ce problème
de consistance, plus gênant dans le cadre de la mécanique des structures, est décrit plus
précisément dans la section 1.4.1.

1.3.3 Viscosit́e artificielle

Dès l’invention de la méthode, des problèmes d’instabilités numériques ont été ob-
servés par Gingold et Monaghan, notamment en présence de chocs et d’impacts [GIN 83].
Pour essayer de contrôler ces instabilités, les auteurs ont introduit dans le modèle une
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1. La méthode SPH

pression visqueuse artif cielle. Associée à chaque de couple de nœuds i − j , elle peut
s’écrire :

Π i j = ρi j

{
−α c h µi j +β h2 µ2i j si µi j ≤ 0
0 si µi j ≥ 0 (1.24)

avec ρi j = (ρi +ρ j)/2. α et β sont respectivement les coeff cients de viscosité linéaire et
quadratique, h est le paramètre du support de la fonction noyau et c est la vitesse du son
dans le matériau. En dimension 3, on a :

µi j =
(−→vi −−→v j ).(

−→xi −−→x j )

‖−→xi −−→x j ‖2+ ε2
(1.25)

où ε est un paramètre permettant d’éviter les divisions par 0, pris petit, de l’ordre de
0.1h. L’inf uence de cette viscosité artif cielle peut être importante, d’où la nécessité d’un
choix précautionneux des valeurs α et β. Dans Europlexus, les valeurs conseillées pour
l’eau sont 0.8≤ α ≤ 1.5 et 1≤ β≤ 3.

L’équation de conservation de la quantité de mouvement s’écrit donc désormais :

(
∂−→v
∂t

)

i
= −

Nv

∑
j=1

mj

(
σ

i

ρ2i
+

σ
j

ρ2j
+

Π i j I

ρ2i j

)
−→
∇ Wi j (1.26)

1.3.4 Taille de voisinage variable

Comme on peut le voir sur la f gure 1.3(b), la dérivée de la fonction noyau diminue
avec r/h si ce rapport devient inférieur à 0.7. Cela signif e que deux nœuds se rapprochant
trop voient leur interaction diminuer ce qui n’est pas physique. Il faut donc s’assurer que
le rapport r/h soit toujours supérieur à 0.7. De plus, il faut également garantir que le
support de la fonction noyau contienne toujours un nombre suff sant de nœuds. Pour ces
deux raisons, il est nécessaire de faire évoluer le paramètre h au cours des calculs. Une
valeur de ce paramètre est souvent attribuée à chaque couple de nœuds i− j , calculée par :

hi j = φ
Di +D j

2
(1.27)

où φ est la longueur de lissage adimensionnée, avec 0.8 ≤ φ≤ 1.5 dans Europlexus. Di

et D j sont les diamètres des sphères associées aux nœuds i et j et calculés à partir de la
variation de masse volumique 1.21 et en se rappelant que la masse associée à un nœud est
constante, d’où : (

∂D
∂t

)

i
= −1

3
Di

ρi

(
∂ρ
∂t

)

i
(1.28)

1.3.5 Conclusions

Le modèle f uide présenté est simple et il en existe aujourd’hui de plus élaborés, précis
et eff caces. Cependant, il constitue une bonne introduction à la méthode SPH et aux
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Application à la mécanique des structures

problèmes numériques qui lui sont associés. Il apparait en effet que les fonctions de forme
SPH ne permettent pas une représentation précise des champs, même constants. Cela si-
gnif e que la consistance de la méthode est mauvaise, ce qui a été corrigé grossièrement
en symétrisant les équations. Des problèmes d’instabilités numériques ont également été
touchés du doigt et maitrisés par l’introduction d’une viscosité artif cielle. Ces problèmes,
typiques des modèles SPH, sont plus gênants lorsqu’on cherche à modéliser des struc-
tures, ils sont donc abordés plus précisément dans la section suivante.

1.4 Application à la mécanique des structures

L’application de la méthode SPH à la mécanique des structures s’est historiquement
heurtée à trois diff cultés majeures, aujourd’hui assez bien maı̂trisées par la communauté :
ses mauvaises propriétés de consistance, une instabilité numérique dite de tension et la
présence de modes à énergie nulle. Ces deux derniers points ont parfois été confondus,
si bien qu’un bref historique sera fait pour résumer les tentatives de stabilisation de la
méthode, indépendamment du fait qu’il s’agisse de l’instabilité en tension ou de modes
à énergie nulle. Ces aspects ont été clarif és par une publication de Belytschko [BEL 00]
qui fait référence sur les problèmes de stabilité des méthodes sans maillage.

1.4.1 Consistance des ḿethodes sans maillage

1.4.1.1 Probl̀eme de consistance

On peut aisément vérif er que les expressions 1.8 et 1.14 sont en réalité de mauvaises
approximations car elles ne sont pas consistantes. Une approximation est dite consistante
d’ordre n si elle capable de représenter exactement un polynôme de degré n. L’ordre de
consistance requis dépend des équations que l’on cherche à résoudre [BEL 96a] : une
équation différentielle d’ordre 2k nécessite une consistance d’ordre k (soit k = 1 pour
le problème qui nous intéresse). Le non respect de la condition de consistance affecte
de manière importante la précision de la méthode et pose également des problèmes de
convergence en espace, comme décrit par Belytschko et Rabczuk dans [RAB 04b]. Il est
facile de vérif er que les approximations SPH 1.8 et 1.14 ne permettent pas de représenter
exactement un champ simplement constant, notamment sur les bords du domaine et dans
le cas d’une discrétisation non uniforme. Le tableau 1.1 résume les propriétés de consis-
tance de la méthode SPH.

Remarque : on parléegalement souvent de≪ completeness≫ ou bien≪ reproductibility≫,
bien que ces notions soient lég̀erement diff́erentes. Les auteurs de [BEL 96a] donnent
des d́efinitions pŕecises de ces conditions et montrent qu’une approximation consistante
implique ǵeńeralement la≪ completeness≫ et la≪ reproductibility≫.

Les tentatives pour améliorer les propriétés de consistance de la méthode SPH sont
nombreuses. La première est la méthode de symétrisation proposée par Monaghan et Gin-
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1. La méthode SPH

nœuds intérieurs nœuds de bord
Approximation continue 1.2 et 1.11 1 < 0
Approximation discrète 1.8 et 1.14 1 si uniforme < 0

< 0 si non uniforme < 0

TABLE 1.1:Consistance de la méthode SPH [BEL 96a] [LIU 10].

Remarque : la consistance des approximations continues ne garantit pas la consistance
des approximations discrètes.

gold [GRA 01] et présentée dans le paragraphe 1.3.1. Ce procédé permet de rétablir une
consistance d’ordre 0 puisque le gradient d’un champ constant devient nul. Par la suite,
Johnson et Beissel [JOH 96a] ont proposé une correction permettant d’assurer la consis-
tance à l’ordre 1. La méthode a été étendue aux dimensions 2 et 3 par Randles et Libersky
[RAN 96] et permet d’écrire le gradient d’une fonction sous la forme suivante :

〈−→
∇ f (−→xi )

〉
= −B

Nv

∑
j=1

∆Vj
(

f (−→x j )− f (−→xi )
)−→

∇ Wi j (1.29)

où B est la matrice de correction, déf nie par :

B = H−1 (1.30)

avec :

H = −
Nv

∑
j=1

∆Vj
(−→x j −−→xi

)
⊗−→

∇ Wi j (1.31)

Il existe de nombreuses techniques similaires telles que les corrections Krongauz-
Belytschko [BEL 98], Chen-Beraun [CHE 99a] et Bonet-Kulasegaram [BON 00] par
exemple. Une correction de l’approximation SPH baptisée ≪ Reproducing Kernel Par-
ticle Method ≫ a même donné naissance à une nouvelle méthode, connue sous le sigle
RKPM [LIU 95].

Aujourd’hui, les méthodes pour restaurer la consistance des approximations dans les
méthodes sans maillage sont nombreuses. Les auteurs de [NGU 08] et [BEL 96a] donnent
une vision d’ensemble de la situation en les classant selon deux catégories :

• les méthodes dites intrinsèques, qui cherchent à augmenter directement la consis-
tance des fonctions de forme,

• les méthodes dites extrinsèques, qui modif ent l’approximation traditionnelle en uti-
lisant le concept de partition de l’unité.

1.4.1.2 Ḿethodes intrins̀eques

Les méthodes présentées dans le paragraphe précédent (corrections diverses et
RKPM) appartiennent à cette classe d’approximation. Cependant, la méthode la plus
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Application à la mécanique des structures

connue aujourd’hui dans cette catégorie est probablement la méthode des moindres carrés
mobiles, notée MLS pour ≪Moving Least Approximation ≫. Elle a été élaborée dans les
années 60 pour approximer un champ de points irrégulièrement distribués [SHE 68] et
appliquée pour la première fois dans le cadre de la méthode des éléments diffus (DEM)
par Nayroles et al. [NAY 92]. Belytschko et al. ont modif é la méthode et l’on appliquée
avec succès dans le cadre des EFG [BEL 94b], [BEL 95b]. Dilts a ensuite proposé une
formulation SPH volumique basée sur les MLS, baptisée MLSPH [DIL 99], [DIL 00].
L’avantage principal de la méthode est qu’elle permet de choisir l’ordre de consistance n
voulu en construisant les fonctions de forme à partir d’une base polynomiale −→p d’ordre
n. Ainsi, l’approximation en un point −→x , construite autour de −→x ∗, s’écrit :

〈u〉(−→x ,−→x ∗) = −→p T(−→x )−→a (−→x ∗) (1.32)

où −→a est un vecteur de coeff cients, variable en fonction du point où est réalisée l’ap-
proximation. L’élaboration des fonctions de forme MLS pour un champ et son gradient
est présentée en détails dans l’annexe A. La méthode présente les caractéristiques sui-
vantes :

• les fonctions MLS sont des fonctions d’approximation et non pas d’interpolation.
Cela signif e que généralement 〈u〉(−→xi ) 6= ui, ce qui est le cas dans la plupart des
méthodes sans maillage. Cela vient du fait que les fonctions de forme φi ne vérif ent
pas la propriété de Kronecker, ce qui signif e que la fonction de forme d’un nœud i
ne vaut pas 1 en −→xi et n’est pas non plus nulle aux autres nœuds−→x j . Cette propriété
rend diff cile l’application des conditions aux limites essentielles.

• les fonctions de forme φi vérif ent la propriété de partition de l’unité, c’est dire :

Nv

∑
i=1

φi(
−→x ) = 1 (1.33)

• la méthode est consistante à l’ordre n si on utilise une base polynomiale d’ordre n
car l’approximation peut reproduire exactement toutes les fonctions de sa base.

• la continuité des fonctions de forme est directement liée à celle de la fonction poids
utilisée. Il s’agit ici de la fonction spline cubique B3 qui estC2, ce qui implique une
continuitéC2 pour les fonctions de forme.

Comme décrit dans l’annexe A, l’élaboration des fonctions MLS nécessite l’inversion
d’une (si on approxime un champ) ou plusieurs (si on approxime un gradient) matrices
en chaque nœud de la discrétisation. C’est donc une procédure coûteuse et qui peut poser
des problèmes en cas de mauvais conditionnement des matrices.

Enf n, les auteurs de [NGU 08] et [BEL 96a] montrent que l’approximation MLS
est en réalité strictement équivalente aux méthodes de correction vues au paragraphe
précédent. Cependant, elle fournit un cadre général pour élaborer des fonctions consis-
tantes d’ordre n. Ils soulignent également que la variation spatiale de l’ordre de la base
polynomiale peut créer des discontinuités dans le modèle.

21

Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2011ISAL0103/these.pdf 

© [F. Caleyron], [2011], INSA de Lyon, tous droits réservés



1. La méthode SPH

1.4.1.3 Ḿethodes extrins̀eques

Les méthodes extrinsèques sont basées sur le concept de partition de l’unité, résumé
par l’équation 1.33. Partant d’une approximation d’ordre faible :

〈u〉(−→x ) =
Nv

∑
i=1

φi(
−→x )ui (1.34)

qui vérif e la condition de partition de l’unité, il est possible de l’enrichir de sorte à aug-
menter, par exemple, son ordre de consistance.

Remarque : la condition de partition de l’unité est équivalenteà la condition de
consistancèa l’ordre 0.

Par exemple, les auteurs de [MEL 96] ont élaboré une méthode intitulée ≪ partition of
unity f nite element method ≫ (PUFEM) dans laquelle l’approximation s’écrit :

〈u〉(−→x ) =
Nv

∑
i=1

φi(
−→x )−→p T(−→x )−→vi (1.35)

où les fonctions de forme φi sont basées sur des polynômes de Lagrange, −→vi est un vec-
teur d’inconnues au nœud i et−→p la base d’enrichissement utilisée. L’ordre de consistance
dépend du nombre de termes présents dans cette base : en dimension 1, pour une consis-
tance d’ordre 1,−→p T(x) = [1, x] et−→v T

i = [vi1, vi2], ce qui nécessite donc deux inconnues
par nœud.

De manière similaire, Duarte et Oden [DUA 95] ont construit la méthode ≪ hp-
clouds ≫ sur l’approximation suivante :

〈u〉(−→x ) =
Nv

∑
i=1

φi(
−→x )
(
ui +

−→p T(−→x )−→v i
)

(1.36)

L’avantage de cette dernière formulation est qu’elle permet de faire varier le contenu de la
base extrinsèque en espace sans provoquer de discontinuité. Cela permet une adaptativité
de l’ordre de consistance, dite ≪ p-adaptivité ≫, d’où le nom ≪ hp-clouds ≫ de la méthode
associée.

1.4.2 Stabilit́e des ḿethodes sans maillage

1.4.2.1 Historique

La première étude de stabilité de la méthode SPH est attribuée à Swegle et al.
[SWE 95]. Ces auteurs ont mis en évidence l’existence d’une instabilité numérique due à
la présence de contraintes de traction dans le modèle combinée à un signe négatif de la
dérivée seconde de la fonction noyau. Cette instabilité, dite de tension, à également été
étudiée par Balsara [BAL 95].
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Application à la mécanique des structures

Remarque : l’instabilit́e de tension existéegalement dans le cas d’un modèle fluide. Elle
est cependant moins problématique que pour les modèles de structure òu elle se traduit
par des ruptures artificiellement précoces.

Af n de résoudre ce problème, Moris [MOR 96] a suggéré l’utilisation de fonctions
noyaux d’ordre plus élevé puisque l’instabilité est liée à la dérivée seconde de la fonc-
tion spline cubique B3. La solution n’est cependant pas eff cace dans le cas général. Dilts
montre dans [DIL 99] que l’utilisation de fonctions de forme MLS permet d’alléger l’in-
stabilité de tension. De manière similaire, Chen [CHE 99b] a proposé une méthode SPH
corrigée, baptisée CSPM, dans laquelle il essaye de supprimer l’instabilité en tension en
améliorant les propriétés de consistance des fonctions de forme SPH.

Les auteurs de [SWE 95] ont également mis en évidence la présence de modes à
énergie nulle dans les modèles SPH. Par une analogie avec la méthode des différences
f nies, ils ont montré que le problème provenait du fait que toutes les grandeurs du modèle
sont stockées sur les nœuds SPH. Le mode libre associé correspond généralement à des
déplacements longitudinaux valant alternativement +1 et -1, ce qui entraine la formation
d’agrégats formés de deux nœuds, comme on peut le voir sur la f gure 1.4.

FIGURE 1.4:Modes à énergie nulle [MAU 08a].

Dans l’espoir de supprimer à la fois les modes à énergie nulle et l’instabilité de tension,
les auteurs de [WEN 94] et [SWE 94] ont proposé un f ltrage spatial des vitesses, nommé
≪ conservative smoothing scheme ≫, af n d’éliminer les oscillations de longueur d’onde
proche de la distance entre les particules. Ce f ltre a été étendu par Randles et Libersky
[RAN 96] en dimension 3 :

−̂→vi = −→vi +α

[
∑Nv

j=1mjWi j
−→v j

∑Nv
j=1mjWi j

−−→vi

]
(1.37)

où 0 < α < 0.5 est un paramètre réglant l’intensité du f ltrage. Eff cace pour certains
problèmes, la méthode entraine souvent une dissipation importante d’énergie qui la rend
inutilisable en pratique. De plus, elle n’est eff cace que pour une discrétisation f ne
et, même dans ce cas, ne fait que retarder l’apparition des instabilités. Ce procédé est
également connu sous le nom de f ltre de Balsara.

Dans une approche similaire, Monaghan et al. [MON 00] ont proposé l’introduction
d’efforts artif ciels sur chaque nœud SPH, à l’image de la pression visqueuse présentée
dans le paragraphe 1.3.3. L’idée était également de retarder l’apparition des instabilités
numériques, modes libres et instabilité de tension. Cependant, l’approche ne semble pas
fonctionner pour des discrétisations grossières puisque dans ce cas, les efforts artif ciels
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1. La méthode SPH

perturbent le comportement d’ensemble de la structure. De plus, elle introduit dans le
modèle des paramètres supplémentaires qu’il est diff cile de choisir.

Finalement, l’une des méthodes les plus abouties est probablement celle proposée par
Dyka [DYK 95], [DYK 97]. Af n de supprimer l’instabilité en tension, l’auteur a proposé
l’introduction dans le modèle d’un seconde type de point, intitulé ≪ stress point ≫ (SP).
Contrairement aux nœuds SPH qui transportent une quantité de matière, ce sont unique-
ment des points de calcul des déformations et des contraintes. Ils sont donc similaires aux
points de Gauss en EF. Ainsi, un calcul utilisant la méthode des SP peut être schématisé
de la façon suivante : à partir des grandeurs cinématiques connues aux nœuds SPH, les
déformations et les contraintes sont calculées sur les SP et, f nalement, les équations
d’équilibre sont résolues de nouveau sur les nœuds SPH. La méthode a été étendue aux
dimensions 2 et 3 par Randles et Libersky [RAN 96]. Certains auteurs ont remarqué que
la méthode des SP permettait également de supprimer les modes à énergie nulle [VIG 00].

1.4.2.2 Stabilit́e des ḿethodes sans maillage [BEL 00]

Le travail présenté dans [BEL 00] constitue l’étude la plus approfondie réalisée sur la
stabilité des méthodes sans maillage. Elle a permis d’identif er clairement les différentes
instabilités et de vérif er l’eff cacité des solutions proposées dans la littérature. Notam-
ment, l’utilisation des SP a été étudiée avec soin af n d’établir clairement si la méthode
permettait de supprimer à la fois les modes libres et l’instabilité de tension. Jusqu’à la
publication de ce travail, ce point n’était pas clairement établi.

L’étude proposée dans [BEL 00] est menée aussi bien pour les formulations fortes
que pour les formulations faibles. En effet, les auteurs montrent, comme décrit dans le
paragraphe 1.2.3, que la méthode SPH est équivalente à une méthode faible utilisant
une intégration nodale, mis à part sur les bords du domaine. La conclusion est la même
en cas d’utilisation de SP. Cela permet aux auteurs de proposer une étude de stabilité
≪ unif ée ≫ des méthodes sans maillage.

Leur travail a conf rmé l’existence de deux instabilités numériques distinctes dues à la
discrétisation des équations par une méthode sans maillage :

• la présence de modes à énergie nulle équivalents aux modes de Hourglass en EF.
Ils sont dus à une sous-intégration des équations de la forme faible (nombre de
points de Gauss insuff sant en EF, intégration nodale en EFG) et de l’approximation
intégrale 1.11 en SPH.

• l’instabilité de tension décrite par [SWE 95].
Dans cette référence, 4 conf gurations ont été étudiées en détails :
• une formulation lagrangienne réactualisée :

−→v (−→x ) =
Nv

∑
j=1

φ(−→x −−→x j ,h)−→v j (1.38)

où−→x est le vecteur position dans la conf guration courante (coordonnées spatiales)
et φ la fonction de forme dite ≪ eulérienne ≫. Dans ce cas l’analyse de stabilité de
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von Neumann montre à la fois une instabilité en présence de contraintes de tension
et la présence de modes libres. L’instabilité en tension est d’autant plus importante
que le taille du support de la fonction noyau est faible.

• une formulation lagrangienne totale :

−→v (
−→
X ) =

Nv

∑
j=1

Φ(
−→
X −−→

Xj ,h)−→v j (1.39)

où−→X est le vecteur position dans la conf guration initiale (coordonnées matérielles)
et Φ la fonction de forme dite ≪ lagrangienne ≫. Dans ce cas, l’étude ne révèle plus
d’instabilité en tension car, contrairement au cas eulérien, la stabilité du système ne
dépend plus des contraintes qui lui sont appliquées. Cependant, les modes à énergie
nulle existent toujours mais sont fortement réduits. Cela s’explique par le fait que
la conf guration de référence, qui est la conf guration initiale, n’évolue pas au cours
du calcul. Ainsi, les modes à énergie nulle ne peuvent plus affecter le calcul des
fonctions de forme, ce qui limite leur développement.

Remarque : dans le cas d’une formulation lagrangienne totale, la forme du support
de la fonction noyau change au cours du temps dans la configuration courante.
Un support sph́erique peut ainsîetre fortement d́eforḿe. Cela rappelle la ḿethode
ASPH (Adaptative SPH) [OWE 98] qui repose sur une forme lagrangienne
réactualiśee dans laquelle le support se déforme en suivant la matière. Bien plus
stable que la ḿethode SPH classique, cette méthode n’est pas sans rappeler la
déformation de la fonction support obtenue avec la formulation lagrangienne
totale.

• une formulation lagrangienne réactualisée avec SP. Dans ce cas, les modes a énergie
nulle sont supprimés et l’instabilité en tension dépend de la taille du support de la
fonction noyau. Pour des supports de petite taille, le système est stable ce qui n’est
plus le cas pour des supports plus grand.

• une formulation lagrangienne totale avec SP. Le système n’exhibe alors plus aucune
instabilité numérique.

Les auteurs montrent donc que l’utilisation d’une formulation lagrangienne totale permet
de s’affranchir de l’instabilité en tension. De plus, l’ajout de SP permet de contenir les
modes à énergie nulle. Cependant, en dimensions 2 et 3, les auteurs montrent que l’eff -
cacité de cette stabilisation dépend de la position des SP. Pour un maillage régulier basé
sur des quadrilatères, le plus simple est de positionner les SP au centre de chaque cellule
comme sur la f gure 1.5(a). Les auteurs de [BEL 00] ont cependant montré qu’il existait
alors toujours un mode à énergie nulle pouvant se développer. Ils préconisent l’utilisation
de deux SP par cellule ou plus, voir la f gure 1.5(b). L’inf uence du nombre et de la po-
sition des SP sur la précision de la méthode n’est pas encore bien maı̂trisée. Dans le cas
d’une discrétisation non régulière, il est nécessaire d’utiliser un diagramme de Voronoı̈ et
de placer les SP au centre des triangles de Delaunay associés.
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1. La méthode SPH

(a) 1 SP par cellule : mode libre (b) 2 ou 4 SP par cellule

FIGURE 1.5:Positionnement des Stress Points.

Remarque : en pratique le modeà énergie nulle pŕesent́e sur la figure 1.5(a) ne peut
se d́evelopper que dans certaines configurations particulières, si bien qu’un seul SP par
cellule est souvent suffisant. Ce sera la configuration par défaut dans la suite de notre
travail.
Remarque : dans les problèmes de dynamique, les SP doivent suivre la matière. Il est donc
nécessaire d’approximer leur positioǹa chaque pas de tempsà partir des positions des
nœuds SPH voisins.

1.4.2.3 Bilan

L’élaboration d’un modèle SPH stable nécessite donc l’utilisation judicieuse de SP,
combinée à une formulation lagrangienne totale. Ce dernier point remet en cause l’un
des principaux avantages des méthodes sans maillage, qui est la possibilité d’avoir une
connectivité variable au cours des calculs. Il est clair que cela n’est pas envisageable pour
un modèle f uide. Cependant, pour les solides, les voisinages restent inchangés même en
présence de grandes déformations. Cette formulation pourra donc être utilisée dans ce cas
mais pose tout de même deux questions :

• en présence de contacts, on peut penser que de nouvelles liaisons feront leur ap-
parition. Nous verrons cependant dans le chapitre 3 que ce problème peut être
contourné.

• en présence de ruptures, les liaisons peuvent également évoluer. Cependant, nous
devrons alors traiter uniquement des suppressions de liaisons, ce qui n’est pas
problématique.

Remarque : en présence de très grandes d́eformations, la formulation lagrangienne totale
peut conduirèa des impŕecisions. Il est donc ńecessaire de réactualiser ŕegulìerement la
configuration de ŕef́erence, ce qui pose des difficultés suppĺementaires [VID 07]. Dans
ce travail, on consid̀ere que la rupture apparaitra suffisamment tôt pour que de telles
déformations ne soient pas atteintes.
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Introduction de discontinuités

1.5 Introduction de discontinuités

La modélisation de la f ssuration implique souvent l’introduction de discontinuités
dans le modèle. Les auteurs de [NGU 08] fournissent une bonne vision d’ensemble des
principales méthodes existantes.

1.5.1 Modification de la fonction noyau

La méthode de visibilité [BEL 94a], [BEL 95a] a été, historiquement, la première
approche pour introduire des discontinuités fortes dans les méthodes sans maillage. La
fonction noyau est modif ée de sorte que des nœuds situés sur des faces opposées de la
discontinuité s’excluent mutuellement de l’approximation des champs. Pour cela, la dis-
continuité est considérée opaque, de sorte que les points en question sont exclus de leur
voisinage. C’est une méthode rustique dont l’application peut présenter des diff cultés en
pointe de f ssure où des fractures artif cielles peuvent se développer. Le même problème
peut apparaı̂tre dans le cas de f ssures non convexes.

Pour pallier ces inconvénients, la méthode de diffraction a été développée [ORG 96] :
elle supprime les fractures artif cielles et permet de traiter les f ssures non convexes. La
méthode s’inspire de la manière dont la lumière diffracte autour d’un obstacle bien que
la construction du domaine d’inf uence et des fonctions poids n’aient aucun lien avec les
équations de diffraction. La méthode consiste à traiter la f ssure de manière opaque tout
en évaluant la longueur de raie qui passe autour de la discontinuité. La méthode est seule-
ment applicable dans le cas de domaines d’inf uence circulaires. Dans cette méthode, les
fonctions de forme sont donc complexes avec des zones de fortes variations qui peuvent
compliquer la convergence de la méthode. Enf n, la généralisation au cas de dimension 3
est complexe.

La méthode de transparence [ORG 96] est une autre alternative à la méthode de visi-
bilité. Dans cette méthode, la pointe de f ssure est considérée comme transparente af n de
supprimer les fractures artif cielles. L’angle entre la f ssure et les raies issues des points
proches de la pointe étant faible, de fortes variations apparaissent dans les fonctions poids
ce qui nécessite d’imposer que les points soient à une distance minimale de la f ssure.
Cette méthode peut facilement être étendue aux cas de dimension 3.

1.5.2 Modification de la base intrins̀eque

Dans les méthodes utilisant une approximation intrinsèque, comme la méthode MLS
par exemple, voir le paragraphe 1.4.1.2, la base peut être modif ée af n d’introduire la
cinématique d’une discontinuité. Dans le cas d’une f ssure, il est par exemple possible
d’introduire les champs de déplacements asymptotiques de Westergaard en pointe de f s-
sure [FLE 97] :

−→p T(−→x ) = [1, x, y,
√

(r)sin(θ/2),
√

(r)cos(θ/2),
√

(r)sin(θ/2)sin(θ),
√

(r)cos(θ/2)sin(θ)] (1.40)
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1. La méthode SPH

où r est la distance à la pointe de f ssure et θ l’angle de la f ssure. Comme décrit dans
le paragraphe 1.4.1.2, un des problème de cette approche est que l’enrichissement doit
être utilisé sur tout le domaine sous peine d’introduire une discontinuité. Pour résoudre le
problème, une zone de transition est souvent utilisée dans laquelle l’ordre de la base est
progressivement abaissé.

Les auteurs de [DUF 04] ont proposé un enrichissement intrinsèque alternatif, direc-
tement appliqué sur la fonction noyau. L’avantage est qu’une zone de transition n’est pas
nécessaire dans ce cas.

1.5.3 Enrichissement extrins̀eque des fonctions MLS

Les fonctions MLS peuvent également être modif ées de manière extrinsèque, sous la
forme suivante [FLE 97] :

〈−→u 〉(−→x ) = −→p T(−→x )−→a (−→x )+
nc

∑
k=1

(
Kk
1
−→
Qk
1(
−→x )+Kk

2
−→
Qk
2(
−→x )

)
(1.41)

où nc est le nombre de f ssures. Pour la f ssure k, Kk
1 et Kk

2 sont des degrés de li-
berté supplémentaires et les vecteurs

−→
Qk
1 et

−→
Qk
2 contiennent les champs de déplacements

asymptotiques en pointe de f ssure, respectivement pour les modes I et II . Comme
précédemment, ces enrichissements doivent être utilisés sur tout le domaine sous peine
d’introduire une discontinuité.

1.5.4 Méthode extrins̀eque de partition de l’unité

Inspiré de la méthode X-FEM [MOE 99], un enrichissement extrinsèque de la parti-
tion de l’unité a été proposé dans [VEN 02] :

〈−→u 〉(−→x ) =
Nv

∑
j=1

φj(
−→x )−→u j + ∑

k∈Sc

φk(
−→x )H(−→x )−→a k + ∑

l∈Sf

φl (
−→x )

4

∑
α=1

−→
b α

l Bα(−→x ) (1.42)

où Sc est l’ensemble des nœuds du voisinage du point −→x dont le support est coupé par
la f ssure et Sf l’ensemble des nœuds du voisinage dont le support contient la pointe de
f ssure. Les φj sont des fonctions de forme MLS, −→a k et

−→
b α

l des vecteurs d’inconnues
supplémentaires. H est la fonction Heavyside permettant de prendre en compte le saut de
déplacement et B est l’enrichissement en pointe de f ssure :

−→
B = [

√
(r)sin(θ/2),

√
(r)cos(θ/2),

√
(r)sin(θ/2)sin(θ),

√
(r)cos(θ/2)sin(θ)] (1.43)

où r est la distance à la pointe de f ssure et θ l’angle de la f ssure.
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Chapitre 2

Coque SPH fissurante

Ce chapitre traite du d́eveloppement d’un modèle de rupture
dans le cadre de la th́eorie des coques SPH. Le modèle SPH
coque (SPHC), issu de la thèse de B. Maurel [MAU 08a], est
dans un premier temps rappelé. Le traitement de la rupture,
via un mod̀ele de transition endommagement-fissuration et

l’introduction de discontinuit́es fortes, est ensuite présent́e. La
dernìere partie est consacréeà des applications nuḿeriques.
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Historique et bibliographie

2.1 Historique et bibliographie

La nécessité d’utiliser des méthodes de simulation eff caces conduit souvent à ne
discrétiser que le plan médian des structures f nes. Pour cela, deux types de théories sont
classiquement utilisées. La théorie de Kirchoff ne permet de modéliser que des structures
f nes (typiquement e/L≤ 1/15 où eest l’épaisseur de la coque et L sa longueur) et est par-
fois compliquée à mettre en œuvre. En effet, les fonctions d’interpolation/approximation
utilisées doivent avoir une continuitéC1. La théorie de Mindlin-Reissner permet, quant à
elle, de modéliser toutes les coques sans restriction d’épaisseur car elle prend en compte
le cisaillement transverse (CT). Sa mise en œuvre est souvent plus simple car elle requiert
une continuitéC0 facile à obtenir. Cependant, elle présente l’inconvénient d’être souvent
associée à un problème numérique dit de verrouillage en CT.

Il faut attribuer à Hein [HEI 93] la première application d’une méthode sans maillage,
la méthode des éléments diffus (DEM), à la théorie des plaques de Kirchoff. Krysl et
Belytschko ont ensuite appliqué la méthode EFG aux plaques [KRY 95] puis aux coques
[KRY 96], de nouveau dans le cadre de la théorie de Kirchoff. Ces auteurs soulignent que
les fonctions de forme de type MLS présentent, dans ce cadre, un double avantage. Tout
d’abord, la continuitéC1 requise pour la théorie de Kirchoff est facilement vérif ée puis-
qu’il suff t que la fonction poids W soit elle même C1. C’est un avantage important par
rapport à la MEF pour laquelle on préfère parfois se tourner vers des théories de continuité
C0 plus simples à mettre en œuvre (théorie de Mindlin-Reissner, modèles mixtes et hy-
brides). De plus, les fonctions de forme MLS permettent l’utilisation d’une base polyno-
miale d’ordre élevé, n≥ 2 par exemple, ce qui aide à s’affranchir des verrouillages parfois
observés. La méthode proposée par Krysl et Belytschko dans [KRY 96] nécessite cepen-
dant l’utilisation d’un maillage de fond. Noguchi et al. ont ensuite étendu ces travaux à la
théorie de Mindlin-Reissner pour les plaques [NOG 97] et les coques [NOG 00], tout en
continuant à utiliser un maillage de fond. Ils ont étudié l’existence d’un verrouillage en
CT associé à ce modèle. Donning et Liu [DON 98] ont également modélisé des plaques de
Mindlin-Reissner en utilisant des fonctions splines dites cardinales, dans le cadre d’une
formulation faible. Selon les auteurs, leur modèle ne présente de verrouillage ni en CT ni
en membrane. Garcia et al. [GAR 00] ont appliqué la méthode ≪ hp-cloud ≫ aux plaques
de type Mindlin-Reissner. La méthode permet la construction d’approximations d’ordre
élevé sans inversion couteuse de matrices, ce qui permet d’alléger les verrouillages tout
en conservant l’eff cacité de la méthode. On peut également citer Sladek et al. [SLA 06],
[SOR 04] et Alturi et al. [LON 02] qui ont utilisé la méthode MLPG (≪ Meshless Local
Petrov-Galerkin ≫) pour modéliser des coques épaisses de Mindlin-Reissner.

L’extension de ces méthodes aux coques f ssurantes a notamment été effectué par
Belyschko et Rabczuk. Dans [RAB 07a], les auteurs modélisent la rupture des coques
minces de Kirchoff en utilisant la méthode des ≪ cracking particles ≫ [RAB 04a]. Dans
cette méthode, les f ssures sont portées par les nœuds de la discrétisation et représentées
par des segments ou des disques orientés dans la direction de f ssuration. Le champ des
déplacements associé est enrichi avec une fonction saut et une loi cohésive permet de
contrôler l’ouverture de la f ssure. Af n d’améliorer la prédiction du trajet des f ssures, les
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2. Coque SPH f ssurante

auteurs ont ensuite introduit un enrichissement extrinsèque basé sur la partition de l’unité
[RAB 06a], [RAB 07b]. Les applications associées à ces modèles sont très proches de
celles recherchées dans ce travail, à savoir, des impacts sur des structures f nes remplies
de f uide. On peut également citer Qian et al. [QIA 08] qui ont proposé un modèle RKPM
pour modéliser la rupture d’une coque sous pression interne et chargement thermique.

Les travaux présentés ci-dessus sont tous basés sur une formulation faible et la plu-
part d’entre eux utilisent un maillage de fond. Maurel et Combescure ont proposé dans
[MAU 08b] une modélisation originale des coques de Mindlin-Reissner, basée sur la
méthode SPH. Il s’agit de la première application d’une formulation forte à la théorie des
coques. Le travail présenté dans ce mémoire est l’extension de [MAU 08b], notamment
à la modélisation de la rupture. Dans un premier temps, le modèle SPHC de [MAU 08b]
est rappelé. Les problèmes typiques de la formulation de Mindlin-Reissner (verrouillage
en CT et pas de temps critique) seront ensuite abordés. Ces deux points sont des aspects
nouveaux par rapport au modèle initial [MAU 08b]. Enf n, la modélisation de la rupture
de la coque sera présentée ainsi que les applications numériques associées.

2.2 Méthode SPHC

Cette section rappelle les principales caractéristiques du modèle SPHC élaboré par
Maurel et Combescure [MAU 08a]. Il permet l’étude des coques de Mindlin-Reissner
à l’aide d’une seule couche de nœuds SPH qui discrétisent sa surface moyenne. Les
problèmes classiques de verrouillage en CT et de pas de temps critique du schéma ex-
plicite sont également abordés et constituent des améliorations du modèle initial.

2.2.1 Formulation SPHC

La théorie des coques repose sur l’hypothèse qu’une dimension de la structure, son
épaisseur notée e, est petite devant les autres de sorte que les coordonnées d’un point dans
le repère global d’étude R(x,y,z) peuvent s’écrire sous la forme suivante :

−→x (t) = −→xm(t)+ ξ−→n (t) ξ ∈
[
−e
2
;+

e
2

]
(2.1)

où−→xm sont les coordonnées d’un point de la surface moyenne et−→n la pseudo-normale qui
matérialise l’orientation de la matière. Nous verrons plus loin que la théorie de Mindlin-
Reissner prend en compte les effets du cisaillement transverse, de sorte que la pseudo-
normale −→n ne reste pas toujours normale au plan médian.

Le formalisme lagrangien total est ensuite utilisé af n de s’affranchir de l’instabilité en
tension, comme justif é au paragraphe 1.4.2.2. Le modèle est donc étudié en choisissant la
conf guration initiale comme conf guration de référence. Un point de cette conf guration
initiale est repéré grâce à un repère local, noté RL0(xL0,yL0,zL0), dont la direction zL0 est
normale à la coque, voir la f gure 2.1. Ce repère local est déf ni par sa matrice de passage
G

L0
telle que :

−→x L0 = G
L0
−→x0 (2.2)
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Méthode SPHC

FIGURE 2.1:Repères locaux et conf gurations de la coque.

où−→x0 sont les coordonnées du point−→x dans la conf guration initiale et exprimées dans le
repère global R(x,y,z).

Remarque : en pratique, le repère RL0(xL0,yL0,zL0) est important car, s’agissant de la
configuration de ŕef́erence, on y calcule les fonctions de forme MLS.

Ainsi, la position et le déplacement d’un point dans le repère global R(x,y,z) sont
donnés respectivement par :

−→x (−→x L0, t) = −→xm(xL0,yL0, t)+zL0
−→n (xL0,yL0, t) (2.3)

et

−→u (−→x L0, t) =−→um(xL0,yL0, t)+zL0∆
−→n (xL0,yL0, t) (2.4)

avec ∆−→n = −→n −−→n 0 où −→n 0 est la pseudo-normale initiale à la coque, confondue avec la
normale initiale à la coque, de sorte que zL0 = ξ.

Le tenseur gradient de la transformation entre la conf guration initiale et la conf gura-
tion actuelle exprimées dans R(x,y,z) est donné, pour un point du plan médian (zL0 = 0),
par :

F = F
L
G

L0
avec F

L
=

∂−→x
∂−→x L0

=




xm,xL0

xm,yL0
nx

ym,xL0
ym,yL0

ny

zm,xL0
zm,yL0

nz



 (2.5)

Le tenseur des déformations de Green-Lagrange est ensuite donné dans RL0(xL0,yL0,zL0)
par :

(
E
)

RL0
=
1
2

[
∂−→u L0

∂−→x L0
+

∂−→u L0

∂−→x L0

T

+
∂−→u L0

∂−→x L0

T ∂−→u L0

∂−→x L0

]
=
(
Em)

RL0
+zL0

(
Eb
)

RL0

(2.6)

Le tenseur Em contient les termes de membrane et de cisaillement transverse constants
dans l’épaisseur et Eb contient les terme associés à la f exion et au couplage des termes
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2. Coque SPH f ssurante

non-linéaires de f exion et de membrane qui varient linéairement dans l’épaisseur. Les
termes en z2L0 sont classiquement négligés.

L’hypothèse des contraintes planes nécessite d’appliquer la loi de comportement dans
un plan tangent à la coque au point considéré. On déf nit pour cela le repère tangent
RL(xL,yL,zL) dont la direction zL est normale à la coque. La loi de comportement est
appliquée en terme de déformations d’Euler-Almansi et de contraintes de Cauchy. Le
tenseur des déformations d’Euler-Almansi est donc calculé dans RL(xL,yL,zL) avec :

(
ε
)

RL

= G
L

F−T
L

(
E
)

RL0
F−1

L
GT

L
(2.7)

avec −→x L = G
L
−→x

On déf nit ensuite un vecteur associé aux déformations de membrane et de f exion(−→εg
)

RL
et un vecteur associé aux déformations de cisaillement transverse

(−→εs
)

RL
:

(−→εg
)

RL
=

( −→
εm

g−→
εb

g

)

RL

et
(−→εs
)

RL
=




εs

xz
εs

yz
0





RL

(2.8)

avec
(−→

εm
g

)

RL

=




εm

xx
εm

yy
εm

xy





RL

et
(−→

εb
g

)

RL

=




εb

xx
εb

yy

εb
xy





RL

(2.9)

Les déformations de membrane
−→
εm

g et de cisaillement transverse−→εs sont constantes tandis

que les déformations associées à la f exion
−→
εb

g varient linéairement dans l’épaisseur de la
coque. Les vecteurs des contraintes de Cauchy associés sont issus de l’application d’une
loi de comportement en contraintes planes. L’exemple de l’élasticité linéaire de Hooke
donne :

(−→σg
)

RL
=

[
C′ 0
0 C′

](−→εg
)

RL
avec C′ =

E
1−ν2





1 ν 0
ν 1 0

0 0
1−ν
2



 (2.10)

(−→σs
)

RL
= G

(−→εs
)

RL
avec G =

5
6

E
2(1+ν)

(2.11)

Les efforts de membrane Ni j et de cisaillement transverse Ti ainsi que les moments de
f exions mi j sont obtenus par l’intégration dans RL(xL,yL,zL) des contraintes de Cauchy à
travers l’épaisseur de la coque :

Ni j =
∫ e/2

−e/2
σm

i j dξ = eσm
i j

Ti =

∫ e/2

−e/2
σs

izdξ = eσs
iz (2.12)

mi j =

∫ e/2

−e/2
ξσb

i j (ξ)dξ =
e3

12
σb

i j
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Méthode SPHC

Finalement, dans le formalisme lagrangien total, les équations d’équilibre sont écrites
dans R(x,y,z) à l’aide du premier tenseur de Piola-Kirchoff. Pour cela, les efforts
généralisés de Cauchy sont écrits sous une forme matricielle dans RL(xL,yL,zL) :

(
Σ
)

RL
=




Nxx Nxy Tx

Nxy Nyy Ty

Tx Ty 0





RL

et
(
m
)

RL
=




mxx mxy 0
mxy myy 0
0 0 0





RL

(2.13)

Les équations d’équilibre pour les translations et les rotations dans RL(xL,yL,zL) sont,
respectivement, en terme d’efforts généralisés de Cauchy :

Nxx,xL +Nxy,yL = ρüxL

Nxy,xL +Nyy,yL = ρüyL

Txz,xL +Tyz,yL = ρüzL

(2.14)

et
myy,yL +myx,xL +e σyz= I θ̈xL

mxx,xL +mxy,yL −eσxz = I θ̈yL

(2.15)

où I = ρe3/12 est l’inertie de rotation. Ces équations peuvent alors être réécrites sous la
forme suivante :

−→
divRL

(
Σ
)

RL
= ρ−→̈u RL (2.16)

(
L
)

RL

−→
divRL

(
m
)

RL
+
−→
T RL = I

−→̈
θ RL (2.17)

avec
(
L
)

RL
=




0 1 0
1 0 0
0 0 0





RL

et −→
T RL =




eσyz

−eσxz

0





RL

(2.18)

Finalement, les équations précédentes sont ramenées dans le repère global d’étude
R(x,y,z) et sont écrites sur la conf guration non déformée. Ainsi, les équations d’équilibre
dans le formalisme lagrangien total s’écrivent :

−→
DivR

(
P
)

R
= ρ0

−→̈
u R (2.19)

−→
DivR

(
M
)

R
+
−→
T0R = I0

−→̈
θ R (2.20)

avec

P
R

= J GT
L

Σ
RL

G
L

F−T (2.21)

M
R

= J GT
L

L
RL

m
RL

G
L

F−T (2.22)
−→
T0R = J GT

L

−→
T RL (2.23)

et J = det(F).
Remarque : les notations

−→
div et

−→
Div permettent de souligner que les opérations de

dérivation sont faites respectivement par rapportà la configuration actuelle et de
réf́erence.
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2. Coque SPH f ssurante

2.2.2 Discŕetisation

La discrétisation spatiale du modèle précédent est effectuée dans le cadre de la
méthode SPH tandis que la discrétisation temporelle fait intervenir le schéma de New-
mark explicite aux différences centrées.

2.2.2.1 Discŕetisation en espace

La réponse de l’ensemble de la structure est décrite dans son plan moyen que l’on
discrétise par une seule couche de nœuds SPH. Chaque nœud peut être vu comme un
cylindre d’axe la normale à la coque, de hauteur e et dont le rayon est choisi en fonction
de la f nesse de maillage voulue. Les nœuds possèdent cinq degrés de liberté, la ≪ drilling
rotation ≫ n’étant pas prise en compte, voir la f gure 2.2

FIGURE 2.2:Un nœud SPHC.

Dans le cas d’une coque, les problèmes de modes libres sont particulièrement gênants
car ils affectent le positionnement des nœuds SPH et perturbent ainsi fortement la cour-
bure locale de la surface moyenne. Comme décrit dans le paragraphe 1.4.2.2, il est donc
nécessaire de faire intervenir des SP dans la discrétisation. L’utilisation d’un SP par cellule
étant bien souvent suff sante, ce sera la conf guration par défaut dans ce travail. Comme
on peut le voir sur la f gure 2.3, les bords du domaine sont discrétisés avec des nœuds
SPH tandis que les SP sont placés à l’intérieur du domaine. Finalement, un pas de calcul
de l’élément SPHC consiste en le calcul des déformations et des contraintes sur les SP
à partir des grandeurs cinématiques connues aux nœuds puis la résolution des équations
d’équilibre, de nouveau sur les nœuds.

Les fonctions de forme utilisées sont des fonctions MLS, voir le paragraphe 1.4.1.2.
Des fonctions d’ordre 1 sont utilisées pour le calcul des déformations sur les SP, voir
l’équation 2.6 et la résolution des équations d’équilibre sur les nœuds, voir les équations
2.19 et 2.20. De plus, des fonctions MLS d’ordre 2 sont utilisées pour actualiser la
position des SP au cours du calcul et y approximer les grandeurs nécessaires au cal-
cul des déformations (vitesses, pseudo-normales, etc). Un ordre de consistance élevé
est nécessaire dans ce cas pour obtenir une bonne représentation de la courbure de la
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Méthode SPHC

FIGURE 2.3:Discrétisation SPHC basée sur des quadrilatères.

coque. En pratique, les fonctions MLS sont construites dans le repère RL0(xL0,yL0,zL0)
dans le formalisme lagrangien total et en dimension 2. Ainsi, pour une fonction f des
coordonnées (xL0,yL0), approximée en (x∗L0,y

∗
L0) on a :

〈 f (x∗L0,y
∗
L0)〉 =

Nv

∑
j=1

Φ j
RL0

f j (2.24)

〈(−→∇ RL0
f )(x∗L0,y

∗
L0)〉 =

Nv

∑
j=1

−→
∇ RL0

Φ j
RL0

f j (2.25)

L’expression 2.25 est utilisée pour calculer les déformations de l’équation 2.6. L’équilibre
2.19 et 2.20 est écrit aux nœuds dans le repère global R(x,y,z) en utilisant :

〈(−→∇ R0 f )(x∗0,y
∗
0,z

∗
0)〉 =

Nv

∑
j=1

−→
∇ Φ

′ j
R0

f j (2.26)

où Φ
′ j
R0
sont les fonctions de forme Φ j

R0
ramenées dans le repère global d’étude R(x,y,z).

Finalement, les équations d’équilibre 2.19 et 2.20 s’écrivent :

ρ0
(−→̈

u R

)

i
=

Ns

∑
j

(
P

j

)

R

−→
∇ Φ

′ j
R0

(2.27)

I0
(−→̈

θ R

)

i
=

Ns

∑
j

(
M

j

)

R

−→
∇ Φ

′ j
R0

+
−→
T0R (2.28)

où Ns est le nombre de SP voisins du nœud i.

2.2.2.2 Discŕetisation en temps

La discrétisation en temps est réalisée via le schéma de Newmark aux différences
centrées, voir [HUG 00], dont le principe est rappelé rapidement ci dessous. Supposons
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2. Coque SPH f ssurante

que la solution complète du système est connue à l’instant tn : les vecteurs déplacement−→
U n, vitesse−→V n et accélération

−→
A n correspondant aux degrés de liberté du problème sont

donc connus au pas de temps n. L’équilibre à satisfaire au pas de temps tn+1 s’écrit :

Mn+1−→A n+1 =
−→
F n+1

ext −−→
F n+1

int (2.29)

Au début du pas tn+1, le schéma fournit directement la nouvelle conf guration car :

−→
U n+1 =

−→
U n +∆t

−→
V n+1/2 (2.30)

avec −→V n+1/2 =
−→
V n+

∆t
2
−→
A n la vitesse au demi pas de temps. (2.31)

La connaissance de la conf guration à tn+1 permet le calcul de
−→
F n+1

ext et−→F n+1
int . Finalement

−→
A n+1 est obtenu à partir de 2.29, puis :

−→
V n+1 =

−→
V n+1/2 +

∆t
2
−→
A n+1 (2.32)

C’est un schéma conditionnellement stable dont l’application nécessite la déf nition d’un
pas de temps critique. Ce point, méconnu pour les SPHC, est abordé dans la section 2.2.5.

La variation des pseudo-normales −→n au cours du calcul est déduite des degrés de
liberté en rotation via la formule multiplicative de Rodrigue [BET 98] :

−→n n+1 = Gn+1−→n0 (2.33)

où −→n n+1 est la pseudo-normale au pas de temps n+1 et Gn+1 est la matrice qui traduit
la rotation de la pseudo-normale par rapport à sa position initiale −→n0 . Elle est obtenue de
manière incrémentale par :

Gn+1 = ∆G Gn (2.34)

où ∆G est l’incrément de rotation au cours du pas de temps n calculé à partir de
l’incrément des degrés de liberté de rotation.

2.2.3 Compĺements

Cette section présente l’ajout de viscosités artif cielles dans le modèle ainsi qu’un
f ltre appliqué aux vitesses de rotation. De plus, le traitement des conditions aux limites
pour le modèle SPHC est abordé.

2.2.3.1 Viscosit́es artificielles et filtre de Balsara

Le concept de viscosité artif cielle, présenté au paragraphe 1.4.2.1, a été adapté à la
méthode SPHC par Maurel et Combescure [MAU 08a] af n d’améliorer la stabilité de la
méthode. Deux termes visqueux ont été ajoutés, l’un pour les composantes de membrane
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Méthode SPHC

et l’autre pour les composantes de cisaillement transverse. La pression visqueuse de mem-
brane est identique à celle donnée par Monaghan et al. dans [MON 00] et vaut pour un
couple de nœuds i − j :

Π i j = ρi j

{
−α c h µi j +β h2 µ2i j si µi j ≤ 0
0 si µi j > 0 (2.35)

avec ρi j = (ρi +ρ j)/2. α et β sont respectivement les coeff cients de viscosité linéaire et
quadratique, h est le paramètre du support de la fonction noyau et c est la vitesse du son
dans le matériau. En dimension 3, on a :

µi j =
(−→vi −−→v j ).

−→r i j

‖−→xi −−→x j ‖+ ε
(2.36)

où −→r i j est un vecteur unitaire orienté selon la direction de la liaison i − j . De la même
manière, une pression visqueuse en cisaillement transverse est introduite :

τi j = ρi j

{
−γ c h ψi j si ψi j ≤ 0
0 si ψi j > 0 (2.37)

où γ est le coeff cient de viscosité linéaire en cisaillement transverse. En dimension 3, on
a :

ψi j =
(−→vi −−→v j ).

−→si j

‖−→xi −−→x j ‖+ ε
(2.38)

où−→si j est un vecteur unitaire orienté dans la direction normale à la coque. Les coeff cients
α, β et γ sont choisis de sorte à ne pas perturber le comportement d’ensemble de la struc-
ture ni dissiper une quantité importante d’énergie. Dans la suite, ces valeurs sont f xées à
α = 0.05, β = 0.1 et γ= 0.05.

De plus, une dissipation d’énergie est ajoutée sur les vitesses de rotation de la coque.
Pour cela, la pseudo-normale −→n est f ltrée en appliquant la formule proposée dans
[WEN 94] et [SWE 94] :

−̂→ni = −→ni +η

[
∑Nv

j=1mjWi j
−→n j

∑Nv
j=1mjWi j

−−→ni

]

(2.39)

L’énergie cinétique associée aux degrés de liberté en rotation est généralement très faible
dans les coques, ce qui limite le risque de dissipation excessive d’énergie. De plus, le
coeff cient η est pris petit, η = 0.1.

2.2.3.2 Traitement des conditions aux limites

Le traitement des conditions aux limites dans la méthode SPHC n’est pas aisé.
En ce qui concerne les conditions aux limites essentielles, le problème est commun à

l’ensemble des méthodes sans maillage et provient du fait que les fonctions de forme uti-
lisées ne satisfont généralement pas la condition de Kronecker, de sorte que 〈u〉(−→xi ) 6= ui .
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2. Coque SPH f ssurante

Dans le cas d’un encastrement, Combescure et Maurel [MAU 08a] ont résolu ce problème
en prolongeant simplement la coque sur plusieurs rangées de nœuds, typiquement trois,
dont les déplacements sont bloqués.

En ce qui concerne les conditions aux limites naturelles, le problème est spécif que aux
formulations fortes. Dans ce cas, la condition de bord libre doit, en effet, être appliquée
explicitement, contrairement aux formulations faibles pour lesquelles elle est automati-
quement vérif ée. Dans la littérature, l’application de cette condition de bord libre est
encore un problème ouvert. Pour la méthode SPH utilisant des fonctions de forme splines
cubiques, le voisinage incomplet des nœuds de bord crée naturellement une condition
approximative de bord libre. L’introduction des fonctions MLS permet d’améliorer la
consistance près des bords du domaine en compensant justement le voisinage incomplet
des nœuds. Le prix de cette amélioration est la nécessité d’appliquer désormais explicite-
ment la condition de bord libre. Pour cela, Maurel et Combescure ont élaboré la stratégie
suivante :

• les bords du domaine sont discrétisés avec des nœuds SPH, comme proposé dans
[VIG 00] et représenté sur la f gure 2.3. De cette manière, il n’est pas nécessaire de
calculer les contraintes sur les bords.

• les nœuds de bord sont ensuite identif és. Pour cela, on déf nit en chaque particule,
l’approximation SPH classique du champ unité :

βi =
Nv

∑
j

W(−→x i −−→x j ,h)∆Sj (2.40)

Cette approximation n’étant pas consistante à l’ordre 0 sur les bords du domaine
comme décrit dans le tableau 1.1, βi sera inférieur à 1 pour les points proches du
bord. On identif e donc comme nœud de bord, les particules pour lesquelles βi < βc

où βc est une valeur f xée par l’expérience. Dans notre cas, βc ∼ 0.6.
• les nœuds de bord sont ensuite inclus dans leur propre voisinage. En effet, les
fonctions MLS calculées sur les particules de bord sont distordues parce qu’elles
doivent vérif er la condition de consistance à l’ordre 1. Cela peut entrainer une rigi-
dité artif cielle des bords du domaine et un blocage en f exion, comme décrit dans
[MAU 08a]. La solution trouvée par Maurel et Combescure consiste donc à inclure
les nœuds du bord dans leur propre voisinage de SP, de sorte à réduire la distorsion
des fonctions de forme MLS.

• f nalement, la condition de bord libre est appliquée sur les nœuds de bord. En toute
rigueur, la condition devrait être la suivante :

M
i
−→n b0 = P

i
−→n b0 =

−→
0 (2.41)

où −→n b0 est la normale initiale au bord du domaine, qu’il est possible de calculer en
utilisant le gradient du paramètre βi. Maurel et Combescure ont choisi de simplif er
la méthode en imposant la condition suivante :

M
i
= P

i
= 0 (2.42)

qui donne des résultats équivalents à la précédente, voir [MAU 08a].
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Méthode SPHC

2.2.4 Algorithme de plasticit́e

La prise en compte de la plasticité du matériau ne permet plus de faire l’hypothèse
que les contraintes varient linéairement dans l’épaisseur de la coque. Dans le cadre de
la MEF, la solution consiste généralement à intégrer les contraintes dans l’épaisseur en
utilisant plusieurs points de Gauss, typiquement 5 ou plus, répartis entre les enveloppes
inférieures et supérieures de la coque. Cette méthode pourrait être appliquée pour les
SPHC en utilisant plusieurs SP dans l’épaisseur. Cependant, Maurel et Combescure ont
opté pour une solution moins couteuse en temps de calcul, qui consiste à approximer les
effets de la plasticité directement à partir des éléments de réduction de la coque.

Ilyushin [ILY 56] a, le premier, élaboré cette approche pour les matériaux plastiques
parfaits. Elle repose sur l’hypothèse que toute la section de la coque plastif e en même
temps, ce qui n’est réaliste qu’en présence d’efforts de membrane. Crisf eld [CRI 74] a
ensuite amélioré la méthode en incorporant l’effet de pseudo-écrouissage, c’est à dire la
plastif cation progressive de la section de la coque, en présence de f exion. Enf n, Chapu-
liot et Combescure [CHA 93] ont étendu la méthode aux matériaux à écrouissage isotrope.

La méthode consiste à approximer la contrainte équivalente de von-Mises de la
manière suivante :

σ2
eq = (σm

eq)
2+α2(σb

eq)
2+

α√
3

σb
eqσ

m
eq+κ(σs

eq)
2 (2.43)

où α et κ sont les coeff cients de participation de la f exion et du cisaillement transverse.
La valeur de α permet de régler l’apparition de la rotule plastique dans l’épaisseur de la
coque : α = 1 signif e que la rotule plastique apparaı̂t quand la peau plastif e et α = 2/3
signif e que la rotule plastique apparaı̂t quand toute l’épaisseur de la coque est plastique.
Dans la suite, le paramètre κ est pris nul, de sorte que les composantes de cisaillement
transverse restent élastiques.

Les éléments de réduction en membrane, f exion et cisaillement transverse sont
également déf nis au sens de von-Mises :






(σm
eq)

2 = (σm
xx)

2+(σm
yy)

2+3(σm
xy)

2−σm
xxσm

yy

(σb
eq)

2 = (σb
xx)

2+(σb
yy)

2+3(σb
xy)

2−σb
xxσb

yy

σm
eqσb

eq = σm
xxσb

xx+σm
yyσb

yy+3σm
xyσb

xy−
1
2
(
σm

xxσb
yy+σm

yyσb
xx

)

(σs
eq)

2 = 3(σs
xz)

2+3(σs
yz)

2

(2.44)

L’équation 2.43 peut s’écrire sous la forme suivante :

σ2
eq = −→σg

TF−→σg (2.45)

où −→σg est déf ni par : −→σg
T = [σm

xx σm
yy σm

xy σ f
xx σ f

yy σ f
xy] (2.46)

et F par :

F =




A

α
2
√
3

A

α
2
√
3

A α2A



 (2.47)
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2. Coque SPH f ssurante

avec

A =





1 −1
2

0

−1
2

1 0
0 0 3




(2.48)

Finalement, le fonction seuil de plasticité de von-Mises s’écrit :

fp = −→σg
TF−→σg− (σy(λ))2 = 0 (2.49)

où λ est le multiplicateur plastique.
L’algorithme de plasticité utilisé est basé sur la méthode du retour radial, proposée par

Zeng et Combescure dans [ZEN 01]. Il est décrit dans l’annexe B.

2.2.5 Estimation et contr̂ole du pas de temps critique

Le contexte de la dynamique explicite nécessite l’estimation du pas de temps critique
associé aux SPHC. C’est un aspect qui n’avait pas été abordé dans le travail initial de
Maurel et Combescure [MAU 08a]. Pour déterminer le pas de temps critique, on s’appuie
sur les deux considérations suivantes [HUG 00] :

• (∆t)crit = 2/ωmax où ωmax est la plus grande pulsation propre de la structure
discrétisée,

• ωmax est majorée par la pulsation de l’élément du maillage qui a la plus grande
pulsation propre.

Cela permet de réduire l’étude des pulsations propres d’un maillage entier à celle d’un
élément type. La pulsation propre d’un nœud SPH entouré de son voisinage a donc été
étudiée analytiquement en dimension 1, dans un contexte linéaire, en remplaçant les fonc-
tions MLS par les fonctions SPH classiques et en négligeant les termes de membrane. Les
détails sont donnés dans l’annexe C. On obtient l’estimation suivante du pas de temps
critique :

(∆t)crit = Dsph

√√√√√
(1−ν2)/E

α1
e3

12I
+α2

D2
sphe(1−ν)

12I

(2.50)

où I = ρe3/12 est l’inertie de rotation de la coque. Les coeff cients α1 et α2 ont été
déterminés par des expériences numériques : α1 = 0.4 et α2 = 2.0. En remplaçant I par
son expression, l’équation 2.50 se réécrit :

(∆t)crit = Dsph

√√√√√√
1−ν2

E
ρ

(α1+α2(1−ν)
D2

sph

e2
)

(2.51)

L’équation 2.51 comporte un terme associé aux effets de f exion α1 et un terme associé au
cisaillement transverse α2(1−ν)D2

sph/e2. Ce dernier terme fait tendre (∆t)crit vers 0 pour
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Méthode SPHC

des rapports Dsph/e très grands. Ainsi, le cisaillement transverse contribue à faire tendre
le pas de temps critique vers 0 pour les coques très f nes quand bien même sa contribution
dans la solution est alors très faible. Il en découle que l’étude de coques de faible épaisseur
avec la théorie Mindlin-Reissner est très coûteuse en temps de calcul.

Dans le cadre des coques EF deMindlin-Reissner, le pas de temps critique est contrôlé
en modif ant la matrice de masse des éléments, voir [HUG 78] et [HUG 00]. L’inertie de
rotation des éléments est modif ée de manière à faire disparaı̂tre la dépendance du pas
de temps critique à l’épaisseur de la coque, notamment pour les faibles épaisseurs. Cette
approche repose sur l’hypothèse que l’énergie associée aux seuls degrés de liberté en
rotation dans les coques est très faible. De plus, ces degrés de liberté sont associés à des
vibrations très hautes fréquences dont la longueur d’onde est proche de l’épaisseur de la
coque. L’inertie de rotation peut donc être modif ée sans pour autant altérer la précision
des résultats dans le domaine des basses et moyennes fréquences.

Cette méthode a été adaptée au cas des SPHC. La dépendance linéaire du pas de
temps critique à l’épaisseur de la coque disparaı̂t si l’on choisit de prendre I non plus
proportionnelle à e3 mais à eD2

sph dans le cas des faibles épaisseurs. Pour cela, l’inertie I
est remplacée dans l’équation 2.50 par Iopt donnée par :

Iopt = max(ρ
e3

12
,ρ

eD2
sph

12
) (2.52)

L’inertie est ainsi modif ée dans le cas des faibles épaisseurs de manière à contrôler le pas
de temps critique et reste inchangée pour les fortes épaisseurs.

Il faut noter que cette étude est réalisée pour un matériau élastique linéaire en l’ab-
sence de rupture. Dans ce cas, un coeff cient de sécurité cstab est appliqué à (∆t)crit . On
choisit souvent cstab∼ 0.2.

2.2.6 Investigations sur le verrouillage en cisaillement transverse

Le modèle SPHC est basé sur la théorie de Mindlin-Ressner qui permet, en théorie,
de traiter tous types de coques sans restriction d’épaisseur. En pratique, il s’avère que les
modèles basés sur cette théorie présentent le défaut d’être artif ciellement rigide dans le
cas des coques très minces. Ce problème, connu sous le nom de verrouillage en CT, est
d’autant plus prononcé que la coque est f ne et peut conduire à des erreurs importantes si
aucune attention n’y est portée.

Cet aspect n’avait pas été abordé dans le travail de Maurel et Combescure [MAU 08a].
Ce paragraphe présente donc des investigations effectuées sur ce problème pour le modèle
SPHC. Cependant, le problème est complexe et mériterait une étude plus poussée. Les
conclusions sont donc temporaires et les méthodes développées ne sont pas inclues dans
la suite du travail.

2.2.6.1 Mise eńevidence et origine du probl̀eme

Le problème est mis en évidence sur la f gure 2.4, qui représente la f èche d’une plaque
carrée encastrée sur ses bords et soumise à une pression uniforme. Les résultats sont
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2. Coque SPH f ssurante

normés par rapport à ceux obtenus avec un modèle EF de coque de Kirchoff (COQ4 dans
Europlexus). Il est clair que le verrouillage en CT se manifeste très rapidement puisque le
modèle SPHC exhibe une raideur excessive.

FIGURE 2.4:Verrouillage en CT pour le modèle SPHC.

Le verrouillage en CT est un problème purement numérique qui intervient dans les
modèles qui ne sont pas capables de représenter un état de contrainte nul pour le CT dans
la limite des coques minces. L’origine du problème peut être comprise schématiquement
en ayant à l’esprit que les contraintes en CT sont proportionnelles à ∂w/∂x− θ, où w
est le déplacement normal à la coque et θ sa rotation. Pour une coque inf niment mince,
ce terme devrait tendre vers 0. En pratique, les méthodes d’approximation/interpolation
utilisées dans les modèles numériques sont souvent trop grossières pour rendre possible
cette condition. Ainsi, le terme ∂w/∂x−θ n’est jamais parfaitement nul. Or, l’énergie de
CT est proportionnelle à e(∂w/∂x−θ) tandis que l’énergie de f exion est proportionnelle
à e3∂θ/∂x où e est l’épaisseur de la coque. En conséquence, si le terme ∂w/∂x−θ n’est
pas parfaitement nul, l’énergie de CT prend rapidement le pas sur l’énergie de f exion,
sous l’effet des coeff cients e et e3. Le comportement du modèle est alors dominé artif -
ciellement par le CT provocant une rigidité excessive de la structure.

2.2.6.2 Bibliographie

Le problème de verrouillage en CT a été très largement étudié dans le cadre de la
MEF et est désormais assez bien maı̂trisé. Pour les méthodes sans maillage, les principales
tentatives pour résoudre le problème sont, par exemple, décrites dans [TIA 07] :

• la solution la plus courante consiste en l’utilisation de fonctions d’approximation de
consistance élevée, combinée à de larges supports pour les fonctions poids. Krysl et
Belytschko ont les premiers utilisé cette méthode pour le verrouillage en membrane
des coques de Kirchoff dans [KRY 95] et [KRY 96]. Elle a ensuite été utilisée dans
[GAR 00]. En réalité, la solution ne fait qu’alléger le verrouillage, mais cela est
parfois suff sant. De plus, elle conduit à des coûts CPU importants.
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Méthode SPHC

• comme l’intégration réduite en EF, l’utilisation d’une intégration nodale pour les
formulations faibles ou d’une méthode de collocation pour les formulations fortes
permet également d’alléger le verrouillage. Le contrôle des modes à énergie nulle
qui peuvent alors se développer nécessite l’utilisation d’une stabilisation. C’est par
exemple l’approche choisie dans [WAN 04]. Cependant, l’intégration pauvre de
fonctions de forme complexes conduit souvent à des imprécisions.

• Donning et Liu [DON 98] ont proposé une méthode connue sous le nom de ≪mat-
ching approximation f elds concept ≫ ou bien ≪ f eld-consistency paradigm ≫ qui
reprend l’idée que le terme ∂w/∂x−θ dans l’expression des contraintes de CT doit
pouvoir tendre vers 0. L’idée consiste à construire les approximations de sorte que
le champ des rotations θ ait la capacité de correspondre exactement au champ de la
dérivée première des déplacements ∂w/∂x. Pour cela, il est proposé d’utiliser une
approximation classique pour le champ de déplacement :

w(x) =
Nv

∑
i=1

φi(x)wi (2.53)

et de construire les fonctions de forme pour le champ de rotations à partir de la
dérivée première des fonctions de forme utilisées pour le déplacement :

θ(x) =
Nv

∑
i=1

∂φi(x)
∂x

θi (2.54)

Cette idée à été reprise par Kanok-Nukulchai et al. dans [KAN 01] et semblait
prometteuse, mais Tiago et Leitao [TIA 07] ont montré que la matrice de raideur
résultante était singulière et donc le système instable.

• d’autres pistes ont également été étudiées mais n’ont pas encore clairement prouvé
leur eff cacité. On peut notamment citer Cho et Alturi [CHO 01] qui ont réalisé
un simple changement de variable pour obtenir une formulation Meshless Lo-
cal Petrov-Galerkin (MLPG) sans verrouillage dans le cas d’une poutre de Timo-
shenko.

2.2.6.3 Investigations pour le mod̀ele SPHC

L’augmentation de l’ordre de consistance des fonctions MLS ne s’est pas révélée ef-
f cace dans le cas du modèle SPHC. Les tests effectués ont, par contre, montré que la
suppression des SP permettait d’alléger considérablement le verrouillage. C’est une so-
lution équivalente à l’intégration réduite dans la MEF et à l’intégration nodale des for-
mulations faibles sans maillage telle qu’utilisée dans [WAN 04]. Elle présente cependant
l’inconvénient d’introduire dans le modèle des modes à énergie nulle, qu’il faut maı̂triser
avec une stabilisation.

Par similitude avec la méthode d’intégration sélective en EF, il a été choisi de calcu-
ler uniquement les composantes de CT sans utiliser de SP et d’ajouter une stabilisation
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2. Coque SPH f ssurante

sur ces termes. On pourrait parler alors de ≪ collocation sélective stabilisée ≫. La stabi-
lisation des termes en CT a été construite très simplement : au lieu d’utiliser une simple
méthode de collocation ne faisant intervenir que les nœuds du domaine, les efforts en CT
sont également calculés à partir des contraintes portées par les SP. Cependant, la contri-
bution de ces SP dans l’approximation MLS utilisée pour le calcul des efforts est rendue
faible en leur attribuant un poids fc×wi , où wi est le poids calculé classiquement. fc est
donc un coeff cient de stabilisation à choisir suff samment petit pour éviter le verrouillage
et suff samment grand pour éviter le développement de modes instables. Le cas fc = 0
correspond à une collocation pure. Finalement, le coeff cient fc est choisi empiriquement
sous la forme suivante :

fc = k(
e

Rsph
)n (2.55)

où k et n sont obtenus par des expériences numériques : k = 1e−2 et n = 2. La f gure 2.5
montre l’effet de cette stabilisation par comparaison avec le cas d’une collocation pure,
c’est à dire fc = 0.

Instabilities

(a) Collocation pure (b) Collocation stabilisée

FIGURE 2.5:Effet de la stabilisation sur la déformée SPHC (×2000).

En reprenant l’exemple de la section 2.2.6.1, on constate sur la courbe 2.6 une nette
amélioration des performances du modèle SPHC. Il fournit des résultats satisfaisant jus-
qu’à des rapports de l’ordre de 100 voir 1000. On remarque cependant que le comporte-
ment n’est pas encore parfait car un verrouillage subsiste et apparaı̂t progressivement. Les
performances sont comparés à un modèle de coque EF de Mindlin-Reissner à intégration
sélective (Q4GS dans Europlexus).

2.2.6.4 Conclusions partielles

Ces investigations sur le problème de verrouillage en CT ont permis d’esquisser une
solution eff cace, que l’on pourrait nommer ≪ collocation sélective stabilisée ≫. Cepen-
dant, une étude plus poussée du problème serait nécessaire pour obtenir complète satis-
faction, notamment à propos de la stabilisation. Pour cette raison, la méthode testée n’est
pas intégrée dans la suite des développements.
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Endommagement et rupture

FIGURE 2.6:Performances du modèle de collocation sélective stabilisée.

2.3 Endommagement et rupture

Cette section présente le modèle de rupture élaboré pour les SPHC. Il est basé sur
une transition endommagement-f ssuration et l’introduction de discontinuités fortes dans
le modèle.

2.3.1 Introduction

2.3.1.1 Échelles, ḿecanismes et approches de la rupture

La rupture est un mécanisme qui fait intervenir différentes échelles du matériau. On
distingue généralement [LEM 85] l’échelle microscopique (de l’ordre du µmau centième
de mm), l’échelle macroscopique ou du volume élémentaire représentatif (VER) (0.1 à
1 mmpour les métaux, 10 cm pour le béton) et l’échelle de la structure. On parle alors
respectivement de microf ssures, macrof ssures et f ssures.

Échelle microscopique A l’échelle microscopique, on distingue deux principaux
mécanismes de rupture : la rupture fragile qui concerne aussi bien les métaux que les
bétons et la rupture ductile plus spécif que aux métaux. Pour les métaux, la rupture fra-
gile consiste en la rupture des liaisons entre les atomes lorsque l’énergie de sollicitation
devient supérieure à leur énergie de cohésion. La rupture de ces liaisons inter-atomiques
conduit au clivage, c’est à dire à une séparation des plans cristallographiques. Pour le
béton, la rupture fragile provient de la décohésion entre la pâte et les grains. Des micro-
f ssures apparaissent aux interfaces entre la pâte et les grains, progressent à la périphérie
des grains, gagnent la pâte puis se rejoignent conduisant à la formation d’une f ssure ma-
croscopique. Dans les deux cas, c’est un mécanisme qui n’implique pas de déformations
plastiques signif catives.
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2. Coque SPH f ssurante

La rupture ductile provient, elle, des grandes déformations plastiques qui apparaissent
aux voisinages des défauts du matériau métallique. La matrice voit des déformations im-
portantes, plastif e et perd ainsi sa cohésion avec le défaut qui est souvent moins ductile.
La perte de cohésion entraı̂ne la création de microf ssures et de cavités. Les microf ssures
et cavités croissent au fur et à mesure que la matrice plastif e. Cette dernière rompt alors
localement une fois la striction atteinte, ce qui provoque la coalescence des cavités et la
rupture macroscopique f nale.

L’étude des densités de microf ssures et cavités conduit à des modèles microscopiques,
qui une fois homogénéisés au niveau d’un VER, peuvent être utilisés pour décrire le com-
portement macroscopique du matériau.

Échelle macroscopique A l’échelle macroscopique, les phénomènes décrits
précédemment sont représentés par la notion d’endommagement. Un VER est dit
vierge de tout endommagement s’il est dépourvu de f ssures et de cavités au niveau mi-
croscopique et totalement endommagé lorsque une macrof ssure apparaı̂t. L’évolution de
l’endommagement entre ces deux stades est décrit par des modèles d’endommagement.
Les phénomènes microscopiques fragiles et ductiles décrits précédemment se traduisent
au niveau macroscopique respectivement par un endommagement macro-fragile et un
endommagement plastique ductile. Le premier est un endommagement de décohésion
qui survient en l’absence de déformations irréversibles macroscopiques. Le second est
l’endommagement associé aux grandes déformations plastiques conduisant à la striction.

Échelle de la structure Les macrof ssures de l’ordre de grandeur du VER peuvent
croı̂tre au niveau de la structure et provoquer sa rupture. On distingue de nouveau une
f ssuration par rupture fragile ou par rupture ductile. Le premier type de f ssure se pro-
page rapidement sans dissipation plastique importante, tandis que le second type de f ssure
est stable et progresse à une vitesse qui ne dépend que la sollicitation de la structure en
dissipant de l’énergie par plasticité. La théorie de la f ssuration est souvent utilisée pour
prévoir l’évolution de ces f ssures jusqu’à la ruine de la structure. Cette théorie se base
sur des variables déf nies au niveau global (taux de restitution d’énergie, intégrales de
Rice ou facteur d’intensité des contraintes par exemple) pour prévoir le comportement
des f ssures. On parle aussi d’approche globale voir semi-locale lorsqu’on s’intéresse
plus précisément aux phénomènes en pointe de f ssure (plasticité notamment). Ces ap-
proches sont applicables lorsqu’il n’est pas indispensable de connaı̂tre précisément l’état
du matériau vers le front de f ssure et dans des cas simples (matériaux élastique fra-
gile, prise en compte limitée de la plasticité). Une autre approche, dite locale, consiste
à s’intéresser précisément aux contraintes, déformations plastiques et endommagement
représentatif de la détérioration du matériau en amont de la f ssure. Il est alors possible de
réutiliser la notion d’endommagement, la f ssure étant alors vue comme un ensemble de
VER totalement endommagés.
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2.3.1.2 Philosophie de la ḿethode

La méthode développée dans le cadre de l’élément SPHC utilise largement la no-
tion d’endommagement macroscopique. Les phénomènes microscopiques, à l’origine
de la rupture, sont homogénéisés et leurs effets sont traduits au niveau macroscopique
directement par la notion d’endommagement. Son évolution n’est pas basée sur des
considérations microscopiques (densité de f ssures et de cavités par exemple), mais sur
des grandeurs mécaniques globales (déformations, contraintes). L’endommagement cri-
tique d’un VER conduit à l’apparition d’une macrof ssure qui se propage au niveau de
la structure par endommagement de VER supplémentaires. Une fois la f ssure apparue,
elle est traitée comme une discontinuité forte. La philosophie décrite ici fait clairement
référence aux méthodes dites locales.

2.3.2 Mod́elisation de l’endommagement

La théorie de l’endommagement, qui décrit la détérioration des caractéristiques d’un
matériau depuis sont état initial jusqu’à l’apparition d’une f ssure macroscopique, est
récente. En 1958, Kachanov publie les premiers travaux utilisant une variable d’endom-
magement [KAC 86]. La notion a ensuite été développée dans les années 1970, entre
autres par Lemaitre et Chaboche [LEM 85], et généralisée au cas isotrope en dimension
3 avec un cadre thermodynamique clair. La théorie de l’endommagement anisotrope est
plus récente, citons ici les travaux de Desmorat [LEM 00], [DES 07].

2.3.2.1 Notions sur la th́eorie de l’endommagement

Variable d’endommagement Considérons une section Sn d’un VER déf nie par sa nor-
male −→n . Cette section, schématisée sur la f gure 2.7, présente un certain nombre de f s-
sures et de cavités qui réduisent la résistance du matériau :

• la surface des défauts réduit d’autant la surface effective du VER,
• les défauts créent des concentrations de contraintes dans leur voisinage,
• les interactions entre les défauts créent également des concentrations de contraintes.

Si l’on note SD la surface totale des défauts, corrigée en tenant compte des effets de
concentrations de contraintes et d’interactions entre les défauts, la surface résistant effec-
tivement aux sollicitations est SU = Sn−SD. Une variable interne Dn d’endommagement
peut être introduite sous la forme :

Dn =
SD

Sn
(2.56)

Dn représente l’endommagement du VER dans la direction déf nie par la normale
−→n . Si on fait l’hypothèse d’un endommagement isotrope, la variable Dn ne dépend
pas de la direction −→n et le scalaire D est suff sant pour décrire l’endommagement de
l’ensemble du VER. Cela suppose que l’orientation des f ssures et cavités est distribuée
uniformément dans toutes les directions. Par simplicité, nous travaillerons dans la suite
sous cette hypothèse. Il faut cependant noter un intérêt grandissant de la communauté
pour l’endommagement anisotrope, par exemple pour la modélisation des bétons
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2. Coque SPH f ssurante

FIGURE 2.7:Schématisation d’un VER : présence de microf ssures et cavités.

[DES 07], [CHA 09]. D peut donc être vu comme la fraction corrigée de discontinuités
dans la matière. D varie entre 0 pour un matériau vierge de tout défaut et Dc ≤ 1 pour
un matériau présentant une macrof ssure. D ne peut que croitre puisque l’apparition de
défauts est un processus irréversible.

Remarque : initialement, D= D0 6= 0 puisque le mat́eriau poss̀ede des d́efauts dus
à son histoire (́elaboration). D0 est une valeur difficilèa obtenir, c’est pourquoi tr̀es
souvent la simplification D0 = 0 est faite.

Contrainte effective La déf nition de la surface effective SU conduit à la notion de
contrainte effective. Dans le cas d’un problème de dimension 1, on utilise habituellement
la contrainte usuelle σ déf nie comme le rapport de l’effort F sur la section Ssur laquelle
il s’exerce. De la même manière, on peut déf nir la contrainte effective σU en remplaçant
Spar SU , la surface résistant effectivement à la sollicitation. On obtient :

σU =
F
SU

(2.57)

Nous avons évidemment σU = σ pour un matériau vierge, σU > σ pour un matériau
endommagé. Il vient alors :

σU = σ
S

SU
=

σ
1−D

(2.58)

Dans le cas d’un problème en dimension 3 et d’un endommagement isotrope, celui-ci
s’applique à toutes les composantes du tenseur de contraintes, d’où :

σ
U

=
σ

1−D
(2.59)

Principe d’ équivalence en d́eformation Il s’agit d’une hypothèse importante de la
théorie [LEM 85] : ≪ tout comportement à la déformation, unidimensionnel ou tridimen-
sionel, d’un matériau endommagé est traduit par les lois de comportement du matériau
vierge dans lesquelles on remplace la contrainte usuelle par la contrainte effective≫. Cela
signif e qu’un matériau voyant un endommagement D et soumis à une traction unidimen-
sionnelle σ se déforme de la même manière qu’un matériau f ctif équivalent qui serait
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vierge et soumis à une traction σU . Cela signif e également, que loi d’élasticité linéaire
d’un matériau endommagé en dimension 1 est :

εe =
σU

E
=

σ
(1−D)E

(2.60)

E étant le module d’Young et εe la déformation élastique. Il s’agit d’une hypothèse
simpliste qui suppose que l’endommagement inf uence de la même manière tous les
mécanismes de déformation de la matière (élasticité, plasticité, viscoplasticité). Cela per-
met cependant d’établir une théorie simple et eff cace.

2.3.2.2 Critères et lois d’́evolution de l’endommagement

La description du comportement d’un matériau à l’endommagement nécessite l’uti-
lisation d’un critère qui détermine s’il est effectivement en train de s’endommager ou
non et, une fois celui-ci vérif é, une loi d’évolution de la variable endommagement. Nous
appellerons surface seuil d’endommagement la fonction qui décrit ce critère et nous la
noterons fD.

Crit ère pour les b́etons Le critère que nous utiliserons pour les béton permet de
prendre en compte son comportement non symétrique. Le béton est en effet beaucoup
plus résistant à l’endommagement en compression qu’en traction, d’où son utilisation
sous forme précontrainte. Les observations à l’échelle microscopique montrent une orien-
tation préférentielle des microf ssures dans la direction normale aux directions principales
d’extensions. Un critère basé sur les déformations principales positives 〈ε1〉,〈ε2〉 et 〈ε3〉
a donc été proposé par Mazars [MAZ 84] :

fD(
−→ε ,D) =

[
〈ε1〉2+ 〈ε2〉2+ 〈ε3〉2

]1/2− εD = ε∗− εD ≤ 0 (2.61)

ε∗ est la déformation équivalente associée au critère et εD est la déformation équivalente
seuil au delà de laquelle le matériau s’endommage. Ce critère présente l’inconvénient
d’interdire tout endommagement en compression, ce que certains auteurs ont corrigé par
l’introduction d’une partie représentative des déformations négatives [CHU 09]. Nous
l’utiliserons cependant sous la forme présentée dans l’équation 2.61.

Crit ère pour les ḿetaux L’endommagement provient dans ce cas du cisaillement qui
favorise la plasticité et de la déformation volumique qui favorise la croissance des cavités
et des f ssures. En écrivant que l’endommagement est gouverné par l’énergie de distorsion
et de déformation volumique [LEM 85], on obtient :

fD(
−→ε ,D) =

[
2
3
(1+ν)+3(1−2ν)

(
σH

σeq

)2
]

p− εs
p ≤ 0 (2.62)

σH est la contrainte hydrostatique, σeq la contrainte équivalente au sens de von-Mises,
σH/σeq le taux de triaxialité des contraintes et εs

p la déformation plastique équivalente
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2. Coque SPH f ssurante

seuil. Ce critère est connu sous le nom de critère du taux de restitution de densité d’énergie
élastique. Il est simple et très utilisé mais ne permet pas de représenter précisément tous
les phénomènes comme par exemple le f uage.

Loi d’endommagement Mazars pour les b́etons La principale hypothèse associée à
la loi de comportement élaborée par J. Mazars [MAZ 84] est que le comportement du
matériau est purement élastique endommageable. Sous cette hypothèse, la loi de compor-
tement du matériau s’écrit simplement :

−→σ = (1−D)H−→ε (2.63)

La loi d’évolution de l’endommagement élaborée par Mazars s’écrit :

Ḋ =

[
εD(1−AL)

(ε∗)2
− ALBL

eBL(ε∗−εD)

]
ε̇∗ (2.64)

Trois paramètres interviennent donc dans l’évolution de l’endommagement :
• εD est le seuil au delà duquel le matériau s’endommage,
• AL qui impose l’asymptote horizontale de la courbe contrainte-déformation, voir
f gure 2.8(a),

• BL qui impose la forme de la décroissance par rapport à la contrainte maximale,
voir f gure 2.8(b).

(a) Inf uence du paramètre AL (b) Inf uence du paramètre BL

FIGURE 2.8: Inf uence des paramètres AL et BL [CHU 09].

Pour tenir compte de la dissymétrie du comportement en traction et en compression, il
est possible de combiner deux lois d’évolution différentes, l’une pour la traction donnant
Dt = f (At,Bt) et l’autre pour la compression donnantDc = f (Ac,Bc). L’endommagement
est alors D = αcDc +αtDt , avec les coeff cients de mélange αc et αt tels que αc +αt = 1
et calculés en séparant les parties positives et négatives du tenseur des déformations. L’in-
terprétation physique de cet endommagement à deux vitesses n’est pas aisée puisqu’en
réalité l’endommagement est un phénomène unique. Nous choisissons de ne tenir compte
que du phénomène de traction en prenant αc = 0 et αt = 1.
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Endommagement et rupture

Matériau εs
p εc

p Dc

* Cuivre 99.9% 0.35 1.04 0.85
* AU4G1 0.03 0.25 0.23
* Acier E24 0.5 0.88 0.17
§ Acier 1015 0.259 1.4 0.065
§ Acier 1045 0.223 0.95 0.065
§ Acier 1090 0.129 0.64 0.065
§ Acier A3 0.202 1 0.1
* Acier XC38 0 0.56 0.22
* Acier 30CD4 0.02 0.37 0.24
* INCO 718 0.02 0.29 0.24

TABLE 2.1:Coeff cients d’endommagement plastique ductile à 20°C.

Remarque : les d́eformations donńees dans ce tableau sont des déformations vraies Les
donńees sont issues de [LEM 85](*) et [BON 97] (§).

Loi d’endommagement plastique ductile pour les ḿetaux L’endommagement plas-
tique ductile accompagne les grandes déformations plastiques et vient donc s’ajouter à
la théorie de plasticité de von-Mises présentée dans la section 2.2.4. La fonction charge
représentant la limite d’élasticité s’écrit désormais [LEM 85] :

fp(
−→σ ,R,D) =

σeq

1−D
−σ0

y−R(λ) (2.65)

où σ0
y est la limite d’élasticité initiale, σ0

y +R(λ) la limite d’élasticité écrouie, λ le multi-
plicateur plastique et σeq la contrainte de von-Mises.

L’évolution de l’endommagement est donnée par la loi de Lemaitre et Chaboche
[LEM 85] :

Ḋ =
Dc

εc
p− εs

p

[
2
3
(1+ν)+3(1−2ν)

(
σH

σeq

)2
]

ṗ (2.66)

Trois paramètres matériau interviennent dans l’évolution de l’endommagement :
• la déformation plastique équivalente seuil εs

p au delà de laquelle l’endommagement
intervient, c’est à dire la croissance des cavités et microf ssures débute,

• la déformation plastique équivalente critique εc
p au delà de laquelle le matériau

rompt,
• l’endommagement critiqueDc atteint lorsque εp = εc

p. Physiquement,Dc représente
la fraction volumique de défauts à la rupture.

On remarque que l’endommagement évolue linéairement de 0 à Dc lorsque le taux de
triaxialité est constant. Plus particulièrement, si σH/σeq = 1/3, taux que l’on obtient par
exemple lors de la traction d’une éprouvette cylindrique, l’endommagement débute pour
εp = εs

p et atteint sa valeur critique pour εp = εc
p. La littérature montre que les valeurs de

ces coeff cients ont été identif ées pour différents matériaux, voir tableau 2.1.
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2. Coque SPH f ssurante

Remarque : l’́equation 2.66 suppose une proportionnalité entre le taux d’endommage-
ment et le taux de d́eformations plastiques, ce qui n’est pas adapté à certains mat́eriaux,
comméetudíe dans [BON 97]. Dans cette réf́erence, les auteurs introduisent un paramètre
suppĺementaire permettant de prendre en compte uneéventuelléevolution non-lińeaire de
l’endommagement. Nous nous contenterons cependant ici de l’ équation 2.66.

2.3.3 Le probl̀eme de localisation

Les simulations numériques effectuées pour un matériau dont la courbe contrainte-
déformation présente une pente négative (matériau adoucissant ou endommageable)
ne sont pas satisfaisantes car elles donnent des résultats qui dépendent du maillage.
C’est un problème bien connu dans le cadre de la MEF et traité abondamment dans la
littérature [BAZ 76] [BEN 88]. Dans [SUF 04], l’auteur présente une étude approfondie
du problème dont nous pouvons réutiliser les résultats. Dans [CAZ 10], l’auteur effectue
une revue complète des solutions disponibles dans la littérature. Cette partie s’inspire de
ces études et le lecteur peut s’y réferrer pour plus de précisions.

2.3.3.1 Constat

Les simulations utilisant un matériau avec une courbe contrainte-déformation de pente
négative ne donnent pas des résultats satisfaisants dans la mesure où bien souvent les
déformations et l’endommagement sont localisés artif ciellement sur un seul élément du
maillage à l’approche de la rupture. La f gure 2.9(a) est le résultat d’un calcul EF présenté
dans [AND 04] correspondant à l’endommagement d’une plaque trouée sous sollicitation
verticale. C’est une bonne illustration du problème de localisation puisqu’on voit clai-
rement que l’endommagement est concentré sur une bande d’un élément de largeur. Le
trajet de ce que l’on pourrait appeler la f ssure dépend donc de la position des éléments
du maillage. De plus, si l’on raff ne le maillage, la zone endommagée restera large d’un
élément et l’endommagement critique sera plus vite atteint (Dc est atteint en un nombre
constant de pas de temps). Ainsi, l’énergie dissipée dans la rupture et le temps à rup-
ture tendent vers 0 pour un maillage inf niment f n. Ce n’est pas physiquement acceptable
puisque cela suppose une vitesse inf nie de croissance des microf ssures et des cavités.

Le problème de localisation est donc clairement identif é dans le cadre de la MEF.
En ce qui concerne les méthodes sans maillage, il est parfois mis en avant que leur ca-
ractère non local permet d’éviter ce problème. Cependant, la f gure 2.9(b) montre que
la méthode SPH souffre également du problème de localisation. Le calcul correspond à
l’endommagement d’une plaque préf ssurée sur la moitié de sa longueur et soumise à de
la traction. Il est clair que l’endommagement est artif ciellement localisé dans une bande
d’une particule SPH de largeur.

54

Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2011ISAL0103/these.pdf 

© [F. Caleyron], [2011], INSA de Lyon, tous droits réservés



Endommagement et rupture

(a) EF [AND 04] (b) SPH

FIGURE 2.9: Illustration du problème de localisation de l’endommagement.

2.3.3.2 Étude mathématique du problème

Af n de trouver la source du problème, un modèle de poutre a été étudié analytique-
ment en dimension 1 dans [BAZ 85] et [NEE 88]. La loi de comportement suivie par le
matériau est schématisée f gure 2.10 : le matériau est durcissant de module E1 > 0 jusqu’à
une déformation seuil εlim puis adoucissant de module E2 < 0. L’équilibre de la poutre au
cours du temps s’écrit :

FIGURE 2.10:Loi de comportement de la poutre test.

∂σ(x, t)
∂x

= ρ
∂2u(x, t)

∂t2
(2.67)

Les contraintes sont obtenues par l’intermédiaire des déformations :

ε(x, t) =
∂u(x, t)

∂x
(2.68)

et de la loi de comportement :

σ(x, t) = E1ε(x, t) si ε(x, t) ≤ εlim

σ(x, t) = σmax+E2 (ε(x, t)− εlim) si ε(x, t)≥ εlim
(2.69)

avec σmax= E1εlim. Les équations 2.67, 2.68 et 2.69 peuvent se réécrire :

κ
ρ

∂2v(x, t)
∂x2

=
∂2v(x, t)

∂t2
(2.70)
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2. Coque SPH f ssurante

avec κ = E1 si ε ≤ εlim et κ = E2 sinon. Dans le premier cas, nous avons une équation
hyperbolique : le problème est alors bien posé et admet une solution réelle. Il s’agit de
l’équation de propagation d’une onde sans atténuation, la vitesse de l’onde étant

√
κ/ρ.

Dans le deuxième cas, l’équation différentielle 2.70 est elliptique. Le problème est mal
posé car il n’admet pas de solution réelle. La vitesse de propagation de l’onde devient
alors complexe. Le premier élément du maillage qui adopte un comportement adoucis-
sant ne transmet donc pas les déformations aux éléments voisins ce qui provoque les
problèmes énumérés dans la section 2.3.3.1. Les solutions apportées par la communauté
pour résoudre le problème consistent à préserver le caractère hyperbolique des équations
du problème.

2.3.3.3 Limiteurs de localisation

La majorité des solutions consistent à traiter de manière non locale l’endommage-
ment en introduisant une longueur ou un temps caractéristique qui traduit l’interaction
d’une entité du maillage avec les autres. On parle alors de modèle régularisé et l’outil
mathématique permettant la régularisation est appelé un limiteur de localisation.

Régularisation en espace Ce type de solution introduit une longueur caractéristique lc
qui déf nit le voisinage d’une entité du maillage à partir duquel une grandeur du modèle
est régularisée. Notant a la grandeur non régularisée, l’objectif est d’obtenir à partir des
valeurs des éléments voisins, une valeur régularisée, c’est à dire moyennée, notée ar . On
écrit alors :

ar(
−→x ) =

∫
Ω a(−→y )w(−→y −−→x )dΩ
∫

Ω w(−→y −−→x )dΩ
(2.71)

La longueur caractéristique lc est alors introduite dans la fonction poids w : les points
situés à une distance supérieure à une valeur de l’ordre de grandeur de lc se voient at-
tribués un poids nul. Cette famille de méthode est attractive dans le cas des SPH puisque
la fonction poids w est déja un élément important du modèle. Les différentes méthodes
proposées dans la littérature se distinguent par la manière de calculer l’intégrale 2.71 :

• les modèles non locaux [BAZ 88] évaluent l’intégrale numériquement, ce qui
conduit à un calcul souvent coûteux,

• les modèles à second gradient [AIF 84], [DEB 92] évaluent l’intégrale 2.71 analy-
tiquement. L’intégrale est approchée pour un milieu inf ni par l’intermédiaire d’un
développement limité d’ordre 2 de a(−→y ) autour de de −→x . On aboutit à une relation
faisant intervenir le second gradient de la variable a :

ar(
−→x ) = a(−→x )+cr ∇ 2(a(−→x )) (2.72)

avec cr un paramètre qui a la dimension d’une longueur au carré, la longueur étant
de l’ordre de grandeur de lc. On parle de modèle à second gradient explicite. La
formule 2.72 nécessite le calcul de la dérivée seconde de la grandeur a, ce qui
parfois n’est pas possible si les fonctions d’approximation utilisées dans le modèle
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Endommagement et rupture

ne sont pas assez régulières. Pour contourner le problème, il est possible d’utiliser
une version implicite de l’équation 2.72, en remplaçant ∇ 2(a(−→x )) par ∇ 2(ar(

−→x )),
ce qui est juste dans le cas d’un développement limité d’ordre 2. Le calcul du second
gradient n’est plus nécessaire, mais il faut maintenant imposer des conditions aux
limites sur le champ ar pour résoudre l’équation.

Différentes grandeurs peuvent êtres choisies pour a : déformation équivalente,
déformation plastique cumulée, ... Dans le cas de la plasticité, si a est la déformation
plastique cumulée, cela implique que les contraintes dépendent du second gradient des
déformations plastiques, ce que certains auteurs justif ent par des considération microsco-
piques.

Régularisation en temps C’est une alternative à la régularisation en espace décrite
précédemment. Généralement la grandeur a est alors directement l’endommagement.
Nous avons vu au paragraphe 2.3.3.1 que le problème de localisation suppose que le taux
de croissance de l’endommagement tend vers l’inf ni lorsque la discrétisation en temps
et/ou espace tend vers 0, ce qui n’est pas physique. La régularisation en temps consiste
à limiter le taux de croissance de l’endommagement par une valeur f nie et physique en
introduisant un temps caractéristique τc dans le modèle [LAD 91], [LAD 92]. L’une des
manières les plus courantes d’imposer cette limitation est l’utilisation de l’équation sui-
vante [ALL 97] :

si D ≤ Dc

Ḋr =
1
τc

(
1−e−a〈D−Dr〉

)

sinon
Ḋr = 0

(2.73)

D est l’endommagement fourni par la loi d’évolution de l’endommagement et Dr est
l’endommagement régularisé. En plus du temps caractéristique τc, un paramètre a fait
son apparition. L’équation 2.73 montre que :

• Ḋr est borné par 1/τc, qui est représentatif de la vitesse maximale de croissance des
défauts du matériau,

• le temps à rupture est borné par la valeur Dcτc qui est indépendante du maillage,
• pour des chargements très lents, nous avons bien Dr = D.

La f gure 2.11 montre l’inf uence des paramètres a et τc sur l’évolution de l’endommage-
ment. Pour cela, on étudie un cas très simple pour lequel l’endommagement évolue bruta-
lement de 0 à 1 à t = 0 s. Sur la f gure 2.11(a), a varie avec τc = 1e−6 s. On remarque que
le taux d’endommagement augmente avec a. On vérif e que le temps minimum à rupture
est bien Dcτc = 1e−6 sdans cet exemple. Sur la f gure 2.11(b), τc varie alors que a = 1.
Lorsque τc tend vers 0, le modèle à endommagement retardé tend vers le modèle initial
sans régularisation.

Lien entre les deux approches Dans [SUF 04], l’auteur établit une relation entre la
régularisation en espace et en temps. En se plaçant dans le cas simple d’une poutre
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2. Coque SPH f ssurante

(a) Inf uence du paramètre a (b) Inf uence du paramètre τc

FIGURE 2.11:Inf uence des paramètres a et τc sur l’évolution de l’endommagement.

élastique endommageable en dimension 1 et en utilisant un modèle de régularisation en
temps simplif é, l’auteur aboutit à la relation analytique suivante :

lc = cτc ln(
∆σ
σlim

) (2.74)

avec

Eεs < σlim < E

(
εe

s +3
εc− εs

a

)
(2.75)

lc est la longueur caractéristique de la zone endommagée, ∆σ le saut de contrainte vu par
le matériau et c la vitesse du son dans celui-ci. σlim est un paramètre matériau représentant
sa capacité à résister à l’endommagement, εs et εc sont les déformations équivalentes seuil
et critique. Il est donc possible d’obtenir un encadrement lmin

c < lc < lmax
c de la longueur

caractéristique obtenue avec la régularisation en temps. On remarque que lc depend du
problème traité via le saut de contrainte ∆σ. Ce dernier peut être estimé par une étude
préalable du problème via un modèle analytique simple ou un calcul élastique permettant
d’obtenir un ordre de grandeur de la sollicitation. On peut ainsi choisir les valeurs de a et
τc.

Remarque : l’utilisation de l’́equation 2.74 n’est pas aisée. Elle aét́e obtenue pour
un mod̀ele élastique lińeaire endommageable et son extensionà la plasticit́e ou visco-
plasticit́e n’est pas directe. Dans ces conditions, il arrive d’obtenir des valeurs de lon-
gueur caract́eristique ńegatives : cela peut indiquer que la sollicitation n’est passuffi-
sante pour provoquer la ruine de la structure. Si la rupture alieu, elle sera alors due aux
allers et retours de l’onde de choc dans la structure. L’auteur de [SUF 04] fournit des
conseils quant̀a l’utilisation de cette formule : il estime que l’on peut se conformer aux
valeurs lmin

c et lmax
c si ∆lc = lmax

c − lmin
c n’est pas grand devant les autres dimensions du

problème et si lmin
c n’est pas ńegatif.
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Endommagement et rupture

2.3.3.4 D́emarche d’utilisation et choix

La longueur caractéristique lc d’une zone endommagée est une grandeur physique qui
ne dépend que du matériau utilisé : elle correspond classiquement à trois fois la taille
des entités caractéristiques du matériau (agrégats d’un béton, cristaux d’un métal). Il faut
alors utiliser une discrétisation de taille ∆x < lc, de sorte que la zone endommagée soit
constituée de plusieurs entités. L’utilisation d’une régularisation en espace est directe,
tandis que pour la régularisation en temps, la détermination des paramètres a et τc passe
nécessairement par l’utilisation de l’équation 2.74 et donc l’approximation du saut de
contrainte ∆σ. En pratique, cette démarche conduit souvent à des maillages très f ns et
donc inopérants. On peut alors augmenter la longueur lc artif ciellement, de sorte que
lc > ∆x, ∆x étant f xé par la puissance des moyens de calculs disponibles. Cette démarche
est une approximation couramment utilisée qui introduit une erreur dans la taille des
zones endommagées mais en contre-partie permet d’éviter le phénomène de localisation
numérique.

Le choix d’une régularisation en espace semble préférable du point de vu de la
simplicité. Cependant, d’un point de vu numérique, il n’est pas optimal puisqu’il sup-
pose la connaissance de la grandeur a à régulariser simultanément sur l’ensemble de la
discrétisation. Cette condition remet alors en cause l’architecture de nombreux codes
de calculs qui fonctionnent en utilisant une seule boucle principale sur les éléments
au cours de laquelle l’ensemble des calculs est réalisé. Connaı̂tre la grandeur a simul-
tanément sur l’ensemble de la discrétisation nécessiterait de parcourir deux fois tous les
éléments, avec des conséquences négatives sur les performances de calcul. C’est pour-
quoi la régularisation en temps est souvent préférée dans le cadre des éléments f nis. C’est
également celle que nous allons utiliser ici.

2.3.4 Couplage loi de comportement - loi d’endommagement

Le comportement d’un matériau résulte désormais du couplage entre sa loi de com-
portement et de sa loi d’endommagement. Trois couplages ont été implémentés dans Eu-
roplexus pour l’élément SPHC :

• comportement fragile linéaire élastique : la loi d’endommagement Mazars pour les
matériaux fragiles présentée dans le paragraphe 2.3.2.2 est associée à la surface
seuil du même nom ainsi qu’à une loi de comportement linéaire élastique isotrope.
La discrétisation de ce couplage est directe et n’est pas présentée ici.

• comportement plastique ductile : la loi d’endommagement du paragraphe 2.3.2.2
pour les matériaux ductiles est couplée à une loi de comportement plastique de
von-Mises isotrope à écrouissage isotrope. Une implémentation de ce couplage est
proposée dans [SUF 04], entre autres pour des coques pour lesquelles l’intégration
est effectuée dans l’épaisseur. Cette implémentation est reprise ici et adaptée au cas
des coques avec un modèle global. Le détail de cette implémentation est donnée
dans la suite.

• comportement plastique ductile dépendant de la vitesse de déformation : il s’agit
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2. Coque SPH f ssurante

du couplage précédent dans lequel la dépendance à la vitesse de déformation est
introduite en remplaçant la loi de von-Mises par la loi de plasticité de Johnson-
Cook dont la formulation sera rappelée à cette occasion.

2.3.4.1 Loi d’endommagement ductile coupléeà la plasticité de von-Mises

Dans un premier temps, nous rappelons l’ensemble des équations qui inter-
viennent dans la modélisation du comportement du matériau, puis nous présentons leur
discrétisation dans le cadre de la méthode SPHC et leur résolution.

Rappel deséquations du mod̀ele Nous rappelons ici les équations de la plasticité de
von-Mises isotrope à écrouissage isotrope, les équations de l’endommagement plastique
ductile et les modif cations dues au couplage des deux modèles. Pour une description
précise de la plasticité de von-Mises, on pourra se reporter au paragraphe 2.2.4.

La fonction seuil de la plasticité de von-Mises en présence d’un endommagement
régularisé Dr s’écrit :

fp(
−→σ ,Dr ,λ) =

σeq

1−Dr
−σ0

y−R(λ) = 0 (2.76)

où σ0
y est la limite d’élasticité initiale, σy = σ0

y +R(λ) la limite d’élasticité écrouie, λ le
multiplicateur plastique, σeq la contrainte équivalente au sens de von-Mises et Dr l’en-
dommagement régularisé. La loi d’écoulement permet de déf nir le taux de déformation
plastique

−→̇
εp et le taux de déformation plastique cumulé ṗ :

−→̇
εp = λ̇

∂ fp

∂−→σ
(2.77)

ṗ =
λ̇

1−Dr
(2.78)

A ces équations s’ajoutent celle issue de l’hypothèse de décomposition additive du tenseur
des déformations en une partie élastique et une partie plastique et celle donnée par la loi
de Hooke :

−→ε =
−→εe +

−→εp (2.79)

−→σ = (1−Dr)H
−→εe (2.80)
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Endommagement et rupture

Enf n, les équations de la loi d’endommagement associée à l’effet retard sont :

si

[
2
3
(1+ν)+3(1−2ν)

(
σH

σeq

)2
]

p≥ εs
p

Ḋ =
Dc

εc
p− εs

p

[
2
3
(1+ν)+3(1−2ν)

(
σH

σeq

)2
]

ṗ

sinon
Ḋ = 0

si D ≤ Dc

Ḋr =
1
τc

[
1−e−a〈D−Dr 〉

]

sinon
Ḋr = 0

(2.81)

Discrétisation temporelle et spatiale Les équations précédentes, qui font intervenir des
grandeurs variables dans l’espace et le temps, sont discrétisées dans le cadre des SPHC et
de la dynamique explicite. Considérant la discrétisation de la coque par un ensemble de
points, nous traitons désormais les grandeurs en un point donné de l’espace correspondant
à un nœud du maillage. La distinction entre la variable et sa valeur en un point n’est pas
faite dans la notation pour ne pas alourdir les écritures.

Comme vu au paragraphe 2.2.4, nous traitons les non-linéarités dues à la plasticité via
un modèle global dans l’épaisseur. Nous reprenons ici les mêmes équations et notations.
Rappelons simplement que l’on écrit :

σ2
eq = (σm

eq)
2+α2(σb

eq)
2+

α√
3

σb
eqσ

m
eq = −→σ T

g F−→σ g (2.82)

où α est un coeff cient de participation des termes de f exion. Les termes de cisaillement
transverse n’interviennent pas dans cette expression. F un tenseur d’ordre 2 dont l’expres-
sion a été donné paragraphe 2.2.4. La fonction seuil de la plasticité s’écrit donc :

fp(
−→σ ,Dr ,λ) =

√−→σg
TF−→σg

1−Dr
−σ0

y−R(λ) = 0 (2.83)

Les équations du problème sont ensuite utilisées sous une forme incrémentale :
• décomposition additive des déformations :

∆−→εg = ∆
−→
εe

g +∆
−→
εp

g (2.84)

• loi de Hooke :

∆−→σg = (1−Dr)H∆
−→
εe

g −∆DrH
−→
εe

g = (1−Dr)H∆
−→
εe

g −∆Dr

−→σg

1−Dr
(2.85)

car −→σg = (1−Dr)H
−→
εe

g (2.86)
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2. Coque SPH f ssurante

• écoulement plastique :

∆−→εp = ∆λ
∂ fp

∂−→σg
= ∆λ

F−→σg

(1−Dr)σeq
(2.87)

car, pour un vecteur −→a quelconque, nous avons

∂−→a TF−→a
∂−→a = 2F−→a

si F est symétrique, ce qui est le cas ici. De plus :

∆p =
∆λ

1−Dr
(2.88)

• loi d’endommagement :

si
[
2
3
(1+ν)+3(1−2ν)(

σH

σeq
)2
]1/2

p≥ εs
p

∆D =
Dc

εc
p− εs

p

[
2
3
(1+ν)+3(1−2ν)(

σH

σeq
)2
]1/2

∆p

sinon
∆D = 0

(2.89)

• effet retard :
si D ≤ Dc

∆Dr = ∆t
1
τc

[
1−e−a〈D−Dr 〉

]

sinon
∆Dr = 0

(2.90)

Par commodité pour la suite, nous allons noter :

∆Dr = −∆λ
∂ϕ̂∗

D

∂Y
(2.91)

ϕ̂∗
D est le potentiel de dissipation par endommagement dont dérive Dr . Contraire-

mement à ϕ∗
D le potentiel associé à D, l’expression de ϕ̂∗

D n’est pas directe. Nous
nous contentons ici de supposer son existence et ne donnons pas son expression.

Résolution Le problème est désormais le suivant : connaissant les grandeurs à un instant
tn en un nœud de la discrétisation, il faut déterminer les grandeurs à l’instant tn + ∆t au
même nœud connaissant l’incrément des déformations totale ∆−→ε entre tn et tn+∆t fourni
par le schéma explicite. La majeure partie du problème consiste en la détermination de
la part des déformations plastiques contenues dans ∆−→ε , c’est à dire la détermination du
multiplicateur plastique λ. λ est approché par une méthode itérative prenant pour solution
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Endommagement et rupture

initiale les grandeurs obtenues en faisant l’hypothèse que seules les variables élastiques
évoluent. C’est l’estimation élastique, dont les grandeurs associées seront marquée d’un
asterix *. Les grandeurs à un instant tn seront notées avec un exposant (n). L’estimation
élastique de l’incrément de contraintes est :

∆−→σg
∗ = (1−Dn

r )H∆−→εg (2.92)

car
∆
−→
εe

g
∗ = ∆−→εg et ∆Dr = 0 (2.93)

Si f ∗(n+1)
p (−→σ ∗(n+1),D∗(n+1)

r ,λ∗(n+1)) ≤ 0, la plasticité n’a effectivement pas évoluée au
point considéré entre tn et tn+1. Dans ce cas, les grandeurs réelles sont égales aux gran-
deurs de l’estimation élastique :

−→σg
n+1 = −→σg

∗(n+1) = −→σg
n+∆−→σg

∗ (2.94)

Dans le cas contraire, il faut déterminer l’état plastique :
−→σg

n+1 = −→σg
∗(n+1) +∆−→σg (2.95)

Pour cela, nous devons déterminer ∆λ de sorte que la fonction seuil de la plasticité soit
vérif ée : s’agissant d’un processus itératif, elle ne sera vérif ée qu’à une précision près
notée e. L’algorithme choisi est l’algorithme regula falsi (ou de la corde) avec pour condi-
tions initiales les grandeurs données par l’estimation élastique. Pour accélérer la conver-
gence, nous effectuons auparavant une unique itération de Newton-Raphson qui fournit
la valeur ∆λ(1) qui sera une bonne approximation de ∆λ. Pour cela, nous linéarisons au
premier ordre f n+1

p autour des valeurs connues à l’itération 0. L’équation à vérif er étant
f n+1
p = 0, nous cherchons ensuite la valeur ∆λ(1) de ∆λ qui annule ce développement au
premier ordre, soit :

fp(
−→σ n+1

(1) ,Dn+1
r(1) ,λ

n+1
(1) ) = fp(

−→σg
n+1
(0) ,Dn+1

r(0) ,λ
n+1
(0) )

+
∂ fp

∂−→σ

T

(−→σg
n+1
(0) ,Dn+1

r(0) ,λ
n+1
(0) ).∆−→σg

+
∂ fp

∂λ
(−→σg

n+1
(0) ,Dn+1

r(0) ,λ
n+1
(0) )∆λ (2.96)

+
∂ fp

∂Dr
(−→σg

n+1
(0) ,Dn+1

r(0) ,λ
n+1
(0) )∆Dr = 0

avec 




∂ fp

∂−→σ
(−→σg

n+1
(0) ,Dn+1

r(0) ,λ
n+1
(0) ) =

F−→σg
n+1
(0)[

1−Dn+1
r(0)

]
σn+1

eq(0)

∂ fp

∂λ
(−→σg

n+1
(0) ,Dn+1

r(0) ,λ
n+1
(0) ) = −

∂R(λn+1
(0) )

∂λ
∂ fp

∂Dr
(−→σg

n+1
(0) ,Dn+1

r(0) ,λ
n+1
(0) ) =

σn+1
eq(0)

[
1−Dn+1

r(0)

]2

(2.97)
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2. Coque SPH f ssurante

Af n d’avoir une équation qui ne fasse intervenir que ∆λ, exprimons ∆−→σ et ∆Dr en fonc-
tion de ∆λ :

∆−→σ = −(1−Dn+1
r(0))H∆

−→
εp

g
(n+1)
(0) −∆Dr(0)

−→σg
n+1
(0)

1−Dn+1
r(0)

(2.98)

car
∆−→εg = ∆

−→
εe

g +∆
−→
εp

g = 0 (2.99)
puisque l’incrément de déformation du système plastique doit être nul, la totalité
des déformations ayant déjà été prises en compte dans l’estimation élastique. Nous
remplaçons respectivement ∆

−→
εp

g et ∆Dr dans l’équation 2.98 par leurs expressions 2.87
et 2.91. Nous obtenons :

∆−→σg = ∆λ

[
∂ϕ∗

D

∂Y

−→σg
n+1

1−Dn+1
r

−H
F−→σg

n+1

σn+1
eq

]
(2.100)

Finalement, en introduisant les équations 2.100 et 2.91 dans 2.96 :

fp(
−→σg

n+1
(0) ,Dn+1

r(0) ,λ
n+1
(0) ) = ∆λ




∂R
∂λ

+
σn+1

eq(0)
[
1−Dn+1

r(0)

]2
∂ϕ∗

D

∂Y





−∆λ
−→σg

(n+1)T
(0) FT

[
1−Dn+1

r(0)

]
σn+1

eq(0)

( −→σg
n+1
(0)

1−Dn+1
r(0)

∂ϕ∗
D

∂Y
−

HF−→σg
n+1
(0)

σn+1
eq(0)

) (2.101)

soit, en remarquant que −→σg
(n+1)T
(0) FT−→σg

n+1
(0) =

(
σn+1

eq(0)

)2
:

fp(
−→σg

n+1
(0) ,Dn+1

r(0) ,λ
n+1
(0) ) = ∆λ




−→σg

(n+1)T
(0) FTHF−→σg

n+1
(0)

(
1−Dn+1

r(0)

)(
σn+1

eq(0)

)2 +
∂R
∂λ



 (2.102)

Remarque : il est int́eressant de noter que la loi d’endommagement n’intervient pas,
puisque les termes en∂ϕ∗

D / ∂Y se simplifient.

Ainsi, l’itération de Newton-Raphson permet de déterminer ∆λ(1) :

∆λ(1) =
fp(

−→σg
n+1
(0) ,Dn+1

r(0) ,λ
n+1
(0) )

−→σg
(n+1)T
(0) FTHF−→σg

n+1
(0)

(1−Dn+1
r(0))

(
σn+1

eq(0)

)2 +
∂R
∂λ

(2.103)

L’algorithme de la corde est ensuite appliqué jusqu’à convergence. Les détails de cet
algorithme sont donnés dans l’annexe D qui résume les différentes étapes de la résolution.

Remarque : l’́epaisseur e de la coque est autorisée à varier pour prendre en compte
l’incompressibilit́e plastique en contraintes planes.
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Endommagement et rupture

2.3.4.2 Loi d’endommagement ductile couplée à la plasticité de Johnson-Cook :
influence de la vitesse de d́eformation

L’inf uence de la vitesse de déformation sur le comportement d’un matériau est par-
fois non négligeable, en particulier pour les problèmes d’impact : ε̇ peut alors atteindre
10e4 voir 10e5 s−1. La loi de comportement de Johnson-Cook est un outil simple et
répandu pour modéliser de tels comportements visco-plastiques [JOH 83] tout en incluant
des effets thermiques. Elle suppose que le taux de déformation n’inf uence que la limite
d’élasticité du matériau et que tous les autres paramètres (module d’Young, coeff cient de
Poisson, etc) sont constants. Cette une hypothèse discutable mais simple. L’utilisation de
cette loi est motivée par le fait qu’elle est déjà identif ée pour de nombreux matériaux.
Son expression est rapidement rappelée, puis son intégration dans l’algorithme de plasti-
cité décrite.

Rappel sur la loi de Johnson-Cook La limite d’élasticité du matériau est décrite par :






σy(εp, ε̇p,T) = (AJC+BJC(εp)
nJC)

(
1+CJCln

(
ε̇p

ε̇0

))
(1−ΘmJC)

ΘmJC =
T −T0
Tm−T0

(2.104)

où εp et ε̇p sont respectivement une mesure des déformations plastiques et du taux de
déformations plastiques. AJC, BJC et nJC sont trois paramètres qui décrivent l’inf uence
de la plasticité,CJC décrit l’inf uence du taux de déformation plastique et ε̇0 est le taux de
déformation en dessous duquel le matériau n’est pas inf uencé par ε̇p. La partie thermique
comprend T0, la température initiale du matériau, Tm sa température de fusion et mJC une
constante. Nous supposerons ici les effets thermiques.

Il est intéressant de noter que cette équation suppose une dépendance linéaire du com-
portement à ln(ε̇p), ce qui n’est pas le cas de tous les matériaux. Des auteurs ont modif é
cette loi af n de pouvoir traiter facilement le cas d’un matériau présentant une dépendance
non linéaire à ln(ε̇p). On trouve par exemple [JOH 06] :






σy(εp, ε̇p,T) = (AJC+BJC(εp)
nJC)

(
1+C1JCln

(
ε̇p

ε̇0

)
+C2JCln

(
ε̇p

ε̇0

)C3JC
)

(1−ΘmJC)

ΘmJC =
T −T0
Tm−T0

(2.105)
oùC1JC,C2JC etC3JC sont des paramètres matériau supplémentaires.

Cependant, on préfère souvent la solution simple qui consiste à linéariser le com-
portement sur une plage de taux de déformations : on identif e alors plusieurs jeux de
paramètres (AJC,BJC,nJC,CJC,ε̇0) que l’on choisit suivant l’ordre de grandeur du taux de
déformation associé à la sollicitation qui nous intéresse.
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2. Coque SPH f ssurante

Modification de l’algorithme de plasticit é Les modif cations de l’algorithme de l’an-
nexe D sont mineures car la différence réside uniquement dans l’expression de la limite
d’élasticité. Au début du pas la vitesse de déformation est approchée par :

v̂ = (1−α)vn+αvn+1 (2.106)

où α est un coeff cient de mélange. Nous choisissons de prendre α = 0.5, ce qui signif e
que la valeur du taux de déformation est lissée sur deux pas de temps : cela permet d’éviter
un écrouissage excessif et artif ciel à un pas de temps donné, lors de contacts par exemple.
Ce choix n’inf uence cependant pas beaucoup les résultats. vn est déf ni par :

vn =

√
2
3

[
(ε̇n

xx)
2+(ε̇n

yy)
2+

1
2
(
(ε̇n

xy)
2+(ε̇n

xz)
2+(ε̇n

yz)
2
)]

(2.107)

ε̇n
i j = ∆εn

i j /∆t sont les composantes du tenseur taux de déformation,∆−→ε n étant l’incrément
total de déformation entre les pas n− 1 et n. Une erreur est donc commise ici, puisque
l’on approxime le taux de déformation plastique ε̇p de l’équation 2.104 par le taux
de déformation totale. Cela permet cependant de simplif er l’introduction du taux de
déformation dans la théorie de l’endommagement.

Remarque : en toute rigueur,∆εi j = ∆εm
i j ± |z|∆ε f

i j pour un point de la coque de coor-
donńees z dans la direction de la surface moyenne et pour i=1,2 et j=1,2. Nous pouvons
choisir de prendre les valeurs des incréments de d́eformation de flexion sur la peau
de la coque :∆εi j = max(∆εm

i j ± e/2∆ε f
i j ), ou bien trouver une manière de ŕeutiliser

le coefficient de participation de la flexionψ f défini dans F, voir l’ équation 2.83. Par
simplicit́e, nous d́efinissons∆εi j = ∆εm

i j , ce qui signifie que seules les parties membranes
et cisaillements transverses interviennent dans le calculdu taux de d́eformation. C’est un
choix discutable, dont les conséquences n’ont paśet́e évalúees.

La limite élastique est donc donnée par l’équation :

σy = (AJC+BJCλnJC)

(
1+CJCln

(
v̂
ε̇0

))
(2.108)

et on prend :
σy

∂λ
= nJCBJCλnJC−1

(
1+CJCln

(
v̂
ε̇0

))
(2.109)

Les modif cations de l’algorithme de plasticité/endommagement interviennent à
chaque fois que l’on fait un test sur la fonction seuil de plasticité, c’est à dire après l’es-
timation élastique (étape 3) et lors de l’actualisation des variables après une itération de
l’incrément de multiplicateur plastique (étape 6). L’épaisseur de la coque est également
autorisée à varier pour prendre en compte l’incompressibilité plastique en contraintes
planes.
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Endommagement et rupture

2.3.5 Transition endommagement-fissuration dans les SPHC

Les éléments de la section précédente permettent de modéliser le passage d’un
matériau sain à un matériau f ssuré, en utilisant une variable d’endommagement D. Cette
variable est calculée sur les SP de l’élément SPHC par l’application d’un critère et d’une
loi d’endommagement couplés à la loi de comportement du matériau. La rupture du VER
porté par le SP se produit lorsque l’endommagement atteint une valeur critique Dc. Nous
déf nissons donc dans cette approche une f ssure comme l’ensemble continu des VER
complètement endommagés, comme représenté sur la f gure 2.12.

Cette représentation des f ssures est proche de celle adoptée dans la méthode des ≪ cra-
cking particles ≫ [BEL 03], [RAB 07d] : les f ssures sont représentées par une succession
de segments ou de surfaces portées par les SP qui ont atteint un critère de rupture. La
différence avec notre méthode réside dans la prise en compte de l’anisotropie puisque les
segments sont orientés dans la direction de la f ssure. Cela pourrait être fait dans le présent
modèle en utilisant des lois d’endommagement anisotropes.

(a) Fissure (b) Modèle SPHC

FIGURE 2.12:Représentation d’une f ssure par le modèle SPHC.

Remarque : dans la suite, la méthode est illustŕee en repŕesentant un maillage régulier
baśe sur des quadrilat̀eres. Elle est bien sur applicablèa un maillage quelconque qui
serait construit via un diagramme de Voronoı̈.

La méthode choisie, comme celle des ≪ cracking particles ≫, est avantageuse car elle
ne fait pas intervenir de méthode de suivi de front de f ssure, contrairement à la méthode
des X-FEM [MOE 99] par exemple. Cette dernière utilise des levels sets, ce qui s’avère
couteux et complexe dans les cas de multi-f ssuration, branchements de f ssures ou frag-
mentation. En comparaison, ces phénomènes ne requièrent pas de traitement particuliers
avec la présente méthode. Le prix à payer pour cette simplicité est une description moins
précise des phénomènes de f ssuration, qui pourra cependant être compensée par l’utili-
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2. Coque SPH f ssurante

sation de discrétisations f nes.

2.3.6 Introduction d’une discontinuité forte

Une fois qu’un VER est totalement endommagé, c’est à dire qu’une macrof ssure ap-
paraı̂t, deux choix sont possibles que l’on retrouve traditionnellement dans la littérature.
On peut estimer que la f ssure se traduit simplement par une rigidité nulle dans la zone
totalement endommagée. La f ssure est alors déf nie comme étant la zone où l’endomma-
gement critique est atteint et la rigidité du matériau nulle. Cette approche est avantageuse
car elle ne nécessite aucun traitement des f ssures et conserve l’aspect continu du modèle.
Elle soulève cependant un certain nombre de problèmes numériques liés à la présence
d’entités de rigidité nulle dans le maillage. L’autre possibilité est de considérer les f s-
sures comme des discontinuités fortes, c’est à dire constituées de deux bords libres entre
lesquels les interactions de la matière sont nulles. Cela nécessite un traitement plus com-
plexe mais permet d’aborder eff cacement les cas où les bords de la f ssure s’éloignent
l’un de l’autre de façon importante. Cependant, ce choix implique l’apparition de nom-
breux bords libres au cours du calcul alors que l’application des conditions associées est
l’une des diff cultés de la méthode MLSPH (voir paragraphe 2.2.3.2). Il s’agit donc de
développer une méthode permettant l’apparition de discontinuités fortes au cours du cal-
cul tout en préservant la stabilité du schéma, ce qui est une condition indispensable pour
obtenir des simulations stables et eff caces. La méthode mise en place comporte quatre
étapes :

• application de la conditions de bords libres,
• suppression des liaisons coupant le VER f ssuré,
• gestion des fragments,
• mise à jour des fonctions MLS.

2.3.6.1 Identification des bords

Nous avons vu au paragraphe 2.2.3.2 que les bords doivent être identif és avant d’être
traités explicitement. Pour cela, on peut imaginer réutiliser la méthode décrite au para-
graphe 2.2.3.2 qui est basée sur la mauvaise approximation par le noyau SPH classique du
champ unité sur les nœuds de bord. βi étant l’approximation du champ unité sur un nœud i,
celui-ci est un bord si βi < βc où βc une valeur seuil. Pour la détection des nœuds de bords
à l’initialisation du calcul, l’expérience nous a permis de f xer βc ∼ 0.6. Cette méthode
fonctionne bien dans ce contexte car le maillage est régulier. Testée sur le problème de
f ssuration, cette méthode s’est révélée ineff cace car la valeur βc ne peut plus être f xée
correctement : elle varie selon la disposition des nœuds du maillage. La méthode conduit
régulièrement à des faux négatifs ou positifs qui déstabilisent le calcul.

L’alternative trouvée à ce problème est simple. Rappelons que le maillage est construit
sur un ensemble de nœuds placés au centre des cellules de Voronoı̈. Les SP sont eux
placés au centre des triangles de Delaunay associés. La solution choisie est d’identif er
automatiquement en tant que bord libre les sommets d’un triangle de Delaunay dont le SP
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Endommagement et rupture

atteint l’endommagement critique, voir f gure 2.13(b). Cela revient à discrétiser la f ssure
par les cellules de Voronoı̈, ce qui conduit automatiquement à l’obtention de bords libres
conformes au maillage.

(a) Identif cation des VER rompus (b) Création des bords libres

(c) Suppression des liaisons (d) Identif cation des fragments
et élimination des SP

FIGURE 2.13:Discontinuités fortes dans le modèle SPHC.

2.3.6.2 Suppression des liaisons

Les interactions entre les particules SPH, nœuds ou SP, de part et d’autre d’une f s-
sure sont supprimées par la méthode de visibilité décrite au paragraphe 1.5.1. La f gure
2.13(c) donne alors la forme du support des fonctions poids. C’est une méthode rustique
dont l’application présente des diff cultés en pointe de f ssure où des fractures artif cielles
peuvent se développer ainsi que dans le cas de f ssures non convexes, voir la f gure 2.14.
Dans cette f gure, les nœuds en rouge sont exclus artif ciellement du voisinage de la par-
ticule courante, provoquant ainsi les diff cultés évoquées.

Cependant, la méthode de visibilité semble suff sante pour les SPHC car nous n’avons
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2. Coque SPH f ssurante

pas observé de fractures artif cielles : l’utilisation des méthodes de diffraction ou de trans-
parence [ORG 96] semble donc inutile dans notre cas.

(a) Problème en pointe de f ssure (b) Problème pour une f ssure
non convexe

FIGURE 2.14:Méthode de visibilité : éventuelles fractures artif cielles.

2.3.6.3 Gestion des fragments

La f gure 2.13(d) met en évidence la possibilité que certains points SPH se retrouvent
avec un voisinage nul. Si le point est un SP, on choisit d’imposer D = Dc, ce qui revient
à l’éliminer du calcul. Si le point est un nœud, il est transformé en ce qu’on appellera
un fragment. En effet, contrairement aux SP, les nœuds représentent une certaine quantité
de matière : ceux-ci ne peuvent donc pas être supprimés du calcul, sous peine de chan-
ger la masse de la structure au cours du calcul. Ils sont donc conservés dans le calcul
mais n’interagissent plus avec les autres : leur mouvement est uniquement déterminé par
l’énergie cinétique qu’ils possédaient au pas de temps où ils sont devenus des fragments
et éventuellement les contacts qu’ils entretiennent avec d’autres parties du modèle. De
cette manière, on conserve deux avantages principaux de la méthode SPH :

• les ruptures sont traitées sans perte de masse et donc d’énergie (contrairement aux
méthodes d’érosion par exemple),

• les fragments peuvent éventuellement interagir avec d’autres éléments via le modèle
de contact utilisé.

Remarque : ce processus est en réalité itératif puisque la cŕeation de fragments peut modi-
fier les voisinages de certains points et créer ainsi de nouveaux fragments. La possibilité
de ŕeduire l’ensemble du maillage SPHC̀a l’ état de fragments existe. Cependant, cela
n’a jamaisét́e observ́e tant que l’on met en œuvre le processus avec précaution et que le
sch́ema reste stable.

2.3.6.4 Miseà jour et dégradation des fonctions MLS

Une fois les voisinages modif és par l’introduction de discontinuités fortes, il est
nécessaire de recalculer les fonction MLS. En dimension 2, un minimum de 6 nœuds
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Endommagement et rupture

est nécessaire pour calculer des fonctions d’ordre 2 et de 3 nœuds pour des fonctions
d’ordre 1. Pour assurer le bon déroulement des calculs, il est donc nécessaire de rendre
possible une dégradation de l’ordre des fonctions MLS lorsque :

• le nombre de voisins est insuff sant,
• la matrice des moments A, déf nie en annexe A, n’est pas inversible. Cette condition
n’est pas redondante avec la première car le nombre de points peut être suff sant
alors que ceux-ci sont placés selon une conf guration qui conduit à un système
singulier (notamment lorsque les points sont alignés),

• la consistance des fonctions MLS n’est pas bonne. Dans certains cas, la matrice
des moments est inversible, mais les fonctions obtenues ne sont pas consistantes
pour autant. Cela arrive lorsque le conditionnement de A est mauvais mais pas
suff samment pour que la matrice soit singulière.

Si l’une des trois conditions précédentes n’est pas vérif ée, l’ordre des fonctions MLS est
dégradé de n à n−1.

Cela signif e que des fonctions MLS d’ordres différents cohabitent sur un même
maillage, ce qui peut introduire une discontinuité dans le modèle comme souligné dans
[DIL 99], [NGU 08]. En toute rigueur, il faudrait utiliser des fonctions de forme basées
sur une méthode extrinsèque, voir le paragraphe 1.4.1.3, pour lesquelles il est possible
de faire varier les fonctions de base sans introduire de discontinuité. Les fonctions MLS
ont été conservées car la dégradation consiste seulement à passer de l’ordre 1 à l’ordre
0, ce qui en réalité ne pose pas de problème. En effet, comme souligné dans [NGU 08],
certains auteurs utilisent des ordres différents pour les fonctions MLS avec des zones de
transition dans lesquelles l’ordre est progressivement abaissé. Il faut également noter que
la dégradation des fonction MLS conduit irrémédiablement à un modèle moins précis.

2.3.6.5 Compĺement : filtre de Balsara

L’application des conditions de bords libres et de la méthode de visibilité est effectuée
en un seul pas de temps au moment de la rupture. C’est un processus assez brusque du
point de vue numérique qui peut perturber le schéma de résolution en temps : cela peut
se traduire par l’apparition d’oscillations hautes fréquences artif cielles dans le maillage.
C’est un phénomène comparable à ce qui est observé en EF lors de l’utilisation de la
méthode de relâchement de nœuds [KOB 80], [BOU 99] pour simuler la propagation de
f ssures. Des améliorations ont été apportées à ces méthodes en relâchant les nœuds pro-
gressivement sur plusieurs pas de temps.

Dans le cas présent, l’utilisation de modèles d’endommagement permet d’abaisser
progressivement la rigidité du maillage avant que la rupture ne se produise. Au moment
de la rupture, la rigidité résiduelle est nulle ou quasiment nulle ce qui permet de minimiser
l’introduction d’oscillations hautes fréquences. En conséquence, le risque de propagation
d’instabilité dans le maillage et de divergence du calcul consécutivement à une rupture est
faible. Ce risque n’est cependant pas nul et peut apparaı̂tre dans des contextes spécif ques
au problème traité (faible adoucissement du matériau avant la rupture, impact violent). Il a
donc été choisi d’appliquer un f ltre de Balsara, tel que présenté au paragraphe 2.2.3.1, sur

71

Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2011ISAL0103/these.pdf 

© [F. Caleyron], [2011], INSA de Lyon, tous droits réservés



2. Coque SPH f ssurante

les vitesses des nœuds sur les bords de la f ssure. Le paramètre α est pris très petit : α = 1%
de sorte à minimiser le risque de dissipation d’énergie tout en assurant une atténuation des
éventuelles oscillations hautes fréquences parasites.

Le f ltre est donc appliqué de manière préventive pour empêcher le développement
d’instabilités sur les bords libres d’une f ssure. La solution fournie assure à l’utilisateur
la stabilité de son calcul. Le prix à payer ici est une légère dissipation d’énergie qui pèse
d’autant plus sur le bilan que le calcul est long, c’est à dire que le f ltre a été appliqué
longtemps. Une amélioration possible serait d’appliquer le f ltre pour une durée f xée
après la f ssuration (le risque d’instabilité est le plus grand juste après la rupture) pour
ensuite ne plus l’appliquer : cela éviterait des dissipations excessives pour les calculs
très longs, tout en permettant une meilleure convergence en temps du modèle. Il s’agit
d’un compromis à faire : c’est, par exemple, un problème équivalent à la stabilisation
des modes à énergie nulle en EF qui entraine une légère dissipation que l’utilisateur doit
contrôler à la f n de son calcul. Le contrôle des bilans d’énergie devra donc être minutieux
pour s’assurer que la quantité d’énergie dissipée dans le f ltre est faible.

2.4 Exemples nuḿeriques

Des applications de f ssuration, perforation et fragmentation sont étudiées dans cette
section. Rappelons que la vérif cation de l’équilibre à chaque pas de temps du calcul
est un point fondamental en dynamique explicite pour évaluer la stabilité du schéma de
Newmark et la f abilité des résultats. Ainsi, on donne pour chaque cas test, en pourcentage,
la variation maximale d’énergie totale observée au cours du calcul :

B(%) = 100
Etot

|Eext+Ein j |
(2.110)

avec Etot = Ecin+Eint −Eext−Ein j l’énergie totale qui devrait être strictement nulle. Ecin,
Eint , Eext et Ein j sont respectivement l’énergie cinétique, l’énergie interne, l’énergie des
efforts extérieurs et l’énergie injectée (vitesse initiale ou énergie chimique d’un explosif
par exemple). Pour que cette information ait un sens, nous indiquerons également la
valeur du coeff cient de sécurité appliqué sur le calcul du pas de temps, noté cstab.

Remarque : par convention, B(%) < 0 indique une disparition d’́energie, B(%) > 0 une
apparition d’́energie.

2.4.1 Propagation en mode mixte dans une poutre sous impact.

Ce cas test fait référence à des travaux expérimentaux présentés dans [JOH 90] et
réutilisés par de nombreux auteurs pour valider leurs modèles de f ssuration [BEL 96b],
[SON 06], [ZI 07] et [ZHA 09].
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Exemples numériques

2.4.1.1 Exṕerience

L’expérience consiste en un test de f exion 3 points sur une poutre en béton présentant
une préf ssure, comme présenté sur la f gure 2.15. Différents paramètres varient au cours
de l’expérience : la vitesse de chargement (du cas quasi-statique ε̇∼ 10−6 s−1 au cas d’un
impact ε̇ ∼ 0.5 s−1) ainsi que la position de la préf ssure. Nous nous intéressons au cas
du chargement de type impact qui est imposé à l’aide d’un marteau de Charpy sur lequel
est placé un caoutchouc. La vitesse de déformation mesurée au niveau des appuis est de
l’ordre de 0.3 s−1. La position de la préf ssure varie comme indiqué sur la f gure 2.16
et conduit à la propagation d’une ou plusieurs f ssures en modes I et/ou en mode mixte
suivant les cas. Les dimensions de l’expérience sont : L = 8 in., D = 3 in., B = 1 in.,
a = 0.75 in. avec 1 in. = 25.4 mm.

FIGURE 2.15:Schéma de l’expérience [JOH 90]

FIGURE 2.16: Inf uence du paramètre X sur la f ssuration [JOH 90].

2.4.1.2 Mod́elisation

Le test est ramené à un problème de dimension 2 sous l’hypothèse des contraintes
planes. Le domaine est discrétisé en 6663 nœuds (+6692 SP) selon un maillage régulier
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2. Coque SPH f ssurante

Paramètre Valeur
E (GPa) 31.37
ρ (kg.m−3) 2400
ν 0.2
AL 1
BL 7300
εD 8.5e−5
Dc 0.99
a 1
τc (s) 1.5e−5

TABLE 2.2:Paramètres matériau : béton de la poutre sous impact.

en quadrilatère. Le matériau est modélisé par une loi élastique linéaire avec un endom-
magement de type Mazars, voir l’équation 2.64, dont les paramètres sont fournis dans
[BEL 96b]. Les paramètres de l’effet retard sont choisis empiriquement af n d’éviter le
phénomène de localisation. L’ensemble des paramètres est résumé dans le tableau 2.2.
Les conditions aux limites sont appliquées sur un groupe de nœuds autour des points
d’application des appuis. Le chargement est suggéré dans [BEL 96b] et consiste en une
vitesse v0(t) telle que :

v0(t) =

{
v1t/t1 pour t ≤ t1

v1 pour t > t1
(2.111)

La rampe permet de modéliser grossièrement le présence d’un morceau de caoutchouc
entre le marteau et l’éprouvette. Les valeurs suivantes sont choisies : t1 = 1.96e− 4 s
et v1 = 0.065 m.s−1. Elles sont issues de [BEL 96b] et correspondent à une vitesse de
déformation de l’ordre de ε̇ ∼ 0.3 s−1 au niveau des appuis, comme mesuré lors de
l’expérience. Quatre calculs sont effectués suivant la position de l’entaille : (a) X = 4 in.,
(b) X = 2 in., (c) X = 15/16 in. et (d) X = 1/2 in..

2.4.1.3 Ŕesultats

Les f gures 2.17 et 2.18 présentent les résultats des simulations, respectivement l’en-
dommagement et le trajet des f ssures. Le cas (a) est simple puisqu’une seule f ssure se
propage en mode I à partir de la préf ssure. Pour le cas (b), une seule f ssure se propage de
nouveau à partir de l’entaille. Le mode de propagation est cette fois mixte, l’angle associé
est à peu près constant sur tout le trajet de la f ssure θexp∼ 60°, contre θsim∼ 65° pour
la simulation. Le cas (c) correspond à la transition entre le cas (b) et le cas suivant (d) :
deux f ssures se propagent, l’une à partir de la préf ssure et l’autre au centre du spécimen,
ce que l’on retrouve par le calcul. Enf n, pour le cas (d), la préf ssure ne se propage pas
alors qu’une f ssure est créée au centre du spécimen, ce que l’on retrouve également dans
la simulation.

Les informations concernant la stabilité du schéma de Newmark sont données dans le
tableau 2.3.
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(a) X = 4 in. (b) X = 2 in.

(c) X = 15/16 in. (d) X = 1/2 in.

FIGURE 2.17:Simulation de la poutre sous impact : endommagement.

(a) X = 4 in. (b) X = 2 in.

(c) X = 15/16 in. (d) X = 1/2 in.

FIGURE 2.18:Simulation de la poutre sous impact : trajet des f ssures.

Remarque : le domaine áet́e reconstruit par triangulation de Delaunay dans les figures
2.17 et 2.18 pour une meilleure visualisation des résultats.

Calcul B(%) cstab
(a) -0.48 0.15
(b) -0.95 0.15
(c) +1.1 0.15
(d) -0.33 0.15

TABLE 2.3:Stabilité du calcul : poutre sous impact
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2. Coque SPH f ssurante

2.4.2 Étude de convergence

Idéalement, une méthode numérique devrait permettre l’obtention de résultats
indépendants de la discrétisation. En réalité, les résultats dépendent toujours de la
discrétisation (spatiale et temporelle) via l’erreur de discrétisation que celle-ci introduit.
Il faut alors s’assurer que la méthode converge vers une solution f xe quand le maillage
est raff né.

2.4.2.1 Erreurs

L’erreur commise dans un calcul a différentes origines. On distingue :
• l’erreur de discrétisation. Dans le cas de la dynamique explicite, il est connu que le
schéma de Newmark est d’ordre 2. L’erreur de discrétisation spatiale dépend des
fonctions de forme utilisées et du problème traité. Par exemple en EF, pour des
fonctions de formes linéaires k = 1 (k, ordre des fonctions de forme) dans le cas de
l’élasticité m= 1 (m, ordre de dérivation dans l’expression de l’énergie), l’ordre de
convergence en déplacement est 2(k+1−m) = 2.

Remarque : l’ordre de convergence peutêtre d́egrad́e par une int́egration trop
pauvre.k étant le mon̂ome de plus haut degré pŕesent dans les fonctions de forme,
l’ordre de convergence n’est pas dégrad́e si la formule de quadrature utilisée
intègre exactement l’ordrek+k−2m, soit 2+1-2=1 pour un problème d’́elasticit́e
en dimension 2 avec des fonctions de forme linéaires. De manière ǵeńerale, se
reporterà [HUG 00] pour plus de pŕecisionsà ce sujet.

Dans le cas des SPH, les résultats précédents sont moins certains. On peut tout de
même aff rmer que pour la théorie des coques épaisses de Mindlin-Reissner m= 1
contrairement à la théorie des coques minces de Kirchoff qui est plus complexe
à traiter puisque m = 2. Les fonctions SPH utilisées étant construites à partir
de polynômes de degré 1 au minimum, nous pouvons attendre une convergence
d’ordre 2 en espace pour la méthode. L’inf uence du nombre de SP utilisé et de
leur position sur l’ordre de convergence n’est pas encore bien maı̂trisée. De plus,
les phénomène de rupture peuvent abaisser drastiquement l’ordre de convergence.
La convergence en temps reste inchangée, d’ordre 2.

• l’erreur numérique liée à la résolution itérative de systèmes. L’algorithme de
plasticité/endommagement introduit par exemple une erreur numérique puisque
le système n’est résolu qu’à une précision près. On considère cependant que la
précision imposée à la résolution itérative est suff sante pour avoir une erreur
numérique petite devant l’erreur de discrétisation, de sorte que seule cette dernière
est prépondérante.

L’ordre de convergence ne sera pas calculé ici, nous vérif erons simplement que les
résultats puissent être considérés comme indépendants du maillage.
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2.4.2.2 Param̀etres de l’́etude

La convergence de la méthode est étudiée sur le cas test précédent. Nous considérons
le cas (b) pour lequel une seule f ssure se propage en mode mixte. Cinq maillages sont
étudiés, résumés dans le tableau 2.4.

Maillage : 1 2 3 4 5
Dsph (m) 5.0e-3 2.5e-3 1.5e-3 1.0e-3 5.0e-4
∆tcrit (s) 3.0e-7 1.6e-7 9.6e-8 6.4e-8 3.2e-8

TABLE 2.4: Étude de converge : déf nition des maillages.

Remarque : en dynamique explicite, le pas de temps critique est d́etermińe, entre autres,
par la taille deséléments du maillage. En raffinant le maillage, nousétudions donc de
manìere coupĺee la convergence en espace et en temps. Cela est suffisant ici, mais il
serait également possible d’étudier śepaŕement les effets de la convergence en espace et
en temps. Pour la convergence en espace, il faudrait alors fixer le pas de temps de tous
les calculs au pas de temps critique du maillage le plus fin.

2.4.2.3 Ŕesultats

La f gure 2.19 résume les résultats obtenus pour les différents maillages. On observe
qualitativement que l’endommagement et le trajet de la f ssure semblent indépendants du
maillage utilisé. Cette constatation est conf rmée par l’étude de la largeur de la f ssure
L f iss à mis hauteur de l’éprouvette, voir le tableau 2.5. Cela indique que le limiteur de lo-
calisation est eff cace et limite l’inf uence du maillage sur la taille de la zone endommagée

Maillage : 1 2 3 4 5
B(%) +1.5 -0.93 -0.99 -1.08 -1.97
L f iss (m) 1e-2 1e-2 0.75e-2 0.8e-2 0.85e-2
tol (m) ± 0.5e-2 ± 0.25e-2 ± 0.15e-3 ± 0.1e-2 ±0.05e-2

TABLE 2.5: Étude de convergence : bilan énergétique et largeur de f ssure à t = 800 µs.

Remarque : la largeur des fissures doit en réalité être assocíeeà la résolution du maillage,
qui entraine une toĺerance, not́ee tol, dans la valeur de Lf iss : tol = ±Dsph.

2.4.3 Branchement de fissures

Ce cas test est courant dans la littérature pour évaluer la capacité d’une méthode à
gérer les branchements de f ssures [XU 95], [FAL 01], [BEL 03], [RAB 04a], [SON 06],
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2. Coque SPH f ssurante

(a) Maillage 1 : endommagement (b) Maillage 1 : f ssuration

(c) Maillage 2 : endommagement (d) Maillage 2 : f ssuration

(e) Maillage 3 : endommagement (f) Maillage 3 : f ssuration

(g) Maillage 4 : endommagement (h) Maillage 4 : f ssuration

(i) Maillage 5 : endommagement (j) Maillage 5 : f ssuration

FIGURE 2.19: Étude de convergence : endommagement et f ssuration à t = 800 µs.

Remarque : les points représent́es dans ces figures sont les SP.
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[RAB 07d], [ZI 07] et [ZHA 09]. Des résultats expérimentaux correspondant à des cas
similaires mais avec des dimensions différentes sont donnés dans [SHA 95], [SHA 96],
[RAV 98] et [FIN 03].

2.4.3.1 Pŕesentation du cas

Un spécimen rectangulaire présentant une préf ssure sur la moitié de sa longueur est
soumis à de la traction σ = 1MPa, comme présenté sur la f gure 2.20. Sous l’effet de la
traction, la préf ssure se propage puis branche ensuite en deux f ssures distinctes.

FIGURE 2.20:Traction d’une plaque rectangulaire préf ssurée [ZI 07].

2.4.3.2 Mod́elisation

Comme précédemment le test peut se ramener à un problème de dimension 2. Dans la
littérature, l’hypothèse des déformations planes est généralement admise pour résoudre ce
problème. Cependant, dans [RAB 07d], les auteurs étudient ce problème en dimension 3
avec une épaisseur e= 0.004 m, l’hypothèse des contraintes planes est alors plus adaptée
et c’est celle que nous avons retenue. Le domaine est discrétisé en 17200 nœuds (+16915
SP) selon un maillage régulier basé sur des quadrilatères. Le matériau est modélisé par
une loi élastique linéaire avec un endommagement de Mazars, voir équation 2.64, dont les
paramètres communément utilisés dans la littérature ([BEL 03], [RAB 04a], [SON 06],
[RAB 07d], [ZI 07] et [ZHA 09]) sont donnés dans le tableau 2.6. Les paramètres de
l’effet retard sont choisis pour éviter la localisation et sont donnés également dans le
tableau 2.6. Le chargement est un effort appliqué en échelon sur 3 rangés de nœuds et
calculé de façon à obtenir la traction voulue.

2.4.3.3 Ŕesultats

La vérif cation du trajet de f ssuration est faite sur la f gure 2.21. Le résultat obtenu
avec le modèle SPHC est proche des résultats expérimentaux issus de [RAM 85] et des
résultats de simulation numérique issus de [SON 06].

La f gure 2.22 compare la vitesse de propagation de la f ssure obtenue avec le modèle
SPHC à celles données dans [RAB 04a]. Une fois que la propagation commence, la vi-
tesse de propagation augmente linéairement jusqu’à atteindre un maximum à t ∼ 20 µs
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2. Coque SPH f ssurante

Paramètre Valeur
E (GPa) 32
ρ (kg.m−3) 2450
ν 0.2
AL 1
BL 7300
εD 8.5e−5
Dc 0.99
a 10
τc (s) 1e−6

TABLE 2.6:Paramètres matériau : béton de la plaque en traction.

(a) modèle SPHC : endommagement (b) modèle SPHC : f ssure

(c) expérience [RAM 85] (d) simulation [SON 06]

FIGURE 2.21:Comparaison des trajets de f ssuration.

Remarque : dans les figures (a) et (b), le domaine est de nouveau reconstitúe par triangu-
lation de Delaunay.
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Exemples numériques

qui correspond au moment de la bifurcation. La vitesse reste ensuite constante jusqu’à ce
que la f ssure atteigne le bord de la plaque à t ∼ 56 µs. On vérif e que dans tous les cas, la
vitesse du front de f ssure est inférieure à la vitesse de propagation des ondes de Rayleigh
qui est de 2100 m.s−1 pour ce problème. Pour ce calcul, nous avons B(%) = −0.13 et
cstab= 0.15.

(a) modèle SPHC (b) simulation [RAB 04a]

FIGURE 2.22:Comparaison des vitesses de propagation.

Remarque : la ḿethode ne ńecessite pas de suivre explicitement le front de fissure. La
mesure de vitesse de propagation est donc indirecte : la position du front de fissure est
relev́ee tous les 20 pas de temps et interpolée avec un polyn̂ome de degŕe 10 de façoǹa
pouvoir en d́eduire la vitesse de propagation. La courbe (a) est donc approximative.

Remarque : la comparaison des figures 2.9(b) et 2.21(a) permet de mesurer l’efficacit́e du
limiteur de localisation utiliśe.

2.4.4 Étude de sensibilit́e du mod̀eleà effet retard

Il est intéressant de tester la stabilité de la méthode vis à vis des paramètres du modèle
d’endommagement, notamment du modèle à effet retard. En effet, il n’est pas toujours
facile de choisir avec précision les valeurs des paramètres a et τc : il est donc important
de vérif er que la méthode n’est pas extrêmement sensible à de petites variations de ces
valeurs.

2.4.4.1 Param̀etres de l’́etude

Le cas test précédent est réutilisé af n de tester l’inf uence des paramètres a et τc sur
le phénomène de bifurcation de f ssure. La sensibilité à ces deux paramètres est étudiée
en modif ant de manière découplée les valeurs utilisées initialement a = 10 et τc = 1 µs
de ±10% et ±20%, voir le tableau 2.7.
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2. Coque SPH f ssurante

Calcul 1 2 3 4 5 6 7 8 9
a 10 10 10 10 10 8 9 11 12
τc (µs) 0.8 0.9 1.0 1.1 1.2 1.0 1.0 1.0 1.0

TABLE 2.7:Paramètres de l’étude de sensibilité.

2.4.4.2 Ŕesultats

Les prof ls d’endommagement correspondants aux différents calculs sont donnés sur
la f gure 2.23. On observe qualitativement une faible sensibilité de la méthode aux petites
variations des paramètres de l’effet retard : les phénomènes dominants de propagation et
de bifurcation de f ssures sont en effet inchangés. La forme des branches de la f ssure
n’est que très légèrement modif ée. On remarque que, de ce point de vue, l’augmentation
du paramètre τc a des effets similaires à la diminution de a. Cette constatation n’est pas
étonnante car l’augmentation de τc et la diminution de a contribuent simultanément à
l’augmentation de la longueur caractéristique, voir la f gure 2.11.

(a) Calcul 1 (b) Calcul 2 (c) Calcul 3

(d) Calcul 4 (e) Calcul 5 (f) Calcul 6

(g) Calcul 7 (h) Calcul 8 (i) Calcul 9

FIGURE 2.23: Étude de sensibilité : endommagement à t = 65 µs.

Remarque : seule la moitiée inf́erieure de l’́eprouvette est représent́ee.

On remarque enf n des ruptures supplémentaires entre les branches de la f ssures pour
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Exemples numériques

les valeurs de longueurs caractéristiques élevées. Il peut s’agir d’instabilités numériques
non maı̂trisées, comme il en a été rapporté dans [RAB 04a] dans le cadre de la méthode
des ≪ cracking particles ≫. Comme les auteurs de cette référence, nous n’avons pas réussi
à déterminer l’origine de ces ruptures numériques.

2.4.5 Perforation d’une plaque par un projectile h́emisph́erique

Ce cas test est basé sur les travaux présentés dans [RUS 09] concernant l’étude
expérimentale et numérique de la perforation d’une plaque en acier par un projectile
hémisphérique. Il permet d’évaluer la capacité de la méthode à gérer des processus com-
plexes de fracturation, tel que le phénomène de pétalisation.

2.4.5.1 Exṕerience

Le dispositif expérimental présenté sur la f gure 2.24 permet la projection d’un corps
hémisphérique en acier trempé sur une plaque en acier doux ES, à des vitesses allant
jusqu’àVimp = 100 m.s−1. Une description précise du dispositif est donné dans [RUS 09].
Ce dernier permet une mesure de la vitesse du projectile, du temps à rupture et de l’effort
transmis à l’éprouvette via une mesure de déformation utilisant une barre de Hopkinson.
Deux conf gurations sont étudiées, selon que le contact entre le projectile et l’éprouvette
est lubrif é ou non. Dans le cas d’un contact non lubrif é, l’adhésion entre le projectile et
la plaque entraine une rupture circonférentielle qui conduit au détachement d’un disque
de métal. De petites f ssures radiales apparaissent ensuite, voir la f gure 2.25(a). Dans le
cas d’un contact lubrif é, le glissement entre le projectile et la plaque entraine l’apparition
de f ssures qui vont se propager radialement, conduisant à la pétalisation de la plaque,
voir la f gure 2.25(b). Le nombre de pétales dépend alors essentiellement de la vitesse
d’impact. L’éjection d’un disque de métal est également observée, mais uniquement pour
les vitesses d’impact élevées. Nous nous intéressons au cas du contact lubrif é car les
phénomènes mis en jeu sont plus intéressants (apparition de pétales) et il est plus simple
à traiter (frottement nul dans le contact). Le projectile a un diamètre dimp = 22 mmet une
masse Mimp = 0.154 kg. La plaque a un diamètre effectif d = 30 mmet une épaisseur
e= 0.8 mm.

FIGURE 2.24:Schéma du dispositif expérimental [RUS 09].
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2. Coque SPH f ssurante

(a) contact non lubrif é (b) contact lubrif é

FIGURE 2.25: État f nal de la plaque [RUS 09].

2.4.5.2 Mod́elisation

Seule l’éprouvette est considérée déformable, les observations rapportées dans
[RUS 09] indiquant une absence d’érosion sur le projectile. Elle est discrétisée en 12892
nœuds (+12841 SP) en se basant sur un maillage en quadrilatères et est encastrée sur son
contour sur 3 rangées de particules. Le matériau est modélisé par la loi de Johnson-Cook
et un endommagement de Lemaitre et Chaboche associé à un effet retard, voir l’équation
2.66. Le comportement du matériau ne dépend pas linéairement de log(ε̇) comme on peut
le voir sur la f gure 2.26(a), ce qui le rend diff cile à décrire avec la loi de Johnson-Cook
non modif ée. Les auteurs contournent le problème en identif ant deux jeux de paramètres
suivant si l’on traite de vitesses de déformation faibles ou élevées, la limite se situant au-
tour de ε̇ = 1 s−1, voir f gure la 2.26(b). Notre application présente clairement des vitesses
de déformations élevées (ε̇∼ 10e4 s−1 ou plus), les paramètres donnés dans [RUS 09] sont
alors ceux rappelés dans le tableau 2.8. La température n’est pas prise en compte dans
notre modèle : c’est clairement un aspect qui pourrait être amélioré puisque les calculs
issus de [RUS 09] montrent un gradient de température élevé (jusqu’à 150°C) à proximité
des f ssures conduisant à un écrouissage du matériau qui favorise leur propagation. Ce
phénomène est cependant très localisé au niveau des pointes de f ssures.

Les paramètres liés à l’endommagement et à la rupture du matériau sont moins bien
identif és que ceux liés à la plasticité : dans le modèle numérique élaboré dans [RUS 09],
la rupture intervient lorsque la déformation plastique excède ε f = 1, cette valeur étant ob-
tenue notamment à partir du critère de Considère. Nous utilisons un modèle d’endomma-
gement qui nécessite la détermination de 3 paramètres : nous choisissons ε f = 1 comme
indiqué dans [RUS 09] et complétons avec des données issues de [LEM 85] qui sont très
classiques pour un acier εd = 0 et Dc = 0.25. Nous choisissons a et τc pour éviter la locali-
sation : a= 1 et τc = 0.01 µssauf pour le casVimp = 300 m.s−1 pour lequel τc = 0.001 µs.
Le projectile est modélisé par un unique Pinball sphérique et le contact entre les deux
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corps est géré par la méthode des Pinballs, voir la section 3.3.

(a) Dépendance non linéaire du matériau à log(ε̇) (b) Jeux de paramètres pour la loi de
Johnson-Cook

FIGURE 2.26:Matériau de la plaque perforée [RUS 09].

Paramètre Valeur
AJC (MPa) 57.27
BJC (MPa) 79.64
nJC 0.316
CJC 0.37848
ε̇0 JC (s−1) 1e-3
εr 1
εd 0
Dc 0.25
a 1
τc (s) 0.01e-6 et 0.001e-6

TABLE 2.8:Paramètres matériau : acier de la plaque perforée.

2.4.5.3 Ŕesultats

Différentes vitesses d’impact sont étudiées et peuvent être comparées aux données
expérimentales (pour Vimp < 100 m.s−1) et numériques issues de [RUS 09]. Les f gures
2.27 et 2.28 montrent l’état f nal de la plaque calculé avec la méthode SPHC et comparé
avec les calculs effectués dans [RUS 09]. Le modèle utilisé dans cette référence est un
modèle EF avec érosion des éléments dont la déformation plastique cumulée dépasse un

85

Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2011ISAL0103/these.pdf 

© [F. Caleyron], [2011], INSA de Lyon, tous droits réservés



2. Coque SPH f ssurante

seuil. La forme des pétales obtenue avec le modèle SPHC est très comparable à celle
obtenue avec le modèle EF. Le temps à rupture en fonction de la vitesse d’impact est tracé
sur la f gure 2.29 pour le modèle SPHC, les expériences et les calculs issus de [RUS 09].
Là encore, les différentes sources de résultats concordent bien. Les f gures 2.30 et 2.31
permettent de comparer l’énergie cinétique perdue par le projectile et l’effort appliqué
sur le projectile au cours du temps entre les différentes sources de résultats. Le modèle
SPHC fournit des résultats du même ordre de grandeur que le modèle EF de [RUS 09].
On remarque une dépendance importante des résultats à la loi de comportement utilisée :
en effet, les résultats fournis dans [RUS 09] varient de 10% pour le même modèle EF
utilisé avec deux lois de comportement différentes. Cela rend diff cile l’interprétation de
l’inf uence de l’utilisation de la méthode SPHC par rapport à la méthode EF. Enf n, le
tableau 2.9 compare le diamètre du disque de métal Dplug arraché par l’impacteur entre
les modèles SPHC et EF. Pour Vimp = 75 m.s−1, on remarque l’absence de disque pour
la méthode SPHC. La discrétisation SPHC utilisée est probablement trop grossière pour
représenter un fragment de 5 mm, les nœuds SPH le composant se sont donc rompus au
cours de la simulation.

Vimp (m.s−1) Dplug (mm) SPHC Dplug (mm) [RUS 09]
40 0.0 0.0
50 0.0 0.0
75 0.0 4.8
150 8.5 9.9
300 13.0 12.0

TABLE 2.9:Diamètre du disque arraché Dplug en fonction de la vitesse d’impactVimp.

Les informations concernant la stabilité du schéma de Newmark sont données dans
le tableau 2.10. On remarque que la dissipation numérique est d’autant plus faible que la
vitesse d’impact est grande.

Calcul B(%) cstab

Vimp = 300 m.s−1 -0.2 0.2
Vimp = 150 m.s−1 -0.42 0.2
Vimp = 75 m.s−1 -2.6 0.2
Vimp = 50 m.s−1 -3.05 0.1
Vimp = 40 m.s−1 -3.76 0.1

TABLE 2.10:Stabilité du calcul : plaque perforée.
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(a) Vimp = 40 m.s−1,
SPHC

(b) Vimp = 40 m.s−1, EF

(c) Vimp = 50 m.s−1,
SPHC

(d) Vimp = 50 m.s−1, EF

(e) Vimp = 72 m.s−1, SPHC (f) Vimp = 72 m.s−1, EF

FIGURE 2.27:Comparaison des simulations SPHC et EF [RUS 09](1).
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2. Coque SPH f ssurante

(a) Vimp = 150 m.s−1, SPHC (b) Vimp = 150 m.s−1, EF

(c) Vimp = 300 m.s−1, SPHC (d) Vimp = 300 m.s−1, EF

FIGURE 2.28:Comparaison des simulations SPHC et EF [RUS 09] (2).

(a) modèle SPHC (b) modèle EF [RUS 09]

FIGURE 2.29:Temps à rupture en fonction de la vitesse d’impact.

Remarque : les temps̀a rupture sont choisis commeétant les temps auxquels se rompent
les premierśeléments du maillage.
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(a) modèle SPHC (b) modèle EF [RUS 09]

FIGURE 2.30: Énergie cinétique perdue par le projectile.

2.4.6 Fragmentation d’un cylindre sous explosif

Ce cas s’inspire des expériences présentées dans [GOT 08] correspondant à la frag-
mentation d’un cylindre suite à la détonation d’un explosif placé en son centre. Une étude
numérique correspondante a été présentée dans [OWE 10].

2.4.6.1 Exṕerience

La f gure 2.32(a) représente un schéma de l’expérience tiré de [GOT 08] : un cylindre
en acier de hauteur H = 203.2 mm, de diamètre extérieur Dext = 50.8 mmet d’épaisseur
e = 3 mmest fragmenté par la détonation d’un explosif de type LX-17. Deux nuances
d’acier sont utilisées : un acier allié AerMet 100 haute résistance et un acier AISI 1018
moins résistant et plus ductile. Les vitesses de déformation atteintes sont de l’ordre de
104,105 s−1. L’explosif LX-10 permet d’amorcer la détonation de façon à obtenir une
onde quasi-plane dans le cylindre. Outre la distribution des fragments, leur épaisseur et
leur microstructure sont étudiées dans [GOT 08] de façon à évaluer la déformation à rup-
ture correspondante. La vitesse d’expansion du cylindre est mesurée et les essais f lmés
à la caméra rapide, voir [GOT 08]. Nous allons nous concentrer sur l’étude de la nuance
d’acier AISI 1018 pour laquelle nous disposons de données matériaux plus précises.

2.4.6.2 Mod́elisation

Le cylindre présente un rapport e/Rext ∼ 0.11 qui permet de penser qu’aucun frag-
ment ne se forme dans son épaisseur. En effet, les auteurs de [GOT 08] supposent que
la variation d’épaisseur du cylindre due à l’explosion est représentative de la plasticité
vue par le matériau et donc qu’aucun fragment ne se forme dans son épaisseur. Les au-
teurs de [SAR 10] ont étudié le cas d’une sphère de rayon Rs constante et d’épaisseur es

variable et concluent que la prise en compte de l’épaisseur devient nécessaire pour des
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2. Coque SPH f ssurante

(a) modèle SPHC (b) Vimp = 40 m.s−1, modèle EF [RUS 09]

(c) Vimp = 72m.s−1, modèle EF [RUS 09] (d) Vimp = 150m.s−1, modèle EF [RUS 09]

FIGURE 2.31:Effort exercé sur le projectile.

Remarque : le contact est géré par la ḿethode des Pinballs, ce qui géǹere des oscillations
hautes fŕequences dans les forces de contact, dues aux points qui alternativement sont et
ne sont plus en contact. Les courbes sont donc filtrées par transforḿee de Fourrier avant
d’être traćees.
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(a) Schéma du dispositif expérimental [GOT 08] (b) Maillage SPHC et EF

FIGURE 2.32:Fragmentation d’un cylindre sous explosif.

Remarque : le LX-10 n’est pas modélisé car on impose directement dans Europlexus la
planitude de l’onde de d́etonation.

rapports es/Rs > 0.15 environ. Il est donc possible de modéliser le cylindre par une coque
épaisse. Le maillage comprend 122 100 nœuds (+ 121 800 SP) et est représenté sur la
f gure 2.32(b). Le matériau est modélisé par la loi de comportement de Johnson-Cook
dont les paramètres sont donnés dans [VUR 03] : là encore le comportement du matériau
ne dépend pas linéairement de log(ε̇), voir la f gure 2.33(a). Sur cette f gure, on remarque
que le comportement du matériau peut être grossièrement considéré indépendant de la
vitesse de déformation pour ε̇ < 100 s−1, puis la dépendance est quasiment linéaire. Les
paramètres utilisés dans la loi de Johson-Cook donnent la courbe 2.33(b). L’endommage-
ment est de nouveau modélisé par la loi de Lemaitre et Chaboche associé à un effet retard.
Les paramètres correspondants sont donnés pour les aciers de la famille AISI 1000 (AISI
1015, 1045 et 1090) dans [BON 97]. On remarque que pour cette famille de matériaux,
Dc ∼ 0.07 et εd ∼ 0.2. Cependant, la valeur εr varie beaucoup d’une nuance à l’autre,
nous ne pouvons donc pas l’identif er de cette manière. Dans [GOT 08], la déformation à
rupture de l’acier AISI 1018 est donnée par le modèle de Hancock-McKenzie :

εr =



D1+D2e
−D3

σH

σeq




[
1+D4ln

ε̇
s−1

]
[1+D5T

∗] (2.112)

Les auteurs donnent D1 = 0.24, D2 = 1.11 et D3 = 1.5 alors que D4 et D5 ne sont pas
identif és. La formule 2.112 fournit : εr ∼ 0.71. Cette valeur n’est valable que pour le taux
de déformation correspondant à l’expérience modélisée ici car D4 n’est pas identif é. Les
paramètres de l’effet retard sont choisis en prenant a= 1 et en appliquant la formule 2.74.
∆σ∼ 5e10 Pa étant évalué par un calcul élastique, on obtient τc ∼ 1.3e−6 s, la valeur est
f xée à τc = 2e−6 s. Tous les paramètres matériau sont résumés dans 2.11.

L’explosif est modélisé en EF avec l’équation d’état caractéristique de Jones-Wilkins-
Lee (JWL). L’évolution de la pression P est donnée par :

P = A(1−ωR1V)e−R1V +B(1−ωR2V)e−R2V +ωρEint (2.113)

Dans 2.113, A, B ont la dimension d’une pression,Eint d’une énergie par unité de masse et
R1, R2 et ω sont des constantes,V = ρsol/ρ avec ρsol la densité de l’explosif sous sa forme
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(a) Données expérimentales [VUR 03] (b) Modèle de Johnson-Cook utilisé

FIGURE 2.33:Dépendance non linéaire du matériau à log(ε̇).

Paramètre Valeur
AJC (MPa) 560e6
BJC (MPa) 300e6
nJC 0.32
CJC 0.12
ε̇0 JC (s−1) 100
εr 0.71
εd 0.2
Dc 0.07
a 1
τc (s) 2e−6

TABLE 2.11: Paramètres matériau : acier
AISI 1018.

Paramètre Valeur
AJWL (Pa) 4.603e11
BJWL (Pa) 0.09544e11
R1 4
R2 1.7
ω 0.48
Eint (J.kg−1) 3.63e6
ρs (kg.m−3) 1900
D (m.s−1) 7596

TABLE 2.12:Paramètres matériau : ex-
plosif LX-17.

92

Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2011ISAL0103/these.pdf 

© [F. Caleyron], [2011], INSA de Lyon, tous droits réservés



Conclusions

solide et ρ la densité courante. Les valeurs de ces coeff cients sont répertoriées pour de
nombreux explosifs dans [LEE 73] et les valeurs pour le LX-17 proviennent de [SOU 98],
voir le tableau 2.12 pour les valeurs des différents paramètres. Af n de modéliser la propa-
gation de la détonation à la vitesse D = 7596 m.s−1, la réaction n’est activée que si t > td
avec td = d/D, où d est la distance du point considéré au point d’amorçage de la réaction.

Le contact est détecté par la méthode des sliding surfaces, voir le paragraphe 3.2.1,
et les conditions sont appliquées via des multiplicateurs de Lagrange. Le maillage EF
comprend 119 064 éléments cubiques à 8 nœuds, 3 ddl par nœuds et 1 point de Gauss.

2.4.6.3 Ŕesultats

Les f gures 2.34(a) et 2.34(b) représentent la disposition des fragments au cours de
l’explosion, respectivement à t = 30 µs et t = 100 µs après la détonation. Les auteurs
de [GOT 08] donnent des informations qui permettent de s’assurer de la qualité de notre
simulation. Notamment, ils calculent que la vitesse d’expansion maximale du cylindre
est de l’ordre de 1650 m.s−1, pour un taux de déformation de l’ordre de 7e4 s−1. Le
cylindre forme un cone lors de son expansion dont l’angle se situe autour de 11°. La
vitesse d’expansion et l’angle d’ouverture du cylindre sont plus faibles près du bord car la
pression y est légèrement plus faible. Enf n, le pic de pression dans l’explosif sous forme
gazeuse est la pression de Chapman-Jouguet, de valeur Pc j = 28 GPapour le LX-17. Les
valeurs issues de notre simulation sont proches et sont données dans la f gure 2.35.

Les fragments du modèle sont identif és en post-traitement à partir d’un critère
géométrique sur les positions relatives initiales et f nales des points. Les f gures 2.36(a)
et 2.36(b) représentent respectivement le nombre de fragments et la masse cumulée des
fragments par classe de masse. On remarque que notre modèle a tendance à produire des
fragments trop petits : le biais expérimental étant corrigé (voir la remarque de la f gure
2.36), l’écart constaté pourrait provenir du modèle (méconnaissance du matériau, pro-
duction artif cielle de fragments par la méthode SPHC par exemple). La f gure 2.37(a)
représente les nœuds SPH qui ont perdu tous leurs voisins (en rouge) et ceux qui sont
restés sains (en bleu). La f gure 2.37(b) représente les fragments ramenés sur la géométrie
initiale du cylindre.

Pour ce calcul, nous obtenonsB(%) = +0.7 avec cstab= 0.1. La f gure 2.38 représente
la vitesse de rupture des VER au cours du calcul : elle conf rme la stabilité du calcul
puisque une fois le pic de l’explosion passé, le nombre de VER se rompant diminue pour
devenir quasiment nul à t = 100 µsqui correspond à la f n de la simulation. Les fragments
calculés sont donc stables.

2.5 Conclusions

La principale spécif cité de la méthode SPH est de reposer sur une formulation forte.
Cela lui confère un caractère plus rustique que les méthodes variationnelles mais permet
une grande simplicité qui en fait une approche particulièrement pertinente pour l’étude
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2. Coque SPH f ssurante

(a) t=30 µs

(b) t=100 µc

FIGURE 2.34:Fragmentation du cylindre.
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Conclusions

FIGURE 2.35:Vitesse d’expansion du cylindre et pression dans l’explosif.

(a) Masse cumulée des fragments (b) Distribution des fragments par masse

FIGURE 2.36:Comparaison des résultats numériques et expérimentaux.

Remarque : Les auteurs de [GOT 08] indiquent avoir retrouvé environ70% de la masse
du cylindre. Pour essayer de corriger ce biais, les graphes ci-dessus ont́et́e traćes en
enlevant30% de fragments en masse, correspondant aux plus petits d’entre eux.

(a) Nœuds SPH rompus (b) Fragments sur la géométrie initiale

FIGURE 2.37:Fragmentation du cylindre ramenée sur la géométrie initiale.
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2. Coque SPH f ssurante

FIGURE 2.38:Vitesse de rupture des SP au cours du calcul.

des impacts. Cette propriété de la méthode est conservée dans l’approche choisie pour
la modélisation de la rupture. En effet, la prévision de l’apparition des f ssures repose
sur les ingrédients classiques de la théorie de l’endommagement tandis que la transi-
tion endommagement-f ssuration ainsi que la rupture sont traités très simplement. La
méthode ainsi mise en place constitue la première application de la méthode SPH à la
théorie des coques f ssurantes et représente une approche particulièrement attractive pour
l’étude des impacts de structures minces. Notamment, les problèmes naturels de la for-
mulation SPH (manque de stabilité, méconnaissance du problème de bord libre) ont été
surmontés pour aboutir à une méthode simple, eff cace et précise. Celle-ci ne nécessite
pas de description explicite des f ssures ce qui la rend particulièrement adaptée au type
d’application visé, à savoir des cas de perforations et de fragmentations. La description
f ne de quelques f ssures est également possible par l’utilisation de discrétisations f nes.
Les cas tests démontrent la possibilité de traiter eff cacement des cas de f ssuration, multi-
f ssuration, perforation et fragmentation. La méthode peut être étendue facilement au trai-
tement des interactions f uide-structure, ce qui est l’objet du chapitre suivant.
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Chapitre 3

Interactions fluide-structure

Les deux premiers chapitres de ce document décrivent
respectivement un modèle SPH fluide et un modèle SPH de

coque fissurante. Le dernier ingrédient ńecessairèa la
réalisation de simulations d’impacts sur des structures fines
remplies de fluide est donc une méthode de traitement des

interactions fluide-structure (IFS).
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Introduction

3.1 Introduction

Les caractéristiques des IFS que l’on cherche à modéliser sont liées aux spécif cités de
l’application visée, à savoir, un impact entraı̂nant la rupture d’une structure f ne remplie
de f uide et suivi d’une fuite de f uide à un débit qu’il est important d’estimer. Dans le
même temps, le f uide pourra exhiber des phénomènes de ≪ sloshing ≫ ou bien encore
produire des éclaboussures. Il est donc clair que l’interface de contact entre la structure
et le f uide pourra évoluer drastiquement au cours des calculs, déf nissant ainsi un contact
non-permanent ou bien unilatéral (par opposition aux IFS permanentes ou bilatérales).

Durant la thèse de B. Maurel [MAU 08a], la méthode des Pinballs a été choisie pour
répondre à cette problématique. Après un court rappel bibliographique, les principes de
la méthode sont rappelés ainsi que son adaptation aux IFS de modèles purement SPH,
[MAU 08a]. Le présent travail se limite à l’adaptation de la méthode à la topologie des
structures minces et son application au problème type de rupture de réservoir.

3.2 Étude bibliographique

La gestion des IFS permanentes est un problème aujourd’hui assez bien maı̂trisé, par
exemple à travers le développement de la méthode ALE (Arbitrary Lagrangian Eule-
rian). La gestion des IFS non-permanentes est un problème plus diff cile. Il existe ce-
pendant des solutions viables dans le cadre des EF, qui seront présentées rapidement. A
l’heure actuelle, les solutions sont moins nombreuses et moins éprouvées dans le cadre
des méthodes sans maillage.

3.2.1 Méthode des EF

Dans le cadre de la MEF, les contacts non-permanents sont la plupart du temps gérés
selon une logique maı̂tre-esclave. Cette classe de méthodes repose sur la détection de la
pénétration des nœuds EF esclaves sur les surfaces des EF maı̂tres. Les premiers à avoir
suggéré cette approche sont Hallquist [HAL 85] et Benson [BEN 87]. Ces méthodes sont
eff caces mais présentent également un certain nombre d’inconvénients. Par exemple, la
détection du contact repose sur des calculs géométriques complexes mais ineff caces de-
vant certains cas dits pathologiques (contacts nœud-nœud, surface-surface ou bien encore
de nombreux cas en présence de coques). De plus, la méthode n’est pas symétrique car
elle produit des résultats qui dépendent du choix, artif ciel, des corps maı̂tres et esclaves.
On note cependant que cette approche est attrayante, car naturelle, pour les contacts entre
un corps modélisé avec une méthode sans maillage (esclave) et un corps modélisé en
EF (maı̂tre). Dans Europlexus, l’algorithme des ≪ surfaces glissantes ≫ appartient à cette
classe de méthode.

En réponse à ces inconvénients, une nouvelle approche a vue le jour sous le nom de
méthode des Pinballs [BEL 91]. Dans sa forme la plus basique, la méthode consiste à
placer une sphère au sein de chaque EF situé au bord de la structure, voir la f gure 3.1. La
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3. Interactions f uide-structure

détection du contact est alors faite en testant l’interpénétration des sphères appartenant à
des corps différents. La méthode repose ainsi sur des calculs géométriques simples qui
sont à l’origine de son attrait. Une forme hiérarchique de la méthode permet ensuite de
raff ner la détection du contact et de traiter correctement le cas des EF de coque et poutre.
Par rapport aux approches maı̂tre-esclave, la méthode des Pinballs a donc l’avantage
d’être symétrique et de ne pas souffrir de cas pathologiques. Il faut noter qu’elle présente
également certains inconvénients indéniables : les phénomènes de glissement/frottement
sont très mal représentés du fait de l’oscillation de la normale au contact provenant
de la forme sphérique des Pinballs. De plus, des ≪ trous ≫ peuvent apparaı̂tre dans la
détection du contact dans le cas de Pinballs de tailles différentes. On note cependant que
la méthode est attrayante pour traiter le contact de deux corps modélisés par une méthode
sans maillage puisque les Pinballs sont alors directement les particules composant les
modèles. Partant de cette idée, la méthode a été adaptée au cas des contacts SPH-SPH
dans [MAU 08a], après avoir été implémentée dans Europlexus [CAS 02] et adaptée aux
contacts SPH-EF dans [LET 96].

FIGURE 3.1:Détection du contact par la méthode des Pinballs [CAS 02].

Remarque :≪ pinball≫ ou≪ pin ball≫ signifie≪ boule de flipper≫ en anglais.

3.2.2 Méthodes sans maillage

L’une des rares solutions dans ce domaine a longtemps été la méthode dite ≪ natu-
relle ≫ dans laquelle les corps en contact interagissent librement via leurs fonctions de
forme. La méthode a tout d’abord été utilisée pour simuler les interactions entre plusieurs
phases f uides [MON 95]. Il s’agit de laisser les nœuds de bord d’un des corps deve-
nir voisins de ceux de l’autre corps et inversement. La gestion du contact ne nécessite
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Étude bibliographique

alors pas de traitement particuliers. Si la méthode est attrayante pour sa simplicité, elle
présente cependant des limitations qui la rendent inopérante dans notre cas. En effet,
lorsque les deux corps en contact ont des tailles de voisinage et des masses volumiques
éloignées, la méthode souffre de l’effet appelé ≪ coussin d’air ≫ qui est illustré sur la
f gure 3.2. On remarque en effet sur cette f gure que les nœuds SPH f uides et solides
entrent en contact trop tôt, laissant ainsi un vide artif ciel entre les deux corps. Un autre

FIGURE 3.2: Illustration de l’effet ≪ coussin d’air ≫ [MAU 08a].

inconvénient de la méthode est son incompatibilité avec les formulations lagrangiennes
totales qui sont utilisées pour modéliser les solides, voir le paragraphe 1.4.2.2. En effet,
alors que la détection du contact nécessite de calculer régulièrement les voisinages, les
formulations lagrangiennes totales ne le font qu’une fois pour toutes au début du calcul.
Il faut alors utiliser une formulation lagrangienne réactualisée qui pose des problèmes
de mise en œuvre. En effet, son utilisation pour le modèle solide crée des instabilités
numériques qui se traduisent par la présence de nœuds solides parmi les nœuds f uides,
comme on peut le voir sur la f gure 3.2. Certains auteurs ont apporté des améliorations à
la méthode [RAN 96], [VIG 02] et [ANT 07] par exemple, mais son application dans le
cadre visé semble toujours problématique.

Les méthodes alternatives à cette approche consistent donc à considérer les particules
de chaque corps en contact comme des ensembles distincts. Le contact doit alors être
détecté et une condition d’impénétrabilité doit être appliquée af n de calculer les efforts
de contact. On peut citer [JOH 01] qui traite le contact entre deux corps particulaires en
utilisant une méthode de pénalisation. La méthode des Pinballs, dans sa forme adaptée
aux SPH [MAU 08a], appartient également à cette classe de méthode. Dans ce cas, la
condition d’impénétrabilité entre les nœuds appartenant à des corps distincts est im-
posée via des multiplicateurs de Lagrange. L’avantage par rapport à la méthode présentée
dans [JOH 01] est qu’il n’existe alors plus de paramètres utilisateur dont dépendent les
résultats. La méthode des Pinballs issue de [MAU 08a] sera, bien entendu, utilisée dans la
suite. Les détails de la méthode seront rappelés avant d’exposer une modif cation permet-
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3. Interactions f uide-structure

tant la prise en compte de l’épaisseur des coques. Une application de rupture de réservoir
sera également présentée.

Plus récemment, les auteurs de [RAB 09] ont présenté une approche inédite dans le
domaine des méthodes sans maillage, intitulée ≪méthode des particules immergées ≫. La
coque mince, modélisée avec une méthode sans maillage, est immergée dans le f uide,
lui aussi discret, voir f gure 3.3. Le contact est géré en imposant que les champs de
déplacement du f uide et de la coque soient identiques en tout point de la coque. Pour
cela, une méthode maı̂tre-esclave est appliquée dans laquelle les particules solides sont
esclaves des particules f uides. La méthode est attrayante par sa simplicité puisque l’ap-
parition de f ssures au cours des calculs ne nécessite pas de traitement particuliers. Les
auteurs présentent des applications convaincantes, dont l’une est traitée avec succès par
notre approche, voir paragraphe 3.4.

FIGURE 3.3: IFS par la méthode des particules immergées [RAB 09].

3.3 La méthode des Pinballs

Cette section présente l’application de la méthode des Pinballs aux contacts de corps
modélisés par la méthode SPH. La méthode a été introduite dans Europlexus par Casadei
[CAS 02], adaptée aux contacts SPH-EF par Letellier [LET 96] et aux contacts SPH-
SPH par Maurel [MAU 08a]. L’apport du présent travail à la méthode est mineur, voir le
paragraphe 3.3.5.

3.3.1 Principe

L’adaptation de la méthode des Pinballs décrite dans [BEL 91] et [CAS 02] à la
méthode SPH est naturelle. En effet, au lieu de remplir les EF de bords d’une ou plu-
sieurs sphères, il suff t d’attribuer une sphère à chaque nœud SPH intervenant potentielle-
ment dans le contact. La méthode se réduit alors classiquement à la détection du contact,
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La méthode des Pinballs

l’écriture d’une condition d’impénétrabilité et le calcul des forces de contact correspon-
dantes. La méthode est même simplif ée par rapport au cas des EF : le centre et le rayon
du Pinball sont directement ceux du nœud SPH et il n’est plus nécessaire de distribuer les
efforts de contacts sur les différents nœuds de l’EF.

3.3.2 D́etection du contact

L’attrait majeur de la méthode réside dans la simplicité des tests géométriques de
détection des contacts. Cette simplicité provient de la forme sphérique des Pinballs et
permet de s’affranchir de l’existence de cas pathologiques. Les grandeurs utilisées dans
la suite de l’exposé étant décrites sur la f gure 3.4, l’apparition d’un contact entre deux
Pinballs, notés 1 et 2, correspond simplement à l’interpénétration des sphères correspon-
dantes :

d12 < R1+R2 (3.1)

On remarque que la procédure est symétrique puisque les deux corps en contact jouent le
même rôle. Il n’est plus nécessaire de choisir un corps esclave et un corps maı̂tre.

FIGURE 3.4:Grandeurs intervenant dans le contact.

Remarque : les contacts sont recherchés, dans le cas géńeral, uniquement entre les Pin-
balls appartenant̀a des corps diff́erents. Il est cependantégalement possible de gérer des
cas d’auto-contact.
Remarque : le rayon des Pinballs est géńeralement constant au cours du calcul, ce qui
suppose que la d́eformation du corps n’est pas trop importante.

3.3.3 Condition d’impénétrabilit é

Une fois le contact détecté, une condition d’impénétrabilité est choisie et va per-
mettre le calcul des forces qui vont empêcher une pénétration supplémentaire des corps
en présence. En l’absence de frottement, la condition s’écrit classiquement :

(−→v 1−−→v 2) .−→n 12 ≤ 0 (3.2)
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3. Interactions f uide-structure

où −→n 12 est la normale au contact orientée de 1 vers 2 et −→v 1 et −→v 2 sont les vitesses des
nœuds associés aux Pinballs 1 et 2.

La méthode doit permettre de gérer l’aspect non-permanent du contact, c’est à dire
doit permettre de prendre en compte les éventuels rebonds consécutifs au contact. Cet
aspect n’est pas encore traité précisément à ce stade, mais il est symbolisé par la présence
du signe ≤ plutôt que = dans l’équation 3.2.

Finalement, un paramètre important de la méthode réside dans la déf nition de la nor-
male au contact −→n 12. Différentes solutions existent, plus ou moins eff caces en fonction
des éléments en contact et des situations envisagées. Dans le cadre des EF, [BEL 91] uti-
lise un algorithme qui permet de calculer les normales approchées des faces externes des
solides. Dans le cas d’un contact entre deux corps EF traités de cette manière, la normale
au contact est alors la moyenne des normales de deux corps :

−→n 12 =
−→n 2−−→n 1

‖ −→n 2−−→n 1 ‖
(3.3)

où −→n 1 et −→n 2 sont les normales des faces EF associées aux Pinballs 1 et 2. Une approche
plus simple est souvent utilisée avec :

−→n 12 =
−→x 2−−→x 1

‖ −→x 2−−→x 1 ‖
(3.4)

La force de contact est donc toujours exercée suivant la direction déf nie par les centres
des deux Pinballs. Cette approche est eff cace mais assez rustique et peut prédire des di-
rections de contact très différentes de la direction réelle. Dans le cas du contact coque
SPH - f uide SPH qui nous intéresse, le choix a été fait dans [MAU 08a] d’améliorer la
prédiction de cette normale. Dans le cas d’IFS, on peut en effet considérer que la direc-
tion de contact est donnée par le corps le moins déformable, soit la coque dans notre
cas. Ainsi, −→n 12 est la normale au plan moyen de la coque déf nie dans la section 2.2.1.
L’introduction de cette normale améliore le traitement du contact dans la plupart des cas,

FIGURE 3.5:Normale au contact dans le cas d’une coque SPH [MAU 08a].

comme démontré dans [MAU 08a] à travers divers cas tests. Cependant, la méthode perd
également en généralité puisque certains contacts deviennent pathologiques : il s’agit no-
tamment des contacts apparaissant dans une direction perpendiculaire à la normale à la
coque, voir la f gure 3.6. Dans ce cas, le contact est bien détecté mais la condition sur les
vitesses est ineff cace.
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La méthode des Pinballs

FIGURE 3.6:Cas pathologique du contact coque SPH - f uide SPH.

3.3.4 Calcul des forces de contact

La condition d’impénétrabilité 3.2 se traduit dans le modèle par l’introduction de
forces de contacts. Différentes approches sont disponibles : la méthode de pénalisation,
utilisée dans [BEL 91], la méthode des multiplicateurs de Lagrange ou du Lagran-
gien augmenté. La première requiert le choix (diff cile) d’un paramètre de calage dont
dépendent les résultats. Ce n’est pas satisfaisant, notamment du point de vue de l’utilisa-
teur, la deuxième solution a donc été privilégiée dans Europlexus où elle est implémentée
de manière générique.

3.3.4.1 Ŕesolution par la méthode des multiplicateurs de Lagrange

Rappelons qu’Europlexus est un code de dynamique explicite basé sur le schéma de
Newmark aux différences centrées. Les équations du schéma ont été rappelées brièvement
dans le paragraphe 2.2.2.2 en l’absence de contacts. En présence de contacts, l’équilibre
2.29 doit être résolu tout en satisfaisant la condition 3.2 pour les nœuds intervenant dans le
contact. Traitant le cas bilatéral pour simplif er l’exposé, l’équilibre des degrés de liberté
intervenant dans le contact s’écrit désormais :

mn+1−→a n+1 =
−→
f n+1

ext −−→
f n+1

int +−→r n+1 (3.5)
(−→v n+1

2 −−→v n+1
1
)
.−→n n+1

12 = cn+1−→v n+1 =
−→
0 (3.6)

où −→r est le vecteur, inconnu, des efforts de contact. Des lettres minuscules sont uti-
lisées dans ce cas, par opposition aux majuscules du paragraphe 2.2.2.2, pour bien signi-
f er que ces équations ne concernent que les degrés de liberté impliqués dans le contact
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3. Interactions f uide-structure

(généralement une petite partie de l’ensemble des degrés de liberté du système).
Il semble naturel d’écrire la condition 3.2 au pas de temps tn+1 comme dans l’équation

3.6. Cependant, cette écriture conduit généralement à l’introduction d’oscillations hautes
fréquences dans la zone où la condition est appliquée, comme démontré dans [CAS 02].
Une alternative consiste à écrire la même condition mais sur les vitesses au demi pas de
temps n+3/2 :

mn+1−→a n+1 =
−→
f n+1

ext −−→
f n+1

int +−→r n+1 (3.7)
(−→v n+3/2

2 −−→v n+3/2
1

)
.−→n n+1

12 = cn+1−→v n+3/2 =
−→
0 (3.8)

Cette écriture est désormais celle par défaut dans Europlexus car elle fournit de meilleurs
résultats que l’équation 3.6. De fait, elle introduit une petite erreur dans le modèle puisque
les vitesses au demi pas de temps n+3/2 sont contraintes selon des conditions calculées
au pas n+1. L’erreur est cependant jugée négligeable. Pour simplif er les écritures, toutes
les quantités à tn+1 ne porteront plus l’exposant n+1 dans la suite de l’exposé.

La méthode des multiplicateurs de Lagrange cherche les forces de contact −→r sous la
forme suivante :

−→r = ct−→λ (3.9)

où
−→
λ est le vecteur inconnu des multiplicateurs de Lagrange. Multipliant 3.7 par cm−1,

on obtient le système :

b
−→
λ = −→w (3.10)

avec :

b = cm−1ct (3.11)
−→w = c−→a −cm−1

(−→
f ext−

−→
f int

)
(3.12)

Le terme c−→a est obtenu à partir de la condition de contact 3.8 en utilisant :

−→v n+3/2 = −→v n+1/2 +

(
∆tn
2

+
∆tn+1
2

)
−→a n+1 (3.13)

On obtient ainsi :

c−→a = − 2
∆tn+∆tn+1

c−→v n+1/2 (3.14)

Finalement, les multiplicateurs de Lagrange et les forces de contact sont obtenues en
résolvant le système 3.10 avec :

b = cm−1ct (3.15)

−→w = − 2
∆tn+∆tn+1

c−→v n+1/2−cm−1
(−→

f ext−
−→
f int

)
(3.16)
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La méthode des Pinballs

Remarque : cette ḿethode est implément́ee de manìere ǵeńerique dans Europlexus pour
imposer tout type de condition cinématique pouvant s’exprimer sous la forme c−→v =

−→
b .

Elle sera utiliśee dans le chapitre suivant pour imposer une condition permettant de cou-
pler des EF et des SPH.

3.3.4.2 Traitement du rebond

Les équations du paragraphe précédent traitent le cas d’un contact bilatéral puisque
l’égalité des vitesses est imposée, voir l’équation 3.8. Pour prendre en compte le cas uni-
latéral et ainsi respecter la condition de départ 3.2, il faut introduire dans le modèle la pos-
sibilité d’un rebond. La détection du rebond signale que les forces de contact ne doivent
plus être appliquées. Deux méthodes, intitulées ≪ à priori ≫ et ≪ à posteriori ≫ sont classi-
quement utilisées. La méthode ≪ à posteriori≫ se base sur l’apparition d’un multiplicateur
de Lagrange positif, qui indique que les forces de contact ne sont plus répulsives mais at-
tractives. Pour cela, il est évident que le problème de contact doit être résolu auparavant,
d’où le nom de l’algorithme. Cette méthode n’est pas celle utilisée par défaut dans Eu-
roplexus car elle pose problème dans le cas des Pinballs hiérarchiques parfois utilisés en
EF. Dans ce cas, des contacts redondants sont parfois créés et le signe des multiplicateurs
de Lagrange n’est alors plus un bon indicateur de rebond. La méthode ≪ à priori ≫ est plus
utilisée. Étant de nouveau au début du pas de temps n+ 1, il s’agit de calculer pour les
nœuds impliqués dans un contact, une conf guration virtuelle dans laquelle il n’y aurait
pas de forces de contact, soit :

m−→a ∗ =
−→
f ext−

−→
f int (3.17)

où l’exposant ∗ indique les grandeurs virtuelles. En appliquant le schéma classique
d’intégration en temps, on peut en déduire l’état virtuel−→x ∗ qui serait celui du système en
l’absence de contact. La distance d∗

12 entre les Pinballs dans cette conf guration comparée
à leur distance actuelle d12 permet alors de prédire le rebond. Ainsi, les forces de contact
ne sont plus appliquées si :

d∗
12 > d12 (3.18)

3.3.5 Prise en compte de la topologie des coques SPH

L’un des inconvénients de la méthode des Pinballs, pour les EF comme pour les SPH,
est sa diff culté à respecter la topologie particulière des éléments coque ou poutre. Pour les
EF, l’utilisation de Pinballs hiérarchiques permet de contourner le problème. Un contact
potentiel étant détecté par la pénétration des Pinballs initiaux (dits parents), il s’agit de
subdiviser ceux-ci af n de raff ner et conf rmer ou inf rmer la détection du contact. Dans
le cas des EF coque, les subdivisions successives s’arrêtent lorsque la taille des Pinballs
dits descendants atteint l’épaisseur de la coque, voir la f gure 3.7. Cette méthode n’est
clairement pas naturelle pour le cas des SPHC. Il a donc été choisi dans ce travail de
modif er la forme des Pinballs af n de tenir compte de l’épaisseur de la coque. Les Pinballs
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3. Interactions f uide-structure

FIGURE 3.7:Pinballs hiérarchiques pour les coques.

ne sont donc plus sphériques mais cylindriques, voir la f gure 3.8 (on aurait aussi pu
choisir une forme ellipsoı̈dale, de rayon Ra = Rsph dans le plan de la coque et Rb = e/2
dans la direction de son épaisseur). Les paramètres du contact étant déf nis sur la f gure

(a) Non respect de la topologie (b) Pinballs cylindriques

FIGURE 3.8:Pinballs cylindriques pour les SPH coque.

3.9, la condition de détection du contact 3.1 devient double et s’écrit :

dn <
e
2

+R2 (3.19)

dt < a+R1 (3.20)

avec dn et dt les distances normales et tangentielles au contact telles que dn =
−→n 12.(

−→c 2−−→c 1), d2t +d2n = d212, a =
√

R2
2− (R2−g)2 et g le gap tel que g = R2+e/2−

dn.

FIGURE 3.9:Paramètres du contact coque SPH - f uide SPH.

Remarque : la prise en compte de l’épaisseur des coques renforce le cas pathologique
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Exemple numérique : perforation d’un réservoir

décrit au paragraphe 3.3.3 et fait perdre en géńeralité la ḿethode des Pinballs qui se rap-
proche ainsi d’une ḿethode de type maı̂tre-esclave. Cependant, cette modification permet
d’améliorer la précision de la d́etection du contact.

3.4 Exemple nuḿerique : perforation d’un r éservoir

L’auteur de [MAU 08a] présente une validation de la méthode à travers différents cas
tests académiques (indentation d’un massif, oscillateur acoustique, impact d’une colonne
d’eau). Il s’agit désormais de démontrer les capacités de la méthode sur un cas plus com-
plexe et plus représentatif de notre problème type, à savoir la déchirure d’un réservoir.

Le cas traité provient d’une étude expérimentale présentée dans [TIM 03] concernant
l’impact d’une balle sur un réservoir cylindrique vide ou rempli d’eau. Ce cas a été utilisé
notamment par Rabczuk pour valider des méthodes numériques dans le domaine des IFS
[RAB 07c], [RAB 09].

3.4.1 Exṕerience

Le dispositif expérimental est représenté sur la f gure 3.10 tirée de [TIM 03]. Il
comprend un canon permettant de tirer une balle, visualisée sur la f gure 3.11, sur une
éprouvette cylindrique en acier en appui sur un cadre. Le dispositif permet une mesure
de la vitesse d’impact ainsi qu’un suivi de la pression en certains points où sont collées
des jauges. L’auteur présente des résultats pour différentes conditions expérimentales :
les vitesses d’impact varient de 300 à 750 m.s−1, l’épaisseur du réservoir de 0.6 à 1 mm,
différents rapports hauteur/diamètre du cylindre sont utilisés et le cylindre peut être vide
ou rempli d’eau. Dans le cas d’un cylindre vide, l’impact se traduit par une simple per-
foration d’un diamètre proche de celui de l’impacteur, comme représenté sur la f gure
3.12(a). La même chose est observée pour un réservoir rempli d’eau si la vitesse d’im-
pact est faible. Pour les vitesses d’impact élevées, par exemple 730 m.s−1 sur la f gure
3.12(b), le mode de rupture est différent : une f ssure se propage sur toute la hauteur de
la face entrante du réservoir, sous l’effet de la réf exion du choc de pression créé dans
le f uide. Les cas d’un réservoir vide et d’un réservoir plein sont étudiés ici, pour une
vitesse d’impactVimp = 730 m.s−1. Les dimensions du problème sont les suivantes : hau-
teur du cylindre H = 600 mm, diamètre D = 300 mm, épaisseur e= 1 mmet impacteur de
diamètre dimp = 18 mmet de masse mimp = 31 g.

3.4.2 Mod́elisation

L’ensemble du réservoir est modélisé, c’est à dire le cylindre ainsi que les disques
le fermant aux extrémités. Bien qu’il a été observé une déformation très importante du
projectile, voir la f gure 3.11, il est représenté comme un corps rigide, par simplicité et
parce qu’on s’intéresse à la rupture du cylindre plus qu’au comportement de l’impacteur
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3. Interactions f uide-structure

FIGURE 3.10:Dispositif expérimental [TIM 03].

FIGURE 3.11: État initial et f nal d’un projectile [TIM 03].
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Exemple numérique : perforation d’un réservoir

(a) Réservoir vide (b) Réservoir plein

FIGURE 3.12: État f nal du réservoir pourVimp = 730 m.s−1 [TIM 03].

lui-même. Le projectile est donc modélisé à l’aide de quatre Pinballs, liés par des mul-
tiplicateurs de Lagrange. Le cylindre et le f uide sont tous les deux modélisés avec la
méthode SPH. Les contacts f uide-coque, f uide-impacteur et impacteur-coque sont gérés
par la méthode des Pinballs, telle qu’exposée dans la section 3.3. Le matériau du réservoir
est un acier pour lequel une courbe de traction est donné dans [TIM 03] ainsi que les
paramètres de la loi de Johnson-Cook, voir le tableau 3.1. La loi identif ée ne présente
pas de dépendance à la vitesse de déformation, ce qui peut éventuellement provenir d’une
méconnaissance du matériau. L’endommagement est modélisé par la loi de Lemaitre et
Chaboche associé à un effet retard, voir le paragraphe 2.3.2.2. En l’absence d’informa-
tions précises sur le matériau du réservoir, les paramètres d’un acier de construction stan-
dard sont choisis et résumés dans le tableau 3.1. Dans le cas du cylindre vide, le faciès de
rupture présenté f gure 3.13 laisse penser que le cisaillement transverse joue un rôle im-
portant dans l’endommagement du matériau et sa rupture. Il a donc été introduit dans les
lois de plasticité et d’endommagement alors qu’il était traité élastiquement jusque là, voir
le paragraphe 2.2.4. L’équation donnant la contrainte équivalente de von-Mises s’écrit
donc :

σ2
eq = (σm

eq)
2+α2(σ f

eq)
2+

α√
(3)

σ f
eqσ

m
eq+κ(σct

eq)
2 (3.21)

avec
(σct

eq)
2 = 3σ2

xz+3σ2
yz (3.22)

Dans le paragraphe 2.2.4, nous avons présenté le modèle global dans le cas particuliers où
κ = 0, ce qui est suff sant pour la majorité des applications. Cela signif e que les compo-
santes de cisaillement transverse restent élastiques au cours du calcul. Nous prenons pour
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3. Interactions f uide-structure

ce cas test κ = 1. La convergence de l’algorithme de plasticité/endommagement est plus
diff cile, ce qui conf rme que le traitement du cisaillement transverse pose généralement
problème dans les modèles numériques.

FIGURE 3.13:Faciès de rupture du cylindre vide [TIM 03].

Remarque : le choix de la valeur deκ est laisśe comme une option de la loi de
comportement, car très souventκ = 0 (valeur par d́efaut) est suffisant et́evite des
difficultés de convergence de l’algorithme de plasticité/endommagement.

Enf n, l’eau est considéré parfaite, faiblement compressible et acoustique dont les pa-
ramètres sont donnés dans le tableau 3.2. Le modèle associé est celui du paragraphe 1.3.1.

Les conditions aux limites à appliquer au cylindre ne sont pas évidentes : le réservoir
est appuyé sur un cadre en bois et son extension verticale est bloquée, voir la f gure 3.10.
Deux groupes de nœuds situés à l’arrière en bas et en haut du cylindre sont donc bloqués
et les disques inférieurs et supérieurs fermant le cylindre sont encastrés.

Dans le cas du cylindre vide, le maillage comprend 43006 nœuds (+43236 SP). Le
maillage de la coque doit être f n pour que le contact impacteur-coque soit correctement
traité et que l’on obtienne des valeurs de vitesse résiduelle réalistes. Dans le cas du cy-
lindre plein, les limitations informatiques imposent de déraff ner la discrétisation SPHC
af n d’avoir une taille de SPH comparable dans les parties solide et f uide du modèle.
L’expérience montre en effet que les Pinballs doivent avoir des tailles voisines pour éviter
un certain nombre de problèmes (≪ trous≫, ruptures artif cielles). Nous avons donc 19346
nœuds SPHC (+19500 SP) et 103402 nœuds SPH f uide.

3.4.3 Ŕesultats

Dans le cas du cylindre vide, la simulation prévoit une simple perforation de la coque
d’un diamètre équivalent à celui du projectile, voir la f gure 3.14(a), ce qui est conforme
à l’expérience. Dans [TIM 03], en mesurant le temps que met le projectile pour parcourir
un diamètre à l’intérieur du cylindre, l’auteur déduit que sa vitesse est approximativement
V ∼ 688 m.s−1 après avoir perforé la face avant du réservoir. Il considère ensuite que
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Exemple numérique : perforation d’un réservoir

Paramètre Valeur
AJC (MPa) 175
BJC(MPa) 380
nJC 0.32
CJC 0
ε̇0 JC (s−1) 1e-3
εr 1
εd 0
Dc 0.25
a 1
τc (s) 0.01e-6

TABLE 3.1:Paramètres matériau : acier du cylindre perforé.

Paramètre Valeur
ρ (kg.m−3) 1000
c (m.s−1) 1450

TABLE 3.2:Paramètres matériau : eau contenue dans le cylindre perforé.

l’énergie cinétique perdue par le projectile est la même sur les faces avant et arrière, ce
qui conduit à la valeurV ∼ 640 m.s−1 à la sortie de la face arrière. Cette dernière suppo-
sition n’est pas exacte car elle ne prend pas en compte l’effet de la vitesse d’impact sur
la réponse du matériau par exemple. Cependant, il n’y a pas d’autre évaluation disponible
de la vitesse de sortie du projectile. La simulation donne les vitesses V = 673 m.s−1 et
V = 621 m.s−1 après le passage de la face d’entrée et de sortie du cylindre, voir le ta-
bleau 3.3. Les vitesses obtenues par la simulation sont légèrement inférieures à celles
de l’expérience, ce qui peut avoir de multiples origines : lacunes dans le modèle (f -
nesse du maillage, méconnaissance du matériau, en particuliers de l’inf uence du taux
de déformation) ou imprécisions expérimentales (en particuliers le raisonnement pour ob-
tenir la valeurV ∼ 640 m.s−1). Les valeurs sont cependant comparables.

Face d’entrée Face de sortie
Expérience [TIM 03] ∼ 688 m.s−1 ∼ 640m.s−1

Modèle SPHC 673 m.s−1 621 m.s−1

TABLE 3.3:Cylindre vide : vitesses du projectile.

Dans le cas du réservoir plein, la simulation prévoit un faciès de rupture comparable
aux résultats expérimentaux, voir les f gures 3.12(a) et 3.15(b). L’onde de pression qui se
propage présente un pic de l’ordre de 200 bars, voir la f gure 3.15(a), du même ordre de
grandeur que les valeurs données dans [TIM 03]. La vitesse de sortie du projectile n’est
pas mesurée dans l’expérience, la simulation donneV ∼ 88m.s−1.
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3. Interactions f uide-structure

(a) Contrainte de von-Mises
(Pa)

(b) Endommagement

FIGURE 3.14:Simulation du cylindre vide avec le modèle SPHC.

(a) t=0.12ms (b) t=2.1ms

FIGURE 3.15:Simulation du cylindre plein avec le modèle SPHC.
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Conclusions

Calcul B(%) cstab
vide -6.1 0.15
plein +3.94 0.2

TABLE 3.4:Stabilité du calcul : cylindre perforé.

Remarque : l’́energie dissiṕee est assez importante dans le cas du cylindre vide. Une
partie de la dissipation provient du filtre appliqué aux particules du bord de la fissure
(voir le paragraphe 2.3.6.5), une autre partie provient peut être de la prise en compte
du cisaillement transverse dans l’endommagement. C’est unpoint d́elicat et ḿeconnu
qui nécessiterait un approfondissement, mais que l’on ne retrouve pas dans le calcul du
cylindre plein.

Les informations concernant la stabilité du schéma de Newmark sont données dans le
tableau 3.4.

3.5 Conclusions

La méthode des Pinballs, initialement élaborée dans le cadre des EF [BEL 91]
[CAS 02], s’adapte naturellement à la méthode SPH comme démontré dans la thèse de
B. Maurel [MAU 08a]. La présent travail ne fait que reprendre l’existant et le modif er
légèrement dans le cas des coques SPH pour respecter leur topologie. On remarque que la
méthode permet de simuler, sans aucun traitement supplémentaire, l’apparition au cours
du calcul d’ouvertures dans la structure ainsi que les fuites de f uide associées. Il faut ce-
pendant noter que les Pinballs des différents corps doivent avoir des tailles voisines pour
que la méthode soit eff cace. Finalement, la pertinence de cette approche est démontrée
sur un cas réel de perforation de réservoir. Cette application est très proche de l’objec-
tif f xé au début du travail. L’approche choisie est cependant très coûteuse en ressource
de calculs ce qui est un frein à son utilisation dans un cadre industriel. Ce problème est
abordé dans le chapitre suivant.
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Chapitre 4

Couplage SPHC-EF

Les chapitres pŕećedents ont d́emontŕe la possibilit́e de
réaliser des calculs d’impacts sur des structures minces
remplies de fluide en utilisant un modèle purement SPH.

Cependant, les temps de calculs associésà de telles
simulations sont́elev́es. Ce chapitre pŕesente un couplage qui

permet de n’utiliser le mod̀ele SPHC que dans les zones
d’intérêt et donc de diminuer les temps de calculs associésà

ce mod̀ele.
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Introduction

4.1 Introduction

Les temps de calculs associés à des simulations faisant intervenir le modèle SPHC
sont souvent élevés. A titre d’exemple, on peut s’intéresser aux calculs présentés dans la
section 3.4 concernant les impacts sur des réservoirs cylindriques. Dans le cas du réservoir
vide, le calcul nécessite tCPU = 2.9 h pour t f = 600 µsde simulation (∼ 86000 points,
cstab = 0.15, 1 CPU). Le cas du cylindre rempli d’eau requiert tCPU = 55.1h pour t f =
2100 µs (∼ 143000 points, cstab= 0.2, 1 CPU). Ces ordres de grandeur sont prohibitifs
pour un usage de la méthode dans un cadre industriel et des calculs de grande envergure.

Ces observations s’inscrivent dans un constat plus général sur les méthodes sans
maillage : à discrétisations de f nesses équivalentes, les méthodes sans maillage
représentent un coût CPU supérieur à la méthode des EF pour une précision des résultats
moindre. Ce constat limite pour l’instant l’utilisation des méthodes sans maillage aux do-
maines où la méthode des EF n’est pas eff cace ou opérante, c’est à dire au traitement des
cas de f ssurations, perforation et fragmentation.

L’idée développée par certaines équipes de recherche consiste donc à combiner les
avantages des méthodes sans maillage et de la MEF en couplant les deux formulations.
Cela permet de n’utiliser les méthodes sans maillage que dans les zones du modèle où
la rupture intervient. Le reste de la structure est discrétisée par la méthode des EF qui
est plus eff cace et précise lorsque la solution est régulière. Cette idée est reprise ici,
essentiellement pour gagner en eff cacité, et donc permettre l’utilisation de la méthode
SPHC dans un cadre industriel.

Remarque : comme décrit au paragraphe 2.2.3.2, l’application des conditions
aux limites essentielles n’est pas aisée dans le cadre des méthodes sans maillage. Un
avantage supplémentaire du couplage de formulation est qu’il implique, bien souvent,
l’application des conditions aux limites essentielles surle mod̀ele EF. La mise œuvre est
alors simple et on peut facilement envisager des conditionsaux limites quelconques.

Le chapitre est organisé en 4 parties : une étude bibliographique des différentes
méthodes de couplage existantes est tout d’abord présentée. La seconde partie est dédiée
à la présentation de la méthode Arlequin. La troisième partie est consacrée à sa mise en
œuvre dans le cadre du couplage SPHC-EF coque qui nous intéresse. Enf n, des cas tests
de validation et des exemples numériques sont présentés.

4.2 Les ḿethodes de couplage

4.2.1 Objectifs

La littérature recèle de nombreuses méthodes de couplage dont l’objectif est un chan-
gement d’échelle et/ou de formulation. En effet, l’objectif recherché peut être le raff ne-
ment local de la formulation utilisée pour descendre d’un ou plusieurs ordres de grandeur
dans l’échelle de modélisation. Par exemple, l’objectif recherché dans le cas présenté sur
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4. Couplage SPHC-EF

la f gure 4.1(a) est le raff nement d’une même modélisation EF pour obtenir une descrip-
tion précise de la f ssuration. L’objectif peut également être un changement de formulation
sans modif cation de l’échelle de modélisation. C’est le cas de l’exemple présenté sur la
f gure 4.1(b) : le couplage permet d’introduire localement une formulation sans maillage
adaptée à la description de la rupture du béton sans pour autant changer l’échelle du
modèle. Enf n, l’objectif peut être la combinaison de ces deux avantages : dans le cas
présenté sur la f gure 4.1(c), le couplage permet de descendre à l’échelle atomique tout en
introduisant une formulation sans maillage adaptée à la description des ruptures entre les
atomes.

(a) Changement d’échelle
[BEN 08].

(b) Changement de formulation
[CHU 09].

(c) Changement d’échelle et de
formulation [AUB 09].

FIGURE 4.1:Différents objectifs des couplages de formulations.

4.2.2 Bibliographie

La diversité des approches et leur nombre rendent diff cile la classif cation des
méthodes de couplage. On peut cependant essayer de les distinguer selon que le couplage
est effectué via une interface commune Γc, voir la f gure 4.2(a), ou bien par l’intermédiaire
d’une zone de recouvrement Ωc où les deux formulations cohabitent, voir la f gure 4.2(b).
La référence [RAB 06c] donne une vision d’ensemble des méthodes disponibles pour
coupler la méthode des EF avec les méthodes sans maillage.

(a) Interface de couplage. (b) Zone de recouvrement.

FIGURE 4.2:Déf nition d’une interface Γc ou d’un recouvrement Ωc.
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Les méthodes de couplage

4.2.2.1 Couplages par interface

Les couplages utilisant une interface commune sont peut être les plus anciens et les
plus éprouvés. Cependant, la transition entre les deux formulations est brutale et rend
parfois diff cile la maı̂trise des réf exions d’onde sur l’interface Γc.

L’une des plus anciennes méthodes de cette classe est la méthode maı̂tre-esclave. Elle
a d’abord été utilisée pour gérer les interactions entre un f uide modélisé par une méthode
sans maillage et une structure modélisée par la méthode des EF [ATT 94]. La méthode a
ensuite été étendue au couplage de formulations EF et sans maillage au sein d’une même
structure. Des particules de la formulation sans maillage sont f xées sur les nœuds EF
d’interface et leur mouvement est géré par une méthode maı̂tre-esclave classique. Une
extension de ce couplage est présenté dans [RAB 06c] pour permettre l’utilisation de
discrétisations non-conformes.

Hegen [HEG 96] a développé un couplage EFG-EF par interface en utilisant des mul-
tiplicateurs de Lagrange. Rabczuk et Belytschko [RAB 06b] ont étendu la méthode pour la
modélisation des renforts de béton armé dans un cadre non-linéaire et dans le cas d’une in-
terface déformable. Karutz [KAR 00] a démontré le bien fondé de cette classe de méthode
pour la modélisation des problèmes de f ssuration. L’auteur présente également la mise
en œuvre d’un couplage adaptatif permettant la génération d’un domaine EFG au cours
des calculs. Xiao [XIA 02] a élaboré une méthode similaire intitulée ≪ edge-to-edge cou-
pling ≫. Cette méthode est parfois vue comme une restriction de la ≪ bridging domain
method ≫ décrite plus bas, qui utilise une interface de couplage à la place d’une zone de
recouvrement. Les méthodes de ≪ three-f eld formulation≫ [BRE 01] et ≪mortar element
method ≫ [BEL 99] utilisent également des multiplicateurs de Lagrange sur une interface
de couplage. On peut également citer ici la ≪ quasi-continuum method ≫ [TAD 96].

4.2.2.2 Couplages par zones de recouvrement

Les couplages utilisant une zone de recouvrement sont de plus en plus utilisés car ils
permettent une plus grande f exibilité dans la génération des maillages et surtout assurent
une transition progressive d’une formulation à l’autre. De ce fait, ils conviennent bien aux
cas où les formulations couplées sont dissemblables et également lorsque la propagation
des ondes est importante et ne doit pas subir de réf exion dans la zone de recouvrement.
Les différentes méthodes se distinguent ensuite suivant la manière dont est gérée la tran-
sition d’une formulation à l’autre.

On peut citer ici les travaux de Liu et al. [LIU 97] qui ont permis de coupler la ≪Re-
producing Kernel Particle Method ≫ (RKPM) avec la méthode des EF en modif ant les
fonctions de forme de sorte à obtenir une interpolation mixte RKPM-EF dans la zone
de transition. De manière similaire, Belytschko et al. [BEL 95c] ont utilisé une interpo-
lation mixte af n de réaliser un collage EFG-EF. Cette méthode a ensuite été améliorée
par Huerta et al. dans [HUE 00] af n de rétablir la continuité des dérivées dans la zone de
transition.

La méthode Arlequin [BEN 04] et la ≪ bridging domain method ≫ [BEL 04] consti-
tuent une autre classe de méthode utilisant une zone de recouvrement. Une condition de
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4. Couplage SPHC-EF

couplage faible est introduite dans la zone de recouvrement par l’intermédiaire de multi-
plicateurs de Lagrange tandis qu’une partition de l’unité permet de répartir les énergies
de la zone commune entre les deux formulations. D’autres formulations sont proches de
cette classe de méthode, telle que la ≪ bridging scale decomposition ≫ [WAG 03]. Cer-
taines références comme [KAD 04] sont consacrées spécif quement à l’amélioration du
problème de réf exion d’onde pour cette classe de méthode. [PRU 09] présente également
la mise en place d’un couplage Arlequin adaptatif.

Enf n, on peut également citer Sauer [SAU 00] qui a proposé un couplage SPH-EF en
étendant le domaine SPH sur le maillage EF. La principale différence avec les méthodes
citées jusqu’ici est l’utilisation d’une condition de couplage non plus faible mais forte. De
plus, l’auteur présente également un couplage adaptatif qui permet la conversion au cours
du calcul de zones du maillage EF en SPH.

4.2.3 Choix de la ḿethode

L’objectif recherché dans l’élaboration d’un couplage SPHC-EF de coque n’est pas
un changement d’échelle de modélisation puisque les deux formulations étudient la struc-
ture à l’échelle macroscopique. Il s’agit d’introduire localement la formulation SPHC qui
permet de modéliser l’endommagement et la rupture des coques. Nous avons énuméré
précédemment de nombreuses méthodes de couplage, le choix de l’une parmi les autres
dépend essentiellement des caractéristiques du problème étudié. Dans le cadre de la dy-
namique, il semble préférable de se tourner vers une méthode utilisant une zone de re-
couvrement. Cela va permettre de minimiser les problèmes de réf exions d’onde lors du
changement de formulation. De plus, les formulations couplées sont assez dissemblables,
la transition progressive de l’une vers l’autre sera donc bénéf que. Notre choix se porte
plus spécif quement sur la méthode Arlequin, notamment parce que son eff cacité a été
prouvée par de nombreux travaux et ses bases mathématiques largement étudiées. De
plus, les travaux présentés dans [CHU 09] ont montré la pertinence de cette approche
pour les couplages SPH-EF volumiques en dynamique rapide.

4.3 La méthode Arlequin

L’objectif de cette section est de rappeler les bases de la méthode Arlequin telles que
présentées dans [BEN 04] et [BAU 08] ainsi que les principaux résultats mathématiques
et pratiques issus de la littérature.

4.3.1 Principes de la ḿethode

La méthode Arlequin doit permettre le couplage de deux modèles initialement dis-
tincts en utilisant une zone de recouvrement. Les différentes étapes de la méthode peuvent
être résumées comme suit :
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La méthode Arlequin

• déf nition d’une zone de recouvrement au sein de laquelle les deux modèles co-
habitent. Il s’agit ici de faire le choix de la géométrie et des dimensions de cette
zone.

• choix d’une condition de couplage entre les deux modèles. Cette étape comporte
une grande liberté de choix : la condition peut être forte ou faible, les variables
mécaniques utilisées peuvent être diverses (déplacements, vitesses, efforts, ...).
Classiquement, la méthode Arlequin repose sur un couplage faible des vitesses et/ou
des déformations.

• choix d’une méthode pour imposer la condition de couplage. La méthode Arlequin
utilise classiquement la méthode des multiplicateurs de Lagrange mais on pourrait
imaginer l’utilisation de la méthode de pénalité ou du lagrangien augmenté.

• déf nition de l’état mécanique de la zone de recouvrement comme une combi-
naison des états mécaniques des modèles qui cohabitent. Les champs associés à
cet état mécanique sont dits Arlequins car ils proviennent des deux modèles en
présence. Cette étape requiert l’utilisation d’une partition de l’unité dont les ca-
ractéristiques peuvent inf uencer les performances du couplage. La combinaison
des états mécaniques est réalisée en distribuant les énergies des deux modèles sur
la zone de recouvrement.

Le paragraphe suivant présente les détails de la méthode Arlequin. Certains choix, clas-
siques dans le cadre de cette méthode, sont d’ores et déjà arrêtés : la condition de couplage
sera faible et elle sera appliquée par l’utilisation de multiplicateurs de Lagrange.

4.3.2 Th́eorie de la ḿethode Arlequin

4.3.2.1 Probl̀eme de ŕeférence

Notons Ω le domaine d’étude ouvert (i.e., sans sa frontière) et ∂Ω sa frontière qui se
décompose en deux parties ∂UΩ et ∂FΩ sur lesquelles sont appliquées respectivement
les conditions aux limites essentielles (déplacements imposés −→U ) et naturelles (efforts
imposés−→F ). La formulation forte (Si) du problème ainsi posé s’écrit, pour la composante
i du champ de déplacement −→u :

(Si) : Trouver ui(
−→x , t), connaisssant ui(

−→x ,0) et u̇i(
−→x ,0), telle que :

σi j , j + fi = ρüi sur Ω
ui = Ui sur ∂UΩ (4.1)
σi j n j = Fi sur ∂FΩ

où ni et fi sont respectivement les i ème composantes de la normale sortante à Ω et des
efforts volumiques. De plus, σi j = Ci jkl εkl où Ci jkl sont, par exemple, les coeff cients
de l’élasticité de Hooke et εkl = (uk,l + ul ,k)/2 = u(k,l), où u(k,l) représente la partie
symétrique du tenseur uk,l .

L’écriture de la forme variationnelle de ce problème nécessite la déf nition de l’espace
des fonctions admissibles, noté Uad

i et des fonctions admissibles à 0, noté, U
ad,0
i , déf nis
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4. Couplage SPHC-EF

par :

U
ad
i = {ui | ui ∈ H1; ui = Ui sur ∂UΩ}

U
ad,0
i = {ui | ui ∈ H1; ui = 0 sur ∂UΩ}

Supposons maintenant que ui est solution du problème (Si) (donc ui ∈Uad
i ) et multiplions

(Si) par une fonction quelconque v∗i ∈ U̇
ad,0
i . Après intégration sur Ω de l’expression

obtenue, l’utilisation d’une intégration par partie et du théorème de Green-Ostrogradski,
on obtient la forme variationnelle (Wi) suivante :

(Wi) : Connaissant ui(
−→x ,0) et u̇i(

−→x ,0), trouver ui ∈ Uad
i , telle que, ∀v∗i ∈ U̇

ad,0
i ,

on a :
∫

Ω
ρüiv

∗
i dΩ+

∫

Ω
σi j (ui)ε̇∗i j (v

∗
i )dΩ =

∫

Ω
fiv

∗
i dΩ+

∫

∂F Ω
Fiv

∗
i dS (4.2)

en se souvenant que v∗i = 0 sur ∂UΩ et en remarquant que v∗i, jσi j (ui) = v∗(i, j)σi j (ui) =

ε̇∗i j (v∗i )σi j (ui) car σi j (ui) est symétrique. On en déduit les expressions des énergies inter-
venant dans le problème :

Ecin =
1
2

∫

Ω
ρ−→̇u T−→̇u dΩ

Eint =
1
2

∫

Ω
ε(−→u ) : σ(−→u )dΩ (4.3)

Eext =
∫

Ω

−→u T−→f dΩ+
∫

∂F Ω

−→u T−→F dS

L’énergie totale du problème s’écrit donc :

Etot(
−→u ) = Ecin(

−→u )+Eint(
−→u )−Eext(

−→u ) (4.4)

et la solution−→u = {ui} est le champ qui minimise Etot.

Remarque : l’expośe de la ḿethode Arlequin est ici fait dans un cadre purement
linéaire, ce qui simplifie leśequations. La justification vient du fait que le couplage est,
dans la grande majorit́e des cas, plaće dans une zone où la linéarité de la solution est
assuŕee. Cela permet des performances optimales de la méthode. Le traitement du cas
non linéaire ńecessiterait des d́eveloppements supplémentaires, notamment en ce qui
concerne la partition deśenergies, comme souligné dans [GUI 07].

4.3.2.2 Probl̀eme Arlequin : définition

Dans le cadre de la méthode Arlequin, il faut considérer que Ω est partitionné en deux
sous domaines, notés Ωa et Ωb, et présentant une zone commune notée Ωc = Ωa∩Ωb. Ωa

etΩb correspondent à la même réalité physiquemais sont modélisés avec des formulations
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La méthode Arlequin

indépendantes l’une de l’autre. Ωc est la zone de recouvrement qui va permettre de les
coupler. Notons les restrictions de Ωa et Ωb à Ωc respectivement Ωac et Ωbc de sorte que
Ωac = Ωa∩Ωc et Ωbc = Ωb∩Ωc. Enf n, notons ∂Ωa et ∂Ωb les frontières respectives Ωa

et Ωb ainsi que Γa et Γb les parties respectives de ∂Ωa et ∂Ωb qui n’appartiennent pas à
∂Ω. La déf nition du problème Arlequin nécessite le choix d’une condition de couplage

FIGURE 4.3:Déf nition du couplage Arlequin.

et d’une partition des énergies sur Ωc. Ces choix sont détaillés dans les paragraphes qui
suivent.

4.3.2.3 Probl̀eme Arlequin : condition de couplage

Le couplage est assuré par l’application d’une condition permettant de lier les deux
formulations sur Ωc. Le choix de cette condition et surtout des variables qu’elle fait inter-
venir est important et peut faire l’objet de discussions. Dans la majorité des cas, la condi-
tion consiste à imposer l’≪ égalité ≫, selon une mesure donnée, des champs cinématiques
deΩac et Ωbc : champs de déplacements ou de vitesses (couplages de types L2, du nom du
produit scalaire qu’il déf nit sur l’espace de Lebesgue L2). Certains auteurs utilisent plutôt
les dérivées spatiales de ces mêmes champs cinématiques dans la condition de couplage
(couplages de type semi-H1) ou bien même un mélange des champs cinématiques et de
leurs dérivées (couplage de type H1 du nom du produit scalaire qu’il déf nit sur l’espace
de Sobolev H1).

La référence [GUI 07] compare par exemple les couplages de types L2 et H1, de même
que [BAU 08] étudie les propriétés mathématiques des couplages L2, H1 et semi-H1. Bien
que les auteurs de [BAU 08] n’aient pas réussi à prouver que l’utilisation d’une condition
de type L2 conduit à un problème bien posé et donc remettent en cause sont utilisation, les
auteurs de [GUI 07] nuancent leur propos. Il leur semble que l’utilisation d’une condition
de type L2 nécessite plus de soin dans le choix des ingrédients de la méthode (continuité
de la partition de l’unité, espace des multiplicateurs de Lagrange) mais conduit à des
résultats souvent plus précis que la condition de type H1. Cette dernière semble en effet
conduire à un couplage plus souple pouvant porter préjudice à la précision des résultats,
notamment dans le cas de la f exion, voir [BAU 08]. En l’absence d’arguments nets, il
a été choisi d’imposer une condition faible uniquement sur les champs de vitesses. La
condition de couplage peut être introduite en écrivant la puissance Pc qui serait produite
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4. Couplage SPHC-EF

par les multiplicateurs de Lagrange si la condition cinématique voulue n’était pas vérif ée :

Pc =

∫

Ωc

−→
λ T .(

−→̇
ua−

−→̇
ub)dΩ (4.5)

où
−→
λ est le champ des multiplicateurs de Lagrange déf ni sur Ωc.

Remarque : les couplages L2 conduisent parfois̀a un mauvais conditionnement de la ma-
trice de raideur du système car les termes associés au couplage n’ont pas le même ordre
de grandeur que la raideur de la structure. C’est probablement pourquoi certains auteurs
se tournent vers des couplages H1 qui, eux, ne posent pas de problèmes de condition-
nement. Cette question n’intervient pas ici puisque le problème de couplage est résolu
par multiplicateurs de Lagrange dans un système ind́ependant, voir le paragraphe 4.4.3.
Cette remarque conforte le choix d’un couplage L2 dans ce travail.

4.3.2.4 Probl̀eme Arlequin : partition des énergies

L’état mécanique dans la zone de recouvrement Ωc provient de la partition des
énergies issues de Ωac et Ωbc. Il est donc nécessaire de déf nir des fonctions de mélange
formant une partition de l’unité. Ainsi, αa et αb sont les fonctions de mélange déf nies sur
Ωa et Ωb, telles que :

αa = 1 sur Ωa\Ωc

αb = 1 sur Ωb\Ωc (4.6)
αa+αb = 1 sur Ωc

Si l’on suppose que αa et αb sont continues par morceaux surΩa etΩb et continues surΩc,
nous devons prendre en compte une éventuelle discontinuité de αa et αb respectivement
en Γb et Γa.

Les énergies des sous domaines Ωa et Ωb s’écrivent donc :

Ea
cin =

1
2

∫

Ωa

αaρ−→̇u T
a
−→̇
u adΩ

Ea
int =

1
2

∫

Ωa

αaεa(
−→u a) : σa(

−→u a)dΩ

Ea
ext =

∫

Ωa

αa
−→u T

a
−→
f adΩ+

∫

∂F Ωa

αa
−→u T

a
−→
F adS (4.7)

Eb
cin =

1
2

∫

Ωb

αbρ−→̇u T
b
−→̇
u bdΩ

Eb
int =

1
2

∫

Ωb

αbεb(
−→u b) : σb(

−→u b)dΩ

Eb
ext =

∫

Ωb

αb
−→u T

b
−→
f bdΩ+

∫

∂F Ωb

αb
−→u T

b
−→
F bdS

126

Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2011ISAL0103/these.pdf 

© [F. Caleyron], [2011], INSA de Lyon, tous droits réservés



La méthode Arlequin

Remarque : il est possible d’utiliser des partitions différentes pour leśenergies internes,
cinétiques et le travail des efforts extérieurs. Dans ce travail, nous allons cependant
utiliser les m̂emes fonctions de ḿelange car il n’y a pas, a priori, de raisons de faire un
autre choix.

La minimisation de l’énergie totale

Etot(
−→u a,

−→u b,
−→
λ ) =Ea

cin(
−→u a)+Ea

int(
−→u a)−Ea

ext(
−→u a)

+Eb
cin(

−→u b)+Eb
int(

−→u b)−Eb
ext(

−→u b) (4.8)

+Ec(
−→u a,

−→u b,
−→
λ )

par rapport à −→u a, −→u b et
−→
λ conduit à la déf nition de trois problèmes faibles (Wa), (Wb)

et (Wc) :

Connaissant ua
i (
−→x ,0), u̇a

i (
−→x ,0), ub

i (
−→x ,0) et u̇b

i (
−→x ,0), trouver (ua

i ,u
b
i ,λ) ∈

U
a,ad
i ×U

b,ad
i ×M telles que :

(Wa
i ) : ∀v∗a

i ∈ U̇
a,ad,0
i

∫

Ωa

ραaüa
i va∗

i dΩ+

∫

Ωa

αaσa
i j (u

a
i )ε̇

a∗
i j (va∗

i )dΩ+

∫

Ωac

λ iv
a∗
i dΩ

=
∫

Ωa

αa f a
i va∗

i dΩ+
∫

∂F Ωa

αaFa
i va∗

i dS (4.9)

(Wb
i ) : ∀v∗b

i ∈ U̇
b,ad,0
i

∫

Ωb

ραbüb
i vb∗

i dΩ+
∫

Ωb

αbσb
i j (u

b
i )ε̇

b∗
i j (vb∗

i )dΩ−
∫

Ωbc

λ iv
b∗
i dΩ

=

∫

Ωb

αb f b
i vb∗

i dΩ+

∫

∂F Ωb

αbFb
i vb∗

i dS (4.10)

(Wc
i ) : ∀λ∗ ∈ M

∫

Ωc

λ∗
i (u̇

a
i − u̇b

i )dΩ (4.11)
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4. Couplage SPHC-EF

avec :

U
a,ad
i = {ua

i | ua
i ∈ H1; ua

i = Ua
i sur ∂UΩa}

U
a,ad,0
i = {ua

i | ua
i ∈ H1; ua

i = 0 sur ∂UΩa}
U

b,ad
i = {ub

i | ub
i ∈ H1; ub

i = Ub
i sur ∂UΩb}

U
b,ad,0
i = {ub

i | ub
i ∈ H1; ub

i = 0 sur ∂UΩb}
M l’espace des multiplicateurs de Lagrange

Il est intéressant d’établir les nouvelles formulations fortes du problème à partir des
formes faibles (Wa

i ) et (Wb
i ). Il s’agit notamment d’étudier les conséquences de l’in-

troduction des fonctions αa et αb et de leurs propriétés sur la formulation forte ainsi
établie. Les calculs correspondant au sous domaine Ωa sont donnés en exemple dans
l’annexe E. Dans le cas où αa est continue sur Ωa, on voit alors que le problème fort (Sa

i )
correspondant, écrit sous forme vectorielle, est :

(Sa
i ) : Trouver

−→ua tel que :

−→
div(αaσa)+αa

−→
f a−

−→
λ = αaρ−→̈ua sur Ωa

−→ua =
−→
Ua sur ∂UΩa (4.12)

σa
−→na =

−→
Fa sur ∂FΩa

Remarque : pour simplifier leśecritures nous n’avons pas différencíe Ωac où
−→
λ = 0 et

Ωc où
−→
λ 6= 0.

Dans le cas où αa est constante sur Ωc de valeur α0
a, les auteurs de [GUI 07] montrent

que la formulation forte associée s’écrit alors :

(Sa
i ) : Trouver

−→ua tel que :

−→
div(αaσa)+αa

−→
f a−

−→
λ = αaρ−→̈ua sur Ωa

−→ua =
−→
Ua sur ∂UΩa

σa
−→na =

−→
Fa sur ∂FΩa (4.13)

(α0
a−1)σa

−→nb =
−→
0 sur Γb

α0
aσa

−→na =
−→
0 sur Γa

Dans le cas d’une fonction αa constante sur Ωc, α0
a−1 et α0

a sont non nuls sur Γb et Γa,
ce qui implique σa

−→n = 0 sur Γa et Γb. Ainsi, des conditions de bords libres artif cielles
sont créées à l’intérieur du domaine Ω. Les auteurs de [GUI 07] soulignent que le champ
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La méthode Arlequin

des multiplicateurs de Lagrange est alors singulier en Γa et Γb. Il est donc recommandé
d’utiliser des fonctions de mélange linéaires ou cubiques. Dans ce cas, le problème fort à
résoudre est celui de l’équation 4.12. Il n’est pas éloigné du problème initial et nécessite
seulement de pondérer le tenseur des contraintes avant d’appliquer l’opérateur divergence.

4.3.3 Ŕesultats math́ematiques et pratiques

La méthode Arlequin fait intervenir des paramètres qu’il est parfois diff cile de choisir.
La littérature est cependant riche en travaux théoriques et en applications pratiques à partir
desquels il est possible de dégager des indications quant aux choix à effectuer.

La taille et la forme de la zone de recouvrement Ωc est le premier paramètre à choisir.
Les auteurs de [GUI 07] recommandent l’utilisation d’une zone la plus étroite possible
af n de minimiser les éventuels effets liés à la cohabitation des formulations (verrouillage
par exemple). Dans de nombreuses applications, on constate en effet que Ωc occupe une
zone large d’un EF, ce que nous appliquerons également dans nos calculs.

La déf nition et la discrétisation de la condition de couplage sont sujets à discussion.
Le choix d’une condition de type L2 sur les champs de vitesses a été justif é dans le
paragraphe 4.3.2. Restent alors les choix numériques liés à la discrétisation de la condition
4.5. Classiquement, l’interpolation et l’approximation des champs de vitesse EF et SPHC
sont réalisées respectivement par des fonctions de forme linéaires et des fonctions MLS
d’ordre 1. L’intégration numérique est réalisée par une quadrature de Gauss classique sur
les EF de Ωc. L’interpolation/approximation du champ des multiplicateurs de Lagrange
fait l’objet d’un choix plus déterminant, spécialement en présence de discrétisations de
f nesses différentes pour Ωa et Ωb. Les auteurs de [GUI 07] et [BAU 08] soulignent, en
effet, la présence d’un verrouillage potentiel lorsque le champ

−→
λ est interpolé/approximé

à partir des nœuds de la discrétisation f ne. Dans ce cas, le couplage se traduit par un
nombre élevé de contraintes qui serait à l’origine de ce phénomène de verrouillage. Il est
donc conseillé d’interpoler/approximer le champ

−→
λ à partir de la discrétisation grossière,

qui est généralement la discrétisation EF dans le cas d’un couplage EF-SPH.
Finalement, la répartition des énergies entre les deux formulations de Ωc nécessite

la déf nition d’une partition de l’unité. Les auteurs de [GUI 07] soulignent la nécessité
d’utiliser une fonction de mélange au minimum linéaire dans le cas d’un couplage de type
L2. Dans le cas d’une fonction constante sur Ωc et donc discontinue sur Ω, les auteurs ont
démontré que le modèle comporte une condition artif cielle de bords libres sur Γa et Γb,
voir le paragraphe 4.3.2.4. Ils ont observé simultanément l’apparition de singularités dans
le champ des multiplicateurs de Lagrange sur Γa et Γb.

4.3.4 Probl̀emes sṕecifiques aux couplages des ḿethodes sans
maillage

L’utilisation de la méthode Arlequin pour coupler des modélisations continues et
discrètes présente des diff cultés spécif ques qui ont été étudiées en détail dans [CHA 10].
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4. Couplage SPHC-EF

Les auteurs ont identif és quatre sources potentielles d’instabilités numériques dans la
zone de recouvrement.

4.3.4.1 Modes libres

L’utilisation simultanée d’une fonction de mélange constante et de discrétisations de
f nesses différentes (par exemple, le cas où Ωc présente un grand nombre de particules
par EF collé) semblent conduire à des oscillations du champ de déplacements particulaire
autour de la solution EF. Ces ≪modes libres ≫ n’ont pas été rapportés dans le cas d’une
fonction de mélange linéaire ou cubique.

4.3.4.2 Perte locale de coercivité

Les auteurs de [CHA 10] ont montré que le problème déf ni par le couplage Arlequin
devient mal posé quand l’énergie des particules est pondéré par un coeff cient proche de
0. Le problème apparaı̂t donc pour des maillages particulaires très raff nés par rapport au
maillage EF et dans les cas où la fonction de mélange tend rapidement vers 0 au bord de
la zone de couplage. Ainsi, une fonction de mélange cubique favorise le développement
de ce genre de problème. [BEN 08] fait également référence à ce problème pour un cou-
plage EF-EF et conseille simplement de ne pas utiliser des discrétisations de f nesses trop
éloignées. Ce problème est également mentionné dans [CHU 09] pour un couplage EF-
SPH. L’auteur borne la fonction de mélange de sorte que les particules SPH ne puissent
pas être pondérées par un coeff cient inférieur à 0.25.

4.3.4.3 Effets de bord

Les particules du bord de la zone de recouvrement souffrent de l’absence de voisins
qui ont été remplacés par des EF. C’est le même problème qui est posé classiquement
dans le traitement des bords libres dans les méthodes sans maillage : les voisinages in-
complets dégradent la précision de l’approximation sur les bords, ce qui peut entrainer
le développement d’instabilités numériques. Les auteurs de [CHA 10] ont cependant re-
marqué que ces instabilités diminuent quand les particules de bord sont pondérées par
un poids faible qui diminue d’autant l’énergie qu’elles portent. C’est par exemple le cas
pour une fonction de mélange linéaire ou cubique. La méthode SPHC utilise des fonctions
MLS qui permettent d’atténuer ces effets, ils ne devraient pas être prépondérant dans notre
cas.

4.3.4.4 Forces fant̂omes

Les auteurs de [CHA 10] observent également des instabilités vers le bord EF de la
zone de recouvrement qui sont attribuées à la présence de forces fantômes. Le problème
a été soulevé dans le cadre de la ≪ quasi-continuum method ≫, voir [CUR 03]. Ces forces
fantômes sont attribuées au fait que les méthodes sans maillage ont un caractère non local
contrairement à la méthode des EF. Il existe ainsi des interactions entre des particules
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Discrétisation du couplage Arlequin dans le formalisme SPHC-EF

pondérées faisant partie du couplage et d’autres n’en faisant pas partie. Ce phénomène
crée des contributions non symétriques dans la matrice de rigidité qui peuvent conduire
à des instabilités numériques. [CHA 10] propose une méthode permettant de corriger ces
forces fantômes, ce qui semble améliorer les performances du couplage.

4.3.5 Bilan

La bibliographie permet de dégager des pistes pour le choix des divers paramètres de
la méthode :

• la zone de recouvrement doit être large d’un EF dans une zone purement linéaire,
• l’interpolation du champ des multiplicateurs de Lagrange doit être effectuée via le
maillage EF af n d’éviter l’apparition d’un verrouillage (en supposant les particules
SPH plus petites que les EF),

• il faut utiliser une fonction de mélange linéaire plutôt que constante (bords libres
artif ciels, modes libres) ou cubique (perte de coercivité),

• le raff nement SPHC-EF doit être raisonnable pour éviter l’apparition de modes
libres ou d’une perte de coercivité.

• les voisinages SPHC doivent être de taille raisonnable pour éviter l’apparition de
forces fantômes.

4.4 Discŕetisation du couplage Arlequin dans le forma-
lisme SPHC-EF

Cette section est consacrée à la discrétisation du problème Arlequin déf ni
précédemment dans le cadre spécif que du couplage EF-SPHC envisagé.

4.4.1 D́efinition du probl ème

Les sous domaines Ωa et Ωb sont discrétisés par la méthode des EF et la méthode
SPHC. Les deux discrétisations sont associées à un modèle de coque épaisse de type
Mindlin-Reissner. Les champs de vitesses EF et SPHC sont composés d’une partie mem-
brane et d’une partie rotation que l’on peut écrire sous la forme suivante :

−→v h
EF(−→x ) =−→v m

EF(−→x )+z−→v r
EF(−→x )

=
NEF

∑
i=1

Ni(
−→x )

−→
V m

iEF +z
NEF

∑
i=1

Ni(
−→x )

−→
V r

iEF (4.14)

−→v h
SPH(

−→x ) =−→v m
SPH(

−→x )+z−→v r
SPH(

−→x )

=
Nv

∑
i=1

φi(
−→x )

−→
V m

iSPH+z
Nv

∑
i=1

φi(
−→x )

−→
V r

iSPH (4.15)
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4. Couplage SPHC-EF

où Ni et φi sont respectivement les fonctions d’interpolation EF et d’approximation MLS
et z la direction de la normale à la coque. −→V iEF et −→V iSPH sont les vecteurs contenant les
vitesses des degrés de liberté du nœud i en membrane (indice ≪m ≫) et en rotation (indice
≪ r ≫). NEF est le nombre de nœuds de l’EF et Nv est le nombre de voisins SPHC du point
−→x .

4.4.2 Discŕetisation de la condition de couplage

La résolution du problème Arlequin nécessite de discrétiser la formulation faible
EF (We f), la formulation forte SPHC (Ssphc) et la condition de couplage faible (Wc).
Commençons par discrétiser la condition de couplage :

(Wc) : Trouver (−→u h
EF,−→u h

SPH,λ
h) ∈ U

EF,ad
h ×U

SPH,ad
h ×Mh tels que :

∀λh∗ ∈ Mh

∫

Ωc

−→
λ h∗T(−→x )

[−→v h
EF(−→x )−−→v h

SPH(
−→x )
]
dΩ = IEF − ISPH (4.16)

où−→v =
−→̇
u . Les calculs sont détaillés pour l’exemple de l’intégrale IEF, pour laquelle nous

utilisons une quadrature de Gauss classique basée sur le maillage EF. Ainsi, l’intégrale est
décomposée sur chaque EF de Ωc :

IEF =
NELEF

∑
i=1

∫

ΩEFi

−→
λ h∗T(−→x )−→v h

EF(−→x )dΩ

=
NELEF

∑
i=1

IEFi (4.17)

oùNELEF est le nombre d’EF f nis présents dansΩc. En remplaçant les champs de vitesse
par leur expression et en remarquant que les termes linéaires en z disparaissent, nous
obtenons :

IEFi =

∫

Ω0
EFi

−→
λ h∗T(

−→
ξ )−→v h

EF(
−→
ξ )J(

−→
ξ )dΩ

=

∫

S0EFi

e
−→
λ h∗mT(

−→
ξ )−→v mh

EF(
−→
ξ )J(

−→
ξ )dS

+
∫

S0EFi

e3

12
−→
λ h∗rT (

−→
ξ )−→v rh

EF(
−→
ξ )J(

−→
ξ )dS

=Im
EFi + I r

EFi (4.18)

où J est le Jacobien de la transformation. L’interpolation du champ des multiplicateurs
de Lagrange étant basée sur la discrétisation EF, comme justif é au paragraphe 4.3.3,
l’intégrale Im

EFi devient ainsi :

Im
EFi =

∫

S0EFi

e

(
NEF

∑
l=1

−→
Λ ∗mT

l Nl(
−→
ξ )

)(
NEF

∑
k=1

−→
V m

kEFNk(
−→
ξ )

)
J(
−→
ξ )dS (4.19)
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Discrétisation du couplage Arlequin dans le formalisme SPHC-EF

où NEF est le nombre de nœuds de l’EF i,
−→
Λ ∗mT

l le vecteur contenant les degrés de liberté
en membrane des multiplicateurs de Lagrange du nœud EF l et−→V m

kEF le vecteur contenant
les vitesses des degrés de liberté en membrane du nœud EF k. En réorganisant la double
somme et en déplaçant le signe intégrale, on peut écrire :

Im
EFi =

−→
Λ ∗mTCm

EF

−→
V m

EF (4.20)

avec

Cm
EF(k, l) =

∫

S0EFi

eNl (
−→
ξ )Nk(

−→
ξ )J(

−→
ξ )dS

=
NGP

∑
j=1

eNl (
−→
ξg j )Nk(

−→
ξg j )J(

−→
ξ g j )wg j (4.21)

où NGP, wg j et ξg j sont respectivement le nombre de points de Gauss, le poids et les
coodonnées du j ème point de Gauss de l’EF i.

Remarque :Cr
EF

a la même expression que Cm
EF

en remplaçant e par e3/12.

De manière similaire, Im
SPHi s’écrit :

Im
SPHi =

∫

S0EFi

e

(
NEFi

∑
l=1

−→
Λ ∗mT

l Nl (
−→
ξ )

)


NVSPHj

∑
k=1

−→
V m

kSPHφk(
−→
ξ )



J(
−→
ξ )dS

=
−→
Λ ∗mTCm

SPH

−→
V m

SPH (4.22)

où NVSPHj est le nombre de voisins SPHC du point de Gauss j pris en compte dans
l’approximation du champ de vitesse.

Ainsi, la discrétisation de la condition de couplage (Wc) conduit à la déf nition de
deux matrice de couplageC

EF
etC

SPH
, telles que :

−→
Λ ∗T

(
C

EF

−→
V EF −C

SPH

−→
V SPH

)
= 0 ∀−→Λ ∗ (4.23)

La discrétisation des problèmes EF et SPH fournissent les équations habituelles :

∀−→V ∗
EF

−→
V ∗T

EF

[
Mα

EF

−→̈
U EF +Kα

EF

−→
U EF +CT

EF

−→
Λ
]

=
−→
V ∗T

EF
−→
F extα

EF (4.24)

∀−→V ∗
SPH

−→
V ∗T

SPH

[
Mα

SPH

−→̈
U SPH+

−→
F intα

SPH−CT
SPH

−→
Λ
]

=
−→
V ∗T

SPH
−→
F extα

SPH (4.25)

Les équations 4.23, 4.24 et 4.25 étant valable ∀−→V ∗
EF,∀−→V ∗

SPH,∀
−→
Λ ∗, on a f nalement :

Mα
EF

−→̈
U EF +Kα

EF

−→
U EF +CT

EF

−→
Λ =

−→
F extα

EF (4.26)

Mα
SPH

−→̈
U SPH+

−→
F intα

SPH−CT
SPH

−→
Λ =

−→
F extα

SPH (4.27)

C
EF

−→
V EF −C

SPH

−→
V SPH =

−→
0 (4.28)
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4. Couplage SPHC-EF

4.4.3 Méthode de ŕesolution

La méthode des multiplicateurs de Lagrange est implémentée de manière générique
dans Europlexus et a déjà été décrite dans le paragraphe 3.3.4.1 concernant le traite-
ment des contacts par la méthode des Pinballs. La méthode dans Europlexus requiert
la déf nition d’une matrice de couplage de la forme :

C
−→
V =

−→
b (4.29)

où −→
V est le vecteur vitesse contenant les degrés de liberté du modèle. Dans le cas du

couplage Arlequin, nous avons :
[
C

EF
−C

SPH

]−→
V =

−→
0 (4.30)

avec −→
V T = {−→V T

EF ; −→V T
SPH} et C de dimensions (NEF ×NDDL)× (NEF ×NDDL + Nv×

NDDL). Cette relation introduit NEF ×NDDL liaisons dans le modèle où NEF est le nombre
de nœuds EF dans la zone de recouvrement et NDDL le nombre de degrés de liberté par
nœud impliqué dans le couplage.

4.4.4 Mise en oeuvre pratique du couplage

La mise en œuvre du couplage EF-SPHC requiert quelques précisions d’ordre pra-
tique.

Voisinage des points de Gauss EFL’élaboration de la matrice de couplage nécessite
le calcul des fonctions de forme MLS aux points de Gauss des EF de Ωc, voir l’équation
4.22. La déf nition du voisinage SPH de ces points peut être discutée. On peut en effet
choisir de ne prendre en compte que les nœuds SPHC appartenant à la zone de recou-
vrement. Cependant, cette approche va créer des voisinages incomplets pour les points de
Gauss proches de Γe f. Les fonctions de formeMLS calculées seront de piètre qualité alors
que des nœuds SPHC en dehors de Ωc permettraient d’obtenir des voisinages complets.
Ainsi, la prise en compte de l’ensemble des nœuds SPHC, même s’ils sont en dehors Ωc,
permet d’améliorer le comportement du couplage au niveau de Γe f. Le voisinage d’un
point de Gauss est donc déf ni par l’ensemble des SPHC contenus dans une sphère de
rayon rg, voir f gure 4.4. Nous déf nissons rg = klg où k est un facteur à choisir et lg est
la distance maximale du centre de l’EF à ses points de Gauss. Cette déf nition permet de
garder une taille de voisinage constante lors du raff nement du maillage SPHC.

Remarque : on note sur la figure 4.4 que les points de Gauss proches deΓsphc ont des
voisinages incomplets.

Traitement du bord SPHC de la zone de recouvrement Le modèle SPHC initial
traite la condition de bords libres selon une méthodologie précise, décrite au paragraphe
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Discrétisation du couplage Arlequin dans le formalisme SPHC-EF

FIGURE 4.4:Voisinage d’un point de Gauss.

2.2.3.2. Le bord SPHC de la zone de recouvrement Γsphc, ne doit pas être traité selon cette
méthodologie sous peine d’introduire artif ciellement un bord libre à l’intérieur du modèle
Arlequin, ce qui entraverait la propagation des ondes. L’ajout de SP sur Γsphcpermet de
palier ce problème et de traiter correctement le bord SPHC de la zone de recouvrement.
En effet, ces SP additionnels sont associés à une valeur nulle de la fonction de mélange
αsphcmais permettent de calculer correctement les efforts sur les nœuds SPHC proches
du bord. La f gure 4.5 indique le positionnement de ces SP additionnels, leur nombre
dépendant de la f nesse du maillage SPHC utilisé. L’eff cacité de cette approche par rap-
port au traitement initial de Γsphc est démontrée sur un cas test au paragraphe 4.5.1.2.

FIGURE 4.5:Utilisation de SP additionnels.
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4. Couplage SPHC-EF

Condition de couplage pour les degŕes de libert́e en rotation La condition s’écrit, en
toute rigueur, de la manière suivante :

Cm
EF

−→
V m

EF +
e2

12
Cr

EF

−→
V r

EF −Cm
SPH

−→
V m

SPH−
e2

12
Cr

SPH

−→
V r

SPH =
−→
0 (4.31)

Cependant, cette expression conduit à un problème de conditionnement de la matrice de
couplage global puisque le facteur e2/12 peut être petit. Ainsi, le couplage des termes de
rotation est souvent négligeable devant le couplage des termes de membrane, si bien qu’il
est f nalement négligé. Cela ne pose pas problèmes puisque la continuité des rotations
est assurée naturellement par une courbure commune des deux modèles dans la zone de
recouvrement.

Remarque : les champs de rotation EF et SPHC ne sont exactement semblables, ce qui
pose parfois des difficultés dans le couplage. Le filtrage des degrés de libert́e SPHC en
rotation, quasiment sans conséquence du point de vueénerǵetique, est augmenté en cas
de couplage. Le coefficient de mélange du filtre de Balsara (voir le paragraphe 2.2.3.1)
passe dans ce cas deα = 0.1 à α = 0.25.

4.5 Cas tests de validation

Cette section présente trois cas tests simples permettant d’évaluer les capacités du
couplage Arlequin présenté précédemment.

4.5.1 Propagation d’onde

Il est essentiel de vérif er que le couplage ne provoque pas de réf exion d’onde ex-
cessive au niveau de la zone de recouvrement. Les auteurs de [RAB 06c] et [CHU 09]
utilisent à ce titre un test présenté dans [RAB 03] qui permet d’évaluer la capacité d’une
méthode à modéliser la propagation d’une onde.

4.5.1.1 Pŕesentation du cas test

En dimension 2, la structure est un rectangle de largeur H = 5e−3 m et de longueur
L = 60e−3 m. Le matériau est élastique avec E = 210 GPa, ρ = 7800 kg.m−3 et ν = 0
af n d’éviter la propagation d’ondes parasites dans les directions transverses. La structure
est soumise à un champ initial de vitesse vx = e−α(x−L/2) dans la direction de sa longueur
et n’est soumise à aucune condition aux limites essentielle. L’onde se propage à partir du
centre de plaque, se réf échit aux extrémités avant de revenir au centre provoquant ainsi
le déplacement de la structure. On choisit α = 10000 (avec les dimensions exprimées en
mètre), le champ de vitesse a alors la forme présentée sur la f gure 4.6.
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Cas tests de validation

4.5.1.2 Mod̀ele

La structure est décomposée en deux sous-domaines EF et SPHC, voir la f gure 4.6.
Le maillage EF est invariant et présente 33×4 éléments Q4GS. Le maillage SPHC peut,
lui, être raff né af n d’étudier les propriétés de convergence de la méthode. La loi de com-
portement est élastique linéaire et les deux sous-domaines sont couplés par la méthode
Arlequin présentée précédemment. Certains paramètres de la méthode peuvent également
varier (continuité des fonctions de mélange, taille rg du voisinage des points de Gauss,
traitement du bord Γsphc) af n d’étudier leur inf uence sur les performances du couplage.
La zone de recouvrement est, dans tous les cas, large d’un EF, soit Lc = 1.25e−3 m.

FIGURE 4.6:Vitesse initiale et maillage de la plaque.

4.5.1.3 Ŕesultats

Les résultats obtenus avec la méthode Arlequin sont comparés à ceux obtenus avec
un modèle purement EF et un modèle purement SPHC. L’inf uence de la continuité des
fonctions de mélange, du traitement du bord Γsphc, du raff nement SPH dans la zone de
recouvrement et de la taille rg du voisinage des points de Gauss sont successivement
étudiés.

Influence de la fonction de ḿelange Dans un premier temps, l’inf uence des ca-
ractéristiques de la fonction de mélange est étudiée. Le f nesse du maillage SPH est f xée à
5×5 nœuds SPHC par EF collé, soit Rsph= 1.25e−4 m. La taille du voisinage des points
de Gauss est f xée à rg = lg. Des fonctions de mélanges constantes (α = 0.5), linéaires
et cubiques sont étudiées pour deux traitements différents du bord SPHC de la zone de
recouvrement :

• le bord SPHC de la zone de recouvrement est traité avec une condition de bord libre
classique, ce qui signif e qu’aucun traitement particuliers n’est effectué par rapport
au modèle SPHC présenté au chapitre 2. La légende des courbes correspondant à
ce modèle est marquée par un asterix (∗).

• le bord SPHC de la zone de recouvrement est traité de manière particulière avec
la méthodologie décrite dans le paragraphe 4.4.4 qui consiste à utiliser une rangée
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4. Couplage SPHC-EF

de SP supplémentaire. La légende des courbes correspondant à ce modèle ne
comporte pas d’asterix.

Les résultats sont présentés f gures 4.7 et 4.8. Il est clair que le traitement classique
de Γsphcpar une condition de bord libre donne, comme attendu, de mauvais résultats. Les
courbes comportant la mention (∗) présentent en effet d’importantes réf exions d’ondes.
Le traitement exposé au paragraphe 4.4.4 pour pallier ce problème est eff cace puisque les
courbes correspondantes présentent de très faibles réf exions d’ondes. Dans la suite, seul
le modèle incluant le traitement particuliers du bord Γsphcest donc utilisé. On remarque
également qu’il y a très peu de différences entre les résultats suivant les caractéristiques de
la fonction de mélange. On peut même souligner qu’il n’est pas observé d’altération des
résultats avec l’utilisation d’une fonction constante, contrairement à ce qui a été observé
par exemple dans [GUI 07].

FIGURE 4.7: Inf uence de la fonction de mélange : vitesse au centre de la plaque.

FIGURE 4.8: Inf uence de la fonction de mélange : vitesse au centre de la plaque (zoom).
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Cas tests de validation

Influence du raffinement SPHC L’inf uence du raff nement SPHC dans la zone de
recouvrement est maintenant étudiée. La fonction de mélange est linéaire et la taille du
voisinage des points de Gauss EF f xée à rg = lg. Cinq maillages SPHC sont testés : 3×3
SPHC (Rsph = 2.08e− 4 m), 4× 4 SPHC (Rsph = 1.56e− 4 m), 5× 5 SPHC (Rsph =
1.25e−4 m), 10×10 SPHC (Rsph= 6.25e−5 m) et 20×20 SPHC (Rsph= 3.125e−5 m)
par EF.

FIGURE 4.9: Inf uence du raff nement SPHC : vitesse au centre de la plaque.

FIGURE 4.10:Inf uence du raff nement SPHC : vitesse au centre de la plaque (zoom).

Les résultats sont présentés sur les f gures 4.9 et 4.10. On remarque une bonne conver-
gence de la méthode avec le raff nement du maillage SPHC : pour 10× 10 et 20× 20
nœuds SPHC par EF, les résultats du couplage Arlequin sont très proches de ceux obte-
nus avec un modèle purement EF ou purement SPHC. Il faut souligner que l’utilisation
d’un maillage SPHC f n ne fait pas apparaı̂tre, pour ce cas test, d’instabilités numériques
(pertes de coercivité notamment, voir le paragraphe 4.3.4). Cela est due au fait que la sol-
licitation de la structure est faible dans ce cas puisque aucune énergie n’est introduite dans
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4. Couplage SPHC-EF

le modèle au cours du calcul. Ces instabilités ont été observés sur des cas plus critiques
décrits dans les sections suivantes (paragraphe 4.5.2.3).

Influence du voisinage des points de Gauss EFFinalement, l’inf uence de la taille du
voisinage des points de Gauss EF est étudiée. La fonction de mélange est linéaire et le
raff nement est f xé à 5×5 SPHC par EF. La taille du voisinage des points de Gauss EF
prend les valeurs suivantes :rg = 0.5lg, rg = 1lg, rg = 1.5lg, rg = 2lg, rg = 2.5lg, rg = 3lg.
Le paramètre lg est déf ni sur la f gure 4.4. Les résultats sont présentés sur la f gure 4.11.

FIGURE 4.11: Inf uence de rg : vitesse au centre de la plaque (zoom).

Les résultats semblent peu sensibles au paramètre rg. On choisit de f xer rg = 2lg de
sorte à assurer un nombre suff sant de SPHC dans le voisinage des points de Gauss tout
en conservant un caractère relativement local à l’approximation MLS.

Bilan L’étude démontre, tout d’abord, que l’ajout de SP sur le bord Γsphc permet de
traiter correctement la transition du modèle SPHC au modèle EF. Les réf exions d’onde
à l’interface sont en effet minimes dans ce cas. La continuité de la fonction de mélange
α ne semble pas avoir d’incidence majeure sur la qualité des résultats pour ce cas test.
Finalement, on observe une bonne convergence de la méthode lorsque le maillage SPHC
est raff né.

4.5.2 Traction

Le comportement de la méthode est étudié pour le cas académique d’une plaque en
traction.

4.5.2.1 Pŕesentation du cas test

Une plaque de dimension L = 3 m et H = 1 m est soumise à un effort de traction
F = 1e5 N à l’une de ses extrémité et encastrée à l’autre extrémité. La plaque présente
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Cas tests de validation

un comportement purement élastique avec E = 31.37 GPa, ρ = 2800 kg/m3 et ν = 0.2.
L’effort est appliqué via une rampe entre t = 0 mset t = 2 mspuis est maintenu constant.

4.5.2.2 Mod̀ele

La plaque est divisée en deux sous-domaines : le domaine EF de longueur LEF =
1.75 m sur lequel est appliqué l’effort de traction et le domaine SPHC de longueur
LSPHC= 1.5 m. La zone de recouvrement est large d’un EF, soit Lc = 0.25 m. Le maillage
EF est constitué de 4× 7 EF Q4GS quadrangulaires et la zone SPHC pourra présenter
deux raff nements : 5×5 et 10×10 SPHC par EF dans la zone de recouvrement, soit res-
pectivementRsph= 2.5e−2metRsph= 1.25e−2m. Les deux formulations sont couplées
par la méthode Arlequin.

4.5.2.3 Ŕesultats

Le déplacement et la vitesse de l’extrémité de la plaque sont comparés à un modèle pu-
rement EF de même f nesse que le sous-domaine EF de la méthode Arlequin. Les résultats
sont présentés sur les f gures 4.12, 4.13, 4.14 et 4.15 pour différentes conf gurations des
paramètres du couplage.

FIGURE 4.12:Traction : déplacement à l’extrémité de la plaque.

Sur les courbes 4.12 et 4.14, on observe un comportement global satisfaisant pour
l’ensemble du jeu de paramètres étudié. Les f gures 4.13 et 4.15 permettent d’observer
plus f nement l’inf uence des paramètres sur la qualité des résultats. Il est assez diff cile
de dégager des conclusions claires et absolues mais il semble que le maillage f n SPH et le
paramètre rg = 2lg fournissent des résultats plus proches du modèle EF. Il faut également
souligner que les calculs utilisant 10× 10 SPHC par EF et une fonction de mélange cu-
bique n’ont pas abouti. En effet, le calcul diverge suite au développement d’instabilités
numériques dans la zone de collage, au niveau de Γsphc. C’est une manifestation de la
perte de coercivité soulignée au paragraphe 4.3.4 qui est effectivement favorisée par l’uti-
lisation de fonctions de mélanges cubiques et d’une discrétisation SPH f ne.
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4. Couplage SPHC-EF

FIGURE 4.13:Traction : déplacement à l’extrémité de la plaque (zoom).

FIGURE 4.14:Traction : vitesse à l’extrémité de la plaque.

FIGURE 4.15:Traction : vitesse à l’extrémité de la plaque (zoom).
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4.5.3 Flexion

Le comportement de la méthode est étudié pour le cas académique d’une plaque en
f exion.

4.5.3.1 Pŕesentation du cas test

Une plaque de dimension L = 10e−2 m et H = 5e−2 m est soumise à un effort de
f exion F = 1.25 N à l’une de ses extrémité et encastrée à l’autre extrémité. La plaque
présente un comportement purement élastique avec E = 210 GPa, ρ = 7800 kg/m3 et
ν = 0.3. L’effort est appliqué via une rampe entre t = 0 mset t = 2 mspuis est maintenu
constant.

4.5.3.2 Mod̀ele

La plaque est divisée en deux sous-domaines : le domaine EF de longueur LEF =
6.25e− 2 m sur lequel est appliqué l’effort de f exion et le domaine SPHC de longueur
LSPHC= 5e−2 m. La zone de recouvrement est large d’un EF, soit Lc = 1.25e−2 m. Le
maillage EF est constitué de 4× 5 EF Q4GS quadrangulaires et la zone SPHC présente
5× 5 SPHC par EF dans la zone de recouvrement, soit Rsph = 1.25e− 3 m. Les deux
formulations sont couplées par la méthode Arlequin.

4.5.3.3 Ŕesultats

Le déplacement et la vitesse de l’extrémité de la plaque sont comparés à un modèle
purement EF de même f nesse que le sous-domaine EF de la méthode Arlequin. Les
résultats sont présentés sur les f gures 4.16 et 4.17. On remarque sur la courbe 4.16
(courbe verte) que la méthode semble prédire une f éche légèrement trop faible. Ce
comportement fait penser à un verrouillage peu intense mais tout de même présent.
Cela pourrait s’expliquer par le fait que les énergies sont partitionnées par une fonction
de mélange qui tend vers 0 vers Γsphc. Cela peut revenir grossièrement à faire tendre
l’épaisseur de la plaque SPHC vers 0, provoquant ainsi son verrouillage. Ce phénomène
n’est effectivement pas traité pour les SPHC, voir le paragraphe 2.2.6. Un second calcul
est présenté en modif ant la fonction de mélange SPHC appliquée sur les termes de CT
et f exion, de sorte qu’elle ne puisse pas être inférieure à 1/3. On reprend ici une idée
développée dans [CHU 09]. On remarque alors que les résultats sont meilleurs (courbe
bleue) car le verrouillage est quasiment inexistant. Cette modif cation de la fonction de
mélange pour les termes de f exion et CT est donc pérennisée.

Remarque : pouŕeviter ce ph́enom̀ene, une fonction de ḿelange constante pourrait
être utiliśee mais les exṕeriences nuḿeriques ont montŕees qu’elle conduisait au
développement d’instabilité nuḿeriques et̀a la divergence du calcul.
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4. Couplage SPHC-EF

FIGURE 4.16:Flexion : déplacement à l’extrémité de la plaque.

FIGURE 4.17:Flexion : vitesse à l’extrémité de la plaque.
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Exemples numériques : perforation d’un réservoir

4.6 Exemples nuḿeriques : perforation d’un r éservoir

Dans cette section, les calculs d’impacts sur un réservoir cylindrique, présentés au
paragraphe 3.4, sont réutilisés. Il s’agit d’utiliser la méthode SPHC dans les zones où la
rupture est attendue et la MEF dans le reste de la structure. Le cas du réservoir vide est
repris avec une f nesse SPHC équivalente au calcul initial af n d’évaluer le gain de temps
CPU obtenu. Le cas du réservoir plein est de nouveau traité en raff nant le maillage SPHC
utilisé auparavant.

4.6.1 Ŕeservoir vide

Ce cas est traité avec une discrétisation SPHC équivalente à celle du calcul présenté
au paragraphe 3.4. Cependant les nœuds SPHC ne sont placés que dans les zones d’entrée
et de sortie de l’impacteur, le reste de la structure est modélisée en EF de coque Q4GS
et DST3, voir la f gure 4.18. Le maillage comprend donc 18416 particules SPHC (SP
compris) contre plus de 86000 auparavant et 4920 EF. Le maillage EF est choisi assez f n
pour pouvoir représenter les ondes qui se propagent suite à l’impact du projectile. La zone
de collage est large d’un EF et comprend 3× 3 nœuds SPH par EF. Cette conf guration
a été choisie pour conserver la f nesse du modèle SPHC initial (Rsph= 2e−3 m) tout en
utilisant un maillage EF f n. La simulation de t f = 600 µsnécessite tCPU = 37 min sur un

FIGURE 4.18:Maillage du réservoir vide.

CPU contre tCPU = 172 min auparavant pour le modèle entièrement SPHC. Le gain en
temps de calcul est donc de l’ordre d’un facteur 5.

La f gure 4.19 représente la propagation d’ondes sur la face arrière du cylindre suite
à l’impact. On vérif e ainsi que les ondes se propagent de manière satisfaisante au niveau
des zones de recouvrement. La comparaison des distributions des contrainte de von-Mises
est faite sur la f gure 4.20 à t = 300 µs. On remarque que les distributions des contraintes
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4. Couplage SPHC-EF

FIGURE 4.19:Réservoir vide : propagation des ondes sur la face arrière.

sont proches mais également que la partie EF du modèle Arlequin contient moins d’in-
formations que le modèle purement SPHC. En effet, on observe dans le modèle purement
SPHC des variations de faible longueur d’onde qu’on ne retrouve pas dans le modèle Ar-
lequin. Cela provient du fait que le maillage EF est plus grossier que le maillage SPHC et
ne peut donc pas représenter tous les phénomènes captés par ce dernier. Le remplacement
du modèle SPHC par un modèle EF conduit donc inexorablement à une description moins
f ne des phénomènes. C’est le prix à payer pour le gain obtenu en temps de calcul.

(a) SPHC (b) Arlequin

FIGURE 4.20:Réservoir vide : comparaison des contraintes de von-Mises.

Finalement, les vitesses de sortie du projectile sont comparées : le modèle Arlequin
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Exemples numériques : perforation d’un réservoir

fournitVarl = 584 m/scontreVsphc= 621 m/spour le modèle SPHC. Il semble donc que
le modèle Arlequin absorbe plus d’énergie que le modèle purement SPHC. Cependant,
l’explication peut également provenir du fait que le maillage SPHC utilisé est assez gros-
sier. Ainsi les Pinballs SPHC sont de taille importante devant les Pinballs représentant le
projectile. En conséquence, les conditions de contact ont une grande inf uence sur la vi-
tesse résiduelle de la balle. La différence peut également provenir du fait que les vitesses
de rotation sont un peu plus f ltrées dans le cas du couplage Arlequin (voir paragraphe
4.4.4), d’où une dissipation d’énergie légèrement plus importante. Cela est conf rmé par
le bilan énergétique puisque B(%) = −8.1 pour le collage Arlequin contre B(%) = −6.1
auparavant. Rappelons que ce bilan n’est pas très bon suite à l’inclusion des composantes
en cisaillement transverse dans la loi d’endommagement pour ce cas test précis (voir pa-
ragraphe 3.4.2).

4.6.2 Ŕeservoir plein

Le cas du réservoir plein est de nouveau traité mais cette fois-ci avec un maillage plus
f n qu’auparavant, représenté sur la f gure 4.21. Cette f nesse de maillage n’était pas attei-
gnable avec un modèle purement SPHC compte tenu des limitations en ressource de cal-
culs. Le maillage comporte 31862 SPHC (SP compris) de rayon Rsph= 1.8e−3 m, 2198
EF Q4GS et DST3 ainsi que 102141 nœuds SPH f uides. La zone de recouvrement est
large d’un EF avec 5×5 nœuds SPHC. La simulation de t f = 20 mssur un CPU nécessite
tCPU ∼ 260 h de calcul. L’état du réservoir à t = 1.8 msest représenté sur la f gure 4.22

FIGURE 4.21:Maillage du réservoir plein.

et comparé au calcul purement SPHC et aux résultats expérimentaux de [TIM 03]. On
remarque que le modèle Arlequin présente une bifurcation de la f ssure principale à ses
deux extrémités, ce qui n’est pas observé expérimentalement. Le calcul purement SPHC
présentait déjà cette tendance, mais il semble que la grossièreté du maillage limitait alors
la bifurcation de la f ssure. Cette tendance à la bifurcation dans les modèles numériques
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4. Couplage SPHC-EF

présentés peut s’expliquer par la diff culté de choisir des conditions aux limites réalistes
pour le modèle. En effet, comme on peut le voir sur la f gure 3.10 du paragraphe 3.4.1,
les conditions aux limites expérimentales ne sont pas parfaitement maı̂trisées : le cylindre
est bloqué localement en extension et sa face arrière est appuyée sur un cadre. Ces condi-
tions sont diff cilement traductibles dans la simulation à moins de modéliser l’ensemble
du dispositif expérimental. De fait, lorsque la f ssure s’approche des bords du modèle,
les conditions aux limites ne correspondent pas exactement à la réalité de l’expérience, ce
qui peut modif er son comportement. Cependant, l’essentiel de la simulation est conforme
à l’expérience puisqu’on observe bien une f ssure longitudinale sur la face avant du cy-
lindre. L’utilisation du couplage Arlequin permet de simuler t f = 20 msdu phénomène

(a) Expérimental [TIM 03] (b) SPHC (c) Arlequin

FIGURE 4.22: État du réservoir plein à t f = 1.8 ms.

physique ce qui n’était pas possible auparavant (tCPU ∼ 55.1 h pour t f = 2.1 mssans cou-
plage). Le calcul est donc maintenant mené assez loin pour pouvoir estimer le débit de
fuite du f uide, comme on peut le voir sur la f gure 4.23. Pour ce calcul, nous obtenons
B(%) = −3.3 avec cstab= 0.25.

4.7 Conclusions

La méthode Arlequin a été adaptée avec succès au couplage d’un modèle SPHC avec
des EF de coque. Un certain nombre de diff cultés techniques ont été levées grâce à une
bibliographie fournie (perte de coercivité, verrouillage) ainsi qu’à la mise en œuvre de
solutions spécif ques (ajout de SP sur la frontière de couplage, gestion des rotations).
Après avoir été validée sur des cas simples, la méthode est appliquée au cas d’un calcul
d’impact sur un réservoir pour lequel elle permet un gain important en temps de calcul.
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Conclusions

FIGURE 4.23: État f nal du réservoir plein à t f = 20 ms.
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Chapitre 5

Validation expérimentale

Les chapitres pŕećedents ont exposé les ingŕedients
nuḿeriques qui rendent d́esormais envisageables les

simulations d’impacts sur des structures fines en présence
d’IFS. Ce chapitre pŕesente la confrontation du modèle ainsi

établi à des donńees issues d’une expérience simple mais
représentative de l’application visée. La campagne

exṕerimentale, ŕealiśeeà l’ONERA de Lille en 2006 par J.
Fabis, et les ŕesultats associés sont tout d’abord présent́es. Un

mod̀ele nuḿerique de l’exṕerience est ensuitéelaboŕe et
validé sur des essais simples qui ne font pas intervenir de
fissuration. Finalement, le modèle SPHC est confronté aux

essais pŕesentant des propagations de fissures.
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Campagne expérimentale ONERA

5.1 Campagne exṕerimentale ONERA

L’objectif de la campagne était de fournir un cadre expérimental simple mais
représentatif d’un impact sur un réservoir rempli de f uide. Le principe de l’expérience
est donc simple : un piston, fermé par une plaque métallique qui est notre zone d’intérêt,
est rempli d’eau puis impacté par une masse. L’impact créé un choc de pression dans
l’eau qui entraı̂ne une déformation de l’éprouvette, éventuellement la propagation d’une
f ssure, puis la fuite de l’eau contenue dans le piston.

5.1.1 Dispositif exṕerimental

Le dispositif expérimental est représenté sur la f gure 5.1. Il est essentiellement
constitué d’un cylindre (ecyl = 15 mm, Dcyl = 80 mm) associé à un piston. Ces deux
éléments sont en acier (APX Z15 CN 17.03). Le piston est fermé à sa base par une plaque
qui est la zone d’intérêt de l’expérience. Ses caractéristiques peuvent varier suivant
les essais : différentes épaisseurs, la présence d’un trou ou de préf ssures permettent
d’observer différents types de comportement. Ces éprouvettes sont en aluminium (AU4G
2024 T351) de sorte qu’elles se déforment plus facilement que le cylindre. Celui-ci est
rempli d’eau formant une colonne de hauteur H = (205−ep) mmoù ep est l’épaisseur de
l’éprouvette. Le choc de pression dans l’eau est créé par la chute d’une masseM = 245 kg
sur le piston. Pour cela, la tour de chute de l’ONERA de Lille a été utilisée, la masse
étant portée par un chariot guidé par un système de rails visible sur la 5.2. Deux vitesses
d’impact ont été considéréesV1 = 2 m/setV2 = 5 m/s. Elles sont obtenues en choisissant
la bonne hauteur de largage Hl du chariot en utilisant la formule Hl = V2/2g. La tour de
chute est installée sur une fondation de 80 t qui permet de découpler la zone de crash du
reste de la structure. Le dispositif expérimental permet une bonne maı̂trise de l’ensemble
des conditions de l’expérience : masse, vitesse d’impact, angle d’incidence, fréquences
de résonances, etc. De plus, un soin particulier a été apporté à la maı̂trise des conditions
aux limites de l’éprouvette d’aluminium, comme expliqué dans le paragraphe suivant.

Remarque : la nuance d’aluminium AU4G 2024 T351 aét́e choisie car son com-
portement est peu sensibleà l’influence du taux de d́eformation, ce qui permet d’utiliser
une loi de comportement simple dans les simulations.

5.1.2 Caract́eristiques deśeprouvettes

Les éprouvettes en aluminium présentent différentes caractéristiques qui per-
mettent de contrôler les phénomènes intervenant dans l’expérience (écoulement d’eau,
déformation du fond, f ssuration ou bien encore rupture). Les conf gurations suivantes ont
été testées :

• un trou circulaire de diamètre d = 14 mmou d = 20 mm;
• une préf ssure en forme de U de longueur 3×20 mm= 60 mm;
• deux préf ssures de 30 mmchacune formant un X ;
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5. Validation expérimentale

(a) Schéma (b) Photographie

FIGURE 5.1:Dispositif expérimental.

FIGURE 5.2:Tour de chute de l’ONERA de Lille.
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Campagne expérimentale ONERA

• ni trou ni préf ssure ;
• un trou circulaire de diamètre d = 14 mm avec deux préf ssures de 3 mm
diamétralement opposées ;

• une pref ssure en forme de I de longueur 20 mm.

L’épaisseur de la partie de l’éprouvette en contact avec le f uide peut également
varier. Les plaques sont obtenues à partir d’un bloc d’aluminium de dimensions
200× 200× 25 mm dont la partie centrale de diamètre Dcyl = 80 mm est lamée af n
d’obtenir trois épaisseur différentes : ep = 25 mm (pas de lamage, éprouvette épaisse),
ep = 2 mm (éprouvette f ne) et ep = 1 mm (éprouvette très f ne). Les différents essais
sont énumérés dans le tableau 5.1 avec les caractéristiques de l’éprouvette utilisée. Des
exemples d’éprouvettes dans leur état initial sont donnés sur la f gure 5.3.

Numéro de Caractéristiques de l’́eprouvette
l’essai spécimen ep (mm) Préf ssure V (m/s)
1-7 E14A-B-C2 & E14A-B-C-D5 25 trou (d=14mm) 2 & 5
8-9 E20A2 & E20A5 25 trou (d=20mm) 2 & 5
10-11 F14A2 & F14A2-51 2 trou (d=14mm) 2 & 5
12-13 FUA2 & FUA5 2 préf ssure en U 2 & 5
14-15 FXA2 & FXA5 2 préf ssure en X 2 & 5
16 TF14A5 1 trou (d=14mm) 5
17 TFA5 1 sans trou 5
18 F14E3A5 2 trou (d=14mm)+ 5

2 préf ssures (3mm)
19 FE20A5 2 préf ssure (20mm) 5

TABLE 5.1:Nomenclature et caractéristiques des tests.

FIGURE 5.3:Exemples d’éprouvettes avant impact : préf ssures en X et en U.

1. La même éprouvette a été utilisée pour les essais 10 et 11.
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5. Validation expérimentale

Comme on peut le voir sur la f gure 5.3, les éprouvettes sont munies de 12 trous
répartis circulairement pour assurer la liaison avec le cylindre. De plus, elles sont f xées
sur l’espace de visualisation par l’intermédiaires de 8 vis supplémentaires. La f gure 5.4(a)
représente une éprouvette f xée sur le dispositif expérimental selon le principe visible sur
la f gure 5.4(b).

(a) Eprouvette en situation (b) Plan d’ensemble du montage

FIGURE 5.4:Vue d’ensemble du dispositif expérimental.

5.1.3 D́eroulement des essais et chaine d’acquisition

L’annexe F décrit la procédure qui a été strictement suivie pour tous les essais. L’an-
nexe G décrit la chaine d’acquisition qui permet le suivi de différentes grandeurs durant
l’expérience : course du chariot, déformation en un point de la plaque, pression en un
point du f uide, effort exercé par le jet. Une caméra rapide permet également de suivre la
déformée de la plaque ainsi que la forme du jet et sa vitesse.

5.2 Analyse et simulation des essais non fissurants

Dans cette section, les essais non f ssurants 1 à 13 sont analysés af n de comprendre
les phénomènes mis en jeu durant l’expérience. Un modèle numérique de ces essais est
ensuite élaboré et validé. C’est une première étape vers la simulation des essais plus com-
plexes faisant intervenir une rupture ou une f ssuration.
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Analyse et simulation des essais non f ssurants

5.2.1 Analyse des essais

Les essais 1 à 4 et 5 à 7 sont les plus simples puisque le fond est épais avec un simple
trou. Ainsi, il se déforme peu et l’impact se traduit uniquement par la création d’un jet
d’eau s’échappant du cylindre. Les courbes données par le capteur de pression à l’intérieur
du cylindre sont données sur les f gures 5.5 et 5.6. On peut décomposer ces signaux en

FIGURE 5.5:Pression dans le cylindre (essais E14A-B-C-D5).

FIGURE 5.6:Pression dans le cylindre (essais E14A-B-C2).

deux parties :
• juste après l’impact, on observe un pic de pression pour lequel la mesure est un
peu perturbée. En effet, ce pic varie entre 210 et 277 bars pour les essais E14A-
B-C-D5 et entre 58 et 83 barspour les essais E14A-B-C-D2. Cette dispersion est
probablement due au fait que l’impact déclenche la vibration de tous les composants
du dispositif, ce qui perturbe les mesures.

• après l’impact, l’écoulement à travers le trou est établi. On obtient alors une très
bonne reproductibilité des résultats, notamment pour les essais E14A-B-C-D5, ce
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qui atteste de la qualité du montage et de la chaı̂ne de mesure. On observe une
décroissance de la pression au cours de l’écoulement associée à des variations
périodiques. Ces variations sont observées pour tous les essais avec une très repro-
ductibilité, on en déduit donc qu’ils sont l’image d’un phénomène physique et non
pas d’un bruit de mesure. Cette conclusion est renforcée par le fait que les jauges
ont été choisies avec soin (fréquence de résonance à 150 kHz, f ltre passe-bas à
75 kHz) af n de s’affranchir des problèmes de mesure.

Ces variations périodiques de pression pour les essais E14A-B-C-D5, E14A-B-C-D2,
E20A2 et E20A5 sont liées à l’observation d’un motif de même fréquence dans le jet d’eau
associé, voir la f gure 5.8(a). Le jet d’eau est extrêmement turbulent puisque Re ∼ 1e6.
Il se présente sous la forme d’un ≪ champignon ≫ au moment où l’eau est expulsée du
cylindre, comme représenté sur la f gure 5.7. Une fois l’écoulement établi, le jet a un
diamètre légèrement inférieur à celui du trou et on observe l’apparition d’un motif en
forme de bulbe, comme sur la f gure 5.8(a). Ces bulbes apparaissent à une fréquence
constante au cours de l’écoulement et proche de celle observée dans le signal de pression.
A la f n de l’écoulement, les bulbes disparaissent et on observe pendant un court moment
un jet parfaitement cylindrique, comme sur la f gure 5.8(d).

FIGURE 5.7: Jet à t = 2.5 ms(essai E20A2).

(a) t = 14.25 ms (b) t = 22.75 ms

(c) t = 40.5 ms (d) t = 52.75 ms

FIGURE 5.8:Forme du jet (essai E20A2).
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Analyse et simulation des essais non f ssurants

Dans le cas d’une éprouvette déformable (essais F14A2, FUA5 et FUA2 par
exemple) un signal périodique de même fréquence est également mesuré par la jauge
de déformation. La f gure 5.9 compare en effet les signaux de pression et de déformation
pour l’essai F14A2, pour lequel la jauge est placée à une distance (Dext+d)/4 du centre
de la plaque.

FIGURE 5.9:Pression dans le cylindre et déformation de l’éprouvette (essai F14A2).

Enf n, les essais FUA2 et FUA5 ne présentent pas non plus de rupture ou de f s-
suration. En effet, la préf ssure en forme de U f échit sous l’action de la pression et
s’ouvre pour laisser s’échapper le f uide. L’angle d’ouverture de la languette ainsi créée
dépend alors de la vitesse d’impact comme on le voit sur la f gure 5.10. Le jet d’eau ne

(a) essai FUA2 (b) essai FUA5

FIGURE 5.10:Ouverture de la préf ssure (essais FUA2 et FUA5).

présente pas de bulbes car il est perturbé par la languette qui n’est pas totalement ou-
verte, voir la f gure 5.11. Cependant, les courbes des jauges de pression et de déformation
présentent les mêmes caractéristiques que les essais précédents. En effet, la f gure 5.12
montre également des variations périodiques en phase pour les signaux de pression et de
déformation (la jauge de pression est placée sur la zone de f exion de la languette, voir la
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5. Validation expérimentale

FIGURE 5.11:Jet à t = 1.75 ms(essai FUA5).

f gure 5.3). On remarque que les déformations atteignent pour ces deux essais des niveaux
importants, 1.8 % pour FUA2 et 2.0 % pour FUA5, signif ant que l’état plastique est at-
teint au point de mesure. Cela est conf rmé par l’observation d’une ouverture résiduelle
des languettes sur la f gure 5.10.

FIGURE 5.12:Pression dans le cylindre et déformation de l’éprouvette (essai FUA2).

L’analyse des signaux par décomposition en série de Fourier montre que la fréquence
observée est de l’ordre de f ∼ 1600 Hz pour les essais 1 à 9, de l’ordre de f ∼ 1000 à
1200 Hzpour l’essai 10 et de l’ordre de f ∼ 1300 Hzpour les essais 12 et 13.

5.2.2 Interprétation des ph́enomènes

Malgré l’apparente simplicité des essais 1 à 13, les données expérimentales montrent
que des phénomènes complexes apparaissent. En effet, les signaux de pression et de
déformation présentent des variations périodiques en phase qui peuvent être rapprochées
de l’apparition, à la même fréquence, de bulbes dans le jet d’eau. La fréquence observée
varie légèrement avec la géométrie des éprouvettes, voir le tableau 5.2. On constate une
fréquence plus élevée pour les essais utilisant un fond épais.
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Analyse et simulation des essais non f ssurants

Essai Fréquence (Hz)
1-9 ∼ 1600
10 ∼ 1000−1200
12-13 1300

TABLE 5.2:Fréquences observées expérimentalement.

L’interprétation de ces phénomènes n’est pas aisée. L’explication la plus simple
consisterait à attribuer les variations périodiques aux allers et retours de l’onde de choc
dans le colonne de f uide. Cependant deux arguments invalident cette explication. Tout
d’abord, la fréquence observée est constante au cours de l’écoulement alors qu’elle de-
vrait croı̂tre selon cette explication suite à la diminution du niveau d’eau dans le cylindre.
Ensuite, la fréquence mesurée serait plus élevée de l’ordre de f = c/(2H)∼ 4000Hzavec
c = 1450 m/s la vitesse du son dans l’eau.

Le motif apparaissant sur la f gure 5.8(a) est en réalité une instabilité telle qu’il s’en
développe classiquement dans les jets très turbulents. Elle est connue sous le nom d’in-
stabilité de Plateau-Rayleigh. Pour qu’elle puisse se développer, le jet doit être initiale-
ment excité. La fréquence d’excitation donne alors la fréquence d’apparition des motifs
dans le jet. Dans notre cas, il est donc probable que le choc excite les modes propres de
l’oscillateur f uide-structure consitué par le dispositif expérimental, permettant ensuite le
développement d’instabilités en forme de bulbes dans le jet. Les fréquences observées cor-
respondent donc probablement à un mode propre du montage. Cela concorde avec la di-
minution de la fréquence observée lorsque des éprouvettes f nes sont utilisées. Un modèle
simplif é de cylindre rempli d’eau a été étudié grâce au logiciel Castem. La fréquence
du premier mode propre du modèle est proche de f ∼ 1300 Hz ce qui vient conf rmer le
raisonnement précédent. La f gure 5.13 représente le mode de déformation associé et le
champ des isopressions dans le f uide pour ep = 1 mm.

5.2.3 Mod̀ele numérique

Cette section présente le modèle numérique associé aux essais décrits précédement.
La fréquence propre du dispositif semblant être importante pour obtenir une bonne des-
cription du problème, on choisit de représenter explicitement les principaux éléments
du montage. Le modèle est présenté sur la f gure 5.14. Le cylindre est modélisé par
l’intermédiaire d’EF de coque épaisse Q4GS (5 points d’intégration dans l’épaisseur,
intégration sélective) et le piston par l’intermédiaire d’un point matériel lié à des EF
de poutre. La chariot est représenté par un point matérial concentrant toute sa masse
M = 245 kg. Le f uide est étudié avec la méthode SPH. Le choix de la modélisation
de l’éprouvette s’effectue en fonction de l’essai simulé. Pour les essais non f ssurants, un
maillage EF Q4GS est suff sant tandis que la coque SPH décrite dans le chapitre 2 sera
utilisée en cas de propagation de f ssures.

L’éprouvette est encastrée de même que la partie basse du cylindre. On choisit
également de bloquer radialement la partie haute du cylindre af n de modéliser la culasse
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(a) Mode de déformation (b) Carte des isopressions

FIGURE 5.13:Calcul du premier mode du piston rempli d’eau (Castem).

FIGURE 5.14:Modèle numérique du dispositif expérimental.
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du piston qui est massive, voir f gure 5.4(b).
Dans le cas des essais non f ssurants, les lois de comportement utilisées sont simples,

d’autant que le comportement du matériau AU4G peut être considéré indépendant de la
vitesse de déformation. Des lois de comportements élasto-plastiques de von-Mises sont
donc utilisées pour les matériaux AU4G et APX, la description des paramètres est donnée
sur la f gure 5.15 et les tableaux 5.3 et 5.4. L’eau est considérée faiblement compressible,
parfaite et accoustique, les paramètres correspondants sont donnés dans le tableau 5.5.
Le modèle SPH f uide est celui présenté dans la section 1.3.

FIGURE 5.15: Courbe de traction AU4G
2024.

Paramètre Valeur
E (GPa) 73.1
ρ (kg/m3) 2780
ν 0.33
σy(MPa) 325

TABLE 5.3: Paramètres matériau AU4G
2024.

Paramètre Valeur
E (GPa) 211
ρ (kg/m3) 7700
ν 0.3
σy(MPa) 900

TABLE 5.4:Paramètres matériau APX.

Paramètre Valeur
ρ (kg/m3) 1000
c (m/s) 1450

TABLE 5.5:Paramètres matériau eau.

Le modèle fait intervenir de nombreux contacts traités soit par la méthode des Pinballs
soit par la méthode des surfaces glissantes, voir le paragraphe 3.2.1 pour un rapide com-
paratif de ces deux approches. La méthode des surfaces glissantes est privilégiée pour le
contact eau-cylindre car elle est eff cace pour les contacts avec glissement, contrairement
à la méthode des Pinballs qui peut introduire un frottement artif ciel important. Le contact
entre l’éprouvette et le f uide est également géré par la méthode des surfaces glissantes si
le fond est modélisé en EF et par le méthode des Pinballs s’il est modélisé en SPHC. Le
piston est modélisé par un Pinball de rayon très important de façon à obtenir un contact
quasiment plan sur la colonne de f uide.

Finalement, le modèle comprend environ 1700 EF Q4GS et 112000 nœuds SPH
f uide pour un modèle d’essai non f ssurant. Les particules SPH f uide, de rayon Rsph=
1.025e−3 m, sont assez grossières au regard du diamètre du trou : la discrétisation com-
prend respectivement 7 et 10 particules SPH sur les diamètres d = 14 mmet d = 20 mm.
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Cela est dû aux limitations en ressources informatiques et plus particulièrement à la vi-
tesse de calcul des processeurs utilisés. Af n d’accélérer les calculs, la version parallèle
d’Europlexus, développée par V. Faucher, a été utilisée. La décomposition de domaine
associée est donnée sur la f gure 5.16. La réalisation d’une simulation t f = 10 mssur 4
processeurs nécessite tout de même tCPU = 184 h de calcul. En effet, une étude des perfor-
mances montre que le calcul n’est pas équilibré de manière optimale. Le processeur 4 qui
calcule le contact entre la plaque d’aluminium et le f uide travaille en effet beaucoup plus
que les autres. Cela provient du fait que la décomposition de domaine n’est pas faite en
prenant en compte le coût de l’algorithme de contact. Il serait ainsi nécessaire de pouvoir
la modif er au cours du calcul en fonction des coûts des différents algorithmes (éléments,
contacts,...) qui varient, eux-même, au cours du temps. Cela devrait être possible dans les
futures versions d’Europlexus.

FIGURE 5.16:Décomposition de domaine avec 4 processeurs.

5.2.4 Confrontation des ŕesultats nuḿeriques et exṕerimentaux

Les essais 1 à 10 étant similaires, seuls les cas E20A2 et E20A5 sont simulés. Ils sont
choisis car les éprouvettes présentent un trou plus grand, ce qui va permettre de minimiser
la grossierté de la discrétisation SPH f uide. Les essais FUA2 et FUA5 sont également
simulés car le fond est alors f n et l’ouverture de la languette à un angle précis permet de
vérif er la validité du modèle.
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5.2.4.1 Essais E20A2 et E20A5

Les essais ont été simulés en utilisant deux conditions aux limites différentes pour
l’éprouvette, qui sont représentées sur la f gure 5.17. On peut en effet considérer que seule
la partie de l’éprouvette en contact avec l’eau est importante (calcul 1) ou bien essayer de
positionner l’encastrement de manière plus réaliste (calcul 2). La comparaison des deux
calculs permettra d’évaluer l’inf uence des conditions aux limites sur les résultats.

FIGURE 5.17:Modélisation de l’encastrement de l’échantillon.

Les courbes de pression obtenues pour les deux calculs sont données sur les f gures
5.18 et 5.19 (zoom). On remarque que le pic et les variations de pression juste après
l’impact sont bien estimés. C’est un point positif car ces données sont importantes pour
prédire une éventuelle rupture de la structure. Cependant, après t = 2 ms, l’écoulement
est établi et la pression calculée ainsi que sa fréquence de variation sont trop élevés d’un
facteur 2 environ pour le calcul 2. L’estimation est encore plus mauvaise pour le calcul
1. La comparaison des résultats des calculs 1 et 2 permet de comprendre qu’une petite
variation dans les conditions aux limites du modèle peut créer des écarts importants dans
le signal de pression. Ce problème est typique du modèle faiblement compressible utilisé
pour lequel une petite variation de volume peut entraı̂ner une grosse variation de pression,
à travers l’utilisation d’une équation d’état du type :

δp = c2δρ (5.1)

où p est la pression, c la vitesse du son dans l’eau et ρ la masse volumique. On rappelle
que la variation de masse volumique est obtenue via l’équation de continuité :

∂ρ
∂t

= −ρ div−→v (5.2)

On note bien qu’une petite erreur dans l’estimation de la masse volumique, due par
exemple à des imprécisions géométriques dans le modèle ou bien à un opérateur diver-
gence de faible consistance, entraı̂ne de fortes variations de pression par l’intermédiaire
de l’équation d’état 5.1. L’exemple de l’eau donne δp∼ 20e5 δρ car c = 1450 m/s, soit
pour δρ= 1 kg/m3, δp∼ 20 bars. Cet aspect est souligné dans la littérature sur la méthode
SPH hydrodynamique, dans la référence [LEE 10] par exemple. Certains auteurs tentent
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d’améliorer l’estimation de la pression en utilisant des fonctions MLS (voir annexe A)
[COL 03], en appliquant des f ltres sur diverses grandeurs [DAL 06] ou bien en utilisant
une approche incompressible [LEE 06].

Ainsi, il est probable que notre modèle idéalisé soit un peu trop rigide, ce qui conduit
à une surestimation de la pression. De plus, la grossierté du modèle SPH f uide contribue
probablement à sous estimer le débit de fuite, ce qui favorise également une surpression
dans le modèle. Ces tendances sont décuplées par l’utilisation d’un modèle faiblement
compressible, comme expliqué précédemment. Un maillage plus précis (modélisation de
l’espace de visualisation, des vis de f xation, voir de l’ensemble de la tour de chute), plus
f n (discrétisation SPH f uide) et un modèle f uide plus élaboré donneraient probablement
de meilleurs résultats

FIGURE 5.18:Pression dans le cylindre (essai E20A5).

FIGURE 5.19:Pression dans le cylindre : zoom (essai E20A5).

Remarque : le capteur de pression est modélisé par un simple nœud EF. La pression est
obtenue en divisant l’effort exercé par le fluide sur le nœud par la surface d’un EF.
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Analyse et simulation des essais non f ssurants

Les autres grandeurs obtenues par la simulation concordent bien avec les données
expérimentales. La f gure 5.20 donne la course du chariot. La f gure 5.21 donne la vitesse
de sortie du jet d’eau, calculée à 97m/s, proche de l’estimation 92m/sobtenue à partir du
f lm fourni par la caméra rapide. Finalement, la f gure 5.22(b) donne la forme du jet à t =
3ms. On remarque la présence de bulbes comparables à ceux observés expérimentalement
sur la f gure 5.8(a), bien que moins marqués. La simulation révèle que ces bulbes sont
associés à des variations locales du champ de vitesse dans le jet, ces variations étant
directement causées par les variations périodiques de pression dans le cylindre.

FIGURE 5.20:Déplacement du chariot (essai E20A5).

FIGURE 5.21:Vitesse de sortie du jet (essai E20A5, calcul 2).

Les résultats pour l’essai E20A2 sont similaires et donc présentés rapidement. Seule
la condition aux limites correspondant au calcul 2 est utilisée ici, comme dans toutes les
simulations suivantes. Les courbes de pression, similaires aux précédentes, sont données
sur les f gures 5.23 et 5.24 (zoom). Le déplacement du chariot est représenté sur la f gure
5.25. La vitesse d’éjection de l’eau obtenue par la simulation est de l’ordre de 44 m/s, ce
qui est similaire à la valeur expérimentale proche de 45 m/s, voir f gure 5.26.
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5. Validation expérimentale

(a) Vitesse, contrainte de von-Mises et
déformée du cylindre (×1000)

(b) Bulbes dans le jet f uide

FIGURE 5.22:Simulation de l’essai E20A5 à t = 3 ms(calcul 2).

FIGURE 5.23:Pression dans le cylindre (essai E20A2).

FIGURE 5.24:Pression dans le cylindre : zoom (essai E20A2).
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FIGURE 5.25:Déplacement du chariot (essai E20A2).

FIGURE 5.26:Vitesse de sortie du jet (essai E20A2).
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5. Validation expérimentale

Les bilans énergétiques de ces calculs sont bons puisque |B(%)| < 0.1 (se reporter au
paragraphe 2.4 pour une déf nition de ce paramètre).

5.2.4.2 Essais FUA2 et FUA5

Les résultats pour les essais FUA2 et FUA5 sont maintenant présentés et analysés.
Ces calculs sont similaires aux précédents puisqu’aucune f ssuration ne se produit.
L’éprouvette est maintenant f ne, ep = 2 mm, et présente une entaille en forme de U de
20 mmde côté. Sous l’effet de la pression, la languette ainsi formée f échit et s’ouvre à
une angle précis qui est fonction de la vitesse d’impact. L’aspect intéressant de cet essai
consiste à vérif er si le modèle est capable de prédire le bon angle d’ouverture, c’est à dire
de traiter correctement les IFS au niveau de l’entaille. Le fond est de nouveau maillé en
EF G4GS puisque aucune f ssure ne se propage. L’entaille est simplement modélisée par
des nœuds doubles sur la ligne de découpe.

La courbe de pression obtenue par le calcul pour l’essai FUA5 et comparée aux
données expérimentales est donnée sur la f gure 5.27, avec un zoom autour de l’im-
pact sur la f gure 5.28. Les observations sont les mêmes que pour les essais précédents :
l’estimation de la pression est bonne juste après l’impact et se dégrade ensuite une fois
l’écoulement établis. Après t = 2 ms, on note un facteur 2 sur la valeur de la pression
et on remarque également qu’on n’observe plus de variations périodiques dans le signal
calculé.

FIGURE 5.27:Pression dans le cylindre (essai FUA5).

La f gure 5.29 fournit une vue globale du modèle à t = 3.5 ms tandis que la f -
gure 5.30 compare les déformées expérimentales et numériques de l’éprouvette. On
commet ici une erreur puisqu’on compare la déformée numérique contenant encore des
déformations élastiques (le calcul a été arrêté avant l’écoulement de la totalité de l’eau) à
la déformée expérimentale qui ne contient plus que des déformations plastiques. Cepen-
dant, on peut légitimement considérer que ces déformations élastiques sont négligeables
puisque les déformations totales sont très grandes, de l’ordre de 2 % pour l’essai FUA5 et
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Analyse et simulation des essais non f ssurants

FIGURE 5.28:Pression dans le cylindre : zoom (essai FUA5).

1.8 % pour l’essai FUA2. L’angle d’ouverture α obtenu par la simulation est très proche
de celui observé expérimentalement, de l’ordre de α ∼ 50 °. Cela atteste que les IFS
sont correctement traités au niveau de l’éprouvette. Ceci est conf rmé par l’étude des
déformations à l’endroit où f échit la languette : la f gure 5.31 montre également des
données expérimentales et numériques concordantes.

Les résultats numériques pour l’essai FUA2 sont un peu moins bons mais similaires,
ils sont donc présentés rapidement. Les courbes de pression sont données sur les f gures
5.32 et 5.33 (zoom) et montrent les mêmes caractéristiques que précédemment. Les angles
d’ouverture de la languette sont comparés sur la f gure 5.34. On remarque que la concor-
dance est moins bonne que pour l’essai FUA5 puisque l’ouverture prédite par le modèle
semble un peu excessive. L’explication est probablement dans l’utilisation d’un maillage
SPH f uide grossier : un rapide calcul montre en effet que pour α ∼ 20 °, l’ouverture
créée est de la taille de 3 particules SPH, ce qui est très grossier. De meilleurs résultats
pourraient donc être envisagés en utilisant une discrétisation SPH plus f ne.

Les bilans énergétiques associés à ces calculs sont B(%) = −0.25 pour FUA5 et
B(%) = +0.32 pour FUA2.

5.2.4.3 Bilan

L’étude des essais E20A5, E20A2, FUA5 et FUA2 a permis d’évaluer les perfor-
mances de notre modèle sur des cas ne présentant pas de rupture ou de propagation de
f ssures. Simples en apparence, ces essais sont tout de même le siège de phénomènes
complexes liés à la vibration de l’oscillateur f uide-structure constitué par le dispositif
expérimental. Af n de prendre en compte cet aspect, les éléments importants du dispositif
ont été modélisés (cylindre, piston et échantillon). Les résultats sont globalement bons,
notamment dans la prédiction des grandeurs juste après l’impact. La vitesse d’éjection
du f uide, le déplacement du chariot, les déformée dans le cas des échantillons f ns sont
correctement prédits par le modèle. Le pic de pression juste après l’impact est lui aussi
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FIGURE 5.29:Simulation de l’essai FUA5 à t = 3.5 ms.

(a) Déformée expérimentale, α ∼ 50 ° (b) Déformée numérique à t = 10 ms, α ∼ 50 °

FIGURE 5.30:Comparaison des déformée (essai FUA5).
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Analyse et simulation des essais non f ssurants

FIGURE 5.31:Comparaison des déformations (essai FUA5).

FIGURE 5.32:Pression dans le cylindre (essai FUA2).

FIGURE 5.33:Pression dans le cylindre : zoom (essai FUA2).
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5. Validation expérimentale

(a) Déformée expérimentale, α ∼ 20 ° (b) Déformée numérique à t = 10 ms, α ∼ 28 °

FIGURE 5.34:Comparaison des déformée (essai FUA2).

correctement estimé, ce qui permet de penser que le modèle sera eff cace pour prédire les
ruptures après impact. Cependant, la pression dans le cylindre n’est pas bien prédite une
fois l’écoulement établi, puisqu’on calcule des valeurs jusqu’à deux fois supérieures à
l’expérience. Ce problème provient probablement du modèle f uide faiblement compres-
sible qui introduit des erreurs importantes dans l’estimation de pression comme décrit
dans la littérature. Associé à une discrétisation SPH f uide grossière qui sous estime le
débit de fuite et à une trop grande rigidité du maillage dû à l’idéalisation du dispositif, il
est probable que cet aspect conduise à des erreurs importantes dans le signal de pression.
Notons encore que l’estimation du pic de pression après l’impact est, elle, correcte ce qui
permet tout de même d’évaluer les risques de rupture de la structure.

5.3 Analyse et simulation des essais fissurants

Cette section s’intéresse aux essais présentant une rupture ou bien un propagation de
f ssure. Tout d’abord, l’essai TF14A5 est traité. C’est un cas assez simple pour lequel le
fond de l’éprouvette est rompu sur sa circonférence sous l’effet du choc de pression. On
s’intéresse ensuite à l’essai FXA5 dans lequel des propagations de f ssures interviennent.
La coque SPHC présentée au chapitre 2 est alors utilisée.

5.3.1 Essai TF14A5

L’essai TF14A5, comme les essais F14A2-5 et TFA5, présente une rupture du fond
sur la circonférence du lamage. L’état f nal des éprouvettes est donné sur la f gure 5.35.
Ce phénomène, non prévu lors de la conception des éprouvettes, est dû à la présence de
concentrations de contraintes, notamment de cisaillement, au niveau de la zone de raccord
entre la partie f ne et la partie épaisse du fond. Le trajet de f ssure est connu et simple, de
sorte que la rupture peut être modélisée en utilisant la méthode des EF. Pour cela, le fond
est de nouveau maillé en utilisant des EF Q4GS. La loi d’endommagement de Lemaitre
et Chaboche est couplée à la théorie de plasticité de von-Mises car le comportement du
matériau AU4G 2024 T351 peut être considéré indépendant du taux de déformation. Les
équations constitutives du modèle utilisé sont donc similaires à celles présentées au para-
graphe 2.3.2.2. Dans [SUF 04], l’auteur étudie en détail cette loi de comportement pour

174

Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2011ISAL0103/these.pdf 

© [F. Caleyron], [2011], INSA de Lyon, tous droits réservés



Analyse et simulation des essais f ssurants

(a) Essai TF14A5 (b) Essai TFA5

FIGURE 5.35:Rupture totale du fond (essais TF14A5 et TFA5).

εs
p εc

p Dc τc( µs) a
0.03 0.25 0.23 0.1 2

TABLE 5.6:Paramètres de la loi d’endommagement AU4G 2024.

le matériau AU4G 2024 T4 proche de celui utilisé dans les essais de l’ONERA (T4 cor-
respond à un traitement thermique en solution et une maturation, T351 correspond à un
traitement thermique en solution avec relâchement de contraintes par élongation). Les ca-
ractéristiques choisies pour le matériau AU4G 2024 T351 sont donc issues de [SUF 04]
et présentées dans le tableau 5.6.

Pour résoudre le problème de localisation artif cielle de l’endommagement décrit au
paragraphe 2.3.3, un temps caractéristique τc est de nouveau introduit dans le modèle, voir
le paragraphe 2.3.3.3. Rappelons que ce paramètre permet de borner le taux de croissance
de l’endommagement d’un élément, de sorte que celui-ci ait le temps de se propager
aux éléments voisins. Les paramètres du modèle à effet retard sont de nouveau issus de
[SUF 04] et donnés dans le tableau 5.6.

Finalement, lc et ∆x étant respectivement la taille caractéristique de la zone
entièrement endommagée et des EF, la condition ∆x < lc permet de supprimer le
phénomène de localisation artif cielle et donc garantit l’indépendance des résultats au
maillage. Suivant la méthodologie décrite au paragraphe 2.3.3.4, lc peut être approximé
par :

lc ∼ cτc ln(
∆σ
σlim

) (5.3)

où ∆σ est le saut de contraintes durant l’impact. c est la vitesse du son dans le matériau et
σlim est un paramètre matériau représentant sa capacité à résister à l’endommagement. ∆σ
est une information diff cile à obtenir. Dans le cas présent, la valeur du saut de contrainte
a été estimée à partir du modèle analytique d’une plaque circulaire sans trou. La condition
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sur la taille des EF est alors : ∆x < 1.5 mm. Af n que la zone endommagée soit répartie
sur plusieurs EF, on choisit ∆x∼ 0.5 mm.

Une fois qu’un élément est complètement endommagé, c’est à dire lorsque D = Dc,
il est supprimé du calcul. Af n d’éviter une perte de masse suite à l’érosion des EF rom-
pus, ceux-ci sont remplacés par des débris représentés par des sphères dont la masse et
la vitesse sont calculées pour conserver au mieux l’énergie du calcul. Ces débris sont
représentés en rouge dans le calcul. Ce modèle de débris est développé par F. Casadei au
Joint Research Center à Ispra (Italie) et est encore en cours de validation.

La f gure 5.36 présente le modèle numérique de l’essai TF14A5 à t = 2.5ms. Le temps
à rupture est déterminé expérimentalement à t ∼ 1.5 msgrâce à la courbe de pression où
elle se traduit par une chute brutale du signal, voir la f gure 5.37. La courbe de pression
obtenue avec le modèle, représentée sur la f gure 5.37, concorde bien avec les données
expérimentales, tant du point de vue des amplitudes et des variations que du temps à
rupture, lui aussi estimé autour de t ∼ 1.5 ms. La courbe 5.38 conf rme la qualité de la
simulation puisque’on observe une bonne concordance des déformations expérimentales
et numériques de l’éprouvette à la distance (Dext+d)/4 du centre du trou. Ces résultats

FIGURE 5.36:Simulation de l’essai TF14A5 à t = 2.5 ms.

conf rment que le modèle numérique est capable de prédire avec précision les phénomènes
intervenant après le choc et donc l’éventuelle rupture de l’éprouvette.

Le bilan énergétique de ce calcul est |B(%)|< 0.1.
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FIGURE 5.37:Pression dans le cylindre (essai TF14A5).

FIGURE 5.38:Déformation de l’éprouvette (essai TF14A5).
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5.3.2 Essai FXA5

Finalement, l’essai FXA5 est étudié. L’éprouvette est f ne (ep = 2 mm) et présente
deux préf ssures de 30mmen forme de croix. Sous l’effet du choc de pression, des f ssures
se propagent puis les pétales ainsi formés s’ouvrent pour laisser s’échapper le f uide. L’état
de l’éprouvette à la f n de l’essai est présenté sur la f gure 5.39, sur laquelle les trajets de
f ssures sont marqués en rouge. Cet essai est particulièrement intéressant car il permet de
tester si le modèle est capable de reproduire la f ssuration (trajet, longueur) et l’ouverture
des pétales qui en découle.

FIGURE 5.39:Propagation de f ssures (essai FXA5).

La propagation de f ssures au cours de l’essai rend indispensable l’utilisation du
modèle SPHC présenté au chapitre 2. Celui-ci est introduit localement sur le maillage
de l’éprouvette via le couplage présenté au chapitre 4, comme on peut le voir sur la f gure
5.40. Les modèles EF et SPHC ont la même loi de comportement, qui est celle utilisée

FIGURE 5.40:Maillage de l’éprouvette (essai FXA5).

pour l’essai TF14A5, voir le paragraphe 5.3.1. Il s’agit d’une loi de plasticité de von-
Mises couplée à l’endommagement de Lemaitre et Chaboche : le modèle est global pour
les SPHC et intégré dans l’épaisseur avec 5 points de Gauss pour les EF. Le contact entre
la coque SPH et le modèle SPH f uide est géré par la méthode des Pinballs, telle que
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présentée au chapitre 3. Les autres contacts sont gérés en utilisant des surfaces glissantes.
La discrétisation SPHC comprend environ 15000 nœuds et SP de rayonRsph= 3.5e−4m.

La f gure 5.41 présente l’état du modèle à t = 2.1 ms. Le comportement est globale-
ment satisfaisant puisqu’on observe bien une propagation des préf ssures et l’ouverture
des pétales associés. On remarque cependant des ruptures artif cielles sur les bords des
pétales, dues au fait que la discrétisation SPH f uide est grossière. En effet, les SPH f uides
ont un rayon plus important que les SPHC (Rf = 1.07e−3 mcontre Rsphc= 3.5e−4 m),
ce qui provoque des surcontraintes dans la coque lors du contact et f nalement un endom-
magement et des ruptures artif cielles. Un maillage f uide plus f n permettrait de régler ce
problème. Les trajets et tailles de f ssures expérimentales et numériques sont comparées

FIGURE 5.41:Trajet et longueur des f ssures (essai FXA5).

sur la f gure 5.42. On remarque une légère surestimation de la longueur des f ssures, pro-
bablement due à la discrétisation f uide grossière qui maximise l’ouverture de la coque.
Cependant, les trajets simulés sont compatibles avec ceux observés expérimentalement
puisque les f ssures tournent. Cette incurvation provoque l’ouverture de deux pétales
parmi les quatre, marqués d’un signe ≪ + ≫ sur la f gure. On note également la bifurcation
de deux f ssures ce qui n’est pas observée expérimentalement. Comme dans l’exemple de
la section 4.6.2, la bifurcation semble apparaı̂tre à l’approche de la zone de recouvrement
du couplage Arlequin. Cela suggère que le domaine SPHC utilisé est légèrement trop pe-
tit, si bien que la zone de recouvrement voit des phénomènes non-linéaires qui peuvent
créer des erreurs dans la propagation de la f ssure.

Bien que l’utilisation d’une discrétisation f uide plus f ne permettrait d’obtenir de
meilleurs résultats, la comparaison des résultats numériques et expérimentaux est globa-
lement satisfaisante. C’est la démonstration que le modèle SPHC est capable de prévoir
la rupture d’un réservoir sous impact et le débit de fuite associé.

179

Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2011ISAL0103/these.pdf 

© [F. Caleyron], [2011], INSA de Lyon, tous droits réservés



5. Validation expérimentale

(a) Essai (b) Simulation

FIGURE 5.42:Comparaison des trajets et longueurs des f ssures (essai FXA5).

5.4 Conclusions

Les essais présentés dans cette section offrent un cadre simplif é pour la validation
du modèle SPHC sur les problèmes d’impacts de réservoirs. Les essais ne faisant pas
intervenir de f ssuration sont tout d’abord étudiés af n de valider le modèle numérique de
l’expérience. Les essais f ssurants sont f nalement abordés et montrent les capacités de la
méthode à prévoir de manière satisfaisante la rupture d’un réservoir et son débit de fuite.
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Conclusion

Rappel du contexte

La simulation de la déchirure d’un réservoir impacté et de la fuite de son contenu
est un problème complexe. Il fait intervenir une structure mince avec un comportement
fortement non-linéaire allant jusqu’à rupture, un f uide dont la surface libre peut varier
drastiquement et des interactions f uide-structure non permanentes.

L’utilisation des méthodes numériques traditionnelles pour résoudre ce problème
semble diff cile, essentiellement parce qu’elles reposent sur une grille ou un maillage.
Cela complique la gestion des grandes déformations, la modélisation d’interfaces va-
riables et l’introduction de discontinuités telles que les f ssures. L’objectif du travail était
donc de rendre possible la simulation de la déchirure d’un réservoir en utilisant une ap-
proche originale ne nécessitant pas de maillage. Il s’agit de discrétiser le problème par
un ensemble de nœuds dont la connectivité peut évoluer au cours du temps. Dans ce
cadre, la méthode ≪ Smoothed Particle Hydrodynamics ≫ (SPH) a été utilisée. Sa princi-
pale spécif cité est de reposer sur une formulation forte. Cela lui confère un caractère plus
rustique que les méthodes variationnelles mais permet une grande simplicité qui en fait
une approche particulièrement pertinente pour l’étude des multi-f ssurations, perforations
et fragmentations.

Le travail de Maurel et Combescure [MAU 08a] a permis des avancées importantes
sur le sujet. Ils ont notamment mis au point un modèle de coque SPH (SPHC) de Mindlin-
Reissner permettant l’étude des structures minces à l’aide d’une seule couche de nœuds.
Il s’agit de la première application d’une formulation forte sans maillage à la théorie des
coques. Un algorithme de gestion des interactions f uide-structure a également été élaboré
à partir du formalisme des Pinballs. Le présent travail s’inscrit dans la continuité de celui
présenté dans [MAU 08a].

Travail r éaliśe

Les performances de la coque SPH ont tout d’abord été étudiées. Notamment, une
formule d’estimation du pas de temps critique du schéma explicite a été élaborée. Une
procédure d’optimisation de ce pas de temps critique a également été mise en place, no-
tamment pour le cas problématique des coques de faible épaisseur. Des investigations ont
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Conclusion

été menées sur le problème de verrouillage en cisaillement transverse et une solution,
baptisée ≪ collocation sélective stabilisée ≫, a été esquissée.

Le modèle a ensuite été étendu à la modélisation des ruptures. La simplicité de la
méthode SPH a été conservée dans l’approche choisie. En effet, la prévision de l’appari-
tion des f ssures repose sur les ingrédients classiques de la théorie de l’endommagement
tandis que la transition endommagement-f ssuration et la rupture sont traitées simple-
ment par l’introduction de discontinuités fortes. Le modèle ainsi mis en place constitue la
première application de la méthode SPH à la théorie des coques f ssurantes et représente
une approche attractive pour l’étude des impacts de structures minces. L’un des princi-
paux avantages de la méthode est qu’elle ne nécessite pas la description explicite ou le
suivi des f ssures, ce qui la rend particulièrement adaptée au type d’application visé. De
plus, les phénomènes de rupture sont traités sans perte d’énergie ou de masse dans le
modèle. Les divers cas tests étudiés ont permis de démontrer les capacités de la méthode.

Les interactions f uide-structure sont gérées par la méthode des Pinballs qui
s’adapte naturellement aux modèles SPH, comme démontré par Maurel et Combescure
[MAU 08a]. Dans le présent travail, l’algorithme a été modif é pour prendre en compte la
topologie particulière des coques. La déchirure d’un réservoir a f nalement été simulée en
utilisant un modèle purement SPH. Ce calcul démontre pour la première fois, sur un cas
proche de la problématique industrielle, la pertinence de l’approche choisie.

Le coût de calcul associé à un modèle purement SPH est généralement élevé. C’est
un obstacle à l’utilisation de la méthode dans un cadre industriel. Pour minimiser ce
problème, un couplage de coque SPH-EF a été élaboré dans le formalisme Arlequin.
Il permet de n’utiliser le modèle SPHC que dans les zones d’intérêt, c’est à dire où la
rupture est attendue. Les coûts de calcul sont alors fortement diminués sans remettre en
cause l’intérêt de la méthode.

Enf n, le modèle a été validé par comparaison avec des données expérimentales. Les
essais ont été réalisés en 2006 par l’ONERA de Lille. Ils consistent à étudier la déchirure
d’une plaque soumise à un choc de pression ainsi que la fuite de f uide associée. Un
modèle numérique de l’expérience a été élaboré et le modèle SPHC a été appliqué sur un
cas faisant intervenir des propagations de f ssures.

Bilan

Le présent travail, inscrit dans la continuité des recherches de Maurel et Combescure
[MAU 08a], a permis de doter le logiciel Europlexus d’un outil original et eff cace pour
la simulation des impacts de structures minces, éventuellement en interaction avec un
f uide. Les principaux avantages du modèle par rapport aux approches traditionnelles sont
les suivants :

• pas de problèmes de distorsion d’éléments,
• traitement naturel des ruptures sans description ou suivi des f ssures,
• conservation de la masse et de l’énergie au cours des ruptures,
• traitement naturel des interactions f uide-structure non permanentes.
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Conclusion

Les inconvénients liés à la méthode SPH sont surmontés ou minimisés. Les problèmes de
stabilité sont résolus par l’utilisation d’une formulation Lagrangienne totale et de Stress
Points. Une procédure simple et eff cace permet d’appliquer la condition de bord libre,
problématique pour les formulations fortes. Enf n, le couplage SPH-EF simplif e l’appli-
cation des conditions aux limites et, combiné à la version parallèle d’Europlexus, permet
des réductions importantes des temps de calculs.

La simulation du problème industriel d’impact de réservoir d’avion est désormais en-
visageable. La f gure 5.43 présente un calcul démonstratif dans lequel une aile idéalisée
impacte une structure en béton. Ce calcul démontre la pertinence de l’approche élaborée
et montre qu’il est possible de la mettre en œuvre dans un cadre industriel.

FIGURE 5.43:Impact d’une aile d’avion simplif ée.

Perspectives

Le modèle SPH décrit précédemment est désormais abouti. Cependant, plusieurs
pistes d’améliorations peuvent encore être envisagées pour le rendre pleinement utilisable
dans un cadre industriel.

Tout d’abord, le problème de verrouillage en cisaillement transverse de la coque
n’a pas été complètement résolu en dépit des efforts fournis dans ce sens. Un travail
supplémentaire, notamment sur le processus de stabilisation des modes libres du modèle
de ≪ collocation sélective stabilisée ≫, doit être envisagé. De plus, la coque n’est utili-
sable à ce jour que dans le cadre d’une discrétisation régulière, ce qui limite son appli-
cation à des formes géométriques simples. Un travail doit être fourni pour envisager des
discrétisations non régulières, notamment par l’utilisation de diagrammes de Voronoı̈.
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Conclusion

De plus, les modèles SPH nécessitent généralement une discrétisation f ne, ce qui
requiert des ressources de calcul importantes. L’utilisation d’un nombre trop faible de
nœuds, notamment pour les domaines f uides, a parfois conduit à des résultats imprécis
(mauvaise estimation de la pression, ruptures artif cielles en cas de contact). La version
parallèle d’Europlexus apporte une réponse à ce problème et devrait prochainement être
pleinement opérationnelle pour les modèles SPH. Une solution complémentaire serait de
rendre le couplage SPH-EF adaptatif af n de n’utiliser le modèle SPHC qu’au moment de
la rupture.

Finalement, la simulation de la totalité du problème industriel nécessite de traiter l’em-
brasement du f uide contenu dans le réservoir et le phénomène de boule de feu. Ce point
peut être facilement incorporé sous la forme d’une équation d’état du modèle f uide.
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Annexe A

Approximation MLS d’un champ et de
son gradient

En dimension 2, la donnée initiale est un champ de valeurs−→u = [ui ] (i = 1...n) connues
en n points discrets de coordonnées −→xi = (xi ,yi) auxquels on associe un poids wi . Le
problème est de trouver une fonction 〈u〉 qui approxime ≪ au mieux ≫ l’ensemble des
valeurs ui connues af n d’obtenir une bonne approximation du champ en un point −→x ∗ =
(x∗,y∗). Déf nir ce que signif e ≪ au mieux ≫ revient à choisir une norme mathématique
de Rn à minimiser. Dans la méthode des moindres carrés discrets classiques, les poids wi

sont des constantes tandis que dans la méthode MLS leur valeur dépend du point où l’on
réalise l’approximation wi = wi(x∗,y∗). C’est de là que vient la partie ≪ mobile ≫ de la
méthode MLS. La fonction poids choisie est la spline cubique utilisée classiquement dans
la méthode SPH, voir le paragraphe 1.2.2.1.

La fonction 〈u〉 est cherchée sous la forme d’un polynôme dont il faut alors trouver
les coeff cients, qui varient selon le point −→x ∗ où l’on réalise l’approximation. L’approxi-
mation en un point −→x , construite autour de −→x ∗ s’écrit donc :

〈u〉(−→x ,−→x ∗) = −→p T(−→x )−→a (−→x ∗) (A.1)

où −→p est la base polynomiale utilisée :

−→p = [1 x y] pour des MLS d’ordre 1
−→p = [1 x y x2 xy y2] pour des MLS d’ordre 2

etc...
(A.2)

La dépendance des coeff cients −→a à −→x ∗ provient de la dépendance de wi à −→x ∗. Les
coeff cients −→a s’obtiennent par la minimisation d’une distance J(−→x ∗) que l’on choisi
classiquement comme étant le norme L2 pondérée par les poids wi(

−→x ∗) :

J(−→x ∗) =
n

∑
j=1

(−→p T(−→x j )
−→a (−→x ∗)−u j)

2w j(
−→x ∗) (A.3)
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A. Approximation MLS d’un champ et de son gradient

Un extremum de J(−→x ∗) est obtenu en résolvant le système de n équations :

∂J

∂−→a = 0 (A.4)

Le système peut s’écrire sous la forme :

A(−→x ∗)−→a (−→x ∗) = B(−→x ∗)−→u (A.5)

avec :

A(−→x ∗) =
n

∑
i=1

wi(
−→x ∗)−→p (−→xi )

−→p T(−→xi ) (A.6)

et :
B(−→x ∗) = [w1(

−→x ∗)−→p (−→x1) ... wn(
−→x ∗)−→p (−→xn)] (A.7)

La résolution fournit les coeff cients sous la forme :

−→a (−→x ∗) = A−1(−→x ∗)B(−→x ∗)−→u (A.8)

Finalement, il est possible de réécrire cette approximation sous une forme classique fai-
sant apparaı̂tre des fonctions de forme

−→
φ(−→x ∗) :

〈u〉(−→x ∗) =
−→
φT(−→x ∗)−→u (A.9)

avec −→
φT(−→x ∗) = −→p T(−→x ∗)A−1(−→x ∗)B(−→x ∗) (A.10)

La matrice A est souvent appelée matrice des moments. Elle est de taille m×m où m est
le nombre de coeff cients inconnus (m= 3 pour des MLS d’ordre 1, m= 6 pour des MLS
d’ordre 2, etc). Cette matrice doit être inversée en tout point −→x ∗ où l’on veut réaliser une
approximation. Il s’agit d’un inconvénient de la méthode car cela est coûteux en temps
de calcul et des problèmes numériques peuvent apparaı̂tre lorsque A devient singulière.
Pour s’assurer que le problème d’approximation est bien posé et que la matrice A est
symétrique déf nie positive, il faut vérif er la condition n≥ m (n < m le problème est mal
posé, n = m le problème d’approximation est transformé en problème d’interpolation).
Les problèmes de conditionnement peuvent être évités en réalisant un décalage d’origine−→̃x =−→x −−→x ∗ et en sortant le terme 1/h de la matrice des moments, où h est le paramètre
réglant la taille du support de la fonction noyau.

Les fonctions MLS permettent également une approximation de la dérivée d’un
champ :

〈∂u
∂x

(−→x ∗)〉 =
∂
−→
φT

∂x
(−→x ∗)−→u

〈∂u
∂y

(−→x ∗)〉 =
∂
−→
φT

∂y
(−→x ∗)−→u

(A.11)
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avec par exemple :

∂
−→
φT

∂x
= (−→p TA−1B),x = −→p T

,xA
−1B+−→p TA−1

,x
B+−→p TA−1B

,x
(A.12)

La notation ∂/∂x =,x a été adoptée pour plus de clarté. L’équation A.12 présente trois
termes, parfois seul le premier est utilisé, on parle alors de dérivée diffuse. Il est
généralement conseillé de considérer l’expression complète pour avoir une évaluation
précise des dérivées. On remarque que le calcul des dérivées premières des fonctionsMLS
requiert l’inversion de deux matrices supplémentaires A

,x
et A

,y
. Il est communément

admis que l’on peut économiser du temps de calcul en remplaçant ces dérivées par
A−1

,i
= −A−1A

,i
A−1. Cette opération évite également d’avoir à traiter l’éventuel mauvais

conditionnement des matrices A
,i
.
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A. Approximation MLS d’un champ et de son gradient
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Annexe B

Algorithme de plasticité du retour
radial

On suppose que l’on connaı̂t au pas de temps n, le vecteur des contraintes −→σg
n et la

limite élastique σn
y. Connaissant l’incrément de déformation total ∆−→εg entre n et n+1, on

cherche à déterminer les grandeurs −→σg
n+1 et σn+1

y .
On réalise dans un premier temps une prédiction élastique, notée ∗, pour laquelle on

suppose que l’ensemble des déformations sont élastiques :

−→σg
∗(n+1) = −→σg

n +C∆−→εg (B.1)

oùC est le tenseur de Hook. Si le seuil de plasticité n’est pas atteint, c’est à dire f n+1
p < 0,

l’état réel du système est égal à la prédiction élastique :

−→σg
n+1 = −→σg

∗(n+1) (B.2)

Dans le cas contraire, il faut déterminer l’état de plasticité du système. Les contraintes
au pas de temps n+1 s’écrivent alors :

−→σg
n+1 = −→σg

n +C∆
−→
εe

g (B.3)

= −→σg
∗n+1−C∆

−→
εp

g (B.4)

où
−→
εe

g et
−→
εp

g sont respectivement les incréments des déformations élastiques et plastiques.
L’incrément des déformations plastiques est donné par :

∆
−→
εp

g =
∂ fp

∂−→σg
n+1 (B.5)

=
∆pF−→σg

n+1

σn+1
y

(B.6)

car ∆λ = ∆p/σn+1
y .
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B. Algorithme de plasticité du retour radial

L’utilisation de l’équation précédente conduit à la déf nition d’une équation implicite
d’inconnue ∆p, qu’il faut résoudre de façon itérative. C’est, par exemple, l’approche choi-
sie par Zeng et Combescure dans [ZEN 01] où l’algorithme de Newton-Raphson est uti-
lisé. Dans le but d’économiser le temps de calcul, il est possible de construire un problème
explicite, moyennant l’approximation suivante :

∆
−→
εp

g =
∆pF−→σg

n+1

σn+1
y

(B.7)

≈
∆pF−→σg

∗(n+1)

σ∗(n+1)
eq

(B.8)

où σ∗(n+1)
eq est la contrainte équivalente de Von-Mises associé à l’estimation élastique.

Ainsi, on obtient : −→σg
n+1 =

(
I −∆pM

)−→σg
∗(n+1) (B.9)

avec M = CF/σeq∗(n+1). L’équation de la fonction seuil de plasticité f n+1
p = 0 fournit

alors : (
σ∗(n+1)

eq −γ∆p
)2

=
(
σn+1

y

)2 (B.10)

avec γ=
(−→σg

∗(n+1)
)T

MTF
(−→σg

∗(n+1)
)

/σ∗(n+1)
eq . En écrivant le limite d’élasticité sous la

forme :
σn+1

y = σn
y +h∆p (B.11)

où h est le module plastique, l’incrément des déformations plastiques cumulées est donné
directement par :

∆p =
σ∗(n+1)

eq −σn
y

γ+h
(B.12)

On peut alors déterminer, grâce à l’équation B.9, le vecteur des contraintes −→σg
n+1 ainsi

que la contrainte équivalente de Von-Mises associée σn+1
eq . Cette contrainte est ensuite

corrigée af n d’imposer qu’elle se trouve exactement sur la surface de charge :

−→σg
c(n+1) =

σn+1
y

σn+1
eq

−→σg
n+1 (B.13)
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Annexe C

Estimation du pas de temps critique
SPHC

Des expériences numériques fournissent la courbe C.1 qui met en évidence la
dépendance du pas de temps critique au rapport e/Dsph. Celui-ci semble, en effet, tendre
vers une valeur limite pour les fortes épaisseurs et à l’inverse tendre vers 0 pour les faibles
épaisseurs.

Dans le cas du schéma de Newmark aux différences centrées, deux résultats sont im-
portants pour la détermination du pas de temps critique :

• (∆t)crit = 2
ωmax,

• ωmax est majorée par la pulsation de l’élément du maillage qui a la plus grande
pulsation propre.

Cela permet de réduire l’étude des pulsations propres d’un maillage entier à celle d’un
élément type. Pour cela, il faut déterminer les valeurs propres du système M−1

e
K

e
où

M
e
et K

e
sont respectivement les matrice de masse et de raideur de l’élément. C’est une

procédure simple en théorie, mais qui sous-entend des calculs analytiques qui peuvent
vite devenir insolvables. Il faut alors parfois se tourner vers une approximation grossière
combinée à des expériences numériques.

Dans le cadre des SPHC, la pulsation propre d’un nœud entouré de son voisinage est
donc étudiée. Des simplif cations sont nécessaires pour déf nir un problème abordable :

• toutes les non-linéarités sont mises de côté,
• les effets de membrane ne posant pas de problèmes, seuls les termes de CT et de
f exion sont pris en compte.

Dans ces conditions, les équations d’équilibre de la coque sont données par :

I θ̈x = myy,y +myx,x−qy

I θ̈y = mxy,y +mxx,x−qx

ρẅ = qx,x +qy,y

(C.1)

où I est l’inertie rotation de la coque, ρ la masse volumique et e son épaisseur. θx et θy

sont les rotations suivant x et y et w est le déplacement normal à la coque i.e. suivant z.
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C. Estimation du pas de temps critique SPHC
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FIGURE C.1: Estimation de (∆t)crit en fonction de e.

Les efforts généralisés sont déf nis classiquement par :

mαβ =
∫ e/2
−e/2σαβzdz= −e3

12 (λδαβθγ,γ+2µθα,β)

qα =
∫ e/2
−e/2σα3dz= eµ(−θα +w,α)

(C.2)

où λ et µ sont les coeff cients de Lamé.
Le système C.1 comporte donc 3 degrés de liberté, ce conduit à la résolution analy-

tique d’un système de taille 3n2 si l’on prend en compte n points SPH. Cela n’est pas
envisageable même pour des valeurs de n faibles. Il est donc nécessaire de considérer un
système à 2 degrés de liberté (θ et w) qui se résume à :

I θ̈ = myy,y−qy

ρẅ = qy,y
(C.3)

avec :

myy = −e3

12
E

1−ν2
θ,y

qy = µe(−θ+w,y)
(C.4)

On remarque que les deux degrés de libertés θ et w sont couplés ce qui rend complexe
la résolution du système. Il a été choisi de découpler ces termes, c’est à dire de faire
dépendre l’équation d’équilibre en rotation uniquement de θ et l’équation d’équilibre en
translation de w. Cela permet d’obtenir deux système distincts que l’on pourra résoudre
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séparément de manière très simple. Les équations sont donc :

I θ̈ = −e3

12
E

1−ν2
θ,y,y−µe(−θ+F1)

ρẅ = µe(−F2+w,y,y)
(C.5)

où F1 et F2 sont considérées comme des constantes.

Remarque : le d́ecouplage deśequations C.3 est une hypothèse tr̀es forte qui met
potentiellement en danger la qualité des ŕesultats obtenus. En effet, le couplage des
degŕes de libert́eθ et w repŕesente peut-être des modes importants pour le systèmeétudíe.
Les deux systèmes C.3 et C.5 ont cependantét́e résolus nuḿeriquement et les différences
en terme de pulsation propre ne s’est pas avérée fondamentale. Enfin, la qualité des
résultats obtenus sera confronté par la suite aux exṕeriences nuḿeriques età d’autres
travaux.

L’étude de l’équation d’équilibre en rotation est privilégiée car elle fait à la fois inter-
venir des termes de f exion et de CT et semble ainsi avoir plus de sens. Un certain nombre
d’hypothèses supplémentaires sont formulées :

• on considère 3 nœuds SPH uniformément répartis et de même caractéristiques,
• les fonctions MLS sont remplacées par les fonctions SPH classiques.

Le système à résoudre est donc un système 3x3 simple dont les valeurs propres possèdent
toutes la même forme :

(∆t)crit = h

√√√√√
(1−ν2)/E

α1
e3

12I
+α2

h2e(1−ν)

12I

= h

√√√√√
ρ(1−ν2)/E

α1+α2(
h
e
)2(1−ν)

(C.6)

où h est la taille des fonctions support (dépend directement du diamètre des particules
SPH) et α1 et α2 sont des constantes numériques. On remarque que la formule C.6 fait
intervenir deux termes :

• un terme associé aux phénomènes de f exion qui ne dépend pas de e et qui est
prépondérant pour les fortes épaisseurs. Cela correspondant à l’asymptote horizon-
tale observée dans la courbe C.1.

• un terme associé aux phénomènes de CT qui dépend linéairement de e et qui est
prépondérant pour les faibles épaisseurs. Cela correspond à l’asymptote linéaire
observée dans la courbe C.1.

Malgré les simplif cations faites, la formule analytique trouvée semble reproduire les
tendances observées dans les expériences numériques. Les coeff cients α1 et α2 sont
déterminés à partir des asymptotes observées sur la courbe C.1. On obtient α1 = 0.4
et α1 = 2.0.

Une autre approche a été trouvée dans littérature. En effet, dans [TSU 71], Tsui
et Tsong dérivent une formule de pas de temps critique en appliquant la méthode des
différences f nies à l’équation d’équilibre de Mindlin-Reissner. Les effets des inerties de
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C. Estimation du pas de temps critique SPHC

rotation ainsi que du CT sont pris en compte dans leur travail. L’équation de Mindlin est
discrétisée en temps par un schéma explicite. En approximant l’erreur par des des séries
de Fourier, les auteurs dérivent une formule analytique du pas de temps critique dans le
cadre des coques épaisses. L’équation obtenue est la suivante :

(∆t)crit =
2l√

4
a
b

+
c
2b

l2+

√
(4

a
b

+
c
2b

l2)2−64
D
b

(C.7)

où a = I +Dρ/G′, b = ρI/G′, c = ρeet G′ = (π2/12)G. G = E/(2(1+ν)) est le module
de cisaillement et D = (Ee3)/(12(1− ν2)) la rigidité de f exion. l est une dimension
caractéristique dumaillage et el’épaisseur de la coque. La formule C.7 étant complexe, les
auteurs en proposent une version plus simple mais plus restrictive sous la forme suivante :

(∆t)crit = l

√√√√√
ρ(1−ν2)/E

2+(1−ν)
π2

12
+

π2(1−ν)

8
(
l
e
)2)

(C.8)

Le premier terme sous la racine du dénominateur provient des effets de f exion associés à
l’inertie de rotation, le second terme provient des effets de CT et le dernier terme provient
des effets de CT associés aux effets de l’inertie de rotation.

L’analogie entre la méthode SPH et la méthode des différences f nies pouvant être
faite facilement, la formule C.7 ou C.8 est directement applicable à l’élément SPHC. La
dimension caractéristique du maillage l peut, par exemple, être choisie comme la distance
entre les points SPH, soit l = Dsph dans le cas d’un maillage structuré. On remarque
que l’équation C.8 à une forme très proche de l’équation C.6. On retrouve là encore une
asymptote horizontale due à des effets de f exion prédominants pour les fortes épaisseurs
et une asymptote linéaire du aux effets de CT pour les faibles épaisseurs.

Les pas de temps critiques donnés respectivement par l’expérience numérique et les
formules C.6 et C.7 sont représentés sur la f gure C.2 à propos de laquelle on peut faire
plusieurs remarques :

• les formules analytiques reproduisent bien les tendances observés numériquement.
Le pas de temps tend vers une valeurs limite pour les fortes épaisseurs, ce qui cor-
respond à des termes de f exion dans les formules C.7 et C.6. Le pas de temps
critique tend vers 0 pour les faibles épaisseurs, ce qui correspond à des termes de
CT dans les formules C.7 et C.6. Ceci peut paraı̂tre surprenant puisque le CT joue
un rôle mineur dans la solution d’une coque très mince. De plus, pour la théorie
des coques minces, le pas de temps critique augmente au fur et à mesure que
l’épaisseur de la coque diminue. Les auteurs de [TSU 71] expliquent ces résultats
par la prise en compte du CT qui introduit dans le système discrétisé des fréquences
supplémentaires, qui tendent vers l’inf ni lorsque l’épaisseur de la coque tend vers
0. Ils soulignent que, en conséquence, une formule du pas de temps critique pour la
théorie des coques minces ne peut pas être déduite de celle des coques épaisses en
faisant tendre evers 0.
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FIGURE C.2: Comparaison des expériences numériques et des formules analytiques.

• pour les fortes épaisseurs, les formules prédisent des pas de temps assez différents :
C.7 est basée sur des considérations purement mathématiques et est probablement
un peu trop restrictive tandis que C.6 est basée sur des considérations pratiques.
La formule C.6 est f nalement choisie et est utilisée avec un coeff cient de sécurité
cstab= 0.75.
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Annexe D

Algorithme de couplage
plasticité-endommagement

1-Début du pas n+1
−→εg

n+1 =
−→εg

n+∆−→εg

2-Estimation élastique

−→
εp

g
∗(n+1) =

−→
εp

g
n

−→
εe

g
∗(n+1) =

−→εg
n+1−

−→
εp

g
n

D∗(n+1)
r = Dn

r

λ∗(n+1) = λn

−→σg
∗(n+1) = −→σg

n +(1−Dn
r )H∆−→εg

3-Test de plasticité

si f ∗(n+1)
p ≤ 0−→
εp

g
n+1 =

−→
εp

g
∗(n+1)

−→
εe

g
n+1 =

−→εg
n+1−

−→
εp

g
n+1

λn+1 = λ∗(n+1)

Dn+1
r = D∗(n+1)

r−→σg
n+1 = −→σg

∗(n+1)

sinon
i = 0
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D. Algorithme de couplage plasticité-endommagement

4-Calcul du multiplicateur plastique

si i=0, itération de Newton-Raphson

∆λ(1) =
fp(

−→σ n+1
(0) ,Dn+1

r(0) ,λ
n+1
(0) )

−→σg
(n+1)T
(0) FTHF−→σg

n+1
(0)

(1−Dn+1
r(0))

(
σn+1

eq(0)

)2 +
∂R
∂λ

puis initialisation de l’algorithme de la corde

∆λsup= ∆λ(1),∆λ in f = 0, f in f = fp(
−→σ n+1

(0) ,Dn+1
(0) ,λn+1

(0) )

sinon, itération de l’algorithme de la corde

∆λ(i) =
∆λsupf in f −∆λ in f f sup

f in f − f sup

5-Calcul de l’endommagement

si fD(
−→ε ,D) = [

2
3
(1+ν)+3(1−2ν)(

σH

σeq
)2]1/2p≥ εs

p

∆D(i) =
Dc

εc
p− εs

p
[
2
3
(1+ν)+3(1−2ν)(

σH

σeq
)2]1/2∆p(i)

si D(i) ≤ Dc

∆Dr(i) = ∆t
1
τc

(1−e−a〈D(i)−Dr(i)〉)

sinon
∆Dr(i) = 0

sinon
∆D(i) = 0

Dn+1
r(i) = Dn

r +∆Dr(i)
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6-Actualisation des variables

λn+1
(i) = λn +∆λ(i)

−→σg
n+1
(i) = −→σg

∗(n+1) −∆λ(i)

HF−→σg
n+1
(0)

σn+1
eq(0)

−
∆Dr(i)

1−Dn+1
r(0)

−→σg
(n+1)
(0)

−→εp
n+1
(i) =

−→εp
n+∆λ(i)

F−→σg
n+1
(0)

(1−Dn+1
r(0))σ

n+1
eq(0)

7-Test de convergence

si
| f n+1

p(i) |
σn+1

y(i)

≤ e, f n du pas n+1

−→
εp

g
n+1 =

−→
εp

g
n+1
(i) , λn+1 = λn+1

(i)

Dn+1
r = Dn+1

r(i) , −→σg
n+1 = −→σg

n+1
(i)−→

εe
g

n+1 =
−→εg

n+1−
−→
εp

g
n+1

sinon, nouvelle itération de l’algorithme de la corde

si i=0
fsup= f n+1

p(1)

si i ≥ 1
si ∆λ(i) ≥ ∆λsup

∆λ in f = ∆λsup, ∆λsup= ∆λ(i)

fin f = fsup, fsup= f n+1
p(i)

i=i+1 et retour à 4-

si ∆λ in f ≤ ∆λ(i) ≤ ∆λsup

∆λ in f = ∆λ(i), fin f = f n+1
p(i)

i=i+1 et retour à 4-
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Annexe E

Formulation forte (Sa
i ) du probl ème

Arlequin

Supposons que ua
i est solution du problème (Wa

i ) et déduisons les équations fortes
vérif ées par ce champs de déplacement. En se souvenant que εa∗

i j (va∗
i )σa

i j (u
a
i ) = va∗

i, jσ
a
i j (u

a
i )

car σa
i j (u

a
i ) est symétrique, intégrons par partie le terme correspondant à l’énergie interne :

∫

Ωa

ραaüa
i va∗

i dΩ−
∫

Ωa

[
αaσa

i j (u
a
i )
]
, j

va∗
i dΩ+

∫

Ωa

[
αaσa

i j (u
a
i )v

a∗
i

]
, j

dΩ+

∫

Ωac

λ iv
a∗
i dΩ

=
∫

Ωa

αa f a
i va∗

i dΩ+
∫

∂FΩa

αaFa
i va∗

i dS (E.1)

On remarque que l’application du théorème de Green-Ostrogradski au troisième terme du
premier membre de l’équation peut poser des diff cultés selon les propriétés de continuité
de αa. Dans le cas où αa est continue sur Ωa, le théorème s’applique et fournit l’équation
suivante :

∫

Ωa

va∗
i

(
ραaüa

i −
[
αaσa

i j (u
a
i )
]
, j

+λ i −αa f a
i

)
dΩ

=

∫

∂FΩa

va∗
i (αaFa

i −αaσa
i j (u

a
i )n

a
j dS (E.2)

en se souvenant que va∗
i = 0 sur ∂UΩa. Pour retrouver les équations de la formulation

forte associée, prenons classiquement une fonction va∗
i particulière sous la forme va∗

i =

φ
(

ραaüa
i −
[
αaσa

i j (u
a
i )
]

, j
+λ i −αa f a

i

)
avec :

φ régulière
φ> 0 sur Ω1a (E.3)
φ= 0 sur ∂Ωa

Ces conditions assurent bien que va∗
i ∈ U̇

a,ad,0
i . Par conséquent, on obtient :

∫

Ωa

φ
(

ραaüa
i −
[
αaσa

i j (u
a
i )
]
, j

+λ i −αa f a
i

)2
dΩ = 0 (E.4)
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E. Formulation forte (Sa
i ) du problème Arlequin

et comme φ> 0 sur Ωa, l’équation forte vérif ée par ua
i est :[

αaσa
i j (u

a
i )
]
, j
−λ i +αa f a

i = ραaüa
i (E.5)

Finalement, choisissons, va∗
i = ψ

[
Fa

i αa−αaσa
i j (u

a
i )n

a
j

]
avec :

ψ régulière
ψ > 0 sur ∂FΩa (E.6)
ψ = 0 sur ∂UΩa

Ces conditions assurent bien que va∗
i ∈ U̇

a,ad,0
i . L’équation E.5 étant vérif ée sur Ωa et

comme va∗
i = 0 sur ∂UΩa, on obtient :

∫

∂F Ωa

ψ
(
αaFa

i −αaσa
i j (u

a
i )n

a
j

)2
dS (E.7)

et comme ψ > 0 sur ∂FΩa, l’équation vérif ée par ua
i sur ∂FΩa est :

σa
i j n

a
j = Fa

i (E.8)

Finalement, le problème fort (Sa
i ) correspondant au problème faible (Wa

i ), écrit sous
forme vectorielle, est :

(Sa
i ) : Trouver

−→ua tel que :
−→
div(αaσa)+αa

−→
f a−

−→
λ = αaρ−→̈ua sur Ωa

−→ua =
−→
Ua sur ∂UΩa (E.9)

σa
−→na =

−→
Fa sur ∂FΩa

Remarque : pour simplifier leśecritures nous n’avons pas différencíe Ωac où
−→
λ = 0 et

Ωc où
−→
λ 6= 0.

Dans le cas où αa est constante sur Ωc de valeur α0
a, elle est alors discontinue en Γb,

ce qui pose problème dans l’application du théorème de Green-Ostrogradski. Les auteurs
de [GUI 07] montrent que la formulation forte associée s’écrit alors :

(Sa
i ) : Trouver

−→ua tel que :
−→
div(αaσa)+αa

−→
f a−

−→
λ = αaρ−→̈ua sur Ωa

−→ua =
−→
Ua sur ∂UΩa

σa
−→na =

−→
Fa sur ∂FΩa (E.10)

(α0
a−1)σa

−→nb =
−→
0 sur Γb

α0
aσa

−→na =
−→
0 sur Γa
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Dans le cas d’une fonction αa constante sur Ωc, α0
a−1 et α0

a sont non nuls sur Γb et Γa,
ce qui implique σa

−→n = 0 sur Γa et Γb. Ainsi, des conditions de bords libres artif cielles
sont crées à l’intérieur du domaine Ω. Les auteurs de [GUI 07] soulignent que le champs
des multiplicateurs de Lagrange est alors singulier en Γa et Γb. Il est donc recommandé
d’utiliser des fonctions de mélange linéaires ou cubiques. Dans ce cas, le problème fort à
résoudre est celui de l’équation E.9. Il n’est pas éloigné du problème initial et nécessite
seulement de pondérer le tenseur de contrainte avant d’appliquer l’opérateur divergence.
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Annexe F

Déroulement des essais ONERA

La même procédure a été strictement suivie pour tous les essais :
• encastrement de l’éprouvette à l’extrémité du cylindre ;
• occultation des orif ces avec du ruban adhésif ;
• remplissage du cylindre avec de l’eau sans bulles résiduelles ;
• mise en contact du chariot sur le piston et remise à zéro de la mesure de hauteur ;
• vérif cation du bon fonctionnement du capteur de déplacement ;
• élévation du chariot à la hauteur de largage voulue ;
• éclairage des projecteurs devant un déf ecteur noir servant à éviter l’échauffement
du montage ;

• équilibrage automatique du pont de jauge, remise à zéro de la mesure de pression
et armement de l’acquisition et de la caméra rapide ;

• retrait du déf ecteur noir, évacuation de l’aire de crash et déclenchement du largage.
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Annexe G

Chaine d’acquisition utilisée pour les
essais ONERA

Une chaı̂ne de d’acquisition permet de relever précisément diverses grandeurs durant
les expériences :

• un capteur de déplacement optique permet de suivre la course du chariot ;
• une jauge de déformation à grand allongement (∼ 15%) est f xée sur chaque
éprouvette dans une zone sollicitée par le choc de pression. Elles sont associées
à un f ltre passe-bas à 75 kHz. L’objectif est de recueillir l’état de déformation et de
plasticité résiduelle à l’emplacement de la jauge ;

• un capteur de pression piézo électrique (étendue de mesure de 1000 bars, fréquence
propre 150 kHz) est f xé sur la partie inférieure du cylindre af n de mesurer
l’évolution de la pression en un point du réservoir ;

• une caméra rapide haute déf nition (4000 images par seconde pour une déf nition
de 768× 512 pixels) permet de suivre le comportement de l’éprouvette et de
l’écoulement. Cela permet également d’estimer la vitesse d’expulsion de l’eau hors
du cylindre. Des projecteurs à lumière froide de forte puissance (2×4000 W) per-
mettent de réduire le temps de pose à 15 µssans échauffer les éprouvettes.

• un capteur d’effort piézo électrique est placé sous l’éprouvette, dans l’espace de
visualisation, af n de mesurer l’effort exercé par le jet d’eau ;

• pour aquérir toutes ces données de manière synchrone, un analyseur multi-voies a
été utilisé. Il est équipé de cartes d’acquisition permettant 1 millions d’échantillons
par seconde.
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Application de la mécanique de l’endommagement au comportement non linéaire et à
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2004.

[SWE 94] SWEGLE J., ATTAWAY S., HEINSTEIN M., MELLO F., HICKS D.
An analysis of smoothed particle hydrodynamics. rapport, 1994, Sandia National
Labs., Albuquerque, NM (United States).

[SWE 95] SWEGLE J., HICKS D., ATTAWAY S.
Smoothed particle hydrdynamics stability analysis. Journal of Computational Physics,
vol. 116, 1995, p. 123-134.

[TAD 96] TADMOR E., ORTIZ M., PHILLIPS R.
Quasicontinuum analysis of defects in solids. Philosophical Magazine A, vol. 73, no
6, 1996, p. 1529–1563, Taylor & Francis.

[TIA 07] TIAGO C., LEITÃO V.
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ruptures. Un algorithme de gestion des interactions f uide-structure a également été adapté à la topologie particulière des coques.
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