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Introduction générale

1. Motivations

Il existe toute une classe d’équations elliptiques (ou quasi-elliptiques) qui s’écrit sous une forme opérationnelle
unifiée
u”(z) + 2Bu/ () + Au(z) = f(z), = € (a,b),

dans un espace général de Banach X, a et b sont finis ou infinis, A et B sont des opérateurs linéaires sur X (non
bornés mais au moins fermés) vérifiant certaines hypotheéses (dont Uellipticité de 1’équation) et représentant,
par exemple, des actions de dérivation.

On donne a titre d’exemples trois probléemes concrets qui peuvent s’écrire sous cette forme.

Exemple .1 Comportement de la solution variationnelle du laplacien dans un céne.
On considére Q) un cone de R™ :
Q:={po:p>0,0€G},

ot G est un ouvert de S*™ ', la sphére unité de R™.
Soit u € HL(Q) une solution variationnelle de Au = f avec f € LP(Q), ot p > 2.
On passe en coordonnées sphériques et on pose

p=c", xR,
Pouvert de travail Q devient une bande B = R x G. L’équation Au = f s’écrit
9 n—1 1.,
Dput == Dpu+?Au—f,
ot A est l'opérateur de Laplace-Beltrami sur S"~1. En multipliant par p*> on obtient
(pDy)2u+ (n— 2)(pD,)u+ Alu = p*f i= g,

puis
D2u+ (n —2)Dyu+ A'u = g dans B.

On peut montrer que
feLP(Q) < e%g e LP(B),

ou 7y = D9 est lopposé du coefficient de Sobolev de WP ().
p
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Afin d’éviter de travailler dans ces espaces da poids, on pose
v=2¢e"u; h=e¢e"g,
et on trouve
D2v+4 (n—2—27)Dyv + (A +y(y —n+2)I)v = h dans B,

que 'on écrit sous la forme
v"(z) + 2BV (z) + Av(x) = h(z), v € R,

en cachant la variable o dans les opérateurs A=A +~vy(y—n+2)I et B=(n—2—2v)I.

Exemple .2 Sur un probléme de Steklov-Poincaré.
On considére un cytoplasme homogéne Q0 centré en (0,0) de bord T' de classe C*°, et entouré d’une fine
membrane Q° d’épaisseur § > 0 définie par

Q° :={z=m+tn(m): meT,tec]0,d[},

ot n(m) est la normale & T au point m orientée vers l'extérieur de Q.
Le potentiel électrique v dans Q° vérifie I’équation de Laplace suivante

Av =0 sur Q°
(P) v=¢ sur' =T x {0}

ov
— =0 surT? =T x {5}.
o {0}
Ici on s’intéresse au probléme de Steklov-Poincaré dans la couche mince, mais on peut aussi adjoindre le probléeme
dans ) pour obtenir un probléme de transmission. On rappelle la méthode utilisée par Favini et al. dans [19]
pour écrire (P) sous une forme opérationnelle.

Vu la géométrie de Q° (se décrivant par la normale et le plan tangent), on pose

v(z) = v(m + tn(m)) := u(m,t).

Pour v défini sur Q°, on a u défini sur T x ]0,1[. Soit R(m), Uopérateur symétrique du plan tangent T, (T)
(caractérisant la courbure de T’ au point m). Alors pour & petit, I +tR(m) est un isomorphisme de T,,(T"). On
peut écrire

Vo(z) = (I +tR(m)) " ' Viu(m,t) + %(m,t}n(m)

_ divp (det(I + tR(m)) (I 4 tR(m))">Vru(m,t)) + 2 (det(I + tR(m)) 2% (m, t))
N det( +tR(m)) ’

Av(z)

ou Vr et divp désignent respectivement l’opérateur de gradient de surface tangentielle et ’opérateur de divergence
de surface tangentielle sur T
On a
det(I +tR(m)) = 1+ 2tH(m) + t*G(m),

H(m) =trR(m), G(m)=detR(m).

On note que pour ¢ assez petit, det(I + tR(m)) # 0 et il existe une constante C' > 0 telle que

Y(m,t) € T x]0,6[, |det(I + tR(m))| = |1 + 2tH(m) + t*G(m)| > C.
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On pose X = LP(T") et soit u la fonction vectorielle définie de ]0,d[ dans X par
u(t)(m) = u(m,t).
On définit, pour t €)0,6[, opérateur borné de multiplication p(t) par

Dp(t)) = L(T)
_ Fpdet(I +tR(m)) _ 2H(m) + 2tG(m)
PO = T memy) P ™ = T 2ekm) 1 eam ¢

et opérateur elliptique non borné q(t) par
D(q(t)) = W?P(T)
_ divp (det(I +tR(m)) (I + tR(m))"2Vre(m))
(q(t)p)(m) = det(1 1 ER(m)) :

Ainsi, le probléme (P) peut s’écrire sous la forme d’un probléme aux limites pour une équation différentielle
opérationnelle d’ordre 2 :

W (£) + p(t) () + g(t)ult) = 0, ¢ €]0,],
u(0) = ¢, u'(5) = 0.

Exemple .3 Le potentiel électrique dans une cellule biologique.

On considére une cellule Q*¢ = QF UQE constituée d’un cytoplasme homogéne Q% centré en (0,0) de bord I'*
de rayon d’un micrométre entouré d’une fine membrane Q5 de bord I''S et d’épaisseur de quelques nanométres
€ > 0. Le potentiel électrique dans cette cellule vérifie le probléme suivant

V. (uVw®) = ph® dans *€
aws 1> *E

(PE) %:l+surf+
/ w® (o) do =0,

ot
i— dans 0*
| ps dans s,
(généralement environ 1 S/m (Siemens par métre), 5 x 10~7 S/m respectivement) sont les coefficients positifs
de conductivité des deuz corps QO , Q%F dépendant éventuellement de €, et la densité de charge électrique

he — h_ dans Q*
| hS dans QF,

est prise, par exemple, dans l’espace LP (2*¢), 1 < p < oo, t.e. h_ € LP (Q’i), hs € LP (Qf), et 15 est le
champ électrique imposé sur le bord I'}*. La condition de bord de Neumann sur I} implique la condition de
compatibilité suivante sur 15 et (uh®)

/*E (uh®) (z,y) dedy + /F pyls (o) do = 0.

ia
La condition de jauge

/*wa(o)dazo,

est imposée pour avoir l'unicité de la solution.
On montrera dans le Chapitre I1 que l'on peut rééerire le probléme (P€) sous forme opérationnelle comme
dans les deux exemples précédents.
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Ces trois exemples donnent donc une premiere motivation a ’étude des équations différentielles abstraites
(ou opérationnelles) completes du second ordre et de type elliptique :

u”(z) + 2By (x) + Au(z) = f(z), = € (a,b), (1)

sur un espace de Banach complexe X, A et B étant des opérateurs linéaires fermés sur X . Plusieurs situations
se présentent :
— Ja,b] = R : Péquation (1) est étudiée dans deux types d’espaces de Banach de géométrie différente :
e F = BUC(R; X), 'ensemble des fonctions bornées et uniformément continues de R dans X (voir
Chapitre I, Section 2.2), et alors on s’intéresse aux solutions classiques :

u € BUC%*(R; X), Bu', Au € BUC(R; X).
e E=LP(R;X), 1 < p< oo, et on cherche les solutions telles que
u € W?P(R; X), Bu/, Au € LP(R; X).

— [a,b] intervalle fini de R : 'équation (1) est étudiée avec des conditions aux limites en a et b, de type
Sturm-Liouville non homogenes :

au'(a) — Hu(a) = ug
Bu’(b) + hu(b) = up,

avec uq, up € X, «, B, h, H quatre constantes données (le cas ou h, H sont deux opérateurs bornés
vérifiant certaines conditions de compatibilité avec les opérateurs A et B pouvant étre considéré).
A titre illustratif, on se borne aux conditions de Dirichlet :

u(a) = uq;  u(b) = up.

De méme ici on s’intéresse aux solutions classiques :
e £ = C([a,b]; X), alors on montre que

u e C*([a,b]; X), Bu, Au € C([a,b]; X),

pour certaines données u,, u; vérifiant des conditions nécessaires de compatibilité.
o £ =1P(a,b;X), 1< p < oo, alors on montre que

we W>P(a,b; X), Bu', Au € LP(a,b; X),

pour des données u,, u, dans certains espaces d’interpolation (voir Chapitre I, Section 5).
On peut aussi envisager le cas intermédiaire ou (a, b) est une demi-droite de R (utile dans les exemples concrets).

Remarque .4

1. Si f est uniquement dans C([a,b]; X) (a,b finis) ou dans BUC(R; X)), la recherche d’une solution classique
pour A et B non bornés est illusoire (voir Baillon 2]). On doit alors se donner un peu plus de régularité
sur f, par exemple [ holdérienne. On récupére alors cette régularité supplémentaire sur u”, Bu', Au.

2. Pour f € LP(a,b;X), avec 1 < p < o0, on suppose de plus que X posséde la propriété géomélrique
supplémentaire UMD (voir Chapitre 1, Section 6). On peut aussi se placer dans un espace de Banach

quelconque et prendre plus de régularité sur f, par evemple f € W9P(a,b; X), 6 €10,1[. On exclut I’étude
sur LY(a,b; X) et L>(a,b; X) qui ne sont pas des espaces UMD.

Remarque .5 Dans toute cette thése, pour un opérateur A sur X et une application u définie de I C R d
valeurs dans X on notera toujours Au au liew de A(u(-)) pour désigner Uapplication qui ¢ x associe A(u(x)).
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D’autres motivations peuvent étre citées pour I’étude des équations différentielles opérationnelles :

— lapplication aux EDP non linéaires ;

— T'unification des travaux existants sur les EDP avec la méthode variationnelle ;

— Danisotropie : on obtient de la régularité par rapport a la variable x a valeurs dans un espace quelconque
par rapport a la variable y ;

2. Historique

Les équations différentielles abstraites (en abrégé EDA) sont des équations différentielles dont les coefficients
sont des opérateurs linéaires sur un espace de Banach. En 1948, E. Hille et K. Yosida résolvent chacun de leur
cOté le probleme de Cauchy abstrait

uw'(t) — Au(t) =0, t € [0+ oo,
u(0) = uy,

ol A est un opérateur linéaire fermé sur X, X étant un espace de Banach complexe, et ug € X. Il apparait alors
que, pour résoudre ce probléme, il faut associer & 'opérateur A, un opérateur linéaire borné noté et pour tout
t > 0. La famille (etA)t>0 est appelée semi-groupe. De 1930 a 1960, W. Feller, E. Hille, G. Lumer, I. Miyadera,
R. S. Phillips, M. H. Stone et K. Yosida développent intensément la théorie des semi-groupes.

D’autres outils indispensables a ’étude des EDA sont alors développés. On peut citer, entre autres, les
travaux de J. L. Lions sur les puissances fractionnaires d’opérateurs, les espaces d’interpolation et les équations
opérationnelles (1960-1962).

D’autres se sont intéressés a 1’équation
Au + Bu = f,

ou A et B sont des opérateurs linéaires fermés sur X, X étant un espace de Banach complexe et f € X. On
considere alors 'opérateur somme L = A 4+ B de domaine D(A) N D(B). La théorie des sommes d’opérateurs
est développée par G. Da Prato et P. Grisvard en 1975 (voir [12]), puis par G. Dore et A. Venni en 1987 dans
le cadre des espaces UMD (voir [15]).

On s’est ensuite intéressé aux EDA du second ordre :
v’ (x) + 2Bu'(z) + Au(z) = f(x), x € (a,b),

d’abord dans le cas ou B = 0 puis dans le cas général. On cite, entre autres, les travaux récents de Favini,
Labbas, Maingot, Tanabe et Yagi [22-27]. Ils ont étudié cette équation sur lintervalle [0,1] couplée avec des
conditions aux limites de Dirichlet :

{ u(z) + 2Bu (z) + Au(z) = f(z), z € (0,1),

u(0) = ug, u(1) = uy, (2)

ou A et B sont des opérateurs linéaires fermés sur X, X étant un espace de Banach complexe, et ug,u; € X.
Le cadre est commutatif, i.e. que les opérateurs A et B commutent en un certain sens (voir hypothése (5)
ci-dessous). L’étude est réalisée dans deux types d’espaces : les espaces de Holder et les espaces LP (avec X
UMD). Deux cas différents sont étudiés : celui ot B génére un groupe fortement continu sur X et celui ou
+B — (B? - A)l/ 2 générent un semi-groupe analytique sur X. On détaille ci-dessous les résultats obtenus.

On suppose toujours '’hypothese d’ellipticité :

B? — A est un opérateur linéaire fermé a domaine dense dans X, R~ C p(B? — A),
c (3)

3C > 0,902 0, [|(AT+ B = )7 ) < 7
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et aussi
D(A) c D(B?), (4)
Vy € D(B), B(B*> — A) "'y = (B> — A)"' By, (5)
D((B% — 4)Y/?) c D(B). (6)

Les auteurs ont obtenu les théorémes suivants dans [24-27].

Théoréme .6 (Cadre héoldérien - B génére un groupe).
On suppose (3)-(6) et

B génére un groupe fortement continu sur X,
B+ (B? — A)Y/? est inversible dans L(X),

A est inversible dans L(X).

Pour tout f € C?([0,1];X), 0 < 6 < 1, et pour tout ug, u; € D(A), le probléme (2) a une unique solution
classique.

Théoréme .7 (Cadre holdérien - +B — (B% — A)Y/2 générent un semi-groupe analytique).
On suppose (3)-(6) et

+B — (32 — A)1/2 générent un semi-groupe analytique sur X,

A est inversible dans L(X),
D(BA) c D(B?).

1. Soit f € C%([0,1]; X), 0 < 0 < 1, et ug, u; € D(A). Alors le probléme (2) a une unique solution classique.

2. Soit 0 < 0 < 1. Le probléme (2) a une unique solution classique u satisfaisant la propriété de régularité
mazimale

u", Bu/, Au € C([0,1]; X),

si et seulement si f € C?([0,1]; X), uo, u1 € D(A), et
f(’L) - AUZ S D_(Bz_A)(G/Q,OO) = (D(A),X)l_g/gpo, = 0, 1.

Théoréme .8 (Cadre LP - B génére un groupe).
On suppose (3)-(6) et
X est un espace UMD,

B génére un groupe fortement continu sur X,
300 €10, 7[, (B* — A) € BIP(6, X).

Pour tout f € LP(0,1;X), 1 < p < oo, et pour tout ug, uy € (D(A), X)1/2pp, le probleme (2) a une unique
solution classique.
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Théoréme .9 (Cadre LP - +B — (B2 — A)'/2 générent un semi-groupe analytique).
On suppose (3)-(6) et
X est un espace UMD,

+B — (32 — A)1/2 génerent un semi-groupe analytique sur X,
A est inversible dans L(X),
D(BA) c D(B?),
301 €10,7/2[, (£B + (B* — A)Y/?) € BIP(6, X).
Pour tout f € LP(0,1;X), 1 < p < oo, et pour tout ug, uy € (D(A), X)1/2pp, le probleme (2) a une unique

solution classique.

Les opérateurs BIP sont définis a la Section 3.4 du Chapitre I. Pour les espaces d’interpolation du type
(D(A), X)1-6/2,00, (D(A), X)1/2p,p cités ci-dessus, on renvoie a la Section 5 du Chapitre I.

Les auteurs ont ensuite étudié le probléeme (2) en utilisant uniquement les racines opérationnelles de I’équation
(lorsqu’elles existent), & savoir —B =+ (B? — A)/2, dans le cadre ott £B — (B? — A)'/? générent un semi-groupe
analytique sur X. Pour cela ils ont réécerit (2) sous la forme générale suivante

{ u”’(z) + (L — M)u'(x) — LMu(x) = f(z), z € (0,1),

w(0) = ug,  u(l) = u, (7)

ou L et M sont deux opérateurs linéaires fermés sur X vérifiant notamment

L—-MCcC2B
{ LM =ML C —A.
En particulier, les opérateurs L et M peuvent étre
L=B-(B*>-A)Y% M=-B-—(B*>-A)"2
et on retrouve alors le probléme (2).
1. Si f€C%(J0,1];X),0< 0 < 1, u est une solution classique de (7) lorsque
u € C*([0,1]; X), (L — M)u/', LMu € C([0,1]; X),
et u satisfait (7).
2. Si fel?(0,1;X), 1< p< o0, u est une solution classique de (7) lorsque
uwe W2P(0,1; X), (L — M)u', LMu € L?(0,1; X),
et u satisfait (7).
Si u est une solution classique de (7), alors u sera en particulier une solution classique de (2).
Les auteurs ont obtenus les résultats optimaux suivants dans [22, 23].
Théoréme .10 (Cadre holdérien - L, M générent un semi-groupe analytique).

On suppose (8) et

D(L) = D(M)
D(ML) = D(LM),

L, M générent un semi-groupe analytique généralisé sur X,

L+ M est inversible dans L(X).
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1. Soit f € C%([0,1];X), 0 < 6 < 1. Le probléme (7) a une unique solution classique u si et seulement si
ug, w1 € D(LM) et

£(i) — Au(i) € D(LM), i = 0, 1.

2. Soit 0 < 6 < 1. Le probléme (7) a une unique solution classique u satisfaisant la propriété de régularité
mazimale

u", (L — M)u', LMu € C%([0,1]; X),
si et seulement si f € C%([0,1]; X), ug, uy € D(LM) et

f(i) = Au(i) € (D(LM), X),_5 o, i =0,1.
Théoréme .11 (Cadre LP - (—L), (—M) sont BIP).
On suppose (8) et
X est un espace UMD,

D(L) = D(M)
D(ML) = D(LM),

(L + M)~ admet une extension bornée sur tout X,
301,00 €10,7/2[, (—L) € BIP(0,X), (—M) € BIP(0,X).

Soit f € LP(0,1; X), 1 < p < co. Le probléme (7) a une unique solution classique u si et seulement si

u; € (D(M2)aX)l/2p,p = (D(Lz)aX)l/Qp,pv 1=0,1.

3. Présentation de la thése

On présente d’abord une application concrete en biologie des équations différentielles opérationnelles. Cet
exemple introductif n’utilise que le cadre commutatif, mais certains problémes du méme type nécessitent de
développer le cadre non commutatif.

L’objectif de cette these est donc 1’étude des équations différentielles opérationnelles completes du second
ordre de type elliptique dans un cadre non commutatif. Il s’agit en particulier de prolonger et d’améliorer
les travaux cités ci-dessus [22-27]. On étudiera donc 1’équation (2), avec un parameétre w positif, d’abord sur la
droite réelle :

u”(z) + 2Bu' (z) + Au(z) — wu(z) = f(z), x € R, 9)

puis sur un intervalle borné

{ u”’(x) + 2Bu/ (z) + Au(z) — wu(z) = f(x), z € (0,1), (10)

u(0) = wo, u(1l) = uq,

ou A et B sont deux opérateurs linéaires fermés sur X, X étant un espace de Banach complexe, f est définie
respectivement de R et de [0, 1] & valeurs dans X. Le parameétre w permettra 'existence de solutions de (9) et
(10) pour w assez grand. On note qu’en posant y = (b — a)x + a on peut, a partir de (10), se ramener & une
équation sur un intervalle borné [a, b] quelconque. Comme dans les travaux de Favini et al. [22, 23], on étudiera
une équation plus générale sur la droite réelle

W (@) + (Lo — M)/ (z) + i ((Lw ~M)? — (Lo, + Mw)2) u(z) = f(2), z € R, (11)
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puis sur [0, 1]

W)+ (Lo~ M) (@) + 1 (Lo = M) = (Lo + M%) ula) = F(@), = € (0,1),

(12)
u(0) = uyg, u(l) = uy,
qu’on montre respectivement équivalentes a
1
u'(x) + (L — M) v/ (z) — 3 (LM, + M,L,)u(z) = f(x), z € R,
et !
u”’(x) + (Lo — My,) v/ (z) — B (LuMy, + M, L,)u(z) = f(z), z € (0,1), (13)

u(0) = uyp, u(l) = uy,
ou les opérateurs L, et M,, vérifient notamment
L,—M,C2B
—% (LM, + M,L,) CA—wl.
On pensera en particulier au cas ou

L,=B— (B>~ A+wh'?  M,=-B—(B?>-A+wl)2

I1 faut noter que les équations (12) et (13) généralisent (7) car elles coincident dans le cadre commutatif.

On s’intéressera & I'existence et I'unicité de solutions classiques pour I’équation (11) lorsque f € BUC?(R; X),
puis lorsque f € LP(R; X); et pour le probléme (12) lorsque f € C? ([0,1]; X), puis lorsque f € LP(0,1; X),
ou f €]0,1[ et 1 < p < co. On étudiera de plus la régularité maximale de la solution classique dans le cadre
holdérien pour 1’équation (11) et pour le probleme (12).

L’originalité de ce travail réside particulierement dans le fait d’étudier les équations (9)-(12) dans le cadre
non commutatif, i.e. sans ’hypotheése (5) (a titre comparatif, on rappellera quelques travaux effectués sur les
EDA dans un cadre non commutatif, voir Chapitre IV, Section 3.2).

On définira alors le commutateur de deux opérateurs P et ) sur X par

D([P;Q]) = D(PQ) N D(QP)
[P;Qlp = PQp — QPp, ¢ € D(PQ) N D(QP).

Ici
LM, # M,L,,

et en général un opérateur dépendant de M, ne commutera pas avec un opérateur dépendant de L,. On
considérera le commutateur [M,,; L,] qui sera bien évidemment non nul. On le supposera petit en un certain
sens pour w grand. Ceci constituera I’hypothése originale dite de non commutativité, voir (38).

On commencera par étudier I’équation (11) sur toute la droite réelle, d’abord dans le cadre commutatif puis
dans le cadre non commutatif. L’absence de conditions aux limites simplifiera la représentation de la solution.
On pourra ensuite étudier I’équation (12) sur [0, 1] en adaptant les calculs.

Cette thése comporte cing chapitres et est organisée comme suit.

Chapitre 1

Il est consacré aux rappels fondamentaux et outils nécessaires a ce travail. Ils concernent les opérateurs
linéaires, les espaces fonctionnels, le calcul fonctionnel de Dunford, les semi-groupes, les espaces d’interpolation
et enfin les espaces UMD.
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Chapitre 2

On reprend ’Exemple .3 donné au début de 'introduction. On montre que le probléeme (P*¢) s’écrit sous la

forme
(eq.1) Awe (x,y) = h_ (z,y) dans Q*

(eq.2) Awi (z,y) = h5 (z,y) dans QF°

(c.t.)  wi =wi, ufawi_ = u+aw
(PE ) on on

T e [t [ wsinao

8 &€
(c.b.) (‘;l;:_ =15 sur I''?,

sur I'*

sous la condition de compatibilité

ccz,) | o) ) dady + /

Q*e

(n4h?) (z,y) dady + /F*E pyls (o) do = 0.
+

Par des changements de variables naturels, ce probleme est réécrit sous forme d’un probleme différentiel opé-
rationnel du second ordre posé sur |—o0,d[. Les conditions de bord, de transmission et la condition de jauge,
donnent l’existence et I'unicité de la solution dans un cadre LP. On revient ensuite au probléme (P;y) pour
obtenir le résultat suivant.

Théoréme .12 Soient I € Wi-sP (F_*f) eth_ e LP (Q*_), hS € LP (Qf), 1 < p < oo aveep # 2, satisfaisant
la condition de compatibilité (C’C’;,y). Alors, le probléme (Pjy) admet une unique solution

w- =

R we dans QF
ws dans (27F,
telle que

ws € WP (Q*_) , wi € w?2p (Qf) .

Chapitre 3

Il s’agit d’étudier une équation différentielle du second ordre sur toute la droite dans deux cas simples : le
cas scalaire puis le cas ou les opérateurs commutent. Ce travail prépare le chapitre suivant.
On étudie donc les équations

u”(z) + 2Bu'(z) + Au(z) = f(z), z € R, (15)

et
u’(z) + (L — M) (z) — LMu(z) = f(z), z € R. (16)

Etude de (16) dans un cadre commutatif hldérien

On suppose

D(L) = D(M), (17)
D(LM) = D(ML), (18)
VA € p(L), ¥ € p(M), (A — L)~ (ul = M) ™" = (uI = M)™ (AT =), (19)

10
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L, M sont inversibles dans L(X), (20)
L 4+ M est inversible dans L(X), (21)
L, M génerent un semi-groupe analytique généralisé sur X. (22)

Sous ces hypotheses, le cas scalaire permet d’avoir une représentation explicite de la solution de I’équation
(16) sous la forme suivante :

x —+o0
() = (L+ M)~ / =M f()ds + (L + M)~ / =)L £ (5)ds. (23)
On montre ensuite ce résultat essentiel.
Théoréme .13 On suppose (17)-(22). Soit f € BUCY (R; X), # €0, 1[.
1. L’équation (16) admet une unique solution classique u définie par (23).

2. w vérifie la propriété de régularité mazximale

u”, (L — M)/, LMu € BUC? (R; X).

Etude de (16) dans un cadre commutatif L?

On suppose (17)-(20) et aussi
X est un espace UMD, (24)

30,,0, € }0, g [ (L) € BIP(01,X) ot (—M) € BIP(61, X). (25)
On obtient le résultat essentiel suivant.
Théoréme .14 On suppose (17)-(20) et (24)-(25). Soit f € LP(R; X), 1 < p < oo. Alors, U’équation (16)
admet une unique solution classique u définie par (23).
Etude de (15) dans un cadre commutatif holdérien
On suppose

B? — A est un opérateur linéaire fermé dans X, R~ C p(B? — A),

3C >0,V <0,||(B2 = A- ) . 1fA| (26)
D(A) € D(B?), (27)

D((B*-4)"*) c D(B), (28)

D(BA) c D(B?), (29)

Vy € D(B), B(B®> — A)"'y = (B* — A)"'By, (30)

11
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A est inversible dans L(X). (31)

On suppose, de plus, que les opérateurs

L=B-(B*-A)"?,  M=-B-(B2-A4)"",

vérifient (22).

On peut, de méme que pour ’équation (16), obtenir une représentation de la solution de (15) sous la forme

u(r) =— ; /m (B% — A) /2 o) (=BVB*A) £(5)ds (32)

— 00

+oo
- % / (B* - A)_1/2 els=m)(B=v BZ_A)f(s)ds, z eR.

Le résultat optimal est le suivant.
Théoréme .15 On suppose (22) et (26)-(531). Soit f € BUCY (R; X), 0 €]0,1][.
1. L’équation (15) admet une unique solution classique u définie par (32).

2. u vérifie la propriété de régularité mazximale

u", Bu', Au € BUCY (R; X).

Etude de (15) dans un cadre commutatif L?

On suppose (24), (26)-(31) avec

L::B_(BQ_A)l/z, M::_B_(BQ_A)l/Z’

vérifiant (25). On obtient le résultat optimal suivant.
Théoréme .16 On suppose (24)-(31). Soit f € LP (R; X), 1 < p < oco. Alors, l’équation (15) admet une unique

solution classique u définie par (32).

Chapitre 4

On reprend 1'étude de I’équation (16) avec un parametre w > 0, mais dans un cadre non commutatif : on
ne suppose pas (19) mais plutoét ’hypothése de non commutativité (38) donnée ci-dessous. On étudie donc
Iéquation (11) :

1
0 (@) + (Lo = M)/ @) + 7 (Lo = Mo)? = (Lo + M)*) u(@) = f(@), = € R.
Etude de (11) dans un cadre non commutatif héldérien

Les hypothéses sont les suivantes. Il existe un réel positif fixé wy tel que

36 >0,3C >0: Yw > wp, Ss C p(Ly), S5 C p(M,,),

_ C _ C 33
|zo—=n| < S an -7 <Cizess )
Lx) | L(x) |7l
ou Ss := {z € C\ {0} : |argz| < g + 6}. Pour tout w > wy, on suppose également
D(L,) = D(M,), (34)

12



Introduction générale

D (L +Mo)?) € D (Lo = M)?), (35)
L., M,, sont inversibles dans L(X), (36)
L, + M, est inversible dans L(X). (37)

L’hypothese fondamentale de non commutativité est la suivante

Yw > wo, ||CL“,,MN ||L(X) < X(w)v (38)

ou
Croar, = (Lo + M) [(Lw M) (Lo + Mw)*l] (Lo + M) ",

et
X : [wo, +oo] = RT avec lim y(w) =0.

w—+00
On montre que 'hypothese (38) peut étre réécrite sous la forme suivante

< x(w).

Yw > wo, } L(X) S

(Mo L) (L + M) 72

1
Dans beaucoup d’exemples concrets en EDP, on trouve x(w) = O <a>, ou a > 0.
w

Pour avoir une représentation de la solution, on utilise celle du cas commutatif, voir (23), et des considérations
heuristiques : on suppose qu’il existe une solution u & I’équation (11) et on remplace la fonction f dans (23) par

1
w4 (Lo = M) + 5 ((Lw ~ M) — (Lo + Mw)2) u.

En effectuant des intégrations par parties, on obtient une équation intégrale vérifiée par v := (L, + M,,)?u écrite
sous la forme

v+ Ry (v) = Fu(f),

ot R, est un opérateur dépendant du commutateur Cp, ar,, entre autres. On se place alors dans un espace
de Banach adéquat, & savoir BUC? (R; X), pour résoudre cette équation intégrale et en déduire, pour w assez
grand, la représentation suivante

w= (Lo + M) {1+ R (EN)

En étudiant la régularité de cette représentation, on obtient, sous les hypotheses citées précédemment, I’exis-
tence, 'unicité et la régularité maximale de la solution classique.

Théoréme .17 On suppose (33)-(38). Soit f € BUC? (R; X), 6 € ]0,1][. Alors, il eviste w* > wy tel que pour
tout w > w*,

1. Déquation (11) admet une unique solution classique u ;

2. u vérifie la propriété de régularité mazximale

w', (Ly — My)u', (Ly, 4+ M,)* v e BUC? (R; X).

13
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Etude de (11) dans un cadre non commutatif L?

On suppose qu'il existe un réel positif fixé wg tel que pour tout w > wq les hypotheses (34)-(38) sont vérifiées
et aussi :
X est un espace UMD, (39)

Vw > Wo, ]*0070[ C p(fLw) ) ]700,0[ c p(wa) )

3C > 1, Y = wo, VA > 0, (Lw—AI)*lH < ¢

Lx) S A’

(M, — )" H <
L(X)

Yw P wo, Vs € Ra (_Lw)isa (_Mw)is € L(X)7
=

302,00 €]0,5[,3C > 1, Y > wo, ¥ € R, | (41)

)
< Cefulsl,

(_Lw)iSHL(X) < Cefrlel, ||(_MW)iSHL(X)

On étudie la régularité LP de la représentation de la solution trouvée dans le cadre holdérien, et on obtient,
Iexistence et I'unicité de la solution classique.

Théoréme .18 On suppose (34)-(41). Soit f € LP (R; X), 1 < p < oo. Alors, il existe w* > wy tel que pour
tout w > w*, équation (11) admet une unique solution classique u.

On étudie ensuite ’équation (9) :

u”(z) + 2Bu' (z) + Au(z) — wu(z) = f(z), x € R.

Etude de (9) dans un cadre non commutatif hldérien
On suppose

B? — A, est un opérateur linéaire fermé dans X, R~ C p(B? — A,,),
c (42)

3C >0, VA <0, S T
Lx) 14

(B2~ Ay = A1)

(i) D ((32 - A)1/2) c D(B),

(43)
(i)) D (B* — 4) ¢ D (B~ 4)"* B),
> B: (B> — A,)"*] (B> - 4 ‘1H < 44
Vo >, |[B: (B” - A40) ] (82— 40) 7| <xte). (44)
ou
. + 3 —
X : [wo, +oo[ = R™ avec wgar_lwx(w) =0,
et pour tout w = wy
A, = A—uwl.
On suppose, de plus, que les opérateurs
L,=B-(B2—A+wl)"?, M, =-B-(B*-A+wl)"?

vérifient (33) et (36). On obtient alors le résultat optimal suivant.

Théoréme .19 On suppose (353), (36) et (42)-(44). Soit f € BUC? (R; X), 6 €0, 1[. Alors, il existe w* > wy
tel que pour tout w > w*

14
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1. Déquation (9) admet une unique solution classique u satisfaisant de plus
Vz € R, u(z) € D (B* — A),
Ve e R, u'(z) € D ((32 - A)1/2) :

2. w vérifie la propriété de régularité mazximale
v, Bu', Au, B*u € BUC? (R; X).

Etude de (9) dans un cadre non commutatif L”

On suppose toujours (36), (39), (42)-(44) et aussi que les opérateurs
Lo:=B-(B*—A+w))"?,  M,:=-B-(B*-A+uwl)'"’,
vérifient (40)-(41). On a alors le résultat essentiel suivant.

Théoréme .20 On suppose (39)-(44). Soit f € LP (R; X), 1 < p < oco. Alors, il existe w* > wq tel que pour
tout w > w*, l’équation (9) admet une unique solution classique u satisfaisant de plus

pp.x € R ulx) € D (32 —A),
’ 2 1/2
p.p.x € R u(x) ED((B —A) >,
et
B*ue L* (R; X).
Chapitre 5

11 est consacré a I’étude du probleme (12) :

() (L — M) () 3 (Lo = Mo)? — (Lo + Mo)?) u(e) = J(@), 2 € (0,1),
u(0) = wo, u(l) = uy.

dans un cadre non commutatif.

Etude de (12) dans un cadre non commutatif héldérien

On se place sous les hypotheses (33)-(35) et (37)-(38) du précédent chapitre avec de plus

I —elveMe ou I — eMeele est inversible dans L(X), (45)

(X,D (Lw))H—e,oo =(X,D (Mw))1+9,oo : (46)

On note que, dans le cas commutatif (L,M, = M,L,), ces deux derniéres hypothéses sont satisfaites. Il est
naturel pour le cas non commutatif de supposer de telles hypothéses supplémentaires (on pourra comparer avec
Da-Prato-Grisvard, voir Chapitre IV, Section 3.2).

On procede alors comme au précédent chapitre : on part de la représentation de la solution du cas commutatif
sur [0, 1] et, aprés de longs et pénibles calculs, on obtient une équation intégrale vérifiée par v := (L,, + M,,)*u
et écrite sous la forme

v+ Ry (v) = Fu(f) + Da,

15
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ou R,, dépend toujours de Cr, ar, et D, dépend des données ug et u;. Il ne s’agit évidemment pas des mémes
R, et F,, que ceux obtenus précédemment. On se place dans ’espace de Banach complexe :

Cfar, (10,1]5X) = {@ € C7([0,1]5 X) : (Les = M) L5 Crnr, (0) € (X, D (L))

6,00

et (L= Mo)M; ' Crpnr, ®(1) € (X, D (L)) }
pour résoudre cette équation intégrale. On en déduit, pour w assez grand, la représentation suivante :
w= (Lo + M) {(T+ Ro) ™ (Fu(f) + D)}

L’étude de cette représentation permet d’obtenir, un résultat d’existence, d’unicité et de régularité maximale
de la solution dans le cas ou le second membre est dans un espace d’interpolation.

Théoréme .21 On suppose (35)-(35), (37)-(38) et (45)-(46). Soit 0 € ]0,1]. Alors, il existe w* > wy tel que
pour tout w = w*, les deux assertions suivantes sont équivalentes.

1. Le probléme (12) admet une unique solution classique u satisfaisant

") (Ly — M) !, (Lo 4+ My,)?u e €% ([0,1]; X)
(Lo + M) ue €8 ([0,1]5X).

2. feC?([0,1];X) et

ug,u; € D (L,M,)ND(M,L,),

M., (Lw+Mw)UO+(Lw+Mw) Lu_.)lf( ) ( (Lw )a,ooa
L (L + My)uy + (Lo + My) M1 f(1) € (X, D (L w))e 6,00
(Ly — M) L CL, i, (Lo + My)2ug € (X ( )00

s

(L — M,)MS'Cr o, (L + My)?uy € ( D (Lo))g,00

)

Etude de (12) dans un cadre non commutatif L?

Sous les hypotheses (34)-(35) et (37)-(41) du précédent chapitre et sous (45) avec de plus

Yw = wo, ker (L) = ker (M,,) = {0}, Im(L,,) = Im (M,,) = X, (47)

on étudie la régularité LP de la représentation de la solution trouvée dans le cadre holdérien, et on obtient,
Iexistence et 'unicité de la solution classique.

Théoréme .22 On suppose (34)-(35), (37)-(41), (45) et (47). Soit f € LP (0,1; X), 1 < p < co. Alors, il existe
w* > wg tel que pour tout w > w*, les deux assertions suivantes sont équivalentes.

1. Le probléme (12) admet une unique solution classique u.

2. up,uy € (X,D ((Lw + Mw)2>)

L
1*@#’

On étudie ensuite le probleme (10) :

{ u’ () + 2Bu/ (z) + Au(z) — wu(z) = f(z), z € (0,1),
u(0) = uo, u(l) = uy.
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Etude de (10) dans un cadre non commutatif holdérien

Comme au précédent chapitre, on suppose (33), (42)-(44), avec de plus (45) et
(X,D((BQ—A)I/Z (1&%(32 A)l/z))> "
- (o (e )

2
On introduit, pour w > wo, espace de Banach complexe C4 5, ([0,1]; X) des fonctions ® de C? ([0,1]; X)
telles que

B(B-(B*-A,)"" - I)_l B (B2 = 4.) %] (B2 = A.) T @(0) € (X, D (B* - 4)),
|

2 007
B(-B-(B*-A)""~1)

(48)

;00

)

Bi (B2 - 4.)'°] (B - A.) @) € (X, D (B2~ 4)), .

Le résultat essentiel est alors le suivant.

Théoréme .23 On suppose (33), (42)-(45) et (48). Soit 8 € 10,1[. Alors, il existe w* > wy tel que pour tout
w = w*, les deux assertions suivantes sont équivalentes.

1. Le probléme (10) admet une unique solution classique u satisfaisant de plus
vz € [0,1],u(z) € D (B> - 4),
Vz € [0,1],4/(z) € D ((B2 — A)l/Q) ,
et la propriété de régularité maximale

u”, Bu!, Au e C? (]0,1]; X),
(B* = A+wlueChp,(0,1];X).

2. fe0?([0,1]; X), ug,us € D (A) et
(—B—(BQ—A+ wi) 1/2>( —Atw)Pug+ (B2 - A+w)'? (B—(BQ—A+wI)1/2)_1f(0),
(B- (B = a+wn)?) (B2~ A+ wD) P + (B2~ A+ wD)* (- B-(B?—A+w1)”2)71f(1),

B(B-(B*-A+w)” 1[ (B2 = A+ wi) '] u,

B(-B - (B A+wI)1/2) B (B2 = A+ wD) ],

sont dans (X, D (B2 — A)) o

5,00

Etude de (10) dans un cadre non commutatif L?
On suppose, comme au Chapitre IV, (39)-(44), et aussi (45) pour obtenir le résultat suivant.

Théoréme .24 On suppose (39)-(45). Soit f € LP (0,1; X), 1 < p < oco. Alors, il existe w* > wy tel que pour
tout w > w*, les deur assertions suivantes sont équivalentes.

1. Le probléme (10) admet une unique solution classique u satisfaisant de plus
pp.z€(0,1),u(z) € D(B*-A),
p.p.x € (0,1),4 () e D ((B2 — A)l/g) ,

et
B*ue L*(0,1;X).
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2. ug,u; € ()(,ID(B2 —A))

1*ﬁ’p'

Perspectives

On donne aussi une liste non-exhaustive de perspectives s’inscrivant dans la continuité de ces recherches.

4. Publications

On donne ici ’ensemble des articles, communications et posters réalisés sur les travaux de cette these.
e L’ensemble de ces travaux a été présenté lors d’'un séminaire du LMAH :
— Etude unifiée d’équations auz dérivées partielles de type elliptique régies par des équations différentielles
a coefficients opérateurs dans un cadre non commutatif : applications concrétes dans les espaces de
Hoélder et les espaces LP, Séminaire du LMAH, 14/06/2012.
e Les travaux sur la cellule ont fait ’objet d’un article soumis :
— R. LaBBas, K. LEMRABET, K. LiMAM, A. MEDEGHRI & M. MEISNER, On Some Transmission Pro-
blems Set in a Biological Cell, Analysis and Resolution, soumis (2012) ;
de deux communications :
— On Some Transmission Problems Set in a Biological Cell, Journée des Doctorants SPMII, Rouen,
19/06/2012;
— Problémes de Transmission Dans une Cellule Biologique, Journée de la Fédération Normandie-Mathé-
matiques, Rouen, 13/06/2012;
et d’une présentation de poster :
— Problémes de Transmission Dans une Cellule Biologique, Colloque EDP Normandie, Rouen, 25-26/10/
2011.

e Les travaux du cadre commutatif sur la droite réelle (Chapitre IIT) ont fait Pobjet d’une communication :
— Etude d’Equations Différentielles Abstraites Complétes de Type Elliptique sur Toute la Droite, Cas UMD
et Cas Holdérien, 2¢éme Mini Workshop sur les EDA, Mostaganem (Algérie), 12-16/12/2010.

e Les travaux du cadre non commutatif sur la droite réelle (Chapitre IV) ont fait I’'objet d’une publication

[21} :

— A. Faving, R. LABBAS, S. MAINGOT & M. MEISNER, Study of Complete Abstract Elliptic Differential
Equations in Non-Commutative Cases, Appl. Anal. (2011);

d’une communication :

— Etude d’Equations Différentielles Abstraites Complétes de Type Elliptique sur Toute la Droite dans un
Cadre Non Commutatif, Journée de la Fédération Normandie-Mathématiques, Le Havre, 09/06/2011;

ainsi que deux présentations de poster :

— Etudes d’Equations Différentielles Abstraites Complétes de Type Elliptique Dans un Cadre Non Com-
mutatif, Journée des Doctorants SPMII, Rouen, 12/04/2011;

— Etudes d’Equations Différentielles Abstraites Complétes de Type Elliptique, Colloque EDP Normandie,
Caen, 27-28/10/2010.

e Les travaux du cadre non commutatif sur [0, 1] (Chapitre V) ont fait I’objet d’une publication [20] :
— A. Faving, R. LaBBAS, S. MAINGOT & M. MEISNER, Boundary Value Problem for Elliptic Differential
Equations in Noncommutative Cases, Disc. Contin. Dyn. Syst. (2012).
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Chapitre 1

Rappels

1 Opérateurs linéaires

On va effectuer quelques rappels sur les opérateurs linéaires bornés et fermés afin que les notations utilisées au
cours de cette these soient claires. On donnera aussi une définition des opérateurs sectoriels. Les démonstrations
ne sont pas données, on renvoie par exemple & Dunford-Schwartz [16].

Soient (X, |||l x), (Y5 |-[ly) et (Z,]]-|| ;) trois espaces vectoriels normés complexes.

Définition 1.1

1. Un opérateur linéaire de X dans Y est une application linéaire A définie d’un sous-espace vectoriel
D(A) C X et d valeurs dans Y, i.e. tel que pour tout x,y € D(A) et pour tout X\ € C on a :
o A(x+vy) = Az + Ay,
o A(Az) = MAu.
(On note que, par abus, on écrit toujours A(z) = Ax pour tout x € D(A)).

2. D(A) est appelé le domaine de A. On dit que A est a domaine dense (ou densément défini) si

D(A) = X, i.e. si pour tout x € X, il existe une suite (T,)n>0 d’éléments de D(A) telle que x = liIJIrl T
nN—r+00

3. On appelle noyau de A le sous-espace de X, noté Ker (A), défini par :
Ker(A) :={x € D(A) : Az =0}.
4. On appelle graphe de A le sous espace de X XY, noté G(A), défini par :
G(A) ={(z,y) e X xY :xz € D(A), y= Az}.

Définition 1.2 Soient A: D(A) C X — Y et B: D(B) C X — Z deux opérateurs linéaires. On peut définir
lopérateur BA :
D(BA)={x € D(A): Az € D(B)}
(BA)x = B(Az), x € D(BA).
On définit, pour tout n € N, A™, la n-iéme puissance de A, par :
D(A%) = X et A° =1,
D(AY) = D(A) et A = A,
Vn>2,D(A")={zeD (A" ) : A" 'z € D(A)} et A" = AA™ L,
Si A est injectif, on peut définir Uinverse de A, noté A=, par :

A1 A(D(4)) — D(A)
y +— A7ly=2x ouxz € D(A) est défini par Ax = y.
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Définition 1.3 Soient A et B deux opérateurs linéaires de X dans Y. On dit que B est une extension ou un
prolongement de A et on note A C B si

D(A) C D(B) et
Vx € D(A), Ax = Bx.

1.1 Opérateurs linéaires bornés

Définition 1.4 On dit qu’un opérateur linéaire A défini de X tout entier dans Y est borné s’il est continu,
i.e. st pour tout xg € X

( lim ||z — ol x = 0) = <xli>120 | Az — Azo|ly, = 0) )

T—xTo

ce qui est équivalent d
lim ||A =0.
lim | Azl =0

On note L(X,Y) l’espace des opérateurs linéaires bornés de X dansY. On pose L(X) := L(X, X).

Proposition 1.5
Ae L(X,Y) & (3M > 0,Vz € X, ||Az|ly, < M ||z| ).

On définit alors une norme sur L(X,Y) notée |||y y et définie pour tout A € L(X,Y') par :

| Az||
HAHL(X,Y) = sup Y= sup |[|Azlly = sup [|Az[ly .
vex,zz0 [7llx el <t ol x =1

Proposition 1.6 SiY est un espace de Banach alors L(X,Y) est un espace de Banach.

Proposition 1.7 Soit A € L(X). Si [|A|(x, <1, alors I — A est inversible dans L(X) et (I-A)1= ZA”.

n=0

1.2 Opérateurs linéaires fermés

Définition 1.8
1. Un opérateur linéaire de X dans Y est fermé si son graphe est un sous-espace vectoriel fermé de X x Y.

2. Un opérateur linéaire est dit fermable s’il admet une extension fermée.
Proposition 1.9 Un opérateur linéaire A : D(A) C X — Y est fermé si et seulement si pour toute suite

(Tn)nso d’éléments de D(A) telle que

T, = x dans X,
Ax, — y dans'Y,

onax € D(A) et Ax =y.
Définition I.10 Soit A un opérateur linéaire fermé sur X. L’ensemble résolvant p(A) de A est défini par :
p(A) :={\ e C: (A — A) est inversible dans L(X)}.
Si X € p(A) on définit la résolvante Ry(A) de A au point X par :
Rx(A) := (M — AL
Le spectre de A, noté o(A), est défini par

o(A) .= C\p(4).
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I.1 Opérateurs linéaires

Proposition 1.11 Soit A un opérateur linéaire fermé sur X. On a la formule de lidentité de la résolvante, i.e.
pour tout A\, u € p(A)
Ryx(A)— R, (A
RA(A)R, (4) = D=0,

Proposition 1.12 Soit A un opérateur linéaire fermé sur X. Alors Uapplication R : A € p(A) — RA(A) =
(A — A)~L est analytique sur p (A).
Proposition 1.13 Soit A: D(A) C X — Y un opérateur linéaire.
1. Si A est un opérateur fermé, alors pour tout B € L(X,Y) Uopérateur A+ B : D(A) C X — Y est fermé.
2. Si A est un opérateur fermé et injectif alors A™1 est fermé.

3. Si A est un opérateur fermé d valeurs dans X et D(A) est fermé dans X alors A est continu de D(A)
dans X (Application directe du Théoréme du graphe fermé).

4. Si A est un opérateur continu de D(A) dans X, alors A est fermé si et seulement si son domaine est
fermé.

5. Sip(A) # @ alors A est fermé.

Définition 1.14 Soit A : D(A) C X — Y un opérateur linéaire. On peut munir D(A) d’une norme notée
||~HD(A) et appelée norme du graphe, elle est définie pour tout x € D(A) par :

[zl pay = [zl x + [[Az]ly .
Proposition 1.15 Si A est un opérateur linéaire fermé, alors (D, ||~||D(A)> est un espace de Banach.

La proposition suivante est un résultat qui sera beaucoup utilisé dans les chapitres suivants pour justifier
que certains opérateurs utilisés sont bornés.

Proposition 1.16 Soient A € L(X) et B : D(B) C X — X un opérateur linéaire fermé tels que Im(A) C
D(B). Alors BA € L(X).

Preuve. 1l est clair que BA est défini sur X. Soit (mn)n>0 une suite d’éléments de X telle que

T, — x dans X,
(BA) z,, — y dans X.

Alors comme Im(A) C D(B), (Azn), > est une suite d’éléments de D(B) et comme A € L(X) on a

Az, — Az dans X,
B (Az,) — y dans X.

B étant fermé on a, grace a la Proposition 1.9, Ax € D(B) et B (Ax) = y. Ainsi © € D(BA) et (BA)z =y. BA

est donc un opérateur fermé et défini sur X. D’apres la Proposition 1.13, point 3., on obtient BA borné sur X,
ie. BAeL(X). m

1.3 Opérateurs sectoriels

Il est important de préciser qu’il existe de nombreuses définitions équivalentes pour les opérateurs sectoriels.
On utilisera ici celle donnée dans Haase [37].
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Définition I1.17 Soit 0 < w < —. On définit le secteur suivant

vl 3

Sw:i={z€C\{0}:|argz| < w}. (I.1)
1. Un opérateur linéaire fermé A sur X est dit sectoriel d’angle w si
o(A) C Sy,

; Vo' € Jw, [, M(Aw') := SIEH)\(A - )\I)_lu < 0.
AgS,,

2. On note Sect(w) l'ensemble des opérateurs linéaires sur X qui sont sectoriels d’angle w.

2 Espaces fonctionnels

Soit (X, ||.||) un espace de Banach complexe.

2.1 Intégrales de Bochner

Dans cette these, les fonctions sont définies & valeurs dans X. La mesurabilité utilisée est celle définie au
sens de Bochner. On va donc en donner la définition avant de donner celle d’une intégrale de fonctions a valeurs
dans X.

Définition 1.18 Soient a et b deuz réels tels que a < b. Soit f :]a,b[ — X.

1. f est dite étagée si pour tout x € |a,b| il existe une famille finie (x;)
finie (A;);c; de parties mesurables de |a,b[ vérifiant

UAi:]a7b[7
el
Vi,jEI,i%j, AimAj:®a

ier A’éléments de X et une famille

telles que
fla) = wila,
il
ou I 4, est la fonction caractéristique de A;.

2. f est dite Bochner-mesurable, i.e. mesurable au sens de Bochner, s’il existe une suite (fy) de

fonctions étagées telle que

neN

ngrfoofn(x) = f(z) p.p.x€la,b[.
3. f est dite Bochner-intégrable, i.ce. intégrable au sens de Bochner, s’il existe une suite de fonctions

(fn)pen convergeant vers f presque partout et telle que

b
lim / | fulz) — f(2)] dz = 0.

n—-+oo
La proposition suivante donne un lien entre I'intégrale de Bochner et I'intégrale de Lebesgue.

Proposition 1.19 Soient a et b deux réels tels que a < b et f : ]a,b] — X une fonction Bochner-mesurable.
Alors f est Bochner-intégrable si et seulement si lapplication x € Ja,b[ — || f(x)| est Lebesgue-intégrable.

Remarque 1.20 La Proposition 1.19 implique que les propriétés des intégrales de Lebesgue sont valables pour
les intégrales de Bochner. De plus on a
b
[ s
a

b
< / 1)l d.
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2.2 Espaces de Holder

Comme il a été énoncé en introduction, on va travailler dans les espaces de Holder : €7 (]0,1]; X) et
BUC? (R; X), 6 € ]0,1[. On note que BUC signifie “Bounded Uniformly Continuous”. On va donc définir les
espaces de Holder ainsi que les espaces petit-Holder et énoncer quelques propriétés importantes de ces espaces.
On ne donne pas ici de démonstration, celles-ci sont tres classiques.

Définition 1.21 Soient a,b € R tels que a < b, 8 €]0,1] et k € N.

1. L’ensemble des fonctions 0-holdériennes de [a,b] dans X est défini par

cf ([a,b]; X) := {(p: [a,b] = X, sup —HSO(@_@(;)” <oo}.
geelable—g#0 €=

2. L’ensemble des fonctions uniformément continues et bornées de R dans X est défini par

v:R— X, sup|l¢(§)] < oo et Ve > 0,36 > 0,
£ER

V6, & ER, ([€ - ¢ <) = ([lp€) — (&)l <€)

3. L’ensemble des fonctions k fois continiment dérivables a dérivées bornées de R dans X est défini par

BUC (R; X) :=

BUCH (R; X) := {(p e CF (R; X) : Y0 < i < k, o) € BUC (R;X)}.
4. L’ensemble des fonctions bornées et 0-holdériennes de R dans X est défini par

lo(©) =@l _ OO}.

BUC? (R; X) :=<{ ¢ : R — X, sup|jp(&)|| < oo et e
¢er seere-g#0 € —¢|

5. L’ensemble des fonctions k fois continiment dérivables a dérivées bornées et de dérivée k-éme 0-hildérienne
de R dans X est défini par
BUC* (R; X) := {@ € BUCKR; X) : o¥) € BUC? (R; X)} :
Proposition 1.22 Soient a,b € R tels que a < b et § €]0,1[. Alors

BUC? (R; X) c BUC (R; X),
C’g([a,b} ; X) C C([a,b];X).

Proposition 1.23 Soient a,b € R tels que a < b, § €10,1[ et k € N.

1. C%([a,b]; X) est un espace de Banach muni de la norme [lco (a,pp;x) définie par

(&) — (&)

+ llellefa,enx) -
§,¢'€la,b], €—€'#0 |§7§/|9 ([a,b];X)

lellce a,p5x) =

2. BUC (R; X) est un espace de Banach muni de la norme ||-[| gy, définie par

”‘P”BUC(R;X) = sup [[p(] -
£ER

3. BUC* (R; X) est un espace de Banach muni de la norme Il ook, x) définie par

k
o (1)
el puer gx) = ; H“ﬁ BUC(R;X)
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4. BUCY (R; X) est un espace de Banach muni de la norme Il srrcer;x) définie par

(&) — (&)

+ HLPHBUC R;X) *
eer, e-e20 ¢ — ¢ ®R:X)

||<PHBU00(JR;X) =

5. BUC*? (R; X) est un espace de Banach muni de la norme ||| gyyonsor.x) définie par

el rrow+o @ x) = BUC(R:X)

le® (&) —e®(E)|| & H @
+
£,6ER, E—€/ 0 e — ¢’ ; 7

Définition 1.24 Soit A un opérateur linéaire sur X de domaine D(A). On définit
BUC(R; D(A)) :={p € BUC(R; X) : Vx € R, p(x) € D(A) et x — Ap(x) € BUC(R; X)}.
On définit de méme Uespace C([a,b]; D(A)), pour a,b € R tels que a < b.

Définition 1.25 Soient a,b € R tels que a < b, 8 €]0,1[ et k € N.

1. L’ensemble des fonctions bornées et 0-petit-hildériennes de [a,b] dans X est défini par

ho([a,b};X) = {@600([a,b];X): lim ( sup ”@(5)_('0(5/”) :O}.

0
00 \exerer, [g—¢|<s  |€— ¢

2. L’ensemble des fonctions k fois continiment dérivables a dérivées bornées et de dérivée k-éme 0-petit-
holdérienne de [a,b] dans X est défini par

W ([0, X) = {p € CH([a, 6] X) 1 9@ € 1 (o8] X) }

On peut trouver plusieurs propriétés de ces espaces dans Sinestrari [56] ou Lunardi [48]. On a notamment
la proposition suivante.

Proposition 1.26 Soient a,b € R tels que a < b, et 6, € ]0,1] tels que 6 > «. Alors
C? ([a,b]; X) € h* ([a,0]; X).

2.3 Espaces de Sobolev

Dans cette these, on va également travailler dans les espaces LP et les espaces de Sobolev dont on donne la
définition ci-dessous.

Définition 1.27 Soient a < b finis ou infinis et k € N\ {0} et p € [1,4+00].
1. On définit pour p € [1,+0o0]

LP(a,b; X) :={f :Ja,b|— X Bochner-mesurable, x — || f(x)||" Lebesgue-intégrable}

et pour p = 400

L*®(a,b; X) := {f :Ja, b[— X Bochner-mesurable , sup ess| f(z)] < oo} .
z€(a,b)
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2. On définit l’espace de Sobolev
WP (a,b; X) = {f € IP(a,b; X), [f]9) € LP(a,b; X), j = 0,1, .., k}

ot pour j = 0,1,...,k, [f]U) est la dérivée j-éme au sens des distributions de f et [f]¥) € LP(a,b; X)
signifie qu’il existe g; € LP(a,b; X) tel que [f]V) = [g;].

Proposition 1.28 Soient a < b finis ou infinis, k € N\ {0} et p € [1, +o0].

1. LP(a,b; X) est un espace de Banach muni de la norme ||'||Lp(a,b;x) définie par

b 1/p
— (/ f(x)”pdﬂC) sip € [l,+o0|
)T a

sup ess| f(x)] sip=-+oo.
z€(a,b)

11l o (. x

2. WFP(a,b; X) est un espace de Banach muni de la norme H-||Wk,p(a’b;X) définie par

k 1/p
ZH[f](j) p’ sip € [1,+o00]
||fHWk,p(a7b;X) = =1 L?(a,b;X)
() —
[0 = e

Définition 1.29 Soient a < b finis ou infinis et p € [1,+00]. Soit A un opérateur linéaire sur X de domaine
D(A). On définit

LP (a,b; D(A)) :={p € LP (a,b; X) : p(z) € D(A) p.p.z € (a,b) et x — Ap(x) € L (a,b; X)}.

3 Calcul fonctionnel

On va introduire le calcul fonctionnel de Dunford pour les opérateurs linéaires bornés, puis pour les opé-
rateurs sectoriels. On donnera aussi l'extension du calcul fonctionnel. Celui-ci sera appliqué sur les puissances
fractionnaires d’opérateurs. On renvoie pour les démonstrations & Haase [37].

Soit (X, |.]|) un espace de Banach complexe. Pour U un ouvert de C, on désigne par H(U) l’ensemble des
fonctions holomorphes sur U.

Définition 1.30 (Formule de Cauchy intégrale) Soient U un ouvert de C, K un compact de U de bord ~y
orienté positivement. Soient f € H(U) et zo € K. On a

f(z0) = L/ 1(z) dz.

um 2 — 20

Le calcul fonctionnel classique s’appuie sur la formule précédente pour construire f(A), ot f est holomorphe
sur un voisinage ouvert de o(A) et A € L(X).

3.1 Calcul fonctionnel de Dunford-Riesz pour les opérateurs linéaires bornés

Définition 1.31 (Intégrale de Dunford-Riesz) Soient A € L(X), U un ouvert de C, K un compact de
U contenant o(A) et v le bord de K orienté positivement (v est donc finie et entoure le spectre de A). Soit
fe H(U). Alors

) =5 [ 1) 1= 07 e
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De plus f(A) ne dépend que de la fonction f et non du domaine U. Ceci résulte du fait que la fonction
25 (21 — A)7' est analytique sur p(A) (voir Proposition 1.12).

Proposition 1.32 Soient A € L(X), U un ouvert de C et K un compact de U contenant o(A). Alors Uappli-
cation ® : H(U) — L(X) définie par
Vfe H(U),e(f) = f(A),

est un homomorphisme d’algébre.

3.2 Calcul fonctionnel de Dunford pour les opérateurs sectoriels

Soient w € ]0,7[ et A € Sect(w). On commence par définir des espaces de fonctions holomorphes sur des
secteurs S, ¢ € 10, [, définis par (I.1).
Définition 1.33 Soit ¢ € ]0, 7.

1. DR(S,) est Uespace des fonctions f de H(S,) vérifiant
3C 20,35 >0, ¥z € S, |f ()] < Cmin {J2)°, 217"}

2. DRo(S¢p) est Uespace des fonctions f de H(S,) bornées sur S, admettant un prolongement holomorphe
sur un voisinage de 0 et vérifiant

s >0, |f(2)] < O(|2|°) (quand |z| — +00).

Définition 1.34 Soient f € DR(S,) UDRy(S,), ¢ € |w,w[. On pose alors

!
T %m

f(A): / FO) M — 4) ™ dn,

ot la courbe I' est définie comme suit.

1. Si f € DR(S,), T est le bord orienté positivement de S., w' € Jw, ¢l

2. Si f € DRo(S,), T est le bord orienté positivement de S, U B(0,r), w' € |w,¢[ et r > 0 tel que f est
holomorphe au voisinage de B(0,7).

1 (A) ainsi défini ne dépend ni du choiz de w' ni de r.
Définition 1.35 Si f € DR(S,) + DRo(S,) alors il existe g € DR(S,), h € DRo(S,) tels que
f=g+h.

On pose alors

f(A) =g (A)+h(A4).

Proposition 1.36 Soient f,g € DR(S,) + DRy (S,,).
1. f(A) € L(X).
2. Vo, B € C, (af + Bg) (A) = a(f(A)) + B (9(A))-
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1.3 Calcul fonctionnel

3.3 Extension du calcul fonctionnel

Soient w € ]0,7[ et A € Sect(w).

Définition 1.37 Soit ¢ €]0,7[. On pose

A(S,) = {f € H(S,): neN, (1{52))” € DR(S,) + mo(s@)} .

On note que A(S,) contient DR(S,) + DRy (S,,) et aussi toutes les fonctions rationnelles dont les poles sont
hors de ST(, et en particulier les constantes.

Définition 1.38 Soient f € A(S,), ¢ € Jw,n[. On définit

sy= A (125 ) @

On donne les principales propriétés du calcul fonctionnel étendu.

Proposition 1.39 Soient f,g € A(S,), ¢ € Jw,n|[.
1. f(A) est un opérateur fermé sur X.
2. Si A est borné alors f(A) est borné.
3. SiT € L(X) commute avec A alors T commute avec f(A).
4. F(A) +9(A) C (F +9)(A) et f(A)g(A) C (fg)(A).
5. 1(A) =1, (z™)(A) = A™ oun € N\ {0}.

6. YA ¢ S, (Af(_z)) (A) = f(A) (M — A",

7. VpeC, ((z = wf(2)(A) = (A= p)f(A).

Dans le cas particulier ou A est injectif et dans 'optique de définir les puissances fractionnaires d’opérateurs,
A% ou a € C, on s’intéresse a une nouvelle classe de fonctions.

Définition 1.40 Soit ¢ € |0, x[. On définit

B(S,,) = {f € H(S,):IneN, (f’;fg;n € DR(SV,)} .

Si A est injectif, pour tout f € B(S,), ¢ € |w, [, on définit

F(A) = (14 APAY)" ( 27 f;) (4).

(1+=2

Proposition I.41 Soit f € B(S,), ¢ € Jw, 7.
1. f(A) est un opérateur fermé sur X.

2. Si A est borné et inversible alors f(A) est borné.

On note que si f € A(S,)NB(S,), f(A) admet alors deux formules de définition et ces formules coincident.
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3.4 Puissances fractionnaires d’opérateurs

On utilisera dans ce travail les puissances fractionnaires d’opérateurs sectoriels, en particulier les puissances
1/2. On renvoie a Haase [37] pour les démonstrations. On peut également se référer & Komatsu [39] et Balakri-
shnan [3].

On distingue deux cas : les puissances fractionnaires a parties réelles positives et celles a parties réelles
quelconques.

Soient A € Sect(w), ot w € 10, 7], et @ € C avec Re(a) > 0. Alors pour ¢ € |w,7[ et n € N tels que
n > Re(a), on a

(0%

z
—F— € DR
(1 +Z)n € (S<F)7
et donc z* € A(S,). Ceci permet de définir
A = (2%)(4). (1.2)

Proposition 1.42 Soient A € Sect(w), ot w € 10,7, a, B € C tels que Re(a), Re(S) > 0.
1. A% est un opérateur linéaire fermé dans X.

Si A € L(X) alors A* € L(X).

AotB = A* AP = AP A,

Si Re(a) < Re(B) alors D(AP) C D(A%).

Si A est injectif, alors AY Uest aussi et (A7) = (A*)~L.

Si0 € p(A) alors 0 € p(A%).

NS &

Si0<a< g, alors A* € Sect(aw).

8 Sil<a< g, alors (A*)8 = A8,

On note que Balakrishnan [3] fournit une représentation intégrale de A® pour 0 < Re(a) < 1.

Pour A € Sect(w), ot w € ]0,7[, a € C et ¢ €|w, [, 2% € B(S,) et si A est injectif, alors on définit encore
A% par la formule (1.2).
Proposition 1.43 Soient A € Sect(w), ot w € 10,7 et o, 8 € C. On suppose A injectif.

1. A% est un opérateur linéaire fermé dans X .

2. A8 C A“AP et D(AYAP) = D(A*F) N D(AP).

3. Si Re(a) < Re(B) alors D(AP) C D(A%).

4. A% est injectif et (A71)* = (A%)~ L.

5. 810 € p(A) alors 0 € p(A%).

6

. St a €R tel que |a| < E, alors A% € Sect(|ajw).
w
7. Sia €R tel que |a| < E, alors (A*)8 = A8,
w
On note que Komatsu [39] fournit une représentation intégrale de A* pour 0 < |Re(a)| < 1.

On utilisera également les puissances imaginaires d’opérateurs et en particulier les opérateurs BIP définis
ci-dessous.
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Définition 1.44 Soit A un opérateur linéaire fermé d domaine dense dans X. On dit que A € BIP(«, X), avec
a €0, si

]—00,0[ C p(A), ker(A) = {0}, Im(A) = X et

_ Cc
Je = 1L,YA>0, [[(A+ D), ) < T

et
Vs € R, Als ¢ L(X) et
Je>1,VseR, }|Ais||L(X)

4 Semi-groupes

Dans cette these, on utilisera la théorie des semi-groupes analytiques. On va donc commencer par définir ce
qu’est un semi-groupe puis on étudiera les Cy semi-groupes et leur générateur infinitésimal. Ceci est nécessaire
puisqu’un semi-groupe analytique est un Cy semi-groupe qui possede des propriétés supplémentaires. On trouve
les démonstrations et d’autres propriétés dans Pazy [51].

Soit (X, ||-]|) un espace de Banach complexe. Dans cette section, on considere (T'(t));>o une famille d’opéra-
teurs linéaires bornés définis sur X.

4.1 Semi-groupes fortement continus
Définition 1.45 La famille (T(t))i>0 est appelée semi-groupe si on a :

1. T(0)=1,
2. Vs, t € R, T(s+t) =T(s)T(t).

Autrement dit (T(t))i=0 est un semi-groupe si et seulement si lapplication U définie de R* dans L(X) et
qui a tout t > 0 associe W(t) = T(t) est un homomorphisme du semi-groupe additif (R*,+) dans le groupe
multiplicatif (L(X),0).

Définition 1.46 Un semi-groupe (T(t))i>o0 est dit fortement continu, et est noté Cy semi-groupe, si ¥ est
continue pour la topologie forte d’opérateurs sur L(X), i.e. si on a pour tout x € X

lim ||T(¢)x — z| = 0.
lim T ()2 — 2]
Cette propriété est appelée la forte continuité en zéro.

Proposition 1.47 Soit (T(t))i>0 un Cy semi-groupe. Alors il existe des constantes réelles w € R, M > 1, telles
que

VE2 0, [T x) < Me*'.

Siw=0et M=1, (T(t))i>o0 est appelé Cy semi-groupe de contractions.

Corollaire 1.48 Soit (T(t))i>0 un Cy semi-groupe. Alors pour tout x € X, t — T'(t)x est une fonction continue
de RY dans X, i.e. pour tout to € Rt

lim |[T(t)x — T (to)a]| = 0.

t—tg
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4.2 Générateurs infinitésimaux

A un Cj semi-groupe (T'(t)):>0 on associe un opérateur appelé le générateur infinitésimal. Celui-ci peut étre
obtenu comme la dérivée a droite en 0 de la fonction ¢ — T'(%).

On sait que les fonctions ¢t — T (t)a:, pour tout z € X, sont continues, mais ne sont pas nécessairement
différentiables. On doit alors se restreindre, pour cette section, aux éléments de X pour lesquels la dérivée
voulue existe. Ainsi on obtient le générateur infinitésimal qui n’est pas défini partout.

Définition 1.49 Le générateur infinitésimal du Cy semi-groupe (T'(t))i>0 est l'opérateur A défini par :

D(A) := {x € X : lim Th)e — existe dans X} ,
h—0+
Az := lim w, x € D(A).
h—0+ h

D(A) est non vide (0 € D(A)) et est bien un sous-espace vectoriel de X. A est clairement linéaire de D(A)
dans X.

Proposition 1.50 Soit A, de domaine D(A), le générateur infinitésimal de (T'(t))i>0, Co semi-groupe. Alors
on a les propriétés suivantes.

t+h
1. vt > 0,Vz € X, lim l/ T(s)x ds =T(t)z.
h—0+th J,

¢ ¢
2.Vt>0,Vz e X, / T(s)x ds € D(A), A (/ T(s)x ds> =T{)x — x.

0 0
3.Vt = 0,Vo € D(A), T(t)r € D(A) et t — T(t)x est différentiable sur RY avec %T(t)x = AT(t)x =

T(t)Ax.
¢ ¢

4. Vs,t > 0,Vx € D(A), T(t)x — T(s)x = / AT (T)x dr = / T(r)Ax dr.

Corollaire I.51 Soit A, de domaine D(A), le générateur infinitésimal du Cy semi-groupe (T'(t))i>o0. Alors
D(A) est dense dans X et A est un opérateur linéaire fermé.

Proposition 1.52 Soient (T'(t))i>0 et (S(t))iz0 deux Co semi-groupes de générateurs infinitésimaux respectifs
AetB. SiA=Bona

Proposition 1.53 Soit A, de domaine D(A), le générateur infinitésimal de (T'(t))i>0, Co semi-groupe. Alors
on a

+oo
(] D(A") = X.

Définition 1.54 Un semi-groupe (T'(t))i>0 est appelé semi-groupe uniformément continu d’opérateurs
linéaires bornés si
M (| T°(@) = Il ) = 0-
Remarque 1.55 Soit A un opérateur linéaire borné sur X. Alors
+oo

tA |
_ 2 AM
€ _ZMA’

n=0
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existe et détermine d’une maniére unique un semi-groupe uniformément continu (etA) dont A est le généra-

teur infinitésimal.

>0
1 t

Réciproquement, (T (t))i>0 €étant un semi-groupe uniformément continu, on a pour tout x € X, n / T(s)x ds
0

¢
converge uniformément vers T(0)x = x quand t — 0. Donc pour tout t > 0, Z/ T(s)x ds est inversible et
0

pour tout y € X, il existe x € X et t > 0 tel que

t

t

y:f/ T(s)x ds,
0

donc y € D(A). Ainsi D(A) = X et A est borné.

4.3 Théoréme de Hille-Yosida

On va donner une condition nécessaire et suffisante pour qu’un opérateur A soit le générateur infinitésimal
d’un Cj semi-groupe de contractions.

Théoréme 1.56 (Théoréme de Hille-Yosida) Un opérateur linéaire A, de domaine D(A), est le générateur
infinitésimal d’un Cy semi-groupe de contractions (T'(t))i>o sur X si et seulement si

1. A est fermé et D(A) = X;
2. R* C p(A) et, pour tout A >0, on a
1A ) < 3
Voici deux corollaires tres intéressants de ce célebre théoreme.
Corollaire 1.57 Soit A le générateur infinitésimal d’un Cy semi-groupe de contractions sur X, (T'(t))t>0. Alors

{Ae C: Re(N) >0} C p(A),

et pour tout A € C tel que Re()\) > 0,
1
Ry\(A < .
|| )\( )HL(X) Re()\)

Corollaire 1.58 Un opérateur linéaire A, de domaine D(A), est le générateur infinitésimal d’un Cy semi-groupe
(T(t))iz0 sur X tel que ||T(t)||x) < e“t si et seulement si

1. A est fermé et D(A) = X ;
2. Jw, +oo[ C p(A) et, pour tout A € Jw,+o0], on a

1

IR L x) € 5=

On donne un théoréme analogue pour un Cj semi-groupe quelconque.

Théoréme 1.59 Un opérateur linéaire A, de domaine D(A), est le générateur infinitésimal d’un Cy semi-groupe
(T(t))ez0 sur X tel que [|T(t)[lx) < Me“*t si et seulement si

1. A est fermé et D(A) = X ;
2. Jw,+oo[ C p(A) et, pour tout A € Jw, +o0[, pour tout n € N\ {0}, on a

M

H(RA(A))_TL Lx) S (A—w)n
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4.4 Semi-groupes analytiques

Apres avoir étudier les Cy semi-groupes il est nécessaire d’aborder les semi-groupes analytiques qui seront
utilisés tout au long de la thése. C’est un outil trés puissant pour la résolution de certaines équations aux
dérivées partielles.

Dans cette section, on définit, pour tout 0 < a < g, le secteur

Yo ={2€C\{0}: |argz| < a}.

Définition 1.60 Soit 0 < a < g Une famille (T(2)), ey,
lytique de type o dans X si elle vérifie les conditions suivantes :
1. T(0) =1,
2. V21,29 € By tels que 21 + 29 € B, T(z1 + 22) = T(21)T(22),
3. Ve>0,Vee X, lim T(z)z=uz,

z2—0,2€34_¢

d’éléments de L(X) forme un semi-groupe ana-

4. Uapplication z — T(z) est holomorphe sur 3.
Si, de plus,
1. Ve >0, sup ||T(2)| < o0, i.e. (T(2))

z a—e

cex,, . est uniformément borné dans Y-,

alors (T'(2)) est appelé semi-groupe analytique borné de type o dans X.

ZEX

On peut aussi définir les semi-groupes analytiques de la maniére suivante.

Proposition 1.61 Soit 0 < a < % Un Cy semi-groupe (T'(t)),s est un semi-groupe analytique d’angle o dans
X si et seulement si

1. T(.) est la restriction d’une fonction holomorphe T : ¥, — L(X),

2. V21,20 € By tels que 21 + 29 € B, T(z1 + 22) = T(21)T(22),

3. Ve>0,Vze X, lim T(2)z=uz.

z2—0,2€34_¢

Théoréme 1.62 Soient A un opérateur linéaire fermé d domaine dense D(A) dans X et 0 < a < g tels que
E(X-‘rﬂ'/Q C p(A)a
_ M 1.3
IM > 0,¥) € p(A), ||(A - A1) 1” <= (3)
Lx) Al

On définit la famille d’opérateurs linéaires (T(t))t>0, notée (etA)t>0, par

T0)=1,
1
vt > 0,Vr € X, T(t)r = etz = — / (A=) 1z d),
2 J,
oty C p(A) est un contour non borné dans ¥, -/2 allant de +ooe” /2t e) i 4 ooei(n/2+a)

Alors (etA)t>0

quement en un semi-groupe analytique de type a noté (6“‘)262 .

est un Cy semi-groupe de générateur infinitésimal A. De plus, (etA)t>0 se prolonge analyti-

Remarque 1.63 Si A est un opérateur linéaire fermé a domaine dense D(A) dans X wvérifiant (1.3), alors
—A e Sect(a+7/2), 0 < a< g, au sens de Haase (voir Définition 1.17).
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Dans Pazy [51], p. 70, on trouve le résultat suivant.

Proposition 1.64 Soit (eZA)ZEE un semi-groupe analytique dans X sur ¥, de type « et de générateur infi-
nitésimal A. Si A est inversible alors

3C > 0,36 > 0,Vt > 0, ||e < Ce 0,

tAHL(X)

c
36 > 0,vk € N\ {0},3C, > 0,9 > 0, || ARet4]| | ) < —Fe™",

Le théoréme qui suit est un résultat de Balakrishnan [3]. Il donne un résultat important sur les puissances
fractionnaires d’opérateurs que ’on utilisera ultérieurement.

Théoréme 1.65 Soit A un opérateur linéaire fermé a domaine dense D(A) dans X tel que

_ M
, A) et 3M > 0,V ,)A—AI 1H <
10, 400[ C p(A) e >0 >0, ||( ) Lo S
Alors il existe un secteur Xy, 0 < ¢ < g, tel que
S C p(A) et VA € By, |4~ 207! <M
o= ” Ly Al

De plus, lopérateur (—A)l/2 est bien défini et il existe un secteur X r /2, avec 0 < a < —, tel que

T
2

Yatns2 C p(— (—A)l/Q)

)

et — (—A)l/2 génére un semi-groupe analytique.

4.5 Semi-groupes analytiques généralisés
Définition 1.66 Soit 0 < a < g Un semi-groupe (T(t))t>0 est un semi-groupe analytique généralisé
d’angle a dans X si

1. T(.) est la restriction d’une fonction holomorphe T : ¥, — L(X),

2. V21,29 € By tels que z1 + 29 € B, T(21 + 22) = T(21)T(22).

Remarque 1.67 Un semi-groupe analytique est donc un semi-groupe analytique généralisé qui est de plus for-
tement continu en 0.

Dans Sinestrari [56], on trouve de nombreuses propriétés sur les semi-groupes analytiques dont les deux
propositions suivantes. Tout d’abord, on a une représentation sous forme d’une intégrale de Dunford.

Proposition 1.68 Soit A un opérateur linéaire fermé sur X de domaine D(A) vérifiant (I1.3). Pour tout t > 0,
on peut définir et* € L(X) par une intégrale de Dunford

1
et = — / (A — A7),
0w y

oty C p(A) est un contour non borné dans ¥y /o allant de +ooe” /24 2) 4 4 ooei(T™/2H) - Op pose de plus
eO4 = 1. Alors on a les propriétés suivantes.

1. Vt, 8 >0, eltTs)A — tAgsA,

2.Vt >0, Vo € X, Vk € N\ {0}, etd2 € D(A).
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3. Yk €N, 3C, > 0,V > 0, [[t*Aket | ) < Cr.

dketA
- dtk
Yo, 0<a< 5 contenant le demi-axe réel positif.

4. Yk € N\ {0}, vt > 0, = Aketd € L(X) et t — et peut s’étendre analytiquement dans un secteur

5.Vt > 0,Vx € D(A), Aetx = et Ax.
6.Vt > 0, YA € p(A), (A — AT)~Letd = etA(A — AT)~L,

Le fait que D(A) n’est pas nécessairement dense dans X influence le comportement de ¢ — e*4 au voisinage
de 0 comme le montre la proposition suivante.

Proposition 1.69 Soit A un opérateur linéaire fermé sur X de domaine D(A) vérifiant (1.3).

1. Six € D(A), alors %iH(l) etAa = x. Inversement si }/ir% ez =y, alors v € D(A) ety =x.
— —

t
2. Vr € X, Vt > 0,/ ez ds € D(A) et
0
t
A/ e*Ax ds = etx — 1,
0

¢
ainsi / Ae*Ax ds = e x — x quand s — |AesAz|| est dans L'(0,;R).
0

3. Six € D(A) et Az € D(A), alors
tA

ey —x
lim ——— = Ax.
t—0 t
ety — g -
Inversement, si 7}11% — =Y alors x € D(A) et Ax = y.
—

1/t —
4. %ir% n ez ds =y si et seulement siy = x € D(A).
- 0

Théoréme 1.70 Soient A un opérateur linéaire fermé sur X de domaine D(A) vérifiant (1.3) et 0 < a < g

Alors (ezA)
de (eZA)

Lcx,, €St un semi-groupe analytique généralisé de type a.. A est alors appelé le générateur infinitésimal
z€XL

Remarque 1.71 Dans le théoréme précédent, A est un générateur infinitésimal de (eZA)ZeZ au sens du point
3. de la Proposition 1.69. Bien évidemment si le domaine de A est dense dans X, la notion coincide avec la

Définition 1.49.

5 Espaces d’interpolation

5.1 Espaces de Moyenne

On rappelle ici la notion d’espace d’interpolation développée par J. L. Lions et J. Peetre [45].
Soit (X, ||I||) un espace de Banach complexe. Il est nécessaire d’introduire les espaces suivants.

Définition 1.72 On définit pour p € [1,+o0|

+ee dt
L? (R X) := {f :RY — X fortement mesumble,/ lF )P 7 < oo} :
0
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et pour p = +00
LY (RY; X) = {f :RY — X fortement mesurable, sup ess||f(t)|| < oo} .
teRt

Proposition 1.73 Soit p € [1, +oc]. Alors LY (RY, X) est un espace de Banach muni de la norme

+o00 1/p
([ 1) sipe o,

||fHL{;(1R+,X) =
sup ess||f(t)]] sip=+oo.
teRT

Soient (Xo, [|'|lx,) et (X1,[[lx,) deux espaces de Banach s’injectant contintiment dans un méme espace
vectoriel topologique séparé €£.

Proposition 1.74 Xg N Xy et Xo + X sont des espaces de Banach muni des normes respectives

1€, = max {lIgllx, 5 IEllx, } > € € Xo N X,

||£||X0+Xl = moEXo,mGiI)l(fl,onrIl:E {HzOHXO * ||$1||X1} £ € Xot+ X

De plus on a
XoN Xy C Xp, X1 C Xp+ Xy,

avec injections continues.

Définition 1.75 Soient p € [1,+00] et 6 € ]0,1[. On appelle espace de moyenne (ou espace d’interpola-
tion) entre Xy et X1, Uespace (Xo,Xl)em défini par

Z)Vt > 0, H’U,o(t) € Xo, E'Ul(t) e Xy 5 = U()(t) +’LL1(t),

€ (X, X =
§ € (KXo, X1, { i) t=Oug € L (R, Xo), "%y € LY (R*, X1).

Proposition 1.76 Soientp € [1,+oc] et € ]0,1[. Alors (Xo, X1),, est un espace de Banach muni de la norme

gy = inf ([t 0uol

wi R = X,i=0,1;
Vt>0,u0 (t)+ur (t)=¢€

+ [|#

LY (R*,Xo) L’i(R+,X1)> ’

De plus on a
XoNX; C (Xo,Xl)&p C Xo+ X1,

avec injections continues.
Proposition 1.77 Soient p € [1,4+00] et 0 €]0,1[. Alors
(X0, X1)g, = (X1, X0)1 4, -

Pour la définition suivante, on se place dans le cas oi Xy = D(A) est le domaine d'un opérateur linéaire
fermé A sur X; = X.

Définition I1.78 Soient p € [1,+00], 6 € 10,1 et A un opérateur linéaire fermé de domaine D(A) C X muni
de la norme du graphe. On définit alors

Da(0,p) := (X, D(A))sp-
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Lorsque A vérifie certaines propriétés spectrales, on peut donner des caractérisations explicites de D 4 (0, p)
pour p € [1,400] et 8 €10,1] .
Proposition I.79 Soient p € [1,400], 6 €]0,1] et A un opérateur linéaire fermé sur X de domaine D(A).

1. On suppose que

RT C p(A) et 3C > 0,VA > 0, %

(A - )‘I)_lHL(x) S
Alors
Da(0,p) ={¢€ X tPA(A—tI)"'¢ € L? (RT,X) }.
(voir Grisvard [34]).
2. On suppose que A génére un semi-groupe fortement continu borné dans X. Alors

Da(O,p)={¢eX:t7 (™ -1)¢el? (R, X)}.

(voir Lions [44]).

3. On suppose que A génére un semi-groupe analytique borné dans X. Alors
Da(0,p) = {¢ € X : ' Ae’*¢ € LP (RT, X)}.
(voir Butzer-Berens [1]).

Définition I.80 Soient p € [1,+00], 6 € ]0,1[, k € N\ {0} et A un opérateur linéaire fermé sur X de domaine
D(A). On définit alors
Du(0 + k;p) :={& € D(A¥): A*¢ € D4(0,p)} .

Proposition 1.81 Soient p € [1,+00], 0 € ]0,1[, k € N tels que k6 ¢ N et A un opérateur linéaire fermé sur
X de domaine D(A).
1. DA(0+ k,p) = (D(A),D(A’“))(9
2. D ar(0,p) = Da(k0,p).

D

5.2 Espaces de Besov

Dans les applications, on doit souvent expliciter les espaces D 4 (6, p). Ceux-ci peuvent étre, par exemple, des
espaces de Holder, des espaces de Sobolev, ... ou encore des espaces de Besov. On trouve dans Grisvard [32, 33],
les définitions suivantes.

Définition 1.82 Soient n € N\ {0}, s > 0 et 1 < p < c0. On définit l’espace de Besov

o(x) + o(y) — 20(5Y)
jz —y' TP

B} (R") := {(p € LP(R™): (z,y) — € LP (R™ x R”)} ,

puis pour s > 1 entier
B (R") := {@o € W 1P (R"): D¢ € BY (R"),|a| = s — 1},

et enfin pour s non entier
B (R™) := W*P (R").

Définition 1.83 Soient n € N\ {0}, s >0, 1 < p < oo et Q un ouvert de R™. On définit

By (Q):={p=1q: € By (R")}.
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1.6 Espaces UMD

Définition 1.84 Soient m,n € N\ {0}, s >0, 1 < p,q < co. On définit les espaces de Besov
1
nf e vt ”
Bl ,(R") =< p € LP(R"): Z /0 t4 (/n lo(x + teg) + p(x — tex) — 2p(x)|” dx) ~ | <o
k=1
et pour 0 <s <1
. 1
s ny . P ny . - oo —sq p ’ dt !
B, ,(R"):=qpeLl? R )Z ; t "|<p(x+tek)—<p(x)| dz ~ ] <o
k=1

puis
B (R") = {o e W™ P (R"): D*p € B} ,(R"),|a| =m — 1},
et enfin pourm < s<m+1,
By, (R™) := {<p e WP (R™): D% € B: ™ (R™),|a| = m} ,

p.q

ot (e1,...,en) est la base canonique de R™.
Définition 1.85 Soient n € N\ {0}, s >0, 1 < p,q < oo et Q un ouvert de R™. On définit
By () = {(p =YY EB,, (R")} .
Dans le cas particulier p = ¢, on a le résultat suivant.
Proposition 1.86 Soient n € N\ {0}, s >0, 1 <p < oo et Q un ouvert de R™. On a
B3, (R") = BS (R™),

et

6 Espaces UMD

Les espaces de Banach fournissent un cadre de travail parfois insuffisant. Il faut alors se placer dans un
espace ayant des propriétés supplémentaires, il s’agit des espaces UMD (Unconditional Martingale Difference).
A Torigine, ces espaces font intervenir la théorie des martingales a valeurs vectorielles. Cependant, on utilise ici
une autre définition équivalente. Celle-ci utilise la transformée de Hilbert. L’équivalence entre les deux définitions
est démontrée dans Burkholder [6] et Bourgain [4].

Soit (X, ||-||) un espace de Banach complexe.

Définition 1.87 Soient € € ]0,1[ et p € |1,+o00[. On définit lopérateur H. € L(LP(R, X)) par

Vf e LP(R, X), (H.f)(z) := i/< - @ds, pp.x €R.

Soit f € LP(R, X). Si lir(I)l+ H.f existe dans LP(R, X), alors cette limite est notée Hf et est appelée la trans-
e—
formée de Hilbert de f sur LP(R, X).
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Définition 1.88 On dit que X est un espace UMD si

Ip €)1, +o0[, Vf € LP(R, X), lirg+ H.f existe dans LP(R, X).
E—>
Dans ce cas
H:LP(R,X) — LP(R,X)
f — Hf= lim H.f,
e—0+
est dans L(LP(R, X)), d’aprés le Théoréme de Banach-Steinhaus, et est appelée la transformée de Hilbert
sur LP(R, X).
Proposition 1.89 On suppose que X est un espace UMD. Alors
Vp €1, 4+00[, Vf € LP(R, X), lirg+ H.f existe dans LP(R, X).
E—

Afin de donner une caractérisation géométrique des espaces UMD, on définit la notion de (-convexité.

Définition 1.90 On dit que X est (-convexe s’il existe une fonction ( : X x X — R vérifiant
1. ¢(0,0) >0,
2. Vx,y € X, ((x,-) et {(-,y) sont convexes sur X,
3. Vo,y € X, ((z,y) < [lz +yl si [zl = [yl = 1.

Voici le résultat fondamental de Burkholder [5, 6] donnant une caractérisation géométrique des espaces
UMD.

Théoréme 1.91 X est un espace UMD si et seulement si X est (-conveze.

Exemple 1.92
1. Tout espace de Hilbert est un espace UMD.

2. Soient Q un espace mesuré o-fini et p € |1,4+00[. Si X est un espace UMD, alors LP(Q, X) est un espace
UMD.

3. Tout sous-espace fermé d’un espace UMD est un espace UMD.

4. Tout espace isomorphe a un espace UMD est un espace UMD.
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Chapitre 11

Problemes de transmission dans une cellule
biologique

On présente dans ce chapitre une application concrete des équations différentielles opérationnelles. Ce travail
a été effectué en étroite collaboration avec Kheira Limam du Laboratoire de Mathématiques Pures et Appliquées
de Mostaganem (Algérie).

Beaucoup de problémes de transmission sont posés dans un corps entouré d’une couche mince d’épaisseur
petite € > 0. Par exemple, ceux concernant la conductivité dans une cellule biologique. Par un changement de
variables naturel, on les transforme en problémes de transmission posés dans deux corps cylindriques |—oo, 0 x
|—m,7[ et ]0,d] x |-, x|, (ot 6 = In(1+¢)), puis en problémes différentiels opérationnels de type elliptique
(P5)5>0. pour tout 4 > 0. On
prouve l'existence et I'unicité de la solution classique dans le cadre LP.

Le but de ce travail est de donner une étude complete des problemes (P‘S ) 550

1 Introduction

On consideére une cellule biologique constituée d'un cytoplasme homogene Q* (de bord I'*) centré en (0, 0) et
de rayon d’un micrometre entouré d’une fine membrane €2%° (de bord I'}?) et d’épaisseur de quelques nanometres
e > 0. Le potentiel électrique dans cette cellule Q*¢ = Q* U Q% vérifie le probleme suivant

V. (pVw®) = ph® dans Q*¢
(P?) / w® (o)do =0

a €
al =[S sur I'%,
n
ol
_J p- dans @
| py dans Qrs,

(généralement environ 1 S/m (Siemens par metre), 5 x 107 S/m respectivement) sont les coefficients positifs
de conductivité des deux corps 2*, Q¢ dépendant éventuellement de €, et la densité de charge électrique

he = h_ dans Q*
| A5 dans Q7F,

est prise, par exemple, dans I'espace LP (Q2*¢), 1 < p < o0, i.e. h_ € LP (Q*), h3 € LP (Q%F), 9/0n désigne la
dérivée par rapport a la normale extérieure et I5 est le champ électrique imposé sur le bord I'}. La condition
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Chapitre II. Probléemes de transmission dans une cellule biologique

de bord de Neumann sur I'}* implique la condition de compatibilité suivante sur I et (ph®)

/*E (wh®) (z,y) dedy + /F pyls (o) do = 0.

16
La condition de jauge

/*wa(o)dazo,

est imposée pour avoir I'unicité de la solution. Le probléme (P¢) peut étre écrit sous la forme

(eq.1) Awc (z,y) = h_ (z,y) dans Q*
(eq.2) Awi (x,y) = h5 (x,y) dans Q3°
ows ow?,
t. g __ € = F*
(7e) (ct) we=wi, p 5 = M+ g, SUT
(c.j.) / wt (0)do = / w (0)do =0

a £
(cb) = =15 swTF,
n

sous la condition de compatibilité

ccz,) [ o) ) dedy + /

A (p+h%) (z,y) dady Jr/ pyls (o) do = 0.

*E *E
+ F+

Pour h_ € L? (Q’i), hS € LP (Q’_‘f ), on cherche une solution classique du probleme (Ps ), i.e. une fonction

T,y
. w® dans Q*
w = 1> *E

ws dans 7F,

telle que
ws e WHP(QY),  wl e WP (QY), (IL1)

et vérifiant (Pf;y)

Cette LP-régularité est essentielle pour résoudre de nombreuses équations d’évolution quasi-linéaires corres-
pondant & (P¢). En effet, l'utilisation du Théoréme du point fixe pour résoudre ces problémes non linéaires
nécessite des régularités optimales telles que (II.1).

Beaucoup d’auteurs se sont intéressés aux problémes de transmission avec différentes conditions de bord
dans des espaces de Hilbert (voir, par exemple, Caloz et al. [8] et Nicaise [50]). Dans [18], Favini et al. ont
considéré des problemes de transmission posés dans un domaine borné pour un second membre dans un espace
d’interpolation. Ils ont utilisé la théorie des sommes de Da Prato-Grisvard pour les opérateurs linéaires.

Un travail trés intéressant est donné dans Dore et al. [14], ol les auteurs ont considéré des problémes de
transmission dans des domaines cylindriques pour un second membre seulement dans LP, p > 1.

D’autres auteurs ont travaillé sur ce sujet dans plusieurs situations biologiques concrétes. On note, par
exemple, Fear et Stuchly [29], [30], ot le cytoplasme est considéré comme un matériel homogene. Dans Poignard
[62], la méthode des expansions asymptotiques est utilisée pour modéliser ce type de problémes.

Dans ce travail, ’'approche est différente et utilise la théorie des équations différentielles opérationnelles dans
des espaces LP et le célebre Théoréme de Dore-Venni.

On note que la petite épaisseur de la membrane entourant le cytoplasme pose beaucoup de problémes
numériques. L’essentiel est alors de les éviter tout en prenant en compte l'effet de cette membrane. L’objectif
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est donc de résoudre (P¢) pour tout € > 0 petit et ensuite, dans un travail futur, de faire tendre £ — 0 afin de
trouver le probleme limite bien posé sur le cytoplasme Q* avec la bonne condition d’impédance sur I'*. Cette
condition d’impédance décrira alors l'effet limite de cette fine membrane sur le bord de la cellule.

Le chapitre est organisé ainsi.

Dans la Section 2, on montre, par un changement de variables naturel, que le probléme (Pafy) peut s’écrire
sous forme d’un probleme différentiel opérationnel du second ordre particulier posé sur une demi-droite réelle.
La Section 3 regroupe quelques lemmes techniques. Dans la Section 4.1, on résout deux problémes auxiliaires
permettant de trouver une formule de représentation de la solution opérationnelle. On donne ensuite un théoreme
essentiel sur le probleme opérationnel. Enfin, la Section 4 est consacrée au retour au probléme (Pjy) dans la
cellule biologique et on donne le théoreme fondamental d’existence et d’unicité de la solution classique.

2 Formulation opérationnelle

A partir des coordonnées polaires x = r cosf, y = rsin, on considére les changements
ve (r,0) := w= (rcos,rsinf) et v (r,0) := w (rcosf,rsinf)
k_(r,0) :=h_(rcos@,rsind) et k7 (r,0) := hS (rcosf,rsind),

ensuite, on a
U:EI: (Tv 7”) = wfl:(fra O)a vfﬁ: (7‘, 7T) = U}i(f’r‘, O),

et
o ows oS ows,
av; (T7 _7‘-) =T ;‘;/i (—’I", 0)7 8,0; (Tv 71') =T (;l}yi (_Tv O) .
Il s’ensuit que
ov® e
v (=) =02 (r,m), o (r,—m) = = (r,m), 7 € (0,1)
e 00 00
(CBPY) o e
e 5 vy aer
vy (r,—m) =0 (r,7), 50 (r,—m) = 50 (r,m), re(1,1+¢).
Maintenant, pour presque tout o € I'}*, on écrit o = (14 ¢) (cos@,sind), € [—m, 47|, et
15 (0) =15 (1 +¢) (cosb,sind)) := L5 (0), (I1.2)

ensuite, on a

(o) daz/ﬂli (1 + &) (cos 0,sin 0)) /(1 + £)2d0

*e
—T
+

=(1+e¢) /H L% (0) do. (IL.3)

J

Ainsi, le probléme (Pjy) devient
(eq.1)  (rd.)%ve (r,0
(eq.2) ( 0

€

c.t. v
() { {u—ar(179)=u+83;(179)796(—7%7?)
/7T v‘i(l,@)d&z/7T v (1,6)df =0

—T

| ® \.%
=
|
4
+
—
=
>
=
>
m
—~
\
3
3
=
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avec les conditions de bord périodiques (CBP?) et la condition de compatibilité

+m
(CCryp) /\ (u—k_) (r,0) rdrdd + /A (1+k) (r,0) rdrdd + (1 +¢) / py LS (6) do = 0;
_ Qi -
ici
Q_:=(0,1) x (—m,m); 0% =1,14¢) x (—m,m).
En utilisant le changement de variables
O: (—00,0) X (—m,m) — (0,1+¢) X (—m,m)
(t.0) = @ (t0) = (e, 0) = (,0),

ot 6 =In(1 + ¢), et les fonctions

ud (t,0) :=v% (r,0), ui (t,0) :=v5 (r,0)
g (t,0) :=r%k_(r,0), gi (t,0) :==r?k< (r,0),

le probléme (Pf 9) devient

(Plo)

(c.j.) /w u’ (o,a)cw:fr ul, (0,0)d0 =0

o )
(c.b.) % (6,0) = f2(0), 0 € (—m,7),
avec les conditions de bord périodiques
ou? ou?
Wt —m) =l (4 7), o (t,—m) = 2 (t,7), t € (—00,0)
( ¢ o, ol
ui (tv _77) = ui (ta 7T) ) —* (tv _77) =_* (tv 7T) ) te (07 5))
00 0
et la condition de compatibilité
+7
©Cly) [ Gug)woyatao+ [ (uial) 0 s+ [ sl (@)an o
— + —T

f2(0) == e L5 (0); Q_ = (—00,0) x (—7,7); Q4 = (0,8) x (—m, 7).

On rappelle que 'on veut trouver ws dans W?2P (Q”f) pour le probleme (Pjy) avec hy € LP (Qf) Cette
derniére hypothese implique que gi appartient & des espaces a poids. En effet,

[ el ey = [ b 0 rras
Q;‘f QEi
= / k5 (', 0)|" e* dtdo
ol

= / g% (£,0)|” 2 =P atap.
Q(S

+
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En d’autres termes, la bonne hypothese est la suivante
gi € LZ<—2+2/p>t (Q‘Ldtd@) :
On traduit les régularités de w5 sur ud. On obtient
wi € LP (QF, dwdy) < ul € L7, (Q2, dtdo) .

Ensuite, en utilisant le fait que

ows B ovs 1.  ovg
e (z,y) = cos HW (r,0) — - sin QW (r,0)
ows L 0vg 1 ovg
By (z,y) =sinf B (r,0) + ;COS@ 50 (r,0),
on en déduit
ows Ows
P *€
Ep ’73y S ( X ,d;z:dy),
si et seulement si
ou’. Oud.

i g € Llicrsam (2%, dtdd).

De la méme maniere, on obtient

Pws. FPwi 9*wi

8£C2 7ayax7 ayg ELP( 187dxdy)a

si et seulement si
0*ud. 0%l 9%l
otz 7 0tod’ 062

€LP ,1a (R, dtdD) .
En résumé, I’espace naturel pour u‘si est
E2P (4, dtdf) = {ui el 2/t gayd ¢ [P (08 dtdd) pour |a| < 2}.

Remarque I1.1 On note que le réel

2
wi= =24 —,
p
est opposé du coefficient de Sobolev de W?P ¢ deuz variables.

Cependant, il est difficile de travailler dans les espaces a poids mentionnés précédemment. C’est pourquoi,
on définit de nouvelles fonctions inconnues

UL (t,0) == el (t,0),
et de nouveaux membres a droites du probléeme
G2 (t,0) = e®'g’L(t,0).

Remarque I1.2 On observe que, si Ui est dans Uespace W?3P (Qi, dtd@) alors uft appartient ¢ E>P (Qi, dtdﬁ).
De plus, G%. € LP (Q%, dtd0) si et seulement si g € LP.., (Q, dtd#).
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Ainsi, les équations vérifiées par U sont

(eq.1) 92U (t,0) — 2w, U? (t,0) + w?U?° (t,0) + 02U° (t,0) = G_ (t,0) dans Q_
(eq.2) QUL (t,0) — 2w US (t,0) + w?US (t,0) + 03US (t,0) = G°. (t,0) dans Q3
US (0,0) =U3(0,0), 0 € (—m,)
(ct.) ou? ouUs
- _ 5
(Upgg) ,LL—W (079) - M+W (07 0) =w (p,_ - #+) U:t (07 0) ’ RS (77“ 71—)
(cj.) / U (0,6)do :/ U (0,6)d6 = 0
(c.b.) @(59)—WU6((59)—F6(9) 0 (—m,m)
-V It ) + \Y — L4 ) ) )

avec les conditions de bord périodiques

é )
Ul (t,—m) =U? (t,7), %(, W)—%(t,ﬂ)7te(—oo70)
(UCBP)) o7 s
Ujsr(tv_ﬂ—):Ui(tvﬂ—)v 87;(7_ )_Tg(tuﬂ—)vte(ové)v

et la condition de compatibilité

47
(UCC? ) / e~ PG _ (t,0) dtdf + gy / e~ =G (t,0) dtdd + pye° / F° (0)do =0,
' Q Q8

— + —T

ol F?2 (0) :=e™°f9 (9).
On rappelle que E = Lﬁ; (—m, ) est I'espace des fonctions mesurables et 2m-périodiques sur R avec une
puissance p-iéme localement intégrable et de norme

ote=( wwwde)w.

Soit P l'opérateur de projection défini par

P: Li(—w,ﬂ') — R

n s L v a.

2 J_,
Maintenant, on pose
Ey:= L;é,o (—m,m) = {1/) € L;e (—=m,m): Py = O} = Ker(P),
ensuite
E = LZ;% (—7T,7T) = EQ @El,

ol
FEy = Rfl = {)\fl, A E R},

f1(0) =1 pour 0 € [—7, 7.
Puisque E est un espace UMD et que Ej est un sous-espace fermé de E, alors Ej est un espace UMD.
On définit les opérateurs suivants

{ D(A)={¢ € E: ¢/ € B, " € E} :== WP (—m,7)
(Ay)(0) = ¢"(0), ¥ € D(A),
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{ D(A) = {¢ € Eg : ¢/ € Eg, ¢ € Eo} := Wih(—m,m) (I1.4)

(Ao®)(0) = 9"(6), v € D(Ay).
L’opérateur A n’est pas injectif dans E mais Ag est bijectif dans Ey.
On a
A(I—P)yp = A, APy = 0.

En posant
Uy =(I—P)UY & PUL :=W{ + V7,

et
H_ :=(I-P)G_,H} =(-P)G,, M} =~ P)F?,

le probleme (UPgQ) avec les conditions de bord périodiques (U CBPt‘S) se divise en deux problémes (le premier

est dans Ey et le second dans Ey)

(eq.1) (W) () — 2e (W) () + W2 (t) + AgWE(t) = H_ (t) sur (—o0,0)
(eq2) (W2)" (1) — 2w (W2) (t) + =w® W2 (t) + AW (t) = HS (t) sur (0,0)
(WPy) W2 (0) = W (0)
(c.t.) , s\
M- (W,) (0) = py (W+) (0) = @ (p— — p4) WE(0)
(cb) (W) (0) —wWi(s) = M2,
et
(eq1) (V)" () — 2w (V2) (t) + @2V2 (t) = PG_ (t) sur (—o0,0)
(eq2) (V)" () — 200 (V) (t) + w2V (t) = PGS, (t) sur (0,0)
V2 (0) = V2 (0)

(VP)){ (et -

sous la condition de compatibilité

veed) u- [

—00

0 é
e PG _ (t)dt + py /0 e~ PG’ (t)dt — pye P PF) =0,

avec H_ € L? (—o0,0; Ey), Hi € L?(0,6; FEy), 1 < p < o0, Mj‘r est un élément donné dans Fj.
Maintenant, on spécifie les propriétés spectrales de 1'opérateur Ay.

Proposition I1.3 L’opérateur Ay défini par (I1.4) est linéaire fermé densément défini dans Eqg et inversible
dans L(Ey) avec les propriétés suivantes

o(Ag) = {—n2 ‘n € N\{O}},

C

30 > 0, YA ¢ |00, 0] ) o < T

(Ag — A

{ Vs € R, (—Ag)* € L(Ep) et

aC > 1, 3a €10, 7[, Vs € R, | < Cevlsl,

(—4o)™ HL(EO)
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Preuve. Tout d’abord, il est facile de voir 'inversibilité de Ay avec la formule explicite de représentation de
son inverse dans FEj

0

/W [0+ m)t — 12/2]0 (t) dt + / 0 — D) (t)dt, 0 € (—m,7),

—T —T

1

T or

At (¥)(0)

qui donne évidemment la continuité de Ay Lsur Ey, et par conséquent A est fermé. Puisque I'inclusion D(Ap) C
W2P(—m, ) est compacte, on en déduit par composition que Ay ! est compacte, ainsi le spectre o(Ag) est
entierement constitué de valeurs propres isolées d’ordre de multiplicité fini; voir Kato [38], Theorem 6.29, p.
187. Maintenant, I’équation

Aot = A,
équivaut a
W= X
P(=m) = (m)

P (=) = ' (m);
nécessairement ¢ € C?[—m, 7] et
¥(6) = Oy sinh VAG + Cy cosh VAG.
On a deux cas possibles : le premier est C; = Co = 0, ce qui donne ¥ = 0, et alors il n’y a pas de valeurs
propres; le second est
sinh VAr = 0 = sin iV,
i.e. VA = —in et donc A = —n?, n € N; mais le cas n = 0 est impossible puisqu’il correspond & ¥ = Cs et la
condition Py = 0 donne ¥ = 0 qui ne peut étre un vecteur propre. Finalement

o(Ap) = {-n":neN\{0}}.

Ensuite, un calcul explicite pour ’équation spectrale Aoy — Ap = ¢ dans Ey, avec A ¢ |—o0, 0], donne

o(0) = {(Ao - MDY O) = [ K (5,000 (s) ds,

-7

ou

cosh vV A(m — s+ 6)
2\/Xsinh \/XTF

cosh vV A(m — 0 + s) i —r<s<o.
2v/Asinh VA

Il est facile de vérifier que ¢ € D(Ap) et pour tout A ¢ |—00,0], 1 € Ey, on a par le célebre Lemme de Schur

sif<s<m
Kﬁ(s,b‘):—

(Ao — AD)"1y| < < sup /W |Kﬁ(s,9)|ds> 121l

oel—m,m]J—7

et

/ |Kﬁ(sa 0)| ds < cosh ReV\(mr + s — 0)ds

1 0

2 |)\|1/2 sinh \[\ﬂ’ [W
N 1

2 |)\|1/2 ‘sinh VT

sinh Rev/Am — sinh Rev/ A0

|/\|1/2 Rey/X [sinh \/Xﬂ"

‘ / cosh ReVA(m — s + 0)ds
0
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donc

sinh RevAm
|)\|1/2 Re/) |sinh \/Xﬂ"
1

A cos( 228

/ |Kﬁ(s,0)’ ds <

Puisque Fy est un espace UMD, on déduit de I'inégalité précédente que D (Ag) est dense dans Ej ; voir Haase
[37], Proposition 2.1.1, p. 18-19.
La propriété des puissances imaginaires de Ay est diie & Priiss-Sohr [53], Theorem C, p. 166. m
Ainsi, 'opérateur
B:=—(—Ay)"?,

génere un semi-groupe analytique, (eeB ) <o et par le Théoréme de I'image spectrale (voir Haase [37], p. 56),
on en déduit que o(B) = —N\ {0}. D’autre part, il existe deux constantes positives a, M telles que, pour tout
€ > 0, pour tout m € N\ {0}, on a

7]y < Me6, (BB, ) < Mg (15)

voir Pazy [51], Theorem 6.13, p. 74.
De plus, 'opérateur (I + 6263)_1 € L(Ey); voir Lunardi [48], Proposition 2.3.6, p. 60.
On considere les deux opérateurs suivants

Bl == B+wl, B_:=B-wl.

On note que, BY de domaine D(BZ) = D(B) génére un semi-groupe analytique ; voir Engel-Nagel [17], Proposi-
tion 1.12, p. 164. Il est inversible dans L(Fy) puisque pour tout p € |1, co[, —wo n’est jamais égal & —n, n € N\{0}.
Ce n’est pas la méme chose pour le second opérateur B_ ; puisque pour l'unique cas particulier p = 2, w

coincide avec la valeur spectrale

2
w=-2+4-=—1.
P

C’est pourquoi, on suppose dans tout le reste du chapitre que
pE€]l,o0] et p#£2.

Remarque I1.4 On note que la situation p = 2 correspond au cas hilbertien et peut étre traitée par la méthode
variationnelle usuelle.

Remarque I1.5 Ici, on considére le probleme (WP{S) avec Ay défini par (I1.4). Cependant, on peut aussi
Uétudier quand Ay est un opérateur linéaire fermé de domaine D (Ag) dans un espace de Banach complexe Ej
sous les hypothéses suivantes

Ey est un espace UMD,

0(—140) = {)\j}jZI avec 0 < A1 < Ay < Az...,

2
vj>172_57é\/>\J7

c
—1
) ||L(E0) S 1+ A

3C > 0, VA € [0, +00], [|(Ag — AT

Vs € R, (—Ag)* € L(Ey) et
aC > 1, 3a €10, 7[, Vs € R, |

(_Ao)isHL(EO) < Celsl,
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Remarque I1.6 Si on considere Q* comme étant la sphére unité de R™, par un calcul analogue, on obtient
les équations

H_ (t) sur (—o0,0)
HS (t) sur (0,9)

(W3)" () = (m =2 = 2w) (W) (t) + w(ow — m + 2)W? (£) + AW (1)

(W) (t) = (m —2 = 2w) (W) (t) + w(ew — m + 2)W2 (t) + AW (1)
(WPE*’”) W (0) = W (0)

j.

(

(W2)'(0) = ps (W2)'(0) = (- — py) @W (0)
W2)' (8) — Wi (8) = M1,

ol w = —2+m/p et Ay est l'opérateur de Laplace-Beltrami sur la sphére S™~1. Ici, on doit supposer que pour
tout 7 > 1
o(w—m+2) = (m2> (mm> £\ (IL6)
p p

Soit E = LP(S™™1Y) et on considére l’espace de Banach X = LP (—00,8; E), et les opérateurs suivants

D(Ay) = {W? = (WS, W2) € LP (—00,0; E) x L (0,6; E) : W° (0) = W¢ (0),

~ (W) (0) = g (W) (0) = (- — ) @WL(0) et (WE)'(8) —wWE(5) =0}
AWE = (W) —(m — 2 —2w) (W) + w(w —m +2)W?,

D(Ag) = {W?° = (W2, W) € LP (—00,0; E) x LP (0,5; E) : Wo(t) € D(Ao) p.p.t € (—0,68)}
(A W?P)(t) = AgW?(2).

On peut vérifier que les opérateurs —A; et —Ay sont sectoriels et que leurs résolvantes commutent. On sait

ensuite que l'intersection des spectres o(A1) et o(—Ag) est vide, ainsi Ay + Ay est fermable. Cette derniére

condition signifie que (I11.6) est satisfait. Ainsi, on peut conjecturer que dans les cas critiques (i.e. quand (I1.6)
n’est pas satisfait), la somme A1 + Ao n’est pas fermable.

On veut maintenant étudier l'existence et 1'unicité de la solution classique du probleme (VP{S), i.e. une
fonction
P V¢ dans ]—oo0,0[
V =
V? dans 10,6,

telle que
Ve e WP (—00,0;Ey), Ve W?P(0,8;E),

et vérifiant (VP{S) ; de méme pour le probléeme (WP{S), une solution classique est une fonction

W — W? dans ]—o0,0[
| W2 dans ]0,4[,

telle que
W? € W2P (—o0,0; Ey) N LP (—o0,0; D(Ag))
WS € WP (0,68; Eg) N LP (0,0; D(Ay)),

et vérifiant (WPt‘S).
L’é¢tude du probleme (W P}) nécessite les lemmes suivants.
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I1.3 Lemmes techniques

3 Lemmes techniques
Lemme I1.7 Soient Q € {B,B_,BL} et f € L? (0,0; Ep), 1 < p < 0o avec p # 2. Alors
Q/ et 9Qf (s)ds € L (0,68; Ey)
0
5
Q/ e IQf (s)ds € LP (0,6; Ep)
.6
Q/ el+)Qf (s)ds e LP (0,6; Ep) .
0

Preuve. Pour la premiére et la deuxiéme applications, c’est une conséquence du Théoréme de Dore-Venni [15].
Pour la troisieéme, il suffit d’écrire pour presque tout t € (0, )

4 4
Q /O Q£ (5) ds =@ /O " (5) ds 4 Q / et+9IQf (5) ds

¢ s
:Q/ et=9)Q (eQSQf (s))ds + e2tQQ/ eI f () ds
0 ¢

Lemme I1.8 Soient Q € {B,B_,BL} et f € LP (—00,0; Ey), 1 < p < 0o avec p # 2. Alors
0
Q/ els=)Qy (s)ds € LP (—0,0; Ey) ,
Q/ (=9)Qf (s)ds € LP (—00,0; Ey) ,

Q / ~(+9Qf (s) ds € L7 (—o0, 0; Eo) .

Preuve. On écrit pour presque tout t € (—o0, 0),

0 —t
Q/ e(s—t)Qf (s)ds = Q/ e(—t—T)Qf (—7)dr
t 0
et on effectue le changement de variables
t=—ux, dt = —dx,
pour obtenir
0 T
Q/ e(s_t)Qf (s)ds = Q/ e(w_T)Qf (=7)dr
t 0
ou f(—-) € L? (0,4o00; Ey). Alors, il est clair que
0
Q/ eI (5)ds € LP (—o0, 0; Ey)

si et seulement si

Q/' et=IRf (—7)dr € LP (0, +00; Ep) .

En vertu du Théoréme de Dore-Venni [15], on a

Q / (=MIQf (“1)dr € LP (0,T; Ey) |
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pour tout T' > 0, et grace a Dore [13], Theorem 2.4, p. 28, on obtient

Q/ MR f (—1)dr € LP (0, +00; Ep) .

Pour la deuxieéme application, la preuve sera faite a la Proposition II1.27 du Chapitre III.
Pour la troisiéme, on écrit pour presque tout ¢ € (—oo, 0)

0 t 0
Q[ e (ds =9 [ 9 (s Q [0 (B () ds
—00 —00 t
et on applique les résultats précédents. m

Lemme I1.9 Soient Q € {B,B_,BL} et f € L? (0,0; Ep), 1 < p < 0o avec p # 2. Alors

0
Q/ et =99 f (s)ds € LP (0,6; Ep) .
Preuve. On effectue le changement de variables suivant

t=—u, dt = —dx,

0
it = /
-6

<[ Jof o

et on obtient

p p

0
Q/ =R 1 (s)ds dx

— 00

0
Q/ e(TTIRf (s) ds

— 00

r

P
dx < o0,

voir Lemme I1.8. m

Lemme I1.10 Soient Q € {B,B_,Bt} et f € LP (—00,0; Ey), 1 < p < 0o avec p # 2. Alors

s
Q/ e=IQf (s)ds € LP (—00,0; Ey) .
0
Preuve. On effectue le changement de variables suivant

t=—ux, dt = —dx,

P oo
dt z/ dz
0
§ 3 400
:/ Q/ eFIQf () ds dw—i—/
0 0 s

s
la premieére intégrale est finie puisque Q/ eGHIQf (s)ds € LP(0,8; Ey), voir Lemme IL.7; pour la seconde

pour obtenir

[ OOO Q / " 0 (5) s

5 P
Q/O et f (5) ds

P

p

s
Q/ eI f (5)ds|| du,
0

0
intégrale, on utilise les propriétés des semi-groupes et 'inégalité de Holder

+oo 4 +oo 4 e —a(s+x) p
/ Q/ eI (5)ds|| da gMP/ / £ (s)||ds | da
s 0 s 0o STz

pa
q

Mp +Oo ° —qals+x
<5T ] </0 et )d3> dm”f”IL)p(o,g;EO)

<K ”inp(O,é;Eo) ,

p

avec 1/p+1/g=1. m
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Lemme I1.11 Soient Q € {B,B_, B} et 1 < p < 0o avec p # 2. Alors
1. ¢ € (Eo, D (Ag))1_ o, si et seulement si Qe®p e LP(0,6; Ey) .
2. p€(Ey,D (AO))l_%J) si et seulement si Q%e’%p € LP (0,0; Ey) .

1_
27 2p

Preuve. Comme on le montrera dans la Proposition V.22 du Chapitre V, on a

¢ € (Fo, D(Q™)),_ 1, siet seulement si Qe %y € LP (0,5; Ey) .

mp P

1. En appliquant cette propriété pour m = 1, on obtient
¢ € (Eo,D(Q));_1, sietseulement si QeQp € LP (0,0; Ey) ,
+
et par la propriété de réitération (voir Lions-Peetre [45]), on a

(Eo, D (Q))1_%,p = (Eo, D (@) (Eo, D (Ao))

1 .
—2pP

[SE

i-p
2. En appliquant la propriété pour m = 2, on obtient le résultat.
]

Lemme I1.12 Soient Q € {B,B_,BL} et 1 < p < co avec p # 2. Alors

@ € (Eo, D (Ag))1_1 . siet seulement si Qe @y € LP (—o0,0; Ey) .

1
27 2p0P

Preuve. La preuve est similaire au Lemme I1.11. =

Proposition I1.13 Soient Ay défini par (I1.4) et 1 < p < 0o avec p # 2.
1. Sil<p<?2, alors

2. Sip> 2, alors

(Eo. D(Ae))y gy = {0 €W H7 (crm) v om) =0 et [ v @)as—o}
Preuve. On a
(o, D(40))3— 2 » = (o w,m,w#’o(—w,w))%f%’p,
oll Wifé (—m, ) est défini par (IL.4). Ensuite, il est bien connu que
W;’f) (—m, ) C (L;O (—m,7), Wi’f) (=, 71')) . C LP (—m,7).
De plus, dans Grisvard [32], Proposizione 3, p. 683, on a
(L7 (=) W22 (=mm)y ), = By’ (—mm) = W37 (—m,m),
et comme dans Grisvard [32], p. 708, on obtient
(L2 o (=) W2 (—mm))y s,

{wewli’p(—w,ﬂ): ! w(ﬁ)d0:0} sil<p<?2

{¢ eWwl w? (—m,7) i (—m) = (7) et :T Y (0)df = O} sip>2.
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Lemme 11.14 Soit v > 0. Alors, lopérateur défini par

1—
D,:=(1+v) <I+ 1Ve25B> ,

+v
est inversible dans L(Ey).

Preuve. On pose

C = _1_71/@253
’ 1+v ’
donc pour n € N\ {0}
1—v\"
o = (—1)" 26nB
S e
et
n 1—v|" 26nB
L e
Or
Lovf Ly,
1+v 1+v

donc en utilisant (I1.5), on a
1C™ N (yy < Me™22m,

d’out pour n assez grand
1C" Loy <1,

et I — C" est inversible dans L(Ey), ce qui implique I — C inversible dans L(Ey) puisque

I

I-C)I+CH..+C"HI-Cm)™
—I+C+..+C"HIT —Cc™) (I -0).

4 Etude du probléme opérationnel
4.1 Probléme (VP?)
Pour le probleme (VPf), on a le résultat suivant.

Proposition I1.15 Soient Fji € F et G € LP(—00,0;F), Gi € LP(0,5;E), 1 < p < oo, satisfaisant
(VCCP). Alors, le probléeme (VPY) admet une unique solution

Ve V? dans |—o0,0[
B V2 dans 10,6,

telle que
VO e WP (=00, 0; Ey), V2 e WP (0,8, Ey).

Preuve. L’équation homogene sur (¢, d), ot —0o < ¢ < d < +00,

"' (t) — 2wy’ (t) + =’y (t) = 0,
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I1.4 Etude du probléme opérationnel

admet comme solution générale
yn (t) = (ta + b) e™".

Pour résoudre 1’équation non homogene

" (t) = 2wy (1) + =Py (t) = f (1),
on utilise la méthode de variation de la constante

ta' (t) + 0 (t) =0,
[(1+wt)a (t) + @b ()] e = [ (t).

Une solution particuliere de I’équation non homogene est donnée par

)=t [ =i [ ] e

On cherche V2 et V_E solutions respectives de (eq.1) et (eq.2) dans (VPt‘s)7 ce qui suppose l'existence de
a_,as,b_,by € R tels que pour presque tout ¢t € (—o0,0)

t t

V(1) =(ta_ +b_)e“" + (t/

—00

e~ 7*PG_ (s)ds — /

—00

se”*PG_ (s) ds> e®!,

et pour presque tout ¢ € (0, )

6 8
V2 (t) = (tay +by) e + (t/ efwsPGi (s)ds + / sefwspGj_ (s) ds) e™".
¢ ¢

On a donc pour presque tout ¢t € (—o0, 0)

t

(V2 (8) = (1 +wt)a + b )e™" + ((1 + @t) / e"™*PG_(s)ds — @ /_ ; se” " PG_ (s) ds) e,

— 00

et pour presque tout ¢ € (0,4)

, 5 s
(sz) (t) =((1+wt)ay +wby)e™ + (— (1+ wt) / ewaPGi (s)ds + w/ seiWSPGi (s) ds) et

On calcule maintenant a_,a4,b_, by en utilisant (c.t.), (¢.j.), (e.b.).
De la condition de transmission V2 (0) = V2 (0), il s’ensuit que

0 5
b — / se”*PG_(s)ds =by + / se_msPGfs|r (s)ds, (IL.7)
0

— 00

et de la condition d’unicité V2 (0) = V2 (0) = 0, il vient

0 0
b_ = / se”“*PG_ (s)ds, by = / se”“°*PG4 (s)ds.
0

La condition de bord (Vf)/ (6) — wV(6) = PF? implique
(14 @d) ay + wby]e®® — @ (ard +by)e®® = PF?,

i.e.
ay = e “°PF}. (I1.8)

53



Chapitre II. Probléemes de transmission dans une cellule biologique

La seconde condition de transmission

i (V) (0) = g (V) (0) = @ (- — ) V2 (0) = @ (i — i) VI (0),

donne

0 0
e [a_ +wb_ + / e"“*PG_ (s)ds — w/ se”“*PG_ (s) ds]

— 00

— M+

0 )
ay +wby — / e PG’ (s)ds + w/ se” 7 PGS, (s) ds}
0 0

—w (i — piy) (b_ - / " e =pa (s) ds> ,

— 00

et en utilisant (I1.7), il vient

0 4
e (a —|—/ e~ 7*PG_ (s) ds) — pg <a+ - / e~ PGy () ds) =0,
—00 0

ensuite, la condition de compatibilité (VC’C’;s ) avec (I1.8) donne
0 s
L / e"P*PG_ (s)ds+ pt / 6*WSPG§_ (s)ds — pyay =0,
—00 0
ainsi p_a_ =0, donc a_ = 0.
En résumé, on a
a_ =0, ay =e “PF],
0 s
b_ = / se”“*PG_ (s)ds, by = —/ se” 7 PGS, (s)ds.
—00 0
La solution du probléeme (VP{;) est donc donnée par
t

0
vf(t):/ sew(t’S)PG,(s)ds+/ (t — 5)e® PG _ (s)ds, t € (—00,0),

—0o0

5 5
ers (t) = tew(tf‘;)PF_‘f_ - /0 sew(tfs)PGi (s)ds — / (t— s)ew(tfs)PGi_ (s)ds, t € (0,9).
t

4.2 Problémes auxiliaires

Concernant le probleme (WPt‘S), I’approche consiste a résoudre les problémes auxiliaires suivants, le premier
est posé sur (—oo,0)

(X2)" () — 2 (X3)' () + ? X7 (t) + AgXP () = H_ (t)
(X2)"(0) =9,

et le deuxieme sur la couche mince (0, 0)

(Aufo) {

(X3)" (1) =20 (X2)" (1) + @2 X3 (1) + Ao X3 (1) = HI (1)
(AuzPl) § X9 (0) =
(X3)"(8) —wX? (8) = M,
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I1.4 Etude du probléme opérationnel

ot H_ € LP (—00,0; Ey), H} € LP (0,8; Eo) et M2, 1, ¢ sont des éléments donnés dans Ey. On s'intéresse aux
solutions classiques pour (AuzP?) et (AuzP?), i.e. les fonctions X%, X telles que
X% € W2P (—00,0; Ep) N LP (—o00,0; D(Ap)), (I1.9)
X3 € WP (0,6; Eo) N LP (0,8; D(Ay)), (I1.10)

et satisfaisant respectivement (AuzP?) et (AuzP?).
Maintenant, on considére la représentation suivante pour presque tout ¢ € (0, J)

X3 (1) =e'BEgy + O DBagy 4 %B’l /Ot et=IBEHY () ds + %B*l /f Bz 1Y (s) ds,
avec
€ = ([4_6253)—11/) + B! (I+62(SB)_16(SB;Mi
- %B_l (I+ 6263)_1 /05 e*B=H3 (s)ds — %B_l (I+ 6263)_1 e’B= /06 e(‘s_s)B;Hi (s)ds,
et

& =+ 6253)71653;1)[} _ B’I(IJreQ‘sB)’lMi

1 0 1 LR
+ §B*I(I+ 6263)71/ e(éfs)B;Hj_ (s)ds — 5371(1 + 6263)716632 / e*B=H? (s)ds.
0 0

On a le résultat suivant.

Proposition I1.16 Soient Hi € L?(0,6;Ep), 1 < p < o0 avec p # 2. Alors, le probléme (Aua:Pji) admet une

unique solution Xi satisfaisant (I1.10) si et seulement si Mi € (Ey, D (AO))%7 L et € (Ey, D (Ap))

354D 1—55.p°

Preuve. On peut écrire pour presque tout ¢ € (0, J)
- 1 _ t
X3 () =etPogy + 0 0Bagy + 5B (B2) 'BE / et=IB= 1Y (5)ds
0

1 - 0 -
+§B_1 (B2) 1B_/ e=DB=[? (s)ds,

w
t

ou
ethggo _ (I + 6263)*1 etB;w + Bt (I+ 6253)*1 e&B;etB;Mi
_ %B—l (I+ 6253)—1 (B;)fl B /06 e(szrs)B;(e—QSijsr ())ds
- %B_l (I+ e253)_1 e’B= (B;)_1 Bt /06 e(t"’s)B;Hjsr (0 — s)ds,

e(é—t)B;gl =(I + 6253)—1653;6(6—t)3;¢ _ B_l(I—i— 6263)—16(6—t)B;Mj8r
1 _ J _
4 g BT+ P) T (BL) B [P (T 6 )ds
0

1 - ’ =
- 3B I+ )T (50T B [ () as

2 w w
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Donc X3 € LP (0,8; Ey) par le Lemme I1.7. Ensuite, en appliquant Ay = —B2, on obtient
, 1 _ t
AXY (1) = = BPePagy — B2 Va6 — DB (BL) ' BL / eIBZ [ (s)ds
0
1 e [P (s—t)BZ 76
- §B (B;) B | e =HY (s)ds,
t

ou

BQetB,;gO _ (I 6253>—1 BQGtB;w + (I + 6253)—1 eéB;BetB;Mi

s
(I+625B)_1B(B;)_1B;/0 e(t+s)Bj;,(e—zstjsr (s))ds

N —= N +

é
(I +¢P) ™ B2 B (B) ' BZ / (OB ES (5 ) ds,
0

B2e(67t)B;£1 =(I+ 6253)71653;]326(54)3;77[} —(I+ ezéB)71]_,3,6(54)3;jszr

1 — -1 p— ° —t+s)B_ s
5(1r+e2<”9) 'B(BS) Bw/o OB (257 [0 (5 — 5))ds
1 _ + et [0 s S\B-
75(I+625B) Le’B=B (B7) Bw/o eCtH9)B [0 (5) ds.

De plus, on a

_ 1 ¢
(Xi)l (t) :B;etB’;ﬁo — 3;6(5_t)BW§1 4 5B—lB;/O e(t—s)B;Hj_ (s) ds

1 o -
- §B*1B;/ e(S*t)BWHjs|r (s)ds,
t

_ 1 t
(Xi)// (t) = (B;)2 etBZ’fo + (B;)2 e®Bag) 1 53;3_13; / e(t_s)B;Hi (s)ds
0

| L
+ 5 BB le/t e B= [ (s)ds + H(t).

Puisque B (B;)_1 , BEB™! (I +¢%98)~1 ¢ L(E,), on peut en déduire, grace aux Lemmes IL.7 et I1.11, que
AoXx3, (Xx2)" € LP(0,68; Eo),

si et seulement si

MS € (Eo, D (Ao)) Ly eV E (B0, D(Ao))y_y -

1
1
Enfin, Xi vérifie le probléme (AuasP_f) puisque pour presque tout ¢ € (0,0)
(X9)" (#) = 20 (X3) () + = X2 (8) + A X2 (8)
=HS (t) + ((B;)2 —2wB + w2l — B2> e'Bogy + ((B;,)2 +2wBL + @I — Bz) @B ¢

t
(Bf)? = 2wBt + w1 — BQ) B! / e=IBL HY (5) ds
0

8
(B2)® +2wB; + w1l — BQ) B! / eOB= [ (s5)ds

t
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et
_ 1 g _
X4 (0) = 6o+ ¢?P=y + 5 B / (OB HT (5)ds = ),
0
/
(x2) (8) ~ @ X7 (5)
sBE | 653+5 sBE 1 1653+5
=BFe®B=¢y — BZ& + 3B B;/ eC®=)B= [ (s5)ds — we’P=gy — wéy — 5@B” / eC®=)B= [ (s5)ds
0 0
5B 1 % G B 0
—Be Wf(]—Bf1+§/ e "VP=HY (s)ds
0
)

=MY?.

]
De la méme maniére, on considére la représentation suivante pour presque tout ¢t € (—oo, 0)
5 —tB_ | 0 (s—t)BZ | ! (t—s)BE
X° (t) =e wg2+§B e =H_ (s)deriB e =H_ (s)ds,
t —00

ou

0
&=—(Bz) o+ %B; (Bz) ' B! / e *BEH_ (s)ds.

Gréace aux inégalités de Holder et a la décroissance exponentielle des semi-groupes analytiques (eéBi) on

€20’
a la convergence absolue des intégrales dans X° et &. Par exemple, pour presque tout ¢ € (—oo, 0)

¢ I
<M (/ e_qa(t_s)ds) ||H*HLP(700,0;E0)

— 00

<C HH—”LP(—OO,O;EQ)’

t
H/ et=)BS (s)ds

— 0o

avec 1/p+1/q =1.

Proposition 11.17 Soient H_ € LP (—00,0; Ep), 1 < p < 0o avec p # 2. Alors, le probléme (AuxzP?) admet
une unique solution X° satisfaisant (11.9) si et seulement si ¢ € (Eo, D (Ag))

1 1
27 2P

Preuve. Pour presque tout ¢t € (—o0,0), on peut écrire

5 —tBZ I o1 (=1 o 0 (s—t)BZ T ! (t—s)BE
X2 (t) =e =& + iB (B;) B e =H_(s)ds+ §B (BY) Bf e =H_ (s)ds,
t

w
— 00

ou

0
Py = () e ek B (B2) T BB [ e 0P BT (),

W W

Ainsi, en appliquant Ay = —B?, on obtient
5 2_—tB_ 1 -t [0 (s—t)B_ 1 1 o+ ' (t—s)BL
ApX° (t) =— B ""=&y — §B (Bz) B | e =H_(s)ds— §B (BY) Bf e = H_ (s)ds,

t —o00

ou

w w

B '"P=g =~ B(B;)  Be P=o+ %B;B (B2) " B2 / e (B (BT H_(s))ds.
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Chapitre II. Probléemes de transmission dans une cellule biologique

De plus, on a

t

_ 1 0 - 1
(X2)'(t) = = Boe tP=g, — 53—13;/ e IB=H (s)ds + 5B—lB;;/ "Bz H_ (s)ds,
t

— 00

<
| &
SN—
3
—
~
)
Il

_ 1 0 _
(B;)2 e Begy + §B;B_1B;/ e B[ (s)ds
t

1 t
+ 5B;:B*B;,/ B H_ (s)ds + H_(¢).

—0o0
Enfin, X? vérifie le probleme (AuxP?) puisque pour presque tout ¢ € (—oo,0)

(X2)" (1) — 2 (X2) () + = X2 () + Ao X’ (1)
=H_(t)+ ((B;)2 +2wB_ 4+ w’l — BQ) e tBa g,

1 0 _
T3 ((B;)2 +2wB, +w’l — BQ) B—l/ e B H_ (s)ds
t

1 +32 + 2 2 1 ¢ (t—s)Bt

+5 ((B2)? —20B% + =1 - B2) B CIBEH () ds
=H_(t),
et
/ 1 0 +
(Xi) (0) = -B_& + 53713;‘/ e *B=H_(s)ds = ¢.

Par conséquent, en vertu des Lemmes I1.8 et I1.12, on obtient le résultat. m

4.3 Formule de représentation de la solution de (WPE)

On rappelle les conditions de transmission du probléme (WPE)

(0) = = (1 —v) WL(0),

otv := X*  En utilisant les représentations X? | X jf_ et en combinant avec (c.t.), on obtient le systéme d’inconnus

b
By +¢=0b
1

—v (I +e»P)7 (B; — Boe®P + < — 1) w(l + 62‘”3)) U+ ¢ = b,
v

ou

5 5
by =2v (I+62'5B)_1 "B M2 —V(I—&-@Q’SB)_l/ eB=HS (s)ds — v(I + e*B)~teB / 6(5_S)B;Hi (s)ds.
0 0
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I1.4 Etude du probléme opérationnel

Le déterminant formel de ce systéme opérationnel est
_ 1
Ag =B +v(I+ 625B) ! (B; — BZe¥B 4 < - 1) w(l + 6263)>
14

=(I+ 626B)_1 (B (I+¢*B)+vBL —vB_e*? + (1 —v)w(I +*P))
=(I+ 6263)71 (B + Be*P + vB — vBe*P)
— 1—v
-1 B(I+eXBY ' (] 268
(14+v)B(I+e*") +1+Ve
—B(I+¢*%) "' D,,
D, est inversible dans L(FEjy) (voir Lemme I1.14), ainsi A_! € L(Ey, D(B)). Par conséquent

0
¢ =—2vB"'D,'e®P=M] + B7'D, " (I +¢*P) / e *PZH_ (s)ds

— 00

5 5
—I—VB_lD;l/O e*B=H7 (s) ds—l—uB_lD;le‘SB;/o e(‘s_s)B;Hi (s)ds,
et

0
¢ =2vB_B'D,'e’P=M} + (I - BLB™'D, ' (I +¢*P)) / e *B=H_ (s)ds

é 5
—VB;B*D;l/ e*B=H3 (s)ds—uB;Blegle"B;/ OB HY (s) ds.
0 0

En insérant ces deux expressions dans &g, &1, &3, et aprés quelques simplifications, on obtient pour presque tout
t€(0,9),

_ 1 t 1 g _
WY (1) =ePhey + 0P, + B! / IBES (s)ds + 5B / (=082 H9 (s) ds,
0 t

et pour presque tout t € (—o0,0)

_ 1 0 _ 1 t
W2 (t) :e*thgngiB*l / eBa (s)ds+§B’1 / =B H_ (s)ds,

t —o00

ou
0
¢ =(1-v)B™'D,e’B=MS + B’lD;l/ e *BEH_ (s)ds

1—v 1—v

2

s s
B_lD;l/ e*B=H3 (s)ds — B_lD,jle‘SB;'/ e(‘s_s)B;Hi (s)ds,
0

0

0
H=—(1+ V)B_lDllej‘r + B_lDljle‘;B; / e sBi g (s)ds

—00

1+v

L—v 11 5B ’ sBZ 176
B™'D, e’"= [ e*7=Hf (s)ds+

4
1y _s)B+
5 B IDUI/ eC®=)B= [ (s)ds,
0 0

_ 1 0
€ =—2vB7'D; e P=MS + B! (21 + Dt (I+ 6253)) / e *BSH_ (s)ds

— 00

5 5
+vB~'D;*! / e*B=H3 (s)ds +vB~'D, e’B= / e(’s_s)B;Hi (s)ds.
0 0
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4.4 Résultat principal

Théoréme I1.18 Soient H_ € LP (—o0,0; Ep), Hi € LP(0,0; Ep), 1 < p < oo avec p # 2. Alors, le probléeme
(WPf) admet une unique solution
s W9 dans |—o0,0]
W =
W dans 10,6,

telle que

W € W?P (—o00,0; Ey) N LP (—o0,0; D(A))

WS € WP (0,68; Eg) N LP (0,0; D(Ay)),

si et seulement si M2 € (Ey, D (AO))%fﬁ#)'

Preuve. On peut écrire pour presque tout ¢ € (0, d)

_ 1 _ t
WS (1) == + 006+ DB (BL) B / e=IBL L (s) ds
0

1 - ’ -
+ 5371 (B2) ! B;/t e(S*t)BWHi (s) ds,

ol
0
etBl:é—O :(1 _ V)B—lD;leéB;etB;Mi + B_lD;l (B;)_l B;/ e(t_s)Bi’H, (S) dS

— 00

l-v — -1 0 s)Bf / —2sw
-—B D, (BE) B;/O etT9)B= (=27 [ (5))ds

l—v_ - 1 J B
-——B D, te’B= (BY) B;/O e TIB= [ (5 — 5) ds,

0
¢O=0Bog = _ (14 1)B-1D; @082 N8 4 B1p;1edBE (B;)_l B;/ cO=t=9BL (6= F _ (5))ds
— 0o

1— _ J -
B VB_lDljleéB; (B—) 1 B_A 6(6_t+S)BWHi (S) ds

2 w w

Lty -1 ? (—t+s)Bz (25w 170
+ 1 B, () B / OB (257 I8 (5 _ ) ds.
0

Ainsi, par les Lemmes I1.7 et 11.9, on déduit que Wji € L? (0,0; Ep). Puis, en appliquant Ay = — B2, on obtient

_ 1 _ t
AW () = — B2etPagy — B2 DBag, — 3B (BZ) ! B;,/ e=IBLHY (5) ds
0

1 - ? (—t)B2
t
ol
0
B2etB;§o —(1- y)DfleaB;BetB;Mj_ + D;lB (B;)_l B;/ e(tfs)B;}[_ (s)ds

v
— 00

1— _ é
- QVD;lB(B;) 13;/ THIBz (2% [0 () ds
0
1_ - B §
—%D;leéBwB(B;) 13;/ HIBZ 1Y (5 — ) ds,
0
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I1.4 Etude du probléme opérationnel

w

0
B2e(6_t)B;'§1 =—(1+ V)Dllee(é—t)B;Mer + D;leéB;B (B;)*l B- / e(0—t=s)BZ (6(5—S)WH7 (s))ds
1—v SBE -1 ° 5 BZ 176
fTDljle =B (Bg) B;,/ OB 119 (5)ds
0

1+v

é
+ D,;'B (B;,)’IB;/O eCtH B (257 [0 (5 — 5))ds.

De plus, on a

_ 1 t
(W9)' (1) =BLe'P=&y — Boe®™P=¢ + 5B B / et=IBEHY () ds
0

5
_lpaipge [ es-nmpe (s)ds
2 w . + 9

t
(W_?_)N (t) _ (B;)Q etB';fO + (B;)Qe(zsft)B;gl + %B;Ble;/ e(tfs)B;Hi (S) ds
0

| U L.
+ 5828 1Bw/t B 10 (s)ds + HS (t).

Ainsi, par les Lemmes I1.7, 11.9, 11.11 et I1.14, on obtient
W2 € WP (0,8; Eg) N LP (0,8; D(A)),

si et seulement si
M? € (Eo, D (Ao))

1 1 .
2 2p0P

Pour W?, on a pour presque tout ¢ € (—o0,0)

WO (t) =e*B=¢, + %B* (Bz)™' B2 /t Oe(s’t)B;H_ (s)ds + %3*1 (BX) ™' BZ [ ; e =B H_ (s)ds,
ou
e Pty =—20B7'D, e B Y
+ B! <;I + D! (I+ 6253)> /0 e~ (t+s)Bs (e*QSWH_ (s)) ds

5
+vB™'D;! (B_)_1 B_ /0 e=IB= [0 (s5)ds

w

w

o
+vBTID; B (Bf)i1 B_ / es—1 Bz (eQSij_((S - 5)) ds.
0

2

En appliquant Ag = —B?, on obtient

_ 1 _ 0 _
AW (1) = — BPe*P=6, - 5B (Bg) ' By / OB H_ (s)ds

t

1 _ t
—5B(BY) "Bt / =B H_ (s)ds,

— 00
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Chapitre II. Probléemes de transmission dans une cellule biologique

ou

_ _ 1 0 _
B2 tBegy = — 20D BeOVB= ) B (—21 +D;t (I+ 6253)) / e” 9B (72 _ (s)) ds

— 00

5
+vD,'B (BZ;)_1 B_ /0 e =B= ¢ (s)ds

w w

5
+vD;tefB=B (B_)_1 B / e85 (eQSwHi((S —s))ds.
0

De plus, on a

0
(Wé)/ (t) —— B;e—tB,;gQ _ %B—lB;/ e(s—t)B; H_ (S) ds
t

1 t
+ §B_1B;/ =Bz _ (s)ds,

— 00

w

0
(W‘S)” (t) _ (B_)2 e—tB;§2 + %B;B—lB;/t e(s_t)B;H_ (s) ds

1 t
+ iBgB*IB;/ et=s)BS (s)ds.

— 00

Ainsi, par les Lemmes 11.8, I11.10, I1.12 et 11.14, on déduit que
W? € W2P (—o0,0; Ey) N LP (—o0,0; D(Ag)) ,

si et seulement si

M? € (Eo, D (Ap))

1_ 1 -
2 " 2p0P

5 Retour au probleme dans la cellule biologique

On veut revenir au probleme de départ (ngy) dans la cellule biologique. On commence par analyser (UPgQ) ,

on obtient alors les deux propositions suivantes comme conséquences immédiates de la Proposition I1.15, du
Théoréme I1.18 et du fait que 'opérateur I — P est continu de E dans Ey, de D(A) dans D(Ag) et qu’il
transforme les éléments de (E, D (A))1_ 1 _ en éléments de (Ep, D (Ap))

1_ 1 1_ 1 -
2~ 2pP 27 32pP

Proposition I1.19 Soient G_ € L? (Q_), G‘i e Lpr (Qi), 1 < p < 2, satisfaisant (UC’ng). Alors, les deux
assertions suivantes sont équivalentes.

1. Le probléme (UP&) muni des conditions de bord périodiques (UC’BP;S) admet une unique solution

e US dans Q_
N US dans QF
+ +

telle que
Ul e WP (),  ULew?*r(Q)).

2. F? e Wlf%’p(—w,ﬂ').
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Proposition I1.20 Soient G_ € LP(Q2_), G‘j_ e LP (Qi), p > 2, satisfaisant (UC’C’,EQ). Alors, les deux
assertions suivantes sont équivalentes.

1. Le probléme (UP%) muni des conditions de bord périodiques (UCBP}) admet une unique solution

78— U? dans Q_
N US dans QF
+ +

telle que
Ul e W (Qo), UL e W (Q)).

2. FS € WiosP (—m,m) et FO (—m) = F3 ().
La Remarque I1.2 et le fait que

F_?_ e Wl wP (—m, ) @f_‘?_ e WP (—m, ),
FY (=) = F{ (m) &[] (-7) = f{ (r),

permet d’établir les résultats pour (Pt‘fe).

Proposition I1.21 Soient f € W™ (—m,m) et g € LF., (O, dtdd), g5 € L., (0, dtdd), 1 < p < 2,
satisfaisant (CC’%). Alors, le probléeme (Pté,é) muni des conditions de bord périodiques (CBP/) admet une
unique solution

5 u® dans Q_
u = s s
uy dans Q9

telle que
u? € E?P(Q0 dtdd),  ul € E*P(Q°,dtdd).

Proposition 11.22 Soient f{ € WP (—m,m) tel que fo(—m) = fo(m), et g— € LP., (Q_,dtdd), g5 €
Lt (Qi, dtd@), p > 2, satisfaisant (CCE,@). Alors, le probléme (Pge) muni des conditions de bord périodiques

(CBP)) admet une unique solution

5 u® dans Q_
u = s s
uy dans Q9

telle que
wb € BAP(Q0 dtdf),  ub € BE*P(Q5,dtdf) .

Le résultat essentiel du chapitre est le suivant.

Théoréme I1.23 Soient 17 € WP (F’_"f) et ho € LP (Q*_), hs € LP (ij), 1 < p < oo avec p # 2,
satisfaisant la condition de compatibilité (C’ijy). Alors, le probléme (Pjy) admet une unique solution

we dans QF
w® =
151 *E
ws dans (27F,

telle que
WS e W (QF), wh e WP ()
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Preuve. Comme on ’a vu dans la Section 2, on a

9% € L., (Q%, dtdd) <hs. € LP (1, dady)

ewt

ud, € B*P (Q4, dtdf) swl € WP (QFF, dzdy) .
De plus, grace a (I1.2) et (I1.3), on obtient
f_‘f_ ewl w? (—m,m) & LS € WP (—m,m) &1L € WP (I,
et puisque, pour p > 2, on a

fl(=m) = [ (7) L% (—7) = L5 (7)
SIS ((1+¢)(cos(—m),sin(—m)) =15 ((1 + €)(cos(m),sin(n)) ,

alors [ est seulement dans WisP (I‘f). ]
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Chapitre 111

Cadre scalaire et cadre commutatif sur la droite
réelle

L’objectif final de cette these est I'étude des équations différentielles opérationnelles du second ordre de type
elliptique dans un cadre non commutatif. Ce chapitre est un travail préliminaire.

On débute donc par un cas tres simple : 'étude d’une équation différentielle scalaire complete du second
ordre posée sur toute la droite. Ceci permet de proposer ensuite une possible représentation de la solution pour
le cas opérateur. L’étude du cas scalaire est faite dans deux types d’espaces : les espaces de Holder et les espaces
LP.

On continue avec ’étude d’une équation différentielle opérationnelle compléte du second ordre de type
elliptique posée sur toute la droite, et dans un cadre commutatif, c’est-a-dire que les opérateurs commutent
au sens des résolvantes. La aussi I’étude est faite dans les espaces de Holder puis dans les espaces LP. La
représentation de la solution et I’étude de sa régularité sont réutilisées dans le cas non commutatif au chapitre
suivant.

1 Equation scalaire

Dans cette section, on étudie I’équation différentielle scalaire compléte du second ordre posée sur toute la
droite. L’existence et I'unicité de la solution classique sont prouvées. L’étude se fait dans 'espace BUCY (R; X),
6 €1]0,1[, puis dans lespace L? (R; X), 1 < p < co. On montre aussi des propriétés de régularité maximale de
la solution dans le cadre holdérien. La représentation de la solution trouvée ici est ensuite adaptée pour le cas
opérateur.

1.1 Introduction
On consideére ’équation différentielle scalaire complete du second ordre suivante
o’ (z) + 2bu (z) + au(z) = f(x), z € R, (II1.1)

ou a est une constante réelle strictement négative, b est une constante réelle quelconque et f une fonction définie
sur R & valeurs dans X, (X, ||.||) étant un espace de Banach complexe. On justifiera & la Remarque I11.3 pourquoi
on s’intéresse au cas a < 0.
On pose
l=b—Vb—a e m=-b—+b—aq, (II1.2)

et on a le résultat suivant.

Proposition III.1 a < 0 si et seulement si [,m < 0.
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Preuve. On consideére trois cas.

1. On suppose d’abord b < 0. On a évidemment
l=b—Vb>—a<0,

et de plus

a<0sb?<b?—a
&S —b</b?2—a

S—b—Vb2—-a<0

&m < 0.

2. On suppose maintenant b > 0. On a évidemment
m=-b—vVb®—a<0,

et de plus

a<0sb? <b?>—a
Sh< Vb2 —a

Sb— Vb2 —-a<0

<l < 0.

3. On suppose b =0. Alors Il =m = —+v/—a donc I,m <0< a <0.

[
L’équation (III.1) est équivalente a

u’(z) + (I — m)u/(z) —lm u(z) = f(z), z € R. (I11.3)
On note que [ et m sont deux constantes réelles strictement négatives vérifiant
l—m=2b e —Im=a.

Deux cas d’étude se présentent.
1. On suppose f € BUC? (R; X), ot1 § € ]0,1[. On cherche une solution classique de (III.1), c’est-a-dire une
fonction u telle que
u € BUC*(R; X),
et satisfaisant (III.1). On étudie également la propriété de régularité maximale de la solution classique u,
c’est-a-dire
u" € BUCY (R; X)

2. On suppose f € LP (R; X), ou 1 < p < 0o. On cherche une solution classique de (III.1), c’est-a-dire une

fonction u telle que
u € W*P(R; X),

et satisfaisant (II1.1).

On définit de méme les solutions classiques de (II1.3). Une solution classique de (II1.3) est alors une solution
classique de (IT1.1).

L’étude est organisée ainsi. La Section 1.2 est consacrée a I’équation homogene associée a (III.1). Ensuite,
on résout (I11.3) dans le cadre holdérien (Section 1.3) et dans le cadre LP (Section 1.4).
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II1.1 Equation scalaire

1.2 Equation homogéne
On considere ’équation homogene associée a (II1.1)
u’'(x) 4+ 2bu (z) + au(z) =0, z € R. (I11.4)
L’équation caractéristique est
A2 4 2bA +a =0.

On a le discriminant suivant

A = 4b* — 4a.
Puisque @ < 0, on a A > 0, donc m et —I définis par (II[.2) sont les deux solutions réelles de 1’équation
caractéristique. Les solutions de (II1.4) dans C? (R; X) sont les fonctions

u(z) = Cre ™ 4 Che™® z € R,

ot C; et Cy sont des constantes dans X. Si on veut de plus u € BUC?(R; X), alors nécessairement C; = Cy = 0
et la fonction nulle est alors la seule solution.
On obtient aussi u = 0 si on veut u € WP (R; X).

1.3 Cadre holdérien

On considere la représentation suivante

x —+oo

w(z) = (+m)"" / @M f(s) ds + (I+m) ™" / e~ f(s)ds, z € R. (IIL.5)
On pose alors pour une fonction g donnée de R dans X et pour x € R
x —+oo
Go)a) = [ e Imgls)ds, Hgw) = [ (sl

L’étude de la régularité de ces deux fonctions donnera la régularité de la représentation (I11.5).

Proposition II1.2 Soit g € BUC? (R; X), 6 €]0,1[. Alors
1. G(g), H(g) € BUC? (R; X) et il existe K > 0 tel que

{ ”G(Q)HBUC"(R;X) <K ||g||BUC'9(R;X)7
<

||H(9)HBU09(R;X) K HQHBUce(R;X)'

2. G(g), H(g) € BUC! (R; X) et
G(g9)" =mG(g) + g,
H(g)' = —lH(g) — g

Preuve. On démontre seulement les résultats pour G(g). Pour H(g), en effectuant le changement de variables
o= —s, do = —ds,

on obtient pour tout z € R

o)) - [ () do

Or g(—) € BUCY (R; X), donc en échangeant les roles de [ et m, on applique les résultats de G(g(—-))(—x) sur
H(g)(x).

67



Chapitre III. Cadre scalaire et cadre commutatif sur la droite réelle

1. Soit x € R. D’apres les propriétés des intégrales de Bochner on a

Gl = [ gt

< / @ |1 g(s) | ds

é Hg”BUCG(]R;X) / G(Ifs)mds.
Or m < 0 donc on a

® 1 ; * -1
/ 6(x—s)md8 — |:_e(a:—a)m:| _ (_m) .
— 0o m —00

1G(9) (@)l < (=)™ gl oo mix) -

Ainsi on obtient

Donc G(g) est bien défini. Soient x,y € R tels que x # y. Alors en posant

oc=s—y-+ux, do = ds,

on a
/y eW=Img(s)ds = /I =M g(g +y — z)do,
ainsi
Glo)(w) ~ Gla)o) = [ ; eleomy(syds - [ m @M (s 4y — )ds
= [ () gl +y - ) s
D’ou

1G(@)(@) - Gla) ()] < H / " eI (g(s) — g5ty — a))ds
S /_” =M | 1g(s) — g(s +y — x)| ds

x
- 0
<9l suce @ x) / eI ds |y — a

oo

-1 6
< (-m) ||9||BUCG(]R;X) ly — |

Ainsi G(g) € BUC? (R; X) et on a

G(g)(x) — G(g)(y
GO o = s MDD =CDON | p )0
z,y€R, z—y£0 |z —y| z€R

1
<2(—m) ||9||BUC"(R;X) ’

2. Soit € R. Alors
dG(g)

dxr

@) = [ metmImg(s)ds + g(a) = mGlg) ) + g(o).
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Remarque II1.3 On a

400 sim =0,

— 00

+o0 1 .
/ o= g — (=) sil<0
x 400 sil >0,

donc la fonction u est bien définie si et seulement si l,m < 0, i.e. si et seulement si a < 0.

gg -1
/ oe—s)m gg _ { (—m)  sim <0

Théoréme II1.4 Soit f € BUC? (R; X), 0 €]0,1[. Alors, la fonction u définie par (II1.5) est l'unique solution
classique de (II1.3) et vérifie la propriété de régularité mazimale

u" € BUCY (R; X).
Preuve. On remarque que u peut s’écrire
u=(I+m) " (G(f) + H(f))
D’apres la Proposition I11.2, point 2., v est contintiment dérivable sur R et
u' = (U +m) N mG(f) + f = 1H(f) = ),
d’on
u' = (L+m)~H (mG(f) — LH(f)).
De méme v’ est continfiment dérivable sur R et
u = (1+m) " (mPG(f) + mf +PH(f) +1f),
d’ou
u' = (I+m)" (m*G(f) + PH(f)) + .

D’apreés la Proposition I11.2, point 1., v” € BUC? (R; X). Ainsi u € BUC? (R; X).

On montre que la fonction u définie par (II1.5) vérifie 'équation (I11.3).

u'+ (—=m)u —Imu

=f + (L +m) " (m*G(f) + PH(f)) + (= m)(l+m) " (mG(f) — LH(f)) — lm(l +m)" (G(f) + H(f))

=f+({+m)""(m*+ (I —m)m—1Im)G(f)+ ([(+m)~" (I* = (1 —m)l —lm) H(f)

:f'

Ainsi u est une solution classique de (II1.3) vérifiant la régularité maximale v’ € BUC? (R; X).
On montre 'unicité de la solution classique. Soit v une autre solution classique de (I11.3). Alors

v —u € BUC*(R; X),

et est solution de ’équation homogene (I11.4). On en déduit v =u. =

1.4 Cadre LP

On considere la représentation (I11.5). Pour une fonction g donnée de R dans X et pour presque tout =z € R,
on pose encore

x +oo
Glg)(x) = / C@=Img(s)ds,  H(g)(x) = / = g()ds,

— 00

et on étudie la régularité de ces fonctions.
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Proposition IT1.5 Soit g € LT(R; X), 1 < p < co. Alors
1. G(g),H(g) € L? (R; X) et il existe K > 0 tel que

{ HG(g)HLP(R;X) <K ”gHLP(R;X)’
<

HH(Q)”LP(R;X) K HgHLP(R;X)'

2. G(9), H(g) € W"? (R; X) et

G(g9)' =mG(g) + g,
H(g)' = —lH(g) — g

Preuve. On démontre seulement les résultats pour G(g). Pour H(g), on peut se ramener a G(g(—-)) par un

changement de variables.
+o00 +oo T
[ e = [ | [ demgsas

1. On a
p
On effectue le changement de variables suivant

dx.

oc=1x—s, do = —ds,

/ :O Gl ir= [ :O ] / gl Vo

+o0 +00 P
</ ( [ e ||g<x—a>||da) da
—00 0
+o0 +o0 p
</ (/ 7™ 2em/2 || g(x — )| da> dz.
—00 0

Soient @, ¥ définies pour presque tout o € [0, +00[ par

et on obtient

p
dx

®(0) =2 |g(z — o), V(o) ="
Alors @ € LP (0,400) car m < 0 et en effectuant le changement de variables suivant
u=x—o, du = —do,

on obtient

+o0 oo
| emitga-ado< [ gt - o)l do
0 0
“+oo
</ lg(z = o)||” do

— 00

—+oo
< / lg(w)|P du

< HQHZL)p(R;X) < 0.

1 1
Soit 1 < ¢ < oo tel que — + — = 1. Alors ¥ € L?(0,+00) car, puisque m < 0, on a
p q

+o0 Foo
/ ™2y = [26‘1"”/2} = 2 < 0.
0

qam 0 —qm
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Ainsi (®¥) € L' (0, +00) et d’apres I'inégalité de Hélder on a
1PWI L1 (0,400) S Il Lo (0,400) ¥l a0 400) -
d’ou .
991010 < 1000y (=)
. . —qm
Par conséquent, grace au Théoréme de Fubini et au changement de variables suivant

u=x—o0, du = dzx,

on obtient

Qs

+oo +oo
/ / epom/2 lg(x — o)|| do dz

—0o0 0

—+oo +oo
/ / P2 || g(x — o)||P dx do
0 —00

(=)
)
(2 [T [T gt du do
(=)
(=)

“+o0
/_ 1G(9) @) da <

2

<

q +oo 9
I9lpiany | 2o

2

“om 191170 @ x) < 00

Ainsi G(g) € LT (R; X). Soit
K = (2> (2> > 0.
—qm —pm

1G(DLr@x) < K9l Lr@x) -

Alors

. Soit ¢ € C* (R; X). On a

/ o (2)Gg)(x)dz = / () / =M g()ds da
R

R —o00
+oo x
= / ¢ (x)e =My (s)ds du.
On effectue le changement de variables suivant
oc=1x—Ss, do = —ds,

et on obtient en appliquant ensuite le Théoreme de Fubini
“+o0 “+o0
|@c@@a= [ [ @ oo — oy ds
—00 0
+oo  p+to0
:/ / o' (2)e’"g(x — o)dz do.
0 —00

On effectue un nouveau changement de variables

T=x—o0, dr = dz,
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et on applique a nouveau le Théoreme de Fubini
+oo +oo
[e@c@iz= [ [+ oy do
R 0 —00

“+o0 +oo
:/ / Ot +0)e’"g(T)do dr.
—oco JO

Or ¢ est & support compact donc, a 7 fixé dans R, il existe o, € R tel que
a7, +o0[ N supp(p(T +.)) = 9,
d’ou
+00 r
| et aemgmio = [+ a)emgndo,
0 0

et par intégrations par parties, on a

ar

/OJFOO @' (14 0)e’Mg(r)do = — /OQT (1 + o)me”"g(7)do + [CP(T " U)GUmg(T)} 0

“+o0
=— /0 (1 + a)me’™g(1)do — ¢(T)g(7),

ainsi

| 6@ = [ :’O / " ol + oImeg(r)do dr - / " o,

— 00

et en effectuant les changements de variables suivants dans la premiere intégrale

T =T+ o0, dx =dr,

s =x — 0, ds = — do,

on a

[ #wcwwi—- " o) (m | e<“>%<s>ds) ir— [ " ora(rir

~— [ ¢(@) (mGlo)(@) + (o)) do.
On obtient donc pour presque tout = € R

G(9)'(z) = mG(g)(x) + g(x)-

Ainsi G(g)' =mG(g) + g € LP(R; X) et G(g) € W'P(R; X).
]

Théoréme II1.6 Soit f € LP (R; X), 1 < p < oo. Alors, la fonction w définie par (111.5) est l'unique solution
classique de (II11.3).

Preuve. On rappelle que u peut s’écrire
u=(+m)"H(G(f) + H(f)).
D’apres la Proposition II1.5, u est dérivable au sens des distributions sur R a valeurs vectorielles, et

u' = (1+m) " (mG(f) + f = LH(f) = f),
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d’ou
u' = (I +m) " (mG(f) — LH(f)).
De méme v’ est dérivable au sens des distributions sur R & valeurs vectorielles, et
u" = (U+m) " (m*G(f) +mf + PH(f) +1f),
d’ou
u" = (L+m)"H(m*G(f) + PH(f)) + f.

D’aprés la Proposition IIL5, " € LP (R; X). Ainsi u € WP (R; X).
11 est clair que u satisfait (II1.3) (voir Théoréme II1.4 du cadre héldérien). Ainsi u est une solution classique
de (IIL.3). L’unicité de la solution classique se montre comme au Théoréme 111.4. m

2 Cadre commutatif sur les espaces de Holder

Dans cette section, on étudie les équations différentielles opérationnelles elliptiques et complétes du second
ordre posées sur toute la droite. L’existence, 'unicité et la régularité maximale de la solution classique sont prou-
vées sous des hypothéses naturelles de commutativité des opérateurs. L’étude se fait dans I’espace BUC? (R; X),
6 €10, 1]. Les résultats obtenus ici sont essentiels pour débuter le cas non commutatif.

2.1 Introduction et hypothéses

On considere ’équation différentielle opérationnelle elliptique compleéte du second ordre suivante
v’ (x) 4+ 2Bu'(z) + Au(z) = f(x), x € R, (I11.6)

ou A et B sont deux opérateurs linéaires fermés sur X, (X, |.||) étant un espace de Banach complexe, f €
BUC? (R; X), ou 6 €10, 1].
On cherche une solution classique de (I11.6), c’est-a-dire une fonction u telle que

u € BUC?*(R; X) N BUC(R; D(A)), v € BUC(R; D(B)),
et satisfaisant (II11.6). On étudie également la propriété de régularité maximale de la solution classique u, c’est-

a-dire
u”, Bu', Au € BUC? (R; X). (I11.7)

Tout comme dans le cas scalaire, on étudie 1’équation différentielle suivante
u'(z) + (L — M)u'(z) — LMu(z) = f(z), z € R. (II1.8)
Une solution classique de (I11.8), est une fonction u telle que
u € BUC?*(R; X)N BUC (R; D (LM)), u' € BUC(R; D(L — M)),
et satisfaisant (II1.8). La propriété de régularité maximale s’écrit alors
u”, (L — M)/, LMu € BUC? (R; X) . (I11.9)

L’objectif est le suivant.
1. Donner des hypothéses naturelles sur L et M pour résoudre (II1.8).

2. Retourner a ’équation (II1.6), c’est-a-dire résoudre (II1.8) avec L et M satisfaisant

L-MC2B e —LMCA. (I11.10)
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Dans ce cas, une solution classique de (I11.8) sera a fortiori une solution classique de (II1.6).

On indiquera ultérieurement comment construire L et M satisfaisant (II1.10), voir Section 2.4. On s’inspirera
du cas scalaire.

Les hypotheses sur L et M sont :

L, M génerent un semi-groupe analytique généralisé sur X, (I11.11)
D(L) =D(M), (I11.12)

D(LM)=D(ML), (T11.13)

L, M sont inversibles dans L(X), (111.14)

L 4+ M est inversible dans L(X). (III.15)

L’hypothese de commutativité est la suivante
VA€ p(L),Vu e p(M), M — L) " (ul — M) = (ul — M) " (\[-L)"". (I11.16)
Ces hypotheses nécessitent quelques commentaires.

Remarque IIL.7 On note que, sous les hypothéses (I1I1.12)-(II1.15), I’équation (II1.8) est équivalente a

W (z) + (L — M)/ (z) + i ((L ~ M) —(L+ M)2> u(z) = f(z), z € R. (IIL.17)

En effet sur D(LM) = D(ML), on a
1 1
7 ((L—M)z—(L—i-M)Q) = (L' = LM — ML+ M? — I* - LM — ML - M?)
1

=~ 5 (LM + ML),

et dans le cas commutatif, i.e. si Uhypothése (II1.16) est vérifiée, on a

1

: ((L ~ M) —(L+ M)2) — LM =-ML.

En revanche dans le cas non commutatif (voir Chapitre IV) on aura LM # ML donc on étudiera l’équation
(II1.17) qui sera équivalente d

_ % (LM + ML) u(z) = f(x), x € R.

v (@) + (L — M)/ (x)
Remarque II1.8 On rappelle que dans le cas commutatif sur LP(0,1; X), avec X un espace UMD, ’hypothése
(II1.15) est déduite de (II1.14) et de quelques hypothéses sur les puissances imaginaires de L et M (voir Favini
et al. [25, 24]).
Dans lespace de Hélder, la situation est différente. On mentionne quelques résultats importants sur la somme
L+ M :

1. On suppose (1I1.11), (II1.16) et D(L) = D(M) dense dans X. Alors L + M est fermable et RT C
P (L + M) ; voir Da Prato-Grisvard [12], Théoréme 3.7., p. 324.
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2. On suppose (II1.11) et (II1.16). Alors il existe une extension L/—_i—\_]T/[ telle que Rt C p <L/—_i-\_]T/[) On peut
construire dans cette situation un contre-exemple avec D (L + M) strictement inclus dans D (m)

On a aussi L+ M = L+ M si et seulement si (L+ M — M) (X) est dense dans X pour un certain
Ao > 0 (voir Labbas /41]).

Remarque I11.9 L’hypothése (111.14) est nécessaire ici pour avoir la décroissance des semi-groupes d l'infini
(voir Remarque I111.10). Elle n’est donc pas utilisée pour une équation sur un intervalle borné comme dans le
Chapitre V.

La Section 2.2 contient quelques lemmes techniques. Dans la Section 2.3, on montrera l’existence, I'unicité
et la régularité maximale de la solution classique. La Section 2.4 est consacrée au retour a 1’équation initiale
(IT1.6) avec les opérateurs A et B. Dans la Section 2.5, on donnera quelques exemples pour lesquels cette théorie
s’applique.

2.2 Lemmes techniques

Voici deux conséquences immédiates des hypotheses (I111.11)-(111.16).

Remarque II1.10 Sous les hypothéses (II1.11) et (II1.14), d’aprés la Proposition 1.64, il existe C,§ > 0 tels
que pour tout & > 0 et tout k € N\ {0}

HegL HL(X)

<Ce % < C,
el <

||L(X) Ce™* < C,
k

kC
24, < () e

kC\*
HM%wmx\(g)e®

Remarque III.11
1. On suppose (111.12) et (111.13). Alors

D(LM) ={p € D(M): My € D(L)}
={p e D(M): My e D(M)}
=D(M?).

De méme D(ML) = D(L?). Ainsi on obtient
D(LM) = D(M?) = D(L*) = D(ML).
2. De (II1.15), on déduit que L + M et (L + ]\4)2 sont fermés.
Lemme II1.12 On suppose (II1.12) et (II1.13). Alors, Uhypothése (II1.16) est équivalente d
LM = ML. (IIL.18)
Preuve. On suppose (I11.18). Alors, pour tout ¢ € D(LM) = D(ML) et pour tout A € p(L), p € p(M), on a

(AL = L) (uI — M) = — AMp — puLp + LM p
=\ — AMp — uLyo + M L
=l —M)(M —L)y
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Comme (M — L), (uI — M) sont inversibles dans L(X), on a

(il = M) (M= L) (M = L) (ul = M) (A — L) (ul — M)
=(ul = M)" N = L)  (ul = M) (AT = L) (M = L)™" (ul = M)™",
donc
(AL = L)~ (ul = M)™" = (uI = M)  (\[— L)~

Inversement, on suppose (II1.16). Alors pour tout ¢ € D(LM) = D(ML), on a

(I = M) (AT = LY\ = L) ™" (uI = M)~ (AT = L) (uI — M)
= (uI = M)A = L) (u = M)"" (M = L)" (AT = L) (uI — M) ,
d’ot
M—-L)(ul —M)p=(uI —M)(A\[—-L)y

et en développant on a
App =AM — pLp + LM = Ao — AM — pLo + M L,

et ainsi
LM = ML.

Le lemme qui suit permet d’établir quelques commutativités d’opérateurs tres utiles.

Lemme II1.13 On suppose (1I1.12)-(111.16).
1. M commute avec L sur D(LM) = D(ML) et LM = ML.
2. (L+ M)~ commute avec M sur D(M) et M(L + M)~ € L(X).
3. (L+ M)~ commute avec L sur D(L) et L(L+ M)~! € L(X).
4. (L4 M)~' commute avec (L — M) sur D(L — M) et (L — M) (L+ M) € L(X).
5. (L+M)L™' (L+M)M~! € L(X).

Preuve.
1. D’apres le Lemme I11.12, on a LM = ML sur D(LM) = D(ML).
2. Pour tout ¢ € D(M), on a en utilisant le point 1.

(L+ M) *Me=(L+ M)~ (L+ M)t
(L+ M)~ 1(ML+M2)(L+M ©
(L+ M)~ 1(LM+M2)(L+M) ©
(L+ M)~ 1(L+M) (L+M)"le
=M(L+ M)~

"M(L+ M)

M est un opérateur linéaire fermé sur X, (L + M)~ € L(X) et
(L+ M) (X)c D(L+ M) =D(M),

donc d’aprés la Proposition 1.16, M (L + M)~ € L(X).
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3. Pour tout ¢ € D(L), on a en utilisant le point 1.

(L+M)" Lo =(L+ M) 'L(L+ M)(L+ M)™*
=(L+ M)~ 1(L2+LM)(L+M) ©
=(L+M)"YL*+ ML)(L+ M) ¢
=(L+ M)~ 1(L+M) (L+M)™tp

=L(L+M)™"
L est un opérateur lindaire fermé sur X, (L + M)~ € L(X) et
(L+ M) (X)c D(L+ M) = D(L),

donc d’apres la Proposition 1.16, L(L + M)~ € L(X).

4. (L 4+ M)~! commute avec M et L sur D(M) = D(L) (points 2. et 3.), ainsi (L + M)~! commute avec
(L — M) sur D(L — M) = D(M) = D(L).
De plus comme M (L + M)™! € L(X) et L(L+ M)™' € L(X), on a (L — M) (L + M)™' € L(X).

5. L + M est un opérateur linéaire fermé sur X, L=! € L(X) et

L™Y(X) c D(L) = D(L + M),
donc d’apres la Proposition 1.16, (L + M)L~! € L(X). En échangeant les roles de L et M on obtient
(L+ MM~ e L(X).
[

2.3 Principaux résultats
On introduit deux fonctions qui seront utilisées dans la représentation de la solution classique. On pose pour

une fonction g donnée de R dans X et pour x € R

x —+oo

Gl)(x) = / Q=M g()ds, H(g)(x) = / DL g(5) s,

Proposition 1I1.14 On suppose (II1.11) et (III.14). Soit g € BUCY (R; X), 6 €]0,1[. Alors
1. G(g) € BUC (R; D(M)) et H(g) € BUC (R; D(L)),
2. MG(g), LH(g) € BUC? (R; X) et il existe K > 0 tel que
HMG(9)||BUC9(]R;X) <K ||g||BUC9(R X)»
ILH () pucomix) < K9l puce rx) -

3. G(g), H(g) € BUC* (R; X) et

G(g) = MG(g) + g,
H(g)" = —LH(g) -

Preuve. On démontre seulement les résultats pour G(g). Pour H(g), en effectuant le changement de variables
o= —s, do = —ds,

on obtient pour tout z € R

Hg)w) = [ e g(-o)io
Or g(—-) € BUC?Y (R; X), donc en échangeant les roles de L et M, on applique les résultats de G(g(—-))(—x)

sur H(g)(z).
On va, dans cette démonstration, utiliser les constantes C' et ¢ définies & la Remarque III1.10.
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1. Soit = € R. Il est clair que e(*=*)M g(s) est bien défini pour tout s < z. De plus, on a

IG@@l< [ [ latolas

x
00 L(X)

< / Ce 2 ds | gll gy eomix)

C B B x
< [56 o s)} 90l Bucogsx)

C
<3 91l suco @x) -

Ainsi G(g) est bien défini sur R.
Soit € > 0. Puisque g € BUC (R; X), il existe n > 0 tel que pour tout z,y € R, avec |y — z| < 7, on ait

lo(s) — 9@l < 2=

Soient =,y € R tels que |y — x| < 7. En posant

oc=s—y+x, do=ds,

on a y -
/ eW=IM g(5)ds = / e@=IM (5 4y — 2)do.
Ainsi .
1660~ G @l = | [ (glo 4y —0) = ) s
Puisque
[(s+y—2)—sl=ly—a[<n,
on a
lg(s +y =) = g(s)l < ze.
Alors
60w ~Ga@] < [l g+ y ) - ats)l ds

* )
g[m 0675(””*5)55&9

<e |:675(zfs):| r

€.

/N

Ainsi G(g) € BUC (R; X).
Soit = € R, on prouve que G(g)(x) € D(M). Soit A € p(M). Alors pour r > 0 assez grand

x x
/ e@=IM (1) ds :/ (A — M) =M (XT — M)~ " g(z)ds
T T

=\ @M (XT — M)~ g(z)ds —|—/ % <e(“75)M (M — M)t g(x)) ds

—r —r

=)\ / @M N — M) g(a)ds + (M — M) g(z) — @M (AT — M) g().

-Tr
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Par conséquent (/ e(IS)Mg(x)ds) € D (M). Comme

-r

He(a:-i-r)M (A — M)*l g(x)H <06—5(w+r)

A =07llpvesx | 7.0

r—4o0

on peut déduire quand r — +o0 que

/ M g(a)ds = / =M (N = M) g(a)ds + (AT = M) g(a),
et, en appliquant (A — M), on obtient

(A — M)/ eT=IM g(1)ds = )\/ e@=IM g(3)ds 4 g(x),

—00

donc
M/I e@=IM g(1)ds = —g(x).
On écrit
M [ e g(oyas = [ aret e (o) glaas + [ e (o) — gta)) as
+ M/I e@=IM g(1)ds.
Ainsi

rz—1 z—1
[ e gt~ gtanas| < [ st - gt as

z—1 O 5 0
g/ e @) (@ = )" |9l proor.x) ds

oo T —S

z—1
gC/ e 0= ds 191l prrco wix) »

— 00

puisque pour s <z — 1 on a (z — s)‘g_1 < 1; ensuite on obtient

r—1

L _ T—s
<057 allsuermn

— 00

H/;l Me@=IM (g(s) — g(x)) ds

C
gge 191l suce ®;x) -

De plus

[ are gts) - g(a)) ds

< HMe(mfs)MH s) —g(x)| ds
| 1o, 99 = 9(@)]

< /1_1 s ($ — 3) ||g||BUC9(R;X) ds

c aN
<§ [_ (x —s) L_l ||9||BUC"(R;X)

C
<7 91l suco @ x) »
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Chapitre III. Cadre scalaire et cadre commutatif sur la droite réelle

et

x
HM/ e M g(z)ds|| = ||—g(@)Il < 9]l prce @.x) -
—00

On obtient G(g)(x) € D(M) et

C _ C
MG < (S + 5 +1) lolavenr) -

Le point 2. donnera MG(g) € BUC (R; X). Ainsi on obtient le résultat.
2. Maintenant on prouve que MG(g) € BUC? (R; X). Soient x,y € R tels que z < y. On pose

E=y—x>0.
On peut écrire
z—¢

MG(g)(y) — MG(g)(x) = /

— 00

o [ (e ) (g(s) — gla) ds

M (0 — =) (g(s) — g(x)) ds

—£
Y
4 [ MM (g(s) — g(y))ds
x
+ M/ (e(y_S)M - e(w_S)M) g(x)ds

Yy
+ M/ WM g(y)ds
::Il(xvy) + IZ(x7y) + 13(1'73/) + I4(x7y) + IS(xvy)

Ensuite

z—§
el < [ oo < e g(s) - g(a)] ds.

Comme y —s>0et z —s >0 pour tout s <z —¢,ona

HMe(y—s)M _ Me(w—s)MH _
L(X)

s
/ MZ2etM gt

Yy—s
<[ Ga
o—s B

—S

L(X)

y—x
(x—3)(y—s)
<c 4=
(x—s)

il en découle que
T y-—u 0
11 (2, y)|| < C(z 7 (=) 9l preo . x) ds

¢ o—1]"7¢
<1 ) {(x —5) Loo l9ll oo rix) (¥ — @) -

¢ 0
gm ”g”BUCG(R;)Q (y—x)".
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II1.2 Cadre commutatif sur les espaces de Holder

Pour les autres termes, on a

ol < [ [aretr= — areleo | o) g(a)] ds
r—& L(X)

</ ( + > (v — 5)9 ||9||BU09(1R%X) ds

—e\y—s x—s

T C 0

< /IE 2;10 — (z —s) HQHBUC"(R;X) ds
20 01"

<7 [_ (x —s) L—& ||9||BUC9(R;X)

2C 0
<7 HQHBUce(R;X) (y—z)",

y
Is3(x, g/ HMe(y_S)MH s) — ds
(el < [ o, 1905) = 0]

v o 0
<[ -9 Il o s
z Y—S
C 1Y
<5 |- =9"] 9l sucoqex)
C 0
S7 90l oo rx) (¥ — )7,

Iij(z,y) = lim M (e(y*S)M — e("’”*S)M> g(z)ds,

r—>+00 _r
et
x T
M/ (e(y—s)M _ e(z—s)M) g((E)dS _ [_ (e(y—s)M _ e(a:—s)M) g(x)}
- (e<y—z>M _ 1) () + (e<y+r>M _ e<m+r>M) (),
or
H (e(y+r)M _ e(err)M) g(x)H <C (e*é(erT) ¥ 6*5(z+r)) gl pocoex) , 2. 0
donc
Iy(z,y) = — (e(y’z)M — I) g().
Enfin ’
Is(a,y) = [~e@=Mg(y)] " = (=M = 1) g(w),
et
[ 4(z,y) + Is(z, )| < [l — 1 lg(y) — g(@)|l
L(X)

0
<@+ Dlgllpucomx) (v — )"

Ainsi, il existe K > 0 tel que

1MG(9)(y) — MG(9)(@)l| < K gl prco ey 0 — @)

on en déduit le résultat.
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Chapitre III. Cadre scalaire et cadre commutatif sur la droite réelle

3. On pose pour tout x € R et pour € > 0 petit

Il est clair que lorsque ¢ — 0, on a Gy .(z) — G(g)(x). De plus

dGy ¢ T ees
T;(x) = Mgz —e) + M/ e@=9IM g (5)ds

= Mgz —e) + M/::E e(w_S)M(g(s) —g(x))ds — /gg_6 dii (e(“J_S)Mg(x)) ds

- —oo

[ T e M (g(5) — g(a))ds + M (glx — &) — g(x),

qui tend, lorsque € — 0, uniformément vers

M/f e IM (g(s) — g(x))ds = M/f "= IMg(s)ds + g(x).
| |

Remarque II1.15
1. La proposition précédente permet d’établir plus efficacement la régularité de la solution classique.

2. On note que cette proposition ne nécessite pas U'hypotheése de commutativité des résolvantes (II1.16) et
pourra donc étre utilisée dans le cas non commutatif au chapitre suivant.

On considere la représentation suivante

x +oo
(@) = (L+ M)~} / =M f(5)ds 4 (L + M) "L / =L f(5)ds, z € R. (I11.19)
D’apres la Proposition I11.14, u(x) est bien défini pour tout « € R. De plus, on a le résultat fondamental suivant.
Théoréme II1.16 On suppose (II1.11)-(1I1.16). Soit f € BUC?Y (R; X), 6 € ]0,1].

1. L’équation (II1.8) admet une unique solution classique u définie par (II1.19).

2. w vérifie la propriété de régularité mazimale (111.9).

Preuve. On note que
w=(L+M)""G(f) + (L+ M) H(f).

D’apres la Proposition II1.14, on a u € BUC (R; X), de plus, pour tout € R, u(x) € D(M) = D(L), et en
utilisant la commutativité de L et M avec (L 4+ M)~ " sur D(L) = D(M), Lemme III.13, points 2. et 3., on a

Mu=(L+M)""MG(f) + (L + M)  MH(f),

donc pour tout x € R, Mu(z) € D(L+ M) = D(L) et en utilisant de plus la commutativité de L avec M sur
D(LM) = D(ML), on a

LMu=L(L+M)"" MG(f)+ M (L+ M)~ LH(f), (I11.20)

or L(L+M)", M(L+M) " eL(X) donc on a u € BUC (R; D(LM)) et LMu € BUC? (R; X).
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II1.2 Cadre commutatif sur les espaces de Holder

D’apres la Proposition I11.14, point 3., u est contintiment dérivable sur R et

W =(L+M)""MG(f)+(L+M)"'f—(L+M)"LH(f)— (L+M)"'f
(L+ M) MG(f) — (L+M)"" LH(f),

et, en utilisant la commutativité de L et M avec (L + M)~ sur D(L) = D(M) on a
u'=M(L+M)"'G(f)— L(L+ M) H(f).

D’apres la Proposition I111.14, on a v’ € BUC (R; X)) et pour tout € R,onau’(z) € D(L) = D(M) = D(L—M)
et
(L—M)u' = (L—M)(L+M)""MG(f)— (L—M)(L+M)""LH(f), (II1.21)

or, (L—M)(L+M)"" € L(X) d’apres le Lemme IIL.13, point 4., donc on a v/ € BUC (R; D(L — M)) et
(L— M)u' € BUC? (R; X). D’apres la Proposition I11.14, point 3., u’ est continiment dérivable sur R et
w' =M (L+ M) " MG(f)+ M(L+ M) f+ L(L+ M) " LH(f) + L(L + M)/,
ie.
W= f4+M(L+M)""MG(f)+ L(L+ M) " LH(f). (I11.22)
En utilisant (II1.22), (I11.21) et (I11.20), on a

u'+(L—-M)u' — LMu
=f+M(L+M)""MG(f)+L(L+M)""LH(f)+ (L — M) (L+ M)"* MG(f)
—(L—=M)(L+M)""LH(f)— L(L+ M) " MG(f)— M (L+ M) "LH(f)
=f.
Donc u satisfait (I11.8).

Puisque
v =—(L—M)u'+ LMu+ f,

on a v’ € BUCY (R; X).

u est donc une solution classique de (I11.8) et u satisfait la propriété de régularité maximale (II1.9).

On montre maintenant I'unicité de la solution classique, la méthode choisie ici s’adaptera au cas non com-
mutatif. Pour cela, on considére v une autre solution classique de (II1.8). Alors pour tout x € R

v(z) € D(LM), v'(x)e D(L— M),

et
v"(z) + (L — M)v'(z) — LMv(z) = f(x).
On obtient
u(z) = (L + M)_l /I e(xfs)Mf(S)dS + /+°o (L+ M)‘l e(S—x)Lf(S)dS
=(L+M)! /_I @M (/' () 4+ (L — M) v'(s) — LMuv(s)) ds

+(L+M)7" /m =L (" (8) + (L — M) v'(s) — LMu(s)) ds

x

=1 () + va(x) + v3(x) + va(z) + v5(x) + v6(),
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Chapitre III. Cadre scalaire et cadre commutatif sur la droite réelle

ou

vi(z) =(L+ M) 1/ e@=IMy (5)ds,

+oo

ve(x) = (L + M) e~y (s)ds,
vs(z) = (L + M) 1/ ML = M) (s)ds,
va(x) = (L+ M) o F(L— M) (s)ds,

vs(x) = — (L + M) 1/ @M [ M (s)ds,
vg(x) = — (L + M) 1/ eI L Mu(s)ds.
Alors, par une intégration par parties, on a

vi(e) = [(L+ M)~ ey (5)]”

— 00

+(L+M)"" M/ e@F=IMy (5)ds
=(L+M) " (x)+ (L+M)" M/ e@=IMy/ (§)ds,

on utilise la continuité de e®=*)M en s = x, car v/(z) € D(L — M) = D(M), et sa décroissance & s = —oco. De
la méme fagon, on obtient

vr(e) = (L + M) /(@) + [(L+ M)~ Mele=Mo(s)] :

— 00

+(L+M)7! M/ Me@=9My(5)ds
=(L+M)""'(z)+ (L+M) " Mu(z)+ (L+M)"" M/ eT=IM Ny (s)ds,

car comme v(z) € D(M) on a
Me =My (z) = @M pfy(z),

et on utilise la continuité du semi-groupe e*=*M en s = z, puisque on a Muv(z) € D(L) = D(M), et sa

décroissance & s = —oo. De méme on a

ua(@) = [(L+ M)~ e (5)]

x

+oo
- (L—|—M)_1L/ ey (5)ds

(L M) () — [(L +M)! Le(s_z)Lv(s)} !

x

+oo
+(L+M)7" L/ Le =Ly (s)ds

=—(L+M)" () +(L+M) " Lo(z)+ (L+M)""L /+OO eI Ly(s)ds.

els=®)L 3 5 = 400 et sa continuité en s = x, puisque v’ (z) € D(L — M) =

On utilise deux fois la décroissance de
D(L), v(xz) € D(LM) = D(L?) et

Let™0Iy(z) = e~ Ly(z).
Ainsi

€T

vy () + v (z) =v(z) + (L+ M)™" M/ e IM Ny (s)ds + (L + M) ' L /+OO e~ Ly(s)ds.

— 00
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II1.2 Cadre commutatif sur les espaces de Holder

Maintenant, pour vz(x) et v4(z), une intégration par parties donne

vs (@) = [(L M) elemM M)U(S)K (LM M / @M (L MYo(s)ds

oo

:(L+M)_1(L—M)v(x)+(L+M)_1M/I @M ([, M) w(s)ds,

+o0 Foo
(L4 M) L/ S=DL(L — MYu(s)ds

x

va(e) = (L + M) el DL — Do)
=—(L+M)""(L-Muv)—(L+M'L /+°O e~ (L — M) v(s)ds,

ici on utilise encore la décroissance des semi-groupes a 'infini et leur continuité en s = = puisque (L — M)v(z) €
D(L)YND(M) et

M(L — M)v(z) = MLv(z) — M?v(z),

L(L — M)v(z) = L*v(z) — LMuv(x),

sont bien définis. Ainsi

vs(z) + va(z) = (L+ M) M /j e@=IM ([, — M)v(s)ds — (L+ M) "L /+00 e (L — M) v(s)ds.

x
Ensuite, en utilisant la commutativité de L et M (Lemme II1.13, point 1.)

+

vs(x) +vg(x) = — (L+ M)! M/ e@=IM [4(s)ds — (L + M) ™" L/ e M y(s)ds.

x

Ainsi, pour tout x € R
u(z) =vi(x) + ve(x) + v3(x) + va(x) + v5() + V6 (T)
=v(z) + (L—f—M)_lM/ @M £y (s)ds

+o00
+(L+M)*1L/ e Ly(s)ds

+(L—|—M)71M/ e@=IM ([, M)w(s)ds

“+ o0
e

—(L+M)"" L/ (=o)L (L, — M) v(s)ds

—(L+M)! M/ =M Ly(s)ds
+oo
— (LJrM)_lL/ DL Mu(s)ds

=uv(x).

Par conséquent u = v, ce qui montre I'unicité de la solution classique. m

2.4 Retour a I’équation initiale

On illustre ici la théorie opérationnelle précédente en construisant une paire d’opérateurs (L, M) satisfaisant
(II1.11)-(II1.16). L’objectif est ensuite de pouvoir résoudre (IIL.6).
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On suppose que les opérateurs A et B vérifient

B? — A est un opérateur linéaire fermé dans X, R~ C p(B? — A),

3C > 0, YA <0, ’(BQ —A-a)7! p) € 1fA| (TIL.23)
D(A) Cc D(B?), (I11.24)

D ((B2 - A)1/2> c D(B), (II1.25)

D(BA) c D(B?), (I11.26)

Yy € D(B), B(B? — A) "'y = (B* — A)"' By, (11.27)

A est inversible dans L(X), (I11.28)

1/2

{ L:=B-(B*-A)"* et M:=—B— (B?— A) (I11.29)

génerent des semi-groupes analytiques généralisés sur X.

On rappelle que 'hypothése (IT1.23) est la méme que celle utilisée dans Krein [40] représentant 1ellipticité

1/2

lorsque B = 0. Celle-ci implique que 'opérateur —(B? — A)!/2 est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe

analytique généralisé uniformément borné sur X.
Le lemme suivant donne plusieurs manieres équivalentes pour définir la commutativité.
Lemme II1.17 On suppose (II1.25).
1. L’hypothése (II1.27) est équivalente d
D (B (B~ A)) c D((B>— A)B)et
VyeD(B(B>—A)).B(B>—A)y= (B> A) By,
2. L’hypothése (II1.27) est équivalente

M2 e D(B) et

{ Yy € D(B), (B> — A)
—1/2 By.

B (B2 - A)"?y = (B> - 4A)
3. On suppose de plus (II1.25). L’hypothése (II1.27) est équivalente d

D(B(B*~4)") cD((B>~4)"B) et

vyeD(B(B2-A)") B (B - 4)"y = (B2 - 4)"

By.

Preuve. Les deux premiers points ont été démontrés dans Favini et al. [26], Lemma 4, p. 426.
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Maintenant, on suppose le point 1. Soit y € D (B (B* - A)l/Q) C D(B). Alors (B? — A)_1/2 yeD(B(B*-4))cC

D(B) et, en appliquant successivement les points 1. et 2., on a

B(B*—A)?y=B(B2-A) (B*-A4)"""
—(B2-A)B(B*-4)""
=(B2—A) (B2—A) By
— (B2 - A4)"* By,
et D(B(B*-4)"*) c D ((B>-4)""B).
Réciproquement, on suppose le point 3. Soit y € D (B (B> — A)) < D (B (B2 = 4)/*). Alors (B2 - 4)"?y €

D (B (32 — A) 1/2) et, en appliquant deux fois le point 3., on a
B(B>—A)y=B(B2- A)"* (B2 - 4)"?y
(B2 )1/2 (B27A)1/2y
(B2 )1/2 (32 A)l/Q By
= (B* - A) By,

et D (B (B2 —A)) cD ((32 — A) B). [
Le lemme qui suit précise, entre autres, les domaines de L et M ; voir Favini et al. [23], Lemma 7, p. 178. 1l

précise aussi Uinversibilité de L et M ; voir Favini et al. [26], Lemmas 7-8, p. 431-432.
Lemme II1.18 On suppose (II1.253)-(111.29). Alors on a
D(M)=D(L)=D ((32 - A)1/2> 7
LM =ML = —A,
L—- M C2B,

et
1
L+M)'=—-2(B2
(L + M) 5 (

L= (B+ (B2 - 4)") At e L(x),
M= (=B+(B2-4)"") At e LX),

AV enx),

On rappelle que LM = ML est équivalent a (II11.16) d’apres le Lemme I11.12. Ainsi, (II1.23)-(111.29) im-
pliquent (I11.11)-(I11.16). On a alors le résultat optimal suivant.
Théoréme II1.19 On suppose (II1.23)-(111.29). Soit f € BUC? (R; X), 6 €]0,1].

1. L’équation (II1.6) admet une unique solution classique u.

2. w vérifie la propriété de régularité mazimale (111.7).

Remarque II1.20 D’aprés (111.19), la représentation de l'unique solution classique de (II1.6) s’écrit

u(z) = — % /j (B* - A)_1/2 e(=9)(=B-v BZ_A)f(s)ds (I11.30)
e
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2.5 Applications

Exemple 1 (Sur lintervalle fini).
On considere l'espace de Hilbert X = L2(0,1) muni de son produit scalaire usuel < .,. > et I'opérateur

linéaire suivant

{ D(T) = {p € H'(0,1) : (0) = (1)} (IIL.31)

To =iy,

duquel on obtient

/!

D(T?) = {p € H*(0,1) : p(0) = ¢(1);¢'(0) = ¢'(1)}
T2<p =—¢".

Proposition I11.21 On considére l'opérateur T défini par (II1.31). Alors on a les propriétés suivantes
1. T est auto-adjoint;

2. T? est auto-adjoint positif.

Preuve.

1. Soient ¢,y € D(T). Alors
< T, >=<ip ) >=< ¢, —ith >=< @, i) >=< @, T1) > .
2. Soient ¢, € D(T?). Alors

< TP, >=< =" hp >=< o, =" >=< ¢, T?) >,
<T?p,p>=< —¢" o >=< ¢, ¢ >=[|¢|l12(0,1) > 0.

On peut alors définir A et B comme suit

D(B) = D(T) D(A) = D(T?)
By =/, Ap =2¢" —ap, (a>0).

On note que B = —iT et A= —2T?% —al.
Proposition II1.22 L’opérateur B> — A = T? +al (de domaine D(T?)) est auto-adjoint et strictement positif.
Preuve. Soient ¢, € D(T?). Alors en utilisant la proposition précédente on a

< (T? +al)p,p >= < T?p,9p >+ < ap,y >
=<, T >+ < p,a1p >
=<, (T* +al)y > .

Soit » € D(T?) \ {0}. Alors comme a > 0

<(T?+al)p, o >=<T?p, 0 > +a < ¢, >=||¢|1200,1) + all@ll L2(0,1) > 0.

On montre maintenant que les opérateurs A et B vérifient les hypotheses (I11.23)-(I11.29).
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e En utilisant la théorie de I'interpolation réelle et complexe (voir Triebel [58], p. 141, 142, 143), on a

[£2(0,1), D(T?)], ), = [L2(0,1), ( =Dl
(LQ(O’ ))1/2,2
= (£(0,1), ( =4) 122

=D(1) =D ((B*~4)"").

et (32 — A)l/ % est un opérateur auto-adjoint strictement positif. On en déduit (en vertu du Théoreme de

1
Heinz, voir Tanabe [57], p. 45, Corollary appliqué & 0 < o = 3 <1

o ([ -2)")") = Dr?) = D-imp ),

(ici |T'| = (T?)Y/?). Ainsi, grace a Favini-Triggiani [28], Theorem 1.1, p. 94, on a — (B2 — A)1/2 +i(—iB)
génerent des semi-groupes analytiques sur L?(0,1), i.e

1/2 1/2

L=B-(B*>-A)'",M=-B—(B*-A)"",

géneérent des semi-groupes analytiques sur L2(0,1), (II1.29) est satisfaite.
Il est clair que (I11.24) et (I11.25) sont satisfaites. De plus

{ D(L) = D(M) =D ((B2 - A)”Z) — D(T) = D(B),
D(LM) = D(ML) = D(B? — A) = D(T?) = D(A).
On a
¢ € D(BA) & € D(A) et Ap € D (B)
©p €D (T?) et 2¢" —ap e D(T)
©p € H*(0,1) et ¢ € H'(0,1):9(0) = ¢(1);¢'(0) = ¢’
Sp € H(0,1) et p(0) = p(1);¢'(0) = ¢'(1); ¢
& e D(B?),

ainsi (II1.26) est satisfaite.
On prouve qu’il existe ()\I +B? - A) ! pour tout A > 0. On doit pour cela résoudre 1’équation spectrale

(M +B*>—A)p=1€X,

qui est équivalente a
—¢"(y) + (a+ Nep(y) = ¥(y)
©(0) = (1)
¢'(0) = ¢'(1),

ot a > 0, 1 est donné dans L?(0,1). On a

y) = /01 Ki(y, s)p(s)ds = [(M +B2-A4)" zb} (),
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ou
cosh —”2“(25 —2y+1) .
si0<s<y
2v/a + Asinh —V“;)‘
Kl(yas) = \/m
cosh Y57 (2y — 25 + 1) .
siy<s<1.

2v/a + Asinh —Va;)‘

On applique ensuite le célebre Lemme de Schur, voir par exemple Kato [38], p. 144,

1

M+B2— A _1H < su Ki(y,s)|ds
I ) < 2, | 1K)

Y cosh ¥&r= “;’\ (2s —2y+1) ! cosh —@(23/ —2s5+1)
< sup ds ds
o<y<t \Jo  2v/a+ Asinh Y2 vy 2va+ Asinh 7@
s B i VB (1 2y) — sinh Y5 (2y 1) 4 sinh Y55
< sup
0<y<1 2(a + ) sinh Y%
1
<
a+ A
.1
< max{1; -} ,
L+ A

on obtient ainsi (II1.23).
e On prouve maintenant (II1.27). Soit ¢ € D(B), alors on a

6" = ([ v

d ycmh%X%—ay+Uw(M +(1/1mﬂﬁf@y—2&+n
=— s)ds + —
dy Jo 2\/asinh %2 dy 2y/asinh %

Y(s)ds

Y sinh Y% (25 — 2y + 1 Usinh Y2 (2y — 25 + 1
= _/ sinh %57 (25 — 2y )w(s)ds—&—/ sinh % (29 — 25 )z/J(s)ds
0 2sinh % y 2sinh %
cosh g cosh @(1 —2y) Y cosh g(% -2y+1) ,
—— gy + 2 )+ D i (s)ds
2/asinh ¢ 2\/asinh ¥%* 0 2/asinh ¢
_ cosh g(l — 2y)w(1) N cosh % W) /1 cosh @(Zy — 25+ 1)¢’(s)ds
2+/asinh % 2+/asinh % y 2+/asinh % ’
grace a deux intégrations par parties; enfin
- v coshﬁ(2s—2y+1) ! cosh ¥2(2y — 25 + 1)
{B (B* - 4) 1/1} (y) :/ E— 7 ' (s)ds +/ E— NG ' (s)ds
0 2/a sinh ¥ y 2+/asinh ¢

:[u#-u@*13¢}@y

e On montre que A est inversible dans L(X) (hypothese (I11.28)). On doit pour cela résoudre 1’équation
spectrale
Ap =9 € X,

qui est équivalente a
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ol a > 0, ¥ est donné dans L?(0,1). On a

:—f/ Ka(y, s)(s)ds = [A~] (y),

ou

cosh /2 (2s—2y+1)

2v2 .
<s<
\/2asmh2§ HOss=y
KQ(yaS) = Va

cosh 2\[(234725+1) o

v/2a sinh Va sysssl
2v2

Toutes les hypotheses sont démontrées. On peut alors appliquer le Théoréme IT1.19 au probleme différentiel
suivant

0%u 0%u

5z (@ y)+28 o9 " (a, )+2872(w,y)—autc7y)=f(x,y),:ceR,yG(O,l)
u(z,0) =u(z,1), z € R

ou 0

u
@(x70) - Fy($71)7 T e Rv
des que f € BUC? (R; L*(0,1)), 6 €]0,1].

Remarque I11.23 On réécrit ce probléme différentiel sous forme opérationnelle (II1.6) en utilisant les opéra-
teurs A et B et leurs domaines. Pour tout x € R, y € (0,1)

0%u 0%u 2
ox 2( y)+2m(1’7y)+287yg(xay)7au(x7y):f(xay)v
équivaut a

(u"(2))(y) + 2(Bu'(2))(y) + (Au(x))(y) = f(z)(y)-

Les domaines de A et B sont obtenus grice aux conditions auz limites. En effet u(x) € D(A) pour tout x € R

équivaut a

u(z,0) = u(z, 1), %(1570) = ?(w, 1), z € R, (111.32)
Y Y

et v'(x) € D(B) pour tout x € R équivaut d

ou ou
aix(xzo) - %(ﬂi, 1)7 T e Ra

qui découle directement de (II1.32) puisque pour x € R fizé on a

ou . u(r+h,0) —u(x,0)
9: "0 = h = h

u(x+h,1) —u(z,1)  Ou
= %(:ﬂ,l).

Exemple 2 (Un probléme quasi-elliptique).
Soit X = LP(Q) avec © un domaine ouvert borné de R™ a bord régulier et 1 < p < co. On pose

D(B) = {p € W*P(Q) : ¢ = 0 sur 00}
By = Ap,

D(A) = {p e WHP(Q) : o = Ap = 0 sur 90}
Ap = —6A2%p, avec § > 0.

On montre maintenant que les opérateurs A et B vérifient les hypotheses (I11.23)-(II1.29).
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e Il est clair que B est générateur d’un semi-groupe analytique borné et est inversible dans L(X).
e On a

D(B*) ={p € D(B): By € D(B)}
= {np e W2P(Q): Ap € WHP(Q) et ¢ =0 = Ag sur 89}
z{go € W4’p(Q) i =Ap=0sur 8&'2}
=D(4),

(II1.24) et (II1.25) sont alors satisfaites.
e Ona

p € D(BA)<pe D(A) et Ap € D(B)
Sp e WHP(Q) et —5A%p € W?P(Q); 0 = Ap = A%p = 0 sur IN
Sp e WOP(Q) et p = Ap = A%p = 0 sur ON
s e D(B?),
ainsi (I11.26) est satisfaite.
e De plus —§B? = A est inversible dans L(X) ((II1.28) est vérifiée).
e On a
(59" = -5

I'hypothese (I11.23) est clairement satisfaite.
e Pour tout ¢ € D(B)

., B’-A=(1+6B* (B*-AYV?=—-\/0+B

B(B* - A)lo=(1+6)""B o= (B>~ A)"'By,

(I11.27) est alors satisfaite.
e Il est clair que

B— (B? - A)V/? = (1+m)
fo(BQfA)lﬂz(flJr\/W)B

géneérent des semi-groupes analytiques dans X ((I11.29) est donc satisfaite).
On peut alors appliquer le Théoreme II1.19 au probleme quasi-elliptique suivant

@(x ) +2A, Ou (z,y) — 6A2u(z,y) = f(z,y), T €R, y € N

6$2 Y 6 Yy Y) = 'Y)s Y
u(z,0) = Aju(z,0) =0, 2z € R, o € 99,

dés que f € BUCY (R; LP(R2)), 6 €10,1].

Remarque I11.24 On réécrit ce probléme différentiel sous forme opérationnelle (II1.6) en utilisant les opéra-
teurs A et B et leurs domaines. Pour tout x € R, y € (0,1)

0%u

() 28,5 (w9) — 8A3u(ay) = (2.),

équivaut a
(u"(@))(y) + 2(Bu'(2))(y) + (Au(z))(y) = f(2)(y).

Les domaines de A et B sont obtenus grice auz conditions aux limites. En effet u(x) € D(A) pour tout x € R
équivaut a
u(z,0) = Asu(z,0) =0,z € R, 0 € 09, (I11.33)
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ITII.3 Cadre commutatif sur les espaces L”

et u'(x) € D(B) pour tout x € R équivaut d

0
a—z(x,a) =0,z R, o€,
qui découle directement de (II1.33) puisque pour tout o € O et pour x € R fizé on a
ou . u(x+h,0) —u(z,o)
du -1 =0.
oz ™) = i h 0

3 Cadre commutatif sur les espaces L”

Dans cette section, on étudie les équations différentielles opérationnelles elliptiques et complétes du second
ordre posées sur toute la droite. L’existence et I'unicité de la solution classique sont prouvées sous des hypothéses
naturelles de commutativité des opérateurs. L’étude se fait dans l’espace L? (R; X), 1 < p < co. On reprend la
méme démarche que dans la section précédente. Les résultats obtenus ici sont essentiels pour débuter le cas non
commutatif.

3.1 Introduction et hypotheses
On considere ’équation différentielle opérationnelle elliptique compleéte du second ordre suivante
v’ (x) + 2Bu'(z) + Au(z) = f(x), x € R, (I11.34)

ou A et B sont deux opérateurs linéaires fermés sur X, (X, |.||) étant un espace de Banach complexe, f €
LP(R; X), 1 < p < oo. Ici on n’exige pas de régularité supplémentaire sur f, contrairement au cas holdérien,

mais on suppose que
X est un espace UMD. (I11.35)

On cherche une solution classique de (II1.34), c¢’est-a-dire une fonction u telle que
u € W*P(R; X) N LP(R; D(A)),u’ € LP(R; D(B)),
et satisfaisant (I11.34).

Remarque I11.25 On peut également résoudre (1I11.34) dans le cas ou X est un espace de Banach quelconque.
Pour cela, il est nécessaire d’avoir un peu plus de régularité sur f, par exemple f € WOP(R; X), 6 €10, 1][.

Pour ne pas supposer de régularité supplémentaire sur f, une alternative possible est de se placer dans le
cas ot X est un espace de Banach UMD (voir Chapitre 1, Section 6), comme dans Favini et al. /23, 24].

On s’intéresse alors a I’équation suivante
() + (L — M)u/'(z) — LMu(z) = f(z), z € R. (I11.36)
Une solution classique de (I11.36) est une fonction u telle que
u € W2P(R; X) N LP(R; D(LM)),u' € LP(R; D(L — M)),

et satisfaisant (II1.36).
L’objectif est le suivant.

1. Donner des hypothéses naturelles sur L et M pour résoudre (II1.36).

2. Retourner au probleme (I11.34), c’est-a-dire résoudre (I11.36) avec L et M satisfaisant

L-MC2B e —LMCA. (I11.37)
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Dans ce cas, une solution classique de (II1.36) sera a fortiori une solution classique de (II11.34).

Comme dans le cas holdérien, on peut construire L et M satisfaisant (I11.37). On y reviendra dans la Section
3.3.

Les hypotheses sur L et M sont :

D(L) = D(M), (IT1.38)
D(LM) = D(ML), (IT1.39)
305,00 € }0, g [ (—L) € BIP(8;,X) et (—M) € BIP(0, X), (II1.40)
L, M sont inversibles dans L(X). (II1.41)
L’hypothese de commutativité est la suivante
VA€ p(L),Vu e p(M), M — L) " (ul — M) = (ul — M) " (\[-L)"". (111.42)

Ces hypothéeses nécessitent quelques commentaires.

Remarque II1.26
1. Les hypothéses (1I1.38), (II1.39), (II1.41) et (III.42) ont également été utilisées dans le cadre holdérien,
voir Section 2.
2. L’hypothése (II1.40) implique que L et M vérifient la propriété de sectorialité
J—00,0( C p(—L), ker(L) = {0}, Tm(L) = X;

]—=00,0[ C p(=M), ker(M) = {0}, Im(M) = X;
C C
-1 -1
(L = AI) HL(X) S N H(M_ Al) HL(X) < N
D’aprés Haase [37], Proposition 1.1, p. 19, X étant un espace UMD, il est réflexif, ainsi D(L) et D(M)
sont denses dans X.

IC=1,VA>0, |

3. De plus L et M générent des semi-groupes analytiques uniformément bornés sur X, (eEL)£>O , (egM)oO ;
voir Priss-Sohr 54], Theorem 2, p. 437. En vertu de (II1.41) on peut appliquer la Proposition 1.64, donc
il existe des constantes positives C, § telles que pour tout £ > 0 et k € N\ {0}

HegLHL(X)

H65M||L(X)

kC\*
ey < (56 ) e (1143

< Ce™ < C,
< Ce % < C,

kC\*
ke < (5£) e

4. En utilisant Priss-Sohr [54], Theorems 4 et 5, p. 441 et p. 443, on a
—(L+ M) e BIP(0,X) ot 6 =max(0r,0n).
De plus, grace a (II1.38)-(111.39), on a LM est fermé et par Priss-Sohr [54], Corollary 3, p. 444, on a

LM, ML € BIP(0, + 0, X).
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ITII.3 Cadre commutatif sur les espaces L”

5. Il s’ensuit que L + M génére un semi-groupe analytique uniformément borné sur X, (65(L+M))E o- De
plus L+ M est inversible dans L(X).

6. Sous les hypotheses (1I11.35), (II1.38)-(I11.42), le Lemme II1.13 est vérifié.
Dans la Section 3.2, on montrera l’existence et I'unicité de la solution classique. On utilise, pour cela, la

représentation de la solution trouvée dans le cadre holdérien (voir (I11.19)). La Section 3.3 est consacrée au retour
a I’équation initiale (IT1.34). Dans la Section 3.4, on donnera un exemple pour lequel cette théorie s’applique.

3.2 Principaux résultats

Comme dans le cadre holdérien, on pose pour une fonction g donnée de R dans X et pour presque tout
zeR

T +o0
Glo)a) = [ e Mgepds,  H@) = [ (o),

—00

On va s’appuyer sur les techniques utilisées par Dore-Venni [13, 15] pour obtenir les régularités de ces fonctions.
Proposition II1.27 On suppose (1I1.35), (1I1.40)-(II1.41). Soit g € LY (R; X), 1 < p < oo. Alors

G(g) € WHP (R; X) N L” (R; D(M))

H(g) €e W (R; X) N L” (R; D(L)),

et il existe K > 0 tel que
{ IMG(9)Lr®x) < Kl9llpr@x)
ILH( e &, x) < K 9l 2r@.x) -
De plus

G(g9)' = MG(g) + g,
H(g)" = —LH(g) — g

Preuve. On démontre seulement les résultats pour G(g). Pour H(g), on peut se ramener a G(g(—-)) par un
changement de variables.

On vérifie que G(g) € LT (R; X). On a

| = [ [ e

On effectue le changement de variables suivant

p

dz.

o=1x—s, do = —ds,

| T1cw@pan= [ [ ety - oo

+o0 +oo p
<Cp/ (/ e %% ||g(x — o) do) dx
—0o0 0

+oo +o0 p
écp/ </ e %9/26799/2 || g(x — o) || dcr> dzx.
—o00 0

Soient ®, U définies pour presque tout o € [0, +o00[ par

et on obtient

p
dx

®(0) =gz —o)ll,  W(o) =%
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Alors @ € LP (0,400) car en effectuant le changement de variables suivant
u=x—o0, du = —do,

on obtient

+oo +oeo
[ e lge-alrdo< [ lgle - o)l do
0 0

“+oo
< / lg(z — o)||? do

— 00

—+o0
< / g ()| du

— 00

< ||g||ip(]R;X) < 0.

1 1
Soit 1 < ¢ < oo tel que — + — =1. Alors ¥ € L?(0,+00) car
P q

+oo 2 oo 9
/ e—q60/2d0_ _ |:_e—q50/2:| = — < 0.
0 q(; 0 q(S

Ainsi (&) € L' (0, +00) et d’apres I'inégalité de Hélder on a

H(I)‘IJ”Ll(O +oo) X ”(I)HLP(O +00) ||\IIHLG(O +00)
d’ont .
19011 0y < 2112 2y
L'(0,+00) Lr(0,+00) q6 .
Par conséquent, grace au Théoreme de Fubini et au changement de variables suivant
u=zx—o, du = dx,

on obtient

+oo +oo
/ / /2 gz — o) | do da

e’} 0

+oo
[ et gt - o)1 de do

)
)
) /0+°° o /; lg(w)? du do
)

, e
A A

<cp( ) 9l e < o

+oo
/ 1G(g) (@) dz <C

(
o
o
o

2
qo
2
qo
2
qo
2
qé
2

0

Ainsi G(g) € LY (R; X).
Pour presque tout z € R et pour presque tout s < x, e®=9)Mg(s) € D(M). On vérifie que MG(g) €
L¥ (R; X). On proceéde comme dans Dore [13], p. 28-29.

On pose pour presque tout x € R
M/ @M g(5)ds,

x) = M/ e@=IM g(5)ds.
r—1
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En utilisant (I11.43), on a

+oo 400 r—1
[ i@ [ [ e omgeas

+oo z—1 C p
</ ( J ||g<s>||ds) da
o oo T—S
+o0 z—1 p
<o [ ( [ e ||g<s>|ds> dz

+oo
< [ 1w P

— 00

p
dx

ou

e six>1,

+oo +oo 1 +oo 6—5
[ s o= [T et = [ ] T e
e ) 5], T

+o0 +oo
/ | é(z) P d = / L@ dz = gl gx, < o0

— 00 —

bla) = { sirst 8(z) = lg(a)]) .z € R.

Or ¢ € L}(R) car
et ¢ € LP(R) car

Ainsi ¢ x ¢ € LP(R) et
+oo
/ 1G (@) @)II” dz < CP |[¢ * @l gy < oo

Ainsi, G1(g) € LP(R; X).
Ensuite on a

+oo too J z p
[ iew@ira= 30 [ [ ety o
—o0 o i1 z—1
Pour j € N, on pose alors
9 = lj-1,519,
ott I[jj_y ;i est la fonction caractéristique de [j — 1, [ et
J x p
I; = / M/ @M g (s)ds|| d,
Jj—1 Jj—1
J Jj—1 p
Jj = / M/ e@=IM g\ (s)ds|| dx.
j—1 x—1
On effectue les changements de variables suivants pour I;
T=x+1-—7, dr = dz,
c=s—j+1, do = ds,
ainsi on obtient
1 r—1+4j _ P
I :/ M/ T HI=IM g () ds|| dr
0 j—1
1 T p
:/ M/ TmIM g (g + 5 —1)do|| dr
0 0

=[1Ag; 43 = WEn01,x) »
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ot A est la fonction définie pour tout g; € LP(0,1; X) et pour presque tout = € (0,1) par

Mgi)(a) = [ el Mg,(s)ds.
0
D’aprées Dore-Venni [15], A(g1) € LP(0,1; X) et il existe C; > 0 tel que

||A(gl)“[,p(o,1;x) <Gy Hgl”LP(O,l;X) .
Ainsi, on obtient
I; éCf ||gj(' +7- 1)”2;7(071;)()
§C{) ngHIzp(j_l,j;)Q :
Puis, on effectue les changements de variables suivants pour J;
T=x+1-—7, dr = dzx,
c=s—j+1, do = ds,

ainsi on obtient

p

-1 ‘
M/ elTTIHi=IM g (5)ds|| dr

—2+j

p

0
M/ TmIM g (o +j—1)do|| dr
T—1

1 0 p
g/ (/ HMe(Tfa)ng_l(cr +j— I)H da) dr
0 1
1 0 C p
<[ ([ 55 tamsto+5-llao) ar
0 -1 T —0

1 +OO 1 p
< [([ 7 Etes0@ gl +i - Do) ar
| -

—oo T

<CP /+OO (H (H[—l,O] lgj—1(-+7— 1)HLP(71,0;X)))pdT’

— 00

ou H(WU) désigne la transformée de Hilbert d’une fonction ¥ € LP(R). Comme X est un espace UMD, on en
déduit
H (T101 951+ = Dllgo_1 g ) € L/(R),

et il existe Cy > 0 tel que
Jj <CCP ng—l(' +7- 1)”2;7(_1,0;)()
<CRCP ng—1||ip(j,2,j,1;x) .

Enfin on remarque que

—+o0

Z ||9j||ip(j71,j;x) = ”9”2P(R;X)’
j=—00

—+o00

Z ||gj—1||§,l’(j—2,j71;X) = ”g”ip(R;X)'

j=—00
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Ainsi

— 00

+oo too J
| Ie@@lra =3 [ e i

j=—o0

+o00
<2 (+ )

j=—o00
+o0 too

<P Y 93l o1 gy T 2TICCT Y 1951l 2 mai)
Jj=—00 Jj=—00

<27 max (C7; C2C”) ||gll7p (g, x) < -
Ainsi, Ga(g) € LP(R; X), par somme MG(g) € LP(R; X) et il existe K > 0 tel que
MG e @) < Kl9llprwx) -
On montre que G(g) € WHP(R, X). Soit ¢ € C (R; X). On a
x
[ e @@= [ @) [ Mgis do
R R —00
+oo T
= / ¢ (x)e =M g(s)ds du.
On effectue le changement de variables suivant
o=2x—s, do = —ds,

et on obtient en appliquant ensuite le Théoreme de Fubini
+oo +o0o
[e@c@@a= [ [ @ty - oo do
—o00 0

“+ o0 “+ o0
:/ / o (2)e"Mg(x — o)dx do.
0 —o0

On effectue un nouveau changement de variables
T=1x—0, dr = dz,

et on applique a nouveau le Théoreme de Fubini
+oo +oo
[e@c@iz= [ [+ aeymar do
R 0 —00
400 400
:/ / ¢ (14 0)e"Mg(r)do dr.
—0o0 0
Or ¢ est & support compact donc, & 7 fixé dans R, il existe a, € R tel que

[ovr, 00 N supp(p(T + ) = 2,

d’ou .
/ O (1 +0)eMg(t)do = / ' (1 + 0)e"Mg(7)do,
0 0
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et par intégrations par parties, on a

e

/OJF(><> ¢ (1 +0)e"Mg(r)do = - /OaT (7 + o) Me™ g(r)do + {W(T " U)eaMg(T)] 0

+oo
= — /0 o(r+ J)M@UMQ(T)dU —(1)g(T),

ainsi
+oo “+oo +oo
[e@c@@iz=- [ [ e rontetymds dr— [ png(riar,
R — 00 0 — 00
et en effectuant les changements de variables suivants dans la premieére intégrale
T =T+ o0, dx =dr,
s =x — o, ds = — do,

on a

— 00 — 00 — 00

[e@cwir=- [ o) (a1 [ _etomgss)ao~ [ " emaryin
~— [ o) (MG(a)@) + () do.
On obtient donc pour presque tout x € R
Gl) () = MG(g)(@) + 9(a).
Ainsi G(g) = MG(g) + g € LP(R: X) ot G(g) € W'P(R; X). m

Remarque 1I1.28
1. La proposition précédente permet d’établir plus efficacement la régularité de la solution classique.

2. On note que cette proposition ne nécessite pas U'hypothese de commutativité des résolvantes (II1.42) et
pourra donc étre utilisée dans le cas non commutatif au chapitre suivant.

On énonce le résultat fondamental suivant.

Théoréme II1.29 On suppose (111.35) et (II1.38)-(111.42). Soit f € LP(R; X), 1 < p < oo. Alors, I’équation
(II1.86) admet une unique solution classique u définie par (II1.19).

Preuve. Dans cette démonstration on utilise les résultats de la Proposition II1.27. Tout d’abord, on note que
w=(L+M)""G(f)+ (L+ M) H(f).

Ainsi v € WHP(R; X) N L (R; D(M)) et en utilisant la commutativité de L et M avec (L + M)~ " sur D(L) =
D(M), Lemme II1.13, points 2. et 3., on a

Mu=(L+M) " MG(f)+ (L+ M) MH(f),
donc pour presque tout z € R, Mu(x) € D(L+ M) = D(L) et

LMu=L(L+M)"" MG(f)+ M (L+ M)™" LH(f), (I11.44)
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or L(L+M)™", M(L+M)" € L(X) donc on a u € L? (R; D(LM)). De plus u est dérivable au sens des
distributions sur R a valeurs vectorielles et
W =(L+M)""MG(f)+(L+M)"f—(L+M"LH(f)— (L+M)"'f
=(L+M)""MG(f)— (L + M) " LH(f).

En utilisant la commutativité de L et M avec (L + M)~ " sur D(L) = D(M), on a
W' =M (L+M)""G(f)— L(L+ M) H(f).

Ainsi o/ € WP (R; X) N LY (R; D(L — M)) car (L — M) (L + M)™" € L(X) d’aprés le Lemme I11.13, point 4.,
et
(L— M) = (L—M)(L+M)""MG(f)— (L—M)(L+M)""LH(f). (I11.45)

De plus v’ est dérivable au sens des distributions sur R & valeurs vectorielles et
u' =M (L+M)"" MG(f)+M(L+ M) f+ L(L+M) " LH(f)+ L(L+ M)/,
i.e.
W= f4+M(L+M)""MG(f)+ L(L+M)""LH(f). (I11.46)
Ainsi v” € L? (R; X).
En utilisant (I11.46), (I11.45) et (II1.44), on a
u' + (L —M)u' — LMu
=f+M(L+M) " MG(f)+L(L+M) "LH(f)+(L—M)(L+M) ' MG(f)
—(L—M)(L+M)"LH(f) — L(L+ M) ' MG(f) — M (L+ M)~ LH(f)
:f.
Donc u satisfait (I11.36).

u est donc une solution classique de (I11.36). L’unicité de la solution classique se montre comme au Théoréeme
111.16. m

3.3 Retour a I’équation initiale

Dans cette section, on illustre cette théorie opérationnelle précédente en construisant une paire d’opérateurs
(L, M) satisfaisant (IT1.38)-(II1.42) (sous I'hypothese (II1.35) d’espace UMD). L’objectif est ensuite de pouvoir
résoudre (II1.34).

On suppose que les opérateurs A et B vérifient

B? — A est un opérateur linéaire fermé dans X, R~ C p(B? — A),

3C >0, VA <0, )(32 —A- AI)’IHL(X) < 1+C>\| (ITL.47)
D(A) C D(B?), (I11.48)

D((B*-4)"*) c D(B), (II1.49)

D(BA) c D(B?), (IT1.50)
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Vy € D(B),B(B* — A)"'y = (B* — A)"'By, (IIL.51)
A est inversible dans L(X), (I11.52)
30,00 € }0, g [ (—L) € BIP(01,X) et (—M) € BIP(6,, X), (I11.53)

ol
L:=B-(B*-A)"* et M:=—-B— (B>-A)"%.

La démarche est la méme que dans le cadre héldérien. On constate notamment que les Lemmes 111.17 et
II1.18 sont satisfaits. Ainsi, (II11.47)-(111.53) impliquent (II1.38)-(111.42). On a alors le résultat essentiel suivant.

Théoréme I11.30 On suppose (I11.35) et (II1.47)-(II1.53). Soit f € LP (R; X), 1 < p < co. Alors, I’équation
(II1.34) admet une unique solution classique u définie par (II1.30).
3.4 Application

On va considérer I’ Exemple 2 du cadre holdérien, voir Section 2.5. On rappelle que pour cet exemple, on a
déja prouvé les hypotheses (I11.47)-(II1.52). Il reste & prouver (I11.35) et (II1.53).

Soit X = LP(§2) avec §2 un domaine ouvert borné de R™ a bord régulier et 1 < p < co. Alors X est un espace
UMD. On pose

By = Ay,
{ D(A) = {p e WHP(Q) : ¢ = Ap = 0 sur 9Q}

{ D(B) = {p e WP(Q) : o = 0 sur 9Q}

Ap = —6A2%p, avec § > 0.

Il est clair que

L=B—(B?— A)Y? = (1+ \/(1+5)) B,
M=-B—(B?— A)/? = (—1 +/( +5)) B,

satisfont (II1.53) d’apres Seeley [55].
On peut alors appliquer le Théoréme I11.30 au probléme quasi-elliptique suivant

0%u

Ou
@(-’E,y) + 2Ay%(l‘7y) - (SAZU(J?,Q) = f(x?y)a HAES R7 Yy e Q
u(z,0) = Au(z,0) =0, 2z € R, 0 € 09,

des que f € L7 (R; LP(2)), 1 < p,q < oo, en particulier dés que f € LP (R x Q).
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Chapitre IV

Cadre non commutatif sur la droite réelle

Dans ce chapitre, on étudie les équations différentielles opérationnelles elliptiques et completes du second
ordre posées sur toute la droite. L’existence et I'unicité de la solution classique sont prouvées sous des hypotheses
naturelles de non commutativité des coefficients opérateurs. L’étude se fait dans I'espace BUC? (R; X), 6 € ]0, 1],
puis dans lespace LP (R; X), 1 < p < oo. On montre aussi des propriétés de régularité maximale de la solution
dans le cadre holdérien. Les résultats obtenus ici sont essentiels pour attaquer ensuite le cas non commutatif
sur [0, 1].

On considere I’équation différentielle opérationnelle compléte du second ordre et de type elliptique suivante
u”(z) + 2Bu' (z) + Au(z) — wu(z) = f(z), x € R, (IV.1)

ou A et B sont deux opérateurs linéaires fermés sur X, (X, ||.||) étant un espace de Banach complexe, w est
un réel positif assez grand et f est une fonction définie de R & valeurs dans X. L’ellipticité de I’équation sera
précisée plus loin, voir (IV.35).

On étudiera, comme dans le cas commutatif, I’équation suivante

W (z) + (L — M) () + i ((Lw — M)? — (L, + Mw)2) u(z) = f(z), z € R, (IV.2)

ou L, et M, sont deux opérateurs linéaires fermés sur X dépendant du parametre w.
L’objectif est le suivant.

1. Donner des hypotheéses naturelles de non commutativité sur L,, et M,, qui permettent de résoudre (I1V.2)
pour w assez grand.

2. Retourner au probleme (IV.1), c’est-a-dire résoudre (IV.2) avec L, et M, satisfaisant

1
Lo—M,C2B et ] ((Lw —M,)? — (Lo, + Mw)2) CA-wl
Dans ce cas, une solution classique de (IV.2) sera a fortiori une solution classique de (IV.1). On indiquera

ultérieurement comment construire L, et M.

L’étude est faite dans deux cadres différents :
e cadre holdérien : on suppose f € BUC? (R; X), 6 € 10,1[;
e cadre L? : on suppose f € LP (R; X), 1 < p < 0o, avec X un espace UM D.

Le chapitre est alors organisé ainsi.

Les Sections 1 et 2 contiennent ’étude des équations (IV.1) et (IV.2) respectivement dans le cadre héldérien
et dans le cadre LP. Enfin, dans la Section 3, on compare ce travail avec une approche différente, celle des
multiplicateurs de Fourier, et avec d’autres travaux du cadre non commutatif.
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Chapitre I'V. Cadre non commutatif sur la droite réelle

1 Cadre holdérien

1.1 Introduction et hypothéses

On suppose ici que f € BUC? (R; X), 6 €]0,1][.
Les hypotheses sur les opérateurs L, et M, sont les suivantes. Il existe un réel positif fixé wq tel que

36 >0,3C >0: Vw > wo, S5 C p(Ly,), Ss C p(M,),

_ C _ C Iv.3
|o—=n?| < S |or -7 <Cisess (V:5)
Lx) |2 LX) |2l
N T .

ou Ss := {z € C\ {0} : |argz| < 5 + (5}. Pour tout w > wy, on suppose également
D(L.) = D(M,), (IV.4)
D (L +Mo)?) € D (Lo = M)?), (IV.5)
L, M, sont inversibles dans L(X), (IV.6)
L, + M, est inversible dans L(X). (Iv.7)

L’hypothése de non commutativité est la suivante

Voo > wo, ICr, an, ) < X(), (V)

ou le commutateur est
CL“,,I\/IW = (Lw + Mw) |:(Lw - Mw) ) (Lw + Mw)il] (Lw + Mw)il 5

voir (14) dans l'introduction pour la notion de commutateur et Lemme IV.5 pour justifier que Cr m, € L(X);
et
X : [wo, +00] = Rt avec lim x(w) = 0.

w—+00
On verra que, dans de nombreux cas concrets, x(w) = —, ou C, a > 0.
w

D’apres 'hypothese (IV.5), (L, + Mw)2 est principal sur (L, — Mw)z. On cherche alors une solution classique
de (IV.2), c’est-a-dire une fonction u telle que

{ we BUC*(R; X) 1 BUC (R; D (L, + M.,)?))
w' € BUC(R; D(Ly, — M,)),

et satisfaisant (IV.2). On veut montrer également la propriété de régularité maximale de la solution classique
u, c’est-a-dire
u”, (L, — M) ', (L, + M,)*u e BUCY (R; X). (1V.9)

Bien évidemment, la solution classique u vérifiera alors

avec la régularité maximale
(Ly — M,)*u e BUCY (R; X),
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puisque
(L — M) u = —4u" — 4 (Ly — My)u' + (Lo + M) u + 4f.

Les hypothéses données précédemment nécessitent quelques commentaires.
Remarque IV.1 On compare ces hypothéses avec celles du cadre commutatif pour les espaces de Hélder (voir
Chapitre 111, Section 2).

1. Les hypothéses (IV.4), (IV.6), (IV.7) ont également été utilisées dans le cadre commutatif.

2. Sous Uhypothése (IV.3), L, et M,, générent des semi-groupes analytiques généralisés sur X, (eéLw
()
£>0

3. L’hypothése (1I11.13) d’égalité des domaines de Ly, M, et M, L, implique linclusion des domaines (IV.5).

Jeso
Ainsi (IV.3) et (1I1.11) sont équivalentes au paramétre w pres.

4. On suppose ici Uhypothése de non commutativité (IV.8) qui est beaucoup plus générale que Uhypotheése
forte de commutativité des résolvantes (111.16).

Remarque IV.2 Concernant (IV.4), on note que si P et Q sont deuzx opérateurs linéaires fermés sur X, alors
Uhypothése D(P) = D(Q) n’implique pas D(P?) = D(Q?). En effet, on donne l'ezemple suivant sur E = LP(0, 1)

D(P) = {p e W'?(0,1) : p(0) =0}

{ (Pso)( ) =¢'(y), soeD(P) p-p-y€(071),
D(Q) = {p e W'P(0,1): p(0) =0}

{ (Qe) (W) = a(y)¥'(v), ¢€D(Q) pp.y € (0,1),

avec q € C1 ([0, 1]) vérifiant ¢(0) = 0. Alors

(P)(y) = ¢"(y), v € D(P?), pp. y € (0,1),

D(Q?) = {p e W22(0,1) : (0) = 0}
(Q*¢)(y) = q(y) (¢’ (y)w’(y) +q(W)e" (), ¢ € D(Q?), pp- y € (0,1).

{D(P?) {p e W2r(0,1) : (0) = ()zo}

Dans le cas commutatif du Chapitre 111, Section 2, on a supposé

D(M,L,) =D(L,M,),
ce qui entraine
D (M2) = D (2).
Ici cette hypothese n’est pas faite et on a donc en général

D (M2) # D (L2).

Remarque IV.3 Concernant (IV.7), il y a de bons résultats étendant ceux de la Remarque III.§ dans une
situation non commutative. On suppose (IV.3). Si L, et M, vérifient la célébre hypothése de non commutativité
de Da Prato-Grisvard ; voir [12], (6.4) et (6.5), p. 346, alors il existe une extension fermée L, + M, qui génére
un semi-groupe analytique au sens des graphes; voir Fuhrman 31], Theorem 5.2., p. 27.
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L’étude est organisée comme suit.

La Section 1.2 contient quelques lemmes techniques. Dans la Section 1.3, on utilise la représentation de la
solution du cas commutatif et quelques considérations heuristiques pour obtenir une équation intégrale, vérifiée
par I'éventuelle solution classique u := (L,, + M, ) 2v. Cette équation intégrale est écrite sous la forme

v+ Ry (v) = Fu(f),

ou R, F, dépendent de L, et M,, R, dépendant aussi du commutateur Cr », . La Section 1.4 contient
Pétude de F,(f) et R, ce qui permet d’écrire pour w assez grand

w= (Lo + M) {+ R ELN)]-

On analyse ensuite cette représentation afin d’obtenir le théoreme fondamental d’existence, d’unicité et de
régularité maximale de la solution classique. La Section 1.5 est dédiée a quelques exemples auxquels cette
théorie s’applique. Enfin, dans la Section 1.6, on étudie le retour a ’équation initiale (IV.1).

Dans le but de simplifier, quand la dépendance de w n’est pas utile, on omet w dans les notations, par
exemple, on note L,,, M,,... par L, M...

1.2 Lemmes techniques

Le premier lemme précise les domaines de quelques opérateurs.
Lemme IV.4 On suppose (IV.4)-(IV.5) et (IV.7).

1. D(LM) =D (M?) et D(ML) = D (L?).

2. D ((L n M)2> = D (L?) N D (M?) = D(LM)N D (ML).

3. D ((L ~M)? - (L+ M)2> = D(LM)N D (ML).

Preuve.

1. soit ¢ € D(LM), alors ¢ € D(M) et
M¢ e D(L)=D(M),

d’out ¢ € D(M?). Inversement, si ¢ € D(M?) alors ¢ € D(M) et
M¢ € D(M) = D(L),

d’ott ¢ € D(LM). On obtient 1'égalité D(LM) = D(M?). En échangeant les roles de L et M on a
D(ML) = D(L?).

2. Soit ¢ € D ((L + M)z), alors il existe £ € X tel que
¢ = (L+ M),

de plus ¢ € D(L+ M) =D(M) et

=
<
[

=
h
+
=

|

2M(L+ M)~ ") (L+ M)~ "¢

I—(L+M—-2M)(L+M)"")(L+M)"¢

NI RN RN~ DN
~—~ — —~

I—(L—M)(L+M)"")(L+M)"'

(L +M)™€ = 2(L— M)(L + M),
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IV.1 Cadre holdérien

mais y = %(L + M)~ € D(M) et (IV.5) implique

z= %(L — M)(L+ M)™2¢ € D(L — M) = D(M),

d’ott M¢p =y — z € D(M) donc ¢ € D(M?). En échangeant les roles de L et M, on obtient ¢ € D(L?) et
ainsi

¢ € D(L*) N D(M?).
Inversement, soit ¢ € D(L?) N D(M?). Alors
Lope D(L)=D(L+ M) et Mp € D(M)=D(L+ M),

donc Lo+ M¢ € D(L + M), ainsi
$peD ((L+M)2).

3. Le point 2. et (IV.5) permettent de déduire que

D ((L M) —(L+ M)Q) =D ((L + M)Q) = D(LM) N D(ML).

Le lemme qui suit précise que certains opérateurs sont bornés.

Lemme IV.5 On suppose (IV.4)-(IV.7).

1.

(L+ MM~ (L+M)L=Y, M(L+ M)"Y, L(L+ M), (L - M)(L+ M)! e L(X).

2. L(L — M)(L+ M)~2 € L(X) et M(L — M)(L+ M)~2 € L(X).
3. (L+M)(L—M)L+M)=2 (L-M?2L+M)2ecL(X) et LM(L+ M)~2, ML(L + M)~2 € L(X).

/.

CL,M S L(X)

Preuve.

1.

Voir Lemme II1.13 du Chapitre III, Section 2.2, le résultat reste vrai dans ce chapitre puisque la démons-
tration n’utilise pas 'hypothése de la commutativité des résolvantes de L et de M.

Le point 1. implique que (L — M)(L + M)=2 € L(X) et, grace a (IV.5), on a
(L —M)(L+ M) %(X)c D(L—-M)=D(L)=D(M),

L, M étant fermés, la Proposition 1.16 implique L(L — M)(L + M)~2, M(L — M)(L + M)~% € L(X).

Par somme et par différence du point précédent, on obtient (L + M)(L — M)(L + M)~™2 € L(X) et
(L — M)*(L+ M)~2 € L(X). Ensuite, en utilisant les points 1. et 2., on a

LM(L+ M) =~ (L(L+M)(L+M)*—L(L-M)(L+M)?) e L(X),

| =

de méme ML(L + M)~2% € L(X).

Par les points 1. et 4., on a

Croar=(L+M)(L-M)(L+M)?2—(L-M)(L+M)"eL(X).

Le lemme suivant regroupe les calculs algébriques utilisés dans ce chapitre.

107



Chapitre I'V. Cadre non commutatif sur la droite réelle

Lemme IV.6 On suppose (IV.4)-(IV.5) et (IV.7).
1. (L+M)?=L%+ LM+ ML+ M? et pour ¢ € D((L+M)2)

(L—M)*¢=L*¢—LM¢p — ML+ M?¢.

2. i (L=M)?—(L+M)?) = —% (LM + ML).
3. [(L—M);(L+ M) =-2[M;(L+ M) '] =2[L; (L + M)™1].
4. Cpoar =2[M; L] (L+M)™?

(AML+(L—M)*—(L+M)?)(L+M)2=Crum,
(ALM + (L — M)?> — (L+ M)?) (L+ M) 2 = ~Cpm.

(L+M)_1M—%(L+M)_1C’L,M(L+M):M(L+M)_1,
—(L+M)‘1L—%(L+M)‘1CL,M (L+M)=—L(L+M)"

{M(L—i—M) M—|—4(L M)(L+M)_ICL7M(L+M):%M—%(L—M)M(L—&—M)_l

L(L+M)*1L+E(L—J\4)(L+J\4)*1CLM(L+M):%LJF%(L—M)L(LJFM)*1
M + (L —M)M (L +M)~ +§<(L M)” = (L+M)*) (L+ M) =0,

8.
L—(L—M)L(L+ M) %( L+M))(L+M)*1:o.

Preuve.

1. En vertu du point 2. du Lemme IV.4, on a pour € € {—1,1} et pour ¢ € D ((L + M)2) cD ((L — M)Q)

(L +eM)?(¢) =(L + eM)(Lp + eMp)
=L(Lo+eM¢p)+eM(Lp+eM¢)
=L%¢+eLM¢+eMLp+ M?¢.

2. C’est une conséquence du point précédent et du Lemme IV.4.
3. Pour ¢ € D(L) = D(M), on a
(L= M); (L+ M) ¢ = [L; (L+ M)~ ¢ — [M; (L + M)~ ]9,

et
[L; (L + M) ™Yo+ [M; (L + M)~ Yo = [(L+ M); (L+ M) ']¢ =0,

donc
[L; (L + M) "¢ = —[M; (L + M)~ ']¢,

et
(L= M); (L+M)™¢ = =2[M;(L+ M)~ )¢ = 2[L; (L + M) ']¢.

4. Gréce au point 2. du Lemme IV.4 on a pour ¢ € D ((L + M)2)

(L+M)(L—-M)p=1L?*¢—LM¢p+ ML — M?¢,
(L—M)(L+M)p=L*¢+LM$p— ML¢p — M?9,
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et ainsi
(L+M)(L-M)—(L—-M)(L+M))¢=2ML— LM)¢ =2[M; L.
D’ott
Crar =((L+M)(L—M)—(L—M)(L+M))(L+M)"?
=2 [M; L] (L+M)2.
5. En utilisant les points 2. et 4., il vient
(A4ML+ (L—M)*—(L+M)*) (L+ M) ?=(4ML —2(LM + ML)) (L + M)~
=(2ML —2LM) (L + M)™?
=2[M; L) (L+ M)?
=Cr.-
De méme
(ALM + (L — M)*> = (L + M)*) (L4 M)™% = (4LM — 2(LM + ML)) (L + M)™?
=— (2ML —2LM) (L + M)~
=—2[M;L](L+M)?

=—Crum.
6. En utilisant le point 3., on obtient
_ 1 _ _ _
(L+ M) M = 5 (Lt M) Cror (L+ M) = (L+ M) M+ [M;(L+M) 1}
=M (L+M)™".

De méme
f(LJrM)_lLf%(L+M)_ICL,M(L+M) = (@M L Lz )7
=—L(L+M)™".
7. En utilisant le point 3., on a
M(L+M)*1M+3(L—M) (L+ M) Cpar(L+ M)
—M(L+M)"' M- %(L— M) [M; (L+M)‘1]
=M (L+M)"" M- %(L — M)M (L+ M)+ %(L ~M)(L+M)"'M
:%M—%(L—M)M(LJFM)”.
De méme
L(L+M)*1L+3(L—M) (L4 M) Cp (L + M)
“L(L+M)"'L+ %(Lf M) [L; (L+ M)~}
=L(L+M)"'L+ %(L ~ M)L(L+ M) - %(L ~M)(L+M)"'L

1

:%L + 5L = ML(L+ M)t
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8. Ona
M+ (L—M)M(L+ M)+ % ((L—M)2 - (L+M)2> (L+ M)
=(L— M)M (L+M)"+ %(L—M)Q (L+ M) +M—%(L—|—M)
:%(L— M)(L—M+2M)(L+M) " - %(L+M— 2M)
= (L~ M)~ 2 (L~ M)
—0.
De méme

L—(L—M)L(L+M) "+ ((L—M)Q—(L—i—M)z) (L+ M)
= (L= M)L(L+ M) 4 S (L~ MY (L+ M) 4 L= (L4 M)
:%(LfM)(LfoQL) (L+M)’1f%(L+M72L)
=~ S =M+ 5 (L M)

—0.
=

Remarque IV.7
1. Le point 2. du Lemme IV.6 permet d’écrire (IV.2) sous la forme

u”(z) + (Ly — M) v (z) — % (LM, + M,L,)u(z) = f(z), z € R.

Dans le cas commutatif on retrouve alors l'équation (I1I1.8) étudiée au chapitre précédent.

2. Le point 4. du Lemme IV.6 permet d’écrire Uhypothése sur le commutateur (IV.8) sous la forme

Yw > wo,

My L] (Lo, + M, *QH < x(w). V.10
Mo L] (B + M) | < x(@) (1v.10)
Remarque IV.8 Il est intéressant de comparer hypothése de non commutativité (IV.8) ou (IV.10) avec celle
utilisée par Da Prato-Grisvard; voir [12], (6.4) et (6.5), p. 346. Si on écrit Uhypothése de non commutativité
de Da Prato-Grisvard pour L, M, satisfaisant (IV.5), on a

(i) (My, — AXI)"'D (L) € D (Lo), A € p(M.,,)

(i) || [t (M = A7) (L = D)7 < ¢ ¢

L+ AD'P (1 + [ul)

5: A€ p(My), p € p(Le),

avec —1 < << 1.

Dans ce travail, il est clair que (i) est vérifié. On calcule le membre de gauche de (ii) pour A = p = 0. On
obtient

[Lus MJY L™ = LuMS LG — MY,
et
[ Ews MZ) LY < (oMY 2] + (2
<Cmax (|5 (1M -
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Dans beaucoup de cas concrets, on a
It =0 (1w'?), gt =0 (1/"2),

et ausst
Mo L) (L + M) 2] = O (1/w1/2).

1.3 Formule de représentation de la solution

Dans le cas commutatif, la représentation de la solution de (IV.2) est donnée par la formule (III.19) :

u(z) = /I (L + M)—l e(z—s)Mf(s)ds + /+Oo (L—l—M)_l e(S—z)LJc(S)dS7

— 0o T
pour x € R. Maintenant, on fait le raisonnement heuristique suivant. On suppose qu’il existe une solution
classique u & I’équation (IV.2) satisfaisant la propriété de régularité maximale (IV.9). On désire trouver une
équation intégrale satisfaite par

vi=(L+ M) u.

Alors, on peut écrire pour tout z € R

T “+o00
[ (L+ M) @M f(5)ds + / (L+ M) =L f(s)ds
= /; (L+ M) " elo=sM <u”(s) + (L — M)d'(s) + i ((L —M)* —(L+ M)Z) u(s)> ds

+ /;oo (L+ M) " els—oE (u"(s) + (L — M)u/(s) + i ((L — M)* — (L + M)2> u(s)) ds

i=uq () + ue(x) + us(z) + ug(x) + us(z) + ue(x),

up(x) :/ (L+ M)~ e@=9My" (5)ds,
—+oo
us(x) :/ (L + M) =Ly (s)ds,

uz(z) = /f (L+ M) e@==M (L, — M)/ (s)ds,

ug(z) = o (L+ M) e E(L — M)/ (s)ds,
us(x) % / " (Lt My el (2= 20)* = (L + M)*) u(s)ds,
ug () :i /+°0 (L+ M) 'els—2)E ((L —M)> - (L+ M)2) u(s)ds.

L’idée principale est d’effectuer des intégrations par parties afin de déduire ’équation intégrale satisfaite par v.
Puisque u est une solution classique de (IV.2) satisfaisant la propriété de régularité maximale (IV.9), tous les
calculs seront justifiés.

Alors, par intégration par parties, on a

uy(z) = [(L + M) e<f*S>Mu'(s)} :Q + / "L+ M) MMy (5)ds

— 0o
x

=(L+M) " () + / (L+ M) MM/ (s)ds,

— 00
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M en s = x, puisque v/(z) € D(M), et sa décroissance & s = —oo. De la

ot on a utilisé la continuité de e(*—*)
méme fagon, on obtient

uy(z) = (L + M) "/ (z) + [(L—i—M)_1 Me(”’_s)Mu(s)} —l—/ (L + M)~ M2e@=9My(s)ds
—o0

— 0o
x

=(L+M) " (x)+ (L+ M) Mu(z) + / (L + M) M2e@=9My(s)ds,
car
Me @My (5) = @M ppy(s),
puisque u(s) € D(M), et on utilise la continuité du semi-groupe e*=*M en s = z, puisque Mu(z) € D(M), et
sa décroissance a s = —oo. De méme on a

+oo

us(z) = [(L M) e<S*f>Lu’(s)} . / = (L + M)~ Let=DLy/ (s)ds

+oo
=—(L+M)""(z) - / (L + M) LeC~E (s)ds
=—(L+M)""(z) - [(L + M) Le(s—x)Lu(s)] o

x

+oo
+ / (L+ M) " L2~y (s)ds
xT

=—(L+M) " (2)+ (L+M)"" Lu(z) + /m (L+ M) L2eb=D Ly (s)ds.

On a utilisé deux fois la décroissance de e(*~®)F 4 s = 400 et sa continuité en s = z, puisque u'(x) € D(L) et
u(x) € D(L?).

En appliquant (L + M)? & uy(x) + uz(x), on obtient

(L+ M)? (u1(z) + ua(x)) = v(x) + (L + M) /x MZ2e@=M ([ 4 M) ™2 v(s)ds
he T (IV.11)
+(L + M) / L2~ (L 4 M) 2 v(s)ds.

xT

Maintenant, pour us(z) + ug(x), une intégration par parties donne

us () + ua(a) = [(L M) el (g, M)u(s)} S / (L M) MM (L MYu(s)ds

—o0 —o0

—+oo

400
+ [(L + M) el — M)u(s)} - / (L + M)™' Let"=DL(L — M)u(s)ds

=(L+M)"" (L - M)u(z) + / ’ (L + M)~ M@ M(L — M)u(s)ds
— (L4 M) (L - M)u(z) — /+<>° (L+ M)~ Le=2E(L — M)u(s)ds;

x
ici on utilise encore la décroissance des semi-groupes a l'infini et leur continuité en s = x puisque (L — M)u(z) €
D(L) N D(M) d’apres (IV.5) et grace au point 2. du Lemme IV.5 on peut écrire

M(L — M)u(z) = M(L — M)(L + M)™*(L 4+ M)?u(z),
L(L — M)u(z) = L(L — M)(L + M)"%(L + M)?u(z).
En appliquant L + M a us(z) + u4(x), on obtient

(L + M) (ug(x) + us(a)) = / " MelmOM (L - M) (L + M)~ o(s)ds

- /+OO Le= (L — M) (L + M)~ ? v(s)ds.
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Or, le Lemme IV.5, point 3., permet d’écrire

Me =ML — M) (L4 M) ?v(s) = e IMML (L + M) > v(s) — M2e@=M (L[ 4+ M) u(s),
L)L — M) (L + M) uv(s) = L2 (L + M) v(s) — e LLM (L + M) > v(s),

ainsi, en appliquant encore L + M, on a

(L + M)? (us(z) + ug(z)) = (L + M) [ e@IMNL (L4 M) "% v(s)ds
+(L+ M) /+<>o eCDLLM (L + M) % v(s)ds
z (IV.12)
—(L—|—M)/ M2e@=M ([ 4 MY u(s)ds

— 00

+oo
—(L+ M) / L2 (L + M) v(s)ds.

x

Enfin, en appliquant (L + M)? & us(x) + ug(x), on a

(L + M)? (us(z) + ug(x)) = i(L + M) [ @M ([, — M) (L + M) % v(s)ds

_i(L_i_M) /T e(w—s)M (L+M)2 (L+M)_2 U(s)ds
e (IV.13)
—s—i(L + M) /+ eSO (L — M)? (L + M) v(s)ds

1 e (s—z)L 2 -2
fZ(LJrM)/ e (L+ M) (L+ M) " v(s)ds.

x

Ensuite, en utilisant (IV.11), (IV.12) et (IV.13), on a

+oo

(L + M) /3c e@=IM f(s5)ds + (L + M)/ e~ f(5)ds

— 00 x

=v(z) + (L + M) /m e@=IMMIL (L + M) 2 v(s)ds

— 00

+ i (L+ M) /w @M ([ — M) (L + M) v(s)ds

— 00

- i (L+ M) /x e@=OM ([ 4+ M)* (L + M) 2 v(s)ds
+ (L+ M) /+°° eC=DELM (L + M) ™2 v(s)ds
1 (L + M) /m =L (L — M)? (L + M) % v(s)ds
4

x

&(L+M)/

x

+

+oo
e (L4 M)? (L + M) > v(s)ds.

En vertu du point 5. du Lemme IV.6, on obtient

€T

+oo
v(x) + i(L + M)/ eT=IMCy yru(s)ds — i(L + M) / eC=ILCL yu(s)ds

— 00 x

xT +oo
=(L+ M) / @M f(§)ds + (L + M) / DL f(s)ds,

— 00 x
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que 'on peut écrire sous la forme

v+ R(v) = F(f), (Iv.14)
ou . oo
F(P@) = (L 0) [ o fo)ds 4 (L 20) [ e (s)as,
et
R(v)(x) :i(L + M) /_ @My | (s)ds — i(L + M) / T 0Ly u(s)ds.

Maintenant, on fait apparaitre la dépendance de w pour F : F,,; et R : R,. Pour f € BUC? (R; X), le but
est de trouver w* > wqg tel que pour tout w > w*

1. F,(f) € BUCY (R; X),
2. I+ R, est inversible dans L (BUC? (R; X)).

Dans ce cas, pour w > w*, on peut déduire que s’il existe une solution classique u de (IV.2) satisfaisant la
propriété de régularité maximale (IV.9), alors u est uniquement déterminé par la formule de représentation

w= (Lw+Mw)*2{(I+Rw)*1 (Fw(f))}. (IV.15)

Ainsi, pour obtenir un résultat d’existence et d’unicité pour I’équation (IV.2), il suffit d’étudier la régularité de
cette représentation.

Bien entendu, quand L, et M, commutent, la formule (IV.15) coincide avec la formule (I11.19) donnée au
Chapitre III.

Remarque IV.9 Concernant (IV.14), on peut aussi utiliser la théorie de Fredholm lorsqu’il n’y a pas de para-
meétre w.

1.4 Principaux résultats

On pose pour une fonction g donnée de R dans X et pour x € R

x

+oo
Glg)(x) = / Qe IMag()ds,  H(g)(x) = / =L g()ds.

— 00

On remarque que la Proposition I11.14 du Chapitre III est vérifiée et la constante K y est indépendante de w
grace a I’hypothese (IV.3).
On obtient grace a cette proposition les régularités de F, et de R,,.

Corollaire IV.10 On suppose (IV.5)-(1V.7). Soit f € BUCY (R; X), 6 €0, 1[. Alors F,(f) € BUC? (R; X).
Preuve. Il suffit de remarquer que
F(f)=(L+MM 'MG(f)+ (L+ M)L'LH(f). (IV.16)

(L+M)M~1, (L+ M)L™! € L(X) d’apres le Lemme IV.5, point 1., donc on a le résultat par la Proposition
III.14. =

Corollaire IV.11 On suppose (IV.3)-(IV.8). Soit § €10,1]. Alors R, € L (BUC? (R; X)) et il existe w* > wo
tel que pour tout w > w*

[RullLipuce @xy <1
Ainsi I + R,, est inversible dans L (BUC? (R; X)) pour w > w*.
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Preuve. Soit v € BUCY? (R; X). Cp p € L(X), d’apres le Lemme IV.5, point 4., donc C, v € BUCY(R; X).
Alors, en écrivant

R(v) = i(L + MM *MG(Cp o) — (L + M)L ' LH(Cp pv), (IV.17)

1
4
on a R(v) € BUC? (R; X) par la Proposition IT1.14. De plus, pour tout w > wp, on a grace a (IV.8)

1 _
||Rw(v)||BUC9(R;X) gZK ||(Lw + M., )M, 1||L(X) HCLWMW”L(X) HUHBUCS(R;X)

1 _
+ ZK H(Lw + Mw)LleL(X) ||CLW,MW||L(X) ”UHBUCG(]R;X)
<Cx(w) HUHBUC’Q(R;X) :

Or lim x(w) =0, donc il existe w* > wy tel que pour tout w > w
w—+00

Rl prce mxy) < 1-
Ainsi I + R,, est inversible dans L (BUC? (R; X)) pour w > w*. m

Remarque IV.12 En vertu des corollaires précédents, on peut dire que s’il existe une solution classique de
(IV.2) satisfaisant la propriété de régularité mazimale (IV.9), elle s’écrit sous la forme (IV.15) pour w > w*.
On déduit alors lunicité de la solution classique et aussi, pour tout x € R, u(x) € D ((Lw —|—Mw)2), ce qui

implique, grace d Uhypothése (IV.5), que u(x) € D ((Lw — Mw)2>.

On énonce alors le résultat fondamental de cette section.

Théoréme IV.13 On suppose (IV.5)-(IV.8). Soit f € BUCY (R; X), 0 € |0, 1[. Alors, il existe w* > wy tel que
pour tout w > w*

1. Uéquation (IV.2) admet une unique solution classique u ;

2. w vérifie la propriété de régularité mazximale
u', (Ly — My)u', (Ly, 4+ M,)?u e BUC? (R; X).

Preuve. Soit w > 0 fixé tel que w > w*. On note encore L, = L, M, = M et R, = R, F, = F. On veut
prouver que u défini par (IV.15) est 'unique solution classique de (IV.2).
On pose
vi=I+R)"(F(f)) = (L+ M)’ue BUC? (R; X),

grace aux Corollaires IV.10 et IV.11. Puisque (L — M)* (L + M) > € L(X), on a
(L—M)*u=(L—M?*(L+M)>(L+M)?*ueBUC’ (R; X).

Ensuite
v=F(f) = R(v),
d’ou
u=(L+M)?F(f)—(L+M)*R(v),
puis en utilisant (IV.16) et (IV.17), on obtient

v= (L4 30) (GUA) + H(f) = {6(Crar) + {H(Coar) ) (IV.15)
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et
w=(L+ M)~ (G( £+ H() - iG(CL,MU) + iH(cLMU)) . (IV.19)

On note que u est (en un certain sens) une “perturbation” de (II1.19) du cas commutatif.
D’apres la Proposition I11.14, point 3., u est contintiment dérivable sur R et

u' = (L + M)il (MG(f) - LH(f) - EMG(CL,MU) - ELH(CL,]V['U) - ;CL’]WU) s (IV?O)

donc pour tout # € R, on a v/(z) € D(L 4+ M) = D(L — M) et comme (L — M) (L+ M)™" € L(X) (Lemme
IV.5, point 1.)
(L—M)u' =(L—M)(L+M)""(L+M)u e BUC’ (R; X).

De plus, en remplagant (IV.18) dans (IV.20), on obtient
W =L+ 20)7 (MG(f) = LH() = JMG(Crae) = {LH(Craro))
— 5 (L 20)7 Car (£ 00 (GU) + HF) = {G(Caro) + {H(CLar) ). (Iv.21)
Alors, d’aprés le point 6. du Lemme IV.6, on a
(L+ M) M— % (L+ M) " Cpar (L+ M) = M(L+ M) € L(X),

et de méme )
—(L+M)'L- 5 (L+ M) Cpm (L+M)=—L(L+M)" e LX),

ainsi (IV.21) devient
W = M(L+M)""G(f) — L(L+ M) "H(f)

1 L 1 . (IV.22)
— M (L+M)" G(Cryv) = JL(L+ M) H(Cr o),

D’apres la Proposition I11.14, point 3., v’ est continliment dérivable sur R et
W' =f+M(L+M)""MG(f)+L(L+ M) "LH(f)
- iM (L+ M)~ MG(Crav) + iL (L+ M)~ LH(Cp, av)
+ i(L — M) (L+ M) Cp v
—f4+M(L+M)""MG(f)+ L(L+M) " LH(f)

1 _ 1 _
= M (L+M) " MG(Cp o) + JL(L+M) Y LH(Cp o)

1 _ 1 1
+ Z(L — M) (L+M)"" Crm(L+ M) (G(f) +H(f)— ZG(CL’MU) + 4H(CL$M’U)> .
Alors, en utilisant le point 7. du Lemme IV.6, on a
_ 1 _
Sy :=M (L + M) 1M+1(L—M) (L+ M) Cp (L + M)

:%M - %(L — MYM (L+M)™",

116



IV.1 Cadre holdérien

et
_ 1 _
Ty :=L(L+ M) 1L+Z(L—M)(L+M) YCp (L + M)
:%L + %(L ~ M)L(L+ M),
d’out . .
u' = f+S1G(f)+ TWH(f) - ZSIG(CL,M'U) + 1T1H(CL7MU). (Iv.23)

En utilisant (IV.19), (IV.22) et (IV.23), on a

W+ (L — M) + ((L ~M)?—(L+ M)2) u

| =

=f+ SG(f)+T2H

—~

1 1
f) - ZSZG(CL’MU) + ZTQH(OLMU)?

ou

Sy =g M — 2(L— M)M (L+ M)~ 4 (L~ M)M (L+M)™ + 5 (L= M)* — (L + M) (L + M) =0,

et

T ;:%LJr %(L—M)L(L—i-M)_l —(L—=M)L(L+M)"+ i ((L— M)? — (L+M)2> (L+M)"" =0,

d’apres le point 8. du Lemme IV.6. On obtient enfin
1
W (L= M)+ 5 ((L—M)2 - (L+M)2)u:f.

Or (L — M)/, (L —M)*u, (L4 M)>u et f sont dans BUC? (R; X) donc on peut déduire de cette dernidre
formule que u” € BUC? (R; X).

On vient de montrer que u défini par (IV.15) est une solution classique de (IV.2) vérifiant la propriété de
régularité maximale (IV.9) et I'unicité de cette solution classique résulte de la Remarque IV.12. =

1.5 Applications

On va considérer trois exemples. Pour le premier exemple, on se place dans un espace X = LP(2), ou
Q) = Je,d[. Le second exemple généralise le premier en prenant 2 un ouvert régulier borné de R™. Le dernier
exemple reprend le premier en conservant les mémes actions d’opérateurs mais en se placant dans le cadre
héldérien X = CJ ([e, d)), B €]0,1].

Exemple 1.

On considére sur X = LP (¢,d), 1 < p < 00, les opérateurs définis par
D(Ly) = D(M,,) = {p € W (c,d) : p(c) = p(d) = 0}
Lap(y) = ¢"(y) + aly)¢'(y) —we(y), y € (¢, d)
Mye(y) = ¢"(y), y € (¢, d),

ol w > 0, a > 0 et avec, pour plus de simplicité,
a € C%([e,d)), a(c) = a(d) = 0, Im(a) # {0}. (Iv.24)
On remarque que L, = Ly — w®I et M, = My, ou

D(Lo) = D(My) = {p € W?P(c,d) : o(c) = o(d) =0}
Lop(y) = ¢"(y) +a(y)¢'(y), Mop(y) =¢"(y), y€(cd).

On va montrer que les opérateurs L,,, M, vérifient les hypotheses (IV.3)-(IV.8).

117



Chapitre I'V. Cadre non commutatif sur la droite réelle

e D’aprés Lunardi [48], Theorem 3.1.3, p. 73, L, M, générent des semi-groupes analytiques. De plus, il
existe 0 > 0 et Cp > 0 tel que pour tout z € S5 = {z € C\ {0} : |arg z| < % —1—(5}

_ Co —1 C’0
=7, <5 Jon == <5
H( 0 —=I) nx)  |z| (Mo —=I) Lx) |z
dont on déduit pour tout w > 0
C _ C
H(Lw —20) 1H <20 H(Mw 21) 1H o, (IV.25)
LX) w2 Lx) |zl
Ensuite si |w® + z| > |z]| alors
e, < S ot e <
L) |2 L) |4
sinon Re(z) < 0 et
|w® + z| > cos(|arg z| — g) |z| = cos(0) |z] .
I Co
Donc il existe C; = m > Cy > 0 tel que pour tout w > 0 et pour tout z € S
T T
L(x) |zl L(x) |z
e M, est inversible dans L(X). En effet, on résout ’équation spectrale
M,p=v € X,
qui est équivalente a
¢"(y) =¢(y), y € (c.d)
p(c) =0
¢(d) =0,
ot p € W2P(c,d) et 9 est donné dans X. On obtient alors que pour presque tout y € (c,d),
d d
_ _ y—d d(c—vy
Mg o) = M) = o) =22 [T+ D [ (1V 26)

+ /yd t(t)dt +y/cy1/1(t)dt.

Maintenant, en posant

on a

L, = My+Q — w"I.

D’apreés Engel-Nagel [17], Example 2.2, p. 169, lopérateur P est My-borné, et, grace a (IV.24), on en
déduit que @ est My-borné. De plus, w* € p(My), donc il s’ensuit du Lemma 2.6 de [17], p. 173, que
w® € p(My + Q), autrement dit L, est inversible dans L(X).
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e En vertu de (IV.24), on a

D(M,L,) ={p € D(Ly) : Lup € D(M,)}
={p e WP (c,d) : (&) =0 et ¢ + ayp’ —w*p € WP (c,d) avec
¢"(€) + al€)¢'(§) —wp(§) =0, € € {c, d}}
={p e W (¢,d) : ¢" + ap’ € WP (¢,d), " (¢) = ¢"(d) = p(c) = p(d) = 0}
¢ e WP (¢,d),¢"(¢) = ¢"(d) = p(c) = p(d) = 0}

={p e W (c,d):
={p e W' (c,d) : ¢"'(c) = ¢"(d) = p(c) = p(d) = 0},
doit
{ D(MyL,) = {p € W*P (c,d) : ¢"(c) = ¢"(d) = p(c) = p(d) = 0}
(ML) e(y) = ¢ () + aly)e® (y) + 2/ ()¢" () + "' ()¢ (y) — w0*¢" (y), y € (c,d)
{ D(L,M,) = {p € WP (c,d) : ¢"(c) = ¢"(d) = p(c) = p(d) = 0}
(Lo M) e(y) = ¢ (y) + aly)e® (y) — w¢"(y), y € (¢, d),
{ D([Mo; L)) = {p € W4 (¢,d) : ¢"(c) = ¢"(d) = ¢(c) = p(d) = 0}
[Mu; Lo] @(y) = 2d'(y)¢" (y) + a" (9)¢' (y), y € (c,d).
De plus

(Lo — Mw)so(y) =a(y)¢'(y) —we(y), y € (67 d),
{ D(Ly, + M,,) = {¢ € WP (c,d) : ¢(c) d) =0}
(Lo + My)p(y) = 2¢"(y) + (y)w’(y)—w @( ), y € (c,d),

ce qui implique que L, — M, est fermé, L,, + M, est inversible dans L(X) (méme démonstration que pour
L,,) et, comme pour (IV.25), il existe C' > 0 tel que pour tout w > 0
C

O A S I (SR

{ D(Ly, — My,) = {¢ € WP (c,d) : o(c) = p(d) = 0}

<
LX) w2’

N

e On a, en utilisant (IV.24),

D (Lo +Mo)’) ={p € D (L + M) : (L + M) ¢ € D (L + M)}
={p e WP (c,d) : (&) = 0 et 2¢" + ap’ —w”p € WP (¢,d) avec
2¢"(6) + a(§)¢'(§) —w (&) =0, £ € {c,d}}
={p e W' (c,d) : ¢"(c) = ¢"(d) = p(c) = p(d) = 0},
et
D ((Lw - Mw)Q) —{peD(Ly,— M) : (Lo — M,)pe D (L, — M)}
={pe W2P (¢,d) : p(€) =0 et ap —w*p € WP (¢,d) avec
a(f)‘ﬁ/(f) - wa¢(€> =0,¢€ {Cv d}}

={p e WP (c,d) : p(c) = p(d) = 0};

ainsi

D ((Lw + Mw)2> cD ((Lw - Mw)2> .
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e De plus, on a pour tout ¢ € D ((Lw + MW)Q) et pour presque tout y € (¢, d)

1

1 ((Lw — M) = (L, + Mw)Q) e(y)

% ((a(y))2 " (y) — 2w a(y)¢’ (y) + aly)d' (y)¢' (y) + w**o(y)
— 49 (y) — 4a(y)® (y) — 4d'(y)¢" (y) — 20" (1) (y) + 4" (y)
— (a(y)’ ¢"(4) + 2 aly)¢ (v) — aly)a' (9)¢' (v) — > () )
=~ ¢(y) ~ aly)e® (1) — @ ()" (1) — 50" W)/ (0) + " ().

Proposition IV.14 1 existe C > 0 tel que pour tout w > 0,

_ C
Mw;Lw Lw Mw 2” < NE]
H[ I + ) L(x) wY

. 20 51 0 <w < 1,
ouy = .
a stw > 1.

Preuve. On pose, pour f € X = LP (¢, d)

alors
(Lw + Mw)il 1/) =g,

geD ((Lw + Mw)z) — D (LyM,) N D(M,L,) et ainsi

g€ W4p( vd)
{ g"(c) =g"(d) = g(c) = g(d) =0 (IV.27)
"(y) +a(y)g'(y) —wg(y) = Y (y).

On a
{[M.; L] g} (y) = 24 (y)g" (y) + " (y)g' (y) = 2a' (y) Mog(y) + a” (y) Py (y),

or P est My-borné et, grace a (IV.27), on a

I[Me; Lo] gl <C ([ Mogll + [ Pgll)
<C1 (| Mogll +1lgll)
<C1 (9"l + llgl) (IV.28)

1
SACERITE

De plus, de (L, + M)~ " f =1, on déduit
b € WP (c,d)
P(e) =p(d) =0
20" (y) + a(y)¥' (y) — w*Y(y) = f(y),
et
ol < 1. (1v.29)
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Il s’ensuit (de (IV.28) et (IV.29)) que

1IMa: LT gll =||[Mos Ll (L + M) 7 |

1 1
< 4
<C(get 2 ) I
2C
<5 I

|
Par conséquent, toutes les hypothéses sont vérifiées, on peut appliquer le Théoréeme IV.13 au probléeme aux
limites et quasi-elliptique d’ordre quatre suivant pour w > 0 assez grand

9%y 0%y ou o*u A3
@(%y)‘*‘a( )8 py (z,y) —w® 67(30 y) — 8y4(x’y)_a(y)87y3(x’y)
0%y 1 ou 9%u
o Za vt a @ —
a(y )82(96 y) = 5a (y)ay(w,wa 8yz(ﬂc,y) f,y), € R, y € (c,d)
0%u 0%u
u(z, ¢) = u(z,d) = ay 5 (7, c)—a—yQ(x,d):Q:vER,

des que f € BUC? (R; L (c,d)), 6 €]0,1].

Remarque IV.15 On réécrit ce probléme différentiel sous forme opérationnelle (IV.2) en utilisant les opéra-
teurs Ly, M, et leurs domaines. Pour tout x € R, y € (¢, d)

! (a) + (L = M) ol (@) + 1 (B = M) = (B + M)?) ula) = (a),

équivaut a

0%u 0%u o 0u O*u u
o2 (I,y) + a(y) [“)yax (Jf, y) —w %(‘ra y) - 5y4 (Iay) - a(y) ayg (Z‘,y)
0%u 1 ou 0%u
o vu /] vt aY U _
a'(y) 52 (z,y) = 50" (y) 9y (z,y) +w 52 (z,y) = f(z,y).

D(L,,) et D(M,,) sont obtenus grice aux conditions aux limites. En effet u(x) € D ((Lw — M,)? — (L, + Mw)Q)
pour tout x € R équivaut a

0%u 0%y

u(z, c) = u(z,d) = e (x,c) = a7 (x,d) =0,z €R, (Iv.30)

et u'(z) € D(L, — M,,) pour tout x € R équivaut &
0 0
g @)= (e.d) =0 xR,

qui découle directement de (IV.30) puisque pour x € R fixé on a

ou u(x4h,c)—u(z,e) . 0-0

92" = I h = =0
de méme 5 o p

u(x,d):lim wz+hd - ulz )flimH:O

o h—0 h h—0
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Chapitre I'V. Cadre non commutatif sur la droite réelle

Remarque IV.16 On peut aussi appliquer Lunardi 48], Theorem 3.2.3., relativement ¢ A — Au = g et
lestimation
1/2
A llull, + A1 [ Dul, + | D?ul], < C, [l — Aull,. (1v.31)

donne

M ] (L + M) g

p

- H(2a’D2 +a"D) (L4 M) " (Ly + M) g

p

S e AR e

( (Lo + Mw)_l) (Lo + Mw)_l g

p

<C'||(Ly + M) ™"

+ "2 |( H L+ M)
p

1
<0 (2e+ s )l

.C
— lgll, -

p

Remarque IV.17 On montre que Uhypothése (IV.24) est nécessaire dans cet exemple. Pour cela, on suppose
que a € C?([e,d]) avec (a(c),a(d)) # (0,0). Alors

D(M,L,) ={¢ € D(Ly,) : Lo,y € D(M,)}
={peW??(c,d): p(&) =0 et ¢" +ayp’ —w*p € WP (c,d) avec
¢"(§) +a(§)¥'(§) —w (&) =0, £ € {c,d}}
={p e W' (c,d) : ¢"(c) + a(c)¢(c) = ¢"(d) + a(d)¢'(d) = 0 et p(c) = p(d) = 0},
et
D(L,M,) ={p € D(M,) : M,p € D(L,)}
={p e WH (c,d) : ¢"(c) = ¢"'(d) = ¢(c) = p(d) = 0},
ainsi D(M,,L,) et D(L,M,,) sont différents, de plus
D([Mu; L)) = {p € W (c,d) : ¢"(c) = ¢"'(d) = ¢(c) = p(d) = 0 et a(c)¢'(c) = a(d)¢'(d) = 0} .
D’autre part, on a
D ((Lw n Mw)Q) —{peD(Ly+M): (L, +M,) g€ D (L, + M)}
={p e W?P(c,d) : (&) =0 et 2¢" + ap’ — wp € WP (c,d) avec
2¢" (&) + a(§)¢'(§) —wp(§) =0, £ € {c, d}}
={p e W' (c,d) : 2¢"(c) + a(c)¢'(c) = 2¢"(d) + a(d)¢'(d) = 0 et p(c) = p(d) = 0},
et
D ((Lw - Mw)2) —{p€D(Ly—M): (Ly — M) e D (L, — M)}
= {4,0 e WP (¢c,d) : p(€) =0 et ap’ —w* € WP (¢, d) avec
a(§)¢'(§) —wp(§) =0, € € {c,d}}
={p € W37 (c,d) : a(0)¢'(c) = a(d)¢'(d) = ¢(c) = p(d) = 0};

ainsi la condition (IV.5) n’est pas satisfaite.
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IV.1 Cadre holdérien

Exemple 2

Soit ©Q un ouvert régulier borné de R™, n > 2. On considére sur X = LP(2), 1 < p < 00, les opérateurs définis

o D(L,) = D(M,) = {go € W2P(Q) : p = 0 sur 99}

L,o(y) +Zal Dip(y) —wp(y), y € Q

Myo(y) = Ayp(y), y € Q,

ouw >0, a>0 et avec
a € C*(Q), ap =0 sur 99, Im(ag) # {0}, k=1,....,n

On va montrer que les opérateurs L, M, vérifient les hypotheses (IV.3)-(IV.8).

(Iv.32)

e L, M, sont inversibles dans L(X) et générent des semi-groupes analytiques vérifiant (IV.3) (comme dans

I’Exemple 1).
e De plus on a

(Mo, Lo)e(y) = AZo(y) + Ay <Z ai(y)Dz-so(y)> —w*Ayp(y), y € Q
=1

(LoM.,)o(y) = AZo(y) + Z a;(y) Di(Dy@)(y) —w*Ayp(y), y € Q

[MUJ?L (Zaz Djp ) Zaz z ( )yEQ

D’autre part
D(Ly, — M,,) = {¢ € W2P(Q) : ¢ = 0 sur 9}

(Lo — My)e(y) = Zai(y)Diso(y) —wo(y), y €9,

D(Ly, + M,,) = {¢ € W?P(Q) : ¢ = 0 sur OQ}

(Lo + Mo)e(y) = 2840(y) +Zaz Dip(y) —w(y), y €

alors L, + M, est inversible dans L(X) et
C

_ C _
Lot M) <o @™ <
H( + M) (Lo + ) LX) & w3

LX) we’

e On a, en utilisant (IV.32),

D ((Lw ¥ Mw)Q) —{p €D (Ly+M): (Lo + M) g€ D (L, + M)}

D(M L) = D(Ly,M,,) = D([My; L)) = {p € WHP(Q) : o = Ay = 0 sur 9Q}

{<p € W2P(Q) : p =0 sur 0N et 2A,p + Zal i — wr € WHP(Q) avec

=1

20,0 + Z a; Do — w%p = 0 sur 69}
i=1

={p e W*P(Q): o= Ayp =0sur 00},
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Chapitre I'V. Cadre non commutatif sur la droite réelle

et
D (L= Mo)*) ={p € D (L = M) s (Lo = M) ¢ € D (L, = My)}
{(pewz’p(Q) =0 sur 99 et Za, 0 —wrp € WHP(Q) avec
i=1
ZaiDigo —w% =0 sur 89}
i=1
= {90 e WP(Q) : Za,;D,-g@ € W*P(Q), ¢ = 0 sur 69} .
i=1

Ainsi

D ((Lw + Mw)2> cD ((Lw - Mwﬁ) :

e De plus, on a pour tout ¢ € D ((Lw + Mw)2> et pour presque tout y € €2

:—Ai —*A (Zaz z ) %Zal ()+w Ay‘ﬂ()

=—A§w(y)—zai(y)Di( — Y (Dras) DiDigp(y) — ; > (DRai) Dig(y) +w*Ayp(y)-

i,k=1 i,k=1

e Maintenant, pour tout g € LP(Q)

[My; L) (L + M,,) 2 g = (Dfa;) Di+2 > (Dya;) DpD; | (L + M) ™' (Lo + M) " g
i,k=1 i,k=1

et, comme dans 'Exemple 1 (en utilisant les mémes arguments et (IV.31)), il existe C' > 0 tel que pour
tout w > 0, il existe v > 0

|0 20 (2 4+ M) 2] < ool

Par conséquent, toutes les hypothéses sont vérifiées, on peut appliquer le Théoréme IV.13 au probléeme aux
limites et quasi-elliptique d’ordre quatre suivant pour w > 0 assez grand

DY) gy ) = ) = St = ) 5

" [ Oa; 0%u 1 & [(9%a;\ Ou
) - = ! A R Q
Z(ayk)aykaygw 3 2 () G o)+ Bley) = S 2 €y €

i,k=1 i,k=

u(z,0) = Ayu(z,0) =0,z € R, 0 € 99,

dés que f € BUCY (R; LP (Q)).

Exemple 3.

On consideére X = C’g ([e,d]), B €]0, 1], Pespace de Banach des fonctions g, -holdériennes, a valeurs complexes,
telles que

g(c) = g(d) = 0. (IV.33)
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On définit
D(Ly) = D(M,) = {p € C*([e, ) : ¢ € Cf([esd]) et ple) = (d) = 0}

Loe(y) = ¢"(y) + a(y)¢' (y) —we(y), y € [c,d]
Mop(y) = ¢"(y), y € le,d],
avec a vérifiant
a e C*e,d]),ad € Cg([c, d]), a(c) = a(d) =0, Im(a) # {0}. (IV.34)
Alors, on peut vérifier toutes les hypotheses comme dans le premier exemple.
e D’aprés Lunardi [48], Proposition 0.2.1, p. 4, la fermeture dans la norme héldérienne des domaines D(L,,) =
D(M,,) coincide exactement avec I'espace du petit S-Holder hg( [c,d]) défini au Chapitre I, Section 2.2.
Ainsi, L,,, M, génerent des semi-groupes analytiques généralisés, non fortement continus en 0 puisque

D(L.) = D(M.) = hq([e,d]) # X;

voir Lunardi [48], Corollary 3.1.32, (i), p. 110.
e M, est inversible dans L(X) et admet (IV.26) pour inverse. De plus, en utilisant Engel-Nagel [17], p. 171,

et le méme raisonnement que dans 'Exemple 1, on obtient que L, est inversible dans L(X).
e En vertu de (IV.34), on a

D(M,L,)
={p € D(Ly,) : Luy € D(M,)}

= {<P € C*([e,d)) : ¢ + ap’ —wp € C*([e,d]), ¢, (¢ + ap’ —wp)" € C (e, d]) ,

e(&) = ¢"(&) + a(€)¢'(§) —wp(§) =0, £ € {c,d}}
- {</> € C¥([e,d)) : ¢" + ag’ € C*([e,d]), (¢" + ap’ —wp)" € Cy ([, d)), ¢"(§) = p(§) =0, £ € {c, d}}
= {<P € C(e,d)) 1 p* + d" ¢ + 209" + ap® — wp" € Cf ([e,d]), ¢"(€) = (&) =0, £ € {c, d}}

={peC(ed): ¢* € Ch(le.d). " (€) = p(§) = 0. § € {e.d}}

d’ott
D(M,,Ly,) = D(LyM,) = D([M,; L.)]) =
{pecMled): ¢® e Cf(ed) et ¢"() = ¢"(d) = p(c) = w(d) =0}
(MuLo)o(y) = ¢ (y) + aly)® (y) + 24 ()¢" (y) + a”" ()¢ (y) — 0*¢"(y), y € [¢,d]
(Lo Mo)e(y) = ¢ (y) + a(y)e™ (y) — w*¢" (y), y € [¢,d]
[M.o; L] ¢(y) = 2d/(y)¢" (y) + " (y)¢' (y), y € [e,d].
De plus

p € C?

/—/‘ﬂ

{ (L~ My) = ([evd)) : @ € C3 ([e, ) et o(c) = old) = 0}
(Lo = My)p(y) = a(y)¢'(y) —we(y), y € [c,d],
{ D(Ly + M) = {p € C*(e,d)) : " € CJ([e.d]) et p(e) = (d) = 0}
(L + Mu)p(y) = 2¢"(y) + a(y)¢' (y) —w*e(y), y € ¢, d],
ce qui implique que L, — M, est fermé, L, + M, est inversible dans L(X) et, comme pour (IV.25), on

obtient 'inégalité suivante

Lw Mw 71H < v H Lw Mw 72” < Ton
H( + M) LX)  w“ (Lo + M) LX) & w2
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Chapitre I'V. Cadre non commutatif sur la droite réelle

e On a, en utilisant (IV.34),

D (Lo +M)*) ={p e CH(le.d)) : ¢ € CF(le.d)) et ¢(0) = ¢(d) = ple) = p(d) = 0},

et

D (Lo~ Mo)*) ={o € C(le.d)) 9P € CF (fe,d)) et ¢ (e) = ¢"(d) = p(c) = p(d) = 0}
D ((Lw ¥ Mw)2) cD ((Lw _ Mw)2> .
e Il existe C > 0 tel que pour tout w > 0
C

<
LX) - w?

9

H[MW;LUJ] (L., +Mw)_2H

20851 0 <w < 1,
asiw>1.
Par conséquent, toutes les hypotheses sont vérifiées, on peut appliquer le Théoreme IV.13 au probléme aux
limites et quasi-elliptique d’ordre quatre suivant pour w > 0 assez grand

ouy=

0%u 0%u . Ou 0*u d3u
@(T/,y) + a(y)@(%y) —w %(x,y) - T?ﬁ(%y) - a(y)aiy?'(x’y)
0%y 1 ou 0%y
_al(y)aiyz(xay) - ia//(y)@(xvy) +0Ja87y2($,y) = f(xvy)a xr € ]Ra AS [Cv d]
0%y 0%u
u(z,c) = u(z,d) = a—yQ(x,c) = a—yQ(:md) =0,z eR,

dés que f € BUCY <R;C§ ([ey d])), 6 €10,1].

Remarque IV.18 De la méme maniére, on peut considérer la situation analogue dans X = Cg(ﬁ), Q un
ouvert régulier borné de R™, n > 2, sous des conditions de bord de Dirichlet ou Neumann (ou mélées). On
applique ensuite les résultats de Campanato 9] et [10] pour avoir Uanalyticité des semi-groupes générés par les
opérateurs L, et M,,. On remarque que (IV.33) est essentiel puisque l'espace C’g () ne peut pas étre remplacé
par CB(Q) ; voir Lunardi /48], Example 3.1.33, p. 110.

1.6 Retour a I’équation initiale

On illustre ici la théorie opérationnelle précédente en construisant une paire d’opérateurs (L, M,,) satisfai-
sant (IV.3)-(IV.8). L’objectif est ensuite de pouvoir résoudre (IV.1).

Dans toute cette section, pour un opérateur linéaire P sur X et pour A € C, on note Py, = P — Al.

On suppose qu’il existe un réel positif fixé wq tel que les opérateurs A et B vérifient

B? — A, est un opérateur linéaire fermé dans X, R~ C p(B? — A,,),
C (IV.35)

3C > 0, YA <0, <Y
Lx)  1+4])

(B2 — Ay — M)~

(i) D ((32 - A)1/2) c D(B),

IV.36
(i)) D (B* - 4) ¢ D ((B* - 4)"* B), (IV.36)

V(/~)>("}07 ‘

(B (B2 - 4" (B2 = 4) 7| <x(w), (IV.37)

LX)
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ou
X : [wo, +oo[ = RT avec WETOOX(W) =0.
On suppose que les opérateurs
L,:=B—-(B*-A,)"*,
M, :=-B— (B*-A,)"*,

vérifient les hypotheses suivantes

36 >0,3C >0: Yw > wo, Ss C p(Ly,), Ss C p(M,),
<

_ C _ C
H(Lw—zl) 1” < — |z, - 20) 1H = 2 €8y,
Lx) |2 Lx) |2
ou Ss := {z € C\ {0} : |arg z| < g—ké};et
L., M,, sont inversibles dans L(X). (Iv.39)

Voici quelques commentaires sur ces hypotheses.

Remarque 1V.19

(IV.38)

1. L’hypothése d’ellipticité (IV.35) est de type Krein [40]. D’aprés (IV.85), il existe 0; € }O, g [, 02 > 0 petit

tel que le secteur
Y:={2e€C\{0}:|argz| > 20:} U{z € C:|z| < 202},
vérifie
ECp(BQ—AwO),

C > 0,VA e L,

|(B? = Au, = A1) <

1
HL(X) L+[A

. Pour tout w = wo, Ay = Aw, — (w—wo)I, done (IV.35) implique que

B?% — A,, est un opérateur linéaire fermé dans X, ¥ C p(B% — A,,),
C

1‘ B
Lx)  1+|A4wo—w|

AC >0, VA e X,

(B2 — A, —AI)~

1/2

ou C est la constante, indépendante de w, définie dans (IV.35). Ainsi Uopérateur —(B? — A,)1/? est le

générateur infinitésimal d’un semi-groupe analytique généralisé uniformément borné sur X.

. L’hypothése (IV.306) est nécessaire puisque [’opérateur
|B: (B2 = 4,) "] (B2 A) 7
de Uhypothése (IV.87) est défini sur X toul entier si et seulement si
D (B~ 4)cD(B(B-4)""),
D (B~ 4)cD((B*-4)""B),

donc si et seulement si (IV.36) est vérifiée.

De plus, dans le cas ou X est un espace de Hilbert, si B> — A et B? sont des opérateurs auto-adjoints positifs
sur X, d’aprés le Théoréme de Heinz (voir Tanabe [57], Corollary, p. 45), Uhypothése (i) de (IV.36) est
déduite du fait qu’on a toujours D (B*> — A) C D (B?).
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4. L’hypothése (1V.38) implique que L., et M, générent des semi-groupes analytiques généralisés sur X,
(eELW) efM“)§>0. Dans le cas ot B =0, cette hypothése est déduite de (1V.35).

Remarque IV.20 On compare ces hypothéses avec celles du cadre commutatif pour les espaces de Hélder (voir
Chapitre IIl, Section 2./4).
1. Les hypothéses (IV.35) et (IV.38) sont équivalentes a celles du cadre commutatif au parameétre w prés.
2. Concernant (I1V.36), (i) est Uhypothése (I11.25) utilisée dans le cas commutatif et implique (i) si (II1.27)
est vérifice.

o (

3. L’hypothése de non commutativité (I1V.37) supposée ici est beaucoup plus générale que Uhypothése de
commutativité des résolvantes (111.27).

4. L’hypothése (IV.39) était déduite de (111.23)-(1I1.28) dans le cadre commutatif.

On veut montrer que les opérateurs L, = B — (32 - Aw)l/2 et M, = —B — (32 - Aw)l/2 vérifient les
hypotheses (IV.3)-(1V.8).

Lemme IV.21 On suppose (I1V.35)-(1V.36).

1. Les domaines des opérateurs sont

((B*-a)*)np((B2-4)"B),
B2 - A)'* (fo (B2 —A)l/z)),
B2 — A4)'? (B— (B2 —A)1/2)),

et

2. L’opérateur L, + M,, est inversible dans L(X) et

1
(Lo + Mw)_l = 9 (B2 - AW)

e L(x).

3. On a les extensions d’opérateurs suivantes

1 2 2
Z ((Lw_Mw) _(Lw+Mw) ) Cva
L, — M, C 2B.

Preuve.
e En vertu de (IV.36), on obtient les domaines suivants

D(L,) = D(M,)) = D(B)N D ((B2 - A)W) =D ((B2 - A)I/Z) .

e D’autre part
D(L,+ M) = D (B - 4)""%)
(Lw + Mw)‘ﬂ =-2 (82 - Aw)1/2 P,
et, d’apres (IV.35), L, + M, est inversible dans L(X) avec
1
2

(Lw+Mw)_1 — _ (BZ_Aw)*l/Q.
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De méme
{ D(L, — M) =D (B>~ 4)"?)
(Lo = My)p = 2B,

et, en vertu de (¢) de (IV.36), L, — M,, C 2B.
De plus

e €D ((Lu+M)) @peD((B2=4)") et —2(B - A)peD((B*- 1))

speD(B*-A),

{ D ((Lu+Mo)*) = D (B - 4)
(Lo + My)2p = 4 (B2 — A,) o,

Il est clair que (L, + Mw)2 =4 (B2 — Aw).

De méme, on a
€D ((Lo—M)") @peD((B2=4)"") et2BpeD((B*-4)"7)
cpeD((B-4)"")nD((B2-4)""B) c DB,
grce & (i) de (IV.36), et on en déduit

{ D((Lo—M)*) =D ((B*-4)"*)nD((B2 - )" B)
(L, — M,)%¢ = 4B2%p.

Il est clair que Popérateur (L, — M,,)* admet 4B2 pour extension.
De plus, grace & (i) de (IV.36), on obtient

D ((Lw n Mw)Q) cD ((Lw _ Mw)2> .

On a
p € D(L,M,) < € D(M,) et Myp € D (L)
cpeD((B2=4)"") et By (B2-A.)"peD((B2-4)"7)
speD((B2-a)" (- (B2~ 4)")),
done

{ D(Lo,M.,) :D((B2_A)1/2 <_B_ (B2 — )

LuMup = (B = (B* = A,)"*) (=B~ (B* - A.)"") .
De la méme manieére on obtient

D(M,Ly,) :D((B27A)1/2 (B— (BgiA)uz))
{ M,L,p= (—B— (32—Aw)1/2) (B— (BQ—Aw)l/Q)cp
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e On remarque que D(L,M,) nest pas nécessairement égal & D(M,,L,,) puisque pour ¢ € D ((B2 —a)Y 2)
~Bp— (B2 - 4)pen((B2- 1)),
n’implique pas nécessairement
Bo— (B2 - 4) o = (-Bp— (B2 - 4)"* ) +2Bp e D (B2 - 4)"*).
Mais
peD((B-4)")
¢ € D(MyLu) N D(LuMy) & ~Be— (B2 = 4)*p e D ((B2 - 4)"?)
B (B2~ 4) "o e D ((B2-4)"")
peD((B2-4)")
¢ BpeD ((B2 — A)1/2>
(B2~ )¢ ep((B2- )"

peD(B?—A)
(:){ BeeD((B-4)")

“peD(B2-A)nD((B*-4)"B).
De plus, grace & (ii) de (IV.36), on a

D (B A)nD((B*~4)""B) =D (B~ 4),
et pour tout ¢ € D (B? — A) C D ((32 - A)1/2 B) ND (B (B? —A)l/g)

[My; L) ¢ = (—B — (B? _Aw)1/2> (B (B _Aw)1/2> .
(B @A) ) (B (30 e

1/2 1/2

Bp+ (B*— Ay) ¢
By — (B2 *Aw)w

=- B’p+ B(B* - A,)
+B*0+ B (B? - A,)
=2 [B: (B2 - )]

(B” = Au)

©—
1/2@7 (32 7Aw)1/2

Ainsi
{ D ([My; Ly)) =D (B2 - A)

[M,; Lol =2 [B; (B? - Aw)l/Q} ;

e Pour tout ¢ € D ((Lw — M,)* — (L, + Mw)Q) = D(B? — A) C D(A), on a
1((L — M) = (L + M, )2)¢:B2¢—(B2—A )o=Aup
4 w w w w w w b

on en déduit

(L= M) = (L + M) € A

B~
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Lemme IV.22 On suppose (IV.35)-(1V.37). Alors, le commutateur est

1/2

Croan, =4 [Bi (B2 = 4)"7°] (B2 = 4,) ™" € L(X),

et (IV.8) est satisfaite.
Preuve. Pour tout ¢ € X, on a ¢ = (B2 — A,) " ¢ € D(B2 — A) et, grace & (i) et (ii) de (IV.36), on a
veD (BB -4)"")nD((B2-4)"B).
Donc
4B (B2 = 4,)"7| (B = Au) "o =2 [Mus Lu] (Lo + M) ¢
=CL. -

De plus, d’apres (IV.37), on a
VUJ > wo, ||(7L“,,MW ||L(X) < X(w)a

donc (IV.8) est satisfaite. m
D’apres ces lemmes, il est clair que les hypotheses (IV.35)-(IV.38) impliquent (IV.3)-(IV.8). On applique
alors le Théoreme IV.13 pour obtenir le résultat principal de cette section.

Théoréme IV.23 On suppose (1V.35)-(IV.38). Soit f € BUC?Y (R; X), 0 €]0,1[. Alors, il existe w* > wy tel
que pour tout w > w*

1. Déquation (IV.1) admet une unique solution u telle que
{ u € BUC%(R; X) N BUC (R; D (A)),
v € BUC (R; D(B)),
satisfaisant
Vz € R, u(z) € D (B*> — A),
Vi € R, u'(z) € D ((B2 — A)l/z) :

2. w vérifie la propriété de régularité mazximale
u”, Bu', Au, B*u € BUC? (R; X).

On termine cette section en donnant deux méthodes d’inversibilité des opérateurs L, et M. Il s’agit de
conditions suffisantes. La premiere nécessite le lemme suivant.

Lemme IV.24 On suppose (1V.35)-(1V.36) et

C

2
3C,e > 0, VA € p(B* — Ay,), IAIIT

(IV.40)

2 . -1
B (B2 — A, — \I) HL(X)g

Alors il existe K > 0 tel que pour tout w > wy + 202

K

B(B2— A, ’I/QH < ————
H ( ) L(x)  (w—wo)®’

ot 0o est défini au point 1. de la Remarque IV.19.
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Preuve. 1l est clair que B (32 — Aw)_1/2 € L(X). En notant que z +— 2~ /2 est holomorphe sur C\ R~ et en
utilisant les notations et les résultats du point 1. de la Remarque IV.19, on a

a1
T %m

B(B? - A,) / V2B (B2 - Ay, — (wo—wt ) da,
vy

ou 7 est la courbe orientée positivement du secteur
{z e C\{0}:|argz| 2 6:} U{z € C:|z| < I},

ou 201 < 6 < .
On pose v := 71 U2 U~s, ou

v o= {re*i‘;l 0 < r< +oo} ,
Yo i={02e" 1 =61 <O < 61},
3 1= {rei‘;l 0 < r < +oo} .

NN

Ainsi, en posant w’ := w — wy, il vient

vz 1
T %m

-1

B(B* - A,) /z_1/2B (B? = Ay — (z =) da.
Y

D’apres (IV.40), on a

+o0 )
<C P12 |re*’61 —w

/ 27V2B (B? — Ay, — (2 — W) Yz '|71/276
71

dr

+oo —1/2—¢
_ 12— | T
gC/ r 1/2(wl) 1/2—¢ —e 101 71‘ r,
85 w
on pose
r dr
= B

et on obtient

“+oo
g(}(w’)*g/ sTH2 | se70r — 1|71/27€ ds,
0

/ 27 V2B(B? - Ay, — (2 — f.u’)I)_1 dz
71

la derniere intégrale est convergente car il existe K > 0 tel que pour s assez petit
. —1/2—
s—1/2 |seﬂ§1 _ 1| /2—¢€ < K$71/27

et pour s assez grand

; —1/2—¢
s~1/? ‘se_“s1 — 1‘ / < Ks i7e.

Ainsi
’ / V2B (B - A (z—w')[)71 dz|| < ¢
wo X Ne?
Y1 (w )
et de méme
- C
’ / 27Y2B (B? — Ay, — (2 — W) Y| < o
3 (w )
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Enfin, pour w’ > 269

51 . p— p—
/ :7V2B(B? — Ay, — (2 — u/)I)_1 dz <C/ 5y* 626" — | V2 g
V2 —01

51 5 —1/2—¢
<C(521/2(W/)_1/2_6/ %610 -1 do
—&5 | W
51 1 1/2—¢
<CoLP ()12 / : a0
—5

<7C .
= (w/)1/2+s
Ainsi il existe K > 0 tel que pour w’ > 202

K
L(X) (w’)f'

|55 —a97
|
Proposition IV.25 On suppose (IV.35)-(1V.36) et (IV.40). Il existe w1 > wq tel que pour tout w > wi, les

opérateurs L, M, sont inversibles dans L(X) et

w

Lot=—(B*—A,)"? (I —B(B*- Aw)_m)i1 € L(X),
M= (B2 - A,) " (I + B (B* - Aw)’m)_1 € L(X).

Preuve. Pour tout ¢ € D (L) =D ((32 = A)1/2> C D(B), on a

Lo =By — (B2 — A,)"”

~(1=B(B - 4,)7?) (B2 - ).
D’apres le lemme précédent, on a pour tout w > wg + 292

B @ -4, < o2

Dong, il existe wy = wp + 22 tel que pour tout w > wy,

HB(B2—A 1/2H <1,
L(X)

et Uopérateur (I - B(B*-A,) 71/2) est inversible dans L(X) pour w > wy. Ainsi, L, est inversible dans L(X)
et
_ 179\ —1
LS == (B =) (1-B(B* - A) 7)) e LX),

De méme, pour tout ¢ € D (M,) =D ((32 —4) 1/2> C D(B), on a

Me=—Bp— (B> - A)"¢
- (I+B(32 wa)_l/Q) (B2 - 4.)"

L’opérateur (I + B (B? ) est inversible dans L(X) pour w > wy. Ainsi, M, est inversible dans L(X)
et
19\ —1
~ (B2 (14 B (B - )T e LX),
[
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Proposition IV.26 On suppose (IV.35)-(1V.38) et

D(4) c D(BY), (IV.41)

D ((32 _A)1/2 (_B — (32 _ A)1/2>) - D ((Bg _A)1/2 (B B (BQ _A)1/2)) ’ (IV.42)
[wo, +0o[ C p(A),

3C > 0,YA >0, ||(Aw, — ,\1)*1HL(X) < H—L/\ (IV.43)

Alors il existe wy > wy tel que pour toult w > w1, les opérateurs L, M, sont inversibles dans L(X) et
L7t = (B+ (B2 = A,)'?) A5 1+ €)' € LX),
Mot = (—B + (B2 - Aw)l/z) AZV (T - 07 e L(X),

ot C,, = [B; (B? - Aw)”z} AZY e L(X).

Preuve. De (IV.43), on déduit que, pour tout w > wyp, A, est inversible dans L(X) et

C

< —. V.44
LX) 14+w-—uwo ( )

45y = | (4en = (0 = o7
Maintenant, en utilisant le point 1. du Lemme IV.21 et (IV.42), on a
D(L,M,) = D(M,L,),
et, en vertu de (IV.41), on obtient
D(A) = D(B? — A) = D(L,M,) N D(M,L,) = D(L,M,) = D(M,Ly).
Pour ¢ € D(L,,M,) = D(A), on a
eeD(B(B*-4)"")nD((B2-4)"B),
grice & (IV.36), et de plus
LoMygp = — {B; (B? - Aw)”ﬂ 0 — Aup
—— (14 [B (B2 - 4.)'] A2") Aug
= — (I +C.) Aup,
et
Coo = B: (B2 = 4,) "] (B2 = A40) 7" (B2 - A) A1
En utilisant (IV.44), on obtient
1(B* = Au) Aty = 1(B*AL A AT = T
<[1BA5 L) |
<K [[(Au + (W = wo) DAZ| ) +1
KT+ (w = wo) AZH | ) +1
<K(1+4+0)+1,

M)

[ Ao A5 | oy 1
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et avec (IV.37), on en déduit

1Cullpy < [B: (B2 = 40) 7] (B = au) || I1(B* = Au) AT,

L(X)
(K 4+ KC+ 1)x(w),

or, lim x(w)=0, donc il existe wy > wp tel que pour tout w > wy
w—r+00

1Cullpx) <1,

et Vopérateur (I + C,,) est inversible dans L(X) pour w > wy. Ainsi L,M,, est inversible dans L(X) pour
W= w et
(L,M,) ' =—A (I +C,) " .

De méme pour ¢ € D(M,,L,) = D(A), on a
My,L,p = |:B§ (32 - Aw)1/2:| Y= Aw@

—— (1= [B: (B2 - 4.)"] 42") Aug
=—(I-Cy)Aup.
Ainsi M, L,, est inversible dans L(X) pour w > w; et
(MyLy,) ™t =—-A (I —C,) .
Maintenant, pour ¢ € X
LoMo(LoMo) "o = ¢,

donc M,,(L,M,)~ € L(X) est I'inverse a droite de L. Pour construire I'inverse a gauche, on remarque que
pour ¢ € D(M,,L,,)
(MwLw)_lewa = ¢7

et, d’apres (IV.38), 1 € p(L,,), donc pour ¢ € D(Ly), (L, —1)"Yp € D(L2) = D(M,L,), ce qui permet d’écrire
(L = 1) (My L) ™" My(L — I) " L =(Lo, — I) (ML)~ "My L (L — 1) e

=(Lo = I)(Lo, = D)7'yp

=P
donc L, est inversible dans L(X) pour w > wy et

L' =M (Lo M)~
- (B + (B - Aw)”Q) AT+ 07
De méme pour p € X
Mo Lo(MuLo) ™o = ¢,

donc Ly, (M,L,)™! € L(X) est l'inverse & droite de M,,. Pour construire I'inverse & gauche, on remarque que
pour ¢ € D(L,M,,)
(Lwa)ileMww = ¢7

et, d’apres (IV.38), 1 € p(M,,), donc pour ¢ € D(M,), (M, —I)~tp € D(M2) = D(L,M,), ce qui permet
d’écrire
(M — I)(LoMy) ™ Lo (My — )™ My =(My, — I) (Lo M) ™" Lo My, (Mo, — 1) "'
=(My, = I)(Ms = )7l
=¥,
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donc M, est inversible dans L(X) pour w > wy et

M;' =L,(M,L,)!
= (=B+ (B2 =) A (1 -c) "

w

Remarque IV.27 La Proposition IV.26 généralise le Lemma 7, p. 431 de Favini et al. 26].

2 Cadre P

2.1 Introduction et hypotheéses

On suppose ici que f € LP (R; X), 1 < p < co. On n’exige pas de régularité supplémentaire sur f, contrai-
rement au cadre holdérien, mais on suppose que

X est un espace UMD. (IV.45)

Les hypotheéses sur les opérateurs L, et M, sont les suivantes. Il existe un réel positif fixé wq tel que

Vw = wo, ]70030] - p(fLw) ) ]700,0] c p(wa) )

V.46
3C > 1, Yw > wp, YA > 0, ( )

(Lo — )\I)’lH

) S %’ (M., = M)AHL(X) S %’

L(X

et
Vw = wo, Vs € R, (_Lw)isv (_Mw)is € L(X)a

aoL,eMe]o,g[,ac>1,vw>wo,we]& (IV.47)

is 0r|s is On s
H(_Lw) HL(X) < Celrl ‘7 H(_Mw) HL(X) < Ceflsl,
Pour tout w > wyp, on suppose également
D(L.) = D(M.), (IV.48)
D (Lo +M.)*) € D ((Ly - M.)?), (IV.49)
L, + M, est inversible dans L(X). (IV.50)
L’hypothése de non commutativité est la suivante
Yw > wy, ||CLW,MM||L(X) < x(w), (IV.51)

ou le commutateur est
CL“,,M“, = (Lw + Mw) |:(Lw - Mw) ) (Lw + Mw)71i| (Lw + Mw)il 5
et
X : [wo, +oo] = RT avec  lim y(w) = 0.

w—r+00

On rappelle que, dans de nombreux cas concrets, x(w) = —,ouC, a>0.
w

136



IV.2 Cadre L?

D’aprés I'hypothése (IV.49), (L, + M,,)* est principal sur (L, — M,)>. On cherche alors une solution clas-
sique de (IV.2), c’est-a-dire une fonction u telle que

{ u e WP(R; X) N LP (]R; D ((Lw + Mw)2>)
u' € LP(R; D(L, — M,,)),

et satisfaisant (IV.2).
Bien évidemment, la solution classique u vérifiera alors

ueLP (R; D ((Lw - Mw)2>) :
puisque
(L — M) u = —4u" — 4 (Ly — M)W + (Ley + M) u+ 4f.

Les hypothéses données précédemment nécessitent quelques commentaires.

Remarque IV.28 On compare ces hypothéses avec celles du cadre commutatif pour les espaces LP (voir Cha-
pitre II1, Section 3).

1. Sous les hypothéses (IV.46)-(IV.47), on a (—Ly) € BIP(01,X), (—M,,) € BIP(0p, X) et sont inversibles
dans L(X). Ainsi (IV.46)-(IV.47) est équivalent a (II1.40)-(1I1.41) au paramétre w preés.

L’hypothése (IV.48) a également été utilisée dans le cadre commutatif.

L’hypothése (I11.89) d’égalité des domaines de L,M,, et M, L,, implique l'inclusion des domaines (IV.49).
Dans le cadre commutatif, ’hypothése (IV.50) était déduite de (IV.48) et de 0 € p(Ly,) N p(M,,).

On suppose ici Uhypothése de non commutativité (1V.51) qui est beaucoup plus générale que l'hypothése
forte de commutativité des résolvantes (111.42).

Remarque IV.29
1. Les hypothéses (IV.48)-(1V.51) ont également été utilisées dans le cadre héldérien, voir Section 1.
2. L’hypothése (IV.46) implique que D(L,) et D(M,,) sont denses dans l’espace UMD X (qui est réflexif) ;
voir Haase [87], Proposition 1.1, p. 19.
3. Les hypothéses (IV.46)-(IV.47) impliquent que, pour tout w > wq, (—L,) € BIP(0.,X) et (—M,,) €
BIP(0p,X) donc L, et M, générent des semi-groupes analytiques uniformément bornés sur X, (GEL“’)
(eﬁMw)@O ; voir Priss-Sohr [54], Theorem 2, p. 437. Puisque 0 € p(L,) N p(M,,), on peut appliquer la

Proposition 1.64, donc il existe des constantes positives C, ¢ (indépendantes de w d’aprés (IV.46)-(IV.47))
telles que pour tout w > wy, € >0 et k € N\ {0}

§207

e8]y < Ce < .
€ « gce— <Ca
EM. LX) 13
kC\*
I8l < (%) (v.52)
k
MEetMe < == ) e%.
[t < ()

4. St on suppose 0 € p(Ly) N p(M,,) et une hypothése de non commutativité différente de (IV.51) de type
Labbas-Terreni [42], alors (IV.50) est satisfaite ; voir Monniauz-Priss [49], Theorem 1, p. 4790.

5. Sous les hypothéses (IV.45)-(IV.51), la Proposition II1.27, les Lemmes IV.4, IV.5 et IV.6 ainsi que la
Remarque IV.7 sont vérifiés.
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L’étude est organisée comme suit.

Dans la Section 2.2, on montre 'existence et I'unicité de la solution classique. On utilise, pour cela, la
représentation de la solution trouvée dans le cadre holdérien (voir (IV.15)). On donne ensuite une application
de cette théorie dans la Section 2.3. Enfin, dans la Section 2.4, on étudie le retour a 1’équation initiale (IV.1).

Dans le but de simplifier, quand la dépendance de w n’est pas utile, on omet w dans les notations, par
exemple, on note L,,, M,,... par L, M...

2.2 Principaux résultats

On rappelle la démarche adoptée dans le cadre holdérien, et qui est également valable dans notre cadre LP.
Si w est une solution classique de (IV.2), alors v := (L, + Mw)2 u vérifie I’équation intégrale suivante

v+ Ry (v) = Fu(f),

ol pour presque tout = € R

xT —+oo
F,(f)(z) = (Lo, + M,,) / e(@=IMo £(§)ds + (L, + M) / el £(5)ds,

— 00 x

et

1 “ , 1 +oo
Ry, (v)(z) :Z(Lw + Mw)/ (o= Mo Cr., m.,v(s)ds — Z(Lw + Mw)/ els=®)be Cr.,m.,v(s)ds.

— o0

*

Pour f € L? (R; X), le but est de trouver w* > wp tel que pour tout w > w
1. F,(f) € LP? (R; X),
2. I+ R, est inversible dans L (L? (R; X)).

*

, on peut déduire que s’il existe une solution classique u de (IV.2), alors u est
uniquement, déterminé par la formule de représentation (IV.15) :

Dans ce cas, pour w > w

w= (L, + M,)"> {(1 + R, (Fw(f))} .

Ainsi, pour obtenir un résultat d’existence et d’unicité pour ’équation (IV.2), il suffit d’étudier la régularité de
cette représentation.

On pose alors pour une fonction g donnée de R dans X et pour presque tout x € R

x —+o00
Glg)(x) = / @M g()ds,  H(g)(x) = / =D)L g(5)ds.

—00

On rappelle que la Proposition I11.27 du Chapitre III est vérifiée. De plus, la constante K y est indépendante
de w.
On obtient grice a cette proposition les régularités de F,, et de R,,.

Corollaire IV.30 On suppose (I1V.45)-(IV.50). Soit f € LP (R; X), 1 < p < 00. Alors F,(f) € L? (R; X).

Preuve. On rappelle que
F(f)=(L+M)M*MG(f)+ (L + M)L™*LH(f). (IV.53)

(L+M)M~1, (L+ M)L™! € L(X) d’apres le Lemme IV.5, point 1., donc on a le résultat par la Proposition
II1.27. =
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Corollaire IV.31 On suppose (IV.45)-(IV.51). Soit 1 < p < oo. Alors R,, € L (LP (R; X)) et il existe w* > wq
tel que pour tout w > w*

IRl (1o rixy) < 1-
Ainsi I + R, est inversible dans L (L? (R; X)) pour w > w*.
Preuve. Soit v € L? (R; X). Cp m € L(X), d’apres le Lemme IV.5, point 4., donc on a Cr pv € LP(R; X).
Alors, en écrivant
_1
4

on a R(v) € L? (R; X)) par la Proposition IIL.27.
On fait apparaitre la dépendance de w. Pour tout w > wyg, on a grace a (IV.51)

R(v) = ~(L+ M)M " MG(Cpr0) — E(L + ML LH(Cr ), (IV.54)

1 -
1R (0o ey STE (Lo + M)MSH| ) 10w N 101 o iy

1 _
+ ZK H(Lw + Mw)LwlnL(x) ”CLMMWHL(X) ”U”LP(]R;X)
<Ox(W) [[v]l o (g x) -

Or lim x(w)=0, donc il existe w* > wy tel que pour tout w > w*

w—+00
1Bl Lo s ) < 1-

Ainsi I 4+ R,, est inversible dans L (L? (R; X)) pour w > w*. m

Remarque IV.32 En vertu des corollaires précédents, on peut dire que s’il existe une solution classique de
(IV.2), elle s’écrit sous la forme (IV.15) :

u= (Lo + M) 2 {(T+ R (L))

pour w > w*. On déduit alors lunicité de la solution classique et aussi, pour presque tout r € R, u(x) €
D ((Lw + Mw)z), ce qui implique, grace d Uhypothése (1V.49), que u(x) € D ((Lw - Mw)2>.

On énonce alors le résultat fondamental de cette section.

Théoréme IV.33 On suppose (IV.45)-(IV.51). Soit f € LP (R; X), 1 < p < oo. Alors, il existe w* > wq tel
que pour tout w = w*, Uéquation (1V.2) admet une unique solution classique u.

Preuve. Soit w > 0 fixé tel que w > w*. On note encore L, = L, M, = M et R, = R, F,, = F. On veut
prouver que u défini par (IV.15) est 'unique solution classique de (IV.2). On réutilise, pour cela, la méthode de
la démonstration du Théoreme IV.13.
On pose
vi=I+R) " (F(f)=(L+M)’ueLl(R;X),

grace aux Corollaires V.30 et IV.31. Puisque (L — M) (L + M) ? € L(X), on a
(L—M)*u=(L—M?(L+M)>L+M)’uecLl(R;X).

Ensuite
v=F(f) = R(v),

d’ott
w=(L+M)2F(f)— (L+M) 2R (v),

139



Chapitre I'V. Cadre non commutatif sur la droite réelle

puis en utilisant (IV.53) et (IV.54), on obtient
1 1
v=(L+ M) (G(f) +H(f)— ZG(CL)MU) + 4H(CL,MU)) , (IV.55)
et . .
u=(L+ M)_1 (G(f) +H(f) - ZG(CL,MU) + 4H(C’L7Mv)) . (IV.56)
D’apres la Proposition I11.27, u est dérivable au sens des distributions sur R & valeurs vectorielles et
_ 1 1 1
w' = (L+ M) (MG( )= LH(f) = {MG(Cpaw) = 7 LH(Cpav) - QCL,MU> , (IV.57)
donc pour presque tout = € R, on a v/(z) € D(L + M) = D(L — M) et comme (L — M) (L+ M)™" € L(X)
(Lemme IV.5, point 1.)
(L—M)u' = (L—M)(L+M)""(L+M)u e L”(R; X).

De plus, en remplagant (IV.55) dans (IV.57), on obtient
_ 1 1
u/ = (L + M) ! <MG(f) — LH(f) — ZMG(CL,M'U) — 4LH(CL)MU)>
1 _ 1 1
~3 (L+M)"" Crm (L+ M) (G(f) +H(f)— ZG(CL’MU) + 4H(CL7M'U)> .

On obtient alors en utilisant le point 6. du Lemme IV.6
W =M(L+M)"G(f) = L(L+M)""H(f)

1 -1 1 . (IV.58)
ML+ M) G(Cryv) = 7 L(L+ M) H(Cr o).

D’apres la Proposition II1.27, u’ est dérivable au sens des distributions sur R & valeurs vectorielles et
W' =f+M(L+M)""MG(f)+L(L+M)""LH(f)
_ iM (L+ M) MG(Crav) + iL (L+ M)~ LH(Cp, av)
+ i(L — M) (L+ M) Cppv
=f+M(L+M)"" MG(f)+ L(L+M)""LH(f)
- iM (L+ M) MG(Cp pv) + iL (L+ M)~ LH(Cp o)

1 _ 1 1
+ Z(L —M)(L+ M) ! Crm (L+ M) <G(f) +H(f)— ZG(CL’MD) + 4H(CL,M1))> .
On obtient en utilisant le point 7. du Lemme IV.6
1 1
u' = f+S1G(f) +TiH(f) - ZSIG(CL,MU) + ZTIH(CL,M'U)y (IV.59)

ou

1
S1=5M (L—M)M (L+M)"",

1
2
et 1 1

T=gL+ 5(L—M)L(L+M)‘1.
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De plus, en utilisant (IV.56), (IV.58) et (IV.59), on a
1
u + (L= My + 5 ((L—M)2 - (L+M)2)u: f,

grace au point 8. du Lemme IV.6. De plus (L — M)w/, (L — M)*u, (L + M)?u et f sont dans L? (R; X) donc
on peut déduire de cette derniére formule que v’ € LP (R; X).

On vient de montrer que u défini par (IV.15) est une solution classique de (IV.2) et I'unicité de cette solution
classique résulte de la Remarque IV.32. =

2.3 Applications

On va considérer les exemples du cadre holdérien, voir Section 1.5. Pour le premier exemple, on se place dans
un espace X = LP(Q), ot Q = ¢, d[. Le second exemple généralise le premier en prenant {2 un ouvert régulier
borné de R™. On rappelle que dans ces exemples, les hypothéses (IV.48)-(IV.51) ont déja été prouvées dans la
Section 1.5. Il reste a prouver (IV.45)-(IV.47).

Exemple 1.
On considere sur X = L? (¢,d), 1 < p < oo, qui est un espace UMD (d’aprés Exemple 1.92, Chapitre I), les
opérateurs définis par

D(Ly) = D(My,) = {¢ € WP (c,d) : ¢(c) = ¢(d) = 0}

Lop(y) = " (y) + a(y)¢'(y) — wo(y), y € Q
Myup(y) =" (y), y € Q,

ol w > 0, a > 0 et avec, pour plus de simplicité,
a € C*([e,d]), a(c) = a(d) = 0, Im(a) # {0}.

D’apres Seeley [55], Ly, et M, vérifient (IV.46)-(IV.47).
On peut appliquer le Théoreme IV.33 au probléme aux limites et quasi-elliptique d’ordre quatre suivant
pour w > 0 assez grand

0%u 0%u ou 0*u B3u
@(ﬂf,y) + a(y) Dyox (7,y) — WQ%(%ZJ) - aiyél(x,y) - a(y)aTJg(m,y)
0%u 1 ou 9%u
Y, ou Y/ vt a” @ _
a'(y) 92 (z,y) = 5a"(y) ay (z,y) +w 92 (z,y) = f(z,y), T €R, y € (c,d)
0%u 0%y
u(z,c) = u(x,d) = a—yQ(Lc) = o (x,d) =0,z €R,

des que f € LY (R; L? (¢,d)), 1 < p,q < oo, en particulier dés que f € LP (R x (¢, d)).

Exemple 2.
Soit © un ouvert régulier borné de R™, n > 2. On consideére sur X = LP(Q), 1 < p < oo, qui est un espace
UMD, les opérateurs définis par

D(Ly) = D(M,,) = {¢ € W2P(Q) : ¢ = 0 sur 00}
Loo(y) = Aye(y) + Z ai(y)Dip(y) — we(y), y € Q

Mup(y) = Ayp(y), y € Q,

ouw >0, a>0 et avec
a € C*(Q), ap = 0 sur 9, Im(ay) # {0}, k=1,...,n.
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D’apres Seeley [55], L, et M, vérifient encore (IV.46)-(IV.47).
On peut appliquer le Théoreme IV.33 au probléeme aux limites et quasi-elliptique d’ordre quatre suivant
pour w > 0 assez grand

oOu v
,Ty +Zaz (3' 6:6 )_w o ( ) Auxy Zaz 3% xy)

Oa; 1 & 0%a;\ Ou o
_zkzl (8yk> 8yk8y (z,y) — gigl (33/;% > 8%(30 ) FwrAyu(z,y) = flz,y), 2 € R,y € Q

u(z,0) = Asu(z,0) =0,z € R, 0 € 01,

des que f € L1 (R; LP (), 1 < p,q < 00, en particulier dés que f € LP (R x Q).

Remarque 1V.34 On ne peut pas ici reprendre I’Exemple 3 de la Section 1.5 puisque [’espace C’g([c7 d]) n’est
pas un espace UMD.

2.4 Retour a I’équation initiale

On illustre ici la théorie opérationnelle précédente en construisant une paire d’opérateurs (L, M,,) satis-
faisant (IV.46)-(IV.51) (sous ’hypothese (IV.45) d’espace UMD). L’objectif est ensuite de pouvoir résoudre
(IV.1).

Dans toute cette section, pour un opérateur linéaire P sur X et pour A € C, on note P\, = P — Al.

On suppose qu’il existe un réel positif fixé wq tel que les opérateurs A et B vérifient

B? — A, est un opérateur linéaire fermé dans X, R~ C p(B? — A,,),
C (IV.60)

- S T/
Lx)  1+4])

¢ >0,VA <0

(B% — Ay, — M)

(i) D ((32 - A)1/2) c D(B),

V.61
(ii)D(B2—A)CD((BQ_A)1/2B)’ (Iv.61)

Vo > wo, [|[Bs (B2 = Au)7] (B2 - a0) 7| <xw), (IV.62)

L(X)

ol
X @ [wo, +0o[ = Rt avec  lim x(w) = 0.

w—r+00

On suppose que les opérateurs
L,:=B-(B*-A,)"*,
M, :=-B— (B*-A,)"*,
vérifient les hypotheses suivantes

Yw = wo, |—00,0] C p(—=Ly), |—00,0] C p(—M,);

_ C . C (IV.63)
3C > 1, Yw > wo, YA > 0, ||(Le — M) HL(X) <5 ||an - A HL(X) <3
et ) }
Yw = wo, Vs € R, (—Ly,)", (—M,)" € L(X);
01,00 e} [ 3C > 1, Yw > wo, Vs €R, (IV.64)
[(=Le)* HL(X) < Cel (- HL < Ceflel,

Voici quelques commentaires sur ces hypotheses.
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Remarque IV.35 On compare ces hypothéses avec celles du cadre commutatif pour les espaces LP (voir Cha-
pitre 2, Section 3.3).

1. Les hypothéses (IV.60), (IV.63) et (IV.64) sont équivalentes d celles du cadre commutatif au paramétre w
pres.

2. Concernant (IV.61), (i) est Uhypothése (I11.49) utilisée dans le cas commutatif et implique (i) si (II1.51)
est vérifice.
3. L’hypothése de non commutativité (IV.62) supposée ici est beaucoup plus générale que Uhypothése de

commutativité des résolvantes (111.51).

Il est clair que sous les hypotheses (IV.60)-(IV.62), la Remarque IV.19 et les Lemmes 1V.21-1V.22 sont
vérifiés. Ainsi, les hypotheéses (IV.60)-(I1V.64) impliquent (IV.46)-(IV.51). On applique alors le Théoréme 1V.33.

Théoréme IV.36 On suppose (IV.45) et (IV.60)-(IV.64). Soit f € LP (R; X), 1 < p < oo. Alors, il existe
w* > wyp tel que pour tout w = w* , 'équation (IV.1) admet une unique solution u telle que

u€ W*P(R; X)N LP (R; D (A)),

satisfaisant
p.p.-x € R u(x) € D (32 —4),
pp.x €ER W(z)€eD ((32 — A)l/z) ,

et
B*ue [P (R; X).

3 Comparaison avec d’autres travaux

3.1 Approche par les multiplicateurs de Fourier

On rappelle que dans Arendt et al. [1], les auteurs ont utilisé la théorie des multiplicateurs de Fourier pour
I’équation (IV.1) avec B = 0 et w = 0 dans un cadre commutatif sur un espace de type C?.

On veut montrer que cette théorie ne peut pas s’appliquer pour ce cadre non commutatif.

Comme f est bornée et donc f € 8'(R, X), on peut utiliser la transformée de Fourier pour I’équation (IV.1)
afin d’obtenir formellement

~

(A~ (w+y?*) I +2iyB)uly) = f(y),
ou la transformée de Fourier est définie par
o = [ e
Ainsi, si on suppose que
(A= (w+y?) I +2iyB)"" € L(X), (IV.65)
on peut écrire
~ 2 . -1 7
u(y) = (Af(ery )I+21yB) fly),
et donc

u=T (m(.)f(.)) .
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Cette derniere formule suggere d’utiliser les multiplicateurs de Fourier dans le cas Holder (voir Arendt et al.
[1]). Ces hypotheses sur L, et M, permettent d’avoir pour tout y € R

-1
(B— (B A+wn)?xiyl) e L(X),
-1
(-B— (B = a+wn)”? £iyl) e L(X),
dont on peut déduire, seulement dans le cas commutatif entre (32 —A+wl ) 1/2 et B, que
2 . 2 1/2 . 2 1/2 .
A= (wry) I+2iyB =— (B - (B2 = A+w)'” +iy) (-B— (B - A+wD)* —iy),

et cette derniére égalité implique (IV.65).
Mais cette approche ne s’applique pas ici puisque L., et M, ne commutent pas.

3.2 Rappel de travaux dans le cadre non commutatif

Certains travaux ont déja été réalisés dans un cadre non commutatif. On peut alors comparer les hypotheses
de non commutativité utilisées dans cette these avec celles de ces travaux.

Da Prato-Grisvard
En 1975, Da Prato et Grisvard [12] ont étudié I’équation suivante posée sur un espace de Banach complexe
X dans le cas parabolique
Az + Bx — \x =y, (IV.66)

oy € X, A >0, Aet B sont des opérateurs linéaires fermés sur X vérifiant H(64) et H(0p) respectivement
avec 04 + 0p < 7. L’hypothese classique de commutativité des résolvantes des opérateurs A et B est remplacée
par I’hypothese plus faible H(A, B, ¢).

On dit qu'un opérateur P linéaire sur X vérifie H(0), 6 € [0, 7], si

Yp={z€C,largz| <7 — 0} C p(P),
et 8il existe une fonction numérique paire convexe C'p définie dans | — 7w + 0, 7 — [ telle que

Crp(9)
|2|

H(P—ZI)_lH < pour argz = Q.

On dit que A et B vérifient H(A, B, p) si
YA € p(4), (A= X)"H(D(B)) C D(B),

et s’il existe deux fonctions numériques C' et ¢ définies dans |m + 04,7 — 04 x |7+ 0,7 — Op[ et ]0, +00[ x
10, +00[ respectivement, avec C' convexe et paire dans les deux variables telles que

li JzDd|z| =
Jim [ etle+ 2 Dae <o

|[B; (A—2'D)7 (B —2"1)71| < C0';0")e(|2'|; |2"]),

pour 0 = argz’, 0" = argz”, |0'| < 7 —0a, |0"| < 7 — 0p; v désigne ici une courbe simple joignant co~%% &
00 en demeurant dans (X4 =X N(Zp) avec O < 0y < ™ — O 4. Ils supposent de plus

1B (A~ 21)7)(B ~ 21 < O@:0")(1:]2"))- (IV 67)

)_1HL(DB(9;1>))

Le théoreme principal est le suivant.
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Théoréme IV.37 Soient A et B deur opérateurs linéaires fermés dans X vérifiant respectivement H(04) et
H(0p) avec 04 + 0p < w, H(A, B, ) et (IV.67). Alors, il existe w > 0 tel que pour y € Dg(0;p), le probléme
(IV.66) admet une unique solution classique x telle que Ax, Bx € Dg(0;p) pour tout A > w.

Labbas-Terreni

En 1987, Labbas et Terreni [42] ont étudié I’équation (IV.66) dans un espace de Banach complexe X avec
A>0,yeX.

Le probleme est posé avec des hypotheéses de type parabolique, i.e. A et B sont des opérateurs linéaires
fermés sur X a domaines non nécessairement denses dans X, tels que (A — 2I)~! et (B — 2'I)~! existent pour
tout z € X 4 et pour tout 2’ € X, ol

Ya={z€C:larg(z)|<m—04a},
Yp={z€C:larg(z)| <7 —6p},

tels que 04 + 0p < 7, et

C
—1 ~
7 lao <

C
vz € 3p, (B2 D7, &, < 2k

VZEEA,|

(A—zI

Une hypothese sur le commutateur est donnée : il existe A\g > 0 tel que

h
<ON %127 s eXa, 2 €Xp, (IV.68
: pNE i Ed B, (IV.68)

i=1

ou

Z(A= 2ol (A== [(A=xD) (B D 7|

0<1—a1<51<27V1:1,,h

Ils ont obtenus des résultats dans le cas non commutatif : en particulier ils ont démontré pour A assez grand
Iexistence et la régularité maximale d’une solution x € D(A) N D(B), si on choisit la donnée y dans un espace
intermédiaire convenable entre D(A) et X (ou entre D(B) et X) (i.e. un espace d’interpolation). L’idée de
régularité maximale signifie que si y € Dp(0,00) (respectivement D 4(c,00), Dg(o,p), Da(o,p), 1 < p < 00)
alors (A — M)z et Bz sont dans Dpg(0,00) (respectivement D 4(o,00), Dg(o,p), Da(o,p), 1 < p < o). La
solution est obtenue sous la forme d’une intégrale de Dunford, la technique utilisée est analogue a celle de Da
Prato-Grisvard [12], ot cependant ’équation (IV.66) est étudiée sous une hypotheése différente de (IV.68).

Autres travaux

1l existe d’autres travaux réalisés dans un cadre non commutatif. On cite, entre autres Monniaux et Priiss
[49] qui ont étendu le Théoreme de Dore-Venni au cadre non commutatif et ou le commutateur vérifie une
condition de type Labbas-Terreni (IV.68).

On cite aussi Lunardi [46] et [47] ou elle étudie la somme A + B de générateurs de semi-groupes qui ne
commutent pas dans un espace de Banach. Cependant leur commutateur doit admettre une extension fermée
commutant avec les opérateurs A et B au sens de la résolvante.
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Chapitre V

Cadre non commutatif sur un intervalle borné

Dans ce chapitre, on étudie les équations différentielles opérationnelles elliptiques et completes du second
ordre posées sur I'intervalle borné [0, 1], munies de conditions de Dirichlet. L’existence et I'unicité de la solution
classique sont prouvées sous des hypotheéses naturelles de non commutativité des coefficients opérateurs. L’étude
se fait dans I'espace C? ([0,1];X), 6 €0, 1[, puis dans I'espace L? (0,1; X), 1 < p < co. On montre aussi des
propriétés de régularité maximale de la solution dans le cadre holdérien.

On considére le probleme différentiel opérationnel complet du second ordre et de type elliptique suivant
u’(z) + 2Bu/ (z) + Au(z) — wu(z) = f(z), z € (0,1),
u(0) = uo, (V.1)
u(l) = uy,
oul A et B sont deux opérateurs linéaires fermés sur X, (X, |.||) étant un espace de Banach complexe, w est
un réel positif assez grand, ug, u; sont donnés dans X et f est une fonction définie de [0,1] & valeurs dans X.

L’ellipticité de I’équation sera précisée plus loin, voir (V.39).
Comme dans le chapitre précédent, on commence par étudier le probleme différentiel suivant

() (L — M) (2) 1 (Lo = M)? — (Lo + Mo)?) u(e) = J(@), 2 € (0,1),
u(0
u(l

ou L, et M, sont deux opérateurs linéaires fermés sur X dépendant du parameétre w.

)
)

Uo,
Ui

L’objectif est le suivant.

1. Donner des hypotheses naturelles de non commutativité sur L, et M, qui permettent de résoudre (V.2)
pour w assez grand.

2. Retourner au probleme (V.1), c’est-a-dire résoudre (V.2) avec L, et M, satisfaisant

1
Lo—M,C2B et ((Lw M)~ (L, + Mw)Q) CA—wl
Dans ce cas, une solution classique de (V.2) sera a fortiori une solution classique de (V.1). On indiquera

ultérieurement comment construire L,, et M,,.
L’étude est faite dans deux cadres différents :

e cadre holdérien : on suppose f € C? ([0,1]; X), 6 € ]0,1[;
e cadre L? : on suppose f € LP(0,1; X), 1 < p < oo, avec X un espace UMD.
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1 Cadre holdérien

1.1 Introduction et hypotheses

On suppose ici que f € C?([0,1]; X), 8 €]0,1].
Les hypotheses sur les opérateurs L, et M,, sont les suivantes. Il existe un réel positif fixé wy tel que

36 >0,3C > 0: Yw > wp, Ss C p(Ly), S5 C p(M,,),

_ _ V.3
|07 < Cfon - < Cess v
Lx) |2l Lx) |2
N T .

ou Ss := {z € C\ {0} : |arg z| < 5 + (5}. Pour tout w > wy, on suppose également
D(L,) = D(M,,), (V.4)
D ((Lw + Mw)2) cD <(Lw - Mw)2) , (V.5)
L, + M,, est inversible dans L(X), (V.6)
I —elweMe ou I — eMeele est inversible dans L(X), (V.7)
(X, D (Lw))1+0,oo = (X,D (Mw))1+9,oo : (V.8)

L’hypothése de non commutativité est la suivante

Vw > wo, |CL,,,m, ”L(X) < x(w), (V.9)

ou le commutateur est
Cront, = (Lo + M) [(Lw M) (Lo + Mw)_l} (Lo + M,)"",

et

. + 3 —
X : [wo, +oo[ = RT avec wkrfwx(w) =0.

o
On rappelle que, dans de nombreux cas concrets, y(w) = —, ott C, a > 0.
w

On note que, sous ces hypothéses et comme au chapitre précédent, le probléme (V.2) est équivalent &

u//(x) + (Lw - Mw) ul(x) - % (Lwa + MwLw) u(x) = f(l')7 S (07 1)a

D’aprés ’hypothese (V.5), (L, + Mw)2 est principal sur (L, — Mw)2. On cherche alors une solution classique
de (V.2), c’est-a-dire une fonction u telle que

{ we C2([0,1]; X)NC ([0, 1]:D ((Lw + Mw)z))
v € C([0,1]; D(L, — My,)),

148



V.1 Cadre holdérien

et satisfaisant (V.2). On veut montrer également la propriété de régularité maximale de la solution classique wu,
c’est-a-dire
u”, (Ly — M) ', (L, + My)*uwe C7(0,1]; X). (V.10)

Bien évidemment, la solution classique u vérifiera alors
we 0 ([0.1:D (Lo - M))).
avec la régularité maximale
(Lo = M) u e €% ([0,1]5X),

puisque
(L — M) u = —4u" — 4 (Ly — My)u' + (Lo + M) u + 4f.

Les hypotheses (V.3)-(V.6) et (V.9) sont les mémes qu’au Chapitre IV, Section 1. Les Remarques 1V.2
et IV.3 concernant ces hypotheéses sont donc encore valables ici. On note que les hypotheéses (V.7) et (V.8)
n’apparaissaient pas au Chapitre IV ; elles sont diies aux conditions aux limites. Voici quelques remarques
concernant ces nouvelles hypotheses.

Remarque V.1 On suppose (V.3).

M.,

1. Alors I — elweMe est inversible dans L(X) si et seulement si I — eMwelw [’est et dans ce cas

(T = coeMe) ™ = T el (1= eMoele) e

voir Haak et al. [36], Lemma 3.1, p. 209.

2. L’hypothése (V.7) peut-étre déduite d’une des hypothéses suivantes (obtenues dans beaucoup de cas concrets)

_ C
34C, a > 0,Vw > wg,Vz € Sy, ’(Mw—zl) 1H < —,
LX) |w™+ 2|
_ C
3C,a > 0,Yw > wo,Vz € Ss, ’(wazl) 1” <<
LX) |w™+ 2|

En effet, si on suppose la premiére, on a alors

1 _
Mo = — [ e (M, — 2I) " dz,
2 J,

ot y est la courbe orientée positivement du secteur de p (M,,) suivant
T
S = {zE(C\{O} : |arg(2)] < 5+61}U{26(C: 2] < 62},

ot 61 > 0, d5 > 0 sont donnés.

On remarque que, pour tout z € v, il existe a > 0 tel que
|ez| — eRe(z) < e—a|z|.

Ainsi o
M., Re(z) —
¥l < K f O gl

mais sur vy, il est clair que
1 C
- <=
lw + 2| ~ w®’
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d’ot
w® we’

C C
™|y < = L ekl < &

et on peut supposer wy assez grand tel que pour tout w = wy

HeMwHL(X) <1
et grice a (V.3) on a

C C
X) < e <1 HeLweMWHL(X) <5 <L

febete]l. =

On en déduit que I — efweMe et T — eMwele sont inversibles dans L(X).

On note que, dans cette remarque, C' désigne différentes constantes indépendantes de w.

Remarque V.2 On note que sous Uhypothése (V.4), on a

(X, D (L))g oo = (X, D (M)

6,00 *
Remarque V.3 On suppose (V.4)-(V.5). Si, de plus

D(L,M,) = D(M,L,),
alors (V.8) est satisfaite.

En effet, d’aprés le Lemme IV.4, on a

D(L,M,) =D (M?2) = D(M,L,) =D (L2),

w

donc pour tout 0 €)0,1[ on obtient

(X.D(L2)),.. = (X.DOM2)

o 6,00’

et par la propriété de réitération (voir Lions-Peetre [45]), il s’ensuit
(X D)0 = (X DUE)) e, = (X, DOVMD) sso = (X. D)),

Remarque V.4 On suppose (V.3), (V.4), (V.6) et on considére le cas commutatif (L,M, = M,L,). Alors
les hypothéses (V.5), (V.7) et (V.8) sont vérifies.
1. Soit p € D ((Lw +Mw)2), alors ¢ € D(Ly, + My,) = D(Lo, — M) et (Lo + My)p € D(L,, + M,) =
D(L,, — M,,), de plus

(Lo = Mo)p =(Ley — M) (Lo + M) ™ (Lo + M)
=(Ly + M) (L — My) (L + M) € D(Ly, + M,,) = D(Ly, — M,),
ainsi, ¢ € D ((Lw - Mw)z) et (V.5) est satisfaite.

2. L,+ M, génére un semi-groupe analytique sur X, (eg(LerMw))
en vertu de Lunardi /48], p. 60, de plus on a

€507 et I —elotMo gdmet un inverse borné

ainst Uhypothése (V.7) est satisfaite.
3. On a D(L,M,) = D(M,L,,) donc d’aprés la Remarque V.3, Uhypothése (V.8) est satisfaite.
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V.1 Cadre holdérien

L’étude est organisée comme suit.

La Section 1.2 contient quelques lemmes techniques. Dans la Section 1.3, on utilise la représentation de la
solution du cas commutatif et quelques considérations heuristiques pour obtenir une équation intégrale vérifiée
par I'éventuelle solution classique u := (L,, + M, ) 2v. Cette équation intégrale est écrite sous la forme

U+Rw(v) = Fw(f) + Dy,

ou Ry, F,, D, dépendent de L, et M,, R, dépendant aussi du commutateur Cr_ s, et D, des données

w?

ug, u1. Bien évidemment les opérateurs R, et F,, sont différents de ceux du précédent chapitre. La Section 1.4
contient I’étude de F,(f) + D, et Ry, ce qui permet d’écrire pour w assez grand

w= (L + M,)> {(I + R (EL(f) + Dw)} .

On analyse ensuite cette représentation afin d’obtenir un théoreme fondamental d’existence, d’unicité et de
régularité maximale de la solution classique. Dans la Section 1.5, on donne des exemples auxquels cette théorie
s’applique. Enfin, la Section 1.6 est dédiée a 1’étude du retour a I’équation initiale (V.1).

Dans le but de simplifier, quand la dépendance de w n’est pas utile, on omet w dans les notations, par
exemple, on note L, M,,... par L, M...

1.2 Lemmes techniques

On note que les Lemmes IV .4, TV.5 (points 2. & 4.) et IV.6 sont vérifiés sous les hypothéses de ce chapitre.
Puisque 1 € p(L) N p(M), on a (L —I)~', (M — I)~* € L(X) et, d’aprés la Proposition 1.16, on a aussi
M(L—I)"Y, LM —I)~Y, (L+ M)(L—I)"Y, (L+ M)(M —I)"Y, (L— M)(L—1I)~Y, (L—M)(M —I)"! € L(X).

Lemme V.5 Sous les hypothéses (V.3),(V.4) et (V.7), on a
(I- eLeM)f1 =I+eleM(I- eLeM)fl ,
{ (I—eMel) ™" = T4 eMel (I —eMel) ™,
et M (I —ele) ™ (L—1)"Y, L(I—eMel) ™ (M —1)~' € L(X).
Preuve. On a
(I—eLeM) (I+6L6M (I—eLeM)_l)
=1 —eleM 4 eleM (I— eLeM)_1 —eleMeleM (I - eLeM)_l
=1 —eleM 4 eleM (I— eLeM) (I— eLeM)_l
=1,
de méme
(I+6L6M (I—eLeM)il) (I—eLeM) =1,
d’ou
(I— eLeM)71 =14 eleM (I— eLeM)71 .
En inversant les roles de L et M, on obtient
(I— eMeL)71 =1 +eMer (I— eMeL)71 .
11 suffit ensuite d’écrire
M(I=e ™)™ (L—1)"' = M(L—1)"" + M(L - I)" (L = I)e*eM (I — M)~ (L —1)~! € L(X),
L(I—eMeP) ™ (M= 1) = L(M = I)™" + L(M — I)" (M — I)eMeb (I —eMeb) ™ (M - 1)~! € L(X).
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Lemme V.6 Sous l’hypothése (V.4), (V.8) est équivalente d

{ ML= D)7 (X.D (L)) e € (X.D (L)) -
LM = )7 (X.D (M), ., € (X.D (M), |

,00 °

Preuve. On suppose (V.8). Soit ¢ € (X, D(L))y ., = (X, D(L — 1))y - Alors

(L*I)7180 =1 € (X,D(L*I))H_g’()o,

donc ¢ € D(L) et (L —1)¢p € (X,D(L—1))g . =
L6 € (X, D(L))g s 0 & € (X, D)1 = (
(X, D(L))e,ocv ce qui prouve la premiere ligne de (V.1
de L et M.

Inversement, on suppose (V.11). Soit ¢ € (X, D(L)),, 4 .- Alors (L —I)p = Ly — ¢ € (X, D(L))

(X,D(L))g s OF ¥ € (X,D(L))(,,Oo donc par somme
,D(M)) 1 4g,00- Alnsi M(L — 1)~ € (X,D(M))y . =
1). La seconde ligne est obtenue en échangeant les roles

0 o0 donc
;

Mg = M(L—1)" (L - I)p € (X, D(L)), .. = (X, D(M))

6,00 7

ainsi € (X, D(M)), 4 .- De la méme maniere si p € (X, D(M)), 4 ., alors ¢ € (X, D(L)) |

140,00

1.3 Formule de représentation de la solution

Dans le cas commutatif, la solution donnée par Favini et al. dans [22], formule (9) p. 977, peut s’écrire sous
la forme ¢ + ¢ + d, o, pour z € [0, 1]

() = (L + M)~ /0 " @M f(5)ds + (L + M) / LD f(5)ds, (V.12)

(@) = = (L+ M)~ e (I - ele) ™ / et f(s)ds
0
+ (L + M>71 emM (I_ €L€M)_1 GL /1 e(l—s)]\/[f(s)ds
° (V.13)
(L+M) e(1—2)L (IieMeL)*l/ e(lfs)Mf( )ds

+(L+ M) 0oL ([ — ML)~ M/ esLf(s)

d(z) = (ezM _ e(l—x)LeM) (I _ eLeM)—l o + (e(l—m)L _ efcMeL> (I B eMeL)_l .

Maintenant, on fait le raisonnement heuristique suivant. On suppose qu’il existe une solution classique u au
probléeme (V.2) satisfaisant la propriété de régularité maximale (V.10). On désire trouver une équation intégrale
satisfaite par

=(L+M)>*u

Ici, dans ce cas non commutatif, on considére ¢ défini par (V.12) et on écrit pour tout x € [0, 1]
x _ 1
6(x) :/ (L+ M) elrmoM (u”(s) +(L=M)u/(s) + 7 (L= M) = (L+ M) u(s)) ds
0
! _ 1
[ @ anTeer (“”(s) + (L= M)u'(s) + 7 (L= M) = (L+M)) u<s>) o

=uq () + uo(x) + uz(x) + ug(x) + us(z) + ug(x),
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ol
wr (z) = /0 (Lt M) e OM Y () g,
un () = /z (L M) I (s)s,
ug(x) = /Ox (L+ M) @M (L — M)u'(s)ds,
ug(z) = / 1 (L+ M) ' et=2E (L — M)/ (s)ds,
us () :i /0 (L4 M) el ((L ~ M) —(L+ M)Q) u(s)ds,
us(e) =1 /; (L4 M) el (L= MY — (L + M)*) u(s)ds.

L’idée principale est d’effectuer des intégrations par parties afin de déduire ’équation intégrale satisfaite par v.
Puisque u est une solution classique de (V.2) satisfaisant la propriété de régularité maximale (V.10), tous les
calculs seront justifiés.

Alors, par intégration par parties, on a

ui(z) = [(L M)t e<w*S>Mu'(s)]: n / (L M) MMy (5)ds
0
=(L+ M) (z) — (L+ M) " e*™u/(0)

+ / (L + M)~ M2e@=9My(s)ds
0

+ [+ Me@*swu(s)}z

=(L+ M) " (z) — (L4 M) e"™u/(0) + (L + M)™" Mu(z)

—(L—i—M)_lMe””Muo—l—/ (L + M) M@=y (s)ds,
0

ot on a utilisé deux fois la continuité du semi-groupe e*=$)M en s = z, puisque v/(x) € D(M) et u(x) € D(M?).
De méme, on a

up(z) = (L + M) e =L/ (1) — (L + M) "/ (a) — /1 (L + M) Le =/ (5)ds

=(L+ M) eU=2Ly/(1) — (L+ M) "' () + (L+ M)™" Lu(z)
1
—(L+ M) ' Lelt =8y 4 / (L + M)~ L2t~y (s)ds,

ot on a utilisé deux fois la continuité du semi-groupe e*~#X en s = x, puisque u/(x) € D(L) et u(z) € D(L?).
Comme ug,u; € D ((L — M) —(L+ M)z) =D(LM)ND(ML), on a

(L+ M) Me™ug = (L + M)~ e*™ Mug,

(L+ M) Le® =y = (L4 M) et =9E Ly,
En appliquant (L + M)? & uy(z) + ua(x), on obtient

(L4 M)? (uy(x) + ug(x)) = — (L + M) e*™ («/(0) + Mug) + (L + M) e =L (/(1) — Luy)
¢ 2 (z—s)M -2
-H)(x)—i—(L—i—M)/O M*=e (L+ M) “v(s)ds (V.14)

1
+(L+ M) / L2 (L + M) v(s)ds.

x
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Maintenant, pour ug(x) + ug(z), une intégration par parties donne
(ug(@) + ua(2)) = (L + M)~ (L = M)u(z) = (L + M)~ (L - M)u(x)
—(L+ M) "™ (L — M)yug+ (L + M) e =2 (L — M)u,
+ / (L + M)~ Mel==9M (L Mu(s)ds
0
1
— / (L+ M)™" Le®= X (L — M)u(s)ds;
T
ici, on utilise encore la continuité des semi-groupes en s = x car (L — M)u(x) € D(L)N D(M) d’apres (V.5) et
grace au Lemme IV.5, point 2., on peut écrire
M(L — M)u(x) = M(L — M)(L + M) (L + M)?u(z),
L(L — M)u(z) = L(L — M)(L + M)~ *(L + M)*u(x).
En appliquant L + M a us(z) + u4(x), on obtient
(L+ M) (us(z) 4+ us(z)) = — e*M(L — M)ug + e E(L — M)uy

+ /x Me@=)M (L — M) (L4 M) % v(s)ds
0
1
- / Le@=DE(L — M) (L + M)~ ?v(s)ds.

Or, le Lemme IV.5, point 3., permet d’écrire

Me @M (L — M) (L4 M) 2 v(s) = e IMMEL (L + M) 2 v(s) — M2e@=M (L 4+ M) "2 u(s),
Le (L — M) (L + M) 2 v(s) = L2~ (L + M) 2 v(s) — e LM (L + M) 2 v(s),

ainsi, en appliquant encore L + M, on a
(L + M)? (us(x) + us(z)) = — (L + M) e*M (L — M)ug + (L + M) e=L(L — M)uy
+(L+ M) / @M (L + M) v(s)ds
0

1
+(L+ M) / eCOLLM (L + M) % v(s)ds

x

—(L—|—M)/ M2e@=M ([ 4 MY u(s)ds
0

(V.15)

—(L+ M) /1 L2~ (L + M) ™2 v(s)ds.

x

Enfin, en appliquant (L + M)? & us(x) + ug(x), on a

(L + M)? (us(z) + ug(z)) = i(L + M) /Ox e@=IM (1, — M)* (L + M) 2 v(s)ds
—i(L + M) /36 e@=IM (L 4+ M) (L + M) 2 v(s)ds

. o (V.16)
5 (L+ M) / e (L — M) (L4 M) v(s)ds

T
1

&(L + M) /m eSO (L 4+ M)? (L + M) 2 v(s)ds.
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Ensuite, en utilisant (V.14), (V.15) et (V.16), on a

(L + M)?¢(x) =v(x) — (L + M) e*™ (u/(0) + Lug) + (L + M) e~ (4/ (1) — Muy)

+(L+ M) / e@IMNL (L + M) 2 v(s)ds
0

(L+ M) /O @M (1, — M) (L + M)~ v(s)ds

m»—

(L+ M) /0 @M (L 4+ MY (L + M) 2 v(s)ds

m»—

1
+ (L + M) / eCOLLM (L + M) v(s)ds

—~

»-b\r—‘

(L+ M) /1 eI (L — M)? (L4 M) "> v(s)ds

x

(L+ M) /1 eI (L 4+ M) (L + M) "> v(s)ds.

x

»JM»—‘

En vertu du point 5. du Lemme IV.6, on obtient

x 1
(L+ M)?¢(x) = v(x) + i(L + M)/O e@=IMOr yru(s)ds — i(L + M) /z eC=OLCy yu(s)ds (V.17)

— (L4 M) ™™ (u/(0) + Lug) + (L + M) =2 L (v (1) — Muy) .

On consideére ensuite ¢ défini par (V.13). Tout d’abord, on note que (V.17) pour z =0 et x = 1 donne

1 e
/ el f(s)ds = —u'(0) + el (1) + Mug — e Mu; — 1 / et Crarv(s)ds;
; 0

1 1
1
/0 1M f(s5)ds = —eMu'(0) + /(1) — €M Lug + Ly + /0 =M arv(s)ds.

Ainsi, on obtient I’équation intégrale suivante

(L+ M)*$(x) = — (L+ M) ™™ (I - LM) "~ (0) + e (1) + Mug — ¥ Muy)
+(L+M)e™ (I - ) 1eL( eMu/(0) + /(1) — eM Lug + L)
— (L + M)~ I>L( eh)” 1( eMu'(0) + /(1) — €M Lug + Luy)
+(L+ M) et =k (1 eMeL) LM (—d (0)+6Lu/(1)+Muo —eF Muy)

1 ol
+2 (L + M)e™ (I —eleM) 1/ e*LCp arv(s)ds
0

1 _ 1
+ 1 (L+ M)e™ (I —eleM) ' eL/ eI=IM Oy yu(s)ds
0

1 o
~1 (L+ M) el—2)L (I — eMeL) ! / e(l_s)MC’L,MU(s)ds
0

1 B 1
1 (L + M)e—2)L (I —eMe") LeM el O arv(s)ds.
0

Cette derniére équation sommée avec (V.17) permet de poser

v+ R(v) = F(f)+ D,
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ou pour tout x € [0, 1]

1  a—s 1 e
R(v)(x) ZZ(L—i—M)/O eT=IMC ro(s)ds — Z(L—’—M)/ =IO yu(s)ds

1 _ 1
+Z(L+M)exM (I —eleM) 1/ e* L Cpav(s)ds
0
1 B 1
+ i (L + M)e™ (I —eleM) ! eL/ eI=IMCy 2 ru(s)ds (V.18)
0

1 B 1
~1 (L + M)et—oE (I —eMeh) 1/ UMy ru(s)ds
0

1 B 1
~1 (L + M)e(t—oE (I —eMeh) ' eM/ e*LCp v (s)ds,
0

F(f)(z) =(L+ M) / " amom f(s)ds + (L + M) / 1 e f(5)ds
0 x
— (L + M)eM (I- eLeM)_l /1 el f(s)ds
0
1
+(L+M)e™(1- eLeM)71 eL/ eU=9IM £(5)ds (V.19)
0
o (L 4 M) 6(1793)[4 (I o EMGL)_l /1 6(175)Mf(5)d5
0

1
+ (L4 M)elt—oL (I - eMeL)71 eM/ et f(s)ds
0

D(z) = (L + M) ™™ (u/(0) + Lug) — (L+M) e (' (1) — Muy)
+ (L + M) e™ (I —eleM)” (—u’(O) + "' (1) + Mug — e* Muy)
— (L4 M)e™ (I —eheM)” tel (—eMu/(0) +u'(1) — e Lug + Luy)
+ (L4 M)et—2k (I - eMeL)_1 (—eMu/(0) + /(1) — e™ Lug + Luy)
—(L+ M)t =L (1~ eMeL)_1 eM (—u/(0) + "/ (1) + Mug — e" Muy),
de plus, en factorisant, D peut s’écrire
D(z) =(L+ M)e"™ (I - eLeM)_1 [(I—eleM) ( "(0) + Lug) — u/(0)
+Mug + e“eMu’(0) + e Lug — e* (L + M) u]
+ (L + M)et—oE (I- eMeL)_l [— (I —eMe") (/' (1) — Muy) +u'(1)
+Luy — eMe"u/(1) + eMe Muy — e (L + M) ug) ,
d’ou
D(x) = (L+ M) e™ (I — M) ™ (L + M) ug — e* (L + M) u) (V.20)
+ (L4 M) e (T = eMeB)™ ((L+ M) uy — e (L+ M) ug) .

Finalement, si u est une solution classique de (V.2) satisfaisant la propriété de régularité maximale (V.10),
alors v = (L + M)? u satisfait 'équation intégrale

v+ R(w) = F(f)+ D,

156



V.1 Cadre holdérien

avec R, F(f), D donnés par (V.18), (V.19) et (V.20).

On fait apparaitre la dépendance de w pour F : F,,; R : R, ; et D : D,. Pour f € C?([0,1];X), le but
est de trouver w* > wy tel que 'on peut construire, pour w > w* donné, un sous-espace Y,, de C? ([0,1]; X)
satisfaisant

1. F,(f)+ D, €Y, sous quelques hypothéses sur les données ug, u1, f(0) et f(1),
2. I + R, est inversible dans L(Y,,).

*

Dans ce cas, pour w > w*, on peut déduire que s’il existe une solution classique u de (V.2) satisfaisant la

propriété de régularité maximale (V.10), alors u est uniquement déterminé par la formule de représentation
w= (Lo + M) {1+ Ro) ™ (Fu(f) + Do)} (v.21)

Ainsi, pour obtenir des résultats d’unicité et d’existence pour le probleme (V.2), il suffit d’étudier la régularité
de cette représentation.

Bien entendu, quand L, et M, commutent, la formule (V.21) coincide avec celle donnée dans Favini et al.
[22], p. 977.

1.4 Principaux résultats

L’étude de la représentation (V.21) nécessite les résultats suivants sur la régularité héldérienne.

Proposition V.7 Soit Q un générateur infinitésimal de semi-groupe analytique sur X, (efQ)E>O, non néces-
sairement continu en 0.

1. Soient 0 €]0,1] et p € X. Alors, les deux assertions suivantes sont équivalentes.
(a) €p € C (0,13 X).
(b) ¢ € (X,D(Q)y .

2. Soient 0 €10,1] et g € C?([0,1]; X). On pose

wy(x) = / (=9 (s)ds, z € [0,1].
0
Alors wy € C9([0,1]; X), et il exviste K > 0 tel que

lwill oo, < K llgllcoqpo,uix) -

3. Soient 0 €10,1] et g € C?([0,1]; X). On pose

wn(z) = / "5 (g(s) — g(0)) ds, z € [0,1].

Alors wy € CH9([0,1]; X) N C? ([0,1]; D(Q)).-
4. Soient 6 €]0,1[, g € C? ([0,1]; X) et ¢ € X. On pose
ws(z) = e +/ e (s)ds, = € 0,1].
0

Alors, les deux assertions suivantes sont équivalentes.
(a) ws € CH0([0,1];X) N C?([0,1]; D(Q)).
(b) v € D(Q) et g(0) + Qv € (X, D(Q))g,o0 -
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En particulier, si ¢ = 0x et g(0) € (X, D (Q))g o alors il existe K >0 tel que
1Qwsll o j0,1,x) < K llgllcojo,1y:x) -

5. Soient 0 €10,1] et g € C?([0,1]; X). Alors

Q / 9(0)) ds € (X, D Q)0 -

Q / 192 (g(s) — g(1)) ds € (X, D (Q))y .. .
0

Le point 3. est obtenu en appliquant la théorie des sommes de Da Prato-Grisvard [12]. Le point 4. qui
améliore le point 3. est dii & Sinestrari [56], voir aussi Da Prato [11]. On trouve dans Guidetti [35], une preuve
simple de ces résultats, voir Proposition 2.5 p.132, Corollary 2.1 et Theorem 2.4, p. 136.

On pose pour une fonction g donnée de [0, 1] dans X et pour z € [0, 1]

Glo)(x) = / "o MMag(o)ds,  H(g)() = / (=)L g (5)ds.

0
Proposition V.8 On suppose (V.3)-(V.8). Soit f € C? ([0,1];X), 0 €]0,1]. Alors
Fy(f) + Do € €7 ([0,1]5 X)

st et seulement si

U, U1 € D (Lwa) N D(MwLw)7
Mw (Lw + Mw) Uuo + (Lw + Mw) (Lw - I)ilf(o) € (X7 D (Lw))e,oo ’ (V22)
Loy (Lo + Mo) wr + (Lo + Moy) (Mo = )71 (1) € (X, D (L)) g o -

Preuve. On note L, = L et M,, = M... En utilisant le Lemme V.5, on écrit pour tout = € [0, 1]

F(f)(x) + D(x)
=(L+M)(M -1~ (M - 1)G(f)(x)
L+M)(L—=1)"Y(L-1)H(f)

+ ( (2)

+(L+ M) (M — 1)~ 'e"™(M = 1) (L + M) uo — H(f)(0))
+(L+M)(M—-1)"te ( —D(L—1)"HL=1De" (G(f)(1) = (L + M) u)
+(L+M) (L -1 e DML - 1) (L+ M)u, — G(f )(1))

+(L+M)(L— D)~ - ) (M~ 1)~ 1( — DeM (H(£)(0) = (L + M) uo)
+ (L4 M) (M =)™ (M — I)(L — )" (L — I)ebeM (I — M) ™"

(L + M)uo — H(f)(0 )+6LG ) —e (L+M)u1)
+(L+ M) (L—1)" (L = [)(M = I)" (M — T)eMe" (I — eMel) ™
((L+M)u —G(f)(1)+eMH(f)( ) —eM (L+M)uo)
=(I)(z) + (II)(z) + (LII)(z) + (IV)(z) + (V)(2) + (VI)(z) + (VII)(z) + (VIII)(x).

On rappelle que (L + M) (M —1I)~1, (L+ M) (L—1I)"! € L(X). De plus, pour tout x € [0, 1], G(f)(z) € D(M),
H(f)(z) € D(L) puisque f € C?([0,1]; X), 6 €]0,1].

VA
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Alors, pour (I) et (II), on a
(D)) = (L + M) OF = 1701 [ e (5(s) = ) ds
+(L+M)(M—-1)"*M /m e@=IM £(2)ds — (L + M) (M — I)7'G(f)(z)
0

=(L+M)(M—1) *1/1 Me@=M (f(s) — f(x))ds — (L+M) (M — 1)~ f(z)

+ (L+M)(M—=1)""e"™ (f(x) — £(0)) = (L+ M) (M — 1)~ e*™(L—1)~" f(0)
+(L+M)(M—=1)"e"ML(L-1)7"f(0) = (L+ M) (M —I)"'G(f)(z)
=1 (z) + La(z) + I3(x) + Lu(z) + Is(z) + Is(w),

de méme

(IT)(x) = (L + M) (L~ 1)"'L / DL (f(s) — f(x)) ds
+(L+M)(L- I)lL/l e f(x)ds — (L + M) (L —I) " H(f)(x)

=(L+M)(L—I)*1/ Le=L (f(s) — f(x))ds — (L+ M) (L — 1)~ f()
H(LA+M)(L—D) eI (f(x) = f(1) = (L+ M) (L—1)" e 250 - 1)~ £(1)
+ (L4 M) (L—1)" e EN(M — 1) f(1) = (L+ M) (L — 1) *H(f)(x)

=I7(x) + Is(x) + Io(x) + Lo(z) + 1 (2) + Lz().

Il est clair que I, I3, Is, Iy € C?([0,1];X); I, I1p € C?(]0,1];X) par la Proposition V.7, point 1.; I,
I € C%(]0,1]; X) par la Proposition V.7, point 2.; I, I; € C? ([0,1]; X) par la Proposition V.7, point 5.
Pour (I11) et (V), on utilise

1
LH(f)(0) = /0 Le*" (f(s) = f(0)) ds + e £(0) = £(0), (V.23)

1) = / MU= (f(s) — f(1))ds + ¢ f(1) — F(1),

ainsi

(M —1I)~
(M —1)~ 1ezM(M DL =1 (H(f)(0) = e" f(0))
(M — D)~ 'e™ ((L+ M)uo + (L —1)~" £(0))
+(L+M)(M—1)"e"™™ (M (L+ M)uo+ M(L—1)""f(0))
(

et
(V)(@) == (L+M) (L= 1)~ e (L 1) (M = 1)~" ; MM (f(s) — f(1)) ds

(L+M)(L =1 e DL - 1) (M — D)7 H(G(f)(1) — M f(1))
—(L+M)(L-1)" e ((L+ M)uy + (M - I)7 f(1))

(L+M)(L—1)" e (L(L+ M)us + L(M — I)~' £(1))
=K5(x) + Ko(x) + Kr7(z) + Ks(z).
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Grace a (V.11) et a la Proposition V.7, point 5., on a
1
(M =DL=D7 [ L (7(5) - F0)ds € (X, D(L))

6,00 7

0
1
(L-DM-1)7" ; MM (f(s) = f(1))ds € (X, D (M)

dont on déduit Ky, K5 € C?(]0,1]; X) grice & la Proposition V.7, point 1. En utilisant encore (V.11), on a

(M —I)(L—=1)~" (H(f)(0) = e"£(0)) € (X, D (L)) »
((L+M)ug+(L-1)""f(0 )) (L)C( ( ))eoo,
(L =DM =)~ (G() (1) = f(1)) e (
(L +M)uy+ (M ~1)"'f(1)) € D(L) C ( (L))g,oo,
donc Ky, K3, K¢, K7 € C?(]0,1]; X) par la Proposition V.7, point 1.
En vertu de (V.11) et de la Proposition V.7, point 1., il est clair que (IV), (VI), (VII), (VIII) €

C? (0,1]; X).
On pose

9007

AN=lh+Lb+L+Li+Ig+Ir+Ig+Ig+Tio+ 1o+ K+ Ko+ Ks+ K5+ Kg + Ky
+(IV) + (V) + (VII) + (VIII),

alors

F(f)(z) + D(x) =A(z) + (Is(z) + Ka(x)) + (Iu(x + Kg(x))
=A(z)+ (L+M) (M —1)"'e™ (M (L+M)ug+ (L+ M) (L—1)""£(0))
+(L+M)(L—1)" e (L(L+ M)us + (L+ M) (M —1)"'f(1)).

L’étude précédente montre que A € C? ([0,1]; X), de plus

x> (L4+M)(M—I)"'e"™ (M (L+ M)ug + (L+ M) (L-1)""£(0))
+(L+ M) (L= 1) " (L (L + M)uy + (L+ M) (M = 1)1 f(1)),

est dans C? ([0,1]; X) si et seulement si (V.22) est satisfaite. On obtient ainsi le résultat. m
On pose pour w > wy

Car, (10,1 X) = {v € CO([0,1]5 X) : (L = M) (L = 1) Cru i, 0(0) € (X, D (L))

6,00

(L = M) (Mey = 1)~ Crpr0(1) € (X, D (Lo))g oo |-

Or (Ly — My,) (Ly —I)7Y, (L — M) (M, — I)7, Cp, ., € L(X). Ainsi, il est clair que C7_ ,; ([0,1]; X) est
un espace de Banach complexe.

Proposition V.9 On suppose (V.5)-(V.9). Soit 6 €]0,1].
1. Ry,(v) € C%([0,1]; X) si et seulement siv € C}_ a, ([0,1]5 X).
2. R,(v) € CY_ a, ([0,1]5.X) si et seulement siv € cd a, ([0,1]5 X).
3. R, € L(C]_ . (10,1];X)).
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4. 1l existe w* > wq tel que pour tout w > w*

”RwHL(ng,Mw([O’l]?X)) <L
Ainsi I 4+ Ry, est inversible dans L (C}_ , ([0,1]; X)) pour w > w*.
Preuve. On note L, = L et M,, = M... Soit v € C%M ([0,1]; X). Cr.ar € L(X), done Cr v € C9([0,1]; X).

On effectue une analyse similaire a celle de la démonstration de la Proposition V.8. En utilisant le Lemme
V.5, on écrit pour tout x € [0, 1]

4R(v)(x)
=(L+M)(M — I)"1(M — )G(C,mv) ()

— (L+M)(L—1)" (L~ DH(Cp,mv)(x)
+ (L4 M) (M= 1)~ e™(M = I)(L = I)"Y(L = I)H(CL,;v)(0)
+(L+M) (M =17 e™M(M = I)(L—1)"Y(L — 1)e"G(Cr,mv)(1)
—(L+M)(L =D)L - 1) (M = I)"H (M = D)G(Crav)(1)
—(L+M)(L-T)" 2L —T)(M - I)"Y (M — I)e™ H(Cp v)(0)
+ (L4 M) (M —I)"'e"™(M — I)(L — )" (L — T)e"eM (I —e"eM) ™"
(H(Cp,mv)(0) + e“G(Cp mv)(1))

— (L + M) (L — 1) 0L — 1) (M — I)™ (M — I)eMek (I —eMel) ™"

)
=)(z) + () (x) + (LII)(x) + (IV)(z) + (V)(z) + (VI)(x) + (VII)(z) + (VIII)(z).
Alors, pour (I) et (II), on a

(@) =L+ (1 -0~ [ " @I (0 yro(s) — Crarol(a)) ds
+(L+ M) (M - I)_lM/Ox e(m_S)MC’LMU(x)ds —(L+ M) (M - I)_lG(CLMv)(x)

=(L+M)(M—-1)"* /73 Me@=9M(Cp yu(s) — Cpov(a)) ds — (L + M) (M — I)"2Cp ()
+(L+M)(M—1)" Cr.mv(z) — Cpav(0)) — (L+ M) (M — )~ 'e™™ (L — 1)~ Cp av(0)
+(L+ M) (M= 1)~ e"™ML(L = 1) Crav(0) = (L+ M) (M = 1)~ G(Cp o) (x)

=I1(z) + L(z) + I3(x) + Iy(z) + I5(z) + Is(x),

de méme

la:M(

s—z)L (

(I (z)=— (L+M)(L—-1)"! Cr.mv(s) — Cpmv(x)) ds
) (L —1)

—(L+M -t

L/1 e! (

L / ¢S DLCy \ro(@)ds + (L + M) (L — I) " H(Cp)(z)
—(L+M)(L-D)7" / L= L (Cp aru(s) — Cpo(a)) ds + (L + M) (L — 1) "1Cp arv(x)
—(L+M)(L-1)""te
+(L+M)(L-1)"!
1

(M
—(L+ M) (L—-T)" e Lp (M — 1)72Cp (1) + (L + M) (L — )" H(Cp pv) (2)

2L (Cp () — Cp (1))
e(1-2)
=I7(x) + Is(x) + Io(x) + Lio(x) + T11(x) + Ti2(x).

(1—=z)L ) 1CL7M'U(1)
(1-

161



Chapitre V. Cadre non commutatif sur un intervalle borné

Il est clair que I, I3, Is, Iy € CY([0,1];X); I, Iy € C?(]0,1];X) par la Proposition V.7, point 1.; I,
I € C%(]0,1]; X) par la Proposition V.7, point 2.; I, Iy € C? ([0,1]; X) par la Proposition V.7, point 5.
Pour (I1I) et (V), on a

(ITI)(z) =(L+ M) (M - I)"*e*™M(M — I)(L — I)~ /OLesL(CL,Mv(s)—CL,MU(O))ds

—(L+M)(M-1I)"'e"™M(M —I)(L—-1)"" (H(CL,mv)(0) — e*Cr av(0))
+(L+ M) (M = 1)~ '™ (L = 1) Cpamv(0)
—(L+M)(M D)7 e"MM(L - 1)"'Cp, pv(0)

=Ki(z) + Ko(z) + Ks(2) + K4(z),

et

(V)(@) =~ (L+M)(L—-D) eI —I)(M - 1)~ /1 Ml =M (Cp apo(s) = Cpao(1)) ds

+(L+M)(L—D) DL - I)(M — )7 (G(CrLav)(1) — eMOp po(1))
—(L+ M) (L—-1)"te=2 (M — 1710 ao(1)
+(L+M)(L—D"teDEL(M — 1)7LCp (1)
=K5(z) + Kg(z) + K7(x) + Ks(z).

Grace a (V.11) et a la Proposition V.7, point 5., on a

6,00

1
(M —I)(L—1)"" /0 Letl (Cp prv(s) — Cpav(0)) ds € (X, D (L))

6,00 7

(L—I)(M—1)"! /O MeMO=3) (O, yo(s) — Cpv(1)) ds € (X, D (M)

dont on déduit Ky, K5 € C?(]0,1]; X) grice & la Proposition V.7, point 1. En utilisant encore (V.11), on a

(M — I)( Y (H(Cp,mv)(0) — elCpmv(0)) € (X, D (L£))g.00 »
(L—-1)" 1CL MU(O) D(L) c (X D(L))g o0 »
(L—I)(M (G(
(

L—1I)( “(G(Cpmv)(1) — eMCL,MU(l)) € (X, D (L)oo »
M—1)" 1CL,Mv(1) € D(L) C (X,D(L))

6,00

donc Ky, K3, K¢, K7 € C?(]0,1]; X) par la Proposition V.7, point 1.

En vertu de (V.11) et de la Proposition V.7, point 1., il est clair que (IV), (VI), (VII), (VIII) €
¢ ([0, 1); X).

On pose

AN=lh+Lb+L+L1i+ g+ +1Ig+Ig+Tig+ 1o+ K+ Ko+ Ks+ K5+ Kg+ Ky
+(IV) + (VI) + (VII) + (VIII),

alors

4R(v)(w) =A(z) + (Is(z) + Ka(x)) + (N11(z) + Ks(7))
=A(x) + (L+ M) (M — 1) "M (L — M) (L —I)"'Cp pv(0)
+(L+M)(L— D"t (L — M) (M — I)"1Cp av(1).
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L’étude précédente montre que A € C? ([0,1]; X), de plus

= (L4+M)(M—-1)" "™ (L — M) (L —-1)"'Cp.mv(0)
+(L+ M) (L -0t (L — M) (M - I)™'Cp pv(1),

est dans C? (]0,1]; X) si et seulement si

(L= M)(L—1)"'Cpav(0) € (X, D (L)) o »
(L—M)(M—-1)"'Cpmv(1) € (X,D (L))

6,00 7

donc si et seulement si v € C’E’M ([0,1]; X).
On a donc R(v) € C?(]0,1]; X) si et seulement si v € C’gM ([0,1]; X). De plus, on a

donc

mais

ainsi

et

d’ou

donc

- % (L + M) H(Cpv)(0) + i (L+ M) (I —e"e™) ™" H(Cp av)(0)
+ i (L+M)(I- eLeM) e"G(Cpav)(1) — i (L+M)e" (1- eMeL)‘1 G(Cr.mv)(1)

_ % (L+M)e" (1- eMeL)_l eMH(Cppv)(0),

R(v)(0) = — i (L+ M) (I - (I- eLeM)71 +el (I- eMeL)71 eM) H(Cr mv)(0)

- % (L+M) (eL (I- eMeL)71 —(I- eLeM)71 eL) G(Cr,mv)(1),

I—(T—ebe™)™ el (I —eMeb) ™ eM
= (1= kM) (1= ebeM) = T4 (1= eFeM) ek (1= eMeb) ™ M)
—(T—ebeM) ek (<14 (T—e e) oMk (1 M) ) oM
= (T —ebeM) ek (<14 (1= eMek) (1= eMeF) ™) e,
T—(T—ebeM)™ el (T—eMeb) ™ eM =0, (V.24)

(I e eL) ! ( eLeM)ileL
1

(I eleM ) (( ) (I—eMeL)7 —eL>
(I eLeM) leL ( I —eMek (I eMeL)_ I)
=(I- eLeM) 1eL( (I- I—eMeL)7 —I),
el (I- eMeL)_l - (I - eLeM)_l el =0, (V.25)
R(v)(0) = 0. (V.26)
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De méme
R(v)(1) =0. (V.27)
Ainsi, R(v) € 6’271\,1([07 1]; X) si et seulement si v € CE,M ([0,1]; X) et R est un opérateur linéaire de
CE’M ([0,1]; X) dans lui-méme.
On fait apparaitre la dépendance de w. Alors, par la Proposition V.7, points 2. et 4., et par ’hypothese
(V.9), on a pour tout w = wy

”Rw(U)HCZ ([0,1];X) <C|Cr. m. HL(X) HU”C&,MW ([0,1];X)

<Cx(@) 0]l

W}MW
w My, ([071];X) :

*

Or lim x(w) =0, donc il existe w* > wy tel que pour tout w > w
w—r+00

IRz, o) <1

Ainsi I + R,, est inversible dans L (C’EMMW([O, 115 X)) pour w > w*. m
On note qu’il est nécessaire de considérer R, dans ng, a,, ([0,1]; X) puisque I + R, n’est pas inversible
dans C? ([0, 1]; X) ou dans C ([0,1]; X).

Proposition V.10 On suppose (V.5)-(V.8). Soit f € C?([0,1];X), 6 €]0,1]. Alors
Fo(f) + D € Cpa, (10,113 X),

st et seulement si

up,u1 € D (L,M,)ND(My,L,),

M, (L + My,) uo + (Lo + My,) (L, — I)ilf(o) €(X,D (Lw))e,oo )
Ly (L + M) ur + (Lo + Me,) (Mo, = 1) 71 f(1) € (X, D (L))g o »
(Lw - Mw)(Lw - I)_chw,Mw (Lw + Mw)2u0 € (X, D (Lw))e,oo y
(Lw - MW)(Mw - I)ichw,Mw (Lw + Mw)zul S (Xa D (Lw))e,oo :

Preuve. On note L, = L et M, = M... Par la Proposition V.8, il suffit de calculer F(f) + D en 0 et en 1.
(F(f) + D)(0) = (L + M) H(f)(0) — (L + M) (I — ebeM) ™ H(f)(0)
L+ M)(I—ekeM)™ eLG(f)(l) —(L+M)eX (I—eMeb) ™ G(f)(1)
L+ M)e" (I—eMeb) ™ eMH(f)(0)
L+ M)(I—ekeM)™ ((L+M)u0—eL(L—|—M)u1)
)

+(
(
(
(L+M)eb (I—eMe™) ™ ((L+ M)yuy — M (L + M) ) ,

+
+
+
donc

(F(f)+ D)(0) =(L+ M) (1= (I = kM) " ek (1= eMel) ™ M) H(f)(0)
+(L+ M) (1= ePeM) el — ek (1= eMeb) ) (1)

+(L+ M) ((I—eLeM)_l — et (I—eMeL)_leM) (L+ M)uo

+(L+ M) (eL (I—eMeL)_l — (I—eLeM)_leL) (L+ M) uy,
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ainsi, en vertu de (V.24) et (V.25), on a
(F(f)—i—D)(O):(L+M)I(L+M)u0:(L+M)2uO. (V.28)
De méme
(F(f) +D)(1) = (L + M)*uy. (V.29)
On obtient ainsi le résultat. m

Remarque V.11 Par les propositions précédentes, on peut dire que s’il existe une solution classique de (V.2)
satisfaisant la propriété de régularité mazimale (V.10), elle s’écrit sous la forme (V.21) pour w > w*. On déduit

alors lunicité de la solution classique et aussi, pour tout x € [0,1], u(z) € D ((Lw + Mw)2>, ce qui implique,

grdce & Uhypothése (V.5), que u(x) € D ((Lw . Mw)z).
On énonce alors le résultat fondamental suivant.

Théoréme V.12 On suppose (V.53)-(V.9). Soit 6 € ]0,1[. Alors, il existe w* > wqg tel que pour tout w > w*,
les deux assertions suivantes sont équivalentes.

1. Le probléme (V.2) admet une unique solution classique u satisfaisant

u") (Ly — M)/, (Lo 4+ My,)u e €0 ([0,1]; X),
(Lo + M) ue o ((0,1];X).

2. feC?([0,1]; X) et

ug,u; € D(L,M,)ND(M,L,),
My, (Lo, + M) uo + (Lo + My) (Ly — )71 f(0) € (X, D (Ly,))

6,00 7
Ly (L + My)uy + (Lo + My,) (My, = )71 f(1) € (X, D (Lw)) o 5 (V.30)
(Lo = My) (L = I)7'Cryy i, (Lo + My)?uo € (X, D (L)) o »
(Ly = My)(My — 1) Cr,, (Lo + My)?ur € (X, D (Ly,)) g o -

Preuve. Soit w > 0 fixé tel que w > w*. On note encore L, = L, M, = M...
Tout d’abord on prouve que 2. implique 1. Pour cela, on suppose (V.30) et f € C? (]0,1]; X), on veut prouver
que u défini par (V.21) est 'unique solution classique de (V.2). On pose

vi=(I+R)™ (F(f)+ D),

alors
v=F(f)+ D - R(v),
d’ott
uw=(L+ M) >(F(f)+D)— (L+M) >R (v). (V.31)

On note que (L + M)*u=v e C7 3 ([0,1]; X) par les Corollaires V.9 et V.10. Puisque (L — M?(L+M)?e
L(X), on a

(L—M)?u=(L—-M)?(L+M)>(L+M>uecC?(0,1];X).
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De plus, en utilisant (V.18), (V.19) et (V.20), dans (V.31), on obtient pour tout z € [0, 1]
u(@) =(L+M)" G(f)(2) + (L+ M) H(f)(x)

)
+ (L4 M) temM (I—eLeM)_l e"G(f)(1)
— (L M) (1 — M) T G(f)(1)
)
)

+ (L + M) tet-o)L (I — eMeL)_l eMH(f)(0)

4 (L 4+ M) e™ (T = ePeM™) ™ (L + M)ug — e (L + M) u)

+ (L4 M) e (T = eMeE) T (L4 M) uy — M (L + M) uq)
1 _ 1 _

= (LA M) G(Crav) () + 7 (L+ M) H(Cpaw)(x)

- i (L+M)""e™™ (I - eLeM)_l H(Crmv)(0)

- i (L+ M) eM (I- eLeM)_1 e"G(Cpv)(1)

+ i (L + M)~ tel-2)L (I- eMeL)i1 G(Cr,mv)(1)
1

5 (L M) el (1 - eMel) T M H(Cy ) (0),

que 'on peut écrire

u(z) = (L+ M) G(f)(@) + (L+ M) H(f)(x) - i (L+ M) G(Cpav)(x) v.32)
% (L+ M) H(CpLyv)(z) + (L+ M) ™ fo + (L+ M) el fy, '
foi=(I—e“e™) ™ (=H(£)(0) + “G(f)(1) + (L + M) ug — " (L + M) uy
~PH(CLa)0) = 1HO(CLu) )
et
fri=(T=eMeP) ™ (=G(H(1) + M H(F)(0) + (L + M)uy — e (L + M) ug
+3G(CL,M”U)(1) + ieMH(OL,MU)(O)) :
On a donc pour tout = € [0, 1]
v(x) = (L + M) G(f)(z) + (L+ M) H(f)(x) - i (L + M) G(Cppmv)(z) v.33)
% (L + M) H(Cpav) (@) + (L + M) e™ fo + (L + M) e =L fy. '
D’aprés la Proposition V.7, point 4.,
ue ¢V ([0,1];X) N % ((0,1];D (L)),
si et seulement si
fo, f1 € D(M) = D(L),
£(0) = 3Coarv(0) + Mo € (X, D (M) . = (X, D (L)) . (v34)
£+ icL,Mm) +Lfi € (X,D(L),...
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Or, en écrivant
fo=(M=I)""(M =) (T — ™)™ (L= 1) (L — I) (~H(£)(0) + “G(£)(1) + (L + M) ug

“e (L M)uy — iH(CL,Mv)(O) - ieLG(CL,Mv)u)) ,
il est clair que fy € D(M) = D(L), gréce notamment au Lemme V.5, et de plus
£(0) = {CLw(0) + M fo =F(0) ~ Crar0(0)
+M(L— 1) (—LH( £)O) + L(L + M) ug — iLH(cL,MU)(0)>
#8207 (B0~ (L4 M) uo + {H(Crar)0))
+ ML= 1)N(L = D)t (G(f)(l) (L4 M)u — iG(cL,Mv)u))
+M(L—1)"(L — I)eleM fy,

et en utilisant (V.23), on obtient

£(0) = 1CLarv(0) + Mo =M (L -+ M)+ (L + MY(L ~ 1)7£(0) = 3(L = M)(L = 1) Cop10(0)

— EM(L — I)_ (/0 LGSL (CL’MU(S) — CL’MU(O)) ds + eLCL’MQ)(O)>
(L= 17 (HUO) — (L4 M) uo + {H(Crar)O))
+M(L—-1)"Y(L -1 <G(f)(1) — (L4 M)u; — iG(CL,Mv)(U)

+ M(L—-1)"Y(L - IeleMf,.

D’apres (V.11), (V.30) et la Proposition V.7, point 5., on a

0,00 7

£(0) = {CLaru(0) + Mo € (X, D (M)

de méme

P+ §Coar(1) + Lfi € (X, D (L), ...

Ainsi

we O ([0,1]; X) N C? ([o, 1]:D ((L + M)2>) :

Ensuite, on obtient pour tout = € [0, 1]

(L + M) ! (a) =MG(])(w) ~ LH(f)(x) ~ {MC(Craro)(w) — {LH(Craro)(w) — 5 Crarv(a)
+ MemeO _ Le(lfsv)Lf17
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donc pour tout z € [0,1], on a v/(z) € D(L + M) = D(L — M). De plus, en insérant (V.33) dans cette derniére
formule, et en utilisant le Lemme IV.6, point 6., on obtient pour tout x € [0, 1]

(@) = M (L+M)" G(f)(@) = L(L+ M) H(f)(x) - iM (L+ M)~ G(Crnv)(x) V.39
—%L (L+ M) H(Cp o) (x) + M (L+M)" e"™ fo — L(L+ M)~ et=2)L g '
En vertu de (V.34) et de la Proposition V.7, point 4., on a
u' € ¢ ([0,1]; X)nC?([0,1]; D (L — M)).

On a pour tout z € [0,1]
() =f(x) + M (L+M)™" MG(f)(2) + L(L+ M)~ LH(f)(z) - %M (L+ M) MG(Cp yv)(z)

+ iL (L+ M) LH(Cpav) () + i(L — M) (L+ M) Cp ()

+ M (L+ M) Me®™ fo + L(L+ M) " Le =)L
Puis, on inseére (V.33) dans cette derniére formule, et on a

() = (&) + S1G(F)(w) + TH(P)(r) — 29 G(Craro)(w) + TTVH(Crar0) (2)

(V.36)
+S1e"M fo + Tyet =21 f)

ou
Sy =M (L+M)""M+ i(L — M) (L+ M) Cp (L + M)
:%M - %(L — M)M (L+M)™",
et

PR -
Ty :=L(L+ M) Lt (L= M)(L+ M) Cp(L+ M)
:%LJF%(L—M)L(LJFM)”,

d’apres le point 7. du Lemme IV.6.
En utilisant (V.32), (V.35) et (V.36), on a pour tout x € [0, 1]

() + (5= M) + § (L= M) = (L4 M)?) u(a)
() + S:G(f) () + ToH(f) () — ESQG(CL,MU)@C) + iTgH(CL,Mv)(x) 1 S0 fo 4 Tyel=0L f,,
Sy ::%M - %(L — MYM (L+ M) +(L—M)M(L+M)""+ i ((L —M)? - (L+ M)2> (L+M)"' =0,
et

T ::%L + %(L CM)L(L+ M)t = (L= M)L(L+ M) + i (0~ M)~ (L + M) (L 4+ )" =0,
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d’apres le point 8. du Lemme IV.6. On obtient enfin
u”+(L—M)u’+i ((L—M)2 . (L+M)2)u:f.
De plus, par (V.26), (V.27), (V.28) et (V.29)
u(0) = (L + M)"*(F(f) + D) (0) = (L + M)~ R (v) (0) = uo,
u(l) = (L+M)">(F(f)+ D) (1) = (L + M) > R(v) (1) = uy.
Donc u défini par (V.21) est une solution classique de (V.2) vérifiant la propriété de régularité maximale

(V.10) et (L+ M)’ u e C’Z’M ([0,1]; X) ; l'unicité de cette solution classique résulte de la Remarque V.11.
Inversement, on suppose le point 1. D’une part, on a

u"+(L—M)u’+% ((L—M)2 - (L+M)2>u:f,
dont on déduit f € C?([0,1]; X). D’autre part, u est uniquement déterminé par la formule (V.21) et
(L+ M) u=(I+R)"" (F(f)+ D)€ Cf  ([0,1]; X),
et en appliquant I + R € L (CZM ([0, 1] ;X)), voir Proposition V.9, il s’ensuit
F(f)+ D € Cpa ([0,1]; X),
ainsi par la Proposition V.10, (V.30) est satisfaite. m

1.5 Applications

On va considérer les exemples traités dans la Section 1.5 du chapitre IV. Pour le premier exemple, on se
place dans un espace X = LP(Q2), ou Q2 = ]c, d[. Le second exemple généralise le premier en prenant 2 un ouvert
régulier borné de R™. Le dernier exemple reprend le premier en conservant les mémes actions d’opérateurs mais
en se placant dans le cadre holdérien X = Cg ([e,d]), B8 € ]0,1[. On rappelle que dans tous ces exemples, les
hypotheses (V.3)-(V.6) et (V.9) ont déja été prouvées dans la Section 1.5 du chapitre IV. Il reste & montrer les
hypotheses (V.7) et (V.8).

Exemple 1.
On veut traiter le probleme suivant
0%u 0?u o Ou Ot &u ., 0%
@(x,y) + “(y)ayax (z,y) —w %(x,y) - 87114(»’573/) - a(y)aiyg(xvy) —a (y)aiyg(xay)
1 ou 0%u
_ia/l(y)@(m7y) —l-waain(;L',y) = f(xvy)7 HAS [07 1] Y € }Qd[
92u 92u (V.37)
u(z,c) = u(z,d) = a—y2(m,c) = a—yQ(x,d) =0,z €]0,]]
U(O,y) =ug, Y € ]C,d[
U(l,y) =u1, Y€ }Qd[u

outw>0,a>0,et
a € C%([e,d)), a(c) = a(d) = 0, Im(a) # {0}.
On définit les opérateurs Lo et My sur X = LP(c,d) par
D(Lo) = D(My) = {¢ € W*P(c,d) : ¢(c) = ¢(d) = 0}
Lop(y) = ¢"(y) + a(y)¥'(y), Mop(y) = ¢"(y), vy € (cd).

Le probléme (V.37) s’écrit sous la forme opérationnelle (V.2) avec L, := Lo —w®I, M, := M.
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Chapitre V. Cadre non commutatif sur un intervalle borné

— Il existe Cp > 0 tel que, pour tout z € S5 = {z € C\ {0} :|argz| < g + 5}, on a

_ Co
Lo— 2l 1” <20

H( 0 ) Lx) 7|

dont on déduit o
|z =07 °

< —.
LX) |w + 2]
Ainsi, la Remarque V.1, point 2., donne

I —ebweMe [ eMoele sont inversibles dans L(X).

- On a D(L,M,)= D(M,L,) donc la Remarque V.3 donne

(XvD (Lw))1+9,oo = (XvD (Mw))l-‘r@,oo'

Ainsi, toutes les hypotheses sont satisfaites. On peut alors appliquer le Théoréme V.12 au probléme (V.37).
En particulier, dans les points 1. et 2. de ce théoréme, il est aisé de voir qu’ici on peut remplacer L., et M,, par
L, M. Le domaine d’interpolation (X, D (L)), ., est défini dans la proposition suivante.

Proposition V.13 Soient 0 € ]0,1[ et 1 < p < co. Alors
1
B2% (le,d]) si0<9<%
1 ) 1
B,f (Je,d[) si 6 = W
26 ;1
{oe B2 (le,d]) : o(c) = p(d) =0} si » <6 <1

(LP(c,d), D (L))

0,00 =

Preuve. En utilisant Grisvard [32], Proposizione 3, p. 683, on a

(LP(c,d), WP (e,d)),, . = B2, (Je.d]).

1
Les éléments de Bf,eoo (Je, d[) ont une trace en c et d si et seulement si § > 5" On utilise Triebel [58], p. 321. Si
' p

1 1
0 # —, alors 20 — — # 0 donc
2p p
1
B29 (Je,d[) si 0 < 0 < oM

(LP(c,d), D (Lw>)6 0 = 1
{o e B2 (le,d]) : ¢ ()ch(d)zO}si%<9<1.

)

1 1 1
Sif= 20 alors 20 — — = 0 donc (LP(c,d), D (Ly))y o = By (Je,d]). m
p p ’

Exemple 2
On veut traiter le probleme aux limites et quasi-elliptique d’ordre quatre suivant

02y - 0% . 0u -
@(l’vywr;ai(y)m(%y)* O (7, y) — A u(x,y) ;az 8% 96,1/)
- 807) (92 1 - <82a1)
- Z = +w*Ayu(z,y)
Aur ) oyrdy; Y T2 Z P ~(@y)
4 \Ouk ) Oy m A \Oui ) Oy (V.38)

= f(z,y), 2 €[0,1],y€Q
u(z,0) = Asu(z,0) =0,z €[0,1], c € IN
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ou (2 est un ouvert régulier borné de R™, n > 2, w > 0, a > 0, et
a € C*(Q), a = 0 sur 9Q, Im(ag) # {0}, k=1,...,n.
On définit les opérateurs Lo et My sur X = LP(2) par
D(Lo) = D(Mp) = {¢ € W?P(Q) : ¢ = 0 sur 90}

Lop(y) = Ayp(y) + Zai(y)Dm(yL yeq

Mop(y) = Aye(y), y € .

Le probléme (V.38) s’écrit sous la forme opérationnelle (V.2) avec L, := Ly — w*I, M,, := My. De la méme
maniére qu’a 'Exemple 1, on obtient les hypotheéses (V.7) et (V.8).

On peut alors appliquer le Théoreme V.12. En particulier, dans les points 1. et 2. de ce théoréme, on peut
encore ici remplacer L, et M, par L, M. Comme dans I'Exemple 1, on a le résultat suivant.

Proposition V.14 Soient € ]0,1[ et 1 < p < co. Alors

. 1
B20 (Q) si0 <0< %

1

. 1
B (Q) sz@zi

1
{oe B2 () : ¢ =0 sur 00} 5i2—<6‘<1.
’ P

(LP(€), D (Ly))

6,00 =

Exemple 3.
On veut encore traiter le probléme (V.37) ot w > 0, o > 0, et

a € C*([e.d)), alc) = a(d) = 0,a" € C (¢, d]), Im(a) # {0},
mais en définissant les opérateurs Ly et My sur X = Cg([c, d)), 8 €10, 1], par

{ D(Lo) = D(My) = {9 € C2(e.d)) : ¢" € O ([e.d]) et (e) = (d) = 0}
Log(y) = ¢"(y) + a(y)¢'(y), Mop(y) =¢"(y), ye€led.
Le probléme (V.37) s’écrit sous la forme opérationnelle (V.2) avec L, := Ly — w®I, M, := M,.

De la méme maniére qu’a I’Exemple 1, on obtient les hypothéses (V.7) et (V.8). On peut appliquer le

Théoréeme V.12. Dans les points 1. et 2. de ce théoréme, on peut encore remplacer L., et M, par L, M. On a
aussi le résultat suivant.

Proposition V.15 Soient 0,8 €10, 1].
1. 85120+ B = 2, alors

(CF(e.d). D(LL), ={p € (led):0"(€) = ¢"(d) = ole) = o(d) =0}
2. 510<20+p <2, alors
(€8 e.d) D (L), = {p € C¥*(e,d]) s () = w(d) = 0}

0,00

Preuve. D’apres Triebel [58], Theorem 1, p. 201, on a
(C7(le,d]), C**P([e,d))), ., = C**P (e, d)).

On a 20 + B > 0, donc pour ¢ € C?*+8([c,d]), les traces ¢(c) = ¢(d) = 0 sont bien définies.
Ensuite, pour ¢ € C?9%8([c,d]), les traces ¢”(c) = ¢”(d) = 0 sont bien définies si et seulement si 20+ 3 > 2.
n
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1.6 Retour a ’équation initiale

On illustre ici la théorie opérationnelle précédente en construisant une paire d’opérateurs (L,,, M,,) satisfai-
sant (V.3)-(V.9). L’objectif est ensuite de pouvoir résoudre (V.1).

Dans toute cette section, pour un opérateur linéaire P sur X et pour A € C, on note Py, = P — Al.

On suppose qu’il existe un réel positif fixé wy tel que les opérateurs A et B vérifient

B? — A, est un opérateur linéaire fermé dans X, R~ C p(B? — A,,),
c (V.39)
Lx) 1+ ]|A

30 > 0, VA <0, !

(B2 — Ay, — M)~

(i) D ((32 - A)1/2) c D(B),

(V.40)
(i) D (B* — A) ¢ D ((B* - 4)"* B),
p2 o412 B o (p2 M2
(X,D (B (B2 - A) ))Hem - (X,D ( B - (B* - A) ))Ham , (V.41)
> B; (82— 4.)"] (B - 47| < 42
Yo > wo, ([ B (B2 - 40) 7] (B2 - 40) 7| < x), (V.42)
ol
. + 3 —
X : [wo, +oo[ = R™ avec wggr_lwx(w) =0.
On suppose que les opérateurs
L,:=B—-(B*-A,)"*,
M, :=-B—(B*-A,)"*,
vérifient les hypotheses suivantes
36 >0,3C >0: Yw > wp, Ss C p(Ly), S5 C p(M,,),
_ _ V.43
|zo—=n| < S an -2 <Eiiess V)
Lx) |z Lx) |2
ou Ss := {z € C\ {0} : |argz| < z—|—(5};e‘5
2
I —elweMo ou I — eMoele est inversible dans L(X). (V.44)

Les hypotheses (V.39)-(V.40), (V.42)-(V.43) sont les mémes que celles utilisées au Chapitre IV, Section 1.6.
Par conséquent, la Remarque IV.19 et les Lemmes IV.21-IV.22 sont encore valables ici. Voici une remarque
concernant 'hypothese (V.44).

Remarque V.16 Dans le cas ot B =0, l'hypothése (V.44) est déduite de (V.59).

1/2

On veut montrer que les opérateurs L, = B — (32 — Aw) et M, = —B — (B2 — Aw)l/2 vérifient les

hypotheses (V.3)-(V.9).

Lemme V.17 On suppose (V.39)-(V.40).

1. On a le domaine d’interpolation
(X, D (L))

6,00

2. L’hypothése (V.41) est équivalente a (V.8).
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Preuve.

1. D’apres le Lemme IV.21, point 1., on a
D(Ls) =D ((B* - 4)").
Comme 0 <6 <1,0na
(X.D (L))o = (XD ((B2=2)"7)), .
’ 0,00

et on applique ensuite la propriété de réitération pour obtenir
2
(X,D (Lw))a,oo = (X,D (B — A))%yoo

2. Par la propriété de réitération, il s’ensuit que (V.41) est équivalente a

<X,D ((B — (B2 _A)1/2)2>>1;9m - (X,D ((—B — (B2 —A)1/2>2>> y

3,00

De plus, on a
D(M2) =D ((—B — (B2 —A)1/2)2> ,
D(I2)=D ((B — (B2 A)1/2>2> :

1446
Comme 0 < % < 1, Phypothése (V.41) est équivalente &

(X,D (Li))izem =(X,D (MQ))#’OO,

w
et par la propriété de réitération, il s’ensuit que (V.41) est équivalente a
(X, D (L)) 149,00 = (X, D (M)

146,00 *

Lemme V.18 Sous les hypothéses (V.39)-(V.40), Uhypothése (V.41) est équivalente

(-B-(B*-4)"") (B- (BQ—A)l/Q—I) (X.D(B? - 4)),  © (X.D(B>-A4)), . )
(B (8- 2)") (-B- (BLA)“%I)_ (X.D(B*-4)), . (X,D(B>-4)), . '
Preuve. Tout d’abord, par la propriété de réitération et par (i) de (V.40), on a
(X,D (B2~ 4)), . = (x.D((B*~ 1/2))900 (x. ( 2—,4)1/2))9,00. (V.46)
On suppose (V.41). Alors, pour ¢ € (X D( % = ( ( — A)1/2 — I))g R on a
(B-(B2-a)" - I)flw =ve(x.p(B-(B-2a)" —1))1%00,
donc ¢ € D (B - (B*— A)l/z) et
(B—(B2-0)""~1)ve (x,D(B- (B2~ 4)" - I))em = (x,p (B~ (B*- A)1/2))9700, (V.47)
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b
0,00

orve (X.D(B-(B-4)"7))
ie.ve (X,D(B- (B~ A)l/Q))

donc par somme (B— (B? —A)l/Q) Ve (X,D (B— (B2 _A)1/2))

_ (X,D <7B — (B2 - A)1/2)> , par (V.41), donc,

146,00 146,00

(-B-(B2-4)"") (B (B2 )" —1)71@ e(x.p(-B-(B2=4)"7)) = (X,D (B 4))

I )
0,00 5,00

1/2

ce qui prouve la premiére ligne. En échangeant les roles de B — (32 — A) et —B — (32 — A) 1/2, on obtient

la seconde ligne.

Inversement, on suppose (V.45). Alors, pour ¢ € (X, D (B — (32 — A)1/2)> on a

1+t9,oo’

(B=(B2-)"-1)pe(x.D(B-(B2-4)")) =(X.D(B-4)),

g 9
0,00 2,0

donc, par (V.45), on obtient

(-B-(B2-4)"") (B- (B2 )" —1)71 (B-(B2-4)"" ~1)pe (X, D (B~ 4))

5007
o (-B-(B*-4)"")pe (X, D (B2~ 4)), , = (X,D(-B~ (B2~ 4)"))
’ g,oo ’ 07007
d’ott 1o
2
pe (X,D (—B — (B - A) ))Hem.
De la méme maniére si ¢ € (X,D (—B - (B*— 14)1/2))1 b alors ¢ € (X,D (B - (B*— A)1/2>)1+9 ..
+0,00 ,00
On introduit, pour w > wo, I'espace C4 5, ([0,1]; X) des fonctions v de C? ([0,1]; X) telles que
B(B-(B*-A,)"" - I)fl [B: (B2 = 4,) 7] (B2 = A.)Tho(0) € (X, D (B2 - 4)), .,
B(-B- (B~ 4,)"" - I)_l |B: (B2 = 4.) "] (B2 = Au) ") € (X, D (B2 - 4)), ..

Alors, il est clair que
Chpew (0,13 X) = CL , ([0,1]5X),
et est un espace de Banach complexe.

D’apres les Lemmes I1V.21, IV.22 et V.17, il est clair que les hypothéses (V.39)-(V.44) impliquent (V.3)-(V.9).
On applique alors le Théoreme V.12.

Théoréme V.19 On suppose (V.39)-(V.44). Soit 6 € 10,1[. Alors, il existe w* > wy tel que pour tout w > w*,
les deux assertions suivantes sont équivalentes.

1. Le probléme (V.1) admet une unique solution u telle que

ue C?([0,1]; X)NC ([0,1]; D (4)),
u' € C([0,1];D(B)),

satisfaisant

vz € [0,1], u(z) € D (B* — A),

Vz €1[0,1], v'(z) € D ((32 — A)l/z) ,
et la propriété de régularité maximale

u”, Bu, Au, B*u e C? ([0,1]; X),
(B> — Ay)ueChp, (10,1];X).
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2. feC?([0,1];X), ug,us € D (B? — A) et

12

(—B— (B2 _Aw)1/2) (82 _Aw)1/2uO_|_ (32 —Aw)l/Q (B— (B2—Aw) I)il £(0),

(B (82— 4)"?) (82— 4) 2w+ (B2 - ) (B (82— 4.)" - 1) f),
o (V.48)
B(B— (B~ 4,)"" 1) B (B>~ 4.)""] o,

B(-B- (B~ 4,)"" - 1)_1 |B: (B2~ 4.) "] wn,

sont dans (X, D (B — A))

0 .
2,0

On souhaite comparer ce résultat avec le Théoréme 3 p. 975 de Favini et al. [22] dans le cas commutatif
(avec w = 0). Cela nécessite le lemme suivant.

Lemme V.20 On suppose (V.39)-(V.41). Sous l'hypothése de commutativité (II1.27), on a
-1
(B2- )" (B- (B>~ 4)" 1) (X.D(B*-4)), = (X.D(B*-4)), .

(B2 = )" (=B - (B2~ )" - 1)‘1 (X,D (B2 - A)), _ = (X,D(B? - A))

2] 6 .
E,OO 5700

Preuve. Soit ¢ € (X,D (32 — A)) - Alors

I
3

-1 —1

(B=(B-0)") (B= (B2 )" ~1) p=p+(B-(B2-2)"~1) e (X,D(B>-4)),,,

[V

et d’apres le Lemme V.18, on a

(-B-(B*-)"") (B- (B2~ )" ~1) pe (X,D(B-4))

o0
Par somme, on obtient

—2(B2-4)"? (B- (B*- )" ~1) pe (X, D(B-4))

)

[SIEY

o0

1
doi (B2~ )" (B~ (B2~ 4)* ~1) e (X,D (B~ 4))
Réciproquement, soit ¢ € (X, D (B? — A)), _. Alors

S5

,00
A
2

w=(B2_A)1/2 (B_(BQ_A)1/2_1> (B_(B2_A)1/2_I) (BQ_A)71/2SO.

De plus

—1/2

(B2-4)pe (X, D(B-4)"") = (X,D (B~ A)) .

146,00

par la propriété de réitération. Or d’apres les Lemmes IV .4 et IV.21, points 1.,
2 2 1/2)?
D(EM) =D (M?) =D ((-B— (B2 = 4)"*)"),

D(ML) =D (L?) =D ((B — (B2 - A)1/2)2> :
D (ML)ND(LM) = D (B2 — A),
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et d’apres le Lemma 7 p. 178 de Favini et al. [23], on a D(LM) = D(ML) = D (B? — A), donc
2 2
D(B2-A)=D ((—B - (B2-a)""?) ) -D ((B - (B2-a)"?) ) : (V.49)
Ainsi puisque 0 < 1% <1,o0na

(B27A)—1/290 c <X7D <(B (B2 A)1/2>2)> — (X,D (B— (BQfA)W))

7
izg,oo 1+6,00

par la propriété de réitération, donc

)

[MEY

,00

vi= (B= (B2 =) 1) (B2 - 4) Py (x,D(B- (B2 4)7)) = (X,D (B 1))

6,00
par (V.46), et

/2

o= (B~ A (B-(B-0)" 1) we B -4 (B- (8- 2" ~1) (x.D(B - 4)),

oo’

ce qui prouve la premiere ligne. En échangeant les roles de B — (B? — A)1/2 et —B — (B% — A) 1/2, on obtient
la seconde ligne. m
Dans le cas commutatif et avec w = 0, c’est-a-dire lorsque [B; (B2 — A) 1/2} =0sur D (B (B2 - A) 1/2> C

D ((32 — A) 1/2 B) (voir point 3. du Lemme II1.17), la condition de compatibilité (V.48) est équivalente a

(-8 (B~ 0)"7) (B2~ ) g+ (B2 2) 7 (B (B2 )7 1) f(0) € (X.D (B - 4))

(B (82— 2)) (B2~ ) 4 (B2 ) (-8 (B2~ )" 1) f1) € (XD (B~ 4)), .
Or
(BB -2)") (B~ 4) g+ (8- 2) (B~ (8- 2)" 1) j0)
=B~ 4)"” (B~ (B2~ )" - 1)71 ((B= (B>~ 2)"~1) (=B~ (B~ 0)"*) uo + [(0))
= (B2 - )" (B (B* - 4)"" - 1)71 (£(0) — Aug)
~ (B2 =) (B (B2 - 4)" - I)_l (-B-(B2-4)"")w,
de méme

-1

(B= (B =2)"") (B2~ 0) P+ (B2 = 2)"* (-B - (B2- )" = 1) j()
— (B2 A4)'? (—B —(B2-4)'? —1)71 (f(1) — Auy)
— (B2 - 4)"? <7B — (B2 - 4)'* fI>_1 (Bf (B2 fA)l/Q) w1,

et, puisque ug,u; € D (B> — A), on a (—B - (B? - A)1/2> uo, (B —(B*— A)1/2> uy €D ((B2 — A)1/2> par
(V.49), puis en utilisant le Lemme V.20, on obtient

oo’

[SI5

(B2 —4)"* (B - (B2 - 4)"* —1)71 (-B-(B*-4)"")uw e (X,D (B> - 4))

(B2 =) (-B—(B2=4)"" =1)  (B- (B2~ 4)"")u € (X,D (B> - 4))

[} bl
5,00
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ainsi (V.48) est équivalent a

)

(B2 4) (B (B2 ) 1) ((0) ~ Auo) € (X.D (B2 - 4)),

E’OO

(B2~ 4)"* (=B - (B>~ 4)""* 71)_1 (f(1) = Awy) € (X, D (B2 — A)),

5,00

De plus, d’apres le Lemme V.20

(B2~ )" (B - (B2~ )" —I)_l (f(0) = Aug) € (X, D (B2~ A)),
&f(0) — Aug € (X,D (B> —A)), _,

5,00

et

(B2 ) (-8 (B~ )" 1) (1) - Aw) € (X.D (B* - 4),

Sf(l) — Auy € (X, D (B® — A))gm,

donc (V.48) est équivalent a

V5

,00 7

£(0) = Aug € (X, D (B? — A))
{ (1) = Auy € (X, D (B — A))

[SIEY

, 00

On retrouve alors le Théoréme 3 p. 975 de Favini et al. [22].

2 Cadre [P

2.1 Introduction et hypotheéses

On suppose ici que f € LP(0,1;X), 1 < p < oo. On n’exige pas de régularité supplémentaire sur f,
contrairement au cadre holdérien, mais on suppose que

X est un espace UMD. (V.50)

Les hypotheses sur les opérateurs L, et M, sont les suivantes. Il existe un réel positif fixé wq tel que

C (V.51)

{ Yw = wp, |—00,0[ C p(=L,)Np(—=M,), ker (L) = ker (M) = {0}, Im (L,) = Im (M,) = X;
I)_lHL(X) S A

30 > 1, Yw > wo, VA > 0, (LW—AI)_lH <¢

Lx)y A’

(M., — A

et _ )
Yw > wo, Vs € R, (—Ly,)", (—M,)" € L(X);

26,00 € 0,230 2 1, Vo > wo, Vs € R, (V.52)

(=Ll xy < CeP o0 [ (=M)*[| ) < CePrrl,
Pour tout w > wqp, on suppose également
D(Ly) = D(M.,,), (V.53)
D (Lo +Mo)*) € D (L = M)?) (V.54)
L,, + M, est inversible dans L(X), (V.55)
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Chapitre V. Cadre non commutatif sur un intervalle borné

I —elweMe ou I — eMeele est inversible dans L(X). (V.56)

L’hypotheése de non commutativité est la suivante
Vw 2 wo, [CL, Mol x) < X(w), (V.57)
ol le commutateur est
Crat, = (Lo M) (Lo = M) (Lo + M)~ | (L + M),

et
X : [wo, +00] = Rt avec lim x(w) = 0.

w—r+00

On rappelle que, dans de nombreux cas concrets, y(w) = —, ot C, a > 0.
w
On note que, sous ces hypothéses et comme au chapitre précédent, le probléme (V.2) est équivalent &

u'(@) + (Lo — My) ' (2) — 5 (LwMo + My Lo) u(z) = f(z), 2 € (0,1),

1
2

D’apres hypothese (V.54), (L, + Mw)2 est principal sur (L, — Mw)Q. On cherche alors une solution classique
de (V.2), c’est-a-dire une fonction « telle que

= WQ,p(O, l;X) N LP (O7 1; D ((Lw + Mw)2>>
u/ = Lp(O’ 1, D(Lw - Mw))?

et satisfaisant (V.2).
Bien évidemment, la solution classique u vérifiera alors

welLP (o, 1D ((Lw — Mw)2>) ,

puisque
(L — M) u = —4u" — 4 (Ly — M) w4 (Ley + M) u+ 4f.

Les hypotheses (V.52)-(V.55) et (V.57) sont les mémes qu’au Chapitre IV, Section 2. La Remarque IV.29
concernant ces hypothéses est donc encore valable ici. Concernant I’hypotheése (V.56), on renvoie a la Remarque
V.1.

Remarque V.21 L’hypothése (V.51) est plus faible que Uhypothése (IV.46) du précédent chapitre puisqu’on
suppose que L, et M, sont injectifs a images denses sans étre nécessairement inversibles. On a précisé a la
Remarque II1.9 pourquoi linversibilité de ces opérateurs n’étaient pas nécessaires dans ce chapitre.

L’étude est organisée comme suit.

Dans la Section 2.2, on montre 'existence et I'unicité de la solution classique. On utilise, pour cela, la
représentation de la solution trouvée dans le cadre holdérien (voir (V.21)). On donne ensuite des applications
de cette théorie dans la Section 2.3. Enfin, dans la Section 2.4, on étudie le retour a I’équation initiale (V.1).

Dans le but de simplifier, quand la dépendance de w n’est pas utile, on omet w dans les notations, par
exemple, on note L,,, M,,... par L, M...
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V.2 Cadre LP

2.2 Principaux résultats

On rappelle la démarche adoptée dans le cadre holdérien, et qui est également valable dans notre cadre LP.
Si u est une solution classique de (V.2) telle que ug,u; € D(Ly) = D(M,), alors v := (L, + M) u vérifie

I’équation intégrale suivante
erRw(v) - Fw(f) + Dy,

ou pour presque tout = € (0,1)

1 @ 1 1
Ry, (v) () :Z(Lw + Mw)/o elr=s) Mo Cr.m,v(s)ds — Z(Lw + Mw)/ els= o) Le Cr..m.,v(s)ds

1 _ 1
+ 1 (Lo + M) e"Me (I — elwele) ' / esleCp oy v(s)ds
0

1

"1

1
(Lo + M) M (I — eLWeMW)71 ele / e(l_s)M“’CLmev(s)ds
0

1 _ 1
~1 (Lo + M) et=2) L (I —eMeele) 1/ =M 0p op w(s)ds
0
1 B 1
—1 (Lo + M) et=2) L (I —eMeele) b Mo / e e Oy, v(s)ds,
0

Fo(f)(2) = (Lo + M) /OT el f(s)ds + (Lo, + Mw)/ el m0be f(s)ds

1
— (L + M,,) e™Me (I — eLweM“)_l/ el f(s)ds
0

1
+ (Lo + M) "M (I — eL“eM“)_1 el / eU=9Me £(5)ds
0

1
— (L + M) et 2w (I- eMWeL”)fl/ e=9Mo £(5)ds
0

1
+ (Lyy + M,,) et=2)Ew (I- eMweL‘“)_l eMe / el f(s)ds,
0

et
Dy (@) = (Ly + M) ™Mo (I — ebeeMe) ™1 ((Ly + My) ug — €% (Ly + M) uy)
(Lo + M) 07w (1 — eMoele) ™ (Ly + My)ug — €™ (Ly + M) ug) .

*

Pour f € LP (0,1; X), le but est de trouver w* > wq tel que pour tout w > w
1. F,(f)+ D, € LP (0,1; X) sous quelques hypothéses sur les données ug et uq,
2. I+ R, est inversible dans L(L? (0,1; X)).
Dans ce cas, pour w > w*, on peut déduire que s’il existe une solution classique u de (V.2), alors u est uniquement
déterminé par la formule de représentation (V.21) :

w= (Lo + M) {(T+ Ro) ™ (Fu(f) + D)}

Ainsi, pour obtenir des résultats d’unicité et d’existence pour le probléme (V.2), il suffit d’étudier la régularité

de cette représentation.
Bien entendu, quand L, et M, commutent, la formule (V.21) coincide avec celle donnée dans Favini et al.

[23], p. 170.
L’étude de la représentation (V.21) nécessite les résultats suivants.
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Chapitre V. Cadre non commutatif sur un intervalle borné

Proposition V.22 Soit Q un générateur infinitésimal de semi-groupe analytique sur X, (egQ)DO. Soient ¢ €
X,l1<p<ooetmeN\{0}.

1. eQp e LP(0,1; X).
2. QmeQp e LP(0,1;X) & e%p e WP (0,1;X) & ¢ € (X,D(Q™)),_ 1

mpP’
Preuve.
1. On a

/01 ||ezQ<pdem <Cl¢|? < oo.
2. On a pour tout 4 € ]0,1]
D@y, ={oex: [ fartrgrea £ < o).
(voir Triebel [58], p. 96). Soit ¢ € (X, D (Q’rn»lf"%p,p’ alors

da

L 1
[ 1ameeapras= [ [rene
0 0
< lrereeds
; x
< H‘PH(X,D(QM))I,%FP < 00
Réciproquement si Qe @p € LP (0,1; X), alors
+oo P d ! e
[ [erarece = [ereco a+ [ orey|” as
0 0 !

+oo
— HQme‘%Hiuo,l;X) + /1 HQmeI%Hp dz.

Or
+oo » +oo 1
[ el ar<er [ el do
1 1 xmP
1 oo
<cp||sa||”[ m]
1—mp 1
< P < 0.
mpflllsOII 00
D’ou

P € (X, D(Q™)1-1, Qe e LP(0,1;X) © e%p e W™P(0,1; X).

]
On pose pour une fonction g donnée de (0,1) dans X et pour presque tout = € (0,1)

Glg)(x) = /xe<x*S>MWg<s>da Hlg)a) = [ e g(s)is.

0

Le résultat suivant est diit & Priiss-Sohr [54].
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Proposition V.23 On suppose (V.50)-(V.52). Soit g € LT (0,1;X), 1 < p < oo. Alors

G(g) e Wtr (0,1, X)n LY (0,1, D(M,,)),
H(g) e WP (0,1; X) N LY (0,1; D(L,,)),

et il existe K > 0 tel que

||G(9)||LP(0,1;X) <K ‘gHLP(O,l;X) )
”H(g)”LP(O,l;X) <K ||g||LP(0,1;X) )
||MwG(9)||LP(0,1;X) <K ||9||LP(0,1;X) )
||LwH(9)||LP(0,1;X) <K ||g||LP(0,1;X) :
De plus
Glg)' = M.G(9) + g,
{ H(g)" = —L.H(g) -

Proposition V.24 On suppose (V.50)-(V.53). Soit g € LT (0,1; X), 1 < p < oo. Alors les applications

Uy (g) i= €M (I — b)) ™" H(g)(0),
Wa(g) i= M (I —eheeM) ™ et Glg) (1),
Wy(g) i= e 0w (1 — eMocle) ™ G g)(1),
Wa(g) 1= eI (1= Moehe) ™ Mo (g)(0),

sont dans LT (0,1; D (L,,)) et il exviste K > 0 tel que

H\IJi(g)||LP(0,1;X) <K ||9||LP(0 1;X) 1= 17273 4,
HMUJ\I/i(g)HLP(OJ;X) <K ||g||Lp(0 1,x)r ¢ =12,
HLw\I/i(g)HLP(o,hx) S K ||g||LP(o,1;X) ,i=3,4.

Preuve. On note L, = L et M,, = M... Pour i = 1,2, 3,4, il est clair que ¥;(g) € L”(0,1; X) avec

||‘I’i(9)||LP(o,1;X) S K HgHLP(O,l;X) :

En effet, par exemple, pour ¥;(g), on a

1
/ 1%, (g ||Pdw—/
0

1 1
:/ ™M (I—eLeM)_l/ esLg(s)ds
0 0
1 1 p
zM[|P L My—1||P sL
<[l = 7 (e taolds) o
1 p
<o ([ st as)

Or ||lg(-)|| € L? (0,1) C L' (0,1) et par I'inégalité de Holder

(/01g<s>||ds) / lo(s) 1P ds = gl 000, -

/ 101 (g) () [I” dz <K |9l pr 0,1, x) -

™M (I — eLeM)71 H(g)(O)dem

p

dx

Ainsi
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1. Pour M¥4(g), on a
1 o P
/ | MYy (g)(x)||” do —/ Me™™ (I —e*e) elg(s)ds|| da
0 0
1 1 [" p
<2p*1/ Me™ (I —ee) / elg(s)ds|| dx
0 0
1 o P
+ 2p*1/ Me™™ (I —ee) / e*Lg(s)ds|| de.
0 T

Pour la premiere intégrale, on a

1 T
/ Me™M (I- eLeM)_l/ eLg(s)ds
0 0

p
dr =

P

/ Me(e=5)M gsM (I- eLeM)_leSLg(s)ds dz

/ HMG I—eFeM) ™ ely())(a) " du
:HMG oM (I—eLeM) e‘Lg('))‘ip(o,l;X)’

et en utilisant la Proposition V.23, on obtient

1

/

<KP|le

1

<K? /
zM zL||P p

<t [ e e = e )]l ol s

<C / lo(@)|? dz
0

<C HgHIZ,P(OJ;X) :

p

dzx

x
MeM (I—eLeM)il/ el g(s)ds
0

P

M(z—eLengo\

LP(0,1;X)

™M (I—eLe H

Pour la seconde intégrale, on a

1 1
/ Me™M (I— eLeM)il/ el g(s)ds
0 T
1

1
:/ e*M g (], 6L€M)_1 (L fI)flezL(Lf I)/ e(sfx)Lg(s)ds
0

x

P

dz

p
dx

p

dxr

/1 MM (I —ebeM) ™ (L — 1) e (L — 1) H(g)(x)

1
M ||P _oLovyLloo )P ool p
< [l M@= ebe) ™ @0 ) et I = DHG) @) da

1 1

<c [ @I+ 27c [ G @) s
0 0

<PICNLHO)Lr o,1x) + 2" CIHHOILr 01:x)

<2PKC ”g“LP(O,l;X) :

Ainsi, il existe une constante K7 > 0 telle que

HM‘I’l(g)HLP(o,nX) <K ”gHLP(O,l;X) :
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V.2 Cadre LP

2. Pour MU5(g), on procede de la méme maniére

1 1
/ | M®s(g) ()| d */ Me™M (IfeLeM)_l eL/ (=M g(5)ds
0 0

1
<2P*1/
0

1
+2rt /
0

Pour la premiere intégrale, on a

1 T
/ Me™™ (I — eLeM)71 eL/ e1=9IM g(5)ds
0 0
1 T 1
:/ / Me(;c—s)MesM (I _ 6L6M> eLe(l—s)Mg(s)ds
o IIJo

1
:/ MG(e'M (I— eLeM)71 elel=IM H
0

p
dx

p
dz

Me™™ (1 - eLeM)_l eL/ (=M g(5)ds
0

1
Me™M (I—eLeM)_l eL/ eU=IMg(5)ds|| da.

p

dx

p

dzr

= HMG(@'M (I- eLeM)_l elell= )Mg(~))

LP(0,15;X)
<C ”g”iP(O,l;X) s

comme pour la premiere intégrale de M W¥;(g). Pour la seconde intégrale, on a de méme

1 1
/ Me*M (I—eLeM)71 eL/ e(l_s)Mg(s)ds
0 T

1 1
:/ Mz p (I e eM)f1 (L - I)—lech(L _ I)/ e(s—ac)Le(l—S)Le(l—s)Mg(s)dS
0 T

p

dxr

p
dx

_ /1 MM (1= ebeM) ™ (L= 1) e (L — DH (P01 () (@) | do

1
<0 [~ naeo=rme=mg | a
0
<C|(L-DH (1-)L,(1—)M [P
H( JH (e € 9() ‘LP(O,l;X)

<SKC ||9||2P(0,1;X) :
Ainsi, il existe une constante K5 > 0 telle que
HM‘I’z(Q)HLP(o,nX) < Ko ”g“LP(O,l;X) :
3. Pour LW¥3(g), on effectue les changements de variables suivants

0'21757 dO':*dS

)

T=1-—uz, dr = —dz,

1
/ |LWs(g)(z)|” dw—/
0
1 o
:/ Le™" (I —eMelh) / eMg(1 - o)do
0 0

<K lg(1 - ')”iP(O,l;X) ’

et on obtient

p

1
Lel—2)L (I—eMeL)il/ =M g(5)ds|| dx
0

p
dr
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grace au point 1. et en échangeant les roles de L et M. On en déduit

ILY5(9) e 0,1x) < K1 ll9llpeo.x) -

4. Pour LU,(g), on effectue les changements de variables suivants

et on obtient de méme

1

/ LW ||de—/
0

1

-/

<Ko [lg(1 - ')||Z£P(0,1;X) .

1 p
Le(l-0)L (I_eMeL)_leM/ e*Lg(s)ds

LeTL (I M L M/ (1- a')L O')dO'

p

dr

grace au point 1. et en échangeant les roles de L et M. On en déduit

[ LW4(g )HLP (0,1;X) < Ko ||9||LP(0,1,X)
11 suffit ensuite de prendre K = max{K;, K3} pour conclure. m
Proposition V.25 On suppose (V.50)-(V.56). Soit f € L? (0,1; X), 1 < p < oco. Alors F,(f) € L (0,1; X).
Preuve. On note L, = L et M,, = M... En utilisant les notations de la Proposition V.24, on peut écrire
F(f) =(L+M) (M= 1)""(M = D)G(f) + (L + M) (L — I)"(L — D)H(f)
)

—(L+M)(M = I)""(M = D)W (f) + (L + M) (M = 1)~ (M = I)¥s(f)
—(L+M)(L—1)7HL = D)s(f) + (L + M) (L~ )7L~ 1)Pu(f).
On rappelle que (L+ M) (M — I)~Y, (L+ M) (L — I)~' € L(X). Ainsi F(f) € LY (0,1;X) en vertu des
Propositions V.23 et V.24. m
Proposition V.26 On suppose (V.50)-(V.56). Soit 1 < p < co. Alors
D, € LP (0,1; X),

si et seulement si
Ug, U1 € (X,D ((Lw + ]\4“,)2)>1_L ) .
Preuve. On note L, = L et M,, = M... En utilisant le Lemme V.5, on écrit pour presque tout = € (0, 1)
D(z)=(L+ M) (M —I)""(M — D)e*™ (L + M) ug

—(L+M)(M —T)"Y (M — De"™eE (L + M) uy

+(L+M)(L—-1)"YL -1 (L+ M)u
—(L+ M) (L—T)"Y(L = 1)e=DEeM (L 4 M) ug
+(L+M)(M—I1)""(M—TI)e"Me"eM (I —eleM)” ! (L4 M)ug—e" (L+ M)u)
+(L+M)(L—1)"YL - I)et—2LeM el (I- eMeL)71 (L+M)uy —e™ (L+ M)up)
=(I)(z) + (I )(x)+(IU)(ﬂf)+(IV)($)+(V)(JU)+(VI)(I)~
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On rappelle que (L + M) (M —I)~1, (L+ M) (L —I)~! € L(X). Il est clair que (I1), (IV), (V) et (VI) sont
dans LT (0,1; X) si et seulement si ug,u; € D(L 4+ M) par le point 2. de la Proposition V.22.
Ensuite, () et (I1I) sont dans L (0,1; X) si et seulement si

{ (L+M)ug € (X,D(M)),_1

_;7p )
(L+M)yu € (XD (L), 1.
et, comme 0 < 1 — — < 1, en utilisant (V.53), cette derniere est équivalente a
(L4 M)ug,(L+ M)uy € (X7D(L+M))17;’p7
qui est équivalente a

Ug, U1 S (X7 D (L + M))Q—lm )

qui est encore équivalente a

g, U € (X,D ((L n M)2>)

1

k)
par la propriété de réitération. m
Proposition V.27 On suppose (V.50)-(V.57). Soit 1 < p < oo. Alors R,, € L (L? (0,1; X)) et il existe w* > wy
tel que pour tout w > w*
HRUJHL(LP(O,I;X)) <1
Ainsi I + Ry, est inversible dans L (LP (0,1; X)) pour w > w*.

Preuve. On note L, = L et M,, = M... Soit v € LP (0,1; X). Cp p € L(X), d’apres le Lemme IV.5, point 4.,
donc on a Cp, pv € LP(0,1; X). En utilisant les notations de la Proposition V.24, on peut écrire

4R(v) =(L+ M) (M —I)"*(M — I)G(Cp av) — (L + M) (L — I)" (L — I)H(Cp, pv)
(L4 M) (M = I)™ (M = 1)y (Cpgo) + (L + M) (M — 1)~ (M — I)¥5(Cp, ayv)
—(L+M)(L =1L = 1)¥3(Cpmv) — (L+ M) (L—1)"HL = I)W4(Cr,av).
On rappelle que (L+ M) (M — )Y, (L+ M) (L — I)~! € L(X). Ainsi, R(v) € L?(0,1;X) en vertu des
Propositions V.23 et V.24.

On fait apparaitre la dépendance de w. Alors, grace a ces mémes propositions, il existe une constante K > 0
tel que pour tout w > wy

”Rw(U)HLP(O,l;X) S K HCLW,MWHL(X) ||U||Lp(o,1;x) )

puis, grace & ’hypothese (V.57), on a

||Rw(U)||Lp(o,1;X) < Kx(w) ||U||LP(0,1;X) :

Or lim x(w)=0, donc il existe w* > wy tel que pour tout w > w*

w—+00
1BollLLr(0,1:x)) < 1-
Ainsi I 4+ R,, est inversible dans L (L? (0,1; X)) pour w > w*. m

Remarque V.28 Par les propositions précédentes, on peut dire que s’il existe une solution classique de (V.2),
elle s’écrit sous la forme (V.21) pour w > w*. On déduit alors lunicité de la solution classique et aussi, pour

presque tout x € (0,1), u(z) € D ((Lw +Mw)2), ce qui implique, grice & Uhypothése (V.54), que u(x) €
D ((Lw - Mw)Q).
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On énonce alors le résultat fondamental suivant.
Théoréme V.29 On suppose (V.50)-(V.57). Soit f € L? (0,1; X), 1 < p < oo. Alors, il existe w* > wq tel que
pour tout w > w*, les deux assertions suivantes sont équivalentes.

1. Le probléme (V.2) admet une unique solution classique u.

2. ug,uy € (X,D ((Lw + Mw)Q))

1—55.p

Preuve. Soit w > 0 fixé tel que w > w*. On note encore L, = L, M, = M... On réutilise la méthode de la
démonstration du Théoreme V.12.
Tout d’abord on prouve que 2. implique 1. Pour cela, on suppose

= (XvD(L+M))2—1

»P’

(V.58)

1—5-.p

o, U1 € (X,D ((L + M)2>)

par la propriété de réitération. On veut prouver que u défini par (V.21) est I'unique solution classique de (V.2).
On pose
=(I+R) " (F(f)+D)=(L+M)>*ueLl(0,1;X),

par les Propositions V.25, V.26 et V.27. Puisque (L — M) (L + M)™* € L(X), on a
(L—M)*u=(L—M?*L+M)>(L+M)?>ueLP(0,1;X).
Ensuite
v=F(f)+ D - R(v),

d’ott
w=(L+M)>(F(f)+D)—(L+M)*R(v).

On rappelle que pour presque tout z € (0,1)
u(z) =(L+ M) G(f)(z) + (L+ M)~ H(f)
— (L+ M)~ e (1= ebeM) T H(£)(0)

+(L+ M)~ (I —ele) ™ el G(f)(1)
— (L4 M) eIk (1~ eMeL)* G(H)(1)
( )
( )
(

(x)
1 IM
1 wM
+ (L4 M) 028 (1 — M) T M H(1)(0)

+ (L4 M) ™™ (T ebeM) ™ (L4 M) ug — e (L+ M)w,)

+ (L4 M) e (1= eMeE) ™ (L4 M) uy — M (L + M) ug)
_i(L-‘rM)_lG(CL’M’U)(.’IJ)—Fi(L"FM)_lH(CLM’U)(l‘)

— i (L+M)"e™™ (1~ eLeM)’l H(Cp av)(0)

- i (L+ M) e™ (1 — ebeM) ™ e G(Cpaw)(1)
i (L+ M)~ e0=2E (1 =MbY (o) (1)
% (L+ M)~ @=L (1 — MeB)TH eME(C 00)(0),

+
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que 'on peut écrire

1

u(@) = (L+ M) G(f)(2) + (L + M)~ H(f)(x) TS M)~ G(Cr ) ()

. (V.59)
1 (L4 M) H(Ca) (@) + (L4 M) e fo 4 (L+ M) 7H =0k £y,
fo = (I—ebe™) ™ (~H(£)(0) + e G(f)(1) + (L + M) uo — " (L + M) w,
_iH(C’LMU)(O) - ieLG(CLM’U)(l)) ,
et
fii=(I— eM.eL)’1 (=G(f)) +eMH(f)(0) + (L + M) uy — e™ (L + M) ug
+%G(CL,MU)(1) + ieMH(CLMU)(O)) .
On a donc pour presque tout = € (0, 1)
v(z) = (L+ M)G(f)(x) + (L + M) H(f)(x) — i (L+ M)G(Cr mv)(x)
(V.60)

1
+1 (L+ M) H(Cp o) (z) + (L4 M) e™ fo + (L + M) et 2L
Maintenant, en utilisant le Lemme V.5, on a
1 1
fo=—H()0)+eG(f)A) + (L + M) ug — e" (L + M) uy — ZH(CL,MU)(O) — ZeLG(cL,W)(l) +eleM iy,

et par (V.58), il est clair que (L + M)uo € (X,D (L+ M)),_1 > de plus en vertu de la Proposition V.23, on a
T
H(f)(0), H(CL,mv)(0) € D(L) = D(M), d’ou

foe (X, D (M)),_.

_E7p .
De méme
fie (X, D), 1,.

Ainsi, d’apres les Propositions V.22 et V.23, u € W1? (0,1; X) et pour presque tout x € (0,1)
1 1
(L+ M)/ (x) =MG(f)(x) = LH(f)(z) = 7MG(Crnv)(z) = 7LH(Cr o) () (V.61)
1
— §CL’MU(x> + Me™M f, — Le(l_z)Lfl.

Par conséquent, on a (L + M)w' € LP (0,1; X). Ainsi pour presque tout z € (0,1), on a v'(x) € D(L+ M) =
D(L — M) et comme (L — M) (L + M)~ € L(X) (Lemme IV.5, point 1.)

(L—M)u' = (L—M)(L+M)""(L+M)u eL(0,1; X).
Ensuite, en insérant (V.60) dans (V.61), et en utilisant le Lemme IV.6, point 6., on obtient pour presque tout

z € (0,1)

(x) = M(L+M)" G(f)(@) = L(L+ M) H(f)(z) - iM (L+ M)~ G(Cpmv)(x)

1 (V.62)
— L+ M) H(Cppv)(z) + M (L+ M) e*Mfo — L(L+ M) e=0Lf.
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Chapitre V. Cadre non commutatif sur un intervalle borné

D’apreés les Propositions V.22 et V.23, v/ € WP (0,1; X) et pour presque tout = € (0, 1)

u'(z) =f(x) + M (L+ M) " MG(f)(z) + L(L+ M) " LH(f)(z)

- iM (L+ M) MG(Cp o) () + iL (L+ M) LH(Cp pv)(x)
+ i(L —M)(L+ M) Cppv(@) + M (L+ M) Me*™ fo+ L(L+ M) " Le(0L g,

Ainsi u” € LP (0,1; X). Puis, on insére (V.60) dans cette derniére formule, et on a pour presque tout x € (0, 1)

W(x) = (&) + S1G(F) (&) + TH(P)(x) — 29 G(Crar)(w) + JTiH(Crar0) (2)
+81e™M fo + Ty =o)L fy,

(V.63)

ou
_ 1 _
Sy :=M (L + M) 1M+Z(L—M)(L+M) YCpu(L + M)

:%M_ %(L—M)M(L+M)’1,
et
PR -
Ty =L(L+M)" Lt (L~ M) (L+M)" Coo(L+ M)

1.1 _
=5 L+ 5(L=M)L(L+M) L

d’apres le point 7. du Lemme IV.6.
En utilisant (V.59), (V.62) et (V.63), on a pour presque tout = € (0, 1)

() + (5= M) + ¢ (L~ M) = (L4 M)?) ula)

=f(x) + S2G(f)(z) + ToH(f)(x) — iSZG(CL,MU)(x) + iT2H(CL,MU)(x) + Soe™M fo + Toel =L f)

Sy =g M — 2(L— M)M (L+ M)~ 4 (L= M)M (L+M)™ + 5 (L= M)* — (L + M) (L + M) =0,
et
T ::%L + %(L ~M)L(L+M)"'—(L—-ML(L+M)"+ i ((L —~ M) —(L+ M)2> (L+M)"" =0,

d’apres le point 8. du Lemme IV.6. On obtient enfin
" ! 1 2 2 o
W' + (L — M)u +Z((L—M) — (L + M) )u_f.

De plus, il est clair que
et

voir la démonstration du Théoreme V.12.
Donc u défini par (V.21) est une solution classique de (V.2) et I'unicité de cette solution classique résulte de
la Remarque V.28.
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V.2 Cadre LP

Réciproquement, on suppose le point 1. Alors u s’écrit sous la forme (V.21) :

w=(L+ M) {(I+ R (F())+ D)},
On a
(L+M)*u=(I+R)"(F(f)+ D)€ LP(0,1;X),
et en appliquant (I + R) € L (L? (0,1; X)), voir Proposition V.27, il s’ensuit
F(f)+DeL”(0,1;X),
de plus comme F(f) € L? (0,1; X) par la Proposition V.25, on obtient
DeLP(0,1;X),

ainsi par la Proposition V.26, le point 2. est satisfait. m

2.3 Applications

On va considérer les exemples traités dans la Section 2.3 du Chapitre IV. Pour le premier exemple, on se
place dans un espace X = LP(Q), ou Q = (¢,d). Le second exemple généralise le premier en prenant Q un
ouvert régulier borné de R™. On rappelle que dans tous ces exemples, les hypotheses (V.50)-(V.57) ont déja été
prouvées dans les Sections 2.3 du Chapitre IV et 1.5 de ce chapitre.

Exemple 1.
On veut traiter le probleme aux limites et quasi-elliptique d’ordre quatre suivant

0%u 0%u ou ot By 0%u

a2 (& Y) T aly) D90z (@,y) —w o (@,y) = 874(% y) — a(y)@(% y) — a’(y)afyg(% Y)
)G y) e A y) = fy) 2 € (0.1),y € ()
y y
8%u 9%u (V.64)
u(z, c) = u(x,d) = a—yz(aj,c) = a—yQ(x,d) =0,z €(0,1)
u(0,y) = uo, y € (¢, d)
u(l’y) =ui, Y€ (C, d)7

ouw>0,a>0,et
a € C%([e,d)), a(c) = a(d) = 0, Im(a) # {0}.
On définit les opérateurs Lo et My sur X = LP(c,d) par
{ D(Lo) = D(Mo) = {¢ € W*P(c,d) : p(c) = p(d) = 0}
Lop(y) = ¢"(y) + a(y)¢'(y), Mop(y) =¢"(y), ye€ (c.d).

Le probléme (V.64) s’écrit sous la forme opérationnelle (V.2) avec L, := Lo — w®I, M, := M.

On peut appliquer le Théoréeme V.29 deés que f € L9(0,1;L? (¢,d)), 1 < p,q < oo, en particulier pour
f€LP((0,1) x (¢,d)). De plus, il est aisé de voir qu’ici, dans les points 1. et 2. du théoréme, on peut remplacer
L, et M, par L, M. On a aussi le résultat suivant.

Proposition V.30 Soit 1 < p < co. Alors

(Lp(c7d),D<(Lw+Mw)2)) =
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Chapitre V. Cadre non commutatif sur un intervalle borné

Preuve. En utilisant Grisvard [32], Proposizione 3, p. 683, on a
2 _2
(L;U(Q d),W4’p(C, d))1,L = prpp(]cvd[) = BP P(]Cad[)'

En utilisant Triebel [58], p.321, on obtient

3 2 1
1. Sip> —,alors4— - — — > 2 donc
2 P oD

(Lp(c, d), D ((Lw + Mw)2)>

35D

3 2 1
2.S511l<p<—-,alors0<4——-——<2donc
2 PP

(L(e.d). D ((Lu+2))) , = {gp € By " (leyd]) : plc) = p(d) = 0} .

—ip
3. Sip*§ alors47271*2don0
2’ p P
41 2
(LD ((Lo+20))) | ={pe By H(ad):¢" € B (e d).¢(c) = w(d) = 0}
1—%717 2 2
={pe By ¥ (led]) : ple) = p(d) = 0},
puisque pour ¢ € Bé %(]c d[), on a ¢ € W2 33 (e, d[) donc ¢” € B§(}c,d[).
[
Exemple 2

On veut traiter le probleme aux limites et quasi-elliptique d’ordre quatre suivant

D) g o) o) = )~ Yo U5

- 8ai) 0%u 1 [92%a;\ Ou
()t (S5 2y

4= \9yr ) Oyr0y; 2 Yy, ) Oyi (V.65)
= f(z,y), 2 €(0,1), y € Q

u(z, Asu(z,0) =0,z € (0,1), 0 € 00
U(O,y) =up, Yy € Q
u(lvy) =u, Y€ Qa

ou (2 est un ouvert régulier borné de R, n > 2, w > 0, a > 0, et
a € C*(Q), ap = 0sur I, Im(ay) # {0}, k=1,...,n
On définit les opérateurs Lo et My sur X = LP({)) par
D(Ly) = D(My) = {np € W2P(Q) : o = 0 sur 90}
Lop(y) )+ Zal Dip(y), y e Q

Mop(y) = Aye(y), y € Q~
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V.2 Cadre LP

Le probléme (V.65) s’écrit sous la forme opérationnelle (V.2) avec L, := Lo —w®I, M, := M.

On peut appliquer le Théoréme V.29 des que f € L7(0,1;LP (), 1 < p,q < oo, en particulier pour
f € LP((0,1) x Q). De plus, il est aisé de voir qu’ici, dans les points 1. et 2. du théoréme, on peut encore
remplacer L, et M, par L, M. De méme que pour I'Exemple 1, on a le résultat suivant.

Proposition V.31 Soit 1 < p < co. Alors

_2 3
{@EB; ’”(Q):<p:03ur89} si1<p<§
2
(e D ((Lo+ M), = e ;
v {@EBP p(Q):<p:Ay<p=Osur89} sip>§.

2.4 Retour a I’équation initiale

On illustre ici la théorie opérationnelle précédente en construisant une paire d’opérateurs (L, M,,) satisfai-
sant (V.51)-(V.57) (sous ’hypotheése (V.50) d’espace UMD). L’objectif est ensuite de pouvoir résoudre (V.1).

Dans toute cette section, pour un opérateur linéaire P sur X et pour A € C, on note Py = P — Al.

On suppose qu'il existe un réel positif fixé wq tel que les opérateurs A et B vérifient

B? — A, est un opérateur linéaire fermé dans X, R~ C p(B? — A,,),
C (V.66)

' S/
Lx) 141}

aC > 0, VA <0,

(B? — Ay — AI)™

(i) D ((32 - A)1/2) c D(B),

(V.67)
(i)) D (B* - A) ¢ D ((B* - 4)"* B),
> (B2 - A (B2 - ’1H < .
Vo > o, || [B; (B2 - A0)"7] (B2 - AL) Ly SXE), (V.68)
ou
X : [wo, 0o = RT avec wgrfoo x(w) =0.
On suppose que les opérateurs
L,:=B—(B*-A,)"*,
M, :=-B— (B*-A,)"*,
vérifient les hypotheses suivantes
Yw = wp, |—00,0[ C p(—Ly,)Np(—=M,), ker (L) = ker (M) = {0}, Im (L) = Im (M,) = X;
3C > 1, Yw > wo, VA > 0, |[(Le — )\I)_lH <% o, - /\I)_lH ¢ (V.69)
= 4 = W0, ) w L(X)\)\’ w L(X)\ )\7

Vw > wo, Vs € R, (—L,)%, (—=M,,)* € L(X);
302,00 €]0,5[,3C > 1, Yo > wo, Vs € R, (V.70)
L)l ) < e, [I(= M)

LX) < Ceﬁ’Mls\7

et
I —ebweMe ou [ — eMeele est inversible dans L(X). (V.71)

Les hypotheses (V.66)-(V.70) sont les mémes que celles utilisées au Chapitre IV, Section 2.4. L’hypothése
(V.71) a été utilisée dans le cadre holdérien, Section 1.6. Par conséquent, les Remarques 1V.19, V.16 et les
Lemmes IV.21, IV.22 sont encore valables ici.
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Chapitre V. Cadre non commutatif sur un intervalle borné

Lemme V.32 On suppose (V.66)-(V.67). On a le domaine d’interpolation

(X.0((@e+M%)) | = (X.D(B - 4))

1-Ltp”
o 55 P

1
Preuve. Puisque 0 < 1 — o5 <letD ((Lw + MW)Q) = D(B? — A), Lemme IV.21, point 1., on a
p

(X,D ((Lw +M“’)2))172L,p = (X>D (B2 - A))1— L

2p P '
]
Ainsi, les hypotheses (V.66)-(V.71) impliquent (V.51)-(V.57). On applique alors le Théoréme V.29.

Théoréme V.33 On suppose (V.50) et (V.66)-(V.71). Soit f € LP(0,1;X), 1 < p < oo. Alors, il existe
w* > wg tel que pour tout w > w*, les deux assertions suivantes sont équivalentes.

1. Le probléme (V.1) admet une unique solution u telle que
ue W2P(0,1; X)NLP (0,1; D (A)),
u € LP(0,1; D (B)),

satisfaisant

pp.x € (0,1), u(z) € D (B> — A),
ppae(0,1),(x) e D((B*-4)"),
et
B*uec IP(0,1;X).

2. U, U1 € (X7D(32 _A))llep,p'

Remarque V.34 Ce théoréme généralise le Theorem 5 p. 178 de Favini et al. [25] dans le cas commutatif et

avec w = 0. En effet, sous Uhypothése de commutativité (111.27), on a d’aprés les Lemmes IV.4 et IV.21, points
1

y ,
D(LM) =D (M?) =D <(B - (B2 - 4)") > :
2
D(ML)=D (L?) =D ((B - (B2 =)' > :
D (ML) D(LM) = D (B2 — A),
et d’aprés le Lemma 7 p. 178 de Favini et al. [25], on a D(LM) = D(ML) = D (B? — A), donc

D(B*~A)=D ((B (B2 A)”Q)Q) =D ((B (B2 A)1/2>2> .

Ainsi, puisque 0 < 1 — % < 1, on obtient

(X, D(B*=4)),_, = (X, D(M),_, = (XD(L%),_,

2p> 3p°

et on retrouve le résultat.
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Conclusion générale et perspectives

Cette these présente ’'étude des équations différentielles opérationnelles complétes du second ordre de type
elliptique dans un cadre non commutatif. Elle prolonge en particulier les travaux de Favini et al. [22-27]. On
a donc étudié I’équation

v’ (x) 4+ 2By’ (z) + Au(z) — wu(z) = f(z),

sur toute la droite réelle, puis sur un intervalle borné (en particulier [0,1]) muni de conditions aux limites de
Dirichlet. Ici A et B sont deux opérateurs linéaires fermés sur X, X étant un espace de Banach complexe, f
est définie respectivement de R et de [0, 1] & valeurs dans X. Le parameétre w permet lexistence de solutions
classiques pour w assez grand.

On a étudié I’équation plus générale
() + (Lo — M)l () + i (e = M) = (L + M) ) ule) = f(2),
sur la droite réelle et sur I'intervalle [0, 1]. Ici les opérateurs L, et M, vérifient notamment
L,—M,C2B
i ((Lw ~M)? — (Lo + Mw)2) cA-uwl
En particulier, on peut choisir
L,=B— (B>~ A+wh'?, M,=-B- (B>~ A+wl'2

On a montré l'existence et l'unicité de solutions classiques lorsque f € BUC?(R; X), puis lorsque f €
LP(R; X) pour les deux équations sur R; et lorsque f € C?([0,1]; X), puis lorsque f € LP(0,1; X), pour les
deux problémes sur [0,1], avec § € ]0,1[ et 1 < p < co. On a également montré la régularité maximale de la
solution classique dans le cadre holdérien. Pour le cadre LP, on s’est placé dans un espace UMD X.

L’originalité de ce travail réside particulierement dans le fait d’étudier ces équations dans le cadre non
commutatif. Le commutateur proposé est bien évidemment non nul et supposé petit pour w grand en un certain
sens. Ceci constitue 'hypothese originale dite de non commutativité.

On donne maintenant une liste non exhaustive de perspectives.

1. On peut reprendre les mémes équations avec des conditions aux limites de type Robin

u”’(x) + 2Bu/ (z) + Au(z) — wu(z) = f(x), z € (0,1),
au'(0) — Hu(0) = uy, Bu' (1) + hu(l) = uq,
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ou «, 3, sont deux constantes données, H et h sont deux opérateurs linéaires sur X. Le cadre de travail
restera le méme (non commutatif). Bien siir, on étudiera ’équation associée avec les opérateurs L, et
M,,. Le probleme général quand L, M,,, H et h ne commutent pas entre eux étant tres délicat, il faudra
certainement commencer par des cas intermédiaires : par exemple H ou h égal a vI, v € C. 1l faudra alors
trouver un ou plusieurs autres commutateurs. Ce type de probléme est tres intéressant puisque liés aux
probléemes physiques issus de problémes de transmission.

. On peut reprendre ces équations avec des opérateurs A et B dépendant de x

u”(x) 4+ 2B(z)u'(x) + A(z)u(z) — wu(x) = f(x), z € (0,1),
u(0) = uo, u(l) = u.

Il est intéressant de noter que les opérateurs

Ly(z) = B(z) — (B2(x) — A(2) + wI)""?,
M, (z) = —B(z) — (BX(z) — A(z) +wl)"?,

vérifient toujours
D (Ly(x)) = D (My(x)) -

Il faudra commencer par étudier I'équation sur toute la droite réelle (plus simple). Mais quels seront les
commutateurs a utiliser ?

L’équation d’ordre 4 peut étre abordée dans le cadre non commutatif. Elle permettra de résoudre des
problémes elliptiques ot apparait notamment le bilaplacien (trés physique).

L’application proposée au Chapitre II peut étre poursuivie. Il reste a faire tendre € — 0 pour avoir le
probléme limite sur le cytoplasme. Il faudra trouver la bonne condition d’impédance posée sur le bord I'*
qui décrira l’effet de la couche mince sur le cytoplasme.

Il faudra ensuite regarder les majorations d’erreurs entre la solution du probléme limite w et la solution
w® du probléme (P¢).

D’autres applications similaires connues mais nécessitant le cadre non commutatif pourraient étre traitées
en utilisant les méthodes développées dans cette these.
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Résumé

L’objectif de ce travail est ’étude des équations différentielles complétes du second ordre de type elliptique a
coeflicients opérateurs dans un espace de Banach X quelconque.

Une application concréte de ces équations est détaillée, il s’agit d’un probléme de transmission du potentiel
électrique dans une cellule biologique ou la membrane constitue une couche mince.

L’originalité de ce travail réside particulierement dans le fait que les opérateurs non bornés considérés ne
commutent pas nécessairement. Une nouvelle hypothese dite de non commutativité est alors introduite. L’analyse
est faite dans deux cadres fonctionnels distincts : les espaces de Holder et les espaces LP (avec X un espace
UMD). L’équation est d’abord étudiée sur la droite réelle puis sur un intervalle borné avec conditions aux limites
de Dirichlet.

On donne des résultats d’existence, d’unicité et de régularité maximale de la solution classique sous des condi-
tions sur les données dans des espaces d’interpolation. Les techniques utilisées sont basées sur la théorie des
semi-groupes, le calcul fonctionnel de Dunford et la théorie de I'interpolation.

Ces résultats sont tous appliqués a des équations aux dérivées partielles concretes de type elliptique ou quasi-
elliptique.

Mots clés : équation différentielle opérationnelle du second ordre de type elliptique, cadre non commutatif,
condition aux limites, régularité maximale, semi-groupe analytique, calcul fonctionnel de Dunford, espace d’in-
terpolation, espace UMD, probléeme de transmission, couche mince, cellule biologique.

Abstract

The aim of this work is the study of complete elliptic differential equations of second order with operator
coeflicients in a Banach space X.

A concrete application of these equations is detailed, it concerns a transmission problem of electric potential in
a biological cell where the membrane is considered as a thin layer.

The originality of this work is the fact that unbounded operators which are considered do not commute ne-
cessarily. A new noncommutativity hypothesis is then introduced. The analysis is performed in two distinct
functional frameworks : the Holder spaces and the LP spaces (X being a UMD space). First, the equation is
studied on the whole real line and secondly in a bounded interval with Dirichlet boundary conditions.
Existence, uniqueness and maximal regularity of the classical solution are proved under some conditions on the
data in interpolation spaces. The techniques used are based on semigroup theory, Dunford functional calculus
and interpolation theory.

All the results are applied to concrete partial differential equations of elliptic or quasi-elliptic type.

Keywords : second order operational elliptic differential equation, noncommutative framework, boundary condi-
tion, maximal regularity, analytic semigroup, Dunford functional calculus, interpolation space, UMD space,
transmission problem, thin layer, biological cell.




