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Chapter 1

Introduction

Ce document synthétise mes contributions & I’étude de discrétisation des processus avec sauts, et
a la modélisation du risque de liquidité et du risque de saut dans les marchés financiers.

Chapitre 2 regroupe les résultats plus théoriques dans le domaine de discrétisation des proces-
sus stochastiques avec sauts, avec notamment une étude de ’erreur de discrétisation des stratégies
de couverture, et des nouveaux schémas de simulation des EDS dirigées par des processus de
Lévy. Chapitre 3 présente et étudie via le controle stochastique un probleme d’optimisation
d’investissement et de consommation dans les marchés financiers illiquides. Chapitre 4 contient
des travaux plus appliqués sur la modélisation du risque de saut dans les stratégies d’assurance de
portefeuille, les produits dérivés, et les marchés d’électricité.

Par souci de cohérence et de lisibilité nous avons choisi de limiter la présentation aux articles
[7, 11, 13, 38, 44, 45, 46, 55, 56]. Certains autres travaux récents et / ou projets en cours seront
brievement mentionnés dans les sections ’perspectives’ de chaque chapitre, et une liste exhaustive
de publications est donné en annexe de ce document.

Pour alléger I'exposé, nous ne présentons que les principaux résultats sous les hypotheses parfois
simplifiées, et quelques simulations numériques les plus essentielles. Pour les preuves détaillées, les
illustrations numériques additionnelles et les revues de la littérature, le lecteur est prié de consulter
les articles donnés en référence.
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Chapter 2

Discrétisation des processus avec
sauts

La discrétisation des processus stochastiques en temps continu est I'un des sujets les plus importants
en probabilités appliquées, qui apparait dans (au moins) trois classes de problémes différentes.

e En probabilités numériques, on cherche a évaluer des fonctionnelles de processus définis par
une équation différentielle stochastique (EDS). En ’absence de solution explicite, la solution
de 'EDS

dX; = f(X-)dZs (2.1)
peut étre approchée par exemple au moyen d’une discrétisation par le schéma d’Euler

0
XTi+1

=X+ f(XP)(Zr, — Zr), 0=Ty<Ti<--<T,=T. (2.2)

Un exemple d’EDS tres utilisé en mathématiques financieres et qui n’a pas de solution ex-
plicite est donné par les équations d’évolution des taux Libor forward dans le modele Libor
Market Model (2.45). Pour calculer le prix d’une option dans ce modele il faut alors simuler
la dynamique des Libors en discrétisant les EDS correspondantes.

e En mathématiques financiéres, un problémes de base est la couverture d’un actif contingent.
Les stratégies optimales pour ce probleme sont typiquement des processus & variation in-
finie. En raison de présence de cotts de transaction, ces stratégies ne sont pas réalisables en
pratique, et doivent étre discrétisées. Le portefeuille de couverture optimal

T
V=W +/ e dSt,
0

ou ¢ est la stratégie optimale et S le processus de prix sous-jacent, est remplacé par un
portefeuille réalisable

T
W=%+/¢M&
0

ol qgn est une stratégie constante sur chaque intervalle (T}, T; 1], et n est le nombre de dates
de discrétisation.

e En statistique de processus, on cherche a estimer des quantités qui dépendent de toute la
trajectoire du processus X, telles que la variation quadratique, a partir des observations
discretes X1, X7y, ..., X1,.

n
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Il existent bien entendu des liens étroits entre ces trois problemes. Par exemple, le probleme
d’approximation des intégrales stochastiques (couverture) est relié au probleme d’estimation de la
variation quadratique via la formule d’intégration par parties

T
X2 = X2+ 2/ X dX; + [X]r,
0

et sa version discrete

n—1 n—1
XYQ“ = Xg +2 Z XTi (XTi+1 - XTi) + Z(XTi+1 - XTi)Z'
=0 =0

L’erreur de discrétisation de la variation quadratique [X|r est alors égale & 2 fois l'erreur de
discrétisation de l'intégrale fOT Xi_dX;.

Cependant, ces problemes ont également des différences fondamentales. Tout d’abord, le type
de convergence du processus discrétisé vers le processus continu qu’on cherchera a démontrer, et
donc a fortiori la vitesse de convergence ne seront pas les mémes pour les trois problemes. Dans
le cadre de discrétisation d’'une EDS, on cherche souvent la convergence ’faible’, c’est-a-dire, la
convergence de E[f(X7)] vers E[f(X7)] lorsque n — oo, avec f une fonction réguliere. Pour la
discrétisation des stratégies de couverture, la convergence faible ne suffit pas, car on s’intéresse
a la performance de la stratégie sur une seule trajectoire plutét qu’en moyenne. On étudie alors
la convergence en probabilité de V{f vers Vr, ou bien la convergence vers zéro du risque L? de
couverture défini par E[(VJ* — V)?]. En statistique de processus, on s’intéresse également & la
convergence en probabilité des estimateurs, ainsi qu’a leurs lois asymptotiques, qui permettent
d’établir des intervalles de confiance.

Une autre différence fondamentale entre les trois problemes est liée au choix des instants de
discrétisation. Meéme si la plupart de travaux considerent la discrétisation uniforme, ce choix
n’est pas nécessairement optimal. Pour des processus sans partie martingale continue, la vitesse de
convergence peut étre améliorée en choisissant les instants de discrétisation adaptés. Ce choix n’est
pas toujours possible et n’est pas le méme pour les trois problemes décrits ci-dessus. En statistique
de processus, les instants d’observation sont imposées par le probleme; le plus souvent c’est la
discrétisation uniforme, mais dans certaines situations comme par exemple dans le cas de données
financieres tres haute fréquence, les instants sont aléatoires. Dans le probléeme de discrétisation
des EDS, il est possible de choisir les points de discrétisation & condition de pouvoir les simuler.
Par exemple, il est facile de simuler le temps du premier saut d’une taille donnée d’un processus de
Lévy, mais il est extrémement difficile de simuler le premier instant de sortie d’'un domaine. Dans
les problemes de couverture, la liberté de choix des instants de discrétisation est la plus grande,
parce que le processus de prix est observé en continu, et ce ne sont que les changements effectifs
de la stratégie qui sont couteux.

Dans mes travaux dédiés aux problemes de discrétisation, je me suis intéressé aux trois problemes
décrits ci-dessus dans le cadre de processus avec sauts (processus de Lévy ou sémimartingales plus
générales). Les sujets qui m’intéressent particulierement sont le choix des instant de discrétisation
et l'influence du comportement des petits sauts du processus (indice de Blumenthal-Getoor) sur
la vitesse de convergence.

L’article [56] est consacré a 'analyse asymptotique des stratégies de couverture dans les modeles
avec sauts, en utilisant la convergence en probabilité, et essentiellement pour les processus ayant une
partie martingale continue. Le travail [7] étudie le cas des processus sans composante de diffusion et
notamment le lien de I'indice de Blumenthal-Getoor et de la régularité du pay-off avec la vitesse de
convergence en norme L?. Dans [38], nous proposons un nouveau schéma de discrétisation des EDS
dirigées par un processus de Lévy, fondé sur les instants des grands sauts du processus, et étudions
la vitesse de convergence faible. Finalement, dans un travail en cours avec M. Rosenbaum, dont
le contenu sera brievement exposé dans la section 'Perspectives’, nous développons des procédures
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d’estimation statistique pour des processus de Lévy observés aux temps de sortie d’'un domaine.
Cette situation apparalt notamment dans la modélisation de microstructure de marché, lorsque le
processus de prix est observé aux moments de franchissement des bornes bid/ask.

2.1 Couverture discrete dans les modeles avec sauts

La couverture d’une option dans un marché incomplet, et en particulier, dans un marché ou les

trajectoires des prix ne sont pas continues, est I’'un des sujets les mieux explorés en mathématiques

financieres. Cependant, la plupart d’articles font I'hypothese de réajustement continu du porte-

feuille de couverture, qui n’est jamais vérifiée en pratique, en raison de présence des cotuts de

transaction (méme si dans les marchés trés liquides cela peut étre une bonne approximation).
L’erreur liée a la discrétisation des stratégies de couverture, définie par

n ._ yrn
Er .—VT —VT,

a été analysé par différents auteurs dans le cadre de modeles de diffusion ou processus d’It6 continus.
Bertsimas, Kogan et Lo [4] (pour les modeles de diffusion) et plus tard Hayashi et Mykland [28]
(pour les semimartingales continues) ont montré que pour la couverture d’une option européenne
avec des dates de réajustement équireparties, erreur de couverture renormalisée \/ne’: converge
faiblement vers une loi non-dégénérée lorsque le nombre de dates de discrétisation n tend vers
Iinfini. La vitesse de convergence en norme L? a été étudié par Zhang [59] pour les options
européennes de type Call/Put et par Gobet et Temam [27] et Geiss [24, 23] pour des pay-offs
irréguliers.

2.1.1 Convergence faible de ’erreur de couverture

Dans le travail joint avec E. Voltchkova [56], nous avons étendu les résultats de Hayashi et Mykland
sur la convergence faible de l'erreur de couverture renormalisée aux modeles ou le processus de
prix de sous-jacent et la stratégie de couverture sont des semimartingales régulieres, parfois appelés
processus de Lévy-Ito.

Notation et principales hypothéses Dans cette section nous nous plagons sur un espace de
probabilité (2, F,P), sur lequel sont définis un mouvement Brownien standard W sur [0, 7] et une
mesure aléatoire de Poisson J sur [0,7] x R d’intensité dt x v(dz), ol v est une mesure positive
sur R telle que [ (1 A 2?)v(dz) < oo. La version compensée de J sera notée J:

J(dt x dz) = J(dt x dz) — dt x v(dz).
Soit (Fi)¢>o la filtration naturelle de W et J complétée par les ensembles de mesure nulle.

Définition 1. Un processus de Lévy-Ito est un processus admettant la représentation

t t t t
X: = Xo —|—/ psds +/ osdWy +/ / vs(2)J (ds x dz) +/ / vs(2)J(ds x dz). (2.3)
0 0 0 JzI<1 0 Jiz|>1

ot p et o sont cadlag (Fi)-adaptés et v : Q x [0,T] x R — R est telle que (w,z) — v(z) est
Fi X B(R)-mesurable pour tout t et t — ~;(z) est caglad pour tous w et z. De plus, vy vérifie

1(2)* < Aep(2)

pour tout z, ot p est une fonction déterministe positive décroissante sur (—oo,0) et croissante sur
(0,00) avec 2<1 p(2)v(dz) < oo et A est un processus caglad (Fi)-adapté.
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Dans cette section nous supposons que le processus de prix du sous-jacent S est un processus
de Lévy-Ito avec les coefficients u,o,v. Nous supposons également qu’il existe une stratégie F
que 'agent utiliserait si le réajustement continu du portefeuille était possible. Dans les marchés
incomplets, cette stratégie ne conduit pas a une réplication exacte et peut étre choisie de plusieurs
manieres différentes; nous ne nous attardons pas sur les avantages et les inconvénients des différents
choix de F' (voir par exemple [12]), et admettons simplement qu’elle est donnée par un autre proces-
sus de Lévy-Ito de coefficients i, &, 5. Nous supposons ensuite que, face a 'impossibilité de réajuster
le portefeuille contintiment, I’agent applique la méme stratégie F' aux dates équireparties T; = iT'/n,
i = 0,...,n, et nous noterons par h := T/N lintervalle entre deux dates de réajustement. La
stratégie de couverture est alors constante par morceaux et donnée par F, ), ou I'on note, pour
t € (0,7,

n(t) = sup{T;, T; <}, n(t) = nf{T;, T; > t}.

Finalement, F" est la différence continue & gauche entre la stratégie continue et la stratégie discrete:
Fth = Ft_ — LI'yt)-

Principaux résultats Puisque dans le cadre de ce travail le processus de prix S et la stratégie
de couverture F' ont des parties martingales continues, le facteur de renormalisation est le méme
que dans les modeles de diffusion, ¢’est-a-dire, v/n ou ﬁ L’erreur de couverture renormalisée est
donc donnée par

1 t
Zr = —/ FM ds,. 2.4
t \/E o £ ( )

et sa version constante par morceaux par

7n __ n
Zt = ﬁ(t).

Pour décrire la loi limite de Z™ et Z™, nous supposons que sur l'espace (€2, F,P) sont définis, en
plus de W et J, quatre objets aléatoires indépendants entre eux et de W et J: un mouvement
Brownien standard W, deux suites de v.a. indépendantes gaussiennes centrées réduites (£x)x>1 et
(&},)k>1 et une suite (Cx)r>1 de v.a. indépendantes uniformes sur [0, 1]. Soit Z un processus défini
par

t
7 = \/g/ Us&des —+ Z AFﬂ \/a'fio'ﬂ + Z ASﬂ \/1_741'51/'5—7777
0 i<t i <t

ou (7;);>1 sont les temps de saut de J (dans un ordre quelconque).

Rappelons la définition de la convergence stable en loi. Soit (X,,) une suite de v.a. aux valeurs
dans un espace polonais E, toutes définies sur le méme espace de probabilité (©2, F,P). On dit
que X, converge vers X au sens de la convergence stable en loi si X est une v.a. définie sur une
extension (Q, F,P) de l'espace initial, et

lim B[Uf(X,,)] = B[Uf(X)]

pour toute f : E — R continue bornée et pour toute v.a. bornée U.
Théoréme 1.

(a) Le processus Z™ converge vers Z au sens de la convergence stable en loi dans la topologie de
Skorohod sur D([0,T1).

(b) Le processus Z™ converge vers Z au sens de la convergence stable en lois fini-dimensionnelles.

(c) Supposons que la stratégie F et le processus de priz S n’ont pas de partie martingale continue:
oc=06=0. Alors Z]' = 0 et Z]' = 0 en probabilité, uniformément en t € [0, T).
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Remarque 1. Un processus limite similaire apparait dans I’étude du comportement asymptotique de
la variation quadratique [30, Theorem 2.11], & cause du lien qui existe entre 'intégrale stochastique
J X¢—dX, et la variation quadratique [X, X] via la formule d’intégration par parties.

Exemple: couverture discréte dans un modeéle de diffusion avec sauts Pour illustrer
notre résultat dans un cadre plus appliqué, nous étudions le cas de couverture en delta dans un
modele de type ’diffusion+sauts’. Sous la probabilité historique P,

Sy = SpeXt X, = bt + ZW, —|—/ zJ(ds x dz)
[0,t] xR

o ¥ > 0 et J est une mesure aléatoire de Poisson d’intensité ds x v(dz) avec v(R) < co. Cela
implique:

=5 (b +%2/2 —|—/ (e* — l)y(dz)> , 00 =38, v =25_(e—1).
|zI<1

Nous supposons que le prix de l'option peut étre calculé comme 'espérance du pay-off sous une
probabilité risque-neutre Q, sous laquelle X est encore un processus de Lévy, et pour simplifier
nous admettons que X a la méme mesure de Lévy sous Q et sous P. Le prix a 'instant ¢ de 'option
de pay-offt Gy = G(Sr) est alors une fonction déterministe de ¢ et S;, donnée par

C(t,S) = EC[G(Sr)|S; = S] = EQ[G(SeX™-1)] (2.5)
Nous étudions la couverture de cet option en utilisant la stratégie de couverture en delta

aC(t, S;)
as

qui est la stratégie la plus utilisée en pratique méme si elle n’est pas optimale en présence de
sauts. Les coefficients i, 6 et 4 de la stratégie s’obtiennent alors par la formule d’Itd et la seule
difficulté technique est de montrer que ces processus ont des limites a gauche en T' méme lorsque le
pay-off est irrégulier. Pour pouvoir prouver 'existence des limites, nous imposons des conditions
assez fortes sur la mesure de Lévy. En particulier, nos hypotheses sont vérifiées dans le cas de
couverture d’une option digitale dans le modele de Merton (diffusion plus sauts gaussiens).

F, = (2.6)

Proposition 1. Supposons que

e La fonction pay-off G est bornée et C*> par morceauzx, avec au plus un nombre fini de dis-
continuités;

o Le coefficient de diffusion est positif: ¥ > 0;

e La mesure de Lévy posséde une densité C° bornée (également notée par v), qui vérifie
Jg lzlv(z)de < oo et [, [v®) (z)|da < 0o pour tout k > 0.

Alors Uerreur de couverture renormalisée (2.4) converge vers le processus

oC ao
2 Q2
Zy = f/zssaSQdW+ > <8S(SS) 5508 )J@Zzs

s<t:AS,£0

0%*C
+ Y ASWI-GESS (s, 80) (27)

s<t:AS;#0

au sens de la convergence stable en lois fini-dimensionnelles.
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2.1.2 Convergence en norme L? de ’erreur de couverture

La limite faible de I'erreur de couverture, qui a été calculé dans la section précédente, permet
d’estimer des fonctionnelles bornées de I’erreur. En pratique le risque d’une stratégie de couverture
est plus souvent mesuré par la norme L2. Dans l'article [7], nous nous sommes donc intéressés a la
vitesse de convergence de I’erreur de discrétisation vers zéro en norme L?. Ce type de convergence,
plus simple a analyser que la convergence fonctionnelle, nous a permis notamment d’étudier le
lien entre l'erreur de discrétisation et le comportement des petits sauts du processus (indice de
Blumenthal-Getoor).

Les principales conclusions de [7] sont les suivantes. Premi¢rement, la limite lim,,_, o, nE[(e%)?]
est toujours positive, méme pour des processus n’ayant pas de partie martingale continue, pour
lesquels comme on vient de voir, y/nel converge vers zéro en probabilité. Pour les processus de
Lévy sans composante de diffusion, la vitesse de convergence en norme L? est donc différente de
la vitesse de convergence en probabilité, parce que les grands sauts du processus contribuent a la
limite en norme L? mais pas a celle en probabilité.

Deuxiemement, la vitesse de convergence en norme L? dépend de la stratégie de couverture
utilisée. Dans [7] nous avons analysé et comparé deux stratégies spécifiques: la couverture quadra-
tique, qui est la stratégie optimale pour le critere L2, et la couverture en delta. Pour les options
dont la fonction pay-off est réguliere, les deux stratégies ont des erreurs de discrétisation similaires,
et qui convergent vers zéro avec la méme vitesse, mais dans le cas de pay-offs irréguliers, la cou-
verture en delta conduit a des erreurs beaucoup plus importantes, qui convergent vers zéro moins
vite (et dans certains cas pas du tout).

Finalement, pour les pay-offs irréguliers, tels que les options digitales, la vitesse de convergence
de lerreur dépend du comportement de la mesure de Lévy au voisinage de zéro. Sous I’hypothese
que les petits sauts du processus se comportent comme ceux d’un processus a-stable, nous car-
actérisons la vitesse de convergence en fonction de a.

Le modele et les principales hypothéses Dans cette section nous supposons que le sous-
jacent suit un modele exponentielle-Lévy: Sy = eXt, ol X est un processus de Lévy' de triplet
caractéristique (a?,v,7). Ceci permet d’utiliser les méthodes de transformée de Fourier pour le
calcul des prix d’options et des ratios de couverture (cf [40] pour une introduction générale aux
méthodes de Fourier pour la valorisation d’options, et [35] pour leur application & la couverture).

Notons par ¢; la fonction caractéristique de Xy, et par ©¥(u) = log¢;i(u) Pexposant car-
actéristique. Nous supposons qu’il existe une probabilité risque-neutre QQ sous laquelle les prix
de tous les actifs sont des martingales, et sous laquelle X est encore un processus de Lévy, avec
peut-étre une mesure de Lévy différente, notée par v. De méme, la fonction et I’exposant car-
actéristique de X sous Q sont notées ¢y et ).

Dans un premier temps, supposons que la stratégie de couverture est donné par un processus
de Lévy-Ito (2.3) avec coeflicients fi, 5 et 4. Plus tard, nous spécialiserons les résultats pour la
couverture en delta et la couverture quadratique.

Résultat général sur la convergence en norme L?> Soit r(h) : (0,00) — (0,00) avec
limp o 7r(h) = 0. Cette fonction correspond & la vitesse de la convergence vers 0 de 'erreur L?

IRappelons qu’un processus de Lévy est un processus aux accroissements indépendants et stationnaires, continu
en probabilité. La loi d’un processus de Lévy X sur R? est completement déterminée par son triplet caractéristique
(A, v,7): une matrice A définie positive de taille d x d, une mesure positive v sur R? vérifiant [Lq 1A ||z||?v(dz) < oo
et un vecteur v € R9,

Ble 0] = o), i) =~ ity [ @0 -1 i b)), (28)

olt h: R — R? est la fonction de troncature des petits sauts. Le vecteur v dépend du choix de h, mais A et v n’en
dépendent pas. Dans la suite on va utiliser la fonction h(z) = z1|,<; sauf mention contraire.
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de couverture. Le résultat suivant donne un critére 'prévisible’ de convergence L? de 'erreur de
couverture avec une vitesse donnée.
Théoréme 2. Supposons que

lim LE
ri0 7(h)

/OT Sp(m(t) —t) (ﬁ? + /]R 13(z)u(dz)) dt] =0. (2.9)

Alors

2
1 T A
lim —F Fh =lim —F
nio r(h) ( /0 t dSt) nio r(h)

T
| st -0 (a2 + [ e dt] ,
0 R
(2.10)
des que la limite dans la partie droite existe, avec A = a® + [p(e” — 1)?v(dx).

De ce théoréme, on déduit immédiatement le comportement de I’erreur L? dans les cas réguliers:

Corollaire 1. Supposons que (2.9) est vérifie et de plus,

/OT S? <5t2 + /R’yf(z)ezzy(dz)> dt] < 00. (2.11)

1 T i A T o (=2 20.),2
lim —F /FdS = E/S(& —l—/’y zezudz>dt .
o h (0 t t) B) . T\ Rt() (dz)

Si la condition (2.11) n’est pas vérifiée, la limite dans (2.10) ne peut exister qu’avec une vitesse
de convergence inférieure & r(h) = h. La meilleure vitesse de convergence possible en norme L?
est donc r(h) = h, mais pour des fonctions pay-off irrégulieres la vitesse peut étre moins bonne.

E

Alors

Les options et les stratégies Dans la suite de cette section nous allons étudier le comportement
de 'erreur de discrétisation en norme L? pour des options et des stratégies spécifiques. On considere
une option européenne de pay-off G(St) & la date T, et on note g(x) := G(e*). Le prix en ¢t d'une
telle option est notée C(t,S;). Nous utiliserons la transformée de Fourier du log-pay-off qui sera
notée g(u) := [, €™ g(x)dx pour les valeurs (complexes) de u pour laquelle elle existe.

Nous travaillerons sous deux hypotheses alternatives sur le log-pay-off g:

e Pay-offs réguliers: g est différentiable et il existe R € R tel que

z+— ¢'(x)e T est de variation finie sur R et appartient & L!(R), (2.12)
z— g(z)e B e LY(R). (2.13)

Par exemple, loption call de pay-off G(S) = (S — K)™ vérifie cette condition pour tout
R>1

e Pay-offs irréguliers: il existe R € R tel que
x> g(z)e ' est de variation finie sur R et appartient a L'(R). (2.14)

L’exemple typique est I'option digitale de pay-off G(S) = 1g>k, qui vérifie cette condition
pour tout R > 0.
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La stratégie de couverture en delta est définie par (2.6) et la stratégie de couverture quadratique,
qui minimise l'erreur L? de couverture sous la probabilité martingale

2

T
E© <G(ST) —C(0,50) —/ Ftd5t> )
0
est donnée par
Q
F, =222t (2.15)

ou lon écrit Cy := C(t,St). Les coefficients de décomposition (2.3) pour ces deux stratégies sont

1 _

fir =5 [ gw)ér(—u)(=iw)S T (W (u +4) = d(—w)du, (2.16)
R+:R

5= [ () (i) (<1 — ), (2.17)
T JR+iR

(e = g [ (i)~ (2.13)

pour la couverture en delta et

fie = %  G)br o (—w) T (u) ST (W~ + 1) — D(—u))du, (2.19)
R+:R

61 =5 | §ér—i(—u)T(w) (-1 —iu)s; " du, (2.20)
T JR+iR

512 = o= [ gwdr_(—w)T ()7 (5~ 1du, (2.21)
27 Jriir

pour la couverture quadratique, ol
P = i) = (=) = (i)
P(=2i) — 2¢(—i)
Ces coeflicients s’obtiennent a partir des représentations par transformée de Fourier pour les prix

d’option, en appliquant la formule d’It6 sous le signe d’intégrale puis le théoréeme de Fubini stochas-
tique.

T(u) =

Résultats pour les stratégies spécifiques Commencgons par énoncer les différentes hypotheses
sur la mesure de Lévy de X sous P et Q qui seront utilisées dans la suite. Le parametre R ci-dessous
est le méme que dans les équations (2.12)—(2.14).

Pour analyser la couverture en delta, nous travaillerons sous I’hypothese d’intégrabilité suivante:

2 BVO) () < o0, et / Ry (dr) < oo, (2.22)
|z|>1

/ e p(dr) < oo,
|z|>1

|z|>1

La premiere condition assure que le pay-off de 'option est intégrable sous Q, la deuxieme garantit
que les prix de 'option et du sous-jacent sont de carré intégrable sous IP (pour définir la norme L? de
Perreur de discrétisation), et la troisiéme condition est nécessaire pour construire la représentation
de type Lévy-Ito de la stratégie de couverture.
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Pour analyser la couverture quadratique, les prix de 'option et du sous-jacent doivent aussi
étre de carré intégrable sous Q.

2RV (dz) < oo, et / DTy (de) < oo, (2.23)
|z|>1

/| - BV () < oo,
x|>

|z|>1
Les hypotheses alternatives suivantes déterminent la décroissance de la fonction caractéristique
a 'infini.

(H1) La mesure de Lévy v est de la forme v = vy + 1 ol 1y est une mesure finie sur R et 11 a une
densité positive

ou la fonction k > 0 est continue & droite et croissante sur (—oo,0) et continue & gauche et
décroissante sur (0, 00).

(H2-a)) La mesure de Lévy v vérifie

lim sup 7‘0‘*2/ 2?v(dr) > 0.
[_T)T]

r—0

(H3-a)) La mesure de Lévy v vérifie

/ |z|“v(dz) < 0.
[71)1]

(H4-a) La mesure de Lévy v a une densité qui vérifie

o) = L Jim f@) = Fe Jim 1@ = f-

x—0+

pour deux constantes f_ > 0 and f; > 0.

L’hypothese H1 implique la décroissance de la fonction caractéristique ¢¢(u) au moins comme
une puissance négative de |u| quand |u| — oo. Elle est vérifiée par la plupart de modeles
paramétriques d’intensité de sauts infinie.

Les hypotheses H2-a, H3-a et H4-a avec 0 < o < 2 traduisent les différentes aspects du fait
que la mesure de Lévy se comporte comme celle d’un processus a-stable. Elles sont vérifiés par le
modele CGMY (2.33), le modele NIG (2.44) (avec o = 1) ainsi que la loi hyperbolique généralisée
(avec o = 1), mais pas par le modele variance gamma.

Nous commencons notre analyse par des pay-offs réguliers, pour lesquels la vitesse de conver-
gence est r(h) = h.

Théoréme 3 (Pay-offs réguliers). Soit R € R tel que la fonction pay-off vérifie les conditions
(2.12)—(2.13). Supposons que

o soit la stratégie de couverture est donnée par (2.6) (couverture en delta) et la condition (2.22)
est vérifiée,

e soit la stratégie de couverture est donnée par (2.15) (couverture quadratique) et la condition
(2.23) est vérifié.

Supposons que l'une des trois conditions alternatives est vérifiée:
e La condition HI1 et a = 0;

o La condition H2-a avec a € (0,2) et a =0;
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e a>0.

Alors

1 T 14 T
lim — F / Flas, =—E / S? <&f+ / at(z)e%(dz)> dt| . (2.24)
rl0 h 0 2 0 R

Dans le cas des pay-offs irréguliers, la vitesse de convergence de ’erreur de discrétisation vers
zéro n’est pas nécessairement r(h) = h, mais peut dépendre des propriétés de la mesure de Lévy
de X. Il faut donc faire des hypotheses précises sur cette mesure de Lévy pour pouvoir calculer la
vitesse de convergence exacte. Pour la méme raison, il est nécessaire de choisir un pay-off spécifique.

Théoréme 4 (Couverture en delta, options digitales). Supposons que la fonction pay-off est
G(St) = lsy>K, que la condition (2.22) est vérifiée pour un R > 0, et que la stratégie de couverture
est donnée par (2.6).

1. Sia=0 etv satisfait Hj-a avec o € (1,2), alors Uerreur de couverture vérifie

2
1 T AD
lim —F EldS =—— " pr(log K),
W ) </ : ) 2 (fy 1 farr et
avec r(h) = k¥, o D, est une constante donnée explicitement par

1 v1 — e~ lI" — |y|xelvl”
Da: (2T (—a) cos(m(2 — @) /2)) 1/ /R oo (1 — e Ivl™)

et pr est la densité de X, qui peut étre calculée a partir de la fonction caractéristique via
1 .
pr(log K) = — / dveWIos K TH(v)
2T R
2. Sia >0 alors Uerreur de couverture vérifie

2
1 o AD
%%WE </O F] d&) —%pT(logKL

avec

1— —? 2 -0
D::/dv 5(1 ff) . (2.25)
R v —e v

Ainsi, la vitesse de convergence vers 0 de I'erreur de discrétisation de la couverture en delta
s’améliore lorsque 'indice de Blumenthal-Getoor croit, et le processus se rapproche plus d’une
diffusion. Dans tous les cas, la vitesse de convergence en norme L? est moins bonne que la vitesse de
convergence en probabilité donnée par Proposition 1. Pour des valeurs de « inférieurs a 1, l'erreur
de discrétisation ne converge pas vers zéro avec une vitesse en loi de puissance. Le comportement
de la couverture quadratique pour les pay-offs irréguliers est tres différent: la vitesse de convergence
s’améliore quand l'indice de Blumenthal-Getoor décroit, et dans certaines conditions la convergence
a lieu en régime régulier méme pour les options digitales.

Théoréme 5 (Couverture quadratique, options digitales, régime régulier). Soit R € R tel que les
conditions (2.14) et (2.23) sont vérifiées. De plus, supposons que l'une des conditions alternatives
suivantes est vrai:
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e a =0 et v vérifie HI et H3-ay pour ay € (0,1].
o a=0 et v vérifie H2-a_ et H3-ay avec 0 < - < ay < %

Alors pour la stratégie de couverture donnée par 2.15,

1 T . 2 A T o (o ,
lim - F / FdS :—E/ S (& —|—/~ zezl/dz>dt .
o h < . t t) B) ) t t R'Vt( ) (dz)

Théoréeme 6 (Couverture quadratique, options digitales, régime irrégulier). Supposons que la
fonction pay-off est G(St) = 1g, >k, que la condition (2.23) est vérifiée pour un R > 0, et que la
stratégie de couverture est donnée par (2.15).

1. Sia=0 et v satisfait H4-a avec o € (%7 2), alors Uerreur de couverture vérifie

2
. T _ 1 Y+ 39
lﬁfol @E (/0 Fy dSt) = %AQaT(er + f-)=""pr(log K)

IR s
avec 7(h) = h=a"1 ot Q, est une constante donnée par

— 72— a)\\* 2 1—elMI" —fpoemlvl”
Qo = <2F(—a) cos (2>) /Rd” i (1 —e-lvl")

A=a®+ [;(e® —1)*v(dx) et les constantes v4,y— sont données par

vy = F(l . Ol){f+67i7r(17a)/2 - f_ei7r(1704)/2}7
yo = F(l _ a){f+eiﬂ(1—a)/2 _ fﬁe—iw(l—a)/Q}.

2. Sia >0 alors Uerreur de couverture vérifie

2
.1 o AD a’
1}%1 ﬁE (/0 Ey dst) = %PT(IOg K)ﬁ

avec D donné par (2.25).

2.2 Discrétisation des EDS dirigées par des processus de
Lévy

L’évolution de systemes stochastiques ou bruités peut souvent étre représentée par une équation
différentielle stochastique de type (2.1). Les cas ol on peut trouver la solution explicite d’une EDS
étant bien rares, la simulation numérique devient incontournable. Lorsque Z est un mouvement
Brownien ou un mouvement Brownien avec drift, la méthode traditionnelle est le schéma d’Euler a
pas constant (2.2), qui a une vitesse de convergence faible de % Dans le cas ot Z est un processus
de Lévy, le schéma d’Euler peut aussi étre appliqué, et il a été étudié par [48, 32, 31]. Dans ce
cas cependant, se schéma rencontre deux difficultés majeures: premierement, les accroissements
d’un processus de Lévy, a la différence de ceux du mouvement Brownien, sont difficiles & simuler,
et deuxiémement, un grand saut de Z qui arrive au milieu d’un intervalle de discrétisation peut
donner lieu & une erreur importante.

Une idée naturelle due & S. Rubenthaler [51] qui permet de contourner ces difficultés, est
d’approcher Z par un processus Z° constant par morceaux, et de placer les points de discrétisation
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a tous les instants de saut de ce processus. La vitesse de convergence du schéma est alors déterminée
en fonction de l'intensité de sauts de Z¢, qui correspond a la complexité moyenne de simulation
d’une trajectoire. Cette approximation ne nécessite pas de simuler les accroissements de Z mais
elle est assez grossiere lorsque les sauts de Z sont concentrés autour de zéro (e.g., dans le cas d’'un
processus a-stable avec a proche de 2) et peut converger tres lentement.

Dans un travail joint avec Arturo Kohatsu-Higa [38], nous proposons deux extensions du schéma
de Rubenthaler pour les EDS dirigés par un processus de Lévy sans partie brownienne, qui, comme
le schéma de Rubenthaler, ne nécessitent pas de simuler les accroissements mais ont des vitesses
de convergence comparables au schéma d’Euler classique (et dans certains cas bien meilleures). Le
premier algorithme, un peu plus rapide et facile a implémenter, s’applique aux EDS unidimension-
nelles, et le deuxieme couvre le cas général.

Notre méthode est basée sur trois approximations:

e Comme suggéré par Rubenthaler, la premiere étape est de tronquer les sauts de Z plus petits
en valeur absolue qu'un certain niveau €. Les points de discrétisation du schéma sont placés
aux instants de tous les sauts qui sont plus grands que e.

e Pour prendre en compte les sauts plus petits que &, suivant une idée de Asmussen et Rosinski
[2], nous les remplagons par un mouvement Brownien o. W, ot o, est I'écart-type du processus
associé aux petits sauts. Nous obtenons ainsi une EDS continue entre les dates de grands
sauts de Z.

e Finalement, une approximation de la solution de 'EDS continue est construite comme une
perturbation autour de la solution de 'EDO déterministe, qui correspond a enlever les sauts
completement. Cet EDO peut étre résolue soit explicitement soit avec une méthode de type
Runge-Kutta.

Notation Soit Z un processus de Lévy en dimension d sans composante de diffusion, c’est-a-dire,

t t
Zt:'yt—l—/ / yJ(dsxdy)+/ / yJ(ds x dy), t€][0,1],
0 Jlyl<1 0 Jly[>1

olt v € R%, J est une mesure aléatoire de Poisson sur [0, 00) x R? d’intensité v qui vérifie v(R) = oo
et [|yl>v(dy) < oo et J(ds x dy) = J(ds x dy) — dsv(dy) est la version compensée de J. Soit X
un processus stochastique a valeurs dans R™, unique solution de 'EDS

t
X: =Xo +/ hXs-)dZs, te]0,1], (2.26)
0

ou h prend ses valeurs dans ’ensemble de matrices n X d.

La mesure de Lévy infinie v sera approchée par les mesures finies 1;,~.v(dy) avec € | 0. Dans
[38] nous considérons également d’autres schémas pour tronquer les petits sauts qui peuvent étre
utiles pour simplifier la procédure de simulation des grands sauts. Nous prendrons toujours sans
perte de généralité ¢ < 1.

Le processus Z est représenté en loi comme suit:

Zy Lyt + 77 + R,
Ye =7 — / yv(dy),
e<]y|<L1

t
zi= [ [ wiasxay.
0 J)y|>e

¢
R; :/ / yJ(ds x dy).
0 Jlyl<e
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Nous designons par A\, = flyl>6 v(dy) Vintensité de Z° et par ¢ la matrice de variance-covariance
de RS:
35 :/ yiy;v(dy).
lyl<e
Dans le cas unidimensionnel (d = 1) on pose o2 := ¥5,.
Les temps de sauts de Z¢ sont notées par 77, i € N, avec T§ = 0, et (INf) est le processus de
comptage correspondant (processus de Poisson).

Finalement, la filtration de J et du mouvement brownien W utilisé pour I'approximation des
petits sauts sera notée (Fi)i>o.

2.2.1 Schéma pour EDS unidimensionnelles

Pour notre premier algorithme, posons d = n = 1. L’équation différentielle ordinaire qui correspond
a notre EDS,

dX; = h(Xy)dt, Xo=u=z. (2.27)
peut étre résolue formellement comme
X, :=0(t;x) = F~1(t + F(z)),

ou F est la primitive de ﬁ Une autre possibilité est d’utiliser un schéma de discrétisation d’ordre
élevé (tel que Runge-Kutta, voir Proposition 2). R
Le schéma de discrétisation est défini par récurrence, posant X (0) = X et pour i > 0,

X(Tfﬂ_) = 9(7&(Ti€+1 =T5) + o (W(T5 ) — W(TY))
1

- §h’E(Xi)U§(Tf+1 - T5); X(T7)) (2.28)
X(Tfﬂ) = X(Tﬁrl*) + h(X(TiEJrl*))AZ(TiEJrl)- (2.29)

De méme, pour un point arbitraire t,
X (1) = 0(ye(t —me) + o (W () = W () — %h’(f((m))a?(t —n0); X (m)), (2.30)

ou 1y = sup{Ty : ITf <t}.

L’idée du schéma consiste donc a remplacer ’équation initiale par une approximation de type
Asmussen-Rosinski, qui est résolue explicitement entre les temps de grands sauts, et qui coincide
avec la solution exacte pour tout A si le processus Z est déterministe et pour h affine dans tous les
cas. Le principe de la construction est clarifié par le lemme suivant.

Lemme 1. Soit h € C'(R). Le processus X donné par (2.28)~(2.30) est la solution de I’EDS

. R 1 R .
dX, = h(X;_) {de - oedWy 4 yedt 4 5 (W (X)) - h’(Xn(t)))afdt} . (2.31)

L’équation (2.31) fait clairement apparaitre les deux sources de l’erreur d’approximation du
schéma (2.28)—(2.30): le remplacement des petits sauts R° par le mouvement brownien oW et le
terme additionnel % (A’ (X)) —H (Xn(t)))agdt, qui permet la résolution explicite de I’équation (2.31).

Pour I'analyse de convergence, nous aurons besoin de conditions suivantes de régularité (para-
métrées par un entier n):

(Hy) f€CP, heCF et [|z]*"v(dz) < 0o, ont Cf' est espace des fonctions bornées, contintiment
différentiables n fois avec dérivées bornées;
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(H,) feCm heCy, f* ont une croissance au plus polynomiale pour 1 < k < net [ |z[Fv(dz) <
oo pour tous k > 1.

Théoréme 7.

(i) Sous la condition (Hg) ou (Hj), on a

Bl (%) = Fx0)l < (ijas whel+ | |y|3u<dy>> .

|<e

(i) Sous la condition (Hya) ou (H}), si 7. est borné uniformément en e et v vérifie

/ e y’v(dy)

pour une mesure de Lévy vy et une constante C > 0, on a

<c /| ly[*v0(dy) (2.32)

2

BLf(%) - f(X0)]| < C (‘;(as +hdy+ [

€ ly|<e

ly*(vo + V)(dy)>

et en particulier,

2

[BIf(X1) - f(X)]l < C (/\E +/y§s lyl* (o +V)(dy)> :

€

Remarque 2. La condition (2.32) correspond a la situation ol v est 'localement symétrique’ pres
de zéro. Elle est vérifiée, par exemple, si v est une mesure symétrique mais aussi si v(dy) = (1 +
&(y))vo(dy), ot vy est une mesure symétrique vérifiant les conditions d’intégrabilité et £(y) = O(y)
pour y — 0. Cette derniére situation apparait par exemple pour le processus CGMY dont la
densité de Lévy est

Cef)‘*‘crl C€7A+|x|

WlKO + W1$>0. (233)

v(z) =

Dans ce cas on peut prendre par exemple
Ce—At+Ar)|z]/2

@) = —

Corollaire 2 (Les vitesses de convergence minimales). Sous les conditions de la partie (i) du
Théoréme 7,

. _1
|E[f(X1) = f(XD)]] = o(Ae 2),
et sous les conditions de la partie (ii),

|BLf(X1) = f(XD)]| = oA

Ezemple 1 (Comportement ’stable-like’). Supposons que la mesure de Lévy se comporte comme
celle d’un processus a-stable, c’est-a-dire qu’elle a une densité v(y) qui vérifie

_ 9(y)
v(y) = PEzR (2.34)
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o a € (0,2) et g a des limites positives & gauche et & droite de zéro et vérifie des conditions
d’intégrabilité appropriées. C’est le cas par exemple pour le processus CGMY. Sous cette hy-
pothese, pour k # «

[ witutdn =0 et [ lyitv(dy) = Oftoge))
ly|<e ly|<e

_2 1
Donc en particulier A, = O(e™%), 02 = O()\i Vety. =7+ O(/\i “)
On a alors pour tout « € (0,2)

B[f(X1) — F(X1)]| = 02V,

Pour comparaison, dans le méme cadre, Rubenthaler [51] obtient une vitesse strictement inférieure

1_1 _
de O()\g2 Ve 1)). Si la mesure de Lévy est localement symétrique pres de zéro (ce qui est le cas
pour CGMY), on obtient la vitesse améliorée

BIf(X1) — f(X1)]| = OOAZF)

pour tout « € (0, 2).

Discrétisation de ’ODE Les vitesses de convergence du Théoreme 7 ont été obtenues en
utilisant la solution exacte de (2.27). Maintenant supposons qu'un schéma de discrétisation (tel
que Runge-Kutta) est utilisé. Soit #%(¢; x) la solution approchée de (2.27) & I'instant ¢ avec condition
initiale Xo = x, obtenu avec un seul pas de ce schéma de discrétisation. Nous admettons qu’il
existent ¢ > 1 et C < oo, tels que

0%(t; 2) — 0(t; )| < CJt|9T,  Va, Vit (2.35)

Par exemple, le schéma de Runge-Kutta classique d’ordre ¢ vérifie la condition (2.35) pourvu que
la fonction h et ses dérivées sont bornées.

En utilisant la solution approchée de 'ODE au lieu de la solution exacte, notre schéma de
discrétisation prend la forme suivante: X 4(0) = Xo et pour i > 1,

XUTy =) = 09 (0 (T = T7) + 0o (W(TH) — W(TY))
1., 4 N

- gh’(Xd(Tf))U?(TfH —T5); XU(T7)) (2.36)

XNTT) = XUT7 =) + MXUT; -)AZ(TY). (2.37)

Il n’y a donc pas de points de discrétisation additionnels entre les temps de saut de Z¢. Nous

verrons que ce n’est pas nécessaire si 'ordre du schéma de discrétisation d’ODE est suffisamment
élevé.

De méme, pour un point ¢ arbitraire, on a

XUt) = 0% (et = me) + 0 (W(t) = W) — %h'(Xd(m))Uf(t —m); X(m)). (2.38)

Pour le schéma (2.36)—(2.37) Théoreéme 7 prend la forme suivante:

Proposition 2. (i) Sous les conditions (Hg) et (2.35), on a

R 2 . q+1 +1 q+1
B — Ol < € S22+ hl+ [ olway + P )
Ae lyl<e Ae AT
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(ii) Sous les conditions (Hy) et (2.35), si v. est borné et v vérifie (2.32), on a

Elf(Xd X < C 02, o 4 d 1 ot
B — )l £ € (S hel + [ it + 3 + T

2
yl<e Ae

et en particulier,

o o? 1 1 ottt
BUGH — el <0 (T [ it + 3+ T )

? 2
€ € >\E

Remarque 3 (Choix de 'ordre du schéma de discrétisation). Pour comprendre effet de ordre ¢
du schéma de discrétisation de 'ODE sur les vitesses de convergence de Proposition 2, nous allons
calculer ces vitesses pour une mesure de Lévy de la forme (2.34). Soit £° la borne supérieure de
I'erreur donnée par Théoreme 7 (partie i. ou ii., selon le contexte) et € la borne supérieure de
Ierreur additionnelle introduite par la discrétisation de 'ODE:

d _ |’7£|q+1 +1 O'E-H

)\q g—1"°
15 )\62

3

Un calcul simple donne alors: ¢ = O(A\J9) pour 0 < a < 1, ¢ = O (w)gf‘\iz)q“) pour o = 1 et

1-4t1 L . R . ..
ed =0\ * ) pour 1 < a < 2. En particulier pour avoir les mémes vitesses minimales (quand

a — 2) pour €7 et ¢ il faut prendre ¢ > 2 dans le cas général et ¢ > 3 dans le cas localement
symétrique.

2.2.2 Schema pour EDS générales

Dans cette section nous décrivons un schéma alternatif, qui a les mémes vitesses de convergence
que le schéma précédent, mais peut étre utilisé pour des EDS multidimensionnels. L’inconvénient
est qu’il est un peu plus difficile & implémenter, et méme si la vitesse de convergence est la méme,
empiriquement la constante est plus grande que pour le schéma (2.28)—(2.29).

Nous commengons par remplacer les petits sauts de Z par un mouvement brownien d-dimension-
nel W¢ de matrice de covariance ¢ indépendant de Z, ce qui donne 'EDS

dXy = WXy ){vedt + dW; + dZ5}. (2.39)

Ce processus peut aussi étre réécrit comme

t

X(t) = X(n) +/ h (X (s)) dW*(s) +/ h (X (s)) 7=ds,

t Mt

X(T7) = X(T7 ) + h(X(T7 =) AZ(T).

L’idée est alors de représenter la solution de (2.39) entre les temps de saut de Z° comme une per-
turbation de la solution du systéme dynamique déterministe (2.27) suivant I’approche de chapitre
2 de [20].

Supposons que le coefficient h est Lipschitz et introduisons une famille de processus (Y*)o<a<1:

Yt) = X)) +a [ h(Y*(s)dWe(s)+ [ h(Y*(s))7.ds

"t Mt

L’idée est de remplacer le processus X := Y par son développement en série de Taylor d’ordre 1
autour de la valeur a = 0: 9

-V ()]a=o-

X(t)~Y°t) + e
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La nouvelle approximation X est donc définie par

X(t) =Yo(t) +Ya(t), t>m, (2.40)
X(T2) = R(T7—) + WK (T2 ) AZ(T?),

Yo(t) = X(n) + [ h(Yo(t))=ds (2.41)

Y0 = [ 2 (0o ilsheds + [ (v aw(s (2.42)

ou nous avons utilisé la convention d’Einstein de sommation sur les indices répétés. Condition-

nellement & 77, i € N, t € (T5,T5,4) et X(T %), le vecteur aléatoire Yi(t) est gaussien centré de

matrice de covariance conditionnelle Q(t), qui vérifie I’équation linéaire matricielle
t
Qt) = / (Q(s)M(s) + M (s)QH(s) + N(s))ds (2.43)
Tt

ol M est la matrice transposée de M et

My (1) = LB o ) = hva) Rt 5 (1),

Pour simuler X (¢) & partir de X () il faut alors résoudre les ODE (2.41) et (2.43) entre 7, et t.
Ici & nouveau, la méthode de Runge-Kutta peut étre utilisée.

Théoreme 8.
(i) Sous la condition (Hg) ou (Hj), on a

[1Ze]]

Bl + b + [

ly|<e

[BIf(X1) - f(X)ll < C ( |y|3V(dy)> :

(ii) Sous la condition (Hy) or (HY}), si y. est borné et v vérifie la condition

/II Yy yev(dy) < C’/ ly|*vo(dy)
y|<e

ly|<e

pour une mesure de Lévy vy pour tout i, j,k et tout € suffisamment petit, on a

EL (%)~ FX)]| < O (”fg” of _wleos u)(dw) .

2.2.3 Exemples et applications

Dans cette section nous présentons deux exemples d’utilisation de nos schémas. Le premier ex-
emple, purement illustratif, vérifie toutes les hypotheses des théoremes de convergence, et permet
de comparer empiriquement les deux algorithmes proposés. Dans le deuxieme exemple plus ap-
pliqué, nous utilisons le schéma multidimensionnel pour calculer les prix d’options dans le modele
Libor Market Model. Dans cet exemple, la fonction pay-off ne vérifie pas toutes les hypotheses de
régularité, mais la convergence observée empiriquement est tres bonne, ce qui indique que notre
algorithme est applicable dans un cadre plus grand que celui des théorémes de convergence.
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Convergence faible pour une EDS dirigé par le processus de Lévy NIG Dans notre
premier exemple nous vérifions les résultats théoriques pour une EDS dirigé par le processus de
Lévy ”?Normal Inverse Gaussian” (NIG), dont la fonction caractéristique est

b¢(u) := Ele™?] = exp {—5t (\/a2 —(B—iu)? —+/a% - 62)} ) (2.44)

ota>0,8¢€ (—a,a) et & > 0 sont des parametres. La densité de Lévy du processus NIG se
comporte comme v(x) ~ Cﬁg;t pour z — 0. Nous sommes donc dans le cadre de I’exemple 1 avec
a = 1. De plus, il existe un algorithme simple et rapide pour la simulation des accroissements de
ce processus, ce qui nous permet de comparer nos algorithmes avec le schéma d’Euler standard.

Dans cet exemple, nous avons choisi de résoudre ’EDS

dX; = sin(aX:)dZ;,
ou Z est un processus NIG. La solution de ’ODE déterministe correspondante
dX; =sin(aXy)dt, Xo=z
est donnée explicitement par

1+ cos(ax) — e2*(1 — cos(ax))
1+ cos(ax) + e2%(1 — cos(azx))

1
X: = 0(t; x) = — arccos
a

Nous comparons la performance de notre premier schéma avec la version unidimensionnelle du
deuxieme schéma et avec le schéma d’Euler. Pour les détails d’implémentation des trois schémas,
voir [38]. Pour cela, nous calculons I'estimateur Monte Carlo de E[f(X7)] avec

flx) =2 —2cos(x — Xp).

L’idée est d’avoir une fonction qui ressemble & z2 mais avec des dérivées bornées.

Graphique (2.1) présente les estimateurs Monte Carlo et les erreurs correspondantes pour les
trois schémas. Les estimateurs et les erreurs sont tracés en fonction du parametre N, qui est
égal au nombre de points de discrétisation pour le schéma d’Euler et a la complexité moyenne de
simulation d’une trajectoire A, pour les autres schémas. Pour N donné, le temps de calcul pour les
deux algorithmes présentés dans ce travail est a peu pres 2.5 fois plus grand que celui du schéma
d’Euler. Nous avons simulé 10% trajectoires, ce qui correspond & un écart type de 3 x 10~% pour
chacune des valeurs (I’écart type est presque indépendant de N).

La performance des deux schémas présentés parait largement supérieure a celle du schéma
d’Euler, et le schéma (2.28)—(2.29) a une meilleure performance que le schéma (2.40)—(2.42).

Le graphique en coordonnées logarithmiques permet d’identifier la vitesse usuelle de % pour le
schéma d’Euler, alors que pour le deux autres schémas la convergence est beaucoup plus rapide et
ressemble plus a #, ce qui confirme le résultat théorique des théoremes 7 et 8 (voir exemple 1).

Application financiére: modele Libor Market Model avec sauts Dans cet exemple, les
résultats théoriques sur la convergence des schémas (2.28)—(2.29) et (2.40)—(2.42) ne peuvent pas
formellement étre appliqués, parce que la fonction f n’est pas suffisamment différentiable. Cepen-
dant, les schémas eux-méme peuvent étre appliqués, et les expériences numériques montrent que
Perreur faible converge vers zéro trés rapidement, ce qui suggere que notre méthodologie de simu-
lation s’applique dans un cadre plus large.

Soit T; =T1 4+ (i —1)§,i=1,...,n+ 1 un ensemble de dates (appelées dates tenors). Le taux
LIBOR L est le taux d’intérét forward, défini a la date ¢ pour la période [T}, T4 1]. Si By(T) est
le prix a la date ¢ d’un zéro-coupon d’échéance T', les taux Libor sont donnés par
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Figure 2.1: Comparaison numérique du schéma (2.28)—(2.29) (courbe bleue), schéma (2.40)—(2.42)
(courbe verte) et le schéma d’Euler classique (courbe rouge). Graphique de gauche: estimateur
Montre Carlo de E[f(X1)]. Graphique de droite: erreur absolue en coordonnées logarithmiques.
La ligne pointillée correspond a deux écarts types de ’estimateur.

Dans cet exemple nous utilisons une version simplifiée du modele LMM semimartingale général
introduit par [33]. Nous supposons que les taux Libor sont dirigés par un processus de Lévy d-
dimensionnel sans composante brownienne. Sous ’hypothése d’absence d’arbitrage sur le marché,
la dynamique de Lj, ..., L} est donnée par la solution d'une EDS multidimensionnelle

dLi A / , - SLIo7(t)z
L — o' (t)dZ, — Ytz 14 ——=2 | — 1 v(dz)dt, 2.45
o =oWizi— | o' IL( oL (dz) (2.45)

olt Z est un processus de Lévy martingale de mesure de Lévy v et o%(t) sont des fonctions de
volatilité déterministes.

L’équation (2.45) donne la dynamique des Libors sous la mesure terminale, qui correspond &
utiliser le dernier zéro-coupon Bi(7T,+1) comme numéraire. Le prix a U'instant ¢ d’une option de
pay-off H = h(LlTl, ..., L% ) ala date Ty est alors donné par

.

h(LL ... Ln
m(H) = BT | Mo L)

BT1 (Tn+1)
= By(Tps1)E |h(Lp,,..., L) [J(1 + 6L%,) ]
=1
By(Th) | -
= =B |h(Ly,,..., L) [ [(1 + 6L, (2.46)
[T (1 +0L)) - 1;[1

Si on introduit un processus d’état n + l-dimensionnel X; avec X{ = t et X} = L} pour
1 <4 < n, un processus de Lévy d+ 1-dimensionnel Z; = (¢t Z;)*, et une fonction (n+1) x (d+ 1)-
dimensionnelle h(z) définie par h1; = 1, hy; = 0pour j = 2,...,d+1, hy; = f'(z) et hyj = o;_1(z0)

Filz) = */Rd o (20)2 ﬁ <1+‘m> — 1| v(dz),

j=it+1



24 CHAPTER 2. DISCRETISATION DES PROCESSUS AVEC SAUTS
0.080 0.08 ;
,* * ] R + 4 +
0.0754 0.079
0.0707 7]
| 0.06
0.0657 4
4 0.057
0.060- ]
] 0.044
0.055- 1 o
1 0.03 ®
0.0501 4
0.045 = 0-th order 0.027 . ? o 0-th order|
] * 1-storder 1 ¢ 1-storder
0040+———— 7T T T T T T T T T Tt T T 0.01+——"— T T T
0.0 0.5 1.0 15 20 25 3.0 35 -1 0 1 2 3 4 5
log(intensity) log(intensity)

Figure 2.2: Estimation du prix d’une swaption 'receiver’ a la monnaie de maturité 5 ans dans Cas 1
(gauche) et Cas 2 (droite). Les bars correspondent & 1 écart type. La simulation Monte Carlo a été
effectuée avec 10° trajectoires. 1-st order: schéma (2.40)-(2.42). 0-th order: on prend simplement
X(t) =Y.

on voit que Péquation (2.45) prend la forme homogene dX;, = h(X,_)dZ,, & laquelle on peut
appliquer le schéma (2.28)—(2.29) directement.

Pour lillustration numérique, nous avons simplifié le modele au maximum, en prenant d = 1
et o'(t) = 1. Le processus de Lévy sous-jacent suit le modele CGMY (2.33).

Nous avons utilisé deux ensembles de parametres: o = 0.5 et C = 1.5 (Cas 1) et & = 1.8 et
C =0.01 (Cas 2). Dans les deux cas, Ay = 10 et A_ = 20. Les dates tenors pour le modeéle LMM
sont {5,6,7,8,9,10}, ce qui correspond & une EDS en dimension 5. Les valeurs initiales de tous
les taux sont de 15% (nous avons pris un taux élevé pour augmenter les effets non-linéaires).

Nous calculons le prix d’'une swaption "receiver”, qui donne a son détenteur le droit d’entrer
dans un swap de taux d’intérét au taux fixé K a la date 17, pour recevoir le taux variable et payer
le taux fixe. Le pay-off est alors donné par

n +
WLz, L) = (1 — By, (Tus1) — K6 Br, (Ti+1)>
i=1
n n i +
= |[[a+6Li) " —1—Ks> JJa+oLs)™"
i=1 i=1j=1

Graphique (2.2) montre le prix de ce produit avec K = 15% calculé avec le schéma (2.40)—(2.42),
comparé avec le schéma d’ordre zéro (c’est-a-dire qu’au lieu de (2.40) on utilise simplement X (t) =
Yo(t). Ceci permet de comprendre Veffet de I'approximation des petits sauts par le mouvement
Brownien). Bien que la fonction pay-off n’est pas différentiable dans ce cas, la convergence du

schéma est tres rapide.

2.3 Perspectives

Dans la suite de mes travaux sur la discrétisation des processus avec sauts, j’envisage d’étudier le
cadre ou les dates de discrétisation sont endogenes, et plus particulierement le cas ou la prochaine
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date de discrétisation est donnée par le temps de sortie d’un domaine par le processus sous-jacent.
Cette situation apparait par exemple dans les problemes d’estimation statistique sur les données
haute fréquence, ou dans les marchés illiquides, ou les prix ne sont observés qu’aux dates de
transaction (voir également le chapitre suivant). Les dates de transaction peuvent étre modélisées
de maniere endogene comme les instants de sortie des bornes bid-ask par le processus de prix
latent inobservable. Dans I’étude des stratégies de couverture ou des stratégies dynamiques de
portefeuille il est également important de pouvoir traiter les dates de discrétisation endogenes, car
le portefeuille est souvent réajusté lorsque le prix du sous-jacent sort d’'une bande prédéfinie.

L’étude des temps de sortie pour les processus avec sauts et en particulier pour les processus
de Lévy est un sujet qui a beaucoup été étudié mais reste tres difficile, car la grande majorité des
résultats obtenus concerne les cas particuliers comme par exemple les processus de Lévy spectrale-
ment positifs (qui sautent dans une seule direction) ou les temps de sortie d’un demi-axe (voir [39]
pour une bonne introduction a cette littérature). Cependant dans un travail un cours (mais déja
bien avancé) avec M. Rosenbaum [50], nous avons obtenu des résultats assez explicites pour les
temps de sortie d’un intervalle asymptotiquement petit (de la forme [—¢, €| avec € | 0). Dans le
reste de cette section je décris brievement les principaux résultats de ce travail.

Le modele Soit YV = Xg,, ou X est un processus de Lévy sur R de triplet caractéristique
(A, v,~) par rapport a une fonction de troncature h (voir (2.8)), et .S est un changement de temps
continu, croissant et indépendant de X. Nous supposons que les valeurs de Y; sont observées sur
intervalle [0, 7] aux dates (75 )i>0 avec Ty = 0 et Tf,; = inf{t > T; : |Y; — Y7:| > €} pour i > 1.
L’objectif est d’estimer le changement de temps et (dans la mesure du possible) les caractéristiques
du processus X lorsque T reste constant et ¢ — 0. Les modeles de Lévy changés de temps ont été
introduits dans la littérature financiere par [9] et le probleme d’estimation pour ces modeles (avec
des dates d’observation équidistantes) a été récemment étudie par [17, 18].

Dans ce travail nous étudions la classe des processus de Lévy qui convergent vers un processus
a-stable aprés une renormalisation bien choisie. Pour a € (0, 2], le processus renormalisé X° est
défini par X = 7' X_ay, t > 0. Le premier temps de sortie de I'intervalle (—1,1) par le processus
renormalisé sera noté 75 := inf{¢t > 0 : |X7| > 1}. Ce temps est relié au temps de sortie par le
processus X de l'intervalle (—¢,¢):

inf{t > 0:|Xy| > e} =e%r71.

De la méme maniere, Xﬁle est égal a ¢ fois la valeur de X au premier temps de sortie de (—¢,¢).
L’hypothese suivante sera (parfois) imposée dans la suite.

(H-a)) La mesure de Lévy v a une densité v(z) = Iwgl(%)‘“ ol g est une fonction positive mesurable
possédant des limites a gauche et a droite de zéro:

=i =1
c ;ifolg(x)’ c w%lg(ﬂc),

avec cy +c_ > 0.

Convergence du processus renormalisé Le résultat suivant donne des conditions alternatives
pour la convergence du processus renormalisé. Dans cette étude nous travaillerons toujours sous
I'une de ces conditions.

Proposition 3.

1. Soit a =2 et A > 0. Alors le processus X converge en loi vers le processus X* de triplet
caractéristique (A,0,0), i.e., vers le mouvement brownien de variance A d l'instant t = 1.
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Soit o = 1 et supposons que X est de variation finie (i.e., A =0 et f\m|<1 |z|v(dz) < o0) et
a un drift non nul: vy =y — [y h(z)v(dz) # 0. Alors le processus X= converge en loi vers
le processus de Lévy (déterministe) X* de triplet caractéristique (0,0,70).

Soit 1 < a < 2 et supposons que A =0 et que la mesure de Lévy v vérifie la condition (H-a).
Alors le processus X converge en loi vers un processus a-stable strict X* de densité de Lévy

« C_;,_lr 0+C_1r 0
vi(z) = >|$| - < (2.47)

Soit o = 1 et supposons que A = 0 et que la mesure de Lévy v vérifie la condition (H-a)

avec ¢ = ¢™ := c et avec la fonction g telle que
1
—g(—a)|d
/ l9(z) — g(=2)ldz _
0 x

Alors le processus X converge en loi vers le processus de Lévy X* de triplet caractéristique

(v, v*,0), on v =7 — [)7 Wh(m)dx et v* a la densité de Lévy

c
vi(z) = EER

c’est-a-dire vers un processus 1-stable strict.

Soit 0 < o < 1 et supposons que A =0, le processus a un drift nul: v — [, h(x)v(de) =0 et
la mesure de Lévy v vérifie la condition (H-a). Alors le processus X converge en loi vers
un processus a-stable strict X* de densité de Lévy (2.47).

Remarque 4. Ces différents cas alternatifs contiennent tous (ou presque tous) les modeles para-
métriques utilisés en finance:

Tous les modeles avec une composante brownienne vérifient la condition 1;
Le modele variance gamma (avec drift non nul) vérifie la condition 2;

Le processus normal inverse gaussian (NIG) et le modele hyperbolique généralisé vérifient la
condition 4;

Le processus CGMY (2.33), vérifie la condition 3 si 1 < a < 2, la condition 4 si & = 1, la
condition 2 si o < 1 et le processus a un drift non nul, et la condition 5 si a < 1 et le drift
est nul.

La résultat suivant montre que la convergence s’étend aux temps de sortie et aux overshoots.
71 désigne le premier instant de sortie de l'intervalle (—1,1) par le processus limite X*. Dans
les cas 1 et 2 de proposition 4, ou lorsque le processus limite est un processus stable symétrique,
les moments de 71 sont connus explicitement, et dans les autres cas, ils peuvent facilement étre
calculés numériquement.

Proposition 4. Soit X un processus de Lévy vérifiant l'une des conditions de Proposition 3.

Alors

1.

2.

3.

Ti converge en lot vers T lorsque € | 0.

X% converge en loi vers X:l* lorsque € | 0.

lime o E[(75)*] = E[(7)*] pour tout k > 1.
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Procédures d’estimation Dans notre modele, le changement de temps peut étre retrouvé sim-
plement & partir des temps (7F) sans utiliser les observations du processus. Introduisons le pro-
cessus de comptage d’observations:

N => lr<.

i>1

Proposition 5. Soit X un processus de Lévy, vérifiant ['une des conditions 1-5 de Proposition 3.
Alors,

llme*N; = —— 2.4
511%16 b By (2.48)

en probabilité uniformément sur les compacts en t.

Celles des caractéristiques du processus X qui se retrouvent dans le processus limite X* (e.g.,
«) peuvent étre estimés a partir des observations de Y. Introduisons le processus

VE(e= > fe (Yre = Yre ).

Te<t
pour une fonction mesurable bornée f. Le résultat suivant étudie la convergence de Ve(f).

Proposition 6. Soit X un processus de Lévy vérifiant l'une des conditions 1-5 de proposition 3.
Alors
 SESX)]

lim Eavs(f)t =

i ] (2.49)

en probabilité uniformément sur les compacts en t.

L’article [50] établit également, sous des hypotheéses un peu plus strictes, les vitesses de con-
vergence pour ces estimateurs, et, dans certaines situations, leur normalité asymptotique.

Nous terminons cette section par un exemple qui illustre la procédure d’estimation dans Is cadre
du modele CGMY.

Ezemple 2 (Estimation pour le processus CGMY changé de temps). Soit X le processus CGMY,
c’est-a-dire, processus de Lévy sans composante brownienne et avec la densité de Lévy (2.33).
En intégrant la constante C' dans le changement de temps, on peut poser C' = 1 sans perte de
généralité. Dans ce cas, le processus limite X™* est un processus a-stable symétrique et a la densité
de Lévy v*(z) = ‘x‘% Notre méthode permet donc d’estimer I'indice de Blumenthal-Getoor «
du processus et le changement de temps. Les coefficients Ay et A_ ne peuvent pas étre identifiés
a partir des observations du processus sur un intervalle finie, méme dans le cas d’observation
continue.

La loi du processus stable symétrique au premier instant de sortie d’un intervalle est bien
connue dans la littérature [6, 26]: X7. a une densité

ply) = S (B ) I 6P - 107E, >
et
*1 \/7?
E[Tl] - 2aT (1 I %) . (250)

Avec f(z) = 1‘3 A1, B> 0 on obtient facilement

|z

Blrl= [ pa= (
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et en particulier pour 8 = 2, E[(X;‘l*)—Q] =2
En combinant (2.48) et (2.49), nous obtenons donc un estimateur convergent de o:
. VE()e 1

Une fois la valeur de « estimée, nous pouvons calculer (2.50) et utiliser 'estimateur (2.48) pour
estimer le changement de temps.

A moyen terme notre objectif est d’éteindre les outils développés dans le cadre de processus
de Lévy changés de temps aux semimartingales plus générales, pour pouvoir étudier les schémas
de discrétisation pour les stratégies de couverture et les stratégies de gestion de portefeuille. La
prochaine étape serait d’introduire dans ’analyse la notion d’optimalité asymptotique, qui a été
récemment introduite dans le cadre de semimartingales continues dans [22], et qui permettrait de
trouver des stratégies qui minimisent, asymptotiquement, l'erreur de discrétisation.



Chapter 3

Une étude de l'illiquidité via le
controle stochastique

La liquidité du marché, c’est-a-dire, la possibilité d’acheter ou de vendre des actifs immédiatement,
sans frais de transaction, et pour un prix qui ne dépend pas de volume est une hypothese sous-
jacente de tous les résultats de base de mathématiques financieres. Or, le passé récent montre que
I'illiquidité est 'une des caractéristiques les plus essentielles des marchés. La crise des subprimes
nous a appris qu’un simple changement de perception de la qualité d’un produit par des investis-
seurs peut transformer un marché dynamique et liquide en un entrepot d’actifs pourris dont tout
le monde veut se débarrasser mais personne ne connait le prix. Méme les actifs les plus liquides
ne sont pas a ’abri de crises d’illiquidité: ’annonce par Porsche le 26 octobre 2008 que cette
société détenait 42.3% d’actions de Volkswagen et possédait les options d’achat pour encore 31.5%
a provoqué un ’short squeeze’ (les hedge funds qui avaient vendu & découvert les actions Volkswa-
gen ont été forcés de les racheter & un prix tres élevé), a la suite duquel le cours de Volkswagen a
été multiplie par 5 en ’espace de 2 jours.

De maniere moins spectaculaire, mais peut-étre plus importante encore en pratique, I’apparition
d’échanges électroniques et ’émergence des activités de trading de tres haute fréquence nécessite
de modéliser le comportement des marchés financiers a des échelles de temps tres courtes. A ces
échelles I’hypothese de liquidité n’a quasiment aucun sens, car la notion de prix unique n’existe plus.
Elle est remplacée par la notion du carnet d’ordre qui regroupe tous les ordres d’achat et de vente
pour un actif donné, avec les prix et les volumes associés. Dans la modélisation 'microscopique’ des
carnets d’ordre, les différents phénomenes d’illiquidité tels que la fourchette bid-ask, la dépendance
du prix de transaction du volume acheté/vendu, 'impact de grandes transactions sur les prix, la
nécessité d’un temps fini pour liquider un portefeuille, etc., apparaissent naturellement, mais au
prix de difficultés techniques beaucoup plus importantes que dans les approches plus classiques.
Malgré la présence d’une littérature déja abondante sur le sujet d’illiquidité de marchés, il est
clair que dans les années a venir, une grande partie des activités de recherche en mathématiques
financieres sera consacré a la modélisation de ce phénomene, et a 1’étude de son impact sur les
problémes classiques tels que la valorisation d’options, la couverture et la gestion de portefeuille.

Dans les articles [45, 46, 13], nous nous sommes intéressés au probléme de gestion de portefeuille
en temps continu (probléme de Merton) dans les conditions de liquidité faible. Ce travail concerne
uniquement ’aspect temporel de l'illiquidité, c’est-a-dire 'impossibilité d’effectuer une transaction
immédiatement, sans étudier les effets de prix et de volume. Cette formulation conduit & un
probleme de controle stochastique nontrivial and nonstandard, avec un couplage fort entre les
aspects continus et discrets, qui a son propre intérét mathématique.

29
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3.1 Un probleme de contréole mixte discret-continu

3.1.1 Modélisation

Nous supposons que le prix d’un actif risqué illiquide S n’est observé et le transactions ne sont
possibles qu’aux dates aléatoires {7y }r>0, qui représentent les instants d’arrivée des ordres sur le
marché. Ce cadre est motivé par les articles [49, 42] ou le prix est cependant observé en continu,
et [14, 21], qui étudient lestimation de volatilité & partir des prix observés aux dates aléatoires.
A chaque date 7, I'investisseur peut acheter ou vendre la quantité souhaitée de 'actif au prix
Sr.- L'investisseur peut consommer en continu entre ces dates et cherche a optimiser sa stratégie
d’investissement et de consommation.

Ce modele correspond a la situation d’un petit investisseur dans un marché illiquide: I'investis-
seur subit l'illiquidité mais n’influence pas les prix, et les ordres qui arrivent sur le marché sont
beaucoup plus grands que les ordres de l'investisseur: il n’y a pas de contraintes de volume.
L’illiquidité peut aussi venir des contraintes propres a l'investisseur dans un marché par ailleurs
treés liquide, par exemple, on peut penser & un investisseur passif (un particulier) qui n’intervient
que ponctuellement en bourse, et qui n’a pas le temps pour suivre les prix tous le jours.

Soient
STk B S‘kal

S

Tk—1

Zy =

les rendements de I’actif risqué entre les dates de trading. Nous introduisons la filtration d’observa-
tion continue G° = (G;)¢>0 avec

G = o{(Tk, Z7,) : i < t},

et la filtration discrete G? = (G, )r>0. Une stratégie de controle est un couple (o, ¢) ott o = () >1
est G4-previsible, i.e., o, est G,, _,-mesurable, et ¢ = (¢t)1>0 est un processus positif G°-prévisible.
oy, est le montant investi en lactif risqué & I'instant 7,_; (aprés avoir observé le prix S, _,) pour
la période (731, k] et ¢; est le taux de consommation & Uinstant ¢. Pour un contréle (o, ¢) donné,
la richesse de 'investisseur a 'instant 75, est

7 k
X,f:x—/ cdt+> aiZ;, k>1, X§=u. (3.1)
0 i=1

La richesse n’est définie qu’aux instants de trading {7x}x>0 car le prix de lactif risqué n’est pas
observable en dehors de ces dates. Pour 2 > 0, un contrdle est dit admissible, noté (a,c) € A(x),
si X;7 > 0 p.s. pour tout £ > 0.

Nous étudions le probléme d’investissement / consommation optimale

o(z)= sup E { /0 h e“’tU(ct)dt} , (3.2)

(a,c)eA(x)

ou p > 0 est un facteur d’actualisation et U est une fonction d’utilité.
Dans la suite, on travaillera toujours sous I’hypothese suivante sur U:

(H1) U : [0,00) — [0,00) avec U(0) = 0. Elle est strictement croissante, strictement concave,
C! sur (0,00), et vérifie les conditions d’Inada U’(07) = oo et U’(00) = 0. De plus, U est
supposée bornée par une fonction puissance: il existe v € (0,1) tel que

U(z) < K27, x>0. (3.3)

On note U(y) := max,~o[U(z) — zy] la transformée de Fenchel de U et I(y) := arg max,o[U(z) —

zy]
Les autres ingrédients du modele vérifieront les hypothéses suivantes:
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(H2) {7%}r>1 est une suite des temps de saut d’un processus de Poisson d’intensité .

(H3) (i) Pour tout k > 1, conditionnellement & ¢t := 74, — 7,1, Z), est indépendant de {7;, Z; }i<k
et a la loi p(t,dz).

(ii) Pour tout ¢ > 0, le support de p(t,dz) est
* Soit un intervalle (—z,%), z € (0,1] et Z € (0, o0].
* Soit fini égal & {—z2,...,Z} z€ (0,1] et Z € (0, x0].

(H4) [ 2zp(t,dz) > 0 et il existe k € [0,00) et b € [0,00) tels que
/(1 + 2)p(t, dz) < ke, ¥t >0,

ou autrement dit, pour tout k£ > 0,

S,
].<E|: k ’Tk—Tklzt:|<I€€bt, VtZO

Tk—1

Ezemple 3. L’exemple de base pour les hypotheses (H3) et (H4) est le modele de Black-Scholes
observé aux dates aléatoires: dS; = bS.dt + 0S;dW; avec b > 0. Dans ce cas, p(t,dz) est la loi de

2

Z(t) = exp Kb - ‘;) t+ aWt] ~1 (3.4)

3.1.2 Résolution par programmation dynamique

Le point de départ pour I’étude du probleme (3.2) est le principe de programmation dynamique
suivant, démontré rigoureusement dans [46]:

viz)= sup F [/ e U (cy)dt + e_”Tlv(Xf)] . (3.5)
(a,c)€A(x) 0

Les conditions de mesurabilité sur les controles (avant la premiére date de trading la stratégie de
contrdle ne peut étre que déterministe) et ’équation de la richesse (3.1) impliquent que (3.5) peut
étre réécrit en termes de controles déterministes:

T1 T1
viz)= sup FE [/ e PU(cp)dt + e P u(z — / cedt + aZl)} , (3.6)
(a,c)€Aq(z) 0 0

ot Ag(x) est I'ensemble de couples (a,c) telles que a est une constante déterministe et ¢ est un
processus déterministe positif, et

t
a:—/ cpdu+az > 0, Vt >0, Vz € (—z, 2). (3.7)
0

La condition (3.7) vient du fait que la prochaine date de trading est un t.a. totalement in-
accessible. Pour assurer que la richesse a la date 7 reste positive, il faut donc choisir a et ¢
tels que =z — fot cydu 4+ az > 0 quel que soit la valeur de z sur le support de p. En particulier
on doit toujours avoir z + az > 0, Vz € (—z,Z), ce qu'on peut réécrire comme = > I(a) avec
l(a) = max(az, —aZ). l(a) joue ainsi le role de la richesse minimale nécessaire pour pouvoir appli-
quer la politique d’investissement a. En particulier, si z = +oo alors I(a) = 400 pour tout a < 0:
la vente a découvert n’est pas possible si le support de p n’est pas borné supérieurement. Pour
z > l(a), on note par C,(z) Pensemble de processus déterministes positifs qui vérifient (3.7).
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Sous les conditions (H2) et (H3), I’équation (3.6) se réécrit sous une forme complétement
déterministe:

v(z) =  sup /OOO U’“[ +>\/ :L'—/cds+az (t,dz)| dt. (3.8)

z =z
a -Z,Zz
€ 3

c € Calx)
Soit
D=R, xX with X = {(z,a) €R; xR :2>1(a)}. (3.9)

Introduisons un probléme de contréle auxiliaire: pour (¢,z,a) € D,

o0
0(t,x,a) = sup / e~ (PN (s=t) [U(CS)—i—)\/v(YSt’””—i—az)p(s,dz) ds, (3.10)
c€Cal(t,x) Jt

ou
S
Yst’”” =z —/ cudu, s>t
t

et Co(t, x) est 'ensemble de processus déterministes positifs ¢ = (¢s)s>¢ tels que
YP* +az >0, Vs>t Vze(—z2). (3.11)
La fonction valeur initiale v est alors reliée a ce probleme auxiliaire via
v = HD, (3.12)
ou l'opérateur H est simplement

Hi(x) = sup  w(0,z,a).
a€[—x/z,x/z]

Le probleme de controle déterministe (3.10) peut maintenant étre étudiée par les méthodes
standards de programmation dynamique: ’équation de Hamilton-Jacobi-Bellman associée est

sup |—(p+ A)0 + 90 _ c@ +Ule) + /v(x +az)p(t,dz)| =0, (t,x,a)€ D, (3.13)
>0 ot Oz
ou encore
00 00
—(p+ N0+ e +U (3 > + /\/U(x +az)p(t,dz) =0, (t,x,a)€ D, (3.14)
x

Ces arguments heuristiques sont validés par le résultat de vérification suivant, démontré dans
[46]:

Théoréme 9. Sous les hypothéses (H1), (H2), (H3), (H4) et

p>b'y+)\<7—1) (H5)

supposons qu’il existe une fonction w : D — Ry, continiment différentiable par rapport a (t,x), et
vérifiant la condition de croissance

w(t,z,a) < K(ex)Y, V(t,z,a) €D, (3.15)
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pour une constante positive K, et une fonction continue w: Ry — Ry, telles que

—(p+ )W+ %: +U (g;v) + )\/w(x +az)p(t,dz) =0, (t,z,a)€ D, (3.16)

w = Hw. (3.17)
Introduisons une fonction mesurable positive

ow

ét,x,a) =1 (ax(t,x,a)> , (3.18)
et supposons que pour tout (t,x,a) € D, il existe une solution, notée ffs(t, x,a), s >t, a:
dYs = —é(s —t,Ys,a)ds, s>t, Y, = x, (3.19)

telle que (s,ffs(t,x,a),a) € D, pour s > t.
Alors on a v =w, et une politique de contréole optimale pour v(x) est donnée par:

apr €arg  max  w(0,Xy,a), k>0, (3.20)
R ca< Xk
;= é(t — 7o, Vi(Th, XE, 1) Qg1)y T < t < Thyt. (3.21)

Remarque 5 (Cas stationnaire). Si la loi des rendements p(t, dz) ne dépend pas de t: p(t,dz) =
p(dz), alors © est aussi indépendant de ¢, et le systeme (3.12)—(3.14) se réduit & une équation
(intégro)-différentielle ordinaire couplée & un probléme d’optimisation:

—(p+No+U (gfc) + )\/v(x +a2)p(dz) =0, (z,a) € X, (3.22)
v(z) = sup  0(x,a), (3.23)
a€l-z/Zx/z]
ol
(xz,a) = sup / e~ (PHN)s [U(cs) + )\/v(Yf + az)p(dz) | ds, (3.24)
c€Cq(z) JO

Remarque 6 (Cas de fonction d’utilité puissance). Si U(z) = K127, 0 < v < 1, on obtient facile-
ment & partir du principe de programmation dynamique (3.5) une relation de scaling pour la
fonction valeur v et la fonction valeur auxiliaire o:

o(t, fz, fa) = B70(t, z,a),  v(fr) = BTv(x), £>0.

Ceci montre que la fonction valeur a la méme forme que dans le modele de Merton: v(z) = 9127,
et que la politique d’investissement optimale consiste a investir une proportion fixe de la richesse
en ’actif risqué.

3.2 Etude de I’équation HJB

Pour appliquer le théoréme de vérification, il faut démontrer que le systeme (3.16)—(3.17) admet une
solution réguliere. Dans 'article [46] nous avons d’abord établi une caractérisation de la fonction
valeur comme 'unique solution de (3.16) au sens de viscosité, ce qui ne nécessite pas de prouver
sa régularité. Dans un article suivant [13] nous avons pu démontrer, en utilisant la caractérisation
de viscosité, que I’équation (3.16) possede des solutions régulieres, ce qui a permis de donner une
caractérisation des stratégies optimales.! Dans le reste de ce chapitre nous présenterons les deux
approches.

11idée initiale de la preuve de régularité est due & F. Gozzi.
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3.2.1 Caractérisation de la fonction valeur comme solution au sens de
viscosité

La définition suivante adapte la notion de solution de viscosité a notre contexte.

Définition 2. Un couple de fonctions (w,w) € C(Ry) x C(D) est une solution de viscosité de

(p+ Ao — % —U <Zz> — /\/v(x +az)p(t,dz) =0, (t,x,a)€ D, (3.25)

v =HO. (3.26)
s’il posséde les deux propriétés suivantes:

(i) propriété de sursolution : w > Hw, et pour tout a,

(p+ Nw(t,z,a) — E(E’ z)-U (a(f, :v)) — )\/w(cﬁ +az)p(t,dz) >0,
x
pour toute fonction test ¢ € C1(Ry x (£(a),0)), et tout couple (t,7) € Ry x ((a),00), qui
est un point de minimum local de (Ww(.,.,a) — ).
(ii) propriété de sous-solution : w < Hw, et pour tout a,
(p+ Nt z,a) — a(f, z)—U (a(t, f)) — A/w(f +az)p(t,dz) <0,
x
pour toute fonction test o € C1(Ry x (£(a),0)), et tout couple (t,7) € Ry x (¢(a),00), qui
est un point de mazimum local de (W(.,.,a) — ).
Pour caractériser la fonction valeur comme une solution de viscosité, nous avons besoin de

I’hypothese de continuité suivante sur le noyau p(t, dz):

lim [ w()p(t,dz) = / w()p(te, dz), Wiy > 0 (H6)

t—to
pour toute fonction mesurable w a croissance au plus linéaire.

Théoréme 10. Sous les hypothéses (H1)-(H6), le couple (v,v) défini par (3.2) et (3.10) est
Punique solution de viscosité de (3.25)—(3.26) vérifiant les conditions de croissance

O(t, z,a) < K(ebtx)v, v(z) < Ka”

et la condition au bord

o(t,x,a) = )\/ e~ (PTN(s—t) /v(m + az)p(s,dz)ds, t>0,(x,a) € OX.
t

3.2.2 Régularité des solutions
Nous commencons par le cas stationnaire ou la régularité est plus simple a analyser.

Théoréme 11. Sous les hypothéses (H1)-(H5), si p(t,dz) ne dépend pas de t, alors le couple
(v,0) défini par (3.2) et (3.24) vérifie

e v e CH(0,00)) avec v'(0+) = +oo et pour tout x > 0, tout point de mazimum dans (3.23)
est un point intérieur.

e Pour tout a, 9(-,a) € C*((I(a), +00)) et 22(I(a),a) = +o0.
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La preuve de la régularité C! de la fonction © est fondée sur Iinteraction entre la stricte
convexité en = de la fonction 0, qui découle de la stricte convexité de la fonction d’utilité U, et sa
propriété de sous-solution de viscosité. On montre que si la sous-différentielle D 9(x, a) ne se réduit
pas a un singleton, alors il y a une contradiction entre les deux propriétés. La différentiabilité de v
découle alors de celle de 9 et le fait que 9(-,a) € C%((I(a), +00)) est une conséquence de 1’équation
(3.22). Voir [13] pour les détails.

Pour démontrer la régularité dans le cas général, une hypothese additionnelle s’avére nécessaire.

Définition 3. Une fonctionu : R* D S — R est dite semiconcave s’il existe une fonction croissante
semi-continue supérieurement w : RY — RY telle que lim, o4 w(p) =0 et

nu(r1) + (1 = n)u(rz) —u(nzy + (1 —n)z2) < n(l —n)r1 — v2lw(|z1 — 22l), (3.27)

pour tout couple x1,xo tel que le segment [x1,x2] est dans S et tout n € [0,1]. Une fonction est
localement semiconcave si elle est semiconcave sur tout sous-ensemble compact de son domaine de
définition.

En particulier, toute fonction concave ainsi que toute fonction C' est toujours semiconcave.

Théoreme 12. Sous les hypothéses (H1)—(H6), supposons que pour tout a # 0, la fonction

(t,z) — /w(z + az)p(t,dz)

est localement semiconcave pour (t,z) € (0,400) X (I(a),+00) et toute fonction continue w a
croissance au plus linéaire.
Alors le couple (v,0) défini par (3.2) et (3.10) verifie

e v € C'((0,00)) avec v'(04) = 400 et pour tout x > 0, tout point de mazimum dans (3.12)
est un point intérieur.

e Pour tout a, 9(-,a) € C1([0,+0) x (I(a), +0)) et %(t,l(a)“‘,a) = 400 pour tout t > 0.

L’hypothése de semiconcavité est vérifié, en particulier, par le modele de ’exemple 3 (voir [13]).

Le fait que 0 est contintiment différentiable en = permet de montrer qu’il existe une stratégie
optimale, et qu’elle s’écrit sous la forme ”feedback” du théoreme 9. La régularité permet aussi
de mieux comprendre le comportement de la consommation optimale entre les dates de trading,
particulierement dans le cas stationnaire.

Proposition 7 (Consommation optimale, cas stationnaire). Supposons que p(t,dz) ne dépend pas
det et soit (€) la consommation optimale pour le probléme auziliaire (3.10), et (Y') la consommation
intégrée correspondante avec point de départ (t,x). Si x = I(a) alors ¢ =0 et donc Y = l(a). Si
x > l(a) alors ¢ est continu, strictement positif et strictement décroissant; Y est strictement
décroissant et strictement convexe; limy_, oo ¢ = 0 et limy—, 4 o Y, = l(a).

Dans le cas stationnaire, entre les dates de trading, I'investisseur consomme en continu, avec
un taux de consommation décroissant, et s’il ne peut pas effectuer des transactions pendant une
période suffisamment longue, il consommera toute la richesse qu’il peut sans compromettre sa
solvabilité.

Dans le cas non stationnaire, on retrouve tous les résultats de Proposition 7 sauf la monotonie
de ¢, parce qu’on ne connait pas a priori le comportement de la fonction valeur v en fonction de
t. Les simulations numériques suggerent cependant que dans le modele de I'’exemple 3 la politique
de consommation est toujours strictement décroissante en t.
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3.2.3 Evaluation numérique de la fonction valeur

La principale difficulté pour la résolution du systeme (3.25)—(3.26) est liée & la présence d’un terme
intégro-différentiel faisant intervenir Hv. Pour contourner cette difficulté, nous avons proposé dans
[45] une procédure itérative de découplage. Nous commengons par une fonction valeur du probléme
sans trading vy, défini par

o
vo(x) = sup/ e U (cy)dt
ceC(x) JO

ou C(z) est I'ensemble des processus positifs (¢;)i>0 tels que z — fot csds > 0 pour tout t > 0. vy
est I'unique solution a croissance sous-linéaire de ’ODE

pvoff<avo>—0, x>0
Ox

avec la condition & bord vy(0+) = 0. Nous pouvons alors construire deux suites de fonctions
(0 (t,,a))n>1 €t (vp(x))n>1 définies recursivement par

Opt1(t,xz,a) = sup / e~ (PHN(s=t) [U(CS) + /\/vn(Yst’”” + az)p(s,dz) | ds (3.28)
c€Cq(t,x) Jt
Un+1 = H@nJrh n 2 0.

Par les mémes arguments que plus haut on peut démontrer que 0,41 est une solution de 'EDP
suivante:

0y, ~ (Oy,
—(p+ Ny + Lot +U( Un+l

5 D > + )\/vn(eraz)p(t,dz) =0, (tz,a)eD, (3.29)
Pour chaque n fixé, cette EDP peut étre résolue par des méthodes standards (différences finies)
car le terme intégro-différentiel ne contient plus la fonction inconnue.

Pour démontrer la convergence de v,, vers v et v, vers ¥, nous avons utilisé une représentation
probabiliste autonome pour v,. Soit A, (z) le sous-ensemble de controles (a,c) € A(z) tels que
ar = 0 pour k > n + 1. Il est alors facile de voir que pour n > 0,

oo
vp(x)= sup F {/ e_th(ct)dt]
(a,0)€A, () 0

Puisque, A, (z) C Apq1(x) C A(z), on a immédiatement que les suites {v,} et {0,} sont crois-
santes. Plus précisément, I’erreur d’approximation admet la majoration exponentielle suivante:

Théoréme 13. Sous les hypothéses (H1)-(H5), la suite (0, vn)n>0 converge uniformément sur
tout compact de D et Ry vers (0,v). Plus précisément, pour tous compacts F C D et G C Ry, il
existent des constantes Cr et Cq telles que

0 < sup(d — on) < Cr 0™, (3.30)
F
0 < sup(v—wv,) <Cqgd", (3.31)
G
ou
S S
o=y A

par hypothése (H5).
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A | 0 (pas de trading) 1 5 40
(1) ‘ 0.6671 0.2749 0.1214 0.0539

Table 3.1: Coiit de l'illiquidité 7(1) en fonction de A.

Cette méthode numérique nous a permis dans [45] d’étudier les fonctions valeur dans le marché
illiquide et notamment de quantifier 'effet de l’illiquidité, en comparant la fonction valeur de notre
modele a celle du modele classique de Merton. L’effet de l'illiquidité peut étre défini en termes
monétaires comme la richesse additionnelle 7(x) nécessaire pour atteindre, dans un marché illiq-
uide, le méme niveau d’utilité que dans le modele de Merton. Pour la fonction d’utilité puissance,
m(x) est proportionnelle & x, et il suffit donc d’étudier 7(1). Le tableau 3.1 montre le colt de
I'illiquidité pour différentes valeurs de A dans le modele de 'exemple 3 avec b = 0.4, 0 = 1 et
p = 0.2 pour la fonction d’utilité U(z) = %7 vy = % On voit qu’il n’est pas trés important d’avoir
une fréquence de trading tres grande, car méme avec une transaction par an en moyenne on réduit
déja de plus que la moitié le cott de l'illiquidité.

3.3 Généralisations et perspectives

Le modele présenté dans ce chapitre s’applique au cas d’un petit investisseur soumis a des con-
traintes tres fortes sur les dates des transactions. Pour que cela ait un sens d’optimiser la con-
sommation entre les dates de trading, ces dates doivent étre suffisamment espacées, avec au plus
quelques transactions par année. Le résultats de 1’étude sont donc intéressants pour comprendre
le cotit de Tilliquidité pour les investisseurs, mais ils ne vont pas étre effectivement appliqués par
des agents économiques pour optimiser leur stratégies, car les petits investisseurs ne consomment
pas selon des stratégies optimales.

Dans la continuation de ce travail j’envisage d’étudier les problemes dont 1’échelle de temps est
beaucoup plus courte, tels que la liquidation optimale d’un portefeuille d’actions, ou la couverture
des transactions faisant intervenir des actifs illiquides avec des actifs liquides. Dans ces problemes,
les effets de liquidité se font sentir méme dans les marchés bien développés, et les praticiens qui
travaillent sur ces problemes utilisent déja des méthodes quantitatives, ce qui signifie que les
résultats d’une étude théorique ont plus de chances d’étre appliqués en pratique.

La modélisation mathématique de I'’exécution optimale d’ordres de bourse est un domaine en
plein développement, et des dizaines d’articles ont déja été écrits sur ce sujet (voir par exemple
[1, 47]). Les méthodes de contrdle stochastique pour les systemes couplés temps discret — temps
continu, exposées dans ce chapitre permettront de contribuer a cette littérature en prenant ex-
plicitement en compte la nature discrete du flux d’ordres et les effets de volume. A titre d’exemple,
je présente un modele simplifié pour ’écoulement optimal d’un portefeuille d’actions, tiré d’un tra-
vail un cours avec H. Pham et M. Sirbu.

Un modeéle d’execution optimale On considére le probleme d’un courtier qui a regu l’ordre
de vendre avant 1’échéance T un portefeuille de K unités d’un actif illiquide. L’objectif du courtier
est de liquider le portefeuille aussi vite que possible et & un prix qui est aussi proche que possible
du prix mid-quote initial Xg. Les hypotheses du modele sont les suivantes:

e Les transactions ne sont possibles qu’aux dates (7;);>1 (dates auxquelles les ordres arrivent
sur le marché). Dans la modélisation simplifiée on peut supposer que ces dates sont les temps
de saut d’un processus de Poisson d’intensité .

e A chaque date 7;, un volume fini Z; est disponible sur le marché a ’achat ou & la vente, et le
courtier peut acheter/vendre l'actif illiquide dans les limites du volume disponible. On note
7; la quantité acheté / vendu par le courtier.
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e Le prix auquel l'actif peut étre acheté / vendu a la date 7; est donné par X, + U;, ol (X3)
est le processus de mid-quote et U; est la 'prime d’illiquidité’, qui peut étre corrélée avec
le volume disponible. On suppose que les couples (Z;, U;) pour différentes valeurs de i sont
i.i.d., et on note u(dz x du) la loi de (U;, Z;).

Introduisons le processus du 'volume restant a liquider’

Vt:K*Zm

1 <t

et le montant total des ventes jusqu’a la date t qui est donné par

Po= " mi(Xn +Uy)

T <t

La différence a la date T entre le résultat des transactions effectivement réalisées et le montant
qu’on aurait obtenu si toutes les transactions avaient eu lieu au prix Xj, est donnée par

Pr—Xo(K-Vp)= > nUi+ Y (X=X, Vi, = Vr(Xs,,, — Xo), (3.32)
§:mi <T 7 <T

ol Tynar = max{r; : 7; < T}. Dans la mesure ou Vr est proche de 0 (on cherche a liquider tout le
portefeuille a la date T'), on peut remplacer la quantité (3.32) par

Qr = Z nU; + Z (XTJ' _XTj—l)VTj*17

i <T 3T <T

qui a une interprétation économique du colt global de liquidation lié aux frais de transactions et
aux fluctuations du prix.
Le courtier cherche alors a résoudre le probleme

H%EHE[Z(QT) + L(Vr)], (3.33)

sous la contrainte de volume min(Z;,0) < n; < max(Z;,0), ou I et L sont deux fonctions de
pénalisation. La fonction L a un minimum en 0 pour forcer la liquidation du portefeuille a la
date T, et la fonction [ peut soit avoir un minimum en 0 si 'objectif est de minimiser le cott de
I’opération en valeur absolue, soit étre décroissante pour inciter le courtier a vendre les actifs a un
prix plus élevé.

L’aléa du modele est décrit par un processus stochastique en temps continu X (étant donné que
I’échelle de temps est courte pour ce genre de problemes, on peut supposer que c¢’est un mouvement
Brownien avec dX; = odW,), et une mesure aléatoire de Poisson J sur [0,00) x R? qui décrit les
dates de transaction, les volumes disponibles et les primes de liquidité: J = ) ;o 0+, 7, v,)(dt x
dz x du). Une caractéristique particuliere intéressante est que la stratégie 7); est choisie apres
avoir observé le volume Z; et la prime U;. Elle n’est donc pas prévisible, en tant que processus,
dans la filtration engendrée par J. Pour modéliser ce type de controle en temps continu, on peut
représenter 1 comme une fonction aléatoire ny(z,u), qui sera prévisible dans la filtration de J, car
on peut prévoir la stratégie pour les valeurs données de Z; et U;. La dynamique controlée de @ et
V' g’écrit alors en temps continu comme

S S
Qgt’q’”) =gq —|—/ / nr(z, w)uJ (dr x dz x du) —l—/ Vr(t’q’U)O'th,
t JRr2 t

Vltaw) — g / / ne(z,u) T (dr x dz x du).
t R2
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En introduisant la fonction valeur du probleme (3.33),

w(t,q,v) = gggE[l(ng’q’v)) + L)),

ou ensemble d’admissibilité A correspond & la contrainte de volume, on peut écrire (formellement)
I’équation HJB

ow 1 4, ,0%w .
—+ = — + A dz,d t —-n) = .34
ot + QU 7 3(]2 * /'u( = U) nlin(z,O)gigmax(z,O)w( g, 77) 0, (3 3 )

ou p est la loi de (Z;,U;). Remarquons que cette équation a une structure similaire & (3.14) avec un
opérateur de minimisation sous le signe de I'intégrale. Ceci traduit le fait que la stratégie est choisie
apres avoir observé le volume et la prime de liquidité (dans le cas de (3.34)) ou le rendement (dans
le cas de (3.14)) et suggere que les méthodes développées pour (3.14) pourraient étre transposées
a (3.34) et des problemes similaires.

Les généralisations de ce cadre simplifié que j’envisage de développer sont notamment

e L’introduction d'un deuxiéme actif liquide corrélé avec X, qui permettrait au courtier de
couvrir son exposition a ’actif risqué pendant la liquidation, ce qui est une pratique courante
dans les marchés.

e L’introduction de la rétroaction de la stratégie n sur la dynamique de X et 'intensité de la
mesure de Poisson A, qui deviendrait alors stochastique, pour modéliser I'impact d’un gros
investisseur sur le marché.
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Chapter 4

Risque de saut dans les marchés
financiers

Dans ce chapitre nous présentons trois applications des processus avec sauts a la modélisation
des risques dans les marchés financiers. Chacun de ces travaux résulte d’une collaboration ou
une interaction avec des praticiens. L’étude de la stratégie CPPI en présence de sauts [11] a été
motivée par des discussions avec des gérants de fonds de la banque BBVA lors d’une formation
sur les techniques quantitatives de gestion organisée a Madrid en 2006, et dont j’étais I'un des
intervenants. Le travail sur les ’gap options’ [55] a été initiée par des échanges avec des quants de
Credit Suisse et Natixis. Finalement, I’étude de modélisation des pics dans les marchés d’électricité
[44] n’aurait pas été possible sans les discussions que j’ai eu avec les chercheurs d’EDF R&D lors
de plusieurs contrats de recherche avec cette société.

4.1 Mesures des risque pour les stratégies d’assurance de
portefeuille

Le terme ’assurance de portefeuille’ regroupe les méthodes de gestion d’actifs qui ont comme
objectif de garantir a I'investisseur un rendement minimal a I’échéance, tout en gardant un potentiel
de croissance en cas d’'un mouvement favorable du marché. Une stratégie populaire d’assurance
de portefeuille est la stratégie dite 'de coussin’, appelée Constant Proportion Portfolio Insurance
(CPPI) en anglais, introduite par Black et Perold [5]. L’idée est d’investir en l’actif risqué une
proportion fixe du coussin, c’est-a-dire, de la différence entre la valeur du portefeuille et la valeur
actualisée de la garantie (appelée plancher). De cette maniere, si le cours de actif risqué baisse
et la valeur du portefeuille s’approche du plancher, ’exposition a ’actif risque est progressivement
diminuée, et si le plancher est touché de maniére continue, le portefeuille devient complétement
sans risque et I'investisseur est assuré de récupérer la garantie & 1’échéance. Ainsi, dans les modeles
a trajectoires continues, le risque de ne pas pouvoir rembourser la garantie a 'investisseur, est
completement absent. En pratique, ce risque est bien présent, car il peut étre impossible pour le
gérant du fonds de liquider le portefeuille a temps, soit parce que le plancher est franchi par un saut
de taille finie, soit & cause d’un assechement de liquidité sur le marché en cas d’un effondrement des
cours. Non seulement le risque est présent, mais les caractéristiques de la stratégie sont souvent
choisis en fonction de la tolérance au risque, un probléme que ne peut évidemment pas étre résolu
sans introduire les sauts dans le modele.

Dans 'article [11] nous proposons un modele pour le risque de la stratégie CPPI, fondé sur
des processus de Lévy, et développons des formules explicites et des méthodes numériques pour
le calcul des mesures de risque (probabilité de perte, espérance de perte, VaR). Dans ce recueil
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nous présentons seulement le modele et les formules de base pour les mesures de risque. Pour les
différentes extensions (volatilité stochastique, multiplicateur variable, valorisation et couverture
des options associées aux stratégies CPPI etc.) et des exemples numériques, voir [11].

4.1.1 Description formelle de la stratégie et modélisation

La stratégie CPPI est une stratégie de gestion, ou le gérant distribue dynamiquement la richesse
du fonds entre I'actif risque S et lactif dit ’de réserve’, typiquement un zéro-coupon de nominal
N (montant de garantie) et échéance T', dont le prix est noté B. L’exposition & U'actif risqué est
une fonction du ’coussin’ Cy, défini par

Ct = ‘/t - Bt.
A toute date t < T,

e Si V; > By, la richesse investie en actif risqué est mCy = m(V; — B), ot m > 1 est un
multiplicateur constant.

e SiV, < By, toute la richesse est investie en zéro-coupon.

Nous supposons que les processus de prix de I'actif risqué et du zéro-coupon sont solutions de

Dt _az, L —dr
St_ t Bt_ ts

ol Z et R sont des semimartingales (qui peuvent ne pas étre continues). Un exemple simple est
de supposer que Z est un processus de Lévy et R; = rt avec r un taux d’intérét constant. Dans la
suite nous allons faire les hypotheses suivantes:

o AZ, > —1ps.
e Le prix du zéro-coupon B; est continu p.s.

La premiere hypothese garantit la positivité du processus de prix, et la deuxieme permet de nous
concentrer sur les sauts dans 'actif risqué.
Soit 7 := inf{t : V; < B;}. Puisque la stratégie CPPI est autofinancante, avant la date 7, le
coussin Cy = V; — B; vérifie
dCy

Cy—

Pour simplifier encore plus, introduisons le coussin actualisée C} = %. En appliquant la formule
d’Ito, on trouve
dcy

*
t—

Si on pose Ly := dZ; —d[Z, R]; — d R+ d|R]:, cette équation se réécrit sous une forme plus compacte
F = CyE(mL)y,

ou & est 'exponentielle de Doléans. Apres la date 7 tout le portefeuille est investi en I’actif sans
risque, ce qui veut dire que C* reste constant, et donc

= C5E(mL)ipr, 0<t<T. (4.1)
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Figure 4.1: Probabilité de perte a horizon de 5 ans en fonction du multiplicateur m pour les
stratégies CPPI utilisant les actions de Microsoft (MSFT) l'indice NASDAQ (QQQQ) et I'indice
S&P 500 comme actif risqué.

4.1.2 Calcul de mesures de risque

Probabilité de perte Un portefeuille CPPI enregistre une perte (on dit que le plancher est
percé) si, pour un t € [0,T], V; < B;. L’événement V; < By est le méme que C; < 0 et puisque R
est continu et £(X); = E(X)i—(1+AX}), Cf <0 pour unt € [0,7] si et seulement si mAL; < —1
pour un ¢ € [0,T]. Ceci nous conduit au résultat suivant:

Proposition 8. Soit L = L¢+ L7, ot L est un processus continu et L7 est un processus de Lévy
indépendant de L¢, de mesure de Lévy v. La probabilité que la valeur du portefeuille passe sous le
plancher est alors donnée par

—0o0

—1/m
PFte[0,T]: V; < B;]=1—exp (T/ V(dx)) . (4.2)

Ce résultat permet de calculer la probabilité de perte d'une stratégie en fonction du multi-
plicateur m, et par conséquent de choisir le multiplicateur en fonction du niveau du risque visé.
Graphique 4.1 trace la probabilité de perte calculée par la formule (4.2) avec les parameétres estimés
sur les données historiques de 3 sous-jacents différents: les actions de Microsoft (MSFT) le tracker
qui réplique l'indice NASDAQ (QQQQ) et l'indice S&P 500. Pour une probabilité de perte de 2%
sur 5 ans, on trouve m =~ 5 pour MSFT, m ~ 6 pour QQQQ, et m ~ 6.5 pour S&P 500. Pour
comparaison, les valeurs de m utilisées en pratique par les gestionnaires de fonds sont typiquement
comprises entre 4 et 6.

Espérance de perte Pour obtenir des formules explicites, nous supposons maintenant que le
processus L, qui apparait dans exponentielle stochastique dans (4.1) est un processus de Lévy, de
mesure de Lévy v. Ce processus peut étre représenté comme L = L' + L? ot L? est un processus
constant par morceaux dont les sauts vérifient AL? < —1/m et L' est un processus dont les sauts
vérifient AL; > —1/m. Soit \* := v((—o0, —1/m]) I'intensité de sauts de L?, 7 I'instant du premier
saut de L? (variable exponentielle de parametre A*), et L? = AL? la taille du premier saut de L.
La fonction caractéristique du processus de Lévy log £(mL'); sera notée ¢; et nous allons poser
Y(u) = Llog ¢¢(u). Finalement, nous supposons sans perte de généralité que le coussin actualisé

¢
vérifie Cf = 1.
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Nous commencons par calculer ’espérance de perte.
Proposition 9. Supposons que .
/ zv(dz) < oo.
1
Alors lespérance de perte conditionnellement au fait que le plancher est percé est donnée par
A*+m f__ll/m xv(dz)
(1 —e M) (p(—i) =A%)

et l'espérance de perte non-conditionnelle vérifie

E[Cr|r <T]= (e M or(—i) - 1),

A +m :Um v (dx)
E[CT1lr<r] = =

W= @ e =), (4.3)

Distribution de perte Pour calculer les mesures de risque telles que la VaR ou la CVaR, nous
avons besoin de connaitre la fonction de répartition de la perte, sachant que le plancher est percé,
c’est-a-dire, la quantité

P[CT < x|t < T).

pour & < 0. Suivant ’approche de Carr et Madan [10], nous calculons la fonction caractéristique
de cette loi conditionnelle, ce qui permet de retrouver la fonction de répartition par inversion
numérique de la transformée de Fourier. Dans le théoréeme qui suit,

- —1i/m
(z)(u) 1/ ezulog(flfmw)y(dx)

:F .

est la fonction caractéristique de log(—1 —mL?), et X* est une v.a. auxiliaire qui est nécessaire
seulement pour rendre la fonction caractéristique intégrable. On peut par exemple prendre une loi
gaussienne centrée réduite.

Théoréme 14. Soit X* une v.a. avec fonction caractéristique ¢*, telle que E[|X*|] < oo et
[¢" (u)] c Ll. Sq

1+4|u|
|6(u)] 1
T+ — o] < - 4
/ [log |1 + mz||v(dx) < oo (4.5)
R\[—¢,¢]

pour € suffisamment petit, alors pour tout x < 0,

P[Cy < x| < T] = P[-eX < 1]

' w7 N TH(u)T .
i e—zulog(—.’r) : A ¢(U) l—e — — ¢ (U) du. (46)
o Jg (A —pu)  1—e T u

4.2 Produits dérivés sensibles au risque de saut

Bien que les premiers articles sur 'utilisation des processus de Lévy en finance datent des années
60-70 [41, 43], et que les années 90 ont vu une véritable explosion de la littérature sur ce sujet,
ces modeles on eu du mal & s’établir dans les équipes de recherche des établissements financiers,
surtout en ce qui concerne la valorisation d’options. Méme si on peut partiellement expliquer
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cela par la difficulté technique supérieure de modeles avec sauts, et par une certaine ’aversion a
I'incomplétude des marchés’, la principale raison est que pour la plupart d’options, 'apport des
modeles avec sauts en comparaison avec des modeles plus classiques comme celui de Heston [29],
n’est pas clair.

W. Schoutens et al. [53] comparent les différents modeles avec sauts proposés dans la littérature
au modele de Heston en termes de qualité de calibration et du pricing d’options exotiques. Ils
trouvent que l'inclusion des sauts dans le modele ne conduit pas & une amélioration spectaculaire
de la qualité de calibration, et que les différences des prix des options exotiques peuvent étre plus
grandes entre deux modeles avec sauts, qu’entre le modele de Heston et un modele avec sauts.
Pour des options exotiques telles que les options a barriere, les options digitales et les cliquets,
I’inclusion de sauts ne conduit pas a un changement tres important du prix, sous condition qu’a
la fois le modele sans sauts et le modele avec sauts sont calibrés au marché. Ceci montre que ces
options ne sont pas trés sensibles au risque de saut (c’est-a-dire, Veffet d’un saut sur le P&L est
difficile & distinguer de l'effet d’'un mouvement continu d’une grande amplitude).

Cependant, au milieu des années 2000, de nouvelles options avec une sensibilité beaucoup plus
grande au risque de saut sont apparues sur les marchés. Il s’agit de produits comme gap option,
qui a un pay-off non-nul si le rendement négatif journalier du sous-jacent dépasse une valeur de
référence; guaranteed stop loss, qui offre a I’acheteur la garantie de liquider ces actifs & un prix donné
K deés que le cours atteint cette valeur; ainsi que les différents produits avec l'effet de levier, tels
que leveraged credit-linked note. Pour tous ces produits, les prix dans les modeles aux trajectoires
continues sont irréalistes, ou carrément nuls, et 'inclusion de sauts conduit a un changement tres
important du prix et permet en général d’atteindre une valeur réaliste. Dans l’article [55] dont le
contenu est détaillé ci-dessous, nous illustrons l'effet trés important de sauts sur 'exemple de gap
option, et présentons des méthodes de pricing et de couverture pour ce produit, dans ses versions
mono-sousjacent et multi-sousjacent.

4.2.1 Description du produit et modélisation

Une gap option est typiquement un contrat entre deux parties, dont 1'une cherche a se protéger
contre le risque de saut (acheteur de la protection) et I'autre cherche un rendement amélioré en
échange d’une prise de risque (vendeur de la protection). Le pay-off d’'une gap option est lié a
loccurrence d’un événement de gap, c’est-a-dire, un mouvement négatif d’une taille suffisante qui
se produit pendant une seule journée. Le produit suivant a été commercialisé par une grande
banque internationale en 2007.

Ezemple 4 (Gap option mono-sousjacent).

e Le vendeur de la protection verse le montant nominal a 'acheteur a la signature du contrat, et
recoit un paiement mensuel (Libor plus spread) jusqu’a I’échéance du contrat, ou la premiere
occurrence de I'événement de gap. Si I’événement de gap n’a pas eu lieu, il recoit aussi le
montant nominal a I’échéance du contrat.

e [’événement de gap est défini comme un mouvement négatif de I'indice DJ Euro Stoxx 50
de plus de 10%, enregistré pendant une journée (on regarde la différence entre deux prix de
cloture consécutifs).

e Si I’événement de gap a lieu entre dates ¢ — 1 et ¢, le vendeur de la protection récoit un
paiement immédiat de N(1 —10 x (0.9 — R)), ou R = S;/S;—1 est la performance de I'indice
dans la journée ou I’événement de gap a été enregistré, et le contrat se termine.

Le pay-off d’une gap option multi-sousjacent est déterminé par le nombre total d’événements
de gap dans un panier d’actifs pendant une période de référence. L’exemple suivant permet de
comprendre le principe.

Ezemple 5 (Gap option multi-sousjacent).
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e Le vendeur de la protection verse le montant nominal a I’acheteur a la signature du contrat,
et regoit un paiement mensuel jusqu’a I’échéance du contrat.

e [événement de gap est défini comme un mouvement négatif de plus de 20% pendant une
journée dans l'un de sous-jacent parmi les 10 noms du panier.

e A l’échéance du contrat, le vendeur de la protection regoit le montant kN, ou le pourcentage
k est déterminé en fonction du nombre total d’événements de gap un utilisant le tableau
suivant:

M 0 1 2 3 >4
k1 1 1 05 O

4.2.2 Pricing dans le cas mono-sousjacent

Dans la suite, nous utiliserons la définition formelle suivante de la gap option mono-sousjacent.
Nous supposons que le temps restant jusqu’a la maturité de 'option est divisé en N périodes de
longueur A: T'= NA. Le rendement de la k-iéme période sera noté RkA = Ska/Sk-1)a-

Définition 4 (Gap option). Soit « le niveau de rendement nécessaire pour 'occurrence de 1’évé-
nement de gap, et k* Uinstant du premier événement de gap exprimé en unités de A: k* := inf{k :
RkA < a}. La gap option est une option qui paie & son acheteur le montant f(RkA*) a Uinstant Ak*
si k* < N et zéro sinon.

Dans le cas ou les log-rendements du sous-jacent sont i.i.d., le prix d’une gap option s’obtient
facilement comme ’espérance du pay-off sous la probabilité risque-neutre.

Proposition 10. Supposons que les rendements (RS)N_| sont i.i.d., et soit pa(dx) la loi de log RY
sous la probabilité risque-neutre. Alors le priz d’une gap option (Définition 4) est donné par

1— efrT (fﬁoo pA(dSU))N
1—e7ra [ pa(de)

B
GA = b / F(e")pa(dz) (47)

avec f:=loga < 0.

La loi des rendements sous la probabilité risque-neutre peut étre estimée a partir des prix de
puts européennes de courte maturité sur le méme indice, qui sont sensibles au méme risque des
grands sauts négatifs que les gap options (voir [55] pour la description détaillée de la procédure de
calibration). Une fois la loi pa estimée, et si sa fonction caractéristique ¢ est connue explicitement,
les intégrales dans (4.7) peuvent étre calculées par inversion numérique de la transformée de Fourier
(voir [10, 40]). Pour I'évaluation numérique, le domaine d’intégration doit étre tronqué a un
intervalle fini [— L, L]. Puisque A est petit, la fonction caractéristique ¢a (u) décroit tres lentement
quand |u| — oo, ce qui signifie que le calcul numérique des intégrales sera assez couteux. Ce
probléme peut étre contourné avec une approximation fondée sur le développement de G2 en série
de Taylor autour de la valeur A = 0. Autrement dit, au lieu d’'une méthode numérique dont
la complexité de calcul augmente quand A devient petit, nous proposons une formule explicite
approchée dont la précision s’améliore quand A — 0.

Pour calculer la limite lima_,o G®, nous supposons que le sous-jacent suit un modele exponen-
tielle-Lévy: S; = Spe™Xt. La loi pa correspond alors & la loi de X4, et on sait que pour 8 < 0 et
pour une fonction g vérifiant des hypotheses d’intégrabilité appropriées (voir [16, 52]),

/ i sapatdn) ~a [ i )
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Ceci permet de démontrer que

1_ e—rT—T ffx v(dx)

B
G := lim G* = f(e®)v(dx)

Jim N ) (4.8)

avec # = loga. Llerreur d’approximation de G2 par G° décroit comme O(A) quand A — 0.
Une estimation plus précise de l'erreur est donnée dans [55]. Une étude empirique montre que la
formule (4.8) garantit une précision suffisante dans des conditions typiques de marché.

La formule approchée (4.8) peut en outre étre interprétée comme le prix exact d’une gap option
modifiée, ce qui donne une meilleure compréhension des risques de ce produit.

Définition 5 (Gap option, définition simplifiée). Soit T = inf{t : AX; < 8} le temps du premier
saut de X plus petit que 8. La gap option est un produit qui paie a son acheteur le montant
f(S:/8.) = f(eAX") si T < T et zéro sinon.

Le prix de ce produit est donné par
EC[eT f(e¥ ) <] = G°.

Avec cette nouvelle définition que nous utiliserons désormais, il est clair que la gap option est un
pari sur le risque de saut pur, qui n’est pas sensible aux petites fluctuations du sous-jacent, et dont
le delta est par conséquent égal a zéro.

4.2.3 Couverture avec des options européennes

Comme on vient de remarquer, la gap option a un delta nul, ce qui veut dire qu’elle ne peut pas
étre couverte en delta, et plus généralement, elle ne peut pas étre couverte avec le sous-jacent.
Pour couvrir une gap option, il faut trouver un produit liquide qui a un profil de risque similaire,
c’est-a-dire qu’il est sensible aux grands sauts négatifs, et qu’il a tres peu de sensibilité aux petits
mouvements quotidiens. Un exemple naturel est donné par les puts hors-la-monnaie. Avec des
puts ayant 1 jour jusqu’a ’expiration on pourrait en effet construire une couverture parfaite pour
une gap option, mais les options d’une si courte maturité ne sont pas liquides. Notre objectif est
alors de calculer le ratio de couverture optimal pour la couverture approchée d’une gap option avec
des puts hors-la-monnaie ayant entre 1 et 2 semaines jusqu’a l'expiration, qui sont assez liquides.
Nous allons calculer le ratio qui minimise I'erreur L? de réplication, en supposant, suivant [12] que
cette erreur est calculé sous la probabilité martingale. Nous nous plagons toujours dans le cadre
d’un modele exponentielle-Lévy S; = Spe*t, et notons par J la mesure de sauts de X et par J sa
version compensée. Soit G le prix d'une gap option (définition 5) calculé a I'instant ¢ (a partir de
maintenant nous allons omettre 'indice supérieur qui correspond & l'intervalle de discrétisation et
qui sera toujours égal & 0). Ce prix peut alors étre exprimé comme une intégrale stochastique par
rapport a J:

t B X
G; =Gy +/ / locre™ T f(e7).J(ds x dz),
0 —0o0
avec A* = v((—o0, A]). Soit P(t,S) le prix a U'instant ¢ du put européen utilisé pour la couverture:
P(t,S) = E9[(K — S7)"|S; = S].
En utilisant la formule d’Ttd, P(t,S;) peut également étre exprimé comme intégrale stochastique:

OP(u, Sy)

aw,
oS W,

t
PtEP(t,St):P(O7SO)+/ O'Su
0

+/O /R{P(wSu,ez) — P(u, Sy ) }J (du x dz).

Le résultat suivant découle alors de Proposition 4 dans [12].
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Proposition 11. La stratégie (¢, (ﬁ) qui minimise Uerreur L? de couverture sous la probabilité

martingale
. 2
EQ (C —|—/ ¢tdpt — GT>
0

¢ = E9[Gr] = Gy. (4.9)
I7 _w(dz)f(e?)e™ (T=D{P(t, Spe?) — P(t, S;)}
= 0282 (22) 4 [Lw(d2){P(t, Sie*) — P(t,5,)}%

est donné par

(4.10)

L’étude numérique présentée dans [55] montre que cette stratégie reste assez efficace méme avec
des puts ayant 2 semaines jusqu’a ’expiration, surtout en termes de réduction de la Value at Risk
du portefeuille.

4.2.4 Les gap options multi-sousjacents

Pour calculer le prix d’'une gap option écrite sur un panier de M sous-jacents, nous supposons
que la dynamique de ces actifs est donnée par un modele exponentielle-Lévy multidimensionnel,
cest-a-dire, S} = SgeXt, i =1,...,M, ot (X',...,XM) est un processus de Lévy en dimension
M de mesure de Lévy v. Nous allons des le départ simplifier le probléeme en supposant qu’un
événement de gap correspond & un saut négatif inférieur a une valeur donné 5 dans I'un des actifs
du panier plutét qu’a un rendement journalier inférieur & «. Introduisons le processus de comptage
des événements de gap jusqu’a une date donnée ¢:

M
Ny =Y #{s:s<tet AX!<p} (4.11)
i=1

et une gap option multi-soujacent est une option qui paie & son acheteur le montant f(Nr) a la
date T, ou f est une fonction donnée.

La principale difficulté au niveau de modélisation est alors de décrire la dépendance entre les
événements de gap simultanés dans les différents actifs (I’hypotheése du processus de Lévy M-
dimensionnel fait que les événements de gap non-simultanés sont toujours indépendants). Les
notions d’intégrale de queue d’un processus de Lévy et de copule de Lévy, introduites dans [54, 36]
fournissent un outil adapté pour ce probleme. Pour une mesure de Lévy v sur RM, I'intégrale de
queue est défini par

U(z1,..-,2Mm) :V({xG]RM:xl <ziyeexm < zym}), 21,.e.,2m < 0. (4.12)

L’intégrale de queue peut aussi étre définie pour z positifs, mais ici on ne s’intéresse qu’aux sauts
négatifs. De méme, pour décrire I'intensité de sauts dans un sous-ensemble des composantes de
X, lintégrale de queue marginale peut étre utilisée: pour m < M et 1 < i3 < -+ < iy, < M,
I'integrale de queue (i1, ...,y )-marginale de v est définie par

Uiy i (21, oy 2m) =v({z € RM . Tiy 2150y Tiy, < Zmt)y Zlye ey 2m < 0. (4.13)

Le résultat suivant décrit la structure du processus de comptage des événements de gap a travers
les intégrales de queue marginales de v:

Lemme 2. Le processus de comptage des événements de gap N est un processus de Lévy ayant
des sauts de tailles entiéres 1,..., M uniquement, avec les intensités correspondantes A1, ..., Ay
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données par

M
Am: Z(_l)k_m Z Ck 117 ,Zk(ﬁa"'aﬁ); 1 SmSM7 (414)
k=m 1<iy <+ <ip <M

ot Ck est le coefficient binomial et la deuziéme somme est calculé sur tous les ensembles de k
entiers vérifiant 1 < i; < -+ < i < M.

Une fois les intensités A1, ..., A\, calculées, le prix de la gap option peut étre évalué via

E[f(Np)]=eT ) (Z km) H G T,) , (4.15)

MN1yeeey A= =0 =1

ou\:= Zf\il ;. En pratique, cette somme ne contient souvent qu’un nombre fini de termes. Dans
Pexemple 5, f(n) = 0 pour n >4 et

T
+ AT + 12 + 5 9

(AlzT)z (4.16)

E[f(N7)| = efAT{l +MT + (MT)> A AT? . )\37T}

Pour utiliser la formule (4.14), il faut calculer I'intégrale de queue de v et toutes les intégrales de
queue marginales. Ces objets sont déterminés par les intensités de saut de chacune des composantes
de X et par la dépendance entre les différentes composantes. Pour des fins de modélisation, la
dépendance peut étre séparée des lois de composantes individuelles moyennant la notion de copule
de Lévy, qui est une notion parallele a la copule, mais définie pour les mesures de Lévy plutot que
les mesures de probabilité. Plus précisément, nous utiliserons les copules de Lévy positives, qui
décrivent la dépendance entre les sauts d’une signe donnée (dans ce cas, négatifs) d’un processus
de Lévy.

Une fonction F' : [0,00]? — [0, 00] est une copule de Lévy positive si elle vérifie les conditions
suivantes:

1. F(uy,...,uqg) =0siu; =0 pour au moins un ¢ € {1,...,d},

2. dF est une mesure positive,

3. Fi(u) = u pour tout ¢ € {1,...,d}, u € [0,00], ot F; : [0,00] — [0,00] est la fonction
marginale uni-dimensionnelle de F', obtenue en remplagant tous les arguments sauf le i-eme
par oo:

Fz(u) = F(ula s 7ud>u,3=u,uj=oo Vij#i-

De la méme maniere, on définit les fonctions marginales d’une copule de Lévy d’une dimension
supérieure:

Fifooig (U1, Uy) = F(vq,... s V@) v, =g k=150 =00, @ (i1 --evim } -

La copule de Lévy relie 'intégrale de queue M-dimensionnelle aux intégrales de queue marginales
uni-dimensionnelles:

Proposition 12.

e Soit X = (X*',..., X% un processus de Lévy dans R?. Il existe une copule de Lévy positive
F telle que les intégrales de queue de X vérifient

Uil7~--,inL (1‘17 R ‘Tm) = Fily---yim (U11 (xl)a ceey Uim (l’m)) (417)

pour tout ensemble non-vide d’indices {i1, ... ,im} C{1,...,d} et tous (z1,...,2m) € (—00,0)™
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e Soit F' une copule de Lévy positive en dimension d et U;, i =1,...,d les intégrales de queue
de processus de Lévy unidimensionnels. Il existe un processus de Lévy X dans R dont
les composantes ont les intégrales de queue U;,i = 1,...,d et dont les intégrales de queue
marginales vérifient U'équation (4.17) pour tout ensemble non-vide d’indices {i1,...,im} C
{1,...,d} et tous (x1,...,%m) € (—00,0)™.

En termes de la copule de Lévy F de X et des intégrales de queue unidimensionnelles, la formule
(4.14) se réécrit comme

M
Am = Z(_l)k_m Z CS”LFH,,M(Uz (5)77U2k(6))

k=m 1<ig<--<ig<M

Pour calculer les intensités A; et le prix de la gap option, il suffit donc de connaitre les intensités
de gap individuelles U;(8), qui peuvent étre estimées & partir des prix de put de courte maturité,
et la copule de Lévy F', qui peut étre choisie dans une famille paramétrique. Une possibilité est de
prendre la copule de Lévy de Clayton, donnée par

1/0

ruy)) (4.18)

FOup, .. un) = (uy

ol § est le parametre de dépendance (0 = 0 correspond & I'indépendance et § — co correspond a
la dépendance complete quand toutes les composantes sautent en méme temps).
Pour la copule de Lévy de Clayton, I’équation (4.14) se simplifie &

Am= 3 (DM Y CRUn(B) e+ Un(B)7) Y

=m 1<i1 << <M

=

Pour les trés grands paniers d’actifs (plus que 20 noms par exemple) la complexité de calcul avec
cette formule devient trop importante, mais si on suppose que l'intensité de sauts qui conduisent
a ’événement de gap est la méme pour tous les actifs, c’est-a-dire, U;(8) = Uy (B) pour tout 4, la
somme a 'intérieur se calcule explicitement et on obtient finalement le résultat suivant:

Proposition 13. Supposons que les prixz des M sous-jacents suivent un modéle exponentielle-Lévy.
Si toutes les composantes du panier ont la méme intensité de gap et la structure de dépendance
est décrite par la copule de Lévy de Clayton avec paramétre 6, alors le priz d’une gap option
multi-sousjacent est donné par

o M M n:
E[f(Np)]=e?" > f (Z k”k) 11 %
k=1 v

ni,...,np=0 =1

M—m i YM—m
(~1)iC!

_ M
Am = Ur(B)C, Z:% T T

(4.19)

4.3 Modélisation des pics de prix dans les marchés d’électri-
cité

Parmi toutes les données économiques, dans les prix spot d’électricité les effets non-gaussiens sont
peut-étre les plus flagrants. L’impossibilité de stocker cette énergie a un cott raisonnable fait
que, depuis la libéralisation des marchés dans les années 1990, des pics tres importants de prix
ont souvent été enregistrés. Un pic est un mouvement rapide du prix a la hausse, provoqué par
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un déséquilibre temporaire entre 'offre et la demande, dont 'amplitude peut atteindre jusqu’a
20 fois le prix initial, et qui est suivi, au bout de quelques heures ou quelques jours, par un
retour vers le niveau d’avant le pic. Dans la littérature, les pics ont été modélisés par des modeles
structurels avec un profil de loffre en "baton de hockey’ [37] ou par des modeles phénoménologiques
de type ’diffusion avec sauts’ [25] ou & changement de régime [15, 57]. Dans article [44] coécrit
avec T. Meyer-Brandis, nous passons en revue les ’faits stylisés’ de prix d’électricité dans les
marchés américains et européens, puis proposons un modele phénoménologique construit a partir
de plusieurs facteurs de type Ornstein-Uhlenbeck non-gaussiens, qui permet de prendre en compte
ces faits stylisés. L’estimation du modele et notamment la détection et le filtrage des pics dans les
données est étudiée en détail. Une fois estimé, ce modele permet de simuler des trajectoires réalistes
des prix spot d’électricité pour calculer les mesures de risque, tester les stratégies de couverture et
évaluer les politiques d’investissement.

4.3.1 Faits stylisés et modélisation

Pour notre étude des faits stylisés (propriétés récurrentes) des prix spots d’électricité, nous avons
utilisé 6 indices de prix spot d’électricité: 2 indices américains, Dow Jones California Oregon border
(COB) et Dow Jones Mead/Marketplace (MEAD), et 4 indices des marchés organisés européens,
European Power Exchange Phelix Base (EEX), Amsterdam Power Exchange daily average (APX),
United Kingdom Power Exchange daily average (UKPX) et Nord Pool System Price daily average
(NP).

Les principales caractéristiques observées de ces séries, qui les distinguent des séries financieres
plus traditionnelles sont

e Saisonnalité annuelle et tendance affine. A la fois la saisonnalité et la tendance sont statis-
tiquement significatives pour toutes les séries considérées mais contribuent assez peu a la
variance. La saisonnalité est due au fait que le profil de consommation d’électricité n’est pas
le méme en hiver et en été. Cette saisonnalité se modélise assez bien par une somme de deux
sinusoides de périodes 6 mois et 12 mois.

e Stationnarité et retour a la moyenne. Contrairement aux prix des actions, les prix d’électricité
ont un comportement stationnaire, et ’hypothese de racine unité est rejetée pour toutes les
séries avec un niveau de confiance élevé. Comme les autres marchandises, les prix d’électricité
oscillent autour d’une moyenne qui peut elle-méme avoir des variations stochastiques lentes.

e Présence de pics. Une propriété fondamentale des prix d’électricité, observée dans les 6 séries
que nous avons étudiées, est la présence de pics de prix, c’est-a-dire, mouvements rapides a
la hausse suivis d'un retour rapide vers le niveau de départ. Graphique 4.2 (gauche) montre
les pics dans la série Nord Pool.

e Autocorrélation multiéchelle. La fonction d’autocorrélation de plusieurs séries analysées
(APX, EEX et UKPX) présente un profil trés particulier avec une composante & décroissance
rapide et une a décroissance lente. La structure observée peut étre décrite tres précisément
avec une somme de deux exponentielles:

p(h) = wie MM apge 2, (4.20)

Graphique 4.2 (droite) montre la bonne qualité de calage. Ce type de structure de corrélation
apparait dans un modele ou le prix est la somme de deux composantes stationnaires indépen-
dantes avec des vitesses de retour a la moyenne différentes. Notre hypothese est que la
longueur de corrélation courte (entre 3 et 5 jours) correspond a la régime de pics, alors que
la longueur élevée (de l'ordre de 100 jours) correspond & ’évolution normale.
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Figure 4.2: Gauche: pics dans la série NordPool (aprés desaisonnalisation et transformation loga-
rithmique). Droite: autocorrélation multiéchelle dans la série EEX.

e Distribution non-gaussienne des rendements. Les mouvements de grande amplitude et de
faible probabilité tels que les pics ne peuvent clairement pas apparaitre dans le cadre gaussien.
Pour les 6 séries que nous avons étudiées, la loi des rendements logarithmiques journaliers
a un exces de kurtosis trés élevé (entre 9 et 29, & comparer avec 3 pour 'indice S&P 500).
Une analyse détaillée montre que les queues de distribution de la loi des rendements sont
plus épaisses qu’exponentielles et que la fonction de répartition se comporte plutét comme
1—F(z) = 2=*L(z) pour x — oo, ou L est une fonction & variation lente et « est entre 2 et
3 (létude a été effectuée en utilisant l'estimateur de Hill).

Modélisation Pour tenir compte des faits stylisés décrits ci-dessus, nous proposons un modele
non-gaussien & deux facteurs de type Ornstein-Uhlenbeck pour la série désaisonnalisée (éventuelle-
ment, apres transformation logarithmique):

X(t) =Y1(t) + Ya(t) (4.21)
dY;(t) = =\ 'Y (t)dt +dLi(t), i=1,2. (4.22)

Le facteur Y2 décrit les pics; il est dirigé par un processus de Poisson composé Lo (on peut
éventuellement prendre un processus additif a intensité variable, pour décrire la saisonnalité dans
lintensité des pics). Le facteur Y7 décrit les fluctuations quotidiennes du prix, il peut étre choisi
gaussien.

4.3.2 Filtrage des pics et estimation du modele

Pour estimer le modele (4.21)—(4.22), nous avons choisi dans un premier temps de séparer les deux
composantes du signal. Puisque nous voulons détecter les pics (saut a la hausse puis retour rapide
vers le bas) et non simplement les sauts, les méthodes classiques de seuil ne sont pas applicables.
De méme, le filtre de Kallman ne peut pas étre utilisé hors du cadre gaussien, et les méthodes de
filtrage particulaire ne sont pas adaptées a ce probleme.

Nous avons donc choisi d’adapter les méthodes de statistique nonparamétrique (détection de
contours), en représentant notre série comme un signal déterministe (pics) perturbé par un bruit
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Figure 4.3: Performance de ’algorithme 'hard thresholding’ sur les données simulées (gauche) et sur
les données de la série EEX (apres désaisonnalisation mais sans la transformation logarithmique).

gaussien autorégressif:

X(t) =Yi(t) + f(t)

M
FO =3 ailpsne e,
=1

ot M est le nombre de pics, a; € R sont les tailles de pics et 7; € Rt sont les dates de début de
pics.

Nous avons comparé deux méthodes pour la détection des pics: le ’hard thresholding’ qui
essaie de placer les pics un par un, a chaque fois par la méthode de moindres carrées, jusqu’a
ce qu'un critere d’arrét soit atteint, et le ’adapted Potts filter’ [58] qui est un algorithme rapide
pour résoudre le probleme de placement de pics par moindres carrées, avec une pénalisation par le
nombre total des pics. Voir [44] pour la description détaillée des algorithmes. Les deux algorithmes
ont une performance similaire, et nous avons donc retenu le "hard thresholding’ qui est plus simple
a implémenter. Le graphique 4.3 montre la performance de cet algorithme sur les données simulées
a partir du modele (4.21)—(4.22) (gauche) et sur les données réelles.

Résumé de la méthode Au final, nous proposons la procédure suivante pour le calage du
modele (4.21)—(4.22) & une série de prix d’électricité.
e Désaisonnalisation des données:
des _ Xy
t eg(t)’

ol g est une fonction de saisonnalité déterministe (combinaison linéaire de deux sinusoides
de périodes 6 et 12 mois), calibré par moindres carrées sur la série des prix logarithmique.

e Séparation des composantes par la méthode ’hard thresholding’ comme décrit ci-dessus. Les
longueurs de corrélation, nécessaires pour ’algorithme sont estimées en calibrant la forme
paramétrique (4.20) & la fonction d’autocorrélation.

o Estimation du modele de base. On calibre un modele AR(1) standard (équivalent discret
d’un Ornstein-Uhlenbeck) sur la série de prix sans pics.
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Figure 4.4: Comparaison d’une trajectoire de prix simulée avec la série EEX sur laquelle les
parametres ont été estimés (graphique du bas).

e Estimation du modele pour les pics. Si lintensité est supposée constante, elle peut étre
estimée simplement comme

nombre de pics détectés

I =

nombre de données
Pour une intensité déterministe non-constante, un estimateur de maximum de vraisemblance
est facile & écrire [44]. Pour modéliser la loi des tailles de pics, nous avons choisi la loi de

Pareto: Y
P(Z>2z) = <Z> ,
2o

ou le parametre « peut étre estimé a partir de la fonction caractéristique empirique des tailles
de pics détectés.

Graphique 4.4 compare une trajectoire des prix simulée avec notre modele avec la série EEX
sur laquelle le modele a été estimé.

4.4 Perspectives

Dans la suite de mes travaux j’envisage de continuer a étudier les probléemes appliqués motivés par
les échanges avec des praticiens, mais aussi les questions plus théoriques qui peuvent éventuellement
en découler. L’interaction avec les praticiens de la finance est maintenant facilitée par la présence
des chaires dans les différentes établissements de la région parisienne. Je participe notamment aux
activités de la chaire ’Risques Financieres’ qui est un projet commun de ’Ecole Polytechnique,
I’Ecole des Ponts et Chaussées et la Société Générale. Nous organisons des séminaires communs
avec I’équipe de recherche de la Société Générale une fois par trimestre. L’étude [34] sur les
opportunités d’arbitrage dans les modeles a volatilité stochastique misspecifiés a été effectuée dans
le cadre de cette chaire.

La collaboration avec EDF R&D continue a porter ces fruits. Les produits dérivés négociés
sur les marchés d’énergie présentent des caractéristiques particulieres qui posent des problemes
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intéressants du point de vue mathématique. Le cas le plus connu est celui de loption swing (voir
e.g., [8]), qui est une variante de l'option américaine permettant des exercices multiples. Dans le
cadre de la these de Marie Bernhart (CIFRE avec EDF, coencadrement avec H. Pham) nous avons
proposé un nouvel algorithme pour la valorisation des options swing en utilisant les EDSR avec
sauts [3], et travaillons actuellement sur les méthodes de pricing pour les options américaines dont
le pay-off fait intervenir la moyenne mobile du sous-jacent.

L’étude des stratégies d’assurance de portefeuille continue dans le cadre de la these de Carmine
de Franco, consacrée a l’assurance de portefeuille sous la contrainte de mesure de risque. Les
résultats de [11] montrent que si le processus du prix du sous-jacent S; peut sauter, et si toutes
les tailles de sauts sont possibles (i.e., le support de la distribution de AS; est égal a (—1, +00)),
un fonds garanti géré avec la stratégie CPPI avec un multiplicateur m > 1 a toujours un risque
non-negligeable de ne pas pouvoir rembourser le montant de la garantie a l'investisseur. Il n’est
donc pas réaliste d’'imposer la garantie d’assurance de manieére presque stre, ce qui nous a motivé
pour considérer les garanties permettant une certaine prise de risque.

Nous étudions le probleme d’un gestionnaire de fonds, qui s’est engagé a payer & 'investisseur
le montant X7 V K, ou X7 est la valeur du fonds a la date terminale T' et K est la valeur de la
garantie. Si, X est inférieur & K, un tiers (typiquement, la banque a laquelle appartient le fonds)
rembourse la différence a 'investisseur. Pour contréler ses pertes potentielles, la banque impose la
contrainte sur ’exposition du fonds:

p(=(Xr = K)7) < po, (4.23)

oll p est une mesure de risque convexe telle que la CVaR (voir [19]). L’appétit aux gains de
I'investisseur est modélisé avec une fonction d’utilité concave U. Le gestionnaire cherche alors a
résoudre le probleme de maximisation d’utilité du gain de l'investisseur U((X7 — K)*) sous la
contrainte budgétaire et la contrainte (4.23). Ce probleme est étudie dans le marché complet et
incomplet. Le fait que la fonction d’utilité est appliqué uniquement a la partie positive du gain,
et la mesure de risque uniquement a la partie négative, rend la modélisation plus réaliste mais en
méme temps le probleme devient plus difficile & résoudre, car il n’est plus convexe.
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