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IntrodutionCette thèse est onsarée à l'étude de perturbations à osillations asymptotiquement lentesd'une équation de Shrödinger périodique :
−Ψ′′(x, E) + V (x)Ψ(x, E) = EΨ(x, E) (EqnPer)pour un potentiel V ∈ L2,loc(R) périodique. Plus préisément, on étudie l'équation à osilla-tions asymptotiquement lentes :

−Ψ′′(x, E) + [V (x) +W (xα)]Ψ(x, E) = EΨ(x, E), (SlOs)dans laquelle α ∈ (0, 1) est un paramètre réel et la perturbationW est une fontion périodiquevéri�ant ertaines onditions de régularité.L'équation (SlOs) a déjà été étudiée auparavant à l'aide d'approximations périodiques.� Dans [Sto96, Sto97℄, G. Stolz a obtenu la desription du spetre de l'opérateur − d2

dx2
+

V (x) +W (xα).� Dans [SZ96℄ B. Simon et Y. Zhu ont démontré l'existene et ont alulé la densité d'étatsintégrée et l'exposant de Lyapounov pour l'opérateur − d2

dx2
+ cosxα ('est-à-dire dansle as partiulier V ≡ 0 et W ≡ cos).Une des idées prinipales de es travaux onsiste à approximer l'équation (SlOs) par uneéquation périodique. En e�et, les hypothèses sur α et W assurent en partiulier que la per-turbation W (xα) varie de plus en plus lentement quand x tend vers +∞. Ainsi, on peut bienapproximer la fontion W (xα) par une fontion onstante sur de grands intervalles, inter-valles d'autant plus grands que x est grand. Cei ramène par exemple Stolz à omparer sures grands intervalles l'équation (SlOs) à une équation périodique :

−Ψ′′(x, E) + V (x)Ψ(x, E) = (E −W (z))Ψ(x, E)dans laquelle z est un paramètre. La théorie de tels opérateurs périodiques est lassique etbien omprise. (Dans les travaux de Simon�Zhu, V ≡ 0 et l'équation préédente est résolubleexpliitement).Nous proposons dans e travail des généralisations possibles des résultats de Simon�Zhu[SZ96℄. Tout d'abord, nous montrons qu'à l'aide de la théorie des opérateurs périodiques, laméthode employée par Simon�Zhu s'adapte pour traiter le as d'un potentiel V périodiquegénérique et d'un potentiel W ontinûment dérivable.D'autre part, sous ertaines hypothèses sur W et pour α > 1
2
, on peut améliorer la méth-ode d'approximation de l'équation (SlOs) omme suit. Plut�t qu'approximer xα par uneonstante, on l'approxime mieux par une fontion linéaire εx + z de faible pente. Cei nous3



4 Introdutionramène alors à omparer sur de grands intervalles l'équation (SlOs) à une équation quasi-périodique adiabatique :
−Ψ′′(x, z, E; ε) + [V (x) +W (εx+ z)]Ψ(x, z, E; ε) = EΨ(x, z, E; ε) (AdiabQP)où ε est petit. Nous utilisons la méthode que A. Fedotov et F. Klopp [FK01, FK04a℄ ontdéveloppé pour étudier l'asymptotique des solutions de telles équations. Nous pouvons alorsdérire les matries de transfert et le spetre singulier ontinu plus préisément que dans[SZ96℄.Le texte omporte trois parties :� Dans une première partie (les Chapitres I et II), on utilise la théorie des opérateurs deShrödinger périodiques pour adapter la méthode de Simon et Zhu au as de (SlOs)ave un potentiel périodique V ∈ L2,loc(R) et W ∈ C1(R). On alule l'exposant deLyapounov et la densité d'états intégrée. On démontre la formule de Thouless qui reliees deux quantités.� Dans une seonde partie (les Chapitres III et IV), on prépare le terrain pour l'utili-sation des approximations quasi-périodiques adiabatiques. Dans ette partie on étudiel'asymptotique quand ε tend vers zéro des solutions et des matries de transfert del'équation quasi-périodique adiabatique (AdiabQP) sur de grands intervalles. On utilisepour ela un analogue, dû à A. Fedotov et F. Klopp [FK01, FK04a℄, de la méthodeWKB omplexe.� Dans une troisième partie (le Chapitre V), on utilise les résultats de la seonde partiepour étudier l'équation (SlOs) ave α > 1

2
. En partiulier, on estime la matrie detransfert ; puis, pour presque toute énergie E, on démontre l'existene de l'exposantde Lyapounov et on le alule. On dérit plus préisément l'ensemble résonnant, 'est-à-dire l'ensemble des énergies E pour lesquelles on ignore l'existene de l'exposant deLyapounov. On montre, par exemple, que 'est un ensemble de dimension de Hausdor�nulle et on alule sa �dimension de Hausdor� logarithmique�.Détaillons maintenant le ontenu de haque partie.Partie 1 : Approximations périodiques pour l'équation àosillations asymptotiquement lentesNotre travail s'ouvre par l'étude de l'équation de Shrödinger (SlOs) et l'étude spetralede l'opérateur de Shrödinger

H = − d2

dx2
+ V (x) +W (xα) (1)à l'aide des approximations périodiques. On passe en revue les résultats et les méthodes ex-istantes dans e adre, notamment les résultats spetraux de G. Stolz ([Sto97, Sto96℄) et laméthode de Simon�Zhu [SZ96℄ (dans le as V ≡ 0). Ensuite, par une modi�ation appropriéed'une méthode existante, on obtient une formule pour l'exposant de Lyapounov et une for-mule pour la densité d'états intégrée dans le as d'un potentiel périodique V ∈ L2,loc(R).



Introdution 5Commençons par dérire le adre du travail. On onsidère l'équation (SlOs) sous leshypothèses suivantes :(HV) V : R → R appartient à L2,loc(R), est 1-périodique (i.e. V (x + 1) = V (x)) et n'estpas identiquement onstant.(HWG) W : R → R est de lasse C1, est 2π-périodique (i.e W (x+ 2π) = W (x)) et n'estpas identiquement onstant.Pour que la fontion W (xα) soit une perturbation à osillations asymptotiquement lentes del'opérateur périodique H0 := − d2

dx2
+V (x), il faut qu'elle varie peu sur une période du potentiel

V quand x est grand. Cei est vrai si α véri�e l'hypothèse :(Hα) α ∈ (0, 1).Sous les hypothèses (HWG) et (Hα) on a :
lim

x→+∞

(
sup

y∈[x,x+1]

|W (xα)−W (yα)|
)

= 0 (2)Cei permet d'utiliser la théorie des perturbations dans l'étude spetrale et asymptotique del'équation (SlOs).D'après la théorie de subordination de D. Gilbert et D. Pearson [GP87℄, le lieu et la naturedu spetre d'un opérateur de Shrödinger H (en partiulier, de H dé�ni par (1)) en dimension1 sont alors dérits en termes du omportement asymptotique des solutions de l'équation deShrödinger assoiée. En partiulier, S. Kotani [Kot86℄ a montré que la nature du spetre de
H peut souvent être déterminée par son exposant de Lyapounov (voir dé�nition 15). Un desrésultats importants sur e sujet est elui de S. Jitomirskaya et Y. Last [JL99℄ sur la dimensionde Hausdor� de la mesure spetrale. Soit T la matrie de transfert (voir la dé�nition 13 pour(SlOs)). On pose

γ(E) = lim sup
n→∞

‖T (n, 0, E)‖
net on note µ la mesure spetrale de H (en partiulier, de H dé�ni dans (1)). On aThéorème 1 (analogue ontinu du Corollaire 4.3 de [JL99℄). Supposons que γ(E) > 0 pourtout E dans un borélien A. Alors la restrition µ(A ∩ ·) est zéro-dimensionelle : 'est unemesure supportée par un ensemble de dimension de Hausdor� nulle.De plus, le spetre essentiel de l'opérateur de Shrödinger ontient 6 l'ensemble d'aroisse-ment de la densité d'états intégrée (voir Dé�nition 9 et Lemme 1.1). Par onséquent, la densitéd'états intégrée et l'exposant de Lyapounov apportent une information importante sur unepartie du spetre essentiel de l'opérateur de Shrödinger en dimension 1.1 Résultats antérieursGrâe aux travaux de G. Stolz on dispose d'une desription du spetre de l'opérateur

H =
d2

dx2
+ [V (x) +W (xα)]6. Il oïnide même parfois ave et ensemble.



6 Introdutionsous les hypothèses (HV), (HWG) et (Hα). Tout leteur intéressé par les méthodes de lathéorie spetrale des opérateurs de Shrödinger à osillations lentes est invité à lire les artiles[Sto94℄ et [Sto97℄, ainsi que le mémoire de thèse d'habilitation de G. Stolz [Sto96℄. On donnei-après un bref aperçu de es travaux, en se limitant aux résultats qui onernent l'équation(SlOs).Premièrement, sous les hypothèses (HV), (HWG) et (Hα), le spetre essentiel de l'opéra-teur de H , en tant qu'ensemble, est donné par :
σess(H) = σ(H0) +W (R)où σ(H0) désigne le spetre de l'opérateur périodique H0 = − d2

dx2
+ V (x) dans L2(R).Cei se démontre en onstruisant une suite de Weyl orthogonale à partir des solutions deBloh d'une équation périodique (il s'agit d'une suite orthonormée ψn ∈ D(H) telle que

‖(H−E)ψn‖ → 0 quand n→ ∞). Comme l'opérateur H = − d2

dx2
+[V (x)+W (xα)] appartientau as du point limite dans L2([0,∞)) (.f. la Setion 2.2 du Chapitre 2 de [LS91℄) pourhaque ondition au bord, il ne peut pas avoir de valeurs propres plongées dans le spetreontinu. On obtient ainsi que σpp(H) ∩ (σ(H0) + W (R)) est purement pontuel dense. Lerésultat suivant, qui dérit le spetre absolument ontinu de H, est un orollaire du Théorème2.5 de [Sto97℄ :Théorème 2 (Stolz). Si (α, β) est un intervalle de stabilité (intérieur d'une zone spetrale)de H0, alors le spetre de haque réalisation auto-adjointe de H dans L2([0,∞)) est purementabsolument ontinu dans (α+W+, β +W−), i.e. :

σ(H) ∩ (α +W+, β +W−) = σa(H),où W+ = max
x∈[0,2π]

W (x) et W− = min
x∈[0,2π]

W (x).On a également une desription du spetre singulier de H. Ce résultat est une appliationdirete du orollaire 2 de [Sto97℄ à notre problème dans le as où V est borné inférieurement :Théorème 3 (Stolz). Supposons V borné inférieurement. Si σ(H0) ∩ (α, β) = ∅, alors pourhaque réalisation auto-adjointe de H dans L2([0,∞)) on a :
σa(H) ∩ (α +W−, β +W+) = ∅.La nature du spetre singulier est aussi onnue. Dans son habilitation [Sto96℄, G. Stolza démontré, à l'aide de tehniques développées par Kirsh, Molhanov et Pastur [KMP90,KMP92℄, le résultat suivant (sans supposer que V soit borné inférieurement) :Théorème 4 (Kirsh�Stolz, Stolz). Si (α, β)∩σ(H0) = ∅, alors pour presque tout θ ∈ [0, 2π),le spetre de la réalisation de H dans L2([0,∞)) ave la ondition au bord :

f(0) cos θ − f ′(0) sin θ = 0dans les intervalles (α+W−, β+W+) est purement pontuel et les fontions propres assoiéessont exponentiellement déroissantes. Autrement dit, pour presque tout θ :
(α+W−, β +W+) ∩ σ(H) = σpp(H)et σc(H) ∩ (α +W−, β +W+) = ∅.



Introdution 7C'est un orollaire de la onjontion des théorèmes 5.1 et 5.8 de [Sto96℄.Remarque 5. La nature purement pontuelle du spetre de H dans les intervalles en on-sidération avait été annonée dans [KMP92℄ (voir la Proposition dans l'exemple b), la preuvefaisant référene à l'analogie ave la preuve dans le as des hautes barrières.La question qui apparaît alors naturellement est elle de la vitesse préise de déroissanedes fontions propres de l'opérateur H. Cette vitesse peut être dérite par l'exposant de Lya-pounov. Il est aussi intéressant de déterminer la distribution de la mesure spetrale. A l'éhellede volume, ette distribution est dérite par la densité d'états.Dans e travail, je réponds à es questions, en fournissant une formule exate pour la densitéd'états intégrée et pour l'exposant de Lyapounov pour presque toute valeur de l'énergie. Jedéris également l'ensemble résonnant, ensemble des valeurs de l'énergie où le omportementde Lyapounov n'est pas démontré.A notre onnaissane, le seul résultat antérieur sur le sujet est donné dans [SZ96℄. Danset artile, B. Simon et Y. Zhu démontrent l'existene et donnent une formule préise pourla densité d'états intégrée et pour l'exposant de Lyapounov dans le as V ≡ 0 et W ≡ cos.Leurs résultats sont les suivants.Posons L(l) := (2πl)
1
α et notons N(E,HBC(L(l))) le nombre de valeurs propres inférieures à

E de la restrition de H sur un intervalle [0, L(l)] ave une ondition 7 au bord auto-adjointeBC. La densité de es valeurs propres est dé�nie par :
k(l)(E) :=

N(E,HN (L(l)))

L(l)
.Les auteurs dé�nissent la densité d'états intégrée par :

k(E) = lim
l→∞

N(E,HBC(L(l)))
L(l)

,et obtiennent :Théorème 6 (Théorème 2.2 de [SZ96℄). La densité d'états intégrée pour l'opérateur deShrödinger − d2

dx2
+ cos xα existe, est indépendante des onditions au bord et est donnée parla formule :

k(E) =
1

2π2

∫ π

−π

√
[E − cosx]+dx.(Ii [f(x)]+ = max{f(x), 0}.) De plus, on a l'estimation suivante :

|k(l)(E)− k(E)| = O(l−ν(α))où ν(α) = min
{

1−α
3α
, 1
} .7. Nos notations sont :BC=D pour la ondition au bord de Dirihlet,BC=N pour la ondition au bord de Neumann,BC=DN pour la ondition de Dirihlet à gauhe et de Neumann à droite,BC=ND pour la ondition au bord de Neumann à gauhe et de Dirihlet à droite.



8 IntrodutionPuis, ils dé�nissent un ensemble résonnant :
Rα = RD ∪RN ∪ RDN ∪RND (3)ave

RBC =

∞⋃

d=1

∞⋂

m=1

∞⋃

n=m

⋂

k

{E ∈ [−d, d] | |E −Ek(n,BC)| < exp
(
−nν(α)−εα)

)
} (4)et Ek(n,BC) les valeurs propres de la restrition de H = − d2

dx2
+ cos(xα) à l'intervalle

[(2π(n − 1))
1
α , (2πn)

1
α ] ave une ondition au bord BC et εα est un nombre positif ar-bitraire �xé tel que εα < ν(α).Dans [SZ96℄, on trouve également les théorèmes suivants :Théorème 7 (Théorème 3.2 de [SZ96℄, Thouless formula). On pose γ0(E) =

√
[−E]+ et

k0(E) =
√

[E]+. Pour tout E /∈ Rα, où Rα est dé�ni dans (3), on a :
γ(E) = γ0(E) +

∫ ∞

−∞

ln |E − E ′|d(k − k0)(E
′)où γ(E) est l'exposant de Lyapounov pour H et k(E) est la densité d'états pour H.Théorème 8 (Théorème 3.8 de [SZ96℄). Pour tout E /∈ Rα, l'opérateur H = − d2

dx2
+cos(xα)véri�e le omportement de Lyapounov d'exposant :

γ(E) =
1

2π

∫ π

−π

√
[cos x− E]+dx.Au Chapitre II, je généralise es résultats à ertaines perturbations des opérateurs péri-odiques de potentiel périodique V ∈ L2,loc(R).2 Généralisation de la méthode de B. Simon et Y. Zhu2.1 Densité d'états intégréeDans ette setion, on dé�nit la densité d'états intégrée pour l'opérateur Hθ = d2

dx2
+

[V (x)+W (xα)] sur D(Hθ) = {f ∈ H2(R+) tel que cos θf(0)+sin θf ′(0) = 0}. Puis on énonele Théorème 10, donnant l'existene et la formule pour la densité d'états intégrée.Dé�nition 9. On appelle densité d'états intégrée pour l'opérateurHθ la limite suivante quandelle existe :
k(E) = lim

n→+∞

N(E,Hθ(n))

noù pour haque n ∈ N on note N(E,Hθ(n)) le nombre de valeurs propres inférieures à E dela restrition de H = d2

dx2
+ [V (x) +W (xα)] à l'intervalle [0, n] ave les onditions au bord

f(0) cos θ + f ′(0) sin θ = 0 et f(n) = 0.Je démontre le théorème suivant :
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0 π 2π 3π 4π−π−2π

ℑ(kp)

ℜ(kp)

kp(γ)

Figure 1 � Détermination prinipale kp du quasimoment de Bloh
γ

RE1 E2 E3 E4 E5 E6 E7 E8Figure 2 � Spetre de l'opérateur périodique H0

0 π 2π 3π−π−2π

1
2πℑ

∫ 2π
0 kp(E −W (z))dz

1
2πℜ

∫ 2π
0 kp(E −W (z))dz

1
2π

∫ 2π

0
kp(γ −W (z))dz

Figure 3 � Moyenne du moment omplexe kp(E −W (z)) sur une période de W
γ

R([E1, E2] ∪ ([E3, E4])−W (R) [E5, E6]−W (R) [E7, E8]−W (R)Figure 4 � Spetre essentiel de Hθ, en gris : σs(Hθ) ; en noir : σac(Hθ)



10 IntrodutionThéorème 10. Pour toute énergie E ∈ R, la densité d'états intégrée pour l'opérateur H existeet est donnée par la formule :
k(E) =

1

2π

∫ 2π

0

k0(E −W (z))dz (5)
k0(E) désignant la densité d'états intégrée pour l'opérateur périodique H0 = − d2

dx2
+ V (x) ( .f(1.1.6) dans le Chapitre I).Remarque 11. k0 = 1

π
ℜkp, où kp est la détermination prinipale du quasimoment de Bloh.Remarque 12. Comme k0(E) est une fontion ontinue, k(E) est aussi ontinue.2.2 Exposant de LyapounovOn ommene par rappeler la dé�nition de l'exposant de Lyapounov en termes de lamatrie de transfert. Considérons une équation de Shrödinger :

[
− d2

dx2
+ q(x)

]
ψ(x) = 0 (6)ave q : R → C. On forme un veteur Ψ :

Ψ(x) =

(
ψ(x)
dψ
dx
(x)

)
.

ψ est une solution de l'équation (6) si et seulement si Ψ est une solution de l'équation ma-triielle :
dΨ

dx
= A(x)Ψ ave A(x) =

(
0 1

−q(x) 0

)
. (7)Dé�nition 13. On appelle matrie de transfert (ou matrie résolvante ou solution fonda-mentale) pour (6) la solution T : R× R → Mat(2,C) du problème de Cauhy :






dT
dx
(x, y) = A(x)T (x, y)

T (y, y) = Id
T−1(x, y) = T (y, x).

(8)ave A dé�ni omme préédemment.Remarque 14. Par le théorème de Liouville (.f. [Arn76, �16, hapitre 3℄) on a :
det T (x, y) = exp

(∫ x

y

tr A(s)ds) = 1. (9)Quelques propriétés des matries de transfert :� si q est à valeurs réelles alors T (x, y) ∈ SL(2,R) .� T (x, y)T (y, z) = T (x, z),



Introdution 11Par dé�nition, la matrie de transfert T : R+ ×R+×C → SL(2,C) pour (SlOs) résout leproblème suivant :




dT (x, y, E)

dx
=

(
0 1

V (x) +W (xα)−E 0

)
T (x, y, E)

T (y, y, E) =

(
1 0

0 1

)
, T (x, y, E) = T−1(y, x, E)

(10)Dé�nition 15. On appelle exposant de Lyapounov pour l'équation (SlOs) la limite suivantequand elle existe :
γ(E) = lim

x→+∞

ln ‖T (x, 0, E)‖
x

. (11)Comme T (x, y, E) ∈ SL(2,C), l'exposant de Lyapounov, s'il existe, est positif ou nul.Au Chapitre II, je démontre le théorème suivant qui donne la formule pour l'exposant deLyapounov :Théorème 16. Pour presque toute énergie E ∈ R, l'exposant de Lyapounov pour l'équation(SlOs) existe et se alule par la formule suivante :
γ(E) =

1

2π

∫ 2π

0

γ0(E −W (x))dx, (12)où γ0(E) est l'exposant de Lyapounov pour l'équation (EqnPer) (voir (1.1.8) dans le Chapitre I).De plus, pour presque tout E ∈ R, on a la formule de Thouless :
γ(E)− γ0(E) =

∫ +∞

−∞

ln |E −E ′|d(k − k0)(E
′). (13)Remarque 17. γ0 = ℑkp, où kp est la détermination prinipale du quasimoment de Bloh.On peut aussi dérire l'ensemble résonant, 'est-à-dire l'ensemble des valeurs de l'énergie

E où l'existene de l'exposant de Lyapounov n'est pas démontrée.Proposition 18. L'exposant de Lyapounov pour l'équation (SlOs) existe et véri�e (12) pourtout E ∈ R\D∞ où D∞ est donné par :
D∞ :=

{
E ∈ R tels qu'il existe {li}i∈N ⊂ N et k = k(li) ∈ N tels que

|E −Ek(li)| ≤ exp
(
−lε(α)i

)
} (14)où Ek(l) désignent des valeurs propres de Dirihlet de H sur l'intervalle [0, (2πl)

1
α ] et ε(α) estun nombre arbitraire �xé véri�ant ε(α) < ν(α).Remarque 19. On peut également exprimer D∞ omme suit :

D∞ :=

∞⋃

d=1

∞⋂

m=1

∞⋃

n=m

∞⋃

k=1

{E ∈ [−d, d], |E − Ek(n)| ≤ e−n
ε(α)}



12 IntrodutionRemarque 20. La dimension de Hausdor� de D∞ est nulle. Comme σsc(H) ⊂ D∞, le spetresingulier ontinu est supporté par un ensemble d'énergies de dimension de Hausdor� nulle.Autrement dit, dans les termes de S. Jitomirskaya et Y. Last (.f. setion 2 de [JL99℄, enpartiulier, la formule (2.2)) la omposante singulière de la mesure spetrale est une mesure
0-singulière. Cei implique, par exemple, le résultat suivant.Soit En un bord de laune spetrale ouverte de H0. Par le Théorème 1.2 de [JL99℄, la solutionsubordonnée u(·, E) pour une énergie dans les intervalles (En +W−, En +W+) véri�e

lim inf
L→+∞

‖u(·, E)‖L
‖v(·, E)‖βL

= 0pour toute solution v(·, E) indépendante de u(·, E) et pour tout β > 0.Remarque 21. D'après le Théorème 5.1 et l'Exemple 5.2 de [DRMS94℄ (voir aussi [Gor92,Gor94℄), il existe un ensemble Gδ dense d'énergies E dans le spetre singulier de Hθ pourlesquelles γ(E) n'existe pas ou bien est nul. En partiulier, la formule (12) ne peut pas êtrevraie pour toutes les valeurs de l'énergie E et l'ensemble des énergies exeptionnelles dans leThéorème 16 ne peut pas être vide. Mais, dans la Proposition 18 nous montrons que pour(SlOs) et ensemble Gδ dense est de dimension de Hausdor� nulle.Partie 2. Étude d'une équation adiabatique quasi-périodiqueLa deuxième partie est onsarée à l'étude asymptotique des solutions et de la matrie demonodromie (.f. Dé�nition 27) pour l'équation quasi-périodique adiabatique :
−Ψ′′(x, z, E; ε) + [V (x) +W (εx+ z)]Ψ(x, z, E; ε) = EΨ(x, z, E; ε). (AdiabQP)La matrie de monodromie est un objet important dans l'étude de l'asymptotique des so-lutions de l'équation de Shrödinger. Elle re�ète une symétrie présente dans ette équation.Notre but est de généraliser (dans la mesure du possible) les résultats de A. Fedotov et F.Klopp [FK02, FK04b, FK06b, FK06a℄, qui ont étudié en détails le as W ≡ cos, au as d'unpotentiel quelonque analytique réel et périodique. On utilisera es résultats pour onstruiredes approximations quasi-périodiques à l'équation (SlOs) dans la troisième partie.On onsidère l'équation quasi-périodique adiabatique (AdiabQP) omme une perturbation del'équation de Shrödinger assoiée à l'opérateur périodique

H0 := − d2

dx2
+ V (x) (15)mais ave une énergie dépendant de la variable omplexe z.1 HypothèsesLe potentiel V . On suppose que la fontion V est non onstante et véri�e les hypothèsessuivantes :(HVR) V ∈ L2,loc(R,R),(HVP) V (x+ 1) = V (x) pour tout x ∈ R.



Introdution 13Ces hypothèses sont su�santes pour mettre en plae la théorie de Bloh-Floquet (.f.[LS91, �2.6 et 2.7℄, [En94, �17℄ et [Fir00℄) pour l'opérateur H0, ainsi que la théoriede perturbations pour H0 (� méthode de la résolvante approhée �, .f. [FK01℄). Lesonstrutions de la méthode de WKB omplexe pour les perturbations des opérateurspériodiques (voir Chapitre II) utilisent des objets de la théorie de Bloh-Floquet (voirChapitre I).Le potentiel W . Fixons Y > 0 et soit alors SY la bande SY := {z ∈ C, |ℑz| < Y } du planomplexe. On suppose que la fontion W : SY → C véri�e les hypothèses suivantes :(HWA) W est non onstante, prolongement d'une fontion analytique réelle dans labande SY , i.e. W ∈ H(SY ) et W (R) ⊂ R.(HWC) Dans SY tous les points ritiques de W sont réels.(HWP) W (z + 2π) = W (z) pour tout z ∈ SY .L'hypothèse d'analytiité (HWA) est indispensable pour pouvoir appliquer la méthodeWKB omplexe pour les perturbations des opérateurs périodiques (voir la Setion 1.1du Chapitre III). L'hypothèse sur les points ritiques (HWC) joue un r�le importantdans les onstrutions géométriques de la méthode de prolongement des asymptotiquesdes solutions (.f. la Setion 1.2 du Chapitre III) et [FK04a℄). L'hypothèse de périodiité(HWP) permet d'introduire la matrie de monodromie grâe à la symétrie supplémen-taire qu'elle apporte dans l'équation (AdiabQP).La fréquene adiabatique ε. Dans ette partie, ε est un petit paramètre réel. Les résul-tats sont asymptotiques dans le sens où ils sont valables pour ε su�samment petit.Le paramètre omplexe z. Le paramètre z de l'équation (AdiabQP) parourt toute labande omplexe SY :(Hz) z ∈ SY .2 Matries de transfert et matries de monodromieQuand une équation a des symétries, on peut introduire l'opérateur de monodromie assoiéau groupe de symétries agissant sur l'ensemble des solutions de ette équation. Ayant �xéune base de solutions, on peut aluler la matrie de l'opérateur de monodromie dans ettebase, la matrie de monodromie. Dans ette setion, on rappelle la dé�nition des matriesde monodromie pour l'équation quasi-périodique (AdiabQP). On disute les propriétés de esmatries et leur rapport à la matrie de transfert pour (AdiabQP).2.1 Symétries de (AdiabQP) et solutions ohérentesL'équation (AdiabQP) est invariante sous l'ation des transformations suivantes de l'espaedes solutions de (AdiabQP) :1. l'opérateur de déalage T2π dé�ni par (T2πf)(x, z, E; ε) := f(x, z + 2π, E; ε),2. l'opérateur de déalage simultané des deux variables Pε dé�ni par : (Pεf)(x, z, E; ε) :=
f(x+ 1, z − ε, E; ε).Ces opérateurs ommutent (PεT2π = T2πPε) et l'opérateur Hz,ε := − d2

dx2
+ V (x) +W (εx+ z)ommute aux opérateurs T2π et Pε :

T2πHz,ε = Hz,εT2π et PεHz,ε = Hz,εPε.



14 IntrodutionOn onsidère les groupes 〈T2π〉 et 〈Pε〉 omme des groupes de symétries de l'équation (Adia-bQP).Remarque 22. Pour haque ε �xé irrationnel, z 7→ Hz,ε est une famille ergodique d'opéra-teurs, onsidérée sur le tore T = R/2πZ ave la mesure 1
2π
Leb et la σ-algèbre B des boréliens.On assoie le groupe des opérateurs unitaires engendré par l'opérateur de translation : x 7→

x+1 à la transformation ergodique z 7→ z+ε qui préserve la mesure sur T. L'opérateur Hz+ε,εest unitairement équivalent à l'opérateur Hz,ε (voir [PF92℄ pour les dé�nitions).On introduit un ouplage entre la variable x et le paramètre z en se restreignant auxsolutions invariantes sous l'ation de Pε.Dé�nition 23. On dit qu'une fontion f = f(x, z, E; ε) véri�e la ondition de ohérene sielle est invariante sous l'ation de Pε :
(Pεf)(x, z, E; ε) = f(x, z, E; ε). (16)Fixons une énergie E. Soit K l'ensemble des solutions de Hz,εf = Ef telles que Pεf = f :

K :=




f : R× SY → C telle que f(·, z) ∈ C2(R)

f(x, ·) ∈ H(SY )
Hz,εf(·, z) = Ef(·, z)
Pεf = f




. (17)

K est un module sur l'anneau des fontions
{a : SY → C | a(R) ⊂ R, a ∈ H(SY ), a(z + ε) = a(z)}.On onsidère aussi des bases de solutions véri�ant la ondition de ohérene. Il est utiled'introduire la notion suivante :Dé�nition 24. Soit {f1, f2} = {f1, f2}(x, z, E; ε) une base de solutions de l'équation (Adia-bQP). On dit que {f1, f2} est une base ohérente si f1 et f2 véri�ent la ondition de ohéreneet que leur wronskien est égal à 1 :

w[f1, f2] := f ′
1(x, z, E; ε)f2(x, z, E; ε)− f1(x, z, E; ε)f

′
2(x, z, E; ε) ≡ 1. (18)On peut aussi onsidérer des solutions matriielles

F (x, z, E, ε) :=

(
f1(x, z, E; ε) f2(x, z, E; ε)
f ′
1(x, z, E, ε) f ′

2(x, z, E; ε)

)
.Dé�nition 25. On appelle solution ohérente matriielle une solution matriielle forméed'une base ohérente de solutions de (AdiabQP).La matrie de transfert T : R× R× SY × C → SL(2,C) résout le problème de Cauhy :





dT (x, y, z, E; ε)

dx
=

(
0 1

V (x) +W (εx+ z)− E 0

)
T (x, y, z, E; ε)

T (y, y, z, E; ε) =

(
1 0

0 1

) (19)



Introdution 15Pour une fontion f : SY → C on note f ∗ : SY → C la fontion dé�nie par :
f ∗(z) = f(z).On dé�nit un groupe A de fontions à valeurs dans SL2(C) :

A := {A : SY → SL(2,C) tel que A ∈ H(SY ), A(z + ε) = A(z), A(∗) = σA}, (20)où pour une matrie A =

(
a b
c d

), on note A(∗) :=

(
a∗ b∗

c∗ d∗

) et σ :=

(
0 1
1 0

).Lemme 26. Soient {f1, f2} une base ohérente et F la solution matriielle assoiée. Alors,il existe A(z;E, ε) ∈ A telle que :
F (x, z;E, ε) = T (x, 0, z;E, ε)A(z;E, ε).Don l'ensemble des solutions matriielles ohérentes oïnide ave l'ensemble S :

S :=

{
F : R× SY × C → SL(2,C) tel queil existe A(., E; ε) ∈ A tel que F (x, z, E; ε) = T (x, 0, z, E; ε)A(z;E, ε)

}Démonstration. Soient F1 et F2 deux solutions matriielles ohérentes, et soit P la matriede passage de l'une à l'autre :
F2(x, z;E, ε) = F1(x, z;E, ε)P (z, E, ε).On va démontrer que P ∈ A. Comme F1, F2 ∈ SL(2,C), on a P ∈ SL(2,C). De plus, lesoe�ients de P s'expriment omme somme de produits de oe�ients de F1 et F2. Donomme F1, F2 ∈ H(SY ), on a aussi P ∈ H(SY ). Les oe�ients de P sont indépendants de

x, don la ondition de ohérene F1,2(x + 1, z − ε;E, ε) = F1,2(x, z;E, ε) implique P (z +
ε;E, ε) = P (z;E, ε). On voit que σPσ = P (∗) puisque P (∗) = (F−1

1 )(∗)F
(∗)
2 = σF−1

1 σσF2σ =
σPσ. On obtient que haque matrie de passage d'une solution matriielle ohérente à uneautre appartient à A. Mais la matrie de transfert T (x, 0, z, E; ε) est une solution matriielleohérente, e qui �nit la démonstration.2.2 Dé�nition et propriétés de la matrie de monodromieL'espae des solutions de l'équation (AdiabQP) est invariant sous l'ation de T2π. On intro-duit de façon usuelle l'opérateur de monodromie M qui agit sur les solutions par translation
T2π. Pour obtenir une représentation de l'opérateur de monodromie on onsidère sa restritionsur l'espae des solutions ohérentes (ei est possible ar T2π ommute ave Pε). Soient f et
g des solutions de l'équation (AdiabQP) qui forment une base ohérente. Vue la périodiité de
W , f(x, z + 2π, E; ε) et g(x, z + 2π, E; ε) sont aussi des solutions de l'équation (AdiabQP) etforment une base ohérente. Par onséquent, il existe une fontion matriielle �une représen-tation de l'opérateur de monodromie sur l'espae des solutions ohérentes� M(z, E; ε) àoe�ients omplexes telle que :

(
f
g

)
(x, z + 2π, E; ε) =M(z, E; ε)

(
f
g

)
(x, z, E; ε). (21)



16 IntrodutionDé�nition 27. La fontion matriielle M : SY × C → Mat(2,C) dé�nie par la formule (21)s'appelle matrie de monodromie assoiée à la base ohérente {f, g}.La matrie de monodromie satisfait aux propriétés suivantes :1. M(z, E; ε) est à valeurs dans SL(2,C), i.e. detM(z, E; ε) ≡ 1.2. M(z, E; ε) est ε-périodique en z, i.e. M(z + ε, E; ε) =M(z, E; ε).3. Soit V ⊂ C un domaine 8. Si les solutions f et g sont analytiques en (z, E) dans SY ×V ,il en est de même de la matrie de monodromie assoiée.4. Les oe�ients de la matrie de monodromie s'expriment en termes des wronskiens desolutions :
M11(z, E; ε) =

w[f(x, z + 2π, E; ε), g(x, z, E; ε)]

w[f(x, z, E : ε), g(x, z, E; ε)]

M12(z, E; ε) = −w[f(x, z + 2π, E; ε), f(x, z, E; ε)]

w[f(x, z, E; ε), g(x, z, E; ε)]

M21(z, E; ε) =
w[g(x, z + 2π, E; ε), g(x, z, E; ε)]

w[f(x, z, E; ε), g(x, z, E; ε)]

M22(z, E; ε) = −w[g(x, z + 2π, E; ε), f(x, z, E; ε)]

w[f(x, z, E; ε), g(x, z, E; ε)]
(22)5. Soient N,M ∈ N et une fontion f : RM × CN → C. Notons f ∗ la fontion suivante :

f ∗(x1, . . . , xM , z1, . . . , zN) := f(x1, . . . , xM , z1, . . . , zN) (23)Supposons que les solutions f et g forment une base ohérente et soient reliées par larelation g(x, z, E; ε) = f ∗(x, z, E; ε). Alors la matrie de monodromie assoiée à la base
{f, g} est de la forme suivante :

M(z, E; ε) =

(
a(z, E; ε) b(z, E; ε)
b∗(z, E; ε) a∗(z, E; ε)

) (24)où les oe�ients a et b sont donnés par :
a(z, E; ε) =

w[f(x, z + 2π, E; ε), f ∗(x, z, E; ε)]

w[f(x, z, E : ε), f ∗(x, z, E; ε)]
(25)

b(z, E, ε) =
w[f(x, z, E; ε), f(x, z + 2π, E; ε)]

w[f(x, z, E; ε), f ∗(x, z, E; ε)]
(26)Les propriétés de la matrie de monodromie impliquent queM(., E, ε) ∈ A. De plus, on dé�nitl'ation du groupe A sur une matrie M ∈ SL(2,C) par :

∀ A ∈ A, (A ·M)(z) := A(z + 2π)MA−1(z) (27)Lemme 28. Soit M0(x, z;E, ε) une matrie de monodromie assoiée à une base ohérente.Soit M une matrie de monodromie assoiée à une autre base ohérente. Alors M appartientà l'orbite de M0 sous l'ation de A.8. C'est-à-dire un ouvert simplement onnexe.



Introdution 17Démonstration. L'assertion du lemme déoule de la formule suivante. Soient F0 la solutionmatriielle assoiée àM0 et F la solution matriielle assoiée àM . Comme F = F0P (P ∈ A),alors
M(z;E, ε) = P t(z + 2π;E, ε)M0(z;E, ε)(P

t)−1(z;E, ε).Pour onlure, on remarque que si A ∈ A, alors At, A−1 ∈ A et si A(·) ∈ A alors on a
A(·+ 2π) ∈ A.Les exemples de base d'ation des éléments du groupe A sont :1. Soient {f, f ∗} une base ohérente et {g, g∗} une autre base liée à {f, f ∗} par :

(
f
f ∗

)
(x, z, z0, E; ε) = Sm(z − z0)

(
g
g∗

)
(x, z, z0, E; ε)ave Sm(z − z0) =



 exp
(

2πim(z−z0)
ε

)
0

0 exp
(
−2πim(z−z0)

ε

)



 .Alors {g, g∗} est une base ohérente et la matrie de monodromieMf assoiée à {f, f ∗}est reliée à la matrie Mg assoiée à {g, g∗} par la transformation :
Mf(z, z0, E; ε) = S(z − z0 + 2π)Mg(z, z0, E; ε)S

−1(z − z0).2. Soit {g, g∗} la base reliée à la base ohérente {f, f ∗} par g = −if ∗ et g∗ = if . Alors lamatrie de monodromie Mf est liée à Mg par la relation :
Mf(z, z0, E; ε) = GMg(z, z0, E; ε)G ave G =

(
0 i
−i 0

)
.Remarque 29. On dé�nit le oyle matriiel assoié à une matrie de monodromie M :

Mn(z, E, ε) :=M(z+(n−1)2π, E; ε) · · ·M(z+2π, E; ε)M(z, E; ε) ave M0(z, E : ε) := Id.Les Mn véri�ent la relation de oyle Mm+n(z, E; ε) = Mm(z + 2πn,E; ε)Mn(z, E; ε). Onintroduit la relation d'équivalene entre oyles suivante.Soit G ⊂ SL(2,C) un groupe. Deux oyles Mn, (M0)n : R/εZ → G sont équivalents s'ilexiste A : R/εZ → G telle que
Mn(z, E) = A(z + 2πn)−1(M0)n(z, E)A(z).La dé�nition (27) de l'ation du groupe A et le Lemme 28 impliquent queLemme 30. Toutes les matries de monodromie assoiées à des bases ohérentes engendrentdes oyles R/εZ → A équivalents.Dé�nissons un exposant de Lyapounov pour le oyle engendré par une matrie de mon-odromie :
γ(M, z, E, ε) := lim

n→∞

ln ‖Mn(z, E; ε)‖
n

.Utilisant ergodiité des oyles de matries de monodromie on obtient :Corollaire 31. Les exposants de Lyapounov pour toutes les matries de monodromie assoiéesà des bases ohérentes oïnident et ne dépendent que de E et ε.



18 Introdution2.3 Matries de monodromie et matries de transfertLa matrie de monodromie est liée à la matrie de transfert :Lemme 32. Il existe δε ∈ (−ε, 0] tel que pour tout x ∈ R la matrie de transfert véri�e
T (x+ [

2π

ε
], x, z, E, ε) = Ψ(x, z + δε, E, ε)M

t(z + δε, E, ε)Ψ(x, z, E, ε)où Ψ(x, z + δε, E, ε) est une solution ohérente matriielle (voir Dé�nition 25) et M est lamatrie de monodromie assoiée à ette solution matriielle.Démonstration. Soit Ψ(x, z, E, ε) une solution matriielle ohérente de (AdiabQP), on peutexprimer la matrie de transfert :
T (x+ [

2π

ε
], x, z, E, ε) = Ψ(x+ [

2π

ε
], z, E, ε)Ψ−1(x, z, E, ε)Par la ondition de ohérene, on a :

Ψ(x+ [
2π

ε
], z, E, ε) = Ψ(x, z + [

2π

ε
]ε, E, ε)Soit M(z, E, ε) la matrie de monodromie assoiée à la solution ohérente Ψ, i.e.

Ψ
t(x, z + 2π, E, ε) =M(z, E, ε)Ψt(x, z, E, ε).On obtient

Ψ(x, z + 2π + δε, E, ε) = Ψ(x, z + δε, E, ε)M
t(z + δε, E, ε),où on a noté δε = [2π

ε
]ε− 2π. On exprime :

T (x+ [
2π

ε
], x, z, E, ε) = Ψ(x, z + δε, E, ε)M

t(z + δε, E, ε)Ψ
−1(x, z, E, ε).Supposons que x ∈ N et qu'on puisse estimer ∥∥∥dΨ(0,t,E,ε)

dt

∥∥∥ ≤ C uniformément en t dans
[z + εx, z + ε(x+ 1)]. Alors, puisqueTr T (x+ [

2π

ε
], x, z, E, ε) = Tr (Ψ(0, z + εx+ δε, E, ε)Ψ

−1(0, z + εx, E, ε)M t(z + εx+ δε)
)
,on estime aussi :

|Tr T (x+ [
2π

ε
], x, z, E, ε)| ≤ (1 + 2Cε)|Tr M t(z + εx+ δε)|.Cei est utile pour estimer le nombre de valeurs propres sur un intervalle de longueur 2π

ε
.Une propriété importante de la matrie de monodromie onerne les valeurs propres de

H = − d2

dx2
+ [V (x) +W (εx+ z)].Lemme 33. Soit δ > 0 su�samment petit. Supposons que la trae de la matrie de mon-odromie véri�e :

|Tr M(z, E, ε)| > C‖M(z, E, ε)‖ exp(−δ
ε
)et Ψ est uniformément borné au voisinage de x, alors E n'est pas une valeur propre de

H = − d2

dx2
+ [V (x) +W (εx+ z)] sur [x, x+ [2π

ε
]] ave une ondition au bord périodique, ni del'opérateur ave une ondition au bord antipériodique.



Introdution 193 Asymptotique de la matrie de monodromie : le as généralJ'étudie l'asymptotique des matries de monodromie quand ε est petit. Le Théorème 2.3du Chapitre IV dérit l'asymptotique de la matrie de monodromie assoiée à une base o-hérente de solutions de l'équation (AdiabQP). Pour présenter e résultat, on a besoin d'in-troduire plusieurs notations. Par onséquent, dans ette introdution on va se ontenter d'unorollaire du Théorème 2.3 qui re�ète les propriétés essentielles de ette asymptotique. Ontrouvera plus de détails, en partiulier, les dé�nitions néessaires et l'énoné du Théorème 2.3au Chapitre IV.Supposons que (E −W (R)) ∩ σ(H0) 6= ∅ et ontienne un intervalle. Soit I le nombre deomposantes onnexes de S := {z ∈ T = R/2πZ | (E−W (z)) ∈ σ(H0)}. Nous démontrons lerésultat suivant :Proposition 34. Fixons E ∈ R et δ > 0 petit. Soit z0 ∈ R tel que (E −W (z0)) ∈ σ(H0)et |E −W (z0) − (R\σ(H0))| > δ. Il existe Y ′, 0 < Y ′ < Y , et ε0 = ε0(δ) > 0 tels que pourtout ε < ε0 on peut onstruire une base ohérente dont la matrie de monodromie M assoiéeadmet l'asymptotique uniforme suivante dans SY ′ :
M(z, E; ε) = exp

(
2πγ(E)

ε

) 2I∑

k=1

(
fk(z, E) 0

0 f ∗
k (z, E)

)(
Mk(z, E; ε) +O(e−

pk
ε )
)ave� γ(E) = 1

2π

2π∫
0

γ0(E −W (s))ds où γ0(E) est l'exposant de Lyapounov pour (EqnPer).� mk ∈ Z et |mk| ≤ (I + 1) où I est le nombre de omposantes onnexes de S.� fk(z, E) = exp
(
2πimk

ε
(z − z0)

).� Mk est une matrie aux oe�ients non nuls, dont haque oe�ient est un mon�metrigonométrique en 2π(z−z0)
ε

d'ordre au plus 2.� pk > p(δ, Y, Y ′) > 0.On déduit de ette proposition l'asymptotique de la matrie de monodromie pour z ∈ R :Corollaire 35. Sous les onditions de la Proposition 34, on a
M(z, E, ε) = exp

(
2πγ(E)

ε

)(
M0(z, E, ε) +O(e−

p
ε )
)ave M0 une matrie dont les oe�ients sont O(1), ε-périodiques en z et pour presque tout

z ∈ [0, ε) non nuls.Corollaire 36. Soit E ∈ R tel que les ensembles (E −W (R))∩ (R\σ(H0)) et (E −W (R))∩
σ(H0) ontiennent un intervalle et supposons que pour haque z tel que W ′(z) = 0 on ait
E −W (z) ∈ R\σ(H0). Alors pour haque z dans {z ∈ C tel que δ < ℑz < Y ′} on a

M(z, E; ε) = exp

(
2π

ε
(γ(E)− (M + 1)(z − z0)

)(
M0(E; ε) +O(e−

p
ε )
)où M0(E; ε) est égale soit à ( 1 0

a(E, ε) 0

), soit à ( 0 a(E, ε)
0 1

) ave |a(E, ε)| ≤ 1.



20 IntrodutionDans la démonstration du Théorème 2.3 du Chapitre IV, on obtient des estimations pourles solutions ohérentes de l'équation (AdiabQP). Pour énoner e résultat on a besoin dequelques notations.Soient a, b ∈ R et λ : [a, b]× [a, b] → R telle que pour a ≤ x ≤ y ≤ b on a λ(y, x) ≥ 0. Soit µun réel. On introduit les normes suivantes sur C1([a, b]) :
‖f‖L∞(λ,µ,[a,b]) = max

x∈[a,b]

(
exp

(
−µ
ε

)∫ x

a

|f(s)|e−λ(s,a)ds
)
.Lorsque µ = 0, on simpli�e la notation en ‖f‖L∞(λ,[a,b]).Fixons x0 ∈ R. On note {En} les bords des zones spetrales de H0. Soient (ξi), i =

1, . . . ,M , les solutions de E −W (z + εξi) ∈ {En} telles que ξi ∈ [x0, x0 +
2π
ε
].Théorème 37. Fixons z ∈ [0, 2π] tel que |E − W (z) − En| > δ. Alors il existe une base

(Ψ+,Ψ−) de solutions ohérentes et une petite onstante positive δ telles que :� Pour tout x dans [x0, x0+2π
ε
)\

2M⋃
i=1

[ξi− δ
ε
, ξi+

δ
ε
] =

2M+1⋃
i=1

[ai, bi] on a ‖Ψ(x, z, E, ε)‖L∞(λ(E,.),[ai,bi])est bornée uniformément en ε. Ii λ(E, x, y) = z0+εy∫
z0+εx

ℑkp(E −W (z))dz.� Pour x dans [bi, ai+1] := [ξi − δ
ε
, ξi +

δ
ε
] on a ‖Ψ(x, z, E; ε)‖L∞(λ(E,.),β(E,ξi)δ,[bi,ai+1]) estbornée uniformément en ε. Ii λ(E, x, y) = z0+εy∫

z0+εx

ℑkp(E −W (z))dz, β(E, ξi) = 2πmi et
mi est une onstante entière.Ce théorème est important pour les onstrutions de la troisième partie de ette thèse.Les estimations sont utilisées dans les approximations des matries de transfert pour l'équa-tion (SlOs) dans le Chapitre V.Partie 3. Perturbation à osillations asymptotiquement lentesDans une troisième partie, j'applique les résultats de la seonde partie à l'étude de l'équa-tion :

−Ψ′′(x, E) + [V (x) +W (xα)]Ψ(x, E) = EΨ(x, E) (SlOs)et à l'étude spetrale de l'opérateur de Shrödinger assoié
H = − d2

dx2
+ V (x) +W (xα). (28)En partiulier, je redémontre la formule (12) pour l'exposant de Lyapounov montrée préédem-ment. On dispose aussi de desriptions asymptotiques des matries de transfert pour l'équa-tion (SlOs) pour ertains régimes d'énergies. Pour z0 ∈ [0, 2π), on pose yn(z0) := (2πn +

z0)
1
α et xn(z0) := [yn(z0)]. Les approximations quasi-périodiques adiabatiques pour l'équa-tion (SlOs) de la partie 2 permettent de démontrer le résultat suivant :Théorème 38. [ .f. Lemme 3.6 du Chapitre V℄ On �xe E ∈ R tel que E−W (R) ⊂ σ(H0). Ilexiste n0 ∈ N tel que pour haque n > n0 et pour haque z0 ∈ [0, 2π), la matrie de transfertpour (SlOs) véri�e :
T (xn(z0), xn0(z0), E) = (Φ0(z0) + on(1))

n−1∏

k=n0

[(I + ok+1(1))Dn(E, z0)] (Φ
0(z0) + on0(1))

−1,



Introdution 21où � ∏ désigne le produit à gauhe,� Dn(E, z0) :=

(
ei

φn(E,z0)

εn 0

0 e−i
φn(E,z0)

εn

),� φn(E, z0) =
∫ z0+2π+βn
z0+αn

κ(s)ds ∈ (0, 2π2),� ∀ s ∈ R, κ(s) ∈ (0, π),� αn, βn ∈ (−εn, 0),� Φ
0(E, z0) =

(
Φ0

+ Φ0
−

(Φ0
+)

′ (Φ0
−)

′

)
(x, E −W (z0)),� Φ0

± sont des solutions de Bloh de −(Φ0)′′ + V (x)Φ0 = EΦ0.Corollaire 39. Pour tout E véri�ant E −W (R) ⊂ σ(H0), l'exposant de Lyapounov existe etest nul : γ(E) = 0.Ce orollaire est démontré dans le Chapitre V.Pour onlure ette partie, pour les énergies dans σs(Hθ) on obtient la deuxième desription(la première est à la Proposition 18) de l'ensemble résonant :Proposition 40. [ .f. Corollaire 4.12 du Chapitre V℄ Pour haque K > 10C, pour tout
E /∈ G∞(K), où

G∞(K) :=
⋂

k∈N

G∞(K, δ =
1

k
),l'exposant de Lyapounov γ(E) existe et on a

γ(E) =
1

2π

∫ 2π

0

γ0(E −W (s))ds.Ii G∞(K, δ) =
⋂
m

⋃∞
n=mGn(K, δ), où Gn(K, δ) est dé�ni dans (5.4.19) p.125. De plus, la�dimension de Hausdor� logarithmique� (voir la Dé�nition 2.3 du Chapitre II) de G∞(K)véri�e

lndim(G∞(K)) =
1

1− α
.La �dimension de Hausdor� logarithmique� est une aratéristique �ne des sous-ensemblesde R de dimension de Hausdor� nulle.La struture de e mémoireLe Chapitre I est onsaré à des rappels sur la théorie des opérateurs de Shrödinger péri-odiques en dimension 1. Les résultats de e hapitre seront systématiquement utilisés par lasuite. Ce hapitre ouvre la première partie de la thèse onsarée aux approximations péri-odiques.Dans le Chapitre II on étudie l'équation à osillations asymptotiquement lentes (SlOs) àl'aide des approximations périodiques. On y démontre les Théorèmes 10 et 16 par des méth-odes qui suivent les idées de B. Simon et Y. Zhu (.f. [SZ96℄).Dans le Chapitre III, qui ouvre la seonde partie de ma thèse, on passe en revue la méthode



22 IntrodutionWKB omplexe pour les perturbations adiabatiques des opérateurs de Shrödinger périodiquesaompagnée de quelques nouveaux résultats (.f. Corollaire 1.27 et Lemme 1.25). On étudiel'équation quasi-périodique adiabatique a�n de préparer le terrain aux approximations dansle Chapitre V.Le Chapitre IV est onsaré à l'étude asymptotique de l'équation (AdiabQP). On démontreles théorèmes sur l'asymptotique de la matrie de monodromie et des solutions ohérentes,en partiulier, la Proposition 34 et le Théorème 37. On illustre nos résultats sur des exemplesdi�érents de W . Cei �nit la deuxième partie de ma thèse.Dans le Chapitre V on onstruit des approximations pour les matries de transfert pour l'équa-tion (SlOs) sur les intervalles de la taille d'ordre Cn 1
α
−1 par des matries de transfert pourl'équation (AdiabQP) et on realule les formules pour l'exposant de Lyapounov. On donneles démonstrations du Théorème 38 et de la Proposition 40 de ette introdution. Le résultatsur l'ensemble résonant, la Proposition 40, améliore elui de la Proposition 18 du Chapitre II,ar on estime plus préisément la �dimension de Hausdor�� logarithmique du spetre singulier(la dimension de Hausdor� ordinaire étant nulle) de H = − d2

dx2
+ V (x) +W (xα).



Chapitre IÉquation de Shrödinger périodiqueCe hapitre est onsaré à des rappels de la théorie de l'opérateur de Shrödinger péri-odique H0 = − d2

dx2
+ V (x) dans L2(R) (.f. [MvM75, MO75, Fir00℄). Ces résultats serontsystématiquement utilisés par la suite. On suppose que V véri�e les hypothèses (HV), i.e. Vdans L2,loc(R), à valeurs réelles et V (x + 1) = V (x) pour tout x réel. On passe en revue lathéorie de Bloh�Floquet pour et opérateur.On ommene par dérire le spetre de l'opérateur périodique. Puis on introduit les objetsentraux de la théorie de Bloh�Floquet, notamment la matrie de monodromie, les multi-pliateurs de Floquet, le quasimoment de Bloh global et les solutions de Bloh, et on déritleurs propriétés.1 Spetre de l'opérateur périodiqueSous les hypothèses (HV) sur V , l'opérateur H0 dans L2(R) est auto-adjoint : 'estl'opérateur de Hill. Soient {En}n∈N l'ensemble de valeurs propres de H0 dans L2([0, 1]) aveune ondition au bord périodique (i.e. f(0) = f(1)) ou anti-périodique (i.e. f(0) = −f(1))numérotées par ordre roissant. Le spetre de H0 = − d2

dx2
+ V (x) dans L2(R) est purementabsolument ontinu, sans ré�etion (le oe�ient de ré�etion est nul à l'intérieur des ban-des spetrales), de multipliité deux. Il est onstitué d'intervalles, appelés zones spetrales ouintervalles de stabilité :

[E1, E2], [E3, E4], [E5, E6], [E7, E8], . . . , [E2n−1, E2n], . . .ave
E1 < E2 ≤ E3 < E4 . . . E2n ≤ E2n+1 < E2n+2 ≤ . . . tel que En → +∞ quand n→ +∞.Pour haque entier naturel n, les intervalles (E2n, E2n+1) ne ontiennent pas de spetre de

H0 : e sont les launes spetrales ou zones interdites. On dit que la n-ème laune est ouvertesi E2n < E2n+1. Les longueurs des launes onvergent vers zéro quand n tend vers l'in�ni.De plus, l'opérateur H0 est unitairement équivalent à une intégrale direte d'opérateurs àrésolvante ompateH0,φ, indexés par un angle φ ∈ [0, π]. Autrement dit, il existe un opérateur23



24 I. Équation de Shrödinger périodiqueunitaire U tel que :
H0 = U∗

(
1

2π

∫ 2π

0

H0,φdφ

)
U.Chaque opérateur H0,φ est une restrition de H0 sur [0, 1] ave la ondition au bord quasi-périodique f(1) = eikf(0). Pour haque φ ∈ (0, π), l'opérateur H0,φ a préisément une valeurpropre dans haque zone spetrale.Il est également onnu que le spetre de l'opérateur H0 dans L2(R) peut être exprimé entermes du déterminant de la matrie de monodromie dont on rappelle maintenant la dé�nition.1.1 Matrie de monodromie pour l'équation périodique (EqnPer)On introduit l'opérateur de monodromie M assoié à l'opérateur t de translation par 1 del'espae (de dimension deux) des solutions de l'équation H0Ψ = EΨ :

(tΨ)(x, E) := Ψ(x+ 1, E).Chaque base de l'espae des solutions de H0Ψ = EΨ nous fournit une représentation ma-triielle de l'opérateur de monodromie, la matrie de monodromie. Si on hoisit deux solutionsstandard, disons c(x, E) et s(x, E), dé�nies par les onditions initiales c(0) = s′(0) = 1 et
c′(0) = s(0) = 0, alors la matrie de monodromieM(E) dans la base formée par es solutionsest :

M(E) =

(
c(1) c′(1)
s(1) s′(1)

)
. (1.1.1)Le déterminant de ette matrie vaut 1, detM(E) ≡ 1, puisque 'est le wronskien de solutions

c(x) et s(x).Dé�nition 1.1. La trae de la matrie de monodromie D(E) := TrM(E) = c(1) + s′(1) estappelée le disriminant de Hill.Dé�nition 1.2. On appelle multipliateurs de Floquet les valeurs propres de M(E), i.e. lesraines λ(E) du polyn�me aratéristique de la matrie de monodromie :
det(M(E)− λ(E)Id) = λ2(E)−D(E)λ(E) + 1.1.2 Solutions de BlohSoit λ(E) un multipliateur de Floquet. Il existe alors une solution Φ de l'équation :

− Φ′′(x, E) + V (x)Φ(x, E) = EΦ(x, E) (EqnPer)qui véri�e Φ(x+ 1, E) = λ(E)Φ(x, E) pour tout x ∈ R .Dé�nition 1.3. Une solution véri�ant ette ondition est appelée solution de Bloh.Pour montrer l'existene d'une solution de Bloh, il su�t de remarquer que l'opérateur demonodromie M ommute à H0, et don ils sont rédutibles dans une même base.Quand la matrie de monodromie est diagonalisable, les solutions de Bloh forment unebase dans l'espae des solutions de (EqnPer). On note λ+(E) et λ−(E) les valeurs propres de
M(E), et on note Φ+(x, E) et Φ−(x, E) les solutions de Bloh assoiées.



1. Spetre de l'opérateur périodique 25Si |D(E)| ≤ 2, alors les solutions λ±(E) de l'équation aratéristique sont de module 1.Cei implique qu'il existe une solution de Bloh bornée. En tronquant ette solution, on peutonstruire une suite de fontions propres approhées à support ompat. On en déduit que Eest dans le spetre de H0 dans e as.Par ontre, si |D(E)| > 2, alors |λ+(E)| < 1 et |λ−(E)| > 1 (dans une numérotationohérente). Don la solution de Bloh Φ+(x, E) de (EqnPer) déroît exponentiellement en
+∞ et roît exponentiellement en −∞, tandis que Φ−(x, E) roît exponentiellement en +∞et déroît exponentiellement en −∞. A partir de es solutions, on peut failement onstru-ire la fontion de Green. Par onséquent, si |D(E)| > 2, alors E n'est pas dans le spetre de H0.Ainsi on voit que le spetre est dérit par le disriminant de Hill :

E ∈ σ(H0) ⇐⇒ |D(E)| ≤ 21.3 Quasimoment de BlohIl est pratique de représenter les multipliateurs de Floquet sous la forme λ(E) = eik(E).Dé�nition 1.4. On appelle k(E) le quasimoment de Bloh.Le quasimoment de Bloh est dé�ni modulo 2π. On a l'égalité D(E) = 2 cos(k(E)).Quand la matrie de monodromie est diagonalisable, les solutions de Bloh admettent la formesuivante :
Φ+(x, E) = eik(E)xp+(x, E) et Φ−(x, E) = e−ik(E)xp−(x, E) (1.1.2)où p±(x+ 1, E) = p±(x, E).Une des déterminations possibles du quasimoment est partiulièrement liée aux propriétésspetrales de H0.Dé�nition 1.5. On dé�nit la détermination prinipale kp(E) du quasimoment de Bloh k(E)par la ondition :

ℜkp(E) = 0 et ℑkp(E) < 0pour tout E < E1.Il est lair que ette fontion est orretement dé�nie et unique. De plus, elle est liée à ladensité d'états intégrée et à l'exposant de Lyapounov de H0.1.4 Densité d'états intégrée pour l'équation périodiqueSoit kp(E) la détermination prinipale de k(E). Considérons ℜkp(E) omme une fontionde E. La fontion ℜkp(E) véri�e :� ℜkp(E) est ontinue et non-déroissante sur R.� ℜkp(E) = 0 sur (−∞, E1] et onstante sur haque laune spetrale, à valeurs dans πZ.� Pour E ∈ σ(H0) on a kp(E) = ℜkp(E).



26 I. Équation de Shrödinger périodiquePour haque E ∈ σ(H0) qui n'est pas un bord d'une laune ouverte, les solutions de Bloh
Φ+(x, E) et Φ−(x, E) = Φ+(x, E) de l'équation H0Φ = EΦ ave le quasimoment kp(E), sontlinéairement indépendantes. On peut renormaliser es solutions par la ondition :

∫ 1

0

|Φ+(x, E)|2dx = 1.La fontion spetrale e(E; x, y) (le noyau du projeteur spetral sur (−∞, E] ) de l'opérateurde Hill H0 s'exprime en termes de Φ+ et Φ− = Φ+, ainsi que du quasimoment :
e(E, x, y) =

1

π

∫ E

−∞

ℜ[Φ+(x, E)Φ+(y, E)]dℜkp(E).Remarque 1.6. Comme la projetion spetrale PE de l'opérateur de Hill H0 ommute à latranslation par 1, on a :
e(E; x+ 1, y + 1) = e(E; x, y).En partiulier, x 7→ e(E; x, x) est périodique de période 1. La densité d'états intégrée k0(E)est la valeur moyenne de e(E; x, x) sur une période.Dé�nition 1.7. On appelle densité d'états intégrée k0(E) pour l'opérateur de Hill la fontionsuivante :
k0(E) =

∫ 1

0

e(E; x, x)dxDé�nition 1.8. Soit Φ une solution non-triviale réelle de l'équation (EqnPer). On appellenombre de rotations ρ(E) la limite suivante
ρ(E) = lim

x→+∞

Arg(Φ(x, E) + iΦ′(x, E))

2πx
.Dans ette dé�nition, on peut prendre n'importe quelle détermination (ontinue en x)de l'argument. Johnson et Moser (.f. [JM82℄) ont démontré que ette limite existe et estindépendante du hoix de la solution Φ. Choisissant Φ = Φ+, on obtient que ℜkp(E) oïnide,modulo un multipliateur, ave le nombre de rotations ρ(E) :

ρ(E) =
ℜkp(E)

2π
.D'autre part, ℜkp(E) oïnide ave la densité d'états intégrée k0(E).Il existe une façon alternative de dé�nir la densité d'états intégrée :

k0(E) = lim
l→+∞

ND(H0(l), E)

loù ND(H0(l), E) est la fontion de omptage des valeurs propres < E de H0 sur [0, l] ave desonditions aux bords de Dirihlet. On a :
k0(E) =

ℜkp(E)
π

= 2ρ(E).



1. Spetre de l'opérateur périodique 27
Le spetre σ(H0) est égal à l'ensemble de points de roissane de k0(E) :

σ(H0) = {E ∈ R | k0(E + ε)− k0(E − ε) > 0 pour tout ε > 0}La dérivée n(E) = dk0(E)
dE

est appelée densité d'états pour l'opérateur de Hill. Pour exprimer
n(E), on prend la dérivée de la formule D(E) = 2 cos(ℜkp(E)) ave E ∈ σ(H0) à l'exeptiondes bords de zones spetrales. On obtient l'expression suivante pour n(E) = k′0(E) =

ℜk′p(E)

πen termes de D(E) :
n(E) =

|D(E)|
π
√

4−D2(E)
Θ(4−D2(E))où Θ est la fontion de Heaviside. À haque bord Ẽ d'une laune ouverte, la densité d'états

n(E) a une singularité de type |E−Ẽ| 12 . On a l'estimation suivante de la vitesse de onvergenedu nombre d'états par unité de volume vers la densité d'états intégrée.Lemme 1.9. Soient a et b ∈ N. Soit k0(E) la densité d'états pour l'opérateur périodique H0.Le nombre ND(H0(a, b), E) de valeurs propres de Dirihlet < E et le nombre NN (H0(a, b), E)de valeurs propres de Neumann < E de H0 sur [a, b] véri�ent l'estimation pour b− a grand :
|ND(H0(a, b), E)− k0(E)(b− a)| ≤ 2max(k0(E), 1), (1.1.3)
|NN(H0(a, b), E)− k0(E)(b− a)| ≤ 2max(k0(E), 1). (1.1.4)Démonstration. Comme (b− a) ∈ Z, une énergie E telle que E /∈ {En}n, i.e. k(E) 6= πN, nepeut être une valeur propre de Dirihlet ou de Neumann que si k(E) ∈ π

b−aN. Ainsi le nombrede valeurs propres de Dirihlet ou de Neumann inférieures à E est égal à [k(E)(b−a)
π

] à 2
[
k(E)
π

]près. Ce qui est équivalent à l'assertion du lemme.Démonstration. (version alternative). La preuve est basée sur l'étude du nombre de rotations.Le nombre de rotations de Φ(x, E) + Φ′(x, E) vaut :
ρ([a, b], E) =

arg(Φ(b, E) + iΦ(b, E))− arg(Φ(a, E)− Φ(a, E))

b− aOn hoisit maintenant la solution Φ(x, E) = eikp(E)xp+(x, E) pour obtenir (en utilisant lapériodiité de p+ et de p′+ en x) :
ρ([a, b], E) =

arg(eikp(E)b(p+(b, E)− kp(E)p+(b, E) + ip′+(b, E)))

b− a
−

arg(eikp(E)a(p+(a, E)− kp(E)p+(a, E) + ip′+(a, E)))

b− a
=

arg(eikp(E)b)− arg(eikp(E)a)

b− a
= ℜkp(E).En�n, on onlut en utilisant l'estimation :

∣∣∣∣ND(H0([a, b], E)−
ρ0([a, b], E)(b− a)

π

∣∣∣∣ ≤ 1.



28 I. Équation de Shrödinger périodiqueLemme 1.10. Soient l ∈ N et N(H0,per(l), E) le nombre des valeurs propres de la restritionde H0 sur l'intervalle [0, l] ave une ondition au bord périodique. Pour tout E ∈ R, la densitéd'états pour l'équation périodique :
k0(E) = lim

l→+∞

N(H0,per(l), E)
l

(1.1.5)existe, est ontinue et est donnée par la formule :
k0(E) =

1

π
ℜkp(E). (1.1.6)De plus, en termes de k(H0,D(l), E) =

ND(H0(l),E)
l

, la vitesse de onvergene admet l'estima-tion :
|k0(E)− k(H0,D(l), E)| ≤

2k0(E)

l
.Démonstration. Si E /∈ {En} alors p±(0, E) 6= 0 et pour que E soit une valeur propre il fautque sin k(E)l = 0. Don il existe un entier m, tel que k(E) = km := πm

l
; on note Em lavaleur propre assoiée. La ondition Em < E se traduit alors par km ≤ ℜkp(E) = πk0(E) etle nombre de valeurs propres ND(H0(l), E) peut être estimé par :

[k0(E)l]− 1 ≤ ND(H0(l), E) ≤ [k0(E)l] + 1On divise par l et on passe à la limite quand l tend vers l'in�ni pour démontrer (1.1.5).On utilise le Lemme 1.9 pour obtenir l'estimation pour la vitesse de onvergene et �nir lapreuve.On aura besoin également du omportement asymptotique de k0(E) pour les grandesénergies. On a :Lemme 1.11 (le Lemme 5.4, notamment la formule (5.11), et la Remarque 5.7, notamment laformule (5.17), de [Fir00℄). Il existe δ > 0 su�samment petit, Ẽ ∈ R+ et m0 ∈ N su�sammentgrands tels que la densité d'états intégrée k0 admet une asymptotique quand |E| → ∞ :
k0(E) =

√
E +O

(
1√
E

)
∀ |E| > |Ẽ| tel que ∀ m ∈ N E /∈ Bδ(Em)

k0(E) =
√
E +O

(
1

E
1
6

)
∀ m ∈ N m > m0 ∀ E ∈ Bδ(Em)où Bδ(Em) est une boule omplexe entrée en Em de rayon δ.1.5 Exposant de LyapounovL'exposant de Lyapounov peut être dé�ni en termes de la matrie de transfert T (x, y, E).Cette matrie résout le problème de Cauhy :






dT

dx
(x, y, E) =

(
0 1

V (x)− E 0

)

T (y, y, E) =

(
1 0

0 1

)



1. Spetre de l'opérateur périodique 29La matrie de transfert est 1-périodique en x et y simultanément T (x + 1, y + 1) = T (x, y).Don T (x+ 1, y) = T (x, y)T (y+ 1, y). On obtient par un alul diret le résultat suivant surl'asymptotique de la matrie de transfert :Lemme 1.12. Soit n ∈ Z. Alors les matries de transfert et de monodromie sont reliées par :
T (n, 0) = (M t)n. (1.1.7)Dé�nition 1.13. On appelle exposant de Lyapounov γ0(E) pour l'opérateur de Hill la limitesuivante :

γ0(E) = lim
n→+∞

ln ‖T (n, 0, E)‖
n

.Lemme 1.14. Pour tout E ∈ R, l'exposant de Lyapounov γ0(E) pour le problème périodiqueexiste, est ontinu et se alule par la formule :
γ0(E) = ℑkp(E). (1.1.8)De plus, pour tout E ∈ R\{En(l)}n∈N, il est égal à la limite suivante :

lim
l→+∞

1

l
ln |u0(l, E)| = γ0(E) (1.1.9)où l ∈ N, u0(x, E) est une solution de l'équation (EqnPer) qui véri�e la ondition de Dirihleten 0 et En(l) est la n-ème valeur propre de Dirihlet de H0 sur [0, l].Démonstration. Le premier point du lemme est un orollaire de la relation (1.1.7). On vadémontrer le deuxième. On distingue deux as, selon que E est ou non un bord d'une launeouverte.Pour haque E /∈ {En(l)}n∈N qui n'est pas un bord de laune ouverte, les solutions de Bloh :

Φ+(x, E) = eikp(E)xp+(x, E) et Φ−(x, E) = e−ikp(E)xp−(x, E)forment une base de solutions. On exprime u0 dans ette base :
u0(x, E) = a(E)Φ+(x, E) + b(E)Φ−(x, E) = a(E)eikp(E)xp+(x, E) + b(E)e−ikp(E)xp−(x, E).Comme les fontions p+ et p− sont périodiques en x, il su�t d'exlure les énergies telles que

p−(0, E) = 0. L'ensemble de es énergies est {En(l)}n∈N et, en dehors de et ensemble, on a
ln |u0(l, E)|

l
=

ln |2ip+(0, E) sin(kp(E)l)|
l

= ℑkp(E) +O(
1

l
) = γ0(E) +O(

1

l
).On passe à la limite en l pour onlure.Dans le as où E est un bord de laune ouverte, on peut faire la même analyse. Dans e as, u0s'exprime dans la base omposée de Φ+(x, E) et de la solution Φa(x, E) véri�antH0Φa(x, E) =

EΦa(x, E) + Φ+(x, E). Comme Φ+(x, E) et Φa(x, E) roissent au plus linéairement, les deuxquantités suivantes sont nulles :
lim
l→+∞

1

l
ln |u0(l, E)| = γ0(E) = 0si E /∈ {En(l)}. Cei ahève la preuve.



30 I. Équation de Shrödinger périodiqueOn utilise le omportement asymptotique quand |E| → +∞, donné dans le Lemme 1.11,de la densité d'états intégrée k0(E) de l'opérateur périodique H0 pour obtenir la formule deThouless. Cette formule relie l'exposant de Lyapounov γ0(E) à la densité d'états intégrée
k0(E) omme suit :Lemme 1.15. Pour tout E ∈ R, γ0(E) et k0(E) sont reliés par la transformation de Hilbert :

γ0(E) =

∫

R

k0(E
′)

E −E ′ + i0
dE ′et par la formule de Thouless :

γ0(E)−ℑ
√
E =

∫

R

ln |E − E ′|d(k0(E ′)− ℜ
√
E ′).1.6 Énergie omplexe et propriétés analytiques de quasimoment deBlohDans ette setion, on onsidère l'équation (EqnPer) pour une énergie E ∈ C. On vadérire les propriétés des multipliateurs de Floquet, des solutions de Bloh et du quasimo-ment de Bloh omme fontions de la variable omplexe E.Multipliateurs de Floquet Les multipliateurs de Floquet λ±(E) sont analytiques en Edans C\σ(H0). Aux bords des launes ouvertes, λ+ et λ− ont des points de branhementde type raine arrée, i.e.

λ±(E)− λ±(En) = cn
√
E − En +O(E −En).On peut onsidérer λ+ et λ− omme deux déterminations de la fontion multivaluée

λ(E) dé�nie par l'équation polynomiale de degré deux :
λ2 −D(E)λ+ 1 = 0.La surfae de Riemann Γ assoiée est onstruite omme suit :� On prends deux exemplaires de C et on les oupe le long des zones spetrales de H0,i.e. des intervalles [E2n−1, E2n]. On note es deux feuilles oupées Γ+ et Γ−.� On olle ensemble Γ+ et Γ− de façon à e que le bord [E2n−1, E2n]+ i0 de Γ+ soit olléau bord [E2n−1, E2n]− i0 de Γ− et vie versa.Ainsi λ(E) est une fontion holomorphe sur Γ. On appelle λ le multipliateur de Floquetglobal.Solutions de Bloh Les solutions de Bloh Φ+ et Φ− ont également des points de branhe-ment de type raine arrée dans les bords des launes ouvertes de H0 :

{E ∈ {En}n∈N tel que En−1 6= En 6= En+1}.De plus, Φ± sont méromorphes en E et dans haque laune ou sur son bord une des deuxsolutions de Bloh a un p�le. Ces p�les sont un défaut de normalisation des solutions Φ±.A. Fedotov et F. Klopp ont montré que, loalement, au voisinage de haque point Ẽ, onpeut renormaliser un ouple de solutions de Bloh de façon à les rendre analytiques. Soit
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Ẽ une énergie et U ⊂ C un petit voisinage de Ẽ ; on dé�nit deux fontions méromorphes
g+ et g−, g± : U → C :

g±(E) :=

∫ x+1

x
p±(x, E)∂Ep∓(x, E)dx∫ x+1

x
p+(x, E)p−(x, E)dx

. (1.1.10)A l'aide des g±(E), on dé�nit deux formes méromorphes Ω+ et Ω− :
Ω±(E) = g±(E)dE. (1.1.11)Une propriété importante des formes Ω± onerne leurs p�les et leurs résidus.Lemme 1.16 (Lemme 1.1 de [FK04a℄). Les p�les des formes méromorphes Ω± sontsimples ; ils sont situés dans les points de P ∪ Q, où P est l'ensemble des p�les de lasolution de Bloh Φ± et où Q est l'ensemble des zéros de k′(E). Les résidus de Ω± sontdonnés par la formule :

respΩ± = 1 ∀p ∈ P\Q; resqΩ± = −1

2
∀q ∈ Q\P ; resrΩ± =

1

2
∀r ∈ P ∩Q.Lemme 1.17. Pour toute énergie Ẽ, il existe un voisinage U tel que les solutions

Φ0
± : R× U → C de l'équation (EqnPer) dé�nies par :

Φ0
±(x, E; Ẽ) :=

√
k′(E)e

∫ E

Ẽ
g±(e)deΦ±(x, E) (1.1.12)soient analytiques en E pour tout x ∈ R.Dé�nition 1.18. On appelle solutions de Bloh anoniques les solutions Φ0

±(x, E; Ẽ)dé�nies dans l'équation (1.1.12) i-dessus.Tout omme le multipliateur de Floquet, les solutions de Bloh sont deux détermina-tions d'une fontion multivaluée, qu'on appelle solution de Bloh globale. La solution deBloh globale véri�e :
{
−Φ′′(x, E) + V (x)Φ(x, E) = EΦ(x, E)

Φ(x+ 1, E) = λ(E)Φ(x, E),où λ(E) est le multipliateur de Floquet global. La solution de Bloh globale est unefontion méromorphe de l'énergie sur la surfae de Riemann Γ. Loalement, au voisinagede haque point, ette solution peut être rendue analytique par la normalisation (1.1.12).Le quasimoment de Bloh Le quasimoment de Bloh global k(E) s'exprime en termes dumultipliateur de Floquet global :
k(E) = −i lnλ(E).Ainsi k(E) hérite des points de branhement de λ(E) et de eux du logarithme. Onpeut �xer une détermination analytique de quasimoment de Bloh dans tout ouvertsimplement onnexe de C\{En}n∈N.



32 I. Équation de Shrödinger périodique1.7 Prolongement analytique des déterminations du quasimomentDans tout e travail, une ourbe désigne une appliation lipshitzienne γ : [0, 1] → C. Lesourbes sont orientées : γ(0) est l'origine de la ourbe γ et γ(1) son extrémité. On appelledomaine un ouvert simplement onnexe de C.Dé�nition 1.19. Un ensemble A ⊂ SY est dit régulier s'il ne ontient pas de bords de zonesspetrales de H0, i.e A ∩ {En}n∈R = ∅. On a ainsi la notion de point régulier, de ourberégulière et de domaine régulier.Soit D un domaine régulier. On peut �xer une détermination k0 du moment omplexeanalytique dans D, k0 ∈ H(D). Toute autre détermination k1 du moment omplexe qui estanalytique dans D s'exprime en termes de k0 de la façon suivante. Il existe un unique signe
σ ∈ {+,−}, appelé la signature de k1 par rapport à k0, et un unique entier m ∈ N, appelél'indie de k1 par rapport à k0, tels que :

k1(E) = σk0(E) + 2πm. (1.1.13)Soient E1, E2 deux points réguliers et U1 un voisinage régulier de E1. Fixons une détermi-nation du quasimoment k1 ∈ H(U1). Soit α une ourbe régulière qui va de E1 à E2 et Uα unvoisinage régulier de α. On note k1|α le prolongement analytique de k1 le long de α :
k1|α ∈ H(Uα) et k1|α(E) = k1(E) pour tout E ∈ U1 ∩ Uα.Soient E1 ∈ C et E2 ∈ C deux points réguliers. Sur l'ensemble des ourbes régulières delasse C1 qui onnetent les points E1 et E2 on introduit la relation d'équivalene suivante.Dé�nition 1.20 (Relation d'equivalene). On dit que la ourbe α est équivalente à la ourbe

β et on note
α ∼ β (1.1.14)si α est homotope à β parmi les ourbes C1 qui onnetent E1 ave E2 et qui sont régulières.On note [α] la lasse d'équivalene de α :

[α] := {β | β ∼ α}.On note C0 := C\[E1,∞). Les observations suivantes onernant les prolongements ana-lytiques de kp à travers [E1,+∞) seront utiles par la suite :Lemme 1.21. Prolongement à travers une zone spetrale : Soit v1 est une ourbe régulièrefermée qui onnete un point de C0 ave lui-même et traverse une fois l'intervalle
(E1,+∞) dans un point intérieur d'une zone spetrale de H0. Alors on a

kp|v1(E) = −kp(E).Don, l'indie de kp|v1 par rapport à kp est m = 0 et la signature est σ = −1.Prolongement à travers la n-ème laune spetrale : Soit v2 une ourbe régulière quionnete un point de C0 ave lui-même et traverse une fois l'intervalle (E1,+∞) dansun point de n-ème laune spetrale de H0. Alors on a
kp|v2(E) = kp − 2πn.Don σ = 1 et m = ±n pour le prolongement de C± dans C∓.



1. Spetre de l'opérateur périodique 33Démonstration. Pour E ∈ [E2n−1, E2n] ± i0, on a kp(E) ∈ ±[π(n − 1), πn]. Le prolongementanalytique de kp à travers [E2n−1, E2n], noté kp|v1 , est donné par la symétrie : kp|v1(E) = kp(E).Mais kp(E) = −ℜkp(E)+iℑkp(E). D'où kp|v1(E) = −kp(E). Ce qui démontre le premier point.Le prolongement analytique à travers une laune, noté kp|v2 , est donné par la symétrie :
∀E ∈ C±, kp|v2(E) = 2ℜkp(ℜE ∓ i0)− kp(E).Mais kp(E) = −ℜkp(E) + iℑkp(E), d'où kp|v2(E) = 2ℜkp(ℜE ∓ i0) + kp(E). On a

ℜkp(ℜE ∓ i0) = ∓πn,e qui ahève la démonstration du lemme.Dans un voisinage U ⊂ C0, �xons une détermination du quasimoment k(E) = σkp(E) +
2πm. Alors :� En traversant une préimage d'une zone spetrale, on a k|v1(E) = −σkp(E) + 2πm.� En traversant une préimage de la n-ème laune, on a k|v2(E) = σ(kp(E)− 2πn) + 2πm.L'exposant de Lyapounov et la densité d'états intégrée pour le problème périodique se pro-longent en des fontions harmoniques dans C+ et sont reliés à la détermination prinipale duquasimoment de Bloh par la relation :

kp(E) = πk(E) + iγ(E). (1.1.15)
k(E) a les mêmes points de branhement que Φ(x, E), i.e. {En}n∈N. Sur sa surfae de Riemann,on peut distinguer deux types de ourbes fondamentales :� les ourbes, disons an qui font un tour autour d'une zone spetrale de H0 ;� les ourbes, disons bn qui font un tour autour d'une laune spetrale de H0.SoitD un domaine simplement onnexe de C qui ne ontient pas de points de branhementdu moment omplexe. Fixons dans D une détermination analytique de k, disons k0(E). Ontrouve toutes les autres déterminations analytiques dans D par la formule :

k±,l(E) = ±k0(E) + 2πl, l ∈ Z. (1.1.16)En partiulier, sur C0 = C\[E1,∞) on peut �xer de façon unique une détermination analytiquedu quasimoment.1.8 Calul des indies et des signatures des ourbes1.8.1 Indie et signature d'une ourbe : le as des laetsSoit E0 ∈ C\ ⋃
n∈N

[E2n, E2n+1], i.e. telle que E0 n'appartient à auune fermeture de launespetrale. Considérons une ourbe fermée orientée lipshitzienne régulière γ sur le plan de Equi a son origine et son extrémité en E0, γ(0) = γ(1) = E0. Soit U0 un voisinage régulier de
E0. Fixons une détermination k du quasimoment global k analytique dans U0, k ∈ H(U0). Onappelle laet le triplet {E0, γ, k}.Considérons le prolongement analytique k|γ de k le long de γ. Au voisinage de E0, on peutomparer la détermination initiale k ave la détermination k|γ obtenue par le prolongementanalytique le long de γ. D'après (1.1.13), on peut érire au voisinage de E0 :

k|γ(E) = σγk(E) + 2πmγ (1.1.17)



34 I. Équation de Shrödinger périodiqueave σγ ∈ {+,−} et mγ ∈ Z. On appelle σγ la signature du laet et mγ l'indie du laet
{E0, γ, k}. Ces notions deviennent laires quand on onsidère la ourbe γ omme une ourbesur la surfae de Riemann Γ du multipliateur de Floquet (p. 30).Le lemme suivant permet de aluler failement l'indie du laet et sa signature :Lemme 1.22. [FK04b℄ Soit γ un laet. Supposons que γ roise suessivement les launesspetrales en les points z1, . . . , zN . Pour n = 1, . . . , N , posons rn = ℜkγ(En). Alors l'indie etla signature du laet γ se alulent par les formules suivantes :

σγ = (−1)N , mγ =
1

π
(rN − rN−1 + rN−2 . . .+ (−1)N−1r1). (1.1.18)La formule préédente permet de aluler l'indie et la signature pour un laet simple.Mais dans le alul de l'asymptotique de la matrie de monodromie on renontre des ourbesomposées. Il est utile d'établir les règles de alul pour une omposition de ourbes .1.8.2 Indies et signatures des ourbes : la matrie A(γ, k)Le but ii est de ramener le alul des indies et des signatures de ourbes à des opérationsmatriielles simples. Soit a (resp. b) le début (resp. la �n) d'une ourbe régulière γ.Supposons que a = b. Fixons une branhe k0 du moment omplexe au voisinage de début de

γ. La signature σ(γ, k0), ave σ(γ, k0) ∈ {−1, 1}, et l'indie m(γ, k0), ave m(γ, k0) ∈ N, de γpar rapport à la branhe k0 sont dé�nis par la relation :
k0|γ(b) = σ(γ, k0)k0(a) + 2πm(γ, k0). (1.1.19)Mon but ii est d'établir des règles de alul simples pour les indies des ourbes omposéesou des indies d'une ourbe par rapport à di�érentes déterminations du moment omplexe.Soient σ(γ, k0) la signature et m(γ, k0) l'indie de γ pour k0. On leur assoie une matrie :

A(γ, k0) =

(
σ(γ, k0) 0
m(γ, k0) 1

) (1.1.20)Ainsi on trouve la signature et l'indie de γ pour k0 à partir de A(γ, k0) :
σ(γ, k0) = A11(γ, k0) m(γ, k0) = A21(γ, k0) (1.1.21)Nous n'allons plus parler des indies et des signatures, mais des matries A(γ, k). On véri�eque les matries

A :=

{
A =

(
σ 0
m 1

) ave σ ∈ {+1,−1} et m ∈ Z

}forment un groupe (non ommutatif) pour le produit matriiel.Soient α et β deux ourbes telles que α(1) = β(0). On note β ◦ α la onaténation de laourbe α suivie de la ourbe β (◦ est don la loi de omposition du groupoïde de Poinaré).



1. Spetre de l'opérateur périodique 351.8.3 Appliations : ourbe omposée γ = γN ◦ . . . ◦ γ1 et hangement de détermi-nationLemme 1.23. A(·, k0) réalise un morphisme du groupoïde de Poinaré vers le groupe A.Autrement dit, soit γ := γN ◦ . . . ◦ γ1, on a
A(γ, k0) = A(γN , k0)A(γN−1, k0) . . . A(γ1, k0). (1.1.22)Démonstration. Il su�t de démontrer e lemme pour une omposition de deux ourbes, disons

γ2 ◦ γ1.
k0|γ2◦γ1(z) = (σ(k0, γ1)k0(z) + 2πm(k0, γ1)|γ2 =

= σ(k0, γ1)k0|γ2(z) + 2πm(k0, γ1) =

= σ(k0, γ1)(σ(k0, γ2)k0(z) + 2πm(k0, γ2)) + 2πm(k0, γ1) =

= σ(k0, γ1)σ(k0, γ2)k0(z) + 2π(m(k0, γ1) +m(k0, γ2)σ(k0, γ1)).D'où σ(k0, γ2 ◦ γ1) = σ(k0, γ1)σ(k0, γ2) et m(k0, γ2 ◦ γ1) = m(k0, γ1) +m(k0, γ2)σ(k0, γ1). Cequi démontre A(γ2 ◦ γ1, k0) = A(γ2, k0)A(γ1, k0).Pour k0 et k1 tels que k1 = Gk0 + 2πM ave G ∈ {+1,−1} et M ∈ Z on note
S(k1, k0) :=

(
G 0
M 1

) et don S−1(k0, k1) =

(
G 0

−GM 1

)
.Lemme 1.24. Soit k1 une détermination du quasimoment reliée à k0 au voisinage de a(l'origine de γ) par :

k1 = Gk0 + 2πM, G ∈ {−1, 1}, M ∈ Z.Alors
A(γ, k1) = S−1(k0, k1)A(γ, k0)S(k0, k1). (1.1.23)Ainsi si σ(k0, γ) = 1 alors m(k1, γ) = Gm(k0, γ) et ne dépend pas de M .Démonstration. On exprime :

k1|γ(z) = (Gk0 + 2πM)|γ(z) = G(σ(k0, γ)k0(z) + 2πm(k0, γ)) + 2πM =

= Gσ(k0, γ)(Gk1(z)− 2πGM) + 2π(Gm(k0, γ) +M) =

= GGσ(k0, γ)k1(z) + 2π(−GGσ(k0, γ)M +Gm(k0, γ) +M)D'oùσ(k1, γ) = GGσ(k0, γ) = σ(k0, γ) et m(k1, γ) = −GGσ(k0, γ)M + Gm(k0, γ) + M =
−σ(k0, γ)M +Gm(k0, γ) +M . Ce qui démontre

A(γ, k1) = S−1(k0, k1)A(γ, k0)S(k0, k1).Le lemme suivant réunit les résultats de lemmes préédents :



36 I. Équation de Shrödinger périodiqueLemme 1.25. Soient γ1,γ2 et γ3 trois ourbes régulières telles que γ1(1) = γ2(0) = γ2(1) =
γ3(0) (don γ3 ◦ γ2 ◦ γ1 et γ3 ◦ γ1 sont orretement dé�nies). Notons γ1(0) = a, γ1(1) = bet γ3(1) = c. Supposons que a = c. Soit k0 (resp. k1) une détermination du quasimomentanalytique dans un voisinage de a (resp. de b). Alors on a :

A(k0, γ3 ◦ γ2 ◦ γ1) = A(k0, γ3 ◦ γ1)S−1(k0|γ1 , k1)A(k1, γ2)S(k0|γ1 , k1). (1.1.24)Démonstration. On alule :
k0|γ3◦γ2◦γ1 = (Gk1 + 2πM)|γ3◦γ2 = G(σ(k1, γ2)k1 + 2πm(k1, γ2))|γ3 + 2πM

= Gσ(k1, γ2)(Gk0|γ3◦γ1 − 2πGM) + 2π(Gm(k1, γ2) +M)

= σ(k1, γ2)σ(k0, γ3 ◦ γ1)k0 + 2π(σ(k1, γ2)m(k0, γ3 ◦ γ1)−Mσ(k1, γ2) +Gm(k1, γ2) +M).Don on a :
{
σ(k0, γ3 ◦ γ2 ◦ γ1) = σ(k1, γ2)σ(k0, γ3 ◦ γ1)
m(k0, γ3 ◦ γ2 ◦ γ1) = σ(k1, γ2)m(k0, γ3 ◦ γ1)−Mσ(k1, γ2) +Gm(k1, γ2) +MCei est équivalent à

A(k0, γ3 ◦ γ2 ◦ γ1) = A(k0, γ3 ◦ γ1)S−1(k0|γ1, k1)A(k1, γ2)S(k0|γ1 , k1).

1.9 Énergie omplexe et l'opérateur périodiquePour formuler le théorème sur l'asymptotique de la matrie de monodromie, j'ai besoind'introduire l'énergie omplexe et les objets assoiés.1.9.1 Énergie omplexeDans le régime adiabatique, pour les petits ε, on onsidère l'équation (AdiabQP) ommeune perturbation de l'équation Shrödinger périodique :
− Φ′′(x, E, z) + V (x)Φ(x, E, z) = (E −W (z))Φ(x, E, z) (1.1.25)Quand E ∈ R est �xé, E(z) = E −W (z) est une fontion de la variable z.Dé�nition 1.26. Pour haque E ∈ R �xé, l'énergie omplexe est la fontion E : SY → Cdonnée par

E(z) := E −W (z). (1.1.26)Remarque 1.27. E(R) ⊂ R ar E ∈ R et W (R) ⊂ R.L'énergie omplexe hérite de l'analytiité de la fontion W : E(z) ∈ H(SY ). Les fontionsde l'énergie E se transforment en fontions de z quand on prend la omposition ave E(z).



1. Spetre de l'opérateur périodique 371.9.2 Équation périodique et ensembles B et CConsidérons l'ensemble C des points ritiques réels de la fontion W :
C := {z ∈ R | W ′(z) = 0} (1.1.27)et l'ensemble B des préimages réelles des bords de zones spetrales de l'opérateur H0 :

B := {z ∈ R | ∃n ∈ N tel que E(z) = En}, (1.1.28)où E(z) est dé�ni dans (1.1.26). Les ensembles B et C ont les propriétés suivantes :� Les ensembles B et C sont disrets et 2π-périodiques.� L'ensemble C est non vide, ontient au moins 2 points par période [a, a + 2π] ∀a ∈ R.� L'ensemble B dépend ontinûment de E.1.9.3 Ensemble des énergies ΣFixons δ > 0 petit. Nous supposons que l'énergie E ∈ R véri�e les hypothèses :(HED) dist(B, C) > δ(HEB) B est non vide et dans SY toutes les préimages des bords des zones spetrales de
H0 sont réellesNous notons Σ = Σδ l'ensemble des énergies E qui véri�ent les hypothèses (HED) et (HEB).1.9.4 Deux types d'intervalles : ZR et GRFixons δ > 0 et E ∈ Σδ. Considérons les olletions d'intervalles de R suivantes :� Soit ZR l'ensemble des omposantes onnexes de E−1(σ(H0))

⋂
R. C'est l'ensemble desintervalles qui sont des préimages de zones spetrales de l'opérateur périodique H0 .� On dé�nit également l'ensemble ZC de omposantes onnexes de E−1(σ(H0)) ∩ SY .� Soit GR l'ensemble des omposantes onnexes de E−1(R\σ(H0))
⋂
R. C'est l'ensembledes préimages des launes dans le spetre de l'opérateur périodique H0.� On dé�nit également l'ensemble GC de omposantes onnexes de E−1(R\σ(H0)) ∩ SY .Les éléments de ZR et GR sont des intervalles réels.On peut distinguer trois types di�érents de omposantes onnexes de l'ensemble des énergies

Σ. Cette lassi�ation orrespond aux di�érents as de distribution des points ritiques de Wpar rapport aux intervalles de ZR :� GR = ∅,� GR 6= ∅, ZR 6= ∅, mais ∀J ∈ ZR on a J ∩ C = ∅,� GR 6= ∅, ZR 6= ∅ et il existe J ∈ ZR tel que J ∩ C 6= ∅.La géométrie du problème est di�érente dans es trois as et don les matries de monodromieont des asymptotiques di�érentes.1.9.5 Moment omplexe κ(z) et ses déterminationsOn �xe E. On a déjà introduit l'énergie omplexe E(z) = E −W (z) dans (1.1.26). A�nd'utiliser les onstrutions de Bloh-Floquet pour l'équation périodique ave l'énergie om-plexe :
−Φ′′(x, E(z)) + V (x)Φ(x, E(z)) = E(z)Φ(x, E(z))j'exprime les objets de ette théorie en termes de la nouvelle variable z.



38 I. Équation de Shrödinger périodiqueDé�nition 1.28. Soit E ∈ R �xé. On appelle la fontion multivaluée κ(z) := k(E(z)) dé�niepar omposition κ = k ◦ E le moment omplexe.Étant la omposée des deux appliations k(E) et E −W (z), le moment omplexe héritedes propriétés du quasimoment de Bloh. En partiulier, le moment omplexe est une fontionmultivaluée ave des points de branhement de type raine arrée. En dehors de es points debranhement, dans haque domaine simplement onnexe on peut en �xer une déterminationanalytique.On �xe E. On dé�nit la détermination prinipale du moment omplexe par κp(z) :=
kp(E(z)), i.e. κp = kp ◦ E . On dé�nit par omposition la forme di�érentielle Ω = Ω ◦ E et lefateur normalisant q(z, z0) par :

Ω(z) := Ω(E(z)) et q(z, z0) := q(E(z), E(z0)) (1.1.29)où Ω(E) est dé�nie par (1.1.11) et (1.1.10), et q(E,E0) =
1√
k′(E)

. A l'aide de l'énergie omplexe
E(z), on obtient la notion d'ensemble régulier dans le plan de z :Dé�nition 1.29. On appelle régulier un ensemble A dans SY si E(A) est un ensemble régulierau sens de la Dé�nition 1.19.On introduit une relation d'équivalene pour les ourbes régulières de lasse C1 joignantdeux points z1 et z2.Dé�nition 1.30. On dit que les ourbes α et β sont équivalentes et l'on note :

α ∼ βsi es ourbes ont la même origine, la même extrémité et E(α) ∼ E(β) au sens de la Dé�ni-tion 1.20.



Chapitre IIDensité d'états intégrée et formule deThouless pour des perturbations àosillations lentes de l'opérateur deShrödinger périodiqueCe hapitre ouvre l'étude de l'équation de Shrödinger à osillations asymptotiquementlentes :
−Ψ′′(x, E) + [V (x) +W (xα)]Ψ(x, E) = EΨ(x, E). (SlOs)On travaille sous les hypothèses (HV) et (HW) de régularité et de périodiité sur les poten-tiels V et W . On suppose que α véri�e (Hα), i.e. α ∈ (0, 1).Dans e hapitre on formule et démontre quelques propriétés de la densité d'états intégréepour l'équation (SlOs). On démontre les Théorèmes 10 et 16 de l'introdution. A la �n, onformule les propriétés dimensionnelles de l'ensemble résonnant (où l'existene de l'exposantde Lyapounov n'est pas démontrée) et les orollaires spetraux de es propriétés.1 Propriétés de la densité d'états intégréeConsidérons l'opérateur Hθ dé�ni par H = − d2

dx2
+ V (x) +W (xα) dans L2(R+) ave laondition au bord θ en 0 :

D(Hθ) = { f ∈ H2(R+) | f(0) cos θ + f ′(0) sin θ = 0 }Pour haque θ ∈ [0, 2π) l'opérateur Hθ est auto-adjoint ar il est dans le as du pointlimite à l'in�ni (.f. Setion 2.2 du Chapitre 2 de [LS91℄) et régulier en zéro. Par la théorie desubordination de D. Gilbert et D. Pearson (.f. [GP87℄), le spetre singulier de Hθ est simple(.f. la Dé�nition 2 d'une solution subordonnée de la Setion 3 de [GP87℄ et le Théorème 3de la Setion 6 de [GP87℄). Dans l'Introdution on trouve la desription du spetre de Hθobtenue par G. Stolz (.f. les théorèmes 2, 3, 4).Dans la Dé�nition 9 p. 8, on a dé�ni la densité d'états intégrée k(E) pour l'opérateur Hθ. Onommene par l'étude de ses propriétés. 39



40 II. Densité d'états intégrée et formule de ThoulessDe la dé�nition de la fontion k(E), il déoule qu'elle est ontinue à gauhe et roissante.La première propriété de k(E) onerne le spetre de Hθ. On a :Lemme 1.1. Pour tout θ dans [0, 2π), soit
Σ := {E ∈ R | ∀ε > 0 k(E + ε)− k(E − ε) > 0}.On a Σ ⊂ σess(Hθ).Démonstration. Fixons une énergie E ∈ Σ. Pour démontrer que E ∈ σess(Hθ) on va onstruireune suite singulière de Weyl à l'aide de fontions propres des restritions deH = − d2

dx2
+V (x)+

W (xα) sur des intervalles �nis. On note Hθ(n) l'opérateur H sur [0, n] ave la ondition aubord f(0) cos θ + f ′(0) sin θ en 0 et la ondition de Dirihlet en n. On a :1. Les résolvantes des opérateurs Hθ(n) onvergent fortement vers les résolvantes de Hθquand n tend vers l'in�ni :
Hθ(n)

srs→ Hθ.2. Soit εn une suite, εn → 0. Pour haque E ∈ Σ et pour haque εn, il existe δ(εn) > 0telle que k(E + εn)− k(E − εn) > δ(εn).3. Pour haque δ̃n il existe N(δ̃n) telle que ∀n > N(δ̃n) on a | 1
n
N(E,Hθ(n))− k(E)| < δ̃n.On réunit es observations pour onlure qu'on peut hoisir une suite Emk

de valeurs propresdes Hθ(nk) telles que Emk
→ E quand k → ∞. Par onséquent, on onstruit une suitesingulière à partir des fontions propres normalisées Φmk

(x) des Hθ(nk) assoiées à des Ek,multipliées par une tronature appropriée Ξk. On a :
Hθ(nk)Φmk

(x) = Emk
Φmk

(x) ‖Φmk
‖ = 1Il est faile à voir que ‖Φmk

Ξk‖ → 1. On hoisit les tronatures Ξk(x) pour que Φmk
(x)Ξ(x)soit dans D(Hθ) et que

‖(Hθ − E)Φmk
(x)Ξk(x)‖ ≤ |E −Emk

|+ ‖2Ξ′
k(x)Φ

′
mk

(x) + Ξ′′
k(x)Φmk

(x)‖ → 0quand k → ∞. On a une grande liberté de hoix pour Emk
et Φmk

(leur nombre est propor-tionnel à nk), don on peut hoisir la suite Φmk
Ξk orthogonale (en passant à une sous-suite sinéessaire). Ainsi le ritère de Weyl est satisfait et E ∈ σess(Hθ).Remarque 1.2. En fait, dans le as de l'opérateur Hθ, le spetre essentiel oïnide ave lesupport de la densité d'états intégrée. Pour démontrer l'égalité σess(Hθ) = Σ on détermine lesupport de la densité d'états intégrée à partir de la formule (5). Puis, on utilise le résultat deG. Stolz (.f. [Sto97℄) qui dérit le plaement du spetre essentiel de l'opérateur Hθ :

σess(Hθ) = σ(H0) +W (R)pour démontrer que es deux ensembles oïnident.Soit Ψ(x, E) une solution réelle de l'équation (SlOs) qui véri�e la ondition au bord
Ψ(0, E) cos θ +Ψ′(0, E) sin θ = 0. On peut dé�nir le nombre de rotations pour Hθ :



1. Propriétés de la densité d'états intégrée 41Dé�nition 1.3. On appelle nombre de rotations de Hθ la limite suivante quand elle existe :
ρ(E) = lim

x→+∞

arg(Ψ(x, E) + iΨ′(x, E))

x
. (2.1.1)Le nombre de rotations ρ(E) oïnide modulo multipliation par une onstante ave ladensité d'états intégrée k(E) :Lemme 1.4. Quand l'un des deux existe, la densité d'états intégrée et le nombre de rotationssont liés par la relation :

k(E) =
1

π
ρ(E). (2.1.2)Lemme 1.5. Quand elle existe, la densité d'états intégrée k(E) ne dépend pas de θ.Démonstration. Il est évident que le nombre de rotations ρ(E) ne dépend pas de θ. On utilisele rapport entre le nombre de rotations ρ(E) et la densité d'états intégrée k(E, θ) pour on-lure.Autre démonstration. Par un argument de B. Simon (voir setion 1.6 de [Sim95℄) on démontreque le hangement de ondition au bord est une perturbation de rang 1. Soit une fontion f ∈

H1([0, l])) qui véri�e la ondition de Dirihlet en l. Soit HD(l) (resp. Hθ(l)) l'opérateur H =

− d2

dx2
+V (x)+W (xα) dans L2([0, l]) ave les onditions au bord de Dirihlet (resp. ondition

f(0) cos θ + f ′(0) sin θ = 0 et f(l) = 0). Considérons la di�érene des formes quadratiquesassoiées à HD et Hθ sur [0, l] :
(f,Hθ(l)f)− (f,HD(l)f) =

∫ l

0

(|f ′(x)|2 + (V (x) +W (xα)|f(x)|2)dx− |f(0)|2 cot θ −

−
∫ l

0

(|f ′(x)|2 + (V (x) +W (xα)|f(x)|2)dx =

= − cot θ

∫ l

0

δ(x)|f(x)|2dx = − cot θ(f, δf)où δ est l'opérateur borné sur les fontions de H1 dé�ni par (f, δf) = |f(0)|2. Ainsi
Hθ(l) = HD(l) + λδ(x) ave λ = − cot(θ). (2.1.3)Soient A et B deux opérateurs auto-adjoints inférieurement bornés à spetre disret. Ondé�nit la fontion de déalage spetral de Krein ξ pour es opérateurs par

ξ(A,B,E) = #{(σ(A) ∩ ((−∞, E])\(σ(B) ∩ ((−∞, E])} = tr(P(−∞,E)(A)− P(−∞,E)(B)

ξ n'est rien d'autre que la di�érene entre les fontions de omptage de valeurs propres de A etde B. Par la théorie des perturbations de rang 1 (voir l'argument de B. Simon et F. Gesztesydans 1.4 de [Sim95℄), grâe à la représentation (2.1.3), la fontion de déalage spetral pour
HD(L) et Hθ(L) véri�e l'estimation

|ξ(Hθ(L), HD(L), E)| ≤ 1



42 II. Densité d'états intégrée et formule de ThoulessCei implique |k(Hθ(l), E) − k(HD(l), E)| = 1
l
ξ(Hθ(l),HD(l), E) ≤ 1

l
pour haque E ∈

R\(σ(Hθ(l)) ∪ σ(HD(l)) puisque les valeurs propres de es opérateurs sont disrètes et nondégénérées. Passant à la limite l tend vers +∞ :
lim
l→∞

(k(Hθ(l), E)− k(HD(l), E)) = 0,on obtient l'indépendane de k(E) de ondition au bord θ.Par onséquent, la notation k(E) est orrete pour la densité d'états intégrée.On démontre que la densité d'états intégrée existe pour tout E ∈ R à l'aide de la méthodede l'enadrement par Dirihlet et Neumann. Il s'agit de la méthode qui utilise les inégalitéspour les valeurs propres de Dirihlet et elles de Neumann.1.1 Valeurs propres de restritionsOn démontre deux lemmes sur les valeurs propres des restritions de l'opérateur H =
− d2

dx2
+[V (x)+W (xα)] à un intervalle �ni. On ommene par l'estimation de la distane entreles valeurs propres de Dirihlet de H sur [a, b] et elles de H0 = − d2

dx2
+ V (x) sur [a, b].Lemme 1.6. Soient a et b deux entiers. Soient E0

k([a, b]) les valeurs propres de Dirihlet de
H0 sur [a, b] et Ek([a, b]) les valeurs propres de Dirihlet de H sur [a, b] numérotées par ordreroissant. Alors on a :

|Ek([a, b])−E0
k([a, b])| ≤ ‖W‖∞ (2.1.4)Démonstration. Pour tout Ψ ∈ Q(H0) (Q(H0) = Q(H) est le domaine de dé�nition de laforme quadratique assoiée à l'opérateur H0), on a :

(H0Ψ,Ψ)− ‖W‖∞(Ψ,Ψ) ≤ (HΨ,Ψ) ≤ (H0Ψ,Ψ) + ‖W‖∞(Ψ,Ψ).On applique le prinipe du mini-max pour obtenir l'estimation désirée (.f. le Théorème XIII.2de ([RS78℄)).Le deuxième lemme ontient une estimation de la di�érene entre le nombre ND([a, b];E)de valeurs propres deHD([a, b]) (ave la ondition au bord de Dirihlet) et le nombreNθ1,θ2([a, b], E)de valeurs propres deHθ1,θ2([a, b]) (ave les onditions f(a) cos θ1+f ′(a) sin θ1 = 0 et f(b) cos θ2+
f ′(b) sin θ2 = 0). Ce lemme ontient aussi les mêmes estimations pour H0.Lemme 1.7. Soient a et b deux entiers. Alors on a

|ND([a, b], E)−Nθ1,θ2([a, b], E)| ≤ 2
|N0,D([a, b], E)−N0,θ1,θ2([a, b], E)| ≤ 2

(2.1.5)Démonstration. Ce lemme se démontre par l'appliation de la théorie des perturbations derang 1, i.e. par l'argument utilisé dans la démonstration du Lemme 1.5. Ce lemme peut êtredémontré également par les aluls liés à l'angle de Prü�er (les solutions tournent quand onhange E de façon ontinue).



1. Propriétés de la densité d'états intégrée 431.2 Enadrement par Dirihlet et NeumannLes estimations (2.1.4) et (2.1.5) sont importantes pour la méthode de l'enadrement parDirihlet et Neumann. L'idée lé de ette méthode est l'utilisation de l'inégalité suivante.Considérons un opérateur de Sturm-Liouville A = − d2

dx2
+ q(x) ave q(x) relativement bornépar rapport à − d2

dx2
au sens des formes. On introduit la fontion de omptage Nθ(E,A, I)du nombre de valeurs propres < E de l'opérateur A restreint à un intervalle �ni I aveune ondition au bord f(a) cos θ + f ′(a) sin θ = f(b) cos θ + f ′(b) sin θ = 0. Pour les valeurspartiulières θ = 0, i.e. une ondition au bord de Dirihlet, (resp. θ = π

2
, i.e. une onditionau bord de Neumann) on va utiliser la notation ND(E,A, I) (resp. NN(E,A, I)). On a alorsle résultat suivant, appelé enadrement de Dirihlet-Neumann :Lemme 1.8. Soit un intervalle I déomposé en deux sous-intervalles I1 et I2, i.e. I = I1 ∪ I2et #(I1 ∩ I2) ≤ 1, alors

ND(E,A, I1) +ND(E,A, I2) ≤
≤ ND(E,A, I) ≤ Nθ(E,A, I) ≤ NN(E,A, I) ≤

≤ NN (E,A, I1) +NN(E,A, I2) (2.1.6)Démonstration. L'enadrement est démontré pour le laplaien dans la Proposition 4 du hapitreXIII de [RS78℄. Pour l'opérateur de Shrödinger, le même enadrement déoule par simpleappliation du prinipe du mini-max (le Théorème XIII.2 de ([RS78℄)).Pour l'opérateur Hθ, on donne une dé�nition modi�ée de la densité d'états intégrée estplus pratique à manipuler.Lemme 1.9. Considérons une suite Sl de nombres entiers, Sl ∈ N, telle que
lim
l→+∞

Sl = +∞ lim
l→+∞

Sl+1 − Sl
Sl

= 0Si la limite suivante existe alors la densité d'états intégrée k(E) dé�nie dans (9) existe aussiet est égale à ette limite et vie versa, i.e. :
k(E) = lim

l→+∞

1

Sl
N(HD([0, Sl]), E) (2.1.7)où pour haque θ1, θ2 ∈ [0, 2π] on note HD([0, Sl]) l'opérateur H sur [0, Sl] ave les onditionsau bord de Dirihlet et N(HD([0, Sl]), E) le nombre de ses valeurs propres < E.Démonstration. La onvergene du nombre de valeurs propres par unité de volume quand

x tend vers l'in�ni implique en partiulier la onvergene du nombre de valeurs propres parunité de volume pour haque sous-suite {Sl}l∈N tendant vers l'in�ni.Pour véri�er la réiproque on montre que l'existene de lim
l→∞

ND(E;[0,Sl];0,0)
Sl

implique l'existenede lim
L→∞

ND(E;[0,L];0,0)
L

. L'égalité entre es quantités sera automatiquement véri�ée ar par uni-ité de la limite, elle oïnide pour haque suite qui tend vers l'in�ni.Pour haque L ∈ N �xé, il existe l ∈ N tel que L ∈ [Sl, Sl+1]. On va estimer la di�érene
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|N(HD([0, L]), E) − N(HD([0, Sl]), E)| à l'aide de l'enadrement de Dirihlet-Neumann. Onérit [0, L] = [0, Sl] ∪ [Sl, L]. Par l'enadrement Dirihlet-Neumann (Lemme 1.8) on a :
ND(E; [0, Sl]) +ND(E; [Sl, L]) ≤

≤ ND(E; [0, L]) ≤ NN(E; [0, L]) ≤
≤ NN (E; [0, Sl]) +NN(E; [Sl, L]) (2.1.8)L'estimation (2.1.4) implique :

ND(H0(Sl, L), E − ‖W‖∞) ≤ ND(H(Sl, L), E) ≤ ND(H0(Sl, L), E + ‖W‖∞)

NN(H0(Sl, L), E − ‖W‖∞) ≤ NN(H(Sl, L), E) ≤ NN (H0(Sl, L), E + ‖W‖∞) (2.1.9)Pour un opérateur périodique H0, on a l'estimation (1.9) pour la di�érene entre ND(H0, [a, b])(resp. NN(H0, [a, b])) et k0(E)(b− a) par 2k0(E). Ainsi l'estimation (1.6) de la distane entreles valeurs propres de H0 et elles de H implique qu'il existe une onstante C, indépendantede l, telle que pour l assez grand on a :
|ND(H(Sl, L), E)| ≤ C(L− Sl) |NN(H(Sl, L), E)| ≤ C(L− Sl).Ce qui implique :

lim
L→∞

ND(H(Sl, L), E)

L
≤ C lim

l→∞

Sl+1 − Sl
Sl

= 0

lim
L→∞

NN(H(Sl, L), E)

L
≤ C lim

l→∞

Sl+1 − Sl
Sl

= 0Par la théorie des perturbations de rang 1 on a :
lim
l→+∞

1

Sl
ND(H(0, Sl), E) = lim

l→+∞

1

Sl
NN(H(0, Sl), E) = k(E).Cei implique l'équivalene des deux dé�nitions de k(E).2 Densité d'états intégrée : la preuve du Théorème 10Pour démontrer que la densité d'états existe, on suit la stratégie établie par Simon et Zhudans ([SZ96℄). Plus préisément, on utilise l'enadrement par Dirihlet et Neumann et les pro-priétés des perturbations de rang un. On adapte es arguments pour traiter des perturbationsde l'opérateur de Shrödinger périodique.2.1 Enadrement dans le adre de mon problèmeOn pose Sl = S(l) := [(2πn)

1
α ], où [ ] désigne la partie entière d'un nombre réel. On pose

Ωl = [S(l − 1), S(l)]. L'enadrement par Dirihlet et Neumann implique :
l∑

j=1

ND(H(Ωj), E) ≤ ND(H([0, S(l)]), E) ≤

≤ NN(H([0, S(l)]), E) ≤
l∑

j=1

NN(H(Ωj), E) (2.2.1)



2. Densité d'états intégrée : la preuve du Théorème 10 45On déoupe haque intervalle Ωj en intervalles [ak(j), bk(j)] ave ak(j) ∈ N et bk(j) ∈ Nassoiés à un paramètre β > 0 (qui sera hoisi par la suite) tels qu'il existe C > 1 et Kj ∈ Ntels que :
Ωj =

Kj⋃

k=1

[ak(j), bk(j)],
1
C
jβ ≤ |bk(j)− ak(j)| ≤ Cjβ, ak(j) < bk(j) = ak+1(j)On applique l'enadrement par Dirihlet et Neumann à e déoupage des Ωj pour obtenir :

l∑

j=1

Kj∑

k=1

ND(H([ak(j), bk(j)]), E) ≤ ND(H([0, S(l)]), E) ≤

≤ NN (H([0, S(l)]), E) ≤
l∑

j=1

Kj∑

k=1

NN(H([ak(j), bk(j)]), E) (2.2.2)On va estimer le nombre de valeurs propres de Dirihlet ND(H([ak(j), bk(j)]), E) et deNeumann NN(H([ak(j), bk(j)]), E) de H sur les intervalles [ak(j), bk(j)]. Sur es intervallesla fontion W (xα) varie très peu. Ainsi, pour x ∈ [ak(j), bk(j)], on peut approximer desvaleurs de W (xα) par le minimum Wmin,k = min
x∈[ak(j),bk(j)]

W (xα) ou par le maximum Wmax,k =

max
x∈[ak(j),bk(j)]

W (xα) sans faire une grande erreur.On introduit pour haque j et k = 1, . . . , Kj sur l'intervalle [ak(j), bk(j)] les opérateurspériodiques suivants
BD(j, k) = H0+ max

x∈[ak(j),bk(j)]
W (xα) sur D(BD(j, k)) = {f ∈ H2 | f(ak(j)) = f(bk(j)) = 0},i.e. ave les ondition au bord de Dirihlet, et

BN(j, k) = H0+ min
x∈[ak(j),bk(j)]

W (xα) sur D(BD(j, k)) = {f ∈ H2 | f ′(ak(j)) = f ′(bk(j)) = 0},i.e. ave les ondition au bord de Neumann. Clairement on a des inégalités suivantes :
BN (j, k) ≤ HN (ak(j), bk(j)) ≤ HD(ak(j), bk(j)) ≤ BD(j, k)Par le prinipe du mini-max, ette inégalité implique :

N(BD(j, k), E) ≤ ND(H([ak(j), bk(j)]), E) ≤ NN(H([ak(j), bk(j)]), E) ≤ N(BN (j, k), E).Par dé�nition, BD(j, k) et de BN (j, k) sont des restritions aux intervalles [ak(j), bk(j)] d'opéra-teurs périodiques H0 +Wmax,k et H0 +Wmin,k respetivement. D'où on obtient :
N(BD(j, k), E) = ND (H0([ak(j), bk(j)]), E −Wmax,k)

N(BN (j, k), E) = NN (H0([ak(j), bk(j)]), E −Wmin,k) . (2.2.3)On estime es quantités à l'aide d'une estimation (1.9) (l'estimation du nombre de valeurspropres des restritions de H0 sur les intervalles �nis ave une ondition au bord de Neumannou de Dirihlet) :
|ND (H0([ak(j), bk(j)]), E −Wmax,k)−

1

π
k0(E−Wmax,k)(bk(j)−ak(j))| ≤ 2min(k0(E−Wmax,k), 1),
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|NN (H0([ak(j), bk(j)]), E −Wmin,k)−

1

π
k0(E−Wmin,k)(bk(j)−ak(j))| ≤ 2min(k0(E−Wmin,k), 1).Ce qui revient à érire :

|N(BD(j, k), E)−
1

π
k0(E −Wmax,k)(bk(j)− ak(j))| ≤ 2min(k0(E −Wmax,k), 1),

|N(BN (j, k), E)−
1

π
k0(E −Wmin,k)(bk(j)− ak(j))| ≤ 2min(k0(E −Wmin,k), 1).2.1.1 Estimations par une intégraleNotre but est de montrer que les termes k0(E−Wmin,k)(bk(j)−ak(j)) et k0(E−Wmax,k)(bk(j)−

ak(j)) sont prohes de l'intégrale ∫ bk(j)
ak(j)

k0(E −W (xα))dx. On estime la di�érene :� Si E −W (xα) est loin de bord En, n ∈ N, d'une laune ouverte de H0, on estime :
∣∣∣∣k0(E −Wmin,k)(bk − ak)−

∫ bk

ak

k0(E −W (xα))dx

∣∣∣∣ ≤

≤
∣∣∣∣
∫ bk

ak

(k0(E −Wmin,k)− k0(E −W (xα))) dx

∣∣∣∣ ≤

≤ (bk − ak)
2 max
x∈[ak,bk]

k′0(E −W (xα)) max
x∈[ak,bk]

W ′(x)αaα−1
k ≤

≤ C1j
2βαj

α−1
α .� Si E −W (xα) est prohe d'un bord En, n ∈ N, d'une laune ouverte de H0, on estime :

∣∣∣∣k0(E −Wmin,k)(bk − ak)−
∫ bk

ak

k0(E −W (xα))dx

∣∣∣∣ ≤

≤
∣∣∣∣
∫ bk

ak

(k0(E −Wmin,k)− k0(E −W (xα))) dx

∣∣∣∣ ≤

≤ (bk − ak)
3
2 ( max
x∈[ak,bk]

W ′(x)αaα−1
k )

1
2 ≤

≤ C1j
3β
2 αj

α−1
2α .Maintenant, on pose β = 1−α

3α
et on somme les termes, ∑l

j=1

∑Kj

k=1. Le nombre de termesdans la somme∑Kj

k=1 est égal à Kj = O(j
1
α
−β−1) = O(j

2(1−α)
3α ) On peut don majorer :

Kj∑

k=1

∣∣∣∣k0
(
E − min

x∈[ak,bk]
|W (xα)|

)
(bk − ak)−

∫ bk

ak

k0(E −W (xα))dx

∣∣∣∣ ≤ O(j
2(1−α)

3α )Comme 2(1−α)
3α

> 0, la somme par j de es termes s'estime par O(l 2(1−α)
3α

+1) = O(l
2+α
3α ) eton obtient :

l∑

j=1

Kj∑

k=1

NN(B(j, k), E) =

l∑

j=1

Kj∑

k=1

1

π

∫ bk

ak

k0(E −W (xα))dx+O(l
2+α
3α ) =

=
1

π

∫ S(l)

0

k0(E −W (xα))dx+O(l
2+α
3α )
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l∑

j=1

Kj∑

k=1

ND(B(j, k), E) =
1

π

∫ S(l)

0

k0(E −W (xα))dx+O(l
2+α
3α )On obtient �nalement :

l∑

j=1

Kj∑

k=1

NN(B(j, k), E) =
1

π

∫ S(l)

0

k0(E −W (xα))dx+O(l
2+α
3α ),

l∑

j=1

Kj∑

k=1

ND(B(j, k), E) =
1

π

∫ S(l)

0

k0(E −W (xα))dx+O(l
2+α
3α ).D'où on a :

1

π

∫ S(l)

0

k0(E −W (xα))dx+O(l
2+α
3α ) ≤

≤ ND(H([0, Sl]), E) ≤

≤ 1

π

∫ S(l)

0

k0(E −W (xα))dx+O(l
2+α
3α ). (2.2.4)2.1.2 Modi�ation de l'estimation : la �n de la preuve de l'existeneOn fait le hangement de variable t = xα dans l'intégrale 1

π

∫ S(l)
0

k0(E−W (xα))dx, puis onl'estime, en utilisant la périodiité de W et la omparaison d'une somme ave une intégrale :
∫ S(l)

0

k0(E −W (xα))dx =

∫ 2πl

0

k0(E −W (t))t
1−α
α dt +O(1) =

=
l∑

j=0

∫ 2π

0

k0(E −W (x))(2πj + x)
1−α
α dx+O(1) =

=

∫ 2π

0

k0(E −W (x))dx

(
l∑

j=1

(2πj)
1−α
α +O

(
l
1−α
α

))
=

= (2πl)
1
α
1

2π

∫ 2π

0

k0(E −W (x))dx(1 +O(l−1)) (2.2.5)On réunit les estimations (2.2.4) et (2.2.5) pour onlure :
1

2π

∫ 2π

0

k0(E −W (x))dx+O(l−1) +O(l
α−1
2α ) ≤

≤ 1

Sl
ND(H([0, S(l)]), E) ≤

≤ 1

2π

∫ 2π

0

k0(E −W (x))dx+O(l−1) +O(l
α−1
3α ). (2.2.6)
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∣∣∣∣
1

Sl
ND(H([0, S(l)]), E)− 1

2π

∫ 2π

0

k0(E −W (x))dx

∣∣∣∣ = O(l−min( 1−α
3α

,1))En passant à la limite l → +∞ et utilisant la dé�nition équivalente (2.1.7) de la densitéd'états intégrée k(E), on obtient :
k(E) = lim

l→+∞

1

S(l)
ND(H([0, S(l)]), E) =

1

2π

∫ 2π

0

k0(E −W (x))dxAinsi on a démontré l'existene de la densité d'états intégrée k(E), sa formule et on a obtenuune estimation de la vitesse de onvergene de 1
S(l)

ND(H([0, S(l)]), E) vers k(E) :
∣∣∣∣

1

S(l)
ND(H([0, S(l)]), E)− k(E)

∣∣∣∣ ≤ Cl−ν(α) ave ν(α) = min

{
1− α

3α
, 1

}Ce qui ahève la démonstration du Théorème 10.2.2 Preuve du Théorème 16 : la formule de ThoulessLa démonstration du Théorème 16 se ompose de deux parties. On ommene par ladémonstration de la formule de Thouless (13). On remarque e qu'il su�t de démontrer laformule équivalente :
γ(E)− ℑ

√
E =

∫

R

ln |E − E ′|d(k(E ′)− 1

π
ℜ
√
E ′).Dans ette formule on hange de régularisation, utilisant la densité d'états intégrée et l'ex-posant de Lyapounov pour − d2

dx2
au lieu de eux pour − d2

dx2
+ V (x). Après, on en déduitla formule de l'exposant de Lyapounov et ses propriétés à l'aide des outils de l'analyse har-monique et de la formule de la densité d'états intégrée (.f. Théorème 10).La formule de Thouless relie la densité d'états intégrée k(E) à l'exposant de Lyapounov

γ(E) pour H = − d2

dx2
+ [V (x) +W (xα)]. Dans la formule de Thouless, apparaît une régulari-sation en termes de la densité d'états intégrée k∆(E) = 1

π
ℜ
√
E et de l'exposant de Lyapounov

γ∆(E) = ℑ
√
E pour l'opérateur − d2

dx2
.Comme on l'a démontré, le nombre de valeurs propres de restritions de H à des intervalles�nis par unité de volume onverge vers la densité d'états intégrée k(E) On a obtenu uneestimation de vitesse de ette onvergene. Maintenant, on passe à la démonstration de laformule de Thouless. On utilise les résultats de la setion préédente.2.2.1 Théorème d'osillations de Sturm pour H et H0Le théorème des osillations de Sturm (.f. Théorème 1.3.3 de Chapitre 1 de [LS91℄),appliqué à une solution non nulle u(x, E) de l'équation à osillations lentes (SlOs) véri�ant

u(0, E) = 0 et à une solution non nulle u0(x, E) de l'équation −u′′0(x, E) = Eu0(x, E) véri�ant
u0(0, E) = 0, implique le lemme suivant .



2. Densité d'états intégrée : la preuve du Théorème 10 49Lemme 2.1 (Osillations de Sturm).
u(l, E)

u0(l, E)
=

+∞∏

k=0

(
E − Ek(l)

E − E0
k(l)

) (2.2.7)Ii Ek(l) (resp. E0
k(l)) sont des valeurs propres de Dirihlet pour les restritions de H =

− d2

dx2
+ [V (x) +W (xα)] (resp. de − d2

dx2
) sur [0, S(l)].On utilise e lemme pour démontrer la formule de Thouless. A�n de démontrer la onver-gene du produit dans (2.2.7), on utilise les propriétés asymptotiques des valeurs propres desrestritions des opérateurs H = − d2

dx2
+ V (x) +W (xα) et − d2

dx2
.2.2.2 Démonstration de la formule de Thouless : premier pasCette partie est onsarée à la démonstration de la formule de Thouless.L'idée est la suivante. Pour haque l �ni, on a l'égalité :

1

S(l)
ln

∣∣∣∣
u(S(l), E)

u0(S(l), E)

∣∣∣∣ =
1

S(l)
ln

+∞∏

k=0

E − Ek(l)

E − E0
k(l)

.On peut rérire ette égalité, utilisant les propriétés de logarithme :
1

S(l)
ln |u(S(l), E)| − 1

S(l)
ln |u0(S(l), E)| =

1

S(l)

+∞∑

k=0

ln
E −Ek(l)

E − E0
k(l)

. (2.2.8)Pour tout E ∈ R, le deuxième terme de partie gauhe de l'égalité (2.2.8) onverge :
lim
l→+∞

(
1

S(l)
ln |u0(S(l), E)|

)
= γ∆(E) = ℑ

√
E.Pour étudier la onvergene du terme de droite, on sépare le produit en deux parties : leproduit pour les k ≤ S(l)L et le produit pour k > SlL, où le nombre L est grand et serahoisi par la suite. Le première somme ontient un nombre �ni de termes :

S(l)L∑

k=0

ln
E −Ek(l)

E − E0
k(l)

=

S(l)L∑

k=0

(ln |E − Ek(l)| − ln |E −E0
k(l)|) =

=

∫ a1(l,L)

−∞

ln |E −E ′|dND(E
′, [0, S(l)]))−

∫ a0(l,L)

−∞

ln |E −E ′|dN0
D(E

′[0, S(l)]) (2.2.9)Ci-dessus, on a utilisé les notations suivantes :
a0(l, L) = sup{E ∈ R|N0

D(E, [0, S(l)]) ≤ S(l)L}
a1(l, L) = sup{E ∈ R|ND(E, [0, S(l)]) ≤ S(l)L}Ii ND(E, [0, S(l)]) (resp. N0

D(E, [0, S(l)])) est le nombre de valeurs propres du problème deDirihlet pour la restrition de l'opérateur H (resp. − d2

dx2
) sur [0, S(l)].



50 II. Densité d'états intégrée et formule de Thouless2.2.3 Démonstration de la formule de Thouless : deuxième étapeDémontrons que les termes qui ontiennent le reste de produit tendent vers zéro à la limite
l → +∞. A l'aide de l'estimation (1.6) on obtient :

ln

+∞∏

k=S(l)L

∣∣∣∣
E −Ek(l)

E − E0
k(l)

∣∣∣∣ =

+∞∑

k=S(l)L

ln

∣∣∣∣1 +
E0
k(l)− Ek(l)

E −E0
k(l)

∣∣∣∣

≤
+∞∑

k=S(l)L

ln

∣∣∣∣1 +
‖W‖∞

E − E0
k(l))

∣∣∣∣Pour l et L su�samment grands, il existe une onstante C = C(E) telle que
|E − Ek(H0(0, S(l)))| > C

k2

S2(l)On utilise l'équivalene des séries et la onvergene dominée pour démontrer que :
+∞∑

k=S(l)L

ln

∣∣∣∣
E −Ek(l)

E −E0
k(l)

∣∣∣∣ ≤
+∞∑

k=S(l)L

ln

∣∣∣∣1 +
C‖W‖∞S(l)2

k2

∣∣∣∣ = S(l)
+∞∑

m=L

ln

(
1 +

C

m2

)

≤ S(l)

+∞∑

m=L

C

m2
≤ C

(
S(l)

L

)
.Puis en passant à la limite l tend vers l'in�nie, on obtient :

lim
l→+∞

1

S(l)

∑

k=S(l)L

ln

∣∣∣∣
E −Ek(l)

E − E0
k(l)

∣∣∣∣ ≤
C

L
.2.2.4 Démonstration de la formule de Thouless : troisième étapeDans e qui reste, on va soustraire le terme qu'on veut obtenir et démontrer que les autrestermes onvergent vers 0. On érit :

∫ a1(l,L)

−∞

ln |E −E ′|dkl(E ′)−
∫ a0(l,L)

−∞

ln |E −E ′|dkl∆(E ′) =

∫

R

ln |E −E ′|d(k − k∆)(E
′)− I1 + I2où

I1 =

∫ +∞

a1(l,L)

ln |E −E ′|dk(E ′)−
∫ +∞

a0(l,L)

ln |E − E ′|dk∆(E ′)

I2 =

∫ a1(l,L)

−∞

ln |E −E ′|d(kl − k)(E)−
∫ a0(l,L)

−∞

ln |E − E ′|d(kl∆ − k∆)(E) = I3 + I4L'intégrale ∫
R
ln |E − E ′|d(k − k∆)(E

′) est le terme qu'on voudrait obtenir. Il nous faut dé-montrer que I1 et I2 tendent vers 0 quand l → ∞.
lim
l→∞

I2 = lim
l→∞

∫ +∞

a1(l,L)

ln |E −E ′|dk(E ′)−
∫ +∞

a0(l,L)

ln |E − E ′|dk∆(E ′) = 0



2. Densité d'états intégrée : la preuve du Théorème 10 51En e�et, I2 = O
(
ln a(l, L)a(l, L)−

1
6

) pare que |k(E) − k∆(E)| = O
(

1

E
1
6

) pour les grandsvaleurs de E. Cette dernière estimation déoule des propriétés asymptotiques de k0 : |k0(E)−
k∆(E)| = O( 1

E
1
6
) et de la ontinuité et de la monotoniité de k0 en E à l'aide de l'enadrement

k0(E − ‖W‖∞) ≤ k(E) ≤ k0(E + ‖W‖∞).On a intérêt à éviter les valeurs propres Ek(l) et E∆
k (l). Pour faire ça, on onsidère les énergies

E en dehors d'un ensemble résonnant, i.e. on �xe ε(α) ∈ (0, ν(α)) et onsidère E ∈ R\D∞ou :
D∞(ε(α)) :=

{
E ∈ R | ∃{li}i∈N li → +∞ tel que ∀i > 0 |E −Ek(li)| ≤ exp

(
−lν(α)−ε(α)i

) }(2.2.10)L'idée est de pro�ter de la ondition E ∈ R\D∞ pour séparer les intégrales I3 et I4 en unintégrale sur un intervalle d'énergies prohes de E, et don non-résonnantes, et un intégralesur le reste des énergies, qui sont maintenant séparées de E par une distane positive quidépend de l. Les premières tendent vers zéro ar la mesure de l'intervalle d'intégration tendvers zéro et qu'il n'y a pas de résonanes. Pour le reste des énergies, la vitesse de onvergenedes densités d'états des restrition et la distane de E impliquent la onvergene vers zéro.Je ne démontre que l'estimation pour I3, elle de I4 étant analogue. On pose
Vl(E) = [E − δl, E + δl] ave δl =

1

3
exp

(
−lν(α)−ε(α)

)
,ave ε(α) ≤ ν(α)

2
. Si E ∈ D∞(ε(α)), dans Vl(E) il n'y a pas de valeurs propres de HD([0, S(l)]),ni de H0,D([0, S(l)]). On utilise l'estimation non-résonnante et l'intégration par parties :

∫ a1(l,L)

−∞

ln |E −E ′|d(kl − k)(E ′) =

∫

Vl(E)

ln |E −E ′|d(k − kl)(E ′)

+

∫

(−∞,a1(l,L)]\Vl(E)

ln |E −E ′|d(k − kl)(E ′) ≤ C(E)
√

|Vl(E)|+ (k − kl)(a1(l, L)) ln |E − a1(l, L)|

+ ln δl
(
(k − kl)(E + δl)− (k − kl)(E − δl)

)
+

∫

(−∞,a1(l,L)]\Vl(E)

(k − kl)(E ′)

E − E ′
dE ′Les estimations |(kl − k)(E)| = O(l−ν(α)) et ln δl = O(lν(α)−ε(α)) impliquent :

lim
l→+∞

(k − kl)(a1(l, L)) ln |E − a1(l, L)| = 0

lim
l→+∞

ln δl ((k − k(HD(0, Sl)))(E + δl)− (k − k(HD(0, Sl)))(E − δl)) = 0Ainsi on a démontré la formule de Thouless pour toutes les valeurs E à l'extérieur d'unensemble résonnant, 'est-à-dire pour E ∈ R\D∞(ε(α)). On peut hoisir ε(α) aussi petitqu'on veut. Autrement dit, on a
D∞ :=

⋃

d∈N

⋂

n∈N

⋂

m∈N

∞⋃

l=m

⋃

k∈N

Dd,n,l,k ave
Dd,n,l,k =

{
E ∈ [−d, d] | |E − Ek(l)| ≤ exp

(
−lmin{ 1−α

3α
,1}− 1

n

)} (2.2.11)Pour haque intervalle �nie [a, b] l'ensemble D∞ ∩ [a, b] est de mesure 0 par le lemme deBorel-Cantelli. Don D∞ est de mesure 0. De plus, il est faile de voir que D∞ est de dimensionde Hausdor� zéro.



52 II. Densité d'états intégrée et formule de Thouless2.3 Preuve du Théorème 16 : formule de l'exposant de LyapounovDans la preuve de la formule de Thouless, on a démontré e que, pour E ∈ R\D∞, lalimite suivante existe :
lim
l→∞

1

S(l)
ln |u(l, E)|où u(x, E) est une solution non nulle de l'équation (Hu)(x, E) = Eu(x, E) qui véri�e en 0la ondition au bord de Dirihlet. On introduit une relation d'équivalene pour les fontions

g1, g2 : R → C\{0} :
g1 ∼ g2 ⇔ lim

x→+∞

(
ln g1(x)

x
− ln g2(x)

x

)
= 0 (2.2.12)Cette relation d'équivalene ne dépend pas du hoix de la détermination du logarithme. Soit

T (Sl, 0, E) la matrie de transfert (.f. dé�nie dans (10)) de l'équation (SlOs) sur l'intervalle
[0, S(l)]. Il est faile de voir que ela implique ‖T (S(l), 0, E)‖ ∼ |u(S(l), E)| dans le sens de(2.2.12) :

lim
l→+∞

ln ‖T (S(l), 0, E)‖
S(l)

= lim
l→+∞

ln u(S(l), E)

S(l)Et don l'exposant de Lyapounov existe pour tout E ∈ R\D∞ et sa formule peut être aluléeà partir de la formule de la densité d'états intégrée à l'aide de la formule de Thouless.2.3.1 Formule de l'exposant de LyapunovPour tout intervalle �ni [a, b] et pour tout E ∈ [a, b]\D∞ on a démontré la formule deThouless. Maintenant on onsidère une fontion F (z) = πk(z) + iγ(z) analytique dans C+.On reonstruit F (z) à partir de la formule de k(E) :
F (z) =

1

2π

∫ 2π

0

kp(z −W (x))dx.La formule de Thouless dérit préisément la relation entre la partie réelle et la partie imagi-naire de ette fontion. Don à partir de la formule de la densité d'états intégrée, on retrouvela formule pour l'exposant de Lyapounov :
γ(E) = lim

ε→0
F (E + iε) = lim

ε→0

1

2π

∫ 2π

0

ℑkp(E + iε−W (x))dx

=
1

2π

∫ 2π

0

ℑkp(E + i0−W (x))dx =
1

2π

∫ 2π

0

γ0(E −W (x))dxpour presque tout E ∈ R. Plus préisément, pour tout E ∈ R\D∞.Remarque 2.2. Pour les valeurs de α prohe de 1, ette dé�nition d'ensemble résonnantdevient trop grossière. La méthode d'obtention de l'exposant de Lyapounov pour les α ∈ (1
2
, 1)par les approximations quasi-périodiques présentée dans le hapitre suivant donne le résultatplus préis (voir le Corollaire 4.12 pour l'ensemble résonnant).



2. Densité d'états intégrée : la preuve du Théorème 10 53On introduit la notation ln−mes(S) pour la dimension de Hausdor� d'un ensemble S ⊂ Rpar rapport à l'exponentielle de la mesure de Lebesgue. Plus préisément, on onsidère unreouvrement de l'ensemble ompat S de dimension de Hausdor� 0 par les intervalles Iδ delongueur au plus δ et on alule la limite :
α(S) = lim inf

δ→0

{
1

ln | ln |∑j |Ij|||
tels que S ⊂

∞⋃

ν=1

Ij ave |Ij| < δ

}
.Dé�nition 2.3. On appelle ette limite �α-dimensionnelle mesure logarithmique de Haus-dor�� de l'ensemble S.Ainsi l'ensemble résonnant D∞ véri�e les propriétés dimensionnelles suivantes :Lemme 2.4. L'ensemble résonnant D∞ véri�e :� La dimension de Hausdor� de D∞ est égale à zéro.� La apaité de D∞ est égale à zéro.� La �dimension de Hausdor� logarithmique� de D∞ véri�e

ln−mes(D∞) =
1

min(1−α
3α
, 1)Démonstration. Ce lemme se démontre par un alul élémentaire utilisant les dé�nitions etles propriétés de la dimension de Hausdor�, de la apaité et de la �dimension de Hausdor�logarithmique�.Par le Théorème A.20 de [Sim07℄, haque ensemble de apaité nulle est de dimension deHausdor� nulle. Ainsi le deuxième point du Lemme 2.4 implique le premier.Par la dé�nition de la apaité, il faut montrer :

C(D∞) := exp (−min{E(µ) | µ ∈ M+,1(D∞)}) = 0où E(µ) :=
∫
log 1

|x−y|dµ(x)dµ(y) et M+,1(D∞) est l'ensemble des mesures de probabilité sur
D∞. On va utiliser les propriétés de la apaité :1. Soient a, b ∈ R, on a C([a, b]) = 1

4
|b− a|,2. Soient A,B ⊂ R, alors C(A ∪ B) + C(A ∩B) ≤ C(A) + C(B).3. Si A ⊂ B, alors C(A) ≤ C(B).Si n1 ≤ n2, alors Dd,n2,l,k ⊂ Dd,n1,l,k et C(Dd,n2,l,k) ≤ C(Dd,n1,l,k). Si d1 ≤ d2, alors Dd1,n,l,k ⊂

Dd2,n,l,k et C(Dd1,n1,l,k) ≤ C(Dd2,n,l,k). D'où il su�t de montrer pour haque d ∈ N que
C
(⋂

m∈N

⋃∞
l=m

⋃
k∈NDd,n0,l,k

)
= 0 pour un n0 ∈ N pour onlure C(D∞) = 0.On hoisit n0 ∈ N tel que s := min{1−α

3α
, 1}− 1

n0
> 0. Utilisant les propriétés 1 et 2, on alule

C

(
⋃

k

Dd,n0,l,k

)
= O(

√
dl) exp(−ls),

C

(
⋂

m

∞⋃

l=m

⋃

k

Dd,n0,l,k

)
= lim

m→∞

∞∑

l=m

O(
√
dle−l

s

) = 0pour haque d �xé. D'où C(D∞) = 0. Cei ahève la démonstration du deuxième point duLemme 2.4.



54 II. Densité d'états intégrée et formule de ThoulessOn alule la �dimension de Hausdor� logarithmique� par dé�nition. On �xe ε > 0 et onhoisit n0 ∈ N tel que 1
s
< 1

min{ 1−α
3α

,1}
+ ε ave s(n0) := min{1−α

3α
, 1} − 1

n0
> 0.On alule α(D∞) := lim infδ→0

{
1

ln | ln |
∑∞

j=1 | ln |Ij |||
tel que D∞ ⊂ ⋃∞

j=1 Ij ave |Ij | ≤ δ
}. Onhoisit les intervalles Ij de longueur δl = e−l

s. Le nombre des intervalles néessaire et su�santpour ouvrir Dd,n0,l,k est O(√dl). D'où :
α(D∞) = lim

n0→∞
lim
d→∞

lim
m→∞

1

ln | ln |∑∞
l=mO(

√
dle−ls)||

= lim
n0→∞

1

s(n0)
.Comme s(n0) → min{1−α

3α
, 1} quand n0 → ∞, ei ahève la démonstration.



Chapitre IIIMéthode WKB omplexe pour lesperturbations adiabatiques de l'opérateurde Shrödinger périodiqueCe hapitre passe en revue la méthode WKB omplexe dans sa version adaptée aux per-turbations adiabatiques des problèmes périodiques. Cette version de la méthode a été réée etdéveloppée par A. Fedotov et F. Klopp. Le matériel de la setion est basé essentiellement surles artiles [FK04a, FK01, FK05, FK04b℄. La nouveauté est la onstrution des diagrammesde prolongement des asymptotiques des solutions de (AdiabQP) pourW analytique réel (sansl'hypothèse d'un maximum et un minimum) dans la Proposition 2.8, démontrée à la �n dee hapitre, ainsi que la démonstration du omportement asymptotique standard à plusieursomposantes des solutions de (AdiabQP). On se donne omme but de dérire en détails lesonstrutions qui seront largement utilisées par la suite. A l'exeption du nouveau matériel,les théorèmes et lemmes sont formulés sans démonstrations. Le leteur intéressé trouvera lespreuves dans les référenes qui aompagnent haque assertion.Dans e hapitre on étudie l'asymptotique quand ε tend vers zéro des solutions de l'équa-tion de Shrödinger :
−Ψ′′(x, z, E, ε) + [V (x) +W (εx+ z)]Ψ(x, z, E, ε) = EΨ(x, z, E, ε) (AdiabQP)ave x dans un intervalle ompat [−X,X ] ave X > 1 et z dans un domaine borné du planomplexe. Dans l'ensemble de e hapitre et du hapitre suivant (Chapitre IV), on suppose que

V et W véri�ent les hypothèses de la Setion 1 (page 12). On note SY une bande horizontale
SY = {z ∈ C | |ℑz| < Y } d'analytiité de W . L'adjetif régulier est utilisé dans e hapitreau sens de Dé�nition 1.29 sur la page 38.1 Théorème prinipal de la méthode WKB omplexeLe but de la méthode WKB omplexe est de dérire les asymptotiques des solutions del'équation quasi-périodique adiabatique (AdiabQP) quand ε tend vers zéro. Premièrementon va dé�nir le omportement asymptotique typique des solutions. Le théorème prinipal(Théorème 1.5) dérit les onditions sous lesquelles on peut justi�er e omportement asymp-totique. 55



56 III. Méthode WKB omplexe1.1 Comportement asymptotique standardOn note Φ±(x, z, E, z0) les solutions de Bloh anoniques Φ0
±(x, E,E0) (Dé�nition 1.18page 31) ave E = E(z) et E0 = E(z0), analytiques en énergie dans un voisinage de E(z0).La dé�nition suivante dérit le omportement asymptotique typique pour les solutions del'équation (AdiabQP). Dans e qui suit, pour un domaine D ⊂ C, on note S(D) la plus petitebande horizontale {z ∈ C | y1 ≤ ℑz ≤ y2}, y1, y2 ∈ R, qui ontient D.Dé�nition 1.1. Soient σ = ±, X > 1 et D un domaine dans SY . On dit qu'une solution

f = f(x, z, E; ε) de l'équation adiabatique quasi-périodique (AdiabQP), dé�nie pour tout
x ∈ R et z ∈ S(D), admet le omportement asymptotique standard dans [−X,X ]×D et l'onnote :

f(x, z, E; ε) ∼ exp

(
σ
i

ε

∫ z

z0

κ(s)ds

)
Φσ(x, z, E, z0) (3.1.1)si :1. f est analytique en z dans D.2. κ est une détermination du moment omplexe (voir Dé�nition 1.28 page 38)3. Pour z ∈ D, x ∈ [−X,X ] et E ∈ U0(E0) la fontion f a l'asymptotique :

f(x, z, E; ε) = exp

(
σ
i

ε

∫ z

z0

κ(s)ds

)
(Φσ(x, z, E, z0) + o(1)) . (CAS)4. L'asymptotique est uniforme sur haque ompat K ⊂ D, i.e.

lim
ε→0

‖o(1)‖L∞([−X,X]×K) = 0.5. L'asymptotique est di�érentiable une fois en x en gardant l'estimation d'erreur uniformesur [−X,X ]×D.On va utiliser la notation CAS pour designer le omportement asymptotique standard.1.1.1 Courbes et domaines anoniquesOn a besoin de dé�nir les ourbes et les domaines spéiaux, dits anoniques. Ce sontdes domaines dans lesquels le théorème prinipal (Théorème 1.5) garantit le omportementasymptotique standard.Dé�nition 1.2. On dit que γ est une ourbe vertiale si l'angle θ entre γ et haque ligne
ℑz = const véri�e θ ∈ (0, π).Soit D un domaine régulier et γ ⊂ D une ourbe vertiale régulière. On �xe une détermi-nation κ(z) du moment omplexe analytique dans D.Dé�nition 1.3. On dit que γ est une ourbe anonique pour la détermination κ(z) du momentomplexe si le long de γ :

ℑ
∫ z

z0

κ(s)ds est roissante (3.1.2)
ℑ
∫ z

z0

(κ(s)− π)ds est déroissante (3.1.3)



1. Théorème prinipal de la méthode WKB omplexe 57La notion de ourbe anonique est une notion fondamentale de la méthode de WKBomplexe pour les problèmes adiabatiques. Elle est au ÷ur de toutes les onstrutions desolutions au omportement asymptotique standard. Soit γ une ourbe vertiale ; γ peut êtreparamétrée par t = ℑz, i.e. γ = z(t) . Une ourbe vertiale est anonique si on a
dℑ
∫ z(t)
z0

κ(s)ds

dt
> 0 et dℑ

∫ z(t)
z0

(κ(s)− π)ds

dt
< 0. (3.1.4)Dé�nition 1.4. On dit que un domaine régulier D est un domaine anonique pour unedétermination κ du moment omplexe analytique dans D si D est une réunion de ourbesanoniques pour ette détermination joignant deux points sur sa frontière.1.1.2 Théorème prinipal de la méthode WKB omplexeLe théorème suivant est le théorème prinipal de la méthode WKB pour les perturbationsadiabatiques de problèmes périodiques.Théorème 1.5 (Théorème 1.1 de [FK01℄). Soit D un domaine anonique pour une détermi-nation κ du moment omplexe. Il existe une base ohérente {Ψ+,Ψ−} de solutions de l'équationquasi-périodique adiabatique (AdiabQP) qui admet un CAS pour la détermination κ dans D :

Ψ± ∼ exp

(
± i

ε

∫ z

z0

κ(s)ds

)
Φ±(x, z, E, z0).1.1.3 Lignes de StokesLa notion de lignes de Stokes dans la méthode WKB pour les problèmes adiabatiques estanalogue à la dé�nition lassique des lignes de Stokes (.f. [Fed93℄). Grosso modo, les lignesde Stokes sont des lignes qui peuvent former des frontières entre les domaines où, le long deslignes horizontales {z ∈ C | ℑz = const}, les solutions qui ont CAS sont roissantes et euxoù elles sont déroissantes.On onsidère l'intégrale suivante : ∫ z

z0
κ(z)dz. Cette intégrale va apparaître dans les asympto-tiques des solutions qui ont CAS. C'est une fontion multivaluée dont les points de branhe-ment sont les mêmes que les points de branhement du moment omplexe κ(z). Soit z0 unpoint de branhement de κ(z).Dé�nition 1.6. On appelle ligne de Stokes une ourbe γ qui ommene en z0 ∈ SY et dé�niepar la ondition :

ℑ
∫ z

z0

(κ(z)− κ(z0))dz = 0 (3.1.5)où l'intégrale est prise le long de γ.Les propriétés du moment omplexe impliquent que les lignes de Stokes sont indépendantesdu hoix de la détermination du moment omplexe. D'après l'hypothèse (HED) page 37,dans haque point de branhement z0 du moment omplexe, on a W ′(z0) 6= 0. Il y a donpréisément trois lignes de Stokes sortantes de z0, dont l'une est réelle et les deux autres sontsymétriques par rapport à la droite réelle. Les angles entre es ourbes valent 2π
3
.



58 III. Méthode WKB omplexe1.1.4 Lignes de type StokesSoit D ⊂ SY un domaine régulier et soit γ ⊂ D une ourbe régulière. On �xe une déter-mination du moment omplexe κ0(z) analytique dans D et un point z0 ∈ D. On dé�nit lesfontions f0(z; z0, κ0) et fπ(z; z0, κ0) :
{
f0(.; z0, κ0) : C → R

z 7→ ℑ
∫ z
z0
κ0(s)ds

{
fπ(.; z0, κ0) : C → R

z 7→ ℑ
∫ z
z0
(κ0(s)− π)dsOn appelleF0(κ0) (resp. Fπ(κ0)) la famille de ourbes de niveau de f0(., z0, κ0) (resp. fπ(., z0, κ0)) :

F0(κ0) := {γ ourbe dans SY telle que f0(z; z0, κ0) = onst ∀ z ∈ γ} ,

Fπ(κ0) := {γ ourbe dans SY telle que fπ(z; z0, κ0) = onst ∀ z ∈ γ} .Ces familles ne dépendent pas du hoix de point z0 dans D.Dé�nition 1.7. Une ourbe γ est une ligne de type Stokes pour κ0 si γ ∈ F0 ou si γ ∈ Fπ.La dé�nition d'une ligne de type Stokes dépend du hoix de la détermination du momentomplexe. Une ourbe vertiale ne peut véri�er la dé�nition de ligne de type Stokes quepour deux déterminations du moment omplexe, disons κ0 et −κ0. Pour voir ça, il su�t deremarquer que f0,π(z, z0, σκ0+2πm) = σf0,π(z, z0, κ0)+2πmℑ(z−z0), f0(z, z0, σκ0+2πm) =
σfπ(z, z0, κ0)+(2m+1)πℑ(z−z0) et fπ(z, z0, σκ0+2πm) = σf0(z, z0, κ0)+(2m−1)πℑ(z−z0).Lemme 1.8 (Corollaire 2.1 et Lemme 5.5 de [FK04a℄). Soit D un domaine régulier et κ0 unedétermination du moment omplexe analytique dans D. Les ourbes de haque famille F0(κ0)et Fπ(κ0) forment une �bration du domaine D, i.e. :

D =
⋃

γ1∈F0(κ0)

γ1 et D =
⋃

γ2∈Fπ(κ0)

γ2De plus, dans un domaine régulier :� deux ourbes de familles di�érentes ne se roisent pas ou ne se roisent qu'une seulefois, i.e. soient γ1, γ2 ⊂ D, γ1 ∈ F0 et γ2 ∈ Fπ alors γ1 ∩ γ2 ontient au maximum unpoint ;� dans un domaine régulier deux ourbes de la même famille ne se roisent pas ou oïn-ident, i.e soient γ1, γ2 ⊂ D, γ1, γ2 ∈ F0 ou γ1, γ2 ∈ Fπ alors soit γ1 ∩ γ2 = γ1 soit
γ1 ∩ γ2 = ∅.� une ourbe anonique peut roiser une ligne de type de Stokes au plus une fois.Dans haque domaine régulier les hamps de veteurs κ(z) et κ(z) − π sont C∞ et leslignes de type de Stokes de famille F0 (resp. Fπ) sont des ourbes intégrales pour un hampde veteurs κ(z) (resp. κ(z)− π) (Lemme 2.1 de [FK04a℄). Par onséquent, puisque κ(z) ∈ Réquivaut à E(z) ∈ σ(H0), on a :Lemme 1.9. Soit D un domaine tel que D ∩ E−1(σ(H0)) 6= ∅. Dans D, les lignes de type deStokes de familles F0(κ0) et Fπ(κ0) sont vertiales.Où l'on note E−1(σ(H0)) la préimage par rapport à E(z) du spetre de l'opérateur péri-odique H0, i.e. E−1(σ(H0)) := {z ∈ SY | E(z) := E −W (z) ∈ σ(H0)}.



1. Théorème prinipal de la méthode WKB omplexe 591.1.5 Domaine anonique à partir d'une ourbe anoniqueDans e qui suit D est un domaine régulier. On �xe une détermination κ du moment om-plexe analytique dans D. Le terme segment d'une ourbe désigne un sous-ensemble onnexeet ompat de ette ourbe. Soient γ ⊂ D une ourbe anonique pour la détermination κ dumoment omplexe, z1 et z2 es bouts tels que ℑz1 < ℑz2.Dé�nition 1.10. On dit qu'un domaine K ⊂ D est un domaine anonique entourant γ si Kest anonique pour le triplet {κ, z1, z2} et γ ⊂ K.Le lemme suivant établit l'existene des petits domaines anoniques.Lemme 1.11 (le Lemme 4.1 de [FK05℄,domaine anonique loal). Soit γ une ourbe anoniqueompate. On peut toujours onstruire un domaine anonique Kγ qui l'entoure.Ce lemme est une onséquene du fait que des ourbes obtenues par des petites déforma-tions C1 d'une ourbe anonique ompate sont anoniques.Dé�nition 1.12. Les domaines anoniques dont l'existene est assurée par le Lemme 1.11s'appellent domaines anoniques loaux.1.1.6 Constrution d'une ourbe anonique à partir d'une ourbe pré-anoniqueLa onstrution d'une ourbe anonique s'appuie sur l'existene d'une ourbe anoniquedans un voisinage arbitraire d'une ourbe pré-anonique.Dé�nition 1.13. Une ourbe pré-anonique est une ourbe régulière omposée de segmentsdes ourbes anoniques et/ou de lignes de Stokes.Les ourbes pré-anoniques sont failes a onstruire et véri�ent une propriété importante :Lemme 1.14 (Proposition 6.2 de [FK04a℄). Soient D un domaine régulier, α une ourbepré-anonique ayant l'origine en z1 et l'extrémité en z2 et V ⊂ D un voisinage de α. Pourhaque voisinage V1 de z1, il existe une ourbe anonique γ telle que γ ⊂ V et γ a l'origineen z̃1 ∈ V1 et l'extrémité en z2.Ce lemme dit que, dans un voisinage arbitraire d'une ourbe pré-anonique, on peut trouverune ourbe anonique.1.1.7 Symétrie pour les ourbes et les domaines anoniquesLe lemme suivant permet de onstruire des ourbes anoniques par symétrie :Lemme 1.15. Soit γ une ourbe pré-anonique (resp. anonique) pour une branhe du mo-ment omplexe κ(z). Alors son symétrique pour R, γ est une ourbe pré-anonique (resp.anonique) pour κ∗(z).Démonstration. Soit γ une ourbe anonique pour la détermination κ(z) du moment om-plexe. Don le long de γ on a :
dℑ
∫ z
zγ
κ(s)ds

dℑz > 0
dℑ
∫ z
zγ
(κ(s)− π)ds

dℑz < 0



60 III. Méthode WKB omplexeLa ourbe γ est vertiale et lisse, ar γ l'est par dé�nition de la ourbe anonique. La déter-mination κ(z) est ontinue sur γ don la détermination κ∗(z) est ontinue sur γ. Considérons∫ z
zγ
k∗(s)ds. Par dé�nition de κ∗(z), pour haque z ∈ γ on a κ∗(z) = κ(z) où z ∈ γ. Don ona :

ℑ
∫ z

zγ ,γ

(κ∗(s))ds = −ℑ
∫ z

zγ ,γ

κ∗(s)ds = −ℑ
∫ z

zγ ,γ

κ∗(s) ds = −ℑ
∫ z

zγ ,γ

κ(s)dsMais ℑ ∫ z
zγ ,γ

κ(s)ds est une fontion roissante de ℑz et don, fontion déroissante de ℑz. Lemême argument marhe pour (κ∗(z)− π). On obtient don :
dℑ
∫ z
zγ ,γ

(κ∗(s))ds

dℑz > 0
dℑ
∫ z
zγ ,γ

(κ∗(s)− π)ds

dℑz < 0e qui démontre que la ourbe γ est anonique par rapport à la détermination κ∗(z) dumoment omplexe.Corollaire 1.16. Si un domaine D est un domaine anonique pour une détermination κ(z)du moment omplexe analytique sur e domaine, alors D est un domaine anonique pour
κ∗(z).Si (D ∩ D) ∩ E−1σ(H0) 6= ∅, i.e. ontient une partie d'une préimage réelle d'une zone spe-trale de H0, alors D ∪D est un domaine anonique pour la détermination obtenue de κ parprolongement analytique dans D ∪D.Démonstration. Pour démontrer le premier point il su�t d'utiliser la symétrie réelle et ladé�nition d'un domaine anonique. La formule lé est :

ℑ
∫ z

z0

κ∗(s)ds = ℑ
∫ z

z0

κ(s)ds = ℑ
∫ z

z0

κ(s)dsComme D est un domaine anonique, la partie imaginaire de et intégrale est déroissante en
ℑz, don roissante en ℑz. Il en est de même pour les intégrales de κ∗ − π.1.2 Méthodes de prolongement des asymptotiques1.2.1 Diagrammes de prolongement pour les solutionsLe Théorème 1.5 permet de onstruire des solutions au omportement asymptotique sim-ple dans les domaines anoniques. Mais les domaines anoniques ne sont pas des domainesmaximaux sur lesquels les solutions véri�ent le CAS. On démontre le CAS dans des domainesplus grands par des méthodes de prolongement des asymptotiques. On introduit une dé�nitionqui généralise elle de domaines anoniques.Dé�nition 1.17. On dit qu'un domaine D est le diagramme de prolongement pour unesolution f de (AdiabQP) si f véri�e un CAS dans D.Cette partie est onsarée à des méthodes de prolongement des asymptotiques des solutionsonstruites loalement sur des diagrammes de prolongement. Ces méthodes sont développéespar A. Fedotov et F. Klopp. Il y a trois outils prinipaux du prolongement :� Le Lemme du Retangle,



1. Théorème prinipal de la méthode WKB omplexe 61� Le Prinipe des Domaines Adjaents,� Le Lemme de Stokes.On va parler de haque outil en détail pour pouvoir l'appliquer par la suite.On utilise l'adjetif "onstant" pour désigner des domaines qui ne dépendent pas de ε.1.2.2 Lemme du RetangleCet outil permet de prolonger l'asymptotique d'une solution sur des domaines où l'asymp-totique reste roissante quand on longe ℜz = const.Fixons y1 et y2 réels tels que y1 < y2. Soit S = {z ∈ C | y1 ≤ ℑz ≤ y2}. Soient γ1 et γ2deux ourbes vertiales telles que :� γ1 et γ2 ne se roisent pas dans S,� γ1 et γ2 roisent les deux lignes ℑz = y1 et ℑz = y2,� dans S, γ1 est située à gauhe de γ2.Considérons un "retangle" R, un ensemble ompat limité par ∂S, γ1 et γ2. On pose D =
R\(γ1 ∪ γ2). Le lemme suivant, appelé � Lemme du retangle � a lieu.Lemme 1.18 (Le Lemme 5.1 de [FK05℄, Lemme du retangle). On �xe E = E0 et on supposeque R est régulier. Soit f une solution ohérente de l'équation (AdiabQP).Alors il existe ε0 tel que pour tout ε < ε0 on a :� Si ℑk > 0 dans D et f a un CAS f ∼ exp( i

ε

∫ z
k(s)ds)Φ+ au voisinage de γ2, alors ellegarde le même CAS dans un domaine onstant qui ontient R.� Si ℑk < 0 dans D et f a un CAS f ∼ exp( i

ε

∫ z
k(s)ds)Φ+ au voisinage de γ1, alors ellegarde le même CAS dans un domaine onstant qui ontient R.On voit que ℜ

(
i
ε

∫ z
z0
κ(s)ds

) est roissante ave ℜz si ℑκ < 0 et les solutions qui ontCAS exp( i
ε

∫ z
k(s)ds)Φ+ sont roissantes à droite. Par ontre, si ℑκ > 0, ℜ( i

ε

∫ z
z0
κ(s)ds

)est déroissante ave ℜz et les solutions qui ont CAS exp( i
ε

∫ z
k(s)ds)Φ+ sont roissantes àgauhe.1.2.3 Prinipe des Domaines AdjaentsSoient γ un segment d'une ourbe vertiale et S la plus petite bande horizontale qui leontient. Soit U ⊂ S un domaine régulier. On appelle U un domaine adjaent à γ si γ ⊂ ∂U .La proposition suivante, appelée Prinipe des Domaines Adjaents, permet de justi�er leCAS d'une solution déroissante.Proposition 1.19 (Le Lemme 5.6 de [FK05℄, Prinipe des Domaines Adjaents). Soit γ unsegment d'une ourbe anonique. Supposons que la solution f de l'équation (AdiabQP) véri�ele CAS dans un domaine adjaent à γ. Alors f a le même CAS dans tout domaine anoniqueenveloppant γ.Pour appliquer e prinipe nous avons besoin de dérire les domaines anoniques envelop-pant une ourbe anonique donnée.



62 III. Méthode WKB omplexe1.2.4 Desriptif des domaines anoniques enveloppantsSoit D un domaine régulier. On �xe une détermination κ du moment omplexe analytiquedans D. La proposition suivante fournit une desription des domaines anoniques enveloppantune ourbe anonique donnée.Proposition 1.20 (La Proposition 6.3 de[FK02℄). Soit γ un segment d'une ourbe anonique.Notons γ̃ la ourbe γ privée de ses extrémités. Supposons qu'un domaine K ⊂ D est simple-ment onnexe et γ̃ ⊂ K. Alors K est un domaine anonique enveloppant γ si et seulement siil se ompose des ourbes pré-anoniques obtenues par le remplaement d'un segment intérieurde γ par une ourbe pré-anonique.1.2.5 Lemme du TrapèzeIl est souvent di�ile de trouver un domaine anonique maximal enveloppant une ourbeanonique donnée. Le lemme suivant, appelé Lemme de Trapèze, nous fournit un moyen pouronstruire des domaines anoniques enveloppants simples.Lemme 1.21 (Le Lemme 5.4 de [FK04a℄, Lemme de Trapeze). Soient γ0 une ourbe anoniqueet γ un segment intérieur de γ0. Soit U un domaine régulier adjaent à γ0. Supposons que
ℑk 6= 0 dans U . Soit σd une ligne de type de Stokes qui ommene à l'extrémité inférieure de
γ et va vers le haut. Soit σu une ligne de type de Stokes qui ommene à l'extrémité supérieurede γ et va vers le bas.Alors :� Si γ̃ ⊂ U est une autre ourbe anonique qui roise σu et σd omme sur le dessin 1.21,et qui ne roise pas γ et si T ⊂ U est le domaine simplement onnexe délimité par γ,

γ̃, σd et σu, alors T est une partie d'un domaine anonique enveloppant γ.� Si γ̃ ⊂ U est une autre ourbe anonique qui roise σu et qui ommene à l'extrémitéinférieure de γ et si T ⊂ U est le domaine simplement onnexe délimité par γ, γ̃ et σu,alors T est une partie d'un domaine anonique enveloppant γ.

Figure III.1 � Lignes de type de Stokes dans le Lemme 1.21



1. Théorème prinipal de la méthode WKB omplexe 631.2.6 Lemme de StokesSoit z0 est un point de branhement du moment omplexe tel que W ′(z0) 6= 0. Trois lignesde Stokes ommenent en z0. L'angle entre es lignes en z0 est égal à 2π
3
. On utilise la notation

σ1, σ2 et σ3 pour es lignes pourvue que σ1 soit vertiale en z0 (il se peut qu'il y ait deux outrois lignes vertiales, on en hoisit une).Soit σ̃1 un segment de σ1 qui ommene en z0 et ontient un seul point de branhement de
z

Lignes de type Stokes

Lignes de Stokes

Figure III.2 � Lemme de Stokesmoment omplexe. Soit V un voisinage de σ̃1. Supposons que V est su�samment petit pourque les lignes σ1, σ2 et σ3 le divisent en trois seteurs. Nous désignons par S1 le seteur situéentre σ1 et σ2, par S2 le seteur situé entre σ2 et σ3, et par S3 le troisième seteur.On a le lemme suivant, appelé lemme de Stokes.Lemme 1.22 (Le Lemme 5.6 de [FK04a℄, Lemme de Stokes). Supposons que V est su�-isamment petit. Soit f une solution au CAS f ∼ exp( i
ε

∫ z
κ(s)ds)Ψ+ à l'intérieur du seteur

S1 ∪ σ2 ∪ S2 de V . De plus, supposons que dans S1 au voisinage de σ1, l'on ait :� ℑκ > 0 si S1 est à gauhe de σ1,� ℑκ < 0 si S1 est à droite de σ1.Alors f a un CAS dans V \σ1 et le terme prinipal de l'asymptotique est obtenu par prolonge-ment analytique de S1 ∪ σ2 ∪ S2 à V \σ1.1.3 Formules asymptotiques pour les wronskiens de solutions1.3.1 Solutions h et g au omportement asymptotique standardFixons E = E0. Soient h et g deux solutions de l'équation (AdiabQP) au omportementasymptotique standard dans des domaines réguliers Dh et Dg :
h ∼ e

i
ε

∫ z
zh
κh(s)dsΦh(x, z, E) , g ∼ e

i
ε

∫ z

zg
κg(s)dsΦg(x, z, E) (3.1.6)



64 III. Méthode WKB omplexeIi κh est κg sont des déterminations du moment omplexe analytiques dansDh etDg. Φh et Φgdésignent les solutions de Bloh anoniques assoiées à κh et κg et normalisées respetivementen zh et zg.Par la ondition de ohérene, le wronskien des solutions h et g est ε-périodique en z. Nousallons dérire l'asymptotique des oe�ients de Fourier de e wronskien. Pour e faire nousavons besoin d'introduire ertains objets.On suppose par la suite que Dg ∩Dh ontient un domaine simplement onnexe, disons d.1.3.2 ArsSoit γ une ourbe qui va de zg à zh de façon suivant : elle va de zg à un point de d enrestant dans Dg et puis de e point de d à zh en restant dans Dh. On dit que γ est un arassoié au triplet h, g et d.Comme d est simplement onnexe et régulier, toutes les ars assoiés au triplet h, g et dappartiennent à la même lasse d'équivalene dans le sens de la Dé�nition 1.30. On note leurlasse d'équivalene γ(h, g, d).Considérons les prolongements analytiques de κh et de κg le long de γ(h, g, d). Les propriétésdu moment omplexe impliquent que pour tout z dans un petit voisinage V de γ(h, g, d) ona :
κg(z) = σκh(z) + 2πm (3.1.7)ou m ∈ N et σ ∈ {−,+}.Nous appelons σ = σ(h, g, d) signature et m = m(h, g, d) indie de γ(h, g, d).1.3.3 Domaines de renontreSoit d omme i-dessus.Dé�nition 1.23. On appelle d domaine de renontre des solutions g et h si les fontions ℑκget ℑκh ne s'annulent pas dans d et sont de signes opposés.Pour ε petit, le fateur exponentiel est dominant dans l'asymptotique des solutions g et

h. Don dans un domaine de renontre les solutions h et g roissent en sens opposé le longd'une ligne ℑz = const.1.3.4 Amplitude et ation sur un arOn appelle l'intégrale
S(h, g, d) =

∫

γ(h,g,d)

κg(s)ds (3.1.8)ation sur un ar γ(h, g, d). Évidemment l'ation est orretement dé�nie, ar l'intégraleprends les mêmes valeurs sur les ars équivalents.Supposons que E(z) /∈ P ∪Q le long de γ(h, g, d). Considérons les prolongements analytiquesde la fontion qg(z) = √k′(E(z)) et de la 1-forme Ωg(E(z)) dans la dé�nition de la solutionde Bloh anonique le long de γ(h, g, d). On pose :
A(h, g, d) =

(
qg
qh

)
|z=zhe

∫
γ
Ωg (3.1.9)On appelle A(h, g, d) amplitude de l'ar γ. L'amplitude est dé�nie orretement ar elle oïn-ide sur tous les ars équivalents.



1. Théorème prinipal de la méthode WKB omplexe 651.3.5 Coe�ients de FourierSoit S(d) une bande minimale horizontale, S(d) = {z | C1 < ℑz < C2}, qui ontient ledomaine d. La proposition suivante a lieu :Proposition 1.24 (Proposition 8.1 de [FK04b℄). Soient d un domaine de renontre dessolutions h et g, m = m(h, g, d) l'indie assoié. Alors, quand ε → 0, pour tout z ∈ S(d), ona :
w[h, g] = wm(E)e

2πim
ε

(z−zh)(1 + o(1)) (Wrons)où wm(E) est une onstante donnée par :
wm(E) = A(h, g, d)e

i
ε
S(h,g,d)w[Φ+(., zh),Φ−(., zh)] (FCoef)ave Φ+ = Φh et Φ− la solution de Bloh anonique omplémentaire à Φ+.De plus, pour tout ompat K ⊂ S(d), il existe un voisinage omplexe V0 de E0 tel quel'asymptotique (Wrons) est uniforme en (z, E) ∈ K × V0.Pour mieux omprendre e théorème il su�t de remarquer que le wronskien de deuxsolutions ohérentes est ε-périodique en z. Ainsi il est déomposable en série de Fourier :

w[h, g] =
∑

m∈Z

ame
2πim(z−z0)

ε .Le fateur wm est le terme prinipal de l'asymptotique du m-ème oe�ient de Fourier am de
w[h, g].Corollaire 1.25. Soit le domaine de renontre d des solutions f et g est telle qu'il existe
R > 0 tel que SR := {z ∈ C ||ℑz| ≤ R} ⊂ S(d), alors pour haque R′ < R et pour haque
z ∈ SR′, on a :

w[h, g] = wm(E)e
2πim

ε
(z−zh)

(
1 + oE(1) +O

(
e−

p
εn

)) (3.1.10)où wm(E) est donné par (FCoef), oE(1) est indépendant de z et p = 2π(R− R′).Démonstration du orollaire 1.25. On déompose w[h, g](z, E, ε) en série de Fourier dans labande SR : w[h, g] = ∑
m∈Z ame

2πim(z−z0)
ε .. On érit l'égalité de Parseval sur ℑz = R pourobtenir pour haque k < m l'estimation |ak| ≤ ce

2π(m−k)R
ε . Puis on utilise l'égalité de Parsevalsur ℑz = −R pour estimer |ak| ≤ ce

2π(k−m)R
ε pour haque k > m. D'où on obtient (3.1.10).1.3.6 Prinipe de omportement standard à plusieurs omposantesOn aura besoin d'une généralisation du CAS. Soient deux points z0 et z1 �xés. On ditqu'une solution ohérente f de (AdiabQP) véri�e le CAS à deux omposantes et plusieursfréquenes, qu'on va noter CASpl, au voisinage U du point z1 si f véri�e :

f(x, z, E, ε) = A+(z, E, ε)(Φ+(x, z, E, z0) + o(1)) + A−(z, E, ε)(Φ−(x, z, E, z0) + o(1))ave A±(z, E, ε) =
∑

αk∈Adm±

exp

(
i

ε

∫ z

z0,αk

κ|αk
(s)ds+ n(αk, z1, E)

)et n(αk, z1, E) = ∆arg q(z1, z0, E) +

∫ z1

z0,α

Ω(s)ds (3.1.11)



66 III. Méthode WKB omplexeLa forme méromorphe Ω et le fateur q sont dé�nis par (1.1.29) sur la page 38. Ii les ontoursd'intégration αk ont l'origine en z0 et l'extrémité en z1. On somme sur les lasses d'équivalenedans un ensemble de lasses d'équivalene (voir la Dé�nition 1.30) des ourbes horizontales,où Adm+ désigne les ourbes de signature positive et Adm− désigne les ourbes dont la sig-nature est négative.Le lemme suivant est le prinipe de omportement asymptotique standard à deux om-posantes :Lemme 1.26. Soient f , g et h des solutions ohérentes de l'équation (AdiabQP). Supposonsque f (resp. g et h) véri�ent le CAS dans A1 (resp. A2) et que g et h forment une basede solutions de (AdiabQP). Soit d un domaine de renontre pour f et g et γ(f, g, d) un arassoié. Soient d̃ un domaine de renontre pour f et h et γ(f, h, d̃) un ar assoié. Alors fvéri�e le CAS à deux omposantes dans l'intersetion S(d) ∩ S(d̃) ∩A2 :
f(x, z, E, ε) = exp

(
i

ε

∫ z

zf ,γ(f,h,d̃)

κf |γ(f,h,d̃)(s)ds
)(

Φ+,f |γ(f,h,d̃)(x, z, E, zf ) + o(1)
)

+ exp

(
i

ε

∫ z

zf ,γ(f,g,d)

κf |γ(f,g,d)(s)ds
)
(
Φ+,f |γ(f,g,d)(x, z, E, zf ) + o(1)

)où � Φ+,f |γ(f,h,d̃)(x, z, E, zf ) désigne le prolongement analytique de la solution anonique Φ+,fassoié à la détermination κf et normalisée en zf le long de l'ar γ(f, g, d).� κf |γ(f,h,d̃)(z) (resp. κf |γ(f,g,d)(s)) désigne le prolongement analytique le long de γ(f, h, d̃)(resp. γ(f, g, d)) de la détermination κf analytique au voisinage de zf .� ∫ z
zf ,γ(f,h,d̃)

(resp. ∫ z
zf ,γ(f,g,d)

) désigne l'intégrale, où on intègre de zf à zh (resp. à zg) lelong de γ(f, h, d̃) (resp. γ(f, g, d)) et puis de zh (resp. zg) jusqu'à z on intègre le longd'une ourbe dans A2Démonstration. On exprime la solution f dans la base de solutions {g, h}
f(x, z, E, ε) =

1

w[g, h](z)
(w[f, h](z)g(x, z, E, ε) + w[g, f ](z)h(x, z, E, ε)).Dans le domaine de renontre d (resp. d̃) l'asymptotique de wronskien w[f, g](z) (resp. w[f, h](z))se alule par les formules (Wrons) et (FCoef) (sur la page 65) :

w[f, g](z) = A(f, g, d) exp

(
i

ε

∫ zg

zf ,γ(f,g,d)

κf (s)ds+
2πi

ε
m(f, g, d)(z − zg)

)
w[Φ+,g,Φ−,g](zg)(1+o(1)),

w[f, h](z) = A(f, h, d̃) exp

(
i

ε

∫ zh

zf ,γ(f,h,d̃)

κf (s)ds+
2πi

ε
m(f, h, d̃)(z − zh)

)
w[Φ+,h,Φ−,h](zh)(1+o(1))ave A(f, g, d) et A(f, h, d̃) dé�nis dans (3.1.8), m(f, g, d) et m(f, h, d̃) dé�nis dans (3.1.7).Les wronskiens de solutions ohérentes sont ε-périodiques en z :

w[f, g](z + ε) = w[f, g](z) et w[f, h](z + ε) = w[f, h](z).



1. Théorème prinipal de la méthode WKB omplexe 67Ainsi l'asymptotique de w[f, g](z) est valable pour z ∈ S(d) et l'asymptotique de w[f, h](z)est valable dans S(d̃). Pour z ∈ S(d) ∩ S(d̃) on obtient :
f(x, z, E, ε) =

1

w[g, h](z)
(wm(f,h,d̃)e

2πi
ε
m(f,h,d̃)(z−zh)(1 + o(1))g(x, z, E, ε)−

− wm(f,g,d)e
2πi
ε
m(f,g,d)(z−zg)(1 + o(1))h(x, z, E, ε)) (3.1.12)Le wronskien w[g, h] peut également être représenté omme :

w[g, h](z) = wm(g,h,A2)e
2πi
ε
m(g,h,A2)(z−zh)(1 + o(1))où m(g, h, A2) vient de κg(s) = κh(s)+2πm(g, h, A2) pour tout s ∈ A2. Il est faile de véri�erque :

κg(z) = κf |γ(f,h,d̃)(z) + 2π(m(g, h, A2)−m(f, h, d̃))et κh(z) = κf |γ(f,g,d)(z) + 2π(m(g, h, A2)−m(f, g, d)). (3.1.13)On exprime :
w[g, h](z) = −A(g, h) exp

(
i

ε

∫ zh

zg

κg(s)ds+
2πi

ε
m(g, h)(z − zh)

)
w[Φ+,h,Φ−,h](zh)(1+o(1))

= −A(g, h) exp
(
i

ε

∫ zh

zg

κf |γ(f,h)(s)ds−
2πi

ε
m(f, h)(zh − zg) +

2πi

ε
m(g, h)(z − zg)

)

w[Φ+,h,Φ−,h](zh)(1 + o(1)).D'où on a :
w[f, h](z)

w[g, h](z)
=
A(f, h)

A(g, h)
exp

(
i

ε

∫ zg

zf ,γ(f,h)

κf(s)ds+
2πi

ε
(m(f, h)−m(g, h))(z − zg)

)
(1+o(1)).(3.1.14)et aussi, par le même argument :

w[f, g](z)

w[h, g](z)
=
A(f, g)

A(h, g)
exp

(
i

ε

∫ zh

zf ,γ(f,g)

κf (s)ds+
2πi

ε
(m(f, g)−m(g, h))(z − zh)

)
(1+o(1)).(3.1.15)Pour z ∈ S(d)∩S(d̃)∩A2 on utilise les formules (3.1.14) et (3.1.15) pour les wronskiens et leCAS des solutions g et h pour obtenir :

f(x, z) =
A(f, h)

A(g, h)
exp

(
i

ε

∫ zg

zf ,γ(f,h)

κf(s)ds+
2πi

ε
(m(f, h)−m(g, h))(z − zg)

)
(1 + o(1))×

× exp

(
i

ε

∫ z

zg

κg(s)ds

)
(Φ+,g(x, z, zg) + o(1))+

+
A(f, g)

A(h, g)
exp

(
i

ε

∫ zh

zf ,γ(f,g)

κf(s)ds+
2πi

ε
(m(f, g)−m(g, h))(z − zh)

)
(1 + o(1))×

× exp

(
i

ε

∫ z

zh

κh(s)ds

)
(Φ+,h(x, z, zh) + o(1)).



68 III. Méthode WKB omplexeOn remarque que :
A(f, h)

A(g, h)
Φ+,g(x, z, zg) = Φ+,f |γ(f,h)(x, z, zf ) et A(f, g)

A(h, g)
Φ+,h(x, z, zh) = Φ+,f |γ(f,g)(x, z, zf ).Utilisant (3.1.13), on obtient l'assertion souhaitée pour tout z ∈ A2 ∩ S(d) ∩ S(d̃) :

f(x, z) = exp

(
i

ε

∫ z

zf ,γ(f,h)

κf(s)ds

)
(Φ+,f |γ(f,h)(x, z, zf ) + o(1))+

+ exp

(
i

ε

∫ z

zf ,γ(f,g)

κf (s)ds

)
(Φ+,f |γ(f,g)(x, z, zf ) + o(1)).Cei démontre le lemme.Le orollaire suivant sera utilisé dans l'appliation au alul de l'asymptotique de la matriede monodromie. On introduit des domaines de type A, disons A1, A2, . . ., Ak, et des domainesde type B, disons B1, B2, . . ., Bk−1. Dans haque Ai il existe une base {gi, hi} de solutionsde (AdiabQP) telle que :1. gi et hi ont le CAS dans Ai,2. Dans Ai on a κgi(z) = −κhi(z) + 2πm(gi, hi),3. Bi−1 (i = 2, . . . , k) et Bi (i = 1, . . . , k − 1) font partie de diagrammes de prolongementde gi et de hi (.f. Dé�nition 1.17)4. Bi (i = 1, . . . , k − 1) est un domaine de renontre de gi et gi+1, de gi et hi+1, de hi et

gi+1, de hi et hi+1 (.f. Dé�nition 1.23).On note S =
k⋂
i=1

S(Ai) ∩
k−1⋂
i=1

S(Bi). Supposons que S 6= ∅. Pour {fi}k−1
i=2 ave fi ∈ {gi, hi}, onintroduit une ourbe omposée :

γ(g1, {fi}, gk) = γ(fk−1, gk, Bk−1) ◦ . . . ◦ γ(f3, f4, B3) ◦ γ(f2, f3, B2) ◦ γ(g1, f2, B1).On note Adm(g1, gk) l'ensemble de lasses d'équivalene toutes es ourbes omposées :
Adm(g1, gk) := {[γ(g1, {fi}, gk)] , fi ∈ {gi, hi}}.De la même façon on introduit Adm(g1, hk), Adm(h1, gk) et Adm(h1, hk).Corollaire 1.27. Soient {Ai}ki=1 les domaines de type A et {gi, hi}, i = 1, . . . , k, les bases desolutions de (AdiabQP) assoiées. Soient {Bi}k−1

i=1 les domaines de type B assoiés. Alors lessolutions g1 et h1 véri�ent le CAS à plusieurs omposantes dans S ∩Ak, i.e. pour tout z ∈ Akon a :
g1(x, z) =

∑

[γ(g1,hk)]∈Adm(g1,hk)

exp

(
i

ε

∫ z

zg1 ,γ(g1,hk)

κg1(s)ds

)
(Φ+,g1|γ(g1,hk)(x, z, zg1) + o(1))+

+
∑

[γ(g1,gk)]∈Adm(g1,gk)

exp

(
i

ε

∫ z

zg1 ,γ(g1,gk)

κg1(s)ds

)
(Φ+,g1|γ(g1,gk)(x, z, zg1) + o(1))Démonstration. La démonstration du Corollaire 1.27 se résume en appliation suessive duLemme 1.26 ave d = Bi, d̃ = Bi, A1 = Ai et A2 = Ai+1, i = 1, . . . , k − 1. On remplae

g = gi+1 et h = hi+1. On hoisit f = gi et puis f = hi.



2. Base ohérente {fJ , f ∗
J} 692 Base ohérente {fJ , f∗J} assoiée à une préimage J dezone spetrale de H0 et ses diagrammes de prolongement2.1 Objets géométriques assoiés au moment omplexeDans ette setion, on dé�nit une détermination du moment omplexe qui sera parti-ulièrement utile pour les onstrutions. Puis on formule les propriétés de ette déterminationimportantes pour la méthode WKB omplexe. Notamment, on dérit les ourbes et domainesanoniques pour ette détermination, ainsi que les lignes de Stokes et lignes de type Stokes.2.1.1 Détermination naturelle κJ du moment omplexeConsidérons une préimage de zone spetrale de H0, 'est-à-dire un intervalle J ∈ ZR(voir la Setion 1.9.4). Soit zJ un point intérieur de J . On peut hoisir un voisinage omplexe

VJ ⊂ SY du point zJ su�samment petit pour qu'il ne ontienne pas de points de branhementdu moment omplexe, i.e. VJ ∩B = ∅. La ondition E ∈ Σδ implique que l'ensemble des pointsde branhement du moment omplexe dans la bande SY oïnide ave l'ensemble B. Alors VJest régulier et on peut hoisir une détermination κJ du moment omplexe analytique dans
VJ . Fixons la détermination κJ par la ondition :

κJ(zJ) ∈ (0, π) (3.2.1)Lemme 2.1. Il existe une unique détermination κJ du moment omplexe analytique dans VJqui véri�e la ondition (3.2.1).Démonstration. Soit D ⊂ VJ , un domaine régulier qui ne roise pas de préimages de zonesspetrales de H0. Dans D la détermination prinipale κp du moment omplexe est analytique.Alors haque détermination du moment omplexe analytique dans D peut être représentée entermes de la détermination prinipale κp par :
κσ,m = σκp + 2πmave uniques signature σ ∈ {+,−} et indie m ∈ Z. Prolongeant analytiquement κp dans VJon obtient κ̃p(zJ) ∈ (πm, π(m+ 1)) pour un m ∈ Z. Don il existe un unique ouple {σ,m}tel que la détermination κJ qui oïnide ave κσ,m dans D et qui est analytique dans VJ véri�ela ondition (3.2.1).Dé�nition 2.2. On appelle κJ la détermination naturelle du moment omplexe (pour l'in-tervalle J ∈ ZR).Remarque 2.3. La détermination κJ est dé�nie uniquement par l'intervalle J et ne dépendpas de hoix du point zJ ∈ J .2.1.2 Propriétés de la détermination naturelle κJ et les lignes de StokesOn passe à des propriétés de la détermination naturelle κJ très utilisées par la suite. Pourela, on introduit quelques notations relatives aux préimages réelles de zones spetrales de

H0. Considérons un intervalle J ∈ ZR.
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aJ bJ

σa γLJ1

σa γLJ1

ξ1 ξ2

γ12 γ21γ11

ξLJ

γ21γ12γ11 σb

σbFigure III.3 � Ensemble E−1(σ(H0)) ∩ R et les lignes de Stokes σa, σb, σa, σb� On note aJ et bJ des bords de l'intervalle J , J = [aJ , bJ ]. L'entier mJ désigne le numérode la zone spetrale de H0 dans laquelle se trouve E(J), i. e. E(z) ⊂ [E2mJ−1, E2mJ
].L'entier LJ désigne le nombre des points ritiques de W dans J .� Pour i = 1, . . . , LJ , on note ξi (ξi ∈ R) les points ritiques de W dans J numérotés dansl'ordre roissant :

J ∩ C = {ξ1, ξ2, . . . , ξLJ
} ave ξi < ξj si i < j (3.2.2)Pour i = 1, . . . , LJ , l'entier ni est l'ordre du point ritique ξi (i.e. pour tout n = 1, . . . , nion a W (n)(ξi) = 0 et W (ni+1)(ξi) 6= 0).� On dé�nit l'indie NJ de l'intervalle J :

NJ :=





LJ∑
i=1

(ni − 1) si LJ 6= 0,

0 si LJ = 0.

(3.2.3)� Le réel za (resp. zb) est le dernier (resp. premier) point de branhement du momentomplexe avant aJ (resp. après bJ ) :
za = sup{z ∈ B | z < aJ} zb = inf{z ∈ B | z > bJ} (3.2.4)Le lemme suivant dérit des propriétés importantes de κJ .Lemme 2.4. Soit J = [aJ , bJ ] tel que J ∈ ZR. La détermination naturelle κJ satisfait lespropriétés suivantes :1. Les valeurs de κJ sur les bords de J véri�ent :

κJ(aJ) ∈ {0, π} et κJ(bJ ) ∈ {0, π}De plus, on a :
κJ(aJ) = κJ (bJ) ⇐⇒ NJ ∈ 2N+ 12. Pour tout z ∈ J on a κJ(z) ∈ [0, π].



2. Base ohérente {fJ , f ∗
J} 713. (Les lignes de type Stokes). Les lignes de Stokes qui sortent des points aJ et bJ sontdes lignes de type Stokes pour κJ .Démonstration. Comme aJ est une image réiproque d'un bord de zone spetrale, i.e. aJ ∈ B,on a κ(aJ ) ∈ πZ. Par dé�nition de κJ , κJ(zJ) ∈ (0, π) pour zJ à l'intérieur de J , d'où

κJ(z) ∈ [0, π] pour tout z ∈ et don κJ(aJ) ∈ (πZ ∩ [0, π]) = {0, π}. Le même raisonnementest valable pour bJ . De plus, si l'indie NJ de l'intervalle J est impair alors E(aJ) = E(bJ),sinon E(aJ) 6= E(bJ). Ce qui �nit la démonstration du premier point.Pour les mêmes raisons on obtient κJ(z) ∈ [0, π] pour haque z ∈ J .Comme κJ(aJ) ∈ {0, π}, les lignes de Stokes qui sortent de aJ sont soit de la formeℑ ∫ z
aJ
κ(s)ds =onst si κJ(aJ) = 0, soit de la forme ℑ

∫ z
aJ
(κ(s)− π)ds = onst si κJ(aJ) = π. Don e sontdes lignes de type Stokes d'une de deux familles (de famille F0 si κJ(aJ) = 0 ou de la famille

Fπ si κJ(aJ) = π). Le même raisonnement est valable pour bJ . Ce qui démontre le lemme.2.1.3 Branhes omplexes de E(R) ∩ SYLa géométrie de l'ensemble E−1(R) ∩ SY est très importante pour les onstrutions et lesrésultats des setions suivantes. Cet ensemble est 2π-périodique et symétrique par rapport à
R. Il ontient R et des ourbes (dites branhes omplexes) sortant des points ritiques réelsde W (les points de l'ensemble C).Considérons z0 ∈ C, un point ritique réel de W d'ordre N . Il y a 2(N − 1) branhes om-plexes de E(R) ∩ SY qui sortent de z0 : γ1, . . . , γN−1, γ1, . . . , γN−1. N − 1 branhes omplexes
γ1, . . . , γN−1 sont vertiales et montent dans C+∩SY . Les autres N−1 branhes sont obtenuespar la symétrie par rapport à R. Sous les hypothèses (HWA) et (HWC) page 13, les branhesomplexes sortantes de z0 ne se roisent plus dans SY . Elles ne roisent pas des branhes quisortent d'autres points ritiques réels ξj de W , ξj ∈ B. Les angles en ξj entre les branhesvoisines, y ompris R, valent π

N
.Tout omme les omposantes onnexes de E−1(R) ∩ R, les branhes omplexes sont de deuxtypes :� Les images réiproques de zones spetrales de H0, qui forment l'ensemble ZC .� Les images réiproques de launes spetrales de H0, qui forment l'ensemble GC.Toutes les branhes omplexes de E(R) ∩ SY sortantes de points ritiques dans les préimagesde zones appartiennent à ZC. Et toutes les branhes omplexes de E(R)∩SY sortant des pointsritiques dans les préimages de launes spetrales de H0 appartiennent à GC. Par dé�nition,le long de omposantes de ZC, on a ℑκ(z) = 0. Le long de omposantes onnexes de GC,la fontion ℜκ(z) est onstante et prends ses valeurs dans πZ. La propriété suivante desomposantes de ZC est utile :Lemme 2.5 (Les ourbes anoniques). Les branhes omplexes de E−1(σ(H0))

⋂
SY quiappartiennent à ZC

1 sont des ourbes anoniques pour κJ .Démonstration. Par dé�nition de J et κJ , on a κJ(z) ∈ [0, π] pour tout z ∈ J . Cei impliquee que le long de branhes omplexes γi,j sortantes de J on a κJ(z) > 0 et κJ(z) − π < 0.De plus, γi,j sont des ourbes vertiales. Don, le long des γi,j, ℑ ∫ z κJ(s)ds est une fontionroissante de ℑz et ℑ
∫ z

(κJ(s) − π)ds est une fontion déroissante de ℑz. L'analytiité de1. i.e. elles qui ommenent dans les points ritiques ξ1, ξ2, . . ., ξLJ
situés dans une image réiproqueréelle d'une zone spetrale de H0 (ave ξi ∈ C ∩ J ou J ∈ ZR).
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W , l'absene de points ritiques de W dans SY \R et le théorème d'inversion loale impliquentla propriété de régularité : haque γi,j est une ourbe analytique réelle (ar le potentiel West analytique réel), en partiulier de lasse C∞. Don γi,j véri�e la dé�nition d'une ourbeanonique.Corollaire 2.6. Pour haque ourbe γi,j ◦ γi,ni−j on peut onstruire un domaine loal Ki,j quil'entoure.Par le Lemme 2.4, on sait que haque γi,j, une branhe omplexe de E−1(σ(H0)), estun segment d'une ourbe anonique. De plus, au voisinage de ξi la ourbe omposée γ :=
γi,j ◦ γi,ni−j est une ourbe de lasse C1. Par onséquent, γ est une ourbe anonique. Par lelemme 1.11, on peut onstruire un domaine anonique loal Ki,j qui entoure γ.Corollaire 2.7. Au voisinage gauhe/droit de γi,j ◦ γi,ni−j on peut onstruire une ourbeanonique arbitrairement prohe de γi,j ◦ γi,ni−j.Comme γi,j ◦ γi,ni−j est une ourbe anonique ompate, les petites C1-déformations de
γi,j ◦ γi,ni−j sont des ourbes anoniques, e qui démontre e orollaire.Soit J une omposante onnexe d'une préimage d'une zone spetrale de H0, i.e J ∈ ZR. Onva assoier à J une base ohérente {fJ , fJ∗} au omportement asymptotique standard. Cettesetion est onsarée à la onstrution d'une telle base {fJ , f ∗

J}. Dans le hapitre suivant, onalule l'asymptotique de la matrie de monodromie pour ette base ohérente.On va démontrer que, au voisinage de la droite réelle, la géométrie des diagrammes de pro-longement intervenant dans le alul de l'ordre prinipal des asymptotiques des solutions de(AdiabQP) est la même pour tous les NJ impairs (don elle de NJ = 1) ou la même pourtous les NJ pairs (elle de NJ = 0). Cei est la onséquene de l'asymptotique des Wronskiensde solutions dans leur domaine de renontre, des propriétés des indies et des signatures desars.2.2 Diagrammes de prolongement pour fJ et fJ∗2.2.1 Diagramme de prolongement de fJOn onsidère une omposante onnexe de E−1(σ(H0)) ∩ R, un intervalle J ∈ ZR. Quand
E−1(σ(H0))∩C 6= ∅, on note I ∈ ZR le premier intervalle qui préède J tel que I∩C 6= ∅ etK ∈
ZR le premier intervalle qui suit J tel que K ∩C 6= ∅. On utilise les notations introduites dansla setion préédente, notamment la notation κJ pour la détermination naturelle du momentomplexe (voir la (3.2.1). La proposition suivante dérit le diagramme de prolongement d'unesolution ohérente fJ assoiée à l'intervalle J :Proposition 2.8. Pour haque E0 ∈ Σδ et zJ ∈ (aJ , bJ), il existe des nombres réels YJ et ε0,
YJ ∈ (0, Y ) et ε0 > 0 petit, tels qu'on peut onstruire une solution ohérente fJ de l'équation(AdiabQP) véri�ant le CAS dans un domaine DJ(δ) :

fJ ∼ exp

(
i

ε

∫ z

zJ

κJ(s)ds

)
Φ+(x, z, E; zJ ) (3.2.5)où κJ est la détermination naturelle du moment omplexe �xée par la ondition (3.2.1) et

Φ+(x, z, E; zJ) est la solution de Bloh anonique assoie à κJ et normalisée en zJ et DJ(δ) =
DJ\Vε(∂DJ ). Ii DJ est un domaine obtenu en oupant SYJ :



2. Base ohérente {fJ , f ∗
J} 731. le long des intervalles (−∞, za] et [zb,+∞) où za et zb sont dé�nis en (3.2.4),2. le long des lignes vertiales lg et ld.� Dans le as quand E−1(σ(H0)) ∩ C 6= ∅ on a lg = σI ∪ σI et ld = σK ∪ σK ;(voir �g. III.4-III.7)� dans le as quand E−1(σ(H0)) ∩ C = ∅, lg et ld sont deux lignes vertiales arbitraires,mais �xées, lg est située à gauhe de σa ∪ σa et ld est située à droite de σb ∩ σb.(voir �g. III.8 et III.9)3. le long des ourbes vertiales σ1 et σ2. Si ℑκJ ≤ 0 le long de σa, on a σ1 = σa (voir�g. III.6, III.7 et III.9) et, sinon, on a σ1 = σa (voir �g. III.4, III.5 et III.8) ; si ℑκJ ≥ 0le long de σb, on a σ2 = σb (voir �g. III.5, III.6 et III.8) et, sinon, on a σ2 = σb (voir�g. III.4, III.7 et III.9).
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σbFigure III.4 � diagramme de prolongement de fJ
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σKFigure III.7 � diagramme de prolongement de fJ
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Figure III.8 � diagramme de prolongement de fJ
Figure III.9 � diagramme de prolongement de fJLa démonstration de la proposition 2.8 se ompose de deux parties prinipales : la onstru-tion loale de fJ et le prolongement de l'asymptotique de fJ à l'aide de méthodes géométriques.Avant de proéder à ette démonstration, on va utiliser la proposition 2.8 pour onstruire unebase ohérente {fJ , f ∗
J} qui a CAS.2.2.2 Asymptotique de la solution fJ

∗Pour ompléter la base on utilise la symétrie réelle de l'équation (AdiabQP). Considéronsun domaine DJ symétrique de DJ par rapport à R. Pour z ∈ DJ , nous hoisissons fJ∗(x, z, E)omme deuxième solution ohérente pour ompléter la base. Le lemme suivant a lieu :Lemme 2.9. La solution ohérente fJ∗ admet un omportement asymptotique standard dans
DJ :

fJ
∗ ∼ exp

(
− i

ε

∫ z

zJ

κJ
∗(s)ds

)
Φ−,∗(x, z, E; zJ) (3.2.6)où κJ∗ est une détermination du moment omplexe égale à κJ sur (aJ , bJ) et analytique dans

DJ et Φ−,∗ la solution de Bloh anonique assoiée à κJ∗ et normalisée en zJ .Remarque 2.10. DJ ∩DJ ontient l'intervalle (aJ , bJ).Démonstration du Lemme 2.9. Par la Proposition 2.8 fJ a le CAS (CAS) dans DJ . Par dé�-nition de fJ , l'assertion du lemme est la onséquene de la relation suivante :
exp

(
i

ε

∫ z

zJ

kJ(s)ds

)
Φ+

∗(x, z, E; zJ) = exp

(
− i

ε

∫ z

zJ

kJ
∗(s)ds

)
Φ−,∗(x, z, E; zJ) (3.2.7)Don il su�t de démontrer l'équation (3.2.7). Comme la partie gauhe et la partie droite deéquation (3.2.7) sont des fontions analytiques de z dans SY , il su�t de démontrer l'égalitéentre eux pour z ∈ (aJ , bJ).� zJ ∈ R. Pour tout z ∈ (aJ , bJ) on a kJ∗(z) = kJ(z), ar (aJ , bJ) fait partie de préim-age d'une zone spetrale de H0. Don, sur (aJ , bJ) les solutions de Bloh véri�ent

ψ+
∗(x, z, E) = ψ−(x, z, E).� Le fateur normalisant dans Ψ+ est �xé par la ondition q(E) =√k′E(E(zJ)) > 0, don

q(E(zJ)) = q(E(zJ)).
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J} 75� par la dé�nition de la forme méromorphe ω+(z, E) = ω−(z, E).Par onséquent, Ψ+

∗(x, z, E; zJ ) = Ψ−(x, z, E; zJ ) sur (aJ , bJ). Ce qui impliqueΨ+
∗(x, z, E; zJ ) =

Ψ−,∗(x, z, E) pour tout z ∈ DJ .2.2.3 Wronskien des solutions fJ et fJ∗ et la renormalisationLes solutions fJ et f ∗
J sont analytiques en z dans SY . De plus, la ondition de ohéreneimplique que leur wronskien est ε-périodique en z. Le lemme suivant donne l'asymptotiquedu wronskien de fJ et fJ∗ :Lemme 2.11. Pour tout z ∈ SY le wronskien des solutions fJ et fJ∗ admet la représentationasymptotique suivante :

w{fJ , fJ∗}(z, E; zJ ) = w{Φ+,Φ−}(E; zJ) + g(z, E; zJ) (3.2.8)ou g : C× C → C est une fontion véri�ant les propriétés :1. g est analytique réelle en z dans SY et en E dans un petit voisinage omplexe de E0,2. g = o(1) loalement uniformément sur haque ompat de SY si E est dans un voisinagesu�samment petit de E0.Le wronskien de solutions de Bloh anoniques w{Φ+,Φ−}(E; zJ) ne dépend pas de z,mais seulement d'un point de normalisation zJ . On renormalise les solutions pour rendre leurwronskien égal à 1. On appelle fJ nouveau :
fJ (w[Φ+,Φ−](E; zJ) + g(z, E; zJ))

− 1
2 (3.2.9)Ainsi fJ nouveau et f ∗

J forment une base ohérente. Une fois une base est obtenue, on hoisitune solution de ette base et on prolonge son asymptotique à l'aide de méthodes de prolonge-ment. On réunit les méthodes de prolongement ensemble pour avoir un desriptif en termesde hamp de veteurs (ontinu partout et C∞ en dehors d'un union �ni de ourbes).2.3 Démonstration de la Proposition 2.82.3.1 Constrution loaleOn ommene par onstruire �loalement�, dans un voisinage de zJ ∈ J , une solutionohérente fJ(x, z, E; ε) de (AdiabQP) qui a CAS à l'aide du Théorème 1.5. Pour appliquer ethéorème, on a besoin d'un domaine anonique (voir la Dé�nition 1.4). Avant de proéder àla preuve, on va dérire omment on va faire. La démonstration se fait en trois étapes. A lapremière étape on onstruit un ouple de solutions au omportement asymptotique standarddans un domaine anonique loal Kγ. La onstrution de Kγ suit les étapes suivants :1. une fois la détermination κγ du moment omplexe est �xée, on ompose de moreauxsimples une ourbe γ, anonique par rapport à la détermination κγ qui passe par lepoint zJ .2. on onstruit un domaine anonique loal (voir la Dé�nition 1.12) Kγ qui enveloppe γ,3. on onstruit une base de solutions de l'équation (AdiabQP) au omportement asymp-totique standard dans Kγ.
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za ξ1

γ11 Kγ

γa
σa

αa βa

Figure III.10 � Constrution du domaine anonique loal : En noir : γa est une ourbeanonique, En gris foné : βa est une ourbe préanonique, En gris lair : le domaine anoniqueloal Kγ .Lemme 2.12. Soient J ∈ ZR et κJ la détermination naturelle du moment omplexe. Onutilise les notations sur la page 70.Si J ∩ C = ∅ . Alors on peut onstruire un domaine anonique Kγ dans :� le voisinage gauhe arbitrairement prohe de la ourbe α := σa ∪ [a, b] ∪ σb si ℑκJ > 0dans le voisinage gauhe de σb.� dans un voisinage droit de la ourbe α := σa ∪ [a, b] ∪ σb si ℑκJ < 0 dans le voisinagegauhe de σb.Si J ∩ C = {ξ1, . . . , ξLJ
} 6= ∅ alors pour haque ourbe γ := γi,j ∪ γi,ni−j on peut onstruireun domaine anonique Kγ qui entoure γij (voir Setion 2.3.1).

ℑz = −Y

ℑz = Y

Figure III.11 � Domaine anonique loal Kγ qui entoure γ := γi,j ∪ γi,ni−j
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J} 77Corollaire 2.13. Dans haun de as dérits par le Lemme 2.12 on peut onstruire une baseohérente f+

J et f−
J telle que, dans Kγ, f+

J et f−
J ont le CAS pour κJ :

f±
J (x, z, E, ε) = e

i
ε

∫ z

z0
κJ (s)ds(Φ±(x, z, E, z0) + o(1))Démonstration du lemme 2.12. On ommene par supposer J ∩ C = ∅. On donne la démon-stration pour le as quand ℑκJ > 0 dans le voisinage gauhe de σb. La démonstration pour leas ℑκJ < 0 étant analogue, on ne la reproduit pas.Dans le as en onsidération, on a α := σa ∪ [a, b] ∪ σb. Par le Lemme 2.4 on a :

σa, σa, [a, b] ∈ Fq1 σb, σb, [a, b] ∈ Fq2 q1 ∈ {0, π} q2 ∈ {0, π}\{q1},don α est une ourbe omposée de segments de lignes de type de Stokes pour κJ . Mais αn'est pas une ourbe pré-anonique ar elle n'est pas régulière pare qu'elle passe par deuxpoints de branhement du moment omplexe. On va onstruire une ourbe pré-anonique βdans un voisinage gauhe de α, arbitrairement prohe de α.On �xe δ > 0 petit. Soit Vg,δ(α) le δ-voisinage gauhe de α. Par le Lemme 1.8, on a les�brations de Vg,δ(α) :
Vg,δ(α) :=

⋃

γ∈Fq1

γ =
⋃

γ∈Fq2

γDe plus, Vg,δ(α) ∩ E−1(σ(H0)) = ∅, don, par le Lemme 1.8, on a :1. Chaque γ1 ∈ Fq1 et haque γ2 ∈ Fq2 est une ourbe vertiale dans Vg,δ(α),2. Si γ1 ∈ Fq1 et γ2 ∈ Fq2 alors γ1 ∩ γ2 ontient au maximum un point dans Vg,δ(α).Démontrons que haque ourbe γ1 ∈ Fq1, γ1 ⊂ Vg,δ(α), su�samment prohe de [a, b] ∪ σbroise haque ourbe γ2 ∈ Fq2, γ2 ⊂ Vg,δ(α), su�samment prohe de σa ∪ σa.Comme γ2 est vertiale, elle ne peut pas roiser ni [a, b], ni σb. Don γ2 roise σa. Si γ1 estsu�samment prohe de σa, alors γ1 et γ2 se roisent en un point, disons z12.Composons une ourbe pré-anonique β de γ̃1 , γ̃1 est le segment de γ1 situé à gauhe de z12,et de γ̃2, γ̃2 est le segment de γ2 situé à droite de z12 :
β := γ̃1 ∪ γ̃2.Par le Lemme 1.14, on peut onstruire une ourbe anonique γ arbitrairement prohe de β,telle que γ ⊂ Vg,δ(α). Le Lemme 1.11 assure qu'existe un domaine anonique Kγ qui entoure

γ. On peut supposer Kγ ⊂ Vg,δ(α). Cei ahève la démonstration pour le as J ∩ C = ∅.Maintenant supposons que J ∩ C = {ξ1, . . . , ξLJ
} 6= ∅. Par le Corollaire 2.6, il existe undomaine anonique Kγ := Kij qui entoure γ. Cei ahève la démonstration du Lemme 2.12.2.3.2 Solution fJ : dans les deux asUne fois que l'on a un domaine anonique Kγ , on applique le Théorème 1.5 pour montrerqu'il existe un ouple de solutions ohérentes ayant CAS pour κJ dans Kγ, disons fJ et f ∗

J .
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α

za

σa σb

σa σb

β

ξ1 ξ2

γ12 γ21γ11

zb

γ21γ12γ11dJ

ℑz = −Y

ℑz = Y

Figure III.12 � Courbes anoniques,γij ∪ γij, et ourbe pré-anonique β,2.4 Prolongement de l'asymptotique de la solution fJ dans tout DJDans ette setion, on �nit la démonstration de la Proposition 2.8. Cette dernière partiede preuve se ompose de plusieurs étapes liées à l'appliation suessive des méthodes deprolongement.On a déjà onstruit une solution ohérente fJ au omportement asymptotique standarddans un domaine anonique Kγ, dérite dans le Lemme 2.12. Maintenant, on va prolonger sonasymptotique dans tout DJ .Premièrement, il est pratique de dé�nir de nouveaux hamps de veteurs remplaçant leshamps κ et κ− π. Soit D un domaine régulier et κ une détermination du moment omplexeanalytique dans D. On onsidère des hamps de veteurs sur D suivants :1. le hamp cd (qui desend à droite si ℜκ > 0) :
cd(z) :=

{
κ(z) si ℑκ(z) ≥ 0

ℜκ(z) si ℑκ(z) ≤ 02. le hamp cg (qui monte à droite si ℜ(κ) > 0) :
cg(z) :=

{
κ(z) si ℑκ(z) ≤ 0

ℜκ(z) si ℑκ(z) ≥ 03. le hamp de veteurs sd (qui desend à gauhe si ℜ(κ− π) < 0) :
sd(z) :=

{
κ(z)− π si ℑκ(z) ≥ 0

ℜκ(z)− π si ℑκ(z) ≤ 0
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J} 794. le hamp de veteurs sg (qui monte à gauhe si ℜκ− π < 0) :

sg(z) :=

{
κ(z)− π si ℑκ(z) ≤ 0

ℜκ(z)− π si ℑκ(z) ≥ 0

cg cd cd cd

ℑκJ > 0 ℑκJ < 0 ℑκJ > 0 ℑκJ < 0

ℑκJ > 0ℑκJ < 0ℑκJ > 0ℑκJ < 0

sd
sdsgsg

cdcdcg

cg

z1

z2

z̃1
sdsdsdsg

z̃2

Figure III.13 � Les hamps de veteurs cg, cd, sg et sdLemme 2.14. Dans haque domaine régulier D les hamps de veteurs cg, cd, sg , sd sontontinus et es ourbes intégrales sont de la lasse C1.Démonstration. Les hamps de veteurs cg, cd, sg et sd sont ollés de moreaux d'autreshamps. En dehors des points de reollement {z ∈ D | ℑκ(z) = 0}, les hamps de veteurs
cg, cd, sg et sd oïnident ave un des hamps suivants :

κ, κ− π, ℜκ, ℜκ− π.Dans haque domaine régulier les hamps de κ et κ−π sont analytiques. Dans haque domainerégulier, les hamps horizontaux de veteurs ℜκ(z) = ℜκ(z) et ℜκ(z) − π = ℜκ(z) − π sont
C∞. Cei implique e que dans haque domaine régulier, en dehors d'ensemble des points
{z ∈ D | ℑκ(z) = 0}, les hamps cg, cd, sg et sd sont réguliers, même C∞.C'est un ensemble qui ne dépend pas du hoix de la détermination κ.Dans un domaine régulier D, le reollement des hamps se passe le long des ourbes α = {z ∈
D | ℑκ(z) = 0} qui forment E−1(H0)∩D, où κ(z) = ℜκ(z) et κ(z)−π = ℜκ(z)−π. Dans lespoints des ourbes α les deux hamps de veteurs de haque paire qu'on reolle oïnident etles hamps cg, cd, sg et sd sont ontinus. Ce qui démontre que cg, cd, sg et sd sont ontinusdans haque domaine régulier.Dans haque domaine régulier, la ontinuité des hamps cg, cd, sg et sd implique que leursourbes intégrales sont de lasse C1.



80 III. Méthode WKB omplexeOn va �nir la démonstration de la Proposition 2.8. Soient J ∈ ZR et κJ la déterminationnaturelle assoiée à J . On ommene par le as J ∩ C 6= ∅. Soit γi,j la branhe omplexe de
E−1(σ(H0)) qui a été utilisé dans la onstrution loale de fJ . Fixons δ > 0 petit. On note

{z1} = γi,j ∩ {z ∈ C | ℑz = Y − δ} et {z2} = γi,j ∩ {z ∈ C | ℑz = −Y + δ}.Considérons une ourbe γ1 (resp. γ2) qui passe par z1 (resp. z2) et tangente au hamp deveteurs cg (resp. sg) à gauhe de {z | ℜz = ℜz1} (resp. {z | ℜz = ℜz2}) et tangente auhamp cd (resp. sd) à droite de {z | ℜz = ℜz1} (resp. {z | ℜz = ℜz2}). On note aussi :
{z̃1} = γi,j ∩ {z ∈ C | ℑz = δ} et {z̃2} = γi,j ∩ {z ∈ C | ℑz = −δ}.On onsidère également une ourbe γ̃1 (resp. γ̃2) qui passe par z̃1 (resp. z̃2) et tangente auhamp de veteurs sg (resp. cg) à gauhe de z̃1 (resp. z̃2) et tangente au hamp sd (resp. cd)à droite de z̃1 (resp. z̃2).Lemme 2.15. On a γ1 ∩ J = ∅ et γ2 ∩ J = ∅. On peut hoisir δ0 > 0 tel que pour tout

δ ∈ (0, δ0) on a γ̃1 ∩ γ1 = ∅ et γ̃2 ∩ γ2 = ∅ entre σa ∪ σa et σb ∪ σb.Corollaire 2.16. On obtient γ1 ∩ σa = {z1a} ave ℑz1a > 0, γ1 ∩ σb = {z1b} ave ℑz1b > 0,
γ2 ∩ σa = {z2a} ave ℑz2a < 0 et γ2 ∩ σb = {z2b} ave ℑz2b < 0.Démonstration du lemme 2.15. On démontre e lemme par l'absurde. Supposons que γ1∩J 6=
∅, autrement dit, il existe ξ ∈ γ1 ∩ J . Soient i′ et j′ tels que entre η ∈ γi′,j′ ∩ γ1 et ξ la ourbe
γ1 ne roise plus des branhes omplexes de E−1(σ(H0)). Calulons ℑ ∫ ηξ κJ(s)ds. D'un �té,on obtient :

ℑ
∫ η

ξ,J+γi′j′

κJ(s)ds = ℑ
∫ η

ξi′ ,γi′j′

κJ(s)ds > 0ar J ∈ F0(κJ ), d'où ℑ
∫ ξi′
ξ
κJ (s)ds = 0, et la ourbe γi′j′ est une ourbe anonique, d'où

ℑ
∫ η
ξi′ ,γi′j′

κJ(s)ds > 0.Par ailleurs, on a une ontradition ar d'un autre �té
ℑ
∫ η

ξ,γ1

κJ(s)ds = 0pare que la ourbe γ1 entre ξ et η est une ourbe de famille F0(κJ), une ligne de type deStokes pour κJ . Ainsi l'hypothèse que γ1 ∩ J 6= ∅ mène à une ontradition, d'où γ1 ∩ J = ∅.Ce qui démontre que γ1 ∩ J = ∅. La démonstration de γ2 ∩ J = ∅ est analogue.La démonstration de e que pour δ su�samment petit γ1 ∩ γ̃1 = ∅ est analogue. Supposonsque pour haque δ > 0 et petit il existe ξ ∈ γ1∩ γ̃1. Soient i′ et j′ tels que entre η ∈ γi′,j′∩γ1 et
ξ la ourbe γ1 ne roise plus des branhes omplexes de E−1(σ(H0)). Calulons ℑ ∫ ηξ κJ(s)ds.Supposons que ℑκJ < 0 entre ξ et η. D'un �té, on obtient :

ℑ
∫ η

ξ,γ1

κJ(s)ds = 0ar la ourbe γ1 entre ξ et η est une ourbe de famille F0(κJ), une ligne de type de Stokespour κJ . On note ξ̃i′ = γ2 ∩ γi′,j′. Pour δ su�samment petit, on a une ontradition
ℑ
∫ η

ξ,γ2+γi′j′

κJ(s)ds = ℑ
∫ ξ̃i′

ξ,γ2

κJ(s)ds+ ℑ
∫ η

ξ̃i′ ,γi′j′

κJ(s)ds > 0



2. Base ohérente {fJ , f ∗
J} 81ar pour δ su�samment petit γ2 est prohe de J et ξ̃i′ est prohe de ξi′. Ainsi en hoisissant δ0assez petit on rend ℑ

∫ ξi′
ξ
κJ(s)ds si petit qu'on veut. Comme γi′j′ est une ourbe anonique,on a ℑ

∫ η
ξi′ ,γi′j′

κJ(s)ds > c > 0. Ainsi l'hypothèse que pour tout δ > 0 petit on a γ1 ∩ γ̃ 6= ∅mène à une ontradition, d'où il existe δ0 tel que pour tout δ < δ0 on a γ1 ∩ γ̃ = ∅.La démonstration pour le as ℑκJ > 0 entre ξ̃i′ et η, ainsi que la démonstration de γ2∩ γ̃2 = ∅sont analogues. Cei ahève la preuve du Lemme 2.15.Considérons un domaine ÃJ :
ÃJ = {z ∈ SY entre γ1 et γ2 et entre σa ∩ σa et σb ∩ σb} (3.2.10)Soit fJ la solution ohérente qui a CAS pour κJ

fJ ∼ exp

(
i

ε

∫ z

z0

κJ(s)ds

)
Ψ+,J(x; z, E)dans le domaine anonique loal Kγ qui entoure γi,j.Lemme 2.17. La solution ohérente fJ a le CAS pour κJ dans le domaine ÃJ dé�ni par(3.2.10) :

fJ ∼ exp

(
i

ε

∫ z

z0

κJ(s)ds

)
Ψ+,J(x; z, E)

γ1

γ2

γ̃1

γ̃2

K11 K12 K21

trapeze retangle retangle trapeze
retangle ret. trapeze retangleγg11

γd11 γ
g
12 γd12

γg21 γd21

Figure III.14 � Les domaines anoniques loales Ki,j, les domaines de type retangle et detype trapèze.Démonstration du Lemme 2.17. Le Lemme 2.17 se démontre par appliations suessives desméthodes de prolongement :� le prinipe des domaines adjaents, le Proposition 1.19,� le lemme de retangle, le Lemme 1.18,



82 III. Méthode WKB omplexe� le lemme de trapèze, le Lemme 1.21On démontre par l'absurde le CAS au voisinage de J .On ommene par la démonstration de omportement asymptotique standard pour fJ dans
AJ,+ et AJ,−, où :

AJ,+ = {z ∈ ÃJ entre γ1 et γ̃1} AJ,− = {z ∈ ÃJ entre γ2 et γ̃2}.On déompose e domaine en parties suivantes (voir la �g.III.13) :� Les domaines anoniques loales Ki,j qui entourent γi,j. Sont utilisés pour l'appliationde prinipe des domaines adjaents (Proposition 1.19) ;� Les domaines limités par les ourbes anoniques γgi,j ⊂ Ki,j (resp. γdi,j ∈ Ki,j) dans levoisinage gauhe (resp. droit) des ourbes γi,j. Ces domaines sont utilisés pour appliquerle lemme du retangle (Lemme 1.18) et le lemme du Trapèze (Lemme 1.21).Une fois, qu'on a démontré le omportement asymptotique standard dans un ÃJ,±, on dé-montre que fJ véri�e le omportement asymptotique standard au voisinage de J par absurde.Pour un δ < δ0 onsidérons un domaine ÃJ,0 :
ÃJ,0 = {z ∈ ÃJ entre γ̃2 et γ̃1}La solution fJ véri�e le omportement asymptotique standard par rapport à la détermination

κJ dans un voisinage du point ξi. Soit t ∈ J tel que :
t = inf{z ∈ J | z > ξi tel que fJ ne véri�e pas le CAS dans z}.On va démontrer que t = b. Supposons que t < b. Par dé�nition de t, pour tout point t′ ∈ [ξi, t)on trouve un voisinage où fJ véri�e le CAS. Mais si t < b, haque ourbe vertiale qui passepar t est une ourbe anonique dans un petit voisinage de t. Par onséquent t appartient àun petit domaine anonique, disons Kt. Mais dans un voisinage gauhe de t la solution fJa le CAS. Par le prinipe de domaines adjaents (Proposition 1.19), on obtient que fJ a leCAS dans Kt, e qui ontredit l'hypothèse que pour tout z > t la solution fJ n'a plus deCAS. Par onséquent, l'hypothèse t < b est fausse, don t = b. Cei ahève la preuve duLemme 2.17.Pour �nir la démonstration de la Proposition 2.8 dans le as J ∩C = ∅, on utilise le lemmedu Retangle (Lemme 1.18), et le lemme de Stokes (Lemme 1.22). Premièrement, à l'aide dulemme de retangle, on prolonge l'asymptotique dans les domaines où ℑκJ < 0. On pose

σ̃a =

{
σa si ℑκJ(z) > 0 ∀z ∈ σa

σa si ℑκJ(z) > 0 ∀z ∈ σa
σ̃b =

{
σb si ℑκJ(z) < 0 ∀z ∈ σb

σb si ℑκJ(z) < 0 ∀z ∈ σb
.On prolonge l'asymptotique de fJ à travers σ̃a et à travers σ̃b par le lemme du Retangle.Le prolongement s'arrête quand ℑκJ(z) = 0, i.e. quand les lignes horizontales de prolonge-ment roisent les branhes omplexes de E−1(σ(H0)). Maintenant, par le lemme de Stokes, onprolonge l'asymptotique autour de (σa ∪ σa)\σ̃a et de (σb ∪ σb)\σ̃b. Comme le prolongementanalytique de κJ autour de (σa ∪ σa)\σ̃a (resp. autour de (σb ∪ σb)\σ̃b) véri�e ℑκJ > 0 (resp.

ℑκJ ) dans un voisinage gauhe (resp. droit) de ette ourbe. Don le prolongement analytiquese fait par le lemme de retangle jusqu'à E−1(σ(H0)). Ce qui démontre la Proposition 2.8 dansle as J ∩ C 6= ∅.



2. Base ohérente {fJ , f ∗
J} 83La démonstration pour le as J ∩ C = ∅ étant analogue, on n'en fait que le résumé. Parle lemme du Retangle (Lemme 1.18) on prolonge l'asymptotique de fJ dans la partie de

SY située entre γ et lg. Puis on applique le lemme de Stokes (Lemme 1.22) pour prolongerl'asymptotique dans le voisinage droit de σa. Puis on prolonge l'asymptotique de fJ dansla partie de SY,− située entre σa et ld. On démontre par absurde que le l'asymptotique estvrai sur (a, b). Puis par le lemme de Stokes (Lemme 1.22) on montre l'asymptotique dans levoisinage droit de σb. Et �nalement, par le lemme du Retangle (Lemme 1.18) on prolongel'asymptotique dans le reste du domaine DJ . Ainsi on a démontré la Proposition 2.8.
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Chapitre IVMatrie de monodromie pour lesproblèmes quasi-périodiques adiabatiquesDans e hapitre on étudie l'asymptotique quand ε tend vers zéro de la matrie de mon-odromie M(z, E, ε) assoiée à une base ohérente des solutions de (AdiabQP). Le leteurtrouvera les dé�nitions dans l'Introdution. On ommene par la motivation de l'étude asymp-totique des matries de monodromie.1 Matrie de monodromie et matrie de transfertIl y a un rapport important entre la matrie de transfert Tz,ε(x, y, E) pour l'équation (Adi-abQP) et des matries de monodromie.Fixons E tel que (E −W (R)) ∩ σ(H0) 6= ∅ et δ > 0 petit. Soit z0 ∈ R tel quedist((E −W (z0)),R\σ(H0)) > δ.On onsidère la matrie de monodromieM(z, E, ε) assoiée à une base ohérente de solutionsde (AdiabQP) qui a le CAS au voisinage d'un point z0. On a :Proposition 1.1. Soit {Ψ+,Ψ−} une base ohérente de solutions de (AdiabQP) ayant pourtout ε < ε0 pour tout x ∈ [−X,X ] et z dans un voisinage omplexe U(z0) de z0 le CAS pourla détermination κ du moment omplexe . Soit M(z, E, ε) la matrie de monodromie assoiéeà la base {Ψ+,Ψ−}. Pour tout ε < ε0, x ∈ [−X,X ], z ∈ U(z0) ∩ R et n ∈ N on a :
Tz,ε(x+

[
2πm

ε

]
, x, E) = (Φ0+ o(1))D(z+ ηm, E, ε)(Mm)

t(z+ ηm, E, ε)D
−1(z)(Φ0 +o(1))−1(4.1.1)où � Mm(z, E, ε) :=M(z + 2π(n− 1), E, ε) . . .M(z + 2π, E, ε)M(z, E, ε),� Φ

0 = Φ
0(x, z, E) =

(
Φ0

+ Φ0
−

(Φ0
+)

′ (Φ0
−)

′

)
(x, z, E) est dans SL2(C).� Φ0

± sont les solutions de Bloh anoniques pour l'énergie E−W (z) qui sont analytiquesen z dans U(z0).� o(1) désigne une matrie 2× 2 dont les oe�ients sont o(1) en norme sup.� D(z) est la matrie diagonale diag {exp ( i
ε

∫ z
z0
κ(s)ds

)
, exp

(
i
ε

∫ z
z0
κ(s)ds

)}.85



86 IV. Matrie de monodromie� ηm := (
[
2πm
ε

]
ε− 2πm) ∈ (−ε, 0].De plus, on a la relation suivante entre les traes :

trTz,ε(x+

[
2πm

ε

]
, x, E) = tr

(
(Dm(z, E, ε) + o(1))(Mm)

t(z, E, ε)
) (4.1.2)ave la matrie diagonale Dm(z, E, ε) := diag{d, d−1} où |d| =

∣∣∣exp
(
i
ε

∫ z+ηm
z

κ(s)ds
)∣∣∣ = 1.Corollaire 1.2. On reprend les hypothèses de la Proposition 1.1. Supposons de plus que pourun z ∈ U(z0) ∩ R et pour un ε ∈ (0, ε0), on a |trM(z + η, E, ε)| > C > 2. Alors on a

|trTz,ε(x+
[
2π
ε

]
, x, E)| > C̃ > 2. En partiulier, pour haque θ ∈ [0, 2π), l'énergie E n'est pasune valeur propre du problème quasipériodique :

{
−Ψ′′(x, z, E, ε) + [V (x) +W (εx+ z)]Ψ(x, z, E, ε) = EΨ(x, z, E, ε)

Ψ(x+
[
2π
ε

]
, z, E, ε) = eiθΨ(x, z, E, ε).Démonstration de la Proposition 1.1. Soit {Ψ+,Ψ−}(x, z, E, ε) une base de solutions de l'équa-tion (AdiabQP). On exprime la matrie de transfert Tz,ε(y, x, E) dans ette base :

Tz,ε(y, x, E) =

(
Ψ+ Ψ−

Ψ′
+ Ψ′

−

)
(y, z, E, ε)

(
Ψ+ Ψ−

Ψ′
+ Ψ′

−

)−1

(x, z, E, ε) (4.1.3)Supposons que {Ψ+,Ψ−} est une base ohérente, i.e. véri�ant :
Ψ±(x+ 1, z, E, ε) = Ψ±(x, z + ε, E, ε) et w[Ψ+,Ψ−](z, E) ≡ 1. (4.1.4)Posons y := x+
[
2πm
ε

]. En utilisant (4.1.4), on obtient :
Tz,ε(y, x, E) =

(
Ψ+ Ψ−

Ψ′
+ Ψ′

−

)
(x, z + ε

[
2πm

ε

]
, E, ε)

(
Ψ+ Ψ−

Ψ′
+ Ψ′

−

)−1

(x, z, E, ε) =

=

(
Ψ+ Ψ−

Ψ′
+ Ψ′

−

)
(x, z + ηm + 2πm,E, ε)

(
Ψ+ Ψ−

Ψ′
+ Ψ′

−

)−1

(x, z, E, ε) (4.1.5)ave ηm := (ε
[
2πm
ε

]
− 2πm) ∈ (−ε, 0]. Soit M(z, E, ε) la matrie de monodromie assoiée àla base ohérente {Ψ+,Ψ−} :

(
Ψ+ Ψ−

Ψ′
+ Ψ′

−

)t
(x, z + 2π, E, ε) =M(z, E, ε)

(
Ψ+ Ψ−

Ψ′
+ Ψ′

−

)t
(x, z, E, ε). (4.1.6)On exprime la matrie de transfert Tz,ε(x, y, E) en termes de la matrie de monodromie

M(z, E, ε) à l'aide de (4.1.5) :
Tz,ε(x, y, E) =

(
Ψ+ Ψ−

Ψ′
+ Ψ′

−

)
(x, z + ηm + 2π(m− 1), E, ε)M t(z + ηm + 2π(m− 1), E, ε)×

(
Ψ+ Ψ−

Ψ′
+ Ψ′

−

)−1

(x, z, E, ε) =

(
Ψ+ Ψ−

Ψ′
+ Ψ′

−

)
(x, z + ηm, E, ε)×

(Mm)
t(x, z + ηm, E, ε)

(
Ψ+ Ψ−

Ψ′
+ Ψ′

−

)−1

(x, z, E, ε). (4.1.7)



1. Matrie de monodromie et matrie de transfert 87Supposons, de plus, que la base ohérente {Ψ+,Ψ−} a le CAS pour z dans un voisinageonstant (indépendant de ε) U(z0) de z0 pour une détermination κ du moment omplexe, i.e.pour tout z ∈ U(z0) et x ∈ [−X,X ] (où X > 1) on a :
Ψ±(x, z, E, ε) = exp

(
± i

ε

∫ z

z0

κ(s)ds

)
(Φ0

±(x, z, E) + o(1)) (4.1.8)où Φ0
±(x, z, E) = n(z, z0, E)e

±iκ(z)xp±(x, z, E) sont les solutions de Bloh anoniques, analy-tiques dans U(z0) pour haque x �xé. Φ0
±(x, z, E) ne dépendent pas de ε. Par analytiité de

Φ0
± en la variable z, on a Φ0

±(x, z + ηm, E) = Φ0
±(x, z, E) +O(ε).Pour y ∈ [−X,X ] et z ∈ U(z0), on met (4.1.8) dans (4.1.7) et on obtient :

Tz,ε(y, x, E) = (Φ0(x, z, E)+o(1))D(z+ηm, E, ε)(Mm)
t(z+ηm, E, ε)D

−1(z)(Φ0(x, z, E)+o(1))−1(4.1.9)ave� Φ
0(x, z, E) =

(
Φ0

+ Φ0
−

Φ′0
+ Φ′0

−

)
(x, z, E),� o(1) désigne une matrie 2× 2 dont les oe�ients sont o(1),� D(z) est la matrie diagonale diag {exp ( i

ε

∫ z
z0
κ(s)ds

)
, exp

(
i
ε

∫ z
z0
κ(s)ds

)}.Cei démontre la première partie de la Proposition 1.1. Pour démontrer la relation entre lestraes des matries on utilise tr(AB) = tr(BA) et (Φ0(x, z, E)+o(1))(Φ0(x, z, E)+o(1))−1 =
I + o(1) :

trTz,ε(x+

[
2πm

ε

]
, x, E) = tr((Dm + o(1))(Mm)

t(z + ηm, E, ε)ave Dm = D(z + ηm)D
−1(z) = diag{d, d−1} où d = exp

(
1
ε

∫ z+ηm
z

κ(s)ds
).Démonstration du Corollaire 1.2. Supposons que TrM(z + η, E, ε) > C > 2 (la preuve pourle as TrM(z + η, E, ε) < C < −2 est analogue). Soient λ1 = λ1(z, E, ε) et λ−1

1 les valeurspropres de M . La ondition sur trae implique e que λ1 > C
2
+
√
(C
2
)2 − 1 > 1. Les valeurspropres µ1 et µ−1

1 de la matrie de transfert Tz,ε(x+ [2πε ] , x, E) véri�ent :
µ1 = λ1(d+ o(1)).

trTz,ε(x+

[
2π

ε

]
, x, E) = µ1 + µ−1

1 = λ1(d+ o(1)) + λ−1
1 (d+ o(1))−1 > 2ar pour ε su�samment petit o(1) < δ < λ1 − 1 et la fontion x + 1

x
envoie l'extérieur deerle de rayon 1 dans l'extérieur de l'intervalle [−2, 2].La trae de la matrie de transfert est réelle, d'où |trTz,ε(x, E)| > 2 e qui ahève la preuve.Ainsi on relie le spetre des problèmes ave les onditions au bord quasi-périodiques avela trae de la matrie de monodromie. Dans la setion suivante, on va étudier l'asymptotiquede la matrie de monodromie, en partiulier, on va aluler la trae de ette matrie et sanorme en termes du paramètre spetral E.



88 IV. Matrie de monodromie2 Asymptotique de la matrie de monodromieDans ette setion, on formule le Théorème 2.3 qui dérit l'asymptotique de la matriede monodromie assoiée à une base ohérente et on démontre e théorème. Puis on illustrel'appliation du Théorème 2.3 en onsidérant di�érents as d'énergies et di�érents types depotentiels. On va voir que di�érents as d'énergies ramènent à des asymptotiques de la matriede monodromie de struture di�érente.2.1 Théorème 2.3 et asymptotique de la matrie de monodromiePour formuler le Théorème 2.3 qui dérit l'asymptotique de la matrie de monodromieassoiée à une base ohérente qui a le CAS dans un voisinage omplexe de z0 situé à l'intérieurde E−1(σ(H0)) ∩ R, on introduit la notion de ourbe admissible.Dé�nition 2.1. On dit que α est une ourbe horizontale si l'angle θ entre γ et haque ligne
{ℜz = const} véri�e θ ∈ (0, π).Considérons les lasses d'équivalene [α] (voir Dé�nition 1.30) des ourbes α dans SYvéri�ant :� α joint z0 ave z0 + 2π,� est horizontale,� est de lasse C1,� est régulière (au sens de Dé�nition 1.29).Fixons un point z0 à l'intérieur de J0 où J0 ∈ ZR. Fixons une détermination du momentomplexe κ0 analytique au voisinage U0 de z0 et une détermination κ1 du moment omplexeanalytique au voisinage U0 + 2π de z0 + 2π.Dé�nition 2.2. On dit qu'une ourbe horizontale α qui va de z0 à z0 + 2π est admissiblepour le ouple {κ0, κ1} si :� ℑκ0|α(z) = ℑκ1(z) pour z ∈ U0 + 2π, où κ0|α désigne le prolongement analytique de κ0le long α,� À un intervalle J ∈ ZR on assoie J̃ par J̃ ∈ ZC tel que J ⊂ J̃ . On suppose que pourhaque J ∈ ZR situé entre J0 et J0 + 2π on a #{J̃ ∩ α} ∈ 2Z.� #{α ∩ J̃0} ∈ 2Z si ℑκ0 < 0 et #{α ∩ J̃0} ∈ 2Z+ 1 si ℑκ0 > 0.� #{α ∩ (J̃0 + 2π)} ∈ 2Z si ℑκ1 < 0 et #{α ∩ (J̃0 + 2π)} ∈ 2Z+ 1 si ℑκ1 > 0.On va noter par Adm(κ1, κ2) l'ensemble des lasses d'équivalene de ourbes admissiblespour un ouple κ1 et κ2. On note T2πκ(z) := κ(z + 2π). Soit α une ourbe lipshitzienne,soient z1 ∈ α et z2 ∈ α, on note l'intégrale d'une fontion ontinue f de z1 à z2 le long de αpar ∫ z2

z1,α

f(s)ds.Soit κ une détermination du moment omplexe analytique dans un voisinage de z0. Soient Ωet q dé�nis dans l'équation (1.1.29). On note ∆arg q|α le hangement de l'argument de q lelong d'une ourbe régulière α. Pour une ourbe régulière α qui part de z0 et arrive en z0 +2πon introduit la fontion suivante
I(α, z0) = exp

(
i

ε

∫ z0+2π

z0,α

κ|α(s)ds+∆arg q|α +
∫

α

Ω(s)ds

) (4.2.1)



2. Asymptotique de la matrie de monodromie 89Théorème 2.3. Soient W ,V véri�ant les hypothèses (HWA),(HWP), (HWC), (HVR),(HVP) et soit l'énergie E0 ∈ Σδ. Soit J ∈ ZR. Fixons z0 ∈ J tel que |E(z0)− Em| > δ pourtout m ∈ N. Il existe ε0 > 0, Y > 0, C > 0 et une détermination κ de moment omplexeanalytique dans un voisinage de z0 tels qu'on peut onstruire une base ohérente {f, f ∗} pourlaquelle la matrie de monodromie M(z, E, ε) assoiée véri�e :� M a la forme (24),� pour ε ∈ (0, ε0) et z ∈ SY les oe�ients a(z, E, ε) et b(z, E, ε) dans (24) admettentl'asymptotique :
a(z, E, ε) =

∑

[αk]∈Adm(κ0,T
−1
2π κ0)

I(αk, z0)(1 + a0,k(E, ε) + a1,k(z, E, ε)) (4.2.2)
b(z, E, ε) =

∑

[βk]∈Adm(κ0,T
−1
2π κ

∗
0)

I(βk, z0)(1 + b0,k(E, ε) + b1,k(z, E, ε)) (4.2.3)ave
|a0,k(E, ε)|, |b0,k(E, ε)| = o(1) indépendants de z

a1,k(z, E, ε) = O(e−
C
ε ) b1,k(z, E, ε) = O(e−

C
ε ) ε → 0.Remarque 2.4. Pour les valeurs omplexes de z les oe�ients de Fourier sont à rois-sane/déroissane exponentielle en ℑz. Don, pour z ∈ SY,+, le terme prinipal de la matriede monodromie vient de l'intégration le long des ourbes d'indie minimal. Pour z ∈ SY,−,par ontre, les termes prinipaux viennent des ourbes d'indie maximal. Plus préisément,on dé�nit :

mmax := max
[α]∈Adm(κ0,T

−1
2π κ0)

m(α) mmin := min
[α]∈Adm(κ0,T

−1
2π κ0)

m(α)Pour z ∈ SY,+, on a
∑

[αk]∈Adm(κ0,T
−1
2π κ0)

I(αk, z0)(1 + a0,k(E, ε) + a1,k(z, E, ε)) =

=
∑

[αk]∈Adm(κ0,T
−1
2π κ0),m(αk)=mmax I(αk, z0)(1 + a0,k(E, ε) + ã1,k(z, E, ε)).où |ã1,k(z, E, ε)| = O(e−

C
ε ). Pour z ∈ SY,−, on a

∑

[αk]∈Adm(κ0,T
−1
2π κ0)

I(αk, z0)(1 + a0,k(E, ε) + a1,k(z, E, ε)) =

=
∑

[αk]∈Adm(κ0,T
−1
2π κ0),m(αk)=mmin I(αk, z0)(1 + a0,k(E, ε) + ã1,k(z, E, ε)).où |ã1,k(z, E, ε)| = O(e−

C
ε ).L'analyse des intégrales et des indies dans les formules (4.2.2) et (4.2.3) montre que lastruture et les oe�ients de la matrie de monodromie dépendent d'objets dé�nis sur lessurfaes iso-énergétiques {E(κ) +W (z) = E}.



90 IV. Matrie de monodromie2.2 Remarque struturelleL'asymptotique de la matrie de monodromie assoiée à une base ohérente de solutionsde l'équation (AdiabQP) qui ont un CAS au voisinage de z0 est donnée par le Théorème 2.3.La taille du oe�ientM11(z, E, ε, z0) = a(z, E, ε, z0) de la matrie de monodromie est donnéepar max
[αk]∈Adm(κJ ,T

−1
2π κ

∗
J)
|I(αk, z0)|. Les I(αk, z0) sont de la forme suivante :

I(αk, z0) = exp

(
i

ε
λ(αk, E) +

2πi

ε
m(αk)(z − z0) +O(1)

) ave λ(αk, E) = ∫
αk

κJ |α(s)ds.Il est faile de véri�er que pour toute ourbe [αk] ∈ Adm(κJ , T
−1
2π κ

∗
J) on a :

ℑ
∫

αk

κJ |αk
(s)ds = −

∫ z0+2π

z0

ℑκp(s)ds = −
∫ z0+2π

z0

γ0(E −W (z))dz.Ainsi le terme prinipal des oe�ients de la matrie de monodromie pour z ∈ SY est dumême ordre que elui de la somme
∑

[αk]∈Adm(κJ ,T
−1
2π κ

∗
J)

exp

(
1

ε

∫ z0+2π

z0

γ0(E −W (z))dz − 2πm(αk)

ε
ℑz +O(1)

)
.Pour des valeurs de z ∈ SY,+, i.e. de partie imaginaire stritement positive, les termes domi-nants viennent des ourbes d'indie minimal (voir la Remarque 2.4) :

{[αkm ] ∈ Adm(κJ , Tκ
∗
J) tel que m(αkm) = mmin = min

αk∈Adm(κJ ,T
−1
2π κ

∗
J )
m(αk)}.Pour des valeurs de z ∈ SY,−, i.e. de partie imaginaire stritement négative, les termes domi-nants viennent des ourbes d'indie maximal (voir la Remarque 2.4) :

{[αkm ] ∈ Adm(κJ , Tκ
∗
J) tel que m(αkm) = mmax = max

αk∈Adm(κJ ,Tκ
∗
J)
m(αk)}.Pour des valeurs réelles de z, il faut prendre en ompte toutes les ourbes admissibles.Lemme 2.5. On a l'asymptotique suivante pour la trae de la matrie de monodromie :

TrM(z, E, ε) = exp

(
1

ε

∫ z0+2π

z0

γ0(E −W (z))dz

)

∑

k

(cos

(
Φk(E) + 2πmk(z − z0) + φk(E)

ε

)
+ ek(z, E)) (4.2.4)où � Φk est une fontion analytique et non onstante de E, à valeurs positives,� mk est un entier, mk ∈ {0,M} ave M le nombre d'intervalles de ZR par intervalle delongueur 2π.� φk(E) ∈ πi

2
Z.� ek(z, E) = sk(E) + tk(z, E) ave sk(E) = o(1) et tk(z, E) = O(e−

δ
ε ).



2. Asymptotique de la matrie de monodromie 91Ce lemme est un simple orollaire du Théorème 2.3. On va démontrer le Théorème 2.3.Par la suite, on étudie l'asymptotique de la matrie de monodromie sur des exemples. On vatraiter les as suivants :� Le plus simple est le as où la fenêtre spetrale E −W (R) est ontenue dans une zonespetrale de H0, i.e. il existe un entier naturel n tel que E −W (R) ⊂ [E2n−1, E2n].� Le as où W a un maximum et un minimum par période, dont un dans une préimaged'une zone spetrale et l'autre dans une préimage de laune spetrale de H0.� le as où W a un minimum, disons z1, et un maximum, disons z2 par période et E −
W (z1) ∈ (E2n+1, E2n+2) et E −W (z2) ∈ (E2n−1, E2n).� Le as où W a tous ses points ritiques dans les préimages de launes spetrales.� Le as d'un point ritique dans la préimage de zone spetrale et l'autre dans la préimagede laune spetrale, quand la fenêtre spetrale ouvre entièrement une zone et une launespetrales.� Le as de deux points ritiques dans les préimages de zones spetrales quand la fenêtrespetrale ouvre entièrement deux launes de H0.2.3 Preuve du Théorème 2.3Cette setion est onsarée à la démonstration du Théorème 2.3 et à la formulation d'unprinipe de ré�etion qui permet de aluler le terme prinipal de l'asymptotique d'une solu-tion ohérente.Démonstration du Théorème 2.3 . On �xe un intervalle J , une préimage de la zone spetralede H0. On va aluler l'asymptotique de la matrie de monodromie M(z, E, ε) assoiée àla base ohérente {fJ , f ∗

J} onstruite dans la Proposition 2.8. Cette base a le CAS dans ledomaine AJ délimité par σa∪σa, σb∪σb et les lignes ℑz = Y . On va appliquer le Corollaire 1.27pour démontrer que la base {fJ , f ∗
J} a le CASpl dans le domaine AJ + 2π.Par la suite, on va utiliser les formules (22) qui expriment les oe�ients de la matrie demonodromie en termes de wronskiens de solutions de (AdiabQP). Pour haque z ∈ SY onérit :

M11(z − 2π, E, ε) =
w[fJ(x, z, E, ε), T

−1
2π f

∗
J (x, z, E, ε)]

w[T−1
2π fJ(x, z, E, ε), T

−1
2π f

∗
J (x, z, ε)]

M12(z − 2π, E, ε) =
w[fJ(x, z, E, ε), T

−1
2π fJ(x, z, E, ε)]

w[T−1
2π f

∗
J (x, z, E, ε), T

−1
2π fJ(x, z, ε)]

M21(z − 2π, E, ε) =
w[f ∗

J(x, z, E, ε), T
−1
2π f

∗
J (x, z, E, ε)]

w[T−1
2π fJ(x, z, E, ε), T

−1
2π f

∗
J (x, z, ε)]

M22(z − 2π, E, ε) =
w[f ∗

J (x, z, E, ε), T
−1
2π fJ(x, z, E, ε)]

w[T−1
2π f

∗
J (x, z, E, ε), T

−1
2π fJ(x, z, ε)]Pour démontrer que fJ et f ∗

J ont le CASpl dans AJ +2π on ommene par onstruire uneséquene de domaines de type A et de domaines de type B. Grosso modo, il s'agit de domainesd'osillation de solutions (type A) et de domaines de roissane-déroissane exponentielle(type B).Soit J ∈ ZR et K ∈ ZR deux intervalles onséutifs, J = [aJ , bJ ] et K = [aK , bK ]. On rappelleles notations introduites préédemment :



92 IV. Matrie de monodromie1. On note κJ (resp. κK) la détermination du moment omplexe naturelle pour J (resp.naturelle pour K).2. On note σa, σa (resp. σb, σb, σã, σã, σb̃ et σb̃ ) sont des lignes de type de Stokes quisortent de aJ (resp. de bJ , de aK et de bK).On introduit des domaines de type A et de type B assoiés :
AJ := {z ∈ Sy entre σa ∪ σa et σb ∪ σb}
BJ := {z ∈ Sy entre σb ∪ σb et σã ∪ σã}
AK := {z ∈ Sy entre σã ∪ σã et σb̃ ∪ σb̃}Par la Proposition 2.8, pour haque intervalle J qui forme une omposante onnexe de
A1 A2B1 B2

aJ bJ
aK bK

Figure IV.1 � Domaines A1, B1 et A2

E−1(σ(H0))∩R on peut onstruire une base ohérente {fJ , f ∗
J} telle que fJ a le CAS dans DJpour la détermination naturelle κJ et f ∗

J a le CAS dans DJ pour la détermination κ∗J . On �xeun J et on utilise le Corollaire 1.27 pour montrer que la solution fJ (resp. f ∗
J ), qui a le CASdans DJ(resp. DJ), a le CASpl dans le domaine AJ + 2π. Le prinipe de ré�etion dé�nit lesourbes de prolongement d'asymptotique qui apparaissent dans le CASpl.Pour haque J ∈ ZC on peut onstruire DJ et DJ qui véri�ent :� AJ ⊂ DJ ∩DJ ,� BJ ⊂ DJ ∩DJ ,� AK ⊂ DJ ∩DJ ,� dans AJ on a ℑκJ > 0 et ℑκ∗J > 0,� dans AK on a ℑκJ < 0 et ℑκ∗K < 0,� dans BJ on a κJ = −κ∗J .Maintenant, on numérote J1 := J, J2, . . . , Jm, Jm+1 := J+2π les intervalles onséutifs de ZR.Les bases de solutions ohérentes {fJi, f ∗

Ji
} et les domaines AJi , BJi véri�ent les hypothèsesdu Corollaire 1.27. D'où pour z ∈ AJm+1 = AJ + 2π on a :

fJ(x, z, E, ε) =
∑

[αk]∈Adm(κJ ,T
−1
2π κJ )

exp

(
i

ε

∫ z

zJ ,αk

κJ(s)ds

)
(Φ+,J |αk

(x, z, zJ ) + o(1))+

+
∑

[βk]∈Adm(κJ ,T
−1
2π κ

∗
J)

exp

(
i

ε

∫ z

zJ ,αk

κJ(s)ds

)
(Φ+,J |αk

(x, z, zJ ) + o(1)) (4.2.5)
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f ∗
J (x, z, E, ε) =

∑

[α̃k]∈Adm(κ∗
J
,T−1

2π κJ )

exp

(
i

ε

∫ z

zJ ,αk

κJ(s)ds

)
(Φ−,J |αk

(x, z, zJ ) + o(1))

∑

[β̃k]∈Adm(κ∗J ,T
−1
2π κ

∗
J)

exp

(
i

ε

∫ z

zJ ,αk

κJ(s)ds

)
(Φ−,J |αk

(x, z, zJ) + o(1)) (4.2.6)Les ourbes admissibles (voir la Dé�nition 2.2) sont dérites par le prinipe de ré�exion :Dé�nition 2.6 (Prinipe de ré�exion). Soit κJ la détermination naturelle pour J . Une ourbe
α est admissible pour κ1 et κ2, on note α ∈ Adm(κ1, κ2), où κ1 = κJ ou κ∗J et κ2 = T−1

2π κJ ou
T−1
2π κ

∗
J si :1. α est une ourbe horizontale qui va de z0 = zJ à z1 = zJ + 2π,2. α véri�e le prinipe de ré�exion suivant :

∀ Ji ∈ ZR ave i = 1, . . . , m on a #{Ji ∩ α} ∈ 2N3. α reste dans D1 ∪D2, où D1 = DJ si κ1 = κJ , D1 = DJ si κ1 = κ∗J , D2 = DJ + 2π si
κ2 = T−1

2π κJ et D2 = DJ + 2π si κ2 = T−1
2π κ

∗
J .Les asymptotiques (4.2.5), (4.2.6) et le CAS des solutions

fJm+1(x, z, E, ε, zJ+2π) := T−1
2π fJ1(x, z, ε, zJ) et f ∗

Jm+1
(x, z, E, ε, zJ+2π) := T−1

2π f
∗
J1
(x, z, ε, zJ)dans AJm+1 = AJ + 2π impliquent :

M11(z, E, ε) =
∑

[αk]∈Adm(κJ ,T
−1
2π κJ )

exp

(
i

ε

∫ zJ+2π

zJ ,αk

κJ(s)ds

)

exp

(
2πi

ε
m(κJ |αk

, T−1
2π κJ)(z − zJ − 2π) +

∫

αk

ΩJ(s)ds+∆arg q|αk

)
(1 + o(1))Maintenant, on applique le Corollaire 1.25 (notamment la formule (3.1.10)) pour préiser lestermes o(1), utilisant e que haque domaine de renontre Bj utilisé dans la onstrution véri�e

SY ⊂ S(Bj) pour un Ỹ > 0. Cei permet de remplaer o(1) par a0,k(E, ε) + a1,k(z, E, ε) aveles propriétés annonées en hoisissant 0 < Y < Ỹ . Cei ahève la preuve de l'asymptotiquede M11(z, E, ε).Pour terminer la démonstration du Théorème 2.3, obtient de même façon les asymptotiquesdes oe�ients M12, M21 et M22 annonées dans le théorème.On va illustrer le Théorème 2.3 par plusieurs exemples d'appliation à di�érents as d'én-ergies et de potentiels.2.4 Cas où E −W (R) ⊂ [E2n−1, E2n]On onsidère les énergies E réelles telles que(HEAbs) il existe un entier naturel n tel que E −W (R) ⊂ [E2n−1, E2n].



94 IV. Matrie de monodromieIi [E2n−1, E2n] est la n-ème zone spetrale de H0. Sous l'hypothèse (HEAbs) les lasses deourbes admissiblesAdm(κJ , T
−1
2π κ

∗
J) et Adm(κ∗J , T

−1
2π κJ) sont vides, les lasses Adm(κJ , T

−1
2π κJ),

Adm(κ∗J , T
−1
2π κ

∗
J), ontiennent un seul élément :

[α0] ave α0 = [z0, z0 + 2π],i.e. la ourbe α0 est une ourbe qui va le long de R de z0 à z0 + 2π.L'image de α0 par l'énergie omplexe E(z), le laet E(α0), est une ourbe ontratile en unpoint et on a
m(α0) = 0 et σ(α0) = 1.De plus, ℑ ∫

α0
κJ |α0(s)ds =

∫ z0+2π

z0
γ0(E − W (z))dz = 0 ar E − W (z) ∈ σ(H0) pour z ∈

[z0, z0 + 2π] et don γ0(E −W (z)) = 0. On pose
Φ(E) := ℜ

∫

α0

κJ |α0(s)ds =

∫ z0+2π

z0

ℜκJ(s)ds.La fontion Φ(E) est analytique réelle en E, non onstante et Φ(E) ∈ (0, 2π2). On a
∫

α0

ΩJ(s)ds = 0.De plus, les oe�ients de la matrie de monodromie ont l'asymptotique :
M11(z, E, z0, ε) = a(z, E; ε) = exp

(
i

ε
Φ(E)

)
(1 + oE(1) +Oz,E

(
e−

C
ε

)
) et

M12(z, E, z0, ε) = b(z, E; ε) = oE(1) +Oz,E

(
e−

C
ε

)
. (4.2.7)Les oe�ients M21(z, E, z0, ε) et M22(z, E, z0, ε) se alulent par symétrie :

M21(z, E, z0, ε) = b∗(z, E, z0; ε) = oE(1) +Oz,E

(
e−

C
ε

) et
M22(z, E, z0, ε) = a∗(z, E; ε) = exp

(
− i

ε
Φ(E)

)
(1 + oE(1) +Oz,E

(
e−

C
ε

)
. (4.2.8)On alule la trae de la matrie de monodromie :

TrM(z, E, ε, z0) = exp

(
i

ε
Φ(E)

)
(1 + oE(1) +Oz,E

(
e−

C
ε

)
)+

+ exp

(
− i

ε
Φ(E)

)
(1 + oE(1) +Oz,E

(
e−

C
ε

)
) =

= 2 cos

(
i

ε
Φ(E)

)
+ oE(1) +Oz,E

(
e−

C
ε

) (4.2.9)Ainsi l'asymptotique des zéros de la trae de la matrie de monodromie peut être déritegrâe à la fontion Φ(E). Les zéros de la trae de la matrie de monodromie sont situés dansdes intervalles de longueur exponentiellement petite ( le terme Oz,ε

(
e−

C
ε

)) autour des pointsprohes de solutions de l'équation
2 cos

(
i

ε
Φ(E)

)
= 0.



2. Asymptotique de la matrie de monodromie 952.5 Cas où ZR ∩ C ontient un point par intervalle de longueur 2πIi on suppose que W a deux points ritiques, disons z0 et z1. On suppose que :(HE1p) E(z0) ∈ σ(H0) et E(z1) ∈ σ(H0).2.5.1 Cas où σ(H0) ∩ (E −W (R)) ⊂ [E2n−1, E2n]On suppose que E − W (z0) ∈ [E2n−1, E2n] et que E − W (z1) se trouve dans la launevoisine à la zone [E2n−1, E2n]. Quatre as sont possibles :1. n est impair et z0 est un minimum,2. n est pair et z0 est un minimum,3. n est impair et z0 est un maximum,4. n est pair et z0 est un maximum.Considérons le premier as en détails, les autres étant analogues. Dans e as là, entre γ1,1 et σa,la détermination naturelle κJ est liée à la détermination prinipale κp par κJ = κp−π(n−1).Les lasses de ourbes admissibles sont :
Adm(κJ , T

−1
2π κ

∗
J) = {[α1]} et Adm(κJ , T

−1
2π κJ) = {[β1]}.

a z0 b
z0+2π

zb+2π

β1

α1

E(α1)

E(β1) E(z0)
E2m−1 E2mFigure IV.2 � Les ourbes α1 et β1On voit sur la Figure IV.2 que E(α1) est ontratile en un point, d'où σ(α1) = 1 et

m(α1) = 0. On alule σ(β1) = −1 et m(β1) = 0. Pour appliquer le Théorème 2.3, on a besoinde aluler :
∫ z0+2π

z0,α1

κJ (s)ds =

∫ z0+2π

z0

γ0(E −W (s))ds+

∫ b+i0

a+i0

ℜκJ(s)ds = −iS(E) + Φ(E)où
S(E) =

∫ z0+2π

z0

γ0(s)ds.On a S(E) ontinue en E, non-onstante et S(E) > 0. On a Φ(E) ∈ (0, 2π2), non onstanteet ontinue en E. On alule aussi :
∫ z0+2π

z0,β1

κJ(s)ds =

∫ z0+2π

z0

γ0(s)ds+

∫ b+i0

a+i0

ℜκJ(s)sign(z0 − z)ds = −iS(E) + Φ̃(E).On note φ(E) := ∆arg q|α1 +
∫
α1

ΩJ(s)ds = 0 et φ̃(E) := ∆arg q|β1 +
∫
β1
ΩJ (s)ds = iπ

2
.



96 IV. Matrie de monodromiePar le Théorème 2.3, on obtient l'asymptotique suivante pour les oe�ients de la matriede monodromie M(z, E, z0, ε) :
M11(z, E, z0, ε) = a(z, E, z0, ε) exp

(
S(E)

ε
+ i

Φ(E)

ε
+ φ(E)

)
(1 + oE(1) +Oz,ε

(
e−

C
ε

)
)

M12(z, E, z0, ε) = b(z, E, z0, ε) = exp

(
S(E)

ε
+ i

Φ̃(E)

ε
+ φ̃(E)

)
(1 + oE(1) +Oz,E

(
e−

C
ε

)
)Autrement dit, on a

M(z, E, ε) = exp

(
S(E)

ε

)
D(E, ε)

[(
a11(E, ε) a12(E, ε)
a21(E, ε) a22(E, ε)

)
+O(e−

C
ε )

]
D−1(E, ε)ave

D(E, ε) =

(
e

iΦ1(E)
ε 0

0 e−
iΦ1(E)

ε

)
,

a11(E, ε) = exp

(
iΦ(E)

ε
+ φ(E)

)
(1 + oE(1)),

a12(E, ε) = exp

(
iΦ(E)

ε
+ φ̃(E)

)
(1 + oE(1)),

a21(E, ε) = exp

(−iΦ(E)
ε

− φ̃(E)

)
(1 + oE(1)),

a22(E, ε) = exp

(−iΦ(E)
ε

− φ(E)

)
(1 + oE(1)).Maintenant, alulons l'asymptotique de la trae de la matrie de monodromie. On a :TrM(z, E, ε) = cos

(
Φ(E)

ε
+ φ(E)

)
+ oE(1) +Oz,E

(
e−

C
ε

) (4.2.10)Don les valeurs propres des problèmes de Dirihlet ou de Neumann sur [x, x + 2π
ε
] dans lesintervalles d'énergie véri�ant (HE1p) sont situées dans des voisinages exponentiellementpetits (d'ordre Oz,E

(
e−

C
ε

)) des énergies E véri�ant
cos

(
Φ(E)

ε
+ φ(E)

)
+ oE(1) = 0.Cette information n'est pas su�sante pour l'analyse spetrale de l'opérateur quasi-périodiqueà travers l'étude du oyle matriiel engendré par la matrie de monodromie. En général,une telle analyse demande plus de renseignements sur le potentiel. La possibilité d'obtenir lesasymptotiques dans la bande omplexe plus large joue un grand r�le.
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z0

α

z0 + 2π
C1 C2 C3Figure IV.3 � Cas d'une roix ave deux zones, 'est-à-dire un maximum et un minimum2.5.2 Cas où σ(H0) ∩ E(R) ⊂ [E2n−3, E2n−2] ∪ [E2n−1, E2n]Supposons maintenant que E−W (R) ouvre entièrement une zone spetrale et une partied'une autre zone spetrale. On suppose, par exemple, que E(z0) ∈ [E2n−1, E2n] et E(z1) ⊂

[E2n−4, E2n−3].On onsidère le as où z0 est un minimum et n est impair. Dans e as là, entre σa et
γ1,1, la détermination naturelle κJ est liée à la détermination prinipale κp par la relation
κJ = κp − π(n − 1). On note α la ourbe [z0 + i0, z0 + 2π + i0]. On note C1 un laet qui vaautour J2 et on note C2 un laet qui va autour de J3. La lasse Adm(κJ , T

−1
2π κJ) de ourbesadmissibles ontient quatre éléments :

Adm(κJ , T
−1
2π κJ) = {[α1], [α2], [α3], [α4]}ave α1 = α = [z0 + i0, z0 + 2π + i0], α2 = α1 ◦C1, α2 = α ◦C2 et α4 = α ◦C2 ◦C1. La lasse

Adm(κJ , T
−1
2π κ

∗
J) de ourbes admissibles ontient aussi quatre éléments :

Adm(κJ , T
−1
2π κ

∗
J) = {[β1], [β2], [β3], [β4]}ave βi = C3 ◦ αi, i = 1, 2, 3, 4, où C3 un laet qui entoure la moitié gauhe de J4 = J + 2π.On alule failement :

m(α, κJ) = −1 et σ(α, κJ) = −1, d'où A(α, κJ) =

(
−1 0
−1 1

)
,

m(C1, κJ) = 1 et σ(C1, κJ) = 1, d'où A(C1, κJ) =

(
1 0
1 1

)
,

m(C2, κJ) = 1 et σ(C2, κJ) = 1, d'où A(C2, κJ) =

(
1 0
1 1

)
,

m(C3, κJ) = 0 et σ(C3, κJ) = −1, d'où A(C3, κJ) =

(
−1 0
0 1

)
.On applique le Lemme 1.23 pour aluler les indies et les signatures de ourbes αi et βi,

i = 1, 2, 3, 4 :
m(α1, κJ) = −1 σ(α1, κJ) = −1.
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A(α2, κJ) := A(α ◦ C1, κJ) = A(α, κJ)A(C1, κJ) =

(
−1 0
0 1

)
,d'où m(α2, κJ) = 0 σ(α2, κJ) = −1.

A(α3, κJ) := A(α ◦ C2, κJ) =

(
−1 0
0 1

)
, d'où m(α3, κJ) = 0 σ(α3, κJ) = −1.

A(α4, κJ) := A(α ◦ C2 ◦ C1, κJ) =

(
−1 0
1 1

)
, d'où m(α4, κJ) = 0 σ(α4, κJ) = −1.

A(β1, κJ) := A(C3 ◦ α, κJ) =
(

1 0
−1 1

)
, d'où m(β1, κJ) = −1 σ(β1, κJ) = 1.

A(β2, κJ) := A(C3 ◦ α2, κJ) =

(
1 0
0 1

)
, d'où m(β2, κJ) = 0 σ(β2, κJ) = 1.

A(β3, κJ) := A(C3 ◦ α2, κJ) =

(
1 0
0 1

)
, d'où m(α4, κJ) = 0 σ(α4, κJ) = −1.

A(β4, κJ) := A(C3 ◦ α4, κJ) =

(
1 0
1 1

)
, d'où m(β4, κJ) = 1 σ(β4, κJ) = 1.Ainsi on obtient l'asymptotique suivante pour M(z, E, ε) :

M(z, E, ε) = exp

(
S(E)

ε

)(
p11(z, z0) p12(z, z0)
p21(z, z0) p22(z, z0)

)
.Ii p11, p12, p21 et p22 sont exponentiellement prohes de polyn�mes trigonométriques de degré1 en ( z−z0

ε
) :
pij(z, E, ε) = aij(E, ε)e

− 2πi
ε

(z−z0) + bij(E, ε) + cij(E, ε)e
2πi
ε

(z−z0) +O(e−
C
ε ).Pour z tel que ℑz > 0 on peut érire aussi :

M(z, E, ε) = exp

(
S(E)

ε
− 2πi

ε
(z − z0)

)[(
a11(E, ε) a12(E, ε)
a21(E, ε) a22(E, ε)

)
+O(e−

c
ε )

]
.2.6 Cas où C ∩ E−1(σ(H0)) = ∅On onsidère les as où tous les maxima et minima de W sont situés dans les launes :(HEpl) Pour haque z dans SY tel que W ′(z) = 0 on a E −W (z) ∈ R\σ(H0).On introduit le nombre M de préimages de zones spetrales de H0 par l'intervalle de longueur

2π omme suit :
M =

∑

n∈N

l(n) ave l(n) := #{z ∈ [z0, z0 + 2π) | E(z) = E} pour un E ∈ [E2n−1, E2n].Remarque 2.7. Pour les énergies onsidérées et pour haque J dans ZR le nombre l(n) estorretement dé�ni ar 'est le même pour haque E ∈ [E2n−1, E2n]. De plus, il n'y a qu'unnombre �ni de n ∈ N tels que l(n) 6= 0, don un nombre �ni de termes dans la sommedé�nissant M .



2. Asymptotique de la matrie de monodromie 99On �xe un intervalle J1 ∈ ZR, disons J1 = [a, b]. On note les intervalles onséutifs de ZRpar J1, J2, . . ., JM , JM+1 ave JM+1 = J1 + 2π. On note C1 (resp. CM+1) les demi-laets quivont autour de [z0, b] (resp. [a + 2π, z0 + 2π]). Pour i = 2, . . . ,M on note Ci un laet autourde Ji. On note α la ourbe qui va le long de [z0, z0 + 2π]. Le nombre de lasses d'équivalenedans lesquels se sépare A(κJ , T
−1
2π κ

∗
J ) (resp. A(κJ , T

−1
2π κJ)) est égale à L =

M∑
i=1

M−i+1∑
j=1

(
i−1

M−j+1

) .Les ourbes admissibles de Adm(κJ , κ
∗
J) sont des ourbes des lasses {[αijk]}Mi=1

M−i+1
j=1

( i−2
M−j−1)
k=1ave

αijk = CM+1 ◦ α ◦
∑

j1=1≤j2=j≤...≤ji≤M

Cji.Les ourbes admissibles de Adm(κJ , κ
∗
J) sont des ourbes des lasses {[βijk]}Mi=1

M−i+1
j=1

( i−2
M−j−1)
k=1ave

βijk = α ◦
∑

j1=1≤j2=j≤...≤ji≤M

Cj.Pour haque n = 1, . . . , L on a m(βi, κJ) ∈ {−M
2
, . . . , M

2
− 1} et σ(βi, κJ) = 1. Pour alulerl'indie et la signature des ourbes αijk et βijk, on utilise le Lemme 1.23. On a m(α, κJ) =

M
2et σ(α, κJ) = 1. Pour haque i = 1, . . . ,M on a m(Ci, κJ) = −1 et σ(Ci, κJ) = 1. D'où lamatrie d'indie-signature A(αijk, κJ) pour haque αijk est de la forme :

A(αijk, κJ) =

(
1 0
M
2

1

)(
1 0
N 1

)(
−1 0
1 1

)
=

(
−1 0

N − M
2

1

)ave N = i− 1, i.e. le nombre des yles entiers qui interviennent dans αijk. D'où on obtient
m(αijk, κJ) = N − M

2
∈ {−M

2
, . . . , M

2
−1} et σ(αijk, κJ) = −1. Par le Lemme 1.23 on obtient :

A(βijk, κJ) =

(
−1 0
0 1

)(
1 0
M
2

1

)(
1 0
N 1

)(
−1 0
1 1

)
=

(
1 0

N − M
2

1

)D'où m(βijk, κJ) = N − M
2
∈ {−M

2
, . . . , M

2
− 1} et σ(βijk, κJ) = 1.Pour les valeurs de z ave ℑz > 0, l'asymptotique de la matrie de monodromie se simpli�e,ar dans haque lasse seule la ourbe d'indie minimal va intervenir dans le terme prinipalde l'asymptotique.Pour 0 < y ≤ ℑz ≤ Y , il existe une onstante positive c = c(y) > 0 telle que la matrie demonodromie a l'asymptotique suivante :

M(z, E, ε) = exp

(
S(E)

ε
+
πiM

ε
(z − z0)

)[(
a11(E, ε) a12(E, ε)

0 0

)
+O(e−

c
ε )

] (4.2.11)ave� S(E) =
∫ z0+2π

z0
γ0(E −W (z) + i0)dz,� |a11(E, ε)| = 1 + o(1) et |a12(E, ε)| = 1 + o(1).Cette asymptotique permet de démontrer un résultat important sur l'exposant de Lyapounov(voir [MN08℄ et aussi l'Appendie A).



100 IV. Matrie de monodromie2.7 Propriétés des solutions au CASplOn ommene par dé�nir une lasse de fontions au poids exponentiel pratique pour dérireles solutions ohérentes de (AdiabQP) au omportement asymptotique standard à plusieursomposantes.Soit [a, b] un intervalle réel. Soit ρ : [a, b] → R une fontion ontinue. On introduit unenorme sur C([a, b]) :
‖f‖L∞([a,b],ρ) = sup

x∈[a,b]

∣∣f(x)e−ρ(x)
∣∣ .On démontre le :Lemme 2.8. Supposons qu'il existe ε0 > 0 tel que, pour tout ε ∈ (0, ε0), f est une solutionohérente qui a CASpl au voisinage de l'intervalle horizontal [c, d], i.e. pour tout x ∈ [−X,X ]et tout z ∈ [c, d] on a :

f(x, z, ε) =
∑

αk∈Adm

exp

(
i

ε

∫ z

z0

κ|αk
(s)ds

)
(nk(z, z0)Φ|αk

(x, z) + o(1)).Alors il existe C ∈ (0,∞) tel que pour tout ε ∈ (0, ε0) et pour haque z ∈ R on a
‖f‖L∞([a(z,ε),b(z,ε)],ρ(.,z,ε)) ≤ C.Ii a(z, ε) = c−z

ε
, b(z, ε) = d−z

ε
et ρ(x, z, ε) = 1

ε

∫ ℜz+εx

z0
γ0(s)ds.De plus, on a l'estimation suivante pour f :

1

C
exp

(
−2π

ε
min
αk

min
s∈[ℜz+εx,z+εx]

ℜκ|αk
(s)ℑz

)
≤

≤ |f(x, z, ε)e−ρ(x,z,ε)| ≤

≤ C exp

(
−2π

ε
min
αk

min
s∈[ℜz+εx,z+εx]

ℜκ|αk
(s)ℑz

)
. (4.2.12)Démonstration du Lemme 2.8. La ondition de ohérene permet d'érire f(x, z, ε) = f(s, z+

kε, ε) ave s := {x} = x− [x] ∈ [0, 1] et k := [x] ∈ Z. On exprime f à l'aide de omposantesstandards :
|f(x, z, ε)| = |f(s, z + kε, ε)| =∣∣∣∣∣

∑

αm∈Adm

exp

(
i

ε

∫ z+kε

z0

κ|αm(s)ds

)
(nk(z + kε, z0)Φ|αm(s, z + kε) + o(1))

∣∣∣∣∣ . (4.2.13)Il existe une onstante �nie C1 indépendante de z, ε, x, m telle que :
1

C1
≤ max

x∈[a(z,ε),b(z,ε)],αm∈Adm
|nk(z + kε, z0)Φ|αm(s, z + kε) + o(1)| ≤ C1.



2. Asymptotique de la matrie de monodromie 101D'où on estime :
|f(x, z, ε)| ≤ C1

∑

αm∈Adm

exp

(
−1

ε
ℑ
∫ z+kε

z0

κ|αm(s)ds

)

= C1

∑

αm∈Adm

exp

(
−1

ε

∫ ℜz+kε

z0

ℑκ|αm(s)ds−
1

ε

∫ z+kε

ℜz+kε

ℜκ|αm(s)ds

)

≤ C2 exp

(
1

ε

∫ ℜz+kε

z0

γ0(s)ds−
1

ε
min

αm∈Adm
( min
s∈[ℜz+kε,z+kε]

ℜκ|αm(s))ℑz
)
. (4.2.14)Ainsi on a démontré le Lemme 2.8 ar ρ(x, z, ε) = 1

ε

∫ ℜz+xε

z0
γ0(s)ds = 1

ε

∫ ℜz+kε

z0
γ0(s)ds +

O(1).
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Chapitre VExposant de Lyapounov pour α > 1
2 parles approximations quasi-périodiquesDans e hapitre, on étudie l'asymptotique de la matrie de transfert (voir la Dé�nition 13,page 10) pour l'équation :

−Ψ′′(x, E) + [V (x) +W (xα)]Ψ(x, E) = EΨ(x, E). (SlOs)Pour les énergies situées dans le spetre absolument ontinu de Hθ, on démontre que sur desgrands intervalles la matrie de transfert pour (SlOs) est bien approhée par la transposéed'une matrie de monodromie (voir Dé�nition 27, page 16) pour l'équation quasi-périodiqueadiabatique :
− Φ(x, z, E, ε) + [V (x) +W (εx+ z)]Φ(x, z, E, ε) = EΦ(x, z, E, ε). (AdiabQP)On démontre le Théorème 38 de l'Introdution qui porte sur les approximations des matries detransfert par un onjugué du oyle matriiel, formé des produits de transposées de matriesde monodromie pour (AdiabQP). Comme orollaire de ette approximation, on démontre quel'exposant de Lyapounov existe et est nul sur tout le spetre absolument ontinu.Pour les énergies situées dans le spetre singulier de Hθ, on redémontre la formule :

∀E ∈ σs(Hθ)\G∞(K), γ(E) =
1

2π

∫ 2π

0

γ0(E −W (s))ds.On démontre que la �dimension de Hausdor� logarithmique� (voir la Dé�nition 2.3) de G∞(K)véri�e (voir la Proposition 40 de l'Introdution) :
lndim(G∞(K)) ≤ 1

1− α
. (5.0.1)La Proposition 40 et la Remarque 4.10 fournissent une desription plus préise de l'ensemblerésonant que l'ensemble D∞ obtenu par les approximations périodiques (voir la Proposition 18du Chapitre II). 103



104 V. Exposant de Lyapounov1 Hypothèses et struture du travailDans e hapitre on travaille sous les hypothèses :(V) Le potentiel V véri�e les hypothèses (HVP) et (HVR), i.e. V est à valeurs réelles,appartient à L2,loc et V (x+ 1) = V (x).(W) Le potentiel W véri�e les hypothèses (HWA), (HWC) et (HWP), i.e. W est ana-lytique réel, non onstant et W (z + 2π) =W (z).(α) L'exposant α ∈ (1
2
, 1).La struture de e hapitre est la suivante :1. On ommene par déouper R en intervalles, disons (In)n∈N. Sur haque intervalle In,on approxime l'équation (SlOs) par une équation :

−Φ(x, E, zn; εn)+[V (x)+W (εnx+zn)]Φ(x, E, zn; εn) = EΦ(x, E, zn; εn) (AdiabQPn)ave les paramètres zn et εn bien hoisis.2. On remarque que haque équation (AdiabQPn) est un membre d'une famille d'équations(AdiabQP) ave des paramètres ε et z. On utilise les solutions ohérentes de (AdiabQP)ave z = zn et ε = εn pour approher les solutions de (SlOs) sur les intervalles In.3. Sur haque intervalle In, on onstruit une base de solutions {Ψn,Ψ
∗
n} de (SlOs) prohed'une base ohérente {f, f ∗} de solutions de (AdiabQP). On alule l'asymptotique deette base sur In et l'asymptotique de la matrie de transfert de (SlOs) sur In.4. En passant à la limite quand n tend vers l'in�ni dans le produit de matries de transfertsur des intervalles In, on alule l'exposant de Lyapounov γ(E) pour l'équation (SlOs)pour presque tout E et on estime l'ensemble résonnant où on ignore l'existene del'exposant de Lyapounov.1.1 Intervalles In et approximation du potentiel W (xα)Notre but est de démontrer que les matries de transfert pour l'équation (SlOs) assoiée àl'opérateur H = − d2

dx2
+V (x)+W (xα) sont bien approhées par les matries de monodromiepour l'équation quasi-périodique (AdiabQP). On utilise une linéarisation loale de la fontion

xα. On représente R omme une suite d'intervalles onséutifs (In)n tels que, sur haque In,la fontion xα est � bien approhée � par une fontion linéaire εnx + zn de faible pente. Laondition de � bonne approximation � dé�nit le hoix des paramètres εn et zn. On dit quel'approximation est bonne si pour n grand on a :
|In| sup

x∈In

|W (xα)−W (εnx+ zn)| → 0 quand n→ +∞ (BonneAp)Lorsque α ∈
(
1
2
, 1
), il est possible de hoisir les intervalles In, les paramètres zn et εn telsque sur In la fontion xα parourt un intervalle de longueur 2π ('est-à-dire une période de lafontion W ) et que (BonneAp) soit satisfait.La onstrution de l'approximation se fait en trois étapes.



1. Hypothèses et struture du travail 1051.1.1 Première étape : hoix du paramètre z0Pour µ > 0 petit �xé, on hoisit z0 ∈ [0, 2π) tel que (E−W (z0)) ∈
⋃
m∈N

[E2m−1+µ,E2m−µ],i.e. E −W (z0) est dans l'intérieur du spetre de l'opérateur périodique H0 = − d2

dx2
+ V (x).1.1.2 Deuxième étape : hoix des intervalles InOn dé�nit des suites de points {yn(z0)}n∈N, yn ∈ R, et {xn(z0)}n∈N, xn ∈ N, paramétréespar z0 :

yn = yn(z0) := (z0 + 2πn)
1
α , xn = xn(z0) := [yn(z0)], (5.1.1)où [ ] désigne la partie entière d'un nombre réel. On pose :

In = In(z0) := [xn(z0), xn+1(z0)] (5.1.2)La longueur de In véri�e l'estimation |In| = O(n
1
α
−1). En partiulier, |In| tend vers l'in�niquand n tend vers l'in�ni ar 1

α
− 1 > 0 pour α ∈ (1

2
, 1).1.1.3 Troisième étape : hoix des paramètres εn et znOn dé�nit les suites de petits paramètres {εn(z0)}n∈N et de paramètres de déalage {zn(z0)}n∈N :

εn = εn(z0) :=
2π

yn+1(z0)− yn(z0)
, zn = zn(z0) := yαn(z0)− εn(z0)yn(z0) (5.1.3)Les paramètres εn véri�ent l'estimation εn = O(n1− 1

α ). En partiulier, εn tend vers zéro quand
n tend vers l'in�ni. Les paramètres hoisis satisfont des égalités

yαn = 2πn+ z0 = εnyn + zn et yαn+1 = 2π(n+ 1) + z0 = εnyn+1 + zn.Pour haque n, εn(z0) et zn(z0) véri�ent :
[εnxn + zn, εnxn+1 + zn] ⊂ [z0 + 2πn+O(εn), z0 + 2π(n+ 1) +O(εn)].Pour x ∈ In, on introduit la fontion-esalier Zn :

{
x 7→ Zn(x) := εn[x] + zn − 2πn

In 7→ [z0 +O(εn), z0 + 2π +O(εn)]
(ftZn)1.1.4 Justi�ation du hoix des paramètresOn alule l'erreur faite utilisant l'approximation linéaire sur l'intervalle In :

∆Wn(x) :=W (xα)−W (εnx+ zn).Un alul élémentaire montre qu'il existe C > 0 indépendant de n tel que :
sup
x∈In

|∆Wn(x)| ≤ C
1

n
. (5.1.4)Ainsi, sur l'intervalle In, l'équation (SlOs) est prohe de l'équation (AdiabQPn), i.e. de(AdiabQP) ave z = zn et ε = εn.



106 V. Exposant de Lyapounov2 Constrution des solutions de (SlOs) sur les intervalles
In par la méthode de la résolvante approhéeDans ette setion on dérit la méthode de la résolvante approhée et on rappelle lesestimations pour les solutions de (AdiabQP). Par la suite, pour des énergies di�érentes, onutilise ette méthode pour onstruire un ouple de solutions de (SlOs) prohe d'une baseohérente de solutions de (AdiabQP).2.1 Desription de la méthode de la résolvante approhéeConsidérons les opérateurs di�érentiels assoiés aux équations (AdiabQP) et (SlOs) re-spetivement :

Hz,ε = − d2

dx2
+ V (x) +W (εx+ z) et H = − d2

dx2
+ V (x) +W (xα).Représentons pour x ∈ In

H = Hzn,εn +∆Wn(x) ave ∆Wn(x) :=W (xα)−W (εnx+ zn).Sur haque In, on érit l'équation (H − E)Ψ = 0 omme une équation non homogène :
(Hzn,εn − E)Ψn = ∆Wn(x)Ψn,on obtient ainsi une famille d'équations paramétrée par n.On onsidère une suite de poids {γn}n ave γn : In → R. On dit qu'une suite de fontions

{fn}n, fn : In → C, appartient à l∞(L∞(In, γn)) si
‖{fn}n‖l∞(L∞(In,γn)) := sup

n

sup
x∈In

(|fn(x)|e−γn(x)) <∞.On onsidère une famille de fontions {fn}n ∈ l∞(L∞(In, γn)) ave des poids γn bienhoisis. Pour haque n, on herhe une solution de l'équation non homogène
(Hzn,εn −E)Ψn = fn, ∀ x ∈ In (5.2.1)pour que la suite {Ψn}n soit dans l∞(L∞(In, γn)). Supposons que, pour haque n, {(Hzn,εn −

E)−1fn} ∈ l∞(L∞(In, γn)). Soit Φn(x, E, zn, εn) une solution de l'équation homogène (Hzn,εn−
E)Φn(x, E, zn, εn) = 0, alors la fontion

Ψn = (Hzn,εn −E)−1fn + Φnest une solution de l'équation (5.2.1) sur In. Ainsi, sur haque In, on passe à la forme intégralede l'équation (SlOs).À partir d'une solution Φn de l'équation (AdiabQP) sur In ave z = zn, on onstruit unesolution Ψn(x, E) de (SlOs) prohe de Φn sur un intervalle In en onstruisant une solutionde l'équation intégrale sur In :
Ψn = −(Hzn,εn − E)−1∆Wn(x)Ψn + Φn.On peut rérire :
Φn = (I + (Hzn,εn − E)−1∆Wn(x))Ψn.Si les onditions suivantes sont satisfaites :



2. Solutions de (SlOs) par la méthode de la résolvante approhée 107� la famille {Φn} de solutions des problèmes homogènes (Hzn,εn −E)Φn = 0 appartient à
l∞(L∞(In, γn))� (I + (Hzn,εn −E)−1∆Wn(.))

−1 existe sur In pour haque n� {(I + (Hzn,εn − E)−1∆Wn(.))
−1}n est borné de l∞(L∞(In, γn)) dans lui-mêmealors la suite {Ψn}n :

Ψn = (I + (Hzn,εn − E)−1∆Wn(x))
−1Φn (5.2.2)est dans l∞(L∞(In, γn)).2.1.1 Familles de solutions de (AdiabQP) au poids exponentielOn ommene par dé�nir une lasse de fontions adaptée pour dérire les solutions o-hérentes de (AdiabQP). On va travailler dans ette lasse pour estimer la résolvante approhée.Dé�nition 2.1. On �xe ε0 > 0. On se donne une famille d'intervalles {I(ε)}ε∈(0,ε0), I(ε) ⊂

R et |I(ε)| → ∞ quand ε tend vers zéro, et une famille {γ(ε)}ε de poids, γ(ε) : I(ε) →
R. On dit qu'une famille {fε} de fontions fε : I(ε) → C paramétrée par ε appartient à
L∞(L∞(I(ε), γ(ε))) si :

‖{fε}‖L∞(L∞(I(ε),γ(ε))) := sup
ε∈(0,ε0)

sup
x∈I(ε)

|(fε(x)|e−γ(x,ε)) <∞.Lemme 2.2. On �xe z̃ un point régulier dans la bande SY , et ε0 > 0. Soit Φ(x, z, E, ε) unesolution ohérente de (AdiabQP) qui a, pour tout ε < ε0, un CAS 1 dans un voisinage onstantde l'intervalle horizontal [z̃+a, z̃+ b], a, b ∈ R. Plus préisément, il existe X > 1 tel que pourtout x ∈ [−X,X ] et z ∈ [z̃ + a, z̃ + b] on ait :
Φ(x, z, E, ε) = exp

(
i

ε

∫ z̃+εx

z0

κ(s)ds

)
(Φ0

+(x, z, z0) + o(1)),

Φ′(x, z, E, ε) = exp

(
i

ε

∫ z̃+εx

z0

κ(s)ds

)
((Φ0

+)
′(x, z, z0) + o(1)). (5.2.3)Alors on a

sup
ε∈(0,ε0)

‖Φ(., z̃, E, ε)‖L∞(I(ε),γ(ε)) ≤ C <∞,où I(ε) := [a
ε
, b
ε

] et γ(ε) := −1
ε
ℑ
∫ z̃+εx
z0

κ(s)ds, i.e {Φε} := {Φ(., z̃, E, ε)} ∈ L∞(L∞(I(ε), γ(ε))).Il en est de même pour sa dérivée Φ′(., z̃, E, ε).Démonstration. A l'aide de la ondition de ohérene, on exprime le omportement en x entermes du omportement en z. Φ(x, z̃, E, ε) est une solution ohérente, don on a :
Φ(x, z̃, E, ε) = Φ({x}, z̃ + ε[x], E, ε).On note s = {x} := x − [x] ∈ [0, 1) et z[x] = z̃ + ε[x]. Pour tout x ∈ I(ε) :=

[
a
ε
, b
ε

], on a
z[x] ∈ [z̃ + a, z̃ + b].1. voir la page 56



108 V. Exposant de LyapounovPour s ∈ [−X,X ] ave X = 1, on utilise le CAS de Φ(s, z, E, ε) au voisinage de [z̃+a, z̃+b]et les estimations (5.2.3) pour obtenir pour tout x ∈ I(ε) :
Φ(x, z̃, E, ε) = exp

(
i

ε

∫ z[x]

z0

κ(s)ds

)
(Φ0

+(s, z[x], E, z0) + o(1)),

Φ′(x, z̃, E, ε) = exp

(
i

ε

∫ z[x]

z0

κ(s)ds

)
((Φ0

+)
′(s, z[x], E, z0) + o(1)). (5.2.4)La solution de Bloh Φ0

+ et sa dérivée en x sont bornées, i.e. il existe C > 0, indépendant de
ε, tel que :

sup
s∈[0,1),z∈[z̃+a,z̃+b]

|Φ0
+(s, z, E)|+ sup

s∈[0,1),z∈[z̃+a,z̃+b]

|(Φ0
+)

′(s, z, E)| ≤ C. (5.2.5)Puis z[x] = z̃ + εx− εs, d'où
ℜ
(
i

ε

∫ z[x]

z0

κ(s)ds

)
= −ℑ

(
1

ε

∫ z̃+εx

z0

κ(s)ds

)
+O(1). (5.2.6)On réunit (5.2.4),(5.2.5) et (5.2.6) pour onlure la preuve du lemme par l'estimation suivante.Il existe une onstante C > 0 telle que pour tout ε ∈ (0, ε0) et tout x ∈ I(ε) on a :

|Φ(x, z̃, E, ε)|+ |Φ′(x, z̃, E, ε)| ≤ Ce
− 1

ε
ℑ
∫ z̃+εx
z0

κ(s)ds (5.2.7)On ahève la démonstration en utilisant la dé�nition de ‖{fε}‖L∞(L∞(I,γ)) := sup
ε∈(0,ε0)

sup
x∈I

(|f(x)|e−γ(x))ave I = I(ε) et γ(x, ε) := −1
ε
ℑ
∫ z̃+εx
z0

κ(s)ds.Remarque 2.3. Sous les hypothèses du Lemme 2.2, on a même la minoration suivante. Ilexiste c > 0 tel que pour tout x ∈ I on a :
|Φ(x, z̃, E, ε)|+ |Φ′(x, z̃, E, ε)| ≥ ce

− 1
ε
ℑ
∫ z̃+εx
z0

κ(s)dsar inf
s∈[0,1),z∈[z̃+a,z̃+b]

(|Φ0
+(s, z, E)|+ |(Φ0

+)
′(s, z, E)|) > c > 0.3 Énergies E dans σac(Hθ)Par le Théorème 2 de l'Introdution, on sait que E est dans le spetre absolument ontinude Hθ = − d2

dx2
+[V (x)+W (xα)] si et seulement si E véri�e (E−W (R)) ⊂ σ(H0), i.e. il existeun entier naturel m tel que E −W (R) ⊂ (E2m−1, E2m). Les énergies situées dans le spetreabsolument ontinu de Hθ véri�ent l'hypothèse (HEAbs), page 93. Dans ette setion, ononstruit à l'aide de la méthode de la résolvante approhée des solutions de (SlOs) prohessur l'intervalle In de solutions ohérentes de (AdiabQP) ave z = zn et ε = εn.Sous l'hypothèse (HEAbs), dans [FK05℄ A. Fedotov et F. Klopp ont onstruit des solutionsde (AdiabQP) qui ont un CAS. On rappelle leurs résultats (aux notations près) :



3. Énergies E dans σac(Hθ) 109Théorème 3.1 (Théorème 1.4 de [FK05℄). Pour tout E véri�ant l'hypothèse (HEAbs) etpour haque ouple de réels �xé z1 et z2 (z1 < z2), il existe un nombre réel Y ′ < Y et une baseohérente {Φ+,Φ−}(x, z, E; ε) de solutions de (AdiabQP) qui ont un CAS dans le retangle
R = {z ∈ C | ℜz ∈ (z1, z2) |ℑz| < Y ′} :

Φ±(x, z, E; ε) ∼ exp

(
± i

ε

∫ z

z0

κJ(s)ds

)
Φ0

±(x, E(z), E(z0)) z0 ∈ R. (5.3.1)Ii, κJ est la détermination du moment omplexe analytique dans SY et telle que ∀z ∈
R, κJ(z) ∈ (0, π).De plus, la matrie de monodromie assoiée admet une asymptotique :

M(z, E; ε) =


 exp

(
iΦ(E)
ε

+OE(1)
)

0

0 exp
(
− iΦ(E)

ε
+OE(1)

)

 + o

(
ce−

S+2π|ℑz|
ε

)ave� Φ(E) =
∫ z+2π

z
κJ(s)ds,� S > 0 une onstante qui dépend de Y ′,� OE(1) une fontion de E, qui dépend de ε, mais pas de z.Remarque 3.2. � Φ(E) ∈ R puisque pour tout z ∈ R, κJ(z) ∈ (0, π).� Soit k0(E) la densité d'états intégrée pour l'opérateur périodique H0, on a

Φ(E) = σπ

∫ 2π

0

k0(E −W (z))dz − (2π)2moù σ ∈ {−,+} et m ∈ Z sont l'indie et la signature de κJ en termes de la déterminationprinipale κp.A partir d'ii, on note Φ± les solutions données par le Théorème 3.1 qui orrespondent auhoix z1 = z0 et z2 = z0 + 2π et on note f±,n := T−n
2π Φ±.Remarque 3.3. Grâe à la ondition de ohérene, on véri�e que pour tout n les solutions

f±,n sont bornées sur In ar :
sup
x∈In

|f±,n(x)| = sup
s∈[0,1]

sup
z∈[z0,z0+2π]

|Φ±(s, z, εn)|.Par onséquent f±,n(., z, εn) ∈ L∞(In).3.1 Asymptotique des solutions de (SlOs) sur InSous l'hypothèse (HEAbs) page 93, on peut utiliser la méthode de la résolvante approhéea�n d'obtenir l'asymptotique des solutions de (SlOs) :Lemme 3.4. Pour tout z0 ∈ [0, 2π), on dé�nit In, εn et zn par (5.1.2) et (5.1.3) respetive-ment. Il existe n0 ∈ N tel que pour tout n > n0 on peut onstruire une base {Ψ+,n(z0),Ψ−,n(z0)}de solutions de (SlOs) véri�ant pour tout x ∈ In(z0) :
Ψ±,n(x, E; z0) = exp

(
± i

εn

∫ Zn(x)

z0

κ(s)ds

)
(Φ0

±({x}, E −W (Zn(x)), E −W (z0)) + o(1))(5.3.2)où



110 V. Exposant de Lyapounov� Φ0
±(x, E,E0) sont les solutions de Bloh anoniques normalisées en E0,� κ est la détermination analytique du moment omplexe telle que κ(z0) ∈ (0, π),� Zn est dé�nie dans (ftZn) page 105.De plus, ette asymptotique est di�érentiable une fois en x.Remarque 3.5. Le Lemme 3.4 implique que toutes les solutions de (SlOs) sont bornéessur les intervalles In : pour toute solution Ψ de (SlOs), il existe une onstante C > 0,indépendante de n, telle que sup

x∈In

(|Ψ(x, E)|+ |Ψ′(x, E)|) ≤ C.Démonstration du Lemme 3.4. Comme f±,n(x, zn, E; εn) sont dans L∞(In), on peut appli-quer le Lemme 4.2 utilisant le fait que f±,n(x, z, E; εn) ont un CAS dans le voisinage de
[z0 + 2πn, z0 + 2π(n+ 1)]. Ainsi on obtient l'estimation ‖R‖L∞(In)→L∞(In) = O(n

1
α
−2) et, paronséquent :

Ψ±,n(x, E) = f±,n(x, zn, E; εn) +O(n
1
α
−2),où O(n 1

α
−2) est en norme sup sur In. Les solutions f±,n ont l'asymptotique :

f±,n(x, z, E; ε) = exp

(
± i

εn

∫ Zn(x)

z0

κ(s)ds

)
(Φ0

±(x, E −W (Zn(x)), E −W (z0)) + o(1)).On a démontré ainsi le premier point du lemme.Pour obtenir le résultat sur la dérivée, il su�t d'estimer de même ‖R′‖L∞(In)→L∞(In) =

O(n
1
α
−2). D'où :

Ψ′
±,n(x, E) = f ′

±,n(x, zn, E; εn) +O(n
1
α
−2).On met dans ette formule les asymptotiques des f ′

±,n pour onlure la preuve.3.2 Matrie de transfert sur InGrâe au Lemme 3.4, on ontr�le l'asymptotique de la matrie de transfert T (xn+1, xn, E)de (SlOs) :Lemme 3.6. Les matries de transfert pour l'équation (SlOs) admettent l'asymptotique suiv-ante quand n→ ∞ :
T (xn+1, xn, E) = (Φ0+o(1))


 exp

(
i
ε

∫ z0+2π+bn
z0+an

κ(s)ds
)

0

0 exp
(
− i
ε

∫ z0+2π+bn
z0+an

κ(s)ds
)

 (Φ0+o(1))−1(5.3.3)ave� an = Zn(xn)− z0 ∈ (−εn, 0],� bn = Zn(xn+1)− (z0 + 2π) ∈ (−εn, 0],� Φ

0 = Φ
0(0, E−W (z0)) =

(
Φ0

+ (Φ0
+)

′

Φ0
− (Φ0

−)
′

)
(0, E−W (z0)) où Φ0

±(x, E) sont les solutionsde Bloh ave l'énergie E.Démonstration. On alule T (xn+1, xn, E) à l'aide de la base de solutions {Ψn,+,Ψn,−} on-struite dans le Lemme 3.4 par la formule :
T (xn+1, xn, E) =

(
Ψn,+ Ψn,−

Ψn,+ Ψ′
n,−

)
(xn+1, E)

(
Ψn,+ Ψn,−

Ψ′
n,+ Ψ′

n,−

)−1

(xn, E).



3. Énergies E dans σac(Hθ) 111On a
Ψ±,n(x, E) = exp

(
± i

εn

∫ Zn(x)

z0

κ(s)ds

)
(Φ0

±({x}, E −W (Zn(x)), E(z0)) + o(1)).Comme Zn(xn) = z0 + an ave an = O(εn) et Zn(xn+1) = z0+2π+ bn ave bn = O(εn), on a :
Φ0

±(0, E(Zn(xn)), E(z0)) = Φ0
±(0, E(z0), E(z0)) +O(εn),

Φ0
±(0, E(Zn(xn+1)), E(z0)) = Φ0

±(0, E(z0), E(z0)) +O(εn).D'où :
T (xn+1, xn, E) = (Φ0(0, E −W (z0)) + o(1))


 exp
(

i
εn

∫ z0+2π+bn
z0+an

κ(s)ds
)

0

0 exp
(
− i
εn

∫ z0+2π+bn
z0+an

κ(s)ds
)



 (Φ0(0, E −W (z0)) + o(1))−1,ave Φ
0(0, E) dé�ni dans l'énoné du lemme. Cei ahève la preuve du lemme.Lemme 3.7. On a la relation suivante entre la matrie de transfert pour (SlOs) et la matriede monodromie M(z, E, ε) assoiée à la base ohérente Φ±(x, z, E, ε) (du Théorème 3.1) desolutions de (AdiabQP) :

T (xn+1, xn, E) = (Φ0(0, E−W (z0))+o(1))M(Zn(xn+1)−2π, E, εn)(Φ
0(0, E−W (z0))+o(1))

−1.Remarque 3.8. L'asymptotique quand n→ ∞ de M(Zn(xn+1)− 2π, E, εn) est donnée dansle Théorème 3.1.Démonstration. On utilise la relation entre Ψn,±(xn, E), Ψn,±(xn+1, E) et f±,n(0, zn + εnxn),
f±,n(0, zn + εnxn+1), établie dans la démonstration du Lemme 3.4. Les matries de transfertpour (AdiabQP) sont liées aux matries de monodromie pour ette équation :
Tn(xn+1, xn, zn, E; ε) = (Φ0(0, E −W (z0)) + o(1))

M t
n(Zn(xn+1) + 2π(n− 1), E; εn)(Φ

0(0, E −W (z0)) + o(1))−1.Par dé�nition des solutions f±,n, la matrie de monodromie assoiée Mn s'exprime en termede la matrie de monodromie M assoiée à la base ohérente {Φ+,Φ−} omme :
Mn(z, E; εn) =M(z − 2πn,E; εn).D'où on obtient l'expression de l'asymptotique de la matrie de transfert pour (SlOs) entermes de la matrie de monodromie M pour (AdiabQP) :

T (xn+1, xn, E) = (Φ0(0, E −W (z0)) + o(1))

M t(Zn(xn+1)− 2π, E; εn)(Φ
0(0, E −W (z0)) + o(1))−1.Cei démontre le Lemme 3.7.



112 V. Exposant de Lyapounov3.3 Exposant de LyapounovPour aluler l'exposant de Lyapounov pour (SlOs), il est pratique d'en utiliser unedé�nition alternative.On onsidère une suite de points {xk}k∈N ⊂ R+. Supposons que la suite
{xk}k∈N véri�e :

lim
k→+∞

xk = +∞ et lim
k→∞

xk+1 − xk
xk

= 0Alors l'exposant de Lyapounov pour le problème (SlOs) est égal à la limite suivante :
γ(E) = lim

k→+∞

ln ‖T (xk, 0, E)‖
xk

. (5.3.4)Le lemme suivant est utile dans les aluls.Lemme 3.9 (Exerie 70 sur la page 30 de [PS78℄). Si deux suites réelles an and bn véri�entles onditions :� bn > 0,� lim
N→+∞

N∑
n=0

bn = +∞,� il existe une limite �nie lim
n→+∞

an
bn

= γ ≥ 0alors la limite lim
N→+∞

N∑
n=0

an

N∑
n=0

bn

existe et elle est égale à γ.Le Lemme 3.6 dérivant l'asymptotique des matries de transfert pour (SlOs) implique :Corollaire 3.10. Pour tout E véri�ant (HEAbs), l'exposant de Lyapounov est nul.
γ(E) = 0.Démonstration du Corollaire 3.10. Comme les matries de transfert appartiennent à SL2(C),il su�t de majorer la norme du produit (ar la positivité de γ(E) est automatique).On majore : ∥∥∥∥∥

N∏

n=n0

T (xn, xn+1, E)

∥∥∥∥∥ ≤
N∏

n=n0

‖T (xn, xn+1, E)‖.Le Lemme 3.6 implique qu'il existe une onstante �nie C > 1 indépendante de n telle que :
‖T (xn, xn+1, E)‖ ≤ ‖Tn(xn+1, xn, zn, E; εn) + T̃n‖ ≤ C +O(n

1
α
−2) ≤ 2CLe logarithme s'estime :

0 ≤ ln

∥∥∥∥∥

N∏

n=n0

T (xn, xn+1, E)

∥∥∥∥∥ ≤ 2C(N − n0).On applique le Lemme 3.9 et l'estimation xn+1 − xn = O(n
1
α
−1) pour onlure :

γ(E) = lim
n→+∞

ln
∥∥∥
∏N

n=n0
T (xn, xn+1, E)

∥∥∥
xN

= 0.



4. Énergies E dans le spetre singulier de Hθ 1134 Énergies E dans le spetre singulier de HθPar le Théorème 3 de l'Introdution, on sait que les énergies E véri�ant (E −W (R)) ∩
σ(H0) 6= ∅ et (E−W (R))∩(R\σ(H0)) 6= ∅ sont dans le spetre singulier de Hθ = − d2

dx2
+V (x)+

W (xα). On étudie les solutions et les matries de transfert de (SlOs) pour es énergies. Onommene par obtenir une estimation importante pour la méthode de la résolvante approhée.4.1 Estimation de la résolvante dans un domaine de renontreSoit Dg (resp. Dh) le diagramme de prolongement d'une solution ohérente g (resp. h)de l'équation (AdiabQP). Soit [c, d] ⊂ Dg ∩ Dh un intervalle indépendant de ε et tel qu'auvoisinage de [c, d] on ait :
ℑκg(z) < 0 et ℑκh(z) > 0. (5.4.1)Soit I(ε) := [a, b] un intervalle réel, a = a(ε) et b = b(ε), tel que
[z + εa(ε), z + εb(ε)] ⊂ [c, d].On dé�nit le noyau de la résolvante de Hz,ε sur I(ε) omme suit :

R(x, y, z, ε) =
1

w[g, h](z, ε)
(g(x, z, ε)h(y, z, ε)χ{x<y} − h(x, z, ε)g(y, z, ε)χ{x≥y}). (5.4.2)On onsidère l'opérateur Rε d'intégration ontre le noyau R(x, y, z, ε) sur l'intervalle I(ε)

(Rεf)(x, z, ε) :=

∫ b(ε)

a(ε)

R(x, y, z, ε)f(y, z)dy. (5.4.3)Lemme 4.1. Il existe une onstante C > 0 indépendante de ε telle que
|(Rεf)(x, z, ε)| ≤ C

∫ b(ε)

a(ε)

exp

(
−1

ε

∣∣∣∣ℑ
∫ z+εy

z+εx

κg(s)ds

∣∣∣∣
)
|f(y, z)|dy.Démonstration. On ommene par l'estimation de w[g, h](z, ε). La ondition (5.4.1) impliqueque [c, d] fait partie d'un domaine de renontre 2 D de solutions g et h. Cei permet d'utiliserla formule asymptotique (Wrons) page 65 pour le wronskien w[g, h](z, ε) de g et h :

w[g, h](z, ε) = −wm(ε) exp
(
2πim(g, h)

ε
(z − zh)

)
(1 + o(1)), ∀z ∈ [c, d]ave m = m(g, h,D) qui vient de la formule κg(z) = −κh(z)+2πm(g, h). Le m-ème oe�ientde Fourier wm de w[g, h] est donné par :

wm(ε) = A(g, h;D) exp

(
i

ε

∫ zh

zg

κg(s)ds

)
w[Φ0

h,Φ
0
h∗ ](zh)2. Voir la Dé�nition 1.23 page 64.



114 V. Exposant de Lyapounovave A(g, h;D) une fontion analytique d'énergie telle que |A(g, h;D)| = 1.Pour zh tel que E(zh) ∈ Σ, i.e. tel que dist(E(zh), Em) est positive pour tous les bords Em dezones spetrales de H0, on a w[Φ0
h,Φ

0
h∗ ](zh) ≥ c > 0. Par onséquent, w[g, h](z, ε) est minorée :

|w[g, h](z, ε)| ≥ c

∣∣∣∣∣exp
(
i

ε

∫ zh

zg

κg(s)ds +
2πim

ε
(z − zh)

)∣∣∣∣∣ (5.4.4)On note Lε := w[g, h](z, ε)(Rεf)(x, z, ε). Supposons que [z + εa(ε), z + εb(ε)] ⊂ [c, d]. Onapplique l'estimation (5.2.7) à g et à h pour obtenir :
|Lε| ≤ Cg Ch

∫ b(ε)

a(ε)

exp

(
−1

ε
ℑ
∫ z+εx

zg

κg(s)ds−
1

ε
ℑ
∫ z+εy

zh

κh(s)ds

)
χ{x<y}f(y, z)dy

+ Cg Ch

∫ b(ε)

a(ε)

exp

(
−1

ε
ℑ
∫ z+εy

zg

κg(s)ds−
1

ε
ℑ
∫ z+εx

zh

κh(s)ds

)
χ{x>y}|f(y, z)|dyOn utilise la relation κh(z) = −κg(z) + 2πm(g, h) qui relie κg et κh dans D pour obtenir

∫ z

zh

κh(s)ds =

∫ zh

zg

κg(s)ds−
∫ z

zg

κg(s)ds+
2πim

ε
(z − zh).D'où

|g(x, z, ε)h(y, z, ε)| ≤ CgCh exp

(
−1

ε
ℑ
∫ zh

zg

κg(s)ds+
1

ε
ℑ
∫ z+εy

z+εx

κg(s)ds−
2πm(g, h)

ε
ℑz
)
.Cei implique :

|Lε| ≤ CgCh exp

(
−1

ε
ℑ
∫ zh

zg

κg(s)ds−
2πm(g, h)

ε
(ℑz)

)

∫ b(ε)

a(ε)

(
exp

(
1

ε
ℑ
∫ z+εy

z+εx

κg(s)ds

)
χ{x<y} + exp

(
1

ε
ℑ
∫ z+εx

z+εy

κg(s)ds

)
χ{x≥y}

)
|f(y, z)|dy ≤

≤ CgCh exp

(
−1

ε
ℑ
∫ zh

zg

κg(s)ds−
2πm(g, h)

ε
(ℑz)

)∫ b(ε)

a(ε)

exp

(
−1

ε

∣∣∣∣ℑ
∫ z+εy

z+εx

κg(s)ds

∣∣∣∣
)
|f(y, z)|dy(5.4.5)On pose C := 2CgChc

−1. Grâe aux estimations (5.4.4) et (5.4.5), on obtient l'estimationde la résolvante Rε :
|(Rεf)(x, z, ε)| ≤ C

∫ b(ε)

a(ε)

exp

(
−1

ε

∣∣∣∣ℑ
∫ z+εy

z+εx

κg(s)ds

∣∣∣∣
)
|f(y, z)|dyLemme 4.2. Soit ε0 > 0. Soient f, g, h trois solutions qui ont pour tout ε < ε0 un CAS auvoisinage de [c, d]. Soit I(ε) := [a(ε), b(ε)] un intervalle réel véri�ant [z + εa(ε), z + εb(ε)] ⊂

[c, d]. Supposons que ℑκg < 0 et ℑκh > 0 sur [c, d]. Alors la résolvante Rε dé�nie par lesformules (5.4.2) et (5.4.3) véri�e l'estimation :
‖Rε‖L∞(I(ε),γ(ε))→L∞(I(ε),γf (ε)) = O(b(ε)− a(ε)),où γf(ε) := −1

ε
ℑ
∫ z+εx
zf

κf (s)ds.



4. Énergies E dans le spetre singulier de Hθ 115Démonstration. Supposons que f(x, z, E, ε) soit une solution ohérente de (AdiabQP) quivéri�e un CAS au voisinage de [c, d]. Par le Lemme 2.2, pour tout intervalle réel I(ε) :=
[a(ε), b(ε)] tel que [z + εa(ε), z + εb(ε)] ⊂ [c, d] on a

sup
ε∈(0,ε0)

‖f(., z, ε)‖L∞(I(ε),γf (ε) <∞, γf(x, ε) := −1

ε
ℑ
∫ z+εx

zf

κf (s)ds),i.e. on a l'estimation (5.2.7) :
|f(y, z, ε)| ≤ Cf exp

(
−1

ε
ℑ
∫ z+εy

zf

κf (s)ds

)
.Sur [c, d], la détermination du moment omplexe κf est liée à κh par la relation :

κg(z) = σ(f, g)κf(z) + 2πm(f, g) ∀z ∈ [c, d].Don
ℑ
∫ z+εy

z+εx

κg(s)ds = σ(f, g)ℑ
∫ z+εy

z+εx

κf(s)ds.Considérons le as σ(f, g) = 1, puis le as σ(f, g) = −1 :� Si σ(f, g) = 1 alors on a :
|(Rf)(x, z, ε)| ≤ C exp

(
−2πm(f, g)

ε
ℑz
)
|b− a|

exp

(
−1

ε
ℑ
∫ z+εx

zf

κf(s)ds

)(
1 + sup

y∈[a,x]

exp

(
2

ε
ℑ
∫ z+εx

z+εy

κf(s)ds

))� Si σ(f, g) = −1 alors on a :
|(Rεf)(x, z, ε)| ≤ C exp

(
−2πm(f, g)

ε
ℑz
)
|b(ε)− a(ε)|

exp

(
−1

ε

∫ z+εx

zf

κf(s)ds

)(
1 + sup

y∈[x,b]

exp

(
2

ε

∫ z+εx

z+εy

κf (s)ds

))D'où
|(Rεf)(x, z, ε)| ≤ C exp

(
−1

ε
ℑ
∫ z+εy

zf

κf (s)ds

)
exp

(
2πim(f, g)

ε
ℑz
)
.Cei démontre le Lemme 4.2.Dans la setion suivante, on utilise le Lemme 4.2 pour obtenir l'asymptotique de typeWKB pour les solutions de (SlOs) sur les sous-intervalles de In pour les valeurs d'énergie

E dans spetre singulier de Hθ := − d2

dx2
+ [V (x) + W (xα)] (voir les Théorèmes 3 et 4 del'Introdution pour la desription du spetre de Hθ obtenue par G. Stolz).



116 V. Exposant de Lyapounov4.2 Solutions de (SlOs)On va maintenant onstruire les solutions de (SlOs) qui ont une asymptotique simple.Cei n'est pas possible sur tout R. On fait don une subdivision de haque In en intervallesoù l'on ontr�le bien l'asymptotique des solutions de (SlOs) et en intervalles où on ne lesontr�le pas très bien à ause des points tournants.Dans l'intervalle [z0, z0 + 2π] sur l'axe du paramètre z, l'équation (AdiabQP) a des pointstournants. Ce sont des points où E − W (z) = Em pour m ∈ N, i.e. l'énergie omplexe
E(z) := E −W (z) prend une valeur dans le bord de la laune spetrale ouverte de H0.On dé�nit la fontion :

Xn(z) :=
z − zn + 2πn

εn
(ftXn)qui envoie [z0 +O(εn), z0 + 2π +O(εn)] sur In.Pour dé�nir une partition adéquate de In, on repartit [z0+O(εn), z0+2π+O(εn)] en intervallesontenant ou non les points tournants de la façon suivante. On note les préimages de zonesspetrales de H0 dans [z0, z0 + 2π] par :

[z0, ξ1], [η2, ξ2], [η3, ξ3], . . . , [ηI , z0 + 2π].On �xe µ > 0 petit. On pose η±i := ηi ± µ et ξ±i := ξi ± µ. On sépare l'intervalle [z0, z0 + 2π]en � intervalles d'osillation des solutions de (AdiabQP) :
Ai := [ξ+i , η

−
i ] ∀i = 2, . . . , I − 1

A1 := [z0 +O(εn), ξ
−
1 ] AI := [η+I , z0 + 2π +O(εn)],� voisinages des points ritiques de (AdiabQP) Bi := [η−i , η

+
i ] et Di := [ξ−i , ξ

+
i ],� intervalles de roissane-déroissane exponentielle des solutions de (AdiabQP) Ci :=

[η+i , ξ
−
i+1].On note a±ni := Xn(η

±
i ) et b±ni := Xn(ξ

±
i ). Sur l'axe de la variable x, on dé�nit la partition de

In en :� intervalles d'osillation des solutions de (AdiabQPn) et (AdiabQP) :
[xn, b

−
n1], . . . , [a

+
ni, b

−
ni], . . . , [a

+
nI , xn+1],� voisinages des points tournants de (AdiabQPn) et (AdiabQP) :

[a−ni, a
+
ni], i = 2, . . . , I, et [b−ni, b+ni], i = 1, . . . , I − 1,� intervalles de roissane-déroissane exponentielle des solutions de (AdiabQPn) et (AdiabQP)

[b+ni, a
−
n(i−1)], i = 1, . . . , I − 1.En utilisant les résultats du Chapitre III, on démontre :Lemme 4.3. Pour haque µ > 0 �xé, il existe n0 ∈ N tel que pour haque n > n0 et haque

i = 1, . . . , I, on peut onstruire une base ohérente {Φ+,ni,Φ−,ni} de solutions de (AdiabQPn)telle que1. Φ±,ni(., zn, E; εn) sont bornées sur [a+ni, b
−
ni].
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−
ni], Φ±,ni(x, zn, E; εn) ont l'asymptotique :

Φ±,ni(x, zn, E; εn) = exp

(
± i

εn

∫ Zn(x)

zi

κi(s)ds

)
(Φ0

±({x}, Zn(x), zi, E) + o(1)).où� zi ∈ [ξ+i , η
−
i ],� Zn est dé�ni dans (ftZn) page 105,� κi la détermination du moment omplexe telle que κ(zi) ∈ (0, π).� Φ0

±(x, z, zi, E) sont des solutions de Bloh anoniques ave l'énergie E −W (z), nor-malisés en point E −W (zi),Cette asymptotique est dérivable une fois en x.Démonstration du Lemme 4.3. Rappelons les résultats du Chapitre III. Dans la Proposi-tion 2.8 du Chapitre III, pour haque i = 0, . . . , I, pour haque z ∈ [ξ+i , η
−
i ], on a onstruitune base ohérente {fi, f ∗

i } qui a un CAS sur [ξ+i , η−i ].Plus préisément, on a démontré qu'il existe ε0 > 0 tel que pour haque ε < ε0 et pour haque
i = 0, . . . , I, il existe une base ohérente {fi, f ∗

i } de solutions de (AdiabQP) qui véri�e pourtout z ∈ [ξ+i , η
−
i ] et tout x ∈ [−X,X ] ave X > 1 l'asymptotique :

fi(x, z, E, ε) = exp

(
i

ε

∫ z

zi

κi(s)ds

)
(Φ0

+(x, z, zi, E) + o(1)),

f ′
i(x, z, E, ε) = exp

(
i

ε

∫ z

zi

κi(s)ds

)
((Φ0

+)
′(x, z, zi, E) + o(1)). (5.4.6)où zi, κi, Φ0

+(x, z, zi, E) sont omme dans l'énoné du Lemme 4.3.Pour onlure la démonstration,on pose :
Φ+,in(x, z, E, εn) := fi(x, z − 2πn,E, εn), Φ−,in(x, z, E, εn) := f ∗

i (x, z − 2πn,E, εn). (5.4.7)On utilise la ondition de ohérene :
Φ+,in(x, zn, E, εn) = Φ+,in({x}, Zn(x) + 2πn,E, εn) = fi({x}, Zn(x), E; εn),

Φ−,in(x, zn, E, εn) = Φ−,in({x}, Zn(x) + 2πn,E, εn) = f ∗
i ({x}, Zn(x), E; εn). (5.4.8)Par (5.4.6) et (5.4.7), la base {Φ+,ni,Φ−,ni} véri�e les propriétés annonées.Lemme 4.4. Pour tout µ > 0 su�samment petit, il existe n0 ∈ N tel que pour tout n > n0,on peut onstruire une base ohérente {Φ̃+,ni, Φ̃−,ni} de solutions de (AdiabQP) telle que :1. Φ̃±,ni(., zn, E; εn) ∈ L∞

(
[b+ni, a

−
n(i+1)], e

± 1
εn

∫ Zn(x)
zi

γ0(E−W (s))ds
),2. pour tout x ∈ [b+ni, a

−
n(i+1)] les solutions Φ̃±,ni(x, zn, E; εn) ont l'asymptotique :

Φ̃±,ni(x, zn, E; εn) = exp

(
± i

εn

∫ Zn(x)

zi

κi(s)ds

)
(Φ0

±({x}, Zn(x), zi, E) + o(1)).où� zi ∈ [ξ+i , η
−
i ],



118 V. Exposant de Lyapounov� Zn est dé�ni dans (ftZn) page 105,� κi la détermination du moment omplexe telle que κ(zi) ∈ (0, π).� Φ0
±(x, z, zi, E) sont des solutions de Bloh anoniques ave l'énergie E −W (z), nor-malisés en point E −W (zi),Cette asymptotique est dérivable une fois en x.Démonstration du Lemme 4.4. Pour i = 1, . . . , K − 1, sur haque intervalle [b+ni, a

−
n(i+1)], onforme une base ohérente {Φ̃+,ni, Φ̃−,ni} omme suit :

Φ̃+,ni(x, zn, E; εn) := Φ+,ni(x, zn, E, εn),

Φ̃−,ni(x, zn, E, εn) :=
Φ−,n(i+1)(x, zn, E, εn)w0

w[Φ+,ni(x, zn, E, εn),Φ−,n(i+1)(x, zn, E, εn)]ave w0 = w[Φ0
+(x, zi, zi, E),Φ

0
−(x, zi, zi, E)].Par la Proposition 2.8, l'asymptotique de fi et de f ∗

i+1 dans [ξ+i , η−i+1] := [Zn(b
+
ni), Zn(a

−
n(i+1))]est obtenue par le prolongement analytique dans le diagramme de prolongement de es so-lutions. Cet intervalle fait partie du domaine de renontre de fi et f ∗

i+1. Par la ondition deohérene et dé�nition de Φ+,ni et Φ−,n(i+1), on a Φ+,ni(x, zn, E; εn) = fi({x}, Zn(x), E; εn) et
Φ−,n(i+1) = f ∗

i+1({x}, Zn(x), E; εn). On alule alors l'asymptotique de leur wronskien par lesformules de la Proposition 1.24. On réunit ensemble l'asymptotique de fi et f ∗
i+1 ave l'asymp-totique de w[Φ+,ni(x, zn, E, εn),Φ−,n(i+1)(x, zn, E, εn)] = w[fi, f

∗
i+1](Zn(x)) pour obtenir pourtout x ∈ [−X,X ] et tout z ∈ [Zn(b

+
ni), Zn(a

−
n(i+1))] :

fi(x, z, E; εn) = exp

(
i

εn

∫ z

zi

κi(s)ds

)
(Φ0

+(x, z, zi, E) + o(1)),

f ∗
i+1(x, z, E; εn)

w[fi, f ∗
i+1](z)

= exp

(
− i

εn

∫ z

zi

κi(s)ds

)
(Φ0

−(x, z, zi, E) + o(1)),di�érentiables une fois en x. D'où pour tout x ∈ [b+ni, a
−
n(i+1)] on a :

Φ̃+
ni(x, zn, E; εn) = exp

(
i

εn

∫ Zn(x)

zi

κi(s)ds

)
(Φ0

+({x}, Zn(x), zi, E) + o(1)),

Φ̃−
ni(x, zn, E; εn) = exp

(
− i

εn

∫ Zn(x)

zi

κi(s)ds

)
(Φ0

−({x}, Zn(x), zi, E) + o(1)),et ette asymptotique est di�érentiable une fois en x.A l'aide du Lemme 4.3 (resp. du Lemme 4.4), par la méthode de la résolvante approhéeon démontre le omportement osillatoire (resp. exponentiellement roissant ou déroissant)des solutions de (SlOs) sur des grands intervalles :Lemme 4.5. Il existe n0 tel que pour haque n > n0 et i = 1, . . . , I, on peut onstruire unebase {Ψ+,n,i,Ψ−,n,i} de solutions de (SlOs) ayant pour x ∈ [a+ni, b
−
ni] la même asymptotiqueque Φ±,ni dans le Lemme 4.3.Pour tout n > n0 et i = 1, . . . , I − 1, on peut onstruire une base {Ψ̃+,n,i, Ψ̃−,n,i} de solutionsde (SlOs) ayant pour x ∈ [b+ni, a

−
n(i+1)] la même asymptotique que Φ̃±,ni dans le Lemme 4.4



4. Énergies E dans le spetre singulier de Hθ 119Démonstration du Lemme 4.5. On onstruit une base de solutions de (SlOs) par la méthodede la résolvante approhée à partir de la base de solutions Φ̃±,ni de (AdiabQPn) dérite dansle Lemme 4.3.On a
Ψ̃±,ni(x, E) = Φ̃±,ni(x, zn, E, εn) +O(Rni∆WnΦ̃±,ni)où Rni est la résolvante pour (AdiabQPn) onstruite par les formules (5.4.2) et (5.4.3) ave

h = Φ̃+,ni et g = Φ̃−,ni. Pour justi�er ei, on utilise les propriétés des Φ̃±,ni dérites dans leLemme 4.3. On applique alors le Lemme 4.2 pour obtenir :
‖Rni∆Wn‖L∞([b+ni,a

−
n(i+1)

],±γni)→L∞([b+ni,a
−
n(i+1)

],±γni)
≤ Cn

1
α
−2,où γni(x) := exp

(
− 1
εn
ℑ
∫ Zn(x)

zi
κi(s)ds

).D'où Ψ̃±,ni(x, E) := Φ̃±,n,i(x, zn, E, εn)+(
∑∞

k=1(Rni∆Wn)
kΦ̃±,ni)(x, zn, E, εn) véri�e l'asymp-totique :

Ψ̃±,ni(x, E) = exp

(
± i

εn

∫ Zn([x])

zi

κi(s)ds

)
(Φ0

±({x}, Zn([x]), zi, E) + o(1) +O(n
1
α
−2)).La même onstrution est valable pour obtenir l'asymptotique de la dérivée en x des Ψ±,n,i,où l'opérateur Rni est remplaé par R̃ni ave le noyau R̃ni(x, y, E) := d

dx
Rni(x, y, E) où

Rni(x, y, E) est le noyau de Rni. On laisse les détails au leteur.Pour pouvoir analyser les matries de transfert sur In, il faut estimer les matries de trans-fert de (SlOs) sur les intervalles [a−ni, a+ni] et [b−ni, b+ni], i.e. au voisinage des points tournants.4.3 Matries de transfert pour (SlOs)Pour analyser la matrie de transfert T (xn+1, xn, E), on l'exprime omme le produit :
T (xn+1, xn, E) := T (xn+1, a

−
nK , E)T (a

−
nK , b

+
n(K−1), E)T (b

+
n(K−1), a

−
n(K−1), E) . . .

. . . T (b+n2, a
−
n2, E)T (a

−
n2, b

+
n1, E)T (b

+
n1, xn, E). (5.4.9)On a :Lemme 4.6. Il existe n0 ∈ N tel que pour haque n > n0 :� pour i ∈ {0, . . . , I}, les matries de transfert T (a+ni, b−ni, E) ont l'asymptotique :

T (a+ni, b
−
ni, E) := (Φ0

i (Zn(b
−
ni)) + o(1))

(
e

iφni(E)

εn 0

0 e−
iφni(E)

εn

)
(Φ0

i (Zn(a
+
ni)) + o(1))−1où 3 φni(E) = ∫ Zn(b

−
ni)

Zn(a
+
ni)

ℜκi(s)ds et la matrie Φ0
i (z) :=

(
Φ0

+(0, z, zi, E) Φ0
−(0, z, zi, E)

(Φ0
+)

′(0, z, zi, E) (Φ0
−)

′(0, z, zi, E)

)
∈

SL2(C) est bornée, d'inverse borné.3. Remarquer que φni(E) ∈ R+, est analytique réelle en E et non onstante.



120 V. Exposant de Lyapounov� pour i ∈ {0, . . . , I}, les matries de transfert T (a−
n(i+1), b

+
ni, E) ont l'asymptotique :

T (a−
n(i+1), b

+
ni, E) := (Φ0

i (Zn(a
+
n(i+1)))+o(1))

(
e

Sni(E)

εn 0

0 e−
Sni(E)

εn

)
(Φ0

i (Zn(b
+
ni))+o(1))

−1où� Φ
0
i (z) est dé�ni préédemment,� Sni(E) := −

∫ Zn(a
−
n(i+1)

)

Zn(b
+
ni)

ℑκi(s)ds 6= 0, analytique réelle en E, non onstante.Démonstration. On applique le Lemme 4.5 : pour haque n > n0 et pour haque i ∈ {1, . . . , I},on utilise les bases {Ψ+,ni,Ψ−,ni} et {Ψ̃+,ni, Ψ̃−,ni} de solutions de (SlOs) pour alulerl'asymptotique de T (b−ni, a+ni, E) et T (a−n(i+1), b
+
ni, E) :

T (b−ni, a
+
ni, E) = Ψni(b

−
ni, E)Ψ

−1
ni (a

+
ni, E), T (a−

n(i+1), b
+
ni, E) = Ψ̃ni(a

−
n(i+1), E)Ψ̃

−1
ni (b

+
ni, E)où Ψn,i :=

(
Ψ+,n,i Ψ−,n,i

Ψ′
+,n,i Ψ′

−,n,i

) et Ψ̃n,i :=

(
Ψ̃+,n,i Ψ̃−,n,i

Ψ̃′
+,n,i Ψ̃′

−,n,i

).On obtient :
T (b−ni, a

+
ni, E) = (Φ(Zn(b

−
ni)) + o(1))

(
e

i
εn
φni(E) 0

0 e−
i

εn
φni(E)

)
(Φ(Zn(a

+
ni) + o(1))−1.ave φni(E) = ∫ Zn(b

−
ni)

Zn(a
+
ni)

ℜκi(s)ds. Comme κi ∈ (0, π) sur [Zn(a+ni), Zn(b−ni)], on a φni(E) > 0. Lespropriétés du moment omplexe impliquent l'analytiité de φni(E) en E et sa non onstane.On alule l'asymptotique de T (a−
n(i+1), b

+
ni, E) en utilisant les asymptotiques des solutions

Ψ̃±,ni obtenues dans le Lemme 4.4 :
T (a−

n(i+1), b
+
ni, E) = Ψ̃ni(a

−
n(i+1), E)Ψ̃

−1
ni (b

+
ni, E) =

= (Φ(Zn(a
−
n(i+1)), E) + o(1))

(
e

1
εn
Sni(E) 0

0 e−
1
εn
Sni(E)

)
(Φ(Zn(b

−
ni), E) + o(1))−1.Ii Sni(E) := −

∫ Zn(a
−
n(i+1)

)

Zn(b
+
ni)

ℑκi(s)ds 6= 0, ar pour tout s ∈ [Zn(b
+
ni), Zn(a

−
n(i+1))] on a ℑκi(s) 6=

0 et ℜκi(s) = const ∈ πZ. Les propriétés du moment omplexe impliquent l'analytiité de
Sni(E) en E et sa non onstane.Lemme 4.7. Pour j, k = 1, 2, on a l'estimation :

|Tjk(b+ni, a−ni, E)| ≤ e
2Cδ
εn , j, k = 1, 2 (5.4.10)Démonstration. On étudie la matrie de transfert

T (b+ni, a
−
ni, E) = T (b+ni, b

−
ni, E)T (b

−
ni, a

+
ni, E)T (a

+
ni, a

−
ni, E).Pour démontrer le Lemme 4.7, on démontre :



4. Énergies E dans le spetre singulier de Hθ 121� La matrie T (b−ni, a+ni, E) est bornée et ses oe�ients sont bornés par une onstante Cqui ne dépend que de V et W . Cei est un orollaire du Lemme 4.6.� Les matries T (b+ni, b−ni, E) et T (a+ni, a−ni, E) ont des oe�ients bornés par eCδ
εn où laonstante C ne dépend que de ‖V (x)‖L2([0,1]) et ‖W‖L∞.On a b+ni − b−ni =

δ
εn

et a+ni − a−ni =
δ
εn
. Ainsi, pour démontrer que

|Tjk(b+ni, b−ni, E)|, |Tjk(a+ni, a−ni, E)| ≤ e
Cδ
εn j = 1, 2 k = 1, 2il su�t de trouver les onstantes c1, c2 > 0 telles que pour tout y ∈ R et pour toute solution

Ψ de (SlOs) ave la donnée de Cauhy Ψ(y, E) = u et Ψ′(y, E) = v, on ait
|Ψ(x, E)|, |Ψ′(x, E)| ≤ c1e

c2|x−y| (5.4.11)Cei déoule de la théorie générale. Plus préisément, on dé�nit :Dé�nition 4.8. Soit q ∈ L2,loc(R+). On dit que q appartient à Lunif2,loc (R+) s'il existe C > 0telle que pour tout x ∈ R+ on a
‖q‖L2([x,x+1]) ≤ C.Il est faile de véri�er que V (x) +W (xα) − E ∈ Lunif2,loc (R+). De plus, on peut majorer laonstante C :

C ≤ ‖V ‖L2([0,1]) + ‖W‖L∞ + |E|.Pour tout q ∈ Lunif2,loc (R+), haque solution de −f ′′(t) + q(t)f(t) = 0 véri�e (5.4.11). Auvoisinage de haque point x ∈ R+, on onstruit la solution de




−f ′′(t) + q(t)f(t) = 0

f(x) = u

f ′(x) = vomme la limite dans H1([x, x+ a]) de la suite fn, où
fn ∈ H1([x, x+ a]) et |fn(t)|, |f ′

n(t)| ≤ c1e
c2(x−t).On pose

f0(x) := u+ v(t− x) et fn+1(t) := u+ v(t− x) +

∫ t

x

∫ s

x

(−q(y))fn(y)dyds.On note Cq := supx∈R+
‖q‖L2([x,x+1]). On estime la onvergene des fn :

‖fn+1 − fn‖L2([x,x+a]) ≤ Cq3
− 1

2a
3
2‖fn − fn−1‖L2([x,x+a]).D'où ‖fn+1 − fn‖L2([x,x+a]) ≤ (Cqa

3
23−

1
2 )n+1(|u|a 1

2 + |v|a 3
2 ).On estime la onvergene des f ′

n :
‖f ′

n+1 − f ′
n‖L2([x,x+a]) ≤ Cqa

1
2‖fn − fn−1‖L2([x,x+a]).D'où ‖f ′

n+1 − f ′
n‖L2([x,x+a]) ≤ Cqa

1
2 (Cqa

3
23−

1
2 )n(|u|a 1

2 + |v|a 3
2 ).



122 V. Exposant de LyapounovOn �xe a < 3−
1
3

(
Cq

2

)− 2
3 . On a fn → f dans L2([x, x+ a]) ar on peut estimer

‖fn − fm‖L2([x,x+a]) ≤
n∑

k=m+1

‖fk − fk−1‖L2([x,x+a]) ≤
n∑

k=m+1

pk(|u|+ |v|a),où p := Cqa
3
23−

1
2 < 1

2
. De même, on estime la vitesse de onvergene de f ′

n → f ′.Maintenant, montrons que si |u|, |v| ≤ c1e
c2, alors |f(x+ a)|, |f ′(x+ a)| ≤ c1e

C2(x+a).
|f(x+ a)| ≤ |f0|+

∞∑

n=0

|fn+1(x+ a)− fn(x+ a)| ≤

≤ (|u|+ |v|a)(1 +
∞∑

n=1

|Cqa2
1

2
|n) ≤ c1e

c2x

(
1 + a +

Cqa
2 1
2
(1 + a)

1− Cqa2
1
2

)On hoisit a < C
− 1

2
q . Pour tout C2 > 3, on a :

|f(x+ a)| ≤ c1e
c2(x+a).

|f ′(x+ a)| ≤ |f ′
0|+

∞∑

n=0

|f ′
n+1(x+ a)− f ′

n(x+ a)| ≤

≤ |v|+ (|u|+ |v|a)Cqa
∞∑

n=0

|Cqa2
1

2
|n) ≤ c1e

c2x (1 + 2Cqa(1 + a)) ≤ c1e
c2(x+a)si C2 > 4Cq. Finalement, on a C2 > max(3, 4Cq).Maintenant on va estimer les ensembles d'énergies E tels qu'au moins un des oe�ientsde la matrie T (b+ni, a−ni, E) véri�e :

|Tjk(b+ni, a−ni, E)| ≤ e−
Kδ
εn , j, k ∈ {1, 2}pour une onstante K > 10C, où C > 0 est la onstante dans (5.4.10). On a :Lemme 4.9. Soit J ⊂ R un intervalle ompat. Pour K > 10Cet εn assez petit on onsidère :

BK(J) := {E ∈ J telles que ∃ j, k ∈ {1, 2} tels que |Tjk(b+ni, a−ni, E)| ≤ e−
Kδ
εn }On a :

mesBK(J) ≤
96π

εn
e−

(K−10C)δ
εn |J |.Démonstration. On estime :

mesBK(J) ≤
∑

j,k=1,2

mesBK,jk(J)où, pour j, k = 1, 2, on note
BK,jk(J) := {E ∈ J tel que |Tjk(b+ni, a−ni, E)| ≤ e−

Kδ
εn }.



4. Énergies E dans le spetre singulier de Hθ 123Maintenant, pour démontrer le Lemme 4.9, il su�t de démontrer que :
mesBK,jk(J) ≤

24π

εn
e−

(K−10C)δ
εn .On va traiter en détail l'estimation de mesBK,11(J). Les autres étant analogues, on laisse lesdétails au leteur.Soient c(x, E) et s(x, E) les solutions des problèmes de Cauhy sur [a−ni, b+ni] pour (SlOs) :

{
c(a−ni, E) = 1

c′(a−ni, E) = 0

{
s(a−ni, E) = 0

s′(a−ni, E) = 1On exprime la matrie de transfert T (b−ni, a+ni, E) en termes de es solutions :
T (b−ni, a

+
ni, E) =

(
c(b+ni, E) s(b+ni, E)
c′(b+ni, E) s′(b+ni, E)

)
.Ainsi |T11(b+ni, a−ni, E)| = |c(b+ni, E)| et on représente :

BK,11(J) = BK,11 ∩ J et BK,11 := {E ∈ R telles que |c(b+ni, E)| ≤ e−
Kδ
εn } =

⋃

j∈Z

[α−
j , α

+
j ].On estime :

mesBK,11(J) ≤ max
j∈Z

|α+
j (K)− α−

j (K)|#{j ∈ Z tels que J ∩ [α−
j (K), α+

j (K)] 6= ∅}. (5.4.12)On majore, utilisant e que pour f ∈ C1 on a |b− a| ≤ ( min
x∈[a,b]

|f ′|)−1|f(b)− f(a)| :
|α+
j (K)− α−

j (K)| ≤
(

min
E∈[α−

j (K),α+
j (K)]

∣∣∣∣
dc(b+ni, E)

dE

∣∣∣∣

)−1

2e−
Kδ
εnar c(α+

j (K))c(α−
j (K) < 0 et |c(α+

j (K))| = |c(α+
j (K)| = e−

Kδ
ε . Pour haque x, les appliations

E 7→ c(x, E) et E 7→ s(x, E) sont analytiques en E. On estime d
dE
c(x, E) en utilisant qu'elleestla solution du problème de Cauhy :





(− d2

dx2
+ V (x) +W (xα)−E) dc

dE
(x, E) = c(x, E)

dc
dE

(a−ni, E) = 0
dc′

dE
(a−ni, E) = 0On trouve la solution par la méthode de variation de la onstante :

dc

dE
(x, E) = c(x, E)

∫ x

a−ni

s(t, E)c(t, E)dt− s(x, E)

∫ x

a−ni

c2(t, E)dt (5.4.13)Par (5.4.13), on minore ∣∣ dc
dE

(b+ni, E)
∣∣ :

∣∣∣∣
dc

dE
(b+ni, E)

∣∣∣∣ ≥ |s(b+ni, E)|
∫ b+ni

a−ni

c2(t, E)dt− |c(b+ni, E)|
∫ x

a−ni

|s(t, E)||c(t, E)|dt. (5.4.14)



124 V. Exposant de LyapounovComme det T (b+ni, a−ni, E) = 1 et, par le Lemme 4.7 , on a |s(b+ni, E)|+ |s′(b+ni, E)| ≤ 2e2
Cδ
εn , onpeut minorer |s(b+ni, E)| :

|s(b+ni, E)| = |(c(b+ni, E)s′(b+ni, E)− 1)c′(b+ni, E)| ≥ (1− e−
(K−2C)δ

εn )e−2Cδ
εn .D'où on obtient une minoration pour dc

dE
(b+ni, E) utilisant (5.4.14) :

∣∣∣∣
dc

dE
(b+ni, E)

∣∣∣∣ ≥ (1− e−
(K−2C)δ

εn )e−
2Cδ
εn

1

2
− |b+ni − a−ni|e−

K−4Cδ
εn ≥ 1

4
e−

2Cδ
εn (5.4.15)pour K > 10C, i.e. dc

dE
(b+ni, E) >

1
4
e−

2Cδ
ε ou bien dc

dE
(b+ni, E) < −1

4
e−

2Cδ
ε . Ii on a utilisé :

∫ b+ni

a−ni

c2(t, E)dt ≥ 1

2ar c(a−ni, E) = 1 et |c′(x, E)| ≤ e
2C
εn . D'où :

|α+
j (K)− α−

j (K)| ≤ 8e−
(K−2C)δ

ε . (5.4.16)Pour J onnexe, on a :
#{j tels que [α−

j (K), α+
j (K)] ∩ J 6= ∅} ≤ |J |

|α+
j+1(K)− αj(K)| + 1.On estime :

|α+
j+1(K)− α+

j (K)| ≥ |α−
j+1(2C)− αj+1(K)|+ |α+

j (2C)− α+
j (K)| ≥

≥ 2|e− 2Cδ
εn − e−

Kδ
εn |
(

max
E∈[−e

−2Cδ
εn ,−e

−Kδ
εn ]∪[e

−Kδ
εn ,e

− 2Cδ
εn ]

∣∣∣∣
dc

dE
(b+ni, E)

∣∣∣∣

)−1

≥

≥ |e− 2Cδ
εn − e−

Kδ
εn |e− 6Cδ

εn |b+ni − a−ni|−1 ≥ εn
4π
e−

8Cδ
εn . (5.4.17)On a utilisé que :1. Pour f(E) = dc

dE
(b+ni, E), on a |x− y| ≥ |f(x)−f(y)|

max
E∈[x,y]

|f ′(E)| .2. Par (5.4.13), on majore
∣∣∣∣
dc

dE
(b+ni, E)

∣∣∣∣ ≤ |b+ni − a−ni| max
x∈[a−ni,b

+
ni]

|s(x, E)| max
x∈[a−ni,b

+
ni]

|c2(x, E)|+

+ |b+ni − a−ni| max
x∈[a−ni,b

+
ni]

|c(x, E)| max
x∈[a−ni,b

+
ni]

|c(x, E)s(x, E)| ≤

≤ e
6Cδ
εn 2|b+ni − a−ni|.3. |b+ni − a−ni| ≤ 2π

εn
.



4. Énergies E dans le spetre singulier de Hθ 125Par (5.4.17), si J est un intervalle ompat de R, on a :
#{j tels que [α−

j (K), α+
j (K)] ∩ J 6= ∅} ≤ |J |4π

εn
e

8Cδ
ε . (5.4.18)Réunissant (5.4.12), (5.4.16) et (5.4.18), on obtient :

mesBK,1(J) ≤
24π

εn
e−

(K−10C)δ
ε |J |.Par le même argument on estime BK,12, BK,21 et BK,22. Cei ahève la preuve du Lemme 4.9.Remarque 4.10. On note

Gn(K, δ) :=

I⋃

i=1

Bni(K, δ) (5.4.19)où
Bni(K, δ) :=

{
E ∈ R telles que ∃ j, k ∈ {1, 2}
|
[
(Φ(Zn(b

+
ni), E) + o(1))−1T (b+ni, a

−
ni, E)(Φ(Zn(a

−
ni), E) + o(1))

]
jk
| ≤ e−

Kδ
εn

}
.Soit J un intervalle ompat. Par le Lemme 4.9, pour haque n ∈ N �xé tel que n > n0, pourtoute énergie E dans J\Gn(K, δ), où mes(Gn(K, δ) ∩ J) = |J |I 96π

εn
e−

(K−10C)δ
εn , pour haque

i = 1, . . . , I, les oe�ients des matries de transfert T (b+ni, a−ni, E) véri�ent :
|
[
(Φ(Zn(b

+
ni), E) + o(1))−1T (b+ni, a

−
ni, E)(Φ(Zn(a

−
ni), E) + o(1))

]
jk
| ≥ e−

Kδ
εn j = 1, 2, k = 1, 2.Ce résultat permet de démontrer un enadrement :Lemme 4.11. Soient δ > 0 petit et K > 10C �xés. Il existe une onstante C̃ > 0 et unensemble G∞(K, δ) de dimension de Hausdor� nulle tels que pour tout E ∈ R\G∞(K, δ) onait un enadrement :

1

2π

∫ 2π

0

γ0(E −W (x))dx− (IK + C̃)δ

2π
≤ lim

N→∞

ln ‖T (xN , xn0, E)‖
xN − xn0

≤

≤ 1

2π

∫ 2π

0

γ0(E −W (x))dx+
(I2C + C̃)δ

2π
. (5.4.20)Ii G∞(K, δ) =

⋂
m

⋃∞
n=mGn(K, δ), où Gn(K, δ) est dé�ni dans (5.4.19).Le Lemme 4.11 admet le orollaire suivant :Corollaire 4.12. Pour haque K > 10C, pour tout E /∈ G∞(K), où

G∞(K) :=
⋂

k∈N

G∞(K, δ =
1

k
),l'exposant de Lyapounov γ(E) existe et on a

γ(E) =
1

2π

∫ 2π

0

γ0(E −W (s))ds.



126 V. Exposant de LyapounovIi G∞(K, δ) =
⋂
m

⋃∞
n=mGn(K, δ), où Gn(K, δ) est dé�ni dans (5.4.19) dans le Chapitre V.De plus la �dimension de Hausdor� logarithmique� (voir la Dé�nition 2.3 du Chapitre II) de

G∞(K) véri�e
lndim(G∞(K)) ≤ 1

1− α
.Démonstration. Il est faile d'obtenir la majoration. On a :

ln ‖T (xN , xn0, E)‖ ≤
N−1∑

n=n0

ln ‖T (xn+1, xn, E)‖ ≤

≤
N−1∑

n=n0

(
I−1∑

i=1

ln ‖T (a−
n(i+1), b

+
ni, E)‖+

2CIδ

εn

)
=

=
N−1∑

n=n0

(
1

εn

I−1∑

i=1

Sni(E) +
(2CI + C̃)δ

εn

)Ii on a utilisé la notation :
Sni(E) =

∫ Zn(a
−
n(i+1)

)

Zn(b
+
ni)

γ0(E −W (s))dset l'estimation ∣∣∣∣∣

I−1∑

i=1

Sni(E)−
∫ 2π

0

γ0(E − (W (x))dx

∣∣∣∣∣ ≤ C̃δ.Par le Lemme 3.9, on alule :
lim
N→∞

ln ‖T (xN , xn0, E)‖
xN − xn0

≤ lim
N→∞

∑N−1
n=n0

( 1
εn

∑I−1
i=1 Sni(E) +

(2CI+C̃)δ
εn

)

xN − xn0

=

= lim
n→∞

1
εn

∫ 2π

0
γ0(E −W (x))dx+ (2CI+C̃)δ

εn

xn+1 − xn
=

1

2π

∫ 2π

0

γ0(E −W (x))dx+
(2CI + C̃)

2πPour minorer l'exposant de Lyapounov, pour haque n, on minore la norme de la matriede transfert pour (SlOs) sur In = [xn, xn+1]. Pour e faire, on déompose ette matrie enproduit des matries T (a−
n(i+1), b

+
ni, E) et T (b+ni, a−ni, E) :

T (xn+1, xn, E) = T (xn+1, a
−
nI , E)T (a

−
nI , b

+
n(I−1), E) . . . T (a

−
n2, b

+
n1, E)T (b

+
ni, xn, E).On utilise les minorations des oe�ients des matries

(Φ(Zn(b
+
ni), E) + o(1))−1T (b+ni, a

−
ni, E)(Φ(Zn(a

−
ni), E) + o(1))pour E /∈ Gn(K, δ) (voir la Remarque 4.10) et les asymptotiques des matries T (a−

n(i+1), b
+
ni, E)(voir le Lemme 4.6) pour minorer par réurrene ∥∥∥∥T (a−n(i+1), a

−
ni, E)

(
un
vn

)∥∥∥∥, en supposant
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T (a−

n(i+1), b
+
ni, E) = (Φ(Zn(a

−
n(i+1)), E) + o(1))e

Sni(E)

εn

[(
1 0
0 0

)
+ e−

Sni(E)

εn Pni(E)

]
(Φ(Zn(b

+
ni), E) + o(1))−1,où � Pni(E), Φ(Zn(a

−
n(i+1)), E) et Φ(Zn(b

+
ni), E) sont des matries bornées,� Φ(Zn(a

−
n(i+1)), E),Φ(Zn(b

+
ni), E) ∈ SL2(C).Pour tout E /∈ Gn(K, δ) on a

|
[
(Φ(Zn(b

+
ni), E) + o(1))−1T (b+ni, a

−
ni, E)(Φ(Zn(a

−
ni), E) + o(1))

]
jk
| ≥ e−

Kδ
εn ,d'où on obtient :

T (xn+1, xn, E) = e
1
εn

∑I−1
i=1 Sni(E)

[(
a 0
b 0

)
+O(e−

R(E)
εn )

]où � R = R(E) > 0 est indépendant de δ et de n.� e−
IKδ
εn ≤ |a|, |b| ≤ 1.On veut minorer l'exposant de Lyapounov. On démontre pour tout E /∈ ⋃N

n=n0
Gn(K, δ)l'estimation suivante :

T (xN+1, xn0 , E) = exp

(
N∑

n=n0

1

εn

I−1∑

i=1

Sni(E)

)
T̃ (xN+1, xn0, E) ave

T̃ (xN+1, xn0 , E) =

[(
aN 0
bN 0

)
+O(e

−R(E)
εN )

]
. . .

[(
an0 0
bn0 0

)
+O(e

−R(E)
εn0 )

] (5.4.21)où pour haque n > n0 on a
e−

IKδ
εn ≤ |an|, |bn| ≤ 1. (5.4.22)Pour démontrer (5.4.21), on onsidère une suite :

(
un+1

vn+1

)
=

[(
an 0
bn 0

)
+O(e−

R(E)
εn )

](
un
vn

)
,

(
un0

vn0

)
=

(
1
0

)
.On a :

un+1 = anun

(
1 +

vn
anun

O(e−
R
εn )

)
,

vn+1 = bnun

(
1 +

vn
bnun

O(e−
R
εn )

)
. (5.4.23)Supposons que ∣∣∣ vnun ∣∣∣ ≤ e2

IKδ
εn , alors par (5.4.22), on obtient :
∣∣∣∣
vn
un

∣∣∣∣
(

1

|an|
+

1

|bn|

)
e−

R
εn ≤ e−

R−2IKδ
εn .



128 V. Exposant de LyapounovD'où ∣∣∣ vn+1

un+1

∣∣∣ ≤ e2
IKδ
εn . Don (5.4.23) nous dit que |uN | ≥ C

∏N
n=n0

ak, e qui implique pour tout
E /∈ G∞(K, δ) ave G∞(K, δ) =

⋂
m

⋃∞
n=mGn(K, δ) la minoration

ln ‖T̃ (xN+1, xn0 , E)‖ ≥ e−
∑N

n=n0
1
εn
IKδ.D'où :

γ(E) = lim
N→+∞

ln ‖T (xN+1, xn0 , E)‖
xN+1 − xn0

≥

≥ lim
N→+∞

(
∫ 2π

0
γ0(E −W (s))ds− (C̃ + IK)δ)

∑N

n=n0

1
εn

xN+1 − xn
=

1

2π

∫ 2π

0

γ0(E−W (s))ds−(C̃ + IK)Iδ

2π(5.4.24)Ce qui ahève la preuve du Lemme 4.11.



Annexe AExposant de Lyapounov et spetresingulierSoit (M(z, ε))0<ε<1 une famille de fontions à valeurs dans SL(2,C), 1-périodiques en
z ∈ C. On �xe ε. Soit h un réel rationnellement indépendant de ε. Considérons un oylematriiel PN(h) assoié à la fontion M(z, ε) et au paramètre h, dé�ni par :

PN (z; h) =M(z +Nh) ·M(z + (N − 1)h) · · ·M(z + h) ·M(z).On dé�nit l'exposant de Lyapounov θ(z;M,h) pour le oyle matriiel PN(h) par :
θ(z;M,h) = lim

N→+∞

1

N
log ‖PN(z;M,h)‖. (1.0.1)Il est lassique (.f. [PF92, CL90℄) que, pour pour h rationnellement indépendant de ε,la limite θ(z;M,h) existe pour presque tout z ∈ [0, 2π], indépendante de z et véri�e pourpresque tout z :

θ(z;M,h) = θ(M,h) = lim
N→+∞

1

N

∫ 1

0

log ‖PN(z;M,h)‖dz.On étudie le oyle matriiel assoié à la matrie de monodromie M(z, E, ε) pour ε > 0 et
E ∈ R �xés et au paramètre h = ε

2π
.Pour E �xé véri�ant l'hypothèse (HEpl) page 98 et ε su�samment petit et z ∈ SY,δ := {z ∈

C | δ < ℑz < Y } la matrie de monodromie M(z, E, ε) véri�e l'asymptotique (4.2.11). Pour
h = ε

2π
est irrationnel, utilisant (4.2.11), on peut démontrer, que l'exposant de Lyapounov

θ(z,M(., E, ε)) pour le oyle matriiel assoié à la matrie de monodromie M(., E, ε) estpositif pour presque tout z ∈ [0, 2π]. D'abord, on obtient la borne inférieure sur θ(z,M(., E, ε)),on utilise :Proposition 0.13 (la Proposition 10.1 de [FK02℄). Soit ε0 > 0. Supposons qu'il existe y0 et
y1 véri�ant 0 < y0 < y1 <∞ et tels que, pour tout ε ∈ (0, ε0) on a� la fontion z →M(z, ε) est analytique dans la bande S = {z ∈ C; 0 ≤ ℑz ≤ y1/ε} ;� dans la bande S1 = {z ∈ C; y0/ε ≤ ℑz ≤ y1/ε} ⊂ S, M(z, ε) admet la représentation

M(z, ε) = λ(ε)ei2πn0z · (M0(ε) +M1(z, ε)) ,ave une onstante λ(ε), un entier n0 et une matrie M0(ε), indépendants de z ;129



130 A. Exposant de Lyapounov et spetre singulier� M0(ε) =

(
1 β(ε)
0 α(ε)

) ;� il existe des onstantes β > 0 et α ∈ (0, 1) indépendantes de ε et telles que |α(ε)| ≤ αet |β(ε)| ≤ β ;� supz∈S1
‖M1(z, ε)‖ ≤ m(ε), m(ε) → 0 quand ε → 0.Alors, il existe C > 0 et ε1 > 0, qui ne dépendent que de y0, y1, α, β et m(·), tels que , si

0 < ε < ε1, on a
θ(z,M) > log |λ(ε)| − Cm(ε). (1.0.2)Cette proposition est basée sur les idées de [SS91℄ qui généralise l'argument de Hermande [Her83℄.Une fois que l'on dispose de la borne inférieure, on obtient la borne supérieure pour

θ(z,M(., E, ε)) à l'aide de l'asymptotique de la matrie de monodromie sur la droite réelle.Comparant la borne supérieure et la borne inférieure on obtient pour presque tout z :
θ(z,M(., E, ε)) =

S(E)

ε
+O(1). (1.0.3)Grâe à la relation :

γ(z, E, ε) = θ(z,M(., E, ε))
ε

2π
,qui relie l'exposant de Lyapounov θ(z,M(., E, ε)) pour le oyle des matries de mon-odromie PN(M, 2π

ε
) et l'exposant de Lyapounov γ(z, E) pour (AdiabQP), l'asymptotique(1.0.3) (quand ε tend vers zéro) implique le résultat suivantThéorème 0.14. ([MN08℄) Soit I un intervalle des énergies E véri�ant (HEpl). Alors pourhaque E ∈ I et pour haque ε

2π
irrationnel et su�samment petit, l'exposant de Lyapounovpour (AdiabQP) existe, positif et véri�e l'asymptotique :

γ(E, ε) =
1

2π

∫ 2π

0

γ0(E −W (z))dz.
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Perturbations à osillations lentes de l'opérateur de Shrödinger périodiqueOn étudie l'opérateur de Shrödinger Hα = − d2

dx2
+ V (x) +W (xα) dans L2(R+), où V est unpotentiel périodique générique. On suppose que W est périodique et α ∈ (0, 1) de sorte quela perturbation W (xα) soit à osillations asymptotiquement lentes. On étudie l'asymptotiquedes solutions de l'équation propre assoiée par deux approhes di�érentes.La première approhe, qui est basée sur une méthode de Simon�Zhu, utilise des approxi-mations périodiques. On obtient une formule expliite pour la densité d'états intégrée pour

Hα. Puis, on prouve l'existene et on donne une formule pour l'exposant de Lyapounov pourpresque toutes les énergies. Nous dérivons aussi l'ensemble exeptionnel des énergies, quiontient le spetre singulier ontinu de Hα.La seonde méthode est nouvelle : elle utilise des approximations quasi-périodiques plut�tque périodiques. On approxime la résolvante de Hα par les résolvantes des opérateurs quasi-périodiques Hz,ε = − d2

dx2
+ V (x) +W (εx + z) pour des paramètres z et ε bien hoisis. A�nde pouvoir appliquer la méthode de la résolvante approhée à Hα, on étudie des solutions del'équation propre pour Hz,ε à l'aide de la méthode BKW omplexe de Fedotov�Klopp. Onobtient les asymptotiques des solutions et des matries de monodromie quand ε tend vers zéro.Sous la ondition α > 1

2
, on onstruit des solutions de l'équation propre pour Hα ayant uneasymptotique simple en x sur de grands intervalles. Puis, par l'étude des matries de transfertassoiées, on obtient une nouvelle desription, plus préise que la préédente, de l'ensembleexeptionnel des énergies.Mots lés : opérateurs de Shrödinger, opérateurs quasi-périodiques, perturbations à osil-lations lentes, densité d'états intégrée, exposant de Lyapounov, matrie de monodromie.Slowly osillating perturbations of the periodi Shrödinger operatorWe study the Shrödinger operator Hα = − d2

dx2
+ V (x) +W (xα) in L2(R+), with a generiperiodi potential V . We suppose that W is periodi and α ∈ (0, 1) so that the perturbation

W (xα) is asymptotially slowly osillating. We use two approahes for the asymptoti studyof the solutions of the assoiated eigenvalue equation.The �rst method is developed by Simon�Zhu and based on periodi approximations. We givean expliit formula for the integrated density of states for Hα. Then we prove existene andgive a formula for the Lyapounov exponent for almost all energies. We obtain a desriptionof the exeptional set of energies ontaining the singular ontinuous spetrum of Hα.The seond method is new and uses quasiperiodi approximations instead of periodi ones.We approah the resolvent of Hα by the resolvents of the quasiperiodi operators Hz,ε =

− d2

dx2
+ V (x) +W (εx + z) for some parameters z and ε. In order to use the approximateresolvent method for Hα, we also study the solutions of the eigenvalue equation for Hz,ε usingFedotov�Klopp's omplex WKB method. We obtain the asymptotis of the solutions and ofthe monodromy matries as ε goes to zero. Under the ondition α > 1

2
, we onstrut solutionsof the eigenvalue equation assoiated to Hα having simple asymptotis in x on large intervals.Then by studying the assoiated transfer matries, we obtain a new, more preise than theprevious one, desription of the exeptional set of energies.Keywords: Shrödinger operators, quasiperiodi operators, slowly osillating potentials,integrated density of states, Lyapunov exponent, monodromy matrix.Laboratoire d'analyse, géométrie et appliations99, avenue Jean-Baptiste Clément 93 430 Villetaneuse
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