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Introduction

Cette thése est consacrée a I’étude de perturbations & oscillations asymptotiquement lentes
d’une équation de Schrodinger périodique :

— Uz, E)+ V(x)¥(z, E) = E¥Y(z, F) (EqnPer)

pour un potentiel V' € Ly ,.(R) périodique. Plus précisément, on étudie 1’équation a oscilla-
tions asymptotiquement lentes :

— Uz, E) + [V(z) + W(z)|¥(z, E) = E¥(z, E), (S1O0sc)

dans laquelle @ € (0, 1) est un paramétre réel et la perturbation W est une fonction périodique
vérifiant certaines conditions de régularité.

[’équation (SIOscl) a déja été étudiée auparavant a 1’aide d’approximations périodiques.

— Dans [Sto96, [Sta97], G. Stolz a obtenu la description du spectre de 1'opérateur —% +
V(z) + W (z).

— Dans [SZ96] B. Simon et Y. Zhu ont démontré I’existence et ont calculé la densité d’états
intégrée et 'exposant de Lyapounov pour 'opérateur —dd—; + cosz® (c’est-a-dire dans
le cas particulier V=0 et W = cos).

Une des idées principales de ces travaux consiste a approximer 1’équation (SlOsd) par une
équation périodique. En effet, les hypothéses sur a et W assurent en particulier que la per-
turbation W (z®) varie de plus en plus lentement quand = tend vers +o0o. Ainsi, on peut bien
approximer la fonction W (z®) par une fonction constante sur de grands intervalles, inter-
valles d’autant plus grands que x est grand. Ceci raméne par exemple Stolz a comparer sur
ces grands intervalles I’équation (S1Osc) a une équation périodique :

—V"(z, E) + V(2)¥(z, E) = (E — W (2))¥(x, E)

dans laquelle z est un paramétre. La théorie de tels opérateurs périodiques est classique et
bien comprise. (Dans les travaux de Simon-Zhu, V' = 0 et I’équation précédente est résoluble
explicitement).

Nous proposons dans ce travail des généralisations possibles des résultats de Simon—Zhu
[SZ96]. Tout d’abord, nous montrons qu’a 'aide de la théorie des opérateurs périodiques, la
méthode employée par Simon—Zhu s’adapte pour traiter le cas d’'un potentiel V' périodique
générique et d'un potentiel W continiiment dérivable.

D’autre part, sous certaines hypothéses sur W et pour a > %, on peut améliorer la méth-
ode d’approximation de I’équation (SIOsd) comme suit. Plutot qu’approximer z* par une
constante, on ’approxime mieux par une fonction linéaire ex + z de faible pente. Ceci nous
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raméne alors a comparer sur de grands intervalles I’équation (SIOsd) & une équation quasi-
périodique adiabatique :

— Uz, 2z, Eye) + [V(x) + W(ex + 2)|¥(x, 2, E;e) = EV(x, z, E;¢) (AdiabQP)

ou ¢ est petit. Nous utilisons la méthode que A. Fedotov et F. Klopp [EKQIl [FK04a] ont
développé pour étudier 'asymptotique des solutions de telles équations. Nous pouvons alors
décrire les matrices de transfert et le spectre singulier continu plus précisément que dans

I5Z96].

Le texte comporte trois parties :

— Dans une premiére partie (les Chapitres [I et [T}, on utilise la théorie des opérateurs de
Schrodinger périodiques pour adapter la méthode de Simon et Zhu au cas de (SIOsc)
avec un potentiel périodique V' € Lo (R) et W € C'(R). On calcule 'exposant de
Lyapounov et la densité d’états intégrée. On démontre la formule de Thouless qui relie
ces deux quantités.

— Dans une seconde partie (les Chapitres [IIIl et TV]), on prépare le terrain pour 'utili-
sation des approximations quasi-périodiques adiabatiques. Dans cette partie on étudie
I’asymptotique quand ¢ tend vers zéro des solutions et des matrices de transfert de
I’équation quasi-périodique adiabatique (AdiabQP) sur de grands intervalles. On utilise
pour cela un analogue, di a A. Fedotov et F. Klopp [EK0I] [FK04al, de la méthode
WKB complexe.

— Dans une troisiéme partie (le Chapitre V), on utilise les résultats de la seconde partie
pour étudier I’équation (S1Osc) avec a > % En particulier, on estime la matrice de
transfert ; puis, pour presque toute énergie E, on démontre ’existence de I’exposant
de Lyapounov et on le calcule. On décrit plus précisément 1’ensemble résonnant, c’est-
a-dire ’ensemble des énergies E pour lesquelles on ignore 1’existence de 1’exposant de
Lyapounov. On montre, par exemple, que c’est un ensemble de dimension de Hausdorff
nulle et on calcule sa “dimension de Hausdorff logarithmique”.

Détaillons maintenant le contenu de chaque partie.

Partie 1 : Approximations périodiques pour 1’équation a
oscillations asymptotiquement lentes

Notre travail s’ouvre par I’é¢tude de 1’équation de Schrodinger (SIOsc) et 1’étude spectrale

de l'opérateur de Schrédinger

d2

H=—-—+V(z)+ W 1

V(@) + W) (1)
a l'aide des approximations périodiques. On passe en revue les résultats et les méthodes ex-
istantes dans ce cadre, notamment les résultats spectraux de G. Stolz ([Sto97 [Sto96]) et la
méthode de Simon—Zhu [SZ96] (dans le cas V' = 0). Ensuite, par une modification appropriée
d’une méthode existante, on obtient une formule pour I'exposant de Lyapounov et une for-
mule pour la densité d’états intégrée dans le cas d'un potentiel périodique V' € Lo j,.(R).
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Commengons par décrire le cadre du travail. On considére I’équation (SIOsd) sous les
hypothéses suivantes :

(HV) V :R — R appartient & Ly ,.(R), est 1-périodique (i.e. V(z + 1) = V(z)) et n’est
pas identiquement constant.

(HWG) W :R — R est de classe C?, est 2r-périodique (i.e W (x + 27) = W(z)) et n’est
pas identiquement constant.

Pour que la fonction W (z®) soit une perturbation a oscillations asymptotiquement lentes de

. . 2 . . , . .
I’opérateur périodique Hy := —;?+V(x), il faut qu’elle varie peu sur une période du potentiel
V' quand x est grand. Ceci est vrai si « vérifie I'hypothése :

(Ha) a€(0,1).
Sous les hypothéses (HWG) et (Ha) on a :

z=+00 \ yefo,o+1]

lim ( sup IW(xa)—W(y“N) =0 (2)

Ceci permet d’utiliser la théorie des perturbations dans I’étude spectrale et asymptotique de
I'équation (S1Osd).

D’aprés la théorie de subordination de D. Gilbert et D. Pearson [GP8&T], le lieu et la nature
du spectre d'un opérateur de Schrodinger H (en particulier, de H défini par (1)) en dimension
1 sont alors décrits en termes du comportement asymptotique des solutions de ’équation de
Schrodinger associée. En particulier, S. Kotani [Kot86] a montré que la nature du spectre de
H peut souvent étre déterminée par son exposant de Lyapounov (voir définition [15). Un des
résultats importants sur ce sujet est celui de S. Jitomirskaya et Y. Last [JL99] sur la dimension

de Hausdorff de la mesure spectrale. Soit T' la matrice de transfert (voir la définition [13 pour
(SIOsc)). On pose

— T(n,0,F

B timsp 1700 B

n—o0

et on note u la mesure spectrale de H (en particulier, de H défini dans (I)). On a

Théoréme 1 (analogue continu du Corollaire 4.3 de [IL99]). Supposons que ¥(E) > 0 pour
tout E dans un borélien A. Alors la restriction (A N -) est zéro-dimensionelle : c¢’est une
mesure supportée par un ensemble de dimension de Hausdorff nulle.

De plus, le spectre essentiel de I’opérateur de Schrodinger contient ® I’ensemble d’accroisse-
ment de la densité d’états intégrée (voir Définition 9 et Lemme|l.1). Par conséquent, la densité
d’états intégrée et ’exposant de Lyapounov apportent une information importante sur une
partie du spectre essentiel de I'opérateur de Schrodinger en dimension 1.

1 Résultats antérieurs

Grace aux travaux de G. Stolz on dispose d'une description du spectre de 'opérateur
d2
H=—+[V(z)+ W(a“
oz T V(@) + W(2%)]

6. Il coincide méme parfois avec cet ensemble.
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sous les hypothéses (HV), (HWG) et (Ha). Tout lecteur intéressé par les méthodes de la
théorie spectrale des opérateurs de Schrédinger & oscillations lentes est invité a lire les articles
[Sta94] et [Sto97], ainsi que le mémoire de thése d’habilitation de G. Stolz [Sto96]. On donne

ci-aprés un bref apercu de ces travaux, en se limitant aux résultats qui concernent I’équation

(SIOsd).

Premiérement, sous les hypothéses (HV), (HWG) et (Ha), le spectre essentiel de I'opéra-
teur de H, en tant qu’ensemble, est donné par :

Oess(H) = o(Hyp) + W(R)

ou o(Hy) désigne le spectre de I'opérateur périodique Hy = —% + V(z) dans Ly(R).

Ceci se démontre en construisant une suite de Weyl orthogonale & partir des solutions de
Bloch d’une équation périodique (il s’agit d’une suite orthonormée 1, € D(H) telle que
|(H— E)i,|| — 0 quand n — 00). Comme Iopérateur H = —% + [V (x) + W (z)] appartient
au cas du point limite dans L([0,00)) (c.f. la Section 2.2 du Chapitre 2 de [LS9I]) pour
chaque condition au bord, il ne peut pas avoir de valeurs propres plongées dans le spectre
continu. On obtient ainsi que o,,(H) N (c(Hy) + W(R)) est purement ponctuel dense. Le
résultat suivant, qui décrit le spectre absolument continu de H, est un corollaire du Théoréme

2.5 de m:

Théoréme 2 (Stolz). Si (a, B) est un intervalle de stabilité (intérieur d’une zone spectrale)
de Hy, alors le spectre de chaque réalisation auto-adjointe de H dans Lo(]0,00)) est purement
absolument continu dans (o + Wy, 5+ W_), ie. :

U(H) N (a + W—f—a ﬁ + W—) = UaC(H)a
ou Wy = max W(x) et W_ = min W (z).

z€[0,27] xz€([0,27]

On a également une description du spectre singulier de H. Ce résultat est une application
directe du corollaire 2 de [Sto97] & notre probléme dans le cas ou V est borné inférieurement :

Théoréme 3 (Stolz). Supposons V' borné inférieurement. Si o(Hp) N (o, B) = 0, alors pour
chaque réalisation auto-adjointe de H dans Ls([0,00)) on a :

0ae(H) N (a + W, B+ W) = 0.

La nature du spectre singulier est aussi connue. Dans son habilitation [Sto96], G. Stolz
a démontré, a 1'aide de techniques développées par Kirsch, Molchanov et Pastur [KMP90]
[KMP92], le résultat suivant (sans supposer que V soit borné inférieurement) :

Théoréme 4 (Kirsch—Stolz, Stolz). Si (a, 8)No(Hy) = 0, alors pour presque tout 6 € [0, 27),
le spectre de la réalisation de H dans Ly([0,00)) avec la condition au bord :

f(0)cos® — f'(0)sinh =0

dans les intervalles (a+W_, B+ W) est purement ponctuel et les fonctions propres associées
sont exponentiellement décroissantes. Autrement dit, pour presque tout 0 :

(a+W_, 8+ W,)No(H) = opp(H)
et o.(H)N (o +W_, B+ W,) = 0.
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C’est un corollaire de la conjonction des théorémes 5.1 et 5.8 de [Sto96].

Remarque 5. La nature purement ponctuelle du spectre de H dans les intervalles en con-
sidération avait été annoncée dans [KMP92] (voir la Proposition dans ’exemple b), la preuve
faisant référence a I’analogie avec la preuve dans le cas des hautes barriéres.

La question qui apparait alors naturellement est celle de la vitesse précise de décroissance

des fonctions propres de I'opérateur H. Cette vitesse peut étre décrite par I’exposant de Lya-
pounov. Il est aussi intéressant de déterminer la distribution de la mesure spectrale. A I’échelle
de volume, cette distribution est décrite par la densité d’états.
Dans ce travail, je réponds a ces questions, en fournissant une formule exacte pour la densité
d’états intégrée et pour 'exposant de Lyapounov pour presque toute valeur de I’énergie. Je
décris également ’ensemble résonnant, ensemble des valeurs de I’énergie ol le comportement
de Lyapounov n’est pas démontré.

A notre connaissance, le seul résultat antérieur sur le sujet est donné dans [SZ96]. Dans
cet article, B. Simon et Y. Zhu démontrent I’existence et donnent une formule précise pour
la densité d’états intégrée et pour I’exposant de Lyapounov dans le cas V = 0 et W = cos.
Leurs résultats sont les suivants.

Posons L(l) := (2rl)= et notons N(E, Hpc(L(1))) le nombre de valeurs propres inférieures a
E de la restriction de H sur un intervalle [0, L(I)] avec une condition” au bord auto-adjointe
BC. La densité de ces valeurs propres est définie par :

N(E, Hy (L(1)))

ED(E) = 10

Les auteurs définissent la densité d’états intégrée par :

RE) = lim ——

et obtiennent :

Théoréme 6 (Théoréme 2.2 de [SZ96]). La densité d’états intégrée pour l'opérateur de
Schréodinger —dd? + cosx® existe, est indépendante des conditions au bord et est donnée par

la formule :
HE) = 5 / JIE = cosal,d.
(Ici [f(2)]4 = max{f(z),0}.) De plus, on a l'estimation suivante :
KO (E) — k(E)| = O™

ot v(o) = min {12, 1} .

7. Nos notations sont :
BC=D pour la condition au bord de Dirichlet,
BC=N pour la condition au bord de Neumann,
BC=DAN pour la condition de Dirichlet & gauche et de Neumann & droite,
BC=ND pour la condition au bord de Neumann & gauche et de Dirichlet & droite.
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Puis, ils définissent un ensemble résonnant :

R, = RpU Ry U Rpy U Ryp (3)
avec N
Rec=J () U VE € [~d.d] | |E - Ex(n,BC)| < exp (—n"¥ 7))} (4)
d=1m=1n=m k 2
et Ey(n,BC) les valeurs propres de la restriction de H = ——— + cos(z®) a l'intervalle

dx
[(2r(n — 1))a , (27n)a] avec une condition au bord BC et £, est un nombre positif ar-

bitraire fixé tel que £, < v(«).

Dans [SZ96], on trouve également les théorémes suivants :

Théoréme 7 (Théoréeme 3.2 de [SZ96], Thouless formula). On pose vo(E) = /[—FE]+ et
ko(E) = \/[E]+. Pour tout E ¢ R, ot R, est défini dans (3), on a :

A(E) = 20(B) + | "B - Eld(k — ko) (E)

e}

ot, Y(E) est Uexposant de Lyapounov pour H et k(F) est la densité d’états pour H.

2

d
Théoréme 8 (Théoréme 3.8 de [SZ96]). Pour tout E ¢ R,, 'opérateur H = 2 cos(x®)
x
vérifie le comportement de Lyapounov d’exposant :

v(E) = % /_7T V [cosx — E], dx.

Au Chapitre 11, je généralise ces résultats a certaines perturbations des opérateurs péri-
odiques de potentiel périodique V' € Ly ,c(R).

2 Généralisation de la méthode de B. Simon et Y. Zhu
2.1 Densité d’états intégrée

Dans cette section, on définit la densité d’états intégrée pour l'opérateur Hy = % +
[V (z)+W (x*)] sur D(Hy) = {f € H*(R,) tel que cosff(0)+sinff’(0) = 0}. Puis on énonce
le Théoreme (10, donnant ’existence et la formule pour la densité d’états intégrée.

Définition 9. On appelle densité d’états intégrée pour I'opérateur Hy la limite suivante quand
elle existe : N(EH
k(E) = lim - He(m)
n——+oo n
ou pour chaque n € N on note N(F,Hy(n)) le nombre de valeurs propres inférieures a £ de
la restriction de H = % + [V(z) + W(x*)] a lintervalle [0,n] avec les conditions au bord
f(0)cosf + f'(0)sinf =0 et f(n)=0.

Je démontre le théoréme suivant :
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Théoréme 10. Pour toute énergie ' € R, la densité d’états intégrée pour ['opérateur H existe
et est donnée par la formule :

k(E) = 2i/0 " ko(E — W (2))dz (5)

™

ko(E) désignant la densité d’états intégrée pour ’opérateur périodique Hy = —% +V(x) (c.f
(1.1.6) dans le Chapitre ).

Remarque 11. ky = %%kp, ou k, est la détermination principale du quasimoment de Bloch.

Remarque 12. Comme ko(E) est une fonction continue, k(F) est aussi continue.

2.2 Exposant de Lyapounov

On commence par rappeler la définition de I'exposant de Lyapounov en termes de la
matrice de transfert. Considérons une équation de Schrédinger :

- et vl =0 (6)

avec ¢ : R — C. On forme un vecteur V¥ :

v = (&) )

dz

Y est une solution de I’équation () si et seulement si ¥ est une solution de I’équation ma-

tricielle :

%:A(l«)qf avec A(:p):( 0 1). (7)

Définition 13. On appelle matrice de transfert (ou matrice résolvante ou solution fonda-
mentale) pour (6)) la solution 7': R x R — Mat(2,C) du probléme de Cauchy :

& (ry) = A@)T(z,y)

T(y,y)=1d (8)
T Yz,y) =T(y, ).

avec A défini comme précédemment.

Remarque 14. Par le théoréme de Liouville (c.f. [Arn76l §16, chapitre 3]) on a :

det Tz, y) — exp ( /y "t A(s)ds) _1 ()

Quelques propriétés des matrices de transfert :
— si ¢ est a valeurs réelles alors T'(x,y) € SL(2,R) .
B T($a y)T(y7 Z) = T("L‘a Z)a
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Par définition, la matrice de transfert 7': R, x R, x C — SL(2,C) pour (SIOsd)) résout le
probléme suivant :

dl'(z,y, E) ( 0 1

dr V(z) + W) — E 0 ) Ty, E)

(10)

10
T(y,y, E)= ( 01 ) T(x,y,E)=T"y,z, E)

Définition 15. On appelle ezposant de Lyapounov pour I'équation (SIOsc) la limite suivante
quand elle existe :
In||T(z,0, F
)~ ITE0.E)]

Tr—+00 €T

(11)

Comme T'(z,y, F) € SL(2,C), 'exposant de Lyapounov, s’il existe, est positif ou nul.
Au Chapitre I, je démontre le théoréme suivant qui donne la formule pour ’exposant de
Lyapounov :

Théoréme 16. Pour presque toute énergiec E € R, ’exposant de Lyapounov pour [’équation
(SIOsd) existe et se calcule par la formule suivante :

W) = 5 [ 20(B = Wia))a. (12)

™

ot Yo (E) est l’exposant de Lyapounov pour I'équation (EqnPer) (voir (1.1.8) dans le Chapitrell).
De plus, pour presque tout E € R, on a la formule de Thouless :

+oo
AE) = olE) = / n|E — E'ld(k — ko) (E). (13)

Remarque 17. 7y = Qk,, ol k, est la détermination principale du quasimoment de Bloch.

On peut aussi décrire 1’ensemble résonant, c’est-a-dire I'ensemble des valeurs de 1’énergie
E ou l'existence de I'exposant de Lyapounov n’est pas démontrée.

Proposition 18. L’ezposant de Lyapounov pour I’équation (S1Osd) ezxiste et vérifie (12) pour
tout E € R\ Dy 0t Dy, est donné par :

E € R tels qu’il existe {l;}ien C N et k = k(l;) € N tels que

D ::{ 1~ B3] < exp (1) } .

ot By, (1) désignent des valeurs propres de Dirichlet de H sur Uintervalle [0, (2rl)=] et e(a) est
un nombre arbitraire fizé vérifiant e(a) < v(«).

Remarque 19. On peut également exprimer D, comme suit :

U ﬂ U U{EE —d,d], |E— Eu(n)| <e ™
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Remarque 20. La dimension de Hausdorff de D, est nulle. Comme o,.(H) C D, le spectre
singulier continu est supporté par un ensemble d’énergies de dimension de Hausdorff nulle.
Autrement dit, dans les termes de S. Jitomirskaya et Y. Last (c.f. section 2 de [JL99], en
particulier, la formule (2.2)) la composante singuliére de la mesure spectrale est une mesure
0-singuliére. Ceci implique, par exemple, le résultat suivant.

Soit E,, un bord de lacune spectrale ouverte de H. Par le Théoréme 1.2 de [JL99], la solution
subordonnée u(-, E') pour une énergie dans les intervalles (E, + W_, E,, + W, ) vérifie

[ul, B)llL

liminfiﬁ =
Lo o, Bl

pour toute solution v(-, E') indépendante de u(-, E') et pour tout S > 0.

Remarque 21. D’aprés le Théoréme 5.1 et 'Exemple 5.2 de [DRMS94] (voir aussi [Gor92]
[Gor94]), il existe un ensemble G dense d’énergies FE dans le spectre singulier de Hy pour
lesquelles y(E) n’existe pas ou bien est nul. En particulier, la formule (12)) ne peut pas étre
vraie pour toutes les valeurs de I'énergie F et 'ensemble des énergies exceptionnelles dans le
Théoréme |16 ne peut pas étre vide. Mais, dans la Proposition (18 nous montrons que pour
(SIOsc) cet ensemble G5 dense est de dimension de Hausdorff nulle.

Partie 2. Etude d’une équation adiabatique quasi-périodique

La deuxiéme partie est consacrée a I’étude asymptotique des solutions et de la matrice de
monodromie (c.f. Définition 27) pour I’équation quasi-périodique adiabatique :

— Uz, 2,E;e) + [V(z) + W(ex + 2)|¥(z, 2, E;e) = E¥(x, 2, E; €). (AdiabQP)

La matrice de monodromie est un objet important dans I’étude de I'asymptotique des so-
lutions de I’équation de Schrodinger. Elle refléte une symétrie présente dans cette équation.
Notre but est de généraliser (dans la mesure du possible) les résultats de A. Fedotov et F.

Klopp [FK02] [FK04bl [FK06D! [FK06a], qui ont étudié en détails le cas W = cos, au cas d’'un

potentiel quelconque analytique réel et périodique. On utilisera ces résultats pour construire
des approximations quasi-périodiques a 1’équation (S1Osd) dans la troisiéme partie.

On considére I’équation quasi-périodique adiabatique (AdiabQP) comme une perturbation de
I’équation de Schrodinger associée a 'opérateur périodique

Hy = —— + V() (15)

mais avec une énergie dépendant de la variable complexe z.

1 Hypothéses

Le potentiel V. On suppose que la fonction V' est non constante et vérifie les hypothéses
suivantes :

(HVR) V € Lyj(R,R),
(HVP) V(x+1)=V(x) pour tout = € R.
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Ces hypothéses sont suffisantes pour mettre en place la théorie de Bloch-Floquet (c.f.
[LS91l §2.6 et 2.7, [Enc94l §17] et [Fir00]) pour 'opérateur Hy, ainsi que la théorie
de perturbations pour Hy (« méthode de la résolvante approchée », c.f. [EKQI]). Les
constructions de la méthode de WKB complexe pour les perturbations des opérateurs
périodiques (voir Chapitre II) utilisent des objets de la théorie de Bloch-Floquet (voir
Chapitre ).

Le potentiel IW. Fixons Y > 0 et soit alors Sy la bande Sy := {z € C,|Jz| < Y} du plan
complexe. On suppose que la fonction W : Sy — C vérifie les hypothéses suivantes :

(HWA) W est non constante, prolongement d’une fonction analytique réelle dans la
bande Sy, i.e. W € H(Sy) et W(R) C R.

(HWC) Dans Sy tous les points critiques de TV sont réels.

(HWP) W(z+ 27) = W(z) pour tout z € Sy.
L’hypothése d’analyticité (HWA) est indispensable pour pouvoir appliquer la méthode
WKB complexe pour les perturbations des opérateurs périodiques (voir la Section [1.1
du Chapitre [II). L’hypothése sur les points critiques (HWC) joue un role important
dans les constructions géométriques de la méthode de prolongement des asymptotiques
des solutions (c.f. la Section 1.2 du Chapitre I1I) et [FK04a]). L’hypothése de périodicité
(HWP) permet d’introduire la matrice de monodromie grace a la symétrie supplémen-
taire qu’elle apporte dans ’équation (AdiabQP).

La fréquence adiabatique . Dans cette partie, ¢ est un petit paramétre réel. Les résul-
tats sont asymptotiques dans le sens ot ils sont valables pour e suffisamment petit.

Le paramétre complexe z. Le paramétre z de I’équation (AdiabQP) parcourt toute la
bande complexe Sy :

(HZ) z € Sy.

2 Matrices de transfert et matrices de monodromie

Quand une équation a des symétries, on peut introduire 'opérateur de monodromie associé
au groupe de symétries agissant sur 1’ensemble des solutions de cette équation. Ayant fixé
une base de solutions, on peut calculer la matrice de 'opérateur de monodromie dans cette
base, la matrice de monodromie. Dans cette section, on rappelle la définition des matrices
de monodromie pour I’équation quasi-périodique (AdiabQP). On discute les propriétés de ces
matrices et leur rapport a la matrice de transfert pour (AdiabQP).

2.1 Symétries de (AdiabQP)) et solutions cohérentes

L’équation (AdiabQP) est invariante sous I'action des transformations suivantes de 'espace
des solutions de (AdiabQP) :

1. Popérateur de décalage Ty, défini par (To, f)(x, z, E;¢) := f(z,z + 2w, E;¢),

2. l'opérateur de décalage simultané des deux variables P. défini par : (P.f)(z, z, F;¢) ==

f(.T-'-l,Z—&,E;&).

Ces opérateurs commutent (P.Ty, = Ty, P.) et Popérateur H, . := —dd—; +Vi(z)+W(ex + 2)
commute aux opérateurs 1o, et P, :

T27er,5 - Hz,eTZW et PaHz,e = Hz,EPa-
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On considére les groupes (T5,) et (P-) comme des groupes de symétries de ’équation (Adia-

bQP).

Remarque 22. Pour chaque ¢ fixé irrationnel, z — H, . est une famille ergodique d’opéra-
teurs, considérée sur le tore T = R/27Z avec la mesure iLeb et la o-algébre B des boréliens.
On associe le groupe des opérateurs unitaires engendré par 'opérateur de translation : x —
x+1 ala transformation ergodique z — 2z +¢ qui préserve la mesure sur T. L'opérateur H . .
est unitairement équivalent a opérateur H, . (voir [PE92] pour les définitions).

On introduit un couplage entre la variable x et le paramétre z en se restreignant aux
solutions invariantes sous 'action de P..

Définition 23. On dit qu’'une fonction f = f(x, z, E;¢) vérifie la condition de cohérence si
elle est invariante sous l'action de P :

(P.f)(x, 2, E;e) = f(x, 2, Ese). (16)
Fixons une énergie E. Soit K I'’ensemble des solutions de H, .f = Ef telles que P.f = f :

f(,2) € C*(R)
f(z,-) € H(Sy)
H,.f(-,2) =Ef(-,2)
Paf = f

K:=¢f:RxSy —C telle que (17)

KC est un module sur 'anneau des fonctions
{a: Sy - C|a(R) CR, acH(Sy), a(z+¢) =a(2)}.

On considére aussi des bases de solutions vérifiant la condition de cohérence. Il est utile
d’introduire la notion suivante :

Définition 24. Soit {fi, fo} = {f1. f>}(z, 2, E;€) une base de solutions de 1’équation (Adia-
bQP). On dit que { f1, fo} est une base cohérente si f; et fo vérifient la condition de cohérence
et que leur wronskien est égal a 1 :

w[f17f2] = f{('ru 27E; €)f2<x727 E,&) - fl('ru 27E; 5)fé(:1:, 27E; 8) =1L (18)
On peut aussi considérer des solutions matricielles

[ filz,z, Ese) fow, 2, Ese)
Fesme=( (00T HoiEe )

Définition 25. On appelle solution cohérente matricielle une solution matricielle formée
d’une base cohérente de solutions de (AdiabQP)).

La matrice de transfert 7: R x R x Sy x C — SL(2, C) résout le probléme de Cauchy :

dT(z,y, 2z, F; ) _ 0 1 T(x,y,2 F:e)
dz V(zg)+W(ex+z2)—E 0 T (19)
1 0
T(y,y,z E;e) =

0 1
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Pour une fonction f : Sy — C on note f*: Sy — C la fonction définie par :
[(z) = f(Z).
On définit un groupe A de fonctions a valeurs dans SLy(C) :

A:={A:Sy = SL(2,C) tel que A € H(Sy), A(z4¢)=A(z), A® =0gA}, (20)

a b a* b* 01
: ; — (¥) .— —
oupourunematrlceA—(C d),onnoteA '_(c* d*)eta._(l O)'

Lemme 26. Soient {fi, fo} une base cohérente et F' la solution matricielle associée. Alors,
il existe A(z; FE,e) € A telle que :

F(z,z; E,e) =T (x,0,2; E,e)A(z; E €).

Donc 'ensemble des solutions matricielles cohérentes coincide avec ’ensemble S

S — F:R xSy xC— SL(2,C) tel que
© | ilexiste A(., F;¢e) € A tel que F(x,z,E;e) =T(x,0,2, F;e)A(z; E, ¢)

Démonstration. Soient F7 et F5 deux solutions matricielles cohérentes, et soit P la matrice
de passage de I'une a 'autre :

Fy(x,z; B e) = Fi(z,2; E,e)P(z, E, ¢).

On va démontrer que P € A. Comme Fj, F, € SL(2,C), on a P € SL(2,C). De plus, les
coefficients de P s’expriment comme somme de produits de coefficients de F; et F5. Donc
comme Fy, Fy € H(Sy), on a aussi P € H(Sy). Les coefficients de P sont indépendants de
z, donc la condition de cohérence Fyo(z + 1,2 —¢; E,e) = Fio(z,2; £, ¢) implique P(z +
e;E,¢) = P(z;E,¢). On voit que 0 Po = P™ puisque P*) = (Ffl)(*)Fz(*) = oF oo Fyo =
oPo. On obtient que chaque matrice de passage d’une solution matricielle cohérente a une
autre appartient a 4. Mais la matrice de transfert T'(x, 0, z, F; €) est une solution matricielle

cohérente, ce qui finit la démonstration.
O

2.2 Définition et propriétés de la matrice de monodromie

L’espace des solutions de I’équation (AdiabQP) est invariant sous ’action de Ts,. On intro-
duit de fagon usuelle 'opérateur de monodromie Ml qui agit sur les solutions par translation
T5,. Pour obtenir une représentation de 'opérateur de monodromie on considére sa restriction
sur l’espace des solutions cohérentes (ceci est possible car Ty, commute avec F.). Soient f et
g des solutions de I’équation (AdiabQP) qui forment une base cohérente. Vue la périodicité de
W, f(x,z+ 27, FE;¢) et g(x, 2+ 27, E; ) sont aussi des solutions de I'équation (AdiabQP) et
forment une base cohérente. Par conséquent, il existe une fonction matricielle —une représen-
tation de l'opérateur de monodromie sur l’espace des solutions cohérentes— M(z, F;e) a
coefficients complexes telle que :

(M) wetompo = me) (1) @ me (21)
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Définition 27. La fonction matricielle M : Sy x C — Mat(2, C) définie par la formule (21))
s’appelle matrice de monodromie associée a la base cohérente {f, g}

La matrice de monodromie satisfait aux propriétés suivantes :

1.

M(z, E;¢) est a valeurs dans SL(2,C), i.e. det M(z, E;¢) = 1.

2. M(z, E;¢) est e-périodique en z, i.e. M(z + ¢, FE;e) = M(z, F;¢).

Soit V' C C un domaine®. Si les solutions f et g sont analytiques en (z, E') dans Sy x V,
il en est de méme de la matrice de monodromie associée.

Les coefficients de la matrice de monodromie s’expriment en termes des wronskiens de
solutions :

wlf(z,z+ 2w, E;¢),g(x, 2z, E;¢)]

Mu(z, Bre) = w(f(x,z,E:¢€),g(x, 2, E;¢)]

.  wlf(x, 2+ 27, Eie), f(x, 2, B €)]
Ml B2 = = i 2 o), g(a 2 B )]
My (2. 2) = wlg(x,z+ 2w, E;¢e),9(x, z, E; ¢)]

.  wlg(x,z+2m, Eye), f(x, 2, B €)]
Mo B2 = = . Bi) gl Bire) 22)

. Soient N, M € N et une fonction f: R™ x CV — C. Notons f* la fonction suivante :

(w1, xa, 21,0, 28) = f(o1, . T, 21, -, 2N) (23)

Supposons que les solutions f et g forment une base cohérente et soient reliées par la
relation g(z, z, E;¢) = f*(z, z, E; €). Alors la matrice de monodromie associée a la base
{f, g} est de la forme suivante :

Mz Eie) = ( ;((2,%;?) ;f(zz’,EE;;?) ) (24)

ot les coefficients a et b sont donnés par :

. w[f(w, 2+ 27, Ere), [*(x, 2, B €)]
oz Bie) = wlf(z,z, E:¢), f*(x,z, E;¢)] (25)
wlf(z,2 Ee), f(x, 2+ 27, E;€)]

bz B.e) = w(f(x,z, E;e), f*(z,z, E;¢)]

(26)

Les propriétés de la matrice de monodromie impliquent que M (., E, ¢) € A. De plus, on définit
l'action du groupe A sur une matrice M € SL(2,C) par :

VA A (A-M)(z) = A(z+2r)MA (2) (27)

Lemme 28. Soit My(z,z; E,e) une matrice de monodromie associée & une base cohérente.
Soit M une matrice de monodromie associée a une autre base cohérente. Alors M appartient
a Uorbite de My sous 'action de A.

8. C’est-a-dire un ouvert simplement connexe.
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Démonstration. L’assertion du lemme découle de la formule suivante. Soient Fj la solution
matricielle associée a My et I la solution matricielle associée & M. Comme F' = FyP (P € A),
alors

M(z; E,¢) = P'(z+2m E,e)My(z; E, e)(P) (2 E, ¢).

Pour conclure, on remarque que si A € A, alors A\, A=t € A et si A(-) € A alors on a
A(-+27) € A. O

Les exemples de base d’action des éléments du groupe A sont :

1. Soient {f, f*} une base cohérente et {g, ¢*} une autre base liée & {f, f*} par :

( ]{1 ) (SL’,Z, 207E38> = Sm<z - 20) ( 5* ) (.T, 27207E;8)

exp (M) 0

0 exp (_ 27rim(€z7z0) )

Alors {g, g*} est une base cohérente et la matrice de monodromie M/ associée a {f, f*}
est reliée a la matrice M, associée a {g, g*} par la transformation :

avec Sy (z — 20) =

M;(2, 29, E;€) = S(2 — 20 + 2m) My (2, 20, E;€)S™ 2z — 2p).

2. Soit {g,¢*} la base reliée a la base cohérente {f, f*} par g = —if* et g* =if. Alors la
matrice de monodromie My est liée & M, par la relation :

My(z, 20, By ) = GMy(2, 20, E;6)G avec G = ( —Oz é ) .
Remarque 29. On définit le cocycle matriciel associé & une matrice de monodromie M :
M, (z,E e) == M(z+(n—1)2m, E;e)--- M(z+42m, E;e)M(z, E;e)  avec My(z, E : ¢) :=1d.

Les M, vérifient la relation de cocycle M, ,(z, F;¢) = My, (z 4+ 2mn, E;e)M,(z, E;¢). On
introduit la relation d’équivalence entre cocycles suivante.

Soit G C SL(2,C) un groupe. Deux cocycles M, (M), : R/eZ — G sont équivalents s'il
existe A : R/eZ — G telle que

M, (2, E) = A(z + 2mn) " (M) (2, E)A(2).
La définition (27)) de 'action du groupe A et le Lemme [28 impliquent que

Lemme 30. Toutes les matrices de monodromie associées a des bases cohérentes engendrent
des cocycles R/eZ — A équivalents.

Définissons un exposant de Lyapounov pour le cocycle engendré par une matrice de mon-

odromie : . .
IY(M7Z’EN€) = llm nH n(Z, ’g)H.

n—o0 n

Utilisant ergodicité des cocycles de matrices de monodromie on obtient :

Corollaire 31. Les exposants de Lyapounov pour toutes les matrices de monodromie associées
a des bases cohérentes coincident et ne dépendent que de E et €.
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2.3 Matrices de monodromie et matrices de transfert

La matrice de monodromie est liée & la matrice de transfert :

Lemme 32. [] existe 6. € (—¢,0] tel que pour tout x € R la matrice de transfert vérifie
2
T(x+ [—ﬂ], 1,2, B, e)=W(r,2+ 0., E,e)M' (2 + 0., E,e)¥(x, 2, E,¢)
€
ot W(x,z + 0, E,€) est une solution cohérente matricielle (voir Définition 24) et M est la

matrice de monodromie associée o cette solution matricielle.

Démonstration. Soit W(z, z, F, ) une solution matricielle cohérente de (AdiabQP), on peut
exprimer la matrice de transfert :

2 2
Ta+[T)e.2 Be) = W(a+ [T 2, B, ¥ (2,2 B.e)
Par la condition de cohérence, on a :
2 2
V(o + [Tz Be) = o,z + [T ELe)
Soit M(z, F, ) la matrice de monodromie associée a la solution cohérente W, i.e.
Uiz, z+2m, E,e) = M(z, E,e)®'(x,2,E,¢).
On obtient
U(r,z+2r+06.,E,¢e)=W¥(x,2+6.,E,e)M' (2 + 6., E,¢),
oll on a noté 8, = [2]e — 2m. On exprime :
2
€

T(x+ [, 2,2,E,¢)=%(z,2 + 6., E,e)M' (2 + 6., E,e) ¥ (2,2, E, ¢).

O

d¥(0,t,E )
dt

Supposons que x € N et qu’on puisse estimer < (' uniformément en t dans

[z + ez, z + e(z + 1)]. Alors, puisque
Tr T(x + [Q?W], x,z,BEe)="Tr (\II(O, 24 ex 4 0., E,e) 00,2+ cx, B, e)M' (2 + ex + 55)) ,
on estime aussi :

|Tr T'(z + [Q?F],x, z, B, e)] < (14 2Ce)|Tr M*(z + ez + 6.)|.

Ceci est utile pour estimer le nombre de valeurs propres sur un intervalle de longueur 2?”
Une propriété importante de la matrice de monodromie concerne les valeurs propres de
2
H=-5& + [V(z) + W(ez + 2)].

Lemme 33. Soit 6 > 0 suffisamment petit. Supposons que la trace de la matrice de mon-
odromie vérifie :

)
‘ Tr M(Z’ E7 €)| > CHM(Za E7 8)” eXp<_g)
et W est uniformément borné au voisinage de x, alors E n’est pas une valeur propre de
H= —% +[V(z) + W(ex + z)] sur [z, + [2Z]] avec une condition au bord périodique, ni de

l'opérateur avec une condition au bord antipériodique.
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3 Asymptotique de la matrice de monodromie : le cas général

J’étudie 'asymptotique des matrices de monodromie quand ¢ est petit. Le Théoréme 2.3
du Chapitre IV décrit 'asymptotique de la matrice de monodromie associée a une base co-
hérente de solutions de ’équation (AdiabQP)). Pour présenter ce résultat, on a besoin d’in-
troduire plusieurs notations. Par conséquent, dans cette introduction on va se contenter d’un
corollaire du Théoréme 2.3 qui refléte les propriétés essentielles de cette asymptotique. On
trouvera plus de détails, en particulier, les définitions nécessaires et I’énoncé du Théoréme 2.3
au Chapitre V..

Supposons que (E — W (R)) N o(Hy) # () et contienne un intervalle. Soit I le nombre de
composantes connexes de S := {z € T =R/27Z | (E—W(z)) € o(Hy)}. Nous démontrons le
résultat suivant :

Proposition 34. Fizons E € R et 6 > 0 petit. Soit zy € R tel que (E — W (z)) € o(Hy)
et |[E—Wi(z) — (R\o(Hy))| > 9. Il existe Y', 0 <Y’ <Y, et g = £9(6) > 0 tels que pour
tout € < g9 on peut construire une base cohérente dont la matrice de monodromie M associée
admet l’asymptotique uniforme suivante dans Sy :

I
) — o (VNS (il E) 0 | "
M(z, FE;e) = exp (T) ; 0 (2 B) <Mk(z,E,€) +O(e = ))
avec ,
- Y(E) = 5= [ (E —W(s))ds ot yo(E) est l'exposant de Lyapounov pour (EqnPer).
0

~my €7Z et |mg| < (I +1) ot I est le nombre de composantes connexes de S.

— fu(z, E) = exp (Z%(z — z)).

— M, est une matrice auz coefficients non nuls, dont chaque coefficient est un mondme
trigonométrique en =) Jordre au plus 2.

- pe>p(, YY) > 0.

On déduit de cette proposition I'asymptotique de la matrice de monodromie pour z € R :
Corollaire 35. Sous les conditions de la Proposition |34, on a

2m(E)

M(z,E,€) = exp ( ) (Mo(z, E,e) + O(e_§)>

avec My une matrice dont les coefficients sont O(1), e-périodiques en z et pour presque tout
z € [0,¢) non nuls.

Corollaire 36. Soit E € R tel que les ensembles (E — W (R)) N (R\o(Hy)) et (F—W(R))N
o(Hy) contiennent un intervalle et supposons que pour chaque z tel que W'(z) = 0 on ait
E —W(z) € R\o(Hy). Alors pour chaque z dans {z € C tel que 6 <z <Y'} on a

2T

M Bi9) = exp (Z0(8) - 0+ 16 - ) ) (Mol i) + 0 )

. , N 1 0 L. (0 a(E,e)
. < 1.
ot Mo(E;e) est égale soit a ( o(B,2) 0 ), soit a ( 0 1 ) avec |a(E,e)| <1
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Dans la démonstration du Théoréme 2.3 du Chapitre IV), on obtient des estimations pour
les solutions cohérentes de ’équation (AdiabQP). Pour énoncer ce résultat on a besoin de
quelques notations.

Soient a,b € R et A : [a,b] X [a,b] — R telle que poura<x <y <bonaA(y,z) > 0. Soit u
un réel. On introduit les normes suivantes sur C'([a, b])

||f||Loo()\,u[abD = m[ax (exp —= / 1f(s) A(sva)ds) _

Lorsque p = 0, on simplifie la notation en || f||z.(x[a.8])-
Fixons zy € R. On note {E,} les bords des zones spectrales de Hj. Soient (&;), i =
1,..., M, les solutions de E — W (z +¢&;) € {E,} telles que & € [z, zo + 2]

Théoréme 37. Fizons z € [0,2n] tel que |E — W(z) — E,| > 0. Alors il existe une base
(U, ,W_) de solutions cohérentes et une petite constante positive 0 telles que :

oM 2M+1
— Pour tout x dans [zo, :L’o—l-%”)\ '!1[&—%, @-—i—g] = '!1 la;, b;] on a |[|[W(x, 2, E, €) || Loc (B, [as.b:])
B z(;f—ay
est bornée uniformément en €. Ici N(E,z,y) = [ Sky(E — W(z))d=.
zo+ex
— Pour x dans [b;,a;41] == [& — g,fi + g] on a ||V(z, 2, E;€) || Lo (\E,.),8(E.£)5,[bi,aisa]) €5t
z0tey
bornée uniformément en . Ici N(E,z,y) = [ Sky(E —W(z2))dz, B(E,&) = 2mm; et
zo+ex

m; est une constante entiére.

Ce théoréme est important pour les constructions de la troisiéme partie de cette thése.
Les estimations sont utilisées dans les approximations des matrices de transfert pour I’équa-
tion (S1Osd) dans le Chapitre [V.

Partie 3. Perturbation a oscillations asymptotiquement lentes

Dans une troisiéme partie, j’applique les résultats de la seconde partie a I’étude de I'équa-
tion :

— Uz, E)+ [V(z) + W(z")|¥(x, E) = E¥Y(z, F) (S10sc)
et a ’étude spectrale de I'opérateur de Schrodinger associé
d? o

H = —@—FV(J:)—FW(J: ). (28)

En particulier, je redémontre la formule (12) pour 'exposant de Lyapounov montrée précédem-
ment. On dispose aussi de descriptions asymptotiques des matrices de transfert pour 1’équa-
tion (SIOsd) pour certains régimes d’énergies. Pour zy € [0,27), on pose y,(z0) := (27nn +
zo)i et 2,(20) := [yn(20)]. Les approximations quasi-périodiques adiabatiques pour 1’équa-
tion (S1Osd) de la partie 2 permettent de démontrer le résultat suivant :

Théoréme 38. [c.f. Lemme|3.6 du Chapitre V] On fize E € R tel que E—W (R) C o(Hy). I
existe ng € N tel que pour chaque n > ng et pour chaque zq € [0,27), la matrice de transfert
pour (SIOsc) vérifie :

n—1

T (20), Tng (20), B) = (€°(20) + 0a(1)) [ ] (7 + 0011(1))Du( B, 20)] (2°(20) + 00p(1)) ",

k=ng
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ot
— [1 désigne le produit a gauche,

i¢n(E7ZO)

e en 0
- D, (FE, 2) := ( _;on(B.z) ),
0 e cn
= (B, 20) = [T (s)ds € (0, 272),

- VseR, /@(s)zog%a,w),
- anaﬁn € (_En>0)7
BO(E, z0) — ( (i’{), (;’9—), ) (2, B — W (z)),

— @Y sont des solutions de Bloch de —(®°)" + V (z)®° = E®°.

Corollaire 39. Pour tout E vérifiant E — W (R) C o(Hy), l’exposant de Lyapounov existe et
est nul : y(E) = 0.

Ce corollaire est démontré dans le Chapitre V.

Pour conclure cette partie, pour les énergies dans o,(Hy) on obtient la deuxiéme description
(la premiére est a la Proposition [18) de I’ensemble résonant :

Proposition 40. [c.f. Corollaire |/.12 du Chapitre \Vi] Pour chaque K > 10C, pour tout
E ¢ Goo(K), oi
1
Goo(K) = [ Gool 5,6 = 1),
kEN

lexposant de Lyapounov vy(E) eziste et on a

(E) LAWME4WW®

T o
Ici Go(K,0) =N, U2, Gu(K,0), ot G,(K,0) est défini dans (5.4.19) pl125. De plus, la
“dimension de Hausdorff logarithmique” (voir la Définition |2.5 du Chapitre \II) de G (K)
vérifie

1
Indim(G(K)) = .
ndin(Go () = ——
La “dimension de Hausdorff logarithmique” est une caractéristique fine des sous-ensembles
de R de dimension de Hausdorff nulle.

La structure de ce mémoire

Le Chapitre [l est consacré a des rappels sur la théorie des opérateurs de Schrodinger péri-
odiques en dimension 1. Les résultats de ce chapitre seront systématiquement utilisés par la
suite. Ce chapitre ouvre la premiére partie de la thése consacrée aux approximations péri-
odiques.

Dans le Chapitre Il on étudie I’équation & oscillations asymptotiquement lentes (SIOsc) a
I’aide des approximations périodiques. On y démontre les Théorémes [10] et [16 par des méth-
odes qui suivent les idées de B. Simon et Y. Zhu (c.f. [SZ96]).

Dans le Chapitre 11, qui ouvre la seconde partie de ma thése, on passe en revue la méthode
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WKB complexe pour les perturbations adiabatiques des opérateurs de Schrodinger périodiques
accompagnée de quelques nouveaux résultats (c.f. Corollaire 1.27 et Lemme ) On étudie
I’équation quasi-périodique adiabatique afin de préparer le terrain aux approximations dans
le Chapitreqm.

Le Chapitre TVl est consacré & I'étude asymptotique de 1’équation (IM) On démontre
les théorémes sur ’asymptotique de la matrice de monodromie et des solutions cohérentes,
en particulier, la Proposition@ et le Théoréme [37. On illustre nos résultats sur des exemples
différents de W. Ceci finit la deuxiéme partie de ma thése.

Dans le Chapitre&' on construit des approximations pour les matrices de transfert pour I’équa-
tion (I@ sur les intervalles de la taille d’ordre Cna—? par des matrices de transfert pour
I’équation M) et on recalcule les formules pour ’exposant de Lyapounov. On donne
les démonstrations du Théoréme 38 et de 1a Proposition 40 de cette introduction. Le résultat
sur I’ensemble résonant, la, Proposition , améliore celui de la Proposition 18 du Chapitre ,
car on estime plus précisément la “dimension de Hausdorff” logarithmique du spectre singulier
(la dimension de Hausdorff ordinaire étant nulle) de H = —dd—; + V(z) + W (z*).



Chapitre 1
Equation de Schrodinger périodique

Ce chapitre est consacré a des rappels de la théorie de 'opérateur de Schrodinger péri-
2

d

odique Hy = 2 + V(z) dans Ly(R) (ec.f. [MxMTE, MOTH, [Fir00]). Ces résultats seront
x

systématiquement utilisés par la suite. On suppose que V' vérifie les hypothéses (HV), i.e. V

dans Ly .(R), a valeurs réelles et V(z + 1) = V(x) pour tout z réel. On passe en revue la
théorie de Bloch—Floquet pour cet opérateur.

On commence par décrire le spectre de 'opérateur périodique. Puis on introduit les objets
centraux de la théorie de Bloch—Floquet, notamment la matrice de monodromie, les multi-
plicateurs de Floquet, le quasimoment de Bloch global et les solutions de Bloch, et on décrit
leurs propriétés.

1 Spectre de 'opérateur périodique

Sous les hypothéses (HV) sur V, l'opérateur Hy dans Ly(R) est auto-adjoint : c’est
I'opérateur de Hill. Soient {E,},en 'ensemble de valeurs propres de Hy dans Ly([0, 1]) avec
une condition au bord périodique (i.e. f(0) = f(1)) ou anti-périodique (i.e. f(0) = —f(1))
numérotées par ordre croissant. Le spectre de Hy = —dd—; + V(z) dans Lo(R) est purement
absolument continu, sans réflection (le coefficient de réflection est nul & I'intérieur des ban-
des spectrales), de multiplicité deux. Il est constitué d’intervalles, appelés zones spectrales ou
intervalles de stabilité :

[Eh E2]7 [E37 E4]7 [E57 E6]7 [E77 ES]a SRR [Eanlu E2n]7 s
avec
F; < By < Eg < FEy... Egn < E2n+1 < E2n+2 <... tel que En — 400 quand n — +o0.

Pour chaque entier naturel n, les intervalles (Es,, E,.1) ne contiennent pas de spectre de
H : ce sont les lacunes spectrales ou zones interdites. On dit que la n-éme lacune est ouverte
si By, < Es,.1. Les longueurs des lacunes convergent vers zéro quand n tend vers I'infini.

De plus, I'opérateur Hj est unitairement équivalent a une intégrale directe d’opérateurs a
résolvante compacte Hj ,, indexés par un angle ¢ € [0, 7|. Autrement dit, il existe un opérateur

23
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1 27
Hy=U"| — H, 4d U.
. (27/0 0 cb)

Chaque opérateur H 4 est une restriction de Hy sur [0, 1] avec la condition au bord quasi-
périodique f(1) = e* f(0). Pour chaque ¢ € (0,7), opérateur Hy , a précisément une valeur
propre dans chaque zone spectrale.

Il est également connu que le spectre de 'opérateur Hy dans Ls(R) peut étre exprimé en
termes du déterminant de la matrice de monodromie dont on rappelle maintenant la définition.

unitaire U tel que :

1.1 Matrice de monodromie pour I’équation périodique (EqnPer)

On introduit I'opérateur de monodromie M associé a 'opérateur ¢ de translation par 1 de
I'espace (de dimension deux) des solutions de I'équation HyW = EV :

(t9)(z,E) :=¥(x+ 1, FE).

Chaque base de l'espace des solutions de HyW = EWV nous fournit une représentation ma-
tricielle de 'opérateur de monodromie, la matrice de monodromie. Si on choisit deux solutions
standard, disons c(x, F) et s(z, E), définies par les conditions initiales ¢(0) = s'(0) = 1 et
d(0) = s(0) = 0, alors la matrice de monodromie M (F) dans la base formée par ces solutions
est :

c(l) d(1
M(E) = ( 8 3'21; ) | (1.1.1)
Le déterminant de cette matrice vaut 1, det M (F) = 1, puisque c’est le wronskien de solutions
c(x) et s(z).

Définition 1.1. La trace de la matrice de monodromie D(E) := TrM(E) = ¢(1) + s'(1) est
appelée le discriminant de Hill.

Définition 1.2. On appelle multiplicateurs de Floquet les valeurs propres de M(E), i.e. les
racines A\(E) du polynéome caractéristique de la matrice de monodromie :

det(M(E) — A(E)Id) = \2(E) — D(E)A(E) + 1.

1.2 Solutions de Bloch
Soit A(E) un multiplicateur de Floquet. Il existe alors une solution ® de 1’équation :
— " (2, E) + V(2)®(x, E) = E®(z, E) (EqnPer)
qui vérifie &(x + 1, E) = \(E)®(z, E) pour tout x € R .
Définition 1.3. Une solution vérifiant cette condition est appelée solution de Bloch.

Pour montrer ’existence d’une solution de Bloch, il suffit de remarquer que I'opérateur de
monodromie M commute a Hy, et donc ils sont réductibles dans une méme base.

Quand la matrice de monodromie est diagonalisable, les solutions de Bloch forment une
base dans l'espace des solutions de (EqnPer). On note A\ (E) et A_(E) les valeurs propres de
M(F), et on note &, (x, F) et _(z, ) les solutions de Bloch associées.
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Si |D(E)| < 2, alors les solutions Ay (FE) de I'équation caractéristique sont de module 1.
Ceci implique qu’il existe une solution de Bloch bornée. En tronquant cette solution, on peut
construire une suite de fonctions propres approchées a support compact. On en déduit que F
est dans le spectre de Hj dans ce cas.

Par contre, si |[D(E)| > 2, alors [A\{(F)| < 1 et |[A_(E)| > 1 (dans une numérotation
cohérente). Donc la solution de Bloch &, (x, E) de (EqnPer]) décroit exponentiellement en
+00 et croit exponentiellement en —oo, tandis que ®_(x, E') croit exponentiellement en +oo
et décroit exponentiellement en —oo. A partir de ces solutions, on peut facilement constru-
ire la fonction de Green. Par conséquent, si |D(FE)| > 2, alors F n’est pas dans le spectre de Hy.

Ainsi on voit que le spectre est décrit par le discriminant de Hill :

E € o(Hy) < |D(E)| <2

1.3 Quasimoment de Bloch

Il est pratique de représenter les multiplicateurs de Floquet sous la forme A\(E) = e(E),

Définition 1.4. On appelle k(E) le quasimoment de Bloch.

Le quasimoment de Bloch est défini modulo 27. On a I’égalité D(E) = 2 cos(k(E)).
Quand la matrice de monodromie est diagonalisable, les solutions de Bloch admettent la forme
suivante :

d,(z,F)=e*Ep (2, E) et &_(x,E)=e %7y (2 F) (1.1.2)

oupr(z+ 1, FE) =ps(x, E).

Une des déterminations possibles du quasimoment est particuliérement liée aux propriétés
spectrales de Hi.

Définition 1.5. On définit la détermination principale k,(E) du quasimoment de Bloch k(E)
par la condition :

pour tout £ < Ej.

Il est clair que cette fonction est correctement définie et unique. De plus, elle est liée a la
densité d’états intégrée et a I’exposant de Lyapounov de Hiy.

1.4 Densité d’états intégrée pour I’équation périodique

Soit k,(E) la détermination principale de k(E). Considérons Rk,(E) comme une fonction
de E. La fonction Rk, (FE) vérifie :

— Rk,(E) est continue et non-décroissante sur R.

— Rk,(E) = 0 sur (—oo, F4] et constante sur chaque lacune spectrale, a valeurs dans 7Z.

— Pour E € o(Hy) on a k,(E) = Rk,(E).
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Pour chaque E € o(Hj) qui n’est pas un bord d’une lacune ouverte, les solutions de Bloch
O, (z,F) et &_(z,F) = &, (x, E) de 'équation Hy® = EP avec le quasimoment k,(E), sont
linéairement indépendantes. On peut renormaliser ces solutions par la condition :

1
/ |®,(z, E)|*dx = 1.
0

La fonction spectrale e(F; x,y) (le noyau du projecteur spectral sur (—oo, E| ) de Popérateur
de Hill Hj s’exprime en termes de &, et &_ = ¢, ainsi que du quasimoment :

(B.y) =1 [ RO (o BT (g, E)RE(E)

Remarque 1.6. Comme la projection spectrale Pg de 'opérateur de Hill Hy commute a la
translation par 1, on a :

e(Byx+1,y+1) =e(E;z,y).
En particulier, z — e(F;z, x) est périodique de période 1. La densité d’états intégrée ko(E)

est la valeur moyenne de e(FE;z, x) sur une période.

Définition 1.7. On appelle densité d’états intégrée ko(E) pour 'opérateur de Hill la fonction
suivante :

ko(E) = /O 1 e(B; 1, )dx

Définition 1.8. Soit ® une solution non-triviale réelle de I’équation (EqnPer]). On appelle
nombre de rotations p(E) la limite suivante
Arg(®(z, E) 4+ i®'(z, E))

E)= 1 .
p< ) x—lgli—loo 2mx

Dans cette définition, on peut prendre n’importe quelle détermination (continue en x)
de 'argument. Johnson et Moser (c.f. [IM82]) ont démontré que cette limite existe et est
indépendante du choix de la solution ®. Choisissant & = ®_, on obtient que Rk,(E) coincide,
modulo un multiplicateur, avec le nombre de rotations p(E) :

~ Rky(E)
oo

p(E)
D’autre part, Rk,(E) coincide avec la densité d’états intégrée ko(E).

Il existe une fagon alternative de définir la densité d’états intégrée :

Np(Hy(l), E
ko(E) = 1 Y2(E00). E)
=400
ou Np(Hy(l), E) est la fonction de comptage des valeurs propres < E de Hy sur [0, (] avec des
conditions aux bords de Dirichlet. On a :
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Le spectre o(Hj) est égal & ’ensemble de points de croissance de ko(F) :
o(Hy) ={F € R | ko(E +¢) — ko(E — ¢) > 0 pour tout € > 0}

La dérivée n(E) = C”“g—gj) est appelée densité d’états pour opérateur de Hill. Pour exprimer
n(E), on prend la dérivée de la formule D(E) = 2 cos(Rk,(E)) avec E € o(Hy) a I'exception
_ REL(E)

des bords de zones spectrales. On obtient I'expression suivante pour n(E) = kj(E)
en termes de D(FE) :
[D(E)]

w4 — D*(E)

oil © est la fonction de Heaviside. A chaque bord E d’une lacune ouverte, la densité d’états
. . =1 L . .

n(E) a une singularité de type | E—FE|2. On a l'estimation suivante de la vitesse de convergence

du nombre d’états par unité de volume vers la densité d’états intégrée.

n(E) = 04 — D*(E))

Lemme 1.9. Soient a et b € N. Soit ko(E) la densité d’états pour l'opérateur périodique Hy.
Le nombre Np(Hy(a,b), E) de valeurs propres de Dirichlet < E et le nombre Ny(Hy(a,b), E)
de valeurs propres de Neumann < E de Hy sur [a,b] vérifient [’estimation pour b — a grand :

|Np(Ho(a,b), E) — ko(E£)(b— a)
|Nn(Ho(a, b), E) — ko(E) (b — a)

2 max(ko(E), 1), (1.1.3)

<
< 2max(ko(E), 1). (1.1.4)

Démonstration. Comme (b — a) € Z, une énergie E telle que E ¢ {E,.},, i.e. k(E) # 7N, ne
peut étre une valeur propre de Dirichlet ou de Neumann que si k(E) € *-N. Ainsi le nombre

T

de valeurs propres de Dirichlet ou de Neumann inférieures a F est égal a [k(E)fTb*a)} a2 [k(E)}
pres. Ce qui est équivalent a I’assertion du lemme.

Démonstration. (version alternative). La preuve est basée sur I’étude du nombre de rotations.
Le nombre de rotations de ®(z, E) + ®'(x, E) vaut :

arg(®(b, E) + i®(b, E)) — arg(®(a, E) — ®(a, F))
b—a

etkp (BE)x

p(la, 0], B) =
On choisit maintenant la solution ®(z, E) = pi(z, E) pour obtenir (en utilisant la
périodicité de p, et de p/, en ) :

_ arg(e™ B (p, (b, B) — ky(E)p (b, E) +ip!, (b, B)))

p([a,b],E)— b—a -

arg(e*» (0% (p, (a, E) — ky(E)p4(a, E) +ip/ (a, E)))  arg(e»(PP) — arg(ethr(®la) Rk (E)
b—a a b—a SR

Enfin, on conclut en utilisant ’estimation :

pO([a’ b]’ E)(b — a)

™

Np(Hy([a, b, E) —
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Lemme 1.10. Soient | € N et N(Hy per(1), E) le nombre des valeurs propres de la restriction
de Hy sur Uintervalle [0,1] avec une condition au bord périodique. Pour tout E € R, la densité
d’états pour ’équation périodique :

ko(E) = llg—noo ;i (1.1.5)
existe, est continue et est donnée par la formule :
1
ko(E) = =Rk,(E). (1.1.6)
70

De plus, en termes de k(Ho p(l), E) = w, la vitesse de convergence admet ’estima-
tion :

2ko(E
() — k{Eo (1), B)] < Z0E)
Démonstration. Si E ¢ {E,} alors p.(0, E') # 0 et pour que E soit une valeur propre il faut
que sin k(E)l = 0. Donc il existe un entier m, tel que k(E) = k,, := T*; on note E,, la

valeur propre associée. La condition E,, < E se traduit alors par k,, < Rk,(E) = 7ko(E) et
le nombre de valeurs propres Np(Hy(1), F) peut étre estimé par :

[Fo(E)l] =1 < Np(Ho(l), E) < [ko(E)I] +1

On divise par [ et on passe a la limite quand [ tend vers 'infini pour démontrer (I.1.5).
On utilise le Lemme [1.9 pour obtenir ’estimation pour la vitesse de convergence et finir la
preuve. ]

On aura besoin également du comportement asymptotique de kqo(E) pour les grandes
énergies. On a :

Lemme 1.11 (le Lemme 5.4, notamment la formule (5.11), et la Remarque 5.7, notamment, la
formule (5.17), de [E1xQ0]). I existe 6 > 0 suffisamment petit, E € Ry et mg € N suffisamment
grands tels que la densité d’états intégrée ky admet une asymptotique quand |E| — oo :

1 3

kJO(E):vE+O<—) V|E| > |E| telqueYmeN E ¢ Bs(Ep,)
VE
1

kO(E):\/E+O<E) VmeN m>mg VFEE€Bs(Ey,)

ot Bs(E,,) est une boule complexe centrée en E,, de rayon 0.

1.5 Exposant de Lyapounov

L’exposant de Lyapounov peut étre défini en termes de la matrice de transfert T'(x, y, F).
Cette matrice résout le probléme de Cauchy :

(dT 0 1
az @y ) = ( V(z)— E 0 )

T(y,y, E) = (é ?)
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La matrice de transfert est 1-périodique en z et y simultanément T'(z + 1,y + 1) = T'(x, y).
Donc T'(x + 1,y) = T(z,y)T(y + 1,y). On obtient par un calcul direct le résultat suivant sur
I’asymptotique de la matrice de transfert :

Lemme 1.12. Soit n € Z. Alors les matrices de transfert et de monodromie sont reliées par :
T(n,0) = (M"". (1.1.7)

Définition 1.13. On appelle exposant de Lyapounov ~(F) pour I'opérateur de Hill la limite

suivante : W T(n. 0. E
E) — 1 DIT00.B)

n——+oo n

Lemme 1.14. Pour tout E € R, ’exposant de Lyapounov vo(E) pour le probléeme périodique
existe, est continu et se calcule par la formule :

vo(E) = Sky(E). (1.1.8)

De plus, pour tout E € R\{E,(I)}nen, il est égal a la limite suivante :

1
lim —In|ug(l, E)| = v0(F) (1.1.9)
I—+oo [

ol € N, ug(x, E) est une solution de I’équation (EqnPer) qui vérifie la condition de Dirichlet
en 0 et E,(l) est la n-éme valeur propre de Dirichlet de Hy sur [0,1].

Démonstration. Le premier point du lemme est un corollaire de la relation (LI1.7). On va
démontrer le deuxiéme. On distingue deux cas, selon que E est ou non un bord d’une lacune
ouverte.

Pour chaque E ¢ {F,(l)},en qui n’est pas un bord de lacune ouverte, les solutions de Bloch :

O, (z,E) =By (2 ) et d_(z,E) =e HElp_ (1 F)
forment une base de solutions. On exprime uq dans cette base :
uo(, E) = a(B)® (z, E) + b(E)D_(x, B) = a( E)e™Ep, (i, B) + b(B)e ™ Ep_(a, ).

Comme les fonctions p, et p_ sont périodiques en z, il suffit d’exclure les énergies telles que
p—(0, E) = 0. L’ensemble de ces énergies est {E,,(I)}en et, en dehors de cet ensemble, on a
1n|u0§l,E)| _ ln|2ip+(0,El) sin(k,(E))| Sy (E) + O
On passe a la limite en [ pour conclure.
Dans le cas ot E est un bord de lacune ouverte, on peut faire la méme analyse. Dans ce cas, ug
s’exprime dans la base composée de @, (z, F') et de la solution ®,(x, F) vérifiant Hy®,(z, F) =
Ed,(z,E)+ ¢, (z, E). Comme ¢, (z, F) et ®,(x, E) croissent au plus linéairement, les deux
quantités suivantes sont nulles :

1
z

) =(E) +0(;).

1
lim 7 In|ug(l, E)| = %(F) =0

l—+00

si £ ¢ {E,(l)}. Ceci achéve la preuve. O
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On utilise le comportement asymptotique quand |F| — +o0, donné dans le Lemme [1.11],
de la densité d’états intégrée ko(E) de 'opérateur périodique Hy pour obtenir la formule de
Thouless. Cette formule relie ’exposant de Lyapounov ~o(E) a la densité d’états intégrée
ko(E) comme suit :

Lemme 1.15. Pour tout E € R, v (F) et ko(E) sont reliés par la transformation de Hilbert :

ko(E')
By = | -2 g
70(E) /R E—_E +i0

et par la formule de Thouless :

Yo(E) — SVE = /Rln |E — E'|d(ko(E') — RVE).

1.6 Energie complexe et propriétés analytiques de quasimoment de
Bloch

Dans cette section, on considére I'équation (EqnPer) pour une énergie £ € C. On va
décrire les propriétés des multiplicateurs de Floquet, des solutions de Bloch et du quasimo-
ment de Bloch comme fonctions de la variable complexe E.

Multiplicateurs de Floquet Les multiplicateurs de Floquet Ay (FE) sont analytiques en E
dans C\o(Hy). Aux bords des lacunes ouvertes, A\, et A_ ont des points de branchement
de type racine carrée, i.e.

Ae(E) — Ms(B,) = ca/E — E, + O(E — E,).

On peut considérer A\, et A_ comme deux déterminations de la fonction multivaluée
A(F) définie par 1’équation polynomiale de degré deux :

M —D(E)A+1=0.

La surface de Riemann I' associée est construite comme suit :

— On prends deux exemplaires de C et on les coupe le long des zones spectrales de Hy,
i.e. des intervalles [Fy,_1, Fa,]. On note ces deux feuilles coupées I'} et T'_.

— On colle ensemble I'y et I'_ de fagon a ce que le bord [Es,_1, Fa,] +10 de 'y soit collé
au bord [Fy, 1, Ea,] —10 de T'_ et vice versa.

Ainsi A\(E) est une fonction holomorphe sur I". On appelle A le multiplicateur de Floquet

global.

Solutions de Bloch Les solutions de Bloch &, et ®_ ont également des points de branche-
ment de type racine carrée dans les bords des lacunes ouvertes de Hj :

{E S {En}nGN tel que Enfl 7£ En % En+1}-

De plus, &4 sont méromorphes en E et dans chaque lacune ou sur son bord une des deux
solutions de Bloch a un poéle. Ces poles sont un défaut de normalisation des solutions & .
A. Fedotov et F. Klopp ont montré que, localement, au voisinage de chaque point E, on
peut renormaliser un couple de solutions de Bloch de facon a les rendre analytiques. Soit
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E une énergie et U C C un petit voisinage de E'; on définit deux fonctions méromorphes
gret g, g+:U—C:

S5 pa(x, B)Opps (v, E)dx

E) = . 1.1.10
7= S i, BYp_ (2, E)dx ( )

A Taide des g+ (FE), on définit deux formes méromorphes 2, et Q_ :
QL(F) = g+(F)dE. (1.1.11)

Une propriété importante des formes €)1 concerne leurs poles et leurs résidus.

Lemme 1.16 (Lemme 1.1 de [FK04al). Les poles des formes méromorphes Q. sont
simples ; ils sont situés dans les points de P U Q), ou P est [’ensemble des poles de la
solution de Bloch ®L et ot Q) est ’ensemble des zéros de k'(FE). Les résidus de Q)+ sont
donnés par la formule :

1 1
res,Q0 =1 Vpe P\Q; res,fly = ) Vg € Q\P; res Qs = 5 Vre PNQ.

Lemme 1.17. Pour toute énergie E, il existe un voisinage U tel que les solutions
®Y R x U — C de l’équation (EqnPer) définies par :

) (z, E; E) = /K (B)elz % (1, E) (1.1.12)

sotent analytiques en E pour tout v € R.

Définition 1.18. On appelle solutions de Bloch canoniques les solutions ®9 (z, F; E)
définies dans I’équation (1.1.12) ci-dessus.

Tout comme le multiplicateur de Floquet, les solutions de Bloch sont deux détermina-
tions d’une fonction multivaluée, qu’on appelle solution de Bloch globale. La solution de
Bloch globale vérifie :

—"(z, E)+ V(2)®(x, E) = E®(x, E)
Oz + 1, E) = \(E)®(z, E),

o A(E) est le multiplicateur de Floquet global. La solution de Bloch globale est une
fonction méromorphe de I’énergie sur la surface de Riemann I'. Localement, au voisinage
de chaque point, cette solution peut étre rendue analytique par la normalisation (I.1.12).

Le quasimoment de Bloch Le quasimoment de Bloch global k(E) s’exprime en termes du
multiplicateur de Floquet global :
kE(E) = —iln \(E).

Ainsi k(E) hérite des points de branchement de A(E) et de ceux du logarithme. On
peut fixer une détermination analytique de quasimoment de Bloch dans tout ouvert
simplement connexe de C\{E, } .en.
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1.7 Prolongement analytique des déterminations du quasimoment

Dans tout ce travail, une courbe désigne une application lipschitzienne 7 : [0, 1] — C. Les
courbes sont orientées : v(0) est 1'origine de la courbe v et (1) son extrémité. On appelle
domaine un ouvert simplement connexe de C.

Définition 1.19. Un ensemble A C Sy est dit régulier s’il ne contient pas de bords de zones
spectrales de Hy, i.e AN {E,},er = 0. On a ainsi la notion de point régulier, de courbe
réquliere et de domaine régulier.

Soit D un domaine régulier. On peut fixer une détermination ky; du moment complexe
analytique dans D, ky € H(D). Toute autre détermination k; du moment complexe qui est
analytique dans D s’exprime en termes de ko de la facon suivante. Il existe un unique signe
o € {+,—}, appelé la signature de ki par rapport a ko, et un unique entier m € N, appelé
[indice de ki par rapport a kg, tels que :

ki(E) = oko(E) + 2mm. (1.1.13)

Soient F, Fs deux points réguliers et U; un voisinage régulier de F;. Fixons une détermi-
nation du quasimoment k; € H(U;). Soit a une courbe réguliére qui va de E; & Ey et U, un
voisinage régulier de . On note k|, le prolongement analytique de k; le long de « :

kila € H(U,) et ki|o(E) = ki (E) pour tout E € Uy NU,.

Soient E; € C et Ey € C deux points réguliers. Sur I’ensemble des courbes réguliéres de
classe C' qui connectent les points £ et E, on introduit la relation d’équivalence suivante.

Définition 1.20 (Relation d’equivalence). On dit que la courbe « est équivalente & la courbe
[ et on note
an~B (1.1.14)

si a est homotope & 3 parmi les courbes C! qui connectent E; avec E, et qui sont réguliéres.
On note [a] la classe d’équivalence de « :

o] == (8] B~ a).

On note Cy := C\[E}, 00). Les observations suivantes concernant les prolongements ana-
lytiques de k, & travers [E}, 4+00) seront utiles par la suite :

Lemme 1.21. Prolongement & travers une zone spectrale : Soit v, est une courbe réquliére
fermée qui connecte un point de Cy avec lui-méme et traverse une fois l’intervalle
(E1, +00) dans un point intérieur d’une zone spectrale de Hy. Alors on a

kplo (E) = =k (E).

Donc, lindice de kyl,, par rapport a k, est m =0 et la signature est 0 = —1.

Prolongement & travers la n-éme lacune spectrale : Soit vy une courbe réguliére qui
connecte un point de Cy avec lui-méme et traverse une fois lintervalle (Ey,4+00) dans
un point de n-éme lacune spectrale de Hy. Alors on a

kplv, (E) = k, — 27n.

Donc 0 =1 et m = £n pour le prolongement de C1 dans Cx.
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Démonstration. Pour E € [Ey,_1, Fa,| £140, on a k,(E) € £[r(n — 1), mn]. Le prolongement

analytique de k,, & travers [Ea, 1, Fap], noté k|, , est donné par la symétrie : ky|,, (E) = k,(£).

Mais k,(E) = —Rk,(E)+iSk,(E). D’ot kyl,, (E) = —k,(E). Ce qui démontre le premier point.
Le prolongement analytique a travers une lacune, noté k,|,,, est donné par la symétrie :

VE € Cy, kylu,(E) = 2Rk, (RE F i0) — k,(E).
Mais k,(E) = —Rky(E) + ik, (E), A0t ky|u, (E) = 2Rk, (RE F i0) + k,(E). On a

Rk,(RE F1i0) = Fn,
ce qui achéve la démonstration du lemme.

Dans un voisinage U C C,, fixons une détermination du quasimoment k(E) = ok,(E) +
2mm. Alors :

— En traversant une préimage d’une zone spectrale, on a k|, (E) = —ck,(E) + 2mm.

— En traversant une préimage de la n-éme lacune, on a kl,,(E) = o(k,(E) — 2mn) + 27m.
L’exposant de Lyapounov et la densité d’états intégrée pour le probléme périodique se pro-
longent en des fonctions harmoniques dans C, et sont reliés a la détermination principale du
quasimoment de Bloch par la relation :

ky(E) = tk(E) + iv(E). (1.1.15)

k(E) ales mémes points de branchement que ®(z, E), i.e. { E, },en. Sur sa surface de Riemann,
on peut distinguer deux types de courbes fondamentales :

— les courbes, disons a,, qui font un tour autour d’une zone spectrale de H ;

— les courbes, disons b,, qui font un tour autour d’une lacune spectrale de Hj.

Soit D un domaine simplement connexe de C qui ne contient pas de points de branchement
du moment complexe. Fixons dans D une détermination analytique de k, disons ko(E). On
trouve toutes les autres déterminations analytiques dans D par la formule :

k’iJ(E) = ﬂ:kfo(E) + 27Tl, leZ. (]_]_]_6)

En particulier, sur Cq = C\[E}, o) on peut fixer de fagon unique une détermination analytique
du quasimoment.

1.8 Calcul des indices et des signatures des courbes
1.8.1 Indice et signature d’une courbe : le cas des lacets

Soit Ey € C\ U [Fan, Eony1], i-e. telle que Ey n’appartient a aucune fermeture de lacune
neN
spectrale. Considérons une courbe fermée orientée lipschitzienne réguliére v sur le plan de F

qui a son origine et son extrémité en Ey, v(0) = (1) = Ey. Soit Uy un voisinage régulier de
Ejy. Fixons une détermination k£ du quasimoment global k analytique dans Uy, k € H(Up). On
appelle lacet le triplet {Ey, v, k}.

Considérons le prolongement analytique k|, de k le long de . Au voisinage de Ej, on peut
comparer la détermination initiale & avec la détermination k|y obtenue par le prolongement
analytique le long de «. D’aprés (I.1.13]), on peut écrire au voisinage de Ej :

k|lv(E) = o,k(E) + 2mm,, (1.1.17)
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avec 0, € {+,—} et m, € Z. On appelle o, la signature du lacet et m, l'indice du lacet
{Eop,7, k}. Ces notions deviennent claires quand on considére la courbe v comme une courbe
sur la surface de Riemann I du multiplicateur de Floquet (p. [30).

Le lemme suivant permet de calculer facilement I'indice du lacet et sa signature :

Lemme 1.22. Soit v un lacet. Supposons que 7y croise successivement les lacunes
spectrales en les points zq,...,zn. Pourn =1,..., N, posons r, = Rk, (E,). Alors l'indice et
la signature du lacet v se calculent par les formules suivantes :

1
oy = (=1)%, my = ;(TN—TN—l+7“N_2--.+(—1)N717“1). (1.1.18)

La formule précédente permet de calculer I'indice et la signature pour un lacet simple.
Mais dans le calcul de I’asymptotique de la matrice de monodromie on rencontre des courbes
composées. Il est utile d’établir les regles de calcul pour une composition de courbes .

1.8.2 Indices et signatures des courbes : la matrice A(v, k)

Le but ici est de ramener le calcul des indices et des signatures de courbes & des opérations
matricielles simples. Soit a (resp. b) le début (resp. la fin) d’une courbe réguliére ~.
Supposons que a = b. Fixons une branche ky du moment complexe au voisinage de début de
~. La signature o (v, ko), avec o (v, ko) € {—1, 1}, et I'indice m(~, ko), avec m(y, ko) € N, de
par rapport a la branche kg sont définis par la relation :

kO"y(b) = O'("}/, ko)ko(&) +27Tm<’}/, ko) (1119)
Mon but ici est d’établir des régles de calcul simples pour les indices des courbes composées

ou des indices d’une courbe par rapport a différentes déterminations du moment complexe.
Soient o (7, ko) la signature et m(~, ko) l'indice de v pour ky. On leur associe une matrice :

Ay, ko) = ( ;((771200)) ? ) (1.1.20)

Ainsi on trouve la signature et l'indice de v pour k¢ a partir de A(~, ko) :

o(7,ko) = Au(y, ko) m(y, ko) = Aan (7, ko) (1.1.21)

Nous n’allons plus parler des indices et des signatures, mais des matrices A(~, k). On vérifie
que les matrices

A;:{A:<U 0)aveca€{+1,—1}etm€Z}
m 1
forment un groupe (non commutatif) pour le produit matriciel.

Soient « et 3 deux courbes telles que a(1) = £(0). On note 5 o a la concaténation de la
courbe « suivie de la courbe 5 (o est donc la loi de composition du groupoide de Poincaré).



1. Spectre de 1’opérateur périodique 35

1.8.3 Applications : courbe composée v = yyo...07; et changement de détermi-
nation

Lemme 1.23. A(-, ko) réalise un morphisme du groupoide de Poincaré vers le groupe A.
Autrement dit, soit v :=yyo...0v, on a

A, ko) = Alyw, ko) A(yn—1, ko) - . . A(1, ko). (1.1.22)

Démonstration. 11 suffit de démontrer ce lemme pour une composition de deux courbes, disons
Y2071

Kolvsom (2) = (o(ko, 11)ko(2) + 2mm(ko, 11)]4, =
= 0 (ko, 11)kol~, (2) + 2mm(ko, 1) =
= 0 (ko, 11)(o(ko, v2)ko(2) + 2mm(ko, 72)) + 2mm(ko, 71) =
= o (ko, 11)o(ko, v2)ko(2) + 2m(m(ko, 11) + m(ko, v2)o (Ko, 71))-

D’ott o (ko, v2 0 71) = o(ko, 71)o(ko,72) et m(ko,v2 0 y1) = m(ko, 1) + m(ko, v2)o (ko,71). Ce
qui démontre A(vs 0y, ko) = A(7y2, ko) A(71, ko)- O

Pour kg et ky tels que k; = Gko + 20 M avec G € {+1,—1} et M € Z on note

S(k’l,k’o) = ( ]GW (1] ) et donc S_l(k’o,k}l) = ( —gM (1] ) .

Lemme 1.24. Soit ky une détermination du quasimoment reliée a ko au voisinage de a
(Uorigine de ~y) par :

kflszJ0+27TM, GE{—]_,l}, M e 7.

Alors
A(”}/, ]{31) = S_l(k’o,k’l)A(’y, ]{30)5(]{30,]{31). (1123)

Ainsi si o(ko,y) = 1 alors m(ky,v) = Gm(ko, ) et ne dépend pas de M.

Démonstration. On exprime :

bl (2) = (Gho + 2 M)],(2) = Glor(ko,2)ko(2) + 2mm(ko, 1)) + 200 =
= Go(ko,7)(Gk1(2) = 2rGM) + 2w (Gm(ko,y) + M) =
= GGO’(ko, ’y)kl(Z) + 27T<—GGO'<]€0, "}/)M + Gm(ko, ’Y) + M)

D'ouo(ky,v) = GGo(ko,y) = o(ko,7y) et m(ki,y) = —GGo(ky,y)M + Gm(ko,v) + M =
—o(ko,v)M + Gm(ko,7v) + M. Ce qui démontre

A(”}/, ]{31) = S_l(k’o, k’l)A(”y, ]{30)5(1{30, ]{31)

Le lemme suivant réunit les résultats de lemmes précédents :
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Lemme 1.25. Soient 71,72 et 73 trois courbes régulieres telles que v1(1) = 72(0) = v2(1) =
v3(0) (donc vz 09 07, et y3 071 sont correctement définies). Notons v1(0) = a, v1(1) = b
et v3(1) = c. Supposons que a = c. Soit ko (resp. ki) une détermination du quasimoment
analytique dans un voisinage de a (resp. de b). Alors on a :

A(ko, 3072 071) = A(ko, v3071)S ™ (Kol s k1) Ak, 72) S (Kol , k1) (1.1.24)
Démonstration. On calcule :
k0|73072071 = (le + 27TM)|73072 = G(U(kla 72)k1 + 27Tm(k:1, '72))|“/3 + 27 M

= Go(k1,72)(Gkolygoyy —20GM) + 2m(Gm(ky, v2) + M)

= 0’(7%‘17 72)0(/’{707 Y3 © ’Yl)ko + QW(U(/ﬁ, ’Vz)m(/fm Y3 © ’Yl) - Ma<k17 72) + Gm(k;l, 72) + M)

Donc on a :

U(koa’ys © Y20 ’71) = U(kh%)a(l{?oa% o ’Y1)
m(ko,v3 072 071) = o(ki, v2)m(ko,v3071) — Mo(k1,7v2) + Gm(ky,v2) + M

Ceci est équivalent a

A(ko,v3 072 071) = Alko, 130 1)S ™ (Ko, k1) A(k1,72) S (Kol s k1)

1.9 Energie complexe et opérateur périodique
Pour formuler le théoréme sur 'asymptotique de la matrice de monodromie, j'ai besoin

d’introduire 1’énergie complexe et les objets associés.

1.9.1 Energie complexe

Dans le régime adiabatique, pour les petits €, on considére 1’équation (AdiabQP) comme
une perturbation de I’équation Schrodinger périodique :

— "2, E,2)+ V(2)®(x, E,2) = (E —W(2))®(z, E, 2) (1.1.25)
Quand E € R est fixé, £(z) = E — W(z) est une fonction de la variable z.

Définition 1.26. Pour chaque E € R fixé, [’énergie complexe est la fonction £ : Sy — C
donnée par
E(z) = FE—W(z). (1.1.26)

Remarque 1.27. £(R) CR car F € Ret W(R) C R.

[’énergie complexe hérite de 'analyticité de la fonction W : £(z) € H(Sy). Les fonctions
de I'énergie E se transforment en fonctions de z quand on prend la composition avec £(z).
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1.9.2 Equation périodique et ensembles B et C
Considérons I’ensemble C des points critiques réels de la fonction W :
C:={zeR | W(z)=0} (1.1.27)
et I’ensemble B des préimages réelles des bords de zones spectrales de 'opérateur Hy :
B:={zeR | dneN telque &(z)=FE,}, (1.1.28)

ou £(z) est défini dans (I.1.26). Les ensembles B et C ont les propriétés suivantes :
— Les ensembles B et C sont discrets et 2m-périodiques.
— L’ensemble C est non vide, contient au moins 2 points par période [a, a + 27| Va € R.
— L’ensemble B dépend contintiment de F.

1.9.3 Ensemble des énergies X

Fixons § > 0 petit. Nous supposons que I’énergie E € R vérifie les hypothéses :
(HED) dist(B,C) >0
(HEB) B est non vide et dans Sy toutes les préimages des bords des zones spectrales de
H, sont réelles

Nous notons ¥ = Y5 'ensemble des énergies F qui vérifient les hypothéses (HED) et (HEB).

1.9.4 Deux types d’intervalles : Z; et Gy

Fixons 6 > 0 et E € Y5. Considérons les collections d’intervalles de R suivantes :

— Soit Zg I’ensemble des composantes connexes de £~ (o (Hy)) [\ R. C’est I'ensemble des
intervalles qui sont des préimages de zones spectrales de 'opérateur périodique H .

~ On définit également I’ensemble Z¢ de composantes connexes de £~ (a(Hy)) N Sy-.

~ Soit Gg 'ensemble des composantes connexes de £71(R\o(Hy)) (|R. C’est 'ensemble
des préimages des lacunes dans le spectre de "'opérateur périodique Hy.

— On définit également 1’ensemble Ge de composantes connexes de €71 (R\o(Hy)) N Sy

Les éléments de Zgr et Ggr sont des intervalles réels.
On peut distinguer trois types différents de composantes connexes de I’ensemble des énergies
3. Cette classification correspond aux différents cas de distribution des points critiques de W
par rapport aux intervalles de Zy :

- Gr =10,

- QR%Q), ZR#Q, mais‘v’JEZRonaJﬂCZQ),

~ Gr £ 0, Zr # 0 et il existe J € Zg tel que JNC # (.
La géométrie du probléme est différente dans ces trois cas et donc les matrices de monodromie
ont des asymptotiques différentes.

1.9.5 Moment complexe k(z) et ses déterminations

On fixe E. On a déja introduit I’énergie complexe £(z) = E — W(z) dans (L.I1.26). Afin
d’utiliser les constructions de Bloch-Floquet pour I’équation périodique avec ’énergie com-
plexe :

—0"(2,E(2)) + V(2)®(2,E(2)) = E(2)P(x,£(2))

j'exprime les objets de cette théorie en termes de la nouvelle variable z.
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Définition 1.28. Soit E € R fixé. On appelle la fonction multivaluée x(z) := k(E(z)) définie
par composition k = k o £ le moment complexe.

Etant la composée des deux applications k(E) et E — W(z), le moment complexe hérite
des propriétés du quasimoment de Bloch. En particulier, le moment complexe est une fonction
multivaluée avec des points de branchement de type racine carrée. En dehors de ces points de
branchement, dans chaque domaine simplement connexe on peut en fixer une détermination
analytique.

On fixe E. On définit la détermination principale du moment complexe par k,(z) =
k,(E(2)), i.e. k, = k, 0o £. On définit par composition la forme différentielle 2 = Qo £ et le
facteur normalisant ¢(z, zg) par :

Qz) =QE(2)) et q(z20) :=q(E(2),E(20)) (1.1.29)

ou Q(E) est définie par (I.I.11)) et (LLI0), et ¢(F, Ey) = \/@ A T'aide de I’énergie complexe

E(z), on obtient la notion d’ensemble régulier dans le plan de z :

Définition 1.29. On appelle régulier un ensemble A dans Sy si £(A) est un ensemble régulier
au sens de la Définition [1.19.

On introduit une relation d’équivalence pour les courbes réguliéres de classe C! joignant
deux points z; et 2s.

Définition 1.30. On dit que les courbes « et 8 sont équivalentes et I’on note :
an~f

si ces courbes ont la méme origine, la méme extrémité et (o) ~ £(B) au sens de la Défini-
tion [1.20.



Chapitre 11

Densité d’états intégrée et formule de
Thouless pour des perturbations a
oscillations lentes de 'opérateur de
Schrodinger périodique

Ce chapitre ouvre I’étude de I'équation de Schrodinger a oscillations asymptotiquement
lentes :
—V"(z, E) + [V(z) + W (x)]¥(z, E) = EY(z, E). (S10sc)

On travaille sous les hypotheéses (HV) et (HW) de régularité et de périodicité sur les poten-
tiels V' et . On suppose que « vérifie (Ha), i.e. « € (0,1).

Dans ce chapitre on formule et démontre quelques propriétés de la densité d’états intégrée
pour 'équation (SIOsd). On démontre les Théorémes [0 et 16 de 'introduction. A la fin, on
formule les propriétés dimensionnelles de I’ensemble résonnant (ou l'existence de I’exposant
de Lyapounov n’est pas démontrée) et les corollaires spectraux de ces propriétés.

1 Propriétés de la densité d’états intégrée

2

Considérons 'opérateur Hy défini par H = 2 + V(z) + W(x®) dans Ls(R,) avec la
x

condition au bord @ en O :
D(Hy) ={ f € H*(Ry) | f(0)cosf + f'(0)sinf =0 }

Pour chaque 6 € [0,27) 'opérateur Hp est auto-adjoint car il est dans le cas du point
limite & I'infini (c.f. Section 2.2 du Chapitre 2 de [LS91]) et régulier en zéro. Par la théorie de
subordination de D. Gilbert et D. Pearson (c.f. [GP&T]), le spectre singulier de Hy est simple
(c.f. la Définition 2 d’une solution subordonnée de la Section 3 de [GP8&7] et le Théoréme 3
de la Section 6 de [GP8T]). Dans I'Introduction on trouve la description du spectre de Hp
obtenue par G. Stolz (c.f. les théorémes 2], 3], [4)).

Dans la Définition 9 p.[8, on a défini la densité d’états intégrée k(E) pour 'opérateur Hy. On
commence par I’étude de ses propriétés.

39
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De la définition de la fonction k(E), il découle qu’elle est continue & gauche et croissante.
La premiére propriété de k(E) concerne le spectre de Hy. On a :

Lemme 1.1. Pour tout 6 dans [0,27), soit
Y={FEecR | Ve>0 k(E+¢)—k(E—¢)>0}
On a X C 0ess(Hp).

Démonstration. Fixons une énergie £ € 3. Pour démontrer que E € o.4,(Hp) on va construire
une suite singuliére de Weyl a I'aide de fonctions propres des restrictions de H = —%+V(x)+
W (z®) sur des intervalles finis. On note Hy(n) l'opérateur H sur [0,n] avec la condition au
bord f(0)cosé + f'(0)sinf en 0 et la condition de Dirichlet en n. On a :

1. Les résolvantes des opérateurs Hy(n) convergent fortement vers les résolvantes de Hy
quand n tend vers l'infini :

Hg(ﬂ) ﬁ Hg.

2. Soit &, une suite, €, — 0. Pour chaque E € ¥ et pour chaque ¢,, il existe d(g,) > 0
telle que k(E +¢,) — k(E —¢g,) > 0(en).

3. Pour chaque 4, il existe N(0,) telle que Vn > N(4,) on a |LN(E, Ho(n)) — k(E)| < On.

On réunit ces observations pour conclure qu’on peut choisir une suite F,,, de valeurs propres

des Hy(ny) telles que E,,, — E quand k — oo. Par conséquent, on construit une suite

singuliére a partir des fonctions propres normalisées ®,,, (z) des Hpy(ny) associées a des E,
multipliées par une troncature appropriée =;. On a :

Ho (124) P, () = Ey, O () [Py || =1

Il est facile & voir que ||®,,, Z|| — 1. On choisit les troncatures = (z) pour que ®,,, (z)=(z)
soit dans D(Hy) et que

[(Hp — )P, (2)Ex(2)l| < |E = Em, | + 11225(2) P, (2) + Zi(2) P (2)]| = 0

quand k& — co. On a une grande liberté de choix pour E,,, et ®,, (leur nombre est propor-
tionnel a ny), donc on peut choisir la suite ®,,,, =) orthogonale (en passant & une sous-suite si
nécessaire). Ainsi le critére de Weyl est satisfait et F € o.55(Hp). O

Remarque 1.2. En fait, dans le cas de 'opérateur Hy, le spectre essentiel coincide avec le
support de la densité d’états intégrée. Pour démontrer I’égalité o.ss(Hy) = 3 on détermine le
support de la densité d’états intégrée a partir de la formule (5). Puis, on utilise le résultat de
G. Stolz (c.f. [Sta97]) qui décrit le placement du spectre essentiel de 'opérateur Hy :

Uess(HG) = U(HO) + W(R)
pour démontrer que ces deux ensembles coincident.

Soit U(x, E) une solution réelle de 1’équation (SIOsd) qui vérifie la condition au bord
U(0, E) cosf + W'(0, ) sinf = 0. On peut définir le nombre de rotations pour Hp :
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Définition 1.3. On appelle nombre de rotations de Hy la limite suivante quand elle existe :

o(E) = lim arg(\ll(x,E)+i\I/'(:p,E)).

xr——+00 T

(2.1.1)

Le nombre de rotations p(E) coincide modulo multiplication par une constante avec la
densité d’états intégrée k(F) :

Lemme 1.4. Quand 'un des deux existe, la densité d’états intégrée et le nombre de rotations
sont liés par la relation :

k(E) = ;p(E) (2.1.2)
Lemme 1.5. Quand elle existe, la densité d’états intégrée k(E) ne dépend pas de 6.

Démonstration. 11 est évident que le nombre de rotations p(E) ne dépend pas de 6. On utilise
le rapport entre le nombre de rotations p(F) et la densité d’états intégrée k(FE, ) pour con-
clure.

Autre démonstration. Par un argument de B. Simon (voir section 1.6 de [SIm95]) on démontre

que le changement de condition au bord est une perturbation de rang 1. Soit une fonction f €

H'([0,1])) qui vérifie la condition de Dirichlet en [. Soit Hp(l) (resp. Hy(l)) 'opérateur H =
2

d
12 + V(x)+W(z*) dans Ly([0,1]) avec les conditions au bord de Dirichlet (resp. condition
T

f(0)cosf + f'(0)sind = 0 et f(I) = 0). Considérons la différence des formes quadratiques
associées a Hp et Hy sur [0,1] :

(f, Ho(1)f) = (f, Hp(1)f) = /(\f( )2+ (V(z) + W ()| f(2)*)da — | £(0)[* cot § —
- [0r@i+ v @+ wee P =
:—cotG/O §(z)|f(x)|*de = —cot O(f,6f)

ou 4 est I'opérateur borné sur les fonctions de H' défini par (f,df) = |f(0)]>. Ainsi
Hy(l) = Hp(l) + Ao(z) avec A = — cot(h). (2.1.3)

Soient A et B deux opérateurs auto-adjoints inférieurement bornés a spectre discret. On
définit la fonction de décalage spectral de Krein & pour ces opérateurs par

§(A, B, E) = #{(a(A) N (=00, EN\((B) N (=00, EN)} = tr(Po0,1)(A) = Poc,1)(B)

¢ n’est rien d’autre que la différence entre les fonctions de comptage de valeurs propres de A et
de B. Par la théorie des perturbations de rang 1 (voir argument de B. Simon et F. Gesztesy
dans 1.4 de [Sim93]), grace a la représentation (2.1.3), la fonction de décalage spectral pour
Hp(L) et Hp(L) vérifie 'estimation

|E(Hy(L), Hp(L), E)| <1
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Ceci implique |k(Hy(1), E) — k(Hp(1),E)| = 7£(Hy(1),Hp(l),E) <  pour chaque E €
R\(c(Hpy(l)) U o(Hp(l)) puisque les valeurs propres de ces opérateurs sont discrétes et non

dégénérées. Passant a la limite [ tend vers +oo :

lim (k(Hy (1), E) — k(Hp(l), E)) = 0,

=00

on obtient I'indépendance de k(E) de condition au bord 6. O

Par conséquent, la notation k(F) est correcte pour la densité d’états intégrée.

On démontre que la densité d’états intégrée existe pour tout £ € R a I'aide de la méthode
de l’encadrement par Dirichlet et Neumann. Il s’agit de la méthode qui utilise les inégalités
pour les valeurs propres de Dirichlet et celles de Neumann.

1.1 Valeurs propres de restrictions

On démontre deux lemmes sur les valeurs propres des restrictions de 'opérateur H =
2 . . . . .
— &+ [V(2)+ W(2*)] & un intervalle fini. On commence par I'estimation de la distance entre

les valeurs propres de Dirichlet de H sur [a, b] et celles de Hy = —% + V(x) sur [a, b].

Lemme 1.6. Soient a et b deuz entiers. Soient EY([a,b]) les valeurs propres de Dirichlet de
Hy sur [a,b] et Eyx([a,b]) les valeurs propres de Dirichlet de H sur |a,b] numérotées par ordre
croissant. Alors on a :

| Bi(la,0]) — Bi([a,0)] < [W]ls (2.1.4)

Démonstration. Pour tout ¥ € Q(Hy) (Q(Hy) = Q(H) est le domaine de définition de la
forme quadratique associée a 1'opérateur Hy), on a :

(oW, W) — [ W (¥, ¥) < (HY, 0) < (Ho¥, ¥) + [ W] (T, V).

On applique le principe du mini-max pour obtenir estimation désirée (c.f. le Théoréme XII1.2

de ([RSTY)). O

Le deuxiéme lemme contient une estimation de la différence entre le nombre Np([a, b]; E)
de valeurs propres de Hp ([a, b]) (avec la condition au bord de Dirichlet) et le nombre Ny, g,([a, b], E)
de valeurs propres de Hp, 4, ([a, b]) (avec les conditions f(a) cos 01+ f'(a) sin6; = 0 et f(b) cos O+
1 (b)sinfy = 0). Ce lemme contient aussi les mémes estimations pour Hy.

Lemme 1.7. Soient a et b deux entiers. Alors on a

‘ND<[G’7 b]7 E) - N91,92([a7 b]7 E>| <2
(2.1.5)
|N0,D([a’ b]’ E) - N0791792([aa b], E)| <2
Démonstration. Ce lemme se démontre par ’application de la théorie des perturbations de
rang 1, ¢.e. par 'argument utilisé dans la démonstration du Lemme [1.5. Ce lemme peut étre
démontré également par les calculs liés a 'angle de Priiffer (les solutions tournent quand on

change E de fagon continue).

O
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1.2 Encadrement par Dirichlet et Neumann

Les estimations (2.1.4) et (2.1.5) sont importantes pour la méthode de I’encadrement par

Dirichlet et Neumann. L’idée clé de cette méthode est 1'utilisation de l'inégalité suivante.
2

Considérons un opérateur de Sturm-Liouville A = e + q(z) avec g(x) relativement borné
x

2

par rapport a 12 au sens des formes. On introduit la fonction de comptage Ny(FE, A, I)
xr

du nombre de valeurs propres < FE de l'opérateur A restreint a un intervalle fini [ avec
une condition au bord f(a)cosf + f'(a)sinf = f(b)cos® + f'(b)sinf = 0. Pour les valeurs
particuliéres § = 0, 7.e. une condition au bord de Dirichlet, (resp. # = 7, i.e. une condition
au bord de Neumann) on va utiliser la notation Np(E, A, I) (resp. Ny(E, A, I)). On a alors

le résultat suivant, appelé encadrement de Dirichlet-Neumann :

Lemme 1.8. Soit un intervalle I décomposé en deux sous-intervalles I7 et I, i.e. I = I, U I
et #(I; N 1) <1, alors

ND(EaAa -[1) + ND(EaAa IZ) S

S ND<E7A7[) S N@(E7A7 [) S NN<E7A7[) S
< Ny(E, A, L) + Ny(E, A, ) (2.1.6)

Démonstration. L’encadrement est démontré pour le laplacien dans la Proposition 4 du chapitre
XIIT de [RST8]. Pour l'opérateur de Schrodinger, le méme encadrement découle par simple
application du principe du mini-max (le Théoréme XIII.2 de ([RSTS])). O

Pour l'opérateur Hy, on donne une définition modifiée de la densité d’états intégrée est
plus pratique a manipuler.

Lemme 1.9. Considérons une suite S; de nombres entiers, S; € N, telle que

S — S,
lim S; = +o0 lim 24—t
l—+o00 l—+oo Sl

=0
Si la limite suivante existe alors la densité d’états intégrée k(E) définie dans (9) existe aussi
et est égale a cette limite et vice versa, i.e. :

K(E) = lim —N(Hp((0,5)), E) (2.1.7)

l—+o00 1

ot pour chaque 01,65 € [0,27] on note Hp([0, S)]) lopérateur H sur [0,S)] avec les conditions
au bord de Dirichlet et N(Hp([0,S)]), E) le nombre de ses valeurs propres < E.

Démonstration. La convergence du nombre de valeurs propres par unité de volume quand
x tend vers l'infini implique en particulier la convergence du nombre de valeurs propres par

unité de volume pour chaque sous-suite {5, };cn tendant vers 'infini.

S

Pour vérifier la réciproque on montre que ’existence de lim implique 'existence

l—00

de lim . L’égalité entre ces quantités sera automatiquement vérifiée car par unic-

L—oo
ité de la limite, elle coincide pour chaque suite qui tend vers 'infini.

Pour chaque L € N fixé, il existe [ € N tel que L € [S;,S;+1]. On va estimer la différence

Np(F3[0,L];0,0)
L
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IN(Hp([0, L]), E) — N(Hp([0,S]), E)| a I'aide de I’encadrement de Dirichlet-Neumann. On
écrit [0, L] = [0, 5;] U [S;, L]. Par I’encadrement Dirichlet-Neumann (Lemme [1.8) on a :

Np(E; [O, Sg]) + Np(E; [SZ,L]) <
< Np(E;[0,L]) < Ny(E; [0, L]) <
< Nn(E;[0,5]) + Ny (E; [Si, L)) (2.1.8)

L’estimation (2.1.4) implique :
Np(Ho(51, L), E = W) < Np(H(S), L), E) < Np(Ho(S1, L), B+ [[Wl|s)
Ny (Ho(Si, L), E — [ W) < N(H(S1, L), E) < Ny(Ho(S, L), B+ [Wlle) (2.1.9)

Pour un opérateur périodique Hy, on a l'estimation (L.9) pour la différence entre Np(Hy, [a, b])
(resp. Ny (Hy, [a,b])) et ko(E)(b— a) par 2ko(E). Ainsi 'estimation (1.6)) de la distance entre
les valeurs propres de Hy et celles de H implique qu’il existe une constante C, indépendante
de [, telle que pour [ assez grand on a :

[Np(H(S,, L), E)| < C(L = 8) |Ny(H(S,, L), E)] < C(L = 5).
Ce qui implique :
Np(H(S;, L), E) < Clim Si+1— S

I}I—I;I;O L - l—o0 Sl - O
Ny(H(S, L), B —
ti SVEGLDE) -, S m S,
L—o0 L l—o0 Sl
Par la théorie des perturbations de rang 1 on a :
1 1
ll}inooglND( (OaSl)aE) = lilinooglNN( (0751)7E) :k(E)
Ceci implique I’équivalence des deux définitions de k(E). O

2 Densité d’états intégrée : la preuve du Théoréme 10

Pour démontrer que la densité d’états existe, on suit la stratégie établie par Simon et Zhu
dans ([SZ96]). Plus précisément, on utilise ’encadrement par Dirichlet et Neumann et les pro-
priétés des perturbations de rang un. On adapte ces arguments pour traiter des perturbations
de l'opérateur de Schrédinger périodique.

2.1 Encadrement dans le cadre de mon probléme

On pose S; = S(I) := [(27n)=], ou | ] désigne la partie entiére d'un nombre réel. On pose
Q =[S(l —1),S(l)]. L’encadrement par Dirichlet et Neumann implique :

Z E) < Np(H([0,S()]), E) <

< Nu(H(0.S0), B) < 3 Ny(H(Q,), B) (2.2.1)
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On découpe chaque intervalle €2; en intervalles [ax(j), br(j)] avec ar(j) € N et by(j) € N
associés a un paramétre 5 > 0 (qui sera choisi par la suite) tels qu'il existe C' > 1 et K; € N
tels que :

= Jla(). 0e(i)], &7 < oe() — (i) < C3°, aili) < i) = arsa (4)

On applique ’encadrement par Dirichlet et Neumann & ce découpage des §2; pour obtenir :

ZZ 1), 0e(5)]), B) < Np(H([0,S(1)]), E) <
< Ny (H([0, 5 <> " Nl (o), WG B) (22

On va estimer le nombre de valeurs propres de Dirichlet Np(H([ax(5),bx(7)]), E) et de
Neumann Ny (H([ax(7),bx(j)]), £) de H sur les intervalles [ax(j), bx(7)]. Sur ces intervalles
la fonction W (x®) varie trés peu. Ainsi, pour x € [ax(7),br(j)], on peut approximer des

valeurs de W (x®) par le minimum W, . = [ nén)r%) " W (z®) ou par le maximum Wiy =
relayg .7 sk .]
max W (z®) sans faire une grande erreur.
z€la(5),bx (5)]

On introduit pour chaque j et k = 1,..., K, sur l'intervalle [ax(7), bx(7)] les opérateurs
périodiques suivants

Bp(j, k) = Ho+ max  W(z%) sur D(Bp(j,k)) ={f € H*| f(ax(5)) = f(b(5)) = 0},

x€[ag(7),bx (4)]

i.e. avec les condition au bord de Dirichlet, et

By (), k) = Hot _ min W(z%) sur D(Bp(j.k)) ={f € H*| f'(ax(5)) = f'(bx(5)) = 0},

i.e. avec les condition au bord de Neumann. Clairement on a des inégalités suivantes :
By (i, k) < Hn(ar(5), be(5)) < Hp(ax(5), be(5)) < Bp(j, k)
Par le principe du mini-max, cette inégalité implique :
N(®Bp(j, k), E) < Np(H([ax(5), 0x(7)]), E) < Ny(H([ax(5), 0x(7)]), E) < N(Bn (), k), E).

Par définition, Bp(j, k) et de By (j, k) sont des restrictions aux intervalles [ay(7), br(7)] d’opéra-
teurs périodiques Hy 4+ Wiaxx et Ho + Wiin i respectivement. D’oil on obtient :

N(Bp(j, k), £) = Np (Ho([ar(7), br(5)]); £ — Winax.x)
NBy(j, k), £) = Ny (Ho([ar(5), bk ()]): E — Wiing) - (2:2.3)

On estime ces quantités a I’aide d’une estimation (1.9) (I’estimation du nombre de valeurs
propres des restrictions de Hj sur les intervalles finis avec une condition au bord de Neumann
ou de Dirichlet) :

[Np (Ho([ax(5), be(5)]), £ — Wmax,k)—%ko(E—Wmax,k)(bk(j)—ak(j))| < 2min(ko(E—Waxk), 1),
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|Nn (Ho([ar(4), br(4)]), E — Wmm,k)—%ko(E—Wmin,k)(bk(j)—ak(j))| < 2min(ko(E~Wmning), 1)-

Ce qui revient & écrire :

NGB, k), B) = —Ko(E = Wi (be(G) — ()] < 2min(ko(E — Wina), 1),
Ny, b), B) — —ko(E = Wi ) (0c() — as(i))] < 2min(o(E — W), 1)

2.1.1 Estimations par une intégrale

Notre but est de montrer que les termes ko(E—Wiin k) (0k(5)—ax(5)) et ko(E—Wmax k) (b () —
ar(j)) sont proches de 'intégrale f::((j)) ko(E — W (z*))dz. On estime la différence :
— Si E— W(z®) est loin de bord E,,, n € N, d’une lacune ouverte de Hj, on estime :

ko(E — Wi r) (be — ax) — / " holE — W(a))da] <

agk

<| [ o8~ W) — ko~ W (e ae] <

agk

< (by — a)® max ky(E —W(z%)) max W'(z)aad ' <

x€lag,by] x€lag,by]
< C1j%aj .
— Si B — W (x*) est proche d’un bord E,, n € N, d’une lacune ouverte de Hy, on estime :

ko(E — W) (b — i) — / " k(B — W(a)de| <

agk

by,
< / (ko(E — Whink) — ko(E — W (2%)))dz| <
ag
< (b — ar)2( max W'(z)aa) ™ )2 <
$e[ak7bk}
.38 La—1
<Ciyyzaj2e.
Maintenant, on pose 3 = —ao‘ et on somme les termes, Z Zk .- Le nombre de termes

2(1—

dans la somme Zk:l est égal a K; = O(y B =0 ) On peut donc majorer :

2(1—a)

Ko (E— min |W(x°‘)|> (bk—ak)—/a:kk;o(E—W(xo‘))dx < oy

Comme 2(13—;a 0, la somme par j de ces termes s’estime par O(ZQ(IBaa)H) = O(I5a") et

YD Nu(B(ik).E) = ZZ%/kk(](E—W(xa))dHoa%T):
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Par le méme argument on estime :

l Kj 1 S(l) 24«
> ) Np(B(k),E) = ;/ ko(E — W (z®))dz + O(l3a")
0

]:1 k=1

On obtient finalement :

N |-

1 Kj () »
0

_]:1 k=1

S(1) e
/ ko(E — W (z*))dz 4+ O(1'3).
0

™
i ngF
5

I

D’oll on a :

1 S(l) 24«
- / ko(E — W(2%))dz + O(15") <
0

< Np(H([0, Si]), E) <
LS ) -
<1 / ko(E — W (a®))de + O(152). (2.2.4)

™

2.1.2 Modification de I’estimation : la fin de la preuve de ’existence

On fait le changement de variable ¢ = 2 dans I'intégrale fos(l) ko(E —W (xz%))dx, puis on
I’estime, en utilisant la périodicité de W et la comparaison d’une somme avec une intégrale :

S(1) 27l .
/ ko(E — W (2%))de = / ko(E — W)t dt + O(1) =

Z/Wko (E =W (2))(2rj +2) '+ de + O(1) =

:/%k(E W(x (zl:%g = +0(za)>:

0

= Caia [ R(E-W@)de(1+007) (225)

On réunit les estimations (2.2.4)) et (2.2.5) pour conclure :

—/ ko(E — W (2))dz + O(1~Y)

gi/%%w—wwmm+oaw+mﬂﬁ.@z®
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On obtient :

1 1 2
5 V(0. SO, ) - %/0 ko(E — W (z))dz

_ O(l_ min( 13;‘ ,1))

En passant a la limite [ — +oo et utilisant la définition équivalente (2.1.7) de la densité
d’états intégrée k(FE), on obtient :
k() = Jim o No (0, SO, B) = o [ k(B — W)
= lim ——= = — — W(x))dz
Ainsi on a démontré 'existence de la densité d’états intégrée k(F), sa formule et on a obtenu

une estimation de la vitesse de convergence de ﬁND(H([O, S())), E) vers k(E) :

1
50

Np(H([0,S()]), E) — k(E)’ < CI™®  avec v(a) =min { 13_(;1, 1}

Ce qui achéve la, démonstration du Théoréme [10.

2.2 Preuve du Théoréme 16/ : la formule de Thouless

La démonstration du Théoréme 16 se compose de deux parties. On commence par la
démonstration de la formule de Thouless (I3)). On remarque ce qu'’il suffit de démontrer la
formule équivalente :

v(E) - SVE = /Rln |E — E'|d(k(E") — %%@).

Dans cette formule on change de régularisation, utilisant la densité d’états intégrée et 'ex-

d2 . d2 N , .
posant de Lyapounov pour —1~ au lieu de ceux pour —35 + V(z). Apres, on en déduit
la formule de 'exposant de Lyapounov et ses propriétés a l'aide des outils de I’analyse har-
monique et de la formule de la densité d’états intégrée (c.f. Théoréme [10).

La formule de Thouless relie la densité d’états intégrée k(F) a I'exposant de Lyapounov
2

d
v(E) pour H = ——— + [V (z) + W (2®)]. Dans la formule de Thouless, apparait une régulari-

daz?
sation en termes de la densité d’états intégrée ka(E) = 1RVE et de l'exposant de Lyapounov
d2
va(E) = SVE pour Popérateur e
x

Comme on I’a démontré, le nombre de valeurs propres de restrictions de H a des intervalles
finis par unité de volume converge vers la densité d’états intégrée k(E) On a obtenu une
estimation de vitesse de cette convergence. Maintenant, on passe a la démonstration de la
formule de Thouless. On utilise les résultats de la section précédente.

2.2.1 Théoréme d’oscillations de Sturm pour H et H,

Le théoréme des oscillations de Sturm (c.f. Théoréme 1.3.3 de Chapitre 1 de [LS91]),
appliqué a une solution non nulle u(z, F) de ’équation & oscillations lentes (SIOsc) vérifiant
u(0, E') = 0 et & une solution non nulle uy(z, E') de 'équation —ug(z, E) = Fug(x, E) vérifiant
uo(0, ) = 0, implique le lemme suivant .
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Lemme 2.1 (Oscillations de Sturm).

ul,E) 11 (E—-E()
up(l, B) H (E — Eg(l)) (22.7)

k=0

Ici Ex(l) (resp. EQ(1)) sont des valeurs propres de Dirichlet pour les restrictions de H =
2 2

d N d
—23 + [V(z) + W (z®)] (resp. de —@) sur [0, S(1)].

On utilise ce lemme pour démontrer la formule de Thouless. Afin de démontrer la conver-
gence du produit dans (2.2.7), on utilise les propriétés asymptotiques des valeurs propres des

d? d?
restrictions des opérateurs H = L2 + V(z) + W(x*) et PR

2.2.2 Démonstration de la formule de Thouless : premier pas

Cette partie est consacrée a la démonstration de la formule de Thouless.
L’idée est la suivante. Pour chaque [ fini, on a ’égalité :

u(S(1), E B By()
w(S(), E ’ 1HHE Egl

On peut récrire cette égalité, utilisant les propriétés de logarithme :

S()

1 1 =, E—Ey(l)
S (S, ) = g fu(S(), B Zl FE) (2.2.8)

Pour tout £ € R, le deuxiéme terme de partie gauche de 'égalité (2.2.8)) converge :

=400

. 1 “
lim (% In |u0(S(l),E)|) = va(E) = SVE.

Pour étudier la convergence du terme de droite, on sépare le produit en deux parties : le
produit pour les k& < S(I)L et le produit pour k& > S;L, ou le nombre L est grand et sera
choisi par la suite. Le premiére somme contient un nombre fini de termes :

S()L S()L

Ey(l)
> In ’él

= (In|E — Ey(l)] — In|E — E°(1)]) =
k=0

k=0

FE —
FE —
1(I,L) ao(l,L)
_ / In|E — E'|dNp(E',[0,S(1)])) — / n|E — EdNY(E0, S()]) (2.2.9)

Ci-dessus, on a utilisé les notations suivantes :

ao(l,L) = sup{E € RIN)(E,[0,S(1)])
a1(l,L) = sup{E € R|Np(F,[0,S(1)])

Ici Np(E,[0,S(1)]) (resp. N2(E,[0,S(1)])) est le nombre de valeurs propres du probléme de

Dirichlet pour la restriction de 'opérateur H (resp. —%) sur [0, 5(1)].
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2.2.3 Démonstration de la formule de Thouless : deuxiéme étape

Démontrons que les termes qui contiennent le reste de produit tendent vers zéro a la limite
[ — +00. A Plaide de 'estimation (1.6]) on obtient :

+00 +o0

E - B B - B(l)
m [ ot = 3 |14 Y

' k=S(I)L E— B ’ k*S(l)L ' E— By

[W]oo
< E Infl+——7——
= nl—+ o Eo(l))
k=S(I)L k

Pour [ et L suffisamment grands, il existe une constante C' = C(E) telle que

2

S2(1)

|E — Ex(Ho(0,5(1)))] > C

On utilise ’équivalence des séries et la convergence dominée pour démontrer que :

+00 +oo
E— E(l) L CWlwS(
k=S(I)L k=S(I)L
—+00
C S(1)
< — < .
<S03 _c( ( )

Puis en passant a la limite [ tend vers l'infinie, on obtient :
1 E — Ex(]) C
lim —— 1 < —.
150 S(1) 2, In E-E,Q(l)' =1

2.2.4 Démonstration de la formule de Thouless : troisiéme étape

Dans ce qui reste, on va soustraire le terme qu’on veut obtenir et démontrer que les autres
termes convergent vers 0. On écrit :

a1 (l,L) ao(l,L)
/ In|E — E'|dkY(E") —/ In|E - E'dk\(E) = /1n|E—E’|d(k—k:A)(E’) L+
—00 R

— 00
ou

+00 +oo
L - / In|E — E'|dk(E) —/ In|E — E'|dka(E)
a1 (l,L) ao(l,L)

1(L,L) ao(l,L)
I, = / In|E — E'|d(k' — k)(E) —/ In|E — E'|d(ky — ka)(E) = I3+ I,

— 00

L’intégrale [, In|E — E'|d(k — ka)(E') est le terme qu’on voudrait obtenir. I nous faut dé-
montrer que I; et I, tendent vers 0 quand [ — oo.
+oo +00
llim I, = lim In|E — E'|dk(E") — / In|E — E'|dka(E") =0
—00

=00 Ja,(1,1) ao(l,L)
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En effet, I, = O <lna(l,L)a(l,L)*%) parce que |k(E) — ka(E)| = O <E_1l) pour les grands
6

valeurs de E. Cette derniére estimation découle des propriétés asymptotiques de ko : |ko(E) —
ka(E)| = O(E—l%) et de la continuité et de la monotonicité de ky en E a I’aide de I’encadrement
ko(E = [Wllso) < k(E) < ko(E + [[W]l0)-

On a intérét & éviter les valeurs propres (1) et E2(1). Pour faire ga, on considére les énergies
E en dehors d'un ensemble résonnant, i.e. on fixe e(«) € (0,v(«)) et considére E € R\ D,
ou :

Doo(c(a)) i= {E ER | Il }ien i — +oo tel que ¥i > 0 |E — Ep(l;)| < exp (—l,?(“’*s(a)) }
(2.2.10)
[’idée est de profiter de la condition £ € R\D,, pour séparer les intégrales I3 et I, en un
intégrale sur un intervalle d’énergies proches de E, et donc non-résonnantes, et un intégrale
sur le reste des énergies, qui sont maintenant séparées de E par une distance positive qui
dépend de [. Les premiéres tendent vers zéro car la mesure de l'intervalle d’intégration tend
vers zéro et qu’il n’y a pas de résonances. Pour le reste des énergies, la vitesse de convergence
des densités d’états des restriction et la distance de £ impliquent la convergence vers zéro.
Je ne démontre que 'estimation pour I3, celle de I, étant analogue. On pose

1
VI(E)=[FE —0,E+¢] avec 0 = 3 exp (_lu(a)*e(a)) ’

avec ¢(a) < @ Si E € Dy(e(a)), dans V(E) il n’y a pas de valeurs propres de Hp ([0, S(1)]),

ni de Hy p ([0, S(7)]). On utilise I’estimation non-résonnante et I'intégration par parties :

a1(17L)
/ In|E— E'|dK' —k)(E) = / In|E — E'|d(k — k') (E)
- Vi(B)

[e.9]

+ / n|E - Eld(k — K)(B') < C(B)V(B)] + (k- K)(ay(l, L)) In| E — ay(1, L)
(00,01 (I,L)\Vi(E)

_ Ll 1
iy (k= KB+ 0) — (kKB -a) - [ (e K)E)
(—ooar,\Vi(E) E—E

Les estimations |(k' — k)(E)| = O(I7"®) et In§; = O(1*®~¢(®) impliquent :

ll}inoo(k —kY(ay (L, L) In|E — ay(I,L)] = 0
lim Ind; ((k — k(Hp(0,5)))(E + &) — (k — k(Hp(0,5))(E —6)) = 0

=400

Ainsi on a démontré la formule de Thouless pour toutes les valeurs £ a l'extérieur d’un
ensemble résonnant, c’est-a-dire pour £ € R\Dy(e(«)). On peut choisir e(a) aussi petit
qu’on veut. Autrement dit, on a

DOO = U ﬂ ﬂ U U Dd,n,l,k avec

deN neN meN [=m keN

Danis = {E € [=d,d] | |E - Eu(l)| < exp (—zmm{%’l}*%)} (2.2.11)

Pour chaque intervalle finie [a,b] I’ensemble D, N [a,b] est de mesure 0 par le lemme de
Borel-Cantelli. Donc D, est de mesure 0. De plus, il est facile de voir que D, est de dimension
de Hausdorff zéro.
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2.3 Preuve du Théoréme [16/ : formule de ’exposant de Lyapounov

Dans la preuve de la formule de Thouless, on a démontré ce que, pour E € R\D,, la
limite suivante existe :

) 1
llggo 50 In|u(l, E)|
ou u(z, E) est une solution non nulle de I'équation (Hu)(z, F) = Eu(z, E) qui vérifie en 0
la condition au bord de Dirichlet. On introduit une relation d’équivalence pour les fonctions
gi1,92 R — C\{O} :

1 1
g1 ~g = lim ( ngie) ng2(x)) =0 (2.2.12)
T—+00 T i
Cette relation d’équivalence ne dépend pas du choix de la détermination du logarithme. Soit
T(S;,0, E) la matrice de transfert (c.f. définie dans (10)) de I’équation (SIOsc) sur l'intervalle
[0,S(1)]. 11 est facile de voir que cela implique ||T(S(1),0, E)|| ~ |u(S(l), E)| dans le sens de
2.2.12) :
W [T(S0.0.B)] _ . nu(S(0).E)
[—+o0 S(l) l=+00 S(l)

Et donc I'exposant de Lyapounov existe pour tout £ € R\ D, et sa formule peut étre calculée
a partir de la formule de la densité d’états intégrée a I'aide de la formule de Thouless.

2.3.1 Formule de ’exposant de Lyapunov

Pour tout intervalle fini [a,b] et pour tout E € [a,b]\Dy on a démontré la formule de
Thouless. Maintenant on considére une fonction F'(z) = wk(z) + i7y(z) analytique dans Cj.
On reconstruit F'(z) a partir de la formule de k(E) :

1

F(z) = —/0 ' ky(z — W(z))dz.

2T

La formule de Thouless décrit précisément la relation entre la partie réelle et la partie imagi-
naire de cette fonction. Donc a partir de la formule de la densité d’états intégrée, on retrouve
la formule pour I’exposant de Lyapounov :

1 2
v(E) = hm F(E +ie) = lim — / Sky(E + e — W(x))dx
0

e—0 27

:—/ Sky(E 410 — W(z :—/ Yo(E — W(zx))dx

pour presque tout £ € R. Plus précisément, pour tout £ € R\ Dy.

Remarque 2.2. Pour les valeurs de « proche de 1, cette définition d’ensemble résonnant
devient trop grossiére. La méthode d’obtention de I’exposant de Lyapounov pour les o € (%, 1)
par les approximations quasi-périodiques présentée dans le chapitre suivant donne le résultat
plus précis (voir le Corollaire [4.12 pour I’ensemble résonnant).
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On introduit la notation In —mes(S) pour la dimension de Hausdorff d’un ensemble S C R
par rapport a l’exponentielle de la mesure de Lebesgue. Plus précisément, on considére un
recouvrement de ’ensemble compact S de dimension de Hausdorff 0 par les intervalles /5 de
longueur au plus 0 et on calcule la limite :

1 [e.e]
a(S) = liminf tels que S C | ) I; avec |I;] <0 7.
5—0 {ln|ln\zj\[j||| H / /

Définition 2.3. On appelle cette limite “a-dimensionnelle mesure logarithmique de Haus-

dorff” de I’ensemble S.
Ainsi ’ensemble résonnant D, vérifie les propriétés dimensionnelles suivantes :

Lemme 2.4. L’ensemble résonnant Do, vérifie :
— La dimension de Hausdorff de Dy, est égale a zéro.
— La capacité de Do, est égale a zéro.
— La “dimension de Hausdorff logarithmique” de Dy, vérifie

1
min(lg—aa, 1)

In —mes(Dy) =

Démonstration. Ce lemme se démontre par un calcul élémentaire utilisant les définitions et
les propriétés de la dimension de Hausdorff, de la capacité et de la “dimension de Hausdorff
logarithmique”.

Par le Théoréme A.20 de [SIm07], chaque ensemble de capacité nulle est de dimension de
Hausdorff nulle. Ainsi le deuxiéme point du Lemme [2.4 implique le premier.

Par la définition de la capacité, il faut montrer :

C(Dss) := exp (—min{&E(p) | p € My 1(Dec)}) =0

ot E(u) == [log =L=du(z)du(y) et M, 1(Ds) est ensemble des mesures de probabilité sur

lz—y|
D.. On va utiliser les propriétés de la capacité :

1. Soient a,b € R, on a C([a,b]) = b — al,

2. Soient A, B C R, alors C(AUB)+ C(ANB) < C(A) +C(B).

3. Si A C B, alors C'(A) < C(B).
Si n1 < ng, alors Dd,ng,l,k C Dd,n1,l,k et C(Dd,ng,l,k) < C(dehhk). Si d1 < dg, alors Ddl,n,l,k C
Dy ik € C(Daynyik) < C(Ddynik). Dot il suffit de montrer pour chaque d € N que
C (Mimen Uiz Uren Do) = 0 pour un ng € N pour conclure C(Dy) = 0.
On choisit ng € N tel que s := min{lg’—aa, 1} — n%) > 0. Utilisant les propriétés 1 et 2, on calcule

C (U Dd,ng,l,k) = O(Vdl) exp(-1°),

C (ﬂ G UDd,no,l,k> = nll_lgoi O(Vdle™) =0
l=m

m l=m k

pour chaque d fixé. D’otu C(Dy,) = 0. Ceci achéve la démonstration du deuxiéme point du
Lemme 2.4.
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On calcule la “dimension de Hausdorff logarithmique” par définition. On fixe € > 0 et on
choisit ng € N tel que L < ! + € avec s(ng) := min{2, 1} — nio > 0.

s min{lg_—ao‘71} 3a ?

On calcule a(Dy) = liminfs o {ln\ln\Zi‘}zlllnllﬂH tel que Dy, C U;i1 I; avec |I;] < 5}. On

choisit les intervalles I; de longueur § = e~"". Le nombre des intervalles nécessaire et suffisant
pour couvrir Dy 1, est O(\/&l). D’ou :

1 1
a(Ds) = lim lim lim = lim

no—00 d—oo m—00 |p | In | Z;’im O(\/gle—ls) | ny—00 S(no) ’

Comme s(ng) — min{’:%, 1} quand ng — 0o, ceci achéve la démonstration. O



Chapitre 111

Méthode WKB complexe pour les
perturbations adiabatiques de 'opérateur
de Schrodinger périodique

Ce chapitre passe en revue la méthode WKB complexe dans sa version adaptée aux per-
turbations adiabatiques des problémes périodiques. Cette version de la méthode a été créée et
développée par A. Fedotov et F. Klopp. Le matériel de la section est basé essentiellement sur
les articles [FK04al [FK01l [FK05 [FK04D]. La nouveauté est la construction des diagrammes
de prolongement des asymptotiques des solutions de (AdiabQP]) pour W analytique réel (sans
I’hypothése d’'un maximum et un minimum) dans la Proposition 2.8, démontrée a la fin de
ce chapitre, ainsi que la démonstration du comportement asymptotique standard & plusieurs
composantes des solutions de (AdiabQP). On se donne comme but de décrire en détails les
constructions qui seront largement utilisées par la suite. A ’exception du nouveau matériel,
les théorémes et lemmes sont formulés sans démonstrations. Le lecteur intéressé trouvera les
preuves dans les références qui accompagnent chaque assertion.

Dans ce chapitre on étudie 'asymptotique quand ¢ tend vers zéro des solutions de 1’équa-
tion de Schrodinger :

— Uz, 2, E,e) + [V(z) + W(ex + 2)|¥(x, 2, E,e) = EV(z, 2z, E,¢) (AdiabQP)

avec x dans un intervalle compact [—X, X] avec X > 1 et z dans un domaine borné du plan
complexe. Dans I’ensemble de ce chapitre et du chapitre suivant (Chapitre [[V]), on suppose que
V et W vérifient les hypothéses de la Section [l (page [12]). On note Sy une bande horizontale
Sy ={z € C| |Sz] < Y} d’analyticité de W. L’adjectif régulier est utilisé dans ce chapitre
au sens de Définition [1.29 sur la page [38l

1 Théoréme principal de la méthode WKB complexe

Le but de la méthode WKB complexe est de décrire les asymptotiques des solutions de
I’équation quasi-périodique adiabatique (AdiabQP]) quand e tend vers zéro. Premiérement
on va définir le comportement asymptotique typique des solutions. Le théoréme principal
(Théoréme [1.5) décrit les conditions sous lesquelles on peut justifier ce comportement asymp-
totique.

95
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1.1 Comportement asymptotique standard

On note @4 (z,z, E, zp) les solutions de Bloch canoniques @Y (z, E, Ey) (Définition [1.18
page BIl) avec E = £(z) et Ey = £(20), analytiques en énergie dans un voisinage de &(z).
La définition suivante décrit le comportement asymptotique typique pour les solutions de
I'équation (AdiabQP)). Dans ce qui suit, pour un domaine D C C, on note S(D) la plus petite
bande horizontale {z € C | y; < 3z < o}, y1,¥2 € R, qui contient D.

Définition 1.1. Soient 0 = £+, X > 1 et D un domaine dans Sy. On dit qu'une solution
f = f(x,z, E;e) de l'équation adiabatique quasi-périodique (AdiabQP)), définie pour tout
z € Ret z € S(D), admet le comportement asymptotique standard dans [—X, X| x D et 'on
note :

f(z, 2z, E;e) ~ exp (03/ /@(s)ds) O, (2, F, 29) (3.1.1)
€/
sl :
1. f est analytique en z dans D.
2. Kk est une détermination du moment complexe (voir Définition [1.28 page [38)
3. Pour z € D,z € [-X, X] et E € Uy(Ep) la fonction f a I'asymptotique :

l

f(z, 2, Eye) = exp (ag / /i(s)ds) (@, (z, 2, E, 20) + (1)) . (CAS)

4. L’asymptotique est uniforme sur chaque compact K C D, i.e.

i [l0(1) .1k = 0.

5. L’asymptotique est différentiable une fois en x en gardant ’estimation d’erreur uniforme
sur [-X, X] x D.

On va utiliser la notation CAS pour designer le comportement asymptotique standard.

1.1.1 Courbes et domaines canoniques

On a besoin de définir les courbes et les domaines spéciaux, dits canoniques. Ce sont
des domaines dans lesquels le théoréme principal (Théoréme [1.5) garantit le comportement
asymptotique standard.

Définition 1.2. On dit que ~ est une courbe verticale si 'angle 6 entre ~ et chaque ligne
Sz = const vérifie 0 € (0, 7).

Soit D un domaine régulier et v C D une courbe verticale réguliére. On fixe une détermi-
nation k(z) du moment complexe analytique dans D.

Définition 1.3. On dit que 7y est une courbe canonique pour la détermination x(z) du moment
complexe si le long de v :

%/ k(s)ds est croissante (3.1.2)
20

%/ (k(s) —m)ds est décroissante (3.1.3)

20
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La notion de courbe canonique est une notion fondamentale de la méthode de WKB
complexe pour les problémes adiabatiques. Elle est au cceur de toutes les constructions de
solutions au comportement asymptotique standard. Soit v une courbe verticale; v peut étre
paramétrée par t = Jz, i.e. ¥ = z(t) . Une courbe verticale est canonique si on a

2(t) 2(t)
d k(s)ds dS k(s) — m)ds
fzodt (s) >0 et 0 (d(t) ) < 0. (3.1.4)

Définition 1.4. On dit que un domaine régulier D est un domaine canonique pour une
détermination x du moment complexe analytique dans D si D est une réunion de courbes
canoniques pour cette détermination joignant deux points sur sa frontiére.

1.1.2 Théoréme principal de la méthode WKB complexe

Le théoréme suivant est le théoréme principal de la méthode WKB pour les perturbations
adiabatiques de problémes périodiques.

Théoréme 1.5 (Théoréme 1.1 de [EKQI]). Soit D un domaine canonique pour une détermi-
nation k du moment compleze. Il existe une base cohérente {V, W_} de solutions de [’équation
quasi-périodique adiabatique (AdiabQP) qui admet un CAS pour la détermination k dans D :

U, ~ exp (ii/ H(S)dS) Sy(x, 2, F, 2).
€J

1.1.3 Lignes de Stokes

La notion de lignes de Stokes dans la méthode WKB pour les problémes adiabatiques est

analogue a la définition classique des lignes de Stokes (c.f. [Fed93]). Grosso modo, les lignes
de Stokes sont des lignes qui peuvent former des frontiéres entre les domaines o, le long des
lignes horizontales {z € C | Sz = const}, les solutions qui ont CAS sont croissantes et ceux
ou elles sont décroissantes.
On considére 'intégrale suivante : fz’z k(z)dz. Cette intégrale va apparaitre dans les asympto-
tiques des solutions qui ont CAS. C’est une fonction multivaluée dont les points de branche-
ment sont les mémes que les points de branchement du moment complexe k(z). Soit 2 un
point de branchement de r(z).

Définition 1.6. On appelle ligne de Stokes une courbe v qui commence en zy € Sy et définie
par la condition :

%/z(/@(z) — k(z0))dz =0 (3.1.5)

20

ou l'intégrale est prise le long de ~.

Les propriétés du moment complexe impliquent que les lignes de Stokes sont indépendantes
du choix de la détermination du moment complexe. D’aprés ’hypothése (HED) page 137,
dans chaque point de branchement z; du moment complexe, on a W'(zy) # 0. Il y a donc
précisément trois lignes de Stokes sortantes de zy, dont 'une est réelle et les deux autres sont
symétriques par rapport a la droite réelle. Les angles entre ces courbes valent %”
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1.1.4 Lignes de type Stokes

Soit D C Sy un domaine régulier et soit v C D une courbe réguliére. On fixe une déter-
mination du moment complexe ko(z) analytique dans D et un point zy € D. On définit les
fonctions fo(z; 20, ko) et fr(2; 20, Ko) :

{fo(-szoyfio)i(: - R {fw<.;Zo,/€0)ZC - R

z %fzz Ko(s)ds z %f;(/io(s) —7)ds
On appelle Fy(ko) (resp. Fr(ko)) la famille de courbes de niveau de fy(., 20, ko) (resp. fx(., 20, ko)) :
Fo(ko) := {7y courbe dans Sy telle que fo(z;20,k0) = const V z € v},

Fr(ko) :== {7y courbe dans Sy telle que f,(2;z20,k0) =const V z € ~}.

Ces familles ne dépendent pas du choix de point zg dans D.
Définition 1.7. Une courbe v est une ligne de type Stokes pour kg si v € Fy ou si v € Fi.

La définition d’une ligne de type Stokes dépend du choix de la détermination du moment
complexe. Une courbe verticale ne peut vérifier la définition de ligne de type Stokes que
pour deux déterminations du moment complexe, disons kg et —kq. Pour voir c¢a, il suffit de
remarquer que fo (2, 20, 0ko +2mm) = o fo.»(2, 20, ko) + 2rmS (2 — 20), fo(z, 20, Oko +2TM) =
0 fx(2, 20, Ko)+(2m+1)7(2—20) et fr(2, 20, 0ko+2mm) = 0 fo(z, 20, ko) +(2m—1)T (2 —2p).

Lemme 1.8 (Corollaire 2.1 et Lemme 5.5 de [EK04a]). Soit D un domaine régulier et ko une
détermination du moment complexe analytique dans D. Les courbes de chaque famille Fo(ko)
et Fr(ko) forment une fibration du domaine D, i.e. :

D:UfyletD:U’Vz

Y1E€F0 (ko) Y2 EFr (ko)

De plus, dans un domaine régulier :

— deuzx courbes de familles différentes ne se croisent pas ou ne se croisent qu’une seule
fois, i.e. soient y1,72 C D, v1 € Fy et v9 € Fr alors v1 Ny contient au maximum un
point ;

— dans un domaine réqulier deuzr courbes de la méme famille ne se croisent pas ou coin-
cident, i.e soient yy,72 C D, v1,7% € Fo ou Y1,72 € Fr alors soit v1 Ny = 7 soit
1 Ny = 0.

— une courbe canonique peut croiser une ligne de type de Stokes au plus une fois.

Dans chaque domaine régulier les champs de vecteurs %(z) et ®(z) — 7 sont C'™ et les
lignes de type de Stokes de famille Fy (resp. F,) sont des courbes intégrales pour un champ
de vecteurs ®(z) (resp. ®(z) — 7) (Lemme 2.1 de [FK04al). Par conséquent, puisque %(z) € R
équivaut a £(z) € o(Hy), on a :

Lemme 1.9. Soit D un domaine tel que D NE~(o(Hy)) # 0. Dans D, les lignes de type de
Stokes de familles Fo(ko) et Fr(ko) sont verticales.

Ou 'on note £7Y(o(Hy)) la préimage par rapport a £(z) du spectre de 'opérateur péri-
odique Hy, i.e. E7Y(o(Hy)) :={z € Sy | £(2) := E — W(z) € o(Hy)}.
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1.1.5 Domaine canonique a partir d’une courbe canonique

Dans ce qui suit D est un domaine régulier. On fixe une détermination x du moment com-
plexe analytique dans D. Le terme segment d’une courbe désigne un sous-ensemble connexe
et compact de cette courbe. Soient v C D une courbe canonique pour la détermination s du
moment complexe, z; et zo ces bouts tels que Sz < $z,.

Définition 1.10. On dit qu’un domaine K C D est un domaine canonique entourant v si K
est canonique pour le triplet {k, z1, 20} et v C K.

Le lemme suivant établit ’existence des petits domaines canoniques.

Lemme 1.11 (le Lemme 4.1 de [EK03],domaine canonique local). Soit y une courbe canonique
compacte. On peut toujours construire un domaine canonique K. qui [’entoure.

Ce lemme est une conséquence du fait que des courbes obtenues par des petites déforma-
tions C'! d’une courbe canonique compacte sont canoniques.

Définition 1.12. Les domaines canoniques dont ’existence est assurée par le Lemme [1.11
s’appellent domaines canoniques locauz.

1.1.6 Construction d’une courbe canonique a partir d’une courbe pré-canonique

La construction d’une courbe canonique s’appuie sur l’existence d’une courbe canonique
dans un voisinage arbitraire d’une courbe pré-canonique.

Définition 1.13. Une courbe pré-canonique est une courbe réguliére composée de segments
des courbes canoniques et/ou de lignes de Stokes.

Les courbes pré-canoniques sont faciles a construire et vérifient une propriété importante :

Lemme 1.14 (Proposition 6.2 de [EK04al). Soient D un domaine régulier, o une courbe
pré-canonique ayant origine en zy et l'extrémité en zo et V. C D un voisinage de o. Pour
chaque voisinage Vi de zq, il existe une courbe canonique v telle que v C 'V et v a l’origine
en z1 € Vi et Uextrémité en z,.

Ce lemme dit que, dans un voisinage arbitraire d'une courbe pré-canonique, on peut trouver
une courbe canonique.

1.1.7 Symétrie pour les courbes et les domaines canoniques

Le lemme suivant permet de construire des courbes canoniques par symétrie :

Lemme 1.15. Soit v une courbe pré-canonique (resp. canonique) pour une branche du mo-
ment complexe k(z). Alors son symétrique pour R, 5 est une courbe pré-canonique (resp.
canonique) pour K*(z).

Démonstration. Soit v une courbe canonique pour la détermination x(z) du moment com-
plexe. Donc le long de v on a :

s f; Kk(s)ds s f;(/ﬁ(s) — m)ds
d3z >0 a3z <0
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La courbe 7 est verticale et lisse, car v I'est par définition de la courbe canonique. La déter-
mination x(z) est continue sur v donc la détermination x*(2) est continue sur 7. Considérons
f; k*(s)ds. Par définition de k*(z), pour chaque z € 7 on a k*(z) = k(Z) o Z € . Donc on
a:

Z’Y 77

Z’Y 77

3/ (k*(s))ds = —g/z m(s)ds:—s/z /1*(5)%:—%/: K(s)ds

Zvi ¥y

. 3 . . — . 4 .
Mais S | , k(s)ds est une fonction croissante de SZ et donc, fonction décroissante de z. Le
gl
méme argument marche pour (k*(z) — 7). On obtient donc :

sy f;ﬁ(/@*(s))ds 0 sy f;ﬁ(/{*(s) —m)ds

13z - 13z <0

ce qui démontre que la courbe 7 est canonique par rapport a la détermination £*(z) du
moment complexe. 0

Corollaire 1.16. Si un domaine D est un domaine canonique pour une détermination k(2)
du moment compleze analytique sur ce domaine, alors D est un domaine canonique pour
K*(2).

Si (DN D)NEto(Hy) # 0, i.e. contient une partie d’une préimage réelle d’une zone spec-

trale de Hy, alors D U D est un domaine canonique pour la détermination obtenue de k par
prolongement analytique dans D U D.

Démonstration. Pour démontrer le premier point il suffit d’utiliser la symétrie réelle et la
définition d’'un domaine canonique. La formule clé est :

s/ K*(s)ds = S/Z@ds — %/Z/{(s)ds

20 20 20

Comme D est un domaine canonique, la partie imaginaire de cet intégrale est décroissante en
Q7Z, donc croissante en Iz. Il en est de méme pour les intégrales de k* — 7. O

1.2 Meéthodes de prolongement des asymptotiques
1.2.1 Diagrammes de prolongement pour les solutions

Le Théoréme [1.5 permet de construire des solutions au comportement asymptotique sim-
ple dans les domaines canoniques. Mais les domaines canoniques ne sont pas des domaines
maximaux sur lesquels les solutions vérifient le CAS. On démontre le CAS dans des domaines
plus grands par des méthodes de prolongement des asymptotiques. On introduit une définition
qui généralise celle de domaines canoniques.

Définition 1.17. On dit qu'un domaine D est le diagramme de prolongement pour une
solution f de (AdiabQP) si f vérifie un CAS dans D.

Cette partie est consacrée a des méthodes de prolongement des asymptotiques des solutions
construites localement sur des diagrammes de prolongement. Ces méthodes sont développées
par A. Fedotov et F. Klopp. Il y a trois outils principaux du prolongement :

— Le Lemme du Rectangle,
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— Le Principe des Domaines Adjacents,
— Le Lemme de Stokes.
On va parler de chaque outil en détail pour pouvoir 'appliquer par la suite.
On utilise ’adjectif "constant" pour désigner des domaines qui ne dépendent pas de ¢.

1.2.2 Lemme du Rectangle

Cet outil permet de prolonger 'asymptotique d’une solution sur des domaines ou I’asymp-
totique reste croissante quand on longe Rz = const.
Fixons y; et yo réels tels que y; < yo. Soit S = {2 € C | 1y <z < yo}. Soient 71 et ¥
deux courbes verticales telles que :

— 71 et 5 ne se croisent pas dans S,

— 1 et ¥y croisent les deux lignes Sz = y; et Sz = o,

— dans S, 7, est située a gauche de ~s.
Considérons un "rectangle" R, un ensemble compact limité par 95, 7, et 7. On pose D =
R\ (71 U7s). Le lemme suivant, appelé « Lemme du rectangle » a lieu.

Lemme 1.18 (Le Lemme 5.1 de [FK03], Lemme du rectangle). On fize E = Eq et on suppose
que R est régulier. Soit f une solution cohérente de l’équation (AdiabQP).
Alors il existe ey tel que pour tout € < ey on a :
- 513k >0 dans D et f a un CAS f ~ exp(: f k(s)ds)® au voisinage de 7y, alors elle
garde le méme CAS dans un domaine constant qui contient R.
- Sk <0 dans D et f aun CAS f ~ exp(: L [*k(s)ds)®, au voisinage de 1, alors elle
garde le méme CAS dans un domaine constant qui contient R.

On voit que 9‘%( f k(s )ds) est croissante avec oz si Sk < 0 et les solutions qui ont

CAS exp( [7k(s)ds)®, sont croissantes & droite. Par contre, si Sk > 0, §R< fz n(s)ds)

est décroissante avec Rz et les solutions qui ont CAS exp(* f k(s)ds)® sont croissantes a
gauche.

1.2.3 Principe des Domaines Adjacents

Soient v un segment d’une courbe verticale et S la plus petite bande horizontale qui le
contient. Soit U C S un domaine régulier. On appelle U un domaine adjacent a v si v C oU.

La proposition suivante, appelée Principe des Domaines Adjacents, permet de justifier le
CAS d’une solution décroissante.

Proposition 1.19 (Le Lemme 5.6 de [FKQ3], Principe des Domaines Adjacents). Soit v un
segment d’une courbe canonique. Supposons que la solution [ de I’équation (AdiabQP) vérifie
le CAS dans un domaine adjacent a . Alors f a le méme CAS dans tout domaine canonique
enveloppant .

Pour appliquer ce principe nous avons besoin de décrire les domaines canoniques envelop-
pant une courbe canonique donnée.
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1.2.4 Descriptif des domaines canoniques enveloppants

Soit D un domaine régulier. On fixe une détermination x du moment complexe analytique
dans D. La proposition suivante fournit une description des domaines canoniques enveloppant
une courbe canonique donnée.

Proposition 1.20 (La Proposition 6.3 de[EK02]). Soit v un segment d’une courbe canonique.
Notons 4 la courbe v privée de ses extrémités. Supposons qu’un domaine K C D est simple-
ment connexe et ¥ C K. Alors K est un domaine canonique enveloppant v si et seulement si
il se compose des courbes pré-canoniques obtenues par le remplacement d’un segment intérieur
de v par une courbe pré-canonique.

1.2.5 Lemme du Trapéze

Il est souvent difficile de trouver un domaine canonique maximal enveloppant une courbe
canonique donnée. Le lemme suivant, appelé Lemme de Trapéze, nous fournit un moyen pour
construire des domaines canoniques enveloppants simples.

Lemme 1.21 (Le Lemme 5.4 de [FK04a], Lemme de Trapeze). Soient vy une courbe canonique
et v un segment intérieur de vo. Soit U un domaine régulier adjacent a ~yo. Supposons que
Sk #£ 0 dans U. Soit o4 une ligne de type de Stokes qui commence a [’extrémité inférieure de
v et va vers le haut. Soit o, une ligne de type de Stokes qui commence a [’extrémité supérieure
de ~v et va vers le bas.
Alors :
— 8514 C U est une autre courbe canonique qui croise o, et o4 comme sur le dessin[1.21),
et qui ne croise pas vy et st ' T' C U est le domaine simplement connexe délimité par v,
5, 0q et o, alors T est une partie d’un domaine canonique enveloppant ~y.
- 815 C U est une autre courbe canonique qui croise o, et qui commence a [’extrémité
inférieure de v et si T C U est le domaine simplement conneze délimité par ~y, 7 et oy,
alors T est une partie d’un domaine canonique enveloppant .

Od
0d

F1GURE III.1 — Lignes de type de Stokes dans le Lemme [1.21
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1.2.6 Lemme de Stokes

Soit zp est un point de branchement du moment complexe tel que W’(zy) # 0. Trois lignes
de Stokes commencent en zy. [’angle entre ces lignes en z; est égal a %” On utilise la notation
01, 09 et o3 pour ces lignes pourvue que o7 soit verticale en zy (il se peut qu’il y ait deux ou
trois lignes verticales, on en choisit une).

Soit g7 un segment de o; qui commence en 2, et contient un seul point de branchement de

----: Lignes de type Stokes
— - Lignes de Stokes

FIGURE III.2 — Lemme de Stokes

moment complexe. Soit V' un voisinage de g;. Supposons que V' est suffisamment petit pour
que les lignes o1, 09 et o3 le divisent en trois secteurs. Nous désignons par S; le secteur situé
entre oy et gq, par Sy le secteur situé entre oy et o3, et par Sz le troisiéme secteur.

On a le lemme suivant, appelé lemme de Stokes.

Lemme 1.22 (Le Lemme 5.6 de [FK04a], Lemme de Stokes). Supposons que V est suff-
isamment petit. Soit f une solution au CAS f ~ exp(% [* k(s)ds)¥, & Uintérieur du secteur
S1Uoy U Sy de V. De plus, supposons que dans Sy au voisinage de oy, 'on ait :

- Sk >0 s1 Sy est a gauche de o1,

- Ok < 0 s1.5] est a droite de 0.
Alors f a un CAS dans V\oy et le terme principal de [’asymptotique est obtenu par prolonge-

ment analytique de S1 U o9 U Sy a V\oy.

1.3 Formules asymptotiques pour les wronskiens de solutions
1.3.1 Solutions h et ¢ au comportement asymptotique standard

Fixons F = Ejy. Soient h et g deux solutions de I’équation (AdiabQP]) au comportement
asymptotique standard dans des domaines réguliers Dy, et D, :

et 0BG (02 B) | geet OB (2 ) (3.1.6)
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Ici Ky, est kg sont des déterminations du moment complexe analytiques dans Dy, et D,. @, et @,
désignent les solutions de Bloch canoniques associées a ky, et K, et normalisées respectivement
en zy et z,.

Par la condition de cohérence, le wronskien des solutions h et g est e-périodique en z. Nous
allons décrire 'asymptotique des coefficients de Fourier de ce wronskien. Pour ce faire nous
avons besoin d’introduire certains objets.

On suppose par la suite que Dy N D), contient un domaine simplement connexe, disons d.

1.3.2 Arcs

Soit v une courbe qui va de z, a 2, de facon suivant : elle va de z, & un point de d en
restant dans D, et puis de ce point de d & zj, en restant dans Dj. On dit que v est un arc
associé au triplet h, g et d.

Comme d est simplement connexe et régulier, toutes les arcs associés au triplet h, g et d
appartiennent a la méme classe d’équivalence dans le sens de la Définition [1.30. On note leur
classe d’équivalence y(h, g, d).
Considérons les prolongements analytiques de «, et de x, le long de v(h, g, d). Les propriétés
du moment complexe impliquent que pour tout z dans un petit voisinage V' de ~(h, g,d) on
a:

Kg(2) = okp(2) + 2mm (3.1.7)

ouméeNetoe{— +}.
Nous appelons o = o(h, g,d) signature et m = m(h, g,d) indice de vy(h, g,d).

1.3.3 Domaines de rencontre

Soit d comme ci-dessus.

Définition 1.23. On appelle d domaine de rencontre des solutions g et h si les fonctions Sk,
et Sky, ne s’annulent pas dans d et sont de signes opposés.

Pour e petit, le facteur exponentiel est dominant dans I'asymptotique des solutions g et
h. Donc dans un domaine de rencontre les solutions h et g croissent en sens opposé le long
d’une ligne $z = const.

1.3.4 Amplitude et action sur un arc

On appelle 'intégrale
S(h,g,d) :/ Kg(s)ds (3.1.8)
v(h,g,d)

action sur un arc 7(h,g,d). Evidlemment 'action est correctement définie, car I'intégrale
prends les mémes valeurs sur les arcs équivalents.
Supposons que £(z) ¢ PUQ le long de v(h, g,d). Considérons les prolongements analytiques
de la fonction ¢,(2) = \/Kk'(E(2)) et de la 1-forme Q,4(E(z)) dans la définition de la solution
de Bloch canonique le long de ~y(h, g,d). On pose :

A(h, g,d) = (Z—Z) e (3.1.9)

On appelle A(h, g,d) amplitude de I'arc . L’amplitude est définie correctement car elle coin-
cide sur tous les arcs équivalents.
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1.3.5 Coefficients de Fourier

Soit S(d) une bande minimale horizontale, S(d) = {z | C; < Sz < Cs}, qui contient le
domaine d. La proposition suivante a lieu :

Proposition 1.24 (Proposition 8.1 de [EK04DL]). Soient d un domaine de rencontre des
solutions h et g, m = m(h, g,d) Uindice associé. Alors, quand € — 0, pour tout z € S(d), on
a:

wlh, g] = wm(E)e%sim E=21)(1 4+ o(1)) (Wrons)
ot wy,(E) est une constante donnée par :
wn(E) = A(h, g, d)e=5P9Dp[d, (., 2,), ®_ (., 2)] (FCoef)

avec &, = &, et _ la solution de Bloch canonique complémentaire a .
De plus, pour tout compact K C S(d), il existe un voisinage complexe Vy de Ey tel que
Uasymptotique (Wrons) est uniforme en (z, E) € K x Vj.

Pour mieux comprendre ce théoréme il suffit de remarquer que le wronskien de deux
solutions cohérentes est e-périodique en z. Ainsi il est décomposable en série de Fourier :

mim(z—zQ)
wlh, g] = Zam62 S

meZ

Le facteur w,, est le terme principal de ’asymptotique du m-éme coefficient de Fourier a,, de
wlh, g].

Corollaire 1.25. Soit le domaine de rencontre d des solutions f et g est telle qu’il existe
R > 0 tel que Sg := {z € C ||Sz| < R} C S(d), alors pour chaque R' < R et pour chaque
z € Sg, on a:

2mim

wlh, 9] = wn(E)e <

(=) (1+0E(1) 40 (e__>> (3.1.10)
ot wy,(E) est donné par (FCoef), op(1) est indépendant de z et p =27 (R — R').

Démonstration du corollaire 1.24. On décompose w(h, g](z, E,€) en série de Fourier dans la
bande Sg : wlh,g] = > amew.. On écrit I'égalité de Parseval sur Sz = R pour
obtenir pour chaque k& < m ’estimation |ay| < ce”™ "= Puis on utilise I’égalité de Parseval
sur Sz = —R pour estimer |ay| < ce T pour chaque & > m. D’oul on obtient (3.1.10). O

MmEZ

1.3.6 Principe de comportement standard a plusieurs composantes

On aura besoin d’une généralisation du CAS. Soient deux points zy et z; fixés. On dit
qu’une solution cohérente f de (AdiabQP) vérifie le CAS a deux composantes et plusieurs
fréquences, qu’on va noter CASpl, au voisinage U du point z; si f vérifie :

flz,z,Ee) = Ap(z, E,e) (P (x,2,E,20) +0(1)) + A_(2, E,e)(P_(z, 2, E, 29) + 0(1))

avec Ay(z,E,e) = Z exp (1/ /{|ak(s)ds+n(ozk,zl,E))
ap€Adm4 € Jzo,a
21

et n(ak,zl,E):Aargq(zl,zo,E)Jr/ Q(s)ds (3.1.11)

20,
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La forme méromorphe Q et le facteur g sont définis par (I.1.29)) sur la page 38| Ici les contours
d’intégration oy ont ’origine en z; et 'extrémité en z;. On somme sur les classes d’équivalence
dans un ensemble de classes d’équivalence (voir la Définition [1.30) des courbes horizontales,
ou Adm, désigne les courbes de signature positive et Adm_ désigne les courbes dont la sig-
nature est négative.

Le lemme suivant est le principe de comportement asymptotique standard a deux com-
posantes :

Lemme 1.26. Soient f, g et h des solutions cohérentes de I’équation (AdiabQP). Supposons
que [ (resp. g et h) vérifient le CAS dans Ay (resp. As) et que g et h forment une base
de solutions de (Adiab@P). Soit d un domaine de rencontre pour f et g et y(f,g,d) un arc
associé. Soient d un domaine de rencontre pour f et h et v(f, h, J) un arc associé. Alors f
vérifie le CAS & deuz composantes dans Uintersection S(d) N S(d) N Ay :

€ fvy(fvhvd‘)

,[: z
flz, 2z, Eje) = exp (—/ /if|,y(f7h7d)<8)d8> (®+,f\7(ﬁhﬂ)(x,z, E, zf)—i-0(1)>

,L' z
+ exp —/ Kfly(r.g.0) (s)ds (<I>+,f\7(f,g,d)(:c,z,E,zf)+0(1))
€ Sz (s.94)

ot

- q)+,f|7(f,h,(i) (x,2, E, zp) désigne le prolongement analytique de la solution canonique ® ¢
associé a la détermination Ky et normalisée en zy le long de Uarc y(f, g,d).

= gl nd)(2) (Tesp. Kplyr.g.a)(8)) désigne le prolongement analytique le long de y(f, h, d)
(resp. v(f, g,d)) de la détermination ks analytique au voisinage de zy.
szﬂ(ﬁh’d) (resp. f;ﬁ(ﬁg’d)) désigne l'intégrale, ou on intégre de z¢ a zp, (resp. @ z,) le
long de ~(f, h,(j) (resp. ¥(f,g,d)) et puis de z, (resp. z,) jusqu’a z on intégre le long
d’une courbe dans As

Démonstration. On exprime la solution f dans la base de solutions {g,h}

fx,2,E,¢) = (wlf, hl(2)g(x, 2, E,€) + wlg, fl(2)h(x, 2, E, €)).

wlg, h](z)

Dans le domaine de rencontre d (resp. d) ’asymptotique de wronskien w(f, g](z) (resp. w[f, h](z))
se calcule par les formules (Wrons)) et (FCoef) (sur la page 65) :

U}[f, g](Z) = A(f7 g, d) eXp (é /Zzg K,f(S)dS + ?m(f’ g, d)(Z - Zg)) w[q)-hg’ (I)—79](29)(1+0(1))a

£(f9,d)
w(f,h](z) = A(f, h,d) exp (é /zh " ky(s)ds + ?m(f, h,d)(z — zh)> W[Py p, P p](zn)(140(1))
zf,y(foh,

avec A(f,g,d) et A(f,h,d) définis dans (3.1.8), m(f, g,d) et m(f, h,d) définis dans (3.1.7).
Les wronskiens de solutions cohérentes sont e-périodiques en z :

wif,gl(z +¢) = wlf, gl(2) et w(f,h](z+¢e) =wlf h](2).
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Ainsi 'asymptotique de wl[f, g](z) est valable pour z € S(d) et 'asymptotique de w[f, h](z)
est valable dans S(d). Pour z € S(d) N S(d) on obtient :

1 27 7
f(l‘a <, Ea E) = 7(wm ) eTm(ﬁh’d)(z_Zh)(l + 0(1))g(l‘, 2 E7 5)_
wlg, RJG) D |
— W€ IIDEE) (1 4 o(1))h(x, 2, B, €))  (3.1.12)
Le wronskien w[g, h| peut également étre représenté comme :
wlg, )(2) = Winggnane * "OPADE(1 4 o(1))

ot m(g, h, Ay) vient de k,(s) = kp(s)+2mm(g, h, Az) pour tout s € As. Il est facile de vérifier
que :

K’g(z) = "{f|'y(f,h,az)(z) + QW(m(ga ha AQ) - m(f7 h7 d))
et kn(2) = Kly(r.g.a)(2) +2m(m(g, h, As) —m(f,g,d)). (3.1.13)

On exprime :

wlg,h](z) = ~A(g, h) exp < [ ratods + iz - zh>> W@, 1, @) (1) (140(1))

g

— —A(g,h)exp ( [ wrbas)ds = Zm ) = ) + oo,z - zg>)

g

W[Py p, P p](zn) (1 4 o(1)).

Dot on a:
A (£ oo e

(3.1.14)

et aussi, par le méme argument :

wlf 9)z) _ Al9) ( / T s)ds + 22 (S, 9) — m(g, h))(z — zh>> (1+0(1).

wlh, gl(z)  A(h, g)
(3.1.15)

Pour z € S(d)NS(d) N Ay on utilise les formules (3.1.14)) et (3.1.15) pour les wronskiens et le
CAS des solutions g et h pour obtenir :

o) = G e ( [ s+ Tt i, )z zg>> (1+ o(1))x

X exp (g /2 ﬁg(s)d5> (Dyg(x, 2, 24) +0(1))+

A(f,9) i [ 27ri
+ Alh.g) exp (—/z ke(s)ds + ?(m(f, g) —m(g,h))(z— Zh)) (1+0(1))x

f 7’Y(fvg)

1

X exp (g / Kh(s)ds) (@n(x, 2, 21) + o(1)).
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On remarque que :

A, B) A(f.9)
A(g,h) +7g<x7 Za Zg) +7f|y(f7h)<x7 Za zf) € A(h’g) +7h<x7 Z, Zh) +7f"y(f,g)<x7 27 zf)

Utilisant (3.1.13)), on obtient I’assertion souhaitée pour tout z € Ay N.S(d) N S(d) :

f(z,2) = exp (E / )/ff(S)d8> (@ rhrm (2, 2p) + o(1))+

€ fyf)/(fyh

T exp < / z | w(s)ds) (1)@ 2 27) + (1)),

€ fy’Y(fuq

Ceci démontre le lemme.

O

Le corollaire suivant sera utilisé dans I’application au calcul de I’'asymptotique de la matrice
de monodromie. On introduit des domaines de type A, disons Ay, As, ..., A, et des domaines
de type B, disons Bj, By, ..., By_1. Dans chaque A; il existe une base {g;, h;} de solutions
de (AdiabQP) telle que :

1. g; et h; ont le CAS dans A,,

2. Dans A; on a Ky, (2) = —kp,(2) + 20m(gi, i),

3. By (i=2,....k) et B; (i=1,...,k— 1) font partie de diagrammes de prolongement

de g; et de h; (c.f. Définition [1.17)
4. B; (i=1,...,k — 1) est un domaine de rencontre de g; et g;1, de g; et h;1q1, de h; et
giv1, de h; et hiyq (c.f. Définition [1.23).

k k-1

On note S = (] S(A4;) N N S(B;). Supposons que S # (). Pour {f;}*=} avec f; € {g;, hi}, on
i=1 i=1

introduit une courbe composée :

(g1, {fits gr) = Y(fr—1, 9k, Br—1) © ... 0 Y(f3, fa, Bs) 0 y(f2, f3, Ba2) 0 ¥(g1, fo, B1).

On note Adm(g1, gr) 'ensemble de classes d’équivalence toutes ces courbes composées :

De la méme facon on introduit Adm(gi, hy), Adm(hy, gx) et Adm(hq, hg).

Corollaire 1.27. Soient {A;}F_, les domaines de type A et {g;,h;}, i =1,...,k, les bases de
solutions de (AdiabQP) associces. Soient {B;}=! les domaines de type B associés. Alors les
solutions g1 et hy vérifient le CAS a plusieurs composantes dans S N Ay, i.e. pour tout z € Ay
on a :
Z’ z
gl('rv Z) = Z exp (g / ) Kg1 (S)d3> (q)+,gl"y(g1,hk)<x7 2y zgl) + 0(1))_'_
(91,h) ?

[v(g1,hx)]€Adm 91,7(g1,hp

7: z
+ Z €Xp | = ’%91(3)d5 ((I)-hgl |’Y(9179k)($7 2 291) + 0(1))
) € Je )

[(g1,9%)]€Adm(g1,gx a1:7(91.9k

Démonstration. La démonstration du Corollaire [1.27 se résume en application successive du
Lemme [1.26 avec d = B;, d = B;, Ay = A; et Ay = A;1, 1 =1,...,k — 1. On remplace
g = gix1 et h = h;y1. On choisit f = g; et puis f = h;. O



2. Base cohérente {f,, 7} 69

2 Base cohérente {f;, fj} associée a une préimage .J de
zone spectrale de Hj et ses diagrammes de prolongement

2.1 Objets géométriques associés au moment complexe

Dans cette section, on définit une détermination du moment complexe qui sera partic-
uliérement utile pour les constructions. Puis on formule les propriétés de cette détermination
importantes pour la méthode WKB complexe. Notamment, on décrit les courbes et domaines
canoniques pour cette détermination, ainsi que les lignes de Stokes et lignes de type Stokes.

2.1.1 Détermination naturelle x; du moment complexe

Considérons une préimage de zone spectrale de Hy, c’est-a-dire un intervalle J € Zp
(voir la Section [1.9.4). Soit z; un point intérieur de J. On peut choisir un voisinage complexe
V; C Sy du point z; suffisamment petit pour qu’il ne contienne pas de points de branchement
du moment complexe, i.e. V;NB = . La condition £ € X5 implique que ’ensemble des points
de branchement du moment complexe dans la bande Sy coincide avec ’ensemble B. Alors V;
est régulier et on peut choisir une détermination x; du moment complexe analytique dans
V;. Fixons la détermination x; par la condition :

ky(zy) € (0,m) (3.2.1)

Lemme 2.1. I existe une unique détermination ky du moment complexe analytique dans V7
qui vérifie la condition (3.2.1)).

Démonstration. Soit D C V;, un domaine régulier qui ne croise pas de préimages de zones
spectrales de Hy. Dans D la détermination principale x, du moment complexe est analytique.
Alors chaque détermination du moment complexe analytique dans D peut étre représentée en
termes de la détermination principale x, par :

Kom = OKp + 2Tm

avec uniques signature o € {+, —} et indice m € Z. Prolongeant analytiquement x, dans V
on obtient &,(z;) € (mm,w(m + 1)) pour un m € Z. Donc il existe un unique couple {o, m}
tel que la détermination x; qui coincide avec k,,, dans D et qui est analytique dans V vérifie
la condition (3.2.1)). O

Définition 2.2. On appelle x; la détermination naturelle du moment complexe (pour 'in-
tervalle J € Zg).

Remarque 2.3. La détermination x; est définie uniquement par 'intervalle .J et ne dépend
pas de choix du point z; € J.

2.1.2 Propriétés de la détermination naturelle x; et les lignes de Stokes

On passe a des propriétés de la détermination naturelle x; trés utilisées par la suite. Pour
cela, on introduit quelques notations relatives aux préimages réelles de zones spectrales de
Hy. Considérons un intervalle J € Zg.
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/ [
- Y11 12 Y21 - o)
L
ay &1 &2 gLJ by
Op
04 Y1y Y12 \W VL1
\

FIGURE II1.3 — Ensemble £7!(o(Hy)) N R et les lignes de Stokes o,, 03, 7,4, 7%

— On note ay et by des bords de l'intervalle J, J = [a;, b;]. L’entier m; désigne le numéro
de la zone spectrale de Hy dans laquelle se trouve E(J), i. e. £(2) C [Eom,—1, Eom,]-
L’entier L; désigne le nombre des points critiques de W dans J.

— Pouri=1,..., Ly, on note & (& € R) les points critiques de W dans J numérotés dans
I’ordre croissant :

JﬂC:{£1,£2,...,§LJ} avec £i<£j sis < j (322)

Pouri =1,..., Ly, Uentier n; est ordre du point critique &; (i.e. pour tout n =1,...,n;
on a WM (&) =0 et Wrth(g) #£0).
— On définit I'indice N; de 'intervalle J :

L,
i—1) si Ly #0,
Ny o= Em s LA (3.2.3)
0 si Ly =0.

— Le réel z, (resp. z,) est le dernier (resp. premier) point de branchement du moment
complexe avant a; (resp. aprés by) :

zo =sup{z € B| z<ay} 2 =inf{z € B|z>b;} (3.2.4)
Le lemme suivant décrit des propriétés importantes de x; .

Lemme 2.4. Soit J = [ay,by] tel que J € Zg. La détermination naturelle k; satisfait les
propriétés suivantes :

1. Les valeurs de k; sur les bords de J vérifient :
HJ(CLJ) € {O,ﬂ'} et HJ(bJ) € {O,ﬂ'}
De plus, on a :

HJ(CLJ):HJ<()J) <— N;€e2N+1

2. Pour tout z € J on a k;(z) € [0, 7.
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3. (Les lignes de type Stokes). Les lignes de Stokes qui sortent des points ay et by sont
des lignes de type Stokes pour k.

Démonstration. Comme a; est une image réciproque d’un bord de zone spectrale, i.e. ay € B,
on a x(ay) € wZ. Par définition de xy, k;(z;) € (0,7) pour z; & lintérieur de J, d’ou
ky(z) € [0, 7] pour tout z € et donc ky(ay) € (TZN[0,7]) = {0,7}. Le méme raisonnement
est valable pour b;. De plus, si I'indice N; de I'intervalle J est impair alors E(a;) = £(by),
sinon E(ay) # E(by). Ce qui finit la démonstration du premier point.

Pour les mémes raisons on obtient x;(z) € [0, 7] pour chaque z € J.

Comme k;(ay) € {0, 7}, les lignes de Stokes qui sortent de a; sont soit de la forme f:J k(s)ds =
const si ky(ay) = 0, soit de la forme %fazj (k(s) — m)ds = const si ky(a;) = 7. Donc ce sont
des lignes de type Stokes d’une de deux familles (de famille Fj si £s(a;) = 0 ou de la famille
Frsiky(ay) = ). Le méme raisonnement est valable pour b;. Ce qui démontre le lemme. [

2.1.3 Branches complexes de £(R) N Sy

La géométrie de Pensemble £71(R) N Sy est trés importante pour les constructions et les
résultats des sections suivantes. Cet ensemble est 27-périodique et symétrique par rapport a
R. 11 contient R et des courbes (dites branches complexes) sortant des points critiques réels
de W (les points de I'ensemble C).

Considérons zy € C, un point critique réel de W d’ordre N. Il y a 2(N — 1) branches com-
plexes de £(R) NSy qui sortent de zy : ¥1,...,YN-1,71,---,7n-1- N — 1 branches complexes
Y1, ..., Yn—1 sont verticales et montent dans C, NSy. Les autres NV —1 branches sont obtenues
par la symétrie par rapport & R. Sous les hypothéses (HWA) et (HWC) page(13, les branches
complexes sortantes de zy ne se croisent plus dans Sy. Elles ne croisent pas des branches qui
sortent d’autres points critiques réels & de W, {; € B. Les angles en {; entre les branches
voisines, y compris R, valent Z.

Tout comme les composantes connexes de E71(R) N R, les branches complexes sont de deux
types :

— Les images réciproques de zones spectrales de Hy, qui forment I’ensemble Z¢ .

— Les images réciproques de lacunes spectrales de Hy, qui forment I’ensemble G¢.

Toutes les branches complexes de £(R) N Sy sortantes de points critiques dans les préimages
de zones appartiennent & Z¢. Et toutes les branches complexes de £(R)NSy sortant des points
critiques dans les préimages de lacunes spectrales de H appartiennent a G¢. Par définition,
le long de composantes de Z¢, on a Sk(z) = 0. Le long de composantes connexes de G,
la fonction Rrk(z) est constante et prends ses valeurs dans 7n7Z. La propriété suivante des
composantes de Z¢ est utile :

Lemme 2.5 (Les courbes canoniques). Les branches complezes de £ (o(Hy)) () Sy qui
appartiennent & Zc ' sont des courbes canoniques pour K.

Démonstration. Par définition de J et k£, on a k;(z) € [0, 7] pour tout z € J. Ceci implique
ce que le long de branches complexes ~; ; sortantes de J on a k;(z) > 0 et k;(2) — 7 < 0.
De plus, 7; ; sont des courbes verticales. Donc, le long des 7; ;, %fz ky(s)ds est une fonction
croissante de Sz et § [“(k,(s) — m)ds est une fonction décroissante de Sz. L’analyticité de

1. i.e. celles qui commencent dans les points critiques &1, &, ..., £, situés dans une image réciproque
réelle d’une zone spectrale de Hy (avec & € CNJ ou J € Zg).
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W, I’absence de points critiques de W dans Sy \R et le théoréme d’inversion locale impliquent
la propriété de régularité : chaque 7;; est une courbe analytique réelle (car le potentiel W
est analytique réel), en particulier de classe C*°. Donc ~, ; vérifie la définition d'une courbe
canonique. O

Corollaire 2.6. Pour chaque courbe v; j 0¥ n,—; on peut construire un domaine local K; ; qui
Uentoure.

Par le Lemme 2.4, on sait que chaque +;;, une branche complexe de £ *(o(Hy)), est
un segment d’'une courbe canonique. De plus, au voisinage de &; la courbe composée v :=
Vi © Vim—s est une courbe de classe C''. Par conséquent, v est une courbe canonique. Par le
lemme [1.11,, on peut construire un domaine canonique local K;; qui entoure +.

Corollaire 2.7. Au voisinage gauche/droit de ;; © Fin—; on peut construire une courbe
canonique arbitrairement proche de 7; ; © ¥ n,—;-

Comme 7; ; © Vin—; est une courbe canonique compacte, les petites C*'-déformations de
Vij © Yin,—; sont des courbes canoniques, ce qui démontre ce corollaire.

Soit J une composante connexe d’une préimage d’une zone spectrale de Hy, i.e J € Zg. On

va associer & J une base cohérente {f;, f,*} au comportement asymptotique standard. Cette
section est consacrée a la construction d’une telle base {f;, f5}. Dans le chapitre suivant, on
calcule I'asymptotique de la matrice de monodromie pour cette base cohérente.
On va démontrer que, au voisinage de la droite réelle, la géométrie des diagrammes de pro-
longement intervenant dans le calcul de 'ordre principal des asymptotiques des solutions de
(AdiabQP) est la méme pour tous les N; impairs (donc celle de N; = 1) ou la méme pour
tous les N pairs (celle de N; = 0). Ceci est la conséquence de 'asymptotique des Wronskiens
de solutions dans leur domaine de rencontre, des propriétés des indices et des signatures des
arcs.

2.2 Diagrammes de prolongement pour f; et f;
2.2.1 Diagramme de prolongement de f;

On considére une composante connexe de £7!(o(Hy)) N R, un intervalle J € Zg. Quand
E71(o(Hp))NC # 0, on note I € Zg le premier intervalle qui précéde J tel que INC # D et K €
Zr le premier intervalle qui suit J tel que K NC # 0. On utilise les notations introduites dans
la section précédente, notamment la notation x; pour la détermination naturelle du moment
complexe (voir la (3.2.1)). La proposition suivante décrit le diagramme de prolongement, d’une
solution cohérente f; associée a l'intervalle J :

Proposition 2.8. Pour chaque Ey € X5 et z5 € (ay,by), il existe des nombres réels Y et e,
Y; €(0,Y) et eg > 0 petit, tels qu’on peut construire une solution cohérente f; de l’équation
(AdiabQP) vérifiant le CAS dans un domaine D;(0) :

J1 ~ exp (g /Z KJJ(S)dS) P (2,2, B 27) (3.2.5)

o Ky est la détermination naturelle du moment complexe fixée par la condition (3.2.1) et
O, (x, 2, E;zy) est la solution de Bloch canonique associe a ky et normalisée en z; et D;(6) =
Dj\V-(0Dy). Ici D; est un domaine obtenu en coupant Sy, :
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1. le long des intervalles (—00, z,] et [z, +00) 00 2, et z, sont définis en (5.2.7),

2. le long des lignes verticales l; et lg.
— Dans le cas quand E(o(Hy))NC#D onal, =0, UT et ly =0k UGk ;
(voir fig. IILJIII7)
— dans le cas quand E(o(Hy))NC =10, I, et 1y sont deuz lignes verticales arbitraires,
mais ﬁxé% est située a gauche de o, UGT, et ly est située a droite de o, N Ty.

(voir fig. etlI1.9)

3. le long des courbes verticales o1 et 05. Si Sky; < 0 le long de o,, on a 01 = o, (voir
fig. , etlII1.9) et, sinon, on a oy = o4 (voir fig. IIL4, TIL.5 et IIL.8) ; si Sky > 0
le long de oy, on a o3 = oy (voir fig. 1115, et ITI.8) et, sinon, on a oo = Ty (voir
fig. L7 et [TTT.9).

or ox
Za  pay by 2b
a7 . _ 0K
Dy [ b

FIGURE III.4 — diagramme de prolongement de f;

o1 / oy oK
Za ay by 2
D, o7 o TK

FI1GURE II1.5 — diagramme de prolongement de f;

oy v‘ U’/ 0K
Za Yay by 2
o1 oK
Dy K

FI1GURE II1.6 — diagramme de prolongement de f;

or 0,\ 0K
Za ay bJ Zp
p, \” Tx (43

FI1GURE II1.7 — diagramme de prolongement de f;
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/ b
EN ar by 2
Dy /_u

FIGURE II1.8 — diagramme de prolongement de f;

| e ay by 2
o7 o

FI1GURE II1.9 — diagramme de prolongement de f;

La démonstration de la proposition 2.8 se compose de deux parties principales : la construc-
tion locale de f; et le prolongement de I’asymptotique de f; a1’aide de méthodes géométriques.
Avant de procéder a cette démonstration, on va utiliser la proposition 2.8 pour construire une

base cohérente {f;, f5} qui a CAS.
2.2.2 Asymptotique de la solution f;*

Pour compléter la base on utilise la symétrie réelle de I’équation (AdiabQP]). Considérons
un domaine D; symétrique de D par rapport a R. Pour z € D, nous choisissons f;*(z, z, E)
comme deuxiéme solution cohérente pour compléter la base. Le lemme suivant a lieu :

Lemme 2.9. La solution cohérente f;* admet un comportement asymptotique standard dans
Dy :

fr5 ~exp (—é/ /{J*(s)ds) O_ (2,2, E;z5) (3.2.6)
2y

ot k;* est une détermination du moment complexe égale & Ky sur (ay,by) et analytique dans
Dy et ®_, la solution de Bloch canonique associée a k;* et normalisée en z;.

Remarque 2.10. D; N D; contient l'intervalle (ay,by).

Démonstration du Lemme|2.9. Par la Proposition 2.8 f; a le CAS (CAS)) dans D,. Par défi-
nition de f;, 'assertion du lemme est la conséquence de la relation suivante :

exp (é/ kJ(S)dS) O, (v, 2, B 25) = exp <—£/ kJ*(S)dS) S_ (2,2, E;25)  (3.2.7)
zZJ zJ

Donc il suffit de démontrer 1'équation (3.2.7). Comme la partie gauche et la partie droite de
équation (3.2.7) sont des fonctions analytiques de z dans Sy, il suffit de démontrer 1'égalité
entre eux pour z € (ay,by).
— z;7 € R. Pour tout z € (ay,by) on a k;*(2) = k;(2), car (ay,by) fait partie de préim-
age d'une zone spectrale de Hy. Donc, sur (ay,bs) les solutions de Bloch vérifient
Vi (2,2, B) = ¢_(2, 2, E).
— Le facteur normalisant dans W est fixé par la condition ¢(E) = \/k%(E(2s)) > 0, donc

(1)) = a(E(2)).
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— par la définition de la forme méromorphe w, (z,E) = w_(z, E).
Par conséquent, ¥ *(z, 2, F; z5) = V_(z, 2, F; z;) sur (ay, bs). Ce qui implique ¥, *(x, 2z, F; z)
V_ (z,2, E) pour tout z € D,. O

2.2.3 Wronskien des solutions f; et f;* et la renormalisation

Les solutions f; et f7 sont analytiques en z dans Sy. De plus, la condition de cohérence
implique que leur wronskien est e-périodique en z. Le lemme suivant donne I’asymptotique
du wronskien de f; et f;*:

Lemme 2.11. Pour tout z € Sy le wronskien des solutions f; et f;* admet la représentation
asymptotique suivante :

w{fs, [ 1z B zy) = w{®,, _}E;z5) +9(z, E; z)) (3.2.8)

ou g: C x C— C est une fonction vérifiant les propriétés :
1. g est analytique réelle en z dans Sy et en E dans un petit voisinage complexe de Ey,
2. g = o(1) localement uniformément sur chaque compact de Sy si E est dans un voisinage

suffisamment petit de Ej.

Le wronskien de solutions de Bloch canoniques w{®,,®_}(FE;z;) ne dépend pas de z,
mais seulement d’un point de normalisation z;. On renormalise les solutions pour rendre leur
wronskien égal & 1. On appelle f; nouveau :

N

fr(w[@, @ |(E;z;) 4+ g(z, E;25))" (3.2.9)

Ainsi f; nouveau et f; forment une base cohérente. Une fois une base est obtenue, on choisit
une solution de cette base et on prolonge son asymptotique a l'aide de méthodes de prolonge-
ment. On réunit les méthodes de prolongement ensemble pour avoir un descriptif en termes
de champ de vecteurs (continu partout et C* en dehors d’un union fini de courbes).

2.3 Démonstration de la Proposition 2.8
2.3.1 Construction locale

On commence par construire “localement”, dans un voisinage de z; € J, une solution
cohérente f;(x,z, F;e) de (AdiabQP)) qui a CAS a I'aide du Théoréme [1.5. Pour appliquer ce
théoréme, on a besoin d’'un domaine canonique (voir la Définition [1.4). Avant de procéder a
la preuve, on va décrire comment on va faire. La démonstration se fait en trois étapes. A la
premiére étape on construit un couple de solutions au comportement asymptotique standard
dans un domaine canonique local K ,. La construction de K, suit les étapes suivants :

1. une fois la détermination ., du moment complexe est fixée, on compose de morceaux
simples une courbe 7, canonique par rapport a la détermination x, qui passe par le
point 2.

2. on construit un domaine canonique local (voir la Définition [1.12) K., qui enveloppe 7,

3. on construit une base de solutions de 1’équation (AdiabQP) au comportement asymp-
totique standard dans K.
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FI1GURE III.10 — Construction du domaine canonique local : En noir : 7, est une courbe
canonique, En gris foncé : 5, est une courbe précanonique, En gris clair : le domaine canonique
local K.

Lemme 2.12. Soient J € Zg et k; la détermination naturelle du moment complexe. On
utilise les notations sur la page [70.
St TNC=0. Alors on peut construire un domaine canonique K. dans :
— le voisinage gauche arbitrairement proche de la courbe o :== 7, U [a,b] U oy si Sky > 0
dans le voisinage gauche de oy.
— dans un voisinage droit de la courbe a := o, U [a,b] U7, si Sk; < 0 dans le voisinage
gauche de oy,.
Si TINC = {&,....&,} # 0 alors pour chaque courbe y := ~; ; U Vini—j on peut construire
un domaine canonique K. qui entoure v;; (voir Section|2.3.1).

Sz=Y

Sz =Y

FIGURE IIL.11 — Domaine canonique local K, qui entoure v :=7; ; U7, ,._;
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Corollaire 2.13. Dans chacun de cas décrits par le Lemme|2.12 on peut construire une base
cohérente f} et f; telle que, dans K., f1 et f; ont le CAS pour k; :

fJi(a:, z,Ee) = <) H‘](S)ds(q)i(a:, 2, E, 2) + o(1))

Démonstration du lemmel|2.19. On commence par supposer J NC = (). On donne la démon-
stration pour le cas quand Sk > 0 dans le voisinage gauche de 03,. La démonstration pour le
cas Sk < 0 étant analogue, on ne la reproduit pas.

Dans le cas en considération, on a o := @, U [a, b] U g;. Par le Lemme 2.4 on a :

Oa:0a, a,b] € Fyy  0p, 00, [a,b] € Fyy @1 € {0, 7} @ €{0,71\{a1},

donc « est une courbe composée de segments de lignes de type de Stokes pour ;. Mais «
n’est pas une courbe pré-canonique car elle n’est pas réguliére parce qu’elle passe par deux
points de branchement du moment complexe. On va construire une courbe pré-canonique 3
dans un voisinage gauche de «, arbitrairement proche de a.

On fixe 6 > 0 petit. Soit V s5(«) le d-voisinage gauche de «. Par le Lemme 1.8, on a les

fibrations de V, s(c) :
Vista):== |J v= U~

’YEJ:ql ’YE]'—q2
De plus, V, s(a) NE(o(Hy)) = 0, done, par le Lemme 1.8, on a :
1. Chaque v, € F,, et chaque v, € F,, est une courbe verticale dans V, 5(c),
2. Sim € F, et yp € Fy, alors 7 My, contient au maximum un point dans V; s(c).

Démontrons que chaque courbe v; € F,, 1 C V,s(a), suffisamment proche de [a,b] U oy,
croise chaque courbe v, € Fy,, 72 C V, 5(a), suffisamment proche de o, U7,.

Comme 7, est verticale, elle ne peut pas croiser ni [a, ], ni 0,. Donc v, croise o,. Si v, est
suffisamment proche de o,, alors v, et 75 se croisent en un point, disons zqs.

Composons une courbe pré-canonique 5 de 7, , 71 est le segment de ~; situé a gauche de zs,
et de 79, 72 est le segment de 7, situé a droite de 235 :

B =% U7.

Par le Lemme [1.14, on peut construire une courbe canonique « arbitrairement proche de f3,
telle que v C V, 5(a). Le Lemme [1.11 assure qu’existe un domaine canonique K, qui entoure
7. On peut supposer K., C V, 5(cv). Ceci achéve la démonstration pour le cas J NC = 0.
Maintenant supposons que J NC = {&,...,&,} # 0. Par le Corollaire 2.6, il existe un
domaine canonique K, := K;; qui entoure «y. Ceci achéve la démonstration du Lemme 2.12.
O

2.3.2 Solution f; : dans les deux cas

Une fois que I’on a un domaine canonique K., on applique le Théoréme [1.5 pour montrer
qu’il existe un couple de solutions cohérentes ayant CAS pour x; dans K., disons f; et f7.
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Sz =Y

Y12 V21
Op

Zb
1

Sz =Y

FIGURE III.12 — Courbes canoniques,y;; U7;;, et courbe pré-canonique 3,

2.4 Prolongement de ’asymptotique de la solution f; dans tout D;

Dans cette section, on finit la démonstration de la Proposition 2.8. Cette derniére partie
de preuve se compose de plusieurs étapes liées a I'application successive des méthodes de
prolongement.

On a déja construit une solution cohérente f; au comportement asymptotique standard
dans un domaine canonique K, décrite dans le Lemme [2.12. Maintenant, on va prolonger son
asymptotique dans tout D ;.

Premiérement, il est pratique de définir de nouveaux champs de vecteurs remplacant les
champs % et K — 7. Soit D un domaine régulier et x une détermination du moment complexe
analytique dans D. On considére des champs de vecteurs sur D suivants :

1. le champ ¢, (qui descend a droite si ®k > 0) :

o) e R(z)  siQk(z) >0
al2): {?RFL(Z) si S

2. le champ ¢, (qui monte & droite si R(x) > 0) :

R(z)  si

R} <0
c(z) = {?R/{(z) si Sk(z) >0
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4. le champ de vecteurs s, (qui monte & gauche si ®x — 7 < 0) :

) R(z) =7 siSQk(z) <0
Sg(2) ==
I Re(z) =7 siSQk(z) >0
Cd
——
%KJL} <0
Sd
S

FIGURE III.13 — Les champs de vecteurs c,, cq, 54 et s4

Lemme 2.14. Dans chaque domaine régulier D les champs de vecteurs cg, cq, sS4 , Sqa sont
continus et ces courbes intégrales sont de la classe C1.

Démonstration. Les champs de vecteurs cg, ¢4, 5, et sq sont collés de morceaux d’autres
champs. En dehors des points de recollement {z € D | Sk(z) = 0}, les champs de vecteurs
Cg» Cd, Sq €t sq coincident avec un des champs suivants :

R, kK —m, RK, Rk — 7.

Dans chaque domaine régulier les champs de % et K—m sont analytiques. Dans chaque domaine
régulier, les champs horizontaux de vecteurs Rr(z) = RE(2) et Ru(z) — 7 = R&(2) — 7 sont
C*. Ceci implique ce que dans chaque domaine régulier, en dehors d’ensemble des points
{z € D | Sk(z) =0}, les champs ¢, ¢4, s, et sq sont réguliers, méme C'*.

C’est un ensemble qui ne dépend pas du choix de la détermination k.

Dans un domaine régulier D, le recollement des champs se passe le long des courbes a = {z €
D | Sk(z) = 0} qui forment E71(Hy) N D, ot %(z) = Rk(z2) et K(z) — 7 = Rk(z) — 7. Dans les
points des courbes « les deux champs de vecteurs de chaque paire qu’on recolle coincident et
les champs ¢4, cq4, s, et sq sont continus. Ce qui démontre que ¢4, ¢4, s4 et sq sont continus
dans chaque domaine régulier.

Dans chaque domaine régulier, la continuité des champs ¢y, cq, 54 et sq implique que leurs
courbes intégrales sont de classe C'. O
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On va finir la démonstration de la Proposition 2.8. Soient J € Zg et k; la détermination
naturelle associée a J. On commence par le cas J N C # 0. Soit v; ; la branche complexe de
E1(o(Hp)) qui a été utilisé dans la construction locale de f;. Fixons § > 0 petit. On note

Considérons une courbe v; (resp. 72) qui passe par z; (resp. z2) et tangente au champ de
vecteurs ¢, (resp. s,) a gauche de {z | Rz = Rz} (resp. {z | Rz = Rzy}) et tangente au
champ ¢4 (resp. s4) a droite de {z | Rz = Rz} (resp. {z | Rz = N23}). On note aussi :

{#i} =7, N{z € C|QSz=0} et {H}=7,;N{zeC|Jz= -6}

On considére également une courbe 4; (resp. J2) qui passe par Z; (resp. Z3) et tangente au
champ de vecteurs s, (resp. ¢;) a gauche de Z; (resp. Z») et tangente au champ s, (resp. c;)
a droite de Z; (resp. Zs).

Lemme 2.15. On a vy NJ =0 et o NJ = 0. On peut choisir &g > 0 tel que pour tout
5 €(0,00) onad Ny =0 et o Ny =0 entre 0, UG, et o, UTy.

Corollaire 2.16. On obtient v, N o, = {214} avec Sz1, > 0, v Nop = {2z} avec Fzy, > 0,
Yo NTq = {220} avec Szaq <0 el o NGy = {22} avee Fzg, < 0.

Démonstration du lemme|2.15. On démontre ce lemme par I’absurde. Supposons que v, NJ #
(), autrement dit, il existe £ € vy, N J. Soient ¢’ et j’ tels que entre € vy Ny et € la courbe
71 ne croise plus des branches complexes de £71(a(Hjy)). Calculons %f; ky(s)ds. D'un coteé,
on obtient :

n 0
%/ ky(s)ds = %/ ky(s)ds >0
3

7J+’yi/]~/ gi’v'yi’j’
car J € Fo(ky), d'on %f;i' ky(s)ds = 0, et la courbe ~;; est une courbe canonique, d’ou
& M
‘sfﬁiuwj/ ky(s)ds > 0.
Par ailleurs, on a une contradiction car d'un autre coté

U
R / ky(s)ds =0
&m

parce que la courbe 7y, entre £ et ) est une courbe de famille Fy(k;), une ligne de type de
Stokes pour ;. Ainsi ’hypothése que v, N'J # @ méne & une contradiction, d’ot v, N J = 0.
Ce qui démontre que v; NJ = (. La démonstration de v, N J = 0 est analogue.

La démonstration de ce que pour ¢ suffisamment petit v, N4; = () est analogue. Supposons
que pour chaque § > 0 et petit il existe £ € y1N7;. Soient 7’ et j’ tels que entre n € ;1 ;y Ny et
¢ la courbe ~; ne croise plus des branches complexes de £~!(o(Hy)). Calculons fg’ Ky(s)ds.
Supposons que Sk < 0 entre & et n. D’un coté, on obtient :

"
%/ ky(s)ds =0
&m

car la courbe 7 entre { et 7 est une courbe de famille Fy(x ), une ligne de type de Stokes
pour k;. On note & = v, N~ ;. Pour § suffisamment petit, on a une contradiction

1 3 U
%/ ky(s)ds = S/ ky(s)ds + S/ ky(s)ds >0
3

Y2+ 4t &2 & Vil 51
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car pour 4 suffisamment petit 7o est proche de J et & est proche de & . Ainsi en choisissant d
assez petit on rend & f;i' ky(s)ds si petit qu’'on veut. Comme 7,/ ;s est une courbe canonique,

on a %f;/ . ky(s)ds > ¢ > 0. Ainsi 'hypothése que pour tout § > 0 petit on a v, N7 # ()
i Vil

mene & une contradiction, d’ou il existe dg tel que pour tout 6 < dp on a v Ny = 0.
La démonstration pour le cas Sk > 0 entre & et 1, ainsi que la démonstration de 15Ny = ()
sont analogues. Ceci achéve la preuve du Lemme [2.15. O

Considérons un domaine Aj :

Ay = {z € Sy entre ~; et v, et entre o, N7, et 0, N Ty} (3.2.10)

Soit f; la solution cohérente qui a CAS pour x;

,l’ z
[y~ exp (—/ FGJ(S)dS) Uy (72, E)
€ J.,
dans le domaine canonique local K, qui entoure -; ;.

Lemme 2.17. La solution cohérente f; a le CAS pour k; dans le domaine AJ défini par
(3.2.10) :

f7 ~exp (g/ /@J(s)ds) U, j(z; 2, E)

K‘I‘I K1‘) ‘)1

d
12 o1 y
Q
N 720N 72
= rectangle
S
+~
= i
&0 &b
= =
< < trapeze
+ +
O O
<] )
— —

S AN

FIGURE III.14 — Les domaines canoniques locales K ;, les domaines de type rectangle et de
type trapéze.

Démonstration du Lemme|2.17. Le Lemme 2.17 se démontre par applications successives des
méthodes de prolongement :

— le principe des domaines adjacents, le Proposition [1.19,

— le lemme de rectangle, le Lemme [1.18,
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— le lemme de trapéze, le Lemme [1.21
On démontre par I'absurde le CAS au voisinage de J.
On commence par la démonstration de comportement asymptotique standard pour f; dans
Ajyet Aj_, ol

AJ’_i_ = {Z S AJ entre 71 et ’3/1} AJ7_ = {Z S AJ entre Y2 et ’3/2}

On décompose ce domaine en parties suivantes (voir la fig.I11.13) :
— Les domaines canoniques locales K ; qui entourent ; ;. Sont utilisés pour 'application
de principe des domaines adjacents (Proposition [1.19) ;
— Les domaines limités par les courbes canoniques +/; C K;; (resp. %?fj € K, ;) dans le
voisinage gauche (resp. droit) des courbes 7; ;. Ces domaines sont utilisés pour appliquer
le lemme du rectangle (Lemme [1.18) et le lemme du Trapéze (Lemme [1.21)).
Une fois, qu'on a démontré le comportement asymptotique standard dans un flJ’i, on dé-
montre que f; vérifie le comportement asymptotique standard au voisinage de .J par absurde.

Pour un ¢ < ¢y considérons un domaine A :
AJ’O = {Z S AJ entre ’)72 et ’)71}

La solution f; vérifie le comportement asymptotique standard par rapport a la détermination
ky dans un voisinage du point &;. Soit t € J tel que :

t=inf{z € J | z > & tel que f; ne vérifie pas le CAS dans z}.

On va démontrer que ¢t = b. Supposons que ¢t < b. Par définition de ¢, pour tout point ¢’ € [§;, t)
on trouve un voisinage ou f; vérifie le CAS. Mais si ¢t < b, chaque courbe verticale qui passe
par t est une courbe canonique dans un petit voisinage de t. Par conséquent ¢ appartient a
un petit domaine canonique, disons K;. Mais dans un voisinage gauche de t la solution f;
a le CAS. Par le principe de domaines adjacents (Proposition [1.19), on obtient que f; a le
CAS dans K;, ce qui contredit I’hypothése que pour tout z > ¢ la solution f; n’a plus de
CAS. Par conséquent, ’hypothése ¢ < b est fausse, donc t = b. Ceci achéve la preuve du
Lemme [2.17. ]

Pour finir la démonstration de la Proposition 2.8 dans le cas JNC = (), on utilise le lemme
du Rectangle (Lemme [1.18), et le lemme de Stokes (Lemme [1.22). Premiérement, a ’aide du
lemme de rectangle, on prolonge I’asymptotique dans les domaines ot Sx; < 0. On pose

. 04 81 Sky(2) >0Vz € g, . op si Sky(2) <0 Vz € gy
O, — g —
¢ 0, st Sky(z) >0Vz €7, ’ 0y si Sky(z) <0Vz €Ty

On prolonge 'asymptotique de f; a travers &, et a travers g, par le lemme du Rectangle.
Le prolongement s’arréte quand Sk ;(z) = 0, i.e. quand les lignes horizontales de prolonge-
ment croisent les branches complexes de £71(o(Hj)). Maintenant, par le lemme de Stokes, on
prolonge ’asymptotique autour de (o, Ua,)\d, et de (o, Uay)\dp. Comme le prolongement
analytique de x; autour de (o, Ua,)\d, (resp. autour de (o, Uay)\dp) vérifie Sy > 0 (resp.
Sk, ) dans un voisinage gauche (resp. droit) de cette courbe. Donc le prolongement analytique
se fait par le lemme de rectangle jusqu’a £~ *(o(Hp)). Ce qui démontre la Proposition 2.8 dans

le cas JNC # 0.
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La démonstration pour le cas J N C = () étant analogue, on n’en fait que le résumé. Par
le lemme du Rectangle (Lemme [1.18) on prolonge asymptotique de f; dans la partie de
Sy située entre 7 et l,. Puis on applique le lemme de Stokes (Lemme [1.22) pour prolonger
I’asymptotique dans le voisinage droit de &,. Puis on prolonge ’asymptotique de f; dans
la partie de Sy _ située entre o, et l;. On démontre par absurde que le I'asymptotique est
vrai sur (a,b). Puis par le lemme de Stokes (Lemme |[1.22) on montre I’asymptotique dans le
voisinage droit de o,. Et finalement, par le lemme du Rectangle (Lemme |1.18) on prolonge
I’asymptotique dans le reste du domaine D;. Ainsi on a démontré la Proposition 2.8.
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Chapitre IV

Matrice de monodromie pour les
problémes quasi-périodiques adiabatiques

Dans ce chapitre on étudie I’asymptotique quand ¢ tend vers zéro de la matrice de mon-
odromie M(z, FE,¢) associée a une base cohérente des solutions de (AdiabQP]). Le lecteur
trouvera les définitions dans I'Introduction. On commence par la motivation de 1’étude asymp-
totique des matrices de monodromie.

1 Matrice de monodromie et matrice de transfert

Il y a un rapport important entre la matrice de transfert T’ .(z. y, E') pour I’équation (Adi-
abQP) et des matrices de monodromie.
Fixons FE tel que (F — W(R))No(Hy) # 0 et § > 0 petit. Soit zy € R tel que

dist((E — W (z)), R\c(H,)) > 6.

On consideére la matrice de monodromie M (z, E, €) associée a une base cohérente de solutions
de (AdiabQP) qui a le CAS au voisinage d'un point zy. On a :

Proposition 1.1. Soit {U,, ¥ _} une base cohérente de solutions de (AdiabQP) ayant pour
tout £ < g9 pour tout x € [—X, X] et z dans un voisinage complexe U(zy) de zo le CAS pour
la détermination k du moment complexe . Soit M(z, E,€) la matrice de monodromie associée
a la base {U,¥_}. Pour tout e <ep, v € [-X,X], z€U(zg) NRetneNona:

2

T, (z+ [%m] 2, E) = (®° +0(1))D(2+ N, B, &) (M) (2 + 1, E,e) D™ H2)(®° +0(1))*
(4.1.1)

o1l

-~ Mp(z,Ee):=M(z+2r(n—1),FE,e)...M(2+2m, E,e)M(z, E,¢),
Y O

- ®' =@z, 2, F :< Ay . ) x,z, E) est dans SLy(C).

( ) ((I)E)’_)/ ((I)(l)/ ( ) 2( )

DY sont les solutions de Bloch canoniques pour 'énergie E — W (z) qui sont analytiques

en z dans U(z).

o(1) désigne une matrice 2 x 2 dont les coefficients sont o(1) en norme sup.

— D(2) est la matrice diagonale diag {exp (é f;) /{(s)ds) , exXp (é f;) /{(s)ds) }
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— N 1= ([%Tm] e —2mm) € (—¢,0].
De plus, on a la relation suivante entre les traces :
2mm ‘
trT, (x + — % E) =tr (Dn(z, E, &) + 0(1)) (M) (2, E, z—:)) (4.1.2)

avec la matrice diagonale D,,(z, E, €) := diag{d,d™'} ou |d| = =1.

exp (é fzz+nm /@(s)ds>

Corollaire 1.2. On reprend les hypothéses de la Proposition|1.1. Supposons de plus que pour
un z € U(z) NR et pour un ¢ € (0,59), on a [trM(z +n,E,e)|] > C > 2. Alors on a
|trT, (x + [2{} ,x, B)| > C > 2. En particulier, pour chaque 6 € [0,27), I’énergie E n’est pas
une valeur propre du probléme quasipériodique :

—U"(x,z, B e) + [V(x) + W(ex + 2)|¥(z, 2, E,e) = E¥Y(x, 2, E,¢)
U(z+ [2],2,E,¢e) = e?V(z,2,E,¢).

Démonstration de la Proposition |1.1. Soit {¥ ., V¥_}(z, z, E, ¢) une base de solutions de I’équa-
tion (AdiabQP!). On exprime la matrice de transfert T .(y, z, E)) dans cette base :

-1

v, v_ v, v_
T,.(y,z,FE)= ( + ) (y,z, E,¢) ( ¥ ) (z,2,F¢) (4.1.3)

vl vl

Supposons que {W,, W_} est une base cohérente, i.e. vérifiant :
Uy(z+1,2,Ee)=Vy(z,24¢,Fe) et wV, ¥V |(z,F)=1. (4.1.4)

Posons y := z + [22]. En utilisant (4.1.4), on obtient :

£

U, U 2mm v, v\
Tz,a(yaxaE):(‘I]z: \I/, )(ZE’Z+€|:?:|’E’E)(\I’I \I’/ ) (IE,Z,E,E):

—1

v, \If) U, U

= (x,z+nm+27rm,E,e)( ) (x,2,FE,e) (4.1.5)
<\I/'+ 48 v U

avec 1, = (¢ [222] — 27rm) € (—¢,0]. Soit M(z, E,¢) la matrice de monodromie associée &

la base cohérente {U , W_} :

R B U, v\
(\I’ﬁr \II') (x,z+27r,E,5)—M(z,E,5)<\Ij,+ \II') (x,2,E,¢). (4.1.6)

On exprime la matrice de transfert 7, .(x,y, E) en termes de la matrice de monodromie
M(z, E,¢) al'aide de (4.1.5) :

v, v_
T..(x,y, FE)= ( \Iﬂ+ o ) (r,2 4+ N +270(m — 1), B, e)M"(2 + 1, + 27(m — 1), E,€) x
+ —

-1
U, U ) U, U
(a:,z,E,a):( )(az,z+nm,E,5)x
( (AR v, Ul

-1
(/\4771)%,2+nm,E,»s)(i,+ i) (2,2, E,¢). (4.1.7)
JF —
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Supposons, de plus, que la base cohérente {U,, ¥_} a le CAS pour z dans un voisinage
constant (indépendant de €) U(zg) de zy pour une détermination x du moment complexe, i.e.
pour tout z € U(zg) et x € [-X, X] (ot X > 1) on a:

U,y (z,2,F,e) =exp (:i:é /Z /@(s)ds) (@ (2,2, E) + o(1)) (4.1.8)

oit ®(z,2, E) = n(z, 2, E)e*™)%p, (2, 2, E) sont les solutions de Bloch canoniques, analy-
tiques dans U(zg) pour chaque z fixé. ®%(z, z, E) ne dépendent pas de e. Par analyticité de
@Y en la variable 2z, on a ®Y(z, z + n,, E) = D (z, 2, E) + O(e).

Pour y € [-X, X] et z € U(zp), on met (4.1.8)) dans (4.1.7) et on obtient :

T..(y, 7, E) = (®°(x, 2, E)+0(1)) D (240, E, ) (M) (24+1m, E,€) D1 (2)(®%(z, 2, E>—(201(19)))1

avec o
d P

~ ®%z, 2, F) = ( p ) (,2,E),

P @Y

— 0o(1) désigne une matrice 2 x 2 dont les coefficients sont o(1),

— D(2) est la matrice diagonale diag {exp (é I /{(s)ds) , exp (é I /{(s)ds) }
Ceci démontre la premiére partie de la Proposition [1.1.. Pour démontrer la relation entre les
traces des matrices on utilise tr(AB) = tr(BA) et (®°(z, 2, E)+0(1))(®°(z, z, E) +o(1)) ! =
I+o0o(1):

trT, (z + [%r?m] 2, E) = tr((Dyy, + 0(1)) (M) (2 + 0, B, €)

avec Dy, = D(z + n,,)D7Y(2) = diag{d,d"'} ou d = exp (1 [ H(S)dS). O

g Jz

Démonstration du Corollaire|1.2. Supposons que TrM(z +n, E &) > C > 2 (la preuve pour
le cas TrM(z +n, E,¢) < C < —2 est analogue). Soient \; = \;(z, F,¢) et A\[' les valeurs

(5

propres p; et j; ' de la matrice de transfert T, (x + [2?’1 ,x, F)) vérifient :

propres de M. La condition sur trace implique ce que A; > % + )2 —1 > 1. Les valeurs

1 = M (d+ o1)).

2
0Tt | 2] ) =+ it = Ml o(0) A7+ 0(1) > 2

car pour ¢ suffisamment petit o(1) < § < Ay — 1 et la fonction z + 1 envoie I'extérieur de
cercle de rayon 1 dans U'extérieur de l'intervalle [—2,2].
La trace de la matrice de transfert est réelle, d’ou |trT, (x, E)| > 2 ce qui achéve la preuve. [

Ainsi on relie le spectre des problémes avec les conditions au bord quasi-périodiques avec
la trace de la matrice de monodromie. Dans la section suivante, on va étudier ’asymptotique
de la matrice de monodromie, en particulier, on va calculer la trace de cette matrice et sa
norme en termes du paramétre spectral E.
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2 Asymptotique de la matrice de monodromie

Dans cette section, on formule le Théoréeme 2.3 qui décrit 'asymptotique de la matrice
de monodromie associée & une base cohérente et on démontre ce théoréme. Puis on illustre
I’application du Théoréme 2.3 en considérant différents cas d’énergies et différents types de
potentiels. On va voir que différents cas d’énergies raménent & des asymptotiques de la matrice
de monodromie de structure différente.

2.1 Théoréme 2.3 et asymptotique de la matrice de monodromie

Pour formuler le Théoréme 2.3 qui décrit ’asymptotique de la matrice de monodromie
associée a une base cohérente qui a le CAS dans un voisinage complexe de zq situé a l'intérieur
de £71(o(Hy)) NR, on introduit la notion de courbe admissible.

Définition 2.1. On dit que «a est une courbe horizontale si 'angle 6 entre v et chaque ligne
{Rz = const} veérifie § € (0, ).

Considérons les classes d’équivalence [« (voir Définition 1.30) des courbes « dans Sy
vérifiant :

— « joint zg avec zg + 27,

— est horizontale,

— est de classe O,

— est réguliére (au sens de Définition [1.29).
Fixons un point zy a l'intérieur de Jy ou Jy € Zg. Fixons une détermination du moment
complexe ry analytique au voisinage Uy de 2y et une détermination x; du moment complexe
analytique au voisinage Uy + 27 de 2o + 2.

Définition 2.2. On dit qu'une courbe horizontale o qui va de zy a zy + 27 est admissible
pour le couple {rkq, K1} si:
— QKola(2) = SK1(z) pour z € Uy + 27, ol Ko|, désigne le prolongement analytique de xg
le long «,
— A un intervalle J € Zg on associe J par J € Z¢ tel que J C J. On suppose que pour
chaque J € Zg situé entre Jy et Jo + 2w on a #{J Na} € 27Z.
~ #{anJy} €27 si Skg < 0 et #{anJy} €2Z +1 si kg > 0.
~ #{an (Jo+2m)} € 2Z si Sky < 0 et #{an (Jo +27)} € 2Z + 1 si Sky > 0.

On va noter par Adm(k1, ko) ’ensemble des classes d’équivalence de courbes admissibles
pour un couple 1 et ko. On note Tork(z) := Kk(z + 2m). Soit a une courbe lipschitzienne,
soient z; € a et zy € «, on note l'intégrale d’une fonction continue f de z; & 2 le long de «

par
zZ

2 f(s)ds.

21,
Soit x une détermination du moment complexe analytique dans un voisinage de 2. Soient )
et ¢ définis dans I’équation (1.1.29). On note A argq|, le changement de I’argument de ¢ le
long d’une courbe réguliére a. Pour une courbe réguliére a qui part de 2 et arrive en 2y + 27
on introduit la fonction suivante

i zo+2m
I, 20) = exp ( / Rla(s)ds + A arg la + /
8 Z

0, «

Q(s)ds) (4.2.1)
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Théoréme 2.3. Soient W,V wvérifiant les hypothéses (HWA),(HWP), (HWC), (HVR),
(HVP) et soit I'énergie Ey € X5. Soit J € Zg. Fizons zy € J tel que |E(z) — Epn| > § pour
tout m € N. Il existe eg > 0, Y > 0, C > 0 et une détermination k de moment compleze
analytique dans un voisinage de zy tels qu’on peut construire une base cohérente {f, f*} pour
laquelle la matrice de monodromie M(z, E,e) associée vérifie :

- M ala forme (27)),

— pour € € (0,g9) et z € Sy les coefficients a(z, E,¢) et b(z, E, ) dans (24) admettent

lasymptotique :

a(z,E,e) = > I(an, 20)(1 + ao(E, &) 4+ ari(z, E, €)) (4.2.2)

[ar]€Adm (ko ,T2_Tr1 K0)

bz, E,e) = > I(Br, 20)(1 4 bon(E, €) + bri(z, E, €)) (4.2.3)
[5k]€Adm(no,T2;1/i8)
avec
laoi(E,€)|, |bok(E,€)| = o(1) indépendants de z
arp(z,E.2) =0(e %) bip(z,E,e)=0(e %) &—0.

Remarque 2.4. Pour les valeurs complexes de z les coefficients de Fourier sont & crois-
sance/décroissance exponentielle en Sz. Donc, pour z € Sy 4, le terme principal de la matrice
de monodromie vient de l'intégration le long des courbes d’indice minimal. Pour z € Sy _,
par contre, les termes principaux viennent des courbes d’indice maximal. Plus précisément,
on définit :

Mmax ‘= max m(«a) Mmin := min ) m(«a)
[a]e Adm(ko, Ty, ko) [e]€Adm(ko, T, ko)

Pour z € Sy4, on a

> I(ag, 20)(1 + aor(E, &) + a1 (2, E,€)) =

[ak]€ Adm (ko ,TQ;I K0)

_ > I(ax, 20)(1 + ao (B, €) + (2, B, €)).

[a]le Adm(ko ,TQ;I K0),m(ak)=mMmax

ol |ayk(z, E,€)] = O(e™<). Pour z € Sy_, on a

> I(ag, 20)(1 + aop(E, &) + a1 p(z, E,€)) =

[ak]eAdm(lio,TQ:rlno)
= Z I(ag, 20)(1 + aor(E, €) + ari(z, E, €)).
[ak}eAdm(”OyTQ;IRO)ym(ak):mmin

ou |ayx(z, E,e)| = O(e™ ).

L’analyse des intégrales et des indices dans les formules (4.2.2) et (4.2.3) montre que la
structure et les coefficients de la matrice de monodromie dépendent d’objets définis sur les
surfaces iso-énergétiques {E(x) + W(z) = E}.
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2.2 Remarque structurelle

L’asymptotique de la matrice de monodromie associée & une base cohérente de solutions
de I’équation (AdiabQP) qui ont un CAS au voisinage de zy est donnée par le Théoréme 2.3.
La taille du coefficient My, (z, E, €, z0) = a(z, E, €, z9) de la matrice de monodromie est donnée

par max |1 (g, 20)]- Les I(cu, zo) sont de la forme suivante :
[ak}eAdm(liL],T;rlli?})

: i
I(ag, z0) = exp (é)\(ak, E)+ gm(ak)(z — 20) + O(l)) avec Aoy, E) = / Kila($)ds.
ag
Il est facile de vérifier que pour toute courbe [ay] € Adm(k, Ty k%) on a :

zo+2m zo+2m
%/ Kglag,(s)ds = —/ Stkip(s)ds = —/ Yo(E — W(z))dz.
Qg 20

20

Ainsi le terme principal des coefficients de la matrice de monodromie pour z € Sy est du
méme ordre que celui de la somme

1 zo+2m 2
S e (g / (B~ W)z~ T g 0(1)) |
[ax]€Adm(r 1, Ty, k% 0

Pour des valeurs de z € Sy, i.e. de partie imaginaire strictement positive, les termes domi-
nants viennent des courbes d’indice minimal (voir la Remarque 2.4) :

{law,,] € Adm(k;, TKY) tel que m(ag,) = Mumin = min m(ag)}.
O{]geAdm(HJ7T2_ﬂ_IH})

Pour des valeurs de z € Sy,_, i.e. de partie imaginaire strictement négative, les termes domi-
nants viennent des courbes d’indice maximal (voir la Remarque 2.4) :

{low,,] € Adm(k;, TKY) tel que m(ag,) = Mz = max m(ag)}.
ar€Adm(k g, TKY)

Pour des valeurs réelles de z, il faut prendre en compte toutes les courbes admissibles.

Lemme 2.5. On a l'asymptotique suivante pour la trace de la matrice de monodromie :

TrM(z, E, ) = exp (g / o yo(E — W(z))dz)

Z(COS (q)k<E) —+ 27ka<2 — Zo) —+ (bk(E)

g

) +ep(z, E)) (4.2.4)

ot
— @, est une fonction analytique et non constante de E, a valeurs positives,
— my, est un entier, my € {0, M} avec M le nombre d’intervalles de Zg par intervalle de
longueur 2.
- ¢ok(F) € %ZZ.
er(2, E) = sp(E) + te(z, E) avec sp(E) = o(1) et tp(z, E) = O(efg).
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Ce lemme est un simple corollaire du Théoréme 2.3. On va démontrer le Théoréme 12.3.
Par la suite, on étudie 'asymptotique de la matrice de monodromie sur des exemples. On va
traiter les cas suivants :

— Le plus simple est le cas ou la fenétre spectrale £ — W (R) est contenue dans une zone

spectrale de H, i.e. il existe un entier naturel n tel que E — W(R) C [Ea,_1, Ea,)-

— Le cas ou W a un maximum et un minimum par période, dont un dans une préimage
d’une zone spectrale et 'autre dans une préimage de lacune spectrale de H.

— le cas ou W a un minimum, disons z;, et un maximum, disons zy par période et F —
W(Zl) c (E2n+1, E2n+2) et B — W(ZQ) € (EQn_l,EQn).

— Le cas ou W a tous ses points critiques dans les préimages de lacunes spectrales.

— Le cas d’un point critique dans la préimage de zone spectrale et ’autre dans la préimage
de lacune spectrale, quand la fenétre spectrale couvre entiérement une zone et une lacune
spectrales.

— Le cas de deux points critiques dans les préimages de zones spectrales quand la fenétre
spectrale couvre entiérement deux lacunes de H.

2.3 Preuve du Théoréme 2.3

Cette section est consacrée a la démonstration du Théoréme 2.3 et & la formulation d’un
principe de réflection qui permet de calculer le terme principal de I'asymptotique d’une solu-
tion cohérente.

Démonstration du Théoréeme|2.5 . On fixe un intervalle J, une préimage de la zone spectrale
de Hy. On va calculer "asymptotique de la matrice de monodromie M(z, E,¢) associée a
la base cohérente {f;, f;} construite dans la Proposition 2.8. Cette base a le CAS dans le
domaine A; délimité par 7,Uo,, 0,Udy et les lignes Sz = Y. On va appliquer le Corollaire|1.27
pour démontrer que la base {f;, f;} a le CASpl dans le domaine A; + 27.

Par la suite, on va utiliser les formules (22) qui expriment les coefficients de la matrice de
monodromie en termes de wronskiens de solutions de (AdiabQP]). Pour chaque z € Sy on
écrit :

wlfs(z, 2, B,e), Ty f3(2, 2, B, €)]

w[TZ:rlfJ<x7 Z, E7 8)7 TQ:rlf:Ik('rv Z, 5)]

w[fJ(xu 27E7 8)7T2:r1fJ(x7 27E7 8)]

w[TQ;lfj(x, Z, E7 €>7 T2;r1fJ('r7 2 8)]

wlfi(z, 2, B,e), Ty, f3(x, 2, B, €)]

’LU[TZ:rlfJ(ZL‘, Z, E’ 5)’ TQ:rlf;(x’ 2 5)]

wlfi(z, 2, E,e), Ty fr(x, 2, E, €)]

wTy f3(z, 2, B, €), To. f1(x, 2, €)]

Mll(Z - 27T7E7€) =

MlQ(Z - 27T7E7€) =

M21(Z - 27T7E78) =

MZQ(Z - 27T7E7€) =

Pour démontrer que f; et f; ont le CASpl dans A; + 27 on commence par construire une
séquence de domaines de type A et de domaines de type B. Grosso modo, il s’agit de domaines
d’oscillation de solutions (type A) et de domaines de croissance-décroissance exponentielle
(type B).

Soit J € Zg et K € Zg deux intervalles consécutifs, J = [ay,b;] et K = [ak, bk]. On rappelle
les notations introduites précédemment :
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1. On note Ky (resp. kg ) la détermination du moment complexe naturelle pour J (resp.
naturelle pour K).

2. On note o,, 7, (resp. oy, 0, 0a, 04, 0j et o; ) sont des lignes de type de Stokes qui
sortent de ay (resp. de by, de ax et de bg).

On introduit des domaines de type A et de type B associés :
A;:={z€S, entre 0,U7, et 0, UT,}
By :={z€ S, entre 0,UdT, et 05 UT5}

A :={z€ S, entre 0, U7, et o3 UT;}

Par la Proposition 2.8, pour chaque intervalle J qui forme une composante connexe de

FIGURE IV.1 — Domaines A;, By et A,

E1(o(Hy)) NR on peut construire une base cohérente {f;, f3} telle que f; ale CAS dans D,
pour la détermination naturelle k; et f} ale CAS dans D pour la détermination £%. On fixe
un J et on utilise le Corollaire [1.27 pour montrer que la solution f; (resp. f%), qui a le CAS
dans D;(resp. D), a le CASpl dans le domaine A; + 27. Le principe de réflection définit les
courbes de prolongement d’asymptotique qui apparaissent dans le CASpl.
Pour chaque J € Z¢ on peut construire D et D, qui vérifient :

- A;CD;N D—J,

- B;CD;nN D—J,

- A C D;NDy,

— dans Aj on a Ky > 0 et Sk > 0,

— dans Ak on a Sky < 0 et Sk} <0,

— dans By on a k; = —KJ.
Maintenant, on numérote Jy := J, Jo, ..., Jp, i1 := J 4 27 les intervalles consécutifs de Zpg.
Les bases de solutions cohérentes {fy,, f7 } et les domaines A;,, B, vérifient les hypotheses
du Corollaire 1.27. D’ott pour z € Ay, ., = Ay +27 on a:

peaBa= Y ew (L[ ) @l o)

[ak}EAdm(ﬁJ,TQ;an) Ik
7: z
+ E exp ( Kp(s)ds ) (Py glay(z,2,25) +0(1)) (4.2.5)

[5k]€Adm(nJ,T2;1/£?‘]) IOk
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fitn s B = 3 exp(é/: H;J(s)ds) (@ o (2, 2, 27) + 0(1)

~ _ ,Q
&€ Adm(r’ Ty k) o

> y exp (z’ / z m(s)ds) (B— ]y (,2,25) + 0(1)) (4.2.6)

. 19
[Brle Adm (%, T5tns) How

Les courbes admissibles (voir la Définition [2.2) sont décrites par le principe de réflexion :

Définition 2.6 (Principe de réflexion). Soit s la détermination naturelle pour J. Une courbe
a est admissible pour k1 et kg, on note a € Adm(kq, Ka), Ol K1 = Ky ou K et kg = T, ks ou
Tyl kY si

1. « est une courbe horizontale qui va de zyg = z; & 21 = z; + 2,

2. « vérifie le principe de réflexion suivant :
VJ,€Zgpaveci=1,...,mona #{J;Na} 2N
3. « reste dans D1UD2, ol D1 = DJ si K1 = Rj, D1 :D_JS]. R1 = /{3, D2 = DJ+27T si
Ko = TQ_T(lK/J et Dy = D+ 21 si kg = T2_7Tl/<;j‘,.

Les asymptotiques (4.2.5)), (4.2.6) et le CAS des solutions
Fin (@, 2, E e, 25427) 1= TQ;lle(x,z,g,zJ) et fjmﬂ(a:, z, B, e, z;42m) = T2_7Tlf;1 (x,2,€,27)

dans Ay, ., = Ay + 27 impliquent :

7: zj+2mw
M (z,E,¢e) = Z exp (E/ HJ(S)dS)

_ Q
[a]€Adm(k 7, T3 k1) Tk

o
exp (gm<ﬁJ‘ak7T27rlK‘J)(Z — 2y —2m) +/ §2(s)ds + Aarg q‘ak) (1+0(1)
ag

Maintenant, on applique le Corollaire [1.25 (notamment la formule (3.1.10)) pour préciser les
termes o(1), utilisant ce que chaque domaine de rencontre B; utilisé dans la construction vérifie
Sy C S(B;) pour un Y > 0. Ceci permet de remplacer o(1) par agx(FE, ) + a14(z, E, €) avec
les propriétés annoncées en choisissant 0 < Y < Y. Ceci achéve la preuve de I’asymptotique
de MH(Z, E, E).

Pour terminer la démonstration du Théoréme 2.3, obtient de méme facon les asymptotiques
des coefficients Mo, Moy et Moy annoncées dans le théoréme. O

On va illustrer le Théoréme 2.3 par plusieurs exemples d’application a différents cas d’én-
ergies et de potentiels.

2.4 Casou F — W(R) C [Egn_l, Egn]
On considére les énergies E réelles telles que

(HEADbs) il existe un entier naturel n tel que £ — W (R) C [Ea,_1, Fay].
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Ici [Eoy_1, Eoy,) est la n-éme zone spectrale de Hy. Sous ’hypothése (HEADbDs) les classes de
courbes admissibles Adm(k s, Ty k%) et Adm(k’%, Ty ki ;) sont vides, les classes Adm(ky, Ty, k),
Adm(k%, Ty k%), contiennent un seul élément :

[ag] avec ag = [20, 20 + 27,

i.e. la courbe g est une courbe qui va le long de R de 2y a zg + 27.
L’image de «g par I’énergie complexe £(z), le lacet £(wy), est une courbe contractile en un
point et on a

m(ag) =0 et o(ag) = 1.

De plus, § [, #7lay(s)ds = [2F2T (B = W(2))dz = 0 car E — W (z) € o(Hy) pour z €

20

[20, 20 + 27] et donc vo(E — W (z)) = 0. On pose

O(E) =R /a 0 gl (5)ds = / o Rk (5)ds.

20

La fonction ®(E) est analytique réelle en F, non constante et ®(E) € (0,27?). On a

/a 0 Qy(s)ds = 0.

De plus, les coefficients de la matrice de monodromie ont 'asymptotique :

My (2, E, zo,€) = a(z, F;€) = exp (g@(E)) (14+0(1)+ 0.k (e_%>) et
Mis(2, B, z9,6) = b(2, E;¢) = 0p(1) + O,k (e_%> . (4.2.7)
Les coefficients Moy (z, E, zg,€) et Mas(z, E, 2o, €) se calculent par symétrie :
M (2, E, z0,¢) = b" (2, E, z0;¢) = 0p(1) + O, g (e’g> et
Mo (2, E, z9,e) = a*(z, F;€) = exp (—é@(E)) (14+05(1)+ 0.k (e_%> . (4.2.8)

On calcule la trace de la matrice de monodromie :

TrM(z, E e, z) = exp (E(I)(E)) (14+0(1)+0.k (6_%>)+
+ exp (—é@(E)) (14 08(1) + 0 (%)) =

— 2cos (é@(E)) Yop()+0up (%) (429)

Ainsi I'asymptotique des zéros de la trace de la matrice de monodromie peut étre décrite
grace a la fonction ®(F). Les zéros de la trace de la matrice de monodromie sont situés dans
des intervalles de longueur exponentiellement petite ( le terme O, . (e_%>) autour des points
proches de solutions de I'équation

2 cos (é@(E)) _
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2.5 Cas ou Zg NC contient un point par intervalle de longueur 27

Ici on suppose que W a deux points critiques, disons zy et z;. On suppose que :

(HE1pc) £(z) € o(Hp) et E(z1) € o(Hy).

2.5.1 Cas ou o(Hy) N(E —W(R)) C [Eay_1, Fan)

On suppose que E — W(zy) € [Eopn_1, Eay] et que E— W (z;) se trouve dans la lacune
voisine a la zone [Fy, 1, Fa,|. Quatre cas sont possibles :

1. n est impair et zy est un minimum,

2. n est pair et zp est un minimum,

3. n est impair et zp est un maximum,

4. n est pair et zy est un maximum.

Considérons le premier cas en détails, les autres étant analogues. Dans ce cas 1a, entre v; 1 et oy,
la détermination naturelle s est liée & la détermination principale x, par k; = k, —m(n—1).
Les classes de courbes admissibles sont :

Adm(ky, Ty, 155) = {lea]} et Adm(k;, Ty, 55) = {[Bi]}-

B
‘ \1;\| £(B1)

()
FIGURE IV.2 — Les courbes aq et (5,
On voit sur la Figure [V.2 que £(a;) est contractile en un point, d’ott o(a;) = 1 et

m(ay) = 0. On calcule o(5;) = —1 et m(/;) = 0. Pour appliquer le Théoréme 2.3, on a besoin
de calculer :

/:OHW ky(s)ds = /Z0+27f Yo(E — W(s))ds + /bHO Rey(s)ds = —iS(E) + ®(F)

0,01 20 a+10

ou

On a S(E) continue en E, non-constante et S(E) > 0. On a ®(E) € (0,272), non constante
et continue en F. On calcule aussi :

zo+2m zo+2m b+i0 B
/ ky(s)ds = / Yo(s)ds + / Rk (s)sign(zg — z)ds = —iS(E) + ®(F).

0,61 20 a+i0

On note ¢(E) := Aargqla, + [, Qs(s)ds =0 et O(F) = ANargqls + fﬁl Q(s)ds =17,
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Par le Théoréme 2.3, on obtient ’asymptotique suivante pour les coefficients de la matrice
de monodromie M (z, F, zp, €) :

M(z, B, 20, €) = a(z, B, 20, €) exp (S(f) + z@(EE) + ¢(E)) (1+05(1) + Osc (e’%))
M (2, E, 20,¢) = b(z, B, 20,€) = exp (S(EE) - z’q)iE) + &(E)) (14 05(1) + 0. (¢7%))

Autrement dit, on a

M(z, B, ) = exp (S(E)) D(E, ) K an(E,e) ‘“Z(E’Eg ) + 0@2)} DY(E, ¢)

€

avec

i®(E)

en(Bee) = exp (T + 6(B) ) (1+ 02 (1),

nlBre) = oxp (U 4 5(B) ) (1+ 0 (1),
an(E,6) = exp (T2 3(E) ) 1+ 05(1),
_i®(E)

ax(FE,c) = exp ( - gb(E)) (14 o0p(1)).

Maintenant, calculons I'asymptotique de la trace de la matrice de monodromie. On a :
O(F
TrM(z, E,e) = cos (% + ¢(E)) +0op(1)+ O, p (e’%) (4.2.10)

Donc les valeurs propres des problémes de Dirichlet ou de Neumann sur [z, z + 2?”] dans les
intervalles d’énergie vérifiant (HE1pc) sont situées dans des voisinages exponentiellement

petits (d’ordre O, g (6_%>) des énergies F vérifiant

cos (¢<E) + ¢(E)) +op(1) = 0.

g

Cette information n’est pas suffisante pour I’analyse spectrale de 'opérateur quasi-périodique
a travers I’étude du cocycle matriciel engendré par la matrice de monodromie. En général,
une telle analyse demande plus de renseignements sur le potentiel. La possibilité d’obtenir les
asymptotiques dans la bande complexe plus large joue un grand role.
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F1GURE IV.3 — Cas d’'une croix avec deux zones, c¢’est-a-dire un maximum et un minimum

2.5.2 Cas ou O'(H(]) N E(R) C [E2n737 Egn,Q] U [E2n717 E2n]

Supposons maintenant que £ — W (R) couvre entiérement une zone spectrale et une partie

d’une autre zone spectrale. On suppose, par exemple, que E(zy) € [Ea,_1, Eay) et E(z1) C
[E2n747 E2n73] .
On considére le cas ol zp est un minimum et n est impair. Dans ce cas la, entre o, et
1,1, la détermination naturelle x; est liée a la détermination principale x, par la relation
Ky = kp — m(n —1). On note «a la courbe [z + 0, zy + 27 + ¢0]. On note C; un lacet qui va
autour .J, et on note Cy un lacet qui va autour de Js. La classe Adm(ky, Ty 'r ;) de courbes
admissibles contient quatre éléments :

Adm(/‘f‘h Tz:rl"{J) = {[al]a [aZ]a [a?»]’ [a4]}

avec a1 = a = [29+ 10, z0 + 27 + 0], ag = a1 0 C, ag = a0 Cy et ay = ao Cy 0 (. La classe
Adm(k s, Ty k%) de courbes admissibles contient aussi quatre éléments :

Adm(kg, Toy 6%) = {[81], [B2], [Bs], [Ba]}

avec 3; = C3o0q4, 1 =1,2,3,4, ou C3 un lacet qui entoure la moitié gauche de Jy = J + 2.
On calcule facilement :

m(a,ky) = =1 et oo, k) =—1, dou Ala, k)= ( j (1) ) :

m(Crhy) =1 et o(Cyry) =1, don A(Cl,m)ZG ?)

m(Cy, k) =1 et o(Chry) =1, don A(CQ,HJ)ZG ?)

m(Cs, k) =0 et o(Cs k) =—1, dou A(Cs k) = ( _01 ? ) .

On applique le Lemme [1.23 pour calculer les indices et les signatures de courbes «; et [;,
1=1,2,3,4:
m(ay,ky) =—1 ooy, ky) = —1.
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-1 0
A(OQ?K‘J) = A(OZOCM’%J) = A(Oé, HJ)A(Ch,‘iJ) = ( 0 1 ) ,

d’ott m(ag,ky) =0 o(ag,ky) =—1.
Alas, k) == Alao Cy, k) = _01 ? ) , dou m(ag,ky) =0 o(as, ky)=—1.
-1 0 ) .
Alay, ky) = Alao Cyo Ch,ky) = ( 11 ) , dou m(ay,ky) =0 o(ay,ky) =—1.

A(Bl,/'i]) = A(Cg o, HJ) = ( _11 ? ) s d’ou m(ﬁl,/w) =—-1 U(ﬁl;/ﬁ]) =1.

10

A(B2, k) = A(C3 0 g, k) = ( 0 1

) s d’on m(ﬁg,ﬁj) =0 0'(62,/@]) =1.

10 .
A(B3,ky) = A(C30a9,Kky) = ( 01 ) , don m(ay,ky) =0 o(ay,ky) =—1.

A(/64,K,J) = A(Cg OO(4,/’€J) = ( i (1) ) s d’ou m(ﬁ4,lij) =1 0'(64,/@]) =1.

Ainsi on obtient "asymptotique suivante pour M(z, F ¢€) :

M(z, E,¢) = exp (@) ( pu(z,20) pia(z, 20) ) .

p21(2’, 20) p22(2’, 20)

Ici p11, p12, p21 et pag sont exponentiellement proches de polyndmes trigonométriques de degré
len (=20):
15

pij(z, E ) = ay(E,e)e 5 4 b (E,e) + cyy(E,e)e’s =) 4 O(e™ %),

Pour z tel que Sz > 0 on peut écrire aussi :

0= (S22 -) [(215] 12ET ) ror]

2.6 CasouCNEl(o(Hy)) =10
On considére les cas ol tous les maxima et minima de W sont situés dans les lacunes :
(HEpcl) Pour chaque z dans Sy tel que W/(z) =0 on a E — W(z) € R\o(Hj).

On introduit le nombre M de préimages de zones spectrales de Hj par 'intervalle de longueur
2m comme suit :

M = Zl(n) avec [(n) = #{z € [20,20 +27) | £(z) = E} pour un E € [Ey,_1, Fa,].

neN

Remarque 2.7. Pour les énergies considérées et pour chaque J dans Zg le nombre [(n) est
correctement défini car c’est le méme pour chaque E € [Ey,_1, Es,]. De plus, il n’y a qu’un
nombre fini de n € N tels que I(n) # 0, donc un nombre fini de termes dans la somme
définissant M.



2. Asymptotique de la matrice de monodromie 99

On fixe un intervalle J; € Zg, disons J; = [a, b]. On note les intervalles consécutifs de Zg
par Jy, Jo, ..., Jur, Jyg avee Jy = Ji 4 2w On note C (resp. Chyyq) les demi-lacets qui
vont autour de [z, b] (resp. [a + 27, zg + 27]). Pour i = 2,..., M on note C; un lacet autour
de J;. On note « la courbe qui va le long de [z, 29 + 27|. Le nombre de classes d’équivalence

M—i+1 i1
()

i—2
Les courbes admissibles de Adm(k, %) sont des courbes des classes {[aj] i]‘iljj‘g”l,ﬁfl—’_l)

avec

M
dans lesquels se sépare A(k s, Ty k%) (resp. A(ky, Ty k) est égale & L = >
=1 j=

Qi = CM+1 oo E Cjz
n=1<j2=5<..<ji<M

1—2
Les courbes admissibles de Adm(k, k%) sont des courbes des classes {[3;;] f‘iljﬂg”l,gf{j”)

avec
Bijk =ao E Cj-

Nn=1<ja=7<... < <M

Pour chaque n = 1,..., L on a m(B;, k) € {—2,..., % — 1} et 0(8;, k) = 1. Pour calculer

I'indice et la signature des courbes o ;i et (;jx, on utilise le Lemme [1.23. On a m(a, k) = %
et o(a,ky) = 1. Pour chaque ¢ = 1,...,M on a m(C;,k;) = —1 et 0(C;,k;) = 1. Dot la

matrice d’indice-signature A(a;ji, ;) pour chaque ;i est de la forme :

o= (3 1) (3 1) (3 0) = (57 V)

avec N =1 — 1, i.e. le nombre des cycles entiers qui interviennent dans o;;,. D’oul on obtient
m(aujp, k) = N =4 e (=%, ... & —1} et o(ayjk, ks) = —1. Par le Lemme [1.23 on obtient :

= (0 1) (1) (v 1) (309) = (6 2y )

D’ou m(@-jk,/ﬁ]) =N — % € {—%,. ey % — 1} et U(Bijk,/ij) =1.

Pour les valeurs de z avec $z > 0, 'asymptotique de la matrice de monodromie se simplifie,
car dans chaque classe seule la courbe d’indice minimal va intervenir dans le terme principal
de 'asymptotique.

Pour 0 < y < §z <Y, il existe une constante positive ¢ = ¢(y) > 0 telle que la matrice de
monodromie a I’'asymptotique suivante :

M(z, E, ) = exp (S(f) + mzw(z - ZO)) K “11%5’8) “12%5’5) ) + O(e‘g)] (4.2.11)

avec
- zo+2m .
~ S(B) = [ (B — W(2) + i0)dz,
— |la1(E,e)| =1+ 0(1) et |a12(E,e)| =1+ o(1).
Cette asymptotique permet de démontrer un résultat important sur I’exposant de Lyapounov
(voir [MNOQS] et aussi I’Appendice [A)).
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2.7 Propriétés des solutions au CASpl

On commence par définir une classe de fonctions au poids exponentiel pratique pour décrire
les solutions cohérentes de (AdiabQP) au comportement asymptotique standard & plusieurs
composantes.

Soit [a, b] un intervalle réel. Soit p : [a,b] — R une fonction continue. On introduit une
norme sur C([a, b)) :

1 lzsttatiy = sup | f(z)e D],

z€[a,b]

On démontre le :

Lemme 2.8. Supposons qu’il existe g > 0 tel que, pour tout € € (0,¢¢), f est une solution
cohérente qui a CASpl au voisinage de l'intervalle horizontal [c,d], i.e. pour tout x € [—X, X]
et tout z € [c,d] on a :

frze) = Y exp (é/zoz%k(s)ds) (12, 20)®| (7, 2) + 0(1).

ap€EAdm

Alors il existe C' € (0,00) tel que pour tout € € (0,20) et pour chaque z € R on a
Nl L (latz.0) 02000 ze)) < C

Icia(z,e) = <=2, b(z,e) = == et p(z,z,6) = 1 Heter Yo(s)ds.

€ 20
De plus, on a ’estimation suivante pour f :

1 2
— exp (——W min min Rk (s)%z)

IN

C € o s€Rztex,ztex)
< |f(w, 2, e)e 059 <
2T, .
<Cexp|——min min  Rkly (5)2|. (4.2.12)

€ o s€Rztex,ztex)

Démonstration du Lemme|2.8. La condition de cohérence permet d’écrire f(x, z,¢) = f(s, z+
ke,e) avec s :={z} =x — [z] € [0,1] et k := [z] € Z. On exprime f a I'aide de composantes
standards :

|f(:L‘,Z,E)| = |f(572+ k5’5)| =

i z+ke
Z exp (g/ /{|am(s)ds> (nk(z + ke, 20)P|a,, (s, 2 + ke) + 0(1))| . (4.2.13)

am EAdm 20

Il existe une constante finie C'; indépendante de z, €, x, m telle que :

1
— < max ne(z + ke, 20)Pla,, (8,2 + ke) + o(1)| < C4.
Cl - me[a(z,a),b(z,e)],ameAdm| k( 0) | m( ) ( )| =1
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D’otll on estime :

1 z+ke
|f(:L‘,Z,E)| < Z €xXp (—gg/ I{|am($)d8>

am EAdm 20
1 Rz+ke 1 z+ke
=C Z exp (——/ Sk ay, (8)ds — —/ ﬂ?/{|am(s)ds)
m EAdM € 20 € Rz+ke
1 Rz+ke 1
< - — - i i Sz ). (4.2.14
<Coowp (3 [ mlolts =2 i (min | e ()92 (21
Ainsi on a démontré le Lemme 2.8 car p(z,2,6) = 1 Rt Yo(8)ds = lfmﬁke Yo(s)ds +
g Jzo g J20

O(1). O
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Chapitre V

Exposant de Lyapounov pour o > % par
les approximations quasi-périodiques

Dans ce chapitre, on étudie I’asymptotique de la matrice de transfert (voir la Définition 13,
page [10) pour I’équation :

— Uz, E) + [V(z) + W(z")]¥(z, E) = E¥(z, E). (S10sc)

Pour les énergies situées dans le spectre absolument continu de Hy, on démontre que sur des
grands intervalles la matrice de transfert pour (SIOsc) est bien approchée par la transposée
d’une matrice de monodromie (voir Définition 27, page [16) pour I’équation quasi-périodique
adiabatique :

— P(z, 2, E,e) + [V(z) + W(ex + 2)|P(x, 2, E,e) = E®(x, 2, E, €). (AdiabQP)

On démontre le Théoréme|38 de I'Introdution qui porte sur les approximations des matrices de
transfert par un conjugué du cocycle matriciel, formé des produits de transposées de matrices
de monodromie pour (AdiabQP)). Comme corollaire de cette approximation, on démontre que
I’exposant de Lyapounov existe et est nul sur tout le spectre absolument continu.

Pour les énergies situées dans le spectre singulier de Hy, on redémontre la formule :

VE € 0 (Hp)\Cuo(K),  7(E) = — / "B — W(s))ds.

:27T

On démontre que la “dimension de Hausdorff logarithmique” (voir la Définition 12.3) de G'oo (K)
vérifie (voir la Proposition 40 de I'Introduction) :

1
1—a

Indim (G (K)) < (5.0.1)

La Proposition 40 et la Remarque 4.10 fournissent une description plus précise de I’ensemble
résonant que 1’ensemble D, obtenu par les approximations périodiques (voir la Proposition 18
du Chapitre ).

103
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1 Hypothéses et structure du travail

Dans ce chapitre on travaille sous les hypothéses :

(V) Le potentiel V' vérifie les hypothéses (HVP) et (HVR), i.e. V est a valeurs réelles,
appartient & Lo, et V(z + 1) = V(z).

(W) Le potentiel W vérifie les hypothéses (HWA), (HWC) et (HWP), i.e. W est ana-
lytique réel, non constant et W(z + 27) = W (z).

(a) L'exposant o € (1, 1).
La structure de ce chapitre est la suivante :

1. On commence par découper R en intervalles, disons (I,,)nen. Sur chaque intervalle 1,,,
on approxime ’équation (SIOsc) par une équation :

— (2, B, znen) + [VI(2) + Wenz +20)|0(2, B, 203 €0) = ER(z, B, 2n;€n) (AdiabQPn)

avec les parameétres z, et ¢, bien choisis.

2. On remarque que chaque équation (AdiabQPn)) est un membre d’une famille d’équations
(AdiabQP) avec des paramétres ¢ et z. On utilise les solutions cohérentes de (AdiabQP)
avec z = z, et ¢ = g, pour approcher les solutions de (SIOsc) sur les intervalles I,.

3. Sur chaque intervalle I,,, on construit une base de solutions {W,,, ¥*} de (SIOscl) proche
d’une base cohérente {f, f*} de solutions de (AdiabQP). On calcule I’'asymptotique de
cette base sur I,, et asymptotique de la matrice de transfert de (SIOsc) sur I,,.

4. En passant a la limite quand n tend vers I'infini dans le produit de matrices de transfert
sur des intervalles I,,, on calcule 'exposant de Lyapounov v(E) pour I'équation (SIOsc)
pour presque tout F et on estime I’ensemble résonnant ol on ignore 'existence de
I’exposant de Lyapounov.

1.1 Intervalles [, et approximation du potentiel W (z%)

Notre but est de démontrer que les matrices de transfert pour I’équation (SIOsc) associée a
2

I'opérateur H = ) + V(x) 4+ W (z®) sont bien approchées par les matrices de monodromie
pour I'équation quasi-périodique (AdiabQP)). On utilise une linéarisation locale de la fonction
x®. On représente R comme une suite d’intervalles consécutifs (I,,), tels que, sur chaque I,,,
la fonction x® est « bien approchée » par une fonction linéaire €,x + z, de faible pente. La
condition de « bonne approximation » définit le choix des parameétres ¢, et z,. On dit que
I’approximation est bonne si pour n grand on a :

|I,| sup [W(z%) — W(epz + 2,)| >0 quand n — +oo (BonneAp)

x€ly

Lorsque o € (%, 1), il est possible de choisir les intervalles I,,, les paramétres z, et g, tels

que sur [, la fonction z* parcourt un intervalle de longueur 27 (c’est-a-dire une période de la
fonction W) et que (BonneAp)) soit satisfait.

La construction de ’approximation se fait en trois étapes.
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1.1.1 Premiére étape : choix du parameétre z,

Pour p > 0 petit fixé, on choisit 2o € [0, 27) tel que (E—W(2)) € U [Fam—1 -+, Eom—p],
meN

i.e. B —W(z) est dans I'intérieur du spectre de I'opérateur périodique Hy = —% + V(z).
1.1.2 Deuxiéme étape : choix des intervalles [,

On définit des suites de points {yn(20) tnen, Yn € R, et {z,(20) bnen, T, € N, paramétrées
par zg :

1
Yn = Yn(20) := (20 + 2mn)o, 2, = zp(20) = [yn(20)], (5.1.1)
ou [ | désigne la partie entiére d’'un nombre réel. On pose :
I, = I,(20) := [n(20), Tni1(20)] (5.1.2)
La longueur de I, vérifie I'estimation |I,| = O(na!). En particulier, |I,| tend vers linfini

quand n tend vers I'infini car i —1>0 pour a € (%, 1).

1.1.3 Troisiéme étape : choix des paramétres ¢, et 2z,

On définit les suites de petits paramétres {&,(20) }nen et de paramétres de décalage {z,(20) }nen :

2
yn+1<20> - yn(Zo)’

En = €nl20) == Z2n = zn(20) = Y (20) — €n(20)Yn(20) (5.1.3)

Les paramétres ,, vérifient I’estimation ¢, = O(nlfé). En particulier, ¢, tend vers zéro quand
n tend vers 'infini. Les paramétres choisis satisfont des égalités
Yp =2+ 20 = EnlYn +2n €6 Yp =20(n+ 1) + 20 = EnYnt1 + 2.
Pour chaque n, €,(20) et z,(2o) vérifient :
[EnTn + Zn, EnTns1 + 2] C 20 + 210+ O(g,), 20 + 2m(n + 1) + O(e,)].

Pour z € I,,, on introduit la fonction-escalier Z,, :

{ T = Zn(r) = eplx] + 2, — 210 (fet Z,,)

I, — Jz20+ O(en), 20 + 21 + O(gy,)]
1.1.4 Justification du choix des paramétres
On calcule l'erreur faite utilisant 'approximation linéaire sur 'intervalle I, :
AW, (z) == W (z®) — W(epnx + 2).

Un calcul élémentaire montre qu’il existe C' > 0 indépendant de n tel que :
1
sup |[AW,(z)| < C—. (5.1.4)
xz€l, n

Ainsi, sur lintervalle I, I'équation (SIOscl) est proche de 1'équation (AdiabQPnl)), i.e. de
(AdiabQP) avec z = z, et € = ¢g,,.
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2 Construction des solutions de (SIOsc) sur les intervalles
I, par la méthode de la résolvante approchée

Dans cette section on décrit la méthode de la résolvante approchée et on rappelle les
estimations pour les solutions de (AdiabQP]). Par la suite, pour des énergies différentes, on

utilise cette méthode pour construire un couple de solutions de (SIOsc) proche d’une base
cohérente de solutions de (AdiabQP)).

2.1 Description de la méthode de la résolvante approchée

Considérons les opérateurs différentiels associés aux équations (AdiabQP)) et (SIOsc) re-
spectivement :

d? d? N
H,. = 2 +V(x)+W(er+2) et H= L2 + V(z) + W (z*).

Représentons pour x € I,
H=H, . +AW,(x) avec AW,(z):=W(z") — W(e,x+ 2z,).
Sur chaque I,,, on écrit I’équation (H — E)¥ = 0 comme une équation non homogéne :
(H., e — B)Un = AW, (2) Uy,

on obtient ainsi une famille d’équations paramétrée par n.
On considére une suite de poids {v,}, avec v, : I, — R. On dit qu’une suite de fonctions

{futns fn: In — C, appartient & loo(Loo(Ly, Vn)) si

o} allic (f 1.3 = 5D sUD (| fu (@) €™ ) < 0.

n x€l,

On considére une famille de fonctions {f,}, € loo(Loo(In,Vn)) avec des poids ~, bien
choisis. Pour chaque n, on cherche une solution de I’équation non homogéne

(Hepen —EVWo=fo, Vazel, (5.2.1)

pour que la suite {W,,},, soit dans lo (Lo (L, 7s)). Supposons que, pour chaque n, {(H,, ., —
E)7 o} € loo(Loo (I, vn))- Soit @, (z, E, 2, €,) une solution de I'équation homogéne (H,
E)o,(x, E, z,,e,) = 0, alors la fonction

nEn

\I/n - (Hzn,an - E)_lfn + (I)n
est une solution de 'équation (5.2.1)) sur I,,. Ainsi, sur chaque I,,, on passe a la forme intégrale
de I'équation (SIOsc).
A partir d’une solution ®,, de I’équation (AdiabQP)) sur I,, avec z = z,, on construit une

solution ¥,,(x, E') de (SIOsc) proche de ®,, sur un intervalle /,, en construisant une solution
de I’équation intégrale sur I, :

VU, =—(H,, ., — E)'AW,(2)¥, + ®,.

On peut récrire :
@, =+ (H,, ., — E) "AW,(2))¥,.

Si les conditions suivantes sont satisfaites :
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— la famille {®,,} de solutions des problémes homogeénes (H,, ., — E)®,, = 0 appartient a

loo(Loo(Ins Yn))
— (I + (H, e, — E)'AW,(.))"! existe sur I, pour chaque n
- {(I+(H,, ., — FE)"AW,(.)) '}, est borné de loo(Loo(In, V) dans lui-méme
alors la suite {U,}, :
U, =+ (H,,., — E)'AW,(z))"'®, (5.2.2)

est dans loo(Loo (I, Yn))-

2.1.1 Familles de solutions de ((AdiabQP)) au poids exponentiel

On commence par définir une classe de fonctions adaptée pour décrire les solutions co-
hérentes de (AdiabQP). On va travailler dans cette classe pour estimer la résolvante approchée.

Définition 2.1. On fixe gy > 0. On se donne une famille d’'intervalles {I(¢)}.c(0.,), (€) C
R et |I(e)] — oo quand ¢ tend vers zéro, et une famille {y(¢)}. de poids, y(¢) : I(e) —
R. On dit qu'une famille {f.} de fonctions f. : I(¢) — C paramétrée par ¢ appartient a

Loo(Loo(I(2),7(2))) si :

IH{FH Lottty = sup  sup |(fe(z)]e™)) < oo
€€(0,e0) z€l(e)

Lemme 2.2. On fize Z un point régulier dans la bande Sy, et g > 0. Soit ®(x, z, F,€) une
solution cohérente de (AdiabQP) qui a, pour tout € < gy, un CAS' dans un voisinage constant
de Uintervalle horizontal [Z2+a, Z +b], a,b € R. Plus précisément, il existe X > 1 tel que pour
tout v € [-X,X]| et z € [Z+a,Z+b] on ait :

B(z, 2, F,2) = exp (é /+ K(S)dg) (@ (2, 2, 20) + o(1)),
Bz, 2, F,e) = exp (é /ijﬁ(s)ds) (32) (2, 2 20) + o(1)). (5.2.3)

Alors on a

sup [|(., 2, E, 6)|| Lo (1e)ne)) < C < 00,
e€(0,e0)

o 1) i= [£,2] et () i= =18 [7 k(s)ds, e {9} = {O(. 5, B )} € Lol Lol 1().1(2)).
Il en est de méme pour sa demvee @’( z, E E)

Démonstration. A T’aide de la condition de cohérence, on exprime le comportement en x en
termes du comportement en z. ®(z, Z, F, ) est une solution cohérente, donc on a :

O(z,2,E,e) = P({z},Z + ¢[z], E,€).

On note s = {z} := z — [z] € [0,1) et z[z] = Z + e[z]. Pour tout z € I(g) := [¢,2], on a
zlz] € [Z+a,Z+ ).

1. voir la page [56
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Pour s € [ X, X] avec X = 1, on utilise le CAS de ®(s, z, E, €) au voisinage de [Z+a, Z+]
et les estimations (5.2.3) pour obtenir pour tout z € I(¢) :

i z[z]
O(x, 2, E,€) = exp (—/ m(s)ds) (@ (s, 2[z], E, 20) + o(1)),

€
?

z[z]
O (z,2,E,€) = exp (—/ H(S)db“) (D) (s, 2[z], E, 20) + 0(1)). (5.2.4)

€

La solution de Bloch <I>9L et sa dérivée en x sont bornées, i.e. il existe C' > 0, indépendant de
e, tel que :

sup |20 (s, 2, E)| + sup [(@%) (s, 2, E)| < C. (5.2.5)
5€[0,1),2€[5+a,5+b] 5€[0,1),2€[Z+a,5+]

Puis z[z] = 2+ ex — €5, d’ou

R (é / :m /{(s)ds> ~ g (é / + K(s)ds) +0(1). (5.2.6)

On réunit (5.2.4),(5.2.5) et (5.2.6) pour conclure la preuve du lemme par I’estimation suivante.
Il existe une constante C' > 0 telle que pour tout € € (0,&0) et tout x € I(¢) on a :

o~ [Ztex
B(x, 2, B, )| + |0 (x, 3, E, e)| < Ce+ 3= nle)ds (5.2.7)
On achéve la démonstration en utilisant la définition de |[{f:}|| 1. (z(1.)) = sup sup(|f(z)]e ™)
e€(0,e0) z€l
avec [ = I(e) et y(z,e) := —1S ;0%1 K(s)ds.

O

Remarque 2.3. Sous les hypothéses du Lemme 2.2, on a méme la minoration suivante. Il
existe ¢ > 0 tel que pour tout z € I on a :

|(I>(Jj‘, 57 E,E)‘ + |(I>I<.§L’,§,E7 €)| > Ce_%gfzz(;rm r(s)ds

inf Y E o9y E .
car _ L int (0 (s E)| + (@) (5,5, B))) > 0> 0

3 Energies F dans o,.(Hj)

Par le Théoréme 2 de I'Introduction, on sait que E est dans le spectre absolument continu
de Hy = —% + [V (z)+ W (x)] si et seulement si E vérifie (F — W (R)) C o(Hy), i.e. il existe
un entier naturel m tel que £ — W(R) C (Fyy,_1, Fan). Les énergies situées dans le spectre
absolument continu de Hy vérifient ’hypothése (HEADbs), page 03l Dans cette section, on
construit a I'aide de la méthode de la résolvante approchée des solutions de (SIOsc) proches
sur l'intervalle I,, de solutions cohérentes de (AdiabQP)) avec z = z,, et ¢ = ¢,,.

Sous 'hypothése (HEADbs), dans [FK05] A. Fedotov et F. Klopp ont construit des solutions
de (AdiabQP) qui ont un CAS. On rappelle leurs résultats (aux notations prés) :
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Théoréme 3.1 (Théoréme 1.4 de [EKO05]). Pour tout E vérifiant I’hypothéese (HEAbs) et
pour chaque couple de réels fixé z et zo (21 < z3), il existe un nombre réel Y' <Y et une base
cohérente {®,, ®_}(x,z, E;e) de solutions de (AdiabQP) qui ont un CAS dans le rectangle
R={z€C | Rz € (21,20) [Sz|<Y'}:

By (2, 2, ) ~ exp (ié / ) mj(s)ds) B (2, £(2),£(z0)) 20 € R. (5.3.1)

20
Ici, Ky est la détermination du moment complexe analytique dans Sy et telle que Vz €
R, ky(2) € (0,7).
De plus, la matrice de monodromie associée admet une asymptotique :
exp (@ + OE(l)) 0

M 0 exp <_@ + OE(l)) o <C€7S+2+‘%)

avec
- O(E) = [Tk (s)ds,
~ S > 0 une constante qui dépend de Y,
— Og(1) une fonction de E, qui dépend de €, mais pas de z.

Remarque 3.2. - ®(F) € R puisque pour tout z € R, k;(z) € (0, ).
— Soit ko(E) la densité d’états intégrée pour U'opérateur périodique Hy, on a
2
O(E) = ow/ ko(E —W(2))dz — (27)*m
0
ouo € {—,+} et m € Z sont I'indice et la signature de x; en termes de la détermination
principale r,,.

A partir d’ici, on note &4 les solutions données par le Théoréme 3.1 qui correspondent au
choix 2 = 2y et 23 = 2o + 27 et on note fi, =T, "P,.

Remarque 3.3. Grace a la condition de cohérence, on vérifie que pour tout n les solutions
f+.n sont bornées sur I,, car :

sup | fen(z)] = sup  sup  [Du(s, z,,)|-
z€ln s€[0,1] z€[z0,20+27)

Par conséquent fy,(.,2,&n) € Loo(In)-

3.1 Asymptotique des solutions de (SIOsc) sur 7,

Sous I’hypothése (HEADbs) pagel93, on peut utiliser la méthode de la résolvante approchée
afin d’obtenir I’asymptotique des solutions de (SIOscl) :

Lemme 3.4. Pour tout zy € [0,27), on définit I,,, €, et z, par (5.1.2) et (5.1.3) respective-
ment. Il existe ng € N tel que pour tout n > ng on peut construire une base {V ,,(20), V_ ,,(20)}
de solutions de (SIOsd) vérifiant pour tout x € I,(zo) :

i Zn(x)
U . (x, FE;2) = exp (i—/ H(S)db“) (@Y ({2}, E —W(Zu(2)), E — W(2)) + o(1))

(5.3.2)
o
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- @ (z, E, Ey) sont les solutions de Bloch canoniques normalisées en Fy,
— Kk est la détermination analytique du moment compleze telle que r(z) € (0,7),
— Z, est définie dans (fctZ,)) page 105

De plus, cette asymptotique est différentiable une fois en x.

Remarque 3.5. Le Lemme 3.4 implique que toutes les solutions de (SIOsc) sont bornées
sur les intervalles I, : pour toute solution ¥ de (SIOsc)), il existe une constante C' > 0,
indépendante de n, telle que sup(|¥(z, E)| + |V'(z, F)|) < C.

z€l,
Démonstration du Lemme|3.4. Comme fy ,(x,2,, E;e,) sont dans L. (I,), on peut appli-
quer le Lemme 4.2 utilisant le fait que fy ,(z,z2, E;e,) ont un CAS dans le voisinage de
[20 + 270, 29 + 2m(n 4 1)]. Ainsi on obtient 'estimation ||R||L(1,)— Lo (1n) = O(na—2) et, par
conséquent :
Vin(z, B) = fen(z, 20, By en0) + O(né—Z)’

ol O(né_z) est en norme sup sur /,. Les solutions f, , ont I’'asymptotique :

i Zn(z)
fon(n, 2 Er2) = exp (i— / /ﬁ(s)d:s) (@ (2, B — W (Zy(2)), F — W(20)) + o(1)).

En

On a démontré ainsi le premier point du lemme.
Pour obtenir le résultat sur la dérivée, il suffit d’estimer de méme ||R'||1_(1)>r0(r) =

O(na=2). D’oi :
V, (2, B) = fi (@, 20, Eye,) + O(na?).

On met dans cette formule les asymptotiques des f:II:,n pour conclure la preuve. O

3.2 Matrice de transfert sur I/,

Grace au Lemme 3.4, on controle 'asymptotique de la matrice de transfert T'(z,41, zp, E)
de (SIOsc) :

Lemme 3.6. Les matrices de transfert pour l’équation (SI0sc) admettent Iasymptotique suiv-
ante quand n — oo :

exp (ﬁ f;ojffrb" /@(s)ds> 0

T(Zni1, Tn, E) = (2°+0(1 ‘
(Tnt1 ) = ( (1)) 0 exp (_éfzzojj:-i-bn m(s)ds)

(®%+0(1))""

(5.3.3)

avec
— ap = Zp(xn) — 20 € (—€4,0],

~ bp = Zp(xpi1) — (20 +27) € (—&,,0],
0 0 o7 (2%) o 0 -
- @Y =®°(0,E—W(z)) = o0 (@0 (0, E—W (29)) ot ®3(x, E) sont les solutions
de Bloch avec l’énergie E.

Démonstration. On calcule T'(x,11,x,, E) a 'aide de la base de solutions {W,, , ¥, _} con-
struite dans le Lemme 3.4 par la formule :

-1
Vg Uy v, U, _
T(anrlame) = ( \I/n: \If, :7 ) (anrlaE) ( \I[;m: \I[;mzf ) (.I’n,E)
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On a

i Zn(x)
U, (2, F) = exp (ig/ H(S)db“) (@Y ({2}, E — W(Zu(2)), E(20)) + 0(1)).
Comme Z,,(x,) = 20 + a, avec a, = O(e,) et Z,(x,+1) = 20+ 27+ b, avec b, = O(e,), on a :
D20, E(Zn(xn)), E(20)) = L0, E(20), E(20)) + Olen),
DL(0,E(Zn(wn41)), E(20)) = PL(0, E(20), E(20)) + Ofen).
D’ou :

(i1, 20, E) = (8°(0, E — W(z)) + o(1)

i 20+27+by,
exp <€L o /@(s)ds> 0
B L pasam (®°(0. 2~ W(z0) + (1),
0 exp (—; o H(s)ds)
avec ®°(0, F') défini dans I’énoncé du lemme. Ceci achéve la preuve du lemme. O

Lemme 3.7. On a la relation suivante entre la matrice de transfert pour (SIOsd) et la matrice
de monodromie M(z, E,¢) associée a la base cohérente @, (x,z, E ) (du Théoréme |3.1) de
solutions de (AdiabQ@QP) :

T (i1, ny B) = (80, E—W (20))+0(1)) M(Zn(2s1)— 27, B, 2,)(@°(0, E—W (20))+0(1)) .

Remarque 3.8. I’asymptotique quand n — oo de M(Z,(z,41) — 27, E, ,) est donnée dans
le Théoréme [3.1.

Démonstration. On utilise la relation entre W, 4 (2, E), ¥, 1 (2y41, E) et fi (0,2, + enzy),
fen(0, 2, + €,T041), établie dans la démonstration du Lemme 13.4. Les matrices de transfert
pour (AdiabQP)) sont liées aux matrices de monodromie pour cette équation :

Tu(Tnt1, T, 20, 2) = (0, E — W (20)) + 0(1))
M (Zp(zpy1) +27(n — 1), B;6,)(®°(0, E — W(z)) +o(1)) "

Par définition des solutions f. ,, la matrice de monodromie associée M,, s’exprime en terme
de la matrice de monodromie M associée a la base cohérente {®,, P_} comme :

M, (z,E;e,) = M(z — 2mn, E;¢,).

D’ott on obtient I'expression de I'asymptotique de la matrice de transfert pour (SIOscl) en
termes de la matrice de monodromie M pour (AdiabQP) :

T(Tni1, Tn, B) = (8°(0, E — W (20)) + (1))
MY Zy(2py1) — 2w, E;6,)(®°(0, E — W (2)) +o(1)) 1.

Ceci démontre le Lemme 3.7. O
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3.3 Exposant de Lyapounov

Pour calculer I'exposant de Lyapounov pour (SIOsc), il est pratique d’en utiliser une
définition alternative.On considére une suite de points {xy }reny C Ry. Supposons que la suite
{xk}keN vérifie :

Thyl — T
lim z, =400 et lim —*L "k

k—4-o00 k—o0 Ty
Alors I'exposant, de Lyapounov pour le probléme (SIOsc) est égal a la limite suivante :

In||T FE
k——+o00 Tk

(5.3.4)

Le lemme suivant est utile dans les calculs.

Lemme 3.9 (Exercice 70 sur la page 30 de [PST8]). Si deux suites réelles a,, and b, vérifient
les conditions :
- b, >0,

N
- lim > b, = +o0,

a
— il existe une limite finie lim — =~ >0

n—+oo 0, -
N
Z Qn
alors la limite lim =
N—+o00

existe et elle est égale a 7.
n=0
Le Lemme 3.6 décrivant ’asymptotique des matrices de transfert pour (SIOsc) implique :
Corollaire 3.10. Pour tout E vérifiant (HEAbs), I’exposant de Lyapounov est nul.
Y(E) = 0.

Démonstration du Corollaire [3.10. Comme les matrices de transfert appartiennent a SL,(C),
il suffit de majorer la norme du produit (car la positivité de y(F) est automatique).
On majore :

N
< T 170 20s1, B

n=ng

N
H T(l’n, Tni1, E)

n=ng

Le Lemme 3.6 implique qu'’il existe une constante finie C' > 1 indépendante de n telle que :
1T (s et B)| < (@1 T 20y B 20) + Tol| < C + O(na=2) < 2C
Le logarithme s’estime :

N
H T<xn7 Tn+1, E)

n=ng

0<In < 2C(N — ny).

On applique le Lemme [3.9] et I'estimation z,,1 — x,, = O(né_l) pour conclure :

In HHiLnO T(Zn, Tpat, E)H
v(E) = lim

n—-+o0o TN

=0.
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4 Energies E dans le spectre singulier de Hj

Par le Théoréme 3 de 'Introduction, on sait que les énergies E vérifiant (F — W(R)) N
o(Hy) # Det (E—W(R))N(R\e(Hy)) # 0 sont dans le spectre singulier de Hy = —%+V(w)+
W (z®). On étudie les solutions et les matrices de transfert de (SIOsc) pour ces énergies. On
commence par obtenir une estimation importante pour la méthode de la résolvante approchée.

4.1 Estimation de la résolvante dans un domaine de rencontre

Soit D, (resp. Dy) le diagramme de prolongement d’une solution cohérente g (resp. h)
de I’équation (AdiabQP). Soit [c,d] C D, N Dy, un intervalle indépendant de ¢ et tel qu'au
voisinage de [c,d] on ait :

Shg(z) <0 et Srp(z) > 0. (5.4.1)

Soit I(g) := [a, b] un intervalle réel, a = a(e) et b = b(e), tel que
[z +eale), z + €b(e)] C [c,d].
On définit le noyau de la résolvante de H, . sur I(e) comme suit :

1

R(z,y,2,¢) = wlg, h](z,¢€)

(9(x,2,8)h(y, 2, €) X<y} — P(2,2,€)9(Y, 2, €)X fa>yy)-  (5-4.2)

On considére 'opérateur R, d’intégration contre le noyau R(x,y, z, ) sur 'intervalle I(¢)

b(e)

(Ref)(x, 2,¢) == /( | R(z,y,z,¢)f(y, z)dy. (5.4.3)

Lemme 4.1. I existe une constante C' > 0 indépendante de € telle que

b(e) 1 zt+ey
Rz < [ e (—— s [ ko
a(e) ztex

€

) (w2l

Démonstration. On commence par I'estimation de wlg, h](z, €). La condition (5.4.1) implique
que [c, d] fait partie d’'un domaine de rencontre? D de solutions g et h. Ceci permet d’utiliser
la formule asymptotique (Wrons) page [65 pour le wronskien w(g, h](z,e) de g et h :

27i h
wlg,(e,6) = (e exp (IR o)) (o), vl
avec m = m(g, h, D) qui vient de la formule x,(2) = —rp(2)+27m(g, h). Le m-éme coefficient

de Fourier w,, de w[g, h| est donné par :

wy(€) = A(g, h; D) exp (é /Zh ’{g(s)d‘S) w[@%, (bg*](zh)

g9

2. Voir la Définition [1.23 page 64l
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avec A(g, h; D) une fonction analytique d’énergie telle que |A(g, h; D)| = 1.
Pour zj, tel que £(zp,) € X, i.e. tel que dist(E(zr), Em) est positive pour tous les bords £, de
zones spectrales de Hy, on a w[®), ®Y.](2;) > ¢ > 0. Par conséquent, w[g, h](z, ) est minorée :

- i
exp (é / Kg(s)ds + ng(z — zh)>
29

On note L. := w(g, h](z,e)(R.f)(z, z,€). Supposons que [z + ca(e), z + b(e)] C [¢,d]. On
applique Pestimation (5.2.7) & g et & h pour obtenir :

b(e) 1 z+ex 1 z+ey
L] < C, C’h/ exp ——%/ Kg(s)ds — —%/ Kp(8)ds | X<y} f (Y, 2)dy
a z Zh

jwlg, h](z,€)[ = ¢

(5.4.4)

(e) € s c
b(e) 1 ztey 1 ztex
200 [ e (=28 [ ks =23 [ ka(o)ds ) a2y
a(s) Zg Zh
On utilise la relation k;,(2) = —k,4(2) + 2mm(g, h) qui relie k, et x;, dans D pour obtenir

z Zh z i
/ kp(s)ds = / Kg(s)ds — / Kg(s)ds + 7:m(z — zn).
Zp, Zg Zg

D’ou
l9(z, z,€)h(y, z,€)| < CyChexp <_§%/:h Kig(s)ds + é%/g::y ky(s)ds — %mfw%z) .
Ceci implique : |
|L.| < CyChexp (—%%/Zh 1oy (5)ds — M(%z))
zg

b(e) 1 ztey 1 ztex
/ (eXp (—9/ /fg(S)dS) X{z<y} + €XD (—3/ /fg(S)dS) X{mZy}) | £y, 2)|dy <
a(e) € ztex € z+ey

1 Zn 9 b(e) 1 z+ey
< CyCh exp (—g%/ Kky(s)ds — M(g@) / exp (_g '%/ Kg(s)ds

g € (e) +ex

) (w2l

(5.4.5)

On pose C' := 2C,Cjc!. Grace aux estimations (5.4.4) et (5.4.5), on obtient I'estimation
de la résolvante R, :

z+ey

b(e)
(R.f)(z,2,¢)] < C/ exp (—% ’%/ Kg(s)ds

(e) +ex

) (0

[
Lemme 4.2. Soit e > 0. Soient f, g, h trois solutions qui ont pour tout € < g9 un CAS au
voisinage de [c,d]. Soit I(g) := [a(e), b(e)] un intervalle réel vérifiant [z + ca(e), z + €b(e)] C
[c,d]. Supposons que kg < 0 et Sk, > 0 sur [c,d]. Alors la résolvante R. définie par les
formules (5.4.2) et (5.4.3) vérifie l’estimation :

HR€HLOO(I(s),'y(e))%LDO(I(s),’yf(e)) = O(b(e) — af(e)),

ol yf(e) = —1S sz-l—ex Ky(s)ds.
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Démonstration. Supposons que f(z,z, E,e) soit une solution cohérente de (AdiabQP) qui
vérifie un CAS au voisinage de [c,d]. Par le Lemme 2.2, pour tout intervalle réel I(g) :=
[a(e),b(e)] tel que [z + ea(e), z + eb(e)] C [¢,d] on a

z+ex
sup 152 ittty < 000 (@) = —o / s (s)ds).
€€(0,e0) € zf

i.e. on a lestimation (5.2.7) :
1 2+ey
F =)l < Cresp [ 23 / e p(s)ds )
zf

Sur [c, d], la détermination du moment complexe xy est liée & k), par la relation :

ke(2) = o(f,9)ks(2) +2mm(f,g) Vz € [c,d].

Donc

ztey z+ey
%/ ky(s)ds = o(f, g)%/ kr(s)ds.

+ex Z+ex

Considérons le cas o(f, g) = 1, puis le cas o(f,g) = —1:
- Sio(f,g) =1alorsona:

RNzl < Com (-2 D00) g

1 2tex 9 Z+ex
exp ——%/ kp(s)ds ) [ 1+ sup exp (—S/ /{f(s)ds)
g 2 y€la,z] € z+ey

~ Sio(f,g) =—1alorson a:

(R.f)(2.26)| < Cosp (—M%) ) - a(e)]

1 2tex 9 Z+ex
exp _g/ k¢(s)ds 1+ 51[1pb]exp (g/ /if(S)ds)
2 Y€z, zZ+ey

z+€ey i
[(Ref)(w,2,¢)| < Cexp <—§$/ Kf(s)ds> exp (M%z) .

zf

D’ou

Ceci démontre le Lemme [4.2. O

Dans la section suivante, on utilise le Lemme 4.2 pour obtenir ’asymptotique de type
WKB pour les solutions de (SIOsc) sur les sous-intervalles de I,, pour les valeurs d’énergie
E dans spectre singulier de Hy := —% + [V(z) + W(x®)] (voir les Théorémes [3] et 4 de
I'Introduction pour la description du spectre de Hy obtenue par G. Stolz).
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4.2 Solutions de (SIOsc)

On va maintenant construire les solutions de (SIOsc) qui ont une asymptotique simple.
Ceci n’est pas possible sur tout R. On fait donc une subdivision de chaque I,, en intervalles
ou l'on controle bien asymptotique des solutions de (SIOsc) et en intervalles ou on ne les
controle pas trés bien a cause des points tournants.

Dans lintervalle [zg, 29 + 27| sur axe du paramétre z, I’équation a des points
tournants. Ce sont des points oun E — W(z) = E,, pour m € N, i.e. I’énergie complexe
E(z) := E — W(z) prend une valeur dans le bord de la lacune spectrale ouverte de Hy.

On définit la fonction :

— Zn 2
X (z) = z:& (fetXn)

qui envoie [zg + O(g,,), 20 + 27 + O(e,,)] sur I,,.

Pour définir une partition adéquate de I,,, on repartit [20+O(g,,), z0+27+O(e,)] en intervalles
contenant ou non les points tournants de la fagon suivante. On note les préimages de zones
spectrales de Hy dans [z, 29 + 27| par :

[20751]7 [7727§2]7 [773,53]7 BRI [771720+27T]'

On fixe p > 0 petit. On pose 7" 1= n; + p et & := & % p. On sépare lintervalle [z, 2o + 27]
en
— intervalles d’oscillation des solutions de (AdiabQP) :

Ap=[&tm7] Vi=2,...,1—1

Ay = [ZO + O(En)v 51_] Ap = [77}’—7 2o +2m + O(En)]7

— voisinages des points critiques de (AdiabQP) B; := [n; ,n;'] et D; := [&7, &1,
— intervalles de croissance-décroissance exponentielle des solutions de (AdiabQP) C; :=

[n;La g;—l]
On note a; := X, (nF) et bE := X,,(&F). Sur 'axe de la variable x, on définit la partition de
I, en:
— intervalles d’oscillation des solutions de (AdiabQPn)) et (AdiabQP] :

[xnv b;zl]v T [ 7erz7 bnz] T [a:bxnﬂ]v
— voisinages des points tournants de (AdiabQPn)) et (AdiabQP) :
[ar_n'?a:i]? 222 [ et [bnwb:z] L= 17"'7[_17

— intervalles de croissance-décroissance exponentielle des solutions de (AdiabQPnl) et (AdiabQP)

br,a-. ], i=1,....1—1.

ni’ n i—1)
En utilisant les résultats du Chapitre m, on démontre :

Lemme 4.3. Pour chaque p > 0 fizé, il existe ng € N tel que pour chaque n > ng et chaque

i=1,...,1, on peut construire une base cohérente {® n;, P_,;} de solutions de
telle que

1. D4 (., 20, E;€,) sont bornées sur [}, b ].

nz’ ne
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2. pour x € a}, b ], Pini(z, 20, E;€,) ont Uasymptotique :

ni’ Uni

€n J,

i Zn ()
Oy i, 20, B ) = €xp (i—/ m-(s)ds) (@Y ({z}, Zu (), 2, E) 4 0(1)).

ot

-z € [ z‘+777i_]7

— Z, est défini dans (fctZ,)) page 105,

— K; la détermination du moment complexe telle que r(z;) € (0, 7).

— @Y (x, 2,2, FE) sont des solutions de Bloch canoniques avec l’énergie E — W (z), nor-
malisés en point E — W (z;),

Cette asymptotique est dérivable une fois en x.

Démonstration du Lemme|/.53. Rappelons les résultats du Chapitre III. Dans la Proposi-
tion 2.8 du Chapitre [II, pour chaque i = 0, ..., I, pour chaque z € [£,7; ], on a construit
une base cohérente {f;, f*} qui a un CAS sur £, n;].

Plus précisément, on a démontré qu’il existe g9 > 0 tel que pour chaque € < g et pour chaque
i=0,...,1, il existe une base cohérente {f;, f7} de solutions de (AdiabQP) qui vérifie pour
tout z € [, ;] et tout » € [-X, X] avec X > 1 'asymptotique :

fi(@, 2 E.¢) = exp (é / m(s)ds) (8 (2, 2 2, E) + o(1)),

i

fi(z,z,E,e) = exp (é /Z /-ii(s)ds) (DY) (x, 2,21, E) + 0(1)). (5.4.6)

o z;, ki, P (x, z, z;, E) sont comme dans 'énoncé du Lemme [4.3.
Pour conclure la démonstration,on pose :

D, in(x,2,E e,) := fi(x,2 —2mn, E,e,), O_in(x,2,E, ) := [ (2,2 —2mn, E,e,). (5.4.7)

On utilise la condition de cohérence :

Dy in(x, 20, B en) = 4 in({2}, Zo(2) + 210, E L ey) = fi{z}, Zn(2), E;€4),
D in(x,2n, Eyen) = O ({2}, Zo(x) + 210, ELe,) = fF ({2}, Zu(2), Ese,).  (5.4.8)

Par (5.4.6) et (5.4.7), la base {® ,,;, _ ,,;} vérifie les propriétés annoncées. O

Lemme 4.4. Pour tout u > 0 suffisamment petit, il existe ng € N tel que pour tout n > ny,
on peut construire une base cohérente { P i, P_ i} de solutions de (AdiabQP) telle que :

1. By i 2 Ern) € L <[b+ 2 fi"“”w(E—W(s))ds)

nis @ (&

J

n(i+1)):
+

2. pour tout x € [b,, a;(iﬂ)] les solutions éi,m(x, Zny B ,) ont Uasymptotique :

- i Zn(z)
Dy iz, 20, B ) = €xp (i—n / /{i(s)ds> (@i({x}, Zn(x), 21, E) + o(1)).

ot
] € [éjfn;]}
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~ Zy est défini dans (fctZ,)) page 105,

- K; la détermination du moment compleze telle que k(z;) € (0,7).

- @Y (z, 2, 2, E) sont des solutions de Bloch canoniques avec l’énergie E — W (z), nor-
malisés en point E — W (z;),

Cette asymptotique est dérivable une fois en x.

Démonstration du Lemme |4.4. Pour i=1,...,K — 1, sur chaque intervalle [b, a ;Hl)] on
forme une base cohérente {<I>+ nis @ pi} comme suit :
é—l—,ni(xa ZnaE;En) = (I)-i—,m'(xa Zn,E, {—jn),

‘b—,n(i+1)(9€> Zn, B, €n)w0
w[qDJr,m'('ra Zn E, &‘n), (I)f,n(iJrl) (377 Zn, E, gn)]

&),,M(I‘, Zny E7 811) =

avec wy = w|PY (x, z;, 2, E), % (, 2, 2, E)].

Par la Proposition 2.8, "asymptotique de f; et de f dans [, 0] :== [Z, (b)), Zn( i1 1y)]
est obtenue par le prolongement analytique dans le diagramme de prolongement de ces so-
lutions. Cet intervalle fait partie du domaine de rencontre de f; et f* ,. Par la condition de
cohérence et définition de @, ,; et ®_ ,;41), on a Dy (2, 2, By e) = fil{x}, Zn(2), B ep) et
S_ ity = fa{z}, Zu(2), Ee,). On calcule alors 'asymptotique de leur wronskien par les
formules de la Proposition [1.24. On réunit ensemble I'asymptotique de f; et f; | avec 'asymp-
totique de w[®, 1i(%, 20, £, €0), P n(iy1) (T, 20, £, €0)] = w[fs, fi1](Zn(x)) pour obtenir pour
tout z € [ X, X] et tout z € [Z,(by,), Zn(ay,;41))] ¢

fi(z, 2, B en) = exp (_ / /@i(s)ds) (8 (2, 2 24, E) + o(1)),

fﬁ](cx;j(;‘;) ~exp (_i / /{i(s)ds) (®° (2, 2,2, E) + o(1)),

n
différentiables une fois en z. D’otl pour tout = € [b;" ona:

ni’ n(z—l—l)]
&F (2, 2n, B 2n) = exp (i
En

Zn(z)
/. m-(s)ds) (@ ({x}, Zn(2), 2, E) + 0(1)),

- i Zn(z)
O (x, 2, B e,) = exp (—a/ Hi<8)d8> (®° ({2}, Z,(2), 21, E) + o(1)),

i

et cette asymptotique est différentiable une fois en . O

A Paide du Lemme 4.3 (resp. du Lemme 4.4), par la méthode de la résolvante approchée
on démontre le comportement oscillatoire (resp. exponentiellement croissant ou décroissant)
des solutions de (SIOscl) sur des grands intervalles :

Lemme 4.5. [l existe ng tel que pour chaque n > ng et v =1,...,1, on peut construire une
base {U ., V_,,} de solutions de (SIOsc) ayant pour x € [a m,bm] la méme asymptotique
que O ,,; dans le Lemme |4.3.

Pour tout n > ng eti=1,...,1 —1, on peut construire une base {@+,n7i, U_ ..} de solutions

de (SIOsd) ayant pour x € [b;, i) | la méme asymptotique que Oy ,; dans le Lemme |4./



4. Energies F dans le spectre singulier de Hj 119

Démonstration du Lemme |4.5. On construit une base de solutions de (SIOsc) par la méthode
de la résolvante approchée a partir de la base de solutions (i):l:,m' de (AdiabQPn) décrite dans
le Lemme 4.3.

On a

‘i]:t,ni('ru E) = qs:l:,ni(xu Zns E7 811) + O(anAWn(i):l:,nz)

oit Ry; est la résolvante pour (AdiabQPn) construite par les formules (5.4.2) et (5.4.3) avec
h =&, ,; et g=®_,;. Pour justifier ceci, on utilise les propriétés des @ ,; décrites dans le
Lemme 4.3. On applique alors le Lemme 4.2 pour obtenir :

1_
HRnZAWn”Loo([b+ n }7i7ni)‘>LOO([b+ a;(iJrl)]v:l:'Yni) S Cna 27

ni % (i41) nis

ot () i= exp (=L [ 1i(s)ds).
D’ou \ifivm-(x, E) = (i):t,n,i(xa Zn, B, En)+(ZZO:1(RniAWn)k(§:t,ni)(xa Zn, B, £,) vérifie 'asymp-
totique :

n

5 PR A(E) 1
i, B) = exp (i— / m-<s>ds> (@2 ({2}, Zu([a), 21 B) + o(1) + O(n~2).

La méme construction est valable pour obtenir 'asymptotique de la dérivée en z des Wy, ;,
ou l'opérateur R,; est remplacé par R,; avec le noyau R,;(z,y, E) = dd—me(Ly,E) ol
R,i(z,y, E) est le noyau de R,,;. On laisse les détails au lecteur. O

Pour pouvoir analyser les matrices de transfert sur [,,, il faut estimer les matrices de trans-
fert de (SIOsd) sur les intervalles [a;, )] et [b,.,b}.], i.e. au voisinage des points tournants.

ni’ “ni

4.3 Matrices de transfert pour (SIOsc)

Pour analyser la matrice de transfert 7'(z,.1, z,, E), on 'exprime comme le produit :

T(xpi1, Tn, E) =T (xps1, 0, 5, E)T (a, k. b:(Kq)’ E)T(b:(Kfl), Gy E) - -

L T(bryy gy B)T (9, b1y, E)T (b)), 20, E). (5.4.9)

nl»

Ona:

Lemme 4.6. Il existe ng € N tel que pour chaque n > ngy :
— pour i € {0,...,1}, les matrices de transfert T'(a},, b, ., E) ont [’asymptotique :

'¢nz(E)
_ _ e en 0 _
T(ay;, by, ) = (<I>?(Zn(bm))+0(1))< 0 _ibyi(B) )@?(Zn(aZZ-)HO(l)) '
e en

Zn (b

01® ¢ni(E) = fz n(a{)) Rki(s)ds et la matrice ®Y(z) := (

SLy(C) est bornée, d’inverse borné.

3. Remarquer que ¢,;(F) € Ry, est analytique réelle en E et non constante.

qu_(O,Z,ZZ‘,E) (I)(l<072, ZZ',E)
(@3)’(072, ziaE) (‘I)g)'(o,z,zi,E

>)E
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— pour i € {0,...,1}, les matrices de transfert T'(a, (i+1) LUt E) ont asymptotique :
Sni(E) O
e &n —
T< @ it1) 7b:wE) ((I)O(Z ( :(z+1)))+0(1)) < 0 _ Sni(E) ) <"I’?<Zn<b:i))+0<1)) '
e en
ot
~ ®Y(2) est défini précédemment,
Zn( n(1+1)) - ~

- Sni(E) = — fz ) Ski(s)ds # 0, analytique réelle en E, non constante.
Démonstration. On applique le Lemme 4.5 : poqr chaque n > ng et pour chaque i € {1,..., I},
on utilise les bases {U, ,;, ¥_,;} et {¥y ., V_,,;} de solutions de (SIOsc) pour calculer
Pasymptotique de T(b,;, ay;, E) et T(a,; 1), by, E) -

T(b:w imE) \II (bnwE)\Il z( ;LLNE) T( n@+1 7b$sz> = \ilni<ar:(@'+1)7E>\il (b;:sz>
N L \I]Jrni \Ilfni T L \i’Jrni \ilf,n,i
ou\Iln,i.—(\II,JrnZ \D,m)et\Ilm._(\Iﬂij ‘i’/—m).
On obtient :
T (bpss iy B) = (R(Zi(by;)) + 0(1)) 0 o bu(E) (®(Zn(ay;) +o(1)

avec ¢ (E) = fZZn"(S):rEi)) Rri(s)ds. Comme k; € (0,7) sur [Z,(al), Z,(b,;)], on a ¢n:(E) > 0. Les

nt
propriétés du moment complexe impliquent l'analyticité de ¢,;(F) en E et sa non constance.

On calcule 'asymptotique de T'(a_, i) b, F) en utilisant les asymptotiques des solutions

‘ilim obtenues dans le Lemme 4.4 :

T(ap 1), Ui B) = Wilar i), )L (B, E) =

(i4+1)7 “na> n(i+1)’ ni’
_ eisnz(E) O B 1
= ((I)(Zn(an(iﬂ)), E)+o(1)) 0 PR (®(Z,(b,,), E)+o(1)).
. Z’n«(a;l ) —
Ici S (E) == — fzn(bj;.; 7 Qki(s)ds # 0, car pour tout s € [Z,,(by;), Zn(y;4q))] on a Ski(s) #
0 et Rr;(s) = const € nZ. Les propriétés du moment complexe impliquent P’analyticité de
Sni(E) en E et sa non constance. O
Lemme 4.7. Pour j,k = 1,2, on a [’estimation :

Ti(btar, )| < e, jk=1,2 (5.4.10)

Démonstration. On étudie la matrice de transfert

T(bt, a,, E) = T(bE, b, EYT (b, at, BT (o, a7, E).

nv’ T’LZ’ ni’ “n’ ni’ “'ni? ny? “ny’

Pour démontrer le Lemme 4.7, on démontre :
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— La matrice T'(b;,a’,, E) est bornée et ses coefficients sont bornés par une constante C

ni’ nz’

qui ne dépend que de V et W. Ceci est un corollaire du Lemme 4.6.

(&)
— Les matrices T(b, b, E) et T(at,a,, E) ont des coefficients bornés par e=» ot la

constante C' ne dépend que de ||V ()| z.¢0,1)) et ||W]|L..-

Onabl —b. = % et af. —a . = ﬁ. Ainsi, pour démontrer que
|T (b:z’bm?E” |T (a’:z’ Apss )| < 66" J=12k=1,2

il suffit de trouver les constantes ¢y, co > 0 telles que pour tout y € R et pour toute solution
U de (SIOsc) avec la donnée de Cauchy U(y, F) = u et ¥'(y, E) = v, on ait

U (z, B)|, |V (z, B)| < ;e (5.4.11)

Ceci découle de la théorie générale. Plus précisément, on définit :

Définition 4.8. Soit ¢ € Ls..(R;). On dit que ¢ appartient a L;’l‘;ﬁ(RJr) s'il existe C' > 0
telle que pour tout z € Ry on a
||q||L2([z,z+1]) <C.

Il est facile de vérifier que V(z) + W (z®) — E € L;’;éﬁ(RJr) De plus, on peut majorer la
constante C' :
C < [Vlleao)y + [Wllew +[E].

Pour tout ¢ € L;%ﬁ(RJF), chaque solution de —f”(t) + q(t)f(t) = 0 vérifie (5.4.11). Au
voisinage de chaque point x € R, on construit la solution de

—f"(t) +q(t)f(t) =0
f(x) =wu
f'(x) =v

comme la limite dans H'([z,z + a]) de la suite f,,, ol

fo€ H'([z,z+a]) et |fu@)], |f2(1)] < e,

On pose

folx) =u+v(t—x) et foa(t):=u+ov(t—21z)+ / / y)dyds.
On note Cy = sup,cg, ¢/ Lo(j,a+17)- On estime la convergence des f,, :

_1 3
an-i—l - fn||L2([J:,a:+a]) < Cq3 2az ||fn - fn—1||L2([m,ar+a])'

D’ou an+1 - anLz([x,x-i-a = (C a23 )n—H(‘u‘aQ + |U‘a2>
On estime la convergence des f/ :

1
||f7lz+1 - fr,zHLz([x,x-i-a}) < an2 ||fn - fn—1||Lz([x,x+a})-

) s 1 3. 1\, 1 3
Dot [[fi1 = full ca(aray < Cqa2(Coa2372)"(Julaz + [v]a2).
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win

On fixe a < 373 (%>_ .On a f, — f dans Lo([z,z + a]) car on peut estimer

n

[ fn — meLz([arﬂr—f—a]) < Z 1 f — fkfl”Lz([x,z-i-a}) < Z pk(|u| + |v]a),

k=m+1 k=m+1

ol p:= an%3_% < % De méme, on estime la vitesse de convergence de f) — f'.
Maintenant, montrons que si |ul, [v| < c1e?, alors | f(z + a)l, | f'(z + a)| < c;eC2@+a),

[fx+a) < fol + D [ fasr(@+a) = falz +a)| <

n=0
Coa®i(1+ a))

> 1
< (Ju| + |v|a)(1 + |C, a2—|") < c1e%* (1 + a4+
n; 2 1-Cya?l

_1
On choisit a < Cy *. Pour tout C; > 3, on a :

|f(x+a)| < c e2(@ta)

'@+ a)l S fl+ D 1 fnale+a) = file +a)| <

n=0
- 21 n cox ca(z+a)
< Jol + (Jul + [v]a)Cea Y [Cya S| < e (1+2C,a(1 +a)) < cre
n=0

si Cy > 4C,. Finalement, on a Cy > max(3,4C,). O

Maintenant on va estimer les ensembles d’énergies F tels qu’au moins un des coefficients
de la matrice T(b}., .., F) vérifie :
+ - _Ks
|7}k(bni’ani’ E)| S € =, ] ke {172}

pour une constante K > 10C, ou C' > 0 est la constante dans (5.4.10). On a :

Lemme 4.9. Soit J C R un intervalle compact. Pour K > 10Cet €,, assez petit on considére :
By (J) :={E € J telles que 3 j,k € {1,2} tels que |Tjr(b};, ar;, E)| < le(Tf}

Ona: 96
(K—10C)5
mesBg(J) < e |J].
£

n

Démonstration. On estime :

mesBg(J) < Z mesBg i (J)

J,k=1,2

ou, pour j,k = 1,2, on note

Br(J):={E€J tel que |Tj(b}, a,;, E) < er(Tf}_



4. Energies F dans le spectre singulier de Hj 123

Maintenant, pour démontrer le Lemme 4.9, il suffit de démontrer que :

24w (K—100)s
mesB jp(J) < —e™

n

On va traiter en détail 'estimation de mesBg 11(J). Les autres étant analogues, on laisse les
détails au lecteur.

Soient c(x, E) et s(x, E) les solutions des problémes de Cauchy sur [a_;, b;.] pour (SIOsc) :

cla By =1 [slaz B)=0
d(a,;,F)=0 s'(a,.,E)=1

ny’ ny’

On exprime la matrice de transfert 7'(b, ., a;'., E) en termes de ces solutions :

ni’ TLZ’

] (b5 B)  s(b; E)
TG s B) = ( (b5 E) s (b5, E) )

ny’ ny’

Ainsi [Ty (b7 E)| et on représente :

ni’ nz’ )| | (nw

BK711(J) = BK711 NJ et BK711 = {E € R telles que |C(b;;,E)| S e_f_vf} = U[Oz]_,ozj']

jez
On estime :

mesBg11(J) < max|a) (K) — o (K)|[#{j € Z tels que J N [0 (K), o] (K)] # 0}. (5.4.12)

JEZ

On majore, utilisant ce que pour f € C' on a |b—a| < ( m[ir%)] 1D Fb) = f(a)] -
z€]a,

-1
dc(biﬂ E) 26—K—6
dE

la] (K) — o (K)| < min

Belag (K)o} (K)]

car c(af (K))c(aj (K) < 0et |c(o] (K))| = |c(a) (K)| = e~ “* . Pour chaque z, les applications

E v c(x,E)et E— s(z, F) sont analyt1ques en E On estime -%-c(z, F) en utilisant qu’elleest
la solution du probléme de Cauchy :

(L 4 V(2) + W(a*) — E)& (2, ) = c(x, E)
dE( ;wE) O
- E)=0

dE( ni’
On trouve la solution par la méthode de variation de la constante :

de

dE(x E)=c(z,E) /j s(t, E)c(t, E)dt — s(x, E) /j A(t, B)dt (5.4.13)

ni ni

nv’

Par (5.4.13), on minore |9 (b} E)| :

d
TR0 E) 2 1505, B) / 2(t, E)dt — et F) / st B)le(t, B)ldb. (5.4.14)
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Comme det T(b);, a,,, E) = 1 et, par le Lemme 4.7 , on a |s(b,,, E)| + |s'(b},, F)| < 2@25—3, on
peut minorer |s(b}., F)]| :

ni’

_(K=2008 508

[5(bns, B)| = |(c(byy, £)8' (b, B) = 1) (b, ) = (1 —e7 = )e "=

ni’ ne’

D’ot on obtient une minoration pour 4 (b, F) utilisant (5.4.14) :

de _ (k=205 _ 205 1 K—4C6

. n 4.1
dE n) € (5 5)

pour K > 10C, i.e. $(bt, E) > ieﬁ? ou bien £ (b E) < —ie~ = Ici on a utilisé :

ni’ ni?

car c(a_, E) =1et |d(z,E)| < et . Do :

ni)

o () — a5

T(E) <8 = . (5.4.16)

Pour J connexe, on a :

4 _ Bl
#{j tels que [o; (K),af (K)]NJ #0} < + 1.
’ ’ O‘;‘r+1<K) a;(K)
On estime :
a1 (K) — af (K)| > |aj,1(20) = a1 (K)| + |of (2C) — af (K)| >
) d -
> 2‘67 567;6 - 6715%5 ( 208 mI?:SX Ks _2C6 d—g(biﬂ E)’> =
E€[—e en ,—e ©en|Ule” en,e en |
208 KS 6C5 9} 8C§
Sle en —e emle e b —a Tt > e e . (5.4.17
> Jo e e S a2 e (5417
On a utilisé que :
_ de |f (@)= f(y)l
1. Pour f(E) = (b, E), on a |z —y| > W
2. Par (5.4.13), on majore
E(b* E)' <o —a,,| max |s(z,E)] max |c*(z,E)+
dE n - " xe[a;i,b;ti} 7 mE[a;i,b;ti ’
+ |b:l —a,.| max |c(z,FE)] max |c(z,E)s(z, F)| <
xe[a;i,b;ti mE[a;i,b;ti

6Cé

J’_ —
Seﬁn 2|bnl_ nil-

3. by — apl < 2.
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Par (5.4.17)), si J est un intervalle compact de R, on a :

47 scs

#1{7 tels que [a; (K),a] (K)]NJ #0} < |J\€—e c . (5.4.18)

Réunissant (5.4.12)), (5.4.16) et (5.4.18)), on obtient :

24 -
mesBg1(J) < E—We_(K loC)6|J|.

n

Par le méme argument on estime B 12, Bg 21 et B 2. Ceci achéve la preuve du Lemme 4.9.

O
Remarque 4.10. On note
I
Gn(K,6) = | Bui(K, ) (5.4.19)
i=1
ol
E € R telles que 3 j, k € {1,2}
BnZ(K, 5) = + 1 + _ _ _K§
| [(B(Za(b%), B) + 0(1) T (0, iy E)(®(Zn(a;), E) + 0(1))] | < e =
Soit J un intervalle compact. Par le Lemme 4.9, pour chaque n € N fixé tel que n > ng, pour
K—10C)6é
toute énergie E dans J\G,(K,?¢), ou mes(G,(K,d) N J) = |J\Igf—n”ef( . , pour chaque
i=1,...,1, les coefficients des matrices de transfert T'(b;}., a, ., F) vérifient :
_ _ _ _Ks

Ce résultat permet de démontrer un encadrement :

Lemme 4.11. Soient § > 0 petit et K > 10C fizés. Il existe une constante C' > 0 et un
ensemble G (K, 0) de dimension de Hausdorff nulle tels que pour tout E € R\G(K,d) on
ait un encadrement :

2m ~
L B Wiende~ TEHOR Ty z, B
27 Jo 27 N—o0 TN — Ty
L[ (12C + C)s
<o E— de+ 20 (5.4.2
=27 ), Yo( W(z))dx + o= (5.4.20)

Ici Goo(K,0) =N, U.—,, Gn(K,0), ot G,,(K,0) est défini dans (5.4.19).
Le Lemme 4.11 admet le corollaire suivant :
Corollaire 4.12. Pour chaque K > 10C, pour tout E ¢ G (K), ou
1
Go(K) = 0o 0= 7))
(K) = () Gl K6 = 1)
keN

Uexposant de Lyapounov y(F) existe et on a

W) = 5= [ (B = Wis)is

L
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Ici Goo (K, 0) =N, Ur—,, Gn(K,0), ot G,(K,0) est défini dans (5.4.19) dans le Chapitre [ V.
De plus la “dimension de Hausdorff logarithmique® (voir la Définition |2.3 du Chapitre II) de
Goo(K) vérifie

1
1—a

Indim(G(K)) <

Démonstration. 11 est facile d’obtenir la majoration. On a :

N-1
| T2y, 2ng B)| < 3 W |T (@01, 20, B <

n=ng

2016
3 (ZIHHT ey O B+ = ):

n=ng i=1 n
Nzl<ills 201+é)5>
= ng c,
n=ngo =1

Ici on a utilisé la notation :

Zn (@ i11))
Sni(E) = / Yo(E — W (s))ds
z

n(b5)

et 'estimation

Par le Lemme 3.9, on calcule :

I |7y, 2, B D Zf fsm< ) + BCBOR)

lim < lim =
N—00 TN — Tp, N—o0
1 E—-W dl“l‘ (20[+C)(5 200
- lim = b 0l () :_/ (B W(a)yde s 2C1EC) +0)
n—oo Tpt1 — Tp 27

Pour minorer 'exposant de Lyapounov, pour chaque n, on minore la norme de la matrice

de transfert pour (SIOsd) sur I,, = [z, T,41]. Pour ce faire, on décompose cette matrice en
produit des matrices T'(a, ), by, £) et T(by;, a;, E) :
Tt n B) = T, g EYT (. by ) . Ty, b, EYT (0 20, E).
On utilise les minorations des coefficients des matrices
(®(Zn(byy), B) + 0(1) T (b, i E)(®(Z(ay,), B) + 0(1))
pour £ ¢ Gy, (K, 6) (voir la Remarque4.10) et les asymptotiques des matrices T'(a,, ), b, E)

(voir le Lemme 4.6) pour minorer par récurrence , en supposant

_ _ Up
T(ap i1y Onis E) ( ", )'
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que F € R\G, (K, ).
Par le Lemme 4.6, on a :

Sni(E)

T(apy b B) = (®(Zulay ), E) +o(1))e

n(z—i—l)’ ni’
1 _Sni(E)
(5 o)+ ™" Pue)| (@(2,00). 5+ o)

ou
Poi(E), ®(Zn(a, ;1)) E) et ®(Z, (b)), E) sont des matrices bornées,
®(Zu(a,11)), E), ®(Z,(by;), E) € SLy(C).
Pour tout £ ¢ G,(K,J) on a
A

Ko

| [(@(Za(b7:), E) + 0(1) "' T (b, @i E)(®(Zn(ay;), E) +0(1)] | > e,

ny? “nyl

d’ou on obtient :

T(Tni1, Ty, B) = pon Zict Sni(E) [( Z 8 ) —i—O(eRs(f))]

ol

— R= R(FE) > 0 est indépendant de ¢ et de n.

— e < al, b < 1.
On veut minorer 'exposant de Lyapounov. On démontre pour tout F ¢ U
I’estimation suivante :

T(xNi1, Ty, B) = exp (Z ZS’" ) (TN11, Tny, E) avec

~ _RE) _R(BE)
T(TN41, Tng, B) = [( Zj\j 8 ) +O(e =~ )} [( Z"O 8 ) +O(e = )} (5.4.21)

ou pour chaque n > ng on a

Gn(K,0)

n=ng

_IKé

< an, [ba] < 1. (5.4.22)

Pour démontrer (5.4.21)), on considére une suite :
Upy1 | a, 0 _%1:3) U, Uny \ _ (1
(o) = LG ) roe = () ()=o)

Upy1 = Qply <1+ Un O(e‘%)),

Ay Unp,

Ona:

Un

Upi1 = m%<1+ maio. (5.4.23)

by,

IK6

< e*%n | alors par (5.4.22), on obtient :

( 1 N 1 ) _& _ _hoas
- _ € E&n ~ e En .
|an| |bn|

Supposons que Z—

Un

Unp,
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Vnal IKé N

D'ou 7=} < ¢’ . Donc (5.4.23) nous dit que |uy| > C T,
E ¢ Goo(K,d) avec Goo(K,0) =, U.—,, Gn(K, 0) la minoration

, @k, Ce qui implique pour tout

In || T(2x41, Tng, E)|| > €~ Snng 2 K6

D’ou :
In||T FE
,Y(E) — hm Il” ('TN+17LE”07 )” Z
N—roo TN+1 — T,
27 ad N 1 ~
E—W(s))ds — (C+I1IK)o N 1 [ IK)I
s i BBV O IO Ty L " gy, (€T
N—+4o0 TN41 — T 2w J, 2
(5.4.24)

Ce qui achéve la preuve du Lemme 4.11. O



Annexe A

Exposant de Lyapounov et spectre
singulier

Soit (M (z,€))o<e<1 une famille de fonctions & valeurs dans SL(2,C), 1-périodiques en
z € C. On fixe €. Soit h un réel rationnellement indépendant de . Considérons un cocycle
matriciel Py(h) associé a la fonction M(z, ) et au paramétre h, défini par :

Py(z;h) = M(z+ Nh) - M(z + (N — 1)h) -+ M(z + h) - M(2).

On définit 'exposant de Lyapounov 0(z; M, h) pour le cocycle matriciel Py(h) par :
. 1
0(z; M, h) = NEIEleog||PN(z, M, h)||. (1.0.1)

Il est classique (c.f. [PE92] [CLI0]) que, pour pour h rationnellement indépendant de e,
la limite 6(z; M, h) existe pour presque tout z € [0,27], indépendante de z et vérifie pour
presque tout z :

N—+o0

1
O(z; M,h) =0(M,h) = lim N/ log || Pn(z; M, h)||d=.
0

On étudie le cocycle matriciel associé a la matrice de monodromie M(z, E, ¢) pour € > 0 et
E € R fixés et au paramétre h = .

Pour F fixé vérifiant 'hypothése (HEpcl) pagel98 et € suffisamment petit et z € Sy := {z €
C |0 < Sz < Y} la matrice de monodromie M(z, E, ¢) vérifie 'asymptotique (4.2.11]). Pour
h = 5 est irrationnel, utilisant (4.2.11)), on peut démontrer, que I'exposant de Lyapounov
0(z, M(., E,¢e)) pour le cocycle matriciel associé a la matrice de monodromie M(., E, ¢) est
positif pour presque tout z € [0, 2x]. D’abord, on obtient la borne inférieure sur 6(z, M(., E, €)),
on utilise :

Proposition 0.13 (la Proposition 10.1 de [EKQ02]). Soit e > 0. Supposons qu’il existe yo et
y1 vérifiant 0 < yo < y; < oo et tels que, pour tout € € (0,&9) on a

— la fonction z — M(z,¢) est analytique dans la bande S = {z € C; 0 < Jz <y, /e};

— dans la bande S} = {z € C; yo/e < Sz <y1/e} C S, M(z,¢e) admet la représentation

M(z,€) = Me)e®™% . (My(e) + My(z,¢)),

avec une constante \(€), un entier ny et une matrice My(e), indépendants de z ;

129
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o=y 2)

— il existe des constantes 5 > 0 et a € (0,1) indépendantes de € et telles que |a(e)| < a
et |f(e)| < B
— SUp,cg, ||[Mi(z,¢)]| < m(e), m(e) = 0 quand e — 0.
Alors, il existe C > 0 et &1 > 0, qui ne dépendent que de yo, y1, o, B et m(-), tels que , si
O<e<e, ona

0(z, M) > log|\(e)| — Cmf(e). (1.0.2)

Cette proposition est basée sur les idées de [SS9I] qui généralise I'argument de Herman
de [Her83].

Une fois que 'on dispose de la borne inférieure, on obtient la borne supérieure pour
O(z, M(.,E,¢)) a l'aide de asymptotique de la matrice de monodromie sur la droite réelle.
Comparant la borne supérieure et la borne inférieure on obtient pour presque tout z :

0(z, M(., E,)) = @ +0(1). (1.0.3)

Grace a la relation : -
v(z,E,e) =0(z, M(.,E, ¢e))—

o’

qui relie I'exposant de Lyapounov 6(z, M(., E,e)) pour le cocycle des matrices de mon-
odromie PN(M,%’T) et I'exposant de Lyapounov «(z, E) pour (AdiabQP), I'asymptotique

(1.0:3) (quand € tend vers zéro) implique le résultat suivant

Théoréme 0.14. ([MN0O8]) Soit I un intervalle des énergies E vérifiant (HEpcl). Alors pour

chaque E € I et pour chaque o irrationnel et suffisamment petit, l’exposant de Lyapounov

pour (AdiabQP) existe, positif et vérifie 'asymptotique :

WE, €)= o / "B — W(2)d-.

™
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Perturbations a oscillations lentes de 'opérateur de Schrddinger périodique

On étudie I'opérateur de Schrodinger H,, = —% + V(z)+ W(z®) dans Ly(R), o V est un
potentiel périodique générique. On suppose que W est périodique et a € (0,1) de sorte que
la perturbation W (x®) soit & oscillations asymptotiquement lentes. On étudie I'asymptotique
des solutions de I’équation propre associée par deux approches différentes.

La premiére approche, qui est basée sur une méthode de Simon—Zhu, utilise des approxi-
mations périodiques. On obtient une formule explicite pour la densité d’états intégrée pour
H,,. Puis, on prouve 'existence et on donne une formule pour I'exposant de Lyapounov pour
presque toutes les énergies. Nous décrivons aussi I'ensemble exceptionnel des énergies, qui
contient le spectre singulier continu de H,,.

La seconde méthode est nouvelle : elle utilise des approximations quasi-périodiques plutot
que périodiques. On approxime la résolvante de H, par les résolvantes des opérateurs quasi-
périodiques H, . = —dd—; + V(z) + W(ex + z) pour des paramétres z et € bien choisis. Afin
de pouvoir appliquer la méthode de la résolvante approchée & H,, on étudie des solutions de
I’équation propre pour H,. a l'aide de la méthode BKW complexe de Fedotov-Klopp. On
obtient les asymptotiques des solutions et des matrices de monodromie quand ¢ tend vers zéro.
Sous la condition o > %, on construit des solutions de I’équation propre pour H, ayant une
asymptotique simple en z sur de grands intervalles. Puis, par ’étude des matrices de transfert
associées, on obtient une nouvelle description, plus précise que la précédente, de ’ensemble
exceptionnel des énergies.

Mots clés : opérateurs de Schrodinger, opérateurs quasi-périodiques, perturbations & oscil-
lations lentes, densité d’états intégrée, exposant de Lyapounov, matrice de monodromie.

Slowly oscillating perturbations of the periodic Schrédinger operator

We study the Schrédinger operator H, = —% + V(z) + W(z*) in Ly(R,), with a generic
periodic potential V. We suppose that W is periodic and « € (0, 1) so that the perturbation
W (z®) is asymptotically slowly oscillating. We use two approaches for the asymptotic study
of the solutions of the associated eigenvalue equation.

The first method is developed by Simon—Zhu and based on periodic approximations. We give
an explicit formula for the integrated density of states for H,. Then we prove existence and
give a formula for the Lyapounov exponent for almost all energies. We obtain a description
of the exceptional set of energies containing the singular continuous spectrum of H,.

The second method is new and uses quasiperiodic approximations instead of periodic ones.
We approach the resolvent of H, by the resolvents of the quasiperiodic operators H,. =
—% + V(z) + W{(ex + z) for some parameters z and €. In order to use the approximate
resolvent method for H,, we also study the solutions of the eigenvalue equation for H, . using
Fedotov—Klopp’s complex WKB method. We obtain the asymptotics of the solutions and of
the monodromy matrices as € goes to zero. Under the condition a > %, we construct solutions
of the eigenvalue equation associated to H, having simple asymptotics in x on large intervals.
Then by studying the associated transfer matrices, we obtain a new, more precise than the
previous one, description of the exceptional set of energies.

Keywords: Schrodinger operators, quasiperiodic operators, slowly oscillating potentials,
integrated density of states, Lyapunov exponent, monodromy matrix.
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