N

N

Séparation de sources non linéaires dans le cas des
mélanges convolutifs
Marc Castella

» To cite this version:

Marc Castella. Séparation de sources non linéaires dans le cas des mélanges convolutifs. Traitement du
signal et de I'image [eess.SP]. Université de Marne la Vallée, 2004. Francais. NNT: . tel-00714473

HAL Id: tel-00714473
https://theses.hal.science/tel-00714473

Submitted on 4 Jul 2012

HAL is a multi-disciplinary open access L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
archive for the deposit and dissemination of sci- destinée au dépot et a la diffusion de documents
entific research documents, whether they are pub- scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
lished or not. The documents may come from émanant des établissements d’enseignement et de
teaching and research institutions in France or recherche francais ou étrangers, des laboratoires
abroad, or from public or private research centers. publics ou privés.


https://theses.hal.science/tel-00714473
https://hal.archives-ouvertes.fr

s’ NIVERSITE
de ‘MA ane ba \4&:

THESE
soutenue le 20/12/2004 pour obtenir
le grade de Docteur en Sciences de I'Université de Marne la Vallée

Spécialité : Traitement du Signal
par

Marc CASTELLA

Séparation de sources non linéaires dans le cas
des mélanges convolutifs

Composition de la commission d’examen :

Président : Phillip REGALIA

Rapporteurs : Pierre COMON

Christian JUTTEN

Examinateurs : Eric MOREAU

Antoine CHEVREUIL (co-encadrant)

Directeur de these : Jean-Christophe PESQUET






Remerciements

D’abord, je tiens tout particulierement a exprimer ma reconnaissance envers mon di-
recteur de these, Jean-Christophe Pesquet. Au cours des trois années de travail commun, il
a assuré un encadrement sans faille : sa constante disponibilité, ses conseils scientifiques et
ses encouragements ont sans aucun doute été déterminants dans ’aboutissement de cette
these.

Je souhaite ensuite remercier Antoine Chevreuil qui m’a co-encadré. Ses nombreuses
remarques et suggestions m’ont permis de mirir de nombreuses idées. La clarté de ce
document doit beaucoup a sa ténacité, sa patience et sa relecture attentive.

La collaboration avec Eric Moreau a été particulierement agréable. Je lui sais gré de
I’enthousiasme et la bonne humeur dont il a témoigné a cette occasion. Je remercie éga-
lement I’ensemble des membres du jury et notamment mes rapporteurs, Christian Jutten
et Pierre Comon, pour le temps passé a la lecture de ce mémoire et leurs commentaires
pertinents.

Naturellement, je ne peux oublier les autres membres du laboratoire, en particulier
Philippe Loubaton, dont I'expérience m’a été utile a plusieurs occasions, et les doctorants
—ou docteurs maintenant— Sébastien, Jean-Marie, Pascal, Pierre, Julien et Caroline. Ils
ont tous contribué a une ambiance de travail agréable qui m’a permis de mener cette these
dans des conditions idéales.

Enfin, mes parents et ma famille m’ont toujours soutenu et ont supporté mes sautes
d’humeur dans les difficiles moments de doute qui ont accompagné ce travail : je leur en
suis infiniment reconnaissant.






Table des matieres

1 Introduction

1.1 Présentation générale . . . . . . . .. ..o
1.2 Plan dudocument . . . .. ... ... ... ...
1.3 Publications . . . . . . . . . . e e
1.4 Problématique et état de art . . . . . . . .. ... ... L
1.4.1 Le probleme de la séparation de sources . . . . ... ... ... ...
1.4.2 Travaux antérieurs . . . . . . . . . . . . o e

Approches conjointes
2.1 Préblanchiment . . . . . . .. .. . L
2.2 Généralisation des contrastes . . . . . . . . . ... oL
2.2.1 Une approche fréquentielle . . . . .. .. .. ... ... ... ... .
2.2.2  Retour sur les contrastes temporels . . . . . . . ...
2.3 Exemples de signaux non linéaires . . . . . . .. .. ...
2.3.1 Signaux de volatilité stochastique . . . . . . . .. .. ... ... ...
2.3.2 Cas particuliers ou a(n) est MA . . . . . .. ...
2.3.3 Signaux ARCH . . . . . ... .. .
2.4 Mise en ceuvre de la séparation . . . . . .. ...
2.4.1 Paramétrisation par une structure en treillis sans perte . . . . . ..
2.4.2 Optimisation des contrastes . . . . . . . . .. .. .. ... ... ...
2.5 Simulations . . . . ..o
2.5.1 Propriétés locales des contrastes . . . ... ... ... .. ......
2.5.2 Propriétés globales des contrastes . . . . . .. .. ... ... ... ..
2.6 Conclusion . . . . . . . .. e

Approches séquentielles

3.1 Extension des contrastes MISO . . . . . . ... ... ... ..........
3.1.1 Présentation des approches séquentielles . . . . . .. ... ... ...
3.1.2 Généralisation des contrastes existants . . . . . . .. ... ... ...

3.2 De l'extraction d’une source a 'extraction MIMO . . . . . ... ... .. ..
3.2.1 Procédé de déflation . . . . . . . ...
3.2.2 Maximisation stricte des contrastes sur un sous-ensemble . . . . . .

3.3 Etude locale des contrastes . . . . . .. .. ... ... ... ... ...
3.3.1 Utilisation des maxima locaux pour la séparation . . . . . . .. . ..
3.3.2  Analyse au voisinage d’un filtre MISO séparant . . . . . . .. .. ..

3.4 Vers une méthode effective de séparation MIMO . . . .. .. ... ... ..
3.4.1 Caractérisation des ensembles F; . . . . . . . . . ... ... .....
3.4.2 Optimisation pour des filtres RIF . . . . . ... ... ... ......

11
11
12
13
14
14
17

21
21
23
24
33
37
37
38
39
41
41
43
45
46
47
o1



TABLE DES MATIERES

3.4.3 Dimension des ensembles F; . . . . . . . .. ... ... .. 69
3.4.4 Implantation de la méthode de séparation . . . . . . ... ... ... 70
3.4.5 Amélioration des performances par une post-optimisation locale . . 71
3.5 Simulations . . . . . ... e 71
3.5.1 Sourcesiid. .. ... ... 71
3.5.2 Sourcesmoniid. . .. .. ... 73
3.6 Conclusion . . . . . . . . . .. e e e 73
Applications des approches séquentielles 75
4.1 Séparation et détection d’un mélange de signaux modulés CPM . . . . . . . 75
4.1.1 Introduction aux modulations CPM . . . . ... ... ... ..... 75
4.1.2 Séparation de CPM dans le cas ou la période symbole est égale a la
période d’échantillonnage . . . . .. .. ... ... 7
4.1.3 Simulations . . . . . . . .. .. 80
4.2 Séparation de mélanges convolutifs d’images . . . . . . .. ... ... .. 87
4.2.1 Bref apergu des méthodes de séparation/restauration en image . . . 87
4.2.2 Inversibilité des mélanges . . . . . . ... ... oL 87
4.2.3 Application des méthodes de séparation séquentielles dans le cas des
Images . . . . . . .o 88
4.2.4 Problemes liés a I'occupation spectrale des sources . . . . ... ... 89
4.2.5 Simulations . . . . . . ... 91
Fonctions de contraste avec référence 97
5.1 Présentation. . . . . . . . .. 97
5.1.1 Signal de référence . . . . . . ... Lo oL 97
5.1.2  Approches liées dans les cas instantané et SISO . . . . . .. ... .. 98
5.1.3 Retour sur la définition d’un contraste . . . . . . .. ... ... ... 99
5.2 Contrastes MISO dans le cas convolutif . . . ... ... ... ........ 100
5.2.1 Casdesourcesiid. . .. ... ... ... . ... 100
5.2.2 Casdesourcesnoniid. . . .. ... ... .. ... ... ... 104
5.3 Eléments pour la mise en ceuvre . . . . ... ..o oo 109
5.3.1 Expression des formes quadratiques : critere et contrainte . . . . . . 109
5.3.2 Restriction du probleme . . . . . . . ... ..o 110
5.3.3 Maximisation exacte par décomposition en valeurs singulieres . . . . 111
5.3.4 Procédé séquentiel de déflation . . . . . . ... ... ... 112
5.4 Simulations . . . . . . ... 112
5.4.1 Extraction d’une source a l'aide d’une référence . . . . . . . . . . .. 112
5.4.2 Tirage aléatoire du systéme de référence . . . . . . . . .. ... ... 115
5.4.3 Séparation MIMO par déflation . . . . . . .. ... ..., 117
5.5 Conclusion . . . . . . . . e 118
Conclusion 119
6.1 Résumé des travaux réalisés . . . . . . . . .. ... ... .. 119

6.2 Perspectives . . . . . . ..o 120



TABLE DES MATIERES 7

A Inversibilité des systemes MIMO et matrices polynomiales 121
A.1 Introduction et notations . . . . . . . .. . ... ... ... ..., 121
A.1.1 Systemes MIMO et matrices polynomiales . . . . . . ... ... ... 121

A1.2 Notations . . . . . . . . . . e 122

A.2 Systemes MIMO monodimensionnels . . . . . .. ... ... ... ... 122
A.3 Matrices a plusieurs indéterminées . . . . . . . .. ... ... 123
A.3.1 Notions de primalité . . . . . .. .. ... ... ... ... 123

A3.2 Quelques propriétés . . . . . ... 124

A.3.3 Structures algébriques et variétés . . . . . . .. ... 124



TABLE DES MATIERES




Notations et acronymes

:= (resp. =:)
Id / Idy
T

H

Al

Cumf{.}

Diag

Rang

’Qx(klv ka, k3) ou Kx(n)(kly ka, k3)
ralz(n), =(n)}

est égal a, par définition du membre de gauche (resp.
droite)

matrice identité / matrice identité de taille N
transposée

complexe conjugué

transposée conjuguée (¥ )

inverse généralisé de Moore-Penrose

espérance mathématique

cumulant

matrice diagonale carrée formée des éléments donnés
rang (d’une matrice)

Cum{z(n),z*(n + k1), x(n + ka2),x*(n + k3)}
Cum{z(n),z*(n),z(n), z*(n)}

On impulsion unité g = 1 et 6, =0sin € Z*

~i(k) autocorrélation de la i®™° source s;(n) (k) =
E{si(n)s;(n—k)}

[ (w) densité spectrale de la i*™¢ source s;(n)

I wi,ws,ws) trispectre de la ™ source s;(n)

MIMO multi-entrées / multi-sorties (Multiple Input - Mul-
tiple Output)

MISO multi-entrées / sortie unique (Multiple Input - Single
Output)

SISO entrée unique / sortie unique (Single Input - Single
Output)

AR auto-régressif

ARCH auto-régressif a hétéroscédasticité conditionnelle
(AutoRegressive Conditional Heteroskedasticity)

MA moyenne mobile (moving-average)

TFD transformée de Fourier discrete

RIF réponse impulsionnelle finie

RII réponse impulsionnelle infinie

EQM erreur quadratique moyenne

ii.d. indépendant et identiquement distribué
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Chapitre 1

Introduction

1.1 Présentation générale

Cette these a été financée par une allocation de recherche couplée du Ministere de
I’Education Nationale et de la Recherche et s’est déroulée au sein de I’Equipe Signal et
Communications de 'UMR-~CNRS 8049. Cette équipe, composée d’enseignants-chercheurs
de I’Université de Marne-la-Vallée, fait partie de I'Institut Gaspard Monge. Une partie du
travail mené a également bénéficié d’un soutien du Groupement de Recherche Information,
Signal, Images et Vision (GDR ISIS) dans le cadre d’échanges avec I'ISITV de Toulon.

Le travail exposé concerne le probleme de la séparation aveugle de sources, un theme de
recherche qui a suscité un grand intérét au cours des dix dernieres années et a engendré de
nombreuses contributions. La problématique peut se formuler sous une forme générale et
permet ainsi d’envisager un grand nombre d’applications telles que les télécommunications,
le traitement du son, ’analyse de signaux biomédicaux (magnéto- et électroencéphalogra-
phie), ... Ceci explique en partie la grande popularité de cette thématique.

L’objet de la séparation de sources peut se formuler de la fagon suivante : considérons
N signaux sources (s1(n))nez, - - -, (SN(n))nez que 'on ne peut pas observer directement,
et qui subissent une opération de mélange au travers d’'un systeme 91 fournissant () ob-
servations notées (x1(n))nez, ..., (xQ(n))nez :

(s1(n))nez (@1(n)nez

(s5(n))nez (20 (n))nez

Fia. 1.1 — Modele général de la séparation de sources.

L’objectif & atteindre est de trouver le moyen d’annuler l'effet du systeme 9, c’est-a-
dire trouver un inverse M ~! afin de reconstituer les signaux sources. Pour étre en mesure
de proposer des solutions, nous sommes en général amenés a poser des hypotheses sup-
plémentaires sur la structure du mélange. En dehors de l'invariance de 9t au cours du
temps qui est toujours supposée dans ce document, nous pouvons distinguer les contextes
suivants :

— Une hypothese souvent faite est celle de linéarité du systeme 9. Le cadre des sys-

temes non linéaires est bien plus vaste et plus délicat a traiter; dans ce cas, des
hypotheses sur la nature de la non linéarité (mélange post-non linéaire [89], ...)
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se révelent souvent utiles, ne serait-ce que pour assurer l'identifiabilité du systeme
et/ou existence d’une solution au probleme.

— L’instantanéité du systéeme se traduit par le fait que les observations a un instant
n € Z donné ne dépendent que des sources au méme instant, ce qui peut s’écrire :

Vn € Z (z1(n),...,zq(n)) = M(s1(n),...,sn(n)) (1.1)

Le cas d’un systeme linéaire instantané se ramene a 1’étude d’un mélange constitué
d’un simple produit matriciel. Par opposition, on parle de mélange linéaire convolutif
dans le cas linéaire mais non instantané : c’est le cadre étudié dans ce document.
Diverses informations peuvent étre utilisées dans un but d’identification de 9 ou de son
inverse. Par exemple, des connaissances a priori peuvent étre disponibles sur le systeme
de mélange (modele physique, ...). Dans d’autres cas, il est possible de disposer a la
fois des entrées et sorties du systeme 1. Cette thése se situe au contraire dans le cadre
dit aveugle, ce qui signifie, d'une part qu’aucune connaissance n’est disponible sur 91 en
dehors des hypotheses de structure (c’est-a-dire de modele), et d’autre part que les sources
sont inobservables. Ce défaut de connaissance est toutefois compensé par une hypothese
statistique forte qui est celle d’indépendance mutuelle des sources.

1.2 Plan du document

Ce mémoire de these se divise en six chapitres et une annexe. Le présent chapitre
constitue une introduction au probleme traité. Les notations utilisées dans ’ensemble du
document y sont données et un état de 'art est rapidement exposé.

Les méthodes de séparation de sources considérées peuvent se classer en deux catégo-
ries. Les approches conjointes d’une part —i.e. qui extraient toutes les sources simulta-
nément— sont traitées dans le deuxiéme chapitre, tandis que les méthodes séquentielles
—1i.e. ou les sources sont extraites successivement— sont abordées dans les chapitres 3 a
5. Partant d’une approche fréquentielle, le chapitre 2 établit des criteres de contraste et
en étudie les propriétés. Une alternative aux méthodes dites «par déflation» est présen-
tée dans le chapitre 3 qui constitue également 1’occasion de faire un point approfondi sur
des résultats connus et de les étendre. Le chapitre 4 propose alors deux applications du
chapitre précédent :

— La séparation des signaux de communication dits CPM (Continuous Phase Modu-

lation). Ces derniers constituent un exemple important en pratique de signal non
i.i.d. L’utilisation de résultats récents a permis par ailleurs de dépasser la simple
séparation et d’envisager la détection des symboles.

— Une extension des méthodes de séparation au cas des images est présentée. Cette der-
niere est rendue possible par 'utilisation des résultats de I’annexe A sur les matrices
polynomiales & plusieurs indéterminées.

Le chapitre 5 propose une nouvelle classe de fonctions de contrastes dont la dépendance
est quadratique en les parametres cherchés. L’efficacité de I'optimisation —possible en un
nombre fini d’itérations— justifie a elle seule 'intérét majeur de ce chapitre. Enfin, le
chapitre 6 conclut ce travail.

Nous avons fait le choix d’inclure systématiquement les preuves au coeur du texte et de
ne pas les reléguer en annexe. Cependant, la plupart d’entre elles peuvent étre laissées de
cOté au cours d’une premiere lecture, sans nuire pour autant a la compréhension globale du
texte. Pour cette raison, les passages de démonstration, situés entre le mot Preuve et un
carré plein de fin de démonstration (W), ont été mis dans une police de taille inférieure.
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Apres avoir pris connaissance des notations et quelques rappels exposés dans le chapitre
1, il est possible d’aborder indépendamment les chapitres 2, 3 ou 5. Le chapitre 4 fait
référence a la méthode introduite dans le chapitre 3. Par ailleurs, la partie 4.2 se réfere a
des résultats présentés dans I'annexe. Ces derniers nous paraissent pouvoir étre aisément
admis par le lecteur ne désirant pas s’investir dans la théorie des polynomes a plusieurs
variables.

1.3 Publications

Les travaux réalisés ont fait I’objet des publications suivantes dans la période 2002-2004 :

Articles de revue

— Marc Castella, Jean-Christophe Pesquet et Athina P. Petropulu, A Family of Fre-
quency- and Time-Domain Contrasts for Blind Separation of Convolutive Mixtures
of Temporally Dependent Signals. Accepté pour publication dans IEEE Transactions
on Signal Processing.

— Marc Castella, Pascal Bianchi, Antoine Chevreuil et Jean-Christophe Pesquet, A
blind source separation framework for detecting CPM sources mixed by a convolutive
MIMO filter. Soumis a Signal Processing.

Conférences

— Marc Castella, Jean-Christophe Pesquet et Athina P. Petropulu, New contrasts for
blind separation of non iid sources in the convolutive case. EUSIPCO 2002, Vol.2,
pp-107-110, Toulouse, France.

— Marc Castella et Jean-Christophe Pesquet, Source separation of a class of non linear
time series. IEEE-EURASIP Workshop on Nonlinear Signal and Image Processing
(NSIP) 2003, Grado, Italy (4 pages).

— Marc Castella, Antoine Chevreuil et Jean-Christophe Pesquet, Séparation aveugle
d’un mélange convolutif de sources non linéaires par une approche hiérarchique.
GRETSI 2003, Paris, France (4 pages).

— Marc Castella, Eric Moreau et Jean-Christophe Pesquet, A quadratic MISO contrast
for blind equalization. ICASSP 2004, pp.681-684, Montréal, Canada.

— Marc Castella, Pascal Bianchi, Antoine Chevreuil et Jean-Christophe Pesquet, Blind
MIMO detection of convolutively mixed CPM sources. EUSIPCO 2004, Vienne,
Autriche (4 pages).

— Marc Castella et Jean-Christophe Pesquet, An iterative blind source separation me-
thod for convolutive mixtures of images. ICA 2004, Grenade, Espagne (8 pages).

— Marc Castella, Saloua Rhioui, Eric Moreau et Jean-Christophe Pesquet, Source sepa-
ration by quadratic contrast functions : a blind approach based on any higher-order
statistics. Accepté pour publication, ICASSP 2005, Philadelphie, USA.

Autre
— Journée Image de I’Action Spécifique «Séparation de Sources et Analyse en Compo-
santes Indépendantesy du CNRS : quelques résultats sur la séparation de mélanges
convolutifs 2D, Paris, 4 décembre 2003, communication orale.
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1.4 Problématique et état de Part

1.4.1 Le probleme de la séparation de sources
1.4.1-a) Probléme et notations

Nous rappelons ici la problématique de la séparation aveugle de sources telle qu’elle est
considérée dans ce document, c’est-a-dire dans le cas des mélanges linéaires convolutifs.
Les notations proposées seront celles utilisées dans ’ensemble du document ; elles sont
résumées par le schéma de la figure 1.2.

mélange séparation
s(n) Mz] x(n) Wiz y(n)
(Nx1) | (QxN) (@x1) (NxQ) |(Nx1)

Glz] .= W[z]M[z]
N x N)

FiG. 1.2 — Schéma du systéeme considéré pour la séparation de sources.

Les N € N* signaux source, supposés non connus et non observables sont regrou-
pés dans le vecteur s(n) := (s1(n),...,sy(n))T. Le vecteur x(n) := (z1(n),...,z0(n))T"
contient quant a lui les ) € N* signaux observés. Ces observations résultent du mélange
des sources par un filtre de réponse impulsionnelle (M(n)),ez, ce qui donne I’équation de
mélange :

VneZ x(n)=> M(k)s(n— k) (1.2)
keZ

Le probleme de la séparation de sources tel que nous l’envisageons, consiste a reconsti-
tuer s(n) a partir du seul vecteur des observations et sans aucune connaissance a priori sur
le systeme de mélange, en dehors de la structure décrite par I’équation ci-dessus. Plus pré-
cisément, il est connu que, sous certaines conditions, il existe un filtre inverse du mélange.
La question consiste alors a rechercher un filtre de réponse impulsionnelle (W (n)),ez qui
permette d’inverser le mélange. La sortie du filtre séparateur s’écrit :

VneZ y(n)=>» W(kx(n-k) (1.3)
kEZ

Dans ce document, la transformée en z d’un filtre de réponse impulsionnelle (h(n))pez
sera notée par des crochets : h[z]. Par commodité, nous noterons également h[z]s(n) la
sortie de ce méme filtre attaqué en entrée par un signal s(n). Les mémes conventions
s’appliqueront pour les filtres éventuellement multi-entrées / multi-sorties et les équations
(1.2) et (1.3) peuvent alors se récrire de maniere plus concise :

x(n) = M[zJs(n)  y(n) = W[zlx(n) (1.4)

L’étude de la séparation peut, par changement de variable, étre ramenée a un probleme
ayant pour seul parametre le filtre global G[z] := W |[z]M|z] résultant de la mise en cascade
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du filtre de mélange et du séparateur. Sa réponse impulsionnelle est donnée par :

VneZ G(n)=) W(n—kM(k) (1.5)
keZ

Dans ce cas, la sortie globale peut s’exprimer en fonction des sources et du filtre global :
y(n) = Glz]s(n) (1.6)
ce qui s’écrit aussi dans le domaine temporel :

VneZ y(n)=>» G(k)s(n—k) (1.7)
keZ

Compte tenu du cadre aveugle choisi, qui implique I'impossibilité d’observer les sources
et I'absence de toute connaissance sur M|[z] en dehors du modele décrit ci-dessus, des
hypotheses fortes sont nécessaires sur les statistiques des sources afin d’étre en mesure de
procéder a leur séparation. L’hypothese fondamentale suivante sera faite tout au long de
ce document :

H.1 Les composantes (s1(n))nez, - - -, (5n(12))nez du vecteur (s(n)),ez sont des processus
aléatoires stationnaires, centrés, mutuellement indépendants et de variance unité.

Les travaux présentés dans ce document reposent principalement sur des statistiques
d’ordre quatre. Ainsi, la stationnarité et 'indépendance peuvent, dans ce cadre, se limiter
au quatrieme ordre.

Il est connu que la seule hypotheése H.1 ne permet pas par la seule donnée des obser-
vations (x(n))pez, d’obtenir une sortie globale (y(n)),ecz qui soit la copie conforme des
sources (s(n))nez. Nécessairement, le probleme ne peut étre résolu qu’a certaines indéter-
minations pres :

— Pordre des sources : il est purement conventionnel et ne peut donc pas étre retrouvé

sans une connaissance supplémentaire sur le mélange.

— un filtrage scalaire de chacune des sources : un filtrage SISO de chacune des sources
laisse en effet inchangée 'hypothese H.1, ce qui explique cette indétermination dans
le cas général. Sous des conditions supplémentaires, cette ambiguité peut cependant
se réduire :

— sources i.1.d. : ambiguité de filtrage se limite & un décalage temporel et un facteur
d’amplitude pres.

— sources temporellement décorrélées : le filtrage scalaire résiduel peut alors se li-
miter a un filtre passe-tout. Dans le cas d’'un mélange MIMO et de plus RIF, il
existe un filtre global MIMO RIF passe-tout sur chacune des composantes. Il est
donc possible dans ce cas, de conserver une simple ambiguité passe-tout RIF, ce
qui est équivalent a un simple retard et facteur d’amplitude. Plus généralement, le
raisonnement qui vient d’étre fait peut s’appliquer des que les statistiques d’ordre
deux des sources sont supposées connues.

Nous considérerons que le probleme de la séparation de sources est résolu lorsque (y(n))nez
correspond a (s(n))pez aux indéterminations pres ci-dessus. En d’autres termes, la sépa-
ration est réalisée lorsque le filtre global G[z] se réduit a un filtrage scalaire de chacune
des sources, suivi d’'une permutation. Dans ce cas, le filtre global peut s’écrire :

G[z] = PDJ[z] (1.8)
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ou P représente une matrice de permutation et D[z] est diagonale. On dit parfois de G[z]
qu’elle est «diagonale a une permutation presy. L’hypothese suivante assure 'inversibilité
du filtre au sens que nous venons de définir :

H.2 1l existe un filtre WO[z] de taille N x Q tel que le filtre global WO[2]M|z] soit diagonal.

Cette hypothese est supposée toujours vérifiée et des conditions permettant de la satisfaire
seront précisées par la suite.

1.4.1-b) Le modéle de séparation de sources avec bruit additif sur les capteurs

Le modele de la séparation de sources présenté dans le paragraphe précédent est celui
qui correspond a un cas idéal sans bruit. Il est cependant possible de compléter ce modele
en considérant un bruit additif (b(n)),cz sur les capteurs, ce qui donne I'équation de
mélange :

VneZ x(n)=>» M(k)s(n—k)+b(n), (1.9)
keZ
qui 8’écrit aussi :
x(n) = M|z]s(n) + b(n). (1.10)

La sortie du séparateur s’écrit dans ce cas :

y(n) = Wizlx(n) (1.11)
et donc en fonction du filtre global :

y(n) = G[z]s(n) + bw(n) avec : by (n) :== W|z]b(n) (1.12)
Ce jeu de notations est rappelé sur la figure 1.3.
b(n)
(@ x1) séparation

mélange

s(n) M]z]

x(n) | W | y(n)
(N x1) | (QxN)

@x1) | (NxQ) [(Nx1)

Glz] .= W[z]M[z]
N x N)

F1G. 1.3 — Schéma du systéeme considéré pour la séparation de sources.

Dans le cadre des travaux présentés, le bruit n’est pas a proprement parler pris en
compte au cours de I’étude de la méthode et il apparait simplement comme une perturba-
tion. S’il est de plus supposé gaussien et indépendant, et dans la mesure ol les méthodes
en question sont basées sur I’emploi de cumulants d’ordre quatre, le bruit n’a en théorie
aucune contribution dans l’estimation des criteres de contraste et donc du séparateur.
Cependant, son influence transparait au niveau des statistique d’ordre deux qui sont im-
plicitement utilisées (préblanchiment, décorrélation des sorties, ...) et des méthodes plus
évoluées pourraient étre envisagées, dans lesquelles le bruit serait une partie intégrante du
modele considéré.
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1.4.1-c) Sources i.i.d., linéaires et non linéaires

Contrairement a la majorité des travaux existant, ce travail se place principalement
dans le cadre de sources non i.i.d.. Plus précisément, la difficulté réside dans 1’étude du
cas de sources non linéaires dont nous rappelons la définition :

Définition 1 Une série temporelle ((s(n))nez est dite :
— linéaire lorsqu’elle peut s’écrire comme la filtrée d’un processus i.i.d.
— non linéaire dans tous les autres cas.

D’apres cette définition, nous constatons qu’un processus i.i.d. est un cas particulier de
processus linéaire. Par contraposée, tout processus non linéaire est non i.i.d.

Compte tenu de I'ambiguité de filtrage scalaire, il apparait que le cas des sources
linéaires se rameéne au cas des sources i.i.d. [71]. Dans ce cas en effet, chaque source
(si(n))nez peut s’écrire comme la filtrée d’un processus i.i.d. (a;(n))nez par un filtre f;[z] :

si(n) = filz]ai(n) (1.13)
Des lors, le modele de la figure 1.3 s’écrit de fagon équivalent avec (a;(n))nez, i € {1,..., N}
comme sources et M[z]Diag(fi[z],..., fn[z]) comme matrice de mélange. Ceci correspond

au cas i.i.d. et il est alors connu dans ce cas que la blancheur temporelle des sources per-
met de limiter 'ambiguité de filtrage scalaire a une ambiguité de retard et d’amplitude
[24]. Ainsi, les méthodes de séparation permettent de remonter aux processus générateurs
(ai(n))nez,i € {1,..., N} et les sources peuvent éventuellement étre reconstruites par une
méthode de déconvolution SISO.

Pour les raisons évoquées ci-dessus, ce travail considérera principalement le cas de
sources non i.i.d. et non linéaires. Des exemples de signaux non linéaires seront donnés au
fur et & mesure (voir en particulier les parties 2.3 et 4.1.1).

1.4.2 Travaux antérieurs

Nous faisons ici un rapide tour d’horizon des méthodes de séparation de sources pro-
posées dans la littérature. Nous commencgons par donner quelques références concernant
les premieres solutions proposées dans le cas instantané avant de nous concentrer sur les
méthodes convolutives. On pourra consulter avec profit [64] pour des compléments de
bibliographie.

1.4.2-a) Le cas instantané

Les premieres études en séparation de sources ont d’abord concerné les mélanges ins-
tantanés. Dans ce cas, les filtres de mélange M|[z]| et séparant W|z] se réduisent a de
simples matrices, et, conformément a I’équation (1.4) les modeles de mélange et de sépa-
ration s’écrivent comme les simples produits matriciels, respectivement x(n) = Ms(n) et
y(n) = Wx(n) : le probléme ainsi posé, plus connu sous le nom d’analyse en composantes
indépendantes (ou ICA, acronyme de I’anglais Independent Component Analysis) a donné
lieu a d’important travaux [49, 6, 23, 15, 78, 75]. Des algorithmes de séparation de sources
ont été proposés des la fin des années quatre-vingts par la communauté des réseaux de
neurones, utilisant un fonctionnement neuromimétique [49, 6]. Parallelement, le probleme
de 'analyse en composantes indépendantes a été étudié en tant que tel et donné lieu a des
solutions efficaces [23, 15]. On pourra consulter [45, 56] pour une introduction & I'ICA et
[14] pour une revue des solutions proposées.
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Les méthodes auxquelles nous venons de faire référence utilisent I’hypothese selon la-
quelle les sources ont une distribution de probabilité non gaussienne. Ainsi, la plupart
d’entre elles appartiennent a la catégorie des méthodes exploitant des statistiques d’ordre
supérieur ([56] offre une introduction & cette notion). Sous certaines conditions, les statis-
tiques d’ordre deux peuvent cependant suffire. Dans ce cas, les méthodes tirent alors parti
soit de la diversité spectrale des sources [78, 8], soit de leur non stationnarité [77].

1.4.2-b) Le cas convolutif : approches aux ordres supérieurs

Afin de mener a la séparation, les méthodes dans le cas convolutif peuvent également
utiliser les trois voies citées ci-dessus pour les mélanges instantanés : non gaussianité,
diversité spectrale ou non stationnarité. Nous présentons d’abord les méthodes utilisant
des statistiques d’ordre supérieur [99, 24, 68, 57, 88, 93]. Dans ce cas, différentes approches
ont été proposées.

Les approches temporelles conjointes Nous parlerons d’approche conjointe lorsque
toutes les sources sont extraites simultanément et traitées en parallele, d’une maniere
completement symétrique. Ceci s’oppose au méthodes séquentielles mentionnées plus loin.

Dans la continuité des développements du cas instantané, des approches temporelles
ont permis de généraliser au cas de sources i.i.d. mélangées convolutivement, des contrastes
connus dans le cas instantané [24, 68, 91]. Des adaptations ont été proposées, menant a
I'idée de contrastes «non symétriquesy [69]. Le cas des sources non i.i.d. n’a été abordé que
récemment dans [60] qui propose certains critéres de contrastes identiques a ceux obtenus
par le biais du domaine fréquentiel et que nous exposons dans le chapitre 2.

L’ensemble de ces approches conjointes supposent la possibilité de préblanchir les
sources —le paragraphe 2.1 donnera des explications théoriques supplémentaires. Cette
nécessité de préblanchir constitue I'inconvénient majeur de ces méthodes, a la fois en rai-
son du caractere délicat de la tache et de la difficulté a effectuer ensuite une optimisation
dans le sous-ensemble des filtres dits para-unitaires. Aussi, plusieurs solutions ont été en-
visagées pour prendre en compte cette contrainte, souvent basées sur des paramétrisations
par des angles de rotations dites de Jacobi [27, 26].

Par ailleurs, des approches de type information mutuelle permettent d’établir des
classes importantes de contrastes [76, 5]. Des travaux ont cependant illustré que ces mé-
thodes, développées dans le cas de sources i.i.d., ne donnent pas toujours des résultats
satisfaisants dans le cas non linéaire [71].

Les approches fréquentielles Le point de vue fréquentiel présente I’avantage de trans-
former un probleme convolutif en une collection de problemes instantanés. De telles mé-
thodes se placent en général dans le cadre de signaux i.i.d. et consistent a réaliser des
séparations instantanées sur un ensemble de fréquences distinctes [22, 13, 57, 30, 31, 29].
La difficulté majeure est alors de résoudre le probleme de 'indétermination de permutation
entre les différentes séparations instantanées du domaine fréquentiel.

Les dernieres approches évoquées utilisent pour la séparation instantanée a chaque
fréquence, des statistiques d’ordre supérieur des transformées de Fourier des observations.
11 est possible de développer des méthodes exploitant directement les multi-spectres (en
général bi- ou trispectre) des observations [20]. Dans ce cas toutefois, le nombre de points
nécessaires pour ’estimation des trispectres peut se révéler important. En revanche, 1'uti-
lisation de quantités spectrales permet de saisir la nature non linéaire des signaux sources
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et d’étendre certains résultats au cas non i.i.d. [74]. Nous reviendrons sur ce theme au
cours du chapitre 2.

Les approches séquentielles Les approches séquentielles se distinguent des approches
précédentes par le fait que les sources ne sont pas extraites simultanément, mais les unes
apres les autres.

Un certain nombre d’approches séquentielles reposent sur I'existence de méthodes d’ex-
traction d’une source : nous les appellerons méthodes MISO dans la mesure ol, a partir
de plusieurs entrées (sources ou capteurs), une seule source est extraite. Dans ce cadre,
des criteres de contraste —inspirés des méthodes de déconvolution SISO [85]— ont été
exhibés [88, 93] et des procédures itératives menant a la filtrée d’une des sources [47] ont
été proposées. L’attrait principal de telles approches est qu’elles demeurent valables dans
le cas de sources non linéaires [88].

Le passage d’'une procédure MISO a 'extraction MIMO de toutes les sources s’effec-
tue en itérant successivement ’étape d’extraction. Avant de relancer la procédure, il est
cependant nécessaire de retirer la contribution de la source précédemment extraite sur les
capteurs [87].

Enfin, signalons l'existence de méthodes dites hiérarchiques [92]. Dans ces dernieres,
la séparation provient de la maximisation successive d’une série de criteres dans lesquels
sont introduits a chaque étape un terme supplémentaire de pénalisation qui exprime une
décorrélation spatiale des signaux de sortie.

1.4.2-c) Le cas convolutif : approches a ’ordre deux et autres méthodes

Nous donnons dans ce paragraphe quelques éléments et pointeurs sur d’autres mé-
thodes, en particulier celles utilisant des statistiques d’ordre deux et donc soit la diversité
spectrale soit la non stationnarité des sources.

Utilisation de la diversité spectrale Dans le cas ol les sources présentent des statis-
tiques d’ordre deux distinctes et ou les filtres sont RIF, il a été prouvé que la séparation
est possible a 'aide des seules statistiques d’ordre deux [43]. Les algorithmes opérant dans
le domaine fréquentiel présentent souvent I'inconvénient d’étre confrontés a des problemes
d’ambiguités de permutation et de facteur multiplicatif entre chacune des fréquences consi-
dérées [98, 33]. Des algorithmes, proposant des critéres développés dans le domaine fré-
quentiel, mais optimisés par rapport aux parametres temporels du filtre séparant ont été
proposés [52, 53]. Dans ce cas, les difficultés des approches fréquentielles liées aux per-
mutations n’apparaissent pas. Par ailleurs, une approche itérative, de type MISO, a été
proposée utilisant les seules statistiques d’ordre deux [54]. Pour terminer, rappelons ’exis-
tence de méthodes de type sous-espace qui utilisent uniquement des statistiques d’ordre 2
[2, 39] et qui visent & identifier les coefficients du systéme de mélange.

Utilisation de la non stationnarité Des criteres proches de ceux évoqués ci-dessus
ont été proposés [79, 73]. Ils permettent dans ce cas d’utiliser la non stationnarité des
signaux en vue d’effectuer la séparation.

Méthodes algébriques Evoquons l'existence de critéres déterministes [25, 97] fondés
sur l'appartenance des sources a un alphabet fini et qui ménent a des méthodes dites
algébriques.
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Chapitre 2

Approches conjointes

2.1 Préblanchiment

Dans I’ensemble de ce chapitre sur les approches conjointes, les hypotheses suivantes
seront faites sur le bruit et les sources :

H.3 Le bruit (b(n)),ecz est gaussien, centré, stationnaire, indépendant des sources. Ses
caractéristiques a I'ordre deux sont supposées connues.

H.4 Chacune des sources (51(n))nez, - - - , (S5(1))nez est temporellement décorrélée (mais
non nécessairement i.i.d.) et de puissance unité, i.e. :

VEeZ  E{s(n)s(n—k)7} =6, Idy (2.1)

Notons que cette derniere hypothese n’est aucunement restrictive : des sources non blanches
a Pordre deux peuvent étre considérées comme provenant d’un filtrage SISO de sources
blanches. L’indétermination SISO inhérente & la séparation de sources ne permet pas en
général de distinguer ces sources réelles non blanches a I'ordre deux du processus blanc a
l'ordre deux qui leur est associé. En d’autres termes, il est possible de passer des sources
non décorrélées a leur version décorrélée par un simple blanchiment temporel. Par ailleurs,
il existe des catégories de signaux satisfaisant I’hypothese H.4, parmi lesquels on peut
évoquer :
— les signaux de communication apres codage correcteur d’erreur [80)].
— le cas de signaux obtenus par sous-échantillonnage d’un processus a temps continu
linéaire, décorrélé et stationnaire strict : soit en effet s(¢) un tel signal dont le tris-
pectre est défini par

H(~w1 —ws — w3) H*(~w1) H(w2) H* (~w3)

ol H est la réponse fréquentielle d’un certain filtre linéaire a temps continu. Apres
échantillonnage a une période 1" > 0, nous obtenons un processus a temps discret
dont le trispectre, par la formule de Poisson, s’écrit :

1
ﬁ Z ﬂ(—wl—wg—wg—%r

(l1,l2,l3)€z3

l1+l2—|—13>
T

. ! Iy z
H <—w1—2ﬂ%)ﬂ(w2+2ﬁ%)ﬂ <—W3—2ﬁ3).
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Si H n’est pas a bande limitée (ou & bande limitée de fréquence de coupure supérieure
a la fréquence de Nyquist), le processus résultant n’est pas linéaire car 1’expression ci
dessus ne pourra pas s’écrire sous la forme H(—wj —ws —ws) H*(—w1) H (we) H* (—ws)
ou H est une fonction 27-périodique.

— les signaux CPM (modulation & phase continue) dans le cas particulier d’un indice de
modulation 1/2. Ces signaux serviront plus particulierement d’exemple d’application
dans le chapitre suivant et seront présentés a cette occasion.

— les exemples donnés dans la partie 2.3 (ARCH, volatilité stochastique, ...).

Inspiré par les méthodes d’'ICA, les approches conjointes de la séparation de sources
procedent fréquemment en deux étapes : un préblanchiment & 'ordre deux des données
précede la recherche d’un filtre séparateur dans un sous-ensemble restreint de filtres. En
notant V/[z| un filtre blanchisseur, le filtre séparant se décompose en (voir figure 2.1(a)) :

W/z] = Wz V2] (2.2)

Si I'on note b(n) = V[z]b(n) et M[z] = V[2]M[z], il est alors possible d’étudier de facon
équivalente le modele donné par la figure 2.1(b). L’autocorrélation du bruit étant supposée

b(n)

mélange (@ x1) blanchiment séparation

s(n) M|z]
N x1) | (@x )

Vi | x(n) Wiz |y
@xQ) [(@x1) | (NxQ [(Nx1)

(a) Systeme complet avec préblanchiment

b(n)

(@ x1) séparation (para-unitaire)

mélange+blanchiment

s(n) M|z]
(Nx1) | (Q xN)

x(n) W] y(n)
@x1) | (NxQ) |(Nx1)

Glz] := W[z]M[z]
N x N)

(b) Systeme équivalent avec mélange para-unitaire

Fi1G. 2.1 — Blanchiment et filtre para-unitaire.

connue, un filtre blanchisseur est tel que les données blanchies satisfont :

VkeZ  B{X(n)X(n—k)T} —E{b(n)b(n—k)} = §,1dg (2.3)
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Or, d’apres le calcul élémentaire suivant (ou l'on a utilisé H.3 et H.4) :

VEeZ  B{ERM)En-kT = 3 M(H)E{s(n—l)s(n—k— )" }M(l2)"

(l1,l2)€Z2
+ > M(1)E{s(n — l)b(n — &)}
LEZ
+ > E{b(n)s(n — k — 1) "M ()"
l2€Z

+E{b( ) (n—k‘)H}
=Y " MOM( k)" +E{b(n)b(n — k)" (2.4)

leZ

il apparait que (2.3) se traduit par une condition sur M[z] Rappelons en effet, la définition
suivante d’un filtre para-unitaire :

Définition 2 Un filtre H[z| est dit para-unitaire lorsque l'une des deux conditions équi-
valentes ci-dessous est vérifiée :

(i) H[Z]H[i]H —1d
(i) > HOH( - k)" = 6,1d (2.5)

IEZ

D’apres cette définition, nous constatons que le blanchiment des données est équivalent a
la para-unitarité du filtre M[z]. Un aspect important est qu'un filtre para-unitaire admet
un inverse para-unitaire. Ainsi, il est suffisant de se restreindre a la recherche de W[z]
dans ’ensemble des filtres para-unitaires.

Il existe des méthodes classiques permettant de réaliser un préblanchiment ; on pourra
se reporter a [12] ou [7] pour plus de détails. Nous ne considérerons pas cette étape de
la séparation et supposerons qu’elle a été réalisée de fagon parfaite. Ainsi, nous nous ra-
menons au modele équivalent de la figure 2.1(b) et recherchons le filtre séparant W|z]
dans I’ensemble des filtres para-unitaires. Afin de ne pas alourdir les notations, nous sup-
primerons dans la suite de ce chapitre le signe tilde ~. Nous supposerons de plus que le
nombre de capteurs est égal au nombre de sources, c’est-a-dire que (Q = N. Le modele
supposé correspond alors & celui de départ (figure 1.3) ou le filtre de mélange est supposé
para-unitaire et ayant autant de sorties que d’entrées. Cette configuration restera valable
dans ’ensemble de ce chapitre.

2.2 Généralisation des contrastes

Les approches développées dans cette these sont basées sur la notion de fonction de
contraste. L’intérét de ce concept est de ramener le probleme de la séparation de sources a
un probléme d’optimisation : une fonction de contraste —appelée aussi contraste— est un
critere qui, par sa maximisation, permet d’obtenir la séparation des sources. La définition
d’un contraste peut cependant légerement différer selon le cadre dans lequel on se place
(instantané, convolutif, MIMO, MISO) et les propriétés que l'on souhaite imposer au
critere en question (symétrie vis & vis des ambiguités de la séparation de sources, ... ). La
définition que nous adoptons dans ce chapitre sur les approches conjointes est la suivante :
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Définition 3 Une fonction de contraste (ou contraste) est une fonction réelle des sorties
du systeme global et qui satisfait les deux conditions suivantes :

(1) C((y(n))nez) < C((s(n))nez),
(ii) si C((y(n))nez) = C((s(n))nez), alors la séparation des sources est effective,

ot (y(n))nez est la sortie du systéme global, résultant d’un mélange par un filtre quelconque
d’un tirage du vecteur (s(n))ncz de sources indépendantes.

Notons qu’'un contraste est une fonction du filtre séparant W{z], mais que nous pourrons
le considérer de fagon équivalente comme fonction du filtre global G|z], ou, par extension,
du vecteur des sorties globales (y(n))nez.

2.2.1 Une approche fréquentielle

Nous adoptons dans tout ce paragraphe 2.2.1 un point de vue fréquentiel. La matrice de
la réponse fréquentielle du filtre de fonction de transfert M|[z] sera notée M(w). Rappelons
que nous supposons les observations blanchies et par conséquent M|z] est para-unitaire,
ce qui se traduit sur la réponse fréquentielle par I'unitarité de M(w) :

Vw  M(w)M(w)? =Idy (2.6)

Comme expliqué précédemment, le filtre séparant W|z| —de réponse fréquentielle W (w)—
est recherché dans la classe des filtres para-unitaires. Il en résulte que le filtre global G|[z]
—de réponse fréquentielle G(w)— est également para-unitaire. Notons au passage une
conséquence du fait que seuls des filtres para-unitaires sont considérés : ’ambiguité de
filtrage scalaire indiquée dans le paragraphe 1.4.1-a) est dans ce cas une ambiguité de
filtrage scalaire passe-tout et 1’équation (1.8) traduisant le fait que le filtre global est
séparant s’écrit :

Vo  G(w)=Pe®W (2.7)

ol ®(w) = Diag(¢1(w),...,¢n(w)) est une matrice diagonale réelle et P une matrice de
permutation. Ce fait apparaitra dans les preuves et les énoncés établissant la validité des
fonctions de contrastes ici introduites.

Nous citons d’abord les idées fondatrices d’une méthode de séparation fréquentielle. Le
critere de diagonalisation conjointe introduit a ce propos servira de base a la construction
des contrastes ensuite démontrés. Enfin, 'effet d’une discrétisation en fréquences sera
considéré.

2.2.1-a) Un critére de diagonalisation conjointe

Ce paragraphe rappelle des idées présentes dans [19] et[20] et qui ont été a l'origine
d’un algorithme de séparation de sources dans le cas i.i.d. Le principe est basé sur la
diagonalisation conjointe de matrices, ce qui nous amenera a définir le critere (2.12). Cette
meéme expression sera utilisée dans le paragraphe suivant afin de déduire des contrastes
fréquentiels valables dans le cas de sources non i.i.d.

Considérons l'inter-trispectre des observations (z;(n))nez prises sur les capteurs
(i,4,11,12) € {1,..., N}*. Ce dernier s’écrit :

C;L]'lllQ (w1, wo,ws) = Z Cum{z;(n), x}k(n +71),

(T1,72,73)€Z3

2y (n+ 72), @, (n+ 1)} e nFwm T (2.8)
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L’indépendance et la gaussianité du bruit permet d’éliminer I'influence de ce dernier au
cours du calcul. L’inter-trispectre peut alors s’exprimer en fonction du filtre de mélange
et du trispectre ') (w1, wa,w3) de chacune des sources (sp(n))nez,p € {1,..., N} :

N
Cilityiy (w1, wa, ws) = Zrﬁ(wl,w%w?,)Mip(—m —wy — w3) M7 (—w1) My, p(wa) M, ,(—ws).
p=1

(2.9)
Si 'on définit C}; (w1, wa,ws) la matrice dont le (i, j)-eme élément vaut C;lﬂIZQ (w1, w2, w3)
et la matrice diagonale

Dhlz (wla w2, w3) = Dlag ({ny(wla w2, w3)M11p(w2)Mi‘;p(_w3) }p=1,...,N) ) (210)
I’équation ci-dessus peut s’écrire :
0?112 (wl,wQ,ng) = M(—w1 — W2 — WB)Dlllg (wl, w9, W3)M(—W1)H. (2.11)

Le probleme de la séparation de sources peut alors étre abordé de la fagon suivante : pour
un couple de fréquences (ws,ws), on cherche W(—w; — ws — w3) et W(—w), inverses
estimées respectives des matrices unitaires M(—w; — ws — w3) et M(—w)¥, qui ménent &
une diagonalisation conjointe (ou plus précisément une décomposition conjointe en valeurs
singulieres) de I’ensemble des matrices (C?1 1, (W1, wa, w3))1, 1, Ceci est I'idée a la base d’'un
algorithme de séparation [20], valable uniquement dans le cas de sources i.i.d. Plus préci-
sément, [20] suggere pour tout wy, de rechercher W (—w; — wy — w3) et W(—wi)¥ comme
étant les matrices unitaires qui maximisent :

T (w1, wa,w3) := Zon(W(—wl —wy — W3)C?112(W1,WQ,u)g)W(—wl)H) (2.12)

l1,l2

ou on(M) représente la somme des modules au carré des termes sur la diagonale de la
matrice M et (w2,ws) est choisi de fagon appropriée.

Nous n’irons pas plus loin dans 'approche développée dans [20] mais la fonction Z
va jouer un role clé dans la déduction des contrastes fréquentiels qui suivent. Notons
que Z(w1,ws,ws3) est une fonction de W (w), c’est-a-dire du systeme séparant. Par souci
de concision des notations, nous ne rendrons pas explicite cette dépendance ni pour
Z(w1,w2,ws), ni pour les autres criteres qui seront déduits de Z (w1, wa,ws).

La propriété suivante de Z(wi,ws,ws) sera utilisée par la suite dans la démonstration
de la validité des contrastes proposés.

Lemme 1 On a :

T(wi,wz,w3) = Y [T (wr, w2, w3)P|Gij(—w1 — wa — w3) | Gij(—wn) (2.13)
i
= Z |614illlg(w17w27w3)|2 (214)

il1lo

ou (C’;lilll2 (w1, w2,w3))i, .1, correspond a Uinter-trispectre des sorties du systéme global. De

plus, nous avons l'inégalité suivante :

T(wr,wa,w3) < Y T (wr,wa, w3)[*. (2.15)
J
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Preuve: D’apres (2.11), (2.12) et sachant que G(w) = W (w)M(w) pour tout w, nous avons

T(wr,wa,ws) = Y on(G(—wi — wy — w3)Dyy, (Wi, wa, w3)G(—wi) ) (2.16)

l1,l2

et

on(G(—wi — wa — w3) Dy, (wi, wa, w3)G(—w1)?) =

YOI Gij(—wr — wy — wa)Th (Wi, wa, wa) M, (wo) My, ; (—ws) G (—wn) . (2.17)
4 J
On obtient par conséquent :

T(wy, wy,ws) = Y (F?I (w1, wa, wa) T (w1, we, w3)Gij, (—w1 — wa — w3) G, (w1 — Wy — w3)
4,J1,J2

Gy (—w1)Gijy (—w1) Y My, j, (wa) M7 5, (w2)) Y My, (—ws) My, (—ws))> . (2.18)
Iy l2

En utilisant le fait que les réponses fréquentielles considérées sont unitaires (Vw, M(w)M(w)f =
1d), il vient :
D My, (w2) My, (w2) = Y My, (—ws) Moy, (—ws) = 65,5, (2.19)
ll l2

ce qui donne immédiatement la premiére égalité de (2.14). De plus on a :

|5§1¢1112 (w1, w2, w3)|? = I} (w1, ws, ws)T5 (Wi, w2, ws)Gijy (—w1 — wa — ws)
J J
ilyla ©,J1,J2
G, (mw1 — w2 — w3) G, (—w1) Gy, (—w)

(D G (@2)Gi, 5, (2)) (D Gi g, (—w3) Gl (*ws))) - (2:20)
l2

I

Cette formule étant similaire & (2.18), en procédant comme précédemment, on montre qu’elle est
égale & lexpression (2.14) trouvée pour (w1, ws,ws).

Maintenant, il découle de la para-unitarité de G(w) que pour tout w et j, >, |Gij(w)|* = 1, ce
qui entraine que pour tout 4, |Gj;(w)| < 1. Ceci meéne & :

D 1Gij(—wr — wa — wa) PG (—wn) P <D 1Gij(—wr — wp — ws)* = 1. (2:21)
Cette inégalité, combinée avec (2.14) donne (2.15). [

Remarque 1: Le critére Z(w;,ws, ws) ne réalise pas un contraste. En effet, par des raison-
nements similaires a ceux qui seront donnés dans la démonstration de la proposition
1, on obtient que Z(wj,ws,ws3) est maximum uniquement dans le cas ou le systeme
global «sépare», mais pour seulement un couple de fréquences. Ceci n’est pas suffi-
sant pour assurer la propriété de séparation et dans les paragraphes suivants, nous
serons donc amenés a intégrer ce critere sur différents ensembles de fréquences.
D’autre part, I’équation (2.14) montre de fagon simple que, en général, on ne peut es-
pérer identifier la phase du systéme a partir de la seule maximisation de Z (w1, wa,ws),
car la valeur de ce critere ne dépend que des modules de Gjj(—wi — w2 — w3) et
Gij(—w1). Le lemme montre aussi que le critere optimisé ne dépend en fait pas des
valeurs M, ;(w2)M;,;(—ws) qui apparaissent dans la définition de Dy, (w1, w2, ws).
Ces valeurs sont cependant importantes dans la méthode décrite dans [20] afin de
résoudre ’ambiguité de permutation.
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Remarque 2: 1l est intéressant de noter que si les quantités dans (2.14) ne dépendaient
pas de la fréquence, ce qui reviendrait a considérer des mélanges instantanés de
sources i.i.d., le critéere considéré se réduirait a celui utilisé dans l’algorithme de
séparation JADE [15]. Cela signifie que notre approche étend le travail de [15] au
cas convolutif.

2.2.1-b) Contrastes fréquentiels

Dans ce paragraphe, nous proposons de nouveaux contrastes et démontrons leur va-
lidité. Ces derniers sont définis a partir du critere Z défini en (2.12). A ce titre, ils font
intervenir les trispectres des sources et des sorties globales (d’apres (2.14)) et peuvent
donc étre qualifiés de contrastes fréquentiels. Une hypothese technique est nécessaire au
préalable :

H.5 Pour presque tout (w,v) € [0,27[?, il existe Qy, € [—2m, 27| tel que, pour au moins
N — 1 sources :

T (w7 v +20“”’”, Y~ Qw, ”) £0. (2.22)

L’hypothese adoptée ici est assez faible dans la mesure ou elle nous permet de considérer
des sources non i.i.d. Pour que cette hypothese soit vérifiée, au plus une source peut étre
gaussienne.

Des choix possibles pour «y,, sont o, = v, a,, = —v et a,, = 0. Pour ces choix,
seules des tranches 2D simples du trispectre sont mises en jeu.

Nous allons maintenant prouver que

2w 2w
/ / ”+0‘°’”,” 2“””)dwdu (2.23)

est un contraste, et ainsi, sa maximisation permet de séparer les sources a un filtrage
scalaire passe-tout prés de chacune d’entre elles.

Proposition 1 On a la majoration :

SZ/O%T/OZW

Sous U’hypotheése H.5, la borne supérieure Imay est atteinte si et seulement si la séparation
est réalisée, c’est-a-dire si et seulement si G(w) vérifie (2.7).

Vtauy V—0uy
2 ’ 2

) ’2 dwodv =: Tax (2.24)

4
I‘j <w7

Preuve: De la formule (2.15) dans le lemme 1 on déduit que :

2 27 2 27
V—l—aw,, V— Q. 4 V4 Quy V=04, |2
/ / = )dwdu</ / E:’r ( o T )’ dw dv

(2.25)

ce qui établit la majoration (2.24).

De plus, ce majorant est atteint si et seulement si, pour presque tout (w,v) € [0,27[%, il y a
égalité entre les expressions intégrées dans chaque membre ci-dessus. D’apres la preuve du lemme 1
(équation (2.21) notamment) il est alors clair que ce majorant est atteint si et seulement si, pour
tout j et presque tout (w,v) € [0, 27[?,

4w S ) (- > 1Gy(w = PGy (-w)?) = 0. (2.26)
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Soit maintenant j un indice quelconque tel que (2.22) soit vérifiée. On a alors pour presque tout
(w,v) €]0,27[2,

Z |Gij(~w =) |Gy (—w)* = 1. (2.27)

ce qui conduit a :

1 2 27
o) Z/o /0 |Gij(—w — V)‘ZlGij(*W)F dwdy =1. (2.28)

Un simple changement de variable donne par ailleurs :

1 27 1 27
Gl dr = o= [ 16y () o = Gy (229)

2 Jo

et (2.28) est équivalente a

S lGult =1 (2:30)
De plus, 'hypothese d’unitarité entraine que

Vi, Do llGyIP =1 (2.31)

ot, évidemment, ||G;;| < 1. Si pour tout 4, |G;;| < 1, nous aurions Y, |G;;[|* < 1. Ceci montre
que P'égalité ne peut arriver dans (2.24) que s'il existe un indice %; tel que

Gyl = 1. (2.32)

En raison de (2.31), ceci entraine que pour tout ¢ # i;, ||G,;|| = 0, i.e. G;5(w) = 0, pour presque
tout w € [0,27]. En procédant de méme pour toutes les (au moins N — 1) valeurs de j telles que
(2.22) soit vérifiée, on établit que sur la jéme colonne correspondante de G(w), il n’y a qu’un seul
élément non nul, sur la ligne ¢;. Comme la condition d’unitarité introduit aussi la contrainte

Vi, Y GsIP=1 (2.33)
J

et que (2.32) est satisfaite, deux de ces éléments non nuls de G(w) ne peuvent étre situés sur la
meéme ligne.

Quand (2.22) n’est pas vérifiée pour I'un des indices, disons jo, on déduit facilement qu’il n’y
a qu’un seul élément non nul sur la jpéme colonne de G(w) et qu’il est situé sur la ligne restant
vacante.

En d’autres termes, on a prouvé que G(w) = P A(w) ou P est une permutation et A(w) est une
matrice diagonale. Comme G(w) est unitaire, les éléments diagonaux de A(w) sont nécessairement
de module un, ce qui achéve de montrer que G(w) satisfait (2.7). [ |

Sous une condition légerement plus restrictive, une autre forme de contraste peut étre
obtenue :

Proposition 2 Supposons que :

H.6 Pour presque tout (w,v) € (0,272, il existe un ensemble £(w,v) C [—2m, 27| tel que,
pour au moins N — 1 sources :

/S(w,y)

Vv+a v—u«o

o )| da £ 0. (2.34)

4
Fj (w,
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Alors, on a la majoration

2r 27 o
Zg::/ / (/ I(wyy_‘_a,y a)da)dwdy
o Jo E(w,w) 2 2
2w vr+a v—a
< IT%(w, , Wda)dwdy (2.35)
;/0 /O (/S(w,u) ! 2 2 )

et, de plus, T¢ est un contraste.

La preuve de ce résultat est omise car elle est tres similaire a la preuve de la proposition 1.
Remarquons que (2.34) signifie qu'il existe un ensemble Fj(w, v) inclus dans £(w, v) et
de mesure non nulle tel que

vV+oa v—uow
)

Va € Fj(w,v),  Tj(w, ) # 0. (2.36)
Par conséquent, si H.6 est vérifiée, 'hypothese H.5 l'est clairement aussi. Si de plus pour
tout 7, F?(wl,wQ,wg) est continue sur [—m,7]3, nous avons méme équivalence entre les
deux hypotheses. Dans ce cas en effet, (2.22) implique que (2.34) est satisfaite.

En particulier, si les cumulants des sources forment une famille sommable et si, pour
tout j, F?(wl,wg,wg) est une fonction rationnelle en (e™1, ™2, e™3), les conditions H.5 et
H.6 sont équivalentes a la condition suivante :

H.7 Pour N — 1 sources au moins, il existe des retards temporels (115,25, T35) tels que
Cum{s;(n), sj(n + 115), sj(n + 725), 5j(n + 73) } # 0. (2.37)

Preuve: La sommabilité de la famille de cumulants des sources assure la continuité de I‘? (w1, wa,ws3)
sur [—m, 7] et ainsi 'équivalence entre H.5 et H.6. Nous démontrerons par conséquent uniquement
I’équivalence entre H.5 et la condition citée ci-dessus.

Si nous supposons (2.22), F? (w1, wa,ws) n’est pas la fonction identiquement nulle et par suite
(2.37) est vérifiée.

Réciproquement, supposons H.5 fausse : il existe alors N’ C [0,27[*> de mesure non nulle tel
que, pour tout (w,r) € N et pour tout o € [—27, 27[, au moins deux sources vérifient :

4 v+a v—a\
Fj(w, e )_o. (2.38)

Ainsi, il existe un ensemble de mesure non nulle qui annule la fonction ci-dessus pour deux in-
dices j distincts (au moins). Or, I'j(wy,wa,ws3) étant une fonction rationnelle en (e, ">, e?),

— . . r o s e 2
F? <w7 via v O‘) est une fraction rationnelle en (e, e’z, ez ) et comme (2.38) est vérifiée sur un

2 0 2
ensemble de mesure non nulle, cette fraction rationnelle est nulle. Donc I‘? est identiquement nulle
et (2.37) n’est pas vérifié, ce qui acheve la démonstration. [

Il est également clair que lorsque £(w,v) est un sous ensemble fixé £ de [—2m, 27|
(indépendant de (w,v)), on a

Te = / T dov (2.39)
E

olt Z,, est un critere similaire & (2.23). Un exemple de tel contraste est considéré dans le
paragraphe suivant.
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Intégration sur tout ’espace fréquentiel Un critere qui pourrait apparaitre plus

intuitif est donné par :
T ™ ™
/ / / I(wl, W, wg) dw1 dWQ dwg. (2.40)
—nJ—mJ—7

En utilisant les 27-périodicités de Z(w1,ws,ws3), et aprés quelques changements de va-
riables, I'intégrale ci-dessus peut s’exprimer de la maniéere suivante :

s m ™ 2m— |V| —
/ / / Z (w1, w2, ws3) dwy dwy dws = / / / 1/—1—04’1/ a> do dv dw
—rJ—mJ—7 27r+|z/\ 2 2
= / /%/%V 1/—|—ay )dadudw
2n+v ’ 2
/ /271'/ 1/—}—0[—271'?1/—0[ 77) dadydw)
—r 2
= / /QW/%H_V V+a i ) dodv dw
2n+v 7 ’ 2
2 o
:/ / / Iwy+a,y a) dadv dw.
2 —m J0 —27 T2 2

(2.41)
Cette expression est égale a Zg/2 quand &(w,v) = [—2m,2n[. En utilisant (2.14), il en
découle :
1 s s s
I[,QmQﬂ[ = / / / I(wl, w2, wg) dwl dCUQ dw?, (2.42)
—T J =T J—T

_Z/ / / \ Mhb wl,wg,w3)|2dw1 dws dws. (2.43)

ilyla

En utilisant 1’égalité de Parseval, on obtient également une expression de ce critere dans
le domaine temporel :

1 * *
167 TA.3 [ 2727 = Z Z Cum{yz yi (n+71)7y11 (n+T2)7yl2(n+T3)}‘2‘ (244)

il1ly T1,72,73

Sources i.i.d. Lorsque les sources sont i.i.d., I’hypothese H.5 se réduit a I’hypothese plus
habituelle : au plus 'un des cumulants d’ordre quatre des sources est nul. De plus, d’apres
(2.13), (w1, w2, ws) devient une fonction des deux variables w; et wp + ws dans ce cas.
Par conséquent, les contrastes Z ne dépendent plus du choix de «,,, qui peut étre fait
arbitrairement. Enfin, on a

- 1
I - EI{_QW’QW[. (245)

Ceci montre que le critere correspondant est de nouveau équivalent a un contraste basé
sur les intercumulants (2.44). Dans ce cas, il est facile de montrer que (2.24) devient

l= Z(I |QZHGZJ||>§Z|’Y§1\2- (2.46)
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ol fy;-l = Cum{s;(n), sj(n), s;j(n),s;(n)} est I'autocumulant d’ordre 4 (et sans aucun re-
tard) de la j°™¢ source.

On peut noter que, contrairement a ’approche de [20], la séparation peut étre ob-
tenue en maximisant la fonction de contraste proposée, sans supposer que les valeurs
| M, i (w2) My,;(—ws)| sont distinctes. A cet égard, cette approche ne fait pas jouer un réle

critique a certaines valeurs de wo et ws.

2.2.1-c) Contrastes discrétisés

L’utilisation pratique et I’estimation numérique des contrastes fréquentiels introduits
précédemment peuvent étre délicates. Aussi, nous proposons d’étudier dans ce paragraphe
leurs versions équivalentes apres discrétisation des fréquences.

Considérons le critere suivant :

1 K-

AL N
w7 2

1
( ”W” , %) (2.47)
p=0 ¢=0
ot pour tout p € {0,...,K — 1}, v, = 2ap/K et pour tout (p,q) € {0,..., K — 1}
rpg €E{—K+1,...,K -1}

Z(K) est obtenu & partir de I’équation (2.23) apres discrétisation sur K € N* points
fréquentiels. Pour clarifier le liens qui existe entre Z(5) et le critere Z dans (2.23), supposons
que a, = 2ma, /P ou P € N*et a,, € {—P+1,...,P—1}. Supposons aussi que la
fonction

(w,v) — Z(u& (2.48)

V4 Quy V— Quy
5 )
est intégrable au sens de Riemann. Alors, en choisissant K = kP avec k € N et, pour tout
(p,q) €{0,...,K —1}?, rp g = kay,,,,, on obtient directement : limy_. 7K =7,

Nous allons étudier maintenant ce qui ce passe lorsque nous ne sommes pas dans les
conditions asymptotiques. L’hypothése H.5 doit d’abord modifiée comme suit :
H.8 Pour tout (p,q) € {0,..., K —1}?, il existe 7, € {~K +1,..., K — 1} tel que, pour

au moins N — 1 sources :

4 Vatr Vg—r
0 (v, 5, 500 ) 0 (2.49)
Nous pouvons alors donner le résultat suivant, qui peut étre vu comme la forme équivalente
de la proposition 1 dans le cas discrétisé :

Proposition 3 Sous I’hypothése H.8, la borne supérieure de IE) est atteinte si et seule-

(K) .
PE) @ o4 P est une matrice de

ment si, pour tout p € {0,..., K — 1}, G(v,) =
permutation et ot, pour tout p € {0,..., K — 1}, <I>1(7K) est une matrice diagonale réelle.
De plus, si le systéme global a pour réponse impulsionnelle (g;j(k))i de longueur finie,

inférieure ou égale a un entier K, ce que l'on note'
gij(k) =0 pour k <0 ouk > K (2.50)

la borne supérieure est atteinte si et seulement si la séparation est réalisée. On a alors
pour tout w, G(w) =P e!(@+Dw) oy P est une matrice de permutation, ® est une matrice
diagonale réelle et D est une matrice diagonale a éléments entiers.

’extension au cas non causal RIF est immédiate.
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Preuve: Nous allons procéder de maniere similaire a la preuve de la proposition 1. D’apres (2.15),

K-1K-1

472 , . 2
i 25 e ) =
=0 ¢g=0 j

S

et la borne supérieure est atteinte si et seulement si, pour tout j tel que (2.49) soit vérifiée et pour
tout (p,q) € {0,.. -1}

Z Gij(—vp — o) P|Gij (=) = 1. (2.52)

En utilisant ’égalité de Parseval (pour la TFD), ceci méne a

Z‘ZW() ‘ —1, (2.53)

ol (gg()(k))ogkd( correspond & la TFD inverse de (G;;(vp))o<p<i i.e. & une version périodisée

de la (i, j)éme réponse impulsionnelle globale (g;;(k)) :
gl (k) =3 gij(k + pK). (2.54)
P

De plus le fait que, pour tout p € {0,..., K — 1}, la matrice G(vp) soit une matrice unitaire
introduit les contraintes :

N

Vi, |g” k)2 =1, (2.55)

[

Vi, Y |ngK) 21 (2.56)
J

”?
,_.o

x>
Il
o

En utilisant les mémes arguments qu’a la fin de la preuve de la proposition 1, ceci nous permet de
conclure que G(v,) est de la forme P ) e ®

Sous 'hypothese (2.50), (gi;(k))x et sa version périodisée sont identiques pour k € {0,..., K —
1} (c’est-a-dire gZ(JK)(k:) = gi;(k),Vk € {0,..., K —1}) et par conséquent, pour tout (i, j) fixé dans

{0,..., N —1}2, nous avons I’équivalence :
(vp €{0,....K—1}, Gij(v,) = 0) PR (Vk e{0,....K—1}, g (k)= o). (2.57)

Ceci signifie que Z(5) est maximal si et seulement si la séparation est réalisée. De plus, comme le
systeme global a été supposé RIF, I'indétermination passe-tout se réduit & une indétermination de
phase et de retard (voir paragraphe 2.4.1-b)). |

Il est également possible de définir une version discrétisée de Zg :

—-1K-1

70— Z >3 I(up, ”q+",”‘12") (2.58)

p=0 ¢=0 regk,

ol SK C {-K +1,..., K — 1}. Des résultats analogues & ceux obtenus pour le critéere
precedent S apphquent alors. On peut en particulier facilement démontrer :

Proposition 4 Supposons :
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H.9 Pour tout (p,q) € {0,..., K —1}2, il existe un ensemble Slffq c{-K+1,...,K—-1}
tel que, pour au moins N — 1 sources,

Vgtr Vg—r\ |2
3 ‘r§<up, o 2’”)‘ £0. (2.59)
rec‘féfq
Sous I’hypothése H.9, la borne supérieure de Ig;) est atteinte si et seulement si, pour tout
(K) . .
pef0,....K—1}, G(vp) = PE) @ oy PUE) est une matrice de permutation et, pour
tout p € {0,..., K — 1}, <I>,(,K) est une matrice diagonale réelle.

De plus, si le systéme global a pour réponse impulsionnelle (g;;(k))r de longueur finie
inférieure ou €égale a K, la borne supérieure est atteinte si et seulement si pour tout w,
G(w) - P 61(<I>+Dw)'

Il est intéressant de remarquer que la proposition 3 est en fait un cas particulier de la
proposition 4 dans la mesure oul nous avons :

) _ %I&Q (2.60)

quand, pour tout (p,q) € {0,..., K — 1}2, qu se réduit au singleton {r, ,}. Ainsi, apres
discrétisation, Ig,g) apparalt comme la forme la plus générale de contraste fréquentiel que
I’on peut considérer.

Des commentaires supplémentaire peuvent étre faits a propos de I’hypothese (2.50). En
pratique, la connaissance a priori que nous pouvons avoir est que le systéeme mélangeant
para-unitaire a une réponse impulsionnelle de longueur finie inférieure ou égale a L. Ainsi,
ses sorties peuvent étre séparées en utilisant un systeme a réponse impulsionnelle finie,
dont la réponse impulsionnelle est de la méme longueur maximale et le systeme global
résultant vérifie alors (2.50) avec K = 2L — 1. La difficulté principale dans ce cas est de
trouver une paramétrisation des matrices G(vp), p € {0,..., K — 1} cohérente avec a la
fois les hypotheses de réponse impulsionnelle finie et de para-unitarité. Nous verrons dans
la partie 2.4.1, qu’une possibilité pour cela est de considérer une représentation de l'inverse
estimé du systeme mélangeant par une structure en treillis sans perte.

2.2.2 Retour sur les contrastes temporels
2.2.2-a) Généralisation de contrastes connus

Les contrastes précédents requierent I’estimation de nombreux cumulants croisés, com-
me on peut le voir au travers de I’équation (2.44), par exemple. De ce fait, il faut s’attendre
a des performances limitées au niveau de la qualité de 'estimation statistique. De plus, le
calcul d’un critere mettant en jeux de nombreux cumulants peut représenter une charge
de calcul importante. Pour faire face a ces difficultés, nous adoptons la méme approche
que dans [90] et nous déduisons des contrastes qui demeurent valables méme dans le cas
non i.i.d. Cette approche est basée sur la propriété suivante [69, 90] :

Propriété 1 (majoration d’un contraste) Soit C; une fonction réelle des sorties du
systeme global et soit Co un contraste. Si les conditions suivantes sont réunies :

(i) pour tout signal source (s(n))nez dont les composantes sont indépendantes :

C1((s(n))nez) = C2((s(n))nez),
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(ii) pour toutes les sorties globales (y(n))nez possibles : C1((y(n))nez) < C2((y(n))nez),

alors, C1 est un contraste.

De maniére similaire a I'expression de Z (w1, ws,ws) dans le lemme 1, définissons :

J (w1, w2, w3) : Zﬂzhb’ il (W1, w2, w3)[? (2.61)

illo

o, les coefficients de pondération 7;;,;, sont définis par :

=1 quandi=I; =9 (2.62)

v<i,ll,l2) € {1,...,N}3 Nily 1y )
<1 sinon.

Par analogie avec (2.23), nous considérons maintenant :

2 2
/ / Wt O‘“’ v Y 20‘“’”) dw dv. (2.63)

D’apres (2.14), nous avons J (w1, ws,ws) < Z(wi,ws,ws) et par conséquent J < Z. De
plus, lorsque les sorties du systeme global sont égales aux sources a une permutation et
un filtrage passe-tout pres, les termes dans (2.61) et (2.14) pour lesquels I'un des indices
i,11,1ly differe des deux autres, s’annulent. Par conséquent, J atteint la valeur maximale
de Z et dans ce cas : J = I = Ipnax. En invoquant la propriété 1, nous pouvons alors
conclure :

Proposition 5 Sous ’hypothése H.5, J est un contraste.
En utilisant les mémes arguments, on montre que :

Proposition 6 Sous l’hypothése H.6,

oo v+a v—a
Je ._/0 /0 </g(w,y)j(w’ 55 )da)dwdl/ (2.64)

est un contraste.

Le choix des coefficients de pondération n;;,;, offre toute une gamme de contrastes
possibles. Cependant, il semble judicieux de fixer a zéro certains des coefficients de pondé-
ration : les criteres obtenus ont alors moins de termes et présentent donc une expression
plus simple que celle de 7 ou Zg¢ correspondante. Comme premier cas particulier, on peut

choisir :
1 si ll = lg
Nilily = { . (2'65)
0 sinon.
En appliquant I’égalité de Parseval, on a alors

;7[ 2727 = Z Z |Cum{yi(n)ay:(n+Tl)7yl(n+7—2)ayl*(n+T3)}’2' (266)

il T1,72,T3

163

Cette expression nous rappelle un contraste introduit dans [67] pour les mélanges instan-
tanés et dans [90] pour le cas convolutif i.i.d. Un autre choix possible pour les coefficients

de pondération est
1 si ll =1
Milyly = { . (2'67)

0 sinon.
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Le contraste s’écrit alors :
1

167‘(‘3‘7[*2#,2#[:2 > [Cumfyi(n), 4 (n+70),yi(n + 72), 55 (n + 75)}?, (2.68)

il T1,T2,T3

qui peut étre vu comme une extension du contraste dans [58] au cas convolutif. Enfin, il
nous faut mentionner la possibilité suivante :

1 sily=l=1
Nilyly = { Lo (2.69)

0 sinon ,

qui mene a I'expression la plus simple du contraste :

1

T = 30 S (Cum{yi(n),ui (0 + 1), i+ ), ()P (270)

1 T1,72,73

Cette équation est la plus simple expression connue d’'un contraste temporel, basé sur des
cumulants d’ordre quatre, et valable de plus dans le cas général de signaux non i.i.d. (i.e.
sans aucune hypothese sur les sources en dehors de leur indépendance mutuelle). Elle a
déja également été obtenue par Liu et Inouye par une approche entierement temporelle
[60]. En raison de la somme infinie sur 71, 72, 73, ce contraste demeure cependant délicat &
utiliser, tout comme I’étaient les contrastes fréquentiels.

2.2.2-b) Simplification maximale des contrastes

En nous appuyant sur certaines propriétés des sources, nous proposons d’exploiter les
contrastes précédents pour les simplifier encore plus : nous cherchons & réduire autant que
possible le nombre de termes dans les sommes des équations (2.66), (2.68) ou (2.70).

En évoquant a nouveau la propriété 1, on remarque aisément que , dans les expressions
(2.66), (2.68) ou (2.70), nous pouvons faire disparaitre tous les termes qui s’annulent
lorsque la séparation est effectuée. Nous pouvons ainsi affirmer la proposition suivante :

Proposition 7 Si le support des cumulants d’ordre quatre des sources est contenu dans
un support S, on obtient toujours un contraste en remplacant la somme infinie sur Ty, To, T3
dans (2.66), (2.68) ou (2.70) par une somme sur S.

Il faut souligner ici que nous considérons le support des cumulants des sources, et non
pas celui des sorties globales qui est en général plus large et dépend de 'ordre du systeme
de mélange. Le domaine de sommation dépend ainsi des sources considérées, et pour une
large classe de sources, il peut étre supposé fini.

En particulier, si s;(n) est i.i.d., seul 'autocumulant sans aucun retard est non nul. On
peut ainsi se limiter & 71 = 75 = 73 dans la somme (2.70) et nous obtenons le contraste
déja trouvé dans [24] :

Co = Y [Cum{y;(n), yf (n), yi(n), y; (n)}*. (2.71)

(2

Dans la partie 2.3, d’autres exemples de signaux seront donnés, qui présentent un
support fini du champ d’autocumulants. En particulier, les sources de type multiplicatif
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telles que celles décrites dans le paragraphe 2.3.2-a), vérifient :

Cum{s;(n),s;(n+11),s:(n+72),s;(n+73)} #0

4 (2.72)
(11 = 0,70 =713 et |12| < M)
ou :
(ro =0,71 =713 et |T| < M)
ou :
(3 =0,71 =12 et |7| < M)

On obtient dans ce cas le contraste suivant :

Cr= [lCum{yi(N),yf(n),yi(N)’yf(N)}F

M
+6) [Cum{yi(n), y; (n), yi(n + 1),y (n + 1)}, (2.73)
T=1

Il a été observé au cours des simulations que, pour un certain nombre de sources non
linéaires, le critere (p semblait mener a la séparation. En conséquence, une question que
I'on peut naturellement se poser a ce stade est de savoir si (y est également un contraste
dans le cas non i.i.d. Comme on peut s’y attendre, la réponse est en général négative :

Proposition 8 Le critere (o nest pas nécessairement un contraste pour la séparation
aveugle de sources non i.i.d.

Ce fait important, qui souligne l'intérét des contrastes (2.73) est prouvé par le contre-
exemple ci-apres :

Preuve: Considérons des sources multiplicatives telles que celles qui seront décrites au paragraphe
2.3.2-b) et telles que € < 1/4. Ces sources vérifient :

Cum{s(n), s(n),s(n),s(n)} =€ (2.74)

1sipe{-1,1}

2.75
0si|p| > 1. (2.75)

Vp#0 Cum{s(n),s(n),s(n+p),s(n+p)} = {

Supposons que la matrice de réponse fréquentielle du filtre global soit donnée par :

1 f1-e  14e™
G(w) - 5 (1 —eTw 14+ 6“‘)) . (276)

En utilisant la multilinéarité des cumulants et I'indépendance des sources, on obtient aisément les
autocumulants sans retards :

* * * * de + 3
Cum{y1(n), y1(n), y1(n), y1(n)} = Cum{yz(n), y2(n), y2(n), 12(n)} = — (2.77)
et par suite, nous avons la valeur du contraste pour le filtre G donné ci-dessus :
de +3\?
=2 2.78
o ( 16 ) (2.78)

Pour € < i, cette expression est plus grande que 2€2, qui est la plus grande valeur de (; pour
un filtre global séparant. Ainsi, dans ce cas, le maximum de (y ne correspond pas a une solution
séparante et ce ne peut donc pas étre un contraste. |

Nous allons maintenant introduire quelques signaux permettant d’appliquer les idées
qui viennent d’étre exposées dans cette partie.
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2.3 Exemples de signaux non linéaires

Cette partie présente quelques signaux non linéaires qui ont été utilisés dans nos si-
mulations. Conformément aux hypotheses de ce chapitre, les signaux en questions sont
décorrélés.

Les domaines de 1’économétrie et de la finance ont été rapidement confrontés a des
phénomenes que les approches linéaires ne peuvent expliquer, tels que la persistance d’une
forte variance des prix, ...Ils ont donc éprouvé la nécessité de considérer des modeles
non linéaires et offrent ainsi un grand nombre d’exemples de signaux non linéaires, dont
une classe importante est constituée par les processus conditionnellement gaussiens. Nous
introduisons tres brievement la notion de volatilité avant de définir les modeles dits de
volatilité stochastiques. Un signal inspiré du modele précédent et construit de maniere ad
hoc pour servir de contre-exemple est présenté. Enfin, nous décrivons les modeéles ARCH.
Les propriétés utiles de chacun de ces processus sont rappelées a chaque fois.

2.3.1 Signaux de volatilité stochastique

Les données financieres ou économiques présentent fréquemment des corrélations dans
leurs amplitudes. Ainsi, si (s(n))necz est la grandeur étudiée, ’analyse empirique de cer-
taines données financieres montre que s(n)? et s(n + m)? (o m € N*) sont corrélées.
Ce fait se traduit par un phénomene de regroupement des valeurs prises par série, en des
périodes de grande ou de faible agitation. Ce phénomene peut étre pris en compte au tra-
vers de modeles de type «multiplicatifsy qui s’écrivent comme le produit de deux autres
signaux :

Vn € Z s(n) = a(n)é(n) (2.79)

Le cas le plus simple, qui sera celui que nous considérerons, est celui ou (£(n))nez est
ii.d. centré et de variance 1. (£(n))necz est de plus indépendant de (a(n)),ecz. Plusieurs
conséquences découlent de ces hypotheses :

— (8(n))nez est décorrélé et de moyenne nulle.

— La variance de (s(n))nez est égale a celle de (a(n))nez.

— dans le cas ou ({(n))nez est de plus gaussien, la loi conditionnelle de s(n) connaissant

a(n) est une loi normale centrée de variance a(n)?.
Ainsi, la non linéarité de (s(n)),ecz est liée a la dépendance temporelle introduite par le
processus (a(n))nez qui controle la variance conditionnelle de (s(n)),cz. Dans la littérature
financiere, a(n) est appelée volatilité? : elle constitue une mesure de la variabilité d'une
grandeur et fournit de ce fait une indication sur son risque boursier.

La suite (a(n))nez peut étre une fonction du temps, ou une variable aléatoire. Le
modele dit de volatilité stochastique est celui ou a(n) s’écrit a(n) = e~ et ot A(n) est
un modele AR engendré par un bruit indépendant de (£(n))nez [86].

Toutefois, pour nos applications, nous considérerons uniquement le cas ou (a(n))nez
est un modele MA (paragraphe 2.3.2) ainsi que le cas des signaux ARCH (paragraphe
2.3.3). Auparavant, nous examinons l’allure du champs de cumulants d’une source donnée
par (2.79).

211 existe en réalité plusieurs notions de volatilité (implicite, historique, instantanée, ...) correspondant a
des définitions distinctes. La volatilité peut parfois étre simplement assimilée a I’écart-type des observations
effectuées (voir [86] pour une présentation détaillée ou [72] pour une simple introductions aux liens entre
marchés financiers et mathématiques).
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Champ de cumulants Sil'on note o2 := E{a(n)?}, il vient en utilisant I'indépendance
de (a(n))nez et de (§(n))nez :

“g(p17p2ap3) = M;l(pl,pg,pg) - 02(61715;02*;03 + 5P26p1*p3 + 510361017172)
= Mg(l)lap%Ps)Mf(thapS) - ‘73(519151?2—133 + OpyOpy—ps + Opy Opy—ps ). (2.80)

ou 'on a noté

Ks(p1,p2,p3) := Cum{s(n),s"(n +p1),s(n +pa),s*(n+p3)} et (2.81)
M (p1,p2,p3) := E{s(n)s*(n + p1)s(n + pa)s*(n+ p3)}. (2.82)
Or, (&£(n))npez étant ii.d., Mg‘(pl,pg,pg) est non nul uniquement quand (p1, p2, p3) vérifie

l'une des conditions :

(p1 =0 et po = p3)
ou :

(p2 = 0 et p1 = ps3) (2.83)
ou :

(p3 =0 et py = p2)

L’ensemble des triplets (p1, p2, p3) satisfaisant (2.83) prend la forme de trois droites concou-
rantes en l'origine; nous noterons S, ’ensemble des tels triplets. Il apparait donc que
/ﬁﬁ(pl, p2,p3) est nul en dehors de ’ensemble S,. Compte tenu de 'invariance des cumu-
lants par permutation, il est alors suffisant de considérer les cumulants pour les triplets
du type (0,p,p) avec p € N.

2.3.2 Cas particuliers ou1 a(n) est MA

Nous supposons maintenant que (a(n)),ez est un modele MA :

M
a(n) =Y b(n)e(n — i), ot (£(n))nez est iid. (2.84)
=0

Ce choix a été dicté par le souhait d’obtenir un modele dont le champ de cumulants soit
de support borné. Par ailleurs, cela nous a permis de construire un exemple de signal
dont l'autocumulant d’ordre quatre en (0,0,0) est nul, sans pour autant que le champs
d’autocumulants soit nul (ni que le signal soit gaussien).

2.3.2-a) Support fini des cumulants

Compte tenu de (2.84), a(n) et a(n — p) sont indépendants des que |p| > M. Par
conséquent :

Vp,lpl > M Mg (0,p,p) = E{a(n)®a(n — p)*}
= E{a(n)*}E{a(n —p)}* = o, (2.85)
Comme par ailleurs :

Vp#0  ke(0,p,p) = M, (0,p,p) M (0,p,p) — 0y
= M (0,p,p)E{¢(n)*}E{&(n — p)*} — of
= M, (0,p,p) — o (2.86)
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on en déduit que x%(0,p,p) = 0 si |p| > M. Par suite, les cumulants de (s(n)),ez sont non
nuls uniquement sur S, N {(p1,p2,p3) | |p1| < M, |p2| < M, |ps| < M} et seul un nombre
fini de cumulants de (s(n)),ecz sont donc non nuls.

2.3.2-b) Une source de cumulant d’ordre quatre nul en (0,0,0)

Nous reprenons le modele multiplicatif de I’équation (2.79) et considérons le cas ou
(a(n))nez est un modele MA d’ordre 1 donné par :

a(n) =¢e(n)+e(n—1) (2.87)

ou €(n) est un processus i.i.d. prenant ses valeurs dans {—1,0,41} avec des probabilités
respectives 1/4,1/2 et 1/4. £(n) est choisi comme étant un processus i.i.d. prenant avec
une méme probabilité 1/4 ses valeurs dans ’ensemble :

ou l'on suppose que € €] — 1/2,2].
On peut aisément vérifier que a(n) et £(n) sont de variance unité et que E{a(n)*} = 5/2

ot B{e(n)*} = 289 Ajnsi

Cum{s(n), s(n),s(n),s(n)} = E{a(n)}E{£(n)} —3 =« (2.88)

et pour p # 0, on obtient aisément :

$sipe{-1,1}

) (2.89)
0si|p| > 1.

Cum{s(n), s(n), s(n +p),s(n +p)} = {

Ainsi, nous avons obtenu un processus de champs de cumulants d’ordre quatre non

nul et ayant une valeur arbitrairement proche de zéro (et éventuellement nulle) de son
cumulant d’ordre quatre en (0,0,0).

2.3.3 Signaux ARCH
2.3.3-a) Définition

Les modeles auto-régressifs a hétéroscédasticité conditionnelle (ARCH en anglais) ont
été introduits par Engle en 1982 [34]. On pourra consulter [40, 86] pour leur étude plus
précise et [11] pour leurs applications possibles en finance.

Les signaux ARCH correspondent a un modele de signaux multiplicatifs (2.79), mais
dans lequel n’intervient qu’une seule source aléatoire :

Définition 4 On dit que le processus (s(n))nez suit un modéle ARCH(M ) lorsqu’il est
défini par :
Vn € Z s(n) = a(n)é¢(n) (2.90)

ot (£(n))nez est i.i.d., centré, gaussien et de variance 1 et (a(n))nez est positif et donné
par Uéquation suivante dans laquelle (o;)o<i<m sont des coefficients réels :

M
Vn € Z a(n)?* = ag + Z a;s(n —i)? (2.91)
i=1
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On constate dans ce modele que la variance est une fonction des valeurs passées du pro-
cessus. L’idée sous-jacente a un tel modele est que les chocs aléatoires peuvent avoir une
plus forte probabilité & certains moments qu’a d’autres. Sur les données financieres, il per-
met d’expliquer les regroupements de volatilité, i.e. la persistance de fortes (ou faibles)
variations de la grandeur étudiée sur plusieurs périodes.

2.3.3-b) Etude du cas particulier d’un processus ARCH(1)

Dans le cas d’un processus ARCH(1), une étude directe permet d’obtenir rapidement
quelques propriétés. Nous les présentons ici avant de citer les théorémes généraux dans le
paragraphe suivant.

Dans le cas ARCH(1), 'équation (2.91) devient :

Vn € Z a(n)? = ap + ars(n — 1)? (2.92)
et on en déduit immédiatement que le processus s(n) = a(n)§(n) vérifie :

E{s(n)?} = ap + yE{s(n — 1)?}. (2.93)

Si a1 < 1, I'équation de récurrence (2.93) admet 'unique solution stationnaire :

E{s(n)’} = 5 - (2.94)
aq
De plus, on a :

E{s(n)'} = E{a(n)" }E{¢(n)"} (2.95)

et £(n) étant gaussien :
E{s(n)*} = 3E{a(n)*} = 3BE{(ap + a1 s(n — 1)%)?} (2.96)
= 3(&3 + 2apa1E{s(n — 1)?} + 2E{s(n — 1)4}) (2.97)

ap(l+a1) 2 4
= 3017 + 3a7E{s(n — 1)*}. (2.98)
oy

En supposant & la fois 0 < a; < 1 et 3a? < 1 (ce qui se résume & la condition 0 < ay < %),
nous pouvons donc obtenir la solution stationnaire a 'ordre quatre :

303(1 4 1)
(1—a1)(1 - 3a7)

E{s(n)*} = (2.99)

De plus, par les équations (2.94) et (2.99), nous obtenons le cumulant d’ordre quatre du
processus ARCH(1) s(n) :

s(n)? af
Cum{s(n), s(n),s(n),s(n)} = M —3= 1 f 3104%'

(2.100)

On constate en particulier que le coefficient de kurtosis est positif ce qui implique que la
distribution de s(n) est leptokurtique (elle a une queue épaisse).
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2.3.3-c) Conditions d’existence d’une solution stationnaire et des moments
d’ordre quatre

Les théoréemes suivants sont adaptés de [40] et permettent d’assurer respectivement
I'existence d’une solution stationnaire et I’existence des moments d’ordre quatre pour le
processus défini par (2.90)- (2.91).

Théoreme 1 Sous les conditions de régularité

M
ag> 0,0, >0,i=1,....Met Y a; <1, (2.101)
i=1

il existe une solution stationnaire au sens large p.s. pour le processus ARCH(M) décrit

par les équations (2.90) et (2.91). Ce processus est non corrélé, de moyenne nulle et de
‘ a0

variance T

Théoréme 2 Pour un processus ARCH(M) défini par les équations (2.90) et (2.91) avec

les parameétres a; > 0,1 =1,..., M et Zf\il a; < 1, une condition nécessaire et suffisante

pour l’existence de moments d’ordre quatre est :

3aT(Id -y Ha < 1 (2.102)
ot o= (a1,...,an)T et est la matrice 1 = (Vig)(ig)e1,..., my2 avec :
Yij = Qigj + ij (2.103)

ou, dans l’équation (2.103) uniquement, on a adopté la convention oy, = 0 si p < 0 ou
p=> M.

Remarque 3: On retrouve les résultats du paragraphe précédent par application des
théoremes ci-dessus. Un processus ARCH(1) défini par ’équation (2.92) :
— admet une solution stationnaire si ag > 0 et a1 < 1.
— a des moments d’ordre quatre finis si en outre 302 < 1.

2.4 Mise en ceuvre de la séparation

2.4.1 Paramétrisation par une structure en treillis sans perte

L’ensemble des résultats obtenus dans la partie 2.2 sont valables a condition d’avoir
effectué un préblanchiment et de travailler avec un filtre séparateur para-unitaire. Nous
donnons ici une paramétrisation des filtres para-unitaires qui permet de se ramener a un
probleme d’optimisation sans contraintes. Les techniques utilisées pour la maximisation
sont alors brievement exposées.

2.4.1-a) Paramétrisation

Les filtres para-unitaires peuvent étre paramétrisés par une structure dite en treillis
sans perte®. On consultera [96] pour plus de précisions. La paramétrisation est la suivante
pour un filtre W|z] :

311 arrive que les filtres para-unitaires soient aussi appelés filtres sans perte.
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N-1 N—-1 N-1 N
Wiz (H Rix ekN)) (H Ry (02y) )D[z](H H k(0L ) (2.104)
k=1 k=1 k=1 j=k+

Dans cette expression, les angles de rotation 6} ; peuvent étre choisis dans [—m/2,7/2] et
Pélément (n,m) de chaque matrice de rotation est défini par :

( . .
cos(p) sin=m=koun=m=
—sin(y) si (n,m) = (k,j)
Vo €[0,7/2], Rij(@)lnm = {sin(e)  si(n,m) = (j,k) (2.105)
1 sin=m¢{j,k}
0 sinon
tandis que D[z] = Diag(1,...,1,27!) correspond & un retard sur la derniére composante.

Afin de fournir une paramétrisation complete de I’ensemble des filtres para-unitaires de
réponse impulsionnelle finie, un terme multiplicatif Diag(+1, ..., 41, :I:z’d), d € 7, doit
étre inclus dans (2.104).

La paramétrisation ci-dessus sera utilisée pour le filtre de séparation. Le filtre de mé-
lange sera choisi également avec une telle paramétrisation. Ceci offre le double avantage
de permettre I’étude de la séparation indépendamment de 1’étape de préblanchiment (qui
peut poser quelques difficultés dans la pratique), et de pouvoir connaitre la longueur de
la réponse impulsionnelle du filtre para-unitaire séparant —un filtre para-unitaire de ré-
ponse impulsionnelle finie est en effet inversible par un filtre para-unitaire dont la réponse
impulsionnelle est de méme longueur. Il résulte de ceci que le filtre global G[z], dont on
sait qu’il est para-unitaire, sera en outre de réponse impulsionnelle finie dans notre mise
en ceuvre. Examinons la conséquence de ce fait sur 'ambiguité de filtrage qui reste apres
séparation.

2.4.1-b) Une conséquence sur ’ambiguité de filtrage

Nous avons déja vu que le fait de travailler dans I’ensemble des filtres para-unitaires
transformait ’ambiguité de filtrage SISO résiduel en une ambiguité de filtrage passe-tout.
Le fait de travailler avec des filtres & réponse impulsionnelle finie (ce qui est le cas en
utilisant la paramétrisation ci-dessus) entraine une restriction supplémentaire.

Dans le cas ou le filtre global G|z] est para-unitaire et de réponse impulsionnelle finie,
I'ambiguité de filtrage résiduelle apres séparation se réduit a un retard et une phase et le
filtre SISO correspondant est du type : ez~
Preuve: Notons en effet h[z] le filtre SISO résiduel & I'issue de la séparation. Comme ce dernier est
passe-tout, il vérifie |h[z]| = 1 pour tout z du cercle unité. Ayant supposé la réponse impulsionnelle
finie, il existe de plus k € Z tel que 2*h[z] soit un polynome, qui vérifie |z¥h[z]| = 1 pour tout z
du cercle unité. Il s’ensuit que le polynome z*h[z] est nécessairement de la forme e*?z! avec | € N
et ¢ € R. On obtient donc le résultat précédemment annoncé avec d = —I + k. |

Le fait souligné ici est d’importance pour les simulations : il nous sera en effet possible
dans ce cas de calculer une erreur quadratique moyenne sur les sources reconstituées apres
suppression des seules ambiguités de phase et de retard.
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2.4.2 Optimisation des contrastes
2.4.2-a) Algorithmes classiques : optimisation sans contrainte

Une fois donnée la paramétrisation (2.104) du filtre séparant, la maximisation du
contraste se rameéne & un probleme classique d’optimisation sans contrainte (les angles
de rotations peuvent étre choisis dans [—7/2,7/2], mais il n’y a nulle obligation). Une
introduction aux différentes méthodes d’optimisation possible peut étre trouvée dans de
nombreux ouvrages ([63] par exemple) ; les méthodes d’optimisation qui ont été utilisées
sont :

descente successive selon les coordonnées : comme la paramétrisation choisie est
fonction d’angles de Jacobi, cette méthode appartient a ’ensemble des méthodes
dites de Jacobi.

— gradient : étant une méthode extrémement simple, elle a été programmée en premier
afin de constater la validité des résultats.

— gradient conjugué : elle offre une vitesse de convergence bien plus rapide que la
méthode du gradient sans nécessiter le calcul du hessien de la fonction optimisée.

— méthodes de quasi-Newton : elles nécessitent le calcul du hessien de la fonction opti-
misée, mais pas son inversion. La toolbox de Matlab a offert la possibilité d’utiliser
aisément ces méthodes dont la rapidité de convergence est nettement améliorée com-
parativement au gradient.

L’ensemble des méthodes évoquées ci-dessus ne permettent généralement qu’une optimisa-
tion locale du critere considéré. Or, comme expliqué dans la partie 2.5, nous avons constaté
que les contrastes présentaient de nombreux maxima locaux. Afin de proposer un début de
solution, nous avons envisagé 'utilisation d’algorithmes génétiques. Nous proposons une
courte présentation de ces derniers dans le paragraphe suivant.

2.4.2-b) Algorithmes génétiques

Les algorithmes génétiques offrent une possibilité d’optimisation globale. Leur mise en
ceuvre ainsi que leur principe de base, que nous présentons ici, sont relativement simples.
L’efficacité de telles méthodes est reconnue dans des cas ou d’autres méthodes se révelent
inefficace. Une toolbox Matlab est disponible sur internet [1], accompagnée d’une intro-
duction plus approfondie aux algorithmes génétiques, ainsi que d’une bibliographie.

Qu’est-ce qu’un algorithme génétique ? Un algorithme génétique est un «algorithme
stochastique itératify qui, a partir d’'une population initiale, opere sur des ensembles de
points codés a l’aide de trois opérateurs : croisement, mutation, sélection. Les deux pre-
miers sont des opérateurs d’exploration de l’espace, tandis que le dernier fait évoluer la
population vers les optima d’un probleme. Cette méthode est directement inspirée de la
théorie de Darwin sur I’évolution des espéces : en permettant aux seuls individus bien adap-
tés a ’environnement de se reproduire, la nature assure la pérennité de leurs meilleures
caractéristiques, lesquelles se recombinent entre elles (chaque enfant regoit de bonnes ca-
ractéristiques a la fois de son peére et de sa mere) pour former & chaque génération de
nouveaux individus toujours mieux adaptés a leur environnement.

Descriptif du fonctionnement d’un algorithme génétique Les algorithmes géné-
tiques considerent une population d’individus, qui représentent autant de solutions pos-
sibles au probléeme considéré. Chaque individu est représenté par ses chromosomes par le
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biais d'un codage défini entre I’ensemble des solutions envisageables a priori et un ensemble
de chaines de caracteres définies sur un certain alphabet. Dans un cas simple, il est par
exemple possible de coder les solutions possibles sur un certain nombre de bits.

Une population initiale est créée, par exemple par tirage aléatoire, et est amenée a vivre.
Les individus de cette population se reproduisent en suivant trois regles pour générer la
population de la génération suivante :

croisement Etant donnés deux parents de la population actuelle, un croisement donne

au chromosome fils des caractéristiques partagées de ses deux parents.

mutation Les mutations consistent a opérer des modifications aléatoires sur les genes

des différents chromosomes afin d’introduire une plus grande diversité et ainsi mieux
explorer I'espace des solutions.

sélection Au sein de la population fille, obtenue par reproduction (croisement et mu-

tation), sont sélectionnés les individus les mieux adaptés au probleme posé au sens
d’'un certain critere d’adéquation a définir. Ce critere se définit en général comme
une fonction de la grandeur & optimiser. Le résultat de la sélection donne alors la
population de la génération suivante.

Le processus ainsi décrit est réitéré sur un certain nombre de générations. Un critere
d’arrét permet l'arrét du processus, et la, ou les solution(s) retournée(s) est alors celle(s)
correspondant a l'individu (ou aux individus) qui, au sein de la derniere génération, ré-
pond(ent) le mieux au probléme posé.

Avantages des algorithmes génétiques Les algorithmes génétiques présentent un
certain nombre de caractéristiques propres. On peut en particulier noter les points sui-
vants :
— les algorithmes génétiques travaillent en parallele sur une population de points et
non pas sur un seul point.
— les algorithmes génétiques ne nécessitent aucune information sur la dérivée, ni de

toute autre nature concernant la fonction & maximiser (convexité, continuité, ... ).
— les algorithmes génétiques utilisent des regles de transitions aléatoires et non pas
déterministes.

— les algorithmes génétiques travaillent sur un codage de l’ensemble des parametres,
pas sur les parametres eux-mémes (& moins de se placer dans le cas particulier de
genes réels).

Compte tenu de ces faits, les algorithmes génétiques sont adaptés a certains problemes
particuliers : on peut évoquer entre autres les problemes de nature discréte par essence,
ceux ou l’ensemble des solutions envisageable est de grande dimension. Egalement dans le
cas de probléemes a solution non unique ou d’optimisation multi-objectifs, les algorithmes
génétiques se révelent potentiellement intéressant pour trouver un ensemble de solutions
Pareto-optimales* En revanche, dans le cas de fonctions simples, convexes, dérivables, la
performance des algorithmes génétiques est en général bien inférieure a celle des méthodes
plus classiques.

D’apres ces observations rapides, il semble donc que, dans les problemes de séparation
de sources, les algorithmes génétiques pourraient étre utiles afin de résoudre la difficulté
liée a l'existence de maxima locaux. En revanche, un algorithme classique, et méme un
simple gradient, devrait étre bien plus efficace pour converger vers le point cherché une

4Dans le cadre de la maximisation multi-objectifs, une solution est dite Pareto-optimale lorsque toute
autre solution permettant de maximiser plus I'un des criteres, en diminue nécessairement un autre.
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fois ramené dans le voisinage d’une solution globale. Nous avons donc proposé d’évaluer
rapidement les résultats que peut fournir une telle méthode, parfois au prix d’un cout de
calcul élevé. Le fait d’obtenir des résultats positifs inviterait a poursuivre I'effort dans la
recherche de méthodes conjointes de séparation de sources.

2.5 Simulations

En plus de confirmer la validité des résultats théoriques aussi bien dans le cas i.i.d. que
non i.i.d., le but de ces simulations a été de comparer les différents contrastes afin d’offrir
des éléments de choix. Intuitivement, un contraste devrait étre d’autant plus délicat a
estimer qu’il prend en compte un plus grand nombre de cumulants avec des retards plus
importants. On peut s’attendre dans ce cas a une moins bonne estimation statistique
et & une moindre qualité de la séparation. Cependant, la prise en compte de retards
supplémentaires est aussi susceptible d’apporter une information supplémentaire qui peut
améliorer la séparation. Rappelons les différents contrastes utilisés dans ces simulations et
apportons quelques précisions a leur sujet :

— contrastes fréquentiels :

_ 47 — v, UV,
(K) — =27 Yqtrpg Ya—Tpa
7w = 2§ § I(up, SR ) (2.106)

avec 1p 4 = 0 (noté I sur les figures)
3 K—1K-1

U0 — % SN (v ) (2.107)

p=0 ¢=0 regk,

avec ngq ={-K+1,...,K — 1} (noté Igx sur les figures)

Le nombre K de fréquences discretes a été choisi égal a deux fois la longueur du filtre
de mélange. Pour le calcul de ces criteres, une estimée du trispectre a été obtenue
par une technique du tri-périodogramme lissé. L’optimisation de tels contrastes a
été réalisée par une procédure de type Jacobi.

— contrastes temporels :

Cacr = > 1Cum{yi(n),yi (n+71),ys(n+ 7). (n+m3)}> (2.108)

i T |<M
[r2|<M
|m3|<M

Cr=) [lCum{yi(n%y?(n)ayi(n)’ vi ()}

)

M
+6  [Cum{yi(n), i (n), yi(n + 7), 47 (n+ 1)} (2.109)
T=1
o =Y _|Cum{y;(n),y; (n), i (n), v} (n)} (2.110)

)

Le contraste (ac,m est la forme la plus générale, valable théoriquement pour tout
type de signal lorsque M — 400, tandis que (s est valable pour les signaux mul-
tiplicatifs et que (p n’est théoriquement valable que dans le cas de signaux i.i.d. La
méthode d’optimisation employée a été un gradient en ce qui concerne ces contrastes
temporels.
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Les signaux source considérés étaient tous centrés et de variance unité. Plus précisé-

ment, il s’agissait de :

— signaux ii.d. : nous avons considéré des signaux réels de type PAM4 (rappelons
qu’ils prennent avec une probabilité 1/4 I'une des quatre valeurs {:I:%, :l:%}) et
des signaux distribués selon une loi uniforme. L’ensemble des criteres considérés
constituent des contrastes pour ces sources.

— des signaux de volatilité stochastique (voir équation (2.79)), avec a(n) pris comme
un modele MA. Les sources de contre-exemple données dans le paragraphe 2.3.2-b)
en sont un cas particulier particulierement intéressant. Pour de telles sources, les
criteres fréquentiels, (ac,ar et (ar (avec M suffisamment grand, mais fini) sont des
contrastes. En revanche, {y n’est pas un contraste.

— de signaux ARCH, pour lesquels en théorie, les mémes contrastes que ci-dessus sont
valables, avec cependant M infini.

— des signaux obtenus par sous-échantillonnage d’un facteur 2 d’une source linéaire,
provenant elle-méme du filtrage d’une source i.i.d. binaire par le filtre de réponse
impulsionnelle : (0.1759 0.0350 0.3609 0.1890 -0.0545 0.3231 0.3087 0.4688 0.1204
-0.6041). Dans ce cas, les criteres fréquentiels ainsi que {ac,p avec M > 5 sont des
contrastes ; tandis que (s n’en est pas un quel que soit M.

2.5.1 Propriétés locales des contrastes

Afin d’isoler les différents problemes susceptibles d’intervenir, nous avons utilisé, dans
toute cette partie sur les propriétés locales, des algorithmes d’optimisation locale initialisés
a des points proches de la vraie valeur des parametres. Plus précisément, I'algorithme d’op-
timisation a été initialisé de facon systématique en prenant pour valeur initiale de chaque
angle, la vraie valeur cherchée a laquelle a été ajoutée une variable aléatoire uniformément
répartie dans [—7/20,7/20] : ceci représente un écart maximal de 10% de l'intervalle de
variation des angles.

Apres séparation, les seules indéterminations restantes (phase et retard d’apres le pa-
ragraphe 2.4.1-b)) ont été éliminées par une méthode de corrélation. Ceci a permis de
considérer l'erreur quadratique moyenne sur chacune des sources reconstituées afin de
quantifier la qualité de la séparation.

Tous les résultats et valeurs proviennent du moyennage sur 100 réalisations des filtres
et des sources, tirés aléatoirement par une méthode de Monte-Carlo.

Résultats et commentaires L’erreur quadratique moyenne de reconstruction des sour-
ces (EQM) est donnée en fonction du nombre d’échantillons et pour différents contrastes
utilisés sur les figures 2.2, 2.3, 2.4 et 2.5. Le type de sources utilisées sont respectivement des
sources i.i.d. PAM4, les sources du contre-exemple donné en 2.3.2-b), des sources ARCH(9)
et des sources obtenues par sous-échantillonnage d’un processus linéaire. Le tableau 2.1
donne également la valeur de PTEQM pour les intervalles de confiance a 90%, pour des
sources i.i.d. et du contre-exemple. La figure 2.6 donne la valeur de 'EQM moyenne en
fonction de la longueur du filtre, tandis que la figure 2.7 permet de voir I'influence d’un
bruit additif.

D’une fagon générale, on constate qu’il est avantageux de considérer le contraste qui
comporte le moins de cumulants possibles. En particulier, les contrastes fréquentiels, qui
utilisent théoriquement le champ de cumulants complet, offrent de moins bons résultats
que les contrastes temporels. Parmi les critéres temporels possibles, les meilleurs résultats
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sont obtenus en utilisant le critére comprenant le moins de cumulants, mais dont on a
I'assurance théorique que c’est un contraste pour les sources en question : dans le cas de
sources i.i.d. (Figure 2.2), il s’agit de (p tandis que dans le cas des sources du contre-
exemple du paragraphe 2.3.2-b), (; offre les meilleurs résultats. De méme sur la figure 2.5,
on sait que (ac,5 est bien un contraste; il fournit des résultats corrects, tandis que les
autres criteres donnent des résultats de moindre qualité, en accord avec I'impossibilité que
nous avons d’affirmer qu’il s’agit de contrastes. Enfin, si 'on regarde les figures 2.3 et 2.5,
nous constatons clairement que (y n’est pas un contraste pour ce type de sources.

Notons finalement que Ig,g) meéne & de meilleurs résultats que Z5), ce qui montre que
le fait de prendre en compte plus de points fréquentiels améliore la séparation.
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F1a. 2.2 — Comparaison des contrastes dans le cas de deux sources i.i.d. PAM4 (moyenne
de 'EQM en fonction du nombre d’échantillons). Le filtre de mélange est de longueur 5.

Nombre d’échantillons
2048 4096 8192 16384
sources PAM4 EQM moyenne | 1.4540e-04 | 7.4188e-05 | 3.5643e-05 | 1.7824e-05
(Co, Fig. 2.2) inter. conf. 90% | 2.8466e-04 | 1.4084e-04 | 6.5007e-05 | 3.3668e-05
sources non i.i.d. EQM moyenne 0.1245 0.0222 0.0067 0.0030
(e =0.5, (1 Fig. 2.3) | inter. conf. 90% 0.4278 0.0375 0.0133 0.0056

TAB. 2.1 — EQM moyenne et pour des intervalles de confiance & 90% en fonction du nombre
d’échantillons.

2.5.2 Propriétés globales des contrastes
2.5.2-a) Existence de maxima locaux

Afin de se faire une idée plus précise sur 'allure et le comportement global des fonctions
de contraste, nous avons considéré le cas de 2 sources et d’un filtre de mélange de longueur
2. Le filtre séparant est alors également un filtre de longueur 2, et est paramétré par deux
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Fia. 2.3 — Comparaison des contrastes dans le cas de deux sources multiplicatives du

contre-exemple en 2.3.2-b) et pour deux valeurs du parametre e (EQM moyenne en fonction
du nombre d’échantillons). Le filtre de mélange est de longueur 5.
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contrastes pour deux sources ARCH(9). Le filtre de mélange

Fia. 2.5 — Comparaison des contrastes pour deux sources non linéaire obtenues par sous-

échantillonnage d’un processus linéaire. Le filtre de mélange est de longueur 3.



50 Approches conjointes

10

W IS

NN AN
4

@

trogd

averaged MSE

Filter length

FiG. 2.6 — EQM moyenne en fonction de la longueur du filtre de mélange pour des signaux

du contre-exemple en 2.3.2-b) avec € = 0.5. Le nombre de sources était de 2 et le nombre
d’échantillons de 8192.
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Fig. 2.7 — EQM moyenne en fonction du SNR pour des signaux du contre-exemple en

2.3.2-b) € = 0.5; Le nombre de sources était de 2 ou 3, le nombre d’échantillons de 8192
et la longueur du filtre de mélange de 5.
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angles 01 et 2. Nous avons tracé sur la figure 2.8 I’allure du contraste (p en fonction de ces
deux angles. L’allure des contrastes (3; avec M < 5 est par ailleurs tout a fait semblable
a celle de (y. Nous constatons sans équivoque ’existence de maxima locaux du contraste.

FiG. 2.8 — Représentation du contraste (5 comme fonction des angles de rotation. Les
sources sont PAM4 i.i.d. et ont 2048 échantillons.

2.5.2-b) Difficultés d’estimation

Afin de confirmer l'intérét de considérer, dans la mesure du possible, un nombre mi-
nimal de cumulants, nous avons regardé, dans le cas de sources i.i.d., la variance de 1’es-
timation des contrastes (g, (2, (3 et (4. Le résultat a été obtenu par moyennage sur 2500
réalisations de Monte-Carlo et est donné sur la figure 2.9. Nous constatons que plus le
nombre de cumulants intervenant dans le contraste est élevé, plus la variance d’estima-
tion est importante. De plus, les deux maxima de la figure 2.9 indiquent les valeurs des
parametres du séparateur pour lesquelles la variance d’estimation du contraste est la plus
grande et correspondent précisément aux minima du contraste. Ainsi, les problemes d’esti-
mation sont susceptibles de faire apparaitre des maxima locaux parasites supplémentaires.

2.5.2-¢c) Apport des algorithmes génétiques

Pour affirmer I'intérét des approches conjointes et pour démontrer qu’elles sont uti-
lisables malgré la présence de maxima locaux parasites, nous avons envisagé 'utilisation
d’algorithmes génétiques. L’utilisation de telles méthodes se fait cependant au prix d’un
cout de calcul accru. Une toolbox Matlab disponible gratuitement [1] a été utilisée. Les
résultats sont donnés dans le tableau 2.2 : nous constatons que I'utilisation d’un algo-
rithme génétique avant une phase d’optimisation classique augmente considérablement les
chances de succes de la séparation.

2.6 Conclusion

Nous nous sommes intéressés dans ce chapitre a une approche conjointe de la séparation
de sources. Apres avoir présenté le probleme, nous avons exposé comment il est possible,
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F1G. 2.9 — Erreur d’estimation des contrastes. Les sources sont PAM4 i.i.d. avec 2048

échantillons.

Méthode

% de succes

Gradient initialisé aléatoirement
Alg. gén. (genes binaires) + gradient
Alg. gén. (genes réels) + gradient

51
92
96

TAB. 2.2 — Pourcentage de succes de la séparation pour deux sources ARCH(5) mélangées
par un filtre de longueur 3 (La séparation a été considérée comme réussie lorsque 'EQM
moyenne sur les deux sources était inférieure a le-2).
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d’utiliser les statistiques d’ordre deux pour un préblanchiment et de se restreindre ensuite
a la recherche d’un inverse dans I’ensemble des filtres para-unitaires.

En se basant sur une approche spectrale, nous avons pu démontrer la validité de
contrastes fréquentiels. La relation de Parseval a permis de déterminer des contrastes
a base de cumulants qui leur correspondent dans le domaine temporel. Le probleme de
I’estimation de ces contrastes se pose dans leur utilisation concrete : il convient en effet de
limiter au maximum le nombre de termes estimés afin d’obtenir des performances conve-
nables. Par la prise en compte d’informations sur la nature des sources et plus précisément
leur champs de cumulants nous avons alors :

— mis en évidence une classe tres générale de contrastes. Leur expression, simplifiée au

maximum facilite leur utilisation.

— montré que le critere standard (2.71) n’est en général pas un contraste pour des

processus non linéaires.

Les simulations ont confirmé I'intérét de la famille de contrastes proposés. D’autre part,
I'applicabilité de I’ensemble des résultats a été montrée, au prix d’une charge de calcul
éventuellement importante. L’étape de préblanchiment n’a cependant pas été considérée ;
cette derniere limite I'utilisation pratique de telles méthodes.
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Chapitre 3

Approches séquentielles

3.1 Extension des contrastes MISO

3.1.1 Présentation des approches séquentielles

Dans ce chapitre, nous abordons le probleme de la séparation de sources par des mé-
thodes séquentielles. Les méthodes conjointes cherchent a déterminer simultanément 1’en-
semble des parametres d’un filtre qui sépare toutes les sources, c’est-a-dire un filtre MIMO
W|z] tel que le filtre G[z] := W|[z]M]z] soit le produit d’une permutation et d’un filtre
diagonal (voir notations du paragraphe 1.4.1-a)). Dans le chapitre précédent, ceci était
réalisé par la maximisation d’un critere de contraste, précédée d’'un préblanchiment.

Les approches séquentielles procedent au contraire par étape et les sources sont ex-
traites les unes apres les autres. Le fondement de ces approches réside en la possibilité
d’extraire I'une des IN sources du mélange a partir du vecteur des observations. Les autres
sources peuvent alors étre extraites en itérant le processus d’extraction précédent sous
certaines précautions : une approche classique, appelée déflation, consiste a retrancher
la contribution de la source extraite au vecteur des observations et a recommencer a
I'identique le processus d’extraction jusqu’a la derniere source. D’autres méthodes existent
également, parmi lesquelles nous pouvons évoquer la possibilité d’ajouter d’un terme de
pénalisation au critére utilisé [92]. Dans ce chapitre nous expliquerons comment il est
également envisageable d’introduire des contraintes sur l’ensemble dans lequel s’effectue
I'optimisation.

Par construction, les méthodes séquentielles reviennent a chercher et a construire le
filtre séparant W|z| ligne par ligne : cette étape constitue le point central qui fonde ces
méthodes. Nous serons donc amenés a étudier 1'une quelconque de ces étapes et, dans ce
but, nous noterons w[z] une des lignes du filtre W|[z] (w[z] est un filtre MISO donc de
taille 1 x @). La ligne correspondante du filtre global G|z] est de taille 1 x N et notée
g[z] := w[z]M][z]. Ainsi g[z]| constitue un filtre MISO dont la sortie (y(n))necz s’écrit :

y(n) = wizlx(n) = glz]s(n) (3.1)

et dans le cas d'un bruit additif b(n) sur les capteurs :
y(n) = wlelx(n) = wlz] (Mzls(n) + b(n)) = glzIs(n) + b(n) (3.2)

ot b(n) = w[z]b(n) est le résultat du filtrage du bruit par le filtre ligne extracteur. Nous
allons considérer I'extraction d’une source et étudier en fonction du filtre global g[z] les
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critéres dont la maximisation permet d’atteindre ce but. De tels criteres sont appelés critere
de contraste. Afin de les distinguer des criteres de contraste «conjoints» définis au chapitre
précédent, nous nous autoriserons a parler, si toutefois il pouvait y avoir ambiguité, de
critere de contraste MISO. Dans le paragraphe suivant, des résultats existant ayant trait
aux contrastes MISO sont présentés puis étendus.

3.1.2 Généralisation des contrastes existants

Dans le cas MISO, la propriété essentielle qui permet de définir une fonction de
contraste est que sa maximisation permet ’extraction d’une source. Cependant, il convient
de faire certaines distinctions selon la nature des sources. Dans le cas le plus simple de
sources i.i.d, la définition suivante d’un contraste peut-étre proposée :

Définition 5 (contraste MISO, cas i.i.d.) Une fonction de contraste MISO (ou con-
traste MISO) est une fonction réelle de la sortie (y(n))nez du filtre ligne global g[z] qui
vérifie :

(i) C((y()nez) < max(L, C((si(n))nez)

(ii) Si C((y(n))nez) = maxl¥,C((si(n))nez), alors le filtre MISO global est du type
glz] = (0,...,0,a27%0,...,0), ot a est un scalaire non nul, d € 7 et la posi-
tion de lelement non nul 2=% correspond & un indice i de Uune des sources pour
lesquelles C((s;(n))nez) est mazimal.

Remarque 4: Dans la définition ci-dessus, il a implicitement été supposé qu’'une fonction
de contraste dépendait des statistiques du signal de sortie et d’elles seules. En raison
de la stationnarité toujours supposée (hypothese H.1), ceci entraine une invariance
par translation temporelle, ¢’est-a-dire C((y(n))nez) = C((y(n—1))nez) pour tout [ €
Z. Dans le chapitre 5, nous nous intéresserons a des familles de contrastes paramétrées
par un autre signal fixé (signal de référence). Dans ce cas, I'invariance du contraste
par translation temporelle ne sera pas nécessairement vérifiée et nous devrons adapter
la définition correspondante.

Dans le cas i.i.d., il a été démontré [62, 93] que le critére
|ky4(0,0,0)]
(E{ly(n)[*})*’

est un contraste au sens de la définition ci-dessus.
Le cas de sources non i.i.d. requiert un peu plus de technicité et une définition plus
souple de la notion de contraste. Nous ferons I’hypothese suivante sur les sources :

(3.3)

H.10 Pour tout j € {1,..., N}, la j°™° source est centrée, stationnaire et sa fonction
d’autocorrélation, notée (v;(k))rez := (E{s;(n)s;(n — k)})rez, est définie positive. De
plus, chaque source est de puissance unité (v;(0) := E{[s;(n)*} = 1).

Alors, pour tout indice j € {1,..., N} et tout filtre SISO h[z], nous posons :

1

Il = (2 AR ;- k). (3.4)

(k,l)ez?

Compte tenu de H.10, ||.||; définit bien une norme. Il est alors possible de définir la norme
¢% pondérée du filtre global g[z] := (g1]2],...,gn][2]) :

el - (Z 1), (.5)
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Enfin, nous introduisons les ensembles suivants :

vie{l,...,N}  Gi:={glz] = (qilz], - gn[e]) | lgsll; = 0y, Y5} (3.6)

Pour tout i € {1,..., N}, G; est le sous-ensemble des filtres globaux de norme unité dont
toutes les composantes sont nulles, sauf la i®™® dont la norme-i vaut 1. Ainsi, un filtre
global MISO appartenant & G; donne en sortie une filtrée scalaire de le la i*™° source. A
partir de ces éléments, il est maintenant possible de donner la définition d’un contraste
dans le cas de sources non i.i.d. et non linéaires :

Définition 6 (contraste MISO, cas non i.i.d.) C est un contraste lorsque :
(i) C((glz]s(n))nez) < maxil, supgeg, C((8[2]s(n))nez) < +00
(ii) C((g[2]s(n))nez) = maxly, supgeg; C((8[z]s(n))nez) si et seulement si il existe un
scalaire o # 0 et § € G, permettant d’écrire g = ag, ol ig est tel que
supgeg,, C(([2]s(n))nez) = max(Z, supgeg, C((8[2]s(n))nez)-

Remarque 5: Dans les définitions 5 et 6, le contraste C a été noté comme dépendant de la

sortie globale. Cependant, pour des sources et un mélange donnés, la sortie s’exprime
en réalité en fonction des observations selon I’équation (3.1) et le contraste dépend
ainsi des parametres du filtre séparant.
En revanche, il est plus commode pour I’étude théorique de considérer la dépendance
du contraste en fonction du filtre MISO global g[z]. C’est ce dernier point de vue
qui prévaut dans les développements qui suivent : le critére considéré sera noté J(g)
et étudié en fonction de sa dépendance vis-a-vis du filtre global.

Remarque 6: Dans les définitions 5 et 6 a été introduit un scalaire non nul « : il corres-
pond a l'indétermination de multiplication des sources par un facteur multiplicatif.
En général, les fonctions de contraste ne sont considérées que sur I’ensemble des
filtres globaux de norme unité, ce qui équivaut a une normalisation en puissance
(E{|y(n)]?} = 1) de la sortie globale. Dans ce cas, nous pouvons imposer |a| = 1
dans les deux définitions.

Il a été démontré dans [88] que le critere défini par (3.3) est un contraste pour des
sources non i.i.d. au sens de la définition ci-dessus. Comme le critere (3.3) est inchangé
par multiplication des coefficients du filtre global par un scalaire non nul, il est possible
de considérer ce critere uniquement sur 1’ensemble des filtres g[z] de norme unité. Dans ce
cas, puisque ||g||? = E{|y(n)|?} et que ces deux quantités valent 1, il est possible d’affirmer
que la fonction

glz] — [, (0,0,0) (3.7)

est un contraste sur 'ensemble des filtres tels que ||g|| = 1; c’est-a-dire que cette fonction
est un contraste sous une contrainte de puissance unité en sortie. En nous basant sur ce
résultat, nous introduisons le critére J défini par :

J@) = > [f(ry(k1, ko, ks)) (3.8)

(k1,k2,k2)€ES

ou f : C — R est une fonction convexe telle que f(0) = 0, et S est un sous-ensemble de
73. Définissons également :

M, := sup J(g). (3.9)
gey;
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M, est la borne supérieure du critere J lorsque seule la i®™¢ source est présente en sortie
du filtre global. Nous supposons également par la suite que la condition technique suivante
est vérifiée (sa validité en pratique sera vérifiée dans le paragraphe 3.4.2) :

H.11 La borne supérieure définie & 'équation (3.9) est atteinte pour un filtre noté gf € G;.

Nous pouvons alors affirmer :

Proposition 9 Si f et S ont été choisis de sorte a satisfaire :
Vie{l,...,N} 0 < M; < o0, (3.10)

alors J est un contraste sur l’ensemble des filtres g de norme unité (||g|| = 1).

Preuve: Cette proposition se démontre par une méthode tres proche de celle que 'on trouve dans
[88]. Nous présentons ici cette démonstration, que l'on généralisera ensuite dans la proposition 11.
D’apres I’équation (3.2) la sortie globale y(n) peut s’écrire :

N N
n) =Y gi[z)s;(n) +b(n) = > llg;1,95[]s; (k) + b(n) (3.11)
Jj=1 j=1
ou l'on a posé :
g;[2] ;
- ill; #0
Gl = {|g_7-|j st lgslls #0, (3.12)
0 sinon.

Ainsi, chacun des filtres scalaires g;[z] est de norme-j unité. En utilisant la multilinéarité des
cumulants, la gaussianité du bruit et son indépendance, il vient :

sk k) = 3" o o )+ (1—Z||gj|| ). (3.13)

Jj=1

Par convexité de f, puisque Zjvzl llg;ll7 <1 et f(0) =0, 'inégalité de Jensen permet d’écrire :

N
Sy (kr, kg, k) < Z 195113 £ (g, (215, (k1 Ka, ka)) (3.14)
et ainsi :
N
J@) <D gy Do f(kg s, (e, ko, ks)) (3.15)
Jj=1 (k1,k2,k3)€S

Comme g; € G;, en utilisant (3.9) - (3.10), il vient :

N
8 <3 lsliM, (3.16)
N
<> llgsliM; (3.17)
P
N
< ey M) 25l = (o, Mol = o, M- (319

Si J(g) = maxjcq,... N} My, les inégalités ci-dessus deviennent des égalités. En particulier, I'égalité
entre (3.16) et (3.17) entraine que ||g;||; ne peut valoir que 0 ou 1. De plus, en considérant 1’égalité
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entre (3.17) et (3.18), il vient que ||gi,|li, = 1 et |lgj]|; = O pour tout j # ig, ou iy est tel que
M, = max; M;.

Réciproquement, g = ggo atteint la borne supérieure définie par (3.9) car dans ce cas, on a
J(g) = M, u

Plusieurs remarques s’imposent au sujet du résultat précédent :

— Contrairement a des résultats existants dans le cas i.i.d. [93] ou non i.i.d. [88], nous
ne supposons pas que J est une fonction convexe du module des cumulants, mais
une fonction convexe des cumulants eux-mémes.

— Pour des sources dont les cumulants d’ordre quatre sont non nuls en (0,0,0) (c’est-
a~dire Vi, ks, (0,0,0) # 0), nous obtenons le contraste (3.7) comme cas particulier de
(3.8) avec les choix S = {(0,0,0)} et f(.) =|.|.

— Dans le cas de sources de cumulants négatifs en (0, 0,0), il est possible d’obtenir un

contraste en choisissant moins 'identité pour f. Ce choix n’est pas équivalent au
choix f(.) = |.| qui vient d’étre évoqué.
En effet, considérons des sources qui, pour tout j, vérifient xs; (0,0,0) < 0. Dans le
cas de sources i.i.d. nous pouvons garantir que la sortie globale vérifie ,(0,0,0) < 0
et donc |ky(0,0,0)| = —£y(0,0,0). Ainsi, les deux criteres sont égaux dans ce cas.
Dans le cas de sources non linéaires en revanche, rien ne permet d’affirmer que
ky(0,0,0) < 0 en sortie globale et les deux criteres ne sont donc pas identiques.

— La condition (3.10) est (en général) satisfaite pour des choix simples de S et f. Pour
tout support S fini, il est possible de trouver une condition suffisante pour que M;
soit fini. Cette condition est satisfaite pour les signaux que nous considérerons (i.i.d.
ou CPM) et s’énonce :

Proposition 10 Pour tout i fizé dans {1,..., N}, la borne supérieure M; est finie
des que les trois conditions suivantes sont réunies :

1. S est de cardinal fini.

2. La famille des autocumulants de la source (s;(n))nez est sommable.

3. Il existe p > 0 tel que la densité spectrale de la source (s;(n))nez vérifie I';[e] >
p>0,Vw.

Preyve: Comme dans (3.8) la somme est effectuée sur S dont le cardinal est supposé fini,
il suffit de prouver que f(ry(k1, k2, k3)) est fini, c’est-a-dire encore que |k, (k1, k2, k3)| est
bornée car f est convexe sur C et donc continue. Soit g[z] = (0,...,0,¢;[2],0,...,0) un
élément de G;. On peut écrire :

wy(k ko ks) = Y gi(l)g; (12)gi(l)g; (la) Cum{s; (k — 1),

(ll7l2,l3,l4)€Z4
S;k(k — ]{71 — lg), Sz(k‘ - k2 — lg), S:(k‘ — ]fg — 14)}

= Z 9i(11)g; (12)9i(l3) g7 (la) ks, (In — k1 — layln — ka2 — 13,11 — k3 — l4)
(ll,lz,l3,l4)€Z4

= Z 9i(1)g; (1 = p1)gi(l = p2)g; (I = p3)ks,(p1 — k1,p2 — k2,p3 — k3)

(I,p1,p2,p3)€EZ4

= Z ks, (p1 — k1, p2 — k2, p3 — k3) Zgi(l)g?(l = p1)gi(l = p2)g; (I — p3).

(p1,p2,p3) €L leZ

L’inégalité de Holder généralisée permet alors d’obtenir :

> 1gillgs (0= p)llgil = p2)llgi (= p3)l < Y lgi(W)* < llgillz2 (3.19)

lez leZ
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ott ||gillc2 = /D ez 19i(1)[?. Ainsi, nous avons la majoration :

oy (b oy k) < Nlgillze D ks, (01 = kip2 — ko, ps — k3| (3.20)

(p1,p2,p3)€L?

Par ailleurs, 'hypothese sur la densité spectrale de la source (s;(n))nez permet d’écrire :

s

L[ p P
2 — — [ 21-\‘ 2w > P w12 > 2 las 2 21
il = 5= [ (Gl P do = 22 [ (Gl P do = Ll 21)

Puisque g € G;, il vient donc ||gi|lz2 < V2rp 1 2||gilli = V2mp~ /2. Cette inégalité, com-
binée avec la sommabilité des cumulants permet d’affirmer que le majorant de 1’équation
(3.20) est fini et donc que M; est fini. [ |

— D’apres la définition (3.9), une condition suffisante pour assurer M; > 0 est qu’il
existe g € G; tel que J(g) > 0. Des lors, on constate aisément que, dans le cas
particulier ot S = {(0,0,0)} et ou f est moins l'identité, le contraste donné par
(3.8) est valable si les sources sont de kurtosis négatif.

En effet, si I'on considere g € G; défini par un filtre identité sur la je™e composante
et des zéros ailleurs (g[z] = (0,...,0,2%0,...,0)), alors J(g) = —r,,(0,0,0) > 0, ce
qui implique que (3.10) est vérifiée et que g — —k,(0,0,0) est un contraste.

3.2 De l’extraction d’une source a ’extraction MIMO

Le paragraphe précédent a mis en avant une famille de critéres dont I'optimisation
permet d’obtenir I’extraction d’une source. Ainsi la maximisation d’un critéere semblable
a (3.8) permet d’apres la proposition 9 d’obtenir un filtre MISO séparant. Afin d’obtenir
un filtre séparant MIMO, cette méme étape doit étre répétée N fois. Naturellement, afin
de ne pas retrouver plusieurs fois la méme source, les maximisations successives doivent
étre réalisées sous certaines conditions ou contraintes.

Dans 'approche par déflation, la contribution sur les capteurs de la source précédem-
ment extraite est soustraite par une méthode de moindres carrés. Cette contribution étant
supprimée, la source en question ne peut étre obtenue une seconde fois. Nous rappelons
le principe de la déflation dans le paragraphe suivant. Cette approche présente 'inconvé-
nient d’accumuler les erreurs d’estimation au cours des itérations du procédé de déflation.
En conséquence, la qualité des résultats tend a se détériorer au fur et a mesure que les
sources sont extraites. Nous allons proposer une autre méthode, qui consiste en 'introduc-
tion de contraintes supplémentaires a chaque maximisation successive du ou des critére(s)
considéré(s). Ceci est expliqué dans le paragraphe 3.2.2.

3.2.1 Procédé de déflation

Parmi les procédés d’extraction séquentielle des sources, une méthode classique, appelée
déflation, consiste a supprimer la contribution de la source précédemment extraite sur les
capteurs. Le procédé a été introduit dans [62] pour le cas convolutif et développé dans [32]
pour le cas instantané. On le retrouve également dans [88, 93, 87] et nous en rappelons ici
brievement le fonctionnement.

Le principe de base consiste a exploiter la possibilité d’extraire une source afin d’en
déduire une procédure séquentielle, dont les étapes sont les suivantes :
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— recherche d’un filtre w[z] de taille 1 x @ tel que y(n) = w[z]x(n) soit une version
filtrée de I'une des sources, par exemple la premiere. On note dans ce cas y(n) =

g1[z]s1(n).
— a partir de y(n), détermination et soustraction de la contribution de s1(n) sur les
capteurs. Plus précisément, on recherche un filtre t[z] = (t1[z],...,tg[2])T de taille

Q@ x 1 qui pour tout j € {1,...,Q} minimise le critere :

N

E{jaj(n) — t;[2ly(n)*} = E{(Mj1[2] — t;[z]on[=])s1.(n) + ) Miil<]si(n)[*}
=2

ce qui s’écrit par indépendance des sources :

N
= E{|(Mj1[2] — t;[z]oa[=])s1 ()P} + B{] Y Miil2]si(n)[*}
1=2

Le critere ci-dessus est minimal quand Mj[z] = t;[2]g:1[z]. Par suite, les critéres ci-
dessus pour j € {1,...,Q} sont minimaux si t[z]y(n) correspond & la contribution
de s1(n) sur le réseau de capteurs. Il est donc possible de créer I'erreur de prédiction
x(n) := x(n) — t[z]y(n), qui est le signal résultant du mélange des N — 1 sources
sa2(n),...,sn(n) par un filtre composé des N — 1 derniéres colonnes de M|z].

— itération des deux étapes précédentes apres avoir remplacé x(n) par un nouveau
vecteur d’observations X(n). Le processus s’arréte lorsque toutes les sources ont été
extraites.

Malgré quelques abus de langages, nous réservons le nom de déflation au processus qui
consiste a retrancher par moindres carrés la contribution d’une source, dans le but d’en
déduire une méthode de séparation séquentielle (ce terme provient originellement de tech-
niques de calcul numérique sur les matrices).

Remarque 7: Notons que le choix de l'ordre des filtres t[z] n’est pas évident dans le cas
non i.i.d. : en effet, la source extraite n’est reconstruite qu’a un filtrage pres, de type
MA. Afin de soustraire sa contribution sur les capteurs, il convient alors d’utiliser
un filtre t[z] de type AR et donc de réponse impulsionnelle infinie en théorie. Cette
difficulté de choix de I'ordre du filtre n’apparaitra pas dans 'approche proposée aux
paragraphes 3.2.2 et 3.4.

Une autre procédure séquentielle est présentée dans le paragraphe suivant.

3.2.2 Maximisation stricte des contrastes sur un sous-ensemble

Nous proposons ici une approche différente de la déflation : au lieu de soustraire les
contributions des sources précédemment extraites, ces derniéres nous servent a introduire
des contraintes supplémentaires sur I’ensemble des filtres MISO sur lequel 'optimisation
est menée a 1’étape suivante. Définissons les sous-ensembles suivants de ’ensemble des
filtres 1 x IV :

vPe{l,... N} Fp={gl]|gi=..=gp1=0ct|g|=1} (322

En particulier, 7 correspond a la sphere unité, tandis que les Fp, P > 1 sont les projec-
tions de Fi sur les sous-espaces des filtres MISO dont les P —1 premieéres composantes sont
identiquement nulles. Nous allons considérer (pour tout P € {1,...,N}) les restrictions
JFp de J sur Fp.
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La proposition 9 affirme d’ores et déja que que Jz est un contraste : supposons que
par sa maximisation on puisse extraire la premiere source. Il est clair que la maximisa-
tion de J|z, ne peut mener une seconde fois a 'extraction de la premiere source. Cepen-
dant, puisque 'on considere le critere J sur un sous-ensemble de I'ensemble des filtres de
norme unité, Jz, présente des maxima autres que ceux de J|, et donc, parmi les criteres
JiFp, P > 1, seul Jz constitue un contraste a priori. La proposition suivante permet de
surmonter cette difficulté et de généraliser le résultat de la proposition 9 :

Proposition 11 Si (3.10) est vérifiée, alors, pour tout P € {1,...,N}, JFp est un
contraste au sens ot sa mazimisation globale! mene a Uextraction d’une source. De plus,
indice de la source extraite par la mazimisation de Jir, est supérieur ou égal a P.

Preuve: Fixons P quelconque dans {1,..., N} et considérons g € Fp. Alors, g1 = ... =gp_1 =0
et ’équation (3.11) s’écrit :

N
y(n) = llg;l;3;12)s; (k) + b(n), (3.23)
j=P

ou g;[z] est défini dans (3.12). La preuve de la proposition 11 se déroule alors de maniere identique
a celle de la proposition 9, dans laquelle on aura limité la sommation & des indices j € {P,..., N}.
|

Nous pouvons maintenant remarquer que la proposition précédente permet d’extraire
les sources les unes apres les autres. La validité de la méthode correspondante, appelée hié-
rarchique, est affirmée dans la proposition qui suit. Dans la mesure ou ’ordre d’extraction
des sources est purement conventionnel, nous supposerons toujours que la P®™¢ source est
extraite a ’étape P de la méthode.

Proposition 12 (procédure de séparation hiérarchique) La procédure qui consiste
a mazimiser successwement Jg,...,Jjry mene a lobtention d’un filtre MIMO global
séparant.

Preuve: Puisque F; est ’ensemble des filtre globaux de norme unité, d’apres la proposition 9, la
maximisation de Jjz mene a un filtre MISO séparant. La source extraite correspond a I'une des
sources pour lesquelles le parametre M, i € {1,..., N} est maximal. D’apres lordre choisi pour
les sources, nous supposons en toute généralité que la premiere source a été extraite.

Supposons maintenant nous trouver a I’étape P € {1,..., N} ol, par maximisation successive
de Ji£,,...,J|Fp_,, nous avons extrait les P — 1 premicres sources. La proposition 11 assure que
la maximisation de Jjz, meéne a la séparation d'une source distincte des P — 1 déja extraites.
Par convention sur 'ordre des sources, il s’agit de la P®™¢ et la proposition se déduit donc par
récurrence. |

Dans le paragraphe 3.4.1 nous traiterons de la faisabilité de 'optimisation contrainte
introduite dans les propositions 11 et 12. Auparavant, nous étudions les propriétés locales
des criteres introduits.

3.3 Etude locale des contrastes

Comme il sera expliqué dans les paragraphes 3.4.2 et 3.4.4, 'optimisation est en général
réalisée par une méthode d’optimisation itérative locale. Ainsi, une étude locale donnera-t-
elle une meilleure compréhension du comportement des algorithmes. De plus, ’analyse du

!'Maximisation globale est & comprendre au sens de maximisation stricte, i.e. relative a la recherche du
maximum absolu, par opposition & la maximisation locale.
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paragraphe 3.3.2 permettra de justifier une méthode de post-optimisation qui permet de
compenser I'accumulation d’erreurs inhérente aux approches séquentielles de la séparation
de source : nous constaterons par la suite que ceci permet une nette amélioration de la
qualité des résultats.

3.3.1 Utilisation des maxima locaux pour la séparation

L’approche précédente se fonde sur des maximisation globales de Jiz,...,Jz,. Il
serait intéressant d’avoir en plus des informations sur de possibles maxima locaux parasites
de ces criteres. Il a été démontré dans [88, 93] que tout maximum local du critere (3.3)
est un filtre séparant (ce résultat s’applique naturellement au critere (3.7)). Comme nous
considérons ici ces mémes criteres sous contrainte, ces résultats ne sont pas applicables en
I’état et nous proposons maintenant de les généraliser.

Inspiré des idées de [88], nous nous concentrons dans les paragraphes 3.3.1 et 3.3.2
sur le choix particulier S = {(0,0,0)}. Ce choix apparait justifié aussi par le fait supplé-
mentaire que I'estimation du contraste se trouve d’autant plus facilitée qu’il y a moins de
termes a estimer dans J. D’apres notre expérience —notamment les résultats du chapitre
précédent— ceci devrait mener & de meilleures performances statistiques.

Enfin, une hypothese technique supplémentaire est nécessaire dans le paragraphe 3.3.1
(mais pas dans 3.3.2) : en plus de la convexité de f, nous supposons que la fonction
f : R — R est strictement monotone (croissante ou décroissante) sur chacun des intervalles
| — 00,0] et [0,400]. En particulier, si f est moins l'identité (choix que 'on considérera
dans le chapitre suivant, paragraphe 4.1), la condition est remplie. De méme, les fonctions
habituellement utilisées telles que la valeur absolue ou le module au carré satisfont la
condition requise.

Les résultats de [88] sur les maxima locaux du criteére (3.3) proviennent indirectement
du lemme suivant :

Lemme 2 Soient m € N*, des réels c1,...,cm et la fonction :
al m
Y :R™ - R, a:< 5>'—>ch&% (3.24)
am k=1

Notons § = {a € R™ | al’a = 1} la sphére unité de R™ et e, k € {1,...,m} les vecteurs
de la base canonique de R™. On peut affirmer que :
1. siVk,c >0 :
(i) les mazima locaux de ¢ sur § sont les vecteurs a™** tels que a™®* = tey.
(ii) les minima locaus de 1 sur 8 sont a chercher parmi les vecteurs a™® dont les

composantes vérifient : Vk, (aj")? = A ou A= ﬁ-
=1

- 4Ck

2. siVk,cp <0 :
(i) les minima locaux de ¥ sur § sont les vecteurs a™™ tels que a™" = +ey.
(i1) les mazima locauzr de 1) sur 8§ sont a chercher parmi les vecteurs a™** dont les

composantes vérifient : Vk, (a®)? = ﬁ ou N = ﬁ.
- 1

3. si les ¢, ne sont pas tous strictement de méme signe (i.e. certains sont > 0, d’autres

< 0 ou inversement) :

(1) les mazima locaur de ¢ sur 8 sont les vecteurs a™* = Ley, ot ko est tel que
Cly > 0.

(ii) les minima locauz de 1 sur 8 sont les vecteurs a™™ = ey, ou ko est tel que
Cly < 0.
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Ce lemme peut se démontrer par une étude de tous les cas ou le Lagrangien du probleme
s’annule. La démonstration compléte se trouve dans [32]. Au moyen d’une preuve semblable
a celle dans [88], nous pouvons alors prouver le résultat suivant :

Proposition 13 Supposons que S = {(0,0,0)}. Alors, pour tout P € {1,...,N}, tout
mazximum local positif de J|x, correspond a un filtre séparant. De plus lindice de la source
extraite par tout mazimum local de Jx, est supérieur ou égal a P.

Preuve: Soit P fixé dans {1,..., N} et soit g € Fp; on peut alors écrire (3.23) et il s’ensuit :

N
F(50,0,00) = £ (3 119255, 115,49 (0,0, 0) ). (3.25)

j=P

Supposons que g soit un maximum local appartenant & Fp de l'expression ci-dessus. Deux cas
doivent étre distingués :
— si Vargument de la fonction f est non nul en g, 'hypotheése technique précédente sur f,
associée avec sa continuité assure que g est soit un maximum local, soit un minimum local
sur Fp de :

N
j=P

(ot Pexpression ci-dessus est Pargument de f dans (3.25)).
— si Pargument de la fonction f dans (3.25) s’annule en g, le méme résultat demeure lorsque f
est monotone sur R. Si en revanche un changement du sens de variation de f intervient en
0, en raison de sa convexité, f est nécessairement décroissante sur | — 0o, 0] et croissante sur
[0, +00[. Ainsi, 0 est un minimum global de f sur R et g serait aussi un minimum global de
Pexpression dans (3.25). Ceci entre manifestement en contradiction avec le fait que g est un
maximum local de cette méme expression, démontrant ainsi que ce cas ne peut se produire.
Nous déduisons en particulier de cette discussion que le vecteur (||gp|lp, .- -, ||dn||N) est un extre-
mum sur la sphére unité (Z;V:P lg;]13 = 1) de la fonction :

RN7P+1 N R

N
~ (3.27)
(lgellp, - lgnlin) = > llg;ll;C;
j=P
ol les éj = R s, (k)(0,0,0) sont des constantes dépendant de g. Cette fonction correspond &
J J

celle du lemme 2. De plus, puisque le maximum local de J|, est supposé positif, il ne peut s’agir
d’un minimum local de (3.27) dans le cas 1 du lemme. En effet, si nous étions dans ce dernier cas,
les é’j seraient positifs et donc aussi la fonction (3.27). Dans le cas ol f est croissante sur R™ ceci
correspond & un minimum local de (3.25) ce qui contredit I’hypotheése de maximum local. Dans le
cas ou f est décroissante sur R*, on obtient un maximum local négatif de (3.25) puisque f(0) = 0.
Notons que ce maximum serait strictement négatif compte tenu de la forme des solutions de 1-(ii),
ce qui est contraire a 'hypothese de maximum positif. Ces deux possibilités menent donc bien a
une contradiction.

Pour des raisons similaires, nous ne pouvons étre dans le cas 2-(ii) du lemme. Ainsi le lemme
permet de conclure que toutes les composantes ||g|;,j = P, ..., N sont nulles sauf une. Comme de
plus g € Fp, ceci prouve que g est séparant. [ |

La proposition ci-dessus démontre qu’il est possible d’extraire une source par une méthode
de maximisation locale. Par une preuve identique a celle de la proposition 12, nous pouvons
en déduire une méthode de séparation de ’ensemble des sources. De méme que dans le
paragraphe 3.2.2 nous supposerons par souci de simplicité (et sans perte de généralité)
que les sources sont ordonnées selon leur ordre d’extraction.
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Proposition 14 La procédure qui consiste en la recherche successive des mazxima locaux
positifs des criteres Jir,J|5,, ..., JjFy mene a lobtention d’un filtre MIMO global sépa-
rant.

Les résultats obtenus dans le cadre de ce paragraphe ont fait apparaitre que certains
contrastes peuvent présenter des caractéristiques plus intéressantes que celles imposées
par les définitions 5 ou 6. Le fait qu’un contraste soit séparant pour tout maximum lo-
cal est en effet d’un intérét bien plus important pour la mise en ceuvre de la méthode
que de savoir la propriété vérifiée pour le maximum global. Ce résultat local permet de
s’affranchir d’une recherche de maximum global et nous pouvons remarquer & ce propos
que de fagon générale, il serait souhaitable dans I’étude des criteres de séparation, de ne
pas se concentrer uniquement sur leurs maxima globaux. L’intérét des propriétés locales
sera encore souligné dans la suite de nos investigations, qui concerne principalement une
réciproque de la proposition 13.

3.3.2 Analyse au voisinage d’un filtre MISO séparant

Les résultats précédents affirment que tout maximum local positif des critéres considé-
rés (et en particulier tout maximum local positif de J| £, ) correspond & un filtre séparant.
Cependant, rien n’interdit a priori qu’un point séparant obtenu par 'une des maximisa-
tions de J|x, pour P > 1 ne soit pas un maximum local de Jjz, : c’est précisément cette
question qui nous préoccupe dans ce paragraphe et nous montrons que cette situation ne
peut pas se produire. En particulier nous caractérisons, autour de tout maximum local
de Jx,, P > 1, une boule dans laquelle ce maximum local est maximum local de J|z,
également. Le résultat est valable a la fois dans le cas i.i.d. et non i.i.d. et permettra de
proposer dans le chapitre 3.4.5 une amélioration de la méthode de séparation dans le but
de compenser les accumulations d’erreurs.

Soit g[z] un filtre MISO de taille 1 x N qui maximise le critere Jiz, ot P est fixé
quelconque dans {1,..., N}. La proposition 13 (ou 11) assure que g[z] permet I'extraction
d’une source, la P, De plus, g[z] étant un maximum local de J\Fp, il existe p > 0 tel
que :

Vge Fp, lg—sgll<p=J(g) < J(g). (3.28)
Proposition 15 Si l’on pose :
QM\p

Mp:=J(g) et ep:= —, (3.29)
max;.p M; + Mp

alors on a :

Vg € 71, llg— gl <min(Vep,p) = J(g) < J(§) (3.30)

et pour tout g appartenant a

Fin{g| g -8l < min(ver, £)} (3.31)

légalité J(g) = J(&) ne peut étre vraie que si g extrait la méme source que & (c’est-a-dire
lgill; = 05-p)-
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Preuve:
D’apres (3.14), nous avons :

F(y(1)(0,0,0)) <> 95113 £ (5, 1213, (1) (0,0,0)) + [l gp |5 f (Kgip 213 (m) (0, 0, 0)) (3.32)
JAP

et, en utilisant la définition (3.9) :

f(Hy(k) (0’ 0, 0)) < IJI;E‘I%( Mj Z HgJ”;1 + HgPH%’f(Hﬁp[z]sp(n) (0, 0, O)) (3'33)

i#P
Soit g := (0,...,0,gp,0,...,0). Comme seule la P*™® composante de g et g est non nulle, nous
avons ||g — g|| = |lgp — gp||p et cette quantité est majorée par 2||g — g|| comme le montre la suite

d’inégalités ci-dessous :
g — &l < llgp —grllp + llgp — grllp

1 .
<lgr (== 1)l +llgr —rllr
lorle

< [1=ligelle| + llgr = gelle = |llgelle = lgele| + lgr - grlr
<2|lgr —grllp < 2(lg — & (3.34)

Si g appartient & ’ensemble décrit par (3.31), alors ||g — g|| < p/2 et ainsi ||g§ — g|| < p, ce qui
entraine

—

f(Kgp1215p()(0,0,0)) = J(g) < J(8) = Mp (3.35)
et donc, d’apres (3.33) :
J(8) = f(ry1(0,0,0)) < max M; 3 |lg; [ + llgr I Mp- (3.36)
J#FP

Introduisons € := 3", p [|g;[13 € [0,1]. Nous avons :

> lglly < (3 Ngsll3)? =€ (3.37)
J#P j#P
et ainsi :
J(g) < & max M; + (1= *Mp = 6(¢). (3.38)
J

On constate alors immédiatement que ¢(e) < ¢(0) lorsque 0 < € < ep (ou ep est défini par (3.29))
et ¢(e) admet en zéro le maximum local ¢(0) = Mp.

Maintenant, pour tout g appartenant & 'ensemble décrit par (3.31), ||g — g||*> = Zivzl llg; —
§j||? < ep. Comme §;[z] = 0 pour tout j # P, ceci implique évidemment € < ep. Ainsi, si g[z]
appartient & 'ensemble (3.31) et € > 0, en se rappelant (3.38), nous obtenons J(g) < M\p = J(g).
Sie = 0, g vérifie ||gj|l; = dj—p et J(g) < J(&). En particulier, si J(g) = J(g), nous sommes
nécessairement dans ce dernier cas et la proposition 15 est donc établie. |

Selon la proposition 14, maximiser J|z, mene théoriquement a une solution séparante.
En pratique cependant, les ensembles Fp sont estimés et seule une approximation de la
solution réelle cherchée peut étre obtenue (voir le paragraphe 3.4.5 pour une discussion plus
approfondie). D’apres le résultat précédent, et a condition que 'approximation obtenue
soit suffisamment proche de la vraie solution (c’est-a-dire a condition qu’elle soit dans
'ensemble (3.31)) une maximisation locale de Jjz, devrait améliorer la solution.
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Remarque 8: Un filtre g qui maximise l'une des fonctions J|x, est nécessairement sépa-
rant et, d’apres les notations choisies, g € Gp. Un cas plus particulierement intéres-
sant est celui ot g est un maximum global de Jr,. Dans ce cas en effet, nous avons
M p = Mp et p=oc et 'ensemble (3.31) devient l'intersection de F; avec la boule
de centre g et de rayon /ep.

Remarque 9: L’introduction du parametre p dans la proposition 15 et dans la définition
de l'ensemble (3.31) peut sembler une limitation importante de I'intérét de ces ré-
sultats. Il est cependant possible de proposer une version légerement différente de la
derniere partie de cette proposition :

Proposition 16 Soit g[z] un filtre MISO de taille 1 X N qui soit mazimum global ou
local de l'une des fonctions J\z,,...,J\Fy, €t qui permette d’extraire la jgme source.
Alors, tout autre mazimum local de J : g[z] — J(g) sur l’ensemble

{glllg—sgll <1etlgll=1} (3.39)

extrait également la j5™° source.

Preuve: Soit g = (¢g1,...,¢gn) un maximum local de J appartenant a l’ensemble (3.39). g
étant un maximum local de J|f,, ses composantes sont toutes nulles sauf une, par exemple

-eme

la j§™°, ce qui s’écrit ||g;||; = d;—;,. De plus, g est tel que ||g;||; = d;—;, et donc :

N

lg =817 =D llgs — 3515 = > llg;l15 + llgso — 3513, (3.40)
J=1 J#jo

De ||g — g|| < 1 et de I’égalité ci-dessus, il s’ensuit une contradiction puisque dans le cas ot

J1 # jo, (3.40) conduit & ||g — g|| > 1. Par conséquent, on a nécessairement j; = jo, ce qui

démontre la proposition 16. |

Remarque 10: Dans le cas ou S # {(0,0,0)}, la proposition 13 n’est plus valable et
JiF7,(g) peut présenter des maxima locaux parasites non séparants. En revanche,
lorsque le maximum global a été trouvé, le filtre correspondant est nécessairement sé-
parant. Pour affiner le résultat, il est alors justifié de procéder a une post-optimisation
locale autour de ce point uniquement lorsque toutes les sources ont des statistiques
identiques : en effet, le maximum global atteint par J|r,(g) est alors égal au maxi-
mum global (et donc aussi local) de J|£, (g)-

3.4 Vers une méthode effective de séparation MIMO

3.4.1 Caractérisation des ensembles F;

Afin de mettre en ceuvre les procédures de séparation données par les propositions
précédentes, nous montrons que les ensembles F;,i € {1,..., N} peuvent étre caractérisés
a partir des seules données observées. La proposition qui suit montre que g[z] appartient
a I’ensemble souhaité F; si et seulement si le signal de sortie correspondant est de variance
unité et vérifie des contraintes de décorrélation.

Considérons la P*™€ étape (P € {1,..., N}) de la procédure de séparation de la propo-
sition 12 ou 14 et supposons que les P — 1 étapes précédentes ont été réalisées avec succes.
Nous disposons alors de P — 1 sorties globales y1(n),...,yp—1(n) qui sont des filtrées
SISO des sources si(n),...,sp_1(n) respectivement. Ceci sera noté de la fagon suivante :
yi(n) = gg[z]si(n),Vi €{1,...,P—1}. Soit g[z] = (g1]z],- .., gn][z]) un filtre de taille 1 x N
et y(n) := g[z]s(n).
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Proposition 17 Il y a équivalence entre les deux propositions :

1. geFp

L Emp) =
C2Vie{l,....,.P—-1} VkeZ E{yi(n)y*(n—k)} =0

Preuve: 11 est aisé de constater d’abord que C.1 est équivalent & ||g|| = 1. De plus, soit i fixé
quelconque dans {1,...,P — 1}. C.2 est équivalent a ’annulation de l'interspectre S;[e*] entre
yi(n) et y(n), ce qui peut s’écrire :

Sile'] = gile*)(gile"]) Tile] = 0 (3.41)

%

Ainsi, sous hypothése d’analyticité de ¢°[z] et de T';[z] dans un anneau contenant le cercle unité,
nous obtenons que E{y;(n)y*(n—k)} est identiquement nul si et seulement si g; = 0. Par conséquent,
les deux conditions données par 2 sont équivalentes a ||g|| =1 et Vi € {1,...,P—1},g; =0, ce qui
prouve I’équivalence des deux propositions. |

D’apres la proposition 17, la procédure de séparation de la proposition 12 (resp. pro-
position 14) consiste en N maximisations globales (resp. locales) successives de J sous les
contraintes C.1 et C.2, ou P prend successivement les valeurs 1,2, ..., N. Remarquons au
passage que la contrainte C.2 est linéaire, ce qui facilite sa prise en compte.

Un algorithme similaire a été proposé dans [46] uniquement dans le cas de sources i.i.d.
Nous avons ici démontré sa validité dans le cas non i.i.d. et, contrairement a [46], nous
n’avons aucunement besoin d’une opération de préblanchiment. Ceci est d’une grande
importance si I’on veut en pratique obtenir une méthode de séparation efficace : il est
connu en effet, qu'une opération de préblanchiment peut altérer les performances de la
séparation.

3.4.2 Optimisation pour des filtres RIF

L’optimisation des contrastes que nous avons étudiés peut s’effectuer a 1’aide d’un
algorithme d’optimisation itératif classique. Des lors, la contrainte C.1 peut facilement
étre obtenue en effectuant une renormalisation du filtre séparant apres chaque itération de
la méthode d’optimisation. Nous nous intéressons donc maintenant plus particulierement
a la contrainte C.2 et la réécrivons comme suit :

C3Vi,l<i<P VkeZ E{yiln+k) (w[z]x(n))*} =0

Nous pouvons constater que C.3 donne un nombre infini de contraintes car ’égalité
ci-dessus doit étre assurée pour tout k € Z. En effet, pour des sources temporellement
corrélées, dont I’autocorrélation ne s’annule jamais, il n’y a aucune raison pour que I’égalité
ci-dessus soit automatiquement vérifiée lorsque |k| est plus grand qu’une certaine valeur
finie. Afin d’obtenir une meilleure compréhension du probléme, nous allons considérer par
la suite des filtres RIF.

Supposons a compter de maintenant (et jusqu'a la fin du chapitre) que le filtre de
mélange M|z] est de longueur finie L (c’est-a-dire deg M[z] = L — 1, ou deg est le degré
maximal des polynomes en z~! dans la matrice M[z]). Plus précisément, M[z] se compose
de N colonnes M[z] := (my[z] ... mpy[z]) de degré respectif deg m;[z] =: L;—1 (et nous
avons donc L = max; L;). Cette hypothese assure que le filtre M|z] est stable. Précisons
des conditions sous lesquelles le filtre peut étre inversé :

H.12 M[z] est irréductible i.e. Rang(M][z]) = N,Vz € C* U {oc}.
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H.13 M[z] est & colonnes réduites i.e. Rang (mi(L; —1) ... my(Ly—1)) =N.

Sous H.12, 'existence d’un filtre inverse RIF est assurée. Si H.13 est satisfaite, une in-
dication supplémentaire sur le degré d’un filtre séparant est apportée : pour tout D tel
que D > Zf\; 1(Li — 1), il existe un filtre séparant W|z] de longueur D (voir [39] et ses
références). Méme si nous supposons les deux hypotheses vérifiées, H.13 n’est faite que par
commodité afin de connaitre le degré de I'inverse du filtre de mélange, tandis que H.12 est
une hypothese tout a fait raisonnable puisque, sous certaines conditions techniques, elle
est presque toujours vraie des qu'il y a plus de capteurs que de sources (Q > N).

En conséquence des hypotheéses ci-dessus, 'optimisation de J est réalisée sur I’ensemble
des filtre w[z] de longueur finie D € N*, et qui satisfont C.1 et C.3. Sil’on note :

w:=(w(0) w(l) ... w(D-1)) (3.42)

on constate aisément que C.3 peut donner, comme déja expliqué, un nombre infini de
contraintes sur w. Toutefois, en raisons des hypotheses ci-dessus, nous sommes assurés de
Pexistence d’'un w # 0 séparateur. Les contraintes d’orthogonalité données par C.3 doivent
donc nécessairement étre redondantes, car sinon, elles impliqueraient w = 0.

Un probléme analogue a été rencontré dans [46], quand bien méme, dans ces travaux,
les sources étaient supposées décorrélées et que C.3 pouvait par conséquent se réduire a
un nombre fini de contraintes. Afin d’obtenir un vecteur w non nul, il avait été proposé
d’ajuster la longueur du filtre séparant a chaque étape de la procédure hiérarchique (i.e.
D dépendait de P et différait pour chaque ligne du filtre W|z]). L’étude du cas non i.i.d.
nous laisse penser que cette approche n’est pas la meilleure, car dans ce dernier cas, une
réduction du nombre de contraintes est dans tous les cas nécessaire afin d’obtenir un filtre
w|z] de réponse impulsionnelle finie.

En pratique, nous considérons plus d’équations de contraintes d’orthogonalité que stric-
tement nécessaire et nous sélectionnons a ’aide d’une décomposition en valeurs singulieres
les contraintes numériquement les plus significatives. Afin de réaliser cette projection, nous
déterminons dans le paragraphe suivant la dimension du sous-espace des vecteurs w telles
que C.3 est vérifiée.

3.4.3 Dimension des ensembles F;

Dans ce paragraphe, nous discutons de la dimension minimale de I’ensemble des filtres
séparants w[z] de longueur donnée D et tels que le filtre global g[z] = w[z]M|[z] appar-
tienne & Fp (et ainsi la sortie globale satisfasse C.1 et C.2). Si l’on se rappelle que le i®™¢
élément de g[z] s’éerit g;[z] = w[z]m;[2], ot m;[z] représente la i®° colonne du filtre de
mélange, C.2 peut se réécrire :

CaVie{l,....,P—-1} w[zlm[z]=0.

Définissons 7p(m;) comme la matrice suivante de taille QD x (L; + D — 1) :

E(Tp<m1> . TD(mp_l)) =0 (344)



70 Approches séquentielles

Puisque M][z] est irréductible et & colonnes réduites, (7p(my) ... Tp(mp_1)) est de
rang maximal, c’est-a-dire ((P — 1)(D — 1) + Y2 I;). Le nombre de conditions d’or-
thogonalité qu'impose I'équation (3.44) est donc ((P — 1)(D — 1) + S22 L), Clest le
nombre de contraintes linéaires données par C.2 en théorie. Comme en fait L = max; L;,
nous obtenons que C.2 correspond au plus a (P — 1)(D + L — 1) équations de contrainte

linéairement indépendantes.

3.4.4 Implantation de la méthode de séparation

Nous donnons maintenant des détails concernant I’implantation pratique de la sépara-
tion par la méthode hiérarchique®. Le probleme se ramene a I'optimisation de J\Fp pour
P =1,...,N et donc a des optimisations sous les contraintes C.1 et C.2. Un algorithme de
gradient a été utilisé pour ces maximisations successives. Pour I’étape P = 1, la contrainte
C.2 disparait et 'optimisation est identique & ce qui a été présenté dans [93] : la contrainte
C.1 est imposée grace a une renormalisation du vecteur w effectuée a chaque itération du
gradient.

Considérons a présent la gestion de la contrainte C.2 supplémentaire qui apparait des
que P > 1. En définissant :

x(n) == (x(n)T,x(n—1)7T,...,x(n—D+1)1)T (3.45)

on peut écrire :
y(n) = wx(n) (3.46)

Dans le cas P =2, C.2 (ou C.3) exprime la décorrélation entre la premiere source recons-
tituée y1(n) et celle que 'on cherche. Avec les notations ci-dessus, ceci s’écrit :

VkeZ  wE{yi(n+kx'(n)}=0 (3.47)

Sachant que les conditions ci-dessus sont redondantes, nous ne les considérons que pour k €
{=Kkmax; - - -, kmax }- Nous définissons ainsi la matrice A, composée des intercorrélations
entre y1(n) et les composantes de x(n), et telle que la condition ci-dessus, prise pour
k € {—kmax, - - -, kmax } s’écrive alors

w*A; = 0. (3.48)

En pratique, nous avons choisi kyax = L+ D —1, qui correspond a I’ensemble des valeurs de
k & considérer de sorte que (3.47) soit vérifié pour tout k& dans ’hypothese de sources i.i.d.
Ainsi, I"équation (3.48) traduit 2kmax + 1 conditions d’orthogonalité, ce qui est plus que
le nombre D 4+ L — 1 de conditions a imposer d’apres le paragraphe précédent. La matrice
A n’est donc pas de rang plein et nous réduisons par conséquent le nombre de conditions
d’orthogonalité en sélectionnant dans une matrice A; Pespace colonne correspondant aux
plus grandes valeurs singulieres de A;. La recherche du second filtre séparateur s’effectue
ainsi dans Despace défini par w*A; = 0 et il est aisé d’en déduire un algorithme de gradient
projeté. Dans le cas ou P > 2, nous construisons de méme des matrices Ai,z’ e{l,...,P}

et le vecteur w est recherché dans 'espace défini par w*A; =--- = w*Ap = 0.

*Une séparation hiérarchique a déja été introduite dans le cas de sources i.i.d. [92]. La différence consiste
en l'introduction de termes de pénalisation du critere, qui permettent de prendre en compte de maniere
pondérée les contraintes de décorrélation, au lieu de les imposer comme il est fait ici.
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3.4.5 Amélioration des performances par une post-optimisation locale

On peut reprocher aux méthodes de séparation hiérarchiques (propositions 12 et 14),
de ne pas traiter les sources de facon symétrique : la premiere est reconstruite apres une
maximisation dans ’ensemble F7 des filtres 1 x N de norme unité, tandis que les filtres
MISO séparateurs suivants sont cherchés dans des sous-ensembles Fp, P € {2,..., N},
qui satisfont les inclusions successives : Fyn ; ; Fo ;Cé Fi. Comme les ensembles
Fi,i € {2,...,N} dépendent des estimations précédentes, et comme les erreurs d’esti-
mation s’accumulent, il faut s’attendre a ce que 'extraction des sources soit de moindre
qualité pour celles extraites en dernier. Cette méme critique peut étre adressée aux ap-
proches par déflation qui soustraient la contribution des sources précédemment extraites
sur les capteurs.

Pour limiter ces effets, il a été proposé dans [94, 66] et [87], de réaliser apres chaque
extraction de la procédure une maximisation locale non contrainte de Jz mais avec une
watialisation appropriée de 'algorithme d’optimisation afin d’éviter d’extraire deux fois la
méme source. Lorsque S = {(0,0,0)}, la proposition 15 fournit une justification théorique
a cette pratique.

L’initialisation adéquate peut étre donnée par ’algorithme décrit dans la proposition
12 (ou 14). Une autre solution consiste a identifier le filtre ligne séparateur correspondant
apres l'extraction d’une source par déflation. Ceci peut se faire par moindres carrés.

3.5 Simulations

Les simulations présentées dans ce paragraphe se concentrent principalement sur le cas
de sources i.i.d. réelles dont la distribution est soit uniforme, soit de type PAM4. Le cas
non i.i.d. est présenté également mais a été étudié plus attentivement dans le cadre des
applications exposées au chapitre 4. Nous renvoyons en particulier le lecteur au simulations
du paragraphe 4.1.3. Enfin, le choix de se placer dans le cas ol le nombre de capteurs est
strictement supérieur au nombre de sources se justifie par le souhait d’assurer 'existence
d’un filtre MIMO et RIF qui permette d’inverser le mélange.

3.5.1 Sources i.i.d.

La méthode de séparation déduite des propositions 12 et 14, et dont des éléments de
mise en ceuvre ont été donnés au paragraphe 3.4 a été considérée sur des signaux i.i.d. Le
contraste MISO classique J(g) = |ry(0,0,0)| correspondant & S = {(0,0,0)} et f(.) =|.| a
été choisi dans ce cadre. Une comparaison a été menée entre la méthode dite hiérarchique,
cette méme méthode a laquelle a été ajoutée une étape de post-optimisation sans contrainte
de décorrélation et la méthode par déflation.

Méthode séparation | Source 1 | Source 2 | Source 3
hiérarchique 0.0027 0.0046 0.0066
hiéra. + post-opt. 0.0027 0.0027 0.0029
déflation 0.0027 0.0052 0.0077

TaB. 3.1 — Comparaison des EQM moyennes sur 1000 réalisations données par différentes
méthodes de séparation séquentielles. Cas de 3 sources i.i.d. a distribution uniforme, 6
capteurs, et d’un filtre de mélange de longueur 3.
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Fia. 3.1 - EQM moyenne sur les sources reconstituées. Comparaison sur 100 réalisations de
Monte-Carlo (3 sources, 6 capteurs, filtre de longueur 3, 4096 échantillons). Les réalisations
ont été classées par ordre croissant de 'EQM pour la méthode hiérarchique.
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La figure 3.1 trace pour 100 réalisations de Monte-Carlo la moyenne des EQM sur les
trois sources reconstituées par chacune des méthodes. Ces réalisations ont été classées de
sorte & donner aux graphiques une meilleure lisibilité. Il apparait que les performances de
la méthode hiérarchique sont 1égerement meilleures que celles de la déflation. L’ajout de
I’étape de post-optimisation permet d’améliorer encore la qualité du résultat.

Les valeurs des erreurs quadratiques moyennes (moyennées sur les 1000 réalisations)
sont données au niveau du tableau 3.1. Nous constatons alors que ’amélioration des per-
formances est plus particulierement observable sur la deuxieme et surtout troisieme source
extraite. La méthode par déflation entraine en effet une accumulation sensible des er-
reurs au fur et a mesure que les sources sont extraites. Cet inconvénient demeure dans
la méthode hiérarchique, mais de fagon atténuée. En revanche, le fait de procéder a une
post-optimisation permet de rétablir une symétrie de traitement entre la premiere source
extraite et les suivantes. Ainsi, Perreur sur la troisiéme source extraite n’est-elle pas sen-
siblement plus importante que celle sur la premiere.

3.5.2 Sources non i.i.d.

Le cas de sources non i.i.d. requiert I'introduction d’un critére de séparation insen-
sible aux ambiguités de filtrage SISO. Aussi, pour la P®™¢ source extraite, nous avons
considéré le critere suivant, défini & partir de la P*™® ligne du filtre global, notée g[z] =
(glz];-- - gn[2])

- maxsp gl

Tp =
> g5l

Il est immédiat de constater que, pour P quelconque, 0 < 7p < 1. La séparation de la Pe™e
source est réussie lorsque la P®™® ligne du filtre global ne contient qu’une seule composante
non nulle. Cette composante doit étre de plus distincte des composantes obtenues aux
lignes précédentes, que 'on a supposé étre les composantes 1,...,P — 1 : le contraire
signifierait que la méme source a été extraite plus d’une fois. Ainsi, nous constatons que
des valeurs de 7p proches de zéro correspondent a des extractions de bonne qualité de la
P source.

(3.49)

Les résultats donnés par la méthode hiérarchique ont été examinés. En particulier, les
valeurs moyennes des critéres 71 a 74 ont été tracées a la figure 3.2 en fonction du nombre
d’échantillons disponibles pour des sources ARCH(1) présentées au paragraphe 2.3.3. Nous
constatons la validité de la méthode. D’autres résultats dans le cas non i.i.d. accompagnés
d’une étude plus approfondie seront donnés a ’occasion de 1’étude de ’application a des
signaux CPM.

3.6 Conclusion

Ce chapitre a concerné 1’étude des méthodes séquentielles basées sur des contrastes
MISO. Apres avoir rappelé les notions nécessaires, nous avons obtenu des formes généra-
lisées de fonctions de contraste. Le passage a la séparation MIMO a été obtenu au travers
de contraintes supplémentaires ajoutées a l'issue de chaque extraction. Ces contraintes
imposent et traduisent une décorrélation entre la source en cours d’extraction et celles
précédemment extraites. Les difficultés pratiques de mise en ceuvre de la méthode ont
également été exposées. Par ailleurs, ce chapitre a été 'occasion d’élargir et de clarifier
des résultats relatifs a une étude locale des critéres considérés. Outre ’assurance de ne
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F1G. 3.2 — Séparation de 4 sources de types ARCH(1) : valeur moyenne sur 100 réali-
sations des criteres 7,7 € {1,...,4} en fonction du nombre d’échantillons. Le filtre de
mélange comportait 8 capteurs, était de longueur 2 et a été tiré aléatoirement selon une
loi gaussienne normalisée a chaque réalisation.

pas obtenir de maxima locaux non séparant, qui était déja connue dans le cas MISO, nous
avons justifié la possibilité d’utiliser une optimisation locale non contrainte pour affiner
les résultats et limiter le probleme d’accumulation des erreurs.



Chapitre 4

Applications des approches
séquentielles

Le chapitre précédent a présenté d’un point de vue général la séparation de signaux
sources par des méthodes séquentielles. Nous considérons dans ce chapitre deux applica-
tions intéressantes de la méthode qui a été proposée. Nous étudions d’abord I'utilisation
des méthodes de séparation dans le cadre des télécommunications et plus particulierement
des signaux modulés par une modulation & phase continue (CPM). Ensuite, nous établis-
sons de quelle maniere les méthodes développées peuvent se généraliser au cas des images
et des signaux multidimensionnels.

4.1 Séparation et détection d’un mélange de signaux modu-
lés CPM

4.1.1 Introduction aux modulations CPM
4.1.1-a) Généralités

Les modulations & phase continue, couramment appelées modulations CPM (conti-
nuous phase modulation) présentent des propriétés qui les rendent particulierement at-
tractives, parmi lesquelles la propriété importante de module constant de leur enveloppe.
De plus, elles présentent une tres bonne efficacité spectrale et réalisent un bon compromis
entre efficacité de puissance et complexité des modulateurs/démodulateurs. Pour ces rai-
sons, les modulations CPM sont utilisées dans le systeme européen de téléphones mobiles
de seconde génération (GSM), ainsi que dans de nombreux systémes de communications
militaires, ...

La démodulation de signaux CPM ayant subi une transmission selon un canal a tra-
jets multiples trouve un intérét pratique dans ’application a I’écoute passive. Dans le cas
d’un émetteur unique, la plupart des méthodes consistent a estimer conjointement les pa-
rametres du canal et la séquence de symboles [70, 21, 51]. En réalité, d’apres [10], il est
possible d’estimer la séquence de symboles a I'aide d’un égaliseur —par exemple 'algo-
rithme de module constant (CMA) de Godard [38]— suivi d’un algorithme de détection
classique. Nous allons illustrer que cette méthode est généralisable dans la configuration
d’émetteurs multiples. Nous rappelons d’abord les propriétés essentielles des CPM dont
nous aurons l'utilité. Elles sont exposées plus en détail dans [9]; d’autres informations
peuvent étre trouvées dans [81].
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4.1.1-b) Modéele de signal

Soit (an)nez une suite i.i.d. de symboles de communication. Nous supposons que, pour
tout n, a, prend de maniere équiprobable sa valeur dans ’alphabet binaire {+1, —1}.
L’enveloppe complexe (& temps continu) du signal CPM associé est :

s(t) = e, (4.1)

ou la phase ¢ (t) de s(t) vaut :

W(t) = ﬂh(Zakqb(t ~ kTS)>. (4.2)

kEZ

Dans l'expression ci-dessus, h €]0, 1[ est un parameétre fixe appelé indice de modulation et
T désigne la période symbole. Enfin, ¢ est une fonction continue, croissante telle que, si
l'on fixe L € N* un entier naturel non nul :

VE<0, é(t) =0
Ve [0,LT] o) €[0,1] (4.3)
Vt> LT, 6(t) =1

Dans la pratique, la fonction ¢ est une primitive de ce qui est appelé la fonction de mise
en forme g(t) : cette derniere est continue, positive, de support [0, LTs] (L est donc la
longueur du filtre de mise en forme) et normalisée de sorte que fOLTS g(t)dt = 1. Nous
avons par conséquent la relation : ¢(t) := fg g(u) du. Selon la longueur du filtre de mise
en forme, on distingue :

— si L =1, la modulation est dite modulation CPM a réponse complete. Dans ce cas,

le support de la fonction de mise en forme correspond a [0, T].

— si L > 1, la modulation est dite modulation CPM a réponse partielle.
Dans la suite de I'exposé, seules les modulations CPM a réponse complete seront envisa-
gées.

4.1.1-c) Représentation de Laurent (CPM a réponse compléte)

Dans le cas de CPM a réponse complete, il a été démontré dans [59] que le signal s(¢)
peut s’écrire comme une modulation linéaire de pseudo-symboles. Nous reprenons ici la
démonstration donnée dans [9].

D’apres (4.1) et (4.2),

wh a t—kTs
Supposons t € [nTs, (n + 1)Ts[. En utilisant les propriétés (4.3) de la fonction ¢, il vient :
Vi € [Ty, (n+ DT s(t) = s(nTy)e™randt=—nTs) (4.5)

Par ailleurs, en exploitant le fait que a,, = £1, on vérifie aisément que :

sin (rho(t — nTy)) N sin (rh(1 — ¢(t — nTy)))
sin(7h) sin(7h)

627Than o(t—nTs) _ ezwh(zn

(4.6)
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et donc :

Vt € [nTsa (TL + 1)T3[
sin (7rh(1 — ot — nTs)))
sin(7h)

s(t) = §(nTS)6mhan sin (7Th¢(t - nTs))

= sin(mh) (4.7)

+ s(nTy)

Introduisons la suite (s(n))pez = (s((n 4+ 1)Ts))nez, appelée suite de pseudo-symboles.
Cette suite est liée a (ap)nez et vérifie :

Vn €Z, s(n+1)=e"ms(n)

5(0) est une variable aléatoire centrée, de module 1, uniformément distribuée  (4.8)

sur ’ensemble de ses états possibles, et indépendante de (ay,),cz+-

De (4.7), on déduit alors successivement

Yt € [nTy, (n + 1)Ty]

sin (rho(t — nTy)) ) sin (rh(1 — ¢(t — nTy)))

t) = — 4.9
5(t) = s(n) sin(mh) +s(n—1) sin(mh) (4.9)
puis ’équation suivante, appelée représentation de Laurent :
VteR  s(t) =) s(k)e(t — kT) (4.10)
keZ
ou ¢(t) est la fonction de mise en forme de Laurent définie par :
0 si t ¢]0, 27|,
o(t) = W( ; Si0<t<T, (4.11)
in(rh(1=¢(t—Ts .
S STED) siTy <t <27,

11 apparait donc que le signal s(t) a la structure d’une modulation linéaire, mais ou la
suite de pseudo-symboles —qui remplace la suite de symbole originelle— n’est pas i.i.d.
mais seulement stationnaire. Plus précisément, (s(n)),cz est strictement stationnaire et
n’est pas un processus linéaire.

4.1.2 Séparation de CPM dans le cas ou la période symbole est égale a
la période d’échantillonnage
4.1.2-a) Formulation du probléme et lien avec les chapitres précédents

Nous considérons le cas d’une transmission de N signaux de communication distincts

modulés en CPM. Nous notons s;(t),j € {1,..., N} chacun de ces N signaux de communi-
cations; hj,j € {1,..., N} désigneront les indices de modulation respectivement associés
et (ah)nez,j € {1,..., N} seront les symboles correspondants aux différents utilisateurs.

Ces signaux sont transmis au travers d’un canal de propagation linéaire et invariant dans
le temps, qui, par exemple, peut résulter d’'un modele de propagation multi-trajets.

Au niveau des capteurs, et aprés échantillonnage au rythme de la période symbole Ty,
les observations x(n) suivent alors un modele de mélange convolutif du type :

x(n) =Y M(n — k)s(n) + b(n) (4.12)

kEZ
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Il s’agit 1a du modele exposé au chapitre 1.4.1, ou les sources sont des suites de pseudo-
symboles vérifiant les propriétés de 1’équation (4.8). Le probleme est de reconstituer cha-
cune des communications, ce qui revient a I’étude de la séparation du mélange de pseudo-
symboles, puis a 'application d’une démodulation. Un schéma de principe est donné a la
figure 4.1.

mélange séparateur

a(n)

=7 yf emh)a(n)
(Nx1) |°

s(n) | Mlz] W|z] y(n) démo- a(n)

dulateur (N % 1)

@x1) |

G[z] := W[z]M][z]
(N x N)

=
X
Y
B
X
=

mélange convolutif et séparation aveugle

F1G. 4.1 — Systeme global a temps discret.

Dans cette application, nous considérons uniquement des approches séquentielles. Nous
supposerons étre a la P®™¢ étape de la séparation, qui a été achevée avec succes par
maximisation de Jiz, et éventuellement post-optimisation (voir le chapitre précédent).
Ainsi, la P®™® sortie yp(n) est une filtrée de la P®™e gource, ce que nous écrivons :

yp(n) =Y gp(k)sp(n — k) (4.13)
ke

Pour atteindre notre objectif, qui est de détecter les symboles (af )kez, il serait possible
d’effectuer une égalisation du signal (yp(n))nez et d’appliquer ensuite un algorithme de
décision dure. Nous allons montrer dans la suite que cette étape peut étre grandement
simplifiée.

4.1.2-b) Contraste choisi et critére de module constant

Le choix effectué pour le critere J de I'équation (3.8) est S = {(0,0,0)} et f égale a
moins l'identité. Ainsi, nous avons :

J(g) = —ky(0,0,0) (4.14)

Ce choix nous permet d’établir un lien entre J et le critere dit de module constant défini
par :

Jem(g) = B{(ly(n)|* - 1)*} (4.15)

Un tel lien a déja été remarqué dans le cadre SISO [84]. Il est facile de généraliser ce
résultat :

Lemme 3 Si le filtre global vérifie ||g|| = 1, alors :

J(g) =1—Jom(g) (4.16)

De plus, pour tout i € {1,..., N}, la borne supérieure définie dans (3.9) est atteinte pour
le filtre identité et Vi € {1,..., N}, M; = 1.
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Preuve: En supposant ||g||> = E{|y(n)|?} = 1 et en utilisant la circularité de y(n) qui entraine
E{y(n)?} = 0, nous pouvons écrire :

ry(0,0,0) = E{Jy(n)[*} — 2E{|y(n)*}* — [E{y(n)*}
=E{ly(m)|"} - 2B{Jy(n)]*} +1 -1 (4.17)
=E{(ly(m)]* - 1)*} -1

ce qui donne (4.16). D’autre part, il est clair d’apres (4.15) et (4.16) que J(g) est majoré par 1.
Enfin, si g = (0,...,0,2%,0,...,0) € G;, nous avons Jc(g) = 0 et ainsi J(g) = 1, ce qui prouve
que la borne supérieure est atteinte et vaut M; = 1. |
Le lemme ci-dessus justifie ’hypotheése H.11 qui affirme que la borne supérieure (3.9) est
atteinte. En général, les autres travaux [88] ont considéré ce point comme une hypothese
technique supplémentaire.

4.1.2-c) Caractérisation de ’ambiguité de filtrage scalaire

L’ensemble des filtres numériques qui, attaqués en entrée par un signal CPM, donnent
une sortie de module constant a été caractérisé dans [10]. Ainsi, le lien établi entre J
et le critere Jom permet de caractériser 'ambiguité de filtrage scalaire sur chacune des
sources. On notera que les résultats sont distincts dans les cas ou 'indice de modulation
vaut hp = % et hp # %

Proposition 18 (cas hp # %) Supposons hp # % La suite (gp(k))rez peut alors s’écrire
comme

gp(k‘) = ewpgp(k' — ]{p), vk € Z, (4.18)
ou kp est un entier, pp € [—m, ) et ot (§p(k))rez coincide avec l'une des suites suivantes :
[ - ___siné
P(O> 51f11§n7rhlj>) ) gP(O) - siil(nrrig;)
whp—0 . . . —0p
P(1> smsm 71{th)P ou gP(l) - Zt;l’l(ﬂ'hp) (419)
-~ 0
9p(2) = 9P(2) = Stehe)

et gp(k) = 0 pour tout k différent de 0, 1 ou 2. Ici, Op prend n’importe quelle valeur dans
Vintervalle [—m, 7[.

Simaintenant hp = %, le résultat suivant a été présenté dans [10] et est une conséquence
directe de [41] :

Proposition 19 (cas hp = %) Supposons hp = % La suite (gp(k))rez peut alors s’écrire
comme :

gp(k) =e*Pgp(k — kp), Yk € Z, (4.20)
ou kp est un entier, ¢; € [—m,7[ et ot (gp(k))kez coincide avec l'une des séquences

sutvantes :

{gp(()) = sinfp (21)

gp(K) =1 E="Dcoshp

ou gp(k) = 0 pour tout k différent de 0 et K. Ici, Op € [—m,m[ et K est un entier
strictement positif.

A partir de maintenant, nous nous concentrons uniquement sur le cas hp # %
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4.1.2-d) Commentaires

Nous dénommerons respectivement filtre de type I et type II les familles de filtres
précédemment définies dans (4.19). Ainsi, on peut dire que le filtre (gp(k))rez correspond
a un filtre de type I ou II a un retard et un déphasage pres.

Dans le cas ou (gp(k))kez correspond a un filtre de type I (& un retard et un déphasage
pres), le signal de sortie (yp(n))nez est tel que pour tout entier n,

sinfp sin(rhp — 0p)

yp(n) =e'¥r ( si(n —kp) + sp(n—kp— 1)> (4.22)

sin(mhp) sin(mhp)

ou kp, ¢p et Op sont les parametres définis dans la proposition 18. Supposons maintenant
que Op soit tel que 0 < 0p < whp. Dans ce cas, 0p peut s’écrire 0p = Thpdp(Tp), ot Tp est
un élément de U'intervalle de temps [0, 7] et ot ¢p est la primitive de la fonction de mise
en forme telle que définie a l’aide de (4.3). En utilisant la décomposition de Laurent (4.10)
(ou bien ’équation (4.9)), on constate que I’équation (4.22) entraine que pour tout entier
n, yp(n) = e¥Psp(nTy — kpTs — 7p), ot sp(t) représente la source CPM & temps continu.
En d’autres termes, le filtre >, gp(k)z~F peut s’interpréter comme un filtre interpolateur
(& un déphasage pp pres). Ainsi, une étape de synchronisation suivie d’un algorithme
de détection de CPM classique sont les seuls éléments nécessaires pour reconstituer les
symboles émis (al)rez.

Comme le parametre fp ne vérifie pas nécessairement 0 < 0p < whp et comme
(g9p(k))rez peut également étre un filtre de type II, l'estimation des symboles peut de-
mander une procédure plus compliquée. Cependant, il est intéressant de noter que dans
tous les cas, 'utilisation d’un égaliseur SISO permettant de récupérer (sp(n))nez n'est
pas indispensable. La proposition 18 donne une paramétrisation du filtre (gp(k))gez et
permet donc de remplacer une étape d’égalisation potentiellement cotliteuse par une esti-
mation plus simple des parametres inconnus. Par exemple, un estimateur du maximum de
vraisemblance peut étre considéré en chaque point fp d’une grille discrete afin d’estimer
simultanément 0p et la suite de symboles. D’autres méthodes plus évoluées ont également
été proposées parmi lesquelles on peut citer le «Per-Survivor Processing» [82].

4.1.3 Simulations
4.1.3-a) Meéthodologie et description générale

Nous avons étudié d’abord la méthode de séparation en elle-méme et ensuite envisagé
la détection des différentes suites de symboles. Pour I’étude de la seule séparation, ont été
pris en compte les criteres

2
max,; ills
pi=1— M (P fixé, 1 < P < N) (4.23)
> llgill;

ot glz] = (g91[2], ..., gn]z]) représente la P*™® ligne du filtre global. Comme expliqué au
paragraphe 3.5.2, nous avons 0 < 7p < 1 et 7p = 0 uniquement dans le cas d’une séparation
parfaitement réussie. Nous avons par ailleurs utilisé la moyenne 7 = % 211\9[21 Tp comme
critere de réussite de la séparation MIMO.

Compte tenu du contexte applicatif, nous avons considéré un modele de canal classique
en télécommunications. Les filtres de mélange ont été tirés selon un modele de propagation
multi-trajets réduit a trois trajets. Les facteurs d’atténuation ont été fixés a 1 pour le
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premier trajet et tirés aléatoirement dans [—1, 1] (loi uniforme) pour les autres trajets. Les
retards de propagation ont été supposés nuls pour le premier trajet et tirés uniformément
dans [0, 3T] pour les autres trajets. Enfin, l'effet des angles d’arrivée a été modélisé par un
déphasage complexe entre les capteurs, lequel a été tiré selon une loi uniforme sur [0, 27].

4.1.3-b) Validité de la méthode

2 2 2
1 + 1 + 1 +
+ " + + +
0 + 0 + + 0 +
+
-1 + t -1 Tt -1 .
-2 -2 -2
-2 0 2 -2 0 2 -2 0 2
2 2 2
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0 0 0
’ * @
-1 *’# -1 * ¥ -1
-2 -2 -2
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2 2 2
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+ +
-1 *‘%’ -1 + 4+ -1 M*
-2 -2 -2
-2 0 2 -2 0 2 -2 0 2

F1G. 4.2 — Sources originales (1ére ligne) et reconstituées, sans post-optimisation locale
(2°m¢ ligne) et avec (3°™ ligne) (Indices de modulations : 0,25; 0,75 et 0,4; 4 capteurs,
filtre de mélange de longueur 4, 1000 échantillons.)

La figure 4.2 représente les constellations de N = 3 sources ainsi que les constellations
obtenues apres séparation de leur mélange sur () = 4 capteurs. Nous constatons clairement
que la méthode de séparation réussit particulierement bien pour les deux premiéres sources
(colonnes 1 et 2), contrairement & la troisieme source dont la restauration semble de
moindre qualité.

En outre, la procédure post-optimisation expliquée au paragraphe 3.4.5 mene a des
résultats de qualité bien meilleure comme le montre la derniére ligne de la figure 4.2. Cet
exemple illustre que, au cours des étapes successives, ’estimation des ensembles F;,i €
{2,..., N} devient de moindre qualité. Il s’agit d’un point qu’il convient de traiter avec
soin.

On remarquera que les sources extraites sont de module unité, témoignant de ce que
I’algorithme, basé sur une méthode d’optimisation locale, a en réalité convergé vers une
solution de module un : il s’agit donc d’un maximum global du critere J. Il est intéressant
de noter aussi que les sources sont bien reconstituées a un filtrage pres de type I tel
que défini a I’équation (4.19) : ceci s’observe particulierement bien a la derniere ligne,
derniere colonne de la figure 4.2, ou l'on distingue clairement 10 groupes de points au lieu
des 5 groupes représentés en haut de la méme colonne et correspondant & un indice de
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modulation de 0,4. Le méme phénomene s’est produit dans la seconde colonne, mais le
parametre @ étant proche de zéro (ou ), les différents groupes de points ne peuvent étre
clairement distingués.

4.1.3-c) Difficulté du cas des sources CPM

Nous avons illustré précédemment que la méthode de séparation hiérarchique était
susceptible d’accumuler des erreurs. De ce fait, comme les ensembles F;,i € {1,...,N}
ne sont pas connus exactement mais seulement estimés, des difficultés peuvent survenir
lorsque l'on essaie d’imposer le nombre requis de contraintes. Nous avons tracé sur la
figure 4.3 deux exemples typiques de distribution des valeurs singulieres de la matrice de
contrainte (i.e. le vecteur des parametres cherchés appartient au noyau de cette matrice, qui
avait été notée Ay dans le paragraphe 3.4.4). Ces exemples correspondent aux mélanges
de deux sources i.i.d. et de deux sources CPM respectivement. Sur la figure 4.3(a), les

Constraints to be kept theoretically Constains t be kept theoretially

Singular val
Singular values
®

ITTTT?Z????;’SQQGOSD IITT??E]QOOQE o o

0 5 10 15

(a) Sources uniformes i.i.d. (b) Sources CPM

Fi1G. 4.3 — Deux exemples typiques des distributions des valeurs singulieres de la matrice
de contrainte (obtenus avec un filtre de mélange identique, 10000 échantillons et deux
types de sources distincts).

valeurs singulieres peuvent étre séparées en deux groupes et 1’espace vectoriel engendré
par les vecteurs correspondant aux valeurs singulieres les plus petites permet d’aboutir
a une estimation fiable de I’ensemble F; cherché. En comparaison, ce phénomene ne se
produit pas pour des sources CPM et il n’apparait pas de saut dans la distribution des
valeurs singuliéres de la figure 4.3(b). Des lors, il ne peut étre exclu que lestimation des
ensembles F; soit fortement compromise. Ainsi, le nombre idéal de contraintes & prendre
en compte résulte d’'un compromis et le nombre théorique déterminé au paragraphe C.4
n’apparait plus que comme une indication. Prendre en compte plus de contraintes limitera
le risque de retrouver plusieurs fois sur une source déja extraite, mais limitera fortement la
qualité de la séparation. En revanche, choisir moins de contraintes menera a une séparation
de meilleure qualité, mais a un risque accru d’extraire une source déja extraite.

4.1.3-d) Etude sur deux filtres fixés

Nous illustrons ici sur deux filtres fixés les possibilités offertes par la méthode hiérar-
chique de séparation sur des sources CPM. Les performances sont également comparées a
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celles offertes par une méthode de déflation.

Le premier filtre considéré comporte 4 capteurs pour 3 sources en entrée et sa lon-
gueur est de 4. D’aprés le paragraphe 3.4, le filtre séparant a été choisi de longueur 9 et
le nombre de contraintes d’orthogonalité & imposer en théorie est de 12 par source précé-
demment extraite. Nous avons représenté sur la figure 4.4 les fonctions de répartition du
critere de séparation 7 pour respectivement 4 et 9 conditions d’orthogonalité par source
extraite. Nous constatons sur la figure 4.4(a) que, si le nombre de contraintes imposées
est suffisamment faible, la méthode hiérarchique offre des performances tres satisfaisante
en comparaison de la déflation. Une post-optimisation améliore encore les performances
de la séparation. En revanche, lorsque le nombre de contraintes d’orthogonalité est plus
important, la qualité de la séparation est moindre, comme indiqué par la figure 4.4(b).

100 ——

100 —

90 7

80 1 80 1

70+ | 4 70+
601 ! 601 |
50 7 50 .

40r o 40t S

Nombre de realisations
Nombre de realisations

30+ ¢ 1 30 ‘
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hierarchique hierarchique
10 '/ : R 7 : /{ = = = hiera. + post-opt| | 10 1/' . o 7 o — — — hiera. + post-opt|-]
! — = deflation / — — deflation

T

z 10 10° 107 10

-1

e = -
10

(a) 4 conditions d’orthogonalité (b) 9 conditions d’orthogonalité

3
FiG. 4.4 — Fonction de répartition du critere % pour un filtre 4 x 3 fixé. (4000 échan-
tillons)

Afin de mieux cerner les limites de la méthode hiérarchique, il est intéressant de se
placer dans le cas d’'un mélange de 4 sources sur 5 capteurs et de longueur 4 (figure 4.5 et
tableau 4.1). Nous remarquons que la méthode hiérarchique offre, pour 4000 échantillons
disponibles, de bons résultats lorsque 9 conditions d’orthogonalité sont prises en compte
par source (figure 4.5(b)). Un nombre plus faible de conditions d’orthogonalité divise en
revanche les réalisations en deux catégories (figure 4.5(a)) : une majorité d’entre elles donne
une séparation meilleure que dans le cas d’une déflation, tandis dans une minorité de cas, la
séparation a échoué. L’apparition de ces cas d’échec complet de la séparation se remarque
aussi dans le cas d’une diminution du nombre d’échantillons (figure 4.5(d)). L’observation
des tableaux 4.1 et 4.2 montre par ailleurs que la difficulté provient de I'estimation de
la derniere source. Les premieres sources sont en effet correctement estimées, avec une
accumulation d’erreur inférieure a celle de la déflation. Dans le cas d’un nombre trop faible
de contraintes, il existe en revanche une minorité de cas ou la derniére source est 1’'une de
celles précédemment extraite. Ceci se traduit & la fois par une trés forte dégradation de
la valeur moyenne du critére de séparation de la derniere source, et par une dégradation

plus mesurée de la valeur médiane.
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4
% pour un filtre 5 x 4 fixé.

6 cond. orth. 9 cond. orth.
hiéra hiéra+ déflation | hiéra. hiéra + | déflation
post-opt. post-opt.
1°7¢ source : 7 | 0.0004 0.0004 0.0004 0.0004 3.695e-3 | 0.0004
28me source : 75 | 0.0004 0.0002 0.0034 0.0011 3.734e-3 | 0.0034
3%me source : 73 | 0.0044 0.0003 0.0063 0.0068 3.350e-3 | 0.0063
48me source : 74 | 0.1042 0.1209 0.0082 0.0088 9.136e-3 | 0.0082

TAB. 4.1 — Valeurs moyennes des criteres 7,4 € {1,

échantillons, 100 réalisations de Monte-Carlo.

...,4} pour un filtre 5 x 4 fixé, 4000
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4.1.3-e) Etude de Monte-Carlo avec canal aléatoire

Comme indiqué précédemment, le nombre de conditions d’orthogonalité sélectionnées
a un impact important sur la qualité de séparation. Aussi, de nombreuses possibilités
permettent de faire le choix des valeurs singulieres a conserver ou non. A la figure 4.6
sont donnés les résultats pour des filtres tirés aléatoirement et ou seules les contraintes
correspondant a des valeurs singulieres supérieures a un seuil ont été conservées. Nous
constatons que la méthode hiérarchique est susceptible de fournir de bon résultats sous
réserve de bien effectuer le choix des conditions d’orthogonalité. Remarquons aussi que
I’étape de post-optimisation améliore considérablement les résultats. Enfin, ces simulations
témoignent également du fait que les résultats précédents ne sont pas particuliers aux filtres
choisis.
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60 / 60 I
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F1G. 4.6 — Fonction de répartition du critere == pour des filtres 4 x 3 et 5 x 4 générés
aléatoirement. Le nombre d’échantillons a été fixé a 1000.

4.1.3-f) Cas réel bruité et taux d’erreurs

Nous avons envisagé la détection des symboles dans le cas favorable du mélange de la
figure 4.4(a) avec 4 conditions d’orthogonalité. I convient dans le cadre d’une application
de prendre en compte le bruit. Aussi, le tableau 4.3 donne pour différents rapports signal
a bruit les critere de séparation moyen obtenus. Le tableau 4.4 donne quant a lui les taux
d’erreurs estimés a partir de 1000 réalisations. Nous constatons que les résultats sont de
bonne qualité, ce qui permet d’envisager des applications concretes.
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6 cond. orth. 9 cond. orth.
hiéra hiéra+ déflation | hiéra. hiéra + | déflation
post-opt. post-opt.

1'¢ source : 71 | 0.0004 0.0004 0.0004 0.0004 3.721e-4 | 0.0004
2¢me source : 15 | 0.0003 0.0001 0.0031 0.0011 1.052e-4 | 0.0031
3¢me source : 73 | 0.0041 0.0002 0.0063 0.0064 2.300e-4 | 0.0063
48me source : 74 | 0.0051 0.0011 0.0079 0.0077 9.770e-4 | 0.0079

TAB. 4.2 — Valeurs médiane des criteres 7,7 € {1,...,4} pour un filtre 5 x 4 fixé, 4000
échantillons, 100 réalisations de Monte-Carlo.

Hiéra. Hiéra. + post-opt.

SNR en dB 25 20 15 10 25 20 15 10
1°%¢ gsource : 7 || 8.3e-4 | 1.6e-3 | 3.5e-3 | 7.1e-3 || 8.3e-4 | 1.6e-3 | 3.5e-3 | 7.1le-3
28Me gource : 1y || 1.0e-3 | 2.4e-3 | 4.5¢-3 | 7.1e-3 || 9.4e-4 | 2.3¢-3 | 4.6e-3 | 7.8e-3
3eme gource : 73 || 1.3e-2 | 1.6e-2 | 2.0e-2 | 3.5¢-2 || 1.2e-3 | 3.1e-3 | 8.3e-3 | 2.3e-2

TAB. 4.3 — Valeur moyenne des criteres 7;,7 € {1,...,3} pour un filtre de mélange 4 x 3
fixé et pour différentes valeurs du SNR. Le nombre de réalisations de Monte-Carlo est
de 100.

Hiéra. Hiéra. + post-opt.
SNR en dB o0 25 15 00 25 15
1*¢ source : 7y | 1.4e-5 | 5.8e-5 | 2.6e-3 || 1.4e-5 | 5.8e-5 | 2.6e-3
2tme gource 7y | 2.9e-5 | 8.1e-5 | 4.6e-3 || 1.8e-5 | 8.3e-5 | 4.2e-3
3%me gource : 75 | 1.4e-5 | 2.4e-5 | 1.9e-3 || 2.0e-6 | 1.9¢-5 | 0.7e-3

TAB. 4.4 — Estimation du BER pour un filtre de mélange 4 x 3 fixé et pour différents SNR.
Le nombre de réalisations de Monte-Carlo est de 1000.
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4.2 Séparation de mélanges convolutifs d’images

Nous considérons dans cette partie une application de la séparation de sources aux
mélanges linéaires d’images. Deux difficultés se sont principalement présentées au cours
de cette étude.

Nous avons d’abord di étudier I'inversibilité des mélanges MIMO convolutifs 2D. Ce
dernier probleme peut se ramener a des propriétés des matrices polynomiales a deux indé-
terminées. Méme si leur acces n’est pas aisé dans la littérature, les résultats requis existent
quel que soit le nombre d’indéterminées : ils sont présentés dans ’annexe A mais les points
utiles peuvent étre admis sans nuire a la compréhension du texte. Apres résolution des dif-
ficultés propres au cas 2D, nous avons pu étendre les algorithmes de séparation 1D au cas
des images.

L’autre probleme auquel nous avons été confrontés est que le contenu spectral des
images se révele en général non uniforme, notamment dans le cas d’images naturelles. 11
est donc apparu indispensable de vérifier que nos méthodes s’appliquent dans le cas de telles
sources. Par dela 'aspect théorique, il convient d’étre conscient des limites qu’imposent
des sources au spectre tres inégalement réparti.

Enfin, des simulations illustreront la validité des points théoriques qui ont été soulevés.

4.2.1 Bref apercu des méthodes de séparation/restauration en image

La séparation de sources a soulevé un certain intérét dans le domaine du traitement
d’images. En général, le modele exploité reste toutefois celui des mélanges instantanés et de
I’analyse en composantes indépendantes. Parmi les nombreuses applications de I’analyse
en composantes indépendantes dans le domaine des images, on peut citer 'extraction
de composantes modélisant le fonctionnement neuronal du cerveau [44], la séparation du
rayonnement fossile dit CMB (Cosmic Microwave Background) [16], ...

Le probleme de la déconvolution d’images appartient a un domaine différent de celui
de la séparation de source et qui a été exploré depuis plus longtemps. Dans le cas SISO, de
nombreuses méthodes ont été proposées. Elles font généralement appel a une régularisation
ou une information a priori (voir [55] pour une revue des méthodes existantes). Par ailleurs,
il est dans certain cas possible d’utiliser ’acquisition d’'une méme image sur différents
canaux : cette configuration de type SIMO (une seule et méme image se trouve sur plusieurs
capteurs) a également donné lieu & un certain nombre de contributions, notamment dans
le cas aveugle (voir [37, 95] et les références qui y sont citées). A notre connaissance, le cas
MIMO convolutif n’avait en revanche encore jamais été abordé pour des images.

4.2.2 Inversibilité des mélanges

Afin de ne pas laisser d’ambiguité de notation, nous reformulons brievement le probleme
de la séparation de mélanges convolutifs de sources dans le cas bidimensionnel!. Les N
sources, mutuellement indépendantes, sont notées (s;(11,72)) (5, ny)ezz pouri € {1,..., N}
et sont mélangées par un filtre MIMO de réponse impulsionnelle (M(n1,12)) (1, ny)ez2
suivant le modele :

x(nl, ng) = Z M(k‘l, kg)s(nl — ]ﬁ, no — kz) (4.24)
(k1,k2)€Z2

1Compte tenu du fait que les résultats de Pannexe A sont valables dans le cas général multidimensionnel,
une extension & des signaux nD (avec n > 2) est immédiate sur le le plan théorique. Pour des raisons de
lisibilité, ceci est laissé au soin du lecteur.
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Le vecteur (x(n1,n2))(n, ny)ez2 st composé des observations sur les @ > N capteurs et,
a partir de sa seule connaissance, le probleme de la séparation recherche un séparateur
(W(11,12)) (1 ,ns)ez2 tel que la sortie globale permette de restituer les sources (aux am-
biguités pres : filtrage scalaire, permutation) et s’écrive :

y(ni,ng) = Y Wk, k2)x(n1 — ki,ng — k) (4.25)
(k1,k2)€Z2

De méme que dans le cas unidimensionnel, on définit la transformée en z bidimensionnelle
du systeme de mélange par :

Mz, 2] = Y Mk, ky)zy ¥z " (4.26)
(k1,k2)€Z2

La transformée en z du systéme séparant est définie de fagon analogue. Dans le cas général
de sources non i.i.d., on souhaite alors trouver W{zy, 22] tel que le filtre global G|z1, 23] :=
Wz, 22]M|z1, 22] soit «diagonal & une permutation presy.

Dans le cas de filtres unidimensionnels et RIF, il a été possible d’assurer ’existence
d’un tel inverse. Ce résultat se généralise au cas bidimensionnel :

Propriété 2 Supposons que M|z1, z2] soit RIF. Alors, M|z1, z2] admet un inverse RIF si
et seulement si le nombre de capteurs est supérieur ou égal au nombre de sources (Q > N)
et si de plus :

¥(z1,2) € C**  Rang(Mlz1, z2]) = N (4.27)

Cette propriété découle directement de résultats sur les matrices polynomiales a plusieurs
indéterminées [35] (voir le paragraphe A.3 de I’annexe pour plus d’informations).

Dans le cas d’un filtre de mélange obtenu aléatoirement, il est intéressant de savoir si
son inversibilité constitue une caractéristique vraisemblable. Des éléments de réponse ont
été donnés dans [83] et en particulier, la propriété suivante s’applique (voir le paragraphe
1.3.3-c) de 'annexe A) :

Propriété 3 Supposons que le filtre M[z1, 29| de taille Q x N soit RIF. Si ses coefficients
sont tirés selon une lois de probabilité a densité continue, et si Q > N, alors M|z, 29| est
presque sturement inversible a gauche par un filtre RIF.

Pour terminer, signalons également notre intérét a connailtre ’ordre minimal d’un
inverse en cas d’existence. Cette question a déja été en partie abordée et, dans certains
cas, des majorants de 'ordre minimal ont été donnés [83]. La question de I'obtention de
bornes minimales semble toutefois encore ouverte.

4.2.3 Application des méthodes de séparation séquentielles dans le cas
des images

Nous supposons dans ce paragraphe que le filtre de mélange admet un inverse a gauche
de réponse impulsionnelle finie. Nous allons alors montrer que les procédures de séparation
utilisées dans le cas unidimensionnel peuvent aisément étre utilisées pour la séparation
d’images.

Considérons dans un premier temps ’extraction d’une source a partir des observations
(x(n1,12)) (ny no)ez2- De méme que dans le cas unidimensionnel, nous noterons wiz1, zo]
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une ligne du filtre séparant Wz1, z3]. (y(n1,n2))

que l'on écrit : y(n1,ne) = wlz1, z2]x(n1, na).
Dans le cas ou le systéme séparant wz1, 2] est RIF et causal?, il existe des entiers

positifs Dy et Dy qui caractérisent la longueur du filtre séparant?, c’est-a-dire tels que :

(n1,n2)ez2 €st la sortie correspondante, ce

w(ky, ko) = 0 pour (k1,ks) ¢ {0,...,D; —1} x {0,..., D9 — 1} (4.28)

W|[z1, 22| est donc défini par ses coefficients w(ky, k2) pour (ki1,k2) € {0,...,D; — 1} X
{0,...,Dy — 1}. 1l est alors possible de définir un vecteur ligne w et, pour tout (ni,n2),
un vecteur colonne x(ni,n2) qui contiennent les termes respectifs w;(ki, k) et z;(n; —
k1,m9 — ko) lorsque (ki,k2) varie dans {0,...,D; — 1} x {0,..., Dy — 1} et j varie dans
{1,...,Q}. La sortie du séparateur peut alors s’exprimer ainsi :

V(ni,n2)  y(ni,n2) = wx(ni,ns) (4.29)
Dans le cas unidimensionnel, nous avions de la méme fagon :
n y(n) =wx(n) (4.30)

La méthode de séparation justifiée au chapitre 3 par la proposition 9 et les suivantes
(propositions 11, 12, 13 et 14) utilise une optimisation d’un critére de contraste ne dépen-
dant que de y(n). L’optimisation était effectuée par rapport aux parametres du vecteur w
a l'aide d’un gradient, en prenant soin de le renormaliser a chaque itération de sorte que
la sortie globale soit de puissance unité.

Il ressort donc que la procédure de séparation 1D ne requiert pour son utilisation que
les réalisations du vecteur x(n). Compte tenu de l'écriture similaire des équations (4.29)
et (4.30), nous constatons que les procédures de séparation 1D utilisées dans les méthodes
séquentielles sont utilisables pour la séparation 2D a la condition d’adapter au préalable
les procédés de construction de w et de x(n).

On peut constater que le probleme de séparation bidimensionnelle perd sa spécificité
une fois effectuée la traduction pour une résolution par des procédures 1D. En particulier,
toute éventuelle structure satisfaite par des filtres bidimensionnels (telle que 'isotropie, la
symétrie, ...) est ignorée par les procédures 1D. Naturellement, dans le cas ou une telle
information a priori est disponible, il est tout a fait judicieux d’essayer de la prendre en
compte et de 'incorporer au modele du filtre.

4.2.4 Problemes liés a 'occupation spectrale des sources

Les images naturelles sont fortement corrélées et leur spectre est principalement concen-
tré sur les basses fréquences. Aussi, nous considérons ici le cas limite ou les sources n’oc-
cupent pas toute la bande spectrale existante mais ou leur spectre est positif sur un
ensemble () et s’annule sur son complémentaire Q. Pour des raisons de facilité de notation,
nous revenons temporairement (uniquement dans les paragraphes 4.2.4 et 4.2.5-a)) a des
notations unidimensionnelles. Le cas étudié revient donc a supposer :

2La causalité n’est ici supposée que par facilité de notation et peut étre obtenue par un simple décalage
de la réponse impulsionnelle puisque cette derniére est supposée finie.

3Des valeurs de Dy, Dy qui assurent Pexistence d’un inverse sont données dans certains cas et en fonction
des différents parametres dans [83]. Ces bornes ne sont cependant pas minimales et nous renvoyons le lecteur
a la partie simulations pour connaitre les ordres de grandeur menant a des résultats satisfaisants.
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H.14 Pour tout i € {1,..., N}, la densité spectrale de puissance de la i®™e gource vérifie :

{vw €Q Tjw) i 8 (.31)

Yw e Q I (w)
Cette hypothese remplace et affaiblit I’hypothese H.10 faite au chapitre précédent, pa-

ragraphe 3.1.2. Si l'on considere le filtre global g[z] := (g1[z],...,9n][z]), et que pour
i€ {l1,...,N} quelconque, on pose :

1

lgilli = (3 gik)gi @t = 1)) (4.32)
k,l

il apparait que ||.||; ne définit une norme que lorsque  est de mesure nulle. Les résultats
du chapitre précédent s’appliquent uniquement dans ce cas, car il est alors possible d’écrire
pour tout i et pour tout filtre g;[z] :

gilz] = llgilligil=] (4.33)

ou l'on pose de méme qu’a I'équation (3.12) :

gi[2] 3 | 0
@M:{mm s il 0, (4.34)
0 si ||lgilli = 0.

Cette approche n’est pas valable en I’état dans le cas ot 2 est de mesure non nulle, la
division par ||g;||; n’étant pas toujours possible ci-dessus. En conséquence, nous proposons
de décomposer le filtre global en :

glz] = gz] + gﬁ[z] avec : (4.35)
“] siwen - iweQ

gllew = {8 TS g = 10T g
0 siw € . gle™] siweq.

Compte tenu de ’hypothese H.14, nous avons pour tout n € Z :
g”[zls(n) = glels(n) et : g%[zls(n) = 0 (4.37)

et de plus :
lgll = llg®1- (4.38)

Nous pouvons donc reprendre les démonstrations du chapitre précédent a condition de
ne considérer que le filtre g[z] := (¢¥[2], ..., g%%[2]). Ainsi, les contrastes habituels sont
maximum si et seulement si g [2] est séparant, ce que nous résumons dans la proposition
suivante :

Proposition 20 Les résultats du chapitre 3 (propositions 11, 12, 13, 14, 15 et 16) de-
meurent valables si l’on remplace Uhypothése H.10 par Uhypothése H.14 a condition de
remplacer également les ensembles G;,i € {1,...,N} et Fi,i € {1,...,N} par G;N G,i €
{1,....N} et F;N&,i € {l,...,N} respectivement, ou & représente l’ensemble des filtres
globaux tels que g[z] = 0.
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Remarque 11: L’extension de cette propriété au cas multidimensionnel est immédiate
apres adaptation des notations.

Remarque 12: Par utilisation de la proposition ci-dessus, nous savons que les procédures
séquentielles donnent un filtre tel que g [z] soit séparant. En revanche, nous n’avons
aucune information concernant g*[z], qui peut étre quelconque. En raison de (4.37),
ceci n’a toutefois aucune influence sur la sortie du séparateur, dans le cas idéal
ol la densité spectrale des sources s’annule strictement sur . Cependant, on peut
imaginer que, dans le cas ot la densité spectrale ne s’annule pas strictement, I’absence
de controle de g [z] puisse étre indésirable et amplifier fortement des composantes
de bruit.

4.2.5 Simulations

Nous illustrons d’abord 'effet d’une bande limitée des signaux sources. Ensuite, les
simulations ont été réalisées sur des images offrant une difficulté croissante pour la sépa-
ration : deux images i.i.d. d’abord, le mélange d’une image i.i.d. et d’'une image naturelle
ensuite, et enfin le mélange de deux images naturelles.

4.2.5-a) Séparation de sources de bande non pleine

Afin de distinguer plus nettement les seuls effets liés a la considération de sources
qui n’occupent pas toute la bande spectrale, nous avons mené quelques simulations sur
des signaux unidimensionnels pour des filtres de longueur L = 3. Des sources ont été
générées par filtrage de sorte que seule une certaine proportion de la bande spectrale soit
occupée : apres tirage de signaux selon une loi i.i.d. uniforme centrée, les coefficients des
transformées de Fourier discretes respectives ont été artificiellement mis & zéro pour des
fréquences supérieures a un certain seuil.

La figure 4.7 représente un cas typique obtenu dans le cas d’une séparation de deux
signaux de 16384 échantillons et qui n’occupent que 30% de la bande spectrale. Sont
représentés sur la figure 4.7 les périodogrammes des deux sources présentes dans le mélange
ainsi que les composantes du filtre ligne global, g1[e*] et g2[e’] respectivement.

Nous constatons que le filtre global g[z] = (g1]z], g2[2]) est séparant dans la mesure o,
sur la bande occupée par les sources, nous avons sensiblement :

VweQ |[gife”]| = |g{
lg2(e™]| = |5

a1 (4.39)
w]| ~ 0. (4.40)

Q

Q

En revanche, pour w € ), nous constatons des valeurs relativement élevées de g? [€™] et
g[e*]. Ceci confirme la discussion théorique du paragraphe 4.2.4 : g[z] est séparant
tandis que g*[2] est quelconque.

Le tableau 4.5 donne, pour divers pourcentages de la bande occupée et différents
nombres d’échantillons, la valeur du critere 7, défini a ’équation (4.23) et obtenu par
moyennage sur 10 réalisations distinctes des sources et du canal (tiré aléatoirement, avec
3 capteurs, 2 sources). Le graphique 4.8 représente ce méme critéere 71 en fonction du
nombre d’échantillons et du pourcentage de bande occupée; il correspond donc aux va-
leurs du tableau 4.5 et en donne une représentation visuelle. Nous constatons que, sous
réserve d’augmenter de fagon importante le nombre d’échantillons, la séparation est ef-
fective méme pour une tres faible occupation de la bande spectrale. Cependant, compte
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Periodogramme source 1 Periodogramme source 2
T T T T T T T

! ! . . . . . . ! ! . . . . . .
0 005 01 015 02 025 03 035 04 045 05 0 005 01 015 02 025 03 035 04 045 05
Frequence normalisee Frequence normalisee

Reponse frequentielle de la composante g, du filtre global Reponse frequentielle de la composante g, du filtre global

. . . ! . . . . . . . . . .
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 03 0.35 0.4 0.45 05 0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 03 0.35 0.4 0.45 05
Frequence normalisee Frequence normalisee

(a) Source 1 (extraite) (b) Source 2 (non extraite)

Fi1Gc. 4.7 — Exemple typique de résultat de séparation dans le cas de sources n’occupant
pas toute la bande : observations au niveau spectral (16384 échantillons).

tenu du procédé utilisé pour la génération des sources, il a été observé que celles-ci se
rapprochaient de la gaussianité pour une faible occupation de la bande spectrale. Ce point
explique que des résultats corrects de la séparation ne puissent étre obtenu que difficilement
dans le cas d’une faible bande occupée.

sl % bande | o 0.7 0.5 0.3 0.1
21T 0.0061 | 0.0220 | 0.0710 | 0.2389 | 0.2870
212 0.0030 | 0.0111 | 0.0513 | 0.1614 | 0.2429
213 0.0020 | 0.0078 | 0.0185 | 0.1640 | 0.2579
214 0.0045 | 0.0048 | 0.0132 | 0.0480 | 0.2418
215 0.0004 | 0.0009 | 0.0049 | 0.0185 | 0.2199
216 0.0003 | 0.0006 | 0.0020 | 0.0126 | 0.1260
217 0.0008 | 0.0004 | 0.0012 | 0.0059 | 0.1179

TAB. 4.5 — Valeur du critere 71 en fonction du nombre d’échantillons et du pourcentage
occupé de la bande.

Il ressort donc de ces quelques simulations que la difficulté de séparation peut étre
sérieusement accrue dans le cas des images naturelles dont le spectre est concentré dans
les basses fréquences. Nous constaterons en particulier ce méme phénomene d’amplification
des hautes fréquences de la source séparée.

4.2.5-b) Cas d’images sources i.i.d.

L’étude a été réalisée sur des ensembles de 100 réalisations de Monte-Carlo. Pour
chacune des réalisations, les coefficients du filtre de mélange ont été tirés selon une loi
gaussienne, centrée de variance unité. Compte tenu de la taille du filtre MIMO —N = 2
sources et () = 3 capteurs—, ceci assure d’apres la propriété 2 I'existence presque sire d’un
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0.4

0.4

Nombre d’echantillons 0 Part de bande occupee
Fia. 4.8 — Valeur du critere 71 en fonction du nombre d’échantillons et du pourcentage
occupé de la bande.

inverse MIMO RIF. Les sources étaient des sources de loi uniforme, centrée et de variance
unité. La longueur du systeme mélangeant était Ly = Lo = 2 et celle du séparateur était
D1 = Dy = 5. Les sources étant i.i.d., elles ont été reconstituées a un retard et un facteur
multiplicatif pres; apres élimination de ces ambiguités par corrélation, nous avons donc
considéré 'EQM sur chacune des sources comme critéere de séparation. Les résultats sont
donnés sur la figure 4.9 pour des images de taille 256 x 256 pixels. La moyenne de 'EQM
sur toute les réalisations était de 5.5 x 1073. Ces résultats confirment I'applicabilité des
méthodes de séparation dans le cas convolutif multidimensionnel.

0.045 T
— Source 1
— - Source 2
0.035 | b
0.031

0.025 I I

MSE

0.02

0.015

0.01

0.005 -

Monte-Carlo run

Fic. 4.9 - EQM apres séparation de deux sources i.i.d. uniformes 2D.



94 Applications des approches séquentielles

4.2.5-c) Images naturelles

Le cas de la séparation d’un bruit et d’une image naturelle, mélangés par un filtre de
longueur Ly = 3, Ly = 1 est donné en figure 4.10. Le nombre de pixels était de 256 x 256
et la longueur du filtre séparant était D1 = 4, Dy = 1. Un autre exemple de séparation de
deux images naturelles de taille 256 x 256 est donné par la figure 4.11. Le filtre de mélange
est de longueur L; = 2, Ly = 1 et le séparateur de longueur Dy =2, Dy = 1.

Les sorties directes de I’algorithme de séparation, représentées sur les figures 4.10(c)
et 4.11(c) illustrent clairement le fait que les sources ne sont reconstituées qu’a un fil-
trage (ici passe-haut) pres. D’autres filtres résiduels, dont certains au comportement plu-
tot passe-bas, ont également été trouvés comme points stationnaires des algorithmes de
séparation utilisés. Ainsi, afin de supprimer 'ambiguité de filtrage SISO et de reconstituer
completement I'image de départ, il convient d’envisager 1'utilisation d’autres méthodes de
traitement d’image. Nous nous sommes cependant placé dans des cas simplifiés.

Par une étape de déflation, il est possible de supprimer la contribution d’une des sources
au mélange. Comme nous nous sommes restreint a deux sources, il est en réalité possible
d’obtenir la contribution séparée de chacune des sources sur chaque capteur.

Dans le cas de la figure 4.10, la contribution du bruit a été retirée des capteurs par
moindre carrés, ce qui conduit au résultat de la figure 4.10(d). Nous pouvons constater
le bon fonctionnement de la méthode. En revanche, selon le filtre de mélange choisi, nous
pourrions ne retrouver que des images semblables & celle du milieu de la figure 4.10(d).

Pour éviter ce cas délicat, le filtre de mélange de la figure 4.11 a été choisi de sorte que
chacune des sources ait une contribution non convolutive sur un des capteurs au moins. La
méme méthode que précédemment assure alors que I'image originale se retrouve sur I'un
des capteurs au moins, apres soustraction de la contribution de I’autre image. Le résultat
de cette opération est donné en figure 4.11(d).
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(a) Images sources originales

(b) Observations sur les capteurs

(d) Soustraction du bruit reconstitué aux capteurs

Fia. 4.10 — Exemple de séparation d’une image naturelle et d’un bruit i.i.d. uniforme
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(c) Sortie de l'algorithme de séparation

(d) Reconstruction aprés moindres carrés

Fia. 4.11 — Exemple de séparation de deux images naturelles



Chapitre 5

Fonctions de contraste avec
référence

5.1 Présentation

Ce chapitre se place dans le cadre des approches séquentielles qui ont déja été abordées
dans les chapitres 3 et 4. Nous nous concentrerons plus particulierement sur ’extraction
d’une source par un filtre MISO. L’extension & des méthodes MIMO est ensuite possible
par utilisation d’un procédé de déflation.

L’intérét majeur de ce chapitre est de proposer des fonctions de contraste dont la
dépendance est quadratique en les parametres. La maximisation du critere est alors for-
tement simplifiée : il n’est plus nécessaire de recourir a une optimisation itérative et il en
résulte une charge de calcul considérablement allégée en comparaison de celle requise par
la méthode du chapitre 3. Cet allegement se traduit par une accélération remarquable du
processus de séparation.

L’idée centrale qui a permis 1’élaboration des contrastes est celle de signal de référence.
Ainsi, notre approche pourrait, dans un premier temps, étre qualifiée de semi-aveugle méme
si son utilité s’est par la suite avérée dans le cas aveugle. La notion de signal de référence,
ainsi qu’un rapide tour d’horizon des travaux en lien avec les notres, sont présentés dans
un premier temps. Nous démontrons ensuite la validité des criteres de contrastes dans le
cas i.i.d. et non i.i.d. Enfin, nous détaillons les possibles difficultés de mise en ceuvre avant
de donner quelques résultats de simulation.

5.1.1 Signal de référence

Notations Dans ce chapitre, nous considérons ’extraction MISO d’une source a par-
tir des observations. Nous reprenons par conséquent des notations identiques a celles du
chapitre 3 et nous nous plagons dans le cas sans bruit : (y(n)),cz est ainsi la sortie du
filtre séparateur w|z| et, en introduisant le filtre ligne global g[z] := w[2]M]z], on a dans
le cas non bruité y(n) = w(z|x(n) = g[z]s(n). Les fonctions de transfert w[z] et g[z] cor-
respondent & une méme ligne des filtres respectifs W|z] (filtre séparateur) et G|[z] (filtre
global).

Référence L’approche ici développée s’apparente aux approches semi-aveugles dans la
mesure ot nous supposons que nous disposons d’une premiére approximation notée w,[z]
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du filtre séparateur cherché. Nous noterons z(n) le signal :

2(n) = we(n = k)x(n) = w,[z)x(n) (5.1)

kEZ

z(n) et w,[z] seront appelés respectivement signal et filtre séparateur de référence. Leur
connaissance va servir a élaborer de nouvelles fonctions de contraste.

Pour simplifier I’étude, nous considérons le filtre MISO global g[z] entre les sources et
la sortie du séparateur. De facon analogue, nous définissons le filtre global entre les sources
et le signal de référence

t[z] := w,[2]M][z] C’est-a-dire aussi: Vn € Z t(n) := Zwr(n — k)M(k). (5.2)
keZ

Le signal de référence s’écrit alors z(n) = t[z]s(n). Les notations sont rappelées a la figure
5.1.

(Ix N)
| |
mélange séparation

s(n) | M x(n) | wl y(n) |

(N x1) | (@%xN) @x1) | 1x@Q) |(1x1)

référence

welz] | 2(n) |

(I1xQ) |(1x1)

| |
t[z] := w, [2]M][z]
(IxN)

FiG. 5.1 — Modele du systeme de séparation avec référence.

5.1.2 Approches liées dans les cas instantané et SISO

L’idée de critere de contraste avec référence a déja été exploitée dans le cas de mélanges
instantanés [4, 3]. Dans ce cas cependant, I’approche adoptée était une approche conjointe
et non séquentielle.

Apres la publication de notre premier article sur ce sujet [17], il a été proposé dans
[65] une méthode proche de celle que nous allons présenter, mais dont la validité n’a été
établie que pour des mélanges instantanés, et des sources i.i.d. ayant des cumulants de
meéme signe.

Enfin, dans le cas de I’égalisation SISO, une méthode basée sur l'utilisation de cumu-
lants croisés et la recherche de valeurs propres a été étudiée [48].
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5.1.3 Retour sur la définition d’un contraste
5.1.3-a) Dissymétrie possible

Dans le chapitre 3, la définition 5 d’une fonction de contraste supposait une inva-
riance par translation temporelle, c’est-a-dire que la valeur du contraste était la méme
pour la sortie (y(n))nez et ses translatées (y(n —1))nez ou [ est fixé quelconque dans Z.
Cette invariance, valable de fait pour tous les contrastes considérés jusqu’a présent ne
nous est toutefois d’aucune utilité pour la séparation de sources : un critere de séparation
qui privilégierait ’obtention d’une version retardée particuliere de 'une des sources pour-
rait en effet tout a fait nous convenir. C’est, en 'occurrence, ce qui advient ici lorsque le
contraste considéré dépend non plus des seules statistiques de la sortie, mais des statis-
tiques conjointes de la sortie et du signal de référence. Pour cette raison, nous utiliserons
dans ce chapitre la définition suivante :

Définition 7 (contraste MISO, cas i.i.d. sans invariance temporelle) Une fonc-
tion de contraste MISO (ou contraste MISO) est une fonction réelle de la sortie (y(n))nez
du filtre ligne global g[z] qui vérifie :

(i) 1l existe (ig,ly) € {1,..., N} X Z tel que pour toute sortie globale (y(n))nez on ait :

C((y(n))nez) < C(sip(n — lo))nez)- (5.3)
(ii) L’égalité dans I’équation (5.3) ci-dessus n’est possible que si le filtre MISO global est
du type g[z] = (0,...,0,a27%,0,...,0), ot a est un scalaire non nul, d € Z et la

position de Uélément non nul az=% correspond & un indice ig qui assure la condition
(i)-

La définition ci-dessus prend en compte les variations éventuelles de la valeur d’un
contraste pour des retards différents de la source reconstruite. En revanche, dans le cas
de sources non linéaires (et non i.i.d.) aucune adaptation de la définition n’est nécessaire.
En effet, la définition 6 prend en compte le fait qu'une source non i.i.d. ne peut étre
reconstruite qu’a un filtrage scalaire pres, ce qui inclut ’ensemble des décalages temporels
possibles.

5.1.3-b) Normalisation en puissance

Nous rappelons le cadre de base mis en place au chapitre 3 pour I’étude des approches
séquentielles, et que 1’on retrouve ici. Nous conservons ’hypothese H.10 qui s’écrit pour
mémoire :

H.10 Pour tout j € {1,...,N}, la fonction d’autocorrélation de la j°™¢ source, notée
(vi(k))jez = (E{sj(n)sj(n — k)})rez, est définie positive. De plus, chaque source est de
puissance unité (v;(0) := E{|s;(n)|*} = 1).

Des lors, pour tout indice j € {1, ..., N} et tout filtre SISO h[z], nous définissons la norme :

o= (X @ - ). (5.4)

(k,l)ez?

et, pour tout filtre global g[z] := (g1[z], . . ., gn|2]), nous définissons sa norme £? pondérée :

N 1
el = (D" llgsl2) (5.5)
j=1
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Enfin, rappelons que nous notons :

Vie{l,....,N}  Gi={gle] = (q1lz],-- - on[]) | llgsll; = i, Vi}  (5.6)
I’ensemble des filtres globaux de norme unité dont toutes les composantes sont nulles, sauf
la, Z'éme

De méme qu’au chapitre 3, nous normaliserons la sortie globale afin qu’elle soit de

puissance unité : E{|y(n)|?} = 1. Compte tenu de la puissance unité des sources, ceci est
équivalent a travailler sur ’ensemble des filtres globaux de norme unité qui a été noté :

Fr={glz] | llgll = 1}. (5.7)

Tous les criteres seront considérés sous contrainte que le filtre global soit de norme un;
par conséquent, le scalaire o introduit dans les définitions 6 et 7 vérifie |o| = 1. Enfin,
nous supposerons :

H.15 Le filtre global de référence t[z] est stable (i.e. sa réponse impulsionnelle est abso-
lument sommable) et de norme unité : ||t|| = 1.

Notons que dans le cas de sources i.i.d. de variance 1, la contrainte de norme 1 s’écrit
pour le filtre global et le filtre de référence :

N N
lgl?=> "> lakP=1 ct: [t|>=) > |tk =1 (5.8)

i=1 k€Z i=1 k€Z

5.2 Contrastes MISO dans le cas convolutif

5.2.1 Cas de sources i.i.d.
5.2.1-a) Contraste quadratique a base de cumulants croisés d’ordre 4

Dans ce paragraphe, nous supposons disposer d’un signal de référence (z(n)),ecz et
nous définissons le cumulant croisé suivant :

ra{y(n), z2(n)} := Cum{y(n), y*(n), 2(n), 2" (n)} (5.9)

Nous considérons alors le critére suivant :

CAy(n)} = [ra{y(n), 2(n)}| (5.10)

Nous allons étudier sous quelles conditions sur le signal ou filtre de référence, le critere
(5.10) constitue un contraste. Le résultat sera donné par la proposition 21 avant que les
conditions soient discutées dans le paragraphe 5.2.1-b). Nous pouvons dans un premier
temps affirmer :

Lemme 4 On suppose vérifiée la contrainte de puissance E{|y(n)|*} = ||lg||*> = 1. Il existe
(i0,lo) € {1,...,N} X Z tel que pour toute sortie globale (y(n))nez on ait : C.{y(n)} <
Co{siy(n —1o)} (équation (5.3)).

Preuve: Par multilinéarité des cumulants, on peut écrire :

54{y } ZZ|9J | |t F;’Sj (0,0,0) (511>

j=1keZ
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Définissons
V(j, k) € {1,...,N} x Z, M;(k) = |t;(k)|*ks,(0,0,0) (5.12)
et :
N
Mimax 1= max (sup |/\/l](k)|) (5.13)
J=1 \kez
En raison de la stabilité de t[z], la famille |M(k)|, k € Z est sommable. Ainsi, la borne supérieure
qui a été définie est atteinte pour un couple (ig,lp) € {1,..., N} x Z. Il vient alors :
Co{y(n)} = Irafy(n \ZZ 9 (0) M, (k)| (5.14)
j=1keZ
N
Z z |95 (k) 2| M; (k)| (5.15)
j=1ke
N
< Munaxe Y Y lg; (B) . (5.16)
j=1kezZ

En utilisant successivement I’hypothese de norme unité et le fait que la borne supérieure est atteinte,
on en déduit que :

Cz{?/(”)} < Mpax = Cz{Sio (n — lo)}, (517)

d’ot1 le résultat annoncé. |
Le lemme suivant donne une condition nécessaire et suffisante pour que le majorant ci-

dessus soit atteint :

Lemme 5 La fonction C,{.} atteint sa borne supérieure (i.e. C;{y(n)} = Mmax) si et
seulement st :

> gk =1 (5.18)

(4,k)€T
ouJ est l'un des ensembles :
I ={(,k)e{l,... N} xZ | Mj(k) = Mumax} (5.19)
J_={{,k)e{l,....N} X Z | Mj(k) = —Mmax} (5.20)

Cette condition revient de facon équivalente a dire que les coefficients g;(k) sont identi-
quement nuls en dehors de ’ensemble T4 (ou J_).

Preuve: Supposons C,{y(n)} = Mmax. D’apres I'égalité (5.14), il existe e € {—1,+1} tel que :
Z > lgslk (k) = eMumax (5.21)
j=1keZ

Puisque le filtre g[z] est de norme unité, I’égalité ci-dessus peut s’écrire :

Z > gk (k) — eMmax) = (5.22)

j=1keZ
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Comme (M;(k) — eMpax) est de signe constant, nous en déduisons que pour tout (j, k) €
{1,...,N} nous avons soit |g;(k)|> = 0, soit M;(k) = eMmax. L'égalité (5.18) découle alors
immédiatement si l'on se souvient que g|z] est de norme unité.

Réciproquement, si (5.18) est vérifiée, il découle de ’égalité Zjvzl ez lgi(B)? = 1 que
V(j, k) ¢ J,g5(k) =0 et I'égalité C.{y(n)} = Mmax est évidente. [ |

Nous sommes a ce stade en mesure de démontrer la propriété suivante qui caractérise les
conditions sous lesquelles la fonction C,{.} est un contraste :

Proposition 21 Sous contrainte de norme 1, la fonction C,{.} est un contraste si et
seulement si les ensembles T4 et J_ contiennent chacun au plus un élément.

Preuve: Supposons d’abord que J4 et J_ contiennent au plus un élément. Le lemme 4 assure la
majoration nécessaire pour obtenir la propriété de contraste.

Remarquons que J4 U J_ contient au moins un élément qui est le couple (ig,ly) du lemme 4.
Si C,{.} atteint sa borne supérieure, d’aprés le lemme 5, |g;(k)| = 0 pour tout (i,k) ¢ J, ot J
représente I'un des ensembles J; ou J_. Comme ces derniers ensembles ont au plus un élément, et
que J4 UJ_ est non vide, c’est donc que J (c’est-a-dire soit J. soit J_ selon le cas) a un et un
seul élément (jo, ko). Dés lors, nous avons |g,, (ko)| = 1 et g;(k) = 0 pour tout (i, k) # (jo, ko), ce
qui prouve que le filtre est séparant. La propriété de contraste en découle donc.

Réciproquement, supposons par exemple que J; contienne plus d’un élément. Tout filtre global

satisfaisant

V(j,k) ¢ 3+ gi(k) =0,

VG, k) €T3+ 190 = G
ou card signifie cardinal de ’ensemble, rend le critére maximal sans pour autant étre séparant au

sens de la définition 7. La condition sur les ensembles J; et J_ est donc non seulement suffisante,
mais aussi nécessaire. |

(5.23)

5.2.1-b) Discussion des conditions de validité du contraste

Nous discutons ici la condition de validité du critére de contraste avec référence donnée
par la proposition 21.

Condition sur le systeme de référence seul En premier lieu, nous pouvons noter
que la condition sur les ensembles J; et J_ est une condition conjointe sur le systeme
de référence et les caractéristiques des sources. Les valeurs des coefficients M (k) définis
a I'équation (5.12) dépendent en effet simultanément des coefficients ¢;(k) du systeme de
référence et des autocumulants r; (0,0,0) des sources. Il peut paraitre maladroit d’expri-
mer la condition de validité du contraste comme dépendant de caractéristiques inconnues
des sources; ce point de vue permet cependant d’exprimer des conditions générales.

Le choix du systeme de référence est libre et il peut étre plus naturel d’exprimer
une condition sur lui seul. Nous supposons donc les caractéristiques des sources fixées
quelconques, dans la mesure toutefois ot I'une des sources au moins a un cumulant d’ordre
quatre non nul :

3je{l,....,N},  rg(0,0,0) #0. (5.24)

En toute généralité et par convention, nous supposons que la source numéro 1 a un cumu-
lant plus grand en valeur absolue que tous les autres cumulants des sources. Ceci revient
a écrire :

Vie{l,...,N} |xs(0,0,0)] < |xs (0,0,0)] (5.25)
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Il est alors immédiat de vérifier que si le systeme de référence satisfait :
NeZ|V(,k)e{l,...,N} xZ (J#Louk #1)=|t;(k)] < [t1(])] (5.26)
nous avons pour tout (7, k) # (1,1)
IM;(R)| = [t;(F)[[£s,(0,0,0)] < [t1(D)][£s,(0,0,0)] = [Ma ()] (5.27)

et J4 UJ_ se réduit exactement au singleton {(1,7)}. 34+ et J_ ont donc chacun au plus
un élément et C, est un contraste.

Une interprétation possible Une lecture possible de la condition donnée par 1’équa-
tion (5.26) est la suivante : parmi les coefficients du systeme de référence global, I'un
d’entre eux, t1(l) est en méme temps le plus grand en valeur absolue et correspond & la
premiere source, c’est-a-dire celle dont le cumulant est le plus grand. D’apres la preuve
de la proposition 21, le critere de contraste avec référence qui vérifie cette condition mene
alors a la séparation de cette source avec un retard temporel [ donné par le coefficient le
plus grand.

De facon plus générale, nous pouvons interpréter la condition de la proposition 21
comme la nécessité de présence majoritaire de 'une des versions retardée des sources
dans le signal de référence. Cette présence majoritaire peut étre liée soit a une valeur
plus importante du cumulant de la source en question, soit a un systeéme de référence
privilégiant la source en question. Ainsi, cette approche donne bien une condition moins
restrictive pour la validité des contrastes que si cette derniere est exprimée sur le seul filtre
de référence, comme nous venons de le faire.

Choix du systeme de référence Nous avons jusqu’a présent supposé le systeme de
référence donné. Connaissant maintenant les conditions que ce dernier doit respecter, nous
pouvons examiner la facon de le choisir.

Supposons que les sources aient toutes les mémes caractéristiques et qu’il existe un
couple d’indices (ig, ko) € {1,..., N} x Z tel que pour tout (i, k) # (ig, ko) on ait |t;(k)| <
|ti,(ko)|. Par le méme raisonnement qu’au paragraphe ci-dessus, il est immédiat de remar-
quer alors que J4 U J_ est un singleton et que donc C.{.} est un contraste. Il suffit donc
que I'un des coefficients du filtre de mélange majore strictement les autres pour que le
contraste soit valable. Plus généralement, nous pouvons énoncer la proposition suivante,
dont la preuve est évidente :

Proposition 22 Une condition suffisante pour que la fonction C,{.} soit un contraste
(sous contrainte de norme unité) est :

Ao, ko) € {1,..., N} X Z[V(j, k) # (Jo, ko)  [M;(k)] <[ M, (ko) (5.28)

La condition de validité d’un contraste avec référence apparait donc comme tres peu
contraignante. Plus généralement, nous pouvons affirmer :

Proposition 23 Supposons qu’il existe une source de cumulant d’ordre quatre non nul
(équation (5.24)). Si le systéme de référence est de réponse impulsionnelle finie et ses
coefficients sont tirés aléatoirement selon une loi conjointe continue, alors la condition de
la proposition 21 sur les ensembles T+ et I_ est presque surement vérifiée.
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Preuve: En effet, I'hypothese sur les sources assure que M p,,x est non nul. De plus, comme indiqué
dans la preuve de la proposition 21, 3, U J_ est non vide et ainsi il existe un couple (ig,ly) (le
couple du lemme 4) tel que Mpax = eM,(lg) on e € {—1,+1}.

Un couple (4, k) # (io,lo) appartient donc & J, si et seulement si M(k) = eM;,(lo), ce qui
s’éerit aussi [t;(k)[*ks,(0,0,0) = €|ti, (lo)|?Kio (0, 0,0). Selon les valeurs de € et kg, (0,0,0), ceci est
ou bien impossible, ou alors arrive avec une probabilité nulle lorsque les coefficients (¢,(k)), (4, k) €
{1,..., N} X Z sont tirés selon une loi continue. Le méme raisonnement peut étre mené sur J_, ce
qui prouve que presque stirement, les ensembles J; et J_ ont au plus un élément. |

5.2.1-c) Généralisation pour des cumulants & tous ordres

Nous expliquons dans ce paragraphe comment les résultats du paragraphe précédents
peuvent se généraliser a d’autres cumulants d’ordre supérieur ou égal a 3. Par ailleurs, il
est possible de choisir librement de conjuguer ou non les signaux dans les cumulants. Par
commodité, utilisons le symbole y(n) pour désigner au choix le signal y(n) ou son conjugué
y*(n). De méme, z(n) désigne au choix z(n) ou z*(n). Nous pouvons alors définir pour
tout R > 3 la forme générale du cumulant pouvant servir a 1’élaboration d’un contraste :

kr{y(n),z(n)} := Cum{y(n),y(n),z(n),...,z(n)} (5.29)
R—2 fois

Les propriétés du paragraphe précédent se généralisent alors au critere :

Cz{y(n)} == [rr{y(n), 2(n)}| (5.30)

Comme le cumulant ci-dessus n’est plus nécessairement réel, il convient au lieu des en-
sembles J; et J_ de considérer ’ensemble :

I={(.k) € {1l,.... N} x Z | |IM; (k)| = Muax} (5.31)

Les propositions du paragraphe précédent se généralisent alors aisément et permettent
d’affirmer :

Proposition 24 Sous contrainte de norme 1, la fonction C{.} est un contraste si et
seulement si l’ensemble J contient un élément et un seul.

La démonstration de cette proposition est quasiment identique a celle déja faite. Comme
le seul cas pratique considéré en simulation est celui des cumulants d’ordre quatre, nous
ne démontrons pas ce résultat. Remarquons aussi que pour des signaux sources complexes
circulaires, il convient pour obtenir un contraste que le nombre de conjugués et de non
conjugués s’équilibre dans (5.29). A défaut, nous aurions en effet Mpax = 0 et J =
{1,...,N} x Z.

5.2.2 Cas de sources non 1i.i.d.

Nous étudions a présent le cas de sources non linéaires (et non i.i.d.). Nous allons
d’abord montrer que, sous certaines hypotheses techniques, les critéres qui viennent d’étre
introduits constituent des contrastes pour des sources non i.i.d. au sens de la définition 6.
L’étude des hypotheses techniques et la recherche de conditions suffisantes pour qu’elles
soient satisfaites nous préoccupera dans un second temps.
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5.2.2-a) Validité des contrastes avec référence dans le cas non i.i.d.

La démonstration de la validité des criteres de contraste avec référence présente de
fortes similitudes avec celle de la proposition 9 du chapitre 3. Pour tout ¢, nous introduisons
ainsi une borne supérieure du critere lorsque seule la i°™° source est présente :

Vie{l,...,N} M; = sug C.{g[z]s(n)} (5.32)
8€Y;

Contrairement au cas i.i.d. il n’est pas assuré que cette borne supérieure soit atteinte. De
méme qu’au chapitre 3, nous poserons donc cette hypothese technique :

H.16 Pour tout i € {1,..., N}, la borne supérieure définie & I’équation (5.33) est atteinte
pour un filtre noté gf € G;.

Enfin, par analogie avec le cas i.i.d. du paragraphe 5.2.1, nous définissons :

M = i (M) = il (‘sup C.{gz]s(n)}) (5.33)

J=4 ‘geg;
La proposition suivante peut alors étre énoncée :

Proposition 25 Sous contrainte de norme 1 et sous l’hypothése H.16, la fonction C,{.}
est un contraste si et seulement si l’ensemble

Y = {5 € {L. o N} | My = Mana) (5.34)

contient un unique élément.

Preuve: De méme qu’a I’équation (3.11), la sortie globale y(n) peut s’écrire :

(n) = Zgj [2]s; Z 9511595 [2]s;(k Z 951159 (n (5.35)

ou l'on a posé :

g5(7] TN
Gile] = {|5]|] ST lgill; # 0 (5.36)
0 sinon
et :
yj(n) := gjlz]s;(n) (5.37)
Par multilinéarité des cumulants et indépendance des (y;(n))nez,j € {1,..., N}, il vient :
rafy(n), 2(n)} = Z g 15 £4{5 (), 2(n)} (5.38)
Jj=1

Nous pouvons alors effectuer les majorations suivantes :

C-Ay(n)} = |kafy(n), z(n)}| <Z||9J|| |ra{y;(n), 2(n) }| (5.39)

=1

N
Z lg; 5475 (n)} (5.40)
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et donc, se rappelant (5.32), (5.37) et que chacun des filtres scalaires g;[z] est de j-norme unité :

N
CA{y(m} <> llgsliM; (5.41)
j=1
N
S MmaX Z ||gj||2 S Mmax (542)
j=1

La propriété de majoration nécessaire a la validité du contraste est donc prouvée.
Par ailleurs, en cas d’égalité ci-dessus (ce qui se produit pour au moins un filtre global compte
tenu de ’hypothese H.16), en exploitant ’égalité entre (5.41) et (5.42), il vient :

N
Z ||gj||?(Mmax - M]) =0 (543)
j=1
et ainsi :
. llg;ll; =0 ou bien :
vjell,...,N 5.44
j el N {Mj:Mm (5.44)

ce qui donne encore Vj ¢ T, gj]|; = 0. Si 3’ contient un unique élément jy, nous avons alors
llgill; = 0sij # jo et ||gjolljo = 1 compte tenu de la norme unité du filtre global. Ce dernier est
donc séparant, ce qui prouve la propriété de contraste.

Dans le cas ot J' contient en revanche plusieurs éléments dont entre autres j; et jo, le filtre
global défini par %(gﬁl [2] + ggz [2]) atteint le maximum du critére sans étre pour autant séparant.
La condition sur 7’ est donc nécessaire. |

Remarque 13: L’hypothese H.16 peut en réalité étre affaiblie en :

H.17 Pour tout i € 7, la borne supérieure définie & Péquation (5.33) est atteinte
pour un filtre noté g§ € g;.

Au cours de la démonstration, nous utilisons en effet le fait que la borne supérieure
est atteinte uniquement pour le filtre séparant correspondant a un indice dans I’en-
semble J'.

5.2.2-b) Condition suffisante de validité du contraste

Nous cherchons dans ce paragraphe une condition suffisante pour pouvoir appliquer la
proposition 25. Comme nous allons le constater, la généralisation de la proposition 22 au
cas non i.i.d. est plus délicate et l'interprétation de son équivalent est moins immédiate.
Aussi, le lecteur pourra-t-il sauter ce paragraphe au cours d’une premiere lecture.

Examinons d’abord le cas particulier ou la référence consiste en la filtrée scalaire de
I'une des sources, par exemple la jgme. Soit j € {1,...,N},j # jo, et soit un filtre global
g € G; dont seule la j°™° composante est non nulle. La sortie globale y(n) = g[z]s(n),
qui ne dépend que de (s;(n)),n € Z, est alors indépendante de la référence, qui ne dépend
que de (sj,(n))nez. Le contraste (5.10) est donc nul et on en déduit par conséquent que
pour tout j # jo, M; = 0. Ainsi, 'ensemble J’ de la proposition 25 ne contient qu'un
élément, si bien stir les cumulants d’ordre quatre des sources sont non nuls. La condition
de la proposition 25 est donc vérifiée lorsque la référence est une filtrée scalaire de I'une
des sources et ce résultat est conforme a nos attentes.

Nous donnons maintenant une autre condition suffisante, généralisant la proposition 22 :
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Proposition 26 Une condition suffisante pour que la condition de la proposition 25 soit
vérifiée est qu’il existe jo € {1,..., N} tel que :

Vi # Jo Htjo||go|’€5j0(0a0a0)| > (HthH% - ||tj0||go) sup |K’5j0(07l1’l2)|
(11,l2)#(0,0)

+ () 7 3l - (5.45)

ot pour toute famille de nombres (a(k))kexc on a défini les normes :

lally =) la(k)]

ke
[alloo := sup [a(k)]
kel
et ol pour chacune des sources (s;(n))nez,j € {1,..., N} on a supposé la densité spectrale

minorée par F;mn > 0.

Preuve: La démonstration est quelque peu fastidieuse et se déroule en trois temps : minoration des
M, majoration des M; et enfin conclusion sur la proposition.

Minoration des M, Par multilinéarité des cumulants et indépendance des sources, on a

Ka{7j(n), z(n)} =
> (k)G (ka)ti (L)t (I2)Cumfsj (n — ky), 85 (n — ka), sj(n — 1), 85 (n — I5)}
k1,k2,l1,l2
= Y (k)G (k)i (1)t (l2) ks, (ky — ko by — Iy, Ky — L), (5.46)
k1,k2,l1,l2

Puisque (5.32) s’écrit aussi M; := sup; =1 Cz{g;[2]s;(n)}, en prenant le filtre particulier de
réponse impulsionnelle (8,,—p)nez, on en déduit que pour tout p € Z :

M= | Y7 8k = p)aks — p)ts(L)E; (lo)ks, (ky — ko, k1 — b, ky — 1)

ki1,k2,l1,l2

= |3t 12k, (0.p — lp — 1)

l1,l2

> |tj(p)|2|K’93 (07070)‘ - | Z t](ll)t;(lg)ﬁ% (07p - llvp - 12)|
(l1,12)#(p,p)

De plus, nous pouvons écrire :
| Y W) )k (0.p —hp— L))
(l1,12)#(p,p)

< sup |k (Op—lup—1l)| Y [t (02)]
(l1,12)#(p,p) (11,12)#(p,p)

= sup ks, (0,00, L)I(IE]1F = [t (0)]?)-
(11,12)#(0,0)

Les deux inégalités précédentes menent, pour tout p € Z, a :

Mj2|tj(p)\2(|ﬁsj(0,o,0)+ sup |ﬁsj<o,zl,zz)|)—||tj||§ sup |k, (0,11,02)]  (5.47)
(11,12)#(0,0) (11,12)#(0,0)

et en prenant la borne supérieure sur 'ensemble des |t;(p)],p € Z :

M = [ (o 0.0,00 4 sup [, O la)l) — 518 sup e, (0.l l)] (549
(11,12)#(0,0) (11,12)#(0,0)
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Majoration des M; D’aprés (5.46), nous pouvons écrire :

|wa{i(n), 2} < D0 135 (k)1135 (R)Its (L)INE (o)l s, (Ry = oy y = Ly ky = Do)

k1,k2,l1,l2
<120 D 18135 (k)| Y s, (ki — ko, 1y, I2) (5.49)
k}l,kz l17l2

En changeant de variable k = k1, p = k1 — ko et en réarrangeant, il vient :

[ka{7i (), 2(n)} < 5113 D2 D Isy (0,10, 12)1 Y 135 (R)1135 (k = p)|

li,l2 P k
et comme Y-, |7;(k)||3;(k — p)| < 32, 19;(F)* < (L) Mgz )17 = (TF)~1
k{5 (n), 2(n)} < 1% D0 ks, (01, 12)| = (TF™) 7 Ht5]12% s, [l (5.50)
li,la p

La borne supérieure du terme a gauche ci-dessus vérifie donc :

M; < (O It s, 11 (5.51)

Preuve proposition 26 Une condition suffisante pour que J’ de 1’équation (5.34) se
réduise au singleton {jo} est :

()7 2l < it 1% (1, (0,0,0) 4 sup i (0,01,12)])
(11,12)#(0,0)

—ltillf sup ks (0,00,00)]  (5.52)
(11,12)#(0,0)

Le membre de gauche est en effet celui de la majoration de M; dans (5.51) et celui de droite
est celui de la minoration de M, dans (5.48). Il s’ensuit donc M; < M, pour tout j # jo,
ce qui assure que ’ensemble J' de I’équation est un singleton. On vérifie alors immédiatement
l’équivalence entre (5.45) et (5.52). [

Comme le systeme de référence a été supposé stable (hypothese H.15), les différentes
normes ||.||1, ||.| et ||l sur le systéme de référence existent et de plus, il existe pf € Z
tel que [t;,(p*)] = |Itjo |loo- La condition (5.45) de la proposition 26 peut s’interpréter alors
comme le fait que tj,(p*) est le terme «dominant» dans (¢;(k))1<j<nkez. Cette méme
condition (5.45) requiert également que |/<a$j0 (0,0,0)| ne soit pas trop petit par rapport a
SUP(1, 15)#(0,0) 1%, (0511, 12)], ce qui n’est pas nécessairement vérifiée pour tout signal non
i.i.d. comme ’a prouvé le contre-exemple du paragraphe 2.3.2-b). Nous constatons ainsi
que la condition obtenue de validité du contraste avec référence peut s’interpréter de fagon
analogue au cas i.i.d. : il s’agit d’une condition conjointe sur les sources et le systeme de
référence, qui assure la présence majoritaire de I'une des sources dans le signal de référence.

Remarque 14: Dans le cas du paragraphe précédent ot les (s;(n))necz forment des suites
ii.d., on a F;»nin =1 et ks, (k1, ko, k3) = 0 pour tout (ki, k2, k3) # (0,0,0). Par suite,
[#s;111 = [Ks;(0,0,0)| et (5.45) se simplifie en :

Vi # o IltiellZlks,, (0,0,0)] > [[£5]1% |5, (0,0,0)]. (5.53)

Nous retrouvons donc bien la condition (5.28) obtenue dans le cas i.i.d.

De plus, puisque (5.45) implique que (5.53) est vérifiée, nous constatons que la condi-
tion de validité obtenue dans le cas non i.i.d. est plus restrictive que celle du cas i.i.d.
(avec équivalence dans le cas de sources i.i.d.).
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5.3 Eléments pour la mise en ceuvre

5.3.1 Expression des formes quadratiques : critere et contrainte

De méme que dans le paragraphe 3.4.2, nous supposons maintenant que le filtre sé-
parant est RIF. Sa réponse impulsionnelle est donnée par w(0),...,w(D — 1) et nous
définissons le vecteur suivant de taille 1 x QD :

w:=(w(0) w(l) ... w(D-1)) (5.54)
ainsi que pour tout n € Z le vecteur colonne x(n) := (gl(n),...,gQD(n))T de taille
QD x1:

x(n) = (x(n)T x(n—-1)T ... x(n—D+ l)T)T (5.55)

La sortie du filtre global s’exprime alors :
y(n) = wx(n) (5.56)

Les observations étant données, x(n) est donné et y(n) s’exprime donc en fonction
de w seulement. Des lors, la méthode proposée pour ’extraction d’une source se ramene,
d’apres la proposition 21, au probleme d’optimisation :

maximiser C,{y(n)}  sous la contrainte : E{|y(n)|?} = 1, (5.57)

ou la variable a optimiser est le vecteur w. En effet, a condition de définir les notations
qui suivent, les expressions apparaissant ci-dessus peuvent étre données explicitement en
fonction de w. Définissons

R := E{x(n)x(n)"} (5.58)

et C = (C; ‘)(z‘,j)e{l,...,QD}2 la matrice dont les éléments sont donnés par :

Y(i,j) € {1,...,QD}? Cyj := Cum{z;(n), z;(n), z(n), 2" (n)}. (5.59)
Les définitions (5.58) et (5.59) permettent alors d’écrire :

E{ly(n)]’} = wRw"”  ki{y(n),2(n)} = wCw' (5.60)
et donc aussi :

C-{y(n)} = |ra{y(n), z(n)| = [wCw . (5.61)

Remarquons au passage que les matrices R ainsi que C sont hermitiennes, ce qui est
d’ailleurs en conformité avec le fait que les quantités ci-dessus sont réelles. A ce stade, le
probleme (5.57) se réduit au probleme d’optimisation suivant :

max [wCw'!|  sous la contrainte : wRw! = 1. (5.62)

Il s’agit d’un probleme dont le critere est une valeur absolue d’une fonction quadratique
et dont la contrainte est quadratique. Nous allons montrer ci-dessous qu’il est aisé d’en
obtenir une solution.
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5.3.2 Restriction du probleme
5.3.2-a) Définie positivité de R ou positivité seulement ?

Dans le cas ou R est définie positive, 'ensemble des vecteurs w tels que wRw = 1
est un compact et, grace a la continuité, nous sommes assurés de l'existence d’une borne
supérieure finie au critére que nous souhaitons maximiser. Cette borne est par ailleurs
atteinte pour au moins un vecteur, qui constitue alors une solution au probleme donné a
Péquation (5.62). L’existence d’une solution au probléeme est donc acquise lorsque R est
définie positive.

Cependant, la matrice R n’est en général que positive non définie. C’est en particulier
le cas lorsque :

— le mélange est instantané et il y a strictement plus de capteurs que de sources. Dans
ce cas en effet, x(n) = x(n) = M(0)s(n) et ainsi R = E{x(n)x(n)} = M(0)M(0)?
n’est pas de rang plein.
une des sources est identiquement nulle. C’est, dans I’idéal, ce qui arrive apres une
étape de déflation. Ce cas sera étudié au paragraphe 5.3.4.

— de facon générale R n’est pas de rang plein dés que les nombres de capteurs et de
sources vérifient ) > N + 1 et que la longueur du filtre séparant est choisie comme
la longueur minimale assurant l’existence d’un inverse (D = N(L — 1)).

Compte tenu de ce fait, rien ne nous assure a priori que le critere & maximiser est borné
ni que le probleme posé admet une solution.

5.3.2-b) Non unicité du filtre séparant

Nous nous plagons maintenant dans le cas ot R est positive non définie. Compte tenu
de sa définition, ceci survient lorsqu’il existe une relation de dépendance linéaire entre les
signaux z;(n),i € {1,...,QD} contenus dans x(n). Il s’ensuit alors que le filtre séparant
n’est pas unique.

Supposons en effet w, € Ker R. Alors, woRw{ = E{wx(n)x(n)?wll} = 0 et le
signal wyx(n) est alors identiquement nul. Ceci montre que deux filtres w et w + w, avec
ﬂ(l){ € Ker R donnent le méme signal de sortie au niveau du séparateur.

5.3.2-c) Contrainte supplémentaire

Compte tenu des remarques précédentes, nous imposons par conséquent dans le pro-
bleme d’optimisation la contrainte supplémentaire suivante :

wh ¢ (KerR)* (5.63)
et le probleme d’optimisation a résoudre s’écrit finalement :

wRw! =1 et :

H
| w! € (KerR)*.

max |[wCw sous les contraintes : { (5.64)

L’ensemble des vecteurs w satisfaisant les deux contraintes ci-dessus est un compact et
I’existence d’une solution est ainsi garantie. La discussion du paragraphe précédent assure
par ailleurs qu’il est suffisant de considérer cet ensemble pour décrire I’ensemble des sorties
possibles au niveau du séparateur.
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5.3.3 Maximisation exacte par décomposition en valeurs singulieres

Bien que les résultats soient connus, nous expliquons maintenant pour des raisons
d’exhaustivité et de clarté, la fagon simple dont le probleme d’optimisation (5.64) peut se
résoudre. La méthode est basée sur le lemme suivant :

Lemme 6 Soit p € N* et C € CP*P une matrice symétrique hermitienne (C* = C). Les
vecteurs de CP*1 solutions du probleme d’optimisation

max |xYCx|  sous la contrainte : %

x=1 (5.65)
sont les vecteurs appartenant a lintersection de la sphere unité (%1% = 1) et de la réunion
des sous-espaces propres de C relatifs aur valeurs propres mazximales en valeur absolue.

Voyons la fagon dont nous nous ramenons au lemme précédent. R étant hermitienne,
elle est diagonalisable dans une base orthogonale. R étant positive, mais non nécessaire-
ment définie, nous supprimons dans cette diagonalisation les valeurs propres nulles et les
colonnes correspondantes et I’écrivons sous la forme R = USU* . Dans cette écriture, S
est carrée, diagonale. De plus, sa taille est celle de R uniquement dans le cas ou cette
derniére est définie positive. De méme, U est semi-unitaire (carrée unitaire uniquement si
R est définie positive). Nous définissons alors :

P:=S:U? ot: Q:=US: (5.66)

P et Q sont pseudo-inverses I’'une de 'autre au sens de Moore-Penrose. Par ailleurs, I’espace
engendré par Q est ImQ = ImR = (Ker R)*. La contrainte w! € (Ker R)* du probleme
(5.64) est donc prise en compte si 'on écrit :

w = Qx (ce qui revient & poser : % = Pw?). (5.67)
On a alors :
wRw! = wUSU?w! = wPPw! = %%, (5.68)

et en posant C := Q¥ CQ, nous sommes bien ramenés au probleme du lemme 6.

Par conséquent, une solution exacte au probleme peut étre obtenue par une diagona-
lisation (ou décomposition en valeurs singuliéres) de la matrice C. L’avantage que 'on
en tire est double : d’une part, la maximisation du contraste ne requiert qu'un nombre
fini d’opérations. La rapidité de la maximisation est ainsi fortement accrue et il n’est pas
nécessaire de recourir a un algorithme itératif d’optimisation qui se révele bien plus lourd.
D’autre part, le maximum global est obtenu et la méthode est donc insensible a I'existence
de maxima locaux potentiellement non séparants.

Remarque 15: Le probleme d’optimisation défini par (5.62) peut aussi étre abordé au
travers de I’étude du Lagrangien. On tombe alors sur le probleme de recherche de
valeurs propres généralisées \ et de vecteurs propres généralisés w, qui s’écrit :

Cwl = \Rw!! (5.69)

La résolution de ce probleme est équivalente a ’approche qui a été présentée.



112 Fonctions de contraste avec référence

5.3.4 Procédé séquentiel de déflation

Disposant maintenant de tous les éléments pour extraire une source, nous considérons
le probleme d’une séparation MIMO de I’ensemble des sources. La solution la plus simple
consiste a utiliser une procédure de déflation telle qu’elle a été présentée dans le paragraphe
3.2.1.

Nous avons expliqué qu’il fallait dans la méthode d’optimisation tenir compte du rang
de la matrice R définie a I’équation (5.58). Examinons 'effet de la suppression d’une

source sur le rang de cette matrice. Nous définissons pour cela s(n) le vecteur colonne de
dimension N(L+D — 1) :

s(n) :== (s(n)” s(n—-1)T ... s(h—L-D+ Q)T)T (5.70)

et 7p la matrice de Sylvester suivante de taille QD x N(L+ D —1) :

M(0) M(1) ... M(L-1) 0 - 0
0 M) M(1) ... ML-1) 0 0

o= | . (5.71)
0 0 M(0) M(1) M(L — 1)

Le vecteur x(n) défini a ’équation (5.55) s’exprime alors par :

x(n) = Tp(M)s(n) (5.72)

ce qui mene a I'expression suivante de la matrice R :
R = E{x(n)x(n)"} = Tp(M)E{s(n)s(n)" } Tp(M)" (5.74)

La suppression de la contribution d’une source au cours d’une étape de déflation est
équivalente, dans le cas idéal, a considérer que simultanément sont mis & zéros I'une des
composantes du vecteur s(n) et la colonne correspondante du filtre M[z]. Ceci entraine
donc la mise a zéro simultanément de L + D — 1 composantes de s(n) oude L+ D — 1
colonnes de 7p(M), ce qui entraine une chute équivalente du rang de la matrice R.

Nous en concluons qu’il convient de prendre en compte dans les procédures précédentes
le fait que le rang de R a chuté de (D+L—1) fois le nombre de contributions déja soustraites
des observations. Les valeurs singulieres de R les plus petites sont donc considérées en
nombre correspondant comme nulles dans la description de la procédure de maximisation
du paragraphe 5.3.3.

5.4 Simulations

Nous présentons les simulations en considérant d’abord ’extraction d’une seule source.
La possibilité d’itérer par processus de déflation sera ensuite vérifiée.
5.4.1 Extraction d’une source a ’aide d’une référence
5.4.1-a) Utilisation de la source comme référence

Un premier test a été mené dans le cas idéal ou la source réelle sert de référence. Les
résultats sont donnés sur la figure 5.2. Les erreurs quadratiques moyennes sur la source
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reconstituée ont été tracées en fonction du nombre d’échantillons disponibles. Ces résultats
proviennent d’un moyennage sur 1000 réalisations ou les filtres de mélanges, de longueur
3, ont des coefficients tirés aléatoirement selon une loi gaussienne centrée et normalisée.
Les simulations ont été réalisées pour des systemes de mélange a 2 entrées/3 sorties et
3 entrées/4 sorties, ainsi que pour deux types de sources distinctes : i.i.d. uniformes et
i.i.d. PAM4. L’observation des EQM moyennes de la figure 5.2 est encourageante et nous
invite a engager une étude plus approfondie de la méthode et a considérer le probleme de
I'obtention d’une référence dans le cadre aveugle.

T T
—»— 3 sources PAM4

-+ 3 sources uniformes
—6- 2 sources PAM4
10 "= : B : : . 8- 2 sources uniformes |

EQM

-4

10 I I I I I I I I
1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 10000
Nombre d'echantillons

Fic. 5.2 — EQM moyenne sur les sources reconstituées en fonction du nombre d’échan-
tillons. Les valeurs ont été obtenues avec des filtres de mélange de longueur 3, et a ’aide
d’un moyennage sur 1000 réalisations.

5.4.1-b) Utilisation initiale d’un contraste sans référence

Convergence de 'optimisation compléte du contraste sans référence Pour ob-
tenir les résultats précédents (figure 5.2), nous avons artificiellement supposé connue 1'une
des sources que nous avons utilisée comme signal de référence. Cette méthode n’est natu-
rellement pas applicable en pratique et nous proposons de considérer le cas ou la référence
utilisée est une source extraite a ’aide d’un contraste MISO tel que ceux présentés au
chapitre 3.

Les résultats sont donnés pour les deux types de sources précédemment considérées
(i.i.d. uniformes ou PAM4) sur les graphiques de la figure 5.3. Ils représentent, pour chacune
des 1000 réalisations de Monte-Carlo, 'EQM sur la source reconstituée pour la méthode
sans référence et pour la méthode avec. Pour des raisons de lisibilité, les réalisations ont
été classées par ordre croissant de 'EQM obtenue par la méthode sans référence.

Nous constatons que I'utilisation d’un contraste avec référence améliore sensiblement la
qualité de la séparation. Ceci illustre un premier intérét des développements de ce chapitre.

L’apport apparailt toutefois plus nettement si 'on compare les charges de calculs in-
duites par chacune des méthodes : a titre indicatif, pour un mélange avec un filtre 3
sources/4 capteurs, de longueur 3 et 5000 échantillons, la méme séparation dure de ’ordre
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T T
Contraste avec reference |K4(y(n),z(n))|
(Valeur moyenne: 0.0063) )
Contraste classique |KA(y(n),y(n))\ ;
(Valeur moyenne: 0.0125)

T
Contraste avec reference |K4(y(n)‘z(n))|
Valeur moyenne: 0.0062

Contraste classique |KA(y(n),y(n))\
Valeur moyenne: 0.0126
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Realisations de Monte-Carlo (classees par valeurs croissantes de I'EQM, sans reference) Realisations de Monte-Carlo (classees par valeurs croissantes de I'EQM, sans reference)

(a) Sources i.i.d. PAM4. (b) Sources i.i.d. uniformes.

F1G. 5.3 — EQM sur les sources reconstituées. Comparaison sur 1000 réalisations de Monte-
Carlo (3 sources, 4 capteurs, filtres de mélange tirés aléatoirement, 5000 échantillons) du
résultat avec le contraste C,{.} et le contraste classique sans référence |k4{y(n),y(n)}|. Les
réalisations ont été classées par ordre croissant de 'EQM pour le contraste sans référence.

de 20 secondes pour les 1000 itérations nécessaires a une bonne convergence d’un contraste
classique. En comparaison, 1’étape d’optimisation du contraste avec référence prend, dans
les mémes conditions, au plus 20 centiémes de secondes. Le gain en temps est donc consi-
dérable et constitue 'atout majeur de la méthode. De plus, la méthode ne se trouve que
faiblement handicapée par un nombre accru d’échantillons : I'estimation des matrice no-
tées C et R dans le paragraphe 5.3 ne se réalise en effet qu'une seule fois et I'optimisation
s’effectue alors en ne faisant appel qu’a ces seules matrices dont la taille est réduite. Ainsi,
pour 10000 et 50000 échantillons, les temps respectifs d’optimisation passent a 44 et 221 se-
condes pour un contraste classique contre 23 et 93 centiemes de secondes pour le contraste
avec référence. Ce point explique par ailleurs le nombre tres élevé d’échantillons qui a pu
étre utilisé dans la suite de nos simulations.

Non convergence de 'optimisation du contraste sans référence Compte tenu
des résultats précédents, il est apparu intéressant de regarder I'effet de 1'utilisation comme
référence du résultat fourni par un contraste classique mais dont ’optimisation itérative
a été interrompue avant convergence. Les résultats sont donnés a la figure 5.4. Il appa-
rait une grande majorité des cas ou le contraste par référence offre une performance tres
honorable malgré une référence manifestement éloignée de 'une des sources. Cependant,
pour environ 5% des cas, le résultat du contraste classique n’est pas convenable (en rai-
son d’une optimisation inachevée) et la méthode par référence ne parvient pas non plus &
une solution acceptable. L’étude du paragraphe 5.4.2 fournira des éléments d’explication.
Le gain en temps de calcul demeure toutefois élevé dans la mesure ou l'on s’épargne la
nécessité d’attendre la convergence de 'algorithme d’optimisation itératif.
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F1G. 5.4 - EQM sur les sources reconstituées (3 sources de type PAMA4, 4 capteurs, filtres de
mélange tirés aléatoirement, 5000 échantillons). L’optimisation du contraste sans référence
n’a pas été menée jusqu’a la convergence et le résultat obtenu a servi de référence. Les
réalisations ont été classées par ordre croissant de 'EQM pour le contraste sans référence.

5.4.1-c) Cas de sources non i.i.d.

Les simulations précédentes ont été brievement reprises pour des sources non i.i.d.
afin d’effectuer une vérification de principe de la validité de la méthode dans ce cas. Les
résultats sont donnés dans le tableau 5.1 pour des sources CPM d’indices de modulation
0.25, 0.4 et 0.6.

Contraste | Avec réf. || Contraste | Avec réf.
sans  réf, | colonne sans  réf, | colonne
10  itéra- | préc. 100 itéra- | préc.
tions tions
Sources CPM, 5000 échantillons || 0.1993 0.0052 0.0068 0.0010
Sources CPM, 2000 échantillons || 0.1917 0.0123 0.0075 0.0022

TaB. 5.1 — Valeur moyenne du critere 7 sur 1000 réalisations. Le mélange était tiré
aléatoirement, a coefficients complexes avec 3 sources et 4 capteurs.

5.4.2 Tirage aléatoire du systéme de référence

Au cours des simulations précédentes, I’obtention d’un signal de référence a constitué
la difficulté majeure dans 'utilisation des techniques de ce chapitre. Il est cependant ap-
paru dans les propositions 22 et 23 que les conditions sur le systeme de référence étaient
relativement faibles. En particulier, n’importe quel contraste avec référence obtenu a ’aide
d’un systeme de référence tiré aléatoirement devrait d’apres la proposition 23 mener a la
séparation. Cette affirmation doit cependant étre modulée par le fait que nous ne dis-
posons que de statistiques estimées. Nous examinons maintenant ce point au travers de
simulations.
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Parallelement, il nous est venu a l’idée d’itérer le processus de séparation avec référence
et d’obtenir ainsi un algorithme de type «point fixe». Plus précisément, la méthode mise
en ceuvre et testée a été la suivante :

— choisir par tirage aléatoire un vecteur w°

référence.

— pour n variant de 1 & nyax ¢

— fixer la référence a z(n) = w"!x(n).
— optimiser C,{.}, ce qui donne le filtre séparateur w”.
— le filtre séparateur retenu est celui correspondant a w™ax et la source reconstituée

correspondant & un systeme séparant de

s’écrit w'maxx(n).
Les résultats fournis par cette méthode sur 100 réalisations sont livrés dans les tableaux
5.2, 5.3 et 5.4 pour un nombre d’itération maximal ny.x = 5. Le nombre de sources a été
fixé a 3, le nombre de capteurs a 4. Les filtres de mélange étaient de longueur 3 et ont été
tirés aléatoirement (loi gaussienne centrée normalisée sur les coefficients).

Nombre EQM % de réalisations avec une EQM :
d’itérations | moyenne | < 5.1072 <1072 <1073
1 0.2687 18 0 0
2 0.0435 88 73 16
3 0.0087 96 96 81
4 0.0009 100 99 91
5) 0.0006 100 100 96

TaB. 5.2 — Optimisation itérée d’un contraste avec référence tirée au hasard : résultat pour
3 sources i.i.d. PAM4 et 5000 échantillons.

Nombre EQM % de réalisations avec une EQM :
d’itérations | moyenne | < 5.1072 <1072 <1073
1 0.1662 80 5 0
2 0.0069 99 90 69
3 0.0003 100 100 99
4 0.0003 100 100 100
5 0.0003 100 100 100

TAB. 5.3 — Optimisation itérée d’un contraste avec référence tirée au hasard : résultat pour
3 sources i.i.d. PAM4 et 10000 échantillons.

Nombre EQM % de réalisations avec une EQM :
d’itérations | moyenne | < 5.1072 | <1072 <1073
1 0.0191 89 60 4
2 3.5620e-5 100 100 100
3 2.8186e-5 100 100 100
4 2.8186e-5 100 100 100
5 2.8186e-5 100 100 100

TAB. 5.4 — Optimisation itérée d'un contraste avec référence tirée au hasard : résultat pour
3 sources i.i.d. PAM4 et 100000 échantillons.

Nous constatons dans le tableau 5.4 que, pour un nombre d’échantillons grand, le
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résultat de séparation est en général bon des la premiere maximisation du contraste avec
référence. Un examen plus attentif indique toutefois que les cas de séparation insatisfaisante
a la premiere étape sont liés a I'existence de deux valeurs propres relativement proches dans
la matrice notée C au paragraphe 5.3, donnant ainsi une possibilité de se prémunir contre
de tels cas. Par ailleurs, 'augmentation du nombre d’échantillons permet de fortement
limiter le nombre de cas non séparant des la premiere étape, comme l’indique 1’évolution
des valeurs dans les tableaux 5.2, 5.3 et 5.4.

En conclusion, en présence d’un nombre limité d’échantillons, les erreurs d’estimation
des matrices C et R peuvent conduire a un écart de performances par rapport au com-
portement théorique prédit par la proposition 23. Néanmoins, il est tout a fait positif de
constater que, dans les cas ou la séparation n’est pas effective des la premiere maximi-
sation du contraste avec référence, le fait de recommencer cette maximisation permet de
converger vers I'une des sources. Ainsi, la méthode proposée semble pouvoir s’appliquer
dans un cadre aveugle.

5.4.3 Séparation MIMO par déflation

La séparation MIMO a été testée avec 3 sources, 4 capteurs, des filtres de mélange
tirés aléatoirement de longueur 3 et des sources i.i.d. PAM4. Les sources ont été extraites
en utilisant la méthode de maximisations successives d’un contraste avec référence décrite
au paragraphe précédent. Le passage a l'extraction MIMO a été mené par des étapes de
déflation successives décrites au paragraphe 3.2.1 et en prenant en compte la remarque du
paragraphe 5.3.4.

Les résultats provenant de 100 réalisations de Monte-Carlo sont regroupés dans les
tableaux 5.5, 5.6 et 5.7. Nous pouvons constater que la méthode offre des résultats satis-
faisants.

TaB. 5.5 — EQM moyenne sur chacune des 3 sources extraites. résultats pour 5000 échan-
tillons et, pour chaque extraction, 15 itérations de maximisation d’un contraste avec réfé-

rence.

Numéro EQM % de réalisations avec une EQM :
source | moyenne | < 5.1072 <1072 < 5.1073
1 0.0006 100 100 100
2 0.0569 96 95 87
3 0.0251 96 91 30

Numéro EQM % de réalisations avec une EQM :
source | moyenne | < 5.1072 <1072 < 5.1073
1 0.0003 100 100 100
2 0.0145 98 98 97
3 0.0251 98 98 93

TAB. 5.6 — EQM moyenne sur chacune des 3 sources extraites. résultats pour 10000 échan-
tillons et, pour chaque extraction, 10 itérations de maximisation d’un contraste avec réfé-
rence.
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Numéro EQM % de réalisations avec une EQM :
source | moyenne < 5.1072 <1072 <5.1073
1 3.0512e-5 100 100 100
2 0.0095 99 99 99
3 0.0053 99 99 99

TaB. 5.7 — EQM moyenne sur chacune des 3 sources extraites. résultats pour 100000
échantillons et, pour chaque extraction, 5 itérations de maximisation d’un contraste avec
référence.

5.5 Conclusion

Partant de la notion de signal de référence, nous avons introduit une classe de contrastes
MISO utilisables a priori dans un cas semi-aveugle. La validité de ces criteres de contraste
a été établie aussi bien dans le cas de sources i.i.d. que dans le cas non i.i.d. Compte tenu
des conditions de validité de ces contrastes, les connaissances nécessaires a 1’obtention
d’un signal de référence se sont révélées cependant relativement faibles. Les simulations
ont ainsi mis en évidence la possibilité d’utiliser ces contrastes dans un cadre aveugle.
Enfin, 'avantage majeur des critéres introduits réside dans leur dépendance quadratique
vis a vis des parametres. Il en résulte la possibilité de les optimiser par une méthode
rapide et efficace. Ainsi, ces contrastes MISO offrent une méthode performante d’extraction
d’une source. Combinés avec des étapes de déflations, nos simulations laissent augurer
d’excellentes perspectives pour la séparation de mélanges MIMO.



Chapitre 6

Conclusion

6.1 Résumé des travaux réalisés

Les travaux que nous avons menés ont concerné la séparation de sources dans le cadre
des mélanges convolutifs. Parmi les principales difficultés que souleve cette problématique
nous pouvons citer :

— la recherche de criteres de séparation et leur étude, en particulier en ce qui concerne

I'existence et les propriétés des maxima locaux;

— la recherche de procédures d’optimisation efficaces, qui permettent le cas échéant de

s’affranchir des maxima locaux indésirables ;

— l'extension au cas non i.i.d. des méthodes existantes, généralement proposées dans

le cadre i.i.d.;

— la recherche de méthodes de séparation conjointes offrant une alternative aux mé-

thodes séquentielles, notamment & la déflation.

Ce travail s’est d’abord concentré sur les méthodes conjointes et 1’étude des contrastes
qui leur sont associés. Par le biais d’une approche fréquentielle, une famille de contrastes
temporels, valables pour des sources non i.i.d. a été mise en évidence. L’optimisation de
ces criteres est toutefois délicate en raison de I'existence de maxima locaux non séparants.
D’autre part, ’étape nécessaire de préblanchiment peut soulever des difficultés supplémen-
taires.

Les méthodes séquentielles présentent pour leur part des avantages non négligeables.
D’abord, 'avantage décisif de ces approches réside en la possibilité de choisir des contrastes
de telle sorte que tout maximum local soit séparant. Ensuite, les contrastes MISO auxquels
font appel ces approches demeurent valables dans le cas non i.i.d. ce qui permet d’élargir
I’horizon des applications potentielles. Enfin, 'absence de préblanchiment facilite une mise
en ceuvre concrete.

L’approche séquentielle que nous avons proposée apparait comme une alternative a
I’approche dite par déflation. Comme pour I’ensemble des méthodes séquentielles, on peut
observer un phénomene génant d’accumulation des erreurs au fur et a mesure que les
sources sont extraites. La possibilité de mise en ceuvre d’une post-optimisation locale et
sans contraintes a ainsi été justifiée. Ce post-traitement permet de rétablir une symétrie
dans le traitement des sources et ainsi de limiter le probleme de dégradation des résultats
au cours des extractions.

Deux applications des méthodes séquentielles ont pu étre envisagées en faisant appel
a des connaissances extérieures au domaine intrinseque de la séparation de sources. Des
résultats sur la démodulation aveugle de signaux CPM ont permis, en liaison avec les
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notres, d’obtenir la séparation et la détection de plusieurs signaux CPM. D’autre part,
la séparation de sources a été généralisée aux mélanges convolutifs multidimensionnels et
aux images en particulier, par le recours a des résultats sur les matrices polynomiales a
plusieurs indéterminées.

L’optimisation des contrastes utilisés dans les approches MISO se réalise en général
par une méthode itérative, qui conduit a une importante charge de calcul. La possibilité
d’utiliser une connaissance a priori supplémentaire a mené a la notion de contrastes avec
référence. Ces derniers combinent a eux seuls la plupart des atouts souhaitables : la facilité
d’optimisation permet surtout d’obtenir aisément et en un nombre fini d’opérations le
maximum global. De ce fait, le probleme de I'existence de maxima locaux ne se pose pas.
De plus, ces critéres restent valables dans le cas de sources non i.i.d. Méme si de tels critéres
ont été envisagés initialement dans un cadre semi-aveugle, les connaissances requises pour
leur utilisation sont en réalité faibles et leur étude a fait également apparaitre leur grand
intérét dans le cadre aveugle.

6.2 Perspectives

La séparation de sources dans les cas convolutifs demeure un probléme ouvert et at-

trayant ; un certain nombre de pistes méritent encore d’étre explorées :

— Méthodes conjointes : la difficulté majeure semble actuellement celle du préblanchi-
ment. La recherche de solutions efficaces a ce probléme est une condition préalable
pour envisager des applications pragmatiques de ces méthodes. Les difficultés de
maximisation des criteres de contraste, en partie dues a ’existence de maxima locaux
font également partie des préoccupations importantes, méme si I’on peut envisager
de compenser ce probleme par le recours a des méthodes numériques plus lourdes.

— Approches hiérarchiques : ’étude des propriétés locales des contrastes MISO s’est ré-
vélée fructueuse. Il pourrait étre intéressant de mieux exploiter ces propriétés locales
qui ont souvent été négligées au profit d’études globales.

— Application aux CPM : les résultats présentés mériteraient d’étre complétés par
I’étude du cas ou la période d’échantillonnage n’est plus égale a la période symbole.
Dans ce cas, le probleme devient celui de la séparation de sources cyclo-stationnaires.

— Application aux images : la séparation de mélanges d’images devrait s’inspirer des
méthodes de traitement d’image et introduire des connaissances a priori. Ainsi, I'uti-
lisation d’'un modele sur les images ou sur le filtre de mélange pourrait vraisembla-
blement améliorer les résultats.

— Contrastes quadratiques : les résultats sont extrémement encourageants. Il convient
de les approfondir et de se pencher plus attentivement sur le cas de sources non i.i.d.
Par ailleurs, toutes les extensions proposées dans le cadre des approches hiérarchiques
méritent en parallele un examen dans le cas des contrastes quadratiques : étude du
cas non stationnaire, étude locale, ...



Annexe A

Inversibilité des systemes MIMO
et matrices polynomiales

Le but de cette annexe est d’expliquer comment les résultats d’inversibilité des sys-
temes MIMO dans le cas monodimensionnel s’étendent au cas multidimensionnel. Ces
résultats justifient que l'on ait pu étendre les méthodes de séparation de sources au cas
des images. Nous nous ramenerons a 1’étude des matrices polynomiales & propos desquelles
cette annexe se propose de rassembler les résultats utiles dans notre cadre. Ces résultats
ont parfois été établis indépendamment et il n’est pas toujours évident d’en faire la syn-
these. Les résultats essentiels dans le cas monodimensionnel seront brievement rappelés.
Le cas multidimensionnel nous obligera ensuite a aborder le cas des matrices polynomiales
a plusieurs indéterminées.

A.1 Introduction et notations

A.1.1 Systemes MIMO et matrices polynomiales

En séparation de sources, nous considérons un systeme de mélange MIMO a (@ sorties
et N entrées. Si ce systeme est supposé RIF et causal, sa transformée en z s’écrit dans le
cas monodimensionnel :

L-1
Mz] = > M(k)z* (A1)
k=0

Nous nous intéressons aux conditions sous lesquelles le systéeme ci-dessus admet un inverse
a gauche, c’est-a-dire les conditions d’existence d’une matrice polynomiale W|z] telle que

W[2]M[z] = Idy. (A.2)

Cette condition d’inversion est cependant plus forte que celle requise par la séparation de
sources dans la mesure ou toute séparation ne peut étre réalisée qu’a un filtre pres ou,
dans le meilleur des cas a un retard et une amplitude pres. Il est par conséquent suffisant
de chercher W|z| polynomiale telle que :
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ou dj,...,dy sont des entiers (généralement positifs si les systémes considérés sont cau-
saux). En multipliant ’équation ci-dessus & gauche par la matrice Diag(z%,...,2%), la
condition ci-dessus apparait comme équivalente a la condition (A.2) si ’'on considére que
les matrices ont leurs coefficients choisis dans 'anneau des polynémes de Laurent. Bien
qu’il soit possible de toujours se ramener au cas des polynomes classiques, ceci constitue
un détour non nécessaire (dans [61] les auteurs sont ainsi amenés a affaiblir la notion
d’inversibilité) et il est bien plus naturel pour la séparation de sources de considérer les
polynomes de Laurent.

Le cas des systemes multidimensionnels nous intéressera plus particulierement ; cette
dimension sera notée p et il suffira de considérer p = 2 dans le cas particulier des images.
Nous considérerons ainsi les matrices polynomiales a p indéterminées zi,...,z,. Nous
noterons en caractere gras le p-uplet z := (21,. .., 2p), ainsi que tous les p-uplets que nous
serons amenés a considérer. Ainsi, a un systeme MIMO, RIF et causal est associée la

matrice :
Li—1 Lp—1

Mlzt, ..zl = o Y Mk, ky)z R R (A.4)
k1=0  kp=0

ce que nous noterons également :
L-1
M[z] = Y M(k)z ¥ (A.5)
k=0

La problématique peut étre exprimée de fagon identique au cas unidimensionnel : sous
quelle condition existe-t-il une matrice polynomiale & plusieurs indéterminées (polynémes
de Laurent) telle que W[z]M[z]| =1d?

A.1.2 Notations

Dans cette annexe, K désigne un corps quelconque. R et C nous intéresserons plus
particulierement, mais dans le cas multidimensionnel, il peut étre utile de prendre pour K
un corps de fractions rationnelles. Nous notons alors :

K[z] 'anneau des polynémes classiques & coefficients dans K et en I'indéterminée z.

— K[z, z7!] 'anneau des polynomes de Laurent & coefficients dans K et en I'indétermi-
née z.

— K]z] 'anneau des polynomes classiques a coefficients dans K et en les indéterminées

Zlye-+5Rp-
K|z,z~!] 'anneau des polynomes de Laurent & coefficients dans K et en les indéter-
minées 21, ..., 2p.

A.2 Systemes MIMO monodimensionnels

Dans cette partie sont rappelés les résultats d’inversibilité qui ont été utilisés a propos
des filtres MIMO a réponse impulsionnelle finie. On pourra consulter [18, 50] pour une
introduction aux matrices polynomiales ; d’autres éléments sont disponibles dans [36]. Les
résultats d’inversibilité que nous rappelons sont également cités et utilisés dans [39] et [42].
Notons également qu’une synthese a été réalisée dans [61]; mais cette derniére reste dans
le cadre des polynoémes classiques et requiert de ce fait 'introduction non indispensable
de conditions dites de «réversibilité». Enfin, les résultats donnés peuvent étre déduits du
cas général exposé dans le paragraphe A.3.
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Matrices polynomiales a une indéterminée On appelle matrice polynomiale une
matrice dont les éléments sont dans I'anneau des polynomes (C[z]ou C[z,z71] selon le
cas).

Définition 8 Une matrice polynomiale carrée M[z] € C[z]N*N (ou Clz,27Y]) est uni-
modulaire lorsqu’elle admet un inverse qui est une matrice polynomiale (c’est-a-dire dans
Cl2]V*N ou C[z, 27| respectivement).

Le cas d’'une matrice ayant plus de lignes que de colonnes nous intéresse également :

Définition 9 Soit M[z] € C[z]9*N (resp. M[z] € Clz, 2~ 9*N) une matrice polyno-
miale. M[z] est dite «coprimes lorsque ses déterminants mineurs de taille mazimale sont
premiers entre eur.

Le résultat ci-dessous permet de caractériser les matrices «coprime» :

Propriété 4 Soit M[z] € C[2]9*N (resp. M[z] € Clz, 2~ 2*N ) une matrice polynomiale
avec Q > N. M]|z] est «coprimes si et seulement si ['une des conditions équivalentes
ci-dessous est vérifiée :

1. Mz] est irréductible, c’est-a-dire rang(M][z]) = N,Vz € C (resp. Vz € C*).

2. M[z] admet un inverse a gauche, c’est-a-dire il existe W|[z| € @[Z}QXN (resp.
Clz, 272N ) tel que W[z]M|z] = Id.

Inversibilité d’un systeme MIMO-FIR monodimensionnel Nous pouvons déduire
de la propriété 4 ci-dessus qu’un filtre RIF-MIMO a N entrées et () sorties de transformée
en z M[z] € Clz, 271 )9*N admet un inverse FIR si et seulement si il satisfait la condition :

Q > N et :Vz e C' rang(M[z]) = N (A.6)

A.3 Matrices a plusieurs indéterminées

A.3.1 Notions de primalité

Dans le cas de polynoémes a plusieurs indéterminées, la notion de polynomes premiers
entre eux est plus délicate a définir : la difficulté vient en effet en partie du fait que 'anneau
des polynomes & plusieurs indéterminées n’est plus un anneau principal (voir [28] pour les
propriétés élémentaires des polynomes a plusieurs variables). Nous n’irons pas plus loin
dans ces considérations algébriques et nous contenterons d’introduire, dans le cas matriciel,
les quatre notions suivantes [35] :

Définition 10 Soit M[z] € K[z,z71|9*N. On note Ty lidéal engendré par les détermi-
nants mineurs de taille mazimale de M[z]. Par définition, M|z] est alors dite :
~ «right zero primes (rZP) lorsque Q > N et Tyg = K(z,z7Y]. En particulier, si
Q = N, une matrice rZP est appelée matrice unimodulaire.
— «right variety primey (rVP) lorsque Q > N et Iy contient des polynomes de Laurent
(non nuls) de K[z, z; ] pour tout i € {1,...,p}.
— «right minor primey (rMP) lorsque Q > N et les déterminants mineurs de M|z]
nont pas de facteurs communs non triviauz (c’est-a-dire qui ne soient pas des €élé-
ments inversibles de l’anneau,).
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— «right factor primes (rFP) lorsque @ > N et dans toute décomposition M[z] =

M[Z]T[Z] avec T|z| carrée, alors det T[z] € K (c’est-a-dire T|z] est unimodulaire).

Les mémes définitions s’appliquent mutatis mutandis au cas des matrices dont les éléments
sont des polynéomes classiques de K[z].

Les notions de rZP, rVP et rMP apparaissent naturellement dans 1’étude des polynémes
multivariés, tandis que la notion de rFP n’est utilisée que dans le cas des matrices. On
montre aisément les implications suivantes :

rZP =1rVP = rMP = rFP (A.7)

Dans le cas monodimensionnel, ces quatre définitions sont équivalentes. Dans le cas bidi-
mensionnel, il y a équivalence entre les notions rVP, rtMP et rFP. En revanche, dans le cas
général multidimensionnel ol p > 2, aucune réciproque des implications ci-dessus n’est
vérifiée. Notons pour terminer que nous pourrions considérer les mémes notions que celles
de la définition 10 mais & gauche. Nous avons privilégié les notions a droite qui sont celles
qui nous servent directement pour notre application.

A.3.2 Quelques propriétés

Les notions précédentes permettent de donner une condition nécessaire et suffisante
d’existence d’un inverse polynomial. D’aprés [35], la propriété suivante est vérifiée :

Propriété 5 Soit M[z] € K[z,z'|9*N. Les proposition suivantes sont équivalentes :
1. M(z] est rZP.
2. M([z| peut étre bordée de maniére a obtenir une matrice unimodulaire de taille Q X Q.

3. Il eziste une matrice QQ x Q unimodulaire Ulz] telle que :

”ﬂ. (A.8)

UMMM_[O

4. Mlz] admet un inverse a gauche polynomial, c’est-a-dire il existe une matrice poly-
nomiale W1z] € K[z, z ' |V*? telle que :

W(z]M|z| = Idny (A.9)

(relation dite de Bezout).
5. pour tout vecteur ulz] € K(z,z~ '] qui est rZP, M[z]ulz] est également rZP.

Compte tenu de ces équivalences, il apparait qu'une matrice admet un inverse poly-
nomial si et seulement si elle est rZP. La notion de matrice rZP est donc celle qui nous
concerne pour l'inversibilité des filtres MIMO RIF multivariés.

A.3.3 Structures algébriques et variétés

Dans cette partie, C est le corps de départ. Le caractere rZP d’une matrice a été
défini d’un point de vue algébrique. De méme que dans le cas monodimensionnel, une
matrice était coprime si et seulement si elle était irréductible, nous souhaitons ici donner
une condition équivalente en terme de variété dans le cas ou C est le corps de départ.
Les théoremes et définitions donnés ici sans démonstration se trouvent dans [28]. Nous
donnons en plus les quelques éléments qui permettent d’appliquer les résultats nécessaires
au cas des polynomes de Laurent.
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1.3.3-a) Variété et idéal, Nullstellensatz de Hilbert

Définition 11 Soit f € C[z] un polynome. On appelle variété du polynéme f ’ensemble
de ses racines :

V(f) = {z € C7| f(z) = 0} (A.10)

Si f1,..., fr sont des polynomes de C|z], la variété qui leur est associée est l'intersection
des variétés associées a chacun d’euz :

V(fi, oo fy) = {2 € CP | fulz) = ... = fu(2) = 0} (A11)

La propriété suivante résulte du théoreme de Hilbert sur les anneaux ncethériens! et
permet de ramener les propriétés sur un idéal a des propriétés sur un ensemble fini de
polynomes :

Propriété 6 Tout idéal de C|z| est engendré par un nombre fini d’éléments (i.e. C[z] est
neethérien).

Des lors, le résultat ci-dessus permet de vérifier aisément la cohérence de la définition
suivante de la variété associée a un idéal :

Définition 12 Soit Z un idéal et f1,..., f, une famille génératrice finie (r € N) de Z. La
variété V(ZI) associée a l'idéal T est la variété associée a la famille fr,..., fr :

V) = V(i f) (A12)

Le théoréeme suivant constitue le premier lien fort entre propriétés géométriques et
algébriques [28] :

Théoréme 3 (Nullstellensatz (forme faible)) Soit T un idéal de Clz]. Si V(T) = 0,
alors T = Clz] (et réciproquement.)

Par application de la forme faible du Nullstellensatz, il est immédiat qu'une matrice
M|z] € C[z]?*N (avec toujours Q > N) est rZP si et seulement si M[z] est de rang
maximal quel que soit z € CP. En effet, M|z] est rZP si et seulement si I'idéal Zpy engendré
par ses mineurs de taille maximale est C[z], c’est-a-dire si et seulement si V(Zng) = 0, ce
qui signifie que ’ensemble des points annulant simultanément tous ses mineurs de taille
maximale est vide.

Pour démontrer la propriété analogue dans le cas des polynoémes de Laurent nous
aurons besoin de 1'énoncé suivant [28] :

Théoréme 4 (Nullstellensatz de Hilbert) Soit f € Clz] et T un idéal de Clz]. Si pour
tout p-uplet (a1, ...,ap) € V(Z) on a f(a1,...,ap) =0, alors il existe r € N* tel que f" € T
(et réciproqguement).

1Un anneau est dit noethérien lorsque tout idéal de I’anneau est engendré par un nombre fini d’éléments.
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1.3.3-b) Variété de Laurent

Nous adaptons ici au cas des polynomes de Laurent quelques propriétés en général

présentées dans le cadre des polyndmes classiques?.

Définition 13 Soit f € C[z,z '] un polynéme de Laurent. On appelle variété de Laurent
du polynome f l’ensemble de ses racines :

Vi(f) :={z€C?| f(2) = 0} (A.13)

On peut montrer que C[z,z 1] est noethérien, d’olt la possibilité de donner la définition
suivante :

Définition 14 Si Z est une collection de polynomes (en particulier si T est un idéal), sa
variété de Laurent Vi (Z) est lintersection des variétés de Laurent de ses éléments.

Nous pouvons alors démontrer que :

Propriété 7 Soit M[z] € Clz,z ' |9*N. M[z] est rZP si et seulement si Q > N et Mz]
est de rang plein pour tout z € C*P (c’est-a-dire Vi,(Inm) = 0).

Preuve: Si M([z] est 1ZP, alors I'idéal engendré par ses mineurs de taille maximale est Zyy = C[z,z ]
et la variété associée a cet idéal est I'ensemble vide : Vi, (Zn) = 0.

Réciproquement, supposons Vp(Zn) = 0, ce qui est équivalent & dire que les mineurs de taille
maximale de M, notés myq, ..., m; n’admettent pas de zéros communs. Clairement, il existe un
polynome z* := zf ... zF (k € N) tel que :

m; = kai € (C[Z],V’L (A14)

De plus, il est possible de choisir k tel que les zéros communs des polynomes classiques my, .. ., 1y
soient exactement les points de leur variété suivante :

P
V(... ) ={z = (21,...,%) €C’| [[= =0} (A.15)
i=1
En utilisant la Nullstellensatz de Hilbert, il vient qu’il existe r € N tel que le polynome 27 ...z,
appartienne a 1’idéal associé a my,...,my;; et par conséquent il existe des polynémes z1,...,x; de
C[z] tels que :
1
A= wm. (A.16)
i=1
Il s’ensuit :
l
=1

ott 'on a défini les polynomes de Laurent Z; := z~""*z;. Par suite, le polynéme unité appartient
A T et ainsi Iy = Clz,z71]. [ |

Ainsi, les propriétés 5 et 7 permettent de justifier la propriété 2 du chapitre 4.

2Remercions & ce titre le professeur Maria Elena Valcher de Puniversité de Padova pour les éclaircisse-
ments qu’elle nous a apportés.
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1.3.3-c) Une condition suffisante d’inversibilité pour les systémes générés
aléatoirement

Le caractere générique de I'inversibilité d’'une matrice polynomiale a été considéré dans
[83]. En particulier, la propriété suivante qui nous est utile y est démontrée :

Propriété 8 Soit M[z] € C[z]?*YN une matrice polynomiale dont les coefficients sont
tirés selon une loi de probabilité o densité continue. Si (]%) > p alors M|z] est presque
sturement inversible a gauche (dans Clz]). Si (16\2,) < p, alors M[z] est presque sirement
non inversible a gauche (dans Clz]).
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