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Introduction

Les travaux de plusieurs mathématiciens dont Kréamer, Luna, Vust, Brion... ont amené
a distinguer une classe particuliere d’espaces homogenes, a savoir les espaces homogenes
sphériques. Il s’agit des espaces homogenes {2 sous 'action d'un groupe algébrique
réductif connexe G dans lesquels un (et donc tout) sous-groupe de Borel possede une
orbite dense. De maniere équivalente, tout plongement de 2 (c’est-a-dire toute G-variété
normale contenant {2 comme orbite ouverte) ne posséde qu'un nombre fini d’orbites de
G ; ou encore, 2 = G/H et, pour tout G-module simple M, pour tout caractere x de H,
le sous-espace de M formé des vecteurs propres pour H de poids x est de dimension plus
petite que 1. A cause de cette derniere propriété, les espaces homogenes sphériques sont
parfois appelés « sans multiplicité ».

La plupart des espaces homogenes les mieux compris (par exemple du point de vue
de la classification de leurs plongements) sont sphériques : les tores, dont les plongements
sont les variétés toriques, les variétés de drapeaux, les espaces symétriques, quotient de
G par le sous-groupe des points fixes d’une involution, les espaces homogenes horosphé-
riques, quotient de G par un sous-groupe contenant un groupe unipotent maximal de
G, etc. Dans la littérature, les espaces homogenes sphériques et leurs plongements sont
étudiés la plupart du temps sur un corps de base algébriquement clos.

Cette these porte sur plusieurs aspects de ’étude des plongements d’espaces homogénes
sphériques sur un corps quelconque.

On y aborde la classification des plongements d’un espace homogeéne sphérique fixé,
dans la lignée de Luna et Vust [LV83], I’étude des plongements log homogenes en carac-
téristique positive, généralisant certains résultats obtenus par Bien et Brion [BB96], et
la construction effective de compactifications lisses et équivariantes de certains groupes
réductifs, en s’inspirant de constructions classiques, comme celle de ’espace des collinéa-
tions completes, due a Tyrell [Tyr56].

Variétés toriques et plongements sphériques sur un corps quelconque

Depuis les travaux de Demazure ([Dem?70]), Kempf, Knudson, Mumford et Saint-
Donat ([KKMSDT73]) ainsi que Miyake et Oda ([MO75]), on sait que les plongements
équivariants d’un k-tore déployé T, c’est-a-dire les variétés toriques sous l'action de T,
sont classifiés par des objets combinatoires, appelés éventails. Ces éventails sont des col-
lections de cones dans ’espace vectoriel V = Q®z N, ou NN est le réseau des cocaracteres
de T, satisfaisant certaines propriétés (voir définition 1.4, chapitre 1).

Dans l'article influent [LV83], Luna et Vust développent une théorie générale des
plongements des espaces homogenes définis sur un corps de base k algébriquement clos de
caractéristique nulle. Leur théorie se précise notablement dans le cas sphérique, et aboutit
a une classification complete des plongements d’un espace homogene sphérique en termes
d’objets combinatoires baptisés éventails coloriés (voir définition 2.8, chapitre 1), qui
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10 INTRODUCTION

généralisent les éventails des variétés toriques. Comme 1’a montré Knop dans [Kno91], la
classification de Luna et Vust s’étend a la caractéristique positive, et s’énonce exactement
de la méme fagon.

Dans le premier chapitre de ce mémoire, on s’intéresse a la question suivante : que
devient la classification de Demazure, Kempf... si 'on ne suppose plus T' déployé, et la
classification de Luna et Vust si I'on ne suppose plus le corps de base algébriquement
clos?

L’étude des plongements d'un k-tore (le corps k étant quelconque) non déployé est
amorcée par Brylinski en 1979, qui cherche a construire une compactification projective
lisse d’un tore non déployé (une compactification d’un espace homogene est un plonge-
ment complet de celui-ci). Soit 7" un k-tore, déployé par une extension galoisienne finie K
de k. Le réseau N des cocaracteres de T := T X K est muni d’une action du groupe de
Galois T' := Gal(K|k), et il n’est pas difficile de montrer que I’éventail d’un plongement
X de Tk est stable par I si et seulement si l'action de I" sur Tk s’étend & X (proposition
1.13, chapitre 1). En fait, un éventail dans V := Q®z N stable par le groupe I correspond
exactement a une variété torique sous ’action du tore Tk munie d’une donnée de descente
étendant celle définie sur 'orbite ouverte Tk . Brylinski a montré dans [Bry79] comment
construire un éventail dans V' qui est projectif, lisse, et stable sous 'action du groupe
I'. La variété torique sous l'action de Tk correspondante est projective, lisse, et munie
d’une action de I' qui coincide avec ’action naturelle sur I’orbite ouverte Tk : le quotient
X/T est alors une compactification projective et lisse de 7. Malheureusement, comme
I’a remarqué Merkujev en 1996, la preuve de Brylinski s’appuie sur un résultat erroné
de [DPT80]. II faudra attendre 2005 pour une preuve complete, par Colliot-Thélene, Ha-
rari et Skorobogatov [CTHS05] (d’apres une suggestion de Kiinneman), du fait que I'on
peut effectivement compactifier un tore quelconque de maniere équivariante par une va-
riété projective et lisse. Remarquons que ce résultat est une conséquence de la résolution
équivariante des singularités (encore conjecturelle en caractéristique positive).

Récemment, Elizondo, Lima-Filho, Sottile et Teitler ([ELFST10]) ont également étu-
dié les variétés toriques d’un point de vue arithmétique dans le but de donner la classifica-
tion de celles-ci dans certains cas précis. Ils parviennent, en utilisant de la cohomologie ga-
loisienne, a classifier entierement les surfaces toriques lisses, ainsi que les k-formes toriques
de l'espace projectif P7., si I’extension K de k est cyclique. Cependant, ils n’abordent pas
le probleme de descente, qui est le point central de notre travail. A notre connaissance,
la classification des plongements d’un espace homogene sphérique défini sur un corps non
algébriquement clos n’a encore jamais été abordée.

Notons I' le groupe de Galois de K sur k dans le cas torique (o K est une extension
galoisienne de k qui déploie le tore T'), et le groupe de Galois absolu de k dans le cas
sphérique. Contrairement au cas torique, on ne dispose pas dans le cas sphérique d’une
action évidente du groupe I' sur 'ensemble des éventails coloriés. La premiere chose a
faire est donc de définir une telle action (section 2.2, chapitre 1). Ensuite, en étendant les
scalaires de k & K dans le cas torique, et de k & k dans le cas sphérique, on peut associer
a tout plongement de €2 un éventail stable par I' dans le cas torique, et un éventail colorié
stable par I' dans le cas sphérique. Dans le cas torique, si le tore 1" est de dimension 2,
ou si 'on peut prendre 'extension K de degré 2 sur k, on obtient une classification des
variétés toriques sous l'action de T' (théoréeme 1.18, chapitre 1) :

THEOREME 0.1. Supposons que dim(T) = 2 ou que [K : k] = 2. Alors les variétés
toriques sous ’action de T’ sont classifiées par les éventails stables par I dans V.

Ce théoreme est aussi obtenu dans [ELFST10]. Dans le cas sphérique, on donne aussi
plusieurs situations ol les plongements de €2 sont classifiés par les éventails coloriés stables



INTRODUCTION 11

par I'. On renvoie a la proposition 2.28, chapitre 1, pour un énoncé précis. En particulier,
c’est le cas si espace homogene sphérique (€2, zg) est déployé, au sens ou il existe un
sous-groupe de Borel déployé B de G tel que l'orbite Bzg est ouverte :

PrOPOSITION 0.2. Supposons k parfait, et l’espace homogéne sphérique €2 déployé.
Alors les plongements de 2 correspondent aux éventails coloriés stables par le groupe T'.

Ensuite, on construit des exemples de plongements X dont ’éventail, ou 1’éventail
colorié, est stable par I', mais pour lesquels le quotient X /T" n’existe pas comme variété.
Dans le cas torique, si k possede une extension cubique, on a (théoreme 1.24, chapitre

1):
THEOREME 0.3. Il existe un k-tore de dimension 3, déployé par une extension cubique
K de k, et une variété torique sous l’action du tore déployé Tk, dont l’éventail associé

est stable sous l'action de I', mais qui ne provient pas par extension des scalaires d’une
variété torique sous l’action du tore T'.

Dans I’exemple du théoreme 0.3, la dimension de T est minimale, et le degré de K
sur k aussi, vu le théoreme 0.1. Dans le cas sphérique, on construit un exemple plus
« simple » que le précédent, a différents points de vue (par exemple, il est plus facile de
montrer que le quotient par I' n’existe pas). C’est le théoréme 2.41, chapitre 1 :

THEOREME 0.4. Il existe un espace homogéne sphérique Q sous l’action du groupe
semi-simple réel SU(2,1), et un plongement de 2 xg C dont l’éventail colorié est stable
sous laction de Gal(C|R), mais qui ne provient pas par extension des scalaires d’un
plongement de €.

Signalons pour finir que I’on obtient ainsi un exemple de variété torique sur laquelle se
trouvent trois points n’appartenant pas a un méme ouvert affine, et une variété sphérique
sur laquelle se trouvent deux points n’appartenant pas a un méme ouvert affine. Ce
résultat est & mettre en relief avec le résultat suivant, da & Wlodarczyk ([W1o93]) : une
variété lisse (resp. normale, Q-factorielle) peut étre plongée comme sous-variété fermée
dans une variété torique lisse (resp. normale, Q-factorielle) si et seulement si et seulement
si tout couple de points est contenu dans un méme ouvert affine. En particulier, on obtient
ici un exemple de variété sphérique qui ne peut pas étre plongée dans une variété torique.

Variétés log homogeénes en caractéristique positive

On suppose ici que le corps de base k est algébriquement clos. Etant donné un espace
homogene €2 sous l'action de G, la recherche d’'une compactification de €2 plus « belle »
que toutes les autres est un ancien probleme, puisant ses racines dans des problemes de
géométrie énumérative. Dans son travail fondamental [Sch79], Schubert, pour calculer le
nombre (plutét impressionnant) des 666 841 088 quadriques tangentes a neuf quadriques
en position générale dans P2, utilise - de maniére intuitive - une compactification équi-
variante X de I'espace symétrique PSL(4)/ PSO(4) (c’est I'espace des quadriques lisses
dans P3) qui est projective et lisse, dont le bord est un diviseur & croisement normaux
stricts et dans laquelle le groupe PSL(4) possede une seule orbite fermée : cette com-
pactification est I’espace des quadriques complétes dans P3. Les conditions de tangence
définissent des diviseurs sur X, et Schubert parvient a calculer le nombre d’intersection
des neuf diviseurs définis par les neuf quadriques en position générale.

Le quinzieme probleme que Hilbert propose a la communauté mathématiques lors de
son fameux discours au congres international des mathématiciens en 1900 est de justifier



12 INTRODUCTION

proprement le « calcul de Schubert ». Il y a derriere cela deux problemes : fonder sur des
bases solides le calcul d’intersection sur les variétés lisses, et construire explicitement de
« belles » compactifications d’espaces homogenes dont les points ont une interprétation
géométrique. Dans le cas des quadriques completes dans P2, le deuxieme probleme a été
résolu par Semple ([Sem48],[Semb2]).

Il existe plusieurs catégories de « belles » compactifications de ’espace homogene {2
sous l'action du groupe G. De maniére générale, on s’attend a ce qu’une telle compac-
tification concilie au mieux la combinatoire et la géométrie des adhérences d’orbites de
G. Du coté combinatoire, on veut pouvoir décrire simplement les orbites figurant dans
I’adhérence d’une orbite donnée. Du coté géométrique, on veut pouvoir dire facilement si
I'adhérence d’une orbite est lisse, si deux adhérences d’orbites s’intersectent transversa-
lement,...

De ce point de vue, les plus belles compactifications que ’on puisse concevoir sont les
compactifications magnifiques, introduites par Luna ([Lun96]). Une compactification X
de Q est dite magnifique si elle est lisse, si le bord D := X'\ Q est un diviseur & croisements
normaux stricts tel que les intersections partielles des composantes irréductibles de D
soient les adhérences des orbites de G dans X, et si le groupe G n’a qu’une orbite fermée
dans X (cette condition peut étre vue comme une condition de « simplicité »). Luna a
montré dans [Lun96] qu’un espace homogene possédant une compactification magnifique
est nécessairement sphérique. La théorie des plongements de Luna et Vust montre de plus
que, pour qu’un espace homogene sphérique 2 admette une compactification magnifique,
il faut qu’il ne possede quun nombre fini d’automorphismes G-équivariants. Dans ce cas,
la compactification magnifique est unique et projective. Il suit aussi des travaux de Brion
([Bri90]), Knop ([Kno96]) et Losev ([Los09]) que, si le corps k est de caractéristique 0, et
si I'espace homogene €2 ne possede pas d’automorphismes G-équivariants non triviaux,
alors il admet une compactification magnifique, dont on peut donner une construction
explicite, en prenant ’adhérence de I'image du morphisme de Demazure (voir partie 1,
chapitre 2).

Bifet, De Concini et Procesi ont défini les compactifications réguliéres de (2, lorsque
le corps de base est C (voir [BDCP90]). Une compactification X de € est dite réguliere
si elle est lisse, si le bord D := X \ Q est un diviseur & croisements normaux stricts tel
que les intersections partielles des composantes irréductibles de D soient les adhérences
des orbites de G dans X, et si, pour tout point z € X, le groupe d’isotropie G, possede
une orbite ouverte dans l'espace normal Ng,/x, & Uorbite Gz dans X au point z. Les
deux premieres conditions sont les mémes que celles définissant une compactification ma-
gnifique. Par contre, une compactification réguliere peut posséder de nombreuses orbites
fermées. La derniere condition, de nature géométrique, permet toutefois de prouver que
ces orbites fermées sont toutes isomorphes comme espaces homogenes sous 'action de
G. Les compactifications lisses d’un tore sont toutes régulieres (remarquer qu’un tore
ne possede pas de compactification magnifique). Dans [BDCP90], les auteurs calculent
la cohomologie G-équivariante rationnelle des compactifications régulieres d’un espace
homogene €. Ils montrent également que I'algebre de cohomologie rationnelle d’une com-
pactification réguliere de 2 est le quotient de son algebre de cohomologie G-équivariante
par une suite réguliere. Dans le cas torique, ils retrouvent ainsi les résultats de Jurkiewicz-
Danilov ([Dan78]). Par ailleurs, ils analysent en détail le cas symétrique, ce qui leur per-
met d’obtenir une présentation par générateurs et relations de 'algebre de cohomologie
rationnelle de la compactification magnifique d’un espace symétrique.

Les compactifications log homogenes, introduites par Brion dans [Bri07] (et pré-
sentes implicitement dans [BB96]), sont définies en termes purement géométriques. Une
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compactification X de € est dite log homogene si elle est lisse, si le bord D = X \ Q est
un diviseur a croisements normaux stricts, et si I'action infinitésimale de g (P’algebre de
Lie de GG) dans X donne lieu & un morphisme surjectif de fibrés vectoriels

X xg— Tx(—logD),

ou Tx (—log D) est le fibré tangent logarithmique (voir partie 1, chapitre 2). On dit aussi
que la variété X est log homogene. Cette définition est donnée par Brion en caractéristique
0, mais fait tout autant sens en caractéristique positive. En caractéristique 0, une G-
variété X est homogene si et seulement si ’action infinitésimale de g dans X donne lieu
a un morphisme surjectif de fibrés vectoriels

X xg—Tx.

Les variétés log homogenes sont donc les analogues en géométrie logarithmique des varié-
tés homogenes. Dans [BB96] (car k = 0), les auteurs établissent, entre autre, qu'un espace
homogene (2 possede une compactification log homogene si et seulement si il est sphé-
rique. Dans ce cas, ils prouvent qu’il est équivalent pour une compactification lisse de €2
d’étre sans couleur (voir section 2.1, chapitre 1), d’étre réguliére, ou d’étre log homogene.

Dans le chapitre 2 de ce mémoire, on cherche a comprendre comment adapter les
résultats de Bien et Brion en caractéristique positive. Le corps de base k étant maintenant
supposé de caractéristique quelconque (et toujours algébriquement clos), on dit quune
compactification X de € est réguliere si elle vérifie les propriétés de la définition de Bifet,
De Concini et Procesi, et si, en plus, toutes les orbites de G dans X sont séparables. On
dit que X est fortement réguliere si elle est réguliere, et si, pour tout x € X, 'orbite
ouverte de G, dans l'espace normal Ng,/x . est séparable. On construit un exemple de
compactification réguliere non fortement réguliere (voir partie 3, chapitre 2), montrant
ainsi que ces deux notions sont bien distinctes. On montre alors le théoreéme suivant, qui
relie entre elles les notions de compactification réguliere, fortement réguliere, sphérique
sans couleur, et log homogene :

THEOREME 0.5. Une compactification lisse X de Q est réqulicre si et seulement si
elle est sphérique sans couleur et les orbites de G dans X sont toutes séparables. Elle est
log homogéne sous 'action de G si et seulement si elle est fortement réquliére.

L’ingrédient clé dans la preuve de ce résultat est le théoreme de structure locale des
variétés sphériques. Ce théoreme fut d’abord établi en caractéristique 0 par Brion, Luna
et Vust dans [BLV86], puis étendu (sous une forme légérement plus faible) par Knop
en caractéristique positive ([Kno93]). Sous I'hypothese de séparabilité des orbites, on
montre le théoréme de structure locale sous sa forme forte (partie 2, chapitre 2), ce qui
nous permet de prouver le théoreme 0.5. On utilise aussi ce résultat de structure locale
pour démontrer (proposition 3.6, chapitre 2) :

PROPOSITION 0.6. Si l’espace homogeéne ) posséde une compactification log homo-
geéne, alors, pour tout sous-groupe de Borel B de G, l'orbite ouverte de B dans G est
séparable.

On ignore si cette condition est suffisante. Dans la derniere partie du chapitre 2, on
s’intéresse au comportement des compactifications log homogenes lorsque 1'on prend les
points fixes par des automorphismes d’ordre fini. Plus précisément, soit X une compac-
tification log homogene de €2, et ¢ un automorphisme de X d’ordre fini, premier a la
caractéristique de k. On suppose que ¢ normalise G dans le groupe des automorphismes
de X. Dans ce cas, on sait, d’apres des résultats diis a Richardson et Fogarty que le
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groupe G’ = (G?)? est réductif, et que la variété des points fixes X7 est lisse. On montre
alors (proposition 4.4, chapitre 2) que :

ProrosiTIiON 0.7. Toute composante connexe de X intersectant Q) est une variété
log homogeéne sous l’action de G'.

Cette proposition sera utilisée au chapitre suivant pour produire des compactifications
log homogenes des groupes classiques SO(n) et Sp(n) a partir d’'une compactification de

GL(n).
Exemples de compactifications de groupes réductifs

Dans le chapitre 3, on met I’accent sur la construction effective de compactifications
log homogenes de groupes réductifs. L’espace homogene 2 est donc un groupe réductif
connexe Gy, et le groupe G est le groupe Gg x Gy, agissant sur ) par :

Y(g,h) € Gg x Gy, Yz € Gy, (g,h)x=gzh t.

Remarquons que ’espace homogene €2 est sphérique, pour au moins deux raisons : d’une
part a cause de la décomposition de Bruhat, et d’autre part parce que c’est un espace
symétrique, le groupe d’isotropie de e € (k) étant le sous-groupe diag(Goy) € Gy x Gy,
qui est bien le sous-groupe des points fixes d’une involution de G.

Dans le cas ou Gq est semi-simple de type adjoint, ’espace homogene ) possede
une compactification magnifique, d’apres la théorie de Luna et Vust. Dans [DCP83], De
Concini et Procesi ont montré comment construire celle-ci, lorsque le corps de base est
algébriquement clos de caractéristique nulle. Ils ont montré que, pour tout poids dominant
régulier A de Gy, 'adhérence de I'image de I'immersion

Q — P(End(M,)),

ou M), est la représentation irréductible de G de plus haut poids A, est la compactification
magnifique de €. Strickland ([Str87]) a montré comment généraliser cette construction en
caractéristique positive, en remplagant simplement M) par un Gg-module possédant les
bonnes propriétés. De Concini et Procesi établissent aussi que ’adhérence du plongement
de Demazure est la compactification magnifique de €). Signalons enfin une construction
due a Brion ([Bri03]), généralisant un résultat de Thaddeus ([Tha99]) : si P est un sous-
groupe parabolique de Gy tel que G agit fidelement dans I’espace homogene G/ P, alors
I’adhérence de 'orbite de la diagonale sous ’action de Gy x Gy dans le schéma de Hilbert
Hilb(Go/P x Go/P) est la compactification magnifique de € sous l'action de G.

Dans le cas ot Gy est semi-simple, la théorie de Luna et Vust montre qu’il existe
toujours une compactification canonique de ). Celle-ci est projective, sans couleur, et
ne possede qu’une seule orbite fermée. Elle est lisse si et seulement si, une fois fixé un
sous-groupe de Borel de Gy, la chambre de Weyl de Gy est lisse par rapport au réseau
des cocaracteres de ce sous-groupe de Borel. Dans ce cas, il s’agit de la compactification
magnifique de G (c’est le cas si G est de type adjoint, mais c’est le cas par exemple aussi
pour le groupe Sp(2n), qui n’est pas de type adjoint). Pour la construire, on peut prendre
la normalisation de la compactification magnifique du groupe adjoint associé¢ Gg .q dans
le corps k(Gp) (voir par exemple [Spr06)).

Dans le cas ou G est réductif quelconque, il n’y a pas de compactification particuliere
qui émerge de la théorie de Luna et Vust. Motivé par la recherche d’une compactifica-
tion de I'espace de module de fibrés vectoriels sur une courbe, Kausz a construit une
compactification du groupe linéaire GL(n), qui s’avere étre log homogene ([Kau00]). Plus
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récemment, Martens et Thaddeus ([MT11]) ont introduit des objets, baptisés « framed
principal G-bundles » sur des chaines de courbes rationnelles. Ils associent a tout éventail
dont le support est contenu dans la chambre de Weyl de Gy une condition de stabilité
sur ces objets, et montrent que I’espace de module de ces objets stables est un champs
séparé de type fini dont le champ d’inertie est fini. Ce champ posséde donc un espace
de module grossier, et ils montrent que cet espace est une compactification équivariante
sans couleur de Gy.

Notre travail s’inscrit dans une approche classique du probleme de compactification
des groupes réductifs. Rappelons maintenant les constructions classiques de la compactifi-
cation magnifique du groupe projectif linéaire, aussi appelée I’espace des collinéations
complétes. Pour compactifier Q2 = PGL(n), on peut commencer par I'inclure dans l’es-
pace projectif P(M(n)) modelé sur I'espace vectoriel des matrices carrées de taille n. Cette
compactification n’est pas magnifique, puisque le bord est le diviseur défini par le déter-
minant, qui n’est pas lisse dés que n est plus grand que 3. On pose alors Xy = P(M(n)),
puis, pour tout i entre 1 et n — 1, on note X; 1’éclatement de X;_; le long de I’adhérence
du lieu des matrices de rang i. L’espace des collinéations complétes est la compactifica-
tion X,,_1. Cet espace parametre les collinéations completes de k™ dans k™, c’est-a-dire
les suites d’applications linéaires

Yo : k" = k", 1 :Ker fo — Coker fo, ... , v :Kerf;_1 — Coker f;_;

ou chaque ~; est non nulle et vue a homothétie pres, et v; est de rang maximal. Tyrell
[Tyr56] fut le premier & construire cet espace des collinéations complétes, mais d’une
maniere différente. Il travaille sur C, et considere I'image de I’adhérence du morphisme
suivant :

n—1 %
Q= [[PAM®), g (9,42, ... A" 1),
=1

Vainsencher ([Vai82]) donne la construction de 'espace des collinéations completes par
éclatements, comme on vient de le faire. De plus, il travaille au-dessus d’un schéma
normal, de Cohen-Macaulay et de type fini sur un corps algébriquement clos, et donne
une description de certains sous-foncteurs du foncteur des points de X,,_1. Les travaux
de Laksov ([Lak88]) et Thorup-Kleiman ([TK88]) ont permis de décrire complétement le
foncteur des points de X,,_1, autrement dit, de comprendre ce que I’on doit appeler une
« famille de collinéations completes ».

Le premier groupe que 'on va chercher a compactifier est le groupe linéaire. Comme
dans le cas des collinéations completes, on commence par définir une compactification na-
turelle de GL(n), puis on effectue des éclatements successifs bien choisis. Pour construire
la compactification « naturelle » de GL(n), on saisit & nouveau une « opportunité de
dimension », & savoir que le groupe GL(n) et la grassmannienne Gr(n, k™ @ k™) ont la
méme dimension. Cela permet de voir cette grassmannienne comme une compactification
de © = GL(n), en associant & chaque élément son graphe. On peut vérifier aisément que
cette compactification n’est pas log homogene. Les orbites de G dans Gr(n, k" @ k™) sont
décrites par

Quw :={F € Gr(n, k" ® k"), dim(FN(k"®0)) =vet dim(F N (0®L")) = w},
ol v et w sont des entiers vérifiant v + w < n. On construit alors une suite de compacti-

fications de €2 de la manieére suivante : on pose Xy = Gr(n, k" @ k™), et, pour tout i entre
0 et n — 1, on note X;;1 'éclatement de X; le long de I’adhérence de

U Q2w

vtw=n—1
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dans X;. Dans les sections 2.1 et 2.1 du chapitre 3, on montre que la compactification X,
est une compactification log homogene de GL(n). Par ailleurs, on identifie également les
points k-rationnels de X,, que 'on appelle les collinéations croisées complétes entre
k" @0 et 0 k™ (voir section 2.2, chapitre 3 pour une définition précise). On décrit aussi
les orbites de G dans X, et leurs adhérences.

L’espace des collinéations croiséees completes domine ’espace des collinéations com-
pletes, ainsi que la compactification de Kausz du groupe linéaire mentionnée ci-dessus.
Pour nous, cette compactification du groupe linéaire présente un intérét double : tout
d’abord, elle est obtenue a partir d’'une compactification naturelle de 2 par une pro-
cédure entierement controlée; ensuite, dans le cadre orthogonal ou symplectique, 1’in-
volution « dualité » s’étend, non seulement & X,,, mais aussi aux compactifications in-
termédiaires X;. Cela permet, en prenant les points fixes par cette involution a chaque
étape, de construire une compactification log homogene de SO(n) dans le cas orthogonal,
et de Sp(n) dans le cas symplectique, qui est obtenue par une procédure d’éclatements
successifs similaire a celle expliquée ci-dessus, a partir de la compactification naive de
SO(n) par une grassmannienne orthogonale dans le cas orthogonal, et de Sp(n) par une
grassmannienne lagrangienne dans le cas symplectique. On obtient de cette maniere les
compactifications magnifiques de SO(2n + 1) et de Sp(2n), et une compactification log
homogene de SO(2n) qui possede deux orbites fermées, ce qui est minimal car, comme
la chambre de Weyl de SO(2n) n’est pas lisse, le groupe SO(2n) ne posseéde pas de com-
pactification magnifique.

Si les techniques employées ici semblent pouvoir permettre la construction de compac-
tifications log homogenes projectives et lisses d’autres groupes classiques, comme Spin(n),
ou de groupes exceptionnels, comme Go, qui est le sous-groupe des points fixes d'un auto-
morphisme d’ordre 3 de SO(7), le cas du groupe spécial linéaire SL(n) semble nécessiter
de nouvelles idées. Méme d’un point de vue purement combinatoire - d’apres les résultats
mentionnés dans la section 1.1 du chapitre 3, les compactifications log homogenes d’un
groupe réductif sont classifiées par les subdivisions lisses de sa chambre de Weyl - il est
difficile d’exhiber une subdivision lisse de la chambre de Weyl de SL(n). Une autre idée
peut étre de prendre 'adhérence de SL(n) dans une compactification log homogene de
GL(n) : dans la compactification de Kausz ou dans ’espace des collinéations croisées
completes, adhérence de SL(n) n’est pas normale, et sa normalisation n’est pas lisse.
On espeére revenir sur ces questions ultérieurement.

Signalons pour finir que les résultats du chapitre 1 sont basés sur le preprint [Hur09],
dont une version courte est a paraitre dans Journal of Algebra.



CHAPITRE 1

Variétés toriques et plongements sphériques sur un corps
quelconque

Demazure a obtenu dans [Dem70] une classification des variétés toriques (lisses) sous
laction d’un tore déployé. Luna et Vust ont quant a eux décrit ([LV83]) la classification
des plongements d’'un espace homogene sphérique donné, sous I’hypothese que le corps
de base k est algébriquement clos de caractéristique nulle. Leur résultat a été étendu en
caractéristique positive par Knop ([Kno91]). Dans les deux situations, la classification
s’énonce en terme d’objets combinatoires, nommés « éventails » dans le premier cas, et
« éventails coloriés » dans le second. Dans ce chapitre, on étudie ce que deviennent ces
classifications lorsqu’on ne suppose plus le tore déployé, dans le cas torique, ou le corps
algébriquement clos dans le cas sphérique.

1. Classification des variétés toriques sur un corps quelconque

On se donne un corps quelconque k, et on fixe une cloture algébrique k. On se donne
aussi un tore 1" sur k, et on fixe une extension galoisienne finie K de k qui le déploie
(voir [BT65]). Dans tout ce mémoire, une variété sur k est un k-schéma séparé, de type
fini, géométriquement integre. Pour nous, une variété torique sous 'action du tore T est
définie de la maniere suivante :

DEFINITION 1.1. Une variété torique sous l'action du tore T est une k-variété

normale munie d’une action de T telle que le groupe T'(k) a une orbite ouverte dans

X (k) dans laquelle il agit avec des sous-groupes d’isotropie triviaus.

D’apres cette définition, une variété torique X sous l'action du tore T’ contient un
espace homogene principal €2 sous 'action de 7.

DEFINITION 1.2. On dira que la variété torique X sous l'action de T est déployée si
l’espace homogéne principal ) est trivial, ¢’est-a-dire s’il posséde un point k-rationnel.

Un morphisme entre deux variétés toriques sous I’action du tore T" est un morphisme
T-équivariant (et défini sur k). Le groupe des automorphismes d'une variété torique
déployée est donc T'(k).

Dans cette partie, on donne la classification des variétés toriques sous l'action de
T (& isomorphisme pres). On commence par des rappels dans le cas ou le tore T est
déployé. Ensuite, on donne une condition nécessaire et suffisante portant sur 1’éventail
d’une variété torique sous ’action de Tk pour que celle-ci admette une k-forme. On se sert
ensuite de cette condition pour donner quelques situations garantissant que les variétés
toriques sous l’action de T sont classifiées par les éventails stables sous ’action du groupe
de Galois, puis pour construire un exemple « minimal » de variété torique sous 'action
de Tk qui n’admet aucune k-forme.

1.1. Rappel dans le cas déployé. On suppose dans cette section que le tore T’
est déployé. Les variétés toriques lisses ont été introduites par Demazure dans [Dem?70].
La théorie a ensuite été développée indépendamment par Kempf, Knudson, Mumford
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et Saint-Donat ([KKMSD73]) et par Miyake et Oda ([MO75]). On rappelle ici plusieurs
résultats classiques concernant la classification des variétés toriques sous 'action de T,
ainsi que le dictionnaire « variétés-éventails » donné par cette classification. Le lecteur
pourra trouver les preuves des résultats énoncés ici dans l'article d’exposition [Dan78],
ou encore dans les livres [Ful93], [Oda88], [CLS].

Observons tout d’abord que, d’apres le théoréme 90 de Hilbert, tout espace homogene
principal sous 'action du tore déployé T' possede un point rationnel, si bien que toute
variété torique sous 'action de T est déployée. On montre aussi :

PRrROPOSITION 1.3. Soit X une variété torique sous l’action du tore T. Toute orbite

de T(k) dans X (k) est définie sur k.

Fixons une variété torique X sous l'action de T'. D’apres un théoréme de Sumihiro
([Sum74)), il existe un recouvrement de la variété X par des ouverts affines stables sous
I'action de T'. En fait, on est capable de décrire explicitement un atlas de cartes affines T-

stables. On note A ’ensemble des orbites de T'(k) dans X (k). Pour tout point x € X (k),
on note, pour simplifier, Tx orbite de  sous I'action de T'(k). Pour toute orbite w de T'
dans X, on note

X, :={recX(k), wCTz}.
C’est un ouvert affine T-stable, défini sur k, et les (X, )wea forment un recouvrement de
X. En utilisant ce recouvrement, on associe maintenant & chaque orbite w € A un cone
dans un certain espace vectoriel.

On note M le réseau des caracteres du tore T', et N le réseau dual des sous-groupes a
un parametre (ou cocaractéres). On note V' le Q-espace vectoriel N®7Q, et V* = M ®@7Q
son dual. Un cone dans V' est ’ensemble engendré par un nombre fini d’éléments de V'
par combinaisons linéaires & coefficients dans Q. On dit qu'un cone est strictement
convexe s’il ne contient aucune droite de V. Si C est un coéne dans V, on note CV C V*
son dual, c’est-a-dire I’ensemble des formes linéaires sur V qui sont positives ou nulles
sur C. On note Int(C) son intérieur relatif, c’est-a-dire 'intérieur de C dans le Q-espace
vectoriel qu’il engendre. Une face du cone C est l'intersection de C et d’un hyperplan de
V' ne rencontrant pas I'intérieur relatif de C.

Soit w € A, et z € Q(k). On montre alors que I'ensemble
{Ne N, limy,oA(t)x existe dans X et appartient a X}

engendre un cone dans V', qui est strictement convexe, et qui ne dépend pas du choix de
x € Q(k). On le note C,. Le dual de ce cone possede aussi une description tres agréable,
puisque
CYNM = {x € M, la fonction x : @ — A, tx s x(t) s’étend & X},

ou, autrement dit, le monoide C) N M est le monoide des poids de I’action du groupe T
dans D'algebre k[X,].

On obtient de cette fagon une collection finie de cones strictement convexes dans V,
qui est un éventail, au sens suivant :

DEFINITION 1.4. Un éventail dans V est une collection finie £ de cones dans V,
strictement convexes, et vérifiant :

o Toute face d’un élément de £ appartient a .

o L’intersection de deux cones de € est une face de chacun des deuz.

Le théoreme de classification des variétés toriques sous l'action du tore déployé T
s’énonce alors ainsi :
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THEOREME 1.5. L’application X + {C,, w € A} est une bijection de l’ensemble
des classes d’isomorphisme de variétés toriques sous l'action de T sur l’ensemble des
éventails dans V.

On note Ex 'éventail associé a la variété torique X, et X¢ la variété torique associée
a I’éventail £. Pour construire la variété torique X¢ a partir de I’éventail £, on recolle les
ouverts affines (X¢ = Spec(k[CY N M]))cee le long de leurs intersections :

Xc N XC’ = XCOCI.

Le théoreme de classification ci-dessus donne lieu & une correspondance « variétés
toriques-éventails », qui permet de traduire des propriétés géométriques en propriétés
combinatoires, et vice versa. Cette correspondance permet de faire explicitement de nom-
breux calculs sur les variétés toriques, et a fait de cette classe de variétés une classe
« test » privilégiée en géométrie algébrique. On rappelle maintenant quelques propriétés
du dictionnaire « variétés-éventails », dont on aura besoin par la suite.

Tout d’abord, la combinatoire des orbites de T' dans X est entierement codée dans
I'éventail Ex. En effet, 'ensemble A des orbites de T dans X est muni d’un ordre (partiel)
défini par :

Yw, ' €A, w>2d = J Cw,
et Papplication A — £x, w +— C, est une bijection décroissante d’ensembles ordonnés,
l'ordre sur £x étant simplement donné par 'inclusion.

La variété torique X est affine si et seulement s’il n’y a qu'un cone maximal dans
I’éventail Ex, c’est-a-dire une seule orbite fermée de T' dans X . Elle est lisse si et seulement
si tout cone apparaissant dans ’éventail Ex est lisse, c¢’est-a-dire est engendré par une
partie d’'une base du réseau N. La variété X est complete si et seulement si le support
de I'éventail Ex, c’est-a-dire la réunion des cones y figurant, est égal a V' tout entier. On
a aussi le critere de quasi-projectivité suivant :

PROPOSITION 1.6. La wvariété torique X sous l'action de T est quasi-projective si et
seulement si il existe une fonction linéaire par morceaux et strictement convexe
sur Ex, c’est-a-dire une famille (lc)ceey de formes linéaires sur V' vérifiant :

e VC.C'e &, o=l surCnc.

e pour tous cones mazimauz C et C' dans £, on a

Vz e C\C', le(z) >l ().

On dira que I'éventail £ est lisse, complet, quasi-projectif, projectif,... si la variété
torique correspondante Xg l'est.

Tout éventail dans un espace vectoriel de dimension 2 est quasi-projectif, autrement
dit toute surface torique est quasi-projective. En effet, il suffit de montrer que tout éventail
complet est projectif, on suppose donc I’éventail £ complet. Pour chaque cone C dans &,
on note v¢ le vecteur situé sur la bissectrice de C, intersection de cette bissectrice et de la
perpendiculaire a I'une des deux arétes de C au point de cette aréte situé a une distance
1 de Torigine. On pose alors l¢(z) = (ve,x). On vérifie facilement que les conditions
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ci-dessus sont remplies.

Si I’éventail £ ne possede que deux cones maximaux, alors il est quasi-projectif. En
effet soit [ € V* positive sur le premier cone maximal Cq, et négative sur le deuxieme C,.
En posant ¢, = [ et lc, = 0 on obtient le résultat. Ceci redémontre la partie « facile »
du théoreme de Wlodarczyk ([W1093]) mentionné dans 'introduction, a savoir que, sur
une variété torique, deux points quelconques se trouvent toujours dans un méme ouvert
affine.

1.2. Formes d’une variété torique déployée. Dans cette section, on revient au
cas général, le tore T n’est plus nécessairement déployé. On fixe une extension galoisienne
finie K de k, de groupe de Galois I', telle que le tore T = T X K est déployé. Les
notations M, N, ... réferent aux objets correspondants associés au tore déployé Tk dans
la section 1.1. Ces objets sont équipés d’une action naturelle du groupe I'. On se donne
une variété torique X sous ’action du tore Tk . Dans cette section, on se pose la question
suivante :

QUESTION 1.7. Est-ce que X admet une k-forme ¢

Par une k-forme de X, on entend une variété torique Y sous 'action de T, telle que
Y X K =~ X comme Tk variétés. On note Fx 'ensemble des classes d’isomorphismes
de k-formes de X. On note ) l'orbite ouverte de Tx dans X, et on définit Fy de la
méme fagon. Par définition, Fp est donc I’ensemble des espaces homogenes principaux
sous l'action de T" qui deviennent triviaux sous l'action de Tk . En envoyant une k-forme
de X sur I’espace homogene principal sous T' qu’elle contient, on obtient une application
naturelle :

1) X F X — FQ

QUESTION 1.8. Que peut-on dire de l'application dx ¢

Le théoréme 1.15 ci-dessous donne les réponses aux questions 1.7 et 1.8. On va obtenir
un critere portant sur I’éventail £x pour que 'ensemble F'x soit non vide, puis montrer
que, si ce critere est satisfait, 'application dx est une bijection.

Récemment, Elizondo, Lima-Filho, Sottile et Teitler ([ELFST10]) ont aussi abordé
I’étude des variétés toriques d’un point de vue arithmétique. En utilisant de la cohomo-
logie galoisienne, ils parviennent a classifier les k-formes toriques de P% si I’extension
K de k est cyclique, et les surfaces toriques lisses en toute généralité. Cependant, ils
n’abordent pas le probleme de descente résolu ci-dessous. Comme tres souvent dans de
tels problemes, un outil tres utile est donné par les actions semi-linéaires du groupe de
Galois I' qui respectent les structures ambiantes.
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DEFINITION 1.9. Une action de T' par des morphismes de k-schémas sur X est dite
semi-linéaire torique si, pour tout o € I', les diagrammes

g

X X T x X

TKXX

Spec(K) Spec(K) X 7 X

sont commutatifs. Le groupe Autg(X) = T(K) agit par conjugaison dans [’ensemble
des actions semi-linéaires toriques de I' sur X. On note Ex l'ensemble des classes de
conjugaison d’actions semi-lin€aires toriques de I' sur X.

SiY est une k-forme de X, alors, en transportant ’action naturelle de I' sur Y x;, K
a l'aide d’un K-isomorphisme X — Y, on obtient une action semi-linéaire torique de I'
sur X. En remplacgant 'isomorphisme choisi X — Yk par un autre, on obtient une action
qui est T'(K)-conjuguée a la premiere. Ceci montre que 'on a une application naturelle

OéxlFx—>EX

La proposition qui suit fait partie du folklore de la descente galoisienne (appliquée ici
dans le cas « torique »).

ProprosiTION 1.10. L’application ax est injective. Par ailleurs, une action semi-
lin€aire torique de I' sur X se trouve dans l'image de ax si et seulement si le quotient
X/T existe comme schéma, ou, autrement dit, si et seulement si on peut recouvrir la
variété X par des ouverts quasi-projectifs (ou affines) et stables par T'.

DEMONSTRATION. On rappelle la démonstration classique du fait suivant : le quotient
X/T existe comme schéma si et seulement si X est recouvert par des ouverts quasi-
projectifs stables par I'. Pour le reste de la preuve de cette proposition on renvoie a
[ELFST10].

Supposons pour l'instant que X est quasi-projectif. Tout ensemble fini de point de
X est donc contenu dans un ouvert affine. Si x est un point de X, en appliquant cette
remarque a ’orbite de z sous ’action de I', on voit qu’il existe un ouvert affine U de X
qui contient I'z. L’ouvert affine (), o(U) contient donc . On a montré que si X est
quasi-projectif, alors il est recouvert par des ouverts affines stables par I'. En général, ce
qui précede prouve que X est recouvert par des ouverts quasi-projectifs stables par I' si
et seulement si il est recouvert par des ouverts affines stables par I'.

De plus, si le quotient X/I" existe comme schéma, alors un recouvrement de ce quo-
tient par des ouverts affines fournit, apres extension des scalaires a8 K un recouvrement
de X par des ouverts affines stables par I'. Réciproquement, si on peut recouvrir X par
des ouverts affines stables par I', alors le quotient de chacun de ces ouverts affines par I"
existe comme schéma et est affine (correspondant a I’algeébres des invariants sous l'action
de I'). En recollant ces quotients on obtient le quotient de X par I' comme schéma. [

REMARQUE 1.11. Si la variété X est elle-méme quasi-projective, 'application ax est
donc une bijection.

Comme corollaire, on obtient :
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PrROPOSITION 1.12. L’application agq est bijective. Autrement dit, un espace principal
homogene sous laction de T qui devient trivial sur K est caractérisé par l'action semi-
linéaire torique qu’il induit sur ).

DEMONSTRATION. Il suffit de remarquer que la variété Q est affine, et d’utiliser la
proposition 1.10. O

Par ailleurs, comme le groupe des automorphismes du Tx-espace homogene principal
Q) est exactement T'(K), 'ensemble F est naturellement le groupe de cohomologie galoi-
sienne H(I', T(K)). La proposition qui suit (aussi obtenue dans [ELFST10]) permet de
voir tres facilement si ’ensemble Ex est vide ou non, en regardant I’éventail Ex. Avant
de I’énoncer, on doit définir I'application de restriction rx o : Fx — Eq. Pour toute
action semi-linéaire torique de I' sur X, on montre aisément que ’orbite ouverte 2 de T’
est stable sous 'action de I'. En restreignant ’action de I' & €2, on obtient "application

rX.Q-

PROPOSITION 1.13. L’ensemble Ex est non vide si et seulement si [’éventail Ex est
stable par T, au sens ou pour tout cone C € Ex, et pour tout o € T', le cone o(C)
appartient a Ex. Dans ce cas, l’application rx o est une bijection.

DEMONSTRATION. Supposons d’abord que I’ensemble Ex est non vide. On fixe une
action semi-linéaire torique de I' sur X. Soit w une orbite de Tx dans X, et ¢ € I". On
se donne aussi un K-point x dans € (il en existe car Tk est déployé). On a alors

o(Cy) NN ={o(A), AE€N, limy,oA(t)x existe dans X et appartient a X, }.
Ainsi,
o(Co) NN ={X €N, limyoA(t)o(r) existe dans X et appartient a X}

Mais le K-point o(z) appartient toujours a €, ce qui montre que 0(Cy) = Cy(yy). Ceci
prouve que I’éventail £x est stable sous I'action du groupe I'.

Supposons maintenant que Ex est stable sous l'action de I'. Soit C un cone apparte-
nant a £x, et 0 € I'. L’automorphisme linéaire o de M donne un morphisme de monoides

acC)VNM —=C'nM,
puis un morphisme semi-linéaire de K-algebres
Klo(C)Y N M] — K[CY N M],
qui induit lui-méme un morphisme de K-variétés
Ue = Us(c)

respectant les structures toriques des deux cotés. Ces morphismes se recollent pour donner
une action semi-linéaire torique de I' sur X. Cela acheve la preuve du premier point de
la proposition.

Voyons maintenant que, si E'x est non vide, I’application ry o est une bijection. Déja,
c’est une injection parce que {2 est ouvert dans X. Fixons une application semi-linéaire
torique de I' sur X, et soit * une action semi-linéaire torique de I" sur 2. Alors, pour tout
o € T', le morphisme

Q—=Q, z—0 k(o)
est un automorphisme torique de 2, ¢’est-a-dire la multiplication par un élément de T'(K).
Mais cette multiplication s’étend a X tout entier, ce qui montre que I'action * aussi. On
vient donc d’établir que 'application de restriction est surjective, achevant ainsi la preuve
de la proposition. O
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REMARQUE 1.14. Par les arguments qui précedent, on voit que, si Ex est stable par
I, et si w est une orbite de Tk dans X, alors, pour tout o € I, la notation o(w) fait sens,
indépendamment de ’action semi-linéaire de I' sur X choisie. Par ailleurs, pour tout cone
C€&x,onaoc(Xe)= X,

On peut maintenant apporter la réponse aux questions 1.7 et 1.8 :

THEOREME 1.15. L’ensemble Fx est non vide si et seulement si les deux conditions
suivantes sont remplies :

(i) L’éventail Ex est stable par I'.

(i1) Pour tout céne C € Ex, l'éventail formé des cones (o0(C))ger et de leurs faces est
quasi-projectif.
Dans ce cas, l'application dx est bijective. Autrement dit, pour tout espace homogéne

principal sous l'action de T isomorphe a 2 sur K, il existe une unique k-forme de X le
contenant.

DEMONSTRATION. Supposons d’abord que les conditions (7) et (i7) sont remplies.
D’apres la proposition 1.13, I’ensemble Ex est non vide. On fixe une action semi-linéaire
torique de I' sur X. D’apres la condition (ii) et le critere de quasi-projectivité 1.6, pour
tout cone C € Ex, l'ouvert | J, o X, o(c) est quasi-projectif. Comme ces ouverts sont stables
par I' (grace a la remarque 1.14) et recouvrent X, la proposition 1.10 garantit que le
quotient X/T" existe. Comme le raisonnement qui précede est valable pour n’importe
quelle action semi-linéaire torique, I’application d x est bijective. En particulier, I’ensemble
Fx est non vide.

Supposons maintenant que I’ensemble F'x est non vide. D’apres la proposition 1.10,
l’ensemble Ex est non vide, donc la condition (i) est satisfaite. Soit w une orbite de Tk
dans X. Par la remarque 1.14, l'ouvert U = J 1 Xo(w) est stable par I'. De plus, les
orbites fermées de Tk dans U forment une seule orbite sous I'action du groupe I'. Par
conséquent, il existe un ouvert affine V' de U rencontrant toutes ces orbites fermées. Par
la proposition 1.16 ci-dessous, on en déduit que I'ouvert U est quasi-projectif, ou, en
utilisant le critere de quasi-projectivité 1.6, que ’éventail formé des cones (o(Cy))oer €t
de leurs faces est quasi-projectif. Comme cela est vrai pour n’importe quelle orbite w de
Tk dans X, on peut conclure. O

Soit G un groupe algébrique linéaire connexe et défini sur k. Sumihiro a montré
dans [Sum74] qu'une G-variété contenant une unique orbite fermée est automatiquement
quasi-projective. En utilisant exactement les mémes arguments, on obtient la proposition
suivante, dont on donne la preuve pour la commodité du lecteur.

PROPOSITION 1.16. Soit X une G-variété normale définie sur k. On suppose qu’il

existe un ouvert affine de X qui rencontre toutes les orbites fermées de G(k) dans X (k).
Alors X est une variété quasi-projective.

DEMONSTRATION. D’apres [Gro66] (corollaire 9.1.5), la quasi-projectivité est de na-
ture géométrique, autrement dit X est quasi-projective si et seulement si Xj, 'est. On
peut donc supposer que le corps k est algébriquement clos. On va utiliser le critere de
quasi-projectivité suivant donné dans [Sum74] (lemme 7.) :

LEMME 1.17. S7il existe un faisceau inversible L sur X et des sections globales
S1, ..., 5n engendrant L en tout point et telles que Xs,,..., X5, sont affines, alors X est
quasi-projective.
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Soit U un ouvert affine de X rencontrant toutes les orbites fermées de G(k) dans
X(k), et D := X \ D. Alors D est un diviseur de Weil. Notons £ le faisceau cohérent
Ox(D), et i : X° = X T'inclusion du lieu lisse de X dans X. Comme X est normale, le
morphisme naturelle ¢ : £ — i, (£| x0) est un isomorphisme. De plus, le faisceau £|xo est
inversible sur la variété lisse X©, si bien qu’il existe un revétement fini G’ de G tel que
G’ agit dans le faisceau L|xo0, et donc dans le faisceau £, en utilisant Iisomorphisme .

On voit donc que le lieu
A={z e X, L n’estpas inversible dans un voisinage de x}

est un fermé de X stable par G. De plus, le faisceau Ly est trivial, si bien que A est
contenu dans D. Comme D ne contient aucune orbite fermée de G dans X, on peut
conclure que A est vide, ou, autrement dit, que le faisceau £ est inversible : le diviseur D
est de Cartier. Soit s la section canonique du faisceau L. Le lieu des zéros communs des
translatés (¢'.s)gccr de s par G’ est aussi un fermé de X, stable par G, et contenu dans
D. Ce lieu est donc vide. On peut donc trouver un nombre fini d’éléments ¢}, ..., g, de
G’ tels que les sections ¢}.s, ..., g),.s engendrent £ en tout point. Il reste & observer que
les ouverts ng.s = g/U sont affines pour conclure. U

Finalement, si les conditions (i) et (74) du théoréme 1.15 sont remplies, alors I'en-
semble F des k-formes de X est en bijection avec H (T, T(K)).

1.3. Applications. Dans cette section, on donne des conditions sur 1" pour assurer
que toute variété torique sous 'action de Tk posséde une k-forme. On construit ensuite
un tore T de dimension 3, déployé par une extension galoisienne K de degré 3 de k, et
une variété torique X sous l'action de Tk qui ne possede pas de k-forme. Le théoreme
qui suit est aussi obtenu dans [ELFST10].

THEOREME 1.18. On suppose que le tore T est de dimension 2, ou qu’il est déployé
par une extension quadratique. Alors, pour toute variété torique X sous l’action du tore
Ty dont l’éventail est stable par le groupe I', Uapplication dx est bijective.

DEMONSTRATION. Si T est de dimension 2, on a déja remarqué que toute surface
torique sous ’action d’un tore déployé est quasi-projective, ce qui, par la remarque 1.11,
donne le résultat.

Supposons maintenant que le tore T' est déployé par une extension quadratique de k.
Alors le groupe de Galois ' a deux éléments, si bien que , par la remarque figurant a la
fin de la section 1.1, pour tout cone C € Ex, I'éventail formé des cones (o(C))ger et de
leurs faces (qui possede un ou deux cones maximaux), est quasi-projectif. Le théoreme
1.15 permet de conclure. O

REMARQUE 1.19. On connait exactement les tores T déployés par une extension
quadratique K de k fixée. Il s’agit des produits directs des trois tores suivants : G,,,
Ri1i(Gr), R}qk((@m). Iei Ri (G est la restriction de Weil du tore Gy, et R}(‘k(Gm)
le noyau de la norme

On construit maintenant un exemple de variété torique déployée sur K qui ne possede
pas de k-forme. On fixe une extension galoisienne K de k de degré 3, et un générateur
o du groupe I' (qui est isomorphe & Z/3Z). On fixe aussi une base (u,v,w) du réseau
N =73, et on fait agir o sur N par la matrice
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0 -1 0
1 -1 0
0 0 1

dans la base (u,v,w). On définit de cette fagon une action du groupe I' sur N. On
appelle T le tore défini sur k£ correspondant. Il s’agit d’un tore de dimension 3 déployé
par ’extension cyclique K.

LEMME 1.20. Soit C := Cone(bu+v—5w, —bu—5v+14w, 4u—v). Alors CNo(C) = {0}.

DEMONSTRATION. On a o(C) = Cone(—u + 4v — 5w, 5u + 14w, u + 5v). Soit = €
CnNo(C). Il existe a,b,c,d,e, f > 0 tels que
x = (ba — bb+ 4c)u + (a — 5b — ¢)v + (—ba + 14b)w
= (—d+5e+ flu+ (4d+ 5f)v + (—5d + 14e)w.

Par conséquent

504 —5b+4c = —d+5be+ f
a—5%—c = 4d +5f
—ba+14b = —5d+ 14e,

puis, 14(deuxieme ligne)+5(troisieme ligne), donne
—11la — 14¢ = 31d + 70e + 70 f.

Le membre de gauche est négatif, et celui de droite positif, si bien que d =e = f =0, et
donc x = 0.
O

DEFINITION 1.21. On note € l'éventail formé des cénes C,o(C),02(C) et de leurs
faces.

LEMME 1.22. L’éventail £ est lisse.

DEMONSTRATION. Il suffit de vérifier que C est un cone lisse, ce qui est vrai parce
que :

5 -5 4
1 -5 -1 |=1.
-5 14 0

PRrROPOSITION 1.23. L’éventail £ n’est pas quasi-projectif.
DEMONSTRATION. Observons tout d’abord que —w € C — o(C). En effet,
45u — 25w =5((bu +v —Hw) + (du —v)) € C
45u 4+ 126w = 9(5u + 14w) € o(C)
si bien que —151w = (45u — 25w) — (45u + 126w) € C — o(C), d’ou le résultat. En
appliquant o et o2, on obtient
—w e (C—o(C))N(a(C) — %)) N (c%(C) - C).

Supposons maintenant que 1’éventail £ est quasi-projectif. On utilise les notations
introduites a l'occasion du critere de quasi-projectivité 1.6. L’application linéaire lp —
ly(c) est strictement positive sur (C — o(C)) \ {0}, et donc : (lc — ly))(—w) > 0. De
maniére analogue, lo(c) — ly2(c) est strictement positive sur (o(C) — 0*(C)) \ {0} (resp.
(02(C) =€)\ {0}), et ainsi, () — ly2(c))(—w) > 0 (resp. (Iy2(c) — le)(—w) > 0). Cela
fournit une contradiction, montrant bien que I’éventail £ n’est pas quasi-projectif. U
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En utilisant le théoreme 1.15, on a donc montré :

THEOREME 1.24. La variété torique Xg sous l’action de Ty est lisse, son éventail est
stable sous laction du groupe de Galois I', et elle n’admet pas de k-forme.

Par ailleurs, dans cet exemple, le tore T est de dimension minimale, et 'extension K
de k de degré minimal, & cause du théoreme 1.18. La variété Xg donne un exemple de
variété torique contenant trois points qui n’appartiennent pas a un méme ouvert affine
(d’apres la proposition 1.16, il suffit de prendre un point sur chaque orbite fermée de T
dans Xg).

En utilisant des techniques tirées de [CTHS05], on peut « compactifier » I’éventail £
d’une maniere I'-équivariante, et ainsi construire un exemple d’une variété torique lisse
complete sous 'action de Tk, dont I’éventail est stable par I', mais qui n’admet pas de
k-forme. On commence par produire un éventail & complet simplicial et stable par I,
contenant £.

FIGURE 1. Les éventails £ (en gris) et &.

Pour alléger les notations, on pose
rr=—5u—5 + ldw, sy =4u—v, t; =>5u+v—>dw,
ry=0(r), sy=o(s1), ta=o(t1), r3=0c%(r1), s3=0%(s1), t3=0>(t1).
L’éventail £ a pour cones maximaux
Cone(ry,ts, s1), Cone(ts,s1,t1), C = Cone(ry,sy,ty)
Cone(ry,rg,t1), Cone(ry,re,r3), Cone(ty,ts,ts)
et leurs images par I'. L’éventail & étant complet, il fournit une triangulation de la sphére
unité de R3. En projetant cette triangulation depuis le pole Sud sur I'espace tangent au

podle Nord, on obtient la figure 1. Le cone maximal Cone(ty,to,t3) n’est pas représenté,
puisqu’il est envoyé a l'infini par la projection.
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On utilise maintenant les techniques exposées dans [CTHSO05] pour « lissifier » I’éven-
tail & en gardant la stabilité par le groupe I'. On subdivise d’abord 1’éventail & en
utilisant les vecteurs

r=-54+28w, w, t=u—4v—10wet —w.

On obtient de cette maniére un éventail & complet, simplicial, stable par I, contenant
& et satisfaisant la propriété (x) définie dans la proposition 2. de [CTHSO05]. Cet éventail
a pour cones maximaux

Cone(ry,r,t1), Cone(r,ro,t1), Cone(ry,r,w),
Cone(r,ry,w), C = Cone(ry,s1,t1), Cone(ry,si,ts),
Cone(ts, s1,t) Cone(t,t1,s1) Cone(ts,t,—w) Cone(t,t1,—w)
et leurs images par I'. On applique maintenant a &) Palgorithme expliqué dans la preuve
de la proposition 3. de [CTHS05], pour obtenir un éventail complet, lisse et stable par

I’ contenant &£ (remarquer que lorsqu’on applique cet algorithme, on ne touche pas aux
cones figurant dans £ car ceux-ci sont déja lisses).

2. Plongements sphériques sur un corps quelconque

Soit k un corps, et k une cloture algébrique fixée. On note I' le groupe de Galois absolu
de k. Soit G un groupe algébrique réductif, connexe et défini sur k. On note G, = G X k.

DEFINITION 2.1. Un espace homogéne sphérique sous l’action de G est une variété
pointée (2, zo) définie sur k, avec G agissant sur S, vérifiant :

o Le groupe G(k) agit transitivement sur l’ensemble Q(k).
o xp € Qk).

o [l existe un sous-groupe de Borel B de Gy, tel que lorbite de xo sous laction de B(k)

est un ouvert de QU (k).

Remarquons qu’alors Q = G/Gy, est lisse. On omet souvent de mentionner le point
de base lorqu’on parle d’un espace homogene sphérique, mais celui-ci est toujours sous-
entendu.

DEFINITION 2.2. Soit Q un espace homogéne sphérique sous G. Un plongement de
Q est une variété normale pointée (X, x), avec G agissant sur X, munie d’une immersion
ouverte G-équivariante i : 0 — X qui préserve les points de base.

A nouveau, quand on parle d'un plongement X de €2, on omet souvent le point de
base x et 'immersion ¢, qui sont sous-entendus. Un morphisme entre deux plongements
de € est un morphisme G-équivariant qui préserve les points de base. On voit donc que
s’il existe un morphisme entre deux plongements, alors celui-ci est unique.

DEFINITION 2.3. Soit Q un espace homogéne sphérique. On dit que € est déployé
s’il existe un sous-groupe de Borel déployé B de Gy, tel que 'orbite Bxg est ouverte dans
Q. Dans ce cas, le groupe G est lui-méme déployé.

Supposons un instant que le corps k est parfait. Soit €2 un espace homogene sphérique
sous 'action de G. Supposons que le groupe G est déployé et notons B un sous-groupe
de Borel déployé. L’orbite ouverte de B dans ) est définie sur k : en effet, elle est stable
sous l'action de I'. D’aprés un résultat de Rosenlicht (voir [Rosb6], p.425), cette orbite
ouverte de B possede donc un point k-rationnel. Toute variété homogene sphérique sur
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k sous 'action d’un groupe déployé peut donc étre munie d’un point de base, de maniere
a étre un espace homogene sphérique déployé.

Dans cette partie, on fournit, dans la lignée de Luna et Vust ([LV83]), la classification
des plongements d’un espace homogene sphérique sous I'action de G donné 2. On com-
mence par rappeler la théorie des plongements sphériques de Luna et Vust, développée
sur un corps algébriquement clos de caractéristique 0, puis étendue par Knop [Kno91]
en caractéristique positive. La classification s’énonce en termes d’objets combinatoires
baptisés « éventails coloriés ». On montre ensuite comment le groupe de Galois I' agit
naturellement sur ces éventails coloriés, puis on prouve que les plongements de 2 sont
classifiés par les éventails coloriés stables par I', et qui vérifient une condition supplé-
mentaire (analogue & celle du théoreme 1.15). Enfin, on fournit des situations ou cette
condition supplémentaire est toujours satisfaite (incluant le cas déployé, qui ne fait pas
partie de la théorie de Luna et Vust), et des exemples ou elle ne l'est pas.

2.1. Rappels sur les plongements sphériques. Dans cette section, on suppose
que le corps de base k est algébriquement clos. On fixe un espace homogene sphérique §2
sous l'action de G, et un sous-groupe de Borel B de G tel que l'orbite Bxg est ouverte
dans 2. On va lister ici un certain nombre de faits concernant les plongements de ’espace
homogene sphérique 2, et introduire des notations qui seront utilisées de maniere systé-
matique dans la suite. Le lecteur peut consulter [LV83], [Kno91], ou encore [Bri95] pour
plus de détails. La classification de Luna et Vust consiste & associer a un plongement
quelconque de I'espace homogene €2 des données vivant dans des ensembles attachés a 2.
On commence par définir ces ensembles.

On note K = k() le corps des fractions rationnelles sur 2. Le groupe G agit dans le
corps K, en posant

VgeG, YfeK, gf=flg")
On note V lensemble des k-valuations sur K, a valeurs dans Q. A nouveau, le groupe G
agit naturellement dans I’ensemble V, en posant

VgeG, WweV, gr=uv(gt)

Par restriction, le groupe B agit dans V. On note V< (resp. VP) I'ensemble des valuations
invariantes par G (resp. B). L’orbite Bxg de xy sous l'action du groupe B est ouverte
dans €. On la note Qp. On a alors le résultat suivant (voir [Bor91]) :

PROPOSITION 2.4. L’ouvert Qp est affine.

D’apres cette proposition, le complémentaire de Qg dans €2 est pur de codimension
1. On note D I’ensemble de ses composantes irréductibles. Les éléments de D sont donc
des diviseurs premiers et stables par B. On note X ’ensemble des poids des fonctions
B-propres dans K. C’est un sous-réseau du réseau des caractéres de B. Le rang de X est
appelé le rang de Q, et noté rg(Q2). Par ailleurs, comme le sous-groupe B posséde une
orbite dense dans 2 :

PROPOSITION 2.5. Pour tout x € X, il existe une unique fonction B-propre de poids
X, & multiplication prés. On la note fy. Elle est définie sur Qp.

On note V' = Homgz(X, Q). C’est un Q-espace vectoriel de dimension r¢(£2). On note
p Papplication suivante (qui est bien définie)

p: V=V, v (x—rv(fy))

PROPOSITION 2.6. La restriction de p a V& est injective.
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L’ensemble V& peut donc se « voir » dans Pespace vectoriel V, & travers ’application
p. L’ensemble p(V%) est décrit dans [BP87] (caractéristique 0) et [Kno91] (caractéristique
quelconque). Les auteurs montrent que c’est un cone dans ’espace vectoriel V', et trouvent
un ensemble de générateurs de son dual. Comme X est un sous-réseau du réseau X (B)
des caracteres de B, lespace vectoriel V' est un quotient du réseau dual X' (B)*. En
particulier, on peut parler de I'image de la chambre de Weyl positive de G (c’est-a-
dire celle correspondant au sous-groupe de Borel B) dans V, notée W. On a alors la
proposition suivante :

PROPOSITION 2.7. L’ensemble p(V®) est un céne dans V, d’intérieur non vide, et
contenant la chambre de Weyl négative —WW. La dimension du plus grand sous-espace vec-
toriel de V contenu dans p(V%) est égale d la codimension du groupe d’isotropie Stab(x)
dans son normalisateur.

Considérons a présent un plongement X de Q. L’ouvert Qp étant affine, son complé-
mentaire X \ Qp dans X est pur de codimension 1, et donc réunion de diviseurs premiers
B-stables. Soit w une orbite de G dans X. On note D, I’ensemble des diviseurs premiers
D C X \ Qp contenant w, et F,, 'ensemble des D € D vérifiant w C D. Les éléments de
F, sont appelés les couleurs associées a 'orbite w. Soit C,, le cone dans V' engendré par
les éléments

p(vp), D e€D,,
ou vp est la valuation normalisée de K associée au diviseur D. On note A ’ensemble des
G-orbites dans X. C’est un ensemble fini. La collection {(C,,,F,), w € A} est alors un
éventail colorié dans V', avec couleurs dans D, au sens suivant :

DEFINITION 2.8. Un céme colorié dans V avec couleurs dans D est un couple (C, F)
avec F C D, et vérifiant :

e C est un cone engendré par p(F) et un nombre fini d’éléments de p(V%).
e L’intérieur relatif de C dans V rencontre p(V%).

e Le cone C est strictement conveze, et 0 & p(F).

Une face de (C,F) est un cone colorié (C',F') tel que C' est une face de C et F' =
FNp~L(C). Un éventail colorié est une collection finie £ de cones coloriés vérifiant :

o (0,@)€f.
e Toute face de (C,F) € € appartient a &.
e Pour tout v € p(V%), il existe au plus un céne colorié dans € contenant v dans son
intérieur relatif.
On peut maintenant énoncer le théoreme de classification de Luna-Vust et Knop :
THEOREME 2.9. L’application
X = {(Cu, F,), weA}

est une bijection de ’ensemble des classes d’isomorphisme de plongements de  sur l’en-
semble des éventails coloriés dans V', avec couleurs dans D. Un plongement est dit sans
couleur si, pour tout w € A, ’ensemble F,, est vide.

On notera X¢ le plongement associé a I’éventail colorié &£, et Ex 1’éventail associé au
plongement X . On a vu comment associer a un plongement de 2 un éventail colorié. Pour
aller dans 'autre sens, la recette est plus compliquée que pour les variétés toriques, et le
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lecteur curieux est invité a consulter les références données au début de cette section. Le
dictionnaire « plongements-éventails » n’est pas aussi transparent que dans le cas torique
(par exemple, il est faux de dire qu’un plongement est affine si et seulement si ’éventail
associé n’a qu'un cone colorié maximal), mais on peut encore lire dans £ beaucoup de
choses concernant le plongement X¢.

Tout d’abord, I’ensemble (partiellement) ordonné A est encore en bijection décrois-
sante avec I’éventail £, muni de l'inclusion.

Un plongement dont 1’éventail associé ne possede qu’un cone colorié maximal ne
contient donc qu’une seule orbite fermée de G.

DEFINITION 2.10. Un plongement X de ) est dit simple s’il n’y a qu’une seule orbite
fermée de G dans X.

Comme il découle d’un résultat de Sumihiro ([Sum74]), un plongement simple néces-
sairement est quasi-projectif.

On peut toujours recouvrir un plongement quelconque de €2 par des plongements
simples. Pour cela, soit X un plongement fixé de €). Soit w une orbite de G dans X.

DEFINITION 2.11. On note X, ¢ :={y € X, w C Gy}.

Comme G n’a qu'un nombre fini d’orbites dans X, I’ensemble X, ¢ est un ouvert
G-stable de X contenant w comme unique orbite fermée. En d’autres termes, c’est un
plongement simple de Q. L’éventail colorié qui lui correspond est formé du cone (C,, F,,)
et de ses faces. On pose alors

Xw,B = Xw,G \ U E
DED\]:w

C’est un ouvert affine B-stable de X. Par ailleurs, les translatés de X, g par des éléments
de G recouvrent X, ¢. Enfin, on maitrise bien ’algebre des fonctions régulieres sur X, g,
puisque :

PROPOSITION 2.12. On a k[X,, ] = {f € k[QB], VD e D, vp(f)=>0}.

Un ingrédient clé dans la preuve du théoreme 1.15 est la connaissance de la structure
locale des variétés toriques. Une variété torique est recouverte par des ouverts affines
stables par I'action du tore. Par contre une variété sphérique ne peut pas toujours s’écrire
comme la réunion d’ouverts affines stables par ’action de G. Cependant, les résultats qui
précedent montrent que 'on dispose toujours d’un atlas de cartes affines (9X., B)geqwea
assez « sympathique ». Par ailleurs, chacune des cartes affines de cet atlas est stable
par un sous-groupe parabolique de G, et on est capable d’analyser 'action du groupe
parabolique dans la carte affine. Soyons plus précis. Posons

P:= () Stab(D).
DeD\F.,

C’est un sous-groupe parabolique de G' contenant B, et I'ouvert affine X, p est stable
par P. En caractéristique 0, on a le théoreme suivant ([BLV86]).

THEOREME 2.13. On suppose que k est de caractéristique 0. I existe un sous-groupe
de Levi L de P et une sous-variété fermée S de X, p stable par L et contenant x, tels
que le morphisme naturel

R,(P)xS— X,p, (9,2) gz

est un isomorphisme. Par ailleurs, la L-variété S est sphérique.
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Knop a montré comment étendre ce théoreme en toute généralité ([Kno93]) :

THEOREME 2.14. Il existe un tore maximal T de G contenu dans P, une sous-variété
fermée S de X, p stable par T et contenant xg, tels que le morphisme naturel

Ry(P)x S — Xup, (9,2) = gz
est fini et surjectif.

On verra dans le chapitre 2 de ce mémoire que, dans certaines situations, on peut
assurer que la conclusion du théoreme 2.13 reste valable en caractéristique positive.

On aura besoin dans la suite de repérer sur I'éventail £x du plongement X si celui-ci
est quasi-projectif. La propriété suivante est démontrée dans ([Bri89]) :

PROPOSITION 2.15. Soit £ un éventail colorié. Le plongement X¢ est quasi-projectif
si et seulement si il existe une fonction linéaire par morceaux strictement convexe sur &,
c’est-a-dire une collection (lc 7). ryee de formes linéaires sur V vérifiant :

. V(C,]:) eé, V(Cl,]:,) €€, lc,}‘ = lc/7]:/ surCndc'.

e pour tous cones coloriés mazimauz (C,F) et (C', F') dans &, on a
vz e (C\C)Np(VY), ler(x) > lor ().

Pour finir cette section de rappels, on donne quelques exemples d’espaces homogenes
sphériques.
(1) Les variétés de drapeaux G/P sont sphériques, comme il découle par exemple de la
décomposition de Bruhat. Pour ces espaces, on a V = 0.

(2) Si G est un tore T', alors I'espace homogene Q2 = T est sphérique, et les plongements
de cet espace homogene sphérique sont les variétés toriques pour le tore 7. On a ici

X =X(T), et V=0Q&zY(T).

(3) Les espaces symétriques (2 = G/G7, ou o est une involution de G, sont sphériques.
Un exemple d’espace symétrique est donné par

G = Gy x Gy et Q = Gy,

ou Gy est un groupe réductif connexe. On verra dans le chapitre 3 de ce mémoire
plusieurs exemples de plongements dans ce cas.

(4) Un espace homogene sous l'action de G est dit horosphérique si le groupe d’iso-
tropie de x( contient un sous-groupe unipotent maximal de G. Un espace homogene
horosphérique est sphérique. Par ailleurs, grace a la proposition suivante, on est ca-
pable de repérer tres simplement les espaces homogenes horosphériques parmi les
sphériques (voir [Kno91]).

PROPOSITION 2.16. Un espace homogéne sphérique ) sous ’action de G est ho-
rosphérique si et seulement si p(V&) = V.

2.2. Quelques actions du groupe I'. Dans cette section, on revient au cas général
ou k est un corps quelconque. On fixe un espace homogene sphérique §2 sous ’action de
G, et un sous-groupe de Borel B de Gy, tel que 'orbite Bzg est ouverte dans (2. Dans la
section précédente, on a associé a ’espace homogene Qf := 2 Xy, k certaines données. Ici,
on fait agir le groupe de Galois absolu I' de k sur ces données. Tout d’abord, on fait agir
le groupe I' sur K par la formule suivante

VoeT, VfeK, VreQk), o(f)(z)=o(f(c" (z)).
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PROPOSITION 2.17. On a

Voel, VgeG(k), Vfek, o(gf)=o0c(g)o(f).

DEMONSTRATION. Comme l'action semi-linéaire de I' sur €2 respecte I’action de G,

pour tout z € Q(k) pour lequel cela a un sens, on a
(

= O‘(

= O‘(

= (o(9)o(f))(x).

On peut donc conclure. O

On utilise maintenant ’action de I' sur K que l'on vient de définir pour construire
une action de I' sur 'ensemble VB, Soit o € I'. Le groupe o(B) est un sous-groupe de

Borel de G, donc, d’apres ([Bor91] Chap.IV, Theorem 11.1), il existe g, € G(k) tel que
o(B) = g, By, "

De plus, g, est unique, & multiplication & droite par un élément de B pres. On fixe un
tel élément g, pour tout o € I', et et on pose :

Voel, YveV, VfeK, ow)(f):=v(e  (gf)).

PROPOSITION 2.18. On définit de cette maniére une action de I' sur 'ensemble VB,
qui ne dépend pas du choix des (gy)ger-

DEMONSTRATION. Soit v € VB, 0 € ' et f € K. Soit aussi b € B, et I/ € B tel que :
gob~1 = o (b')g,. Alors on a
(o (gsb7" 1))
v(t'o" (95.f))
o(v)(f)
car v € VB. On a donc prouvé que, pour tout o € I'et v € VB, on a o(v) € VB. Vérifions

maintenant que I’on définit bien ainsi une action de I' sur VB. On aura besoin du lemme
suivant :

(bo (v))(f)

LEMME 2.19.
V(o,7) €' x ', 3Fbs, € B avec 0(9r)90 = Jorbor-
DEMONSTRATION. On a, d’'une part
o(7(B)) = o(g:Bg; ') = o(g-)o(B)a(g;) ™" = 0(9r)9o By, 'o(9-) ",

et, d’autre part
o(r(B)) =o7(B) = ga"ng;Tl

Soient maintenant (o,7) €T x T, v € VB et f € K. On a
(em)@)(f) = v(r™ (0 (g0r )
= (1 (07 (0(9r)9ob57) 1))
V(Til(gTOfl(gob;,}—f)))-
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Comme o(7(v)) € VB, ceci montre que

(07)(v) = bor(0(7(v))) = o (7(v)).
Le fait que 'action ainsi définie ne dépende pas du choix des (gy )secr provient directement

du fait que l'on travaille avec des valuations invariantes par B. U

On fait maintenant agir le groupe I' sur 'ensemble X. On note X'(B) le réseau des
caracteres de B. Pour tout o € I" et x € X'(B) on définit

o(X): B = G b o(x(g, 510 (0)gp1))-
Comme dans la preuve de la proposition 2.18, on vérifie que 'on définit bien de cette
maniére une action de I sur X'(B), qui ne dépend pas du choix des (¢, )ser. La proposition
qui suit montre que cette action se restreint en une action sur X :

PROPOSITION 2.20. Soient x € X et f, € K une fonction B-propre de poids x. Soit
o € G. Alors 0(gs—1f) est une fonction B-propre de poids o(x).

DE{\/IONSTRATION. Soit b € B(k), et b/ = g;}la_l(b_l)gaq. On a alors, pour tout
x € Q(k) ou cela a un sens,

(b(o(go-1 ) (@) = 0(go—1 )b 2)

= 0(go-1 f(o™ (b7 2)))

=0o(flg; o™ (7)o (2)))

=o(f(V'g, 107 (2)))

= o(x((t) ) flg; 107 (2))

= 0()(b)a(go-1f)(x).
On peut conclure. O

On définit alors une action duale sur l'espace vectoriel V' = Homy(X,Q) par la

formule :

VeeV, Voel, YxeX, a(p)x)=¢l (X))
ProrosITION 2.21. L’application
p: VBV
est I'-équivariante.

DEMONSTRATION. Soit v € VB, o € T et x € X. Soit fx € K une fonction B-propre
de poids y. Par la proposition 2.20, on sait que la fonction o~!(g, f) est une fonction
B-propre de poids o~ (x). Il vient alors

plo@)(x) = o)(f) = v(o7 (9o f)) = p(v) (0 (X)),
ce qui acheve la preuve de la proposition.
O

On définit enfin une action du groupe I' sur ’ensemble D. Soit o € I'. Remarquons
que g, 1o(Qp) est une orbite ouverte de B dans . Par conséquent, g, lo(Qp) = Qp, et
I’application

D—D, Dw—o-D=g;'o(D)
est une bijection. Comme les éléments de D sont des diviseurs B-stables, cette application
ne dépend pas du choix des (¢, )ser. Comme dans la preuve de la proposition 2.18, on
vérifie que 'on définit ainsi une action de I' sur D. Par ailleurs, on a la proposition
suivante :
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PROPOSITION 2.22. L’application naturelle
D—-VE Deup
est I'-équivariante.

DEMONSTRATION. On utilise pour cela le fait suivant : si une valuation de K possede
un centre Y sur €1, et si ¢ est un automorphisme de €2z, alors la valuation

p(): K= Q, frv(e '(f))
est centrée en p(Y). En appliquant cette remarque a la valuation vp et a 'automorphisme
x> g, lo(z) de Qf, on obtient le résultat. O

2.3. Formes d’un plongement. On suppose dans cette section que le corps k est
parfait. On conserve les notations introduites dans la section 2.2. Soit X un plongement
de I'espace homogene Q. On appelle k-forme de X un plongement de 2 qui devient
isomorphe & X sur k. Dans cette section, on obtient un critere analogue au théoreme
1.15 pour que le plongement X admette une k-forme, en terme de I’éventail colorié Ex.

PROPOSITION 2.23. Si X posséde une k-forme, alors celle-ci est unique, a unique
isomorphisme pres.

DEMONSTRATION. Soient Y et Z deux k-formes de X. On fixe un isomorphisme de
plongements f : ¥; — Zj;. Un morphisme entre deux plongements étant unique (car il
respecte les points-base), pour tout o € T', le diagramme

Y; / - Z;

Y - Zp,

est commutatif, ce qui prouve que f est défini sur k.
O

La proposition suivante donne une premiere caractérisation des plongements de {2
qui possedent une k-forme :

PROPOSITION 2.24. Le plongement X posséde une k-forme si et seulement si les deux
conditions suivantes sont remplies :

(i) L’action semi-linéaire de I' sur Qf, s’étend a X .
(i) X est recouvert par des ouverts affines stables par T'.

La condition (i) est automatiquement satisfaite si la variété X est quasi-projective,
ce qui est le cas par exemple si le plongement X est simple.

DEMONSTRATION. Comme on 1’a expliqué lors de la preuve de la proposition 1.10,
ces deux conditions sont remplies si et seulement si X admet une k-forme comme variété.
Comme I'action semi-linéaire de I' sur 2 respecte I'action du groupe G, au sens ol

Voel, VgeG(k), VxeQk), o(gr)=oc(g)o(z),

une k-forme de X comme variété est naturellement un plongement de €. (]
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On peut rendre la condition (i) de la proposition 2.24 tres explicite en terme de
I’éventail colorié £x associé a X. On dit qu'un éventail colorié £ est stable par le
groupe I si pour tout cone colorié (C,F) appartenant a &, et tout o € I, le cone colorié
(o(C),0(F)) appartient encore a &.

THEOREME 2.25. La condition (i) de la proposition 2.2/ est satisfaite si et seulement
st l’éventail colorié Ex est stable par le groupe I'. Dans ce cas, pour toute orbite w de G,
dans X, et pour tout 0 € ', on a

U(Cw) = Ca(w) et U(fw) = ]:a(w)-

DEMONSTRATION. Supposons tout d’abord que la condition (i) est satisfaite. Soient
w une orbite de Gf dans X et ¢ € I'. Remarquons que o(w) est aussi une orbite de Gy,
dans X. En envoyant un diviseur D sur o - D, on obtient des bijections

D, — Da(w) et F, — ]:U(w)'
Comme 'application p est I'-équivariante (proposition 2.21), on voit que

(0(Cw),0(Fu)) = (Ca(w)a]:o(w))'

Supposons maintenant que I’éventail colorié Ex est stable par I'. Soit w une orbite de
Gj dans X, et 0 € I'. On note w’ l'orbite de Gj, dans X vérifiant :

(O‘(Cw),O'(]:w)) = (Cw’a]:w’)'

LEMME 2.26. L’automorphisme o de VB envoie 'ensemble {vp,D € D,} sur l’en-
semble {vp,D € Dy }.

DEMONSTRATION. Soit D € D,,. Si D n’est pas stable par Gy, alors D € F,. Dans
ce cas, 0 - D € F,, et la proposition 2.22 montre que

o(vp) € {vp,, D' €Dy}

Supposons maintenant que D est stable par Gj. D’apres le lemme 2.4 de [Kno91], on
sait que Q*p(vp) est une aréte du cone C, qui ne contient aucun élément de p(F,).
Comme D’application p est équivariante, cela montre que QT p(a(vp)) est une aréte du
cone C, qui ne contient aucun élément de p(F,/). A nouveau, en utilisant le lemme 2.4 de
[Kno91] et I'injectivité de 'application p sur V&, on obtient o(vp) = vpr, pour un certain
diviseur D" € D,,, stable par G;. On a montré pour U'instant que o envoie 'ensemble
{vp,D € D,} dans I'ensemble {vp, D € D,,}. En appliquant ce résultat & 0! et w’ & la
place de w, on obtient le lemme. O

En utilisant la description des algebres k[X,, 5] et k[X.s 5] donnée dans la proposition
2.12, et le lemme 2.26, on voit que le morphisme

Qp — O, z— g, o)
s’étend en un morphisme
Xw, B — _le7 B
Notons U le plus grand ouvert de X sur lequel ce morphisme s’étend. Comme ’action
de I' sur 7, respecte I'action de G, on voit que U est un ouvert stable par Gz. Mais la

variété X est recouverte par les G-translatés des ouverts X,, g, ol w est une orbite de
G, sur X. On peut conclure que U = X, ce qui acheve la preuve du théoreme. O

On rend maintenant la condition (ii) de la proposition 2.24 explicite, en supposant
que la condition (7) est remplie.
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THEOREME 2.27. Soit X un plongement de Q. tel que l’éventail Ex est stable par
I'. Alors X admet une k-forme si et seulement si, pour tout cone colorié (C,F) € Ex,
l’éventail colorié formé des cones (o(C),o(F))ser et de leurs faces est quasi-projectif.

DEMONSTRATION. La condition donnée dans le théoréme est équivalente & la sui-
vante : pour toute orbite w de G, dans X, 'ouvert

U XU(W)leE

oel

est quasi-projectif. Comme cet ouvert est stable par I, si cette condition est satisfaite,
alors X possede une k-forme, d’apres la proposition 2.24.
Pour montrer la réciproque, on peut clairement remplacer X par

U Xo(w),Gp»

oel’

et donc supposer que les cones maximaux dans £y forment une seule orbite de I'. Mais les
cones maximaux correspondent aux orbites fermées de G, donc, en utilisant le théoreme
2.25, on en déduit que les orbites fermées de G, dans X sont permutées par I'. Comme
X possede une k-forme, il existe un ouvert affine U de X rencontrant toutes les orbites
fermées de G5 dans X. On peut conclure, par la proposition 1.16. U

2.4. Applications. On conserve les notations introduites dans la section 2.2. Soit X
un plongement de 2. Dans la proposition 2.24, on a introduit deux conditions, appelées
(¢) et (ii), portant sur X, et que l'on a ensuite reformulées en terme de 1’éventail colorié
Ex dans les théoremes 2.25 et 2.27. Dans cette section, on donne certaines conditions
(portant sur G, 2 ou X) permettant d’assurer que (i) = (ii), et un exemple « minimal »
pour lequel () est satisfaite, et (i7) ne l'est pas.

PROPOSITION 2.28. Dans chacune des situations suivantes, on a (i) = (i) :
(1) Q est déployé.
(2) Q2 est de rang 1.
(8) Q est horosphérique, de rang 2.
(4) Q est horosphérique, et G est déployé par une extension quadratique K de k.

(5) X est sans couleur, et Q) est de rang 2.

(6) X est sans couleur, et G est déployé par une extension quadratique K de k.

DEMONSTRATION. On suppose que la condition (i) est satisfaite, et on montre qu’il
en est de méme pour la condition (i7). Plagons-nous d’abord dans la situation (1). On fixe
un sous-groupe de Borel déployé B de G, tel que Bz est ouvert dans 2. On peut choisir
Jo = 1, pour tout o € I'. On vérifie aisément que I' agit trivialement sur ’ensemble X.
Soit alors w une orbite de Gy, dans X. Pour tout o € I', on a

(0(Cu)s0(Fu)) = (Cuy Fu)-

Mais I’éventail colorié formé de (C,,F,) et de ses faces est quasi-projectif (car il cor-
respond & un plongement simple), donc la condition (ii) est satisfaite, par le théoreme
2.27.
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On se place maintenant dans la situation (2). On vérifie aisément, en utilisant la
proposition 2.15 et le fait que l'espace vectoriel V' est de dimension 1 que X est quasi-
projective. La condition (iz) est donc remplie.

Dans les situations restantes, observons que, pour toute orbite fermée w de Gy, dans
X le cone C, est contenu dans p(V) (c’est évident si X est sans couleur, et si © est
horosphérique, il suffit d’utiliser la proposition 2.16). Cela montre que la collection de
cones

{Cw, w est une orbite de G, dans X'}

est un éventail. De plus, cet éventail est quasi-projectif si et seulement si I’éventail colorié
Ex lest.

Un éventail dans un espace vectoriel de dimension 2 étant automatiquement quasi-
projectif, la condition (ii) est satisfaite dans les situations (3) et (5).

Si G est déployé par une extension quadratique K de k, alors le groupe de Galois
I' agit sur V' a travers un quotient d’ordre 1 ou 2. Pour toute orbite w de G dans X,
Péventail constitué des cones (0(Cy))ger et de leurs faces possede donc un ou deux cones
maximaux, et est donc quasi-projectif. On voit donc que la condition (i7) est remplie
dans les situations (4) et (6), achevant ainsi la preuve de la proposition.

O

Remarquons que les situations (1), (2), (3) et (4) ne dépendent pas de X. Cela signifie
donc que dans chacune de ces situations les plongements de €2 sont classifiés par les
éventails coloriés stables par I'. Dans le cas déployé (situation (1)), I’éventail colorié Ex
est stable par I' si et seulement si, pour toute orbite w de Gy, dans X, I'ensemble des
couleurs F, est stable par I'.

On construit maintenant un exemple de plongement d’un espace homogene sphérique
défini sur le corps des réels, dont 1’éventail est stable par le groupe de Galois, mais qui
n’admet pas de R-forme. La variété torique construite dans la section 1.3 fournit bien str
un exemple de tel plongement, mais ’exemple que ’on construit ici est « minimal » au
vu de la proposition 2.28. Par exemple, le corps de base est R, ce qui n’est pas possible
dans le cas torique, par le théoreme 1.18. On pose donc maintenant k = R. Ainsi, k = C
et I' =Z/27Z. On note o ’élément non trivial de I'.

Soit E un C-espace vectoriel de dimension 3, muni d’une structure réelle Er. On se
donne une forme hermitienne € sur E, de signature (1,2). On note ¢ la forme bilinéaire
symétrique déduite de € en posant

Yo,y € B, ¢(z,y) =<(7,y).
DEFINITION 2.29. On note G = SU(e).

Le groupe G est donc isomorphe a SU(2,1), et c’est une R-forme de SL(E). L’action
semi-linéaire de I' sur SL(F) qui lui correspond est décrite par

Vg € SL(E), o(g)=7",

ou g* est I'inverse de ’adjoint de g pour la forme bilinéaire ¢, et la conjugaison fait ici
référence a la forme SL(ER) de SL(E).

DEFINITION 2.30. On note Q¢ la variété

Qc={(p,9) € ExXE, ¢(p,q) =1}

La variété Q¢ est une sous-variété fermée de ' x F, c’est donc une variété affine. On
fixe un point py de Er vérifiant ¢(po,po) = 1, et on note xg = (po,po). On fixe aussi
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| C E une droite isotrope pour ¢, définie sur R, vérifiant py ¢ I+ (Porthogonal étant pris
par rapport a la forme bilinéaire ). On note B le stabilisateur du drapeau complet

1Cit
de E. On a alors la proposition suivante :
PROPOSITION 2.31. On fait agir le groupe SL(E) sur Q¢ par
Vg € SL(E), V(p.g) € E, g(p.q) = (9(p),g"(q)).

Pour cette action, Q¢ est un espace homogéne sphérique sous l'action de SL(E)

DEMONSTRATION. Voir que SL(F) agit transitivement dans ¢ revient & voir que,
étant donné deux couples (p,P) et (p/,P’) ou P et P’ sont des plans vectoriels de F
vérifiant p ¢ P et p’ ¢ P/, il existe g € SL(FE) vérifiant g(p) = p’ et g(P) = P, ce qui est
clair. Par ailleurs, on vérifie aisément que I’ensemble

1 1
{(p,a) €Qc, pgl-etq¢l™}
est une orbite de B dans {)¢c. Comme c’est aussi un ouvert de €¢, cela prouve la propo-
sition. 0

Remarquons que le stabilisateur de zg dans SL(E) est

{g € SL(E), g(po) =po et g({po)™") = (po)"},

et est donc isomorphe a SLs. L’espace homogene ¢ est par conséquent isomorphe a
SL3/SLs. On définit une action semi-linéaire de I" sur Q¢ en posant

Y(p,q) € Qc, o(p,q) = (@,D)
On a alors le résultat suivant :

PROPOSITION 2.32. L’action semi-linéaire de I' sur Q¢ respecte l’action de SL(E),
au sens ot

Vg eSL(E), VaeQc, olg(x)) = o(g)ole).
DEMONSTRATION. On note z = (p, ¢). On fait le calcul.
a(9(p,q)) = o(9(p), 9" ()

O

DEFINITION 2.33. On note Q le quotient de Q¢ par Uaction de T'. C’est un espace
homogéne sous l’action de G.

Il n’y a pas de probleme pour faire le quotient de Q¢ par l'action de I', car Q¢
est une variété affine. Observons que zg € Q(R). On identifie maintenant les données
combinatoires attachées a l'espace homogene (Qc,xp), ainsi que l'action du groupe de
Galois I" sur ces données.

PROPOSITION 2.34. L’ensemble D est égal a {D1, D2}, ot

Dy:={(p,q) €Qc, pel™}et Dy:={(p,q) €, qel},
et la bijection o échange Dy et Ds.
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DEMONSTRATION. C’est une conséquence directe de la description de 'orbite ouverte
de B dans () donnée dans la preuve de la proposition 2.31, et de la définition de I'action
de I' sur ’ensemble D. O

Avant d’aller plus loin, on a besoin de quelques notations supplémentaires. Le réseau
des caracteres de B est donné par

X(B) = (Zx1® Zx2 @ Zxs3)/Z(x1 + x2 + X3),

ot le groupe B agit par le caractére 1 sur [, o sur I+/l et x3 sur E/I*-. On note V le
dual Homz (X (B),Q). On a ainsi

V = {rip +rops +rapz,  (r1,72,73) € QP et v+ 1o+ 73 =0}

ol Zpy ® Zps P Zus est le réseau dual de Zyx1 @ Zxa B Zxs. On spécifie maintenant une
base particuliere de I'espace vectoriel Fg.

NOTATION 2.35. On note ey I'unique vecteur dans | qui vérifie ¢(e1,pg) = 1. On note ey
I'unique vecteur dans I N (pg)~* satisfaisant (e, e2) = 1 et ez le vecteur pg — e1. Les
vecteurs eq, ez, e3 forment une base de ¥ définie sur R, et on note e, €3, e3 la base duale.

Avec ces notations, la matrice de ¢ dans le base (ey, ez, e3) est

0 1
0

0
01
1 0 -1

On définit les fonctions suivantes sur ¢

f1:(p,q) = e3(p) et fa:(p,q) — e5(q).

PROPOSITION 2.36. Les fonctions f1 et fo sont respectivement des équations de D1
et Dy. Ce sont des fonctions B-propres de poids respectifs —xs et x1.

DEMONSTRATION. Comme e} = 0 est une équation du plan I+, il est clair que f; est
une équation de D1, et fo une équation de Do. Par ailleurs, on a

vbe B, Y(p,q) € C), (bf1)(p,q) = (07 () = 567 (p) = xa(b) " e3(p).
Remarquons maintenant que, comme [+ = (e1, e2), et ¢(es,e1) =1, on a
VpeE, e3(p)=pler,p).
On en déduit alors que, pour tout b € B, et tout (p,q) € Q(C),
(bf2)(p,q) = e5((b71)* (@) = ler, (b71)* (@) = ¢(bler), q) = x1(b)e3(q).

Ceci acheve la preuve de la proposition. O

On montre maintenant la proposition suivante :

PROPOSITION 2.37. Le réseau X est égal au réseau X (B). On a

p(vp,) = p2 — 3, p(VDy) = p1 — pia.

L’automorphisme o de V' échange uo — us et g1 — pa.

DEMONSTRATION. Le réseau X est un sous-réseau de X(B) contenant —ys et xi.
C’est donc X (B) tout entier. De plus,

p(vp,)(=x3) = vp, (f1) = 1 et p(vp,)(x1) = vp,(f2) =0,

ce qui montre que p(vp,) = pu2 — ps. On calcule p(vp,) de la méme maniere. Pour établir
la derniére assertion, il suffit maintenant de se rappeler que o échange D; et Ds, et que
I’application p est I'-équivariante. O
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Pour achever d’identifier les données combinatoires attachées a l’espace homogene
Qc, il reste & décrire le cone p(V). Cest ce que fait la proposition suivante :
PROPOSITION 2.38. On a
V) = {riu + + ev, >
P 1M1 +Tope +r3puz €V, Ty >}

FIGURE 2. Les données combinatoires attachées &

DEMONSTRATION. Soit 7 la permutation (1,2,3). On note aussi 7 € SL(E) I'auto-
morphisme envoyant e; sur e,(;), pour ¢ = 1,2,3. On montre le lemme suivant :

LEMME 2.39. L’égalité suivante a lieu dans K :

T(f1)f2 + T (f)7(f2) + 177 (f2) = 1

DEMONSTRATION. Soit # = (p,q) € ©Q(C). On note p; = € (p) (resp. ¢; = €} (q)),

pour i =1,2,3. On a
T(f)(x) = e3(7°(p) = p1,  T2(f1)(x) = pa.
De plus, on a
72(f2)(95) = p(e1,7°(q)) = @(72(61)761) =q1 — g3
Le méme raisonnement prouve que 7(f2)(z) = ¢2. On en déduit finalement que la quantité
que l’on cherche est égale a
P13 + p2q2 + p3(q1 — gs)-

Mais cette quantité est égale a p(p, q), et vaut donc 1 puisque (p, q) appartient a Q(C). O

D’apres le lemme, pour toute valuation G-invariante v € V, on a

(p(v),x1 —x3) <0.

On a donc montré l'inclusion « C ». Pour établir I'inclusion inverse, on utilise la pro-
position 2.7, qui dit que la dimension de la partie linéaire du cone p(V) est égale a la
codimension de Stab(zg) dans son normalisateur. On a déja identifié le stabilisateur de
xo comme étant le sous-groupe

{9 € SL(E), g(po) = po et g({po)") = (po)"*}
de SL(E). On en déduit aisément que son normalisateur est égal a

{9 € SL(E), g(po) € {po) et g((po)™) = (po)™}.
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Ainsi, la partie linéaire de p(V%) est de dimension 1, ce qui achéve la preuve de la
proposition. O

On passe a la définition du plongement X. On note C le cone dans V' engendré par
po — p3 et py — 2ug + pg.

DEFINITION 2.40. On note € l’éventail colorié formé des cones

(C’ {Dl})a (U(C)’{DQ})

et de leurs faces. Cet éventail est stable par I.

FIGURE 3. L’éventail £

On a alors la proposition suivante :

THEOREME 2.41. Le plongement X = X¢ de Q¢ n’admet pas de R-forme. De plus,
il est lisse.

DEMONSTRATION. Les deux cones maximaux de I’éventail colorié £ forment une seule
orbite sous l'action de I'. Comme ces cones se rencontrent, I’éventail £ ne peut pas étre
quasi-projectif. D’apres le théoreme 2.27, on en déduit que le plongement X n’a pas de
forme réelle. On note w l'orbite fermée de G(C) dans X qui correspond au cone colorié
(C,{D1}). En translatant Pouvert X, p par des éléments de I' et de G(C), on recouvre
X tout entier, donc, pour montrer que X est lisse, il suffit de prouver que l'ouvert X,, p
Pest. Soit P le stabilisateur de Do, c’est-a-dire le stabilisateur de la droite [ dans E. Par
le théoreme 2.13, il existe un sous-groupe de Levi L de P et une sous-variété fermée S de
X, B, stable par L, sphérique sous I’action de L, contenant xg, et telle que le morphisme
naturel

R,(P) xS — Xy B

est un isomorphisme. D’apres le lemme ci-dessous, S est isomorphe & C3, et donc lisse.
On définit une fonction f3 sur ¢ par la formule

f3:(p,q) = e5(p).

LEMME 2.42. Les fonctions fo, fi1fo et fsfa sont algébriquement indépendantes dans
C[S], et on a

C[S] = Clfa, f1f2, f3.f2]
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DEMONSTRATION. Remarquons que
C[S] = C[X.,5) ™",

donc l'algebre C[S] est égale au sous-L-module de C[Lzg] engendré par les fonctions
BN L-propres dans C(Lxg) de poids x satisfaisant

(p2 = ps,x) 20, (u1 — 2p2 + ps, x) 2 0.
Autrement dit, y appartient au monoide engendré par x; — x3. Les fonctions f5 et

f1f2 sont B N L-propres de poids respectifs x1 et x1 — x3. De plus, le L-module C[Lz]
est sans multiplicité, parce que I’espace homogene Lxg est sphérique. On en déduit que

Clsl= @ (L.

(m,n)eN?

Observons a présent que la fonction fo est L-propre. En effet, on a

VgeL, VY(p.q)€Qc, (9f2)(p.q) =wler,(g)*(0) =¢(g(e1),q) = alg) f2(p,q)

ou « est le poids de l'action de P sur la droite [. Le lemme qui suit permet alors de
conclure :

LEMME 2.43. Soit n € N. Une base de l’espace vectoriel (Lf{') C C[Lxo] est donnée
par

-1 -1
flna 1n f37"'7f1f?7 7f??

DEMONSTRATION. On commence par établir le cas n = 1. Remarquons que le sous-
espace I~ C V* est engendré par e5 and ej. On en déduit aisément que €3, e3 est une base
de (Le3). De plus, s'il existe A1, A3 € C? tels que

Mfi+A3f3 =0

dans C[S], alors la méme chose serait vraie dans C[X,, g]. On en déduirait que les formes
linéaires e3 et e3 sont linéairement dépendantes V*, ce qui n’est pas possible. On en déduit
que les fonctions f; et f3 sont linéairement indépendantes dans C[S], ce qui acheve le
cas n = 1. Le méme argument montre que les fonctions f’, {171]‘3, ...,flfi?*l,fgl sont
linéairement indépendantes dans C[S]. Par le cas n = 1, elles engendrent (L f{"), ce qui
acheve la preuve. O

Le plongement X donne un exemple de plongement d’un espace homogene sphérique
contenant deux points qui ne se trouvent pas sur un méme ouvert affine. En effet, d’apres
la proposition 1.16, il suffit de prendre un point sur chaque orbite fermée de X, et il y en
a deux. Par ailleurs, d’apres le théoreme 2.28, ’espace homogene 2 est de rang minimal
parmi les espaces homogenes sphériques possédant un plongement avec cette propriété.



CHAPITRE 2

Variétés log homogenes en caractéristique positive

On étend dans ce chapitre des résultats connus en caractéristique nulle, concernant
les variétés log homogenes. La lettre G désigne un groupe connexe réductif défini sur k,
et Q) est un espace homogene sous 'action de G. Etant donné un groupe algébrique G,
H, P, etc. on note par la lettre gothique correspondante g, b, p, etc. son algebre de Lie.

1. Rappels sur les variétés log homogenes en caractéristique nulle

Dans cette partie le corps k est algébriquement clos et de caractéristique 0. Pour
résoudre des problemes de géométrie énumérative, il est bon de disposer de « belles »
compactifications équivariantes d’espaces homogenes, dont les points ont une signification
géométrique. L’espace des quadriques completes, dont la construction est due a Semple
([Sem48], [Sem52]) en est un exemple.

Ce que l'on entend par « belle » compactification peut recouvrir plusieurs notions,
et le but de cette section est d’en définir quelques-unes. Généralement, on attend d’une
telle compactification qu’elle soit projective, lisse, et que la combinatoire des orbites et
leur géométrie se marient pour le mieux. Par « combinatoire des orbites », on entend la
détermination des orbites figurant dans I’adhérence d’une orbite donnée, et, par « géomé-
trie des orbites », on entend I’étude de la normalité, la lissité... des adhérences d’orbites,
ou encore I’étude de la maniere dont s’intersectent deux adhérences d’orbites.

Incontestablement, les compactifications magnifiques, introduites dans [Lun96] par
Luna, sont des exemples de « belles » compactifications :

DEFINITION 1.1. Soit X une compactification lisse de Q. X est dite magnifique si :

(M1) le complémentaire D := X \ Q de Q dans X, appelé le bord de X, est un diviseur
a croisements normaux stricts tel que les intersections partielles des composantes
irréductibles de D sont exactement les adhérences d’orbites de G dans X.

(M2) il n’y a qu’une seule orbite fermée de G dans X .

On rappelle qu’un diviseur effectif et réduit D sur X est dit & croisements normaux
stricts si en tout point x € X, les composantes irréductibles Dy, ..., Ds de D contenant
x sont lisses et leurs espaces tangents T, 4,...,1p, » en x s’intersectent transversalement
dans l'espace vectoriel Ty ;.

La condition (M1) impose que les intersections partielles des composantes irréduc-
tibles de D sont encore irréductibles. La condition (M2) signifie que les composantes
irréductibles de D se rencontrent. Si le diviseur D possede r composantes irréductibles,
alors il y a 2" orbites de G dans X.

Remarquons qu’un tore de dimension supérieure ou égale a 1 n’admet pas de com-
pactification magnifique. En effet, une variété torique ne possédant qu’une seule orbite
fermée est affine. A vrai dire, assez peu d’espaces homogenes admettent une compacti-
fication magnifique. Dans [Lun96], Luna a démontré qu’un espace homogene qui a une
compactification magnifique est nécessairement sphérique. La théorie des plongements

43
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sphériques de Luna et Vust permet alors de montrer que, si un espace homogene €2 pos-
sede une compactification magnifique, celle-ci est unique et projective. Par ailleurs, elle
doit correspondre & 1’éventail colorié formé du cone (p(VY), @) et de ses faces (avec les
notations de la section 2.1, chapitre 1). Ce cone doit donc étre saillant, ce qui impose,
d’apres [BP87], que ’espace homogene (2 ne posseéde qu'un nombre fini d’automorphismes
équivariants.

Supposons que ’espace homogene ) soit sphérique, et qu’il ne possede pas d’automor-
phisme équivariant non trivial. Les travaux combinés de Brion, Knop et Losev montrent
alors que le plongement de Demazure de {2 réalise la compactification magnifique de
Q. Par définition, ce plongement est le morphisme

7:Q— Gr(d,g), =+ g,

ou d est la dimension commune des sous-algébres de Lie d’isotropie. Ce morphisme est
équivariant, le groupe G agissant sur g par la représentation adjointe, et c’est une immer-
sion car ’espace homogene ) ne possede pas d’automorphisme équivariant non trivial.
Brion ([Bri90]) a établi que la normalisation de I'adhérence de 7(2) est le plongement de
Q correspondant au cone p(V%) (qui est saillant). Knop ([Kno96]) a démontré que le cone
p(VE) (et donc la normalisation de 7(f2)) est lisse. Enfin, Losev ([Los09]) a prouvé que
ladhérence de 7(2) est normale, ce qui acheve de montrer que 7(£2) est la compactifica-
tion magnifique de 2. Ce résultat avait auparavant été établi dans des cas particuliers :
Demazure ([Dem80], non publié¢) I'a démontré si G = PGL,, et si 2 est soit PGL,,/PSO,,
soit PGL,,/PSp,, et De Concini et Procesi ([DCP83]) 'ont montré si G est un groupe
semi-simple de type adjoint et {2 est un espace symétrique sous l'action de G, c’est-a-dire
si @ = G/G?, ou o est une involution de G.

Comme on 'a signalé, un tore de dimension plus grande que 1 ne possede pas de com-
pactification magnifique. Comme on le vérifie facilement, toute compactification d’un tore
est réguliere, au sens suivant (introduit par Bifet, De Concini et Procesi dans [BDCP90]) :

DEFINITION 1.2. Soit X une compactification lisse de Q. X est dite réguliére si :

(R1) le bord D de X est un diviseur a croisements normauz stricts tel que les intersec-

tions partielles des composantes irréductibles de D sont exactement les adhérences
d’orbites de G dans X.

(R2) pour tout point x € X, le groupe d’isotropie G, posséde une orbite ouverte dans
espace normal NGy /x z-

Toute compactification magnifique est réguliere, mais I'inverse est bien sur faux, une
compactification réguliere pouvant admettre de nombreuses orbites fermées (voir par
exemple le cas des tores). Cependant, on peut montrer que, sur une compactification
réguliére, toutes les orbites fermées sont isomorphes comme espaces homogenes.

Les compactifications log homogeénes ont été introduites par Brion dans [Bri07], et
figuraient déja implicitement dans [BB96]. Avant de les définir précisément, on donne
quelques rappels concernant le fibré tangent logarithmique.

Soit X une variété lisse, irréductible, et D un diviseur a croisements normaux stricts
sur X. On note D1,...,D,, les composantes irréductibles de D. Pour tout ¢ entre 1 et s,
on note Op,(D;) le faisceau

Ox(D;) ®oy Op,
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vu comme O p,-module sur D; ou comme O x-module sur X, selon le contexte. Ce faisceau
est le faisceau normal & D; dans X, noté Np, /x - On dispose donc d’un morphisme naturel

m
Tx — P Op,(Dy),
1=1
ou T x est le faisceau tangent a X (faisceau des sections du fibré tangent Tx de X). On
a alors la proposition suivante :

PRrROPOSITION 1.3. Le morphisme

TX — @ ODi (Dz)
=1

ainsi construit est surjectif, et son noyau est localement libre de rang n.

DEMONSTRATION. On se place au voisinage d’un point z, sur un ouvert U, ot D a
pour équation uq...us = 0, uq,...,us vérifiant que leurs différentielles d,u,...dzus sont
linéairement indépendantes dans I'espace cotangent a X en z. Quitte & diminuer U, on
peut supposer que ces différentielles restent linéairement indépendantes en tout point
de U,, et on peut considérer des 1-formes wgyi1,...,w, telles que la famille de sections
duy, ..., dus, w1, ..., wy trivialise le faisceau 77; . On note alors 0y,...,0, la famille de
champs de vecteurs duale. Un petit calcul montre que le morphisme

TX — @ ODl(D’l)

i=1

iflﬁi — é(fZ modui)%.
=1 =1

)

s’écrit localement

On en déduit le fait qu’il est surjectif, et que son noyau est localement
OUI w0 ©...P OUI ug0s D OUI 83+1 D...PD OUI O,

Ce noyau est donc localement libre de rang n. O

DEFINITION 1.4. On appelle faisceau tangent logarithmique, noté T x(—log D) le
noyau du morphisme de la proposition 1.3. C’est un faisceau localement libre de rang
n, et on a une suite exacte

m
0= Tx(=logD)—=Tx — EBODi(Di) — 0.
i=1
On appelle fibré tangent logarithmique, noté Tx (—log D), le fibré vectoriel dont le faisceau
des sections est T x(—log D).

On rappelle que, pour tout x € X, la strate définie par D a laquelle appartient x
est la composante connexe de 'intersection Dy MN...N D, qui contient z, privée des autres
composantes de D. Les sections de 7 x(—log D) sont les champs de vecteurs qui sont
tangents en tout point a la strate définie par D a laquelle appartient ce point. De maniere
plus « algébrique », ce sont les champs de vecteurs dont la dérivation de Ox associée
stabilise le faisceau d’idéaux O x (—D). Si le corps de base est C, les sections holomorphes
sont les champs de vecteurs holomorphes dont les courbes intégrales respectent les strates
définies par le diviseur a croisements normaux stricts D.

Supposons maintenant que X soit une compactification de €2, dont le bord est un
diviseur a croisements normaux stricts. On vérifie alors que les dérivations de O x fournies
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par P'action infinitésimale de g dans X stabilisent le faisceau Ox(—D), ce qui permet de
construire un morphisme de fibrés vectoriels

X xg— Tx(—logD).

Cela signifie que les champs de vecteurs sur X donnés par Iaction infinitésimale de g
dans X sont tangents en tout point a la strate a laquelle appartient ce point, ce qui est
vrai car les strates de X associées a D sont stables par le groupe G (qui est connexe).

DEFINITION 1.5. Soit X une compactification lisse de Q. X est dite log homogéne
si les conditions suivantes sont satisfaites :

(L1) le bord D de X est un diviseur a croisements normaux stricts.

(L2) le morphisme de fibrés vectoriels sur X
X xg—Tx(—logD)
est surjectif.

Les compactifications log homogenes sont donc définies en termes purement géomé-
triques. On dit qu’'une G-variété X complete irréductible et lisse, est log homogene sous
l’action de G si G possede une orbite ouverte dans X, dont X est une compactification
log homogene. Dans [BB96], les auteurs supposent seulement D & croisements normaux.
Dans ce cas, on peut toujours définir un fibré tangent logarithmique, et la définition
ci-dessus fait toujours sens. Par ailleurs, Bien et Brion montrent que D est alors auto-
matiquement & croisements normaux stricts. Ici, on a supposé des le début que D est a
croisements normaux stricts pour privilégier un point de vue plus « géométrique ».

Bien et Brion ont montré dans [BB96] qu'un espace homogene 2 possede une com-
pactification log homogene si et seulement si il est sphérique, et que, dans ce cas, il est
équivalent pour une compactification de 2 d’étre log homogene, réguliére, ou sans cou-
leur. Ils travaillent pour cela sur un corps algébriquement clos de caractéristique nulle.
Dans ce chapitre, on va voir comment adapter leurs résultats en caractéristique positive.

Signalons enfin qu’une compactification lisse X de €2 est log homogene si et seulement
si le morphisme de Demazure

7:Q — Gr(d,g), x> gy
se prolonge a X. En effet, si la compactification X est log homogene, le morphisme
X — Gr(d,g), =z~ Ker(g— Tx(—logD),)

prolonge 7 sur X. De plus, la théorie de Luna et Vust, ainsi que les résultats mentionnés
ci-dessus dus a Brion, Knop et Losev montrent que, si le morphisme de Demazure se
prolonge a X, alors X n’a pas de couleur. On en déduit que X est une compactification
log homogene.

2. Extension du théoréme de structure locale

Dans cette partie, le corps de base k est algébriquement clos de caractéristique quel-
conque. Soit X une G-variété définie sur k. On rappelle qu'une orbite w de G dans X est
dite séparable si pour tout (ou, de maniere équivalente, pour un) € w, le morphisme
« orbite »

orb, : G —w, g+ gzr
est séparable (i.e. a différentielle surjective en e). De maniére équivalente, le schéma
en groupes d’isotropie du point z est réduit. Rappelons aussi la proposition-définition
suivante, tirée de [Kno93| (définition 2.3) :
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PROPOSITION-DEFINITION 2.1. On fize un sous-groupe de Borel B de G. Parmi les
sous-groupes P de G contenant B et vérifiant

il existe U C X ouvert non vide ,YNx € U, Px = Bx
il en existe un qui contient tous les autres. On note Pp(X) ce sous-groupe parabolique.

En d’autres termes Pp(X) est le stabilisateur de l'orbite générale de B dans X. Par
exemple, si X est une variété sphérique sous 'action de G dont on note {2p l'orbite
ouverte de B, alors :

Pp(X)={9€G, g(QB)="~p}

L’ingrédient clé dans la preuve des résultats de Bien et Brion mentionnés dans la
partie précédente est le théoreme de structure locale des variétés sphériques. Rappelons-
en ’énoncé (vu dans la section 2.1, chapitre 1). On suppose que X contient une orbite
dense €) qui est un espace homogeéne sphérique. On reprend les notations introduites dans
la section 2.1. En particulier, pour toute orbite fermée w de G dans X, on note

Xop=Xuc\ |J DetP:= () Stab(D).
DeD\F., DeD\F.,

L’ouvert affine X, p de X est stable sous I'action du sous-groupe parabolique P de G.
Si le corps k est de caractéristique 0, on a le théoréme suivant ([BLV86]) :

THEOREME 2.2. On suppose k de caractéristique 0. Il existe un sous-groupe de Levi
L de P et une sous-variété fermée Z de X, p stable par L et contenant xg, tels que le
morphisme naturel
R,(P)x Z — X, B, (9,2)+ gx

soit un isomorphisme. Par ailleurs, la L-variété Z est sphérique.

Comme on 'a déja vu au chapitre 1 a 'occasion du théoreme 2.14, Knop a montré
comment adapter le théoreme qui précede en toute caractéristique ([Kno93)) :

THEOREME 2.3. Il existe un tore maximal T de G contenu dans P, une sous-variété
fermée Z de X, p stable par T et contenant xg, tels que le morphisme naturel

R,(P)X Z — X, B, (9,2)+ gx
soit fini et surjectif.

Essentiellement, on va montrer dans cette partie que, si I’on suppose les orbites de
G dans X séparables, alors on peut faire en sorte que le morphisme fini et surjectif du
théoreme de Knop soit un isomorphisme.

On suppose dorénavant que G possede une orbite dense €2 dans X et une unique orbite
fermée w qui est compléte et séparable. On fixe un point x sur w, et un sous-groupe de
Borel B de G tel que BG, est ouvert dans G. On fixe un tore maximal 7" de G contenu
dans B et G,. On note P := Pp(w) et L le sous-groupe de Levi de P contenant T'.

THEOREME 2.4. Dans la situation précédente, les trois conditions suivantes sont
équivalentes :

(1) L’espace homogeéne ) est sphérique, et le plongement X est sans couleur.

(2) Le tore T posséde une orbite ouverte dans l’espace normal Ny x .. De plus, le bord
D = X\ Q est un diviseur a croisements normauz stricts dont les strates associées
sont les orbites de G.
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(3) Xo={y € X, ¢ By} estun ouvert affine de X stable par P. De plus, il existe une
sous-variété fermée Z de Xy, lisse, stable par L, sur laquelle le sous-groupe dérivé
[L, L] agit trivialement et contenant une orbite ouverte du tore L/[L, L], telle que le
morphisme

R,(P)x Z — Xy, (p,z) v+ pz

est un isomorphisme. Enfin, chaque orbite de G dans X coupe Z selon une unique
orbite de T.

Sous les conditions équivalentes du théoreme 2.4, le lemme 6.5 de [Kno91] montre
que P = Pp(X). En effet, il est clair que les sous-groupes G, et P sont opposés. Par
ailleurs, le lemme 6.5 de [Kno91] garantit, comme le plongement X est sans couleur, que
les sous-groupes G et [|pep Stab(D) sont opposés. Il reste maintenant a remarquer que

[ Stab(D) ={g € G, ¢(Qp) =} = Pp(X),
DeD

ou Qp est l'orbite ouverte de B dans €2, pour conclure que P = Pp(X). Ce résultat
signifie qu’une orbite fermée séparable dans un plongement simple d’un espace homogene
sphérique est « prescrite » par avance, puisqu’elle est isomorphe a I'espace homogene
G / P B(Q)_.

Toujours sous les conditions équivalentes du théoreme 2.4, montrons que l'ouvert
affine Xy du point (3) n’est autre que 'ouvert X, p. Soit D un diviseur premier stable
par B sur X. Voyons que D rencontre X si et seulement si il est stable par G. Si D est
stable par G, alors il intersecte Xy, puisque Xg rencontre toutes les orbites de G. De plus,
si D rencontre Xy, alors il existe un point de 'orbite ouverte de B dans D qui appartient
a Xg. Par définition méme de Xy, on a alors w C D, ce qui implique, vu que X n’a pas
de couleur, que D est stable par G. Comme Xj est affine, son complémentaire dans X
est réunion de diviseurs premiers stables par B, et le raisonnement qui précede montre
qu'il s’agit exactement des diviseurs D, pour D € D, ce qui permet de conclure.

Avant de passer a la preuve proprement dite du théoreéme 2.4, on montre deux
lemmes :

LEMME 2.5. Il existe un ouvert affine X, de X stable par P, ainsi qu’une sous-variété
fermée Z de X, stable par T, contenant x, et telle que :

(1) La variété Z est lisse en x, et Uespace vectoriel Ty, muni de Uaction de T est
isomorphe a lespace N, x , muni de l'action de T'.

(ii) Le morphisme
p:Ry(P)x Z— Xy, (p,z)—pz

est fini, surjectif, étale en (e,x), et la fibre u=t(x) est réduite a {(e,x)}.

DEMONSTRATION. Commengons par fixer un fibré en droites trés ample L sur X
(d’apres un théoréeme de Sumihiro, comme le plongement X est simple, il est quasi-
projectif, voir définition 2.10, chapitre 1). D’apres le théoreme 2.10 de [Kno93], il existe
un entier N et une section globale o de LY tels que

Xaz{y€X7 O’(y)%O}

est un ouvert affine contenant le point z, et que le stabilisateur de la droite (o) dans
HO(X, L") est P. L’ouvert X, est donc affine, stable par P, et contient . En utilisant le
fibré LY, on plonge X dans un espace projectif P(V') sur lequel G agit linéairement. Dans
I'espace tangent Tp(y) .., on choisit un supplémentaire T-stable .S au sous espace 1, ., qui
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est somme directe d’un supplémentaire T-stable de T, , dans T'x , et d’un supplémentaire
T-stable de T'x ; dans Tp(y .. Ceci est possible car T' est linéairement réductif.

On consideére ensuite le sous-espace linéaire S’ de P(V) qui passe par z et dont
lespace tangent en x est S. D’apres le théoreme 1.2 de [Kno93], il existe une composante
irréductible Z de X, N S’ contenant z et telle que les morphismes

w:R(P) X Z— X5, (p,2) v pz

v:Z— Xs/R,(P), =z~ zR,(P)
sont finis et surjectifs. Par ailleurs, la fibre ! () est réduite au point (e, z). On remarque
maintenant que S’ coupe X, transversalement en z, ce qui implique que la variété Z est
lisse au point x. Comme P = Pp(w), 'orbite Pr = R, (P)z est ouverte dans w. Par
ailleurs, on a la somme directe g = g, @ py, ou p,, est 'algébre de Lie de R, (P). De plus,
le morphisme

deorby 1 g — T, 4

est surjectif et identiquement nul sur g,, ce qui prouve que sa restriction a p, est un
isomorphisme. On remarque alors que le morphisme

w:Ry(P)x Z— Xs, (p,z)—pz
est étale au point (e, x). En effet, sa différentielle en ce point est :
pu X Tz = Txz, (h,k)— deorby(h)+ k.

Cela permet aussi de conclure que les espaces Tz, et N,/ x,, munis de 'action du tore
T sont isomorphes, et acheve de prouver (i) et (ii). O

LEMME 2.6. Soit Z une variété affine irréductible sur laquelle agit un tore T'. On
suppose qu’il existe un point lisse x de Z qui est fixé par T. Alors, si T posséde une
orbite ouverte dans Z (resp. Ty 5), ¢’est aussi le cas dans Ty, (resp. Z), et, dans ce cas,
Z et Ty, sont isomorphes commes T-variétés.

DEMONSTRATION. Il est bien connu que si de plus Z est torique et lisse sous 'action
de T, alors Z est isomorphe a Tz, comme T-variété (cela résulte de ce qu'un cone lisse
est engendré par une partie d'une base du réseau des caracteres).

Supposons dans un premier temps que 7" posséde une orbite dense dans Z. Déja, {z}
est la seule orbite fermée de T" dans Z. En effet, comme le groupe T est linéairement
réductif, si Y désigne une autre orbite fermée, on peut trouver une fonction invariante
par T, f € k[Z]T, telle que

fiy =0et f(z) = 1.
Mais ’existence d’une orbite ouverte de 7" dans Z force k[Z]T = k, d’ot1 une contradiction.
Comume le lieu de lissité de Z est un ouvert stable par T et contient x, on peut en déduire
que Z est lisse. Ainsi, la variété Z est torique et lisse pour un quotient de 1" et on peut
donc conclure.

Supposons maintenant que 7" possede une orbite dense dans T’z ;. Comme le point
est lisse sur Z, on a

k[Tz.) = @Pmy, /mi,.
120
On a aussi la filtration suivante

k[Z] Dmz, Dmy, D ...

Comme T est linéairement réductif les monoides des poids de T' dans les algebres k[T ]
et k[Z] sont égaux, et chaque poids apparait avec la méme multiplicité. On en déduit que
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tout poids de T dans k[Z] a pour multiplicité 1. Voyons maintenant que 7" posséde une
orbite dense dans Z. Pour cela, on considere le morphisme

0:TxZ—=ZxZ (tz)— (21z2).
Montrons que ¢ est d’image dense. Soit f € k[Z x Z] telle que f o = 0. On peut écrire

n
f = Zuz ®/Uia
i=1

ou, pour tout ¢ € [1,n], u; € k[Z] et v; € k[Z] est une fonction T-propre de poids y;. On
peut par ailleurs supposer les y; deux a deux distincts. Par hypothese, on a donc

n n 1

VteT, VzelZ, Zuz(z)vz(tz) = Z ——u;(2)vi(z) = 0.

i=1 = x)
Pour tout i € [1,n], il vient alors w;v; = 0 dans k[Z], donc u; = 0 ou v; = 0. Finalement,
on a f = 0. On a donc bien montré que le morphisme ¢ est d’image dense. Il existe donc
au moins un point z € Z tel que Imp N ({z} X Z) est dense dans {z} x Z. Cela signifie
exactement que 'orbite Tz est dense dans Z. On peut conclure.

O
Passons maintenant a la preuve proprement dite du théoréeme 2.4 :

DEMONSTRATION.

Montrons que (3) = (1). Comme T possede une orbite dense dans Z, le sous-groupe
de Borel B possede une orbite dense dans X, ce qui montre que ’espace homogene () est
sphérique. Par ailleurs, soit D un diviseur premier de X stable par B et contenant w. En
utilisant 'isomorphisme dans (3), on peut écrire

DN X =Ry(P)x (DN Z).

Comme D N Xg est irréductible, on peut conclure que D N Z est 'adhérence d’une orbite
de T dans Z. Puisque ces orbites et celles de G se correspondent bijectivement, on voit
que D est stable par G. On a donc montré que X est sans couleur.

Montrons que (3) = (2). L’isomorphisme dans (3) montre que les espaces Tz, et
N, /x> munis de action de T" sont isomorphes. Comme 7' possede une orbite dense dans
le premier, c’est aussi le cas dans le deuxieme. Z est torique, lisse, donc vérifie (2). Le
complémentaire de l'orbite ouverte de P dans X est un diviseur a croisements normaux
stricts dont les strates sont les produits R, (P) x €, ou £ parcourt I’ensemble des orbites
de T dans Z. Le reste de (2) s’en déduit en translatant 'ouvert Xy par des éléments de
G et en utilisant le fait que toute orbite de G rencontre Z selon une unique orbite de T'.

Montrons que (1) = (3). D’apres le lemme 6.5 de [Kno91] on a P = P(X). On
prend les notations du lemme 2.5. Le théoreme 2.8 de [Kno93] montre que le sous-groupe
dérivé de Pp(X), et donc aussi celui de L, agit trivialement sur X, /R, (P). On applique
maintenant le lemme 2.6. Le tore 1" possede par ce qui précede une orbite dense dans
Z. Ainsi la variété Z est affine, possede une orbite ouverte de T et est lisse en = qui est
point fixe de T'. D’apres le lemme 2.6, Z est lisse et torique pour un quotient de T'. Par
ailleurs, comme Z est stable par T" et que le sous-groupe dérivé [L, L] agit trivialement
sur Z C Xy, on voit qu’en fait le sous-groupe de Levi L laisse stable Z.

On remarque maintenant que I’ensemble des points ol u n’est pas étale est un fermé
de R,(P) x Z stable par les actions de R, (P) et T. Comme la seule orbite fermée du
produit semi-direct R, (P) x T dans R, (P) x Z est R,(P)z, et que u est étale au point
(e,x), on peut conclure que u est étale partout. Le morphisme p est alors étale, fini, de
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degré 1 car la fibre au dessus de x est réduite a un point. Il est donc birationnel, et le
théoreme principal de Zariski montre que c’est un isomorphisme.

Montrons maintenant que chaque orbite de G dans X coupe Z selon une unique orbite
de T'. Déja, comme w est 'unique orbite fermée de G dans X, 'ouvert X, intersecte toutes
les orbites de G dans X. On va montrer que les adhérences d’orbites de G dans X et de
T dans Z se correspondent bijectivement.

Soit X’ 'adhérence d’une G-orbite dans X. Comme X’ est I'adhérence de X’ N X,
c’est aussi, grace a 'isomorphisme que 1'on vient d’établir, 'adhérence de R, (P)(X'NZ).
Ainsi, X’ N Z est un fermé irréductible T-stable dans Z. C’est donc ’adhérence d’une
orbite de T'. Réciproquement, soit Z’ I’adhérence d'une orbite de T dans Z. Comme Z
est une variété lisse et torique pour un quotient de T', on peut écrire

Z'=D\nDi{n..NnD,,

olt les D] sont des diviseurs premiers stables par T sur Z. On remarque alors que les
diviseurs

R.(P)D, ..., Ru(P)D’,

sur X sont stables par P. En effet, les orbites de P dans X, sont les mémes que les orbites

de R, (P) x T, comme on 'a fait remarquer plus haut. Comme X n’a pas de couleur,

on voit que ces diviseurs sont tous stables par GG, ce qui montre que leur intersection

R, (P)Z Vest aussi. Comme elle est irréductible, c’est 'adhérence d’une orbite de G.
Pour conclure que (3) est vérifiée, il reste maintenant a établir que

X, ={ye X, z¢c By}

Siy € X est tel que 2 € By, alors X, N By est un ouvert non vide de By qui est stable
par B, il contient donc y, ce qui montre « O » De plus, si y appartient & X,, alors By
contient une orbite fermée de B dans X,. Comme la seule orbite fermée de B dans X,
est celle de x, on voit que = € By, ce qui montre « C ».

Montrons que (2) = (3). On reprend les notations du lemme 2.5. On applique
ensuite le lemme 2.6. On sait que les espaces vectoriels Tz, et N,/ x , avec action de T'
sont isomorphes. Ainsi, le tore 7' possede une orbite dense dans Tz ;. D’apres le lemme
2.6, la variété Z est lisse et torique pour un quotient de T. A partir de la on raisonne
comme ci-dessus pour montrer que le morphisme p est un isomorphisme.

Voyons maintenant que chaque orbite de G dans X coupe Z selon une unique orbite
de T. Comme ci-dessus, le fait que w soit la seule orbite fermée de G dans X montre
que toute orbite de G dans X rencontre X,. Soit D un diviseur premier sur X, stable
sous l'action de G. Alors D N X, est non vide et égal a R, (P)(D N Z). La variété DN Z
est donc un diviseur T-stable irréductible sur Z. Par conséquent elle est lisse et donc D
aussi, car il est recouvert par les translatés de D N X, par des éléments de G. Ainsi, le
complémentaire de l'orbite ouverte de G dans X est un diviseur a croisements normaux
stricts, que 'on notera D dans la suite.

Notons maintenant D/, ..., D, les diviseurs premiers stables par T' sur Z. On a donc
r = dim(Z) = codim(w, X). Le raisonnement qui précede permet de voir que le nombre
de diviseurs premiers stables par G est inférieur ou égal a r. Par hypotheése, les orbites
de G dans X sont les strates de D. Par conséquent, leur intersection est ’orbite fermée
de G dans X. Comme celle-ci est de codimension r dans X, on peut conclure que pour
tout i, R, (P)D} est stable par G.

L’orbite ouverte de B dans X, est donc stable par P. Cela prouve que P est inclus
dans Pp(X). Comme l'inclusion opposée est toujours vraie ([Kno93], corollaire 2.6), on
a P = Pp(X). Le théoreme 2.8 de [Kno93] montre donc que le sous-groupe dérivé de
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P agit trivialement dans X,/R,(P), puis que les orbites de P dans X, et celles de B
coincident. En procédant alors exactement comme ci-dessus on montre que les adhérences
d’orbites de G dans X et celles de T dans Z se correspondent bijectivement, ce qui acheve
la preuve du théoreme. O

3. Compactifications réguliéres, fortemement réguliéres et log homogeénes

Dans cette partie, on généralise a la caractéristique positive les notions de compacti-
fication log homogene et réguliere. Le corps k est algébriquement clos de caractéristique
quelconque. La définition du fibré tangent logarithmique ainsi que les propriétés de celui-
ci rappelées dans la partie 1 de ce chapitre s’étendent sans probleme & la caractéristique
positive. On peut donc définir les compactifications log homogeénes de I'espace homo-
gene () exactement comme en 1.5. Par ailleurs, on dira qu’une compactification X de 2
est réguliére si elle vérifie les conditions (R1) et (R2) de la définition 1.2 et si, de plus,
elle vérifie :

(R3) les orbites de G dans X sont séparables.
On dira qu’elle est fortement réguliére si elle vérifie les conditions (R1), (R3) et :

(R'2) pour tout point z € X, le groupe d’isotropie G, posséde une orbite ouverte
séparable dans l'espace Ng,/x o

Il est clair qu'une compactification fortement réguliere est réguliere. La réciproque
est fausse, comme le montre ’exemple suivant.

On considere le groupe G = SL(2) agissant sur la variété X des couples de droites
vectorielles dans le plan k2. Ainsi, X = IP’,l§ X IP’,lﬁ. On note (e1,e2) la base canonique de
k2, d; la droite engendrée par e; et dy la droite engendrée par es. Il y a deux orbites de
G dans X, celle de = := (dy,ds2), correspondant aux couples de droites distinctes, et celle
de y := (di,d;), correspondant aux couples de droites égales. La premiére est ouverte, et
la deuxiéme est lisse de codimension 1, on voit donc que la condition (R1) est satisfaite.

Comme d; et dy sont supplémentaires dans k2, on peut identifier I'espace tangent
Tx o, a X en z a dy @ dy. On montre alors que

C
—a

deorby @ sly — Tx 4, < Z > — (beg, cep).

Cette différentielle étant surjective, I’'orbite ouverte de X sous G est séparable. De méme,
on peut identifier I’espace tangent Tx , a X en y & dy ® da. L’espace tangent & Gy en y
s’identifie a la diagonale dans dy @ ds. Il vient alors

a C

deorby : sly — Tay.y, < b —qg ) — (beg, bea).

On peut donc aussi conclure que 'orbite fermée de G dans X est séparable, ce qui montre
que la condition (R3) est satisfaite.

Le stabilisateur de y est donc le sous-groupe de Borel formé des matrices triangulaires
supérieures. Il agit sur I'espace T'x , par

< g aﬁl )(s,t) = (a"2s,a™2t),

si bien que la matrice
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agit sur l'espace normal Ng, x, dans X a l'orbite Gy au point y par multiplication
par a~2. Le sous-groupe Gy possede ainsi une orbite ouverte dans Ng,/x ,, mais celle-ci
n’est pas séparable si le corps k est de caractéristique 2. On vient donc de construire un
exemple de variété réguliere non fortement réguliere.

Le théoreme qui suit est un premier analogue des résultats de Bien et Brion :

THEOREME 3.1. Soit X une compactification lisse de Q. Les deux propriétés suivantes
sont Equivalentes :

(i) X est réguliére.

(ii) L’espace homogéne S est sphérique, le plongement X est sans couleur, et les orbites
de G dans X sont séparables.

DEMONSTRATION. Supposons X réguliere. On note D le bord X \ Q. C’est un diviseur
a croisements normaux stricts. Soit x € X dont l'orbite w sous 'action de G est fermée
(donc complete). Comme il n’y a qu'un nombre fini d’orbites de G dans X, on montre
facilement que ’ensemble :

Xoa={ye X,z e Gy}
(voir définition 2.11) est un ouvert de X stable par G dans lequel w est I'unique orbite
fermée de G.

Le groupe d’isotropie GG est un sous-groupe parabolique. On choisit un sous-groupe
de Borel B de G tel que BG,, est ouvert dans G, ainsi qu’un tore maximal T inclus dans le
sous-groupe B, et dans G,. Soit L le sous-groupe de Levi de G, qui contient T'. L’espace
normal N,/ x , é¢tant Uespace normal a une strate du diviseur D, il se décompose natu-
rellement en une somme de droites L1 & ... ® L,., chacune d’entre elles étant globalement
stable par GY = G,. On en déduit que la représentation de G, dans N, /x,» factorise a
travers 'action d’un tore GJ,. Le sous-groupe dérivé de L agit donc trivialement, ce qui
montre que le tore 7" a une orbite dense dans N, x .. Finalement, comme le morphisme
orb,, est séparable par hypothese, on voit qu’on peut appliquer le théoreme 2.4 (2) = (1).

Ce théoreme montre que I'espace homogene 2 est sphérique, et que le plongement
Xo,c est sphérique sans couleur. Comme cela est vrai pour toute orbite fermée w, le
plongement X est sans couleur.

Supposons maintenant que {2 soit sphérique, X sans couleur, et que toutes les orbites
de G dans X soient séparables. En recouvrant, comme ci-dessus, X par des ouverts G-
stables auxquels le théoreme 2.4 s’applique, on montre que le bord D est un diviseur a
croisements normaux stricts, et que le point (R2) est satisfait. Comme le plongement X
est sans couleur, pour tout point x € X, le cone associé a ’orbite w := Gz est engendré par
les p(vp,), pour D; parcourant I’ensemble des composantes irréductibles de D contenant
x. Comme ces cones s’arrangent en un éventail, on voit que les intersections partielles de
composantes irréductibles de D sont irréductibles. Cela montre le point (R1). Comme le
point (R3) est supposé satisfait, on peut conclure. O

THEOREME 3.2. Soit X une compactification lisse de ). Les deuz propriétés suivantes
sont équivalentes :

(i) X est log homogéne sous l’action de G.

(i) X est fortement régquliére.

DEMONSTRATION. Supposons que la variété X est log homogene sous ’action de G.
On note D le bord de X. C’est un diviseur a croisements normaux stricts. On montre en
suivant les arguments qui figurent dans [Bri07] (proposition 2.1.2) que :
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e Si S désigne une strate définie par le diviseur a croisements normaux stricts D, alors
S est une unique orbite de G et celle-ci est séparable.

e Fn tout point x € S le groupe d’isotropie GG, possede une orbite ouverte et séparable
dans l'espace normal a S en x, Ng/x ;-

Pour conclure, il reste a voir que les intersections partielles de composantes irréductibles
de D sont irréductibles. En procédant comme dans la preuve du théoreme 3.1 on montre
que 2 est sphérique, et X sans couleur, ce qui suffit pour conclure.

Si a l'inverse, on suppose X fortement réguliere, les arguments figurant dans [Bri07]
(proposition 2.1.2) permettent directement de voir que X est log homogene sous ’action

de G. O

Le théoreme 3.1 montre qu’un espace homogeéne possédant une compactification log
homogene est nécessairement sphérique. On va voir maintenant qu’il doit vérifier une
condition légerement plus forte :

PROPOSITION-DEFINITION 3.3. Soit Q un espace homogéne sous l’action de G. On dit
que Q vérifie la condition (B) si l'une des propriétés équivalentes suivantes est satisfaite :
(i) L’espace homogene Q2 est sphérique et il existe un sous-groupe de Borel de G dont

lorbite ouverte est séparable.

(ii) L’espace homogéne §) est sphérique et l'orbite ouverte de n’importe quel sous-groupe
de Borel de G est séparable.

(iii) L’espace homogéne Q est séparable sous laction de G, et il existe x € X et un
sous-groupe de Borel B vérifiant : b+ g, = g.

DEMONSTRATION. Comme tous les sous-groupes de Borel sont conjugués, on voit
facilement que les conditions () et (#¢) sont équivalentes. Supposons a présent que (7)
soit satisfaite. Notons B un sous-groupe de Borel et x € €2 un point dans l’orbite ouverte
et séparable de B. L’application linéaire dcorb, : b — T, , est donc surjective. Comme
l'orbite Bz est ouverte dans €2, on voit alors que I’espace homogene §2 est séparable sous
I’action de G et qu’on a bien

b+g. =9

A Tinverse, supposons maintenant (iii) vérifiée. L'espace homogene ) étant supposé
séparable, la différentielle du morphisme orb, en e est simplement la projection

deorby : g — 9/9z.
Comme on a b + g, = g, on voit que 'application linéaire
deorby : b — g/g,
reste surjective. Mais cela signifie exactement que l'orbite Bx est ouverte et séparable. [
Voici quelques exemples d’espaces homogenes vérifiant la condition (B) :

EXEMPLE 3.4.

e Un quotient séparable d’un tore vérifie toujours la condition (B).

e Une variété de drapeaux G/ P, ou P est un sous-goupe parabolique de G, vérifie toujours
la condition (B).
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e Vust a montré dans [Vus74] que les espaces symétriques sur un corps algébriquement
clos de caractéristique zéro sont sphériques. En fait sa preuve s’étend a la caractéristique
différente de 2 et montre que les espaces symétriques vérifient la condition (B).

Le théoréme suivant montre que les notions de variétés régulieres, fortement régulieres
et log homogenes coincident pour les compactifications d’espaces homogenes vérifiant la
condition (B).

THEOREME 3.5. On suppose que l’espace homogéne Q vérifie la condition (B). Soit
X une compactification lisse de 2. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(1) X est sans couleur, et les orbites fermées de G dans X sont séparables.
(2) X est sans couleur, et les orbites de G dans X sont séparables.

(3) X est régquliere.

(4) X est fortement régquliére.

(5) X est log homogéne sous l'action de G.

DEMONSTRATION. I suffit bien siir, d’apres les théorémes 3.1 et 3.2, de montrer que
(1) = (4). Supposons la condition (1) satisfaite. Soit € X dont l'orbite w sous G
est fermée (et donc séparable). On peut appliquer le théoréme de structure locale 2.4 &
l'ouvert X, ¢. On note B un sous-groupe de Borel tel que BG,, est ouvert dans G, T un
tore maximal de G contenu dans B et dans G, P le sous-groupe parabolique Pg(X), et
L le sous-groupe de Levi de P qui contient T'.

Il existe donc un ouvert affine X’ de X stable par P et une sous-variété fermée Z de
X', stable par L, sur laquelle le sous-groupe dérivé de L agit trivialement, qui est torique
pour un quotient de T et telle que le morphisme

R,P)x Z— X', (p,2)+ pz

est un isomorphisme. Comme ’orbite ouverte de B dans §2 est séparable, on voit que le
quotient 77 de T qui agit dans Z est en fait un quotient séparable de T'. Cela prouve
que :

e les orbites de B dans X' sont toutes séparables.

e en tout point z € Z, le stabilisateur 7, possede une orbite dense et séparable dans
NTZ/Z,Z‘
Comme toute orbite de G contenant w rencontre X’ selon une unique orbite de T, le
premier point permet de montrer que toute orbite de G dans X contenant w dans son
adhérence est séparable. Ainsi d’apres le théoreme 3.1, la compactification X est réguliere.
Le deuxieme point permet, par le méme argument, de montrer qu’en tout point z € X, g,
le groupe d’isotropie G, possede une orbite ouverte séparable dans Ng./x .. Cela suffit
pour montrer que la G-variété X est fortement réguliere. O

Dans notre exemple de compactification réguliere non fortement réguliere, 'espace
homogene 2 ne satisfait donc pas la condition (B), si k est de caractéristique 2. Montrons-
le directement. Avec les notations introduites dans cet exemple, le stabilisateur du point
x est le tore T' des matrices diagonales dans G. On a donc dans ce cas Q@ = G/T. Un
sous-groupe de Borel possede une orbite dense dans 2 si et seulement si il ne contient pas
le tore T'. Mais l'intersection schématique de ce tore et d’un sous-groupe de Borel qui ne
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le contient pas est le centre de GG, qui n’est pas réduit si le corps k est de caractéristique
2.

PROPOSITION 3.6. Pour que [’espace homogéne ) admette une compactification lisse
et log homogéne il faut qu’il vérifie la condition (B).

DEMONSTRATION. Supposons que ) posseéde une compactification lisse et log homo-
gene X. D’apres les théoremes 3.2 et 3.1, 'espace homogene €2 est sphérique.

Soit x € X dont 'orbite w sous I'action de G est fermée. On peut appliquer le théoréeme
2.4 a T'ouvert X, . Reprenons les notations introduites dans la preuve du théoreme 3.5.
Comme X est fortement réguliere, le tore T possede une orbite dense et séparable dans
l'espace Tz, = N, /x - Comme cet espace muni de l'action de T" n’est autre que Z (car
celle-ci est lisse et affine), on voit que le tore qui agit dans Z est un quotient séparable
de T'. Ceci a pour conséquence que l'orbite ouverte de R, (P) x T dans R,(P) x Z est
séparable, et donc que l'orbite ouverte de B dans {2 est séparable. O

4. Compactifications log homogeénes et points fixes

Dans cette partie, on s’intéresse a la situation suivante. On se donne un automor-
phisme o de €, d’ordre fini r premier a la caractéristique p de k, et un automorphisme
de G, également noté o, d’ordre r, et vérifiant :

Vge G, VxeQ, o(gx)=o0o(g)o(x).

Comme il est montré dans [Ric82] (proposition 10.1.5), le groupe G’ := (G)° est réductif.
De plus, toute composante connexe de la « variété des points fixes » €27 est un espace
homogene sous l'action de G’. Soit X une compactification log homogene de €. On
suppose que 'automorphisme o s’étend en un automorphisme, encore noté o, de X. On
va voir dans cette partie que, si ' est une composante connexe de 97, et si X’ est la
composante connexe de X7 contenant ', alors X’ est une compactification log homogene
de €' sous I'action de G’.

Tout d’abord, rappelons ce qu’est la « variété des points fixes » X?. Dans [Fog73],
Fogarty montre que le foncteur :

{Schémas} — {Ensembles}, S — X(5)7

est représentable par un schéma, appelé a juste titre schéma des points fixes de o dans
X. Il donne aussi un exemple de variété pour laquelle ce schéma ne correspond pas a la
structure réduite sur Pensemble des « points fixes géométriques » X (k)°. Heureusement
pour nous, cette situation ne se produit pas lorsque la variété X est lisse, comme le

montre la propriété suivante, également due a Fogarty :

PROPOSITION 4.1. Soit X une variété algébrique lisse sur k et o € Aut(X) d’ordre
fini v, que l'on suppose premier a p. Alors le schéma des points fixes X est lisse. Par
ailleurs, en tout point x € X%, on a l’égalité :

Txoo=Txz)°-

DEMONSTRATION. Dans les conditions de la proposition, le groupe fini engendré par
o est linéairement réductif. D’apres [Fog73], on sait donc que le schéma des points fixes
X7 existe. On fixe z € X?. On note mx, 'idéal maximal de 'anneau local Ox .. En
suivant les notations de [Fog73], on note C'(X,z) le cone tangent & X au point z. Par
définition, il s’agit de :

C(X,z) = Spec(gr(Oxz)),
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ou l'anneau gr(Ox ) est défini par :
gr(Ox.) = Pmiy, /my ;.
120
D’apres [Mat89] (p.120 thm 35), le schéma X est lisse au point x si et seulement si le
cone tangent est (naturellement) 'espace affine associé a I'espace vectoriel (tangent en
x) Tx . Par ailleurs, d’apres la proposition 5.2 de [Fog73] on a Iégalité :
C(X%,z)=C(X,2)°.

Comme X est lisse au point z, C(X,x) est l'espace tangent & X en z, et o opere li-
néairement dessus (par la différentielle de 'automorphisme o). On en déduit que le cone

tangent & X7 en x n’est rien d’autre que I'espace affine associé a I'espace vectoriel (T ;)7
formé des points fixes de o dans T’x . D’ol le résultat. O

Plagons-nous a nouveau dans la situation énoncée au début de cette partie. D’apres
la proposition 4.1, la variété X’ est lisse. Notons D le bord de X, et D' = Dn X'.

PROPOSITION 4.2. Les conditions suivantes sont satisfaites :

(C1) Le diviseur D' = DN X' est a croisements normauz stricts sur X'.

(C2) En tout point x € X' 'espace tangent d toute composante irréductible de D conte-
nant x ne contient pas l’espace tangent a X' en x.

DEMONSTRATION. Avant de passer & la preuve proprement dite, on a besoin de
quelques notations et remarques. On fixe x € X’. On note Dy, ..., Ds les composantes
irréductibles de D qui contiennent x. Comme D est stable par 'automorphisme o, on
peut supposer ces composantes numérotées de sorte que

O’(DQ) = Dl, cee U(Dil) = Di1—17 O’(Dl) = Dil,

0(Di,_y42) = Diy_y 415 oy 0(Dyy) = 0(Ds) = Dy, 1, 0(Di,_y11) = D,
On peut alors se donner un voisinage ouvert U, de x dans X qui est stable par o et sur
lequel ’équation de D est uy...us = 0, ou uq,...,us € Ox(U,) font partie d’un systéme
de parametres locaux réguliers en x et sont tels que

U(UZ) = U1, -, U(uil) = Ujy—1,

0 (Uiy_y42) = Uip_y415 5 O(Uiy) = U1
Le point z étant fixé par o, 'automorphisme o agit (par la différentielle) sur T'x , et aussi
(par 'inverse de la transposée) sur son dual (T ;)*. Comme ¢" = id et r est premier a
la caractéristique du corps k, on a une décomposition

(Tx..)* = (Tx.)*)” ®Ker(id+ o + ... + 0" 1).

On vérifie facilement que le deuxieme facteur n’est autre que (TX/,x)l, et donc le premier
facteur s’identifie a (T'x ;)* par la surjection naturelle

(Tx )" — (Txr )"

Par ailleurs, dans la somme directe écrite ci-dessus la projection sur le premier facteur
est donnée par
1
Lo —(+o(l) + o+ o™ (1)).
On passe maintenant a la preuve de la proposition.
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Les composantes irréductibles de D’ qui contiennent x sont les composantes connexes
des variétés lisses

(Dij—1+1 n...N Dij)a (1 <J < t)
qui contiennent x : elles sont donc lisses, d’apres la proposition 4.1.

Soit z € X'. Soit Dy,...,Ds les composantes irréductibles de D contenant x, numéro-
tées comme ci-dessus. Montrons que 'espace T'xs , n’est inclus dans aucun des espaces
Tp, .z, pour k allant de 1 & s. Il suffit pour cela de vérifier que, pour tout j compris entre
1 et ¢, (avec les notations introduites ci-dessus)

dmuij Tx/ o # 0.

Mais, d’apres la remarque ci-dessus, on a

1 .
datiy 1y, = —(dwti; + 0 (dati)) + .. + 0" (dyuiy)).

I1 existe, pour tout j compris entre 1 et ¢, une fonction inversible \; sur U, vérifiant
o' (ulj) = )\juij .
Par ailleurs, sur UZJ, cette fonction est la fonction constante égale a 1. On calcule alors :
ol (dgguzj) = dgguij + U (x)dJ;Aj = dzuij.

Comme la famille dfl'uij—l‘f’l’ e dmuij est libre et que #; divise r, on peut conclure.
La méme méthode prouve directement que la famille :

d uzl\TX/z7 yd uzt\TX/

est libre. Ceci acheéve de prouver la proposition.
O

On considere & présent, plus généralement, une sous-variété fermée lisse X’ de X, et
on suppose que les conditions (C1) et (C2) de la proposition 4.2 sont satisfaites. Il y a
une injection naturelle de fibrés :

Txr = Tx|x»
donnant lieu a une injection de faisceaux :
Tx — Tx®oy Oxr.

PROPOSITION 4.3. Cette injection envoie le sous-faisceau T x/(—log D') dans le sous-
faisceau Oxr @o Tx(—log D), et on a la suite exacte suivante de fibrés vectoriels sur
X'

0— TX’(_ logD') — Tx(— logD)|X/ — NX’/X — 0,
ou Nx1/x est le fibré normal de X' dans X.

DEMONSTRATION. Remarquons que, si D; est une composante irréductible de D, et
si D}, ..., D; désignent les composantes irréductibles de D; N X', alors les conditions (C'1)

et (C2) entrainent que
¢

ODﬁX’DﬂX @

D’apres la définition 1.4, on a une suite exacte

0— Tx(—log D) = Tx = @ Op,(Ds) = 0.
=1
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En tensorisant cette suite exacte par Ox/, on obtient

m
0= Tx(~log D) @0y Ox' = Tx @0y Ox' = P Op,ax(DiNX') = 0
=1

car TorY* (Ox/,0p.(D;)) = 0. En effet, la suite exacte
0—Ox = Ox(D;) = Op,(D;) =0

est une résolution du Ox-module Op,(D;) par des Ox-modules localement libres Elle
permet de calculer

t
TOT?X(OXUODZ-(Di)) = IC@T’(OX/ — OX’(DZ N XI) — @OX/(D;))
j=1

ou Dj,...,D; sont les composantes irréductibles de D; N X', ce qui permet de conclure.
En utilisant & nouveau la définition 1.4 (mais pour le couple (X', D)), on peut écrire le
diagramme a lignes exactes suivant

0 —— Txi(—logD') Tx @)L, Opi (D)) —— 0

0— Ox' ®o, Tx(—logD) — Ox' ®ox Tx — @2, Op,nx(DiNX") — 0

NX’/X

0

ou les D} sont les composantes irréductibles de D', et Ny /x est le faisceau des sections
du fibré normal Ny, x. Comme les conoyaux des suites horizontales sont égaux, le lemme
du serpent montre que la suite

0— Tx/(—logD') = Tx(—log D) ®o, Ox» = Nxi)x =0
est exacte, achevant de prouver la proposition. O

Passons maintenant a la preuve du résultat annoncé. On reprend les notations intro-
duites au début de cette partie :

PROPOSITION 4.4. La compactification X' de ' est log homogéne.

DEMONSTRATION. Vu les résultats précédents, il reste a établir que, pour tout x € X’,
lapplication linéaire g7 — Tx/(—log D), est surjective. On commence par montrer le
lemme suivant :

LEMME 4.5. Soit v € X'. L’automorphisme o agit linéairement sur l’espace vectoriel
Tx(—log D),, et linjection naturelle de fibrés construite a la proposition 4.3 fournit un
isomorphisme :

TX’(_ log D/)m — Tx(— log D)g
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DEMONSTRATION. L’automorphisme o agit par la différentielle sur les germes de
champs de vecteurs en x. De plus, on vérifie facilement qu’il préserve les deux sous-
modules 7 x(—log D), et my ;T x(—log D),. Ceci montre qu'il agit sur le quotient, qui
n’est autre que T'x (—log D),. La suite exacte de la proposition 4.3 montre que

Tx/(=logD")e = (Ox12 ®0x, Tx(—log D)) NT x74
dans Ox/; ®oy, T x,z- Comme on a
TX’,a: = Tg(,:m
on voit que
T x:(—log DI):B = OX’,J: ®Ox T x(—1log D)3,
achevant la preuve du lemme. O

Soit z € X’. Comme X est log homogene sous I'action du groupe G, Iapplication

linéaire

g — Tx(—log D),
est surjective. Le groupe (o) étant linéairement réductif (car r et p sont premiers entre
eux), cette application linéaire reste surjective au niveau des points fixes

9° = Tx(—log D)J.

Le lemme 4.5 permet donc de conclure. O



CHAPITRE 3

Exemples de compactifications de groupes réductifs

Dans ce chapitre, on va construire explicitement des compactifications log homogenes
des groupes GL(n), SO(2n), SO(2n + 1) et Sp(2n), obtenues par éclatements successifs
de centres lisses a partir de compactifications projectives, lisses et « naturelles ».

1. Rappels concernant quelques compactifications connues

Dans cette partie, on explique la construction de quelques compactifications connues
de groupes réductifs, dont on s’inspirera par la suite.

1.1. Les plongements de ’espace homogene G sous 1’action de Gy x Gy.
Dans cette section, le corps k est algébriquement clos. On note Gy un groupe réductif
connexe, ) = Gy, et G = Gy x Gg. L’action de G sur € est donnée par

Y(g,h) € Go x Gy, Vx € Gy, (g,h)x = gzh™ L.

Le point de base de 2 est 1’élément neutre o = e € Q(k). On fixe un sous-groupe de Borel
B de Gy, ainsi qu’un tore maximal T" de Gy contenu dans B. On note B~ le sous-groupe
de Borel de G vérifiant BN B~ =1T.

L’espace homogene 2 est sphérique sous I'action de G, d’apres la décomposition de
Bruhat. Par ailleurs, le point xy appartient a 'orbite ouverte de B x B~ dans €, et le
groupe d’isotropie de ce point est diag(7T)) C B x B~, qui est réduit. On en déduit que
Pespace homogene ) vérifie la condition (B) (proposition-définition 3.3, chapitre 2). Le
calcul des données combinatoires attachées a Q est effectué dans [Vus90], [Tim03]. Tout
d’abord, il est classique que 'orbite ouverte de B x B~ dans € est isomorphe a U xT'x U ~,
ou U (resp. U™) est le radical unipotent de B (resp. B™). On en déduit aisément que le
réseau X est le réseau X (T') des caracteres de T, et donc V = Q ®z Y (T'). On sait (voir
proposition 2.7, chapitre 1) que la chambre de Weyl négative —W est contenue dans le
cone p(V). Ici, il y a égalité :

PROPOSITION 1.1. Le cone p(VE) est égal a —IV.

D’apres la théorie des plongements sphériques de Luna et Vust (rappelée a la section
2.1 du chapitre 1), les plongements sans couleur de € correspondent aux subdivisions
de la chambre de Weyl négative dans V, c’est-a-dire aux éventails dont le support est
inclus dans —W. Soit X un plongement sans couleur de . On note W = Ng(T)/T le
groupe de Weyl de G. En « faisant tourner » I’éventail £x par le groupe W, on obtient
un éventail dans V, noté £. On a donc & = W - £x. La proposition suivante, tirée de
[BKO05] (propositions 6.2.3 et 6.2.4) donne une interprétation tres simple de la variété
torique associée a cet éventail.

PROPOSITION 1.2. L’adhérence de T x T - xg dans X est normale, c’est une variété
torique sous l’action de T'. Elle correspond a l’éventail £.

On utilisera souvent cette proposition de la maniere suivante : I’éventail de X est
formé des cones figurant dans I’éventail de la variété torique T x T - x¢ qui sont inclus
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dans —W. Par ailleurs (toujours d’apres [BKO05], proposition 6.2.3), la variété torique
T x T -z est lisse (resp. compleéte, quasi-projective) si et seulement si la variété X est
lisse (resp. complete, quasi-projective).

La chambre de Weyl de Gy est saillante si et seulement si Gy est semi-simple, on
a donc la dichotomie suivante. Si G est semi-simple, il existe une compactification de
Q sous l'action de G, correspondant & 1’éventail colorié constitué de (p(V%),2) et de
ses faces. On l'appelle la compactification canonique de €2. Si elle est lisse, c’est la
compactification magnifique de €2 sous I'action de G. Si maintenant GGy n’est pas semi-
simple, I’espace homogene () n’admet pas de compactification magnifique ou canonique,
c’est-a-dire pas de compactification « combinatoirement privilégiée ».

Supposons un instant le groupe Gy semi-simple de type adjoint, et notons Gy son
revétement universel. La chambre de Weyl de G étant lisse pour le réseau des poids
Y (T), l'espace homogene ) possede une compactification magnifique. Comme on 'a déja
mentionné dans le chapitre précédent, De Concini et Procesi ont montré ([DCP83]) que, si
k est de caractéristique 0, le plongement de Demazure permet de construire la compacti-
fication magnifique de €2. Dans ce méme article, ils en fournissent une autre construction.
Pour tout poids dominant A de Gy, notons M), la représentation irréductible de G plus
haut poids A. Si le poids A est régulier, alors la représentation M) permet de construire
une immersion G-équivariante

Q — P(End(M,)),

dont 'adhérence de I'image est la compactification magnifique de 2. Strickland ([Str87]) a
montré comment généraliser cette construction en caractéristique positive, en remplacant
simplement M, par un Go-module possédant les bonnes propriétés. Une conséquence de
cette construction explicite est le fait que, dans la compactification magnifique de Gy,
l'unique orbite fermée est séparable, et donc isomorphe & Go/B x Go/B~. Signalons
aussi Particle [DCS99] dans lequel De Concini et Springer construisent (entre autres) la
compactification magnifique de n’importe quel espace symétrique défini sur un corps (non
nécessairement algébriquement clos) de caractéristique différente de 2.

Revenons maintenant au cas d’'un groupe Gg réductif connexe quelconque. Soit X
une compactification lisse sans couleur de 2. Comme X domine la compactification ma-
gnifique du groupe adjoint G .q associé a Gg, on voit que les orbites fermées de G dans
X sont toutes séparables, si bien que X est une compactification log homogene de €2,
d’apres le théoreme 3.5 (on rappelle que € vérifie la condition (B)). Pour résumer la
discussion, les compactifications log homogenes de €2 sont classifiées par les subdivisions
lisses du cone p(V¥) = —W. Ce point de vue tres synthétique présente 'avantage de
« voir » de maniere tres simple toutes les compactifications log homogenes « en méme
temps ». Malheureusement, il ne fournit pas une construction géométrique de ces com-
pactifications. Dans ce chapitre, on met justement ’accent sur la construction effective
de compactifications log homogenes de €2, pour des exemples explicites de groupes Gp.

Terminons cette section en rappelant une construction alternative de la compactifi-
cation magnifique d’un groupe semi-simple de type adjoint quelconque. Dans le cas ou
Gy = PGL,,, Thaddeus a montré que 'adhérence de l'orbite de la diagonale sous I'action
de G dans le schéma de Hilbert Hilb(P"~! x P"~1) (ou la variété de Chow) est la com-
pactification magnifique de €2 sous l'action de G ([Tha99]). Brion ([Bri03]) a généralisé
cela de la maniere suivante. Soit P un sous-groupe parabolique du groupe Gy tel que
Gy agit fidelement dans I’espace homogene Gy/P (autrement dit, les composantes de P
dans les composantes simples du revétement universel de G sont toutes propres). Alors
I’adhérence de 'orbite de la diagonale sous 'action de Gg X Gy dans le schéma de Hilbert
Hilb(Go/P x Gy/P) (ou la variété de Chow) est la compactification magnifique de €2 sous
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l’action de G. L’idée derriere ces constructions est d’inclure le groupe Gy dans le groupe
des automorphismes d’une variété X. On peut ensuite, en associant a chaque élément
de Gy son graphe, voir Gy dans un schéma de Hilbert ou une variété de Chow, puis,
en prenant I’adhérence, obtenir une compactification de Gg. Dans les compactifications
construites de cette maniere, les points du bord peuvent donc étre interprétés comme
des limites de graphes d’éléments de G. On applique cette méthode aux groupes GL(n),
SO(n) et Sp(n) agissant sur l’espace affine de dimension n dans les parties 2 et 3 de ce cha-
pitre. Signalons que I'on obtient de cette maniére une construction de la compactification
magnifique de Sp(n) (qui n’est pas de type adjoint) par éclatements successifs & partir
d’une grassmannienne lagrangienne. Dans [Abe08], Abe fournit aussi une construction
de la compactification magnifique de Sp(n), mais la procédure qu’il suit (proche de celle
de Kausz) differe de la notre : il commence par définir le foncteur des « isomorphismes
symplectiques généralisés » puis montre que ce foncteur est représenté par la compacti-
fication magnifique de Sp(n). Cela lui permet par exemple d’obtenir un morphisme de
la compactification magnifique de Sp(n) vers une grassmannienne lagrangienne, mais il
n’identifie pas ce morphisme comme une composition d’éclatements.

1.2. La procédure d’éclatements successifs. Comme on va rencontrer dans la
suite plusieurs constructions par éclatements successifs qui relevent en fait d’'une méme
procédure, on fixe ici les notations et définitions concernant cette procédure.

Soit (A, <) un ensemble fini ordonné. On rappelle quun élément de A est dit minimal
§’il est plus petit que tout autre élément de A qui lui est comparable. On appelle A
I’ensemble des éléments minimaux de A, et A>p 'ensemble A lui méme. On définit
maintenant une suite de sous-ensembles de A de la maniere suivante. Pour tout ¢ € N,
on pose A1 := As; \ A; et on définit A;y; comme I'ensemble des éléments minimaux
de A2i+1-

DEFINITION 1.3. Soit © € A. On appelle hauteur de x, notée ht(x), 'unique entier
1 vérifiant x € A;. On appelle hauteur de A entier défini par :

ht(A) := max{ht(z), =€ A}.
On note n la hauteur de A. Pour tout ¢ > n, les ensembles A; et A; sont donc vides.

DEFINITION 1.4. Soit | € N. On appelle chemin de longueur | tracé dans A une
application strictement croissante s : [0,1] — A.

On verra souvent un chemin comme un graphe orienté, parlant ainsi de ses sommets,
de ses arétes ...

DEFINITION 1.5. Soit i € [0,n]. Un chemin tracé dans A est dit admissible au
rang i si un et un seul de ses sommets (et donc nécessairement le dernier) est de hauteur
supérieure ou égale a i. On note I1; 'ensemble des chemins tracés dans A admissibles au
rang i.

Il y a un ordre naturel sur 'ensemble 1I;, défini de la maniere suivante : Soient
i € [0,n] et s,s" € II;, de longueur respectives [ et I’. On déclare que s > s’ si les deux
conditions suivantes sont remplies :

o 1<l et s(l) = ().
e tout sommet de s autre que s(l) est un sommet de s'.

PROPOSITION 1.6. On définit bien de cette maniére un ordre sur 11;.



64 3. EXEMPLES DE COMPACTIFICATIONS DE GROUPES REDUCTIFS

DEMONSTRATION. Pour tout s € II;, on a clairement s < s. Supposons maintenant
que s,s € II; vérifient s > s’ et s/ > s. Dans ce cas, la premicre condition ci-dessus
montre que | = I’ et que s(I) = s'(1). Ensuite, la deuxiéme condition assure que tout
sommet de s autre que s() est un sommet de ', et inversement. On en déduit facilement
que s = s'. Supposons maintenant que s, s’,s” € II; vérifient s > s’ > s”. Alors, d’apres
la premiere condition, on a | < I' < 1", et s(I) = §'(I') = s”(I"). Soit  un sommet de
s autre que s(1). D’apres la deuxiéme condition, z est un sommet de s’. Comme s et s’
appartiennent & Pensemble II;, x ne peut pas étre le sommet s'(I’) de s’. Par conséquent,
c’est un sommet de s”, ce qui achéve de montrer que s > s”. O

Considérons maintenant un groupe algébrique linéaire connexe réductif G, et une G-
variété X ne possédant qu'un nombre fini d’orbites. On note A I’ensemble des orbites de
G dans X. Pour tout € A, on note 2, 'orbite correspondante. On définit un ordre sur
A de la maniere suivante

Ve,ye A, <y <= Q,CQ,

L’ensemble ordonné (A, <) code donc toute la combinatoire des orbites de G dans X.
Par exemple, avec les définitions données ci-dessus, une orbite est de hauteur 0 si et
seulement si elle est fermée. On définit maintenant une suite de compactifications de
Pespace homogene (2 de la maniere suivante. On pose X := X, et, pour tout i € [0, n—1],
on note X;y1 'éclatement de X; le long de 'adhérence de

Je.

TEA;

dans X;. On dit qu’on applique la procédure d’éclatement a partir de X (en suivant A).

Dans les différentes situations qui suivent (espace des collinéations completes, espace
des collinéations croisées completes, ...) on se donne un espace homogene sphérique Q2
sous l'action de G, et on recherche une compactification lisse, projective et log homogene
de celui-ci. Pour cela, on commence toujours par définir une compactification « naive »
et assez naturelle de celui-ci, a laquelle on applique la procédure d’éclatements expliquée
ci-dessus.

1.3. Le groupe projectif linéaire et les collinéations complétes. Le fait de
choisir un poids dominant régulier est essentiel dans la construction de De Concini, Pro-
cesi et Strickland. Par exemple, si Gy = PGL(n) et si 'on choisit la représentation
standard de SL(n) sur k™ (qui se trouve sur le bord de la chambre de Weyl), alors la
compactification que ’on obtient est P(M(n)), la projectivisation de I’espace des matrices
carrées de taille n. Ce n’est pas la compactification magnifique de €2, puisque le complé-
mentaire de € est formé du diviseur défini par le déterminant, qui n’est pas lisse des
que n > 3. Cette compactification est cependant tout & fait digne d’intérét, puisqu’elle
est le point de départ de la construction de 1’espace des collinéations complétes,
qui est le nom classique de la compactification magnifique de PGL(n). On rappelle cette
construction dans cette section.

La littérature est tres abondante sur le sujet, et le lecteur curieux est invité a consul-
ter [Tyr56], [Lak82], [Lak87], [Lak88], [Vai84], [TK88] ou encore [Tha99] pour plus de
précisions. On considere deux k-espaces vectoriels V' et W de méme dimension finie n.
On note

G =PGL(V) x PGL(W) et © := P(Iso(V,W))
I’espace homogene sous 'action de G des isomorphismes de V' dans W, & homothétie
pres. La paire (€2, G) est donc isomorphe a la paire (PGL(n), PGL(n) x PGL(n)).
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On applique maintenant la procédure d’éclatement décrite dans la section 1.2, a partir
de la compactification naive X := P(Hom(V,W)) de €. L’ensemble A est ici 'ensemble
[0,n — 1]. Pour tout x € A, l'orbite €2, correspondante est le lieu des applications de
rang n — z. L’ordre sur A est défini de la maniere suivante. Si x et y sont deux éléments
de A, alors x est supérieur ou égal & y pour 'ordre défini sur A si et seulement si y est
supérieur ou égal a x pour l'ordre usuel sur les entiers naturels. Pour x € A, on calcule
facilement ht(z) = n — 1 — z. Par conséquent, la hauteur de A est n — 1. On a alors le
théoreme suivant (Xo, Xi,... sont les variétés obtenues en appliquant a X la procédure
d’éclatement selon A) :

THEOREME 1.7. Pour tout i € [0,n — 1], la variété X; est une compactification
projective et lisse de 2. La variété X, _1 est appelée l'espace des collinéations complétes
V — W. Il s’agit de la compactification magnifique de €.

La terminologie choisie suggere qu’il doit exister des « collinéations completes » de
V dans W, dont X,,_1 est 'espace de module. C’est bien le cas. Traditionnellement, une
collinéation de V dans W est une application linéaire V' — W vue & homothétie pres
(elle met donc en relation les droites de V' et celles de W).

PROPOSITION 1.8. Soit i € [0,n — 1]. L’ensemble X;(k) est l’ensemble des suites ¢
d’applications linéaires

Ye,o : V=W, ve1:Kervyeo — Cokervyeo, ..., 7Yeq: Kervyei—1 — Cokervye i1
toutes non nulles et vues a homothéties pres, avec
dim(Kervye;) <n—1—1i et dim(Kervye;—1) >n—1—1.
L’entier | est appelé la longueur de c.

Les éléments de X,,_1(k) sont appelées les collinéations complétes de V' dans W.
La derniere condition signifie dans ce cas que 7¢; est de rang maximal. La définition
du foncteur des points de X; est plus délicate ([TK88],[Kau00]), et n’est pas essentielle
pour la suite. Remarquons tout de méme que, comme la formation de la variété X;
par éclatements successifs commute a ’extension des scalaires, on a une description de
Pensemble X;(K), pour toute extension K de k (il suffit de remplacer V' par K ®; V et
W par K @5 W).

DEFINITION 1.9. Soit i € [0,n — 1]. Pour tout ¢ € X;(k), de longueur l, ’application
sc:[0,1], d dim(Ker~,q)

est un chemin tracé dans A, qui appartient a 1l; et que l'on appelle le type de c. Pour
tout s € I1;, on note Q4(k) lensemble des ¢ € X;(k) de type s.

La réponse a la question 1.12 est positive, au sens ou, pour tout s € II;, 'orbite Q4(k)

de G(k) dans X;(k) est définie sur k, et, si I'on note €2 la sous-variété sous-jacente, on a
Vs, s €eIl;, s>s <<= Qg CQ,.

On termine cette section en donnant une description alternative des éléments de
Xn(k), qui sera utile par la suite. Afin de donner cette description, on a besoin de no-
tations supplémentaires. Soit s un chemin tracé dans A, de longueur [. On pose, par
convention, s(—1) = n. Une paire de drapeaux (7y, 7w ), I'un dans V, 'autre dans W,
est dite indexée par le chemin s si on peut écrire

v = (Via) € - C© Vi) € Vs(ery = V) et miv = (Wy_g1) = {0} € ... € Wi s)),
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ol la dimension de chaque sous-espace est donnée par son indice. On pose alors
l

vd € [0,1], gr(rv)a = Vya—1)/Va(a et gr(rv) = P er(rv)a,
d=0

I
vd € [0,1],  er(rw)-a = Wa—s(a)/Wa-s(a-1) et gr(rw) = P er(rw)_a-
d=0

On fait agir le groupe (k*)'*! sur I'espace vectoriel gr(cyy), 'élément
L= (tonty) € ()

agissant sur gr(7y )g par multiplication par t4. Cette action induit une action de (k:*)lJrl
sur 'espace vectoriel Hom(gr(7y ), gr(7w)). On a alors le résultat suivant :

PROPOSITION 1.10. Un élément ¢ € X, (k) de longueur 1 est la donnée :
e du chemin s, € 11,,.

e d’une paire de drapeauz (cy, cy) indexée par se.

e d'une classe 1] € Iso(gr(ey ), gr(ew))/(k*) ™+ renversant la graduation.

DEMONSTRATION. Soit ¢ € X,,(k), de longueur [, dont on note s le type. Remarquons
que s(I) = 0. On a une suite de surjections

W — Coker ¢, — ... — Coker g .
On pose, pour tout d € [0,!],
Ve,s(a) = Kerye,a et We gy = Ker(W — Coker ¢ q).
Ces espaces s’arrangent en deux drapeaux
Cy = (Vc,s(l) = {0} g Q Vc,s(O) Q V), Cyw — ({0} g Wc,n—s(O) g g Wc,n—s(l) = W)
Cette paire de drapeaux est indexée par s. Pour tout degré d, le noyau de
Ye,d - ch,s(d—l) - W/Wc,n—s(d—l)

est Ve 5(q), et son image est We () / We n—s(a—1)- Cela prouve que les applications li-
néaires (Ye,d)defo,) définissent un isomorphisme

te @ gricw) — gr(cy)

qui renverse les degrés. Remarquons maintenant que chaque application linéaire . 4 est
vue a homothétie pres, si bien que la classe :

[tc] € Hom(gr(ev), gr(ew))/ (k)"

est bien définie (ne dépend pas du choix des ¢ q).
Voyons maintenant comment, a partir du quadruplet (sc,cy,cw, [tc]), reconstituer
la collinéation complete c¢. On pose

Yeo i V = VIV s0) == Wen—s(0)-
Sil =0, on s’arréte la. Sinon, comme ¢ est un isomorphisme, on a
Kerve,0 = Ve 50) et Cokerye o = W/We ,_s(0)-
On définit alors
Vet Kerve0 = Vo s(0)/Vers(t) == Wen—s(0)/Wen—s(1) © Coker ye 0.
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Sil = 1, on s’arréte la. Sinon, on continue de la méme maniere... On obtient de cette
facon une suite d’applications linéaires ¢, Ve,1,---» Ve, ;- Changer le représentant i que
I’on a choisi revient & multiplier chacune de ces applications linéaires par un scalaire. Par
ailleurs, comme s(I) = 0, on voit facilement que 7¢; est de rang maximal. Ceci prouve
bien que l'on a défini une collinéation complete ¢ € X, (k). O

Les résultats énoncés dans cette section motivent certaines questions relatives a la
procédure d’éclatement successifs. On se donne un espace homogene sphérique €2 sous
I’action de G, une compactification naive Xy de celui-ci, a laquelle on applique la procé-
dure décrite dans la section 1.2. On obtient une suite de compactifications de €2 :

X, =2 X 1—=>...—0X1—> X=X,
Le type de question que 1’on se pose est alors :

QUESTION 1.11. La compactification X,, est-elle log homogéne ¢ Si oui, quelles sont
les données combinatoires associées ?

QUESTION 1.12. L’ensemble ordonné (I1;,<) est-il isomorphe a l’ensemble ordonné
des orbites de G dans X; ?

On peut aussi se poser la question d’une interprétation modulaire de X;, c’est-a-dire
la description du foncteur des points de X;. On répondra cependant a la question plus
faible suivante :

QUESTION 1.13. Peut-on décrire l’ensemble X;(K) pour toute extension K du corps
de base k ¢

1.4. La compactification de Kausz du groupe linéaire. Motivé par des pro-
blemes de compactification d’espaces de modules de fibrés vectoriels sur une courbe,
Kausz ([Kau00]) a été amené a introduire une compactification du groupe linéaire, qui
s’avere étre log homogene. Il décrit le foncteur des points de celle-ci, en terme d’ob-
jets qu’il baptise bf-morphismes, et isomorphismes généralisés entre fibrés vectoriels. Par
ailleurs, il travaille au-dessus d’une base quelconque, donc dans un cadre plus général
que le notre. Dans cette section, on rappelle sa construction, qui rentre en fait dans le
procédé général décrit en 1.2, et on adapte ses résultats pour les traduire dans la situation
qui nous intéresse. Cela nous permet d’identifier sa compactification comme celle obte-
nue en prenant les points fixes d’une certaine involution dans un espace de collinéations
completes.

Soient V' et W deux espaces vectoriels sur k, de méme dimension finie n. On note
G le groupe GL(V) x GL(W) et Q 'espace homogene Iso(V, W) sous 'action de G. On
note X := P(Hom(V,W) @ k). C’est une G-variété lisse (on fait agir G trivialement
sur le facteur k) projective, contenant {2 comme orbite ouverte, autrement dit ¢’est une
compactification lisse de 2. Décrivons la combinatoire des orbites de G dans X. On peut
écrire X comme réunion de 'ouvert U := A(Hom(V,W)) et de I'hyperplan a linfini
H :=P(Hom(V,W)), et ces deux sous-variétés sont stables sous l’action de G. On définit
les ensembles

Ay :=[0,n], Apg:=[0,n—1], et A:= Ay UAg.

L’ensemble A pour n = 6 est représenté dans la figure 1. L’ensemble A est I’ensemble
des orbites de G dans X. En effet, pour tout x € A, on définit 2, comme le lieu des
applications de rang n — x dans U (resp. H) si x € Ay (resp. Ap), et on obtient ainsi
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toutes les orbites de G dans X. L’ordre sur A est décrit de la maniére suivante. Soit
z,y € A. On a

soit «x € Ay
x = y si et seulement si x est plus petit que y et
soit x € Ay ety € Ay

On en déduit que, pour tout z € Ay, on a ht(x) = n — x et, pour tout x € Ay, on a
ht(x) =n — 1 — z. En particulier, la hauteur de A est n.

1 2 3 4

0 1 2 3 4 5 6

FIGURE 1. L’ensemble A pour n =6

On applique maintenant la procédure d’éclatements successifs décrite dans la section
1.2. On obtient une suite de compactifications de I’espace homogene €2, que I’on note

X, =X 1—..—2 X1 = X=X
Kausz montre alors le théoréme suivant :

THEOREME 1.14. La compactification X, de Q est lisse, projective, et domine la
compactification magnifique de P(Iso(V,W)).

Il en découle que la compactification X,, est sans couleur, et donc log homogene.
Pour décrire les données combinatoires attachées a cette compactification, on a besoin
de notations supplémentaires. On rappelle que 'espace homogene €2 est muni d’un point
base, noté fy. On fixe une base (v1,...,v,) de V, et une base (wy,...w,) de W, telle que

\V/] S [[15”]]5 fO(/U]) = wn*j"’l’
Pour tout j € [0,n], on note
‘/j == (’Ul, ...,Uj> et Wj = <w1, ...,wj>.

Ces espaces vectoriels s’arrangent en deux drapeaux complets, que 1’on note dy et . On
note B C G le stabilisateur des drapeaux dy dans V et dy dans W. C’est un sous-groupe
de Borel de G. On note T' C B le stabilisateur des droites (v1),...,(vy,), (w1),...,(wy, ). C’est
un tore maximal de G.

On note X (7') le réseau des caracteres de T, et Y(T) le réseau dual (sous-groupe a
un parametre & valeurs dans 7). Pour tout j € [1,n], on note x; (resp. v;) le poids de
l'action de 7" sur la droite (v;) (resp. (w;)). On obtient ainsi une base de X (T'), dont on
note Ay, ..., An, f41..., tbn la base duale.

Avec ces notations, on a alors

et, d’apres la proposition 1.1, le cone des valuations invariantes par G est décrit par
p(V9) ={l2] € V(Q), (1 —ra)(@) < oo < (xn —m1)(@)}-
Dans [Kau00] (lemme 4.4), Kausz construit un schéma torique contenu dans la compacti-

fication qu’il construit. Cela permet, grace & la proposition 1.2 de ce chapitre, de montrer
le résultat suivant :
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PrOPOSITION 1.15. L’éventail correspondant a la compactification X, est formé des
cones

Cy = {Xl U < oo KXo = Untl—v SO < Xot1 — Vn—v < oo < X — Vl}
pour v € [0,n], et de leurs faces.

En utilisant la description combinatoire obtenue dans la proposition précédente, on
montre maintenant comment la compactification de Kausz se réalise comme la variété des
points fixes d’une certaine involution sur I’espace des collinéations completes de V @k dans
W @k, et on obtient une description de I'ensemble X, (k), qui n’est pas celle donnée par
Kausz dans [Kau00]. La situation étudiée ici (prise de points fixes, puis identification des
k-points) est tres analogue & celle étudiée en détails dans la partie 3 de ce chapitre, c’est
pourquoi on s’autorise a ne pas donner des preuves completes. Comme la construction que
I’on propose procede par points fixes d’une involution, on suppose pour pouvoir appliquer
les résultats de la partie 4 du chapitre 2 que le corps k est de caractéristique différente
de 2.

On considére deux espaces vectoriels V' et W', que 'on peut écrire V' = (vg) & V et
W' =W & (wp41). On note G', ', X{,... les objets définis dans la section 1.3, relative-
ment aux espaces vectoriels V' et W’. On dispose en particulier de la compactification
magnifique X/, de €. On considere I’élément o € G'(k) vérifiant

o =1id, O = —id, ow =1id, O, ) = —id.

On vérifie aisément que Q est espace homogene des points fixes (/)7 sous l'action de
G = ((G")?)". On montre alors :

PRrROPOSITION 1.16. La compactification X, de € est la composante connexe de la
variété des points fives (X)) qui contient Q.

DEMONSTRATION. Notons provisoirement Z la composante connexe de la variété
(X])? qui contient Q. On sait, d’aprés la proposition 4.4 du chapitre 2, que Z est une
compactification log homogene de ) sous 'action de GG. Pour conclure, il reste donc a
calculer I’éventail £7. On utilise pour cela la proposition 1.2. Remarquons que le tore T'
est un tore maximal de G et de G, si bien que les espaces V(2) et V(£2') sont égaux. On
note V' cet espace. Comme X/ est la compactification magnifique de ', Péventail qui lui
correspond est formé du cone

p(V) ={lz] €V, (x1—w)(@) < ... € (xn — 11)(x) <0}

et de ses faces. On déduit de la proposition 1.2 que I'éventail de la variété torique T fo
est formée des cones images de ceux-ci par le groupe de Weyl de G’. Pour expliciter
pleinement cet éventail, on va présenter autrement le cone p(VG/). Le groupe G’ contient
le tore T dont le réseau des sous-groupes & un parametre est

(Y(T)®ZXo ® Zpin+1)/{ Mo + oo + Any 1 + oo + finy1)

et celui-ci est isomorphe a T par le morphisme

n n+1 n n
Y(T) = Y(T), D aidi+ Y bipl = > (ai —ao)hi + > (b — bpy1) ).
i=0 i=1 i=1 i=1

K . . A~ / / . .
En utilisant ceci, on voit que le cone p(V') peut s’écrire aussi :

n n+1
{[Zai)\i—FZbiui] GV, al—bn <. gan—bl <a0—bn+1}.
1=0 =1
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Maintenant, on vérifie facilement que laction du groupe de Weyl de G’ a pour effet
d’envoyer le cone p(VG/) sur le cone défini par une suite d’inégalité semblable, obte-
nue simplement en permutant les termes a; — by,+1—;. On en déduit alors que les cones
apparaissant de cette maniere et figurant dans le cone

p(V) ={le] e V(Q), (1 —w)(@) < . < (o — 11)(@)}

sont exactement les cones (Cy)yefo,n] et leurs faces. En utilisant & nouveau la proposition
1.2, et la proposition 1.15, on obtient alors le résultat voulu. O

A vrai dire, on peut vérifier qu’en prenant les points fixes par o & chaque étape dans
la suite

X = X 1= .. — X; = X{) :=PHom(V',W’))
et en retenant la composante connexe contenant {2, on obtient la suite

X, = Xpo1— . = Xy = X :=P(Hom(V, W) ® k).

En utilisant la description de I'ensemble X/ (k) donnée dans la proposition 1.10, on va
maintenant décrire les points k-rationnels de X,,. Soit s € II,,, de longueur [. On pose,
par convention, s(—1) = n € Ay (on rajoute le point n & Ay ). Une paire de drapeaux
(v, 7w ), 'un dans V, Pautre dans W, est dite indexée par le chemin s si on peut écrire

v = (Vi) € . C Vi) S V) = V) et mw i= (W) = {0} C ... €T W),

ol la dimension de chaque sous-espace est donnée par son indice. On définit comme dans
la section 1.3 les espaces vectoriels gr(cy) et gr(cy ). Comme s appartient a II,,, on a
s(l) =0 € Ay. Comme s(—1) appartient & Ay, il existe un entier j € [0,] tel que s(j)
appartient & Ay et s(j — 1) appartient & Ay. On fait agir le groupe (k*)! sur I'espace
vectoriel gr(cy ), 'élément

(ta)aco\ iy € (k)

agissant sur gr(cy)g par multiplication par t4. La encore, cette action induit une action
de (k*)! sur 'espace vectoriel Hom(gr(cy ), gr(cy)). On peut alors montrer le résultat
suivant :

PROPOSITION 1.17. Un élément ¢ € X, (k) est la donnée :
o d’un chemin s, € I1,,.

e d’une paire de drapeauz (cy, cy) indexée par se.

e d’une classe [1¢] € Iso(gr(cy), gr(ew))/(k*)! renversant la graduation.

Expliquons comment associer & un quadruplet (sc, cy, ¢y, [tc]) comme dans ’énoncé
un élément de X, (k). On note ! la longueur de s, et

de :==min{d € [0,1], sc(d) € Ay}
On note s 'application suivante
se(d)+1 side[0,de—1]

s:[0,1] = A, d~
sc(d) sid e [de,1].

On vérifie facilement que s est un chemin tracé dans A’. On pose aussi

Vd S [[07dc - 1]], Vcl,s(d) - Vc,sc(d) @ <UO> et W/ (d) - Wc,nfsc(d)

c,n—s

vd € [[dm l]]7 Vés(d) = Vc,sc(d) et Wy (d) — Wc,nfsc(d) D <wn+1>-

c,n—s
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Ces sous-espaces s’arrangent en deux drapeaux cys et cpr, et la paire de drapeaux
(cy,cw) est indexée par s. Par ailleurs, pour tout degré d € [0,!] différent de d., on
a

gr(cyr)a = gr(cy)q et gr(cwr)—q = gr(cw)—da,
et on pose alors i, = . Pour d = dg,

gr(cyr)a =gr(cv)q @ (vo) et gr(cw:)-a = grcw)—a ® (Wn+1),
et on note alors ¢, I'isomorphisme vérifiant
L/c|gr(cv)d = 1c et 1l (vg) = wpyi1.
Il est clair que le quadruplet (s, cy/, ey, i) définit une collinéation complete V' — W/
(proposition 1.16) qui est fixée par o. Pour voir que cette collinéation complete est dans
ladhérence de © dans X, il faut faire quelque chose en plus. Par exemple, on peut faire
un calcul en coordonnées locales pour ’exhiber comme une limite explicite de points de
2 (a la maniere de la proposition 3.16).

2. Le groupe linéaire et les collinéations croisées complétes

En g’inspirant de la construction de l’espace des collinéations completes expliquée
dans la section 1.3 de ce chapitre, on fournit dans cette partie une compactification
projective, lisse et log homogene du groupe linéaire.

2.1. L’espace des collinéations croisées completes entre V et W. Soient V'
et W deux espaces vectoriels sur k£ de méme dimension finie n. On note G le groupe
algébrique GL(V') x GL(W), et Q I'espace homogene Iso(V, W) des isomorphismes de V'
dans W, sous l'action du groupe G. On note aussi Gr(n,V @ W) la grassmannienne des
sous-espaces vectoriels de dimension n de V& W, que 'on voit comme une compacti-
fication de 2, en associant a chaque élément de 2 son graphe. Les orbites de G dans
Gr(n,V @ W) sont paramétrées par ’ensemble

A ={(v,w) €[0,n], v+w<n},
Porbite correspondant a (v, w) étant

Quw={F e€Gr(n,VaeW), dimFNV)=vet dm(FNW)=uw}.

L’ordre sur A est donné par
V(iv,w) € A, V@, w)eA @ w)<(v,w) <= v<vetw<w,

ce qui permet de calculer, pour tout (v,w) € A, ht(v,w) = n —v —w. On en déduit
que la hauteur de A est n. On note Xg, X1,...,X,, les variétés obtenues en appliquant a
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Gr(n, VW) la procédure d’éclatements successifs décrite en 1.2. Pour tout i € [0,n—1],
on note aussi Y; I'adhérence de
U 2w

v+w=n—1
dans X;. La variété X;;1 est donc obtenue en éclatant Y; dans X;.
Le premier théoreme que I’on souhaite montrer est le suivant :

THEOREME 1. Pour touti € [0,n], la sous-variété fermée Y; est lisse. Par conséquent,
la variété X; est une compactification projective et lisse de Q.

Le deuxieme théoreme principal de cette partie concerne la compactification X,.

THEOREME II. La variété X,, est une compactification log homogéne de Q. On l'ap-
pelle l’espace des collinéations croisées complétes entre V et W.

Par ailleurs, on calculera les données combinatoires attachées a cette compactification
log homogene (proposition 2.61). Le théoréme 2.1 répond entierement & la question 1.11
de la section 1.2. On répondra dans la suite également aux questions 1.12 et 1.13. A vrai
dire, on va prendre les choses un peu « a ’envers ». Dans la section 2.2, on va définir,
pour toute extension K de k, un ensemble X;(K), qui s’averera étre I’ensemble des points
K-rationnels de la variété X;. Dans la section 2.3, on va définir une structure de k-variété
algébrique sur I'ensemble X;(k), et vérifier que la variété que ’on obtient ainsi est bien
la variété X;. On répondra donc a la question 1.13 avant tout le reste.

La terminologie choisie pour X,, apparaitra claire, au vu des rappels effectués dans
la section 1.3, une fois qu’on aura identifié 'ensemble X,, (k). Disons pour le moment que
I’espace des collinéations croisées completes domine ’espace des collinéations completes.
Par ailleurs, il domine aussi la compactification de Kausz de I’espace homogene €.

Pour nous, 'espace des collinéations croisées completes présente un intérét double.
Tout d’abord, il est obtenu par une procédure « classique » a partir de la compactification
(tres naturelle) de GL(n) par la grassmannienne Gr(n, k™ @ k™). Ensuite, comme on le
verra dans la partie 3, dans le cadre orthogonal ou symplectique, I'involution « dualité »
s’étend a l'espace des collinéations croisées completes. En prenant les points fixes par
cette involution, on montrera que ’on obtient la compactification magnifique de certaines
k-formes de SO(n) si n est impair, et de Sp(n) si n est pair. On obtient aussi une
compactification log homogene de certaines k-formes de SO(n) si n est pair, qui possede
deux orbites fermées. Dans ce dernier cas, on peut vérifier que le cone p(VG) n’est pas
lisse, ce qui montre que la compactification construite est « minimale », au moins du
point de vue du nombre d’orbites. Dans chacune de ces situations, la compactification
produite est la méme que celle obtenue en appliquant la procédure d’éclatements successifs
expliquée dans la section 1.2 a partir de la compactification du groupe correspondant par
une grassmannienne orthogonale ou lagrangienne.

2.2. Les ensembles X;(k). Dans cette section, on définit, pour tout i € [0,n], un
ensemble X;(k), dont on montre (théoreme 2.42) qu’il s’agit de 'ensemble des k-points
de la variété X;. Pour tout ¢ € [0,n — 1], on définit aussi un sous-ensemble Y;(k) de
X;(k), ainsi qu’une application naturelle m;11 : X;y1(k) — X;(k), qui s’averent étre
respectivement ’ensemble des k-points de la variété Y;, et 'application induite sur les
points rationnels par 1'éclatement m;y; : X;41 — X;. Enfin, pour tout i € [0,n], on
définit un recouvrement de X;(k) par des ensembles (X, (k))rco, qui est, la encore, la
trace au niveau des points k-rationnels d’un recouvrement de la variété X; par des ouverts
(X:)reo,, chacun isomorphe & un espace affine.
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On commence par un lemme d’algebre linéaire. On note py (resp. py) la projection
sur V (resp. W) parallelement & W (resp. V') dans la somme directe V & W.

LEMME 2.1. Soit F' un sous-espace vectoriel de dimensionn de V®W . Il existe deux
applications linéaires ap et Bp vérifiant

ap :pv(F) = W/(ENW), VeeF py(z) = [pw(r)]
Brpw(F) = V/(FOV), VeeF pw(r)— [py(z)]

Par ailleurs, on a
Kerap = FNV, Cokerap =W/pw(F), KerfBrp=FNW, Cokerfr=V/py(F).

DEMONSTRATION. Vérifions les assertions concernant ap, celles concernant [ se
montrant de méme. La bonne définition de ap provient du fait que si x,y € F sont tels
que py(x) = py (y), alors x — y appartient & F'NW, et donc pw () et pw(y) sont égaux
modulo F'NW. Le fait que af est linéaire se montre directement. Par ailleurs, pour tout
x € F, le vecteur py(z) est dans le noyau de ap si et seulement si py (z) appartient a
FNW. Mais cette condition est équivalente au fait que py (z) appartient & F NV, ce qui
montre bien que Ker ap = FNV. Enfin, par définition méme de 'application linéaire ap,
on almap =pw(F)/(FNW), dou l'on déduit aisément que Coker aop = W/pw (F).

O

On rappelle qu'on a défini, dans la section 1.2, les ensembles A; et As;, pour tout
i € [0,n].

DEFINITION 2.2. Soit i € [0,n]. On note X;(k) l’ensemble des uplets ¢ de la forme
(Fe, [ac,l : ,Bc,l]a ey [aql : ﬁc,l])f ot
o F. est un sous-espace vectoriel de dimension n de V & W. On note aco = af, et
Beo = Br, les applications définies au lemme 2.1.

o [ac1: Be1] € P(Hom(Ker o, Coker ac o) @ Hom(Ker S, Coker Sc)).

o [ac;: fBey) € P(Hom(Ker a1, Coker aey—1) @ Hom(Ker 51, Coker B¢ ;—1))
vérifiant
(dim(Ker o), dim(Ker ;) € As,,
et, sil>1
(dim(Ker ay_1),dim(Ker 5;_1)) ¢ A;.

L’entier | est appelé la longueur de c.

Au vu des rappels exposés dans la section 1.3, il est raisonnable d’appeler collinéations
croisées completes les éléments de X, (k). Soit ¢ € [0, n]. Pour toute extension de corps
K de k, on définit 'ensemble X;(K) comme ci-dessus, en remplacant V par K ®; V et
W par K ®; W. Si L est une extension de K, alors, en étendant les scalaires de K a
L, on voit que X;(K) est naturellement inclus dans X;(L), et qu’en fait on a défini un
foncteur de la catégorie des extensions de corps de k vers la catégorie des ensembles. On
verra au théoreme 2.42 que ce foncteur est le foncteur qui a une extension K du corps k
associe ’ensemble des k-points de la variété Xj.

Pour se familiariser avec les ensembles X;(k), on va en donner maintenant une défi-
nition alternative. On rappelle qu’a la section 1.2, on a défini les notions de chemin tracé
dans A, chemin admissible au rang i, etc. Soit s = (v, w) un chemin de longueur [ tracé
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dans A. Une paire de drapeaux indexée par s est la donnée de deux drapeaux, 'un
dans V' et 'autre dans W, que 'on peut écrire ainsi

v = Vo) € - € Vi) € Varw(o) € - € Vaw()
w = Wy € o € Wiy € Wiwo) € - € W),

ou l'indice de chaque sous-espace est égal a sa dimension. Il est alors commode de poser,
pour tout d € [-1 —1,—1],

v(d)=n—w(—d—1) et w(d) =n—v(-d—1).

Remarquons qu’une paire de drapeaux, I'un dans V', 'autre dans W, n’est pas toujours
« indexable » par un chemin tracé dans A. Par exemple, la paire de drapeaux formée
des sous-espaces nul de V' et W n’est indexable par aucun chemin si n # 0 car ce chemin
(v, w) devrait étre de longueur nulle et vérifier v(0) = w(0) =0 et n—v(0) = n—w(0) = 0.
De plus, si une paire de drapeaux est indexable par un chemin, alors ce chemin n’est pas
forcément unique. Par exemple, supposons que n = 2 et fixons une droite V; dans V et
une droite W7 dans W. La paire de drapeaux formée des drapeaux complets

v=({0}CVicV) mw=({0} Wi CW)

est indexable par le chemin de longueur 2 ayant pour sommet (1,1),

(1,0) et (0,0), mais
aussi par celui de longueur 2 ayant pour sommets (1,1), (1,0) et (0,0).

e o ° e o o e o o/oo\o

FIGURE 2. Quelques exemples de chemin

Pour toute paire de drapeaux (7,7 ) indexée par s, et pour tout d € [—,!], on
pose

gr(v)a = Via-1)/Vo(ay et gr(rv) EB gr(1v)d
=1

De méme, on pose

gr(tw)a = Wi(a—1)/Ww(a) et er(tw) @ gr(Tw)a
d=—1
Remarquons que, pour tout d € [—1,!], les espaces gr(7y)q et gr(mw)_q ont méme di-
mension. On fait agir le groupe (k*)! sur gr(y) de la maniere suivante. L’élément

(t1,...1;) € (k)

agit par multiplication par tg sur gr(mw)g, par l'identité sur gr(mw)o et par tgl sur
gr(mw)—q. Cette action induit une action sur I'espace vectoriel Hom(gr(7y ), gr(mw)). On
peut maintenant énoncer la définition alternative annoncée plus haut.
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PROPOSITION-DEFINITION 2.3. Soit i € [0,n]. Un élément ¢ € X;(k) de longueur 1
est la donnée :

e d’un chemin s, = (ve,we) € II; de longueur
e d’une paire de drapeauz (cy, cw) indexée par s.

e d'une classe d’isomorphisme [ic] € Iso(gr(ey),gr(ew))/(k*)! renversant la graduation
(c’est-a-dire envoyant gr(ey)q dans gr(ew)—q)
Le chemin s. est appelé le type de c.

11 suit de la preuve ci-dessous que fixer un représentant ¢ de [ic] revient & fixer un
représentant de [ q : Be,q], pour tout d € [1,1].

DEMONSTRATION. Soit ¢ = (F,[ay : Bi], ..., [y : B]) € Xi(k). Décrivons comment
associer a c les données figurant dans la proposition. Notons s¢ 'application définie par

se: [0,]] = A, d— (dim(Ker ay), dim(Ker §y)).
C’est un chemin tracé dans A et admissible au rang i. En effet, pour tout d € [1,[], on a
(dim(Ker ay), dim(Ker 84)) > (dim(Ker ag—1), dim(Ker 54-1)),

car 'une des applications linéaires ag ou By est de rang plus grand que 1. Le fait que le
chemin s¢ que l'on vient de définir est admissible au rang ¢ provient simplement de la
derniére condition dans la définition 2.2. On note, pour tout d € [0, 1],

VC,Uc(d) = Keray et Wc,wc(d) = Ker ;.

Par définition du chemin s¢, les indices de chacun de ces sous-espaces coincident avec
leur dimension. Remarquons que, pour tout d € [0,[], ’espace Coker oy (resp. Coker 4)
est naturellement un quotient de W (resp. V'). On définit alors

We we(—1—a) = Ker(W — Coker ag) et V¢, (—a—1) = Ker(V — Coker ).

Il est facile de montrer que la dimension de chacun de ces sous-espaces est donnée par
son indice. Par ailleurs, ces sous-espaces s’arrangent en deux drapeaux, cy et cy. Pour
tout d € [0,!], Iapplication linéaire oy a pour noyau le sous-espace Ve ve(a)y €6 pour
image le sous-espace We y(~1-a) / We we(~d)» €t par conséquent définit un isomorphisme
te : gr(cy)qg — gr(cw)_q. On définit de méme, un isomorphisme ¢ : gr(cy)_qg — gricw)q
en utilisant Bgl. Pour d = 0, les deux isomorphismes gr(cy)g — gr(cw)o que 'on vient
de définir coincident avec l'isomorphisme

pv(E)/(FNV) = pw(F)/(FnW),  [pv(@)] = [pw(@)].

Si lon change les représentants des [ayg : 4] que 'on a choisis, alors on ne modifie pas
la classe de [1c] (I'action de (k*)! sur Iso(gr(cy ), gr(cw)) que 'on a définie est faite pour
ca).

Pour aller dans 'autre sens, on procede comme suit. On définit le sous-espace F' de
V & W suivant :

F = {‘T Dyc Vc,vc(—l) S2) Wc,wc(—l)a [y] = Lc([x]) dans Wc,wc(—l)/Wc,wc(O)}'

F ne dépend pas du choix d’un représentant (. de la classe [ic] car I'isomorphisme en
degré 0 est bien determiné. Par ailleurs, comme ¢ est un isomorphisme, la projection sur
W parallelement a V' fournit une suite exacte

0— chc(o) —F = Wc,wc(fl) —0
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qui permet d’affirmer que F' est de dimension v¢(0) 4 we(—1) = n. On a aussi les égalités
FOV =Vepe0), pvF)=Vese—1), FNOW=Weue0), pwF)=Weue(-1)-

Sil > 1, on définit maintenant le couple [y : 81| par composition

a1t Ve (o) — gr(cy)1 = gr(ew)—1 = W/ We (1)

Lgl
B1t Wewe(0) = gr(ew)r = gr(ev)-1 = V/Veue(—1)-

Si 'on change le représentant ic, alors on multiplie les deux applications linéaires que
Pon vient de définir par un méme scalaire, ce qui montre que le couple [y : (1] est bien
défini. Le fait que ¢ soit un isomorphisme permet de calculer les noyaux et conoyaux de
aq et By et ensuite de définir, toujours par composition, [agy : 2] si I = 2. On continue
ainsi pour construire un élément de X;(k). Le fait que les deux procédures expliquées
ci-dessus sont inverses I'une de 'autre est facile a établir.

O

EXEMPLE 2.4. Si ¢ = F est de longueur 0, alors :
e s. est le chemin constant de support (dim(F NV),dim(F NW)) € A.

] CV:(FﬂVgpv(F)), CW:(Fﬂngw(F)).

o te:py(F)/(FNV) = pw(F)/(FNW), [pv(z)] = [pw(2)], pour z € F.

DEFINITION 2.5. Soit i € [0,n], et s € II;. On note Q4(k) l’ensemble des ¢ € X;(k)
de type s.

On peut donc écrire, pour tout i € [0, n],
Xi(k) = | | Quk).
sell;

On fait agir maintenant le groupe G(k) dans I'ensemble X;(k), et on identifie les orbites.

DEFINITION 2.6. Soit i € [0,n]. Soit ¢ € X;(k), et g € G(k). On note g(c¢) l’élément
de X;(k) vérifiant sg(c) = s¢, g(c)v = glev), g(e)w = glew) et tel que, pour tout choiz

de te, on peut choisir vy de telle sorte que le diagramme
Le
gr(ev) gr(ew)
g g

commmute. On définit ainsi une action du groupe G(k) dans X;(k).

En les termes de la définition 2.2, I'action de G(k) dans X;(k) s’explicite de la maniére
suivante. Soit ¢ € X;(k), de longueur [, et g € G(k). On pose Fyy = g(Fc). Sil =0
on s’arréte la. Sinon, on observe que ¢ induit naturellement des applications linéaires
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Ker aco — Ker ay(c)0, Ker B0 = Ker By(c),0, Coker ac g — Coker agc) o et Coker S o —
Coker By(c),0, €t on définit le couple [agey 1 : By(c),1] Par la propriété que les diagrammes

Ker g g —— + Coker o Ker ¢ Pel | Coker Be.o
g g g g
Qg(c),1 Bg(c) 1
Ker agy(e) o —==> Coker g0 Ker Bye)0 = Coker By(c)0

sont commutatifs. Si [ = 1 on s’arréte la. Sinon, on continue de la méme fagon...

On obtient maintenant une classification des orbites de G(k) dans X;(k). Essentielle-
ment, on va montrer que le type est le seul invariant d’une orbite, autrement dit que les
orbites de G(k) dans X;(k) sont paramétrées par l’ensemble II;.

PROPOSITION 2.7. Soit i € [0,n], et s € II;. Le groupe G(k) agit transitivement dans
l’ensemble Qg (k).

DEMONSTRATION. Remarquons tout d’abord que Qg(k) est stable par G(k), par dé-
finition méme de I'action de G(k) dans X;(k). Soient ¢,c’ € Q4(k). Comme les drapeaux
cy et cf, sont du méme type, il existe un élément gy € GL(V') envoyant cy sur cj,. Soit
alors h : gr(cw) — gr(cy,) défini par la condition que le diagramme

gr(cy) —— S gr(ew)

Le/

gr(cy) gr(cw)

est commutatif (on fixe des représentants i. et t). On sait que gy respecte les gradua-
tions, et que ¢ et i les renversent. Par conséquent, h préserve les graduations, et donc,
comme les drapeaux cy et ¢y, sont du méme type, il existe gy € GL(W) induisant h.
En posant g = (gy, gw ), on voit donc que ¢’ = g(c). O

On définit maintenant ’ensemble Y;(k) :
DEFINITION 2.8. Soit i € [0,n — 1]. On note
Yi(k) = |_| Qs (k).
SGHi\Hi+1

C’est un sous-ensemble de X;(k).

Observons qu’un chemin s admissible au rang ¢ + 1 n’est pas admissible au rang ¢ si
et seulement sil > 1 et s(I—1) € A;, et que, dans ce cas, le chemin 8|[0,i—1] est admissible
au rang ¢. Cela permet de définir :

DEFINITION 2.9. Soit ¢ € X;41(k), de longueur l. Si s, € 1I;, on pose mi+1(¢) = c.
Dans le cas contraire, on pose

Tir1(€) = (Fe, (e @ Bels o [aei—1 : Bei—1])-
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On définit ainsi une application ;41 : X;11(k) = X;(k). On vérifie alors facilement
que pour tout ¢ € X;(k) de longueur [, la fibre 7TZ~_+11 (c) vaut

{c} sic g Yi(k)

P(Hom(Ker o, Coker ae ;) @ Hom(Ker S, Coker B ;)) sinon.

Pour tout i € [0,n], on définit maintenant un recouvrement de X;(k) par des en-
sembles (X;(k))rco,. On montre ensuite que chacun de ces ensembles est en bijection
naturelle avec un espace vectoriel. On verra dans la section 2.3 que I'ensemble X, (k)
est I’ensemble des points k-rationnels d’un ouvert affine X, de X, puis dans la section
2.4 que cet ensemble est stable par un sous-groupe parabolique P, de G, et vérifie le
théoreme de structure locale 2.13, que I'on rendra explicite.

Avant d’aller plus loin, on rappelle qu’on a défini dans la section 1.2 un ordre sur
lensemble II;. Soient s,s’ € II;, avec s < s'. Cela signifie que tous les sommets de s
sauf le dernier sont des sommets de s et que le dernier sommet de s’ est au sud-ouest du
dernier sommet de s. Si on représente, sur un méme dessin, le chemin s et le chemin s’
(en entourant ses sommets), on obtient donc la figure 3.

FIGURE 3. La relation d’ordre sur II;

On note IT™" les éléments minimaux de ensemble II;. 11 s’agit des chemins s de
longueur i vérifiant s(i) € A;, autrement dit, des chemins de longueur i joignant s(0) € Ag
a s(i) € A; sans jamais « sauter » d’étape.

DEFINITION 2.10. Soit i € [0,n]. Une donnée 7 de type i est la donnée :

e d’un chemin s; = (v,w) € TIIMn,
e d’une paire de drapeauxr opposés dans V,
v = (Vo) € o € Vo) = Varw(©) € - € Vaw(i))
0._ 0 0 _ 710 0

ou lindice de chaque sous-espace est €gal a sa dimension.

e d’une paire de drapeauxr opposés dans W,

W = (TWw(z) cC ... C TWw(Q) = TWn_U(O) c...C TWn—U(i)),

— n

TI(/]V = (TWQ?(’L) g ... C T 'UO(O) = TWO_w(O) g g TWS—w(i))’

ou lindice de chaque sous-espace est €gal a sa dimension.

pour tout j € [v(i) + 1,n —w(i)], d'un vecteur v] vérifiant TV; N TVT(LLjJrl = (v]).
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e pour tout j € [w(i) +1,n —v(i)], d’un vecteur w} vérifiant TW; N TWr?—jH = (w]).
On notera ©; l’ensemble des données de type i.

Lorqu’il n’y a pas ambiguité, on enleve le symbole 7 dans toutes ces notations. On
associe maintenant, & toute donnée 7 de type i, un sous-ensemble X, (k) de X;(k). Dans
un espace vectoriel donné, on dit que deux drapeaux s’intersectent transversalement, si

tout sous-espace apparaissant dans le premier drapeau intersecte transversalement tout
sous-espace apparaissant dans le deuxieme, dans ’espace vectoriel ambiant.

DEFINITION 2.11. Soit 7 € ©;, et ¢ € X;(k), de longueur l. On dira que ¢ est en
position générale par rapport a T si les conditions ci-dessous sont remplies :
(1) s¢ > s.

(2) Les drapeauz 7% et cy (resp. 3, et ew ) s’intersectent transversalement dans V. (resp.

W)

(3) Pour tout degré d € [—1,1], les drapeaux

LC(T{} Negr(ey)q) et 7'8V Negr(ew)—_q

s’intersectent transversalement dans gr(cw)_q, ou 70 Ngr(ey)a désigne le drapeau

induit par 0 sur gr(ey)a, et T, Negr(ew)—a celui induit par 75, sur gr(ew)q-

On note X, (k) l'ensemble des ¢ € X;(k) en position générale par rapport a .
REMARQUE 2.12. Si E est un sous-espace vectoriel de V' (resp. W), on note ENgr(cy )q
I'image de E N V¢, @—1) par la projection V¢, a—1) — gr(cv)q. On définit de méme
Iespace vectoriel E N gr(cw)q.
En guise d’exemple, voyons ce que donne cette définition lorque [ = 0. En particulier,

pour i = 0, on retrouve une cellule de Schubert ouverte dans la grassmannienne Gr(n, V@

w).

PROPOSITION 2.13. Soit 7 € O, et ¢ = F € X;(k) de longueur 0. Alors ¢ € X, (k)
st et seulement st

vj € [w(@),n —v(@)], FnVew,_;) ={0}.
DEMONSTRATION. Pour alléger les notations, on pose
v=dim(FNV)etw=dm(FNW).

Soit j € [w(i),n —v(i)]. Alors, par définition de I'isomorphisme

te s pV(F)/(F O V) = py(F)/(F W),
Iégalité F'N (Vjo oWl ;) = {0} se produit si et seulement si les trois conditions suivantes
sont remplies
FnVY ={0}, FnW,_;={0}, Graphe(i)N((pv(F)NV)& (pw (F)NW,_;)) = {0}.
Par un calcul de dimension, on prouve facilement que

dim(py (F) N Vjo) > 7 —w et dim(pw (F)N WS,]-) >n—j—o.

Ainsi, le sous-espace (py (F)N Vjo) @ (pw (F)NWY_ ;) est de dimension au moins n—v—w
dans py (F)/(FNV) @ pw(F)/(F NW) qui est de dimension 2(n — v — w). Comme le
sous-espace Graphe(ic) est de dimension n — v — w, on voit que, dans les conditions

ci-dessus, toutes les inégalités prouvées jusqu’ici sont en fait des égalités.
O
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On fixe dorénavant i € [0,n] et 7 € ©;,. On note s, = s = (v,w), et on enleve le
symbole 7 dans les notations de la définition 2.10. Notre but est de construire une bijection
de 'ensemble X (k) sur un k-espace vectoriel. Dans ce but, on va associer a tout élément
c € X, (k) plusieurs objets, puis montrer que ces objets suffisent & le paramétrer. Pour
commencer, on raffine les drapeaux cy et cy. Pour cela, on observe qu'un raffinement
d’un drapeau est la méme chose que la donnée de drapeaux dans ses gradués successifs.

DEFINITION 2.14. Soit ¢ € X(k). On note ci, (resp. cj;) le drapeau raffinant le
drapeau cy (resp. cw) et qui induit, pour tout d € [—1,1], le drapeau

51(7'8[/ Ngr(ew)—q)(resp. LC(T8 Ngr(ey)—q))

dans gr(cy)a (resp. gr(ew)d)-

L

On vérifie aisément que les drapeaux ci, et cj;; ne dépendent pas du choix du repré-
sentant tc de [ic].

PROPOSITION 2.15. Soit ¢ € X, (k), de longueur . Les drapeaux c, et 1O s’inter-
sectent transversalement, et on peut écrire

e = (Vewot) € Ve € -+ € Ve(—i-1) € Vewe(—i-1))

ot la dimension de chaque sous-espace est donnée par son indice. De méme, les drapeaux
cyy et TI(/)V s’intersectent transversalement, et on peut écrire

cql;V = (Wc,wc(l) - Wc,w(i) c...C Wc,w(fifl) - Wc,wg(flfl))
ot la dimension de chaque sous-espace est donnée par son indice.

Lorsqu’il y a ambiguité, on note "V .. 1)," Ve,u(i) s+ " Vew(—i—1)s * Ve,ve(—1—1) 1€ sous-
espaces apparaissant dans le drapeau cji,, et de méme pour le drapeau cf;,. Avant de
passer a la preuve de cette proposition, il est commode d’introduire, associé a ¢ € X, (k),
un ensemble, noté I'c. Pour cela, remarquons que, comme on le voit par exemple sur
la figure 3, le fait que s > s permet de définir des « blocs » de sommets de s, un bloc
étant, grosso modo, compris entre deux sommets successifs de s.. On peut formaliser cela
comme suit :

DEFINITION 2.16. Soit ¢ € X, (k), de longueurl. On note I'c C [0,i] % [0,1] I’ensemble
formé des couples (j,d) vérifiant

s¢(0) = s(4) sid=0

se(d) = s(3) = sc(d—1)  sinon.

Le couple (j,d) appartient alors l’ensemble T'¢ si et seulement si le sommet s(j) de
s appartient au d-ieme bloc défini par sc. Il faut prendre garde au fait que ces blocs
peuvent se chevaucher.

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION 2.15. Montrons les assertions concernant le
drapeau ci,, celles concernant cy;, se prouvant de méme. On commence par un lemme.

LEMME 2.17. Soit (j,d) € T'c. On a les égalités
dim(WY,) N gr(ew)_a) = v(j) — ve(d) et dim(W_; 1) Agr(ew)a) = we(d — 1) — w(j)
DEMONSTRATION. Par définition, on a

U(]) +we(—d—1) =n+ U(]) - Uc(d) et U(]) - Uc(d) = 0.
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Comme les drapeaux cyy et 7'8[/ s’intersectent transversalement, on voit, par ’égalité ci-
dessus, que WB(J.) N We we(—d—1) est de dimension v(j) — ve(d). De méme, on montre que

WB(J.) N Wewe(~q) est de dimension 0. Cela suffit & prouver que le sous-espace Wg(j) N

gr(cw)_q est de dimension v(j) —ve(d). On procede de méme pour la seconde égalité. O

Sil =0, alors le lemme 2.17, et le fait que ¢c est un isomorphisme, montrent que la
liste des dimensions des sous-espaces intervenant dans le drapeau ¢! (73, N gr(cw)o) est

v(i) — ve(0),...,n — w(i) — vc(0)
d’ou l'on tire que le drapeau cy, est de type
ve(0),v(3),...,n — w(i),n — we(0).

Sil > 1, alors, pour tout d compris entre — + 1 et [ — 1, le drapeau g (1, Ngr(cw)_q)
est un drapeau complet dans gr(cy). De plus, le drapeau g (7}, Ngr(cw)—;) est de type

v(1) —ve(l)y oy ve(l = 1) — ve(l)
et le drapeau g H(19, Ngr(cw);) est de type
0,...,we(l = 1) —w(i).
On en déduit que le drapeau cj, est bien du type voulu.

Par ailleurs, on sait déja que les drapeaux cy et 7'8 s’intersectent transversalement.
Pour conclure, il suffit donc d’établir que, pour tout j compris entre 0 et 4, on a

Vew) N Vau(g) = 10} et Veu(—jmy N Vi = {0}

Montrons par exemple la premiere égalité. Soit d tel que (j,d) € I'e. Par un calcul
analogue a celui effectué pour montrer le lemme ci-dessus, on voit que le sous-espace
Vo )N gr(cy)q est de dimension ve(d — 1) — v(j). Comme

Lgl(WUO(j) N Wewe(—d—1)) = Vew(i)/ Veve(a)

est de dimension v(j) —ve(d), la condition 3. de la définition 2.11 impose bien que 'espace
vectoriel Ve ;) N Vr?—v(j) est de dimension 0. U

(

Remarquons que, lors de la preuve de la proposition précédente, on a montré :
PROPOSITION 2.18. Soit ¢ € X, (k), et (j,d) € Te. On a les égalités
aed(Vew(i) = Woli) N Wewd—1-a)s  BedWew(i) = Vi) N Vewe(—1-d)
ed(Vewe(d—1) N Vc?w(qu)) = Weuw(—j-1)/Wewe(~d):
Be,d(Wewe(@a—1) N ng(—j—l)) = Vew(—j—1)/Vewe(~d)-

DEMONSTRATION. 11 suffit de revenir au lien entre ¢c et [ae g : Be.a (cf. proposition-
définition 2.3), et d’utiliser la preuve de la proposition précédente. O

Ce résultat entraine que 'on connait 'effet de ¢ sur certaines droites. Pour dire cela
plus précisément, il est commode d’introduire la définition suivante :

PROPOSITION-DEFINITION 2.19. Soit j € [0,4 — 1]. Il existe un unique d € [0,]
vérifiant
(jyd) €eTcet (j+1,d) € Te.

On note d(j) cet entier.
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DEMONSTRATION. Le fait que (j,d) et (j + 1,d) appartiennent & T signifie exacte-
ment que l'aréte joignant le sommet s(j) au sommet s(j + 1) est toute entiere dans le
d-ieme bloc défini par s. dont on a parlé plus haut. La proposition est alors claire. [

PROPOSITION 2.20. Soit ¢ € X-(k), j € [0,i—1] et d =d(j). On a
ac,d(ch(j) N Vgniv(j)Jrl) = Wc,n—v(j)—f—l N WB(]) stv(j) > Uc(d)

BedWeaw(i MW wiye1) = Ven—w(irr N Vi st w(i) > we(d).
DEMONSTRATION. C’est une conséquence immédiate de la proposition 2.18. O

On introduit maintenant des données, associées a ¢ € X, (k), et qui vivent dans un

k-espace vectoriel ne dépendant que de 7. Tout d’abord, le fait que les drapeaux cj, et

7"0/ (resp. ¢y et 7"9[,) s’intersectent transversalement permet de paramétrer le drapeau cy,

(resp. cf;;) par des applications linéaires :
DEFINITION 2.21. Soit ¢ € X (k). On note, pour tout j € [v(i),v(—i — 1)],
Ce,j € Hom(‘/j’ Vr?—j)
Vapplication linéaire dont V. ; est le graphe et, si j > v(i), Uc; = Ccj(v5) € V,ffj. De
méme, pour tout j € [w(i),w(—i — 1)], on note
dc,j € Hom(W;, W;)_;)
Vapplication linéaire dont W ; est le graphe et, si j > w(i), We; = dej(wj) € Wg_j.
On a ainsi
Vi€ @) +Lv(—i— 1], Ve NV = (vj + Tey)-
et aussi
Vi€ [w(i) + Lw(—i—1)], We; NWY_ 11 = (w; +c,)-
On aura besoin dans la suite de certaines relations de récurrence entre les applications
linéaires c; :
PROPOSITION-DEFINITION 2.22. Soit ¢ € X, (k), et j € [v(i) + 1,v(—i — 1)]. On a
Ve e Vi, cej() = cej1(x) = vj(ce;-1(2)) (v + Vey)-
DEMONSTRATION. Soit j € [v(i) + 1,v(—i — 1)], et = € V;_;. Notons p la projection
sur V; parallelement a Vr?fj. Alors x + c¢ j—1(x) € Ve j—1 C V¢ j, et
p(@ + e j-1(2)) = T + v (ce,j-1())v;.
On en déduit que
T+ vj(cej—1(2))vj + ce (@ + vj(cej—1(2))v;) = T + cej—1(2).

Comme c¢ j(vj) = U, j, on a le résultat. (]
On a bien siir la proposition analogue pour les applications linéaires d;.
PROPOSITION-DEFINITION 2.23. Soit ¢ € X, (k), et j € [w(i) + 1,w(—i—1)]. On a

Vo € ijl, dc,j(:v) = dc,jfl(x) — w*(ch’,l(Cﬂ))(Mj + Zﬂc,j).

J
On rappelle que, pour tout ¢ € X, (k) de longueur [, fixer un représentant ¢, de [i¢],
revient a fixer, pour tout d € [1,[], un couple (a4, Bc,a) représentant de [ae g : Be,q]- La
proposition 2.20 motive la définition que voici :
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DEFINITION 2.24. Soit ¢ € X, (k). On fize un représentant v. de [ic], et on se donne
j €1[0,i—1]. On note d = d(j). On définit le scalaire x,,; € k* par la propriété que

ac,d(vv(j) + ’Dc,v(j)) = xbg,j(wnfv(j)Jrl + ch,nfv(j)qu) s U(] + 1) = U(]) -1

Be,d(Wu(j) + Dew(i) = Tuej (Un—w(i)+1 T Ven—w()+1) st w(i+1) =w(j) —1.
Les scalaires z,, 0,..., ,,,i—1 que 'on vient de définir dépendent d'un choix de ¢c. On

décrit maintenant un procédé qui construit, a partir de ces scalaires, d’autres scalaires
qui ne dépendent pas de ce choix.

PROPOSITION-DEFINITION 2.25. Soit ¢ € X (k) de longueur . On se donne un
représentant tc de [t¢]. On pose :

o z.0=0 si5(0) est un sommet de s, et xco = x,, 0 Sinon.

o pour tout j € [1,i—1], z.; =0 si s(j) est un sommet de s. et xcj = xbc,jx;lj_l sinon.
Les scalaires ¢y, ..., Tci—1 ne dépendent pas du choix de t.

DEMONSTRATION. Il est commode de se représenter la situation de la maniere sui-
vante. On voit le chemin s comme un graphe orienté. Pour tout j € [0,7— 1], on étiquette
laréte reliant s(j) & s(j + 1) par z,, j. On étiquette maintenant les sommets de s.

Si s(0) appartient au support de s¢, alors on I’étiquette par 0. Sinon, on I'étiquette
par x,. 0. Soit j € [1,i — 1]. Si s(j) appartient au support de sc, alors on étiquette ce
sommet par 0. Sinon, on ’étiquette par xbc,jx;?jfl c’est-a~dire le quotient de I’étiquette
de l'aréte qui part de ce sommet par I’étiquette de I'aréte qui y arrive. Les étiquettes des
sommets de s sont donc les quantités dont on souhaite montrer qu’elles ne dépendent pas
du choix du représentant ¢c.

La figure 4 illustre la procédure d’étiquetage des sommets du graphe s a partir de
I’étiquetage de ses arétes. Dans cette figure le chemin s est représenté comme d’habitude,
et on a simplement entouré les sommets de s.. Par ailleurs, pour alléger les notations, on
a noté, pour tout j, x; = x, ;.

e o o o e o o o
e o o o o e o o o o

° e o

° ° —+ o o °
° e o o o e o
° e o e o o o o o o o
e ® © o o o o o e @ © o o o o o

FIGURE 4. La procédure d’étiquetage des sommets de s

Remarquons maintenant que le chemin s, définit sur I’ensemble des arétes du chemin
s un découpage en « blocs ». Par exemple, pour le chemin s représenté dans la figure
4,1l y 3 « blocs » d’arétes. Lorsqu’on change le représentant ¢, on multiplie toutes les
étiquettes des arétes d’'un méme bloc par un méme scalaire (& l’exception des arétes du
bloc 0, qui sont inchangées). La procédure expliquée ci-dessus montre donc bien que la
suite

Lc,0y-yLeyi—1yLeyi
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ne dépend pas du choix de ¢c. O

DEFINITION 2.26. Soit ¢ € X, (k). On note (dql,ﬁ_c,l) le représentant de [oey @ Be,l
vérifiant

et (Vo(i)+1 F Du(i)+1) = Wp—v(i) + Wp—p@)  si0() =v(i —1) =1

Bc,l(ww(i)—l—l + ﬁ)w(i)+1) = Un—w(i) T f)n_w(,‘) siw(i) =w(i—1)—1.

On note alors (aci,be;i) € Hom(Vy(;, Wz?(l.)) © Hom(W,, (3, Vlg(l.)) le couple d’applications
linéaires défini par

Vx € ‘/;)(2)7 ac,i(m) = 07071(.%' + Ce,v(i) (.%'))
YV € Ww(i)7 bc,i(x) = ,BCJ(.%' + dc,w(i)(x))-

REMARQUE 2.27. Les diagrammes

Ve,u(i) “ed Wi?(i) We wi) Pe.d v

0 0
//anv(z) [ //anw(z) bc,i

sont donc commutatifs, ou on a noté, si C' est un supplémentaire commun a A et B,
A //HC B la projection sur B parallelement a C, restreinte a A.
REMARQUE 2.28. En utilisant la proposition 2.18, on montre facilement que
rg(ac,i) = v(i) —ve(l) et rg(be,i) = w(i) — we(d).

On est maintenant prét a construire une bijection de X (k) sur un k-espace vectoriel
qui ne dépend que de 7. Commencons par définir cet espace vectoriel :

DEFINITION 2.29. On note U, (k) le k-espace vectoriel somme directe des espaces
Hom (V(iy, Vo uiy): - Hom(Way(a), Wi, e v
w(i)<j<w(—i—1)—1
&y WP, ket Hom(Vi), Wiyy),  Hom(Wag), Vi)-
v(i)<j<v(—i—1)—1
Voici la bijection :

THEOREME 2.30. Pour tout ¢ € X, (k), on note f(c) € U.(k) le vecteur de coordon-
nées
Cev(i)) dc,w(i)a ch,v(i)Jrla ey f[)c,v(fifl) ) wc,w(i)qtla <00y ZZ}c,w(fifl)a Le0y oo Leyi—15 Aeyiy bc,i-
L’application f. : X (k) — Ur(k) est une bijection.
DEMONSTRATION DU THEOREME 2.30. On construit I’application inverse. On se donne
donc u € U, (k), dont on note, de maniere suggestive, les coordonnées par
Cu(i)s Qu(i)s Vo) 415 -+ Dp(—im1) > Waw(i)+1s s Wa(—i—1)s XO; -+ Ti—1, A; €t b;.

On va construire un élément ¢ € X, (k), en produisant successivement le chemin s, les
drapeaux cy et cyy, et la classe [ic].
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On note [ le cardinal de ’ensemble

{7 €[0,i—1], =z;=0},
et ig < ... < 9—1 les éléments (ordonnés) de cet ensemble. On définit un chemin s, de
longueur [ tracé dans A par

sc(d) = s(ig) pour d € [[0,1 — 1]

se(l) = (dim(Ker a;), dim(Ker b;)).
Il s’agit bien d’un chemin tracé dans A. En effet, comme s est une application strictement
croissante, on a
s(10) = $¢(0) < ... < s(ij—1) = se(l — 1) < s(i).
De plus, on a les inclusions
Kera; C Vy;) et Kerb; C Wy,

ce qui montre que s¢(l) = s(i), et permet de conclure que sc est un chemin. Par ailleurs,
les arguments que 'on vient de donner montrent aussi que s € 1;, et que s¢ = s.

On construit maintenant les drapeaux cy et cy, et méme leurs raffinements cj, et
cyy- En utilisant les relations de récurrence figurant dans les propositions 2.22 et 2.23,
on construit des applications linéaires

(¢j € Hom(Vj, Vi) jefu(iyo(—i—n)] et (dj € Hom(Wi, Wi_)) jefuw (i) w(—i-1)]-
Pour tout j compris entre v(i) et v(—i — 1) (resp. w(i) et w(—i — 1)), on note V¢ ; (resp.
We ;) le graphe de I'application linéaire c; (resp. d;) On appelle V¢, ) le graphe de la
restriction de ¢,(;) a Kera;. On note aussi

Wc,wc(flfl) = Wc,w(fifl) D Im(al)

On définit les sous-espaces V¢ . (—1—1) et We () de la méme fagon. Remarquons que la
paire de drapeaux cy, cy ainsi définie est indexée par le chemin sc.. Remarquons aussi
que le drapeau cy (resp. cy) intersecte transversalement le drapeau () (resp. Ty).

On passe maintenant & la définition de la classe [ic]. Tout d’abord, on inverse la
procédure décrite dans la proposition-définition 2.25. On commence par étiqueter, pour

e o o o e o o o
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FIGURE 5. La procédure d’étiquetage des arétes de s

tout j compris entre 0 et i — 1, le sommet s(j) de s par z;. Ensuite, on étiquette les
arétes de s de la maniére suivante. Si s(0) est un sommet de s, alors on étiquette 'aréte
joignant s(0) & s(1) par z,.0 := 1. Si ce n’est pas le cas, on étiquette cette aréte par
Z,.0 = xo. Pour tout j € [1,7 — 1], on étiquette 'aréte joignant s(j) a s(j + 1) par 1
si s(j) est un sommet de sc, et par z,,; 1= z,, j_1Zc,; sinon, c’est-a-dire par le produit
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de I'étiquette de laréte arrivant & s(j) (qui est déja étiquetée) par 1’étiquette du sommet
s(j). La figure 5 illustre la procédure par laquelle on passe d'un étiquetage des sommets
de s & un étiquetage de ses arétes.

On définit maintenant un isomorphisme ¢ : gr(cy) — gr(cy) de la maniere sui-
vante. Remarquons pour commencer que, comme le drapeau cy (resp. cy) intersecte
transversalement le drapeau 7'8 (resp. 7'8[,), alors, si [ = 0, on a une décomposition du

type
v(—i—1)

gr(ev)o = (Veu Nerlev)o) & @D (v + ;) & (Vi Nerlev)o))
j=v(i)+1
(et de méme pour gr(cy)o), et sil > 1, on a les décompositions
ve(l—1)
gr(cy) = (Vou Nerlev)) © @D (v + )

Vde[-1+1,1-1], glev)a= P (vj+)
j=ve(d)+1
v(—i—1)
grcv)i= @ (v +8) @ (Vs Nerlev)-),
j:Uc(—l)+1
(et de méme pour gr(cy)). On pose
Qi = Tigi—10c,i €6 by i = e i—1bc -

On note a et b les applications linéaires faisant commuter les diagrammes

b
Ve, . W) We (i) Vo

0 0
//Vn—v(i) //Wn—w(i) b

Qe i
v(4)
Par définition des espaces vectoriels Ve . 1) et W o (—1-1), U'application linéaire a induit

un isomorphisme

te : Veu(i) N8V = Veu(i)/ Vewet) — Wewe(—1—1) N Waey = Wiy Ner(ev) .

v

De méme, 'application linéaire b induit un isomorphisme

b71
te Ve N (V) 1 = Vewe(=i=1) N Vinty = Weow(i)/Wewety = Weawi) N gr(ew) 1.

c,w

On pose aussi, pour tout j € [0,7 — 1].
Le(Vu(j) F Tu(j)) = Ziej(Wn_v(j)+1 + Wp_viy41)  siv(i+1) =v(j) -1

~ -1 ~ . . .
Le(Un—w(i)+1 T On—w()r1) = T, j (W) + Duwi))  stw(i+1) =w(j) — 1.
Grace aux décompositions ci-dessus, on voit que I'on définit bien de cette maniere un
isomorphisme ¢¢ : gr(cy) — gr(cy) qui renverse les degrés. Par ailleurs, il est clair que
la condition (3) de la définition 2.11 est satisfaite, et que par conséquent, on a défini un
élément ¢ = (Sc, cy, cw, [te]) de X (k).
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Il est facile de vérifier que la procédure expliquée ci-dessus est bien l'inverse de I'ap-
plication f;, ce qui acheve la preuve du théoreme.

O

COROLLAIRE 2.31. Soit ¢ € X (k). Le type s. de ¢ est déterminé par la partie de
fr(¢) appartenant a

v w

k' @ Hom(Vy), Wpy)) @ Hom(Woy, Vioii))-
DEMONSTRATION. Ceci a été établi dans la preuve du théoréme 2.30. U

2.3. Démonstration du théoréme I. Dans cette section, on fournit la preuve du
théoreme I. Fixons d’abord quelques notations. On rappelle que, pour toute extension de
corps K de k, on note X;(K) '’ensemble défini en 2.2, en remplacant V par K ®; V et
W par K ®; W. Pour tout espace vectoriel E sur k, on note E = k®j, E. On définit ainsi
V, W, mais aussi Tvv(i),... L’ensemble ©; désigne ’ensemble défini en 2.10, autrement
dit 'ensemble des données de type ¢ définies sur k.

Comme on l'a déja dit, la stratégie que l'on va suivre pour montrer le théoreme
I consiste & définir sur l’ensemble X;(k) une structure de k-variété algébrique, puis a
démontrer que celle-ci est isomorphe a X;. Remarquons que, pour tout 7 € ©;, I’espace
vectoriel U, (k) possede une k-structure naturelle. En utilisant la bijection f,, on définit
sur X, (k) une structure de k-variété algébrique (isomorphe & l'espace affine A (U, (k)).

On va utiliser ces structures algébriques sur les (X, (k))-co, pour définir une structure
de k-variété sur X; (k).

Pour que cette stratégie fonctionne, il faut commencer par voir que les ensemble
X, (k), pour T € © recouvrent 'ensemble X;(k). On peut montrer ce résultat directement,
mais on va suivre une voie un peu détournée, qui permet d’obtenir d’autres résultats qui

s’avereront utiles dans la démonstration du théoreme 1.

PROPOSITION 2.32. Soit i € [0,n — 1], 7 € ©;, et ¢ € ﬂi_Jrll(XT(k)). On note 1 la
longueur de ¢. Pour tout représentant v. de [ic|, on a

v, W, W,

CWe(1—-1)

v(3) g Vc,v

i+1(c), e(l-1)7 it+1(€),w(i)

Wity € W/Wew

(2

0
c(=1)? Vw(z) g V/chvc(fl)

0 0
ac,l(Vﬂi+1(c),v(i)) - Wv(z) et ﬁc,l(Wﬂi+1(c),w(i)) < Vw(l)

DEMONSTRATION. Sim;y1(c) = ¢, alors la proposition est une conséquence immédiate
de la proposition 2.18. Supposons maintenant que m;11(c) # ¢, c’est-a-dire que [ > 1 et
Se(l = 1) = s.(i). Les quatre premieres inclusions sont alors des égalités, et on a plus
précisément

Vi = Ker ac-1, Wni+1(c),w(i) C Ker /Bc,lfl

i+1(c)v(i)
Wg(i) = Coker a¢ 1, Vu?(i) = Coker fB¢—1.
Les deux dernieres égalités sont maintenant évidentes, puisque

acy : Kerag—1 — Coker agj—1, ey : Ker B ;-1 — Coker B¢ 1.

La proposition précédente suggere la définition suivante :
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DEFINITION 2.33. Soit i € [0,n — 1], 7 € ©;, et ¢ € 7TH_1(X (k)). On note l la
longueur de e. Pour tout représentant ., on note

(G’LE 1,00 bLC i l) € HOHI( Vv(i)77— 1?(2)) ©® Hom(TW (i)» TVO(Z))

le couple d’applications linéaires tel que les diagrammes

- Qel T T 50,1 T
Ve a(e)6) Woy Waii(ow) Ve
17V v(@) aj_ i //TW’?_w(i) Leyisl
! v(3) TWU(Z)

sotent commutatifs.
On a alors la proposition suivante :
PROPOSITION 2.34. Dans les conditions de la définition 2.33, on a
rg(ay, ;1) = v(i) —ve(l) et xg(b], ;1) = w(i) — we(l).
Par conséquent, (a]_;,,b] ;) # 0.

DEMONSTRATION. Par définition, on a Kerae; = Ve,ve(1), S bien que le noyau de
I’application linéaire aj ;. est de dimension v¢(l). On en déduit que cette application
est bien de rang v(i) — vc(l). On montre de méme la deuxieme égalité. Remarquons
maintenant que, comme ¢ € X;;1(k), on a

se(l) = s(i+1) > s(i)
si bien que, soit v(i) — ve(l) # 0, soit w(i) — we(l) # 0. O
On peut donc définir :
DEFINITION 2.35. Le point
lay, ;1 20y, ;4] € P(Hom(" Vv(i)7TWUO(@')) D Hom(TWw(i)aTVzB(i)))

ne dépend pas du choiz de ¢, et on le note [ag ;;: by, ]
L’indépendance par rapport au choix de i¢ est évidente.
PROPOSITION 2.36. Soit i € [0,n — 1], et 7 € ©;. L’application
mr T (X (R) = X (k) x P(Hom (" Vi), "Wysy) @ Hom(" W), "V i)

w

e (mip1(e), lag;; : beiil),

ot | est la longueur de ¢, fournit une bijection entre 77;31 (X, (k)) et l'ensemble

{(¢,[a:0]), (ag;:bey) € ((a,))}-

DEMONSTRATION. Notons provisoirement A I’ensemble donné dans 1’énoncé. Mon-
trons d’abord que wifFll(XT(k:)) C m-Y(A). Pour cela, soit ¢ € 7Ti_+11(XT(k‘)). De deux
choses I'une : soit ¢ € X;(k), et alors

[ac,i+be,] = la
soit ¢ ¢ X;(k), et alors (al ;,b% ;) = (0,0). Dans les deux cas, 7,(c) € A.

CZ’ C’L

T . T
c,z,l : bc,i,l]’
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Soit maintenant (c,[a : b]) € A. Si ¢ ¢ Y;(k), alors ¢ est 'unique antécédent de
(c,[a : b)) par 7. Supposons maintenant que ¢ € Y;(k). Alors 'unique antécédent de
(c,[a : b]) par 7, est ’élément ¢’ de 7Ti_+11(C) vérifiant que les diagrammes

Ker ae -1 Gel , Coker Qci—1  KerfBei1 Per i Coker ¢ -1
//TV7?—u(i) a //TWS_w(,*) b
Vi W
sont commutatifs. O

DEFINITION 2.37. Soit i € [0,n—1], 7 € ©; et 7" € ©,41. On dit que 7' prolonge T
St

o s, est la restriction de s, = (v,w) a [0,17].
o Vj € [u(i),v(—i—1)], TV; =TV, etv] =7 sij>u(i).

o Vj € [w(i),w(—i—1)], TW;="W;, etw] =uwl sij>w).

La proposition qui suit relie, étant donné 7/ € ©,,1 prolongeant T € O, le fait d’étre
en position générale par rapport a 7’ et le fait d’étre en position générale par rapport a
T.

PROPOSITION 2.38. Soit i € [0,n — 1]. Soit 7/ € ©,11 prolongeant T € ©;. On note
Sy = (v,w). Soit ¢ € X;11(k), de longueur 1. Alors ¢ € X./(k) si et seulement si

aZ,@-,z(vZ@) ¢ T,WQ?(i),l siv(i+1)=v(i)—1
7TZ'+1(C) S XT(k) et
bZ,i,l(wg@) ¢ T'V£(Z-),1 stw(i+1) =w(i) — 1.

DEMONSTRATION. Supposons, pour fixer les idées, que v(i + 1) = v(i) — 1. Pour
alléger les notations, on enléve le symbole 7/ dans les notations 7 V£(i)—17 7 Wq?(i)—l’ etc.

Montrons d’abord « = ». Soit ¢ € X,/ (k). On distingue deux cas. Tout d’abord,
supposons que m;+1(c) = c. Dans ce cas, les conditions (1), (2) et (3) de la définition
2.11 (pour 7 € ©;) sont clairement satisfaites, si bien que m;11(c) € X, (k). Par ailleurs,
d’apres la proposition 2.20, on a

e l(Ve,w(iy N fov(i)Jrl) = Wen—v(i)+1 0 WB@

ce qui montre, vu la définition de ag ,;,;, qu’on a bien a;u(vgéi)) ¢ Wz?(i)q'

Plagons-nous maintenant dans le deuxiéme cas, & savoir 7;+1(c) # c. Dans ce cas,
I > 1, et sc(l — 1) = s(i). On vérifie alors aisément que le chemin s, (), qui est la
restriction de s¢ a [0, — 1], est supérieur a s,. Par ailleurs, m;11(c)y (resp. mi+1(c)w ) est
obtenu en enlevant le sous-espace V. .. (resp. Wc7wc(,l,1)) du drapeau cy (resp. cyy), si
bien que les conditions (2) et (3) de la définition 2.11 (pour 7 € O;) sont automatiquement
vérifiées. De plus, toujours d’apres la proposition 2.20, on a

0 0
Oéc,z(Vc,v(i) N Vn—v(i)-l—l) = Wen—vi+1 0 Wv(i)

ce qui fournit le résultat.
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Démontrons maintenant « < ». Soit ¢ € X;41(k) vérifiant m;41(c) € X, (k) et
c,z,l( ) ¢ W -1

On distingue & nouveau deux cas. Supposons d’ abord que 7;4+1(c) = c. On vérifie facile-
ment que S > s,». Montrons que le sous-espace Vfﬁv(i) 11 intersecte transversalement le
drapeau cy. Observons pour cela que le sous-espace

0
Vn—v(i)—l—l N VC,v(i)

est une droite, car la dimension de cet espace est au moins 1, et qu’il contient le sous-
espace

Vn v(4) nVe w(i) — {0}
avec une codimension inférieure a 1. Cela permet déja d’affirmer que si E est un des
sous-espaces suivants

Vewe(i=1)s -5 Vewe(=1)s Veyve(—1-1)>

alors I'intersection V9 N E est transverse. En effet, c’est le cas pour Vr?fv(l.) NE, et

n—v(i)+1
dans l'intersection Vr?fv(l.) 41 N E figure la droite Vr?fv(l.) +1 M Vew(), qui n’est pas incluse

dans Vr?fv(l.) N E. Pour conclure que Vr?fv(l.) intersecte transversalement le drapeau cy,

+1
il reste & montrer que

0
anv(i)qtl N VC,Uc(l) = {0}
Mais si ce n’est pas le cas, alors
0 _ 1/0
Vn—v(i)+1 N ‘/C,Uc(l) - Vn—v(i)+1 N ‘/Cﬂ)(i)

est une droite, qui est donc toute entiere contenue dans Ker o ;. Cela est contradictoire
avec 'hypothese que

aczl( )¢W —1»

puisque sous cette hypothese, en partlcuher ac; l( ) £ 0.
Vérifions aussi que le sous-espace Wv(z‘)q mtersecte transversalement le drapeau cyy .

L’intersection de WQ?(Z.) avec chacun des sous-espaces

Wc,wc(l), We Jwe(l—1) «+- s We Jwe(—1)
est nulle, donc, comme Wg(i)_l C WUO( ;> on voit déja que WO W(i)—1 intersecte transversale-
ment chacun de ces sous-espaces. Pour conclure, il suffit de montrer que Wv(i)_lﬂWc,wc(,l)
est de codimension 1 dans W?° (i) N We we(-1)- D’apres la proposition 2.18, le vecteur
az7i7l(v5(i)) appartient a Wv(i) N Wc,wc(_l), donc, comme
0

ag i1 (V) & Watsy-1

on voit que

Woiy—1 N Wewe(=1) # Wats) N Wewe(—1)-

v
Le premier sous-espace étant de codimension au plus 1 dans le deuxieme, on peut conclure.
On a ainsi montré que la condition (2) de la définition 2.11 (pour 7" € ©;1;) est
vérifiée. Le fait que la condition (3) I’est aussi est une conséquence immédiate de cette
méme condition (3) (pour 7 € ©;), et de la condition

aczl( )¢ W -1

Le cas ou m;11(c) # c se traite de la méme maniére.
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On tire maintenant quelques corollaires de cette proposition.

COROLLAIRE 2.39. Soit 7/ € ©;11 prolongeant 7 € ©;. On note s, = (v,w). Si
vii+1)=v(i)—1, on a
(X (B)) = {(e = b)) € mr(m (X (B)), a(vys) & "Wy )-
Siw(i+1)=w()—1, ona

e (Xpr (k) = {(e,[a: b)) € mr(mgy (Xr (), blwi) & 7 Vido—13)-

DEMONSTRATION. C’est une conséquence immédiate des propositions 2.36 et 2.38.
O

COROLLAIRE 2.40. Soiti € [0,n — 1]], etT€0;. Ona

H—l U X

ot la réunion porte sur les 7/ € ©;41 qui prolongent T.

DEMONSTRATION. Soit ¢ € 7T;+11(XT(I?:)). Notons 7,(c) = (c/,[a : b]). Supposons,
pour fixer les idées, que rg(a) > 1. On peut choisir un vecteur v,(;y dans "V, et un
hyperplan W ( )—1 dans TWO( ;) tels que a(vy(s)) & WU(Z) 1- En prolongeant 7 « a I’aide »
de v, et wo w(i)—1> O1 construit un 7’ € ®Z+1 tel que 7, (c) € 7. (X (k)), ou, autrement
dit, ¢ € X (k). Cela acheve de prouver le corollaire. O

COROLLAIRE 2.41. Pour tout i € [0,n], les sous-ensembles X, (k), pour T € O,
recouvrent l’ensemble X; (k).

DEM@\IST&ATION. On procede par récurrence sur ¢. Pour ¢ = 0, il suffit de remarquer
que Gry,(V & W) est recouvert par les cellules de Schubert ouvertes

(FeGnVaw), Fn{l.eW.) =/{0}}

avec v+w = n, V) (res. W?) sous-espace vectoriel de V' (resp. W) de dimension w, (resp.
v), et d’utiliser la proposition 2.13. L’étape de récurrence est une conséquence immédiate
du corollaire précédent. O

On passe maintenant & la démonstration proprement dite du théoréme 1. Plus préci-
sément, on va démontrer les résultats suivants :

THEOREME 2.42. Il existe une structure de k-variété algébrique sur 'ensemble X;(k),
faisant de chaque X (k), 7 € ©;, un ouvert affine défini sur k. La k-variété obtenue est
isomorphe a X;.

Pour tout 7 € ©;, on note X, C X; 'ouvert affine correspondant.

THEOREME 1. Pour touti € [0,n], la sous-variété fermée Y; est lisse. Par conséquent,
la variété X; est une compactification projective et lisse de 2.

Au passage, on va montrer la proposition suivante :

PROPOSITION 2.43. Soit i € [0,n]. L’ensemble des k-points de X; (resp. Y;) est
lensemble X;(k) (resp. Y;(k)) défini en 2.2 (resp. 2.8), et laction de G(k) dans ’ensemble
Xi(k) est décrite par la définition 2.6. Par ailleurs, si i # n, Uéclatement X;11 — X;
induit entre les k-points l'application w11 définie en 2.9.
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DEMONSTRATION. On montre le théoréme 2.42 par récurrence sur i, et, au passage,
on démontre le théoreme I et la proposition 2.43. Supposons d’abord que ¢ = 0. On
pose sur Xo(k) = Gr,(V @ W) la structure naturelle de k-variété. Soit 7 € ©p. On note
s; = (v,w), et on omet le symbole 7 dans les notations ™ (0 La cellule de Schubert
ouverte

{FeGr,(VaoWw), Fﬂ(Vw(O)EBW ) = {0}}

est alors exactement X, (k) (proposition 2.13), et les k-structures sur ces deux objets
coincident. Cela prouve bien le théoréme 2.42 dans ce cas.

Supposons & présent le théoréeme 2.42 démontré pour i € [0,n — 1], et montrons-le
pour i + 1. On commence par prouver que, pour la structure de k-variété sur X;(k), le
sous-ensemble Y;(k) est une sous-variété lisse définie sur k, qui est ’'adhérence de :

U Qw®),

vHw=n—1

obtenant ainsi le théoreme I. Comme les X (k) recouvrent X;(k), il suffit de vérifier que,
pour tout 7 € ©;, l'intersection Y;(k) N X, (k) est une sous-variété lisse et définie sur k,
qui est 'adhérence de

U Qv,w(]%)) N XT(/;?) = Qv(z),w(z)(k) N XZ(/;?)
v+w=n—1
Soit 7 € ©;. On note s, = (v,w), et on omet le symbole 7 dans les notations Tvv(i),...
On note N, (k) I'espace vectoriel
= =0 — =0
HOHI(VU(Z'), Wv(l)) D Hom(Ww(i), Vw(l))

D’apres le corollaire 2.31, I'intersection Y;(k) N X, (k) correspond, via fr, & la partie de
U, (k) formée des éléments dont la composante sur N, (k) est nulle, et (,),w(l)(k) NX;(k)
a la partie de U (k) formée des éléments dont la composante sur Ny (k) est nulle, et celle
sur k' appartient & (k*)’. On en déduit le résultat. B

Remarquons que I'on vient de montrer que le fibré normal a Y;(k) dans X; i
trivial sur Y;(k) N X (k), de fibre N, (k). La variété obtenue par éclatement de Y;(k
X (k) est donc recouverte par des ouverts du type

{(c.[a:b]) € Xr(k) x P(N7(k)), (ac,i,be,) € ((a,b))},

et I'application de recollement entre I’ouvert correspondant a 7 et celui correspondant a
7/ est fournie, sur le deuxieme facteur, par la différentielle de I’application de recollement
entre X, et X/. Comme on I’a vu a 'occasion du corollaire 2.41, I’ensemble XZ-H(E) est
aussi recouvert par les ensembles ci-dessus. Le lemme qui suit montre que les applications
de recollement entre ces ensembles sont les mémes dans les deux cas.

k) est
) dan

LEMME 2.44. Soient 7,7 € ©;, et
v = fro [ UL(E) > U(E)

Uapplication rationnelle de recollement. Soit ¢ € 7TZ+1(X (B)N X (
[’égalité

|

YNY;(k)). On a alors
<d7ri+1(c) Pr, 7/ (az,i,h bz,i,l)> = <(az,i,l7 bz,z‘,l»v
otu l est la longueur de c.

DEMONSTRATION. On fixe un représentant (ag ; ;,b7 ;) de [ag ;-

par remarquer que, comme X, (k) N X (k) N (E) est non vide, on a

sr(i) = s7 (i) := (v(i), (7).

: b, ;). Commencons
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Pour tout ¢ € k, on note c(t) le point de X, (k) dont toutes les coordonnées dans U, (k)
sont égales a celles de m;41(c) sauf gy, = tagig et by ; = the ;. On définit ainsi un
morphisme

c: Al — X,

On collecte maintenant quelques propriétés de c(t), que 'on démontre en utilisant la

N

preuve du théoreme 2.30, qui fournit la recette permettant de reconstituer ¢ € X (k), &
partir de ses coordonnées. Le type de c(t), pour ¢ € k* est donné par

Syl —=1) =sc(l) et, sil > 2, Vde[0,l-2], scu(d)=sc(d).

Il ne dépend donc pas de t € k*. Les espaces vectoriels suivants ne dépendent pas non
plusde t € k* :

Vewyo) = Vewet=1)r  Wew(—i-1) = Wewe(-1)

Wewywi) = Wewet=1)s Ve)w(—i-1) = Vewe(-1)-

Comme c est en position générale par rapport a 7 et par rapport a 7/, le sous-espace

= ) . =0 170 —

W we(—1) est un supplémentaire commun aux sous-espaces "W, ;) et 7 W, ;) dans W.
o E54 , . < 7770 1750 Eva

De méme, V¢, (1) est un supplémentaire commun a "V, et 7V, ;) dans V. Comme

¢(0) = mi41(c) appartient & X/ (k) qui est ouvert dans X;(k), il existe un ouvert U C A!

tel que pour tout ¢t € U(k), c(t) appartient & X,/ (k). On note alors, pour tout ¢ € U(k),
e et q; les applications linéaires rendant les diagrammes

b d o4 qt S

Vi) "V W) "W
//Tvgfv(i) //T/V?zfv(i) //TW?wa(i) //T/W?Hﬂ(i)
= //TVEw(i) L i //TWijsz(i)T/—
Ve~ " Vew i) Wewwiy ~—— " Wewuw)

commutatifs. On obtient ainsi deux morphismes

p:U— Hom(T/VU(Z-) ;7 Vv(i)), t— py

q:U — HOHI(TIWW(Z-),T Ww(l)), t— qq.

Revenons a la preuve proprement dite du lemme. La courbe (¢ — c(t)) n’étant pas

tangente a la sous-variété Y;(k) au point c(0), on peut écrire, pour tout ¢ € U(k),

! ’ .
aZ(t) , = ta+ termes d’ordre supérieur en ¢
b

b7,

e(t)i = tb + termes d’ordre supérieur en t,

ot le couple (a,b) est non nul. Par conséquent, la droite (dy,  , c)¥r~(ag bz ;;)) corres-

pond au point limtﬁo[azét)i : bZEt) ;] dans
e T/ —0 v ' —0
P(Hom (" Vi), Woay) & Hom (™ Way),” Vi)

On va obtenir le lemme en calculant cette limite de manieére alternative.
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D’apres la proposition 2.18, pour tout ¢ € U(k), les diagrammes

Y7 // n—v(i) +/ P o4 //TW?l—w(i)r/_
Ve)wii) V() (i) Wewwiy ~———" We)w)
Qe(t),1—1 Qe(t),1—1 Be(t),1-1 Be(t),1-1
7570 //WC,wc(fl) 7570 7750 //VC,vc(fl) /750
Woay = "Wy Ve = "V

sont commutatifs. On voit donc que [agét)i : bZEt) J=1lioal; opi:jobl, ;0q], ouona
noté ¢ et j les applications linéaires

/W

.0 cowe(=1) =0 N 11V e ve(=1)
77 Wv(i) _ TWU(W gy —

770

Par conséquent, le point de P(Hom(" Vv(z) ™ WU(Z)) @® Hom(" W, (i) ™ Vw(z))) que l'on
recherche est

[i 0 ac,ii0opo: jobeiioqol-
On peut donc conclure une fois observé que

"Vewi) = Vewt-1)r " We @) = Wewe-1)»

et que par deﬁmtlon méme, il existe des représentants (a, i l,bc i l) de [al,, : b7, et
@y, bz i) delag;; bz ;) tel que les diagrammes suivants sont commutatifs :

7—‘/v(z v w w

_zll 7Z:—zl b‘lc—ll c1l
cuc(l 1) wc(l 1)
_O )
W W)
\ Oéc’y
W/ c,we(—1)
g

Le lemme qui précede permet de munir X; 41 (k) d’une structure de k-variété, puisqu’il
fournit une bijection entre X;;1(k) et 'ensemble des k-points de 1’éclatement dg Y; dans
X;. Pour cette structure, le corollaire 2.39 montre que le sous-ensemble X,/ (k) est un
ouvert affine défini sur k, pour tout 7" € ©;, 1. Pour achever de montrer le théoréme 2.42,
il reste donc a s’assurer que la k-structure que l'on définit ainsi sur X/ (k) est la méme
que celle transférée depuis U, (k) par la bijection f,.. C’est ce que fait le lemme suivant :

LEMME 2.45. Soit 7/ € ©;,1 prolongeant T € ©;. L’application

- - — — —0
XT/(]{)) — XT(k) X P(HOIH(TV (4)> T Wv(z)) D HOHI(TWw(i),T Vw(z)))

¢+ (miy1(c), [ac,i,l : bZ,i,z])
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(ot 1 est la longueur de ¢) est une immersion définie sur k, lensemble X (k) étant muni

de la structure algébrique héritée de U, (k) par la bijection f.

DEMONSTRATION. Il faut calculer les coordonnées de m;y1(c) dans Uy (k) ainsi que

T be ;) en fonction des coordonnées de ¢ dans Uy (k). On note s = (v,w), et on

[ac,i,l :

omet les symboles 7 et 7/ dans les notations TVU(Z-), T/VU(Z-),

On suppose, pour fixer les idées, que v(i+ 1) = v(i) — 1. Dans ce cas, les coordonnées
dew(i)s V()41 s Vep(—i-1)r Wew(i)+1s s Weaw(—i—1)s Te,05 - Tei—1 de ¢ et les coor-
données analogues pour 7;41(c) coincident (par définition méme de ces quantités, et de
mi+1(c)). De plus, d’apres la proposition 2.22, et le fait que Vi, () o) = Veu(i): on a

VT € Vo)1, Cripa(e)w@) () = Ce(i)—1(T) — Vi) (Cew(i)—1(2)) (Vugi) + Tew(s))-
Il reste donc a calculer les quantités

a b

T . LT
7Ti+1(C),i7 7ri+1(c)7i7 [a’c,i,l ° bc,i,l]

en fonction des coordonnées de ¢ dans U, (k). Pour cela, on distingue deux cas.

Dans le premier cas, m;11(c) ¢ Y;(k). On a donc 7;+1(c) = c. On fixe un représentant
(0, be,) comme dans la définition 2.26. Remarquons qu’alors z¢; = , ;. Par définition,
on a

Vr € Vv(i)a ac,i(x) = O‘c,l(x + Ce,v(i) (x))

Pour & = v,(;), cela donne

ae,i(Vy(i)) = Te,i(Wn—y(i)41 + We pn—v(i)41)-

Pour © € Vy;)—1, d’apres I'égalité reliant c¢ ,(;) et cco(;)—1 énoncée plus haut, on a
Yz € V-1,  ae,i(®) = e (T + e n(iy—1(2) — vy (Cern(i)—1(2)) (Vu(i) + Tew(i)))
ce qui se réécrit aussi
Ve € V-1, ae,i(®) = e,ilac,it1(x) — vig) (Cen(i)—1 () (Wn—v(i)+1 + Wen—u(i)+1))-
On vérifie facilement que be; = ¢ ;be i1 Par ailleurs, on a
[ac,ij : beit] = [ac,i e,

ce qui acheve le calcul.
Plagons-nous maintenant dans le second cas, ot ;1 1(c) appartient & Y;(k). On sait
qu’alors
Qripi(c)i = 0 et bﬂi+l(c)7i =0.
Par ailleurs, des calculs en tous points semblables a ceux effectués ci-dessus montrent que
I'on peut choisir un représentant (dac.; i, be,ii) de [ac; : beii] tel que

Ae,i 1 (Vo(i)) = Wp—y(i)41 + We n—v(i)+15

Ve € Viiy-1,  Ge,it(®) = eit1(®) — vy (Ce (i) -1 () (Wn—v(i)+1 + Den—v(i)+1),
et bei; = beir1. Comme z¢; = 0 dans ce cas, on voit que les formules énoncées ci-dessus
restent valables, achevant le calcul. O

On a donc achevé de montrer 1’étape de récurrence. Cela termine la preuve des théo-
remes 2.42 et 1. 0O

La construction de la variété X; étant invariante par extension des scalaires, on voit
que la proposition 2.43 reste valable pour toute extension de corps K de k, c’est-a-dire
que l'ensemble des K-points de X; est I’ensemble X;(K), etc. Se pose alors la question
d’une interprétation modulaire de X :
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QUESTION 2.46. Quel est le foncteur des points de X; ¢ Autrement dit, si S est un
k-schéma, que vaut l’ensemble X;(S) ?

La réponse a cette question n’est pas essentielle pour ce qui nous occupe (construction
de compactifications log homogenes) mais néanmoins intéressante, puisqu’elle fournit la
bonne définition de « familles de collinéations croisées completes ».

On répond maintenant a la question 1.12, concernant ’ensemble ordonné des orbites
de GG dans la variété X;.

PROPOSITION 2.47. Soiti € [0,n], et s € ;. L’orbite Q4(k) de G(k) dans X;(k) est
une sous-variété définie sur k. On note Qs la variété sous-jacente. On a

Vs, s’ €Il;, Q,CQy <= s<5s.
Par conséquent, l'orbite Q)5 est fermée si et seulement si s € H?‘in.

DEMONSTRATION. Soit 7 € ©;, et s € II;. On suppose que s > s;. Il résulte du
corollaire 2.31 que lintersection Q4(k) N X, (k) est définie en imposant les indices ou
les coordonnées x; s’annulent, ainsi que le rang des applications linéaires a; et b;. Cela

montre bien que Q4(k) est définie sur k. Pour ce qui est des assertions restantes, elles
suivent facilement de la description locale des orbites de G dans X;. O

Pour terminer cette section, on discute du lien entre ’espace des collinéations croisées
completes entre V' et W et I'espace des collinéations completes V- — W (section 1.3). On
note

Q:=P(Iso(W,V)), G :=PGL(V) x PGL(W),
et, plus généralement, on note avec une barre toutes les données qui apparaissent dans
la construction de I'espace des collinéations compléetes, comme expliquée dans la section
1.3.

Voyons tout d’abord comment associer naturellement & ¢ € X, (k) un élement ¢
de X,_1(k). Pour cela, on utilise la description de ’ensemble X,,_1(k) donnée dans la
proposition 1.10. On doit définir un chemin sg tracé dans A et admissible au rang n, une
paire de drapeaux (Cy,Cy) indexée par sg, et un isomorphisme entre les gradués de ces
drapeaux, renversant les degrés, et vu a homothétie en chaque degré pres.

Pour définir le chemin sg, on procede de la maniére suivante. On relie le chemin s; a

A

son symétrique par rapport a la droite v + w = n, puis on projette le tout sur 'axe des
abscisses. Comme s.(I) = 0, on obtient de cette maniére un chemin tracé dans [0, n],
commencant au sommet n, et s’achevant au sommet 0. En écartant le sommet n, on
obtient le chemin sg, tracé dans A = [0, n—1]. Par ailleurs, on pose (€y,€w) = (cv, cw).
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Il s’agit bien d’une paire de drapeaux indexée par le chemin sg. Enfin, remarquons que
la relation d’équivalence que l'on a définie sur I’ensemble Hom(gr(cy ), gr(cw)) dans la
section 2.2 est plus fine que celle définie dans la section 1.3. Cela permet de poser [ic] =
[te]-

De maniére analogue & ce qu’on a fait pour I'espace des collinéations croisées com-
pletes entre V et W, on peut définir des ouverts affines sur ’espace des collinéations
completes de V' dans W par des conditions de « position générale » par rapport a cer-
taines données. En utilisant ces ouverts, on montre alors la proposition suivante :

PROPOSITION 2.48. L’espace X, des collinéations croisées completes entre Vet W
domine l'espace X1 des collinéations completes de V- dans W. De plus le morphisme
X, — X1 induit Uapplication ¢ — € sur les k-points.

2.4. Démonstration du théoréme II. Comme on I’a dit a la fin de la section 2.3,
I’espace des collinéations croisées completes entre V' et W domine ’espace des collinéa-
tions completes de V' dans W. Cela est équivalent au fait que la compactification X, est
log homogene. Montrons-le différemment :

THEOREME II. La compactification X, est log homogéne.

DEMONSTRATION. On reprend les notations introduites dans la section 1.4. En par-
ticulier, on dispose d’un drapeau dy dans V', et d’'un drapeau dy dans W. Les couleurs
de I'espace homogene ) sont données par

Dy ={f €Qk), f(V:)NWn,#{0}}
pour 7 € [1,n — 1]. Pour tout j € [0,n], on note

‘/jo = <Un—j+17 ...,’Un> et WJO = <wn—j+17 7wn>

Ces espaces vectoriels s’arrangent en deux drapeaux complets, 6‘0/ et 58[,, qui intersectent
transversalement les drapeaux dy et dy respectivement. Soient s € II'"" et 7 € O,, défini
par
Sr =S, TV:(S?/, T‘(}:(S\/, TW:(S‘O/V, T{(/)V:(SW

et les vecteurs v; et w;. Soient r € [1,n — 1] et f € Q(k). D’apres la proposition 2.13, on
a

feX;(k) <= Vjelo,n], Graphe(f)n(V;e W,_;)={0}.
Comme

Graphe(f) N (V, @ Wyy) = {0} <= f(V:)NWap = {0},

on voit que D, N X, = @. Comme X, est ouvert, on a aussi D, N X, = @. Ceci interdit
l'inclusion Q4 C D,., puisque 5 N X, est non vide. Comme ce raisonnement fonctionne
avec n’importe quel s € II™" et que les orbites fermées de G(k) dans X,,(k) sont exac-
tement les (£2;) scImin, ON peut conclure que le plongement X,, est sans couleur, achevant
par-la de montrer que le plongement X, est log homogene (comme on I'a fait remar-
quer dans la section 1.1, les compactifications log homogenes de 2 sont exactement les
compactifications sans couleur). O

Notre but maintenant est de calculer I’éventail de la compactification X,,. Pour cela,
on va montrer que, pour tout ¢ € [0,n], et pour tout 7 € 6;, 'ouvert X, de X; est un
« ouvert de structure locale », au sens du théoréeme 2.13, chapitre 1. Autrement dit, on
va montrer que 'ouvert X est stable sous I'action d’un sous-groupe parabolique P, de
G, et expliciter 'action de ce sous-groupe dans X, . Il est commode de définir :
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DEFINITION 2.49. Soient i € [0,n], 7 € ©;, et g € G(k). On note g(7) l’élément de
©; vérifiant syry = 5., et, en notant (v, w) ce chemin,

gy =g(rv), 9@V =g(mw), 9(@w =g(tw), 9Ty = g(riy)
¥j € i) + Lu(—i - 1)], o7 =g,

Vj € [w(i) + Lw(—i - 1], w7 = g(w]).

La proposition qui suit relie les ouverts X, et X :

PROPOSITION 2.50. Soit 7 € ©;, et g € G(k). Alors g envoie X, dans X ;). Soit
c € X;(k). On note cy(s), du(),--- les coordonnées de ¢ dans Ur(k) et c;)(i), iu(i),... celles
de g(c) dans Uy,y(k). On a :

iy = geud s iy = 9duw(inyg

Vje [v@i)+1,v(=i—1)], 0 =g(@;), Vje[w(i)+lw(—i-1)], of=g(w;)
1 1

vj € [[072 - 1]]7 .%'; = Ty, a;; = ga;g , b; = gblgi .

DEMONSTRATION. Pour établir la premiere assertion, il suffit de vérifier que g envoie
X, (k) dans Xy (k). Soit ¢ € X, (k). Par définition, on a sy = s¢, donc sy(c) = sr,
et la condition (1) de 2.11 est vérifiée. D’apres la condition (2) (pour c), les drapeaux
cy (resp. cyy) et 7'8 (resp. TI(/]V) s’intersectent transversalement. En appliquant g, on voit
que les drapeaux g(cy) = g(c)y (resp. g(c)w) et g(r0) = g(7)¥ (resp. g(7)},) s’inter-
sectent transversalement. Ainsi, la condition (2) de 2.11 est vérifiée. Vérifions maintenant
la condition (3). On note ! la longueur de c. Soit d € [—,{]. On note encore g les iso-
morphismes induits par g sur les gradués

g:gr(ev)a = gr(g(c)v)a, g :gr(ew)-q — gr(g(c)w)-a.
Par définition, le diagramme

29

gr(cy)d griew)-d

er(9(0)v)d —2e gr(g(e)w)—a

est commutatif. Par ailleurs, le drapeau induit par g(7){, (resp. g(7)%) sur gr(g(c)v)a
(resp. gr(g(c)w)a) est exactement I'image par g du drapeau induit par 70 (resp. 73,) sur
gr(cy)q (resp. gr(g(c)w)q). On en déduit que les drapeaux

Loy (9(T)Y N gr(g(e)v)a) et g(r)%y Ngr(g(c)w)q

s’intersectent transversalement, achevant la preuve de la premiere assertion.

Passons au calcul des coordonnées de g(c). Pour alléger les notations, on omet le
symbole 7 dans les notations "V}, "V ;... et le symbole g(7) dans les notations g(T)Vj,
IV ...

Les arguments donnés ci-dessus montrent que le drapeau c?,(T) (resp. clg,l(,T)) est 'image

par g du drapeau cj, (resp. cjy). Par conséquent, pour tout j compris entre v(i) et
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v(—i — 1), on a Vye); = g(Ve ;). Comme Ve ; est le graphe de l'application linéaire
cj:V;— Vr?fj, on voit que

V(o). = Graphe(ge;g~ : g(Vj) — g(V;)_;))-
Ceci montre déja que ¢, @) = 9Cu(i) g~!. De plus, pour tout j compris entre v(i) + 1 et

v(—i — 1), on a, par définition,
v = ci(g(vy)) = glcj(vy)) = g(v)).
De la méme facon, on montre que c;(l.) = 9Cy(i) g_1 et que, pour tout j compris entre
w(i) + 1 et w(—i—1), on a @} = g(wy).
Fixons un représentant tc de [ic], et notons t4c) le représentant de [i4(c)] faisant
commuter le diagramme ci-dessus. Par définition, pour tout j € [0, — 1], on a, dans le
gradué correspondant

Le(Vo(j) F V() = Tre,j (Wn—v()+1 + Dnv(j)+1) siv(j+1)=v(j) -1

ve (W) + D)) = Trej(Vn—w(j)+1 + On—w()+1) st w(i+1) =w(j) — 1.
En appliquant g des deux cotés, et en utilisant la commutativité du diagramme ci-dessus,
on obtient

Lg(e) (9 (Vo)) + 9(Tu(5))) = Tre,j (9 (Wn—v(i)+1) + 9(Wn—v(j)+1))
siv(j+1)=wv()—1,et
L;(lc)(g(ww(j)) + 9(Dy(5))) = Tie i (9(Vn—w(i)+1) + I On—w(j)+1))

siw(j+1) =w(j) — 1, ce qui montre que, pour tout j € [0,i — 1], on a Tiyieyd = Tio,j-
;» = Zj.

Notons ¢ le représentant de [ic] vérifiant z,, ;1 = 1. Alors, si 14 désigne le repré-
sentant de [14()] faisant commuter le diagramme ci-dessus, les calculs ci-dessus montrent

que T, i-1 = 1. Par définition, on a alors

Vo € Vouy,  ai(®) = aci(® + cyy) (2)).

En appliquant g des deux cotés, et en utilisant la commutativité du diagramme ci-dessus,
on obtient

On en déduit facilement que x

Vo € g(Vowy),  glai(g™' () = ag(eya(e + ¢y (@),

ce qui prouve que a; = ga;g~'. On montre de la méme maniere que b, = gbig™ 1. U
En corollaire, on obtient le résultat suivant :

COROLLAIRE 2.51. Soit i € [0,n]. Pour tout chemin s € II™™ on fize une donnée Ts
de type i vérifiant s;, = s. Alors les translatés des ouverts (Xr,) crmin par des éléments

du groupe G(k) recouvrent X;.

DEMONSTRATION. Soit 7 € ©;. On note s = s,. On montre facilement qu’il existe un
élément g € G(k) vérifiant 7 = g(75). D’apres la proposition 2.50, on a alors X, = g(X7,).
Le corollaire 2.41 permet maintenant de conclure. U

On fixe maintenant i € [0,n], et un élément 7 € ©;. On omet le symbole 7 dans les
notations "Vj, TVe j, v], cf (i) On note (v, w) le chemin s;.

DEFINITION 2.52. On note P. C G le stabilisateur des drapeauz 7'8 et TI(/]V. C’est un
sous-groupe parabolique de G. On note aussi L, le stabilisateur des drapeauz Tv,T‘O/,TW
et 7'8[,. C’est un sous-groupe de Levi de Py.
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Avant d’énoncer le résultat de structure locale, on a encore besoin d’une définition :
DEFINITION 2.53. On note
Sy = A(K" ® Hom(Vy;), Wi,y ) © Hom(Wi), Vi) € U,
et X7 = f1(S5).
On voit que X’ est une sous-variété fermée de X.

ProPOSITION 2.54. L’ouvert X, de X; est stable sous l’action du groupe P;. Par
ailleurs, la sous-variété fermée X, de X, est stable par L. et le morphisme naturel

Ry(P) x X! — X, (r,z)—rx
est un isomorphisme.

DEMONSTRATION. Le fait que l'ouvert X, soit stable sous 'action de P, est une
conséquence de la proposition 2.50, une fois qu’on a remarqué que, si 7 et o sont deux
éléments de ©; vérifiant

0 0 0 0
St =38y, Ty =0y, Tw =0w

alors, d’apres la définition 2.11, les ouverts X, et X, sont égaux. L’ensemble X/ (k) est
exactement l'ensemble des ¢’ € X, (k) vérifiant

Vi € [o(@),o(=i = D], Very =V et ) € [w(@),w(—i — )], We; = W.

Comme le sous-groupe L, (k) stabilise les drapeaux 7y et 7y, on peut conclure qu’il
stabilise X/ (k). Comme le corps k est quelconque, on peut en déduire que L, stabilise X
Le reste de la proposition est une conséquence des calculs effectués ci-dessous (proposition

2.57). O

On va maintenant calculer explicitement Paction du groupe L,(k) dans X.(k), et
celle de R, (P;)(k) dans X/ (k). On a besoin de quelques notations supplémentaires. Pour
tout j € [v(i)+,v(—i — 1)] (resp. [w(i) + 1,w(—i — 1)]), on note x; (resp. v;) le poids
de laction de L, sur la droite (vj) (resp. (w;)). Pour tout j € [0,7 — 1], on note ; le
caractere de L, défini par

Vn—v(j)+1 = Xo(j) SLv(j +1) = v(j) — 1

Vj =
Xn—w(§)+1 — Yw(j) si w(] + 1) - w(]) -1

On note aussi py = 1o, et pour tout j € [1,i — 1], p; = ¢; — ;j_1.
PROPOSITION 2.55. Soit ¢ € X.(k), et g € L;(k). On a :

Vieloi—1], 2y, = ri(9)2e;

Qg(c),i = ¢i71(g)7lgac,igil et bg(c),i = wifl(g)ilgbc,igil'

DEMONSTRATION. C’est une conséquence immédiate de la proposition 2.50, une fois
qu’on a remarqué que les éléments 7 et g(7) coincident presque entierement, les seules
différences étant

vj € [vi) + Lo(—i— 1], o7 = g(v;) = x;(9);
et

vj € [w(i) + Lw(—i — ], 0?7 = g(w)) = v;(g)w;.
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DEFINITION 2.56. On note R (k) C U (k) la somme directe des espaces vectoriels
Hom (Vi) Vi_yiy)s - Hom(Waugey, W)

n

0 0
& wa @ w
w(i)<j<w(—i—1)—1 v(i)<j<v(—i—1)—1
On a ainsi U, (k) = R, (k) ® S-(k), et pour tout ¢ € X,(k), on note r. et u, les coordon-
nées de ¢ selon cette décomposition en somme directe.

En associant a un élément de R.(k), dont on note c,), diu(i)s Du(i)41s > u(—i-1)>
Wep(§)415 -+ We(—i—1) les coordonnées, le drapeau dans V' formé des sous-espaces

pour j entre v(i) et v(—i — 1), et celui dans W formé des sous-espaces
J
Graphe(d,,(;)) © GB (wj + wj)
k=w(i)+1

pour j entre w(i) et w(—i — 1), on obtient un bijection naturelle de R (k) sur 'ensemble
des couples de drapeaux, I'un dans V', de type v(i), ..., v(—i—1), Pautre dans W, de type
w(i), ..., w(—i — 1), qui intersectent transversalement les drapeaux 7 et 7y}, respective-
ment. Par exemple, le point 0 € R, (k) est envoyé sur le couple (7, 7). On identifiera
dans la suite ces deux ensembles, en utilisant la bijection que 'on vient de définir. Vu de
cette maniere, le groupe R, (P;)(k) agit dans ’ensemble R, (k). On note momentanément
* cette action, pour la différencier de celle induite par I'inclusion de R, (k) dans U, (k) (on
va voir dans un instant que c’est la méme action). Pour l'action *, le groupe R, (P;)(k)
agit simplement transitivement dans ’ensemble R, (k). On a alors le résultat suivant, qui

donne une preuve de la deuxieme partie de la proposition 2.54.
PROPOSITION 2.57. Soit ¢ € X_(k), et g € Ry(P;)(k). On a

Tg(e) = 9 * 0 etug(c)—u/c.

DEMONSTRATION. Comme la composante de ¢ appartient & X/ (k), on a
Vje [w(i),v(=i—-1)], Ve;=VjetVjew(),w(—i-1)], W;=W;.
Ceci montre que
Vi€ [o(@),v(=i =D, Vyey; = 9(Vj) et Vi € [w(@),w(=i = D], Wye),; = 9(Wj),
et donc que la composante de g(c) selon R, (k) est bien g * 0. Pour le calcul de v/

g(C)
on fait appel & la proposition 2.50. Fixons un représentant ¢ de [ic], et notons Ly(c) 1€

représentant de [Lg(c)] comme dans la preuve de cette proposition. On a alors établi que,
pour tout j € [0,7 — 1], on a a]_; = xfg((?w Pour tout j € [v(i) + 1,v(—i —1)], on a
Ug; =0, et donc

7+ 90 = 9(0]) + 907 1) = 9(0]) = 0] + T -

De méme, pour tout j € Jw(i) + 1,w(—i — 1)]], on a

wi™ G 7 = g(w]) + g(wg ;) = g(w]) = w] + @) ;-
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Ces deux dernieres observations montrent que, pour tout j compris entre 0 et ¢ — 1,

g(7)

— T T — T A 3 1ei

onax, o =T et donc Troerd = Tieg® On en déduit aisément que, pour tout
j€]0,i—1], on a

T _ T

xg(c)vj - xchj‘
On procede de la méme fagon pour montrer que
T — T T _ T
ag(c),i = Q¢ et bg(c),i - bc,i'

Cela acheve la preuve de la proposition. O

Voici un corollaire immédiat des proposition 2.55 et 2.57

COROLLAIRE 2.58. Pour tout chemin s’ € 11; et vérifiant s’ > s, le groupe P;(k) agit
transitivement dans l’ensemble Q5(k) N X, (k).

Passons au calcul de I’éventail de la compactification X,, de 2. On a besoin de quelques
définitions et notations supplémentaires.

DEFINITION 2.59. On note E ensemble des couples (v,0), ot v € [0,n], et o est
une permutation de I’ensemble [1,n] dont la restriction a o~ ([1,v]) est décroissante, et
la restriction a o ([v + 1,n]) est croissante.

Dans la section 1.4, on a fixé les notations V' (2), etc. concernant les données combina-
toires attachées a ’espace homogene (2 sous I'action de G. A tout élément de ’ensemble
E, on associe maintenant un cone dans V(Q2) :

DEFINITION 2.60. Soit (v,0) € E. On note Cy, le cone dans V(Q) défini par
{[x] € V(Q)a 0< 6l(Xa(l) - Vn—a(l)-l—l)(x) S S en(Xa(n) - Vn—a(n)—l—l)(x)}
ouej=1sio(j) € [l,v] et ¢ =—1 sinon.
On a alors :

PROPOSITION 2.61. La variété X, est la compactification log homogéne de €2 corres-
pondant a la subdivision lisse (Cy.o)(v,0)cE de p(VY).

DEMONSTRATION. D’apres la proposition 1.2 ’éventail que 1’on cherche est constitué
des cones figurant dans I’éventail de la variété torique Tfy et qui sont contenus dans
p(VG). Voyons déja que les cones proposés sont de ce type. Montrons dans un premier
temps qu’ils sont contenus dans p(V%). Soient (v,0) € F et [z] € C, . Par définition, on
a

0 < e1(Xo(1) = Yn—o(1)+1)(@) < oo < €n(Xo(n) = Vn—o(n)+1)(T)
ol ¢; = 1si o(j) € [1,v] et ¢ = —1 sinon. Comme o est décroissante sur o~ 1([1,v]), et
croissante sur o~ !([v + 1,n]), on a en particulier
0 < (Xot1 = Vn—o)(®) < ... < (Xn — 1) ()
et
0< _(Xv - anerl)(x) <... < _(XO - Vn)(x)

Cela montre que

(1 =) (@) < oo < (Xo = Vn—v+1)(T) O (Xot1 — Vo) (@) < oo < (Xn — 11)(2)
et donc que [z] appartient & p(V%).

Montrons maintenant que les cones (Cy¢)(v,0)cr figurent bien dans I’éventail de la
variété torique T fo. Soit s € II'™. On note 7 € ©,, la donnée de type n définie par

0 0 0 0
Sr =S, TV :5‘/7 Ty :(5‘/, ™ :(5w, Tw :5W
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et par les vecteurs v; et w;. Remarquons que ¢ = fp appartient & X/ (k). En effet,
fo(T‘(}) = T et fo_l(ﬁ(,)v) = Ty, si bien que

Vieo,n], Ve;=Vet We;=W),
ce qui caractérise les éléments de X/ (k). De plus, la variété X est torique sous 'action

de T, et fo appartient a lorbite ouverte de 1. D’apres la proposition 2.55, le cone C,
auquel correspond cette variété torique est défini par

CS - {0 < ¢0,s <. < 1/%—1,3},
ou, pour tout j € [0,n — 1], le caractere ¢; ¢ de T' est donné par
Vn—o()41 — Xog) Siv(+1)=v() -1
,l/}j78 - . . .
Xn—w()+1 — Vw(y) S1 U)(j + 1) = w(]) -1

Observons maintenant que :

LEMME 2.62. Il emiste une bijection v : E — TI™" 4 travers laquelle les cones que
l’on vient de définir et ceux proposés dans l’énoncé se correspondent.

DEMONSTRATION. Soit (v,0) € E. On pose, pour tout j € [0,n],
v(j) = Card([j + 1,n] No " ([1,0])), w(j) = Card([j + 1,n] N~ " ([v+1,n]))

et s5(7) = (v(4),w(j)). Alors s € [I™", En effet, il est clair que, pour tout j pour lequel
cela a un sens,

v(j+1) <v(f), w+1) <w(j)etv(f) +w(i)=n-—j
On définit une application II™" — E de la maniere suivante. Soit s € II™". On pose
I={jellin], v(l)=vl-1)-1retJ={jelin], w()=wl-1) -1}
On définit alors v = Card I, et
vij—1)sijel
o:[1,n] —=[1,n], j+—
n—w(j)sije
Il est facile de vérifier que ces deux applications sont inverses I'une de I'autre, et que,
si (v,0) appartient a E et s = (v, 0), alors
Cs =Cypo-
O
D’apres le lemme 2.62, les cones (Cy o) (v,0)c apparaissent dans I’éventail de la variété
torique X_. Cette variété torique étant lisse, ces cones sont lisses. Par ailleurs, comme les

cones (Cyo)(v,0)cr sont de dimension maximale, ils sont maximaux dans I'éventail Ex,, .
Pour conclure, il reste donc a montrer que I'on a

PV = | Cuo
(v,0)EE

Pour établir ce résultat, on raisonne comme ci-dessus. Soit [z] € p(V®). Pour savoir dans
quel cone C, , se trouve [z], il suffit de situer 0 dans la suite d’inégalités

(Xl - Vn)(x) <...< (Xv - anerl)(x) <0< (Xerl - anv)(x) <. < (Xn - Vl)(x)
puis de comparer entre elles les deux suites

0< _(XU - Vn—v-i—l)(x) S-S _(Xl - Vn)(x)
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et
0 < (ot = o2)(@) < oo < (0 — 1) @),
Cela termine la preuve de la proposition. O

Les propositions 1.15 et 2.61 montrent que I’éventail de la compactification X,, est
un raffinement de I’éventail de la compactification de Kausz X/, de © (section 1.4). En
particulier, ’espace des collinéations croisées completes entre V' et W domine la compac-
tification de Kausz de ’espace homogene (2.

Par ailleurs, de maniere analogue a la discussion faite a la fin de la section 2.3, on
peut définir une application naturelle X, (k) — X/ (k), ¢ — ¢/, qui s’avere étre celle
induite par le morphisme X,, — X/, sur les k-points :

Soit ¢ € X,,(k). Pour décrire ¢’ € X/, (k), on utilise la proposition 1.17. Le chemin s¢/
est obtenu de la maniere suivante. On relie le chemin s. a son symétrique par rapport
a la droite v + w = n, puis on envoie le chemin obtenu dans ’ensemble A’, les sommets
appartenant & sc étant projetés sur Ay, et les sommets appartenant a son symétrique
sur A% U {n}. En écartant le sommet n € Ap, qui est atteint car (0,0) est un sommet
de s¢, on obtient le chemin s/.

Sc

A/

On pose aussi (¢}, cyy) = (cv,cw) (qui est bien une paire de drapeaux indexée par se/)
et [ter] = [te] (remarquer & nouveau que la relation d’équivalence définie sur I’ensemble
Hom(gr(cy),gr(cw)) dans la section 2.2 est plus fine que celle définie dans la section
1.4).

PROPOSITION 2.63. L’espace des collinéations croisées complétes entre V et W do-
mine la compactification de Kausz de l’espace homogene 2. De plus le morphisme X,, —
X, induit Uapplication ¢ — ¢ sur les k-points.

3. Application de la méthode des points fixes

Dans cette partie, on va produire des exemples de compactifications de certains
groupes classiques, en prenant les points fixes de certaines involutions dans ’espace des
collinéations croisées completes. Le corps k est de caractéristique différente de 2.

On reprend les notations G, €2, Xy, X1, etc. introduites dans la partie 2 de ce chapitre.
On suppose que les espaces vectoriels V' et W sont équipés de formes bilinéaires non
dégénérées, notées wy et wyy. On suppose de plus que ces formes sont soit toutes les deux
symétriques, soit toutes les deux antisymétriques. On suppose enfin que le point de base
fo € Q(k) respecte les structures orthogonales ou symplectiques sur V' et .
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DEFINITION 3.1. On note 0 : Q@ — Q, f =1 C’est une involution de .

Autrement dit, le diagramme

v o(f) -

t
i
V* < w*

est commutatif, ou les fleches verticales sont les isomorphismes (fournis par les formes
bilinéaires wy et wy)

VoV zowy(hz)etW =W - wwy(.,z).

L’hypothese faite sur le point de base fy € (k) revient a dire que fy est fixé par o. On
définit, de la méme facon, une involution du groupe G, également notée o, qui vérifie

Vge G, Yz eQ, o(gr)=o0(g)o(x).

DEFINITION 3.2. On note ' la composante connexe de Q° qui contient fo. C’est un
espace homogéne sous laction du groupe G := (G?)°.

Si les formes wy et wyy sont symétriques, la paire (', G’) est donc une k-forme de la
paire (SO(n),SO(n)xSO(n)). Si elles sont antisymétriques, la paire (', G’) est isomorphe
a la paire (Sp(n),Sp(n) x Sp(n)).

Notons X Padhérence de ' dans Gr(n,V & W). On note w la forme bilinéaire sur
V @& W définie par

Wyxy =WV, Wwxw = —Ww

et le fait que V et W sont orthogonaux. Le graphe d'un élément de €2’ étant un sous-
espace totalement isotrope maximal de V@& W, il n’est pas difficile de vérifier que X est
une grassmannienne orthogonale ou lagrangienne. Dans cette partie, on va appliquer la
procédure expliquée dans la section 1.2 a partir de cette compactification naive. On note
X{, X1, ete. les compactifications construites par cette procédure. On montre alors que
l’on aboutit & la compactification magnifique de €’ sous 'action de G’ dans le cas « or-
thogonal impair » (c’est-a-dire w symétrique et n impair) et dans le cas « symplectique »
(c’est-a~dire w antisymétrique). Noter que le groupe SO(n), n impair, est de type adjoint,
si bien que I'on dispose de plusieurs constructions de la compactification magnifique de
(Y. Par contre, le groupe Sp(n) n’est pas de type adjoint. Dans le cas « orthogonal pair »,
on obtient une compactification log homogene qui possede deux orbites fermées. Comme
on le vérifie facilement, la compactification canonique (voir la section 1.1 de ce chapitre
pour une définition) de SO(n), n pair, n’est pas lisse (il suffit de voir que la chambre de
Weyl n’est pas lisse), ce qui montre que le nombre d’orbites fermées est ici minimal.

La stratégie que I'on va suivre pour démontrer ces résultats consiste a utiliser le travail
effectué dans la partie 2 de ce chapitre, et 'involution o. On commence par montrer,
dans la section 3.1, que U'involution o s’étend de Q a X;, pour tout ¢ € [0,n]. Ensuite,
on montre que les composantes connexes des variétés X7 contenant ’espace homogene
¥ donnent les compactifications X/. Cela nous permet d’obtenir une description des k-
points de ces compactifications, ainsi que de la combinatoire des orbites de G’ dans ces
compactifications.
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Le cas « orthogonal pair » est le plus complexe. On I’étudie en détail dans la section
3.2. Le cas « orthogonal impair » est décrit dans la section 3.3, et le cas « symplectique »
dans la section 3.4. Dans ces deux derniers cas, les démonstrations étant quasiment iden-
tiques (et plus simples) au cas « orthogonal pair », on les omet, et on se contente de
décrire les résultats.

3.1. Extension de l’involution o. Dans cette section on souhaite montrer que
I'involution o de I’espace homogene 2 s’étend aux variétés X;, pour tout i € [0, n]. Pour
cela, on commence par construire « ensemblistement » 'involution o sur X;(k), puis on
montre que ’application ainsi définie provient bien d’une involution de la variété X;.

Pour comprendre quelle définition de ¢ va fonctionner, on examine le cas ¢ = 0. Dans
ce cas, on vérifie aisément que linvolution Xo — X, F +— F1 convient. On a alors :

LEMME 3.3. Soit F' un sous-espace vectoriel de dimensionn de VAW, de type (v, w).
Le sous-espace F- est de type (w,v). On a aussi

FlmV:pV(F)la pV(Fl):(FmV)J_7
FEnW =pw(F),  pw(FH) = (FnW)*,
et l’isomorphisme vp1 est l'adjoint de Ly, au sens ou le diagramme

LpL

pv(FH)/(FHNV)

pw (F5)/(F- W)

LF

(pv (F)/(F V)"

(pw (F)/(F 0 W)

est commmutatif.
DEMONSTRATION. Montrons 'égalité F- NV = py(F)*, les autres se prouvant de
méme. Soit x € V& W. Alors :
reEFINV < zeVetVyeF, wlyz)=0

«— zcVetVyecF, wylpv(y),z)=

— zcpy(F)*t
Montrons maintenant la commutativité du diagramme figurant dans I’énoncé. Comme
un petit calcul le montre, cela revient & établir que pour tout € F+ et pour tout y € F,
on a
wy (pv (), pv (y)) = ww (pw (), pw (y))
ce qui est vrai, vu la définition de la forme bilinéaire w. O

Etant donné un chemin s tracé dans A, on note o(s) le chemin symétrique par rapport
a la diagonale v = w. Remarquer que, si (7, 7y7) est une paire de drapeaux indexée par s,
alors la paire (T&, TVLV) est indexée par le chemin o(s). En s’inspirant du lemme précédent,

on définit donc :

DEFINITION 3.4. Soient i € [0,n] et ¢ € X;(k). On pose

O’(C) = (O’(Sc), CJ\77 CJW7 [U(LC)])a
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ot l’isomorphisme o(tc) est tel que, pour tout degré d, le diagramme

gr(ct)y — 2 ar(ed) g

t
* le *

gr(cy)’y «——— gr(ew)y

est commutatif. Ici, les fleches verticales sont les identifications données par les formes
bilin€aires mon dégénérées wy et wyy

ar(ei)a = Ve cay/Vernec1-a) = Vewe(=1-a)/Vewe—a)" = gr(ev)y
gr(ei)a = Waway/Weweo1-a) = Wews—1-a)/Wewo(-a))* = gr(ew)y

Comme on le vérifie facilement, la classe [0(tc)] que 'on obtient ainsi ne dépend
pas du choix du représentant i de [ic] que l'on a fait. Notre but est de montrer que
I’application o que l'on vient de définir provient d’une involution de la variété X;. Pour
cela, on va utiliser le recouvrement de X; par les ouverts affines (X;),ce,, et vérifier ce
résultat « localement ». Il est commode d’introduire la définition suivante :

DEFINITION 3.5. Soient i € [0,n] et T € ©;. On note o(7) € ©; la donnée de type i
vérifiant :

® S,(r) = 0(s7). On note s; = (v,w)

1 0 O)L

e o(r)v =71y, o)y =(1y y )L-

»o(Nw =Ty et o(T)y = (Ty

e pour tout j € [w(i) + 1,n —v(i)], U?(T) est lunique vecteur dans
TV OV = (Ve @ TV
a(7)

vérifiant wy (v;* v, _;q) = 1.

(1)

e pour tout j € [v(i) + 1,n —w(i)], w? est 'unique vecteur dans

o(T) W_] N o(T) ngjJrl _ (Tanj @ TWJ(LI)J_

vérifiant C«.)W(w;(ﬁr%w;;fjJrl) =1

On a alors la :
PROPOSITION 3.6. Soit i € [0,n], et 7 € ©;. Soit ¢ € X, (k). Alors o(c) appartient
a Xo(r) (k).
DEMONSTRATION. Soit ¢ € X;(k). On vérifie aisément que
So(c) = o(sc) = o(sr) = So(r)-

Le fait que les drapeaux o (7)), et o(c)y (resp. o(7)y}, et o(c)w) s’intersectent transver-
salement est une conséquence immédiate du lemme suivant :

LEMME 3.7. Soient E et F deux sous-espaces vectoriels d’un espace de dimension n
muni d’une forme bilinéaire non dégénérée. Si E et F s’intersectent transversalement,
alors E+ et F- qussi.
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DEMONSTRATION. Comme E+ N FL = (E + F)*, on a I'égalité :
dim(E+ N FY) =n — dim E — dim F 4 dim(E N F).
Le lemme en découle aussitot. (]

Pour l'instant, on a démontré que les deux premieres conditions de la définition 2.11
sont satisfaites. Vérifions maintenant que la troisieme condition est aussi vérifiée. 1l s’agit
de démontrer que les drapeaux o (tc) (7)) Ngr(ci)a) et (7,)= Ner(cqy,)—q s'intersectent
transversalement, pour tout degré d. Par définition de t¢, cela revient a voir que, dans
gr(cw )y, les drapeaux

LM () Ngr(ey)—a)™t) et (T Ngr(ew)q) "

s'intersectent transversalement dans l'espace vectoriel gr(cy )}, o, ici, 'orthogonal est
pris au sens de la dualité. On voit donc que le lemme suivant permet de conclure :

LEMME 3.8. Soient E' et F' deux k-espaces vectoriels de méme dimension, et f un
isomorphisme de E' sur F'. Soit E un sous-espace de E', et F un sous-espace de F'. Si
f(E) et F s’intersectent transversalement, alors c’est aussi le cas detf~1(EL) et FL.

DEMONSTRATION. 11 suffit d’observer que le sous-espace tf~1(E+) N F+ de F* est
Porthogonal du sous-espace f(FE) + F de F. O

On a donc bien montré que o(c) appartient a Xq(7) (k). O

PROPOSITION 3.9. Soit i € [0,n]. L’involution o s’étend de Q@ a X;. Par ailleurs,
pour tout ¢ € X;(k), o(c) est donné par la définition 3.4.

DEMONSTRATION. On raisonne par récurrence sur ¢ € [0,n]. Pour ¢ = 0, on a déja
vu que l'involution

o:Gr(n, Ve W)= Gr(n,VoW), F—Ft

prolonge 'involution o sur €2, et le lemme 3.3 montre que dans ce cas, pour tout ¢ € Xy(k),
lélément o(c) est bien décrit par la définition 3.4.

On suppose maintenant que le résultat est démontré pour 4, et on 1’établit pour 7+ 1.
Pour passer de X; a X;;1, on éclate Y;, qui, étant I’adhérence de

U e,

(vyw)eA;

est stable par o. Par conséquent, I'involution o s’étend a X; 1. Il reste a calculer o(c)
pour tout ¢ € X;(k). Si mi+1(c) ¢ Yi(k), alors m41(c) = c, et le résultat au rang i assure
que o(c) est bien décrit par la définition 3.4.
Supposons donc que 7;+1(c) € Y;(k). Soit 7 € O; tel que m;11(c) appartient & X (k).
On fixe un représentant (ag ,;, bz ;;) de [ag,; : bg ;|- On introduit la courbe
c: Al » X

comme dans la preuve du lemme 2.44, c’est-a-dire telle que, pour tout ¢ € k, les coor-

données de c(t) dans U, (k) sont toutes égales a celles de m;+1(c) sauf oy, = by

et by, = tbe,,- Pour tout ¢ # 0, c(t) appartient a X;y1(k) \ mi+1(Yi(k)). De plus,
lim;_,o c(t) existe dans X;11(k), et vaut c. On va calculer o(c) en utilisant le fait que

o(c) = limy_ o(c(t)).
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On note [ la longueur de c. Remarquons que, comme (TVn,w(i))L N (TVZS(Z.))l = {0}, on
a un isomorphisme naturel, induit par wy :
1 0
(TVn—w(i)) — (TVw(z))*
De méme, on a des isomorphismes naturels

(TWO ))J_ N (TWw(i))*’ (Tanv(i))J_ N (TWO(Z))* ot (TVT?

n—w(i v

On a alors :
LEMME 3.10. Le point

[afiﬁlzt)),i,l : biﬁlzt»,i,l] € P(Hom ("™ Vw(i)7U(T) WB(@')) & Hom (717 Wv(i)7U(T) VLO(@')))

ne dépend pas de t # 0, et vérifie que les diagrammes suivants
o(r) 5

Ao (e(t)),il o(e(t)),i,l

(Vacw@)™ ——— (Wo i)™ (Wasy@)™ ——— (Vi o)*

t Ti N . taZi, .
(TVzS(i))* o ("Wu(i))* ( Wvo(i)) o, (Vo))

sont commutatifs, ou les fleches verticales sont les isomorphismes introduits ci-dessus.

DEMONSTRATION. Comme ¢ # 0, on sait que o(c(t)) € X;(k) est donné par la
définition 3.4. En particulier, le diagramme

o (te(ty)
gr(cy), ————— gr(cqy)—

(0

gr(cv)’, gr(cw);

est commutatif. On peut alors facilement conclure. O

Le lemme 3.10 permet d’identifier, en passant a la limite quand ¢ tend vers 0, le point

[aiETg E bggg . ;] comme le point tel que les diagrammes ci-dessus commutent.

Passons au calcul de o(c). D’apres le lemme 3.10, on voit que

rg(ad\7) ) = ra(*bl,,) = ra(bl,)

donc, d’apres la proposition 2.34, on a we(l) = w(i) — rg(aggzg il
o(7)

que ve(l) = v(i) —rg(ba(c)’i’l). On en déduit que s4(c)(l) est bien le symétrique de s¢(l) par

). De méme, on montre

rapport a la diagonale dans A. Par ailleurs, comme 7;41(0(c)) = o(m;+1(c)), le chemin
S4(c) Privé de son dernier sommet est le symétrique du chemin s. privé de son dernier
sommet, si bien que 'on a s, (o) = (sc).

Le sous-espace V , (—j—1) est égal a la somme directe

TVc,vc(—l) ® Im(bZ,i,l),
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si bien que son orthogonal est donné par l'intersection

(T‘/c,vc(fl))l N Im( c )J_

c,i,l

Par ailleurs, comme on le vérifie facilement, le sous-espace (") Vo (o) we(1) €st le graphe de
(1)

la restriction de ¢y (c)w() @ Ker(az(c) ;). Autrement dit, c’est I'intersection de
J(T)Vo(c),ll)c(lfl) = (TVC,UC(*l))J_ et de Ker(azgzg’i,l) D (Tvlg(l))J_
On observe alors que, comme le diagramme figurant dans le lemme 3.10 est commutatif,
on a )
1L o(r 0 L
Im(b¢ ;)" = Ker(ao(c),i’l) ® (TVw(i)) :
On a donc montré que 7(7) Vo (e),we (1) est orthogonal de "Ve , (—1—1)-
On montre de la méme fagon que le sous-espace "(T)VJ(C)MC(,I,I) est 'orthogonal de
"Ve ve(1), 1& sous-espace "(T)WU(C),UC(I) celui de "W 0 (—1-1), €t o(7) Wo(c)we(—i—1) Lortho-
gonal de "W ,, ). En remarquant & nouveau que 7;11(c(c)) = o(my1(c)), on voit que
les relations analogues sont aussi vérifiées pour tous les autres sous-espaces apparaissant
dans les drapeaux cy, ¢y, o(c)y et o(c)w. En définitive, on a donc montré que

o(c)y =cp, o(c)w = cjp.
On déduit facilement du lemme 3.10 que les diagrammes

lo(c) lo(c)

gr(cy) gr(cy)— gr(cy)—; gr(ciy )i
* th * * th *
gr(cy)”; «—=—— gr(cw); gr(cy)f «——<—— gr(cw)’,

sont commutatifs. Pour les autres degrés d, on remarque a nouveau que

Tiv1(o(c)) = o(mita(c)),

et on utilise le résultat au rang ¢. Ceci acheéve la preuve de la proposition. U

3.2. Le cas « orthogonal pair ». On suppose dans cette section que la dimension
commune de V et W est paire, et on la note 2n. On suppose également que les formes
bilinéaires non dégénérées wy et wy sont symétriques. On rappelle que I'on note V =
k@, V et W = k®;, W. Les espaces vectoriels V, W et V @ W sont donc munis de formes
bilinéaires symétriques non dégénérées.

On note X{, 'adhérence de Q' dans Gr(n,V & W). 1l s’agit d’une grassmannienne
orthogonale. Dans cette section, on va appliquer & cette compactification de €’ la pro-
cédure d’éclatements décrite dans la section 1.2, et répondre aux questions 1.11,1.12 et
1.13.

Commencons par décrire la combinatoire des orbites de G’(k) dans X’(k). On reprend
les notations introduites dans la section 1.4 de ce chapitre. Un sous-espace totalement
isotrope maximal de V (resp. ) sera dit de type + s’il est conjugué au sous-espace

(U1, .y ) (resp. (w1, ..., wp))
sous I'action de SO(V) (resp. SO(W)) et de type — sinon, c’est-a-dire s'il est conjugué
au sous-espace
(Ung1y ey Vo) (T€SP. (Whg1y evy Wap)).



3. APPLICATION DE LA METHODE DES POINTS FIXES 111

On dit qu'un sous-espace totalement isotrope maximal de V& W est de type (+, +) (resp.
(—,—)), st FNV et FNW sont de type + (resp. —). On note A’ I'ensemble

A= [[Oan - 1]] U {(nv +)7 (nv _)}7

et 0: A" — [0,n] lapplication « d’oubli » (elle envoie (n,+) et (n,—) sur n). Pour tout
v € A/, on note

Q (k) ={F e X'(k), dim(FnV)=uv} sivé{(n,+),(n,—)}

Q(k):={F € X'(k), F estdetype (+,4+)} siv=(n,+)

Q(k):={F € X'(k), F estdetype(—,—)} siv=(n,—).

On définit un ordre sur ’ensemble A’ de la maniere suivante : on a

Vo, o' € Ay vz = o(v) <o) <n—1o0uo(w) <o) =n.

L’ensemble ordonné A’ est 'ensemble des orbites de G'(k) dans X'(k), comme on le
verra, ci-dessous. Par ailleurs, on verra aussi que toutes ces orbites sont définies sur k. On
calcule facilement, pour tout v € A’ ht(v) = n — o(v). En particulier, 'ensemble A’ est
de hauteur n. On note X, X7, etc. les compactifications de €’ obtenues en appliquant la
procédure d’éclatements successifs & X’. Le but de cette section est d’établir les résultats
suivants :

PROPOSITION 3.11. Pour tout i € [0,n], la compactification X! de V' est projective
et lisse. De plus X/ est la composante conneze de la variété lisse X3, contenant €Y.

Autrement dit, X/ est adhérence de €’ dans Xo;. Pour le moment, on notera C; cette
adhérence. Le deuxieme résultat que 1'on veut montrer concerne la compactification X, .

PROPOSITION 3.12. La compactification X, de Q' est log homogéne et posséde deux
orbites fermées.

On va aussi donner une description de ’ensemble X/ (k) (et donc, par la méme astuce
que d’habitude, de I'ensemble X/(K), pour toute extension de corps K de k), ainsi que
de la combinatoire des orbites de G’ dans X/.

D’apres la proposition 4.4 du chapitre 2, et le théoreme 2.1, il est clair que la com-
pactification C,, de €' est log homogene. De plus, la proposition 1.2 permet facilement
de calculer les données combinatoires associées a cette compactification. On reprend les
notations introduites dans la section 1.4. Pour le calcul des données combinatoires, on
peut supposer que le corps k est algébriquement clos. On peut donc demander a ce que
les formes wy et wyy vérifient

\V/i,j S [[1, 271]], WV(UZ‘, Uj) = 6i,2nfj+1 (resp. UJW(’U)Z‘, ’U)j) = 6i,2nfj+1)-

On note B’ = BN G’'. C’est un sous-groupe de Borel de G’, et l'orbite B’fy est ouverte
dans . On note aussi 7" = T N G’. C’est un tore maximal de G’, contenu dans B’. On
a alors

V() ={[z] e V(Q), Yoe[ln] (xv—ram-vi1)(@) =@ = Xon—vr1)(@)}
et le cone p(VE') C V() est décrit par
{Xl — Vo < oo € Xn—1— Vn+2 < _|Xn - Vn+1|}-

Dans ces conditions, on a la proposition suivante :
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PROPOSITION 3.13. La compactification C,, de Q' est projective, lisse et log homogéne
sous laction du groupe G'. L’éventail associé est formé des cones

C+ = {Xl — Von g < Xn—1— Vn42 g Xn — Vn+1 g 0}7

C_.= {Xl — Vo K oo K Xn—1 — Vnt2 S Vngl — Xn & 0}

et de leurs faces.

DEMONSTRATION. Comme la compactification C,, de € est une composante connexe
du lieu des points fixes d’une involution de I’espace des collinéations completes, la propo-
sition 4.4 du chapitre 2 entraine que c’est une compactification log homogene. L’éventail
associé est formé des cones figurant dans 1’éventail de la variété torique T' fy et qui sont
inclus dans p(VS") (proposition 1.2). Comme on le vérifie aisément, les cones C et C_
sont de ce type. Comme ils recouvrent entierement le cone ,O(VG/), on a le résultat. [

En particulier, il y a deux orbites fermées de G’ (k) dans C,, (k). Comme le cone p(V<")
n’est pas lisse, ce nombre d’orbites fermées est minimal pour une compactification log
homogene de €.

On s’intéresse maintenant aux orbites de G’ dans X/. On ne suppose plus le corps k
algébriquement clos. Pour tout chemin v tracé dans A’; on note §(v) le chemin (o(v), o(v))
tracé dans la diagonale de A.

DEFINITION 3.14. Soient i € [0,n] et v € II,. On note (k) l’ensemble des ¢ € X;(k)
vériftant :
e s.=0(v), cy = c‘l, et ey = cf,f,.

e le sous-espace vectoriel F,. appartient a Cy(k). De plus, si v(0) = (n,+) (resp. (n,—)),
alors F. est de type (+,4) (resp. (—,—)).

e pour tout d € [1,1], le diagramme suivant

Le
gr(ey)g ——— gr(ew)—q

gr(ev)”

est commutatif.

Soient ¢ € [[0,n] et v € II,. Tl résulte de la proposition 3.9 que les éléments de 2 (k)
sont fixés par l'involution o de X;(k).

PROPOSITION 3.15. Soit i € [0,n], et v € II.. Le sous-ensemble U (k) de X;(k)

est stable sous l'action de G'(k). Par ailleurs, le groupe G'(k) agit transitivement dans

lensemble Q0 (k).

DEMONSTRATION. Soient ¢ € Q) (k) et g € G'(k). On note ¢’ = g(c). Les deux pre-
mieres conditions de la définition 3.24 sont facilement vérifiées. Pour voir que la troisieme
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condition est satisfaite, il suffit de remarquer que le diagramme

Lo/

gr(g(c)v)s ——— gr(glc)w)-a
/ /

L
gr(cv)a

| < . gr(CW)—d

v ; Le 4 .
gr(cy)?y «—————gr(ew);

est commutatif. On a donc prouvé que l'ensemble Q (k) est stable par G'(k).

Supposons maintenant que le corps k est algébriquement clos, et montrons que le
groupe G'(k) agit transitivement dans Q) (k). Soient c,c’ € @ (k). Il existe gy € SO(V)
envoyant le drapeau cy sur c{,. Pour tout degré d € [—I,1], on note gy ,4 I'isomorphisme
faisant commuter le diagramme

av

gr(cyv)—q gr(cy)—d
Le Le!
gw,d
gr(cw)d gr(cy)d

Pour tout degré d € [0, 1], Papplication linéaire

gw,—a : gr(cw)-a = gr(cw)g — gr(cy)—q = grcw);
est égale a tgﬁ,ld. On peut facilement construire une base ey, ..., es,, adaptée au drapeau
cw, et vérifiant

Vi,j € [1,2n], wwlei,e;) = dian—ji1-
En « transportant » cette base a I'aide des isomorphismes gy 4, on obtient une base de

chaque gradué gr(cy,)a, pour d € [—I,1]. Il n’est pas difficile de montrer qu’on peut
remonter cette base en une base fi, ..., fo, de W satisfaisant elle aussi

Vi,j € [1,2n], ww(fi, fj) = i2n—jt+1-

On note gy automorphisme de W envoyant e; sur f;, pour tout i € [1,2n]. On définit
aussi g = (gv, gw) € G(k). Par définition, on a donc ¢’ = g(c). On remarque maintenant
que gw préserve la forme bilinéaire wyy. De plus, on a 1'égalité g(F.) = Fe, et les sous-
espaces F¢ et For sont dans Cy(k). Il découle que g est de déterminant 1. On a donc bien
montré que g appartient a G’'(k), ce qui acheve la preuve. U

On sait que chaque composante connexe de la variété lisse Q(;(v)(k)" est homogene

sous l'action de G'. La proposition qui précede montre donc que € (k) est une composante
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connexe de la variété des points fixes 25, (k)?. Comme elle possede un point k-rationnel,
elle est définie sur k. On note Q) la k-variété sous-jacente. On a alors :

PROPOSITION 3.16. Vi € [0,n], Cji(k) = |, Q0 (k).

DEMONSTRATION. Il suffit d’établir ce résultat lorsque k est algébriquement clos.
Par ailleurs, il suffit de I’établir pour 7 = n, en utilisant la composition des éclatements
successifs

X, =X, 1—=..—=X;

pour passer de C), a C;. On suppose donc que k est algébriquement clos, et que i = n.

D’apres la proposition 3.13, on sait qu'il y a exactement 2"*! orbites de G'(k) dans
Cy (k) (il ’agit du nombre de cones dans I'éventail de C,,). Comme le cardinal de IT), est
justement 2"*! et que chaque (k) est une orbite de G’(k), il reste & montrer que, pour
tout v € I, on a Q! (k) C C, (k). Comme C,, (k) est stable sous 'action de G'(k), il suffit
en fait de montrer que Q) (k) et C,,(k) s’intersectent.

On note [ la longueur du chemin v. On reprend les notations introduites dans la
section 1.4. On dispose en particulier des drapeaux dy, 59,, ow, 58[,. On suppose que les
formes wy et wy vérifient

Vi,j € [1,2n], wy(vi,v5) = 6ion—j+1  (resp. ww (wi, wj) = i 2n—j+1)-
On considere, pour tout ¢ € k*, I'élément c(t) de Q' (k) défini par
Vd € [v(0) +1,2n —v(0)], c(t)(vq) = wop—d+1
et, si [ > 1, pour tout d € [1,1],
Vj € [o(d) + Lu(d = 1), e(t)(vj) = tTwan—jt1 et e(t)(van—js1) =t ;.
Considérons un chemin s € IIM" vérifiant §(v) > s, et T € ©,, défini par
Sy =5 Ty =0y, TO =0y, Tw=20) T =~0ow.

Pour tout d € [0,[], on note iy € [0,n] I'entier vérifiant s(iq) = 6(v)(d). Comme on le
vérifie aisément, pour tout ¢t € k*, c(t) appartient & X, (k), et a pour coordonnées

Vie[o,n], o;(t)=0, @;(t)=0

et, pour tout j € [0,n—1], z;(t) = t si j appartient a I’ensemble {io, ...,4;_1}, et z;(t) =1
sinon. Ainsi, le point ¢ := lim;_,o c(t) dans C,, (k) appartient a X, (k), et ses coordonnées
sont

Vi€ [0,n], & =0, @;=0

et, pour tout j € [0,n — 1], z; = 0 si j appartient & I’ensemble {ig,...,3j_1}, et z; =1
sinon. On en déduit facilement que c est de type d(v), et que, pour tout d € [1,1], le
diagramme

le

gr(cy)d gr(ew)-d

gricv)ty «——— grew);

est commutatif.
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Supposons de plus que v(0) = (n, +). Pour tout ¢ € k*, le graphe de c(t) est engendré

par les vecteurs
d d
(vj + t"wan—j11)jefud)+1,0d=1)]>  (E“V2n—jr1 + W5)jelo(d)+1,0(d—1)]

pour d allant de 1 a [. En passant a la limite quand ¢ tend vers 0, on voit que le sous-espace
F. est exactement (v, ..., v,) ® (w1, ..., wy,), ce qui montre qu’il est de type (+,+). Pour
I'instant, on a donc montré que, pour tout chemin v € IT/, tracé dans A’ et n’ayant pas
(n,—) comme sommet, les ensembles Q2 (k) et C, (k) s’intersectent. Par une construction

analogue, on montre que c’est encore le cas pour les chemins dans IT/, possédant (n,—)
comme sommet, achevant ainsi la preuve de la proposition. O

On peut maintenant décrire la combinatoire des orbites de G’ dans C; :
PROPOSITION 3.17. Soit i € [0,n]. On a :
Yool €T, Q,CQ, <= v,
DEMONSTRATION. Il suffit d’établir cette assertion pour 7 = n. En effet, en utilisant
la composition des éclatements successifs
X, =X, 1—=..—=X;

(qui est propre), on passe facilement de C,, a C;. On suppose donc que i = n. Pour
montrer le résultat, on utilise le lemme suivant :

LEMME 3.18. Soit E un ensemble fini, et <, < deux ordres sur E. On suppose que
les ensembles ordonnés (E,<) et (E,<) sont abstraitement isomorphes, et aussi que
Videntité (E,<) — (E, <) est croissante. Alors les ordres < et < sont égau.

DEMONSTRATION. Pour tout z € E, on note E., (resp. E>,) Pensemble
{fyeE, yira} (esp.{yeE, y=>a}).
Les ensembles (E, X) et (E, <) étant abstraitement isomorphes, les fonctions
f*N=N me|{ze€E, |E.l>m}teg:N=>N m—|{zeFE, |Es|>m}
coincident. Par ailleurs, la seconde hypothese faite dans ’énoncé montre que,
VmeN, {ze€FE, |El>m}C{rxckE, |Ex|>m},

pour tout x € E. Cette inclusion est donc une égalité. On conclut alors facilement que,
pour tout z € E, on a |Ey,| = |F>;|. Comme Ey, C E>,, on a alors F., = E>,, ce qui
permet de conclure.

O

On applique le lemme & Pensemble IT/,. D’apres la proposition 3.16, il est en bijection
avec l’ensemble des orbites de G’ dans C,. On définit 'ordre < sur I, en posant

Vool 1L, QL CQ, <= v

Par ailleurs, 'ensemble IT/, est aussi muni de 'ordre < défini dans la section 1.2.
Montrons que les ensembles ordonnés (IT/,, %) et (IT/,, <) sont isomorphes. L’ensemble
ordonné (Cy, <) est en bijection décroissante avec (£¢,,C). Fixons des vecteurs e, €
V(QY), pour v € A’, vérifiant
C+ = Cone(ey,...,en—1,€n+) et C_ = Cone(ey, ..., €1, €n,—).
Pour tout chemin v € II/,, de longueur [, on note

Cy := Cone(ey(q),d € [0,1]).
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L’application II/, — &£, est une bijection décroissante. On en déduit que les ensembles
ordonnés (IT),, ) et (IT/,, <) sont isomorphes.

Pour conclure, il reste & voir que 'identité (II),, <) — (I, <) est croissante. Soient
v et v/ deux éléments de I/, vérifiant v < v'. Par définition, cela signifie que ) C Q—;,
On en déduit, d’apres la proposition 2.47, que 6(v) < 6(v’) dans II,,. Pour conclure que
v < v/, il reste & montrer que, si v'(0) = (n,4) (resp. v'(0) = (n,—)), alors v(0) = (n,+)
(resp. v(0) = (n,—)). En utilisant la composition des éclatements successifs X,, — X,
qui est propre, on voit que cela est une conséquence imédiate du fait que, sur Cjy, les
orbites €, | et €, _ sont fermées. O

La proposition qui suit permet, avec les résultats montrés jusqu’a maintenant dans
cette section, de prouver les propositions 3.11 et 3.12.

PROPOSITION 3.19. Soit i € [0,n]. Les compactifications C; et X! de Q' sont iso-
morphes.

DEMONSTRATION. Par définition méme, le résultat est vrai pour ¢ = 0. On pose,
pour tout ¢ € [0,n — 1], 7T§+1 = Troi+9 O Mo;11. On va montrer que 71'2le : Cip1 — Cj est
Iéclatement de Q;, , 1€, _ sii =0, et de Q) si v <n — 1. Remarquons que, comme les
types des éléments de X9, | sont des chemins tracés dans la diagonale de A, ils ne peuvent
pas avoir un élément de Ag; 1 pour sommet. Par conséquent, mo; 1o : Cij11 — Q' C Xoit1
est 'identité. Observons aussi que, d’apres la proposition 4.1 du chapitre 2, I'intersection
schématique de Ys; et C; est lisse. De plus, d’apres la proposition 3.17, cette intersection
est égale a Q;, U, _sii=0,eta Q! si v <n— 1. On peut conclure. O

On a donc construit, par éclatements successifs de centres lisses a partir d’une grass-
mannienne orthogonale, une compactification log homogene X/, de SO(2n) (sur k) qui
est projective, lisse et dans laquelle le groupe SO(2n) x SO(2n) possede deux orbites fer-
mées. Supposons maintenant que le corps k est parfait, et notons I' le groupe de Galois
absolu de k. Pour toute forme quadratique non dégénérée ¢ sur k2", on a montré que
laction semi-linéaire de I' sur SO(2n) donnée par la k-forme SO(q) de SO(2n) s’étend
a X/ . Comme X/, est projective, on peut former le quotient X/ /T, et obtenir de cette
fagon une compactification de SO(q). Par ailleurs, on a aussi montré que le processus par
lequel on obtient cette compactification « descend » a k.

En fait, on peut montrer que, pour toute k-forme Gy de SO(2n), action semi-linéaire
de T" sur SO(2n) s’étend & X,,. En effet, on a défini & la section 2.2 du chapitre 1, une
action du groupe de Galois I' sur les données combinatoires attachées a I’espace homogene
Q' := Gy sous G’ := Gy x Gy. En particulier, on dispose d’une action du groupe I' sur
lespace vectoriel V(§'). Cette action stabilise le cone des valuations G-invariantes, qui
est Popposé de la chambre de Weyl, et doit permuter 'image des couleurs dans V(). En
utilisant le fait que ces images sont les coracines simples (voir par exemple [Tim03]), on
prouve alors facilement que tout élément du groupe I agit soit trivialement sur V ('), soit
par la reflexion qui échange les deux cones maximaux de I’éventail de X/ . Par conséquent,
laction de I' s’étend bien & X/ . Comme ci-dessus, on peut former le quotient X, /T, et
obtenir de cette facon une compactification de Gy.

3.3. Le cas « orthogonal impair ». On suppose dans cette section que la dimen-
sion commune de V et W est impaire, et on la note 2n + 1. On suppose aussi que les
formes bilinéaires wy et wy sont symétriques. La compactification X/, de Q' est ici encore
une grassmannienne orthogonale. Pour commencer, par un calcul totalement analogue a
celui mené dans la proposition 3.13, on montre la :
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PROPOSITION 3.20. La composante connexe X, de X3, | qui contient Q' est la com-
pactification magnifique de €Y.

DEMONSTRATION. En effet, d’apres la proposition 4.4 du chapitre 2, et le théoréme
2.1, il est clair que la compactification X/, de €’ est log homogene. Calculons les données
combinatoires associées. On reprend les notations introduites dans la section 1.4, et on
suppose que le corps k est algébriquement clos. On peut donc demander a ce que les
formes wy et wyy vérifient

V’L',j S [[1, 2n + 1]], WV(UZ‘, Uj) = 6i,2nfj+2 (resp. WW(U}Z', ’U)j) = 6i,2nfj+2)-
On note B = BN G’. C’est un sous-groupe de Borel de G’, et lorbite B’ fy est ouverte
dans ©'. On note aussi 77 = T N G'. C’est un tore maximal de G’, contenu dans B’'.
L’espace vectoriel V(€) est le sous-espace vectoriel de V(€2) défini par les équations
Vv € [[Ln]] Xv — Van—v42 = Vy — X2n—v+2 €6 Xnt1 — Uny1 = 0}
et le cone p(VE') C V() est décrit par
{x1 —veny1 < oo <X — Vng2 < 0}
On montre aisément que ce cone est entierement contenu dans un cone figurant dans

I’éventail de la compactification Xs,41, ce qui prouve la proposition. O

Pour tout 7 € [0,n], on note X; la composante connexe de X, | qui contient ’. Il
s’agit d’une compactification projective et lisse de €. Noter que X9, 41 = X3;. La connais-
sance des données combinatoires attachées & X, permet alors, comme dans la section 3.2,
de décrire la combinatoire des orbites de G’ dans X/, et d’identifier les ensembles X/ (k),
pour tout i € [0,n]. On note A’ 'ensemble [0, n], muni de 'ordre défini par

Vo,o' € A/, v>1v <= v est plus petit que v'.

DEFINITION 3.21. Soient i € [0,n] et v € II,. On note QU (k) l’ensemble des ¢ € X;(k)
vériftant :
— — Al _ L
o s.=0(v), cv = ¢y et cw = cjy.

e le sous-espace vectoriel F, appartient o X{ (k).

e pour tout d € [1,1] (I étant la longueur de c), le diagramme

Le
gr(ev)g ——— gr(ew)—q

gr(ev)”

est commutatif.

Soit i € [0,n]. Pour tout v € II;, on montre que 'ensemble €2 (k) est stable sous
Paction du groupe G'(k), et qu’il ne forme qu’une seule orbite si le corps k est algébrique-
ment clos. On en déduit que €2 (k) est une composante connexe de la variété des points
fixes Qg(v) possédant un point k-rationnel. Elle est donc définie sur k, et on note €2 la

k-variété sous-jacente. On prouve alors

Vie[0,n], Vu,o' €ll], v<v <<=Q,CQ,.
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En d’autres termes, 'ensemble ordonné des orbites de G’ dans X est isomorphe a l'en-
semble ordonné (I}, <). On a aussi

Vie[o,n], Xj(k)= || Qk).
vell

Pour finir, on montre :
PROPOSITION 3.22. La suite de compactifications
X =X = .= X =X
de QU est celle obtenue en appliquant la procédure d’éclatements successifs a X.

3.4. Le cas « symplectique ». On suppose dans cette section que la dimension
commune de V et W est paire, et on la note 2n. On suppose aussi que les formes bilinéaires
wy et wyy sont antisymétriques. La compactification X de €’ est ici une grassmannienne
lagrangienne. La paire (€', G’) est isomorphe & (Sp(2n),Sp(2n) x Sp(2n)). Comme on le
vérifie facilement, la chambre de Weyl de Sp(2n) est lisse pour le réseau correspondant,
si bien que la compactification canonique de Sp(2n) (voir section 1.1) est lisse : le groupe
Sp(2n) possede une compactification magnifique (noter qu’il n’est pas de type adjoint).
On note X la composante connexe de X§ qui contient €. Par un calcul totalement
analogue a celui mené dans la proposition 3.20, on montre que 1’éventail colorié corres-
pondant & la compactification X! de Q' est formé du céne p(VE'). Par conséquent, ce
cone est lisse et la compactification X, est la compactification magnifique de Sp(2n).

PROPOSITION 3.23. La composante connexe X| de X3 qui contient Q' est la com-
pactification magnifique de €.

Pour tout ¢ € [0, n], on note X/ la composante connexe de XJ; qui contient Q. Il s’agit
d’une compactification projective et lisse de €. Noter que X, = XJ; ;. La connaissance
des données combinatoires attachées & X, permet alors, comme dans la section 3.2, de
décrire la combinatoire des orbites de G’ dans X/, et d’identifier les ensembles X[ (k),
pour tout i € [0,n]. On note A’ 'ensemble [0, n], muni de 'ordre défini par

Vool € A, v>1v <= v est plus petit que v'.
DEFINITION 3.24. Soient i € [0,n] et v € II,. On note (k) l’ensemble des ¢ € X;(k)
vériftant :
_ _ .l _ Ll
o 5. =10(v), cy = ¢y et cw = ¢y
e le sous-espace vectoriel F, appartient ¢ X{ (k).

e pour tout d € [1,1] (I étant la longueur de c), le diagramme

Le
gr(ey)g ——— gr(ew)—q

est commutatif.
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Soit i € [0,n]. Pour tout v € II,, on montre que 'ensemble €2 (k) est stable sous
Paction du groupe G’(k), et qu’il ne forme qu’une seule orbite si le corps k est algébrique-

ment clos. On en déduit que (k) est une composante connexe de la variété des points
fixes Qg(v) possédant un point k-rationnel. Elle est donc définie sur k, et on note ) la

k-variété sous-jacente. On prouve alors
Vie [0,n], Vu,o' €ll, v<v <<= Q) C Q—;),

En d’autres termes, 'ensemble ordonné des orbites de G’ dans X/ est isomorphe a l'en-
semble ordonné (II}, <). On a aussi

Vie[o,n], X/(k)= || Qk).
vell
Pour finir, on montre :
PRrROPOSITION 3.25. La suite de compactifications
X =X = .= X =X

de Q' est celle obtenue en appliquant la procédure d’éclatements successifs a X.
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RESUME

Cette these porte sur les plongements d’espaces homogenes sphériques sur un corps
quelconque. Dans une premiere partie, on aborde la classification de ces plongements,
dans la lignée des travaux de Demazure et bien d’autres sur les variétés toriques, et de
Luna, Vust et Knop sur les variétés sphériques. Dans une seconde partie, on généralise
en caractéristique positive certains résultats obtenus par Bien et Brion portant sur les
plongements complets et lisses qui sont log homogenes, c’est-a-dire dont le bord est un
diviseur a croisements normaux et le fibré tangent logarithmique associé est engendré par
ses sections globales. Dans une derniére partie, on construit par éclatements successifs
une compactification lisse et log homogene explicite du groupe linéaire (différente de celle
obtenue par Kausz). En prenant dans cette compactification les points fixes de certains
automorphismes, on en déduit alors la construction de compactifications lisses et log
homogenes de certains groupes semi-simples classiques.

ABSTRACT

This thesis is devoted to the study of embeddings of spherical homogeneous spaces
over an arbitrary field. In the first part, we address the classification of such embeddings,
in the spirit of Demazure and many others in the setting of toric varieties and of Luna,
Vust and Knop in the setting of spherical varieties. In the second part, we generalize
in positive characteristics some results obtained by Bien and Brion on those complete
smooth embeddings that are log homogeneous, i.e., whose boundary is a normal crossing
divisor and the associated logarithmic tangent bundle is generated by its global sections.
In the last part, we construct an explicit smooth log homogeneous compactification of the
general linear group by successive blow-ups (different from the one obtained by Kausz).
By taking fixed points of certain automorphisms on this compactification, one gets smooth
log homogeneous compactifications of some classical semi-simple groups.
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