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Avant-propos

Dénommeée Université du Tchad a sa création en 1971, l'actuelle Université de
N'Djaména comprend quatre facultés qui offraient jusqu’a un passé récent des
formations de niveau licence. Certaines facultés proposent aujourd’hui des Master |I.
Depuis sa création jusqu'a aujourd’hui, I'évolution de cette université n’est pas
perceptible pour diverses raisons dont les guerres qu’a connues le pays.

Beaucoup de mesures ont été prises et mises en ceuvre par diverses
coopérations dont la plus importante est la coopération frangaise. Ceci pour donner une
impulsion a I'Université de N’'Djaména afin de l'aider a rattraper un tant soit peu son
retard. Parmi ces mesures, on peut citer la création de nouveaux départements,
I'équipement des laboratoires et la formation des formateurs de haut niveau.

Dans ce cadre, le Département de Technologie logé dans la Faculté des
Sciences Exactes et Appliquées, une des quatre facultés de I'Université N'Djaména, a
été créé en 1987 avec l'aide concertée du Programme des Nations Unies pour
Développement (PNUD) et de la Coopération Francaise pour pallier la carence en
agents de maitrise dans les domaines techniques, essentiellement en mécanique et en
électricité, afin de participer au développement du Tchad.

Les activitts de ce deépartement de Technologie ont débuté presque
essentiellement avec des enseignants expatriés et aprés quelques années de
fonctionnement, les techniciens supérieurs qui ont été formés et employés par les
entreprises de la place ont donné entiére satisfaction.

Il a donc été décidé de procéder au développement de ce jeune département en
renforcant ses capacités par la formation des formateurs locaux pour prendre le relais
des expatriés et par 'équipement de ses laboratoires.

La mise en place de cette stratégie de formation de formateurs a commencé avec
les licenciés en physique, formés au sein de la Faculté des Sciences Exactes et
Appliquées de I'Université de N'djaména, a qui on a octroyé des bourses d’étude du
gouvernement francais pour suivre des études d’ingénierie, principalement a I'Ecole
Nationale Supérieure Polytechnique de Yaoundé.

A la fin de leur formation, munis d'un dipléme d’ingénieur de conception, soit en
génie mécanique soit en génie électrique, ces lauréats reviennent au pays exercer une
année puis bénéficient d’'une autre bourse du méme gouvernement frangais pour entrer
dans le monde de la recherche en s’inscrivant a un diplome d’études approfondies
(actuel master II).

Si tout se passe bien avec le DEA, I'étudiant revient une année plus tard pour
une thése de doctorat en alternance c'est-a-dire que chaque année il vient dans un
laboratoire d’accuell (le plus souvent en France) pour environ trois mois et ceci pendant
qguatre séjours afin de parachever la préparation de cette thése. Si le document est
approuve, il peut étre soutenu en public.
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Dans la plupart des situations, ces theses sont aussi orientées vers le
renforcement des connaissances théoriques du futur enseignant et non uniquement a la
recherche ciblée apportant des solutions aux problemes scientifiques de I'heure.

C’est donc dans cette logique que jai évolué pour aujourd’hui me retrouver au
Laboratoire de Mécanique de Contact et des Solides (LaMCoS) de 'INSA de Lyon en
France ou j'ai d'abord fait le Master Il en mécanique puis, depuis quatre années, une
thése de doctorat en Mécanique des solides dont le résultat se trouve étre ce document.

Le travail a été dévolu au développement des éléments finis de type coque sans
degrés de liberté en rotation pour la simulation de la mise en forme et du retour
élastique. Je suis, au risque de me tromper, le premier tchadien que 'on est en train de
former dans le développement des éléments finis destinés a la mécanique. Il me
reviendra alors de perpétuer cette discipline au Tchad car les éléments finis sont
devenus un outil puissant dans la résolution des probléemes complexes dans divers
domaines, au dela de la Mécanique des solides et des contacts.

Cette coopération Nord-Sud entre le Tchad et la France, relative a la formation
des formateurs dans les domaines techniques, doit s’'intensifier pour permettre au Tchad
de développer son secteur technique et technologique car le retard est si grand qu’on
ne peut pas espérer le combler avec seulement neuf enseignants de rang doctoral
formés sur une coopération débutée il y a plus de vingt années.
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Introduction générale

Le contexte actuel de crise économique associée a la mondialisation qui laisse
cours a la concurrence renforce les industriels dans leur politique de minimisation des
codts de recherche pour le développement des produits. C’est en particulier ce qui se
passe dans l'aérospatial, 'aéronautique, I'automobile ou I'approche par la réalisation
des prototypes, tres colteuse, est délaissée au profit des simulations de ces prototypes
par les éléments finis. Et, en général, c’est aux chercheurs et ingénieurs développeurs
des codes que revient la tache d’élaborer des éléments finis et des méthodes efficaces
et utiles pour des simulations qui prédisent la réalité avec des marges d’erreurs
acceptables permettant ainsi de diminuer drastiguement les dépenses qu’occasionnent
les recherches par I'expérimental.

De par le grand nombre d’articles, de livres et des conférences qui traitent des
éléments finis, il 'y a pas de doute que les chercheurs et ingénieurs contribuent
largement au développement des éléments finis qui peut prendre ensuite quelques
années pour passer du monde académique universitaire au monde industriel
commercial.

L'intérét des éléments finis est gu'ils représentent un outil puissant d’analyse
numerique pour arriver a des solutions approchées des problemes que rencontrent les
ingénieurs qui ne cherchent plus des solutions exactes et fermes car elles nécessitent
enormément d’efforts intellectuels et de temps lorsqu’elles sont possibles.
Effectivement, pour des problemes réels de I'heure, il est pratiguement impossible de
trouver des solutions analytiques simples en partant des équations classiques de la
Mécanique des milieux continus les gouvernant et des conditions de départ imposées.
D’ou la justification de I'importance accordée aujourd’hui aux simulations numériques
‘eléments finis’ dans les écoles d’ingénieurs et les industries.

En quelque sorte, I'histoire de la Méthode des éléments finis remonte a la Grece
antique avec Eudoxos - utilisation des formes géométriques simples pour approcher des
longueurs, des surfaces et des volumes - et Archimede qui sommait un nombre fini des
cordes droites (« €léments ») pour trouver un modeéle de calcul du périmétre d’'un cercle.

La description de la solution d'un probleme de surface minimale, extrémement
proche de la Méthode des éléments finis, avait été faite en 1851 par Schellbach. Plus
tard, des articles qui fondent cette méthode ont été publiés pat Ritz et Gallerkin en 1909
et 1915. Et en 1956, grace a I'apparition de I'ordinateur, Clough, Martin, Topp et Turner
'avaient déja utilisée dans les calculs des parties de la structure d’'un avion Boeing.
Leurs travaux avaient permis de faire de cette méthode une formulation générale
d’approximation de la mécanique des structures. Ainsi est née la méthode des éléments
finis comme vue de nos jours.

La méthode des éléments finis a cette capacité de prédire le comportement d’une
structure soumise a des sollicitations complexes en formulant individuellement des
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solutions par une des trois célebres approches - approche directe, approche
variationnelle et approche des résidus pondérés - pour les éléments qui discrétisent un
domaine avant de les assembler pour représenter le probléme entier.

L'approche directe est liée directement a la méthode de rigidité de I'analyse des
structures et pour la comprendre, une connaissance de l'algébre matricielle est
nécessaire.

L’'approche variationnelle est basée sur le calcul des variations d'une
fonctionnelle ; I'énergie potentielle ou I'énergie complémentaire peut constituer la
fonctionnelle en mécanique des solides.

L'approche des résidus pondérés est avantageuse en ce sens qu'elle peut
s’appliquer aux probléemes ou aucune fonctionnelle n’est disponible. Cette approche est
beaucoup prisée dans les applications non structurelles comme le transfert de chaleur
et la mécanique des fluides.

Les mathématiciens, les physiciens et les ingénieurs ont développé les idées
essentielles de la méthode, indépendamment les uns des autres, dans des différents
périodes et pour des différentes raisons. Les efforts de ces trois groupes de spécialistes
ont abouti a trois ensembles de travaux, avec des points de vue différents. Comme la
popularité de la MEF a commencé a grandir dans les communautés des ingénieurs et
des physiciens, les mathématiciens se sont ensuite intéressés a donner a la méthode
une base mathématique ferme. Des études ont été faites pour I'évaluation des erreurs
de discrétisation, les taux de convergence et la stabilité pour les différents types
d’approximation par éléments finis.

Suivant le type de probleme qui se présente, trois catégories d'applications de
cette méthode sont disponibles :

La premiéere catégorie - de loin la plus importante en terme d’application de la
méthode — concerne les problemes d’équilibre qui sont du domaine de la mécanique
des solides ou la connaissance des déplacements, des déformations et des contraintes
est nécessaire pour un chargement mécanique donné ;

Les problemes aux valeurs propres constituent la seconde catégorie. Ce sont en
fait des problemes stationnaires dont la résolution a besoin de la détermination des
fréquences naturelles des modes de vibrations des solides et des fluides.

Dans la troisieme catégorie, la dimension temps est intégrée aux problemes des
deux premieres catégories.

Les domaines d’application de la MEF s’étendent a toutes les disciplines de
I'ingénierie, mais reste que les ingénieurs civils, mécaniques et spatiaux sont les
utilisateurs les plus fréquents de cette méthode.

Comme la méthode est appliguée a des problemes de plus en plus grands et
complexes, il devient important que le processus de résolution soit économique. La
croissance dans le domaine de l'ingénierie et de la technologie des ordinateurs va sans
doute continuer a avoir des effets significatifs sur I'évolution de la méthode et avec la
puissance des ordinateurs d’aujourd’hui, le nombre d’éléments utilisés pour analyser la
structure est facilement gérable.
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Avec les pressions économiques continues pour I'amélioration de la productivité
en ingénierie, les programmes d'éléments finis ont joué un réle important dans la
croissance remarquable de la CAO et cette méthodologie, qui reste toujours
passionnante, constitue une partie importante de la « caisse a outils de I'ingénieur ».

Obijectifs de la thése :

Fondamentalement, il s’agit de développer des éléments finis « brique » de type
« solide-coque ». On entend par la, des éléments volumiques mais qui se comportent
bien en flexion sans avoir & en superposer plusieurs couches dans I'épaisseur d’'une
structure pouvant étre mince. De tels éléments existent mais ils sont formulés parfois
sous hypothese d'état plan de contrainte d’ou le second objectif qui consiste a utiliser
une loi de comportement générale 3D.

Ces éléments sont utilisés pour I'analyse linéaire et non linéaire des structures
coques et la gestion des zones de transition (passage des zones massives aux zones a
faible épaisseur).

En particulier, ils doivent prendre en charge I'emboutissage et retour élastique
des structures gqu’elles soient tres minces ou épaisses.

En général, pour la modélisation des structures minces comme les ouvrants des
véhicules, les carrosseries des avions, des trains, des bateaux et des véhicules sont
utilisées les éléments finis de type «coque » ou « coque-solide » assujettis a
I'hypothése des contraintes planes.
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Mais souvent ces structures minces sont raboutées a d'autres plus épaisses
comme les longerons et les batis. Un probleme de raccordement, des maillages 2D pour
les structures a faible épaisseur et des maillages 3D adaptés aux pieces massives, se
pose donc.

D’ou I'objet de développement de ces éléments brique de type solide coque qui
ont une cinématique relativement facile & mettre en ceuvre et permettent un calcul
correct de la variation de I'épaisseur et une connexion directe aux éléments solides
classiques puisque les déplacements sont les seuls degrés de liberté avec un traitement

naturel des conditions de contact sur les deux faces de la structure.

Ainsi l'effort a été porté en particulier sur I'élaboration d’'un élément fini solide
coque avec un nceud supplémentaire en son centre afin d’éviter d'utiliser I'hypothese
d'un état plan de contrainte (méme partiel) qui élimine a tord la contrainte suivant
I'épaisseur et empéche ainsi l'utilisation de certaines briques pour analyser des
structures soumises a des pressions normales par exemple.

Ces éléments sont a interpolation linéaires et sont sous intégrés dans le plan afin
de réduire sensiblement le temps de calcul.

Le premier chapitre de cette thése expose le développement de I'élément brique
de type solide-coque dénommé SB9y25 obtenu par adjonction d'un nceud
supplémentaire au centre de I'élément brique SB8y24 élaboré en premier.

Cette formulation part de la présentation de I'élément ShB8PS ([7], [8] et [9]) qui
est légérement améliorée aprés des modifications apportées essentiellement en
stabilisation des modes a énergie nulle. En outre, un champ de cisaillement transversal
a été «assumé » en utilisant l'interpolation propre a la coque Q4y24 y compris la
stabilisation des effets parasites du cisaillement transversal. Ainsi modifi€, il est baptisé
SB8y24 mais s'utilise comme le ShB8PS en état plan de contraintes avec, en plus, le
module de Young sur la diagonale de la matrice de comportement.

D’autres éléments finis développés et /ou utilisés au sein du Laboratoire LaMCoS
ont été nécessaires aux développements des deux nouveaux éléments.

Le deuxiéme chapitre est consacré a la validation des deux éléments brique de
type solide-coque par des exemples de niveau académique, en linéaire et en non
linéaire. Une vue particuliere est portée sur la contrainte normale que donnent les
résultats de I'élément SB9y25 afin de justifier I'ajout d’'un noeud au centre de la brique
SB8y24. Ce qui devait permettre d’utiliser une loi générale de comportement élastique
3D et faire ressortir la contrainte normale suivant I'épaisseur, et par la suite quand il le
faut, les efforts équivalents dus a une pression normale.

Le troisieme chapitre présente un autre €lément solide-coque construit a partir
du quadrangle de type coque a huit nceuds DKS16 élaboré au LaMCoS, Il a 'avantage
de négliger I'énergie de cisaillement transversal mais ne peut travailler que sous
I'hnypothése des contraintes planes avec le module E sur la diagonale.
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Le quatrieme chapitre est consacré a la validation de cet élément a 9 nceuds
dénommé SB9DK25 (Solid-Brick 9-node Discrete Kirchhoff 25-dof).

Le cinquieme chapitre est rédigé pour étendre I'étude de ces éléments aux
schémas de calcul explicite - matrice masse, pas de temps critique - puisque les calculs
des cas de grandes transformations inhérentes aux mises en forme et la gestion de
contact sont difficiles a faire converger en implicite.

Enfin, un sixieme chapitre est présentée pour décrire la campagne des
expériences menée avec la machine de mise en forme fixée a l'appareil de traction
compression. Les valeurs relevées sont comparées aux résultats numériques
précédemment obtenus afin de tirer les conclusions utiles.

Les six compléments dans ce document sont organisés comme suit :

Le premier complément rappelle la Théorie des plagues minces (Kirchhoff) et
épaisses (Mindlin) afin de faciliter la compréhension des deux catégories d’éléments
finis de type solide-coque (SB8y24 et SB9y25) basés sur la théorie de Mindlin et
(SB8DK?24 et SBODK25) fondés sur la théorie de Kirchhoff.

Le deuxieme et le troisieme compléments détaillent les éléments finis de type
coque triangulaire de Belytschko ‘C% et quadrangulaire de Bathe Q4y24 formulés
suivant la théorie de Mindlin avec champ de cisaillement transversal « assumé » ;
meéthode utilisée dans les éléments solides-coques SB8y24 et SB9y25. De plus, il est
prévu en perspective de cette these, le développement d’éléments prismatiques a 6 puis
a 7 nceuds (6 sommets et un nceud central) dont les résultats seront a comparer
directement & ceux donnés par le triangle ‘C”.

Le quatrieme et le cinquieme compléments, quant a eux, présentent sur la
base de la théorie de Kirchhoff (Discrete Kirchhoff Theory) les éléments finis de type
coque triangulaire de Morley DKT12 et quadrangulaire DKS16 de Sabourin et Brunet.
La flexion de cet élément quadrangle est utilisée dans I'élaboration des éléments
solides-coques SB8DK24 et SB9DK25. En outre, lors du développement ultérieur
d’éléments prismatiques a 7 nceuds sans énergie de déformation de CT, c’est la flexion
du triangle DKT12 qui sera implémentée.

Le sixieme complément rappelle les caractéristiques de I'élément brique de type
solide-coque SHB8PS qui n'est pas exactement I'élément construit par Abed-Meraim et
Combescure car cet élément est retravaillé par Sabourin pour donner cette autre
version de SHB8PS. Plusieurs caractéristigues de cet élément sont utilisées pour la
formulation des éléments solides-coques construits dans ce document dont la
décomposition en « modes » et une partie de la stabilisation.
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La majorité des études de calcul des structures porte sur des éléments minces :
poutres et coques. Cependant, il est souvent intéressant de lier ces zones minces a
des parties plus massives ou encore d'utiliser directement un modéle géométrique
volumique en provenance directe de la CAO. C’est pourquoi les éléments qui se
présentent comme des "solides" (6 ou 8 nceuds a trois translations par nceud) mais
ayant un comportement en flexion comparable a celui d’éléments "coques” (3 ou 4
nceuds a trois translations et trois rotations par nceud) sont trés prisés actuellement ;
surtout s’ils sont a intégration réduite (dans le "plan™) afin de ne pas pénaliser le
temps des calculs fortement non linéaires nécessitant de toute fagon un maillage
dense (a cause du contact, par exemple).

Par ailleurs, les éléments de type brique (comme le C3D8 d'Abaqus) ne
donnent pas des résultats corrects dans les zones en flexion ou alors il faut les
placer en plusieurs couches dans I'épaisseur.

Pour pallier cela, des éléments dits "solide-coque™ (ou "coque-solide™) ont été
proposés ; c'est le cas de I'élément SC8R d’Abaqus et il est tentant d’y voir un
elément "universel" en terme d’utilisation. Il affiche un bon comportement en flexion
méme pour de faibles épaisseurs, mais il ne faut pas espérer des résultats corrects —
pour tout dire ils peuvent méme étre vraiment faux ! — si un amincissement lui est
imposé directement. Or, il est parfois utile d'imposer une épaisseur donnée quand le
jeu entre deux outils devient inférieur a I'épaisseur de la tble lors d’'une opération de
mise en forme.

De plus, la gestion numérique du contact est largement facilitée avec des
éléments solides-coques (issus d’'un élément volumique) comparée a celle dévolue
aux éléments de type coque-solide (issus d’'un élément surfacique). En effet, pour
ces derniers, 'amincissement éventuel impose de calculer les efforts correspondants
a appliquer aux degrés e liberté du noeud central.

Ce chapitre concerne donc la formulation et I'évaluation d’'un nouvel élément fini
de type solide-coque pour I'analyse linéaire et non linéaire des structures minces
susceptibles d’étre soumises aussi a une contrainte normale non négligeable.
Dénommeé SB9y25, cet élément est une brique a neuf nceuds dont huit sont aux
sommets et un au centre de I'élément. Chaque nceud sommet est muni de trois
translations tandis que le noeud central est doté d’'une translation dans la direction de
« I'épaisseur ».

Il est ainsi congu pour pouvoir étre utilisé dans la simulation des mises en forme
de produits « plats » ou peuvent se constater des fortes déformations incluant des
flexions accompagnées d’'un amincissement volontairement localisé de I'épaisseur.
Ce, avec une loi de comportement véritablement 3D y compris en élasticité ou il n’est
pas rare qu'un état plan de contraintes soit en partie imposé dans la formulation
d’autres éléments de ce type. En effet, les éléments briques de type solides-coques
présentent souvent une contrainte normale dont le résultat est le produit du module
de Young par la déformation suivant I'épaisseur. Par ailleurs ces « briques »
présentent parfois des blocages en cisaillement transversal dont la gestion n’est pas
toujours aisée.

Pour la formulation de ce nouvel élément de type solide-coque nommé SB9y25,
les caractéristiques d’'un élément coque-solide a cing nceuds Q5y26 [10] et d'un
élément solide-coque ShB8PS ([1], [2] et [9]) ont été judicieusement imbriquées
moyennant quelques adaptations. Le Q5y26 provient du quadrangle de Bathe [3] qui
a été modifié par adjonction d’un nceud supplémentaire au centre de la surface
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moyenne afin d’'utiliser dans sa globalité la matrice de comportement 3D. Le ShB8PS
est une brique utilisée pour des structures a faible épaisseur et nécessite par
conséquent un état plan de contraintes avec le module de Young sur la diagonale de
la matrice de comportement entre o, et &,; oU 'z’ est dans la direction de I'épaisseur.

Q4y24 Q5y26
Coque quadrangulaire avec Coque solide quadrangulaire
3 translations+3 3 translations+3 rotations/nceud
rotations/nceud sommet Ajout d'un noeud au centre de sommet et 2 translations normales
I’élément au nceud central
Méthode de champ assumé pour le Méthode d’ajout d’'un nceud au
Cisaillement transversal centre de I'élément
ShB8PS SB8y24 SB9y25
Solide-coque a 8 sommets Solide-coque Solide-coque
3 translations/nceud sommet 3 translations/nceud 3 translations/nceud sommet
et stabilisation sommet + « cisaillement + 1 noeud central a une
des modes {hs} et {h.} transversal assumeé » translation normale +
j / « Comportement 3D »

Figure 1.0 Description de I'élaboration de I'élément SB9y25

Dans ce chapitre, apres un bref rappel sur la méthode d’intégration réduite et la
méthode de champ assumé de déformations, sont donnés les grands traits des
eléments finis de base, a savoir : I'élément coque Q4y24 ; I'élément coque-solide
Q5726 et I'élément solide-coque ShB8PS.

Ensuite, vient I'élaboration de I'élément solide-coque a huit nceuds SB8y24 qui
est issu de l'élément «briqgue » ShB8PS mais qui utilise la méthode des
déformations de cisaillement assumé pour éviter les phénomenes de verrouillage en
cisaillement transversal.

On arrive enfin a I'élément solide-coque recherché SB9y25 en ajoutant un
nceud supplémentaire muni d’'une translation au centre de I'élément SB8y24 puisque
le but final est de pouvoir utiliser une véritable matrice de comportement 3D comme
avec I'élément coque-solide Q5y26.

Ces éléments utilisent tous la méthode d’intégration réduite (sauf dans la
direction de I'épaisseur) pour sa capacité a diminuer au mieux le temps de calcul tout
en occupant moins d’espace mémoire dans les ordinateurs méme si aprées il faut
chercher a gérer les modes hourglass qu’elle génére.

Pour la validation de ces deux nouveaux éléments de type solide-coque
SB8y24 et SB9y25, des exemples académiques sont effectués et les résultats sont
regroupés et commentés au deuxieme chapitre.
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[.LA. Rappels sur les éléments de base

I.LA.1. Elément quadrilatéral pour plaque/coque : Q4y24

l.LA.1.a) Formulation générale

M,

Vi

Figure 1.1 Repere local d’un quadrilatere

Le but de la présentation de cet élément est double. Premiérement, la méthode de
champ assumé des déformations de cisaillement transversal, qui va étre présentée
ici, sera reprise par la suite pour gérer le cisaillement transversal des éléments
solides-coques dont I'élaboration est décrite dans ce document. Deuxiemement, la
méthode - utilisée pour le modifier en un autre élément quadrangulaire a 5 nceuds
dont un est situé au centre du plan moyen permettant d’utiliser complétement la vraie
matrice 3D de comportement [10] - sera donc étendue aux solides-coques par I'ajout
d’'un neuvieme nceud a un élément défini initialement par 8 nceuds.

Concu pour étre utilisé dans la théorie des plaques épaisses ou théorie de
Mindlin, I'élément Q4y24 est un quadrangle ayant six degrés de liberté par nceud a
savoir trois translations et trois rotations dans le repére global de la structure.

Les translations locales u et v dans le plan (x, y) perpendiculaire a la normale z
(ne pas confondre avec le repére global (X, Y, Z)) permettent la définition des effets
de membrane.

La translation w normale au plan et les rotations 64, 0, servent a établir les
effets de cisaillement transversal (Figure I-1 précedente). Seules les rotations 0y, 6y
servent a établir les effets de flexion.

Le sixieme degré de liberté 6, suivant la normale z a la surface moyenne est
utilisé pour éviter les singularités dans la matrice de raideur assemblée en ajoutant
une raideur « artificielle » relative a 6, (en chacun des points d’intégration pour la
version a intégration compléte).

Pour ce qui concerne cet €lément proposé par Bathe et Dvorkin [3], un bref
rappel de ses grands traits est fait dans ce paragraphe. Au cas ou une nécessité de
mieux comprendre la formulation de I'élément se ferait sentir, des détails sont
donnés dans le Complément Il1.

LaMCoS |-£1 BASSA Bruno
INSA de Lyon 2011

Cette thése est accessible a I'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/20111SAL0113/these.pdf
© [B. Bassa], [2011], INSA de Lyon, tous droits réservés



Contribution a I’étude d’éléments finis de type coque sans degrés de liberté en rotation ou a formulation solide pour des
simulations numériques de l’emboutissage et du retour élastique

(1) Déformations et contraintes

Dans sa formulation de base, I'expression du cisaillement transversal de
I'élément quadrangulaire est :

0, 0,
,X+0 O|1(1|0 0 01|10 0
{y}: WX+ YL . Y = . 1 . y (ll)
w,y -0, -1]/0]0|1] |w,X -1/0]0 |1 J? w, &
W,y w,n

s & oz}
{v}={wzy_gi}{_01 ; (1) 2H[1] %[J’l] } (N) émi;{\(/am_y} (1.2)

On peut noter dans cette expression de cisaillement transversal les fonctions
d’interpolation {N} et ses dérivées. Et aussi la matrice unité [1] et [J7] qui est I'inverse
de la matrice jacobienne. On rappelle ici les fonctions d’interpolation {N} et les
déplacements dans le repere local :

NPT =(N)=1/4-((1-¢)-(1-n) | @+&)-1-7) | @+&)-@+n) | @-¢)-(1+n)) (1.3)

B -(0.)-((e2) (5) (w) 0.9

Pour donner une écriture simple a la forme de I'expression de déformations de
cisaillement, on pose [B°] la matrice gradient de déformations de cisaillement
transversal telle que :

Be]= {_OT'%'%EH[ 1] % ] ] N w E“; (1.5)

(N

Dans la suite du document, on note ct_cisaillement transversal a la place de s_shear
(cisaillement en anglais) parce que la lettre s est a utiliser pour stabilisation.

f-{5e” | -b16.) (6)
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Il faut rappeler que les déformations de cisaillement transversal proviennent des
déplacements en translation w et en rotation 0 et 0y.
Par conséquent la matrice gradient des déformations de cisaillement

transversal [B®'] peut étre représentée par deux composantes : une matrice [Bﬁ‘] lige
a la translation verticale w - et donc aux translations {U.} dans le repére global - et
I'autre [BgtJ liee aux deux rotations.

Ainsi, mises ensemble avec les matrices gradient des effets de membrane [B™]
et de flexion [B"] qui sont détaillées dans le Complément 111, elles servent & relier les
déformations aux déplacements dans le repére local comme suit :

SXX
gyy
U
28, . {{®e }}} z=(.h/2 (1.7)
2g,, ©
28,

A ce stade, les composantes de déformation de cisaillement transversal sont
indépendantes de z, position dans I'épaisseur, et sont donc notées avec une barre.

Ci-dessous sont donnés les déplacements en translation (1.8) et en rotation (1.9)
dans le repére global de la structure.

U =Uq Uy, U, Uy, Uy, Uy, Uy Uy Uy, Uy, Uy, Uy)  (18)

{®e}T = <9X1 eYl eZl eXZ eY2 e22 e)(3 eY3 e23 e)(4 eY4 e24> (Ig)

Les déformations de membrane et de flexion calculées en intégration réduite au
point de Gauss (§&=n=0) ne sont vraiment mises en évidence que lorsqu’on étend les
calculs aux points de Lobatto - 3 en élasticité et au moins 5 en plasticité - suivant C.

Le champ des contraintes dans cet élément coque peut alors étre établi sous la
condition d’état plan des contraintes grace a la matrice de comportement [D] ci-apres
réduite a cinq lignes et cing colonnes puisque la contrainte normale o, est nulle par
hypothése. Et pour écrire simplement la relation (1.10) en élasticité isotrope, on

pose :
2¢,, 5 472 2g,,
{ZSW} L A=) o byl {ZSVZ}
cSXX E;X)( _1 V ]
Gy €yy £ vi|1l
o, t=[DH2e, ¢ ; [D]= o 1-v)/2 (1.10)
Oy, ngz (1_ V)/2
o, 2, | (1-v)/2]
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Etant en hypothése de contraintes planes, la contrainte c,, ne figure pas dans
la relation (1.10) puisqu’elle est négligée. E est le module de Young et v le coefficient
de Poisson. Il est a noter que cette matrice de comportement fait parfois intervenir le
facteur 5/6 de correction de cisaillement transversal qui est obtenu a partir de
l'intégration du carré de la fonction poids de Reissner donnée par g(£)=5/4(1-C?).

(2) Matrice de raideur élémentaire

Toujours dans le cas d’'un comportement élastique du matériau, la matrice de
raideur de I'élément est la somme des matrices de raideur de membrane, de flexion
et de cisaillement calculées grace au Principe des Travaux Virtuels en utilisant toutes
les relations établies auparavant :

K.] =|k"] +[ke] + k] (1.11)

Dans cette relation, on rappelle successivement les expressions des matrices
de raideur de membrane, de flexion et de cisaillement. Pour tout autre détail, bien
vouloir se référer au Complément Il qui traite plus amplement ce sujet.

[k]=[[B"T P]B"]as ; k*]=[[B"] Io*]B"]as: [k=]= [[IB*] [p*][B*]ds (1.12)

h/2

Avec : [Dm]:j [D]dz = h[D];

-h/2

be]= jh':/zz [D]22.dz = h*/12 D]

pe]- 2.(?3){5/6 I 5/6}

Dans des situations ou la non linéarité matérielle apparait, les matrices de
raideurs ne sont plus calculées avec la loi constitutive [D] mais avec une loi issue de
la loi d’écoulement en plasticité ; on tient alors compte du couplage des effets de
membrane et de flexion. Par ailleurs, on peut faire appel au critere de Hill pour établir
la matrice de comportement élastoplastique en tenant compte d’'une orthotropie.

L'exemple d’'une plague encastrée (voir Figure 1.2 ci-apres) va permettre de
comparer les réesultats issus de différentes méthodes d’intégrations numériques
(intégration complete, intégration réduite, intégration sélective, champ assumé) entre
elles et avec la théorie de Mindlin afin de justifier le choix porté sur la méthode de
champ assumé et celle de l'intégration réduite pour la suite.

On choisit de commencer par appliquer sur I'exemple la méthode d’intégration
complete qui consiste a calculer en 2x2 points d’intégration d'un quadrangle
l'intégrale du polyndme f (&, n) dans le tableau 1.1 et en 2x2x2 points d’intégration
d'une brique lintégrale de f(¢n, ) dans le tableau 1.2 ci-aprés. Dans les deux
tableaux « d° :f » désigne le degré maximal du polynéme f qui est 3 pour les deux
cas, & et nj sont les points d’intégration, ; est le poids d’'intégration.
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Nota : L'objet de ce chapitre étant la présentation des éléments de type solides —
coques (« briques »), on estime essentiel que le tableau 1.2 relatif a l'intégration
complete d’'une brique accompagne celui de I'élément de type coque bien que ce
paragraphe ne soit pas dédié aux briques.

Elément réel Points d'intégration Intégration numérique de:f
k 11 4
n 3:
| i [ Jiemdedn =Y odEmyo =1 |
2 | % 1.1 i=1 3m
|
o> g —__1. —g,=-L1
j ) N €1=¢3 73 &r =84 73
i 1 Z n1=nz=—%; 1132114:%
Tableau 1.1 Intégration compléte dans un quadrangle
Elément réel Points d'intégration Intégration numeérique de:f
1 1 1 E;:E;
[ ] [fEm0.dedndg =1 2
-1 -1 -1 N
5_— 7 8 3:¢
i e 1= o.fEm,6) o=1
67‘—I g—) 'rl |=1
S 43 .
A i =———1i=1357, § = i=2468
éig_éai ______éL; Z;I z;I

1 1
J3 V3

N = —ﬁ:i —1256, n; = ﬁil =3478
1 1
V3 V3

1=1234; Ci =

Tableau 1.2 Intégration compléte dans une brique

3) Exemple de la plaque encastrée

Dans cet exemple, les calculs sont a effectuer sur des plaques de rayon 100
mm, d’épaisseurs allant de 0,1 a 25 mm (voir tableau I.3).
Ces six plagues sont soumises a une pression normale ‘p’ qui est fonction de
I'épaisseur : p = 0.01172 x h* afin d’avoir un déplacement normal du centre (noeud 1)
de la plague suivant la théorie de Kirchhoff égal a 1 mm

Toutes ces plaques sont dans un méme matériau €élastique isotrope : module
de Young E = 200000 N/mm?2 et coefficient de Poisson v = 0,3.

On rappelle que le résultat recherché est le déplacement du nceud central de la
plaque (nceud 1).

Et, pour simplifier les calculs, seul un quart de la plaque (symétries aidant) est
maillé avec des éléments quadrangles moyennant des liaisons appropriées.
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Figure 1.2 Quart de la plaque encastrée maillée avec le Q4y24

Les résultats des calculs par la méthode d'intégration complete sont
regroupés dans le tableau 1.3 et directement comparés a ceux de la théorie de
Mindlin (déplacement = 1 mm en théorie de Kirchhoff quelle que soit I'épaisseur) :

Epaisseur : h (mm) (0,1 1 5 10 15 20 25

Pression: p (N/mm?) |1.172E-5|0.01172 |1.4652 |11.720 [39.555 [93.772 |183.125

Intégration complete |0.00102 |0.01007 |0.2047 |0.5274 |0.7698 [0.9543 [1.1174

Théorie (Mindlin) 1.0000 [1.0005 |[1.0110 [1.0457 [1.1029 [1.1829 |1.2857

Tableau 1.3 Déplacements du nceud 1 par une intégration compléte.

On constate que le déplacement normal du centre de la plaque circulaire (nceud
1 de la plaque) calculé par la méthode d’intégration compléte (mais sans cisaillement
assume !) est tres faible par rapport a celui obtenu par la théorie de Mindlin pour des
épaisseurs en dessous de 15 mm.

Il'y a la une surestimation de la rigidité de la plague lorsqu’elle est mince, on dit
gu’il y a verrouillage en cisaillement transversal.

Comme cette méthode ne donne pas de bons résultats, dans le sous
paragraphe qui suit est présentée la méthode d’intégration réduite sélective (SRI)
afin de voir le résultat qu’elle peut donner avec le méme exemple.

l.A.1.b) Intégration réduite sélective (SRI)

(2) Justification

Une intégration sélective est nécessaire quand ['épaisseur de la plaque
devient faible devant ses autres dimensions.

Dans ce cas, en effet, l'influence des termes de cisaillement prédomine dans
la solution numérique. Peuvent alors étre obtenus des résultats non réalistes dus a
une raideur trop importante. Il y a "blocage" ou "verrouillage" en cisaillement ("Shear
locking™).

La méthode consiste a combiner astucieusement les techniques d’intégration
complete et réduite (Voir Tableau 1.6). On peut calculer la matrice de flexion (bending
en anglais) [K’] — ainsi que celle des effets de membrane - en considérant une
intégration compléte c'est a dire en 2 fois 2 points et la matrice de cisaillement
transversal [K®"] avec 1 fois 1 point d'intégration.
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(2) Conséquence

La matrice de raideur en flexion se calcule comme suit :

HeEmE"[B°]- [p° ] [B° |- det[s] (1.13)
ke l= - yV3 -3+ I wvE ,—M)J+le<M,M>J+lH“(—MJ/(ﬁ)J)
.14

Et la matrice de raideur en cisaillement transversal est donc :
e &)= [B] o |8 ]det[a] (1.15)
K] = 22 H 0.0)] = 4H" 0.0)] (1.16)

Les matrices de comportement [D”] pour la flexion et [D®] pour le cisaillement
transversal sont celles données dans la relation (1.12).

3) Exemple de la plaque encastrée

Le méme exemple de la plague encastrée (I-A-1-a) en conservant les mémes
données, mais en intégration sélective, donne les résultats qui sont réunis dans le
tableau 1.4.

Epaisseur : h (mm) (0,1 1 5 10 15 20 25

Pression: p (N/mm?) |1.172E-5|0.01172 |1.4652 |11.720 |39.555 |93.772 |183.125

Intégration compléte [0.00102 [0.01007 |0.2047 |0.5274 |0.7698 [0.9543 |1.1174

Intégration sélective |0.89003 |0.90760 |0.9847 [1.0319 [1.0924 [1.1739 [1.2774

Théorie (Mindlin) 1.0000 [1.0005 |1.0110 [1.0457 [1.1029 |[1.1829 |1.2857

Tableau 1.4 Déplacements du nceud 1 par intégration sélective.

Avec la méthode d'intégration sélective, il y a une nette amélioration car les
valeurs du déplacement vertical du nceud 1 ne sont pas trés éloignées de celles de
la théorie de Mindlin pour les différentes valeurs d’épaisseur des plaques.

Pour améliorer un peu plus ces résultats comparativement a la théorie de
Mindlin, il convient de présenter la méthode de champ assumé de déformation, et
particulierement son cisaillement.

Dans le tableau 1.5 ci-dessous sont regroupés différents types d’éléments
guadrangulaires avec des techniques ‘classiques’ d’intégrations numériques.
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Exemples Linéaire Quadratiqgue
Lagrange Lagrange "Serendip"
Compléte 2X2 3x3
Réduite 1x1 2X2
Sélective |Flexion 2X2 3x3
Cisaillement |1x1 2Xx2

Tableau 1.5 Types d’éléments et méthodes d’intégration

[.LA.1.c) Champ assumé de déformations de cisaillement transversal

Figure 1.3 L’élément coque Q4y24 dans le repére local

C’est une méthode qui peut remplacer la méthode d’intégration sélective (§I-A-
1-b) ou la méthode d’intégration réduite en un point d’intégration (81-A-1-d).
La particularité de cette méthode est de calculer le cisaillement transversal d’'un
quadrangle - {y} - pas directement aux quatre points d’intégration comme pour la
membrane et pour la flexion mais de les interpoler a 'aide des valeurs calculées aux
guatre points (a, b, c, d), milieux des c6tés du quadrilatére (voir figure 1-3). Ces
composantes suivant xz et yz, servent ensuite a définir un champ de déformations
"assume" dans les directions & et 1 en un point courant.

Cette procédure a un premier avantage, entre autres, qui est celui d'éviter le
phénoméne de blocage en cisaillement transversal.

(1) Déformations de cisaillement transversal

Son application impose de se placer au préalable en (=0 et positionner ensuite
les points milieux des cétés a(&=0, n=—-1), b(é=1, n=0), c(&=0, n=1) et d(&=-1, n=0),
afin de calculer les déformations de cisaillement transversal en partant du champ
imposé suivant :
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Ye = ]/2-(1_ n)Yga + ]/2-(1+ T])ch
Yo = ]/2-(1_ &)Ynd + ]/2-(1+ ‘i}an

(1.17)

On cherche la matrice gradient de déformation qui relie les déformations de
cisaillement {y} aux déplacements dans le repere local.
Pour cela, on commence d’abord par écrire le champ imposé en (1.17) sous la forme
matricielle donnée par (1.18) :

Yea

Yna
Yen

{m}zgr—n|| | [1n| | | }lﬂ (1.18)
v 2 L Tl [1-g]|re
Voo

Yed
Y11d

Afin d’avoir I'équation (1.18) dans le repére local de I'élément réel, on utilise
successivement les relations (1.19) qui lient les déformations de cisaillement dans les

directions & et n a celles définies dans le repére de I'élément réel par la matrice
jacobienne en a, b, c et d et la relation (1.20) :

e - T ) (1L P =0 -
1 O PR S SR G S |

¥x I EE! Ve
{n}_b ku{%} (1.20)

(1.21)

Les quatre déformations de cisaillement (relation 1.22) dont les composantes
sont utilisées dans la relation (1.21) sont reliées aux déplacements locaux par la
méme matrice [B®] établie dans la relation (1.5) mais calculée, ici, respectivement
aux points a, b, c et d milieux des cotés :
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{ a}:{“} (= -1n-0j0. )= [0}

{vb}:{sz}[vt(& 1n=0)g, {= B 10
yyb (1.22)
{c}={y*°} B (c=0n=1Jp. =10,
= {7} - B(e-om- -2l |- BB
be}T:<Ge>:<ex1 exz 9x3 ex4 ey1 9y2 ey3 ey4 W, W, W;, W4> (|-23)
Avec la relation (1.22), on réécrit (1.21) sous la forme suivante :
ok
RO O e G Y v et O I e N }Jb Byl
b=~ o 2 e e e gt B
.18

(1.24)

La barre sur les composantes des déformations de cisaillement (relation 1.24)
signifie que pour avoir les déformations réelles, il faut multiplier leurs expressions par
la fonction poids de Reissner g(£)=5/4.(1-C?). Cette barre n’est pas a confondre avec
celle sur les termes de l'inverse de la matrice jacobienne signifiant « moins 1 (-1)»
gu’on va rencontrer dans la lecture de ce document.

(2) Exemple de la plague encastrée
Aprés ce bref apercu sur la méthode de champ assumé de déformation,

exclusivement de cisaillement transversal, 'exemple de la plaque encastrée déja
traité en intégration compléte (Figure 1.2) est repris ici avec les mémes données.

Pour aller directement a I'essentiel dans cet exemple, les effets de membrane,
de flexion et méme de cisaillement transversal (CT) sont calculés par la méthode
d’intégration complete mais les déformations de CT proviennent d’'un champ assumé
de déformations pour lever le blocage constaté auparavant en intégration compléte.

Les résultats dans le tableau 1.6 permettent de faire une comparaison entre
différentes techniques et la théorie.

Epaisseur : h (mm) |0,1 1 5 10 15 20 25
Pression: p (N/mm?) | 1.172E-5]|0.01172 |1.4652 |11.720 |39.555 |93.772 |183.125
Intégration compléte [0.00102 [0.01007 |0.2047 |0.5274 |0.7698 [0.9543 |1.1174
Intégration sélective |{0.89003 |0.90760 |0.9847 [1.0319 [1.0924 [1.1739 [1.2774
Intégration complete | a9 | 0 98951 | 1.0005 | 1.0346 | 1.0917 | 1.1718 | 1.2745
+Champ y "imposé

Théorie (Mindlin) 1.0000 1.0005 1.0110 (1.0457 |1.1029 |1.1829 |1.2857

Tableau 1.6 Déplacements du nceud 1 par le champ assumé.
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En analysant le tableau 1.6, on constate que les résultats obtenus par la
combinaison de la méthode d’intégration complete (pour la membrane et la flexion) et
la méthode de champ assumé de déformations (pour le cisaillement transversal) sont
bien meilleurs comparés aux autres méthodes d’intégrations a savoir l'intégration
sélective et l'intégration compléete sans champ assumé de cisaillement.

Mais la contrepartie de ces bons résultats est lourde en termes de temps de
calcul. Ceci est lié aux 2x2 points d’intégration de Gauss dans le plan moyen de
I'élément en intégration compléte, il faut proposer mieux.

Il N’y a que l'intégration réduite — exposée dans le paragraphe ci-aprés - qui n'a

gu’un seul point d’intégration au centre du plan de I'élément pour pallier ce probleme
de temps de calcul élevé en intégration complete.

l.LA.1.d) Intégration réduite

Cette méthode consiste a prendre un seul point d'intégration de Gauss au
centre O (¢&=m=0) du plan moyen de I'élément au lieu de quatre points comme en
intégration compléte (paragraphe 1-A-1-a) pour calculer les matrices des raideurs de
membrane, de flexion et de cisaillement.

L’'avantage de la technique d’intégration réduite se résume principalement a un
temps de calcul moindre.

Elle permet par ailleurs d’éviter les verrouillages en cisaillement transversal. On
trouvera dans [8] et [11] de longs développements a ce sujet.

(1) Modes a énergie nulle

Cependant les éléments calculés en intégration réduite peuvent conduire a
développer des modes a énergie nulle bien qu’il y ait déplacement des nceuds.
L'influence des modes a énergie nulle peut ainsi conduire a de séveéres distorsions,
créant des zones ou aucune contrainte n'accompagne la déformation constatée de
I'élément.

Ce genre de déformation est tres loin de la réalité. Par exemple, a un seul point
au centre d'un quadrangle, correspondent les modes de la Figure 1.4 ci-apres. Ces
modes sont réunis sous le vocable du phénomeéne ‘hourglass’ ou ‘sablier’.

Plusieurs techniques dites de stabilisation dont celle de Belytschko ([4] et [5])
existent pour contrer les modes a énergie nulle introduits par la méthode d’intégration
réduite.

Elles permettent d’éviter ce probleme sans introduire une rigidité excessive sur
la réponse physique de I'élément.

Plusieurs d’entre elles montrent une efficacité qui dépend énormément de la
gualité des maillages et des ajustements de coefficients correcteurs.
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Membrane Flexion Cisaillement

Figure 1.4 Modes a énergie nulle dus a l'intégration réduite

La plupart des logiciels spécialisés dans le domaine de I'emboutissage utilisent
la méthode d’intégration réduite en un seul point et contrle les modes "sabliers"
("Hourglass control") principalement pour un gain de temps de calcul [4].

(2) Matrices gradient de déformations de membrane et de flexion

Dans cette présentation, on rappelle juste I'essentiel puisque tous les autres
détails peuvent étre trouvés dans le Complément III.

On a donc, dans l'ordre, les matrices gradient de membrane et de flexion
(bending en anglais) hors stabilisation dans lesquelles les vecteurs <b,> et <b,> sont
les dérivées par rapport a x et y des fonctions d’interpolation d’'un quadrangle (voir
Equation 1.3) calculées en =0 et n=0 dans le repére local :

(by) (b)
Br]-= b)Y [B3]=|-0b, (1.25)
Zby§ <b><> _<b><> Zby§

Et pour assurer la stabilisation respectivement des effets de membrane et de
flexion puisque l'intégration réduite introduit des modes ‘sabliers’, on dispose des
opérateurs gradients suivants :

[B?]{m <v>} [BZ]{W> <v>} (1.26)

Le vecteur ‘gamma’ {y}:%({h}—({h).{ i}){bx}—(<h>.{c‘;}){by}) est explicit¢ dans le
méme Complément IlI.
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3) Matrices de raideur de membrane et de flexion

Les matrices de raideur élémentaires stabilisées de membrane et de flexion
sont calculées a partir de Principe des Travaux Virtuels et se résument a :

Pour la membrane :

kel=kgl+k?] (127
[Kg“]z [Bg“]T.[D’"].[BOm]- A, matrice de raideur en membrane non stabilisée ;

[K?]z [B;“]T.[Dsl[B;“], matrice pour la stabilisation en membrane ;

h/2
b= [[Dldz , matrice de comportement pour la membrane ;
-h/2

p°]- H,, D}, +H, D, | H, D} +H, DY,

si D13 = D3 = 0, matrice utile a la
H,, D}, +H,, D5, | H,, D3, +H, Dy

stabilisation en membrane dont les termes sont explicités dans le Complément III.

Pour la flexion:

[2]= ki ]+ k] (1:28)
K2]=[B:] [o][B: A, matrice de raideur de flexion « non stabilisée » ;

k°]=[B°] [p°][B"], matrice de raideur pour la stabilisation en flexion ;

h/2
D)= [[D]z?.dz, matrice de comportement de flexion ;
-h/2

si D13 = Dy3 = 0, matrice de

p°]- H,, D3, +H,,.D5 | —H, D}, —H, DI,
~H,, D}, -H,,.D% | H,.Dj} +H,Dj
comportement pour la stabilisation en flexion plus détaillée dans Al-2.

Ou [D] est la matrice constitutive élastique isotrope et A est l'aire de I'élément.
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4) Matrices gradient de déformations de cisaillement transversal

La relation de déformations de cisaillement transversal en champ assumée (1.24)
est ici calculée en £=0 et n=0 (I.29) puisque nous sommes en intégration réduite. Elle
peut étre développée en fonction des termes de l'inverse du Jacobien (1.30), puis
arrangée et mise sous une forme facile a interpréter (1.31) :

2.

J.]
3, ]
J

Jal

} .} 029

c

{yw}:{%xz}zg[J—l(o,oMl—n| L frenl ] }[

2¢,, |1+¢ | 1-¢ [
[

-1 _ :jll :512
K wpﬂ_{j;+j;} (1.30)

{ny} = {2?2} = [[Bco]+ n- [301]+ g [Bcz]]' {Ue} (1.31)

[
[
B¢
JBS

|
) (1.32)
B

SR TRURETRERS .

[Bcz]:%'{| | |312| | | I_élz][\]b][ ;tj (1.34)

Dans les trois opérateurs gradient (relations 1.32, 1.33 et 1.34) les termes
(Jy1,91,3,1,J,,) sont les composantes de l'inverse de la matrice jacobienne et la
barre au dessus de la lettre J remplace le (-1) habituellement trouvé sur ces termes.

La premiéere de ces trois matrices, [Bco], représente la matrice gradient pour la
raideur hors stabilisation.

Multipliée par la fonction poids de Reissner g({)=5/4.(1-C?), cette matrice des
effets de cisaillement (non stabilisée) [Bco] est utilisée pour le calcul de la matrice de
raideur utile tandis que les matrices [Bci] et [Bcz] permettent quant a elles d’éviter les
modes a énergie nulle introduits.
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(5) Matrices de raideur de cisaillement transversal

Les matrices de raideur, correspondant a la stabilisation (s en exposant) du
cisaillement transversal de cet élément coque, se calculent grace aux formules :

k&)= [[[Beu]- P Bl nZav (1.35)

k&, ]=[[] Bl ] Be,]-€2av (1.36)

Les résultats du calcul des intégrales suivantes, extraites des expressions des
matrices de raideur de stabilisation (relations 1.35 et 1.36) ou ds est un élément de
surface et A l'aire complete du quadrangle permettent d’écrire (1.39) et (1.40) :

jjgz.ds,:% (1.37)

[ n2.ds=% (1.38)

kel- TBol b} Bolaz ARl D Bl Y (9
2

kil- [ 'bolprlbolonf-polblBoly 0o

On rappelle ici la matrice de comportement relative au cisaillement transversal :

«1. E [5/6]
b ]_2(1+v){ |5/6} (1.41)

En sommant les deux matrices de raideur de stabilisation, on obtient la matrice
élémentaire de raideur pour la stabilisation de cisaillement transversal :

k8= ke]+ke,] (1.42)
(6) Exemple de la plague encastrée

Apres cette présentation assez sommaire de lintégration réduite, il convient
de revenir sur I'exemple de la plaque encastrée (Figure 1.2) utilisé auparavant dans
l'intégration compléte en maintenant les mémes données et appliquer cette fois-ci la
meéthode d’intégration réduite.

Les résultats de cette méthode sont regroupés dans le tableau 1.7 ci-apres et
comparés a ceux de l'intégration complete et de la théorie de Mindlin :
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Epaisseur : h (mm) (0,1 1 5 10 15 20 25
Pression: p (N/mm?) | 1.172E-5|0.01172 |1.4652 |11.720 |39.555 |93.772 |183.125
Intégration compléte |0.00102 |0.01007 |0.2047 |0.5274 |0.7698 |0.9543 |1.1174
Intégration sélective [0.89003 [0.90760 |[0.9847 [1.0319 [1.0924 [1.1739 |1.2774
Intégration compléte |, o647 | 5 98951 | 1.0005 | 1.0346 | 1.0917 | 1.1718 | 1.2745
+Champ y "imposé

Intégration réduite | 59,55 | 599499 | 1.0063 | 1.0410 | 1.0980 | 1.1772 | 1.27862
+Champ y "assumé

Théorie (Mindlin) _ |1.0000 |1.0005 |1.0110 |1.0457 |1.1029 |1.1829 |1.2857

Tableau 1.7 Déplacements du nceud 1 par intégration réduite

En faisant 'analyse de ce tableau 1.7, on peut dire que les calculs effectués en
intégration réduite couplée a la méthode de champ assumé pour le cisaillement
transversal donnent des résultats satisfaisants.

Par rapport aux autres méthodes, les valeurs obtenues avec cette technique sont
proches de celles de la théorie de Mindlin. Elle est adoptée pour la suite des calculs

La méthode d’intégration réduite est adoptée pour la suite parce qu'elle est
bénéfique en termes de temps de calcul. Néanmoins, des soins sont a prendre pour
la gestion des modes a énergie nulle comme cela a été évoqué auparavant. Le
verrouillage en cisaillement transversal peut étre géré par la méthode de champ
assumé de cisaillement transversal.

L’élément coque Q4y24, en intégration réduite pour les effets de membrane, de
flexion et pour le cisaillement (en champ assumé), est un élément classique pour la
mise en forme mais son utilisation exclusive en état plan des contraintes limite son
champ d’emploi.

Par contre, en modifiant cet élément coque Q4y24 pour avoir I'élément coque-
solide Q5y26, décrit dans le paragraphe qui suit, la loi constitutive compléte 3D peut
étre utilisée permettant ainsi de calculer une vraie contrainte normale lors d’'un
amincissement volontairement provoqué de I'épaisseur, par exemple.

I.LA.2. Elément de type coque-solide a 5 nceuds : Q5y26

I.A.2.a) Formulation initiale

Cet élément est présenté ici pour montrer I'évolution d’'un élément de type
coque vers un élément coque-solide et par la suite arriver a un élément solide-coque
car finalement I'objectif dans ce chapitre est de montrer I'élaboration de I'élément
brique de type solide-coque SB9y25

Cet élément coque-solide en question est congu en ajoutant un nceud
supplémentaire au centre de la surface moyenne de I'élément Q4y24 (§ = n = 0). Ce
dernier nceud est muni de deux degrés de liberté en translation normale a la surface
et donc dans la direction de I'épaisseur de I'élément . C’est ainsi un nouvel élément
de type coque-solide, & 5 nceuds et 26 degrés de liberté, qu’on peut nommer Q5y26.
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Comme les effets de membrane, de flexion et de cisaillement transversal de
I'élément Q5y26 (qui sont exactement ceux de Q4y24 "réduit") ne sont pas utiles pour
la formulation du futur élément de type solide-coque a 9 noeuds ‘SB9y25’, ils ne sont
pas détaillés ici.

Concernant le cisaillement transversal, il est rappelé que les déformations de
cisaillement transversal proviennent des cisaillements calculés a chaque milieu de
c6té par la méthode de champ assumé des déformations (paragraphe I-A-1-d) dans
le but d’éviter le phénomeéne de verrouillage en cisaillement transversal.

Il reste par ailleurs a montrer comment I'élément Q4y24 & intégration réduite a
été modifié en Q5y26 pour obtenir la contrainte normale c,.

En effet, le nceud supplémentaire ‘5’ situé au centre de I'élément est muni de
deux degrés de liberté (Figure 1.5). Ces degrés de liberté sont deux translations
locales respectivement appelées w, et w; (Figure 1.5) dans la direction normale ‘z’.
Cette particularité permet d’avoir un champ de déplacement quadratique ‘w’ — selon
la position ‘' dans la direction de I'épaisseur — qui donne lieu ensuite a une
déformation linéaire ¢;,.

Cette deformation linéaire est a ajouter aux cing autres exy, &y, 2&xy, 2&xz, 28z
(X', 'y’ sont des coordonnées dans le plan de I'élément). Ainsi, avec le Q5y26, une
relation complete 3D de comportement contraintes-déformations peut désormais
remplacer la précédente hypothése d’état plan de contraintes dans le cas de Q4y24,
comme démontré par Sansalone [10].

M\ ’
Y
Figure 1.5 : Quadrilatére a cing nceuds ‘Q5y26’

Dans le repere global (X, Y, Z), les translations {U¢} et les rotations {®.} aux
nceuds de I'élément coque-solide Q5y26 sont les mémes que celles définissant le
guadrangle Q4y24 (relations 1.8 et 1.9) alors que les translations associées au nceud
central ‘5’ dans le repére local (x, y, z) - ou ‘Z’ est la direction normale au centre de
I'élément-, sont réunies dans {W,} telles que:

W, 1" =(wg w{) (1.43)

Les matrices gradient originales [B™], [B"], [BY], liées & la membrane, a la
flexion (bending) et aux effets de cisaillement transversal demeurent les mémes que
celles de I'élément coque proposé par Bathe et Dvorkin [12] (voir Complément I11.).

On a montré auparavant que la matrice de cisaillement [B®] est composée de
deux parties ; une partie liée aux translations normales des nceuds sommets et
l'autre partie liée aux rotations comme on peut le voir dans la relation (1.44).
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Toutes ces matrices sont, pour chacune, la contribution d'une vraie matrice
gradient calculée en (£=n=0) et d’'une matrice gradient qui gére la stabilisation.

Ainsi, avec ‘h’ dénotant |'épaisseur, on peut rappeler les cing premiéres
composantes de déformations établies dans la formulation du quadrilatere Q4y24
(relation 1.7) mais avec une petite nuance puisque les matrices gradient de
cisaillement transversal sont directement multipliees par la fonction poids de
Reissner g(£)=5/4(1-£?) dans la relation suivante :

€

XX

Syy

2, ]| 2B _{{ue}}

2, |90-B°] |90 e

2,

(1.44)

e

On constate lI'absence de la sixieme déformation g, dans I'expression ci-
dessus. Une absence justifiée dans I'élaboration du Q4y24 ou I'hypothése des
contraintes planes était d’actualité.

Ici, cette déformation doit étre traitée afin d'utiliser pleinement la matrice de
comportement contraintes-déformations 3D. C’est I'objet du sous paragraphe I-A-2-b
suivant.

l.A.2.b) Matrice compléte de comportement 3D

ci, 'hypothése de contraintes planes peut étre considérée comme dépassée
parce qu’avec la mise en place de la déformation linéaire normale au plan, c'est
désormais la relation de comportement 3D qui est utilisée dans toute sa plénitude.

En effet, les translations normales du nceud ‘5’, w, et w;, sont respectivement

situées sur les peaux supérieure et inférieure de la coque.

(1) Mise en place de la déformation linéaire g,

Pour obtenir la forme quadratique finale de la translation verticale ‘w’ et la forme
linéaire de la déformationg,,, on impose :

w(z=-h/2)=w,, w(z=h/2)=w] et wiz=0)=w; =(w, +W, +w, +w,)/4,

D'ou :
2

w(z) = —(1 4 "

—) (W, +w, +W +W4)+2h (Wg +Wg)+— (W -wy) (1.45)

En dérivant la relation (1.45) par rapport a z, on arrive a la déformation recherchée :

+

_(__ )__8_hsz (%+1)% ou w, =(wW, +w, +wW, +w,)/4 et z=Ch/2

Par conséquent, on réécrit cette déformation suivant I'épaisseur dans le repere local
comme suit :
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- +

€,, = (2@—1)%—%(W1 +W, +W, -I—W4)-I—(2C+l)% , OU encore :

o == (W Wy W, W)+ 22 (g wd) + (w4 wg) (1.46)

Le passage de cette déformation dans le repére global nécessite la matrice de
passage [Ry] écrite ci-dessous avec zX, zY et zZ les projections de la normale ‘z’ sur
les axes du repére global(X, Y, Z).

Cette matrice transforme les translations des nceuds sommets {U¢} dans le
repére global (relation 1.8) en translations normales dans le repere local (wy, w», w3 et
Wa. Les translations associées au nceud 5 demeurent directement dans le repéere
local.

zX z¥ z2Z

zX zY¥ zZ
[Rw]:

zX zY¥ z2Z

zX zY¥ zZ

La déformation dans la direction de I'épaisseur devient alors :

€, = —%(ZX.U)<1 +zY Uy, +zZU,, +zXU, +zY U, + zZZU,, + ZXU,,; + ZY .U,

+2ZU,, +zXUy, +2zYU,, +zZU,,) +%(w5 +W;) +%(—w5 +W;)

Pour simplifier cette écriture, on pose successivement les matrices gradient de
pincement :

B2]=-L[zx zY 2z zX zY zZ zX 2Y 2Z X zY zZ] (147)
B ]= 211 (1.48)
Br]=1[-1]1] (1.49)

Ce qui donne donc l'expression finale de la déformation dans I'épaisseur sous la
forme qui suit :

U,
e, =[cBe] 0] ¢[Bs ]+ [Be ] {t@.} (150)
w,}
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(2) Déformations et contraintes

En mettant a contribution cette déformation en (1.50), la relation (1.44) est
modifiée pour lier maintenant six déformations aux déplacements qui integrent les
translations verticales {W,} :

Br]| 2 )] .} .}
| 9&fs_>_-lfé;Jpgc_>_~_lEzz_J_L__ =Byl @] (151)
| LGB BB ) T

Toutes ces déformations, initialement dans le seul repére local défini au point
de Gauss lié a lintégration réduite dans le plan, sont calculées a partir des
déplacements exprimés dans le repere global (sauf pour {W}).

Selon l'ordre des composants des déformations et des contraintes, et dans le
cas simple d'isotropie et d’élasticité, la matrice constitutive tridimensionnelle [D] relie
les contraintes aux déformations obtenues dans la relation (1.52) :

O,y € A +2u | A A ]

o € A A+2u A 2 = vE
yy yy PN

o 2 " 1-2v)@@+v)
v =Ly, 7t ibl=[b.]= i

Gy, 28xz M E

Oy, 2‘gyz u H= 2(1+ V)

c,, €, A A A+ Zuj

(1.52)

Notons que les coefficients de Lamé (A et u) dans cette matrice de comportement
élastique sont fonction du module du Young E et du coefficient de Poisson v.

(3) Matrice de raideur élémentaire

Disposant des relations (1.46) et (1.47), la matrice de raideur [K¢] (hors
stabilisation) de I'’élément peut alors étre calculée grace a la relation courante:

[Ke] = ”JT[B(o,o,z;)]'[D]'[B(o,o,z;)]dV (|-53)

Il est important de remarquer que, lors du calcul de la matrice de raideur de
'élément donnée par la relation (1.53), I'intégration du carré de la fonction poids de
Reissner g(£)=5/4.(1-(?) - valant 5/6 dans les cas d'élasticité pure - pour les
phénoménes de cisaillement transversal nécessite cing points d’intégration de
Lobatto suivant C.
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4) Exemple de la plague encastrée

Pour illustrer la présentation de I'élément coque Q5y26, on reprend I'exemple
de la plaque encastrée (Figure 1.2) jusque-la utilisé afin de connaitre, entre autres, la
contrainte normale due a la pression normale appliquée sur la plaque.

Figure 1.6 Quart de la plaque encastrée maillée avec le Q5y26

En effet, en considérant une plaque circulaire de rayon R = 100 mm,
d’épaisseur h = 1 mm et dont les caractéristiques du matériau isotrope sont le
module de Young E = 200000 MPa et le coefficient de Poisson v = 0.3, on cherche a
déterminer le déplacement du nceud central de cette plaque (nceud 1) et la contrainte
normale sur la peau supérieure et la peau inférieure de la structure apres l'avoir

maillée avec les éléments de type coque-solide Q5y26.

La plaque en question - dont la frontiere est encastrée — est sujette a une
pression uniforme normale au plan.

Les calculs sont effectués en intégration réduite pour les effets de membrane et
de flexion et par la technique de champ assumé des déformations pour le
cisaillement transversal.

Les résultats issus du calcul sont a comparer, en priorité, au déplacement
théorique de Mindlin. Et ensuite aux résultats des calculs effectués précédemment
avec I'élément coque Q4y24 en intégration complete, en intégration sélective et
enfin, en intégration réduite associé au champ assumé.

Epaisseur : h (mm) (0,1 1 5 10 15 20 25
Pression: p (N/mm?) |1.172E-5|0.01172 |1.4652 |11.720 [39.555 |93.772 |183.125
Intégration compléte [0.00102 [0.01007 |0.2047 |0.5274 |0.7698 [0.9543 [1.1174
Intégration sélective [0.89003 [0.90760 |[0.9847 |1.0319 [1.0924 [1.1739 |1.2774
Intégration réduite+ |, 99455 | 099499 | 1.0063 | 1.0410 | 1.0980 | 1.1772 | 1.27862
Champ assumé

Q5y26
(Intégration réduite | 0.98704 | 0.98741 | 0.9980 | 1.0316 | 1.0875 | 1.1660 | 1.26690
+ Champ assumé)
Théorie (Mindlin) 1.0000 [1.0005 1.0110 [1.0457 |1.1029 |1.1829 |1.2857

Tableau 1.8 Déplacements du noeud central (4) de I'élément Q5y26
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Dans le tableau 1.8 des résultats, les déplacements du noeud central pour ces
différentes épaisseurs sont aussi proches de ceux donnés par la théorie de Mindlin.

lls sont cependant moins précis que les déplacements issus des calculs faits
avec I'éléement Q4y24 en intégration réduite car les efforts équivalents ne sont pas
seulement appliqués aux nceuds sommets mais aussi aux nceuds centraux (la
justification est donnée dans le paragraphe suivant) afin d’obtenir la bonne répartition
de contrainte normale entre la peau inférieure et la peau supérieure de la coque ;
ceci sera rappelé et détaillé dans la présentation de I'élément solide-coque SB9y25.

Justement, on peut lire, dans le tableau 1.9, sur la peau inférieure de la structure

maillée avec le Q5y26 une contrainte normale valant exactement ‘-p’ ('opposé de la
pression normale appliquée) et sur la peau supérieure une contrainte nulle.

Ce qui représente un avantage par rapport aux calculs faits en utilisant
'élément Q4y24 ou on ne peut pas avoir une contrainte normale o, puisque le
Q4y24 est utilisé sous 'hypothese d’état plan de contraintes

Epaisseur : h (mm) (0,1 1 5 10 15 20 25

Pression: p (N/mm?) [1.172E-5|0.01172 |1.4652 |11.720 [39.555 |93.772 |183.125

Q5y26 Ozz(sup) (MPa) 0 0 0 0 0 0 0
Gyz(inf) (MPa)| -0.000012 | -0.01172 | -1.465 | -11.72 | -39.555 | -93.76 | -183.125

Tableau 1.9 Contraintes normales o5, de la structure

Voici donc un élément coque qui, modifié, est devenu un élément de type
coque-solide denommé Q5y26, qui arrive a sortir du cadre des conditions de
contraintes planes et présenter ainsi une contrainte normale ;.

Cette méthode d’ajout d'un nceud central, qui vient d’étre developpée avec un
élément coque, peut aussi s'appliquer aux éléments « briques » a huit nceuds tels le
ShB8PS [2] qui ne peuvent, initialement, s'utiliser que sous une hypothese d’état
plan de contraintes avec une contrainte normale "irréaliste”. Pour y parvenir,
'élément briqgue a huit noeuds de type coque-solide ShB8PS est resumé dans le
paragraphe qui suit. Des modifications sont ensuite opérées pour arriver a I'élément
solide-coque a neuf noeuds.

I.LA.3. Formulation d’'un élément solide-coque a 8 nceuds :’'ShB8PS’

I.A.3.8) Décomposition des modes

L’élément appelé ‘ShB8PS’ dans [1], [2] et [9] est un élément « brique » a 8
nceuds avec une stabilisation physique. Une premiére version dite version initiale a
été proposée en 2002 [1], une seconde en 2003 [9] et la derniere dite version
améliorée en 2009 [2]. Par la présentation des différentes versions de cet élément
« brique », les auteurs ont montré que, bien qu’elle soit efficace dans de nombreux
codes comme ASTER, PLEXUS et INCA, quelques retouches peuvent toujours étre
apportées pour I'améliorer.
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En effet, il a été constaté dans toutes les versions de cet élément que la
stabilisation n’est faite que pour les modes {h3} et {h4} or il s’avére que certaines
parties des modes {hi} et {h,} qui sont multipliées par § et n s’annulent du fait de
l'intégration réduite (£=0 et n=0).

Une réorganisation de la matrice gradient de déformation est faite et il est établi
une matrice gradient de stabilisation des parties des modes {h1} et {h,} afin d’éclairer
la suite de la démarche dans la formulation du nouvel élément.

Seules les principales parties du ShB8PS, modifiees ou laissées intactes pour
formuler le futur élément de type solide-coque SB9y25, sont détaillées dans les
paragraphes qui suivent. Tous les autres détails sont disponibles dans le
Complément IV.

A
51 C 8
|
|
6 X/
il 'ﬁ
X
/f 4
2]/
3
g
a — Elément de référence b — Elément réel

Figure 1.7. Elément hexaédrique a huit nceuds.

Comme cela peut étre vu dans la figure 1.7-a, ‘C’ est une direction privilégiée de
I'épaisseur le long de laquelle sont distribués plusieurs points d’intégration (3 pour
I'élasticité, 5, 7 ou plus pour la plasticité).

Le fait qu’il soit sous-intégré en £=0 et n=0 donne lieu a des modes a énergie
nulle qui sont contrebalancés par une matrice de raideur de stabilisation. En vue de
mettre aisément en évidence ces modes a énergie nulle, les habituelles fonctions
d’interpolation (Equation 1.54) sont écrites différemment (Equation 1.55).

N = 3L+ £E)L+nn)(L+CL); n=1a8 (1.54)

N} = LS} +1{a,Je + {a, n+ {a; ¢ + thy g + th, Je€ + th, Jen + th, JEn) (1.55)

Les termes des fonctions d’interpolation dans I'équation (1.55) sont explicités
dans le tableau 1.10 suivant pour plus de clarté et surtout parce que par la suite
seront rencontrés les termes de ces fonctions d’interpolation : {S}, {ai1}, {a2}, {as}, {h1},

{h2}, {hs}, {ha}.
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n En r]n Zn nnZn EnZn Ennn EnnnZn
1|1 -1 -1 -1 1 1 1 -1
2 |1 1 -1 -1 1 -1 -1 1
3 |1 1 1 -1 -1 -1 1 -1
4 |1 -1 1 -1 -1 1 -1 1
5|1 -1 -1 1 -1 -1 1 1
6 |1 1 -1 1 -1 1 -1 -1
7 |1 1 1 1 1 1 1 1
8 |1 -1 1 1 1 -1 -1 -1
{St [{a} [{az} [{as} [{ha} [{ha} [{hs} |{ha}

Tableau 1.10 : Vecteurs {S}, {a1}, {az}, {as}, {h1}, {h2}, {h3}, {h4}

Ces modes prennent en compte le mouvement de corps rigide et diverses
déformations qui pourront étre interprétées comme provenant d’effets de membrane,
de flexion, de cisaillement et de gauchissement (warping) dans les trois directions
g, netd.

Dans le but de les traiter correctement, ils sont regroupés dans les trois

ensembles de figures qui suivent (Figures 1.8, 1.9, 1.10).
Le premier ensemble contient tous les modes qui correspondent aux

déplacements suivant I'axe & de I'élément parent. Les modes dans le deuxieme
ensemble correspondent quant a eux aux déplacements suivant I'axe n et le dernier
ensemble regroupe les modes suivant (.

A A A A
777777777777 _U— e
4 | i 14 |

,,,,, — - | T - = - | 1 —i
i | e [ R
i —— " . — P
a-{S} b - {a.} c- {as} d - {as}
‘ ! i !
] | H a | |
! — /r’\ v ——\‘\ =>| Y- ,i"ﬂ —t— ;\\;* R f7+‘> ! — \rf ~ — 4
I N S e )
e - {hq} f-{h2} g - {h3} h - {ha}

Figure 1.8 Modes suivant ‘&’
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Figure 1.10  Modes suivant ‘¢’
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I.A.3.b) Repére local

Afin d'utiliser pleinement les 24 modes précédemment soulignés et surtout que
'élément coque solide SHBBPS est sensé étre utilisé pour donner des résultats
semblables a ceux des éléments coques, il convient donc de l'avoir dans une
configuration ou apparait son ‘épaisseur’.

Dans cette configuration, tout point de I'élément réel est défini par les
coordonnées (x, y, z) dans le repére local qui doit étre mis en place. ‘z’ est pris dans
I'épaisseur de I'élément réel en correspondance avec { dans I'élément de référence
(1< <1). ‘X' et 'y’ sont sur une surface normale a ‘z’.

Les nceuds i, |, k, | puis m, n, o, p de cette brique sont pris dans cet ordre pour
définir la direction de I'épaisseur sachant qu’en réalité les distances i-m, j-n, k-0 et I-p
ne sont pas égales (voir Figure .11 ci-apres).

Parmi les différentes facons de définir le repére local, pour une valeur de
¢ donnée, le plus simple consiste a utiliser les points milieux a, b, c et d (Figure 1.11)
des segments A-B, B-C, C-D et D-A.

Ainsi, les points ‘c’ (milieu de A-D) et ‘d’ (milieu de B-C) définissent le vecteur
cha/HCBH (le choix de cette direction n’est pas obligatoire, on peut en choisir une
autre) ; puis les points ‘a’ (milieu de A-B) et ‘b’ (milieu de C-D) définissent le vecteur
chaDaE)/”caDaB” ; et enfin on obtient le dernier vecteur en faisant le produit

vectoriel y=z[x afin de former le triédre direct local en (.

Et la matrice [R¢], ci—apres, permet de faire passer les coordonnées et les
déplacements du repére local au repére global (X, Y, Z):

XX | XY | XxZ
R]=|yx|yY |yz (1.56)
zX | zY | zZ

Les coordonnées des points A, B, C et D grace auxquelles ont été définis les
axes du repere local (Figure 1.11) sont obtenus par une interpolation en { dans le
repére global (X, Y, 2).

Pour le point ‘A’ par exemple, en fonction des coordonnées des nceudsietm,ona:

XA Xi Xm
Y, =3(1-Q)Y, +3@+Q)Y, (1.57)
ZA Zi Zm

On procéde de la méme maniére pour les points ‘B’, ‘C’, et ‘D’ avec respectivement
lesnceudsjetn, keto,|etp.
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Figure .11  Repere local du solide coque ShB8PS

Dans la suite, les coordonnées locales de chaque point de cet élément coque
solide sont écrites ‘X', 'y’ (coordonnées "dans le plan") et ‘z’ (position suivant
I'épaisseur) tandis que les coordonnées nodales (Equation 1.58) et les déplacements
nodaux suivant les axes du repére local (Equation 1.59) sont :

: o %)
NS =0 1Yy 1Y Y [ Y [ Y [ Yo | Ys) (158)
X

:
}=<zi|zj|zk|z||zm|zn|zo|zp>

{Ui}T=<Ui [Uj U oy [ug [u, [ u, |up>
{U§}T :<vi Vi [ Vi [ Vi [ Ve [ Ve | Y |vp> (1.59)
{UZ‘}T:<Wi |y [ wy | wy | w, | w, | w, |wp>

Les déplacements dans le repere global (X, Y, Z) sont écrits sous la forme suivante :

U™ =(U.) = (Uy | Uy | Uy [ Uy | Uy | Uy | | Uy | Uy, | Ugy) (1.60)

I.LA.3.c) Champ de déplacements

Toujours dans le repére local, les trois translations u, v, et w d’un point courant
de I'élément sont recherchées sous la forme qui suit :

u= a'Ou +axux +ayuy +azuz+Clunc+C2ua(;+c3u<t3n+c4u(zon€
V= aOv +axvx +ayvy +azvz+Clan+C2vac+03van+C4vénC (|61)
W= aOW + aXWX + aywy + azwZ + Clwnc + CZWEJC + C3WE,1T] + C4wiﬂ§

Evidemment, en tenant compte de la relation (1.55), les translations locales en
chaque noeud s’écrivent :

{Ui}: aOu{S} +axu{xﬁ}+ ayu{YI_e}+azu{ZE} +Clu{hl}+02u{h2}+C3u{h3} +C4u{h4}
Us f= a0, {8} +a, X Jra, fYe v a,, 28] + ey i+ ca o)+ o tha) +cotha)

{Ui}: a,, {S}+a {Xﬁ}+ ayw{YLe}+ aZW{Zﬁ}+ cuih )+ th,t+c,, hst+cuth.)

XwW
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Par conséquent, il peut étre assez aisément montré en utilisant les relations
d’orthogonalité (voir Complément 1V) que:

a,=bJ Ui} a,=b,J U} a |
bk bl al-birisk

c fue!
Co =y fUs} 0 =14 (162)
w=b U A =b, [0tk c |

(o) =8.(tha) - ()72 o, - (hoTAYE Db, - (o ) 2e bib. )
Les vecteurs {b,}'; {by}T; b,}" et {y,} écrits ci-dessus sont largement

détaillés dans le Complément IV. On réécrit alors sous un format matriciel trés
simple les déplacements locaux (1.61) :

u:a0u+<<bx> < > y+(b,)-z+
v=a0v+<<bx> < > y+(b,)-z+
W =a,, +<<bx> <by>-y+<bz>-z+

(v.)-h.)-
(v
(v

| aveca=1a4 (1.63)

Q
Q

\/\./

5 =

s:j &
\/\./
T

I.LA.3.d) Dériveées utiles

Les dérivées écrites ci-dessous sont calculées a partir du champ des
déplacements (1.63) et vont permettre d’établir le champ des déformations :

Il
g
<
S

+
<
Q
=
Q
<
N

C
xX O
-

S
c
I
gfoa
N
——
+
<
Q
=
Q
N
o

C

X O
e

o, )+ v h,,fus);
o, )+ fy.na, o)
fo, b+ fr. o, sk

Il
O
<
——
+
<
Q
=
Q
<
—
C
< o
haad
QD
R
Il
(e
N
——
+
<
Q
=
Q
N
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C
< o
—_——

SIEEIRETE
%\%%l%%l%

I
O
<
——
+
<
Q
=
Q
<
\_\,:r
C
N @
-
I
—
O
N
——
+
<
Q
=
Q
N
——
=
—~—
N ©
——

(1.64)

Dans les équations ci-dessus (1.63 et 1.64), pour o variant de 1 a 4, on définit

les fonctions h,, telles que h;=nl, hy=EC, hs=E&n et h,=EnC, appelés par ailleurs
facteurs ou modes.
Ces fonctions ne sont pas a confondre avec les vecteurs th,},th,} .} fh,}

définis dans le tableau 1.8 et utilisés dans I'équation (1.61).
Ci-aprés sont détaillées les dérivées des fonctions h;, hy, hs et hy qui sont

utilisées dans I'équation (1.64). A cet effet, notons J,,, (ligne m variant de 1 a 3,
colonne n variant de 1 & 3) correspondant au terme général de I'inverse de la matrice
jacobienne [Jfl] ;
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hy.x h..g 0 [J] [Js
h, =ng;{h,, =[‘]71]- hy,m =[Jil]- Cr=¢ 322 +M 323
h,,z hy,C n Js, Jas
h,, h,,& G §11 §13
h, =&C;<h,, :[‘]_l] h,.m :[J_l]- 0¢p=¢C 321 +& 223
h,,z h,.C & Ja Jas
h,,X h;,& n §11 §12
hy; =&n;<hg,y :[‘]_1]' 3 M =[‘]_1] Er=m 321 +& 222
h,,z 3:G 0 Ja J3
h,,x h,.& ng n§11+<t:~§12 El
h, =&niih,y =P Rhng =l ec = 6ind,y +&3, +&ni3,
h,,z h,,C &n NJdsy + &5, J;

3

(1.65)

(1.66)

(1.67)

3

(1.68)

3

Avec les dérivées établies dans la relation (1.64), on peut construire la matrice-
colonne des déformations (1.69) qui est reliée aux déplacements dans le repére local
par le biais de la matrice gradient de déformation.

Notons que dans la relation (1.69) les composantes de déformation de
cisaillement transversal ne dépendent pas de C.

€

XX

(b)+{y,)h,.x

E;yy

<by>+<

Ya>ha7y

€

zz

(b,)+(y.)h,.z

2.8,

(b,)+ (v )hay

(b, +(

)’u,>r]u ’)(

2.€,

(b,)+(y,)h,.z

(b)) +{y,)h,.x

2.,

(ba)+(

Yo)ha:z | (by)+(vo)he.y,

(1.69)

ou le produit (v, )-h, est telle que la sommation sur a[Jvarie de 1 a 4.

On pose ci-aprées la matrice gradient de déformations qui sera exprimée dans le
repére global grace a la matrice de passage [Re] (voir Complément 1V) :

(by)+(y,)h,. X

(b,)+{y.)h..y

<bz>+<ya>ha,z

b J-

(b, )+ (v, )h,.x

(by )+ (Y, )y X

(b,)+{y,)h,.z

(by)+{¥.)h..y]|

(1.70)

LaMCoS
INSA de Lyon

1-32

Cette thése est accessible a I'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/20111SAL0113/these.pdf
© [B. Bassa], [2011], INSA de Lyon, tous droits réservés

BASSA Bruno
2011
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Comme il peut étre vérifie, di a l'intégration réduite en =0 et n=0, les facteurs
{h3} et {h4} ne vont pas apparaitre ainsi qu’'une partie des facteurs {h;} et {h,} dans
'opérateur gradient [B].

Donc, la matrice de raideur pour la stabilisation des modes sabliers doit au
moins prendre en compte les modes {h3s} et {h4}.

Il convient alors de développer et simplifier les termes de cette matrice gradient
en tenant compte des remarques qui viennent d’étre faites.

l.LA.3.e) Matrice de raideur hors stabilisation [Ko]

Dans [1], [2] et [9], la matrice gradient de déformation utile présentée est celle
de la relation (1.70) pour o allant de 1 a 2.

Et pour effectuer la stabilisation, il a été utilisé la méthode de stabilisation
physique avec la matrice gradient issue de la méme relation (I1.70) mais pour o allant
de 3 a 4. Une matrice qui serait nulle du fait de l'intégration réduite en £=0 et n=0.

Or, en développant completement les termes de I'opérateur gradient [B] dans la
relation (1.70), on peut réaliser qu’en plus de {h3} et {h4}, des parties de {hi} et {h,}
qui sont multipliées par & ou par n s’annulent systématiquement puisque I'élément
est en intégration réduite.

La matrice gradient de déformation utile, qui n’est autre que la matrice [B] de la
relation (1.70) pour a allant de 1 a 2 ([1], [2] et [9]), a été réorganisée. Tous les
termes des modes {hi} et {h,} ayant en facteur { sont maintenus dans la matrice
gradient utile qui devient ici la matrice [Boc] donnée en (1.71). Et les parties de ces
modes {hi} et {h} qui sont nulles parce qu’ayant en facteur & ou n sont regroupées
pour former une autre matrice gradient de stabilisation (voir paragraphe suivant : § f).

(b,)+ (3 (v2) + Jualy2))

<by> + C(jzz <71> + 321<'Yz>)

e O A T )| KA T SCA A -
+ J31<Yz>) <bx>+C(J12<'Yl> J11<72>)

J21<72>)

(1.71)

<b z > + C(jsz <’Yl> + j31<’Y2 >)

<b z > + C(jsz <Yl> + j31<’Y2>) <b y > + C(jzz <Y1> +

Cette matrice gradient des deformations [By] lie les six déformations aux vingt
guatre translations dans le repére local (Equation 1.72).

Le zéro ‘0O’ en indice évoque l'intégration réduite en &=n=0 et la lettre grecque
zéta ‘([ 1 dénote l'intégration dans I'épaisseur aux points de Lobatto ou de Gauss.

XX
8yy LJe
c X
“ L= B KU (1.72)
2¢g,, 0°
2¢e,, ‘
2¢,,
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En élasticité linéaire isotrope, les contraintes sont calculées en multipliant les
déformations de la relation précédente (1.72) par la matrice de comportement
tridimensionnelle ‘réduite’ puisque sur sa diagonale se trouve le module de Young E.

O x, 2| % 1
Oy Eyy n A+ 2u A= VEZ
Oz €4 E (1_V )

=[L.” 1 bl=P.]- : (1.73)
Oy €,y N e
Oy, 28><z u = 2(1+ V)
Oy, 2e,, I

Les coefficients ‘réduits’ de Lamé (A, p) sont fonction du module de Young E et
du coefficient de Poisson v.

Dans la relation (1.73), les expressions des contraintes dans le plan oxx et oyy
sont identiques a celles gu’'on obtiendrait en état plan de contraintes tandis que la
contrainte normale o, est liée a la déformation correspondante &, par le module de
Young E.

On peut parler d’'un pseudo-état plan de contraintes a partir de l'instant ou la
contrainte a travers I'épaisseur n'est pas nulle (ou négligeable) comme l'aurait
imposé la condition des contraintes planes typique des coques.

Dans le cas d’'un comportement élastoplastique, la matrice constitutive [D®] est
calculée grace a la matrice de comportement élastique [D] en (1.73).

Sans entrer dans les détails de son élaboration son expression se résume a ce
qui suit :

(1.74)

[G+H| -H | -G 1[04
-H [H+F| -F G,y
1| -G -F |F+G G,, 1
A= - - Tt Pl
2M Oz
| EL||oy,

Le calcul de {a} provient de la relation do,, =(a)-{ds} et F, G, H, L, M, N sont des
caractéristigues du matériau dans le critere de Hill.

. N . do, R - .

Par ailleurs, la loi d’écrouissage dans le module tangent H' = qu est a choisir parmi
€eq

les lois ci-dessous notées (1) pour la linéaire, (2) pour celle de Ludwick, (3) pour celle

de Swift et (4) pour celle de Hollomon ou d’autres telles que Hocket-Sherby.
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O, =0, +H [}, (1)
O =0, +ALEY)" (2
O, =BHC+e3,)" (3)
O =K I(eY,)" (4)

(1.75)

Avec g}, =€’ et 0., =0 sur la courbe uniaxiale en écoulement plastique.

Les relations (1.71), (1.72) et (1.73) utilisées dans le Principe des Travaux
Virtuels permettent de calculer la matrice de raideur [Ko] sans les raideurs de
stabilisation des modes a énergie nulle :

npint

kol =[[] Bl }Bo]av=23 "B w2 b #]B u(ta]dethloo.t o) (.76)

Dans cette équation (1.76), 'npint’ est le nombre des points d’intégration dans
I'épaisseur — au moins 5 pour un comportement élastique plastique —, ‘@' est le poids
a la position {qle long de I'épaisseur.

Les positions extrémes sont sur la surface inférieure (a {;=-1) et sur la surface
supérieure (& {npin=1) ou non, suivant le schéma choisi généralement connu aux
points d’intégration de Lobatto ou de Gauss.

Le facteur ‘4’ vient du fait que ‘det[J(0,0,{q)]’ est calcule en {=n=0.

Il est impératif de noter que le volume V' de I'élément n'est pas exactement
obtenu avec une seule intégration suivant { en utilisant les fonctions de forme

classiques (Equation 1.55). De plus, les vecteurs(b,), (b ) et (b,) — qui sont
associés aussi aux vecteurs (yu> — sont effectivement les dérivées des fonctions

d’interpolations établies en (1.55) (voir la fin du Complément VI) pour la
programmation) et non ceux proposés par Flanagan et Belytschko [6] tels que :

.} =TT Jove o, = [N Javi .= TN Jov .77

La matrice de raideur hors stabilisation étant mise en place, il reste a tabler sur
les parameétres qui peuvent lui étre utiles pour éviter les modes a énergie nulle lors
de son utilisation dans les calculs en implicite.

I.A.3.) Stabilisation des modes {h _;} et {h 5}

Comme on pourra le vérifier, ce paragraphe est traité juste pour mieux
comprendre ce qui se développe. Il n’a rien a voir avec la formulation initiale de
ShB8PS. C’est d’ailleurs a raison si cela n’a pas été traité dans [1], [2] et [9] puisque
le ShBBPS est destiné a la simulation des mises en forme des structures de faible
épaisseur. Ces modes {hl} et {h2} combinés donneraient une sorte de torsion
(Figure 1.12) dont I'impact est, en général..., insignifiant dans la mise en forme des

produits plats ou ‘aucune’ sollicitation de torsion n’est requise.
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(1) Matrice gradient de déformation

Comme il a été dit auparavant, tous les termes des modes {h;} et {h,} qui ont
été otes de la matrice gradient de déformation [B] afin d’obtenir la matrice [Bo] sont
réunis ci-aprés dans la matrice dite matrice gradient de stabilisation des modes {h1}

etihd; Br]:
j13 (n<Y1> + é<72 >)

323(n<71>+‘2<72>) _
[Bs ]: _ _ J33(n<71>+§<72>) (1.78)
” J23(n<71>+§<72>) J13(n<71>+§<72>)
(v2)+§
Y1

j33 (Tl<'Yl> + ‘i<’Y 2 >) _ §13 (n Y
L Ja3 (n<71> + a<72 >) Jo3 (T]< > &(Y2 >)_

+
+

o~

Il est & relever alors linfluence néfaste du terme J,,(n(y,)+&(y,)) dans la

matrice gradient utile de toutes les versions de I'élément ShB8PS puisqu’en
décomposant ce terme, on trouve un morceau du mode {h1} (J,, (11<Y1>)) et un autre

du mode {hy} (333(§<y2>) qui correspondent aux deux modes non stabilisés du

ShB8PS et qu’on peut voir respectivement dans les figures (1.8.e et 1.9.f) reportées a
la figure 1.12-a.

Ces deux figures de 1.12-a combinées donnent la figure suivante 1.12-b qui peut
étre décrite comme une torsion libre autour de la direction ‘z’.

; ¢ 2
o 8 ! et 7
Nz e Y
; | A 5/ 574
1 / #,/— \\ \
h — = — = / N \
’ [ VA o / 4y | |
4 P q i
k % 1 2 X
a — modes {h;} et {h,} non stabilisés b — Equivalent des deux modes
Figure 1.12 ‘Torsion libre’ autour de ‘z’ par combinaison de deux modes
(2) Matrice de raideur de stabilisation

Pour rappel, tout ce qui est traité dans ce paragraphe I'est juste pour mener a
bien la compréhension de la formulation du nouvel élément qui utilise fortement les
caractéristiqgues du ShB8PS. Dans les versions du ShB8PS, aucune stabilisation de
ces modes n’'a été faite.

En utilisant les relations (1.78) et (1.73) dans la formule ci-dessous, on peut
calculer la matrice de raideur de stabilisation des modes {h;} et {h,}.

k1= "Bl 1Bs Jav
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Cette matrice de raideur se réduit a la forme trés simplifiée (1.79) compte tenu
du fait que :

mE’ZdV = [[[n*dv=vi3; [[[endv=0

J.. = J,, =0 montré ci-aprés (voir paragraphe 1.A.3.b dans la section 2)

H({71}<Yl> + { 2 }<72>) V/3
[Kiz]z “({71}<71>+ {72}<Yz>)v/3

E.(fy. {(v2) + 12 Kv2) V/3
(1.79)
Elle devrait étre ajoutée a la matrice de raideur des modes {hs} et {h4}
(paragraphe suivant) mais pour les raisons évoquées auparavant (pas de torsion
dans la mise en forme des produits plats), on verra plus loin dans la formulation du
SB8y24, que seule la ‘derniere’ composante de cette matrice de raideur de
stabilisation (3°™ ligne et 3°™ colonne) est prise en compte pour stabiliser le

pincement.
Et lorsqu’une vraie loi de comportement 3D doit étre utilisée comme plus loin

dans I'élaboration de I'élément solide-coque SB9y25 alors le module de Young dans
cette relation (1.79), a la 3°™ ligne et 3°™ colonne, est remplacé par le facteur A+2u
ou A et u sont les coefficients de Lamé.

I.LA.3.9) Stabilisation des modes {hs} et {h,}

(1) Autre repere local

On présente ici un autre repére local dont la caractérisation est légérement
différente (voir figure 1-13 ci-apres) de celle du repére local présenté dans le
paragraphe I-A-3-b. C’est dans ce nouveau repére que la matrice de raideur pour la
stabilisation de I'élément de type coque-solide est définie afin d’opérer certaines
simplifications.

Dans ce repére, on peut montrer que, quelle que soit la forme de I'élément
d’étude, les valeurs des composantesJ,,, J,, et J,, de linverse du Jacobien sont

toujours nulles.

C’est en fait un repere local (en &, n et £=0) dont la définition commence par le

calcul de Uy, Uy, Uz qui sont les composantes d’'un vecteur U qui n'est pas un
déplacement mais un vecteur nécessaire a la mise en place du premier axe x:

U, =xt=Nel".Xa): U, =ye=iNel v} U, =ze =gl {z8)

{N} est la fonction de forme établie dans la relation (1.55) et {xg}{vg}{zg} les

coordonnées des nceuds de I'élément dans le repere global (voir relation 1.58 pour la
notation dans le repére Local)

On peut alors avoir le premier axe x de ce repére local exprimé comme suit :
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=0

Les composantes suivantes sont celles d’un vecteur V utile au calcul du second axe
y du repere local, x étant déja établi :

Ve=xn={Nnl X&) v, =yn= N el v, =z =N {zg |
Afin d’étre orthogonal a laxe % = D/HU“: V= (V= (XV)X) /H\? - (>*<.\7)>*<H (1.80)
On détermine enfin le dernier axe z en procédant au produit vectoriel suivant :
Z=XAY (1.81)

La matrice de passage dont les termes sont les projetés des axes X, y et z du
repére local dans le repére global (X, Y, Z) est :

XX | XY | xZ
R]=]yx |yY|yz
zX | zY | zZ
(2) Démonstration de J,,=J,,=J,,=0

On peut maintenant montrer que dans un tel repére, J,,, J,, et J,, sont nuls. En

effet, en placant I'origine de ce repére au centre de I'élément brique d’épaisseur ‘h’,
on peut verifier simplement « a la main » que tous les termes qui sont en dehors de
la diagonale du Jacobien sont nuls.

Dans un tel repére ou les axes peuvent étre considérés paralleles aux cotés de
I'élément brique de longueur ‘L’, de largeur ‘I' et de hauteur ‘h’, on écrit le Jacobien
comme suit, puis on remplace les coordonnées des nceuds de la brique dans la
matrice jacobienne par leurs valeurs (L/2 ou —-L/2, /2 ou —1/2, h/2 ou —h/2) suivant
leurs positions.

Xl yl Zl
X2 y2 Z2
X V4
1—11 -1]-1] 1 _q] | Xe ] Ye | %
Z
[J]:g -1|-1 1{-1]-1 1 || Ze Y |2
X Z
-1|-1|-1]|-2|1 |1 |1]1 5 | Ys | %s
Xe | Yo | Z6
X7 y7 Z?
_Xs Ys Z8_
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[N

12

13

[

[y

22

[

23

ey

32
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=X, + X, + X5 — X,

— X5 + Xg + X7 — Xg

“YitY,tYs =Y,
“YstYstY: Vs

-Z2,42,+2,-2,
—Z+2Z4+2, -2

— X, — X, + X5 X,
— X5 — Xg + X; + Xg

Y. YotYstY,
_ys _y6+y7 +ys

-2,-2,+2,+2,
—Zy-Z4+2Z,+24

— X, =X, — X5 — X,

| X5 +Xg + X7 +Xg

_yl_y2 _ys_y4
Ys+Ye+Ys1tYs

-2,-2,-2,-2,

Zo+Zg+2,+2Z5 |

Avec toutes ces considérations évoquées, la matrice Jacobienne et son inverse

sont :

4101 0
0 4|0
0 |0 |4h

J, |3, 35| [2/L] 0] O
b)=13, 13, [3:|=| o |2n] o
s | 3 0 | 0 |2/h

Voila vérifié que J,, J, et 3, sont nuls alors que J,, vaut 2/h; ou ‘h’ est une
épaisseur constante quelle que soit de forme I'élément dans le plan.
Il faut noter par contre que pour un élément aux formes non régulieres, il

a été verifie numeriguement que J,, J, et J,, sont bien nuls mais pas J,,. De
méme J, et J,,ne sont pas nuls si I'épaisseur est variable.

3)

Matrice gradient de stabilisation des modes {h3s} et {h4}

Tous les termes des modes {h3} et {h4}, nuls du fait de l'intégration réduite, sont
regroupés dans les matrices gradients suivantes [Bza] et [Bca).

Ces deux matrices [Bss] et [B¢s] sont intentionnellement séparées de cette
fagcon pour une meilleure lisibilité et pour que les termes du mode {hs} contenant ¢
regroupés a part dans la matrice [B¢4] puissent étre mieux gérés par la suite.

[ (jlm +

j12§)<Ys > + j13 ‘irl<'Y 4>

(jzm + jzziX'Y 3 > + j23 E.~11<'Y 4 >

[834]=

(33111 + jsz&X’Ys > + g ‘:TI<Y 4 >

(jzm + jzzéX’Ys > + 323§n<74>

(jlm + leE.’X’YS > + 313§H<Y4>

(jsm + j32 E_»X'Y 3 > + j33 in(Y 4 >

(jlln + j12§)<'Y3 > + j13 %ﬂ(Y 4>

(33111 + j32€)<'Y3 > + j33 @1(74)

Jm+Jy, é<73 > + 356 &fr’l<'Y4> ]

(1.82)

_(jlm + j128_»)<'Y4> _ _ |

(‘]2111 + JzzéX'Y4>
_ (jsm + j32§)<74> 1.83
[BCA]_ - Qzln +§22§X’Y4> (jl1n+jlz‘§)<74> _ _ (169
(‘]3111 + 332§X74> _ _ (31111 + 312&.~)<'Y4>

L (J31n + J32§X74> (sz + ‘]22‘2)<'Y4>_
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De sorte a simplifier autant que possible le calcul de la matrice de raideur de
stabilisation mais aussi a traiter plus efficacement le verrouillage en cisaillement [2],
on peut noter que les matrices [Bsa] et [Bca] sont remplacées par la matrice suivante
[B°] (Equation 1.84 ci-apres). La forme simplifiée de [B°] peut étre justifiée par le fait
que les termesJ,, J, et J,,sont montrés auparavant nuls.

Mais dans [2], il semble injustifié & ce niveau de développement que les auteurs
puissent omettre le terme 322<:(c<y3>+g<y4>) a la 5°™ ligne et 3°™ de la matrice

gradient dédiée a la stabilisation.

_jlln(<Y3 > + C<’Y4 >)

322§(<73> + C<'Y4 >)
B*]= (1.84)

nlelys)+¢ly.))
Elclys)+clya))

Ell
J22

Prévu pour éliminer les verrouillages en membrane et en cisaillement, cet
opérateur gradient de déformation [B®] est projeté sur un sous espace approprié [2].

Par ailleurs, il est certes déja montré que J,, = J,, =0 mais on peut rappeler que ceci
ne peut étre exactement veérifié que si I'épaisseur de I'élément est constante.

Sinon, il convient de considérer que ce genre d’élément est utilisé pour mailler
une ‘coque’ — c’est-a-dire sans un changement brusque de I'épaisseur — J,;, J,, (3%me
ligne, 1°® et 2°™ colonnes dans l'inverse du Jacobien) sont assez petits pour justifier
la simplification.

Pour I'équation J,, =0, c'est différent puisque J,, (2°™ ligne, 1°*® colonne de
'inverse du Jacobien) peut étre non négligeable si la forme de I'élément dans le plan
s’écarte d’'un rectangle.

Précisément, les auteurs déja cités suggerent de prendre le facteur ‘c’ égal a

0.1 si la forme dans le plan est parfaitement rectangulaire et nul sinon pour gérer J,, .

4) Matrice de raideur de stabilisation des modes {hs} et {hs}

Grace a la matrice de comportement [D] établie en (1.73) et a la matrice
gradient adoptée pour la stabilisation [B°] dans la relation (1.84), on peut calculer la
matrice de raideur pour la stabilisation a partir de la formule :

] (], ok o

On obtient une matrice de raideur de stabilisation [K°] diagonale :

KS, K =Hu O+ 2005 1y )+ 3y dra)']
[KS]: K3y » K =H,, (h + 20)[{y s s | +%{ AN (1.85)
Kiz Kiz :(H11+H22)M[02{ 3}'{YS}T +%{ 4}{ 4}T]
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Méme sans entrer dans les détails des propriétés essentielles des
vecteurs{ OL}, il est important de remarquer I'extréme simplicité de cette matrice de
raideur.

On rappelle que les coefficients A et p dans les termes de cette matrice de
raideur sont les coefficient de Lameé, appelés aussi coefficients ‘réduits’ de Lamé a

cause de) . Et les facteurs Hy; et Hy, sont calculés comme suit, avec ‘V’ le volume
de I'élément :

Hyy = 35 [[[ndv =32V/3 5 Hy, = 35 [[[etdv = 33,vi3 5 [[[e¢?dv = [[[n*¢?dv = v/9
(1.86)

Avant toute opération d'assemblage des différentes matrices de raideurs, il
importe que [K®] (Equation 1.85), établie dans le repére local du paragraphe 1-A-3-f,
puisse passer dans le repére global. Et il en va de méme pour la matrice de raideur

de stabilisation [Kiz] (1.79) et la matrice de raideur utile hors stabilisation [Ko] (1.76).

(5) Remarque sur la stabilisation

Gréace a cet exemple de «torsion libre », on peut montrer qu'en prenant en
compte I'expression (J;3(n(y1)+&(y2)) dans l'opérateur gradient [BfZJ qu’utilise la

matrice de raideur de stabilisation [Kiz] (1.78), le probleme induit par la ‘torsion libre

autour de l'axe z’ dans [9], due aux deux modes {h,} et {h,} non stabilisés, est résolu
bien que son impact sur la mise en forme des tdles soit généralement sans effet.

C’est un exemple qui est destiné a montrer que les modes {h;} et {h,} ont été
stabilisés. A cet effet, on considere I'élément brique (Figure 1.12. bis) de 100 mm de
longueur et de largeur. Les caractéristiques du matériau de cet élément sont:
Module de Young E = 200000 MPa, coefficient de Poisson v = 0.3.

Pour avoir la configuration de la torsion libre autour de I'axe z, on impose sur
les nceuds suivants de I'élément les déplacements Ux et Uy : 1(-1,1), 2(-1,-1), 3(1,-
1), 4(1,1), 5(1,-1), 6(1,1), 7(-1, 1), 8(-1,-1). On cherche les forces de réaction pour
caractériser la raideur de cette torsion.

Les résultats des calculs obtenus avec le ShB8PS sont a comparer a ceux de
I'élément brique ‘C3D8’ dans le code Abaqus.

/‘\Z
8 et 7
vl | '
/N i \\
5 1’ \ //6 /-fl |
- N 1
ﬁ, \ /
/ \\ / \
Il \ / \
’ Ax
/ T o>
// .7 ’/ /’// 3
I e /’ p
+4__ ] Y,
1 2 X

Figure 1.12.bis : Torsion libre autour de ‘Z’

Comme réponse, a chaque nceud de I'élément, on a donc relevé les Forces de
Réaction |Fx| = |Fy| = 1282051.2 N pour un calcul fait avec le ShB8PS.
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|[Fx| = |Fy|] = 1.2821E+06 N sont les forces données par le calcul effectué avec
'élément ‘C3D8’ du code Abaqus.

On constate I'exactitude entre les résultats donnés par les deux éléments et la
conclusion a tirer est qu’une ‘amélioration’ a été effectivement apportée au ShB8PS.

Cependant il faut noter, avant de passer au paragraphe suivant, que le facteur

‘c = 0.1’, obligatoire en vue de stabiliser le mode {hs} suivant {, dans la matrice

gradient de stabilisation [B®] (relation 1.84) semble étre imposé arbitrairement
puisqu’il conduit a un résultat faux pour un exemple bien connu de la plaque carrée
traitée dans le deuxieme chapitre (paragraphe 11-A-1).

Par ailleurs, dans [2], les auteurs affirment que I'élément ShB8PS ne passerait
'exemple de la plague en flexion (bending Patch test) qu’apres un maillage fin (4x4
au moins) de la structure pour tendre vers les bons résultats. Par ailleurs, ils ont
confirmé qu’il faut intégrer la méthode de cisaillement assumé pour résoudre ce
probleme. La prise en compte de cette méthode est faite dans le paragraphe suivant
dédié a la formulation de I'élément de type solide coque SB8y24.
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I.B. Elément solide-coque modifié a 8 noeuds :'SB8y24’

Pour la formulation de cet élément, la « brique » ShB8PS décrite dans le
paragraphe précédent est utilisée mais en y ajoutant la méthode d’interpolation
donnant le cisaillement transversal de Q4y24, y compris la stabilisation associée.

Pour rappel, les auteurs [2] ont montré que I'élément ShB8PS passe le Patch-
test de membrane mais pas celui de la flexion. Cependant les résultats numériques
ne peuvent converger vers ceux d’'une solution analytique que lorsque chacun des
cing éléments originaux maillant la plaque est subdivisé en 4x4 éléments.

En vue d’obtenir directement des résultats corrects avec le maillage original
constitué par ces cing éléments, une importante modification est apportée a la
formulation précédente des déformations de ‘cisaillement transversal’ du ShB8PS
grace a la méthode des déformations assumées (postulées). Dans la suite est
présente le « ShB8PS modifié » dénomme SB8y24.

I.B.1. Champ des déformations postulées

Cette méthode, présentée dans le paragraphe Il, est utilisée ici pour interpoler
les déformations de cisaillement transversal de I'élément ShB8PS a partir des
déformations calculées au milieu de chaque face milieu (voir Figure 1.13) afin
d’éviter, entre autres, le phénoméne de blocage en cisaillement transversal.

Figure 1.13 : Repere local du ShB8PS

C’est exactement la méthode de champ assumeé en intégration réduite, traitée
dans le paragraphe I-A-1-d, mais appliquée ici sur un élément brique de type solide
coque. L’'application de cette méthode sur cet élément brique impose donc de se
placer au préalable en {=0 (voir Figure 1.13) et positionner ensuite les points milieux
des cotés a(é=0,n=-1), b(&=1,m=0), c(&=0,n=1) et d(é&=—1,n=0) afin de calculer les
déformations de cisaillement.

Les déformations de cisaillement transversal sont calculées en ces quatre
positions puis interpolées comme suit :

ve =12.0-np? +V2.0+ e
Yo =Y2.0-ehyy+V2.0+ )"

L'écriture de I'expression (1.17) est référencée (1.87) pour signifier qu’ici est
traité le champ assumeé de cisaillement transversal pour un élément brique.

(1.87)
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1.B.1.a) Relations utiles

La matrice jacobienne calculée en E&=n=(=0 est notée comme suit :

§ll §12 §13 25 (("; n) j j ,Y
[J’l(O,O,O)]= o Jp | de sorteaavoir:{_“ ’ }{_ﬂ _12H &} (1.88)
3. 3. 3 28, (&) o I ] Vs

31 32 33

Liées a la position ‘a’(&, = 0, na = -1) les relations utiles pour la programmation sont :

Vel e 11285 e 1|90 9
b e 3

(€=0,n=-1)

¥k i [xooy. oz [N
pel=l 3 32 3 (=X, v. oz |= [N IXES e dze]
‘]21 ng Jga X Yo Z; N,c;
(£€=0,n1=-1,£=0) (&=0,m1=-1,=0)

R
et =132 35 3

qa qa qa
J31 JSZ ‘]33

Aux points b(&,=1,np=0), c(&=0,nc=1) et d(&s=—1,nq=0) les expressions sont
identiques a celle de la relation (1.89) mais calculées en ces positions.

1.B.1.b) Déformations de cisaillement transversal

Au point a, les déformations de cisaillement sont liées aux translations dans le
repere local par la matrice gradient [B,] dont les termes sont explicitées dans les
relations ci-apres ; (1.91) et (1.92) :

{2531}:[8611 {{37} avec [p°] =[B.]+[:] (1.90)

s}

(b.) | (b,)
B.l= 1.91
Ly e
a j;B (na<Yl>+ aa<’Y2>) | (jflna +jfz§a)<’Y3>
B2 |= — — — 1.92
[ Ct] |: J§3(Ha<71>+‘ia<72>) | (I, + Jzazga)<73> ( )
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Il peut étre remarqué que le vecteur <y4> n'est pas inclus dans la matrice
gradient de la relation (1.92) puisque le produit &n est nul aux points a. b, ¢, d.
En procédant de la méme maniére pour avoir les équivalents des relations

(1.89) et (1.90) en b (&b, Mb), € (&c, Mc) et d (Eq, Ma), les relations donnant les
déformations de cisaillement transversal (1.87) dans le repere local mises sous forme

matricielle (00 J,, = J,; = J,; =0) deviennent :

V§ Vi
L e ] i
Ye {1—11 1+7 }vn v .
=1 A2yt =[c, i (1.93)
o o e
d
Te yz
va|  Tn
3 B
b b
ot : [C.]= jg (1.94)
(8x24) Xy *
Jyy-B*

On peut développer et réorganiser la relation (1.93), en tenant compte de (1.88)
pour passer dans le repére local (x, y) lié a I'élément réel, afin d’avoir une écriture
simple des déformations de cisaillement comme donnée ci-apres :

. )
{ny}: {;;: EZ:;} = [[Bco]+ n [Bm]+ g [Bcz ]] {{% (1.95)

On rappelle ici les translations locales aux huit nceuds de I'élément qui sont
exactement celles données dans la relation (1.59) :

ef
s

|

On rappelle aussi que la barre sur les composantes des déformations de
cisaillement signifie que, pour avoir les déformations réelles, il faut multiplier leurs
expressions par la fonction poids de Reissner g(¢)=5/4.(1-C?). Et cette barre est a
distinguer de celle sur les termes de linverse de la matrice jacobienne signifiant
« moins 1» dans les expressions ci-apres.

(U Juy Jue Ju g [y ug [ ug)

Vv v v v [va [ve | v)

(wi [ wy [ [wy [, [w, | w, | w,)
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En tenant compte du fait que J,, est nul, les opérateurs gradients de la relation
(1.87) deviennent :

1 [ Fal | |

Bol=3 Em R EN e (1-96)
TS S e

bl 3 | 9"

[Bcz]:%'{| s | | | |_j }.[Ce] (1.98)

Dans ces trois opérateurs gradient (relations (1.96), (1.97) et (1.98)), les termes
(Jy1, 95,351, J,,) sont les composantes de l'inverse de la matrice jacobienne (1.88) et

la barre au-dessus de la lettre J remplace le (-1) habituellement trouvé sur ces
termes.

La premiére de ces trois matrices [Bco] représente la matrice gradient pour la
raideur hors stabilisation. Multipliée par la fonction poids de Reissner g(£)=5/4.(1-C?),
cette matrice des effets de cisaillement (non stabilisée) [Bco] est utilisée pour le
calcul de la matrice de raideur utile tandis que les matrices [Bci] et [Bcz] permettent
guant a elles d’obtenir les matrices de raideur de stabilisation ci- apres.

On trouve en Annexe I.C (a la fin de ce chapitre) les formes développées des
matrices [Bco], Bci] et [Bez].

1.B.1.c) Matrice de raideur élémentaire de stabilisation

Les matrices de raideur de stabilisation du cisaillement transversal se
calculent, en tenant compte des relations (1.37) et (1.38), comme suit :

h/2

[Kcszl]zJ-.”T[Bcn]‘[Dc]'[Bm]'dV =%_[/ T[Bc1]'[Dc]'[Bm]'dzzT[Bm]'[Dc]'[Bm]'%
[Kcszz]zJ.IJ.T[Bcz]‘[Dc]‘[Bcz]'dV=%‘hjjT[Bcz]‘[Dc]‘[Bcz]'dZ=T[Bcz]'[Dc]'[Bcz]'%
5/6
[DC]:z(le){ |5/6}

En sommant les deux matrices de raideur de stabilisation, on obtient la matrice
élémentaire de raideur pour la stabilisation de cisaillement transversal :

ksl =ke] +[ke.] (1.99)
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|.B.2. Effets de membrane et de flexion

Comme les effets de cisaillement transversal viennent d'étre traités dans le
paragraphe précédent, la décomposition des autres effets est faite ci-apres.

Les quatre premieres lignes de la matrice [Bo] (Equation 1.71) sont scindées en
deux parties (membrane et flexion) et les cinquiéme et sixieme lignes (pour le
cisaillement transversal) sont réécrites en utilisant les relations détaillées dans le
sous paragraphe précédent (8 I-B-1).

Le quatrieme effet — nommé « pinch » pour pincement — sera traité en détails
dans le paragraphe dédié a I'élément SB9y25.

8:: ) S } 36 ?{ZSXZ}:Q(C)[B 138 19(0) =50-¢%)
2, [ BelrcBell| gl " 128 "o :
SZZ
(1.100)
bo| J.,(Y,) _ _ _
el| B | erd-o oy
m <bx> J22<Y1> + ‘]21<'Yz> 311<'Yz>
[BE]:<bz>; [Bz]=332<71>+331<72>:332{ 1}T+j31{ 2}T (1.102)

Pour ce qui est de [BO”‘] et [Bg], la différence, par rapport a [Boc]’ est que le
calcul est faiten £ =m = =0 ; c’est pourquoi J, =0.

Evidemment, cette décomposition suppose que la forme de cet élément
ressemble a celle d’'un élément fini coque. Ce qui est déja pris en compte dans la
formulation du ShB8PS initial puisque la loi de comportement élastique integre les
conditions des contraintes planes (Equation 1.73). De plus, comme cela a été dit

avant, si I'épaisseur de I'élément est constante J,, = J,, =0. Et la matrice gradient
donnant g, ne dépend donc pas de C.
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I.B.3. Conséquence sur la stabilisation

Dans la figure ci-dessous (Figure 1.14), on dénombre seulement sept modes a
stabiliser. Le mode {hs} suivant { est stabilisé grace au champ assumé de
déformations de cisaillement transversal.

Avec la matrice [B°] (relation 1.104) qui remplace celle établie dans la
formulation de I'élément ShB8PS (relation 1.84), ces sept modes sont stabilisés.

En fait, la simplicité des formes des matrices de raideur, données par les
relations (1.79) et (1.85), a permis de repenser I'expression de la matrice gradient [B?]
dont la forme simplifiée est donnée par la relation (1.104).

Cette matrice gradient de stabilisation [B°] prend en compte non seulement la
relation (1.84) pour la stabilisation des modes {h3} et {h4} mais aussi la relation (1.78)
pour les modes {hi} et {h}.

31111<Y3> 322§<y3> Déja fait grace a CT*. 333ﬂ<¥1>
A A I A
| SRy = ]
|- 0 e
Y ey AL T
y = ; ’ %@:/_/—/ i 2
a-{hs}suivant ¢ |C-{hs}suivantIn [e - {hs}suivant ¢ |9 - {ha} suivant {
Im&(va) J2286(Y4) J33En(v4) J33&(Y2)
A ! i p
St /) / I S
~~ | ’ e /// 7‘// \\\ _ ’i// - [ il “;****1
- p JE—— P
b - {h4} suivant & d - {h4} suivantn f-{hg} suivant{[] |h -{h2} suivant ¢

*CT : Cisaillement transversal

Figure 1.14  Modes a stabiliser (excepté {hs}) suivant[_]¢

Les déformations « généralisées » qy, qy et g, relatives aux modes a énergie
nulle, sont liées aux déplacements dans le repére local grace a la relation suivante :

a, Ui
a,1=[B}us (1.103)
a, U;
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On donne ci aprés I'expression de la nouvelle matrice gradient de stabilisation [B®] :

31111(<Y3> + C<74>) _
B°]- T8y + v | (1.104)
Ja3 (T]<'Yl> + é<72> + §n<74>)

La matrice [B°], utilisée dans la formule ci-aprés avec la matrice de
comportement [D] donnée dans la relation (1.73), participe au calcul de la matrice de
raideur de stabilisation [K®] donnée dans la relation (1.105).

l- [, B°) 1By

K, K = 5%+ 20y b ys | + 36 tva My )]
[KS]Z Ky LKy = §22 %(7“"2}1)[]c { Ys {73} +% { }{Y4} ] (1.105)
K3 K3 = ;%Ef [{ 1}{ 1} +{72}{72}T { 4}'{ 4} ]

Avec les coefficients de Lamé (i et u) et le module de Young E, les termes de

cette matrice sont déterminés en tenant compte des valeurs des intégrales suivantes
ou V désigne le volume de I'élément :

[[[neav="%; [[feqav=Y; [[[e*c*dv =[[[n*cdv = [[[n°C?dv = (1.106)

La matrice de raideur de stabilisation [K®] donnée par I'équation (1.105)
présente la plus simple expression directement comparable a celle établie en (1.85).

Les coefficients fn, f, fp sont trois coefficients lies aux effets de membrane, de
flexion et de pincement. lls valent 1.0 pour des exemples tres spécifiques ou le
résultat doit étre comparé a celui obtenu par les éléments hexaédriques classiques
intégrés completement c’est-a-dire aux 2x2x2 points d’intégration.

Mais pour l'utilisation des coques-solides — c’est-a-dire quand la flexion est
prépondérante — les facteurs (fy, f,) doivent étre plus petits, par exemple 1073,

En effet, hormis les modes {h3} suivant ¢ et suivant n (Figure 1.14-a et c), tous
les autres modes sont compris dans les déformations de cisaillement transversal &y,
Ou &y, déja assumées.

En outre, le coefficient f,, est parfois incontournable pour s’affranchir d’un
blocage en membrane dans le cas des maillages grossiers initialement courbes [18].

La relation (1.105) peut étre revue en prenant en compte J,, considéré jusqu’ici
nul dans les matrices gradient de stabilisation des modes {hs} et {h4} (relations 1.81
et 1.82). Or, J,, nest pas nul dans toutes les situations. En fait, on peut réécrire la
matrice gradient de stabilisation donnée dans la relation (1.104), en considérant J,,
non nul, sous cette nouvelle forme donnée par la relation (1.107) :
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jlm(<'Y3> + C<’Y4>) _ _
[B]- @+ 30(ra)+ S | (1-107)
I (n<Y1> + é<72> + iﬂ(h))

Dans la 2°™ ligne et 2°™ colonne de I'expression finale de la matrice gradient de
stabilisation des différents modes (relation 1.107), on voit bien les termes J,n(y,) de

la relation (1.81) et 321§(;<y4>de la relation (1.82) qui n’étaient pas pris en compte au
départ parce que J,, était considéré nul.

En adoptant la méme démarche qu’auparavant pour exprimer la relation
(1.105), on arrive a la matrice de raideur de stabilisation ci-dessous dont les termes

n'utilisent, contrairement & celle d’avant, qu'un seul facteur de correction fz¢ = 10™
dans tous les exemples traités par la suite :

KS, K3, = Hy (b + 20 [ys Ly )T+ 2 ya b va )]
[ S]z K%y LKy = H,o (0 + ZH)fE[{Ys}-{Ys}T +%{Y4}-{74}T] (1.108)
K3, K3, = H33EfE[{ 1}{ 1}T + {72}'{72 ! +%{Y4}'{ 4}T]

En plus des coefficients de Lamé (A et u) et du module de Young E, les

composantes de cette matrice utilisent pour leur calcul les valeurs des facteurs Hi;,
Hy, et Hss ci-dessous données ou ‘V’ représente le volume de I'élément :

Hy 23121%; Hy, = (3221 +3222)%; Has 23323% (1.109)

[.B.4. Validation

Pour ce test a faire passer aux €léments finis de type coque Q4y24 et solide—
coque SB8y24 exposeés ici, on considere une plaque carrée (1, 2, 3, 4) de coté L=100
mm et d’épaisseur h=1mm (voir Figure 1.15.a ci-apres) dont les trois nceuds (1, 2, 4)
sont bloqués. On applique un effort vertical F = 1N au quatrieme noeud (3).

Les caractéristiques du matériau sont le module de Young E = 2.10° MPa et le
coefficient de Poisson v=0.3. On cherche a connaitre la déflection Uz au nceud (3).

Les résultats analytiques utiles qui vont servir de référence sont les moments
Mxx=Myy=0 ; My, = -F/2 et la déflection Uz(3) =0.39 mm.

En analysant les résultats regroupés dans les tableaux ci-apres, ces valeurs
sont numériquement obtenues quel que soit le maillage — régulier, irrégulier et
grossier ou raffiné — (voir Figure 1.16) aussi bien avec le quadrilatére Q4y24 qu’avec
le solide-coque SB8y24 (Figure 1.15).

De plus, il est établi I'équivalence (voir les tableaux ci-apres 1.9-a et b puis c et
d) entre les déplacements (translations et rotations) des nceuds 2, 3, 7, 8 du solide-
coque (Figure. 1.15-b) et ceux des nceuds 2, 3 et 4 de I'élément coque classique
Q4y24 (Figure. 1.15-a). On peut noter aussi dans ces tableaux une concordance
entre les contraintes et les déformations dans ces deux éléments.
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a — Elément coque Q4y24 b — Elément solide-coque SB8y24

Figure 1.15. Plaque carrée simplement appuyée aux trois coins.

a — Maillage régulier b — Maillage grossier irrégulier ¢ — Maillage raffiné

Figure 1.16. Différents maillages de la plaque carrée

Les quatre tableaux suivants sont des extraits de résultats du calcul de la
plaque carrée effectué respectivement avec un élément coque Q4y24 et un élément
solide-coque SB8y24. Les tableaux I.11-a et 1.11-b permettent d’établir I'équivalence
entre les déplacements des nceuds tandis que les tableaux I.11-c et I.11-d montrent
la correspondance entre les déformations et les contraintes données par les deux
éléments.

Plaque carrée — Un seul élément Q4y24

Noeud Ux Fx Uy Fy Uz Fz 0x Mx oy My 0z Mz
1 0.000 0.000 0.000
0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 -0.000000 0.000000 U
0.000000  0.000000 1.000000 0.000000 0.000000 0.000000 F
2 100.000 0.000 0.000
0.000000 0.000000 0.000000 0.003900 -0.000000 0.000000 U
0.000000 0.00000 -1.000000 0.000000 0.000000 0.000000 F
3 100.000 100.000 0.000
0.000000 0.000000 0.390078 0.003900 -0.003900 0.000000 U
0.000000  0.000000 1.000000 0.000000 0.000000 0.000000 F
4 0.000 100.000 0.000
0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 -0.003900 0.000000 U
0.000000 0.000000 -1.000000 0.000000 0.000000 0.000000 F

Tableau 1.11 — a Déplacements des nceuds de I'élément Q4y24
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Plaque carrée — Un seul élément SB8y24
Noeud Ux Fx Uy Fy Uz Fz
0.000000 0.000000 0.000000
1 0.000 0.000 -0.500
0.000000 0.000000 0.000000 U
0.000000 -0.000000 1.000000 F
2 100.000 0.000 -0.500
0.000000 0.003900 0.000000 U
0.000000 -0.000000 -0.000000 F
3 100.000 100.000 -0.500
-0.000000 0.003900 0-390094 U
0.000000 -0.000000 1.000000 F
4 0.000 100.000 -0.500
-0.000000 0.000000  0.000000 U
0.000000 0.000000 -0.000000 F
5 0.000 0.000 0.500
-0.000000 -0.000000 -0.000000 U
-0.000000 -0.000000 -0.000000 F
6 100.000 0.000 0.500
-0.000000 0.000000 0.000000 U
-0.000000 0.000000 -1.000000 F
7 100.000 100.000 0.500
-0.003901 0.000000 0-390094 U
-0.000000 0.000000 0.000000 F
8 0.000 100.000 0.500
-0.003901 -0.000000 0.000000 U
-0.000000 -0.000000 -1.000000 F

Tableau 1.11 —b. Déplacements des nceuds de I'élément SB8y24

Comme énoncé auparavant, on peut vérifier (tableaux Il.11-a et [.11-b
précédents : écritures en gras) qu'effectivement, sur le nceud numéroté (3) de
I'élément coque comme sur celui de I'élément solide-coque (en ce serait la moyenne
des déplacements des nceuds 3 et 7) il y a une translation verticale de 0,39 mm
conforme a celle donnée par la théorie.

Pour faire une correspondance entre les rotations 6y et 6, de I'élément coque et
les translations Uy et Uy correspondantes de I'élément « brique », on définit les

relations suivantes : 0, =1/h(-U; +U;) et 8, = Yh(U; - U;).

Ainsi, sur le nceud (3) de l'élément quadrangulaire, la rotation 6x=0.0039
(écriture en gras et italique) peut étre obtenue en utilisant la translation Uy du noceud
(3) de SB8y24 comme U, et Uy, du nceud (7) de SB8y24 comme U dans la

relation®, = ]/h(— u: +U;).

De par les conditions aux limites imposées, on a la rotation 6, =0.0039 au
noeud 2 et 6y, =-0.0039 au nceud 4 du guadrangle. Le nceud 3 possede les deux
rotations 6, =0.0039 et 6, =-0.0039 ; alors qu'’il n’ y a aucune rotation au nceud 1.
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Plaque carrée — Un seul élément Q4y24 pide : points d’intégration dans 1’épaisseur

exx eyy exy exz eyz ezz pide
-0.000000 0.000000 0.000019 0.000000 0.000000 0.000000 1
-0.000000 0.000000 0.000013 -0.000000 -0.000000 0.000000 2
0.000000 0.000000 0.000000 -0.000000 0.000000 0.000000 3
0.000000 -0.000000 -0.000013 -0.000000 -0.000000 -0.000000 4
0.000000 -0.000000 -0.000019 0.000000 0.000000 -0.000000 5

Sxx Syy Sxy Sxz Syz Szz pide
-0.000000 0.000000 3.000000 0.000000 0.000000 0.000000 1
-0.000000 0.000000 1.963961 -0.000000 -0.000000 0.000000 2
0.000000 0.000000 0.000000 -0.000000 0.000000 0.000000 3
0.000000 -0.000000 -1.963961 -0.000000 -0.000000 0.000000 4
0.000000 -0.000000 -3.000000 0.000000 0.000000 0.000000 5

Tableau 1.11 —c.  Déformations et contraintes de I'élément Q4y24

Plaque carrée — Un seul élément SB8y24 pide :points d’intégration dans I’épaisseur
exx eyy ezz exy exz eyz pide
-7.920E-18 1.142E-17 -1.000E-09 1.950E-05 0.000E+00  0.000E+00 1
-5_769E-18 8.533E-18 -1.000E-09 1.276E-05 -1.395E-19 -2.748E-20 2
-1.692E-18 3.058E-18 -1.000E-09 3.012E-18 -8.132E-20 5.168E-20 3
2_.388E-18 -2.418E-18 -1.000E-09 -1.276E-05 -1.395E-19 -2.748E-20 4
4_538E-18 -5.306E-18 -1.000E-09 -1.950E-05 0.000E+00  0.00OE+00 5
Sxx Syy Szz Sxy Sxz Syz pide
-9.876E-13 1.988E-12 -2_.000E-04 3.000E+00 0.00OE+00 0.000E+00 1
-7.053E-13 1.495E-12 -2_000E-04  1.964E+00 -2.146E-14 -4_228E-15 2
-1.702E-13 5.605E-13 -2.000E-04 4_634E-13 -1.251E-14 7.951E-15 3
3.655E-13 -3.739E-13 -2.000E-04 -1.964E+00 -2.146E-14 -4_.228E-15 4
6.475E-13 -8.670E-13 -2.000E-04 -3.000E+00 0.00OE+00  0.000E+00 5

Tableau 1.11 - d Déformations et contraintes de I'élément SB8y24

On peut constater, entre autres, que les contraintes oy, (Sxy) de I'élément
Q4y24 (écriture en gras dans le tableau 1.11-c) sont exactement les mémes que
celles de I'élément de type solide-coque SB8y24 (écriture en gras dans le tableau
1.11-d).

Un commentaire sur la valeur des contraintes normales o, (Szz) sera fait au
paragraphe I-C-2 aprés les résultats donnés par I'élément SB9y25.

On conclut pour linstant, en attendant d’autres exemples dans le chapitre
suivant, que cet élément de type solide coque nommé SB8y24 est une amélioration
notable de I'élément ShB8PS initial qui ne passe pas du tout ce test et qu’il peut
alors servir de base a I'élaboration d’un nouvel élément doté d’'un nceud central
supplémentaire ; ce, afin de procéder par analogie avec I'élaboration d’'un élément
coque-solide Q5y26 (cing nceuds) comme cela a été présenté auparavant.
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I.C. Elément de type solide-coque a 9 nceuds:'SB9y25’
I.C.1. Champ assumé de déformation normale

Lors de la description de I'élément coque-solide a cing nceuds Q5y26 dans le
paragraphe I-A-2, il a été montré que c’est I'ajout d’un cinquieme noeud au Q4y24
qui a permis a ce quadrilatére d’afficher une vraie contrainte normale c,,. Ce fait sert
d’argument de base pour adjoindre un noeud supplémentaire au centre d’'un élément
« brique » qui s'utilisera avec une matrice de comportement 3D complet et non pas
avec seulement le module de Young sur la diagonale comme c’est le cas du SB8y24
décrit dans le précédent paragraphe.

Dans les mises en forme des structures par hydroformage, sertissage ou
parfois par emboutissage, I'influence de la contrainte normale peut se révéler utile.
D’autant que les efforts de contact obtenus avec une matrice qui n’est pas compléte
sont, la plupart du temps, non réalistes.

En outre, dans certaines structures coexistent des zones épaisses et des zones
a faible épaisseur. La simulation EF (Eléments Finis) de pareilles structures
nécessite l'utilisation de deux types d’éléments coques et « briques », aux
caractéristiques et conditions d’utilisation différentes, afin de gérer les zones de
transition. Suivant les cas, disposer d'un élément « brique » comme le SB9y25
pourrait assurer le travail fait par deux types d’éléments différents.

N 2 plan moyen
- “~. (épaisseur:

~

a — Coque quadrangulaire Q5y26 b — Solide-coque a 9 nceuds SB9y25
Figure 1.17. Nceud supplémentaire au centre d’un élément

Sans entrer de nouveau dans les détails de I'élément Q5y26, on rappelle
simplement que le nceud ‘5’ (Figure 1.17-a) est transféré sur le plan milieu a chaque

itération et les degrés de liberté w,, w; correspondent respectivement a la surface
inférieure et a la surface supérieure de I'élément.

Appliquée a un solide-coque basé sur un hexaedre a 8 noceuds (Figure 1.17-b),
une meéthodologie similaire consiste a ajouter un neuvieme nceud au centre de la
« brique » (£ == =0) muni d'un seul degré de liberté en translation wg normal a

la surface moyenne. Les relations (Equation 1.105) pour avoirwg, et wg tiennent
compte du fait que la translation ‘normale’ w, dépend des noeuds « inférieurs » (1, 2,
3, 4) et que w, est dépendant des noeuds « supérieurs » (5, 6, 7, 8) :
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Wy =14 (W, +W, +W, +W,); Wy =1/4-(ws +wWs +w, +w,) (1.110)

Pour introduire la composante de déformation ¢,,, le champ assumé de
déplacement normal ‘w’ est tel que :

W(i,n,z)=W(i,n,0)+(—2—ﬁ)Wg - Wy +(

2 2 2
2hz z 4z 2z +E)W$; z=Cth; —1<¢<1 (1.111)

Et comme cette déformation ¢,; n'est autre que la dérivée par rapport a la
variable ‘z’ de ce déplacement postulé ‘w’, on a par conséquent :

W, w W,  —w, +w, W, +W! — 2w \Vj
=(20-1)—=2-4¢—=2+(2+1)—2 = 9 S 4202 S  :h=— (1.112
R R A (1412

Dans les équations (1.111) et (1.112), ‘h’ est I'épaisseur dans la direction ‘z’
normale au plan moyen logeant le nceud numéro 9. Cette épaisseur est aisément
calculée avec le volume 'V’ et l'aire ‘Ag’ en se situant a { =0 comme le montre

I'extrait de programme placé en Annexe I-A a la fin de ce chapitre.
La premiére partie de ¢,, qui ne dépend pas de { peut étre identifiée comme suit :

w = 4—1h(—wl —W, — W, —W, + W, +W, +W, +W,) = <bz>.{U§}

En rappelant que pour une brique réguliere, le vecteur <bz> a pour
expression(b,)=1/4h.(~-1|-1|-1|-1|1|1|1|1), on peut poser [B?|= (b,)de sorte
que :

w - [B? Jue} (1.113)

En prenant en compte I'équation (1.110), la forme la plus simple de la seconde
partie de &,, comprenant ¢ est :

Wy + Wy —2W
2 o s 9=2i(W1+W2+W3+W4+W5+W6+W7+W8)_%'W9; (1.114)

h 4h
Par analogie avec lutilisation de (b,)=(b,, b,, b, b, b, b, b, by)

pour le ratio (-wg+wgy)/h (Equation 1.113), on peut poser pour remplacer
'expression de la relation (1.114) :

B?]=2(-b, -b,, -b, -b, b, b, b, b,)et[B’]=(-4h)  (1.115)

z

+

2ot =2 _[goljus e B2 ) w,) (1.116)
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Finalement, on peut constater dans les relations (1.117), (1.118) et (1.119) que
toutes les six composantes de déformation sont liées aux déplacements des nceuds

de I'élément {Us}, fuc}, s}, fwe} :

zyy =[Br]+ B ] {gﬂ%} (1.117)

2¢ y

Xy

s |
{28”} = 9(Q)Be] {Ui}] (1.118)

28yz {Ue}

e = [B?]+¢[BE]| C[BSV]]{{{VL:?}} (1.119)

Les matrices [Bg‘], [Bg] (Equation 1.101) et [BCO] (Equation 1.96) ne sont pas

modifiées. Il en va de méme pour la fonction parabolique ou fonction poids de
Reissner g(£)=5/4.(1-C?) et la matrice de raideur de stabilisation (Equation 1.108).

Par ailleurs, la loi de comportement n’inclut plus une hypothése de contraintes
planes puisque grace a ce neuvieme nceud la matrice complete de comportement 3D
est utilisée.

Avant de finir ce paragraphe, une remarque importante doit étre faite:
contrairement a I'élément ShB8PS [2] les vecteurs <b,>, <by,> et <b,> ne peuvent
pas étre ceux proposés par Flanagan et Belytschko [6] sauf seulement pour le calcul
de volume (voir a la fin de ce chapitre en Annexe I-B); les fonctions de forme
classiques restent incontournables !

[.C.2. Validation

L’exemple présenté dans le paragraphe I-B-4 est repris ici pour une premiére
validation de I'élément SB9y25 avec une loi de comportement compléte, élastique et
isotrope en 3D. Les données géométriques et matérielles restent inchangées. Les
conditions aux limites relatives aux translations verticales sont clairement montrées
dans la figure ci-dessous (Figure 1.18) ainsi que les autres conditions pour éviter les
déplacements de corps rigides.

Figure 1.18 Plaque carrée: un seul élément SB9y25
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On cherche a connaitre le déplacement des nceuds et les contraintes dans I'élément.

Noeud

9

1 Exx
3.00E-10
3.00E-10
3.00E-10
3.00E-10
3.00E-10

1 Oxx
0.000000
0.000000
0.000000
0.000000
0.000000

X

50.000
0.097523
0.000000

Eyy

3.00E-10
3.00E-10
3.00E-10
3.00E-10
3.00E-10

Oyy
0.000000
0.000000
0.000000
0.000000
0.000000

Y

50.000

€2z
-1.000E-9
-1.000E-9
-1.000E-9
-1.000E-9
-1.000E-9

Gzz
-0.000200
-0.000200
-0.000200
-0.000200
-0.000200

Plaque carrée — Un seul élément SB9y25

z

0.000

pide

Exy
0.0000195
0.0000128
0.0000000
-0.0000128
-0.0000195

Oxy
3.000000
1.963961
0.000000

-1.963961

-3.000000

U
E

8XZ

0.000000
0.000000
0.000000
0.000000
0.000000

Oxz
0.000000
0.000000
0.000000
0.000000
0.000000

Eyz
0.000000
0.000000
0.000000
0.000000
0.000000

Oy
0.000000
0.000000
0.000000
0.000000
0.000000

: points d’intégration dans I’épaisseur

Tableau 1.12 Déplacement du noeud

9, déformations et contraintes du SB9y25

Pour ce qui est des résultats affichés dans le tableau 1.12, les déplacements
nodaux ainsi que les efforts de réaction sont exactement égaux a ceux affichés dans

les tableaux (1.11-b et d) et n'y sont

donc pas reportés, exceptés ceux de la

translation du noeud supplémentaire ‘9’ grace auquel on peut utiliser la loi de

comportement compléte en 3D.

Méme si les composantes des contraintes oxy et oy, sont nulles dans le tableau
.12 comme dans le tableau 1.11-d, elles sont obtenues différemment (voir tableau

1.13 ci-dessous) :

SB8y24 : Pseudo-état plan de contraintes |SB9y25 : Loi de comportement générale 3D
c,] |d|A €, g, =0 .| [d]|Ar]r](e, g, =3.10"
o, =|A|d| |{g,f;aveciig, =0 o, ¢=|M|d |\l g, riavecig, =3.107°
G, E|lle, g, =-10"||o,,| |A|A|d]]|g, g, =-1.10"°
_ B _ 5 _ 5
d=%+2u; A= sz; E=2.10 d=A+2u:h = vE ;E 2.10

1-v9) v=0.3 (1-2v)@+v) |v=0.3
Tableau 1.13  Relations contraintes-déformations des éléments SB8y24 et SB9y25

La contrainte normale o, s’explique par

deux forces localisées de 1N (nceuds 1 et 3

sur la face inférieure et 6 et 8 sur la peau supérieure ; voir figure 1.18) et une surface

de 10** mm?
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Contribution a I’étude d’éléments finis de type coque sans degrés de liberté en rotation ou a formulation solide pour des
simulations numériques de l’emboutissage et du retour élastique

I.C.3. Efforts nodaux équivalents

L’avantage d'avoir des degrés de liberté supplémentaires réels au lieu des
simples parametres est la possibilité d’agir physiquement sur eux.

Par exemple, les forces nodales équivalentes a une pression normale sont
distribuées aux sommets mais aussi sur les nceuds supplémentaires en vue d’avoir
une répartition correcte de la contrainte normale comme c’est fait pour les éléments
Q5y26 [10].

Une méthode similaire est présentée ici dans I'élaboration de la « brique » de
type solide-coque SB9y25 a 9 nceuds et 25 degrés de liberté (Figure 1.19-b).

pression
normale

a — Quadrangle Q5y26 b — Brique solide coque SB9y25

Figure 1.19 : Forces équivalentes a la pression normale

Afin de trouver facilement la distribution des forces requises a chaque nceud,
considérons un élément hexaédrique (Figure 1.19-b) sur lequel est déclaré une
pression normale ‘p’ qui serait par ailleurs, c'est-a-dire pour un élément classique de
type coque, appliquée sur le plan moyen (a, b, c, d) de I'élément (Figure. 1.19-a).
Avec un matériau élastique, la composante de contrainte attendue ¢, est :

zz

y4
c® — (F _ %)p (1.120)

Avec ‘W' dénotant la translation normale, les forces F1, F», F3, Fa4, Fs, Fg, F7, Fs
sont données par le travail virtuel (symbole V) et les relations suivantes (Equation

1.121) ou ‘h’ et ‘A¢’ ont été precedemment définis (Equation 1.112) avec w, et wg
(Equation 1.110):

8
D FRW, + Ry = pA, (g + W) + [[[E,,00dv (1.121)
i=1
. Wy — Wy +4EW9 + Wy — 2W, (1.122)
h h h

En combinant les trois équations précédentes (1.120, 1.121 et 1.122) et suivant que la
pression appliquée est positive ou négative, les deux distributions requises sont :

p>0: Fy =—2pA,; F, =F, =F, =F, =1pA,; F, =F, =F, =F, = 4 pA, (1.123)
p<0: Fy =2pA,; F,=F, =F, =F, =-4pA,; F, =F, =F, =F; =-1pA, (1.124)
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On reprend dans ce paragraphe I'exemple de la plague encastrée pour
montrer que le neuviéme nceud ajouté au centre de la « brique » (SB9y25) joue bien
son role en donnant la contrainte normale et par conséquent contribue a mettre en
exergue les forces équivalentes de pression normale qui peut étre appliquée sur une
structure.

C
a — Eléments coques quadrilatéraux

Figure 1.20

b — Eléments solides-coques

Plaque circulaire encastrée

En effet s’il faut le rappeler, la plaque circulaire en question — dont la frontiere
est encastrée — est sujette a une pression normale. Les données habituelles sont :
rayon R = 100 mm; épaisseur = 1 mm; matériau isotrope: E = 200000 MPa,
coefficient de Poisson v = 0.3; pression uniforme normale au plan p = 0.01172
N/mmz2. Uc = 1 mm correspond au déplacement théorique du centre de la plaque
selon la théorie de Kirchhoff et celle de Mindlin (1.005) puisque cette plaque est une
plaque mince. C’est un résultat de référence.

On cherche a connaitre en plus du déplacement du nceud central de la plaque,
la contrainte normale sur les peaux inférieure et supérieure de I'élément solide coque
qui a servi a mailler la structure.

D’autres résultats, en particulier ceux des éléments coque Q4y24, coque-solide
Q5y26 et de I'élement solide coque SB8y24, vont servir de base pour faire la
comparaison.

Les résultats regroupés dans le tableau 1.14 sont issus d’un calcul effectué sur
le quart de la structure a cause des symeétries que présente la plaque circulaire.

Q4y24 |Q5y26 |SB8y24 |SB9y25
Uc (mm) |0.9894 [0.9874 |0.9950 |0.9950
o, |Haut[0.0 0.0 0.0 0.0

Bas [ 0.0 -0.01172 [0.0 -0.01172

Tableau 1.14. Uc et 6,; de la plaque circulaire maillée

Avant d’analyser le tableau 1.14, il faut tout d’abord remarquer que les éléments
Q4y24 et Q5y26 (Figure 1.20-a) sont des éléments coque et coque-solide avec une
intégration réduite dans le plan milieu tandis que SB8y24, SB9y25 sont des éléments
solides-coques (Figure 1.20-b).

Comme dit auparavant, I'élément coque-solide Q5y26 utilise une loi de
comportement générale 3D grace aux deux degrés de liberté du nceud
supplémentaire et il est aussi montré dans ce chapitre que le nceud supplémentaire
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de I'élément de type solide-coque SB9y25 ne permet pas seulement 'emploi des lois
de comportement élastiques 3D mais aussi l'affectation d’'une partie des forces
nodales équivalentes a la pression normale afin d’obtenir une bonne répartition de la
contrainte normale (paragraphe I-C-3).

Les résultats du tableau 1.14 permettent, aprés analyse, de tirer les conclusions
suivantes :

- Les déplacements obtenus avec les éléments solides-coques sont meilleurs
gue ceux donnés par les éléments de type coque ou coque-solide;

- La composante de la contrainte normale (c,,) varie a travers I'épaisseur de la
valeur c,; = —p (‘p’: pression) a la valeur o,; = 0. Il en va de méme avec
I'élément Q5y26 méme si le déplacement Uc correspondant est avec moins de
précision que celui de la briqgue SB9y25.

Par conséquent, la brique peut étre indiquée pour espérer obtenir un bon
déplacement et afficher une contrainte normale.
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[.D. Annexes

[.D.1. Annexe I-A

PROCEDURE repere_local(Xi,Yi,Zi,X|,Yj,Zj,Xk,Yk,Zk,XI,Y,ZI,
Xm,Ym,Zm,Xn,Yn,Zn,Xo0,Y0,Z0,Xp,Yp,Zp:DOUBLE;
VAR xX,XY ,xZ,yX,yY,yZ,zX,zY,zZ:DOUBLE;
VAR AO0:DOUBLE);

VAR Ux,Uy,Uz : DOUBLE;
Vx,Vy,Vz : DOUBLE;
nx,ny,nz : DOUBLE;

d,ps : DOUBLE;

BEGIN

{ vecteur de base 1}
Ux:=-Xi+Xj+Xk-XI-Xm+Xn+Xo-Xp;
Uy:=-Yi+Yj+Yk-YI-Ym+Yn+Yo-Yp;
Uz:=-Zi+Zj+Zk-ZI-Zm+Zn+Zo-Zp;

d:=SQRT(Ux*Ux+Uy*Uy+Uz*U2);
xX:=Ux/d; xY:=Uy/d; xZ:=Uz/d;

{vecteur de base 2} ;
VX:=-Xi-Xj+Xk+XI-Xm-Xn+Xo+Xp;
Vy:=-Yi-Yj+Yk+YIl-Ym-Yn+Yo+Yp;
Vz:=-Zi-Zj+Zk+ZI-Zm-Zn+Zo+Zp;
pS:=XX*VX+XY*Vy+xZ*Vz;

Dans le repére global de la structure

D) =D 11X X0 X0 | X | % | %]
el =l Y Y 1Y Y Y [ Ya | Y]
Zg

=1z 12012 12012, 12,1 2]
{N}T.{xg}; Y :{N}T.{YS}; z={N}" {z2}

Premier vecteur
Ul Uy =Xg; Uy=Ye Uy =25
Second vecteur
VIiVy=X Vy=Y,5 V=2,

yX:=Vx-ps*xX;
yY:=Vy-ps*xY; Premier axe local: %= U/HUH
yZ:=\Z-ps*xZ;
Second axe local: y =(V ~(XV)%)/ ‘\7 ~(XV)X
. — * * * .
SX_ i}?ﬁ;%ﬁiﬁ;}g JZY 3% /é/;Z), Troisiét\me axe local Z=XXYy {produit
vectoriel}
{vecteur de base 3}; . ]
ZX:=XY*YZ-XZHYY' Matrice de passage:
ZY:=XZ*yX-XX*YZ; XX XY |XZ
2Z:=XX*YY-XY*yX; R=|yX|yY|yZ
zX|zY |zZ
d:=SQRT(zX*zX+zY*2Y+zZ*2Z);
zX:=zX/d; zY:=zY/d; zZ:=zZ/q;
Aire en  {=0: utile pour la hauteur
{Surface utile Ao} h = Volume/Ao.
nX:=Uy*Vz-Uz*Vy;
nY:=Uz*Vx-Ux*Vz;
nZ:=Ux*Vy-Uy*VXx;
AO0:=SQRT(nX*nX+nY*nY+nZ*nZ)/16;
END;
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.D.2. Annexe |I-B

PROCEDURE matrice_ BFlanagan_en_zero(x1,y1,z1,x2,y2,z2,x3,y3,z3,x4,y4,

x5,y5,z5,x6,y6,z6,x7,y7,z7,%x8,y8,z8:DOUBLE;
VAR B:mat_3 8; VAR volume:DOUBLE);
VAR 1 : INTEGER;
BEGIN
(* <bx> *)
B[1,1]:=y2*(z6-2z3+25-z4)+y3*(z2-z4)+
y4*(z3-z8+z2-25)+y5*(z8-z6+z4-z2)+
y6*(25-22)+y8*(z4-25);

B[1,2]:=y3*(z7-z4+26-z1)+y4*(z3-z1)+
y1*(z4-z5+23-26)+y6*(25-27+z21-z3)+
y7*(z6-2z3)+y5*(z1-z6);

B[1,3]:=y4*(z8-z1+27-z2)+y1*(z4-z2)+
y2*(z1-z6+z4-z7)+y7*(26-28+z2-z4)+
y8*(z7-z4)+y6*(z2-27);

B[1,4]:=y1*(z5-z2+2z8-23)+y2*(z1-z3)+
y3*(z2-z7+z1-28)+y8*(z7-z5+z3-z1)+
y5*(z8-z1)+y7*(z3-z8);

B[1,5]:=y8*(z4-z7+21-26)+y7*(z8-z6)+
y6*(27-22+28-21)+yl1*(22-z4+26-z8)+
y4*(z1-z8)+y2*(z6-z1);

B[1,6]:=y5*(z1-2z8+22-27)+y8*(z5-z7)+
y7*(z8-23+25-22)+y2*(z23-z1+z7-z5)+
y1*(z2-z5)+y3*(z7-2z2);

B[1,7]:=y6*(z2-z5+z3-28)+y5*(z6-z8)+
y8*(z5-24+26-23)+y3*(z4-z2+28-z6)+
y2*(z3-2z6)+y4*(z8-z3);

B[1,8]:=y7*(z3-2z6+24-25)+y6*(z7-z5)+
y5*(26-z1+27-24)+y4*(z21-z3+25-z7)+
y3*(z4-z7)+yl*(z5-z4);

(* <by> *)
B[2,1]:=z2*(Xx6-%x3+x5-x4)+z3*(x2-x4)+
724* (X3-x8+x2-x5)+z5* (X8-x6+x4-x2)+
26*(x5-x2)+z8*(x4-x5);

B[2,2] :=z23*(X7-X4+x6-x1)+z4* (x3-x1)+
71*(X4-x5+x3-X6)+z26* (X5-X7+x1-x3)+
z27*(xX6-x3)+z5*(x1-x6) ;

B[2,3] :=z4*(X8-X1+X7-x2)+z1*(x4-x2)+
22* (X1-X6+X4-X7)+27*(X6-Xx8+x2-x4)+
28* (X7-x4)+z6*(X2-X7);

B[2,4]:=z1*(X5-X2+x8-x3)+z2*(x1-x3)+
23*(X2-X7+x1-x8)+z8* (X7-x5+x3-x1)+
z5*(x8-x1)+z7*(x3-x8) ;

B[2,5]:=28*(X4-X7+x1-x6)+z7*(x8-x6)+
Z6* (X7-X2+x8-x1)+z1*(x2-x4+x6-x8)+
z4*(X1-x8)+z2*(x6-x1);

B[2,6] :=z5*(X1-X8+x2-x7)+z8*(X5-X7)+
Z7*(X8-x3+x5-x2)+z2* (X3-X1+X7-Xx5)+
z1*(x2-x5)+z3*(X7-x2);

z4,
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B[2,7]:=z6*(Xx2-x5+x3-x8)+z5*(x6-x8)+
28* (X5-X4+x6-x3)+z23* (X4-x2+x8-x6)+
22*(xX3-x6)+z4*(x8-x3) ;

B[2,8] :=z7*(x3-x6+x4-x5)+z6*(X7-x5)+
Z5* (X6-X1+X7-X4)+z24* (X1-x3+Xx5-X7)+
z23*(X4-x7)+z1*(x5-x4);

(* <bz> *)

B[3,1] :=x2*(y6-y3+y5-y4)+x3*(y2-y4)+
x4*(y3-y8+y2-y5)+x5*(y8-y6+y4-y2)+
xX6*(y5-y2)+x8*(y4-y5);

B[3,2] :=x3*(y7-y4+y6-y1)+x4*(y3-yl)+
X1*(y4-y5+y3-y6)+x6* (y5-y7+yl-y3)+
X7*(y6-y3)+x5*(yl-y6);

B[3, 3] :=x4*(y8-yl+y7-y2)+x1*(y4-y2)+
X2*(y1l-y6+y4-y7)+x7*(y6-y8+y2-y4)+
X8*(y7-y4)+x6*(y2-y7);

B[3,4]:=x1*(y5-y2+y8-y3)+x2*(yl-y3)+
x3*(y2-y7+yl-y8)+x8*(y7-y5+y3-yl)+
x5*(y8-y1)+x7*(y3-y8);

B[3,5]:=x8*(y4-y7+yl-y6)+x7*(y8-y6)+
X6*(y7-y2+y8-y1)+x1*(y2-y4+y6-y8)+
x4*(y1l-y8)+x2*(y6-yl);

B[3,6]:=x5*(yl-y8+y2-y7)+x8*(y5-y7)+
X7*(y8-y3+y5-y2)+x2*(y3-yl+y7-y5)+
x1*(y2-y5)+x3*(y7-y2);

B[3,7]:=x6*(y2-y5+y3-y8)+x5*(y6-y8)+
X8* (y5-y4+y6-y3)+x3*(y4-y2+y8-y6)+
X2*(y3-y6)+x4*(y8-y3);

B[3,8] :=x7*(y3-y6+y4-y5)+x6*(y7-y5)+
X5*(y6-yl+y7-y4)+x4*(yl-y3+y5-y7)+
X3*(y4-y7)+x1*(y5-y4);

{trois possibilités pour calculer le volume}
volume:=(B[1,1]*x1+B[1,2]*x2+B[1,3]*x3+B[1,4]*x4+
B[1,51*x5+B[1,6]*x6+B[1,7]*x7+B[1,8]*x8)/12.0;

Volume:=(B[2,1]*y1+B[2,2]*y2+B[2,3]*y3+B[2, 4] *y4+
B[2,5]1*y5+B[2,6]*y6+B[2,7]*y7+B[2,8]*y8)/12.0;

Volume:=(B[3,1]*z1+B[3,2]*z2+B[3,3]*z3+B[3,4]*z4+
B[3,5]1*z5+B[3,6]*z6+B[3,7]*z7+B[3,8]*z8)/12.0;

¥
FOR i:=1 TO 8 DO

BEGIN
B[1,i]:=B[1,i]/(12.0*volume);
B[2,1]:=B[2,i]/(12.0*volume);
B[3,1]:=B[3,i]/(12.0*volume);
END;

END;
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.D.3. Annexe I-C

_ ue

2¢g,,(&.n) —

_ =B + &B., + nB W)y

UZ
L _[Be B B
=% |BY B [BY

E3 Cco
(1><lg)
B;, = (311(‘]?2 + Jiz )<bz>+311(j§3‘]§2 _jaas‘]iz <'Y1>)/2

ly
(1x8)

Blczo = (311('-]?1 + J;1)<b x> + jll(Jiz + Jiz )<b y > + jll(jlcl‘];l + 351'-];2 - jlal‘]Elil - jgl‘]iiz <V3 >) /2

(1x8)

(I3 + )b, )+ 31, (35,35, — I533)(y,))/ 2 puisque J;, = 0 dans le repére local

E;l 58(: = (I (35 + 35,0, ) + 35 (35535, — I35 )y, )/ 2
+ (35, (35 + 350, ) + 3,5, (35535, — 3595, )(y,)) /2

E;lxgg = (3,103, +35,)(b, ) + 35, (35535, — I5595) (v, )/ 2
(b,)+ 35, (3535, = 3535,) (v, )/ 2

szo = (321(‘];11 + J§1)<b x)t j21(‘]i12 + Jiz )<b y> + 321(31(.:1‘]:1 + j2?1‘122 - jfl‘]il _351‘]?2 <73>) /2

(1x8)

+ (322 (ng + ng

+ (322 (ng + ng)<bx> +322 (ng + ng )<by> + j22 (jlbz‘J?z + jgz‘]gz _31(12‘](211 _jgz‘]gz )<Ys>)/2

C1 C1 c1
B _ Bu |Bw |Bh
cL — c1 c1 c1
@24y | Bz | Byy ‘ B>,

Bir = (3, (35 — 350, )+ 31, (3535, + 35,35, )y, ))/2 = 0, Jj,= 0 dans le repére local
(1x8)
BY = (3,35, =350, )+ 31, (35,35, + 35535, )(v,))/2 =0, J;,= 0 dans le repére local

(1x8)

szl = (312 (ng - ng)<bx> "'312 (‘]22 _‘ng )<by> +312 (jlszgl + j2b2‘]k2)2 +j1dz‘]c211 +jzdngz)<V3>)/2 =0

(1x8)

Bgi = (322 (‘]21 _ng)<bz>+jzz (33?3‘]21 +j§3ng)<Y2>)/2

(1x8)

Bg; = (322 (‘ng - ng)<bz>+322 (33?3‘]22 +j§3‘](212 )<Y2>)/2

(1x8)
B = (300 (351 =I5 )b, ) + Jpp (35, = 35, )b, ) + o (305, + 33,35, + 35535, + 35,35, (15 )) /2
o _|BY[BY[BY
@cn |BS |BS |BY
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foz = (311(‘](1:1 o ‘]il <bz>+jll(j§3‘J§L:1 +j§3‘]il <Yl>)/2

(1x8)

nyz = (311(‘];2 -J5, <bz>+311(j§3‘352 +j§3‘]i2 <Y1>)/2

(1x8)

BY = (3351 —I5)(b, ) + 35 (35, = 35)(b, )+ 31 (35,35, + I5J5 + 5,35, + J5.35,)(v5)) /2

(1x8)

B = (3,35 —I5)(0,) + 35135535, + I3 I5 )y, )/ 2

(1x8)

Bg; = (321(‘];2 —J5 <bz>+jzl(jaca~]§2 +j§33i2 <Y1>)/2

(1x8)

Bgzz = (321(351 - ‘]il <bx> +321(‘]$2 - ‘]iz <by> + j21(31c1‘]§1 +jlal‘]il + jgl‘]iz + jzal‘]ilz <Y3>)/2

(1x8)
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II.LA. Cas linéaires

A travers cette premiere série d’exemples académiques en calculs linéaires, le
but est d’arriver a montrer que les deux éléments briques de type solides-coques
SB8y24 et SB9y25 formulés dans le premier chapitre peuvent passer ces tests
académiques classiques.

Les résultats donnés par ces €léments implémentés dans les codes maisons
vont étre comparés successivement aux résultats théoriques, puis aux résultats
numériques donnés par d’autres éléments quadrangulaires de type coque, coques
solide ou des éléments « brique » de type solides coques implémentés dans ces
codes maisons ou dans d'autres codes reconnus comme Abaqus.

La pertinence des résultats donnés par ces €léments « briques » va permettre
de les dédier a des exemples réels tels I'emboutissage des tbles en alliage
d’aluminium ou en acier avec ou sans laminage et d’observer le retour élastique.

I aura ainsi été montré que la technique d'adjonction d'un nceud
supplémentaire a un élément coque ou a un élément « brique » permet de mettre en
évidence les contraintes a travers I'épaisseur en utilisant completement une loi de
comportement 3D et ne perturbe pas les résultats dans des cas ou la flexion est
prépondérante.

IILA.1.Exemple des quadrangles de base

Y 3 3
i 7
L
1 :l___ . 1 2
X \ 8
Epaisseurr h N4
4 4 K

a—Quadrangle Q4y24 b—Quadrangle Q5y26 c—« brique » SB8y24 d—« brique » SB9y25
Figure 11-1. Exemples de base

Dans le but de comparer les réponses des deux éléments briques de type
solide-coque détaillés dans le chapitre | avec les résultats donnés par I'élément
guadrilatere de type coque Q4y24 et I'élément coque-solide Q5y26 dans les mémes
conditions, un losange est désigné tel qu’il apparait dans la Figure 1.1 (a, b, c et d).
Les données sont: b =L =30 mm, h =2 mm, E = 200000 N/mm?, v = 0.3.

Les principales conditions aux limites sont liées aux translations suivant ‘Z’
(normales au plan (X, Y)) : wy = w, = 0 pour les quadrilateres (Figure 11-1-b) ou ws =
wes = 0 pour les éléments solides-coques (Figure 11-1-c).

D’autres considérations sont faites pour imposer un plan de symétrie (X, Z) et
eviter un mouvement de corps rigide. Deux forces égales (Fz =200 N) sont imposées
aux nceuds 3 et 4 et les translations normales correspondantes (ws, W) sont
reportées dans le tableau Il.1 avec les composantes de déformations et contraintes
au dessus (peau supérieure, {=1) et en dessous (peau inférieure, {=-1) de I'élément.
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W3=W,4 (MM) | ovy Oxx EXX Eyy €zz Peau
Q4y24 |0.821557 -300.0 |75.0 8.25E-4  |-1.6125E-3 | 3.3750E-4 | sup
300.0 -75.0 -8.25E-4 1.6125E-3 -3.3750E-4 Inf
Q5Y26 0.821557 -300.0 75.0 8.25E-4 -1.6125E-3 3.3750E-4 sup
300.0 -75.0 -8.25E-4 1.6125E-3 -3.3750E-4 inf
SBSY24 0.822186 -300.0 75.0 8.25E-4 -1.6125E-3 -2.2222E-6 sup
300.0 -75.0 -8.25E-4 1.6125E-3 -2.2222E-6 inf
889725 0.822186 -300.0 75.0 8.25E-4 -1.6125E-3 3.3528E-4 sup
300.0 -75.0 -8.25E-4 1.6125E-3 -3.3972E-4 inf

Tableau 11-1. Déplacements, déformations et contraintes

On peut tout de suite noter en analysant le tableau I1.1 que les composantes,
sur la peau supérieure et sur la peau inférieure, des contraintes et des déformations
dans le plan (X, Y) sont identiques pour tous les éléments. L'élément solide-coque
SB8y24 présente des composantes de déformations normales différentes de celles
des autres éléments.

Les translations wj et w, qu’affichent les éléments en question sont similaires.
Mais elles sont éloignées des résultats obtenus avec les briques classiques (C3D8
d’Abaqus) en intégration compléte : ws = w, = 0.152147 mm (cing fois plus petits!).

Pour la déformation normale €7z, quelques remarques doivent étre faites :

e Premierement, il est presque évident que I'élément Q5y26, méme avec la
formulation de la contrainte a travers I'épaisseur, ne « voit » pas &zz a cause
des deux forces F; puisque ces charges sont appliquées aux sommets ‘3’ et
‘4’ et non sur le degré de liberté inférieur du nceud central ‘5’ (Figure 11-1-b) ;

e Deuxiemement, le solide-coque SB8y24 voit la déformation normale due au
chargement (-2.2222E-6) mais pas celle due a la flexion (voir Equation 1.73) ;

e Finalement, ‘SB9y25’ est le seul solide-coque qui prend en compte les deux
effets sur la peau supérieure: g7z = 3.375E-4+(-2.22E-6); et sur la peau
inférieure de I'élément : g7z = (-3.375E-4)+(-2.22E-6).

[ILA.2.Test de la plaque a cing éléments en flexion (Patch test bending)

On rappelle que I'élément ShB8PS initial ne peut passer ce test que si chaque
élément est subdivisé en au moins 4x4 sous éléments. Ici, la plaque originale a cinq
éléments est directement utilisée (Figure I1-2 ci-aprés) avec les données
géométriques suivantes : Longueur (suivant X) = 24; largeur (suivant Y) = 12;
épaisseur (suivant Z) ‘h’ = 1.0 et E = 1.0E6, v = 0.25 pour le matériau. Elle est
maillée successivement avec les éléments Q4y24, Q592(3\ et SB8y24 (SB9y25).

\4

. i
8 7
4 3 ¥
13 9 y
1 2 i
+10
5 6

a —Coques Q4y24 b — Coques-solides Q5y26
Figure I1-2. Maillages avec différents types d’éléments pour le "Bending Patch-test”

¢ — Solides-coques
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[I.LA.2.a) Maillage avec I’élément quadrilatére de type cogue Q4y24

Maillée avec I'élément coque Q4y24 et I'élément de type coque-solide Q5y26,
la plague a son nceud ‘5’ completement encastré tandis que les rotations sont
seulement imposées aux nceuds 6, 7 et 8 tel que :

Ox= 1073(x/2+2); 6y = -103(2+y/2).

En fait, ces rotations proviennent d’'un champ de déplacement normal :

Uz =107%(x® + xy + y?)/2.

Neeud Cx Cy Cz {coordonnées nodales}
1 4.0000 2.0000 0.0000
2 18.0000 3.0000 0.0000
3 16.0000 8.0000 0.0000
4  8.0000 8.0000 0.0000
5 0.0000 0.0000 0.0000
6 24.0000 0.0000 0.0000
7 24.0000 12.0000 0.0000
8 0.0000 12.0000 0.0000
Neeud Ux Uy Uz Rx Ry Rz {déplacements}
1 0.0000 0.0000 0.0140 0.0040 -0.0050 0.0000
2 0.0000 0.0000 0.1935 0.0120 -0.0195 0.0000
3 0.0000 0.0000 0.2240 0.0160 -0.0200 0.0000
4 0.0000 0.0000 0.0960 0.0120 -0.0120 0.0000
5 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
6 0.0000 0.0000 0.2880 0.0120 -0.0240 0.0000
7 0.0000 0.0000 0.5040 0.0240 -0.0300 0.0000
8 0.0000 0.0000 0.0720 0.0120 -0.0060 0.0000
El.1 SXxX Syy Sxy Sxz Syz Szz {Contraintes}
Haut -666.6673 -666.6673 -200.0002 0.0000 0.0000 0.0000
Moyen  0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
Bas 666.6673 666.6673 200.0002 0.0000 0.0000 0.0000

Tableau I1-2. Résultats du maillage avec cing éléments de type coquesQ4y24

Les résultats des déplacements (en gras dans le tableau I1-2) peuvent facilement
étre retrouvés par un calcul manuel avec le champ de déplacement normal

Uz =10°%(x* + xy + y*)/2 et les coordonnées des noeuds. A tous les nceuds de la
plague maillée avec les éléments coques Q4y24, on trouve les bonnes translations.

Les valeurs des contraintes données dans le tableau 1lI-2 sur la peau
inférieure de la structure :

Oo.,, =

4 =0y, =—0.666667 GPa et ,, =—0.2000 GPa

Et celles sur la peau supérieure sont :

Gy =0y, =+0.666667 GPa et ,, =+0.2000 GPa

Ces contraintes sont bien conformes aux résultats donnés [2] issus de la
théorie de McNeal [3].
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II.LA.2.b) Maillage avec I'élément guadrilatere de type coque Q5y26

En prenant le cas d'un maillage avec I'élément Q5y26 (Figure I1I-2-b,
précédente), puisque seul le noeud supplémentaire différencie cet élément de
'élément quadrangulaire Q4y24 (Figure 1l-2-a), les résultats de déplacements et de
contraintes sont identiques a ceux du tableau I1-2.

En conséquence, seuls les déplacements suivant ‘Z’ et les coordonnées des
nceuds supplémentaires sont donnés ci-apres (Tableau 11-3).

Il peut étre constaté que les nceuds supplémentaires en question (9, 10, 11,
12 et 13) ne vérifient pas le champ de déplacement Uz ; par ailleurs, ils sont toujours
positionnés au centre de leurs éléments correspondants.

En outre, dans un tel cas, il devrait étre remarqué une égalité des degrés de

liberté U, et U, en chaque noeud supplémentaire.

Neeud Cx Cy Cz U, U, {Q5y26: neuds sup}

9 11.500 5.250 0.000 -131958 0.131958
10 11.500 1.250 0.000 -123958 0.123958
11 20.500 5.750 0.000 -302458 0.302458
12 12.000 10.000 0.000 .224083 0.224083
13 3.000 5.500 0.000 -045583 0.045583

[eNoNoNeNe)

Tableau I1-3. Résultats des nceuds supplémentaires de I'élément Q5y26

[I.LA.2.c) Maillage avec I’élément brique de type solide-cogue SB8y24

Evidemment, pour un maillage de cette structure avec des éléments solides-
coques SB8y24 (Figure 1l-1-c), il y a 16 nceuds sur lesquels aucune rotation ne peut
étre directement appliquée, ceci est réalisé grace aux translations nodales suivant X
et Y (écrits en italique dans le tableau I1-4 ci-apres) aux sommets des éléments.

Neeud Cx Cy Cz Ux Uy Uz
1 16.000 8.000 -0.500 0.010000 0.008000 0.224000
2 8.000 8.000 -0.500 0.006000 0.006000 0.096000
3 4._.000 2.000 -0.500 0.002500 0.002000 0.014000
4 18.000 3.000 -0.500 0.009750 0.006000 0.193500
5 16.000 8.000 0.500 -0.010000 -0.008000 0.224000
6 8.000 8.000 0.500 -0.006000 -0.006000 0.096000
7 4._.000 2.000 0.500 -0.002500 -0.002000 0.014000
8 18.000 3.000 0.500 -0.009750 -0.006000 0.193500
9 0.000 0.000 -0.500 0.000000 0.000000 0.000000
10 24.000 0.000 -0.500 0.012000 0.006000 0.288000
11 0.000 0.000 0.500 0.000000 0.000000 0.000000
12 24000 0.000 0.500 -0.012000 -0.006000 0.288000
13 24_.000 12.000 -0.500 0.015000 0.012000 0.504000
14 24.000 12.000 0.500 -0.015000 -0.012000 0.504000
15 0.000 12.000 -0.500 0.003000 0.006000 0.072000
16 0.000 12.000 0.500 -0.003000 -0.006000 0.072000
Sxx Syy Szz Sxy Sxz Syz
-666.666667 -666.666667 0.000000 -200.000000 0.000000 0.000000 Haut
0.000000 0.000000 0.000000  0.000000 0.000000 0.000000 Moyen
666.666667 666.666667 0.000000 200.000000 0.000000 0.000000 Bas
Tableau I1-4. Déplacements et contraintes du solide-coque SB8y24
LaMCoS ||'ES BASSA Bruno

INSA de Lyon 2011
Cette thése est accessible a I'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/20111SAL0113/these.pdf

© [B. Bassa], [2011], INSA de Lyon, tous droits réservés



Contribution a I’étude d’éléments finis de type coque sans degrés de liberté en rotation ou a formulation solide pour des
simulations numériques de I’emboutissage et du retour élastique

On peut tout de suite remarquer que les contraintes sur les peaux supérieure
et inférieure de la plague maillée par les éléments brique SB8y24 sont exactement
les mémes que celles obtenues avec I'élément coque Q4y24 (et bien sir Q5y26)
dans le tableau IlI-2. Il faut rappeler que dans [3] sont données les mémes
contraintes.

Afin de pouvoir interpréter les résultats de déplacements dans le Tableau I1-4,
il est important de noter que les noeuds du quadrangle Q4y24 et de la brique SB8y24
sont differemment numeérotés. Par exemple, la rotation 6x du noeud numéro ‘1’ de
'élément coque Q4y24 (Tableau I1-2, Figure 1lI-1-a) est égal a la différence des
déplacements suivant Y des noeuds ‘4’ et ‘7’ de I'élément brique SB8y24 divisée par
son épaisseur ‘h’. Ceci a déja été établi dans le chapitre I, afin d'effectuer une
correspondance entre les rotations 0x et 0, aux noeuds de I'élément coque et les
translations Uy et Uy sur les noeuds de I'élément « brique », par les relations :

0, =yh(-U; +U;) et 6, =1/n(U; -U; ).
Ainsi, sur le nceud (1) du Q4y24, la rotation 6x=0.004 (notée Rx dans le

tableau 11-2) peut étre obtenue en utilisant les translations Uy, = 0.002 et U, = -0.002
respectivement des nceuds (3) et (7) de I'élément SB8y24 pour remplacer U, et U

dans la relation0, = ]/h(—U§ +U;) en sachant que I'épaisseur vaut 1 mm.

II.A.2.d) Maillage avec I’élément brique de type solide-cogue SB9y25

Pour ce qui concerne le maillage avec les éléments « brique » SB9y25, il est
completement inutile d’afficher leurs résultats puisqu’ils sont exactement égaux a
ceux du Tableau I1-4.

Ainsi, dans le Tableau II-5 sont réunis seulement les déplacements locaux
des cing nceuds supplémentaires situés au milieu de chaque élément; lesquels
nceuds permettent d’utiliser une loi de comportement générale 3D contrairement au
SB8y24 qui nécessite une hypothese d’'un état plan de contraintes.

Neeud Cx Cy Cz Uz {Solide-coque SB9y25:necuds sup-}
17  11.500 5.250 0.000 0.131792
18 11.500 1.250 0.000 0.123792
19 20.500 5.750 0.000 0.302292
20 12.000 10.000 0.000 0.223917
21 3.000 5.500 0.000 0.045417

Tableau I1-5.Déplacements des nceuds supplémentaires du solide-coque SB9y25

Finalement, bien que le test de la plaque a cing éléments en flexion soit réputé
difficile a passer, tous les éléments cités ici ont réussi a le faire. Et en particulier, les
deux éléments « brique » de type solide coque.

Cela semble évident pour I'élément coque Q4y24 puisqu’il est assujetti a la
méthode de déformation assumeée pour le champ de cisaillement transversal et a
I'habituelle hypothése[Jozz = 0 (Z étant la direction normale) ; et par conséquent,
pour le solide-coque modifié SB8y24 méme si la contrainte normale n’est alors pas
obligatoirement nulle.
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II.LA.3.Plague circulaire encastrée

Comme on doit s’en rendre compte, cet exemple a servi a illustrer un certain
nombre de méthodes d’intégrations dans le premier chapitre. On le reprend ici
spécialement pour évaluer et valider les deux éléments SB8y24 et SB9y25.

Les résultats obtenus des calculs effectués avec ces éléments vont étre
comparés a ceux de Q4y24 et Q5y26 et a ceux de S4R, SC8R et C3D8 d’Abaqus.

c

a — Eléments coques quadrilatéraux b — Eléments solides-coques

Figure 11-3. Plaque circulaire encastrée

Une plaque circulaire — dont la frontiere est encastrée — est soumise a une
pression normale. Les données habituelles sont : rayon R = 100 mm; épaisseur = 1
mm; matériau isotrope : E = 200000 MPa, coefficient de Poisson v = 0.3; Pression
uniforme normale au plan p = 0.01172 N/mmz (sur la face inférieure).

Uc =1 mm correspond au déplacement théorique du centre de la plaque selon
la théorie de Kirchhoff et celle de Mindlin (1.005) puisque cette plaque est mince.

Q4y24 |Q5y26 |SB8y24 |SB9y25 |S4R SC8R C3D8

Abaqus |Abaqus |Abaqus
Uc (mm) [0.9894 [0.9874 [0.9950 [0.9950 [0.9950 |0.98833 [0.00844
G, |Haut|0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 Non -0.1674
Bas |0.0 -0.01172 |10.0 -0.01172 |0.0 disponible | 0.1555

Tableau I1-6. Déplacements du nceud central et composantes de c,.

Tout d’abord, il faut noter que les éléments Q4y24, S4R sont des éléments
coques classiques avec une intégration réduite dans le plan milieu tandis que
SB8y24, SC8R sont des éléments solides-coques ‘classiques’ (Figure [1-3-b) et
C3D8 est une brique ordinaire; les résultats de ceux-ci sont completement faux
puisqu’il n’y a qu’une seule couche d’éléments a travers I'épaisseur (Figure 11-3-b).

Effectivement, comme traité dans le chapitre I, SB9y25 est un élément de type
solide-coque ayant un nceud supplémentaire dont le degré de liberté ne permet pas
seulement I'emploi des lois de comportement élastiques 3D mais aussi I'affectation
d'une partie des forces nodales équivalentes a la pression normale a ce noeud
supplémentaire afin d’obtenir une bonne répartition de la contrainte normale.

Ce qui peut étre aisément vu dans les résultats affichés (Tableau 11-6) : la
composante de la contrainte normale (c;;) varie a travers I'épaisseur de la valeur —p
(‘p’: pression) a une valeur nulle. Il en va de méme avec I'élément Q5y26 méme si le
déplacement Uc correspondant est obtenu avec moins de précision que celui de la
briqgue SB9y25.
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IILA.4.Hémisphére pincée avec un orifice d’angle 18°

Ce probléme introduit une géométrie initialement courbe. Une coque
hémisphérique tres mince (rayon R = 10, épaisseur h = 0.04), trouée en son sommet
suivant un angle d’ouverture égal a 18° (Figure lI-4-a), est soumise a un effort interne
suivant I'axe Y (Fy = -2 N) et un autre effort externe suivant 'axe X (Fx = 2 N).

Le module de Young E=6,825.10" MPa et le coefficient de Poisson v=0.3 sont
les caractéristiques utiles d’'un matériau élastique et isotrope.

Les valeurs des déplacements des points sollicités sont comparés aux
résultats de référence de Simo [4]: Ux=-Uy=0.093.

Nota : certains auteurs proposent une autre valeur de référence : 0.094.

symeétrie symétrie
- “~ ~
F F
VZAN ™~

a — Structure compléte maillée b — Quart de la structure maillée (4x4)

Figure 11-4. Coque hémisphérique pincee.

En raison des conditions de symétrie, seulement un quart de la structure a été
maillée avec des éléments quadrangles (Figure 11-4-b) ou des éléments solides (non
représenté puisque I'épaisseur est trés petite) et différentes discrétisations : 4x4
(Figure 11-4-b), 8x8 (Figure I1-4-a) et 16x16 non représenté.

Eléments coques quadrilatéraux | EIéments solides coques (briques)
Uy =-Uy, |S4R(Abaqus)|[Q4y24 |Q5y26 SB8y24 |SB9y25 |[SC8R(Abaqus)
4x4 0.09556 |[0.09318 | 0.09280 | 0.10060 | 0.10020 0.10840
8x8 0.09429 [0.09269 | 0.09251 | 0.09587 | 0.09584 0.09717
16x16 0.09383 |[0.09286 | 0.09276 | 0.09422 | 0.09422 0.09447

Tableau 11-7. Déplacements des points sollicités de I'hnémisphére pincé

Du tableau I1I-7, il peut étre constaté que les solides-coques SB8y24 et
SB9y25 sont un peu flexibles (mous) par rapport aux quadrangles quand le maillage
est grossier mais il en va de méme pour le SC8R implémenté dans le code Abaqus.
Par contre, les résultats sont excellents quand le maillage est suffisamment dense.

Une fois de plus, il faut rappeler que Q5y26 et SB9y25 sont les seuls éléments
(dans Tableau 11-7) qui utilisent la loi de comportement générale 3D élastique
contrairement a I'élément SC8R comme indiqué dans le chapitre 1.
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[I.LA.5.Cylindre pincé avec des bords libres

Comme l'exemple de I'hémisphere pincé (voir exemple 11-4) ne montre pas
une réelle sensibilité aux résultats issus de la variation de la densité de maillage, une
autre structure est étudiée afin de confirmer ce fait. A cause des symétries,
seulement un huitieme du cylindre pincé (Figure 1l-5-a, b) est maillé avec différentes
discrétisations (Figure 1I-5-c, d) et éléments étudiés dans le chapitre |1 a savoir
I'élément coque Q4y24, le coque-solide Q5y26 et les deux « briques » de type solide-
coque SB8y24 et SB9y25.

iz

a — Structure compléte b —1/8 du cylindre ¢ — Maillage 4x4 d- Maillage 8x12
Figure 11-5. Cylindre pincé avec bords libres

Le cylindre, décrit par les figures 1I-5 (a, b, ¢ et d), a une longueur L = 10.35,
un rayon R = 4.953 et une épaisseur h = 0.094. Les caractéristiques du matériau
dans lequel est fait ce cylindre sont : module de Young E = 10.5x10° et coefficient de
Poisson v = 0.3125;

En sollicitant cette structure par deux forces égales et opposées F = 100 N
comme indiqué dans la Figure 11.5-a, on cherche a connaitre la translation verticale
du point C (Figure I1.5-b) pour les différents maillages afin de le comparer au
déplacement de référence : 0.1139 [3].

Maillage Maillage Maillage Maillage Maillage Maillage
4x4 4x6 6Xx6 6x8 8x8 8x12

Q4y24 0.1011 0.10790 0.10795 0.11050 0.11050 0.11235

Q5y26 0.1008 0.10745 0.10767 0.11020 0.11024 0.11216

SB8yg24 |0.1001 0.10700 0.10715 0.10990 0.10991 0.11204

SB9y25 |0.0997 0.10696 0.10711 0.10993 0.10992 0.11206

Tableau 11-8 Déplacement du point sollicité pour les coques et les solides-coques

Dans ce Tableau 11-8, les deux éléments de type « brique » semblent étre un
peu raides malgré le raffinement du maillage. Le déplacement du point C est apres
tout tres proche du résultat de référence pour les deux « briques ». Les éléments
coques donnent des résultats légerement meilleurs.

Avec I'élément coque S4R code Abaqus (Tableau 11-9), les déplacements du
point C sont pratiquement identiques a ceux donnés par le Q4y24 (tableau 11-8).

Code Abaqus | Maillage 4x4 | Maillage 8x12 | | Code Abaqus|4x4 8x12
Elément S4R |0.1011 0.1123 Elément S4 [0.1003|0.1119

Tableau 11-9 Déplacement du point sollicité pour les éléments S4 et S4R
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[I.LA.6.Poutre vrillée

Le probleme de la poutre vrillée a 90° [3] est introduit ici pour mettre en
exergue la sensibilité des éléments coques au gauchissement. La forme initiale de
cette poutre est montrée a la figure 11.6 avec un maillage 12x2. Les parametres utiles
sont: longueur (suivant Z) L=12.0, largeur | =1.0, épaisseur = 0.32, module
d’élasticité E = 2.9x10"MPa, coefficient de Poisson = 0.22. Si la force P dans le plan
(P=1 N) est appliquée au point C suivant la direction Y (Figure 11.6.a), le résultat
analytique du deplacement Uy = 5.424x10°3. Si un effort Q hors plan (Q=1 N) est
prescrit alors le déplacement théorique suivant X est Ux) = 1.754x107.

$X

<N\

Bcastrement

P

a — Eléments coques classiques

b — Elément solides coques

Figure 11-6 Poutre vrillée

Deux seéries de calculs ont été faites : une avec un maillage 12x2 (Fig. 1I-6) et
une autre avec un maillage 48x8. Tous les résultats réunis dans le tableau 11.10 ci-
dessous sont a comparer entre eux et avec ceux obtenus par Abaqus (SC8R).

Uyx10° d0 & I'éffort ‘P’ Ux() X107 d0 a I'éffort ‘Q’
SC8R SB8y24 | SB9y25 SB9y25| SB8y24| SC8R
Abaqus Abaqus
Maillage 5.490 5.451 5.452 1.882 1.882 1.798
12x2
Maillage 5.420 5.418 5.418 1.757 1.756 1.743
48x8

Tableau 11.10 : Déplacement du point sollicité pour les solides coques

Comme il peut aisément étre constaté en comparant les résultats numériques
et ceux analytiques [5], les solides-coques traités dans ce document (chapitre I)
donnent de bons résultats dés que le maillage se densifie. lls ne sont pas sensibles
au gauchissement et n'ont donc pas besoin d’'un traitement spécial, contrairement
aux éléments coques classiques avec une intégration réduite dans le plan.

Comme tous les exemples précédents, celui—ci montre de petites différences
respectivement entre les résultats donnés par le SB8y24 (état plan de contraintes) et
le SB9y25 (loi de comportement 3D). Une différence insignifiante. A cette occasion, il
est rappelé que le facteur fe compris dans I'équation (1.108) du premier chapitre reste
égal & 10™ quel que soit 'exemple traité dans ce chapitre.
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[I.B. Cas de non linéarité

II.B.1.Plague circulaire encastrée

C'est le méme exemple de la plaque encastrée mais cette fois-ci en non
linéarité. Toutes les données restent les mémes (I-C-3) sauf la pression qui varie
maintenant jusqu’a la valeur de 1 N/mmz2. Avec une telle pression, un calcul linéaire
donnerait un déplacement du centre de la structure Uc complétement faux. Par
conséquent, un calcul non linéaire géométrique est effectué afin de prendre en
considération les effets de membrane. Plusieurs études théoriques donnent des
expressions de ce déplacement variant [6].

k =0.488 Timoshenko
; avec k = 0523 Federhoffer (1.2)
k =0.583 Nadai

LJZ p 'F24
U.Q+k-—2) =
e h? 64D

Le paramétre matériel D est classiquement égal & E.h%12/(1-v%), R est le
rayon, h I'épaisseur et ‘p’ la pression. Ainsi, selon Nadai, Federhoffer et Timoshenko
respectivement, le déplacement Uc est 5.17mm, 5.35 mm ou 5.47 mm.

Avec le maillage montré dans les Figures (lI-3-a, b) et une pression
progressivement appliqguée en 19 incréments — 10 pour une variation de pression de
0 & 0.1 N/mmz et 9 apres la valeur de 0.1 N/mm2 jusqu’a 1.0 N/mm?2 —, les résultats
numériques sont présentés dans le Tableau 1l-11. Il est utile de rappeler ici que tous
les éléments cités sont a intégration réduite d’ou le choix de S4R dans Abaqus.

Eléments coques quadrilatéraux | Eléments solides-coques (briques)

S4R Q4y24 | Q5y26 [SB8y24 SB9y25 SC8R

Abaqus Abaqus
|Uc (mm)|5.111 5.223 5.223 5.250 5.254 4.996

Tableau 11-11 Déplacement normal du centre (Uc) pour une pression p =1 MPa

Dans le tableau II-11, on voit que le déplacement du point C de la plaque
maillée par les solides-coques SB8g24 et SB9g25 est proche de celui donné par la
théorie. L'écart tourne autour de 3%, ce qui est acceptable mais permet de dire
guand méme que ces éléments sont un peu ‘mous’ comparés aux autres.

Par ailleurs, pour montrer la répartition des efforts de pression aux nceuds des
eléments, spécifiquement de I'élément coque-solide Q5y26 et de I'élément solide-
coque SB9y25, on se sert de la figure suivante (Figure 11-7).

Si la pression est appliquée sur la surface inférieure alors les efforts
équivalents sont comme indiqués sur la figure 1I-7-a (6 valeurs) Sur la figure 1l-7-b
donnant la répartition des efforts sur les nceuds du solide-coque SB9y25, il faut noter
gue les efforts aux noeuds « supérieurs » de I'élément ne sont pas nuls lorsque la
pression est appliquée sur la surface inférieure ; de méme, les efforts sur les nceuds
« inférieurs » ne sont pas nuls quand la pression agit sur la surface supérieure.
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pression
normale

a — Quadrangle Q5y26 b — Elément solide-coque SB9y25
Figure 11-7 Forces équivalentes de pression normale

Il est essentiel de rappeler que les forces équivalentes dues a la pression ont
été appliquées aux sommets mais aussi aux degrés de liberté du nceud central du

quadrangle Q5y26 (F;,F, sur la Figure Il-7a) et au neuvieme noeud de la brique
SB9y25 (F, sur la Figure 11-7-b).

Enfin, il faut se souvenir que pour les deux derniers éléments cités, I'élasticité
ne prend pas en compte I'hypothése d’état plan de contraintes contrairement aux
éléements Q4y24 et SB8y24.

La contrainte normale o, une valeur égale a —0.9985 est affichée au premier
point d’intégration de Lobatto situé sur la peau inférieure et une valeur exactement
nulle au dernier point d’intégration de Lobatto situé sur la peau supérieure de des
eléments Q5y24 et SB9y25 (cing points d’intégration dans I'épaisseur).

[1.B.2.Arc encastré

Ce test consiste a soumettre a une charge localisée verticale P un arc
encastré a ses extrémités A et B. Il prend en compte deux types de non linéarités,
géométrique et matérielle.

En effet, on a:
Pour la géométrie : Longueur L = 863.6 mm; largeur b = 24.4 mm; épaisseur
h =15 mm; rayon R =3381.1 mm ;
Pour le matériau : 6 = o, + H'.Ep 'H'=E; E =68950 MPa; v = 0.5; 6o = 137.9 MPa.

Le déplacement vertical ‘u’ (Figure a) des nceuds C' C” (Figure b) est imposé
progressivement jusqu’ a 40 mm et les forces correspondantes (F¢ et F¢-) donnent le
résultat P = Fot+Fcn.

a — Vue de face de l'arc encastré b — Vue de dessus du maillage

Figure 11-8. Arc encastré
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3000 A

2500 -

2000 +

1500 +

1000 -

500 - ——SB8g24
—&— SB9g25

0 4 8 12 16 20 24 28 32 36 40

Figure 11-9. Effort “P” en fonction du déplacement “u” pour les solides-coques

Les résultats donnés par les éléments coques classiques Q4y24 ne sont pas
affichés dans la figure 11-9 puisqu’ils sont pratiquement confondus avec ceux venant
de élément solide-coque SB8y24. Dans ce cas, I'élément SB9y25 semble étre un peu
moins raide mais les résultats sont proches de ceux donnés dans [3].

Par ailleurs, le comportement plastique est bien pris en compte dans la
stabilisation en utilisant le facteur fg présenté dans le premier chapitre (Equation
1.108). Donc, a ce niveau, il n’est point besoin de distinguer I'élasticité de la plasticité
pour le calcul de la matrice de stabilisation

[1.B.3.Bottoming test

Le bottoming est une mise en forme ou le fond de la structure, si I'objet voulu
est avec un fond fermé, est volontairement écrasé en général pour diminuer le retour
élastique en diminuant I'épaisseur.

Pour ce second exemple, on considere qu’une structure métalliqgue, de
longueur 15 mm suivant I'axe X, de largeur 10 mm suivant I'axe Y et d’épaisseur 2
mm, est maillé avec six (6) éléments Q5y26 comme indiqué sur la figure I.7.

L’écrasement local de la structure pour arriver a une épaisseur finale de 1 mm
est effectué avec des conditions aux limites directement prescrites sur les degrés de
liberté du nceud central dans le plan (X, Y) de I'élément.
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a — Eléments coques-solides Q5y26 b — Eléments solides-coques SB9y25

Figure 11.10 Structure parallélépipédique maillée avec six éléments.

Les conditions aux limites imposées afin d’éviter tout mouvement de corps rigide de
I'élément QS'YZG sont : Ux]_ = O, UY]_ = 0, Ux4 = O, U X7 = O, Uyz = O, Uyg: O, UY]_4: 0.

De plus, pour exécuter I'écrasement de la structure, un déplacement vertical nul est
imposé aux degrés de liberté inférieurs des nceuds 5, 8, 11, 13, 16, 18 de I'élément
(Wg =wg =W, =W, =W, =W, =0.0) tandis que les degrés de liberté supérieurs de
ces mémes nceuds sont dotés d'un déplacement vertical de -1.0 mm en 100
increments (w; =W, =W;; =W;, =W, =W, =-1.0).

Les parametres utiles du matériau sont: module de Young E = 71000 MPa,
coefficient de Poisson v = 0.33, & =576.79(0.01658 +&,)"*** pour un écrouissage

isotrope et coefficients de Lankford ro = 0.70, ry5=0.72, roo = 0.74 pour I'anisotropie.

A la fin d’un calcul implicite en 100 incréments et en notant que les nceuds 1, 7, 17 et
14 de la figure 11.10 correspondent aux nceuds A, D, C et B , on obtient alors les
déplacements suivants : BB’ = 6.181, DD’ = 4.121 (Figure 11.11) et la contrainte
normale constante ¢,, = - 507.9 MPa quel que soit I'élément ou le point d’intégration.

D c
D 3 1 C i

N n . ;
A B B

Figure 11.11 Vue de dessus du maillage initial et du maillage déformé

Evidemment, ce calcul ne peut pas étre fait avec des éléments coques classiques
comme le Q4y24 (ou le S4R dans le code Abaqus). Par contre, une brique a
intégration réduite (C3D8R) donne des résultats corrects puisqu’il n’y a pas de flexion
et la contrainte normale o, reste constant dans I'épaisseur. Pour ce calcul non
linéaire, tous les douze nceuds inférieurs sont bloqués suivant la direction Z alors
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qu’'un déplacement normal de -1 mm est imposé aux 12 nceuds supérieurs (Figure
[1.10.a). Comme cela a été montré dans le tableau II-12 suivant, le neuvieme nceud
de I'élément solide-coque SB9y25 donne des résultats identiques a ceux issus du
maillage fait avec les éléments C3D8R du code Abaqus tandis que les résultats
donnés par I'élément SB8y24 sont Iégerement différents a cause de la loi constitutive
elastique un peu particuliére (Equation 1.73 du chapitre | ou E est sur la diagonale).

Elément Coque- Eléments solides-coques
solide solide (brique)

C3D8R Q5y26 | SB8y24| SB9y25 SCER

Abaqus Abaqus
BB’ (mm) 6.187 6.181 6.133 6.183 6.113*
DD’ (mm) 4,125 4,121 4.088 4,122 4.075*
62z (MPa) -507.9 -507.9 -508.0 -508.0 indisponibles
Oxx & Gyy 0.0 0.0 0.0 0.0 504.8

Tableau I1-12. Principaux résultats du test bottoming.

Le cas de I'élément SC8R implémenté dans Abaqus mérite un commentaire. Non
seulement le contrainte normale o,, n’est pas disponible mais les contraintes dans le
plan — qui devraient étre nulles ! — atteignent 504.8 MPa ! Sans mentionner que ce
résultat est donné avec l'avertissement suivant :

THE SYSTEM MATRIX HAS 1 NEGATIVE EIGENVALUE. NEGATIVE EIGENVALUES
MEAN THAT THE SYSTEM MATRIX IS NOT POSITIVE DEFINITE.

De plus, les valeurs numériques affichées dans la derniére colonne du tableau 1I-12
imposent que tous les huit nceuds situés dans le plan (X, Z) ( Figure 11.10.b) doivent
étre bloqués dans la direction Y et que les six noeuds situés dans le plan (Y, 2)
doivent étre bloqués dans la direction X. Sinon, les résultats en terme de
déplacements, déformations et contraintes sont complétement faux ; ainsi dans le
tableau 11.13 est donné un extrait des résultats pour un maillage effectué avec le
SC8R d’Abaqus dans les mémes conditions de liaison que les autres éléments.

ELEMENT PT SEC S11 S22 S12 MISES
1 1 1 206.9 279.1 -110.5 315.5
1 1 5 -310.3 -122.4 111.4 332.5

Tableau I1-13 Extraits des résultats d’un maillage avec le SC8R

Ce phénomene de flexion ne peut apparaitre avec les autres types d’éléments méme
si seul le degré de liberté suivant Y des quatre nceuds inférieurs situé sur I'axe X est
imposé nul aussi bien que le degré de liberté suivant X des trois nceuds inférieurs
situés sur l'axe Y (Figure 11-10-b).
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Enfin, pour I'élément coque solide Q5y26 les forces F.,F; ,F;,F5,F5.Fg
correspondant aux degres de liberté du nceud central w;,wg, Wi, Wi;, W, W, sont

toutes égales a -23143.480 N. En divisant cette valeur par la surface finale
(21.392x13.992), la composante constante de la contrainte normale o, (-463.92
MPa) est alors effectivement trouvee.

Un second calcul, en imposant ' =F, =F =F, =F =F, = -23143.42N
au lieu d’'un déplacement permet d’avoir effectivement un amincissement de 1 mm.

II.B.4.Flanging avec laminage

Sans entrer dans les détails de la gestion de contact et des caractéristiques
inhérents au schéma explicite utilisé ici (par exemple matrice de masse et pas de
temps critique), le dernier exemple présenté est un test de mise en forme. Le ‘flan’
est initialement plat (Longueur = 45 mm, largeur = 10 mm, épaisseur = 0.5 mm) tenu
entre une matrice (rayon d’entrée = 10 mm) et un serre-flan (avec un peu de jeu:
0.01 mm). Un poingon (rayon 25 mm) se déplace vers le bas. La valeur (0.4 mm) du
jeu (Figure 11-12-a) est en dessous de I'épaisseur initiale du flan dont le maillage est
donnée en figure II-12-c.

punch blank L+ punch
(up) holder i (blank)
e initial
T] thickness =
M Z v 0.5 mm

i T ) X : c
| blank | |
| punch i die die f
i (down) . thickness
| i = blank
\ ' 0.4 mm final)

\ !

\\\ e gap .

o

a — Description 2D b —Surfaces de I'outil ¢ — Maillage (échelle différente)
Figure 11-12 Emboutissage d’une tole avec laminage.

Le matériau est un alliage d’aluminium caractérisé par : E = 69000 MPa, v =
0.32, p = 2600 kg/m® et un écrouissage combiné défini par les paramétres suivants :
oo=159 MPa; Q =171.3 MPa; b =12.9; C; = 258.7 MPa; y; = 1.78; C, = 11630 MPa;
v2 = 235.6. Une anisotropie initiale est prise en compte grace aux parameétres de
Lankford: ro = 0.66, rgo = 0.69 et rys = 0.82, les détails d’identification du matériau
peuvant étre trouvés dans la référence [1].

La course du poingon est de 60 mm et effectuée avec deux vitesses — 5 m/s et
2.5 m/s — dans le but de mettre en évidence l'influence de la vitesse sur la mise en
forme. Les frottements ne sont pas considérés dans le but de comparer les résultats
directement avec ceux venant d’'un calcul implicite. En outre, les degrés de liberté
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des nceuds situés en A, B et C (Figure 1I-12-c) sont bloqués suivant X et dans la
direction Y pour le nceud en B

Cet exemple étant considéré comme un test de faisabilité, deux résultats sont
choisis. Evidemment le premier est I'épaisseur qui est effectivement égale a
0.400000 mm (!) dans la zone correspondante (Figure 1l-12-c). Le second est la
contrainte normale dans les éléments a et b (Figure II-12-c) qui est donnée dans le
tableau I1-15 pour les cing points d’intégration de Lobatto a travers I'épaisseur. Cette
contrainte peut étre comparée a -332.7 MPa, valeur obtenue avec un schéma de
calcul implicite similaire a 'exemple du ‘bottoming’ mais avec un autre matériau et un
amincissement différent.

Position du point|1: {=-1.0 |2: {=-43/7 [3:6=00 |4:¢= /3/7 [5:C=1.0
d’'intégration a travers

I'épaisseur

Contrainte normale pour |-359.9 -360.0 -360.1 -360.0 -359.9
V=5 m/s

Contrainte normale pour|-333.6 -334.4 -335.1 -334.7 -333.5
V=25m/s

Tableau 11-14 6., dans les éléments a et b en fonction de la vitesse du poincon

Comparé a I'exemple du ‘bottoming ‘, le flan n’est pas simplement comprimé
entre le poincon et la matrice. Cette fois, il a été fléchi puis laminé durant la descente
du poincon. A travers I'épaisseur, la constance de la contrainte normale — comme
c’est attendu ici —, a été un peu affectée par la contrainte préalable et les inévitables
oscillations dues au schéma explicite d’autant plus que I'amortissement considéré
n’est pas significatif.

Les cas tests qui viennent d’étre présentés sont de deux types ; linéaires et
non linéaires. La linéarité permet d'évaluer et valider ces éléments dans des
situations relativement faciles comme les petites perturbations tandis que la non
linéarité les soumet aux conditions difficiles des grandes transformations.

Toutes les épreuves auxquelles ont été soumis les éléments brique de type
solides coques, SB8y24 et SB9y25 sont des tests de niveau académique.

Ces deux éléments utilisent la méthode d’intégration réduite et la technique de
champ assumé pour le cisaillement transversal. L'élément SB9y25 se différencie de
lautre brique parce gu'’il possede un nceud supplémentaire en son centre afin de
pouvoir utiliser la vraie matrice de comportement 3D.

Les résultats donnés par ces éléments sont satisfaisants et méme parfois
meilleurs que ceux des éléments coques classiques. Mieux que cela, I'élément solide
coque SB9y25 donne une vraie contrainte normale moyennant de calculer les forces
équivalentes a une pression normale. Ce qu’on n’arrive pas a obtenir avec la plupart
d’éléments « brigues » de type solide-coque.
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Ce travail de thése a commencé en réalité avec la formulation d’un élément solide-
coque a huit nceuds et 24 degrés de liberté, en théorie de Kirchhoff discréte, nommeé
DKB24 au départ. Puis pendant le déroulement de la thése, alors qu'une autre thése
basée sur I'élaboration d’'un élément coque-solide muni d'un nceud supplémentaire
s’achevait, I'idée est venue de modifier cette « brique » de type solide-coque a huit nceuds
en un élément fini « brique » a neuf nceuds qui peut étre utilisé en élasticité 3D.

Par conséquent toute la théorie mise en place pour I'élément DKB24 (‘Discret Kirchhoff
Brick’ a 24 degrés de liberté), renommé SB8DK24 (‘Solid Brick’ a 8 noeuds, ‘Discrete
Kirchhoff” avec 24 degrés de liberté) dans sa nouvelle formulation, a été portée en annexe
pour témoigner de I'histoire de I'élaboration de I'élément « brique » de type solide-coque
SB9DK25 (‘Solid Brick’ a 9 nceuds, ‘Discrete Kirchhoff’ theory avec 25 degrés de liberte).

Cet élément solide-coque SBIDK25 a été « élaboré » en partant des caractéristiques et
des propriétés de I'élément SB8y24, décrit dans le premier chapitre, sans sa flexion et
son cisaillement transversal remplacés par la seule flexion de I'élément DKS16 [10], la
prise en compte du gauchissement et la stabilisation des modes a énergie nulle causés
par I'absence de cisaillement transversal dans la théorie « discréte » de Kirchhoff. Et pour
aboutir a I'éléement SB9DK25 en question, il faut s’approprier l'idée du nceud
supplémentaire ajouté au centre de I'élément DKS16 pour avoir I'élément coque-solide
DKS18 [11]. Le schéma ci-apres illustre parfaitement la situation :

SB8y24 DKS16
Brique de type solide-coque a 8 Coque quadrangulaire avec
nceuds avec 3 translations/nceud sommet
3 translations/nceud sommet + 1 rotation/nceud milieu de coté

+ Cisaillement assumé

Considération de I'élément
SB8j24 sans sa flexion et son

cisaillement transversal SB8DK?24

Brique de type solide-coque
a 8 nceuds avec
3 translations/nceud sommet
+ élasticité 2D

Prise en compte de I’idée du nceud central de
I’élément coque-solide DKS18

Gauchissement et stabilisation de modes dus
a I’absence du cisaillement transversal

V

SB9DK?25

Brique de type solide-coque
a 9 noeuds avec
3 translations/nceud sommet +
1translation au nceud central+
gauchissement et stabilisation
due a I'absence du CT

Ajout de la flexion du DKS16

Figure 111-0 Procédure d’élaboration de I'élémentSBODK25
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llI.LA. Rappels sur les éléments de base

Ce sont des rappels assez succincts des éléments coque DKS16 [10] et coque-solide
DKS18 afin de rendre claire la formulation de I'élément « brique » de type solide-coque
SB9DK25 qui utilise des caractéristiqgues de ces éléments quadrangulaires en théorie de
Kirchhoff. Il est a rappeler que I'élément SB9y25 (chapitre 1) a été formulé en utilisant les
caractéristiques des €léments quadrangles en théorie de Mindlin.

L’élément coque-solide DKS18 [11] est, en fait, I'élément coque DKS16 qui a été
modifié en ajoutant un nceud-milieu (numéroté ‘9") doté de deux degrés de liberté locaux

(une translation normale wg a la surface supérieure et l'autre w, a la surface inférieure
de I'élément) dans le but d'utiliser une vraie loi de comportement 3D.

llILA.1. Elément coque quadrangulaire : DKS16

Comme I'élément triangulaire DKT12 (Voir Complément 1V), I'élément DKS16 a des
nceuds aux sommets et des nceuds aux milieux des cétés.

Cet élément DKS16 (voir aussi Complément V) est donc un quadrilatére & huit nceuds
a bords droits. Les huit nceuds sont repartis en quatre nceuds sommets munis de trois
translations chacun et quatre nceuds milieux de cotés dotés chacun d’un degré de liberté
en rotation dans la direction du c6té correspondant.

Un point courant de cet élément dispose de trois déplacements (u, v,w) dans le repere
local, les deux premiers sont dans le plan moyen de I'élément et le dernier est normal a ce

plan.
Uys n
Uxa 047 3|U%s Uy 0, 77
Uzs
Y
1
Ux1
Uvi
U
21 Uxo X
Uz

a - Degrés de liberté dans une configuration gauchie b - Degrés de liberté dans une configuration plane
Figure 111-1 Elément quadrangle DKS16

Etant donné que cet élément est destiné a des calculs non linéaires, l'intégration réduite
dans le plan (X, y) est préférée pour les effets de membrane et les effets de flexion.

Pour les effets de membrane, les déplacements dans le plan de I'élément sont
interpolés par les fonctions bilinéaires classiques.

La formulation de la stabilisation de ces effets est extraite des nombreux travaux de
Belytschko ([1], [2], [3], [4]) sur la stabilisation des modes a énergie nulle aprés une
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intégration en un seul point dans le plan moyen de I'élément. Et ce, avec les maintenant
bien connus vecteurs (y).

Pour les effets de flexion, les fonctions d’interpolation proposées par Long [6] sont
utilisées pour exprimer les angles de rotations de corps rigides 6g,05,6%,05 (voir Figure
I11-2) a partir des translations w,,w,,w,,w, normales au plan (x, y) dont l'origine est au

centre de I'élément.
La différence entre ces rotations de corps rigide et les degrés de liberté en rotation

donne les angles de flexion 62,09,0°,07 utiles a I'établissement des courbures dans la
direction des c6tés ; courbure désignées par :k,,Kq,K;, K-

Les autres angles 6,6,05,0, (voir Figure 1ll-2), nécessaires a la mise en place des
angles de flexion restants pour avoir les courbures « internes » notées «,,x,,K,,k,, Sont

développés comme dans les éléments S3 [9] et S4 [5] issus de I'éléement de Morley [7] en
considérant deux premiers triangles séparés par la diagonale 1-3 dans le quadrangle et
deux autres triangles séparés par la diagonale 2-4 dans ce quadrangle.

W3

‘ 07 Wa W3
4
0L N FrSte T Py 4 L, 3
8, 0 7 A T e, S (U
/ N 1 , L , > = - 7
Wl //8 L nq L, o 2 =-Ny - ,/
7~ w _ - —
// 1 \\ // 1 // > —/r L2 L4 ,

a- Rotations de corps rigide b- Longueurs utiles des c6tés et diagonales
Figure I11-2. Configuration plane de I'élément quadrilatéral DKS16

De plus, en superposant les déformations dans des directions normales aux diagonales
1-3 et 2-4 (voir Figure 111-2), certains modes de flexion & énergie nulle seront supprimes.

L’énergie de déformations de cisaillement transversal est négligée du fait de la théorie
de Kirchhoff méme si celle-ci n’est vérifiée qu’en certains points, d‘ou le terme « discret »

Toutes les déformations calculées permettront d’évaluer les efforts internes qui se
manifestent dans la structure, mais il faut alors tenir aussi compte du fait qu'une
intégration réduite est toujours accompagnée des modes a énergie nulle qu’il faudra
nécessairement stabiliser. Le Complément V décrit amplement la formulation de cet
elément quadrangulaire de type coque et traite quelques exemples classiques pour sa
validation. Dans la référence [10] se trouve plus d’exemples traités couvrant méme des
situations se rapprochant de la réalité industrielle.

Il importe de rappeler les déformations de flexion de cet élément puisque c’est cette
flexion qui va étre utilisée pour formuler I'élément « brique » dont on parle ici : {sb}: z- {K}

e

avec les courbures {x} = [B%]{U, )+ [B2 0, } dont les termes sont explicités dans le sous
paragraphe V.C.5.3) du Complément V.
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[lILA.2. Elément coque quadrangulaire a 9 nceuds : DKS18

C’est un élément qui a dix huit (18) degrés de liberté ; aux seize (16) degrés de liberté
du DKS16 sont ajoutées les deux (2) translations normales wy et w; du noeud 9 situé au
centre de I'élément.

La prise en compte de ces degrés de liberté supplémentaires "{W, | =(W,) = <w; wg>

dans I'expression des déformations de I'élément DKS16 permet d’écrire le champ de
déformations du DKS18 comme suit :

yy [Bm] |Z.|:Bb]|
iixy |1 —}------‘-__ — ~Booo}{©.] (11I-1)
2gxz C, -[Bg] C [_st I+ [BVF?I]' We} 6x18 {We}

zz

On note dans cette relation (I11.1) que z=Ch/2 pour -1<{<1.

Naturellement, les matrices gradient de déformations [Bﬂ], [Bﬂ,] et [§§,] sont
identiques a celles donnés par les relations (1-47) a (I-49) du premier chapitre.

La matrice de raideur s’obtient ensuite par une intégration dans le volume, suivant la
méme procédure calculatoire et les précautions a prendre pour 'assemblage, comme celle
de la relation (1.53) du premier chapitre. Par ailleurs, comme il n’est point question du
cisaillement transversal dans la théorie de Kirchhoff, il ne peut étre question ici de la
fonction de Reissner et seulement trois points d’intégration de Lobatto, dans la direction
de I'épaisseur, sont suffisants pour obtenir une matrice de raideur convenable en flexion
dans le cas d’'une élasticité pure.

J=][f, B]-D]-B]-av =A- f/ "[B]-[D]- [B]dz (111-2)

ou A est l'aire de I'élément

Cette modification du DKS16 en DKS18 a rigidifié légerement I'élément qui semblait un
peu souple au départ. Cette conclusion est tirée apres analyse et interprétation des
résultats de plusieurs exemples linéaires et non linéaires donnés dans le deuxiéme
chapitre de la thése de Sansalone [11]. Par conséquent, il ne sera pas traité d’exemples
ici pour la validation de cet élément formulé et validé dans [11] sauf pour un test de
bottoming ou cet élément prend tout son sens.

De cet élément, on retient I'idée d’ajout du nceud supplémentaire afin de postuler un
déplacement quadratique pour formuler, au moment venu, la « brique » de type solide
coque a 9 nceuds SBODK?25
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lII.B. Formulation de I’élément solide-coque a huit nceuds SB8DK?24

[l1.B.1. Caractéristiques du SB8y24 utiles a la formulation de SB8DK?24

L’élément solide-coque a huit nceuds SB8y24 a été largement décrit dans le premier
chapitre en son paragraphe 1.B. Il va étre rappelé ici uniguement les déformations de
membrane et de pincement de cet élément solide-coque qui entreront dans la formulation
de la « briqgue » SBO9DK25.

zyy _ {[BB”] | J . ?dy} (I11-3)

| B2+ ¢

Ue

5
|

b =N, E=n=¢=0)] =(b,)
b,/ =N,E=n=¢=0]=(b,)
b, ={N,Ec=n=¢=0) =(b,)

o) =18.0h, - (h, "¢ hib, - (h T ve b, - (ha " {ze Db, )

Les termes ({bx> et <by>) de la matrice gradient de membrane [Bg“] ainsi que celui (<b2>)

de la matrice gradient de pincement [BE] sont les dérivées de la fonction de forme {N}

(voir relation 1.55), respectivement par rapport x, y et z, calculées en § =n = (=0.
{Ui}, {Us} et {U‘;} sont les translations de I'élément « brique » de type solide-coque dans

le repere local ; tous les détails de I'établissement de ces relations liées a la formule (l111-
3), sont donnés le chapitre 1.

[11.B.1.a) Déformations de flexion

Les déformations de flexion a considérer ici pour I'élaboration de I'élément solide-coque
SB8DK24 sont celles de I'élément coque DKS16, amplement détaillées dans le
Complément V. Mais il importe dans la relation exprimant ces déformations de transformer
les translations aux nceuds de I'élément « brique » de type solide-coque en des
déplacements des nceuds du quadrangle ainsi que les rotations aux milieux des c6tés. On
reprend donc les déformations telles qu’établies par les relations (CV-46) et (CV-45) du
Complément V :

)=z 1) = 2[BS 0. |+ B3 )8, ) (111-4)
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Ou {Ue} représente les translations de I'élément dans le repere global et {®} les rotations.

La matrice gradient de déformations de flexion est une superposition des
matrices [Bﬂ]et [Bg] mais lorsque linfluence du gauchissement - dont la nécessité
apparait principalement di a un coefficient de stabilisation de membre trés petit (environ

10™), doit étre prise en compte alors il faut ajouter la matrice [Bp”‘] a [ij] avec :

py24 py3l py42 py13 0 0 0 0
i Pya {[RU]} (“I'5)

ZA. 0 0 0 O [ Pyaz | Pxis | Pyoa [Rv
Pyxaz | Pxas | Px2a | Pxar | Py2a | Pys1 | Pyar | Pyas

7 -

Les termes de la matrice [Bp’“] sont les projections des normales a la surface aux
noeuds; [RU] et [RV] les matrices de passage du repére local au repére global données
par les relations (CV-15) et (CV-16) du Complément V.

(1) Transformations des translations normales

Les quatre nceuds (1, 2, 3, 4) du quadrilatere DKS16, considéré comme plan de la
« brique » SB8y24 démunie de sa flexion et de son cisaillement transversal, se situent
respectivement entre les noceuds sommets (i et m), (j et n), (k et 0) et (I et p) de ce solide-
coque (Figure 111-3). Etant donné que ce sont les translations normales et les rotations des
milieux des c6tés de cet élément coque qui sont intéressantes pour mettre en place la
flexion, il sera donc question de transformer d'abord ces translations normales en
déplacements aux noeuds de la « brique ». Ensuite les rotations vont étre transformées en
translations aux nceuds de la « brique ».

La translation normale du nceud 1 du quadrilatére est la moitié de la somme des
translations normales des nceuds i et m de la « brique ». Les translations normales des
autres nceuds du quadrilatere sont aussi, pour chacun d’eux, la moitié de la somme des
translations des nceuds d’au-dessus et d’en dessous appartenant au SB8DK24.

Ul

1
2
1 (111-6)
2

C
——
+

v+ 10,

Dans le repere global, chaque nceud est muni de trois composantes de translations
(Uy U, U,) quel que soit le type d’élément.

A la lumiere de la relation entre les translations d’'un quadrangle et celles d'une
« brique » de type solide-coque, on peut donner une nouvelle dimension (3x24) a la
‘contribution’ en translation normale de la matrice gradient de flexion qui était de taille
3x12. En effet, en tenant compte de la relation (111.6) dans la contribution en translation
normale de la matrice de flexion, on peut écrire :

B210. j=v2[B] | [BL]- 0.} (11-7)
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Ou {Ue} représente les translations des nceuds du solide-coque SB8DK?24, identiques a
celles de SB8y24 (voir la relation 1.60 du chapitre 1)

(2) Transformations des rotations

En prenant le DKS16, bien détaillé dans Complément V, comme la surface milieu du
SB8DK24, les degrés de liberté en rotation aux milieux de ses cbtés se situent aux milieux
des faces « paralléles » a I'épaisseur de la « brique ».

Au milieu de chacune de ces faces est défini un repére local (Figure I11-3 suivante) ou
s’établissent les relations entre les rotations des milieux des faces et les translations aux
nceuds de la « brique » SB8DK24.

a — repére local sur une face du SB8DK?24 b —angle dans le repere
Figure 111.3 Repéres locaux des milieux des faces

Pour ne pas surcharger la figure 111-3-a, un seul repere local (as, S, F5) est lié a la face
(i, j, n, m) dénommeée face 5 puisque portant la rotation 6, et c’est seul ce repere qui sera
detaillé ici, les autres se définissant de la méme maniere.

Les autres faces, relatives aux rotations 6,,0,,0,, sont notées 6, 7 et 8 et portent
respectivement les repéres locaux (G,3,.%, ) , (G,.5,.F,) €t (G5.5,.7;)-

Dans la description du repere local (a5,§5,F5) de la face 5, il convient de posséder les

vecteurs ab et cd a partir des points a, b, ¢, d sur les c6tés de la face considérée (Figure
I11-3-b). Il faut noter que le segment [ab], dont 5 est le nceud milieu, représente le coté du
guadrangle DKS16, par conséquent il est logique que sur cette face se retrouve I'angle de
rotation recherché 6. Les formules qui suivent permettent d’avoir les vecteurs de base r

et s gu’on identifie dans I'ordre a z et x de la face considérée.

Pour la face 5, on définit :

-G, 5,8 =5,
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On considére le vecteur normal n, colinéaire & T, et le vecteur tangent t, colinéaire a s,
de fagon a projeter I'angle de rotation 6, (voir figure 111-3 précédente) tel que :

0, =0, N, +0, L.

Les composantes de cet angle sont définies par les relations qui suivent :6,; =w,y (dans
Complément VI, on a posé que 6, = 6,;) qui provient de la relation de gradient :

0, = grad(w)-n) et 0,, - Yoo

5

La relation suivante relate des « rotations » qui s’effectuent au centre de la face i, j, k, .

===

WoX| 1 Y Y YoV [V Y Y Ya |
Wy 2-A [ Xy =X [ X=X, [ X =%, | X, =X )

=

Et c’est la seconde ligne de cette relation matricielle, dérivée de la translation normale par
rapport & la variable y, qui correspond a la rotation recherchée (Figure 111-3-b) dans le
repéere local :

X — X - X — X - X
0 :W,yzb-wi+x' Xn "W+ LT .w, +Xn Xi W, (11-8)
2-A 2-A 2-A

Pour permettre une simplification en écriture, on pose :

Xy — X, X —X
p - m "% oo 2 XiTXa 11-9
°2.A, Qs 2.A, (11-9)

Ou As représente I'aire de la face 5 (voir Figure 111-3-b).

Le vecteur r ayant été identifié a z, dans le repere local lié a la face 5 (Figure 111-3-b),
on considére z, (zsX, zsY et zsZ : projections sur les axes du repére global) en lieu et

place de r, de sorte qu’on puisse adapter la matrice de passage (relation I1I-1 a 111-3).

Ceci, afin de transformer les translations normales (I11-8) en translations
<Ui> = <UXi | Uy, | UZi>’<Uj>=<UXj | UYj | UZj>'<Um>:<UXm | Uy | UZm>'<Un>:<UXn | Uy, | UZn>
exprimées dans le repére global.

L’angle de rotation au milieu de la face 5 s’exprime donc sous la forme suivante :

e5 :<P5 'st | I:)5 'ZsY | P5 'Z5Z>'{Ui}+<Q5 'st | Qs ‘ZSY | Qs ‘ZSZ>'{Uj}
+<_Qs 'Z5X | _Qs 'ZsY | _Q5 'ZSZ>'{Um}+<_P5 'ZSX | _P5 'Z5Y | _Ps -Z5Z>~{Un}
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Les expressions des angles de rotation 6.,6,,0,,0, en fonction des translations des

nceuds sommets du solide-coque dans le repére global de chacune des faces sont telles
gue, pour chacun des angles, la procédure de transformation est identique a celle de la
rotation 6, mais en prenant le soin d’étre sur la bonne face a chaque fois :

95 =<P5 'st | Ps 'ZsY | P5-ZSZ>-{Ui}+<Q5 'ZSX | Q5 -Z5Y | Qs 'Zsz>'{uj}
+(-Q5ZsX | = Qg+ ZsY | = Qs - 25Z) - U} + (- Ps - 2 X | =Py - 2,Y | -Pg - 2,Z)- U, }

0 = (P - 26X | Py - 2o | Py -2,Z) - U, |+ (Qs - zx|Q6 2, | Qg -2,2)- {U,}
+(- Qg 2gX | = Qg+ ZsY | = Qg - Z6Z) - {U, f+ (—Pg - ZeX | =Pg - 2,Y | = Ps - 2,Z) - {U, |
0, =P, z,X|P;-2,Y | P,-2,Z) - {U,}+ <Q7 z,X|Q,-2,Y |Q,-2,2)- U}
+(-Q,2,X|-Q,2,Y | -Q,-2,2)- U, }+ (-P, -2, X | =P, -2,Y | =P, - 2,2)- U, }
6 =<P ZX|P ZY|P ZZ> { |}+<Q8'ZBX|Q8'ZSY|Q8'ZSZ>‘{Ui}

(- Qq - ZgX | ~Qq - ZgY | = Qg - Z5Z) U, |+ (= Py - 2gX | =Py - 2,Y | =Py - 2,Z) - {U,,}
(11-10)

La forme matricielle de la relation (I11-10) permet de tirer la matrice de transformation
[T] des translations de I'élément « brique » de type solide-coque en rotations des cotés du
quadrangle DKS16. La transposée de cette matrice de transformation notée '[T] est :
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I:)5 'Z5X Qs 'st W
P5 'ZSY Qs 'st
I:)5 'Z5Z Qs 'st

Q. -z.X Ps-z,X
Q. -z.Y Ps-z,Y
Q.-z.Z Ps-z,Z
Qg -2, X P,-z.X
Qs -Z,Y P,-z,Y
Q2,2 P,-z,Z
Q,-z,X Py -zgX
Q,-z,Y Pg -z, X

T[T]: Q7 'Z7Z Ps ZBX
-P,-z.X -Py -z, X
-P,-z.Y -Py -z, X
-P,-z.Z -Py -z, X

—Q. -z X | =P, -z X
-Qg-z.Y | =P, -z,Y
-Q.-z.Z2 | -P,-2,Z
A Bl A (111-11)
-Q¢-2,Y | -P,-zZ,Y

-Q¢2Z2 | -P,-2,Z
—Q7'Z7X _Qs'zsx
—Q7'Z7Y _Qs'zsx
_Q7'Z7Z _Qs'zsxj

[11.B.1.b)Déformations non nulles

Grace a toutes ces transformations opérées précédemment, on obtient I'expression des
déformations suivantes, propre a I'élément SB8DK?24 :

Ua
Uy,
‘. Uz
ey | [BB"]+Z-[%[BE]| [ij]+[B§1[T]] | _ Uy (111-12)
26, | BBl ||
€, Uz,
LJXS
Uye
Uze

(24x2)
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On pose [B] la matrice gradient complete des différentes matrices gradient des
déformations de I'élément SB8DK24 ou [BBLMZ) et [Bg](m) proviennent directement de la
formulation de I'élément coque DKS16 (Voir Complément V) :

o) | Be Lz kil il alir] |
- rlec]

Et les déplacements du SB8DK24 dans le repére global sont :

(Ue)=(Usa [Uys | o [Ugs [Ugs | | Ugs [Uyg | Uyg | Ugg ).

II.B.2. Matrice de raideur élastoplastique [K,,]

[11.B.2.a) Calcul des matrices de raideurs

La matrice de raideur due aux effets de membrane, de flexion (pas de CT) et de
pincement est obtenue en utilisant le Principe des Travaux Virtuels. Les contraintes et
déformations utilisées sont liées par la loi de comportement élastigue linéaire {c} = [D]- {¢}

en état plan de contraintes sauf E sur la diagonale pour la relation entre ¢, et g, et:

<G> = {G}T = <Gxx | Oyy | Oy | GZZ>’

(6) = o} = (o | 2y | 28 | 2)

Dans un contexte de plasticité, il est impératif d’utiliser a la place de la matrice [D]
élastique, la matrice comportement élastoplastique [D®] dont I'expression est :

[P]- taj(@)p]

p]-pp}- 2L el

H'+(a).[D]-{a}

Cette matrice a été sommairement explicitée dans la relation (I-74) du premier chapitre et
est simplement rappelée ici.

Par ce Principe des Travaux Virtuels, et spécifiguement dans le calcul du travail virtuel
interne P, ou est utilisée la relation (111-12), on établit simplement la matrice de raideur

int

élastoplastique de I'élément SB8DK24 comme suit :

B = J[[0)- to}-av = [[[(8)- ]t av = (0,)- (] "B)- ] - o) 0.} = (0. k., ] 0.

k., ]=[[["B]-o*] B]-av=A["" "[B]P*] [B] 02 (111-13)

En outre, lors des grandes transformations, il faut tenir compte de la matrice de raideur
due aux contraintes initiales par la matrice de raideur géométrique suivante :
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Ko l= Koo+ Koy ]+ [ g (111-14)

ot Koo "By} NM By JA. Ko B - INI B, 1A et g FT By ] INI- B JA

Dans ces matrices de raideur, comme dans le Complément VI, les matrices gradient
géométriques sont calculées en fonction des vecteurs de Hallquist :

Bil-| o[l B[ e B

Et les efforts normaux {N} (voir la relation CI-5 du Complément 1), utilisés, sous forme
matricielle [N] pour la formulation des raideurs géomeétriques, sont rappelés comme sulit :

N c
N N XX XX
[N]:L\IXX ny} avec N, :J'h/z G,y -0z

—h/2
Xy vy
xy Xy

Et les matrices de passage dans les formules des raideurs géométriques sont :

(XX | xY | xZ i
xX | XY | xZ
R,]=
8x24
i XX | XY | XZ |
yX | yY |yz ]
X|yY |yZ
[Rv]_ YALYY | Y
8x24
i yX | yY | yZ|
zX | zY | zz |
zX | zY | zZ
R, ]=
8x24
zX | zY | zZ]|

La matrice de raideur élastoplastique [Kep] doit étre arrangée dans le repére global,
conformément & la relation P,, +P,, =0 ol P,, =<Ue>.{F}, de sorte que :

int

Koo JU ) = F} (I11-15)

avec (F) . =(Fq [Fyy [Fz |- [Fxa || Fyo | - | Fy5) les efforts dans le repére global
sur les huit nceuds de I'élément de type solide-coque SB8DK24.
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[11.B.2.b)Contraintes

(1) Contraintes des effets de membrane, de flexion et de pincement

En prédiction élastique, les contraintes recherchées s’obtiennent en utilisant les trois
premiéres déformations de la relation (I11-12) pour les effets de membrane et de flexion et
la derniere déformation pour I'effet de pincement, grace a la formule suivante :

Gy E 1|v 0 g;;; Koo
Wi = v vil 1O (ep r+z:4 K, ;)i 0, =E-g, (111-16)
_ e d
w 0102 2K,

ou E est le module de Young et v le coefficient de Poisson

(2) Effets de cisaillement

Pour ce qui est des effets de cisaillement, on doit remarquer que la théorie discréte de
Kirchhoff suppose des déformations de cisaillement transversal nulles. Il sera question
plus loin de la stabilisation et des conséquences de la nullité de I'énergie de déformation
de cisaillement transversal.

[11.B.2.c) Efforts internes

Les efforts internes a I'élément d’aire A et d’épaisseur h, dus respectivement aux effets
de membrane, de flexion et de pincement sont donnés par la relation qui suit :

h/2

F "Bl ([{o}-d2)-A (111-17)

“h/2

ot les contraintes "{s}=(c)=(c,, | 5,, | 5, | o,,) établies dans la relation (l11-16) sont

intégrées aux points d’intégration de Lobatto dans la direction de I'épaisseur et la matrice
gradient de déformations est donnée dans la relation (111-12).

[1.B.3. Matrice de raideur pour la stabilisation [Kgap]

Comme ['élément SB8DK24 a été formulé en combinant les caractéristiques et
propriétés d’'un élément solide coque SB8y24 et d'un élément coque DKS16, il va de soi
gu’il hérite en méme temps de leurs défauts — les modes hourglass — qu’il importe de
corriger. Par conséquent, il faut assurer la stabilisation des modes a énergie nulle
introduits par I'élément SB8y24 et de ceux dus a la considération de la flexion du DKS16
dans cette formulation. Et puisqu’il n’est pas question du cisaillement transversal dans la
théorie discrete de Kirchhoff — les déformations &, et gy, sont nulles —, il faudra assurer la
stabilisation des modes a énergie correspondants. On résume dans la figure suivante

(Figure 111-3) les modes a énergie nulle du solide-coque SB8DK?24 a stabiliser.
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Figure 111.4 Modes a énergie nulle du SB8DK24 a stabiliser

[11.B.3.a) Stabilisation des modes a énergie nulle introduits par I'élément SB8y24

Comme il a été montré dans le premier chapitre, la stabilisation des modes {h3} et {h4}
assure la stabilisation des effets de membrane, de flexion et de pincement. La stabilisation
particuliere du cisaillement transversal avec champ assumé fait qu’il n’y a pas besoin
d’ajouter les termes manquants des modes {h1} et {h,}. Ceci, pour I'élément SB8y24.

Or, le fait que les contraintes de CT n’apparaissent pas dans I'élément SB8DK?24, fait
gue les termes mangquants de {h;} et {h,} doivent donner lieu & une matrice de stabilisation
propre a ces modes quitte a utiliser un facteur multiplicateur petit. La combinaison de ces
deux modes sont ceux qu’on a eu a nommer « torsion libre » dans le premier chapitre. A
cet effet, on procédera donc aux calculs successifs des matrices de raideur de
stabilisations des parties manquantes des modes {h1} et {h,}, puis de celles de raideur des

modes {hgz} et {h4}.
L’autre partie des instabilités (figure 1ll.4-c et f) semblent étre évitées, peut-étre par la
stabilisation ‘intrinseque’ du DKS16.

En effet, en reprenant la méme matrice gradient de stabilisation [B®] (relation 1-104 du
Chapitre 1) pour stabiliser I'élément solide-coque SB8y24, la stabilisation en membrane, en

flexion et en pincement de la brique de type solide-coque est assurée.
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jlm(<Y3> + C<’Y4 >)
B:]- T,6(15) + &(r.)

Joa(n{y,) + E(y,) + En(Y,))

Le terme J;;(n(y, )+ &(y,) & la 3°™ ligne et 3°™ colonne de cette matrice provient de la

matrice gradient de stabilisation des modes {hi} et {h,} [Biz] (relation 1.78 du premier
chapitre) dans laquelle tous les termes non diagonaux deviennent nuls pour une
« brique » réguliére. Mais ce terme participe a ce niveau seulement a la stabilisation en
pincement comme donné dans la matrice de raideur de stabilisation ci-apres, exactement
la méme pour I'élément SB8y24 (voir chapitre 1) :

K K =Hu (L + ZM)fE[{Ys}-{Ys }T + %{74}-{74}T]
[KS]: K3y Ky = Haoo (0 + ZH)fE[{Ys }-{Ya}T +%{74}-{Y4}T]
K2 K3, = H33EfE[{ 1}{ 1}T + {Yz}-{72 ' +%{Y4}-{ 4}T]

[11.B.3.b)Stabilisation des modes autres a énergie nulle

Il a été dit précédemment que les termes manquants des modes {h;} et {h,}, dus a
'absence des contraintes de cisaillement transversal (CT) dans I'élément solide-coque
SB8DK24, doivent donner lieu a une matrice de stabilisation propre a ces modes quitte a
utiliser un facteur multiplicateur petit. La combinaison de ces deux modes sont ceux qu’on
a eu a nommer « torsion libre » dans le premier chapitre et qui est rappelée par la figure
ci-apres.

/‘\Z
— - =+ 7
7|
5/ 6/
! \
// \\ //
45 L \
P S
-~ 3
£ 74
1 2 X

Figure I11-5 Mode « torsion » libre

Le terme Jy;(n(v,) +&(y,)) est pris en compte cette fois ci pour calculer les déformations
suivantes (déplacements suivant x et y) utiles a la stabilisation de cette ‘torsion libre’ :

2qxz = j33 (T]<Yl> + §<’Y2>) {Ui }
24, = Jyy (n{y,)+ &y, ) U }

Ces déformations utilisées dans I'équivalence énergeétique suivante :

2
j”<2qxz 2q Z> H e dv permettent de tirer les termes des matrices de raideur de
’ u](24,,

stabilisation [K'] et [K®?] liées & ces modes, dans le repére local :
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[Ksl]: {Kfol( } ) [Ksz]: {Kii } avec Kii = 2323 %U-fE[{Yl}'{Yl}T] = K;l/ (111-18)
Ki; K;z/ K = 5 %u-fE[{Yz }-{Yz}T] = K)S,i

Car m'nzdv =V/3, '”J'izdv =v/3 .mizgzdv :Ijjnzgzdv :m.iznzdv =Vv/9

Ces matrices de raideurs sont a s’ajouter a la matrice de raideur de stabilisation
précédemment donnée [K®].

Nota : le facteur fg intervenant dans les matrices [K®'] et [K®?] peut étre pris vraiment petit
(10°®) ; ce qui importe, c’est d’'empécher la « torsion » libre montrée dans la figure I11-5.

lII.C. EIément solide-coque a 9 nceuds de type Kirchhoff : SBODK25

Pour obtenir cet élément, on ajoute un nceud supplémentaire au centre de la « brique »
SB8DK24 comme cela a été fait pour avoir I'élément coque-solide DKS18 dans [11] et
rappelé au début de ce chapitre ou bien pour formuler I'élément solide-coque SB9y25. Le
nceud central de ce nouvel élément de type solide-coque est muni par contre d’une seule
translation normale dans la direction de I'épaisseur, exactement comme pour I'élément
SB9y25 détaillé dans le premier chapitre. Cette translation suivant I'axe z est notée wy.
Les autres translations normales aux huit (8) nceuds de I'élément sont notées :

T{U§}=<U§>=<Wl Wy, [ Wy W, [ Wy [we [w, | wg) (111-19)

I11.C.1. Déformation normale

Pour pouvoir disposer d’'une déformation normale linéaire, on postule le déplacement
normal quadratique w(z) d’expression suivante :

2

z° 1, . _ zZ1, . _
w(z) =C—2(;(W9 +W9)_W9)+EZ(W9 — W) + W, (111-20)

avec - Wg = (Wg +Wg +W, +W,y)/4 :
Wy =(W, +W, +W, +w,)/4

C= > ou h est I'épaisseur de I'élément.

En dérivant ce déplacement quadratique par rapport a la variable z, on obtient la
déformation normale linéaire qui suit :

e z,1 1 1
e, =(b,)-Us}+ 23(§<S>{Uz}‘g""9) (111-21)

avec (S)=(1]1|1|1[1]1|1]1)
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Remarque :

Figure I11-6  Déplacement wg

Si, a la place du déplacement « complet» wy, il est préféeré I'utilisation de I'accroisse-
ment de translation w, (par rapport au déplacement du centre de la brique) de sorte que

1 — * 3y - - - -
w, =—(Wg +Wy) + W, alors I'expression de la translation normale quadratique devient :

°T
2
W(z) = w1+ D)+ 2wy (- 2) + wi(1-2) (111-22)
2 (o 2 C C

Et, bien évidemment, la déformation normale change aussi d’expression :

N 2z

e = o (W W) =S5 (W = (W3 +wy)) devient: &, =~ (w; —w3) —25 -w; (111-23)
C o

“  2c c?

[11.C.2. Efforts nodaux équivalents a une pression

Ici vont étre présentés les efforts F, (n=1..9 : voir la figure Ill-6 suivante) équivalents a
une pression normale constante ‘p’ qui s’exercerait sur la face inférieure de I'élément

« brique » de type solide-coque SBODK25 pour que la contrainte normale o, varie de
facon linéaire dans I'épaisseur et s'annule sur la face supérieure :

o, ==(%-1-p (111-24)
2 C

En notant Ap I'aire de la surface moyenne et puisque wg est le déplacement réel et non
pas - w, -, il convient d’avoir :

SR, =pAG 2 (5 + ;) + [ ([ 60 ()-d2)OS (1129
n=1

L'expression de cette intégrale ci-dessus en fonction des déplacements normaux
s’établit comme suit :
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c . c1,Z 1W —Wg Z 1W,+W, W
[L8n-0u0)-dz=p[ ~(C-D.C = —2+25C =22 -=2)).dz
c c2C 2 C c 2 c c
P, Wy —W, 1TWg+W, Wy, C° 2
=P 2c) +p(t 2" e  Tey> 2
4( )+p( c c c? 3
Wo —W 2 WS +WwW
=p(- 92 9+§( 92 = —wy))
-1 ., 2
:p(gwg_gwg §Wg)

Alors pour une « brique » de forme réguliere, les efforts nodaux équivalents a la pression
sont (figure 111-6) :

F=F,=F,=F, =—pA, ; F, =F, =F, =F, =~ pA, ; F, =—2pA, (111-26)
12 3

Nota : ici, p est positive (suivant la normale) et donc supposée agissant sur la face (1, 2, 3,
4). Si p est négative, alors il est considéré qu’elle agit sur la face 5, 6, 7, 8).

Figure 111-7 Efforts nodaux équivalents a la pression normale

Remarque :

Il peut sembler étonnant d’avoir des composantes de forces équivalentes sur les nceuds
5, 6, 7, 8 quand la pression agit sur la face (1, 2, 3, 4). De fait, si on utilise wg au lieu de
Wg, on obtient alors une répartition plus « physique » :

p>0: FleZ:Fa:FLl:%pA0 ;Fg:—EpAo; F,=F=F =F =0
3

p<0: F, =F,=F, =F, =0; F,=--pA,; F, =F, =F, =F, =_pA,
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lII.D. Annexe: Présentation sommaire du solide-coque DKB24

L’histoire du développement de la brigue DKB24 est décrite par le schéma de principe qui
suit, ou les degrés de liberté sont exprimés dans un repere local :

DKS16
Coque quadrangulaire avec
3 translations/nceud sommet
+ 1 rotation/nceud milieu de coté

Ajout d'un pincement Ap par Ajout de deux pincements p+ et
noeud sommet du DKS16 p- par nceud sommet du DKS16
DKS20 DKS24
Coque quadrangulaire avec Coque quadrangulaire avec
3 translations/nceud sommet 3 translations/nceud sommet
+ 1 rotation/nceud milieu de co6té + 1 rotation/nceud milieu de co6té
+ 1 pincement/nceud sommet + 2 pincements/nceud sommet
Transformer les 20 degrés de liberté du Transformer les 24 degrés de liberté du
DKS20 en 24 degrés de liberté du DKB24 DKS24 en 24 degrés de liberté du DKB24

DKB24
Brique de type solide-coque
a 8 noeuds avec
3 translations/nceud sommet

Figure 0 Procédure d’élaboration de I'élément DKB24

[11.D.1. Déplacements locaux et rotations locales

(Us, Vg, Wa)

+ (U2, V2, Wy)
Ahy X +
Ah,

Figure 1 Géomeétrie de I'élément coque DKS20
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[11.D.2. Déformations locales

[11.D.2.a) Déformations de membrane

En effet, la forme globale de la déformation en membrane du DKS16 étant :

er = By Hu.}

[11.D.2.b) Déformations de flexion

e t=z i = 2 B3 LU, 1+ B2 He. )

[11.D.2.c) Déformations de cisaillement transversal

2-¢, 0, +w,x +2z/h-Ah,x 2-¢, z/h - Ah,x , Ah,x/h car 0, +w,x=0
= - = = .
2-¢, -0, +w,y +z/h-Ah,y 2-¢, z/h-Ah,y Ah,y/h -0, +w,y=0
Ah, Ah,

{Ah,x}_ 1 [Y2_y4 |y1_y3 |y4_y2 |y3_y1] Ah, {<b><>:| Ah,

Ahy[ T 2.A X, =%, [ X3 =X, [ X, =X, | X, — %, | |Ahy[ [(b,)| |Ah,
Ah, Ah,
Ah,
2:-¢,| [z/h-Ahx (b)] |an,| .
{Z-Syz}_{z/h.Ah,y_Z/h.&byﬂ' Ah, -z plia)
Ah,
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[11.D.2.d) Déformation due au pincement

€, =W,,Z=—

€z = [BZ]' {A}

l11.D.2.e) Déformations totales

Uy
Uy,
SXX ;
e, Yz
2., {[Bgn]”.[sg] | zBy] | } 18
2¢,, ‘ ‘ Z'[BC]+[BZ] (6x20) | ——
2, 6_8
€2 (6x1) A—hl
A_h4 (20x1)

o feskel| el | ]

(Ue) = (Usa [Uys | o[ Uz | 05 | .| 8 [ ANy | .| Ahy).

(1) Transformations des translations

Dans le repéere global, chague nceud est muni de trois composantes de translations
<Ux UY Uz>

(2) Transformations des rotations

05 = (Ps - ZsX | Py -25Y | Py -2,Z)- U1+ (Q, zx|Q5 .Y | Qs -2,2)- U}
+(-Qs2gX | = Qg+ ZsY | = Qs - 25Z) - U, }+ (- Ps - 25X | =Py - 2,Y | -Pg - 2,Z)- U, }

0 = (Ps - ZoX | Ps - ZoY | Ps - zz>{ +(Qs - zx|Q6 2sY | Qq - 2,Z)- {u}
< Qe z X| Qe ZY|_Q6 ZZ> <_P6'26X|_P6’ZGY|_ 6’ZGZ>'{U0}

0,

(P, -z, X |P,-2,Y | P, -2,Z)- {Uk§+<Q7 z,X|Q,-z,Y|Q,-z,Z)- U}
<_Q7‘Z7X|_Q7'Z7Y|_Q7'Z7Z>'{Uo}+<_P7'Z7X|_P7'Z7Y|_P7'Z7Z>'{Up}

68 :<P8 'st | Ps 'ZsY |P8 'Zsz>'{U|}+<Q8'28X | Qs 'ZSY | Q8-282>-{Ui}
+<_Q8'st|_Q8'ZsY|_Q8'ZSZ>'{Up}+<_P8'ZBX|_Ps'ZsY|_P8'Zsz>'{um}
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(3) Transformation des pincements
Pour le DKS20, le pincement est défini par la fonction : f(Ah,)=z/h-(w, —w,) .

Pour le DKS24, cest la fonction :f(h;,h; )=2.22/h%.(h; —h; )+ z/n.(h; +h;) qui défini le
pincement ou :

hI =W, —W, =W, _(Wm +Wi)/2:(wm _Wi)/z

hy =w, -w, :(Wm +Wi)/2_wi :(Wm _Wi)/z

Aprés avoir opéré des simplifications, la fonction liée au pincement du DKS24 devient :
f(h;,h; )= z/h- (w,, —w;,). Cest donc une fonction linéaire identique & celle du DKS20.

Ce qui justifie le passage par DKS20 qui présente une fonction linéaire en pincement
simple & manipuler.

Ah, =w, —w, =(zX zY zZ){U,}-(zX zY zZ){U,}
Ah, = w =<zx 2Y 2Z){U,}-(zX 2Y z22);}
Ahszwo—wk:<zx zY zZ2)U,}-(zX zY zZ){U,}
Ah, =w, —w, =(zX zY zZ){U,}-(zX zY z2){u}

(4) Matrice de transformation [T]

En harmonisant toutes ces transformations sous une seule forme matricielle, on arrive a
mettre en place la matrice de la transformation des degrés de liberté [T] suivante :
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12

12

12

2

12

2

12

12

12

12

12

Py -z X | * | Ps-2sZ | Qg2 X | * | Qg-2.2

Pg-zgX | * | Ps-zgX * * 1Qg-24Z
P,-z,.X| * * * *1Q,-z,Z
Qs -ZgX | * | Qg-25Z * ¥ | Ps-zeZ
—-zX * -zZ
-zX * -2Z
-zX * -zZ

—-zX | * -zZ

12

12

12

12

12

12

12

12

12

12

12

12

P,z X | * | * * * | -Qy-2.Z
Pz X | * * * * 1 -Qg-2sZ

-P, -z, X | * * *l* 1 -Q,-2,Z
—Pgz, X | * | * o B I © Y P4
zX zY | zZ

zX * zZ
zX * zZ
zX | * zZ

La matrice [T] sera utilisée pour transformer la matrice de raideur éventuellement
élastoplastique du DKS20 en une matrice de taille 24x24 de I'élément DKB24.
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[11.D.2.f) Déformations pour la stabilisation des modes ;h;} et (h,}

Ici n’est montré que ce type de stabilisation qui est un peu particuliere, le reste étant du
méme genre que ce qui a été présenté dans le corps du chapitre, il n’est pas jugé utile de

le reprendre ici.
; !

,
! \ S
' \ \\
:
! ,
I N \\

Figure 2 modes « 12 »

La figure 2 ci-dessus représente les deux modes a énergie nulle {h;} et {hy} qu'on
regroupe ici sous le nom de modes « 12 » et qu’'on peut retrouver au chapitre | sous la
dénomination de torsion libre (figure 1.12 et 1.12.bis).

Lorsqu’on combine les deux schémas de cette figure, on a I'impression d’avoir affaire a
un cube en torsion.

La torsion du cube DKB24 va étre simulée grace aux rotations de la matrice des
déformations d’'un élément dans sa formulation générale.

En effet, une matrice des déformations est constituée classiquement de deux parties,
une faite des dilatations sur la diagonale de la matrice et l'autre faite des rotations, on
considére ici la matrice faite de la partie avec des rotations:

1 uy—-Vv,X | Uz-w,Xx
Q=E~ V,X—-U,Y V,Z—-W,Y
W,X—-U,Z | W,y —V,Z

Les composantes en rotation de cette matrice de déformations sont obtenues a partir de la
relation suivante :

o, X ®, - Z-0,"Y o, =W,y—-V,Z
O, FATY =10, X—0,-Z} ou : ®, =U,Z—W,X
o, z o, Y=o, X ®, =V,X—-U,y

En prenant la face de dessous de la brique de nceuds i, j, k, | (Figure 2) pour y effectuer la
dérivation des translations u et v par rapport aux variables x et y conformément a la
formule

f. f

{f,X}: 1 {yj'_)ﬁ |yk -V |y|_y]' |yi_yk:|‘ f, _ 1 {yu |yki | Y |ylk} fJ’
By 2 AT X=X [ X = X =X ) =X Rl 20 AT D) x| x| x|

f fi

Les dérivées suivantes sont fonction des translations des nceuds dans le repeére local
(Figure 2) et doivent étre exprimées dans le repére global par I'intermédiaire des matrices
de passage [R,]et [R,]
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Yi Vo4 Yii Vo4 Yy V. + Yik

vV, X = — VY — Vi — Vg —V
2-A 2-A 2-A 2-A
X ) X )

uy = I]_'ui Xlk_' j ll_'uk Xkl_'U|
2-A 2-A 2-A 2-A

A partir de ces dérivées, on obtient sur la face de dessous d’aire A~, faite des noeuds i, |,

k, I, la rotation ®, qui représente I'angle de rotation de cette face par rapport a la face de
dessus :

l'JXi
X, . X. ) X. _
o, = —"7-xX+—y”7-yX —“7-xY+—y“7-yY L. xZ+ y"f-yZ AU, ¢+
2-A 2-A 2-A 2-A 2-A 2-A U
Z
Uy
__2551_:_. XX + —_éfkl_:_, )/)( )(ki —. XY + )/ki —. )/\/ __3551_:__ xZ + )/ki . )/ZZ ) LJ\f +
2-A 2-A 2-A 2-A 2-A 2-A UJ
Zi
LJXk
Xji : X, . X, _
—”'xX+L-yX L XY+ Yy -yY —".xz+L.yz Uy, b+
2-A° 2-A° 2-A° 2-A° 2-A° 2-A° U
Zk
LJX|
i yxy Y yx Ky Yy X ym 0 Yie gy
2-A° 2-A° 2-A° 2-A° 2-A° 2-A° U
Zl

Et en procédant de méme sur la face de dessus, constituée des nceuds m,n,o,p et d’aire

A", on a la rotation ®, qu’on assimile a I'angle de rotation de cette face de dessus par
rapport a la face de dessous :

UXm
X X X
0, = LXX+LyX LxY_F&yY np XZ + ynp yZ UYm +
2-A" 2-A" 2-A" 2-A° 2-A" 2-A"
UZm
UXn
Kmo_yxp Imo_yx Emoyyy mo Lyy Xmo yzy Yme Lzl oy Ly
2-A" 2-A° 2-A" 2-A" 2-A" 2-A°
UZn
X X X Yo
P -xX+h-yX Ly 4 Y yY m_. Yon yZ)-3U,, ¢t +
2-A" 2-A" 2-A" 2-A" 2-A" 2-A"
lJZO
X X X Vs
om_ x4 oy Kom iy Fom oy Kon Lz Yem g7 0y
2-A" 2-A" 2-A" 2-A" 2-A" 2-A" U
Zp

Pour avoir la matrice gradient liee aux effets de torsion des « modes 12 », on considere
la « brique » DKB24 comme une poutre de section elliptique qui serait soumise a une

torsion telle qu'une section tournerait dans le sens opposé de l'autre. On peut exprimer
I'énergie de torsion comme suit :
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1
Etorsion = _Mt -0
2
Ou: -0= % = GMtJ est I'angle de torsion par unité de longueur,

- o est la rotation d’'une section par rapport a la section de référence,
- | est le moment quadratique de la poutre.

-G= _E le module de cisaillement ou module de Coulomb.
2(1+ v)
Soitalors  E, ., = (@; _ (,);).E(m; _ m;)
2L
On pose : (0; o) =By ] U} avec :

_(xj,-xX+yj|-yX) A | *|*

(xIj XX+, -yX)/A’ *

[Btor]:

(Xik'XX+yik'yX)/A_ T

(xnp-xX+ynp-yX) AT | *|*

()(rno XX+ Yimo yx)//A+

(xpn-xX+ypn-yX) AT | x| *

()(on1 XX *Yom ‘)/)()//\-F o

Pour calculer la matrice [K‘S"t;b], on reprend I'énergie de torsion ou le module de

cisaillement G est multiplié au préalable par un facteur 1=5.10 [5] pour une stabilisation
physique :
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*

G.J
2L

*

{o;—0}), G =h — = avec A=5.10" et v=03

2(1+v)

En tenant compte de la matrice gradient [B, | spécifiant la différence des

.- +
Etorsion = ((Dz - ('Oz)'

rotations(m; - m;), on peut réecrire I'énergie de torsion comme suit :

£ = (0| B} G B 0

La matrice de raideur pour ce phénomene de pseudo torsion sur I'élément solide-coque
est donc:
T G'J
[Ktsf)t;b]: [Btor]'Z'[Btor]

Le calcul du terme d’inertie J nécessite la considération de deux facteurs classiques kget
k. d'une poutre de section rectangulaire (voir figure3ci-apres) en torsion ou peut étre
inscrite la section elliptigue de I'élément brique. Et on suppose que l'aire de la section
elliptiqgue est sensiblement égale a celle de la section rectangulaire.

Figure 3 Géométrie d’'une section rectangulaire

Pour une section de hauteur h et de largeur b, le tableau ci-dessous faisant apparaitre les
deux facteurs kg et k. en fonction du rapport h/b est utilisé
J=kgy-h-b* M, =K, -1, -h-b

h/b 1 1,2 15 2 2,5 3 4 5 10 Infini

Ko 0,141 | 0,166 | 0,196 | 0,229 | 0,249 | 0,263 | 0,281 | 0,291 | 0,312 | 1/ 3

K. 0,208 | 0,219 | 0,231 | 0,246 | 0,258 | 0,267 | 0,282 | 0,291 | 0,312 | 1/3

Tableau I11-1. Facteurs utiles kg et k, pour calculer le rapport h/b

Remarque : la stabilisation des parties manquantes des modes {h;} et {h,} qui vient d’étre
présentée a été programmée dans le code propre a I'élément DKB24 mais n’a pas été
retenue ensuite pour les sources de I'élément SB8y24. C’est celle, détaillée dans le premier
chapitre pour la stabilisation de la « torsion libre » de I'élément solide-coque SB9y25, qui a
été effectivement programmeée.
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IV.A. Exemples linéaires

IV.A.1l. Patch-test

Un test sous ce nom de Patch-test a été effectué dans le deuxiéme chapitre. Mais
celui-ci est un test de base qu’'on se propose d’effectuer pour montrer la flexion a
laquelle est soumise une simple plaque carrée. On le trouve parfois sous le nom de
Test-Coin, tout simplement, parce qu’'un nceud (coin) de la plaque est soumis a un
effort F = 1 N alors que les autres sont bloqués.

a — Maillage avec un élément coque

Figure IV-1

b — Maillage avec un solide-coque

« Plague » carrée simplement appuyée aux trois coins.

Pour ce test, on considéere une plaque carrée de coté L=100 mm et d’épaisseur
h=1mm dont trois nceuds sont blogués tandis qu’est appliqué un effort vertical F = 1N
a un quatrieme nceud. Les caractéristigues matérielles sont le module de Young E =
2.10° MPa et le coefficient de Poisson v=0.3.

On cherche a connaitre la déflection normale Uz au noeud ou est appliqué I'effort.
Tout résultat numérique est & comparer au résultat analytique Uz =0.39 mm.

a — Maillage régulier b — Maillage grossier irrégulier ¢ — Maillage raffiné

Figure IV-2. Différents maillages de la plaque carrée

Dans le tableau suivant sont regroupés les résultats numériqgues d'un calcul
purement linéaire élastique en implicite effectués avec des codes maisons ou ont été
implémentés 'élément coque DKS16 (figure 1V-1-a), I'élément coque solide DKS18
et les éléments solides-coques SB8DK24 (figure 1V-1-b) et SBODK25 :

DKS16

DKS18

SB8DK24

SB9DK25

Théorie

Uz(3) mm

0.39

0.39

0.39

0.39

0.39

Tableau 1V.1 Résultats des patch-tests
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En analysant le tableau V-1, on constate que le nceud chargé de l'effort F de la
plaque carrée maillée avec les éléments de type solide-coque SB8DK24 ou
SB9DK?25, on obtient un déplacement de 0.39 mm exactement donné par la théorie
et par les éléments coque DKS16 [5] et coque-solide DKS18 [6].

IV.A.2. Plague circulaire encastrée

C’est un exemple familier puisqu’il a été largement utilisé dans le chapitre | et
méme repris dans le chapitre II.

a — Maillage grossier b — Maillage raffiné ¢ — Eléments solides-coques

Figure-1V.3 Quart de la plaque circulaire encastrée

La plaque circulaire ci-dessus de rayon R=100 mm et d’épaisseur h=1 mm est
encastrée a sa périphérie. On la soumet a une pression normale uniforme afin
d’évaluer le déplacement de son centre. Un quart seulement de cette plaque est
étudié du fait des symétries. Le matériau considéré isotrope est caractérisé par le
module de Young E=2.10° MPa et le coefficient de Poisson v=0,3.

Le déplacement théorique du centre de la plaque, dans la direction de I'épaisseur,
noté Uzp vaut 1 mm en théorie de Kirchhoff (plaque mince) et 1.0005 en théorie de
Mindlin (plaque épaisse). Les calculs sont effectués pour deux types de maillages,
'un grossier (figure 1V.3-a) et I'autre raffiné (figure 1V.3-b) avec des éléments solides-
coques SB8DK24 (figure 1V.3-c) et SBODK25 ainsi que des éléments de type coque
DKS16 et coque-solide DKS18.

Les résultats obtenus en fonction des maillages sont regroupés dans le tableau
V.2 ci-apres.

DKS16 DKS18 SB8DK24 |SB9DK25 |Théorie
Uzp |Maillage gros |1.046 1.036 1.0471 1.040 1.0000
en mm | Maillage fin 1.003 0.999 1.0076 0.9999 1.0000

Tableau 1.2 Déplacement du nceud central de la plaque circulaire- Uz

En étudiant ce tableau 1V.2, on note que le déplacement du centre de la structure,
guel que soit I'élément adopté pour le maillage, décroit quand le maillage devient
dense. Mais tous ces résultats ne s’écartent pas trop de la valeur théorique du
déplacement qui est de 1.0005 mm. Au contraire, les résultats numeériques du
déplacement se rapprochent du déplacement théorique quand le maillage est raffiné.
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IV.A.3. Hémisphere pincé

C’est un probleme destiné a introduire une géomeétrie initiale incurvée.

symétrie symétrie
- /\ ~
K <F
a — Structure compléte b — Maillage 4x4 ¢ — Maillage 8x8

Figure IV-4 Hémisphere pincé

Un hémisphére de rayon R = 10 et d’épaisseur h =0.04 possede un trou en son
sommet suivant un angle d’ouverture de 18°. Deux efforts lui sont appliqués ; I'un
«entrant » Fy = -1 N et l'autre « sortant » Fx = 1 N (figure IV-4-a). L'étude est faite
sur seulement un quart de la structure pour des raisons de symétries (figure IV-4-b et
IV-4-c). Les autres données de ce matériau élastique isotrope sont le module
d’Young E = 6.825.10" et le coefficient de Poisson v = 0.3.

Les déplacements Ux et Uy, des points d’applications des forces dans le plan
(X,Y), sont relevés a lissu du calcul linéaire lancé pour trois maillages de plus en
plus denses (4x4, 8x8 et 16x16 ainsi que 32x32 pour les éléments de type solide-
coque) avec un élément coque (DKS16), un élément coque-solide DKS18 et deux
eléments de type solide-coque (SB8DK24 et SBODK25).

Ces résultats sont comparés a ceux de Simo [7] : Uy = - Uy = 0.093 pris comme
référence.

DKS16 DKS18 SB8DK24 | SBIODK25 |Théorie

Hemis_4x4 |0.1020 0.1012 0.1101 0.1092
Ux=-Uy en |[Hemis_8x8 | 0.0968 0.09653 |0.09864 0.09834

mm Hemis_16x16 |0.0945 0.09450 | 0.09503 [0.09495
Hemis_32x32 0.09390 10.09388

0.094

Tableau 1V.3 Déplacements des points de charge (Uy = -Uy)

Pour des facteurs de stabilisation valant tout au plus 10, on constate & la lecture
de ce tableau qu'il faut raffiner le maillage pour tendre vers le résultat de Simo. Et
ceci est vrai pour un maillage effectué avec des éléments solides-coques, des
éléments coques-solides ou des éléments coques.

IV.A.4. Cylindre pincé avec des bords libres

A cause des symeétries, seulement un huitieme du cylindre pincé (Figure IV-5-a, b)
est maillé avec différentes discrétisations (Figure 1V-5-c et d). Les éléments de type
« Kirchhoff discret » a savoir le DKS16, le DKS18, le SB8DK24 et le SBODK25 ont
servi pour mailler ce cylindre et procéder aux calculs.
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a — Structure compléte b —1/8 du cylindre ¢ — Maillage 4x4 d- Maillage 8x12
Figure 1V-5. Cylindre pincé avec bords libres

Le cylindre, décrit par les figures IV-5 (a, b, ¢ et d), a une longueur L = 10.35, un
rayon R = 4.953 et une épaisseur h = 0.094. Les caractéristiques du matériau dans
lequel est fait ce cylindre sont: module de Young E = 10.5x10° et coefficient de
Poisson v = 0.3125;

En sollicitant cette structure par deux forces égales et opposées F = 100 N comme
indiqué dans la Figure 1V.5-a, on cherche a connaitre la translation normale du point
C (Figure 1V.5-b) pour les différents maillages afin de le comparer au déplacement
de référence : 0.1139 [3].

DKS16 DKS18 SB8DK24 | SBODK25 |Théorie

Maillage 6x6 -0.1146 -0.1125 -0.1174 -0.1166
Uz(C) |Maillage 6x8 -0.1156 -0.1146 -0.1173 -0.1164
en mm | Maillage 8x8 -0.1146 -0.1133 -0.1161 -0.1156
Maillage 8x12 |-0.1151 -0.1147 -0.1158 -0.1153

-0.1139

Tableau V-4 Déplacement normal du point C

Dans ce Tableau 1V-4, les deux éléments de type « brique » semblent étre un peu
souples malgré le raffinement du maillage. Le déplacement du point C est aprés tout
tres proche du résultat de référence pour les deux « briques ». Les éléments coques
donnent des résultats tres Iégérement meilleurs.

Avec l'élément coque S4R code Abaqus (Tableau I1V-5), les déplacements du
point C sont pratiquement identiques a ceux donnés par la théorie : -0,1139. Ce qui
n'est pas le cas de la coque a intégration compléte S4.

Code Abaqus|Maillage 4x4 | Maillage 8x12| | Code Abaqus | 4x4 8x12
Elément S4R |-0.1011 -0.0.1123 Elément S4 |-0.1003/-0.1119

Tableau IV-5 Déplacement du point sollicité pour les éléments S4 et S4R

IV.A.5. Poutre vrillée

Ce probléme, proposé par Mac Neal et Harder en 1985 [3], est celui d’'une coque
« hélicoidale » encastrée a une extrémité et soumise a deux cas de chargement
concentré a l'autre extrémité : P = 1 N dans le plan ou un autre hors plan Q (Voir
figure IV-6). C’est un test de mise en évidence de l'influence du gauchissement.
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Encastrement

a —Maillage avec des solides-coques b — Conditions aux limites sur la poutre

Figure IV-6 Poutre vrillée

Ce test permet de mesurer la sensibilité des €léments solides-coques utilisés dans
ce chapitre, a savoir le SB8DK24 et le SBODK25, au gauchissement. La poutre est
présentée sous deux types de maillages : 12x2 et 48x8. La figure IV-6-a est relative
aux éléments solides-coques et un maillage 12x2 tandis que la figure 1V-6-b corres-
pond a la méme densité de maillage avec de éléments coques ou coques-solides.

Les parametres utiles : longueur de la poutre L=12.0 mm, largeur de la poutre
I=1.1 mm, épaisseur de la poutre h=0.32 mm, module d'élasticit¢ E=2,9.10’MPa,
coefficient de Poisson v=0,22, force dans le plan P=1 N et force normale au plan
Q=1 N.

Les résultats pour ces deux types de maillages effectués avec les éléments
solides-coques SB8DK24 et SB9DK?25, I'élément coque DKS16 et I'élément coque-
solide DKS18 sont récapitulés dans le tableau IV-6. Ils sont comparés entre eux et

puis aux valeurs de référence suivantes :U, ) = 5,424.107° et Uy, =1754.107°.

DKS16 |DKS18 |SB8DK24 | SB8DK25 | Théorie
Ux(Q) |Maillage 12x2 [1.878.10° [1.875.10° [1.883.10° |1.883.10° 1 754.10°
en mm |Maillage 48x8 [1.755.10° |1.755.10° |1.756.10° [1.756.10° | '~
DKS16 |DKS18 |SB8DK24 |SB8DK25 | Théorie
Uy(P) |Maillage 12x2 |5.429.10° |5.429.10° |5.452.10° |5.451.10° 3
en mm | Maillage 48x8 |5.402.10° [5.402.10° |5.406.10° |5.406.10 5.424.10
Tableau I1V-6 Déplacement Uy et Uy de plaque vrillée

A la lecture de ce tableau IV-6, on peut noter que lorsque le maillage se densifie
alors les résultats des déplacements suivant x comme suivant y se rapprochent des
résultats théoriques quel que soit I'élément qui a servi au maillage.

Une fois encore, il est rappelé que I'élément DKS16 est un élément coque de type
« Kirchhoff discret » (sans cisaillement transversal dans I'énergie de déformation) a 8
nceuds et 16 ddl (12 translations + 4 rotations). En ajoutant un nceud central doté de
2 ddl (2 translations normales sur les peaux inférieure et supérieure), on obtient
'élément DKS18 qui introduit une contrainte normale (o) et ne nécessite pas
I’hypothése d’état plan de contraintes comme c’est le cas pour le DKS16. Quant aux
eléments solide-coque SB8DK24 et SB8DK25, ce sont respectivement des éléments
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du méme type que SB8y24 et SB825 mais sans cisaillement transversal et dotés de
la flexion du DKS16.

IV.B. Exemples non linéaires
IV.B.1. Hémisphere pinceé
Pour le cas non linéaire, la charge (Fx=-Fy=200 N) est appliguée en 10

incréments utilisant une Formulation Lagrangienne Actualisée a chaque Itération
(FLAI) et des itérations d’équilibre de Newton-Raphson (voir figure V-7 ci-dessous).

b — Forme finale (maillage 8x8)

a — Structure initiale
Figure V-7 .Hémisphére pincée

DKS16 DKS18 SB8DK24 | SBODK?25
U Maillage 4x4 3.9354 3.8782 4.0555 4.1130
en r:lm Ma?llage 8x8 3.8484 3.8367 3.7933 4.3619
Maillage 16x16 | 3.8162 3.8115 3.7205 3.8043

DKS16 DKS18 SB8DK24 | SBODK?25
U Maillage 4x4 -7.4431 -7.3559 -7.6959 -7.6290
en r¥1m Ma!llage 8x8 -6.6362 -6.6319 -6.4226 -6.7918
Maillage 16x16 |-6.4472 -6.4434 -6.1113 -6.1711

Tableau I1V-7 Déplacement Uy et Uy des points sollicités de 'hémisphere pincé

Les résultats reportés dans le tableau (IV-7) ci-dessus montrent que les deux
éléments « briques » de type solide-coque donnent des résultats des déplacements
Ux et Uy pratiguement identiques a ceux obtenus avec les eléements coque DKS16 [5]
et coque—solide DKS18 [6] qui servent de base de comparaison ici.
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IV.B.2. Plague circulaire encastrée

C’est un exemple familier puisqu’il a été largement utilisé dans le chapitre | et
méme repris dans le chapitre II.

symétrie ——»

symétrie T
a — Plague compléte (R=100 mm) b — Quart de la plaque

Figure IV-8 Plaque circulaire encastrée

La plaque circulaire ci-dessus de rayon R=100 mm et d’épaisseur h=1 mm est
encastrée a sa périphérie. On la soumet a une pression normale uniforme afin
d’évaluer le déplacement de son centre mais cette valeur de pression (1 Mpa) est
suffisamment importante pour justifier un calcul non-linéaire ou les effets de
membrane ne peuvent étre négligés. Un quart seulement de cette plaque est étudié
du fait des symétries. Le matériau considéré isotrope est caractérisé par le module
de Young E=2.10° MPa et le coefficient de Poisson v=0,3.

Suivant les auteurs, le déplacement théorique du centre O de la plaque est de
5,16 mm (Nadai), 5,35 (Federhoffer), 5,47 (Tomishenko). Les résultats obtenus en
fonction maillages effectués sont :

DKS16 DKS18 SB8DK24 | SBODK25
Uzoenmm |5.38 5.36 5.35 5.35

Tableau 1V-8 Déplacement du nceud central de la plaque circulaire- U,(O)

Le déplacement Uz, du centre de la structure est pratiguement le méme quel que
soit I'élément se rapproche de la valeur théorique proposée par Federhoffer

IV.B.3. Bottoming test

Comme cela a été dit auparavant, le bottoming est une mise en forme ou le fond
de la structure, si I'objet voulu est avec un fond fermé, est volontairement écrasé en
général pour diminuer le retour élastique en diminuant son épaisseur. Pour cet
exemple, on considére qu’une structure métallique, de longueur 15 mm suivant I'axe
X, de largeur 10 mm suivant I'axe Y et d’épaisseur 2 mm, est maillé avec six (6)
éléments coques ou solides-coques comme indiqué sur la figure 1V-9.

Pour I'éelément DKS18, I'écrasement local de la structure pour arriver a une
épaisseur finale de 1 mm est effectué avec des conditions aux limites directement
prescrites sur les degrés de liberté locaux des nceuds centraux (9, 15, 21, 27, 31,
35 : Figure IV-9).
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a — Eléments coques-solides DKS18 b — Eléments solides-coques SB9DK25
Figure IV-9 Structure parallélépipédique maillée avec six éléments.

Les conditions aux limites imposées afin d’éviter tout mouvement de corps rigide de
I'élément solide-coque SBO9DK?25 sont: Ux; =0, Uy1 =0, Uxs =0, U xo8 =0, Uy, =0,
Uv10=10, Uy15=0.

De plus, pour exécuter 'amincissement de la structure, un déplacement vertical
négatif de 1 mm est imposé aux degrés de liberté suivant z des nceuds 5, 6, 12, 17,
8, 7, 13, 18, 29, 26, 23,22 tandis que les degrés de liberté suivant z des nceuds 1, 2,
10, 15, 4, 3, 11, 16, 28, 25, 21, 20 sont imposés a zeéro.

Les parametres utiles du matériau sont: module de Young E = 71000 MPa,
coefficient de Poisson v = 0.33, & = 576.79(0.01658 +&,)**** et ro=1, rss=1 et rep=1 car

on ne peut pas imposer d’autres valeurs pour la brique C3D8R.

A la fin d’'un calcul implicite en 100 incréments et en notant que les nceuds 1, 7, 17
et 14 ( figure IV.9-a) ou 1, 28, 20 et 15 ( figure 1V.9-a) correspondent aux nceuds A,
D, C et B sur la figure 1V.10, on recapitule dans le tableau IV-9 ci-aprés les valeurs
des déplacements BB’, DD’ (Figure 1V.10) et de la contrainte normale (constante)
62z, qQuel que soit I'élément ou le point d’intégration dans I'épaisseur.

D C
D ] c
[ SR :f,,,,,,,,,f ,,,,,,,,,,,,,,,,
+ i+ + i
A B B

Figure IV-10 Vue de dessus du maillage initial et du maillage déformé

Les résultats des calculs effectués, avec I'élément brique a intégration réduite
C3D8R et I'élément solide-coque SC8R du code Abaqus sont aussi rappelés pour
servir de comparaison. Il faut remarquer que dans cet exemple, il n’y a aucun
phénomene de flexion, ce qui permet a la brigue C3D8R de bien restituer les
résultats.
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Elément « solide » | « Coque-solide » | Eléments de type « solide-coque »
C3D8R DKS18  |sBgDKk24 [SB9DK25 | SC8R
Abaqus Abaqus
BB’ (mm) 6.187 6.148 6.1335 6.1834 6.113*
DD’ (mm) 4.125 4.099 4.0889 | 4.1222 4.075*
oz, (MPa) -507.9 -507.44 -508.0 -508.0 |Indisponible*
Oxx & Oyy 0.0 0.0 0.0 0.0 504.8*

Tableau 1V-9. Principaux résultats du test bottoming.

Comme cela peut étre constaté dans le tableau V-9 ci-dessus, le neuvieme nceud
de l'élément solide-coque SB9DK25 a permis d’obtenir des résultats similaires a
ceux issus du maillage fait avec les éléments C3D8R du code Abaqus alors que les
résultats donnés par I'élément SB8DK?24 different un peu a cause de la particularité
de la matrice de comportement ayant le module de Young E sur sa diagonale.

On reprend le commentaire donné au chapitre Il pour I'élément SC8R implémenté
dans Abaqus. La contrainte normale o,, n’est pas disponible et les contraintes dans
le plan — qui devraient étre nuls — atteignent 504.8 MPa !

Comme au chapitre, il est recommandé de pas mentionner que ce résultat est donné
avec l'avertissement suivant :

THE SYSTEM MATRIX HAS 1 NEGATIVE EIGENVALUE. NEGATIVE EIGENVALUES
MEAN THAT THE SYSTEM MATRIX 1S NOT POSITIVE DEFINITE.

De plus, les valeurs numériques affichées dans la derniere colonne du tableau 1V-9
imposent que tous les huit nceuds situés dans le plan (X, Z) ( Figure 1V.9.b) doivent
étre bloqués dans la direction Y et que les six nceuds situés dans le plan (Y, 2)
doivent étre bloqués dans la direction X. Par ailleurs, les résultats en terme de
déplacements, déformations et contraintes sont complétement faux dans le tableau
IV.10 ou est donné un extrait des résultats pour un maillage effectué avec le SC8R
d’Abaqus dans les mémes conditions que les autres éléments.

ELEMENT PT SEC S11 S22 S12 MISES
1 1 1 206.9 279.1 -110.5 315.5
1 1 5 -310.3 -122.4 111.4 332.5

Tableau I1-10 Extraits des résultats d’un maillage avec le SC8R

Ce phénomeéne de flexion ne peut apparaitre avec les autres types d’éléments méme
si seul le degré de liberté suivant Y des quatre nceuds inférieurs situé sur I'axe X est
imposé nul aussi bien que le degré de liberté suivant X des trois noeuds inférieurs
situés sur l'axe Y (Figure 1V-9-b).
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IV.B.4. Arc encastré

Ce test consiste a soumettre a une charge localisée verticale P un arc encastré a
ses extrémités A et B. Il prend en compte deux types de non linéarités, geomeétrique
et matérielle. En effet, on a :

- pour la géométrie : Longueur L = 863.6 mm; largeur b = 24.4 mm; épaisseur
h =15 mm; rayon R = 3381.1 mm ;
- pour le matériau : ¢ = o, + H'.Ep yH'=E; E =68950 MPa; v =0.5; op = 137.9 MPa.

Le déplacement vertical ‘u’ (Figure a) des nceuds C' C” (Figure b) est imposé
progressivement jusqu’ a 40 mm et les forces correspondantes (F¢ et F¢») donnent le
résultat P = Fot+Fcn.

a — Vue de face de I'arc encastré b — Vue de dessus du maillage

Figure IV-11. Arc encastré
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Figure 1V-12. Effort “P” en fonction du déplacement “u” pour les solides-coques

Les résultats donnés par les éléments coques classiques ne sont pas affichés
dans la figure 1V-12 puisqu’ils sont pratiguement confondus avec ceux venant de
I'élément solide-coque SB8DK?24. Dans ce cas, I'élément SBODK25 semble étre un
peu moins raide mais les résultats sont proches de ceux dans la référence [3].
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L'emboutissage des tdles industrielles s’accompagne systématiquement des
phénomenes de grands déplacements, de grandes déformations ou encore de
contact unilatéral avec frottement de l'outillage rendant délicate la convergence de la
solution d’un calcul en schéma implicite.

La résolution des problemes fortement non linéaires de ce genre s’effectue
assez facilement avec la méthode explicite d’intégration par rapport au temps,
associée a la discrétisation spatiale par éléments finis. Cependant, au fur et a
mesure de I'évolution des calculs, il n’y a pas, comme en schéma implicite, de test
sur la précision gque ce soit en terme d’efforts, de déplacements ou d’énergie.

Cette méthode a généralement la préférence des concepteurs de codes de
calculs industriels - PAMSTAMP, par exemple. - destinés a résoudre des problemes
tres fortement non linéaires comme I'emboutissage de toles.

La méthode explicite, moins "pure" que la méthode implicite - en ce sens qu'il
n'y a pas d'itération de correction d'equilibre apres chaque incrément de chargement
- permet justement de passer les caps difficiles d'un calcul incrémental : difficultés
gui ne sont parfois que tres localisées mais qui se traduisent par une impossibilité de
convergence et donc par une absence de solution dans le cas d'un calcul implicite.

Les éléments « briques » de type solide-coque, particulierement I'élément
SB9y25 formulé dans le chapitre I, sont utilisés dans cette méthode pour effectuer la
simulation de cette mise en forme.

La méthode des différences centrées, une des méthodes utilisées dans le
code explicite, sert a résoudre I'équation d’équilibre en dynamique dont la stabilité
dépend du pas de temps critique At; qui se calcule en pratique en fonction de la
« longueur caractéristique » de I'élément d’étude.

Bien que la méthode de la «longueur caractéristique » soit assez simple
d'utilisation, c’est la méthode ‘[M™].[K]’ qui est préférée ici pour la détermination de
ce pas de temps critique.

Ce choix a pour but de ne pas diminuer de maniére prononcée ce pas de
temps critique. Il faut donc avoir une distribution de la masse en translation sur les
neuf nceuds de I'élément SB9y25 qui diminue la plus grande valeur propre du produit
matriciel [M™].[K]. Comme cet élément ne dispose pas de rotations, il ne sera pas
guestion de distribution de masse en rotations ici.

V.A. Forme incrémentale

Qo Qo Q1
M

MO ;\u Qt O @ h Qp

=M =M

< Qt+At N Qp+1
X X Ay X y Au (p+1)
M o
X' X'

Figure V.1. Modélisation du probleme de référence
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Pour rappel, la formulation lagrangienne actualisée a chaque itération (FLAI)
est décrite succinctement ici bien que largement décrite dans les ouvrages de
mécanigue de milieux continus.

V.B. Principe des travaux virtuels

- Les tenseurs E (Green-Lagrange) et S (second tenseur de Piola-Kirchhoff) sont
utilisés car "objectifs" (invariants dans une rotation de corps rigide) et énergétique-
ment conjugués. La relation suivante (V.1) traduit I'équilibre assuré a l'instant t :

PO PV 0= IHS‘” ; I?E(‘).dS0 = Iﬂpo.f(".\?.d&lo + ”Cﬁg.\A/.dso ou I%,J = 1(Vi, 1.X,, d+ X, LV, 9)
Q, Q, Sro

(V.1)
- Aux accroissements de f et de C - qui deviennent f + Af etC+ AC - correspond
I'étude de I'équilibre a l'instant t+ At :

Is(t+At) _ Is(t)

ext ext

+ AISe

AP, = [[[po.Af.V.d9, + [[AC,.V.ds, (V.2)
Q, s

FO

ST =80 1+ AS

S (A () -
By =E) +AE,

A

AE,, = 1(V,,L.AU,,J +Au,, LV, ,J) (V.3)

- Compte tenu de la symétrie de S, I'équilibre est assuré a l'instant t + At si :

+AP,  (V.4)

ext

[[[AS %, 1V, 308, + [[[S.Au 1V, 38, + [[[Sy, X4, 1V, 3.d8, = PS)
Q, o o

Ceci, apres avoir négligé les termes en AS,;.Auy,l; ce qui constitue une

approximation et oblige donc, méme en l'absence de non-linéarité de comportement,
a corriger I'équilibre par une ou plusieurs itérations apres chaque incrément de
chargement. En résumé :

- Le chargement, efforts et déplacements, est appliqué en plusieurs "incréments” ;

- L'équilibre étant réalisé apres le "pas” (p) associé au temps t, cette configuration
sert de référence pour la prédiction de I'équilibre au pas (p+1) associé au temps t+At

- Une correction de cet équilibre est éventuellement réalisée par des "itérations” (i)
avant que cette configuration (p+1) serve de référence pour le pas de chargement

(p+2)...

Un pas est donc constitué d'un incrément de chargement suivi d'itérations de
correction d’équilibre. Un pas est franchi quand I'équilibre est considéré atteint.

- La configuration de référence n'est donc plus Q, mais Q; :
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=X, = % = % = X,,1 =9, (Kronecker) et S, =c; (Cauchy) avec AS # Ag;

jj AS, v|,1d9+mc“> Auk,lvk,1d8+_mc“) V,,jid9 =P + AP, (V.5)

ext

- En supposant que l'on puisse utiliser une loi de la forme : AS; = Cy,.Au,,l et en
réécrivant (V.5) sous une autre forme, on obtient :

jj V,,iCiq Auk,|d9+mv jol Auk,i.dngﬁe+(ﬁgg_va jol.dg) (V.6)

V.C. Discrétisation par éléments finis

La Méthode des éléments finis permet d’approximer les fonctions solutions par
sous domaines. Les sous domaines sont les éléments d'étude dont des points
particuliers tels les sommets sont nommeés nceuds.

V.C.1. Discrétisation spatiale de I’équation d’équilibre en statique

” V,,j.Cye-Au,, 1S <> 'V.KP.AU ou K, : partie "Linéaire” de la matrice K ;. (V.7)
Q
.”IVWJ ol Au,,i.d9 <> 'V.K{Y .AUOUK,, : partie "Non Linéaire” de la matrice .~ (V.8)

Af’e < "W.AF oU AF:incrément de chargement entre p (a t) et p+1 (a t+At) ;

ext int int

po ” VI,jG(t) d9 < WV.(FY —FY) ou (FY —FY):"résidus" d efforts & t. (V.9)

- FY représente les efforts qui, appliqués sur les nceuds de la structure a t,

int

donneraient les contraintes o{’ ; d’ou lindice "int" correspondant & "internes" ;

- FO représente les efforts appliqués ou les efforts de liaison calculés ;

Si I'équilibre, en fin d'incrément p (t), est parfaitement réalisé, alors : F® =F®.

int *

Dot KO +K® |AU = AF + (F© —FY) (V.10)

La résolution de cette équation permet le calcul de AUpuisde Ac pour
lincrément de chargement AF et donc de U™V (U™ =U® 4+ AU) et de o4V,

-Si, juste apres un incrément de chargement AF, la "difféerence" (F-F,) est jugée
trop importante - suivant un critere donné -, une ou plusieurs itérations (i) de
correction d'équilibre sont imposées sans incrémenter le chargement.

En Formulation Lagrangienne Actualisée a chaque Itération (FLAI), I'équation pour
litération i est : [K‘L“l) + Kﬁ‘,[l’léiu =(F" —F'™) car AF =0 ; ce qui donne 8U. (V.11)

int
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V.C.2. Discrétisation spatiale de I’équation d’équilibre en dynamique

La discrétisation spatiale de I'équation d’équilibre en dynamique en tenant
compte du principe des travaux virtuels, est réalisée a l'aide de la méthode des
éléments finis formulée en déplacement comme montré précédemment.

On utilise ici les éléments « brique » de type solide-coque, élaborés dans le
chapitre 1, pour discrétiser la structure. En tout point P de I'élément, que ce soit le
solide-coque SB8y24 ou SB9y25, les déplacements réels ou virtuels sont interpolés
exactement comme précisé dans le chapitre | en fonction des déplacements nodaux
réels ou virtuels.

L’équation d’équilibre dynamique pour toute la structure s’écrit donc :
ME" $+ {F = o) (V.12)

avec: {F,, = ZL [B{c}dV, : efforts internes ;

nel ¢
Foul= ZIV TINJF, Jdv, + ZIV TINJif. S, : efforts extérieurs ; (V.13)
nel ¢ nel ¢

M= jv p'[N]NJdV, : masse de la structure ;

nel ¢

ou Z symbolise le passage des intégrales aux sommes discréetes sur

nel
'ensemble du maillage. [B] la matrice gradient reliant déformations et
déplacements et ou {N} regroupe les fonctions de forme de I'élément.

Suivant le type de méthode d'intégration temporelle choisi, I'équation
d'équilibre n'est pas développée sous la méme forme.

Dans le cas d'une méthode explicite comme on le développe ici, I'équation
d'équilibre est résolue a l'instant t, et permet de calculer les déplacements a l'instant
the.

Dans le cas d’'un schéma implicite utilisé le plus souvent pour la précision des
résultats ou éviter les oscillations comme dans le cas d’un retour élastique, I'équation
d’équilibre est écrite a l'instant t,.; et nécessite donc l'inversion d’'une matrice pour
déterminer les déplacements a I'incrément suivant.

V.D. Schéma d’intégration temporelle

La simulation de lI'emboutissage est un probléme fortement non-linéaire ou
interviennent les grands déplacements, les grandes déformations et le contact (avec
frottement ou non) comme on a eu a le dire précédemment. La phase de mise en
forme, regroupant ces trois types de non linéarités, est modélisée dans cette étude
en dynamique explicite.
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V.D.1. Schéma explicite des différences finies centrées

Ce schéma permet de calculer un vecteur inconnu a chaque instant t,. Cette
inconnue est ici le déplacement u". L’algorithme explicite des différences finies
centrées exprime les vitesses et les accélérations a linstant t, en fonction des
déplacements. Les expressions des vitesses et des accélérations sont données par :

= {ul}z;&{ul} (V.14)
fir}= {un+l}_2A{l:Z}+ b (V.15)

En remplacant les vitesses et les accélérations par leurs expressions dans la
relation (V.12), on peut ensuite isoler les déplacements a l'instant tp.; :

L ) TR V) Y R Y] T S S S S VA TS

A2 AP A

Pour un nceud libre de se déplacer dans la direction ‘I', la relation (V.16)

n+1

permet de calculer uj”. Pour un noeud a déplacement impose dans cette direction,

n+1

Ug~ est connu et (V.16) peut donner la composante de I'effort de liaison.

Ce schéma explicite est conditionnellement stable et du second ordre. Le pas
de temps At ne doit pas dépasser le pas de temps critique At,. Les pas de temps
choisis sont petits mais le calcul de I'état d'équilibre a chaque instant t, est peu
codteux en temps. L’équilibre du systeme dépend uniquement de I'instant précédent

et pas de l'inversion de la matrice puisque la matrice de masse est choisie diagonale.

Le pas de temps critigue Aty est donc estimé, comme on I'a annoncé
précédemment, grace a la plus grande valeur propre du systeme qui est calculée par
la méthode de [M™].[K]. Avant de présenter cette méthode, il importe de noter que,
bien qu'on ne calcule pas la plus grande valeur propre en pratique, la relation
suivante (V.17) couramment utilisée pour le calcul du pas de temps critique provient
de cette méthode pour une barre élastique en tension (traction/compression).

(V.17)

Dans I'équation (V.17), E est le module de Young du matériau, p est sa masse
volumique et Inin est une longueur caractéristique (approximativement la plus petite
dimension de l'élément) du maillage de la structure. Dans le cas des éléments
« briques » de type solide-coque, c’est la plus petite dimension caractérisant le plus
petit élément du maillage qui est choisie comme longueur caractéristique. Pour ce
qgui concerne les éléments solides-coques a 8 nceuds utilisés dans ce document,
c’est I'épaisseur de I'élément qui est considérée comme la longueur caractéristique si
elle est inférieure a la plus petite longueur entre deux nceuds (voir listing donné).
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V.D.2. Calcul du pas de temps critique par la méthode [M™'.[K]

Pour calculer « proprement » le pas de temps critique At d’'un élément fini, il
faut nécessairement la matrice de masse [M] qu’'on choisit diagonale ainsi que la
matrice de raideur élastique élémentaire [K], directement extraite du chapitre |
présentant I'élément solide-coque SB9y25. Apres inversion de la matrice de masse
de I'élément, le produit [M™].[K] donne la matrice dynamique [D]. Le calcul de la plus
grande valeur propre de [D] permet alors d’obtenir le pas de temps critique Atg,.

En effet, par analogie avec une simple barre en traction-compression, la
méthode de calcul du pas de temps critique At, a partir d’'une matrice de raideur [K]
et d’'une matrice masse [M] directement diagonale est :

(=B84 M-SR R = bl-elk- 28 4 vae

La plus grande valeur propre de la matrice dynamique [D] qui vient juste d'étre
calculée s’obtient en posant :

A oo, -2 E (V.19)

. = =
*opl? L\p

La valeur du pas de temps critique At., devient donc :

At S RN At :L\/E:E-L ouc?=E (V.20)
o, E ¢ p

On obtient ainsi la formule de la relation (V.17) qui est adoptée en pratique pour le
calcul du pas de temps critique.

En fait, le calcul des valeurs propres pour la détermination du pas de temps
critigue étant consommateur de temps CPU, des méthodes d’approximation comme
celle de la longueur caractéristigue évoquée précédemment sont souvent utilisées.
La méthode faisant intervenir le produit [M™].[K] demeure cependant la seule
permettant un calcul « propre » du pas de temps critique c'est-a-dire dépourvu de
toute approximation, d’ou le choix de cette méthode pour calculer le pas de temps
critique du SB9y25 mais uniguement lors du développement de cet élément.

La matrice de raideur [K] étant celle déja établie dans le chapitre | en version
implicite, il faut disposer cependant de linverse de la matrice de masse pour
procéder au calcul du produit matriciel entre ces deux matrices.

Plusieurs techniques existent pour diagonaliser la matrice de masse utilisée
dans cette méthode de [M™].[K]. Ces techniques et I'influence de la répartition de la
masse de I'élément aux nceuds sur la valeur du pas de temps critique sont bien
détaillées dans la thése de Sansalone déja maintes fois citée.

En effet, pour une matrice [M] consistante de dimension n, la méthode la plus
simple consiste a faire la somme des termes de chaque ligne et ainsi obtenir une
matrice diagonalisée [M%39] :
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diag __ Mi I = J
mps = 2 M 1= (v.21)
0 I# ]
Hughes [1] a proposé une méthode plus générale. Pour les déplacements u,

v, w d'un nceud d'un élément coque ou solide-coque comportant n noeuds, les
termes diagonaux de la matrice [M] de cet élément s’obtiennent en plusieurs étapes :

=, o)y
m" = trace[M]

m® = IV pdv

Mi‘jjiag = m—uMij pour i =j ; 0 sinon (V.22)
m

On obtient ainsi les termes diagonaux d'une matrice telle que I'énergie
cinétique associée aux seuls déplacements nodaux {U,} du solide coque SB9y25 est
de la forme :

E o = 5 (UeMIU. | (v.23)

Appliquée a I'élément SB9y25, cette recherche de valeur propre maximale montre
gue c'est la demi épaisseur de I'élément qui est la longueur caractéristique et non
pas I'épaisseur elle-méme comme pour I'élément a 8 nceuds du départ (SB8y24). Et
encore faut-il bien répartir les masses aux nceuds! Aprés de nombreux essais
numeriques, il s’avere que la répartition "optimale" est de déclarer au nceud central
une masse égale a la somme des masses en chacun des nceuds sommets. On
retrouve donc ce que Sansalone avait détaillé largement dans son mémoire de thése
[12] pour I'élément a 5 noeuds Q5y26.de type coque-solide.

On retrouve aussi le fait que le degré de liberté du nceud 9 étant une translation
normale a la surface, la masse de I'élément dans cette direction vaut le double de
celle dans les deux directions perpendiculaires, c’est-a-dire « dans le plan ». Ceci
avait déja été eévoqué par Sansalone [12] et il avait été suggéré de travailler dans un
repere local en chaque nceud dont un axe serait celui de la normale a la surface a la
coque a cet endroit (moyenne pondérée par la surface des normales aux €léments
connectés au noeud considéré) et dont les deux autres seraient perpendiculaires en
prenant, par exemple, un axe paralléle au plan (X, Z) du repere global de la structure.
Pour des raisons de colt en temps de calcul, cette suggestion n'avait pas été
retenue par ESI lors de I'implémentation de I'élément Q5y26 dans PamStamp 2G.

Par la suite, les résultats obtenus dans des cas industriels donnant satisfaction, et
compte tenu du manque de temps en cette fin de la présente thése, I'implémentation
dans les codes INSA s’est fait aussi le plus simplement possible, c’est-a-dire sans la
notion de repere local en chaque nceud; ce qui entrera dans le cadre des
perspectives de travail a I'issue de cette these. A titre indicatif, la procédure calculant
les masses en chaque nceud et le pas de temps critique est listée page suivante.
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pour des

PROCEDURE matrice_masse_diagonale_structure(VAR deltat c:DOUBLE);

VAR numelt,i,j,k,l,m,n,0,p,q,s : INTEGER;
Xi,Yi,Zi ,XjJ,Y),Z),Xk,Yk,Zk,X1,Y1,Zl : DOUBLE;
Xm,Ym,Zm,Xn,Yn,Zn,Xo,Yo,Zo,Xp,Yp,Zp : DOUBLE;

ptelt : pointelt; {pointeurs sur élémen

ts}

pts,pti,ptj,ptk,ptl,ptm,ptn,pto, ptp : pointnd; {pointeurs sur les noeuds}

hmin,masseT,volumeT,aire0,hO DOUBLE;

d : ARRAY[1..12] OF DOUBLE; {dist. entre neuds sommets}

BEGIN
FOR i:=1 TO nnds DO {initialisation masses aux neuds}
BEGIN
pti:=ndeb™[1]; pti~.masse:=0.0;
END;

hmin:=1_0EQ9;

FOR numelt:=1 TO nelts DO {boucle sur les éléments}
BEGIN
ptelt:=edeb™[numelt];
i:=ptelt”_Ndelt[1]; pti:=ndeb/"[i1]; J:=ptelt”_Ndelt[2]; ptj:=nde
k:=ptelt~.Ndelt[3]; ptk:=ndeb”[k]; I:=ptelt~.Ndelt[4]; ptl:=nde
m:=ptelt”.Ndelt[5]; ptm:=ndeb™[m]; n:=ptelt”.Ndelt[6]; ptn:=nde
o:=ptelt”.Ndelt[7]; pto:=ndeb™[o]; p:=ptelt”.Ndelt[8]; ptp:=nde
s:=ptelt”_Ndelt[9]; pts:=ndeb”™[s];

Xi:=pti~.Cnoeud[1]; Yi:=pti~.Cnoeud[2]; Zi:=pti”~.Cnoeud[3];
XjJ:=ptj”-Cnoeud[1]; Yj:=ptj~.Cnoeud[2]; Zj:=ptj”-Cnoeud[3];
Xk:=ptk”.Cnoeud[1]; Yk:=ptk~.Cnoeud[2]; Zk:=ptk”.Cnoeud[3];
X1:=ptl~.Cnoeud[1]; YI:=ptl~.Cnoeud[2]; Zl:=ptl~.Cnoeud[3];
Xm:=ptm”™.Cnoeud[1]; Ym:=ptm~.Cnoeud[2]; Zm:=ptm”~.Cnoeud[3];
Xn:=ptn™.Cnoeud[1]; Yn:=ptn”~.Cnoeud[2]; Zn:=ptn~.Cnoeud[3];
Xo:=pto”.Cnoeud[1]; Yo:=pto~.Cnhoeud[2]; Zo:=pto”.Cnhoeud[3];
Xp:=ptp”.Cnoeud[1]; Yp:=ptp”~.Cnoeud[2]; Zp:=ptp”-Cnoeud[3];

volume_aire_element(Xi,Yi,Zi,Xj,Yj,Z),Xk,Yk,Zzk,X1,YL1,Zl, Xm,Ym
Xn,Yn,Zn,Xo,Yo,Zo,Xp,Yp,Zp,volumeT,aire0);

ptelt”.volume:=volumeT; {volume de I1’élément}
ptelt™.aire:=aire0; {aire dans le plan local}
hO:=VolumeT/aire0O; {épaisseur de 1’élément au centre}
masseT:=ro*volumeT/8.0; {masse en chacun des neouds sommets}

pti”~.masse:=pti”.masse+masseT; ptj~.masse:=ptj”~.masse+masseT;
ptk”.masse:=ptk™.masse+masseT; ptl~.masse:=ptl~.masse+masseT;
ptm”_masse:=ptm”._masse+masseT; ptn™.masse:=ptn™.masse+masseT;
pto”._masse:=pto”.masse+masseT; ptp”~.masse:=ptp”~.masse+masseT;
pts”.masse:=ro*volumeT; {masse au noeudd supplémentaire 9}
d[ 11:=SORT((XJ-XI)*(XJ-Xi)+(Yj-YI)*(Yj-Yi)+(ZJ-Zi)*(Zj-Zi));
d[ 2]:=SORT((Xk-Xj)*(Xk-Xj)+(Yk-YJ)*(Yk-Y}J)+(Zk-Z])*(Zk-Z}));
d[ 3]1:=SORT(XI-XK)*(X1-XK)+(YI-YK)*(YI1-YK)+(Z1-ZKk)*(Z1-ZK));
d[ 4]:=SORT(Xi-XD*Xi-XD+Yi-YD*(Yi-YD+(Zi-Z1)*(Zi-Z1));
d[ 5]1:=SOQRT((Xn-Xm)*(Xn-Xm)+(Yn-Ym)*(Yn-Ym)+(Zn-Zm)*(Zn-Zm));
d[ 6]:=SQRT((Xo-Xn)*(Xo-Xn)+(Yo-Yn)*(Yo-Yn)+(Zo-Zn)*(Zo-Zn));
d[ 71:=SQRT((Xp-X0)*(Xp-X0)+(Yp-Yo)*(Yp-Y0)+(Zp-Z0)*(Zp-Z0));
d[ 8] :=SQRT((Xm-Xp)*(Xm-Xp)+(Ym-Yp)*(Ym-Yp)+(Zm-Zp)*(Zm-Zp));
d[ 9] :=SQRT((Xm-Xi)*(Xm-Xi)+(Ym-Yi)*(Ym-Yi)+(Zm-Zi)*(Zm-Zi));
d[10] :=SQRT(Xn=-XP*Xn-XP+(Yn-YP*(Yn-Y+(Zn-ZJ)*(Zn-Z}));
d[11]:=SQRT((Xo-Xk)*(Xo-Xk)+(Yo-Yk)*(Yo-Yk)+(Zo-Zk)*(Z0o-Zk));
d[12] :=SQRT(Xp-XD*Xp-XD+(Yp-YD*(Yp-YD+(Zp-Z1)*(Zp-Z1));
FOR g:=1 TO 12 DO
IF d[ql<hmin THEN hmin:=d[q];
IF hmin>(h0/2.0) THEN hmin:=(h0/2.0); {longueur caract. mini

b 15
b~ ;
b~Nn] ;
b~ [p];

,Zm,

}

deltat_c:=hmin*SQRT(ro/Mat[1]*coef dim); {pas de temps critique}
END; {fin boucle sur éléments}
END;
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V.D.3. Amortissement des oscillations numériques

Pour amortir les oscillations de hautes fréquences lors d’un calcul numérique,
il suffit d’introduire une matrice d’amortissement [C] dont I'écriture la plus classique
est celle de Rayleigh faisant apparaitre une combinaison des matrices de masse et
de raideur. C’est cette formulation qui est généralement admise en numérique :

[C] = o[M]+ B[K] (V.24)

Dans I'équation du mouvement [M]fi}+ {F,. | = {F... | s'ajoutent des forces d’amortis-
sement proportionnelles a la vitesse permettant d’obtenir 'expression suivante :

" f+ [CHon b+ =R ) (V.25)

Le produit de la matrice [C] avec la vitesse {U”} introduit des forces
d’amortissement visqueux. La contribution de la masse dans l'expression de

'amortissement, dont le poids est donné par le coefficient a, peut S’interpréter
comme une viscosité du milieu dans lequel évolue le modéle.

La contribution de la raideur est quant a elle I'image d’'un amortissement du
matériau lui-méme. Dans le cas d'un comportement non linéaire, la matrice de
raideur n’est pas explicitement construite et le concept d’amortissement exprimé ci-
apres doit étre repensé. La contribution de la raideur dans I'amortissement peut
s’interpréter comme un amortissement matériau de type visqueux créant une
contrainte supplémentaire proportionnelle au taux de déformation total. La contrainte
supplémentaire s’écrit alors classiquement sous la forme

G gamp) = BIDa it} (V.26)
ou {¢} est le taux de déformation et [D,,] est la raideur élastique non amortie.

L’amortissement proportionnel a la masse est quant a lui beaucoup plus facile
a interpréter puisqu’il apparait directement dans le calcul des déplacements au pas
suivant :

[ )= 2 ) [ - s - ) vz

en posant : [C]=a[M]

Au lieu de gérer directement le parametre a., 'amortissement peut étre imposeé par le
produit adimensionnel aAt. Les valeurs usuelles de ce produit sont comprises entre
0,01 (amortissement « fort ») et 0,0001 (amortissement « faible »).
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V.E. Non-linéarité due au contact

Contrairement aux éléments coques ou coques-solides ou il convient de
distinguer deux cas (pénétration du nceud de I'élément — doté de son épaisseur ! —
dans un seul outil ou contact avec deux outils — pincement —), le contact des noeuds
d'un élément solide-coque (a 8 ou 9 nceuds) ne peut se faire qu’avec un outil et la
notion d’épaisseur associée n’est plus de mise.

V.E.1. Pénalisation

Dans les paragraphes suivants, seul le contact avec l'outillage est pris en
compte. Pour les liaisons "classiques"”, c'est a dire les suppressions de certains
degrés de liberté pour assurer I'équilibre de la structure ou imposer des symeétries,
une méthode habituelle de pénalisation est utilisée.

En occultant ici la notion de repére local, cette pénalisation consiste, pour
imposer un déplacement AU, (ligne i dans la matrice-colonne des déplacements), a
multiplier le terme diagonal K; (ligne i et colonne i) de la matrice de raideur par un
"grand" coefficient (R). L'effort AR, - dans le second membre - est alors considére
connu et pris egal a AU, xR.

Dans la méthode développée ici, la géométrie de la structure (t6le) n'est pas
contrainte a suivre exactement celle de l'outillage ; ce sont des efforts judicieusement
calculés qui sont appligués a cette structure pour l'empécher de pénétrer
exagérément dans l'outillage.

En fait, a I'outil - indéformable et dont la position dans I'espace a l'instant t est
connue - correspondent des "ressorts" de grande raideur agissant dans des
directions privilégiées ; les efforts en question sont donc caractéristigues d'une
légere pénétration.

/M outil

Figure V-1 Modéele du contact entre la structure et un outil

On peut imaginer un de ces ressorts comme un élément de longueur nulle
connecté a un nceud (k) de la structure d'une part et a I'outil d'autre part au point H
(voir figure V-1). Le support de I'effort exercé par la tble sur ce ressort passe par K et,
en l'absence de frottement, a pour direction une normale n a une facette de l'outil.

Dans la configuration d’'une mise en forme ou on suppose que I'élément maillant la
structure est en contact avec un seul outil comme précisé précédemment, la loi de
comportement de cet élément particulier de raideur R,, est :

AF, =R, .(Au, —Ag,) avec AF, = AF,.n (V.28)
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Dans la relation (V.28), suivant la normale n et par rapport a un repére global fixe, le
déplacement de I'outil est noté Ag,.n et le déplacement du nceud k est noté Au,,.n.

Des que le frottement est pris en compte, toujours en 2 dimensions, la loi de
comportement devient :

AF =R, .(Au, —A U, = n t:td
. =R, .(Au, —Ag,) avec Aijk Aun.?+Aut.E .tole_ (V.29)
AF, =R,.(Au, —Ag,) Ag,, = Ag, n+Ag,.t:outil
Si le frottement est "glissant” (Coulomb), on a :
- Bl oy g, - V.30
F = H-|Fn| =R, = d ou d; = Z|Aiut Aigt| (V.30)
t

En trois dimensions, un repére local (X, y, n) est utilisé tel que, par exemple,
l'axe X reste paralléle au plan (X, Z) du repére global fixe. Si AF,, AF,, AF, sont les

efforts exercés par le nceud (k) sur I'élément "ressort”, la formulation matricielle de
cet élément est:

AF, R,.Ag, R, Au,
AF, ++<R.Ag, + = R, Au, (V.31)
AF, R, .Ag, R, ||Au,

On a donc affaire a un "élément fini" dont, aprés changement de base, les
coefficients de la matrice carrée sont assemblés avec ceux de la matrice globale de
rigidité de la tole tandis que les composantes d'efforts R;.Ag,, R,.Ag, et R,.Ag,, aprés

changement de base, sont ajoutées au second membre de I'équation [K]{AU} = {AF}.

Avec An.n, la distance entre k et H en début d'incrément, Ag,, I'incrément de
déplacement imposé pour l'outil et Au,, le déplacement du nceud k calculé (connu en
fin d'incrément), un critere géométrigue de contact est :

—An+Au, —Ag, >0 (V.32)

Une condition mécanique de rupture de contact est: F, <0 ou F, = > AF,

V.E.2. Projection dynamique

Il y a plusieurs techniques de gestion de contact par projection dynamique et
celle qui suit est developpée dans le code explicite de 'INSA afin de traiter le contact
des éléments coques (mais alors le noeud est doté d'une épaisseur) et coques-
solides avec des carreaux NURBS (Non Uniform Rational Basis-Splines) générés par
tout progiciel de DAO (entité 128). Cette technique est utilisée ici avec les noeuds
des éléments solides-coques dotés seulement d’'une masse.
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Ll

74® —
dl] / Au2
Ag2
4® _
d% . Au3 di= Agl- Aul

d2 =Ag2-Au2+di
Ag3 d3 =Ag3-Au3d +d2

—0 S A A

dB—J Y d3 = i;(Ag| — Aui)

Figure V-2 Contact sur trois itérations

La "pénétration - di* d'un noeud de la structure dans l'outil apres le pas i (voir figure
V-2) est connue grace a I'expression :

d =>(Ag, - Au)) (V.33)

Dans (V.33), Agi représente le déplacement de l'outil qu'on peut qualifier de
déplacement de corps rigide et Au; est le déplacement du nceud i de la structure
déformable (tole).

Cette "pénétration" peut donc étre directement utilisée pour calculer l'effort de
contact, c'est-a-dire l'effort a appliquer au nceud pour le "ramener" sur la surface de
I'outil au pas suivant (i+1).

Pour y parvenir, la relation (V.25) donnée précédemment est résolue en appliquant
au nceud k de I'élément (de masse m) un effort de contact de la forme F, = m.y ou

I'accélération y est calculée en fonction de la pénétration ‘d/ pour que, dans un

intervalle de temps At, le nceud se déplace de cette distance ‘d’ suivant la normale
sortante a l'outil considéré [11].

Il'y a en fait deux méthodes qui décrivent les efforts de contact dans cette projection
dynamique. La premiére méthode nommée « méthode initiale » donne I'effort de
contact F. recherché (cet effort est noté F, dans le paragraphe traitant ‘la
pénalisation’) a partir de I'équation (V.25) ou I'effet d’amortissement n’est pas pris en
compte :

F.=F +%(d*—ut U ) (V.34)

Dans I'expression de la relation (V.34, on peut noter le déplacement U; a l'instant t, le
déplacement Ui, a linstant t+At, le déplacement d* a imposer pour ramener ce
nceud sur la surface a l'instant t +At et I’effort interne F,.
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La deuxieme méthode dite « méthode modifiée » - principalement utilisée pour
le contact avec le serre flan - définit un nouvel effort de contact par la relation:

» m
c = F(d*_ut + ut—At) (V.35)
En effet dans (V.34), la valeur de l'effort F. tend, au cours du temps vers celle de F;.

La valeur de d*, trés petite, n'est donc pas aisément exploitable numériquement ni
pour le test géomeétrique de contact ni pour la gestion du déplacement du serre-flan.

Si on considéere un mouvement uniformément accéléré de vitesse initiale v,
alors la pénétration est décrite par la relation d=1.y.At* + v .At a partir de laquelle

on calcule l'accélération y et donc l'effort F. en I'absence d'amortissement. L'effort
F..i n'est effectivement appliqué au nceud que si F,>0.

Si, au cours de la mise en forme, I'effort total exercé sur le serre-flan - par les
nceuds en contact - dépasse l'effort de retenue (pression hydraulique, etc.) déclaré,
les surfaces actives du serre-flan sont déplacées jusqu'a "égalité" de ces deux
efforts.

Le calcul de cette nouvelle position du serre-flan est itératif mais le
déplacement initial tient compte de la profondeur moyenne de pénétration des
nceuds dans cet outil.

Lors de la simulation, si des frottements doivent étre considérées alors pour
tout nceud en contact avec un outil, I'effort au nceud a une composante normale de
contact F, =F_.ii et une autre tangentielle F,.

Pour calculer cette force normale, il suffit de connaitre la force de contact
donnée par la « méthode modifiee » (V.35). Par contre le calcul de la force

tangentielle nécessite de connaitre au préalable la vitesse tangentielle \7t au nceud

par rapport a I'outil.
En fait, la vitesse du nceud par rapport a I'outil, a un instant t, est décomposée
en vitesses normale et tangentielle :

\7/0uti| = Vnﬁ + Vt (V36)
Si ‘\7t > ¢ alors l'effort tangentiel recherché est :
F =-uF,. Yt (V.37)
t
V.E.3. Gestion de contact lors d’un amincissement de I'épaisseur

Dans la these de Sansalone [12], la gestion de contact avec amincissement
dans le cas de coques-solides a 5 nceuds a été détaillée en séparant bien le réle du
nceud central assurant 'amincissement de celui des nceuds sommets servant au
repositionnement du plan moyen. Ceci ne sera pas repris ici.
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V.F. Conclusion partielle sur les éléments de type solide-coque

Avant une conclusion plus générale, est présentée ici une conclusion partielle quant
a la méthode de développement d’éléments solides-coques avec une déformation
linéaire a travers I'épaisseur.

Que ce soit sous I'hypothése de Mindlin (SB925) ou celle de la théorie de Kirchhoff
"discret" (SB9DK25) pour ces hexaéedres — dans tous les cas sous intégrés sauf dans
la direction privilégiée de I'épaisseur —, une loi constitutive 3D complete est utilisée.

La principale caractéristique de cette méthode consiste a ajouter un nceud
supplémentaire au centre de I'élément (initialement a 8 nceuds), nceud doté seule-
ment d’'un degré de liberté : une translation locale normale a la surface moyenne.
Cette translation est dédiée a la déformation normale et il est possible d’agir sur le
nceud supplémentaire, indépendamment des autres noeuds situés aux sommets,
dans le but d'imposer un effort équivalent a une pression normale, par exemple. Cela
fait la différence avec des éléments dotés de variables nodales supplémentaires
sans signification physique (Enhanced Assumed Strain : EAS).

Il est a noter qu’'il n'a pas suffit de partir d’'un élément solide-coque a 8-noceuds — en
'occurrence le ShB8PS — et de lui adjoindre un nceud supplémentaire ; il a fallu au
préalable en revoir la stabilisation, bien séparer membrane et flexion et, surtout,
ajouter un champ assumé de cisaillement transversal pour obtenir I'élément SB8;24
ou utiliser la flexion (sans cisaillement transversal) de I'élément coque DKS16 afin de
batir I'élément SB8DK?24 qui, lui, a imposé la stabilisation d’autres modes.

Comme cela a été dit auparavant, seule l'intégration réduite (« dans le plan ») est
intéressante pour des calculs fortement non linéaires. Précisément, a propos de la
stabilisation des modes a énergie nulle (dits "hourglass"), il n'y a rien de nouveau
puisqu’elle est inspirée par les travaux de Belytschko ; méme s'il y a des précautions
a prendre et s’il faut étudier finement les modes a stabiliser restants, les techniques
de stabilisation n’ont pas d’'influence sur la méthodologie présentée ici.

En rapport direct avec ce chapitre, un inconvénient en terme de temps de calcul
guand on passe d’'un élément solide-coque a 8 nceuds a un élément solide-coque a
9 nceuds est la diminution du pas de temps critigue malgré une répartition judicieuse
des masses aux nceuds. C’est, a ce stade de I'étude, la contrepartie incontournable
du fait de disposer d'un comportement 3D complet tout en assurant des résultats
corrects dans les zones ou la flexion est prépondérante.
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Vu la concurrence entre les constructeurs a qui importent énormément les aspects
confidentiels de leurs pieces industrielles afin d’innover et d’étre a méme de rester
compétitifs, il est difficile aux chercheurs de disposer des données industrielles
réelles relatives a la mise en forme des « produits» provenant de ces constructeurs.

Afin de valider de maniere expérimentale les solides-coques SB8y24, SB9y25,
SB8DK24 et SBO9DK25 formulés dans ce document pour la simulation des mises en
forme avec un amincissement voulu de I'épaisseur des structures plates et minces,
deux dispositifs pour emboutir sans et avec laminage, propriétés de LaMCoS, vont
permettre d'avoir des résultats expérimentaux auxquels seront confrontés les
résultats numériques fournis par les codes ou sont implémentés ces éléments de
type solide coque SB8y24, SB9y25, SB8DK24 et SBODK?25.

Cette comparaison, entre les résultats expérimentaux et numérigues des formes
obtenues par emboutissage (et des efforts développés) — avec et sans laminage —
aprés le retour élastique, va permettre de valider définitivement ces éléments
solides-coques si une similarité entre ces résultats est constatée.

Il n’est pas fortuit de présenter au préalable les dispositifs utiles aux opérations de
mises en forme par 'emboutissage avant de procéder a I'analyse des résultats.

VI.A. Mise en forme d’un ‘U’ par emboutissage

VI.A.1l. Le processus traditionnel d’emboutissage

Ce principe est fondé sur la déformation plastique a froid d’'un produit initial plat
(tble) pour obtenir la forme souhaitée. L’'emboutissage se pratique a I'aide de presses
a emboutir de forte puissance munies d’outillages spéciaux qui comportent générale-
ment trois pieces :

e une matrice, en creux, épouse la forme extérieure de la piece

e un poincon, en relief, épouse sa forme intérieure en préservant I'épaisseur de

la tble

e un serre-flan entoure le poingon, s’applique contre le pourtour de la matrice et

maintient la tdle pendant le processus créant aussi des efforts de retenue.

L’'opération d’emboutissage classique se fait en 4 phases comme indiquées sur la
figure V-1 ci-apres :

e Phase 1 : poincon et serre flan sont relevés. La tdle, généralement lubrifiée, est
posée sur la matrice.

e Phase 2: le serre flan est descendu et vient appliquer une pression bien
déterminée, afin de maintenir la tole.

e Phase 3: le poincon descend et déforme la tdle de facon plastique en
I'appliguant éventuellement contre le fond de la matrice.

e Phase 4 : le poingon et le serre flan se relévent ; la piéce conserve la forme
acquise (limite d’élasticité dépassée) au retour élastique pres.
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Figure VI-1 Les quatre phases d’'une opération d’emboutissage classique

VI.A.2. Inconvénients liés au procédé

Un tel procédé nécessite de prendre des précautions et pose certains problémes
techniques :

e L’entrée de la matrice doit étre trés arrondie et polie pour éviter toute déchirure du
métal et pour optimiser le comportement des zones de rétreint ; aucun angle ne
doit étre vif et un parfait état de surface est primordial : la mise au point de tels
outils est une opération trés spécialisée et trées colteuse notamment pour les
pieces d'aspect.

e Une étude de retour élastique peut étre nécessaire pour s’assurer de la possibilité
d'assemblage final.

e Les opérations d'emboutissage posent de gros problemes de frottement, d'usure
et de lubrification.

VI.A.3. Protocoles de mise en forme par emboutissage au LaMCoS
VI.A.3.a) Ancien montage

Depuis presque deux décennies, les opérations d’emboutissage ‘simples’ ainsi
gue d’autres opérations de mises en forme comme le pliage, le sertissage sont
effectuées au laboratoire LaMCoS sur le dispositif expérimental [3] monté sur la
machine de traction-compression SCHENK 250 KN (voir figure VI-2 ci-apres).

L'outillage d’emboutissage, monté sur la machine de traction-compression, est

COmposé :

e d’un poingon solidaire du mors supérieur mobile de la machine de traction ;

e de deux blocs matrices mobiles sur le plateau du banc afin de permettre un jeu
poincon matrice variable ;

e de quatre plateaux matrices appairées supportant des rayons d’entrée matrice de
2,4,10 et 15 mm

e de deux serre-flans positionnés par des cales de surépaisseur et bloqués
géométriqguement par des écrous inférieurs et supérieurs. lls n'exercent pas de
pression sur la tole ;

e d’'une barrette de serrage sur un des serre-flans, qui peut étre abaissée et bloquer
le flan contre la matrice ;

e d’'un capteur d’avalement monté sur I'autre serre flan.
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Poincon

Serre-flan

Miroir

Caméra

Figure VI-2 Montage de l'outillage sur la machine de traction

Grace a ce dispositif, plusieurs campagnes d’expériences ont été menées pour
'analyse d’emboutissage et de retour élastique sur divers matériaux dont celles
meneées pour la these [2].

En définissant le parametre « jeu sur épaisseur » comme le rapport du jeu entre le
poingon et la matrice par I'épaisseur de I'éprouvette, les conclusions tirées de [2]
stipulent que plus le rapport jeu sur épaisseur est grand, plus prononcé est le retour
élastique décrit par un rayon résiduel sur le mur de I'éprouvette apres I'emboutissage
(voir figure VI-3 ci-apres, a droite).

(1) Influence du «jeu sur épaisseur» sur le rayon de courbure résiduel

Pour connaitre les rayons de courbure résiduels Rrs, on identifie sur I'embouti
trois zones présentant une histoire de déformation différente aprés avoir noté que Ry,
est le rayon d’entrée matrice, R, est le rayon du poingon et e I'épaisseur de
I'éprouvette (figure V-3, a gauche) :

e Lazonelestplieea Rm+e/2

e Lazone 2 estpliee & Rm + e/2 puis dépliée a I'infini

e Lazone 3 estpliée a Rp + e/2

Des mesures sont faites avec une machine tridimensionnelle (une méthode parmi
d’autres) sur la seconde zone de I'embouti aprés le retour élastique. Une autre
méthode consiste a numériser le profil de la piéce a I'aide d’'un scanner et a mesurer
le rayon de courbure a l'aide d'un logiciel CAO. Cette deuxieme méthode sera
utilisée pour évaluer linfluence du laminage sur le retour élastique dans le cas de
notre étude (paragraphe V.B suivant).
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\ Zone 1

Zone 2

Uome 3

Figure VI-3 Zones de mémes histoires de déformation et rayons résiduels des murs

Rayon résidue ”
aprés refour élastiqua

(2) Phénomeéne de rebond et rayon d’entrée matrice

Avec ce montage (figure VI-2), d’autres phénomeénes influencent le retour
élastiqgue. On peut citer entre autres le phénoméne de rebond dont il faut gérer le
‘rayon de rebond’ (voir figure VI-4).

Le retour élastique diminue pour des petits rayons d’entrée matrice [7] a cause du
phénoméne de rebond (figure VI-3 et VI-4). La tble ne suit pas exactement la
géométrie de I'entrée matrice car la déviation géométrique occasionnée est non
négligeable devant la valeur du rayon. Pour les pliages sur les grands rayons, cette
déviation devient négligeable et la tble suit correctement 'outillage.

La figure VI-4 ci-aprés montre la formation d’un rayon de ‘rebond’ qui ne peut étre
mesuré avec précision mais dont I'estimation permet de dire qu'il est d'autant plus
petit que le jeu sur épaisseur est faible. Cette courbure, inverse de celle du rayon
matrice, diminue le retour élastique.

Figure VI-4 Phénomeéne de rebond

Dans [4] ont été évoquées les limites de ce dispositif expérimental (figure VI-4).
Cet appareil n’a pas été concu pour supporter des fortes charges comme lors de
'emboutissage avec laminage par exemple. Pour des jeux supérieurs a I'épaisseur, il
n'y a pas de probléme mais dés que ce parametre doit étre diminué pour assurer un
emboutissage avec laminage alors les problemes surgissent telle I'inadéquation du
dispositif de serrage de la matrice sur les mors de la machine de traction. Il y a des
risques de translation des parties de la matrice lors des opérations avec laminage.
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Et comme les résultats donnés par les éléments finis élaborés dans ce document
doivent étre confirmés ou infirmés par des résultats issus des expériences
d’emboutissage avec laminage (jeu poingon-matrice inférieur a I'épaisseur de la tole),
il n’est pas indiqué d’utiliser I'appareil d’emboutissage décrit précédemment a cause
des mouvements de translation dus aux glissements et au manque de rigidité [4].

Un nouveau dispositif a été concgu et fabriqué en 2010 [1] dans le but d’opérer des
mises en forme qu’on voudrait accompagnées de la diminution d’épaisseur. En outre,
il est prévu pour s’affranchir du coefficient de frottement difficile a quantifier. Cet
appareillage, indiqué pour 'emboutissage avec laminage, est décrit ci-aprés.

VI.A.3.b) Nouveau montage

Ce dispositif expérimental (voir figure VI-5, VI-6 et VI-7) a été concu et fabriqué
lors du projet de fin d’étude de I'année 2010 [1]. Il est destiné aux expériences de
mises en forme dont 'emboutissage avec laminage.

Les opérations d’emboutissage avec laminage vont étre effectuées sur des pieces
en alliage d’aluminium dans un premier temps pour éprouver la résistance a la
pression et au matage de certains éléments roulants du dispositif (roulements,
rouleaux...) et le poingon.

L'alliage d’aluminium a été choisi puisqu’il présente des bonnes aptitudes a la
déformation et donc au laminage en sollicitant relativement peu d’effort. Des efforts
dont le maximum peut facilement étre supporté par les éléments du dispositif.

Et c’est justement le phénomene de roulement sans glissement de la tdle sur les
rouleaux qui fait que le frottement entre t6le et matrice ainsi qu’entre tole et serre flan
ne sera pas pris en compte dans la simulation EF (Eléments Finis).

Les pieces embouties simplement ou embouties et laminées en méme temps sont
étudiées suivant les profils qu’elles présentent apres retour élastique. C’est en fait
I'étude du retour élastique de ces éprouvettes embouties qui est effectuée.

Rouleaux supérieurs

(serre flans) Poincon

Rouleaux inférieurs
(matrice)

Figure VI-5 Dispositif d’'emboutissage avec laminage
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Sur la figure VI-5 sont indiqués clairement les composants essentiels qui
participent a la mise en forme du type emboutissage. On peut positionner facilement
le poingon, les rouleaux inférieurs et les rouleaux supérieurs.

Tiges Mousqueton Comparateur Vis de centrage

Figure VI-6 Différentes vues du dispositif d’'emboutissage avec laminage monté sur
la machine de traction-compression SCHENK 250 kN

Les deux tiges indiquées sur la figure VI-6 ont pour role d'immobiliser les cales
biseautées en translation verticale afin d’empécher tout écartement des rouleaux
inférieurs par rapport au poingon lorsque leur position a été fixée. Les mousquetons
permettent de retirer les cales, ce qui faciliterait le retrait de I'éprouvette emboutie.
Les deux vis de centrage (une vis de chaque c6té) rapprochent ou écartent les
rouleaux inférieurs du poincon lors du réglage du paramétre « jeu sur eépaisseur ».

Sur la figure VI-7, ci-aprés, est montrée la mise en place de I'éprouvette et des
rouleaux supérieurs préparant a une opération d’emboutissage. L’éprouvette est
posée sur les rouleaux inférieurs puis sont montés les rouleaux supérieurs. Et
'opération d’emboutissage - avec ou sans laminage simultané - peut commencer en
faisant descendre le poingon.

Vis de blocaae des serre flans
Figure VI-7 Opération d’'emboutissage
La figure VI-8 montre la forme prise par I'éprouvette apres cette opération

d’emboutissage. Quelques précautions sont a prendre lors du retrait du produit
(éprouvette emboutie). Ces précautions se résument a I'écartement des rouleaux
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inférieurs avant de remonter le poingon et libérer le flan embouti. Pour y parvenir, il
faut retirer les tiges qui bloquent les cales biseautées (Figure VI-6), faire remonter
ces cales et écarter les rouleaux supérieurs aprés dévissage des vis (Figure VI-7) qui
bloquent ces rouleaux par rapport au bati.

Figure VI-8 Eprouvette emboutie

(1) Montage du dispositif
(€)) Description

Sans entrer dans le détail descriptif de cette machine, par ailleurs bien fait dans
[1], les principaux éléments a connaitre dans cet appareil destiné, parmi d’autres
opérations, a I'emboutissage avec et sans laminage sont: le poingon, les deux
rouleaux inférieurs faisant office de matrice et les deux rouleaux supérieurs servant
de serre flans.

Avec des vis, le_poincon est rendu solidaire du mors supérieur mobile de la
machine de traction compression SCHENK 250 kN du Laboratoire LaMCoS. Bien
gu’il présente linconvénient de n’avoir aucune mise en position, ce systeme de
fixation permet d’ajuster en rotation le poingon par rapport au systeme.

En fixant sa course a 90 mm pour que la mise en forme soit correcte, le poingon -
de 50 mm de diameétre a son extrémité - emboutit une éprouvette en téle de maniére
a avoir un pliage en forme de ‘U’. Concgu et fabriqué dans un matériau tres rigide
(limite élastique : Z160 spécifique aux outils de mise en forme), il permet d’opérer
des emboutissages accompagnés ou non de laminage suivant le besoin.

Les rouleaux inférieurs jouent le réle de la matrice de ce systeme. lls font partie
intégrante de l'outil de mise en forme qui a l'avantage de centrer les éléments
mobiles et d’assurer ainsi la symétrie essentielle a I'obtention d’un produit ‘uniforme’
et exploitable. Les deux rouleaux inférieurs (matrice) sont en liaison pivot avec le
bloc. Leurs positions (écartement) peuvent étre réglées par rapport au poingon grace
a un systéme vis-écrou situé en dessous du bati et de deux vis latérales.

Les serre-flans (rouleaux supérieurs) ne sont utiles gu’en emboutissage afin de
donner une bonne forme en ‘U’ au flan (éprouvette). L'espace entre le rouleau
inférieur (matrice) ou repose I'éprouvette et le rouleau supérieur faisant office de
serre-flan est lIégerement plus grand que I'épaisseur de I'éprouvette afin d’assurer
une mise en forme ‘sans frottement’. Deux dispositions de montage de ces rouleaux
serre flans permettent d’effectuer 'emboutissage des toles de 1mm et de 2mm. Les
serre flans sont immobilisés (sauf rotation), aprés montage, par vissage sur le bloc.
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(b) Mise en place

hY

La premiere opération a réaliser est le réglage du jeu sur épaisseur (jle): le
poincon est descendu entre les deux rouleaux inférieurs servant de matrice. Ces
rouleaux sont ensuite mis en contact contre le poingon. Le poingon, solidaire de la
traverse supérieure de la machine de traction, est fixé en rotation. Les deux rouleaux
inférieurs (matrice) sont ensuite écartés légerement afin de régler le jeu sur
épaisseur grace a des cales étalons. Ces cales permettent d’obtenir le jeu
poingon/matrice désiré.

On remonte le poingcon et on dépose une éprouvette (tdle rectangulaire plane) sur
les deux rouleaux inférieurs. Puis on met en place les rouleaux supérieurs (serre
flans) qui sont en liaison pivot avec le bati. lls reposent librement sur I'éprouvette.
L’éprouvette, ainsi prise entre matrice (rouleaux inférieurs) et serre-flans (rouleaux
supérieurs), peut étre emboutie en faisant descendre le poingon.

Pour une opération d’emboutissage sans laminage, il suffit de faire un centrage du
dispositif au préalable en mettant en contact le poincon et les rouleaux inférieurs.
Puis on écarte légerement les rouleaux du poingon et avec des cales étalons on
assure le jeu nécessaire pour que I'éprouvette soit emboutie sans étre laminée. Le
jeu a assurer est juste supérieur a I'épaisseur de la piece a emboutir.

Et pour une opération avec laminage, apres I'opération de centrage, on écarte les
rouleaux du poincon et on procéde a un réglage de jeu utile a I'opération
d’emboutissage accompagné de laminage par tdtonnement vu les multiples jeux
propres au mécanisme qui se reportent automatiguement sur le produit final. En
effet, sur le bati qui semble étre la partie du dispositif présentant le moins de jeu, on
a pu mesurer avec un comparateur un jeu de 7/100 en appuyant fortement dessus
avec la main. On peut imaginer les jeux que peuvent introduire les autres organes...

Vu l'importance des jeux qui ne sont pas encore maitrisés, la procédure adoptée
pour effectuer l'opération d’emboutissage avec laminage n’est pas du tout
« industrielle » mais elle offre la possibilité d’obtenir des résultats exploitables. Ainsi
on ne peut pas fixer au préalable un taux précis de laminage.

Avec un jeu d’environ 0.5 (cale étalon de 0.5) entre rouleaux et poingon, on a un
laminage d’environ 26%. Lorsque c’est une cale étalon de 0.6, on a un laminage de
19% et en utilisant une cale de 0.7 on arrive a laminer a un taux de 10%. Il faut noter
gue toutes les éprouvettes utilisées, en alliage d’aluminium, ont une_épaisseur de
1.15 mm avec quelques rares fois des variations d’un centiéme de millimétre.

Les flans (éprouvettes) sont découpés aux dimensions 270x10 mm puis nettoyés
a l'alcool. Les dimensions utiles (épaisseur, longueur et largeur) sont remesurés
avant I'essai. Les mesures d’épaisseurs sont faites aux extrémités et au milieu de
I'éprouvette pour s’assurer de leur quasi-uniformité.

270 mm

10 mm > Direction de

laminage

Figure VI-9 Geéométrie des flans a emboutir
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Il faut bien aligner I'éprouvette avec le profil du bloc supportant les rouleaux. Pour
cela, des tétons de réglage ont été prévus et garantissent son bon alignement sans
créer des désalignements pour I'éprouvette durant les expérimentations.

L’emboutissage proprement dit commence aprés cette procédure de mise en
place. Un programme de pilotage permet de contrdler la vitesse de déplacement de
la traverse, fixée a 10mm/min pour tous les essais, ainsi que les enregistrements
simultanés de la course du poingon (environ 90 mm), de I'avalement et de l'effort
exerce verticalement par le poingcon (dépendant du taux de laminage).

Une fois I'opération terminée, avant de faire remonter le poingon, il faut écarter les
rouleaux pour que le poingon n’entraine pas la piece emboutie lors de sa remontée.
Une fois le poingcon remonté et les serre-flans retirés, I'embouti est extrait
manuellement et délicatement pour ne pas fausser la forme du retour élastique. Trois
essais sont réalisés pour chaque configuration pour assurer la répétabilité.

(2) Les vérifications a faire pendant les expérimentations

Translations des supports rouleaux

C’est une vérification importante a faire surtout lors d’'une mise en forme
nécessitant de trés grands efforts comme I'emboutissage accompagné du laminage.
Ces efforts vont avoir tendance a écarter les rouleaux qui vont repousser les cales
inclinées (biseautées).

Apres réglage, il faut vérifier que les cales inclinées ne remontent pas lors de
'opération d’emboutissage avec laminage afin d’assurer une uniformité du taux de
laminage sur tout le « mur» de I'éprouvette. Comme ce contréle est difficile a
effectuer visuellement, il faut s’équiper d’'un comparateur pour vérifier que la cale ne
se déplace pas pendant I'expérimentation.

Translation du bati

Il a été dit précédemment qu'un petit effort exercé sur le bati a fait déceler le
rattrapage d’un jeu de I'ordre de 7/100. Il faut donc vérifier que le bati ne se déplace
pas pendant I'expérimentation (dévisser les vis de réglage en translation). Un
mauvais centrage du poingon entre les rouleaux entrainerait une dissymétrie des
efforts.

Mesure du laminage

Le réglage précis de la distance entre les rouleaux ne suffit pas pour déterminer
précisément le taux de laminage de I'éprouvette. Il faut mesurer I'épaisseur avant et
apres I'expérimentation au pied a coulisse, par exemple.

LaMCoS BASSA Bruno
INSA de Lyon 2011

Cette thése est accessible a I'adresse : http://theses.insa-lyon.fr%lfb:"rtgtion/Zm 1ISALO113/these.pdf
© [B. Bassa], [2011], INSA de Lyon, tous droits réservés



Contribution a I’étude d’éléments finis de type coque sans degrés de liberté en rotation ou a formulation solide pour des
simulations numériques de I’emboutissage et du retour élastique

VI.B. Reésultats expérimentaux

VI.B.1. Contexte

Plusieurs expériences ont été menées avec le nouveau dispositif (figure VI-5)
mais seuls les résultats — d’emboutissage sans et avec laminage — obtenus avec les
éprouvettes de 270 mm de long, 10 mm de large et 1.15 mm en moyenne
d’épaisseur, en alliage d’aluminium de nuance 6016 vont étre exploités.

Ce sont les profils de ces emboutis qui sont étudiés pour évaluer I'impact du
laminage sur le retour élastique.

VI.B.2. Retour élastique

Aprés extraction des outils a la fin la mise en forme, la piéce ne garde pas la
géométrie désirée, c’est le phénomeéne de retour élastique.

Des hétérogénéités de contraintes apparaissent dans la piece (encore dans I'outil
fermé) :

e dans I'épaisseur de la tdle apres passage sur les rayons des oultils ;

e entre des zones ayant subi des trajets de déformation différents sur la piece.

Figure VI-10Visualisation des contraintes dans I'épaisseur
du matériau apres retour élastique

Lors de I'arrét de la charge, ces contraintes se redistribuent pour obtenir un nouvel
équilibre dans la piéce. La piéce « s’ouvre ». Ainsi, pour paramétrer le retour
élastique, les grandeurs représentatives sont soit des variations angulaires, soit des
rayons de courbure [2].

VI.B.3. Formes des emboutis non laminés aprés retour élastique

Sur le schéma ci-apres (figure VI-11) est montré le réglage du jeu nécessaire a
l'opération d’emboutissage ainsi que la position de la tble entre les rouleaux
inférieurs (matrice) et les rouleaux supérieurs (serre-flans).

Toutes les éprouvettes mises en forme (une forme en ‘U’) avec le nouveau
dispositif d’emboutissage (figure VI-5) sont dénommeées ‘U rouleau’ a cause de la
forme — des rouleaux dans ce dispositif — de la « matrice ». Cette dénomination
permet de les distinguer des autres formes de ‘U’ a savoir le ‘U Numisheet’ qui est un
classique ayant été présenté au Congres de Numisheet en 1993. Le troisieme ‘U’,
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nommé ici ‘U2010’ puisqu’ ayant servi a une thése achevée en 2010 [4], est la forme
donnée aux éprouvettes grace a I'ancien dispositif d’'emboutissage (figure VI-2).

Les emboutis non laminés en question sont des éprouvettes auxquelles on a
données une forme de ‘U rouleau’ comme sur la figure VI-12 et qui devraient garder
leurs épaisseurs initiales.

Par rapport a ces emboutis non laminés, on pourra comparer des emboutis
laminés afin d’évaluer l'influence laminage sur le retour élastique, du moins pour un
taux donné.

réglage latéral

Figure VI-11Schéma de I'opération d’emboutissage

Pour valider I'expérience, on vérifie la répétabilité des résultats en comparant trois
éprouvettes embouties. Si les profils des trois éprouvettes ‘identiques’, embouties
dans les mémes conditions, se superposent alors peut exploiter ces résultats. Le
profil d’'un embouti peut étre scanné (figure VI-12) afin de servir de référence pour
des comparaisons avec emboutis laminés dans le prochain paragraphe.

Figure VI-12Eprouvett'é'emboutie non laminée

On n’a pas beaucoup insisté sur les opérations d’emboutissage sans laminage car
beaucoup des travaux ont été effectués les concernant, on peut citer entre autres
travaux la thése de Carbonniére [2].

Les produits obtenus lors de I'opération d’emboutissage sans laminage a partir
des éprouvettes en alliage d’aluminium (6016) de 10 mm de largeur montrent
effectivement qu'’il y retour élastique mais qu’on ne saurait quantifier ici

En fait, il est plus question de voir la tendance du retour élastique sur des
éprouvettes ayant subies un emboutissage accompagné d’'un laminage a un taux
donné.
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VI.B.4. Formes des emboutis laminés apreés retour élastique

Les emboutis dits laminés sont obtenus a partir des éprouvettes de mémes
dimensions que des emboutis non laminés (270 mm de long, 10 mm de large 1,15
mm d’épaisseur). Pendant leur mise en forme, ils subissent en plus une opération de
laminage qui consiste a volontairement diminuer leurs épaisseurs.

Les résultats issus de I'emboutissage avec laminage sont ceux qui nous
intéressent le plus car ils vont permettre de valider les éléments solides coques
SB9y25 et SBODK?25 qui possédent un nceud supplémentaire en leurs centres afin de
restituer correctement la déformation normale a travers I'épaisseur.

De plus, par l'utilisation de la loi de comportement complete 3D, la contrainte
normale vraie peut ainsi étre évaluée et permettre le calcul des efforts normaux
équivalents a la pression.

Les résultats présentés (figure VI-13-a et b) sont ceux d’emboutis laminés a 10 %
et 19 %. Un laminage a 26 % (figure VI-13-c) a aussi été effectué afin d’'observer le
comportement du retour élastiqgue quand le laminage devient important.

Mais il faut noter que le but de laminer la téle lors de 'emboutissage n’est pas d’en
diminuer fortement I'épaisseur mais d’agir suffisamment pour diminuer le retour
élastique. Le taux de 10% est déja suffisant et les autres laminages montrés ici
prouvent seulement les possibilités du dispositif expérimental.

a) U rouleau laminé a 10% b) U rouleau laminé a19%

¢) U rouleau laminé a 26%

Figure VI-13 Eprouvettes embouties avec laminage
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Suivant la progression du taux de laminage aprés une mise en forme
d’emboutissage avec laminage, deux situations se présentent :

e La premiere concerne I'évolution « négative » du retour élastique lorsque le taux
de laminage va de 10 a 19% (Figures VI-13-a et VI-13-b). En fait on constate
visuellement que le retour élastique diminue quand on se rapproche de 19%.

e La deuxieme situation montre qu'au-dela de 26% de laminage (peut étre avant car
on ne sait rien de ce qui se passe entre 19 et 26% de laminage), le retour
élastique va croissant a cause peut étre de Iaffaiblissement du mur par un
amincissement exagéré de I'épaisseur

VI.B.5. Efforts développés pendant la mise en forme

Pendant le déroulement des expériences, I'acquisition des valeurs des forces de
mise en forme avec laminage a 10 et 19 % (dénommées ici forces de laminage pour
faire simple) a permis de tracer sous Excel les courbes ci aprés qui décrivent les
efforts mis en jeu par la machine de traction compression de 250 kN (Figures VI-6),
tout au long de la course du poingon, pour emboutir et laminer a un taux de 10% une
premiere éprouvette (Figure VI-14) et une seconde éprouvette a un taux de 19%
(Figure VI-15)

Les deux courbes étant tres chahutées, a cause des vibrations, des moyennes ont
été tracées dessus. Elles ont la méme tendance et peuvent étre décrites par leurs
deux paliers :

e Le premier palier qui semble étre une courbe linéaire décrit le pliage de

I'éprouvette entrainée vers le bas par le poingon ;

e Le pic brutal d’effort correspond au début de laminage ;

e Le deuxieme palier est un morceau de courbe pratiguement constante

dénotant toute la phase de laminage. Le laminage se fait a un effort constant ;

e La derniére partie de la courbe correspond a la décharge des efforts de mise

en forme. Elle est d’ailleurs sans intérét.

Courbe de force de laminage a 10%

0,0
-7,6

-18,8
-29,9
-40,8
-52,3
-63,6
-74,9
-86,3
-95,5

100,0
0,0
-100,0 -
-200,0 —— Effort_machine
-300,0
-400,0 Moy. mobile sur 5 pér.
-500,0 (Effort_machine)
-600,0
-700,0
-800,0

Force (N)

Déplacement (mm)

Figure VI-14 Evolution d'effort de laminage a 10%
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Courbe de forme de laminage a 19 %

0,0
-10,2
21,1
-32,3
-43,3
-54,6
-65,6
-76,6
-86,3
-90,2

-400,0
-600,0

-800,0 _ )
-1000,0 Moy. mobile sur 5 pér.

-1200,0 (Effort_machine)
-1400,0
-1600,0
-1800,0

—&— Effort_machine

200,0
0,0 i
-200,0 +‘

FOrce (N)

Déplacement (mm)
Figure VI-15 Evolution d'effort de laminage a 19%

On peut noter que I'effort devient important quand le taux de laminage augmente.
En effet, a un taux de 10 % correspond un effort de laminage avoisinant 650 N
(Figure VI-14) et lorsqu’on impose un laminage a 19 % alors I'effort & développer est
de l'ordre de 1550 N.

Dans le paragraphe qui suit, les forces dans la simulation numérique de la mise en
forme de ‘U rouleau’ permettront de tracer des courbes d’efforts de laminage. Ainsi
une comparaison pourra étre faite et des conclusions tirées.

VI.C. Résultats numériques

VI.C.1. Forme du ‘U’ de Numisheet 93

Les données et les résultats expérimentaux correspondent au test proposé au
congres NumiSheet'93 ; test devenu depuis une référence car, entre autres, il met
bien en évidence l'influence du type d’élément ou de la densité du maillage sur les
résultats du retour élastique de cette mise en forme.

Il s’agit de donner la forme d’'un ‘U’ avec un fond plat (Figure VI-16-a) a une simple
bande de tole de largeur 35 mm et de longueur 350 mm. Apreés retrait des outils, la
forme en ‘U n’'est pas conservée (Figure VI-16-b). Plusieurs paramétres (rayons,
angles, distances) rendent compte de cette modification de forme mais seul le rayon
« R » (Figure VI-19) donne lieu, ici, a des comparaisons.

a - Forme en ‘U’ juste apres I'emboutissage b - Forme en ‘U’ aprés le retour élastique
Figure VI-16 Forme en ‘U’ avec un fond plat ou ‘U Numisheet 93’
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VI.C.1.a) Données

- Matériau :
e alliage d’aluminium : E= 71000 Mpa ; v =0.33;
e parametres de Lankford : ry = 0.71; ry5 =0.58 ; rgg = 0.7 ;

e écrouissage : ¢ = 576.79x(0.01658 + g )0-3°93 |

- Maillages :
e seul un quart de la structure est etudié du fait des deux symétries ;

e le pas du maillage du flan dans la largeur est de 3.5 mm et varie dans le
sens de lalongueur suivant 4 cas : 1.5 mm, 2.5 mm, 3.5 mm et 5 mm.

- Qutillage :

o effort de serrage du serre flan = 2.45 kN pour le flan complet ;
e coefficient de frottement entre flan et outils = 0.162 .

e jeu de 1 mm entre poingon et matrice (voir figure suivante).

—,

%_

0 1+
RS
RS
154 |
[
a - Description 2D b- Surfaces des outils
Figure VI-17 Outillage pour 'emboutissage d’'une forme en ‘U’

- Parametres :

e vitesse de descente du poincon : 5 m/s;

e masse volumique : 2.6.10° (égale & celle du matériau) ;
e pas d’'amortissement déclaré.

VI.C.1.b) Résultats pour différents éléments et finesse de maillage

La valeur moyenne du rayon résiduel obtenue a partir des expérimentations
effectuées pour le Congres de Numisheet 93 est de 88,7 mm dans les proceedings
de ce congres reprise dans I’Annexe V du polycopié de Calcul des structures par
éléments finis dont les auteurs sont Sabourin Francis et Emmanuelle SALLE [6]
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(1) Avec I'’élément Rotation Free ‘'S3’

Pour un pas de maillage de 2.5 mm avec I'élément ‘Rotation Free S3’, ce rayon
est de 85,85 mm et avec 3.5 mm le rayon résiduel passe a 86,30 mm (Figure VI-18).
Ces résultats sont tirés de I’Annexe VIII du polycopié de Calcul des structures par
éléments finis [6] ou il est montré que le rayon résiduel reste correct jusqu’a 5 mm.

On sait d'ailleurs, a partir de la référence [5], que I'élément ‘S3’ est trés peu
sensible au maillage et les résultats numérigues obtenus, pour des calculs effectués
avec cet élément sont proches de I'expérimental.

Lr—r—v—o—o—o——i—d—f"i
Figure VI-18Retours élastiques de ‘U Numisheet 93’ simulées avec
I'élément ‘Rotation Free S3’ (découpages : 2.5, 3.5, 5 mm)

(2) Avec les éléments solides-coques SB8j24 et SB9y25

Pour une vitesse de 2 m/s pendant I'emboutissage et un maillage de 1.5x3.5
effectué avec I'élément de type solide-coque SB8y24 (figure VI-19) puis avec
'élément SB9y25 (figure VI-20), les rayons résiduels aprés la simulation du retour
élastique sont respectivement 82,7 mm de 84,2 mm, des résultats qui se trouvent
non loin de I'expérimental et bien proches de la valeur numérique donnée par
I'élément coque triangulaire ‘S3’.

Il faut cependant noter que les éléments SB8y24 et SB9y25 sont tres sensibles au
maillage. En effet, quand la dimension de la maille croit le retour élastique diminue et
on voit méme apparaitre un phénomeéne contraire au retour élastique (figure VI-21).

\
|
! RE2.7
|

Figure VI-19Retour élastique de ‘U Numisheet 93’ simulé avec
I'élément solide-coque SB8y24 (pas de maillage : 1.5 mm)
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RB4.2

Figure VI-20Retour élastique de ‘U Numisheet 93’ simulée avec
I'élément solide-coque SB9y25 (découpage : 1.5mm)

ShBSPS : U NumisheetS3

Figure VI-21 Retour élastique de ‘U Numisheet 93’ simulé avec
I'élément solide-coque ‘ShB8PS’ (maillages : 1.5, 2.5 et 5 mm)

(3) Contraintes dans les éléments ‘S3’, SB8y24 et SB9y25

© en peau supérieure G en peau supérieure G en peau supérieure
- 357 MPa (SB9y25) -335 MPa (élément S3) -331 MPa (SB8y24)

Figure VI-22 Contraintes dans le mur (en peau supérieure)

Dans cette figure VI-22, est dessinée la répartition des contraintes suivant la direction

du profil sur la peau supérieure donnée par chaque élément (SB9y25, S3 et SB8y24)
a la fin de la mise en forme. Cette répartition montre une méme tendance et des
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valeurs (extrema) pas si différentes. Les solides — coques restituent des contraintes
voisines a celles que donne I'élément ‘S3’ quand le maillage est suffisamment dense.

N.B. En deca de la plus petite valeur de la finesse de maillage précisée dans tous les
cas précédents, les formes obtenues aprés retour élastique ne varient plus.

VI.C.2. Forme ‘U 2010’
VI.C.2.a) Données

Contrairement a I'exemple précédent, le poingon a une extrémité incurvée (Rp =
25 mm) et il n'existe aucune force serre-flan, un jeu de 0,01 mm étant maintenu entre
I'éprouvette et le serre-flan (Figure VI-23). Le rayon d’entrée matrice Rm est égal a
10 mm. Le jeu entre la matrice et le poincon est de 3,0 mm (0,5 mm de jeu plus
I'épaisseur de I'éprouvette) pour la mise en forme sans laminage, puis on réduit ce
jeu a 2,3 mm (0,2 mm de moins que I'épaisseur de la tdle) pour le cas de la mise en
forme avec laminage, c'est-a-dire avec un phénomene d’amincissement de
'épaisseur au cours des 102 mm de course du poincon (avec une vitesse de 2,5
m/s). Le coefficient de frottement entre le serre-flan et I'outillage est estimé a4 0,1.

Les données matérielles de I'éprouvette en alliage d’aluminium (300 mm de long,
10 mm de large et 2.5 mm d’épaisseur) sont : E = 69 GPa, v = 0.32, p = 2600 kg/m3,
coefficients de Lankford : rO = 0.66, r45 = 0.82, R90 = 0.69 et un écrouissage
combiné défini par: oo = 159 MPa, Q = 268.8 MPa, b = 12.9 pour la partie isotrope

(6=00+Q(1—e‘b§p) et C = 258.7 MPa, y = 1.78 pour laspect cinématique

p
({da} = Cd%{c—a}—y{a}dﬁp, o représentant le déplacement de la surface de charge
o

dans l'espace des contraintes). L'identification a été effectuée avant le procédé
d’emboutissage grace a certaines procédures détaillées dans [2].

A propos des résultats numériques, méme si la simulation surestime Iégérement le
retour élastique, des résultats satisfaisants sont obtenus (figure VI-27-b). Surtout, un
[éger amincissement de I'épaisseur dans le mur (8% de laminage)) contribue a faire
diminuer le retour élastique.

Foincon

Rp=25 mm
Serre-flan

Q\/L
¥

|
Matrice _ |

Rm

Figure VI-23 Opération de mise en forme avec laminage
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VI.C.2.b) Résultats

Comme on a eu le dire précédemment, le ‘U2010’ est une forme donnée aux
emboutis avec I'ancien dispositif de mise en forme du LamCoS lors de la thése [4]
qui s’est achevée en 2010. Un nom donné juste pour le besoin de différentiation des
‘U’ utilisés dans ce document.

La simulation de cette forme avec les éléments solides-coques formulés dans ce
document donne, avec le coefficient de stabilisation en membrane
(coef_stab_membrane) pris égal a 1.0, des contours parfaits au niveau des rayons
d’entrée matrice (Figures VI-24, V-25) et méme du mur (Figure VI-26) contrairement
a un coefficient de 10™ pour lequel on a des instabilités.

Figure VI-24Arrondi supérieur aprés retour élastique
simulé avec coef _stab_membrane = 1.0

Figure VI-25Arrondi supérieur aprés retour élastique
simulé avec coef _stab_membrane = 10™

\

a — Mur avec coef_stab_membrane=1.0 b — coef stab_membrane= 10

Figure VI-26  Mur apres retour élastique
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Dans la thése de Sansalone [4], il a été montré que le laminage a un taux de 8%
fait diminuer le retour élastique ; ce qui était retrouvé numeériquement avec I'élément
coque-solide Q5y26. Simulée avec des éléments briques de type solide-coque, on
obtient la méme tendance (figure VI-27-b) c’est-a-dire que la forme de I'embouti
laminé a 8 % apres retour élastique se situe entre I'embouti avant retour élastique et
'embouti non laminé apres retour élastique.

a — Résultats expérimentaux avec et sans laminage b — Prédictions numériques

Figure VI-27. Résultats de mises en forme avec et sans laminage

Dans la figure VI-28 ci aprés, on distingue nettement toute la zone ou I'épaisseur a
diminué (zone en bleu). La partie en rouge a maintenu une épaisseur intacte, voire
légerement augmentée. On peut lire une épaisseur minimale de 2.31 mm (épaisseur
finale ou amincie) et une épaisseur maximale de 2.51 mm (épaisseur initiale)

2.1E+DD Z.41E+00

] i 2.31E 00 [Moment HZ = |
Wl e zsieao | T

Figure VI-28Variation de I'épaisseur dans I'embouti simulée
avec des éléments solides-coques SB9y25
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VI.C.3. Forme ‘U rouleau’

On parle de ‘U rouleau’ ici a cause de la forme héritée des rouleaux du systeme
de mise en forme congu et fabriqué lors d’un projet de fin d’études en 2010 [1]

VI.C.3.a) Données

- Matériau :
e alliage d’aluminium nuance 6016 : E = 57642 Mpa ; v =0.381 ;
e parametres de Lankford : ry = 1.22; 1,5 = 1.07 ; g =0.82;

e écrouissage combiné défini par : oo = 118.44 MPa, Q = 111.768 MPa,
b = 16.886 pour une piéce isotrope (G=o, +QL-e % ) et C = 382 MPa et

p
y = 3.625 pour I'aspect cinématique ({da}=Cd%{c—a}—y{a}d§p. On trouvera
o
les détails de I'identification dans ces lois dans [2]

- Maillages :
e seul un quart de la structure est étudié du fait des deux symétries ;

e le pas de maillage (entre deux lignes de nceuds) du flan dans la largeur est de
3.5 mm et varie dans le sens de la longueur suivant 2 cas : 0.9 mm et 0.6mm.
e Au moins trois éléments dans la largeur pour éviter des instabilités

- Quitillage :
e coefficient de frottement nul entre flan et outils
e pas d’efforts de serre-flans (rouleaux supérieurs)

a — Surfaces des outils en 3D b — Outillages en 2D
Figure VI-29Principales surfaces des outillages
VI.C.3.b) Résultats

En faisant évoluer le taux de laminage (10, 19 et 26%), on constate que le ‘U’ se
referme quand le taux de laminage augmente (figure VI-30). Ce qui ne correspond
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pas tout a fait a I'expérience ou, a 26% et au-dela, le retour élastiqgue s’accentue, a
cause probablement de I'affaiblissement des murs (figures VI-13-c et d).

Les meilleurs résultats sont ceux données par un maillage fin dont le pas vaut 0,6
mm qui permet a la téle d’épouser correctement le bout incurvé du poingon.

(1) Deformée

Figure VI-30Evolution du retour élastique en fonction de laminage - SB9y25

Mais la forme générale est trompeuse car le rayon résiduel dans le mur décroit
guand le taux de laminage augmente (figure VI-31). Il y a donc plus de retour élas-
tique dans cette zone quand le laminage croit ; ce qui est conforme a I'expérience.

RIBAIZA  oommffommmmmm e

Laminoge 28%

R145.287

|
|
|
|
|
|
| Laminage 10%
|
|
|
|
|

Figure VI-31Evolution des rayons résiduels (mur)
en fonction des taux de laminage

Le rayon qu'imprime le rouleau inférieur (équivalent du rayon d’entrée matrice)
reste pratiquement constant apres retour élastique quand le taux de laminage varie
(Figure VI-32). Tout est donc tributaire du rayon imposé par le poingon.
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En effet, en fond d’embouti, plus il y a de laminage, plus le rayon formé sur la téle
est proche de celui du poingon ; ce qui est logique puisque l'effort vertical augmente.
Il se peut donc que les simulations numériques ne rendent pas compte de ce
phénomene par sous estimation de la valeur de cet effort ou, plus probablement, que
les rouleaux ne tournent pas vraiment librement quand le laminage est trop important
et qu’il conviendrait donc de déclarer du frottement dans les données numeériques.

| T —
| Laminage 28%
|

Figure VI-32Valeurs des rayons en fonction du taux
de laminage lors du retour élastique

(2) Amincissement de I'épaisseur

Avec les éléments solide-coques SB9y25,
le contact est facile a gérer numériguement
et I'épaisseur finale en fin de mise en forme
est toujours conforme a celle imposée. Il
fait toutefois tenir compte des approxima-
tions dues a la CAO (carreaux de surfaces
NURBS obtenus a partir de "contours" puis
de "profils". Sans compter que 10%, 19% et
26% sont des taux eux aussi approchés
basés sur des mesures de I'épaisseur finale
apres les expérimentations...

La figure VI-33 montre, par exemple, une
valeur finale affichée de 0.938 (se référant
a la couleur) au lieu de 0.932 théorique. Ce
qui importe, c’est que la valeur apparaisse
bien constante dans toute la zone laminée ;
ce qui est effectivement le cas quel que soit
le taux de laminage : tous les diagrammes
colorés ressemblant a la figure ci-contre.

9.38E-01 11SE+00

e TR e

Figure VI-33 Epaisseur du U laminé a 19%
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(3) Déformation plastique équivalente

Les figures VI-34 et VI-35 montrent les déformations plastiques cumulées sur les
peaux inférieure et supérieure ainsi que sur la surface moyenne pour, dans l'ordre,
un laminage de 19 % et un de 26 %. Quel que soit le taux de laminage, la valeur
maximale peut varier suivant la situation c'est-a-dire que la valeur prise sur la peau
supérieure peut étre différente de la valeur sur la peau inférieure et de celle en
surface moyenne ; sans toutefois un grand écart entre ces différentes valeurs.

nms 00 1.26E-01 251E01
u.Erva 1.54E-01 a07Em M nnnE o0 12E0 ZAIE-01 M“ S _‘ M =
J =En L ] 2«50' (£ med ﬂ z 1E-01 Fp ur H

a ) Peau inférieure :Mini=0.0 b ) Surface moyenne : Mini=0.0 ¢ ) Peau supérieure :  Mini=0.0
Maxi=0.307 Maxi=0.241 Maxi=0.251

Figure VI-34Déformation plastique équivalente de U rouleau laminé a 19 %

Amn

T R T L —
[ T “ i rumE nn 1.85E-01 3T0E-D1 nnr[.m nlmE 00 1.86E-01 3730 m_' TR E
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a) Peau inférieure :  Mini=0.0 b)) Surface moyenne :  Mini=0.0 c) Peau supérieure :  Mini=0.0
Maxi=0.44 Maxi=0.37 Maxi=0.373

Figure VI-35Déformation plastique équivalente de U rouleau laminé a 26 %
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(4) Répartition de la contrainte dans le sens du profil

Qu'importe le taux de laminage, en confrontant les contraintes en peaux inférieure
(figure VI-36-a) et supérieure (figure VI-36-c) on constate que, a l'entrée de la
matrice (rouleau inférieur), la contrainte en peau inférieure minimale (figure VI-36-a)
obtenue par compression de la peau inférieure de la structure s’oppose a la tension
de la peau supérieure qui est décrite par la contrainte en peau supérieure maximale
(figure VI-36-c). Ceci est dU a une flexion en fin de mise en forme.

Et quand la téle est entrainée vers le bas par le poincon, le phénoméne de flexion
« alternée » s’établit dans I'épaisseur du mur. La peau comprimée se tend et celle
tendue se comprime. Ce qui est bien décrit par la figure VI-10 et restitué par le
contraste des contraintes qu’on peut constater sur le mur (fig. VI-36-a,c et VI-37-a,c).

2296402 5.00E01 3,29 v02

Wirs 7296007 Tzewe
Clmen 320em2 | EEEE

a) Peau inférieure : Mini=-229 MPa b ) Surf. moyenne : Mini=-128 MPa ¢ ) Peau supérieure : Mini=-203 MPa
Maxi=329 MPa Maxi=181 MPa Maxi=225 MPa

Figure VI-36Contrainte "longitudinale” de U rouleau laminé a 19%
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a ) Peau inférieure : Mini=-232 MPa b ) Surf. moyenne : Mini=-84.4 MPa ¢ ) Peau supérieure : Mini=-192 MPa
Maxi=334 MPa Maxi=203 MPa Maxi=262 MPa

Figure VI-37Contrainte longitudinale de U rouleau laminé a 26%
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(5) Contrainte normale

Sur la figure VI-38 ci-aprés est donnée la répartition de contrainte normale dans la
structure emboutie laminée. Bien localisée, en bleu sur cette figure, est la contrainte
normale issue du contact entre le poincon et le rouleau inférieur lors du laminage en
fin de mise en forme.

Cette contrainte n'est décelée que par des éléments particuliers ayant un nceud
supplémentaire en leur centre pour le besoin de la cause. Les éléments coques-
solides Q5y26 et DKS18 dans [2] restituent fidelement cette contrainte ainsi que
I'élément solide-coque SB9y25 formulé dans ce document. Il n’y a pas de doute que
lautre élément solide-coque SB9DK25 se comporte de la méme maniere que
SB9y25 pour ce qui concerne la détection correcte de la contrainte normale.

-3.04E+02 1,32E+02 4.05E+01

e R G —
M Mo doseon | S

Figure VI-38Contrainte normale c,; moyenne : Mini=-304 MPa
Maxi=40.5 MPa

VI.C.3.c) Efforts développés pendant la mise en forme

En utilisant les mémes données matérielles et géomeétriques utilisées lors des
expériences de mise en forme, un quart de I'éprouvette est maillé avec les éléments
solides-coques SB9y25. La simulation de la mise en forme est effectuée avec le code
explicite de 'INSA ou sont implémentés ces éléments solides-coques particuliers.
Avec un faible amortissement (a.At = 5.10), les efforts relevés sont ceux qui
agissent pour amincir 'épaisseur de la téle sur une course du poingon de 90 mm.

Les courbes obtenues avec ces efforts (ces forces sont multipliées par 4 pour toute
la structure) sous Excel sont pour un laminage de 10 % (Figure VI-39) et pour un
laminage de 19 % (Figure VI-40)
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Courbe de force de laminage a 10 % numérique
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Figure VI-39Simulation de I'effort de descente du poingon (laminage a 10 %)

Courbe de force de laminage a 19 % numérique
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Figure VI-40Simulation de I'effort de descente du poincon (laminage a 19 %)

L'effort maximal qu'on peut lire sur la figure VI-39 est denviron 600 N,
pratiquement le méme effort lors des expériences (650 N) pour un laminage de 10 %.

LaMCoS BASSA Bruno
INSA de Lyon 2011

Cette thése est accessible a I'adresse : http://theses.insa-lyon.fr%lfb%étionmm 1ISALO113/these.pdf
© [B. Bassa], [2011], INSA de Lyon, tous droits réservés



Contribution a I’étude d’éléments finis de type coque sans degrés de liberté en rotation ou a formulation solide pour des
simulations numériques de I’emboutissage et du retour élastique

Pour un laminage de 19 %, I'effort en simulation numérique (1300N) est un peu en
dessous de la valeur obtenue des efforts de mise en forme expérimentale (1550 N).

N.B. Quant a I'amincissement de 26%, le résultat expérimental n’est pas fiable car, a
la fin de I'expérience, les rouleaux figurant la matrice ne tournaient plus librement...

VI.D. Comparaison des résultats

VI.D.1. Résultats des expériences

Les résultats tant expérimentaux que numériques dans la thése de Sansalone [4]
montrent que le retour élastique sur un embouti diminue quand il est accompagné
d’'un laminage de 8%. En effet, sur toutes les figures suivantes (figure VI-41), on voit
bien que l'ouverture de I'embouti avec laminage est moins prononcée que celle de
'embouti sans laminage (voir aussi la figure VI-27). En outre, visuellement parlant,
les résultats obtenus avec I'élément solide-coque SB9y25 semblent mieux refléter les
formes expérimentales que ceux donnés par les éléments coque-solide Q5y26.

Avec laminage
(0.2 mm : 92%)

a'

a- Résultats numériques (Q5y26) b- Résultats numériques (SB9y25) c- Photos des pieces expérimentales

Figure VI-41Reésultats de ‘U 2010’

Profondeur emboutissage : 90 mm dx=0.6 — dy=5.0/3 — v=2.5 m/s

Laminage 26% Laminage 19%
TS

Figure VI-42 Résultats ‘U Rouleau’- Numériques : 10%,19% et 26 % - Expérience : 26%

Les figures VI-41 précédentes sont relatives au ‘U 2010’ embouti avec l'outillage
usuel. La figure VI-42 concerne le ‘U rouleau’ ou la matrice et le serre flan sont
remplacés par des rouleaux tournant librement.
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L’aspect "prototype” du dispositif expérimental n’a pas permis d'imposer une
valeur identique de la profondeur d’emboutissage pour tous les cas de laminage. En
conséquence, il est illusoire de superposer les profils scannés des éprouvettes
correspondantes. Tout au plus, pour le laminage de 26% dont la profondeur
d’emboutissage est bien de 90 mm, il est envisageable de superposer des points
relevés sur le profil expérimental (Fig. VI-43) et le tracé de la surface moyenne apres
retour élastique (points en rouge sur Fig. VI-42). On constate alors que les
ouvertures en fond d’embouti numérique et expérimentale sont différentes. Des
investigations ultérieures seront menées pour en connaitre la raison méme s'il y a un
fort soupcon relatif a I'effort des descente du poingcon, soupcon affirmé par la
constatation que les rouleaux ne tournaient plus librement aprés cette campagne
d’essais et qu’ils ont di étre changés pour permettre la réalisation d’essais de pliage
sur tres petit rayon.

Figure VI-43 ‘U Rouleau’- Résultats expérimentaux (laminage 26%)

VI.D.2. Remarques sur les résultats numériques

VI.D.2.a) Influence de lafinesse de maillage dans le sens du profil

En prenant 3 éléments dans la largeur de I'éprouvette maillée assez finement dans le
sens du profil (0.6 mm), une vitesse de mise en forme de 2.5 m/s et une course du
poincon de 77 mm, on parvient aux résultats suivants, apres retour élastique, pour
trois taux de laminage.

Profondeur emboutissage : 77 mm

dx=0.6 — dy=5.0/3 — v=25 n/s

Laminage 28%

R131.03
R142.61

Figure VI-44Variation des rayons résiduels en fonction du taux de laminage
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Lorsqu’on compare les valeurs des rayons résiduels a celles de la figure V-31 ou la
taille de maille est égale a 0,9 mm, on voit bien que pour un maillage plus fin le rayon
résiduel augmente. Le retour élastique diminue. On a pour le laminage de 10 %, un
rayon résiduel de 142.61 mm pour le maillage de 0,6 mm (Figure VI-44) alors que ce
rayon est de 145.287 mm pour un maillage de 0.9 mm (figure VI-31).

VI.D.2.b) Influence de la vitesse du poincon

Vitesse : 2.50 m/s Vitesse : 1.25 m/s

Laminage 19%
Lamnage 28% Py

Découpage : 0.6 mm

Figure VI-45Influence de la vitesse sur le retour élastique

Sur la figure ci-dessus (Figure VI-45), pour montrer que la variation de la vitesse n’'a
ici aucune influence sur le retour, il est disposer de facon symétrique des courbes du
retour élastigue obtenues avec une vitesse de 2,5 m/s a gauche et des courbes
relatives a la vitesse de 1,25 m/s a droite. Par conséquent, il a été arrété la vitesse
de 2,5 m/s pour les simulations dans le but de réduire le temps des calculs.

VI.D.2.c) Influence de la course du poincon

R130.91 Laminage 26%
RI335 Lamnage 19%
R138.61 Laninage 10%

R28.18 Lamnoge 26%
R28.73 Lominage 19%
R29.49 Laninage 10%

Figure VI-46Influence de la course du poingon (90 mm) sur le retour élastique
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Préecédemment les calculs ont été effectués avec une course de poingon de 77
mm (Figures VI-30, VI-31 et VI-32) mais lorsque qu’on fixe la course a 90 mm (Figure
VI-46), tous les rayons résiduels diminuent comparés a ceux de la figure VI-31.
Donc, lorsque la profondeur d’emboutissage croit, alors le retour élastique augmente
aussi. La profondeur arrétée en définitive pour les expériences est 90 mm comme
indiqué dans les travaux du PFE 2010 [1].

VI.D.3. Comparaison des efforts de mise en forme

Sur la figure ci-dessus (Figure VI-47) sont superposées deux courbes d’efforts de
mise en forme avec un taux de laminage de 10 % (expérimentale et numérique). Ces
deux courbes ont pratiquement la méme allure. Ceci montre que I'élément solide-
coque SB9y25, bien qu’avec un amortissement o.At de l'ordre de 5.10 simule
correctement les efforts mis en jeu lors de la mise en forme.

Comparaison des courbes des Forces (N) de laminage a 10 %)
— Numerical En fonction des déplacement (mm) du poingon
o
MB 2L) 3p 4p 50 60 70
M
M\
-100 oA

-200

-300

-400

-500

-600

-700

Figure VI-47Comparaison des courbes expérimentale et numérique

Ensuite, quand le taux de laminage augmente, les efforts deviennent plus importants
et la considération de I'amortissement dans la simulation ne perturbe en rien I'effort
vertical de descente du poingon obtenu numériquement.

Enfin, on a déja précisé que, pour un laminage de 19%, le pic d’effort lors de la mise
en forme expérimentale est de 1550 N (Fig. VI-15) tandis que la simulation
numerique donne un effort maximal de mise en forme autour de 1300 N (Fig.VI-40).

Pour le laminage de 26% , la différence entre I'effort "numérique" et I'effort donné par
'expérience est importante mais n’est volontairement pas rapportée ici dans I'attente
du résultat de I'analyse quant a la détérioration des roulements des rouleaux figurant
la "matrice". En effet, I'hypothése de roulement sans glissement de la tle sur ces
rouleaux - qui se traduit ensuite par une déclaration de frottement nul dans le code
de mise en forme par éléments finis — n’est plus valide.
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Conclusion générale et perspectives

Le but de ce travail est de développer des éléments hexaédriques de type
solide-coque afin de simuler la mise en forme avec diminution volontaire de
'épaisseur et d'apprécier I'impact de ce laminage sur le retour élastique. Ces
éléments a intégration réduite ont été développés respectivement sur les fondements
de la théorie de Mindlin (SB8y24 et SB9y25) et de la théorie de Kirchhoff (SB8DK24
et SBODK25) ; la technique de stabilisation des modes a énergie étant inspirée des
nombreux travaux de Belytschko.

Le point particulier et innovant dans cette étude a été d’ajouter un nceud
supplémentaire au centre de I'élément de type solide coque a huit nceud-sommets et
24 degrés de liberté - SB8y24 ou SB8DK24 — afin d’obtenir un solide-coque a neuf
nceuds et 25 degrés de liberté ; respectivement SB9y25 ou SBO9DK25. Ce nceud
supplémentaire est muni d’'un seul degré de liberté qui est une translation normale au
plan milieu de I'élément. Et c’'est a partir du champ de déplacement postulé lié a ce
degré de liberté qu’il a été possible de formuler la déformation normale donnant,
grace a la loi constitutive compléte 3D, la vraie contrainte normale. De plus, il est
possible d’agir sur ce nceud central, indépendamment des autres nceuds qui sont les
nceuds sommets, pour y imposer une part des efforts équivalents a une pression
normale. Ce qui marque la différence avec les solides coques relativement récents
dotés de variables nodales supplémentaires sans signification physique.

Implémentés dans des codes propres au LaMCoS, ces éléments finis ont
permis de traiter — suivant un schéma implicite — des exemples classiques, en
linéaire et non linéaire, puis de simuler des mises en forme dans un code explicite. lls
n’ont présenté aucun probleme significatif méme si, exceptionnellement, les solutions
présentent une sensibilité a la densité du maillage.

Dans le cadre de l'étude expérimentale pour valider ces éléments finis, la
derniere machine de mise en forme congue et fabriqguée au laboratoire LaMCoS de
'INSA, lors du projet de fin d’études de 2010, a été utilisée pour emboutir des pieces,
ayant la forme d’'un U afin de tester le comportement numérique des éléments finis,
la prédiction de la géométrie de la piéce apres retour élastigue ainsi que I'évolution
des efforts mis _en jeu. En outre, les résultats expérimentaux obtenus avec un
appareillage plus ancien valident les résultats numériqgues obtenus avec ces
eléments solides-coques et montrent que le retour élastique peut étre réduit lorsque
cette mise en forme est accompagnée d’une réduction de I'épaisseur (laminage).
Comme pour les éléments coques de base, il a été constaté que la densité du
maillage influe sensiblement sur le retour élastique simulé, lui, en implicite.

Quant au code explicite développé afin de servir a la simulation de la mise en
forme, il a nécessité une étude sur la répartition des masses en chaque nceud - plus
particuliéerement au nceud central - afin de pas trop diminuer le pas de temps critique.
La technique de la gestion de contact par projection dynamique sur des carreaux de
surfaces NURBS utilisée dans les codes de I'INSA pour des éléments volumiques
reste inchangée avec les nouveaux éléments finis proposes ici. Ceci est un avantage
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pour une implémentation dans un code commercial au détriment de la complexité du
remaillage avec des éléments volumiques (par rapport a des éléments surfaciques).

En perspectives, les points qui n‘'ont pas été traités faute de temps feront

'objet d’'une étude future, suite des présents travaux. On peut noter par ordre de
priorité :

La formulation des éléments finis prismatiques de type solide-coque a partir
des éléments triangulaires de type coque en théorie de Mindlin et de Kirchhoff.

Le perfectionnement de la machine de mise en forme, concue et fabriquée en
2010, car les jeux internes et les multiples réglages a effectuer sur la machine
avant une expeérimentation sont des sources d’erreurs. Ce perfectionnement
est utile vu qu’il est difficile d’assurer un réglage précis du taux de laminage et
obtenir ainsi une éprouvette aux caractéristiqgues souhaitées. En plus, il faudra
limiter ces taux de laminage sous peine de détériorer les roulements des
rouleaux ou bien concevoir des liaisons "pivot" plus robustes.

Enfin, il reste a intervenir sur le contact. En effet, il a été constaté que la
contrainte normale n’était pas nulle sur la peau supérieure dans le cas ou il n’'y
a contact que sur la peu inférieure et, inversement, s’il N’y a contact que sur la
peau inférieure, la contrainte normale n’est pas nulle sur la peau supérieure.
De fait, il n’y a rien d’étonnant a cela car, dans le cas d’une pression normale,
il est nécessaire de déclarer un effort au noeud central pour que la contrainte
normale soit nulle sur la face opposée a celle ou la pression agit. Mais ceci
s’effectuerait au détriment de la simplicité de la gestion de contact évoquée
dans la conclusion.

Eventuellement, pourrait étre testée l'influence de I'écrouissage (isotrope ou
combiné) sur le retour élastique en cas de forts laminages du mur du flan.
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Les plagues et les coques sont des structures minces dont I'épaisseur s’étend de part et
d’autre d’'une surface plane (plaque) ou gauche (coque). Elles sont faites de matériau
homogene ou hétérogéne pouvant donner des structures composites multicouches. On
traitera ici la plaque qui est un cas particulier de la coque.

Une plaque désigne une structure plane dont I'épaisseur h, mesurée sur z de part et
d'autre du plan moyen, est petite devant les deux autres dimensions disposées dans le
plan (x,y).

Deux types de théories usuelles sont propres aux plaques ; la théorie de Kirchhoff-Love
pour les plaques minces ou il n'est pas tenu compte du cisaillement transversal dans
I'énergie de déformation et la théorie de Mindlin-Reissner pour les plagues épaisses avec
prise en compte de cette énergie.

[.A. Théorie de Kirchhoff

[.LA.1. Hypotheses de Kirchhoff

- Tout segment initialement normal a la surface moyenne avant déformation, reste
normal a la surface moyenne deformee (¢,, =€, =0). L'influence du cisaillement

transversal est négligée dans I'énergie de déformation ;
- La contrainte c,, dans la direction transversale est nulle. Elle doit en effet s’annuler sur

les faces extérieures et, du fait que la plague est mince, il est naturel d’admettre qu’elle
est nulle en toute cote z ; z variant entre moins la demi épaisseur et la demi épaisseur.

I.A.1.a) Déplacements

Soient deux points M et P de la section de la plaque (voir Figure CI-1 ci-dessous) tels
gue M soit dans le plan moyen (O,x,y) et P a la cote z de ce plan moyen.

Ces deux points décrivent le vecteur OP = OM+MP avec OM=x-X+y-y et MP =z -7

h/2 >
—-h/2 D

Plan moyen

Figure CI-1 Caractéristiques géométriques de la plague

Le champs de déplacements d’un point courant P de la plaque est donné par la relation
U, = U, +0 AMP ou les translations du point M sont supposées connues. 0, et 0, sont

les rotations d'un segment normal a la plaque lors de sa déformation de flexion
respectivement autour de I'axe x et de I'axe y.
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Wp =W Wp =W

Figure CI-2 Déplacements et rotations

On peut relever sur cette figure CI-2 que B, =0 et B, =0, d’une part et d’autre part
que B, =-w,y et B, =-w,Xx. Les angles B, et B, sont supposés petits (increments). Le

champ de déplacement du point P a la cote z de la plaque se calcule donc a partir de la
formule suivante :

Up u 0, 0

Ve r=1V+30, A0 =

Wy w 0

u, =u(x,y,)+z.0,(x,y) = u(x,y,) - zw,x(x,y)

v, = V(X,y,) = 2.0,(x,y) = V(X,y,) - ZW,y(X,y) (CI-1)
w, = w(x,y)

Pour respecter I'hypothése selon laguelle tout segment initialement normal a la surface
moyenne avant déformation, reste normal a la surface moyenne déformeée, il faudrait que
les déplacements dans le plan soient constants ou nuls.

[.A.2. Déformations

En petites perturbations, les déformations au voisinage du point P sont données par :

€4 ou, /Ox
gyy = an/ay
2.8, | |0up /oy +ov, /ox

Et en tenant compte de la relation (CI-1), on arrive a :

€y u,X—2z-W,XX u, x — W, XX
€y = v,y —Z-W,yy =1 V.Y +Z-9 —W,Yy (Cl-2)
2'8xy uy—2z -wW,Xy+V,X—2-W,yX uy+Vv,X — 2.W,Xy

Ce devrait étre une situation de déformations planes puisque les déformations ¢, ,¢,,
sont nulles mais comme on a considéré la plaque en état de contraintes planes alors la
déformation ¢, = - v/E- (GXX + ny) sera autorisée de fagcon a permettre I'effet de Poisson

(dilatation ou contraction latérale relative a un état de compression ou traction).
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Posons :
{e}= {em }+ z-{k} (CI-3)

ou : <s’“> =<8XX €y 2.sxy> sont les déformations de membrane (m pour membrane) ;

K)=(-w,xx —w,yy —2.w,xy) sontles courbures dues a la flexion ;

"YXxz

=2.e,, =0 par hypothese (Kirchhoff).

I.A.3. Relation de comportement en élasticité linéaire isotrope

I.A.3.a) Elasticité linéaire isotrope

Considérons un matériau homogene, isotrope avec un comportement élastique linéaire.
L’homogénéité implique que les lois contraintes-déformations sont identiques en tout point
du milieu tandis que I'isotropie impose qu’aucune direction n’est privilégiée du point de vue
meécanique. L’étude se faisant sous une hypothéese de contrainte plane c'est-a-direc,, =0,
la loi de comportement est de type :

cTxx 1 A% 8><x
o= | 1 B SRS R TP I e
ny -V (1—V)/2 ngy

Cependant cela ne signifie pas que la déformation suivant I'épaisseur est nulle et il a
été montré précédemment que la valeur qui lui a été donnée permet la prise en compte de
I'effet Poisson :

& =EV.(GXX +o,) (CI-5)

zz

I.A.3.b) Contraintes intégrées

Les efforts normaux <N>=<NXX N, ny> (a ne pas confondre avec les fonctions

d’interpolation) et les moments (M) = <MXX M,, Mxy> (Figure CI-3 ci-apres) sont les efforts

résultants des contraintes (o) =(s,, o, o, ) suivantI'épaisseur de la plaque.

Qyz

Myy

Mxy

Nyx

Figure CI-3  Contraintes o, Efforts N et Q et moments M
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Par intégration dans I'épaisseur des contraintes par les formules qui suivent, on obtient
donc les efforts normaux et les moments de flexion :

NXX g GX)(
N} =<N,, :j o,, (-dz; efforts normaux
N 2o
xy 2 Xy
MXX 2 cYX)(
M} =M, :j o,, (-2.dz; moments de flexion
M "o
xy 2 Xy

(CI-6)

En utilisant la loi de comportement (Cl-4) dans la relation (CI-6), les efforts normaux
s’expriment alors en fonction des déformations de membrane et la matrice de
comportement [D™] qui les relie provient de l'intégration dans I'épaisseur de la matrice [D]

(CI-4).

Les moments de flexion sont quant a eux en relation avec les courbures de flexion par

lintermédiaire de la matrice de comportement [D°]qui est la traduction de l'intégrale dans
I'épaisseur du produit de la matrice [D] par le carré de la variable z:

€

XX

=N, =] ey =]

2¢

Xy

KXX

M
{M}= M,, :[Db]' Kyy :[Db]'{K}
M

(CI-7)

Xy 2ny
Avec :
h/2 v
b= ol az=E V|3
-h/2 1-v 1-v
2
1|v
h/2 3
b°]= J‘[D]-zz-dz=—E.h ~|v|1
h2 12.(1-v°) v
2
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I.LA.3.c) Travail virtuel des efforts extérieurs

(c) : contour du plan
moyen de la plaque

Figure CI-4 Plague sous sollicitations

Un recensement de I'ensemble des efforts que I'on peut avoir sur la plaque de la figure

Cl-4 est fait ici.

Pour cela, il faut remplacer les indices ‘1’ et 2’ par ‘X’ et 'y’ et définir au préalable la

normale au contour de la structure f_(c pour contour) et le vecteur tangent t qui
accompagne cette normale mais qui n’est pas représenté sur la figure CI-4. On distingue
donc:

Les efforts surfaciques appliqués perpendiculairement au plan moyen de la plague.
Ces forces sont assimilées a une pression g=p,(N/mm?) ou p, est une composante

du vecteur pression (6)=(p, P, Ps) ;

Les efforts surfaciques dans le plan de la plaque p, et p,(N/mm?) composantes de
(B)=(: P, Ps):

Les efforts linéiques normauxT, =F (N.m/m), T, est la composante du vecteur force
(T)=(m, T, To);

Les efforts linéiques dans le planT, et T, (N.m/m) composantes de <'T’>=<Tl T, T.);
Les moments linéigques (M) =(m, m, 0) ;

Il N’y a pas de couple par unité de surface (N.m/m2).

On peut alors, en considérant I'élément de surface dS, calculer assez aisément le travall
virtuel extérieur a partir de la formule suivante :

P, =”D(pl'0+p2'\7+q~\7v)~d5+I(Tl-G+T2~0+F~W+<rﬁ>~{§})-d8

oD

ISM:”D(pa-l]a+p3-03)-d8+J.(Ta-ﬁa+T3-03+ma-éu)-dS ;iljj (CI-8)
oD -
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I.LA.3.d) Travail virtuel des efforts intérieurs

Sous I'hypothese de petits déplacements ou le découplage des effets de membrane et
de flexion est effectif, on traite ici le cas d'une plaque épaisse ou le cisaillement
transversal est pris en compte. Et pour le cas de la plaque mince, il suffit d’appliquer
I'hypothése de Kirchhoff (effets de cisaillement négligés).

On définit ce travail par :

w = ]I, EMo}-av =] (< " AN+ ®)-M}+(3)-Q})- ds
Avec ”D<U,i>~ {\7}-dS+HD<U>. {\7,i}.ds =LD<U>. {\7}'ni.ds

IE) _.”( NGB’B (Qa’a)""éz-(Mlaya_Ql)—él.(Mza,OL—Qz))'dS—

=12
) . *=12"" crg)
(@, - (N, -0y )+ 05.Q, )+ B,.M,, 0, )~ B,.(M,,.n,)-ds B =12
oD
I.A.3.e) Equations d’équilibre
Le Principe des Puissances Virtuelles s’écrit simplement : P, +P, =P, (CI-10)

A

En quasi-statique, I5a est nulle et les expressions de P, et P. sont valables pour

n'importe quel champ virtuel. Les expressions sont donc égalables deux a deux. Nous
obtenons au final les six équations suivantes dont deux sont en efforts [N] et trois sont en
moments [M]. Les deux premiéres sont relatives aux efforts ({p} et ﬁ }) et aux
déplacements U(u =u,,v =u,) dans le plan. La plaque déformée reste plane : c’est le sous
probléme membranaire.

Les quatre autres équations relatives au sous probleme de flexion sont liées aux efforts
(g, F, m, R,) et au déplacement (w) hors plan. La plaque ne se déforme pas dans son
plan.

On constate que ces deux sous problémes sont découplés du fait de I'élasticité. Et cela
simplifie considérablement les résolutions.

(1) Sous probleme membranaire

a) Dans le domaine D, en fonction des translations dans le plan, on a:
Ny.B+p, =0  =div[N]+p=0 (CI-11)
ou p=p,-X+p,-yest la pression dans le plan ;

b) Sur le contourdD, en fonction des translations dans le plan, on a :

a=12

Cl-12
go1p (12

T, =-N,-n, =0 = 1{Tf=[N]-fi,}
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(2) Sous probléme de flexion

a) Dans le domaine D, en fonction de la translation normale, on a :

Q,.a+p; =0 = div{Q}+p, =0 (CI1-13)
or comme M,,,a -Q, =0 = div[M]—{Q}=0 pour une plaque mince alors on a:
div(divm])+ p, =0 (CI-14)
b) Sur le contourdD, en fonction de translation normale dans le plan, on a:
F-Q,.n, =0 etil vient d’étre posé que pour une plague mince W[M]— {Q} =0,alors:
F—div[MJ{A }=0 (CI-15)

c) Sur le contouroD, aux bords dérivables, on a: m,-M,,.n, =0 et m,+M, .n_ =0
Ce qui donne :

M]- i f=m, -X-m, -y (CI-16)

I.A.3.f) Résolution des sous problémes de flexion

Nous avons a présent des relations entre les efforts extérieurs et le tenseur des
contraintes (Cl-14 a CI-1.16), des relations entre le tenseur des contraintes et le tenseur
des déformations (CI-.6) et des relations entre déformations et déplacements (CI-2 ou ClI-
3). Il est possible alors d’effectuer un raccourci et d’établir des relations entre efforts et
déplacements.

Commencons par renommer D, raideur en flexion des plaques, le terme suivant :

A 3
D= E-h :
12il—vi

Le travail intermédiaire consiste a trouver la relation entre les moments [M] et le
déplacement w en considérant I'expression de [M] en fonction des courbures (CI-1.6) et
I'expression des courbures en fonction de w (CI-2 ou CI-3), il vient :

M, = D@~ v)(w,ij) + v(w,kk)s, ) avec &, le symbole de Kronecker qui vaut 1 si i=j et nul
sinon. Soit de fagon explicite :

M]=-Dl(1- v)- grad(grad(w))+ v - A(w)-[1) (CI-17)

La relation (CI-17) ci-dessus mise dans I'équation (CI-14) permet d’obtenir :
P +M,,ij = 0 soit p, +D((L—v)w,ijij) + v(w,kkij),) = 0 d'ot p, = D(w,ijij) c'est-a-dire

p, = DAA(W) (CI-18)
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I.LA.3.9) - Exemple

Cet exemple est destiné a montrer les effets de flexion.

(1) Données

Figure CI-5 Plaque rectangulaire mince

Une plague rectangulaire mince a.b<h (Figure CI-5) est appuyée sur sa périphérie et
soumise & une pression normale p = p, - (sinnx/a)- (sinmy/b)

(2) Déplacements et courbures

Etant soumise a la flexion, on définit les déplacements d’'un point courant P de la plaque
dont la position est OP =OM+MP =X -X +y-y+2z-Z par U, = U, + 0 AMP dans le repére
global (5(,\?,2), soit :

Up 0 w, X 0 —Z.W, X
Vo r=90¢4+-W,yr A0 =<—-2zW,y
Wy w 0 z w

On tire les déformations suivantes :

€ — W, XX K
€y (=21 —W,YY =23 K, =2 {k}
2.8, - 2.W,Xy 2.,

Avec (x)=(x, «, 2k, ) lescourbures.

(3) Moments de flexion

Les moments de flexion (CI-1.6), fonction des courbures, peuvent étre exprimés en
fonction des déplacements compte tenu des relations entre courbures et déplacements
(CI-3):

W, XX + V.W,YY | @-v)w;xy
@-v)wixy | v, xx+w,yy |

[M] = —D.{

Avec D = E.h3/12(1— vz) la rigidité flexionnelle
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(4) Equilibre

En appliguant doublement la divergence sur les moments ci-dessus, on a:

~D - (W, XXX + v - W,yyx + (1-v)- w, xyy)

Eit_’ Ml = qu", i- e =
vM]=M,.j-e {—D-((1—v)'w,xyx+v~w,xxy+w,yyy)
D’ou I'équation de Lagrange (1811) :

o 0w o'w  o'w
dlv(dlv[M]): = +2-6X2 o + v %=A(AW)

(5) Conditions aux limites

A
| C
pb—mM8M—----
b
re— - >
A: a A:B X
< 1

Figure CI-6 Autre vue de la plague mince

Bord AB : la normale du contour est <ﬁc> = <O —1> alors la relation (CI-16) nous permet
davoir MJfi f=(-M,, -M,)=(m, 0)
Onentire M, =0 et w=0 surles bords AB et CD c'est-a-direen (y=0 et y=b).

Bord BC : la normale du contour est <ﬁc> = <1 O) et par application de la relation (CI-16),
ona: Ml =M, -M,)=0 -m,)
Ce quidonne M,, =0 et w =0 sur les bords BC et DA c'est-a-dire en (x=a et x=0).

(6) Champ de déplacements

Par analogie avec la pression p =p, -(sinnx/a)-(sinny/b), on choisit le déplacement

w(x,y)=c-(sinnx/a)-(sinmy/b) dont les dérivées secondes par rapport & x et y
2 2

(w,xx = —z—z-w et w,yy = —g—z-w) conduisent aux moments de flexion (M, , M, ) et au

XX !

déplacement w devant étre nul sur le contour.

Par application de la relation (CI-18) ou on prend l'effort surfacique p, =p, on a:

P _ A(aw). Ce qui donne n*/a* -w +2-7*/a%-b? -w +n*/b* -w = p/D d'oul le coefficient

Po .
.

du déplacement normal w est : ¢ =
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(7) Contraintes dans I’épaisseur

M, |M

yX yy

M }_ D{W,xx+v.w,yy| (1-v).w;xy

M
De cette relation [M] :{ x| i) | } on extrait :
— V)W XY | VLW, XX+ WYY

=D (w,xx + v.w,yy)=D-(r?/a’ + v-n?/b?)- w
—D(1-v)w,xy = -D(1-v)- (r?/a-b)-c - cos(r - x/a)- cos(r - y/b)

MXX
M,,
M,, = -D-(v.w,xx+w,yy)=D-(v-x?/a? + n2/b?)-w

En utilisant la relation (CI-9), on obtient les contraintes suivantes pour une cote z se
situant entre —h/2 et h/2 :

Au milieu de la plaque, c'est-a-dire au point (x =a/2 ; y=b/2),0na:

M, =D-n’-c(l/a? +v/b’) w
M,, =0
M, =D-n?-c-(v/a? +1b?)-w

(8) Plagque carrée sous pression constante

Ici, comme la plaque est carrée, le coté a vaut le coté b.
a b P
On pose p =p,.2/n car [ sinnx/adx=a.2/x et [ sinmy/b.dx=b.2/x par conséquent

4

4
a__ 4,03.103.% a comparer a :{

~ k = 4,06 <> a/h =100
centre p D.8.T53 -

k=427« a/h=10

w

Les contraintes au centre sont :

2 2
(Gxx)z=h/2 — (ny)z:h/z =6-p % a comparer a 6- p;_z.(1+ v)-0,0368

I.LA.3.h) Autre exemple

C’est un exemple qui permet d’aborder le probléme de flexion d’'une plague dans un
repéere désormais cylindrique (Figure CI-7).

Figure CI-.7 Coordonnées cylindriques de la plaque circulaire (Kirchhoff)
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(1) Déplacements et déformations virtuels

L'étude est faite en coordonnées cylindriques puisque la forme de I'élément est
circulaire, alors le champ des petits déplacements est :

4 i~ - - A = ~ . - . jod ~ - A
Up =Uy +O AMP = W.Z + (-W,r.€,) A (z.Z) Soit U, =-z.W,r.e, +w.z (CI-19)
Le tenseur des déformations est alors déterminé comme écrit ci-dessous :
-z \;\‘,rr
V\A/'
: ou w'=w,r et w"=w,rr (CI-20)

(2) Loide comportement

Sous I'hypothese d'état de contrainte plane ou o, est négligée (o, = -p sur face
-zW", g, =-z.W'/r dans la matrice de déformations

inférieure !), les déformations ¢, =
établie précédemment par I'équation (CI-20), par le biais de la matrice de comportement,

permettent de calculer les contraintes :

E
G, = 1—2(8” + V-See)

Y (C1-21)
Gee = 1 V2 (896 + V'grr)

En tenant compte des relations Cl-2 et CI-3 dans I'équation (Cl-21), on peut par
application de la relation CI-6 adaptée au repére cylindrique, obtenir les moments de

flexion relatifs aux contraintes ci-dessus :

h
2 '
M, = J.crr.z.dz =-D-(w"+v ~£)
p
h
2
h
2 W'
My, = jcee.z.dz =-D-(v-w"+—)
r
h
2
h
N E 2 E'h3
ouD= z°.dz =
1—v2~[ 12-(1-v?)

La quantité D joue un role analogue au produit El et est souvent désignée par la rigidité

flexionnelle de la plaque.

BASSA Bruno
2011
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(3) Calcul du Travail virtuel interne

et P

ext

ot sont alors calculées sur le domaine Q constitué d'une
couronne de rayons R1 et R2 en tenant compte de la relation (CI-3).

Les travaux virtuels — P

A~ A~

~P, = [[[(®){o}av = Qj (Jz;orr.z.\iv".dz + cee.z.WT'.dz).r.dr.de = .2.TE.F]Z(\/‘\/".|\/|rr + WT’.M%).r.dr

R1

Les termes du travail virtuel intérieur sont développés ci-apres en suivant la méme
démarche que dans le paragraphe I1-7 pour une exploitation plus judicieuse :

wW'rM, =(W'.rM_),r —w'.(rM_ ),r=(W.rM,),r—(w.(rM,),r),r + w.(rM,),rr
W' M, = (WM,,),r —W.M,,, T,

Soit alors :

A

-P,=2-T- ([\/Av'.r.Mrr WM =M E2 W - ((rM,, ), — Mee,r).dr)

int

(4) Calcul du Travail externe

Le travail virtuel externe est :

R2

P =2 m- (&rM, Jf +[W.(Tzr)S +p- [riv.dr) avec & = —,r = -
R1

Le Principe des Travaux Virtuels appliqué, ici, permet la détermination de I'effort T, en

comparant les termes deux a deux: -P,, +P,, =0

int

pr

Soit (rM,)r—M, =T,r ; ouencore (rM,),rr—M,,r=—pr=T, =— 5

z

Cette derniere relation peut étre trouvée en écrivant I'équilibre d'un disque de rayon r
soumis a une pression p orientée suivant z :

prr®+T,2mr=0
(5) Expression dew

Pour pouvoir exprimer le déplacement normal au plan de I'élément, on part de
I'équation différentielle :

’ 2
w I
(W'r +vw'),r — (v + 2y = P
2D
gu’on peut mettre sous la forme :
wre W W pr
r r? 2D

Pour permettre une résolution aisée, donnons a cette équation différentielle la forme
suivante :
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1 , p.r
. (rw),r),r=—
(r( ):") 2D
On obtient donc :

Dans le cas d'une plague encastrée a sa périphérie, on a les conditions aux limites
suivantes pour avoir les coefficients C; et C, dans la dérivée premiére de w écrite
précédemment :

w' =0 pour r=0 et r=R.

Aprés une nouvelle recherche de primitive, on arrive a la solution recherchée, c'est-a-
dire le déplacement w avec C3 a déterminer :

4 2.2
w P _pRr +C,
64D 32D

Comme aux bords de I'élément, il N’y a pas de déplacement puisque la périphérie est
encastrée (w=0 pour r=R ou R est le rayon de la plague) alors on obtient enfin:

w=_P (R? —r?)?
64.D

(6) Déformations et contraintes

En déterminant les dérivées premiere et seconde du déplacement normal au plan de
I'élément dans le repere cylindrique :

w=_P_ (R*-r’)’=>w'= P (R*-r)r=w"= P (R?-3r?%)
64.D 16.D 16.D

Les expressions des déformations {¢}, des contraintes {c} (et des moments {M}) qui
sont fonction de ces dérivées sont :

g ——zw" =P (R?-3.r%).z

" ' 16D
w' p 2 .2
€p="2—=—-7-—(R°-17).2
% r 16.D( )
p 12
c, :E.h—3.(R2.(1+v)—r2.(3+v)).z
12
Gy :%.h—s.(Rz.(1+ V)=12.(1+3.v)).2
R? 3+v
M, =2 @+va-g2 2y
16 ) 1+v ou E; = _
p.R » 1+3.v R
M, =—.(1+v).(1-&".
00 16( v).(1-¢& 1+V)

On peut facilement monter ici que les contraintes c,, et oo Sont prépondérantes devant
c,, =—p en considérant par exemple R =100 mm, r =0 mm, h=1 mm et z = +0.5 mm.
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[.B. Théorie de plaque épaisse (Mindlin)

Tout ce qui a été développé dans la théorie de Kirchhoff (plague mince) est valable ici
dans le développement de la théorie des plagues épaisses sauf que les courbures
s’exprimeront différemment et qu’il faudra en plus prendre en considération le cisaillement
transversal et son effet dans cette théorie dite de Mindlin-Reissner.

[.B.1. Hypothese de Mindlin

Les points d'un segment normal a la surface moyenne initiale restent sur un segment
dans la configuration déformée, mais ce segment de droite n'est plus perpendiculaire a la
surface moyenne déformée.

L'influence du cisaillement transversal n'est pas négligée dans I'énergie de déformation.
L'autre hypothése générale aux plaques, déja évoquée dans la théorie de Kirchhoff, est
que la contrainte o2, (hors plan) st négligeable devant oy et o,y (dans le plan).

[.B.2. Déplacements

Les rotations 0, et 0, n'étant pas exactement les dérivées du déplacement normal w
par les variables d’espace x ety (Figure Cl-2), c'est-a-dire 6, #w,y et 6, #-w,x), alors
les déplacements du point P a la cote z sont :

)+2.0,(x,y)
Y,)— 2.8, (X,Y) (C1-22)
> = W(X,y)

y
y

< C

, = u(x
5 = V(x

S

|.B.3. Déformations

En plus des déformations de membrane et de flexion, sont exprimées ici les
déformations de cisaillement :

€0y uXx+z-0,,x u, X 0,,x
€y (= vV,y—-z-0,,y = v,y +z-3 -0,y (CI-23)
2., uy+z-0,y+v,x-z-0,,x uy+v,Xx 0,,y—0,,x

{2.@2} _ {w,x+ey} Cioke) et {28} _5/4-(-4-22/n)- Iy} (Cl-24)

2.8, w,y -0, €y

(ct pour cisaillement transversal)
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.B.4. Contraintes et efforts internes

Dans cette théorie des plaques épaisses, la définition donnée aux contraintes et leur
forme intégrée (dans I'épaisseur) est identique a celle de la théorie de Kirchfoff (8 Il) a
laquelle il faut ajouter les relations liees aux phénomeénes de cisaillement transversal,
particulierement les efforts généralisés de cisaillement suivants :

h

= lorj= 1o e

2

Or les contraintes dans la relation qui précéde sont liées aux déformations de cisaillement

par la formule :
.| E 5/6 | 2g,,
o, 20+v) 15/6]
Ce qui permet de réécrire les efforts de cisaillement sous la forme :
QXZ E * h 5/6
2 +v) |5/6]

Et en l'utilisant dans la relation (CI-21), on obtient :
2. 2
* 25(1_4.22/h2).§.M. Qe 2112 1+4.Z_2 . Que
2, 4 5 Eh Q] uh2 h Q,.

. S Oy 28xz z
On sait d’autre part que {o }: =pu- par conséquent :
(¢)

v 2¢
cSXZ _ 1
{O'S}: {Gyz} - h

yz

Ce dernier résultat s’obtient donc par analogie avec la répartition parabolique des
contraintes de cisaillement dans une poutre de section rectangulaire bxh.

Le coefficient y=5/6 dans la relation (Cl-24) est obtenu en calculant I'eénergie de

déformation due au cisaillement transversal (par unité de surface du plan moyen) :

L)oo ) 2

I\JIOJ

(1 T4 ﬁ—jj {gy} :>{"S}:{ZZ}=J/h-{Q}-3/2-(1—4.(22/h2))

(C1.25)

ds 2 2  Eh
h/2 c,, 11 z?
_:_ ) Yl dz==.2. 1- 4_ d
Ih/z ( + Gyz 2\}] z 2 m (QXZ +Qy2 4. h2 I ( h z
11 6 1 2(1+v) (1 .\ 1
- . — + - = . + —
2 (sz Qyz) 5h 2 Eh (QXZ Qyz) \V
On obtient ainsi 1y =5/6
Il_zgf\oge Lyon C|'16 BASSA ngﬁ)
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|.B.5. Remarques

Il faut remarquer que ces efforts internes sont produits lors de la sollicitation de la
plaque par les efforts extérieurs qui s’y appliquent (Figure CI-4).

En prenant la plague comme un solide dans I'espace, les forces et moments s’exercant
sur elle vérifient la relation d’équilibre.

L’énergie de déformation dans la théorie de Mindlin se présente comme I'énergie de
déformation dans la théorie de Kirchhoff a laquelle on a ajouté la partie relative aux effets
de cisaillement. Par conséquent dans I'expression du Principe des Travaux virtuels, il faut
tenir compte du phénomene de cisaillement. Et ce sont en fait les mémes efforts
extérieurs appliqués sur la plaque de Kirchhoff qui sont reconduits ici.

[.B.6. Exemple

On reprend ici I'exemple (1.A.3.h) illustrant la théorie de Kirchhoff pour montrer
I'utilisation des travaux virtuels sur une plague épaisse en théorie de Mindlin ou se
cumulent les efforts de flexion et de cisaillement.

Figure CI-.7 Coordonnées cylindriques de la plaque circulaire (Mindlin)

|.B.6.a) Déplacements déformations virtuels

Les déplacements dans la théorie de Mindlin, en coordonnées polaires, sont:

-

AMP = W7 + (08,) A (23) = U, =2.6.8, +W.2 (CI-26)

Ch
Qb
(o))

U, =U,, +

Les derivées de ces déplacements dans la formule [é]zﬂz-[grad(ﬁ%Tgrad(ﬁ)J donnent les
déformations :

6] - 2 & ou [ =W

i(w'+a)

, (CI-27)
o =aq,l

Ce champ de déplacements conduirait a : €,, =0 mais donnant une contrainte normale
non nulle o,, = v(c, +G,,)
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I.B.6.b) Principe des Travaux Virtuels

Le domaine Q choisi est constitué d'une couronne de rayons R1 et R2.
Définissons en premier lieu le travail virtuel interne P, ,

=[] <§> {o}dv = jg | (Jz;csr, 2.8 dz + cee.z.%.dz).r.dr.de - jg [ (Jz;crz.(\fv' +6.).dz).r.dr.do

En ayant recours aux équations des moments (CI-6) dans le repere cylindrique,
I'expression de ce travail interne se simplifie et devient :

P _2nj(&'|v| +— M%) r dr+2n.|'Q (W'+6)r.dr
En second lieu, établissons le travail virtuel externe P, tel que :
P, = 2m(arMm, 2 +[W.T,r[ +pjwrdr)
En appliquant le Principe des Travaux Virtuels |5i + ﬁe =0,o0na:
R2 &. R2 R2
[@ M, +=My)-r-dr+ [Q, (W+a)rdr +(&rM, JF +[W.T,rE7 +p. [Wwr.dr) =
R1 r R1 R1

or,comme a'rM, =(&rM,),r-a.(M,)r et w.rQ,=WwrQ,)r—w.(r.Q,)r, on réécrit:

R2

I(—(r.Mrr),r+Mee+r.Qr )& - dr+I rQrZ)r+pr)wdr+TwrQrz)r+[wT =0

R1

Et en exploitant le Principe des Travaux Virtuels par comparaison des termes associés
a un déplacement virtuel considéré, tout se reduit au systeme d’équations suivant a
résoudre :

R2

[0M, )r+My, +1.Q, )6 - dr =
S% (I’ " ),I’ rQrZ =
j.(— (r.Q,, ).r +p.r)w.dr =0 soit  |r.Q, ),r + p r= (CI-28)

R1

R2 T,=Q
I(\fv.r.Qrz hr+WT, =0

R1

La derniére relation du systeme ci-dessus peut étre trouvée en écrivant I'équilibre d'un
disque de rayon r soumis a une pression p orientée suivant Z : p.tr’ +T,.2.nr=0 (T, =0
pour r =0)
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I.B.6.c) Loi de comportement

Pour la flexion, en considérant un état plan de contraintes, on a:

E '
Grr = 1—2(8” + V-See) . Srr =—-Z.a
—v ol o (CI-29)
E €pop =Z.—
Gy = 2 (€gp +V-E,) r
1-v

Et les moments de flexion se déduisent par intégration des contraintes de la relation
(CI-29) suivant I'épaisseur de la plaque :

h
2 o
M, = [o,.2dz =D.( +v.)
h ' Eh?
ﬁ ()(} D= -—————;—————E;— ((:I':B())
3 12.(1-v")
Mgy = [G4.2.dz =D.(v.0 + %)
-h
2

Pour le cisaillement, et par analogie avec une poutre de section rectangulaire :

QI‘ZZ QI‘Z
V, = %LI—G-w-h'dS = %jszrz. G'W'h.ds

D’ou I'expression du cisaillement transversal suivant :

2., = Qu avec y=5/6.
G.y.h

On en déduit I'effort :
0 =2-EN e _c@+w) ou c=2_EN_ (C1-31)
6 2(1+v) 6 2(1+v)

|.B.6.d) Expressions de w et de a

En injectant les moments de flexion (CI-30) dans I'équation (rM, ),r —M,, —-r.Q,, =0 de
Pr , on obtient I'équation différentielle

la relation (CI-28) tout en y considérant T, =Q,,

en o suivante :

a'rra — %= _Bf
r 2D
Sa résolution donne :
3
o= Cl_r 4 & _ i
r 16.D

Les conditions aux limites suivantes assurent les calculs des coefficients C; et C, :

BASSA Bruno
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3

p.r
16.D

a=0enr=0=C,=0=>a=C,r—-

o =0enr =R (plague encastrée a sa périphérie) ; d’ou la solution recherchée :

_ pr 2 .2
=—— (R° - Cl-32
¢ 16.D ( ) ( )

La détermination du déplacement normal au plan de I'élément nécessite I'utilisation de
'équation (CI-31) tout en considérant I'expression de la solution (CI-32) :

2 2

pr-_pr
4C 32D

2
w,r = _PT _ 4 dont la résolution donne : w =K, - (R? —%) (CI-33)

Les conditions aux limites évaluent le coefficient K; pour que se pose la solution définitive :

p.R* N p.R? K 16 D
64D 4.C 17 ’C

w=0pourr=R =K, =

D’'ou la solution en w recherchée :

(C1-34)

|.B.6.e) Contraintes intégrées

En remplacant dans o (CI-32) et w (CI-34) par leurs expressions dans les moments de la
relation (CI-30)rappelée ci-apres :

h
p (04

M, = Icrr.z.dz =D.(a'+v.—)
h r 3
H R __Eh :
> o 12.(1-v7)

Mg = Icee.z.dz =D.(v.a'+—)
*h r
2

On arrive a :
p » 3+V
" 11+ VS avec &=— (CI1-35)
My, , 1+ v)
+vVv

I.B.6.f) Remarque

Dans le cas d'une plaque appuyée sur sa périphérie, la condition : M, =0 en r = R
remplace la condition précédente : a = 0 en r = R. Les déplacements deviennent :

pR® 3+v _, 3+v ) .. 16h% 1
o= —_— —1— +o)ou p=———
16D " 1+v <) Sre)oue 5 R*1-v
%ﬁgioge Lyon (:l-ZZ() BASSA nggg
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[I.LA. Caractéristiques

L’élément «C°» est cité, bien que jugé parfois plutdt "raide", comme élément disponible
dans les codes de calcul dynamique explicite LS-DYNA3D [12] et PAM-STAMP (ESI).
Laquelle présence est justifiée par un temps de calcul réduit puisqu'il n'y a qu'un seul point

d'intégration dans le plan. De plus, il ne présente aucun blocage notable en cisaillement si
le maillage est « assez » dense.

C’est un élément a trois nceuds avec, pour la flexion et le cisaillement, trois degrés de
liberté ou les rotations (64 et 6y) sont indépendantes du déplacement normal (w).
La formulation développée ci-dessous fait intervenir un repére "corotationnel” (Rc) dans la
figure CIlI-1 — en I'absence de fort cisaillement dans le plan — ou les coordonnées X, y; et
y» sont nulles entrainant ainsi des simplifications intéressantes.

Figure CII-1 Les repéres corotationnel (Rc) et local (Re)

Interpolation

Pour les effets de membrane et de flexion, les fonctions d'interpolation sont les fonctions
d'aire. Ces fonctions de forme s'identifient avec les coordonnées de surface Lj, Lp, L3 [11]:

A 1
N, =L, = Kl = ﬂ(xz.y3 — X5, + X5 Y — XY + XY, —X,.Y)
A 1
N, =L, = Tz = ﬁ(x3 Y1 =X Y3 £ XY = XY £ XY — Xs-y) y
A 1
Ny =g = =2 = =002 =Xo ¥+ X0 = XY, +XY3=Xy) oy
D1 (T B p'.g.r! x1 X
”Ll'LZ'L3'dX'dy =2A. (p+q+r+2) Figure Cl1-2 Surfaces
L, +L,+L, =1 élémentaires Ay, Az, As

Pour le cisaillement, ces fonctions sont modifiées ; c’est ce qui fait I'originalité de cet

élément qui entre alors dans la catégorie des éléments a champ de cisaillement "supposé"
(‘fassumed shear strain field).

Dans le repére corotationnel Rc, x, =y, =y, =0 et l'aire du triangle vaut : A =1.x,.y,

1
= <L> =<|-1 L, | |—3> =ﬁ<xz-y3 +X3.Y — XY =X, | XY, = X5 | xz.y>

273

= (LX) = 1y (-valys [0)et (Ly)=

X, —X - X X
X, Y, xz.y3< 3 2 | 3 | 2>
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[1.B. Membrane

II.B.1. Déplacements

Les déplacements u et v, dans le plan (X, y), d'un point courant de coordonnées x ety
s'expriment en fonction des déplacements des nceuds de I'élément :

u=L,.u +L,.u, +L ., (ClI-1)
V=L, +L,.v, +L;.v,

L1, Lo, L3 sont les fonctions d’interpolation explicitées précédemment

[1.B.2. Déformations

Les dérivées des déplacements par rapport a x et y dans le repére local permettent
d’établir les déformations en membrane comme suit :

o u, X
Erf=1en =1 vy (ClI-2)
2.8y, u,y +V,X
le
y y Vi
—y, , Vi
)= < 1y X5 = X, — X, X, | 32 =B lu.} (CII-3)
273 X3 =X, -Y; — X3 Y3 X, u_2
3
\/3

On remarque tout de suite la matrice gradient des déformations des effets de membrane :

_ys y3
R E— Xy — X, x| % (ClI-4)

X3-Y3
X3 =X, - Y3 — X3 Y3 X,

(Ug)=(u; v, |u, v, |u, v,) lesdéplacements dans le repere local.

Pour les effets de membrane, il s’agit tout simplement du classique triangle CST (Constant
Strain Triangle) méme si la matrice B™ est simplifiée par le fait que I'origine du repére local
est au noeud i et que le premier coté de ce repére est porté par le premier cété du triangle.
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[I.B.3. Elasticité isotrope

Les contraintes obtenues par la loi constitutive, lorsqu’elles sont intégrées suivant

I'épaisseur de I'elément, permettent la détermination des efforts normaux N,,, N, N, :
NXX E XX 1 v E XX
? Eh 2
N} =N, ¢ = [0, tdz = o vle 4 &,y (dz (ClI-5)
—h h
Ny 5 (O 7-A=-Vv)|3|2-8,
" 1|v
On note : [Dm]z E. S|lv|1 , la matrice de comportement en membrane ;
1-v 1.(1-
2 (1-V)

[1.B.4. Travaux virtuels

Le Principe de Travaux Virtuels (PTV) est essentiel dans la mise en place des matrices
des raideurs ; en membrane, en flexion et en cisaillement.

Matrice de raideur en membrane

Les travaux virtuels des efforts internes P™ et des efforts extérieurs P™

int ext

L —”<§m>.{N}.dx.dy = 0[BT Pl laxdy.u, }=(0.).[[B"T b"]lB"]dxdy.u.}

Isg:d :<0e>'{Fe} OL"I <Fe> = <Fx1 Fyl | I:x2 Fy2 | I:x3 Fy3>

sont donnes par :

(CII-6)

Le Principe des Travaux Virtuels est appliqué ici, en considérant les travaux ci-dessus
detaillés, pour la détermination de la matrice de raideur en membrane [K:‘].

La matrice de raideur en membrane extraite du travail virtuel f’ift est:
Ko |=B"T br]lB"]A (CII-7)

ou A =%(x2.y3) est l'aire de I'élément

En appliquant le PTV P™ +P™ =0, cette matrice [RZ Jest arrangée différemment de sorte

int ext

gu’elle respecte la disposition des composantes des efforts et des déplacements.
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| Contribution a I’étude d’éléments finis de type coque sans degrés de liberté en rotation ou a formulation solide pour des simulations

[1.C. Flexion

[1.C.1. Rotations

Les rotations 6, et 6, autour des axe

s X et y, d'un point courant de coordonnées x et

y s'expriment en fonction des rotations des nceuds et des fonctions d’aire Lj, Lo, L3[11] :

0,=L,0,,+L,0,,+L;.0,,

(CI1-8)

0, =L,.0,,+L,.0,, +L;.0,,

[1.C.2. Courbures

En dérivant ces rotations (CII-8) dans le repére local par rapport a x et a y, on peut
formuler les courbures suivantes mises sous forme matricielle :

Ko 0,,x
Kl=1 Kk, =1 -0,y
2.K,, 0,,y—0,,X
exl
0
L -Y; Y3 e_Y1
x2
{K}:Z X, — X X, — X, 16 -B°ll®.} (Cl1-9)
. 2
Y3 Xg =Xy | =Y3 | = X3 X, OL
x3
0,
ou: - [Bb]est la matrice gradient des déformations en flexion

- {8} la matrice colonne des rotations des nceuds dans le repére local

[I.C.3. Elasticité isotrope

Comme cela a été établi pour les efforts normaux (ClI-5), on a les moments dus aux

effets de flexion, formulés comme suit :

2| Eh? . b
[M] = J ny .z.dz = m vi|1l {K} = [D ].{K} (C”'lO)
Floy, ' 1(1-v)
%ﬁgioge Lyon (:II'ES BASSA nggg
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[1.C.4. Travaux virtuels

Identiquement a (ClI-6) sont définis ci-dessous des travaux virtuels des effets de flexion
liés respectivement aux sollicitations internes et aux sollicitations externes :

PP = —“<ﬁ>.{M}.dx.dy =- {(:)e }”[Bb | [p°l[B°]ax.dy.fe. }

BS, =(6,) .M.} oi (M)=(M,, M, M, M, [M, M) (ClI-1)

Dans P"

int?

on pose la matrice de raideur de flexion :
ke |=EB°T p*]lB°]A (CII-12)
< 1 - VAL
OUA = g(xz.yg) est 'aire de I'élement.

o +P., =0, on arrange [Rg] de sorte qu’on puisse l'avoir differemment en respec-
tant la disposition des déplacements et des efforts dans le repére global.

Avec PP +PpP

[1.D. Cisaillement

[I.D.1. Déplacements

Le déplacement normal au plan de I'élément s'exprime en fonction des déplacements
normaux des noeuds de cet élément :

w=L,.w,+L,.w, +L;.w, (ClI-13)

[1.D.2. Déformations

En considérant les rotations de la relation (ClI-8) et les dérivées du déplacement w
(ClI-13) par rapport a x et y, on définit les déformations en cisaillement par :

yl=1_ _“t=PB:le.+[Bsliw.) (CI1-14)

ou: - [Bf]:[_l_l

el

X5 Y3 [ X3 =X, |_X3 |X2

- <®e> = <ex1 eyl | exz ey2 | exs ey3>
W= (wy W, )
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[1.D.3. Décomposition

Le vecteur déplacement est décomposé en deux modes :

(et} -t (e

Cette décomposition a une influence directe sur [I'écriture des courbures et des
déformations en cisaillement transversal :
- Les courbures deviennent

ER ot

W, |

- Et les déformations de cisaillement transversal (Cll-14) sont réécrites comme suit:
=B B |k +—= CllI-15
{3/} ﬂ r ] | [ d ]1{:{\A/e } ( )

Les composantes avec des « * » (0 et W) sont en théorie de Kirchhoff et ne donnent
donc pas de cisaillement transversal. En outre, 6* est obtenu a partir de 6 en minimisant
leur « différence » f au sens des moindres carrés :

*

- En considérant la fonction f:<{®e}—{®e}>.{{®e}—{®;}} minimale, on peut poser
CEESCHE
- {We }: {W;}+ {Wj} tel que [[Bf]| [Bj]]{{{\(?v—e}}} =0 suivant la théorie de Kirchhoff qui

lie les rotations aux déplacements normaux au plan de I'élément (Kirchhoff entre
{@2} et {W;}) compléetement détaillés un peu plus loin dans le paragraphe II.E.

En effet avec ces hypotheses, on a:

fr}= b= Bilwe =Bl |- we ) (CII-16)

[I.D.4. Elasticité isotrope

L’intégration des contraintes de cisaillement dans I'épaisseur de I'élément donne donc
les efforts tranchants Q,,,Q,, qui peuvent aussi étre obtenus directement partant de la

relation (CII-16) :

{GXZ}dz Eh {5/6| }{yS}z[DS]{yS} (Cl-17)

o T 2.a+v)| |5/

yz
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[I.D.5. Principe des travaux virtuels

La démarche devient classique lorsqu’on cherche a déterminer la matrice de raideur, on
passera donc toujours par le Principe des Travaux Virtuels pour obtenir les raideurs
provenant des effets de cisaillement transversal du triangle « C° » de Belytschko [3]

Les relations (ClI-16) et (ClI-17) sont utiles pour calculer les travaux virtuels Ps et P

int ext

B2, ~~{] (7 @bos - ~[J§° o by - - () ez o

A (Cl1-18)
Pesxt =<We>'{Qe} Ol] <Q>e <le FZZ F23> et <We> = <W1 W2 W3>

Par application du PTV, on a <\fve>.{Qe}:<\fve>[K 1{A }00 la matrice de raideur de

cisaillement [KS] est une matrice réarrangée [KS] [B [D 1[8 1A tirée de P

int *

ILE. Etude de{®:} et {w;]

II.LE.1. Expression de {w*}

Figure CI1-3 Composition des déplacements

Ce déplacement normal d'un point courant (x, y) du plan moyen est la conséquence d'un
mode rigide et d'un déplacement di aux courbures comme sur la figure CII-3.
- Le déplacement de corps rigide est défini par :

w' :t+((cox-§(+coy-§/)A(x-f(+y-§/))-2
= W =t+o, y-o,-X

- Le déplacement w"calculé avec I'hypothése de Kirchhoff a partir des courbures
constantes dans tout I'élément {K} est de la forme :

H, =-ix®+b,.x+c.y+d,
w® = (H,(x.y) | Hy(x.y) | Hy (x.y))K} avec  [H, =-1y?’+b,x+c,y+d,
Hy, =—3xy+b,.x+c,.y+d,

En effet, selon la théorie de Kirchhoff, -6, = w, x K, —w"”,xx
et 6, =w,y et les courbures sont formulées par : {K}: Ky = -w®,yy
2K, ] |-2.wP°xy
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Les fonctions Hy, H, et Hz sont déterminées grace aux conditions aux limites suivantes :

w®(0,0) =0
w®(X,,0) = 0
Wb(xa’ys) =0

Le déplacement normal au plan di a la flexion de I'élément triangulaire "C®" devient alors :
b 1/y2 2
w _—5<x Xy X—(Xg = X,).Y X5 /Y5 | Y2 =Y,y | x.y—x3.y>.{1<}
On peut alors déduire le déplacement w”en sommant w® et w' par :
W o=w’+0o,.y-o,X+t

On prend t = 0 car cette translation est inutile par la suite du fait des dérivations, ce qui
permet d’écrire :

W, o o |
W l={w,t=| 0 -x, {w} (CI1-19)
W; Yz —X3 ’

II.LE.2. Expression de @, et 8, composant {@_}
Selon I'hypotheése de Kirchhoff : 6, =w",y et 6, =—w",x. Ce qui donne :

0
0

= %<(X3 - Xz)-xs /ya | ys -2y | X3 — X>'{K}+ O,
=i{2x-x, | 0] y){K}+ o,

*
X
*
y

Aux trois nceuds du triangle, on peut alors avoir des rotations dans le repere local
exprimées en fonction des rotations provenant des courbures et de celles de corps rigide.

% — —

0. r Ys X3 1 0]
e;l — X3 0 1
{®;}= 652 =1 ' Ys | Xs 7% K} + 1o ,{(DX} avec r =2 (x, - x,)
0,, X, 0 1| |0, Y3
05s r ~Ys 10
0,5 | 2.X5 — X, Y: | 11 0]

En tenant compte du fait que {k}=[B*}{®,} (voir Cl1-9), on a les rotations suivantes :

. }=[clic+'Rl{m}=[c]B’ l{®. }+' [R}{®} (CII-20)

Dans la suite, on posera : [M, ]=[C][B"]
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ILE.3. Expression de {w, |
On définit successivement :
(. -0;)="[1- M e, Rl
:<p1_0)x | P, _O‘)y | p; — 0, | P, _my | Ps — @, | P _(Dy>
f=(e,-0:)l0, -0,
= (pl - wx)z + (p2 - (’Oy)z + (p3 - 0‘)x)2 + (p4 - O‘)y)2 + (pS - (’OX)Z + (p6 - (’Oy)z

Pour déterminer les constantesp,(i=1 a 6), on calcule 'extremum de la fonction f en o, et
o, , soient :

f,o, =0

X

f,o)y =0

0, = %(pl +P; + ps)

3 (ClI-21)
@, :E(pz + Py +p6)

Pour déterminer facilement les déplacements recherchés W, , on pose donc maintenant :

{o} =13 [R][1-[M_]}{®.} qu'il faut remplacer dans la relation (C11-19). Soit alors :
W)= g_ _iz .{mx}: 8_ _iz fol=1. g_ _iz RIz-M e,
R o e T B A A
W, }=-1[x]fa-[m, He.) (CI1-22)

On constate bien que les déplacements W_ sont fonction des rotations ©,

II.LE.4. Conséguence
Les déformations de cisaillement se doivent d’étre réécrites au vu de la relation (Cl1-22).

Partant de {W?}={w,_}-{w.}, on obtient {W}={w,}+1[X][1-[M [l{®.} et la relation

3

(CI1.1-16) devient : {y*}=[Bs}®.}+ B HW.} ot [BE|=1/3 |BS X1 - M. ]I.

Par conséquent le travail virtuel des efforts internes de (CI1I-18) doit étre modifi€ comme
suit :

Be, = [](7°) D7} Jax.ay= (We [T B3] P llBslox.avw. } +(8,).[[IB:] [o*)B: laxay fo.
(W f[laT o Jslaxay.o. )+ (0. pf[le: o eslaxay.w.)

Le Principe des Travaux Virtuels doit tenir compte de cette nouvelle forme du travail virtuel
des efforts internes.
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II.F. Matrice de raideur de I'élément

[I.LF.1. Travaux virtuels

On note successivement le travail virtuel des efforts extérieurs et le travail virtuel des
efforts internes :

ﬁ’ext = ﬁgt + |5:xt + IE\)esxt = <<\79> ‘ <

Isint = ﬁi?:t +I5i?1t 'Hsi?n = <<\7e> ‘ <(:)e> ‘ <we>>

[I.F.2. Matrices

En élasticité, la matrice de raideur de I'élément rend compte des effets de membrane,
de flexion et de cisaillement transversal de maniére découplée ce qui ne serait pas le cas
en élastoplasticité ou, en particulier, il y aurait un couplage membrane - flexion.

Par application du Principe des Travaux Virtuels, on a toutes les matrices des raideurs
qui, globalement assemblées dans le repere local, donnent :

[z ]
K.]-

K5, 1+ 15 ]| K, (ClI-23)
Kol K

[z ]- [B""]TT-[D""HB"“]-A; [Kze]=[Bz]T-T[D51[Bz]A:[KzW]=[B§]T-[D51[leA oil A est laire.
ki J=B TP lEc)a [k l=lks.] [k:.|=[B:] [o°]lB2)A
Dans le repere local Rc (voir Figure CII-1), cette matrice est ensuite arrangée pour
donner [Ke] correspondant a la disposition des efforts et déplacements ci-apres :
<Ee>:<Fxl I:yl le Mxl My1|Fx2 l:y2 I:22 sz Myz |Fx3 I:y3 Fz3 Mx3 My3>

<Ue>:<ul Vl Wl exl eyl|uz V2 W2 ex2 ey2 |u3 V3 W3 exS ey3>

Bl [Ku[Ke | K] (0]
=Rt =Ko | Ky | Ko [41Uy ft < {E}:[Kel{Ue} avec [Re]symétrique (ClI-24)
E3 R31 R32 K33 {U?:}

Avant assemblage, un changement de base transforme les matrices Kj (repére local) en

matrices K; exprimées dans le repere global.
La raideur fictive en rotation autour de la normale sera détaillée dans le Complément IlI.
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[I.G. Résultats pour une plague circulaire encastrée

[1.G.1. Données

Plague circulaire encastrée de rayon R = 100 mm soumise a une pression p;
I'épaisseur h varie de 0,1 mm a 50 mm ; le matériau a pour caractéristiques : E = 200000

N/mm2zetv =0,3;
Afin d’avoir un déplacement du noeud C conforme a la théorie de Kirchhoff, la pression

p est calculée en fonction de I'épaisseur h telle que : p = 0,01172 x h3

Seul le maillage d'un quart de la plaque est étudié moyennant des liaisons appropriées.

c A

Figure CIlI-4 Différents maillages d’'un quart de la plague encastrée

[1.G.2. Résultats

lls sont relatifs au déplacement (w ) suivant z du centre de la plaque pour 190 éléments

h (mm) 0,1 1 5 10 20 30 40 50
p (N/mm?2) |1,172E-5 |0,01172 |1,4652 |11,72 93,772 |316,48 |750,18 |1465,19

Elément C° [0,98897 [0,9896 [1,0008 [1,0349 [1,1723 [1,4010 [1,7212 |2.1328
Théorie 1,0000 [1,0005 |1,0110 |1,0457 |1,1829 [1,4114 |1,7314 |2,1428

Tableau CllI-1 Déplacements pour un maillage dense de la plague encastrée

Avec un maillage moins dense (58 éléments) c'est-a-dire un maillage grossier, on obtient :

Epaisseur h|0,1 0,2 0,4 0,6 0,8 1
Pressionp |1,172E-5|9,376E-5|7,5E-4 |2,531E-3|0,006 |0,01172
Elément C° [0,28537 |0,54587 |0,7799]0,86642 |0,9047|0,92473

Tableau Cl1-2 Déplacements pour un maillage grossier de la plaque encastrée

Regroupés dans les tableaux ci-dessus (ClI-1 et ClI-2), ces résultats mettent en évidence
l'influence de la densité du maillage sur le phénomene de blocage en cisaillement. Ce
blocage n'est pas sévere pour une densité suffisante ou pour un rapport (h/ R) > 0,01.

En perspective de cette these, il est dores et déja prévu d’élaborer un élément prismatique
a 7 nceuds a champ de cisaillement assumé qui sera muni d'un nceud supplémentaire au
centre, noeud doté d’'un seul degré de liberté : une translation locale. C’est pourquoi cet
élément ‘CO’ est intéressant pour servir de base de comparaison.
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Notes :
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Concu pour étre utilisé dans la théorie des plaques et coques épaisses ou théorie de
Mindlin, I'élément dénommé Q4y24 est un quadrangle ayant six degrés de liberté par
nceud a savoir trois translations et trois rotations dans le repére global.

Les translations u et v dans le plan permettent la définition des effets de membrane. La
translation normale au plan w et les rotations 6,, 0, servent a formuler les effets de

cisaillement. Seules les rotations 6,, 0, servent a définir les effets de flexion.

Un sixieme degré de liberté 6, est utilisé pour éviter les singularités dans la matrice de
raideur assemblée en ajoutant la raideur « artificielle » relative & cette rotation 6, (en

chacun des points d’intégration pour la version a intégration compléte).

[1I.LA. Formulation de base

(-1,1) ﬁ (1 1)
A g —P3
ol _
€
1 2
(-1,-1) (1,-1)
a - Elément de référence b - Elément réel

Figure CllI-1. Elément de référence et élément réel

Le quadrilatere étant isoparamétrique, les fonctions d'interpolation utilisées pour définir
les coordonnées (x = (N).{X} et y = (N).{Y}) et les déplacements (u=(N).{U} et v = (N).{V})
d’un point courant de cet élément sont identiques. Elles sont notées :

(N)=14-(1-¢)-@-n) @+8)-A-n) @+&)-@+n) @-¢)-@+n) (Cni-1)

Les autres notations sont :

)(i )/i ui \/i
X 2 u. V.
Xi=17L dyl=li b et Ul= 7L fvl=d (Cl11-2)
b=t = e =t =4
XI yl uI VI
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1.A.1. Membrane

llILA.1.a) Relations utiles

{f,é}z[J]_{f,X} ol [J]{X@ y"‘v}{m_’ﬂ_[{xﬂ{y}] et [[f.dx.dy = [[f.det[s]de.dn

f,n f,y xn ym| |(Nm)

l1l.LA.1.b) Déformations

e.] [L 00O u’;(/ . “’:
enl=le, t=[o 0 0 1[{"Y1-[c] .
- 26, [0 11 0" { Vs
vy v,
N
(e }= Ch, ) Mm [{%ﬂ - [}, N cin-)
[N

En posant [B"|=[C]{J,,][N:] dans la relation (ClII-3) o {De} représente les
déplacements dans le repere local, on a la forme matricielle des déformations de
membrane :

kr}=[B"] 0. | (CllI-4)

llILA.1.c) Contraintes

Classiquement, la loi de comportement liant les contraintes aux déformations de la relation
(CI1I-3) est donnée par :

XX

yy =[bl"}=[D] 1 e, (CIlI-5)
2¢

Xy Xy

o} =

a a QA

Dans I'équation (CIII-5), la matrice de comportement [D] dispose de deux formes suivant
gue le quadrangle est en état plan de contraintes (utile pour les plaques/coques) ou en
état plan de déformations (qui n’est que brievement évoque ici).
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(1) Etat plan des contraintes: ¢, =0

En élasticité isotrope :

1
[D]= Ez.v 1 (CIl1-6)
1-v IT1-v)

(2) Etat plan des déformations: ¢,, =0=06,, =v.(0,, +G,,)

En élasticité isotrope :

[D]=1 E1 S| V[V (CHII-7)
A+ v).A-2.v) T o)

llI.LA.1.d) Matrice de raideur de membrane

Elle est obtenue par application du Principe des Travaux Virtuels (PTV) Rm + P =0
ou le travail virtuel di aux efforts internes est :

- [11(e1tobav = (0.)] [T} ] IoJoz Jlo Jas | w. )= (0. ) [[fleT oo Y.}

On apercoit dans la forme intégrale ci-dessus la matrice de comportement spécifique aux
phénomenes de membrane :

br]= j_h;/zz [D]dz = h|D] en élasticité

ou l'exposant m pour la matrice [D] correspond a "membrane”, h étant I'épaisseur de
I'élément, supposée constante.

Rigoureusement, pour déterminer [Km], on pose :

4

K.)=111"T [pr 1B av ”[ T prlBr]detpldedn =S HE o, (ClI8)

q=1

[Hem]=[B"] Pl ldeth]; o, -1: &, = +1/¥3: n, - +1/+3

C’est donc une intégration numérique en 2 fois 2 points suivant & et n tel que:

k)=l bl b wls b pl
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Le travail virtuel des efforts extérieurs P, =<Oe>.{Fe}, mis a contribution dans le PTV,

impose d'arranger la matrice [Re] pour donner la matrice [K_] correspondant & {U,} telle
que ‘U, f=(U.)=(u, v, |u; v;|u, v, |u V) etonafinalement:

KII KIm KIn
[Ke]: KmI Kmm Kmn :[ m] (Clll'g)
KnI Knm Knn

[1I.A.2. Flexion

llI.LA.2.a) Courbures

Pour la flexion, ce quadrilatere utilise les dérivées des rotations 6, et 6, interpolées par
les fonctions bilinéaires (CllI-1) pour la formulation des courbures.

(N)=1/4.(1-8).1-m) | @+&).A-n) | @+&).L+m) | 1-E&).L+n))

On rappelle ici que :

X; Yi exi 6yi

X y. 0, 0,
Xt=1"] yi=1J7] 0= J 0 (= i (ClIl-10)
{ } Xy { } Yi { } 0 { y} 9Yk

X Yi 0, ey|

Bien qu'indépendantes des translations normales ‘{Wj=(W)=(w, w; w, w,) aux
nceuds de I'élément, les courbures exprimant les effets de flexion usent de la matrice
colonne  des  déplacements t{[]e}z <Ge>=<<®x> (0,) <W>> incluant  ces

translations normales pour ne pas avoir a manipuler par la suite plusieurs types de
matrices colonnes de déplacements :

0 o|lo|1]0 O
v 0,.y
{K}=4 -0,,y {=|0|-1/0]|0 o
0.,y—0_,x -1/ 0 |0|=-1["
y Y —0, 0,y
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e s o.]

ek =[c? J _l.exﬂ”l _Jen [ (N,m) e, (ClI-11)
el -] s e

On tire la matrice gradient [B°]|=[c?][3°][N°] dans  la relation (ClI1-6) pour faciliter la
formulation des courbures sous la forme suivante :

- B*]o. ] (ClII-12)

llI.LA.2.b) Contraintes intégrées

Pour établir ces contraintes dues a la flexion, il est pratique de partir de la définition des

moments ‘{M}=(M)=(M,, M, M, ) provenant des courbures :

Yt = () = (ku x, xy) 5 MI=[D° i) (CII-13)

Avec [D"] la matrice de comportement de flexion dont la démonstration sera faite dans
le paragraphe dédié au Principe des Travaux Virtuels lie aux phénomenes de flexion.

Dans le cas de I'élasticité, les contraintes liees a ces moments (CllI-12) peuvent donc
se calculer a partir de la formule :

(¢)
{o}=1{0,,t="5.24M (CllI-14)
(¢}

llILA.2.c) Matrice de raideur de flexion

Le Principe des Travaux Virtuels est conventionnellement énoncé par: P,
ou le travail virtuel due aux moments de flexion est :

= [[[(®).M}.av < >Uj[|3b] Uh/z 2 dz)[Bb]dS} < >[H[Bb] Q=% 1d51{u}

Dans ce travail virtuel, on peut noter la présence de la matrice de comportement de
flexion [D°] évoquée en (Cll1I-12) dont la démonstration promise est faite ici.

En effet, [D°]= I_hé/zz[D].zz.dz =h®/12|D] (en élasticité) ol I'exposant b pour la matrice

[D] correspond a "bending”(flexion) et ‘h’ est I'épaisseur de I'élément.
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On tire de P._. la matrice de raideur de flexion sous la forme suivante :

int

)= ([T 1B las = | [B°] o Jle* Jaetlalae.an (CII1-15)

-1-1

La matrice de raideur de flexion dont la disposition des composantes doit se conformer
a la relation {F,}=[K.]{U,} provenant de I'application du Principe des Travaux Virtuels o0

A

le Travail virtuel des efforts extérieure est P, =<l~Je>.{|Ee}, en rappelant que :

e

t{Ue}:<ue>:<exi eyi Wzi | exj e

t{Fe}:<F >:<Mxi Myi in | ij Ivlyj sz | Mxk Myk sz | Mxl Myl le>

yj sz | 6xk eyk Wzk | exI eyI Wzl>

[11.A.3. Cisaillement

Ill.LA.3.a) Déformations

Les déformations de cisaillement transversal sont exprimées par:

()X
w, X +0, 01|10 0,
{Y}:{w,y—ex}:{—l 0|0 1] W, X
w,y
N H o]
@%[@1{%_ V‘jvé _les 1] (N) N[ % (CI11-16)
w.n (N.m)

En notant par [B%]=[c®][33][N®] la matrice gradient de cisaillement dans la relation ci-
dessus, I'écriture des distorsions (Cl11-8) se simplifie et devient :

) =[B°]0.| (CIN-17)

On rappelle que :<Ge> = <<®X> (0,) <W>>
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l1I.LA.3.b) Contraintes intégrées

Pour avoir les contraintes de cisaillement, on part des forces généralisées de cisaillement :

Qi=Ip*]- &) (CII-18)

ou: - {Q}= {QXZ} la matrice des forces de cisaillement

Q,.

- p*]= 2.E.h .{5/6 |

la matrice de comportement élastique de cisaillement ;
1+ v) | 5/6

-y} = {YXZ} la matrice des déformations de cisaillement transversal.
Yy

En élasticité, les contraintes liées aux effets de cisaillement sont donc :

Gy, . 3 4.22 {sz}
{G }—ﬂ(l— - )'{{Qyz}} (Cl11-19)

yz

llI.LA.3.c) Matrice de raideur de cisaillement

Les travaux virtuels ci-dessous établis permettent d’énoncer le Principe des Travaux
Virtuels :

P =-JJ () Qhas= (6. ){[1l°T o Yo Jaxay} . |- - (6. e .|
P :<GE>'{'E }ou <Ee>:<Mxi My My Mxl|Mvi My My MV'|FZ‘ Fi Fu FZ'>

A

A partir de la puissanceP,, , la matrice de raideur de cisaillement [KS] est disponible sous
la forme :

k2] fj[BS]T.[DS}[BS}det[J].da.dn (CHI-20)

-1-1

Nota : [RS] est ensuite arrangée pour donner la matrice [KS] correspondant a une
disposition différente des composantes d'efforts {F.} et de déplacements {U,} telle que :

b=l

t{Fe}:<|:e> :<Mxi Ivlyi in | ij I\/ij sz | Mxk Ivlyk sz | Ilel Ivlyl le>

Pour rappel :
pp t{Ue}:<ue>=<exi eyi Wzi | exj 6yj sz | e><k eyk Wzk | exI eyI Wzl>
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[1.LA.4. Déformations issues des rotations fictives 0,

Pour éviter des singularités lors de I'assemblage de la matrice de raideur globale, le
sixieme degré de liberté 0, (z est I'axe local normal a la surface en (&, n)) est utilisé pour

déterminer des déformations. Il est interpolé par les fonctions de formes habituelles (CllI-
1) sous la forme :

0,(6m) =N,.0,; +N,.0, +N;.0,, +N,.6, (CIlI-21)

Les dérivées de ce degré de liberté (équation CIlI-21) par rapport a x et par rapport a y
donnent alors les « déformations » recherchées :

0., .}
SR NEER N Y T
0. CY

Oy
Avec {@i}z 0., ¢ les rotations dans le repere global apres un changement de base [Ry].
0

De cette équation des déformations (CllI-22), on déduit la matrice gradient des
déformations des rotations fictives :

Bzm)]=]o 1}m—m R, ] (Cl1-23)

En usant de I'énergie virtuelle, on peut tirer la matrice des raideurs fictives :

“—xE'hgé 0 0.,y.0.,y).dS
W—i B (0,,x.0,,x+0,,y.6,,y).

avec A suffisamment "petit" = 1073, par exemple.

D'ou la matrice des raideurs fictives en intégration compléte :

K2]= i[BZ(E’;i,ni)]T.[DZ].[BZ(é’;i,ni)ldetJ.mi (ClI-24)

1A
Avec : - [DZ]: Elz {%} ou h = épaisseur de I'élément ;

- o, = 1, le poids du point d’intégration.
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lII.LA.5. Efforts équivalents pour une pression

Le travail virtuel de la pression p, normale a la surface moyenne de I'élément (i, j, k, I), est :
11
p”W.dx.dy = p.tW.”‘N.dx.dy = tW.p.” ‘N.det[J]de.dn
-1-1

En notant G(&,n) =p.(N).det[J], on obtient les efforts équivalents :

Faf = BEE =B+ B -+ BB+ 64,5
Avec, par ailleurs :
t{Fe }: <Fe >: <in F, Fua Fz|>

Remarque : la pression p ne donne pas de moments équivalents ; ce qui serait le cas avec
un élément respectant la théorie de Kirchhoff des plaques minces.

l1l.LA.6. Exemple numérique

Cet exemple permet de montrer que l'intégration complete toute seule donne des
résultats meédiocres comparativement aux résultats obtenus par la théorie de Mindlin
lorsque I'épaisseur de la plaque va croissant de 1 mm a 25 mm.

Données : - plaque circulaire encastrée de rayon 100 mm soumise a une pression p ;
- I'épaisseur h varie de 0,1 mm a 25 mm (voir tableau CllI-1) ;

- le matériau a pour caractéristiques : E = 200000 N/mm2 et v=0,3;
- la pression p est calculée en fonction de h : p = 0.01172 x h3.

Les calculs sont effectués sur un quart de la plaque (symétries aidant) maillée avec des
éléments quadrangulaires (Figure CIlI-2) formulés en intégration complete comme on
vient de le dire et les résultats, regroupés ci-apres dans le tableau CIlII-1, montrent le
déplacement normal du centre (noeud 1) de la plague, qui est de 1 mm en théorie de
Kirchhoff.

Figure CII1-2.Plaque circulaire encastrée (Un quart maillé)

Epaisseur : h (mm) |0,1 1 5 10 15 20 25
Pression : p (N/mm?) |1.172E-5|0.01172 |1.4652 |11.720 |39.555 |93.772 |183.125
Intégration complete |0.00102 |0.01007 [0.2047 [0.5274 |0.7698 [0.9543 |1.1174

Théorie (Mindlin) 1.0000 |1.0005 |[1.0110 [1.0457 |1.1029 |1.1829 |1.2857
Tableau CllII-1. Déplacements du nceud central (1) de la plaque
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De fait, on constate dans le tableau CllI-1 que le déplacement normal du centre de la

plaque circulaire en intégration complete est tres faible comparé a celui donné par la
théorie de Mindlin pour des épaisseurs en dessous de 15 mm. A partir de 20 mm
d’épaisseur, I'écart se réduit entre les résultats d’une intégration compléte et ceux de la
théorie de Mindlin. On constate la une surestimation de la rigidité de la plaque lorsqu’elle
est mince. Ceci nous conduit a rechercher des solutions dans I'intégration sélective.

[lI.B. Intégration sélective

[11.B.1. Justification

Une intégration sélective est nécessaire quand I'épaisseur de la plaque devient faible
devant ses autres dimensions.

Dans ce cas, en effet, l'influence des termes de cisaillement prédomine dans la solution
numerique. Peuvent alors étre obtenus des résultats non réalistes dus a une raideur trop
importante. Il y a "blocage" ou "verrouillage" en cisaillement ("Shear locking" en Anglais).

Une méthode consiste a combiner astucieusement les techniques d’intégration
compléete et réduite. On peut calculer la matrice[Kb] en considérant une intégration

complete c'est a dire en 2 fois 2 points et la matrice [KS] avec 1 fois 1 point d'intégration.

[11.B.2. Conséquence
La matrice de raideur en flexion se calcule comme suit :

Fren]l=BT Pl ldeds]= ko=l - mlr ey -2l Bl e 5.0
et la matrice de raideur en cisaillement est donc :

HeEe )] =[] [p*l[B°ldetf] = [k*] = 2.2 H°0.0)] = 4.[H* 0.00].
[11.B.3. Exemple numérique

On reprend le méme exemple de la plague encastrée (Figure CIII-2) utilisé en
intégration compléte (8111.A.6) avec les mémes données.

Les résultats du déplacement normal du centre de cette plaque (hceud 1) sont réunis
dans le Tableau CIII-2 :

Epaisseur : h (mm) |0,1 1 5 10 15 20 25
Pression : p (N/mm2) |1.172E-5|0.01172 [1.4652 |11.720 [39.555 [93.772 |183.125
Intégration sélective  [0.89003 |0.90760 [0.9847 [1.0319 [1.0924 [1.1739 |1.2774
Théorie (Mindlin) 1.0000 |1.0005 |1.0110 |1.0457 [1.1029 |1.1829 |1.2857

Tableau Cll11-2. Déplacements du nceud central (1) de la plaque

On constate qu’avec l'intégration sélective, il y a une nette amélioration car les valeurs du
déplacement vertical du centre de la plaque ne sont pas tres éloignées de celles de la
théorie de Mindlin pour différentes valeurs d’épaisseur de la plaque.
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[.C. Champ assumé des déformations en cisaillement transversal

C’est une méthode qui peut remplacer la méthode d’intégration sélective ou la méthode
d’intégration réduite en un point d’intégration.

La particularité de I'éléement Q4y24 réside dans le fait que le cisaillement transversal
(shear en Anglais) - {y} - n’est pas directement exprimé aux quatre points d’intégration
comme pour la membrane et pour la flexion mais interpolé a I'aide des valeurs calculées
aux quatre points (a, b, c, d), milieux des co6tés du quadrilatére (voir figure CIlI-3).

Ces valeurs - dans les directions x, y - servent ensuite a définir un champ de
déformations "assumé" (assumed shear strain field) - dans les directions &, n - en un point
courant.

0
(-1, 1) | 1) . k
4 ! 3
|
no|—
| J A
I_ I ybL___
£ )
Yil—
| I )
|
1 2 | : J
(-1,-1) (1,-1) Xi X
a - Elément de référence b - Elément réel

Figure CI11-3. Les nceuds milieux des cotés de I'élément

[11.C.1. Relations utiles

Le champ imposé est défini de la sorte :

=1/2.(1- n)Y§a +1/2.(1+ n)ch
=12.(1-E)y,  +Y2.1+ )y,

[J] étant le Jacobien, on pose la relation :
{Y_%} - {X’i y,&Hy_x} - [J]{Y_X} (CIlI-25)
Ty Xxn|y.mjYy Yy
l11.C.2. Déformations

On cherche, dans le repére local, la matrice gradient de déformations [BS] qui relie les
distorsions {y,, | aux déplacements {J, | telle que :

r,)=B°) 0. (C111-26)

En chaque point représentant le nceud milieu du c6té du quadrangle c'est-a-dire aux
points a, b, c, d de I'élément réel (Figure CllI-3-b), les déformations sont :
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w{%}, m#{%}, m#{%}, m%{%’} (CI1-27)

La matrice gradient des deéformations, qui relie chacune de ces distorsions aux
déplacements {De} dans le repere local, est exprimée de la méme fagon que celle établie
par les formulations (Cl11-16) et (ClII-17).; soit pour rappel :

Bs]=[ce][os]ne] (ClI1-28)

Le calcul du Jacobien [J ] et de la matrice gradient [BS] (Cll11-28) en fonction des

coordonnées des différents points milieux des cétés (a, b, ¢, d) de ce quadrilatére s’avére
nécessaire pour la détermination des expressions [Ja.BZ], [Jb.BE], [JC.B';‘], [Jd.ij] ;

D.]=PE=0n=-1)], 3,]=PE=1n=0)], 3. ]=[PE=0n=1)], [3.]=[3(=-Ln=0)]

B2l=B°(=0n=-1)} B}|=[B°(c=1n=0)} [B?|=°(=0n=1) BS|=[B°(c =-1n=0)

L'utilisation de la relation (CIlII-25) permet de reformuler la matrice des déformations
dues aux effets de cisaillement transversal (CI11-26) dans le repere local comme suit :

YQa
Toa
Yep JaVa
A= | [ [ || }vb Aie1) Jo T
=1J71=. S22 =] Cl
bbbl P e e - bl o
Ve NP
Yed
Yl]d
A:H
~ J B’ (~
try)=P3tlic] JbBb {U}
1,83 ]

Eten posant [J,8,]=[2.8:]| [1,8:]| [o.B:]| o8] (CIll -29)
. 28, far1[i-m| | | |1+n| | | } {{Ue}}
ona: iy, (=i-—r=[37"] =" Je-Be (C111-30)
ol b b P e e

Ou:
(Ua)=(Uy [Uyi [ Uz [Uyg | Uy [Ug || Uy [ Uy [ Ug)
(8.)=(8, |, 8, |8, |0, |8, | 0,6, |6, 9] =3 )
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[11.C.3. Exemple numérique

Toujours avec le méme exemple de la plaque encastrée, utilisé précédemment en
intégration complete et en intégration sélective, mais cette fois-ci calculé avec la méthode
de champ imposé. Les résultats sont regroupés dans le tableau (CIII-3) qui suit :

Epaisseur : h (mm) |0,1 1 5 10 15 20 25
Pression : p (N/mm?) |1.172E-50.01172 |1.4652 |11.720 |39.555 |93.772 |183.125
Champ vy "imposé” |0.98907 [0.98951 |1.0005 |1.0346 |1.0917 |1.1718 |1.2745
Théorie (Mindlin) 1.0000 |1.0005 |1.0110 |1.0457 [1.1029 |1.1829 |1.2857

Tableau Cll11-3. Déplacements du nceud central (1) de la plaque

On peut estimer ici que le champ assumé des déformations de cisaillement transversal
donne de bons résultats comparés aux autres méthodes présentées avant.

Etant donné que lintégration compléte sans champ assumé ne donne pas d’assez bons
résultats, l'intégration compléte mais avec champ assumé peut étre une alternative & une
intégration sélective.

Et méme dans le cas d'une intégration entiéerement réduite (membrane, flexion et
cisaillement transversal), la notion de champ assumé sera gardée bien qu’alors adaptée a
une intégration en un seul point.

[1I.D. Formulation issue d’'une intégration réduite

On parle d’intégration réduite quand les deux matrices [Kb] et [KS] sont calculées
avec un nombre réduit de points d'intégration de Gauss Legendre comparée a l'intégration
compléte. Pour ce quadrilatéere, la matrice de raideur de flexion [Kb] ne serait calculée
gu'au point (§=0, n=0):

[K®(£=0,1=0)|=2:2]H 00)]

On trouvera dans [8] et [15] de longs développements a ce sujet. Il faut noter toutefois
I'éventualité de modes a énergie nulle (grossierement sans déplacement du ou des points
d'intégration). Par exemple, a un seul point au centre d'un quadrangle, correspondent :

Flexion Cisaillement

Membrane

Figure CIlI-4. Quelgues modes a énergie nulle
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La plupart des logiciels spécialisés dans le domaine de I'emboutissage utilisent ce
guadrilatere avec intégration réduite en un seul point et contréle des modes "sabliers"
("Hourglass control") [17] principalement pour un gain de temps de calcul.

On regroupe dans le tableau CIlI-4 suivant les types d’intégration possibles pour les
guadrangles linéaires, quadratiques et cubiques.

Exemple Linéaire Quadratique Cubique

Lagrange |Lagrange "Serendip" |Lagrange "Serendip”

Compléte 2X2 3x3 4x4
Réduite 1x1 2X2 3x3
Sélective | Flexion 2X2 3x3 4x4

Cisaillement |1 x 1 2X2 3x3

Tableau Cl11-4 Différents types d’intégration

Ici est présentée la version a intégration réduite de I'élément Q4y24 ou la stabilisation
des modes a énergie nulle pour les effets de membrane et de flexion est extraite des
travaux de Belytschko, faisant intervenir les réputés vecteurs {y}.

Le détail de la méthode n’est pas traité, seules les matrices gradients de déformations
ayant servi au calcul des déformations et des matrices de raideur associées pour une
intégration en un seul point dans le plan moyen de I'élément sont abordées.

[11.D.1. Notations
Les classiques fonctions bilinéaires sont décomposées en:
Nj=2(s}+fa.fe+fa, n+ hien) (ClII-31)

sf'=@1 1 1 1, (a)=fa. =(-1 11 -1);

My=h"=@ -1 1 -; (a)=fa, =(-1 -1 1 1).

Dans le repére local (x, y, z), on note les déplacements d’'un point de I'élément et ses
coordonnées par :

®)
c/
—
92)
~—
Il

Alors que dans le repére global, ces déplacements sont:

(Up)={Uy | Uys | Ug [ Ug [ Uy [ Uy | - | Ug | Uy | Uy
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Par ailleurs, on a d’'une part les vecteurs de Hallquist:
T=(Nx(E=n=0
o =(Nx(E=n=0) (ClI-32)

Et d’autre part :

—
Z| Z| Z| Z|

¢n> - <N in(o o>> 1/4 -t}

[11.D.2. Propriétés utiles :

I11.D.3. Mise en évidence du vecteur {y}
Les "déformations" généralisées seront associées au mode {h} sous la forme :
Go= ()05} G =(ndus) -

D’'une maniéere générale, le vecteur <y> doit verifier <y>{ §} =0 afin d’étre "normal” a un
champ de petits déplacements de corps rigide {U;}zco{S}Jrcx{ §}+ cy{ ;} et ne pas

créer des déformations dans un tel cas quels que soient cg, Cx et cy.

Compte tenu des propriétés utiles précédentes et en recherchant <y> sous la forme :
fy}=2(fh}+d fo,}+d, b, ), on trouve :

)=

Bl

(hi-((h)es b, )= () es b, ) (CI11-33)
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[11.D.4. Déformation en membrane

En notant que, dans un repére local (X, y, Z) ou z est la normale a la surface moyenne a
I'endroit considéré, les déformations de membrane {s’e“} sont de la forme :

u, X (b, )+{y)h,x .
Erf=1 uy = (b, )+{r)hy {E%} (Cl-
ux+uy) [ (by)+(rhy | {b,)+(yhx]

34)

> = {Ui }T _ <ui u, u, U|> les dé . .
. placements dans le repeére local ;
>:{U§} :<vi Vi Vv, v|>

DI Bz o v

Les matrices [Ry], [R/] et [Ry] ci- dessous définies servent a faire passer les déplacements
du repere global au repere local de la structure :

xX | XY | xZ
T X |

|

|

XY | xZ

L xX
i

sl =RV R, )=

XY | XxZ

XX 1 XY

XZ & V.7
(CI11-35)

yX 1 yY  yZ

Yy =lyY

yZ
yZ *Y.2)
(CI11-36)

yxX | yY

yX 1 yY

|
|
!
yZ !
|

zY | zZ

zX
y Z=1zY

zZ
zZ &V, 7)

(CIII-37)

zZX 1 zY !

I zY

|
|
I
zz|
:

N
X

La formulation (CI11-34) des déformations devient :

(CI11-38)

Ert=Brlu.)+

X |I<<
—
< 3
—

LaMCoS BASSA Bruno
INSA de Lyon CI I |'17 2011

Cette thése est accessible a I'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/20111SAL0113/these.pdf
© [B. Bassa], [2011], INSA de Lyon, tous droits réservés



Contribution a I’étude d’éléments finis de type coque sans degrés de liberté en rotation ou a formulation solide pour des simulations
numériques de I’emboutissage et du retour élastique.

Avec :

(CI11-39)

(by)
Br]-= b, R} (ClI-40)
W <bx> {[Rvﬂ

Les vecteurs de Hallquist (équation CIlI-32), dans la matrice gradient des déformations
« non-stabilisée » [B?] (équation CI11-40) issue de l'intégration au centre de I'élément,
peuvent aussi prendre la forme suivante pratique a utiliser :

1
<bx> = <y24 | Ya1 | Yao | y13>
2A

1
<by> :ﬂ<x42 | X13 | X4 | X31>

(A : aire de I'élément) (Cll-41)

En portant les déformations généralisées énoncées en CI11-32 dans le repere global, on
tire la matrice gradient suivante nécessaire a la stabilisation :

B]= {M <y>}.H§_tﬂ (ClI-42)

[11.D.5. Matrice de raideur en membrane

La matrice de raideur en membrane [Kg‘]provient de la relation suivante :

(0, ko },)= [[](en) IoHer bov = (0, )Bs T o Jes hdu, 1+ ar aym>.[D;n1{g§ }

y

La matrice de raideur en membrane, somme des matrices des raideurs en membrane non
stabilisée et des raideurs pour la stabilisation en membrane, est tirée de cette relation ci-
dessus :

kol=lkp]+kr] (ClII-43)
Ou, avec ‘A’ comme l'aire de I'élément en question:

-[Kg“]= [B?]T.[Dml[Bg“]- A, matrice de raideur en membrane non stabilisée ;

-[K;“]z [B;“]T.[D;“].[BQ‘], matrice pour la stabilisation en membrane ;

h/2
- [Dm]= j[D].dz , matrice de comportement pour la membrane
-h/2
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- br]- H, D} +H,, Df, | H, DY +H, DY,
°** |H, D +H, DYy | H, D}, +H, Dy
stabilisation en membrane dont les termes sont explicités ci — dessous :

H,. = [[(h,).(h,x).dx.dy = [[(h,%).(h,x).det J.d&.dn

H,, = [[(y).(hy)dxdy = [[(h.y).(h,y).det J.dz.dn (CllI-44)
H,, = [[(h.x).(hy).dx.dy = [[(h,x).(h.y).det J.dE.dn

si D13 = Dy3 = 0, matrice utile a la

Le calcul de ces facteurs H, ,H  ,H,, en sommation directe est faisable avec les quatre

points d’intégration de Gauss-Legendre, par exemple pour le premier facteur :

XX !

4
Ho =2, (0,35 +§,.35)% detI(E,,m,)-o, (CIlI-45)
r=1

_e __ 1. _e _
gl_é3_ \/5' E.:Z (t34

ou : ; or=1le poids.

Shot

ﬂ1=ﬂ2=—ﬁi Nz =My =

AR EE {%} : {E §} = [311{21‘2} = [311{2} :

[11.D.6. Déformation en flexion

Pour exprimer les déformations de flexion, on part des courbures {Ke} ci dessous :

k=1 -0,y =|-(b,)-(v)hy (CI11-46)

0,y =0,x) | =(b)~(nhx{b,)+{rhy

0,.x (b,)+(y)h.x {{05}}

Par analogie avec les déformations de membrane (CIII-38, CIlI-40 et CIlI-42), les

matrices [Bg] et [B';] respectivement de flexion non stabilisée et de stabilisation des
effets de flexion sont:

(CIII-47)

Siona ﬁj’;(y):{ei} alors [BZ]:F”IWM[RVJ (CI11-48)

Les vecteurs de Hallquist (b,) et <by> (équations ClII-41 et CllI-34), les matrices de

passage [R,] et [R,] (équations CIlI-35 et ClII-36) et le vecteur gamma (y) (équation
CI11-33) ont déja été définis.
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[11.D.7. Matrice de raideur en flexion

Dans I'expression de la puissance virtuelle des efforts internes, comme en membrane,
on peut avoir la matrice des raideurs en flexion [KZ] telle que :

(0 ) Ju. )= [f[ (&) M e bav = (0.) 3] b JBalau. b+ (& a:>-[D21{§§}

On déduit de I'équation ci-dessus la matrice de raideur de flexion, somme des raideurs de
flexion « non stabilisées » et des raideurs pour la stabilisation :

Ke]= k] k2] (C111-49)
Ou, avec A l'aire de I'élément :

- ke]=[B:] [p°][BE ]A, matrice de raideur de flexion « non stabilisée » ;

- [ke]=[B°] ot ][B®]. matrice de raideur pour la stabilisation en flexion;

h/2
- pr]= I[D].zz.dz, matrice de comportement de flexion ;
-h/2

bt H,, D3, +H,, D% | —H, D1, —H, D3,
**"|-H, D}, -H, D} | H,D}+H, D5
comportement pour la stabilisation en flexion.

si D13 = Dys = 0, matrice de

Pour le calcul des facteurs H,,,H,,H, dans cette matrice de comportement pour la
stabilisation, on peut se référer a I'équation (Cl11-44).

[11.D.8. Stabilisation pour le champ assumé des déformations de CT

[11.D.8.a) Stabilisation
La relation (CI11-28) est réorganisée pour mettre en évidence des matrices gradient qui

sont relatives aux modes ‘hourglass’ dans les déformations de cisaillement transversal
(CT). En effet, I'autre forme des déformations en cisaillement transversal est :

{ny}=[[Bso]+n-[%J%-[&J]-{g—ﬁ} (ClII-50)

La matrice [B,]est la matrice gradient non stabilisée issue de lintégration réduite au
centre du plan moyen de I'élément telle que :

AREEAEE |12}

B = 2 e —=1.1J.B Clll-51
Bl T T 1o o T o D] (Citi-51)
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Les matrices [B,,] et [B.,] sont utiles pour gérer modes a énergie nulle apparaissant
avec le phénomene de cisaillement transversal :

BSl =—| —= — . JeBe (C||| -52)
[ ] 2{_J21| | | |J21| | | [ ]
[BSZ]:—;{ I I Ijﬂi I I I ; } B.] (CI11-53)

Dans les expressions de ces matrices gradients (CIlI-51, CIlI-52, CllI- 53) le produit
matriciel Je.B. est détaillé en (ClIl -29) et les termes J,, J,, J, J,, sont les
composantes de l'inverse de la matrice jacobienne calculée en £ =0,1=0 :

[J—l]_ {311 j12}
o =1 ==
J21 J22
On rappelle ici les translations et rotations dans le repére global :
<Ue>=<ux1 | UYl | U21 | sz | UY2 | Uzz | st | UY3 | Uz3 | Ux4 | UY4 | Uz4>

<0e>=<ex1 | eYl | e21 | e><2 | evz | e22 | exs | e\(3 | ezs | e><4 | e\/4 | ez4>

De la relation (CIl11-50) se distinguent les trois expressions suivantes qui ont chacune un
réle spécifique a jouer dans la déformation de cisaillement transversal :

- la premiere, relative aux déformations de cisaillement transversal 2.g,, et 2., calculées
en £ =0,1=0 et non stabilisées, est :

et e

- les deux autres qui serviront a la stabilisation sont données par :

el e

et

,-'\—\
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[11.D.8.b) Matrices de raideur associées au cisaillement transversal

A partir de lincontournable principe des travaux virtuels, on obtient rapidement la
matrice globale des raideurs associées au cisaillement transversal suivant :

K& l= [[[BoT -b°] Bsmz-av + [[[BoT P Bl €2-dv

Pour réduire I'écriture de cette matrice de stabilisation, on calcule les intégrales suivantes
qui en sont extraites :

[[neds = [[e2-ds :%

Le résultat issu de ce calcul permet d’écrire la matrice de comportement en élasticité [53]
ou ‘A’ I'aire du quadrangle défini par les nceuds i, j, k, | :

—.1_Ah 1, . 5/6
)= A" ). avec [pr]- (m)[ IS/J.

Par conséquent la matrice de stabilisation est mise sous cette nouvelle écriture :

Kiw]=[Bal [D°]Bal+ Be] [P°]Be.]

[KStab] [Kstab] [thib] (CI-57)

[11.D.8.c) Matrice de raideur fictive stabilisée liée 4 0,

En préambule de la constitution de cette matrice de raideur fictive, il faut noter que lors
du passage a l'intégration réduite en un seul point de Gauss (au centre de I'élément), une
meéthode de stabilisation des modes a énergie nulle est requise pour cette contribution en
rotation fictive 6, autour de I'axe local ‘z’ normal a la surface en (§ = 0, n =0).

Sur le méme principe qui a permis d’aboutir a (Cl111-23), le calcul de la matrice gradient
[Bé] (matrice non stabilisée calculée en &=n=0) au centre de I'élément quadrangle donne :

HE [3‘11[5%%}[%] = Kzﬁ.[m] (C111-58)

ou: (bx> et <by> sont les vecteurs de Hallquist et [RW] la matrice de passage.

BN

La matrice [Bg] utile a la stabilisation est obtenue a partir du vecteur gamma (y)

également défini précédemment :

Bz (&)= (¥)[Ru] (CI11-59)
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A la fin, les déformations relatives aux rotations fictives sont de la forme :
8,,x] |(b)+(y)-hx]|
= el
0,y |{by)+{¥)-hy

{gi} “leil {92}{?‘:—;]{22} (CI11-60)

z zy

—0
avec, comme en (CIII-38), {qZX} = <y>.{9§} les déformations généralisées ; h,x et h,y les

—6
zy

dérivées par rapport a x et y de la fonction h=&n.

Et par application du principe des travaux virtuels, on arrive a batir la matrice de raideur
stabilisée suivante pour la rotation fictive 6, :

kz]=lkz]+ k] (Cl11-61)

Avec: - [Ké]: [BE]T.[DZMB?J] , matrice de raideur fictive en rotation non stabilisée

- [K§]= [Bg]T.[Dzl[Bg], matrice pour la stabilisation des raideurs fictives en rotation

3
- [Dz]z EN {+} , h = épaisseur de I'élément ;
12 A

- ) : facteur « petit » valant de 10 & 10™ en général.
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IV.A. Caractéristiques et interpolations

Il s’agit d’un triangle & 6 nceuds a bords droits. Les trois nceuds aux sommets (1, 2, 3)
sont dotés de trois composantes de translation notées Uy, Uy, Uz dans le repére global de
la structure et u, v, w dans le repére local de I'élément ou u et v sont dans le plan moyen
de I'élément et w normal a ce plan.

Les trois nceuds aux milieux des cotés (4, 5, 6) sont dotés d’'une composante de
rotation dans la direction du coté considéré : 0,,,0,; et 0,,

IV.A.1. Définition du repére local

La normale au repére local ()"( 37) en question est définie avec I'axe z perpendiculaire
au plan du triangle.

Figure CIV-1 Repere local de I'élément

L zX
7=27ha _lpy (CIV-1)
ot |,

zX, zY et zZ sont les projections de I'axe local zsur les axes X,Y et Z du repére global
de la structure.
L’axe x du repére local est, par exemple, porté par le coté 1-2 de I'élément :

~ xX
X =22 =sXY
5| |,

yX, yY et yZ sont calculés a partir du produit vectoriel Z A X .

Les déplacements locaux u,, v, et w, sont reliés aux déplacements globaux U,,, U,, et
U,, par la matrice de passage [R]

XX | XY | XZ | |Uy,
v, b =[RHU.} =] yX | yY | yZ |{U,, (CIV-2)
zX | zY | zZ| Uy
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IV.A.2. Interpolation par les fonctions d’aires

t1
3 \%‘1
2/ A, \Ap N1
y |—-—F—-
\A3 2
Y1 i ! L3
1 |
X1 X

Figure CIV-2 Aires et longueurs des cotés

. . . A, A A .
En partant de la figure CIV-2 ci-dessus, on définit les rapports Xl Tz et T” qui sont

les fonctions d’aire d’un triangle utiles pour effectuer des interpolations.

A 1

Kl = ﬂ(xz.y3 — X5, F X5y = XY + XY, = X,.Y)

A 1

Tz - ﬂ(xa.y1 — XY XY — XY; + XY — X5.Y) (CIV-3)
A 1

= ﬂ(xl-yz — X,y + XY = XY, + XY — X,.Y)

IV.B. Effets de membrane

Les déplacements dans le plan d’'un point courant de I'élément, interpolés par les
fonctions d’aire (CIV-3), a utiliser pour les effets de membrane sont:

u=—tu, +—2u, +—u,
A A A (CIV-4)
v:ivl+&v2+ ERVA
A A A

En dérivant les déplacements dans le plan par rapport aux variables x et y, on établit les
déformations en prenant en compte la relation (CIV-3) :

u,
Vi,
XX Y3 Ya1 Yio _
1 u X. =X, — X.
Epy (== X3 X, X, |4 2+ avec @ (CIV-5)
2 2A Vv, Yi=VYi—Y;
€y Xao | Yoz | X153 | Yar | Xo1 | Ya2 u
3
Vs
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De la relation (CIV-5) peut étre extraite [§m] la matrice gradient des déformations de
membrane dans le repére local :

. Yos Ya Y2
[Bm]: A X3o Xi3 X1 (CIV'6)

1
2A
X2 | Yoz [ X1z | Yar | Xo1 | Va2

On peut réécrire I'équation (Cll1.1-5) sous la forme suivante :

Xy

w

U
v
€ u, X '
-~ u2

£, t=1 V,X :Bmlv (CIV-7)
2¢ u,y—Vv,X 2
u
v

w

Pour avoir ces déformations liées aux déplacements directement dans le repére global,
il convient d’utiliser la matrice de passage (équation CIV-2).

IV.C. Effets de flexion

IV.C.1. Déplacements

W3
3
W 0 e'[5
t6
¢ 5\ W,
4
1 0 2
Figure CIV-3 Les rotations autour des cOtés

Il est connu que I'élément DKT12 [4] est issu de I'association des éléments DKT6 et
CST. Pour les effets de flexion du DKT12 dépendant des translations w;, w,, ws et des
rotationso,,,0,, et 0, (figure CIV-3 précedent), on reprend les caractéristiques de DKT6

dont les degrés de liberté utiles pour les effets de flexion interpolés sont :

/\l /\2 /\3
W=—W, +—=W, +—=W,
A A
2.A 2.A 2.A
0, =01- A3)9x4 +(1- Al)exs +(@1- Az)ex6 (CIV-8)
2.A 2.A 2.A
0, =(1- A3)ey4 +(1- Al)ey5 +(1- Az)ey6
%ﬁgioge Lyon (:I\/'Zl BASSA nggg

Cette thése est accessible a I'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/20111SAL0113/these.pdf
© [B. Bassa], [2011], INSA de Lyon, tous droits réservés



Contribution a I’étude d’éléments finis de type coque sans degrés de liberté en rotation ou a formulation solide pour des simulations
numériques de I’emboutissage et du retour élastique.

Avec A, A; et As les aires dont la somme donne l'aire A. Et 0,,,0,,,0,5,0,5,0,, €t 0,
ne sont pas uniquement les projections de 6,,,6, et0,, sur les axes x ety du repére local

dans le plan mais imposent aussi les relations de Kirchhoff : 6, = w,t aux nceuds 4, 5, 6 de
sorte que :

()n4- = \AIZ — \All
L‘S

0, =~ Wo (CIV-9)
I"1

en6 = VVI _-VVS
L'Z

Les projections des degrés de liberté en rotation6,, 6. et 6, successivement dans le
repere (f,,1).,, puis dans le repére local (%, ¥) en utilisant les figures CIV-2 et CIV-3

donnent :

= =~ < - ﬁs = nax-;(+n3 )7

0, =0,,.n; +0,.t, =0,,.X+6,,.y avec i - ngx-y—nsj-? : (CIVv-10)

- . - - - n, =n,.X+n,,.y

05 =0,5.N; +0,5.1, =0,,.X+6,,.y avec f b v Y (CIv-11)
L =N,y —ny X

- . - - n, =N, .X+n, .y

05 =0,6.M, + 0.1, =0,,.X + 0,5y avec 2 ZYY, (CIV-12)
t, = N,y — Ny X

IV.C.2. Matrice de flexion [B"]

Afin de construire cette matrice gradient « de flexion », il faut au préalable disposer de
'expression des courbures en utilisant les dérivées des équations (CIV-8), (CIV-10) et
(CIV-11) par rapport a x et y et en tenant compte de (CIV-3) et (CIV-8) :

044
0
Kxx OY’X y21 y32 y13 ey4
{K}: Ky =170y :%‘ Xa1 X3 X13 . exs (CIV-13)
5
Zny ey’y —-0,,x Yio [ X2 | Yoz | Xoz | Ya1 | Xa ey
X6
0,6
Xy =% =%,
ou
Yi=Yi~Y;

Pour obtenir la matrice gradient [B"] reliant les courbures aux "déplacements locaux "
des nceuds du DKT12 c'est-a-dire aux translations ws, w,, ws et aux rotationso,,,0,; et 6,,,

il faut remplacer les composantes 0, ,0,, (m =4, 5, 6) dans I'expression des courbures (CIV-
13) par 6,,,0,, puis remplacer 6 . par les translations normales w; (i = 1, 2, 3).

tm?
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Pour parvenir a cela, on traitera le cas des angles 6,, et 0 ,, les autres angles
s’obtiendront par déduction. Dans la relation (CIV-10): 6, =0,,.0, +0,,.t; =0, ,.X + 0,4y
posons les vecteurs N, =c,.X+S,.y et t,=-s,.X+C,.y OU C, =Y, /Ly =(y, -y,)/Ls ;
S, = — X, /L = — (X, — X, )/L, .Tout en tenant compte de (CIV-9), les termes de ces deux
vecteurs modifient la relation (CIV-10). Ce qui donne :

0,=0,,X+0,y= —Wl.(cs.i +5,.Y)+0,,.(-5;,.X+¢,.y)

En procédant par identification des termes, les angles 6, et 6, sont fonction

désormais des déplacements perpendiculaires au plan (wl, wz)de l'élément et de la
rotation de corps solide 6,, c'est-a-dire :

W, - W,
0, =——=C5-0,.8,

Ls (CIV-14)

- Wl
0,, =—2—L.5,+6,.,

De fagon analogue, sont définis les angles 6., 0,5, 6,56t 0,4

W, —W
0,5 = %.Cl - 0.5,
iy (CIV-15)
3 2
9y5 = L—.Sl + 9t5 .C,
1
W, - W
0,6 = %.02 —0,.S,
=y (CIV-16)
1 3
6y6 = L—.52 + 9t6 .C2
2

Les relations (ClIV-14), (CIV-15) et (CIV-16) mises dans (CIV-13) permettent
d’exprimer les courbures directement dans le repere local (x, y) avec la matrice de flexion
[B"] en fonction des degrés de liberté locaux wi, Wy, ws, 0,,,6,. et 8., , Soit :

Vvl
Vv1
XX
Db VVZ
Ky r=|[B
014
2K,
015
016
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_ c, c, _
I
3 3
S3 S3
LG o
3 3
C C
y21 ysz y13 _L_l L_l _51
[Bb]:% X1 X3 X3 Sl Sl
_ 11
Yio [ X2 | Yoz | Xo3 | Ya1 | Xa L L €1
1 1
C, C,
_ = —= _S2
I-2 I-2
S, S,
_ —= (:2
L L2 L2 _

En passant I'expression des courbures dans le repére global, la matrice gradient des
déformations dans le repére global [B°] se distingue facilement :

X
o

<
[

N
[y

zX|zY | zZ

x
N

zX | zY | zZ
[_] zZX | zY | zZ

<
N

x
w

<
w

5
=B

—_
(53]

CDGDCDCCCNCCCCCC

-
(2]

La matrice gradient des déformations de flexion [B®] dans le repére global est alors :

zX | zY | zZ
zX | zY | zZ
[Bb]:[gb]. zX | zY | zZ : (CIV-17)
1
- 1_
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IV.D. Autres écritures des effets de flexion

Etant donné que certains angles de rotations de corps rigide du DKS16 [Complément V]
seront définis a partir des triangles de type S3 [1] et afin de mettre en évidence la
caractéristigue commune avec I'élément ‘S3’ (Rotation Free), il est nécessaire de formuler
differemment les courbures en faisant apparaitre clairement le mouvement de corps rigide
du triangle induit par les translations normales.

Kxx et4 Wl
fih=1x,, t=BeH0s+B.HwW, =i+, (CIV-18)
2K,, 06 W,
Avec :
csl, cg.Ll cg.L2 0.4 c2 cz cg 20, /h,
o= 1| siLs s2L, siL, 40 =|S2 L, |s] 420, /h,
2.;.8;L,|2c,.5,L; [2.¢c,.8,L, | |04 2.,.5, |2.c,.S, | 2.C,.S, | [20,/h,
(CIV-19)
02.82 _C3.S3 03.53 —Cl.Sl Cl.Sl _02.82 Wl
et {K,, }=1|Cs.5;—C,.5; [C;.5; —C5.5; [ C,.5, —C,.S; [<W, (CIV-20)
2.(ci—ch) |2(ci-c) |2(ci-c) | |ws

Figure CIV-4 Caractéristiques géométriques utiles du triangle DKT12

IV.D.1. Rotations de corps rigide

Les angles de rotation de solide rigide 0}, 6,, 0, de ce triangle relatifs respectivement

aux cotés 2-3, 3-1 et 1-2 se calculent aisément a partir des déplacements wj, w, , ws et de
ses caractéristiques géométriques (voir Figure CIV-4)

Le déplacement w est interpolé de la méme maniéere que les déplacements u et v avec
les fonctions d’aire déja établies en (CIV-3):

A A A, . A,
w =Xlw1 +TZW2 +T3W3 ; w=N,w, +N,w, +N;w, ol N, N (CIV-21)
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Les angles de rotation de "corps rigide" 0; (i =1, 2, 3) sont tels que :

0f = -w,;=—-(N,W,x+n,w,y) (CIv-22)

En tenant compte des caractéristiques géomeétriques du triangle DKT12 sur la figure
CIV-4, ces angles de rotation de corps rigide peuvent s’écrire de la maniére suivante :

0; = —(w,n,) = —c,(w,Xx) —s,(W,y) = Wi W2 cos B Yscos B,
W

h, h,
0, =—(w,n,) = W2 s cos B, — Wi cos B, (CIV-23)
h, hy h,
0 = —(w,n,) =2 -1

Vv2
COSP, — —2CO0S
r]g r]l FSZ r]z ﬁsl

3

Cette relation (CIV-23) peut étre mise sous la forme matricielle (relation CIV-24) suivante
ol I'expression de la matrice [C,, | est donnée plus bas :

r

Y Wy
cr=[C,Jw, (CIV-24)
03 Wy

N, N, X + nlle,y

NNy, X+ Ny N,y
[Cw] == N, Ny, X+ nzyN11y

n,N,, X+ nzyNz,y
ng N, , X + nsyNz,y

NNz, X+ Ny N,y

n, N, , X + nzyNs,y

(CIV-25)
n3xN11 X+ n3yN11 y

Ng N, X + n3yN3,y

IV.D.2. Angles de flexion

De maniere simple, pour chacun des cotés du triangle, un angle de flexion peut étre
défini comme étant la différence entre un degré de liberté et la rotation de corps rigide

(CIV-24) de I'élément autour de ce coté. Ainsi, les angles de flexion 67, 05, 05 sont
donnés par :

0; =0, —6;
02 =0, — 0, (CIV-26)
05 = 0,4 — 65

Notés 0° (i =1, 2, 3), ces angles de flexion correspondent a la différence ci-dessous aprés
avoir pris par commodité pour la suite : 6, =05 ; 6, =0, ; 6; =6,

0] [0 [&
05t =16,(—1651 =10, 0L} (CIV-27)
03 0;) |05
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En mettant les équations (CIV-19) et (CIV-22) dans (CIV-23), On obtient donc les
courbures en fonction des angles de flexion :

Ko c? c’ c? 20° /h,
Kj=1{x, t=| s? s2 sz |42605/h, (CIV-28)
2.K,,| |2c€.8,|2C,s, |2.C,.5;]||205/h,

On voit apparaitre les courbures «,, «,, k, prises dans les directions normales n,, n,,
n, a chacun des c6tés du triangle DKT12 :

b
g, =20
hl
b
«, =292 (CIV-29)
hZ
b
c, =2
h3

L'état des courbures dans I'élément peut alors étre vu comme la superposition des
courburesk,, k,, K;.

IV.D.3. Superposition des courbures

Figure CIV-5 normales et longueurs de I'élément

\ LI -
Les courbures dans le repére local (X;y) deviennent alors :

Kxx nfx ngx ngx G?Ll 1
2 2 2 b
Ki=x, =] n n, NGy 05Ls (CIV-30)
b
2.K,y 2n, N, | 2n,,0,, | 205,00, | (051,

En prenant les courbures "directionnelles" «,, x,, k, sous la forme suivante ou les
longueurs Ly, Ly, L3 et le surface A sont sur la Figure CIV-5:
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L

K, = 9? Xl

K, = 05 LKZ (CIV-31)
L

Ky =05 f’

ES K 3

on a: 4’*} CSRTR] (CIV-32)
_ny Kyy i=1

Avec : [k, ]=

1
o|~A
ol O

} , matrice définissant les courbures directionnelles;

[Ri]z{ i n‘y] matrices de passage;

r]iy nix

n, ) .
" cosinus directeurs.
n,

L'état de courbures (constantes) dans I'élément apparait donc comme la superposition
des courbures «,, x,, k, prises dans les directions normales a chacun des cotés.

IV.D.4. Matrice gradient

De I'expression des courbures, dans le repere local, donnée ci-dessous dans (CIV-33),

O Wy
fc}=[B3 )0, t + B 1w, (CIV-33)
()tG \A/3

on définit les matrices gradients de déformations, fonction des translations w [BB] et

fonction des rotations 6 [Bg] comme suit :

B5]= RIHILC]

(CIV-34)
B:]=-[RH]
Avec :
N, N3, n,
[R] = fy nzy ngy '
2n,Nn,, | 2n,0,, | 2ng,N5,
Il_zgf\oge Lyon CIV'll BASSA ngﬁ)
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1 =
[H] = _K L, ,

cl=[c.}Rr.]

ol [C,, |est défini en (CIV-25) et [R,, ] est donnée par la relation (CIV-2)

Pour avoir les courbures dans le repéere local, on exprime simplement les translations

normales au plan de I'élément & partir des translations données dans le repéere global
w.}=[R, {U.}. Evidemment les rotations aux milieux des cotés de I'élément ne sont pas

concernées lors du changement de repere :

=[5 J6. }+[B5 J{u. } (CIV-35)

ou : {Ue}T :<Ue>:<ux1 | Uy, | Uz | Uy, | Uy, | Uz, | Uys | Uys | Uzs>'
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V.A. Caractéristiques

C’est un quadrilatére a huit nceuds a bords droits : quatre nceuds sommets (1, 2, 3, 4)
dotés de trois composantes de translation notées Uy, Uy, Uz dans le repére global de la
structure et u, v, w dans le repére local de I'élément ou u et v sont dans le plan moyen de
I'élément et w normal a ce plan ; et quatre nceuds aux milieux des c6tés (5, 6, 7, 8) munis
d’une composante de rotation dans la direction du cote considere : 05,044,604, €t0gq.

LJ)(3 n
Uxa 04 3|Us Uy 97 77
UZ3 /
Y
1
Uxa
lLJJYl
z1 Uxo X
Uyo
Uz

a - Degrés de liberté dans une configuration gauchie b - Degrés de liberté dans une configuration plane

Figure CV-1 Elément quadrangle DKS16

Les composantes u,,u,,u,,u,, v,,V,,V,,V, sont utilisées pour les effets de membrane

tandis que les translations W,,W,,W,, W, normales au plan (X, y) définissent les angles
de rotation de corps rigides utiles a la flexion.

Le calcul des rotations de corps rigide 6g,65,0.,0; sera nécessaire pour que leurs

différences avec les degrés de liberté en rotation donnent les angles de flexion
02,0¢0,0%, 07 puis les courbures par superposition.

De méme, certains modes de flexion a énergie nulle seront supprimés en superposant
des déformations dans des directions normales aux diagonales 1-3 et 2-4 par découpage
du quadrilatére en deux triangles S3 [5] - (1-3-4), (3-1-2) - puis en deux autres : (2-4-1) et
(4-2-3).

V.A.1l. Repere local

Comme cet élément sera utilisé pour effectuer des calculs fortement non linéaires, une
intégration réduite est préférée a l'intégration exacte. Il n'y aura donc qu’'un seul point
d’intégration dans le plan local (x, y) - aussi bien pour les effets de membrane que pour
ceux de flexion -, sachant qu’il y a autant de points d’intégration que souhaité suivant z.

La normale au repere local (x, y) en question est définie par: z =(r,, /\Fﬁg)/”F57 /\F68||;

'axe X étant ensuite pris, par exemple, parallele au coté 1-2 (voir Figure CV-1.b). On
obtient enfin 'axe y en faisant le produit vectoriel de z par I'axe Xx.
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V.A.2. Fonctions d’interpolation

Les fonctions d’interpolation N (x, y) (i = 1..4) proposées par Long [1] et détaillées ci
aprés sont utilisées pour exprimer les angles de rotation de corps rigide 6;,6;,0,,0; a
partir des translations w,, w,, w;, w, normales au plan (X, y).

Interpolation par les fonctions d’aires d’'un quadrilatére pour les effets de flexion

Figure CV-2 Surfaces élémentaires d’'un quadrangle
Pour rappeler les fonctions d’aire d’'un quadrilatére, inspirées des travaux de Long [1],

nous considérons les surfaces élémentaires A;, A, A3z et A4 sur la figure CV-2 dont la
somme donne la surface du quadrangle A=A, + A, + A, + A,. On définit alors :

2.A,=a,+b,x, +c,Yy,; 2.A, =a,+bx, +c.y,;
2.A;, =a, +b,x, +¢C,y,; 2.A,=a;+bx;+C,y,.

On a aussi besoin, pour définir ces fonctions d’aires, des termes suivants :

_As _As . _As . A etg =g 0.
gl_A’ gz—A’ 93—A’ 94—A 90 =0:°9, 9504
L, =(a, +bx+cy)/2.A ; L, =(a, +b,x+cC,y)/2.A;

L, =(a; +b,x+cyy)/2.A;  L,=(a, +b,x+c,y)/2.A;
On note alors ces fonctions utiles pour la flexion comme suit :

L L L,+L
— 4224y g_3(91L1L2 —0,L,L; +9sLsl, —g,L,Ly)
9, 9, 9 9o

— L, L, L,+L
N, = %(1"' 2424y g_4(92|-2|-3 —0gsLsb, +9,L,L; —9iLiL,))

9; O 9, 9

L, L, L,+L

2y 41 24 &(93L3L4 -g,L,L +9,bL, —g,L,L3)

9, 0 93 Yo
L L, L,+L

+2y 2234 g_2(g4|—4|-1 —-g,L,L, + 050,05 —gsLsL,))
9; 0 94 9o

Pour les effets de membrane, ce sont les classiques fonction bilinéaires qui permettent

d’interpoler les composantes (u, v) de translation dans le plan a partir des composantes
U1, Uz, U3, U4, V1, V2, V3, V4.

N, =1+

(CV-1)
N, =4+
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V.B. Membrane

Toute la formulation est extraite des nombreux travaux de Belytschko sur la stabilisation
des modes a énergie nulle ([6], [7] et [8]) avec les vecteurs {y}, aprés une intégration
réduite de I'élément.

V.B.1. Notations
N =V4-Q+&-&)1+n-n)=1Y4 -1+ & +n-m +&n-&n), &m ==L pour i=1234
Ces classiques fonctions bilinéaires ci-dessus sont décomposées comme suit:

(Ny= y4(s)+e(a)+n(a,)+enn) (CV-2)
ou:(S)=(1 11 H;(a)=(-111-;(a)=(-1 -111;h)=@1 -11 -1).
Dans le repere local (x ,y), les déplacements et les coordonnées sont notes :

<U§> (uy u, u; u,)
<U§>=<v1 V, Vi V)

<C§>:<xl X, X3 Xg)

t
© <C§>:<y1 Y2 Vs y4>

(CV-3)

Dans le repeére global, les déplacements sont :

<Ue>:<Ux1 | Uy, | Uy | Uy, | Uy, | U,, | | Uy, | Uy, | Uz4>

Avec N, & =%-§i(1+n-ni) et N,,n =%'ﬂi(1+§'ii)’ on peut écrire la matrice suivante :
(Neg)| 1 [-@-n)| @-m) |@+n)[-@+n) )
&N,nj‘ e eetentes v

Les fonctions bilinéaires (CV-2) et leurs dérivées par rapport a &, n, En calculées en £=0 et
n=0 sont notées :

4
Y4 a,) (CV-5)

Et avec A I'aire du quadrangle, on définit les « vecteurs » de Hallquist :

(b,) = (N.X(0,0)) =55 (Y, = Va [ Vo= Y1 [ Va=Ys [ Vi—Ys)

(CV-6)
<by> - <N’y(0’0)> = %<X4 - X, | X, — X3 | Xy =Xy | X3 — X1>
%ﬁgioge Lyon CV-4 BASSA B;ggg
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V.B.2. Propriétés utiles

A partir des notations ci-dessus (équations CV-5 et CV-6), on a les propriétés suivantes :

ési-gaa%— 0 (a.)dn}=0
S)@, =0 B
(S)hi=0 et é;‘“;g ;8 (CV-7)
<S>'{bx}zo <bx>{h}=0
<S>' by}z 0 y.
On peut établir une relation entre les vecteurs de Hallquist et le Jacobien [J].
XY
[J(OO)]=E -1 111 A% [ Yo | _ 1| =X X+ X5 =X, | “Yit+YotYs -V,
’ 4_1|_1|1| 1 X3 | Y3 4_Xl_X2+X3+X4|_y1_y2+y3+Y4
Xo | Ya
— <N’§(0'O)> e e
pool-| 500 s}

L'inverse du Jacobien se détermine facilement en sachant que A = 4-det[J(0,0)] c'est-a-

dire det[J(0,0)]:% alors :

“Yi Yot Vst Ve | Vi-Va-VYat+Y, }
X, + Xy —Xg =Xy | =Xy + X, + X5 — X,

%0,0)]= % [

On aboutit a la relation suivante qui lie les vecteurs de Hallquist et le Jacobien :

B Yoo = o ) -]

(N,n(0,0)) 1!

X

V.B.3. Vecteur {y}

Par la suite, les "déformations" généralisées seront associées au mode {h} sous la forme :

q, = (v)us]
6, - o

sous la condition suivante qui empéche la présence des déformations quels que soient les
coefficients cg, cx et ¢, dans le champ de petits déplacements de corps rigide

Us}=coist+c,fcef+c, fce}: (y)ug)=0

Compte tenu des propriétés utiles précédentes et en recherchant <y> sous la forme
r}=1y4th}+d o, }+d, b, ontrouve :

vt =valh}-(h)icehb, - (hyic: b, ) (CV-9)
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V.B.4. Déplacements

On met en évidence cette formulation en interpolant les déplacements (u, v) dans le
plan par les polynémes :

u=a, +a, X +a +C
ou Xu yuy u &Tl (CV'lO)
v=a, +a,X +a,y +c,&n

En considérant ces translations (CV-10) aux quatre nceuds 1, 2, 3, 4, on obtient :

{Ui}: a,,{S} +a,, {Xf}+ a,, {Y,_e}+ c,{h}
{Ue}: a,,{S} +a, {Xf}+ a,, {Yf}+ c, h}

y

(CV-11)

Avec les propriétés précisées précédemment et en multipliant (CV-11) par les vecteurs de
Hallquist <b,>, <by> (CV-6) puis par le vecteur {y} (CV-9), on arrive a:

fue} (CV-12)

V.B.5. Déformations de membrane

Les effets de membrane surviennent quand les nceuds se déplacent dans le plan (x,y).
Bien évidemment le cisaillement transversal n'intervient pas puisqu’'on a affaire a un
élément de type « Kirchhoff discret ».

En partant des déplacements (CV-10) qu’on dérive par rapport a x et y, on exprime les
déformations dans le plan (X, y) en petites perturbations comme suit :

€ =U,X=2a, +C,.hX
g, =V,y=a, +c,hy

€y :%-(u,y+v,x)=%-( o +Cuhy+a, +c, hx)

Ces déformations peuvent étre écrites sous forme matricielle, en prenant le soin de

remplacer les coefficients a,,,a,,,a,,.a,,,C,,C, par leurs expressions (CV-12) :

xu? Cxv 1 Gyur Gyv s

€, (b,)+(y)h,x .
erl=te, | = (b,)+{rhy {gﬂ%} (CV-13)

2¢,, <by>+<y>h,y (b )+ {yhx |

ou : {h,x} = [Jll{h'é} = [Jll{n} puisque h = &n et v

h,y h,m £
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Les matrices [R, ] et [R, ] explicitées ci-dessous, dont les termes sont les projections des

axes x et y dans le repere global, sont utiles pour faire passer les déplacements du repére
global Rg(0O,X,Y,Z) dans le repére local R.(O,x,y,z).

XX | XY | xZ b b L
R . S S XX
| | XX | XY | XZ | | | I ~
[Ru] = : : : : : i X =|XY (CVv-14)
| | | | )()( | )(\( | )(zz | |
: : : : : : : I xZ
L Lo Lo XXITXY I XZ| (%92
YX 1YY | yZ L L o]
i ; yx ; yY ; yZ | | | | yX
R,]=| —— — — — Y =lyY (CV-15)
| | | | yX 1 yY 1 yZ | | VZ
. | | | | | | yX 1 yY | YZ| (%%

Comme les nceuds d’'un élément quadrangulaire i, j, k, | ne sont généralement pas situés
dans un plan comme c’est le cas d'un triangle, la procédure qui suit est un exemple
possible d’un repere local en & et n.

Commencons par calculer xX, xY, xZ, composantes de I'axe x dans le repere global (X,
Y, Z) en utilisant les coordonnées aux nceuds données par la relation (CV-.3)

XX =xE=14(-(1-n) @-n) @+n) -@+n)-{Ci}
XY =y,E=Y4.(-(1-n) (@-n) @+n) -@+n)-{Cc|
xX=2,6=14(-(1-n) @-n) @L+n) -@+n)-{c2f

Cependant il faut noter que le facteur % n’est pas a prendre en compte en programmation.
Les projections de x sur les axes du repére global ci-dessus doivent étre normées :

XX = XX/ \XX? + XY? + xZ?
XY = XY/\/xX? + xY? + xZ?
XZ = XZ/\/xX? + xY? + xZ?

Les termes suivants sont utiles pour calculer les projections de z sur le repére global :
Vi =xn=Y4(-1-¢) -@+g) @+g) @-n)-{c3}

Vy sym=Ya(-(1-8) -(+e) @+8) @-n) )
V, =zn=Y4(-(1-8) -(1+g) @+e) @-n)- {3}

En effet, on détermine les composantes zX, zY, zZ, projections de Z sur les axes X, Y et
Z en procédant au produit vectoriel suivant :

zX]  [xX] [V ZX = ZX/\ZX? + 2Y? + 277
zY L =IxY !} AdV, | dont les termes normés sont : [zY = zY//zX? + 2Y? + 222
zZ| |xZ] |V, 27 = 27/\zX? + 2Y? + 22?
Il_zgf\oge Lyon CV'7 BASSA ngﬁ)
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Les composantes yX, yY, yZ de I'axe y dans le repere global (X, Y, Z) s’obtiennent par le
produit vectoriel qui suit :

yX zX xX
VY =4ZY  A9XY
yZ zZ xZ

Dans I'expression de la déformation (CV-13), on tire la matrice gradient des déformations
en membrane [Bg"] en (£=0 et n=0) avec les matrices de passage [R,] et [R,] déja
définies (CV-14 et CV-15) :

Br]= = (b,) .{FRE} (CV.16)

(o, )1y

Les "deéformations” généralisées q,,q,déja exposées (CV-8) et le vecteur gamma {y}
(CV-9), permettent de réécrire les déformations données en (CV-13) :

erl=Brlu.}+

hy .{EX} (CV.17)
hy | hox | P

ou [Bg‘]~ {Ue} exprime la déformation due aux effets de membrane calculés en (0,0) et le
terme supplémentaire définit la stabilisation en membrane.

V.B.6. Contraintes de membrane

Etant donné qu’une procédure particuliére renvoie un état de contraintes plastiquement
admissible aprés rabattement radial, seul I'accroissement de contraintes en prédiction
elastique est présenté ici.

Classiquement, la loi constitutive suivante donne I'accroissement des contraintes en
fonction de I'accroissement des déformations :

do,, de,, A+2-u A
do,, t=[D]-{ de, ;.avec [D]=| X |A+2-p (CV-18)
do,, 2-dg,, u
- Vv-E f - . E
A =—— est la forme réduite du coefficient de Lamé A, n=———. Dans ces
(1-v2) 2(1+v)

coefficients de Lamé, E est le module de Young et v le coefficient de Poisson. Il s’agit
donc, partiellement, d’'un état plan de contraintes.
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V.B.7. Efforts internes : contribution des effets de membrane

Les contraintes de I'élément et la matrice gradient de déformation étant établies, on
peut tres facilement obtenir les efforts internes dus aux effets de membrane par la formule
suivante qui, sous sa forme de sommation, tient compte du nombre de points d’intégration
dans I'épaisseur et du poids en ces points. Comme il s’agit d’'une intégration réduite dans
le plan, ‘A’ correspond a l'aire du quadrilatéere :

Ox o Cuw @
{Fm}: A.“Bm]T_ o, dZ:A.[Bm]T_g Zp: S, -m: (CV-19)
g=1
Xy Oy Dy

V.B.8. Stabilisation en membrane

V.B.8.a) Matrice de raideur de stabilisation

La matrice de raideur en membrane de I'élément [Kg‘] est tiree du travail virtuel des
efforts interne et arrangée par application du Principe des Travaux Virtuels :

(0. ) ke b= [[fE ) oHer bav = (0, )z T b s A, 1+ (6, ay>.[Dg1{gx} (CV-20)

y

En élasticité, cette matrice de raideur est la somme d’'une matrice de raideur en
membrane [K{,"]: [Bg“]T.[DmHBg“]A calculée en £=0 et n=0 et d’'une matrice de raideur da

stabilisation en membrane [K;”]z [BZ‘]T.[DZMB?]:
ko= ksl k] (cv-21)

Et puisqu’on parle de stabilisation, on s’intéressera aux termes constitutifs de la matrice
de raideur de stabilisation en membrane :

kr]=[B2] Jor]Br] (CV-22)

Le premier terme dans cette matrice de raideur est la matrice gradient de déformations
pour la stabilisation en membrane [BQ“] qui est fonction du vecteur gamma et des matrices
de passage [R,] et [R,] détaillées en (CV-14) et (CV-15) :

e 1) B

avec (Y)=(y, Y, Vs Ya)-

br]- HXX.DE:1 +HW.D%;3 | ny.Dr;n; +ny.Dg;3 (Cv-24)
H,, Dy, +H,, D% | H, D}, +H, D3,
Il_zgf\oge Lyon CV-9 BASSA B;ggg
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V.B.8.b) Calcul des composantes de [DZ‘]

Le travail virtuel des efforts P

int

= [[EzoVerhov = (0,5 T ([0} 02) s Jxayis,

( CV-21), fondamentalement s’écrit :

hx| O _
~ ~ r11)( 0 r]a)/ t/2 ay
(@ qym{o hy h,x]U—vz[D]'z)' —h(’)y —Ei dXdy{qy}

Dans cette formulation, on va exploiter uniguement la partie dédiée a la stabilisation
pour ressortir les composantes de la matrice [D:‘] En effet dans cette partie :

(. qym{—'w'm} ([} j:: 2_:0);2 dxdy{gz} (CV-25)

t/2
on reconnait la matrice de comportement de membrane [Dm] telle que [Dm]z j[D].dz et
~t/2

dont les composantes sont D}, D7,, D,, D3;. On peut donc tirer la forme de la matrice

de comportement de stabilisation en membrane en réécrivant cette partie dédiée a la
stabilisation comme suit :

DTl DTZ h’X 0 —
y m m qX

<qx qY>(”{ hy |h, X} D2 | D2 1 0 |hy 'dX-dY)-{a}
DT, | | hy | h,x Y

D’ou cette forme finale de la matrice de comportement de stabilisation en membrane :

DI -J.J.(h,x)2 -dx.dy + DY, -”(h,x)(h,y)-dx.dy | DI H (h,x)h,y)-dx.dy + DZ, ” (h,y)* - dx.dy
D’l“l-_”(h,x)(h,y)-dx.dy+D2“3 -”(h,x)2 -dx.dy ‘ DY, - ” h,y)* - dx.dy + DY, - H (h,x)h,y)-dx.dy

Tout ce qui est en double intégration dans cette matrice est calculé en posant :

H,. = [[(h.x )(h )dxdy—jj )detJdadn
H,, = [[(h.y)(h.y)dx.dy = [[(h.y)(h,y)detd.d&.dn (CV-26)
H, = [[(h.x)(h,y)dx.dy = [[(h,x)(h.y)detd.d&.dn

e o CV-10 T
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Et comme {:X}Z[J_ll{:é}Z[J_ll{z} ot [37(Em)]= 1 [ he |_J12} est l'inverse du

Y N detJ _J21| Ju
Jacobien, les facteurs H, ,H ,H, sont intégrés avec les quatre points de Gauss
o8 =-YVB e =-YV3 g =143 | g, =143
Legendre qui sont ; ; ;
nl:_]/\/g 111:]/\/5 111:]/\/§ m=—3/\/§

4
On calcule, par exemple, le facteur H, comme suit: H, =>" (n,J, —£J,,)*. Les autres
=1

facteurs H, et H, se determinent de la méme facon.

V.B.8.c) Efforts internes de stabilisation

Les deformations genéralisées q,, g, sont liées aux "contraintes” Q,, Q, par:
gx — Hxx'Dll + Hyy'D33 | ny'D12 + ny'D33 {ﬁx} (CV-Z?)
Q,| |HyDy +H, Dy |H, D, +H, Do (G,

Aprés intégration de ces contraintes @,Gy dans I'épaisseur notée ici t pour éviter

toute confusion avec h, les efforts internes relatifs a la stabilisation en membrane, définis
dans le plan (x,y) aux quatre nceuds de I'élément, ont pour expression dans le repere
global :

Fri= (Bl .{% }dz = [B;“]T.%{nzpi {@'G’QH (CV-28)

y g=1 Qy'mq

w, est le poids aux points d'intégration de Lobatto (un point sur la peau supeérieure et un
autre sur la peau inférieure).

Ces efforts internes de stabilisation des effets membrane doivent étre ajoutés aux efforts
internes physiques (CV-19). Dans le cas de grandes transformations, un calcul

incrémental s'impose et il faut donc sommer les contraintes Q,, Q, aprés chague itération.

V.B.8.d) Remarques

- La stabilisation décrite précédemment est dite "physique” car elle ne nécessite pas de
facteur particulier autre que les caractéristiques du matériau et la géométrie de I'élément.
Un comportement élasto-plastique est méme directement pris en compte par la

matrice [D;" ] (CV-25).

- Dans les cas élastiques de sollicitations en membrane pure, les résultats sont les
mémes que ceux obtenus par une intégration compléte 2x2. Mais on retrouve aussi,
hélas !, les phénomeénes de blocage en membrane associés...

- Afin d’éviter ce type de verrouillage, une méthode simple consiste a multiplier [D’S"] par
un facteur de l'ordre de 5.107.
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V.C.Courbures pour les effets de flexion

V.C.1. Rotations de corps rigide utiles

Rechercher les rotations de corps rigides est nécessaire pour exprimer les angles de
flexion utiles aux calculs des courbures. Exactement comme cela a été développé pour
'élément S4 [2] mais avec de légeres modifications de notations dues a la numérotation

des noeuds, les composantes wq, Wy, Wz, Wy de translation des nceuds 1, 2, 3, 4 normales
au plan défini par les axes x et y du repere local permettent de calculer les rotations de
corps rigide 65, 65, 67, 05 .

Avec la translation normale w =N,w, + N,w, + N,w, + N,w,ou N, (k=1,2,3,4) sont les

fonctions d'aires du quadrilatére, la détermination des angles de rotation 6; (i =5, 6, 7, 8)
au milieu de chaque c6té du quadrangle s’effectue grace a la relation :

0] =-w,n, = —(N,W,X+n,W,y) (CV-29)

Avec les dérivées des fonctions d'aire par rapport aux variables x et y (N°,x et N2,y),
(NS xetNSy), (N/,xetN/,y), (N2 xetNZy) respectivement aux points
5:((x+x2)/2; (o +Y2)/2): Bi((% +%3)/25 (Y2 +Y3)/2)s T:((X5 +%,)/25 (Y5 +Y4)/2):
8 :((x, +x,)/2; (y, +Y,)/2) qui matérialisent les milieux des cotés du DKS16, on a les
angles de rotation recherchés :

4 — —
05 = _Z(nstks’x + nSyNkS’y)Wk

k=1
4 o —
05 = _Z(nGX NS, X+ nGyI\IKG’y)Wk
= (CV-30)
er7 = _Z(n7xNk71X + n7y Nk7’y)Wk
k=1

4 — —
0 = _Z(nstk81X +Ngy NkS’Y)Wk

k=1

On note dans la suite, w, =U,,z, +U,,z, +U,z, pour (k=1, 2, 3, 4),. Apres avoir
remarqué que les composantes z,, z, et z, sont celles notées auparavant zX, zY, zZ.

W W
‘ Gr ° Wy W3
7
4
or -4 R kbl 7 4 L, 3
%/ N1 /8 L, -3 gttt
w . \ / 8, 2 :-n4 - //
1 /8 L nq , W , _

/7‘ 1~ ’ 1 ’ - |_2_L4 ,

/ 6 =~ r ’

% , = 64 K

a- Rotations de corps rigide b- Longueurs utiles des cotés et diagonales

Figure CV-3. Configuration plane de I'élément quadrilatéral DKS16
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Les rotations (CV-30) ne peuvent a elles seules donner la totalité des angles de flexion
incontournables pour mettre en place les courbures, par conséquent calculer les angles
0,,0,,05,0, (Figure CV.3) est plus gu’'une nécessité car cela assurera non seulement

l'obtention du reste des angles de flexion mais aussi I'« annihilation » partielle des
singularités que peut présenter cet €élément si on n’utilisait que ces quatre rotations autour
des cbtés. En effet, ces singularités peuvent étre partiellement levées en superposant des
déformations dans des directions normales aux diagonales 1-3 et 2-4 (Figure CV-3 ci-
dessus).

Pour avoir ces rotations, on considere sur la figure (CV-3.a) les triangles el de
sommets (1, 2, 4) et e3 de sommets (3, 4, 2) d'une part et sur la figure (CV-3.b) les
triangles e2 de sommets (2, 3, 1) et e4 de sommets (4, 1, 3) d'autre part. Et comme
développées dans I'‘élément DKT12 [3] mais avec cette fois ci les déplacements wy, wo,
W3, Wy, les triangles el(1,2,4), e2(2,3,1) , €3(3,4,2) et e4(4,1,3) donnent dans l'ordre les
rotations de corps rigides :

9; = _(nlxNiel’X + nlyNiel1y)W1 - (nlxNjel1X + nlyN}sl’y)Wz - (nlstl1X + nlyNsliy)WA
0, = _(nszie21X + nZyNiez’y)WZ - (nszje21X + nZnyz,y)ws - (nszEZ1X + nZyNEZ’y)Wl
05 = _(n3xNies1X + nsnyB,Y)Ws - (n:«;xNTs’X + nzny31y)W4 - (nst?’X + nsyNE3aY)W2

r ed ed e4d e4d e4 e4
0, = =N, N7 X+ N, NP Y)W, = (N N7 X+, NFP y)wg — (N, NS X+ 0 NP y)wg

(CV-31)

ou N, N;j, N sont les trois fonctions d’aires successives du triangle (i, j, k).

V.C.2. Angles de flexion

La facon de calculer les angles de flexion d’'un élément dit Rotation-Free (RF) ne sera
pas reprise ici. On pourra se reporter aux travaux de Sabourin [5] en ce domaine car cette
présentation est adoptée ici pour définir les angles de flexion qui seront utilisés pour le
calcul des courbures « internes ».

En effet, pour avoir les angles de flexion (02,02,65,03), on soustrait des degrés de
liberté en rotation 6.,6,,6,,0, les rotations de corps rigides 6y, 05, 05,65 relatifs aux
milieux des c6tés du quadrangle ; on a donc :

0 =0, -0y, 0p=0,-0;; 0°=0,-0,; 0;=0,-0;. (CV-32)

Et pour disposer des angles de flexion 0°,05,62,05, ce sont seules les rotations de
corps rigide 67,05, 05,0, (équation CV-31) qui sont utilisées en reprenant I'hypothése déja

faite dans la mise en ceuvre des angles de flexion de I'élément Rotation Free S3 [3] ou il
est stipulé que les deux triangles voisins sont faits de méme matériau et ont la méme
épaisseur :

o° =_M; 0 = _M; ol :_w; 0 = _Au0: +6;) (CV-33)
A +A, A,+A, A, +A; A, +A,
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V.C.3. Courbures

La formulation des courbures du DKS16 est inspirée de celles utilisées dans I'élément
S4 [2] et par conséquent de I'élément S3 [5].

Comme dans I'élément S4, les courbures (kg, k¢, K, Kg) dans des directions normales
a chacun des c6tés sont calculées a partir des relations suivantes :

K, =0".L./A ;o0 m=15.8 et A est I'aire de I'élément "plat" (1, 2, 3, 4). Les quatre
courbures relatives aux quatre c6tés de cet élément sont donc :

_ L5(95 _6;). K Le(ee —9;) K I-7(67 _9r7) Ls(es —9;)

, Ky = T Kg =—— . CV-34
= ey = e T = LT = o (CV-34)

Le reste des courbures x,,«,,k;,k, est défini en considérant dans un premier temps
que les courbures x, , , ¥, ,, K;, et k, , explicitées ci-dessous sont deux a deux égales
cestadire k,,=x,, et x, , =k, ,.

L0 .

L,(0, +6}) . L.(0, +0)) . L,(6) +6))
Kis A g =——2 2A 2 » Kgg = — 2 Z Ky, =2 ;\ 2

Dans un second temps pour des facilités d’écriture, on impose par exemple une courbure
moyenne égale a (x, ;'+'x, ,)/2. On notera alors «,, k,, K, et k, ces "courbures":

_ L6 L6y L6y L6

(CV-35)

ST oA e T T oa T T oA T TN

ou L, =L 4 = longueur de la diagonale 2-4 et L; =L3 = longueur de 1-3 (Voir Figure CV-3)

V.C.4. Superposition

Ces huit courbures (CV-35 et CV-34) sont "superposées” comme dans les éléments S3
[5] et S4 [2] :

| SR, TR (cv-30

m=1

) K, |0 . N - Ty
Remarques : [Knm]= 5T est exprimée dans le repere (n, t,) ;

[ nmx r]my . .
R.]= est la matrice de changement de base;
- nmy N
= mx = — BN - -
Ny = =n,X+n,_ Yy estdans le repere local (X,y).
Ny
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V.C.5. Expressions matricielles

La formulation matricielle des courbures est peu différente de celle de I'élément S4 :

ou {Knm} est la matrice des courbures élémentaires prises dans le repére (n

K

fe} =

K

XX

yy

2.K,,

= [RHon

t) et [R] la

m’tm

matrice produite par les matrices de changement de base [Rm] utilisées pour la
superposition des courbures. Les formes de ces matrices sont réduites a :

2 2 2 2 2 2 2 2
nlx rl2>< n3>< n4>< n5x n6x n7x n8x
_ 2 2 2 2 2 2 2 2
[R] - nly 2y 3y 4y n5y 6y 7y n8y
2n1xn2x 2n2xn2y 2n3xn3y 2n4xn4y 2n5xn5y 2n6xn6y 2n7xn7y 2n8Xn8y

<Knm>:<Kl |K2 |K3 |K4 |K5 |K6 |K7 |K8>

(CV-37)

Dans le repére (n_,t ), en remplacant les courbures "directionnelles" par leurs termes

gui sont des rotations des corps rigides et des degrés de libertés aux nceuds milieux des
cotés, {k,,| devient en se rappelant bien sir que Li=L; et Lo=L,4

|
-

Ly 0, 1 (o

L, 0} 0

Ly 0y 0

_ 1 L.4 . ()z _%_ 0

beaf= 2. A 2L, o [ A L 0,

2L 92 L B

2L, 9; L, 0,

2L | 92 L Lg | (0g
(CVv-38)

L
L‘Z
L, L,
L
En posant [H ]=_i L, et [He]:i 6
YT2A 2L, A L,
2L, Lg
2L,
L 2L8

(CV.39)
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Contribution a I’étude d’éléments finis de type coque sans degrés de liberté en rotation ou a formulation solide pour des simulations
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En considérant les notations (CV-39), une écriture simple de la matrice des courbures
élémentaires dans le repére (n ) apparait :

m’tm

o =[H,]- 0 f+ [Ho ] o ) (CV-40)

Avec : <9;> = <6; |0, |05 |6, |e;|e; |6 | eg), rotations de corps rigide ;
(0

e

)=(05 | 05 | 0, | 05), degrés de liberté en rotation de I'élément d'étude.

Les rotations de corps rigide <9;> sont dans le repére local puisque dépendant de

(We)=(w, |w, |w, | w,) définis eux-mémes dans le repére local. Il importe d'user de la

matrice de passage du repére local au repére global [RW] (CV-42) pour utiliser les

translations dans le repéere global ; ce qui se fera avec la matrice [C] dont les détails seront
donnés par la suite.

On a donc, dune part {9'}=[C]{U.} et d'autre part {8} qui est indifférent au
changement de repere.

La relation (CV-40) doit passer du repere (ﬁm,fm) au repere local (>"<37) puis du repere
local ()”()7) au repere global d'ou toutes les notations et considérations suivantes qui
pourraient sembler confuses si on n’y accorde pas une attention particuliére.

(1) Translations normales

Ce sont des translations normales au plan de I'élément et définies dans le repére global
comme suit :

{We}: [RW]'{UG} (CV'41)
Avec :
zX 1 zY | zZ | | | | | | X
| | | | | | | |
R,]=| 1 [Zzvizel L | gy (CV-42)
! L L | zXgzyizz) 7
o o 0 [2Xazy 2z wv

{Ue }T :<Ue>:<ux1 : Uy, : U, | Uy, : Uy, : U,, | Uys : Uys : Uy, | Uya : Uy, : Uz4> (CV'43)
(2) Matrice [R.H, ]

Cette matrice [R.H,, | est le produit de la matrice [R] (équation CV37) et de la matrice

diagonale [HW] (CV-39) , pour passer de la base (ﬁmﬁm) au repere local (Y(S/)
RH,]=

Llni L LGgx L L3n§x J L4nix 2L5n§x i 2L6ngx L 2L7n§x L, 2L8n§x
l 777772777\ 77777 27777\ 77777 2 2 \7777772 777777777 2 777\ 777777 2 777\7777772777\ 77777577
“oal by poLaay o Langy o Lanyy | 2N, 1 2leng, 1 2oy, 1 2lgNg,

| | | | | |
2Llnhrhy \2L2n2xn2y \2L3n3xn3y \2L4n4xn4y 4L5n5xn5y\ 4L6n6xn6y‘ 4L7n7xn7y‘ 4L8n8xn8y
(CV-44)
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Contribution a I’étude d’éléments finis de type coque sans degrés de liberté en rotation ou a formulation solide pour des simulations
numériques de I’emboutissage et du retour élastique.

(3) Matrice [R.H,]

Elle correspond, a un signe moins pres, aux 4 derniéres colonnes de la matrice [R.HW]
dont I'expression est donnée par la relation précédente (CV-44).

Finalement, apres avoir défini les relations (CV-41) , (CV-44) et suivantes, la matrice des
courbures peut étre exprimée en fonction des translations dans le repere global par la
relation (CV-45) qui suit :

i} = [B2}u. )+ [B3}6. ) (CV-45)
B3] =[R.H, ][C] : matrice gradient de flexion liée aux translations dans le repére global ;

[Bg] = [R.H,] : matrice gradient en flexion liée aux rotations dans le repére global.

Et par conséquent les déformations de flexion sont :

8)(X KXX
{82}— z-{x} soit 8§y =Z-9K,, (CV-46)
2. K

V.C.6. Détail de la matrice [C]

Cette matrice, dont les composantes sont a détailler, se présente sous la forme :

Cl C2 CS C:Z C]é :Ié C1O Cil ClZ

4 |Cs | Co|C7|Cs|Co|Clho|Ch|Ch

Ca | Cs [Ce |C7 |Cs |Co|Clo|Cn|Co
Cl C2 C3 C4 C5 CG C7 C8 C9 c:10 Cll C12
Cy |C2 | Ca | C4 |Cs |Co|C7 |Cq |Co |Clo|Cn|Cr
C; |C3 [ C3|C4|Cq|Cq[C7|Cs|Co|Clo|Cn|Cr
[c? |3 feslcs|cs|cg|ch|cs|co|chy|cy|cy

Les rotations de corps rigide 67,6’,05,6), ont été exprimées a partir des caractéristiques

géométriques des triangles e€1(1,2,4), e2(2,3,1), €3(3,4,2) et e4(4,1,3). Les termes de la
matrice [C] qui entrent dans la formulation de ces rotations sont détaillés comme suit :

Du triangle el (1,2,4),0n a:

1 . 1 . 1 . el el
Ci=2a;,Zx, C,=a;Zy, C; =a,,Z;, a,, = _(nlxNi X+ nlyNi \Y)

1 . 1 . 1 . - el el
C,=a,,Zy; Cc =a,,Z,; Ce =a,,Z,,; avec  a;, =—(n, N, x+n, N7, y)

1 . 1 . 1 el el
Cio = QyqZx; Chu=auly, Co =ayuZ; a;, = —(N, N, X+ny N7, y)
Il_zgf\oge Lyon Cv-17 BASSA BESQ?
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Du triangle e2 (2,3,1),on a:

2 . 2 . 2 . e2 e2

C, =a,Zy, Cs =axZy, Ce =575, a,, = _(n2xNi X+ nZyNi 'Y)
2 . 2 . 2 . e2 e2

Cs =ay,Zy, Cg =ay,Zy,; Co =ay,2Z,; avec  a,; = —(n,, N, x+n, N/,y)
2 . 2 . 2 . e2 e2

C, =anZy, C, =a5Zy, C; =a,Zy, a, = _(n2xNk X+ n2yNk Y)

Du triangle e3 (3, 4, 2),0on a:

3 _ . 3 _ . 3 _ . 3 3

C; =QagZy, Cg =332y, Cy =QagZy, Ags = — (N3, N7, X+ N3 N7, y)
3 . 3 . 3 . e3 e3

Cio =832y, Ciy =@8gZy, Cip = 8327, avec  ay = _(nstj X+ Ny N Y)
3 . 3 . 3 . e3 e3

C, =857y, Cs =a5,Zy, Ce =a3,Z7, a; = _(nstk X+ n3yNk ,Y)

Du triangle e4 (4, 1, 3),on a:

4 . 4 . 4 . ed ed

Cio = QgeZx; Ciu =842y, Cio =AuZyz, = =N, N7 X+ 0, N y)
4 . 4 . 4 . e4 e4

Cp =8gZx, Cr,=8ayZy, Cs =auZz, avec a, = _(n4xNj X AN, N Y)
4 : 4 : 4 : e4 e4

C7 =8y3Zy; Cg =8y3Zy, Co =8y3Z7,; 845 = —(Ny, N X+ N4y Ni Y)

Les autres rotations 6y, 65,605,065 utilisent directement des caractéristigues géométriques
du quadrangle, en particulier les coordonnées des milieux des cotés, pour leur formulation:

Du milieu du c6té 1-2 ou sont calculéesN.,x et N2y, on a:

Ci =852y, C, =257y, Cg =857, a5, = _(n5xN15’X + n5yN15’Y)
Ci =agZy, Cg =agZy, Cg =a5,Z7, avec a;, = _(nSXNZS’X + n5yN25’y)
Cg = Agzly s Cg =ag3Zy, Cg =ag3Z;, Qg3 = _(nst;'X + n5yN§’,y)
Cfo =852y Cfl =agZy sz =854Z7, gy = _(n5xN45 X+ n5yN451y)

Du milieu du coté 2-3 ou sont calculées N°,xet NSy, ona:

Cf =agZx, Cg =agZy, Cg =agZ; g, = _(nGXNlﬁ’X + nsny’)’)
Ci =agZy Cg =g Zy Cg =8gZ; avec Qg = _(nGXNZG X+ neyﬁ'f’W
C? =ag3Zx Cg =agZy, Cg =agZ; Qg3 = _(n6xN36’X + n6yN36’y)
C160 =agZy s Cfl =agZy, sz =QAgZ; Qg = _(n6xﬁf’x + n6yﬁf’y)

Du milieu du coté 3-4 ou sont calculées N,,xetN/,y,ona:

CI =a;,Zy, C; =agZy, C; =a;Z; a; = _(n7xN17 X+ n?yN171y)
Czl =a,,2x, C; =a5,7Zy, CZ =a,Z; avec a,, = _(n7xN27’X + n7yN271y)
C; =a.3Zy; C; =QasZy, C; =as;Z; Q3 = _(n7><N37 X+ n7yN371y)
CZO =anly, CZl =ayuZy, CZz =anZ; Ay = _(n7xN47 X+ n7yN471y)

Du milieu du c6té 4-1 ou sont calculées N2, xet N8y, ona:

8 . 8 . 8 _ INE N8

C, =agZy, C, =agZy, C; =agZ; g, = _(nstl X+ nsle ,Y)
8 _ . 8 _ . 8 _ _ INE N8

C, = g2y, Cs =ag7Zy, Ce =QgZ; avec  ag, = —(Ng,N;, X + Ngy, N, Y)
8 . 8 . 8 N8 N8

C; =842y, Cs =dgZy, Co =Qag3Z; Ag3 :_(n8xN3 lX+ﬂ7yNe, Y)
8 . 8 . 8 INE N8

Cio = 8gaZx; Cii = 8gZy Cip =8gZ; gy = —(Ng N, , X + Ng, N, Y)
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V.C.7. Contraintes dues aux effets de flexion

e, 2e,, (bending pour flexion en

anglais) les contraintes dues a la flexion sont obtenues en multipliant la matrice de
comportement 2D par la matrice colonne des déformations en flexion.

Partant des déformations en flexion notées &P

XX !

En élasticité, il y a découplage entre membrane et flexion et ces contraintes sont
stipulées par les moments de flexion suivants :

MXX Kxx t/2
My (= [Db ] Kyy [Db ] - .[[D]'ZZ dz (CVv-47)
Mxy 2. K, ~t/2

[D] étant la matrice de comportement élastique en état plan de contraintes..

En élastoplasticité, apparait une matrice de comportement de couplage membrane-
flexion [D”‘b] qui peut prendre en compte le critére de Hill s’il y a une anisotropie initiale.

V.C.8. Efforts internes dus aux effets de flexion

O xx noi G xx
{Fb}=A.J'[Bb]T. S, .z.dz.=A.[Bb]T.; qu;‘ G b+ G- B (CV-48)
Xy Gy

Ces efforts dus a la flexion comprennent des forces au sens propre du terme (c’est le
dual des translations) et des moments correspondant aux rotations.

Dans la relation (CV-48), t a été adopté pour désigner I'épaisseur de I'élément pour
eviter toute confusion avec h qui est utilisée pour désigner des fonctions relatives aux
différents modes. A est I'aire de I'élément

V.C.9. Stabilisation en flexion

Dans le développement de I'élément sans degrés de liberté en rotation S4, il a suffi de
prendre en compte les courbures "internes" pour s’affranchir de modes a énergie nulle [2].
D’autres dispositions sont prises pour ce qui concerne le quadrangle DKS16, entre autre
la nécessité d’ajouter une matrice de raideur en flexion propre a une stabilisation a la
Belytschko ([6], [7] et [8])

V.C.9.a) Matrice gradient de stabilisation de flexion [ﬁsb]

Pour procéder par analogie la plus directe avec les effets de membrane, on pose :

B =(NEm)-Bif=0, . [(B5)= (0, 0,5 0,7 0y5)

CV-49
By = <N(§,1’])>{B§}: _ex <B§> = _<ex5 exG ex7 ex8> ( )
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On remarquera qu’il s’agit bien des coordonnées des nceuds intermédiaires ; tout se
passe donc comme si on s’intéressait au quadrilatere (5, 6, 7, 8) présenté sur la figure
(CV-4):

Figure CV-4. Degrés de liberté pour la stabilisation en flexion

Les conditions de Kirchhoff sont imposées en un nceud "milieu" m (m = 5,6,7,8) avec :

05 = (W, —wy)/Lg
06 = (W3 —Wy)/Lg o

en7 = (W4 - W3)/L7 ’ L5 B L1—2 ! LG - L2_3 ! L7 = L3‘4 ; LS = L4—1 (CV'SO)

0,6 = (W, —w,)/Lg
Les composantes de rotation suivant x et y sont :

0, =n.,6..-n_0 . - _
On définit les courbures par :

B,,X (b,)+(y)h,x {Be}
k=1 By = (b, ) +(¥)hy {{B_}} (CV-52)
By +By.x| (b, )+ (r)hy | (b,)+ (x| "

Ces courbures peuvent étre décomposeées et mises sous la forme suivante dans le but de
récupérer aisément, pour la stabilisation, la partie liee aux courbures notées<7X 7y> :

Y A R
g I 5 Sy

La définition des déformations « généralisées » suivantes la stabilisation

des effets parasites de la flexion :

est utile pour

BASSA Bruno
2011
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et e -] (ve9)

Dans la relation (CV-53) la matrice gradient des déformations [ﬁsb] utiles a la stabilisation,
exprimée dans le repéere local est :

B2]= {(ﬂ M} (CV-54)

Pour « exprimer » cette matrice gradient (CV-54) en fonction des translations données
dans le repére global, il s’avére nécessaire d’opérer certaines transformations pour les

rotations (B5) et (B;) clest-a-dire poser:{%}:[[Mw] [Me]]{%} or {(W,}=[R,HU.}

dans le repéere global (CV-41), ce qui donne :

(-] po el v

Lorsqu’on remplace les rotations <Bj> et <B§> dans la relation (CV-53) par leurs

expressions dans la relation (CV-55), il ressort une matrice gradient de stabilisation de
flexion qui sera ensuite multipliée par des translations nodales définies dans le repére
global :

el ) ov56)

Les matrices [M,] et [M,, |sont exprimées ci-dessous et [R,, | est donnée en (CV-42) :

Ngy i—n5y/L5 nSy/LS
Nex '—ney/L6 nGy/LB
N7 -n,, /L, | N, /L,
M, ]= Ngy M, ]= Mgy /Lg —Ngy /Lg = Mme
N, W g, L | -ng, /L, Ny
s
o Nox /Lo | “Nou L meots
N7y N, /L, | —n, /L,
L nBY_ __n8x/L8 nSX/LS ]
(CV-57)
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V.C.9.b) Matrice de raideur de stabilisation de flexion [Rsb]

En procédant au calcul du travail virtuel des efforts internes, on peut mettre en place la
matrice de raideur de stabilisation en flexion :

(62 el Bl =) ) e o 5]

y
La matrice de raideur [Kf] réarrangée devient :

Hxthl)l + Hnyga % |gxyDl? + ':_' Dg3] (CV-58)

nyDEZ + nyDg3

kel =[ee] p:]lB?] avec [Dg]{

La matrice de comportement de stabilisation de flexion [Dg] est determinee en adoptant la

méme procédure utilisée pour obtenir [DQ’] (paragraphe V.B.8.b).

Les facteurs dans la matrice de comportement de stabilisation de flexion, avec le symbole
«tild», sont calculés sur le quadrangle (5, 6, 7, 8) (Voir figure CV-4).

De ce fait, ce symbole permet de les différencier de ceux de la matrice de comportement
de stabilisation de membrane qui sont calculés dans le quadrangle (1, 2, 3, 4).

V.C.9.c) Efforts de stabilisation

On peut adopter le "comportement” incrémental suivant :

di,| [D%H,, +D%H,, | (O, +DYH,, | [d7, v
o ¥ = = Ndv V-5
d“)’ (D?Z + DgS)ny ‘ Dngyy + D23Hxx dX'y ( )

Les efforts internes (forces aux nceuds 1, 2, 3, 4 et moments aux nceuds 5, 6, 7, 8) seront :

AR BRI S Ehal i R v

@ y o=1 | My

G, : position npi = 3 : élasticité

(O poids npi > 3 : élastoplatcité
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V.D.Compléments sur la stabilisation en membrane

La plupart des relations suivantes proviennent de l'ouvrage de Belytschko
[9]:"Nonlinear Finite Elements for Continua and Structures” (2000) aux éditions John
Wiley. En fait, cet ouvrage est trées complet en ce domaine et seules les parties ayant
donné lieu a une programmation sont résumees dans ce qui suit.

V.D.1. Stabilisation physique

C

Y i

M

R yﬂ\
En prenant e3 = 1, le contréle du mode X
suivant x va entrainer oy, non nul... D

Figure CV-5 Exemple simple de blocage en cisaillement dans le plan di au controle

€, (b,)+e(y)hx e,(y)hy .
€t =15y (=] eyhx[(b,)refhy {m (Cv-61)
26, <by>+e3<y>h,y (b,)+es(y)hx |

"Normalement”, on prend e; = e3 = 1 et e; = 0 mais, pour éliminer le blocage en
cisaillement (dans le plan) da au contréle (voir figure CV-5), on impose e3 = 0. Si, en outre,
on choisit e; = -1, il n’y aura pas de blocage pour un matériau incompressible.

Dans ce dernier cas (matériau incompressible), les définitions des déformations
deviennent :

{Ue} h,X — h,y a
erl=[Br ]{ : }+ “hx| hy {_} (CV-62)
ﬁ“Jy } () () y
()
ou : [Bg“]: <by> est la matrice gradient de membrane calculée en £=0 et n=0;
(b,) [ b.)
EX - <y>{uz} représente les déformations de stabilisation dans le repere local.
y = <y>'{uy}
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. . , . c C C € .
Si la loi de comportement s’écrit sous la forme : { XX}:{ = 12H XX}, on arrive aux
€

GW ClZ C22 yy

« contraintes » de stabilisation :

Q, =(Cy; —Cyp,)(h,x.q, —h,y.q))

_ _ CV-63
Q, = (Cyy - C)(hxT, ~hyG,) (CV-63)

La matrice de raideur de stabilisation s’obtient avec une équivalence énergétique :

fiflo. 1 )] 2fesrae (s} e ] o

-t/2

q, = hix'ax _h'y'ay
d, =-h,x.q, +h,y.q,

D’ou la matrice de raideur dans le repére local pour la stabilisation en membrane:

)| e e, o, ccape (v

Avec [{y}(y)] produit des vecteurs « gamma » (y) et ‘t, I'épaisseur de I'€lément (pour

4x4
ne pas confondre avec h).

En élasticité isotrope que ce soit de type 3D (C,, =C,, =A+2u ; C,, =A) ou de type
état plan de contraintes (C,, =C,, =E/(1-v?) ; C,, =vC,,), on arrive & la méme relation :

o YY) I —H,, Y ir) (CV-65)

V.D.2. Stabilisation physique — Autre forme

En prenant effectivement e; = e3= 1 et e, = 0, les déformations deviennent :

m D m {Ui} ri_ ax
er=[er] fuel o [hY g (CV-66)
Y h,y | h,x %
O xx Cy |Cyp | €
Si, en outre : 6, 1=|Cp | Csp g,
Xy C33_ 28xy

Alors I'expression du travail virtuel permettant de définir la matrice [Ksm] est:

0,G,Cu(n,%)* + Cp, (h,X)(h,y)(@, T, + T,G,) + 8, q,Co (N Y)* + @,y +Gyh,X)Cy (T0,Y + G0, X)

LaMCoS BASSA B
IESAOde Lyon CV'24 ;322
Cette thése est accessible a I'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/20111SAL0113/these.pdf
© [B. Bassa], [2011], INSA de Lyon, tous droits réservés



Contribution a I’étude d’éléments finis de type coque sans degrés de liberté en rotation ou a formulation solide pour des simulations
numériques de I’emboutissage et du retour élastique.

Ce qui, sous la forme d’une écriture matricielle, se traduit par :

a (r)uz )

ay = <Y>{U§}

@, Ay>{cn<h,x)2 +Cay(Y)* | (Cy +Cap) (0 X)(0.Y) } {a} avec

(C1, +Cy)(h,X)(hy) | Cyy(h,X)? +Cy(h,y)? [Ty

Dans le cas d’'un état plan de contraintes et pour un matériau élastique isotrope :

ko] Et {(QHXX +CH)HY) | C:H,, {v}-<v>}

BT CH H,, {r}{y) | (CH,, + C,H, )y 1Y)

(CV-67)

les facteurs H,,,H,,,H,, sont définis en (CV-26) ;

=L;C2=1;C3=1+—V;
1-v 2 2(1-v)

{:;(/} - [Jll{rl:i} - [‘]11{2} ou h =¢&n;t: épaisseur.

Lors d’'un comportement élastoplastique, il est souvent préférable de prendre la matrice
t/2

[D] associée telle que [Dm]: J[D].dz, ce qui permet d’écrire la matrice (CV-67) sous la
-t/2
forme qui suit mais dans le repere local :

Cl

I:K;n]z I:E:XXDTl + Hnyg; {y}<Y> | (nyDTZ + nyD213 {Y}<Y>:| (CV'68)

xyDTZ + nyD;n3 {Y}<Y> ‘ (Hny?Z + HXXD?B {Y}<Y>

Le travail virtuel correspondant est alors :
“je “1e\\ [ m { i }} -
((0)] (O e 1{ " (Cv-69)

V.D.3. Stabilisation basée sur une étude aux valeurs propres

On peut aussi faire référence a une autre méthode de stabilisation telle que la plus
grande valeur propre de la matrice de raideur de stabilisation (A;) soit "calée" sur la borne
minimale de la plus grande valeur propre (A;) de la matrice de raideur calculée au "centre",
c’est-a-dire au seul point d’intégration £ =n = 0.

7\‘h

Wk, (V)K,HV} . (V)K V) (V) =((h) (0)) ou(V)=((0) (h))
o (M (MY Ty =) -1 1] -1
os est un facteur d’échelle (scaling parameter) préconisé a 0.1 par Belytschko [9] mais

souvent bien inférieur pour éviter le blocage en membrane dans des cas de
gauchissement des éléments ; soit initialement soit au cours d'un calcul incrémental.

}\'r = %A§(<bx>{bx}+ <by>{by}) : )\‘h = C?Q = CQ = %O(‘SA = (<bx>{b>‘}+ <bY>{by})
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V.D.4. Influence du gauchissement

Figure CV-6. Elément gauchi

Un gauchissement de I'élément se traduit par le fait que les nceuds i, j, k, | ne sont pas
dans le méme plan (Figure CV-6 ci-dessus). Les normales 'zT zuJ Iz_kI Iz_| ne sont donc
pas colinéaires avec ZLOI normale au plan 1, 2, 3, 4 et définie par les segments 5-7 et 8-6.
On note :
© = X X+Xy.Y +X,.Z
C =y, X+Yy,.Y+Yy,.Z
=z, X+2z2,.Y+2,.Z

N
Il
N
P
!
+
N
=<
<!
+
N
N
N
D
—+

N <l X

Dans le repére local (>|?"3j bd %el), les composantes de Iz_I sont :

_ _ _ P =z + 2y, + 2,
Zi :pXi.Xo +pyi'y0 +p2i.zo ol : Xi Xi“* X Yi'ry Zi"Nz
Py = ZxXx + Zy Xy +Z4X,

En un point courant, la normale est interpolée par les classiques fonctions bilinéaires :

P, =N, (En)p, +N2(§,n)px,- +N; (€ n)Pw +N; (E )Py
p, = Nl(iyﬂ)pyi + Nz(iyn)py; + Na(ayn)pyk +N3(iln)py| '

En un point situé a la cote (£ t/2) dans I'épaisseur ‘t’, c’est-a-dire pour —-1<{<1:

x=x"+ 5,

i tp ou x"et y™ sont les coordonnées d’un point de la surface moyenne.
y=y + 2 F)y

Les dérivées des fonctions de forme Nqy(&,n) par rapport a & et n deviennent :

Ng.& = (Ng, X)(X,E) + (Ng.y)(Y,E)

pourq=1, 2,3, 4.
Nq N = (Nq’x)(xlﬂ) + (Nq ,Y)(yﬁl)
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Et donc, sous forme matricielle, ces dérivées des fonctions de forme s’écrivent :
Nq’& — meE_; ymyE_; ) Nq’X —|—LC px’é py’a . Nq1X
Nen| [x™n|y™n[INg:yY| 2°|pen|p,.n||Ngy
Thik 1{y,é| y&.}Né N x| _ [ba]
N oM det[J] —x,n | yn[|Ngm Y b,
1 y".& | —y™ | Ng.§
(i€3t \]] - )( »N | )/ »N Nq |
1 py & | _py1(t:j| {Nqia}
F)x ' | F)x ’T] Nq ’T]

(o] = | B 2EPE [V B4 5CR,
X" n+5p,m [y m+4Cp,m

Avec :

N|~+

bf(q
>,

} est I'expression compléete du Jacobien

Belytschko [9] a montré que les termes linéaires en (£-t/2) et d’'un ordre supérieur ont
peu d’'effet pour les coques minces ; le seul terme faisant intervenir ({t/2) est donc celui

des dérivées N,,x =b, +5Cb5, et N,,y=hb +5Cbj, ou [J] est calculé sans ((t/2) et

(C2t%14).

Dans ce qui suit et afin de faciliter les sommations, on pose :
Pxi =Pyis Pyr =Pyis Pxz = Pyis Py2 =Pyis Pys =Pk Pys = Pyks Pua =Py Pya =Py-

Sans tenir compte de la stabilisation en membrane a ce niveau, les déformations en
membrane sont :

- (b,)+(05)z R {{Uei} ;

: (by)z |41
by} (6302 | (b, )+ (o2 )2 &
Ou:
EEX; B EE“ : EXZ : EX3 : 4;, autre expression des vecteurs de Halllquist
y/ = \Pyr | My2 | My | Mys
§E22=§ x1 : ECZ : EC : ; vecteurs de Hallquist pour le gauchissement
vy = y1 y2 | Mys y4
z=(Ct/2;-1<(<1
TS de Lyon CV-27 BASSA Bruno
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En posant successivement la matrice gradient de déformations non stabilisée et la matrice
due au gauchissement :

bl Bl

Bl (i)

Les matrices [R,] et [R,] étant données par les équations (CV-14) et (CV-15), on
réécrit les déformations en membrane comme suit :

€0} = Boliv )+ SeBpliv)

U

De méme, sans tenir compte de la stabilisation en flexion et avec les matrices
B5] = RI[H, J[c] et [B:] = [R][H,][R,,] détaillées en (CV-50), on exprime les déformations
de flexion :

€ f=zl) =Lc B+ ¢ [BEl6. )
Dans le développement de cette matrice de déformations de flexion, on trouvera dans

I'ordre par analogie avec les effets de membrane, les vecteurs de Hallquist et ceux pour le
gauchissemnt :

AV =Ya [ Ya=Yi | Y=Y | V2 Vs)
(by) =gg (Xa =Xz [ X=X [ X, =X | X5 =x;)

>:ﬁ<pyz ~Pya | Pys =Py | Pya =Py2 | Py1 _py3>
<b0> =ﬁ<p><4 ~ Pz | Px1 = Pxs | Px2 ~Pxa | Pxs _px1>

ou A est l'aire du quadrangle
Dans la programmation correspondante, il suffit donc de rajouter [Bg‘] a [BB] :
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V.D.5. Exemple de prédiction de retour élastique

Ci-aprés sont donnés les différents cas de figures relatives aux retours élastiques d’'une
structure en ‘U’ maillée successivement avec I'élément DKT12, ‘'S3’, ‘'S4’ et le DKS16.

Figure CV-7. Elément triangulaire ‘DKT12’

Les formes aprés retour élastique pour trois maillages (2.5, 3.5 et 5 mm) données a la
figure CV-7 montrent que I'élément triangulaire ‘DKT12’ est peu sensible au maillage.

3.5 mm g

2.5 mm
Figure CV-8. Elément triangulaire RF ‘S3’

Les formes aprés retour élastique pour trois maillages (2.5, 3.5 et 5 mm) données a la
figure CV-8 montrent que le triangle ‘Rotation Free’ (RF) ‘S3’ — libre en rotation — est tres
peu sensible au maillage.

Element 54 (RF)

Figure CV-9. Elément quadrangulaire RF ‘S4’

La figure CV-9 correspond aux formes aprés retour élastique pour deux maillages (2.5
et 5 mm) obtenues avec I'élément RF quadrilatere S4. Comme le triangle ‘Rotation-Free’
(S3) correspondant, ce quadrilatére est peu sensible a la taille de maille.

Sheet Forning Stage

Figure CV-10. Elément quadrangulaire ‘DKS16’

La figure CV-10 correspond aux formes aprés retour élastique pour 4 maillages (1.5, 2.5,
3.5 et 5 mm) obtenues avec I'élément DKS16. Contrairement au triangle’DKT12’, ce
quadrilatere est trés sensible a la taille de maille.
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VI.A. Caractéristiques

L’'élément dénommé SHB8PS [2] est un élément brique a huit nceuds dont la direction
suivant I'épaisseur est préférée par rapport aux autres. Le fait qu’il soit sous-intégré induit
des modes « sablier » qui ont été « stabilisés » en utilisant la méthode de stabilisation a la
Belytschko [1]. La théorie sur I'Intégration réduite sera reprise succinctement pour montrer
surtout qu’elle apporte des solutions aux verrouillages numériques de I'élément.

L’hypothese importante qui a été faite dans la formulation de cet élément est le
comportement élastique du matériau qui correspond a un état plan de contraintes plus le
module d’Young sur la diagonale de la matrice représentative de la loi de comportement
donnant une contrainte dans I'épaisseur.

Cet élément qui permet de mailler des structures minces a une formulation plus simple
gue celle d’'un élément coque qui introduit des rotations. Proche de I'élément massif avec
un point d’'intégration de Belytschko [1], il a été introduit dans des codes comme ASTER,
PLEXUS et ABAQUS.

VI.A.1l. Repere local

Le SHB8 est sensé étre utilisé pour donner des résultats semblables a ceux des
éléments coques, il convient donc de l'avoir dans une configuration ou son épaisseur est
faible. Dans cette configuration, tout point de I'élément réel est défini par les coordonnées
(X, y, z) dans le repére local. ‘'z’ est pris dans I'épaisseur de I'élément réel en
correspondance avec ¢ dans I'élément "parent” (-1<{ <1). Pour éviter des confusions, les

coordonnées dans le repere global de la structure sont notées en majuscules : X, Y, Z.

Figure CVI-1 repere local en { suivant I'épaisseur de I'élément

Les nceuds i, j, k, | puis m, n, o, p de cette brique sont pris dans cet ordre pour prendre
en compte son épaisseur car dans la réalité les distances i-m, j-n, k-0 et |-p ne sont pas
egales (Figure CIV-1 ci-dessus).

Les coordonnées des points A, B, C et D (Figure CIV-1) sont obtenus par une
interpolation en ¢ dans le repére global (X, Y, Z). Pour le point A par exemple, on a:

X, X, X,
Ya =%(1_(;)Yi +%(1+€)Ym ;
zz}\ Zi Zm
%ﬁgioge Lyon (:\/I':Z BASSA nggg
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On procede de la méme maniere pour les points B, C, et D avec respectivement les
nceudsjetn,keto,letp.
Les milieux des points A, B, C, D permettront de définir les vecteurs Xx,y,z nécessaires

a la mise en place du repére local :

Les points ‘c’ (milieu de A-D) et ‘d’ (milieu de B-C) définissent le vecteur x = ca/HcaH :

Les points ‘a’ (milieu de A-B) et ‘b’ (milieu de C-D) définissent
z =cdOab /Hca DaBH ;

Puis le dernier vecteur y=z0x afin de former le triédre direct local en { qui est lié au
repere global par la relation suivante, ou [Rz] est la matrice de passage:

le vecteur

X X xX | xY | xZ u, Uy
y :[Rz]- Y ;[RZ]= yX |yY | yZ | et v, :[RZ]. Uy, ¢ enunnceud i.
z Z ZX | zY | zZ w, U,

VI.A.2. Fonctions d’interpolation

5 ? ¢ 8
|
|
6 X7
VAl I 'ﬁ
X
/f 4
21 -
3
3
Elément de référence Elément réel
Figure CV I-2 |le SHB8PS

Ce sont les fonctions d'interpolation N, =1/8(1+¢&.§,)(1+n.n,)(1+.{,) avec n variant
de 1 a 8. En décomposant I'expression de N,, on montre aisément que :

Ni=gBt+aJe+R.in+RJi+h.nt+h Jed +fhojen +{h.Jent (CVI-1)
Les valeurs des termes de ces fonctions d’interpolation sont les suivantes :
1 & n 4 n.c €. €.n €.n.¢
1 -1 -1 -1 1 1 1 -1
1 1 -1 -1 1 -1 -1 1
1 1 1 -1 -1 -1 1 -1
1 -1 1 -1 -1 1 -1 1
1 -1 -1 1 -1 -1 1 1
1 1 -1 1 -1 1 -1 -1
1 1 1 1 1 1 1 1
1 -1 1 1 1 -1 -1 -1
{S} {aa} {az} {as} {ha} {hz} {hs} {ha}
Tableau C V-1 Décomposition des fonctions de forme
INSA de Lyon CVI-3 PSS P
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Contribution a I’étude d’éléments finis de type coque sans degrés de liberté en rotation ou a formulation solide pour des simulations
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Les 24 modes, associés aux diverses déformations, prennent en compte le mouvement
de corps rigide et diverses déformations interprétables sous la désignation de membrane,

flexion, cisaillement et gauchissement ; et ce, dans les trois directions &, n et .

T T T T
i Attty S —
Ry | | | | |
| = | .| |-
i L,,,L 77777 ! i //%71‘7 7777777 - § /%—\3\\\\;3 ‘\\ ) r——%\ 7777777 >
/5—7777—77—771/ ;},: ,,,,,,,,,, p —= \\\;L e
{S} {a:} {a2} {as}
3 i 1 ;
A
\ \ b
/ **\‘t> N — = ***3> o —d=
I \ PR S / b ’ S R
Ll ] x
P P P P o
{h.} {h2} {hs} {h4}
A A A A
. gl ! ! ! =N gl
i f«// i i o § = : o : 4 T
A O R i b e o el 1 A g L
N IR ; Pl g : S A A AR P S
s Vs | N R ; s
Y ” e - Y, B P
{S} {?1} {az} {?3}
€= i 77/ / 74/ \ fi/// % —4// i « : 74/ \‘\
\ ; 47—4—;> | ) — P> ! ! ! > \ / /’ —r>
\ P VA Y P B . | P )
/ / | 7 ) | Vad | i/ /
W /i/ / 7 ~ 3 4/’ l/ \ /
{h.} {h2} {hs} {h4}
T T T
m— | T
D I Z o
i A o e
i — = ! ——= S i —f—= i ——=
e ‘ e 1
4 /* ***** e Pz y e /i
P pa 2 7
%/ Z %/V////— = %’u ,,,,,,,,,,,,,
{S} {ai} {a2} {as}
i 1% %
i//,/(/ 7 i %77771 l_ -4, J/// -
T — = ! ——> | ——> S —=
e AR RREhbb aen
s 7 7 o
’ / s . %
s = 4 i y = v —=——
{h.} {h2} {hs} {h4}

Tableau CVI-2 24 modes de déplacements et déformations

BASSA Bruno

LaMCoS
INSA de Lyon (:\/I'Zl 2011
Cette thése est accessible a I'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/20111SAL0113/these.pdf

© [B. Bassa], [2011], INSA de Lyon, tous droits réservés



Contribution a I’étude d’éléments finis de type coque sans degrés de liberté en rotation ou a formulation solide pour des simulations
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VI.B. Intégration réduite

L'intégration "réduite” est utilisée afin de diminuer le temps de calcul de problemes
fortement non-linéaires nécessitant un grand nombre d’incréments et d’itérations mais
aussi pour éviter certains blocages (ou verrouillages) numériques.

Dans la formulation de I'élément & 8 nceuds ShB8PS, la direction ¢ est privilégiée afin d'y
mener une intégration numérique comparable a une intégration dans I'épaisseur d’un
élément plaque/coque.

L’intégration "réduite” en question consiste donc a se placeren & =0 ety = 0 et a utiliser
plusieurs points suivant € : 3 en élasticité et au moins 5 (Figure CVI-2) en élastoplasticite.
Les fonctions d'interpolation (CVI-1) sont utilisées dans le repéere local.

VI.B.1. Déplacements locaux

Dans un repére Local (Figure CIV-1) en & et n = 0 mais en ( quelconque, les
expressions suivantes définissent les déplacements locaux :

(Us)=(u [ uy [uc o | up fu, |y, | u,)
<U§>:<vi Vi [ Vi [ Vi [ Vi [ Ve | Vo |vp> (CVI-2)
(Us) = (wi [ w, [w [w, [w, [w, |w, |w,)

Et les déplacements des huit nceuds (i, j, k, I, m, n, o, p) de I'élément suivant les trois
axes du repéere Global sont notés :

<Ue>=<UXi | Uy | Uy [Uy [Uy, | Uy |- [ Uy, | Uy, |uzp>:{ue}T (CVI-3)

Les matrices [Rx], [Ry] et [Rz], dont les termes sont respectivement (xX, XY, xZ), (yX, YY,
yZ) et (zX, zY, zZ), permettent d’effectuer le passage du repére Local au repére Global
des déplacements et des coordonnées. On donne ci-apres I'expression de la matrice [Rx],
les autres sont semblables mais avec yX, yY, yY pour [Ry] et zX, zY, zZ pour [R,] :

XX | XY | XxZ

R,]= XXV | X2 (CVI-.4)

XX | XY | xZ

Ces matrices [R, ], [R, | et [R,], parfois notées [R,], [R,] et [R,,], sont telles que :

uel=R U t=[R, ULk st= R, 1.}
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Contribution a I’étude d’éléments finis de type coque sans degrés de liberté en rotation ou a formulation solide pour des simulations
numériques de I’emboutissage et du retour élastique.

VI.B.2. Déformations

Les composantes de translation u, v, w d'un point de I'élément ainsi que ses
coordonnées locales x, y, z sont interpolées avec (N) (CVI-.1) de la fagon suivante :

= (N}us

u X . }
v =(N), {u} oy = (Nve ) (CVI-5)
w z=(N).{z¢}

La relation (CVI-6).qui suit dans laquelle [J7] est l'inverse du Jacobien sera utile dans
bien des cas dans la suite du document:

u,X u,§
uy; = [J‘ll TR (CVI-6)
u,z u,g

Pour mettre en place le Jacobien, les dérivées suivantes sont utiles :

u_ouox oudy ouz ou [ox | oy | az)fau
o5 Ox 08 Oy o0t 0z ok Q& | |98 | 98 | & || ax
ou ou ox ou oy ou oz , . . |ou oX | oy | 0z ||ou
—=—.—+4+—.—+—.— équivalentesa —:=|— | — | — [k—
on OX On o0y On 0z On on on | on | on||oy
u_ouox oudy au oz aul | ox oy [z | au
o ox oL oy o¢ o0z o oc) |oc | ag | ec|loz

On tire donc de ces dérivées la matrice Jacobienne[J] telle que :

X,§|Y.€|z¢8
[9]=|xn|ymn|zn (CVI-7)
X,C|Y.C|zC

L'inverse de cette matrice jacobienne notée [J™] est utilisée dans la relation (CVI-6). Les
termes de Jacobien [J] qui sont des dérivées des coordonnées de I'élément données par
la relation (CVI-5). sont explicitées comme suit :

x&=(NEMXT| [ve=(NeMfve)  [ze=(Ng)ze] (NE)
XM = (N,n>{xe}; y,n = <N,n>{Ye}; z,n = (Nn).{z¢ J.avec [N, ] = Ny (©vi-9)
xC=(NOXE]  |v.e=NoMvet  [zc=(Ng)zt (N.C)

Les relations (CVI-9). Permettent de simplifier I'écriture du Jacobien comme suit :

o] = NG Jixe )| dve f | ze (CVI-10)

Avec comme coordonnées Locales des huit nceuds de I'élément :
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b= 01 [ [ X | % [ X0 | %)= 1XE)
V=0V 1Y) Y [V [ Y | Y [ Yo | Ye)=tveS (CVI-11)

Les six relations &, =1/2.(u,x+u,x)=u,x, &, =12.(v,y+v,y)=v,y, g, =1/2.(uy+Vv,x),
e, =12.(uz+w,x), g, =Y2.(v,z+w,y) et ¢, =12.(w,z+w,z)=w,z mises sous forme
matricielle, aprés quelques transformations, donnent la matrice des déformations {se} :

e =[C I INCJR HU. 1= [B] U, } (CVI-12)

(6x24) (24x1)

Explicitons les différents termes se trouvant dans cette relation (CVI-12) :
. [Ce]définit la matrice qui lie les déformations aux dérivées par rapport a x, y et z des

translations dans le repére local. Elle s’écrit :

u, X
_ - u,
1 SXX y
u,z
1 €yy v x
1 £ ’
C.l= s 1=[C. kv,
[Cel=| 1111 2. [C.kvy
1 1 26, Vo2
A 2., X
i | wy
W, Z

e Les dérivées par rapport a x, y, et z des translations dans le repére local sont
(ux|uyluz|v,x|vy|v,z|wx]|wy|w,z) etcelles par rapport a & n et { sont

We lun |ug|v.elvin|v,g|wE|wn|w(). Ces deux groupes de dérivées sont
en relation par le biais de la matrice inverse du Jacobien [J, ] telle que :

o]

o [3.]= J* , on obtient facilement [3*] en inversant la relation (CVI-7)

9]

e [N.]= IN,] dont le terme [N,] (CVI-9) regroupe (N,&), (N,n) et (N,&).

[N ]

R,]

[Re] = m : matrice de passage générale (voir la relation (CVI-4) pour les termes).

R.]

La matrice gradient [B] est calculée avec =0 et n=0 mais en (, c'est-a-dire suivant la
position dans I'épaisseur de I'élément.
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Contribution a I’étude d’éléments finis de type coque sans degrés de liberté en rotation ou a formulation solide pour des simulations
numériques de I’emboutissage et du retour élastique.

VI.B.3. Contraintes (matériau élastique isotrope)

L’existence des déformations peut entrainer des contraintes d’ou la relation suivante qui
utilise la matrice de comportement [D] :

O yx gxx _x + 2.}1 I i
Oyy Eyy n A+ 2.1
(o) &
0,1=1%= - pl{°= avec [D]- = (CVI-13)

ny 2"C'xy i
O,, 2'8xz il
Gy, 2.g, | i

ourn=—E oo VE B a2 =E@2.

A= T
(1-v?) 1-2v)@+v) 2.(1+v)

La matrice [D] correspond donc en partie a celle d’'un état plan de contraintes ou la

composante o, serait nulle. C’est le seul aspect de cette formulation qui peut faire penser
aux coques.

VI.B.4. Matrice de raideur (intégrée en ()

Rappelons ici, qu’en intégration réduite, les calculs s’effectuent en &=0, n=0 et { reste la
variable d'intégration. La matrice de raideur est tributaire des points d’intégration en ce (
dans l'épaisseur. Dans le cas ou il y a ‘npi’ (nombre de points d’intégration) points
d’intégration en { dans I'épaisseur (3 en élasticité ; 5 ou plus en élastoplasticité), la
matrice de raideur a pour expression :

[K.]= [UL BT .[D].[B].dv] = :ZP;[B(O,O,Cq)]T.[D].[B(O,O,Cq)1det[J(o,o,§q)14.mq (CVI-14)

Ou les matrices [B] et [D] ont été définies en (CVI-12) et (CVI-13). Le chiffre ‘4’ dans
'expression de la matrice de raideur (CVI-14) représente le poids en & et en n
correspondant au fait qu’'on se place en £ =0etn =0.

LaMCoS BASSA Bruno
INSA de Lyon CV|'8 2011

Cette thése est accessible a I'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/20111SAL0113/these.pdf
© [B. Bassa], [2011], INSA de Lyon, tous droits réservés



Contribution a I’étude d’éléments finis de type coque sans degrés de liberté en rotation ou a formulation solide pour des simulations
numériques de I’emboutissage et du retour élastique.

VI.C. Stabilisation — Préliminaires

Les déformations sont fonction des dérivees des déplacements qui sont liées aux dérivees
des fonctions de forme <N> par rapport a &, n et . Et la recherche des valeurs de <N,&> et
<N,m> en £ = 0 et n = 0 entraine immédiatement I'absence de contrdle des modes {h3} et
{h4} (voir tableau CVI-1). Ces modes ne sont pas les seuls modes a énergie nulle, une
examen attentif a permis de déceler deux autres modes « sablier » dont un se trouve dans
le groupe des modes {h;} (mode situé sur la 2°™° ligne intersectée par la 1°° colonne du
tableau des modes) et l'autre mode appartient au groupe des modes {h,} (mode
positionné sur la 4éme ligne intersectée par la 2°™® colonne). On parvient a corriger ces
modes en question ({h3s} et {h4} en totalité ainsi que {hi} et {h,} en partie et si nécessaire)
en ajoutant a la matrice de raideur précédente (CVI.14) une matrice de raideur dite "de
stabilisation”.

La méthode de la recherche de la matrice de raideur de stabilisation est issue des travaux
de Belytschko [1] relatifs a un élément "brique a 8 nceuds" ou une sous-intégration en un
seul point (=0, n= 0, { = 0) remplace une intégration compléte en huit points (2x2x2).
Cette décomposition en "modes", exposée en début de cette présentation, est étendue ici
a une intégration en & = 0 et n= 0 mais avec plusieurs points en ( ; c'est-a-dire dans
"'épaisseur".

VI.C.1. Notations

Afin d'utiliser les expressions proposées par Belytschko et ses co-auteurs dans
I'établissement de la matrice de stabilisation, on pose :

(b)=(Nx©000)=,}": (b,)=(Ny(©00)=b,[: (b,)=(Nz(000)=fb," (CVI-15)

(N)=(N(0,0,0)) = NJ" ={s}"; (CVI-16)

(N.g)=(NE©,0,0) = {N.gf" (Nin)=(Nn(0,00) = N.mj™ (N.€)=(N.£(0,0,0)) = {N.cf
(CVI-17)

Nnch=vysh} Necl=ysh,) Nenf=ysh.} Nencj=y8h.,} (CVI-18)

VI.C.2. Propriéteés utiles

- Les produits suivants sont nuls dénotant ainsi la notion d’orthogonalité entre les
vecteurs :

(NMN.g=0  |b,)fs)=
(N)JN.mj=0 et |b,)
(N.N.cl=0  |b.)is}=

(CVI-19)

<
S~—
—~—
wn
——
Il
o O O

- Le produit entre la matrice des vecteurs <bx>,<by>,<bz> et la matrice des coordonnées
des nceuds de I'élement donne la matrice identité :
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(b.)
{(by%.[{xs} ive {ZL}]=3[1! (CVI-20)

La relation (CVI-20) est simple a démontrer :

] (M) H{NE (Ne)
(b,}|= <§y> =[37] <En> et comme [J]%Nn%[{xﬁ} {Yf }| {ZE}] ,ona:
(b.)] |(N.2) (N.¢) (N.¢)

La simple définition des vecteurs {S}, {a1}, {az}, {as}, {hi}, {h2}.{hs} et {h4} donne :

(S).{a,}=0 pour ¢=1,2,3;
(a, ).} =0 pour o =1,2,34; (CVI-21)
(hy)-4h, } =85, pour a =B =1,2,3,4.

Les derniéres propriétés, pour o. = 1..4, sont :

(b, )4h.}=0; (b,).bh,}=0; (b,).bh,}=0 (CVI-22)

VI.C.3. Champ de déplacement

Ce champ de déplacement, utile a I'établissement des déformations, est défini sous la
forme de trois composantes (u, v, w) dans le repére local telles que :

U=a,, +a,.X +a,.y +a,,.z+c,, mE+cC,.EC+Cy,.EN+Cy .ENE
V=23, +3a,.X +a,Yy +a,.2+C,ni+C, .E0+Cy En+Cy,ENC (CVI-23)

W =a,, +a,,X+a,.y+a,, Z+ C,, NE+¢C,,.EC+Cy,.En+Cy,.ENC
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En considérant ces translations aux 8 nceuds (i, j, k, I, m, n, o, p) de I'élément, on obtient :

{ i}zaow{s} +axu'{ E}+ayu'{ Le}+azu'{zﬁ} +Clu'{hl}+CZu'{h2}+C3u'{h3} +C4u'{h4}
Us }= a0, {8} +a, {XE [+ a, YE fra, 28] 4oy il +codhy oo, o) +ey, ) (CVI24)
{Ui}:aOW.{S}+ axw.{xf}+ ayw.{Yf}+azw.{Zf}+clw.{h1}+CZW.{h2}+c3w.{h3}+c4w.{h4}

Les coefficients a,a,,a, (i = u, v, w) sont facilement déterminés a partir du produit des

vecteurs <bx>,<by>,<bz> par les translations (CVI-24) en considérant les propriétés
précisées préecédemment (relations (CVI-15) a (CVI-22)) :

bl au=0,) U a, =0,
o) 5 a, =, )Must o e, =) (CVI-25)

DO e -] :

a
a,
a

(b,)-{uz)

Ces mémes translations multipliées par les vecteurs (y,),(y,).(vs).(ys) permettent
d’avoir les coefficients ¢, (i= u, v, w), avec a variantde 1 a 4 :

= (y.)4u5}
- <<ya>>.{{Uf,} (CVI-26)
=(Ya) Vs

ol

— (h) XD, - (h,)AYE Do, f- () 4zE Db, )

Le champ de déplacement devient en intégrant les termes des coefficients sus déterminés
dans I'expression (CVI-23) :

ou: {y,f=4(h

u=ay, +(b, U5 x + (o, ) U5y +

+< 2>{ } &G +(y 3>{U9}Fvn+< g

g, +{o, )5 b +0,) 05y +(0,)05 2 () 0 e
+< UL EC {3 A0S Jem+ (v 4>{U$}-énc

w=a,, +(b,) {Ue}x +< >{U§}y +(b,).{U5

#(y, ) qusheg + <v3y> Ushen+(r,). {us}.anc

b, )US bz + (y,)-U2 fng
)

z

Ennotant: h, =ng ; h, =&; hy; =&n ; h, =&nC , on afinalement :

u:aOU+<<bx>-x+<by>-y+<bz> z+(y,)-h, -{Ui}
v:a0V+(bx>-x+<by>-y+<bZ> z+(y,)-h, {Ui} aveca=1a4. (CVI-27)

W =ag, +(b,)-x+(b,)-y+{b,)-z+(y,)h ){ug}
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VI.C.4. Déformations

Les déformations étant dépendantes des dérivées des déplacements locaux établis

précédemment en (CVI-27), on a alors :

= S0 ux)=ux= (b, +fr,)n, X))

ey =2y +vy)=viy =(b, )+ {r, .y}

o = 2wz e w2)= w2 = (b,) + y, .23}

ey = 2y +vo) = 2o, )+ fr v st (.0 + (rh s |
= 2020w x) = 2[(0.) + frne, 2z b+ (0, + (rh, X2

Ecrites sous forme matricielle, ces déformations donnent la matrice des déformations {g, }:

o (b.) +{va ), X

Eyy <by>+<ya>ha,y

(b,)+ (Y, )h,.2

(b,)+(y,)h,.x

(b,)+ (¥, )h,.x

2.8, (b,)+ (Y, ),z

ol : (y,)-h, esttelle que la sommation sur a varie de 1 a 4.

<bx>+<yq>ha,x

(by)+ v,y

(b,)+ (v )h..y

On pose [BY]:

(b,)+(y.)h, X

(b,)+(y,)h,.z

(CVI-28)

La nécessité d’exprimer la matrice gradient de déformations pour qu’elle puisse étre
multipliée par les translations nodales dans le repere global nous conduit a la matrice

gradient de déformations [ﬁ] telle que :

El-B,R.]

On rappelle ici que les constituants de la matrice [Re]sont établis en (CVI-4)

(CVI-29)
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VI.C.5. Matrice de raideur

Pour ‘npi’ points d’intégration en { dans I'épaisseur, la matrice de raideur obtenue avec
[ﬁ] ( CVI-29) est la méme que celle obtenue classiquement avec [B] (CVI-12) :

npi

K.]= [ i B] .[D].[é]dv} =S Bloo.c, )| P1Bo.c, |detp0.c, 4w, (CVI-30)

q=1

- Bien que (bx>,<by>,<bz> soient calculés en &=n=(= 0, la matrice [ﬁ] dépend de ¢ car
{xel{ve} {ze} dans {y,} dépendent de ¢ et il en va de méme pour [Re].

- Etant donné que tous les calculs se font en &=n= 0, les vecteurs {hz} et {h4} sont nuls et

n'interviennent donc pas dans la matrice gradient de déformations [B|. Ils n’ont donc
aucun effet sur les déformations.

En effet :
hs,X h;,& n h31X«lO’C) 0
hyyt=[7lh,mp =gl soit {hy,y(00,¢)f=10ten g=n=0
h;,z h;.¢ 0 hg,Z(0,0,C) 0
h,. X h,.& n¢ h,,x(0,0,¢)] [0
heyt = Phnt =[] ect soit Ih,,y(0,0,0)! =10t en e=n=0
h,,z h,,C En h,,z(00,¢)] |0

-De ce fait, la matrice [E~3] n'est calculée que sur a allantde 1 & 2 ( [§]= [Blz]) bien qu’il y
ait deux autres modes sabliers (un dans les modes {h1} et un autre dans les modes {hy}). Il
faut alors, non seulement chercher a stabiliser les modes {hs} et {h,} dans les déformations
mais aussi les deux autres évoqueés : plus précisément, une combinaison de {h1} et {h,}.

-Que ce soit avec [ﬁ]ou [B] le volume (V) n'est pas calculé exactement avec une

intégration en  tout en gardant £= 0 et n= 0. Il est possible d'utiliser des fonctions
d’interpolation de la forme préalablement intégrée sur le volume (Voir Annexe de ce
Complément) mais les conditions d’orthogonalité (CIV-15 a CIV-22) ne sont pas tout a fait
respectées.

L’autre possibilité utilisée ici est de calculer le volume exact puis de corriger le volume
trouvé lors de l'intégration. Par exemple :

[KC]:[IJL[é]T.[D].[ﬁldV} :%nzm[é(o,o,gq)f.[D].[E(o,o,z;q)]det[J(o,o,z;q)}4.mq; (CIV-31)

num g=1

npi
ou:V,., = Zdet[J(o,o,Qq)].4.wq et Vgt €St donne dans le listing (Pascal) joint en Annexe
g=1

de ce Complément VI.
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VI.C.6. Mise en évidence des vecteurs {y,}

Ces vecteurs {y,} servent a construire les "déformations” généralisées associées aux
modes {hz} et {h4} sous la forme :

a?,x = <Y3>-{Ui} a4x = <Y4>-{Ui}
Gy = (v5)-U5 ) et [, = (1.)4U5 (CVI-32)
aaz = <Y3>-{U§} a4z = <'Y4>-{U§}

Lesquelles déformations sont nécessaires au développement de la stabilisation des
modes {h3s} et {h}.

D’une maniéere générale, tout vecteur (y,) doit vérifier <ya>.{u;} afin d’étre "normal” a un
champ de petits déplacements de corps rigide {U;}: CoiS}H+ 01{ [“}+ cz{Y,_e}+ 03{ f} et ne
pas créer des déformations dans un tel cas quels que soient co, €4, Co, C3.

Compte tenu des propriétés d’orthogonalité et en recherchant <ya> sous la forme :

r.}=vy8fh, }+afo,}+a, b, +a,b,}, on retrouve lexpression de (v, ) telle que :

fr.t=v8(h, - ()X Db, - (h, )y b, |- (h, ) 4ze b, b (CVI-33)

VI.D. Stabilisation - développement

VI.D.1. Déformations et contraintes généralisées

Pour établir la matrice de stabilisation recherchée, l'idée est d’ajouter des "déformations
généralisées" associées aux deux modes {hs} et {hs} qui n'apparaissent pas quand on
integre en plusieurs points en ¢ tout en se plagant toujours en &=mn=0. Et, bien sdr,
trouver aussi une possibilité pour stabiliser une combinaison des deux autres modes qu’on
décide de nommer « modesl12 » parce que leur traitement sera simultané.

VI.D.1.a) a — Déformations et contraintes pour la stabilisation des modes ‘3’ et ‘4’

Les déformations qui suivent sont équivalentes a celles établies en (CVI-32) sauf qu’elles
sont multipliées par les dérivées de hz (hs = &n) et de hy (hs=E&nl) :

3 = (N5, 0y, )4US
5 = (Y)Y U8
gz—<h3,z> Yo ) U

ol h, = (CVI-34)

dux = (h4'X) 'Y4 {U
Aay = (s, Y)(Y4) {U
Uy, = (h4,Z) 74 {U

ou h, =&n.g (CVI-35)

|
|
|
|
|
}

e
X
e
y
e
z
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Aux déformations « généralisées » (G, Gy, Gs,) et (G, Gy Gs,) (CIV-32), vont

correspondre respectivement les "contraintes” ng,@y,@Z et 64X,Q4y,54z comme

exprimées ci-dessous avec une loi de "comportement” donnée ou les Dj proviennent de la
matrice [D] en élasticité (relation CV1-13) ou de la matrice [D®"] en élastoplasticité.

§3x Haw-D11 | Hsy D1z | Hawo Dig Oy
93y = H3xy'D12 H3yy'D22 H3yz'D23 . aay (CVI-36)
Qs, Hsx Dis | Hay Do | Hap, Dgg s,
§4x H Dt H4xy Dy, | Haxe D | | ax
94y = H4Xy.D12 H4yy D,, H4yZ.D23 . a4y (CVI-37)
Qu. Hye D1z | Hay Das | Hyzp Dag [

En reprenant I'expression de {N} donnée en (CVI-1), ces déformations (CVI-32)
devraient étre :

U3x =(h3,X)<’Y3>.{U§} Uy = (hs’Y)<'Ys>-{U$} O3, = (h3,Z)<’y3>.{U§} ou h3 =&n ;
O = ()T )02} 5 dyy = (¥ )UE 5 au, = (h,,2)(y,)U2 ) ot hy =mg

A ces déformations correspondraient les contraintes : Q,,, Qs,, Q,, €t Q,,,Q,,,Q,,:

Q3X Dll D12 D13 q3x
Qay (=|D12 | Dy | Dos [0y (CVI-38)

QSz Dis | Dy D33_ ds,

Q. Dy, | Dy, | Dy | [0y
Quyr=|D1y | Dy | Dy |40, (CVI-39)

Q4z Di; [ Dy D33_ A4,

Q3X 63x
On tire de 'équivalence énergétique [[[((ds, dg, 05, )4Qqy AV =(Cs Ty, Ty, )4 Qs
QSZ 632

les facteurs suivants :
Hax = [[] (s, %)-(hg )0V 5 Hyy, = [[(hs,y).(he ¥).0V 5 Hay, = [[[(h312).(0;,2).dv ;
Hay = [[[(13.%0.(05.9).0V ; Hyy, = [[[(hs,%).(05,2).0v ;5 Hy, = [[[(hy.y).(h;.2).dv

Le calcul des facteurs (Hg,, ,Hs,, ,Hs,, Hsyy  Ha s Hayy s Hy s Hayy s Hap s Hayy s Ha s Hay ) NE

peut se faire en plusieurs points (npih) dans "I'épaisseur”, c’est-a-dire en { qu’apres une
intégration en 2x2 points en & et n car, comme nous l'avons montré a cause de la
présence des modes {hs} et {hs}, il n'est pas possible de se placer en £=n = 0 pour
calculer ces intégrales.

3xx ! 3zz" "3xy ' "3xx '  "3yz 1" 4xx? 4zz 7" T4xy 1" T4xx !
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Chacun de ces facteurs se calcule comme pour le cas qui suit :

i

npih

Hao = [[[ (3, %).(h5,).dv, s0it oy = 3D (.95 +&,.95).detI(E,m, . Go)-o, .0,

g=1 r=1

P& =83 = ﬁi §2:§4:ﬁ; ﬂ1=ﬂz=—ﬁ; ﬂ3=ﬂ4=ﬁ sont les points
d’intégrations de Gauss et o, = 1 est le poids.
NI
brEenol=[3% 35 31| estlinverse de la matrice jacobienne.
Ja Ja Ja
VI.D.2. Matrice de stabilisation
Les facteurs H3xx, H3yy, H3zz, H3xy, H3xz, H3yz, H4xx, H4yy, H4zz, |_|4xy, H4xz, |_|4yz, étant
supposés calculés, on s’intéresse a la matrice de stabilisation [KS] qui est la somme de

deux matrices [Kg] et [ j] : 'une associée au mode ‘3’ et 'autre associée au mode ‘4.
Ces matrices de raideur pour la stabilisation sont obtenues en partant d’'une équivalence

eénergétique sans couplage comme c’est le cas ci-apres pour la détermination de [K;]

63x Haw D11 | HaxyDip | Hayo Dig <Y3>{Ui}
<53x Oay asz>- §3y =<<Ui>{Y3} <U§>{Y3} <Ue>{Y3}> Hayy Do | Hayy Doy | Hay, Do |. <73>{U§}
Qs, Hsy, -Dis H3y D,s | Hap, Das <'Y3>{U§}
stx-Dll{Y3}<Y3> Hs Dlz{Y3}<Y> L P Dla{Y3}<Y3>_ {i}
:<<U§> <U§> <U§>> H3xy-D12{V3}<V3> H3yy D22{73}<Y3> H3yz D23{V3}<V3> U;}
H3XZ.D13{y3}<y3> H3yz D23{73}<Y3> Hs., D33{Y3}<Y3> { 3}
o
(G Ty ) Qs p = (U )3 Hut ) (CVI-40)
Q3z

Pour stabiliser les modes {h3} et {h4}, les matrices de raideur se présentent ainsi :

H,, D H, D H. D
K5 ]=| HagDua s ¥} | Hay Dot K¥5) | HayuDos 1Y K¥s ) (CVI-41)
H.. D H.. D H,.D

I
w
x
N
o
w
~
<
w
—
=<
w
L
w
<
N
N
w
~
<
w
T
=<
w
L

H4XXD11{Y4}<Y4> H4xyD12 {74}<Y4> H4XZD13 {YA}<Y4>
[ j]: H4xyD12 {74}<Y4> H4ny22 {74}<Y4> H4yzD23 {74}<74> (CVI-41)
_H4xzD13 {Y4}<Y4> H4yzD23 {Y4}<Y4> H4zzD33 {’Y4}<’YA>
Il_zgf\oge Lyon CV|'16 BASSA ngﬁ)
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Ces deux matrices sont obtenues dans le repere local de I'élément. Leur passage dans
le repere global grace a la matrice de passage [Re] (CVI-4) donne [K;] et [Kj].

Précisément, en reprenant la relation (CVI-40) on peut traduire les déplacements du
repére local dans le repére global afin de transformer [K:] en [K;] comme suit :

(us)ks et =) ks Hu, ) soitalors (UR.TTK: IR JU. } = (UG )3 Hu. }

Avec {U,} les déplacements dans le repére global (CVI-3) et <Uf>=<U§ Uy U§> les
déplacement dans le repere Local (CVI-2)

Les matrices de raideur dans le repere global [Kg] pour le mode ‘3’ et [Kj] pour le
mode ‘4’ ont les expressions suivantes :

ksl=[Ri1K: R, ] (CVI-42)

k:]=RI]K: IR, ] (CVI-43)
Et la matrice globale de raideur pour la stabilisation dans le repére global est donc:

ke ]= ks ]+ [k ] (CVI-44)

VI.D.3. Efforts internes

En général, une sommation est faite entre les efforts internes dus aux contraintes {G.} et
ceux de stabilisation de telle sorte que : { int }: {F§}+ {F;t}

Du fait que {ge}= [éJ{Ue}, on calcule les efforts internes dus aux contraintes comme suit :

Fei= [ [é]T fo. ldv (CVI1-45)

Pour I'élément, les efforts internes de stabilisation proviennent de la somme des efforts
internes de stabilisation des modes ‘3’ et ‘4’ ({F§} et {Fj }) directement en repere global :

Fol=F (CVI-46)

Dans les forces de stabilisation des modes ‘3’ et ‘4’, on fait apparaitre les matrices
gradient de stabilisation liees a chaque mode ; [Bi] et [Bf] En effet, considérant le cas du
mode ‘3, on part de la forme classique des efforts :

F:
Fol= Q S H (CVI-47)
F
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La relation (CVI-41) sous la forme suivante permet de développer les efforts de
stabilisation (CVI-47):

V3 HswD11 H3xyD12 Hs,Dis || V3
[Kas]z V3 . H3xyD12 H3ny22 H3yzD23 Ys
V3 | Hs.Dis H3yzD23 Hs,,D3s V3
Y3 ] HsxD1s H3xyD12 stles_
ou on pose : [Bj3]= Vs et [Dg]: H,,,D1, | Hay Doy | Hyy,Dys
Y3 | Hs.Dis H3yzD23 H3zzD33_

Alors, la relation de l'effort de stabilisation du mode ‘3’ (CVI-47) et celui du mode’4’
devient :

63x npi 63x §4x 64)(

F5)= " Bsl @, tdo= 3 "BsHQy, o, ot )= TR Q,, fdc =Y TBi L, o,
QBZ - Q3Z Q4z - Q4z

Rappel : les « contraintes » Gsx,aay,ah et 64X,64y,64z sont définies comme suit :

Qs G
Q, 1= b3} B R.Ju*}=Ips - [Bs Ju* )= b3 -,
Qs, Ts,
Qu W
Q, (=] By IR Jusf= b ) B2 furt=[o2 ],
Qs Qs
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VI.E. Stabilisation — Autre possibilité

Précédemment, les matrices de raideur de stabilisation des modes ‘3’ et ‘4’ ont été
calculées par une intégration suivant . Cependant, ce calcul peut étre effectué en E&=n= 0
et {= 0 moyennant un module particulier quand I'état du matériau est élastoplastique.

Q3x GSX
L'équivalence énergétique [[[((ds, sy s, )4Qsy AV = (Go, T, T, ). §3y donne :
Q3z Qaz

Haw = [[[ 0220500V 5 Hyy, = [[[(h,¥)-(h5 )0V 5 Hyy, = [[[(hs,2).(h5,2) v
Hay = [[[(h3.%).(s 0.0V 5 Hy, = [[[(hg,).(03,2)0v 5 Hy, = [[[(hs.y).h,2).dv .
Pour calculer complétement ces intégrales ; il faut intégrer en 2x2x2 pointsen &, n, € :

1 .: . 1
—+:i=1357 ; M, =———:i=1256 ; { = [i=1234 ;
J§ =TT =75

&=
[1=2,468 ; [1=3478; 11=5,6,78 ; o =1
§| \/5 nl \/5 C \/g

NN RN

Par exemple. : Hy, = > (1,02 +5,.9)° det3(g,m, )] ot e el = |92 03 32 |
i=1 1 -1 -1
J31 J32 ‘]33

Les facteurs H3xx, H3yy, H3zz, H3xy, H3xz, H3yz, H4xx, H4yy, H4zz, |_|4xy, H4xz, |_|4yz, étant

calculés, la matrice de stabilisation [KS] est la somme de deux matrices [Kg] et [Kj]
telles qu’en partant de I'équivalence énergétique (CIV-40), on détermine :

H3xle3{Y3}<Y3> ) ) )
[K;]z H3xyD12{Y3}<YS> H3WD22{73}<73> H3yzD23{YS}<Y3> ; idem (indice 4) pour [Kj]'
H., D

32z 33{ 3}<Ya>

Ces matrices sont calculées dans le repere local de I'élément défini en E&=n=C= 0. Avant
'assemblage, il convient de les exprimer dans le repére global de telle sorte que :

(O e Hue b= (00 J ke Hucy o [e = K3+ <2 = ke = REK®JIR.]

Afin d'éviter une raideur trop importante en élastoplasticité, le module d‘Young utilisé
pour calculer les facteurs Dij peut étre remplacé par la moyenne des modules tangents
pris dans I'épaisseur :

npi

E, = Ey)/npi; do=E,.de; do =H.de, ; do =E.dg, ; de=dge +de,= E, =EH/(E+H').
g=1
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VI.F. Etude non-linéaire

VI.F.1. Matrice de raideur géométrique

<Of>.[K Ue ” 0y, .oy Uy, Ldv <Ue>[K Ue < > +< > 1{ i}

Sy Oy du,x ux| [(N,x(0,0,8))

(O lcHusi=lfax ay az) 0y 0, Huyldy ; uyh=| (Ny00.0) 2]
x Oz Oy (UZ uz) |(N,z(00,0)

Go Oy Oy {v,x V, X _<N,x(0,0,§)>

Q

(O ) Hust=[[fx @y @20, o, o, vyiav:fvyp=|(Ny(00.2) ;]
» Os On|(V.Z v.z| [(N,z(00,8))

) (N,x(0,0,¢))
<U§>.[K§V]{U§}:'”J.<\Tv,x W,y W w,ydv ; dw,y =] (N,y(0,0,¢)) fue}
(N,2(0,0,%))
(N, x(0,0,2))
En posant : [NZ]: <N,y(0,0,§)> . ; on peut écrire simplement les opérateurs gradients
(N,2(0,0,2))

de utiles au calcul de la matrice géomeétrique (dite encore « des contraintes initiales ») :

B.1=IN:JR.]: B.I=INs IR, ]+ BB = NG JIR.]

On a alors les matrices de raideur géométrique séparées suivant les déplacements :

K.1=[[[B.] "o, 1B, Jav ; | m[B B.Jv ; [K,]=[[B

Et donc la matrice de raideur géométrique €lémentaire est :

Ko]= K+ K]+ K]

VI.F.2. Elastoplasticité

Comme précisé précédemment, si la matrice de raideur de stabilisation est calculée en
un seul point (§(=n=(=0), on peut remplacer le module de Young par la moyenne des
modules tangents obtenus aux points d’intégration (5 points ou plus) suivant £ lors du
calcul d'un état de contraintes plastiquement admissible.

Cependant comme la matrice de comportement élastoplastique est connue lors d’'un
schéma implicite, il semble préférable - du point de vue précision et non pas temps de
calcul ! - de I'utiliser et de calculer la matrice de stabilisation par une intégration suivant C.
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VI.F.3. Efforts internes

Lors d’un calcul incrémental, il y a deux possibilités pour gérer les efforts internes relatifs a
la stabilisation :

- sommer les contraintes {Q,} et {Q,} & chaque itération avant de calculer {Fse} ;
- sommer les efforts internes a chaque itération :{FSe }(— {FSe }+ {dFj} ou {dFSe} est calculé
avec les accroissements {dQ, } et {dQ, | relatifs a I'tération considérée.

Dans le second cas, il est inutile de garder en mémoire les états de contraintes propres a
la stabilisation mais il convient de garder I'histoire des efforts internes correspondants.

VI.G.Remarque importante

Tout I'exposé précédent correspond aux notes de lecture relatives a la publication [2].
Mais d'autres publications d’Abed-Meraim et de Combescure ([3] et, surtout, [4]) ont
permis de programmer ensuite des versions actualisées qui ont conduit a I'élaboration
d'un élément solide-coque auquel a été ajouté un champ de cisaillement transversal
assumé pour donner I'élément SB8y24 décrit dans le premier chapitre.
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VI.H. Annexe

PROCEDURE matrice_BFlanagan_en_zero(x1,yl1,z1,x2,y2,z2,%x3,y3,23,x4,y4,74,
x5,y5,z5,x6,y6,z6,x7,y7,z7,%x8,y8,z8:DOUBLE;
VAR B:mat_3 8; VAR volume:DOUBLE);

VAR i : INTEGER;

BEGIN
(* <bx> *)
B[1,1]:=y2*(z6-z3+2z5-z4)+y3*(z2-z4)+
y4*(z23-z8+z22-25)+y5*(28-z6+z4-z2)+
y6*(25-22)+y8*(z4-25);
B[1,2]:=y3*(z27-z4+z6-z1)+y4*(z3-z1)+
y1*(z4-2z5+23-26)+y6*(25-2z7+z1-z3)+
y7*(26-2z3)+y5*(z1-z6);
B[1,3]:=y4*(z8-z1+z7-z2)+yl*(z4-z2)+
y2*(z1-z6+24-27)+y7*(26-z8+z2-z4)+
y8*(27-z4)+y6*(z2-27);
B[1,4]:=yl1*(z5-z2+z8-z3)+y2*(z1-z3)+
y3*(z22-z7+z1-28)+y8*(z7-z5+z3-z1)+
y5*(28-z1)+y7*(z3-28);
B[1,5]:=y8*(z4-z7+z1-2z6)+y7*(z8-z6)+
y6*(27-22+28-21)+y1*(22-24+26-28)+
y4*(z1-z8)+y2*(z6-z1);
B[1,6]:=y5*(z1-z8+22-2z7)+y8*(z5-z7)+
y7*(z8-23+25-22)+y2*(z23-z1+z7-z5)+
y1*(z2-z5)+y3*(z7-2z2);
B[1,7]:=y6*(z2-2z5+23-28)+y5*(z6-z8)+
y8*(z5-2z4+26-23)+y3*(z4-z22+28-76)+
y2*(z23-26)+y4*(z8-z3);
B[1,8]:=y7*(z3-z6+z4-25)+y6*(z7-z5)+
y5*(z6-z1+z7-z4)+y4*(z1-z3+z5-z7)+
y3*(z4-z7)+yl1*(z5-z4);

(* <by> *)

B[2,1]:=z2*(x6-Xx3+Xx5-x4)+z3*(x2-x4)+
z4* (X3-x8+x2-Xx5)+z5* (x8-Xx6+x4-x2)+
z26*(x5-x2)+z8*(x4-x5);

B[2,2] :=z3*(X7-Xx4+Xx6-x1)+z4* (x3-x1)+
z1* (X4-x5+x3-Xx6)+z6* (X5-X7+x1-x3)+
27*(X6-x3)+z5*(x1-x6);

B[2,3]:=z4*(X8-X1+X7-x2)+z1*(x4-x2)+
22* (X1-X6+X4-X7)+z27*(X6-X8+X2-x4)+
z28* (X7-x4)+z6*(x2-X7);

B[2,4] :=z1*(X5-x2+x8-x3)+z2*(x1-x3)+
23*(X2-X7+x1-x8)+z8* (X7-x5+x3-x1)+
z5*(x8-x1)+z7*(x3-x8);

B[2,5]:=28*(X4-X7+x1-Xx6)+z7*(x8-x6)+
Z6* (X7-%x2+x8-%x1)+z1*(X2-x4+x6-x8)+
z4*(X1-x8)+z2*(x6-x1);

B[2,6] :=25*(X1-x8+x2-x7)+z8* (X5-x7)+
Z7*(X8-x3+x5-x2)+z2* (x3-x1+x7-X5)+
z1*(x2-x5)+z3*(X7-x2);

B[2,7]:=26*(Xx2-x5+x3-x8)+z5*(x6-x8)+
28* (X5-X4+x6-x3)+z23* (x4-Xx2+Xx8-X6)+
z2*(X3-x6)+z4*(x8-x3);

B[2,8]:=z7*(x3-x6+x4-x5)+z6* (X7-x5)+
z5* (X6-X1+X7-x4)+z24* (X1-Xx3+Xx5-X7)+
z3*(X4-x7)+z1*(x5-x4);

(* <bz> *)
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B[3,1]:

B[3,2]:

B[3.,3]:

B[3.4]:

B[3,5]:

B[3,6]:

B[3,7]:

B[3.8]:

=x2*(y6-y3+y5-y4)+x3*(y2-y4)+
x4*(y3-y8+y2-y5)+x5*(y8-y6+yd-y2)+
X6*(y5-y2)+x8*(y4-y5);
=x3*(y7-y4+y6-y1)+x4*(y3-yl)+
X1*(y4-y5+y3-y6)+x6*(y5-y7+yl-y3)+
X7*(y6-y3)+x5*(yl-y6);
=x4*(y8-yl+y7-y2)+x1*(y4-y2)+
X2*(y1l-y6+y4-y7)+x7*(y6-y8+y2-y4)+
X8* (y7-y4)+x6*(y2-y7);
=x1*(y5-y2+y8-y3)+x2*(y1l-y3)+
X3*(y2-y7+yl-y8)+x8*(y7-y5+y3-yl)+
x5*(y8-yl)+x7*(y3-y8);
=x8*(y4-y7+yl-y6)+x7*(y8-y6)+
X6*(y7-y2+y8-yl)+x1*(y2-y4+y6-y8)+
xX4*(yl-y8)+x2*(y6-yl);
=x5*(y1l-y8+y2-y7)+x8*(y5-y7)+
X7*(y8-y3+y5-y2)+x2*(y3-yl+y7-y5)+
X1*(y2-y5)+x3*(y7-y2);
=x6*(y2-y5+y3-y8)+x5*(y6-y8)+

X8* (y5-y4+y6-y3) +x3*(y4-y2+y8-y6)+
x2*(y3-y6)+x4*(y8-y3);
=X7*(y3-y6+y4-y5)+x6*(y7-y5)+
X5*(y6-yl+y7-y4)+x4*(y1l-y3+y5-y7)+
X3*(y4-y7)+x1*(y5-y4);

{trois possibilites}

volume:=(B[1,1]*x1+B[1,2]*x2+B[1,3]*x3+B[1,4]*x4+
B[1,5]*x5+B[1,6]*x6+B[1,7]*x7+B[1,8]*%x8)/12.0;

{

Volume:=(B[2,1]*y1+B[2,2]*y2+B[2,3]*y3+B[2,4]*y4+
B[2,5]*y5+B[2,6]*Yy6+B[2,7]*Yy7+B[2,8]*y8)/12.0;

Volume:=(B[3,1]*z1+B[3,2]*z2+B[3,3]*z3+B[3,4]*z4+
B[3,5]1*z5+B[3,6]*z6+B[3,7]*z7+B[3,8]1*28)/12.0;

}

FOR i:=1 TO 8 DO
BEGIN
B[1,i]:=B[1,i]/(12.0*volume);
B[2,i]:=B[2,1]/(12.0*volume);
B[3,i]:=B[3,i1]1/(12.0*volume);
END;

END;
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