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Introduction générale

Au cours des derniéres décennies, le déploiement massif de réseaux de sismométres et I’acquisition de
données de qualité croissante a permis I’essor de la tomographie sismique a I’échelle du globe. La volonté
de synthétiser les nombreuses observations (e. g. temps d’arrivée des ondes de volume, vitesses de phase
des ondes de surface) a conduit a I’élaboration de modeéles de Terre «<moyens» dans lesquels les propriétés
sismiques ont une dépendance radiale. Parmi ces modeéles représentatifs de la structure au premier ordre
de la Terre, on peut citer PREM (Dziewonski and Anderson 1981) et IASPEI91 (Kenneth and Engdahl
1991). On trouvera également dans Nolet et al. (1994) une compilation de modéles régionaux 1D pour
les vitesses des ondes P et S. L’étude extensive des ondes de surface a alors permis de caractériser les
variations a grande longueur d’onde autour de cette configuration sphérique et de les corréler de fagon
satisfaisante avec la tectonique de surface (Romanowicz 1991, Ritzwoller and Lavely 1995, Dziewonski
1995). Parallélement, de nombreux travaux, basés sur I’utilisation des ondes de volume, ont tenté d’ima-
ger des structures tridimensionnelles qui jouent un r6le important dans la dynamique du manteau. On
peut citer I’exemple du recyclage des plaques a I’aplomb des zones de subduction (Grand 1994, van
der Hilst et al. 1997) ; la détection des panaches ascendants (Nataf and VanDecar 1993, Vinnick et al.
1997a) ; la caractérisation du couplage thermique et chimique entre noyau et manteau (Jeanloz 1990,
Weber et al. 1996) ; la cartographie de la topographie des discontinuités du manteau supérieur (Shearer
and Masters 1992, Chevrot et al. 1999). Toutes ces études illustrent la complexité de la structure tri-
dimensionnelle de la Terre et suggerent une distribution spatiale d’hétérogénéités a toutes les échelles.
Par ailleurs, les études numériques de la convection dans le manteau présentent de larges spectres de
variations de température qui confortent cette prédiction (e. g. Bunge et al. 1997).

Afin d’augmenter la résolution des modeles tomographiques globaux, il faut désormais tenir compte de
I’influence des structures a petite &chelle sur les données sismiques observées en surface. Pour cela, il est
nécessaire de dépasser les approximations utilisées classiquement dans la résolution du probléme direct
(Clévédé et al. 2000). En effet, pour des raisons de faisabilité, les méthodes inverses en tomographie
globale sont basées sur une formulation simplifiée de I’équation des ondes. Le calcul des temps de trajet
des ondes de volume est par exemple effectué dans I’approximation haute fréquence de la théorie des
rais ; quant a la modélisation des ondes de surface, elle est classiqguement basée sur une théorie de Born
au premier ordre et sur une approximation asymptotique d’ordre zéro.

A I’heure actuelle, les outils théoriques et numériques développés pour la résolution du probléme di-
rect permettent difficilement de calculer la solution compléte de I’équation des ondes dans des modeéles
réalistes d’hétérogénéités. Dans I’approche la plus utilisée en sismologie globale, le calcul de sismo-
grammes s’effectue par sommation des modes propres de la Terre. Dans le cadre d’une description phy-
sique générale, une série de modes propres de référence est calculée dans un modéle sphérique, élastique,
auto-gravitant, sans rotation et éventuellement anisotrope. La prise en compte de I’atténuation *, de I’el-
lipticité due a la rotation ou de variations latérales des paramétres élastiques est traitée comme une
perturbation autour de la solution du probléme de référence. Le calcul des modes propres du modéle

1. Dans le cas anélastique et elliptique, la solution de référence doit étre anélastique (Lognonné 1991).
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perturbé nécessite de coupler deux a deux tous les modes de la solution de référence 2. En général,
les modes propres ainsi que les perturbations asphériques sont exprimés sur une base d’harmoniques
sphériques généralisés. Cela permet d’adapter la taille du probléme a résoudre a la fois au spectre du
signal et a la taille des perturbations. Cependant, pour traiter le cas d’une hétérogénéité localisée, le cou-
plage entre les modes dans une perturbation au premier ordre doit étre suffisamment général (Capdeville
et al. 1997) et il semble que des perturbations d’ordre supérieur doivent &tre considérées (Lognonné and
Clévédé 1997). Dans tous les cas, la taille du probléme a résoudre varie de fagon fortement non-linéaire
avec la fréquence du signal propagé. Pour cette raison, les calculs de formes d’onde dans des modéles
hétérogénes asphériques sont a ce jour limités aux seules ondes de surface.

Dans ce travail, on a cherché a appliquer a I’échelle globale des méthodes numériques calculant le champ
d’onde complet en espace-temps afin de surmonter les limitations exposées plus haut et d’avoir en plus
acces a la propagation du champ d’ondes dans le milieu. La prise en compte de I’aspect propagatif est im-
portante pour une compréhension plus fine de la sensibilité du champ d’ondes a une distribution donnée
d’hétérogénéités. De plus le calcul du champ complet, peut permettre de quantifier les approximations
effectuées dans les méthodes d’inversion. Avant de choisir parmi toutes les méthodes disponibles, on
peut dégager un certain nombre de contraintes a respecter. En premier lieu, on privilégie I’utilisation de
bases de fonctions localisées en espace afin de pouvoir rendre compte d’hétérogénéités de petite taille.
Ensuite, il est crucial de reproduire précisemment les conditions limites aux interfaces du modéle, en
particulier a la surface de la Terre et aux frontiéres entre milieux solide et liquide. Enfin il est important
de disposer d’un schéma numérique qui soit, d’une part explicite en temps et qui d’autre part, couplé a
I’approximation en espace, offre une dispersion minimale.

Parmi la variété de méthodes numériques, les différences finies ont depuis longtemps été appliquées
aux problémes de I’élastodynamique a deux ou trois dimensions (Alterman and Karal 1968, Alterman
et al. 1970, Boore 1972, Alford et al. 1974, Kelly et al. 1976). Elles ont largement été utilisées a des
échelles régionales dans le cadre de I’exploration pétroliére ainsi que dans certaines études d’effets de
site (Olsen and Archuleta 1996, Frankel 1993). Dans la premiére partie de ce travail, on a développé un
schéma aux différences finies appliqué a la propagation des ondes SH dans le manteau terrestre. Les
équations du mouvement sont écrites en coordonnées sphériques dans une approximation axisymeétrique,
isotrope et parfaitement élastique. La restriction au cisaillement transverse ainsi que la condition irréaliste
de symétrie permettent de s’affranchir des singularités des coordonnées sphériques. La discrétisation
spatiale est basée sur un schéma centré d’ordre deux en espace implémenté sur des grilles en quinconce
(Virieux 1984). Bien gu’exigeant en terme de nombre de points de grille par longueur d’onde propageée,
le schéma numérique permet dans le cas SH une implémentation naturelle des conditions limites a la
surface du modele et a I’interface noyau-manteau. Cependant, il s’est vite avéré que ces méthodes ne
pourraient pas &tre adaptées a trois dimensions en géométrie sphérique sans poser de sérieux problémes
de maillage. De plus, les limitations intrinséques des différences finies concernant I’implémentation des
conditions limites sur des grilles en quinconce en ont pratiqguement exclus I’usage en sismologie globale.

Au vu de I'importance des conditions de surface dans la physique de la propagation des ondes dans la
Terre, il est apparu naturel d’envisager des méthodes numériques basées sur une formulation variation-
nelle des équations du mouvement. Pour les mémes raisons, dans le cadre de I’étude des effets de site,
un travail important de modélisation a été effectué pour permettre de prendre en compte des milieux
fortement hétérogeénes présentant des interfaces déformées. Ces efforts ont notamment conduit a I’appli-
cation de la méthode des éléments spectraux (Patera 1984, Maday and Patera 1989) a I’élastodynamique
a deux, puis a trois dimensions (Priolo et al. 1994, Seriani and Priolo 1994, Faccioli et al. 1996, Ko-
matitsch 1997, Komatitsch and Vilotte 1998, Komatitsch et al. 1999, Vai et al. 1999). La méthode des
éléments spectraux est une méthode d’éléments finis qui utilise des bases polynémiales orthogonales
d’ordre élevé, issues des méthodes pseudo-spectrales. Le choix de cette approximation spatiale et d’une

2. Théoriquement, on peut définir une distance dans I’espace des modes au-dela de laquelle deux modes ne sont pas couplés.
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guadrature numérique adaptée conduit a des résultats remarquables de convergence notamment dans
I’approximation des systémes elliptiques d’équations aux dérivées partielles (Azaiez et al. 1994). L’ap-
plication de la méthode aux équations de I’élastodynamique s’est révélée également trés performante
puisqu’une dispersion numérique trés faible est observée (Tordjman 1995, Komatitsch 1997). De plus,
le choix particulier des points d’intégration et d’une base polynémiale tensorisée permet via un schéma
explicite en temps d’obtenir un algorithme naturellement paralléle associé a un colt de calcul raison-
nable. La deuxiéme partie de ce travail est consacrée a I'implémentation de la méthode des éléments
spectraux aux équations de la gravito-élastodynamique dans la Terre. Dans la description physique du
probléme, on a négligé la rotation de la Terre et on s’est placé dans le cadre de I’hypothése de Cowling
pour traiter les effets de la gravité. La premiére étape a consisté a construire un pavage de la boule a base
d’hexaedres a partir d’un maillage 2D de la sphére défini par la transformation de la «sphére cubique»
(Ronchi et al. 1996). En raison de I’augmentation des vitesses sismiques avec la profondeur, on a au
cours d’une deuxiéme étape, introduit la possibilité de déraffiner successivement le maillage de part et
d’autre d’interfaces non-conformes. On a choisi d’introduire des multiplicateurs de Lagrange pour tra-
duire les contraintes de continuité du déplacement a travers ces interfaces particuliéres et on a adopté le
méme formalisme pour les interfaces solide-liquide. On obtient ainsi une formulation hybride générale
du probléme dans laquelle le déplacement est utilisé comme variable primale dans toutes les parties
du modéle. La discrétisation de I’espace des multiplicateurs de Lagrange est basée sur une méthode de
joints (Bernardi et al. 1994, Maday et al. 1988, Anagnostou et al. 1989, Ben Belgacem 1993, Ben Bel-
gacem and Maday 1994) qui, dans le cas de la géométrie sphérique, permet d’utiliser le méme degré
d’approximation que pour I’espace des déplacements.

Pour permettre la prise en compte d’un fluide, on a utilisé un couplage de la méthode des éléments
spectraux avec une solution modale. Ce travail a été réalisé grace a la collaboration de Yann Capde-
ville dans le cadre de son travail de thése (Capdeville 2000). Le couplage solide-liquide repose sur la
construction d’un opérateur de type DtN (Dirichlet to Neumann) pour calculer la réponse en traction
d’une boule présentant une inclusion fluide. En plus d’éviter les problémes liés a la discrétisation du
fluide en déplacement (Hamdi et al. 1978, Berm(dez and Rodriguez 1994), la méthode couplée permet
de réduire de facon significative le temps de calcul et la mémoire dans les régions du modéle ou une
structure radiale est suffisante.

Le plan de la thése est le suivant :

> Dans le premier chapitre on rappelle les équations de I’élastodynamique pour un milieu élastique
et isotrope. On inclut ensuite les effets de la gravité dans I’approximation de Cowling en partant
d’un état initial ou le milieu est au repos et en équilibre hydrostatique. On présente ensuite la
formulation variationnelle des équations ou les contraintes de continuité entre sous-domaines sont
assurées par I’intermédiaire de multiplicateurs de Lagrange.

> Le deuxiéme chapitre est consacrée a I’'implémentation d’une méthode de différences finies pour
simuler la propagation SH dans le manteau. Une étude numérique est menée pour contraindre la
sensibilité des ondes réfléchies sous les discontinuités du manteau.

> Dans le troisieme chapitre, on présente en détail I’adaptation a la géométrie sphérique de la
méthode des éléments spectraux. On présente tout d’abord la construction d’un maillage non-
conforme en hexaédres permettant de paver une boule, puis on rappelle les étapes de la discrétisation
pour aboutir & la formulation algébrique du probléme, et on illustre la parallélisation de I’algo-
rithme obtenu.

> Le quatrieme chapitre est consacré a des expériences numériques menées dans des boules solides
homogénes par couches.

> Enfin, on introduit brievement la méthode couplée dans le cinquiéme chapitre et on présente
quelques expériences pour des modeles moyens de Terre.
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Introduction générale




Chapitre 1

Equations du mouvement

1.1 Introduction

Dans ce chapitre, on commence par rappeler les équations de I’élastodynamique pour un milieu parfai-
tement élastique (on néglige I’atténuation) et isotrope. Pour tenir compte de I’influence de la gravité,
on linéarise ensuite les équations obtenues autour d’un état de référence dans lequel le milieu est en
équilibre hydrostatique et au repos. Dans la perturbation des forces de gravité, on se place dans le cadre
de I’approximation de Cowling ou I’on ne tient pas compte du terme de redistribution des masses. On
présente enfin une formulation variationnelle des équations dans laquelle on introduit des multiplicateurs
de Lagrange pour traduire les conditions cinématiques de continuité sur les interfaces.

On se référe a Dahlen and Tromp (1998) pour I’expression des équations du mouvement dans le cas
général et a Valette (1986) pour les formulations variationnelles associées.

1.2 Equations de I’élastodynamique

Pour établir les équations du mouvement en sismologie, on se place dans le cadre de la théorie des
milieux continus®. Dans ce formalisme, on travaille avec la notion de «point matériel» que I’on congoit
comme un petit continuum a I’échelle duquel on définit des quantités physiques moyennes. Il est alors
possible a partir d’une vision particulaire d’établir des lois physiques a I’échelle macroscopique.

Dans tout ce qui suit, on admettra que les différents champs physiques sont suffisamment réguliers pour
justifier les écritures utilisées. On supposera notamment que ces champs sont continuement différentiables
autant de fois que nécessaire.

1.2.1 Descriptions Lagrangienne et Eulérienne

On considére un domaine ouvert et connexe de I’espace a trois dimensions et on le note Qy dans sa
position de référence exprimée relativement a un repére cartésien. Sous I’action de forces extérieures, ce
milieu va se déformer et on note §2(¢) sa nouvelle configuration a I’instant ¢. On décrit la transformation

1. Voir par exemple Germain (1980).
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de ce milieu au cours du temps sous la forme d’une application mouvement qui, a tout point matériel
initialement a la position x, associe une nouvelle position :

r(x,t) = x+u(x,t). (1.1)

Le champ de vecteurs u est le champ de déplacement qui satisfait a I’hypothése des petites perturbations :
|lu]] < 1et||Vu| < 1. Soit maintenant ¢, une quantité physique définie en tout point matériel de 2.
Pour étudier les variations de ¢ au cours du mouvement, deux approches sont possibles :

1. la description lagrangienne ou I’on suit chaque point matériel dans son mouvement en se repérant
dans un référentiel fixe (attaché a Qg),

2. la description eulérienne ol I’on se repére dans un référentiel lui méme en mouvement (attaché a
Q(t)).
On désigne par des indices L et F les variations de la quantité ¢ dans ces deux approches, de fagon

consistante avec les notations utilisées par Dahlen and Tromp (1998). Le lien cinématique entre ces deux
descriptions s’écrit :

q"(x,t) = ¢" (r(x,1),1) , (1.2)
et les deux descriptions coincident a I’instant initial :

¢"(x,0) = ¢"(r(x,0),0) = ¢°(x). (1.3)

1.2.2 Mesure de déformation

On considere deux points matériels voisins situés en x et x’ = x + dx dans la configuration de référence
et dont les positions sont r et r’ = r + dr a I’instant . On note F le gradient de la transformation,
c’est-a-dire le tenseur d’ordre 2 qui relie les quantités infinitésimales dx et dr: dr = F - dx.

On adonc d’aprés (1.1):
F =1+Vu. (1.4)

Pour caractériser la déformation au sein du milieu on s’intéresse & la variation de longueur d’un vecteur
infinitésimal au cours du mouvement. D’aprés ce qui précéde on a:

|dr|? - ||dx|* = dx” [FT-F -1]dx. (1.5)

Le tenseur intervenant dans cette expression est appelé tenseur des déformations de Green-Lagrange, on
lenote Eetona:

E=_(F"-F-I) = I+Vu+ (Vo) + (Vu)" - Vu (1.6)

N | —

Sous I’hypothése des petites perturbations on néglige le terme quadratique dans I’expression du tenseur
de Green-Lagrange, ce qui conduit a introduire le tenseur des déformations finies associé au champ de
déplacement u:

e(u) = Vu+ (Vu)T. (1.7)
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1.2.3 Tenseurs de contrainte

On considére dans le milieu & I’instant ¢ un élément de volume w(t) de surface dw(t). On décrit I’ac-
tion du milieu Q(¢) sur I’élément de volume par une densité de forces sur la surface dw(t). On note
dff(x,t,nt) la densité de force s’exercant & I’instant ¢ au point x d’un élément de surface dont le vec-
teur normal est n?. L’hypothése de travail de Cauchy est que cette force dépend linéairement du vecteur
normal, ce qui conduit & introduire le tenseur des contraintes de Cauchy T# :

dff(x,t,n’) = TF(x,t) - n’(x,t)dx?, (1.8)

ou n’ dx* est I’élément de surface orientée. La description eulérienne utilisée dans (1.8) rappelle que les
composantes de T# sont exprimées dans le repére cartésien attaché a €(¢). La description lagrangienne
du tenseur de Cauchy est:

TE(x,t) = TP(r(x,1),1) . (1.9)

On définit aussi les tenseurs de contraintes de Piola-Kirchhoff de premiére et seconde espéce T F¥ et
TSK qui relient la densité de force & I’élément de surface de la configuration de référence, n® dx.0 :

dff(x,t) = TPE(x,t) - n°dx®, (1.10)
dff(x,t) = T9%(x,t) - n% dx? , (1.11)
et on montre que:
TP = gF-t.TF (1.12)
K = gFt.TL.F T, (1.13)

ou J est le jacobien de la transformation associée au mouvement.

1.2.4 Dérivée particulaire

On rappelle ici les propriétés des dérivées particulaires qui seront utilisées pour déduire les lois de conser-
vation.

Dérivée particulaire d’une fonction de points.  Soit q¥ la description eulérienne d’une quantité phy-
sique tensorielle. La dérivée particulaire de g est définie comme

E(Xa t) E(X’ t) + VqE(Xa t) ) VE(Xa t) 3 (114)

dt ! ~ ot

ol v est la vitesse eulérienne au point x et a I’instant ¢. Dans le cas d’une fonction de points, la dérivée
particulaire n’est donc autre que la dérivée totale et une simple dérivation composée permet d’obtenir
(1.14).

Dérivée particulaire d’une intégrale de volume. On considére maintenant une quantité physique Q¥
attachée a un élément de volume w(t) et dont la densité est g :

Q") = / q”(x,t) dx . (1.15)
w(t)
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La dérivée particulaire est définie comme la dérivée totale de la quantité Q¥ par rapport au temps. La
difficulté du calcul réside dans le fait que le volume d’intégration dépend lui-méme du temps. On donne
ici sans démonstration I’expression de cette dérivée :

d By _ 9 g AE o o E
%Q (t) = /{:}(t) [&q (x,t) + V- (q" ®@v") (x,¢)| dx. (1.16)

Cette derniére équation porte également le nom de «théoréme de transport de Reynolds». Si I’on applique
la formule de la divergence (1.132) au dernier terme de (1.16) on obtient :

d 0
EQE(t) = EQE(X, t)dx + / [@” ® v¥ -n] (s,t)ds . (1.17)
w(t) dw(t)

La premier terme traduit la variation de la quantité Q¥ en supposant le domaine w(t) fixe ; auquel il faut
ajouter un terme correcteur de flux de la quantité a travers la surface dw(t).

1.2.5 Lois de conservation

Conservation de lamasse.  Soit p la densité de masse dans le milieu. La loi de conservation de la masse
stipule qu’aucune création ou destruction de masse ne peut avoir lieu au sein d’un élément de volume
que I’on suit dans son mouvement. Cela se traduit exactement par le fait que la dérivée particulaire de la
masse s’annule :

%/(t) pl(x,t)dx = 0, (1.18)
ce qui équivaut d’aprés (1.16) a:
0 E E_FE
o pri (x,t) + V- (p"v7)(x,t)| dx = 0. (1.19)

Cela doit étre vérifié pour tout élément de volume w(t). En supposant suffisamment de régularité sur p ¥
et vP cela conduit & une égalité presque partout :

%ﬂE(x,t) + V- (p"vF) (x,1) = 0. (1.20)

Conservation de la quantité de mouvement. La loi de conservation de la quantité de mouvement
est une généralisation aux milieux continus de la loi fondamentale de la dynamique. Elle exprime que
«la variation du torseur quantité de mouvement est égale au torseur des forces appliquées au systémes».
Un torseur est pour sa part défini en tout point matériel par sa résultante et son moment par rapport a
I’origine. Le torseur quantité de mouvement est ainsi caractérisé sur I’élément de volume w(t) par:

~ sarésultante: [, pPvE(x,t) dx

— son moment : fw(t) x A pPvE (x,t) dx .

Parmi les forces appliquées au «systéme» w(t), on distingue les forces internes F;,;, exercées par le
milieu 2(¢) sur la surface dw(t), des forces extérieures F.,; encore appelées «forces de volume». On
rappelle que les forces internes sont caractérisées par le tenseur des contraintes de Cauchy (1.8) dans la
description que I’on a utilisé.
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Résultante. On peut alors écrire pour les résultantes des torseurs mis en jeu :

d

— pEvE(x,t)dx = / TE(s,t) - n(s,t)ds + / FE.(x,t)dx . (1.22)
dt Juw B (t) w(t)

Moment. Pour ce qui est de I’équilibre des moments, on peut montrer que dans le cadre de la descrip-
tion que I’on a choisi, elle équivaut au fait que le tenseur des contraintes de Cauchy est symétrique :

T} = T, (1.22)
ainsi que les tenseurs TSK et TZ. On note que ce résultat ne subsisterait plus si, en plus des forces
de contact, on avait ajouté une densité de couples de forces pour décrire I’action du milieu (¢) sur un
élément de volume w(t).

1.2.6 Forces de volume

On détaille ici les forces de volume que I’on inclue dans la description : les forces de gravité ainsi que la
source sismique.

Gravité. On note g¥ la description eulérienne du champ d’accélération de la gravité. En tout point de
I’espace, la force exercée par la gravité est définie par:

fG (x,1) = ¥ (x,1)g" (x,1) - (L23)

Cette force étant conservative, on introduit le potentiel de gravité ®Z relié & I’accélération de la gravité
par :

g¥(x,t) = Vo (x,1), (1.24)
et qui satisfait & chaque instant & I’équation de Poisson dans R3:
ADE(x,t) = 4rGpP(x,1) , (1.25)

ol G est la constante universelle de la gravité. Connaissant la distribution de densité p¥, le potentiel est
obtenu apreés résolution de I’équation (1.25) avec les conditions suivantes :

— ®F ainsi que sa dérivée normale V®¥ . n? sont continus en tout point de I’espace,

— &% admet un prolongement harmonigue en dehors du domaine de I’étude Q(t) :

ADE(x,t) = 0,Vx e R®\ Q1) . (1.26)

Source sismique. Les sources sismiques que I’on considére sont soit des explosions, soit des glisse-
ments sur des failles planes. Dans tout ce qui suit, on s’intéressera a la propagation d’ondes élastiques
en se placant en champ suffisamment lointain pour considérer que la source qui les a générées peut
étre assimilée a une source ponctuelle. On peut montrer que la distribution de forces équivalente a une
telle dislocation est un double-couple, c’est-a-dire une superposition de deux couples de forces (voir par
exemple Aki and Richards 1980). On signale que ce terme source n’intervient pas dans la loi de conser-
vation de la quantité de mouvement car pour un double-couple, la force totale ainsi que le moment total
sont nuls.
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Si I’on note ff la description eulérienne de la distribution de forces associée au double-couple, on a:
f8(x,t) = [V-mP] 6(x —x,) f(t), (1.27)

ol x, désigne la position spatiale de la source, m¥ est la description eulérienne du tenseur densité de
moment sismique et f est une fonction temporelle qui s’annule avant I’instant {¢ = 0}. m¥ est un
tenseur symétrique d’ordre 2 qui caractérise entiérement une explosion ou un glissement sur une faille.
Ainsi la composante m{? désigne I’amplitude du glissement dans la direction de la 7*™ composante sur
le plan de faille dont le vecteur normal est orienté dans la direction de la j°™ composante. On note que
si I’on assimile la source d’un tremblement de terre & un glissement sur une faille simple, la variation
de volume associée a la dislocation est nulle ; ce qui se traduit par le fait que la trace du tenseur m”
s’annule. Au contraire, & une source explosive correspondra un tenseur m¥ purement diagonal et de
trace non nulle.

1.2.7 Equations eulériennes du mouvement

Pour établir les équations du mouvement, on reprend la loi de conservation de la quantité de mouvement
(1.21). En utilisant la définition de la dérivée particulaire (1.16) ainsi que la conservation de la masse
(1.20) pour le premier terme et la formule de la divergence pour le second, on obtient :

[ [ o) s - [ vt = [ s 02s)
w(t) w(t)

w(t)

L’élément de volume w(t) étant arbitraire, on en déduit presque partout :

p* [%v“ (VvE-vE>] (1) = V- TP(x,t) = FE(x,1), (1.29)

que I’on peut réécrire en introduisant la dérivée totale du champ de vitesse :

d
pEavE(x, t) — V-TF(x,t) = FE,(x,1). (1.30)

Pour la propagation d’ondes, on néglige dans (1.29) le terme quadratique en vitesse ; ce qui revient a
confondre les dérivées partielle et totale du champ de vitesse. On obtient alors I’équation suivante en
explicitant les forces de volume ?:

PPN (1) = VTP (k1) — 0B (x, 1) = £, 0). (1.31)

L’équation (1.31) doit &tre complétée par des conditions initiales et des conditions aux limites.

Conditions initiales. On suppose qu’avant le temps {¢t = 0} les champs de déplacement et de vitesse
sont nuls, c’est-a-dire :

ux,00 = u’(x) = o0, (1.32)
au(x,O) = v'(x) =0, (1.33)

ot u et vO sont respectivement les champs de déplacement et de vitesse au temps initial.

2. Ici et dans la suite, on note le terme source £Z au lieu de ff.
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Conditions aux limites. Si Xgg est une interface qui sépare deux milieux solides, il faut assurer que
ces deux milieux restent en contact a chaque instant. Cela se traduit sur 3 gg par la condition cinématique
d’absence de glissement, de décollement ou d’interpénétration :

[lvE(xa t)HZSS =0, (1.34)

ou [| |]s désigne I’opérateur saut au travers de I’interface . Si maintenant ¥ s sépare un milieu solide
d’un milieu fluide et si I’on néglige la viscosité du fluide, alors le glissement d’un milieu sur I’autre est
possible sans qu’il n’y ait interpénétration ou décollement. Ceci se traduit par la continuité de la vitesse
normale a I’interface :

[[vE(x, t)]ssp -0 (x,1) = 0. (1.35)

En plus des conditions limites de type cinématique, il faut assurer des conditions dynamiques sur les
interfaces du milieu. Si X désigne une interface entre deux milieux, qu’ils soient solides ou fluides, le
principe d’action-réaction se traduit par la continuité du vecteur traction a travers X :

IT7 - n'(x,t)[]x = 0. (1.36)

Dans le cas d’une interface solide-fluide, la condition (1.36) impose en particulier que la traction du c6té
solide doit &tre normale a I’interface. On négligera par ailleurs I’action de I’atmosphére a la surface du
modele et la condition (1.36) sera donc une condition de surface libre :

TF .nl(x,t) = 0, Vxel. (1.37)

1.2.8 Loi de comportement

Dans un milieu continu, I’énergie totale est constituée de I’énergie interne et de I’énergie cinétique.
L’énergie interne U est une quantité thermodynamique qui peut étre stockée et transportée au sein du
milieu sous forme thermique ou mécanique. En sismologie on peut négliger les effets thermiques dans
les bilans d’énergie au vu des échelles de temps impliquées. Un milieu élastique est alors caractérisé
par le fait que I’énergie interne ne dépend que de la déformation. Ainsi, en adoptant une description
lagrangienne on a UL = UL(EL) ol E” est le tenseur de déformation de Green-Lagrange. En élasticité
linéaire on développe plus précisément cette dépendance pour obtenir :

1
Ul = U’ + T EL 4+ EEL cc: B (1.38)

ol TY représente I’état initial de contraintes et ol ¢ est un tenseur d’ordre 4 appelé «tenseur élastique»
dont les composantes sont obtenues en dérivant deux fois la relation (1.38):

out
0
cijit = P° | mop et | - (1.39)
(8E%8E@>
ce qui fait apparaitre les symétries suivantes :
Cijkl = Cijlk = Cjikl = Cklij - (1.40)

Par ailleurs, le bilan d’énergie se traduit par la description lagrangienne :

00U _ K | OE"

1.41
ot ot ’ (1.41)
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ce qui permet d’identifier le tenseur de Piola-Kirchhoff de seconde espéce :

oul
SK _ 0
T = P SEL - (1.42)

En confrontant (1.38) et (1.42) on obtient une relation entre contraintes et déformations, aussi appelée
loi de Hooke::

T =10 4 ¢: BL, (1.43)
qui se simplifie dans le cas de petites perturbations a:

TE =10 4 ¢:e(u). (1.44)
On obtient des relations similaires pour les tenseurs T et TFK :

T =T%4d:¢(u), (1.45)
TIE =70 4 4: ¢(u), (1.46)

ou les tenseurs d et a sont définis en fonction du tenseur élastique c par :

dijki = Cijkl — ng% + T9:05 + Tgk&'l,
aijkl = Cijkl + Topdj1- (1.47)

Paramétres de Lamé pour un milieu isotrope. Dans le cas d’un milieu isotrope, un tenseur élastique
cijk1 Présentant les symeétries (1.40) est complétement défini par deux parametres :

Cijkt = Adij + p(didj + idjk) (1.48)
ou d;; est le tenseur de Kronecker.

Les deux paramétres A et y sont les paramétres de Lamé et on se référera a (1.48) comme a la décomposition
de Lamé du tenseur c; ;.

1.3 Equations de la gravito-élastodynamique

Aprés avoir effectué ces rappels de mécanique des milieux continus, on est en mesure de dériver les
équations de la gravito-élastodynamique dans une Terre sphérique sans tenir compte de sa rotation. Dans
cette partie, on considére un état de référence ol la Terre se trouve dans un état d’équilibre hydrostatique.
Autour de cette position d’équilibre, on linéarise les équations eulériennes du mouvement (1.31) obtenues
précédemment. Dans cette approche, on néglige le potentiel de redistribution des masses ce qui permet
de conserver un systéme d’équations différentielles sans terme intégral sur tout I’espace.

On précise tout d’abord les définitions et notations que I’on utilisera par la suite. Dans la configuration
de référence, la Terre occupe le domaine sphérique Q0 et sa frontiére est notée 99Q°. Ce domaine est
composé de sous-domaines solides et fluides. On les note Q% et Q9% respectivement et on a:

Q% = 02und. (1.49)
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Dans le cas de la Terre, QOS est formé du manteau, de la croGte ainsi que de la graine tandis que QY% se
compose du noyau externe et des océans.

On note %% I’ensemble des frontiéres séparant deux solides et % I’ensemble des frontiéres séparant
un milieu solide d’un milieu fluide. Toutes ces notations font référence a I’état initial comme le rappelle
I’indice «0», et on remplacera cet indice par un «t» si I’on fait référence a la configuration courante a
I’instant ¢.

1.3.1 Equilibre hydrostatique dans la configuration de référence

On considére un état de référence soumis a une contrainte de type hydrostatique. L’équilibre statique
entre les forces internes et les forces de gravité s’écrit :

V-Tx) + p°(x)g’(x) =0, (1.50)

ou g est I’accélération de la gravité et ol TV est le tenseur des contraintes dans la configuration de
référence. L’hypothése hydrostatique stipule que le tenseur T© est isotrope, ¢’est-a-dire que :

T(x) = —p°(x)T vxe€Q°, (1.51)
ou pY est la pression hydrostatique et I le tenseur identité.

L’équilibre hydrostatique se traduit donc également par la relation entre champ de gravité, densité et
gradient de pression :

V(%) = p°(x) g (x). (152)
De plus, le vecteur traction doit étre continu a travers tous les interfaces du milieu. Ainsi, si ° désigne
une interface du modéle et si n®(x) est le vecteur normal au point x € X9, alors :

[IT°(x) - n°(x)[J0 = 0. (153)

Modéle admissible.  Si I’on applique I’opérateur rotationnel a I’équation d’équilibre (1.52) on obtient
(puisque g° dérive du potentiel de gravité ®Y):

vlagd = 0. (1.54)
De méme, en formant le produit vectoriel des deux membres de (1.52) par Vp° on obtient :
vplag? = 0. (1.55)

On constate donc que dans la configuration de référence, les isosurfaces du potentiel de gravité, de la
densité et de la pression hydrostatique coincident. La distribution de densité est donc nécessairement
radiale en I’absence de rotation et il en va de méme pour le potentiel de gravité et du champ de pression.
Autrement dit, si 2 est une interface sphérique de la configuration de référence alors :

Vo 0 = Vo @ = Vo p® = 0, (1.56)
ou I’opérateur V& désigne le gradient de surface, défini pour une quantité scalaire g et pour x € ¥ par:
W q(x) = Vq(x) — [Vg(x) - n(x)]n(x), (1.57)

ou n(x) est le vecteur unitaire normal a la surface ¥ au point x. On note que si la distribution de
densité présente des hétérogénéités latérales, alors la précontrainte a I’équilibre possede forcément une
composante déviatorique et I’hypothése hydrostatique n’est plus adaptée.
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1.3.2 Perturbations lagrangienne et eulérienne

Les perturbations eulérienne et lagrangienne au premier ordre d’une quantité tensorielle T sont définies
par :

TE (r,t) = ¢t [%T(r’t)]tzo’

(1.58)
Th(x,t) = ¢ [$T(x,t)],_, -
On a donc, au premier ordre en ¢ :
TE(I‘,t) = To(r) + TEI (I',t) ’ (1 59)
Ti(x,t) = TO%x) + Tl (x,t). '
Et on rappelle que la relation entre ces deux perturbations s’écrit :
T (x,t) = T (x,t) +u(x,t) - VTO(x) , (1.60)

ol VT est un tenseur d’ordre {n+ 1} si T est d’ordre n. Pour un tenseur d’ordre deux, les composantes
de VTV sont ainsi:
[VT%jk = 0TS, . (1.61)

Masse. D’aprés I’équation de conservation de la masse on a:
0
0] = = [T (1.62)
t=0

En multipliant par ¢ et en ne retenant que les termes de premier ordre en ¢ on obtient :

pEl(xat) = -V [pou] (X, t) : (163)

Tenseurs des contrainte et loi de comportement. On déduit de (1.44) la définition de la perturbation
au premier ordre du tenseur de Piola-Kirchhoff de seconde espéce :

T = cijuen(u) . (1.64)

De méme, d’aprés (1.45) et (1.46), on identifie les perturbations au premier ordre des tenseurs de
contrainte de Lagrange et de Piola-Kirchhoff de premiére espéce :

TZI}I = dijri€ri(u), (1.65)

T, = aijren(u), (1.66)

ou les tenseurs élastiques d;jx; et a;jx; sont donnés en fonction de c;;x; par (1.47). Dans ce qui suit,
on travaille uniquement avec le tenseur TX1. En effet, dans le cas d’une précontrainte hydrostatique, le
tenseur élastique d;;x; possede toutes les symétries (1.40), et il admet donc une décomposition de Lamé
(1.48). Si I’on note A, et . (resp. Aq et uq) les parametres de Lamé associés au tenseur c¢;jx; (resp. d;jx:)

ona:

_ 0
Hd = He— P,

oul pY est la pression hydrostatique.
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Gravité - hypothése de Cowling. La perturbation eulérienne au premier ordre des forces de gravité
est donnée par :

[g)"! = 8" +p"'g". (1.68)
Le terme gP! dérive du potentiel ®F1 lui-méme obtenu a partir de p! en résolvant une équation de
Poisson du type (1.25). Dans la suite, on négligera ce terme et on utilisera I’approximation de Cowling :

[og]”' (x,t) = p"'(x,t)g"(x) = —{V-[p"u](x,1)} g°(x). (1.69)

Physiquement, I’approximation (1.69) traduit le fait que les perturbations de la densité de masse du milieu
par les ondes de volume restent locales. En effet, au passage d’une onde de compression, la densité du
milieu va changer localement. On tiendra compte de cette modification dans les équations mais on ne
recalculera pas le champ de gravité lié a la nouvelle distribution des masses.

Conditions aux limites.  Sur les interfaces du milieu, on doit a chaque instant respecter les conditions
de type cinématique (1.34) et (1.35) ainsi que la condition dynamique (1.36). Il faut également tenir
compte de la continuité de la traction dans la configuration de référence (1.53).

La condition de continuité de la vitesse a travers les interfaces solide-solide (1.34) est équivalente a la
continuité du déplacement sur les interfaces de la configuration de référence :

[[u(x,2)llss, = 0. (L70)

Dans le cas d’une précontrainte hydrostatique, on peut montrer que la condition (1.35) sur les interfaces
solide-fluide équivaut au premier ordre a la continuité du déplacement normal sur les interfaces de la
configuration de référence :

[lu(x,t)[]g, -n°(x) = 0. (1.71)
De méme, les conditions dynamiques (1.36) et (1.53) s’expriment dans la configuration de référence en
fonction du tenseur T+ :

[T (x,2) - n°(x)[]z0 = O. (1.72)
Dans le cas d’une interface solide-fluide, la condition (1.72) impose que le vecteur traction TX! - n° du
coté solide doit étre normal a I’interface. De plus, en négligeant les interactions de la surface terrestre et
de I’atmospheére, (1.72) traduit la condition de surface libre :

T (x,t)-n%x) = 0, VvxeoaQ’. (1.73)

1.3.3 Equations du mouvement

En combinant I’équation du mouvement sous forme eulérienne (1.31) et I’équation d’équilibre dans la
configuration de référence (1.50), on a au premier ordre en u:
PO et) — VTP, — g (1) = £7(x,1) (L.74)
En utilisant I’hypothése de Cowling (1.69) et en faisant apparaitre le tenseur T L1 défini par (1.65), on
obtient :
pO%vE(x,t) VT —u VT (0 8) + (V- (0 w)) g t) = £ (x,f).  (LT5)
En explicitant les calculs, on est donc conduits & chercher u solution de:
82
poﬁu(xat) - V- TLI (Xat) + {V ) (pou)} go(x,t) -V (pou ) gO) (X, t) = fE(x,t) ) (1-76)

avec les conditions initiales (1.32) et (1.33) et les conditions limites (1.70), (1.71) et (1.72).
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Changement de notations

L’équation du mouvement (1.76) ainsi que les conditions aux limites (1.70), (1.71) et (1.72) ne font
intervenir que des quantités de la configuration de référence. On supprimera désormais les indices «0»
qui rappellent cette dépendance dans le but d’alléger les notations. Ainsi, on cherchera pour tout x € Q
ettout ¢ € [0, 7] le champ de vecteurs u(x,¢) solution de:

p(X)aaT];(X, t) - V. T(u) (X, t) + {V(pu)} g(x,t) -V (pu : g) (Xat) = f(X,t) ’ (1.77)

avec .

Ty (w)(x,8) = AG)V-ulx, )8 + p(x) (‘9‘” " a‘”) (x.1) (L78)
B{Bj B.’EZ
vérifiant sur les interfaces solide-solide X gg':
[|u(x7 t)”ESS =0, (1-79)
sur les interfaces solide-fluide X gp :
[|u(x7 t)HEsF ) n(x) =0 3 (180)
et sur I’ensemble des interfaces X :
[[T(u)(x,t) - n(x)[lzs =0, (1.81)
et satisfaisant aux conditions initiales :
Vx € Q, u(x,0) = %—ltl(x, 0) =0. (1.82)

1.3.4 Propriétés spectrales de I’opérateur gravito-élastique

On rappelle ici brievement quelques propriétés du spectre de I’opérateur de I’élasto-gravité qui apparait
dans I’équation du mouvement (1.77).

Cas d’une planéte totalement solide. On peut encore écrire (1.77) sous la forme suivante :

0? 1

BT;‘(X, t) — Au(x,t) = ~f(x,1), (1.83)
P

ou A est I’opérateur de I’élasto-gravité que I’on définit par son action sur tout champ de vecteur u(x)

par :

1
Au(x) = p [V-T(u) (x) = {V:(pu)} g(x) +V (pu-g) (x)] . (1.84)
Dans le cas d’un milieu élastique isotrope le tenseur des contraintes T'(u) dans (1.84) est défini par :
Tij(u)(x) = A)V-u(x)d; + p(x)(0ju; + duj)(x) . (1.85)

L’opérateur ainsi défini a la propriété d’étre auto-adjoint a résolvante compacte. Comme corollaire de
ce résultat, son spectre est constitué d’une infinité dénombrable de valeurs propres de multiplicité finie.
De I’ensemble de ses vecteurs (ou déplacements) propres, on peut extraire une base orthogonale de
I’espace des déplacements admissibles 2. Cette propriété est a la base des méthodes de modes propres
dans lesquelles la solution des équations du mouvement est développée sur la base des vecteurs propres
(les modes) de I’opérateur.

3. Voir Valette (1987) pour I’expression rigoureuse de ces résultats.
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Cas d’une planéte partiellement fluide. On consideére le cas d’un fluide parfait, compressible et non
visqueux.

Si le fluide est initialement au repos, alors le tenseur des contraintes peut s’exprimer en fonction du
déplacement en posant simplement y = 0 dans I’expression (1.85) :

Tij(u)(x) = Kd;; V-u(x), (1.86)
ou k = X est le module d’incompressibilité du milieu.

Dans I’annexe 1.A, on montre que I’action de I’opérateur A sur le champ de vecteur u s’écrit :
K K
Au(x) =V [—V-u—i— u- g] (x) + {V-u—z} s(x) , (1.87)
p p

ou le champ de vecteurs s est défini par :

s(x) = Vp(x) - Cg(x) (1.89)
et satisfait a:
1s-g = N?, (1.89)
p

ou N est la fréquence locale de Brunt-Vaisdld. Ce nombre caractérise le comportement du fluide en
présence des forces de gravité. En effet, on peut montrer que I’équation du mouvement d’une particule
fluide s’écrit dans la limite adiabatique 4:

d*¢ 2
72 +N°¢ = 0, (1.90)
ou ¢ est le déplacement de la particule. Ainsi, si N2 > 0 alors, en réponse a une perturbation de den-
sité, une particule de fluide oscillera de fagon stable autour de sa position initiale avec la fréquence N. Si
N? < 0 le fluide est qualifié d’instable puisqu’une particule de fluide pourra diverger, entrainant la possi-
bilité de mouvements convectifs a grande échelle. Un fluide pour lequel N = 0 (ou de fagon équivalente
s = 0) est quant a lui qualifié de neutrement stratifié ou encore d’isentropique. On peut remarquer dans ce
cas que le champ d’accélération est a rotationnel nul dans le fluide (a cause de la présence de I’opérateur
gradient dans (1.87)). 1l en va de méme des champs de vitesse et de déplacement d’apreés les conditions
initiales (1.82). En revanche, dés que N # 0, la possibilité de mouvements convectifs au passage d’une
onde compressive dans le fluide autorise le champ de déplacement a avoir une composante rotationnelle.

Le spectre de I’opérateur se trouve également modifié suivant que N est nul ou pas. Dans le cas d’un
fluide neutrement stratifié (N = 0), I’opérateur gravito-élastique a encore un spectre ponctuel et des
sous-espaces propres de dimension finie, & I’exception du sous-espace associé a la valeur propre 0 (le
noyau de I’opérateur) qui est de dimension infinie. Si maintenant N # 0, alors au spectre ponctuel
sismique il convient d’ajouter un spectre dit «essentiel» (par opposition au spectre ponctuel). Dans le
cas ou I’on néglige la rotation et que I’on utilise I’approximation de Cowling (1.69), le spectre convectif
est formé d’une infinité dénombrable de valeurs propres mais chaque sous-espace propre associé est de
dimension infinie®. Dans le cas de la Terre, la construction de solutions de I’équation d’onde se fait
classiquement en négligeant les modes convectifs associés au spectre essentiel.

4. \Voir (Dahlen and Tromp 1998) p.262 et les références associées.
5. Voir (Valette 1989) pour une caractérisation du spectre essentiel dans le cas d’une précontrainte quelconque.
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1.4 Formulation variationnelle

La méthode des &léments spectraux que I’on présentera ultérieurement est basée sur I’utilisation d’une
formulation variationnelle (encore appelée formulation faible) des équations du mouvement. Dans cette
partie on explicite une formulation mixte dans laquelle les conditions cinématiques de continuité du
déplacement sur les interfaces du milieu sont considérées comme des contraintes du probléme a résoudre.
Cette approche, connue sous le nom de «formulation hybride primale» (e. g. Raviart and Thomas 1977,
Agouzal and Thomas 1995), conduit & I’introduction d’inconnues supplémentaires sur les interfaces sous
forme de multiplicateurs de Lagrange.

On commence par expliciter la géométrie du probléme pour ensuite préciser le cadre fonctionnel de
I’étude. Les définitions des différents espaces utilisés sont rappelées dans I’annexe 1.B. Une formulation
variationnelle «classique» est proposée dans un premier temps (e. g. Raviart and Thomas 1983) avant la

présentation de la formulation mixte. Les intermédiaires de calcul ont été relégués dans la partie annexe
1.C autant que possible.

1.4.1 Préliminaires
Décomposition en sous-domaines

On rappelle que la Terre occupe le domaine sphérique 2 et que sa frontiére est notée 9€2. Ce domaine
est composé de parties solides et fluides notées respectivement Q° et QF :

a=0un". (1.91)

Chacune des régions solides et fluides est a son tour décomposée en sous-domaines comme cela est
représenté schématiquement sur la figure (1.1) :

K
o= oo, o = ya. (1.92)
k=1

On fait de plus les hypothéses suivantes sur la décomposition de la configuration terrestre :

> Chacun des sous-domaines est soit une boule, soit une coquille sphérique. Autrement dit, tous les
interfaces du milieu sont parfaitement sphériques.

> Il n’existe pas d’interface séparant deux sous-domaines fluides :

Vile{l...I} @ nQ, =0. (1.93)

On note alors Xgg (resp. Xsr) I’ensemble des interfaces solide-solide (resp. solide-fluide) du modéle et
3 I’ensemble de tous les interfaces :

Y= YgsUXgr UO. (1.94)
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FiG. 1.1 — Vue schématique des différents sous-domaines et de leurs interfaces utilisés dans la description
de la géométrie terrestre.

Cadre fonctionnel

A un instant ¢ donné dans [0, 77, on considére le champ de déplacement que I’on note u¢(-) = u(-, ).
Ce champ est composé des déplacements dans les zones solides (noté u®) et fluides (noté uf’). Le cadre
fonctionnel adapté & notre étude consiste a travailler dans le solide avec des espaces H' locaux et dans
le fluide avec des espaces H (div) locaux®. Plus précisément, on se place dans le cadre suivant :

L
w = (u¥,uf) eV = HH1 (@) x [ H(div,0f). (1.95)

=1

Les conditions cinématiques a satisfaire sur les interfaces entre sous-domaines solides se traduisent par :
up, = uy sur  Tip =093 NN (1.96)
et sur les interfaces solide-fluide par:
(uf —uf)-mn =0 sur TP =005 N0, (1.97)
ol uy (resp. u/") désigne la restriction de u® (resp. u’’) a Q3 (resp. Q7).
On introduit par ailleurs I’espace des déplacements qui satisfont aux conditions limites :
= {u € V*,u satisfait a (1.96) et (1.97) } . (1.98)

Compte tenu de la définition des applications «trace» et «trace normale», les conditions de continuité
(1.96) et (1.97) sont a satisfaire dans les espaces H'/2(T'?2) et H~/2(T'}[") respectivement. Dans la
suite, on utilisera la dualité entre les espaces H'/2(T") et H~'/2(T") pour exprimer les contraintes de
continuité de fagon quelque peu différente. On commence par définir sur les interfaces solide-solide la

forme bilinéaire :
%% (u => / —up) - ppgdr. (1.99)
kk'

6. Dans I’annexe 2.B, on rappelle la définition de ces espaces.
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Dans cette écriture, les champs de vecteurs u® et ;5% appartiennent a des espaces duaux. Plus précisemment,
ona:
p5 e M5 c TTH? (1F5) (1.100)
k k!

De la méme fagon, on définit une forme bilinéaire sur les interfaces solide-fluide par :
b5t (uS,uF; MSF) = Z/ (u;j — uf) -nu,le dar, (1.101)
Kl TR

ol les champs scalaires 5%, (uf" - n) et (u® - n) appartiennent a des espaces duaux :

pSt e MST c [T HY? (T3]) - (1.102)
kl

On admettra alors que les conditions cinématiques (1.96) et (1.97) sont respectivement équivalentes aux
égalités variationnelles suivantes :

v55 (u¥,p5%) =0, Vu5 e MY, (1.103)
b3F (w,ul s pSF) =0, wpsF e M5 (1.104)

Pour résumer, on a donc remplacé les contraintes ponctuelles de continuité (1.96) et (1.97) par une
formulation plus souple qui s’apparente aux moindres carrés’. Cela conduit & la définition d’un es-
pace supplémentaire (M) dont les éléments sont des «multiplicateurs de Lagrange», en référence aux
problémes d’optimisation sous contraintes. Ces multiplicateurs, qui apparaissent comme des variables
duales du déplacement, sont physiquement homogenes a des tractions sur les interfaces non-conformes.
Pour s’en convaincre, on remarque que la formule de Green associé a I’opérateur de I’élasticité (1.134)
contient un terme de surface qui couple les déplacements et les tractions.

1.4.2 Formulation faible du probléme de la gravito-élastodynamique
Formulation classique

Afin d’établir la formulation variationnelle des équations du mouvement, on commence par se placer
dans I’espace V des déplacements qui satisfont aux contraintes de continuité (1.96) et (1.97). Pour un
instant ¢ donné, on forme le produit scalaire dans I’espace L2(Q2) des différents termes de I’équation du
mouvement (1.77) avec un champ arbitraire v e V.

0%u
[ o055 veax = [ V-] v dx ~ [ (-(ow)} g v dx
+ /Q[V (pu - g)]-v(x)dx + /Qf -v (x) dx. (1.105)

Dans cette écriture, chaque intégrale comprend une somme sur les parties solides et fluides. Pour le
membre gauche de (1.105), on a par exemple :

2 Y 2. F
/Qp(x)%-v(x) dx = /Qsp(x)%-vs (x)dx + /QF p(x)%-vF (x)dx. (1.106)

7. On obtiendrait une formulation au sens des moindres carrés en considérant la dualité dans LZ(ESS).



1.4 Formulation variationnelle 29

En appliquant la formule de Green (1.134) au premier terme du membre droit et en symétrisant les termes
de gravité, on obtient:

82

/ p(x)% v(x)dx + o®(u¥,v%) + o (uf,vF) = / f-v(x)dx, (1.107)
Q Q

ol les formes bilinéaires symétriques a° et af" sont définies respectivement comme 8 :

a’(u,v) = T(u) : e(v) (x) dx +/

s QSp Sym{(v-g)V-u — u-V(v-g)} (x)dx, (1.108)

af' (uf',vl") = /QF(V-qugu-g)m(V-qugv-g) (x) dx

o ) () e

~ lells / (g-m) (u-m) (v-n) (x) dx. (1.109)

Pour obtenir la formulation (1.107), on a volontairement éliminé les termes d’interface contenant le
vecteur traction. Par exemple, aprés avoir appliqué la formule de Green a la divergence du tenseur des
contraintes, il devrait rester en surface le terme:

/ [T(u) -m]-vdl. (1.110)
o0

En supprimant ce terme, on impose implicitement la condition de surface libre. De la méme facon, en
utilisant la continuité des différents champs de déplacements, la continuité de la traction au travers des
interfaces du milieu est assurée de fagon naturelle.

On rappelle finalement que la formulation variationnelle du probléme de la gravito-élastodynamique
consiste a chercher a chaque instant ¢ € [0,7] le champ u; € V solution de (1.107) pour tous les
déplacements admissibles v € V et satisfaisant de plus aux conditions initiales (1.82). C’est cette for-
mulation qui a été utilisée dans le cas solide et en négligeant les termes de gravité par la plupart des
auteurs ayant utilisé les méthodes d’éléments spectraux pour les problémes d’élastodynamique °.

Formulation mixte

Dans cette formulation, on travaille avec des champs de déplacements qui appartiennent a I’espace V*
et on impose les contraintes de continuité entre sous-domaines par I’intermédiaire de multiplicateurs de
Lagrange.

On introduit tout d’abord I’espace produit M = M55 x MS¥. Ainsi, chaque élément p € M s’écrit
= (%, 7). On définit également les formes bilinéaires sur les espaces produits :
a(v,w) = a®(v°%,w%) + of (v, wl), (1.111)
bv,p) = b5(v5,pu%) + 07 (v v uoT). (1112)

8. Voir (1.160) et (1.170) dans I’annexe 1.C.
9. Voir par exemple (Komatitsch and Vilotte 1998) et les références qui y sont citées.
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La formulation mixte du probléme consiste alors & trouver a chaque instant ¢ € [0, 7, le déplacement
u; € V* et le multiplicateur de Lagrange A\; € M tels que Vv € V*,Vu € M :

2
/p(x)% v (x)dx + a(ug,v) + b(v,A\) = /f-v(x) dx, (1.113)
Q Q
b(uta H‘) =0 ) (1114)
avec les conditions initiales :

Vx € Q, u(x,0) = %—‘t‘(x,O) =0,
(1.115)

Vx € Ygs N Xsk, A(X,O) =0.

On vérifie que si I’on injecte dans (1.113) les fonctions tests continues de I’espace V, on trouve que uy
est solution de la formulation classique (1.107).

1.A  Annexe : Forme de I’opérateur gravito-élastique dans le fluide

Dans le cas d’un milieu fluide, on a = 0, et le tenseur T(u) s’écrit :
Tij(u)(x) = Kd;; V-u(x), (1.116)

ol x = X est le module d’incompressibilité du milieu. L’action de I’opérateur A sur le champ de vecteur
u s’écrit donc:

Au(x) = %[vw-u] (x) — {V-(pu)} g(x) + V (pu-g) (x)] - (1.117)
On utilise alors les égalités suivantes :
%V[mv-u] = V[%V-u] + {p%V-u}Vp,
;Vipu-gl = ;{u-g}Vp + V[u-gl, (1.118)

;{V-(pu)}g = ;{Vp-ulg + {Vulg,
et, puisque la précontrainte est hydrostatique dans le fluide, on a de plus:
%{u-g} Vp = %{Vp-u} g. (1.119)
En injectant (1.118) et (1.119) dans (1.117), on déduit I’expression de I’opérateur dans le fluide :
Au(x) = V [%V-u tu- g] (x) +{V-u} [%Vp - g:| (x) . (1.120)

Si I’on introduit maintenant le champ de vecteur s :

s(x) = Vplx) ~ Zg(x) (1121)

on peut alors reformuler (1.120) :

Au(x) = V [%v-u+u-g] (x)+{V-up—H2}s(x). (1.122)
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1.B  Annexe : Rappels d’analyse fonctionnelle

On considére un domaine ouvert 2 de I’espace a trois dimensions et on note I' = 92 sa frontiere. On
introduit tout d’abord I’espace des fonctions réelles de carré intégrable :

L*(Q) = {qS Q- R, / #*(x)dx < oo} : (1.123)

Q
Iintégration dans (1.123) étant & prendre au sens de Lebesgue. L’espace L2(€2) muni du produit scalaire :
(D)o = [ d0vedx (1.124)

est un espace de Hilbert. On notera L2(£2) I’espace des champs de vecteurs dont toutes les composantes
sont dans L2(Q).

En tant que distribution, chaque élément de L2(€Q2) admet des dérivées par rapport aux variables de
I’espace. On définit, pour m entier, I’espace de Sobolev H™ () des fonctions de L2(£2) dont les dérivées
jusqu’a I’ordre m sont elles-mémes dans L2(Q2) :

H™(Q) = {gs € L*(N); 9% L%(Q), Ya = 1,...,m} : (1.125)

T Oz
L’espace H™(2) étant un espace de Hilbert pour le produit scalaire :

m

() Em(y = >_(0at, 0ath)r2(q) - (1.126)

a=0
Enfin, on rappelle la définition des espaces de Sobolev de dimension fractionnaire :
H(®?) = {¢ € LX(R); (1L+] )PF(@)() € @)} (L.127)

oll s € R et ou F désigne la transformée de Fourier. H*(R3) est aussi un espace de Hilbert pour le
produit scalaire :

(¢, %) s (ne) = /ﬁs(l + €17 F(9) () F () (€)dé - (1.128)

L’espace H*(£2) est défini comme I’espace des restrictions a €2 des fonctions de H*(®?). Signalons
également que I’on peut identifier I’espace dual de H*(2) avec H *(2).

Dans notre travail, nous utilisons essentiellement I’espace H'(£2) et on note H'(2) I’espace des champs
de vecteurs dont toutes les composantes sont dans H*(€2). Dans un espace a trois dimensions, les fonc-
tions de H'(Q) ne sont pas en général continues. On supposera cependant que la frontiére T est suffi-
samment réguliére pour pouvoir définir une application «trace» linéaire et continue :

tr: HY(Q) - HY*() . (1.129)

Si une distribution ¢ € H'(Q) admet un représentant continu, alors la trace de ¢ n’est autre que sa
restriction a T.

On rappelle également la définition de I’espace H (div, Q) qui contient H*(Q):

H(div,Q) = {uel?Q); V-ue L*(Q)} . (1.130)
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Et on supposera a nouveau suffisamment de régularité sur I" pour pouvoir définir une application «trace
normale» linéaire et continue :
trn : H(div,Q) — H~2(D) . (1.131)

Rappelons maintenant quelques formules que nous avons utilisé dans ce travail. Tout d’abord la formule
de la divergence, valable pour tout champ de vecteur u € H () :

/ Veu(x)dx = / u(s) - n(s) ds , (1.132)
Q N

ou n(s) est le vecteur normal a I" au point s.

Enfin, signalons une formule de Green pour I’opérateur de I’élasticité valable pour u € H2(Q) etv €
H!(Q):

/Q 9j045(0)(x) vi(x) dx = — /Q 045(0) (x) 9jvi () dx + /F o (w)n;(s) vi(s)ds . (1.133)

Dans cette écriture, o(u) est un tenseur de contraintes relié au tenseur des déformations e(u) par une loi
de Hooke de type (1.64).

On peut réécrire (1.133) sous forme vectorielle en faisant apparaitre le tenseur des déformations associé
au champ v:

/Q[V-a(u)] -v(x)dx = —/Qa(u) ce(v)(x)dx + /[U(U) -mn]-v(s)ds. (1.134)

T

1.C Annexe : Symétrisation des termes de gravité

Cas solide

On considere ici le cas d’un sous-domaine € purement solide. On note I" sa frontiére et on suppose
gu’elle est parfaitement sphérique. On détaille comment écrire sous forme symétrique le produit scalaire
(Au, V)2 00 Au est donné par:

Au = Vipu-g] — V-{pu}g. (1.135)

On utilisera successivement les 4 formules suivantes (les deux derniéres étant les symétriques des premieéres) :

V-{p(u-g)v} = Vipu-gl-v + p(u-g)V-v, (1.136)
V{p(u-g)v} = (u-g)V-{pv} + pv-V[u-g], (1.137)
V{p(v-gu} = (v-g)V-{pu} + pu-Viv-g], (1.138)
V-{p(v-glu} = Vpv-gl-u + p(v-g)V-u. (1.139)

On commence par écrire :

(A, v) a0 = /Q (a) + (b) + (¢) + (d) d, (1.140)
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avec:
(@ = S{Viugv+@gVim}, (1.141)
(b) = S{Vipu-g v gV}, (1142
(€ = —5{(v-V-(ow) + V[pv-g -u}, (1.143)
@ = 5 {(v-&)V-(ou) ~ Vpv-g-u}. (1.144
On transforme d’abord les termes (b) et (d) en utilisant (1.136) et (1.137) :
() = {pv Vu-g — plu-g)Vv}, (1.145)
@) = S{om Viv-g — plv-g)Vu}, (1.146)
c’est-a-dire :
(b) + (d) = pSym{u-V(v-g) — (v-g)V-u}, (1.147)
ou Sym désigne la partie symétrique :
Sym {f(w,v)} = 3 {f(w,v) + f(v,w)} . (1149
Ensuite, on utilise (1.138) et (1.139) pour transformer les termes (a) et (c) :
(@)= Vipu-gv} - L{(u-g)V-v + v-Vu-g]}, (1.149)
()= — V{olv-g)u} + L{(v-g)V-u + u-Vlv-g}, (1.150)
c’est-a-dire :
(@)= Vp(u-gv} - £V{u-g)v}, (1.151)
()= - V{plv-g)u} + EV{(v-gu}, (L.152)
ou bien encore :
@= [V gy} + (wgVp-v], (1.153)
©= — [V-{o(v-gu} + (v-&)Vp-u]. (1.154)

Rappelons gque dans un modéle hydrostatique, le gradient de densité est purement radial et que donc :

(u-g)Vp-v = (v-g)Vp-u.

En utilisant (1.155) on obtient alors:

[@+©an =3 [ [9-(ptu-g)v} = V-{o(v-g)u}] do,
Q Q

(1.155)

(1.156)
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puis en appliquant la formule de la divergence (1.132) :

/Q<a>+<c> a0 = ;/qu-g)(v-n)—<v-g)<u-n>}dr. (L.157)

On peut également faire apparaitre le gradient de pression hydrostatique dans cette derniére équation et
le décomposer en partie normale (qui s’élimine) et partie tangente pour obtenir une expression similaire
a celle donnée dans (Valette 1986) :

[@+©de =3 [ (@ w%p)vow- (B w)a.  (@15)
Q T

Quoi qu’il en soit, on voit sur les expressions (1.157) ou (1.158) que dans le cas d’une interface I'
sphérique et d’un modeéle hydrostatique, on a:

/ (a)+(c)dQ = 0. (1.159)
Q

En combinant (1.147) et (1.159) on obtient finalement :

(Au,v) 2q) = /Q pSym{u-V(v-g) — (v-g)V-u} dQ. (1.160)

Cas fluide

On considere ici le cas d’un sous-domaine €2 purement fluide. On note I" sa frontiére et on suppose
gu’elle est parfaitement sphérique. On détaille comment écrire sous forme symétrique le produit scalaire
(Au, V)2 ) OU Au est donné par:

Au = -V [kV-u] + V-(pu)g — Vipu-g| . (1.161)

On pose :
(Al.l, V)L2(Q) = (a) + (b) + (C) y (1162)

ou (a), (b) et (c) proviennent des trois termes qui apparaissent dans (1.161). On commence par intégrer
(a) par parties en oubliant le terme de bord en vertu de la continuité de la traction :

(a) = /HV-UV-VCZQ. (1.163)
Q
Ensuite, on transforme (b) :
®) = [ {pV-utv-g) + (Vp-w)(v-g)} a0 (1.164)
Puis on intégre (c) par parties :
(c) = /Qp(u-g)V-VdQ - /Fp(u-g)(v-n)df‘. (1.165)

Toutes ces étapes permettent de faire apparaitre la forme symétrique suivante :

p p - . . . .
(V-u—i-gu-g)/i(v-v—l-gv-g)— V-ukV-v + p(u-g)V-v
2
+ p(v-g)V-u + %(u-g)(v-g). (1.166)
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En effet, en comparant les différents termes de (1.166) avec (1.163), (1.164) et (1.165) on obtient :

(Au,v) o) = /Q(V-u + gu-g) KZ(V-V + gv-g) dQ

+ /Q(Vp—p;g) cu(v-g)dQ

- /Fp(u .g)(v-n)dl. (1.167)

On voit apparaitre dans le deuxieme terme le champ de vecteurs s défini par (1.88). Rappelons que dans
un modeéle hydrostatique s est colinéaire a g et que I’on peut donc écrire :

. 2
_ (:_Zg> g = p (%) g. (1.168)

Finalement, dans le terme de surface on peut utiliser :

g = (g-n)n, (1.169)

et on obtient I’expression donnée par Valette (1986) :

(Au, V)20 = /Q(V-u + gu-g) K (V-v + gv-g) dQ

+ /Q/)N2 (u-%) (v.%> o

_ /Pp(g ‘n)(u-n)(v-n)dr. (1.170)
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Chapitre 2

Modélisation par différences finies de la
propagation des ondes S H dans le
manteau terrestre en géeometrie
axisymetrique

Les résultats de ce chapitre ont été publiés sous la référence : E. Chaljub et A. Tarantola (1997), Sensi-
tivity of S.S precursors to topography on the upper-mantle 660-km discontinuity, Geophysical Research
Letters, vol. 24, no 21, pp 2613-2616.

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, qui constitue la premiére partie de cette thése, on a développé une méthode numérique
permettant la modélisation de la propagation des ondes de cisaillement transverse (SH) dans la Terre.

L’approximation numérique que I’on a utilisée est une adaptation aux coordonnées sphériques de la
méthode aux différences finies sur des grilles en quinconce introduite par Virieux (1984). Il s’agit d’un
schéma centré du second ordre en espace et en temps qui repose sur une formulation en déplacement-
contrainte.

La méthode des différences finies a I’avantage d’étre assez simple & mettre en oeuvre, puisqu’elle dérive
presque directement de la formulation forte des équations du mouvement. De plus, en choisissant de
travailler avec les coordonnées sphériques, on évite les difficultés des méthodes de différences finies a
prendre en compte des interfaces physiques qui ne sont pas des lignes de coordonnées du maillage.

La difficulté principale que I’on rencontre en géométrie sphérique est liée aux singularités des coor-
données de travail, c’est-a-dire au voisinage du centre de la Terre et de I’axe des pdles. Le premier
probléme est réglé dans notre cas en utilisant la particularité physique des ondes de cisaillement trans-
verse qui, d’une part ne se propagent pas dans le noyau liquide et d’autre part sont découplées des ondes
P et SV. Ainsi, si I’on arrive a n’exciter que des ondes SH, celles-ci seront totalement réfléchies a
I'interface noyau-manteau?® et ne se propageront donc que dans le manteau terrestre. Cette propriété
est valable uniquement dans un modele a symétrie sphérique, c’est-a-dire un modele ou les paramétres

1. Dans la suite, cette interface sera parfois noté CMB pour Core Mantle Boundary.
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élastiques ainsi que les frontiéres géométriques sont invariants par rotation autour de I’axe des poles. Dés
que cette symétrie est brisée, il faut tenir compte du champ d’ondes complet et des possibles conversions
d’une onde SH incidente en onde SV ou P. Quant au deuxieéme probleme, classiquement répertorié
comme le probléme du pdle, il est évacué par la condition d’axisymétrie que I’on vient d’évoquer.

Un autre aspect délicat dans les méthodes de différences finies concerne le traitement des conditions de
surface libre. Dans le cas SH et en I’absence de topographie a la surface de la Terre et & I’interface
noyau-manteau, les conditions de surface libre ne concernent qu’une seule des composantes du tenseur
des contraintes. Cela permet de définir les conditions aux limites de fagon immeédiate malgré I’ utilisation
de grilles en quinconce.

La méthode présentée dans ce chapitre a été ensuite étendue a I’ordre 8 en espace et 4 en temps par Igel
and Weber (1995). L’utilisation d’un ordre plus élevé apporte une plus grande précision a la méthode
pour un co(t calcul égal. Cependant, la condition de surface libre est généralement satisfaite en utilisant
des régles de symétrie qui ne sont que d’ordre 2 en espace. Cette différence n’est pas génante dans des
problémes ou I’on s’intéresse essentiellement aux ondes réfléchies, comme c’est le cas en exploration
pétroliére. Dans le cadre de la sismologie globale, il est au contraire crucial de bien calculer les ondes
de surface puisqu’elles constituent une source importante d’information sur la structure de la Terre. Une
extension au cas P — SV a été également proposée par Igel and Weber (1996) toujours avec un schéma
d’ordre élevé en espace (et en temps). Dans cette étude, un réflecteur artificiel est implémenté dans le
noyau externe pour s’affranchir du probléme du centre. Les données synthétiques obtenues ne sont alors
utilisables que dans une certaine fenétre de temps, i. e. avant que I’onde réfléchie artificiellement arrive
en surface.

Dans la premiére partie de ce chapitre, on revient sur les hypothéses de travail et on rappelle les équations
SH pour un milieu élastique et isotrope. On présente la méthode numérique et on illustre les résultats
obtenus sous forme de sismogrammes et d’instantanés de propagation. Dans les annexes 2.A et 2.B, on
détaille le diagramme de radiation de la source et la condition limite imposée sur I’axe des pdles.

Dans un deuxiéme temps, on s’est consacré a I’étude des ondes S660S réfléchies sous I’interface entre
manteau supérieur et manteau inférieur. Cette discontinuité, que I’on trouve vers 660 km est attribuée a
un changement de phase chimique de I’olivine du manteau (e. g. Liu 1976 et 1979, Jackson 1983, Ito
et al. 1984) et joue un r6le important dans la dynamique du manteau terrestre.

Parmi les phases sismiques utilisées pour retrouver la topographie a 660 km de profondeur, certains
auteurs ont choisi les ondes S660S en raison de leur couverture globale (e. g. Shearer and Masters
1992, Shearer 1993 et Gu, Dziewonski, and Agee 1998). Il s’avére cependant que la méthode d’inversion
utilisée ne tient pas compte de la particularité des ondes S660.S, notamment de la structure en point-selle
de leur zone de Fresnel (Neele, de Regt, and VanDecar 1997).

En utilisant la méthode des différences finies, on s’est donc intéressé a la sensibilité des ondes S$660S
a des perturbations de topographie et de vitesse prés de I’interface. On a mené une série d’expériences
numériques dans le but de contraindre le domaine de longueurs d’onde et d’amplitudes qui peuvent étre
résolues par les phases S660S. Les résultats obtenus confirment la présence probable de larges erreurs
sur les modéles précités et suggerent que I’effet des anomalies de vitesse du manteau inférieur dominent
celui de la topographie de I’interface.

Les résultats de cette étude font I’objet de la deuxiéme partie du chapitre. On commence par résumer
les propriétés des ondes réfléchies sous les interfaces du manteau et on présente ensuite les diverses
expériences menées avant de conclure sur leur signification.
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2.2 Modélisation physique et numérique

2.2.1 Modeéle physique

On assimile la terre a un milieu isotrope parfaitement élastique et axisymétrique, et on utilise une source
toroidale : f" =0, f0 =0 et f¢ = f°(r,0,t).

Dans la base naturelle des coordonnées sphériques, les équations de I’élastodynamique pour le mode SH
s’écrivent alors :

0?u¥ d(rto,?) 1 9(sin*0ay)
P o2 or + 7 sin®@ 00
Dans cette écriture, u¥ est la composante longitudinale du champ de déplacement, p est la densité de
masse et les composantes du tenseur des contraintes sont données par :

. 2.1)

1
:f‘P+T_4

ou? o pOu¥

o _ _k 2.2
ar o 70 r 00’ (22)
ou w est le module de cisaillement.

La surface de la terre ainsi que I’interface noyau-manteau ont un comportement de surface libre et satis-
font la condition limite :
a.¥=0. (2.3)

L’axe des poles est décrit par les demi-droites {# = 0} et {# = =}, ou la coordonnée ¢ n’est pas
définie. Cependant, pour des raisons de symétrie, le vecteur déplacement doit s’annuler a I’axe :

(|lu]] = |rsin@u?| = 0 )ging—o - (2.4)

2.2.2 Approximation par différences finies

La solution de I’équation d’onde est calculée aux points de la grille sphérique représentée sur la fi-
gure 2.1. Ses dérivées partielles en espace sont estimées aux noeuds intermédiaires des grilles en quin-

FiG. 2.1 — Vue Schématique des grilles sphériques en quinconce utilisées dans le calcul par DF, avec
la position des points correspondant au déplacement et aux contraintes. La taille de chaque grille est
640 x 4320 dans I’espace (r, ).

conce par une approximation aux différences finies centrée du second ordre. On choisit les grilles de
facon a calculer o,% sur les surfaces libres et oy% sur I’axe des pdles. La condition de surface libre



40 Méthode des différences finies

est donc directement implémentée tandis que la condition a I’axe (2.4) est satisfaite indirectement en
imposant (sin®0c)sing—o = 0 (voir I’annexe 2.B).

Puisque le déplacement n’est pas défini sur I’axe des poles, on place une force ponctuelle de volume
% au point de grille le plus proche de I’axe. Comme conséquence de la condition d’axisymeétrie, cela
conduit a considérer une source toroidale tridimensionnelle située sur un petit cercle centré sur I’axe des
pbles. Le diagramme de radiation de la source est isotrope dans la direction transverse ¢, ce qui découle
naturellement de la condition de symétrie. Pour toute valeur de ¢ cependant, I’amplitude du déplacement
propagé dépend de I’angle d’incidence i comme sini , ainsi qu’on le montre dans I’annexe 2.A.

Cela est cohérent avec la dépendance obtenue pour le champ lointain SH en présence d’une source
double couple de type décrochement pur, ou faille inverse, ou faille normale (voir la figure 2.2 et Aki and
Richards 1980, p.115).

FiG. 2.2 — Diagrammes de radiation de la composante S H pour un mécanisme de strike-slip (& gauche)
et pour la source toroidale (a droite). En haut, la polarisation du déplacement est représentée en vue de
dessus et en bas, les diagrammes sont dessinés en trois dimensions. On constate que les coupes verticales
des deux diagrammes coincident.

La dépendance temporelle associée a la densité de forces f est la dérivée seconde d’une gaussienne 2.
Pour une fonction source ayant une période dominante 7' ~ 30s, le manteau terrestre est discrétisé par
640 points de grille dans la direction radiale et 4320 points latéralement. Le pas de grille vertical est de
4.5 km et le pas latéral décroit de 4.6 km a la surface jusqu’a 2.5 km a la CMB. Le nombre minimal
de points de grille par longueur d’onde dominante croit ainsi pour le modéle de terre IASP91 de 21 a
la surface jusqu’a 48 a la CMB. On rappelle que les longueurs d’onde doivent étre échantillonnées par
un minimum de 15 points de grille environ pour un schéma d’ordre 2 en espace. En raison du spectre
étendu de la source (voir la figure 4.4), ce n’est pas le cas ici des longueurs d’onde minimales a la
surface du modeéle. L’effet d’un sous-échantillonnage spatial est I’apparition de dispersion numérique
qui se caractérise par des vitesses de phase numériques inférieures aux vitesses réelles. En conséquence,
on observera une coda artificielle sur les formes d’onde qui sont mal discrétisées. Pour les expériences
menées dans la suite de ce chapitre, cet effet est négligeable car on s’intéresse a des ondes qui voyagent
essentiellement dans des parties du modéle ou le nombre de points de grille est suffisant. De plus, les
mesures de temps d’arrivée utiliseront une méthode de corrélation qui est sensible essentiellement au
contenu basse fréquence des formes d’onde.

2. \Voir les figures 4.3 page 99 et 4.4 page 99.
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Dans toutes les simulations, on a utilisé un pas de temps de 0.2 s, ce qui assure la stabilité du schéma
d’évolution. Le schéma aux différences finies a été implémenté sur une Connecti on Machi ne CMVb
et a nécessité moins de cing minutes de temps CPU sur une partition de 128 noeuds pour calculer 15000
pas d’évolution en temps. Sur la figure 2.3, on a représenté des instantanés de la propagation des ondes
SH correspondant au modéle moyen PREM dans lequel on a enlevé la couche d’eau superficielle. Le
détail de la propagation est le suivant :

> Aprés 100s, I’onde directe pénétre dans le manteau inférieur.

> Aprés 500s, I’onde directe est réfléchie sur I’interface noyau-manteau (CMB) a la verticale de la
source. Elle est suivie par des phases mineures qui se sont réfléchies sur les interfaces du manteau
supérieur (& 220 km, 400 km et 660 km de profondeur).

> Autemps ¢ = 900s, I’onde réfléchie a la CMB (phase ScS) rejoint la surface et I’onde directe
atteint la distance épicentrale de 45° environ.

> At =1200s, laphase ScS est de nouveau réfléchie & la surface et repart sous la forme d’une onde
quasi plane. Au niveau des récepteurs on distingue les phases S, S¢S ainsi que la réfléchie sous la
surface SS.

N

> At = 1800s, la phase deux fois réfléchie a la CMB atteint la surface. On distingue vers 115°
I’onde SHy;yy diffractée a la surface du noyau. La phase S.SS (double réflection sous la surface)
émerge des ondes de surface.

> At = 2400s, les différentes ondes rejoignent I’antipode ot elles vont interférer, donnant lieu &
des refocalisations d’énergie. On remarque la complexité du champ d’ondes obtenu a cet instant
de la simulation.

La figure 2.4 représente sous forme de sismogrammes les déplacements enregistrés a la surface du
modele. On a ajouté pour comparaison une sommation de données réelles longue période (communi-
cation personnelle de P. M. Shearer).

Ces données ont été enregistrées par les stations du réseau mondial Global Digital Seismograph Network
(GDSN) entre 1976 et 1987. La procédure de sommation est similaire a celle utilisée par Shearer and
Masters (1990) et Shearer (1991a, 1991b). Elle consiste a ajouter les traces correspondant a la méme
distance épicentrale (& 1° prés) sans tenir compte des particularités de la source ou de la station. Seuls les
séismes de faible profondeur (<75 km) sont utilisés pour éviter les complications des phases réflechies
dans la croQte. Dans la procédure, les formes d’onde trop différentes de la moyenne sont simplement re-
jetées. On note que les amplitudes ne sont pas préservées dans la sommation puisque les traces sont nor-
malisées. Le sismogramme obtenu est constitué de plus de 11000 traces individuelles avec une moyenne
de 100 traces par distance épicentrale. Au dela de 106°, I’onde SH est fortement atténuée lors de la
diffraction par le noyau et les traces ne sont pas utilisées.

La similitude des deux sismogrammes de la figure 2.4 illustre la capacité du modéle moyen utilisé a
expliquer les temps d’arrivée des principales phases sismiques. Pour la comparaison, on a utilisé le
modele 1ASP91 (au lieu de PREM) car les données ne suggeérent pas la présence d’une discontinuité a
220 km contrairement au modéle PREM.
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C +=900s 1 =2400s

FIG. 2.3 — Instantanés de la propagation des ondes SH obtenus par la méthode des différences finies. On a
séparé les ondes de surface (représentées en rouge/jaune) des ondes de volume (bleu/vert). L’origine des phases
observées est détaillée dans le texte.
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FIG. 2.4 — Sismogrammes correspondant a une sommation de données réelles (haut) et obtenus par la méthode
des différences finies dans le modéle IASP91 (bas). Les traces sont alignées sur I’arrivée de I’onde directe (S) et un
gain automatique a été appliqué pour distinguer les phases de faible amplitude. On a indiqué I’onde réfléchie sur
I’interface noyau-manteau (ScS) ainsi que la réfléchie sous la surface (SS). La cohérence des phases observées
dans les données réelles traduit la structure radiale de la Terre au premier ordre.
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2.3 Etude de la sensibilité des précurseurs SS a des
perturbations de topographie et de vitesse a 660 km

2.3.1 Introduction

Comme on I’a signalé au début de ce chapitre, la discontinuité sismique a 660 km de profondeur joue
un réle important dans la dynamique du manteau terrestre. Ce réflecteur sismique est associé au change-
ment de phase endothermique de I’olivine en perovskite + magnesiowdstite. La pente de Clapeyron as-
sociée étant négative, une élévation (resp. déflection) de la discontinuité correspond a une région chaude
(resp. froide) comme cela est illustré par la figure 2.5. La cartographie de la topographie de ce réflecteur
sismique peut donc contraindre le régime thermique de la zone de transition (la zone délimitée par les dis-
continuités a 400 et 660 km) et permettre d’y détecter la présence de plaques plongeantes ou de panaches
ascendants.

Parmi les ondes de volume utilisées a cet effet, les réfléchies sous les discontinuités offrent I’avantage
d’une meilleure couverture spatiale. En effet, le point de rebond de ces phases se situe entre la source et le
récepteur, dans des régions qui ne sont pas forcément instrumentées (comme les océans par exemple). Sur
la figure 2.6, on rappelle la géométrie des rais associés aux ondes S réfléchies qui apparaissent comme
des précurseurs de la phase SS. Une des particularités de ces phases est liée a la structure en point-selle
de leur zone de Fresnel (voir la figure 2.7). La zone de Fresnel, qui caractérise la sensibilité d’une onde
a la structure du milieu, a ici une taille inhabituelle (environ 2000 km sur la figure 2.7, soit un ordre de
grandeur de plus que la longueur d’onde). La figure 2.8 représente une carte globale de la topographie a
660 km obtenue par Gu et al. (1998) en inversant les temps d’arrivées des ondes S660S. La procédure
utilise une méthode de tracé de rais pour relier les variations des temps d’arrivée a la profondeur de
la discontinuité au point de rebond. On constate que I’image obtenue est dominée par les trés grandes
longueurs d’onde, en rapport avec la taille de la zone de Fresnel.

Les images globales de topographie sur les discontinuités du manteau ont été depuis sérieusement re-
mises en cause par le travail de Neele, de Regt, and VanDecar (1997). En calculant des réflections P a
400 et 660 km par une méthode de type Kirchhoff-Helmholtz, ces auteurs ont montré que des pertur-
bations topographiques de faible longueur d’onde étaient transformées dans I’inversion en structures a
grande échelle semblables a celles qui dominent la carte de la figure 2.8. Ce qui est en cause c’est le
domaine de validité de la méthode employée. En effet, Iutilisation d’une méthode géométrique (rais)
n’est justifiée que si la taille des hétérogénéités du modele est du méme ordre que celle de la zone de
Fresnel des ondes utilisées. Mais cela n’implique pas que les ondes réfléchies sous les discontinuités ne
voient pas les petites longueurs d’onde de la topographie.

Dans la suite de ce chapitre, on compléte I’étude de Neele et al. (1997) par deux contributions principales.
Tout d’abord, on étudie de fagon systématique la sensibilité des ondes S660.S longue période (7' ~ 30 s)
a la présence a 660 km d’une perturbation sinusoidale de profondeur, de largeur et d’amplitude variables.
Cela vise a mieux contraindre le domaine de longueurs d’onde et d’amplitudes qui peuvent étre résolues
par les précurseurs SS. Ensuite, on inclut des perturbations de vitesse S consistantes avec la signature
thermique d’une plaque subductée traversant la zone de transition. On effectue quelques expériences
visant a comparer les ordres de grandeur des perturbations de vitesse et de profondeur.
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F1G. 2.5 — Nature du changement de phase associé a la discontinuité sismique a 660 km de profondeur. A gauche,
on représente la courbe du changement de phase dans un diagramme pression-température. Plus la température
est faible, plus le changement de phase a lieu & pression (et donc & profondeur) élevée. A droite, on illustre Ieffet
d’une plaque froide (slab) qui traverse I’interface des 660 km. La présence du slab provoque une déflection de la

discontinuité sismique.

ICB CMB D2D1

D1: 400 km Discontinnity
D2: 670 kin Discontinuity

FIG. 2.6 — Géométrie des rais correspondant aux ondes S réfléchies sous les discontinuités du manteau ter-
restre. Pour chaque distance épicentrale, sont représentés la phase S.S (réfléchie sous la surface) ainsi que ses

précurseurs S660S et S400S.
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FIG. 2.7 — Représentation de la zone de Fresnel de I’onde S660S correspondant & une distance épicentrale de
120° et une période de 20 s. Le point de rebond du rai géométrique est situé au centre de la figure et I’écart & cette
position est mesuré en degrés. Chaque triangle est le point de rebond d’un systéme de rais qui relie la source au
récepteur aprés réflection sous la discontinuité. La couleur et la taille d’un triangle représentent la différence de
temps de trajet de ce systéme de rais par rapport au rai géométrique. Les temps de trajet différentiels inférieurs a
+55 (1/4 de la période) définissent la premiére zone de Fresnel.

Topographie a 660 km

F1G. 2.8 — Variation a I’échelle du globe de la topographie de la discontinuité des 660 km. Les amplitudes maxi-
males sont obtenues dans la zone ouest du pacifique et sont associées a la présence de nombreuses zones de
subduction. On remarque que les structures imagées ont des tailles de I’ordre de plusieurs milliers de kilométres.
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Fi1G. 2.9 — Une topographie sinusoidale est implémentée a 660 km ayant une amplitude & et une longueur
d’onde L. h > 0 désigne une élévation et A < 0 une déflection. On inclut dans la suite une anomalie
positive de vitesse pour mimer la pénétration d’un slab dans le manteau inférieur jusqu’a une profondeur
de (660 + H) km.

2.3.2 Topographie sur la discontinuité a 660 km

Une variation simple de la profondeur de la discontinuité des 660 km est implémentée a la distance 6, de
la source sous la forme d’une perturbation sinusoidale d’amplitude A et de largeur L (voir fig. 2.9).

La figure 2.10 illustre I’influence sur le champ d’onde S H de la présence a 8, = 70° d’une dépression
de la «660» ayant une amplitude de 50 km et une largeur de 400 km.

En raison de la présence de topographie, la symétrie des rais réfléchis sous la discontinuité peut étre
brisée . Une nouvelle phase (C) apparait comme un précurseur de I’onde S660ScS660S et émerge de
la S660S a une distance d’environ 150°. On remarque que les phases C et S400S interférent & des
distances inférieures a 145° et par conséquent affectent la cohérence de la réfléchie sous la discontinuité
des 400 km.

La phase C, réfléchie a la CMB, est une partie du champ d’ondes diffracté par les coins de la topographie.
L’énergie diffractée qui voyage dans le manteau sans rencontrer la frontiere noyau-manteau perturbe la
pulsation de I’onde S660.S sur une grande gamme de distances épicentrales. Dans ce qui suit, la position
0y est fixée a 70° et on étudie la distorsion de la forme d’onde S660.S entre 120° et 160°, dans une région
du sismogramme ou le précurseur SS n’interfére pas avec la réflection topside* Ss660s. Les temps
d’arrivée ainsi que les amplitudes des ondes S660.S sont estimées par corrélation avec la phase SS du
modéle de référence IASPI1.

Sur la figure 2.11, un échantillon de phases S660S est représenté ainsi que les écarts de temps d’arrivée
associés, pour une amplitude topographique h = +50 km et des longueurs d’onde variant de L =
400 km a 2000 km. Les courbes de temps d’arrivée illustrent tout d’abord que la gamme de distances
affectées en surface ne dépend pas de la largeur de la topographie. En particulier, les perturbations de
profondeur de faible extension latérale produisent une signature de surface a grande longueur d’onde.
Ensuite, les temps d’arrivée enregistrés a 140° ne sont clairement pas déductibles de la profondeur de la
«660» a 70° (qui est la méme dans tous les cas), mais dépendent plutdt de la largeur de la topographie

(L).

3. Voir (Davis, Kind, and Sacks 1989) pour une description géométrique de la propagation d’ondes réfléchies sous une
discontinuité non plane.
4. On trouvera dans (Shearer 1991a) une classification compléte des ondes réfléchies sur les discontinuités du manteau.
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F1G. 2.10 — Formes d’onde calculées dans le modéle 1ASP91 (gauche) et dans le cas d’une déflection
supplémentaire a 660 km (droite). Le précurseur S660S (phase A) et la réflechie sur le noyau
5660S5¢S660S (phase B) sont indiqués. Les phases observées aux environs de ¢ = —300s sont les
réflections topside Ss400s et Ss660s. La perturbation de profondeur fait apparaitre la phase C qui est
réflechie une fois & la CMB. Les phases de type C interférent avec le précurseur S400S a des distances
inférieures a 145° et perturbent la cohérence de ce dernier.
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FiG. 2.11 — Phases S660S perturbées (haut) et differences de temps d’arrivée (bas) calculées pour une
élévation (gauche) et une déflection (droite) d’amplitude 50 km et de largeur L = 400, 800, 1200 et
2000 km (courbes pleines a tiretées). Les phases S660S ont été alignées sur SS et sont représentées
dans une fenétre de 100 s. L’énergie diffractée par une déflection a 660 km est visible en avance de la
phase S660.S vers 150° (en haut & droite). Dans le cas de I’élévation (en bas & gauche), la discontinuité
observée pour L = 800 km est due a un effet de splitting qui perturbe I’analyse par corrélation.
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On s’attache dans la suite a quantifier I’erreur commise lorsque les ondulations de la «660» sont déduites
directement des temps d’arrivée S660S.

2.3.3 Observations au double du point de rebond

La figure 2.12 représente les profondeurs apparentes de la «660» ainsi que les rapport d’amplitude
des phases S660S mesurés a 140° pour des hauteurs de topographie variant entre h = —50 km et
h = +50 km et des largeurs L variables. Les profondeurs apparentes sont estimées par tracé de rai dans
le modéle IASPI1 et les amplitudes des phases perturbées S660 sont caractérisées par le rapport de leur
coefficient de corrélation avec la phase S660S de référence. On observe a nouveau que I’information
apportée par les temps d’arrivée S660S ne permet ni de retrouver la topographie a 660 km, ni de distin-
guer des ondulations de caractéristiques différentes : par exemple, les deux topographies (h = —50 km,
L = 1200 km) et (h = —30 km, L = 2000 km) présentent une méme profondeur apparente de 24 km.

La profondeur apparente tend vers la profondeur vraie quand L augmente : le domaine de validité de la
théorie des rais est atteint. Les effets d’amplification disparaissent alors, puisque la courbure de la topo-
graphie diminue. On remarque cependant que les rapports d’amplitude ne convergent pas vers la méme
valeur pour L élevé car le contraste d’impédance a 660 km des modéles perturbés n’est pas constant.

Une observation remarquable concerne la différence de convergence des profondeurs apparentes suivant
le signe de la topographie. Dans le cas d’une élévation (h > 0), la convergence est atteinte pour des
longueurs d’ondes d’environ 1500 km, alors qu’elle a lieu pour des largeurs deux fois plus grande dans
le cas d’une dépression (h < 0).

Une explication de ce comportement peut &tre fournie dans I’approximation du grand cercle. On rappelle
que le rai géométrique associé a la phase S660S correspond & un maximum de temps d’arrivée parmi tous
les rais réfléchis sous la «660» et voyageant dans le plan du grand cercle. En présence d’une discontinuité
moins profonde au point de rebond, tous les rais proches du trajet géométrique sont retardés par rapport
a ceux qui ont été réfléchis a 660 km et loin du point de rebond. Si ce retard est suffisamment important
(i. e. si I’'amplitude de I’élévation est suffisante), la phase S660S observée est scindée en deux arrivées
d’énergie distinctes qui interferent, comme on peut le voir sur la figure 2.11 pour h = +50 km et
L = 800—1200 km. On remarque qu’alors, la forme d’onde S660S est tres éloignée de la pulsation S S et
la défocalisation est maximale (ces données ne seraient pas utilisées en pratique). Quand L augmente, le
rapport d’amplitude des deux arrivées d’énergie change, ce qui provoque la convergence brutale observée
sur les courbes.

Si la discontinuité est plus profonde prés du point de rebond, le rai géométrique est en avance et interfére
avec des rais qui voyagent dans le grand cercle, en particulier avec I’énergie diffractée par les coins
de la topographie. Le domaine d’application de la théorie des rais est atteint quand la courbure de la
topographie est suffisamment lisse. Dans le cas d’une topographie sinusoidale, cette condition est remplie
pour des longueurs d’onde L > 3000 km.

2.3.4 Perturbation de vitesse induite par la présence d’un slab

L’utilisation des différences finies permet d’inclure des variations latérales de vitesse en plus des per-
turbations de profondeur envisagées jusque la. En raison de I’hypothése d’axisymeétrie, on se place dans
la limite de perturbations ayant une extension infinie hors du plan du grand cercle reliant source et sta-
tions. Dans ces conditions, on peut inclure une anomalie positive de vitesse correspondant a la signature
thermique d’une plague subductée plongeant dans le manteau inférieur.
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F1G. 2.12 — Topographie apparente sur la «660» (haut) et rapport d’amplitude (bas) mesurés a 140°
pour h = +10 km (cercles ouverts) a h = £50 km (carrés ouverts) et pour une largeur L croissante. La
courbe d’amplitude pour h = 40 km est trés proche de la courbe A = +50 km et n’est pas représentée
par souci de clarté. La convergence de la profondeur apparente vers la profondeur vraie, qui délimite
le domaine de validité pour la théorie des rais, est différente suivant le signe de la topographie. On
remarque la défocalisation importante de I’'amplitude pour une élévation de la «660» lorsque L est
proche de 1000 km (en bas a gauche).
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Perturbation de vitesse et topographie
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FiG. 2.13 — Profondeur apparente calculée pour une dépression sur la «660» ayant 400 km de large
et une amplitude de 30 km (trait plein) et 50 km (pointill&). Trois modeles sont présentés : (topo) une
perturbation de profondeur seulement est considérée, (a) une augmentation de 3% de la vitesse S est
ajoutée jusqu’a 1160 km, (b) une augmentation de 5% jusqu’a 1660 km. L’information concernant la
profondeur vraie de la discontinuité est atténuée par I’effet de la perturbation de vitesse.

La géométrie simple des slabs qu’on a considérés est représentée sur la figure 2.9. Une augmentation
de la vitesse S est imposée a partir de 400 km de profondeur et jusqu’a une profondeur maximale de
(660 + H) km. Les anomalies de vitesse et de profondeur ont la méme largeur L et on a ajouté une
élévation supplémentaire de la discontinuité a 400 km de méme amplitude que la dépression de la «660>.
Le slab traverse I’interface des 660 km a 70° de la source et pénétre dans le manteau inférieur avec
un angle de pendage de 30°. Les temps d’arrivée sont obtenus a nouveau par corrélation avec la phase
SS de référence. Cela justifie le fait que la structure du slab n’est pas considérée pour les profondeurs
inférieures a 400 km puisque les précurseurs S'S ne sont pas sensibles a la région a I’aplomb du point de
rebond SS. La figure 2.13 montre les profondeurs apparentes obtenues pour deux anomalies positives
de vitesse : (a) une augmentation de 3% jusqu’a 1160 km (H = 500 km) et (b) une augmentation de 5%
jusqu’a 1660 km (H = 1000 km). Les profondeurs apparentes obtenues dans le cas de la topographie
seule sont également représentées et la largeur L vaut 400 km dans tous les cas.

Comme on I’attend, I’effet de la zone rapide dans le manteau inférieur est de déplacer la profondeur
apparente de la «<660» vers des plus grandes valeurs et d’augmenter ainsi la valeur de 8 km (resp. 6 km)
trouvée quand une dépression seule de 50 km (resp. 30 km) était présente. La profondeur maximale
déduite du modeéle (a) est d’environ 15 km et le modéle (b) présente une profondeur apparente maximale
de 25 km. On remarque immédiatement que les profondeurs apparentes dépendent exclusivement de la
perturbation de vitesse et non pas de la vraie amplitude de la topographie. La difféerence des signatures
des topographies n’est plus visible car (1) elle est complétement filtrée par la zone de Fresnel et (2) la
difféerence de temps de trajet attendue pour des topographies distinctes est diminuée par la zone de vitesse
plus élevée.

Des expériences menées avec des slabs moins larges (L = 100 km et L = 200 km) montrent le méme
comportement, i. e. une prédominance de I’effet de I’anomalie de vitesse sur celui de la topographie. Les
profondeurs apparentes maximales trouvées dans ces cas sont de I’ordre de 4 km pour le modéle (a) et
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6 km pour (b) si L = 100 km; 6 km pour (a) et 12 km pour (b) si L = 200 km.

2.4 Conclusions

Dans ce chapitre, on a utilisé une théorie simplifiée de la propagation des ondes sismiques dans la Terre
et on a développé une méthode numérique simple & mettre en oeuvre et peu colteuse en termes de
temps calcul et de mémoire. On a ainsi pu s’intéresser a la sensibilité aux caractéristiques du modele de
certaines phases sismiques pour lesquelles une prise en compte tridimensionnelle est nécessaire.

Les expériences numériques que I’on a présentées permettent de conclure que toute perturbation de
profondeur a 660 km de largeur L comprise entre 100 et 2000 km affecte les temps d’arrivée de la phase
S660S sur une gamme de distances d’environ 2000 km. En utilisant une méthode d’optique géométrique
pour relier les temps d’arrivée a la profondeur au point de rebond, on observe que :

1. Les élévations de la discontinuité sont correctement retrouvées pour L > 1500 km mais totalement
biaisées pour L < 1000 km ou la phase S660S peut étre fortement défocalisée.

2. Les dépressions de la «660» sont sous-estimées pour toute les longueurs d’onde inférieures a la
taille de la zone de Fresnel, ¢’est-a-dire pour L < 3000 km.

On montre de plus qu’en présence d’un slab pénétrant dans le manteau inférieur, les temps d’arrivée des
ondes longue-période S660S apportent une information négligeable sur les déflections a 660 km.

Pour pouvoir néanmoins utiliser de fagon fiable I’information des ondes réfléchies sous les discontinuités
du manteau, Neele and de Regt (1999) proposent une méthode d’inversion qui tient compte de la structure
de leur zone de Fresnel. Leurs expériences, menées sur des données synthétiques, montrent qu’il est
possible de retrouver les longueurs d’onde des perturbations de topographie mais pas leurs amplitudes.
Aussi, en pratique ce sont d’autres types d’ondes qui sont privilégiées pour imager les discontinuités du
manteau. On peut citer par exemple I’utilisation des réverbérations des ondes de volume dans le manteau
(Revenaugh and Jordan 1991) et des ondes converties P — SV sous les discontinuités (e. g. Vinnick
1977, Vinnick et al. 1997D).

Pour ce qui est de la méthode numérique présentée ici, il est clair que son extension a 3D en coor-
données sphériques est délicate. La premiére raison, que I’on a déja évoquée, est liée a I’utilisation des
coordonnées sphériques. A trois dimensions, il faut tout d’abord trouver une facon de s’affranchir du
probléme du centre de la sphére en plus du probléme du pdle que I’on a évoqué plus haut. De plus, un
réseau de points obtenus en parcourant les coordonnées sphériques a incrément constant devient forte-
ment anisotrope. Si par exemple, on dupliquait la grille de la figure 2.1 en intervalles réguliers le long de
la composante longitudinale, on obtiendrait des rapports de longueur de I’ordre de 10# entre I’équateur et
le pble. 1l est clair que I’utilisation d’un schéma explicite en temps serait alors fortement déconseillée. I
faudrait alors examiner la possibilité d’introduire un schéma implicite en temps au risque d’augmenter de
facon rédhibitoire le colt calcul de la méthode. Pour pouvoir néanmoins utiliser un schéma d’évolution
explicite, une piste consiste & introduire des grilles non-conformes dans I’approximation spatiale tout en
travaillant en coordonnées sphériques. Une autre solution est de définir un systeme de coordonnées cur-
vilignes régulier capable de paver la boule. Si cette approche existe pour la sphére (Ronchi et al. 1996),
un travail supplémentaire est nécessaire pour permettre I’extrapolation d’un tel maillage au centre de la
boule.

On peut cependant s’interroger sur la pertinence d’engager un tel travail pour appliquer les méthodes
de différences finies a la géométrie sphérique. En effet, ces méthodes présentent (1) des limitations in-
trinséques pour le traitement des conditions de surface libre en géométrie déformée, et (2) des propriétés
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de dispersion numérique qui imposent un nombre de points par longueur d’ondes qui devient pénalisant
a 3D.

A la suite de ces remarques, on a choisi de s’orienter pour la suite de cette thése vers la méthode
des éléments spectraux dont I’application prometteuse aux équations de I’élastodynamique a 3D a été
réecemment démontrée (e. g. Komatitsch 1997).
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2.A  Annexe : Diagramme de radiation de la source

La source toroidale f que I’on a implémentée est caractérisée par ses composantes f” =0, f? =0 et
f? = f?(r,0,t) . Lechoix des grilles en quinconce ayant été effectué (dicté par I’implémentation de la
condition limite a I’axe), on impose une force ponctuelle localisée sur la ligne-coordonnée {6 = A6} ou
le déplacement w¥ est calculé (voir fig. 2.1).

Compte tenu de la symétrie autour de I’axe des pdles, on obtient une source 3-D constituée d’un petit
anneau de sources ponctuelles.

Pour les calculs de radiation, on assimile la source toroidale a une superposition de dipdles (i. e. simples
couples) distribués sur I’anneau, comme cela est illustré par la figure 2.14.

{p =0}

F1G. 2.14 — Vue de dessus de la source toroidale utilisée dans la méthode de différences finies. Le plan
{v = 0} correspond au plan ou sont effectués les calculs. La source est constituée d’une superposition
de couples de forces dont on a dessiné un représentant (ce dipdle est noté d, dans le texte).

Chaque dipdle d,, crée un champ de déplacement u§ et le champ total propagé dans le domaine de calcul
{¢ = 0} s’écrit dans la base normée :

s
42(r,0,4) = / daus (r,0,1). 2.5)
0

En milieu homogéne, on peut écrire une approximation en champ lointain pour le champ de vecteur u o
(voir Aki and Richards 1980, p. 81) :

1 1. A
ua (A1) ~ WAQ Zf <t - 'U_s> ) (2.6)

ou A est la distance a la source et ou A, est le diagramme de radiation SH di au dipdle d,.
En utilisant les notations de (Aki and Richards 1980, p.80), on a:

Aq = €052, COS g Vo — COS Yo SIN Py (,z’;a , (2.7)
ol (va , $o) SONt les coordonnées sphériques centrées sur le point source.

Pour obtenir la contribution du déplacement SH créé par d, dans le domaine de calcul, on projette
I’expression (2.7) le long du vecteur de base e3,. On obtient :

AgH = cos?acos7y, (2.8)
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ou -y est I’angle d’incidence défini dans le domaine de calcul.

Une approximation en champ lointain du déplacement transverse s’obtient en sommant les contributions

précédentes :
1 g 1. A
0P (A1) ~ —— ASHY) Zf(t—= 2.9
080~ gy ([[daas) 37 (1= ). 29)

c’est-a-dire, en utilisant (2.8) :

¥ (A, t) =~ 8p1T CcOS 7y %f (t - é) . (2.10)
S

Vs

De cette expression, on peut déduire plusieurs remarques intéressantes.

> La dépendance en temps de la source toroidale est la dérivée f(¢) de la fonction source f(t) que
I’on avait implémentée & chaque point de I’anneau de sources.

> Le diagramme de radiation obtenu en (2.10) contient une dépendance en cos -y c’est-a-dire en sin
ol 7 est I’angle d’incidence mesuré par rapport a la verticale (une incidence nulle correspondant a
un rai quittant la source a la verticale). On obtient donc le méme diagramme de radiation qu’avec
une source sismique de type décrochement pur, ou faille normale ou encore faille inverse (voir
Aki and Richards 1980, p. 115). La figure 2.2 représente les diagrammes tridimensionnels de la
source toroidale et d’une source en décrochement pur. Conformément a I’hypothése d’axisymétrie,
la dépendance longitudinale des deux diagrammes est différente, cependant dans toute section
verticale ne correspondant pas a un plan nodal les diagrammes coincident.

> Les coordonnées sphériques introduites dans ce calcul sont reliées aux coordonnées classiques
(1,0, ¢) par I'identité :
r sinf = A cosvy, (2.11)

qui vient du fait que la source toroidale est située a I’axe. En combinant cette propriété avec la
définition de la composante normée :

4% = rsinfu? (2.12)
on en déduit une approximation en champ lointain pour la composante naturelle u# :

1 T 1 . A
A —ms — — - — . 2.13
u?(A,1) stgwﬂ(t ) (2.13)

On voit donc que dans les coordonnées sphériques naturelles (les coordonnées de travail), la source
est isotrope. Ce résultat est tout d’abord consistant avec la remarque que I’on avait faite au moment
de calculer une condition limite & I’axe des pdles: on ne peut pas imposer de condition limite sur
la composante naturelle du type u¥ = cste. Dans un deuxieme temps, ce résultat permet de vérifier
de fagon indirecte la validité de I’approximation (2.10). Il suffit en effet de s’assurer que si I’on
place une série de récepteurs a une distance A de la source et que I’on enregistre la composante
u?, on trouve le méme signal. La vérification de la dépendance suivant la distance se fait suivant
le méme protocole, en enregistrant I’amplitude propagée a deux distances A et As.

2.B  Annexe : Condition limite a I’axe de symétrie

On crée un déplacement SH en géométrie sphérique en n’excitant que la composante longitudinale,
c’est-a-dire que I’on impose un mouvement de rotation autour de I’axe des pdles. A partir de cette
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définition on comprend que sur I’axe (qui est une frontiére du domaine de calcul), on doit imposer la
condition :
(u_"P — O)

Cependant, cette condition n’est pas consistante avec le choix du systéme de coordonnées. Dans la base
sphérique naturelle par exemple, le vecteur déplacement s’écrit :

(2.14)

sinf—0

u? = u?e, (2.15)
ou le vecteur de base €, vérifie :
|l€x|| = rsiné. (2.16)

La norme de e, tend donc vers zéro quand on se rapproche de I’axe (sin# = 0). Ainsi, toute condition
limite & I’axe du type u¥ = cste suffit a satisfaire (2.14), ce qui revient a dire qu’aucune condition limite
de ce type n’est justifiée.

Cette singularité n’est pas levée par une simple normalisation de la base de travail ; dans la base normée,
on a par exemple:
el = 1, u? = a%é,, donc 4¥ = rsinfu?. (2.17)

La condition limite (2.14) est ici équivalente a ¥ = 0, mais on remarque que I’équation du mouvement
s’écrit :

0% ., 1 0 o (1 1 0 o (1
_fo, - Y 4 Y [ Z a0 S ing — 0? . 2.18
P52 fr r3 Or [MT or (ru )] + r2sin’0 00 [usm 039 (Sineu )] (2.18)

Le terme que I’on doit évaluer a I’axe est donc :

1
sin @

¥ = ru?, (2.19)
ce qui n’est toujours pas possible puisque u¥ n’est pas défini.

Le probleme est résolu dans le cas SH en choisissant les grilles en quinconce de facon a calculer la
composante o du tenseur des contraintes sur I’axe des pdles (voir la figure 2.1). En effet, les équations
du mouvement (2.1) indiquent que la quantité qui apparait naturellement et que I’on doit évaluer au pdle
est (sin390f,f’ ). Un moyen d’imposer (2.14) de fagon consistante est alors d’imposer :

(sin®00 )sing—0 = 0, (2.20)

comme cela est démontré dans la preuve.

Preuve

On se rameéne a évaluer des quantités exprimées dans la base normée. D’aprés la définition des compo-
santes du tenseur des contraintes, on a:

p_ k0 (4%
o = 80( >, (2.21)

sin 0
soit en développant :

sin3909“0 =

00 2

D’aprés la condition (2.14), on sait que 4¥ — 0 , quand siné — 0, donc le deuxiéme terme tend vers
zéro au voisinage du pdle.

N
£ (sirﬂaai — Zsin(20) m’) . (2.22)
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Pour le premier terme, on utilise sin @ ~ € et on suppose suffisamment de régularité sur 4.% :

ou?

w9 (0) = a¥(0) — 0 W(Q) +60c(0) avec €(0) — 0. (2.23)
La condition (2.14) permet de conclure que:
. ou¥

Le méme raisonnement est valable quand & — =, donc on a la condition limite sur I’axe des poles:

(sin®00 )sing=0 = 0. (2.25)
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Chapitre 3

Meéthode des elements spectraux appliquée
aux equations de I’élasto-gravité dans un
domaine sphérique solide

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, on présente en détail la construction d’une méthode d’éléments spectraux permettant
la discrétisation des équations de I’élasto-gravité dans le cas d’un milieu solide et pour une géométrie
sphérique. Les hypothéses physiques sont celles que I’on a retenues dans le chapitre 1, a savoir un milieu
élastique isotrope dans un état initial d’équilibre hydrostatique sans rotation et pour lequel on considére
les effets de la gravité dans I’approximation de Cowling. La méthode proposée ici utilise un maillage
sphérique formé d’hexaédres dans lequel la propriété de conformité géométrique est relaxée. Cela signi-
fie que certaines régions de la sphére possedent leur propre maillage en éléments et que ces maillages
ne coincident pas sur les interfaces qui leur sont communes. Dans la suite on désignera ces interfaces
particuliéres sous le nom d’interfaces «non-conformes» (au sens géométrique).

Cette approche peut étre située dans le cadre plus général des méthodes d’éléments finis adaptées a
une décomposition du domaine de calcul en sous-domaines. Il est en effet naturel d’essayer d’adapter
localement la discrétisation numérique a la particularité de la solution recherchée. En mécanique des
fluides par exemple, certains écoulements présentent localement une complexité a petite échelle que
I’on cherchera & modéliser sans avoir a payer le prix d’une résolution trés fine sur tout le domaine.
Pour pouvoir prendre en compte la particularité du maillage dans I’étape de discrétisation numérique,
il faut définir un raccord au niveau des interfaces non-conformes qui soit consistant avec les conditions
aux limites imposées par la physique du probléme, i. e. dans notre cas la continuité des déplacements
et des tractions. De plus, il est souhaitable que la mise en oeuvre du raccord ne détériore pas I’ordre
d’approximation globale de la méthode.

Pour définir une condition de raccord entre les grilles non-conformes, on a choisi d’adapter la méthode
des éléments avec joints (mortar element method en anglais) introduite par Bernardi, Maday, and Patera.
La méthode des joints est une approche trés générale qui permet, pour un probléme donné, de rac-
corder les solutions obtenues sur chaque sous-domaine par des approximations numériques différentes.
Cela permet par exemple de coupler entre elles des méthodes d’éléments finis basées sur des bases po-
lynémiales et des maillages différents ou encore de construire une méthode d’éléments finis ou le degré
polyndmial est propre a chaque sous-domaine.
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Dans le cadre du travail présenté ici, on s’est limité a utiliser la méthode des joints dans le cas d’une
non-conformité géométrique. Pour les équations de I’élastodynamique, la méthode des joints repose sur
une formulation variationnelle sur I’ensemble des sous-domaines dans laquelle les conditions de conti-
nuité du déplacement sont relaxées sur les interfaces non-conformes. L’espace discret des déplacements
est construit sur chacun des sous-domaines, et il n’appartient pas a priori a I’espace continu de la for-
mulation de départ. La discrétisation est qualifiée de non-conforme (au sens fonctionnel) car elle n’est
pas consistante avec la formulation variationnelle du probléme continu. Malgré cela, il s’avére que I’er-
reur de consistance introduite par la méthode des joints est du méme ordre que I’erreur d’une méthode
conforme et on conserve globalement une convergence spectrale.

Plutot que d’inclure les conditions de continuité dans la définition des déplacements, on a choisi de les
transformer en contraintes du probléme et de leur associer des multiplicateurs de Lagrange, qui sont
physiquement homogénes a des tractions sur les interfaces non-conformes. Dans cette formulation, le
choix de la méthode des joints impose une discrétisation de I’espace des multiplicateurs de Lagrange qui
conduit & un probléme discret qui est bien posé (Ben Belgacem 1999). En pratique, le degré polyndmial
utilisé pour la discrétisation des tractions doit étre relaxé sur les bords des interfaces non-conformes.
Dans le cas que I’on considére ici, ces interfaces sont des spheres, donc la notion de «bords» disparait et
cela conduit & une discrétisation des déplacements et des tractions qui utilise le méme degré polynémial.
On peut donc imposer exactement la continuité des déplacements a travers les interfaces non-conformes 1.

Dans la suite, on commence par rappeler le principe de la méthode des éléments spectraux puis on
présente la construction d’un pavage d’une boule en éléments hexaédriques basé sur I’extrapolation
du maillage de la «sphére cubique» (Ronchi et al. 1996). On détaille ensuite les différentes é&tapes de
I’approximation spatiale par &léments spectraux qui permettent d’aboutir au systéme algébrique a satis-
faire au cours du temps. Dans la formulation obtenue, la résolution correspondant aux interfaces non-
conformes est localisée en espace et ne change pas la propriété diagonale de la matrice de masse. On
présente alors un schéma aux différences finies permettant I’évolution en temps et on illustre le caractére
paralléle de I’algorithme obtenu en présentant son implémentation sur un réseau de processeurs.

3.2 Principe de la méthode

Le principe des méthodes classiques d’éléments finis est de construire une approximation de Galerkin
du probléme variationnel associé aux équations du mouvement. On cherche ainsi a approcher la solu-
tion de la formulation variationnelle de départ en construisant un probléme variationnel discret posé
en dimension finie. Dans ce chapitre, on détaille la construction du probléme approché par la méthode
des éléments spectraux correspondant a la formulation variationnelle mixte des équations de la gravito-
élastodynamique (1.113) et (1.114).

La premiere étape, appelée «triangulation» dans le langage des éléments finis, consiste & décomposer le
domaine physique auquel on s’intéresse en éléments de géométrie simple 2. On définit ensuite des espaces
de polynémes sur chacun des éléments qui permettront de construire des espaces de dimension finie V3
et M, pour approcher respectivement les espaces V* et M. La solution numérique des équations du
mouvement sera donc entiérement définie par ses valeurs sur une grille de points, que I’on appelle les
points de collocation.

1. Pour préciser la terminologie, on utilise une méthode fonctionnellement conforme adaptée a un maillage géométriquement
non-conforme.

2. Le terme de triangulation désigne naturellement un maillage en triangles a 2D, mais on I’utilisera au sens large pour des
décompositions en quadrangles a 2D ou en hexaedres a 3D.
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De facon formelle, on caractérise la discrétisation du probléme (décomposition spatiale et approximation
fonctionnelle) par un paramétre h. Ce paramétre tient compte par exemple du nombre d’éléments utilisés
dans la phase de maillage, de leur taille, du degré polyndmial utilisé sur les éléments, etc.

L’approximation de Galerkin du probléme variationnel de départ consiste alors & chercher uj, € Vj et
Ap € M, comme les solutions du probléme variationnel discret :

0%u
(phWQhavh) + an(up, vi) + bu(va, An) = (fn,va)n Yvh €V}, @1
h
bn(up, pp) = 0 VY, € My, . (3-2)

Dans cette écriture (, ), désigne un produit scalaire approché qui nécessitera une régle d’intégration
numérique (aussi appelée quadrature numérique), aj, et by, sont des formes bilinéaires qui approchent a
et b, enfin py, et f;, sont des approximations des données p et f.

Comme on le précisera dans la suite, la méthode des éléments spectraux se distingue des méthodes
d’éléments finis d’une part par le choix de la régle d’intégration et d’autre part par la construction des
bases des espaces V} et M,,. Une fois que ces choix seront explicités, on donnera I’expression des
formes ay, et by, ainsi que des approximations py, et fj,.

Aprés avoir établi ces régles de calcul, on pourra développer le probléme discret (3.1) et (3.2) sur les bases
des espaces Vj, et M,,. On obtiendra alors un systeme algébrique mettant en jeu des vecteurs contenant
les valeurs du déplacement, de ses dérivées spatiales, et de I’accélération aux différents points de la grille.
Ce systéeme d’équations différentielles ordinaires sera alors traité par un schéma aux différences finies
permettant I’extrapolation en temps.

3.3 Maillage hexaédrique de la Terre

La premiére étape de la discrétisation consiste donc a partager le domaine de calcul en éléments de
géomeétrie simple. Dans la méthode des éléments spectraux, ces éléments doivent étre quadrangulaires a
2D et hexaédriques a 3D. Le probléme auquel on est confronté est donc de définir un pavage de la boule
a I’aide d’hexaédres déformés.

Le point de départ de notre construction est de définir un maillage de la sphéere en quadrangles en uti-
lisant la méthode dite de la «sphére cubique» (Ronchi et al. 1996). Cette méthode a été introduite pour
permettre la résolution numérique d’équations aux dérivées partielles sur la sphére, notamment dans des
domaines tels que la météorologie ou la dynamique des océans. Le principe de la sphére cubique est de
décomposer la sphére en un systéme de cartes locales et de construire un systéme de coordonnées libre
de toute singularité qui permet I'utilisation des différences finies. Dans la suite, on ne retiendra dans la
méthode de la sphére cubique que la phase de maillage et on I’extrapolera pour construire un maillage
tridimensionnel.

Le maillage final de la Terre devra respecter un certain nombre de contraintes. Tout d’abord, les interfaces
principales du modéle physique doivent &tre des surfaces du maillage. Cette propriété est importante
pour :
> implémenter de fagon réaliste certaines discontinuités des paramétres élastiques qui sont connues
pour étre abruptes dans la Terre (par exemple la limite entre manteau supérieur et inférieur),
> permettre une modélisation précise de certaines ondes sensibles aux propriétés des interfaces
(ondes de surface, ondes de Stoneley ou ondes diffractées a la frontiére entre noyau et manteau).
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Enfin, le maillage doit &tre le plus régulier possible. Par régularité on entend ici que chacun des éléments
du maillage ne soit pas trop déformé et que I’échantillonage des longueurs d’ondes propagées soit rela-
tivement uniforme sur I’ensemble du domaine de calcul.

3.3.1 Maillage de la surface d’une sphére

Le principe du maillage de la sphére cubique est de partager la surface d’une boule en six domaines et
de mettre en relation chacun de ces domaines avec la face d’un cube. Cette correspondance est en fait
une projection sur la sphére d’un cube inscrit dans la boule. Aprés avoir construit cette transformation
(voir I’annexe 3.A), on peut définir un maillage sur la surface du cube et le transporter pour obtenir un
maillage sur la sphére.

Sur la figure 3.1, on a représenté une face de la sphére cubique, c’est-a-dire le maillage d’une face du
cube transporté sur la sphére. On constate que toutes les lignes du maillage sont des géodésiques (i. e. des
grands cercles), contrairement a ce qu’on aurait obtenu avec un systéme de coordonnées sphériques
classique. De plus, le maillage est faiblement déformé puisque les rapports de forme entre les différents
quadrangles qui s’appuient sur la sphére varient au plus de 30%.

| 0.71 0.77

FIG. 3.1 — Une face de la sphére cubique et les rapports de surface des quadrangles du maillage. On a pris comme
référence I’élément de surface qui se trouve au centre de la figure. Les coordonnées curvilignes & et n sont définies
sur le carré unité [-1, 1]°.

3.3.2 Construction du maillage 3D

A partir du maillage de la sphére, il est immédiat de construire un maillage 3D pour remplir une coquille
sphérique. Par exemple, le maillage 3D du manteau terrestre est obtenu en reliant radialement les points
des 2 sphéres cubiques qui s’appuient respectivement sur la surface terrestre et sur I’interface noyau-
manteau, comme cela est illustré par la figure 3.2. La transformation analytique permettant le pavage
d’une coquille sphérique est détaillée dans I’annexe 3.A. La métrique associée a la transformation n’a
gu’un seul terme non-diagonal qui rappelle que les lignes du maillage sur la sphére ne sont pas partout
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perpendiculaires. Un maillage réaliste devra également tenir compte des interfaces internes du manteau,
par exemple de la discontinuité de Mohorovicic (Moho), qui sépare la crolte du manteau, et des dis-
continuités qui délimitent la zone de transition. 1l faudra donc intercaler autant de sphéres cubiques que
nécessaire de fagcon a ce que les interfaces physiques du modéle soient des surfaces du maillage.

F1G. 3.2 — Vue du maillage 3D contenu entre 2 sphéres cubiques concentriques. Une des 6 régions du maillage a
été enlevée pour permettre de voir a I’intérieur. La grande sphére correspond a la surface de la Terre et la petite a
I’interface noyau-manteau.
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FIG. 3.3 — Vue du maillage 3D contenu entre une sphére cubique et un cube inscrit. Une des 6 régions du maillage
a été enlevée pour permettre de voir a I’intérieur. Pour le pavage de la Terre, la grande sphére correspondra a la
surface de la graine.
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Le pavage complet de la Terre est construit par couronnes, a partir de la surface jusqu’a la graine et il
faut alors convenir d’une maniére d’«achever» le maillage en profondeur.

On pourrait penser qu’il suffit pour cela de transporter le maillage 3D du cube unité sur la graine, mais
cela engendrerait des éléments extrémement déformés aux coins du cube. Cette stratégie produit en
effet des hexaédres ayant sept sommets (sur huit) sur la surface de la graine, ce qui ne manquerait pas
de poser des problémes numériques. Une fagon de contourner le probléme est d’achever le maillage en
profondeur par un cube non déformé, comme cela est illustré par la figure 3.3. La définition analytique de
cette transformation est détaillée dans I’annexe 3.A. La métrique définie par ce changement de variables
a tous ses termes a priori non nuls et le maillage obtenu sur la surface du cube central est uniforme dans
I’espace cartésien.

3.3.3 Adaptation conforme a un modeéle de Terre moyen

Une fois explicité le principe de construction du maillage, on cherche a I’adapter a un modéle de Terre
moyen. On a choisi ici le modéle continental IASPEI91 dont on avait utilisé la structure mantellique au
chapitre 2. La figure 3.5 rappelle la variation avec la profondeur des vitesses P et .S du modele.

En anticipant sur la méthode des éléments spectraux, on se propose d’estimer le nombre d’éléments
nécessaires pour propager des ondes jusqu’a une période minimale de 20 secondes. Pour réaliser cette
estimation, on impose que chacun des éléments du maillage contienne au plus 2 longueurs d’onde mini-
male. Ce critére ad hoc retenu par Komatitsch (1997) pour un ordre polynémial égal a 8 correspond a un
échantillonage d’au moins 5 points de grille par longueur d’onde propagée.

La plus petite longueur d’onde du modéle IASPEI91 correspond aux ondes de cisaillement dans la crodte
(Vs ~ 3.5km. s71). Il faut remarquer ici que 1’on ne dispose que de I’information sur les ondes de vo-
lume. Dans certains problémes d’élastodynamique, les vitesses de groupe des ondes de surface (Rayleigh
et Love) sont inférieures aux vitesses des ondes de volume et imposent donc les longueurs d’onde les
plus faibles (e. g. Landau and Lifchitz 1953, Pilant 1979). Dans le cas de la Terre et pour le domaine de
fréquence utilisé en sismologie globale, les vitesses de groupe des ondes de Rayleigh et de Love sont
supérieures a la vitesse S dans la crodte 3. On n’en tiendra donc pas compte dans cette analyse mais
on reviendra a ce probléme au moment de tester la méthode des éléments spectraux dans une boule
homogéne.

Aprés avoir fixé la discrétisation en surface, chacune des interfaces sphériques du modéle est maillée
avec le méme nombre de quadrangles et il en va de méme pour les faces du cube central. La figure 3.4
représente une coupe en profondeur du maillage 3D obtenu pour propager des ondes jusqu’a une période
de 20 secondes. Le maillage en profondeur est construit avec des incréments non constants, en respectant
un rapport d’aspect inférieur a 1/5 entre les pas de grille angulaire et radial. Les différentes régions du
globe apparaissent sur la figure : la cro(te, le manteau supérieur ou I’on a isolé la zone de transition, le
manteau inférieur, le noyau liquide et I’interface noyau-graine a partir delaquelle on maille vers le cube.
Le nombre total d’éléments utilisés est d’environ 1200000, ce qui correspond a un nombre de points de
I’ordre du milliard !

Au dela de ces chiffres bruts, il est intéressant d’estimer la variation de I’échantillonage des différentes
longueurs d’ondes présentes dans le modele. Pour cela, on raisonne sur la longueur latérale moyenne des
éléments du maillage. A la surface, la taille moyenne des éléments, dl, est égale a deux longueurs d’onde
S, c’est-a-dire :

di(R)) = Rid¢é = 2)%(Ry) ~ T, (3.3)

3. Voir le cas du modéle PREM dans (Dahlen and Tromp 1998), p. 424 et p. 427.
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FIG. 3.4 — Coupe schématique d’un maillage
3D permettant de propager des ondes de période
supérieure a 20 secondes. Le pas de grille en pro-
fondeur est a I’échelle 1:1 et le pas angulaire est a
I’échelle 1:4.

ou R est le rayon de la Terre, et T}, est la période minimale & propager. di(R;) est donc la longueur de
I’arc associé a I’angle moyen :

7,-ijin
dé ~ . 3.4
£~ (3.4)
De la surface a la graine, la taille du pas de grille latéral moyen di(r) varie linéairement avec le rayon :
di(r) = — di(Ry). (3.5)
Ry

De plus, la longueur d’un élément dans la graine est :

ol Ry est la demi-longueur de I’aréte du cube.

A I"aide de ces estimations, on peut représenter la variation en profondeur du nombre d’éléments spec-
traux par longueur d’onde (voir figure 3.5) dans le modéle IASPEI91. On constate que les longueurs
d’ondes sont nettement sur-échantillonnées dans le volume. Ce phénoméne est di a la fois & un effet
géomeétrique et a la particularité du modéle. L’effet ggométrique intervient lorsque I’on relie radialement
les différentes sphéres cubiques du modéle et provoque une diminution des tailles des éléments propor-
tionnellement au rayon. De plus, les vitesses sismiques dans la Terre augmentent avec la profondeur et il
en va de méme des longueurs d’ondes.

3.3.4 Construction d’un maillage non-conforme

L’échantillonage irrégulier des longueurs d’onde du modeéle ne satisfait pas aux contraintes que I’on avait
fixées pour la construction d’un maillage adapté a la Terre. En effet, un tel maillage provoquerait un sur-
coQt numérique qui serait pénalisant pour deux raisons. En premier lieu, il impliquerait un encombrement
en mémoire et un effort de calcul inutiles dans les parties sur-échantillonnées. Ensuite, dans une méthode
numérique discrétisant les équations du mouvement a I’aide d’un schéma explicite en temps, ce raffine-
ment du maillage imposera le choix d’un pas de temps ridiculement faible pour assurer la stabilité du
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FIG. 3.5 — Vitesses sismiques dans le modele IASPEI91 et apergu de I’échantillonage en profondeur lorsque I’on
impose 2 longueurs d’onde S par élément en surface. On remarque que le nombre d’éléments par longueur d’onde
est doublé & 660 km et quadruplé a I’interface noyau-manteau.

schéma. La possibilité de déraffiner le maillage 3D en profondeur devient donc une condition nécessaire
de faisabilité de la méthode.

On pourrait envisager un déraffinement du maillage qui préserve la conformité géométrique. Ainsi
sur la figure 3.6, on a représenté le déraffinement d’un bloc d’un facteur quatre en Z qui s’effectue
séquentiellement suivant les directions X et Y de I’espace (d’aprés Komatitsch and Tromp 1999). Cette
stratégie ne s’applique pas directement a la topologie de la sphére cubique, et il faut opérer trois étapes
pour pouvoir effectuer un déraffinement d’un facteur deux. Bien que cette approche ait I’avantage de
sa simplicité, on a préféré introduire la non-conformité pour pouvoir définir un déraffinement localisé
(plutdt qu’une zone de transition) entre deux maillages quelconques. Avant de procéder, on remarque (ce
qui est complétement fortuit) que, d’aprés la figure 3.5, un maillage conforme apparait deux fois trop fin
dans le manteau inférieur et quatre fois trop fin dans le noyau. Ainsi, il s’avére qu’une succession de
déraffinements d’un facteur deux sera suffisante pour assurer un échantillonage régulier des longueurs
d’ondes du modele.

La figure 3.7 représente la coupe verticale d’un maillage offrant deux déraffinements successifs, 1’un a
660 km et I’autre a la CMB. La taille de maille obtenue dans la graine est a peu prés égale au pas latéral
en surface. Pour fixer les idées, un maillage déraffiné deux fois et suffisamment fin pour propager des
ondes jusqu’a une période de 20 secondes contiendra environ 225000 éléments (soit 5 fois moins que
pour un maillage conforme). De plus, un facteur quatre en temps sera obtenu en augmentant la taille du
pas de temps. En effet, le choix du pas de temps sera conditionné par le rapport entre la taille de maille
et la vitesse des ondes P, et ce rapport sera minimal dans le noyau externe.
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F1G. 3.7 — Coupe schématique du maillage obtenu
en divisant par deux le nombre d’&léments & par-
tir de la discontinuité des 660 km puis & nouveau
a partir de la CMB. L’échelle radiale est 1:1 et
I’échelle latérale est 1:2.

FiG. 3.6 — Déraffinement conforme progres-
sif d’un bloc d’éléments hexaédriques. Deux
déraffinements sont utilisés successivement
dans les directions horizontales.
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3.4 Discrétisation des équations du mouvement dans un
milieu solide

On considére ici un milieu solide, on a donc en reprenant les notations du premier chapitre :
a(v,w) = a®(v%,w®) pour (v,w) € V* xV*, (3.6)
biv,p) = V5, u%) pour (v,p) eV xM. (3.7)

On souhaite construire a chaque instant ¢ € [0,7'] un couple (up, Ax) qui soit une approximation de
la solution (uy, A¢) du probléme variationnel (1.113, 1.114) dans lequel les formes bilinéaires a et b
sont définies par (3.6) et (3.7). Ainsi qu’on I’a rappelé précédemment, le couple (uy, Ay) est obtenu en
résolvant un probléme approché en dimension finie sous la forme (3.1) et (3.2).

3.4.1 Construction des espaces discrets

A Iissue de la phase de maillage, on a défini une triangulation T, de chaque sous-domaine solide 5 en
n, €léments hexaédriques :

Nk
Te = (erm,» Q5 =J7, (3.8)
e=1

ol chacun des éléments 7¢ est obtenu par une transformation réguliére du cube de référence 4 :
¢ = FE(AP). (3.9)

Cette transformation peut étre connue analytiqguement, comme on I’a vu dans le cas de la sphére, ou
définie de fagcon paramétrique. Par exemple, on pourra utiliser une transformation paramétrique pour
tenir compte de la topographie de la surface terrestre. Dans ce cas, on construira une transformation
polyndmiale entre le cube unité et les &léments qui touchent la surface. 1l suffira pour cela de connaitre
la topographie en un certain nombre de points de controle sur les éléments ®.

De la méme fagon, I’ensemble des interfaces solide-solide non-conformes X g hérite d’une triangulation
en quadrangles. Si par exemple deux sous-domaines Q% et Qf, sont situés de part et d’autre d’une telle
interface, on notera x le couple d’indice (k, k') et T'; la frontiére commune des deux sous-domaines :

T, = 005 NoNS, . (3.10)

I, est une interface sphérique et I’ensemble des interfaces non-conformes est constitué d’un certain
nombre (noté K ) de ces sphéres:

K
Sss = (JTe- (3.11)
k=1
Chaque interface non-conforme T, hérite naturellement de deux maillages bidimensionnels distincts,

provenant de Q2 et Qf, respectivement. Si I’on note 7 la triangulation 3D la plus fine parmi 7, et 7,
alors T, induit une triangulation 2D sur I'; que I’on notera v :

, (3.12)

& o

N
— € T — -
Uﬁ - (Uﬁ)ezl,nﬁ’ Pﬁ - U v
e=1

4. Ici et dans la suite, on notera A = [—1,1].
5. On trouvera dans (Dhatt and Touzot 1984), (Gordon and Hall 1972) et (Komatitsch 1997) des maillages définis par
transformation paramétrique.
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et chacun des éléments 2D est I’image du carré de référence par une transformation réguliére :

vE = GE(A?). (3.13)

A I’aide de ces notations, on est en mesure de définir les espaces de dimension finie V3 et M,,. Ces
deux espaces sont construits comme des ensembles de polyndmes par morceaux, les morceaux étant les
éléments des triangulations 2D et 3D définies précédemment. Plus précisemment, on utilise des familles
de polyndmes sur les domaines de référence A2 et A3 ou seront effectués les calculs :

Vi = {vh € ﬁ (€@$))® ; v e (IPy (M%), Ve = 1...nn} (3.14)
k=1

ou
VR = Vi o Fr (3.15)
Vhe = VhQS (3.16)

et
My = {p € (C°(Ss9))” 5 b € (Py(0?)’ Va=1.. K Ve=1..n.}  (3.17)

ou
B = Mg © e (3.18)
Bhe = uh|r;- (3.19)

On peut remarquer que I’espace discret V7 est formé de déplacements qui sont continus sur chacun
des sous-domaines. En particulier, les conditions cinématiques de continuité a travers les éléments d’un
méme sous-domaine sont assurées explicitement. D’autre part, on a choisi de fagon classique un espace
M., de tractions globalement continues sur les interfaces sphériques non-conformes. De plus, les trac-
tions sont définies comme des polyndmes par morceaux et pas globalement comme ce serait le cas d’une
méthode comme FETI (Farhat and Roux 1991).

Comme on I’a suggéré en introduction, le choix du degré polyndmial utilisé pour approcher les tractions
parait un peu brutal. En effet, il faut qu’il existe une condition de compatibilité entre les espaces V7 et
M., pour assurer I’existence et I’unicité d’une solution au probléme de point-selle discret (3.1) et (3.2).
Généralement, la compatibilité dépend de I’existence d’une condition «inf-sup» entre les espaces discrets
(e. g. Brezzi and Fortin 1991). Pour les méthodes de joints formulées en multiplicateurs de Lagrange,
cette condition est remplie (Ben Belgacem 1999), ce qui n’est pas le toujours le cas pour la méthode FETI
(Lacour and Maday 1997). Pour justifier le choix du degré d’approximation des tractions, on raisonne
par analogie avec la méthode des joints. En effet cette derniére impose que le degré polynémial des
multiplicateurs de Lagrange doit étre relaxé sur les éléments qui se trouvent aux bords des sous-domaines
(Ben Belgacem 1999). Dans notre cas, la notion de «bords» disparait puisque I’on travaille avec des sous-
domaines sphériques. Tout se passe comme si I’on avait & traiter un probléme avec des conditions aux
limites périodiques et cela suggére qu’une discrétisation «identique» des espaces V7 et M, est bien
posée.

3.4.2 Reégle d’intégration numérique

Pour évaluer numériquement les intégrales qui apparaissent dans la formulation variationnelle des équations,
il faut choisir une régle de quadrature. Cette régle s’appliquera en fait sur les domaines de référence a
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2D (A?) ou a 3D (A®). Dans la méthode des éléments spectraux, ce sont les points de Gauss-Lobatto-
Legendre (GLL) qui sont utilisés pour définir cette quadrature.

On définit, sur I’intervalle A = [—1, 1], les (N + 1) points de GLL comme étant les zéros du polynéme
P(&) = (1 — &)L (&) ot Ly est le polyndme de Legendre de degré NV sur A. On les note (¢N);—o,n et
ils vérifient :
=—1; &§=1; IN¢EN) =0, Vie{l...N-1}. (3.20)
On introduit également les polyndmes de Lagrange de degré N associés aux points de GLL. On les note
(hY)j=o,n etona:
R (EN) = 6, V(,5) € {0...N}*. (3.21)

Les points de GLL offrent une formule performante d’intégration numérique puisque 1’on peut montrer
qu’il intégrent exactement tout polyndme de degré inférieur ou égal & (2N — 1) défini sur A :

N

Ja©rde = - wMae), Vae Panoi). (3.22)

=0

Dans cette écriture, les quantités w’¥ sont les poids d’intégration que I’on obtient en intégrant les po-
lynébmes de Lagrange :

N _ RN (€) de . 3.23
! /Az(@& (3.23)

Signalons que I’ordre polynémial élevé atteint dans la régle de quadrature (3.22) est di aux propriétés
d’orthogonalité de la famille des polyndmes de Legendre (e. g. Canuto et al. 1987).

3.4.3 Bases polyndmiales

Pour définir des bases des espaces Vj, et M, on voit qu’il suffit de les construire sur les éléments de
réféerence a 2D (A?) et a 3D (A3). Les bases de fonctions utilisées pour approcher les déplacements et
les tractions sont donc obtenues en transportant les bases de référence sur les éléments spectraux. Un des
choix fondamentaux de la méthode des éléments spectraux consiste & construire des bases tensorisées
pour les espaces de polyndmes Py (A?) et IPy(A3). La conséquence immédiate de cette stratégie est la
limitation des éléments spectraux a des géométries elles-mémes tensorisées, c’est-a-dire des quadrangles
a 2D et des hexaedres a 3D. Enfin, le dernier choix propre a la méthode des &léments spectraux est
d’utiliser comme base de Py (A) les polyndmes de Lagrange associés aux points d’intégration de GLL.
On verra par la suite que la conséquence de ces choix est une simplification considérable de certains
calculs qui permettront une formulation explicite du schéma d’évolution en temps.

On commence donc par définir une base de I’espace des polyndmes de degré N sur A :
(hZN)izo,N = Pn(A), (3.24)

ou on a utilisé le symbole «<=» pour indiquer que la famille de gauche est une base de I’espace de
droite.

En tensorisant cette base, on construit des bases de polyndmes pour les dimensions supérieures :

(hY ®hY)
(hf@hj"@h,@’)

= Py(A?), (3.25)
= Py(A3). (3.26)

i,j=0,N

i,7,k=0,N
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Cette construction permet de caractériser entiérement les espaces de déplacements (3.14) et de tractions
(3.17). Si par exemple w est un champ de déplacement admissible et si w,, est une de ses trois compo-
santes alors sur I’élément 7¢ du sous-domaine Q3 ona:

N N N
“Emy) = Do wpE e R R By (v) . Y(Emy) €AY, (3.27)

1=0 j=0 k=0

c’est-a-dire :

N N N
Emy) = DD walalyy ) WY () b () B (7). V(€ my) €A%, (3.28)
i=0 j=0 k=0
ou wq’® est défini sur le cube unité par (3.15) et ou (7%, ¥, 2;°) sont les points de collocation sur

¢, c’est-a-dire les images par F¢ des points de GLL sur A3. Le champ de déplacement w est donc
complétement défini par ses valeurs aux points de collocation de la grille d’éléments spectraux.

3.4.4 Interpolateur de Lagrange

Une fois définies les bases polyndmiales tensorisées des espaces discrets V' et M, on peut construire
les approximations des données py, et fj,.

Si g est une fonction scalaire définie sur le cube unité, on définit son interpolation sur la grille de points
de GLL par:

N N N
Mhq(€my) = Y>> &, & &) hY (O (i () - (3:29)
=0 j=0 k=0

I}, g est donc le polyndme de 1Py (A2) qui coincide avec ¢ aux points de GLL et on se référera a I1,,
comme a I’interpolateur de Lagrange sur A3.

Pour définir les approximations des données p et f, on se raméne donc au cube unité et on applique,
composante par composante, I’interpolateur de Lagrange. Ainsi, pour la composante « de la densité de
forces on a sur I’élément 7¢ :

N
S falal ey, ) BN (ORY (Al (7) . (3:30)

k=0

™M=

N
f,‘f‘(m,y,z) - Hh{f 0*7:}677’ Z

=0 j

Il
)

3.4.5 Approximation du produit scalaire

Si v et w sont deux champs de déplacements discrets, leur produit scalaire dans L2(£2) s’écrit :

K ng

/Q v(x) - w => Z/ x) dx . (3.31)

k=1le=1

Sur chacun des éléments spectraux 72, on applique le changement de variables x = F£(&) pour se
ramener au cube unité :

[ v wo dx = [ veei) w1l de (332)
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On approche alors les intégrales sur I’élément de référence en appliquant directement la régle de quadra-
ture (3.22) généralisée a trois dimensions :

N N N
[ V00 widx = SOSTST w6 ) ol uful . 639)

4 i=0 j=0 k=0

On peut remarquer que cette intégration n’est forcément pas exacte puisque le produit de polyndmes
Vi€ . wie est déja lui-méme dans 1P,y (A3). Dans la suite, on utilisera la notation ﬁ\fx pour signaler
qu’on a utilisé une intégration numérique sur I’élément de référence A* basée sur les a(N + 1) points
de GLL. Ainsi, le produit scalaire approché est finalement défini comme :

K ng

ZZ% T [V - whe] | Y(v,w) € VE X V. (3.34)

k=1le=1

3.4.6 Approximation des formes bilinéairesa et b

Pour approcher la forme bilinéaire a associée a I’opérateur de I’élasto-gravité, on procéde de la méme
maniére que pour le produit scalaire. On commence donc par décomposer les intégrales présentes dans
(1.108) sur les éléments spectraux, puis on se raméne au cube unité par le changement de variables
x = Ff(€). La différence avec le calcul précédent est due & la présence d’opérateurs différentiels dans
la définition de a. Ces opérateurs (gradient, divergence) sont exprimés dans les coordonnées de I’espace
physique (x) et il faut les modifier lorsqu’on se raméne a I’espace de travail (£). De fagon formelle, on
introduit la notation «~» pour désigner ces opérateurs modifiés dans les éléments de référence. Ainsi, si
¢ est un champ scalaire et v est un champ de vecteurs tous deux définis sur I’élément 72, alors on définit
les opérateurs modifiés gradient et divergence par :

Vgre(e) = Vo), (3.35)
Vvreg) = Vv(x), (3.36)
V-vhe(€) = V-v(x). (3.37)

La forme bilinéaire approchée ay, résulte de I’intégration numérique des expressions obtenues sur le cube
de référence :

K nN
K= 1 e= 1
K ng N i )
+ Z Z% ‘j:‘ |:p’€,€ Sym {wn,e V-Vn’e _ vn,e ) an,e}] ,
k=1e=1 A3

ou on a noté w le produit scalaire w - g.

Pour définir la forme bilinéaire approchée b, on procéde de maniére analogue. Si w est un champ de
déplacement et p est un champ de traction sur les interfaces non-conformes, on rappelle que la relation
de dualité entre les deux quantités s’exprime par :

K ng

biw, ) = b5 (W%, %) = S5 / W) e T (339)

k=1e=1
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ou I’on a supposé que la triangulation associée a I’indice « (v ) était plus fine que v, (c’est-a-dire que
k = k). De cette fagon, les tractions sont définies sur le maillage le plus fin et I’intégration numérique se
fait donc sur les éléments (vg).

Le champ w, est quant a lui défini par morceaux sur les éléments de v s et il faut donc le projeter sur la
triangulation la plus fine. On notera TT§, (w) cette projection et on la construira sur chacun des éléments
de v, en se ramenant au carré unité®

Mwse = IIE(wy) 0 G2 € (P (A?))%. (3.40)

La forme bilinéaire by, est alors obtenue en procédant au changement de variables x = G£ (&) sur chaque
élément et en intégrant numériquement sur le carré unité :

K ng

=2 7{ Rl Twt) - 5] (3.41)

k=1e=1

ou | 72| est le jacobien de la transformation G¢.

3.4.7 Systéme algébrique

Aprés avoir explicité les régles de calcul des différents termes du probléme discret (3.1) et (3.2), il reste
a exprimer la variation des fonctions tests v, et p;, dans les espaces Vj et M,,. En d’autres termes, il
s’agit de développer le probléme approché sur les bases des espaces discrets.

On va supposer pour cela gu’il existe une numérotation globale (de 1 a N) des points de collocation
sur I’ensemble des éléments spectraux du maillage. Ainsi, au point (z; ,y] ,2;¢) de I’élément 7¢,
correspondra un numéro dans {1... N }. De la méme facon, on supposera qu’il eX|ste une numeérotation
(de 1 a ') des points de grille qui appartiennent aux interfaces non-conformes.

Comme champs de déplacement et de traction, on choisit les fonctions de forme associées aux points
du maillage, c’est-a- dire Ies fonctions qui s’annulent partout sauf en un point de grille. Considérons par
exemple le point (z; ,y] ) de I"élément ¢ et supposons qu’il ait le numéro global c.. On définit
le champ de deplacement wi sur I’élément 7¢ par:

hY @ bl @ hy (€)
wo (x) = waoFg(€) = 0 : (3.42)
0

Ce champ n’a qu’une composante non nulle (d’ou I’indice z) et il est associé a un seul point du maillage
(d’ou P’indice «).

Si on injecte wZ dans le premier terme de la formulation discréte (3.1) on va trouver :

82
(ph o ,wg> HZ opagl” . (3.43)

Dans cette écriture on a utilisé «—» pour dire que le terme de gauche contribue au terme de droite. Le
terme de droite représente la composante z du vecteur obtenu en effectuant le produit matriciel Ma, ot a
est un vecteur qui contient les valeurs de I’accélération aux différents points de la grille. Dans le langage

6. Voir I’annexe 3.B pour la définition explicite de cette projection.
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des éléments finis, M est la matrice de «masse» et elle est a priori de taille A2, Dans la méthode des
éléments spectraux, la matrice de masse a la propriété remarquable d’&tre diagonale 7, ce qui sera trés
utile dans le schéma d’évolution en temps.

Pour les autres termes de (3.1), on obtient de maniére analogue :

N

an(up, wi) = Y [Kagdg)®, (3.44)
B=1
N

b(WE,An) = > [BhgAs]” (3.45)
p=1

(fn,wo)n = Fg, (3.46)

ou d contient les valeurs du déplacement aux points de la grille 3D et A contient les valeurs de la
traction aux points des interfaces non-conformes. La matrice carrée K est la matrice de «rigidité» et B?
est une matrice rectangulaire qui projette les tractions de part et d’autre des interfaces non-conformes 8.
Signalons que le vecteur Kd est encore appelé «vecteur des forces internes» en référence avec le terme
dont il provient. Par analogie, le vecteur F associé a la source sismique sera parfois appelé le «vecteur
des forces extérieures».

Pour développer la formulation associée aux contraintes de continuité (3.2), on définit comme précédemment
une traction particuliére p® qui s’annule partout sauf au point @ € {1... A }, et on obtient la contribu-
tion :

N
br(un, %) = Y [Bapds]” - (3.47)
p=1

La matrice B opére sur les déplacements de part et d’autre d’une interface non-conforme pour fabriquer
le vecteur «saut de déplacement» a travers I’interface.

Comme on vient de le voir, les matrices M, K et B sont construites localement sur chaque élément spec-
tral et il reste, pour les définir complétement, a les «<assembler» pour obtenir leur expressions globales.
La phase d’assemblage traduit en fait les conditions de continuité qui sont présentes dans la définition
des espaces Vj et M, et que I’on a pour I’instant pas pris en compte. Considérons a nouveau le point
(3% 43 %, 2,%) de ’élément 72 et supposons que ce point appartienne également a I’élément 7€ dans

K

z / / ! - e ’ - -
lequel ses coordonnées sont (z; ,y;”,’e .21 ). La fonction test w¥ étant définie sur 7¢ par (3.42), on la
prolonge sur T,‘j' de facon a ce qu’elle soit globalement continue :

, hil ® by @ hyy (€)
we (x) = wgoFp (§) = 0 - (3.48)
0

Ainsi, pour obtenir la valeur au point « des vecteurs et matrices qui interviennent dans (3.43, 3.44, 3.45,
3.46), il faudra ajouter les contributions des termes locaux provenant des éléments 72 et T,g". De la méme
maniére, on réalisera I’assemblage de la matrice de projection B dans (3.47) en traduisant la continuité
des tractions sur les interfaces non-conformes. On voit donc que la phase d’assemblage est profondément
liée a la topologie du maillage, en particulier a la valence de ses points.

7. Voir I’annexe 3.B.
8. On trouvera les expressions détaillées des matrices dans I’annexe 3.B.
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En conclusion, le probléme variationnel discret (3.1) et (3.2) équivaut a la résolution du systéme algébrique
vectoriel :

Ma + Kd+B'A = F, (3.49)
Bd = 0, (3.50)

dont les inconnues sont les vecteurs déplacement d, accélération a et traction A.

3.4.8 Evolution temporelle

Pour assurer I’évolution en temps, on propose d’inclure le systéme algébrique issu de la discrétisation
spatiale dans un schéma aux différences finies. On suppose pour cela qu’on a défini une discrétisation
de I’intervalle de temps [0, 7] en un certain nombre de pas de temps At¢. Pour tout entier n, on définit le
temps t,, = nAt et on note d,, (resp. vy, a,, A,) le champ de déplacement (resp. vitesse, accélération,
traction) a I’instant ¢,,. On notera également F,, le vecteur des forces extérieures au temps t,,.

A chaque instant, les différents champs cinématiques doivent satisfaire aux équations du mouvement
posées sous forme discréte (3.49, 3.50). On verra dans la suite qu’il est plus pratique de faire porter la
contrainte de continuité (3.50) sur I’accélération plut6t que le déplacement. On remplace donc le systéme
précédent par :

Ma + Kd+B'A=F, (3.51)
Ba=0, (3.52)
ce qui est encore équivalent a:

Ma + Kd+B'A=F, (3.53)

BM !B A=BM ! [F - Kd] . (3.54)

Pour obtenir (3.54), on a simplement tiré de I’équation (3.51) la valeur de I’accélération et on I’a injecté
dans (3.52). Signalons que le fait d’exprimer la contrainte de continuité sur I’accélération va modifier la

signification physique des multiplicateurs de Lagrange. Comme on le verra dans le chapitre suivant, A
sera homogene a la dérivée en temps du vecteur traction sur les interfaces non-conformes °.

Supposons maintenant que tous les champs cinématiques satisfassent aux conditions initiales :

dip—y = 0, (3.55)
Vieoy = O, (3.56)
ap=0y = 0, (3.57)
Afneoy = O, (3.58)

et que d,, v,, a, et A, satisfassent aux équations du mouvement au temps %,,.

Pour extrapoler les différents champs au temps ¢,,+1, on utilise un schéma de Newmark posé en accélération
qui repose sur un développement limité du déplacement et de la vitesse du type :

1
dpy1 = dp+Atvy, + At? [(5 — 6) a, + ﬂanH] , (3.59)

Vpt1 = Vp+AL[(1—7v)a, + vapt1] - (3.60)

9. Dans ce qui suit, on continuera a parler de «traction» en désignant A méme si le terme plus approprié serait un «taux de
tractions.
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Le parametre 3 (resp. «y) contrdle I’erreur de troncature du développement limité de d,, 1 par rapport a
dy, (resp. v,41 par rapport a v,). On trouvera dans (Hugues 1987) une analyse détaillée de ces schémas
dont on rappelle quelques propriétés dans le cas linéaire :
> Ces schémas sont inconditionnellement stables pour 5 > v > 1/2 et conditionnellement stables
poury >1/2etf < 1/2.
> On obtient un schéma du second ordre uniquement pour v = 1/2.
> Le seul schéma qui permet la conservation du moment angulaire total est la méthode des différences
finies explicite centrée (8 =0 ety = 1/2).

En pratique, on implémentera ces schémas en adoptant une stratégie de type prédicteur-multicorrecteur,
qui se décompose selon les étapes suivantes :

Phase de prédiction

d¥), =d, + At v, + AP (% - 5) a, (3.61)
VO = v, + AL (1—7) a, (3.62)
a% =0 (3.63)
)\7(10411 -0 (3.64)

Phase de résolution |
BM~'B!AX = BM~ [Fn+1 ~Kd?, - thﬁfll] (3.65)

Phase de correction |
AT = A0 4 Ax (3.66)

Phase de résolution 11
Aa=M" [Py - Kd(), - BALT) - Mal),] (3.67)

Phase de correction |1

agill) = aff}rl + Aa (3.68)
vt = vO o Ary el (3.69)
diiy =dp)y + A2 paly (3.70)

Le principe de la «<multicorrection» consiste a répéter les différentes phases de résolution et de correction
jusqu’a convergence du schéma, ¢’est-a-dire jusqu’a ce que les équations du mouvement soient satisfaites
au temps ¢,,.1. Dans les formules précédentes, c’est I’indice ¢ qui traduit ces corrections successives. En
pratique, on définira un critére d’arrét qui pourra étre par exemple un nombre d’itérations maximal ou
bien qui dépendra de la norme de I’incrément d’accélération obtenu aprés résolution de (3.67).

Il est intéressant d’observer la fagon dont les conditions cinématiques sont assurées a travers les interfaces
non-conformes Y. gg. En effet, a I’issue de la phase de prédiction, les forces internes (Kdﬁfll) sont
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calculées indépendamment dans chacun des sous-domaines du maillage, sans tenir compte de X gg. Il
convient alors de corriger la traction sur ces interfaces pour connecter les sous-domaines : ¢’est I’objet
de la premiére phase de résolution. On calcule ensuite un incrément d’accélération qui tient compte

des forces rajoutées (Bt)\f,fjll)) de part et d’autre des interfaces non-conformes. La phase de correction

, s . . N , < - 41
(3.68) assure alors que le champ d’accélération est continu a travers X gg , c’est-a-dire que Baffil) =0.
Enfin, puisque les champs de déplacement et de vitesse sont corrigés par le vecteur accélération, ils sont

eux-mémes continus au travers des interfaces non-conformes.

Le codt des différents calculs & chaque itération est celui d’une méthode d’éléments spectraux conforme
auquel il faut ajouter le prix de la résolution sur les interfaces non-conformes (3.65). Pour établir le
codt global de la méthode, on peut donc reprendre les observations de Komatitsch (1997) qui sont va-
lables dans toutes les parties conformes du maillage. Tout d’abord, la phase de résolution (3.67) est
complétement explicite puisque la matrice de masse M est diagonale. On rappelle que cette propriété
fondamentale est liée au choix particulier des polyndmes de base qui sont les fonctions de forme des
points d’intégration. D’autre part, le calcul des forces extérieures a chaque pas de temps est d’un co(t
négligeable. Par conséquent, le colt d’une méthode conforme est dominé par le calcul des forces internes.
Comme cela est rappelé dans I’annexe 3.B, ce calcul est effectué sur chacun des éléments du maillage
par une suite de produits par des matrices 1D dont les coefficients sont indépendants du temps. Au niveau
élémentaire, ce calcul a donc un cott en O(N*) pour un ordre polyndmial de N — 1, ce qui est tout a fait
raisonnable pour un degré qui est inférieur a 10 en pratique. On souligne ici que la dépendance en O(N #)
est directement liée a la tensorisation des bases polyndmiales dans la méthode des éléments spectraux.
Sans cette propriété importante, le colit de calcul des forces internes serait de I’ordre de O(N ). A ces
observations, il faut ajouter le colt des phases d’assemblage qui dépend de la topologie du maillage et
de I’architecture du calculateur utilise. Comme on I’a signalé précédemment, cette phase ne concerne
que les points du maillage qui appartiennent a plusieurs éléments spectraux. Cela exclut donc tous les
points intérieurs a un élément, c’est-a-dire environ la moitié des points pour un ordre polyndmial N = 8.
De plus, comme I’assemblage ne suppose que des opérations de sommation, cette phase représentera en
général une fraction du temps de calcul total qui excédera rarement 10 % 1°.

Le codt supplémentaire induit par la prise en compte des interfaces non-conformes est lié a la phase de
résolution (3.65). Le calcul de I’incrément de traction AX nécessite I’inversion de la matrice BM ~' B!
qui, contrairement a la matrice de masse, n’est pas diagonale. Cependant, il faut noter que cette résolution
reste localisée sur les interfaces de X gg et qu’elle concerne donc une fraction négligeable du nombre
total de points de grille. Pour la mé&me raison, il faut préciser que le stockage en mémoire de I’inconnue
supplémentaire A représente un encombrement marginal. D’autre part, on peut remarquer que la matrice
BM B! contient une partie qui est purement diagonale. En effet, dans I’annexe 3.B on rappelle que la
matrice B est constituée de deux sous-matrices de projection (B4 et B,), dont I’une est diagonale (B).
On peut donc réécrire :

BM 'B' = B;M,'B! + B,M, 'B}, (3.71)

ol M; (resp. M5) est la matrice de masse du c6té des interfaces ou le maillage est le plus fin (resp. le
plus grossier). Par conséquent la sous-matrice BlelBﬁ est diagonale et la difficulté de la résolution
sera donc associée a I’inversion de la sous-matrice BgMz_lBg.

En pratique, on ne calculera jamais explicitement de matrice inverse, et on utilisera plut6t des schémas
itératifs pour approcher la solution du systéme (3.65). Du point de vue algorithmique, on aura donc
seulement & effectuer des produits de vecteurs par la matrice de résolution BM ~!B*. Dans I’annexe
3.B, on a détaillé I'implémentation d’une méthode de gradient conjugué pour résoudre (3.65). De fagon
classique, I’efficacité de ce genre de méthodes est liée au choix d’un bon préconditionnement du systéme

10. Bien que peu colteuse, la phase d’assemblage peut étre assez complexe puisqu’elle est liée a la topologie du maillage
(voir le paragraphe suivant).
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matriciel. En pratique, il s’avére qu’un préconditionneur trés simple (i. e. diagonal) a paru suffisant au
vu de la structure relativement creuse de la matrice BM ~ ' B,

On peut également résoudre le systéme d’interface en exploitant la nature de point-selle du probléme
discret (3.53, 3.54). En suivant cette stratégie, on présente dans I’annexe 3.B I’implémentation d’une
méthode de type Uzawa dans laquelle on n’utilise pas de préconditionnement. Dans les tests numériques
que I’on a réalisés (et qui seront présentés dans le chapitre 4), les deux méthodes (gradient conjugué
et Uzawa) se sont avérées équivalentes en terme de taux de convergence et de nombre d’opérations
effectuées.

3.4.9 Implémentation paralléle de I’algorithme

Aprés avoir détaillé les différentes opérations et estimé leurs codts respectifs, on s’intéresse ici a la
facon de les implémenter sur un calculateur paralléle. On rappelle que la parallélisation de I’algorithme
consiste a distribuer les différentes taches de calcul sur un ensemble de processeurs qui travaillent de
facon indépendante. Pour une application donnée, cette distribution des rdles et des charges de travail
doit étre le plus uniforme possible puisque la machine parallele travaille au rythme du plus lent de ses
composants. Dans les méthodes d’éléments finis, il est naturel d’imposer a chacun des processeurs de
traiter une partie du domaine de calcul. Ainsi, chaque processeur effectue le méme type d’opérations sur
des données différentes et les charges de travail sont parfaitement équilibrées si le découpage spatial est
uniforme. C’est cette stratégie de décomposition qu’on a utilisé pour la méthode des éléments spectraux
appliquée aux équations de la gravito-élastodynamique dans la Terre.

Comme on I’a constaté dans le paragraphe 3.3, le maillage 3D de la Terre est formé de sept régions :
le cube central a I’intérieur de la graine et les six régions périphériques qui s’appuient sur la surface
terrestre. Chacune de ces régions est topologiquement équivalente a un cube dans I’espace de travail
comme cela est représenté sur la figure 3.8. Rappelons que chacune des 7 régions contient son propre

FiG. 3.8 — Topologie du maillage tridimensionnel qui pave la Terre. Le cube central (région 7) partage une de
ses faces avec chacune des six régions périphériques (régions 1 a 6). Chacune des 7 régions est topologiquement
équivalente & un cube et contient son propre maillage en éléments spectraux.

maillage en éléments spectraux, et que ce maillage est identique sur les 6 premiéres régions . Les
régions périphériques (1 & 6) ont par ailleurs des «relations de voisinage» particuliéres qui sont héritées
de la transformation de la sphére cubique et qui reproduisent la topologie de la surface d’un cube. Sur la
figure 3.9, on a représenté les régions 1 a 6 en vue déployée, de la méme fagon que I’on aurait représenté
la surface d’un cube. On a centré la figure sur la premiére région qui est donc représentée avec ses 4

11. En effet, les régions 1 a 6 sont identiques a une rotation prés.
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FIG. 3.9 — Les 6 régions périphériques contenues dans le maillage de la Terre. La topologie de cette zone
périphérique est identique a celle de la surface d’un cube (ou d’un dé a jouer). On a adopté une vue déployée
qui est centrée sur la premiére région.

régions voisines (2, 4, 5 et 6). Ce choix est bien sr arbitraire et, contrairement a ce qui est dessinég,
chacune des 6 régions est en fait connectée a 4 régions voisines.

Pour décomposer le maillage global sur un ensemble de p processeurs, on découpe chacune des 7 régions
en p domaines de méme taille. De cette facon, I’équilibre de la charge de travail sur chacun des pro-
cesseurs est naturellement satisfaite. On peut noter que le découpage des 7 régions en p morceaux est
lui-mé&me trivial puisque chaque région est un cube dans I’espace de travail. Pour fixer les idées, on a
représenté sur la figure 3.10 la répartition des 6 régions périphériques sur un ensemble de p = 16 pro-
cesseurs. Chaque processeur s’occupe donc de 6 domaines qui représentent chacun 1/16 d’une région
périphérique. Il faudra ajouter a ce nombre les domaines du cube central dont on a pas représenté la
décomposition. Dans le cas de p = 16, le cube central sera découpé en 64 morceaux et chaque proces-
seur s’occupera de 4 de ces domaines. On peut signaler une différence morphologique entre les domaines
du cube central et les domaines des régions périphériques. Dans le cube central les domaines sont des
cubes non déformés, alors que dans les régions périphériques ce sont des tranches verticales qui vont de
la surface terrestre jusqu’a I’intérieur de la graine. Enfin, on rappelle que les interfaces non-conformes se
trouvent toutes dans les domaines des régions périphériques. Par conséquent, la phase de résolution sur
Y g sera partagée de fagcon équitable entre les processeurs.

Une fois que les différents processeurs se sont partagé le domaine de calcul, ils ne communiquent plus
que dans les phases d’assemblage. Pour procéder a cette phase, on commence par assembler les domaines
de chaque processeur indépendamment. Cette étape, qui ne nécessite pas de communications, est réalisée
en trois phases de sommation suivant les trois directions de I’espace (voir (Komatitsch 1997) ou (?)).
Une fois les domaines assemblés, on procéde a I’assemblage des régions périphériques (phase 1) puis du
cube central (phase I1). La mise en oeuvre de la phase | repose sur la topologie particuliére des régions
périphériques et nécessite 3 étapes que I’on a représentées sur la figure 3.11. On peut remarquer que
la décomposition des régions périphériques (figure 3.10) assure que chaque processeur he communique
pas avec lui-méme lors de la phase I. La phase |1, qui concerne le maillage structuré du cube central, ne
pose pas de difficultés et elle est & nouveau réalisée séquentiellement suivant les 3 directions de I’espace.
Enfin, il faut connecter face par face le cube central aux régions périphériques (phase Il1), ce qui nécessite
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FiG. 3.10 — Exemple de décomposition des régions périphériques sur 16 processeurs. On a adopté une vue
déployée qui est centrée sur la premiére région.

6 étapes de communications.

Ainsi, I’assemblage global d’un champ de vecteurs nécessite plusieurs étapes qui permettent de réaliser
les phases | a 111. Chacune de ces é&tapes met en jeu une série de communications entre les processeurs
que I’on pourrait représenter par un graphe. En pratique, on s’assure que les communications sont non-
bloguantes en décomposant chaque graphe en sous-graphes indépendants. Pour illustrer la mise en oeuvre
de ces opérations, on a représenté sur la figure 3.12 le résultat de I’assemblage d’un champ scalaire qui
valait 1 & chaque point de la grille d’éléments spectraux. Le champ assemblé contient donc la valence
des points du maillage, c’est-a-dire pour chaque point, le nombre d’éléments auxquels il appartient.

Les communications entre processeurs durant la phase d’assemblage sont assurées par les routines de
la bibliothéque MPI (MESSAGE PASSING INTERFACE), ce qui assure la portabilité du programme sur
une grande variété d’architecture. En pratique, la phase de décomposition du domaine de calcul a été
prévue pour un nombre de processeurs supérieur a quatre et égal a une puissance de deux (4, 8, 16,
32, 64,...). Ces nombres particuliers sont souvent utilisés sur les machines paralleles pour simplifier le
réseau de communications. L’algorithme présenté dans ce chapitre a été implémenté sur un cluster de 8
ALPHASERVER de 4 processeurs EV6 chacun, au département de modélisation et de physique numérique
(DMPN) de I'IPG.
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FIG. 3.11 — Représentation des trois étapes de la phase d’assemblage des régions périphériques (phases 1.1, 1.2
et 1.3). Chaque étape est un parcours de la surface du cube qui concerne les 4 régions dont les numéros sont mis

en relief.
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F1G. 3.12 — Valence des points du maillage aprés I’assemblage d’un champ scalaire unité. Le code de couleurs
est: gris = 1, vert = 2, blanc = 3, bleu = 4, jaune = 6, rouge = 8. Deux régions périphériques du maillage 3D ont
été supprimées pour voir I’intérieur de la grille.
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3.A Annexe : Construction du maillage

Maillage entre deux spheres concentriques

Le principe du maillage de la sphére cubique (Ronchi, lanoco, and Paolucci 1996) est de partager la
sphére en 6 domaines et de mettre en relation chacun de ces domaines avec la face d’un cube. Ayant
construit deux sphéres cubiques concentriques de rayons respectifs R1 et Ry, une correspondance radiale
permet alors de définir le volume compris entre les deux sphéres. Le changement de variables associé a
cette couronne sphérique s’écrit sur chacune des régions :

Région1 (z > 0)

Région2 (y > 0)

Région3 (2 < 0)

:1::7“(5_%
yer(S_%
z:rY(S_%

T = —er_%
Y= 7'5_%
z= rY(S_%

T = —Té_%
Yy = —rX(F_%
z = TY(S_%

Région4 (y < 0)

Région5(z>0)

Région6 (2 < 0)

r=rX0"3 z=—rY§ 3 r=rY 83
y:—ré_% y:rXé_% y:rX(S_%
2=1Y§ 2 z=rd0"2 2= —rd§ 3
Dans cette écriture, les coordonnées &, n et r varient dans :
mw T T
§€ [_Z’Z] ) ne [_Za Z] ) r € [Ry, Ro] . (3.72)

D’autre part, on a défini :
X = tan(f),

tan(n) ,
§ = 1+X%24+Y2%.

>.<
Il

On note que I’on retrouve le changement de variables de la sphére cubique en prenant un rayon constant
dans les expressions précédentes. Si I’on souhaite par ailleurs se ramener au cube unité, on utilisera les
coordonnées :

~ 4
& = =¢,
i
. 4
n = =",
™
= — 1 (2r—R - Ry
r = RQ—RI T 1 2) .

La métrique associée a ce changement de variables est identique sur toutes les faces d’une sphére cubique
de rayon a et elle définit les éléments de longueur et de surface :

dle = aC*Dé td¢,
dl, = aCD?*s 'dn,
dS = a®C%D2673 dnde,
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ou

C = (1+X?
D = (1+Y?

NI= o=

L’élément de volume, i. e. le déterminant de la matrice Jacobienne, est défini par :

dV = r202D*§~% drdnde . (3.73)

Maillage entre une sphére et la surface d’un cube

On maille le volume entre une face de la sphére cubique et la face correspondante d’un cube inscrit en
adaptant la transformation précédente :

Région1(z >0) Région2 (y > 0) Région3 (z < 0)
z=Ri6 20 +R(1-T) |z=—y [X\If +£(1—111)] 2= —Ri§ 3T — Ry(1— 1)
y:m[X\I! +5(1—\If)] y=R16"3T + Ry(1 — ) y:a:[X‘I' +£(1—\11)]
2=z [YT +ij(1 — )] 2=y[YT +7(1-0)] | z=-z[YT +7(1— 0

Région4 (y < 0) Région5(z > 0) Région6 (2 < 0)
z=—y [X\Il +£(1—\If)] g=—2z[YT +i(1-0)] |z=-2[YT +7(1 - 1)
y=—Ri5 30 —Ry(1-T) | y=2 [X\I! +E(1 - xp)] y=—z [X\IJ + (- \IJ)]
z=—y[YT +7i(1 - 0)] 2=R16 20 +Ry(1-T) | z= —R16 2T — Ry(1 — )

Dans cette écriture, Ry est le rayon de la sphére, Ry est la demi-longueur du cube et

U = ’)"—R()(‘)-l/2 :
Ry — Ryo1/2
~ 4
€ = _€a
™
- 4
1 = —n.
™

La surface du cube est obtenue en prenant {¥ = 0} et la surface de la sphére correspond au choix
{¥ = 1}. Si I’on souhaite se ramener au cube unité on utilisera :

b =201, (3.74)

La métrique définie par ce changement de variables a tous ses termes non diagonaux a priori non nuls
mais, pour ¥ = 0 (ou ¥ = —1), le maillage obtenu sur la surface du cube est uniforme dans I’espace
cartésien.
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3.B Annexe : Construction du systéme algébrique

Calcul de la matrice de masse M

La matrice de masse intervient dans le calcul de la quantité (pv, w),, ou p est la densité de masse du
milieu, v est un champ de déplacement admissible, et w est un élément de la base de V;.

En conservant la notation formelle du produit scalaire approché (3.34), on a:

K ng

v = S5 o

k=1e=1

me L whe] | (3.75)

Comme fonction de base w, on considére le champ w?% défini par:
hy' @ hy @ hig (€)
W (x) = wgoFL(€) = 0 : (3.76)
0

Ce champ est associé au point numéro « du maillage global, qui correspond au point (27, y'7¢, 232°)
dans I’élément 7£. La contribution de I’élément 7¢ au produit scalaire s’écrit donc:

N
(ov, W), = %\3 P 1Tl [v™e - wa ], 3.77)

c’est-a-dire en appliquant la regle d’intégration numérique :

N N N

(pv, w) ZZZ Wi w wy ngk |Tclign [V - wg lije - (3.78)

1=0 j=0 k=0

Dans cette écriture, on a utilisé I’indice {37k} pour indiquer que I’on prend la valeur des quantités
discretes au point (&;, &, &) du cube unité. Par exemple :

Pite = Mn{po Fi}(&: & &) = pnlziu7", 2.°) - (3.79)
En développant le champ v sur la base de V; (3.28) et en utilisant la définition de w, on a:
[V wg L = vo(@ %y % 20%) 01i610k, - (3.80)
On obtient donc finalement :
(v, W), = wl WY Wi |Te | P17k visk » (3.81)
que I’on peut réécrire formellement avec la numérotation globale :
(v, W)}, = wol |Tla p5° Ve - (3.82)

On constate que le produit scalaire associé a la fonction de base w? fait intervenir uniquement la valeur
du champ v* au point «. Cette opération correspond donc a une multiplication par une matrice, la matrice
de masse, qui est diagonale. De fagon formelle, les composantes de cette matrice au niveau élémentaire
s’écrivent donc :

ns = Wi |Tla P dap (3.83)
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Calcul de la matrice de rigidité élastique K

On détaille ici le calcul de la matrice de rigidité K dans le cas purement élastique. Les calculs supplémentaires
provenant de la prise en compte des termes de gravité utilisent le méme principe et ne sont pas exposés

ici par simplicité.

On considére donc I’expression de la forme bilinéaire élastique approchée :

K ng

ZZ% |:7€ Vv“e 4 Twh ] : (3.84)

k=1e=1

ou v est un champ de déplacement admissible et w est un élement de la base de V;.

On commence par développer la contraction tensorielle sur A3 :
[@v"’e:dn’e:6w"’e &n,y) = [dw’,‘;la w”alv & mn,7) . (3.85)

Dans cette écriture, on a utilisé la convention de sommation des indices répétés (i, j, k,1) et on a noté:

oW = 0" O wie, (3.86)
OVEe = D™ Ouvie, (3.87)
ou: o

et ou £™ désigne tour a tour &, n et .

En appliguant la formule d’intégration numérique, on obtient :

K ng

> Z R e (3.89)

k=1e=1 p,q,r=0

On exprime alors le champ v dans la base de V; :

N
Emy) = D Vil B EORY R () (3.90)
1,5,k=0
ou on a noté :
[Vg’e]zjk = v (€, 6. 60) = vy 5 - (3.99)

On définit a ce stade la matrice de dérivation a une dimension, D, par :

Dy = [nN]" (&). (3.92)

On peut alors calculer les dérivées partielles de v*+¢ aux points de GLL :

mvk (fp ’é.q 75?‘ = 6m1 Z Dsp sqr + 5m2 Z Dsq ]pST + 5m3 Z Ds’r [Vg’e]pqs .
S

(3.93)
Comme fonction de base w, on considére le champ w?, dont seule la #*™ composante est non nulle et qui
correspond au point (z7"°, v}, zx) dans I"élément ¢. On a donc :

anwa(gll)\f’gév,d\f) = 5711 DIpéqJ(SrK + 5n2 DJq(S[p(STK + 6n3 DKT5[p5qJ. (3.94)
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En multipliant les expressions (3.93) et (3.94) on obtient :

0w, Ot (&), 6N, &N) = Y1 OEOE O Owi () €N EN)
= {8]5 Dlpéqjér;( + Bjn qué[p(sr]( + 6]-7 DK,«(SIpqu }

X {&52 Dsp [ ]Sq,,.‘l‘alnz Dsq [Vk ]psr+al7z Dsr [ Z’e]pqs}

(3.95)

On peut désormais évaluer I’expression de la forme bilinéaire a;, pour le choix de la fonction test w,.

On choisit pour mener les calculs de mettre en relief les dérivées du champ de déplacement par rapport
aux coordonnées (z,y, z) de I’espace physique. On obtient :

ap(v, wy,) = Wy ‘*’KE DIp( < pIK Ejkl[dzgkla falvk “Tpik
+ wI Z DJ;D( )IPK Z]kl[dmkla 77(9sz ]IpK (3-96)

+ ‘UI Wy Z DKp (&) 1ap Zjlcl [dijk 05y élvg’e]up J

et on se raméne aux coordonnées de travail (¢, 7, ) par

(51VZ’6)IJK = (315)1JKZD51 [Vz’e]sJK‘i‘(alﬂ)IJKZDsJ [Vz’e] 13K+(al'7)UKZDsK [vm Ijs

(3.97)
Pour compléter le calcul, on explicite les sommes internes dans le cas d’un milieu isotrope :

Z[dijklajfm 5lvg,e] = Z [/\@fmélvf’e + ualﬁm(élv?’e + a'vf’e)] ) (3.98)
jkl l
ol \ et p sont les paramétres de Lamé.

On constate que I’expression de ay, associée a la fonction de base w?, fait intervenir toutes les com-
posantes et toutes les valeurs du champ v dans I’élément 7£. La matrice de rigidité qui traduit cette
opération est donc a priori pleine au sein de chaque élément, contrairement a la matrice de masse qui
était diagonale.

Calcul de la matrice de passage B

On détaille ici le calcul de la matrice de passage B qui traduit au niveau discret les contraintes de
continuité a travers les interfaces non-conformes.

On reprend donc le calcul de la quantité b, (w, ) ou w est un champ de déplacement admissible et
est un élément de la base de My, :

K ng

=22 7{ |Tel] Iwee) - pe] (3.99)

k=1e=1
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Dans cette écriture, on a supposé que la triangulation la plus fine était v (i. €. £ = &), et on a noté | 77|
le jacobien de la transformation G;.

On commence par préciser le terme ITw£:¢ qui traduit la projection de w sur la triangulation la plus
fine v,. Rappelons que w, est défini sur les éléments de la triangulation v,/ qui contient quatre fois
moins d’éléments que v, (deux fois moins dans chaque direction d’espace).

Pour un élément v¢ de la triangulation fine on définit I’indice a = a(e) pour repérer I’élément de v ./ qui
I’intersecte :
v Ny = vy, . (3.100)

K

Notons que pour un e donné, I’indice a(e) est unique mais I’application e — a(e) est simplement
surjective. A I’aide de cette définition, on peut écrire :

Wil [vg = WK/’|’UZ, ’ (3101)
et par conséquent :
Wiy = W90 (G4)7 . (3.102)

On a ainsi fait apparaitre w*'® qui, rappelons-le, est un polynéme sur le carré unité. De plus, on peut
maintenant définir précisemment la projection :
TIwke = wK,’,a o ( a )*1 o g'c; ) (3103)

k!

Comme fonction de base de I’espace des tractions, on définit p% sur v¢ par:

h' @ b (&m)
Mo (x) = pooGe(&n) = 0 : (3.104)
0

Ce champ est associé au point numéro o € {1... N } du maillage global, qui correspond au point
GE(EN, €N dans I’élement v*e.

En appliguant la formule d’intégration numérique on trouve donc :

N N
(W, p2) = Y > 1 Telg [(Whe = IwS ) ]g wp'wy (3.105)
p=0 ¢=0

c’est-a-dire, par définition de p? :

b (W, p2) = | T s [ (We — TIwt) ] wiw)) . (3.106)
Il nous reste finalement a expliciter le terme :

MWl = wi @ o (Gi) " o Gy (€1, €)) - (3.207)

On commence par définir sur le carré unité les points :

(60¢) = (@) 0 G2 (€M) (3.108)
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Cela nous permet de réécrire (3.107) comme::
Mwy ;= ng’a (f?’e,f?e) . (3.109)

- - - - !
Pour calculer ce terme, il suffira d’interpoller le champ scalaire w **

Wi (6, 65) = 2000 [wa] Y (€ (65 - (3110

Pour résumer, on voit que le calcul de by, (w, u%) s’effectue en deux étapes :

N N
o) = § 1L W] = § T L) ] (@.111)

La premiére partie de ce calcul fait apparaitre une sous-matrice B qui est diagonale puisque les champs
w€ et u? sont définis sur les mémes quadrangles. On retrouve ici a deux dimensions, le fait que la
matrice de masse est diagonale. La deuxiéme partie du calcul fait apparaitre une sous-matrice B qui
couple les valeurs des différentes composantes du champ w*"¢ au sein de chaque élément ve,. Comme
on I’avu en détaillant les calculs, B4 est une matrice de projection qui est relativement simple a construire
dans le cas d’un déraffinement du maillage d’un facteur deux.

Implémentation d’un double couple
On détaille ici I'implémentation d’une source en double couple dont le support est un point de collocation
du maillage global.
La densité de forces associée s’écrit :
f(x,t) = —V-o(x)f(t), (3.112)

ou:

ox) = 0% 6(x —x,). (3.113)
Dans cette écriture x; = (z5,ys, 2s) est la position du point source. On suppose par exemple que ce
point se trouve dans I’élément 7¢ du sous-domaine €, :

zs = FL(&)), (3.114)
= FL(E)), (3.115)
275 = Fe(&)) . (3.116)

Pour construire le vecteur des forces extérieures, on considere la fonction de base w définie par (3.42)
et on forme le produit scalaire de f avec wZ. On obtiendra le terme F :

P — /Qf-wg dx — /Te(a:vwg)(x) dx — /67S(a-n)(s)-wi(s) ds. (3.117)

K

On suppose également que le point source est a I’intérieur de I’élément, ce qui &limine le terme de
surface :

F? = /e (o: Vwi)(x) dx. (3.118)

K
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On intégre alors directement puisque I’intégrande a un support ponctuel :

Zaxg Xs ai )(Xs) , (3.119)

ou w? est la premiére composante de w, c’est-a-dire la seule non-nulle. Par définition de w, on a donc:

Z%a Xs) 5 hz ®hY @hR) (&), &), EY) (3.120)

et donc finalement :

0 on
= Z o0 (xs) {D1p5Jq5Kr 8_§ + DyglrpdKr 5~
: T

5. + Dgrdrpdsg 7~ B, }(ﬁp,é}, L&YY, (3.121)

J

ou D est la matrice de dérivation 1D définie par (3.92). Sur I’expression (3.121), on voit que FZ est
non nul uniguement pour les points de collocation qui partagent deux composantes avec le point source.
La distribution de forces obtenue aprés discrétisation d’un double couple ponctuel a donc une forme de
croix centrée sur le point source.

On signale que le support ponctuel de la source défini par la relation (3.113) est en fait approché dans
la discrétisation par éléments spectraux. La distribution de Dirac est en effet représentée ici comme un
polyndme de Lagrange associé a un des points de collocation. Par conséquent, le support spatial de
la source utilisée dépend naturellement de la discrétisation, en particulier de I’ordre polynémial utilisé
dans I’élément qui contient la source et de la position du point de collocation dans I’élément. Pour étre
totalement consistant, il faudrait introduire la version discréte de la source dans la solution analytique du
probléme au moment de la comparaison des résultats.

3.C Annexe : Algorithmes de résolution du systéme
d’interface

On présente ici I'implémentation de deux algorithmes permettant la résolution du systéme d’interface
qui intervient dans le schéma d’évolution en temps. On trouvera dans (Ciarlet 1982) une présentation
compléte de ces méthodes.

Algorithme du gradient conjugué

On peut utiliser I’algorithme du gradient conjugué pour résoudre directement le systéme matriciel (3.65).
Le systéme a résoudre est du type:
Ax = b, (3.122)

ol la matrice A est la matrice carree BM ~'B?, ol b est le second membre de (3.65) et ol x est
I’incrément de traction que I’on cherche. On rappelle que les méthodes de type gradient sont basées sur
le fait que la solution de (3.122) est également solution du probléme de minimisation de la fonctionnelle
J(x) =1/2(Ax,x) — (b, x).

La méthode du gradient conjugué est une méthode de descente particuliére associée a ce probléme de
minimisation. Le détail de sa mise en oeuvre est le suivant :
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> On se donne un vecteur initial xo et une direction initiale wq qui pointe dans la direction du gradient
go de la fonctionnelle 7 :

xg donné,
g =Axo—b, (3.123)
Wo = 80 - (3124)

> On construit ensuite une suite de vecteurs (x;) en se donnant a chaque fois une direction w; et un pas
de descente p;

(85 8;)
= (3.125)
T (wj, Awj)
Xj+1 = X + p;jW;j . (3.126)

> On calcule alors les directions conjuguées successives par :

gj+1 = 8j +pjAw;, (3.127)

Wil = —gj1+ % wj . (3.128)
J

En pratique, on utilise la version discréte du produit scalaire dans L2(Xgg) plutdt que le produit scalaire
euclidien et on arrétera les itérations lorsque la norme du vecteur gradient sera suffisamment faible.

Algorithme d’Uzawa

On peut également utiliser la nature de point-selle du probléme discret que I’on a a résoudre dans le
schéma en temps. Dans ce cas, on remplace les étapes (3.65), (3.66) et (3.67) par une seule phase de
résolution :

Magill) + Kd§j’+1 + B’ /\7(5111) =Fpni1, (3.129)
Ball) =0, (3.130)
(i+1) (i+1)

dont les inconnues sont les vecteurs accélération a,, [, et traction )‘n—I—ll qui forment I’unique point-selle
d’une fonctionnelle £. L’algorithme d’Uzawa est en fait une méthode de gradient conjugué appliquée a
la maximisation de la fonctionnelle £ dans la direction du multiplicateur de Lagrange. Dans la suite on
notera :

a=alll, (3.131)
d=d¥,, (3.132)
A=A (3.133)
F=Fu. (3.134)

L"algorithme consiste alors a construire deux suites de vecteurs (a;) et (A;) pour approcher a et X, avec
les conditions initiales :

Mag =F — Kd, (3.135)
Ao =0. (3.136)
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On se donne alors une regle de descente pour A :

Ajr1 = Aj +pjwj, (3.137)
avec :
w; = —Ba; + a;w; 1, (3.138)
|Ba,|?
= (3.139)
7 |Ba;_y?
z; = M~ 'B'w; , (3.140)
—|Ba;[?
p; = ——2 (3.141)
J (Baj, BZj)
On en déduit directement I’accélération :
aj11 = a; + pjz; . (3.142)

En pratique, on arrétera les itérations lorsque la norme du vecteur gradient associé a la maximisation de
L sera suffisamment faible. 1l se trouve que ce vecteur gradient a I’itération j est exactement égal a la
contrainte Ba;. Le critére d’arrét est donc directement lié a la continuité de I’accélération au travers des
interfaces non-conformes.
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Chapitre4

Modeles de boule solide homogene par
couches

Dans ce chapitre, on présente les résultats de la méthode des éléments spectraux qui a été détaillée dans
le chapitre 3.

On commence dans le paragraphe 4.2 par tester la méthode dans une boule homogéne élastique et solide
en utilisant tout d’abord un maillage conforme. Plusieurs positions de source sont illustrées pour valider
la modélisation des différents types d’ondes de surface et de volume. On teste ensuite I’implémentation
d’une interface non-conforme dans la boule homogéne. Dans le paragraphe 4.3, on ajoute les termes de
gravité dans le cas d’une boule solide homogeéne et d’un maillage non-conforme. La possibilité d’inclure
une interface non-conforme qui coincide avec une interface physique est étudiée dans le paragraphe 4.4
pour un bicouche élastique. Les conditions d’expérience correspondant aux paragraphes 4.2, 4.3 et 4.4
sont résumées dans la figure 4.25 de I’annexe 4.A, page 125.

4.1 Solution modale de référence

Toutes les expériences numériques présentées dans ce chapitre prennent en compte des milieux sphériques
latéralement homogénes. On utilisera systématiquement comme référence une solution basée sur la som-
mation des modes propres du modele que I’on considérera comme la solution analytique.

Le principe de la méthode est tout d’abord de chercher un champ de déplacement sous la forme d’onde
harmonique :

u(x,t) = u(z)exp(iwt) . (4.2)
Les équations du mouvement sont ensuite écrites dans le domaine fréquentiel :
Au(x,w) = —wlu(x,w), (4.2)

ou A est I’opérateur de I’élasto-gravité (1.84), et ou le déplacement est obtenu dans le domaine fréquentiel
par la transformée de Fourier :

+o0
u(x,w) :/ u(x,t) exp(—iwt) dt . (4.3)

—0oQ
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La solution est recherchée comme une superposition d’harmoniques sphériques généralisés (Phinney and
Burridge 1973) :

oY) l
u(r,0,p,w) = Z Z Ulo,tm (r,w) )/la,m(a’ ®) . (4.4)
1=0 m=—I
Dans cette écriture, « désigne une composante de la base canonique (e_, eg, ;) définie en fonction des
coordonnées sphériques par :

e = %(eg +iey), (4.5)
€ =€, (46)
e, = %(—eg +iey) . 4.7)

Les harmoniques sphériques ¥;*™ sont construits comme des fonctions harmoniques de la variable ¢ et
des polyndmes de Legendre de la variable cos(6). Sur la figure 4.1, on a représenté les fonctions YI%’O et
Y1%5. De facon générale, un harmonique Y;*"™ passe (I — |m|) fois par zéro dans la direction 6 et 2|m)|
fois dans la direction ¢.

&
S

FIG. 4.1 — Représentation de quelques harmoniques sphériques généralisés. YI%’O (a gauche) est constant le long
de la composante ¢ pendant que Y100’5 (a droite) passe 10 fois par zéro. Le nombre de noeuds selon la colatitude
est respectivement de 10 et 5.
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En injectant la forme des solutions (4.4) dans I’équation (4.2), on obtient un systéme de trois équations
différentielles ordinaires radiales qui sont indépendantes de I’indice m . En imposant ensuite les condi-
tions limites et la régularité a I’origine, on trouve deux familles de solutions. D’une part les déplacements
scalaires toroidaux, associés aux ondes de cisaillement transverse SH, et d’autre part les déplacements
vectoriels sphéroidaux, associés aux ondes P et SV'.

Pour chaque indice [ et pour chaque type de solution ¢, on obtient donc une infinité de fréquences propres
(notées ,w}), chacune étant de multiplicité (2/ + 1). Les modes propres associés sont notées u g j,m, et
ils forment une base orthogonale de I’espace des déplacements. La solution de I’équation d’onde excitée
par une source est obtenue en effectuant la sommation des modes propres du probléme :

u(xaw) = Za‘k(w)uk(x) ’ (48)
k
ou k désigne le multi-indice (g,n, 1, m) et ol les ay, sont les coefficients d’excitation des modes :
< u,f >
ak(LU) = % . (49)
w —wk

1. Voir, par exemple (Dahlen and Tromp 1998) p.268.
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Pour le détail du calcul des fréquences et des modes propres, on se référe a (Takeuchi and Saito 1972) et
(Woodhouse 1988).

4.2 Boule homogéne élastique solide

421 Grille conforme

Dans cette expérience, les hypothéses de travail (absence de gravité et maillage conforme) sont identiques
a celles déja utilisées dans les différentes études consacrées a la méthode des éléments spectraux pour
I’élastodynamique 2. On cherche donc ici & tester I’adaptation de la méthode a la géométrie sphérique,
c’est-a-dire a valider la transformation géométrique ainsi que les régles d’assemblage définies au chapitre
précédent.

Le maillage utilisé est représenté sur la figure 4.2. Chaque région périphérique contient 8 x 8 x 4 éléments
et le cube central est décomposé en 8 x 8 x 8 éléments. Le maillage complet est donc composé d’un total
de 2048 éléments, c’est-a-dire d’environ 1.5 10° points pour un ordre polynémial fixé 8 N = 8. La plus
petite distance dz.,, entre deux points de grille se trouve dans le cube central et vaut environ 34 km.

La densité de masse du milieu est p = 3000 kg - m—3, la vitesse des ondes P est o« = 8000m -s~ L et la
vitesse des ondes S est 8 = 6000m - s 1.

Dans toutes les expériences présentées dans ce chapitre, on utilise une source explosive colloquée en un
point de la grille, dont la dépendance temporelle est un Ricker qui est représenté sur la figure 4.3. Le
spectre de la source, représenté sur la figure 4.4, est caractérisé par une période dominante T4om €t Une
période minimale Tin qui vérifie :

Tdom = 2.5 Tmin -

La dépendance temporelle de la source peut paraitre éloignée de celle que I’on obtiendrait pour un trem-
blement de Terre provoqué par un glissement simple sur un plan de faille. Dans ce cas en effet, il fau-
drait considérer une fonction de type Heaviside pour caractériser le déplacement relatif des blocs de la
faille. De plus, d’un point de vue théorique on aimerait bien calculer la fonction de Green obtenue par la
méthode numérique et on souhaiterait donc implémenter une force ponctuelle en espace et en temps. Pour
justifier I"utilisation de la source de la figure 4.3, on observe qu’elle ressemble beaucoup a la réponse
instrumentale de certaines stations longue période (e. g. Shearer 1991a, p.18,149). Dans tout ce chapitre,
on a utilisé un schéma de Newmark explicite pour assurer I’évolution en temps 3. Le pas de temps uti-
lisé dans les expériences A et B est dt = 0.5, ce qui correspond & un nombre de Courant n ~ 0.23.
Rappelons que le nombre de Courant, qui est utilisé pour déterminer la stabilité du schéma, est défini

par :
1=t (3),..

ou « désigne la vitesse des ondes P et dz est la distance entre deux points de grille.

Pour fixer les idées, on rappelle que la stabilité du schéma explicite est assurée pour n < 0.6 dans le
cas d’une modélisation a deux dimensions dans des éléments non-déformés (d’aprés Komatitsch 1997).
Dans le cas des maillages sphériques présentés ici, on a constaté que le nombre de Courant maximal
assurant la stabilité # était de I’ordre de 7, =~ 0.3.

2. Voir (Komatitsch and Vilotte 1998) et les références qui y sont données.
3. Cela correspond au choix 2 = 0, v = 1/2 dans le schéma présenté au paragraphe 3.4.8.
4. On a testé la stabilité pendant un maximum de 20000 pas de temps.
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FIG. 4.2 — Maillage conforme utilisé dans les expériences A et B. Le rayon de la boule est égal au rayon moyen
de la Terre, R; = 6371km. Une des régions périphériques a été supprimée pour permettre de voir I’intérieur de
la grille. Pour la clarté de la figure, un ordre polynémial N = 4 (5 points par direction) a été utilisé. La carte de
couleurs représente les variations de I’&lément de volume (i. e. le jacobien) a travers la boule.

Source en surface

Dans cette premiére expérience (A), la source se trouve a la profondeur ps ~ 63km. La période do-
minante de la source est Tgom =~ 3725, ce qui définit une longueur d’onde P dominante de 2976 km,
c’est-a-dire environ un quart du diamétre de la sphére. La durée totale de la simulation est de 86405, ce
qui permet de voir un tour complet des ondes de Rayleigh a la surface du modeéle.

Dans cette simulation, ainsi que dans toutes celles présentées dans la suite de ce chapitre, on a placé les
récepteurs aux points de la grille qui se trouvent sur I’équateur. Comme il est d’usage en sismologie, on
représentera systématiquement les composantes radiale, longitudinale et transverse dont les directions
sont représentées sur la figure 4.5. La direction radiale correspond a la verticale pour un observateur se
trouvant a la surface de la Terre, la direction longitudinale est définie dans le plan du grand cercle qui relie
la source au récepteur tandis que la direction transverse lui est perpendiculaire. Les directions transverse
et longitudinale appartiennent donc au plan tangent a la sphére et coincident, a une rotation pres, avec
les vecteurs de base €y et €, des coordonnées sphériques. Rappelons ici que dans le cas d’un modéle a
symeétrie sphérique, une source explosive n’excite pas le mode de cisaillement transverse et que seules
les composantes radiale et longitudinale enregistrent du signal en surface. Dans toutes les expériences
présentées dans la suite, on ne représentera donc pas la composante transverse.
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Amplitude

0 500 1000 1500
Temps(9)

FIG. 4.3 — Amplitude normalisée de la source utilisée dans les expériences A a F. Cette fonction (appelée Ricker)
est une dérivée seconde de gaussienne, décalée d’un facteur Ty par rapport & I’origine.
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FIG. 4.4 — Spectre de la source utilisée dans les expériences A a F. La période dominante T4om €St associée au
maximum du spectre. La période minimale Ty, est définie par la fréquence qui correspond a 5% de ce maximum.

Sur la figure 4.6, on a représenté sous forme de sismogrammes les composantes radiale et longitudinale
du champ de déplacement enregistré a la surface de la boule. L’espacement irrégulier des traces reproduit
la répartition des points de collocation le long de I’équateur. On remarque ainsi sur la figure la présence de
«bandes verticales» qui est due a la densification des points de GLL sur le bords des éléments spectraux.
En comptant le nombre de bandes, on retrouve le nombre d’éléments qui ceinturent la sphére (ici 32).
La source superficielle a excité de fortes ondes de surface que I’on reconnait au fait que les hodochrones
(les courbes de temps d’arrivée) qui leur correspondent sont des droites ®. Sur les sismogrammes, on a
identifié I’onde de Rayleigh qui a une polarisation elliptique rétrograde dans le plan du grand cercle, et
que I’on retrouve donc sur les composantes radiale et longitudinale. En termes de modes propres, I’onde
de Rayleigh est associée au premier des modes de vibrations sphéroidales qui est appelé «mode fonda-
mental». La vitesse apparente de I’onde de Rayleigh est de 5 km - s~1, ce qui correspond & un temps de
trajet d’environ 4000 s pour rejoindre I’antipode et d’environ 8000 s pour faire un tour de sphére complet.
Comme on I’a suggéré au paragraphe 3.3.3, les plus petites longueurs d’onde du modele sont associées
aux ondes de Rayleigh. Ce sont donc ces longueurs d’onde qu’il faut correctement échantillonner pour

5. Le trajet d’une onde de surface suit I’arc de cercle entre I’épicentre et le récepteur, il est donc proportionnel a la distance
épicentrale.
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Er FIG. 4.5 - Définition des composantes
. radiale, longitudinale et transverse. C est
€RrR le grand cercle qui relie I’épicentre au

récepteur. La distance épicentrale A est
I’angle mesuré entre la source (S) et le
e, récepteur (R) dans le plan du grand cercle.

C

obtenir une solution numérique précise. Dans cette expérience, on a imposé un minimum de 5 points de
grille par longueur d’onde (d’aprés (Komatitsch and Vilotte 1998)) en prenant une vitesse minimale de
référence de 4 km-s~!. Ainsi, toutes les longueurs d’onde présentes dans la simulation sont correctement
(voire trop) échantillonnées.

On remarque sur les sismogrammes que I’onde de Rayleigh n’est pas dispersive, ce qui n’est pas a priori
évident. En effet, si I’onde de Rayleigh n’est jamais dispersive dans le cas d’un demi-espace élastique
homogéne, on peut s’attendre a une modification de cette propriété en présence de topographie a la
surface libre, e. g. (Rulf 1969). Dans ce cas, la vitesse de phase d’une onde monochromatique de type
Rayleigh dépend du rapport entre sa longueur d’onde et le rayon de courbure de la topographie. On
pourra par exemple négliger la courbure a trés haute fréquence et on retrouvera comme vitesse de phase
asymptotique la vitesse des ondes de Rayleigh pour le demi-espace élastique. Dans le cas de la boule
homogéne de I’expérience A, on a représenté sur la figure 4.7 les vitesses de groupe des premiers har-
moniques sphéraidaux en fonction de la fréquence. On vérifie que I’onde de Rayleigh (associée au mode
fondamental n = 0) est trés faiblement dispersive, méme si la fréquence centrale de la simulation est
relativement basse (~ 2.7 mHz). En pratique, il faudrait donc attendre que I’onde de Rayleigh parcourt
un certain nombre de tours de la boule avant de voir a I’oeil nu la difféerence entre vitesses de phase et
vitesse de groupe.

La deuxiéme «onde de surface» que I’on a indiqué sur la composante longitudinale est la phase «X». Cette
phase a été identifiée et baptisée par Jobert, Gaulon, Dieulin, and Roult (1977) dans le cas de la Terre. En
termes de modes propres, elle correspond a une superposition d’harmoniques sphéroidaux. L’équivalent
en termes d’ondes de volume est une succession de réflections sous la surface et de conversions entre
les ondes P et SV. Sur les sismogrammes on distingue clairement sur la composante longitudinale une
arrivée d’énergie impulsive qui correspond au premier train de la phase X entre la source et le récepteur.
La vitesse apparente de cette phase coincide avec la vitesse des ondes P (8 km-s~1), et on peut donc I’in-
terpréter comme une série de réflections multiples de I’onde P a la surface de la boule. La polarisation de
cette phase est donc systématiquement tangente a la sphére, ce qui explique son absence sur la compo-
sante radiale. Lorsque ce train d’onde atteint I’antipode, on observe clairement une conversion de modes
et la polarisation du train X5 est répartie sur les composantes radiale et longitudinale. D’autre part, on
observe de la dispersion sur les trains successifs de la phase X, ce qui est cohérent avec la dépendance
en fréquence des vitesses de groupe des harmoniques sphéroidaux (voir la figure 4.7). La conjonction
de ces deux effets (conversions de modes et dispersion) procure aux trains successifs de la phase X une
forme d’onde de complexité croissante.

On peut remarquer par ailleurs une distorsion au tout début du signal dans I’élément spectral qui contient
le point source. Ce phénoméne, qui est dii au rayonnement artificiel de la source en croix lors de
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F1G. 4.6 — Sismogrammes en déplacement enregistrés a I’équateur dans une boule élastique homogene avec une
grille conforme (expérience A). Les amplitudes supérieures a 85% du maximum ont été tronquées. On a indiqué
I’onde de Rayleigh (R) ainsi que la phase X.

I’implémentation d’un double couple &, n’est pas propagatif et s’estompe dés que la source a fini d’émettre.

Sur la figure 4.8, on a représenté quelques traces en surface et leur comparaison avec la solution ana-
Iytique du paragraphe 4.1. On constate que les traces sont dominées par les ondes de Rayleigh et par
la phase X, comme on pouvait le voir sur la figure 4.6. On peut également observer la focalisation de
I’énergie sismique a I’antipode (A = 180°) et notamment I’interférence des deux trains d’ondes de
Rayleigh qui «écrasent» les autres phases du signal. Au passage de I’antipode on constate également un
déphasage de /2 qui «<retourne» le signal de I’onde de Rayleigh. En terme d’optique géométrique, ce
déphasage est caractéristique de la présence d’une caustique. La caustique est ici localisée a I’antipode
de la source, car ce point particulier appartient a tous les grands cercles (une infinité) qui passent par
I’épicentre.

On remarque un signal parasite dans la solution modale centré sur le temps 7, et qui se retrouve dans le

6. Voir le paragraphe 3.B.
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FIG. 4.7 — Vitesses de groupes en fonction de la fréquence du mode fondamental et des 3 premiers harmoniques
sphéroidaux pour la boule homogeéne élastique de I’expérience A. Le mode fondamental (n = 0) est trés fai-
blement dispersif dans la gamme de fréquence utilisé dans I’expérience, a I’inverse des harmoniques (n > 0).
Contrairement au mode fondamental, chacun des harmoniques n’est pas directement associé & un type d’onde, ce
qui explique les créneaux observés sur les courbes. On constate que la superposition des différents harmoniques
fait apparaitre des hyperboles correspondant a des vraies phases sismiques dont les vitesses de groupe a haute
fréquence varient entre les vitesses S et P du milieu.

résidu. Il est d0 & une troncature un peu séveére de la sommation en [ dans I’expression (4.8) qui provoque
une approximation du support ponctuel de la source. Comme conséquence, on voit apparaitre un signal
anticausal qui ne se manifeste qu’autour du temps 5.

La différence entre les deux solutions est principalement due a un déphasage qui est imperceptible a
I’ceil et I’erreur maximale est d’environ 0.5% pour les ondes de Rayleigh. Ce résidu est essentiellement
contrdlé par I’ordre du schéma en temps qui vaut seulement 2 alors que I’ordre du schéma en espace est
de 8. La comparaison avec la solution analytique est donc tout a fait satisfaisante et valide I’adaptation
de la méthode a la géométrie sphérique.

Sur la figure 4.9, on a représenté la variation des énergies cinétique et potentielle du systéme discret
dans les derniers instants de la simulation’. On constate que le schéma en temps est d’une part stable
sur le temps de simulation considéré, et qu’il assure d’autre part la conservation de I’énergie du systéme
discret.

Sur 8 processeurs EV6, chaque pas en temps a nécessité environ 1.5 s de temps calcul pour une mémoire
totale d’environ 1 Go?8. Environ 10 % du temps a été consacré aux communications entre processeurs
durant les phases d’assemblage.

7. Le calcul de ces énergies au niveau discret est rappelé dans I’annexe 4.A.
8. Tous les calculs sont effectués en double précision.
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Source profonde

Dans cette expérience (B), les paramétres de la simulation sont identiques a ceux de I’expérience A,
a I’exception de la profondeur de la source qui vaut p, ~ 1187 km. La figure 4.10 représente les sis-
mogrammes obtenus a la surface de la boule homogéne élastique. Bien que la source soit relativement
profonde, on voit encore clairement I’onde de Rayleigh et la phase X. Cela est di au fait que la simula-
tion est trés basse fréquence, puisque la source se trouve a une demi-longueur d’onde fondamentale P de
la surface. On distingue cependant plus clairement les ondes de volume notamment la premiére arrivée
d’énergie sur chaque trace qui correspond a I’onde P (on peut vérifier que la polarisation de I’onde P est
purement radiale a I’antipode).

La comparaison des traces obtenues en surface avec la solution analytique est représentée sur la figure
4.11. L’amplitude du résidu est inférieure a celle que I’on avait obtenue pour I’expérience A, et atteint un
maximum d’environ 0.1%.

Les enregistrements ne sont plus dominés par les ondes de surface, et on constate la bonne modélisation
de phases sismiques moins énergétiques qui se propagent dans le volume de la boule. On constate de
nouveau le phénomeéne de refocalisation a I’antipode qui permet de voir clairement émerger I’onde de
Rayleigh et la phase X du reste du signal.

La conservation de I’énergie dans les derniers instants de la simulation est illustrée par la figure 4.12. Les
conversions d’énergies cinétique et potentielle traduisent les réflections multiples des ondes de volume a
la surface de la boule ainsi que les interférences entre ondes de surface.
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F1G. 4.8 — Traces en surface pour un échantillon de distances épicentrales. Les courbes en trait rouge tireté sont
calculées par une méthode de sommation des vibrations propres de la boule. La solution obtenue par la méthode
des éléments spectraux (expérience A) est dessinée en trait noir et le résidu entre les deux solutions multiplié par
10 est tracé en bleu. Toutes les traces sont normalisées.
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FIG. 4.9 — Variation de I’énergie cinétique (Ec) et potentielle (Ep) au cours des 20 dernieres minutes de la
simulation (expérience A). Les conversions d’énergie vers 8400 s correspondent a I’interférence des trains d’ondes
de Rayleigh a I’antipode. L’énergie totale du systéme reste constante en I’absence d’atténuation.
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F1G. 4.10 — Sismogrammes en déplacement enregistrés a I’équateur dans une boule élastique homogéne avec une

grille conforme (expérience B). Les amplitudes supérieures a 85% du maximum ont été tronquées. On a indiqué
I’onde de Rayleigh (R) ainsi que la phase X.
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FIG. 4.11 — Traces en surface pour un échantillon de distances épicentrales. Les courbes en trait rouge tireté sont
calculées par une méthode de sommation des vibrations propres de la boule. La solution obtenue par la méthode
des éléments spectraux (expérience B) est dessinée en trait noir et le résidu entre les deux solutions multiplié par
10 est tracé en bleu. Toutes les traces sont normalisées.
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FIG. 4.12 — Variation de I’énergie cinétique (Ec) et potentielle (Ep) au cours des 20 derniéres minutes de la
simulation (expérience B). L’énergie totale du systéme reste constante en I’absence d’atténuation.
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4.2.2 Grilles non conformes

L’objet de cette expérience (C) est de valider I’implémentation d’une interface solide-solide non-conforme
dans le cas simple d’une boule homogéne élastique.
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FIG. 4.13 — Maillage utilisé dans I’expérience C. Le rayon de la boule est égal au rayon moyen de la Terre, R; =
6371 km et une interface non-conforme est implémentée a 2500 km de profondeur. Une des régions périphériques
a été supprimée pour permettre de voir I’intérieur de la grille. Pour la clarté de la figure, un ordre polynémial
N =4 (5 points par direction) a &té utilisé. La carte de couleurs représente les variations de I’élément de volume

(i. e. le jacobien) a travers la boule.

Le maillage utilisé est représenté sur la figure 4.13. 1l est composé de 1024 éléments spectraux et d’en-
viron 750 000 points pour un ordre polyndmial N = 8, c’est-a-dire moitié moins que pour le maillage
conforme utilisé dans les expériences A et B. Rappelons que pour imposer un déraffinement d’un facteur
deux dans une boule homogéne, le rayon de I’interface non-conforme doit &tre inférieur ou égal a la
moitié du rayon de la boule. Ce n’est pas le cas dans cette expérience puisque I’interface non-conforme
se trouve & 2500 km de profondeur. Cependant, les longueurs d’onde étant largement sur-échantillonnées
dans la partie superficielle du modeéle, la discrétisation reste convenable en profondeur.

On a choisi de placer la source en profondeur, comme pour I’expérience B, de fagon a ce que le signal ne
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soit pas dominé par les ondes de surface, puisque celles-ci ne «voient» pas I’interface non-conforme sauf
a tres basse fréquence. La résolution du systéme d’interface (3.65) est assurée par la méthode du gradient
conjugué présentée a I’annexe 3.B. On observe un taux de convergence de 0.6 ° et le nombre moyen
d’itérations est égal a 8. A I’issue des itérations de la méthode du gradient conjugué, la satisfaction de
la contrainte est vérifiée en calculant la norme (dans L?(Xggs)) du saut d’accélération, Ba, ;. Dans
I’expérience présentée ici, la contrainte de continuité de I’accélération est satisfaite & 10 2 prés. Enfin,
le pas de temps est ici dt = 1s c’est-a-dire deux fois plus grand que pour un maillage conforme pour un
méme nombre de Courant n ~ 0.23.

La figure 4.14 représente les déplacements enregistrés en surface pour une gamme de distances épicentrales,
et leur comparaison avec la solution analytique. On constate que I’accord entre les solutions est tout a fait
acceptable, puisque le résidu obtenu, tout en étant légérement supérieur a celui de la méthode conforme,
reste inférieur au pourcent.

Afin d’illustrer la résolution du systéme d’interface, on a comparé les multiplicateurs de Lagrange sur
I’interface non-conforme avec les vecteurs tractions calculés dans une grille conforme. Le résultat de
cette comparaison est représenté sur la figure 4.15 et confirme I’interprétation physique des multiplica-
teurs de Lagrange qui apparaissent comme des taux de traction sur I’interface non-conforme. Le résidu
entre les deux courbes atteint une valeur maximale de I’ordre de 5 %. Cette valeur quelque peu élevée
est due en partie au fait que, dans I’expérience A, on calcule le taux de traction aprés la phase de correc-
tion sur la vitesse (3.69) alors que les multiplicateurs de Lagrange sont calculés a I’issue de la phase de
prédiction. Cela introduit un léger décalage en temps qui explique la différence observée.

La conservation de I’énergie dans les derniers instants de la simulation est illustrée par la figure 4.16.
On constate a nouveau la stabilité du schéma en temps et on n’observe pas de perte ni de conversion
d’énergie qui serait due a la prise en compte de I’interface non-conforme (comparer avec la figure 4.12).

L’algorithme correspondant a cette simulation a été implémenté sur 8 processeurs EV6 et a nécessité
en moyenne 1.7 s pour chaque pas de temps pour une mémoire totale d’environ 1.2 Go. L’occupation
mémoire est ici relativement importante car d’une part la proportion d’éléments sur I’interface non-
conforme est assez élevée et d’autre part la résolution sur I’interface n’est pas optimisée en terme d’allo-
cation mémoire. Environ 5% du temps a été consacré aux communications entre processeurs durant les
phases d’assemblage et 45 % a la résolution du systeme d’interface.

4.3 Boule homogene autogravitante solide

Dans ce paragraphe, on considére une boule homogéne autogravitante (expérience D) et on utilise la
source superficielle de I’expérience A avec le maillage non-conforme de I’expérience C. Rappelons que
la prise en compte de la gravité ne modifie pas les vitesses des ondes de volume. Aux fréquences aux-
quelles on travaille, on s’attend en revanche a un effet non négligeable sur les temps d’arrivée et sur les
amplitudes des ondes de surface.

La figure 4.17 montre les sismogrammes en déplacement obtenus a la surface de la boule. Comme dans le
cas élastique, la composante transverse n’est pas excitée par la source explosive et seules les composantes
radiale et longitudinale sont représentées. On a indiqué comme précédemment I’onde de Rayleigh et la
phase X.

La comparaison des traces en surface avec la solution analytique du probléme est représentée sur la figure
4.18. Comme dans I’expérience de la boule élastique homogeéne, les résidus les plus importants sont

9. C’est-a-dire que I’on gagne 6 ordres de grandeur sur la norme du résidu toutes les 10 itérations.
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obtenus pour les ondes de Rayleigh qui sont associées aux longueurs d’ondes minimales du milieu. La
valeur maximale du résidu est supérieure a celle obtenue dans le cas élastique en raison de la diminution
de la vitesse apparente de I’onde de Rayleigh en présence de gravité. Malgré ce phénomeéne, I’amplitude
du résidu n’excéde pas le pourcent.

Pour illustrer I’effet de la gravité, on a superposé sur les figures 4.19 et 4.20 les composantes radiale et
longitudinale obtenues en surface avec les traces correspondant au cas purement élastique. Pour chaque
distance épicentrale, on a indiqué les deux premiers trains de I’onde de Rayleigh (R et R») et ceux de la
phase X sont indiqués sur la composante longitudinale (figure 4.20). On rappelle que les trains R et X
suivent le trajet direct entre épicentre et récepteur et correspondent a une distance parcourue égale a A,
tandis que les trains Ry et X5 décrivent le grand cercle a I’envers et parcourent donc une distance égale
a2m— A.

On constate clairement une diminution de la vitesse des ondes de Rayleigh en présence de gravité. Le
plus grand décalage en temps est observé sur les figures 4.19 et 4.20 pour le train Ry & 100°, ce qui
correspond a la plus grande distance parcourue (presque trois quarts de la circonférence de la boule). On
remarque également un déphasage des ondes de Rayleigh qui affecte la forme d’onde au cours du temps
et qui augmente pour les trains successifs (R1, Ra, etc).

Curieusement, on remarque une légére augmentation de la vitesse de la phase X en présence des effets de
la gravité, c’est-a-dire I’inverse de ce que I’on obtient pour les ondes de Rayleigh. L’examen des vitesses
de groupe du mode fondamental et des premiers harmoniques pour une boule homogéne autogravitante
confirment cette observation (voir la figure 4.21). Comme on s’y attend, ces effets sont essentiellement
basse fréquence et disparaissent asymptotiquement a mesure que la fréquence du signal augmente.

Pour cette simulation on a choisi un pas de temps dt = 1s comme dans le cas élastique. L’ implémentation
de I’algorithme sur 8 processeurs EV6 a nécessité environ 2.6 s pour chaque pas de temps, I’augmentation
par rapport au cas élastique étant due au calcul des termes de gravité.

4.4 Boule solide homogéne par morceaux

Aprés avoir testé I'implémentation de la méthode dans une boule homogéne, on se propose ici de trai-
ter le cas d’une boule élastique a deux couches entre lesquelles on place une interface non-conforme
(expérience F).

On a imposé un saut de 10% sur les vitesses P et S a travers I’interface et une augmentation d’un facteur
3 de la densité de masse. Dans cette expérience, les vitesses les plus faibles sont situées a I’intérieur de la
boule, ce qui permet de conserver le méme pas en temps dans le schéma de Newmark tout en diminuant
le nombre de Courant1°.

Les sismogrammes obtenus sont représentés sur la figure 4.22 et sont dominés par les réverbérations
des ondes de volume dans le milieu. Les ondes de surface sont moins excitées que dans le cas homogéne
(expérience B), principalement a cause du contraste de vitesses a I’interface entre les couches du modeéle.
On distingue tout de méme les ondes de Rayleigh sur la composante radiale et les passages successifs de
la phase X sur la composante longitudinale.

La comparaison des traces obtenues en surface avec la solution analytique est illustrée par la figure
4.23. L’accord observé est satisfaisant, le résidu étant toujours inférieur a 0.5%. On remarque cependant
une oscillation a trés basse fréquence dans les résidus des composantes radiales. Ce signal quasiment

10. Dans les expériences E et F, le nombre de Courant est  ~ 0.21.
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monochromatique est probablement di a certains modes radiaux qui ont été mal pris en compte dans le
calcul de la solution modale. Toutefois, la correspondance avec la solution analytique est trés satisfaisante
et valide la prise en compte du contraste des paramétres élastiques dans le raccord non-conforme.

On a également représenté sur la figure 4.24 la comparaison entre les multiplicateurs de Lagrange sur
I’interface non-conforme avec la dérivée en temps du vecteur traction obtenu dans un maillage conforme
(expérience E). Le bon accord observé illustre a nouveau I’implémentation correcte du raccord non-
conforme dans le schéma d’évolution en temps.
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FIG. 4.14 — Traces en surface pour un échantillon de distances épicentrales. Les courbes en trait rouge tireté sont
calculées par une méthode de sommation des vibrations propres de la boule. La solution obtenue par la méthode
des éléments spectraux (expérience C) est dessinée en trait noir et le résidu entre les deux solutions multiplié par
10 est tracé en bleu. Toutes les traces sont normalisées.
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Composante Radiale Composante Longitudinale
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FIG. 4.15 — Traces a I’interface non-conforme pour un échantillon de distances épicentrales. Les courbes en
noir sont les dérivées temporelles du vecteur traction calculé dans I’expérience B. Les courbes en rouge tireté
représentent les multiplicateurs de Lagrange enregistrés sur I’interface dans I’expérience C. Le résidu entre les
deux courbes est tracé en bleu et toutes les traces sont normalisées.
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FIG. 4.16 — Variation de I’énergie cinétique (Ec) et potentielle (Ep) au cours des 20 derniéres minutes de la

simulation (expérience C). L’énergie totale du systéme reste constante en I’absence d’atténuation. L’interface
non-conforme ne produit pas de conversion ou de perte d’énergie.
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FIG. 4.17 — Sismogrammes en déplacement enregistrés a I’équateur dans une boule autogravitante homogeéne
avec une grille non-conforme (expérience D). Les amplitudes supérieures a 85% du maximum ont été tronquées.
On a indiqué I’onde de Rayleigh (R) ainsi que la phase X.
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Composante Radiale Composante Longitudinale
1.04 1.04
0.5 0.5
0 A AA 01-AA nlhx A AA
A:450 ~W- o va V \NVVVVVVV
-0.5 -0.5
-1.01 T T T T T T T T T -1.01 T T T T T T T T T
0 1800 3600 5400 7200 0 1800 3600 5400 7200
1.0 1.0
0.5 0.5
5 A [P [P
AZQOO O’ v 0 UV V Vvvv MAAY
-0.54 -0.54
-1.01 T T T T T T T T T -1.04 T T T T T T T T T
0 1800 3600 5400 7200 0 1800 3600 5400 7200
1.04 1.04
0.5 0.5
04 ’\ 04 AR Na. A AA A
A=135° \ 4 e
-0.5 -0.5
-1.04 T T T T T T T T T -1.04 T T T T T T T T T
0 1800 3600 5400 7200 0 1800 3600 5400 7200
1.04 1.04
0.5 0.5
A=180°| ° samii o L
-0.5 -0.5+
-1.04 T T T T T T T T T -1.04 T T T T T T T T T
0 1800 3600 5400 7200 0 1800 3600 5400 7200
Temps (s) Temps (s)

FIG. 4.18 — Traces en surface pour un échantillon de distances épicentrales. Les courbes en trait rouge tireté
sont calculées par une méthode de sommation des vibrations propres de la boule soumise & la gravité. La solution
obtenue par la méthode des éléments spectraux (expérience D) est dessinée en trait noir et le résidu entre les deux
solutions multiplié par 10 est tracé en bleu. Toutes les traces sont normalisées.
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A=110°
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FIG. 4.19 — Composante radiale du déplacement en surface pour des distances épicentrales variant entre 100°
et 160°. Les courbes épaisses en gris sont issues de I’expérience A. Les courbes fines en rouge tiennent compte de
la gravité (expérience D). Ry (resp. R2) est le premier (resp. deuxiéme) train de I’onde de Rayleigh. On observe
une diminution de la vitesse apparente des ondes de surface en présence des forces de gravité, contrairement aux
ondes de volume qui ne sont pas perturbées.
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A=120°
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FIG. 4.20 — Composante longitudinale du déplacement en surface pour des distances épicentrales variant entre
100° et 160°. Les courbes épaisses en gris sont issues de I’expérience A. Les courbes fines en rouge tiennent
compte de la gravité (expérience D). Ry (resp. R») est le premier (resp. deuxiéme) train de I’onde de Rayleigh et
X (resp. X) est le premier (resp. deuxiéme) train de la phase X . La vitesse de la phase X augmente légérement
en présence de gravité, mais les formes d’ondes ne sont pas beaucoup affectées.
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11
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F1G. 4.21 — Vitesses de groupes du mode fondamental et des 2 premiers harmoniques sphéroidaux en fonction de
la fréquence, pour I’expérience D (trait pointillé). En trait plein, on a représenté les vitesses de groupe obtenus
pour la boule élastique de I’expérience A. L’effet & basse fréquence des termes locaux de gravité est de diminuer
la vitesse de groupe des ondes de Rayleigh et d’augmenter celle de la phase X (cet effet est visible essentiellement
pour le premier harmonique et pour des fréquences inférieures a 2 mHz).
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F1G. 4.22 — Sismogrammes en déplacement enregistrés a I’équateur dans un bicouche élastique avec une grille
non-conforme (expérience F). Les amplitudes supérieures a 85% du maximum ont &té tronquées.
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F1G. 4.23 — Traces en surface pour un échantillon de distances épicentrales. Les courbes en trait rouge tireté sont
calculées par une méthode de sommation des vibrations propres de la boule. La solution obtenue par la méthode
des éléments spectraux (expérience F) est dessinée en trait noir et le résidu entre les deux solutions multiplié par
10 est tracé en bleu. Toutes les traces sont normalisées.
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FIG. 4.24 — Traces a I’interface non-conforme pour un échantillon de distances épicentrales. Les courbes en
noir sont les dérivées temporelles du vecteur traction calculé dans I’expérience E. Les courbes en rouge tireté
représentent les multiplicateurs de Lagrange enregistrés sur I’interface dans I’expérience F. Le résidu entre les
deux courbes est tracé en bleu et toutes les traces sont normalisées.
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4.A Annexe : Résultats

4.A.1 Présentation des expériences numériques

La figure 4.25 résume les caractéristiques des expériences numériques (A a F) menées dans le chapitre
4,

4.A.2 Calcul de I’énergie au niveau discret

L’énergie cinétique dans le domaine de calcul a I’instant ¢ est définie par :

Ec(t) = /Qp(x)%(x)%(x) dx. (4.10)

Au temps discret ¢,,, on calculera I’énergie cinétique en utilisant le vecteur vitesse v, et en appliquant la
formule d’intégration numérique basée sur les points de GLL du cube unité :

K ng

N
Ec(tn) =) ) jﬂ I (o) (4.11)

k=1e=1
L’énergie potentielle élastique est définie dans le domaine de calcul a I’instant ¢ par :

Ep(t) = /Q V() (3) s e(x) : V() () dxc 4.12)

ou c est le tenseur élastique. On calculera donc I’énergie potentielle au temps ¢,, en utilisant le vecteur
déplacement d,, et en appliquant la régle d’intégration numérique :

K ng

N
Ept) =33 ﬁ T e e 4.13)

k=1le=1
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| Expérience || A B C D E F
Grille Conforme | Conforme | Non conf. | Non conf. | Conforme | Non conf.
L (km) 2500 2500 2500 2500
Gravité Non Non Non Oui Non Non

Parameétres élastiques
pay (g- cm=3) 3 3 3 3 3 3
P2 9 9
aqy (km-s~1) 8 8 8 8 8 8
a3z 7.2 7.2
By (km-s~T) 6 6 6 6 6 6
9 5.4 5.4
Position source
ps (km) 63 1187 1187 63 1312 1312
05 (degrés) —0.56 —0.56 —0.56 —0.56 —5.6 —5.6
b5 (degrés) 0.56 0.56 0.56 0.56 —5.6 —5.6
Caracteéristiques source
Tin (S) 154 154 154 154 154 154
Tom (5) 372 372 372 372 372 372
T (3) 550 550 550 550 550 550
*s

__________

E

Fi1G. 4.25 — Caractéristiques des expériences numériques présentées dans les paragraphes 4.2 4 4.4. Les
figures du bas schématisent les différents maillages en éléments spectraux utilisés pour paver la boule.
L’échelle verticale est 1:1 et I’échelle latérale est 1:2. La vitesse des ondes P est « et /3 est la vitesse des
ondes S. La profondeur de la source est p, sa latitude est 6, et ¢, est sa longitude.
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Chapitre5

Extension a des modeéles de Terre

5.1 Introduction

Dans le chapitre précédent, on a montré une fagcon d’adapter la méthode des éléments spectraux a la
géomeétrie sphérique et de prendre en compte un maillage non-conforme qui pouvait s’appuyer sur les
interfaces physiques du milieu.

On cherche maintenant a étendre la méthode a des modéles plus réalistes et se rapprocher ainsi du cadre
de la sismologie globale. La principale difficulté que 1’on a rencontrée pour considérer des modeéles de
Terre réside dans la prise en compte de la partie fluide du noyau. En effet, on a choisi dans le chapitre
3, une approximation par éléments spectraux basée sur I’utilisation du déplacement dans les régions
liquides. Ce choix était motivé par la possible présence de mouvements convectifs dans le noyau externe.
Cependant, il faut rappeler que la convection dans le fluide n’apparait que pour des sollicitations a trés
basse fréquence et qui concernent en général des séismes tres profonds. C’est d’ailleurs pour cette raison
gue les modes convectifs du noyau externe sont trés mal connus, faute d’observations. Parallélement,
dés lors que I’on s’intéresse a la structure tridimensionnelle de la crolite et du manteau terrestre, on se
placera dans une gamme de fréguences ou I’on peut raisonnablement négliger le spectre convectif de
I’opérateur de I’élasto-gravité. Dans ces conditions, la discrétisation du noyau externe en déplacement
nécessite d’imposer une contrainte supplémentaire pour évacuer les modes rotationnels qui n’auraient
aucun sens physique dans le fluide.

Dans ce chapitre, on présente une alternative a la discrétisation du fluide par éléments spectraux basée
sur le couplage avec une solution quasi-analytique et menée dans le cadre du travail de thése de Yann
Capdeville. Elle repose sur la construction d’un opérateur de type DtN (Dirichlet to Neumann) sur I’inter-
face solide-fluide qui utilise la solution modale de I’équation d’onde dans le noyau. La méthode couplée
permet de prendre en compte une structure radiale dans le noyau pour un codt de calcul trés intéressant.
Des perturbations a une structure 1D peuvent également étre envisagées, par exemple pour implémenter
une topographie a la frontiére noyau-manteau ou pour inclure des variations latérales des paramétres
élastiques. Cependant, ces variations devront étre suffisamment lisses pour que la méthode de perturba-
tions reste compétitive en terme de codt de calcul par rapport & une résolution compléte par éléments
spectraux . On dispose donc, avec I’alternative du couplage, de la possibilité de choisir une méthode
numérique adaptée a la physique du probléme rencontré.

Dans ce qui suit, on rappelle succinctement le principe de la méthode couplée éléments spectraux-modes
propres que I’on trouvera en détail dans (Capdeville 2000). On présente alors le cas d’une boule ho-
mogene élastique contenant une inclusion fluide, puis les résultats obtenus dans un modeéle radialement
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hétérogeéne avec une lithosphére moyenne (modéle PREM220), et ensuite les résultats de la modélisation
dans le modele PREM. Enfin, on présente les particularités liées a la prise en compte d’une partie fluide
dans la discrétisation des équations de I’élasto-gravité par éléments spectraux.

5.2 Meéthode couplée : éléements spectraux - modes propres

Principe

On considére que le domaine 2 est formé d’une boule interne, notée £2—, et d’une coquille sphérique
superficielle, notée Q* (voir figure 5.1). On suppose ici que le domaine € est entiérement solide, on
présente le cas du couplage solide-solide.

FiG. 5.1 — Géométrie du couplage
entre les méthodes des é&léments spec-
traux (dans Q%) et des modes propres
(dans Q7).

Le principe de la méthode couplée est d’utiliser la méthode des éléments spectraux dans le domaine
Q1 et de prolonger la solution obtenue en utilisant la solution modale associée a la boule interne Q.
Contrairement au cas de grilles non-conformes, le couplage entre les deux solutions est basé sur un
raccord explicite entre les vecteurs tractions. Supposons en effet que 1I’on soit capable de calculer la
réponse en traction de 2 a une sollicitation en déplacement u™ surT":

T (x) = Au™(x), Vxel. (5.1)

D’aprés les conditions de continuité du déplacement (1.79) et de la traction (1.81), on peut exprimer (5.1)
sous la forme:

T (x) = Aut(x), VxeTl. (5.2)

L’opérateur A qui relie un déplacement a une traction est un opérateur de type DtN (Dirichlet to Neu-
mann) qui opére de H'/2(T') dans H~/2(T).

Pour obtenir la formulation variationnelle du probléme couplé dans le domaine 27, il faut donc tenir
compte d’une condition de Neumann dynamique supplémentaire sur I’interface T'. En reprenant les no-
tations du chapitre 1.4, on cherchera donc a chaque instant ¢ € [0, 77, le déplacement u;” € V* et le
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multiplicateur de Lagrange A; € M tels que Vv € V*,Vu € M. :

82 +
(p(x)—“;,v> +a(uf,v) + bV, A)+ < v, Auf > = (£, V)20, (5.3)
0t Jraan)

b(uf,p) = 0. (5.4)
Dans cette écriture, < -, - > désigne le crochet de dualité entre les espaces H '/2(T) et H~/2(T).

On remarque que la formulation (5.3) est similaire a celle que I’on obtient pour I’implémentation de
certaines conditions absorbantes. Dans ce cas, on cherche également a construire un opérateur DtN, mais
cette fois pour calculer la traction correspondant a un milieu infini (Givoli and Keller 1990, Grote and
Keller 1995).

Expression de I’opérateur DtN

On commence par développer le déplacement et le vecteur traction & I’interface sur la base des harmo-
niques sphériques :

u(R,0,¢,0) = > U, (Rw): Vyq(0,9), (5.5)
Im

T™(R,60,p,w) = Y T, (Rw): Vg (6:¢), (5.6)
Im

ou R est le rayon de I’interface de couplage et ou I’on a utilisé le symbole « = » pour indiquer une
décomposition sur la base canonique.

Les champs obtenus s’expriment sur les bases de déplacements (D) et de tractions propres (7)) de I’in-
terface :

U, (R,w) = 8y, (w) : Dy () (5.7)
Tltm (R’ w) = al,m (w) : ﬁ,m (w) 5 (58)

oul le symbole « ~» désigne une décomposition suivant les 3 types de solution L.

L’ opérateur DtN est défini sur T" par:

T (R0,0,0) = A:0 (R0,0,0) = Y Amw) : U, (Rw) :Vg0,0), (59
l,m

ce qui est équivalent a I’égalité des composantes dans la base d’harmoniques sphériques :
T, (Rw) = Aym(w): T, (Rw). (5.10)

En utilisant (5.7) et (5.8), on obtient I’expression des composantes de I’opérateur dans le domaine
fréquentiel : ~ . .
Ajm(w) =Dy (@) : Ty (w) - (5.11)

Pour que I’égalité ait un sens, il faut exclure les fréquences qui annulent les composantes de D, ¢’est-a-
dire les fréquences propres (,w]) associés aux équations du mouvement dans 2~ avec une condition de
Dirichlet sur T'.

1. L’espace des solutions de I’équation d’onde est a priori de dimension 3. En imposant ensuite les conditions aux limites,
on gagne une dimension et il reste les modes sphéroidaux et toroidaux.
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Afin d’obtenir I’expression de I’opérateur dans le domaine temporel, on réécrit :

Ak(w) = Z wn_i.Aka + (./:tk(w) — Z %) , (5.12)

ou k désigne le multi-indice (I, m) et ou:
n = 1M, (@ = 00) A (@) - (5.13)

On applique ensuite une transformée de Fourier inverse en utilisant le théoréme de Cauchy pour le
premier terme. On obtient :

Ai(t) = Zn.zklz exp(inwit)H(t) + L /+00 (.Zk(w) — Z A) exp(iwt) dw, (5.14)

2T %0 - W —p WE
ou H est la fonction de Heaviside.

En principe, il faut construire I’opérateur DtN sur une gamme de fréquence infinie pour pouvoir réaliser le
passage en temps, et ce, méme si le champ de déplacement issu de la méthode d’éléments spectraux a un
spectre borné. En effet, une troncature en fréquence de I’opérateur conduirait a une réponse en traction
qui ne serait pas causale. Le probléme est réglé en construisant un prolongement de I’opérateur pour
les hautes fréquences basé sur la connaissance de solutions asymptotiques de I’équation d’ondes dans
Q~ (Barry et al. 1988). De plus, pour une fréquence donnée, I’opérateur est prolongé pour les ordres
angulaires élevés par une condition de radiation. De cette fagon, la réponse en traction calculée par
I’opérateur DtN ne contient pas de petites longueurs d’onde qui ne seraient pas résolues par la méthode
d’éléments spectraux. Tout se passe, pour ces longueurs d’onde, comme si I’interface de couplage était
un bord absorbant.

Pour la présentation détaillée de la construction de I’opérateur DtN, ainsi que son implémentation, on se
réfere a (Capdeville 2000). On y trouvera notamment (1) la construction du prolongement asymptotique
de I’opérateur ; (2) la mise en oeuvre des matrices de passage entre les bases polynémiales des éléments
spectraux et les bases globales des harmoniques sphériques ; et (3) I’incorporation de la condition dyna-
mique de Neumann dans le schéma d’évolution en temps.

5.3 Modeles a symétrie sphériques avec inclusion fluide

On présente ici quelques expériences menées a I’aide de la méthode couplée pour des modéles qui
peuvent &tre radialement hétérogénes et qui possédent une partie fluide. Les conditions d’expérience
sont résumées dans la figure 5.9 de I’annexe 5.A. Dans toutes les expériences, on utilise une source
explosive et un schéma de Newmark explicite avec un de Courant < 0.25.

5.3.1 Boule homogene élastique solide-fluide

Pour illustrer la prise en compte d’une zone fluide par la méthode couplée, on considére le cas d’une
boule élastique homogéne par morceaux (expérience G). Une boule liquide est ceinturée par une coquille
sphérique solide d’épaisseur R = 2500 km. La source est une explosion située a environ 1000 km de
profondeur et le maillage en éléments spectraux dans la coquille est conforme. L’ordre polynémial utilisé
est N = 8 dans toutes les directions de I’espace.
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Sur la figure 5.2, on a représenté la composante radiale du déplacement obtenu en surface pour quelques
récepteurs situés sur I’équateur. La comparaison avec la solution analytique (calculée par sommation des
modes propres de la boule) montre un résidu relativement faible, mais qui est dominé par un signal a
grande longueur d’onde (notamment a 90°). On peut avancer deux possibilités pour expliquer I’origine
de cette anomalie : soit il s’agit de quelques modes mal calculés dans la solution analytique (comme dans
I’expérience F du chapitre 4), soit c’est au niveau du couplage que des modes ont été oubliés et on peut
suspecter une «mauvaise» prise en compte de la branche de dispersion associée aux ondes de Stoneley.

En conclusion, si quelques tests sont nécessaires pour préciser la convergence de la méthode couplée dans
cette expérience, les résidus calculés sont d’amplitude trés faible et permettent de valider la construction

de I’opérateur DtN.

Composanteradiale

Amplitude (105 m)

0 . 1000 . 2000 . 3000 . 4000 . 5000
Temps (s)

FIG. 5.2 — Composante radiale du déplacement enregistré en surface pour I’expérience G. La trace du haut
correspond a une distance épicentrale A = 10°, la trace du milieu & A = 90° et la trace du bas a A = 180°.
Les courbes en noir sont calculées par une méthode de sommation des vibrations propres de la boule. La solution
obtenue par la méthode couplée est dessinée en traits rouges tiretés et le résidu entre les deux solutions multiplié
par 10 est tracé en bleu.
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5.3.2 Modéle PREM220

Dans cette expérience, on considére un modele simplifié du modele PREM dans lequel on ne tient pas
compte de la structure de la crodte ni de la couche a la base du manteau. Le modéle contient les deux dis-
continuités qui délimitent la zone de transition (situées ici a 410 km et 670 km) ainsi qu’une discontinuité
supplémentaire a 220 km (voir la figure 5.3).

La partie correspondant au manteau est traitée par éléments spectraux et la réponse du noyau est calculée
par la solution modale. L’intérét de la méthode couplée pour un modéle de Terre moyen est ici double.
D’une part, comme on I’a souligné, cela permet la prise en compte du noyau fluide, et d’autre part, cela
évite la discrétisation de la graine. En effet, la graine est un solide assez particulier dans lequel les vitesses
des ondes S sont du méme ordre de grandeur que dans la croQte (dans le cas du modéle PREM220, ce
sont les vitesses les plus faibles). Parallélement, les vitesses P de la graine sont relativement élevées et le
rapport V's/Vp est inhabituellement faible. Pour une méthode d’éléments spectraux, ces caractéristiques
imposeraient d’une part une discrétisation assez fine de la graine et d’autre part le choix d’un pas de
temps suffisamment petit pour assurer la stabilité du schéma de Newmark. Le maillage en éléments

M odé&le PREM 220

6000 - .
__ 4000 ¢ .
&
x~
E’ densité
> | =
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O L | 1 L 1 L
0 5000 10000 15000

Densité (kg- m~3), Vitesses(m - s71)

FIG. 5.3 — Variation en profondeur de la densité de masse et des vitesses sismiques dans le modéle PREM220.
Les premiers 220 km de profondeur forment une couche ou les paramétres élastiques varient linéairement.

spectraux contient une interface non-conforme qui sépare le manteau supérieur du manteau inférieur.
Les différentes couches du modéle étant suffisamment épaisses, un degré polyndmial N = 8 est utilisé
dans les directions horizontales et verticales.

Sur la figure 5.4, on a représenté la composante radiale du déplacement obtenu en surface pour quelques
récepteurs situés sur I’équateur. La comparaison avec la solution analytique (calculée par sommation
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des modes propres du modele PREM220) montre un résidu relativement faible, inférieur au pourcent.
Contrairement au cas de la boule homogéne, il n’y a pas d’oscillations a longue période dans le résidu
car la méthode de calcul des modes propres de PREM220 est différente de la précédente.

Composanteradiale
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FIG. 5.4 — Composante radiale du déplacement enregistré en surface pour I’expérience H. La trace du haut
correspond & une distance épicentrale A = 10°, la trace du milieu @ A = 90° et la trace du bas a A = 180°. Les
courbes en noir sont calculées par une méthode de sommation des vibrations propres du modele PREM220. La
solution obtenue par la méthode couplée est dessinée en traits rouges tiretés et le résidu entre les deux solutions
multiplié par 10 est tracé en bleu.

5.3.3 Modéle PREM

Apres avoir illustré de fagon probante la robustesse de la méthode couplée, on se propose ici de traiter
le cas du modéle PREM en élargissant le domaine de fréquences de la simulation (expérience I). Sur la
figure 5.5 on a représenté les variations des paramétres du modeéle et la figure 5.6 illustre le maillage en
éléments spectraux utilisé pour discrétiser le manteau terrestre.

La prise en compte de la crodte nécessite un ordre polynémial trés faible dans la direction verticale pour
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Modele PREM
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FIG. 5.5 — Variation en profondeur de la densité de masse et des vitesses sismiques dans le modele PREM.

ne pas pénaliser le choix du pas de temps (I’épaisseur de la crolte est de 25 km et elle est constituée
de deux couches distinctes). L’ordre polyndmial dans le modéle entre N = 2 et N = 7 pour assurer
un compromis entre la taille mémoire utilisée et le choix du pas en temps. Le nombre total de points
de grille utilisés est d’environ 6 millions, ce qui correspond dans I’état actuel du code, au maximum de
mémoire disponible sur les 32 processeurs de la machine du DMPN.

Le résultat de la simulation est présenté sous forme de sismogrammes sur la figure 5.7 et on a indiqué les
temps d’arrivée des phases principales, d’aprés (Shearer 1991b)). La période dominante des synthétiques
est d’environ 1255 ce qui laisse entrevoir la complexité du signal enregistré en surface. Les hodochrones
présentés sur la figure du bas permettent de situer les phases réfléchies a la surface de la Terre et sur

I’interface noyau-manteau. Dans les synthétiques, il faut rajouter les ondes de volume générées aux
interfaces du manteau.

Les traces individuelles correspondant a la composante radiale sont représentées sur la figure 5.8 pour
des récepteurs situés a I’équateur. La comparaison avec la solution analytique calculée par sommation
des modes propres de PREM montre un résidu maximal de I’ordre de quelques pour-cents. Cependant, il
faut signaler que dans ces résultats, le prolongement a haute fréquence de I’opérateur DtN a été construit
numériquement et pas analytiguement comme cela était suggéré dans la partie 5.2. On s’attend donc a
un accord encore meilleur, une fois que le prolongement analytique sera opérationnel.
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FIG. 5.6 — Maillage d’une région périphérique utilisé pour le modele PREM. La carte de couleurs représente les
variations de la densité. Un élément sur deux est représenté dans les directions horizontales pour ne pas surcharger
la représentation. Un degré polyndmial N = 2 est utilisé dans la direction verticale pour discrétiser la croQte.
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FIG. 5.7 — On représente en haut les sismogrammes en déplacement enregistrés a
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PREM, et en bas une illustration des principales phases sismiques observées a la surface de la Terre. Les ampli-
tudes supérieures a 75% du maximum ont &té tronquées dans les sismogrammes. Les synthétiques ne contiennent
pas les ondes de Love car la source utilisée est explosive. Les temps d’arrivée des phases réflechies sur/sous
les discontinuités ne sont pas indiquées. Les hodochrones sont présentés en vue «déployée» pour les distances
supérieures a 180°.
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FIG. 5.8 — Composante radiale du déplacement enregistré en surface pour I’expérience I. La trace du haut
correspond a une distance épicentrale A = 10°, la trace du milieu & A = 90° et la trace du bas a A = 180°.
Les courbes en noir sont calculées par une méthode de sommation des vibrations propres du modéle PREM. La
solution obtenue par la méthode couplée est dessinée en traits rouges tiretés et le résidu entre les deux solutions

multiplié par 10 est tracé en bleu.
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5.4 Discrétisation par éléments spectraux des régions fluides

La méthode couplée permet de tenir compte d’un noyau dans lequel la structure des paramétres élastiques
est radiale et dont la partie fluide est isentropique. Comme on I’a évoqué dans I’introduction de ce
chapitre, il est envisageable de développer le couplage au cas d’une géométrie faiblement déformée et de
variations latérales lisses des paramétres élastiques. Si I’on souhaite considérer un noyau fluide fortement
hétérogene, la méthode de perturbations utilisée dans la solution modale deviendra pénalisante et une
solution globale par éléments spectraux devra étre envisagée. Dans tous les autres cas, le fluide pourra
étre traité par la méthode modale. En particulier, on signale que la présence de fortes hétérogénéités dans
la partie solide du noyau (la graine) pourra étre prise en compte par une méthode couplée ol seule la
partie fluide sera traitée en fréquence. Dans ce qui suit, on présente les problémes liés a la discrétisation
du fluide dans les méthodes d’éléments finis et les différentes pistes pour les résoudre suivant la physique
du probléme rencontré.

Comme on I’a vu dans la partie 1.3.4, la prise en compte des forces de gravité implique que le champ de
déplacement dans le fluide peut avoir une partie rotationnelle. Plus précissmment, le déplacement peut
se décomposer comme suit :

up = VO +xs, (5.15)

ou @ et x sont deux potentiels scalaires et ou s, qui contrble le régime convectif, est défini par la relation
(1.88).

En I’absence du terme convectif (i. e. pour un fluide isentropique) ou dans le cas élastique, le champ de
déplacement dérive d’un seul potentiel et doit donc satisfaire a la contrainte :

VAu(x,t) =0, V(x,t)eQrx[0,T]. (5.16)

Cette condition n’est pas assurée si I’on se contente de poser u = 0 dans la discrétisation des équations
du mouvement par éléments spectraux. Dans ce cas on peut s’attendre a générer des modes rotationnels
qui ne seront absolument pas contrdlés dans le schéma numérigue. Ces modes peuvent par exemple étre
excités aux interfaces solide-fluide si les conditions cinématiques et dynamiques sont mal imposées. Ils
peuvent également apparaitre spontanément, puisque I’erreur de la solution numérique n’a aucune raison
d’&tre a rotationnel nul, et &tre amplifiés au cours de I’évolution en temps. En conclusion, la discrétisation
numérique des équations du mouvement dans le fluide doit tenir compte des conditions de continuité
normale aux interfaces solide-fluide (1.80 et 1.81) et éventuellement respecter la contrainte (5.16).

Différentes stratégies ont &té proposées en ingénierie pour permettre la prise en compte d’un fluide,
notamment dans I’étude des vibrations propres d’une cavité fluide dans une structure élastique en I’ab-
sence de gravité2. Une premiére possibilité est de considérer un raccord C'! pour coupler les domaines
solide et liquide. Dans cette approche les égquations du mouvement sont écrites séparément dans les par-
ties solides puis dans les régions fluides. Il faut ensuite assurer explicitement le raccord des tractions
en plus de la continuité de la vitesse normale a I’interface solide-liquide. Dans le fluide, on peut utili-
ser I’équation acoustique formulée en pression (e. g. Zienkiewicz and Bettes 1978) ou encore, dans le
cas d’une densité homogéne, on peut réécrire une équation du second ordre formulée en potentiel des
vitesses (e. g. Thompson and Pinsky 1996). Aprés discrétisation par éléments finis, la formulation en
pression conduit a un systéme algébrique dont les matrices ne sont pas symétriques et un traitement
supplémentaire est nécessaire. La formulation en potentiel permet de retrouver un systéme symétrique et
on obtient méme une matrice de masse diagonale dans le cas des éléments spectraux (Komatitsch et al.
2000b). Dans le cas ou I’on inclut les effets de la gravité, et que I’on se restreint & un fluide isentropique,

2. Ce probléme appelé «probléme élastoacoustique intérieur» est largement documenté dans (Morand and Ohayon 1992).
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on peut obtenir une formulation du second ordre en potentiel méme dans le cas d’une densité hétérogéne.
En effet, d’aprés la forme de I’opérateur dans le fluide (1.87), les équations du mouvement s’écrivent :

82 L)

W(x) -V [gv-ut+ut-g] (x) = 0. (5.17)

Ainsi, si I’on cherche un déplacement sous la forme u; = V®; on obtient :

2
v{%} (x) — V [%A@t—I—V@t-g] (x) = 0, (5.18)

et on peut supprimer les opérateurs gradient en tenant compte des conditions initiales.

La deuxieéme possibilité, qui correspond au choix que nous avons effectué au paragraphe 1.4.2, est
d’utiliser une formulation variationnelle unique posée en déplacement dans les domaines solides et
fluides. Dans ce cas, la continuité des déplacements normaux aux interfaces solide-fluide est considérée
comme une contrainte a laquelle est associé un multiplicateur de Lagrange. La continuité des tractions
est donc assurée implicitement et on garde la possibilité d’introduire une interface solide-fluide non-
conforme. L’inconvénient de cette formulation pour un fluide isentropique est que I’on doit alors imposer
la contrainte irrotationnelle (5.16).

Une fagon de faire consiste a injecter la forme du déplacement (5.15) dans les équations du mouvement
(avec s = 0). On se retrouve alors avec une équation du quatriéme ordre en potentiel, et une formulation
faible avec des termes du second ordre. Au dela de la complexité des calculs, on récupére une matrice de
masse qui n’est plus diagonale et il faudra résoudre un systéme linéaire colteux a chaque pas en temps.
Dans le méme ordre d’idée, on peut essayer de projeter le champ de déplacement sur I’espace des champs
a rotationnel nul en résolvant a chaque pas en temps une équation de Poisson :

A‘bt(X) = V-ut(x) s (519)
de fagon a obtenir la forme souhaitée du déplacement :
ut(x) = V<I>t(x) . (520)

La résolution de (5.19) est équivalente a I’inversion de la matrice de masse dans la stratégie précédente,
mais on s’affranchit du calcul des termes du second ordre liés a la matrice de rigidité. 1l faudra cependant
s’assurer que la formulation discréte de cette étape de projection élimine bien les modes rotationnels
parasites.

Une autre solution consiste a pénaliser la condition (5.16) comme cela est envisagé par Hamdi et al.
(1978). Les auteurs montrent que sans pénalisation, on observe un phénomeéne de splitting de la fréquence
propre A = 0 qui traduit une mauvaise discrétisation du sous-espace propre associé (c’est-a-dire du noyau
de I’opérateur dans le fluide). Le principe de la pénalisation est de rajouter le terme :

o / (V A uy(x))? dx | (5.21)
Qp
a la fonctionnelle énergie du probléme, ce qui revient a ajouter :
a/ (VA wy(x) - (VA w(x)) dx, (5.22)
Qp
a la formulation variationnelle. Le facteur de pénalisation « doit étre positif et le plus grand possible

pour que le champ de déplacement qui minimise I’énergie pénalisée ait une composante rotationnelle
négligeable. De plus, on peut montrer que la partie rotationnelle de la solution pénalisée est décalée vers
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les hautes fréquences a mesure que o augmente (Bermldez and Rodriguez 1994). Cette propriété est
intéressante lorsque 1’on travaille en fréquence, puisqu’il suffit de choisir « suffisamment grand pour
repousser les fréquences propres associées aux modes rotationnels en dehors de la gamme de fréquence
auquel on s’intéresse. Si I’on souhaite adapter cette méthode en espace-temps, il faut remarquer que la
valeur du facteur de pénalisation imposera la condition de stabilité du schéma en temps. Une étude est
donc nécessaire pour savoir s’il est possible de choisir un pas en temps suffisamment grand et qui assure
des modes rotationnels d’énergie faible.

Une autre stratégie consiste a construire un espace d’éléments finis spécifique a la discrétisation de
H(div, Q) (Bermldez and Rodriguez 1994). La clé de cette résolution est en fait de bien discrétiser le
noyau de I’opérateur dans le fluide (i. e. I’espace des déplacements rotationnels). De cette maniére, le
phénoméne de splitting de la fréquence nulle est atténué, voire supprimé, et ne pollue pas le spectre de
I’opérateur discret. Dans cette formulation, les auteurs utilisent des éléments de type Raviart-Thomas et
la condition de continuité du déplacement normal est assurée au sens faible sur I’interface solide-fluide.
Malheureusement, I’extension de la méthode a des éléments finis d’ordre élevé est loin d’étre immédiate
et un travail spécifique devra étre mené si I’on souhaite adapter la stratégie au cas des éléments spectraux.

On signale enfin que la résolution en temps des équations du mouvement dans le cas général d’un fluide
animé de mouvements convectifs reste un probléme ouvert en raison de la complexité du spectre de
I’opérateur de I’élasto-gravité.

5.A Annexe : Résultats

5.A.1 Présentation des expériences numeériques

La figure 5.9 résume les caractéristiques des expériences numériques (G, H et I) menées dans le chapitre
5.
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| Expérience | G H |
Grille Conforme | Non conf. | Non conf.
L (km) 670 670
R (km) 2500 2891 2891
Gravité Non Non Non
Modeéle Homogéne | PREM220 | PREM
Position source
ps(km) || 1048 | 70 51
Caractéristiques source

Trvin (5) 125 125 65
Tgom () 312 312 155

|v

G

FiG. 5.9 — Caractéristiques des expériences numériques du chapitre 5. Les figures du bas représentent
la décomposition de domaines associée a la méthode couplée. R est la profondeur de I’interface de

couplage et L est la profondeur de I’interface non-conforme dans la partie éléments spectraux (quand
elle existe).
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Conclusions et Perspectives

Au cours de ce travail de thése, on a cherché a développer une méthode numérique permettant de simuler
la propagation d’ondes sismiques a I’échelle du globe.

Dans un premier temps, on a construit une méthode aux différences finies pour traiter le cas de la pro-
pagation des ondes S H dans le manteau a I’aide d’une approximation axisymétrique. La discrétisation
des équations du mouvement écrites en coordonnées sphériques repose sur un schéma d’ordre deux en
espace implémenté sur des grilles en quinconce. Dans le cadre de cette description physique simplifiée,
on a tenté de caractériser la sensibilité des ondes réfléchies sous les discontinuités du manteau a des
variations latérales des paramétres du milieu. On a ainsi pu tester les hypothéses utilisées dans certaines
méthodes d’inversion qui négligent le caractére tridimensionnel de la propagation d’ondes. On a ensuite
évoqué les limitations intrinséques des méthodes de différences finies et on a suggéré une approche plus
adaptée a I’extension a trois dimensions.

On a alors présenté une méthode d’éléments spectraux permettant la discrétisation des équations de
I’élasto-gravité dans le cas d’un milieu solide et pour une géométrie sphérique. La description physique
est restreinte au cas d’un milieu élastique isotrope dans un état de référence hydrostatique et les effets
de la gravité sont pris en compte dans la limite de I’hypothese de Cowling. L’approximation spatiale
utilise la construction d’un maillage hexaédrique non-conforme de la sphére qui permet de s’adapter
aux variations des paramétres élastiques au sein du milieu. Les contraintes de continuité aux interfaces
non-conformes sont traduites par I’intermédiaire de multiplicateurs de Lagrange et conduisent a une for-
mulation hybride primale des équations du mouvement. La discrétisation de I’espace des multiplicateurs
de Lagrange est basée sur une approche d’éléments joints qui dégénére en une méthode conforme dans
le cas sphérique et pour une non-conformité purement géométrique. La formulation algébrique obtenue
nécessite une phase de résolution localisée sur les interfaces non-conformes, mais elle préserve une ma-
trice de masse diagonale. Ainsi I’évolution en temps peut étre assurée par un schéma aux différences
finies totalement explicite. Les résultats présentés dans des milieux homogénes par couches ont permis
de valider I’approche utilisée et d’illustrer la parallélisation naturelle de I’algorithme obtenu. Pour per-
mettre la prise en compte d’un fluide, on a alors utilisé une méthode qui couple la méthode des éléments
spectraux avec une solution modale. En plus d’éviter les problémes liés a la discrétisation du fluide en
déplacement, la méthode couplée offre une solution élégante et trés compétitive pour traiter le cas d’une
structure radiale du noyau de la Terre. On a ainsi pu présenter les résultats obtenus pour un modéle moyen
de Terre a des fréquences qui se rapprochent de la gamme des observations terrestres.

Ainsi qu’on I’a souligné, la méthode couplée permet de disposer d’une méthode numérique beaucoup
plus souple et qui peut &tre adaptée a la physique du probléme considéré. Les perspectives de ce tra-
vail sont désormais nombreuses et dépendent largement de la gamme de fréquences dans laquelle on
se situe. Pour une étude réaliste des hétérogénéités de la crolte et du manteau, les effets de la gravité
pourront étre négligés dés lors que I’on s’intéresse a des périodes inférieures a 60s. La prise en compte
de I’atténuation et de I’anisotropie du modéle seront en revanche souhaitables et pour les inclure dans
la méthode des éléments spectraux, on pourra consulter les travaux de Komatitsch, Barnes, and Tromp
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(2000a) et Komatitsch and Tromp (1999). En supposant une structure radiale pour le noyau et en utili-
sant un raccord DtN a I’interface noyau-manteau, on pourra aborder des problémes d’intérét majeur en
sismologie globale. Parmi les &tudes envisageables on pourra essayer de :
1. quantifier la réponse sismique des distributions de température produites par les modeles de convec-
tion du manteau (Mégnin et al. 1997),
2. calculer des ondes de surface dans des modgles réalistes de crodte 3 et estimer les approximations
utilisées dans les méthodes d’inversion,
3. prendre en compte des modéles tridimensionnels dans les méthodes de localisation des sources
sismiques,
4. étudier la réponse de régions hétérogénes localisées (zones de subduction, couche D).

Pour des études a plus basse fréquence, il faudra compléter la description physique du probléme en
incluant les termes de redistribution des masses dans la prise en compte des effets de gravité. De plus,
la discrétisation par éléments spectraux du noyau fluide sera nécessaire si I’on souhaite (1) inclure des
hétérogénéités de petite taille dans le fluide et/ou (2) inclure une topographie de faible longueur d’onde
sur la CMB. On rappelle également que parmi les problémes ouverts, figure la caractérisation du spectre
convectif de I’élasto-gravité.

3. Il faudra a plus long terme tenir compte de la présence des océans dans la méthode des éléments spectraux.
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Résumé :

Ce travail est consacré au développement d’un outil numérique capable de modéliser la propa-
gation 3D d’ondes sismiques & I'échelle du globe pour des distributions réalistes de vitesse et de
densité. On considére les équations de 1" élastodynamique en milieu élastique isotrope et on inclut
les effets de la gravité dans I’approximation de Cowling pour un état initial d’équilibre hydrosta-
tique.

On présente d’abord une approximation aux différences finies pour modéliser la propagation des
ondes S H longue période (=~ 30 s) dans un manteau terrestre axisymétrique en négligeant la gra-
vité. Dans cette description, on étudie I'effet de variations de topographie et de vitesse sur les
ondes réfléchies sous les discontinuités du manteau.

On développe ensuite une méthode d’éléments spectraux permettant la modélisation 3D du champ
d’ondes complet en géométrie sphérique. On utilise un maillage hexacdrique non-conforme de
la sphére qui s’adapte 2 la variation des paramétres élastiques du milieu. L'espace des multipli-
cateurs de Lagrange associés aux contraintes de continuité sur les interfaces non-conformes est
discrétisé par une méthode de joints qui devient conforme en géométrie sphérique. La prise en
compte de régions fluides est basée sur la construction d’un opérateur Dirichlet to Neumann gui
couple la méthode des éléments spectraux a une méthode de sommation de modes.

La méthode est validée dans des milicux homogénes par couches puis pour des modéles de Terre
moyens, en comparant les sismogrammes obtenus avec ceux calculés par une méthode de modes
propres.

L'implémentation paralléle et le cofit de calcul de la méthode sont présentés et les perspectives
sont discutées. La potentialité de la méthode permet d’envisager pour la premiére fois de modé-
liser la propagation du champ d’ondes complet dans des modeles de Terre 3D pour des périodes
inférieures a 50 secondes.

Abstract : ‘
This work aims at developing a numerical tool to model 3D seismic waves propagation at a global
scale for realistic velocity and density distributions. We consider the elastodynamics equations for
an elastic and isotropic medium and we further take into account the gravity effects in the Cowling
approximation for an initial state of hydrostatic equilibrium.

We first present a finite difference modeling of long-period (== 30 s) SH waves propagation in an
axisymmetric Earth’s mantle without gravity. In this framework, we study the influence of topo-
graphy and velocity variations on the seismic waves reflected under the upper mantle’s disconti-
nuities.

We then develop a spectral element method to model the full wavefield propagation in spherical
geometry. We use a non-conforming hexaedrical mesh for the sphere in order to adapt the discre-
tization to the variation of elastic parameters in the medium. The space of Lagrange multipliers
related to the continuity constraints across the non-conforming interfaces is discretized by a mor-
tar method that becomes conforming due to the spherical geometry. Fluid regions are taken into
account by constructing a Dirichlet to Neumann operator that couples the spectral element me-
thad to a modes summation technique. The final method is validated for radially heterogeneous
models by comparing the synthetic seismogramms to those produced by a normal modes method.
Both parallel implementation and global cost of the method are discussed and perspectives to this
work are proposed.

The method’s potentiality allows for the first time to compute the full seismic response of 3D
Earth’s models for period smaller than 50 seconds.




