
❉♦❝✉♠❡♥t ❞❡ s②♥t❤ès❡ ❞❡ ❧✬❛❝t✐✈✐té s❝✐❡♥t✐✜q✉❡

❍❛❜✐❧✐t❛t✐♦♥ à ❞✐r✐❣❡r ❧❡s r❡❝❤❡r❝❤❡s

◆❛✈✐❣❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡s ❣r❛♥❞s ❣r❛♣❤❡s

◆✐❝♦❧❛s ❍❛♥✉ss❡

✷✻ ♥♦✈❡♠❜r❡ ✷✵✵✾



❆✈❛♥t✲♣r♦♣♦s

❈❡ ❞♦❝✉♠❡♥t ♣rés❡♥t❡ ✉♥ ♣❛♥♦r❛♠❛ ❞❡ ♠❡s ❛❝t✐✈✐tés ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡✛❡❝t✉é❡s ❛♣rés
♠❛ t❤ès❡ ❛②❛♥t ♣♦rté s✉r ❧❛ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ ❡t ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❝❛rt❡s✳ ❆ ♣❛rt✐r ❞❡ ✶✾✾✾✱
❥✬❛✐ ❝♦♠♠❡♥❝é à ♠✬♦r✐❡♥t❡r ✈❡rs ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡ ❞✐str✐❜✉é❡✳ ❉é❜✉t ✷✵✵✸✱ ❥✬❛✐ ❝♦♥s✐❞éré
q✉❡ ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❡t rés✉❧t❛ts ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡ ❞✐str✐❜✉é❡ ❡t ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡s
♣♦✉✈❛✐❡♥t êtr❡ ✉t✐❧❡s ❞❛♥s ❧❛ t❤é♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ✈✐s✉❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❈❡tt❡ ♦✉✈❡rt✉r❡
t❤é♠❛t✐q✉❡ ❡t ♠❡s ♥♦✉✈❡❛✉① ♦❜❥❡❝t✐❢s ♦♥t ♥é❝❡ss✐té ✉♥ ❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞❡s ❞♦♠❛✐♥❡s t❡❧s
q✉❡ ❧❛ ❢♦✉✐❧❧❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❡t ❧✬✐♥❞❡①❛t✐♦♥ ✈✐❞é♦✱ ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ❥✬❛✐ ♣✉ ré❝♦❧t❡r ♠❡s ♣r❡♠✐❡rs
❢r✉✐ts✳

▼♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ ♥✬❡st ♣❛s ❞✬êtr❡ ❡①❤❛✉st✐❢ ♠❛✐s ❞✬êtr❡ s②♥t❤ét✐q✉❡✳ ❉❛♥s ❧❛ sé❧❡❝t✐♦♥
❞❡ rés✉❧t❛ts q✉❡ ❥❡ ♣rés❡♥t❡✱ ❥✬❡ss❛②❡ ❞❡ ♠♦♥tr❡r ❧❛ ✈❛r✐été ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s
✉t✐❧✐sé❡s q✉✐ ✈♦♥t ❞❡ ❧❛ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ ✭❜✐❥❡❝t✐✈❡✱ é♥✉♠ér❛t✐✈❡✮ à ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡s
♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡s ✭❝❤❛î♥❡s ❞❡ ▼❛r❦♦✈✮ ❡♥ ♣❛ss❛♥t ♣❛r ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❣r❛♣❤❡s ✭❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✱
♣❧♦♥❣❡♠❡♥ts ❞❡ ❣r❛♣❤❡s✮✳

✶



❚❛❜❧❡ ❞❡s ♠❛t✐èr❡s

✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✹
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✹✳✶✳✸ ❘és✉♠é ❞❡s rés✉❧t❛ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✷
✹✳✶✳✹ ✧ ❊①♣❛♥❞❡rs ✧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✷
✹✳✶✳✺ ◆♦✉✈❡❛✉① rés✉❧t❛ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✷
✹✳✶✳✻ ❱❡rs ❞❡s ❣r❛♣❤❡s ❞❡ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ t♦❧ér❛♥t ❞❡s ❡rr❡✉rs ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✸

✹✳✷ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ à ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✬✐♠❛❣❡s ❞❛♥s ✉♥❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ✐♥❞❡①é❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✹
✹✳✷✳✶ ❈♦♥t❡①t❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✹
✹✳✷✳✷ ▲✐♠✐t❛t✐♦♥s ❞❡s s②stè♠❡s ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡①✐st❛♥ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✺
✹✳✷✳✸ ❘❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✬✐♠❛❣❡s ♣❛r ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❧♦❝❛❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✻
✹✳✷✳✹ ❊①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✼
✹✳✷✳✺ ❯♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♣♦✉r ❧✬❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡

❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ❞✬✐♠❛❣❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✵
✹✳✷✳✻ P❡rs♣❡❝t✐✈❡ ✿ ✈❡rs ♣❧✉s ❞✬✐♥tér❛❝t✐♦♥✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✹

✹✳✸ ❱❡rs ❞❡s r❡q✉êt❡s ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡s ✳✳✳ ❝❡❧❧❡s ❞❡s ❜❛s❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✹
✹✳✸✳✶ ❖♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ r❡q✉êt❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✻
✹✳✸✳✷ ❯♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣❛r❛❧❧è❧❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬✐t❡♠s❡ts ❢réq✉❡♥ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✽
✹✳✸✳✸ P❡rs♣❡❝t✐✈❡s ❡♥ ❞✐str✐❜✉é ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✾

✺ ❆✉tr❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s à ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡ ❞✐str✐❜✉é❡ ✻✶
✺✳✶ ❉✐✛✉s✐♦♥ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ é♣✐❞é♠✐q✉❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✶

✺✳✶✳✶ ❉✐✛✉s✐♦♥ é♣✐❞é♠✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ r❡♥❞❡③✲✈♦✉s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✷
✺✳✶✳✷ P❡rs♣❡❝t✐✈❡ ✿ ❉✐✛✉s✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡s ❣r❛♣❤❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s k✲♦✉t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✹

✺✳✷ ❊①♣❧♦r❛t✐♦♥ ♣❡r♣ét✉❡❧❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✹
✺✳✷✳✶ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✬❡①❝❧✉s✐♦♥ ♠✉t✉❡❧❧❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡s ❛✉t♦✲st❛❜✐❧✐s❛♥ts ✳ ✳ ✻✺
✺✳✷✳✷ ❊①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❡✉❧ér✐❡♥♥❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✼

✸



❈❤❛♣✐tr❡ ✶

■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

✶✳✶ Prés❡♥t❛t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡

▲❡ ❝♦♥❝❡♣t ❢é❞ér❛t❡✉r ❞❡ ♠❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡st q✉❡ ❧❡s r❡q✉êt❡s ❞❛♥s ❞✐✈❡rs ❞♦♠❛✐♥❡s
♣❡✉✈❡♥t s✬❡①♣r✐♠❡r ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ ❞❛♥s ✉♥ ❣r❛♣❤❡✳ ▲❡ ❣r❛♣❤❡ ét✐q✉❡té ❡st ✉♥❡
❛❜str❛❝t✐♦♥ ❞❡ rés❡❛✉① ❛✉ s❡♥s ❧❛r❣❡ ✭✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡✱ s♦❝✐❛❧✱ ✳✳✳✮ ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ ❧❡s ét✐q✉❡tt❡s
r❡♣rés❡♥t❡♥t ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞✐str✐❜✉é❡s s✉r ❧❡ rés❡❛✉✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❧❡s
♠♦❞è❧❡s ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❣❧❛♥é❡s ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ ♣❡r♠❡tt❡♥t ♦✉ ♥♦♥
❞❡ ré♣♦♥❞r❡ ❡✣❝❛❝❡♠❡♥t à ❞❡s r❡q✉êt❡s ♣❛r ✉♥ ❛❣❡♥t ❧♦❣✐❝✐❡❧ ♦✉ ✉♥ ❤✉♠❛✐♥✳

❉❛♥s ✉♥ ♦r❞r❡ ❝r♦✐ss❛♥t ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té✱ ❥❡ ♠❡ s✉✐s ✐♥tér❡ssé ❛✉① r❡q✉êt❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿
✕ ❧❛ ❞ét❡r♠✐♥✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❧♦❝❛❧❡s ❞✉ rés❡❛✉ ✿ t❡st ❞✬❛❞❥❛❝❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉①

♥♦❡✉❞s✱ ❞❡❣ré ❞✬✉♥ ♥♦❡✉❞✱ ✳✳✳
✕ ❧❡ r♦✉t❛❣❡ ✿ ❝♦♠♠❡♥t ❛❧❧❡r ✈❡rs ✉♥ ♥♦❡✉❞ ❞♦♥t ❧✬❛❞r❡ss❡ ✭✐❞❡♥t✐✜❛♥t✮ ❡st ❝♦♥♥✉❡ ❀
✕ ❧❛ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛✉① ♠❡♠❜r❡s ❞✬✉♥ rés❡❛✉ ♦✉ s♦✉s✲rés❡❛✉ ❀
✕ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s✮ ♦✉ ❝♦♠♠❡♥t ❛❧❧❡r ✈❡rs ✉♥

♥♦❡✉❞ ❞♦♥t ❧✬❛❞r❡ss❡ ❡st ✐♥❝♦♥♥✉❡✳ ❚②♣✐q✉❡♠❡♥t✱ ❝♦♠♠❡♥t r❡tr♦✉✈❡r ❞❛♥s s♦♥ ❛r✲
❜♦r❡s❝❡♥❝❡ ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❞♦♥t ♦♥ ❛ ♦✉❜❧✐é s❛ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡t s♦♥ ♥♦♠ ✦ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱
❥✬❛✐ ❛✉ss✐ ❝♦♥s✐❞éré ❞❡s r❡q✉êt❡s ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡s ✉t✐❧✐s❛❜❧❡s ❡♥ ❜❛s❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s
✭r❡q✉êt❡s ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❡t r❡❣r♦✉♣❡♠❡♥t✮✳

❯♥ ❜♦♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♠❡s rés✉❧t❛ts ❝♦♥s✐st❡ ❡♥ ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣r♦✉✈és
❞❡ ♠❛♥✐èr❡ t❤é♦r✐q✉❡ ♠❛✐s ❛✉ss✐ ❡♥ ❞❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s ré❡❧❧❡s ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧❛
r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳

▲❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ét✉❞✐é❡s ♣♦rt❡♥t ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t s✉r ❧❡
t❡♠♣s ✭t❡♠♣s ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✱ ❞❡ ♣ré✲❝❛❧❝✉❧ ❞❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✱ ❞❡ ♠✐s❡✲à✲❥♦✉r✱ ✳✳✳✮✱ ❧❛
q✉❛♥t✐té ❞❡ ♠é♠♦✐r❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ré❛❧✐s❡r ✉♥❡ tâ❝❤❡ ✭st♦❝❦é❡ ❛✉① ♥♦❡✉❞s✱ ❞✬✉♥ ❛❣❡♥t
♠♦❜✐❧❡✱ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ♠❡ss❛❣❡s✱ ✳✳✳✮ ❡t ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ ❧❛ ré♣♦♥s❡ ♦❜t❡♥✉❡ ✭❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡s r♦✉t❡s ♣❛r
r❛♣♣♦rt à ❧✬♦♣t✐♠❛❧ ♣♦✉r ❧❡ r♦✉t❛❣❡✱ ♠❡s✉r❡s r❛♣♣❡❧✴♣ré❝✐s✐♦♥ ❡♥ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱
✳✳✳✮✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts s✬❡①♣r✐♠❡♥t ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❡♥ ❞❡s ❛♥❛❧②s❡s ❡♥ ♠♦②❡♥♥❡ ♦✉ ❞❡ ♣✐r❡ ❝❛s
❞❡s ❝♦♠♣❧❡①✐tés ❡♥ ❞♦♥♥❛♥t ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡s ♦✉ ❞❡s ♠❛❥♦r❛♥ts✴♠✐♥♦r❛♥ts
s✉r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠❡s✉r❡s✳ ❉✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ q✉❛❧✐t❛t✐❢✱ ♠♦♥ tr❛✈❛✐❧ t♦✉r♥❡ ❛✉t♦✉r ❞❡
❧❛ ♥❛✈✐❣❛❜✐❧✐té✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ♦✉ ❧✬✐♠♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
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❛✈❡❝ ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳ ❈✬❡st ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝❧❡❢ ❞❡ ♠❛ r❡❝❤❡r❝❤❡✳
❉❛♥s ♠♦♥ tr❛✈❛✐❧✱ ❥✬❛✐ ❝♦♥s✐❞éré ❧❡ ❝❛❞r❡✱ à ❧❛ ❢♦✐s ❣é♥ér❛❧ ❡t ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤✲

♠✐q✉❡ ❞✐str✐❜✉é❡✳ ❏❡ ♠❡ s✉✐s ❢♦❝❛❧✐sé s✉r ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❛②❛♥t ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s st❛♥❞❛r❞s ❞❡
❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡ ❞✐str✐❜✉é❡ ✿ t♦✉t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡①é❝✉té à ✉♥ ♥♦❡✉❞ ♣❛rt ❞✬✉♥ ét❛t ❞❡ ❝♦♥♥❛✐s✲
s❛♥❝❡ ♣❛rt✐❡❧ ❞✉ rés❡❛✉✳ ❉❛♥s ♠❡s tr❛✈❛✉①✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞✐st✐♥❣✉❡r ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝❛té❣♦r✐❡s ❞❡
❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❡t ❞✬♦❜❥❡❝t✐❢s ✿

✕ ❈♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ✿ ♦♥ ✈❡✉t ❝♦♥str✉✐r❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❡✣❝❛❝❡ ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡
❞✐str✐❜✉é❡ ❡♥ ♣❛rt❛♥t ♦✉ ♥♦♥ ❞✬✉♥❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ t♦t❛❧❡ ❞✉ rés❡❛✉ ❀

✕ ❆❞✈❡rs✐té ✿ ♦♥ ❛♥❛❧②s❡ ❧❡ ❞ér♦✉❧❡♠❡♥t ❞❡ r❡q✉êt❡s s✉r ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡
❞✐str✐❜✉é❡ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ✜❛❜❧❡✳

❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❞❛♥s ❧❡s ❣r❛♥❞s rés❡❛✉①✱ ❧❛ ✜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♥✬❡st ♣❛s ❛ss✉✲
ré❡ ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥t❡s r❛✐s♦♥s ✿ ❧❛ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❞❡ ❣r❛♥❞❡ t❛✐❧❧❡ ✐♠♣❧✐q✉❡ ✉♥❡ ❡①✐st❡♥❝❡
ré❡❧❧❡ ❞✬❡rr❡✉rs ♦✉ ❞❡ ♣❛♥♥❡s✱ ❧❛ ❞②♥❛♠✐❝✐té ❡♠♣ê❝❤❡ ❧❛ ♣❡rt✐♥❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱
❧❛ ❞✐✣❝✉❧té ❞✬✐♥❞❡①❡r ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ♥♦♥ ❛♠❜✐❣✉ë ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s
✭✐♠❛❣❡s✱ ❞♦❝✉♠❡♥ts ♠✉❧t✐✲♠é❞✐❛✮✱ ✳ ✳ ✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❡s s❡❝t✐♦♥s ✹ ❡t ✺ tr❛✐t❡♥t ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ❡t
❞✬❡①♣ér✐❡♥❝❡s ❧✐és à ❝❡tt❡ ré❛❧✐té✳ ❉✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❢♦r♠❡❧✱ ❧❛ ✜❛❜✐❧✐té ♣❡✉t êtr❡ ♠❡s✉ré❡
♣❛r ❧✬❛❞✈❡rs✐té ✶✳ P♦✉r ✉♥❡ r❡q✉êt❡ ❞♦♥♥é❡✱ ❧❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞é♣❡♥❞ ❞✬✉♥
♠♦❞è❧❡ ❞✬❛❞✈❡rs❛✐r❡✳ ▲❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❡st ✈✉ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❥❡✉ à ❞❡✉① ❥♦✉❡✉rs ✿
❞✬✉♥ ❝ôté ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡t ❞❡ ❧✬❛✉tr❡ ❧✬❛❞✈❡rs❛✐r❡ ❞♦♥t ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞❡ ❢❛✐r❡ é❝❤♦✉❡r ❧❛ r❡✲
q✉êt❡ ♦✉ ❞❡ ❞é❣r❛❞❡r ❛✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❞❛♥s
❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✜❛❜❧❡✱ ❧✬❛❞✈❡rs❛✐r❡ ❡st ❝♦♥s✐❞éré ❝♦♠♠❡ ✐♥❡①✐st❛♥t ♦✉ ♥✉❧✳ ➚
❧✬❛✉tr❡ ❡①tré♠✐té✱ ✉♥ ❛❞✈❡rs❛✐r❡ ❢♦rt r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥ ❛❞✈❡rs❛✐r❡ ♦♠♥✐s❝✐❡♥t ✷ ❡t ♣✉✐ss❛♥t
✭♣♦✉✈❛♥t ré♣❛rt✐r ❡rr❡✉rs✴✐♠♣ré❝✐s✐♦♥s ❡t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ✜❛❜❧❡s à s❛ ❣✉✐s❡✮✳ ▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥
❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞✬❛❞✈❡rs❛✐r❡ ❞é♣❡♥❞r❛ ❞✉ ❝♦♥t❡①t❡✳

❯♥ ❞❡s ♦❜❥❡ts ré❝✉rr❡♥t ❞❛♥s ♠❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡st ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡s ❣r❛♣❤❡s ♣❧❛♥❛✐r❡s ✿ ❝❡tt❡
❢❛♠✐❧❧❡ ❛ été ❡①trê♠❡♠❡♥t ét✉❞✐é❡ ❡♥ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❣r❛♣❤❡s ❡t ❞❡s ❝❛rt❡s✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡
❞❡ r❡q✉êt❡s ♣rés❡♥té❡s ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ❧✬✉s❛❣❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ♣❧❛♥❛✐r❡s ❡st très r❡str✐❝t✐❢✳
❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝✬❡st ✉♥ ❡①❝❡❧❧❡♥t ♣♦✐♥t ❞❡ ❞é♣❛rt ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ t❤é♦r✐q✉❡✳ ▼❛ ♣r❡♠✐èr❡
❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ à ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✐str✐❜✉é❡ tr❛✐t❡ ❛✐♥s✐ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ t❛❜❧❡s
❞❡ r♦✉t❛❣❡ ❝♦♠♣❛❝t ❞é❞✐é❡s ❛✉① ❣r❛♣❤❡s ♣❧❛♥❛✐r❡s ❡t à s❡s ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥s ✭❣r❛♣❤❡s ❞❡
❣❡♥r❡ ❜♦r♥é✮✳ ▲❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ✉t✐❧✐sé❡s s♦♥t t②♣✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ ❡t ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡
❞❡s ❣r❛♣❤❡s✳ ❈♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡s ❣r❛♣❤❡s ♣❧❛♥❛✐r❡s ❡t s❡s ✈❛r✐❛♥t❡s✱ ❥❡ ♠❡ s✉✐s ❝♦♥❝❡♥tré s✉r ❧❡
❝♦❞❛❣❡ ❝♦♠♣r❡ssé✱ ❧❡s r❡q✉êt❡s ❡✣❝❛❝❡s s❛♥s ❞é❝♦❞❛❣❡✱ ❧❛ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❛❧é❛t♦✐r❡✱ ✳ ✳ ✳ ✳ ❚♦✉s
❝❡s ♣r♦❜❧è♠❡s s♦♥t à rés♦✉❞r❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ✉♥ ❝❛❞r❡ ❣é♥ér❛❧ ❛✈❡❝ ❝♦♠♠❡ ✜♥❛❧✐té ❧❛
❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞✐str✐❜✉é❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ❞❡ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ ❧é❣❡rs ❡♥ ♠é♠♦✐r❡✳

■❞é❛❧❡♠❡♥t✱ ♥♦s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡✈r❛✐❡♥t êtr❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥t❡s ❞❛♥s ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ❝♦♥♥❛✐s✲
s❛♥❝❡ ❧❡s ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡s✱ ❧❡s ♠♦✐♥s ✜❛❜❧❡s ❡t ❞❛♥s ✉♥ ❝❛❞r❡ ❧❡ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧ ♣♦ss✐❜❧❡✳ ▲❛
✜❣✉r❡ ✶✳✶ ♣r♦♣♦s❡ ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❛❜str❛✐t❡ ✐❞é❛❧❡ ✲ ❡t ❞♦♥❝ ✐♠♣❛r❢❛✐t❡ ✲ ❞✉ tr✐♣t②q✉❡
❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡✱ ❣é♥ér✐❝✐té ✸ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❡t ❛❞✈❡rs✐té ❡t ❞❡ s❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡s ♣❡r❢♦r✲

✶✳ ❈❡tt❡ t❡r♠✐♥♦❧♦❣✐❡ ❡st ♣❡rs♦♥♥❡❧❧❡✳
✷✳ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥t à ❧✬❛✈❛♥❝❡ ❧❡s é✈❡♥t✉❡❧s t✐r❛❣❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❡t ❧❡s ét❛ts ♣❛ssés ❡t ❢✉t✉rs ❞✉ s②stè♠❡✳
✸✳ ❯♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❡st ✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡ s✐ ❡❧❧❡ s✬❛♣♣❧✐q✉❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❞❡ ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s

❝♦♥tr❛✐r❡✱ ❡❧❧❡ ❡st ❞é❞✐é❡ à ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ♦✉ rés❡❛✉①✳

✺



♠❛♥❝❡s ❞✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳ ▲❡ ♣❧❛♥ ❞❡ ❝❡ ❞♦❝✉♠❡♥t s✉✐t✱ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❞ét♦✉r♥é❡ ❡t ♣❛rt✐❡❧❧❡✱
✉♥ ❝❤❡♠✐♥❡♠❡♥t ✈❡rs ❝❡t ✐❞é❛❧✳ ▲❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❧♦rs ❞✉ ❧❛♥❝❡♠❡♥t ❞✬✉♥
❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ♣❡rt✐♥❡♥t❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❞✐str✐❜✉é✳ ❊❧❧❡ ❡st
❞✐t❡ ❧♦❝❛❧❡ s✐ ❝❤❛q✉❡ ♥÷✉❞ ❞✬✉♥ rés❡❛✉ ♥✬❛ ❝♦♠♠❡ s❡✉❧❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ q✉❡ s♦♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡✳
❯♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✐str✐❜✉é ✉♥✐✈❡rs❡❧ q✉✐ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡ ❡✣❝❛❝❡♠❡♥t ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ✐♥✐✲
t✐❛❧❡ ❧♦❝❛❧❡ ❡t t♦❧ér❛♥t ✉♥ ❞❡❣ré ❞✬❛❞✈❡rs✐té ❡st ✉♥ très ❜♦♥ ❝❛♥❞✐❞❛t ♣♦✉r ✉♥ ✉s❛❣❡ ré❡❧
♣♦✉r ✉♥ rés❡❛✉ ❞②♥❛♠✐q✉❡✳ ▲✬❛①❡ ✏❣é♥ér✐❝✐té✑ ♣❡✉t êtr❡ ❛ ❧❛ ❢♦✐s ✈✉ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❝❛r❛❝✲
tér✐st✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ✭❢♦♥❝t✐♦♥♥❛♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ♦✉ ♥♦♥ ❞❡ ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡✮ ♠❛✐s
❛✉ss✐ ❞✉ ❝♦♥t❡①t❡✳ ❯♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡ ♣♦✉rr❛✐t ♥❡ ♣❛s êtr❡ ❡✣❝❛❝❡ ♣♦✉r ❝❡rt❛✐♥❡s
t♦♣♦❧♦❣✐❡s ❛❧♦rs q✉✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞é❞✐é❡ ❧❡ s❡r❛✐t✳ ❈❡tt❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♥✬❛ ❞♦♥❝ ♣❛s ❞❡
❣r❛♥❞❡ ❛♠❜✐t✐♦♥ ♠❛✐s ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♠♣❛r❡r ❧❡s ❝♦♥t❡①t❡s ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s r❡q✉êt❡s✳

Connaissance

Performances

nulle
= info. fiable

 partielle

universelle

faible couteux

globale

locale

✐♠♣♦ss✐❜✐❧✐té
❡♥ t❡♠♣s✴♠é♠♦✐r❡❡♥ t❡♠♣s✴♠é♠♦✐r❡

é❝♦♥♦♠❡

●é♥ér✐❝✐té

❞é❞✐é❡

❆❞✈❡rs✐té

❋✐❛❜✐❧✐té

❢♦rt❡

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶ ✕ ❈❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥t❡①t❡s ❡t ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡s r❡q✉êt❡s✳

✶✳✷ ◗✉❡❧q✉❡s ♥♦t❛t✐♦♥s

❙✐ ❝❡❧❛ ♥✬❡st ♣❛s ♣ré❝✐sé✱ G = (V,E) ❞és✐❣♥❡ ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❛r❜✐tr❛✐r❡ ❞é❝r✐t ♣❛r ✉♥
❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ s♦♠♠❡ts V ❡t ❞✬❛rêt❡s E✳ n = |V | ❡t m = |E| r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡
s♦♠♠❡ts ❡t ❞✬❛rêt❡s ❞✉ ❣r❛♣❤❡✳ ❙✐ ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❡st ét✐q✉❡té✱ ❝❤❛q✉❡ s♦♠♠❡t u ♣♦ssè❞❡ ✉♥
✐❞❡♥t✐✜❛♥t ✐❞(u)✳ ❙✐ ❧❡s ✐❞❡♥t✐✜❛♥ts s♦♥t ✜①és à ❧✬❛✈❛♥❝❡ s❛♥s ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥✱
❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❡st ❞✐t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡s ♥♦♠s✳ ▲✬❛✉tr❡ ♠♦❞è❧❡ ❛✈❡❝ r❡♥♦♠♠❛❣❡ ♣❡r♠❡t ✉♥❡
♣r❡♠✐èr❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ r❡♥♦♠♠❛❣❡ ♠❛✐s s❡❧♦♥ ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡✱ ❝❡ ♠♦❞è❧❡ ♥✬❡st ♣❛s t♦✉❥♦✉rs
❡♥✈✐s❛❣❡❛❜❧❡✳ P❛r ❞é❢❛✉t✱ ♥♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s ❞❛♥s ❝❡ q✉✐ s✉✐t q✉❡ ❧❡s s♦♠♠❡ts s♦♥t ✐❞❡♥t✐✜és
❡t ♥✉♠ér♦tés ❡♥tr❡ 1 ❡t n✳

✻



▲❛ ❜♦✉❧❡ Bu(r) ❡st ❝♦♥st✐t✉é❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦♠♠❡ts à ❞✐st❛♥❝❡ ❛✉ ♣❧✉s r ❞✉
s♦♠♠❡t u✳ ❖♥ ♥♦t❡ bu(r) s❛ ❝❛r❞✐♥❛❧✐té✳ ❙❡❧♦♥ ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡✱ ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞✉ ❣r❛♣❤❡ s♦♥t
♣♦♥❞érés ♦✉ ♥♦♥✳ ❉❡ ♠❛♥✐èr❡ ❣é♥ér❛❧❡✱ d(u, v) ❞és✐❣♥❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s s♦♠♠❡ts u
❡t v✳ ❊♥ rè❣❧❡ ❣é♥ér❛❧❡✱ D ❞és✐❣♥❡ ❧❡ ❞✐❛♠ètr❡ ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ✭♣♦♥❞éré ♦✉ ♥♦♥✮ ❡t ∆ ❧❡ ❞❡❣ré
♠❛①✐♠❛❧✳

✶✳✸ ▼✐s❡ ❡♥ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡

❱♦✐❝✐ ✉♥ s❝é♥❛r✐♦ ✉♥ ♣❡✉ ❛rt✐✜❝✐❡❧ ♣♦✉r ❥✉st✐✜❡r ♠❛ ❞é♠❛r❝❤❡ ❣❧♦❜❛❧❡✳ ❇✐❡♥ q✉❡ ❧❡ s❝é✲
♥❛r✐♦ ❞é❝r✐t ♣✉✐ss❡ êtr❡ ✈✉ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❜✐❡♥ ré❡❧❧❡✱ ❧✬❤✐st♦r✐q✉❡ ❞❡ ♠♦♥ tr❛✈❛✐❧
♥✬❛ ♣❛s été ❣✉✐❞é ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ♣❛r ❝❡tt❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡t ❥❡ ♠❡ s✉✐s ❞❛✈❛♥t❛❣❡ ❝♦♥❝❡♥tré s✉r
❧✬ét✉❞❡ ❡t ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s q✉❡ s✉r ❞❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s ré❡❧❧❡s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❜♦♥
♥♦♠❜r❡ ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❡t rés✉❧t❛ts t❤é♦r✐q✉❡s ♦❜t❡♥✉s ❞❛♥s ♠♦♥ tr❛✈❛✐❧ ♣❡✉✈❡♥t s❡r✈✐r
❞❛♥s ❝❡ ❝❛❞r❡✳

■♠❛❣✐♥♦♥s ✉♥ rés❡❛✉ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs ❞✐s♣♦s❛♥t ❝❤❛❝✉♥ ❞✬✉♥ ❝❛r♥❡t ❞✬❛❞r❡ss❡
❞✬✉t✐❧✐s❛t❡✉rs✳ ❈❤❛q✉❡ ✉t✐❧✐s❛t❡✉r st♦❝❦❡ ✉♥❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❞♦❝✉♠❡♥ts ✈✐❞é♦s✳ ❆ t♦✉t ✐♥s✲
t❛♥t✱ ✉♥ ✉t✐❧✐s❛t❡✉r ♣❡✉t êtr❡ ❝♦♥♥❡❝té ✭♦✉ ♥♦♥✮ ❛✉ rés❡❛✉ ❡t r❡♥❞r❡ ❛❝❝❡ss✐❜❧❡ s❡s ✈✐❞é♦s
à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✉ rés❡❛✉✳ ❆✉❝✉♥❡ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡ ❝❡♥tr❛❧✐sé❡ ♥✬ét❛♥t s✉♣♣♦sé❡✱ ❝❡tt❡ ❞❡s✲
❝r✐♣t✐♦♥ ❡st t②♣✐q✉❡♠❡♥t ❝❡❧❧❡ ❞✬✉♥ rés❡❛✉ ♣❛✐r✲à✲♣❛✐r ❞é❞✐é à ❞❡s ❞♦❝✉♠❡♥ts ✈✐❞é♦s✳
▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✈✐❞é♦s ♣rés❡♥t❡s ❞❛♥s ❧❡ rés❡❛✉ ♣❡✉t êtr❡ ✈✉ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❣✐❣❛♥t❡sq✉❡ ❜❛s❡
❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❡♥ ♣❡r♣ét✉❡❧❧❡ é✈♦❧✉t✐♦♥✳ ▲✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❛ ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ ♠♦❞✐✜❡r s❛ ❝♦❧❧❡❝✲
t✐♦♥ ❡t ❞✬❡✛❡❝t✉❡r ❞❡s r❡q✉êt❡s ❞❡ ❞✐✛ér❡♥ts t②♣❡s ✿ ❛❝❝é❞❡r à ❧❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ✉t✐❧✐s❛t❡✉r
✭r♦✉t❛❣❡✮✱ r❡❝❤❡r❝❤❡r ❞❡s ✈✐❞é♦s ✭r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✮✱ ❡✛❡❝t✉❡r ❞❡s r❡q✉êt❡s ❝♦♠✲
♣❧❡①❡s ✭st❛t✐st✐q✉❡s✱ ❢♦✉✐❧❧❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✮✱ ❡①♣❧♦r❡r ❞❡s rés✉♠és ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ✈✐❞é♦s ❛✈❡❝
❞❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s s✐♠♣❧❡s ✭✈✐s✉❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✮✳

▲❛ s✉❝❝❡ss✐♦♥ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s à rés♦✉❞r❡ ❡st ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
✕ ✐♥❞❡①❛t✐♦♥ ❞❡s ✈✐❞é♦s ✿ ▼❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❞❛♥s ❝❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❡st ♠✐♥❡✉r❡✳ ➪ ❞❡s
✜♥s ❞❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✱ ❞❡s ❛ttr✐❜✉ts ♥♦♠♠és ❞❡s❝r✐♣t❡✉rs s♦♥t ❝❛❧❝✉❧és ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡
✈✐❞é♦✳ ▲♦rs ❞✬❡①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s été ❝♦♥❢r♦♥tés à ❧❛ ♥é❝❡ss✐té ❞❡ ♠❛✲
♥✐♣✉❧❡r ❞❡s ❞❡s❝r✐♣t❡✉rs ❞❡ ❤❛✉t ♥✐✈❡❛✉✱ sé♠❛♥t✐q✉❡s ❡t ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ✐♥t❡r♣rét❛❜❧❡s
♣❛r ✉♥ ❤✉♠❛✐♥ ✭♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈✐s❛❣❡s✱ ♦❜❥❡ts✱ ❝♦✉❧❡✉rs ❞♦♠✐♥❛♥t❡s✱ . . .✮✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s
❞♦♥❝ ❞û ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ❞❡s ❞❡s❝r✐♣t❡✉rs ❛❞✲❤♦❝ ✐♥t❡r♣rét❛❜❧❡s ❡t ❞é✜♥✐r ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡
s✐♠✐❧❛r✐té ❡♥tr❡ ❞❡s❝r✐♣t❡✉rs à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞✬ét❛❧♦♥♥❛❣❡ ❞❡ ♠❡s✉r❡s ♣s②❝❤♦✲
✈✐s✉❡❧❧❡s✳ ❉❡ ♠❛♥✐èr❡ ❣é♥ér❛❧❡✱ ❧❡ ❢♦ssé sé♠❛♥t✐q✉❡ ❡♥tr❡ ♠❡s✉r❡s ❞❡ ❞❡s❝r✐♣t❡✉rs
❡t ♣❡r❝❡♣t✐♦♥ ❤✉♠❛✐♥❡ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥s✐❞ér❡r q✉❡ ❧❡s ✐♥❞❡①❛t✐♦♥s ❞❡s
✈✐❞é♦s ♥❡ s♦♥t ♣❛s t♦t❛❧❡♠❡♥t ✜❛❜❧❡s✳ ◗✉❡❧❧❡s q✉❡ s♦✐❡♥t ❧❡s str✉❝t✉r❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s
❡t ♠é❝❛♥✐s♠❡s ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✱ ✐❧ ❢❛✉t ❡♥ t❡♥✐r ❝♦♠♣t❡✳

✕ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✴♠✐s❡✲à✲❥♦✉r ❞❛♥s ❧❡ rés❡❛✉ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❛
❝ré❛t✐♦♥✴♠❛✐♥t❡♥❛♥❝❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞✬✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞✐str✐❜✉é❡
❞✬✐♥❞❡① ✿ ▲✬❛✈è♥❡♠❡♥t ré❝❡♥t ❞❡s rés❡❛✉① ♣❛✐r✲à✲♣❛✐r ❛ ♣❡r♠✐s ❞❡ ♣r♦♣♦s❡r ❞❡ ♥♦♠✲
❜r❡✉s❡s s♦❧✉t✐♦♥s ♣♦✉r ❣❛r❛♥t✐r ❧❛ ❝♦♥♥❡①✐té ❞✉ rés❡❛✉ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❡♥tr❡ ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs
❡t ❧❛ ré♣♦♥s❡ à ❞❡s r❡q✉êt❡s s✐♠♣❧❡s ❞❡ t②♣❡ r♦✉t❛❣❡ ✭❛❝❝é❞❡r à ❧❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ❞✬✉♥
✉t✐❧✐s❛t❡✉r✮ ♦✉ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❞♦♥t ♦♥ ❝♦♥♥❛ît ❧❛ ❝❧❡❢ ❞✬✐♥✲

✼



❞❡①✮✳ ❚②♣✐q✉❡♠❡♥t✱ ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❜❛sé❡s s✉r ❧❡s t❛❜❧❡s ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡ ❞✐str✐❜✉é ✭❉❍❚✮
❝♦♥s✐st❡♥t à ❛✛❡❝t❡r ❞❡s ✐♥❞❡① ❛✉① ❞♦♥♥é❡s ✭✈✐❞é♦s✮ ❡t ❞❡s ✐❞❡♥t✐✜❛♥ts ✈✐rt✉❡❧s ❛✉①
♥÷✉❞s ✭✉t✐❧✐s❛t❡✉rs✮✳ P♦✉r ❧❡s ❞❡✉① ❡♥t✐tés✱ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs s♦♥t ✐ss✉❡s ❞✉ ♠ê♠❡ ✉♥✐✲
✈❡rs ❞❡ ❝❧❡❢s✳ ❈❤❛q✉❡ ♥÷✉❞ ❡st r❡s♣♦♥s❛❜❧❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❞♦♥t ❧❡s ❝❧❡❢s ❞✬✐♥❞❡① s♦♥t
♣r♦❝❤❡s ❞❡ s❛ ♣r♦♣r❡ ❝❧❡❢✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞é❝r✐t❡✱ ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❡①✐s✲
t❛♥t❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❛❞❛♣té❡s ✿ ❧❡s r❡q✉êt❡s s♦♥t très s✐♠♣❧❡s✱ ❡①❛❝t❡s ❡t ♣ré✲s✉♣♣♦s❡♥t
q✉❡ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s s♦♥t ✐♥❞❡①é❡s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✜❛❜❧❡✳ ❯♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♠❡s tr❛✈❛✉①
♣♦rt❡♥t s✉r ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ✿
✕ ❚♦❧ér❛♥❝❡ ❛✉① ❡rr❡✉rs ✿ P♦✉r t❡♥✐r ❝♦♠♣t❡ ❞❡s ♣♦ss✐❜❧❡s ✐♥❞❡①❛t✐♦♥s ✐♥❝♦♠♣❧èt❡s✱
✐♥❡①❛❝t❡s✱ ❞✉ ❢♦ssé sé♠❛♥t✐q✉❡✱ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❞❡s str✉❝t✉r❡s ❞❡
❞♦♥♥é❡s ❡t ❞❡s ♠é❝❛♥✐s♠❡s ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ q✉✐ t✐❡♥♥❡♥t ❝♦♠♣t❡ ❞✉ ❝❛r❛❝tèr❡ ✐♥❝❡r✲
t❛✐♥ ❞❡ ❧✬✐♥❞❡①❛t✐♦♥ ❀

✕ ❞✐✛✉s✐♦♥ é♣✐❞é♠✐q✉❡ ❞❡ ♠❡ss❛❣❡s ✿ P♦✉r ♣❡r♠❡ttr❡ ❞✬❛❝❝é❞❡r à ❞❡s r❡q✉êt❡s ❝♦♠✲
♣❧❡①❡s✱ ✐❧ ♣❡✉t êtr❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ❞✐✛✉s❡r ❞❡s ♠❡ss❛❣❡s à ✉♥ s♦✉s✲rés❡❛✉ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡
❡✣❝❛❝❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s rés❡❛✉① ❞②♥❛♠✐q✉❡s✱ ❧❡s ♠é❝❛♥✐s♠❡s ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❧❡s
♣❧✉s ♣❡rt✐♥❡♥ts s♦♥t ❞❡s ♣r♦❝❡ss✉s é♣✐❞é♠✐q✉❡s ✭❡♥ sé❧❡❝t✐♦♥♥❛♥t ❞❡s ❞❡st✐♥❛t❛✐r❡s
❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❛❧é❛t♦✐r❡✮ ❀

✕ ❘és♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s r❡q✉êt❡s ♣❛r ✉♥ ❛❣❡♥t ♠♦❜✐❧❡ ✿ ❉❡s ❛❣❡♥ts ♠♦❜✐❧❡s ❞❡ r❡✲
❝❤❡r❝❤❡ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ❡①tr❛✐r❡ ❞❡s s♦✉s✲❝♦❧❧❡❝t✐♦♥s ❞❡ ✈✐❞é♦s ♦✉ ❢❛✐r❡
❞❡s ❛♥❛❧②s❡s st❛t✐st✐q✉❡s s✉r ❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡s ✈✐❞é♦s✳ ❇✐❡♥ ❡♥t❡♥❞✉✱ ❧❡ t❡♠♣s
❞❡ ré♣♦♥s❡ ❡st ✉♥ ❢❛❝t❡✉r très ✐♠♣♦rt❛♥t ♠❛✐s ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞❡ ♠é♠♦✐r❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ✓
q✉✬❡♠❜❛rq✉❡ ✔ ✉♥ ❛❣❡♥t ♠♦❜✐❧❡ ❡st ❝r✉❝✐❛❧✳
✕ ❈♦♠♣r♦♠✐s t❡♠♣s✴♠é♠♦✐r❡ ✿ P♦✉r tr♦✉✈❡r ❞❡ ❜♦♥s ❝♦♠♣r♦♠✐s ❡♥tr❡ ♠é♠♦✐r❡ ❡t
t❡♠♣s✱ ❛✉ss✐ ❜✐❡♥ ♣♦✉r ❞❡s ét❛♣❡s ❞❡ ♣ré✲❝❛❧❝✉❧ ❞❡ str✉❝t✉r❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s q✉❡ ♣♦✉r
❧❡s ét❛♣❡s ❞❡ r❡q✉êt❡s✱ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ❢❛✐r❡ ✉♥❡ ♣ré✲sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡s é❧é♠❡♥ts
à ❝❛❧❝✉❧❡r ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❣❧♦❜❛❧❡ ✿ ❝✬❡st t②♣✐q✉❡♠❡♥t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛
sé❧❡❝t✐♦♥ ❡t ♠❛tér✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ✈✉❡s✱ ❞é❥à ét✉❞✐é ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡s ❜❛s❡s ❞❡
❞♦♥♥é❡s✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦♣♦sé ✉♥ é❝❧❛✐r❛❣❡ ♥♦✉✈❡❛✉ s✉r ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✳

✕ ❈♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ♥❛✈✐❣❛❜❧❡s ✿ P♦✉r ❝❡rt❛✐♥❡s r❡q✉êt❡s✱ ♠❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ♣r✐♥✲
❝✐♣❛❧❡ ❝♦♥s✐st❡ à r❛✐s♦♥♥❡r s✉r ✉♥ rés❡❛✉ ❧♦❣✐q✉❡ ❝♦♥str✉✐t s✉r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❡t ♥♦♥
s✉r ❧❡s ♥÷✉❞s ❞✉ rés❡❛✉✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥
❞♦♥t ❧❡s s♦♠♠❡ts s♦♥t ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❡t ❧❡s ❛rêt❡s s♦♥t ❞é✜♥✐❡s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à ❣❛r❛♥✲
t✐r ❧❛ ❝♦♥♥❡①✐té ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❡t ❞❡s r❡q✉êt❡s ❞❡ t②♣❡ r♦✉t❛❣❡✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛❞r❡✱ ❥✬❛✐
ét✉❞✐é ❧❡s ❛s♣❡❝ts ❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡s ❞❡s ❣r❛♣❤❡s ♣❡t✐t✲♠♦♥❞❡ ✭♣♦ssé❞❛♥t ❞❡ ♥♦♠✲
❜r❡✉s❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s t❡❧❧❡s q✉❡ ❞❡❣ré ♠♦②❡♥ ❢❛✐❜❧❡✱ ♣❡t✐t ❞✐❛♠ètr❡✱ ✳ ✳ ✳ ✮✳ ❏✬❛✐
♣r♦♣♦sé ❛✈❡❝ ❞✬❛✉tr❡s ❛✉t❡✉rs ❞❡s ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ❝❡♥tr❛❧✐sé❡s ❡t ❞✐str✐❜✉é❡s ❞❡
♣❡t✐t✲♠♦♥❞❡s ❡t ❞❡ s♣❛♥♥❡rs ❣é♦♠étr✐q✉❡s q✉✐ s♦♥t ❞❡ ❜♦♥s ❝❛♥❞✐❞❛ts ♣♦✉r ❞❡s
❣r❛♣❤❡s ❞❡ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥✳

✕ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s rés✉❧t❛ts ❡t ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✿ ❯♥❡ ❢♦✐s ✉♥❡ s♦✉s✲❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ❞❡
✈✐❞é♦s ❡①tr❛✐t❡s✱ ❝♦♠♠❡♥t ❧❡s r❡♣rés❡♥t❡r ❡t ❝♦♠♠❡♥t ✐♥t❡r❛❣✐r ♣♦✉r ❛✣♥❡r ♦✉ ♠♦✲
❞✐✜❡r s❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❄ ▲❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❧✐st❡r ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡
❡♥ ❛❧✐❣♥❛♥t ❞❡s ✐♠❛❣❡s ♦✉ ✈✐❣♥❡tt❡s rés✉♠❛♥t ❝❤❛q✉❡ ✈✐❞é♦✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❞ès q✉❡
❧❛ ❧✐st❡ ❡st ✉♥ ♣❡✉ ❧♦♥❣✉❡ ✭q✉❡❧q✉❡s ❞✐③❛✐♥❡s ❞❡ ✈✐❞é♦s✮✱ ❝❡tt❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❡st

✽



❢❛st✐❞✐❡✉s❡✳ ❚②♣✐q✉❡♠❡♥t✱ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s s♦♥t s♦✉✈❡♥t ❞é❝r✐t❡s ❝♦♠♠❡ ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs
♠✉❧t✐✲❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧s✳ ❙✐ ♦♥ ❡st ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ ❞é✜♥✐r ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ❞✐ss✐♠✐❧❛r✐té ❡♥tr❡
✈✐❞é♦s✱ ♦♥ ♣❡✉t ❡s♣ér❡r ♣❧♦♥❣❡r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ♠✉❧t✐✲❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡s ❡♥ ❞❡✉① ❞✐♠❡♥✲
s✐♦♥s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à ❝❡ q✉❡ ❧❡s ♣♦s✐t✐♦♥s r❡❧❛t✐✈❡s ❞❡s ✈✐❣♥❡tt❡s rés✉♠é❡s ❞é♣❡♥❞❡♥t
❞❡ ❧❛ ❞✐ss✐♠✐❧❛r✐té✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦♣♦sé ✉♥❡ ❤❡✉r✐st✐q✉❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥
q✉✐ ❛ été ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❛✐sé❡ ❞❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥s ❞✬✐♠❛❣❡s ✐♥❞❡①é❡s✳ ◆♦✉s
❛✈♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ♠❡♥é ❞❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ♣♦✉r ✉♥❡ tâ❝❤❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✬✐♠❛❣❡ ❡♥
✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ♠✉❧t✐✲❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ❞❡ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ ❜❛sé❡ s✉r ♥♦s
❞❡s❝r✐♣t❡✉rs ✈✐❞é♦s✳ ❈❡ tr❛✈❛✐❧ ❢❛✐t ♣❛rt✐❡ ❞❡ ♠❡s ❛❝t✐✈✐tés ❧❡s ♣❧✉s ❛♣♣❧✐q✉é❡s✳
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❈❤❛♣✐tr❡ ✷

❈♦❞❛❣❡ ❝♦♠♣❛❝t ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ❡t

❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛✉ r♦✉t❛❣❡ ❝♦♠♣❛❝t

❈❡ s✉❥❡t ♣♦rt❡ s✉r ✉♥ ❛s♣❡❝t ❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❣r❛♣❤❡s ✿ ❝♦♠♠❡♥t ❝♦❞❡r
❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞✬✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❞❡ ❜✐ts ❄ ❇✐❡♥ ❡♥t❡♥❞✉✱ ❝❡tt❡ q✉❡st✐♦♥
♥✬❛ ❞❡ s❡♥s q✉❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ❞♦♥♥é❡✳ ❙✬✐❧ ❡①✐st❡ f(n, m) ❣r❛♣❤❡s à n
s♦♠♠❡ts ❡t m ❛rêt❡s ♣♦ssé❞❛♥t ❞❡s ♣r♦♣r✐étés t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡s✱ ✉♥ ❝♦❞❛❣❡ ❞✬✉♥
❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ♥é❝❡ss✐t❡ ❛✉ ♠♦✐♥s ❧❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠❡ ❡♥ ❜❛s❡ ✷ ❞❡ f(n, m) ❜✐ts✳

▲❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s s♦♥t ♥♦♠❜r❡✉s❡s ✿ ❡♥ s②♥t❤ès❡ ❞✬✐♠❛❣❡s ♦✉ ❡♥ ✈✐s✉❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✐♥❢♦r✲
♠❛t✐♦♥✱ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❡t ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❞❡s ♦❜❥❡ts ♣❡✉✈❡♥t ❝♦♠♣♦rt❡r ❞❡s ♠✐❧❧✐♦♥s ❞❡ ♣♦✐♥ts
♦✉ s♦♠♠❡ts ✭❝❢✳ ❋✐❣✉r❡ ✷✮✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❞✬♦❜❥❡t ✸❉ ♣❡✉t êtr❡ r❡♣rés❡♥té
♣❛r ✉♥ ♥✉❛❣❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ✭48 ❜✐ts ♣❛r ♣♦✐♥t s♦♥t ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ♥é❝❡ss❛✐r❡s✮ ❡t ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❞❡
r❡❧❛t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❧❡s ♣♦✐♥ts ✭100 à 200 ❜✐ts ❞❛♥s ❧❡s ❛♥♥é❡s ✶✾✾✵✮✳ P♦✉r é❝♦♥♦♠✐s❡r ❧✬❡s♣❛❝❡
♠é♠♦✐r❡✱ ❧❡ ❝♦❞❛❣❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♦✉ ❝♦♠♣r❡ssé s✬❛✈èr❡ ♣r✐♠♦r❞✐❛❧✳ ❉❡ ♠❛♥✐èr❡ ❣é♥ér❛❧❡✱ ♦♥
♣❡✉t ❝♦♥s✐❞ér❡r q✉❡ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❜r✉t❡s s♦♥t ♣rés❡♥té❡s s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞✬❛❞❥❛❝❡♥❝❡
❞❡ t❛✐❧❧❡ Θ(n2) ♦✉ ❞❡ ❧✐st❡s ❞✬❛❞❥❛❝❡♥❝❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡ Θ(m log n)✳ ◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛✲
♣✐tr❡ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❣r❛♣❤❡s ♣❧❛♥❛✐r❡s ❡t ❞❡s ❣r❛♣❤❡s ❞❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣❛❣❡s ❜♦r♥é✱
♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❢❛✐r❡ ❜✐❡♥ ♠✐❡✉①✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡s ❞✬♦❜❥❡ts ✸❉ ♣♦✉✈❛♥t êtr❡ r❡♣rés❡♥tés ♣❛r ✉♥ ♥✉❛❣❡
❞❡ ♣♦✐♥ts ❡t ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ♣❧❛♥❛✐r❡✳

❉✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ t❤é♦r✐q✉❡✱ ❧✬♦❜t❡♥t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝♦❞❛❣❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❡st s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ♠❛✐s
❧❡ ♣r❛t✐❝✐❡♥ ♦❜❥❡❝t❡r❛ q✉❡ ❧❛ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❡t ❧❛ ❞é❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ♠❡t t❡❧❧❡♠❡♥t ❞❡ t❡♠♣s
q✉✬✐❧ ♣❡✉t ❞❡✈❡♥✐r t♦t❛❧❡♠❡♥t ✐♥✉t✐❧✐s❛❜❧❡✳ P♦✉r ❝❡tt❡ r❛✐s♦♥✱ ♥♦✉s r❡♥❝♦♥tr♦♥s ❞❛♥s ❧❛
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❧✐ttér❛t✉r❡ ❞❡✉① ❢❛♠✐❧❧❡s ❞❡ ❝♦❞❛❣❡ ❝♦♠♣❛❝t ✿ ❞❡s ❝♦❞❛❣❡s ♦♣t✐♠❛✉① ✭♦✉ q✉❛s✐✮ ❡t ❞❡♣✉✐s
♣❡✉✱ ❞❡s ❝♦❞❛❣❡s ❡✣❝❛❝❡s✳ ▲✬❡✣❝❛❝✐té ❝♦♥❝❡r♥❡ ❞❡✉① ♣❛r❛♠ètr❡s ✿

✕ ❧✬❡s♣❛❝❡ ♠é♠♦✐r❡ ❀
✕ ❧❡ t❡♠♣s r❡q✉✐s ♣♦✉r ❡✛❡❝t✉❡r ❞❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s é❧é♠❡♥t❛✐r❡s s❛♥s ❛✈♦✐r à ❞é❝♦♠✲

♣r❡ss❡r✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❣r❛♣❤❡s✱ ✐❧ ❡st ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ t❡st❡r ❧✬❛❞❥❛❝❡♥❝❡ ❡♥ t❡♠♣s
❝♦♥st❛♥t✱ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡ ❞❡❣ré ❡♥ t❡♠♣s ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧ ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡
✈♦✐s✐♥s✱ ✳✳✳ ❈❡ s♦✉❝✐ ❞✬❡✣❝❛❝✐té ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞✉ ❝♦❞❛❣❡ ❝♦♠♣❛❝t ❡st r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t
ré❝❡♥t ✭✈♦✐r ▼✉♥r♦ ❡t ❘❛♠❛♥ ❬▼❘✵✶❪✮✳

▲❡ ❝♦❞❛❣❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❡st é✈✐❞❡♠♠❡♥t ❧✐é à ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬é♥✉♠ér❛t✐♦♥✳ ■❧ ♥✬❡st ❛❜s♦❧✉✲
♠❡♥t ♣❛s é✈✐❞❡♥t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ❝❛r❞✐♥❛❧✐té ❞❡s ❢❛♠✐❧❧❡s ❞❡ ❣r❛♣❤❡s✳ P❛r♠✐ ❧❡s ❝❤❛❧❧❡♥❣❡s
❝❧❛ss✐q✉❡s ❞❡ ❧✬é♥✉♠ér❛t✐♦♥ ❡t ❞✉ ❝♦❞❛❣❡ ❝♦♠♣❛❝t✱ ❜♦♥ ♥♦♠❜r❡ ❞✬ét✉❞❡s ♣♦rt❡♥t s✉r ❧❡s
❣r❛♣❤❡s ♣❧❛♥❛✐r❡s✳ ❯♥ ❣r❛♣❤❡ ❡st ❞✐t ♣❧❛♥❛✐r❡ s✬✐❧ ♣❡✉t êtr❡ r❡♣rés❡♥té s✉r ❧❡ ♣❧❛♥ s❛♥s
✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞✬❛rêt❡s✳ ❈❡tt❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ♣♦ssè❞❡ ❞✬❛✉tr❡s ♣r♦♣r✐étés ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡s ✭✹✲❝♦❧♦r❛t✐♦♥
❞❡s s♦♠♠❡ts ✳✳✳✮ ♠❛✐s à ❝❡ ❥♦✉r✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❡①❛❝t ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ♣❧❛♥❛✐r❡s à n s♦♠♠❡ts
❞❡♠❡✉r❡ ✐♥❝♦♥♥✉✳

◆♦s rés✉❧t❛ts ♣♦rt❡♥t s✉r
✕ ❞❡✉① ❢❛♠✐❧❧❡s ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ✿ ❧❡s ❣r❛♣❤❡s ♣❧❛♥❛✐r❡s ✭s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✮ ❡t ❧❡s ❣r❛♣❤❡s ♣❧❛♥❛✐r❡s

❡①tér✐❡✉rs ✲ ✉♥❡ s♦✉s✲❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡s ❣r❛♣❤❡s ♣❧❛♥❛✐r❡s ✲ ✭s❡❝t✐♦♥ ✷✳✻✮✱
✕ ▲❡s ♣❧♦♥❣❡♠❡♥ts ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ✭❛r❜✐tr❛✐r❡s✮ ❡♥ k ♣❛❣❡s ❡t ✉♥ s❝❤é♠❛ ❞❡ r♦✉t❛❣❡ ❝♦♠✲

♣❛❝t ❛ss♦❝✐é ✭s❡❝t✐♦♥s ✷✳✹ ❡t ✷✳✺✮✳
♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s ❜♦r♥❡s ♦✉ ❢♦r♠✉❧❡s ❡①❛❝t❡s ❞✬é♥✉♠ér❛t✐♦♥✱ ❞❡s
❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ❝♦❞❛❣❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♦✉ ❡✣❝❛❝❡✱ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❛❧é❛t♦✐r❡✳ ▲❛
♠❛îtr✐s❡ ❞❡s ♣❧♦♥❣❡♠❡♥ts ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ❡♥ k ♣❛❣❡s ♥♦✉s ❛ ♣❡r♠✐s ❞❡ ♣r♦♣♦s❡r ✉♥ s❝❤é♠❛
❞❡ r♦✉t❛❣❡ ❝♦♠♣❛❝t ❣é♥ér❛❧ ♣♦✉r ❧❡s ❣r❛♣❤❡s ❞❡ ❣❡♥r❡ ❜♦r♥é✳ ◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❞❛♥s ❧❡s
s❡❝t✐♦♥s ✷✳✷✳✹ ❡t ✷✳✸ ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ♦✉t✐❧s ♦r✐❣✐♥❛✉① ✉t✐❧✐sés✳

✷✳✶ ◗✉❡❧q✉❡s ♠♦ts s✉r ❧❡ ❝♦❞❛❣❡ ❝♦♠♣❛❝t ❡t ❧❡s r❡q✉êt❡s

❧♦❝❛❧❡s

❙♦✐t G ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ❡t A ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝♦❞❛❣❡✳ ▲❡ ❝♦❞❛❣❡ ♣r♦♣♦sé ♣❛r
❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ A ♣♦✉r r❡♣rés❡♥t❡r ✉♥ ❣r❛♣❤❡ G ∈ G ♣❡✉t êtr❡ ✈✉ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♠♦t ℓA(G)
❞é✜♥✐ s✉r ✉♥ ❛❧♣❤❛❜❡t Σ✳ P♦✉r ✉♥ ♠♦t w✱ ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ |w| ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡
❜✐ts r❡q✉✐s ♣♦✉r ❧❡ ❝♦❞❛❣❡ ❞❡ w✳ ❉❡ ♠❛♥✐èr❡ ❣é♥ér❛❧❡✱ ♦♥ s✬✐♥tér❡ss❡ à ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞❡
♠é♠♦✐r❡ ♣♦✉r st♦❝❦❡r t♦✉s ❧❡s ❣r❛♣❤❡s ❞✬✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞♦♥♥é❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✜①é✳ ▲❛
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✭❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ ♠é♠♦✐r❡✮ ❞✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝♦❞❛❣❡ A ❛♣♣❧✐q✉é à ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡
G ❡st ❞♦♥❝ ✿

|ℓA(G)| = max
G∈G
|ℓA(G)|. ✭✷✳✶✮

❯♥ ✭❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡✮ ❝♦❞❛❣❡ ❡st ❞✐t ❝♦♠♣❛❝t s✐ |ℓA(G)| = O(log |G|) ♦ù |G| ❞és✐❣♥❡ ❧❛
❝❛r❞✐♥❛❧✐té ❞❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ G✳ ❊♥ ❞✬❛✉tr❡s t❡r♠❡s✱ ❧❡ ❝♦❞❛❣❡ ❡st ♦♣t✐♠❛❧ à ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡
♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ♣rès✳

P❛rt♦♥s ❞✬✉♥ ❝♦❞❛❣❡ ❞✬✉♥ ❣r❛♣❤❡✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡r à ❞❡✉① ♦❜❥❡❝t✐❢s ✿
✕ ❝♦♠♣r❡ss❡r ❛✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❧❡ ❝♦❞❛❣❡ ❀

✶✶



✕ ♣❡r♠❡ttr❡ ❞✬❡✛❡❝t✉❡r ❞❡s r❡q✉êt❡s ❜❛s✐q✉❡s r❛♣✐❞❡♠❡♥t s✉r ❧❡ ❝♦❞❛❣❡ ❝♦♠♣r❡ssé✳
P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡s ❝♦❞❛❣❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s ❞❡s ❣r❛♣❤❡s ❜❛sés s✉r ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s ♦✉ ❧✐st❡s ❞✬❛❞❥❛✲

❝❡♥❝❡ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ré♣♦♥❞r❡ ❡♥ t❡♠♣s O(log n) à ❞❡s r❡q✉êt❡s ❞✬❛❞❥❛❝❡♥❝❡ ♠❛✐s ♥❡ s♦♥t
♣❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❝♦♠♣❛❝ts✳ ❯♥❡ ❢♦✐s ✉♥ ❝♦❞❛❣❡ ❝♦♠♣❛❝t ❞♦♥♥é✱ ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s é✈✐❞❡♥t
❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❡r ❞❛♥s ❧❡ ♠♦t ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ✉♥ ♥÷✉❞ ❞♦♥♥é✱ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡
❛rêt❡✱ ✳✳✳ ❘✐❡♥ ♥❡ ❣❛r❛♥t✐t ❛✲♣r✐♦r✐ q✉❡ ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s s✉r ✉♥ ♥÷✉❞ ❞♦♥♥é ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t
à ❞❡s ♣♦s✐t✐♦♥s ❝♦♥sé❝✉t✐✈❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝♦❞❛❣❡✳

P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❝♦♠♠❡ r❡q✉êt❡s ✿
✕ ❧❡ t❡st ❞✬❛❞❥❛❝❡♥❝❡ ✿ ♣♦✉r ❞❡✉① ♥÷✉❞s ✜①és✱ ✐♥❞✐q✉❡r s✬✐❧s s♦♥t r❡❧✐és ♣❛r ✉♥❡ ❛rêt❡ ❀
✕ ❧❡ ❞❡❣ré ✿ ♣♦✉r ✉♥ ♥÷✉❞ ✜①é✱ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s❡s ✈♦✐s✐♥s ❀
✕ ❧❛ ❧✐st❡ ❞❡s ✈♦✐s✐♥s ✿ ♣♦✉r ✉♥ ♥÷✉❞ ✜①é✱ ❧✐st❡r ❧❡s ✐❞❡♥t✐✜❛♥ts ❞❡s ♥÷✉❞s ✈♦✐s✐♥s✳
▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ r❛♣✐❞❡ ❞❡ r❡q✉êt❡s s❡ ♣♦s❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡

❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡ ❞✐str✐❜✉é❡✳ ■♠❛❣✐♥♦♥s q✉❡ ♥♦✉s ❞és✐r♦♥s ré♣❛rt✐r ❧❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡ ❧❛
t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❞✬✉♥ rés❡❛✉ ❞❛♥s ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♥÷✉❞s ❡♥ ❧✐♠✐t❛♥t ❧❛ r❡❞♦♥❞❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳

▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ✜♥❛❧❡♠❡♥t ❧❡ ♠ê♠❡ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝♦❞❛❣❡ ❝♦♠♣❛❝t✳ ❯♥❡ ♠ê♠❡ t❡❝❤♥✐q✉❡✱
♠❛✐s ❛✈❡❝ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s✱ ♣❡✉t é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❧❡s ❞❡✉①
❝❛❞r❡s ✿ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❧✬ét✐q✉❡t❛❣❡ ❧♦❝❛❧✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ à ❛ss♦❝✐❡r à ❝❤❛q✉❡
s♦♠♠❡t ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ✭♦✉ ♥÷✉❞ ❞✉ rés❡❛✉✮ ✉♥ ♠♦t ♦✉ ét✐q✉❡tt❡ ❞❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ t❛✐❧❧❡ ❞❡
♠❛♥✐èr❡ à ❝❡ q✉❡ ❧✬✉♥✐♦♥ ❞❡s ét✐q✉❡tt❡s ❧♦❝❛❧❡s ♣❡r♠❡tt❡ ❞❡ r❡tr♦✉✈❡r ❡♥t✐èr❡♠❡♥t ❧❛ ❞❡s✲
❝r✐♣t✐♦♥ ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ✭✈♦✐r ❧❡ s✉r✈♦❧ ❬●P✵✸❪✮✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s r❡q✉êt❡s ❜❛s✐q✉❡s
é✈♦q✉é❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ rés♦❧✉❡s ❛✈❡❝ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ré❞✉✐t ❞✬ét✐q✉❡tt❡s✳

P❧✉s ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ❝❤❡r❝❤♦♥s✱ ♣♦✉r t♦✉t s♦♠♠❡t u ❞✬✉♥ ❣r❛♣❤❡✱ à ❧✉✐ ❛ss♦❝✐❡r
✉♥❡ ét✐q✉❡tt❡ ℓA(G, u) q✉✐ s♦✐t ❧❛ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❡♥ t❛✐❧❧❡ ❡t q✉✐ ♣❡r♠❡tt❡ ❞✬❡✛❡❝t✉❡r
❞❡s r❡q✉êt❡s r❛♣✐❞❡♠❡♥t✳ P♦✉r s✐♠♣❧✐✜❡r ❧❛ ❧❡❝t✉r❡✱ s✬✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞✬❛♠❜✐❣ü✐té s✉r G ❡t A✱
♥♦✉s ✉t✐❧✐s❡r♦♥s ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ ℓ(u)✳

Pr❡♥♦♥s ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡ ❝♦❞❛❣❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥❡ ❧✐st❡ ❞✬❛❞❥❛❝❡♥❝❡✱ ❧✬ét✐q✉❡tt❡ ❞✬✉♥
♥÷✉❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❞♦♥❝ à ❧❛ ❧✐st❡ ❞❡ s❡s ✈♦✐s✐♥s q✉✐ s♦♥t ♥✉♠ér♦tés ❛✉ ♠♦✐♥s ❡♥tr❡ ✶ ❡t
n✳ ❈❡❝✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ ❝❤❛q✉❡ ét✐q✉❡tt❡ ❛ ✉♥❡ t❛✐❧❧❡ ❞✬❛✉ ♠♦✐♥s Ω(❞❡❣(u) log n) ♦ù ❞❡❣(u)
❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ❞❡❣ré ❞✉ s♦♠♠❡t u✳ ◆♦✉s ♠♦♥tr❡r♦♥s ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✹ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡
❝♦❞❛❣❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ✉♥ ét✐q✉❡t❛❣❡ ❧♦❝❛❧ ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ ❧❡ ❢❛❝t❡✉r ❧♦❣❛r✐t❤♠✐q✉❡ ♣❡✉t êtr❡
❡♥❧❡✈é✳ ■❧ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ❛✐♥s✐ êtr❡ ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✬✉♥ ❝♦❞❛❣❡ ❞✐str✐❜✉é ❞❡ ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡
❞✬✉♥ rés❡❛✉ ❛✉ss✐ ❜✐❡♥ q✉❡ ❞❛♥s ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞✉ ❝♦❞❛❣❡ ❝♦♠♣r❡ssé✳

✷✳✷ ●r❛♣❤❡s ♣❧❛♥❛✐r❡s

✷✳✷✳✶ ❯♥ ❜r❡❢ t♦✉r ❞✬❤♦r✐③♦♥

❯♥ ❣r❛♣❤❡ ❡st ♣❧❛♥❛✐r❡ s✬✐❧ ♣❡✉t êtr❡ r❡♣rés❡♥té s✉r ❧❡ ♣❧❛♥ s❛♥s ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞✬❛rêt❡s✳
❉❡ ♥♦♠❜r❡✉① ♣r♦❜❧è♠❡s ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡s ❣r❛♣❤❡s ♣❧❛♥❛✐r❡s ♦♥t été ét✉❞✐és✳ ◆♦t❛♠♠❡♥t✱
❛✈❡❝ ❈②r✐❧ ●❛✈♦✐❧❧❡ ❡t ◆✐❝♦❧❛s ❇♦♥✐❝❤♦♥✱ ♥♦✉s ♥♦✉s s♦♠♠❡s ✐♥tér❡ssés à ❞❡s q✉❡st✐♦♥s
❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧✬é♥✉♠ér❛t✐♦♥✱ ❧❛ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❡t ❧❡ ❝♦❞❛❣❡✳

✶✷



➱♥✉♠ér❛t✐♦♥✳ ❈♦♠♣t❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ♣❧❛♥❛✐r❡s ♥♦♥ ét✐q✉❡tés ♥♦♥ ✐s♦♠♦r♣❤❡s
à n s♦♠♠❡ts ❡st ✉♥ ✈✐❡✉① ♣r♦❜❧è♠❡✱ ❡①trê♠❡♠❡♥t ét✉❞✐é✱ ♠❛✐s ♥♦♥ rés♦❧✉ ✭❝❢✳ ❬▲❲✽✼❪✮✳
❆✉❝✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❝❧♦s❡ ♥✬❡st ❝♦♥♥✉❡✱ ♥✐ ♠ê♠❡ ❞✬❛s②♠♣t♦t✐q✉❡✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❝❡♣❡♥❞❛♥t ❧❡s
❜♦r♥❡s q✉✐ ❞é❝♦✉❧❡♥t ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ♣❧❛♥❛✐r❡s ét✐q✉❡tés ♦✉ ❞❡ ❝❛rt❡s ♣❧❛♥❛✐r❡s ✿
❛✐♥s✐ ❖st❤✉s✱ Prö♠❡❧ ❡t ❚❛r❛③ ❬❖P❚✵✸❪ ♦♥t ♠♦♥tré q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ❛✉ ♣❧✉s n!25.22n+o(n)

❣r❛♣❤❡s ♣❧❛♥❛✐r❡s ét✐q✉❡tés ❀ ◆♦② ❡t ●✐♠❡♥❡③ ❬●◆✵✾❪ ♦♥t ♠♦♥tré q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡
❣r❛♣❤❡s ♣❧❛♥❛✐r❡s ét✐q✉❡tés ❝♦♥♥❡①❡s t❡♥❞ ✈❡rs n!24.767n+O(log n)✳ ▲✐✉ ❬▲✐✉✽✽❪ ❛ ♣r♦✉✈é
q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❛rt❡s ♣❧❛♥❛✐r❡s s✐♠♣❧❡s ✶ t❡♥❞ ✈❡rs 25.098n+O(log n) ❝❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡
❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ✉♥❡ ❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ s✉r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ♣❧❛♥❛✐r❡s s✐♠♣❧❡s✳ P♦✉r ré✲
s✉♠❡r✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s rés✉❧t❛ts ✭❜♦r♥❡s✱ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡s✮ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ♣♦✉r ❞❡s ✈❛r✐❛♥t❡s
❞❡ ❣r❛♣❤❡s ♣❧❛♥❛✐r❡s✳ ▲❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦rt❡♥t s✉r ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s
❣é♥ér❛tr✐❝❡s✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❞✐✣❝✉❧té ❡st ❞✬❛rr✐✈❡r à ❞é❝♦♠♣♦s❡r ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ♥♦♥
❛♠❜✐❣✉ë ❧❡s ♦❜❥❡ts ❝♦♥s✐❞érés✳ ▼❛❧❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t✱ à ❝❡ ❥♦✉r✱ ♦♥ ♥❡ s❛✐t ♣❛s ❧❡ ❢❛✐r❡ ♣♦✉r
❧❡s ❣r❛♣❤❡s ♣❧❛♥❛✐r❡s ♥♦♥ ét✐q✉❡tés✳

●é♥ér❛t✐♦♥ ❛❧é❛t♦✐r❡✳ ▲❛ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❞✬♦❜❥❡ts ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡s ❡st ✉♥❡ ❛❝t✐✈✐té
très ✉t✐❧❡ ♣♦✉r ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❡♥ ♠♦②❡♥♥❡ ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❡t ♣♦✉r ♠✉❧t✐♣❧✐❡r ❧❡s ❥❡✉① ❞❡ t❡sts
♣♦✉r ❝❡rt❛✐♥❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s✳ P♦✉r ❧❡s ❣r❛♣❤❡s ♣❧❛♥❛✐r❡s✱ ❧✬❛❥♦✉t ❞✬✉♥❡ ❛rêt❡ ♣❡✉t ❞étr✉✐r❡
❧❛ ♣❧❛♥❛r✐té✳ ❉✉ ❝♦✉♣✱ ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❛❧é❛t♦✐r❡ ✉♥✐❢♦r♠❡ ✷ ❝♦♥♥✉s tr❛✐t❡♥t
❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❞❡ ❝❛rt❡s ♣❧❛♥❛✐r❡s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❞❡ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥ts s✉r ❧❡ ♣❧❛♥✳ ▲❛ ♥✉❛♥❝❡ ❡st
✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❝❛r ✉♥ ♠ê♠❡ ❣r❛♣❤❡ ♣❡✉t ❛✈♦✐r ♣❧✉s✐❡✉rs ♣❧♦♥❣❡♠❡♥ts ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ✉♥ ❝②❝❧❡
❛✉q✉❡❧ ♦♥ ❛❥♦✉t❡ ❞❡✉① ❛rêt❡s ✐♥❝✐❞❡♥t❡s ❛✉ ♠ê♠❡ s♦♠♠❡t✮✳ P♦✉r ❧❡s ❝❛rt❡s ♣❧❛♥❛✐r❡s✱
❉❡♥✐s❡ ❡t ❛❧✳ ❬❉❱❲✾✻❪ ♦♥t ♣r♦♣♦sé ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞♦♥t ❧✬✉♥✐❢♦r♠✐té ♥✬❡st
♣❛s ♣r♦✉✈é ❡t ❞♦♥t ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❡st ❡♠♣✐r✐q✉❡✳ ❙✐ ♦♥ ✈❡✉t s❡ ❝♦♥❝❡♥tr❡r s✉r ❞❡s
❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ✉♥✐❢♦r♠❡s ❡♥ t❡♠♣s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✱ ❙❝❤❛❡✛❡r ❬❙❝❤✾✾❪ ♣✉✐s ❇❛♥❞❡r✐❡r
❡t ❛❧✳✳ ❬❇❋❙❙✵✵❪ ♦♥t ♠♦♥tré ❝♦♠♠❡♥t ❣é♥ér❡r ❞❡s s♦✉s✲❢❛♠✐❧❧❡s ✭♣❧❛♥❛✐r❡s 3✲❝♦♥♥❡①❡s✱ ✳✳✳✮✳
■❧ ❡①✐st❡ ♠❛❧❣ré t♦✉t ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❡✣❝❛❝❡ ♣♦✉r ❞❡s ❢❛♠✐❧❧❡s ❞❡ ❣r❛♣❤❡
♣❧❛♥❛✐r❡s ✿ ❧❡s ❛r❜r❡s ❬❆❘❙✾✼❪✱ ❧❡s ❣r❛♣❤❡s ♣❧❛♥❛✐r❡s ❡①tér✐❡✉rs ♠❛①✐♠❛✉① ❬❇❞▲P✾✾✱ ❊❙✾✹❪
✭tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣♦❧②❣♦♥❡✮✱ ✳✳✳

❈♦❞❛❣❡ ❝♦♠♣❛❝t✳ ❊♥ ✶✾✽✹✱ ❚✉rá♥ ❬❚✉r✽✹❪ ❡st ❧❡ ♣r❡♠✐❡r à ♣r♦♣♦s❡r ✉♥ ❝♦❞❛❣❡ ❝♦♠✲
♣❛❝t ❞é❞✐é ❛✉ ❣r❛♣❤❡ ♣❧❛♥❛✐r❡ ❡♥ 4m ❜✐ts✱ rés✉❧t❛t ❛♠é❧✐♦ré ♣❛r ❑❡❡❧❡r ❛♥❞❲❡st❜r♦♦❦ ❬❑❲✾✺❪
❡♥ 3.58m✳ ▼✉♥r♦ ❡t ❘❛♠❛♥ ❬▼❘✾✼❪ ❞❡s❝❡♥❞❡♥t ❧❡ ❝♦❞❛❣❡ à 2m + 8n ❜✐ts✳ ■❧ ❡st à ♥♦t❡r
q✉✬✐❧s ✉t✐❧✐s❡♥t ♣♦✉r ❝❡❧❛ ❧❡ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t ❡♥ ✹ ♣❛❣❡s ❞❡s ❣r❛♣❤❡s ♣❧❛♥❛✐r❡s ✭✈♦✐r ❬❨❛♥✽✾❪✮✳
❉❛♥s ✉♥❡ sér✐❡ ❞✬❛rt✐❝❧❡s✱ ▲✉ ❡t ❛❧✳ ❬❈▲▲✵✶✱ ❈●❍+✾✽❪ ♦♥t r❛✣♥é ❧❡ ❝♦❞❛❣❡ à 4m/3 + 5n
❜✐ts✳ ❉❡ ♠❛♥✐èr❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡✱ ❞❡s ❝♦❞❛❣❡s ❡♥ 4n ❜✐ts ♣♦✉r ❧❡s tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s ♦♥t été
♦❜t❡♥✉s ♣❛r ❞✐✛ér❡♥ts ❛✉t❡✉rs ✭❬❇♦♥✵✷✱ ❈●❍+✾✽✱ ❘♦s✾✾❪✮ ♠❛✐s ❜❛sés s✉r ❞✐✛ér❡♥t❡s t❡❝❤✲
♥✐q✉❡s✳ ▲❡ ❝♦❞❛❣❡ ❞❡ ❘♦ss✐❣♥❛❝ ❬❑❘✾✾❪✱ ❣❛r❛♥t✐ss❛♥t 3.67n ❜✐ts ♣♦✉r ❧❡s tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s
❢♦rt❡♠❡♥t ❝♦♥♥❡①❡s✱ ❡st ❝❛❧❝✉❧❛❜❧❡ ❡♥ t❡♠♣s ❧✐♥é❛✐r❡✳ ❉✬❛♣rès ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ❚✉tt❡ ❬❚✉t✻✷❪✱

✶✳ ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❡st s✐♠♣❧❡ s✬✐❧ ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t ♥✐ ❜♦✉❝❧❡ ♥✐ ❛rêt❡s ♠✉❧t✐♣❧❡s
✷✳ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❡st ❛❧é❛t♦✐r❡ ✉♥✐❢♦r♠❡ s✐ t♦✉s ❧❡s ♦❜❥❡ts ❞✬✉♥❡ ♠ê♠❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ♣❡✉✈❡♥t

êtr❡ ❣é♥éré ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ éq✉✐♣r♦❜❛❜❧❡✳

✶✸



♦♥ s❛✐t q✉✬✐❧ ❢❛✉t ❛✉ ♠♦✐♥s 3.24n ❜✐ts✳ ❊♥ ✷✵✵✻✱ ✉♥ ❝♦❞❛❣❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❞❡s tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s ❛
été ♣r♦♣♦sé ♣❛r ❆❧❡❛r❞✐✱ ❉❡✈✐❧❧❡rs ❡t ❙❝❤❛❡✛❡r ❬❆❉❙✵✻❪✳

❉✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ t❤é♦r✐q✉❡✱ ❧❡ ♠❡✐❧❧❡✉r ❝♦❞❛❣❡ ❣é♥ér❛❧ ❞❡s ❣r❛♣❤❡s ♣❧❛♥❛✐r❡s ❡st
❝❡❧✉✐ ❞❡ ❍❡✱ ❑❛♦ ❡t ▲✉ ❬❍❑▲✵✵✱ ▲✉✵✷❜❪ q✉✐ ❛♣♣r♦❝❤❡ à ✉♥ ❢❛❝t❡✉r 1 + o(1) ✉♥ ❝♦❞❛❣❡
♦♣t✐♠❛❧ ❡♥ ❡s♣❛❝❡ ♠é♠♦✐r❡✳ ▲❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✉t✐❧✐sé❡ ❡st ❜❛sé❡ s✉r ✉♥❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ré❝✉r✲
s✐✈❡ ❞❡s sé♣❛r❛t❡✉rs ❞✉ ❣r❛♣❤❡✳ ❈❡tt❡ t❡❝❤♥✐q✉❡✱ ❛ss❡③ s♦♣❤✐st✐q✉é❡✱ ♥❡ ❞♦♥♥❡ ❝❡♣❡♥❞❛♥t
❛✉❝✉♥❡ ❜♦r♥❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡ s✉r ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞✉ ❝♦❞❛❣❡ ❡t ♥❡ s❡♠❜❧❡ ♣❛s êtr❡ ❛❞❛♣té❡ à ❞❡s ✜♥s ❞❡
❣é♥ér❛t✐♦♥ ❛❧é❛t♦✐r❡✱ ❞❡ r❡q✉êt❡s r❛♣✐❞❡s✳

▲❡s ❝♦❞❛❣❡s ❧❡s ♣❧✉s ❝♦♠♣❛❝ts s♦♥t ❜❛sés s♦✐t s✉r ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ♣❛r ❞❡s ❛r❜r❡s
❝♦✉✈r❛♥ts ❡t ❝♦❞❛❣❡ ❞❡ ♣❛r❝♦✉rs ♦✉ s✉r ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡✳ ◆♦s tr❛✲
✈❛✉① ✉t✐❧✐s❡♥t ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡✳

✷✳✷✳✷ Pr✐♥❝✐♣❛❧ rés✉❧t❛t

❱♦✐❝✐ ❧❡ rés✉❧t❛t ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞❡ ♥♦tr❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ à ❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡s ❣r❛♣❤❡s ♣❧❛✲
♥❛✐r❡s✳ ■❧ ♥♦✉s ❛ ❢❛❧❧✉ ✸ ❛rt✐❝❧❡s ♣♦✉r ② ❛rr✐✈❡r ✭❝❢✳ ❬❇●❍✵✸❜✱ P❙✵✸✱ ❇●❍+✵✻❪✮ ❡t ✉♥
❛rt✐❝❧❡ ❞❡ s②♥t❤ès❡ ❡st ❡♥ s♦✉♠✐ss✐♦♥✳

❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✷✳✶✳ ❬❇●❍+✵✻❪ ❚♦✉t ❣r❛♣❤❡ ♣❧❛♥❛✐r❡ ❝♦♥♥❡①❡ ❛✈❡❝ n ♥÷✉❞s ❡t m ❛rêt❡s
♣❡✉t êtr❡ ❝♦❞é ❡t ❞é❝♦❞é ❡♥ t❡♠♣s ❧✐♥é❛✐r❡ ❛✈❡❝ ❛✉ ♣❧✉s 4.91n+ o(n) ❜✐ts ♦✉ 2.82m+ o(m)
❜✐ts ❞❡ ♠é♠♦✐r❡✳

❈❡ rés✉❧t❛t ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ ❧❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠❡ ❡♥ ❜❛s❡ ✷ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ♣❧❛♥❛✐r❡s ❡st
♣❧✉s ♣❡t✐t q✉❡ 4.91n✳ ❈♦♠♠❡ ✐❧ ❡st ❝♦♥♥✉ q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ♣❧❛♥❛✐r❡s ❜✐❝♦♥♥❡①❡s
❛ ✉♥ ❧♦❣❛r✐t❤♠❡ ❜✐♥❛✐r❡ é❣❛❧ à 4.71n✱ ✐❧ s✬❡♥ s✉✐t q✉❡ ♥♦tr❡ ❝♦❞❛❣❡ ❡st q✉❛s✐✲♦♣t✐♠❛❧✳
❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❝♦♠♠❡ ♥♦tr❡ ❜♦r♥❡ ❡st ♣❛r❛♠étr❛❜❧❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛rêt❡s✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t
❧❛ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ✐ss✉❡ ❞❡ ❬●◆✵✾❪✱ ♥♦✉s s♦♠♠❡s ❝❛♣❛❜❧❡s ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ♣r❡sq✉❡ t♦✉s
❧❡s ❣r❛♣❤❡s ♣❧❛♥❛✐r❡s ♥♦♥ ét✐q✉❡tés ♦♥t ❛✉ ♠♦✐♥s 1.85n ❛rêt❡s ❡t ❛✉ ♣❧✉s 2.44n ❛rêt❡s✳
❈❡s ❞❡✉① ❜♦r♥❡s s♦♥t ❧❡s ♠❡✐❧❧❡✉r❡s ❝♦♥♥✉❡s à ❝❡ ❥♦✉r✳

✷✳✷✳✸ ✉♥ rés✉♠é ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡

◆♦tr❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❡st ❜❛sé❡ s✉r ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡♥ ✸ ❛r❜r❡s ❞❡s tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s ❞✉ ♣❧❛♥
✭❛♣♣❡❧é❡ ❡♥ ❛♥❣❧❛✐s r❡❛❧✐③❡r✮ ❡t ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s s♦♣❤✐st✐q✉é❡s ❞❡ ❝♦❞❛❣❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ♠♦ts
❞❡ ♣❛r❡♥t❤ès❡s✳ ▲❛ r♦✉t❡ ♣♦✉r ♠❡♥❡r ❛✉ rés✉❧t❛t ❡st ❧♦♥❣✉❡ ♠❛✐s ♦r✐❣✐♥❛❧❡✳ ▲❡s s❡❝t✐♦♥s
s✉✐✈❛♥t❡s ❞é❝r✐✈❡♥t ❜r✐è✈❡♠❡♥t ❧❡s ♦✉t✐❧s ♦r✐❣✐♥❛✉① q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✉t✐❧✐sés✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✷
rés✉♠❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ét❛♣❡s ❡t t❡❝❤♥✐q✉❡s ✉t✐❧✐sé❡s✳

✕ ➚ t♦✉t ❣r❛♣❤❡ ♣❧❛♥❛✐r❡ G✱ ♦♥ ❛ss♦❝✐❡ ✉♥ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t ❝❡❧❧✉❧❛✐r❡ s✉r ❧❡ ♣❧❛♥✱ ❝✬❡st✲à✲
❞✐r❡ ✉♥❡ ❝❛rt❡ ♣❧❛♥❛✐r❡ C ❀

✕ ❖♥ ♠♦❞✐✜❡ ❛❧♦rs ❧❛ ❝❛rt❡ ❡♥ ♣rés❡r✈❛♥t ❧✬❛❞❥❛❝❡♥❝❡ ❞❡s s♦♠♠❡ts ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à
♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❝❛rt❡ C ′ ❛②❛♥t ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡s q✉❡ ❥❡ ♥❡ ♣rés❡♥t❡ ♣❛s ✐❝✐✳
❈❡tt❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❝❛rt❡ ❡st ✉♥❡ ❝❛rt❡ ❜✐❡♥✲♦r❞♦♥♥é❡✳

✕ ❖♥ ❝♦♥str✉✐t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ✉♥ s✉r✲❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❧❛ ❝❛rt❡ C ′ q✉✐ ❡st ✉♥❡ tr✐❛♥✲
❣✉❧❛t✐♦♥ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❛♣♣❡❧é❡ s✉♣❡r✲tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s✭❝❢✳ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✮✳ ❈❡tt❡ s✉♣❡r✲
tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❛ ❧❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✐té ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r êtr❡ ❞é❝♦♠♣♦sé❡ ❡♥ ✸ ❛r❜r❡s ❝♦✉✈r❛♥ts
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COMBINATOIRE  ET COMPRESSION DE TEXTES

Super−triangulation

= Realizer minimal

graphe planaire 

carte planaire

THEORIE ET ALGORITHMIQUE DES GRAPHES

❂ ✸ ❛r❜r❡s ❜✐❡♥✲♦r❞♦♥♥és

✻ ❝❤❛î♥❡s ❜✐♥❛✐r❡s ❝♦♠♣r❡ssé❡s

✺✰✶❂✻ ❝❤❛î♥❡s ❜✐♥❛✐r❡s

❆r❜r❡s éq✉✐❧✐❜rés ❛✈❡❝ ♥✲✷ s♦♠♠❡ts ✐♥t❡r♥❡s

❝❛rt❡ ❜✐❡♥✲♦r❞♦♥♥é❡

❋✐❣✉r❡ ✷✳✷ ✕ ▲❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ét❛♣❡s ♠❡♥❛♥t ❛✉ ❝♦❞❛❣❡ ❝♦♠♣❛❝t ❞✬✉♥ ❣r❛♣❤❡ ♣❧❛♥❛✐r❡✳

q✉✐ s✬❡♥tr❡♠è❧❡♥t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ très ♣ré❝✐s❡ ✭❝❢✳ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✹✮✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ✉♥ ❞❡s tr♦✐s
❛r❜r❡s ❡st ✉♥ s♦✉s✲❣r❛♣❤❡ ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ✐♥✐t✐❛❧✳ ❆ ❝❡ st❛❞❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ♦❜t❡♥✐r ✉♥ ❝♦❞❛❣❡
❡♥ 5.24n−5 ❜✐ts✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ q✉✬✉♥❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♣❡✉t✲êtr❡ ❝♦❞é❡ ❛✈❡❝
3.24n ❜✐ts ❡t ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡s ❛rêt❡s ♥❡ s❡ ♣♦s❡ q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s ❛rêt❡s ❞❡ ❞❡✉① ❞❡s tr♦✐s
❛r❜r❡s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ♣♦✉r ❛✉ ♠❛①✐♠✉♠ 2n− 5 ❛rêt❡s ♣♦✉r êtr❡ ♣ré❝✐s✳

✕ P♦✉❧❤❛❧♦♥ ❡t ❙❝❤❛❡✛❡r ♦♥t ♠♦♥tré ✉♥❡ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ s✉♣❡r✲tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❡t ✉♥❡
❢❛♠✐❧❧❡ ❞✬❛r❜r❡s éq✉✐❧✐❜rés ❞❛♥s ❬P❙✵✸❪✳ ❈❡tt❡ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ ❛ ♣❡r♠✐s ❞❡ ❝♦♠❜✐♥❡r ❞❡s
♣r♦♣r✐étés ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts t②♣❡s ❞✬❛r❜r❡s s❛❝❤❛♥t q✉❡ ❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❞❡✉① ❞❡s
tr♦✐s ❛r❜r❡s ✐♠♣❧✐q✉❡ ✉♥❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❞✉ tr♦✐s✐è♠❡✳

✕ P♦✉r ✜♥✐r✱ ❧❡ ❝♦❞❛❣❡ ❡st ✉♥❡ ✉♥✐♦♥ ❞❡ s✐① ❝❤❛✐♥❡s ❜✐♥❛✐r❡s ❞❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s ❞❡♥s✐tés
♠❛✐s ♥♦♥ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✳ ▲✬❛♥❛❧②s❡ ❞✉ ❝♦❞❛❣❡ ❝♦♠♣r❡ssé ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❡s s✐①
❝❤❛î♥❡s ♥♦✉s ❞♦♥♥❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts rés✉❧t❛ts✳

✷✳✷✳✹ ❯♥ ♣❡✉ ❞❡ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❣r❛♣❤❡s ✿ ❆r❜r❡s ❞❡ ❙❝❤♥②❞❡r

▲❡s ❛r❜r❡s ❞❡ ❙❝❤♥②❞❡r s♦♥t ❛✉ ❝÷✉r ❞❡ ♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡✳ ■❧ ♠❡ ♣❛r❛ît ❞♦♥❝ ✐♠♣♦rt❛♥t
❞❡ ❧❡s ♠❡ttr❡ ❡♥ ❧✉♠✐èr❡ s❛♥s ❝♦♠♣t❡r q✉❡ ♥♦✉s ❧❡s ✉t✐❧✐s♦♥s ❛✉ss✐ ❞❛♥s ✉♥ ❝❛❞r❡ ❛ss❡③
❞✐✛ér❡♥t ✿ ❧❡ rés✉♠é ❞✬✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥ ❞❡ ❞❡✉① ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✷ ✭r❡❛❧✐③❡r✮✳ ❯♥ r❡❛❧✐③❡r ❞✬✉♥❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❡st ✉♥❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡s ❛rêt❡s
✐♥tér✐❡✉r❡s ❡♥ ✸ ❡♥s❡♠❜❧❡s T0✱ T1✱ T2 ❞✬❛rêt❡s ♦r✐❡♥tés t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ s♦♠♠❡t ✐♥t❡r♥❡
v✱ ♦♥ ❛ ✿

✕ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡s ❛✐❣✉✐❧❧❡s ❞✬✉♥❡ ♠♦♥tr❡ ❞❡s ❛rêt❡s ✐♥❝✐❞❡♥t❡s à v ❡st ✿ s♦rt❛♥t ❞❛♥s T0✱
❡♥tr❛♥t ❞❛♥s T1✱ s♦rt❛♥t ❞❛♥s T2✱ ❡♥tr❛♥t ❞❛♥s T0✱ s♦rt❛♥t ❞❛♥s T1 ❡t ❡♥tr❛♥t ❞❛♥s
T2 ❀
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v1

v4

v6

v5

v8

v7

v3

v2

v1

v4

v6

v5

v8

v7

v3

v2

✭❝✮

v1

v4

v5

v7

v3
v6

v8

v2

❋✐❣✉r❡ ✷✳✸ ✕ ❉✬✉♥ ❣r❛♣❤❡ ♣❧❛♥❛✐r❡ à ✉♥❡ s✉♣❡r✲tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥✳

✕ ✐❧ ❡①✐st❡ ❡①❛❝t❡♠❡♥t ✉♥❡ ❛rêt❡ s♦rt❛♥t❡ ✐♥❝✐❞❡♥t❡ à v ❞❛♥s T0✱ T1 ❡t T2✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✹ ♠♦♥tr❡ ❞❡✉① r❡❛❧✐③❡rs ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥✳ ◆✐❝♦❧❛s ❇♦♥✐❝❤♦♥ ❛
♠♦♥tré q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ r❡❛❧✐③❡rs ❡st ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡♠❡♥t é❣❛❧ à 24n+O(log n) ✭❝❢✳ ❬❇♦♥✵✷❪✮
❛❧♦rs q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s ❡st s❡✉❧❡♠❡♥t (256/27)n+O(log n) ✭❝❢✳ ❬❚✉t✻✷❪✮✳

✭❛✮ ✭❜✮

v

w

r0

r1

w

v

uu

r0

r1

r2 r2

T0

T1T2

✭❝✮

❋✐❣✉r❡ ✷✳✹ ✕ ✭❛✮✲✭❜✮ ✷ r❡❛❧✐③❡rs ❞✬✉♥❡ ♠ê♠❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥✳ ✭❝✮ ✿ ♦r❞r❡ ❝②❝❧✐q✉❡ ❞❡s ❛rêt❡s
♦r✐❡♥té❡s✳

❙❝❤♥②❞❡r ❛ ♠♦♥tré ❞❛♥s ❬❙❝❤✾✵❪ q✉❡ ❝❤❛q✉❡ ❡♥s❡♠❜❧❡ Ti ❞✬✉♥ r❡❛❧✐③❡r ❡st ✉♥ ❛r❜r❡
❡♥r❛❝✐♥é ❞❛♥s ❧✬✉♥ ❞❡s s♦♠♠❡ts ❞❡ ❧❛ ❢❛❝❡ ❡①tér✐❡✉r❡✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s T0✱ T1 ❡t T2

s♦♥t ♥♦♠♠és ❛r❜r❡s ❞❡ ❙❝❤♥②❞❡r✳
❉❛♥s ♥♦tr❡ tr❛✈❛✐❧✱ ❧❡s s✉♣❡r✲tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s s♦♥t ❞❡s r❡❛❧✐③❡rs ♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs✱ ❧❡s r❡❛❧✐③❡rs

♠✐♥✐♠❛✉① ✿ ✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞❡ tr✐❛♥❣❧❡ ♦r✐❡♥té ✭♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ✉♥❡ ❢❛❝❡✮ ❢♦r♠é ♣❛r
✉♥❡ ❛rêt❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❛r❜r❡ ♣r✐s ❞❛♥s ❧✬♦r❞r❡ ❝②❝❧✐q✉❡ T2, T1, T0✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡ r❡❛❧✐③❡r
✭❜✮ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✹ ❡st ♠✐♥✐♠❛❧ ♠❛✐s ❝❡ ♥✬❡st ♣❛s ❧❡ ❝❛s ♣♦✉r ❧❡ r❡❛❧✐③❡r ✭❛✮✳
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✷✳✸ ❘❡q✉êt❡s r❛♣✐❞❡s ❞❛♥s ❧❡s ❝❤❛î♥❡s ♠✉❧t✐✲♣❛r❡♥t❤ésé❡s

❝♦♠♣r❡ssé❡s

◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❝♦♠♠❡ ♦✉t✐❧s ❞❛♥s ❞✐✈❡rs❡s ❝✐r❝♦♥st❛♥❝❡s ❬❇●❍✵✸❛✱ ●❍✵✽❪ ❞❡s r❡q✉êt❡s
❜❛s✐q✉❡s s✉r ❞❡s ❝❤❛î♥❡s ✭♦✉ ♠♦ts✮ ❞é✜♥✐❡s s✉r ✉♥ ❛❧♣❤❛❜❡t Σ q✉❡❧❝♦♥q✉❡✳ ❉❛♥s ❝❡rt❛✐♥s
❝❛s✱ ♥♦✉s ♠❛♥✐♣✉❧♦♥s ❞❡s ♠♦ts ❛②❛♥t ❝❡rt❛✐♥❡s ♣r♦♣r✐étés ✿ ❧❡s ❝❤❛î♥❡s ♠✉❧t✐✲♣❛r❡♥t❤ésé❡s
éq✉✐❧✐❜ré❡s✳

❈❤❛î♥❡s ♠✉❧t✐✲♣❛r❡♥t❤ésé❡s✳ ❙♦✐t Σ = {✭1, ✮1, ✭2, ✮2, . . . , ✭k, ✮k} ✉♥ ❛❧♣❤❛❜❡t✳ P♦✉r
✉♥ ❡♥t✐❡r p ∈ [1, k]✱ ❧❛ s♦✉s✲❝❤❛✐♥❡ ❝♦♠♣♦sé❡ ❞❡ ♣❛r❡♥t❤ès❡s ❞❡ t②♣❡ ✭p, ✮p ❡st éq✉✐❧✐❜ré❡ s✐
❡❧❧❡ ❝♦♥t✐❡♥t ❧❡ ♠ê♠❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣❛r❡♥t❤ès❡s ♦✉✈r❛♥t❡s ❡t ❢❡r♠❛♥t❡s ❡t s✐ ❝❤❛q✉❡ ♣ré✜①❡
❝♦♥t✐❡♥t ✉♥❡ ♠❛❥♦r✐té ✭♦✉ é❣❛❧✐té✮ ❞❡ ♣❛r❡♥t❤ès❡s ♦✉✈r❛♥t❡s✳ ❊♥ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡✱ ✉♥❡ ❝❤❛î♥❡
❞❡ ♣❛r❡♥t❤ès❡s éq✉✐❧✐❜ré❡s ❡st ❛♣♣❡❧é❡ ♠♦t ❞❡ ❉②❝❦✳ ❙❛♥s ♣❡rt❡ ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐té✱ ✉♥❡ ❝❤❛î♥❡
❞❡ ♣❛r❡♥t❤ès❡s ♠✉❧t✐♣❧❡ ❡st éq✉✐❧✐❜ré❡ s✐ ♣♦✉r t♦✉t p✱ ❝❤❛q✉❡ s♦✉s✲❝❤❛î♥❡ ❡st éq✉✐❧✐❜ré❡✳

❘❡q✉êt❡s é❧é♠❡♥t❛✐r❡s s✉r ✉♥❡ ❝❤❛✐♥❡✳ ❉❛♥s ♥♦s tr❛✈❛✉①✱ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r r❛♣✐❞❡♠❡♥t
❞❡s r❡q✉êt❡s ❧♦❝❛❧❡s✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s é❧é♠❡♥t❛✐r❡s s✉✐✈❛♥t❡s ❛♣♣❧✐q✉é❡s s✉r ✉♥❡
❝❤❛î♥❡ S ✭♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❞❡ ♣❛r❡♥t❤ès❡s✮ ✿

✕ s❡❧❡❝t(i, σ) r❡t♦✉r♥❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ i✲è♠❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❞✉ s②♠❜♦❧❡ σ ∈ Σ ❞❛♥s S✳
✕ r❛♥❦(i, σ) r❡t♦✉r♥❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ❞✉ s②♠❜♦❧❡ σ ∈ Σ ❞❛♥s S ❛✈❛♥t ✭❡t
✐♥❝❧✉❛♥t✮ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ i✳

✕ P♦✉r ❧❡s ❝❤❛î♥❡s ♣❛r❡♥t❤ésé❡s✱ s✐ ❧❛ i✲è♠❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ S ❡st ✉♥❡ ♣❛r❡♥t❤ès❡ ♦✉✈r❛♥t❡
✭r❡s♣✳ ❢❡r♠❛♥t❡✮ ♠❛t❝❤(i) r❡t♦✉r♥❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❛♥s S ❞❡ ❧❛ ♣❛r❡♥t❤ès❡ ❢❡r♠❛♥t❡
✭r❡s♣✳ ♦✉✈r❛♥t❡✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡✳

P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♣♦✉r ❧❛ ❝❤❛î♥❡ S ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✻✱ s❡❧❡❝t(3,′ [′) r❡t♦✉r♥❡ 16 ❡t ♠❛t❝❤(16)
r❡t♦✉r♥❡ 18✳ ❉✬❛✉tr❡s r❡q✉êt❡s é❧é♠❡♥t❛✐r❡s ❡①✐st❡♥t ♠❛✐s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ♣rés❡♥té❡s ✐❝✐✳

▲❡s ♣r❡♠✐èr❡s ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s ❡✣❝❛❝❡s ❞❡s ❝❤❛î♥❡s éq✉✐❧✐❜ré❡s ❞❡ k t②♣❡s ❞❡ ♣❛r❡♥t❤ès❡s
♣♦✉r ♣❧✉s✐❡✉rs ❢♦♥❝t✐♦♥s é❧é♠❡♥t❛✐r❡s ♦♥t été ♣r♦♣♦sé❡s ❞❛♥s ❬❈●❍+✾✽✱ ❈▲▲✵✶✱ ▼❘✵✶❪
❧♦rsq✉❡ k = O(1)✳ P♦✉r ✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ℓ ❡t 2k s②♠❜♦❧❡s✱ ❡♥ ❛❥♦✉t❛♥t ✉♥❡ t❛❜❧❡
❛✉①✐❧✐❛✐r❡ ❞❡ o(ℓ log k) ❜✐ts✱ ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s s❡❧❡❝t ❛♥❞ r❛♥❦ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❡①é❝✉té❡s ❡♥ t❡♠♣s
O(log log k) ❬●▼❘✵✻❪ ♦✉ O(log k/ log log ℓ) ❬❋▼▼◆✵✼❪✳ ❈❡ t❡♠♣s ❞❡✈✐❡♥t ❝♦♥st❛♥t ❞ès
q✉❡ k = O(♣♦❧②❧♦❣(ℓ))✳ ▲❡s ♣❧✉s ré❝❡♥ts ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts ♣❡r♠❡tt❡♥t ♠ê♠❡ ❞❡ ❢❛✐r❡ ❧❡s
♠ê♠❡s r❡q✉êt❡s s✐ ❧❡s ❝❤❛î♥❡s s♦♥t ❝♦♠♣r❡ssé❡s ♦♣t✐♠❛❧❡♠❡♥t✳

✷✳✹ ●r❛♣❤❡s k✲♣❛❣❡s

❯♥ ❧✐✈r❡ ❡st ✉♥❡ s✉r❢❛❝❡ ❝♦♠♣♦sé❡ ❞❡ ❧✬✉♥✐♦♥ ❞❡ ❞❡♠✐✲♣❧❛♥s ❛♣♣❡❧és ♣❛❣❡s ❡t ❞♦♥t
❧✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❡st ✉♥❡ ❧✐❣♥❡✱ ❛♣♣❡❧é❡ r❡❧✐✉r❡✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡ ❞❡ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s
♣❛❣❡s✳ ❈❡tt❡ t❡r♠✐♥♦❧♦❣✐❡ ❡st ♣❡rs♦♥♥❡❧❧❡ ♠❛✐s ❝♦♥s✐st❡ ❡♥ ✉♥❡ tr❛❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡
❛♥❣❧❛✐s❡✳ ❯♥ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t ❡♥ k✲♣❛❣❡s ❞✬✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❝♦♥s✐st❡ ❡♥

✕ ✉♥ ♦r❞r❡ t♦t❛❧ s✉r ❧❡s s♦♠♠❡ts ✭♥✉♠ér♦tés ❝❧❛ss✐q✉❡♠❡♥t ❞❡ ✶ à n✮ r❡♣rés❡♥té s✉r
❧❛ r❡❧✐✉r❡ ❡t

✶✼



✕ ✉♥❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡s ❛rêt❡s ❡♥ k ♣❛rts ✭♣❛❣❡s✮ t❡❧❧❡ q✉❡ ❧❡s ❛rêt❡s ❞✬✉♥❡ ♠ê♠❡ ♣❛❣❡ ♥❡
s✬✐♥t❡rs❡❝t❡♥t ♣❛s✳ ✸

❱♦✐r ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✺ ♣♦✉r ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡✳ ❯♥ t❡❧ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t ❡st ❛♣♣❡❧é ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t ❡♥ ♣❛❣❡s
✭❝❢✳ ❬❇✐❧✾✷✱ ❉❲✵✹❪ ♣♦✉r ✉♥ s✉r✈♦❧✮✳ ▲❡s ❣r❛♣❤❡s ❛②❛♥t ✉♥ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t ❡♥ k ♣❛❣❡s s♦♥t
❛♣♣❡❧és ❞❡s ❣r❛♣❤❡s k✲♣❛❣❡s✳ ▲❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣❛❣❡s ❞✬✉♥ ❣r❛♣❤❡ G ❡st ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t ❡♥t✐❡r
k t❡❧ q✉❡ G s♦✐t ✉♥ ❣r❛♣❤❡ k✲♣❛❣❡s✳
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✺ ✕ ❯♥ ❣r❛♣❤❡ ♣❧❛♥❛✐r❡ ❡t s♦♥ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t ❡♥ 3 ♣❛❣❡s✳

◆♦♠❜r❡ ❞❡ ♣❛❣❡s ❞✬✉♥ ❣r❛♣❤❡✳ P♦✉r t♦✉t ❣r❛♣❤❡✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡
♣❛❣❡s✳ ■❧ ❡st ❝♦♥♥✉ q✉❡ t♦✉t ❣r❛♣❤❡ ♣❧❛♥❛✐r❡ ♣❡✉t êtr❡ ♣❧♦♥❣é ❡♥ ❛✉ ♣❧✉s 4 ♣❛❣❡s ❬❨❛♥✽✾❪✳
▲❡ ♥♦♠❜r❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡ ♣❛❣❡s ♣♦✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❣r❛♣❤❡s ♣❧❛♥❛✐r❡s ❡st ❞♦♥❝ 4✳ ❈❡ ♥♦♠❜r❡
♣❡✉t êtr❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ✭♣♦✉r ❧❡s ❣r❛♣❤❡s ❝♦♠♣❧❡ts✮✳ ▲❡s ❣r❛♣❤❡s ❞❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣❛❣❡s ✶ s♦♥t
❧❡s ❣r❛♣❤❡s ♣❧❛♥❛✐r❡s ❡①tér✐❡✉rs ✭✐♥❝❧✉❛♥t ❧❡s ❛r❜r❡s✮ ❡t ❧❡s ❣r❛♣❤❡s ❞❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣❛❣❡s ✷
s♦♥t ❧❡s s♦✉s✲❣r❛♣❤❡s ❞❡s ❣r❛♣❤❡s ♣❧❛♥❛✐r❡s ❤❛♠✐❧t♦♥✐❡♥s ✭✐♥❝❧✉❛♥t ❧❡s sér✐❡s✲♣❛r❛❧❧è❧❡s✮✳
■❧ ❡①✐st❡ ❛✉ss✐ ❞❡s ❣r❛♣❤❡s ♥♦♥ ♣❧❛♥❛✐r❡s ❛②❛♥t ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣❛❣❡s ✐♥❢ér✐❡✉r à 4 ✭K5 ❡st
✉♥ 3✲♣❛❣❡s✮✳ ❉❡ ♠❛♥✐èr❡ ❣é♥ér❛❧❡✱ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡ ♣❛❣❡s ❞✬✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❡st
✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ◆P✲❞✉r ❡t ❛✉❝✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♥✬❡st ❝♦♥♥✉ à ❝❡ ❥♦✉r✳

✸✳ ❡♥ s✉♣♣♦s❛♥t q✉❡ u < v✱ u′ < v′ ❡t u < u′✱ ❧✬❛rêt❡ (u, v) ❡t ❧✬❛rêt❡ (u′, v′) s✬✐♥t❡rs❡❝t❡♥t s✐ ❡t
s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ v < v′✳

✶✽



◆♦tr❡ rés✉❧t❛t✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦✉✈é q✉❡ ❧❡ ❝♦❞❛❣❡ ❞❡s ❣r❛♣❤❡s k ♣❛❣❡s à n s♦♠♠❡ts
❡t m ❛rêt❡s ♥é❝❡ss✐t❡ kn − o(kn) ❜✐ts à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ s✉r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡
❣r❛♣❤❡s ❞❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣❛❣❡s é❣❛❧ à k ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✹✳✶✳ ❬●❍✵✽❪ ▲❡ ♥♦♠❜r❡ Un,k ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ❝♦♥♥❡①❡s s✐♠♣❧❡s ❞❡ n s♦♠♠❡ts
❡t ❞❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣❛❣❡s k✱ 1 ≤ k ≤ n/2✱ s❛t✐s❢❛✐t

Un,k ≥
(

2k
(

2k − 1
))n/2−k

2 k!
.

❈❡ rés✉❧t❛t ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ ❧❡ ❝♦❞❛❣❡ ❞❡ ▼✉♥r♦ ❡t ❘❛♠❛♥ ❞❡ 4kn+2n−k2+o(n) ❜✐ts ❡st
♦♣t✐♠❛❧ à ✉♥ ❢❛❝t❡✉r ✹ ♣rès✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦♣♦sé ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ❝♦❞❛❣❡ ❡♥ 2m log(k) + 4m
❜✐ts q✉✐ s✬❛✈èr❡ ♣❧✉s ❡✣❝❛❝❡ ♣♦✉r ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❣r❛♣❤❡s k ♣❛❣❡s ✭❞ès q✉❡ ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❡st
♣❡✉ ❞❡♥s❡✮✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♥♦tr❡ ❝♦❞❛❣❡ ❡♥ ❞❡✉① ❝❤❛✐♥❡s ✭✉♥❡ ♠✉❧t✐✲♣❛r❡♥t❤ésé❡ S ❛✈❡❝ 2k
s②♠❜♦❧❡s ❡t ❧✬❛✉tr❡ B ❜✐♥❛✐r❡✳ ❝❢ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✻✮ ❡st ❡✣❝❛❝❡ ❝❛r ✐❧ s✉♣♣♦rt❡ ❞❡s r❡q✉êt❡s
❞✬❛❞❥❛❝❡♥❝❡ r❛♣✐❞❡✳ ❊♥ rés✉♠é✱ ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✬❡♥❝♦❞❛❣❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❞é✜♥✐r ✉♥ ♦r❞r❡ t♦t❛❧
❡♥tr❡ ❧❡s ❡①tré♠✐tés ❞✬❛rêt❡s ✿ à ❝❤❛q✉❡ s♦♠♠❡t ♣r✐s ❞❛♥s ❧✬♦r❞r❡ t♦t❛❧ ❞❡s s♦♠♠❡ts✱
♦♥ ❝♦❞❡ ❞✬❛❜♦r❞ ❧❡s ❛rêt❡s ❞é❥à r❡♥❝♦♥tré❡s ♣✉✐s ❧❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s✳ ▲❛ ❝❤❛î♥❡ ❜✐♥❛✐r❡ s❡rt à
❧♦❝❛❧✐s❡r ❧❡s s♦♠♠❡ts✳

P❧✉s ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t✱ ♥♦tr❡ ❡♥❝♦❞❛❣❡ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✹✳✷✳ ❬●❍✵✽❪ ❚♦✉t ❣r❛♣❤❡ k✲♣❛❣❡s ❛✈❡❝ m ❛rêt❡s ✭❛✉t♦r✐s❛♥t ❛rêt❡s ♠✉❧t✐♣❧❡s
❡t ❜♦✉❝❧❡s✮ ❡t i s♦♠♠❡ts ✐s♦❧és ♣❡✉t êtr❡ r❡♣rés❡♥té ❛✈❡❝ 2(m + i) log2 k + 4(m + i) ❜✐ts✳
❉❡ ♣❧✉s✱ ❛✈❡❝ ✉♥❡ t❛❜❧❡ ❛✉①✐❧✐❛✐r❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡ o((m + i) log k) ❜✐ts✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ t❡st❡r
❧✬❛❞❥❛❝❡♥❝❡ ❡♥ t❡♠♣s O(τ · log k)✱ ❛✈❡❝ τ = min {log k/ log log m, log log k})✳ ▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉
❞❡❣ré ♣❡✉t êtr❡ ❢❛✐t ❡♥ t❡♠♣s O(1) ❡t ❧❛ ❧✐st❡ ❞❡s δ ✈♦✐s✐♥s ❞✬✉♥ s♦♠♠❡t ♣r❡♥❞ ✉♥ t❡♠♣s
O(τδ)✳

▲❡ t❡r♠❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐❢ τ ♣r♦✈✐❡♥t ❞✉ t❡♠♣s ♠✐s ♣♦✉r ❡✛❡❝t✉❡r ✉♥❡ ✐tér❛t✐♦♥ ❞❡s ❢♦♥❝✲
t✐♦♥s r❛♥❦✱ s❡❧❡❝t✱ ✳ ✳ ✳ ❛♣♣❧✐q✉é❡s s✉r ♥♦s ❞❡✉① ❝❤❛î♥❡s✳ ▲❛ ♣❛rt✐❡ ❞✐✣❝✐❧❡ ❝♦♥s✐st❡ à ♠♦♥tr❡r
q✉❡ ❧❡s r❡q✉êt❡s ❧♦❝❛❧❡s ❛✈❡❝ ♣❡✉ ❞✬❛♣♣❡❧s ✭t②♣✐q✉❡♠❡♥t ❧✬❛❞❥❛❝❡♥❝❡ ❡♥ t❡♠♣s O(log k)✮
❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ r❡❛❧✐sé❡s✳ P♦✉r ❧✬❛❞❥❛❝❡♥❝❡✱ ❝❡❧❛ s✬❡①♣❧✐q✉❡ ♣❛r ❧❡ ❢❛✐t ❛❜s♦❧✉✲
♠❡♥t r❡♠❛rq✉❛❜❧❡ q✉✬✐❧ s✉✣t ❞❡ t❡st❡r ❧✬❛❞❥❛❝❡♥❝❡ ❞❛♥s ❛✉ ♣❧✉s O(log k) ♣❛❣❡s✳
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10 1000
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✻ ✕ ❯♥ 2✲♣❛❣❡s ❡t s♦♥ ❝♦❞❛❣❡✳
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✷✳✹✳✶ P❡rs♣❡❝t✐✈❡s ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡ ❝♦❞❛❣❡ ❝♦♠♣❛❝t

❖♥ ♣❡✉t ♥♦t❛♠♠❡♥t ♣❡♥s❡r ❛✉① tr❛✈❛✉① s✉✐✈❛♥ts ✿
✕ ❈♦❞❛❣❡ ❝♦♠♣❛❝t ❡t ❡✣❝❛❝❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ♣❧❛♥❛✐r❡s✳ ■♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s
✉♥ ❡♥❝♦❞❛❣❡ q✉✐ ♣❡✉t s✬❛✈ér❡r ❡①trê♠❡♠❡♥t ♣❡r❢♦r♠❛♥t ♣♦✉r ❧❡s ❣r❛♣❤❡s ♣❧❛♥❛✐r❡s✳
❊♥ ❡✛❡t✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✲ ❝❡rt❡s ❝♦♠♣❧❡①❡ ✲ ❧✐♥é❛✐r❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♣❧♦♥❣❡r
✉♥ ❣r❛♣❤❡ ♣❧❛♥❛✐r❡ ❡♥ ✉♥ k✲♣❛❣❡s ❛✈❡❝ k ≤ 4✳ ❆✐♥s✐✱ ♥♦♥ s❡✉❧❡♠❡♥t ❧❡ ❝♦❞❛❣❡ t✐❡♥t
✉♥ ❡s♣❛❝❡ Θ(n) ❜✐ts q✉✐ ❡st ♦♣t✐♠❛❧ à ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ♣rés ✭❝❢✳ ❙❡❝t✐♦♥
✷✳✷✮ ♠❛✐s ❧❡s r❡q✉êt❡s ❧♦❝❛❧❡s ❞✬❛❞❥❛❝❡♥❝❡ ❡t ❞❡ ❞❡❣ré s✬❡✛❡❝t✉❡♥t ❡♥ t❡♠♣s O(1)✳
◆♦tr❡ ❝♦❞❛❣❡ ❡st ❞♦♥❝ t❤é♦r✐q✉❡♠❡♥t ❜✐❡♥ ♣❧✉s r❡♥t❛❜❧❡ q✉❡ ❧❛ ❧✐st❡ ❞✬❛❞❥❛❝❡♥❝❡✳
❯♥❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥ s❡r❛✐t ✐♥tér❡ss❛♥t❡✳

✕ ❙t♦❝❦❛❣❡ ❞✐str✐❜✉é ❞❡ k✲♣❛❣❡s✳ ❯♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t❡ ❡st ❧❡ st♦❝❦❛❣❡ ❞✐s✲
tr✐❜✉é ❞✬✉♥ ❣r❛♣❤❡ k✲♣❛❣❡s✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♦♥ ♣❡✉t ❛ss♦❝✐❡r ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t à ❝❤❛q✉❡ s♦♠♠❡t
✉♥ ét✐q✉❡t❛❣❡ ❧♦❝❛❧✳ ■❧ ❡st ❝♦♠♣♦sé ❜✐❡♥ ❡♥t❡♥❞✉ ❞❡s s♦✉s✲❝❤❛î♥❡s ❜r✐è✈❡♠❡♥t ❞é✲
❝r✐t❡s ✭❣r♦ss♦✲♠♦❞♦ ♣r❡♥❛♥t ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ Θ(δ log k) ❜✐ts✮ ♠❛✐s ❛✉ss✐ ❞❡
t❛❜❧❡s ❛✉①✐❧✐❛✐r❡s ♣♦✉r ❡①é❝✉t❡r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s r❛♥❦✱ s❡❧❡❝t✱ ✳ ✳ ✳ ✳ ❈❡❧❧❡s✲❝✐ ♣r❡♥♥❡♥t
✉♥ ❡s♣❛❝❡ o((m + i) log k)✳ ▼❛✐s ❡st✲❝❡ s✉✣s❛♥t ❄

✕ ❖❜t❡♥t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t ❡♥ ♣❛❣❡s✳ P♦✉r r❡♥❞r❡ ♥♦tr❡ ❝♦❞❛❣❡ ♣r❛t✐q✉❡ ❡♥ ❣é♥ér❛❧✱
✐❧ ❢❛✉t ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t ❛✈❡❝ ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣❛❣❡s✳ ■❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s
à ♥♦tr❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t q✉✐ ❛♣♣r♦①✐♠❡r❛✐t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡
♣❛❣❡s ❞✬✉♥ ❣r❛♣❤❡✳ ❈❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st à ét✉❞✐❡r✳

✷✳✺ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛✉ r♦✉t❛❣❡ ❝♦♠♣❛❝t ♣♦✉r ❧❡s ❣r❛♣❤❡s ❞❡

❣❡♥r❡ ❜♦r♥é

✷✳✺✳✶ ❘♦✉t❛❣❡✱ ét✐r❡♠❡♥t ❡t ❧❛t❡♥❝❡

▼♦❞è❧❡ ❞❡ r♦✉t❛❣❡✳ ▲❡ r♦✉t❛❣❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❛❝❤❡♠✐♥❡r ✉♥ ♠❡ss❛❣❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ♥÷✉❞s
✐❞❡♥t✐✜és ❞✉ rés❡❛✉✳ ▲❡ rés❡❛✉ ❡st ♠♦❞é❧✐sé ♣❛r ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❞♦♥t ❧❡s s♦♠♠❡ts ✭♥♦❡✉❞s✮ ❡t
❧❡s ❡①tré♠✐tés ❞✬❛rêt❡s ✭♣♦rts ❞❡ s♦rt✐❡✮ s♦♥t ét✐q✉❡tés✳ ❈❧❛ss✐q✉❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s
q✉❡ ❝❤❛q✉❡ ♥÷✉❞ u ♣♦ssè❞❡ ✉♥ ✐❞❡♥t✐✜❛♥t ✐❞(u) ✭s♦✉✈❡♥t ✉♥ ♥✉♠ér♦ ❡♥tr❡ 1 ❡t n ♠❛✐s ♣❛s
♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t✮ ❡t st♦❝❦❡ ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ ❧❡s ♣♦rts ❞✬❡♥tré❡ ✭r❡s♣✳
❞❡ s♦rt✐❡✮ s♦♥t ♥✉♠ér♦tés ❡♥tr❡ 1 ❡t ❞❡❣−(u) ✭r❡s♣ ❞❡❣+(u)✮✳ ❙❡❧♦♥ ❧❡s ❝✐r❝♦♥st❛♥❝❡s✱ ♦♥
♣❡✉t ❝♦♥s✐❞ér❡r q✉❡ ❧❡ ❣r❛♣❤❡ s♦✉s✲❥❛❝❡♥t ❡st s✐♠♣❧❡ ✭♦✉ ♥♦♥✮✱ ♣♦♥❞éré✱ ♦r✐❡♥té✱ ✳ ✳ ✳ ✳

❯♥ ♠❡ss❛❣❡ ❡st ❝♦♥st✐t✉é ❞✬✉♥ ❡♥✲têt❡ ❡t ❞✬✉♥ ❝♦r♣s ❞❡ ♠❡ss❛❣❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❡ ♠❡ss❛❣❡
❧✉✐✲♠ê♠❡✳ ▲✬❡♥✲têt❡ ❝♦♠♣r❡♥❞ ❧✬✐❞❡♥t✐✜❛♥t ❞✉ ♥÷✉❞ ❞❡ ❞é♣❛rt ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧✬✐❞❡♥t✐✜❛♥t ❞✉
♥÷✉❞ ❞✬❛rr✐✈é❡✳ ❆ ❧✬❛rr✐✈é❡ à ✉♥ ♥÷✉❞✱ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✐str✐❜✉é✱ ❛♣♣❡❧é s❝❤é♠❛ ❞❡ r♦✉t❛❣❡✱
❡st ❡①é❝✉té ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧✬❡♥✲têt❡✱ ❧❡ ♣♦rt ❞✬❡♥tré❡ ❡t ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡
❞♦♥♥é❡ ❧♦❝❛❧❡✳ ■❧ r❡t♦✉r♥❡ ❧❡ ♣♦rt ❞❡ s♦rt✐❡✳ ❙✐ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✐str✐❜✉é ♥✬❡st ♣❛s ❛✉t♦r✐sé
✭r❡s♣✳ ❡st ❛✉t♦r✐sé✮ à ♠♦❞✐✜❡r ❧✬❡♥✲têt❡✱ ❧❡ s❝❤é♠❛ ❞❡ r♦✉t❛❣❡ ❡st ❞✐t s❛♥s ♠é♠♦✐r❡ ✭❛✈❡❝
♠é♠♦✐r❡✮✳

✷✵



P❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❧✐é❡s ❛✉ r♦✉t❛❣❡✳ ▲✬ét✐r❡♠❡♥t ❡st ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡ q✉❛❧✐té ❞❡ ❧❛ r♦✉t❡
♣r✐s❡ ❧♦rs ❞✬✉♥ r♦✉t❛❣❡✳ ❙♦✐t A ✉♥ s❝❤é♠❛ ❞❡ r♦✉t❛❣❡✳ ❙♦✐t P ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ❞❛♥s G ♣r✐s ♣❛r
❧❡ ♠❡ss❛❣❡ ❧♦rs ❞✬✉♥ r♦✉t❛❣❡ ❡♥tr❡ u ❡t v✳ ▲✬ét✐r❡♠❡♥t ❞❡ P ✱ ♥♦té str❡t❝❤(u, v)✱ ❡st é❣❛❧
❛✉ r❛t✐♦ ❡♥tr❡ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ P ❡t ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ u ❡t v ❞❛♥s G✳ P❧✉s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t✱
❧✬ét✐r❡♠❡♥t ❞❡ A s✉r G ✈❛✉t maxu 6=v str❡t❝❤(u, v)✳ ❯♥ r♦✉t❛❣❡ ❞❡ ♣❧✉s ❝♦✉rts ❝❤❡♠✐♥s ❛
✉♥ ét✐r❡♠❡♥t ❞❡ 1✳

▲❛ ❧❛t❡♥❝❡ ❡st ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❧♦❝❛❧ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✐str✐❜✉é✳ ❊♥ ❣é♥ér❛❧✱ ♥♦✉s
❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ♣✐r❡ ❝❛s✳

▲✬❡s♣❛❝❡ ♠é♠♦✐r❡ ❝♦♥s✐❞éré ❡st ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ t❛❜❧❡ ❞❡ r♦✉t❛❣❡ ❡①♣r✐♠é ❡♥ ❜✐ts✳ ❙❛♥s
❤②♣♦t❤ès❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡✱ ❧✬❡s♣❛❝❡ ♠é♠♦✐r❡ ♣♦✉r ❣❛r❛♥t✐r ✉♥ r♦✉t❛❣❡ ❞❡ ♣❧✉s ❝♦✉rt ❝❤❡♠✐♥
❡st Ω(n log n) ❜✐ts ✭❝❢✳ ❬●P✾✻❪✮✳ ◆♦tr❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❡st ✉♥ s❝❤é♠❛ ❞❡ r♦✉t❛❣❡ ✉♥✐✈❡rs❡❧
❞♦♥t ❧✬❡s♣❛❝❡ ♠é♠♦✐r❡ ❞é♣❡♥❞ ❞✬✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡ ✿ ❧❡ ❣❡♥r❡ ♦✉ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣❛❣❡s✳

✷✳✺✳✷ ◆♦tr❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥

◆♦✉s ♥♦✉s s♦♠♠❡s ✐♥tér❡ssés ❞❛♥s ❬●❍✾✾❪ ❛✉① s❝❤é♠❛s ❞❡ r♦✉t❛❣❡ ♣❛r ♣❧✉s ❝♦✉rts
❝❤❡♠✐♥s✱ s❛♥s ♠é♠♦✐r❡✱ ♣♦✉r ❧❡s ❣r❛♣❤❡s ❞❡ ❣❡♥r❡ γ ❡t ❧❡s ❣r❛♣❤❡s ❞❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣❛❣❡s
k✳ ▲❡ ❣❡♥r❡ γ ❞✬✉♥ ❣r❛♣❤❡ G ❡st ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t ❡♥t✐❡r γ t❡❧ q✉❡ G ♣❡✉t êtr❡ ♣❧♦♥❣é s❛♥s
✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞✬❛rêt❡s s✉r ✉♥❡ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❣❡♥r❡ γ✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✉♥❡ s♣❤èr❡ ❛✈❡❝ γ tr♦✉s✳
❊♥ ré❛❧✐té✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❢♦rt❡ ❡♥tr❡ ❣❡♥r❡ ❡t ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣❛❣❡s✱ ▼❛❧✐t③ ❬▼❛❧✽✽❪ ❛
♠♦♥tré q✉❡ k = O(

√
γ) s❛❝❤❛♥t q✉❡ k = Ω(

√
γ) ❬❍■✽✼❪✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s ♠♦♥tré q✉❡ ♣♦✉r ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ r♦✉t❛❣❡ ❞❡ ♣❧✉s ❝♦✉rt ❝❤❡♠✐♥ ❝❤♦✐s✐✱ ♦♥
♣❡✉t ❝ré❡r ✉♥ s❝❤é♠❛ ❞❡ r♦✉t❛❣❡ ❛✈❡❝ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡s ♥♦♠s✳

✕ ❛✈❡❝ ❞❡s t❛❜❧❡s ❞❡ ♠é♠♦✐r❡ n log k + O(n) ✭r❡s♣✳ n log γ + O(n)✮ ❜✐ts ❞❡ ♠é♠♦✐r❡
♣❛r ♥♦❡✉❞s ♣♦✉r ❧❡s ❣r❛♣❤❡s ❞❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣❛❣❡s k ✭r❡s♣✳ ❣r❛♣❤❡s ❞❡ ❣❡♥r❡ γ✮✳

✕ ✉♥ t❡♠♣s ❞❡ ❧❛t❡♥❝❡ ❞❡ O(log2+ǫ n) ❀
❈❡ rés✉❧t❛t très ❣é♥ér❛❧ ♥❡ ♣❡✉t êtr❡ ❛♠é❧✐♦ré ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s ♦✉ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❛✉ss✐ ♠♦♥tré

✉♥❡ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❞❡ Θ(n log k) ❜✐ts ❞✬❡s♣❛❝❡ ♠é♠♦✐r❡ ♣♦✉r ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥ ♥÷✉❞ ♣♦✉r
✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡s k✲♣❛❣❡s ❞❛♥s ❧❡ ♠ê♠❡ ❛rt✐❝❧❡✳

P♦✉r ❧❡s ❣r❛♣❤❡s ♣❧❛♥❛✐r❡s✱ ❧✬❡s♣❛❝❡ ♠é♠♦✐r❡ ❞❡✈✐❡♥t 8n ❜✐ts✳ ❆ ❝❡ ♠♦♠❡♥t✲❧à✱ ✐❧
s✬❛❣✐ss❛✐t ❞✉ s❝❤é♠❛ ❞❡ r♦✉t❛❣❡ ❧❡ ♣❧✉s ❝♦♠♣❛❝t ❡①✐st❛♥t ♣♦✉r ❧❡s ❣r❛♣❤❡s ♣❧❛♥❛✐r❡s✳ ❊♥
✷✵✵✷✱ ▲✉ ❬▲✉✵✷❛❪ ❛ ♣r♦♣♦sé ✉♥ s❝❤é♠❛ q✉✐ ❞❡s❝❡♥❞ ❧✬❡s♣❛❝❡ ♠é♠♦✐r❡ à 7.18n ❜✐ts✳

✷✳✺✳✸ ❚❡❝❤♥✐q✉❡s ❞✐✈❡rs❡s

❈❡t ❛rt✐❝❧❡ ❡st ✐♥tér❡ss❛♥t à ♣❧✉s✐❡✉rs é❣❛r❞s✳ ◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❞✐✛ér❡♥t❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s✳
◆♦✉s ♣❛rt♦♥s ❝❡♣❡♥❞❛♥t ❞✬✉♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ❢♦rt❡ ✿ ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❝♦♥s✐❞éré ❡♥ ❡♥tré❡ ❡st ❞é❥à
♣❧♦♥❣é ❡♥ ♣❛❣❡s✳

Pré❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ❝❤❡♠✐♥s✳ ▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✉ s❝❤é♠❛ ❞❡ r♦✉t❛❣❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❝❡ q✉❡ ❝❤❛q✉❡
♥÷✉❞ st♦❝❦❡ ♥♦♥ ♣❛s ❧❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❝♦♠♣❧èt❡ ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ♠❛✐s ❧❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞✉ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t
s✉r k ♣❛❣❡s ❞✬✉♥ ❛r❜r❡ ❝♦✉✈r❛♥t ❞❡ ♣♦✐❞s ♠✐♥✐♠❛❧ ✲ ❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❝♦♠♣❛❝t❡
✲ ♣✉✐s ❝❛❧❝✉❧❡ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❧❛ r♦✉t❡ ♣♦✉r ❛❧❧❡r à ❧❛ ❞❡st✐♥❛t✐♦♥✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s
✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❢♦✐s ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s é❧é♠❡♥t❛✐r❡s s✉r ❧❡s ❝❤❛î♥❡s✳ ❈❡❧❧❡s ❞é❝r✐t❡s ❞❛♥s ❬▼❘✾✼❪

✷✶



s♦♥t s✉✣s❛♥t❡s✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✧s❛✉ts✧ ♣♦✉r ❛❧❧❡r ❞✬✉♥ s♦♠♠❡t à ✉♥
❛✉tr❡ ♣♦✉rr❛✐t êtr❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡♥tr❛î♥❛♥t ✉♥ t❡♠♣s ❞❡ ❧❛t❡♥❝❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❝❛r ♦♥ ❢❡r❛ ❛✉ ♠♦✐♥s
✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛♣♣❡❧s ❧✐♥é❛✐r❡ ❛✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s é❧é♠❡♥t❛✐r❡s✳

❉♦♠✐♥❛t✐♦♥✳ ▲✬❛st✉❝❡ ♣♦✉r ré❞✉✐r❡ ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❧❛t❡♥❝❡ à ✉♥ ♥÷✉❞ u ❝♦♥s✐st❡ à ❝♦♥str✉✐r❡
♣♦✉r ✉♥ ✧♣❡t✐t✧ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❞❡ s♦♠♠❡ts Su ❧❡ ♣♦rt ❞❡ s♦rt✐❡ ❞❡ u q✉✐ ♠è♥❡ à ❝❤❛q✉❡ ♥÷✉❞
❞❡ Su✳ ❙❛♥s ❞é❝r✐r❡ ❧✬✉s❛❣❡ ❞❡ Su✱ ♦♥ ♣❡✉t q✉❛♥❞ ♠ê♠❡ ✐♥❞✐q✉❡r q✉❡ Su ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡
r✲❞♦♠✐♥❛♥t ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ ♣❧✉s ❝♦✉rts ❝❤❡♠✐♥s ✭❛✈❡❝ r = log1+ǫ ❞❛♥s ♥♦tr❡ ❝❛s✮ ❡t q✉❡ ❧❡
st♦❝❦❛❣❡ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ à ❝❤❛q✉❡ ♥÷✉❞ ❡st ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ❝❤❛î♥❡s st♦❝❦é❡s
✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t✳ ❯♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ r✲❞♦♠✐♥❛♥t S ❡st ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦♠♠❡ts ❞✬✉♥ ❣r❛♣❤❡
t❡❧ q✉❡ t♦✉t s♦♠♠❡t ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❡st à ❞✐st❛♥❝❡ ❛✉ ♣❧✉s r ❞✬✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ S✳ ❈❡t ♦✉t✐❧ ♥♦✉s
❛ été ✉t✐❧❡ ❞❛♥s ❞✐✈❡rs❡s ❝✐r❝♦♥st❛♥❝❡s✳

❈♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❑♦❧♠♦❣♦r♦✈✳ P♦✉r ♦❜t❡♥✐r ♥♦tr❡ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✉t✐❧✐sé
❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ❜♦r♥❡s ✐♥❢ér✐❡✉r❡s ❜❛sé❡s s✉r ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞❡ ♠é♠♦✐r❡ r❡q✉✐s❡ ♣♦✉r
❞é❝r✐r❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s ❞✬❛r❜r❡s ❞❡ ♣❧✉s ❝♦✉rts ❝❤❡♠✐♥s ♣♦ss✐❜❧❡s✳

✷✳✺✳✹ ➱✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ r♦✉t❛❣❡ ❝♦♠♣❛❝t

❉❡ très ♥♦♠❜r❡✉① tr❛✈❛✉① ♦♥t été ❡✛❡❝t✉és ❞❡♣✉✐s ♥♦tr❡ tr❛✈❛✐❧✳ ❉❡ ♠❛♥✐èr❡ ❣é♥ér❛❧❡✱
❧❛ ❝♦♠♠✉♥❛✉té s✬❡st ❝♦♥❝❡♥tré❡ s✉r ❞❡s s❝❤é♠❛s ❞❡ r♦✉t❛❣❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ét✐r❡♠❡♥t ❝♦♥st❛♥t
❡t ♣♦✉r ❞❡ ❣r❛♥❞❡s ❢❛♠✐❧❧❡s ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ✭❛✈❡❝ ♠✐♥❡✉r ❡①❝❧✉✱ à ❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❜♦r♥é❡ ♦✉ ♠ê♠❡
❛r❜✐tr❛✐r❡✮✳ ❉❡s q✉❡st✐♦♥s ❣é♥ér❛❧❡s s✉❜s✐st❡♥t ✿ ❧❡s ❜♦r♥❡s ❝❤❛♥❣❡♥t✲❡❧❧❡s s✐ ♦♥ ✐♥t❡r❞✐t
❞❡ r❡✲ét✐q✉❡t❡r ❧❡s ♥÷✉❞s✱ s✐ ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❡♥ ❡♥tré❡ ❡st ♦r✐❡♥té ❄

❊♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❡s ❣r❛♣❤❡s ♣❧❛♥❛✐r❡s✱ ❧❛ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ♣♦✉r ❧❡ r♦✉t❛❣❡ ❞❡ ♣❧✉s
❝♦✉rt ❝❤❡♠✐♥ ❡st Ω(n1/3) ❛✈❡❝ ❞❡s ✐❞❡♥t✐✜❛♥ts ❞❡ t❛✐❧❧❡ ♣♦❧②❧♦❣❛r✐t❤♠✐q✉❡✳ ▲❡ ♠❛❥♦r❛♥t
7.18n ❞❡ ▲✉ ♥✬❛ ♣❛s été ❛♠é❧✐♦ré✳ ▲❛ q✉❡st✐♦♥ r❡st❡ ♦✉✈❡rt❡✳ ■❧ ❡st à ♥♦t❡r q✉✬✐❧ ② ❛ ✉♥❡
très ❣r❛♥❞❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ s✐ ❧✬ét✐r❡♠❡♥t ❡st ❞✐✛ér❡♥t ❞❡ 1 ❝❛r ❚❤♦r✉♣ ❛ ♠♦♥tré q✉✬❛✈❡❝ ✉♥
ét✐r❡♠❡♥t é❣❛❧ à 1 + ǫ✱ ❧✬❡s♣❛❝❡ ♠é♠♦✐r❡ ❞❡✈✐❡♥t ♣♦❧②❧♦❣❛r✐t❤♠✐q✉❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♥÷✉❞✳

✷✳✻ ❈❛rt❡s ♣❧❛♥❛✐r❡s ❡①tér✐❡✉r❡s

▲❡s ❣r❛♣❤❡s ♣❧❛♥❛✐r❡s ❡①tér✐❡✉rs s♦♥t ❞❡s ❣r❛♣❤❡s ♣❧❛♥❛✐r❡s ❞♦♥t t♦✉s ❧❡s s♦♠♠❡ts
♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❞❡ss✐♥és s✉r ❧❛ ❢❛❝❡ ❡①tér✐❡✉r❡ ✭✈♦✐r ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✼✮ ✳ ▲❡s ❢❛❝❡s s♦♥t
❧❡s ré❣✐♦♥s ❞✉ ♣❧❛♥ ❞é❧✐♠✐té❡s ♣❛r ❧❡s ❛rêt❡s ❧♦rs ❞✬✉♥ ❞❡ss✐♥ s✉r ❧❡ ♣❧❛♥ ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ♣❧❛♥❛✐r❡✳
❉✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡✱ ♥♦✉s ♣❛r❧♦♥s ❞❡ ❝❛rt❡s ♣❧✉tôt q✉❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ♣♦✉r ❞és✐❣♥❡r
❧❡s ❞❡ss✐♥s ♦✉ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥ts ❞❡ ❣r❛♣❤❡s s✉r ❞❡s s✉r❢❛❝❡s✳ ❖♥ ♣❡✉t ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❡s ❣r❛♣❤❡s ♦✉
❝❛rt❡s ♣❧❛♥❛✐r❡s ❡①tér✐❡✉r❡s ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ s✉r✲❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡s ❛r❜r❡s✳ ▲❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s é❧❛❜♦ré❡s
♣♦✉r ❧❡ ❝♦❞❛❣❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ♣❧❛♥❛✐r❡s s✬❛♣♣❧✐q✉❡♥t ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ♣♦✉r ❝❡tt❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ✿ ré❛❧✐③❡r
♠✐♥✐♠❛✉①✱ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ ❡t ❝♦❞❛❣❡ ❡♥ ❝❤❛✐♥❡s ❝♦♠♣r❡ssé❡s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞û ♠♦♥tr❡r
❞❡s ♣r♦♣r✐étés s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s s♣é❝✐✜q✉❡s ❛✉① ❝❛rt❡s ♣❧❛♥❛✐r❡s ❡①tér✐❡✉r❡s ✿ ✉♥ ❞❡s tr♦✐s
❛r❜r❡s ❞❡ ❙❝❤♥②❞❡r ❡st ✈✐❞❡✱ ✳✳✳
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v1

❋✐❣✉r❡ ✷✳✽ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❝❛rt❡ ♣❧❛♥❛✐r❡ ❡①tér✐❡✉r❡ ❡♥ ✉♥ ❛r❜r❡ ❞❡
❙❝❤♥②❞❡r ❡t ❛✉ ♣❧✉s ✉♥❡ ❛rêt❡ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ♣❛r s♦♠♠❡t✳

◆♦tr❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞é✜♥✐ ✉♥❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❝❛rt❡s ♣❧❛♥❛✐r❡s ❡①té✲
r✐❡✉r❡s ❡♥r❛❝✐♥é❡s PE ❡♥ ✉♥ ❛r❜r❡ ❡t ✉♥❡ ❧✐st❡ ❞✬❛rêt❡s✳ ❈❡tt❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✱ ❝♦♥str✉❝t✐❜❧❡
❡♥ t❡♠♣s ❧✐♥é❛✐r❡✱ ✐♠♣❧✐q✉❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ❝❛rt❡s ♣❧❛♥❛✐r❡s ❡①tér✐❡✉r❡s
❡♥r❛❝✐♥é❡s à n s♦♠♠❡ts PEn ❡t ❧❡s ❛r❜r❡s ❜✐❝♦❧♦r✐és ❡♥r❛❝✐♥és à n s♦♠♠❡ts ❛②❛♥t ❝♦♠♠❡
❞❡r♥✐èr❡ ❜r❛♥❝❤❡ ❞❡s s♦♠♠❡ts ✉♥✐❝♦❧♦r✐és ✭❝❢✳ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✽✮✳ ❈♦♠♠❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ ♥♦✉s
❛✈♦♥s ♠♦♥tré ❞❛♥s ❬❇●❍✵✸❛❪ ✿

✕ ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❞✬é♥✉♠ér❛t✐♦♥ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ✿ |PEn| =
∑n−1

d=1 2n−d−1 d
2n−2−d

(

2n−2−d
n−1−d

)

∼
23n

36n
√

πn
s♦♠♠❡ts ❀

✕ ✉♥ ❝♦❞❛❣❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❡t ❡✣❝❛❝❡ ❡♥ 3n ❜✐ts q✉✐ ❛❞♠❡t s❛♥s ❞é❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❞❡s r❡q✉êt❡s
❞✬❛❞❥❛❝❡♥❝❡ ❡t ❞❡ ❞❡❣ré ❡♥ t❡♠♣s ❝♦♥st❛♥t ❡t ❞♦♥♥❡ ❧❛ ❧✐st❡ ❞❡s d ✈♦✐s✐♥s ❡♥ t❡♠♣s
O(d) ❀

✕ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❛❧é❛t♦✐r❡ ✉♥✐❢♦r♠❡ q✉✐ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡ ❡♥ t❡♠♣s ❧✐♥é❛✐r❡✳
❈♦♥❝❡r♥❛♥t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ à r❡❥❡t ❜❛sé❡ s✉r ♥♦tr❡

❜✐❥❡❝t✐♦♥ ❡t s✉r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❛❧é❛t♦✐r❡ ✉♥✐❢♦r♠❡ ❞❡ ❆r♥♦❧❞ ❡t ❙❧❡❡♣ ❬❆❙✽✵❪✳
❉❡s rés✉❧t❛ts s✐♠✐❧❛✐r❡s s♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ❞♦♥♥és ♣♦✉r ❧❡s ❝❛rt❡s ♣❧❛♥❛✐r❡s ❡①tér✐❡✉r❡s ❛✈❡❝
n s♦♠♠❡ts ❡t m ❛rêt❡s✳ P❛r r❛♣♣♦rt à ♥♦tr❡ ét✉❞❡ ❞❡s ❣r❛♣❤❡s ♣❧❛♥❛✐r❡s ❛r❜✐tr❛✐r❡s✱ ♥♦✉s
❛✈♦♥s ✉t✐❧✐sé ✉♥ ♥♦✉✈❡❧ ♦✉t✐❧ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧✬♦❜t❡♥t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝♦❞❛❣❡ ❡✣❝❛❝❡ ✿ ❧❡s r❡q✉êt❡s

✷✸



r❛♣✐❞❡s ❞❛♥s ❧❡s ❝❤❛î♥❡s ♣❛r❡♥t❤ésé❡s ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳

✷✹



❈❤❛♣✐tr❡ ✸

◆❛✈✐❣❛❜✐❧✐té ❞❡s ❣r❛♣❤❡s

❉❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✺✱ ❧✬♦❜t❡♥t✐♦♥ ❞❡ r♦✉t❛❣❡ ♣❛ss❡ t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ♣❛r ✉♥ ♣ré✲❝❛❧❝✉❧ q✉✐
s✉♣♣♦s❡ ✉♥❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ t♦t❛❧❡ ❡t ❞♦♥❝ ❡①❛❝t❡ ❞✉ ❣r❛♣❤❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ rés❡❛✉ ❞❡
❣r❛♥❞❡ t❛✐❧❧❡✱ ❝❡tt❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ♣❡✉t s✬❛✈ér❡r très ❝♦ût❡✉s❡✱ ✈♦✐r❡ ♠ê♠❡ ✐♠♣r❛t✐❝❛❜❧❡ ❞ès
❧♦rs q✉❡ ❧❡ rés❡❛✉ ❡st ❞②♥❛♠✐q✉❡✳ ◗✉❡ ♣❡✉t✲♦♥ ❢❛✐r❡ s✐ ♦♥ ♥❡ ♣♦ssè❞❡ q✉✬✉♥❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡
♣❛rt✐❡❧❧❡ ❄ ■❧ ♣❛r❛ît ✐❧❧✉s♦✐r❡ ❞❡ ❝❤❡r❝❤❡r à r♦✉t❡r ♣❛r ❧❡s ♣❧✉s ❝♦✉rts ❝❤❡♠✐♥s✳ ❉❡ ♠❛♥✐èr❡
✐♥❢♦r♠❡❧❧❡✱ s✬✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ r♦✉t❡r s❛♥s ❢❛✐r❡ ✉♥❡ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ t♦t❛❧❡ ❞✉ ❣r❛♣❤❡✱ ♥♦✉s
❞✐r♦♥s q✉❡ ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ♦✉ rés❡❛✉ ❡st ♥❛✈✐❣❛❜❧❡✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ s✐ ❞❡s ❝❤❡♠✐♥s ❝♦✉rts ❡①✐st❡♥t✱
♣❡✉t✲♦♥ ❧❡s tr♦✉✈❡r ❄

❖r❛❝❧❡ ❛✈❡❝ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡✳ ❆✐♥s✐✱ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ tr❛✐t❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ❞❡ ♠♦✲
❞è❧❡s ❞❡ r♦✉t❛❣❡ s❛♥s ♠é♠♦✐r❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡✳ ◆♦✉s ♥❡ ❢❛✐s♦♥s ❛✉❝✉♥❡
❤②♣♦t❤ès❡ à ♣r✐♦r✐ s✉r ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ ❞♦♥t ❝❡tt❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡ s✬❡st ❝♦♥st✐t✉é❡✳ ❊❧❧❡
♣❡✉t êtr❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ✿ ❧❡s ✐❞❡♥t✐✜❛♥ts ♣❡✉✈❡♥t ❝♦rr❡s♣♦♥❞r❡ à ❞❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❛♥s ✉♥ ❡s✲
♣❛❝❡ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥✱ ❧❛ ❞❛t❡ ❞✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ❞❡s ♥÷✉❞s ♣♦✉r ✉♥ rés❡❛✉ ❞②♥❛♠✐q✉❡✱ ✳ ✳ ✳♠❛✐s ❛✉ss✐
♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡✳ ❉❡ ♠❛♥✐èr❡ ❣é♥ér❛❧❡✱ ♥♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❝❤❛q✉❡ ♥÷✉❞ ❞✉ rés❡❛✉ ❞✐s♣♦s❡
❞✬✉♥ ♦r❛❝❧❡ ✶✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❞✬✉♥❡ ❜♦ît❡ ♥♦✐r❡ q✉✐ ré♣♦♥❞ ✐♥st❛♥t❛♥é♠❡♥t à ✉♥❡ q✉❡st✐♦♥ ♣♦✲
sé❡✳ ▲❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ ❧❛t❡♥❝❡ ♥✬❡st ❞♦♥❝ ♣❧✉s ❝♦♥s✐❞éré✳ ❉❛♥s ♥♦tr❡ ❝❛❞r❡✱ ❧✬♦r❛❝❧❡ ♣r❡♥❞
❡♥ ❡♥tré❡ ❧✬✐❞❡♥t✐✜❛♥t ❞✉ ♥÷✉❞ ❝♦✉r❛♥t✱ ✐❞(u) ❡t ❝❡❧✉✐ ❞✉ ♥÷✉❞ ❝✐❜❧❡ ✐❞(t) ❡t r❡t♦✉r♥❡
❧✬✐❞❡♥t✐✜❛♥t ✐❞(v) ❞✬✉♥ ✈♦✐s✐♥ ❞❡ u ♣♦✉r ♠❡♥❡r à ❧❛ ❝✐❜❧❡✳ ❚❡❧ q✉❡❧✱ r✐❡♥ ♥❡ ❞✐t q✉❡ ❝❡
✈♦✐s✐♥ ✈❛ r❛♣♣r♦❝❤❡r ❞❡ ❧❛ ❝✐❜❧❡ ❝❛r ❧✬♦r❛❝❧❡ ♥❡ ❞✐s♣♦s❡ q✉❡ ❞✬✉♥❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡✳

❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ tr❛✐t❡♥t ♠❛❥♦r✐t❛✐r❡♠❡♥t ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ❞❡
❣r❛♣❤❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ◆♦✉s ❞é♠❛rr♦♥s ♣❛r ✉♥ s✉❥❡t q✉✐ ❛ ❢❛✐t
❝♦✉❧❡r ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞✬❡♥❝r❡ ❝❡s ❞❡r♥✐èr❡s ❛♥♥é❡s ✿ ❧✬❡✛❡t ♣❡t✐t✲♠♦♥❞❡✳

▼♦❞è❧❡s ❞❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡✳ ▲❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬♦r❛❝❧❡ ❡st ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧✐é❡ à ❧❛
❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❧❛ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ ❡st ❡✛❡❝t✉é❡✳ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r ♠♦✲
❞è❧❡ ♣rés❡♥té ❡st ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❑❧❡✐♥❜❡r❣ ❬❑❧❡✵✵❪✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡ ❛✉❣♠❡♥té✳
❖♥ s✉♣♣♦s❡ ❝♦♥♥✉❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞✬✉♥ ❣r❛♣❤❡ H✳ ▲❡s ❞✐st❛♥❝❡s✱ ♣❧✉s ❝♦✉rts ❝❤❡♠✐♥s✱ ❡t❝ ✳✳✳

✶✳ ➱t②♠♦❧♦❣✐q✉❡♠❡♥t✱ ❧❡ t❡r♠❡ ❧❡ ♣❧✉s ❛♣♣r♦♣r✐é s❡r❛✐t P②t❤✐❡ ❝❛r ❧✬♦r❛❝❧❡ ♥✬❡st q✉❡ ❧❛ ré♣♦♥s❡ ❞♦♥♥é❡
♣❛r ✉♥❡ ♣②t❤✐❡ s❡♥sé❡ êtr❡ ♣♦rt❡✲♣❛r♦❧❡ ❞❡ ❉✐❡✉✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡✳

✷✺



❞❛♥s H ❢♦♥t ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬♦r❛❝❧❡✳ ▲❡ ❣r❛♣❤❡ ✜♥❛❧ G ❡st ♦❜t❡♥✉ ❡♥ ❛❥♦✉✲
t❛♥t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛rêt❡s L ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ✭♠❛✐s ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ✉♥✐❢♦r♠❡✮✳
❈❡t ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛rêt❡s s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s ❡st à ♣r✐♦r✐ ✐♥❝♦♥♥✉✳ ■❧ s❡ ♣❡✉t ❞♦♥❝ q✉❡ ❧❡s ♣❧✉s
❝♦✉rts ❝❤❡♠✐♥s ❝❤❛♥❣❡♥t ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ❡t q✉❡ ❧❡ ❞✐❛♠ètr❡ ❞✉ ❣r❛♣❤❡ s♦✐t ré❞✉✐t✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s ét✉❞✐é ❡♥s✉✐t❡ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s s❛♥s é❝❤❡❧❧❡ ✿ ❧❛ ❞✐str✐❜✉✲
t✐♦♥ ❞❡s ❞❡❣rés s✉✐t ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦♠♠❡ts ❞❡ ❞❡❣ré
x ❡st x−c ❛✈❡❝ c > 1 ét❛♥t ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐✳ P❛r♠✐ ❡✉①✱ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ❣r❛♣❤❡s
é✈♦❧✉t✐❢s s♦♥t ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ♦r✐❣✐♥❛✉① ❞❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ✿ t♦✉t ♥♦✉✈❡❛✉ s♦♠♠❡t ❡st ❤♦r♦❞❛té
❡t r❡❧✐é à ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❝♦♥st❛♥t ❞❡ s♦♠♠❡ts ✭❝❤♦✐s✐s ❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t ❡t ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t
✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t✮ ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t ❞é❥à ❛✉ ❣r❛♣❤❡✳ ▲❛ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✶ tr❛✐t❡ ❞❡s ❣r❛♣❤❡s ♥❛✈✐❣❛❜❧❡s
♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ❞❡s ♠é❝❛♥✐s♠❡s ❞❡ r♦✉t❛❣❡ ❣❧♦✉t♦♥ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♥t ❡✣❝❛❝❡♠❡♥t✳ ❉❛♥s ❧❛ s❡❝✲
t✐♦♥ ✸✳✸✱ ♥♦✉s ♠♦♥tr♦♥s ♥é❛♥♠♦✐♥s q✉✬❛✈❡❝ ✉♥ ♦r❛❝❧❡ ♥❡ ❞✐s♣♦s❛♥t q✉❡ ❞✬✉♥❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡
❧♦❝❛❧❡ ✭✐❞❡♥t✐✜❛♥ts ❞❡s ✈♦✐s✐♥s✮ ❡t ❞✉ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡s ❣r❛♣❤❡s✱ ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s
♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ r♦✉t❡r ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥t❡✳

✸✳✶ ●r❛♣❤❡s ♥❛✈✐❣❛❜❧❡s

✸✳✶✳✶ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡s ❣❧♦✉t♦♥s ❞❡ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞é❝r✐r❡ ❞❡s ✈❛r✐❛♥t❡s ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ r♦✉t❛❣❡ q✉✐ ✈♦♥t ❞é♣❡♥❞r❡ ❞❡ ❧❛
❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬♦r❛❝❧❡ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s✉r ❧❛ ♠é♠♦✐r❡ ❛✉t♦r✐sé❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s
ét✉❞✐é ❝❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❛♥s ❞✐✛ér❡♥ts ❝♦♥t❡①t❡s ✿ r♦✉t❛❣❡ ❡t r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s✳

◆♦t❛t✐♦♥s✳ ◆♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡st ❡✛❡❝t✉é❡ ♣❛r ✉♥ ❛❣❡♥t ♠♦❜✐❧❡ ❛②❛♥t
✉♥❡ ♠é♠♦✐r❡ M ✳ ❙✐ X ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ s♦♠♠❡ts✱ ♦♥ ♥♦t❡ Γ(X) ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✈♦✐s✐♥s ❞❡
X ❞❛♥s ❧❡ ❣r❛♣❤❡ G✳ ▲❛ ♥♦t❛t✐♦♥ X\M r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ {u ∈ X|u /∈M}✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
δ(u, v) ♠❡s✉r❡ ✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ✐❞❡♥t✐✜❛♥ts ❞❡s ♥÷✉❞s u ❡t v✳ ▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❡st ❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❝♦♥s✐❞éré ❡t ♥❡ ❞♦✐t ♣❛s êtr❡ ❝♦♥❢♦♥❞✉❡
♣❛r ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ d(u, v) ❡♥tr❡ u ❡t v ❞❛♥s ❧❡ ❣r❛♣❤❡ q✉✐ ❡st ✐♥❝♦♥♥✉❡ ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥✳

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❣❡♥❡r✐q✉❡ ❛✈❡❝ ♠é♠♦✐r❡ ♥♦♥ ❜♦r♥é❡ ✭❝❢✳ ▲✐st✐♥❣ ✸✳✶✮ ❣❛✲
r❛♥t✐t ✉♥ s✉❝❝ès ❞❛♥s ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡✱ ② ❝♦♠♣r✐s ❞❛♥s ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ♥♦♥✲♥❛✈✐❣❛❜❧❡ ✿ ❧❡ ♣r♦❝❤❛✐♥
♥÷✉❞ à ❛tt❡✐♥❞r❡ ❡st ✉♥ ✈♦✐s✐♥ ❞✉ s♦♠♠❡t ✈✐s✐té ❞♦♥t ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ à ❧❛ ❝✐❜❧❡ ❡st ❧❛ ♣❧✉s
♣❡t✐t❡✳ ❉❡✉① ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s s❛♥s ♠é♠♦✐r❡✱ ❣❧♦✉t♦♥ ❡t ❣❧♦✉t♦♥✰ ❣❛r❛♥t✐ss❡♥t ❧❡ s✉❝❝ès s✐ ❧❡
❣r❛♣❤❡ ❡st ♥❛✈✐❣❛❜❧❡✳ ▲❛ ♥✉❛♥❝❡ ❡st q✉❡ ❣❧♦✉t♦♥✰ ❢❛✐t ❧❡ ♠❡✐❧❧❡✉r ❝❤♦✐① ❧♦❝❛❧ ✿ ✐❧ ✐♥❞✐q✉❡✱
♣❛r♠✐ ❧❡s ✈♦✐s✐♥s✱ ❧❡ ♥÷✉❞ q✉✐ r❛♣♣r♦❝❤❡ ❧❡ ♣❧✉s✳ ❯♥❡ r❡♠❛rq✉❡ ❣é♥ér❛❧❡ s✬✐♠♣♦s❡ ✿ ✐❧ s❡
♣♦✉rr❛✐t q✉✬✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞❡ ♥÷✉❞ ❞♦♥t ❧✬✐❞❡♥t✐✜❛♥t ❡st t✳ ▲❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ s✬❛rrêt❡ ❛❧♦rs✳
❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ♥❡ ❝♦♥s✐❞ér♦♥s q✉❡ ❧❡ ❝❛s ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ ❧✬✐❞❡♥t✐✜❛♥t ❞❡ ❧❛ ❝✐❜❧❡ ❡st
❝♦♥♥✉✳

✸✳✶✳✷ ●r❛♣❤❡s ♥❛✈✐❣❛❜❧❡s

❱♦✐❝✐ ✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❢♦r♠❡❧❧❡ ❡t ♣❡rs♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ♥❛✈✐❣❛❜✐❧✐té ✿

✷✻



s♦✉r❝❡ s✱ ❝✐❜❧❡ t
▼ ← s
u← s
vmin ← v | ∀v, v′ ∈ Γ(M)\M, δ(v, t) < δ(v′, t)

✺ ❚❛♥t◗✉❡ u 6= t ❊t vmin 6= ∅ ❋❛✐r❡
u← vmin

❆❥♦✉t❡r✭u✱▼✮
vmin ← v | ∀v, v′ ∈ Γ(M)\M, δ(v, t) < δ(v′, t)

❋✐♥❚❛♥t◗✉❡

▲✐st✐♥❣ ✸✳✶ ✕ ❣❡♥❡r✐q✉❡

s♦✉r❝❡ s✱ ❝✐❜❧❡ t
u← s
vmin ← ✉♥ é❧é♠❡♥t v ∈ Γ(u) t❡❧ q✉❡ δ(v, t) < δ(u, t)
❚❛♥t◗✉❡ u 6= t ❊t vmin 6= ∅ ❋❛✐r❡

✺ u← vmin

vmin ← ✉♥ é❧é♠❡♥t v ∈ Γ(u) t❡❧ q✉❡ δ(v, t) < δ(u, t)
❋✐♥❚❛♥t◗✉❡

▲✐st✐♥❣ ✸✳✷ ✕ ❣❧♦✉t♦♥

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✶✳✶ ✭●r❛♣❤❡ ♥❛✈✐❣❛❜❧❡✮✳ ❯♥ ❣r❛♣❤❡ G = (V,E, ✐❞) ❡st f ✲♥❛✈✐❣❛❜❧❡ s✐ à
♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ét✐q✉❡t❛❣❡ ❞❡s s♦♠♠❡ts ♣❛r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✐❞✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❣❧♦✉t♦♥ ♠è♥❡ à ❧❛
❝✐❜❧❡ ❡♥ ❛✉ ♣❧✉s f s❛✉ts✳

❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ✐❧ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ♣❡t✐t✲♠♦♥❞❡ ❝❛r ❧❛ ❧✐ttér❛✲
t✉r❡ r❡❣♦r❣❡ ❞❡ ✈❡rs✐♦♥s ❡t ❞✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥s ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✶✳✷ ✭P❡t✐t✲♠♦♥❞❡✮✳ ❯♥ ❣r❛♣❤❡ G = (V,E, ✐❞) ❡st ✉♥ ♣❡t✐t✲♠♦♥❞❡ s✬✐❧ ❡st
O(logO(1) n)✲♥❛✈✐❣❛❜❧❡✳

s♦✉r❝❡ s✱ ❝✐❜❧❡ t
u← s
vmin ← v | ∀v, v′ ∈ Γ(u), δ(v, t) < δ(v′, t)
❚❛♥t◗✉❡ u 6= t ❊t vmin 6= ∅ ❋❛✐r❡

✺ u← vmin

vmin ← v | v, v′ ∈ Γ(u), δ(v, t) < δ(v′, t)
❋✐♥❚❛♥t◗✉❡

▲✐st✐♥❣ ✸✳✸ ✕ ❣❧♦✉t♦♥✰

✷✼



■♥❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t✱ ❞❛♥s ✉♥ ♣❡t✐t✲♠♦♥❞❡✱ ♦♥ ❛tt❡✐♥t ❧❛ ❝✐❜❧❡ ❡♥ ♥❡ tr❛✈❡rs❛♥t q✉✬✉♥ s♦✉s✲
❡♥s❡♠❜❧❡ ♣❡t✐t ❞✉ ❣r❛♣❤❡✳ ❙✉✐✈❛♥t ❧✬✉s❛❣❡✱ ♦♥ ♣❡✉t t♦✉❥♦✉rs ❝♦♥s✐❞ér❡r q✉✬✉♥ ❣r❛♣❤❡ o(n)✲
♥❛✈✐❣❛❜❧❡ ❡st ✉♥ ♣❡t✐t✲♠♦♥❞❡ ♠❛✐s ♥♦s rés✉❧t❛ts ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❜❛sés s✉r ❝❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥✳
❆✈❡❝ P❤✐❧✐♣♣❡ ❉✉❝❤♦♥✱ ❊♠♠❛♥✉❡❧❧❡ ▲❡❜❤❛r ❡t ◆✐❝♦❧❛s ❙❝❤❛❜❛♥❡❧✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ét✉❞✐é
❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ q✉✐ ❝♦♥s✐st❡ à tr❛♥s❢♦r♠❡r ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ♥❛✈✐❣❛❜❧❡ ❡♥ ♣❡t✐t✲
♠♦♥❞❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♥♦♠♠é ❧❛ ♣❡t✐t✲♠♦♥❞✐s❛t✐♦♥✳ ◆♦t♦♥s H = (V,E, ✐❞) ❧❡ ❣r❛♣❤❡
♥❛✈✐❣❛❜❧❡✳ ❙♦✐t L ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛rêt❡s ♥♦♥ ❝♦♥t❡♥✉ ❞❛♥s E✳ G = (V,E∪L, ✐❞) ❡st ❧❡ s✉r✲
❣r❛♣❤❡ ❞❡ H ❛✉❣♠❡♥té ♣❛r L✳ P♦✉r t♦✉t s♦♠♠❡t u ∈ V ✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ Lu = {v ∈ V |(u, v) ∈
L} ❞és✐❣♥❡ ❧❡s ❝♦♥t❛❝ts ❞✐st❛♥ts ❞❡ u✳ L ❡st ❝♦♥st✐t✉é ❞❡s ❧✐❡♥s ❧♦♥❣s ❞❡ G✳ ❉❛♥s ♥♦tr❡
♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡✱ ♥♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ s❡✉❧❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ d(u, v) ❡st ❝♦♥♥✉❡ ❞❛♥s H
♠❛✐s ♣❛s ❞❛♥s ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❛✉❣♠❡♥té G✳

✸✳✶✳✸ ❯♥❡ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ✿ rés❡❛✉ ❧♦❣✐q✉❡ ♣♦✉r rés❡❛✉① ♣❛✐r✲à✲♣❛✐r

❉❛♥s ✉♥ rés❡❛✉ ♣❛✐r✲à✲♣❛✐r✱ t♦✉s ❧❡s ♥♦❡✉❞s ❞✉ rés❡❛✉ ❥♦✉❡♥t ❧❡ ♠ê♠❡ rô❧❡✳ ❆✉❝✉♥❡
✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡ ❝❡♥tr❛❧✐sé❡ ♥✬❡st s✉♣♣♦sé❡✳ ❈❤❛q✉❡ ♥♦❡✉❞ ❞✉ rés❡❛✉ ♣♦ssè❞❡ ✉♥ ❝❛r♥❡t
❞✬❛❞r❡ss❡s ❞❡ ♥♦❡✉❞s✳ P❛r ♥❛t✉r❡✱ ❧❡s rés❡❛✉① ♣❛✐r✲à✲♣❛✐r s♦♥t ❡①trê♠❡♠❡♥t ❞②♥❛♠✐q✉❡s✳
▲❡ ❝❛r♥❡t ❞✬❛❞r❡ss❡s ♥❡ ❝❡ss❡ ❞✬é✈♦❧✉❡r✳ ▲❛ ❞✐✣❝✉❧té ♣r❡♠✐èr❡ ❡st ❞✬❛ss✉r❡r ❧❛ ❝♦♥♥❡①✐té
❞✉ rés❡❛✉✳ ▲❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦♥s✐st❡ à ♠❛✐♥t❡♥✐r ✉♥ rés❡❛✉ ❧♦❣✐q✉❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ♥♦❡✉❞s✳ ❯♥ rés❡❛✉
❧♦❣✐q✉❡ ❡st ✉♥ rés❡❛✉ ✈✐rt✉❡❧ ❞♦♥t ❧❡s ♥♦❡✉❞s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉① ♣r♦❝❡ss❡✉rs ❡t✴♦✉ ❛✉①
r❡ss♦✉r❝❡s ✭❞♦♥♥é❡s✱ ❜❧♦❝s ♠é♠♦✐r❡✱ s❡r✈✐❝❡s✱ ✳ ✳ ✳ ✮ ❞✉ rés❡❛✉✳ ▲❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞❡s ❧✐❡♥s
✈✐rt✉❡❧s ❞é♣❡♥❞ ❞❡s tâ❝❤❡s à ❛❝❝♦♠♣❧✐r ✿ r♦✉t❛❣❡✱ ❞✐✛✉s✐♦♥✱ ✳ ✳ ✳ ❉❡ ♠❛♥✐èr❡ ❣é♥ér❛❧❡✱ ❧❡s
rés❡❛✉① ❧♦❣✐q✉❡s ❞♦✐✈❡♥t s✉♣♣♦rt❡r ❧✬✐♥s❡rt✐♦♥✴s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ❞✬✉t✐❧✐s❛t❡✉rs✴r❡ss♦✉r❝❡s✳ ❉❡
♥♦♠❜r❡✉s❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❡①✐st❛♥t❡s ❣❛r❛♥t✐ss❡♥t ❧❛ ❝♦♥♥❡①✐té✳

P♦✉r ✉♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ✭❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s✱ ❛❝❝és✱ ✳ ✳ ✳ ✮✱ ♣❧✉s✐❡✉rs t❡❝❤✲
♥✐q✉❡s ❡①✐st❡♥t ❜❛sé❡s s✉r ✿

✕ ❞❡s rés❡❛✉① str✉❝t✉rés ✿ ▲❡ ❣r❛♣❤❡ s♦✉s✲❥❛❝❡♥t ❡st ❞ét❡r♠✐♥✐st❡✱ ♣♦ssè❞❡ s♦✉✈❡♥t ❞❡s
♣r♦♣r✐étés ♣ré❝✐s❡s ✭t②♣✐q✉❡♠❡♥t ♣❡t✐t ❞✐❛♠ètr❡✱ ❞❡❣ré ❜♦r♥é✱ ✳ ✳ ✳ ✮ ❡t ❡st ♥❛✈✐❣❛❜❧❡✳
▲❡s r❡q✉êt❡s s♦♥t tr❛✐té❡s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❡✣❝❛❝❡ ✿ r♦✉t❛❣❡ ❡t ❞✐✛✉s✐♦♥ s♦♥t ❡✛❡❝t✉és
r❛♣✐❞❡♠❡♥t ❛✈❡❝ ♣❡✉ ❞❡ ♠❡ss❛❣❡s✳ ▲✬✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥t ♠❛❥❡✉r ❡st q✉❡ ❧❛ ♠❛✐♥t❡♥❛♥❝❡
❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ ❝❡s str✉❝t✉r❡s ♣ré❝✐s❡s ❡st très ❞é❧✐❝❛t❡ ❡t ♥❡ ❞♦♥♥❡ ❛✉❝✉♥❡ ❣❛r❛♥t✐❡
❧♦rs ❞❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❝❛r ✐❧ ❞❡✈✐❡♥t ♥♦♥ ♥❛✈✐❣❛❜❧❡✳

✕ ❞❡s rés❡❛✉① ♥♦♥✲str✉❝t✉rés ✿ ■❝✐✱ ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❝♦♥trô❧❡ str✐❝t ❞❡ ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡✳ P♦✉r ❧❛
r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❧❡ s❡✉❧ ♠♦②❡♥ ❞❡ ❧✐♠✐t❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♠❡ss❛❣❡s ❝♦♥s✐st❡ à
♦♣t✐♠✐s❡r ❧✬✐♥♦♥❞❛t✐♦♥ ❡♥ t❡♥❛♥t ❝♦♠♣t❡ ❞❡s st❛t✐st✐q✉❡s st♦❝❦é❡s à ❝❤❛q✉❡ ♥♦❡✉❞ ✿
♥♦♠❜r❡ ❞❡ r❡q✉êt❡s ♠❡♥❛♥t à ✉♥ ✐t❡♠ ❡♥ tr❛✈❡rs❛♥t ✉♥ ❧✐❡♥ ❞♦♥♥é✱ ✳ ✳ ✳

✸✳✶✳✹ ●r❛♣❤❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ♥❛✈✐❣❛❜❧❡s

❏❡ ♠✬✐♥tér❡ss❡ à ✉♥ ❛✉tr❡ t②♣❡ ❞✬❛♣♣r♦❝❤❡✳ ❙✐ ♦♥ r❡❧â❝❤❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥✐s♠❡
❞✬✉♥ rés❡❛✉ ❧♦❣✐q✉❡ str✉❝t✉ré ♠❛✐s ❡♥ ♣rés❡r✈❛♥t ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ♥❛✈✐❣❛❜✐❧✐té✱ ♥♦✉s ♣♦✉✲
✈♦♥s ♦❜t❡♥✐r ❞❡s rés❡❛✉① ❧♦❣✐q✉❡s très ♣❡r❢♦r♠❛♥ts✳ ❈✬❡st ❧✬❡s♣♦✐r s✉s❝✐té ♣❛r ❧❡s ❣r❛♣❤❡s
♣❡t✐t✲♠♦♥❞❡s✭❝❢✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✮ ❡t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡ ❧❡s ❣r❛♣❤❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s✳

✷✽



▲✬✐♥térêt ❞❡s ❣r❛♣❤❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ♣♦✉r ❧❛ ❞✐✛✉s✐♦♥ ✭❝❢✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✶✮ ♥✬❡st ♣❛s s✐ ré❝❡♥t❡ ✿
♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❡♥ s✉♣♣♦s❛♥t q✉❡ ❝❤❛q✉❡ ♥♦❡✉❞ ❛ ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ ❝❤♦✐s✐r ✉♥ ♥♦❡✉❞ ❞❡
♠❛♥✐èr❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❞❛♥s ❧❡ rés❡❛✉✱ ❧❛ ♠✐s❡✲à✲❥♦✉r ❞❡ ❜❛s❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ré♣❧✐q✉é❡s ♣❡✉t
êtr❡ ❢❛✐t❡ ❛✈❡❝ ♣❡✉ ❞❡ ♠❡ss❛❣❡s é❝❤❛♥❣és ❡t ✉♥❡ ❢❛✐❜❧❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡♥ t❡♠♣s ❬❉●❍+✽✽✱
❑❙❙❱✵✵❪✳

P♦✉r ❞✐✛ér❡♥t❡s r❡q✉êt❡s ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✱ ✐❧ ❛ été ♠♦♥tré ❞❡♣✉✐s ♣❡✉ q✉❡ ❧❡ t❡♠♣s ❞❡
r❡❝❤❡r❝❤❡✱ ❡①♣r✐♠é ❡♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s❛✉ts ✭♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣❛✐rs ✈✐s✐tés✮✱ ❞❡✈✐❡♥t ❢❛✐❜❧❡ ❬❑❧❡✵✵✱
❋●P✵✹✱ ❉❍▲❙✵✺❪✳

✸✳✶✳✺ ❊♥❥❡✉

◆♦tr❡ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❜✐❡♥ ❡♥t❡♥❞✉ ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡s ❞❡ ❝❡s ❣r❛♣❤❡s
✭t❡♠♣s✱ ♠é♠♦✐r❡✱ ♣❡rt✐♥❡♥❝❡✱ t♦❧ér❛♥❝❡ ❛✉① ❢❛✉t❡s✱ ❛✉t♦✲st❛❜✐❧✐s❛t✐♦♥✱ ✳✳✳✮ ❡t ❞❡ ♣r♦♣♦s❡r
❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① ❣r❛♣❤❡s ♥❛✈✐❣❛❜❧❡s✳ ▲❡ ✈ér✐t❛❜❧❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ❡st ❞❡ s❡ ♣❛ss❡r ❞❡ ❧❛ ❝♦♥♥❛✐s✲
s❛♥❝❡ t♦t❛❧❡ ♣♦✉r ❡✛❡❝t✉❡r ❧❡ ♣ré✲❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧✬♦r❛❝❧❡✳ ❈❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ♠❛✐♥✲
t❡♥❛♥❝❡ é❝♦♥♦♠✐q✉❡ ❞✉ rés❡❛✉ ❧♦❣✐q✉❡ ❞❛♥s ✉♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❞✐str✐❜✉é ❡t ❞②♥❛♠✐q✉❡✳
◆♦tr❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❞❛♥s ❝❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❡st ♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❬❉❍▲❙✵✻❪✳ ◆♦✉s ② ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥
❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✐str✐❜✉é é❝♦♥♦♠✐q✉❡ ♣♦✉r tr❛♥s❢♦r♠❡r ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❜♦r♥é ✭r❡♣ré✲
s❡♥t❛♥t ❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡✮ ❡♥ ♣❡t✐t✲♠♦♥❞❡✳

✸✳✷ P❡t✐t✲♠♦♥❞❡

❇♦♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ rés❡❛✉① ré❡❧s ❛✉ss✐ ✈❛r✐és q✉❡ ❧❡s rés❡❛✉① ✐♥t❡r♥❡t✱ rés❡❛✉① s♦❝✐❛✉①✱
rés❡❛✉① ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣r♦té✐♥❡s✲♣r♦té✐♥❡s ♣❛rt❛❣❡♥t ❞❡s ♣r♦♣r✐étés str✉❝t✉r❡❧❧❡s r❡♠❛r✲
q✉❛❜❧❡s ✿ ♣❡t✐t ❞✐❛♠êtr❡✱ ❢♦rt❡ ❞❡♥s✐té ❧♦❝❛❧❡✱ ❞❡♥s✐té ❣❧♦❜❛❧❡ ❢❛✐❜❧❡✱ ✳ ✳ ✳ ❉❡ t❡❧s rés❡❛✉①
s♦♥t ❝♦♠♠✉♥é♠❡♥t ❛♣♣❡❧és ✓ ♣❡t✐t✲♠♦♥❞❡s ✔ ❜✐❡♥ q✉✬✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❢♦r♠❡❧❧❡
à ❝❡ ❥♦✉r✳ ❉❡ ♠❛♥✐èr❡ ♣❧✉s s✉r♣r❡♥❛♥t❡✱ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ♣❧✉s ❝♦✉rts ❝❤❡♠✐♥s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡
tr♦✉✈és ❡♥tr❡ ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧❧❡ ♣❛✐r❡ ❞❡ ♥÷✉❞s ✭❝❢✳ ▼✐❧❣r❛♠ ❬▼✐❧✻✼❪ ❡♥ ✶✾✻✼✮ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡
❞✐str✐❜✉é❡ s❛♥s q✉✬❛✉❝✉♥ ♥÷✉❞ ❛✐t ✉♥❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ❞✉ rés❡❛✉✳

✸✳✷✳✶ ▲✬❡①♣ér✐❡♥❝❡ ❞❡ ▼✐❧❣r❛♠

▲✬❛❞❛❣❡ s❡❧♦♥ ❧❡q✉❡❧ ❧❡ ♠♦♥❞❡ ❡st ♣❡t✐t ❡st ❛♥❝✐❡♥✳ ❉ès ✶✾✷✾✱ ❧✬é❝r✐✈❛✐♥ ❋r✐❣②❡s ❑❛✲
r✐♥t❤② ♣✉❜❧✐❛ ✉♥ r❡❝✉❡✐❧ ❞✬❤✐st♦✐r❡s ❡♥ é♥♦♥ç❛♥t ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ s✐① ❞❡❣rés ❞❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ✿
✧❡♥ ❛✉ ♣❧✉s ✺ ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡s✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥t❛❝t❡r t♦✉t❡ ❛✉tr❡ ♣❡rs♦♥♥❡ ❞❛♥s ❧❡
♠♦♥❞❡ ❡♥ s✉♣♣♦s❛♥t q✉❡ ❝❤❛q✉❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉ ♥✬✉t✐❧✐s❡ q✉❡ s❡s ✈ér✐t❛❜❧❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ♣♦✉r
❢❛✐r❡ tr❛♥s✐t❡r ✉♥ ♠❡ss❛❣❡✧✳ ❊♥ ✶✾✻✼✱ ▼✐❧❣r❛♠ ♣r♦♣♦s❛ ✉♥❡ sér✐❡ ❞✬❡①♣ér✐❡♥❝❡s ♣♦✉r ♦❜✲
s❡r✈❡r ❡t ❝♦♥✜r♠❡r ❝❡tt❡ ❛✣r♠❛t✐♦♥✳ ❊♥ sé❧❡❝t✐♦♥♥❛♥t ✉♥❡ ♣❡rs♦♥♥❡ ❝✐❜❧❡ ❜❛sé❡ ❞❛♥s ❧❛
❜❛♥❧✐❡✉❡ ❞❡ ❇♦st♦♥✱ ✐❧ ❞❡♠❛♥❞❛ à ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❞✬✐♥❞✐✈✐❞✉s ❝❤♦✐s✐s ❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡
◆❡❜r❛s❦❛ ❡t à ❇♦st♦♥ ❞❡ ❢❛✐r❡ s✉✐✈r❡ ✉♥ ♠❡ss❛❣❡ ❡♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❡rs♦♥♥❡ ❝✐❜❧❡ ✲ q✉✬✐❧s
♥❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛✐❡♥t ♣❛s ✲ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❧❡✉r ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ♣❡rs♦♥♥❡❧❧❡✳ ❙❡✉❧s ❞❡s
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s s✉r ❧❡ ♥♦♠✱ ❧✬❛❞r❡ss❡✱ ❧❛ ♣r♦❢❡ss✐♦♥ ❞✉ ❞❡st✐♥❛t❛✐r❡ ét❛✐❡♥t ✐♥❞✐q✉é❡s ✭❝❢✳
❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✮✳

✷✾



❛✮ ❜✮

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶ ✕ ❛✮ ▼❡ss❛❣❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❞✐✛✉sé ❞❛♥s ❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡ ❞❡ ▼✐❧❣r❛♠✳ ❜✮ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥
❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡s ❧♦rs ❞❡s s✉❝❝ès✳

❙✉r 217 ✐♥❞✐✈✐❞✉s ❞❡ ❞é♣❛rt✱ 64 ❝❤❛î♥❡s s♦♥t ❛rr✐✈é❡s à ❧❛ ♣❡rs♦♥♥❡ ❝✐❜❧❡ ❛✈❡❝ ❡♥
♠♦②❡♥♥❡ 5, 2 ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡s✳ ❆✐♥s✐✱ ▼✐❧❣r❛♠ ♣✉t ❛✣r♠❡r q✉❡ ❧❡ ♠♦♥❞❡ s❡♠❜❧❛✐t ré❡❧❧❡✲
♠❡♥t ♣❡t✐t✳ ▼❛✐s ❧❡ ♣❧✉s s✉r♣r❡♥❛♥t ❡st ❞❡ ✈♦✐r q✉✬✉♥ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞❡ r♦✉t❛❣❡ s✐♠♣❧❡ s❛♥s
❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ♣❡r♠❡t ❞✬❛❝❤❡♠✐♥❡r ❞❡s ♠❡ss❛❣❡s ♣❛r ❞❡s ❝♦✉rts ❝❤❡♠✐♥s✳

✸✳✷✳✷ ❯♥ ♣r❡♠✐❡r ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ♣❡t✐t✲♠♦♥❞❡ ♥❛✈✐❣❛❜❧❡

❉✐✛ér❡♥ts ♠♦❞è❧❡s ♦♥t été ♣r♦♣♦sés ♣♦✉r t❡♥t❡r ❞✬❡①♣❧✐q✉❡r ❝❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ✭❝❢ ❲❛tts
❡t ❙tr♦❣❛t③ ❬❲❙✾✽❪✮ ♠❛✐s ❑❧❡✐♥❜❡r❣ ❬❑❧❡✵✵❪ ❛ ♠♦♥tré ❡♥ ✷✵✵✵ q✉❡ ❝❡s ♠♦❞è❧❡s ♥❡ ♣♦s✲
sé❞❛✐❡♥t ♣❛s ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡ ❞❡ ♥❛✈✐❣❛❜✐❧✐té ✿ ❜✐❡♥ q✉❡ ❞❡ t❡❧s rés❡❛✉① ❛✐❡♥t ✉♥
❞✐❛♠ètr❡ ♣♦❧②❧♦❣❛r✐t❤♠✐q✉❡ ❡♥ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞✉ rés❡❛✉✱ ❛✉❝✉♥ ❝♦✉rt ❝❤❡♠✐♥ ♥❡ ♣❡✉t êtr❡ tr♦✉✈é
s❛♥s ✉♥❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ t♦t❛❧❡ ❞✉ rés❡❛✉✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ✈✐s✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❞✉
rés❡❛✉✱ ❧❡ r♦✉t❛❣❡ ♠è♥❡ à ❞❡s ❝❤❡♠✐♥s ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡ ❡♥ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞✉ rés❡❛✉✳
❑❧❡✐♥❜❡r❣ ♣r♦♣♦s❛ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡ ❛✉❣♠❡♥té ❝♦♥st✐t✉é ❞✬✉♥❡ ❣r✐❧❧❡ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ♦♥
r❛❥♦✉t❡ à ❝❤❛q✉❡ ♥÷✉❞ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❝♦♥st❛♥t ❞❡ ❧♦♥❣s ❧✐❡♥s ❞✐str✐❜✉és s❡❧♦♥ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

✸✵



❤❛r♠♦♥✐q✉❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉✬✉♥ ♥÷✉❞ v ❡st ✉♥ ❝♦♥t❛❝t é❧♦✐❣♥é ❞✉ ♥÷✉❞ u ❛✈❡❝ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té
♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧❧❡ à 1

d(u,v)s ✳ ❉❛♥s ❝❡ ♠♦❞è❧❡✱ ❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❧♦❝❛❧❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ♥÷✉❞ ❡st ❧❛
♠étr✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❣r✐❧❧❡ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥t❛❝ts é❧♦✐❣♥és✳ ❑❧❡✐♥❜❡r❣ ❛ ♠♦♥tré q✉✬✐❧
❡①✐st❡ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞é❝❡♥tr❛❧✐sé ✭♥✬✉t✐❧✐s❛♥t q✉❡ ❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❧♦❝❛❧❡✮ q✉✐ ❝❛❧❝✉❧❡ ♣♦✉r
t♦✉t❡ ♣❛✐r❡ ❞❡ ♥÷✉❞s ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ♣♦❧②❧♦❣❛r✐t❤♠✐q✉❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ s ❡st
é❣❛❧ à ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❣r✐❧❧❡✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ❡①trê♠❡♠❡♥t s✐♠♣❧❡ ✿ ❝❤❛q✉❡ ♥÷✉❞
tr❛♥s♠❡t ❧❡ ♠❡ss❛❣❡ à s♦♥ ✈♦✐s✐♥ q✉✐ ❡st ❧❡ ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡ ✭❞❛♥s ❧❛ ♠étr✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❣r✐❧❧❡✮ à
❧❛ ❞❡st✐♥❛t✐♦♥✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❣❧♦✉t♦♥✰ ✳ ❇❛rr✐❡r❡ ❡t ❛❧ ♦♥t ❡♥s✉✐t❡ ♠♦♥tré q✉❡
❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ r♦✉t❛❣❡ ❞❡ ❝❡ s✐♠♣❧❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ❛✉ ♠♦✐♥s ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧❧❡ à log2 n ♦ù
n ❞és✐❣♥❡ ❧❡ ❝ôté ❞❡ ❧❛ ❣r✐❧❧❡✳

❛✮ ❜✮

❋✐❣✉r❡ ✸✳✷ ✕ ❛✮ ●r✐❧❧❡ ❛✉❣♠❡♥té❡ ❞✬✉♥ ❝♦♥t❛❝t ❞✐st❛♥t ❜✮ ●r✐❧❧❡ ❛✉❣♠❡♥té❡ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs
❝♦♥t❛❝ts ❞✐st❛♥ts

■❧ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ ♥♦t❡r q✉✬✐❧ ♥❡ s✉✣t ♣❛s q✉❡ ❧❛ ❣r✐❧❧❡ ❛✉❣♠❡♥té❡ ❛✐t ✉♥ ❞✐❛♠ètr❡
♣♦❧②❧♦❣❛r✐t❤♠✐q✉❡ ✭❝✬❡st ❧❡ ❝❛s s✐ s < 2D ♦ù D ❡st ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❣r✐❧❧❡✮ ♣♦✉r q✉❡ ❧❡
r♦✉t❛❣❡ tr♦✉✈❡ ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ♣♦❧②❧♦❣❛r✐t❤♠✐q✉❡✳

✸✳✷✳✸ P❡t✐t✲♠♦♥❞✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❣r❛♣❤❡s à ❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❜♦r♥é❡

❖♥ ♣♦✉rr❛✐t êtr❡ t❡♥té ❞❡ ❝r♦✐r❡ q✉❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ♣❡t✐t✲♠♦♥❞❡ ♥❛✈✐❣❛❜❧❡ ❡st très
s♣é❝✐✜q✉❡ ❛✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❣r✐❧❧❡ ❛✉❣♠❡♥té❡✳ ❈❡ rés✉❧t❛t s❡ ❣é♥ér❛❧✐s❡✳ ❉❡ ♠❛♥✐èr❡ ❣é♥ér❛❧❡✱
♥♦✉s ❛♣♣❡❧♦♥s ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ tr❛♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❣r❛♣❤❡ ♥❛✈✐❣❛❜❧❡ ❡♥ ♣❡t✐t✲♠♦♥❞❡ ❧❛
♣❡t✐t✲♠♦♥❞✐s❛t✐♦♥✳ ❆✈❡❝ P❤✐❧✐♣♣❡ ❉✉❝❤♦♥✱ ❊♠♠❛♥✉❡❧❧❡ ▲❡❜❤❛r ❡t ◆✐❝♦❧❛s ❙❝❤❛❜❛♥❡❧✱
♥♦✉s ❛✈♦♥s ♠♦♥tré ❞❛♥s ❬❉❍▲❙✵✺❪ q✉✬❡♥ ré❛❧✐té ❞❡ ❣r❛♥❞❡s ❢❛♠✐❧❧❡s ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ♣❡✉✈❡♥t
êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡s ❝♦♠♠❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❜❛s❡ ✭❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ ❧❛ ❣r✐❧❧❡✮ ❡t ❛✉❣♠❡♥té❡s ❞✬✉♥ ❧✐❡♥ ❧♦♥❣ ♣❛r
♥÷✉❞✱ ❞❡ t❡❧s ❣r❛♣❤❡s ❞❡✈❡♥❛♥t ❛✐♥s✐ ❞❡s ♣❡t✐t✲♠♦♥❞❡s ♥❛✈✐❣❛❜❧❡s✳ ◆♦tr❡ ❣r❛♣❤❡ ❞✬❡♥tré❡
❡st ❞❡ ❝r♦✐ss❛♥❝❡ α(r)✲❜♦r♥é❡ ❛✈❡❝ α(r) = O(logO(1) r)✳ P♦✉r t♦✉t s♦♠♠❡t u✱ s✐ bu(r) ❡st
❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦♠♠❡ts à ❞✐st❛♥❝❡ ❛✉ ♣❧✉s r ❞❡ u✱ ❛❧♦rs bu(2r) ≤ α(r)bu(r)✳

▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❝♦♥s✐st❡ à ✉t✐❧✐s❡r ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡s ❧✐❡♥s ❧♦♥❣s q✉✐ ♣r❡♥♥❡ ❡♥
❝♦♠♣t❡ ❧✬❡①♣❛♥s✐♦♥ ❞❡s t❛✐❧❧❡s ❞❡ ❜♦✉❧❡s ✭♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♥♦❡✉❞s à ❞✐st❛♥❝❡ ❞♦♥♥é❡✮ ❝❡♥tré❡s
❡♥ ❝❤❛q✉❡ ♥♦❡✉❞✳ P❧✉s ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t✱ ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❡st ❞é❝r✐t ❞❛♥s ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✸✳✷✳✸ ✿

◆♦tr❡ rés✉❧t❛t ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ t♦✉t ❣r❛♣❤❡ ❛②❛♥t ❞❡s ❝r♦✐ss❛♥❝❡s ❞❡ ❜♦✉❧❡s ❛ss❡③ ❤♦✲
♠♦❣è♥❡s ♦✉ ♠♦❞éré❡s ✭❝r♦✐ss❛♥❝❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡ t❡❧❧❡s ❧❡s ❣r✐❧❧❡s D✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❡❧❧❡s ❛✈❡❝
D = O(log n) ♦✉ ❝r♦✐ss❛♥❝❡ s♦✉s✲❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ t❡❧❧❡s q✉❡ ❞❡s s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥s ❞✬❛r❜r❡s✮ ♣❡✉t
êtr❡ tr❛♥s❢♦r♠é ❡♥ ♣❡t✐t✲♠♦♥❞❡ ♥❛✈✐❣❛❜❧❡✳ ❈♦♠♠❡ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡✱ t♦✉s ❧❡s ❣r❛♣❤❡s ❞❡ ❈❛②✲

✸✶



P♦✉r t♦✉t s♦♠♠❡t u ❋❛✐r❡

❉❛♥s H✱ t✐r❡r ❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t ❡t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❧❡ ❝♦♥t❛❝t ❞✐st❛♥t
Lu ❞❡ u ❛✈❡❝ Pr(Lu = v) = 1

Zubu(d(u,v)) ✱ Zu ét❛♥t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡

♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥✳

▲✐st✐♥❣ ✸✳✹ ✕ P❡t✐t✲♠♦♥❞✐s❛t✐♦♥

❧❡② ✭r❡♣rés❡♥t❛t✐❢s ❞❡ ❣r♦✉♣❡s✮ ❝♦♥♥✉s ❥✉sq✉✬à ❝❡ ❥♦✉r s♦♥t ♣❡t✐t✲♠♦♥❞✐s❛❜❧❡s✳ ❉✬❛✉tr❡
♣❛rt✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♠♦♥tré q✉❡ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ ❞❡✉① ❣r❛♣❤❡s ♣❡t✐t✲♠♦♥❞✐s❛❜❧❡s ❡st ✉♥ ❣r❛♣❤❡
♣❡t✐t✲♠♦♥❞✐s❛❜❧❡✳

❙❝❤é♠❛ ❞❡ ♣r❡✉✈❡✳ ▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❡st ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉✬❡♥ ♠♦②❡♥♥❡✱ ❡♥ s✉✐✈❛♥t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡
❣❧♦✉t♦♥✰ ✱ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❛♥s ❧❡ ❣r❛♣❤❡ H ✭♣❛s G✮ ❡st ❞✐✈✐sé❡ ♣❛r ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❛✉ ❜♦✉t
❞❡ Θ(log n) s❛✉ts✳ ▲❡ ❣r❛♣❤❡ G ♦❜t❡♥✉ ❡st ❞♦♥❝ O(log2 n)✲♥❛✈✐❣❛❜❧❡✳ ❈❡ s❝❤é♠❛ s✉✐t
❝❡❧✉✐ ❞❡ ❑❧❡✐♥❜❡r❣ ❞❛♥s ❬❑❧❡✵✵❪ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❧é❣èr❡♠❡♥t ❛❝❝r✉❡✳ ◆♦tr❡ ✈ér✐t❛❜❧❡
❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❡st ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ❧✐❡♥s ❧♦♥❣s ♣♦✉r ❝❡tt❡ ❣r❛♥❞❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡s✳

❆✉tr❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞❡ ♣❡t✐t✲♠♦♥❞✐s❛t✐♦♥✳ ❉❡♣✉✐s✱ ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s ❢❛♠✐❧❧❡s ❞❡ ❣r❛♣❤❡s
♦♥t été ♣❡t✐t✲♠♦♥❞✐sé❡s✳ ❖♥ ♣❡✉t ❝✐t❡r ❧❡s ❣r❛♣❤❡s à ❧❛r❣❡✉r ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡ ❜♦r♥é❡ ❬❋r❛✵✺❪✱
❧❡s ❣r❛♣❤❡s ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞♦✉❜❧❛♥t❡ ❜♦r♥é❡ ❬❆●●▼✵✻✱ ❙❧✐✵✼❪✱ à ♠✐♥❡✉r ❡①❝❧✉ ❬❆●✵✻❪✱✳ ✳ ✳ ❖♥
♣♦✉rr❛✐t s❡ ❞❡♠❛♥❞❡r s✐ t♦✉t❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ♣♦✉rr❛✐t êtr❡ ♣❡t✐t✲♠♦♥❞✐sé❡ ❄ ▼❛❧❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t
♥♦♥✱ ❞❛♥s ❬❋▲▲✵✻❪✱ ✐❧ ❛ été ♠♦♥tré q✉❡ ❝❡rt❛✐♥s ❣r❛♣❤❡s ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t ♣❛s êtr❡ ♣❡t✐t✲♠♦♥❞✐sés
❝❛r ✉♥❡ ❢♦✐s ❛✉❣♠❡♥tés✱ ✐❧s s♦♥t ❛✉ ♠✐❡✉① n1/

√
log n✲♥❛✈✐❣❛❜❧❡✳ ❉✬✉♥ ❛✉tr❡ ❝ôté✱ t♦✉t ❣r❛♣❤❡

♣❡✉t✲êtr❡ ❛✉❣♠❡♥té ❡t ❞❡✈❡♥✐r O(n1/3)✲♥❛✈✐❣❛❜❧❡ ❬❋●❑+✵✾❪✳

✸✳✷✳✹ P❡t✐t✲♠♦♥❞✐s❛t✐♦♥ r❛♣✐❞❡ ❡t ❞✐str✐❜✉é❡

▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥t ♣r❛t✐q✉❡ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts s❝❤é♠❛s ❞❡ ♣❡t✐t✲♠♦♥❞✐s❛t✐♦♥ ❡st
q✉✬✐❧s s♦♥t ❝❡♥tr❛❧✐sés✳ ■❧s ♥é❝❡ss✐t❡♥t ✉♥❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❝♦♠♣❧èt❡ ❞✉ ❣r❛♣❤❡ H✱
❧❡ ♣ré✲❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ❧✐❡♥s ❧♦♥❣s ❡st ❧♦♥❣✳ ❉❛♥s ❬❉❍▲❙✵✻❪✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦♣♦sé ✉♥ ♣r♦❝❡s✲
s✉s ❞❡ ♣❡t✐t✲♠♦♥❞✐s❛t✐♦♥ ❞é❝❡♥tr❛❧✐sé ❡①trê♠❡♠❡♥t é❝♦♥♦♠✐q✉❡ ❛♣♣❧✐q✉é ❛✉① ❣r❛♣❤❡s ❞❡
❝r♦✐ss❛♥❝❡ O(1)✲❜♦r♥é❡✳

▼♦❞è❧❡ ❞✐str✐❜✉é✳ ❊♥ ♣r❡♠✐❡r ❧✐❡✉✱ ♥♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❝❤❛q✉❡ ♥♦❡✉❞ à ❧❛ ❝❛♣❛✲
❝✐té ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r s❛ ❞✐st❛♥❝❡ à t♦✉t ❛✉tr❡ ♥♦❡✉❞ ❞❛♥s ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❜❛s❡ H✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞❡
❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬♦r❛❝❧❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❜❛sé❡s s✉r ❞❡s ét✐q✉❡t❛❣❡s ❞❡
❞✐st❛♥❝❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ré♣♦♥❞r❡ à ❞❡ t❡❧❧❡s r❡q✉êt❡s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❞✐str✐❜✉é❡ ❬●PP❘✵✶❪✳
❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ❛✉ss✐ ❝♦♥s✐❞ér❡r q✉❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ♣❡✉t êtr❡ ♠❡s✉ré❡ ♦✉ ❛♣♣r♦①✐♠é❡
❣râ❝❡ à ❞❡s ❛❞r❡ss❡s ■P ♦✉ ❞❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❣é♦❣r❛♣❤✐q✉❡s✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❝❤❛q✉❡ ♥♦❡✉❞
♥❡ ❞✐s♣♦s❡ q✉❡ ❞✬✉♥❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❧♦❝❛❧❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❛ ❧✐st❡ ❞❡ s❡s ✈♦✐s✐♥s✳ ❱✉❡ ❞✬✉♥
♥♦❡✉❞✱ ✉♥❡ r♦♥❞❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ t❡♠♣s é❝♦✉❧é ❡♥tr❡ ❞❡✉① ❡♥✈♦✐s✳ ■❧
♣❡✉t r❡❝❡✈♦✐r ✉♥ ♥♦♠❜r❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ❞❡ ♠❡ss❛❣❡s ❞❛♥s ❝❡t ✐♥t❡r✈❛❧❧❡✳ ◆♦tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡

✸✷



♣❡✉t ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡r ❞❛♥s ✉♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❛s②♥❝❤r♦♥❡ ✭❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s ❡st
r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❛r❜✐tr❛✐r❡✮ ♠❛✐s ✐♠♣♦s❡ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❞❡s ♠é❝❛♥✐s♠❡s ❞❡ s②♥❝❤r♦♥✐s❛t✐♦♥✳

P❧✉s ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t✱ ♥♦tr❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ rés✉❧t❛t ❡st ❧❡ s✉✐✈❛♥t ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✷✳✶✳ ❬❉❍▲❙✵✻❪ ❆✈❡❝ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té 1 − 1/n✱ t♦✉t ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❝r♦✐ss❛♥❝❡ O(1)✲
❜♦r♥é❡ ❞❡ ❞✐❛♠êtr❡ D ♣❡✉t êtr❡ ❛✉❣♠❡♥té ❡♥ ♣❡t✐t✲♠♦♥❞❡ ❛✈❡❝ ✿

✕ ✉♥❡ ♠é♠♦✐r❡ ❧♦❝❛❧❡ ❞❡ O(log2 n log D) ❜✐ts ❀
✕ ✉♥ t❡♠♣s ❞❡ O(log n log D) r♦♥❞❡s ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ❀
✕ ❆✉ t♦t❛❧✱ ❝❤❛q✉❡ ♥♦❡✉❞ r❡ç♦✐t ❡t é♠❡t ❛✉ ♣❧✉s O(log n log D) ♠❡ss❛❣❡s ❞❡ log n ❜✐ts✳

❉❛♥s ❧❡s s❡❝t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s✱ ♥♦✉s ❞é❝r✐✈♦♥s s✉❝❝✐♥❝t❡♠❡t ❧❡s ❞❡✉① ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ét❛♣❡s
✭❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ rés❡❛✉ ✈✐rt✉❡❧ ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡ ❡t ❞❡s ❧✐❡♥s ❧♦♥❣s✮ ❡t t❡❝❤♥✐q✉❡s q✉✐ ♥♦✉s
♦♥t ♠❡♥é ❛✉ rés✉❧t❛t✳

▲❡ rés❡❛✉ ✈✐rt✉❡❧ ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡ ♣❡r♠❡t ❡♥tr❡ ❛✉tr❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ❝❛r❞✐♥❛❧✐té bu(r) ✭❞❡
♠❛♥✐èr❡ ❡①❛❝t❡ ♦✉ ❛♣♣r♦①✐♠é❡✮ ❞❡s ❜♦✉❧❡s q✉❡❧s q✉❡ s♦✐❡♥t u ❡t v✳ ❈❡ ❣❡♥r❡ ❞❡ r❡q✉êt❡s
♣❡✉t êtr❡ ✐♥tér❡ss❛♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❞❡ ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ♣❡t✐t✲♠♦♥❞✐s❛t✐♦♥✳

✸✳✷✳✺ ❯♥ rés❡❛✉ ❧♦❣✐q✉❡ ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡

▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞✬♦❜t❡♥✐r r❛♣✐❞❡♠❡♥t ❞❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❝♦♥st❛♥t❡s ❞❡ ❝❛r✲
❞✐♥❛❧✐tés bu(r) ♥♦♥ ♣❛s ♣♦✉r t♦✉t❡s ❧❡s ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s ❞❡ ♣❛✐r❡s ❞❡ s♦♠♠♠❡t ❡t r❛②♦♥ (u, r)
♠❛✐s ♣♦✉r ✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❜✐❡♥ ♣ré❝✐s✳ ❆✉ ♣ré❛❧❛❜❧❡✱ ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s ❢❛✐r❡ ✉♥ ♣❡t✐t t♦✉r s✉r
❧❡s ♥♦t✐♦♥s q✉✐ ♥♦✉s ♦♥t été ✉t✐❧❡s ❛✉ss✐ ❜✐❡♥ ❞❛♥s ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ♣❡t✐t✲♠♦♥❞✐s❛t✐♦♥ ❞✐s✲
tr✐❜✉é ✳ ✳ ✳ q✉❡ ❞❛♥s ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✬✐♠❛❣❡ ❞❛♥s ✉♥❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ✐♥❞❡①é❡ ✹✳✷✳✸✳
❆✐♥s✐✱ ❞❛♥s ❬❉❍▲❙✵✻❪ ❡t ❬❉❍✵✽❪✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é✜♥✐ ✉♥ rés❡❛✉ ❧♦❣✐q✉❡ ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡ GT,c✱
❝❛❧❝✉❧❛❜❧❡ ❞❛♥s ✉♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❞✐str✐❜✉é✳ ▲❡s ❢❡✉✐❧❧❡s ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ T ❞és✐❣♥❡♥t ❧❡s ♥♦❡✉❞s
❞✉ rés❡❛✉ ♦✉ ❞❡s ✐♥❞❡① s✉r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❡t c ❡st ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ à 1✳

❉♦♠✐♥❛t✐♦♥✱ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❡t ❛r❜r❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥❛❣❡✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ V ′ ⊂ V ❡st ✉♥❡
r✲❞♦♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡ V s✐ ∀v ∈ V ✱ ∃v′ ∈ V ′ t❡❧ q✉❡ d(v, v′) ≤ r✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ V ′ ⊂ V ❡st ✉♥❡
r✲sé♣❛r❛t✐♦♥ s✐ ∀v, v′ ∈ V ′✱ d(v, v′) > r✳

◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥❡ ❤✐ér❛r❝❤✐❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ❞❡ s♦♠♠❡ts ✿ Sh ⊆ Sh−1 ⊆ . . . ⊆ S0 =
V ❛②❛♥t ❝♦♠♠❡ ♣r♦♣r✐étés ✿

✕ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ✿ Si ❡st ✉♥❡ 2i✲❞♦♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡ Si−1✳
✕ sé♣❛r❛t✐♦♥ ✿ Si ❡st ✉♥❡ 2i✲sé♣❛r❛t✐♦♥✳
❯♥ ❛r❜r❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s T ♣❡✉t êtr❡ ❝♦♥str✉✐t à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ❤✐ér❛r❝❤✐❡ ✭❡♥ ♥♦t❛♥t q✉❡

❝❤❛q✉❡ ♥♦❡✉❞ ♣❡✉t ❛♣♣❛r❛îtr❡ ❞❛♥s ❛✉ ♣❧✉s h = ⌈log2 D⌉ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s✮✳ ❈❤❛q✉❡ ✐♥st❛♥❝❡
❞❡ ♥♦❡✉❞ u st♦❝❦❡ ✿

✕ P (u) ∈ {v ∈ Si+1|δ(u, v) ≤ 2i+1} ❡st ❧✬✉♥✐q✉❡ ♣❛r❡♥t ❞❡ u✱ ❝❤♦✐s✐ ❛r❜✐tr❛✐r❡♠❡♥t
♣❛r♠✐ ❝❡✉① à ❞✐st❛♥❝❡ ❛✉ ♣❧✉s 2i+1 ❞❡ u✳

✕ s❡s ❡♥❢❛♥ts✳
▲❛ ❝♦♣✐❡ ♦✉ ✐♥st❛♥❝❡ ❞✉ ♥♦❡✉❞ u ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ i ❡st ♥♦té u(i)✳ Pi(u

(j)) ❡st ❧✬❛♥❝êtr❡ ❞❡
u ∈ Sj , j < i ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ i✳
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▲✬❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✸ s❝❤é♠❛t✐s❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ♣♦✉r ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❞♦♥t ❧❡s
s♦♠♠❡ts s♦♥t ♥✉♠ér♦tés ❞❛♥s ❧✬♦r❞r❡ 1, 2, 3, 5, 7, 8 ❡t 14✳ ▲❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❝❤❛q✉❡ ♥♦❡✉❞
❝♦rr❡s♣♦♥❞ s✐♠♣❧❡♠❡♥t à ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞❡s ✐❞❡♥t✐✜❛♥ts ❞❡s ♥♦❡✉❞s✳

❆❥♦✉t ❞✬❛rêt❡s ❞❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❡t ❝❛r❞✐♥❛❧✐té ❞❡s ❜♦✉❧❡s✳ ❙♦✐t c ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❛♣✲
♣❡❧é❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡✳ ◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛rêt❡s ✈♦✐s✐♥❡s Ei(c) ♣♦✉r
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♥♦❡✉❞s u ∈ Si ✿ Ei(c) = {(u, v) ∈ Si|d(u, v) ≤ c.2i}✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✷✳✷✳ ❬❉❍▲❙✵✻✱ ❉❍✵✽❪ ❙♦✐❡♥t T = (V (T ), E(T )) ✉♥ ❛r❜r❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s
❞❡ G ❡t c ✉♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡ ❣r❛♣❤❡ GT,c ❞é✜♥✐ ♣❛r ✿

V (GT,c) = V (T ) ✭✸✳✶✮

E(GT,c) = E(T ) ∪ {Ei(c)}i∈[1,h]. ✭✸✳✷✮

♦ù h ❡st ❧❛ ❤❛✉t❡✉r ❞❡ ❧✬❛r❜r❡✳

❆❝❝ès ❛✉① ❜♦✉❧❡s✳ ❉❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✸✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ✈♦✐r ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞✉ ❝♦❡✣❝✐❡♥t
❞❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡✳ P♦✉r ❛tt❡✐♥❞r❡ ❧❡s s♦♠♠❡ts à ❞✐st❛♥❝❡ ❛✉ ♣❧✉s 2i ❞✬✉♥ s♦♠♠❡t u✱ ✐❧ s✉✣t
❞✬❛tt❡✐♥❞r❡ s♦♥ ❛♥❝êtr❡ ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ i✱ u(i)✱ ❡t ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r t♦✉t❡s ❧❡s ❢❡✉✐❧❧❡s ❞❡s s♦✉s✲
❛r❜r❡s ❡♥r❛❝✐♥és ❞❛♥s ❧❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ u(i) ✿ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ X q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥t
Bu(2i) ♠❛✐s q✉✐ ❡st ❝♦♥t❡♥✉ ❞❛♥s Bu((2 + c)2i)✳ ❉❛♥s ❬❉❍▲❙✵✻❪✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♠♦♥tré q✉❡
c = 4 ét❛✐t ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❡t s✉✣s❛♥t✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❞❡ ♣❛r ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❜♦r♥é❡✱
♥♦✉s ❛✈♦♥s bu(2i) = Θ(bu((2 + c)2i)✳ ❉❡s ❛st✉❝❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ tr♦✉✈é❡s ♣♦✉r ❣❛❣♥❡r ❞✉
t❡♠♣s ♣♦✉r ❧❡s r❡q✉êt❡s ❞❡ ❝❛r❞✐♥❛❧✐té ✭st♦❝❦❛❣❡ à ❧❛ ✈♦❧é❡ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❢❡✉✐❧❧❡s ❞✬✉♥
s♦✉s✲❛r❜r❡✮ ♦✉ ❝❛❧❝✉❧❡r ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧❛ ❝❛r❞✐♥❛❧✐té ❞✬✉♥❡ ❜♦✉❧❡ ✭♣❛r❝♦✉rs ❞❡s ❢❡✉✐❧❧❡s ❡t
❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ à u ✲ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❧❡s ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✮✳

❉❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s tr♦✉✈❡r ❞❡s ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡s ❬●●◆✵✹✱
❑▲✵✹✱ ▼❍P✵✻❪ à ♥♦tr❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡ ♠❛✐s ❧❛ ❞✐✣❝✉❧té ❝♦♥s✐st❡ à
❞é✜♥✐r ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ q✉✐ ♣✉✐ss❡ êtr❡ ❞é❝r✐t❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❞é❝❡♥tr❛❧✐sé❡✳ ❈✬❡st ♥♦tr❡ ✈ér✐t❛❜❧❡
❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥✳

✶ ✷ ✸ ✺ ✼ ✽ ✶✹

S4

S3

S2

S1

S0

❚ Ei(1)

❛✮ GT,1✳

✶ ✷ ✸ ✺ ✼ ✽ ✶✹

S4

S3

S2

S1

S0

❚ Ei(2)

❜✮ GT,2✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✸ ✕ ■♥✢✉❡♥❝❡ ❞✉ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡✳ GT,c ❛✈❡❝ id(V ) = {1, 2, 3, 4, 5, 7, 8, 14}
❛♥❞ ∀x, y ∈ V, d(x, y) = |id(x)− id(y)|✳

✸✹



❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡s ❧✐❡♥s ❧♦♥❣s

❙❛♥s r❡♥tr❡r ❞❛♥s ❧❡s ❞ét❛✐❧s✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♥♦❡✉❞ u✱ ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❝❤♦✐s✐r ❞❡
♠❛♥✐èr❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ✉♥✐❢♦r♠❡ ✉♥❡ é❝❤❡❧❧❡ ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡ i ❡♥tr❡ 1 ❡t h✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡
2i ❡t sé❧❡❝t✐♦♥♥❡r ✉♥❡ ❢❡✉✐❧❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❞❛♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ s♦♠♠❡ts X✳ ❈❡tt❡ ♦♣ér❛t✐♦♥
♣❡✉t êtr❡ ré❛❧✐sé❡ r❛♣✐❞❡♠❡♥t ✿ ❝❤❛q✉❡ s♦♠♠❡t ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ♣♦✉✈❛♥t sé❧❡❝t✐♦♥♥❡r ❡t st♦❝❦❡r
❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❛♥t✐❝✐♣é❡ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐q✉❡ ❞❡ ❢❡✉✐❧❧❡s ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❝❤❛q✉❡ s♦♠♠❡t ✈❛
s❡ s❡r✈✐r✳

✸✳✷✳✻ P❡rs♣❡❝t✐✈❡s ✿ ➱♠❡r❣❡♥❝❡ ❡t ✜❛❜✐❧✐té ❞❡s ♣❡t✐ts ♠♦♥❞❡s

➱♠❡r❣❡♥❝❡✳ ▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ❡st ❞❡ ♣r♦♣♦s❡r ❞❡s ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ❞✐str✐❜✉é❡s ❞❡
♣❡t✐t✲♠♦♥❞❡ q✉✐ s♦✐❡♥t ❧❡s ♠♦✐♥s ❝♦ût❡✉s❡s ♣♦ss✐❜❧❡s✳ ➱t✉❞✐❡r ❞❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ♣❡t✐t✲
♠♦♥❞✐s❛t✐♦♥ ❞é❝❡♥tr❛❧✐sés ❡t r❛♣✐❞❡s ❛ ❛✉ss✐ ✉♥ ✐♥térêt ❞✬♦r❞r❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ ✿

✕ ❝♦♠♠❡♥t s❡ ❝♦♥str✉✐s❡♥t ❧❡s ♣❡t✐ts ♠♦♥❞❡s ré❡❧s ❄
■❧ ❛ été ♦❜s❡r✈é q✉❡ ❞❡s rés❡❛✉① s♦❝✐❛✉①✱ ❞❡ tr❛♥s♣♦rts ❛ér✐❡♥✱ ✳ ✳ ✳ s♦♥t ❞❡s ♣❡t✐ts✲♠♦♥❞❡s
s❡❧♦♥ ❞✐✈❡rs❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❡s ♣r♦❝❡ss✉s q✉✐ ♠è♥❡♥t à ❝❡tt❡ ❝♦♥st❛t❛t✐♦♥ s♦♥t
♠❛❧ ❝♦♠♣r✐s✳ ❚②♣✐q✉❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ✈❡rr♦♥s ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✶ ❝♦♠♠❡♥t ❡①♣❧✐q✉❡r ✉♥❡
❞❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❢réq✉❡♠♠❡♥t ♦❜s❡r✈é❡s s✉r ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ❞❡❣rés ✭r❡ss❡♠❜❧❛♥t à
✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡✮✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞❡ ♠♦❞è❧❡ t♦t❛❧❡♠❡♥t ❝♦♥✈❛✐♥❝❛♥t ♣♦✉r
❡①♣❧✐q✉❡r ❧✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ♥❛✈✐❣❛❜✐❧✐té✳ ◆♦tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡
ét❛♣❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ s❛ ♥❛t✉r❡ très ❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡ ❡st ❞✐✣❝✐❧❡♠❡♥t tr❛♥s♣♦s❛❜❧❡ ❞❛♥s ❧❡
❝❛❞r❡ ❞✬✉♥ rés❡❛✉ s♦❝✐❛❧✳ ▲❡ très ré❝❡♥t tr❛✈❛✐❧ ❞❡ ❈❤❛✐♥tr❡❛✉✱ ❋r❛✐❣♥✐❛✉❞ ❡t ▲❡❜❤❛r
❬❈❆❋▲✵✽❪ ❡st ♣❧✉s ❛ttr❛❝t✐❢ ❞❡ ❝❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❧à ♠❛✐s s♦✉✛r❡✱ á ♣r✐♦r✐✱ ❞✬✉♥❡ ❧❛❝✉♥❡✳ ❆
♥♦tr❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡✱ ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✈❡rs ✉♥ ♣❡t✐t✲♠♦♥❞❡ ❡st ❧♦♥❣ ❡t ♥❡ s✉✣t ♣❛s
à ❡①♣❧✐q✉❡r ❧✬é♠❡r❣❡♥❝❡ r❛♣✐❞❡ ❞❡s ♣❡t✐ts✲♠♦♥❞❡s ❞❛♥s ✉♥ rés❡❛✉ s♦❝✐❛❧✳

❋✐❛❜✐❧✐té✳ ▲✬❛s♣❡❝t ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❛ ✜❛❜✐❧✐té ❛ été ♣❡✉ ❡①♣❧♦ré✳ P❛r ♥❛t✉r❡✱ ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s
❣❧♦✉t♦♥s s♦♥t ❛✉t♦✲st❛❜✐❧✐s❛♥ts✳ ❙✐ ❞❡s ❡rr❡✉rs tr❛♥s✐t♦✐r❡s ♦♥t ❧✐❡✉ ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❛ ❝♦♥♥❛✐s✲
s❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬♦r❛❝❧❡✱ ✐❧ s❡ ♣❡✉t q✉❡ ❧❡ r♦✉t❛❣❡ ❜♦✉❝❧❡ t❡♠♣♦r❛✐r❡♠❡♥t ♠❛✐s ❧❛ ❝✐❜❧❡ s❡r❛
❛tt❡✐♥t❡ ❞ès q✉❡ ❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬♦r❛❝❧❡ s❡r❛ r❡❞❡✈❡♥✉❡ ❡①❛❝t❡✳ ❙✐ ❧❡ rés❡❛✉ ❝♦♥t✐❡♥t
❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ♣❡r♠❛♥❡♥t❡ ❞❡s ❡rr❡✉rs✱ ✐❧ ② ❛ ❢♦rt à ♣❛r✐❡r q✉❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❣é♥ér✐q✉❡ ❛✐t ✉♥
❜♦♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t✳ ▲✬❡①♣ér✐❡♥❝❡ ♠❡♥é❡ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✷ ❛ t❡♥❞❛♥❝❡ à ❧❡ ❝♦♥✜r♠❡r✳

✸✳✸ ▼♦❞è❧❡s ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ♥♦♥ ♥❛✈✐❣❛❜❧❡s

❖♥ ♣❡✉t ❝♦♥s✐❞ér❡r q✉❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ♥❛✈✐❣❛❜✐❧✐té ❡st ❛✈❛♥t t♦✉t ❞✉❡ à ❧❛ str✉❝t✉r❡
❞❡s ❣r❛♣❤❡s ré❡❧s ✿ ♣❡t✐t ❞✐❛♠êtr❡✱ ❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ♣❡t✐ts ❝②❝❧❡s✱ ❞❡❣ré ♠♦②❡♥
❢❛✐❜❧❡✱ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ❞❡❣rés ❤étér♦❣è♥❡ s✉✐✈❛♥t ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡✱ ✳ ✳ ✳ ❊♥ ré❛❧✐té✱
❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ♦✉ ♥♦♥ ❞❡ ❝❤♦✐s✐r✴r❡♥♦♠♠❡r ❧❡s ✐❞❡♥t✐✜❛♥ts ❡st ❛❜s♦❧✉♠❡♥t ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡✳
❖♥ ❛♣♣❡❧❡ ❛✐♥s✐ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❛✈❡❝ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡s ♥♦♠s ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ✐❧ ❡st ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ✷

❞✬❡✛❡❝t✉❡r ✉♥ ♣ré✲tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡ ♥♦♠♠❛❣❡ ❞❡s ♥♦❡✉❞s✳

✷✳ ◗✉❡❧❧❡ q✉❡ s♦✐t ❧❛ r❛✐s♦♥ ✿ ❝♦ût ♣r♦❤✐❜✐t✐❢✱ ✐♠♣r❛t✐❝❛❜❧❡ s✉✐✈❛♥t ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡✱ ✳ ✳ ✳

✸✺



❚②♣❡ ▼♦❞è❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❇♦r♥❡ ✐♥❢èr✐❡✉r❡

❆❧é❛t♦✐r❡ ♣✉r ❈❤✉♥❣✕▲✉ ❋❛✐❜❧❡ Ω( n
logℓ n

)

❈❤✉♥❣✕▲✉ ❋♦rt Ω

(

n

log
ℓ(ℓ−1)

ℓ−2 (n)

)

❊✈♦❧✉t✐❢ ❈♦♦♣❡r✕❋r✐❡③❡ ❋❛✐❜❧❡ Ω(n1/2)
∆✲♦✉t ▼ór✐ ❋❛✐❜❧❡ Ω(n1/2) s✐ β > −1

∆✲♦✉t ▼ór✐ ❋♦rt Ω(n
β

4+2β
−ǫ) s✐ β > 0, ǫ > 0

1✲♦✉t ▼ór✐ ❋♦rt Θ(n) s✐ β ≥ 0

❚❛❜❧❡ ✸✳✶ ✕ ❇♦r♥❡s ✐♥❢èr✐❡✉r❡s s✉r ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ r♦✉t❛❣❡✳

◆♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ à ✉♥❡ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ♥♦♥✲♥❛✈✐❣❛❜✐❧✐té ❞❡ ❞✐✛é✲
r❡♥t❡s ❢❛♠✐❧❧❡s ❞❡ ❣r❛♣❤❡s s❛♥s é❝❤❡❧❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❛✈❡❝ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡s ♥♦♠s✳ ❯♥
❣r❛♣❤❡ ❡st s❛♥s✲é❝❤❡❧❧❡ s✐ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦♠♠❡ts ❞❡ ❞❡❣ré δ ❡st ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧ n(1/δ)c ❛✈❡❝
c > 1✳ ❉❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✱ ❝❡rt❛✐♥s ❝♦♥s✐❞èr❡♥t ✉♥❡ éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❣r❛♣❤❡s s❛♥s é❝❤❡❧❧❡
❡t ♣❡t✐t ♠♦♥❞❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ s❛♥s ✈♦✉❧♦✐r ♥✐❡r ❧✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ❞❡ ❣r❛♣❤❡s s❛♥s é❝❤❡❧❧❡ ❞❛♥s
❜♦♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ rés❡❛✉① ré❡❧s✱ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❞❡❣rés ♥✬❛ r✐❡♥ à ✈♦✐r ❛✈❡❝ ❧❛ ♣r♦♣r✐été
❞❡ ♥❛✈✐❣❛❜✐❧✐té ✸✳

❉❛♥s ❬❉❊❍✵✼❪ ❡t ❞❛♥s ✉♥ ❛rt✐❝❧❡ ❞❡ s②♥t❤ès❡ à ✈❡♥✐r✱ ♥♦✉s ♠♦♥tr♦♥s q✉❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s
❢❛♠✐❧❧❡s ❞❡ ❣r❛♣❤❡s s❛♥s é❝❤❡❧❧❡ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❞❡s ♣❡t✐ts✲♠♦♥❞❡s ❡t ♣❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t ♥é❝❡s✲
s✐t❡♥t ❛✉ ♠♦✐♥s Θ(nΘ(1)) tr❛✈❡rsé❡s ❞❡ ♥♦❡✉❞s ♣♦✉r ❛tt❡✐♥❞r❡ ✉♥❡ ❝✐❜❧❡ ❧♦rs ❞✬✉♥ r♦✉t❛❣❡
✭r❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ❧❡s ♥♦❡✉❞s ♥❡ ❞✐s♣♦s❡♥t ♣❛s ❞❡ t❛❜❧❡ ❞❡ r♦✉t❛❣❡✮ ❛❧♦rs q✉✬✐❧ ♣❡✉t ❡①✐s✲
t❡r ❞❡s ❝❤❡♠✐♥s ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ♣♦❧②❧♦❣❛r✐t❤♠✐q✉❡✳ P♦✉r ❛✉ ♠♦✐♥s 1 ♠♦❞è❧❡ ✭1✲♦✉t ▼♦r✐✮✱ ❧❡
❣r❛♣❤❡ ❡st ♥♦♥ ♥❛✈✐❣❛❜❧❡✳ ❈❡❝✐ ❡st ✈r❛✐ q✉❡❧ q✉❡ s♦✐t ❧✬❛❧❣♦r✐❤♠❡ ❞❡ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ ❝❛r ♥♦✉s ♥❡
♥♦✉s ❢♦❝❛❧✐s♦♥s ♣❛s s✉r ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ r♦✉t❛❣❡ ❣❧♦✉t♦♥ ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✳ ❆✐♥s✐✱ ♥♦✉s
♥❡ ❞♦♥♥♦♥s ❛✉❝✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ♠é♠♦✐r❡ s✉r ❧✬❛❣❡♥t ♠♦❜✐❧❡ q✉✐ ❢❡r❛✐t ✉♥❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✱
♥♦✉s ❧✬❛✉t♦r✐s♦♥s à s❡ ✧té❧é♣♦rt❡r✧ à t♦✉t ♥♦❡✉❞ ❞é❥❛ ✈✐s✐té✳ ▲❛ s❡✉❧❡ ✈ér✐t❛❜❧❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡
❡st ❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡s ♥♦❡✉❞s ✿ ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❢❛✐❜❧❡✱ ❧❡s ♥♦❡✉❞s ♥❡ ❝♦♥♥❛✐ss❡♥t ♣❛s ❧❡s
✐❞❡♥t✐tés ❞❡ ❧❡✉rs ✈♦✐s✐♥s ♠❛✐s s❛✈❡♥t s❡✉❧❡♠❡♥t ❝♦♠♠❡♥t ❧❡s ❛tt❡✐♥❞r❡ ❀ ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡
❢♦rt✱ ❧✬✐❞❡♥t✐té ❞❡s ✈♦✐s✐♥s ❡st ❝♦♥♥✉❡✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❢♦rt ❡st ♣❧✉s ré❛❧✐st❡ ♠❛✐s ❧❡ ♠♦❞è❧❡
❢❛✐❜❧❡ s❡rt ❞❡ ❜r✐q✉❡ ❞❡ ❜❛s❡ ❞❛♥s ♥♦s ♣r❡✉✈❡s✳ P♦✉r rés✉♠❡r✱ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ♥❛✈✐❣❛❜✐❧✐té
❛❜♦r❞é❡ ✐❝✐ ❡st ♠♦✐♥s r❡str✐❝t✐✈❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ❝♦♥s✐❞érés ♣♦✉r ❧❡s ♣❡t✐ts✲♠♦♥❞❡s ❝❛r ❧✬❛❣❡♥t
♠♦❜✐❧❡ ❡st ♣❧✉s ♣✉✐ss❛♥t✳

◆♦s rés✉❧t❛ts s♦♥t rés✉♠és ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✸✳✶✳ ▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♣❛r❛♠ètr❡s
♥✬❡st ♣❛s ❡①♣❧✐❝✐té❡ ✐❝✐ ♠❛✐s s❡rt ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ♣♦✉r ✐❧❧✉str❡r ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❧❡ t②♣❡ ❞❡ rés✉❧t❛t
♦❜t❡♥✉✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ t②♣❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ♣✉r✱ ❧❡s ✐❞❡♥t✐✜❛♥ts s♦♥t ❛❜s♦❧✉♠❡♥t
q✉❡❧❝♦♥q✉❡s ❡t ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t ❛✐❞❡r à ❧❛ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ ♥♦❡✉❞s ❞❡
❣r❛♥❞ ❞❡❣ré ✭q✉❛s✐♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥s ❝❛s✮ ❛ ❢❛✐t ♣❡♥s❡r à ❝❡rt❛✐♥s ❛✉t❡✉rs q✉❡
❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❝♦♥s✐st❛♥t à ❞✬❛❜♦r❞ ❝❤❡r❝❤❡r ❧❡s ♥♦❡✉❞s ❞❡ ♣❧✉s ❤❛✉t ❞❡❣ré ét❛✐t ❡✣❝❛❝❡
✭✈✐s✐t❡ ❞❡ O(logO(1)n) ♥♦❡✉❞s✮ ♣♦✉r ❛❝❝é❞❡r à ✉♥ ♥♦❡✉❞ q✉❡❧❝♦♥q✉❡✳ ◆♦✉s ♣r♦✉✈♦♥s ✐❝✐ ❧❡

✸✳ ❆✉ ♠✐❡✉①✱ s✐ ♦♥ ❛✉t♦r✐s❡ ❧♦rs ❞✬✉♥❡ ♣❡t✐t✲♠♦♥❞✐s❛t✐♦♥ à ❛❥♦✉t❡r ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ ❧✐❡♥s ♣❛r
s♦♠♠❡t✱ ❝❡❧❛ ♣❡✉t ❛✐❞❡r à ré❞✉✐r❡ ❧❡ ❞✐❛♠êtr❡ ❡t à ❛❝❝é❧ér❡r ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ r♦✉t❛❣❡ ❣❧♦✉t♦♥ ❬❋●✵✾❪

✸✻



❝♦♥tr❛✐r❡✳ ▲❡ rés✉❧t❛t s✉r ❧❡s ❣r❛♣❤❡s é✈♦❧✉t✐❢s ❡st ♣❧✉s s✉r♣r❡♥❛♥t✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡s ✐❞❡♥t✐✜❛♥ts
❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❝❡tt❡ ❢♦✐s✲❝✐ à ❧✬♦r❞r❡ ❞✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ❞❡s ♥♦❡✉❞s✳ ❈❡tt❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♥❡ s✬❛✈èr❡
♣❛s ❛ss❡③ ♣❡rt✐♥❡♥t❡ ♣♦✉r ✉♥❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡✣❝❛❝❡✳

✸✳✸✳✶ ▼♦❞è❧❡s ❞❡ ❣r❛♣❤❡s s❛♥s é❝❤❡❧❧❡

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ❧❡s ♣♦✐♥ts ❝❧❡❢s ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ✉t✐❧✐sés✳ ▲❡✉r ❢♦r♠❛❧✐s❛✲
t✐♦♥ ♥✬❡st ♣❛s ❞♦♥♥é❡ ✐❝✐ ❝❛r ❡❧❧❡ ❡st tr♦♣ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❡t ✉♥ ♣❡✉ ❧♦♥❣✉❡ ♣♦✉r êtr❡ ❞é❝r✐t❡ ❞❛♥s
❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✬✉♥❡ s②♥t❤ès❡✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞✐st✐♥❣✉❡r ❞❡✉① t②♣❡s ❞❡ ❢❛♠✐❧❧❡s ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ✿
❧❡s ❣r❛♣❤❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ♣✉rs ❡t ❧❡s ❣r❛♣❤❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s é✈♦❧✉t✐❢s✳

●r❛♣❤❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ♣✉rs✳ ▲❡ ❣r❛♣❤❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❡st ❝♦♥str✉✐t à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
❞❡ ❞❡❣ré ✜①é❡ ❬▼❘✾✺❪ ✭♦✉ ♣♦ss✐❜❧❡♠❡♥t ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❞❡❣rés ❛tt❡♥❞✉❡ ❞❛♥s ❬❈▲✵✷✱
❈▲✵✸✱ ❈▲✵✻❪✮✳ ❉❛♥s ✉♥ t❡❧ ♠♦❞è❧❡✱ ✐❧ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ❧❡s ❞❡❣rés ❞❡s ✈♦✐s✐♥s
s♦♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts✳ ❆✐❡❧❧♦ ❡t ❛❧✳ ❬❆❈▲✵✵✱ ❈▲✵✷❪ s❡ s♦♥t ❝♦♥❝❡♥trés s✉r ❧❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s
❞❡ ❧♦✐ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❡t ♦♥t ♠♦♥tré ❧✬é♠❡r❣❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❣é❛♥t❡ s❡❧♦♥ ❝❡rt❛✐♥❡s
❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ♣r♦✉✈❛♥t q✉❡ ❧❛ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❣é❛♥t❡ ♣❡✉t ❛✈♦✐r ✉♥❡ t❛✐❧❧❡ ❧✐♥é❛✐r❡
❡t ✉♥ ❞✐❛♠ètr❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐q✉❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ♣✉rs ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t ♣❛s
❡①♣❧✐q✉❡r ❧✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ❞❡ ❧♦✐ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❛♥s ❧❡s ❣r❛♣❤❡s ré❡❧s✳

▼♦❞è❧❡s é✈♦❧✉t✐❢s✳ ▲❡s ❣r❛♣❤❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s é✈♦❧✉t✐❢s ❝♦♥s✐st❡♥t ❡♥ ✉♥❡ t❡♥t❛t✐✈❡ ❞❡
♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ré❡❧s ❡t ❞✬❡①♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é♠❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❡♥ ♣✉✐ss❛♥❝❡✳ ❆✉
❞é♣❛rt ❞❡ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ♦♥ s❡ ✜①❡ ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ♣❡t✐t❡ t❛✐❧❧❡ ✭✉♥ s✐♠♣❧❡ s♦♠♠❡t✱ ❛rêt❡
♦✉ ❜♦✉❝❧❡ s✉✣s❡♥t✮ ❡t à ❝❤❛q✉❡ ✉♥✐té ❞❡ t❡♠♣s✱ ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① s♦♠♠❡ts s❡ ❝♦♥♥❡❝t❡♥t ❛✉①
❡①✐st❛♥ts✳ ▲✬❡①trê♠✐té ❞✬✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❛rêt❡ ❡st ❝❤♦✐s✐❡ ❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t✱ s♦✐t ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t
✭❛tt❛❝❤❡♠❡♥t ✉♥✐❢♦r♠❡✮ ♦✉ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧❧❡ ❛✉ ❞❡❣ré ❞✉ s♦♠♠❡t
❡①trê♠✐té ✭❛tt❛❝❤❡♠❡♥t ♣ré❢ér❡♥t✐❡❧✮✳ ❉❛♥s ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❧❡s ♣❧✉s s✐♠♣❧❡s✱ ♦♥ ❛❥♦✉t❡ ✉♥
s❡✉❧ s♦♠♠❡t ❡t ✉♥❡ s❡✉❧❡ ❛rêt❡ à ❝❤❛q✉❡ ✉♥✐té ❞❡ t❡♠♣s✳ ❉❡s ✈❛r✐❛♥t❡s ❛✈❡❝ ❞❡s ❞❡❣rés
s♦rt❛♥ts ♣❧✉s é❧❡✈és ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ♦❜t❡♥✉❡s s♦✐t ❡♥ ❛❥♦✉t❛♥t ♣❧✉s ❞✬❛rêt❡s ♣❛r ✉♥✐té ❞❡
t❡♠♣s ♦✉ ❡♥ ❝♦♥str✉✐s❛♥t ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❛✈❡❝ n∆ s♦♠♠❡ts ❡t ❡♥ ❢✉s✐♦♥♥❛♥t ❝❤❛q✉❡ séq✉❡♥❝❡
❞❡ ∆ s♦♠♠❡ts ❝♦♥sé❝✉t✐❢s ❡♥ ✉♥ s❡✉❧ ❀ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❛✐♥s✐ ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❛✈❡❝ n s♦♠♠❡ts ❡t n∆
❛rêt❡s✱ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à ❝❡ q✉❡ ❧❡ ❞❡❣ré ♠♦②❡♥ s♦✐t 2∆✳ ❉❛♥s ❝❡s ♠♦❞è❧❡s✱ ❧✬â❣❡ ❡t ❧❡ ❞❡❣ré s♦♥t
❝♦rré❧és✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧❡s ❞❡❣rés ❞❡s ✈♦✐s✐♥s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts ❡t ❧❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s
❞✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣s ♠♦②❡♥s ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t ♣❛s êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡s✳ ❈❡❝✐ ❡st ✉♥❡ ✈ér✐t❛❜❧❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡
❛✈❡❝ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ♣✉rs ❡♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✳

▲❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❜❛sés s✉r ❧✬❛tt❛❝❤❡♠❡♥t ♣ré❢ér❡♥t✐❡❧ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡✉r ♣r♦♣r✐étés
♣❡✉✈❡♥t êtr❡ tr♦✉✈és ❞❛♥s ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❇♦❧❧♦❜ás ❡t ❘✐♦r❞❛♥ ❬❇❘✵✸❪✳ ▲❡ ❝♦♥❝❡♣t ❞✬❛tt❛✲
❝❤❡♠❡♥t ♣ré❢ér❡♥t✐❡❧ ❡st ❛♥❝✐❡♥ ❬❨✉❧✷✺❪✱ ❞❛t❛♥t ❞❡ ✶✾✷✺✱ ❡t ❛ été ♦✉❜❧✐é ♣✉✐s r❡❞é❝♦✉✈❡rt✱
♥♦t❛♠♠❡♥t ♣❛r ❇❛r❛❜ás✐ ❡t ❆❧❜❡rt ❬❇❆✾✾❪ q✉✐ ♦♥t ❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t ♠♦t✐✈é s♦♥ ✉s❛❣❡ ♣♦✉r
❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ré❡❧s✳ ❉❛♥s ❬❇❘✵✹❪✱ ❇♦❧❧♦❜ás ❡t ❘✐♦r❞❛♥ ♦♥t ❞♦♥♥é ✉♥❡ ❞❡s✲
❝r✐♣t✐♦♥ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ♣ré❝✐s❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❇❛r❛❜ás✐✲❆❧❜❡rt ✭❇❆✮✳ ❉❛♥s ❬❇❘❙❚✵✶❪✱ ✐❧
❛ été ♠♦♥tré r✐❣♦✉r❡✉s❡♠❡♥t q✉❡ ❧❛ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ P (x) ❞❡s s♦♠♠❡ts ❞❡ ❞❡❣ré x ❝♦♥✈❡r❣❡
❛s②♠♣t♦t✐q✉❡♠❡♥t ✈❡rs ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ♣♦✉r x ≤ n1/15✳ P✉✐s✱ ❞❛♥s ❬❇❘✵✹❪✱ ✐❧ ❛ été
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♣r♦✉✈é q✉❡ ♣♦✉r ∆ ≥ 2 ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❡st ❝♦♥♥❡①❡ ❛✈❡❝ ❣r❛♥❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❡t q✉❡ ❧❡ ❞✐❛♠êtr❡
❡st ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡♠❡♥t é❣❛❧ à log n/ log log n ❛❧♦rs q✉❡ ♣♦✉r ∆ = 1 ❧❡ ❞✐❛♠êtr❡ ❡st ❛♣✲
♣r♦①✐♠❛t✐✈❡♠❡♥t log n ✭✈♦✐r ❬❇❘✵✸❪✮✳ ❉✬❛✉tr❡s ✈❛r✐❛♥t❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❇❆ ♦♥t été ♣r♦♣♦sé❡s
❬❇❖✵✹✱ ❙❉❙✵✵✱ ❉❊▼✵✶✱ ❨s❩✇❈❞▲✵✺❪ ❡t ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥❡ ❞✬❡❧❧❡s✱ ❞❡s ❣r❛♣❤❡s s❛♥s✲é❝❤❡❧❧❡
♦♥t été ♦❜t❡♥✉s✳

❉❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s à ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ♣❧✉s ❣é♥ér❛✉① ❝♦♠❜✐♥❛♥t ❛tt❛❝❤❡♠❡♥t ♣ré❢ér❡♥t✐❡❧ ❡t
✉♥✐❢♦r♠❡ ♦♥t été ét✉❞✐é❡s ❞❛♥s ❬❈❋✵✸✱ ▲▲❨❉✵✷✱ ▼♦r✵✸✱ ▼♦r✵✺❪✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✹ ♠♦♥tr❡ ✉♥
❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ 2✲▼♦r✐ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ♦♥ ♦❜s❡r✈❡ ❧✬❤étér♦❣é♥éïté ❞❡s ❞❡❣rés✳ ▲❡s s♦♠♠❡ts ❧❡s
♣❧✉s ❛♥❝✐❡♥s s♦♥t ❝❡✉① ❞❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞s ❞❡❣rés✳ ❊♥ rés✉♠é✱ ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡ ❝❡s ❛rt✐❝❧❡s✱
❝❤❛q✉❡ s♦♠♠❡t ♥♦✉✈❡❛✉ ❝❤♦✐s✐t ❛✈❡❝ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té p ❡t 1 − p s✬✐❧ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥ ❛tt❛❝❤❡♠❡♥t
✉♥✐❢♦r♠❡ ♦✉ ♣ré❢ér❡♥t✐❡❧✳ ❉é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✉ ♣❛r❛♠êtr❡ p✱ ❧❛ ❧♦✐ ❡♥ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❛ été
♦❜s❡r✈é❡ ❡t ♣r♦✉✈é❡ ♣❛r ❈♦♦♣❡r ❡t ❋r✐❡③❡ ❬❈❋✵✸❪ ✭❞❛♥s ✉♥ ♠♦❞è❧❡ très ❣é♥ér❛❧ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧
❞❡s ❛rêt❡s s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s ❡♥tr❡ ✧✈✐❡✉①✧ s♦♠♠❡ts ♣❡✉✈❡♥t ❛✉ss✐ êtr❡ ❛❥♦✉té❡s✮ ♦✉ ♣❛r
▼ór✐ ❬▼♦r✵✸✱ ▼♦r✵✺❪✳ ❉❛♥s ❝❡s ♠♦❞è❧❡s✱ ❧❡s ❛✉t❡✉rs ❞♦♥♥❡♥t ✉♥❡ ❧✐♠✐t❡ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞✉
❞❡❣ré ♠❛①✐♠❛❧✱ q✉✐ t❡♥❞ à êtr❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ nc ♣♦✉r ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡ c ❞é♣❡♥❞❛♥t
❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ✭♠❛✐s q✉✐ ❡st ❞✐✛ér❡♥t ❞❡ ❝❡ q✉✬♦♥ ♦❜t✐❡♥❞r❛✐t s✐ ♦♥ ❡①tr❛♣♦❧❛✐t
❧❛ ❧♦✐ ❡♥ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❥✉sq✉✬à P (d) = 1/n ❝❛r ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ s❛♥s é❝❤❡❧❧❡ ♥✬❡st ✈❛❧✐❞❡ q✉❡
♣♦✉r ❧❡s r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ♣❡t✐ts ❞❡❣rés✮✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✹ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞✬✉♥ 2✲▼♦r✐✳ ▲❡s ❞❡❣rés s♦♥t ✐♥❞✐q✉és ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ s♦♠♠❡t✳

✸✳✸✳✷ ■♥❞✐st✐♥❣✉❛❜✐❧✐té ❞❡s ♥♦❡✉❞s

◆♦s ♣r❡✉✈❡s ❞❡ ❜♦r♥❡s ✐♥❢ér✐❡✉r❡s s♦♥t ❜❛sé❡s s✉r ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡ ❞✬éq✉✐✈❛✲
❧❡♥❝❡ ❞❡s ♥♦❡✉❞s✳ ■♥t✉✐t✐✈❡♠❡♥t✱ ❧❡s ♥♦❡✉❞s s♦♥t éq✉✐✈❛❧❡♥ts s✐ ❧❡✉r ✐❞❡♥t✐tés ♣❡✉✈❡♥t
êtr❡ é❝❤❛♥❣é❡s s❛♥s ♠♦❞✐✜❡r ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té s✉r ❧❡s ❣r❛♣❤❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s✳
❆✐♥s✐✱ s✐ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♥♦❡✉❞s ❛②❛♥t ❞❡s ✐❞❡♥t✐tés ♣r♦❝❤❡s✱ ❝♦♠♣r✐s❡s
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❡♥tr❡ [t−Θ(tc), t + Θ(tc)]✱ ❧✬✐❞❡♥t✐té ❞❡ ❝❡s ♥♦❡✉❞s ♥❡ ♣❡r♠❡t ♣❛s ❞❡ ❧❡s ❞✐st✐♥❣✉❡r ❞✬✉♥
♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❞❡ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡✳ ❚②♣✐q✉❡♠❡♥t✱ ✐❧ ❡st ❢♦rt❡♠❡♥t ✐♠♣r♦❜❛❜❧❡ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡
❛rêt❡ ❡♥tr❡ ❝❡s ♥♦❡✉❞s✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❢❛✐❜❧❡✱ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ s❡ ❝♦♠♣♦rt❡ ❝♦♠♠❡ s✐
❡❧❧❡ ét❛✐t ❡✛❡❝t✉é❡ ❞❛♥s ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❛♥♦♥②♠❡ ✭♥♦❡✉❞s s❛♥s ✐❞❡♥t✐✜❛♥ts✮✳ ■❧ ❢❛✉❞r❛✐t ❞♦♥❝
✈✐s✐t❡r ❛✉ ♠♦✐♥s Θ(tc) ♥♦❡✉❞s ♣♦✉r ❛tt❡✐♥❞r❡ ❧❛ ❝✐❜❧❡✳ ▲❛ tr❛❞✉❝t✐♦♥ ❡♥ ♠♦❞è❧❡ ❢♦rt t✐❡♥t
❝♦♠♣t❡ ❝❡tt❡ ❢♦✐s ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ❞❡❣rés✳
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❈❤❛♣✐tr❡ ✹

❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ à ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡

❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥

❉❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ♣r❡♠✐èr❡s s❡❝t✐♦♥s ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❛ r❡q✉êt❡ ❝♦♥s✐st❛♥t
à tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ❝✐❜❧❡ r❡♣rés❡♥t❛♥t ✉♥ ✐t❡♠ ❞♦♥t ❧✬❛❞r❡ss❡ ♦✉ ❧✬✐❞❡♥t✐✜❛♥t s♦♥t ✐♥❝♦♥♥✉s✳
◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s à ♥♦✉✈❡❛✉ ✉t✐❧✐s❡r ❧❡ ♣❛r❛❞✐❣♠❡ ❞✬♦r❛❝❧❡ ❝♦♠♠❡ ❞é❝r✐t ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸✳
❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✉♥ ♦r❛❝❧❡ ❞é❢❛✐❧❧❛♥t✳ ▲❛ ré♣♦♥s❡ à ✉♥❡ r❡q✉êt❡
♥✬❡st ♣❛s ✜❛❜❧❡✳ ❈❡tt❡ ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ ❡st ré❛❧✐st❡ à ♣❧✉s✐❡✉rs ♣♦✐♥ts ❞❡ ✈✉❡ ✿

✕ ❉❛♥s ✉♥ rés❡❛✉ ❞②♥❛♠✐q✉❡✱ ✐❧ ❡st ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ q✉❡ t♦✉s ❧❡s ♥♦❡✉❞s s♦✐❡♥t ♣❡r♣ét✉❡❧✲
❧❡♠❡♥t à ❥♦✉r✳

✕ ▲✬✐♠♣ré❝✐s✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥❞❡①❛t✐♦♥✱ ❡t ❝❡❧❧❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝✐❜❧❡✱ ♥❡ ♣❡r✲
♠❡t ♣❛s ❞❡ ré♣♦♥❞r❡ ❛✈❡❝ ❡①❛❝t✐t✉❞❡✳ ❈✬❡st t②♣✐q✉❡♠❡♥t ❧❡ ❝❛s ♣♦✉r ❧❡s ❞♦❝✉♠❡♥ts
♠✉❧t✐♠é❞✐❛✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❥❡ ❝❤❡r❝❤❡ ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ♣♦✉r ✐❧❧✉str❡r ✉♥ ❛rt✐❝❧❡ ✭s✉r ❧❡s
P②ré♥é❡s✮ s❛♥s ✉♥❡ ✐❞é❡ ❜✐❡♥ ❞é✜♥✐❡ s✉r ❧❡ ❝♦♥t❡♥✉ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡✳

❯♥ s✉❝❝és à ✉♥❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♥✬❛ ❧✐❡✉ q✉✬à ❧✬❛tt❡✐♥t❡ ❡①❛❝t❡ ❞✉ ♥♦❡✉❞
♣♦ssé❞❛♥t ❧✬✐t❡♠ r❡❝❤❡r❝❤é✳ ❆❝❝é❞❡r à ✉♥ ♥♦❡✉❞ ✧✈♦✐s✐♥✧ ♥❡ s✉✣t ♣❧✉s✳ ❈❡❧❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞
❛✉ ♠♦❞è❧❡ ❢❛✐❜❧❡ é♥♦♥❝é ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✶✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ s❡❝t✐♦♥ tr❛✐t❡ ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡
❛❧♦rs q✉❡ ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ s❡❝t✐♦♥ ❡st ❜✐❡♥ ♣❧✉s ❛♣♣❧✐q✉é❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧❛ t❤ès❡ ❞✬❆♥t❤♦♥②
❉♦♥✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❡①♣ér✐♠❡♥té ❞❡s ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥s ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ♥❛✈✐❣❛❜❧❡s ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡
❧❛ ✈✐s✉❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞❡ ♣r♦♣♦s❡r à ✉♥ ✉t✐❧✐s❛t❡✉r✱ ❞♦♥❝ ❤✉♠❛✐♥✱
✉♥❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❞❡ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❞❡s ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥s ❞✬✐♠❛❣❡s ✐♥❞❡①é❡s q✉✐ ❧✬✐♥❝✐t❡ à ✉t✐❧✐s❡r✱
❝♦♥s❝✐❡♠♠❡♥t ♦✉ ♥♦♥✱ ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❣❧♦✉t♦♥s ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✳✶✳

▲❛ ❞❡r♥✐èr❡ s❡❝t✐♦♥ tr❛✐t❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡♥ ❝♦✉rs✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ♣r♦♣♦s❡r ❞❡s ♠é❝❛♥✐s♠❡s
❞❡ ♣ré✲tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡ s②stè♠❡s ❞❡ ❣❡st✐♦♥ ❞❡ ❜❛s❡s ♣♦✉r ♦♣t✐♠✐s❡r ❧❡s t❡♠♣s ❞❡ r❡q✉êt❡s✳
▲❡s r❡q✉êt❡s s♦♥t t②♣✐q✉❡♠❡♥t ❧❡s r❡q✉êt❡s ❢♦r♠✉❧é❡s ❡♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ❙◗▲✳

✹✵



✹✳✶ ❯♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ♣❛r ❛❣❡♥ts ♠♦❜✐❧❡s ♣♦✉r ✉♥

rés❡❛✉ ♥♦♥ ✜❛❜❧❡

✹✳✶✳✶ ❈♦♥t❡①t❡

▲❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ❞é♣❛rt ❞❡ ❝❡tt❡ ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡ ❡st ❧❛ ❝♦♥st❛t❛t✐♦♥ q✉❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡
❞❡s ❛❣❡♥ts ♠♦❜✐❧❡s t✐❡♥t ♣❡✉ ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❛s♣❡❝ts q✉✐ ♥♦✉s s❡♠❜❧❡♥t ✐♠♣♦rt❛♥ts ✿
❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ré❡❧❧❡ ❞❡s rés❡❛✉①✱ ❧❛ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ✭♦✉ ♥♦♥✮ ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s ♠é♠♦✐r❡✱ ❧❡s ❝♦♥sé✲
q✉❡♥❝❡s ❞❡ ❧❛ ❝♦rr✉♣t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠é♠♦✐r❡ ♦✉ ❞✉ ❝♦❞❡✱ ✳ ✳ ✳

▲❡s ❛❣❡♥ts ♠♦❜✐❧❡s ❢♦♥t ré❢ér❡♥❝❡ à ❞❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡s ✐❞❡♥t✐✜❛❜❧❡s ❡t
❛✉t♦♥♦♠❡s q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t s❡ ❞é♣❧❛❝❡r à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞✬✉♥ rés❡❛✉ ❡t q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t ❛❣✐r ❛✉ ♥♦♠
❞✬✉♥ ✉s❛❣❡r ♦✉ ❞✬✉♥❡ ❛✉tr❡ ❡♥t✐té✳ ▲❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s r❡❝❤❡r❝❤❡s ❝♦✉r❛♥t❡s s✉r ❧❡ ♣❛r❛❞✐❣♠❡
❞❡s ❛❣❡♥ts ♠♦❜✐❧❡s ♣♦✉rs✉✐✈❡♥t ❞❡✉① ♦❜❥❡❝t✐❢s ✿ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞✉ tr❛✜❝ ❞❡ rés❡❛✉ ❡t ❧✬✐♥✲
t❡r❛❝t✐♦♥ ❛s②♥❝❤r♦♥❡✳ ❈❡s ❞❡✉① ♦❜❥❡❝t✐❢s ❞é❝♦✉❧❡♥t ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❞✉ ❞és✐r ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧❛
s✉r❝❤❛r❣❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡t ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❡✣❝❛❝❡♠❡♥t ❧❡s r❡ss♦✉r❝❡s ❞✉ rés❡❛✉✳ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥
❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥s ♣♦✉r ✉t✐❧✐s❡r ❧❡ ♣❛r❛❞✐❣♠❡ ❞✬❛❣❡♥t ♠♦❜✐❧❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❛
r❡❝❤❡r❝❤❡ ✐♥t❡❧❧✐❣❡♥t❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❧❡ ❝♦♠♠❡r❝❡ é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡✱ ❧❛ ❣❡st✐♦♥ ❞❡ rés❡❛✉①✱ ❧❛
❣❡st✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠♦❜✐❧✐té ❡t ❧❡s s❡r✈✐❝❡s é✈♦❧✉és ❞❡ té❧é❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❞❡♠❡✉r❡♥t ❛❝t✉❡❧❧❡✲
♠❡♥t ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❧❡s ♣❧✉s s♦✉✈❡♥t ✈✐sé❡s ❞❛♥s ❝❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❡t ❢♦♥t ❧✬♦❜❥❡t ❞❡ s②stè♠❡s
❞✬❛❣❡♥ts ♠♦❜✐❧❡s✳ ▲❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡s té❧é❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s s❡ ♣rêt❡ ❞♦♥❝ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t à
❝❡ ❣❡♥r❡ ❞❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡ ❛✉t♦✉r ❞❡ ❧❛q✉❡❧❧❡ ✉♥❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉té très ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ ❝❤❡r✲
❝❤❡✉rs s✬❛❝t✐✈❡ à ❝♦♥❝❡✈♦✐r ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ♥♦✈❛tr✐❝❡s ❛✉① ♣r♦❜❧è♠❡s t♦✉❝❤❛♥t ❧❡s ❞♦♠❛✐♥❡s
♠❡♥t✐♦♥♥és✳

✹✳✶✳✷ ❯♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ rés❡❛✉ ✐♥❝❡rt❛✐♥

◆❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥t ♣❛s ❧✬✐❞❡♥t✐té✱ ❧✬❛❞r❡ss❡ ♦✉ ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ♠❡♥❛♥t ❛✉ ♥÷✉❞ ❝✐❜❧❡✱ ❧✬❛❣❡♥t
✈❛ ✐♥t❡rr♦❣❡r ❞❡s ♥÷✉❞s ❝♦♥t❡♥❛♥t ❞❡s ✐♥❞✐❝❛t✐♦♥s ❡t é❧❛❜♦r❡r ❛✉ ❢✉r ❡t à ♠❡s✉r❡ s♦♥
❝❤❡♠✐♥❡♠❡♥t✳ ❉❛♥s ❬❍❑❑✵✹❪✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦♣♦sé ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s
❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❝❤❛q✉❡ ♥÷✉❞ ♣♦✐♥t❡ s✉r ✉♥ ❧✐❡♥ ♠❡♥❛♥t à ❧❛ ❞❡st✐♥❛t✐♦♥✳ ▲❡ ♥♦❡✉❞ ✈♦✐s✐♥
✐♥❞✐q✉é ❡st s❡♥sé ❛♣♣❛rt❡♥✐r à ✉♥ ♣❧✉s ❝♦✉rt ❝❤❡♠✐♥ ✈❡rs ❧❛ ❝✐❜❧❡✳ ■❧ ♣❡✉t ❛rr✐✈❡r q✉❡
❝❡rt❛✐♥s ♥÷✉❞s s♦✐❡♥t ❞é❢❛✐❧❧❛♥ts✱ ♣❛s à ❥♦✉r ♦✉ ♥❡ s❛❝❤❡♥t ♣❛s ❞♦♥♥❡r ❞✬✐♥❞✐❝❛t✐♦♥✳ ❈❡s
♥÷✉❞s s♦♥t ❞és✐❣♥és s♦✉s ❧❡ t❡r♠❡ ❣é♥ér✐q✉❡ ❞❡ ♠❡♥t❡✉rs ❡t ♣♦✐♥t❡♥t s✉r ✉♥ ✈♦✐s✐♥
q✉✐ é❧♦✐❣♥❡ ❞❡ ❧❛ ❝✐❜❧❡✳ ▼❛❧❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t✱ ❧✬❛❣❡♥t ♥❡ ❝♦♥♥❛✐t ♣❛s ❧✬ét❛t ❞✉ ♥♦❡✉❞ q✉✬✐❧
✐♥t❡rr♦❣❡✳ ❇✐❡♥ ❡♥t❡♥❞✉✱ s✐ ❧❡ rés❡❛✉ ♥✬❡st ❝♦♠♣♦sé q✉❡ ❞❡ ♥♦❡✉❞s ♠❡♥t❡✉rs✱ s❡✉❧❡ ✉♥❡
❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ t♦t❛❧❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ tr♦✉✈❡r ❧❛ ❝✐❜❧❡✳ ◆♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♠❡♥t❡✉rs
❡st k✳ ❙✉✐✈❛♥t ❧❡s ♠♦❞è❧❡s✱ ❧✬❛❣❡♥t ❝♦♥♥❛✐t ♦✉ ♥♦♥ ✉♥❡ ❜♦r♥❡ s✉r k✳ ◆♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s
❛✉ ♣✐r❡ ❝❛s ✿ ✉♥ ❛❞✈❡rs❛✐r❡ ❝♦♥♥❛✐t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❧✬❛❣❡♥t ❡t ♣❧❛❝❡ ❧❡s k ♠❡♥t❡✉rs à
s❛ ❣✉✐s❡ ✶✳ ▲❛ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❡st ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✱ ❡①♣r✐♠é❡ ❡♥
♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♥♦❡✉❞s ✈✐s✐tés✳ ▲❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡ ♥♦❡✉❞ s♦✉r❝❡ ❡t ❧❛ ❝✐❜❧❡ ❡st ♥♦té❡ d✳

✶✳ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r ♠♦❞è❧❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ♠❡♥t❡✉rs ❛ été ♣r♦♣♦sé ♣❛r ❑r❛♥❛❦✐s ❡t ❑r✐✲
③❛♥❝ ❬❑❑✾✾❪✳ ■❧s ♦♥t ❛♥❛❧②sé ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞é❞✐és ❛✉① ❛♥♥❡❛✉① ❡t ❛✉ t♦r❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱
❝❤❛q✉❡ ♥♦❡✉❞ ❡st s✉♣♣♦sé êtr❡ ♠❡♥t❡✉r ♦✉ ✜❛❜❧❡ ❛✈❡❝ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❝♦♥st❛♥t❡✳

✹✶



✹✳✶✳✸ ❘és✉♠é ❞❡s rés✉❧t❛ts

❈❡ tr❛✈❛✐❧ ❛ été ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❞❡✉① ❛rt✐❝❧❡s ❬❍❑❑✵✹✱ ❍❑❑❑✵✽❪ ❡t ✉♥ tr♦✐s✐è♠❡ ❛rt✐❝❧❡
❡st ❡♥ ❝♦✉rs s✉r ❝❡ s✉❥❡t✳ ❏❡ ♣rés❡♥t❡ ✐❝✐ ✉♥❡ s②♥t❤ès❡ r❛♣✐❞❡✳

❯♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❞✐❝❤♦t♦♠✐❡ s✬✐♠♣♦s❡ ✿ ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ✉♥✐✈❡rs❡❧s ❞♦♥♥❡♥t ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥
q✉❡❧ q✉❡ s♦✐t ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❝♦♥s✐❞éré ❛❧♦rs q✉❡ ❧❡s ❛❧❣♦r✐❤t♠❡s ❞é❞✐és s♦♥t s♣é❝✐✜q✉❡s à ✉♥❡
❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡s✳ ◆♦tr❡ ♣r❡♠✐❡r ❛rt✐❝❧❡ ❬❍❑❑✵✹❪ s✉r ❧❡ s✉❥❡t tr❛✐t❡ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t
❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞ét❡r♠✐♥✐st❡s ❞é❞✐és ❛✉① ❣r❛♣❤❡s ❝♦♠♣❧❡ts✱ ❛♥♥❡❛✉①✱ t♦r❡s✱ ❤②♣❡r❝✉❜❡s ❡t
❛r❜r❡s ❞❡ ❞❡❣ré ❜♦r♥é✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♣♦✉r ❧❡s ❛r❜r❡s ❞❡ ❞❡❣ré ❜♦r♥é✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦✉✈é
q✉❡ ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡st Ω(d+2min{k,d}) ❬❍❑❑✵✹❪ ♣♦✉r t♦✉t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ♣r♦♣♦sé ✉♥ ♣r❡♠✐❡r ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✉♥✐✈❡rs❡❧ ❡t s❛♥s ♠é♠♦✐r❡ ❞❛♥s
❬❍❑❑❑✵✽❪✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥❡ ♠❛r❝❤❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❜✐❛✐sé❡ ✭❇❘❲ ♣♦✉r ✧❜✐❛s❡st r❛♥❞♦♠ ✇❛❧❦✧✮ ✿

✕ ❇❘❲✭q✮ ✿ ❛✈❡❝ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té q✱ ❧✬❛❣❡♥t s✉✐t ❧❡ ❝♦♥s❡✐❧ ❞♦♥♥é ♣❛r ❧❡ ♥♦❡✉❞✳ ❙✐♥♦♥✱ ✉♥
✈♦✐s✐♥ ❡st ❝❤♦✐s✐ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ✉♥✐❢♦r♠❡ ♣❛r♠✐ ❝❡✉① ♥♦♥ ❝♦♥s❡✐❧❧és✳

❆✐♥s✐✱ ♣♦✉r q > 1/2✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♠♦♥tré q✉❡ ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ❞✉ t❡♠♣s ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡st ♠❛✲
❥♦ré ♣❛r O(d + rk) ❛✈❡❝ r = q

1−q ❬❍❑❑❑✵✽❪ ♣♦✉r t♦✉t ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❞❡❣ré ❜♦r♥é✳ ❉❡ ♣❧✉s✱

❝❡ rés✉❧t❛t ❡st ✜♥ ❝❛r ❇❘❲ ♠❡t ✉♥ t❡♠♣s Ω(d + rk) ♣♦✉r ❧❡ t♦r❡ ❬❍❑❑❑✵✽❪ ❛❧♦rs q✉✬✐❧
❡①✐st❡ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡ ❞é❞✐é ♠❡tt❛♥t ✉♥ t❡♠♣s d + O(k)✳ ❈❡tt❡ ❜♦r♥❡ ❡st ✉♥
♣❡✉ ❞é❝❡✈❛♥t❡ ❡t ♥♦✉s ♥♦✉s s♦♠♠❡s ♣♦sé ❧❛ q✉❡st✐♦♥ s✉r ❧✬é✈❡♥t✉❡❧❧❡ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞✬❛❧❣♦✲
r✐t❤♠❡s ✉♥✐✈❡rs❡❧s ♣❧✉s ❡✣❝❛❝❡s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❇❘❲ s✬❛✈èr❡ ♣❧✉s ❡✣❝❛❝❡ q✉❡ ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧
❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡ ♣♦✉r ❝❡rt❛✐♥❡s t♦♣♦❧♦❣✐❡s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✉ ❣r❛♣❤❡
❝♦♠♣❧❡t✱ ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡✈✐❡♥t ❝♦♥st❛♥t ❛❧♦rs q✉❡ t♦✉t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡
♠❡t ✉♥ t❡♠♣s Ω(k)✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❧❡s ♠❛r❝❤❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❜✐❛✐sé❡s ♥✬♦♥t ♣❛s ❜❡s♦✐♥ ❞❡
❧✬❤✐st♦r✐q✉❡ ❞❡s ♥÷✉❞s ✈✐s✐tés ♣♦✉r ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡r ❡t ♥✬♦♥t ❜❡s♦✐♥ q✉❡ ❞✬✉♥ ❡s♣❛❝❡ ♠é♠♦✐r❡
❝♦♥st❛♥t✳ ▲❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡s s❡♠❜❧❡♥t ❞♦♥❝ ♣❧✉s ✐♥tér❡ss❛♥ts ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡
♣r❛t✐q✉❡✳

✹✳✶✳✹ ✧ ❊①♣❛♥❞❡rs ✧

▲❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ré❡❧ ❡st ❧✬♦❜t❡♥t✐♦♥ ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ✉♥✐✈❡rs❡❧s ♣♦✉r ❧❡s ❣r❛♣❤❡s ❡①♣❛♥✲
❞❡rs✳ ❈❡ s♦♥t ❧❡s ❣r❛♣❤❡s à ❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ r❡♥❝♦♥trés ❞❛♥s ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❝✐r✲
❝♦♥st❛♥❝❡s ✿ ♣❡t✐t✲♠♦♥❞❡✱ ❣r❛♣❤❡s s❛♥s é❝❤❡❧❧❡✱ ❣r❛♣❤❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ∆✲ré❣✉❧✐❡rs ❞ès q✉❡
∆ > 2✱ ✳ ✳ ✳ ▲❡s ❣r❛♣❤❡s ❡①♣❛♥❞❡rs s♦♥t ❞❡s ❣r❛♣❤❡s ❝r❡✉① ✭❞❡❣ré ♠♦②❡♥ ✧♣❡t✐t✧✮✱ ❢♦rt❡✲
♠❡♥t ❝♦♥♥❡❝tés ❡t ❥♦✉❡♥t ✉♥ rô❧❡ ❝❧❡❢ ❡♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡ ❡t ❞❛♥s ❧❛ t❤é♦r✐❡
❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ✭✈♦✐r ❬❍▲❲✵✻❪ ♣♦✉r ✉♥ s✉r✈♦❧✮✳ ❋♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t✱ ✉♥ ❣r❛♣❤❡
G = (V,E) ❡st ✉♥ c✲❡①♣❛♥❞❡r s✐✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ s♦♠♠❡ts X ⊂ V ❛✈❡❝
|X| ≤ |V |/2✱ ♦♥ ❛ |Γ(X) \X| ≥ c|X| ♦ù Γ(X) ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✈♦✐s✐♥s ❞❡ X✳

❆ t✐tr❡ ✐♥❞✐❝❛t✐❢✱ ❧❡ rés❡❛✉ GT,c ❞é❝r✐t ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✺ ❡st ❛✉ss✐ ✉♥ ❡①♣❛♥❞❡r✳

✹✳✶✳✺ ◆♦✉✈❡❛✉① rés✉❧t❛ts

▲❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❡♥❝♦r❡ ♣❛r✉s✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥ tr❛✈❛✐❧ ❝♦♠✲
♠✉♥ ❛✈❡❝ ❉❛✈✐❞ ■❧❝✐♥❦❛s ✭▲❛❇❘■✮✱ ❆❞r✐❛♥ ❑♦s✇♦s❦✐ ✭❯♥✐✈❡rs✐té ❞❡ ●❞❛♥s❦✮ ❡t ◆✐❝♦❧❛s
◆✐ss❡ ✭■♥r✐❛ ❙♦♣❤✐❛ ❆♥t✐♣♦❧✐s✮✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦♣♦sé ❞✐✛ér❡♥ts ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ✉♥✐✈❡rs❡❧s ❞❡

✹✷



r❡❝❤❡r❝❤❡✳ ❚♦✉s ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s s♦♥t ❜❛sés s✉r ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❝❛♥♦♥✐q✉❡s ✿ ❆ ❝♦♥s✐st❡
à s✉✐✈r❡ ❧❡s ❝♦♥s❡✐❧s✱ ❘ ❡st ✉♥❡ ♠❛r❝❤❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ♣✉r❡ ✷ ❡t ❊ ❡st ✉♥❡ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❝♦r✲
r❡s♣♦♥❞❛♥t à ✉♥ ♣❛r❝♦✉rs ❡♥ ❧❛r❣❡✉r✳ ❖♥ ♣❡✉t ✐♠❛❣✐♥❡r ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s
❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❡♥ ❛❧t❡r♥❛♥t ❞❡s ♣❤❛s❡s ✐ss✉❡s ❞❡ ❝❡s ❜r✐q✉❡s ❞❡ ❜❛s❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❛ ❞✉ré❡
❞❡s ♣❤❛s❡s ❡st trés ✐♠♣♦rt❛♥t❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ s✐ ❧❛ ❞✉ré❡ ❞❡s ♣❤❛s❡s ❞❡ ❝♦♥s❡✐❧s ❆ ❡st ❜✐❡♥
s✉♣ér✐❡✉r❡ à ❧❛ ❞✉ré❡ ❞❡s ♣❤❛s❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❘✱ ✐❧ s❡ ♣❡✉t q✉❡ ❧✬❛❣❡♥t ♠♦❜✐❧❡ s♦✐t ❜❧♦q✉é
♣♦✉r t♦✉❥♦✉rs ❞❛♥s ❧❛ ♠ê♠❡ ré❣✐♦♥ ❞✉ ❣r❛♣❤❡✳

❙✐ ♦♥ s❡ ❝♦♥❝❡♥tr❡ s✉r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❘✴❆ ✿ ❧✬❛❣❡♥t ♠♦❜✐❧❡ ❛❧t❡r♥❡ ❞❡s ♣❤❛s❡s ❘ ❞❡ ❞✉ré❡
tR ❡t ❞❡s ♣❤❛s❡s ❆ ❞❡ ❞✉ré❡ tA✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ♥♦t❛♠♠❡♥t q✉❡ ✿

✕ P♦✉r ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ❡①♣❛♥❞❡rs✱ ❧❡s ❣r❛♣❤❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ∆✲ré❣✉❧✐❡r✱ ❧✬❛❧❣♦✲
r✐t❤♠❡ ❘✴❆ tr♦✉✈❡ s❛ ❝✐❜❧❡ ❡♥ t❡♠♣s O(kO(1) logO(1) n) ❛✈❡❝ tR = tA = Θ(log n) ❀

✕ P♦✉r ❧❡s ❣r✐❧❧❡s D✲❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡s✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❘✴❆ tr♦✉✈❡ s❛ ❝✐❜❧❡ ❡♥ t❡♠♣s 2d +
O(k5) + o(d) ❛✈❡❝ tR = tA = Ω(k3)✳

❈❡ ❞❡r♥✐❡r rés✉❧t❛t ♠♦♥tr❡ ❧✬✐♥térêt ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✉♥✐✈❡rs❡❧ ❘✴❆ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❇❘❲
q✉✐ ♠❡t ✉♥ t❡♠♣s Ω(d + 2k) ♣♦✉r ❧❡s ❣r✐❧❧❡s D✲❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡s✳ ▲❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ♣r❡✉✈❡
❡st ❜❛sé❡ s✉r ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ✈❡rs ❧❛ ❝✐❜❧❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té
❧♦❝❛❧❡ ❞❡ ♠❡♥t❡✉rs✳ ❇✐❡♥ q✉❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡s s♦✐t s✐♠♣❧❡✱ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❡st r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t
❝♦♠♣❧❡①❡✳ ❊❧❧❡ ♥✬❡st ❞♦♥❝ ♣❛s ❞ét❛✐❧❧é❡ ✐❝✐✳

▲❡ rés✉❧t❛t s✉r ❧❡s ❣r❛♣❤❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ∆✲ré❣✉❧✐❡rs ❡st très s✉r♣r❡♥❛♥t✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ✐❧
s✬❛❣✐t ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ❡①♣❛♥❞❡r ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ❧❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛❥♦r✐té ❞❡s s♦♠♠❡ts ❡st
❛r❜♦r❡s❝❡♥t ✿ ♣❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ♣♦✉r ❧❛ ♠❛❥♦r✐té ❞❡s s♦♠♠❡ts✱ ❧❡ s♦✉s✲❣r❛♣❤❡ ✐♥❞✉✐t ❞❡s
Θ(n1/2) ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡s s♦♠♠❡ts ❡st ✉♥ ❛r❜r❡✳ ❙❛❝❤❛♥t q✉❡ d + 2k ❡st ✉♥ ♠✐♥♦r❛♥t ✸ ❞✉
t❡♠♣s ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ♣♦✉r t♦✉s ❧❡s ❛r❜r❡s q✉❡❧ q✉❡ s♦✐t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✱ ✐❧ ♥✬ét❛✐t ♣❛s é✈✐❞❡♥t
❞✬❛❜♦✉t✐r à ✉♥ t❡♠♣s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✳ ❙❡✉❧❡♠❡♥t✱ ❞❛♥s ❧❡s ❣r❛♣❤❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ∆✲ré❣✉❧✐❡r✱
❧❛ ♣❤❛s❡ ❘ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝❤♦✐s✐r q✉❛s✐♠❡♥t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ✉♥✐❢♦r♠❡ ❞❡s s♦♠♠❡ts
❞❡ ❞é♣❛rt ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡s ❡①trê♠❡♠❡♥t r❛♣✐❞❡♠❡♥t✳ ❆✐♥s✐✱ ♠ê♠❡ s✐ ✉♥ ❛❞✈❡rs❛✐r❡ ❛ ❧❛
❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ❞é♣❛rt ✐♥✐t✐❛❧ ❡t ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✱ ✐❧ ♥❡ ♣❡✉t s❛✈♦✐r ♦ù s❡ s✐t✉❡
❧✬❛❣❡♥t ♠♦❜✐❧❡ à ❧❛ ✜♥ ❞✉ ♣❤❛s❡ ❘✳ ❉✉ ❝♦✉♣✱ ❧❡ ♣✐r❡ ♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡s ♠❡♥t❡✉rs ❝♦♥s✐st❡
à ❧❡s ❧♦❝❛❧✐s❡r t♦✉t ❛✉t♦✉r ❞❡ ❧❛ ❝✐❜❧❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ à ✉♥❡ ✈r❛✐❡ ♣r♦①✐♠✐té ❞❡ ❧❛ ❝✐❜❧❡✳ ▲❛
❝❤❛♥❝❡ ❛✐❞❛♥t✱ ✉♥❡ ♠❛r❝❤❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ q✉✐ ❞é♠❛rr❡ à ♣r♦①✐♠✐té ❞❡ ❧❛ ❝✐❜❧❡✱ ❞✐s♦♥s log k✱ ❛
✉♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❣r❛♥❞❡✱ Ω(k−Θ(1)) ❞✬❛❜♦✉t✐r à ❧❛ ❝✐❜❧❡✳

❉❡ ♠❛♥✐èr❡ ❣é♥ér❛❧❡✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✉♥✐✈❡rs❡❧ ❘✴❆ ❡st ✉♥❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡
❣❧♦✉t♦♥✰✳ ▲✬❛❥♦✉t ❞❡s ♣❤❛s❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ♣❡r♠❡t ❞✬é✈✐t❡r ❞❡ r❡st❡r ❜❧♦q✉é ❞❛♥s ❞❡s ❝✉❧s✲
❞❡✲s❛❝ s✐ ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ ♥✬❡st ♣❛s ♥❛✈✐❣❛❜❧❡✳

✹✳✶✳✻ ❱❡rs ❞❡s ❣r❛♣❤❡s ❞❡ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ t♦❧ér❛♥t ❞❡s ❡rr❡✉rs

❉❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ét✉❞✐é✱ ❧❡ ♣✐r❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ s❡♠❜❧❡ êtr❡ ❧✬❛r❜r❡✳ ❈✬❡st ♠❛❧❤❡✉✲
r❡✉s❡♠❡♥t ❧❛ str✉❝t✉r❡ ✉t✐❧✐sé❡ ♣❛r ❞é❢❛✉t ❞❛♥s ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❝✐r❝♦♥st❛♥❝❡s ✿ ❛r❜♦r❡s✲
❝❡♥❝❡ ❞❡ ✜❝❤✐❡rs✱ ✳ ✳ ✳♠❛✐s ♦♥ ♣❡✉t êtr❡ ❛♠❡♥é à ✈✐s✐t❡r ❞❡ ❣r❛♥❞s s♦✉s✲❛r❜r❡s ❛✈❛♥t ❞✬êtr❡

✷✳ ▲✬❛❣❡♥t ♥❡ t✐❡♥t ♣❛s ❝♦♠♣t❡ ❞❡s ❝♦♥s❡✐❧s ❡t ❝❤♦✐s✐ ❧❡ ♥♦❡✉❞ s✉✐✈❛♥t ♣❛r♠✐ ❧❡s ✈♦✐s✐♥s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡
❛❧é❛t♦✐r❡ ✉♥✐❢♦r♠❡✳

✸✳ ♣♦✉r k = O(log n)

✹✸



❝♦♥✈❛✐♥❝✉ q✉❡ ❧❛ ❝✐❜❧❡ ♥❡ s✬② tr♦✉✈❡ ♣❛s✳ ❈❡tt❡ ❝♦♥st❛t❛t✐♦♥ ❡st ✈❛❧❛❜❧❡ ❞❛♥s ❞✬❛✉tr❡s
♠♦❞è❧❡s ❞✬❡rr❡✉rs ✭♠❡♥t❡✉rs ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡s ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✮✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✉♥✐✈❡rs❡❧ ❘✴❆ ❡st
♣r♦♠❡tt❡✉r ❛✉ss✐ ❜✐❡♥ ♣♦✉r ❧❡s ❡①♣❛♥❞❡rs q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s ❣r✐❧❧❡s D✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❡❧❧❡s✳ ❖♥ ♣❡✉t
♣❛r✐❡r ❞✬❛✐❧❧❡✉rs q✉❡ ❝❡ rés✉❧t❛t ❡st ❣é♥ér❛❧✐s❛❜❧❡ ❛✉✇ ❣r❛♣❤❡s à ❝r♦✐ss❛♥❝❡ ♠♦❞éré❡✳ ❉✬✉♥❡
❝❡rt❛✐♥❡ ♠❛♥✐èr❡✱ t♦✉t ❣r❛♣❤❡ ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❝♦✉rts ❝❤❡♠✐♥s ❞✐s❥♦✐♥ts
s❡♠❜❧❡ ♣❡rt✐♥❡♥t✳

✹✳✷ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ à ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✬✐♠❛❣❡s ❞❛♥s ✉♥❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥

✐♥❞❡①é❡

▲❡s ❛♥❛❧②s❡s t❤é♦r✐q✉❡s ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ r♦✉t❛❣❡ ❣❧♦✉t♦♥ ♥♦✉s ♦♥t ❛♠❡♥é
à ♣r♦♣♦s❡r ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✬✐♠❛❣❡ ❞❛♥s ✉♥❡
❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ✐♥❞❡①é❡✳

✹✳✷✳✶ ❈♦♥t❡①t❡

❈♦♠♠❡♥t ♦r❣❛♥✐s❡r✱ ♣rés❡♥t❡r ❡t r❡❝❤❡r❝❤❡r ❞❡s ❞♦❝✉♠❡♥ts ♠✉❧t✐♠é❞✐❛ ❄
❈❡tt❡ q✉❡st✐♦♥ s❡ ♣♦s❡ ❞❛♥s ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❝❛❞r❡s ✿
✕ ▼♦t❡✉r ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✬✐♠❛❣❡s ❀
✕ ❈❤❛♣✐tr❛❣❡ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❡t ♦❜t❡♥t✐♦♥ ❞❡ rés✉♠és ❞❡ ❞♦❝✉♠❡♥ts ✈✐❞é♦ ❀
✕ ❖r❣❛♥✐s❛t✐♦♥ ❡t ❣❡st✐♦♥ ❞❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥s ❞✬✐♠❛❣❡s ♣❡rs♦♥♥❡❧❧❡s✳
❉❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❞✐✣❝✉❧tés s❡ ❞r❡ss❡♥t ❞❡✈❛♥t ♥♦✉s ✿
✕ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s s♦♥t ♠❛ss✐✈❡s ❡t ❝♦♠♣❧❡①❡s ✿ ❧❡s ♣ré✲❝❛❧❝✉❧s ♥é❝❡ss❛✐r❡s à ❧✬✐♥❞❡①❛t✐♦♥
s♦♥t ❞♦♥❝ ❧♦✉r❞s ❀

✕ ❧❡ ❢♦ssé sé♠❛♥t✐q✉❡ ✹ ❝♦♠♣❧✐q✉❡ é♥♦r♠é♠❡♥t ❧❛ ♣❡rt✐♥❡♥❝❡ ❞❡s ✐♥❞❡①❛t✐♦♥s✳
✕ ❆ ❝❡ ❥♦✉r✱ ♣❡✉ ❞❡ ❞❡s❝r✐♣t❡✉rs ✭rés✉♠és ❞✉ ❞♦❝✉♠❡♥t✮ r❛♣✐❞❡♠❡♥t ❝❛❧❝✉❧és s♦♥t

✐♥t❡r♣rét❛❜❧❡s ♣♦✉r ✉♥ ❤✉♠❛✐♥✳
✕ ▲✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❡rt✐♥❡♥❝❡ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛♥t ✐♥❞❡①❛t✐♦♥✱
r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❡t ✐♥tér❛❝t✐♦♥ ❡st ❞é❧✐❝❛t❡✳

❊♥ rés✉♠é✱ ♥♦✉s s♦♠♠❡s ❢❛❝❡ à ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ t❡♠♣s ❡t♠é♠♦✐r❡ ❞❡ ♣ré✲❝❛❧❝✉❧s✱
❞✬✐♠♣ré❝✐s✐♦♥ ❞❡s ❞❡s❝r✐♣t❡✉rs ❡t ❞❡s ✐♥❞❡① ❡t ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ q✉❛❧✐té ❞✬✉♥❡ s♦❧✉✲
t✐♦♥✳ ▲❡s tr♦✐s ♣r❡♠✐❡rs ♣♦✐♥ts s♦♥t t②♣✐q✉❡♠❡♥t ❞❡s ♠❡s✉r❡s é✈❛❧✉é❡s ❞❛♥s ♥♦s ❞✐✛ér❡♥ts
♠♦❞è❧❡s ❞❡ r♦✉t❛❣❡ ♦✉ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s✳

▲❡s ❞❡s❝r✐♣t❡✉rs ✉t✐❧✐sés s♦♥t ❝❛❧❝✉❧és à ♣❛rt✐r ❞❡ ❝♦♥t❡♥✉ ✈✐s✉❡❧ ✭✐♠❛❣❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡✲
♠❡♥t✮✳ ◆♦tr❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ tr❛✈❛✐❧ ❡st ❞♦♥❝ ❧❡s s②stè♠❡s ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✬✐♠❛❣❡s ❜❛sés s✉r ❧❡
❝♦♥t❡♥✉✳ ❙♦✉✈❡♥t✱ ❧❡s ❞❡s❝r✐♣t❡✉rs s♦♥t ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs ❡t ♥♦✉s ♠❛♥✐♣✉❧♦♥s ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡
❞✐ss✐♠✐❧❛r✐té✳

❘❡q✉êt❡✳ ◆♦tr❡ ♦❜❥❡❝t✐❢ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❡st ❛✈❛♥t t♦✉t ❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ✐♠❛❣❡✱ ❞✐t❡ ❝✐❜❧❡✱ ❞❛♥s
✉♥❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ✐♥❞❡①é❡✳ ❈❡❧❛ ♣❡✉t êtr❡ ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❞♦♥t ♦♥ ❛ ✉♥ ✈❛❣✉❡ s♦✉✈❡♥✐r ❞❛♥s ✉♥❡
❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♣❡rs♦♥♥❡❧❧❡✱ ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ♣♦✉r ✐❧❧✉str❡r ✉♥ ❞♦❝✉♠❡♥t✱ ✳ ✳ ✳ ✳ ❙✐ ❧✬❛❞r❡ss❡ ✭♥♦♠✱

✹✳ ■♥❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t ❧❡ ❢♦ssé sé♠❛♥t✐q✉❡ r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬é❝❛rt ❡♥tr❡ ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❡①tr❛✐t❡s ❛✉t♦♠❛t✐✲
q✉❡♠❡♥t ❡t ❝❡❧❧❡s ✐♥t❡r♣rété❡s ♣❛r ✉♥ ❤✉♠❛✐♥✳

✹✹



❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥✱ ✐♥❞❡①✱ ❞❡s❝r✐♣t❡✉r✮ ❞❡ ❧❛ ❝✐❜❧❡ ❡st ❝♦♥♥✉❡ ❛✈❡❝ ❡①❛❝t✐t✉❞❡✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥❡
r❡q✉êt❡ ❞❡ t②♣❡ r♦✉t❛❣❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❛ ♣r❛t✐q✉❡ ✈❡✉t q✉❡ ❝❡❧❛ ♥❡ s♦✐t ♣❛s ✈r❛✐♠❡♥t ❧❡
❝❛s✳ ❈✬❡st ❧❛ r❛✐s♦♥ ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s q✉✬✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳

❉❡s❝r✐♣t❡✉rs ❡t ❡s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡✳ ❉❛♥s ♥♦tr❡ tr❛✈❛✐❧✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✉t✐❧✐sé ❧❡ ❞❡s❝r✐♣✲
t❡✉r ❈♦❧♦r ▲❛②♦✉t ❞❡ ▼P❊●✼ ❬❇▼❘❙✵✷❪ q✉✐ rés✉♠❡ ❜✐❡♥ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ❝♦✉❧❡✉rs
❞❛♥s ❧✬✐♠❛❣❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❛✉ss✐ ❝♦♥s✐❞éré ✉♥ ❞❡s❝r✐♣t❡✉r ❞❡ ❧✉♠✐♥❛♥❝❡ ♣♦✉r ❞❡s ♣❡t✐t❡s
✐♠❛❣❡s ✭♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s ❞❡ 64×64 ♣✐①❡❧s✮✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❛✉ss✐ ♣r♦♣♦sé ✉♥ ❞❡s❝r✐♣t❡✉r ✐♥t❡r✲
♣rét❛❜❧❡ ♣❛r ✉♥ ❤✉♠❛✐♥✳ ❈❡ ❞❡r♥✐❡r ❞❡s❝r✐♣t❡✉r✱ ♥♦♠♠é ■❉✱ ❡st ❝♦♠♣♦sé ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s
s✉✐✈❛♥t❡s ✿

✶✳ ◆♦♠❜r❡ ❞❡ ✈✐s❛❣❡s ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ✭❛♥♥♦té ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ s✉♣❡r✈✐sé❡✮ ❀

✷✳ ▲❡ r❛t✐♦ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ♦❝❝✉♣é ♣❛r ❞❡s ✈✐s❛❣❡s ❀

✸✳ ▲❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ré❣✐♦♥s ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ♦❜t❡♥✉ ♣❛r ✉♥❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡
❝♦✉❧❡✉r ❀

✹✳ ▲❛ ❧✉♠✐♥❛♥❝❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❞✉ ❞❡s❝r✐♣t❡✉r ✧❝♦✉❧❡✉rs ❞♦♠✐♥❛♥t❡s✧ ❞❡ ▼P❊●✼ ❬❇▼❘❙✵✷❪✳

✺✳ ▲❛ s❛t✉r❛t✐♦♥ ❧❛ ♣❧✉s é❧❡✈é❡ ✭❊s♣❛❝❡ ❍❙❱✮ ❞✉ ❞❡s❝r✐♣❡✉r ✧❝♦✉❧❡✉rs ❞♦♠✐♥❛♥t❡s✧ ❞❡
▼P❊●✼✳

✻✳ ▲❛ t❡✐♥t❡ ✭❊s♣❛❝❡ ❍❙❱✮ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r ❞❡ ♣❧✉s ❢♦rt❡ s❛t✉r❛t✐♦♥ ❞✉ ❞❡s❝r✐♣❡✉r ✧❝♦✉✲
❧❡✉rs ❞♦♠✐♥❛♥t❡s✧ ❞❡ ▼P❊●✼✳

▲❡s ❞❡s❝r✐♣t❡✉rs ❝♦♥s✐❞érés ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ♠♦❞é❧✐sés ♣❛r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♠étr✐q✉❡ (P, δ)
❞é✜♥✐ s✉r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ P = {p1, . . . , pn} ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡ δ : P × P → R

+✳
❈❤❛q✉❡ ✐♠❛❣❡ ❡st r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r ✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡ ❡t ❧❡s ❞✐st❛♥❝❡s r❡♣ré✲
s❡♥t❡♥t ❧❛ ❞✐ss✐♠✐❧❛r✐té ❡♥tr❡ ✐♠❛❣❡s✳ ■❧ ♥✬② ❛ ❛✉❝✉♥❡ r❛✐s♦♥ q✉✬❡♥ ❣é♥ér❛❧ ❞❡s ❞✐ss✐♠✐❧❛r✐tés
♣✉✐ss❡♥t ❝♦rr❡s♣♦♥❞r❡ à ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡ ♠❛✐s ❝✬❡st ❧❡ ❝❛s ♣♦✉r ❧❡s ❞❡s❝r✐♣t❡✉rs ❝♦♥s✐✲

❞érés✳ ◆♦✉s ♥♦t♦♥s A =
maxpi,pj∈P (δ(pi,pj))

minpi,pj∈P (δ(pi,pj))
❧❡ r❛t✐♦ ❞✬❛s♣❡❝t ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡ (P, δ)✳

❯♥ ❞❡s ♣❛r❛♠êtr❡s très ✐♠♣♦rt❛♥t ❡st ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❛❧✐té ✐♥tr✐♥sèq✉❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s q✉✬✐❧
♥❡ ❢❛✉t ♣❛s ❝♦♥❢♦♥❞r❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♦✉ ❝♦❞❛❣❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s✳ P❛r
❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡s ♣♦✐♥ts ❞✉ ❝❡r❝❧❡ ✉♥✐té ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❡①♣r✐♠és ❛✈❡❝ ❞❡✉① ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❝❛r✲
tés✐❡♥♥❡s ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ ♠❛✐s ✉♥❡ s❡✉❧❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡ s✉✣t ❡♥ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♣♦❧❛✐r❡✳ ❉❡
♠❛♥✐èr❡ ❣é♥ér❛❧❡✱ ❧❡s ❞❡s❝r✐♣t❡✉rs ♠❛♥✐♣✉❧és ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❞é❝r✐ts ❡♥ très ❣r❛♥❞❡ ❞✐♠❡♥✲
s✐♦♥ ♠❛✐s êtr❡ ❛✉ss✐ ♣❧♦♥❣és ❞❛♥s ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ♣❡t✐t❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤♦✐s✐ ❝♦♠♠❡
♠❡s✉r❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❛❧✐té ✐♥tr✐♥sèq✉❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞♦✉❜❧❛♥t❡✳ ❊♥ ✈♦✐❝✐ ✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥✳

P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♣♦✐♥t p ∈ P ✱ cp(r) ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡ ❜♦✉❧❡s ❞❡ r❛②♦♥ r r❡q✉✐s
♣♦✉r ❝♦✉✈r✐r t♦✉s ❧❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ Bp(2r)✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♣❧✉s ♣❡t✐t ❡♥s❡♠❜❧❡
P ′ ⊆ P ❞❡ ❝❛r❞✐♥❛❧✐té cp(2r) q✉✐ ❡st ✉♥❡ r✲❞♦♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡ Bp(2r)✳ ▲❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞♦✉❜❧❛♥t❡
❞❡ (P, δ) ❡st ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞❡ ❞❞✐♠ = log2 Cp(r) ♣♦✉r t♦✉t❡s ❧❡s ✈❛❧❡✉rs r ∈ {2i|i =
0 . . . log2 A} ❡t ❝❤❛q✉❡ ♣♦✐♥t p ∈ P ✳

✹✳✷✳✷ ▲✐♠✐t❛t✐♦♥s ❞❡s s②stè♠❡s ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡①✐st❛♥ts

❘❡q✉êt❡s ♣❛r ❧✬❡①❡♠♣❧❡✳ ▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❝♦♥s✐st❡ s♦✐t à s♣é❝✐✜❡r ♣ré❝✐sé♠❡♥t ✉♥ ♦✉ ♣❧✉✲
s✐❡✉rs ❞❡s❝r✐♣t❡✉rs ♦✉ ❞❡ ❞♦♥♥❡r ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ♣ré❝✐s ✭✐♠❛❣❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡✱ ❞❡ss✐♥ ❣r♦ss✐❡r✮✳

✹✺



❉❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❝❛s✱ ❝❡❧❛ r❡✈✐❡♥t à ✜①❡r ✉♥❡ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❛✉ ❞❡s❝r✐♣t❡✉r ❡t ❞❡ ❢❛✐r❡ ❞❡s r❡✲
q✉êt❡s ❞❡ t②♣❡ r❡q✉êt❡s ❞❡s ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡s ♣♦✐♥ts ❞❛♥s ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ é✈❡♥t✉❡❧✲
❧❡♠❡♥t ❣r❛♥❞✳ ▲❡s ✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥ts s♦♥t ♠✉❧t✐♣❧❡s ✿ ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞✬✐♥t❡rr♦❣❛t✐♦♥ ♥✬❡st ♣❛s
❛❣ré❛❜❧❡✱ ❧✬✐♥tér❛❝t✐♦♥ ❡st q✉❛s✐♠❡♥t ✐♥❡①✐st❛♥t❡✱ ❧❛ ♣❡rt✐♥❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ré♣♦♥s❡ ❡st ❛ss❡③
❛❧é❛t♦✐r❡ à ❝❛✉s❡ ❞✉ ❢♦ssé sé♠❛♥t✐q✉❡✱ ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ré♣♦♥s❡ ♣❡✉t êtr❡ très ❧♦♥❣ à ❝❛✉s❡ ❞❡
❧❛ ♠❛❧é❞✐❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❣r❛♥❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✺✳

❇♦✉❝❧❛❣❡ ❞❡ ♣❡rt✐♥❡♥❝❡✳ ❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❡st très ✐♥tér❛❝t✐✈❡ ❡t ✐♥t✉✐t✐✈❡✳ ❖♥ ♣r♦♣♦s❡
à ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❞✬✐♠❛❣❡s ❡t ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ✐♥❞✐q✉❡ q✉❡❧❧❡s s♦♥t ❧❡s ✐♠❛❣❡s
❛②❛♥t ✉♥ r❛♣♣♦rt ❛✈❡❝ ❧❛ ❝✐❜❧❡ ✭❡①❡♠♣❧❡s ♣♦s✐t✐❢s✮ ❡t é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❝❡❧❧❡s q✉✐ s♦♥t très
❞✐ss✐♠✐❧❛✐r❡s ❞❡ ❧❛ ❝✐❜❧❡ ✭❡①❡♠♣❧❡ ♥é❣❛t✐❢s✮✳ ❯♥ ❝❛❧❝✉❧ s✉r ❧❡ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡ ✭❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡
♠étr✐q✉❡ ❞❡s ❞❡s❝r✐♣t❡✉rs✮ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ❝✐❜❧❡ ❡st ❡✛❡❝t✉é ❡t ✉♥ ♥♦✉✈❡❧
é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ✐ss✉ ❞❡ ❝❡t ❡s♣❛❝❡ ❡st à ♥♦✉✈❡❛✉ ♣r♦♣♦sé✳ ❈❡tt❡ ✐♥tér❛❝t✐♦♥ ❡st ✐téré❡ ❥✉sq✉✬à
❧✬♦❜t❡♥t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝✐❜❧❡✳ ▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥t ❡st q✉✬✐❧ ❢❛✉t ♣❛r❢♦✐s ♣ré❝✐s❡r ✉♥ ❣r❛♥❞
♥♦♠❜r❡ ❞✬❡①❡♠♣❧❡s ♣♦s✐t✐❢s ❡t ♥é❣❛t✐❢s✳

✹✳✷✳✸ ❘❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✬✐♠❛❣❡s ♣❛r ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❧♦❝❛❧❡

◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦♣♦sé ❞❛♥s ❬❉❍✵✽❪ ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❜❛sé❡ s✉r ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ ✿
❈❤❛q✉❡ ♥÷✉❞ ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ ✭❝❢✳ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❡ ♥♦❡✉❞ r♦✉❣❡ r❡♣ré✲
s❡♥t❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❝♦✉r❛♥t❡ ❡t ❧❡s ♥♦❡✉❞s ♦r❛♥❣❡s s♦♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡✮ r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ❡♥t✐té ✈✐s✉❡❧❧❡
✭✐♠❛❣❡ ♦✉ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬✐♠❛❣❡s s✐♠✐❧❛✐r❡s✮✳ ▲❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞✬✉♥ t❡❧ ❣r❛♣❤❡ ♥é❝❡ss✐t❡ ❞❡ ❞é✲
✜♥✐r ❧❡s ❧✐❡♥s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à ❝❡ q✉❡ ❧❡ ❣r❛♣❤❡ rés✉❧t❛♥t s♦✐t ♥❛✈✐❣❛❜❧❡ ✭❝❢ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✮✳ ❉❡
♥♦♠❜r❡✉s❡s ❞✐✣❝✉❧tés s♦♥t à ♣ré✈♦✐r ✿ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ❞❡ t❛✐❧❧❡ ✓ r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡ ✔
❡st très ❞✐✣❝✐❧❡ ❀ ❧❛ ❢❛✐❜❧❡ t❡♥❡✉r sé♠❛♥t✐q✉❡ ❞❡s ❞❡s❝r✐♣t❡✉rs ✐♠❛❣❡s ❡t ❞❡s ✈✐❞é♦s ✭♥♦r♠❡
▼P❊● ✼✮ ❡♠♣ê❝❤❡ ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ❞❡s ❣r❛♣❤❡s ré❡❧❧❡♠❡♥t ♥❛✈✐❣❛❜❧❡s✳ ✳ ✳ ❡t ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❡st
✉♥ ❤✉♠❛✐♥✳ ❉✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ✐♥tér❛❝t✐❢✱ ♥♦tr❡ s②stè♠❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡ s✐♠✐❧❛✐r❡♠❡♥t ❛✉①
s②stè♠❡s ❞❡ ❜♦✉❝❧❛❣❡ ❞❡ ♣❡rt✐♥❡♥❝❡ ✿

✕ ♦♥ ♣r♦♣♦s❡ ✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❞✬✐♠❛❣❡s ❡t ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❞és✐❣♥❡ ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ✈♦✐s✐♥❡ q✉✐
❧✉✐ s❡♠❜❧❡ ❧❛ ♣❧✉s s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❧❛ ❝✐❜❧❡✳

✕ ❯♥ ♥♦✉✈❡❧ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❡st ♣r♦♣♦sé✳
❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❛ ♥♦✉✈❡❛✉té ❡st ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉ ♥♦✉✈❡❧ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ✿ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡s ✈♦✐s✐♥s ❞❛♥s

❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥✳ ▲✬❡s♣♦✐r ❡st ❞♦♥❝ q✉❡ s✐ ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❡st ♥❛✈✐❣❛❜❧❡✱ ♦♥ s❡ r❛♣♣r♦❝❤❡
❞❡ ❧❛ ❝✐❜❧❡ à ❝❤❛q✉❡ ✐tér❛t✐♦♥✳ ❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❡st ❞✐t❡ ❧♦❝❛❧❡ ❝❛r ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥
❡st ❢❛✐t à ♣❛rt✐r ❞✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❝♦✉r❛♥t❡ ❞❛♥s ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥✳ ▲❡
♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❡①❛❝t❡♠❡♥t à ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❣❧♦✉t♦♥✰ ✭❝❢✳ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✳✶✮✳
▲❡s ♥♦❡✉❞s ♠❡♥t❡✉rs ♠♦❞é❧✐s❡♥t ❧❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❞❡ ❢♦ssé sé♠❛♥t✐q✉❡ ❡t ❧❡s ❡rr❡✉rs ❢❛✐t❡s
♣❛r ✉♥ ✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❤✉♠❛✐♥ ❧♦rs ❞❡ s❡s ❝❤♦✐①✳

✺✳ ❊♥ ❣é♥ér❛❧ ❝❡ t❡♠♣s ❡st ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳ P❧✉s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t✱ ❧❛
♠❛❧é❞✐❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❣r❛♥❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❛✐sé♠❡♥t ✐♥❞❡①❛❜❧❡s ❡♥ ❣r❛♥❞❡
❞✐♠❡♥s✐♦♥✳

✹✻



❛✮ ❜✮ ❜✮

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶ ✕ ❛✮ ●r❛♣❤❡ ❞❡ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❧❡t✳ ❜✮ ♦r❛♥❣❡✴r♦✉❣❡ ✿ é❧é♠❡♥ts ♠♦♥trés à
❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r✱ ✈❡rt ✿ ❝✐❜❧❡✳ ❝✮ ♦♥ s❡ r❛♣♣r♦❝❤❡

▲✐♠✐t❛t✐♦♥s ❞❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❧♦❝❛❧❡s ❡①✐st❛♥t❡s✳ ❉❡✉① s♦❧✉t✐♦♥s ❡①✐st❡♥t ✭❙❲■▼ ❞❡
❆♥❞r♦✉ts♦s ❡t ❛❧✳ ❬❆❑P+✵✹❪ ✭❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ ❡st ✉♥ ❛♥♥❡❛✉ ❛✉❣♠❡♥té ❞❡ k ♣❧✉s
♣r♦❝❤❡s ✈♦✐s✐♥s✮ ❡t NNk✲♥❡t✇♦r❦s ❞❡ ❍❡❡s❤ ❡t ❘✉❣❡r ❬❍❘✵✹❪ ✭❝♦♠♣♦sé ❞✬✉♥ ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡
♣♦✐♥t ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s ❞❡ ❞❡s❝r✐♣t❡✉rs✮✳ ▲❡s ✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥ts ❞❡ ❝❡s ❣r❛♣❤❡s
❞❡ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ s♦♥t ❧❡s s✉✐✈❛♥ts ✿

✕ ♥♦♥✲♥❛✈✐❣❛❜❧❡ ✿ ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡ ❣❛r❛♥t✐❡ ❞❡ s✉❝❝és ❝❛r ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ♣✉✐ts ❡t ♦♥ ♣❡✉t
s❡ ❤❡✉rt❡r à ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❧✐♠✐t❡ ❞❡ ♣❡r❝❡♣t✐♦♥✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ❧❡s ✈♦✐s✐♥s s♦♥t
tr♦♣ s✐♠✐❧❛✐r❡s ❡t ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❞❡✈✐❡♥t ✐♥❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ ❝❤♦✐s✐r✳

✕ ❞✐❛♠ètr❡ ♥♦♥ ❜♦r♥é ✿ ❝❡❝✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ♥❡ ❧✬❡st ❞♦♥❝ ♣❛s ♥♦♥
♣❧✉s✳

❈♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥

▲✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ♠❡♥t❡✉rs ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧✬❛r❜r❡ ♥✬❡st ♣❛s ✉♥❡
t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❛♣♣r♦♣r✐é❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧✬❛r❜r❡ T ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✷ ❝♦♥str✉✐t à
♣❛rt✐r ❞❡ 20 ✐♠❛❣❡s ♥✬❡st ♣❛s ♥❛✈✐❣❛❜❧❡✳ ❊♥ ♣r❡♥❛♥t ❝♦♠♠❡ s♦✉r❝❡ ❧❛ r❛❝✐♥❡ ❡t ❝♦♠♠❡
❝✐❜❧❡ ✉♥❡ ❞❡s ✹ ♣r❡♠✐èr❡s ❢❡✉✐❧❧❡s✱ ♦♥ ♣❡✉t êtr❡ ❛♠❡♥é à ✈✐s✐t❡r t♦✉t ❧❡ s♦✉s✲❛r❜r❡ ❞r♦✐t
♣♦✉r r✐❡♥✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ GT,c t❡❧ q✉❡ ❞é✜♥✐ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✺✱ ❡st
♥❛✈✐❣❛❜❧❡✳ ▲❡ ❞❡s❝r✐♣t❡✉r ❝♦♥s✐❞éré ❡st ❈♦❧♦✉r ▲❛②♦✉t✱ ✉♥ ❞❡s❝r✐♣t❡✉r ❞❡ ▼P❊●✼✱ q✉✐
❝❛r❛❝tér✐s❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ❝♦✉❧❡✉rs ❞❛♥s ❧✬✐♠❛❣❡✳ ▲❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❞✐ss✐♠✐❧❛r✐té ❛ss♦❝✐é❡
✐♥❞✉✐t ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ♠♦♥tré ❞❛♥s ❬❉❍✵✽❪ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✷✳✶✳ ❊♥ ♣❛rt❛♥t ❞✉ ♥♦❡✉❞ r❛❝✐♥❡ ✭❞❡ ♣❧✉s ❤❛✉t ♥✐✈❡❛✉✮ ❞❡ GT,c✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡
❣❧♦✉t♦♥✰ ✭r❡s♣✳ ❣❧♦✉t♦♥ ✮ ❛tt❡✐♥t s❛ ❝✐❜❧❡ ❡♥ log A s❛✉ts ✭r❡s♣✳ O(2O(❞❞✐♠) log A)✮ s✐ ❡t
s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ c ≥ 6✳

✹✳✷✳✹ ❊①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s

❉❛♥s ❬❉❍✵✽✱ ❉♦♥✵✻❪✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦♣♦sé ✉♥❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❞❡ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ ❜❛sé❡ s✉r GT,c

❛✈❡❝ c = 6✳ ■❧ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ s✐❣♥❛❧❡r q✉❡ ♣❧✉s ❧❛ ✈❛❧❡✉r c ❛✉❣♠❡♥t❡✱ ♣❧✉s ❧❡ ❞❡❣ré
♠❛①✐♠❛❧ ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t ✭❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ 2O(c❞❞✐♠)✮✳

✹✼



❛✮

❜✮

❋✐❣✉r❡ ✹✳✷ ✕ ❛✮ ❉♦♥♥é❡s ✐♥✐t✐❛❧❡s✳ ❜✮❆r❜r❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s T ♣♦✉r ❧❡s ✐♠❛❣❡s ✐♥❞❡①é❡s ♣❛r
❈♦❧♦✉r ▲❛②♦✉t✳

✹✽



❋✐❣✉r❡ ✹✳✸ ✕ ■♥t❡r❢❛❝❡ ❞❡ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥

▲✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ♣❡✉t ❛✐♥s✐ s❡ ♣r♦♠❡♥❡r ❞❛♥s GT,c ❡♥ ❛②❛♥t ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ✉♥❡ ✈✐s✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡✳
❉❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✸✱ ❧✬✐♠❛❣❡ ❝♦✉r❛♥t❡ ❡st ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ✭❡♥❝❛❞ré❡ ❡♥ r♦✉❣❡✮✱ ♦♥ ♥❡ ♠♦♥tr❡ q✉❡
❧❡s ✐♠❛❣❡s ✈♦✐s✐♥❡s ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ ❝♦✉r❛♥t ❡t ❧❛ ❝✐❜❧❡ ❡st r❡♣rés❡♥té❡ à ❞r♦✐t❡✳ ▲❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡
♠♦♥t❡r✴❞❡s❝❡♥❞r❡ ❞❛♥s ❧❡s ♥✐✈❡❛✉① ♣❡✉t êtr❡ ✈✉❡ ❝♦♠♠❡ ❞❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞❡ r❛✣♥❡♠❡♥t
✭③♦♦♠✮ ♦✉ ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ✭❞❡③♦♦♠✮✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s ♠❡♥é ✺ ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✬✐♠❛❣❡s ❛✈❡❝ ✶✶ ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs✳ ❈❤❛q✉❡
❡①♣ér✐❡♥❝❡ ❝♦♥s✐st❡ à tr♦✉✈❡r ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ✺ ✐♠❛❣❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s✱ ✐♠♣❧✐q✉❛♥t ✉♥ t♦t❛❧
❞❡ ✺✺ tâ❝❤❡s ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ♣❛r ❡①♣ér✐❡♥❝❡✳ ▲❡s ✐♠❛❣❡s ❝✐❜❧❡s ♦♥t été ❝❤♦✐s✐❡s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡
❛❧é❛t♦✐r❡ ❡t s♦♥t ❧❡s ♠ê♠❡s ♣♦✉r t♦✉s ❧❡s ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs✳ ▲❛ t❛❜❧❡ ✹✳✷✳✹ ❞é❝r✐t ❧❡s ♣❛r❛♠êtr❡s
❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❡①♣ér✐❡♥❝❡✳ P♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥✱ ❝❤❛q✉❡ ❡①♣ér✐❡♥❝❡ ❡st ❛✉ss✐ ré♣été❡
❛✈❡❝ ✉♥ ❛✣❝❤❛❣❡ ❝♦♠♣❧❡t ❞❡ ❧❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ✭r❡❝❤❡r❝❤❡ ❧✐♥é❛✐r❡✮ ❛✐♥s✐ q✉✬❛✈❡❝ ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡
♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ GT,6 ✭♥❛✈❣r❛♣❤❡✮✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ✭❢❛❝❡s✮ ❡st ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧
t♦✉t❡s ❧❡s ✐♠❛❣❡s s♦♥t ♣❡r❝❡♣t✉❡❧❧❡♠❡♥t trés s✐♠✐❧❛✐r❡s ❡t ❧❛ tâ❝❤❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡st ❞é❧✐✲
❝❛t❡✳ ❉❛♥s ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥✱ ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❡st ❞❡ ♠♦♥tr❡r ❧✬✐♠♣❛❝t ❞✉ ❝❛r❛❝tèr❡
✐♥t❡r♣rét❛❜❧❡ ❞✉ ❞❡s❝r✐♣t❡✉r✳

▲❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s s♦♥t
✕ ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ✿ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❧✐❝s ✭s❛✉ts✮ ❡t ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ✭❡♥

s❡❝♦♥❞❡s✮ ❀
✕ ❧❡ t❛✉① ❞❡ ré✉ss✐t❡ ❀
✕ ❧❛ ❝❤❛r❣❡ ❝♦❣♥✐t✐✈❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s q✉❡ ❧✬❤✉♠❛✐♥ ❞♦✐t tr❛✐t❡r✳

❈❡❧❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐♠❛❣❡s ❛✣❝❤é❡s s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t✳ ■❧ s✬❛❣✐t
❞✉ ❞❡❣ré ❞❡s s♦♠♠❡ts ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥✳

❊♥ rés✉♠é ✭✈♦✐r ❬❉♦♥✵✻✱ ❉❍✵✽❪ ♣♦✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s rés✉❧t❛ts✮✱ ❞❛♥s ♥♦s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s✱ ❧❡
t❡♠♣s ♠é❞✐❛♥ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡st ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ✷✺s ♣♦✉r ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ ❡t ❞❡ ✸✵s

✹✾



❊①♣✳ ❈♦❧❧❡❝t✐♦♥ ❞✬✐♠❛❣❡s ❉❡s❝r✐♣t❡✉r ❡t ♠❡✲
s✉r❡ ❞❡ ❞✐ss✐♠✐❧❛✲
r✐té

■♥t❡r❢❛❝❡

✶ ✷✻✺ ✐♠❛❣❡s ❞✬✉♥ ♠ê♠❡ ♠♦✲
❞è❧❡ ❞❡ ✈✐s❛❣❡s ✭❢❛❝❡s✮ ❛✈❡❝
✸ ❞❡❣rés ❞❡ ❧✐❜❡rté

▲✉♠✐♥❛♥❝❡
∈ [0, 1]4096

❡t ♥♦r♠❡ L1
✭⌈log(A)⌉ = 6✮✳

♥❛✈❣r❛♣❤ c = 6✳
✭H = 5 ✱ ∆̄ =
22.95✮

✷ ✺✵✵ ✐♠❛❣❡s✲❝❧és ❞✉ ❝♦r♣✉s
❚❘❊❈❱■❉ ✷✵✵✷ ❝♦r♣♦r❛
✭tr❡❝✮

■❉ ❡t ♥♦r♠❡ ❛ss♦❝✐é
✭⌈log(A)⌉ = 7✮✳

♥❛✈❣r❛♣❤ c = 6✳
✭H = 6 ✱ ∆̄ =
10.73✮

✸ ✺✵✵ ✐♠❛❣❡s✲❝❧és ✭❝♦♠♠❡ ❡①♣✳
✷✮

▼P❊●✼ ❈▲❉
✭✶✷ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✮
❡t ♥♦r♠❡ L2−
♣♦♥❞éré ❬❇▼❘❙✵✷❪
✭⌈log(A)⌉ = 7✮✳

♥❛✈❣r❛♣❤ c = 6✳
✭H = 4 ✱ ∆̄ =
46.76✮

✹ ✷✻✺ ✐♠❛❣❡s ✭❝♦♠♠❡ ❡①♣✳ ✶✮✳ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❧✐♥é❛✐r❡✳
✺ ✺✵✵ ✐♠❛❣❡s ✭❝♦♠♠❡ ❡①♣✳ ✷✮✳ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❧✐♥é❛✐r❡✳

❚❛❜❧❡ ✹✳✶ ✕ ❏❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ✭H ✿ ♠é❞✐❛♥❡ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s❛✉ts ❡♥ ♠♦✐♥s ✶✷✵s✱ ∆̄ ✿ ❝❤❛r❣❡
❝♦❣♥✐t✐✈❡ ♠♦②❡♥♥❡✮✳

♣♦✉r ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❧✐♥é❛✐r❡ s✐ ❧❛ ❝✐❜❧❡ ❡st tr♦✉✈é❡ ❝❛r ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❧✐♠✐té ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡
à ✷ ♠✐♥✉t❡s✳ ▲❡ t❛✉① ❞❡ ré✉ss✐t❡ ❡st ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ✾✺✪ ♣♦✉r ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ ❡t ✽✺✪
♣♦✉r ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❧✐♥é❛✐r❡✳ ❈❡❝✐ ♠♦♥tr❡ ❧✬✐♥térêt ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ ♣❛r r❛♣♣♦rt à
❧✬❛✣❝❤❛❣❡ ❡①❤❛✉st✐❢ ❞❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥s ❞❡ q✉❡❧q✉❡s ❝❡♥t❛✐♥❡s ❞✬✐♠❛❣❡s✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s r❡♣r♦❞✉✐t
❝❡s ❡①♣ér✐❝❡♥❝❡s à ❞❡s ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥s ❞❡ ✶✵✵✵ ❡t ✷✵✵✵ ✐♠❛❣❡s ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❧✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞✉
❣r❛♣❤❡ ❞❡ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ ❡st ♣❧✉s ✢❛❣r❛♥t✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✉♥ ♣❛ss❛❣❡ ❛ ✉♥❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ é❝❤❡❧❧❡
✭♣❧✉s✐❡✉rs ❞✐③❛✐♥❡s ❞❡ ♠✐❧❧✐❡rs✮ ♥é❝❡ss✐t❡ ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ✧q✉❛❧✐té✧ ❞✬✐♥❞❡①❛t✐♦♥ ❝❛r ♥♦✉s
s♦♠♠❡s ❞❡ ♣❧✉s ❡♥ ♣❧✉s ❝♦♥❢r♦♥tés à ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❢♦ssé sé♠❛♥t✐q✉❡ ❛✐♥s✐ q✉✬à ✉♥❡
❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛r❣❡ ❝♦❣♥✐t✐✈❡ ♣♦✉r ❧✐♠✐t❡r ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ✻ ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r✳

✹✳✷✳✺ ❯♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♣♦✉r ❧✬❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡
❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ❞✬✐♠❛❣❡s

❆♣rès ❛✈♦✐r sé❧❡❝t✐♦♥♥é ❧❡s ✐♠❛❣❡s à ❛✣❝❤❡r✱ s❡ ♣♦s❡ ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈✐s✉❛❧✐s❛t✐♦♥ ✿
❝♦♠♠❡♥t ❞✐s♣♦s❡r ❧❡s ✐♠❛❣❡s ❄ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❝❡ tr❛✈❛✐❧ ❡st ❞❡ ✈✐s✉❛❧✐s❡r ❧❡s ❞✐ss✐♠✐❧❛r✐tés
❞✬✉♥❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ❞✬✐♠❛❣❡s ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ ❛✜♥ ❞✬❡①♣❧♦r❡r ❧❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥✳ ❙✐ ❧❡s ❞✐ss✐♠✐❧❛r✐tés
r❡♣rés❡♥t❡♥t ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡✱ ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❡st ❞♦♥❝ ❞❡ ♣❧♦♥❣❡r ❧✬❡s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡ ❞❛♥s
❧❡ ♣❧❛♥ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❞✐st♦rt✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❢♦rt❡ ✿ ❝❡ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❞❡s ♣♦✐♥ts q✉❡
❧✬♦♥ ♣❧♦♥❣❡ ♠❛✐s ❞❡s ✐♠❛❣❡s✱ ❝✬❡st✲❞✐r❡ ❞❡s r❡❝t❛♥❣❧❡s✳ ■❧ ❢❛✉t ❞♦♥❝ ❛✉ss✐ t❡♥✐r ❝♦♠♣t❡ ❞❡s
♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬♦❝❝❧✉s✐♦♥✳

✻✳ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉ t❡♠♣s ❞❡ ❧❛t❡♥❝❡ ❡♥ r♦✉t❛❣❡

✺✵



❚❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥

▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st q✉❡ ❧❡s s✐♠✐❧❛r✐tés ❡t ❞✐ss✐♠✐❧❛r✐tés ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡ ✐♥✐t✐❛❧
s♦✐❡♥t ❜✐❡♥ r❡✢été❡s ❡♥ ♣❡t✐t❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳ ❈❡s ❞❡✉① ♦❜❥❡❝t✐❢s s♦♥t ❛♥t❛❣♦♥✐st❡s ✿ ♣r❡♥♦♥s
n ♣♦✐♥ts ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❧❡s ❞✐st❛♥❝❡s ❞❡ t♦✉t❡ ♣❛✐r❡ s♦♥t ❧❡s ♠ê♠❡s✳ ❊ss❛②♦♥s ❞❡ ❧❡s
♣❧♦♥❣❡r ❞❛♥s ✉♥❡ ❣r✐❧❧❡ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ D✳ ▲❛ ❞✐st♦rt✐♦♥ ✼ ❡st Ω(n1/D) ♣♦✉r
t♦✉t ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t✳ ◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ♣❛r❢♦✐s ❧✬❛❜❜ré✈✐❛t✐♦♥ ▼❉❙ ✭✧♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥
s❝❛❧✐♥❣✧✮ ♣♦✉r ♣❛r❧❡r ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳

❯♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t ❞❛♥s ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ D ❝♦♥s✐st❡ à
❛✛❡❝t❡r à ❝❤❛q✉❡ ♣♦✐♥t p ❞✬✉♥ ❡s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡ ✉♥❡ ❝♦♦r❞♦♦♥♥é❡ ρ(p) ∈ R

D✳ ▲❛ ❞✐st❛♥❝❡
d(p, q) ❡st ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡ ❡♥tr❡ ρ(p) ❡t ρ(q)✳ ▲❛ ❞✐st♦rt✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t ♣❡✉t
s❡ ♠❡s✉r❡r ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ♠❛♥✐èr❡s ✿

✕ ❧❡ str❡ss ❡st ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ✿
√

∑

p

∑

q 6=p
(δ(p,q)−d(p,q))2
∑

p

∑

q 6=p d(p,q)2
❀

✕ ❧✬ét✐r❡♠❡♥t ❡st ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧❧❡ ✿ maxp,q
δ(p,q)
d(p,q) ✳

▲❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ❝❧✉st❡rs ✽ ❞❛♥s ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❡t ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ♣❧♦♥✲
❣❡♠❡♥t à ❜✐❡♥ ❧❡s r❡♣rés❡♥t❡r ❡♥ 2D ❡st ✉♥ é❧é♠❡♥t ✐♠♣♦rt❛♥t ♣♦✉r ❧✬❛♥❛❧②s❡ ✈✐s✉❡❧❧❡
❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳ ▲❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ✉s✉❡❧❧❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❞é❞✐é❡s à ❝❡tt❡ tâ❝❤❡ ❡t ❧❡s ❡s♣❛❝❡s ♠é✲
tr✐q✉❡s s♦♥t s♦✉✈❡♥t ❝♦♥s✐❞érés ❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥t✳ ▲✬❡s♣♦✐r t❛❝✐t❡ ❡st q✉❡ s✐ ♦♥ ♣❧♦♥❣❡ ✉♥ ❡s♣❛❝❡
♠étr✐q✉❡ ❡♥ 2D ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❢❛✐❜❧❡ ❞✐st♦rs✐♦♥✱ ❧❡s ❝❧✉st❡rs ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t✳

❆✜♥ ❞✬❡✛❡❝t✉❡r ❞❡ ❜♦♥♥❡s ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥s ❡♥ t❡♥❛♥t ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡✱
♥♦✉s ❛✈♦♥s ❡✉ ❜❡s♦✐♥ ❞❡ ❥❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥é❡s q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t ❞❡s ❝❧✉st❡rs✳ ❯♥ ❝♦r♣✉s ❜✐❡♥
❞é✜♥✐ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ♣❛rt✐t✐♦♥♥❛❜❧❡s ✾ ❡st ❞✐✣❝✐❧❡ à tr♦✉✈❡r✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ♣❧✉s✐❡✉rs
♠❛♥✐èr❡s ❞❡ ❞é✜♥✐r ❞❡s ❝❧✉st❡rs✳

▲❡s ❞❡✉① ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞❡ ▼❉❙ ❝♦♥s✐st❡♥t s♦✐t ❡♥ ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs
♣r♦♣r❡s ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❞✐ss✐♠✐❧❛r✐tés ✭❝✬❡st ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ st❛t✐st✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❡♥ ❝♦♠✲
♣♦s❛♥t❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡✱ ❧✬❆❈P✮ ♦ù ❧✬✉s❛❣❡ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ♣❤②s✐q✉❡s ✿ ♠♦❞è❧❡s à ❜❛s❡ ❞❡ r❡ss♦rts
♦✉ ❞✬❛ttr❛❝t✐♦♥✴ré♣✉❧s✐♦♥ ✭✈♦✐r ❬❋❘✾✶✱ ❊❛❞✽✹❪✳ ❉❛♥s ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ♣❤②s✐q✉❡s✱ ❧❡ ♣♦✐♥t ❞❡
❞é♣❛rt ❡st ✉♥ ♣❧❛❝❡♠❡♥t ❛❧é❛t♦✐r❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❡t ♦♥ ❧❛✐ss❡ ❛❣✐r ❧❡s ❢♦r❝❡s ❞✉ s②stè♠❡ ✶✵ ❛✜♥
❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧✬é♥❡r❣✐❡ t♦t❛❧❡ ❞✉ s②stè♠❡✳

▲❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣❤②s✐q✉❡s s♦♥t ♣ré❢érés ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧❛ ✈✐s✉❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✐♥❢♦r✲
♠❛t✐♦♥ ❞❡ ♣❛rt ❧❡✉r ♥❛t✉r❡ ✐tér❛t✐✈❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t à ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❞❡ ✈✐s✉❛❧✐s❡r ❧❡ s②stè♠❡ ❡♥
é✈♦❧✉t✐♦♥ ❡t ❞✬✐♥tér❛❣✐r ❛✈❡❝ ❧✉✐✳

❉❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❛♣♣r♦❝❤❡s✱ ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥t ❡st ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡♥ t❡♠♣s✳ ❙❛♥s
❤②♣♦t❤ès❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡✱ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡♥ t❡♠♣s ❡st Θ(n3)✳ P♦✉r ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ♣❤②s✐q✉❡s✱ ❞❡s
❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❢❛✐t❡s ♣♦✉r ré❞✉✐r❡ ❧❡ t❡♠♣s à ✿ O(n2) ❞❛♥s ❬❈❤❛✾✻❪✱ O(n3/2)
❞❛♥s ❬▼❘❈✵✸❪ ❡t O(n log n) ❞❛♥s ❬❏▼✵✹❪✮ s❛♥s ❞é❣r❛❞❛t✐♦♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s
♠❡s✉r❡s ❞❡ ❞✐st♦rs✐♦♥ ❧♦rsq✉❡ ❧❡s ♣♦✐♥ts s♦♥t ❞✐str✐❜✉és ❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t ❞❛♥s ✉♥ ❡s♣❛❝❡

✼✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞✉ r❛t✐♦ ❞✬❛s♣❡❝t ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡ ♣❧♦♥❣é
✽✳ ❚❡r♠❡ ❛♥❣❧❛✐s ♣♦✉r ❞és✐❣♥❡r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ♣r♦❝❤❡s ❧❡s ✉♥s ❞❡s ❛✉tr❡s ❡t ❞✐ss✐♠✐❧❛✐r❡s ❞❡s

❛✉tr❡s ♣♦✐♥ts
✾✳ ❛✈❡❝ ✉♥ ❞é❝♦✉♣❛❣❡ ♥❛t✉r❡❧ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❡♥ ❝❧✉st❡rs✳

✶✵✳ ❧❡s ❢♦r❝❡s s♦♥t ❝❛❧❝✉❧é❡s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à ❝❡ q✉❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ♣♦✐♥ts t❡♥❞❡ ✈❡rs ❧❡✉r
❞✐st❛♥❝❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬♦r✐❣✐♥❡

✺✶



❛✮ ❜✮

❋✐❣✉r❡ ✹✳✹ ✕ ❜✮ ❱✐s✉❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ❚❘❊❈✷✵✵✷❈▲❉✳

D✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❡❧✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ ❧❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ré✈è❧❡♥t q✉❡ ❧❛ ❞✐st♦rs✐♦♥ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❧❡s
♣❧✉s r❛♣✐❞❡s ❡st ❜✐❡♥ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ❞ès q✉❡ ❧❡s ❥❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥é❡s s♦♥t ♣❛rt✐t✐♦♥♥❛❜❧❡s ♦✉
q✉❡ ❧❡ r❛t✐♦ ❞✬❛s♣❡❝t ❞❡ ❧❛ ♠étr✐q✉❡ ❡st ❣r❛♥❞✳ ❖♥ ♣❡✉t ❡①♣❧✐q✉❡r ❝❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❛ss❡③
❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ✿ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t é✈♦q✉és s♦♥t ❞❡s ❤❡✉r✐st✐q✉❡s ❞❛♥s
❧❡ s❡♥s ♦ù ✭✶✮ ❛✉❝✉♥❡ ❣❛r❛♥t✐❡ s✉r ❧❛ ❞✐st♦rs✐♦♥ ♥✬❡①✐st❡ ❡t q✉❡ ✭✷✮ ❧❡ t❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥
♥❡ r❡♣rés❡♥t❡ q✉✬✉♥ t❡♠♣s ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ s✉♣♣♦sé ❛ss❡③ ❧♦♥❣ ♣♦✉r ♠❡♥❡r à ✉♥ ét❛t
st❛t✐♦♥♥❛✐r❡✳ ▲❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t ❧❡s ♣❧✉s r❛♣✐❞❡s s♦♥t ❞✬❛✐❧❧❡✉rs ❜❛sés s✉r ❞❡s
é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡s ❞❛♥s ❧❡sq✉❡❧s ❧❡s ♣❡t✐ts ❝❧✉st❡rs ♦♥t ❞✉ ♠❛❧ à êtr❡ ♣r✐s ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛t✐♦♥✳

◆♦tr❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❉❛♥s ❬❉❍✵✻❪✱♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦♣♦sé ✿
✕ ■✲P❛❝❦ ✭♣♦✉r ■t❡r❛t✐✈❡ P❛❝❦✐♥❣✮✱ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞✬✐♠❛❣❡s ❡♥ 2D ❞❡
❢❛✐❜❧❡ ❞✐st♦rs✐♦♥ ❡✛❡❝t✐✈❡✳ ▲✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ❞é♣❛rt ❡st q✉❡ ❧❡s ❞✐ss✐♠✐❧❛r✐tés ❡♥tr❡
✐♠❛❣❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❝❛❧❝✉❧é❡s ♦✉ s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ✭q✉❡❧❧❡ q✉❡ s♦✐t ❧❛ ❢♦r♠❡✮✳ ▲❛ ❝♦♠✲
♣❧❡①✐té ❡♥ t❡♠♣s ❡st O(2O(❞❞✐♠)n log A)✳ ■❧ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ s✐❣♥❛❧❡r q✉❡ ❜♦♥ ♥♦♠❜r❡
❞❡ ❥❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ré❡❧s s♦♥t ❞é❝r✐ts ❞❛♥s ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ❞❡ ❣r❛♥❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♠❛✐s
♣♦ssè❞❡♥t ✉♥❡ ♣❡t✐t❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞♦✉❜❧❛♥t❡ ❞❞✐♠✳ ◆♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ❜❛sé❡ s✉r ❞❡✉①
♣♦✐♥ts ✿

✶✳ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❤✐ér❛r❝❤✐❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ❞❡ ♣❧✉s ❡♥ ♣❧✉s ❞❡♥s❡✳ ❉❛♥s
❝❤❛q✉❡ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥✱ t♦✉t❡ ♣❛✐r❡ ❞✬é❧❡♠❡♥ts ❡st sé♣❛ré❡ ❞✬✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡
❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ ❧✬✐♥❞❡① ❞❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❀

✷✳ ❧❡ ♣❧❛❝❡♠❡♥t ❡♥ ❞❡✉① ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥✱ r❡♣rés❡♥té ♣❛r
❞❡s r❡❝t❛♥❣❧❡s✱ ❣❛r❛♥t✐t ✉♥❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❡♥tr❡ ❧❡s r❡❝t❛♥❣❧❡s✳

✕ ❯♥❡ ♠ét❤♦❞♦❧♦❣✐❡ ♣♦✉r ❣é♥ér❡r ❞❡s ❥❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ✭❝❢✳ ❋✐❣✉r❡s ✹✳✼✮ ❡♥
✜①❛♥t s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t ♣❧✉s✐❡✉rs ♣❛r❛♠êtr❡s ✿ ❝❛r❞✐♥❛❧✐té✱ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞♦✉❜❧❛♥t❡✱ r❛t✐♦
❞✬❛s♣❡❝t✱ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ❝❧✉st❡rs✱ ✳ ✳ ✳

✺✷



❛✮ ❜✮

❋✐❣✉r❡ ✹✳✺ ✕ ❜✮ ❱✐s✉❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ❚❘❊❈✷✵✵✷❈▲❉ ❡♥ ♠❛①✐♠✐s❛♥t ❧❡s t❛✐❧❧❡s
❞❡s ✐♠❛❣❡s✳ ❛✮ ❉ét❛✐❧s ❞❡ ❧❛ ③♦♥❡ ❛✈❡❝ ❞❡s ✐♠❛❣❡s ♣❛rt❛❣❡❛♥t ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞❡ ❜❛s
♥✐✈❡❛✉✳

❛✮ ❜✮

❋✐❣✉r❡ ✹✳✻ ✕ ❱✐s✉❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ❢❛❝❡s✳ ❛✮ ❱✉❡ ❣é♥ér❛❧❡ ❜✮ ❉ét❛✐❧s ❞✬✉♥❡ ③♦♥❡
❛✈❡❝ ❞❡s ✐♠❛❣❡s ♣❛rt❛❣❡❛♥t ✉♥ ♠ê♠❡ ❝♦♥t❡♥✉ ✭♣♦s❡ ✰ ✐❧❧✉♠✐♥❛t✐♦♥✮✳

✺✸



✕ ❉❡s ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥s ❡✛❡❝t✐✈❡s s✉r ❞❡s ❥❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ré❡❧s ♦✉ s②♥t❤ét✐q✉❡s ✭❝❢✳ ❋✐✲
❣✉r❡ ✹✳✽✮✳ ❉❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❧❡ t❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❡t ❧❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡
q✉❛❧✐té s♦♥t ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ✐♥tér❡ss❛♥t❡s ♣♦✉r ■✲P❛❝❦ ❞ès ❧♦rs q✉❡ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s
s♦♥t ♣❛rt✐t✐♦♥♥❛❜❧❡s✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ♣r♦♣♦sé ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡ q✉❛❧✐té✱
♥♦♠♠é❡ ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❞✉ ♣❧❛❝❡♠❡♥t ❛✜♥ ❞❡ ♠❡s✉r❡r ❧❡s ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ❞✉ ♣❧❛❝❡♠❡♥t
❧♦rs ❞❡ ❧✬❛❥♦✉t✴s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ❞✬✐t❡♠s✳

✕ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦♣♦sé ✉♥❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❞❡ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ q✉✐ ✐♠♣❧é♠❡♥t❡ s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t ❧❡
♣❧❛❝❡♠❡♥t ❡t ❧✬❛r❜r❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ✐ss✉ ❞❡ GT,c ✭❝❢ ❋✐❣✉r❡s ✹✳✻ ❡t ✹✳✹✮✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✼ ✕ ❆r❜r❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❞✬✉♥ ❥❡✉ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ♣❛rt✐t✐♦♥♥❛❜❧❡ ❛✈❡❝ ✶✸ ❝❧✉st❡rs ❞❡
t❛✐❧❧❡ ✷✵

✹✳✷✳✻ P❡rs♣❡❝t✐✈❡ ✿ ✈❡rs ♣❧✉s ❞✬✐♥tér❛❝t✐♦♥✳

❊♥ rés✉♠é✱ ♥♦s t❡❝❤♥✐q✉❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❜✐❡♥ sé❧❡❝t✐♦♥♥❡r ❡t ♣❧❛❝❡r ❧❡s ✐♠❛❣❡s✳ ■❧
♣❡✉t s✬❛✈ér❡r ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥ ét✐r❡♠❡♥t ♣❡t✐t ♣♦✉r t♦✉t❡s ❧❡s ♣❛✐r❡s ❞✬✐♠❛❣❡s✳
❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✲❧à✱ ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞✬✐♥tér❛❝t✐♦♥s ❧♦❝❛❧❡s ✭❝❢✳ ❬▼❈❍+✵✾❪✮ s♦♥t ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t
❛❞❛♣té❡s ♣♦✉r ✈✐s✐♦♥♥❡r r❛♣✐❞❡♠❡♥t ❧❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞✬✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❞❛♥s ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥
❧♦rs ❞✬❛✣❝❤❛❣❡ ❣❧♦❜❛❧ ❞✬✉♥❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥✳

✹✳✸ ❱❡rs ❞❡s r❡q✉êt❡s ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡s ✳✳✳ ❝❡❧❧❡s ❞❡s ❜❛s❡s ❞❡

❞♦♥♥é❡s

❈❡ tr❛✈❛✐❧ ♣❡✉t êtr❡ ❝♦♥s✐❞éré ❝♦♠♠❡ ❞❡ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡♥ ❝♦✉rs✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❣é♥ér❛❧ ❡st
❞❡ ♣r♦♣♦s❡r ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s ✉♥ é❝❧❛✐r❛❣❡ ♥♦✉✈❡❛✉ s✉r ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s ❞❡
❜❛s❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❡t ❞❡ ❝♦♥❝❡✈♦✐r à ♣❧✉s ❧♦♥❣ t❡r♠❡ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✐str✐❜✉és ❛✈❡❝ ❣❛✲
r❛♥t✐❡ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞é❞✐és à ❧❛ ❢♦✉✐❧❧❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳ ❉❡s tr❛✈❛✉① ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡s ❡✛❡❝t✉és

✺✹



❛✮ ■✲P❛❝❦ ❜✮ ●❡♠

❝✮ ❈❤❛❧♠❡rs✶ ❞✮ ❈❤❛❧♠❡rs✷

❋✐❣✉r❡ ✹✳✽ ✕ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ s✉r ❧❡ ❥❡✉ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s s②♥t❤ét✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✼✳ ▲❡s
❝♦♠♣❧❡①✐tés ❡♥ t❡♠♣s s♦♥t ✿ ❛✮ O(n log A)✱ ❜✮ O(n3)✱ ❝✮ O(n2) ❡t ❞✮ O(n3/2)✳

✺✺



❛✈❡❝ ❙♦✜❛♥ ▼❛❛❜♦✉t ❡t ❘❛❞✉ ❚♦❢❛♥ s♦♥t ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❬❍▼❚✵✾❛✱ ❍▼❚✵✾❜✱ ❍▼❚✵✾❝❪✳

✹✳✸✳✶ ❖♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ r❡q✉êt❡s

❉❛♥s ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❖▲❆P ✭❖♥✲▲✐♥❡ Pr♦❝❡ss✐♥❣ ❆♥❛❧②s✐s✮✱ ❧❛ r❛♣✐❞✐té ❞❡ ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥
❞❡s r❡q✉êt❡s ❛♥❛❧②t✐q✉❡s ❡st ♣r✐♠♦r❞✐❛❧❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡s ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs ♣♦s❡♥t ❞❡s r❡q✉êt❡s ❝♦♠✲
♣❧❡①❡s✱ ❞✐✣❝✐❧❡s à ♦♣t✐♠✐s❡r ♣❛r ❧❡s s②stè♠❡s ❞❡ ❣❡st✐♦♥ ❞❡ ❜❛s❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s✳
❆✐♥s✐✱ ♦♥ ❛ s♦✉✈❡♥t r❡❝♦✉rs à ✉♥ ♣ré✲❝❛❧❝✉❧ ♦✉ ❞✬✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ❧❛ ♠❛té✲
r✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ✶✶ ❞❡s ré♣♦♥s❡s ❛✉① r❡q✉êt❡s ❧❡s ♣❧✉s s♦✉✈❡♥t ❡①♣r✐♠é❡s ♣❛r ❧❡s ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs✳
❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝❡s ❞❡r♥✐èr❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ tr♦♣ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ♣♦✉r êtr❡ t♦✉t❡s ♣ré✲❝❛❧❝✉❧é❡s ❡t
❝❡❝✐ ♣♦✉r ❞❡✉① r❛✐s♦♥s ✿ s♦✐t à ❝❛✉s❡ ❞✉ t❡♠♣s q✉✬✐❧ ❢❛✉❞r❛✐t ♣♦✉r t♦✉t❡s ❧❡s ❝❛❧❝✉❧❡r ♦✉
❜✐❡♥ ❡♥ r❛✐s♦♥ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ♠é♠♦✐r❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r t♦✉t❡s ❧❡s st♦❝❦❡r✳ ❆✐♥s✐✱ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡
❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❝❤♦✐s✐r ❧❡s ✏♠❡✐❧❧❡✉r❡s✧ ✈✉❡s ✭♦✉ ré♣♦♥s❡s ❛✉① r❡q✉êt❡s✮ à
♠❛tér✐❛❧✐s❡r✳

▲❡s ❞♦♥♥é❡s s♦♥t r❡♣rés❡♥té❡s ♣❛r ✉♥❡ t❛❜❧❡ T ❞é✜♥✐❡ s✉r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛ttr✐❜✉ts D✳
❯♥❡ r❡q✉êt❡ s✉r ❧❛ t❛❜❧❡ ❡st t②♣✐q✉❡♠❡♥t ❢♦r♠✉❧❛❜❧❡ ❣râ❝❡ à ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡✳
❉❛♥s ♥♦tr❡ tr❛✈❛✐❧✱ ♥♦✉s ♥❡ ❝♦♥s✐❞ér♦♥s q✉❡ ❧❡s r❡q✉êt❡s ❡♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ❙◗▲ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿
❙❊▲❊❈❚ ❝✱❁▼❡s✉r❡s❃ ❋❘❖▼ T ●❘❖❯P❇❨ c ❲❍❊❘❊ ❁❝♦♥❞✐t✐♦♥❃ ♦ù c ⊆ D ❞és✐❣♥❡
✉♥❡ ❧✐st❡ ❞✬❛ttr✐❜✉ts✳ ❖♥ ❛♣♣❡❧❡ ❝✉❜♦ï❞❡ ❧❛ s♦✉s✲t❛❜❧❡ ❞❡ T ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡
❞✬❛ttr✐❜✉ts ✶✷✳ ▲❡ ❝✉❜❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❡st ❝♦♥st✐t✉é ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝✉❜♦ï❞❡s✳ ◗✉❡ ❝❡ s♦✐t ❡♥
♣rés❡♥❝❡ ♦✉ ❛❜s❡♥❝❡ ❞❡ ❤✐ér❛r❝❤✐❡s ❡♥tr❡ ❝❡rt❛✐♥s ❛ttr✐❜✉ts ✭♦✉ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✮✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡
❝✉❜♦ï❞❡s ❡①✐st❛♥ts ❞❛♥s ❧❡ ❝✉❜❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s C ❡st s✉♣ér✐❡✉r ♦✉ é❣❛❧ à 2D ✭s❛♥s ❤✐ér❛r❝❤✐❡✱
♦♥ s✉♣♣♦s❡ ✐❝✐ q✉❡ C = 2D✮✳

▲❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ s♦♥t é✈❛❧✉é❡s s❡❧♦♥ tr♦✐s ❝r✐tèr❡s ✿

✶✳ ❧✬❡s♣❛❝❡ ♠é♠♦✐r❡ r❡q✉✐s ♣♦✉r st♦❝❦❡r ❧❡s ✈✉❡s sé❧❡❝t✐♦♥♥é❡s ❀

✷✳ ❧❡ t❡♠♣s ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s r❡q✉êt❡s ❀

✸✳ ❧❡ t❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥✳

❆ t✐tr❡ ✐♥❞✐❝❛t✐❢✱ s❛♥s ♣ré✲❝❛❧❝✉❧✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ s❛♥s sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ✈✉❡s✱ ❧❡ t❡♠♣s ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥
❞✬✉♥❡ r❡q✉êt❡ ❡st ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧ ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❡♥tré❡s |T | ❞❡ ❧❛ t❛❜❧❡ ❞❡ ❢❛✐ts T ✳ ❊♥ ❡✛❡t✱
✉♥ ♣❛r❝♦✉rs ❝♦♠♣❧❡t ❞❡ T ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ré♣♦♥❞r❡✳ ❙✐ ♦♥ ❞é❝✐❞❡ ❞❡ ♠❛tér✐❛❧✐s❡r à
❧✬❛✈❛♥❝❡ ❧❡ ❝✉❜❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❝♦♠♣❧❡t✱ ♦♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs ❛❝❝é❞❡r ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❛✉ ❝✉❜♦ï❞❡ c
❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧❛ r❡q✉êt❡✳ ▲❡ t❡♠♣s ❞❡ ré♣♦♥s❡ ❞❡✈✐❡♥t ❞♦♥❝ ♦♣t✐♠❛❧ ✶✸✳

▲❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ♣r♦♣♦sé❡s ❥✉sq✉✬à ♣rés❡♥t ❝♦♥s✐st❡♥t à ❝❤♦✐s✐r ✉♥ s♦✉s✲
❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ✈✉❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬♦♣t✐♠✐s❡r ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s r❡q✉êt❡s s❛♥s ❞é♣❛ss❡r ✉♥❡
❧✐♠✐t❡ ❞✬❡s♣❛❝❡ ♠é♠♦✐r❡ ✜①é❡ ♣❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r✳ ❈❡rt❛✐♥❡s ✈❛r✐❛♥t❡s ❞❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♦♥t
été ét✉❞✐é❡s ✿ ✭✶✮ ❧❛ ♥❛t✉r❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s q✉✬♦♥ ♣❡✉t st♦❝❦❡r✱ ❡✳❣ s❡✉❧❡♠❡♥t ❞❡s ✈✉❡s ❛✈❡❝✴✲
s❛♥s ✐♥❞❡① ✭❧✬✐♥❞❡① s❡rt à ❛❝❝é❞❡r ❧♦rs ❞❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❝❧❛✉s❡ ❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✮✱ ✭✷✮ ❧❡
♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❝♦ût ❡✳❣ ♠✐♥✐♠✐s❡r ♥♦♥ s❡✉❧❡♠❡♥t ❧❡ t❡♠♣s ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s r❡q✉êt❡s ♠❛✐s
❛✉ss✐ ❧❛ ❝♦ût ❞❡ ♠✐s❡ à ❥♦✉r ♦✉ ✜♥❛❧❡♠❡♥t ✭✸✮ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s r❡q✉êt❡s s✉s❝❡♣t✐❜❧❡s ❞✬êtr❡
♣♦sé❡s ❡✳❣ t♦✉t❡s ♦✉ ❜✐❡♥ ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡✳ ❉❛♥s ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ❝❛s✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣❡✉t êtr❡

✶✶✳ ▲❛ ♠❛tér✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐st❡ ❡♥ ✉♥ st♦❝❦❛❣❡ s✉r ❞✐sq✉❡ ❞❡s ♣❛rt✐❡s ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡
✶✷✳ ❝❡ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❡ T s✉r ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛ttr✐❜✉ts
✶✸✳ s✐ ♦♥ ♥❡ ❝♦♥s✐❞èr❡ ♣❛s ❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡s s✉r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞✬❛ttr✐❜✉ts

✺✻
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✾ ✕ ❛✮ ❚r❡✐❧❧✐s ❞❡s ❝✉❜♦ï❞❡s ✲ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ❝✉❜♦ï❞❡s ❡st ✐♥❞✐q✉é❡ ❀ ❜✮ ❇♦r❞✉r❡s
✭❡♥ ❜❧❡✉✮ ♣♦✉r f = 10i✳

r❛✣♥é ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ {pi}i=1...|C| ♦✉ ❝❤❛r❣❡ ❞❡ tr❛✈❛✐❧ ❞❡s r❡q✉êt❡s Q ⊆ C
q✉❡ ❧✬♦♥ ✈❡✉t ♦♣t✐♠✐s❡r✳ ◆♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ❞❛♥s ♥♦tr❡ ét✉❞❡ à ✉♥ ❝❛❞r❡ ❣é♥ér❛❧ ❞❛♥s
❧❡q✉❡❧ Q ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❞❡s ❝✉❜♦ï❞❡s ♦✉ r❡q✉êt❡s ♣❡rt✐♥❡♥ts✳ ■❧s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❞é✜♥✐s ❞❡
♠❛♥✐èr❡ ❛r❜✐tr❛✐r❡ ♣❛r ❧✬❛❞♠✐♥✐str❛t❡✉r ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ♦✉ sé❧❡❝t✐♦♥♥és ♣❛r♠✐ ❧❡s
❝✉❜♦ï❞❡s ❞♦♥t ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❡st ❛✉ ❞❡❧à ❞✬✉♥ s❡✉✐❧ ✜①é✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❡s r❡q✉êt❡s ❢réq✉❡♥t❡s✳

❊♥ ❣é♥ér❛❧✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣❡✉t êtr❡ ❞é❝r✐t ♣❛r ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ s♦✉s ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✿
❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ét❛♥t ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ q✉✬✐❧ ♥❡ ❢❛✉t ♣❛s ❞é♣❛ss❡r ❡t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ à ♦♣t✐♠✐s❡r
❡st ❧❡ ❝♦ût ♠♦②❡♥ ❞❡s r❡q✉êt❡s q✉✬✐❧ ❢❛✉t ♠✐♥✐♠✐s❡r✳

❉❛♥s ❬❍▼❚✵✾❛✱ ❍▼❚✵✾❜❪✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ s♦✐t ✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ❉❛♥s ✉♥ ♠♦♥❞❡ ✐❞é❛❧✱ ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ré♣♦♥s❡ à ✉♥❡ r❡q✉êt❡ q ❡st é❣❛❧ à |q|✱ à ✉♥
❢❛❝t❡✉r ❞❡ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ♣rés✳ P♦✉r ❛✈♦✐r ✉♥ t❡❧ t❡♠♣s ❞❡ ré♣♦♥s❡✱ ✐❧ ❢❛✉t st♦❝❦❡r t♦✉t❡s
❧❡s ré♣♦♥s❡s à ❧✬❛✈❛♥❝❡✳ ❈❡tt❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❡st ✐♥❡♥✈✐s❛❣❡❛❜❧❡✳ ❙✐ ♦♥ s❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞é❣r❛❞❡r ❧❡
t❡♠♣s ❞❡ ré♣♦♥s❡ ❞✬✉♥ ❢❛❝t❡✉r f ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣❡t✐t❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ f > 1✱ ♦♥ ♣❡✉t ❡s♣ér❡r ♥✬❛✈♦✐r
à ♣ré✲❝❛❧❝✉❧❡r q✉✬✉♥❡ ♣❡t✐t❡ ♣❛rt✐❡ ❞✉ ❝✉❜❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❡t ❝❡❝✐ ❡♥ ✉♥ t❡♠♣s r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡✳
▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❛♥s ♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❝♦♥s✐st❡ ❞♦♥❝ à ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧✬❡s♣❛❝❡ ♠é♠♦✐r❡ r❡q✉✐s ♣♦✉r
st♦❝❦❡r ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝✉❜♦ï❞❡s S ⊂ C ❣❛r❛♥t✐ss❛♥t ✉♥ t❡♠♣s ❞❡ ré♣♦♥s❡ ♣♦✉r ✉♥❡
r❡q✉êt❡ q ∈ Q ❞✬❛✉ ♣❧✉s f · |q|✳

❆ ♥♦tr❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡✱ ❛✉❝✉♥❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ♣r♦♣♦sé❡s ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ❬●❍❘❯✾✼✱
❚❈❋❙✵✽❪ ♥✬♦✛r❡ ✉♥ ❜♦♥ ❝♦♠♣r♦♠✐s ❡♥tr❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥✱ ♠✐♥✐✲
♠❛❧✐té ❞✉ ❝♦ût ♠♦②❡♥ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❡t ❣❛r❛♥t✐❡ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳

❆❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡ ❞❡s tr❡✐❧❧✐s✳ ◆♦tr❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❡st ❜❛sé❡ s✉r ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥ts
s✉r ❧❡s tr❡✐❧❧✐s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♦♥ ♣❡✉t ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ❞é✜♥✐r ✉♥ ♦r❞r❡ ♣❛rt✐❡❧ s✉r ❧❡s ❝✉❜♦ï❞❡s
❞✬✉♥❡ t❛❜❧❡ ❞❡ ❢❛✐ts ✭❝❢✳ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✾✮✳ ■♥❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t✱ ✉♥ ❝✉❜♦ï❞❡ q′ ❡st ✧❛♥❝êtr❡✧ ❞✬✉♥
❝✉❜♦ï❞❡ q s✐ t♦✉t❡ r❡q✉êt❡ ❡①♣r✐♠é❡ s✉r q ♣❡✉t êtr❡ ❝❛❧❝✉❧é❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ q′✳ ❈✬❡st ❧❡ ❝❛s s✐
❧❡s ❛ttr✐❜✉ts ❞❡ q′ ❢♦r♠❡ ✉♥ s✉r✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛ttr✐❜✉ts ❞❡ q✳ ◆♦tr❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❝♦♥s✐st❡
à ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝✉❜♦ï❞❡s q✉❡ ♥♦✉s ❛♣♣❡❧♦♥s ❜♦r❞✉r❡ B t❡❧ q✉❡ t♦✉t é❧é♠❡♥t
❞❡ Q ♣♦ssè❞❡ ✉♥ ❛♥❝êtr❡ ❞❛♥s ❧❛ ❜♦r❞✉r❡ q✉✐ ❧✉✐ ❡st f ✲❢♦✐s ♣❧✉s ❣r❛♥❞✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦♣♦sé ♣❧✉s✐❡✉rs s♦❧✉t✐♦♥s q✉✐ s♦♥t s♦✐t ♦♣t✐♠❛❧❡s ✭❜❛sé❡s s✉r ✉♥❡ ❢♦r✲
♠✉❧❛t✐♦♥ ❡♥ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡♥ ♥♦♠❜r❡ ❡♥t✐❡rs✮ ♠❛✐s trés ❝♦ût❡✉s❡s ❡♥ t❡♠♣s

✺✼



❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✵ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❣❛✐♥ ❞❡ ♠é♠♦✐r❡ ❛✈❡❝ ♥♦tr❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♣♣r♦❝❤é❡ ✭❁✶ s❡❝♦♥❞❡✮
❡♥ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❛✈❡❝ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ✭❃✶ ❤❡✉r❡ ❛✈❡❝ ❈P▲❊❳✮ ♣♦✉r f = D = 10✳

❡t r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ♣❡✉ ré❛❧✐st❡s ✭❧❡s t❛✐❧❧❡s ❞❡ ❝✉❜♦ï❞❡s ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ❝♦♥♥✉❡s✮ ♦✉ ❞❡s f ❡t
f(1 + ln |Q|)✲❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ✭❜❛sé❡s s✉r ❞❡s ♣❛r❝♦✉rs ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ❡t ❞❡s ✈❛r✐❛♥t❡s ❞✉
♣r♦❜❧è♠❡ s❡t ❝♦✈❡r✮ ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❧✐♠✐té❡✳

✹✳✸✳✷ ❯♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣❛r❛❧❧è❧❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬✐t❡♠s❡ts ❢réq✉❡♥ts

❯♥❡ ✈❛r✐❛♥t❡ ❞❡ ♥♦tr❡ s♦❧✉t✐♦♥ à ❧❛ ♠❛tér✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❞❡ ✈✉❡s ♣❡✉t s❡r✈✐r à
✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦✉✐❧❧❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ✿ ❧✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞✬✐t❡♠s❡ts ❢réq✉❡♥ts✳ ❉❛♥s
❬❍▼❚✵✾❝❪✱ ♥♦✉s r❡✈✐s✐t♦♥s ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡♥ ♣r♦♣♦s❛♥t ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ♣❛r❛❧❧è❧❡ ❞❡s ✐t❡♠s❡ts
❢réq✉❡♥ts✳

❈♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ❞é✜♥✐r ✉♥ ♣❡✉ ❞❡ t❡r♠✐♥♦❧♦❣✐❡✳ ❙♦✐t I = {i1, . . . , iN} ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡
❞✬♦❜❥❡ts ✭♥♦✉s ♣❛r❧❡r♦♥s ❛✉ss✐ ❞✬✐t❡♠s✮✳ ❙♦✐t T = {I1, . . . , IM} ✉♥ ♠✉❧t✐✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❛✈❡❝
Ij ⊆ I ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬♦❜❥❡ts ✭♥♦✉s ❧✬❛♣♣❡❧❧❡r♦♥s ❛✉ss✐ ✐t❡♠s❡t✮✳ T ❡st ❛♣♣❡❧é❡ ❜❛s❡ ❞❡
tr❛♥s❛❝t✐♦♥s✳ ❙♦✐t I ⊆ I ✉♥ ✐t❡♠s❡t✱ |I|T ❞és✐❣♥❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ❞❡ I ❞❛♥s T ✳
❖♥ ♥♦t❡r❛ s✐♠♣❧❡♠❡♥t |I| q✉❛♥❞ T ❡st ✜①é✳ t = |T | ❞és✐❣♥❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts ❞❡
T ✳ ▲❛ ❢réq✉❡♥❝❡ f(I) ❞❡ I ❞❛♥s T ❡st é❣❛❧❡ à |I|

|T | ✳ ❯♥ ✐t❡♠ I ❡st s✲❢réq✉❡♥t s✐ f(I) ≥ s✳
▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ♥♦tr❡ tr❛✈❛✐❧ ❡st ❞❡ ♣r♦♣♦s❡r ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ❞✐str✐❜✉é ❞❡s é❧é♠❡♥ts ♠❛①✐♠❛✉①
❛♣♣❡❧és ❛✉ss✐ ❜♦r❞✉r❡ ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✸✳✶ ✭❋réq✉❡♥t ♠❛①✐♠❛❧✮✳ I ❡st ✉♥ ✐t❡♠s❡t s✲❢réq✉❡♥t ♠❛①✐♠❛❧ s✐ ❛✉❝✉♥ ❞❡
s❡s s✉r✲❡♥s❡♠❜❧❡s ♥✬❡st s✲❢réq✉❡♥t✳ ▲❛ ❜♦r❞✉r❡ B(s) ❝♦♥t✐❡♥t t♦✉s ❧❡s ✐t❡♠s❡ts s✲❢réq✉❡♥t
♠❛①✐♠❛✉①✳

P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ s♦✐t I = {A, B,C, D}✳ ❙♦✐t T = {ABD, AB,ABD, CD, AD}✳ AD ❡st
2/5✲❢réq✉❡♥t ❝❛r f(AD) = 3/5 ❛❧♦rs q✉❡ CD ♥❡ ❧✬❡st ♣❛s ♣✉✐sq✉❡ f(CD) = 1/5✳ ❖♥ ❛
q✉❡ B(2/5) = {ABD}✳

❖♥ r❡♥❝♦♥tr❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ✐t❡♠s❡ts ❢réq✉❡♥ts ❞❛♥s ❞✐✈❡rs ❞♦♠❛✐♥❡s ✿ ♣❛r
❡①❡♠♣❧❡✱ ♦♥ ♣❡✉t êtr❡ ✐♥tér❡ssé ♣❛r ❧❡s ❝❤❡♠✐♥s ❡♥tr❡ r♦✉t❡✉rs ✭✐t❡♠s✮ ❧❡s ♣❧✉s ✉t✐❧✐sés ❡♥

✺✽



❝♦♥s✐❞ér❛♥t ♣♦✉r t♦✉t r♦✉t❛❣❡ ✭tr❛♥s❛❝t✐♦♥✮ ❧❛ ❧✐st❡ ❞❡s r♦✉t❡✉rs ✭✐t❡♠s❡ts✮ tr❛✈❡rsés✳ ❉❡
♠❛♥✐èr❡ ❣é♥ér❛❧❡✱ ❧✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡s ✐t❡♠s❡ts ❢réq✉❡♥ts ❡st ❡①trê♠❡♠❡♥t ❝♦ût❡✉s❡ ❝❛r ✉♥❡
❜♦r❞✉r❡ ♣❡✉t ❛tt❡✐♥❞r❡ 2N ✭s✐ s = 0 ♠❛✐s ♣❛s s❡✉❧❡♠❡♥t✮✳ ❆✉ss✐✱ ❝♦♥❝❡✈♦✐r ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡
❞✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡s ❢réq✉❡♥ts ♥♦✉s ♦❜❧✐❣❡ à t❡♥✐r ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❞❡✉① é❝✉❡✐❧s q✉✐ s♦♥t ❧❡ t❡♠♣s
♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ❢réq✉❡♥❝❡s ✭❧❛ t❛❜❧❡ T ♣❡✉t êtr❡ ♣❛r❝♦✉r✉❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❢♦✐s✮ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛
q✉❛♥t✐té ❞❡ ♠é♠♦✐r❡ ✉t✐❧✐sé❡ à ❝❤❛q✉❡ ✐tér❛t✐♦♥✳

▲❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❡①✐st❛♥ts ❡t ♥♦tr❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ s♦♥t rés✉♠és ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉
✹✳✷✳ ▲❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ s♦♥t ✿

✕ ❧❛ ♠é♠♦✐r❡ r❡q✉✐s❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♣r♦❝❡ss❡✉r ✭♠❛îtr❡ ❡t ❡s❝❧❛✈❡s✮ ❀
✕ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ r♦♥❞❡s ❡①♣r✐♠❛♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣❛r❝♦✉rs ❞❡ t❛❜❧❡s ♣❛r ✉♥ ♣r♦❝❡ss❡✉r ❀
✕ ❧❡ t❡♠♣s T = Te +Tm +Tc ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉ ✿ ✭✶✮ t❡♠♣s Te ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ❢réq✉❡♥❝❡s
❢❛✐t ♣❛r ❧❡s ❡s❝❧❛✈❡s ❡①♣r✐♠é ♣❛r ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❧✐❣♥❡s ❧✉❡s ♣❛r ❧❡ ❝♦ût
❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♣❛r ❧✐❣♥❡ ❀ ✭✷✮ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉ ♠❛îtr❡ Tm ❞❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s rés✉❧✲
t❛ts ♣❛rt✐❡❧s ❡♥ rés✉❧t❛t ❣❧♦❜❛❧ ✲ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ♠♦②❡♥♥❡s ❀ ✭✸✮ t❡♠♣s ❞❡
❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s Tc ❡①♣r✐♠é ❡♥ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ♠❡ss❛❣❡s é❝❤❛♥❣és✳

■❧ ❡st à ♥♦t❡r q✉❡ ❥✉sq✉✬❛ ♣rés❡♥t✱ ❛✉❝✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ t❡♠♣s ♥✬❛✈❛✐t été ♣r♦♣♦sé ❞❛♥s ❧❛
❧✐ttér❛t✉r❡✳ ◆♦tr❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♠♣❛r❡r ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ t❤é♦r✐q✉❡ ❧❡s ❞✐✛é✲
r❡♥ts ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s✳ ❉❡ ❝❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡✱ ❆Pr✐♦r✐ ♣❡✉t s❡♠❜❧❡r ❛✉ss✐ ❝♦♠♣ét✐t✐❢ q✉❡ ▼❆❋■❆
♦✉ ▼❆❳✲▼✐♥❡r ♠❛✐s ❝❡s ❞❡✉① ❞❡r♥✐❡rs ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s s✬❛✈èr❡♥t ❜✐❡♥ ♣❧✉s ♣❡r❢♦r♠❛♥ts ❡♥
♣r❛t✐q✉❡ ❝❛r ✐❧s ✉t✐❧✐s❡♥t ❞❡s ❤❡✉r✐st✐q✉❡s ❞♦♥t ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ♣✐r❡ ❝❛s ✭❝♦♠♠❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡
♣rés❡♥t❡✮ ♥❡ ♣❡✉t t❡♥✐r ❝♦♠♣t❡✳

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ▼é♠♦✐r❡ r♦♥❞❡ Te Tm Tc

❆Pr✐♦r✐ ❬❆❙✾✹❪ O(2N/
√

N) N O(t2N )

▼❆❋■❆✴●❡♥▼❆❳ ❬❇❈●✵✶✱ ●❩✵✺❪ O(2N/
√

N) N/2 O(t2N )
P✐❝❦❇♦r❞❡rs ❬❍▼❚✵✾❛❪ O(b) O(2N ) O(2N t)

P❛r❛❧❧❡❧✴▼❆❳✲▼✐♥❡r ❬❈▲✵✽❪ O(2N/
√

N) N/2 O(2N t
k ) O(2N ) O(2N )

◆♦tr❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ O(b) 2N O(2N t
k ) O(Nb) O(2N )

❚❛❜❧❡ ✹✳✷ ✕ ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ✭b = |B(s)|✮

P♦✉r ✐♥❞✐❝❛t✐♦♥✱ ❧❡s ❝♦♠♣❧❡①✐tés ❞❡s ✈❡rs✐♦♥s séq✉❡♥t✐❡❧❧❡s s♦♥t ✐♥❞✐q✉é❡s ❡♥ s✉♣♣♦s❛♥t
q✉❡ t♦✉t ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡st ❢❛✐t ♣❛r ✉♥ ♣r♦❝❡ss❡✉r✳ ▲❡s ✈❡rs✐♦♥s ♣❛r❛❧❧è❧❡s ❡①✐st❛♥t❡s ✭♣r✐♥❝✐♣❛✲
❧❡♠❡♥t P❛r❛❧❧❡❧ ▼❆❳✲▼✐♥❡r✮ ♣❛rt❡♥t ❞✉ ♣r✐♥❝✐♣❡ q✉❡ ❝❤❛q✉❡ ♣r♦❝❡ss❡✉r ❡st r❡s♣♦♥s❛❜❧❡
❞✬✉♥❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ 1/k ❞❡ T ❡t q✉❡ ❧❡ ♠❛îtr❡ s✬♦❝❝✉♣❡ ❞❡ ❝♦♠♣♦s❡r ❧❡s rés✉❧t❛ts✳ ▲❡s ✐♥✲
❝♦♥✈é♥✐❡♥ts s♦♥t ♠✉❧t✐♣❧❡s ✿ ❧❡s q✉❛♥t✐tés ❞❡ ❝❛❧❝✉❧s ❡✛❡❝t✉és ❡t ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ♠❡ss❛❣❡s
é❝❤❛♥❣és s♦♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❜♦r❞✉r❡✳

✹✳✸✳✸ P❡rs♣❡❝t✐✈❡s ❡♥ ❞✐str✐❜✉é

❱❡rs ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✐str✐❜✉és ❛✈❡❝ ❣❛r❛♥t✐❡ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s

◆♦tr❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛❝t✉❡❧❧❡ ❡st ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❡✣❝❛❝❡ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❞❡ ❧❛ ♠é♠♦✐r❡
r❡q✉✐s❡ ❡t ❞✉ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉ ♠❛îtr❡✳ ■❧ s❡r❛✐t ❜✐❡♥ ❡♥t❡♥❞✉ ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ ❧❛ t❡st❡r ❡♥
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♣r❛t✐q✉❡ ❞❛♥s ✉♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ t②♣❡ ❣r✐❧❧❡✳
P♦✉r ❧✬✐♥st❛♥t✱ ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡st ❞♦♠✐♥é ♣❛r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛♣♣❡❧s à ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥

✧❝❛❧❝✉❧ t❛✐❧❧❡ ❞✬✉♥ ❝✉❜♦ï❞❡✧ ✭♣♦✉r ❧❛ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ✈✉❡s✮ ❡t ✧❝❛❧❝✉❧ ❢réq✉❡♥❝❡✧ ✭♣♦✉r ❧❡s
✐t❡♠s❡ts ❢réq✉❡♥ts✮✳ ◆♦✉s s♦♠♠❡s ❡♥ tr❛✐♥ ❞✬ét✉❞✐❡r ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡ q✉✐ ❣❛✲
r❛♥t✐r❛✐t ❧✬♦♣t✐♠❛❧✐té ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛♣♣❡❧s à ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ✭❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ Θ(bD) ❬●❑▼+✵✸❪
❜❛sé s✉r ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ✐tér❛t✐❢ ✲ ❡t ❞♦♥❝ ♥♦♥ ♣❛r❛❧❧é❧✐s❛❜❧❡ ✲ ❞❡ tr❛♥s✈❡rs❛✉① ❞❡ ❣r❛♣❤❡s✮✳ ❈❡
t❡♠♣s ❡st s♦✉✈❡♥t ♥é❣❧✐❣é ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ✶✹✳

➱t✐q✉❡t❛❣❡s ❈♦♠♣❛❝ts ❡t ❞✐str✐❜✉és

❯♥❡ ❛✉tr❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❡st ❝❡❧❧❡ ❞✉ ❝♦❞❛❣❡ ❝♦♠♣❛❝t✱ ❞✐str✐❜✉é✱ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡s r❡q✉êt❡s
r❛♣✐❞❡s✳ ❆ ❝❡ ❥♦✉r✱ ♣❡✉ ❞❡ rés✉❧t❛ts ❝♦♠❜✐♥❛♥t t♦✉t❡s ❝❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❡①✐st❡♥t ✿ s✐
❧❛ str✉❝t✉r❡ ✐♥❞✉✐t❡ ❡st ✉♥ ❛r❜r❡ ✭❳▼▲ ♦✉ ❛✉tr❡✮✱ ♦♥ s❛✐t ❝♦♠♠❡♥t ❝♦❞❡r ✉♥ ❛r❜r❡ ❞❡
♠❛♥✐èr❡ ❞✐str✐❜✉é❡ ❡♥ ❛✉t♦r✐s❛♥t ❞❡s r❡q✉êt❡s ❝♦♠♠❡ ❧❡ t❡st ❞✬❛❞❥❛❝❡♥❝❡ ♦✉ ❞✬❛♥❝êtr❛❧✐té
✭❝❢✳ ❬❆❆❑+✵✻✱ ❋❑✵✾❪✮✳ ▼❛❧❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t✱ ❧❡s tr❡✐❧❧✐s ❝♦♥s✐❞érés ❞❛♥s ♥♦tr❡ ét✉❞❡ ♣❡✉✈❡♥t
s✬❛✈ér❡r ❜✐❡♥ ♣❧✉s ❞✐✣❝✐❧❡s à ❛♣♣ré❤❡♥❞❡r✳ P♦✉r ❧❡s ❝✉❜❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✱ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❛❧✲
❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❡①✐st❡♥t ✭❜❛sés s✉r ❧❡s ♣r♦❞✉✐ts ❞❡ ♣❛rt✐t✐♦♥s ❬❈◆❈+✵✾❪✱ ✳ ✳ ✳ ✮✳
▼❛✐s ♣♦✉r ❧✬✐♥st❛♥t✱ ❧❡ ❝♦❞❛❣❡ ❝♦♠♣r❡ssé ❞❡ tr❡✐❧❧✐s ♥✬❛ ♣❛s été ❝♦♥s✐❞éré ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡
❞✐str✐❜✉é✳ ❚♦✉t❡s ❝❡s ✈♦✐❡s s♦♥t ♣r♦♠❡tt❡✉s❡s✳

✶✹✳ ❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❞❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❣r♦ss✐èr❡s s♦♥t ✉t✐❧✐sé❡s s❛♥s ❛✉❝✉♥❡ ❣❛r❛♥t✐❡ ❞❡ ♣ré❝✐s✐♦♥✳
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❈❤❛♣✐tr❡ ✺

❆✉tr❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s à

❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡ ❞✐str✐❜✉é❡

◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❜r✐è✈❡♠❡♥t ❞❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s à ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡ ❞✐str✐❜✉é❡ q✉✐ ♦♥t été
♣✉❜❧✐é❡s ❞❛♥s ❬❉❍❙❩✵✻❪ ✭❞✐✛✉s✐♦♥ é♣✐❞é♠✐q✉❡✮ ❡t ❞❛♥s ❬❉❍❚✵✹✱ ❇●❍+✵✾❪ ✭❡①♣❧♦r❛t✐♦♥
♣❡r♣ét✉❡❧❧❡✮✳

✺✳✶ ❉✐✛✉s✐♦♥ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ é♣✐❞é♠✐q✉❡

▲❡s ❛rt✐❝❧❡s q✉✐ tr❛✐t❡♥t ❞❡ ❧❛ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♦♥t ♣♦✉r ♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❧✐♠✐t❡r ❧✬✉s❛❣❡ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s
♠é♠♦✐r❡✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♠❡ss❛❣❡s ❝✐r❝✉❧❛♥t ❞❛♥s ❧❡ rés❡❛✉ ❡t ❞❡ ❜♦r♥❡r ❧❡ t❡♠♣s ❛✉ ❜♦✉t
❞✉q✉❡❧ ❝❤❛q✉❡ ♥♦❡✉❞ ❡st ✐♥❢♦r♠é✳ ▲❛ ✈❛r✐été ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ❡t ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❛ ❞é❥❛ ❞♦♥♥é
❧✐❡✉ à ✉♥❡ ❧✐ttér❛t✉r❡ ❧✉①✉r✐❛♥t❡ ♠❛✐s ❧❛ ♠❛❥♦r✐té ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣♦ssè❞❡♥t ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉①
✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥ts q✉✐ ❡♠♣ê❝❤❡♥t ❧❡✉r ✉s❛❣❡ ❞❛♥s ❞❡ ré❡❧❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✿ ✐❧s s♦♥t r❛r❡♠❡♥t
t♦❧ér❛♥ts ❛✉① ♣❛♥♥❡s ✦ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❞❡s ❝❤❡♠✐♥s ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ s♦♥t s♦✉✈❡♥t ♣ré❝❛❧❝✉❧és✳ ❙✐ ✉♥
♥♦❡✉❞ ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡ t♦♠❜❡ ❡♥ ♣❛♥♥❡✱ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ s❡❝♦✉rs ♥✬❡st ♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t
♣ré✈✉✳ ■❧s s♦♥t ❣♦✉r♠❛♥❞s ❡♥ ♠é♠♦✐r❡ ❡t ♥é❝❡ss✐t❡♥t ✉♥❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ♣ré❛❧❛❜❧❡ ❡t ❣❧♦❜❛❧❡
❞✉ rés❡❛✉✳ ■❧s s♦♥t ✐♥❛❞❛♣tés ❛✉① rés❡❛✉① ❞②♥❛♠✐q✉❡s ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡s rés❡❛✉① ♠♦❜✐❧❡s
❛❞✲❤♦❝✮✳

❯♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣♦✉r ❧❛ ❞✐✛✉s✐♦♥ s❡♠❜❧❡ ❧✬❡♠♣♦rt❡r s✉r ❧❡s ❛✉tr❡s ❡♥ t❡r♠❡
❞✬❡✣❝❛❝✐té ❡t ❞❡ ♠✐s❡✲❡♥✲♣❧❛❝❡✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ t②♣❡ ✏❝♦♠♠ér❛❣❡✑ ♦✉ ❞❡
✏❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥✑✳ ❈❡ s♦♥t ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡s✳ ■❧s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♥t ❛✈❡❝ ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡
s✉✐✈❛♥t ✿ ✉♥ ♥♦❡✉❞ ✐♥❢♦r♠é ❝❤♦✐s✐t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ✉♥ ♥♦❡✉❞ ✈♦✐s✐♥ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❧♦❝❛❧❡s ❡t ❧✉✐ ❡♥✈♦✐❡ ❧❡ ♠❡ss❛❣❡ à ❞✐✛✉s❡r✳ ▲✬✐♥térêt ❞❡ ❝❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❡st
q✉✬✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞✬❛✈♦✐r ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❣❧♦❜❛❧❡s ✭t♦♣♦❧♦❣✐❡ ✐♥❝♦♥♥✉❡✮ s✉r ❧❡
rés❡❛✉ ♣♦✉r ❞✐✛✉s❡r ✭❞♦♥❝ ❧é❣❡r ❡♥ ♠é♠♦✐r❡✮✱ ❡t q✉✬✐❧ s✉♣♣♦rt❡ ❞❛♥s ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❝❛s
❧❡s ♣❛♥♥❡s ❡t ❧✬❛s②♥❝❤r♦♥✐s♠❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❡s ❛♥❛❧②s❡s ❡t ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥s ❞✉ t❡♠♣s ❞❡
❞✐✛✉s✐♦♥ s♦♥t ❡①♣r✐♠é❡s ❧♦rs ❞✬❡①❡❝✉t✐♦♥s s②♥❝❤r♦♥❡s✳

❊♥ ♣♦✉ss❛♥t ❧❡s r✉♠❡✉rs ❯♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ét✉❞❡ ❛ été ♠❡♥é❡ ♣❛r ❋❡✐❣❡ ❡t ❛❧✳ ❬❋P❘❯✾✵❪
❡♥ ✶✾✾✵✳ ▲❡s ❛✉t❡✉rs ❞♦♥♥❡♥t ❞❡s ❜♦r♥❡s s✉♣ér✐❡✉r❡s ❡t ✐♥❢ér✐❡✉r❡s ❣é♥ér❛❧❡s ✈❛❧✐❞❡s ❛✈❡❝
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❣r❛♥❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té✱ Ω(log(n)) ❡t O(n log(n))✱ ♣♦✉r ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠❡ss❛❣❡
❞❛♥s ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ✐♥❝♦♥♥✉✱ n ét❛♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♥♦❡✉❞s✳ ❯♥ ♥♦❡✉❞ ❝♦♥t❛♠✐♥é ❝❤♦✐s✐t
✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❛✉ ❤❛s❛r❞ ✉♥ ✈♦✐s✐♥ ❡t ❧❡ ❝♦♥t❛♠✐♥❡✳

❊♥ ♣♦✉ss❛♥t ❡t t✐r❛♥t ❧❡s r✉♠❡✉rs ❯♥ tr❛✈❛✐❧ ré❝❡♥t ❞❡ ❑❛r♣ ❡t ❛❧✳ ❬❑❙❙❱✵✵❪ ét✉❞✐❡
❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣❡❧ té❧é♣❤♦♥✐q✉❡ ❛❧é❛t♦✐r❡✳ ❆ ❝❤❛q✉❡ r♦♥❞❡✱ ❝❤❛q✉❡ ♥♦❡✉❞ ❝❤♦✐s✐t ✉♥✐✲
❢♦r♠é♠❡♥t ❛✉ ❤❛s❛r❞ ✉♥ ✈♦✐s✐♥ ✭♣❧✉s ♦✉ ♠♦✐♥s ❝♦♠♠❡ ❛✈❡❝ ❋❡✐❣❡✮✱ ❧❛ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❞❡ ❧❛
r✉♠❡✉r ❛ ❛❧♦rs ❧✐❡✉ s♦✐t ❞❡ ❧✬❛♣♣❡❧❛♥t ✈❡rs ❧✬❛♣♣❡❧é ✲ ♣✉s❤ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✲ s♦✐t ❞❡
❧✬❛♣♣❡❧é ✈❡rs ❧✬❛♣♣❡❧❛♥t ✲ ♣✉❧❧ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✲✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❝♦♠♣❧❡t✱
✐❧s ♦♥t ♠♦♥tré q✉❡ t♦✉t❡ r✉♠❡✉r ❞✐✛✉sé❡ ❡♥ O(log(n)) ét❛♣❡s ♥é❝❡ss✐t❡ ❡♥ ♠♦②❡♥♥❡ ❧✬❡♥✲
✈♦✐ ❞✬❛✉ ♠♦✐♥s ω(n) ♠❡ss❛❣❡s✳ ▲✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬â❣❡ ❞✬✉♥❡ r✉♠❡✉r ♣❡r♠❡t
❞✬❛rrêt❡r ❧❛ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ r✉♠❡✉r ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ❞✐✛✉sé❡ ✭❝❡ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ❝♦♥s✐❞éré ♣❛r
❋❡✐❣❡✮✳

✺✳✶✳✶ ❉✐✛✉s✐♦♥ é♣✐❞é♠✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ r❡♥❞❡③✲✈♦✉s

❉❛♥s ♥♦tr❡ ét✉❞❡✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❜❛sé s✉r
❧❡s r❡♥❞❡③✲✈♦✉s ❡t ♥♦✉s ❛♥❛❧②s♦♥s ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♠✉❧t✐✲s❛✉t ❞✐str✐❜✉é ♣♦✉r ❞✐✛✉s❡r ✉♥
♠❡ss❛❣❡ ❞❛♥s ✉♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t s②♥❝❤r♦♥❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✏r❡♥❞❡③✲✈♦✉s✑✱ ❞❡✉① ✈♦✐s✐♥s
♣❡✉✈❡♥t ❝♦♠♠✉♥✐q✉❡r s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✬✐❧s s✬❛♣♣❡❧❧❡♥t ♠✉t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❡t s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t✳
▲❡ ♠♦❞è❧❡ ✏r❡♥❞❡③✲✈♦✉s✑ ✲ ✐♥tr♦❞✉✐t ❡♥ ✷✵✵✵ ♣❛r ▼ét✐✈✐❡r✱ ❙❛❤❡❜ ❡t ❩❡♠♠❛r✐❬▼❙❩✵✵❪ ✲
❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❡st t♦t❛❧❡♠❡♥t ♥♦✉✈❡❛✉✳

P♦✉rq✉♦✐ ♣r❡♥❞r❡ r❡♥❞❡③✲✈♦✉s ❄ ▲❡ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞❡ r❡♥❞❡③✲✈♦✉s ♣❡r♠❡t ❧❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞❡
❝♦♥❣❡st✐♦♥ ♦✉ ❞❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ❛✜♥ ❞❡ ❧✐♠✐t❡r ❧✬é❝❤❛♥❣❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❛✈❡❝ ❛✉ ♣❧✉s ✉♥ ♥♦❡✉❞
✈♦✐s✐♥ à ❧❛ ❢♦✐s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛✐♥t❡♥❛♥❝❡ é❝♦♥♦♠❡ ❞❡s ❜❛s❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s
ré♣❧✐q✉é❡s ❛ été ♣r♦♣♦sé ♣❛r ❉❡♠❡rs ❡t ❛❧✳ ❬❉●❍+✽✽❪✳ ▲❛ ré♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡st ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡
❝♦♣✐❡ ❡t ❞❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥❝❡ ❞✬♦❜❥❡ts ❞❛♥s ✉♥ s②stè♠❡ ❞✐str✐❜✉é✳ ▲❡s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts ❛♣♣❧✐q✉és
à ✉♥ s✐t❡ s♦♥t ❝❛♣t✉rés ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❛✈❛♥t ❞✬êtr❡ tr❛♥s♠✐s ❡t ❛♣♣❧✐q✉és ❛✉① ❛✉tr❡s s✐t❡s✳
❘❡❣✉❧✐ér❡♠❡♥t✱ ❝❤❛q✉❡ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❡ss❛②❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛r❡r s♦♥ ❝♦♥t❡♥✉ ❛✈❡❝ ❞✬❛✉tr❡s
❜❛s❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳ ❆ ❝❛✉s❡ ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ❜❛s❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✱ ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s
tr❛♥s♠✐s❡s ❡t ❧❡ t❡♠♣s r❡q✉✐s ♣♦✉r ❧❛ ♠✐s❡✲à✲❥♦✉r ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ é♥♦r♠❡✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s êtr❡
✐♥tér❡ssés ♣❛r ✐♥t❡r❞✐r❡ q✉✬✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡ é❝❤❛♥❣❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t ❛✈❡❝
♣❧✉s✐❡✉rs ❜❛s❡s à ❝❛✉s❡ ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ♠❡ss❛❣❡s é❝❤❛♥❣és✳ ▲❡s r❡♥❞❡③✲✈♦✉s ❣❛r❛♥t✐ss❡♥t
❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ❡t ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥ r❡♥❞❡③✲✈♦✉s ♣❡✉t êtr❡ trés
♣❡t✐t❡ ✭s❡✉❧❡♠❡♥t ❧✬✐❞❡♥t✐té ❞✬✉♥❡ ❜❛s❡✱ ✳✳✳✮✳ P❧✉s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t✱ ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ r❡♥❞❡③✲
✈♦✉s ❡st ✉t✐❧❡ ❞ès q✉❡ ❧✬♦♥ ✈❡✉t ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧❛ ❝♦♥❣❡st✐♦♥✱ ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣♦✉r
❞❡s tâ❝❤❡s ❞❡ ♠✐s❡✲à✲❥♦✉r ❞❛♥s ❞❡s rés❡❛✉① ❞②♥❛♠✐q✉❡s ✿ t❛❜❧❡s ❞❡ r♦✉t❛❣❡ ❞❛♥s ❧❡s
rés❡❛✉① ♠♦❜✐❧❡s✱ rés❡❛✉ ❞❡ r♦❜♦ts ✭à ❝❛✉s❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♣❤②s✐q✉❡s✮ ✳✳✳ ❉❛♥s ❬▼❙❩✵✷❪✱
❧❡s r❡♥❞❡③✲✈♦✉s s♦♥t ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r é❧✐r❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ✉♥ ♥♦❡✉❞ ❞❛♥s ✉♥ ❣r❛♣❤❡
❛♥♦♥②♠❡✳

✻✷



▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ r❡♥❞❡③✲✈♦✉s✳ ▲❡ ❣r❛♣❤❡ s♦✉s✲❥❛❝❡♥t ❡st ❝♦♥s✐❞éré ❝♦♠♠❡ ♥♦♥✲♦r✐❡♥té✳
❯♥ s♦♠♠❡t ❡st ❝♦♥t❛♠✐♥é s✬✐❧ ❛ r❡ç✉ ❧❡ ♠❡ss❛❣❡ ❡♥✈♦②é ♣❛r ❧❡ s♦♠♠❡t ✐♥✐t✐❛❧ v0✳

▲❡ ♠♦❞è❧❡ ♣❡✉t êtr❡ ✐♠♣❧é♠❡♥té ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ t♦t❛❧❡♠❡♥t ❞✐str✐❜✉é❡✳ ▲✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ❧❛
❝♦♠♣❧❡①✐té ❡st ❢♦♥❞é❡ s✉r ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ r♦♥❞❡s✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ à ❝❤❛q✉❡ r♦♥❞❡ ✿

✕ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ s♦♠♠❡t v ∈ V ✱ ❝❤♦✐s✐r ❡♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t ❡t ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ✉♥❡
❛rêt❡ ✐♥❝✐❞❡♥t❡✱

✕ s✐ ✉♥❡ ❛rêt❡ (vi, vj) ❛ été ❝❤♦✐s✐❡ ♣❛r vi ❡t vj ✱ ✐❧ ② ❛ r❡♥❞❡③✲✈♦✉s✱
✕ s✬✐❧ ② ❛ ✉♥ r❡♥❞❡③✲✈♦✉s ❡t s✐ vi ❡st ❧❡ s❡✉❧ ❝♦♥t❛♠✐♥é✱ vj ❞❡✈✐❡♥t ❝♦♥t❛♠✐♥é✳

TG ❡st ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♦✉ ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥ ❀ ❝✬❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ r♦♥❞❡s
♥é❝❡ss❛✐r❡s ♣♦✉r q✉❡ t♦✉s ❧❡s s♦♠♠❡ts ❞✉ ❣r❛♣❤❡ G s♦✐❡♥t ❝♦♥t❛♠✐♥és✳ TG ❡st ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡
❛❧é❛t♦✐r❡ ❀ ❞❛♥s ♥♦tr❡ ét✉❞❡✱ ♦♥ s✬✐♥tér❡ss❡ à s♦♥ ❡s♣ér❛♥❝❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ E(TG)✳ ■❧ ❡st
é✈✐❞❡♥t q✉❡ ❧❛ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♣❛r r❡♥❞❡③✲✈♦✉s ❡st ♣❧✉s ❧❡♥t❡ q✉✬✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❡♥
♣♦✉ss❛♥t ❡t ❡♥ t✐r❛♥t ♣✉✐sq✉✬✐❧ ♥é❝❡ss✐t❡ ✉♥❡ s②♥❝❤r♦♥✐s❛t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡✳ ◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ❞❡s
❜♦r♥❡s ❛ss❡③ ♣ré❝✐s❡s s✉r E(TG)✳

❖♥ ♣❡✉t ❢♦r♠✉❧❡r q✉❡❧q✉❡s r❡♠❛rq✉❡s s✉r ♥♦tr❡ ♠♦❞è❧❡ ✿ ♥♦tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st s❛♥s
♠é♠♦✐r❡ ♣✉✐sq✉✬♦♥ ♥❡ ♣r❡♥❞ ♣❛s ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛t✐♦♥ ❧❡ ❝❛s ♦ù ✉♥ ✈♦✐s✐♥ vj ❞✬✉♥ s♦♠♠❡t
❝♦♥t❛♠✐♥é vi ❛ ❞é❥à été ❝♦♥t❛♠✐♥é✳ P❧✉s✐❡✉rs ❞✐✛✉s✐♦♥s ♣❡✉✈❡♥t ❛✈♦✐r ❧✐❡✉ s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t
❡t ♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❞✬✉♥❡ s❡✉❧❡ r✉♠❡✉r✳ ❉❛♥s ♥♦tr❡ ét✉❞❡✱ ❧❡s ❡♥♥❡♠✐s
s♦♥t ❧❡ ❞❡❣ré ❡t ❧❡ ❞✐❛♠ètr❡✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❞❡✉① ét♦✐❧❡s à n/2 ❢❡✉✐❧❧❡s✱ r❡❧✐♦♥s ❧❡s ❝❡♥tr❡s ❞❡
❝❡s ❞❡✉① ét♦✐❧❡s ♣❛r ✉♥❡ ❛rêt❡✳ ❉❛♥s ♥♦tr❡ ♠♦❞è❧❡✱ ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❞✉ t❡♠♣s
❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❡st ♠✐♥♦ré❡ ♣❛r Ω(n2) ❛❧♦rs q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❬❋P❘❯✾✵❪✱ ❡❧❧❡ ❡st ❡♥
O(n) ❡t ❛✈❡❝ ❣r❛♥❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té TG ❡st ❡♥ O(n log n)✳

◆♦s rés✉❧t❛ts ▲❡ rés✉❧t❛t ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞❡ ♥♦tr❡ ét✉❞❡ ❡st ❧✬❡♥❝❛❞r❡♠❡♥t s✉✐✈❛♥t ♣♦✉r
t♦✉t ❣r❛♣❤❡ G ✿ log2 n ≤ E(TG) ≤ O(n2)✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ♣♦✉r t♦✉t ❣r❛♣❤❡ G ❞❡ ❞❡❣ré
♠❛①✐♠✉♠ ∆✱ E(TG) = O(∆n)✳

◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s ❛✉ss✐ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ❣r❛♣❤❡s ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ❞✉ t❡♠♣s ❞❡
❞✐✛✉s✐♦♥ ❛tt❡✐♥t s♦✐t ❧❛ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ s♦✐t ❧❛ ❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ à ✉♥ ❢❛❝t❡✉r ❝♦♥st❛♥t ♣rés✳
P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♣♦✉r ❧❡s ❛r❜r❡s ❜✐♥❛✐r❡s ❝♦♠♣❧❡ts✱ E(TG) = O(log2 n) ❛❧♦rs q✉❡ E(TG) =
Ω(n2) ♣♦✉r ❧❡s ❣r❛♣❤❡s ❞♦✉❜❧❡ ét♦✐❧❡✳ P♦✉r ❧❡s ❣r❛♣❤❡s à ❞❡❣ré ❜♦r♥é ∆ ❡t ❞❡ ❞✐❛♠êtr❡ D✱
♥♦✉s ♠♦♥tr♦♥s ❛✉ss✐ q✉❡ E(TG) = O(D∆2 ln ∆)✳ ❈❡tt❡ ❜♦r♥❡ ❡st s❡rré❡ ❝❛r ♣♦✉r ✉♥ ❛r❜r❡
∆✲❛✐r❡ ❝♦♠♣❧❡t ❞❡ ❞✐❛♠êtr❡ D✱ E(TG) = Ω(D∆2 ln ∆)✳ ❉❛♥s ❬▼❙❩✵✵❪✱ ✐❧ ❛ été ♣r♦✉✈é
q✉❡ ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❝♦♠♣❧❡t ♠✐♥✐♠✐s❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ♠♦②❡♥ ❞❡ r❡♥❞❡③✲✈♦✉s✱ ❝❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❡ t❡♠♣s
♠♦②❡♥ ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❡st Θ(n lnn)✳

▲❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s s♦♥t ❜❛sé❡s s✉r ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s ❛rêt❡s ❞❡ ❧❛ ❝♦✉♣❡ ❡♥tr❡ s♦♠♠❡ts
❝♦♥t❛♠✐♥és ❡t ❧❡s ♥♦♥ ❝♦♥t❛♠✐♥és✳ ▲❛ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❞✐✣❝✉❧té ❡st ❞✬❛rr✐✈❡r à ❢❛✐r❡ ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡
❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❛♠♦rt✐❡ ♣♦✉r ❛❜♦✉t✐r à ❞❡s rés✉❧t❛ts ✜♥s✳

✻✸



✺✳✶✳✷ P❡rs♣❡❝t✐✈❡ ✿ ❉✐✛✉s✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡s ❣r❛♣❤❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s k✲♦✉t

P♦✉r k ≥ 2✱ ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s ❣r❛♣❤❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s k✲♦✉t ✶ ♣♦✉r ✉♥❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❡✣❝❛❝❡ ♥✬❛ ♣❛s
été ♣✉❜❧✐é❡ à ❝❡ ❥♦✉r✳ ❈✬❡st ✉♥ tr❛✈❛✐❧ ❢❛✐t ❛✈❡❝ P❤✐❧✐♣♣❡ ❉✉❝❤♦♥✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts s♦♥t ❥✉st❡
♣rés❡♥tés s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞❡ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s✳

P♦✉r ✉♥ ✉s❛❣❡ ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ é❝♦♥♦♠✐q✉❡ ❞❛♥s ✉♥ rés❡❛✉ ♣❛✐r✲à✲♣❛✐r✱ ❧❡ ❣r❛♣❤❡ k✲♦✉t
❡st ✉♥ ❜♦♥ ❝❛♥❞✐❞❛t ✿ ❧❡ ❝❛r♥❡t ❞✬❛❞r❡ss❡s ❞✬✉♥ rés❡❛✉ ♣❛✐r✲à✲♣❛✐r ❡st ❞❡ ♣❡t✐t❡ t❛✐❧❧❡
✭2k ❡♥ ♠♦②❡♥♥❡✮✱ ✉♥❡ r❡q✉êt❡ ❞❡ ❝❤♦✐① ❛❧é❛t♦✐r❡ ❞❡ ♥♦❡✉❞s ❞❛♥s ✉♥ rés❡❛✉ ♣❛✐r✲à✲♣❛✐r
❡st ✉♥❡ r❡q✉êt❡ ❡♥✈✐s❛❣❡❛❜❧❡ ✭♠ê♠❡ s✐ ♦♥ ♥❡ s❛✐t ♣❛s ❢❛✐r❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❡t ✉♥✐❢♦r♠❡✮✱ ✳ ✳ ✳ ❆
♥♦tr❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡✱ ❧❡ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ é♣✐❞é♠✐q✉❡ ❡t é❝♦♥♦♠✐q✉❡ ❡st ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❑❛r♣
❬❑❙❙❱✵✵❪✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ t♦t❛❧❡ ❡♥ O(log n) r♦♥❞❡s✱ ♥♦♥ s❡✉❧❡♠❡♥t
❧❡✉r ♠♦❞è❧❡ ♥é❝❡ss✐t❡ ω(N) ♠❡ss❛❣❡s ♠❛✐s ❝❤❛q✉❡ ♠❡ss❛❣❡ ❡st ❤♦r♦❞❛té✳

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ k✲♦✉t ❛❧é❛t♦✐r❡ ❝♦♠♠❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥✱ ♥♦✉s ♠♦♥tr♦♥s q✉❡ ✿
✕ P♦✉r k ≥ 2✱ ❛✈❡❝ ❣r❛♥❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té✱ ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ♥♦♥ ♦r✐❡♥té k✲♦✉t ❡st
❝♦♥♥❡①❡ ❡t ❞❡ ❞✐❛♠êtr❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐q✉❡✳ ■❧ ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❢♦rt❡♠❡♥t
❝♦♥♥❡①❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡ ❛✉ ♠♦✐♥s N/2✳ ❚♦✉t ♥♦❡✉❞ ❡st à ❞✐st❛♥❝❡ ❛✉ ♣❧✉s O(log log N) ❞❡
❝❡tt❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡✳

✕ P♦✉r k ≥ 2✱ t♦✉t❡ r✉♠❡✉r ♣❡✉t êtr❡ ♣r♦♣❛❣é❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✧❡♥ ♣♦✉ss❛♥t✧
❞❛♥s ✉♥ ❣r❛♣❤❡ k✲♦✉t ❛❧é❛t♦✐r❡ ❡♥ O(log N) r♦♥❞❡s✱ ❛✈❡❝ O(N) ♠❡ss❛❣❡s✳

▲❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡s ❣r❛♣❤❡s k✲♦✉t ♣r♦✈✐❡♥t ❞❡ ❧❛ trés ❢❛✐❜❧❡ r❡❞♦♥❞❛♥❝❡✱ ❞❡
❧✬♦r❞r❡ ❞❡ k✱ ❞❡s ♠❡ss❛❣❡s r❡ç✉s ♣❛r ❝❤❛q✉❡ ♥♦❡✉❞✳

✺✳✷ ❊①♣❧♦r❛t✐♦♥ ♣❡r♣ét✉❡❧❧❡

▲✬❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ♣❡r♣ét✉❡❧❧❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ❡t ❞❡ rés❡❛✉① ❝♦♥s✐st❡ à ❝❡ q✉✬✉♥ ❥❡t♦♥ ♦✉ ♠❡s✲
s❛❣❡ ♣❛r❝♦✉rt ✐♥❞é✜♥✐♠❡♥t à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ ♠ê♠❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✐str✐❜✉é st♦❝❦é ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡
♥♦❡✉❞✳ ▲❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s s♦♥t ♠✉❧t✐♣❧❡s ✿

✕ ❡①❝❧✉s✐♦♥ ♠✉t✉❡❧❧❡ ✿ ❖♥ ❝❤❡r❝❤❡ à ❣❛r❛♥t✐r q✉❡ ❧✬❛❝❝ès à ✉♥❡ r❡ss♦✉r❝❡ ❞✉ rés❡❛✉
s♦✐t ❡①❝❧✉s✐❢ ❡t ❧✐♠✐té à ✉♥ ♥♦❡✉❞✳ ▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❢❛✐r❡ ❝✐r❝✉❧❡r ✉♥ ❥❡t♦♥ ❞❛♥s
❧❡ rés❡❛✉ ❡t s❡✉❧ ❧❡ ♣♦ss❡ss❡✉r ❞✉ ❥❡t♦♥ ❛ ❛❝❝és à ❧❛ r❡ss♦✉r❝❡ ❝r✐t✐q✉❡✳

✕ ▼✐s❡✲à✲❥♦✉r ♣❡r♣ét✉❡❧❧❡ ✿ ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s st♦❝❦é❡s à ❞❡s ♥♦❡✉❞s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ♠✐s❡s
à✲❥♦✉r✱ ❞❡s ❛❧❡rt❡s ❧❛♥❝é❡s✳ ❈✬❡st ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❧❡♥t❡✳

▲❡ ✈ér✐t❛❜❧❡ ✐♥térêt ❞❡ ♥♦s rés✉❧t❛ts ❡st q✉✬✐❧s tr❛✐t❡♥t ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❛✉t♦✲st❛❜✐❧✐s❛♥ts✱
❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡s t♦❧ér❛♥ts ❞❡s ♣❛♥♥❡s tr❛♥s✐t♦✐r❡s✳ ❉❛♥s ♥♦tr❡ ❝♦♥t❡①t❡✱ ❧❡s
♣❛♥♥❡s ♦♥t ❞❡s s✐❣♥✐✜❝❛t✐♦♥s ♠✉❧t✐♣❧❡s ✿ ❝♦rr✉♣t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠é♠♦✐r❡ ❞✬✉♥ ♥♦❡✉❞ ♠❛✐s ❛✉ss✐
❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❞✉ ❣r❛♣❤❡ s♦✉s✲❥❛❝❡♥t ✭❛rr✐✈é❡ ♦✉ ❞é♣❛rt ❞❡ ♥♦❡✉❞s✱ ❛❥♦✉t ♦✉
s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❧✐❡♥s✮✳

✶✳ ❉❛♥s ✉♥ ❣r❛♣❤❡ k✲♦✉t✱ ❝❤❛q✉❡ s♦♠♠❡t ❝❤♦✐s✐t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ✉♥✐❢♦r♠❡ k s♦♠♠❡ts ❛✉①q✉❡❧s
✐❧ s❡ r❡❧✐❡✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞és♦r✐❡♥t❡r ❧❡s ❛rêt❡s✳ ▲❡ ❞❡❣ré ❞✬✉♥ s♦♠♠❡t ♥✬❡st ❞♦♥❝ ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t
é❣❛❧ à 2k✳

✻✹



✺✳✷✳✶ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✬❡①❝❧✉s✐♦♥ ♠✉t✉❡❧❧❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡s ❛✉t♦✲st❛❜✐❧✐s❛♥ts

▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬❡①❝❧✉s✐♦♥ ♠✉t✉❡❧❧❡ ❡st ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡
❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ ré♣❛rt✐❡✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ s②stè♠❡ ré♣❛rt✐ ❞❡ n ♣r♦❝❡ss❡✉rs✳ ❚♦✉s ❧❡s
♣r♦❝❡ss❡✉rs✱ ❞❡ t❡♠♣s à ❛✉tr❡✱ ♣❡✉✈❡♥t ❛✈♦✐r à ❡①é❝✉t❡r ✉♥❡ s❡❝t✐♦♥ ❝r✐t✐q✉❡ ❞❡ ❧❡✉r ❝♦❞❡
❞✉r❛♥t ❧❛q✉❡❧❧❡ ❡①❛❝t❡♠❡♥t ✉♥ ♣r♦❝❡ss❡✉r ❡st ❛✉t♦r✐sé à ✉t✐❧✐s❡r ✉♥❡ r❡ss♦✉r❝❡ ♣❛rt❛❣é❡✳
❯♥ s②stè♠❡ ré♣❛rt✐ q✉✐ rés♦✉❞ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬❡①❝❧✉s✐♦♥ ♠✉t✉❡❧❧❡ ❞♦✐t ❣❛r❛♥t✐r ❧❡s ❞❡✉①
♣r♦♣r✐étés s✉✐✈❛♥t❡s ✿ ✭✐✮ ❡①❝❧✉s✐♦♥ ♠✉t✉❡❧❧❡ ✿ ❡①❛❝t❡♠❡♥t ✉♥ ♣r♦❝❡ss❡✉r ❡st ❛✉t♦r✐sé à
❡①é❝✉t❡r s❛ s❡❝t✐♦♥ ❝r✐t✐q✉❡ à ✉♥ ✐♥st❛♥t ❞♦♥♥é ❀ ✭✐✐✮ éq✉✐té ✿ t♦✉t ♣r♦❝❡ss❡✉r ❞♦✐t êtr❡ ❡♥
♠❡s✉r❡ ❞✬❡①é❝✉t❡r s❛ s❡❝t✐♦♥ ❝r✐t✐q✉❡ ✐♥✜♥✐♠❡♥t s♦✉✈❡♥t ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥✳

❆✉t♦✲st❛❜✐❧✐s❛t✐♦♥✳ ▲❡ ❝♦♥❝❡♣t ❞❡ ❧✬❛✉t♦✲st❛❜✐❧✐s❛t✐♦♥ ❛ été ✐♥tr♦❞✉✐t ♣♦✉r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡
❢♦✐s ♣❛r ❉✐❥❦str❛ ❡♥ ✶✾✼✹ ❬❉✐❥✼✹❪✳ ❈❡ ❝♦♥❝❡♣t ❡st ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❝♦♥s✐❞éré ❝♦♠♠❡ ❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡
❧❛ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡ ♣♦✉r ❝♦♥❝❡✈♦✐r ❞❡s s②stè♠❡s q✉✐ t♦❧èr❡♥t ❞❡s ❞é❢❛✐❧❧❛♥❝❡s tr❛♥s✐t♦✐r❡s ❛r✲
❜✐tr❛✐r❡s✳ ❯♥ s②stè♠❡ ❛✉t♦✲st❛❜✐❧✐s❛♥t ❣❛r❛♥t✐t q✉❡✱ ❡♥ ♣❛rt❛♥t ❞✬✉♥ ét❛t ✐♥✐t✐❛❧ ❛r❜✐tr❛✐r❡✱
❧❡ s②stè♠❡ ❝♦♥✈❡r❣❡ ✈❡rs ✉♥ ét❛t ❝♦rr❡❝t ❡♥ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✜♥✐ ❞✬ét❛♣❡s✱ ❡t r❡st❡ ❝♦rr❡❝t ❡♥
❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s ❞é❢❛✐❧❧❛♥❝❡s ✭❝❢✳ ❬❉♦❧✵✵❪✮✳

■♥t✉✐t✐✈❡♠❡♥t✱ ✉♥ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❞✬❡①❝❧✉s✐♦♥ ♠✉t✉❡❧❧❡ ❛✉t♦✲st❛❜✐❧✐s❛♥t ♣❛r ♣❛ss❛❣❡ ❞❡ ❥❡t♦♥
❣❛r❛♥t✐t q✉❡✱ ♠ê♠❡ s✐ ♦♥ ♣❛rt ❞✬✉♥ ét❛t ♦✉ ❧❛ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡①❝❧✉s✐♦♥ ♠✉t✉❡❧❧❡ ♥✬❡st
♣❛s r❡s♣❡❝té❡ ✭③ér♦ ♦✉ ♣❧✉s✐❡✉rs ❥❡t♦♥s s♦♥t ♣rés❡♥ts ❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡✮✱ ❛❧♦rs ❡♥ ✉♥ ♥♦♠❜r❡
✜♥✐ ❞✬ét❛♣❡s✱ ✉♥ s❡✉❧ ❥❡t♦♥ ❝✐r❝✉❧❡ éq✉✐t❛❜❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ rés❡❛✉✳ ❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ♦♥ s❡ ❜♦r♥❡
à ♣r♦✉✈❡r q✉✬à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ à ♣❧✉s✐❡✉rs ❥❡t♦♥s✱ ♦♥ ❛❜♦✉t✐t ❡♥ ✉♥ t❡♠♣s ✜♥✐
à ✉♥❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ à ❥❡t♦♥ ✉♥✐q✉❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ✐❧ ❛ été ♣r♦✉✈é ❞❛♥s ❬❑P✾✸❪ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù
♦♥ s❡ tr♦✉✈❡ ❞❛♥s ✉♥ s②stè♠❡ ré♣❛rt✐ ♦ù ❧❡s ♣r♦❝❡ss❡✉rs ❝♦♠♠✉♥✐q✉❡♥t ♣❛r ♣❛ss❛❣❡ ❞❡
♠❡ss❛❣❡s✱ ✐❧ ❡st ✐♥❞✐s♣❡♥s❛❜❧❡ ❞❡ ❞✐s♣♦s❡r ❞✬✉♥ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞❡ t❡♠♣♦r✐s❛t✐♦♥ ✭t✐♠❡♦✉t✮
♣♦✉r ✐♥❥❡❝t❡r ❞❡s ❥❡t♦♥s s♣♦♥t❛♥é♠❡♥t ✿ s✐ ✉♥ t❡❧ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ♥✬❡st ♣❛s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡✱ ❧❡
s②stè♠❡ ♥❡ ♣❡✉t êtr❡ ❛✉t♦✲st❛❜✐❧✐s❛♥t ♣✉✐sq✉✬✐❧ s❡ r❡tr♦✉✈❡r❛✐t ❜❧♦q✉é ❡♥ ❞é♠❛rr❛♥t ❞✬✉♥❡
❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ s❛♥s ♠❡ss❛❣❡✳

❚r❛✈❛✉① ♣ré❝é❞❡♥ts

❯♥ ♣❡✉ ❞❡ t❡r♠✐♥♦❧♦❣✐❡ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡✳ ❯♥ rés❡❛✉ ❡st ✉♥✐❢♦r♠❡ s✐ t♦✉t ♣r♦❝❡ss❡✉r ❡①é✲
❝✉t❡ ❧❡ ♠ê♠❡ ❝♦❞❡✱ ❡t ✐❧ ❡st ❛♥♦♥②♠❡ s✐ ❧❡s ♣r♦❝❡ss❡✉rs ♥❡ ❞✐s♣♦s❡♥t ♣❛r ❞✬✐❞❡♥t✐✜❝❛t❡✉rs
♣♦✉r ❡①é❝✉t❡r ❞❡s s❡❝t✐♦♥s ❞❡ ❝♦❞❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s✳ ❙✐ ✉♥ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡ ❞❛♥s ✉♥ rés❡❛✉
✉♥✐❢♦r♠❡ ❡t ❛♥♦♥②♠❡✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡ ❛ ❢♦rt✐♦r✐ ❞❛♥s ✉♥ rés❡❛✉ ♥♦♥ ✉♥✐❢♦r♠❡ ♦✉ ♥♦♥
❛♥♦♥②♠❡✳ ❉❡♣✉✐s ❧❡s tr♦✐s ♣r♦t♦❝♦❧❡s ❞✬❡①❝❧✉s✐♦♥ ♠✉t✉❡❧❧❡ ❛✉t♦✲st❛❜✐❧✐❛♥t❡ ♣❛r ♣❛ss❛❣❡
❞❡ ❥❡t♦♥ ♣r♦♣♦sés ❞❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❢♦♥❞❛t❡✉r ❬❉✐❥✼✹❪✱ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① tr❛✈❛✉① ♦♥t tr❛✐té ❞❡ ❝❡
♣r♦❜❧è♠❡ ❞❛♥s ❞✐✛ér❡♥ts ❝♦♥t❡①t❡s ❡t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❬❍❡r✾✵✱ ❇❈❉✱ ❇●❏✱ ❉●❚✱ ❘♦s✱ ❏♦❤❪
❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❛♥♥❡❛✉① ❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉rs ✉♥✐❞✐r❡❝t✐♦♥♥❡❧s ❛♥♦♥②♠❡s ❡t ✉♥✐❢♦r♠❡s✳

❯♥ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❞✬❡①❝❧✉s✐♦♥ ♠✉t✉❡❧❧❡ ♣❛r ♣❛ss❛❣❡ ❞❡ ❥❡t♦♥ ❡st tr❛♥s♣❛r❡♥t ✈✐s à ✈✐s
❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ q✉✐ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ s✬✐❧ ♥❡ ♠♦❞✐✜❡ ♣❛s ❧❡ ❢♦r♠❛t ❞❡s ❥❡t♦♥s q✉✐ s♦♥t
é❝❤❛♥❣és ♣❛r ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❯♥❡ t❡❧❧❡ ♣r♦♣r✐été ❡st s♦✉❤❛✐t❛❜❧❡ s✐ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡ ❝♦♥t❡♥✉ ❞✉
❥❡t♦♥ ❡st ✉t✐❧✐sé ♣❛r ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✭❝✬❡st ❧❡ ❝❛s ❞❛♥s ✉♥ rés❡❛✉ ❞❡ t②♣❡ ❚♦❦❡♥ ❘✐♥❣ ♦✉ ❋❉❉■✱
♦ù ❧❡ ❥❡t♦♥ ❝♦♥t✐❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞❡✈❛♥t êtr❡ tr❛♥s♠✐s❡s ❛✉ ❞❡st✐♥❛t❛✐r❡✮✳

✻✺



❊♥ ❡✛❡t✱ ✉♥ ♣r♦t♦❝♦❧❡ tr❛♥s♣❛r❡♥t ❡st ♣❧✉s ❢❛❝✐❧❡ à ✐♠♣❧❛♥t❡r ✭✐❧ ♥❡ ♠♦❞✐✜❡ ♣❛s ❧❡ ❢♦r♠❛t
❞❡s tr❛♠❡s ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✮ ❡t ♣❧✉s ❢❛❝✐❧❡ à ✐♥té❣r❡r à ❞❡s rés❡❛✉① ❤étér♦❣è♥❡s ✭❞♦♥t
❝❡rt❛✐♥❡s ♣❛rt✐❡s ✉t✐❧✐s❡♥t ✉♥ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❞❡ ♣❛ss❛❣❡ ❞❡ ❥❡t♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✮✳ ❊♥ ♦✉tr❡✱ ❧❛ ❝❤❛r❣❡
❞❡ ❧❛ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥té❣r✐té ❞❡s ♠❡ss❛❣❡s ♣❡✉t êtr❡ ❞é❧é❣✉é❡ ❡♥t✐èr❡♠❡♥t à ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳
P❛r♠✐ ❧❡s ♣r♦t♦❝♦❧❡s ♣ré❝✐tés✱ s❡✉❧s ❬❍❡r✾✵✱ ❇❈❉❪ ❡t ❧❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ s②♥❝❤r♦♥❡ ❞❡ ❬❉●❚❪ s♦♥t
tr❛♥s♣❛r❡♥ts ✈✐s à ✈✐s ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ q✉✐ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡✳ ▲❡s ♣r♦t♦❝♦❧❡s ♣rés❡♥tés
❞❛♥s ❬❇●❏✱ ❉●❚✱ ❘♦s✱ ❏♦❤❪ ✉t✐❧✐s❡♥t s♦✐t ♣❧✉s✐❡✉rs t②♣❡s ❞❡ ❥❡t♦♥s ✭❡t ❞♦♥❝ ❛❥♦✉t❡♥t
✉♥ ❝❤❛♠♣ t②♣❡ ❛✉① ♠❡ss❛❣❡s ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✮✱ s♦✐t ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s à
❝❤❛q✉❡ ❥❡t♦♥ ❝✐r❝✉❧❛♥t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à ❛ss✉r❡r ❧❛ st❛❜✐❧✐s❛t✐♦♥✳

❯♥ ❝r✐tèr❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ♣♦✉r é✈❛❧✉❡r ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡ ❧❛ st❛❜✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❡st
❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r s♦♥ t❡♠♣s ❞❡ st❛❜✐❧✐s❛t✐♦♥ ♦✉ t❡♠♣s ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✱ ♥♦té T ✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❡
t❡♠♣s q✉✬✐❧ ❢❛✉t ♣♦✉r ♣❛ss❡r ❞✬✉♥❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❝♦♥t❡♥❛♥t ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❛r❜✐tr❛✐r❡ ❞❡ ❥❡✲
t♦♥s à ✉♥❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ à ❥❡t♦♥ ✉♥✐q✉❡✳ ❈♦♠♠❡ ♠♦♥tré ❞❛♥s ❬❇P✽✾❪✱ ✐❧ ❡st ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡
rés♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬❡①❝❧✉s✐♦♥ ♠✉t✉❡❧❧❡ ❛✉t♦✲st❛❜✐❧✐s❛♥t❡ ❞❛♥s ✉♥ ❛♥♥❡❛✉ ✉♥✐❞✐r❡❝✲
t✐♦♥♥❡❧ ❛♥♦♥②♠❡ ❡t ✉♥✐❢♦r♠❡ ❛✉ ♠♦②❡♥ ❞✬✉♥ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡✳ ❆✉ss✐ ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s
♣ré❝é❞❡♥t❡s s♦♥t✲❡❧❧❡s t♦✉t❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡s✳ P❛r♠✐ ❝❡❧❧❡s✲❝✐✱ ❬❍❡r✾✵✱ ❇❈❉❪ ♥❡ ♣r♦♣♦s❡♥t
♣❛s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉ t❡♠♣s ❞❡ st❛❜✐❧✐s❛t✐♦♥✱ ❡t ❧❡s t❡♠♣s ❞❡ st❛❜✐❧✐s❛t✐♦♥ ♠♦②❡♥s ❛tt❡♥❞✉s ❞❡
❬❇●❏✱ ❉●❚✱ ❏♦❤❪ s♦♥t ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ O(n3)✱ ♦ù n ❞és✐❣♥❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬❛♥♥❡❛✉✱ ❡t ❝❡❧✉✐
❞❡ ❬❘♦s❪ ❡st ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ n2✳ ■❧ ❡st é✈✐❞❡♥t q✉❡ ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ st❛❜✐❧✐s❛t✐♦♥ ❡st ❡♥ Ω(n)✱
♣✉✐sq✉❡ s✐ ♦♥ ♣❛rt ❞✬✉♥❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ à ❞❡✉① ❥❡t♦♥s ❞✐❛♠êtr❛❧❡♠❡♥t ♦♣♣♦sés✱ ✐❧ ❢❛✉t ❛✉
♠♦✐♥s n/2 ✉♥✐tés ❞❡ t❡♠♣s ♣♦✉r q✉✬✉♥ ❥❡t♦♥ r❛ttr❛♣❡ ❧✬❛✉tr❡✳

❯♥ ❛✉tr❡ ❝r✐tèr❡ ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❡st ❝❡❧✉✐ ❞✉ t❡♠♣s ❞❡ s❡r✈✐❝❡✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ ❧❡ t❡♠♣s✱ ❡♥
♣❤❛s❡ st❛❜✐❧✐sé❡✱ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ♣❛ss❛❣❡s ❞✉ ❥❡t♦♥ s✉r ✉♥ ♣r♦❝❡ss❡✉r✳ ❈❡ t❡♠♣s ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t
♣♦✉r é✈❛❧✉❡r ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞✉ ♣r♦t♦❝♦❧❡ q✉❛♥❞ ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡ ❞é❢❛✐❧❧❛♥❝❡s ❡t ❛✐♥s✐
é✈❛❧✉❡r s♦♥ s✉r❝♦ût ♣❛r r❛♣♣♦rt à ✉♥ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ♥♦♥ st❛❜✐❧✐s❛♥t✳ ❉❛♥s ✉♥ s②stè♠❡ à n
♣r♦❝❡ss❡✉rs✱ ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ s❡r✈✐❝❡ ❡st ❡♥ Ω(n)✱ ♣✉✐sq✉❡ s✐ ❝❤❛q✉❡ ♣r♦❝❡ss❡✉r ❛tt❡♥❞ ❧❡
♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡ t❡♠♣s✱ ✐❧ ❛tt❡♥❞ ❛✉t❛♥t q✉❡ ❧❡s ❛✉tr❡s✳ ▲❡ t❡♠♣s ❞❡ s❡r✈✐❝❡ ♥✬❡st ♣❛s ❝❛❧❝✉❧é
❞❛♥s ❬❍❡r✾✵✱ ❇❈❉✱ ❇●❏❪✱ ❡t ✐❧ ❡st ❞❛♥s ❬❉●❚✱ ❘♦s✱ ❏♦❤❪ ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ n3✱ n2✱ ❡t n✱
r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳

◆♦tr❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥

❉❛♥s ❬❉❍❚✵✹❪✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ♣❧✉s✐❡✉rs ♣r♦t♦❝♦❧❡s ❛✉t♦✲st❛❜✐❧✐s❛♥ts ♣♦✉r ❧❡s rés❡❛✉①
s②♥❝❤r♦♥❡s ❛♥♦♥②♠❡s ❡t ✉♥✐❢♦r♠❡s ❡♥ ❛♥♥❡❛✉ ✉♥✐❞✐r❡❝t✐♦♥❡❧ ♦ù ❧❡s ♣r♦❝❡ss❡✉rs ❝♦♠♠✉✲
♥✐q✉❡♥t ♣❛r é❝❤❛♥❣❡ ❞❡ ♠❡ss❛❣❡s✳

❆♥❛❧②s❡ ✜♥❡ ❞❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡s ❡①✐st❛♥ts✳ ▲❡s ❞❡✉① ♣r❡♠✐❡rs ♣r♦t♦❝♦❧❡s s♦♥t ❞❡s tr❛♥s✲
♣♦s✐t✐♦♥s ❞❛♥s ✉♥ ♠♦❞è❧❡ à ♣❛ss❛❣❡ ❞❡ ♠❡ss❛❣❡s ❞❡s ♣r♦t♦❝♦❧❡s ❞❡ ❬❍❡r✾✵✱ ❇❈❉❪ ✭♣♦✉r ✉♥
♣r♦t♦❝♦❧❡ s❛♥s ♠é♠♦✐r❡ ❡t s❛♥s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞✉ rés❡❛✉✮ ❡t ❞❡ ❬❉●❚❪ ✭♣♦✉r ✉♥
♣r♦t♦❝♦❧❡ ❛✈❡❝ ✶ ❜✐t ❞❡ ♠é♠♦✐r❡ ❡t s❛♥s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞✉ rés❡❛✉✮✮ q✉✐ ✉t✐❧✐s❡♥t
✉♥ ♠♦❞è❧❡ à ♠é♠♦✐r❡ ♣❛rt❛❣é❡✳ P❛r ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ✜♥❡ ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té✱ ♥♦✉s ♠♦♥tr♦♥s q✉❡
❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥t ❞❡ ❬❍❡r✾✵✱ ❇❈❉❪ ❝♦♥✈❡r❣❡ ❡♥ t❡♠♣s Θ(n2) ❡♥ ♠♦②❡♥♥❡✱ ❡t q✉❡ s♦♥ t❡♠♣s
❞❡ s❡r✈✐❝❡ ❡st ❡♥ Θ(n2) ❡♥ ♠♦②❡♥♥❡ ✭❝❡s ❞❡✉① ❝♦♠♣❧❡①✐tés ♥✬ét❛✐❡♥t ♣❛s ❝❛❧❝✉❧é❡s ❞❛♥s
❧❡s ❛rt✐❝❧❡s ❝✐tés✮✳ P✉✐s ♥♦✉s ♠♦♥tr♦♥s q✉❡ ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥t ❞✉ ♣r♦t♦❝♦❧❡ s②♥❝❤r♦♥❡ ❞❡ ❬❉●❚❪

✻✻



❝♦♥✈❡r❣❡ ❡♥ t❡♠♣s ♠♦②❡♥ Θ(n2) ❡t q✉❡ s♦♥ t❡♠♣s ❞❡ s❡r✈✐❝❡ ❡st ❡♥ Θ(n) ✭✐❧ ét❛✐t ♣r♦✉✈é
s❡✉❧❡♠❡♥t O(n2) ❞❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ♦r✐❣✐♥❛❧✮✳

◆♦✉✈❡❛✉① ♣r♦t♦❝♦❧❡s✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ♣r♦♣♦sé ♣❧✉s✐❡✉rs ♣r♦t♦❝♦❧❡s ♦r✐❣✐♥❛✉①
❜❛sés s✉r ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ r❛❧❡♥t✐ss❡✉r✳ ❆ t♦✉t ✐♥st❛♥t✱ ❝❤❛q✉❡ ♣r♦❝❡ss❡✉r ♣♦ssè❞❡ ✉♥ ét❛t ✿
♥♦r♠❛❧ ♦✉ r❛❧❡♥t✐ss❡✉r✳ ▲❛ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞✬ét❛t ❡st ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡✳ ❈❤❛q✉❡ ♣r♦✲
❝❡ss❡✉r ♣❡✉t s❡ ♣r♦❝❧❛♠❡r r❛❧❡♥t✐ss❡✉r ❡t r❛❧❡♥t✐r ❧❡s ❥❡t♦♥s q✉✬✐❧ r❡ç♦✐t ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡
♣r♦❜❛❜✐❧✐té✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❡♠♣ê❝❤❡r ❧✬❡♥✈♦✐ ❞❡ ❥❡t♦♥s t❛♥t q✉✬✐❧ r❡st❡ ❞❛♥s ❧✬ét❛t r❛❧❡♥t✐s✲
s❡✉r✳ ❙✉✐✈❛♥t ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞✉ r❛❧❡♥t✐ss❡✉r ❝♦♥s✐❞éré ✭q✉❛♥t✐té ❞❡ ♠é♠♦✐r❡ ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡✮✱
❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ♦❜t❡♥✉s s♦♥t ❞✐✛ér❡♥ts✱ ♠❛✐s ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ♣r♦t♦❝♦❧❡s q✉❡ ♥♦✉s
♣r♦♣♦s♦♥s ❛ ✉♥ t❡♠♣s ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♠♦②❡♥ ❡t ✉♥ t❡♠♣s ❞❡ s❡r✈✐❝❡ ♠♦②❡♥ ❡♥ O(n) ✭❞❡
♠❛♥✐èr❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ♣♦✉r ✉♥ ❞❡s ♣r♦t♦❝♦❧❡s✮✳ ▲❡ ❞❡r♥✐❡r ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❞✉ t❛❜❧❡❛✉ ✺✳✶ ❡st ♦♣t✐♠❛❧
❛✉ r❡❣❛r❞ ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❝♦♥s✐❞éré❡s✳

Pr♦t♦❝♦❧❡ ❈♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❚❡♠♣s ❞❡ ❚❡♠♣s ❞❡ ▼é♠♦✐r❡ ❯♥✐❢♦r♠❡ ❚r❛♥s♣❛r❡♥t
❞❡ n st❛❜✐❧✐s❛t✐♦♥ s❡r✈✐❝❡

❬❇●❏❪ ♦✉✐ Θ(n3) O(n3) O(log(n)) ♦✉✐ ♥♦♥
❬❘♦s❪ ♥♦♥ Θ(n2) O(n2) O(1) ♦✉✐ ♥♦♥
❬❏♦❤❪ ♦✉✐ O(n3) O(n) O(log(n)) ♦✉✐ ♥♦♥
❙❛♥s▼é♠♦✐r❡ ♥♦♥ Θ(n2) Θ(n) ✵ ♦✉✐ ♦✉✐
▼é♠♦✐r❡✶❜✐t ♥♦♥ Θ(n2) Θ(n) O(1) ♦✉✐ ♦✉✐
❘❛❧❡♥t✐ss❡✉r✶ ♦✉✐ Θ(n) Θ(n) O(log(n)) ♦✉✐ ♦✉✐
❘❛❧❡♥t✐ss❡✉r✷ ♦✉✐ Θ(n) Θ(n) O(1) ♦✉✐ ♦✉✐

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶ ✕ ❘é❝❛♣✐t✉❧❛t✐❢ ❞❡s rés✉❧t❛ts

❈❤❛î♥❡s ❞❡ ▼❛r❦♦✈✳

▲❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ♥♦s ♣r❡✉✈❡s s♦♥t ❜❛sés s✉r ✉♥❡ ❛♥❛❧♦❣✐❡ ❡♥tr❡ ❧❡ t❡♠♣s ❞✬❛tt❡✐♥t❡
❞✬✉♥ s♦♠♠❡t ❞❛♥s ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❧♦rs ❞✬✉♥❡ ♠❛r❝❤❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❡t ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ st❛❜✐❧✐s❛t✐♦♥ ✿
❧❡s s♦♠♠❡ts ❞✉ ❝❤❡♠✐♥ s♦♥t ♥✉♠ér♦tés ❞❡ 0 à n/2 ❡t r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉①
❥❡t♦♥s ❝♦♥sé❝✉t✐❢s✳ ▲❡ t❡♠♣s ❞✬❛tt❡✐♥t❡ ❡st ❧❡ t❡♠♣s ❛✉ ❜♦✉t ❞✉q✉❡❧ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡✈✐❡♥t
♥✉❧❧❡✱ ✐✳❡✳ ❧❡s ❞❡✉① ❥❡t♦♥s ❢✉s✐♦♥♥❡♥t✱ ❧♦rsq✉❡ ❧❡s ❥❡t♦♥s s✉✐✈❡♥t ❞❡s ♠❛r❝❤❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❛✈❡❝
♦✉ s❛♥s ♠é♠♦✐r❡✳ ▲✬❛st✉❝❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❡s ❞❡✉① ❥❡t♦♥s ❧❡s ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡s ♠❛✐s ❧❛
❞✐✣❝✉❧té ❡st q✉❡ ❝❡ ♥✬❡st ♣❛s t♦✉❥♦✉rs ❧❛ ♠ê♠❡ ♣❛✐r❡ ❞❡ ❥❡t♦♥s q✉✐ s❡ r❡tr♦✉✈❡ êtr❡ ❧❡s
♣❧✉s ♣r♦❝❤❡s✳ P♦✉r r❡♠é❞✐❡r à ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ♥♦tr❡ ❛♥❛❧②s❡ ❡st ❢❛✐t❡ s✉r ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s q✉✐
❡st ❣❛r❛♥t✐t êtr❡ ♣❧✉s ❧❡♥t q✉❡ ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ré❡❧✱ ❡①trê♠❡♠❡♥t ❞✐✣❝✐❧❡ à ét✉❞✐❡r✳

✺✳✷✳✷ ❊①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❡✉❧ér✐❡♥♥❡

▲❡ ♠♦❞è❧❡ r♦t♦r✲r♦✉t❡r✱ ❛✉ss✐ ❛♣♣❡❧é ▼❛❝❤✐♥❡ ❞❡ Pr♦♣♣✱ ❛ été ❝♦♥s✐❞éré ❝♦♠♠❡ ✉♥❡
❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡ à ❧❛ ♠❛r❝❤❡ ❛❧é❛t♦✐r❡✳ ■❧ ❡st ❝♦♥♥✉ q✉❡ ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ s✉✐✈✐ ♣❛r ✉♥
❛❣❡♥t ♠♦❜✐❧❡ ❞❛♥s ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ♥♦♥✲♦r✐❡♥té ❝♦♥trô❧é ♣❛r ✉♥ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞❡ r♦t♦r✲r♦✉t❡r ✜♥✐t

✻✼



♣❛r ❢♦r♠❡r ✉♥ ❝②❝❧❡ ❡✉❧ér✐❡♥ ✷ ❡♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t ❝❤❛q✉❡ ❛rêt❡ ♣❛r ❞❡✉① ❛r❝s ♦r✐❡♥tés ❞❛♥s
❧❡s ❞❡✉① ❞✐r❡❝t✐♦♥s ♦♣♣♦sé❡s✳ ▲❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❛❣❡♥t ♠♦❜✐❧❡✴♠❡ss❛❣❡ ❡st ré❣✐ ♣❛r ❧❡
♣r♦❝❡ss✉s s✉✐✈❛♥t ✿

✕ P♦✉r t♦✉t ♥♦❡✉❞✱ ✉♥ ♦r❞r❡ ❝②❝❧✐q✉❡ ❞❡s ❛r❝s s♦rt❛♥t ❡st ✜①é ❡t ❧❡ ♥♦❡✉❞ st♦❝❦❡ ❧❡
❞❡r♥✐❡r ❛r❝ s♦rt❛♥t ✉t✐❧✐sé ♣❛r ❧✬❛❣❡♥t ❀

✕ ❚♦✉t ❛❣❡♥t ♠♦❜✐❧❡ ❛rr✐✈❛♥t à ✉♥ ♥♦❡✉❞ ❡st r❡❞✐r✐❣é ✈❡rs ❧✬❛r❝ s♦rt❛♥t s✉✐✈❛♥t ❞❛♥s
❧✬♦r❞r❡ ❝②❝❧✐q✉❡✳✯

▲❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✱ ❡①♣r✐♠é ❡♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ tr❛✈❡rsé❡s ❞❡ s♦♠♠❡ts✱ ✈❡rs ✉♥ ♣❛r❝♦✉rs
❡✉❧ér✐❡♥ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧✬ét❛t ✐♥✐t✐❛❧ ❞✉ s②stè♠❡✳ ■❧ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ ♥♦t❡r q✉❡ ❧❡ ♠é❝❛♥✐s♠❡
r♦t♦r✲r♦✉t❡r ❡st ❛✉t♦✲st❛❜✐❧✐s❛♥t ✿ s✐ ❧❡ rés❡❛✉ ❝❤❛♥❣❡ ❞❡ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ♦✉ ❧✬♦r❞r❡ ❝②❝❧✐q✉❡ ❡st
♠♦❞✐✜é✱ ♦♥ ✜♥✐r❛ à ♥♦✉✈❡❛✉ ♣❛r tr♦✉✈❡r ✉♥ ❝②❝❧❡ ❡✉❧ér✐❡♥✳

❉❛♥s ✉♥ tr❛✈❛✐❧ ré❝❡♥t ❬❨❲❇✵✸❪✱ ❨❛♥♦✈s❦✐ ❡t ❛❧✳ ♦♥t ♠♦♥tré q✉✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❞❡
❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❞✉ s②stè♠❡✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞❡ r♦t♦r✲r♦✉t❡r✱ ✉♥ ❛❣❡♥t
♠♦❜✐❧❡ ✜♥✐t ♣❛r s✉✐✈r❡ ✉♥ ❝②❝❧❡ ❡✉❧ér✐❡♥ ❡♥ t❡♠♣s ✐♥❢ér✐❡✉r à 2mD ♦ù D ❡st ❧❡ ❞✐❛♠ètr❡
❞✉ ❣r❛♣❤❡✳ ❈❡tt❡ ❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ ❡st ❛tt❡✐♥t❡ ♣❛r ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ✧s✉❝❡tt❡✧ ✸✳

❘és✉❧t❛t ❉❛♥s ❬❇●❍+✵✾❪✱ ♥♦✉s ❡①❛♠✐♥♦♥s ❧❛ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞✉ t❡♠♣s ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡
✈❡rs ✉♥ ❝②❝❧❡ ❡✉❧ér✐❡♥ ❛✈❡❝ ❧✬ét❛t ✐♥✐t✐❛❧ ❞✉ s②stè♠❡✳ ◆♦✉s ❞é✈❡❧♦♣♣♦♥s ✉♥❡ ét✉❞❡ ❞❡ ❝❛s
s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥ ❥❡✉ ❡♥tr❡ ✉♥ ❥♦✉❡✉r ❞♦♥t ❧❡ ❜✉t ❡st ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥ t❡♠♣s ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡
♠✐♥✐♠❛❧ ❡t ✉♥ ❛❞✈❡rs❛✐r❡ ❛✈❡❝ ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ✐♥✈❡rs❡✳ ▲❡ ❥♦✉❡✉r ♦✉ ❧✬❛❞✈❡rs❛✐r❡ ❛ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡
❧✬✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♦r❞r❡s ❝②❝❧✐q✉❡s ❡t✴♦✉ ❞❡s ♣r❡♠✐❡rs ❛r❝s✳ ▲✬♦r❞r❡ ❞✉ ❥❡✉✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ s✐
❧❡ ❥♦✉❡✉r ❥♦✉❡ ❛✈❛♥t ♦✉ ❛♣rès ❧✬❛❞✈❡rs❛✐r❡✱ ❛ ❞❡s ❝♦♥séq✉❡♥❝❡s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s
❝❛s ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡st O(m)✳ ❉✬✉♥ ❛✉tr❡ ❝♦té✱ s✐ ❧✬❛❞✈❡rs❛✐r❡ ❛ ❧❛
♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ ✜①❡r ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ❧✬♦r❞r❡ ❝②❝❧✐q✉❡ ❞❡s ❛r❝s ❡t ❞❡s ♣❡r♠✐❡rs ❛r❝s s♦rt❛♥ts✱ ❧❡
t❡♠♣s ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❛tt❡✐♥t Ω(mD) ♣♦✉r t♦✉t ❣r❛♣❤❡ ❞❡ m ❛rêt❡s ❡t ❞✐❛♠êtr❡ D✳ ❉❡
♣❧✉s✱ ♥♦✉s ♠♦♥tr♦♥s q✉❡ s✐ ❧✬❛❞✈❡rs❛✐r❡ ✜①❡ ❧✬♦r❞r❡ ❝②❝❧✐q✉❡ ❛♣rès q✉❡ ❧❡ ❥♦✉❡✉r ❛✐t ✜①é ❧❡s
♣r❡♠✐❡rs ❛r❝s s♦rt❛♥ts ❛❧♦rs ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡st ♠❛❥♦ré ♣❛r O(m min{log m, D})✳
❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ❧❡ t❡♠♣s ❞❡
❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♥é❝❡ss✐t❡ Ω(m log m)✳ ❉❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❞❡r♥✐❡rs ❝❛s✱ ♥♦✉s ❡①❤✐❜♦♥s ❞❡s ❣r❛♣❤❡s
♥é❝❡ss✐t❛♥t Ω(mD) ❡t ❞❡s ❢❛♠✐❧❧❡s ♥♦♥ tr✐✈✐❛❧❡s ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ❞❡ ❣r❛♥❞ ❞✐❛♠ètr❡ ♥é❝❡ss✐t❛♥t
✉♥ t❡♠♣s O(m)✳

✷✳ P♦✉r r❛♣♣❡❧✱ ✉♥ ❝②❝❧❡ ❡st ❡✉❧ér✐❡♥ s✬✐❧ ♣❛ss❡ ♣❛r t♦✉t❡s ❧❡s ❛rêt❡s ✲ ♣♦✉r ♥♦✉s ❛r❝s ✲ ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ✉♥❡
❡t ✉♥❡ s❡✉❧❡ ❢♦✐s✳

✸✳ ❈❡ ❣r❛♣❤❡ ❡st ❝♦♥st✐t✉é ❞✬✉♥❡ ❝❧✐q✉❡ ❡t ❞✬✉♥ ❧♦♥❣ ❝❤❡♠✐♥ r❡❧✐é à ✉♥ s♦♠♠❡t ❞❡ ❧❛ ❝❧✐q✉❡
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❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐❡

❬❆❆❑+✵✻❪ ❙❡r❣❡ ❆❜✐t❡❜♦✉❧✱ ❙t❡♣❤❡♥ ❆❧str✉♣✱ ❍❛✐♠ ❑❛♣❧❛♥✱ ❚♦✈❛ ▼✐❧♦✱ ❛♥❞ ❚❤❡✐s
❘❛✉❤❡✳ ❈♦♠♣❛❝t ❧❛❜❡❧✐♥❣ s❝❤❡♠❡s ❢♦r ❛♥❝❡st♦r q✉❡r✐❡s✳ ❙■❆▼ ❏♦✉r♥❛❧ ♦♥
❈♦♠♣✉t✐♥❣✱ ✸✺✭✻✮ ✿✶✷✾✺✕✶✸✵✾✱ ✷✵✵✻✳

❬❆❈▲✵✵❪ ❲✐❧❧✐❛♠ ❆✐❧❧♦✱ ❋❛♥ ❘✳ ❑✳ ❈❤✉♥❣✱ ❛♥❞ ▲✐♥②✉❛♥ ▲✉✳ ❆ r❛♥❞♦♠ ❣r❛♣❤ ♠♦✲
❞❡❧ ❢♦r ♠❛ss✐✈❡ ❣r❛♣❤s✳ ■♥ 32nd ❆♥♥✉❛❧ ❆❈▼ ❙②♠♣♦s✐✉♠ ♦♥ ❚❤❡♦r② ♦❢
❈♦♠♣✉t✐♥❣ ✭❙❚❖❈✮✱ ♣❛❣❡s ✶✼✶✕✶✽✵✳ ❆❈▼ Pr❡ss✱ ▼❛② ✷✵✵✵✳

❬❆❉❙✵✻❪ ▲✉❝❛ ❈❛st❡❧❧✐ ❆❧❡❛r❞✐✱ ❖❧✐✈✐❡r ❉❡✈✐❧❧❡rs✱ ❛♥❞ ●✐❧❧❡s ❙❝❤❛❡✛❡r✳ ❖♣t✐♠❛❧
s✉❝❝✐♥❝t r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ ♣❧❛♥❛r ♠❛♣s✳ ■♥ ❙❈● ✬✵✻ ✿ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡
t✇❡♥t②✲s❡❝♦♥❞ ❛♥♥✉❛❧ s②♠♣♦s✐✉♠ ♦♥ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❣❡♦♠❡tr②✱ ♣❛❣❡s ✸✵✾✕
✸✶✽✱ ◆❡✇ ❨♦r❦✱ ◆❨✱ ❯❙❆✱ ✷✵✵✻✳ ❆❈▼✳

❬❆●✵✻❪ ■tt❛✐ ❆❜r❛❤❛♠ ❛♥❞ ❈②r✐❧ ●❛✈♦✐❧❧❡✳ ❖❜❥❡❝t ❧♦❝❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ♣❛t❤ s❡♣❛r❛t♦rs✳
■♥ 25th ❆♥♥✉❛❧ ❆❈▼ ❙②♠♣♦s✐✉♠ ♦♥ Pr✐♥❝✐♣❧❡s ♦❢ ❉✐str✐❜✉t❡❞ ❈♦♠♣✉t✐♥❣
✭P❖❉❈✮✱ ♣❛❣❡s ✶✽✽✕✶✾✼✳ ❆❈▼ Pr❡ss✱ ❏✉❧② ✷✵✵✻✳

❬❆●●▼✵✻❪ ■tt❛✐ ❆❜r❛❤❛♠✱ ❈②r✐❧ ●❛✈♦✐❧❧❡✱ ❆♥❞r❡✇ ❱✳ ●♦❧❞❜❡r❣✱ ❛♥❞ ❉❛❤❧✐❛ ▼❛❧❦❤✐✳
❘♦✉t✐♥❣ ✐♥ ♥❡t✇♦r❦s ✇✐t❤ ❧♦✇ ❞♦✉❜❧✐♥❣ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳ ■♥ 26th ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧
❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❉✐str✐❜✉t❡❞ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ ❙②st❡♠s ✭■❈❉❈❙✮✳ ■❊❊❊ ❈♦♠♣✉t❡r
❙♦❝✐❡t② Pr❡ss✱ ❏✉❧② ✷✵✵✻✳

❬❆❑P+✵✹❪ P✳ ❆♥❞r♦✉ts♦s✱ ❆✳ ❑✉s❤❦✐✱ ❑✳◆✳ P❧❛t❛♥✐♦t✐s✱ ❉✳ ❆♥❞r♦✉ts♦s✱ ❛♥❞ ❆✳◆✳
❱❡♥❡ts❛♥♦♣♦✉❧♦s✳ ❉✐str✐❜✉t❡❞ ▼P❊●✲✼ ✐♠❛❣❡ ✐♥❞❡①✐♥❣ ✉s✐♥❣ s♠❛❧❧ ✇♦r❧❞
✉s❡r ❛❣❡♥ts✳ ■♥ Pr♦❝✳ ♦❢ ■❈■P ✷✵✵✹✱ ♣❛❣❡s ✻✹✶✕✻✹✹✱ ✷✵✵✹✳

❬❆❘❙✾✼❪ ▲❛✉r❡♥t ❆❧♦♥s♦✱ ❏❡❛♥✲▲✉❝ ❘é♠②✱ ❛♥❞ ❘❡♥é ❙❝❤♦tt✳ ❆ ❧✐♥❡❛r✲t✐♠❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠
❢♦r t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ tr❡❡s✳ ❆❧❣♦r✐t❤♠✐❝❛✱ ✶✼✭✷✮ ✿✶✻✷✕✶✽✷✱ ✶✾✾✼✳

❬❆❙✽✵❪ ❉✳ ❇✳ ❆r♥♦❧❞ ❛♥❞ ▼✳ ❘✳ ❙❧❡❡♣✳ ❯♥✐❢♦r♠ r❛♥❞♦♠ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❜❛❧❛♥❝❡❞
♣❛r❡♥t❤❡s✐s str✐♥❣s✳ ❆❈▼ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥ Pr♦❣r❛♠♠✐♥❣ ▲❛♥❣✉❛❣❡s ❛♥❞
❙②st❡♠s✱ ✷✭✶✮ ✿✶✷✷✕✶✷✽✱ ✶✾✽✵✳

❬❆❙✾✹❪ ❘❛❦❡s❤ ❆❣r❛✇❛❧ ❛♥❞ ❘❛♠❛❦r✐s❤♥❛♥ ❙r✐❦❛♥t✳ ❋❛st ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r ♠✐♥✐♥❣
❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ r✉❧❡s ✐♥ ❧❛r❣❡ ❞❛t❛❜❛s❡s✳ ■♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ ❱▲❉❇✬✾✹ ❝♦♥❢❡r❡♥❝❡✱
✶✾✾✹✳

❬❇❆✾✾❪ ❆❧❜❡rt✲▲ás③❧ó ❇❛r❛❜ás✐ ❛♥❞ ❘é❦❛ ❆❧❜❡rt✳ ❊♠❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ s❝❛❧✐♥❣ ✐♥ r❛♥❞♦♠
♥❡t✇♦r❦s✳ ❙❝✐❡♥❝❡✱ ✷✽✻✭✺✹✸✾✮ ✿✺✵✾✕✺✶✷✱ ✶✾✾✾✳

❬❇❈❉❪ ❏✳ ❇❡❛✉q✉✐❡r✱ ❙✳ ❈♦r❞✐❡r✱ ❛♥❞ ❙✳ ❉❡❧❛ët✳ ❖♣t✐♠✉♠ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ s❡❧❢✲
st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ♦♥ ✉♥✐❢♦r♠ r✐♥❣s✳

✻✾



❬❇❈●✵✶❪ ❉♦✉❣ ❇✉r❞✐❝❦✱ ▼❛♥✉❡❧ ❈❛❧✐♠❧✐♠✱ ❛♥❞ ❏♦❤❛♥♥❡s ●❡❤r❦❡✳ ▼❛✜❛ ✿ ❆ ♠❛①✐✲
♠❛❧ ❢r❡q✉❡♥t ✐t❡♠s❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r tr❛♥s❛❝t✐♦♥❛❧ ❞❛t❛❜❛s❡s✳ ■♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s
♦❢ ■❈❉❊✬✵✶ ❝♦♥❢❡r❡♥❝❡✱ ✷✵✵✶✳

❬❇❞▲P✾✾❪ ❊❧❡♥❛ ❇❛r❝✉❝❝✐✱ ❆❧❜❡rt♦ ❞❡❧ ▲✉♥❣♦✱ ❛♥❞ ❊❧✐s❛ P❡r❣♦❧❛✳ ❘❛♥❞♦♠ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥
♦❢ tr❡❡s ❛♥❞ ♦t❤❡r ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ♦❜❥❡❝ts✳ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡✱
✷✶✽✭✷✮ ✿✷✶✾✕✷✸✷✱ ✶✾✾✾✳

❬❇❋❙❙✵✵❪ ❈②r✐❧ ❇❛♥❞❡r✐❡r✱ P❤✐❧✐♣♣❡ ❋❧❛❥♦❧❡t✱ ●✐❧❧❡s ❙❝❤❛❡✛❡r✱ ❛♥❞ ▼✐❝❤è❧❡ ❙♦r✐❛✳
P❧❛♥❛r ♠❛♣s ❛♥❞ ❛✐r② ♣❤❡♥♦♠❡♥❛✳ ■♥ 27th ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦❧❧♦q✉✐✉♠ ♦♥
❆✉t♦♠❛t❛✱ ▲❛♥❣✉❛❣❡s ❛♥❞ Pr♦❣r❛♠♠✐♥❣ ✭■❈❆▲P✮✱ ✈♦❧✉♠❡ ✶✽✺✸ ♦❢ ▲❡❝t✉r❡
◆♦t❡s ✐♥ ❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡✱ ♣❛❣❡s ✸✽✽✕✹✵✷✳ ❙♣r✐♥❣❡r✱ ❏✉❧② ✷✵✵✵✳

❬❇●❍✵✸❛❪ ◆✐❝♦❧❛s ❇♦♥✐❝❤♦♥✱ ❈②r✐❧ ●❛✈♦✐❧❧❡✱ ❛♥❞ ◆✐❝♦❧❛s ❍❛♥✉ss❡✳ ❈❛♥♦♥✐❝❛❧ ❞❡✲
❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ♦✉t❡r♣❧❛♥❛r ♠❛♣s ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ❡♥✉♠❡r❛t✐♦♥✱ ❝♦❞✐♥❣
❛♥❞ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✳ ❘❡s❡❛r❝❤ ❘❡♣♦rt ❘❘✲✶✷✾✺✲✵✸✱ ▲❛❇❘■✱ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❇♦r✲
❞❡❛✉① ✶✱ ✸✺✶✱ ❝♦✉rs ❞❡ ❧❛ ▲✐❜ér❛t✐♦♥✱ ✸✸✹✵✺ ❚❛❧❡♥❝❡ ❈❡❞❡①✱ ❋r❛♥❝❡✱ ▼❛r❝❤
✷✵✵✸✳

❬❇●❍✵✸❜❪ ◆✐❝♦❧❛s ❇♦♥✐❝❤♦♥✱ ❈②r✐❧ ●❛✈♦✐❧❧❡✱ ❛♥❞ ◆✐❝♦❧❛s ❍❛♥✉ss❡✳ ❆♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✲
t❤❡♦r❡t✐❝ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ♦❢ ♣❧❛♥❛r ❣r❛♣❤s ✉s✐♥❣ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥✳ ■♥ 20th ❆♥♥✉❛❧
❙②♠♣♦s✐✉♠ ♦♥ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❆s♣❡❝ts ♦❢ ❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡ ✭❙❚❆❈❙✮✱ ✈♦❧✉♠❡
✷✻✵✼ ♦❢ ▲❡❝t✉r❡ ◆♦t❡s ✐♥ ❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡✱ ♣❛❣❡s ✹✾✾✕✺✶✵✳ ❙♣r✐♥❣❡r✱ ❋❡✲
❜r✉❛r② ✷✵✵✸✳

❬❇●❍+✵✻❪ ◆✐❝♦❧❛s ❇♦♥✐❝❤♦♥✱ ❈②r✐❧ ●❛✈♦✐❧❧❡✱ ◆✐❝♦❧❛s ❍❛♥✉ss❡✱ ❉♦♠✐♥✐q✉❡ P♦✉❧❛❧❤♦♥✱
❛♥❞ ●✐❧❧❡s ❙❝❤❛❡✛❡r✳ P❧❛♥❛r ❣r❛♣❤s✱ ✈✐❛ ✇❡❧❧✲♦r❞❡r❧② ♠❛♣s ❛♥❞ tr❡❡s✳
●r❛♣❤s ❛♥❞ ❈♦♠❜✐♥❛t♦r✐❝s✱ ✷✷✭✷✮ ✿✶✽✺✕✷✵✷✱ ✷✵✵✻✳

❬❇●❍+✵✾❪ ❊✈❛♥❣❡❧♦s ❇❛♠♣❛s✱ ▲❡s③❡❦ ●❛s✐❡♥✐❡❝✱ ◆✐❝♦❧❛s ❍❛♥✉ss❡✱ ❉❛✈✐❞ ■❧❝✐♥❦❛s✱
❘❛❧❢ ❑❧❛s✐♥❣✱ ❛♥❞ ❆❞r✐❛♥ ❑♦s♦✇s❦✐✳ ❊✉❧❡r ❚♦✉r ▲♦❝❦✲✐♥ Pr♦❜❧❡♠ ✐♥ t❤❡
❘♦t♦r✲❘♦✉t❡r ▼♦❞❡❧✳ ■♥ ❉■❙❈ ✷✵✵✾✱ ✈♦❧✉♠❡ ✺✽✵✺✱ ♣❛❣❡s ✹✷✶✕✹✸✸✱ ❊s✲
♣❛❣♥❡✱ ✵✾ ✷✵✵✾✳ ❙♣r✐♥❣❡r ❇❡r❧✐♥ ✴ ❍❡✐❞❡❧❜❡r❣✳

❬❇●❏❪ ❏✳ ❇❡❛✉q✉✐❡r✱ ▼✳ ●r❛❞✐♥❛r✐✉✱ ❛♥❞ ❈✳ ❏♦❤♥❡♥✳ ▼❡♠♦r② s♣❛❝❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts
❢♦r s❡❧❢✲st❛❜✐❧✐③✐♥❣ ❧❡❛❞❡r ❡❧❡❝t✐♦♥ ♣r♦t♦❝♦❧s✳

❬❇✐❧✾✷❪ ❚♦♠❛s③ ❇✐❧s❦✐✳ ❊♠❜❡❞❞✐♥❣ ❣r❛♣❤s ✐♥ ❜♦♦❦s ✿ ❆ s✉r✈❡②✳ ■❊❊ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s✲❊✱
✶✸✾✭✷✮ ✿✶✸✹✕✶✸✽✱ ▼❛r❝❤ ✶✾✾✷✳

❬❇▼❘❙✵✷❪ ❆✳❇✳ ❇❡♥✐t❡③✱ ▼✳❏✳ ▼❛rt✐♥❡③✱ ❍✳ ❘✐s✐♥❣✱ ❛♥❞ P✳ ❙❛❧❡♠❜✐❡r✳ ❈♦❧♦r ❞❡s✲
❝r✐♣t♦rs✳ ■♥ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ ▼P❊●✲✼ ✿ ▼✉❧t✐♠❡❞✐❛ ❈♦♥t❡♥t ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥
▲❛♥❣✉❛❣❡✱ ❝❤❛♣t❡r ✶✸✱ ♣❛❣❡s ✶✽✼✕✷✶✷✳ ❲✐❧❡②✱ ✷✵✵✷✳

❬❇❖✵✹❪ P✐❡r❝❡ ●✳ ❇✉❝❦❧❡② ❛♥❞ ❉❡r②❦ ❖st❤✉s✳ P♦♣✉❧❛r✐t② ❜❛s❡❞ r❛♥❞♦♠ ❣r❛♣❤
♠♦❞❡❧s ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛ s❝❛❧❡✲❢r❡❡ ❞❡❣r❡❡ s❡q✉❡♥❝❡✳ ❉✐s❝r❡t❡ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s✱
✷✽✷✭✶✲✸✮ ✿✺✸✕✻✽✱ ✷✵✵✹✳

❬❇♦♥✵✷❪ ◆✐❝♦❧❛s ❇♦♥✐❝❤♦♥✳ ❆ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ r❡❛❧✐③❡rs ♦❢ ♠❛①✐♠❛❧ ♣❧❛♥❡ ❣r❛♣❤s
❛♥❞ ♣❛✐rs ♦❢ ♥♦♥✲❝r♦ss✐♥❣ ❉②❝❦ ♣❛t❤s✳ ■♥ ❋♦r♠❛❧ P♦✇❡r ❙❡r✐❡s ✫ ❆❧❣❡❜r❛✐❝
❈♦♠❜✐♥❛t♦r✐❝s ✭❋P❙❆❈✮✱ ❏✉❧② ✷✵✵✷✳

✼✵



❬❇P✽✾❪ ❏❡❛♥✲❈❧❛✉❞❡ ❇❡r♠♦♥❞ ❛♥❞ ❈❧❛✉❞✐♥❡ P❡②r❛t✳ ❞❡ ❇r✉✐❥♥ ❛♥❞ ❑❛✉t③ ♥❡t✲
✇♦r❦s ✿ ❛ ❝♦♠♣❡t✐t♦r ❢♦r t❤❡ ❤②♣❡r❝✉❜❡ ❄ ■♥ ❋✳ ❆♥❞ré ❛♥❞ ❏✲P✳ ❱❡r❥✉s✱
❡❞✐t♦rs✱ 1st ❊✉r♦♣❡❛♥ ❲♦r❦s❤♦♣ ♦♥ ❍②♣❡r❝✉❜❡ ❛♥❞ ❉✐str✐❜✉t❡❞ ❈♦♠♣✉t❡rs✱
♣❛❣❡s ✷✼✾✕✷✾✸✳ ◆♦rt❤ ❍♦❧❧❛♥❞✱ ✶✾✽✾✳

❬❇❘✵✸❪ ❇✳ ❇♦❧❧♦❜ás ❛♥❞ ❖✳ ❘✐♦r❞❛♥✳ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ♦♥ s❝❛❧❡✲❢r❡❡ r❛♥❞♦♠
❣r❛♣❤s✳ ■♥ ❙✳ ❇♦r♥❤♦❧❞t ❛♥❞ ❍✳❙❝❤✉st❡r✱ ❡❞✐t♦rs✱ ❍❛♥❞❜♦♦❦ ♦❢ ❣r❛♣❤s ❛♥❞
♥❡t✇♦r❦s✱ ♣❛❣❡s ✶✕✸✹✳ ❲✐❧❡②✲❱❈❍✱ ❇❡r❧✐♥✱ ✷✵✵✸✳

❬❇❘✵✹❪ ❇é❧❛ ❇♦❧❧♦❜❛s ❛♥❞ ❖❧✐✈❡r ❘✐♦r❞❛♥✳ ❚❤❡ ❞✐❛♠❡t❡r ♦❢ ❛ s❝❛❧❡✲❢r❡❡ r❛♥❞♦♠
❣r❛♣❤✳ ❈♦♠❜✐♥❛t♦r✐❝❛✱ ✷✹✭✶✮ ✿✺✕✸✹✱ ✷✵✵✹✳

❬❇❘❙❚✵✶❪ ❇é❧❛ ❇♦❧❧♦❜ás✱ ❖❧✐✈❡r ❘✐♦r❞❛♥✱ ❏♦❡❧ ❙♣❡♥❝❡r✱ ❛♥❞ ●á❜♦r ❚✉s♥á❞②✳ ❚❤❡
❞❡❣r❡❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❛ s❝❛❧❡✲❢r❡❡ r❛♥❞♦♠ ❣r❛♣❤ ♣r♦❝❡ss✳ ❘❛♥❞♦♠ ❙tr✉❝t✉r❡s
❛♥❞ ❆❧❣♦r✐t❤♠s✱ ✶✽✭✸✮ ✿✷✼✾✕✷✾✵✱ ✷✵✵✶✳

❬❈❆❋▲✵✽❪ ▲✉❝❛ ❈❛st❡❧❧✐ ❆❧❡❛r❞✐✱ ➱r✐❝ ❋✉s②✱ ❛♥❞ ❚❤♦♠❛s ▲❡✇✐♥❡r✳ ❙❝❤♥②❞❡r ✇♦♦❞s
❢♦r ❤✐❣❤❡r ❣❡♥✉s tr✐❛♥❣✉❧❛t❡❞ s✉r❢❛❝❡s✳ ■♥ 24st ❆♥♥✉❛❧ ❆❈▼ ❙②♠♣♦s✐✉♠
♦♥ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ●❡♦♠❡tr② ✭❙♦❈●✮✱ ♣❛❣❡s ✸✶✶✕✸✶✾✱ ❏✉♥❡ ✷✵✵✽✳

❬❈❋✵✸❪ ❈♦❧✐♥ ❈♦♦♣❡r ❛♥❞ ❆❧❛♥ ▼✳ ❋r✐❡③❡✳ ❆ ❣❡♥❡r❛❧ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ✇❡❜ ❣r❛♣❤s✳ ❘❛♥❞♦♠
❙tr✉❝t✳ ❆❧❣♦r✐t❤♠s✱ ✷✷✭✸✮ ✿✸✶✶✕✸✸✺✱ ✷✵✵✸✳

❬❈●❍+✾✽❪ ❘✐❝❤✐❡ ❈❤✐❤✲◆❛♥ ❈❤✉❛♥❣✱ ❆s❤✐♠ ●❛r❣✱ ❳✐♥ ❍❡✱ ▼✐♥❣✲❨❛♥❣ ❑❛♦✱ ❛♥❞
❍s✉❡❤✲■ ▲✉✳ ❈♦♠♣❛❝t ❡♥❝♦❞✐♥❣s ♦❢ ♣❧❛♥❛r ❣r❛♣❤s ✈✐❛ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ♦r❞❡✲
r✐♥❣s ❛♥❞ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♣❛r❡♥t❤❡s❡s✳ ■♥ ❑✐♠ ●✉❧❞str❛♥❞ ▲❛rs❡♥✱ ❙✈❡♥ ❙❦②✉♠✱
❛♥❞ ●❧②♥♥ ❲✐♥s❦❡❧✱ ❡❞✐t♦rs✱ 25th ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦❧❧♦q✉✐✉♠ ♦♥ ❆✉t♦♠❛t❛✱
▲❛♥❣✉❛❣❡s ❛♥❞ Pr♦❣r❛♠♠✐♥❣ ✭■❈❆▲P✮✱ ✈♦❧✉♠❡ ✶✹✹✸ ♦❢ ▲❡❝t✉r❡ ◆♦t❡s ✐♥
❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡✱ ♣❛❣❡s ✶✶✽✕✶✷✾✳ ❙♣r✐♥❣❡r✱ ❏✉❧② ✶✾✾✽✳

❬❈❤❛✾✻❪ ▼❛tt❤❡✇ ❈❤❛❧♠❡rs✳ ❆ ❧✐♥❡❛r ✐t❡r❛t✐♦♥ t✐♠❡ ❧❛②♦✉t ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ✈✐s✉❛❧✐s✐♥❣
❤✐❣❤✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❞❛t❛✳ ■♥ ■❊❊❊ ❙②♠♣♦s✐✉♠ ♦♥ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❱✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥✱
♣❛❣❡s ✶✷✼✕✶✸✷✱ ✶✾✾✻✳

❬❈▲✵✷❪ ❋❛♥ ❈❤✉♥❣ ❛♥❞ ▲✐♥②✉❛♥ ▲✉✳ ❈♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✐♥ r❛♥❞♦♠ ❣r❛♣❤s
✇✐t❤ ❣✐✈❡♥ ❞❡❣r❡❡ s❡q✉❡♥❝❡s✳ ❆♥♥❛❧s ♦❢ ❈♦♠❜✐♥❛t♦r✐❝s✱ ✻ ✿✶✷✺✕✶✹✺✱ ✷✵✵✷✳

❬❈▲✵✸❪ ❋❛♥ ❈❤✉♥❣ ❛♥❞ ▲✐♥②✉❛♥ ▲✉✳ ❚❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❞✐st❛♥❝❡ ✐♥ r❛♥❞♦♠ ❣r❛♣❤s ✇✐t❤
❣✐✈❡♥ ❡①♣❡❝t❡❞ ❞❡❣r❡❡s✳ ■♥t❡r♥❡t ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s✱ ✶✭✶✮ ✿✾✶✕✶✶✹✱ ✷✵✵✸✳

❬❈▲✵✻❪ ❋❛♥ ❈❤✉♥❣ ❛♥❞ ▲✐♥②✉❛♥ ▲✉✳ ❚❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ t❤❡ ❣✐❛♥t ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ ❛
r❛♥❞♦♠ ❣r❛♣❤ ✇✐t❤ ❣✐✈❡♥ ❡①♣❡❝t❡❞ ❞❡❣r❡❡s✳ ❙■❆▼ ❏✳ ❉✐s❝r❡t✳ ▼❛t❤✳✱
✷✵✭✷✮ ✿✸✾✺✕✹✶✶✱ ✷✵✵✻✳

❬❈▲✵✽❪ ❙♦♦♥ ▼✳ ❈❤✉♥❣ ❛♥❞ ❈♦♥❣♥❛♥ ▲✉♦✳ ❊✣❝✐❡♥t ♠✐♥✐♥❣ ♦❢ ♠❛①✐♠❛❧ ❢r❡q✉❡♥t
✐t❡♠s❡ts ❢r♦♠ ❞❛t❛❜❛s❡s ♦♥ ❛ ❝❧✉st❡r ♦❢ ✇♦r❦st❛t✐♦♥s✳ ❑♥♦✇❧❡❞❣❡ ■♥❢✳ ❙②s✲
t❡♠s✱ ✶✻ ✿✸✺✾✕✸✾✶✱ ✷✵✵✽✳

❬❈▲▲✵✶❪ ❨✐✲❚✐♥❣ ❈❤✐❛♥❣✱ ❈❤✐♥❣✲❈❤✐ ▲✐♥✱ ❛♥❞ ❍s✉❡❤✲■ ▲✉✳ ❖r❞❡r❧② s♣❛♥♥✐♥❣ tr❡❡s
✇✐t❤ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s t♦ ❣r❛♣❤ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ❛♥❞ ❣r❛♣❤ ❞r❛✇✐♥❣✳ ■♥ 12th ❙②♠✲
♣♦s✐✉♠ ♦♥ ❉✐s❝r❡t❡ ❆❧❣♦r✐t❤♠s ✭❙❖❉❆✮✱ ♣❛❣❡s ✺✵✻✕✺✶✺✳ ❆❈▼✲❙■❆▼✱ ❏❛✲
♥✉❛r② ✷✵✵✶✳

✼✶



❬❈◆❈+✵✾❪ ❆❧❛✐♥ ❈❛s❛❧✐✱ ❙é❜❛st✐❡♥ ◆❡❞❥❛r✱ ❘♦s✐♥❡ ❈✐❝❝❤❡tt✐✱ ▲♦t✜ ▲❛❦❤❛❧✱ ❛♥❞ ◆♦❡❧
◆♦✈❡❧❧✐✳ ▲♦ss❧❡ss r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❞❛t❛❝✉❜❡s ✉s✐♥❣ ♣❛rt✐t✐♦♥s✳ ■❏❉❲▼✱
✺✭✶✮ ✿✶✽✕✸✺✱ ✷✵✵✾✳

❬❉❊❍✵✼❪ P❤✐❧✐♣♣❡ ❉✉❝❤♦♥✱ ◆✐❝♦❧❡ ❊❣❣❡♠❛♥♥✱ ❛♥❞ ◆✐❝♦❧❛s ❍❛♥✉ss❡✳ ◆♦♥✲
s❡❛r❝❤❛❜✐❧✐t② ♦❢ r❛♥❞♦♠ ♣♦✇❡r✲❧❛✇ ❣r❛♣❤s✳ ■♥ ✶✶t❤ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡✲
r❡♥❝❡ ❖♥ Pr✐♥❝✐♣❧❡s ❖❢ ❉✐str✐❜✉t❡❞ ❙②st❡♠s ✭❖P❖❉■❙ ✷✵✵✼✮✱ ✈♦❧✉♠❡ ✹✽✼✽✱
♣❛❣❡s ✷✼✹✕✷✽✺✱ ❋r❛♥❝❡✱ ✷✵✵✼✳ ❊❞✉❛r❞♦ ❚♦✈❛r✱ P❤✐❧✐♣♣❛s ❚s✐❣❛s✱ ❍❛❝❡♥❡
❋♦✉❝❤❛❧✳

❬❉❊▼✵✶❪ ❊❧❡♥✐ ❉r✐♥❡❛✱ ▼✐❤❛❡❧❛ ❊♥❛❝❤❡s❝✉✱ ❛♥❞ ▼✐❝❤❛❡❧ ▼✐t③❡♥♠❛❝❤❡r✳ ❱❛r✐❛t✐♦♥s
♦♥ r❛♥❞♦♠ ❣r❛♣❤ ♠♦❞❡❧s ❢♦r t❤❡ ✇❡❜✳ ❚❡❝❤♥✐❝❛❧ r❡♣♦rt✱ ❚❡❝❤♥✐❝❛❧ ❘❡♣♦rt✱
❍❛r✈❛r❞ ❯♥✐✈❡rs✐t②✱ ❉❡♣❛rt♠❡♥t ♦❢ ❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡✱ ✷✵✵✶✳

❬❉●❍+✽✽❪ ❆✳ ❉❡♠❡rs✱ ❉✳ ●r❡❡♥❡✱ ❈✳ ❍❛✉s❡r✱ ❲✳ ■r✐s❤✱ ❏✳ ▲❛rs♦♥✱ ❙✳ ❙❤❡♥❦❡r✱ ❍✳ ❙t✉r✲
❣✐s✱ ❉✳ ❙✇✐♥❡❤❛rt✱ ❛♥❞ ❉✳ ❚❡rr②✳ ❊♣✐❞❡♠✐❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r r❡♣❧✐❝❛t❡❞ ❞❛t❛✲
❜❛s❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥❝❡✳ ❖♣❡r✳ ❙②st✳ ❘❡✈✳✱ ✈♦❧✳✱ ✷✷ ✿✽✕✸✷✱ ✶✾✽✽✳

❬❉●❚❪ ❆✳ ❑✳ ❉❛tt❛✱ ▼✳ ●r❛❞✐♥❛r✐✉✱ ❛♥❞ ❙✳ ❚✐①❡✉✐❧✳ ❙❡❧❢✲st❛❜✐❧✐③✐♥❣ ♠✉t✉❛❧ ❡①❝❧✉✲
s✐♦♥ ✉s✐♥❣ ✉♥❢❛✐r ❞✐str✐❜✉t❡❞ s❝❤❡❞✉❧❡r✳

❬❉❍✵✻❪ ❆♥t❤♦♥② ❉♦♥ ❛♥❞ ◆✐❝♦❧❛s ❍❛♥✉ss❡✳ ❆ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s❝❛✲
❧✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ❞❛t❛ ✈✐s✉❛❧✐s❛t✐♦♥✳ ■♥ ■❱✱ ♣❛❣❡s ✺✶✶✕✺✷✵✳ ■❊❊❊ ❈♦♠✲
♣✉t❡r ❙♦❝✐❡t②✱ ✷✵✵✻✳

❬❉❍✵✽❪ ❆✳ ❉♦♥ ❛♥❞ ◆✐❝♦❧❛s ❍❛♥✉ss❡✳ ❈♦♥t❡♥t✲❜❛s❡❞ ✐♠❛❣❡ r❡tr✐❡✈❛❧ ✉s✐♥❣ ❣r❡❡❞②
r♦✉t✐♥❣✳ ■♥ ❊❧❡❝tr♦♥✐❝ ■♠❛❣✐♥❣ ✲ ▼✉❧t✐♠❡❞✐❛ ❈♦♥t❡♥t ❆❝❝❡ss ❚r❛❝❦✱ ✈♦❧✉♠❡
✻✽✷✵✱ ♣❛❣❡s ✻✽✷✵✵■✶✕✻✽✷✵■✶✶✱ ➱t❛ts✲❯♥✐s ❞✬❆♠ér✐q✉❡✱ ✷✵✵✽✳ ❚❤❡♦ ●❡✈❡rs✱
❘❛♠❡s❤ ❈✳ ❏❛✐♥ ❛♥❞ ❙✐♠♦♥❡ ❙❛♥t✐♥✐✳

❬❉❍▲❙✵✺❪ P❤✐❧✐♣♣❡ ❉✉❝❤♦♥✱ ◆✐❝♦❧❛s ❍❛♥✉ss❡✱ ❊♠♠❛♥✉❡❧❧❡ ▲❡❜❤❛r✱ ❛♥❞ ◆✐❝♦❧❛s
❙❝❤❛❜❛♥❡❧✳ ❇r✐❡❢ ❛♥♥♦✉♥❝❡♠❡♥t ✿ ❈♦✉❧❞ ❛♥② ❣r❛♣❤ ❜❡ t✉r♥❡❞ ✐♥t♦ ❛
s♠❛❧❧✲✇♦r❧❞ ❄ ■♥ 19th ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❙②♠♣♦s✐✉♠ ♦♥ ❉✐str✐❜✉t❡❞ ❈♦♠♣✉✲
t✐♥❣ ✭❉■❙❈✮✱ ✈♦❧✉♠❡ ✸✼✷✹ ♦❢ ▲❡❝t✉r❡ ◆♦t❡s ✐♥ ❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡✱ ♣❛❣❡s
✺✶✶✕✺✶✸✳ ❙♣r✐♥❣❡r✱ ❙❡♣t❡♠❜❡r ✷✵✵✺✳

❬❉❍▲❙✵✻❪ P❤✐❧✐♣♣❡ ❉✉❝❤♦♥✱ ◆✐❝♦❧❛s ❍❛♥✉ss❡✱ ❊♠♠❛♥✉❡❧❧❡ ▲❡❜❤❛r✱ ❛♥❞ ◆✐❝♦❧❛s ❙❝❤❛✲
❜❛♥❡❧✳ ❈♦✉❧❞ ❛♥② ❣r❛♣❤ ❜❡ t✉r♥❡❞ ✐♥t♦ ❛ s♠❛❧❧✲✇♦r❧❞ ❄ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❈♦♠✲
♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡✱ ✸✺✺✭✶✮ ✿✾✻✕✶✵✸✱ ❆♣r✐❧ ✷✵✵✻✳

❬❉❍❙❩✵✻❪ P❤✐❧✐♣♣❡ ❉✉❝❤♦♥✱ ◆✐❝♦❧❛s ❍❛♥✉ss❡✱ ◆❛ss❡r ❙❛❤❡❜✱ ❛♥❞ ❆❦❦❛ ❩❡♠♠❛r✐✳
❇r♦❛❞❝❛st ✐♥ t❤❡ r❡♥❞❡③✈♦✉s ♠♦❞❡❧✳ ■♥❢✳ ❈♦♠♣✉t✳✱ ✷✵✹✭✺✮ ✿✻✾✼✕✼✶✷✱ ✷✵✵✻✳

❬❉❍❚✵✹❪ P❤✐❧✐♣♣❡ ❉✉❝❤♦♥✱ ◆✐❝♦❧❛s ❍❛♥✉ss❡✱ ❛♥❞ ❙é❜❛st✐❡♥ ❚✐①❡✉✐❧✳ ❖♣t✐♠❛❧ r❛♥✲
❞♦♠✐③❡❞ s❡❧❢✲st❛❜✐❧✐③✐♥❣ ♠✉t✉❛❧ ❡①❝❧✉s✐♦♥ ♦♥ s②♥❝❤r♦♥♦✉s r✐♥❣s✳ ■♥ ❘❛✲
❝❤✐❞ ●✉❡rr❛♦✉✐✱ ❡❞✐t♦r✱ ❉■❙❈✱ ✈♦❧✉♠❡ ✸✷✼✹ ♦❢ ▲❡❝t✉r❡ ◆♦t❡s ✐♥ ❈♦♠♣✉t❡r
❙❝✐❡♥❝❡✱ ♣❛❣❡s ✷✶✻✕✷✷✾✳ ❙♣r✐♥❣❡r✱ ✷✵✵✹✳

❬❉✐❥✼✹❪ ❊✳ ❲✳ ❉✐❥❦str❛✳ ❙❡❧❢ st❛❜✐❧✐③✐♥❣ s②st❡♠s ✐♥ s♣✐t❡ ♦❢ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❝♦♥tr♦❧✳
❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❆❈▼✱ ✶✼✭✶✶✮ ✿✻✹✸✕✻✹✹✱ ✶✾✼✹✳

❬❉♦❧✵✵❪ ❙✳ ❉♦❧❡✈✳ ❙❡❧❢✲st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ▼■❚ Pr❡ss✱ ✷✵✵✵✳
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❬❉♦♥✵✻❪ ❆♥t❤♦♥② ❉♦♥✳ ■♥❞❡①❛t✐♦♥ ❡t ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡s ❝♦♥t❡♥✉s ✈✐s✉❡❧s ✿ ❛♣✲
♣r♦❝❤❡s ❜❛sé❡s s✉r ❧❡s ❣r❛♣❤❡s✳ P❤❉ t❤❡s✐s✱ ❯♥✐✈❡rs✐té ❇♦r❞❡❛✉① ✶✱ ✷✵✵✻✳

❬❉❱❲✾✻❪ ❆❧❛✐♥ ❉❡♥✐s❡✱ ▼❛r❝✐♦ ❱❛s❝♦♥❝❡❧❧♦s✱ ❛♥❞ ❉♦♠✐♥✐❝ ❏✳ ❆✳ ❲❡❧s❤✳ ❚❤❡ r❛♥❞♦♠
♣❧❛♥❛r ❣r❛♣❤✳ ❈♦♥❣r❡ss✉s ◆✉♠❡r❛♥t✐✉♠✱ ✶✶✸ ✿✻✶✕✼✾✱ ✶✾✾✻✳

❬❉❲✵✹❪ ❱✐❞❛ ❉✉❥♠♦✈✐➣ ❛♥❞ ❉❛✈✐❞ ❘✳ ❲♦♦❞✳ ❖♥ ❧✐♥❡❛r ❧❛②♦✉ts ♦❢ ❣r❛♣❤s✳ ❉✐s❝r❡t❡
▼❛t❤❡♠❛t✐❝s ✫ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡✱ ✻✭✷✮ ✿✸✸✾✕✸✺✽✱ ✷✵✵✹✳

❬❊❛❞✽✹❪ P❡t❡r ❊❛❞❡s✳ ❆ ❤❡✉r✐st✐❝ ❢♦r ❣r❛♣❤ ❞r❛✇✐♥❣✳ ❈♦♥❣r❡ss✉s ◆✉♠❡r❛♥t✐✉♠✱
✹✷ ✿✶✹✾✕✶✻✵✱ ✶✾✽✹✳

❬❊❙✾✹❪ P❡t❡r ❊♣st❡✐♥ ❛♥❞ ❏ör❣✲❘ü❞✐❣❡r ❙❛❝❦✳ ●❡♥❡r❛t✐♥❣ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s ❛t
r❛♥❞♦♠✳ ❆❈▼ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ❛♥❞ ❈♦♠♣✉t❡r ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥✱
✹✭✸✮ ✿✷✻✼✕✷✼✽✱ ✶✾✾✹✳

❬❋●✵✾❪ P✐❡rr❡ ❋r❛✐❣♥✐❛✉❞ ❛♥❞ ●❡♦r❣❡ ●✐❛❦❦♦✉♣✐s✳ ❚❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ♣♦✇❡r✲❧❛✇ ❞❡❣r❡❡s
♦♥ t❤❡ ♥❛✈✐❣❛❜✐❧✐t② ♦❢ s♠❛❧❧ ✇♦r❧❞s ✿ ❬❡①t❡♥❞❡❞ ❛❜str❛❝t❪✳ ■♥ ❙r✐❦❛♥t❛ ❚✐r✲
t❤❛♣✉r❛ ❛♥❞ ▲♦r❡♥③♦ ❆❧✈✐s✐✱ ❡❞✐t♦rs✱ P❖❉❈✱ ♣❛❣❡s ✷✹✵✕✷✹✾✳ ❆❈▼✱ ✷✵✵✾✳

❬❋●❑+✵✾❪ P✐❡rr❡ ❋r❛✐❣♥✐❛✉❞✱ ❈②r✐❧ ●❛✈♦✐❧❧❡✱ ❆❞r✐❛♥ ❑♦s♦✇s❦✐✱ ❊♠♠❛♥✉❡❧❧❡ ▲❡❜❤❛r✱
❛♥❞ ❩✈✐ ▲♦t❦❡r✳ ❯♥✐✈❡rs❛❧ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡s ❢♦r ♥❡t✇♦r❦ ♥❛✈✐❣❛❜✐✲
❧✐t② ✿ ❖✈❡r❝♦♠✐♥❣ t❤❡

√
n✲❜❛rr✐❡r✳ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡✱ ✹✶✵✭✷✶✲

✷✸✮ ✿✶✾✼✵✕✶✾✽✶✱ ▼❛② ✷✵✵✾✳

❬❋●P✵✹❪ P✐❡rr❡ ❋r❛✐❣♥✐❛✉❞✱ ❈②r✐❧ ●❛✈♦✐❧❧❡✱ ❛♥❞ ❈❤r✐st♦♣❤❡ P❛✉❧✳ ❊❝❧❡❝t✐❝✐s♠
s❤r✐♥❦s ❡✈❡♥ s♠❛❧❧ ✇♦r❧❞s✳ ■♥ 23rd ❆♥♥✉❛❧ ❆❈▼ ❙②♠♣♦s✐✉♠ ♦♥ Pr✐♥❝✐♣❧❡s
♦❢ ❉✐str✐❜✉t❡❞ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ ✭P❖❉❈✮✱ ♣❛❣❡s ✶✻✾✕✶✼✽✳ ❆❈▼ Pr❡ss✱ ❏✉❧② ✷✵✵✹✳

❬❋❑✵✾❪ P✐❡rr❡ ❋r❛✐❣♥✐❛✉❞ ❛♥❞ ❆♠♦s ❑♦r♠❛♥✳ ❖♥ r❛♥❞♦♠✐③❡❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢
❣r❛♣❤s ✉s✐♥❣ s❤♦rt ❧❛❜❡❧s✳ ■♥ ❙P❆❆ ✬✵✾ ✿ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ t✇❡♥t②✲✜rst
❛♥♥✉❛❧ s②♠♣♦s✐✉♠ ♦♥ P❛r❛❧❧❡❧✐s♠ ✐♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛♥❞ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s✱ ♣❛❣❡s
✶✸✶✕✶✸✼✱ ◆❡✇ ❨♦r❦✱ ◆❨✱ ❯❙❆✱ ✷✵✵✾✳ ❆❈▼✳

❬❋▲▲✵✻❪ P✐❡rr❡ ❋r❛✐❣♥✐❛✉❞✱ ❊♠♠❛♥✉❡❧❧❡ ▲❡❜❤❛r✱ ❛♥❞ ❩✈✐ ▲♦t❦❡r✳ ❆ ❞♦✉❜❧✐♥❣ ❞✐✲
♠❡♥s✐♦♥ t❤r❡s❤♦❧❞ Θ(log log n) ❢♦r ❛✉❣♠❡♥t❡❞ ❣r❛♣❤ ♥❛✈✐❣❛❜✐❧✐t②✳ ❘❡s❡❛r❝❤
❘❡♣♦rt ✷✵✵✻✲✵✾✱ ▲■P✱ ➱❝♦❧❡ ◆♦r♠❛❧❡ ❙✉♣ér✐❡✉r❡ ❞❡ ▲②♦♥✱ ❋❡❜r✉❛r② ✷✵✵✻✳

❬❋▼▼◆✵✼❪ P❛♦❧♦ ❋❡rr❛❣✐♥❛✱ ●✐♦✈❛♥♥✐ ▼❛♥③✐♥✐✱ ❱❡❧✐ ▼ä❦✐♥❡♥✱ ❛♥❞ ●♦♥③❛❧♦ ◆❛✈❛rr♦✳
❈♦♠♣r❡ss❡❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ s❡q✉❡♥❝❡s ❛♥❞ ❢✉❧❧✲t❡①t ✐♥❞❡①❡s✳ ❆❈▼ ❚r❛♥✲
s❛❝t✐♦♥s ♦♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠s✱ ✸✭✷✮ ✿❆✷✵✱ ▼❛② ✷✵✵✼✳

❬❋P❘❯✾✵❪ ❯r✐❡❧ ❋❡✐❣❡✱ ❉❛✈✐❞ P❡❧❡❣✱ Pr❛❜❤❛❦❛r ❘❛❣❤❛✈❛♥✱ ❛♥❞ ❊❧✐ ❯♣❢❛❧✳ ❘❛♥❞♦♠✐③❡❞
❜r♦❛❞❝❛st ✐♥ ♥❡t✇♦r❦s✳ ❘❛♥❞♦♠ ❙tr✉❝t✉r❡s ❛♥❞ ❆❧❣♦r✐t❤♠s✱ ✶✱ ✶✾✾✵✳

❬❋❘✾✶❪ ❚❤♦♠❛s ▼✳ ❏✳ ❋r✉❝❤t❡r♠❛♥ ❛♥❞ ❊❞✇❛r❞ ▼✳ ❘❡✐♥❣♦❧❞✳ ●r❛♣❤ ❞r❛✲
✇✐♥❣ ❜② ❢♦r❝❡✲❞✐r❡❝t❡❞ ♣❧❛❝❡♠❡♥t✳ ❙♦❢t✇❛r❡ ✲ Pr❛❝t✐❝❡ ❛♥❞ ❊①♣❡r✐❡♥❝❡✱
✷✶✭✶✶✮ ✿✶✶✷✾✕✶✶✻✹✱ ✶✾✾✶✳

❬❋r❛✵✺❪ P✐❡rr❡ ❋r❛✐❣♥✐❛✉❞✳ ❆ ♥❡✇ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ♦♥ t❤❡ s♠❛❧❧✲✇♦r❧❞ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ✿
●r❡❡❞② r♦✉t✐♥❣ ✐♥ tr❡❡✲❞❡❝♦♠♣♦s❡❞ ❣r❛♣❤s✳ ■♥ 13th ❆♥♥✉❛❧ ❊✉r♦♣❡❛♥ ❙②♠✲
♣♦s✐✉♠ ♦♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠s ✭❊❙❆✮✱ ✈♦❧✉♠❡ ✸✻✻✾ ♦❢ ▲❡❝t✉r❡ ◆♦t❡s ✐♥ ❈♦♠♣✉t❡r
❙❝✐❡♥❝❡✱ ♣❛❣❡s ✼✾✶✕✽✵✷✳ ❙♣r✐♥❣❡r✱ ❋❡❜r✉❛r② ✷✵✵✺✳
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❬●●◆✵✹❪ ❏✳ ●❛♦✱ ▲✳❏✳ ●✉✐❜❛s✱ ❛♥❞ ❆✳ ◆❣✉②❡♥✳ ❉❡❢♦r♠❛❜❧❡ s♣❛♥♥❡rs ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❝❛✲
t✐♦♥s✳ ■♥ Pr♦❝✳ ♦❢ ❙❈● ✬✵✹✱ ♣❛❣❡s ✶✾✵✕✶✾✾✳ ❆❈▼ Pr❡ss✱ ✷✵✵✹✳

❬●❍✾✾❪ ❈②r✐❧ ●❛✈♦✐❧❧❡ ❛♥❞ ◆✐❝♦❧❛s ❍❛♥✉ss❡✳ ❈♦♠♣❛❝t r♦✉t✐♥❣ t❛❜❧❡s ❢♦r ❣r❛♣❤s ♦❢
❜♦✉♥❞❡❞ ❣❡♥✉s✳ ■♥ ❏✐➦í ❲✐❡❞❡r♠❛♥♥✱ P❡t❡r ✈❛♥ ❊♠❞❡ ❇♦❛s✱ ❛♥❞ ▼♦❣❡♥s
◆✐❡❧s❡♥✱ ❡❞✐t♦rs✱ 26th ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦❧❧♦q✉✐✉♠ ♦♥ ❆✉t♦♠❛t❛✱ ▲❛♥❣✉❛❣❡s
❛♥❞ Pr♦❣r❛♠♠✐♥❣ ✭■❈❆▲P✮✱ ✈♦❧✉♠❡ ✶✻✹✹ ♦❢ ▲❡❝t✉r❡ ◆♦t❡s ✐♥ ❈♦♠♣✉t❡r
❙❝✐❡♥❝❡✱ ♣❛❣❡s ✸✺✶✕✸✻✵✳ ❙♣r✐♥❣❡r✱ ❏✉❧② ✶✾✾✾✳

❬●❍✵✽❪ ❈②r✐❧ ●❛✈♦✐❧❧❡ ❛♥❞ ◆✐❝♦❧❛s ❍❛♥✉ss❡✳ ❖♥ ❝♦♠♣❛❝t ❡♥❝♦❞✐♥❣ ♦❢ ♣❛❣❡♥✉♠❜❡r
k ❣r❛♣❤s✳ ❉✐s❝r❡t❡ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s ✫ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡✱ ✷✵✵✽✳
❚♦ ❛♣♣❡❛r✳

❬●❍❘❯✾✼❪ ❍✐♠❛♥s❤✉ ●✉♣t❛✱ ❱❡♥❦② ❍❛r✐♥❛r❛②❛♥✱ ❆♥❛♥❞ ❘❛❥❛r❛♠❛♥✱ ❛♥❞ ❏❡✛r❡② ❉✳
❯❧❧♠❛♥✳ ■♥❞❡① s❡❧❡❝t✐♦♥ ❢♦r ♦❧❛♣✳ ■♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ ■❈❉❊✬✾✼ ❝♦♥❢❡r❡♥❝❡✱
✶✾✾✼✳

❬●❑▼+✵✸❪ ❉✐♠✐tr✐♦s ●✉♥♦♣✉❧♦s✱ ❘♦♥✐ ❑❤❛r❞♦♥✱ ❍❡✐❦❦✐ ▼❛♥♥✐❧❛✱ ❙❛♥❥❡❡✈ ❙❛❧✉❥❛✱
❍❛♥♥✉ ❚♦✐✈♦♥❡♥✱ ❛♥❞ ❘❛♠ ❙❡✇❛❦ ❙❤❛r♠❛✳ ❉✐s❝♦✈❡r✐♥❣ ❛❧❧ ♠♦st s♣❡❝✐✲
✜❝ s❡♥t❡♥❝❡s✳ ❆❈▼ ❚r❛♥s✳ ❉❛t❛❜❛s❡ ❙②st✳✱ ✷✽✭✷✮ ✿✶✹✵✕✶✼✹✱ ✷✵✵✸✳

❬●▼❘✵✻❪ ❆❧❡①❛♥❞❡r ●♦❧②♥s❦✐✱ ❏✳ ■❛♥ ▼✉♥r♦✱ ❛♥❞ ❙❛tt✐ ❙r✐♥✐✈❛s❛ ❘❛♦✳ ❘❛♥❦✴s❡❧❡❝t
♦♣❡r❛t✐♦♥s ♦♥ ❧❛r❣❡ ❛❧♣❤❛❜❡ts ✿ ❛ t♦♦❧ ❢♦r t❡①t ✐♥❞❡①✐♥❣✳ ■♥ 17th ❙②♠♣♦✲
s✐✉♠ ♦♥ ❉✐s❝r❡t❡ ❆❧❣♦r✐t❤♠s ✭❙❖❉❆✮✱ ♣❛❣❡s ✸✻✽✕✸✼✸✳ ❆❈▼✲❙■❆▼✱ ❏❛✲
♥✉❛r② ✷✵✵✻✳

❬●◆✵✾❪ ❖♠❡r ●✐♠é♥❡③ ❛♥❞ ▼❛r❝ ◆♦②✳ ❆s②♠♣t♦t✐❝ ❡♥✉♠❡r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❧✐♠✐t ❧❛✇s ♦❢
♣❧❛♥❛r ❣r❛♣❤s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ t❤❡ ❆♠❡r✐❝❛♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❙♦❝✐❡t②✱ ✷✷✭✷✮ ✿✸✵✾✕
✸✷✾✱ ✷✵✵✾✳

❬●P✾✻❪ ❈②r✐❧ ●❛✈♦✐❧❧❡ ❛♥❞ ❙té♣❤❛♥❡ Pér❡♥♥ès✳ ▼❡♠♦r② r❡q✉✐r❡♠❡♥t ❢♦r r♦✉t✐♥❣
✐♥ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ♥❡t✇♦r❦s✳ ■♥ 15th ❆♥♥✉❛❧ ❆❈▼ ❙②♠♣♦s✐✉♠ ♦♥ Pr✐♥❝✐♣❧❡s ♦❢
❉✐str✐❜✉t❡❞ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ ✭P❖❉❈✮✱ ♣❛❣❡s ✶✷✺✕✶✸✸✳ ❆❈▼ Pr❡ss✱ ▼❛② ✶✾✾✻✳

❬●P✵✸❪ ❈②r✐❧ ●❛✈♦✐❧❧❡ ❛♥❞ ❉❛✈✐❞ P❡❧❡❣✳ ❈♦♠♣❛❝t ❛♥❞ ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❞❛t❛
str✉❝t✉r❡s✳ ❉✐str✐❜✉t❡❞ ❈♦♠♣✉t✐♥❣✱ ✶✻✭✷✲✸✮ ✿✶✶✶✕✶✷✵✱ ❙❡♣t❡♠❜❡r ✷✵✵✸✳
P❖❉❈ ✷✵✲❨❡❛r ❙♣❡❝✐❛❧ ■ss✉❡✳

❬●PP❘✵✶❪ ❈②r✐❧ ●❛✈♦✐❧❧❡✱ ❉❛✈✐❞ P❡❧❡❣✱ ❙té♣❤❛♥❡ Pér❡♥♥ès✱ ❛♥❞ ❘❛♥ ❘❛③✳ ❉✐st❛♥❝❡
❧❛❜❡❧✐♥❣ ✐♥ ❣r❛♣❤s✳ ■♥ 12th ❙②♠♣♦s✐✉♠ ♦♥ ❉✐s❝r❡t❡ ❆❧❣♦r✐t❤♠s ✭❙❖❉❆✮✱
♣❛❣❡s ✷✶✵✕✷✶✾✳ ❆❈▼✲❙■❆▼✱ ❏❛♥✉❛r② ✷✵✵✶✳

❬●❩✵✺❪ ❑❛r❛♠ ●♦✉❞❛ ❛♥❞ ▼♦❤❛♠♠❡❞ ❏✳ ❩❛❦✐✳ ●❡♥▼❛① ✿ ❆♥ ❡✣❝✐❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠
❢♦r ♠✐♥✐♥❣ ♠❛①✐♠❛❧ ❢r❡q✉❡♥t ✐t❡♠s❡ts✳ ❉❛t❛ ▼✐♥✐♥❣ ❛♥❞ ❑♥♦✇❧❡❞❣❡ ❉✐s✲
❝♦✈❡r②✱ ✶✶✭✸✮ ✿✷✷✸✕✷✹✷✱ ✷✵✵✺✳

❬❍❡r✾✵❪ ❚✳ ❍❡r♠❛♥✳ Pr♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ s❡❧❢✲st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥✳ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ Pr♦❝❡ss✐♥❣ ▲❡t✲
t❡rs✱ ✸✺✭✷✮ ✿✻✸✕✻✼✱ ✶✾✾✵✳

❬❍■✽✼❪ ▲❡♥✇♦♦❞ ❙✳ ❍❡❛t❤ ❛♥❞ ❙♦r✐♥ ■str❛✐❧✳ ❚❤❡ ♣❛❣❡♥✉♠❜❡r ♦❢ ❣❡♥✉s g ❣r❛♣❤s ✐s
O(g)✳ ■♥ 19th ❆♥♥✉❛❧ ❆❈▼ ❙②♠♣♦s✐✉♠ ♦♥ ❚❤❡♦r② ♦❢ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ ✭❙❚❖❈✮✱
♣❛❣❡s ✸✽✽✕✸✾✼✳ ❆❈▼ Pr❡ss✱ ▼❛② ✶✾✽✼✳

✼✹



❬❍❑❑✵✹❪ ◆✐❝♦❧❛s ❍❛♥✉ss❡✱ ❊✈❛♥❣❡❧♦s ❑r❛♥❛❦✐s✱ ❛♥❞ ❉❛♥♥② ❑r✐③❛♥❝✳ ❙❡❛r❝❤✐♥❣
✇✐t❤ ♠♦❜✐❧❡ ❛❣❡♥ts ✐♥ ♥❡t✇♦r❦s ✇✐t❤ ❧✐❛rs✳ ❉✐s❝r❡t❡ ❆♣♣❧✐❡❞ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s✱
✶✸✼✭✶✮ ✿✻✾✕✽✺✱ ✷✵✵✹✳

❬❍❑❑❑✵✽❪ ◆✐❝♦❧❛s ❍❛♥✉ss❡✱ ❉✐♠✐tr✐s ❑❛✈✈❛❞✐❛s✱ ❊✈❛♥❣❡❧♦s ❑r❛♥❛❦✐s✱ ❛♥❞ ❉❛♥♥② ❑r✐✲
③❛♥❝✳ ▼❡♠♦r②❧❡ss s❡❛r❝❤ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✐♥ ❛ ♥❡t✇♦r❦ ✇✐t❤ ❢❛✉❧t② ❛❞✈✐❝❡✳ ❚❤❡♦✲
r❡t✐❝❛❧ ❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡ ✭❚❈❙✮✱ ✹✵✷✭✷✲✸✮ ✿✶✾✵✕✶✾✽✱ ✷✵✵✽✳

❬❍❑▲✵✵❪ ❳✐♥ ❍❡✱ ▼✐♥❣✲❨❛♥❣ ❑❛♦✱ ❛♥❞ ❍s✉❡❤✲■ ▲✉✳ ❆ ❢❛st ❣❡♥❡r❛❧ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ❢♦r
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✲t❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧② ♦♣t✐♠❛❧ ❡♥❝♦❞✐♥❣s ♦❢ ❣r❛♣❤s✳ ❙■❆▼ ❏♦✉r♥❛❧ ♦♥
❈♦♠♣✉t✐♥❣✱ ✸✵✭✸✮ ✿✽✸✽✕✽✹✻✱ ✷✵✵✵✳

❬❍▲❲✵✻❪ ❙✳ ❍♦♦r②✱ ◆✳ ▲✐♥✐❛❧✱ ❛♥❞ ❆✳ ❲✐❣❞❡rs♦♥✳ ❊①♣❛♥❞❡r ❣r❛♣❤s ❛♥❞ t❤❡✐r ❛♣♣❧✐✲
❝❛t✐♦♥s✳ ❇✉❧❧❡t✐♥ ♦❢ t❤❡ ❆♠❡r✐❝❛♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❙♦❝✐❡t②✱ ✹✸✭✹✮ ✿✹✸✾✕✺✻✶✱
✷✵✵✻✳

❬❍▼❚✵✾❛❪ ◆✐❝♦❧❛s ❍❛♥✉ss❡✱ ❙♦✜❛♥ ▼❛❛❜♦✉t✱ ❛♥❞ ❘❛❞✉ ❚♦❢❛♥✳ ❆ ✈✐❡✇ s❡❧❡❝t✐♦♥
❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇✐t❤ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❣✉❛r❛♥t❡❡✳ ■♥ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥
❊①t❡♥❞✐♥❣ ❉❛t❛❜❛s❡ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣②✱ ♣❛❣❡ é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡✱ ❙t P❡t❡rs❜✉r❣ ❘✉ss✐❡✱
✷✵✵✾✳

❬❍▼❚✵✾❜❪ ◆✐❝♦❧❛s ❍❛♥✉ss❡✱ ❙♦✜❛♥ ▼❛❛❜♦✉t✱ ❛♥❞ ❘❛❞✉ ❚♦❢❛♥✳ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✐str✐❜✉é
♣♦✉r ❧✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡s ❢réq✉❡♥ts ♠❛①✐♠❛✉①✳ ■♥ ❆✉❣✉st✐♥ ❈❤❛✐♥tr❡❛✉ ❛♥❞
❈❧❡♠❡♥❝❡ ▼❛❣♥✐❡♥✱ ❡❞✐t♦rs✱ ❆❧❣♦t❡❧✱ ❈❛rr②✲▲❡✲❘♦✉❡t ❋r❛♥❝❡✱ ✷✵✵✾✳ ❍✳ ✿
■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❙②st❡♠s✴❍✳✸ ✿ ■◆❋❖❘▼❆❚■❖◆ ❙❚❖❘❆●❊ ❆◆❉ ❘❊❚❘■❊✲
❱❆▲✳

❬❍▼❚✵✾❝❪ ◆✐❝♦❧❛s ❍❛♥✉ss❡✱ ❙♦✜❛♥ ▼❛❛❜♦✉t✱ ❛♥❞ ❘❛❞✉ ❚♦❢❛♥✳ ▼❛tér✐❛❧✐s❛t✐♦♥ P❛r✲
t✐❡❧❧❡ ❞❡s ❈✉❜❡s ❞❡ ❉♦♥♥é❡s✳ ■♥ ✷✺è♠❡s ❥♦✉r♥é❡s ✧❇❛s❡s ❞❡ ❉♦♥♥é❡s ❆✈❛♥✲
❝é❡s✧ ❇❉❆✬✵✾✱ ♣❛❣❡s ✶✕✷✵✱ ◆❛♠✉r ❇❡❧❣✐q✉❡✱ ✶✵ ✷✵✵✾✳

❬❍❘✵✹❪ ❉❛♥✐❡❧ ❍❡❡s❝❤ ❛♥❞ ❙t❡❢❛♥ ▼✳ ❘ü❣❡r✳ ◆♥❦ ♥❡t✇♦r❦s ❢♦r ❝♦♥t❡♥t✲❜❛s❡❞
✐♠❛❣❡ r❡tr✐❡✈❛❧✳ ■♥ ❊❈■❘✱ ♣❛❣❡s ✷✺✸✕✷✻✻✱ ✷✵✵✹✳

❬❏▼✵✹❪ ❋❛❜✐❡♥ ❏♦✉r❞❛♥ ❛♥❞ ●✉② ▼❡❧❛♥ç♦♥✳ ▼✉❧t✐s❝❛❧❡ ❤②❜r✐❞ ♠❞s✳ ■♥ ✽t❤
■❊❊❊ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❱✐s✉❛❧✐s❛t✐♦♥✱ ♣❛❣❡s ✸✽✽✕
✸✾✸✱ ✷✵✵✹✳

❬❏♦❤❪ ❈✳ ❏♦❤♥❡♥✳ ❙❡r✈✐❝❡ t✐♠❡ ♦♣t✐♠❛❧ s❡❧❢✲st❛❜✐❧✐③✐♥❣ t♦❦❡♥ ❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ ♣r♦t♦❝♦❧
♦♥ ❛♥♦♥②♠♦✉s ✉♥✐❞r❡❝t✐♦♥❛❧ r✐♥❣s✳

❬❑❑✾✾❪ ❊✈❛♥❣❡❧♦s ❑r❛♥❛❦✐s ❛♥❞ ❉❛♥♥② ❑r✐③❛♥❝✳ ❙❡❛r❝❤✐♥❣ ✇✐t❤ ✉♥❝❡rt❛✐♥t②✳ ■♥
❈②r✐❧ ●❛✈♦✐❧❧❡✱ ❏❡❛♥✲❈❧❛✉❞❡ ❇❡r♠♦♥❞✱ ❛♥❞ ❆♥❞ré ❘❛s♣❛✉❞✱ ❡❞✐t♦rs✱ ❙■✲
❘❖❈❈❖✱ ♣❛❣❡s ✶✾✹✕✷✵✸✳ ❈❛r❧❡t♦♥ ❙❝✐❡♥t✐✜❝✱ ✶✾✾✾✳

❬❑▲✵✹❪ ❘♦❜❡rt ❑r❛✉t❤❣❛♠❡r ❛♥❞ ❏❛♠❡s ❘✳ ▲❡❡✳ ◆❛✈✐❣❛t✐♥❣ ♥❡ts ✿ ❙✐♠♣❧❡ ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠s ❢♦r ♣r♦①✐♠✐t② s❡❛r❝❤✳ ■♥ 15th ❙②♠♣♦s✐✉♠ ♦♥ ❉✐s❝r❡t❡ ❆❧❣♦r✐t❤♠s
✭❙❖❉❆✮✱ ♣❛❣❡s ✼✾✽✕✽✵✼✳ ❆❈▼✲❙■❆▼✱ ❏❛♥✉❛r② ✷✵✵✹✳

❬❑❧❡✵✵❪ ❏♦♥ ❑❧❡✐♥❜❡r❣✳ ❚❤❡ s♠❛❧❧✲✇♦r❧❞ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ✿ ❆♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐❝ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡✳
■♥ 32nd ❆♥♥✉❛❧ ❆❈▼ ❙②♠♣♦s✐✉♠ ♦♥ ❚❤❡♦r② ♦❢ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ ✭❙❚❖❈✮✱ ♣❛❣❡s
✶✻✸✕✶✼✵✳ ❆❈▼ Pr❡ss✱ ▼❛② ✷✵✵✵✳

✼✺



❬❑P✾✸❪ ●✉② ❑♦rts❛r③ ❛♥❞ ❉❛✈✐❞ P❡❧❡❣✳ ●❡♥❡r❛t✐♥❣ ❧♦✇✲❞❡❣r❡❡ 2✲s♣❛♥♥❡rs✳ ❚❡❝❤✲
♥✐❝❛❧ ❘❡♣♦rt ❈❙✾✸✲✵✼✱ ❚❤❡ ❲❡✐③♠❛♥♥ ■♥st✐t✉t❡ ♦❢ ❙❝✐❡♥❝❡✱ ✶✾✾✸✳

❬❑❘✾✾❪ ❉❛✈✐s ❑✐♥❣ ❛♥❞ ❏❛r❡❦ ❘♦ss✐❣♥❛❝✳ ●✉❛r❛♥t❡❡❞ ✸✳✻✼❱ ❜✐t ❡♥❝♦❞✐♥❣ ♦❢ ♣❧❛♥❛r
tr✐❛♥❣❧❡ ❣r❛♣❤s✳ ■♥ 11th ❈❛♥❛❞✐❛♥ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ●❡♦♠❡tr②
✭❈❈❈●✮✱ ♣❛❣❡s ✶✹✻✕✶✹✾✱ ❆✉❣✉st ✶✾✾✾✳

❬❑❙❙❱✵✵❪ ❘✐❝❤❛r❞ ▼✳ ❑❛r♣✱ ❈❤r✐st✐❛♥ ❙❝❤✐♥❞❡❧❤❛✉❡r✱ ❙❝♦tt ❙❤❡♥❦❡r✱ ❛♥❞ ❇❡rt❤♦❧❞
❱ö❝❦✐♥❣✳ ❘❛♥❞♦♠✐③❡❞ r✉♠♦r s♣r❡❛❞✐♥❣✳ ■♥ ■❊❊❊ ❙②♠♣♦s✐✉♠ ♦♥ ❋♦✉♥❞❛✲
t✐♦♥s ♦❢ ❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡✱ ♣❛❣❡s ✺✻✺✕✺✼✹✱ ✷✵✵✵✳

❬❑❲✾✺❪ ❑❡♥♥❡t❤ ❑❡❡❧❡r ❛♥❞ ❏❡✛❡r② ❲❡st❜r♦♦❦✳ ❙❤♦rt ❡♥❝♦❞✐♥❣s ♦❢ ♣❧❛♥❛r ❣r❛♣❤s
❛♥❞ ♠❛♣s✳ ❉✐s❝r❡t❡ ❆♣♣❧✐❡❞ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s✱ ✺✽✭✸✮ ✿✷✸✾✕✷✺✷✱ ✶✾✾✺✳

❬▲✐✉✽✽❪ ❨❛♥♣❡✐ ▲✐✉✳ ❊♥✉♠❡r❛t✐♦♥ ♦❢ s✐♠♣❧❡ ♣❧❛♥❛r ♠❛♣s✳ ❯t✐❧✐t❛s ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛✱
✸✹ ✿✾✼✕✶✵✹✱ ✶✾✽✽✳

❬▲▲❨❉✵✷❪ ❩♦♥❣❤✉❛ ▲✐✱ ❨✐♥❣✲❈❤❡♥❣ ▲❛✐✱ ◆♦♥❣ ❨❡✱ ❛♥❞ P❛rt❤❛ ❉❛s❣✉♣t❛✳ ❈♦♥♥❡❝t✐✲
✈✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛♥❞ ❛tt❛❝❦ t♦❧❡r❛♥❝❡ ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧ ♥❡t✇♦r❦s ✇✐t❤ ❜♦t❤ ♣r❡✲
❢❡r❡♥t✐❛❧ ❛♥❞ r❛♥❞♦♠ ❛tt❛❝❤♠❡♥ts✳ P❤②s✐❝s ▲❡tt❡rs ❆✱ ✸✵✸ ✿✸✸✼✕✸✹✹✱ ✷✵✵✷✳

❬▲✉✵✷❛❪ ❍s✉❡❤✲■ ▲✉✳ ■♠♣r♦✈❡❞ ❝♦♠♣❛❝t r♦✉t✐♥❣ t❛❜❧❡s ❢♦r ♣❧❛♥❛r ♥❡t✇♦r❦s ✈✐❛ ♦r✲
❞❡r❧② s♣❛♥♥✐♥❣ tr❡❡s✳ ■♥ 8th ❆♥♥✉❛❧ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ ✫ ❈♦♠❜✐♥❛✲
t♦r✐❝s ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ✭❈❖❈❖❖◆✮✱ ✈♦❧✉♠❡ ✷✸✽✼ ♦❢ ▲❡❝t✉r❡ ◆♦t❡s ✐♥ ❈♦♠♣✉t❡r
❙❝✐❡♥❝❡✱ ♣❛❣❡s ✺✼✕✻✻✳ ❙♣r✐♥❣❡r✱ ❆✉❣✉st ✷✵✵✷✳

❬▲✉✵✷❜❪ ❍s✉❡❤✲■ ▲✉✳ ▲✐♥❡❛r✲t✐♠❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ ❜♦✉♥❞❡❞✲❣❡♥✉s ❣r❛♣❤s ✐♥t♦
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✲t❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧② ♦♣t✐♠❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❜✐ts✳ ■♥ 13th ❙②♠♣♦s✐✉♠ ♦♥
❉✐s❝r❡t❡ ❆❧❣♦r✐t❤♠s ✭❙❖❉❆✮✱ ♣❛❣❡s ✷✷✸✕✷✷✹✳ ❆❈▼✲❙■❆▼✱ ❏❛♥✉❛r② ✷✵✵✷✳

❬▲❲✽✼❪ ❱❛❧❡r② ❆✳ ▲✐s❦♦✈❡ts ❛♥❞ ❚✐♠♦t❤② ❘✳ ❲❛❧s❤✳ ❚❡♥ st❡♣s t♦ ❝♦✉♥t✐♥❣ ♣❧❛♥❛r
❣r❛♣❤s✳ ❈♦♥❣r❡ss✉s ◆✉♠❡r❛♥t✐✉♠✱ ✻✵ ✿✷✻✾✕✷✼✼✱ ✶✾✽✼✳

❬▼❛❧✽✽❪ ❙❡t❤ ▼✳ ▼❛❧✐t③✳ ●❡♥✉s g ❣r❛♣❤s ❤❛✈❡ ♣❛❣❡♥✉♠❜❡r O(
√

g)✳ ■♥ 29th ❆♥♥✉❛❧
■❊❊❊ ❙②♠♣♦s✐✉♠ ♦♥ ❋♦✉♥❞❛t✐♦♥s ♦❢ ❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡ ✭❋❖❈❙✮✱ ♣❛❣❡s
✹✺✽✕✹✻✽✳ ■❊❊❊ ❈♦♠♣✉t❡r ❙♦❝✐❡t② Pr❡ss✱ ❖❝t♦❜❡r ✶✾✽✽✳

❬▼❈❍+✵✾❪ ❚♦♠❡r ▼♦s❝♦✈✐❝❤✱ ❋❛♥♥② ❈❤❡✈❛❧✐❡r✱ ◆❛t❤❛❧✐❡ ❍❡♥r②✱ ❊♠♠❛♥✉❡❧ P✐❡tr✐❣❛✱
❛♥❞ ❏❡❛♥✲❉❛♥✐❡❧ ❋❡❦❡t❡✳ ❚♦♣♦❧♦❣②✲❛✇❛r❡ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ ✐♥ ❧❛r❣❡ ♥❡t✇♦r❦s✳
■♥ ❉❛♥ ❘✳ ❖❧s❡♥ ❏r✳✱ ❘✐❝❤❛r❞ ❇✳ ❆rt❤✉r✱ ❑❡♥ ❍✐♥❝❦❧❡②✱ ▼❡r❡❞✐t❤ ❘✐♥❣❡❧
▼♦rr✐s✱ ❙❝♦tt ❊✳ ❍✉❞s♦♥✱ ❛♥❞ ❙❛✉❧ ●r❡❡♥❜❡r❣✱ ❡❞✐t♦rs✱ ❈❍■✱ ♣❛❣❡s ✷✸✶✾✕
✷✸✷✽✳ ❆❈▼✱ ✷✵✵✾✳

❬▼❍P✵✻❪ ▼❛♥♦r ▼❡♥❞❡❧ ❛♥❞ ❙❛r✐❡❧ ❍❛r✲P❡❧❡❞✳ ❋❛st ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ♥❡ts ✐♥ ❧♦✇
❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♠❡tr✐❝s✱ ❛♥❞ t❤❡✐r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❙■❆▼ ❏♦✉r♥❛❧ ♦♥ ❈♦♠♣✉t✐♥❣✱
✸✺✭✺✮ ✿✶✶✹✽✕✶✶✽✹✱ ✷✵✵✻✳

❬▼✐❧✻✼❪ ❙t❛♥❧❡② ▼✐❧❣r❛♠✳ ❚❤❡ s♠❛❧❧✲✇♦r❧❞ ♣r♦❜❧❡♠✳ Ps②❝❤♦❧♦❣② ❚♦❞❛②✱ ✷ ✿✻✵✕✻✼✱
✶✾✻✼✳

❬▼♦r✵✸❪ ❚❛♠❛s ❋✳ ▼♦r✐✳ ❖♥ r❛♥❞♦♠ tr❡❡s✳ ❙t✉❞✐❛ ❙❝✐✳ ▼❛t❤✳ ❍✉♥❣❛r✳✱ ✸✾ ✿✶✹✸✕✶✺✺✱
✷✵✵✸✳

✼✻



❬▼♦r✵✺❪ ❚❛♠❛s ❋✳ ▼♦r✐✳ ❚❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ t❤❡ ❇❛r❛❜❛s✐✲❆❧❜❡rt r❛♥❞♦♠ tr❡❡✳
❈♦♠❜✐♥❛t♦r✐❝s✱ Pr♦❜❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ❈♦♠♣✉t✐♥❣✱ ✶✹ ✿✸✸✾✕✸✹✽✱ ✷✵✵✺✳

❬▼❘✾✺❪ ▼✐❝❤❛❡❧ ▼♦❧❧♦② ❛♥❞ ❇r✉❝❡ ❘❡❡❞✳ ❆ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥t ❢♦r r❛♥❞♦♠ ❣r❛♣❤s ✇✐t❤
❛ ❣✐✈❡♥ ❞❡❣r❡❡ s❡q✉❡♥❝❡✳ ❘❛♥❞♦♠ ❙tr✉❝t✉r❡s ❛♥❞ ❆❧❣♦r✐t❤♠s✱ ✻✭✷✲✸✮ ✿✶✻✶✕
✶✼✾✱ ✶✾✾✺✳
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