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Intro duction

Confrontée à une inexorable explosion démographique mondiale dans les années à ve-

nir, l'agriculture est de plus en plus sollicitée a�n de fournir des aliments en quantités

su�santes et donc p ermettre de maintenir l'ensemble des êtres humains en vie ([RS05]).

Ainsi, l'Institut International de Recherche sur les Politiques Alimentaires (IFPRI, In-

ternational Fo o d Policy Research Institute en anglais) a prévu une augmentation globale

évaluée à environ 41% de la demande en céréales entre 1993 et 2020. Une croissance de

63% en ce qui concerne la demande en protéines animalières a été également pressentie

durant cette même p ério de ([IFA98]).

A�n de faire face à ces exigences, une imp ortante mécanisation des op érations cultu-

rales a été entreprise depuis la dernière décennie. Malheureusement, les outils développ és

dans ce cadre, étant utilisés essentiellement dans le but d'augmenter la pro ductivité, in-

citent les agriculteurs à exécuter les tâches agricoles sans tenir compte des exigences

écologiques de rigueur. En e�et, du fait de pratiques de techniques culturales intensives,

l'agriculture est souvent considérée comme un facteur de dégradation de l'environnement.

L'utilisation excessive ou inadaptée de fertilisants minéraux, d'engrais organiques ou de

pro duits chimiques entraîne fréquemment une p ollution des eaux de surface et des napp es

phréatiques. Les activités agricoles p euvent également détruire le milieu où évolue des

esp èces sauvages et par la même o ccasion mener à l'extinction de ces dernières.

Ces observations ont amené alors de nombreux pays industrialisés à mettre en place

des mesures visant à réduire les conséquences fâcheuses de l'utilisation de pro duits chi-

miques agricoles p our les êtres humains, la faune et les habitats naturels. Ces mesures

écologiques se traduisent d'une part par des incitations �nancières auprès des agriculteurs

et d'autre part par des disp ositions réglementaires concernant entre autres la qualité de

l'eau. La mise en application de ces réglementations ont alors conduit les scienti�ques

à se p encher sur la question de savoir comment faire évoluer les techniques culturales

p our réconcilier l'agriculture et l'environnement. Aussi, de nombreux travaux notables en

terme d'innovations technologiques ont vu le jour ([Bla00]). Ces derniers ont, alors, mis en

évidence la nécessité de l'intégration des technologies de l'information dans les pratiques

agricoles courantes. Ainsi, des équip ements électroniques tels que les capteurs, l'ordinateur
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embarqué ainsi que le système GPS, jouant un rôle prép ondérant dans le p ositionnement

et la navigation de l'outil agricole, font aujourd'hui partie intégrante de l'ensemble des

matériels essentiels p our ab outir à une pro duction correcte tout en limitant les risques

environnementaux.

Malgré ces e�orts, force est de constater que l'agriculture est encore considérée par

le grand public comme l'une des activités humaines les plus p olluantes. L'op ération la

plus particulièrement incriminée est sans nul doute l'épandage d'engrais minéraux. En

e�et, cette tâche est souvent e�ectuée à l'aide de distributeurs centrifuges, matériels p eu

chers et simples d'utilisation, et génère malheureusement des irrégularités de dosage du

fait de l'hétérogénéité des densités d'engrais distribuées au sol et des formes géométriques

complexes des parcelles. Les erreurs de répartition, qui se manifestent par de gros écarts

entre une dose consigne corresp ondant aux b esoins des cultures et la dose réellement

app ortée, p euvent alors induire une p ollution des eaux par lessivage du sol dans le cas

d'excès d'engrais. Outre cet asp ect environnemental, il est imp ortant de noter que les

défauts de fertilisation p euvent également engendrer des p ertes de rendements : baisse

de pro duits inhérent aux sous-dosages et fragilisation des cultures dans le cas contraire.

Aussi, au jour d'aujourd'hui, les travaux de recherche concernant l'épandage centrifuge ont

p our principal ob jectif d'app orter les outils théoriques et techniques indisp ensables p our

p ermettre une fertilisation correcte et resp ectueuse de l'environnement. L'un des grands

dé�s, dans ce domaine, est de concevoir un épandeur centrifuge intelligent et autonome qui

serait capable d'appliquer les quantités de fertilisants corresp ondant aux doses prescrites

quelque soient les formes géométriques des champs traités.

Contexte et ob jectifs du travail de thèse

Le travail présenté dans ce mémoire a été réalisé au sein de l'équip e Gepand (Génie

des technologies et pro cédés d'épandage) du Cemagref de Montoldre (Département de

l'Allier). Il a b éné�cié des app orts scienti�ques de deux lab oratoires de l'Université Blaise

Pascal et du CNRS : le Lab oratoire d'informatique, de mo délisation et d'optimisation des

systèmes (LIMOS) ainsi que le Lab oratoire des sciences et matériaux p our l'électronique,

et d'automatique (LASMEA). Par ailleurs, �nancée en partie par le constructeur français

Sulky Burel, l'étude faite dans cette thèse est très étroitement liée à la réalité du terrain

et p ossède donc un caractère relativement applicatif.

Les résultats exp érimentaux de Fulton ([FSCH99]) ainsi que ceux obtenus dans le

cadre de la thèse de Olieslagers ([Oli97]) avaient déjà pu mettre en évidence les défauts

de régularité d'épandage réalisé à l'aide de distributeurs centrifuges. Lorsqu'ils suivent

des passages rigoureusement parallèles et régulièrement espacés, ces outils p ermettent
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d'obtenir une répartition correcte d'engrais. Malheureusement, dans le cas contraire, il

est courant d'observer des erreurs de fertilisation. Ainsi, les travaux de Fulton et de ses

collab orateurs, basés sur des tests e�ectués au sein d'une parcelle à géométrie non rectan-

gulaire présentant des passages non parallèles, ont mis en exergue des di�érences notables

entre dose consigne, considérée �xe sur la totalité du champ, et dose réelle. Pour ce qui

concerne l'étude menée par Olieslagers, elle a contribué à montrer que dans le cas de �-

gure où la dose prescrite n'est pas constante dans la parcelle, une imp ortante dégradation

de la qualité d'épandage p eut être observée si les réglages de la machine sont mo di�és

brutalement comme cela se fait dans la pratique lors du pro cessus de fertilisation.

Au regard des travaux précédents, il s'avère donc que la stratégie d'épandage employée

aujourd'hui est totalement inappropriée p our parvenir à une application régulière d'en-

grais dans le champ. Cette inadéquation est en partie dûe à un raisonnement trop simpli�é

qui ne prend en aucun cas compte des phénomènes réels qui se pro duisent durant l'op é-

ration de fertilisation minérale. Ainsi, jusqu'à présent les règles de décision adoptées par

l'ensemble de la communauté agricole rep osent uniquement sur l'hyp othèse de l'homogé-

néité des quantités distribuées à chaque p osition o ccup ée par l'épandeur sur le terrain.

D'autre part, les défauts de dosage sont ampli�és par le fait que les paramètres de réglages

de l'appareil sont sélectionnés en considérant des tra jectoires parallèles et espacées d'une

distance constante, ce qui est loin d'être le cas dans la réalité. Par conséquent, il est néces-

saire de mener une étude consistant à déterminer les consignes de réglage p ermettant de

conduire à une fertilisation correcte quelque soient les géométries parcellaires rencontrées.

Malgré le nombre et la diversité des recherches e�ectuées dans le domaine de l'épan-

dage centrifuge, p eu d'entre elles traitent véritablement de la minimisation des erreurs de

fertilisation en prenant directement en compte l'hétérogénéité spatiale de la distribution

d'engrais app ortée en chaque p osition géo-référencée de l'épandeur. Cette distribution,

communément app elée napp e de répartition, p ouvant être connue à partir des paramètres

mécaniques de l'appareil en utilisant des mo dèles déjà existants, la stratégie retenue p our

la réduction des défauts de fertilisation dans le cadre de cette thèse, est une appro che

basée sur l'optimisation mathématique. Il s'agit de déterminer une combinaison optimale

des réglages à appliquer au distributeur le long de chaque tra jectoire a�n de parvenir à un

arrangement des napp es de répartition p ermettant d'obtenir un épandage le plus régulier

p ossible.

Les passages suivis par l'outil dans la parcelle sont ici considérés imp osés. Ainsi, ils sont

supp osés �xés par les autres techniques culturales e�ectuées préalablement à l'op ération

d'épandage et p euvent être connus par le biais des relevés de p ositions GPS du tracteur

p ortant ou tractant les matériels utilisés p our ces tâches. Aussi, la problématique qui guide

cette thèse est la résolution d'un problème d'optimisation où les variables de décision sont
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uniquement les paramètres de réglages du distributeur. La fonction coût employée est

construite à partir du mo dèle mathématique des napp es de répartition et traduit les

erreurs de fertilisation. Dans le but ultime de commander l'appareil et donc d'obtenir

une machine autonome, les solutions sont calculées de manière à ce qu'elles puissent être

utilisées comme séquences de consignes optimales à présenter en entrée du système. Pour

ce faire, des contraintes re�étant les limites mécaniques et dynamiques de l'épandeur sont

prises en compte lors de la détermination des paramètres optimaux.

Face aux imp ortantes étendues de surface présentées par les parcelles traitées, la ré-

solution du problème d'optimisation devient rapidement très coûteuse du fait d'un fort

encombrement de la mémoire. Aussi, une appro che est développ ée a�n de p ermettre de

réduire les temps d'exécution des algorithmes qui devraient être idéalement implémentés

sur des machines classiques aux capacités de calculs et de mémoire limités se trouvant

chez l'agriculteur à la ferme.

D'autre part, toujours dans le but d'optimiser l'app ort d'engrais dans les champs, une

autre stratégie, basée sur la théorie du contrôle optimal, est envisagée. Cette dernière fait

l'ob jet d'une étude préliminaire et consiste alors à résoudre un problème de commande

optimale où les réglages sont assimilés à des contrôles et la répartition spatiale d'engrais

à la variable d'état.

Plan du mémoire

Ce do cument comp orte 6 chapitres et est articulé de la manière suivante.

Tout d'ab ord, le premier chapitre est consacré à la présentation globale de l'op ération

d'épandage à l'aide de distributeurs centrifuges. Il a p our but de familiariser le lecteur

avec l'ensemble des concepts techniques et les stratégies couramment employés dans ce

domaine.

Le deuxième chapitre ab orde, quant à lui, le problème des irrégularités de dosage

générées par une stratégie d'épandage inadaptée. Les défauts de répartition sont ici mis

en exergue par le biais de résultats de simulations issus de l'application d'un mo dèle

mathématique traduisant la véritable hétérogénéité spatiale des distributions d'engrais

appliquées dans la parcelle. Ce chapitre exp ose également les solutions techniques qui ont

déjà été envisagées p our améliorer la qualité des épandages. Il détaille par ailleurs les

hyp othèses de travail et dé�nit la problématique de cette thèse qui est la minimisation

mathématique des erreurs de fertilisation.

La résolution de la problématique exp osée à la �n du deuxième chapitre nécessitant

l'utilisation d'algorithmes d'optimisation, le troisième chapitre présente di�érentes mé-

tho des couramment employées dans ce domaine. Les problèmes sans et sous contraintes
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sont discutés.

Le quatrième chapitre est consacré aux développ ements inhérents à la résolution du

problème d'optimisation d'épandage dans les zones des parcelles où le distributeur e�ec-

tue uniquement des tra jets aller-retour (épandage plein champ). Après avoir mo délisé la

fonction ob jectif, une métho de de décomp osition du problème original est prop osée. Des

résultats de simulations illustrent la répartition obtenue à l'issue des calculs.

Le cinquième chapitre présente l'étude menée dans le cas de l'optimisation d'app ort

d'engrais dans les zones b ordure du champ (épandage de b ordure). Deux appro ches sont

suggérées p ermettant de gérer de manière optimale les débuts et �ns d'épandage en plein

champ ainsi que les réglages du distributeur le long de la tra jectoire longeant la limite

extérieure du champ. Des simulations numériques mettent en évidence les améliorations

que l'on p eut observer en appliquant ces deux métho des.

En�n, le sixième chapitre ab orde une nouvelle stratégie rep osant sur la théorie de

la commande optimale. Les formalisations du critère d'optimisation ainsi que l'équation

d'état sont présentées. Ensuite, après avoir développ é les algorithmes de résolution, des

premiers résultats concernant cette appro che sont discutés.
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Chapitre 1

La fertilisation par pro cédé centrifuge

L'app ort extérieur de matières fertilisantes étant essentiel à la comp ensation des ca-

rences des sols en éléments nutritifs, la fertilisation est une étap e obligée dans le pro ces-

sus de pro duction agricole. Ces fertilisants se décomp osent aujourd'hui en deux grandes

classes : les amendements, destinés principalement à améliorer la constitution physico-

chimique des sols, et les engrais, minéraux et organiques, qui contribuent ma joritairement

à la nutrition des plantes. L'épandage de ces di�érents pro duits dans le champ nécessitent

alors l'utilisation de matériels adaptés à chaque typ e de fertilisant. Dans le cas d'engrais

minéraux, les outils les plus répandus sont les distributeurs centrifuges.

Ce chapitre a p our ob jectif de familiariser le lecteur au pro cessus de fertilisation à l'aide

de ces machines. A�n de bien appréhender les di�érents éléments inhérents à l'épandage

centrifuge, nous rapp elons brièvement le rôle de la fertilisation dans le pro cessus de pro-

duction agricole. Les tenants et les ab outissants de la pratique d'une telle tâche dans

le cadre de l'agriculture de précision sont également mis en exergue en exp osant non

seulement les organes des distributeurs centrifuges mais aussi les stratégies utilisées a�n

d'obtenir une répartition régulière au champ.

1.1 Fertilisation et agriculture de précision

L'ensemble des techniques culturales pratiquées sur une parcelle agricole a�n d'en ob-

tenir une pro duction est toujours e�ectué suivant un ordre bien précis app elé itinéraire

technique. Ainsi, tout d'ab ord, a�n de préparer le sol en vue d'obtenir un lit de semences

satisfaisant, le travail du sol est mis en o euvre. Dans un deuxième temps, l'implantation

des graines est réalisée via le semis. Par la suite, vient l'op ération de pulvérisation qui

consiste à appliquer des pro duits phytosanitaires destinés à enrayer les maladies, les in-

sectes et les mauvaises herb es p ouvant menacer le b on développ ement des cultures. Cette

phase est alors suivie de l'étap e de fertilisation qui p ermet de renforcer la teneur des
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sols en éléments minéraux. En�n, vient l'op ération de récolte. La pro duction agricole est

ainsi issue d'une suite logique de tâches dép endant les unes des autres. Bien que les deux

premières phases constituent des op érations imp ortantes qui contribuent à renforcer les

aptitudes des sols à satisfaire les b esoins des cultures, la fertilisation tient une place parti-

culière dans l'itinéraire technique car elle intervient directement au niveau de la nutrition

des plantes. Il faut savoir qu'a�n de développ er de la matière végétale, ces dernières s'ali-

mentent en azote minéral contenu dans le sol sous forme de nitrates principalement. Le

phosphore, nécessaire à leur b on fonctionnement physiologique, est également absorb é par

leurs racines. D'autre part, le p otassium, favorisant la synthèse et le sto ckage de glucides,

est de la même manière consommé par les végétaux. L'op ération de fertilisation consiste

alors à app orter ces di�érents éléments nutritifs en quantité su�sante a�n de comp enser

les prélèvements de ces derniers par les cultures mais également à améliorer la fertilité des

sols pauvres en nutriments.

La dose d'éléments nutritifs à app orter, désignant la masse de matières à distribuer par

unité de surface, est traditionnellement calculée suivant le typ e de cultures considérées.

Ainsi, en France, dans le cas de la culture de blé, la dose d'éléments azotés à app orter

est évaluée en moyenne à 80 Kg/Ha. Dans le cas du maïs, elle vaut environ 170 Kg/Ha.

Depuis les vingt dernières années, ce pro cédé de mise au p oint de doses consignes basé

uniquement sur les caractéristiques biologiques des plantes tend à disparaître et à laisser

place à une métho de de calcul qui prend non seulement compte de la nature des cultures

mais également de la variabilité des caractéristiques physico-chimiques des sols. Cette

stratégie s'inscrit dans le cadre d'un concept très large baptisé Agriculture de Précision.

Apparu p our la première fois aux Etats-Unis dans les années 80, le concept d'Agri-

culture de Précision (AP) consiste à gérer les parcelles agricoles en tenant compte de

l'existence de variabilité à l'intérieur de ces dernières couramment app elée variabilité in-

traparcellaire. Aussi, l'ensemble des techniques liées à l'AP représentent une avancée vers

plus de précision p our les op érations culturales par la réalisation d'une intervention adé-

quate (réglage, dose...) au b on endroit et au b on moment.

Aujourd'hui, la plupart des tâches agricoles sont concernées par la mo dulation intra-

parcellaire : travail du sol, semis, fertilisation, irrigation... Néanmoins, il est manifeste

que cette pratique est surtout appliquée dans le cadre de la fertilisation ([Aue01]). Les

agriculteurs attendent de l'adoption de ce concept, d'une part d'utiliser des quantités

moins imp ortantes d'engrais p our un même rendement ou faire croître ce dernier avec

une même quantité d'engrais, et d'autre part de limiter les e�ets néfastes des fertilisants

sur l'environnement a�n de s'inscrire dans le développ ement durable. Pour ce faire, des

outils inhérents aux technologies de l'information existent ([Bla00]). Ainsi, on p eut citer

tout d'ab ord le système GPS qui devenu une technologie accessible par l'ensemble des
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agriculteurs, p ermet de déterminer les actions à réaliser selon le p ositionnement géogra-

phique des engins agricoles. La mise en place de capteurs appropriés sur les machines

est également utile a�n de collecter des informations nécessaires aux prises de décisions.

L'utilisation de Système d'Information Géographique (SIG) est aussi courante p our la ges-

tion géoréférencée des informations parcellaires. Par ailleurs, il est également imp ortant

de noter la présence de système de régulation p ermettant de calculer de manière continue

les réglages des appareils sans aucune intervention de l'agriculteur. Ainsi, dans le cadre

de la fertilisation, l'ensemble tracteur-distributeur est souvent équip é de ce typ e d'outils

comme l'illustre la �gure 1.1.

Figure 1.1 � Vue d'ensemble des outils installés sur un engin agricole destiné à la fertili-

sation dans le cadre de la pratique de l'agriculture de précision.

Bien que fortement recommandée, l'adoption de l'agriculture de précision se fait de

manière irrégulière. En e�et, de nombreux agriculteurs hésitent à mettre en o euvre ce typ e

de pratique. De multiples facteurs doivent être considérés a�n d'expliquer cette réticence.

De nombreuses études démographiques et économiques ont été menées dans le but de

déterminer les raisons qui incitent les agriculteurs à adopter ou non l'AP. Tout d'ab ord,

les premiers éléments à prendre en compte semblent être le contexte so cio-économique,

tel que la taille de la ferme, le niveau d'éducation ([HH03]) et l'accés aux informations

([DM03]). Outre ces paramètres, d'autres variables liées à la p erception de la complexité

de cette nouvelle technique sont également à prendre en considération. Ainsi, bien qu'étant

conscients que cette dernière puisse réduire les coûts de pro duction et augmenter les rende-

ments tout en resp ectant l'environnement, b on nombre de pro ducteurs hésitent à investir

dans des formations leur p ermettant d'appréhender l'usage des nouvelles technologies dans

le cadre de tâches agricoles courantes. Par ailleurs, l'un des plus gros freins à l'adoption de

cette nouvelle pratique est dû aux coûts additionnels liés à l'usage des nouveaux systèmes

([Swi01]). Néanmoins, il a été démontré dans certains cas que les b éné�ces obtenus dans
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le cadre de l'application des concepts de l'AP comp ensaient les dép enses faites lors de

l'achat des disp ositifs asso ciés. Ainsi, [GRW

+
03] conclut que dans le cas de cultures cé-

réalières, les b éné�ces sont p ositifs lorsque des systèmes basiques à bas coûts sont utilisés

p our des surfaces de parcelles sup érieures à 80 Ha. Avec des systèmes plus sophistiqués

et donc plus coûteux, il est préférable de traiter des surfaces évoluant entre 200 et 300

Ha. En mettant en exergue ce typ e de résultats et en app ortant leur soutien �nancier,

les di�érents gouvernements europ éens parviennent p etit à p etit à accélérer le pro cessus

d'adoption. Aussi, dans le cas de la France, une aide s'élevant à 1000 euros est accordée

depuis janvier 2006 aux pro ducteurs désireux de mettre en o euvre l'ensemble des moyens

techniques satisfaisant aux exigences de mo des de pro duction agricole dans le cadre du

développ ement durable (agriculture raisonnée). Grâce aux di�érentes techniques de p er-

suasion, on comptait alors parmi les 347 000 exploitations sur le territoire en Mars 2006,

selon l'asso ciation FARRE ([FAR]), près de 1356 se conformant aux réglementations de

l'agriculture raisonnée en faisant app el aux techniques de l'AP. Ainsi, il est de plus en plus

fréquent de rencontrer des machines agricoles équip ées d'outils d'aide à la décision tels

que ceux décrits précédemment. C'est le cas des distributeurs centrifuges très employés

p our l'épandage d'engrais minéraux.

1.2 Princip e de l'épandage centrifuge

1.2.1 Le distributeur centrifuge

A�n d'appliquer de manière homogène de l'engrais sur toute la surface d'un champ,

il est courant d'utiliser des distributeurs d'engrais minéraux. Ces derniers, réglables, p er-

mettent dans b eaucoup de cas d'appliquer la b onne dose au b on endroit. L'app ort des

intrants p eut se faire de deux manières p ossibles : par pro jection ou en couverture. Ce-

p endant, il est manifeste que les outils les plus répandus fonctionnent selon le princip e de

pro jection. C'est le cas des distributeurs centrifuges qui, grâce à leur bas coût et leur sim-

plicité d'utilisation, sont les machines les plus ma joritairement utilisées dans l'ensemble

des pays d'Europ e du nord et des Etats-Unis. Ces outils p ouvant être p ortés, comme à

la �gure 1.1, ou traînés, disp osent d'une trémie, d'un système d'alimentation et de do-

sage, ainsi que d'un simple ou de double disques rotatifs équip és de pales. Le pro cessus

d'épandage d'engrais minéraux par distribution centrifuge se décomp ose comme suit :

� Ecoulement des granulés d'engrais de la trémie par gravité ;

� Ecoulement du �ux de granulés par la goulotte d'alimentation sur une région du

disque ;

� Chute des particules sur le disque et disp ersion de ces dernières par roulement et/ou
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glissement ;

� Prise en pale des granulés et accélération des ces derniers sous l'action de la force

centrifuge ;

� Ejection des particules et après vol balistique dans l'air, atterrissage de celles-ci au

sol .

L'ensemble des organes du distributeur intervenant lors des phases précédentes appa-

raissent à la �gure 1.2.

Figure 1.2 � Zo om sur l'ensemble des organes d'un distributeur centrifuge.

A�n d'obtenir une répartition au sol rép ondant aux ob jectifs de fertilisation, di�érents

réglages sont e�ectués sur la machine. Ces derniers p ermettent de faire varier les para-

mètres dynamiques mis en jeu dans le pro cessus de distribution centrifuge : la p ortée de

pro jection, étroitement liée à la vitesse d'éjection des particules, et la direction de pro jec-

tion. Ces grandeurs, illustrées à la �gure 1.3, évoluent non seulement di�éremment selon

les propriétés granulométriques des engrais mais elles adoptent également des valeurs qui

sont les résultats d'une combinaison complexe de paramètres mécaniques tels que le débit,

le diamètre et la vitesse de rotation des disques, la longueur et la forme des pales ainsi

que le p oint de chute des particules sur les disques.
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direction résultante

comp osante radiale de

la vitesse d'éjection

comp osante tangentielle de

la vitesse d'éjection

de pro jection

pale

disque

Figure 1.3 � Direction de pro jection et comp osantes de la vitesse d'éjection.

Le débit est une variable dé�nissant essentiellement la quantité d'engrais pris en pale.

Plus cette quantité est grande, plus les particules auront un temps de transfert long

contre les pales et ainsi plus l'épandage se fera sur le côté du distributeur. Néanmoins,

ce phénomène est relativement négligeable et le plus souvent le débit n'in�ue pas sur la

répartition au sol.

L'éjection des particules étant inhérente à l'action de la force centrifuge, il est clair

que le diamètre et la vitesse de rotation des disques agissent directement sur la p ortée de

pro jection. Ainsi, lorsque la vitesse de rotation augmente alors la vitesse d'éjection croît

et par la même o ccasion la distance de pro jection ([Adj93], [Col97]).

De la même manière, les longueurs de pales mo di�ent la distance de pro jection en

augmentant ou en diminuant le temps de transfert des granulés. Par ailleurs, plus leur

longueur augmente, plus l'épandage se fait sur le côté comme l'a montré Colin ([Col97]).

L'in�uence de la forme des pales sur la répartition au sol est quant à elle di�cile à

caractériser étant donné la complexité des mécanismes physiques qui y sont liés.

En ce qui concerne le p oint de chute des particules sur les disques, on p eut dire qu'il

p ermet de faire varier la direction de pro jection ([Col97]). En e�et, comme le montre la

�gure 1.4, plus il se trouve près du centre du disque, plus l'épandage se fait sur le côté

([PR62]). Dans le cas contraire, l'épandage se fait vers l'arrière comme l'illustre Inns dans

[IR62].

décalage du

p oint de chute

Epandage vers le côté Epandage vers l'arrière

Figure 1.4 � In�uence du p oint de chute des granulés d'engrais sur la répartition.

Comme on p eut le constater, il existe de nombreux paramètres mécaniques p ermettant

de mo di�er la répartition d'engrais au sol. Cep endant, étant donné qu'il est di�cile d'ap-
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préhender les e�ets des couplages de ces derniers, la plupart des constructeurs conçoivent

des machines p ermettant d'agir sur un nombre limité de réglages. Ainsi, dans le cas des

appareils fournis par le constructeur français Sulky-Burel, le débit est régulé par le contrôle

de l'ouverture d'une trapp e d'alimentation située à la base de la trémie. Outre le débit,

le p oint de chute des granulés sur les disques est également réglable en mo di�ant la p o-

sition de la goulotte. D'autres fabricants, tel que Kuhn, fournissent des machines où il

est p ossible de régler le débit et la vitesse de rotation des disques entraînés alors par des

moteurs hydrauliques. Il existe également des distributeurs où l'utilisateur p eut mo di�er

la longueur et la forme des pales. Cep endant, aujourd'hui, ces a justements ne p euvent être

réalisés en temps réel durant le pro cessus d'épandage et doivent donc être faits uniquement

avant la mise en route de l'appareil. L'ensemble des réglages évo qués ici étant e�ectués

de sorte que la distribution d'engrais p ermette de rép ondre aux ob jectifs de fertilisation,

la connaissance de la répartition au sol est donc déterminante dans la mise au p oint de la

stratégie d'épandage.

1.2.2 Répartition au sol

A�n d'étudier la répartition d'engrais au sol et ainsi déterminer les réglages optimaux

du distributeur p ermettant de rép ondre au mieux aux attentes de l'agriculteur, di�érentes

stratégies de mesure existent.

Intuitivement, une première métho de consisterait à épandre de l'engrais avec un dis-

tributeur immobile et à recueillir les granulés à l'aide de bacs de collecte disp osés autour

de la machine. Cette pro cédure s'inspirerait des proto coles [ISO85], [CEN03 ] et [ASA01]

en utilisant de bacs de dimension 50 cm � 50 cm � 10 à 15 cm équip és de croisillons en

plastique a�n de limiter les reb onds des particules. Cep endant, Colin ([Col97]) a observé

qu'un tel disp ositif était très lourd à mettre en place car il nécessiterait de disp oser près

de 900 bacs sur une surface d'environ 15 � 15 m

2

. Elle a alors imaginé une solution al-

ternative qui constitue aujourd'hui la pro cédure standard mise en o euvre au Cemagref.

Cette dernière, réalisée au sein d'un hall d'une surface de 42 � 21 m

2

, ne nécessite que

l'utilisation de 78 bacs alignés sur 39 m p erp endiculairement à l'axe d'avancement du

tracteur. La con�guration adoptée apparaît alors à la �gure 1.5.

Au début de cette pro cédure, le tracteur o ccup e une p osition �xe pro che des bacs

p endant une durée � t durant laquelle le distributeur épand de l'engrais. A la �n de cette

op ération d'épandage, les granulés recueillis dans chaque bac sont prélevés et p esés. Les

masses mesurées p our les di�érents bacs sont alors sto ckées dans une base de données.

La phase de p esée terminée, la p osition du tracteur est incrémentée de 1 ou 3 m dans la

direction d'avancement et les pro cédures d'épandage sur une même durée � t ainsi que de
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Figure 1.5 � Métho de standard utilisée par le Cemagref p our la mesure de la répartition

au sol.

p esée sont à nouveau e�ectuées. Ces op érations rép étées sur une distance d'environ 20 m

p ermettent alors à partir des mesures sto ckées de reconstruire la répartition d'engrais au

sol.

La mesure complète de la répartition par le biais de cette métho de étant malheureu-

sement très coûteuse en temps (4 à 5 heures), une nouvelle pro cédure a été testée par

Piron et Miclet ([PM05]) et sera op érationnelle �n 2006. Au cours de la réalisation de

cette dernière, l'ensemble des bacs de réception sont �xés radialement au distributeur qui

tourne sur lui même p endant la phase d'épandage. Sur ce nouveau banc d'essai, baptisé

Cemib, chaque bac étant équip é d'un capteur de p esée, les masses d'engrais collectés sont

mesurées de manière continue p ermettant ainsi de réduire le temps de l'essai à environ 2

minutes.

Une technique alternative a été prop osée par Hofstee ([Hof94]). Cette dernière rep ose

sur la simulation d'un mo dèle mathématique du vol balistique des particules à partir de la

mesure des conditions initiales de ce dernier à savoir le diamètre et la vitesse en sortie de

pale des granulés. Les mesures, e�ectuées dans ce cas à l'aide d'un transducteur ultrason,

présentent malheureusement de gros écarts avec les valeurs réelles p ouvant conduire ainsi

à un mauvais calcul des répartitions au sol.

Une autre appro che couplant un système optique au même mo dèle que précédem-

ment, a été mise en place par Grift et Hofstee ([GH97]). Les mesures des vitesses et des
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diamètres des granulés sont cette fois-ci réalisées en utilisant deux barrettes de capteurs

photosensibles distantes de 27 mm et placées face à une source lumineuse. Les barrettes

de capteurs délivrant chacune un signal logique à l'état bas lorsque les particules coup ent

le faisceau lumineux, la vitesse est déterminée en évaluant la di�érence entre deux fronts

descendants. Le diamètre est quant à lui calculé à partir de la largeur des impulsions

d'un des deux signaux. Cette métho de donnant de b ons résultats avec des erreurs sur la

vitesse et le diamètre variant entre 2 et 5 % p our des particules sphériques, les auteurs

ont p oursuivi leurs travaux en travaillant sur un épandeur réel (Lowery 300) distribuant

des granulés de nitrate d'ammonium ([GH02]). En comparant leurs simulations de répar-

tition au sol aux résultats exp érimentaux fournis par le fabricant du distributeur, ils ont

remarqué de légères di�érences au niveau du rayon d'épandage, dé�ni comme étant la plus

grande distance entre l'origine du disque du distributeur et les granulés d'engrais tomb és

au sol. Ainsi, par exemple, dans le cas de tests d'épandage de nitrate d'ammonium avec

un réglage de débit �xé à 4, une vitesse de rotation des disques de 540 tours par minute, la

valeur prédite était inférieure de 2 m par rapp ort à la valeur sp éci�ée par le constructeur

de la machine.

Une nouvelle métho de faisant app el à un système d'imagerie p our évaluer la vitesse des

particules a été parallèlement étudiée par Cointault ([Coi01]). Contrairement à l'appro che

précédente, les deux comp osantes de la vitesse sont déterminées grâce à l'estimation de sa

norme et de la direction d'éjection. Le disp ositif de mesure, combinant une caméra haute

résolution à faible cadence à une batterie de 8 �ashes déclenchés en série durant chaque

temps d'exp osition, donne des résultats corrects mais est néanmoins lourde à mettre en

o euvre et est surtout très coûteuse (12 000 euros).

Des techniques d'imagerie ont également été prop osées p our évaluer la répartition au

sol par Hensel ([Hen03]). Ce dernier a suggéré d'utiliser un système d'imagerie digitale

p ermettant de distinguer les particules sur le sol et calculer rapidement la quantité d'en-

grais épandus. Cep endant, cette métho de largement a�ectée par la nature des engrais et

les conditions de luminosité n'est pas très employée dans la pratique.

Les métho des basées sur la mesure de conditions initiales au vol balistique des par-

ticules p euvent fournir une b onne estimation de la répartition des engrais au sol et la

validation de cette dernière passe irrémédiablement par la confrontation des valeurs cal-

culées aux valeurs exp érimentales obtenues à partir de la technique standard rep osant sur

l'utilisation de bacs de réception des fertilisants. Celle-ci sert ainsi toujours de métho de de

référence et constitue donc une pro cédure incontournable p our une mesure �able de la ré-

partition au sol. Tout comme les doses d'épandage, cette dernière est souvent représentée

comme la distribution de matières fertilisantes par unité de surface. Ainsi, en appliquant
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le proto cole standard du Cemagref avec un � t = 3 s, on obtient après épandage unique-

ment avec le disque droit du distributeur, la répartition d'engrais au sol représentée à la

�gure 1.6.

Figure 1.6 � Exemple de répartition d'engrais au sol exprimée en g/0.25 m

2

obtenue par

la pro cédure standard avec � t = 3 s.

Comme on p eut le constater, la répartition d'engrais au sol, communément app elée

napp e spatiale de répartition, est hétérogène. Dans un premier temps, l'absence d'homo-

généité dans cette répartition p eut être expliquée de manière intuitive. En e�et, il est clair

que les di�érentes phases comp osant le pro cessus de distribution centrifuge mettent en jeu

des lois de comp ortement complexes où les propriétés physiques des particules constituent

un des paramètres les plus prép ondérants. Des essais exp érimentaux ont pu montrer que

les p erformances des distributeurs centrifuges étaient étroitement liées non seulement aux

réglages des machines mais aussi aux caractéristiques des engrais. Ainsi, selon Hofstee

([HH90]), trois grandes caractéristiques a�ectent de manière signi�cative le mouvement

des granulés sur le disque et dans l'air : la taille de la particule, le co e�cient de frotte-

ment ainsi que le co e�cient de restitution. Ces paramètres étant variables d'une particule

à l'autre, il est clair que chaque granulé aura des tra jectoires dans la pale et dans l'air

qui lui seront propres. Par conséquent, la p osition atteinte au sol, après le vol balistique,

di�érera d'une particule à l'autre. Ce raisonnement est confortée par des mo délisations

qui ont fait l'ob jet de nombreux travaux depuis environ une quarantaine d'années.

1.2.3 Mo délisations : rapp els bibliographiques

Après analyse des di�érentes étap es du pro cessus d'épandage rapp elées à la section

(1.2.1), il apparaît clairement que les phases qui déterminent la répartition d'engrais au

sol sont :

� le mouvement des particules sur le disque et la pale ;
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� le vol balistique de celles-ci dans l'air.

A�n d'évaluer par calcul la répartition au sol, les chercheurs ont tenté de mo déliser

ces deux phases et simuler, soit l'ensemble du parcours des granulés depuis leur chute sur

le disque jusqu'à leur atterrissage au sol, soit uniquement leur parcours dans l'air à partir

des mesures des conditions initiales du vol (cf. section (1.2.2)).

Les travaux de mo délisation du mouvement de particules sur le disque et dans les

pales ont débuté en 1962 avec Patterson et Reece ([PR62]). Ainsi, ils furent les premiers à

formaliser cette phase dans le cas d'un disque plat équip é de pales radiales en négligeant

les reb onds et en considérant un p oint de chute pro che du centre du disque. Les résultats

donnés par leur mo dèle étaient corrects au vue des essais exp érimentaux qui ont été

réalisés. Ils ont par ailleurs montré que la vitesse radiale des particules était étroitement

liée à leur forme ainsi qu'au co e�cient de frottement particule/pale.

Inns et Reece ([IR62]) ont étendu le mo dèle au cas où le p oint de chute est éloigné

du centre du disque. Ils ont d'autre part considéré cette fois-ci des pales courb es et les

reb onds des particules contre celles-ci. Ils ont alors montré que le nouveau mo dèle donnait

des résultats probants p our des particules sphériques mais qu'il était moins p erformant

dans le cas de granulés de formes géométriques irrégulières.

Des mo dèles prenant en compte des pales radiales et courb es con�gurées de plusieurs

manières di�érentes ont été par ailleurs étudié par Cunningham ([Cun63]). Ces mo dèles

donnent des valeurs d'angle d'éjection des particules cohérentes avec les mesures e�ectuées

par Cunningham et Chao ([CC67 ]).

En ce qui concerne la mo délisation de la tra jectoire des particules dans l'air, un premier

mo dèle fut prop osé par Mennel et Reece ([MR63]). Après avoir réalisé des essais avec des

balles sphériques en acier, ils concluent que leur mo dèle donnent une b onne approximation

du parcours de celles-ci dans l'air. Les équations du mo dèle ont été simpli�ées par la suite

par [PFW82]. Il est alors montré que le plus gros écart existant entre les valeurs de la

distance horizontale parcourue obtenues par cette dernière mo délisation et celle de Mennel

et Reece [MR63] atteint seulement 7%.

A partir des mo dèles de mouvement de particules sphériques sur le disque et dans

l'air, Gri�s et ses collab orateurs ([GRM83]) ont tenté de simuler les répartitions au sol de

deux typ es d'engrais. Les mo dèles utilisés alors ne prenant pas en compte les formes irré-

gulières des particules, de grosses di�érences existaient entre les résultats exp érimentaux

et simulés.

Lors de la validation de leur résultat de simulation, Olieslagers et ses collègues [ORB96]

ont également constaté des di�érences non négligeables avec les répartitions spatiales

données par les essais. Selon eux, les erreurs observées étaient essentiellement dûes aux

interactions entre particules non prises en compte dans les équations du mo dèle. A�n
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d'intégrer ces interactions dans la simulation, les paramètres d'entrée de cette dernière

ont été optimisés a�n de coller au plus près à la réalité. Une technique similaire a été em-

ployée par [DTO

+
04] et a montré des résultats concluants. Dans ce travail, les auteurs ont

également mis en évidence l'imp ortance des interactions entre granulés dans le pro cessus

d'épandage. Ils ont, par la même o ccasion, identi�é les divers paramètres in�uençant de

manière signi�cative ce phénomène physique : le débit, les dimensions et la forme de la

trapp e d'alimentation par laquelle les granulés s'écoulent lors de leur chute sur le disque,

le diamètre et la vitesse de rotation du disque ainsi que la longueur des pales.

Basées sur des mo délisations faisant intervenir des équations di�érentielles non li-

néaires, les simulations des mouvements des particules durant tout le pro cessus d'épan-

dage, évo quées précédemment, sont e�ectuées en faisant app el à des métho des de résolu-

tion numérique (le plus souvent la métho de de Runge-Kutta d'ordre 4). A�n de simuler

la totalité d'une répartition au sol, ces dernières sont app elées p our chaque particule, ce

qui p eut engendrer des temps d'exécution très longs.

Aussi, une mo délisation simpli�ée et originale, ne faisant apparaître aucune équation

di�érentielle, a été prop osée par Colin ([Col97]). Ainsi, à partir d'études statistiques, cette

dernière a observé que la répartition angulaire d'engrais au sol obtenue exp érimentalement

suivait une loi de répartition très pro che d'une gaussienne. En e�et, p our la plupart des

essais, les distributions exp érimentales présentaient une dissymétrie inférieure à 0.7 et

un aplatissement très faible souvent inférieure à 0.2. De même, elle a montré qu'une loi

normale p ouvait caractériser approximativement la distribution radiale au sol. Ainsi, elle

a noté que les valeurs des dissymétries des distributions radiales évoluaient entre -0.7 et

0.2. L'aplatissement, dans ce cas, présentait une moyenne équivalente à 1.2. A partir de

ces résultats, l'auteur en a déduit que la répartition d'engrais au sol p ouvait être évaluée

par le pro duit de 2 gaussiennes caractérisant resp ectivement la distribution radiale et la

distribution angulaire. La �gure 1.7 illustre alors cette idée.

Selon ce concept, la napp e de répartition (en g/0.25 m

2

), notée q, obtenue après épan-

dage avec un seul disque p eut se mettre sous la forme

q(X; D; �; ' ) =
D � � t
0:25

� exp
�

� (r (X ) � � )2

2� 2
r

�
� exp

�
� (� (X ) � ' )2

2� 2
�

�
; (1.1)

avec

� X un p oint de co ordonnées (a,b) ;

� (r (X ); � (X )) les co ordonnées p olaires de X ;

� D le débit en g/s ;

� � t la durée de l'essai en s ;

� � le rayon moyen (moyenne de la distribution radiale) en m ;

� ' l'angle moyen (moyenne de la distribution angulaire) en �;
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disque

napp e de répartition

distribution angulaire

distribution radiale

rayon moyen

angle moyen

axe d'avancement

> 0

Figure 1.7 � Représentation schématique de la répartition au sol comme le pro duit de 2

gaussiennes.

� � r l'écart-typ e de la distribution radiale en m ;

� � � l'écart-typ e de la distribution angulaire en �.

Les valeurs de � r et � � corresp ondant resp ectivement aux écart-typ es relatifs à la dis-

tribution radiale et angulaire sont sp éci�ques à chaque typ e d'appareil. Celles-ci p euvent

alors être facilement déterminées en e�ectuant une identi�cation de paramètres à partir

des mesures e�ectuées au banc d'essai.

A partir de ce mo dèle, Bouquet ([Bou99]) a développ é un programme p ermettant

de simuler le pro cessus de fertilisation dans des champs. Ainsi à partir des limites de

ces derniers ainsi que des données GPS des tra jectoires du tracteur, il a pu obtenir des

simulations de répartition au champ très pro ches de la réalité.

Face à une répartition au sol hétérogène, les ingénieurs agronomes ont mis au p oint une

stratégie d'épandage particulière a�n d'épandre le plus régulièrement p ossible de l'engrais

dans les parcelles agricole. Cette stratégie est décrite dans la section suivante.

1.2.4 Régularité de l'épandage au champ

Après avoir dé�ni la ou les doses p ermettant d'équilibrer les b esoins prévisibles des

cultures avec les fournitures d'éléments nutritifs dans le sol, l'agriculteur doit imp érative-

ment par la suite épandre le plus régulièrement p ossible les granulés d'engrais conformé-

ment à ces quantités prescrites. En e�et, les défauts de fertilisation ont des conséquences

négatives d'une part sur la pro duction agricole et d'autre part sur l'environnement. Ainsi,

si la dose app ortée est inférieure à la dose consigne (sous-dosage) une p erte de rendement

est automatiquement engendrée. En e�et, si l'on prend l'exemple d'une erreur de -20%
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p our une dose consigne de 110 Kg/Ha, on p eut estimer une p erte de rendement de l'ordre

de 4 quintaux/Ha en considérant une pro ductivité moyenne de l'unité fertilisante de 20

kg de grains de blés. Pour ce qui concerne les surdosages (cas où la dose app ortée est su-

p érieure à la dose prescrite), ils engendrent un gaspillage d'engrais signi�catif et surtout

une imp ortante p ollution des eaux. Il faut savoir, en e�et, que si des éléments nutritifs

(surtout les ions nitrates) se trouvant en large excès dans le sol ne p euvent être totalement

absorb és par les cultures, ils sont p etit à p etit entraînés par lessivage vers les cours d'eaux

et les milieux aquatiques. En forte concentration, ils p euvent alors rendre la consomma-

tion d'eau impropre et engendrer une eutrophication (développ ement des algues) des lacs

et des étangs ([Ish98]).

Par dé�nition, l'épandage est dit régulier lorsqu'en tout p oint d'une parcelle la dose

app ortée corresp ond à la dose consigne recommandée. Le plus souvent, les agronomes

considèrent que cette régularité est satisfaite lorsque la dose appliquée est à 10% près

celle que l'on voulait obtenir ([CC95 ]). Cep endant, ce typ e d'ob jectif ne p eut être atteint

qu'avec des engrais homogènes de qualité (taux d'humidité très faible, masse volumique

constante, taux de p oussière inférieur à 0.1%, sphéricité optimale...) et force est de consta-

ter que dans la pratique les engrais utilisés ne présentent malheureusement que p eu souvent

l'ensemble de ces caractéristiques. Aussi, le plus souvent, l'on s'accorde à dire que l'épan-

dage au champ est uniforme si l'erreur de fertilisation, à savoir la di�érence entre dose

consigne et dose réelle, adopte une valeur évoluant entre -15% et +15% en tout p oint du

champ.

A�n d'ab outir à cette régularité, il est alors imp ératif que des réglages adéquats, pre-

nant compte de la qualité de la répartition au sol, soient e�ectués sur l'appareil. L'hétérogé-

néité spatiale présentée par la napp e de répartition rendant di�cile la détermination de ces

réglages, les ingénieurs agronomes ont mis au p oint une représentation simpli�ée de cette

dernière en partant du constat que les quantités distribués parallèlement à l'axe d'avance-

ment du tracteur a�chaient des variations moins imp ortantes que celles épandues selon la

direction orthogonale au même axe. En e�et, le princip e même de la pro jection d'engrais

implique que les quantités de granulés distribuées transversalement à l'axe d'avancement

de la machine sont graduellement décroissantes en fonction de la distance par rapp ort

au centre de l'appareil. Cette distribution couramment app elée distribution transversale

p eut être déduite directement de la mesure de la napp e de répartition en sommant les

masses selon la direction d'avancement. La détermination de la distribution transversale

selon ce pro cédé est représentée schématiquement par la �gure 1.8. Il est clair que ce typ e

de représentation présente un avantage indéniable de facilité de mesure par banc d'essai

transversal, mesure qui fait actuellement référence dans le monde de la fertilisation. Cette

pro cédure de mesure n'est pas sans rapp eler la métho de standard de mesure de répartition
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Figure 1.8 � Calcul de la distribution transversale (courb e rouge) à partir de la répartition

au sol obtenue après épandage avec le disque droit de l'épandeur.

au sol explicitée précédemment à la section 1.2.2. Ainsi, elle rep ose également sur la p esée

de granulés d'engrais recueillis dans des bacs alignés p erp endiculairement à la direction

d'avancement du tracteur. Toutefois, en l'o ccurence, le tracteur ne reste plus immobile

mais parcourt à une vitesse constante (souvent �xée à 8 Km/h) une distance d'environ

20 mètres tout au long de laquelle le distributeur épand de l'engrais. La durée de l'essai

étant relativement courte, il est p ossible d'avoir rapidement une idée de la qualité de la

répartition au sol.

Au vue de la forme de la distribution transversale, on conçoit aisément qu'au cours

d'un seul passage dans le champ, par exemple un aller, les quantités d'engrais épandues

par l'appareil ne puissent être les mêmes partout. Les quantités diminuant régulièrement

transversalement à l'axe d'avancement, il est alors nécessaire de comp enser cette décrois-

sance en appliquant des quantités complémentaires lors d'un autre passage, en l'o ccurence

un retour. Ainsi, a�n d'obtenir une régularité d'épandage maximum, il est imp ortant que

la sommation de doses entre les passages successifs du tracteur soit la plus pro che de

la dose consigne �xée au préalable. Aussi, dans le cas d'un épandage uniforme idéal, la

courb e représentant la sommation des quantités appliquées est une droite.

A�n d'appliquer le princip e précédent (princip e de recouvrement), les réglages de la

machine sont e�ectuées de sorte que la distance entre passages soit égale à la distance entre

deux lignes de recouvrement consécutives. Ces dernières sont dans ce cas constituées de

l'ensemble des p oints où la dose distribuée lors d'un passage atteint la moitié de la dose

consigne. Techniquement, la distance entre ces lignes de recouvrement corresp ond à la

largeur de travail du distributeur et est dite optimale dans le cas d'un épandage régulier. Si

la distance de passage est inférieure à la largeur de travail il y a excès de fertilisants et donc

surdosage. Dans le cas inverse, un sous-dosage se pro duit. Le princip e de recouvrement
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dans le cas d'un épandage régulier est rapp elé à la �gure 1.9.

Figure 1.9 � Epandage régulier obtenu en appliquant le princip e de recouvrement.

La régularité de l'épandage p eut être évaluée mathématiquement par le calcul du

co e�cient de variation ( CV ) lors des essais. Cette grandeur est alors évaluée en appliquant

la relation suivante :

CV = ( sig=z) � 100 (1.2)

avec

� sig = 1
n� 1

p P
(zi � z)2

;

� n le nombre de bacs sur la largeur de travail ;

� zi la quantité recueillie dans chaque bac après recouvrement ;

� z la moyenne absolue des quantités recueillies z = 1
n

P
(zi )

Généralement, au banc d'essai, on estime que la qualité d'épandage est correcte lorsque

le CV est inférieur à 15%. Toutefois, il a été observé que ce co e�cient était plus élevé

dans les champs. Aussi, il est jugé qu'au dessus de 25%, le CV est mauvais et à éviter.

L'obtention d'un b on co e�cient de variation passe alors par un réglage optimal du

débit de la machine ainsi que de la largeur de travail. Celle-ci est essentiellement mo di�ée

en faisant varier les réglages agissant sur la direction et la vitesse d'éjection des particules

(cf. section 1.2.1). Le débit est quant à lui généralement calculé en appliquant une relation

mathématique simple liant la dose consigne, la largeur de travail utilisée et la vitesse
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du tracteur évoluant principalement entre 8 et 12 Km/h. Cette relation est donnée par

l'expression suivante :

D =
Q� � Lw � v

600
(1.3)

avec

� D le débit en Kg/min ;

� Q�
la dose consigne en Kg/Ha ;

� Lw la largeur de travail en m ;

� v la vitesse en Km/h.

Ainsi, si l'on considère une dose consigne de 100 Kg/Ha, une largeur de travail de 24 m

et une vitesse de déplacement de 12 Km/h, l'épandage sera e�ectué avec un débit �xé à 48

Kg/min dans le cas d'un distributeur mono disque ou à 24 Kg/min dans le cas bidisque. Le

débit étant inhérent à la vitesse du tracteur, grandeur p ouvant être non constante durant

tout l'épandage, la plupart des distributeurs sont munis d'un système électronique, baptisé

DPA p our Débit Prop ortionnel à l'Avancement, p ermettant de réguler le débit en fonction

celle-ci.

L'usage de la notion de largeur de travail n'est pas exclusivement réservée à la fertili-

sation. En e�et, elle joue également un rôle essentiel dans les techniques employées dans

le cas du semis ou de la pulvérisation. Pour l'op ération du semis, les largeurs de travail

couramment utilisées sont 8, 12, 24 et 36 m. Cette tâche agricole étant la première à être

exécutée selon l'itinéraire technique détaillée à la section 1.1, les traces de roue au sol

laissées par le passage du semoir constituent généralement le jalonnement des champs.

Par conséquent, il est logique que les distances précédentes soient également celles qui

sont les plus employées dans le cadre de l'épandage.

Aujourd'hui, la largeur de travail est un paramètre �xe p our toute la parcelle. Ainsi,

p our la plupart des épandeurs, une fois déterminés, les réglages précédents sont constants

durant toute la phase de fertilisation durant laquelle le tracteur parcourt des allers-retours

successifs. Cette phase, habituellement désignée épandage en plein champ, constitue la

ma jeure partie de l'op ération étant donné que l'épandage en va et vient couvre la surface

la plus imp ortante de la parcelle. A�n d'appliquer de l'engrais sur la totalité du champ,

la fertilisation en plein champ est accompagné de l'épandage de b ordure. Cette op ération

consiste alors à distribuer les fertilisants de manière à compléter la dose appliquée en

plein champ et à limiter les excès d'engrais à l'extérieur de la parcelle traitée. Ainsi,

lors de l'épandage de b ordure, il est imp ératif de réduire la dose du côté de la b ordure

prop ortionnellement à la largeur fertilisée. Cep endant, les distributeurs centrifuges non

munis d'un disp ositif de b ordure, ne p euvent e�ectuer cette op ération correctement. En
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e�et, la b ordure est généralement trop sous-dosée lorsque l'on veut éviter les pro jections

d'engrais en dehors de la parcelle. Aussi, a�n d'éviter ces défauts de fertilisation, les

agriculteurs utilisent des appareils équip és du kit de b ordure.

Après mesure au banc d'essai, on p eut observer que cet outil, fonctionnant également

sur le princip e de pro jection, engendre une répartition au sol spatialement hétérogène.

Cette dernière p eut se décomp oser en 2 napp es de répartition telles qu'elles sont obtenues

lors de la fertilisation en plein champ. Un exemple de répartition au sol mesurée au banc

d'essai p our un disque gauche équip é d'un kit b ordure apparaît à la �gure 1.10.

Figure 1.10 � Exemple de répartition au sol obtenue avec un disque gauche muni d'un

disp ositif b ordure.

A�n d'obtenir une répartition la plus uniforme sur toute la parcelle, le passage du

tracteur en b ordure, app elé ligne de détourage, se fait parallèlement à la limite extérieure

au champ à une distance équivalente à la moitié de la largeur de travail. Dans le même

but que précédemment, lors des tra jets aller-retours en plein champ, l'agriculteur ferme

les trapp es d'alimentation et arrête donc d'épandre à 4 m avant d'arriver à la ligne de

détourage. Dans le cas contraire, lorsque le tracteur s'éloigne du b ord du champ, l'op é-

rateur met en route l'épandeur à une distance égale à la largeur de travail. La technique

d'épandage de b ordure est alors récapitulée à la �gure 1.11.

Comme on p eut le constater, le pro cessus d'épandage centrifuge au champ est dans

sa globalité (plein champ et b ordure), essentiellement basée sur la notion de largeur de

travail. Ainsi, par le biais d'un raisonnement rep osant sur des hyp othèses simpli�catrices,

les ingénieurs agronomes ont pu dé�nir des règles de décision simples p ermettant d'obtenir

un épandage régulier dans le cas de parcelles rectangulaires au sein desquelles le tracteur
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Figure 1.11 � Epandage de b ordure avec disp ositif de b ordure.

parcourt des passages aller-retour parallèles et régulièrement espacés. Du fait de leur

simplicité, ces règles sont appliquées dans tous les cas de �gure, quelque soit la forme

géométrique des parcelles, et constituent à l'heure actuelle les bases fondamentales de la

fertilisation par pro cédé centrifuge.

1.3 Conclusion

Ce chapitre a présenté l'imp ortance de l'étap e de la fertilisation dans le pro cessus de

pro duction agricole ainsi que la stratégie simpliste couramment employée dans la pratique

p our l'épandage d'engrais minéraux. Ainsi, a�n de répartir ces derniers de la manière la

plus uniforme p ossible, les distributeurs centrifuges, p eu coûteux, faciles d'utilisation et

très robustes, sont de loin les machines les plus utilisées. Cette facilité d'utilisation provient

ici de la simplicité des réglages mécaniques à appliquer. En e�et, malgré les phénomènes

physiques complexes mis en jeu et l'hétérogénéité des répartition spatiales pro jetées au

sol, les ingénieurs agronomes ont su extraire des règles de décision e�caces. Celles-ci

trouvent leur origine dans la simpli�cation de la représentation des napp es spatiales de

répartition : les distributions transversales. Ainsi, la stratégie actuelle p ermettant d'ab ou-

tir à un épandage régulier rep ose uniquement sur le b on recouvrement de ces dernières.

Pour ce faire, les réglages de la machine sont a justés de telle manière que la distance

entre passages successifs soit égale à la distance entre lignes de recouvrement, app elée

aussi largeur de travail. Lors de l'épandage plein champ, ce recouvrement est réalisé en

op érant des tra jets aller-retour. Pour ce qui concerne l'épandage de b ordure, la machine
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est également réglée de sorte que les courb es de doses distribuées complètent le mieux

p ossible les concentrations de fertilisants appliqués en plein champ. Par ailleurs, a�n de

limiter l'app ort de fertilisant en dehors de la parcelle, le distributeur se voit généralement

équip é d'un outil sp éci�que p ermettant de générer une courb e transversale particulière

présentant une décroissance rapide au niveau des limites du champ.

Il est imp ortant de noter, qu'au jour d'aujourd'hui, l'ensemble des réglages, établis à

l'aide du princip e de recouvrement, sont réalisés une fois p our toute avant de pro céder à

l'épandage. Ainsi, durant tout le pro cessus, les paramètres mécaniques de la machine sont

�xes. Quelques ré�exions s'imp osent alors et il est tout à fait naturel d'émettre des réserves

quant à l'e�cacité de cette stratégie lorsque la parcelle à traiter est parcourue par des

tra jectoires non rectilignes et non parallèles entre elles. En e�et, il est clair que le princip e

de recouvrement, tel qu'il est appliqué ici, p ermet d'épandre régulièrement en plein champ

dans le cas de �gure où les allers-retours sont rigoureusement parallèles et présentent des

distances de passage consécutifs égales. Dans le cas contraire, fréquemment rencontré

dans la pratique, il tout à fait logique de p enser que la stratégie d'épandage d'aujourd'hui

conduise à des répartitions de mauvaise qualité. Par ailleurs, il semble très di�cile de

parvenir à obtenir une dose uniforme lors de l'épandage de b ordure en s'appuyant sur un

raisonnement uniquement basé sur les recouvrements de courb es transversales. En e�et,

du fait de la non prise en compte des véritables répartitions spatiales pro jetées au sol,

des défauts de fertilisation p euvent être attendus au niveau des virages, des p ointes de

champs engendrées par des rétrécissements de passages en �n de parcelle et des régions où

le distributeur doit app orter les quantités de fertilisants indisp ensables p our comp enser les

carences de doses laissées par les arrêts et débuts d'épandage en plein champ. L'ensemble

de ces ré�exions conduit alors à p enser que les techniques employées aujourd'hui p our

l'épandage centrifuge d'engrais minéraux soient totalement inadaptées p our rép ondre aux

ob jectifs de pro duction et satisfaire les exigences environnementales. Cette inadéquation

est détaillée au chapitre suivant.



Chapitre 2

Le problème de défauts de répartition

A cause de terrains glissants ou des erreurs de jalonnement, les agriculteurs ne par-

viennent pas toujours à suivre précisément des tra jectoires parallèles et régulièrement

espacées. De plus, face aux formes géométriques variées des parcelles agricoles, des ré-

trécissements de passages causées par des tra jectoires non parallèles sont courants. Ces

mo di�cations sont alors souvent la source de dégradations sur la répartition d'engrais.

Ainsi, comme il a été exp osé au chapitre précédent, lorsque la distance de passage est

inférieure à la largeur de travail, la dose augmente dans la zone de recouvrement. Dans

le cas inverse, la dose diminue. D'autre part, du fait de l'existence de la variabilité intra-

parcellaire, les constructeurs sont de plus en plus amenés à concevoir des distributeurs

p erformants p ermettant la mo dulation des doses. Malheureusement, dans de nombreux

cas, les réglages app ortés aux appareils sont inappropriés et provo quent alors des erreurs

de fertilisation.

Des exemples de défauts de répartition dûs à l'inadéquation de la stratégie d'épandage

d'aujourd'hui sont alors illustrés dans la première partie de ce chapitre. Ils sont ici mis

en évidence par le biais de cartes de rendements présentant des résultats de simulation

de distribution d'engrais au sein de di�érentes parcelles. Nous rapp elons alors, par la

suite, les solutions ayant déjà été étudiées dans la littérature a�n de limiter ces défauts.

En�n, nous présentons l'ob jectif de ce travail et la sp éci�cité de notre étude basée sur la

programmation mathématique.

2.1 Erreurs de fertilisation

Travaillant à largeur de travail �xe, il est di�cile p our l'agriculteur d'a juster les doses

d'engrais en prenant en compte les variations de tra jectoires au sein de la parcelle. Ces

a justements p ourraient se faire au mieux en fermant l'un ou l'autre côté du distributeur.

Cep endant, aucune règle de décision ne p ermettant à l'heure actuelle de gérer ces instants
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de fermeture, cette technique n'est pratiquement jamais utilisée p our l'application d'en-

grais en cas de distances de passage non constants. Pour les parcelles agricoles présentant

ce typ e de singularités géométriques, il n'est pas rare d'observer des défauts de fertilisation

qui sont malheureusement souvent non négligeables. Ces dégradations de répartitions sont

illustrées par les 2 exemples détaillés ci-après.

Dans les 2 cas, les paramètres suivants sont adoptés a�n de réaliser des simulations

ne présentant pas de temps d'exécution trop imp ortants. Ainsi, les parcelles considérées

sont tout d'ab ord virtuellement décomp osées en mailles carrés de 1 m � 1 m. La napp e

de répartition étant mesurée au banc à l'aide de bacs de 50 cm � 50 cm (cf. section

1.2.2), cette discrétisation spatiale p eut alors être adoptée puisqu'elle resp ecte le critère

de Shannon. Par ailleurs, a�n de ne pas p erdre trop d'informations, la napp e de répartition

est évaluée tous les 2 p oints par maille, soit tous les 50 cm. A�n de faciliter les calculs,

les tra jectoires sont alors temp orellement discrétisées avec un pas élémentaire de 0.18 s

p our une vitesse de déplacement du tracteur �xée à 10 Km/h. Celle-ci est ici considérée

comme un paramètre constant sachant que dans la pratique, elle évolue très p eu au cours

du temps. Les paramètres du mo dèle de Colin (1.1) étant facilement identi�able à partir

des mesures de napp es de répartition utilisées dans chaque cas, cette mo délisation est

appliquée p our la réalisation des simulations.

Dans le premier exemple, une parcelle présentant une surface de 3.4 Ha est considérée.

Celle-ci est obtenue à partir des relevés GPS des tra jectoires suivies par le tracteur comme

représentée à la �gure 2.1. Comme on p eut le noter, les di�érents tra jets allers-retours

en plein champ ne sont pas rigoureusement parallèles et sont en certains endroits non

rectilignes (principalement p our les 3 premiers en partant de la gauche). Les écarts alors

engendrés conduisent à des distances entre passages non constantes. Par conséquent, si

l'on applique les règles de décision habituelles, il sera fort probable d'observer des défauts

de répartition en ces p oints. D'autre part, étant donné qu'il s'agit ici d'une parcelle non

rectangulaire, un fort rétrécissement d'intervalle de passage entre un tra jet plein champ et

la ligne de détourage apparaît (comme indiqué par l'ellipse de couleur verte). La distance

de passage étant dans ce cas inférieure à la largeur de travail, on p eut alors prévoir

d'obtenir un fort surdosage.

Pour ce premier cas de �gure, regroupant les singularités géométriques les plus cou-

rantes, la dose consigne est constante et �xée à 100 Kg/Ha. D'autre part, les distances

de passage évoluant entre environ 21 m et 26 m, l'épandage est réalisé en pratique le

plus souvent avec des réglages corresp ondant à une largeur de travail de 24 m (cf. section

1.2.4). Aussi, les paramètres du mo dèle (1.1) sont déterminés à partir de la mesure de

la napp e de répartition corresp ondante. Les valeurs des débits, des rayons moyens, des

écarts-typ es sur le rayon et sur l'angle qui sont trouvées p our les disques droit et gauche
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Figure 2.1 � Vue d'ensemble de la parcelle traitée.

sont alors les mêmes et valent resp ectivement : D = 16 Kg/min, � = 15 m, � r = 2 m

et � ' = 23�. En adoptant la convention de signe p our les angles apparaissant à la �gure

1.7, les angles moyens à gauche et à droite du distributeur sont resp ectivement �xés à

� g = � 20�et � d = 20�. A partir de ces paramètres, il est alors p ossible d'évaluer la carte

de défauts de fertilisation exprimés en p ourcentage de la dose consigne, comme cela est le

cas à la �gure 2.2.

En l'o ccurence, les zones où les erreurs de répartition sont comprises entre -15% et

+15% représentent les régions où l'épandage est dit précis conformément à la norme sp é-

ci�ée à la section 1.1. Les calculs statistiques montrent alors qu'environ 20% de la surface

du champ est sous-dosée et 21% surdosée. Comme prévu, des défauts de fertilisation ap-

paraissent p our les 3 premiers passages. De même, une imp ortante zone de surdosage,

atteignant plus de 100%, est visible au niveau de la p ointe de parcelle. Cette �gure p er-

met, d'autre part, de mettre en évidence l'inadéquation de la technique d'épandage de

b ordure. En e�et, on p eut observer de gros défauts au niveau des débuts et �ns de tra-

jets plein champ. Il est alors tout à fait logique d'attribuer ces derniers à des instants

d'ouverture et de fermeture inappropriés.

Pour le second exemple, la mo dulation de dose sur une parcelle de 11 Ha, illustrée à

la �gure 2.3(a), est envisagée. 3 doses consignes sont considérées : 120, 210 et 300 Kg/Ha.

L'a justement des doses se fait dans ce cas uniquement par la mo di�cation du débit en

appliquant la relation (1.3) avec, comme p our le premier cas de �gure, une largeur de

travail égale à 24 m. Aussi, p our les valeurs de doses précédentes, on obtient resp ectivement
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Figure 2.2 � Défauts de fertilisation avec dose consigne constante.

24, 42 et 60 Kg/min. En utilisant ces valeurs de débit et les mêmes paramètres, rayon

moyen, angle moyen, écarts-typ es, dé�nis p our le premier exemple, une carte de défaut

est évaluée et représentée à la �gure 2.3(c).

(a) Carte de consigne de

doses obtenue à partir

des raisonnements agro-

nomiques.

(b) Carte de doses réellement

appliquées.

(c) Carte des défauts de fer-

tilisation.

Figure 2.3 � Défauts de fertilisation avec mo dulation de doses.

Comme dans le premier exemple, les régions où les erreurs adoptent des valeurs entre

-15% et +15% sont a�chées en blanc. On observe alors distinctement de nombreuses zones

de surdosage et sous-dosage au niveau des frontières séparant des régions où les doses

consignes sont di�érentes. Ces phénomènes traduisent alors une mauvaise estimation des

instants de changements de débits. Par ailleurs, on p eut également noter ici des défauts

de fertilisation liés aux problèmes de débuts et �ns de passages plein champ.
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Les 2 exemples traités p ermettent de mettre en exergue l'inadéquation de la technique

d'épandage appliquée en plein champ. Ils ont par la même o ccasion montré que les règles

employées p our déterminer les débuts et �ns d'épandage p our les di�érents tra jets allers-

retours sont réellement inadaptées. L'inadéquation de celles-ci vient du fait que la stratégie

actuelle est basée uniquement sur une simpli�cation de la réalité de l'épandage. En e�et,

à l'heure actuelle, la mise au p oint des réglages, en appliquant la relation (1.3), se fait

en raisonnant comme-ci la quantité débitée par le distributeur était répartie de façon

homogène sur une surface rectangulaire de longueur égale à la largeur de travail et de

largeur égale au pro duit de la vitesse d'avancement et le temps entre 2 p oints géoréférencés.

Ce raisonnement est illustrée à la �gure 2.4.

Figure 2.4 � Raisonnement basé sur la répartition homogène de la quantité débitée sur

une surface rectangulaire.

Le raisonnement exp osé ci-dessus est malheureusement faux car il ne tient en aucun cas

compte du véritable phénomène qui se pro duit lors du pro cessus d'épandage au champ :

le recouvrement de napp es de répartition spatialement hétérogènes comme l'illustrent les

�gures 1.9 et 1.11. En e�et, il est clair que la dose en tous p oints de la parcelle n'est pas

app ortée par une seule " salve " d'engrais, mais par une succession de salves d'engrais, à

des instants di�érents et provenant de centre d'éjections di�érents. On comprendra alors

aisément que l'absence de prise en compte du véritable phénomène qui se pro duit lors du

pro cessus d'épandage ait des impacts environnementaux et économiques désastreux.

A�n de lutter contre les p ollutions causées par ces erreurs de fertilisation (cf. chapitre 1

section 1.1), des réglementations ont été mises en place, notamment la directive nitrate, di-

rective europ éenne 91/676/CEE du 12 décembre 1991. A l'issue d'un premier programme,

mis en application entre 1997 et 2000 et ayant p our but de réduire les pratiques les plus

p olluantes, un rapp ort de la commission europ éenne ([EUR02]) faisait apparaître 20% des

eaux souterraines et entre 30 et 40% des lacs et rivières comme étant des eaux présen-



48 2.2 Solutions existantes

tant des concentrations trop hautes en nitrates d'origine agricole. Au vue de ce typ e de

constat, la fertilisation est, aujourd'hui, souvent assimilée à une tâche agricole grandement

p olluante. Il est alors essentiel de réinstaurer la con�ance sur cette op ération culturale en

donnant plus d'informations la concernant et surtout en optimisant les techniques em-

ployées ([Lam05]).

2.2 Solutions existantes

Outre les défauts inhérents aux caractéristiques des engrais, que ce soit p our les épan-

dages uniformes ou p our les épandages à doses mo dulées, on p eut dire que la mauvaise

gestion des défauts de jalonnement, des erreurs de suivi de tra jectoires, des p ointes de

parcelle ainsi que celle des débuts et �ns de lignes d'épandage représentent les principales

sources des défauts de répartition. Partant de l'hyp othèse que, dans tous les cas de �gure,

l'imprécision de l'épandage est dûe à des recouvrements irréguliers de distribution trans-

versale, divers auteurs se sont alors essentiellement fo calisées sur des solutions étroitement

liées à une meilleure gestion des tra jectoires.

Les relevés GPS traduisant des tra jets allers-retours non rectilignes et non régulière-

ment espacés p euvent être expliqués par une mauvaise appréciation des tra jectoires de la

part de l'agriculteur. A�n d'améliorer la précision de la conduite au cours du pro cessus

d'épandage, l'utilisation d'outils d'aides à la navigation est de plus en plus courante. Burks

et ses collab orateurs ([BSF00]), ont ainsi montré les p erformances de ses outils en compa-

rant les résultats obtenus sans disp ositifs d'aide, en utilisant des marqueurs en mousse et

en faisant app el au système de barre de guidage. Ils ont ainsi pu mettre en évidence une

nette amélioration de la colinéarité des passages dans les cas où le conducteur s'appuyait

sur les systèmes d'aide. Lors des essais, les meilleurs résultats de colinéarité ont été obte-

nus avec la barre de guidage. Cep endant, avec cet outil, il faut noter que l'intervalle de

passage est plus grande que la distance de consigne.

Un autre solution, faisant l'ob jet de nombreuses recherches, consiste à faire app el aux

disp ositifs de guidage automatique ([Wil00], [KS00], [RZND00], [Tor00]). Ces systèmes

sont le plus souvent comp osés d'un capteur (mécanique, optique, GPS, vision) fournissant

l'erreur de p osition de la machine, d'un disp ositif électronique de contrôle générant les

signaux de commande, et d'un actionneur (souvent un système hydraulique) mo di�ant

la direction d'avancement du véhicule. Ces outils rendant complètement autonome le

tracteur, l'agriculteur p eut alors se consacrer aux réglages du distributeur si cela s'avère

nécessaire.

A�n d'éviter d'écraser les cultures, les passages au sein des parcelles destinées aux
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grandes cultures sont �xés une fois p our toute par les traces de roue laissées par l'appareil

utilisé lors de la première op ération de l'itinéraire technique : le semis (cf. Chapitre 1

section 1.1). Aussi, une stratégie rep osant sur une optimisation des tra jectoires n'est pas

envisageable dans ce cas. Elle p eut cep endant être appliquée dans le cas de systèmes prai-

riaux destinés aux élevages où l'agriculteur ne travaille pas avec des tra jectoires imp osées.

Ainsi, Palmer et ses collègues ([PWR03]) ont mis en o euvre un algorithme générant au-

tomatiquement des tra jectoires plein champ parallèles et régulièrement espacées de sorte

que la machine parcourt la totalité du champ en un temps minimal tout en réduisant les

recouvrements excessifs. Des essais ont montré alors que la quantité d'éléments appliqués

en excès p ouvaient être au moins réduit de 10%. D'autres études allant dans ce sens ont

également été entreprises par [SBJ04] et [OKV05]. Dans ces travaux, la parcelle traitée est

décomp osée en sous-domaines au sein desquels est appliqué un algorithme d'optimisation

p ermettant de déterminer les directions des tra jectoires. L'optimisation des tra jets a été

réalisée, dans le premier cas, en considérant les sommets des sous-domaines comme les

no euds d'un graphe et en formulant le critère de la même manière que celui du problème

du Facteur Chinois (CPP, en anglais Chinese Postman Problem). Pour ce qui concerne Ok-

sanen et al., un algorithme de recherche heuristique testant les diverses solutions p ossibles

a été utilisé p our la détermination des directions d'avancement. A�n de suivre au mieux

ces passages optimaux, l'agriculteur p ourra bien évidemment faire app el aux systèmes

de guidage automatique. Toutefois, il faut noter que les métho des suggérées ici, rep osant

sur des allers-retours parallèles plein champ optimaux, ne p ermettent pas de résoudre les

problèmes de p ointes de parcelle ainsi que des instants de début et �n d'épandage en b out

de champ.

Outre le problème de suivi de tra jectoire et les erreurs de jalonnement, une autre source

d'erreur de répartition réside dans la détermination des instants de variation de débits

p our ce qui concerne l'épandage à doses mo dulées. Classiquement, la mo di�cation de

l'ouverture des trapp es d'alimentation de la machine se fait à aux frontières délimitant les

zones où les doses consignes di�èrent. Etant donné les temps de rép onse des actionneurs, il

est normal d'observer dans la plupart des cas un certain retard p our l'établissement d'un

régime p ermanent. Cette analyse est confortée par les travaux de Griep entrog et Persson

([GP01]) qui ont pu montré que les distributeurs centrifuges appliquaient la b onne dose

de fertilisants trop tard. Ils ont par la même o ccasion mo déliser ce retard en fonction de

la vitesse de déplacement de la machine et de la largeur de travail. Aussi, ils concluent

logiquement que l'obtention d'un épandage précis passe par un a justement optimal des

réglages p our les transitions entre dose courante et nouvelle dose.

Les répartitions obtenues lors de ces phases de transition ont été mo délisés empiri-

quement par Fulton et ses collab orateurs ([FSCH01]) comme une fonction de la distance
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parcourue dans le champ à partir de l'instant où le débit est mo di�é. 2 mo dèles ont, ainsi,

été élab orés selon que la dose consigne future soit sup érieure ou inférieure à la dose cou-

rante recommandée. Dans le premier cas, la répartition est une sigmoïde tandis que dans

le second, il s'agit d'un simple mo dèle linéaire. A l'aide des ces mo délisations, Dillon et

ses collègues ([DSFK03]) ont tenté de déterminer des tra jectoires optimaux a�n de limiter

les erreurs de fertilisation. En utilisant le critère du problème classique du voyageur de

commerce, ils ont pu, après optimisation, simulé une erreur de dosage minimale atteignant

9% en valeur absolue.

Toujours dans le cas de la mo dulation de dose, Persson et al. ([PSW03]) ont suggéré

que le choix de la largeur de travail à adopter devrait être fonction de la variabilité intra-

parcellaire. En e�et, par le biais de simulations lancées à partir de di�érentes mesures

de napp es de répartition, ils ont pu montré que plus grande était la variabilité dans la

parcelle, plus p etite devait être la largeur de travail. Ainsi, en testant des largeurs de

travail adoptant des valeurs incluses entre 12 et 14 m sur champ où les prescriptions de

doses variaient de 340 à 480 Kg/Ha, ils ont ab outi à une erreur minimale de 22.4 % (en

valeur absolue).

Dans le but de mieux rép ondre aux ob jectifs de fertilisation, une nouvelle solution

basée sur l'a justement en continu des réglages de l'appareil a été mise en o euvre par le

constructeur allemand AMAZONE. Cep endant, nous n'en connaissons toujours pas les

p erformances à ce jour.

Aussi, on p eut dire que l'ensemble des solutions connues à l'heure actuelle p ermettent

de mieux gérer les erreurs de jalonnement ainsi que le manque de précision au niveau de

la conduite de l'engin agricole. Cep endant, elles ne traitent en aucun cas les problèmes

engendrés par les p ointes de parcelle et les débuts et �ns d'épandage en b out de champ.

Toutes ces solutions sont récapitulées dans le tableau 2.1.

A�n de résoudre les cas où aucune solution n'a été app ortée (cases co chées dans le

tableau précédent), il convient alors de se p encher sur une étude, prônée par Olieslagers

et ses collègues ([ORB96], [ORB97]), ayant p our ob jectif d'évaluer les réglages adéquats

à réaliser sur la machine au cours du pro cessus d'épandage.

2.3 Sp éci�cité de l'étude

Aujourd'hui, les métho des suggérées p our améliorer la gestion des tra jectoires dans la

parcelle ne p ermettent de résoudre le problème de répartition qu'en partie. Ainsi, dans

de nombreux cas, il est imp ossible de mo di�er les passages plein champ et la stratégie

faisant app el à l'aide au guidage ne p eut alors réduire e�cacement les sous et surdosages
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h h h h h h h h h h h h h h h h h hhsource d'erreur

typ e de parcelle

grandes cultures élevage

jalonnement

optimisation des tra jectoires

� +

aide au guidage

suivi de tra jectoire aide au guidage aide au guidage

variation de doses

optimisation des tra jectoires

� +

aide au guidage

p ointe de parcelle � �

débuts et �ns d'épandage � �

Tableau 2.1 � Solutions existantes p our la réduction des défauts de fertilisation.

observés en appliquant la pro cédure classique d'épandage. L'a justement en continu des

réglages de l'appareil apparaît donc comme une solution idéale. Les recouvrements des

distributions transversales ne traduisant pas la réalité de l'épandage (cf. section 2.1), cet

a justement devra alors se faire en tenant compte cette fois-ci du recouvrement des napp es

de répartition spatialement hétérogènes. A�n d'ab outir à un épandage précis, il est par

conséquent imp ortant de savoir comment arranger de manière optimale les formes et les

placements de ces napp es en présence de tra jectoires imp osées.

L'ob jectif de ce travail est alors de déterminer une combinaison de paramètres p ermet-

tant de minimiser les défauts de fertilisation. Dans cette thèse, nous nous orientons vers

une appro che mathématique p ermettant un arrangement optimal des napp es d'épandage.

Nos e�orts p orteront alors vers la résolution d'un problème d'optimisation traduisant l'er-

reur sur la précision d'épandage. Le calcul des solutions p eut alors se faire hors ligne à

partir des relevés GPS des tra jectoires qui auront été e�ectués au préalable. Le mo dèle

de Colin (1.1) étant facilement implémentable, le choix se p orte par conséquent tout na-

turellement sur ce dernier p our la mo délisation de la répartition spatiale. Comme nous le

verrons dans les chapitres suivants, l'ob jectif sera de déterminer des fonctions dép endantes

du temps (débit, rayon moyen, angle moyen) minimisant di�érentes fonctionnelles selon

la phase d'épandage traitée (épandage plein champ ou épandage de b ordure). Cet ob jectif

est illustré à la �gure 2.5.
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Figure 2.5 � Ob jectif de l'optimisation : détermination des paramètres optimaux (débit,

rayon moyen, angle moyen) en chaque p osition o ccup ée par le distributeur dans la parcelle.

A�n de tenir compte des limites mécaniques du distributeur, des contraintes doivent

être intro duites. Ainsi, les paramètres de décision doivent être b ornés. D'autre part, a�n

de tenir compte de la dynamique des actionneurs, les dérivées instantanées des fonctions

recherchées sont, également, soumises à des contraintes de b ornes. A l'issue de l'optimisa-

tion, les grandeurs recherchées constitueront 3 séquences de consignes optimales à présen-

ter en entrée du système (épandeur). Sachant que de ces dernières il est facile, à partir de

résultats d'essais au banc, de déduire les valeurs de la vitesse de rotation des disques ainsi

que du p oint de chute des granulés d'engrais, une commande en b oucle ouverte p ourra di-

rectement être appliquée. A la suite d'études futures plus p oussées concernant le contrôle

du système, il p ourra être envisagé d'élab orer une loi de commande en b oucle fermée. Une

vue d'ensemble de l'étude à mener est synthétisée à travers le schéma 2.6.

calculateur

tra jectoires imp osées

D �
, � �

, ' �
minimisation des

erreurs de fertilisation

D , ! , ptc
systeme (distributeur)

D , � , '

D �
, � �

, ' �
: séquences de consignes

D : débit

� : rayon moyen

' : angle moyen

ob jectif de l'étude

Figure 2.6 � Représentation schématique de l'ob jectif de l'étude.

2.4 Conclusion

A travers ce chapitre, l'inadéquation de la stratégie d'épandage a tout d'ab ord été mise

en exergue. Ainsi, par le biais de simulations numériques du pro cessus réalisées en implé-
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mentant un mo dèle mathématique de la napp e, nous avons pu construire des cartes de

rendement et ainsi mettre en relief d'imp ortantes dégradations des répartitions de dose.

Comme prévu au chapitre précédent, nous avons pu constater que les paramètres mé-

caniques du distributeur demeurant constants durant toute l'op ération, les espacements

irréguliers des passages plein champ, les mauvais suivis de tra jectoires ainsi que les p ointes

de parcelle génèrent automatiquement des défauts de fertilisation souvent très signi�ca-

tifs. Outre ces sources d'erreurs inhérentes aux singularités géométriques présentées par le

champ, il a été p ossible de véri�er que les instants d'ouverture et de fermeture des trapp es

d'alimentation de l'appareil en b out de parcelle lors de l'épandage en plein champ s'avé-

raient totalement inappropriés. En e�et, à l'issue de l'application d'engrais lors du passage

du distributeur sur la ligne de détourage, une succession de régions sur et sous-fertilisées

sont généralement observées au niveau des zones de b ordure. Par ailleurs, dans le cas de

�gure où la dose prescrite varie au sein de la parcelle, des erreurs de répartition inévi-

tablement engendrées par les a justements brusques du débit intervenant à des instants

inadaptés sont également mises en avant.

Les diverses stratégies qui ont été envisagées a�n de remédier à ces défauts, dans des

travaux antérieurs, ont été par ailleurs exp osées. Celles-ci, élab orées de manière à obtenir

un recouvrement correct des distributions transversales, rep osent essentiellement sur des

techniques p ermettant une meilleure gestion des tra jectoires. Elles s'articulent alors autour

de deux axes de recherche principaux :

� conception d'outils e�caces d'aide à la conduite visant à la réduction des erreurs de

suivi de tra jectoire ;

� développ ement d'algorithmes d'optimisation dans le but de générer des tra jectoires

régulièrement espacées et rigoureusement parallèles.

Par le biais de simulations numériques et d'exp érimentations, les di�érentes études ont

pu montrer que la première appro che p ouvait convenir p our limiter les défauts de répar-

tition amenés par une mauvaise appréciation des tra jectoires de la part du conducteur

du tracteur. Dans le cas de la fertilisation de systèmes prairiaux où les passages ne sont

pas �xés, cette stratégie p eut être asso ciée à la deuxième a�n de minimiser les irrégu-

larités d'épandage dûes à un jalonnement imparfait et/ou une mauvaise estimation des

instants de changements de débit p our la mo dulation de doses. Malheureusement, cette

combinaison des di�érentes appro ches ne p eut être appliquée en zone de grandes cultures

où l'ensemble des tra jectoires sont imp osées une fois p our toute par l'op ération du semis.

D'autre part, les solutions prop osées, ne prenant en aucun cas compte des recouvrements

des napp es de répartition spatialement hétérogènes, sont totalement inappropriées non

seulement p our la gestion des débuts et �ns d'épandage en plein champ mais aussi p our

celle des p ointes de parcelle. A partir de ces observations, des investigations concernant
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une stratégie d'a justements en continu des paramètres mécaniques de l'appareil en tenant

compte de la réalité du phénomène d'épandage semblent alors nécessaires.

Par la suite, nous nous consacrerons à l'élab oration de métho des de recherche de

réglages p ermettant un agencement optimal des napp es de répartition conduisant à un

épandage régulier au sein de parcelles présentant ou non des singularités géométriques. Les

appro ches suggérées précédemment étant très ine�caces lorsque les passages sont imp osés

et ne p euvent être mo di�és, nous nous intéresserons plus particulièrement à l'épandage

en zones de grandes cultures. Aussi, une hyp othèse forte de travail est de considérer que

l'op ération de fertilisation s'e�ectue avec des tra jectoires subies p ouvant être connues

à l'avance par l'intermédiaire de relevés GPS. La vitesse de déplacement de l'appareil,

subissant de faibles �uctuations au cours du pro cessus et p ouvant être régulée par l'in-

termédiaire des systèmes de guidage automatique, sera considérée constante. Les réglages

de l'épandeur ne p ouvant être déterminés de manière simple a�n de réduire les défauts

de fertilisation, nous nous prop osons d'adopter dans cette thèse des appro ches rep osant

sur des métho des d'optimisation mathématique. Le mo dèle de napp e de répartition pro-

p osé par Colin ([Col97]), étant une fonction de variables directement liées aux paramètres

mécaniques du distributeur, p ourra être exploité en formalisant des fonctions coûts tradui-

sant les erreurs de répartition des fertilisants. En intro duisant des contraintes re�étant les

limites dynamiques et mécaniques de l'appareil, les solutions optimales p ourront consti-

tuer des séquences de consignes applicables en entrée du système p ouvant être facilement

commandé en b oucle ouverte. L'ensemble des stratégies envisagées dans ce travail de thèse

faisant app el à la minimisation de critères d'optimisation, il est nécessaire d'appréhender

les métho des d'usage dans ce domaine.



Chapitre 3

Métho des d'optimisation

Comme exp osé au chapitre précédent, dans le cadre de cette thèse, on s'intéresse parti-

culièrement à la mise au p oint de consignes par optimisation mathématique. Toutefois, la

théorie de l'optimisation est un domaine très vaste et p our choisir une métho de adaptée

au problème auquel on s'intéresse, quelques ré�exions s'imp osent. En e�et, après avoir

déterminé les variables de décision ainsi que les contraintes du problème, il est imp ortant

de s'interroger sur les propriétés de la fonction ob jectif a�n de savoir si le problème traité

se rappro che de problèmes connus. Ainsi, la convexité de la fonction coût, la dimension

du problème ainsi que le typ e de contraintes p ermettent de guider l'optimiseur sur la ou

les métho des appropriées.

Nous décrivons dans ce qui suit les métho des auxquelles on fait le plus couramment

app el en optimisation. Après avoir exp osé, dans un premier temps, les stratégies adap-

tées aux problèmes sans contraintes, nous examinons les métho des utilisées dans le cas

où la fonction coût est soumise à des contraintes. Notre ob jectif étant de déterminer des

consignes satisfaisant un certain critère d'optimisation, consistant ici à la réduction des

défauts de fertilisation, le problème considéré présente alors de fortes similitudes avec un

problème de contrôle optimal. Aussi, dans la dernière partie, nous nous intéressons à la

théorie liée à ce typ e de problème fréquemment rencontré dans le domaine de l'automa-

tique.

3.1 Problèmes sans contraintes

Bien que les problèmes d'optimisation sans contraintes sont rencontrés p eu fréquem-

ment dans la pratique, l'étude des métho des utilisées dans ces cas est essentielle a�n d'ap-

préhender celles auxquelles on fait app el dans le cas avec contraintes. Les problèmes d'op-

timisation sans contraintes de dimension n consistent à déterminer une solution x � 2 Rn

au problème suivant
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(P)

8
<

:

min f (x)

x 2 Rn
(3.1)

Un résultat d'existence est donné par le théorème suivant :

Théorème 3.1.1 Soit f : Rn ! R une fonction continue sur Rn
. Si

lim
jj x jj!1

f (x) = 1

alors ( P ) admet une solution optimale x �
.

Le p oint x �
est app elé minimum lo cal lorsqu'il existe un voisinage de x �

noté V(x � )

tel que

f (x � ) � f (x); 8x 2 V(x � ): (3.2)

C'est un minimum global lorsqu'il véri�e

f (x � ) � f (x); 8x 2 Rn : (3.3)

Posons r f (x) et H (x) = r 2f (x) resp ectivement le gradient et la matrice hessienne

de f au p oint x . Une condition nécessaire p our que x �
soit un minimum lo cal du problème

est alors donnée par Fletcher ([Fle87])

8
<

:
r f (x � ) = 0

H (x � ) est semi-dé�nie p ositive

(3.4)

Une condition su�sante p our que x �
soit une solution du problème apparaît ci-après :

([Fle87])

8
<

:

r f (x � ) = 0

H (x � ) est dé�nie p ositive

(3.5)

Les métho des les plus employées p our la détermination d'un minimum lo cal sont celles

d'ordre zéro ([NM65]), d'ordre un (Gradient) et d'ordre 2 (Newton, BFGS, L-BFGS), le

numéro d'ordre désignant le niveau de dérivabilité de la fonction coût utilisée dans la

stratégie d'optimisation.
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3.1.1 Algorithme du simplexe

Cette métho de ne nécessite pas de calcul de gradient ou de hessien et n'utilise que p our

seule information les valeurs de la fonction coût en certains p oints de l'espace de recherche,

les sommets d'un simplexe. Le simplexe est une �gure géométrique de dimension n , créée

à partir de n + 1 p oints, où chaque dimension corresp ond à une variable du problème à

optimiser. Ainsi, en dimension 2 , le simplexe est représenté par un triangle. Le princip e

de cette métho de consiste à déplacer ce dernier vers la région optimale en remplaçant

itérativement le plus mauvais p oint. Pour ce faire, 3 transformations sont utilisées : la

ré�exion, la contraction et l'expansion. Généralement, l'algorithme suivant est mis en

o euvre :

Algorithme :

Etap e 0 : Soit � > 0. Soit un simplexe : x0; x1; ::xn . xmin , le p oint du simplexe où f

est minimale f (xmin ) = f min ; xmax celui où elle est maximale f (xmax ) = f max ; xp

celui où elle prend sa 2ème plus grande valeur f (xp) = f p ; b barycentre des p oints x j

p our j 6= max

Etap e 1 : Re �exion : xr = b+ � (b� xmax ) avec � > 0, f (xr ) = f r .

Si f min < f r < f p , xmax  xr . Aller à l' Etap e 2 .

Si f r < f min , Ex pan sion : xe = b+ � (xr � b) avec � > 0, f (xe) = f e.

Si f e < f r , xmax  xe. Aller à l' Etap e 2 .

Sinon xmax  xr . Aller à l' Etap e 2 .

Si f p < f r < f max , Contrac tion : xc = b+ 
 (b� xmax ) avec 0 < 
 < 1,

f (xc) = f c .

Si f c � f max , xmax  xc . Aller à l' Etap e 2 .

Sinon xj = xmin + 0:5(xmin � xj ) . Aller à l' Etap e 2 .

Etap e 2 : Si

r �
1

n+1

P n
j =0

�
f x j � f (b)

� 2
�

< � , Stop.

Sinon réordonner les p oints. Retourner à l' Etap e 1 .

La convergence de cette métho de risque d'être très lente car la recherche n'est pas

orientée. Toutefois, il faut noter qu'elle implique des calculs extrêmement simples et ra-

pides et p eut donc être e�cace dans les cas où l'évaluation du gradient ou du hessien

est coûteuse. Les métho des basées sur ces calculs, communément app elées métho des de

descente, sont rapp elées ci-après.

3.1.2 Métho des de descente

Les techniques de descente constituent des métho des itératives p ermettant de générer

une suite de p oints x0; x1; : : : ; xk qui converge vers un minimum lo cal de la fonction
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coût. A chaque étap e k , xk+1 est donné par : xk+1 = xk + tkdk où tk > 0 est un pas

de déplacement et dk une direction de descente, i.e. r f (xk)T dk < 0. Aussi, l'algorithme,

caractérisant ces métho des, consiste à faire les itérations suivantes :

Algorithme :

Etap e 0 : k  0. Initialisation de x0 .

Etap e 1 : calcul de dk tel que r f (xk)Tdk < 0

Etap e 2 : xk+1 = xk + tkdk

Etap e 3 : Si le critère d'arrêt est véri�é, STOP.

Sinon retourner à l' Etap e 1 .

Remarque :

Le test d'arrêt apparaissant à l' Etap e 2 p eut être de plusieurs typ es. Les plus utilisés

sont les suivants :

� Critère 1 : jjr f (xk)jj 2 =
P n

i =1

�
@f
@xi

(xk)
� 2

< � 1 (� 1 > 0 donné )

� Critère 2 : jf (xk) � f (xk� 1)j < � 2 (� 2 > 0 donné )

� Critère 3 : arrêt après un nombre d'itérations �xé

Comme on p eut le voir, les calculs du pas tk et de la direction dk constituent des p oints

cruciaux assurant la convergence de l'algorithme.

Le pas tk est déterminé de sorte qu'il fasse décroître f su�samment le long de dk .

Aussi, le pas de déplacement est choisi tel que

tk = arg min
t> 0

f (xk + tdk):

La détermination de tk par résolution de ce problème d'optimisation, dite recherche

linéaire exacte, est cep endant très p eu employée dans la pratique du fait du nombre élevé

d'évaluation de la fonction et du gradient p ouvant être engendré. Aussi, on préfère le plus

souvent faire app el à une recherche linéaire inexacte p ermettant de contrôler le pas tel qu'il

véri�e certaines conditions. La réalisation de la condition suivante (condition d'Armijo)

assure une décroissance su�sante de la fonction coût

f (xk + tkdk) � f (xk) + ! 1tkr f (xk)T dk ; (3.6)

où ! 1 2 ]0; 1[. A�n d'éviter que le pas soit trop pro che de zéro, une condition supplémen-

taire est a joutée (condition de Wolfe)

r f (xk + tkdk)Tdk � ! 2r f (xk)T dk ; (3.7)
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ou la condition de Goldstein

r f (xk + tkdk)Tdk � f (xk) + ! 2tkr f (xk)Tdk ; (3.8)

avec 0 < ! 1 < ! 2 < 1. Les algorithmes utilisés p our e�ectuer la recherche linéaire inexacte

sont détaillés en annexe (Annexe A).

Pour ce qui concerne le calcul de la direction de descente, il s'appuie essentiellement sur

l'évaluation du gradient ou de la matrice hessienne de la fonction ob jectif selon la métho de

employée. Dans ce qui suit, a�n d'expliciter ces diverses métho des, nous utiliserons les

notations suivantes

gk = r f (xk);

Hk = r 2f (xk):

3.1.2.1 Métho de du gradient

Cette métho de, plus communément app elée Métho de de la plus grande p ente, est une

métho de de référence p our la résolution de problèmes d'optimisation sans contraintes. Elle

s'appuie sur le fait que la direction opp osée à celle du gradient constitue une direction de

descente. Ainsi, dans cet algorithme, la direction de recherche est dé�nie par

dk = � gk : (3.9)

Bien qu'elle soit très facile à mettre en o euvre, cette métho de est à éviter. En e�et,

l'algorithme converge très lentement du fait de la non prise en compte de la courbure de

f évaluée par le hessien.

3.1.2.2 Métho de du gradient conjugué

Initialement utilisée p our l'optimisation de fonctions quadratiques, cette technique

s'est p eu à p eu étendue aux fonctions quelconques. En l'o ccurence, à chaque itération k ,

la direction de descente est donnée par

dk =

8
<

:

� g0 si k = 0

� gk + � kdk� 1 si k � 1
(3.10)

Le co e�cient � k p eut être calculé de plusieurs manières di�érentes. Les plus utilisées

sont :
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� Polak-Ribière ([PR69]) :

� k =
gk

T (gk � gk� 1)
jjgk� 1jj 2

; (3.11)

� Fletcher-Reeves ([FR64]) :

� k =
jjgk jj 2

jjgk� 1jj 2
: (3.12)

La convergence globale des 2 versions (Fletcher-Reeves et Polak-Ribière) n'est assurée

que si l'on e�ectue une réinitialisation de l'algorithme de manière p ério dique. On p eut

�xer ce redémarrage arbitrairement toutes les n + 1 itérations en initialisant à nouveau la

direction de descente avec d0 = � gn+1 ([FR64]). On p eut également redémarrer lorsque

la condition suivante n'est plus satisfaite ([Pow77])

gk
Tdk

jjgk jjjj dk jj
� � �; (3.13)

avec 0 < � < 1.

Il faut noter que cette métho de ne sto cke que très p eu d'informations au cours des

itérations et converge b eaucoup plus rapidement que la métho de de la plus grande p ente.

Aussi, elle constitue l'une des métho des les plus p opulaires p our la résolution de problèmes

de grandes tailles.

3.1.2.3 Métho de de Newton

L'idée de base de cette technique consiste à déterminer la direction de recherche en

appliquant la métho de de Newton à la résolution du système d'équations r f (x) = 0 .

Aussi, à chaque itération, dk est la solution de l'équation suivante

Hkdk = � gk ; (3.14)

où dk représente e�ectivement une direction de descente lorsque le hessien Hk est dé�ni

p ositif. Par conséquent, si à l'itération k , xk est su�samment pro che d'un minimum lo cal

x �
, alors l'algorithme converge quadratiquement vers x �

([Fle87]). Cep endant, p our des

problèmes non linéaires généraux, la dé�nie p ositivité du hessien p eut ne pas être véri�ée

lorsque x se trouve éloigné de la solution. Dans ce cas, l'algorithme ne converge pas. A�n

de pallier à ce problème, di�érentes techniques existent telles que l'appro che basée sur

les régions de con�ance ([Ste83]) ou la métho de de Newton tronquée ([DS83]). Grâce à

ces algorithmes, le problème de convergence de la métho de de Newton p eut être résolu.

Toutefois, cet algorithme présente le gros inconvénient de la nécessité du calcul du hessien

connu p our être très coûteux. Pour ne pas être confronté à des temps d'exécution trop
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imp ortants, on p eut alors faire app el aux métho des de quasi-Newton.

3.1.2.4 Métho des quasi-Newtoniennes

A�n d'éviter le calcul des dérivées secondes de la fonction ob jectif, cette appro che

consiste à approximer le hessien par une matrice M k mise à jour à chaque itération en

prenant en compte la courbure de f . Cette dernière est construite à partir de la relation

de récurrence M k+1 = M k + Ak où Ak est une matrice symétrique p ermettant de véri�er

les conditions suivantes :

(i) l'équation sécante M k+1 (xk+1 � xk) = gk+1 � gk est satisfaite p our tout k ,

(ii) M k+1 est symétrique dé�nie p ositive.

Il existe diverses techniques de mises à jour ([Fle87], [Dav91 ], [FP63]) mais depuis les

années 70, la métho de la plus utilisée satisfaisant les conditions (i)-(ii) est sans conteste

celle de BFGS ([Bro67], [Fle70], [Gol70], [Sha70]). Cette dernière, considérée comme la

plus e�cace, p ermet d'approximer l'inverse du hessien comme ci-après

M k+1 = M k �
M kykyk

TM k

yk
TM kyk

+
sksk

T

sk
Tyk

; (3.15)

avec

sk = xk+1 � xk ;

yk = gk+1 � gk :

Le plus souvent, la formule (3.15) est mise sous une forme numériquement plus stable

donnée par

M k+1 =
�

I n �
skyk

T

yk
Tsk

�
M k

�
I n �

yksk
T

yk
Tsk

�
+

sksk
T

yk
Tsk

: (3.16)

Au cours des itérations, on p eut noter que la dé�nie p ositivité du hessien est assurée

lorsque la condition suivante est véri�ée

yk
T sk > 0: (3.17)

La métho de BFGS est alors tout à fait applicable lorsque la recherche linéaire inexacte

se fait selon les règles de Goldstein ou de Wolfe connues p our p ermettre de satisfaire (3.17).

Il faut également noter que cette métho de est adaptée à des problèmes de grandes

tailles où la fonction ob jectif p eut se décomp oser comme une somme de fonctions avec

p eu de paramètres. Néanmoins, cette propriété est souvent di�cile à véri�er. Aussi, on

préfère de loin utiliser des métho des à mémoire limitée.
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3.1.2.5 Métho de à mémoire limitée : LBFGS ([No c80, LN89, BNS94])

Pour les problèmes de grande taille, la métho de classique BFGS exp osée précédemment

p eut s'avérer rapidement ine�cace. En e�et, à chaque itération, cette technique nécessite

le sto ckage de n(n+1) =2 informations, ce qui p eut causer une o ccupation trop imp ortante

de l'espace mémoire lorsque n devient très grand. Aussi, au lieu de sto cker les matrices

M k , la métho de à mémoire limitée BFGS (LBFGS) p ermet d'approximer le hessien ou

son inverse en ne sto ckant qu'un nombre limité m de paires de vecteurs f si ; yi g. La mise

à jour de l'inverse du hessien se fait alors selon la pro cédure suivante :

Pour k + 1 � m , mise à jour selon la pro cédure classique BFGS

M k+1 = vk
Tvk� 1

T � � � v0
TM0v0 � � � vk� 1vk

+ vk
T � � � v1

T � 0s0s0
Tv1 � � � vk

.

.

.

+ vk
T vk� 1

T � k� 2sk� 2sk� 2
Tvk� 1vk

+ vk
T � k� 1sk� 1sk� 1

T vk

+ � ksksk
T :

Pour k + 1 > m , mise à jour sp éciale :

M k+1 = vk
T vk� 1

T � � � vk� m+1
TM0vk� m+1 � � � vk� 1vk

+ vk
T � � � vk� m+2

T � k� m+1 sk� m+1 sk� m+1
Tvk� m+2 � � � vk

.

.

.

+ vk
T � k� 1sk� 1sk� 1

Tvk

+ � ksksk
T

avec � k = 1=yk
Tsk et vk = ( I n � � kyksk

T ):

Comme on p eut le voir, p endant les m premières itérations cette métho de est semblable à

la métho de BFGS. Lorsque k > m , la mise à jour se fait en éliminant la paire de vecteurs

la plus ancienne et en la remplaçant par celle calculée au p oint courant.

En pratique, lorsque m adopte des p etites valeurs ( 3 � m � 7), on montre que cette

stratégie est particulièrement bien adaptée aux problèmes de grande taille . A�n de calculer

e�cacement la direction de descente, une formule récursive facilement programmable due

à Matthies et Strang ([MS79]) est couramment utilisée. Ainsi, le pro duit M kgk est évalué

en appliquant l'algorithme ci-après :
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Algorithme :

Etap e 0 : Si k � m iter = 0 , bo= k , xk+1 = xk + tkdk

Sinon iter = k � m , bo= m .

Etap e 1 : qbo = gk .

Etap e 2 : Pour i = ( bo� 1); :::; 0

j = i + iter

� i = � j sj
Tqi +1

qi = qi +1 � � i yi

r0 = M0:q0

Pour i = 0; 1; :::; (bo� 1)

j = i + iter

� j = � j yj
T r i

r i +1 = r i + sj (� i � � i )

La matrice M0 est une matrice de mise à l'échelle p ouvant être égale à la matrice

identité. Cep endant, a�n d'augmenter les p erformances de l'algorithme, on préfère en

général la remplacer par la matrice M (0)
k donnée par

M (0)
k = 
 kM0; (3.18)

où 
 k = yk
Tsk=jjyk jj 2

.

3.2 Problèmes sous contraintes

Les problèmes sous contraintes p euvent se formuler de la manière suivante :

(P)

8
<

:
min f (x)

x 2 K � Rn
(3.19)

Le théorème suivant donne un résultat d'existence :

Théorème 3.2.1 Soit f : K � Rn ! R une fonction continue sur K et si de plus K est

un ensemble fermé et borné, alors le problème (P) admet une solution optimale x �
.

L'unicité de la solution résulte de la convexité de f et de K :

Théorème 3.2.2 Soit f : K � Rn ! R strictement convexe sur K convexe. Le minimum

de f sur K , s'il existe, est unique.

Nous nous intéressons ici à des problèmes p ouvant présenter des contraintes d'éga-

lité, d'inégalités simples ainsi que de doubles inégalités. De manière générale, ce typ e de

problème se formule de la manière suivante :
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(P)

8
>>>>>>>>><

>>>>>>>>>:

min f (x)

hi (x) = 0 i = 1; 2; :::; mh

gi (x) � 0 i = 1; 2; :::; mg

l i � ci (x) � ui i = 1; 2; :::; mc

x 2 Rn

(3.20)

où les fonctions de contraintes hi , gi , ci sont des fonctions de Rn
dans R et l et u dans Rn

désignent resp ectivement les vecteurs de b ornes inférieures et sup érieures.

Il existe diverses métho des qui p ermettent de résoudre (P) . Certaines sont essentielle-

ment utilisées dans le cas où les contraintes sont linéaires (métho de des surfaces actives,

métho de du gradient pro jeté). D'autres sont privilégiées lorsque les contraintes sont non

linéaires (programmation quadratique séquentielle). Dans cette partie, nous nous consa-

crerons à la description d'algorithmes ma joritairement utilisés p our traiter indi�éremment

les deux typ es de contraintes (linéaires ou non) : métho de des p énalités, du Lagrangien

augmenté et des p oints intérieurs.

3.2.1 Métho des de p énalités

Ces métho des consistent à remplacer la résolution du problème avec contraintes (P)

par une suite de résolutions de problèmes sans contraintes. Cette op ération est e�ectuée

en intro duisant dans la fonction coût un terme de p énalisation de chaque contrainte.

Dans un premier temps, considérons le problème avec contraintes d'égalité suivant :

(Pe)

8
>>><

>>>:

min f (x)

h(x) = 0

x 2 Rn

(3.21)

où h : Rn ! Rmh
.

A�n de déterminer une solution appro chée de (Pe) , l'idée consiste à résoudre la suite

de problèmes fP j g dé�nis comme suit

(Pj )

8
<

:

min f r j (x)

x 2 Rn
(3.22)

avec

f r j (x) = f (x) +
r j

2
jjh(x)jj 2; (3.23)
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où r j
est une suite de co e�cient de p énalité qui doit véri�er

0 < r j < r j +1 8j; r j ! 1 ; (3.24)

a�n d'assurer la convergence de l'algorithme.

La métho de des p énalités p ermet également d'appro cher les solutions des problèmes

faisant intervenir des contraintes d'inégalités simples tels que (Pi ) donné par

(Pi )

8
>>><

>>>:

min f (x)

gi (x) � 0 i = 1; 2; :::; mg

x 2 Rn

(3.25)

Pour ce faire, on résout de la même manière que précédemment une suite de problèmes

fP j g en considérant cette fois-ci

f r j (x) = f (x) +
1
r j

' (x); (3.26)

' (x) =
mgX

i =1

[max(0; gi (x))]2 : (3.27)

où r j
est la suite de co e�cient de p énalité qui doit véri�er

0 < r j +1 < r j 8j; r j ! 0: (3.28)

En appliquant cette pro cédure, il est également p ossible de calculer une solution d'un

problème avec contraintes de doubles inégalités (Pd) dé�ni par

(Pd)

8
>>><

>>>:

min f (x)

l i � ci (x) � ui i = 1; 2; :::; mc

x 2 Rn

(3.29)

en le réécrivant comme un problème présentant des contraintes de simples inégalités (P
0

d)

donné par :

(P
0

d)

8
>>>>>><

>>>>>>:

min f (x)

ci (x) � ui � 0 i = 1; 2; :::; mc

l i � ci (x) � 0 i = 1; 2; :::; mc

x 2 Rn

(3.30)

Les métho des exp osées précédemment sont souvent app elées métho des de p énalités
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extérieures car elles p énalisent la violation de contraintes. Par ailleurs, les solutions cal-

culées au cours des itérations ne sont pas toujours réalisables ce qui p eut présenter un

inconvénient si l'algorithme ne converge pas. De plus, ce typ e de métho des ne conviennent

pas dans le cas où la fonction coût n'est pas dé�ni à l'extérieur du domaine de solutions

acceptables. Dans ce cas, d'autres techniques, dites métho des de p énalités intérieures,

p énalisant l'ab ord de la frontière du domaine admissible p euvent être utilisées.

Ainsi, si l'on considère (Pi ) , la fonction coût f est mo di�ée en ra joutant l'une des

fonctions de p énalisation suivante app elées couramment fonctions barrières

 (x) =
mgX

i =1

1
gi (x)2

; (3.31)

ou  (x) = �
mgX

i =1

ln gi (x): (3.32)

Ici, (3.31)-(3.32) traduisent bien le fait que si x s'appro che de la limite de l'espace

réalisable, la fonction tend vers l'in�ni. Dans ce cas, la suite de problèmes à considérer est

donné par

(Pj )

8
<

:

min f (x) + r j  (x)

x 2 Rn
(3.33)

Contrairement à la métho de des p énalités extérieures, p endant l'exécution de l'algo-

rithme, les solutions trouvées sont dans le domaine réalisable mais, il faut disp oser d'un

p oint initial qui soit dans ce domaine, ce qui n'est pas toujours facile.

3.2.2 Métho de du Lagrangien Augmenté ([Ro c74, Ber82])

Tout comme la métho de des p énalités, l'idée de la technique du Lagrangien augmenté

est de p énaliser fortement les solutions non réalisables en mo di�ant la fonction coût en

faisant intervenir un terme de p énalisation.

Dans le cas d'un problème du typ e (Pe) , on dé�nit le lagrangien augmenté L : Rn �

Rmh � R ! R donné par

L (x; �; r ) = f (x) + � Th(x) +
r
2

jjh(x)jj 2: (3.34)

où � représente le vecteur de multiplicateurs de Lagrange et r un co e�cient de p énalité.

Les travaux de [Ro c74] et [Ber82] montrent alors que la solution de (Pe) p eut être

déterminée en résolvant la suite de problèmes sans contraintes
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(Pk)

8
<

:

min L (x; � k ; r k)

x 2 Rn
(3.35)

où � k
est une suite b ornée de Rmh

et r k
une suite de co e�cient de p énalité telle que p our

tout k , 0 < r k < r k+1
.

Aussi, a�n de trouver une solution appro chée de (Pe) , l'algorithme suivant est le plus

souvent employé :

Algorithme LE :

Etap e 0 : Choix de x0
. Choix de � , écart maximal de violation des contraintes

j  0 ; � 0  0 ; r 0 > 0

Etap e 1 : k  k + 1

Etap e 2 : xk = arg min
x2 Rn

L (x; � k ; r k)

Etap e 3 : Si jjh(x)jj 2 < � alors STOP

Sinon mise à jour des multiplicateurs de Lagrange � k
et des co e�cients de

p énalité r k

Retourner à l' Etap e 1 .

Dans le but d'ab outir à une solution faisable, les multiplicateurs de Lagrange sont mis

à jour à l' Etap e 3 de l'algorithme précédent selon la formule suivante ([Ber82]) :

� k+1  � k + r kh(xk ): (3.36)

D'autre part, un a justement des co e�cients de p énalité est également mis en o euvre

en appliquant

r k+1  �r k : (3.37)

Ici, � > 1 de telle sorte que la suite r k
soit strictement croissante. Par ailleurs, p our

éviter que le problème devienne mal conditionné et que l'algorithme converge assez rapi-

dement, on a le plus souvent � 2 [4; 10]. De plus, a�n de satisfaire à ces deux conditions,

l'a justement (3.37) est e�ectué seulement si la mesure de la violation des contraintes

jjh(xk)jj ne décroît pas su�samment. Aussi, au lieu d'appliquer (3.37), on préfère utiliser

la mise à jour dé�nie par

r k+1  

8
<

:
�r k

si jjh(xk)jj > 
 jjh(xk� 1)jj

r k
sinon

(3.38)

Une autre version consiste à considérer di�érents paramètres de p énalité p our chaque

contrainte hi (x) = 0 . Ainsi, uniquement les co e�cients de p énalité corresp ondant aux
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contraintes i où la diminution de l'écart jjhi (xk)jj est inférieure du facteur 
 à l'écart de

l'itération précédente, sont a justés.

Des valeurs judicieuses p our les paramètres � et 
 sont ([Ber82]) : � = 10 et 
 = 0:25.

En pratique, le choix de � 0 = 0 ne mo di�e pas de manière signi�cative la convergence

de l'algorithme. En revanche, celle-ci est largement in�uencée par la valeur de r 0
. Ainsi,

comme cela est le cas p our � , r 0
doit être choisi ni trop grand ni trop p etit p our éviter res-

p ectivement des instabilités numériques et une convergence trop lente. N'ayant pas à priori

les informations nécessaires p our déterminer facilement cette valeur, r 0
est généralement

évaluée en pro cédant à de multiples tests numériques.

La métho de du lagrangien augmenté p ermet également d'appro cher les solutions des

problèmes faisant intervenir des contraintes d'inégalités simples du typ e (Pi ) . L'idée est de

ra jouter des variables d'écart a�n de se ramener à un problème avec contraintes d'égalités.

Aussi, le nouveau problème est donné par

(P
0

i )

8
>>><

>>>:

min f (x)

gi (x) + s2
i = 0 i = 1; 2; :::; mg

x 2 Rn

(3.39)

où s = ff si g ji = 1; 2; :::; mgg.

Le lagrangien augmenté L : Rn � Rmg � Rmg � R ! R de (Pi ) est alors

L (x; s; �; r ) = f (x) + � T (g(x) + s2) +
r
2

jjg(x) + s2jj 2: (3.40)

L'ob jectif est alors de déterminer les paramètres (x � ; s� ) minimisant (3.40). Ici, il est

imp ortant de noter que s�
p eut être calculé de manière explicite p our chaque x �xé.

Considérons alors le problème suivant

min
s

L (x; s; �; r ) = f (x) +
mgX

i =1

min
si

n
� i (gi (x) + s2

i ) +
r
2

jjgi (x) + s2
i jj

2
o

: (3.41)

Un calcul direct p ermet d'obtenir la solution s�
i donné par

s�
i = max f 0; � [(� i =r) + gi (x)]g : (3.42)

On a alors

gi (x) + s�
i = max f gi (x); � (� i =r)g: (3.43)
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Aussi, on p eut dire que

L (x; �; r ) = f (x) +
1
2r

mgX

i =1

�
[maxf 0; � i + rgi (x)g]2 � � 2

i

	
: (3.44)

On obtient ainsi une expression de la même forme que (3.34) et l'on p eut alors appliquer

l'algorithme LE en considérant la mise à jour suivante à l' Etap e 3

� k+1
i  max

�
0; � k

i + r kgi (xk)
	

: (3.45)

Il faut noter que la métho de du Lagrangien augmenté p ermet de minimiser directement

la fonction ob jectif sujet à des contraintes de double inégalités. Ainsi, il est p ossible d'éviter

d'appliquer la transformation p ermettant, de la même manière qu'au paragraphe 3.2.1,

de mener au problème (P
0

d) et ainsi de doubler le nombre de contraintes. Pour ce faire, on

privilégie la pro cédure détaillée par la suite.

Ainsi, dans un premier temps, on p eut remarquer que (Pd) p eut être reformulé comme

suit

(P00
d )

8
>>>>>><

>>>>>>:

min f (x)

l i � ci (x) � vi � ui ; i = 1; 2; :::; mc

vi = 0; i = 1; 2; :::; mc

x 2 Rn

(3.46)

En éliminant la contrainte v = 0 du problème précédent, il est alors p ossible d'appro-

cher une solution de (Pd) grâce à la résolution de la suite de problèmes donnés par

(Pv)

8
>>>>><

>>>>>:

min f (x) +
mcX

i =1

�
� k

i vi +
r k

2
(vi )2

�

l i � ci (x) � vi � ui ; i = 1; 2; :::; mc

x 2 Rn

(3.47)

En séparant les variables x et v , (Pv) devient équivalent à

(P
0

v)

8
>><

>>:

min f (x) +
mcX

i =1

qi [ci (x; � k
i ; r k)]

x 2 Rn

(3.48)

où
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qi [ci (x; � k
i ; r k)] = min

l i � ci (x)� vi � u i

�
� k

i vi +
r k

2
(vi )2

�
: (3.49)

En pro cédant de la même manière que p our les contraintes de simples inégalités, on

p eut p our x �xé calculer v�
dont les comp osantes sont données par

v�
i =

8
>>><

>>>:

ci (x) � ui si � k
i vi + r k [ci (x) � ui ] > 0

ci (x) � l i si � k
i vi + r k [ci (x) � l i ] < 0

� � k
i =rk

sinon

(3.50)

On a alors

qi [ci (x; � k
i ; r k)] =

8
>>><

>>>:

� k
i [ci (x) � ui ] + r k

2 (ci (x) � ui )2
si � k

i vi + r k [ci (x) � ui ] > 0

� k
i [ci (x) � l i ] + r k

2 (ci (x) � l i )2
si � j

i vi + r k [ci (x) � l i ] < 0

� (� k
i )2=2r k

sinon

(3.51)

En tenant compte de (3.51) et en considérant (3.47), on retomb e typiquement sur un

problème p ouvant être résolu par l'algorithme LE . En l'o ccurrence, la mise à jour des � k
i

se fera comme suit

� k+1
i  

8
>>><

>>>:

� k
i + r k(ci (x) � ui ) si � k

i vi + r k [ci (x) � ui ] > 0

� k
i + r k(ci (x) � l i ) si � k

i vi + r k [ci (x) � l i ] < 0

0 sinon

(3.52)

3.2.3 Métho de des p oints intérieurs ([BNS94, FG98, CGOT00])

Durant ces dernières années, de nombreux travaux concernant cette technique ont été

menés et ont conduit entre autres à l'élab oration de puissants logiciels tels que LOQO

([VS99]) et KNITRO ([BHN00]).

Pour un problème avec contraintes d'inégalités simples (Pi ) , cette métho de consiste à

remplacer ce dernier par le problème suivant :

(Pint )

8
>>>>>><

>>>>>>:

min f (x)

g(x) + w = 0

w � 0

x 2 Rn

(3.53)
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Les contraintes d'inégalités sont alors éliminées en faisant intervenir une fonction bar-

rière. On obtient le nouveau problème

(P� )

8
>>>>><

>>>>>:

min f (x) � �
m iX

i =1

(ln (wi ))

g(x) + w = 0

x 2 Rn

(3.54)

avec � > 0. L'idée de l'appro che des p oints intérieurs est donc de résoudre la suite de

problèmes (P� ) , puis par décroissance du paramètre de p erturbation � d'ab outir à la

solution du problème original.

Notons L : Rn � Rmg ! R, le lagrangien du problème (P� ) dé�ni par

L (x; y) = f (x) � �
mgX

i =1

(ln (wi )) + yT (g(x) + w): (3.55)

En appliquant les conditions d'optimalité du premier ordre, on p eut dire que si x est

solution de (P� ) alors il existe un vecteurs y 2 Rmg
tel que

8
>>><

>>>:

r xL = r f (x) + r g(x)Ty = 0

r wL = � �W � 1e+ y = 0

r yL = g(x) + w = 0

(3.56)

où W est une matrice diagonale avec les éléments wi et e un vecteur de taille mg tel que

e = [1:::1]T .

A�n de résoudre le système primal-dual (3.56), l'appro che de Newton est couramment

utilisée. Après calcul des directions de recherche � x , � w et � y , les algorithmes e�ec-

tuent alors une recherche linéaire de telle sorte que les nouveaux itérés réduisent non

seulement la fonction ob jectif du problème (P� ) mais également une fonction de mérite

a�n d'assurer la faisabilité des solutions. Si f est convexe, on montre que les directions

trouvées sont e�ectivement des directions de descente ([Wri92]). Dans le cas contraire,

di�érentes techniques p ermettant de trouver un minimum de la fonction coût existent

([VS99], [Wri92]).

Dans le cas où le problème à résoudre est similaire à (Pd) , on se ramène au problème
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suivant :

(Pdint )

8
>>>>>>>>><

>>>>>>>>>:

min f (x)

c(x) � w = l

w + q = r

w; q � 0

x 2 Rn

(3.57)

avec l + r = u .

De la même manière que précédemment, une fonction barrière est utilisée p our éliminer

les contraintes d'inégalités

(P
0

� )

8
>>>>>>>><

>>>>>>>>:

min f (x) � �
mcX

i =1

(ln (wi ) + ln ( qi ))

c(x) � w � l = 0

w + q � r = 0

x 2 Rn

(3.58)

avec � > 0.

Si nous p osons L d : Rn � Rmc � Rmc ! R le lagrangien du problème (P
0

� ) dé�ni par

L d(x; y; � ) = f (x) � �
mcX

i =1

(ln (wi ) + ln ( qi )) + yT (c(x) � w � l) + � T (w + q � r ) (3.59)

nous sommes alors amenés à considérer le système suivant en appliquant les conditions

d'optimalité du premier ordre

8
>>>>>>>>><

>>>>>>>>>:

r xL = r f (x) + r c(x)Ty = 0

r wL = � �W � 1e� y + � = 0

r qL = � �Q � 1e+ � = 0

r yL = c(x) � w � l = 0

r � L = w + q+ r = 0

(3.60)

où Q est une matrice diagonale avec les éléments qi . (3.60) est alors résolu également en

faisant app el à une appro che de Newton et l'algorithme s'e�ectue comme exp osé p our la

résolution de (Pi ) .

Cep endant, il est imp ortant de noter ici que (P
0

� ) fait apparaître des contraintes ainsi

que des variables supplémentaires impliquant ainsi une augmentation du nombre des mul-

tiplicateurs de Lagrange.
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3.3 Problèmes de contrôle optimal

3.3.1 Généralités

Un problème de commande optimale est basée sur la minimisation d'une fonctionnelle

mesurant l'écart entre l'état courant du système et l'état désiré. Dans certains cas, cette

fonctionnelle p eut également comp orter un terme supplémentaire p ermettant alors de

p ondérer les contrôles selon les ob jectifs souhaités. Par ailleurs, il n'est pas rare de faire

intervenir des contraintes sur l'état et les commandes. Ainsi, un problème de contrôle

optimal se formule généralement de la manière suivante :

(Popt)

8
>>>>>><

>>>>>>:

min
u

J (z; u)

z = F (u; t); (Equation d'état)

u 2 Uad; (Contraintes sur les contrôles)

z 2 K; (Contraintes sur l'Etat)

(3.61)

où u est le vecteur de contrôle et Uad est l'ensemble des contrôles admissibles.

Par ailleurs, l'équation d'état p eut être :

� un système d'équations di�érentielles ;

� une ou plusieurs équations aux dérivées partielles.

La résolution d'un problème de contrôle optimal faisant app el à des théories sp éci�ques

à chaque typ e d'équation d'état, les sections suivantes traiteront séparément ces deux

classes de problèmes.

3.3.2 Problème de commande optimale gouverné par des équa-

tions di�érentielles

Si l'on ne tient pas compte des contraintes sur l'état, le problème de contrôle est dans

ce cas généralement donné par

(Pdif f )

8
>>>><

>>>>:

min
u

J (z; u) =
Z t f

0
V(t; z(t); u(t))dt + R(t f ; z(t f ))

_z = F (t; z(t); u(t))

u 2 Uad

(3.62)

où F est C1
de R1+ m+ n

dans Rm
, V est C1

de R1+ m+ n
dans R, R est continue sur R1+ m

,

z 2 Rm
et les commandes u sont à valeurs dans un compact Uad � Rn

dont les tra jectoires

asso ciées relient un p oint initial de Z0 � Rm
à un p oint �nal de Z1 � Rm

. Par ailleurs, le

temps �nal t f p eut être �xé ou non.
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En particulier, dans le cas le plus fréquemment rencontré en automatique où l'ob jectif

est de stabiliser l'état autour d'une tra jectoire de consigne, la fonction coût se formule de

la manière suivante :

min
u

J (z; u) =
1
2

Z t f

0
(z(t) � z� (t))2dt +

�
2

Z t f

0
u(t)2dt (3.63)

où � > 0 et z� : R ! Rm
est l'état désiré.

Le théorème suivant donne un résultat d'existence d'une solution au problème (Pdif f ) :

Théorème 3.3.1 ([Tre05]) Supposons que :

� il existe un réel positif b tel que toute trajectoire associée à un contrôle u 2 Uad est

uniformément bornée par b sur [0; t f ], i. e.

9b > 0j8u 2 Uad 8t 2 [0; t f ] jj z(t)jj � b; (3.64)

� 8 (t; z) 2 R1+ n
, l'ensemble

eV(t; z) dé�ni par :

eV(t; z) = f (V(t; z; u); F (t; z; u)) ju 2 Uadg (3.65)

est convexe.

Alors il existe un contrôle optimal u sur [0; t f ] qui minimise (Pdif f ) .

Soit H : Rm � Rn � Rm � R � R ! R, la fonction de Pontryaguine asso ciée au système

intervenant dans (Pdif f ) et dé�nie par

H(z; u; p; p0; t) = pTF (t; z; u) + p0(V(t; z; u) + R(t; z)) : (3.66)

Le Hamiltonien du système H : Rm � Rm � R � R ! R est alors donné par

H (z; p; p0; t) = sup
u2Uad

H(z; u; p; p0; t): (3.67)

Les conditions nécessaires d'optimalité sont données par le théorème suivant qui est

souvent présenté comme le "Princip e du Maximum de Pontryagin" ([PBGM74]) :

Théorème 3.3.2 Si u 2 Uad associé à la trajectoire z(�) est optimal sur [0; t f ] , alors il

existe un réel négatif p0 et une application p(�) : [0; t f ] ! Rm
continue appelée vecteur

adjoint tels que :

� le vecteur adjoint p soit solution de l'équation di�érentiel le

_p = �
@H
@z

(z; u; p; p0; t) (3.68)
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� pour presque tout t 2 [0; t f ], u(t) réalise le maximum instantané de H(z; �; p; p0; t)

H (z(t); u(t); p(t); p0; t) = Max
v2Uad

H(z(t); v; p(t); p0; t) = H (z(t); p(t); p0; t) (3.69)

� si t f n'est pas �xé, la condition suivante est assurée (Condition de transversalité sur

le Hamiltonien)

Max
v2Uad

H(z(t f ); v; p(t f ); p0; t f ) = � p0
@R
@R

(t f ; z(t f )) (3.70)

� si Z0 et Z1 ont des espaces tangents en z(0) et z(t f ) , alors le vecteur adjoint véri�e

les conditions suivantes aux extrémités (Conditions de transversalité sur le vecteur

adjoint)

p(0) ? Tz(0) Z0 (3.71)

p(t f ) � p0
@R
@z

(t f ; z(t f )) ? Tz(t f )Z1 (3.72)

En appliquant le Princip e du Maximum de Pontryagin, la résolution de (Pdif f ) se

ramène à la détermination du couple (z(t); p(t)) solution d'un système di�érentiel de la

forme _� = N (t; z(t)) où � = ( z(t); p(t)) et où les conditions de transversalité se mettent

sous la forme S(� (0); � (t f )) = 0 . Si � (t; � 0) est la solution du problème de Cauchy

_� = N (t; z(t)) ; � (0) = � 0;

et si l'on note D(� 0) = S(� (0); � (t f ; � 0)) , alors le problème di�érentiel aux deux b outs

devient équivalent à

(Pdir ) D(� 0) = 0 : (3.73)

(Pdir ) p eut alors être résolu en appliquant la métho de de Newton. L'appro che qui

ici rep ose sur le calcul d'un contrôle optimal par le biais de la résolution d'un système

di�érentiel est couramment app elé métho de de tir simple. Une autre stratégie, baptisée

métho de de tir multiple, p ermet également de résoudre le même système en sub divisant

cette fois-ci l'intervalle [0; tf ] en l intervalles [t j ; t j +1 ] et où l'on considère les valeurs

� (t j ) comme étant les inconnues du problème. Ces deux appro ches sont assimilées à des

métho des dites indirectes.

Il existe également des métho des directes. Ces dernières consistent à discrétiser l'état et

le contrôle et à ramener le problème de commande optimale à un problème d'optimisation

non linéaire. Il s'agit ainsi de choisir dans un premier temps une discrétisation dans des
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espaces de dimension �nie

z(t) =
lX

j =1

zj E j (t); (3.74)

u(t) =
lX

j =1

uj Uj (t); (3.75)

où E j (t) et Uj (t) sont des bases de Galerkin. A l'issue de cette phase, on retomb e alors

sur un problème d'optimisation sous contraintes p ouvant être résolu en faisant app el à

l'une des techniques de la section 3.2.

3.3.3 Problème de contrôle optimal régi par une équation à déri-

vées partielles

Les problèmes de contrôle optimal faisant apparaître des contraintes sous la forme

d'équations à dérivées partielles font aujourd'hui de plus en plus l'ob jet de b on nombre

d'études du fait de leur grande imp ortance dans les applications industrielles. Ainsi, ces

problèmes p euvent intervenir par exemple dans le domaine de l'aéronautique avec l'op-

timisation de formes d'ailes d'avion, ou encore dans le domaine de la météorologie avec

l'amélioration des prévisions des phénomènes atmosphériques et o céaniques.

Les théories concernant l'existence de solution ou les conditions nécessaires et/ou suf-

�santes d'optimalité di�èrent selon le typ e d'équation d'état (elliptique, parab olique ou

hyp erb olique). Toutefois, les métho des de résolution numérique les plus souvent utilisées

sont très similaires dans chaque cas et consistent à discrétiser la fonction ob jectif ainsi que

l'équation à dérivées partielles et à transformer alors le problème original en un problème

d'optimisation non linéaire comme exp osé précédemment ([BIT99], [MM00 ], [RWT98]).

L'ob jectif de cette partie étant de présenter ces appro ches numériques nous présenterons,

par souci de clarté, ces dernières en traitant un exemple où l'équation d'état est une

équation elliptique.

Considérons alors le problème de contrôle donné par

(Ppar )

8
<

:

min
u

J (z; u)

u 2 Uad; avec Uad un compact de L2(
)
(3.76)

où z 2 H 1(
) est solution de l'équation d'état
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(Ellip )

8
<

:
� � z = y(u); avec y 2 L2(
)

z = w sur � = @
 ; avec w 2 H 1=2(�) (Contrainte de Dirichlet)

(3.77)

Dé�nition 3.3.1 La restriction au bord � d'une fonction z 2 H 1(
) est appelée trace au

b ord et est notée 
 0(z) .

Théorème 3.3.3 ([RT83]) L'ensemble des traces au bord des fonctions de H 1(
) forme

un sous-espace de L2(
) .

Nous p ouvons alors décomp oser la fonction z en une somme z0 + zw où z0 2 H 1
0 (
) et

zw 2 H 1(
) véri�ant 
 0(zw) = w . D'autre part, on dé�nit sur V = H 1
0 (
)

a(z0;  ) =
Z



r z0r  dv; (3.78)

l ( ) =
Z



y(u) dv �

Z



r zwr  dv: (3.79)

Prop osition 3.3.1 ([RT83]) La solution z = z0 + zw de (Ellip ) est unique et z0 peut être

déterminée à partir de la résolution du problème variationnel suivant :

8
<

:
trouver z0 2 V tel que pour tout  2 V :

a(z0;  ) = l( ):
(3.80)

A partir de ce résultat et en tenant compte que Uad est un ensemble compact et que

J est continue sur H 1(
) � U ad , on p eut conclure que le problème (Ppar ) admet au moins

une solution.

Le plus souvent la fonction coût et l'équation d'état sont di�cilement calculables de

manière analytique. Une discrétisation est alors réalisée a�n de se ramener à un problème

de dimension �nie.

Notons V1 = H 1(
) . Soient V M
1 � V1 et UN

ad � U ad deux espaces de Hilb ert de

dimension �nie. Par ailleurs, dé�nissons M fonctions � j 2 V M
1 et N fonctions

b� j 2 UN
ad

telles que

z(x) �
MX

j =1

zj � j (x);

u(x) �
NX

j =1

uj
b� j (x):
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Posons U = ( u1; :::; uN ) et Z = ( z1; :::; zM ) . Une solution du problème de dimension

in�nie (Ppar ) est alors approximée en déterminant U solution du problème de dimension

�ni suivant :

(Pdisc)

8
<

:

min
U

J h(Z; U)

U 2 UN
ad

(3.81)

où Z est solution du système linéaire suivant :

A(U)Z = B(U) (3.82)

avec A(U) et B(U) des matrices obtenues en appliquant un schéma de discrétisation d'élé-

ments �nis ou de di�érences �nies. On ab outit ainsi à un problème d'optimisation sous

contraintes p ouvant être résolu en appliquant l'une des techniques présentées dans la sec-

tion 3.2. Le calcul du gradient de la fonction ob jectif, essentiel p our la détermination d'une

direction de descente, p eut alors se faire par di�érences �nies ou de manière analytique.

C'est cette dernière appro che qui est le plus souvent employée lorsque l'équation d'état

est une équation elliptique. En e�et dans ce cas, le gradient est donné par le théorème qui

suit :

Théorème 3.3.4 Si les applications U ! A(U) et U ! B(U) sont su�samment régu-

lières, alors

@J(U)
@uj

=
@J(Z; U)

@uj
+ pT

�
@B(U)

@uj
�

@A(U)
@uj

�
(3.83)

où p est la solution du système adjoint

A(U)p = r UJ (Z; U) (3.84)

Aussi, le calcul du gradient de la fonction ob jectif à l'itération j p eut se faire en

appliquant l'algorithme qui suit :

Algorithme P AR j :

Etap e 0 : Calcul de Z j
par résolution de A(Uj )Z j = B(Uj )

Etap e 1 : Calcul de pj
par résolution de A(Uj )pj = r U j J (Z j ; Uj )

Etap e 2 : Calcul du gradient de J (U) en appliquant (3.83).

On p eut alors résoudre (Pdisc) en implémentant l'algorithme suivant :

Algorithme OP T :

Etap e 0 : Choix de U0
et de � . j  0.

Etap e 1 : Calcul de r J (Uj ) à partir de P AR j et détermination d'une direction de
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descente dj
.

Etap e 2 : Uj +1 = Uj + t j dj
.

Etap e 3 : Si kr J (Uj +1 )k2 < � alors STOP.

Sinon j  j + 1 et retourner à l' Etap e 1 .

3.4 Conclusion

Ce chapitre a présenté di�érentes métho des de résolution de problèmes d'optimisa-

tion. Dans un premier temps, les avantages et les inconvénients des algorithmes les plus

fréquemment utilisés dans le cas de problèmes sans contraintes ont été exp osés. Ainsi, la

métho de du simplexe p eut s'avérer être une stratégie très e�cace lorsque la fonction ob-

jectif considérée est non di�érentiable ou si l'évaluation de son gradient est très coûteuse.

L'usage de stratégies s'appuyant sur les informations données par les dérivées secondes de

la fonction coût, telles que les métho des quasi-Newtoniennes, p eut d'autre part se révéler

p ertinent p our la résolution de problèmes dont le temps de calcul du critère d'optimisa-

tion ainsi que de son gradient ne soit pas trop imp ortant. Dans le cas de problèmes de

grande taille, il est préférable de faire app el à des stratégies ne nécessitant le sto ckage que

p eu d'informations comme l'algorithme du gradient conjugué ou une métho de du typ e

LBFGS.

Les travaux de cette thèse rep osant sur la minimisation d'une fonction ob jectif en

présence de contraintes (contraintes d'inégalités entre autres) comme discuté au Chapitre

2, des algorithmes dédiés à la résolution de cette classe de problèmes sont également pré-

sentés. Ces derniers sont alors choisis de telle sorte qu'ils puissent traiter indi�éremment

des contraintes linéaires et non linéaires. Parmi ces métho des, essentiellement basées sur

la résolution d'une suite de problèmes sans contraintes obtenus en a joutant aux fonctions

coût originales un terme p ermettant de p énaliser fortement les solutions non acceptables,

celle du Lagrangien augmenté s'avère la mieux adaptée p our traiter les problèmes avec

contraintes d'inégalités et de doubles inégalités. Il est donc fort probable que nous soyons

amenés à utiliser ce genre d'algorithme dans cette étude. Par ailleurs, les stratégies cou-

ramment appliquées p our la résolution de problèmes de contrôle optimal, typ e particulier

de problèmes d'optimisation sous contraintes où l'une d'entre elles est une équation di�é-

rentielle ou à dérivées partielles couramment app elée équation d'état, sont également mises

en exergue. Nous verrons dans les pro chains chapitres comment l'ensemble des techniques

présentées ici p euvent être utilisées p our résoudre le problème de défauts de répartition.
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Chapitre 4

App ort optimal d'engrais en plein

champ

Lorsque les erreurs de suivis de tra jectoires p euvent être considérées comme négli-

geables du fait d'une correction app ortée par l'une des métho des exp osées au Chapitre

2, les défauts de répartition d'engrais en plein champ sont alors uniquement dûs à des

singularités géométriques caractérisées ici par des passages irrégulièrement espacées ou

non parallèles. Il convient donc de s'appuyer sur la connaissance de ces tra jectoires imp o-

sées a�n de déterminer les consignes à appliquer en entrée du distributeur p ermettant de

minimiser les erreurs de fertilisation. Nous adoptons ici une appro che mathématique p er-

mettant d'assimiler le problème d'app ort optimal d'engrais en plein champ à un problème

d'optimisation où la fonction coût mesure l'écart quadratique entre les doses réellement

épandues le long des passages et les doses désirées.

Dans la première partie de ce chapitre, nous nous attardons sur une première formula-

tion mathématique du critère adopté. Nous explicitons, par la suite, l'appro che employée

a�n de faciliter la résolution du problème original. Les algorithmes d'optimisation utilisés

sont également détaillés. En�n, nous exp osons des résultats numériques obtenus p our une

optimisation de la répartition plein champ concernant dans un premier temps des parcelles

�ctives présentant des tra jectoires rigoureusement parallèles puis un champ réel.

4.1 Formulation mathématique

La formalisation du problème rep ose sur le mo dèle de répartition spatiale d'engrais

(1.1). A�n de dé�nir de manière rigoureuse la fonction ob jectif, précisons tout d'ab ord

quelques notations.

Soit t 2 R le temps, D 2 R2
un domaine spatial et s : (0; T) ! R2

une tra jectoire
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sur D . L'équation (1.1) mo délisant une napp e de répartition générée uniquement par un

seul disque, la napp e globale pro duite par un distributeur bidisque résulte alors de la

sommation des répartitions issues des disques droit et gauche. Aussi, on dé�nit p our la

napp e éjectée par le disque à droite de la machine m1 : (0; T) ! R, � 1 : (0; T) ! R+
et

' 1 : (0; T) ! R qui sont resp ectivement le débit massique, le rayon moyen et l'angle moyen

de répartition. De même, on p ose m2 : (0; T) ! R, � 2 : (0; T) ! R+
et ' 2 : (0; T) ! R,

les fonctions dé�nissant le débit massique, le rayon moyen et l'angle moyen de la napp e

spatiale générée par le disque gauche. Pour simpli�er les notations, on utilisera dans la

suite M (t) = ( m1(t); m2(t)) 2 R2
, R(t) = ( � 1(t); � 2(t)) 2 R2

et �( t) = ( ' 1(t); ' 2(t)) 2 R2
.

Par ailleurs, le mo dèle (1.1) donné par Colin ([Col97]) fait intervenir les écarts-typ es radial

� r : � 2 R ! R�
+ et angulaire � ' : � 2 R ! R�

+ p ouvant être mo délisés empiriquement et

dé�nis resp ectivement par :

� r (� ) =

8
><

>:

(� � 5)4 +
8:6e � 1

4:12
� (� � 5) +

8:2e � 2
4:12

si � < 5
8:6e � 1

4:12
� (� � 9e � 2) � 1:005 ailleurs

(4.1)

� ' (� ) =

8
><

>:

(� � 5)4 +
2:27
4:12

� (� � 5) +
70:41
4:12

si � < 5
2:27
4:12

� (� � 9e � 2) + 14:385 ailleurs

(4.2)

Selon la mo délisation prop osée par Colin ([Col97]), les napp es distribuées par les

disques droit et gauche de l'épandeur, à l'instant t , sont données par les fonctions q� :

D � (0; T) ! R, 1 � � � 2, dé�nis par

q� (x; m � (t); � � (t); ' � (t)) = � � � exp
�

�
(r (x; t ) � � � (t))2

2� r (� � (t))2
�

(� (x; t ) � ' � (t))2

2� � (� � (t))2

�
; (4.3)

où

� � =
m� (t)

2�� r (� � (t)) � � (� � (t))
: (4.4)

La répartition globale qtot : D � (0; T) ! R est alors donnée par

qtot (x; M (t); R(t); �( t)) =
2X

� =1

q� (x; m � (t); � � (t); ' � (t)) : (4.5)

A partir de (4.5), il est alors p ossible de déduire la dose totale Q : D ! R distribuée

au cours d'un passage sur le domaine D dé�nie par

Q(x; M; R; �) =
Z T

0
qtot (x; M (t); R(t); �( t))dt: (4.6)
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La réduction des e�ets néfastes de la fertilisation centrifuge étant directement liée

à la diminution des erreurs de répartition d'engrais dans le champ, il convient donc de

déterminer les fonctions optimales M , R , � qui minimisent la fonctionnelle suivante

F (M; R; �) =
Z

D
[Q(x; M; R; �) � Q� ]2 dx; (4.7)

avec Q�
la dose prescrite obtenue par les calculs menés préalablement par les ingénieurs

agronomes. D'autre part, a�n de tenir compte des limites mécaniques du système et de ne

pas solliciter trop violemment les actionneurs, la minimisation de F doit se faire de sorte

que les fonctions M , R , � ainsi que leurs dérivées premières soient b ornées. Considérons

donc C0(0; T) l'espace vectoriel des fonctions continues et C0;1(0; T) l'espace des fonctions

Lipschitz sur (0; T) . Nous p ouvons alors dé�nir l'ensemble des fonctions admissibles S par

S =
�

(M; R; �) 2 C0;1(0; T)j Mmin � M � Mmax ; Rmin � R � Rmax ;

� min � � � � max ; jM
0
(t)j � ��; jR

0
(t)j � ��; j�

0
(t)j � 
�

o
(4.8)

où � , � et 
 sont des constantes p ositives telles que S soit non vide. Le problème de

réduction des erreurs de fertilisation p eut alors se remettre sous la forme :

Trouver ( cM; bR; b�) 2 S tels que :

F ( cM; bR; b�) � F (M; R; �) ; 8(M; R; �) 2 S (4.9)

4.2 Discrétisation spatiale et temp orelle

Le calcul analytique de (4.7) étant imp ossible, nous pro cédons alors à une discrétisation

spatiale et temp orelle a�n d'en obtenir une valeur appro chée. Ainsi, comme cela est le

cas p our la carte de consigne de dose (cf. �gure 2.3), le domaine D est virtuellement

décomp osé en mailles élémentaires carrées de dimension 1 m � 1 m de sorte que Q

puisse être approximée par le biais d'une interp olation bilinéaire. En ce qui concerne

la discrétisation sur le temps, elle est e�ectuée en divisant l'intervalle (0; T) en n sous-

intervalle de longueurs � = T=n. On dé�nit alors M i = M (t i ) , Ri = R(t i ) et � i = �( t i )

et

M =

2

6
6
4

M1
.

.

.

Mn

3

7
7
5 2 R2n ; R =

2

6
6
4

R1
.

.

.

Rn

3

7
7
5 2 R2n ; � =

2

6
6
4

� 1
.

.

.

� n

3

7
7
5 2 R2n :

Dans chaque sous-intervalle, nous faisons alors app el à la formule des trap èzes
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Z b

a
f (x)dx =

b� a
2

(f (a) + f (b)); (4.10)

a�n d'appro cher l'intégrale (4.6). Ainsi, il vient que

Q(x; M ; R ; � ) = �

 

� +
n� 1X

i =1

qtot (x; M i ; Ri ; � i )

!

; (4.11)

avec � =
1
2

q(x; M n ; Rn ; � n ): (4.12)

La fonction à minimiser est alors maintenant

F (M ; R ; � ) =
Z

D
[Q(x; M ; R ; � ) � Q� ]2dx: (4.13)

En utilisant la métho de des trap èzes, nous avons implicitement considéré une approxi-

mation linéaire de M , R et � . Aussi, il vient que l'ensemble des contraintes dé�ni par

(4.8) p eut être approximé par l'ensemble S � R6n
dé�ni par

S =
�

(M ; R ; � ) 2 R6n j Mmin � M � Mmax ; Rmin � R � Rmax ;

� min � � � � max ; jM i +1 � M i j � ��; jRi +1 � Ri j � ��; j� i +1 � � i j � 
� g :

(4.14)

On ab outit alors au problème d'optimisation non linéaire (P) donné par

(P) min
(M ;R ;� )2 S

F (M ; R ; � ): (4.15)

S est un ensemble fermé b orné et est donc un compact de R6n
. Donc, d'après le

théorème 3.2.1, le problème (P) admet au moins un minimum lo cal.

L'épandage s'e�ectuant en parcourant un nombre p de tra jectoires décalées les unes

par rapp ort aux autres, l'expression (4.6) p eut alors être remplacée par

Q(x; M; R; �) =
pX

k=1

Z tk
f

tk
d

q(x; M (tk); R(tk); �( tk))dt; (4.16)

où les tra jectoires sk(t) sont dé�nies sur (tk
d; tk

f ) . Nous p ouvons alors appliquer le même

schéma de discrétisation que précédemment en considérant M k
i = M (tk

i ) , Rk
i = R(tk

i ) ,

� k
i = �( tk

i ) .

Il est facile de voir que la discrétisation temp orelle exp osée précédemment nous conduit

à considérer un problème de grande taille. En e�et, a�n de p erdre le minimum d'informa-

tions concernant le problème continu, il est préférable de calculer les solutions en 2 p oints
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par maille élémentaire. Ainsi, par exemple, dans le cas d'une parcelle traversée par seule-

ment 3 passages de 500 m, il faut prendre en compte au moins 1000 p oints par tra jectoire

et le nombre de paramètres s'élève alors au minimum dans ce cas à 1000� 3� 6 = 18000 (6

variables doivent être évaluées en chaque p oint : débit, rayon moyen et angle moyen p our

les disques droit et gauche de l'épandeur). Par conséquent, étant donné les grandes di-

mensions des parcelles et les imp ortantes longueurs des tra jectoires suivies par le tracteur

(plusieurs centaines de mètres), nous sommes nécessairement amenés à manipuler plusieurs

centaines de milliers de variables voire des millions. Il existe divers algorithmes p ouvant

traiter e�cacement des problèmes de grande taille ([Ber95, Lue84, CGT94, Gou03]). Ce-

p endant dans notre cas, l'imp ortance du domaine spatial d'étude impliquant le sto ckage

d'un grand nombre de co ordonnées, l'o ccupation en mémoire serait alors critique. Aussi,

a�n d'éviter un trop imp ortant encombrement de celle-ci, nous prop osons dans la section

suivante une nouvelle stratégie qui p ermette de calculer facilement une solution sous-

optimale du problème (P) .

4.3 Une métho de de décomp osition

L'idée consiste ici à dé�nir successivement une zone de la parcelle étudiée et à minimiser

lo calement au sein de cette même zone les erreurs de fertilisation en tenant compte des

quantités de fertilisants déjà distribués. Il s'agit ainsi de déterminer les paramètres de

réglage de l'épandeur de sorte qu'ils soient solutions de sous-problèmes construits à partir

d'une décomp osition du domaine spatial d'étude. A�n de mieux expliciter cette idée,

dé�nissons quelques notations.

Soit J = f 1 � j � dg. Pour tout j 2 J , nous considérons le domaine D j 2 R2
, le

j ième

sous-domaine de D tel que D =
[

j 2J

D j
. Pour tout j 2 J , D j

est dé�ni de manière à

ce qu'il soit délimité par 2 passages plein champ consécutifs sk
et sk+1

resp ectivement à

gauche et à droite. Par ailleurs, les sous-domaines D j
sont construits de sorte qu'ils soient

disjoints 2 à 2, c'est-à-dire 8j 2 J ; D j \ D i 6= j = ; . Pour une meilleure compréhension, la

�gure 4.1 illustre cette décomp osition p our un domaine rectangulaire D .

A partir de la décomp osition spatiale de D , (4.13) p eut alors être reformulé comme

F (X ) =
Z

D d
[Q(x; X ) � Q� ]2dx +

Z

D d� 1
[Q(x; X ) � Q� ]2dx+ � � � +

Z

D 1
[Q(x; X ) � Q� ]2dx; (4.17)

avec X = [ M ; R ; � ]T 2 R6n :

D'autre part p our tout j 2 J , on dé�nit K j = f i 2 Nj qtot (x; M i ; Ri ; � i ) 6= 0 8x 2 D j g

et � j = card(K j ) . De plus, p osons M j
, R j

et � j
, des vecteurs de taille � j tels que
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sk

sk� 1

sk+1




D j

D j � 1

D j +1

D j + l

Figure 4.1 � Exemple d'une décomp osition p our un domaine rectangulaire comp ortant 3

passages pleins champs.

(M j ) i = M i 2K j , (R j ) i = Ri 2K j et (� j ) i = � i 2K j . De même que précédemment, nous

p ouvons alors dé�nir p our tout j 2 J , l'ensemble des contraintes Sj
donné par

Sj =
�

(M j ; R j ; � j ) 2 R6vj j Mmin � M j � Mmax ; Rmin � R j � Rmax ;

� min � � j � � max ; jM j
i +1 � M j

i j � ��; jRj
i +1 � Rj

i j � ��; j� j
i +1 � � j

i j � ��
	

:

Si l'on note X j =
�
M j ; R j ; � j

� T
2 R6� j

, (4.17) est alors équivalent à

F (X ) =
Z

D d
[Q(x; X d) � Q� ]2dx +

Z

D d� 1
[Q(x; X d� 1) � Q� ]2dx

+ � � � +
Z

D 2
[Q(x; X 2) � Q� ]2dx +

Z

D 1
[Q(x; X 1) � Q� ]2dx:

(4.18)

L'appro che dont il est question dans cette section consiste alors à minimiser une suite

de problèmes fP j g telle que p our tout j 2 J , le problème (Pj ) est donné par

(Pj ) min
X j 2 Sj

N (X j ) =
Z

D j
[Q(x; X j ) � Q� ]2dx +

X

k=1 ;��� ;j � 1

Z

D k
[Q(x; fX k) � Q� ]2dx; (4.19)

où
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�
fX k

�

1� i � � �
k

=
�

cX k
�

1� i � � �
k

; k 2 J ; (4.20)

�
fX k

�

� �
k +1 � i � � k

=
�
X k

�
1� i � � k � � �

k
; k 2 J ; (4.21)

cX k = arg min
X k 2 Sk

N (X k); (4.22)

avec p our tout j 2 J , K �
j = f i 2 Ng tel que :

8
<

:

qtot (x; M i ; Ri ; � i ) 6= 0 8x 2 D j

qtot (x; M i ; Ri ; � i ) = 0 ailleurs

(4.23)

et � �
j = card(K �

j ) .

Par ailleurs, notons I (j ) l'ensemble des sous-domaines i 6= j tels que Q(x; X j ) 6= 0

p our tout x 2 D i
. Il vient alors que

cX j
est également solution du problème (P

0

j ) dé�ni

par

(P
0

j ) min
X j 2 Sj

N (X j ) =
Z

D j
[Q(x; X j ) � Q� ]2dx +

X

k2I (j )

Z

D k
[Q(x; fX k) � Q� ]2dx: (4.24)

De même que précédemment, l'existence de solution vient de l'application du théorème

3.2.1 en remarquant que l'ensemble des contraintes Sj
est clairement un compact de R6� j

.

Chaque problème (P
0

j ) admet ainsi au moins une solution.

Pour tout j 2 J , la résolution du problème (P
0

j ) ne nécessite que la détermination

de 6 � � j variables et le sto ckage des p oints appartenant uniquement aux domaines D i

avec i = f j [ I (j )g. Le calcul de

cX j
revient alors à déterminer les réglages optimaux du

distributeur à appliquer le long des tra jectoires qui intersectent D j
en tenant compte des

quantités de fertilisants déjà épandues à l'intérieur d'un ensemble de domaines voisins de

D j
, noté ici I (j ) , eux-même p ouvant recevoir un app ort d'engrais au cours des passages

considérés.

La minimisation des erreurs de fertilisation sur la parcelle totale p eut alors être ef-

fectuée en résolvant la suite de problème

�
P

0

j

	
. Du fait du caractère séquentiel de la

stratégie employée, cette dernière est app elée méthode de fenêtres glissantes . L'optimisa-

tion sur l'ensemble du domaine spatial est réalisée en appliquant l'algorithme ci-après :

Algorithme Gliss :

Etap e 0 : Choix de

dX (0)
et de � . k  1

Etap e 1 : Pour tout j � d calcul de

[X j ( k )
solution de (P

0

j ( k ) ) ,

Etap e 2 : Si








dX ( k ) � \X ( k � 1)

\X ( k � 1)






 < � , STOP

Sinon k  k + 1
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Retourner à l' Etap e 1

L' Etap e 1 de l'algorithme Gliss nécessitant la résolution d'un problème d'optimisa-

tion, nous nous consacrerons dans la partie suivante à la description de l'algorithme de

minimisation qui a été choisi en l'o ccurrence.

4.4 Algorithme d'optimisation

D'après les mo délisations précédentes, il apparaît que tout comme (P) , (P
0

j ) est un

problème d'optimisation non linéaire comp ortant des contraintes de doubles inégalités.

Comme il a été exp osé au Chapitre 3, trois grandes familles de métho des p ermettent

de traiter e�cacement ce dernier : métho de de p énalités, métho de de p oints intérieurs

et technique du Lagrangien augmenté. La discrétisation temp orelle générant un grand

nombre de variables de décision, du fait des grandes surfaces des domaines spatiaux trai-

tés, il faut alors nécessairement considérer par la même o ccasion de très nombreuses

contraintes. La première métho de d'optimisation citée ci-dessus nécessitant un dédouble-

ment des contraintes et la seconde technique impliquant le calcul d'un nombre de mul-

tiplicateurs de Lagrange sup érieur au nombre des contraintes du problème initial, notre

choix s'oriente alors tout naturellement vers un algorithme du typ e Lagrangien augmenté.

Avant de formuler la fonction du Lagrangien augmenté du problème (P
0

j ) , dé�nissons

dans un premier temps les notations suivantes :

u = [ Mmin ; Rmin ; � min ]T

U = [ Mmax ; Rmax ; � max ]T

v =
�
� � � I 1� 2(� j � 1); � � � I 1� 2(� j � 1); � 
 � I 1� 2(� j � 1)

� T

V =
�
� � I 1� 2(� j � 1); � � I 1� 2(� j � 1); 
 � I 1� 2(� j � 1)

� T

A =

2

6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
4

A0 0 � � � � � � � � � 0
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où Tech désigne la p ério de d'échantillonnage.

Chaque problème (P
0

j ) p eut alors se mettre sous la nouvelle forme :

(P
0

j )

8
>>>>>><

>>>>>>:

min
X j

N (X j )

ui � ai � Ui ; i = 0; � � � ; 6� j � 1

vi � bi � Vi ; i = 0; � � � ; 6(� j � 1) � 1

X j 2 R6� j

(4.25)

où

ai = ( X j ) i ; (4.26)

bi = ( AX j ) i : (4.27)

Notons resp ectivement � i et r i les multiplicateurs de Lagrange et les co e�cients de

p énalité asso ciés aux contraintes d'inégalité ai et bi . Dé�nissons alors les fonctions de

mesure de violation des contraintes � (ai ; #i ) et � (bi ; � i )

� (ai ; #i ) = � (ai ) + r (ai )(ai � #i ); (4.28)

� (bi ; � i ) = � (bi ) + r (bi )(bi � � i ): (4.29)

où #i et � i sont resp ectivement les b ornes de ai et bi .

Par ailleurs, d'après le paragraphe 3.2.2 si nous p osons

� i (X j ; � ) =

8
>>><

>>>:

� (ai )(ai � Ui ) + r (ai )
2 (ai � Ui )2

si � (ai ; Ui ) > 0

� (ai )(ai � ui ) + r (ai )
2 (ai � ui )2

si � (ai ; ui ) < 0

� (� (ai )) 2

2r (ai )

(4.30)

et

	 i (X j ; � ) =

8
>>><

>>>:

� (bi )(bi � Z i ) + r (bi )
2 (bi � Vi )2

si � (bi ; Z i ) > 0

� (bi )(bi � zi ) + r (bi )
2 (bi � vi )2

si � (bi ; zi ) < 0

� (� (bi )) 2

2r (bi )

(4.31)

le Lagrangien augmenté de (P
0

j ) est donné par

L(X j ; �; r ) = N (X j ) +
6vj � 1X

i =0

� i (X j ; � ) +
6(vj � 1)� 1X

i =0

	 i (X j ; � ): (4.32)

Une solution de (P
0

j ) est alors appro chée en considérant la suite de problèmes (P k
j )
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donné par

(P k
j ) min

(X j ( k ) ;� ( k ) )2 R12v j +6( v j � 1)
L(X j ( k )

; � (k) ; r (k)); (4.33)

où � (k) ; r (k)
sont resp ectivement les multiplicateurs de Lagrange et les co e�cients de p é-

nalité asso ciés au problème (P k
j ) .

La détermination d'une solution se fait alors en appliquant l'algorithme suivant dont

les princip es sont détaillés au paragraphe 3.2.2 :

Algorithme OLj :

Etap e 0 : Choix de X j (0)
. Choix de � , écart maximal de violation des contraintes

k  0 ; � (0)  0 ; r (0)  1

Etap e 1 : k  k + 1

Etap e 2 : A l'itération k , déterminer (X j ( k )
; � (k)) solutions de (P k

j )

Etap e 3 : Si

6vj � 1X

i =0

�
� i (X j ( k )

; � (k))
� 2

+
6(vj � 1)� 1X

i =0

�
	 i (X j ( k )

; � (k))
� 2

< � alors STOP

Sinon mise à jour des multiplicateurs et des co e�cients de p énalité

Retourner à l' Etap e 1 .

La mise à jour des multiplicateurs à l' Etap e 3 est donnée par la démarche expli-

quée également à la section 3.2.2. Pour ce qui concerne les co e�cients de p énalité, leur

a justement se fait en appliquant la pro cédure ci-dessous :

Si

�
� i (X j ( k )

; � (k))
� 2

> 0:25
�

� i (X j ( k � 1)
; � (k� 1))

� 2
alors r (ai )(k+1)  10r (ai )(k) ;

Si

�
	 i (X j ( k )

; � (k))
� 2

> 0:25
�

	 i (X j ( k � 1)
; � (k� 1))

� 2
alors r (bi )(k+1)  10r (bi )(k) :

L' Etap e 2 de l'algorithme OLj fait apparaître un problème d'optimisation sans

contraintes. En pratique, le plus souvent, a�n d'éviter de traiter un nombre trop imp ortant

de problèmes (P
0

j ) , les sous-domaines D j
sont dé�nis de sorte que ce soient des zones

intersectant les tra jectoires sur environ 10 m. En appliquant le schéma de discrétisation

temp orelle explicité précédemment, le nombre de paramètres de décision s'élève alors à

environ plus ou moins 850 selon la con�guration géométrique de la parcelle. Etant donné

la complexité du problème, la métho de LBFGS, p ermettant d'approximer le hessien sans

l'évaluer tout en limitant l'encombrement en mémoire, a été implémenté. Par ailleurs, les

critères d'arrêt utilisés sont les critères 1 et 2 dé�nis au paragraphe 3.1.2 du Chapitre 3

avec � 1 = 10� 3
et � 2 = 10� 4

.
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4.5 Exemples numériques

Dans un premier temps, nous exp oserons les résultats obtenus sur des exemples acadé-

miques a�n de mettre en évidence la réduction du temps de calcul liée à l'application de

l'algorithme Gliss . Par la suite, nous traiterons d'une application plus réaliste concernant

l'optimisation de la fertilisation en plein champ sur une parcelle réelle. Pour l'ensemble

des tests, la totalité des algorithmes ont été implémentés sous Matlab. La to olb ox "Op-

timization" ne comprenant pas la technique du Lagrangien augmenté ni celle de LBFGS,

les instructions comp osant ces dernières ont été entièrement réécrites.

4.5.1 Tests académiques

Dans cette partie, une dose consigne constante �xée à 80 Kg/Ha est considérée. La

largeur de travail est en l'o ccurence égale à 12 m et la vitesse de déplacement du tracteur

est �xe et vaut 10 Km/h sachant que le pro cessus d'épandage s'e�ectue en moyenne à

cette vitesse dans la pratique. Nous considérons 2 exemples où la parcelle est de forme

rectangulaire avec dans le premier cas uniquement 2 passages (un aller et un retour) et

dans l'autre 3 passages (un aller et 2 retours). L'ob jectif est ici de confronter les résultats

donnés en résolvant (P) directement sur la totalité du champ (optimisation directe) et

ceux obtenus grâce à la stratégie de fenêtres glissantes. Les con�gurations géométriques

qui ont été adoptées apparaissent à la �gure 4.2.

10
0

m

12 m

Aller

Retour

Limites inférieure et

sup érieure du champ

12 m

12 m

10

m

Cas 1 Cas 2

Figure 4.2 � Con�gurations géométriques

Les domaines spatiaux ciblés étant discrétisés par le biais d'un maillage carré de 1 m

� 1 m, nous obtenons p our le cas 1 une grille de 1313 no euds. Pour le deuxième exemple,

nous devons considérer un maillage comp ortant 275 sommets.

Les contraintes ont été choisies de sorte qu'elle regroup ent l'ensemble des limites méca-

niques et dynamiques de la plupart des distributeurs. Les b ornes des contraintes de doubles

inégalités que nous avons considérés sont données par le tableau 4.1. Des précisions sont

données lorsqu'une b orne est sp éci�que à un disque (droite ou gauche).
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Borne inférieure Borne sup érieure

Débit (Kg/min) 0 200

Rayon moyen (m) 5 20

Angle moyen (�) -40(gauche)/-10(droite) +10(gauche)/+40(droite)

M 0(t) (Kg/(min.s)) -0.5 0.5

R0(t) (m/s) -2.5 2.5

� 0(t) (�/s) -6 6

Tableau 4.1 � Bornes des contraintes

A partir de (4.1)-(4.5) et de la valeur maximale que p eut atteindre le rayon moyen, il

est p ossible d'en déduire que p our tout instant t , la napp e de répartition est intégralement

incluse dans une zone circulaire de rayon équivalent à 30 m et de centre xa(t) , le centre du

disque rotatif de l'épandeur. Aussi, p our les exemples traités, la p osition �nale o ccup ée

par le distributeur p our chaque tra jectoire est située à 30 m en dessous de la limite

inférieure du domaine spatial s'il s'agit d'un retour. Dans le cas d'un aller, la machine

s'arrête à 30 m au dessus de la limite sup érieure du champ. Dans tous les cas de �gure,

l'appareil commence à épandre au p oint d'intersection entre la tra jectoire courante et la

limite inférieure (sup érieure) p our un aller (p our un retour). En appliquant la pro cédure

de discrétisation standard, le nombre total ntot de paramètres de décision s'élève alors à

3132 p our le cas 1. Pour le second exemple, ntot = 972.

Les géométries considérées étant de forme rectangulaire, la décomp osition du domaine

global se fait de la même manière que présentée à la �gure 4.1 et les sous-domaines D j

sont dé�nis de sorte qu'ils aient une hauteur comprise entre 10 et 15 m a�n de limiter la

complexité des di�érents problèmes (P
0

j ) . Obtenant dans la ma jorité des cas de meilleurs

résultats avec des fenêtres de 10 m, c'est cette dimension qui est naturellement choisie ici.

Pour le premier exemple, nous avons alors d = 10 et vj = 972 p our tout j 2 K j .

Pour les deux con�gurations géométriques ainsi que p our les deux stratégies d'opti-

misation utilisées (directe et fenêtres glissantes), le nombre de paires de vecteurs sto ckés

p our la construction du Hessien en appliquant la technique LBFGS est en l'o ccurence

égale à 3. Par ailleurs, l'algorithme du Lagrangien augmenté est initialisé avec des va-

riables de décision ayant des valeurs corresp ondantes aux données constructeur dans le

cas d'un épandage avec une largeur de travail �xe de 12 m. Ces paramètres apparaissent

dans le tableau 4.2 :

Disque gauche Disque droit

Débit (Kg/min) 8 8

Rayon moyen (m) 9 9

Angle moyen (�) -15 +15

Tableau 4.2 � Initialisation des paramètres de décision
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Les cartes de dose obtenues après optimisation dans le cas 1 ainsi que les valeurs de

F ( bX ) , où

bX désigne la solution optimale calculée, apparaissent à la �gure 4.3.
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(a) Carte de dose obtenue à partir de l'op-

timisation directe. F ( bX ) = 19 :4. Temps

d'exécution = 100min .
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(b) Carte de dose à partir de l'algorithme

Gliss . F ( bX ) = 20 :2. Temps d'exécution =
45:3min .

Figure 4.3 � Carte de dose obtenue après optimisation dans le cas 1.

A partir des cartes précédentes, les erreurs de fertilisation calculées en appliquant

les 2 stratégies d'optimisation, sont largement inférieures à 1%. Ces résultats sont très

satisfaisants au regard de l'ob jectif consistant à réduire les défauts de fertilisation à des

valeurs incluses entre -15% et +15% (cf. Chapitre 2). Bien que l'erreur de répartition

évaluée à l'issue de l'application de l'algorithme Gliss est légèrement sup érieure à celle

déterminée après optimisation directe, les qualités des solutions dans les deux cas de

�gure sont jugées équivalentes dans la pratique. Ici, il est surtout imp ortant de noter la

di�érence des temps d'exécution des di�érentes métho des. En e�et, grâce à l'utilisation

de la méthode des fenêtres glissantes , il est p ossible de réduire considérablement la durée

des calculs. Pour cet exemple, un gain de près de 55 minutes p eut être observé.

Les �gures 4.4 et 4.5 représentent les paramètres optimaux calculés resp ectivement

p our l'aller et le retour à partir de l'optimisation directe. En ce qui concerne les réglages

déterminés à partir de l'algorithme Gliss , ils apparaissent à la �gure 4.6 p our l'aller et

à la �gure 4.7 p our le retour. Ces graphiques a�chent des solutions très similaires p our

les deux métho des. De plus, elles évoluent au cours du temps autour de valeurs moyennes

pro ches des réglages imp osés par la ma jorité des fabriquants. Ainsi, le débit p our chaque

disque atteint en moyenne 8 Kg/min, valeur p ouvant être déterminée en appliquant la

relation 1.3 vue au Chapitre 1. Les deux autres paramètres sont quant à eux facilement

déterminés à partir de la lecture des tableaux de réglages de la machine. Ces tendances

confortent alors la cohérence des résultats avec la réalité. Par ailleurs, nous p ouvons

noter des variations relativement imp ortantes concernant surtout les angles moyens lors

de l'entrée et la sortie du distributeur dans le champ. Ces �uctuations montrent alors que
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des a justements instantanées sont nécessaires a�n de réduire les défauts de répartition

près des limites inférieures et sup érieures d'une parcelle de forme rectangulaire.
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Figure 4.4 � Paramètres optimaux obtenus p our l'aller à partir de l'optimisation directe.

0 10 20 30 40
0

20

40

temps (s)

D
éb

it 
(K

g/
m

in
)

Disque gauche

0 10 20 30 40
0

20

40

temps (s)

D
éb

it 
(K

g/
m

in
)

Disque droit

0 10 20 30 40
0

10

20

temps (s)

R
ay

on
m

oy
 (

m
)

0 10 20 30 40
0

10

20

temps (s)

R
ay

on
m

oy
 (

m
)

0 10 20 30 40
-40

-20

0

temps (s)

A
ng

le
m

oy
 (

de
g)

0 10 20 30 40

0

20

40

temps (s)

A
ng

le
m

oy
 (

de
g)

Figure 4.5 � Paramètres optimaux obtenus p our le retour à partir de l'optimisation directe.
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Figure 4.6 � Paramètres optimaux obtenus p our l'aller à partir l'algorithme Gliss .
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Figure 4.7 � Paramètres optimaux obtenus p our le retour à partir l'algorithme Gliss .

Si nous nous intéressons à un épandage réalisé en parcourant 3 passages parallèles,

nous p ouvons observer qu'il est également p ossible d'obtenir une répartition très correcte.

Comme l'a�che la �gure 4.8, les valeurs �nales résultant des di�érentes pro cédures d'op-

timisation sont faibles et très pro ches l'une de l'autre dans le cas 2. Pour cet exemple,

nous p ouvons également observer une diminution du temps de calcul qui, en l'o ccurence,

avoisine 12 minutes.
























































































































































