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Chapitre 1
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Chapitre 2
Synthese des travaux de recherche

Ce mémoire regroupe les résultats obtenus durant la préparation de mon doctorat en
Mathématiques a I’Université de Paris 12 et apres le doctorat. Deux thémes principaux

ont été abordés :

1. Etude de la vorticité dans le modele de Ginzburg-Landau :
e pour le cas périodique (& des minimiseurs globaux et locaux),
e pour des points critiques (sur un disque),
e pour un cas avec contraintes discontinues,

e pour un cas a poids.

2. Quelques contributions en théorie de point fixe et applications :
e dans des espaces métriques,
e dans des espaces métriques partiels (partial metric spaces),
e dans des espaces métriques cones (cone metric spaces),

e dans des espaces métriques généralisés ( generalized metric spaces).
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2.1 Etude de la vorticité dans le modele de Ginzburg-Landau,
[Articles 1-6]

2.1.1 Sur un domaine borné
Modele physique

En physique, la théorie de Ginzburg-Landau (G-L) est une théorie phénomenologique
des supraconducteurs, proposée en 1950 par les physiciens soviétiques Vitali Lazarevitch
Ginzburg et Lev Davidovitch Landau. Un supraconducteur S C R3 (par exemple une
bille ou une barre) est un matériau qui, au dessous d’une température critique 7°¢ (T
est généralement de l'ordre de quelques Kelvin ou dizaines de Kelvin), est susceptible
de présenter des propriétés supraconductrices : absence de résistance et diamagnétisme
parfait. Le diamagnétisme parfait (ou effet Meissner) est la propriété de repousser un
champ magnétique appliqué en créant un contre champ opposé de méme intensité.

La théorie de Ginzburg-Landau se base sur des travaux plus anciens de L.D. Landau
(1938) sur les transitions de phase du second ordre. Cette théorie utilise un parametre
d’ordre u appelé ”fonction d’onde“ des électrons condensés par Landau et Ginzburg. Ce
parametre d’ordre mesure la brisure de symétrie U(1) dans 1’état supraconducteur.

L’équation de Ginzburg-Landau permet aussi de prédire qu’il existe deux types de
supraconducteurs : les supraconducteurs de type I dans lesquels la longueur de cicatri-
sation du parametre d’ordre est plus grande que la longueur de pénétration du champ
magnétique (£ < 1/4/2), et qui reviennent & I'état normal (la supraconductivité est
détruite dans tout I’échantillon) au dela d’un champ magnétique critique H,, et les su-
praconducteurs de type II ou la longueur de cicatrisation est faible devant la longueur de
pénétration du champ magnétique (k > 1/v/2).

Dans un supraconducteur de type II, le champ critique est de quelques centaines
de Gauss ce qui prohibe toute application électrotechnique. Nous nous intéressons par la
suite essentiellement a des supraconducteurs de type II. Dans des supraconducteurs de ce
type, sous I’application d’un champ magnétique élevé, la supraconductivité est détruite
dans certaines zones : on parle alors de défauts de vorticité. Les équations de Ginzburg-
Landau sont des équations aux dérivées partielles non linéaires proposées dans les années
50 pour la modélisation de la supraconductivité. Depuis, elles sont devenues un outil tres
courant dans de nombreux domaines de la physique ou des tourbillons et/ou des défauts
topologiques interviennent, comme par exemple les super-fluides. De nouveaux problemes
de cette nature apparaissent constamment en physique (par exemple le ferromagnétisme,
les condensats de Bose-Einstein,- - - ). Depuis les années 90, des avancées importantes ont
eu lieu dans la compréhension mathématique des équations de Ginzburg-Landau. Elles
font intervenir des techniques issues de nombreux domaines des mathématiques : EDP

non linéaire, théorie géométrique de la mesure, effets de concentration, tourbillons, etc.
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Quelques résultats connus sur la vorticité

Dans le modele bi-dimensionnel de Ginzburg-Landau, I’énergie libre d’un supraconduc-
teur soumis a un champ magnétique extérieur H > 0 appliqué a sa surface est donnée

apres renormalisations par

1 1 2
Jo(u, A) = 5 /Q]Vu—iAu|2+2 /Q|h—H|2+/1 /9(1—\u|2)2. (2.1)

Ici le supraconducteur est assimlié & un cylindre vertical de section Q C R2, réguliere et
simplement connexe. A est le potential-vecteur du champ magnétique induit 2 = rotA et
u: Q — C est le “parametre d’ordre” qui indique ’état local du matériau. La ou |u| ~ 0
c’est la phase normale, 1a ot |u| ~ 1 la phase supraconductrice. x est le “parametre de
Ginzburg-Landau”.

Des versions simplifiées (sans champ magnétique) apparaissent au début des années
90, notamment dans le fameux travail de Bethuel, Brezis et Hélein [8]. Ils usent d’un
artefact mathématique (le degré topologique) mimant ’effet d’'un champ magnétique
elevé en forcant la présence de vortex. Bethuel, Brezis et Hélein ont considéré (pour k

grand)
,{2
F(u) = % /Q|Vu|2 +7 /9(1 — |[ul®)?, ue HY(Q,C). (2.2)

Afin de modéliser l'effet d’un champ magnétique suffisant dans le but de créer des défauts
de vorticité, ils ont minimisé F sous la contrainte u = g sur 952 avec g € CT°°(9Q, S') et
le degré topologique degyq(g) # 0.

L’un de leurs résultats le plus important tient dans ’analogie entre ce modele sim-
plifié et la réalité, leur approche met en évidence une réelle quantification de la vorti-
cité (créée par la donnée au bord) a l'instar d’un potentiometre magnétique utilisé par
I’expérimentateur. Chacun des vortex contient la méme énergie et est entouré d’une cir-
culation (quantifiée elle aussi) analogue aux courants d’écrantage. On observe aussi un
phénomene de concentration de ’énergie dans les vortex. De plus il apparait clairement
un phénomene de répulsion lors d’une interaction vortex/vortex ou vortex/bord.

Bien que la condition imposée au bord (condition de type Dirichlet) n’est pas physique
(non invariante par changement de jauge), il est aujourd’hui communément admis que
la déscription des vortex est cohérente avec les problemes étudiés en physique. Juste
apres, Bethuel et Riviere [9] ont étudié les vortices d'un probleme variationnel lié & la
supraconductivité.

Durant les vingt dernieres années, I’étude de I'énergie Jq de Ginzburg-Landau avec
champ magnétique (2.1) a été la source d’un nombre considérable de travaux. Le but était
de comprendre mathématiquement les mécanismes d’apparition des vortex, les valeurs
des champs critiques et d’avoir des déscriptions des solutions, de leurs vortex et des
estimations de leur énergie a cette limite. En particulier, dans une série d’articles [36,
37, 38, 39, 40, 41, 42, 43, 44], Sandier et Serfaty ont démontré rigoureusement ’existence

des phénomenes observés par les physiciens tels que I'existence et le calcul de differents
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champs critiques, la quantification des vortex, les phénomeénes de répulsion bord/vortex
(apparition de vortex dans un sous domaine) et vortex/vortex (repartition uniforme dans
le sous domaine), existence et quantification de la circulation autour des vortex. En
effet, si le champ appliqué H est assez faible, on observe que le champ magnétique ne
pénetre pas dans le matériau (c’est U'effet Meissner). Puis au dela d’un champ critique
H., de la forme C(Q2) logx (voir [42, 43]), il se produit une transition de phase et
on observe des filaments de vorticité (ou des vortex) par lesquels le champ pénetre.
Plus le champ est grand et plus les vortex sont nombreux, et comme ils se repoussent,
ils tendent & s’organiser en réseau triangulaire dit “réseau d’Abrikosov”. Pour plus de
détails concernant I’aspect physique, on renvoit a [1, 22, 45, 47, 48]. Il a été prouvé que les
minimiseurs de I’énergie Jo sur H!(Q,C) x H'(£2,R?) n’ont pas de vortex en-dessous de
H.,, puis en ont au-dessus, et qu’ils se répartissent d’abord pres du centre de domaine en
configurations régulieres (polygones, etc), puis de manieére uniforme dans une sous partie
du domaine (ensembles bi-dimensionnels) que 'on peut caractériser par un probléeme a
frontiere libre, pour cela voir [18, 37, 38, 44]. Des résultats de Sandier et Serfaty ont
également été prouvés sur la répartition de vortex de solutions non-minimisantes (voir

[40)).

2.1.2 Modele périodique [Article 1]

Dans [Article 1], on est intéressé a un modele périodique de Ginzburg-Landau avec champ
magnétique. Tel modele périodique permet d’éviter les effets du bord et de mettre 'accent
sur ce qui se passe au coeur du supraconducteur, le “bulk”. Ici on prend x > % et Q = R?,

ceci correspond & un large supraconducteur infini de type II.

Motivation

Soit (u, A) dans 'espace de Sobolev HL (R?, C)x H,} (R?,R?), alors la densité de I'énergie
de Ginzburg-Landau

2

% yvu—iAuy%% b= HP 4+ 5 (1 Juf?)?
est dans L (R?). De plus, cette densité est invariante sous une transformation de jauge
sous la forme (v, B) = (ue'9, B + Vg) avec g € HZ_(R?). Soit V4 et < .,. > désignent
respectivement (—dy, d;) et le produit scalaire dans C identifié¢ avec R?, o V = (9, 9.
Toutes les quantités physiques a savoir |u|, h = rotA et < iu, V g4u > sont invariantes

de jauge. Les équations de Ginzburg-Landau associées sont

Viu=r*u(1—-|u? et —V'h=<iu,Viu> dans R2 (2.3)

En considérant le cas o le champ appliqué H est légerement inférieur & H,., = k2

avec Kk > %, Abrikosov a introduit dans [1] une modélisation spéciale et a prédit une
structure périodique des zéros de u avec (u, A) est une solution de la premiere équation de

Ginzburg-Landau linéarisée en u (en ignorant & droite le terme u |u|?). Un tel (u, A) dit
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1
V2
montré qu’il existe une fonction continue k — H,, (k) telle que des solutions de I’équation

solution d’Abrikosov existe si H = H, et kK > —=. Dans le cas ou k > %, Dutour [21] a
originale (non linéarisée) existent et correspondent aux solutions d’Abrikosov si H est
tel que H,, < H < H.,. Notons que H., et H., sont deux champs critiques et que H,
se comporte comme thn lorsque x — 400. Les solutions d’Abrikosov sont périodiques et
leurs zéros forment un réseau et autour de chaque zéro, v a une charge topologique non
nulle. Ecrivant u = |u| €’ ¥, et dans les coordonnées polaires (r,#) centrées en un zéro de

u, si v > 0 est petit, U'entier

1 =27 390
— — do
2 T /0:0 89 (T7 ) Y

est non nul. Les points ol1 u s’annule sont appelés vortex et 'entier est le degré du vortex.

Pour définir le modele périodique, on utilise les conditions au bord de t’ Hooft [46]
sous lesquelles le vecteur potentiel A et le parameétre d’ordre uw sont périodiques & une
transformation de jauge pres. On fixe le réseau des le début et on se restreint a un
réseau dont le domaine fondamental est un parallélogramme K d’aire 1. Par commodité,
on prend un réseau carré. Notons que nos résultats décrivent des mesures de vorticité
limites et ne semblent pas assez précis pour étre influencés par la géométrie du réseau.
Ceci explique pourquoi nous nous restreignons a un réseau carré de coté 1 généré par
deux vecteurs (@, 7). On note L le groupe de translations genéréés par (i, v). Dans ce
sens, on définit A ensemble de (u, A) € H} _(R?) x H} (R?) tel que pour tous k,l € Z
la configuration (u(. + k@ + 10), A(. + ki + I¥)) est équivalente de jauge a (u, A). 11 est
donc clair que les quantités physiques invariantes de jauge |u|, h = rotA et (iu, Vu)

sont K-périodiques.

Vorticité pour les minimiseurs globaux

Dans toute la suite, on pose € = % Le champ appliqué H est une fonction strictement
positive en £ > 0 et on définit

1
Aey =H — 5]1115\.

Dans [Article 1], on s’est intéressé a 1’étude de
inf Ji(u, A).
nf Jx (u, A)

On démontre en particulier les propriétés bien connues de quantification du flux et d’exis-
tence de minimiseurs (u., Ac) de I"énergie de Ginzburg-Landau Jx sur A. En reprenant
les idées de Sandier et Serfaty et pour des champs appliqués H en particulier de 'ordre
de |lne| avec ¢ — 0, le but principal de I'[Artcile 1] est la recherche de la vorticité
des minimiseurs de ’énergie de Ginzburg-Landau parmi les configurations (u, A) € A.
Connaissant que toutes les quantités physiques sont K-périodiques, il suffit de mesurer
I’énergie de Ginzburg-Landau Jx d’une configuration (u, A) L-périodique sur la période

K (carré de coté 1). Le théoreme essentiel présenté dans [Article 1] est
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Théoréme 1 Soit (ue, A:) un minimiseur de Ji et he = rotA.. On définit

1

=— [ he.
27TK6

Ne
Alors le comportement de he et ne varie par rapport au régime considéré vis a vis du

parametre Ae, comme suit :

1. 8il < Ay < 1/€2, alors, sie — 0,

he

27N,

A
— 1 dans WP pour tout p < 2, et n. = 2%. (2.4)
T

2. Si Aey est borné indépendamment de €, alors aussi pour he dans WP pour tout

p < 2. En particulier, n. est borné indépendamment de €. Si {€} est une sous-

*

res alors

suite telle que {h:}e converge vers hy et Ae, converge a une valeur A
ne — N« € N, le long de la méme sous-suite, alors en particulier n. = n, pour €
assez petit, et il existe ny points distincts {a;}; dans K tels que de plus, si hy est
la limite d’une sous-suite convergente de {h.}., alors n. — n, € N le long de la

méme sous-suite, et il existe n, points distincts {a;}; dans K tels que

M
—Ahy + he =27 ba,. (2.5)
i=1
En plus, dénotant P la famille finie de points dans K et pour p = (p1,p2,- -+ ,Pk) €

P, on considére

W(p) =lm | mnlnp + (/ IVh|? + h?) + n(y — 27Ac) |, (2.6)
=0 K\UiB(pi.p)

avec hy, est l'unique K-périodique solution de —Ahy, 4+ h, = 27 Zle Op,; - Alors,
(a1,az2, - ,apn,) minimise la fonctionnelle W sur P.

Le nombre v dans (2.6) est introduit dans [8], on le définit comme dans [41, Pro-
position 3.11], par

- 9, 11— |U0’2)
v= lim [-7lnR+ |Vug|* + ——F——— |,
R—+o00 B(O,R) 2

avec ug est la solution unique de —Aug = ug(l — |uo|?) dans R? de la forme
ug(r,0) = f(r)e?, avec f: Ry — R,.
3. 1l existe A1 € R tel que si A < Ay et € est suffisamment petit, alors n, = 0.

Dans ce cas, (ue, A:) est équivalente de jauge a la solution de Meissner (1,0).

Remarque 1 Vis a vis le cas 1, la principale différence entre le cas périodique et le cas
d’un domaine borné, c’est que dans le cas périodique la distribution des tourbillons est
toujours uniforme, et donc peut étre décrite par un nombre unique, a savoir le nombre
des vortex. Ceci est une simplification importante par rapport au cas d’un domaine borné
(c-a-d, des travauz de Sandier et Serfaty), avec le fait qu’ici le nombre de vortex est

donné par l'intégrale de h = rotA.
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Remarque 2 Notons que pour (ue, Ac) minimiseur de Jx et pour des valeurs arbitraires

strictement positives des paraméters € and H, on a

L 1
2/ (he — H)? < Jg(ue, Ac) < Jx(1,0) = §H2,
K

ot h. =rotA.. De plus on a
1
0<ne Jr(ue,Ae) < 5H2. (2.7)

Sine =0, alors he = 0, et donc (ue, Ac) est équivalente de jauge a la solution de Meissner
(1,0).

i) Borne supérieure.
Théoreme 1 est démontré par la comparaison de 1’énergie Jx d’une configuration d’essai
appropriée (ve, B:) € A. Dans le cas ou A, < C, qui correspond aux cas 2 et 3, la borne

(2.7) suffit, alors dés maintenant on suppose que

1
1< Ay < .
9

On définit m, comme entier tel que /m. est la partie entiere de

AEZ‘
27
Comme A, tend vers +oo sie — 0, on a
m. ~ Aea?
e ~~ .
27
. 4 . ‘4 i S g
On divise K en m. carrés identiques générés par les vecteurs v, = e et U, = e On

note K. un de ces carrés, a. son centre, et f. la solution dans K., avec des conditions
aux bords périodiques, de I’équation

2T

—Af. =270, — .
fE |KE‘

Il est donc naturel qu’elle peut étre étendue par périodicité a une fonction f. définie sur

tout R et satisfaisant

27
—Afe=2m Z 5a5+kﬁs+lﬁ5 T
kl€Z | K|
De plus, on prend B, : R?> — R? tel que rotB, = \%\ On écrit v, = p.e'%=, on pe

est périodique par rapport aux vecteurs (U, u.), et est défini dans K. par p.(z) =
min(lx_giad, 1) et ot . est telle que —V+f. = V. — B.. En commancant & estimer

I’énergie de Ginzburg-Landau sur K., on arrive a prouver que

Tie(ve, Bo) = L(H? = AZ,) + o(A2,). (28)
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ii) Borne inférieure.

Pour des champs grands. Le cas ou A¢; ~ H, c-a-d, 1 < H <  est simple car dans ce

cas, grace a (2.8), pour (u., A-) minimiseur de Jg on a
Ji(ue, A) = o H?).

De ceci avec (2.1) et (2.3), on peut montrer que

H A h
o =~ 2:6 et Ea — 1 fortement dans H'.

Ne =

Pour des champs petits. Ici on traite les cas restants du Théoreme 1, c-a-d, le cas 1 avec
H = O(]1lne¢l) et les cas 2 et 3. On suppose donc que H < C|Ine|.

Premierement, nous nous rappelons la construction suivante qui peut étre soit adaptée
de [23, 35] ou [41, Théoreme 4.1] au modele périodique. On définit, pour tout r € (0, 1),
Pénergie libre pour (u, A) € A,

1
Fro(u, A K) / \Vu — i Aul® + r?h? + 51— lul?)?, (2.9)

avec la notation h = rotA. En particulier, on a la relation suivante entre F;.. et Jx
Tic(u, A) = Fre(u, A, K) + 5 Loy / h? — H/ (2.10)

Proposition 1 Supposons Jx (ue, Ac) < C|Inel? pour tout e > 0, ot (ue, Ac) € A. Alors
il existe eg > 0 et rg > 0 tel que, pour tout € < g et tout 1 > r > /3, ot C est une
constante universelle, ce qui suit est vETifié.

Il existe une collection de boules fermées disjointes B = {B;}icr qui est périodique
par rapport ¢ K et est finie dans toute partie compacte de R?. En outre, en notant By

une partie minimale de B telle que B = U,c,7By,
1. r(By) =r.
2. {x € R?, ||uc(z)| — 1| > 1/2} C B.
3. Ecrivant dp = deg(us, 0B),

Fpo(ue, A, KN B) > 7D (IHD% - c) , (2.11)

ou D = Z |dp| est supposé différent de 0.
BeBg
4. Finallement,

Fs(usa A&??K)

D<C
|Inel

: (2.12)

ot C' est une constante universelle.

En plus, siry > ro et By, Ba sont les familles correspondantes des boules, alors toute

boule dans Bs est incluse dans une des boules de Bj.

Comme conséquence de la Proposition 1, on a
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Lemme 1 Pour tout (u,A) € A, si {B;}ics est une famille finie de boules fermées
disjointes dans R? tel que |u| > 0 dans K \ U;B; et tel que U; B; n’intersecte pas 0K,

alors

Zdeg(%, OB;) = /K rotA.

On choisit r < i. En utilisant Proposition 1, et avec des choix convenables des parametres

qui interviennent, on arrive & montrer que pour (u., A;) minimiseur de Jg et he = rotA.,

1 1—72
JK(UE)AE) > =21 Aexne + §H2 + 2"" / hg + R, (2'13)
K

ol
R. = 7t|Ine|(de — ne) + wd. <ln£ —C’> , (2.14)

€

avec d- = Y pcp, |dB| et ne = % S5 he.
On distingue deux cas :

e A < C. Ceci correspond aux cas 2 et 3 du Théoreme 1. En combinant (2.13) avec

la borné supérieure (2.7), on a

1—r2
2

/ h? — Cn, (Inne — Cy) < 2wAexn: < Cne.
K

mais l'intégrale de h.? sur K est bornée infrérieurement par 47%n.2

en utilisant I'inégalité
de Cauchy-Schwarz, et donc ceci donne que n. est borné indépendamment de ¢, et alors
he est borné dans L?(K) indépendamment de .

En outre, 'inégalité précedente implique que si Aoy est inférieure & une certaine valeur

Ay € R alors n. = 0 si € est suffisamment petit. Alors

1 1
2/ (he — H)? < Go(ue, A.) < Go(1,0) = §H2
K
implique que he = 0 et |us| = 1, d’olt (ue, Ac) est une solution de Meissner, prouvant

cas 3 du Théoreme.

e 1 < A < C|lne|. Grace a (2.13), on trouve que n./Aex reste borné si e — 0, et
alors he/Aex est borné dans L?(K) indépendamment de ¢. Il reste & identifier la limite
de ne/Aex and he/Aex, qu’on les note n, et h,. Aussi, on peut prouver que n, = hy, = 1.

Pour améliorer la convergence L? & la convergence VVpl’<p2 de h./Aecx (resp. h.) dans
le cas 1 (resp. cas 2) du Théoreme 1, on a recours a estimation Jacobienne classique
de Jerrard et Soner [24], avec un argument de type petite-grande boule ”small-large ball
type argument”. Notons que dans le cas ou H > |Ing|, on a déja prouvé la convergence
H', donc on suppose apres que H < C|Ine].

Pour cloturer la preuve du cas 2 du Théoreme, c-a-d, identifier h, comme minimiseur
d’une certaine énergie renormailisée, dans la terminologie de [8], on a recours & une

combinaison d’une nouvelle borne supérieure faite par construction d’une configuration
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test avec des vortex bien préscrits et d’une borne inférieure étudiée d’une fagon tres fine.
Plus de détails sont donnés lors de la synthese de I'[Article 1].

Comme conclusion, on déduit du cas 1 que la répartition de la vorticité des minimi-
seurs périodiques de I’énergie de Ginzburg-Landau Jg est uniforme et que le nombre des
vortex sur K est de 'ordre de A.; (> 1). Ce dernier résultat est légerement différent &
ceux de Sandier et Serfaty [38]. En effet, ceci est dii a 'absence d’effets de bord dans le
modele périodique. En particulier, si on considére le cas ot 1 < A., < |lng|, ce qu’on
a trouvé contraste avec le travail de Sandier et Serfaty [36], 1a dans le cas d’'un domaine
borné, ils ont trouvé qu’il faut un incrément de In | Ine| pour ajouter un vortex. Du cas 2,

c-a-d, des champs appliqués H legérement proches de H,., = |h;5|, on obtient un nombre

fini de vortex. Ces vortex minimisent 1’ énergie renormailsée W donnée par (2.6), dans
le méme esprit que Bethuel, Brezis et Hélein [8]. Le cas 3 indique que les minimiseurs ne

présentent pas de vorticité.

2.1.3 Vorticité pour certains points critiques, [Article 2]
Dans [Article 2], on prend un champ appliqué H tel que

lim [Ine] _
e—0 H a

A,
avec la condition additionnelle : si A = 0, on impose que H < 6%

Modeéle périodique

Toujours dans le cadre périodique comme dans [Article 1], la premiere partie de ’[Artcile
2] est consacrée a construire une suite de solutions (u., A.) des équations de Ginzburg-
Landau (2.3) telle que dans la limite ¢ — 0 et pour des champs appliqués H bien précis,
les vortex de (ue, A:) sur K (carré de coté 1) se concentrent sur un nombre fini de lignes
horizontales. La méthode consiste & minimiser 1’énergie de Ginzburg-Landau Jg sur Qg,
ou Q. est I’ensemble des configurations (u, A) € A ayant de plus une symétrie par des

translations bien choisies données comme suit

1 - 1
u(w+—,y) = u(z,y) € Y et Aw+ —,y) = Alz,y) + Vé(x,y) Va,yeR?
Dbe DPe
avec £ € H, 1% C(RQ, R) et p- € N est une fonction dépendant de € telle que la limite suivante
existe et ne s’annule pas
Pe

a=27m lim—.
e—0

On note (ue, A;) une suite de minimiseurs de Jx sur l'espace @, alors c’est un point
critique, c-a-d, une solution des équations de Ginzburg-Landau (2.3). On commence par

donner la contruction suivante des boules, adaptée de [23, 35]

Proposition 2 Pour H < C'|In¢|, il existe g tel que sie < gg et (ue, Ac) un minimiseur

de Ji sur Qe, alors il existe un rectangle R' de la forme |z, ﬂc—l—p%[x]y, y+1[z,y € R (sans
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perte de généralité, R est le rectangle )0, p%[x]O, 1]) et une famille de boules disjointes

(Bil = B} (ai,ri)) N de centre a} et de rayon r; satisfaisant
1€ Ng
3
{x S Rl, |u5(x)\ < Z} C UieNEBZ'l, UieNEBZ'l(ail,Ti> C Rl, (2.15)
> 1 <C el e VIME card(N.) < C'|Ine| H, (2.16)
i€N,
Tt (uey A2) > 7 |di] [ el (1 = o(1)), (2.17)

avec d; est le degré de qu—i' restreinte a OB} .

On dit qu'une fonction 7" est R-périodique si T'(x + p%, y) = T(z,y) pour tous z,y €
R2. Pour 1 < j < p., on note Bl (al,r;) la boule extension de Bil(azl,n-) C R! par
R-périodicité dans le rectangle R/ =]j — 1,3[x]0,1[. De plus, on peut associer & un
minimiseur (ue, A;) de ’énergie de Ginzburg-Landau Jg sur Q. une mesure de vorticité

2 ) d (i%g‘)
j=1

. . . PPN €N,
notée v, qui est la mesure extension par K-périodicité a R? de — . Dans

ce sens, le premier théoreme essentiel dans [Article 2] est le suivant.

Théoréme 2 On suppose que A > 0. Soit (ue, Ac) un minimiseur de l’énergie Ji sur
Uespace Q. et h. = rotA.. Alors, il existe foo € HIIOC(RQ) K -périodique et une mesure de

Radon vs sur R? telles que quite & extraire €, de €

h

% — foo locallement faible dans H' (2.18)
Ve, = Voo = —Afoo + foo au sens des mesures. (2.19)

En plus, x — foo(,y) est constante et la restriction de la mesure v sur K est supportée
sur un nombre fini de lignes horizontales telles que la masse de Voo sur chacune est dans

a Z.. Supposons en plus que A < 2 alors si 1 — % >« %_11), on a Voo # 0.

Le Théoreme 2 dit que sur K et dans la limite ¢ — 0, la mesure limite des vortex est
supportée par un nombre fini de lignes horizontales. En outre, elle attribue a chaque
ligne une masse appartenant a « Z. Ensuite, sous une relation bien précise liant A a «,
on prouve que la mesure limite de vorticité n’est pas nulle. Ceci implique plutét qu’il
y a au moins une ligne horizontale de vorticité. Malheureusement, on ne connait pas
explicitement la mesure de vorticité lorsqu’elle est non nulle. Mais, dans le cas ou la
restriction de la mesure limite sur K est portée par une seule ligne horizontale, on peut

préciser la valeur exacte de sa masse.

Le cas ou le domaine est un disque

Dans la deuxieme partie de I'[Article 2], on répond & une question posée par Sandier et

Serfaty dans [40]. En fait, ils ont donné des conditions nécessaires de la densité limite des
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vortex des points critiques de ’énergie Jq, c-a-d, solutions des équations de Ginzburg-

Landau suivantes

VZu ==L u(l—|ul? dans 2
Ju =& u(l~[uP) 220)
—Vth =<iu,Vu—iAu> dansQ
avec les conditions au bord sur 92
h=H
(2.21)

(Vu —iAu).v =0.

Ces conditions incluent la possibilité de densités qui prennent en charge des ensembles
uni-dimensionnels, a savoir des lignes. Toutefois, I’existence de telles solutions reste une
question ouverte. Dans [Article 2], on assure telle existence et on présente une construc-
tion de solutions de (2.20) et (2.21) dont les vortex se concentrent, a la limite de ¢ — 0,
le long des lignes. Cette construction est donnée par la minimisation de 1’énergie de
Ginzburg-Landau dans un espace bien choisi. C’est la premiere fois que de telles solu-
tions sont décrites parce que la densité limite des vortex des solutions connues et qui
sont obtenues par minimisation locale ou globale ont été soutenues sur des ensembles
bi-dimensionnels [36].

Le domaine considéré ici est un disque ouvert 2D, 2 = Br ou R > 0. L’idée consiste en
la construction d’une suite de points critiques (u., A:) de Jq (c-a-d, solution de (2.20) et
(2.21)) telle que dans la limite ¢ — 0, la vorticité de (u., A;) se concentre sur un nombre
fini de cercles concentriques de rayons strictement positifs et de centres, le centre de
disque. Pour cela, on minimise I’énergie Jq parmi les configurations (u, A) € H'(Q,C) x

H' (9, R?) présentant certaines symétries données par
u(xe %) =u(x)e et A(a:e %) =e e Alx)+e @« Vip(z),

avec ¢ € H?(,C) et ¢. € N est une fonction de ¢ telle que la limite suivante existe et

ne s’annule pas

Pour H < C |ln¢| (c-a-d, pour A > 0), on peut construire, a partir d’'un minimiseur
(ue, Ae) de Jq, une mesure de vorticité notée fi. (plus de détails sont présentés lors de
la synthese de I'[Article 2]). Soit h. = rotA., puis, quite & extraire une sous-suite &y,

on montre que la limite faible de hg" dans H'(Q) notée hs est radiale et que la limite

de fic, au sens des mesures de Radon est égale & —Ahy + hoo. Cette mesure limite est
portée par un nombre fini de cercles concentriques de rayon strictement positif et de
centre, le centre du disque. De plus, elle attribue a chaque cercle une masse appartenant
a 2 m 8 Z. Notons que le cas ot —Ahy + hoo = 0 n’est pas exclu. Cependant, sous
certaines hypotheses bien étudiées, la mesure —Ahq, + hoo n’est pas nulle. En effet, on
prouve que pour tout R > 0 et pour tout 5 > 0 petit, il existe une relation bien choisie
liant A a 8 de fagon a ce que
—Ahso + hoo # 0.
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Ceci montre qu’il y a au moins un cercle de vorticité de centre, le centre du disque.
L’inconvénient est qu’ on ne connait pas explicitement la mesure de vorticité lorsqu’elle
est non nulle. Mais, dans un cas tres particulier, si la mesure de vorticité est portée par
un seul cercle avec une masse bien donnée egale a 273, on peut caractériser ce cercle
par la donnée de son rayon qui sera l'unique solution d’un probléme de minimisation.
Signalons que la preuve de ce qui précede nécessite quelques connaissances des propriétés
des fonctions de Bessel [49] modifiées du premier ordre notée Iy et du deuxieme ordre

notée Ky, données comme suit :

0 x?n
Io(z) = nz:% g >0 (2.22)
et - )
Ko(z) = —(m(g) + 7) L)+ (n‘f)w o(n), (2.23)
n=0 :

—_

Oﬁ@(n)=1+§+---+%pourn#O,CI)(O):()et

v= lim (®(n)—Inn).

n—-+4o0o

Notons que {Ip, Ky} forme une base de solutions de 1’équation différentielle
1
y'+-y-y=0.
x

Remarque 3 Dans toute la suite (c-a-d, dans [Articles 3-6]), on prend le champ magnétique

appliqué H variant sous la forme suivante

2.1.4 Vorticité dans le modele de Ginzburg-Landau avec des contraintes
discontinues, [Articles 3-4]

Une motivation dans 'utilisation d’un site d’ancrage avec des inclusions supraconduc-
trices ou des zones de températures différentes consiste en la détection de conditions
détruisant la supraconductivité. Supposons que lors de l'utilisation d’un matériel su-
praconducteur, on désire essentiellement préserver la supraconductivité dans une zone
bien déterminée et que la destruction du caractere supraconducteur dans cette zone peut
entrainer des défaillances ou des dégats du systeme.

Afin de stopper le processus avant que la supraconductivité ne soit détruite dans
la zone ”utile”, on peut placer dans des emplacements ”sans grande importance pour le
processus” des inclusions (de différente température ou d’un autre type de matériel supra-
conducteur) attirant les défauts de vorticité. L’idée est que tant que la supraconductivité
n’est pas détruite dans les inclusions, le processus peut se dérouler sans probleme. Par
contre, des que la supraconductivité commence a étre détruite dans les sites d’ancrage,

afin de sécuriser le processus, il est préférable d’arréter I'utilisation du supraconducteur
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ou de régler les conditions (magnétiques ou du courant appliqué) créant la présence de
défauts de vorticité.

le phénomene d’ancrage modelisé par un terme de chevillage est d a Likharev [31].
Il correspond & remplacer la non linéarité (1 — [|?)? par une non linéarité plus générale

de la forme (p(x) — [1|?)2. Dans ce cas, 1’énergie 2D considérée est
1 , 2 1 2, |1 2\2
Gern(V,A)=5 [ [V —i A"+ [ [h—H["+ = [ (p(x) = [¢[7)",  (2.24)
2 Q 2 Q 4e o)

avec 1 : @ — C, A : Q — R2, h = rotA et une fonction étagée p : Q — R% , cette
modification permet de modéliser les impuretés dans un supraconducteur. Plusieurs in-
terprétations peuvent étre faites d’un terme de chevillage étage :
e un supraconducteur avec des zones de températures differentes.
e un supraconducteur hétérogene, une matrice supraconductrice avec des inclusions constituées
d’un matériel supraconducteur distinct.

L’étude d’un terme de chevillage étagé a été menée dans un premier temps par Ru-
binstein [34] et ensuite poursuivie par André et Shafrir [5] et Lassoued et Mironescu [30].
Dans [Articles 3-4], la fonction p considérée est une fonction étagée. On prend S; une

partie ouverte réguliere telle que S C Q, Sy = Q\ Sy, et

1 sizes,
= 2.25
p(x) { a six €Sy, ( )

avec a € R4 \ {1} une constante donnée.
Le choix précedent de p a des interprétations physiques (voir [26, 34]).
— 57 and Sy correspondent a deux domaines supraconducteurs avec des températures
critiques differentes.
— Le domaine supraconducteur € est le sujet de deux températures differentes dans
les régions 57 et Sz, qui peuvent se manifester par un refroidissemnt ou une chaleur
di(e) au froid ou a la chaleur provenant de Ss.

La minimization de la fonctionnelle G. i donnée par (2.24) aura lieu sur I'espace
H=H'Y(Q,C) x H'(Q,R?).

Ceci veut dire qu’on ne suppose pas a priori des conditions au bord pour des configura-
tions admissibles, mais les minimiseurs satisfaisont des conditions naturelles au bord. On

étudie la nucléation des vortex de v lorsque le champ magnétique appliqué H est tel que

H
lin% ﬁ = XA € R4. On obtient qu’elle dépend fortement du parametre réel a, a voir
e— ne

ceci dans Théoreme 4 et Théoreme 5.

La singularité du potentiel p cause une singularité dans 1’énergie si € — 0 de ’ordre de
e~1, alors que I'énergie diie a la présence de n vortex diverge comme n lne. Dans I'ordre
de séparer les differentes singularités de I’énergie, on prend v. (I'unique) minimiseur po-
sitif de (2.24) si H = 0, I'énergie de v. étant de I'ordre 1. Alors, si (1, A) est une
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configuration minimisante de G g, on trouve

ge,H(¢7H) = gE,O(’Usao) + J_'.E,H <w7A) )

Ve

et la configuration <¢, A> minimise la fonctionnelle F, g introduite au-dessous,
€

. vl
Ferlp, A) = /Q <v§|(v —iA)p|® + ﬁ(l — |¢]?)? + |rot A — H]2> dx. (2.26)

Le premier terme ”The leading order term” de I’énergie minimisante de F g sera décrit
par moyenne d’une énergie auxiliare introduite apres par (2.31). Soit H > 0. On considére
(1, A) un minimiseur de (2.24), alors en s’inspirant d’une méthode de Lassoued et Miro-

nescu [30], on introduit une densité normalisée !

p=2.
UE

Alors, |[¢| <1 et on est ammené & l'analyse de la fonctionnelle F. g (¢, A). Vu que ¢ et
¢ ont les méme vortex, donc étudier la vorticité de (¢, A-) minimiseur de G, y revient &
étudier la vorticité de (¢, A-) minimiseur de la fonctionnelle énergie F; . Cette étude
dépend, si € — 0, du champ magnétique appliqué H.

Un premier travail concernant ’étude de 'apparition des vortex des minimiseurs
de 'énergie G. g donnée par (2.24) est effectué par Kachmar [25, 26], et il a précisé

mathématiquement la valeur du premier champ critique H., qui correspond a
H., ~k.|lne|,

ou

re= g () 227)

avec he : @ —]0, 1] est la solution de 1’équation

1
—div <'LL2Vh€> +h:=0 dansQ, h.=1 sur 9. (2.28)

€
Kachmar [25, 26] a étudié la nucléation des vortex par rapport a la variation du champ
appliqué H. Il a obtenu que leur comportement dépend fortement du parametre a, don-
nant dans certains cas & un phénomene d’ancrage. Dans un cas particulier, en considérant

Q= D(0,1) le disque unité dans R?, et

S1=D(O,R), Sy=D(0,1)\ D(O,R), (2.29)
avec 0 < R < 1, son résultat est le suivant.

Théoreme 3 Soit (Ve m, Ac ) un minimiseur de (2.24). Il existe une constante ag €
10,1[, et pour tout a €]0, ag[, il existe des constantes positives Ay, Ay, €9 et une fonction

10,e0[2 € = ke € R4, 0 < liminf k. < limsup k. < oo, tel que
e—0 e—0

1. A noter que ¢ et ¥ ont les mémes vortex.
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1. Si H < k:|Ine| — A\ In|Ine|, alors ¢ | > \ga in Q0.
2. Si H=rFk:lne|+ An|lne| and A > —\, alors il existe une famille finie de boules
(B(ai(e),ri(€)))icr avec les propriétés suivantes

(a) ) rile) < |lne|™;
el
(5) [l > 2 dans @\ | Blas(@).ri(e))
i€l
(¢) En posant d; le degré de v i /e u| sur 0B(ai(e),ri(e)) si B(as,r;) C Q et 0

ailleurs, alors on a

sup |R—lai(e)|| =0 soe—0;
iel,|d;|>0
(d) Si X > Ay, il existe des constantes positives ¢ et C' indépendentes de € telles

que
cln|lne| < Z |d;| < Cln|lne| Ve €]0,g0].
i

Pour des champs appliqués proches du premier champ critique, [Article 3]

Dans [Article 3], on se concentre au cas ot H est de l'ordre de |Ineg|, c-a-d, de 'ordre
du premier champ critique H,,. Pour cela soit M(2) l'espace des mesures bornées de
Radon sur €2, c-a-d, le dual topologique de C°(Q2). Une mesure p € M(S2) peut étre
répresentée canoniquement comme une différence de deux mesures positives, yp = p+—pi—.
La variation totale et la norme de p, notées respectivement par |u| and ||u||, sont par
définition |p| = py + p— et ||u]] = /(). Etant donné A > 0, on introduit I’ énergie E)
définie sur M(Q) N H~1(2) comme suit. Pour g € M(2) N H~1(Q), soit h, € H(Q) la

solution de

. 1 _
—div (@Vh,J +h, =pn dans Q, (2.30)
h,=1 sur 0Q,
avec p est introduite dans (2.25). Soit F)(u) definie par
Ex\(p) 1/p(a:)| |da:+/( ! IVhu? + |k 1|2> dz (2.31)
p = p —— - : :
’ AJa o \px) " !

Théoréme 4 Etant donné X\ > 0, on suppose que

) H
lim —— =\,
e—=0 | Ing|

alors

fe,H

2 —>E,\

au sens de I'-convergence [18].
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Notons qu’en utilisant (1,0) comme configuration test pour I'énergie F. g, on déduit une
borne supérieure de la forme

FE,H(SOav Aa) < CH27 (2.32)
ol Y, = % et (¢s, Ac) un minimiseur de (2.24). Donc %
la convergence dans Théoreme 4 est précisement décrite par une combinaison des bornes

}-E,H(SD&AE)
H? :

La minimisation de la fonctionnelle (2.31) peut étre caractérisée par la minimisation du

est bien bornée. Ainsi,

inférieure et supérieure de I’énergie minimale

probleme suivant

2
min / <p(x) ‘—div <1Vu> +u+ 1‘ + [Vul® + u|2> dz. (2.33)
u€HZ () o\ A p(z) p(z)
fdiv<ﬁVu>+u€M(Q)

La fonctionnelle ci-dessus étant strictement convexe et est continue, elle admet un mini-
miseur unique, noté u,, et donc de méme pour la fonctionnelle F.
Par conséquent, comme corollaire du Théoréme 4, on peut décrire la mesure limite des

vortex en termes du minimiseur de 1’énergie limite E).

Théoréme 5 Sous les hypothéses du Théoréme 4, si (pe, Ac) est un minimiseur de F. p,
alors dénotant
e = rotA. +rot(ips, (V —iA)pe),

la mesure de vorticité, les convergences suivantes sont vérifiées,

% — ps  dans (CO”(Q))* pour tout v € (0,1), (2.34)

tA
P8, h, faiblement dans H{(Q) et fortement dans WP(Q), V p < 2(2.35)

Ici, py est lunique minimiseur de E.

Notons que p, I'unique minimiseur de I’énergie limite F est la mesure limite des vortex.
Laissez-nous décrire brievement les principaux points de la preuve des Théoremes 4 et 5,
et donc expliquer ce qui est derriere leur énoncé.

Le premier point est 'analyse des minimiseurs de (2.24) quand H = 0. Dans ce cas, quite
a une transformation de gauge pres, ’énergie (2.24) a un unique minimiseur (v, 0) ol ve
est une fonction réelle positive. La décroissance asymptotique de ve si € — 0 est donnée

par le lemme suivant.

Lemme 2 ([27]) Soit k € N. Iis existent des constantes strictement positives g, § et C

telles que, pour tout € €]0, o],

o= (), e raen ()]
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La principale difficulté du passage de G. g (¢, A) & F (e, A) (avec p = ;/’—E) provient
du comportement du poids v., qui a des oscillations rapides et qui sont comparables & e~
proches de la frontiere de S;. Le défi est alors de construire une configuration test avec
des vortex localisés a proximité de 957 et avoir la bonne quantité de I’énergie. Technique-
ment, on fait ceci au moyen d’un potentiel de Green noté G, ayant la bonne quantité dont
nous n’étions pas en mesure de donner un bon controle de celle-ci. Pour dépasser cette

. , . e s In|l R
difficulté, on construit des vortex situés a distance ﬂ;;f' par rapport & 957. Tels vortex

étant prévus, se reposent sur une union de courbes fermées, une borne L' adéquate peut
étre montrée afain de tenir G¢(z, x) sur telle union. Alors, en utilisant un résultat de [26],
cette borne L' nous donne une famille de points séparés comme centres des vortex des
configurations tests. Pour plus de détails, voir en premier [26], puis [Article 3]. Nous uti-
lisons des méthodes appropriées, puis on estime 1’énergie de la configuration construite
a partir du dessus. Cette grossiere analyse effectuée aboutit a la borne supérieure de
I’énergie. Apres, on cherche une borne inférieure de I’énergie. La combinaison des deux
bornes fournit la deuxieéme partie du Théoréme 4. Alors que, la preuve du Théoreme 5

est une combinaison des deux bornes trouvées sur ’énergie minimale.

La derniére partie consiste en une discussion concernant la minimisation de la fonc-
tionnelle (2.31). Le but de cette minimisation est de caractériser . I'unique minimiseur
de Fy, qui donne la répartition limite des vortex dans le domaine §2.

Procédons comme dans [6, 38, 41], on peut trouver une caractérisation équivalente de
h = us+1. On écrit H{(2) Pensemble des fonctions de Sobolev u telles que u—1 € H{ ().

Proposition 3 u, le minimiseur de

1 2
min / <p(x>’—div (Vu) —|—u+1'—|—’vu‘+|u|2> dz,
ueH(Q) o\ A p(x) p(z)

fdiv(ﬁVu)+u€M(Q)

est encore l'unique minimiseur du probléeme dual

2
min /<WU| —|—]v|2+2v> dz
verd(@) Jo \ p(z)

<&

Par exemple, h, = u, + 1 minimise l’énergie,

2

feHl(Q <
(f-1)>

et satisfait —div (ﬁvm) + hye > 0.

Donc, la mesure limite de vorticité

, = —div (1Vh*) 1 h,
p(z)
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est positive, et en accordance avec [38]. Elle peut étre exprimée au moyen de ’ensemble

coincidence wy = w%\ U wf\,

1 1—ho(z) 1

w) = {r €5 :l—h*(x):ﬁ}, wg\:{xegng:ﬁ}, (2.37)
comme suit
e = (1 - pé?) 1y,dx, (2.38)
ou 1,, dénote la mesure de Lebesgue restreinte a wy. De plus, h, résoud le systeéme
suivant
—div (ﬁVh*) + h, =0 dans Q\ w)y
he =1— 4% dans wy (2.39)

h, =1 sur 0f).

La régularité de h, est compliquée. En fait, si wy peut s’intersecter la frontiere intérieure
051, Vh, a des singularités (il est prévu que pour répondre a une condition de trans-
mission , voir le cas radial ci-dessous). Mais, nous savons que dans Uintérieur de S et
de S, h. est C* pour un certain exposant € (0,1). On remarque par exemple que la
mesure u, n’est pas de plus uniforme et c’est qu’elle est discontinue vis a vis le fait que
My = (1 — %) dz dans wi et p, = (1 — %) dz dans w3.

Pour une meilleure compréhension de wy, wi et w}\, on introduit les constantes critiques

suivantes (nous soulignons leur dépendence du parametre matériel a),

1
s (o)

x€S1 p(x)

Ai(a) = Vie{l,2}, Xo(a)=min(Ai(a), A2(a)). (2.40)

Ici, nous rappelons que hg est la solution de —div (le)Vho) +ho = 0dans Q et hg = 1 sur
09. Le principe de maximum donne que 0 < hg < 1 dans Q. On note encore wy = w§ Uw3
I'ensemble wy (4) = w}\o(a) U wio(a) introduit dans (2.63).

La proposition suivante vient d’un principe de maximum faible [28, p. 131], voir [38] pour

plus de détails sur la preuve (modulo quelques ajustments nécessaires).

Proposition 4 1. wy est croissante par rapport ¢ A et Uysowy = €2 ;
2. wi et wi sont disjoints ;

.S A< Ao(a) alors hy = hg, pe =0 et wy =0 ;

(
- 8iA > Ao

3
4. St A= Xo(a) alors hy = hg, ps =0 et wy =wyp ;
5 a) alors py #0 ;

6

. Si A < Ni(a) pour certain i € {1,2}, alors wii(a) = 0.

Suivant l'intérét d’illustrer les résultats ci-dessus, nous donnons une analyse détaillée

de ho dans le cas radial. Pour cela, prenons Q = D(O, 1) le disque unité dans R?, S; =
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D(O,R) et So = D(O,1)\D(O,R) ou 0 < R < 1. Alors, il existe ag € (0, 1) suffisamment
petit (dépendant de R € (3,1)) tel que, pour tout a € (0,ag) on a,

)\2 (a) < /\1 (a),

ot A\1(a) et Aa(a) sont les constantes introduites par (2.40). Remontant au probleme de
nucléation des vortex de I’énergie (2.1.4), on trouve vis a vis du Théoréme 5 que pour

certaines valeurs de
H=MXne|(1+0(1)) (e—=0), Xe(A(a), (a)),

les vortex existent et sont ancrés dans S5. Ce résultat est en accordance avec celui obtenu
par Kachmar dans [25, 26|, ou la nucléation des vortex en proche du champ magnétique

critique (dans le cas du disque) est étudiée en détails.

Pour des champs H tels que |In¢| < H < E%, [Article 4]

Dans [Article 4], on considére la méme énergie étudiée dans [Article 3|, c-a-d, la fonc-
tionnelle G, (1, A) donnée par (2.24). Si (¢, A) minimise (2.24), alors de méme

Ve

gE,H(q;DMH) = g870(/U€70) + FE,H <d}7A> )

et la configuration (1/}, A) minimise la fonctionnelle F; p introduite par
Ve

4
&

Fonloid) = [ (V27— i)pl 4 351 = [ + ot A~ HP) d,

Ici, on se concentre au cas de la phase mixte, c-a-d, le cas ou A = +o0, c-a-d, |Ine| < H,

avec aussi la supposition de plus que H vérifie H < 6% Ceci veut dire que H vérifie

1
|Ine| < H < .
£

Notre motivation est alors d’évaluer 1’énergie minimale F. g (¢e, A-). Notre résultat est

le suivant (dans le méme esprit que [37])

Théoréme 6 Supposons que, si ¢ — 0, |Ine|] < H < 6% Alors, prenons (e, Ae)

minimiseur de Fe g, on a

Fer(pe, Ac) ~ Hln

1
14+ 0o(1 / x)dx. 2.41
. \/ﬁ( (1)) Qp( ) (2.41)
Une conséquence de ce résultat est

Corollaire 1 Avec |Ine| < H < 6%, on a

lim fs,H(@e, Aa)

liy “EET S — ), (2.42)

avec (e, Ae) minimiseur de Fz .
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On remarque que (2.41) est analogue & ce qui est fait par Sandier et Serfaty dans [37].

D’autre part, il est facile de trouver
V( rotA
/ [VrotA)l" + rotA. — HI* < Fep(ee, As).

Dans le cas ot A = 400, c-a-d, pour un champ appliqué H suffisamment grand, Corollaire

1 dit que Fy g (-, Az) = o(H?). Dans [26], on savait que dans ) et pour ¢ petit

min(1,v/a) < v. < max(1,va),

d’ou, % tend fortement vers h, = 1 dans H!. Ainsi, p. = dx (notons que hy et pu,
sont définis dans Théoréme 5). Ceci induit une densité uniforme de vortex dans tout
le domaine 2 indépendamment du parametre a, qui est en contradiction avec Aydi et
Kachmar [Article 3] ou pour des champs appliqués larges (H = A|lne|(1+0(1))) tels que
si A\ est choisi convenablement (fini) et quand le parameétre a est suffisamment petit, les
vortex existent et sont ancrés que dans Ss.

La preuve du Théoreme 6 est obtenue par la donnée en premier lieu d’une borne
supérieure de l'énergie de F. p, qui est présentée par la Proposition 5 et en deuxieme
lieu d’une borne inférieure donnée par le Corollaire 2.

Telle borne supérieure est donnée par construction d’une configuration test qui va

avec la méme idée que [37]. Cette borne est donnée par la proposition suivante.
Proposition 5 Supposons que |Ine|] < H < E% Alors, soit (e, Ac) minimiseur de

Fe H, donc pour tout € petit

Fer(pe, Ac, ) < H(ln

5\}ﬁJrC)/Qp(y)dy.

On se concentre maintenant a la borne inférieure de F; g (¢, A,2) qui doit corres-
pondre a la méme borne supérieure faite précedemment. Pour des champs appliqués
suffisamment grands, le probleme de minimisation de F, y est réduit a celui de minimi-
ser cette énergie sur tout sous-domaine, en d’autres termes le probleme de minimisation
devient local. Alors, nous pouvons effectuer des éclatements ”blow-ups” qui aboutissent
a la borne inférieure convenable (ceci est donné par Proposition 6). Dans ce qui suit,
on note BY = B(x, é) et souvent nous omettons l'indice €, ou x est le centre de cet

éclatement “blow-up”.

Proposition 6 Supposons que |Ine| < H < 6% et (e, Ae) minimise F. . Alors, pour
tout k > 0, il existe 1 € a K % tel que pour tout x € ) avec BE C €2, on a

Fer(pe, Ae, BY) > Hln

1
(1= o(1) / wp)y (2.43)

avec yi(x) est égale 4 une constante ’y,i six €57 et 7,% st x € Sy ot pour tout i = 1,2,

vi — 1 si k — 4o00.
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Comme conséquence de cette proposition, la borne inférieure convenable est donnée par

le corollaire suivant.

Corollaire 2 Sous les hypothéses de la Proposition 6, on a

(1= (1) /Q p(y)dy. (2.44)

Fe (e, Ae, ) > Hln

2.1.5 Vorticité dans le modeéle de Ginzburg-Landau avec poids, [Ar-
ticles 5,6]

Modeéle a deux poids, [Article 5]

Dans [Article 5], on considére 1’énergie de Ginzburg-Landau a poids suivante.

p(z)

Ipq(u, A) = / <|(V —iA)ul* + q(z) |rot A — H|? + R
Q 2¢e

(1— yu|2)2) dz,  (2.45)

avec ) C R? régulier et simplement connexe, et p et ¢ sont des fonctions régulieres de

a valeurs réelles telles que

qgx) > a et B <p(x) <7,

pour tout x € Q2 ou o, § et v sont des réels strictement positifs. A noter qu’on a pris des
poids particuliers dans (2.45), en effet, on a un poids devant le terme magnétique |rotA —
H|? et un autre devant le potentiel (1 — |u|?)?. Le but dans [Article 5] est d’étudier la
vorticité des minimiseurs de I’énergie (2.45) en présence d'un champ magnétique appliqué
H de l'ordre du premier champ critique H,, c-a-d, de l'ordre de |Ine].

A noter que le cas ou p(z) = g(z) = 1 correspond a I’énergie de Ginzburg-Landau
classique étudiée par Sandier et Serfaty [38], c-a-d, celle qui est donnée par 1’équation
(2.1). Notre résultat se fait ainsi de la méme fagon que celui de Sandier et Serfaty. L’interet
est de chercher mathématiquement dans la limite de € — 0, la structure des vortex des
minimiseurs de I’énergie J,, , et voir alors 'influence des poids ¢(z) et p(x).

Pour pu € M(2) N H~1(Q), soit h, € H(Q) la solution de

—Alg(x)(hy —1)] + hy = p dans Q, (2.46)
h, =1 sur 09
Etant donné A > 0, on introduit I’énergie E) définie sur M () N H~1(Q) par
1
BA(n) = 5 [ Inldo+ [ (Vlaa@)(h = DIF + [~ 17) do. (247
Notre résultat essentiel est que si € — 0,
Ip.g
T2 B

au sens de I'-convergence. Cette convergence provient d’'une combinaison d’une borne

e - ) L o, A .
inférieure et une autre supérieure de I’énergie minimale renormalisée % En dénotant

he =rotAs, p(ue, Ae) = he +rot(iugs , (V — 1A )u.), (2.48)
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le champ magnétique induit et la mesure de vorticité respectivement, on a les convergences

suivantes
A
e =: W — ps  dans M(Q), (2.49)
h
Ea — h, faiblement dans H'(Q) et fortement dans W'P(Q), V p < 2.(2.50)

Ici, pe = —A[g(hs — 1)] + hy est Punique minimiseur de E).
La distribution optimale des vortex des minimiseurs a la limite de ¢ — 0 est gérée par

une mesure limite correspondant &
e = Alg(hy — 1)] + h.

Minimisant la fonctionnelle Ey, on peut caractériser u, et h, (pour plus de détails voir
[Article 5]). On en déduit qu’ elle dépend que du poids g(x), plus précisement la fonction p

n’apparailt pas dans la vorticité limite et n’a pas d’influence sur la répartition des vortex.

Modeéle présentant un film mince, [Article 6]

Dans [Article 6], on considére un modele de Ginzburg-Landau présentant un film mince.
Considérons un film fin supraconducteur 3D (tri-dimensionnel) qui occupe le domaine
Qs = O x (—da,da) ou  est un domaine borné régulier 2D, et a est une fonction réguliere
dans © mesurant la variation de ’épaisseur du film telle qu’ils existent des réels ag et aq
avec 0 < ag < a1 tels que 0 < ag < a(x) < aj pour tout € . En prenant les moyennes
intégrales le long de la direction verticale et la mise de § allant vers zéro, il est prouvé
dans [10] que le modele supraconducteur 3D de Ginzburg-Landau de [19, 47] défini sur
Qs peut étre réduit au modele 2D (bi-dimensionnel). Dans ce cas, I’énergie considérée est

la suivante

J.(u) = /Qa(a:) <|Vu Al + 2i&‘2(1 _ yuP)?) dz, (2.51)

avec A.(z) la composante dans R? du potentiel magnétique, vérifiant

—div(a(r)A:) =0, rotA. = H. dans Q
A.v=0 sur 09,

(2.52)

ou H. est le champ magnétique appliqué a la surface du film mince (supraconducteur).
Soit u un point critique de la fonctionnelle J. dans H'(Q), qui satisfait les équations

d’Euler-Lagrange

—(V—iA)a(x).(V —iA)u = %(1 —|ul?)u  dans (2.53)
(Vu —iAu)v =0 sur 09, '

avec v la normale extérieure a Q. Dans [14], Ding and Du ont obtenu une estimation du
premier champ magnétique critique H,,, dans le sens il est la premiere valeur critique du

champ appliqué H., pour laquelle I’énergie minimale (2.51) parmi les configurations sans
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vortex est égale a I’énergie minimale parmi les configurations ayant un seul vortex. En
plus H, correspond a la premiere phase de transition pour laquelle les vortex commencent

a apparaitre dans le supraconducteur. Ils ont montré que H,, a la forme

H. = kqllne| +O(1), (2.54)
ou kg = L ) avec &y est la solution du probleme suivant
2 max | 0 |
eQ  a(x)
—div(%) =—1 dans Q et & =0 sur 0. (2.55)

Des discussions sur 1’état des vortex dans la géométrie du film mince étaient données
dans [1, 15, 19, 29, 33, 47]. Pour les travaux liés a ’analyse mathématique des différents
mécanismes d’ancrage, nous nous référons a [2, 3, 4, 5, 7, 10, 11, 12, 13, 14, 16, 17, 32].
Notre motivation dans [Article 6] est alors d’étudier la nucléation des vortex pour les
minimiseurs de ’énergie J. pour des champs appliqués H, comparables a H,, le premier
champ critique.

Soit ue un minimiseur de J. sur H1(€), qui existe sous les hypotheses (2.52). Pour
étudier la vorticité de u., le point clé est de prendre en premier h. I'unique solution de

h
—div(&):rot(qu,Vug)—rot(A€|u5|2) dans ©Q et h.=H. sur 09Q. (2.56)
a

Ainsi, telle h. vérifie
B Vthe
a(z)
Pour € M(2) N H~Y(Q), soit h, € H'(2) la solution de

= (iug, Vus —iAzu.;) dans Q. (2.57)

—div(vg“) +1=p dansQ, (2.58)
h, =1 sur 09.
On introduit 1'énergie E) définie sur M(Q) N H~(Q)
1 |Vh,|?
E)\,u:/a:cudx+/ P dz. 2.59
) =5 [ o@lnas+ [ B (259)

ue étant un minimiseur de I'énergie J. sur H' (), donc il est facile de trouver que

Jo(uz) < CH2.
Je (ue)

Le premier résultat concerne la I'-limite de I’énergie minimale renormalizée =55~. Pour
€

cela, si € — 0, on prouve que
Je

£

—)E)\

au sens de I'-convergence [18]. Cette convergence provient d’une combinaison de bornes

Je (ue)
HZ

inférieure et supérieure de . En plus, en dénotant h. la solution de (2.56) et

(e, Ag) = he + rot(iue , (V —iAg)u.), (2.60)
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la mesure de vorticité, on a les convergences suivantes

plue, Ac)

7 — ps  dans M(Q), (2.61)

He =:
he
T~ h,. faiblement dans H'(Q) et fortement dans W'?(Q), V p < 2 (2.62)

)

Ici, py = —div(VTh*) + 1 est 'unique minimiseur de Ej.
Telle p, correspond a la mesure limite des vortex, pour la caractériser on a recours a la
minimisation de 1’énergie limite F), et celle-ci peut étre exprimée suivant [38], au moyen

de ’ensemble coincidence wy,
a(z)
wy={z€N : 1-hz)= 1, (2.63)

comme suit ()
a(x

ou 1,, dénote la mesure de Lebesgue restreinte a wy. De plus, h, résoud

—div(%) +1=0 dans Q\ w)
he=1-— % dans w) (2.65)
h, =1 sur Jf2.

Ainsi, dans la limite € — 0, les vortex sont localisés dans la région intérieure w) avec la
densité piy, ot hy =1 — % Dans la région extérieure Q \ wy, il n’y a pas de vortex. On
procéde aussi comme [38, Proposition 1.2] (voir aussi [41]) pour assurer que

i) Q\w, est connexe.

ii)

w,\:(Z)(:>)\<k‘a:;,
0]
eQ a(x)]
ou & est donnée par (2.55).
iii)
A= A> k= ——
7 )]
eQ a(x)]

Comme conclusion, la répartition des vortex dans {2 par rapport au champ appliqué H.
est comme suit : si A < kg, essentiellement les vortex n’apparaissent pas. Alors que pour
A > kg, on a une densité (non-constante) de vortex sur wy et 0 ailleurs, c-a-d, les vortex

existent et sont ancrés dans wy.
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2.2  Quelques contributions en théorie de point fixe et ap-
plications, [Articles 7-12]

2.2.1 Introduction

¢ Principe de Contraction de Banach

Soit X un ensemble non vide et T : X — X une application donnée. Si un point z € X
vérifie Tx = x, on dit que z est un point fixe de T'. Le principe de contraction de Banach
[20], qui garantit 'existence d’un point fixe d’une contraction dans un espace métrique
complet & valeurs dans lui-méme, est certainement le plus connu des théoremes de point

fixe.

Théoréme 7 ([20]) Soit (X,d) un espace métrique complet et T : X — X une applica-
tion telle qu’il existe k € (0,1) tel que

d(Tz,Ty) < kd(z,y), Vz,yeX. (2.66)

Alors, T admet un unique point fize x € X . De plus, pour tout x € X, la suite {T"z}pen

converge vers I.

Le principe de contraction de Banach joue un role trés important en analyse non linéaire.
Ce principe est un outil tres utile dans beaucoup d’applications pour prouver l'exis-
tence et 'unicité de solutions de certains modeles mathématiques, & savoir des équations
intégrales et différentielles, inégalités varialtionnelles, systeémes linéaires, équations ma-
tricielles, aussi pour le théoreme des fonctions implicites.

Notons que l'application T vérifiant (2.79) est Lipshitizienne, donc continue en tout
point de ’espace X. Ceci constitue alors un des défauts de I'utilisation du théoreme de
Banach. En fait, beaucoup de généralisations de ce théoréme existent en littérature ne

nécessitant pas la continuité de I'opérateur T' & chaque point.
¢ Quelques généralisations du principe de contraction de Banach

Dans un espace métrique

Parmi les généralisations du Théoreme 7 (généraliser la contraction (2.79)), Kannan
[52, 53] a montré un théoreme de point fixe pour une application satisfaisant une condition
de contraction qui ne nécessite pas de continuité a chaque point. Le théoreme de Kannan

est le suivant.

Théoréme 8 ([52, 53]) Soit (X,d) un espace métrique complet et T : X — X wune
application telle qu’il existe k € (0, %) tel que

d(Tz,Ty) < kld(z,Tz) + d(y,Ty)], Vaz,yeX. (2.67)

40



Alors, T admet un unique point five © € X . De plus, pour tout x € X, la suite {T"x}pen

CONVETGE VETS XT.

Ainsi, suite & ce fameux travail de Kannan, beaucoup de mathématiciens ont créé de
nouvelles conditions de contraction ne nécessitant pas la continuité de ’application T,
aboutissant toutes a un théoréme de point fixe, qui est obtenu en commencant par tout
point xg € X et en utilisant I'itération de Picard définie par x,,+1 = Tz,. Pour certains
travaux sur ce sujet, voir Reich [85, 86, 87], Chatterjea [30], Zamfirescu [113]|, Hardy et
Rogers [58], Ciri¢ [33, 34], - -
Une comparaison des contractions présentées dans ces papiers se trouve dans le travail
de Rhoades [91]. Dans cette direction, on peut citer aussi les travaux de Meir et Keeler
[65], Dass et Gupta [36], Matkowski [62], Brianciari [27], - --

En 1997, Alber et Guerre-Delabrere [14] ont introduit le concept des contractions
faibles dans des espaces de Hilbert et ont prouvé le théoréeme de point fixe de Banach
[20]. En 2001, Rhoades [92] a trouvé que le résultat de Alber et al. [14] est aussi valable

dans des espaces métriques complets. Le voila.

Théoréme 9 ([92]) Soit (X,d) un espace métrique complet et T : X — X une applica-

tion telle que

d(Tz,Ty) < d(z,y) — p(d(z,y)) YVz,yeX. (2.68)

ot ¢ : [0,00) — [0,00) est une fonction continue et croissante telle que p(t) = 0 si et

seulement si t = 0. Alors, T admet un unique point fixe.

En effet, Alber and Guerre-Delabriere [14] ont supposé une condition supplémentaire sur
¢ qui est tlirn ©(t) = oo. Mais, Rhoades [92] a obtenu le résultat donné par Théoreme 9
—00

sans utiliser telle supposition particuliere.

Définition 1 L’application T' vérifiant (2.68) est dite faiblement contractante. Aussi,

(2.68) est dite encore une contraction faible.

Notons que les contractions faibles sont étroitement liées aux contractions de type Boyd
et Wong [26], et Reich [88], a savoir si ¢ est une fonction semi-continue inférieurement
(par la droite), alors ¥(t) = 1 — ¢(t) est une fonction semi-continue supérieurement (par
la droite), et alors (2.68) devient

d(Tz, Ty) < ¢(d(z,y)).

D’o1, la contraction faible devient de type Boyd et Wong [26], et si 5(t) = 1=e(t) quand

¢
t >0 et 5(0) =0, alors (2.68) est remplacée par

d(Tz,Ty) < p(d(z, y))d(x, y).

Ainsi, la contraction faible devient de type Reich [88].
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Remarque 4 Si on prend ¢(t) = (1 — k)t ou k € (0,1), (2.68) devient d(Tx,Ty) <
kd(z,y) qui correspond a l'inégalité de Banach (2.79). Ainsi, le concept des contractions

faibles généralise (2.79) et aboutit a des résultats de point fixe.

Ultérieurement, beaucoup de résultats de point fixe ont été élaborés pour des contrac-
tions faibles et leurs généralisations. En 2008, Dutta and Choudhury [44] ont prouvé la

généralisation suivante du Théoreme 9.

Théoréme 10 ([44]) Soit (X, d) un espace métrique complet et T : X — X une appli-

cation telle que

Y(d(Tx, Ty)) < P(d(z,y)) — ¢(d(z,y)) YVaz,yeX. (2.69)

ot Y, : [0,00) — [0,00) sont des fonctions continues et croissantes telles que (t) =

o(t) =0 si et seulement sit = 0. Alors, T admet un unique point fize.

Notons que si ¢(t) = t, 'inégalité (2.71) devient (2.68). Alors que si (t) =t et p(t) =
(1 — k)t avec k € (0,1), (2.71) devient (2.79).

L’étude d’existence de point fixe commun d’applications vérifiant de differentes contrac-
tions dans des espaces métriques, a susccité l'interét de beaucoup de mathématiciens.
Avant tout, on donne maintenant la définition de point fixe commun et de point de

coincidence d’applications définies sur un ensemble X non vide.

Définition 2 Soit X un ensemble non vide, N un entier tel que N > 2 et Ty, To, -+ ;TN :
X — X sont des applications données. Si w = Tix = Tox = --- = Tyx pour x € X,
alors x est appelé un point de coincidence ”a coinidencede point” de T1,To,--- ,Tn_1

et Ty. St w = x, alors x est appelé un point fire commun ”common fized point” de
Ty, T2, - ,TN-1 et Tn.

Zhang and Song [115], utilisant une contraction faible généralisée définie pour deux ap-

plications, ont prouvé un résultat de point fixe commun donné par ce qui suit.

Théoréme 11 ([115]) Soit (X,d) un espace métrique complet et T,S : X — X deux

applications telles que

d(Tz, Sy) < M(z,y) — p(M(z,y)) ¥ z,y€X, (2.70)
M(z,y) = max{d(z,y),d(z, Tx),d(y, Sy), d(z, Sy) —; d(Tz,y) s

et ¢ : [0,00) = [0,00) est une fonction semi-continue inférieurement et telle que p(t) =0
si et seulement sit = 0.

Alors, T et S ont un unique point fixe commun u € X, c’est-a-dire, v = Tu = Su.

Prenons ¢(t) = (1 — k)t et S =T dans (2.70), alors on trouve

d(Tz,Ty) < kmax{d(z,y),d(xz,Tz),d(y, Ty), d(z, Ty) ;rd(T:L“,y) ).

Cette inégalité correspond & la fameuse contraction de Cirié [34], qui généralise (2.79).

Juste apres, Dorié [45] a généralisé Théoreme 11.
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Théoréme 12 ([45]) Soit (X,d) un espace métrique complet et T,S : X — X deux

applications telles que

ot

a) ¢ : [0,00) — [0,00) est une fonction continue et croissante telle que ¥ (t) = 0 si et
seulement si t = 0.

a) ¢ :]0,00) — [0,00) est une fonction semi-continue inférieurement et telle que p(t) =0
si et seulement sit = 0.

Alors, T et S ont un unique point fize commun.

Pour certains résultats de point fixe commun, on peut citer, Song [105, 106], Al-Thagafi
et Shahzad [13], Shahzad [99], Hussain et Junck [49] et Beg et Abbas [21]. Aussi, Abbas
and Dori¢ [3], Abbas et Ali Khan [4] et Abbas, Babu et Alemayehu [5] ont obtenu des
résultats de point fixe commun pour certaines contractions faibles généralisées. Aussi,
Zhang [114] a donné une nouvelle contraction pour deux opérateurs dans des espaces
métriques et a prouvé des résultats de point fixe commun. Ensuite, Di Bari et Vetro [41]
ont étendu ces résultats.

En introduisant le concept des applications qui commutent faiblement ”weakly cum-

muting”, Sessa [98] a généralisé le concept des applications qui commutent.

Définition 3 ([98]) Soit X un ensemble non vide et T1,T5 : X — X sont des applica-
tions données.

(1) Ty et Ty se commutent si Tix = Tox pour tout x € X.

(2) Ty et Ty sont faiblement commutatives si ToTix = TiTox pour x € X wvérifiant
Tz =Tsx.

Juste apres, Junck [56] a généralisé cette idée, premieérement aux opérateurs compatibles
[56] et puis aux opérateurs faiblement compatibles [57]. La définition suivante de la notion
de compatibilité pour une paire de fonctions sur un espace métrique est introduite par

Jungck dans [56].

Définition 4 ([56]) Soit (X,d) un espace métrique et f,g : X — X sont des applica-
tions données. La paire {f, g} est dite compatible si lir+n d(fgzn, gfx,) = 0, pour toute
n—-+0oo

suite {xyp} dans X telle que lim fx, = lim gz, =t pourt dans X.
n—-+o0o n—-+0o0o

Exemple 1 ([56]) Soit X = R équipé par la métrique usuelle d(x,y) = |z —y| pour tous
z,y € X. On définit fx = 23 et gr = 2 — x. Soit {x,} dans X telle que liI_’I_l fxn, =
n—-+0o0
lim gz, =t pourt dans X. Alors, nécessairement, t =1 et donc
n—-+00

. . 12
ngrfood(fgxmgfxn)—HEIEOOG\QL'” 1] =0,

ainsi la paire {f, g} est compatible.
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On donne aussi la définition de faible compatibilité.

Définition 5 ([51]) Soit X un ensemble non vide et T1,To : X — X des applications
données. La paire {T1, T} est dite faiblement compatible si TiTot = ToTht, chaque fois
que T1t =Tt pourt in X.

Exemple 2 Soit X = [0,1]. On définit

0 st O§x<%

1 . 1 . 1

s 51 0<z<1 s S Tr=5
Ty(x) = p(z) = Q7 L
1 st =1, g 81 3<x<3
1 st %<x§1,

Il est évident que la paire {T1,Ta} est bien faiblement compatible.
A noter les implications suivantes
Commutativité = Commutativité faible = Compatibilité = Compatibilité faible.

La réciproque des implications précédentes n’est pas vraie en général. La notion de la
compatibilité faible (qui est la notion la plus générale) joue un role essentiel dans la

théorie de 'existence et unicité de point fixe commun.

Dans un espace métrique ordonné

Dans le conteste d’espaces métriques ordonnés, la contraction usuelle (de Banach) est

affaiblie dans l'ordre que l'opératuer T': X — X devient monotone [28].

Définition 6 Soit (X, <) un ensemble partiellement ordonné et T : X — X. On dit que

T est croissante (resp. décroissante) si, pour tout x,y € X,
x<y=Tzx<Ty (resp. Ty <Tx).

L’existence de point fixe dans les espaces métriques partiellement ordonnés a été premierement
étudiée par Turinici [107] ou il a étendu le principe de contraction de Banach dans un es-
pace métrique partiellement ordonné. Depuis 2004, beaucoup de résultats sont apparus en
relation au théoreme de point fixe dans des espaces métriques ordonnés. Ran et Reurings
[84] ont généralisé le principe de contraction de Banach sur des ensembles partiellement
ordonnés avec quelques applications aux équations matricielles linéaires et non linéaires.
Alors que Nieto et Rodiguez-Lépez [76, 77] ont étendu le résultat de Ran et Reurings et
ont appliqué leur résultat pour obtenir une solution unique d’une équation differentielle
ordinaire de premier ordre avec des conditions au bord périodiques. Les deux versions

suivantes du théoreme de point fixe étaient prouvées dans ces papiers.
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Théoréme 13 ([76, 77, 84]) Soit (X,<x) un ensemble partiellement ordonné et soit
d une métrique sur X tel que (X,d) est un espace métrique complet. Soit f : X — X
une application croissante par rapport <x. Supposons que les conditions suivantes sont
vérifiées :

(i) 30 <c<1, d(fz,fy) <cd(x,y) pour tout y <x x,

(i1) Jxog € X tel que xo <x fxo,

(iii) f est continue dans (X,d), ou;

(111°) si une suite {xy} croissante converge a x € X, alors x, <x x pour tout n.

Alors, f a (au moins) un point fire u € X.

Harjani et Sadarangani [59] ont prouvé la version ordonnée (c-a-d, dans des espaces
métriques munis d’une relation d’ordre partiel) du Théoréeme 9, Amini-Harandi and
Emami [12] ont montré la version ordonnée du théoréeme de point fixe de type Reich
[88]. Aussi, Harjani et Sadarangani [60] ont démontré la version ordonnée du Théoreme
10. Dans la méme direction, O’'Regan et Petrusel [82] ont donné quelques résultats d’exis-
tence de solution des équations intégrales de type Fredholm et Volterra. Puis, Nashine
et Altun [72] ont donné une version ordonnée généralisée du résultat de Zhang et Song
présenté par Théoreme 11. D’autres résultats de point fixe dans cette direction ont été
prouvés, par exemple dans [9, 29, 83].

On donne quelques définitions qu’on utilise dans la suite. Soit (X, <) un ensemble
partiellement ordonné. Altun et Simsek [19] ont introduit la définition d’une paire {f, g}

d’applications définies sur X faiblement croissantes comme suit.
Définition 7 Soit T,S : X — X des applications données. On dit que S et T sont

faiblement croissantes si et seulement si, pour tout x € X, on a Tax < STx et Sx < TSx.

Exemple 3 ([19]) Soit X = [1,400) x [1,+00) équipé par la relation d’ordre < donnée
par
(z,y) 2 (z,w) <= ax <z et y<w.

avec < la relation d’ordre usuel. Soit f,g : X — X définies par f(z,y) = (2z,3y) et

g(z,y) = (22, y?). Il est facile de vérifier que f et g sont faiblement croissantes.

Juste apres, Nashine et Samet [73] ont généralisé Définition 7. Pour cela, étant donnée
R:X — X, pour tout x € X, on note R~!(z) la partie de X définie par

R Yz):={uec X|Ru=x}.

Définition 8 ([73]) Soit (X, <) un ensemble partiellement ordonné et T,S,R: X — X
des applications données telles que TX C RX et SX C RX. On dit que S et T sont

faiblement croissantes par rapport a R si et seulement si, pour tout x € X, on a
Tz <y, Yy € R (Tx)
et
Sz < Ty, Vy € R™!(Sx).
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Remarque 5 Si R: X — X est la fonction identité (Rx = x pour tout x € X ), alors
dire que S et T sont faiblement croissantes par rapport ¢ R implique que S et T sont des

fonctions faiblement croissantes.

Exemple 4 ([73]) Soit X = [0,+00) équipé par la relation d’ordre partiel usuel <. On
définit les applications T, S, R: X — X par

e ) T osi 0se<l o |V osi 0sw<l] Re — ? si 0<z<1
0 st 1<z 0 st 1<z 0 s 1<z

S and T sont faiblement croissantes par rapport ¢ R.

En se servant de ces notions, beaucoup de résultats de point fixe commun et de point de
coincidence ont été trouvés. Pour plus de détails, voir [55, 35, 54, 46, 73, 74, 75, 103].

2.2.2 Point fixe commun et point de coincidence pour trois applications

dans un espace métrique ordonné, [Article 7]

Dans [Article 7], on a présenté des résultats de points fixe et de coincidence de trois
applications satisfaisant une certaine contraction (inspirée du travail de Amini-Harandi
et Emami [12]) dans des espaces métriques partiellement ordonnés. Comme application,
on donne un théoreme d’existence d’une solution commune des équations intégrales.
Amini-Harandi et Emami [12] ont défini S comme la classe des fonctions f : [0, co[—

[0, 1] qui vérifient la condition
B(tn,) — 1 implique ¢, — 0. (2.72)
Notre résultat essentiel s’énonce comme suit.

Théoréme 14 Soit (X, =) un ensemble partiellement ordonné. Suppossons qu’il existe
une métrique d sur X tel que (X,d) est complet. On considére f,g,H : X — X des
applications données satisfaisant

(o) fXCHX, gX CHX,

(b) f, g et H sont continues,

(c) les paires {f, H} et {g, H} sont compatibles,

(9) f et g sont faiblement croissantes par rapport a H.

On suppose qu’il existe B € S tel que
d(fr,gy) < B(d(Hz,Hy))d(Hz, Hy), (2.73)

pour tout (z,y) € X x X tel que Hx et Hy sont comparables. Alors, f, g et H ont un

point de coincidence u € X, c-a-d, fu = gu = Hu.

On omet dans les hypotheses du Théoreme 28, la continuité de f, g et H, et la compa-
tibilité des paires {f, H} et {g, H}, et on les remplace par une condition sur ’espace X

dans le but de trouver le méme résultat. Ceci fera ’objet du théoreme suivant.
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Théoréme 15 Soit (X, <) un ensemble partiellement ordonné. Supposons qu’il existe
une métrique d sur X tel que (X,d) est complet. On considére f,g,H : X — X des
applications données satisfaisant

(a) fX CHX, gX CHX,

(b) HX est une partie fermée dans (X, d),

(c) [ et g sont faiblement croissantes par rapport ¢ H.

On suppose qu’il existe B € S tel que
d(fz,gy) < B(d(Hz,Hy))d(Hz, Hy), (2.74)

pour tout (x,y) € X x X tel que Hx et Hy sont comparables,
(d) si{zn} est une suite croissante dans X par rapport a =< telle que z, — z sin — +00,
alors z, = z pour tout n € N.

Alors, f, g et H ont un point de coincidence u € X, c-a-d, fu = gu = Hu.

Maintenant, on prouve un théoreme d’existence et d’unicité d’un point fixe commun.

Théoréme 16 En plus des hypothéses du Théoréme 28, on suppose que pour tout (x,y) €
X x X, il existe u € X tel que fx = fu et fy < fu.
Alors, f, g et H ont un unique point fize commun, c-a-d, il existe un unique z € X tel

que z=Hz= fz=gz.
Un corollaire simple du Théoreme 14 est de prendre H = [x 'identité sur X.

Corollaire 3 Soit (X, <) un ensemble partiellement ordonné. Supposons qu’il existe une
métrique d sur X tel que (X,d) est un espace métrique complet. On considére f,g: X —
X des applications données satisfaisant :

(a) f et g sont continues,

(b) f et g sont faiblement croissantes.

On suppose qu’il existe § € S tel que

d(fr,gy) < Bld(z,y))d(z,y), (2.75)

pour tout (x,y) € X x X tel que x et y sont comparables. Alors, f, g et H ont un point

fixe commun u € X, c-a-d, fu= gu = u.

Remarque 6 Si on prend, g = Ix dans Corollaire 8, on trouve le résultat de Amini-
Harandi et Emami [12].

Application

Comme application du Corollaire 3, on résoud le probleme des équations intégrales sui-

vantes

u(t) = [ Ki(t,s,u(s))ds + h(t), te[0,T]

T (2.76)
u(t) = [y Ka(t,s,u(s))ds + h(t), tel0,T],
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avec T' > 0. Pour cela, on donne un théoréme d’existence pour une solution commune de
(2.76) en utilisant Corollaire 3. Cette application est inspirée des papiers [19, 73]. Soit
X = C(I) Iespace des fonctions continues définies sur l'intervalle I = [0, T]. On considére

la métrique donnée par

d(z,y) = swpla(t) —y(t)], ¥V oy € X,
€

Notons que (X, d) est un espace métrique complet. En outre X = C(I) peut étre équipé

par la relation d’ordre partiel
Ve,ye X, z=y<=z(t) <yt), Vtel.

En plus, dans [76], il est prouvé que (C(I), <) est régulier. On trouve le théoréme suivant

dans [73]

Théoréme 17 Supposons que les hypotheses suivantes sont vérifiées :
i) K1,Ko: I xIxR—Reth:R—R sont continues,

ii) pour tous t, s € I, on a

Ki(t,s,u(t)) < K <t,s, /OT Ki(s,7,u(r))dr + h(s)> ,

Kot s,u(t)) < K <t, s, /OT Kos, 7, u(r))dr + h(s)) ,

ii1) il existe une fonction continue G : I x I — R telle que

|K1(t7 5>$) - KQ(t757y)| < G(t,s)\/ln[(x - y)2 + 1]7
pour toust, s € I et x,y € R tels que y < x,

r 1
iv) Sup/ G%(t,s)ds < —.
ter Jo T

Alors les équations intégrales (2.76) ont une solution u* € C(I).

On prend les quantités

T
fx(t):/o Ki(t,5,u(s))ds + h(t), tel,

T
gx(t) :/0 Ko (t,s,u(s))ds + h(t), tel.

Les fonctions f et g sont faiblement croissantes. On trouve que

d(fz,gy) < vIn[d?(z,y) +1].

Avec un choix de la fonction S telle que
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on a 8 €8, et on peut écrire

d(fz,gy) < Bld(z,y))d(z,y).

Ainsi, toutes les hypotheses du Corollaire 3 sont satisfaites. Alors, il existe u* € C(I), un

point fixe commun de f et g, c-a-d, u* est une solution du probleme (2.76).

Souvent, pour généraliser le principe de Banach classique [20], on a recours a modifier
la topologie de ’espace X dans lequel on étudie ’existence de point fixe. Dans ce qui suit,
on donne des résultats de point fixe pour des differentes contractions dans des espaces X

ayant une topologie un peu particuliere. Les espaces présentés sont les suivants :

— Espace métrique partiel.
— Espace métrique cone.

— Espace métrique généralisé.

2.2.3 Quelques résultats de point fixe dans un espace métrique partiel
(partial metric space), [Articles 8-12]

¢ Introduction

Le concept d’espace métrique partiel était introduit par Matthews [63] en 1994, comme
une étude de la sémantique dénotationnelle des flux des données de réseaux. En fait, il
est largement reconnu que les espaces métriques partiels jouent un role important dans
la construction de modeles dans la théorie de calcul, de la science de I'information, de la
science de la biologie, etc. Pour plus de détails, voir [47, 80, 93, 94, 95, 104]. Matthews a
trouvé une belle relation entre les espaces métriques partiels et les espaces quasi-métriques
a poids. Ces structures ont été appliquées pour obtenir un traitement extensionnel des
flux des données décrites dans [64].

La topologie de tels espaces métriques partiels est un peu particuliere. Précisement, la
distance d’un point a lui méme peut ne pas étre égale a zéro. De plus, la limite d’une suite
convergente n’est pas unique. On commence par donner quelques définitions et propriétés

connues d’espaces métriques partiels.

Définition 9 ([63]) Soit X un ensemble non vide. Une métrique partielle sur X est une
application p: X x X — [0, 4+00) telle que pour tous z,y,z € X :
(pl) 2 =y <= p(z,z) = p(z,y) = p(y,y),
(p2) p(z,z) < p(z,y),
(p3) p(z,y) = p(y, v),
(p4) p(z,y) < p(z, 2) + p(2,y) — p(z, 2).
Un espace métrique partiel est une paire (X, p) tel que X est un ensemble non vide

et p est une métrique partielle sur X.
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Remarque 7 1l est clair que, si p(z,y) = 0, alors de (pl) and (p2), x = y. Mais si z = y,
p(z,y) peut étre différente de 0.

Un exemple de base d’un espace métrique partiel est la paire (R4, p), ou p(z,y) =

max{z,y} pour tous z,y € Ry. On cite encore les exemples suivants.

Exemple 5 ([63]) Soit X = {[a,b], a,b,€ R, a < b} et on définit p([a,bl,[c,d]) =

max{b,d} — min{a, c}. Alors (X,p) est un espace métrique partiel.
Exemple 6 ([50, 63]) Soit X =1[0,1]U[2,3]. On pose p: X x X — [0,00) tel que

[ maxiea) s e £0
P(@y) { lx —y| si {x,y} C[0,1].

Alors (X, p) est un espace métrique partiel.

Chaque métrique partielle p sur X génére une Tj topologie 7, sur X qui a une base, la
famille des p-boulles ouvertes {B,(x,¢), z € X,e > 0}, ot By(z,e) ={y € X : p(z,y) <
p(x,x) + e} pour tous z € X et € > 0.

Si p est une métrique partielle sur X, alors la fonction p* : X x X — R, donnée par

p’(x,y) = 2p(z,y) — p(x, ) — p(y,y), (2.77)

est une métrique sur X.

Soit {z,} une suite dans X. Alors
(i) {zp} converge vers un point = € X si et seulement si p(z,z) = ninioop(x, Tn),
(ii) {x,} est dite une suite de Cauchy s'il existe . m@+wp(xn, Zm) (et est finie),

(iii) (X,p) est dit complet si pour toute suite de Cauchy {z,} dans X converge, par

rapport & 7,, vers un point z € X, tel que p(z,z) = . mli_n)l_i_oop(xn, Tim)-

Lemme 3 ([63]) Soit (X,p) un espace métrique partiel. Alors,

(a) {xn} est une suite de Cauchy dans (X,p) si et seulement si elle est de Cauchy dans
lespace métrique (X, p%),

(b) (X,p) est complet si et seulement si, [’espace métrique (X, p°) est complet. De plus,

lim p°(zp,x) =0 si et seulement si
n—>-+oo

p(z,z) = lim p(x,,z)= lUm p(a,,zm). (2.78)

n—-—+oo n,M—>~+00

Définition 10 ([16]) Supposons que (X,p) est un espace métrique partiel. Une appli-
cation F': X — X est dite continue en © € X, si pour tout € > 0, il existe 6 > 0 tel que
F(Bp(x,0)) C Bp(Fz,e).

Le lemme suivant est facile & montrer.

Lemme 4 Soit (X,p) un espace métrique partiel. F' : X — X est continue si et seule-
ment si, étant donnée une suite {x,} € N et x € X tel que p(x,z) = lir+n p(x, zy),
n—-+00

alors p(Fx,Fx) = lir+n p(Fz, Fxy,).
n—-+0oo
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Matthews [63] a étendu le principe de Banach aux espaces métriques partiels complets,

comme suit.

Théoréme 18 ([63]) Soit (X, p) un espace métrique partiel complet et T : X — X une
application telle qu’il existe k € (0,1) tel que :

p(Tz,Ty) < kp(z,y), Vaz,y€X. (2.79)
Alors, T admet un unique point fize v € X.

Exemple 7 Le voila un exemple affirmant que le principe de Banach n’est pas appliqué,
c-a-d, le théoréme de Matthews [63] dans les espaces métriques partiels est bien une
extension du théoréme de Banach (dans des espaces métriques usuels). On considére

X =1{0,1,2} muni de sa métrique partielle usuelle p: X x X — X donnée par
p(x,y) = max{x,y} pour tous z,y € X.

Prenons f : X — X définie par f(0) = 0, f(1) = 0 et f(2)
hypotheses du théoréme de Matthews sont satisfaites avec ¢ =
point fixe de f).

D’autre part, supposons que le principe de Banach dans les espaces métriques usuels

1. Il est clair que les

% (le point u = 0 est un

est vérifié, c-a-d,
d(fz, fy) < kd(z,y),

avec d la métrique usuelle pour tous x,y € X et tout k € [0,1). En prenant x = 1 et

y =2, on aura 1 < k, ce qui est absurde.

Apres le résultat de Matthews [63], beaucoup de résultats intéressents de point fixe ont
été établis dans des espaces métriques partiels. Pour plus de détails, voir [16, 17, 18, 63,
79, 81, 96, 104, 110].

¢ Point fixe commun pour des applications faiblement compatibles satisfai-

sant des contractions non linéaires et un résultat d’homotopie, [Article 8|

Dans [Article 8], on prouve des résultats de point fixe commun pour des paires d’applica-
tions faiblement compatibles satisfaisant des contractions généralisées dans des espaces
métriques partiels complets. Les théoremes présentés étendent des résultats récents de Al-
tun, Sola et Simsek [18]. De plus, des résultats d’homotopie d’opérateurs sur un ensemble
équipé par une métrique partielle sont donnés.

Soit ® I’ensemble des fonctions ¢ : R — R continues croissantes satisfaisant :
(a) 0 < ¢(t) < t pour tout t > 0,

(b) La série Z ©"(t) converge pour tout t > 0.
n>1
Le théoreme fondamental est
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Théoreme 19 Supposons que A, B, S etT sont des applications définies sur X a valeurs
dans X avec (X, p) un espace métrique partiel complet tels que AX CTX, BX C SX et

p(Az, By) < p(M(z,y)) (2.80)

pour tous x,y € X, ot p € O et

M(o,1) = max { (S0, T). p(Ae. 50), (B T). Jlp(Se. B) + (A Ty)]

Si une des parties AX, BX, TX et SX est fermée dans (X,p), alors

(i) A et S ont un point de coincidence,

(ii) B et T ont un point de coincidence.

Si de plus les paires {A,S} et {B,T} sont faiblement compatibles, alors A, B, T et S

ont un unique point fite commun.

Notons A I’ensemble des fonctions ¢ : R — R continues croissantes satisfaisant :
(I) 0 < ¢(t) <t pour tout ¢t > 0,

W o) = ="

,
(I11) / g(t) dt < oo pour tout r > 0.
0

est décroissante dans (0, +00),

Lemme 5 ([15]) On a A C ©.
Une conséquence immédiate du Théoreme 28 et du Lemme 5 est le résultat suivant.

Corollaire 4 Supposons que A, B, S et T sont des applications de X dans X avec (X, p)
un espace métrique partiel complet tels que A X CTX, BX CSX et

p(Az, By) < o(M(x,y)) (2.81)

pour tous T,y € X, ot p € A et

M (z,y) = max {p(Sw, Ty), p(Az, Sx), p(By,Ty), %[p(sﬂz, By) + p(Az, Ty)]}-

Si une des parties AX, BX, TX et SX est fermée dans (X,p), alors

(i) A et S ont un point de coincidence,

(ii) B et T ont un point de coincidence.

Si de plus les paires {A,S} et {B,T} sont faiblement compatibles, alors A, B, T et S

ont un unique point fize commun.

Comme conséquence du résultat précedent, on obtient une généralisation du théoreme

de point fixe de Ciri¢ [33] dans un espace métrique partiel.

Corollaire 5 (La contraction généralisée de Cirié) Soit (X, p) un espace métrique partiel

complet et T une application sur X satisfaisant

(T, Ty) < ko {ple). ol Ta), DT 5lp(o.T) + p(0. 7o)

pour tous x,y € X, ou k € (0,1) est une constante. Alors T a unique point fixe.
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Remarque 8

e Prenons A = B et S =T = Ix (l'identité sur X ) dans Théoréme 28, on obtient
Théoréme 1 de Altun, Sola et Simsek [18].

e Prenons A = B et S =T = Ix dans Corollaire 5, on obtient aussi Corollaire 2 de
Altun, Sola et Simsek [18].

Application : un résultat d’homotopie

Comme application, on a le résultat d’homotopie suivant.

Théoréme 20 Soit (X,p) un espace métrique partiel complet, U un ouvert dans X et
V un fermé dans X, avec U C V. Soit H : V x [0,1] — X un opérateur tel que les
conditions suivantes sont satisfaites :

(a) x # H(x,t) pour tout x € VAU pour tout t € [0, 1],

(b) il existe p € ® tel que pour tout t € [0,1] et tous x,y € V on a

p(H(z,1), H(y, 1)) < ¢(p(z,y)),
(c) il existe une fonction continue n : [0,1] — R telle que
p(H(z,t),H(x,s)) < |n(t) —n(s)| for all t,s € [0,1] and each x € V,

(d) 9 : [0,400) — [0, 400) est strictement croissante (ici Y(x) =z — @(x)).
Alors H(-,0) a un point fize si et seulement si H(-,1) a un point fize.

En prenant V = U, la fermeture de U dans (X,p), on obtient immédiatement du

Théoreme 20 le résultat suivant.

Théoréme 21 Soit (X,p) un espace métrique partiel complet, U un ouvert de X et
H:U x [0,1] = X un opérateur tels que les conditons suivantes sont satisfaites :

(a) x # H(x,t) pour tout x € OU et tout t € [0,1] (ici OU dénote la frontiére de U dans
X),

(b) il existe p € ® tel que pour tout t € [0,1] et tous x,y € U on a

p(H(z,t), H(y,1)) < ¢(p(z,y)),
(c) il existe une fonction continue n : [0,1] — R telle que
p(H(x,t), H(x,s)) < |n(t) —n(s)| for all t,s € [0,1] pour tout z € U,

(d) 9 :[0,400) = [0, 400) is strictement croissante (ici (x) =z — @(x)).

Alors H(-,0) a un point fize si et seulement si H(-,1) a un point fize.

Remarque 9 En prenant ¢(t) = kt avec k € [0,1) et n(t) =t dans le résultat précédent,
on obtient Théoréme 3 de Altun, Sola et Simsek [18].

93



¢ Point fixe commun pour des contractions faibles généralisées dans des es-

paces partiels ordonnés, [Article 9]

Dans [Article 9], on généralise un résultat de Radenovi¢ et Kadelburg [90] aux espaces
métriques partiels, partiellement ordonnés. De plus, on présente un exemple illustrant
notre résultat et on déduit un théoreme de point fixe commun intervenant une contraction
de type intégral.

Notre théoréme est le suivant.

Théoréme 22 Soit (X, <) un ensemble partiellement ordonné et (X, p) un espace métrique
partiel complet. Soit { f, g} une paire d’applications faiblement croissantes définies sur X .
Suppoons qu’il existe des fonctions V¥ et ¢ telles que que pour tous éléments comparables

z,y € X

b(p(fz,9y)) < (M(z,y)) — (M (z,y)) (2.82)
M(a,) = max {o0). oo fo), plnan), Jlote.gn)+pln ol 283)

et
(a) ¥ : [0,4+00) — [0,+00) est une fonction continue croissante avec ¥(t) = 0 si et

seulement si t = 0,

(b) ¢ : [0,4+00) — [0, +00) est une fonction semi-continue inférieurement avec p(t) =0
si et seulement si t = 0.

Supposons que, soit,

(i) f ou g est continue, soit,

(i) si une suite croissante {xy} converge vers x dans (X,p), alors x, < x pour tout n.

Alors, f et g ont au moins un point fire commun, dire z. En plus, p(z,z) = 0.
Prenons g = f dans Théoreme 22, on obtient

Corollaire 6 Soit (X, <) un ensemble partiellement ordonné et (X, p) un espace métrique
partiel complet. Soit f une application croissante définie sur X telle que xg < fxg pour
un certain xg € X. Suppoons qu’il existe des fonctions ¥ et o telles que que pour tous

éléments comparables ©,y € X

Y(p(fz, fy) <Y(M(z,y)) — (M (z,y)) (2.84)

ol

M) = {p(o). oo fo), o o), 3lotefo) 4o fo)l| @285)

et
(a) ¥ : [0,+00) — [0,+00) est une fonction continue croissante avec Y(t) = 0 si et

seulement sit =0,
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(b) ¢ : [0,400) — [0,+00) est une fonction semi-continue inférieurement avec p(t) =0
si et seulement si t = 0.

Supposons que, soit

(i) f est continue, soit

(ii) si une suite croissante {x,} converge vers x dans (X,p), alors x, < x pour tout n.

Alors, f a au moins un point fize, dire z. En plus, p(z,z) = 0.

Théoreme 23 Supposons que toutes les hypothéses du Corollaire 6 sont satisfaites et
supposons que ce qui suit est vrai : pour des points arbitraires x,y € X, il existe z € X

qui est comparable a la fois a x et y. Alors, le point fixe de [ est unique.

Exemple 8 Soit X = [0, +o0[ équipé par la relation d’ordre partiel usuel <. On considére
la métrique partielle usuelle compléte p définie par p: X x X — [0,4o00] avec p(x,y) =
max{z,y}. On définit

flt)y=3¢2 s 0<t<l1

f)y=3Vt si t>1
On a f(t) < 3t <t pour tout t € [0,+o00[. En particulier, on a p(t, f(t)) =t pour tout

t > 0. Tous les points x,y € X sont comparables, donc par exemple on prend y < x. Il

est clair que

M(x,y) = x.
Pour tout t > 0, on pose
P(t) =t
p(t) = 4t

Les fonctions 1 et ¢ vérifient les conditions (a) et (b) du Théoréme 22. On peut trouver

que

V(M(z,y)) = o(M(z,y)) = $(2) —p(z) =z - 2= 2.

Comme f(z) < %LL‘, donc pour y < x, on a

Y(p(fz, fy) < P(M(x,y)) — p(M(z,y)).

De plus, f est croissante par rapport a < et pour xog = 0, on a zg < fxg. Toutes les
hypotheses du Corollaire 6 sont satisfaites, donc f a un unique point fize dans X, qui est
u = 0.

Soit d la métrique standard donnée par d(x,y) = |x — y| pour tous x,y € X. Notons
3

que siz=1ety=71, ona
3 21 321 3 3 3 3
T/J(d(flafz)) =61 161 ZM(L Z) = p(M(1, Z)) —@(M(1, 1))-

Ceci prouve que la condition contractive du Théoréme 2.1 de Radenovi¢ et Kadelburg
[90] n’est pas satisfaite. Ceci assure que notre Théoréme 22 est bien une généralisation
du Théoréme 2.1 de [90].

95



Application : contraction de type intégral

Comme application, on finit par un autre corollaire du Théoréme 22 qui est le suivant.

Corollaire 7 Soit f et g satisfaisant les conditions du Théoréme 22 sauf que la condition
(2.84) est remplacée par le suivant : il existe une fonction ® positive Lebesgue intégrable
sur Ry telle que fOE O (t)dt > 0 pour tout € > 0 et que

B(o(f2.99)) (M (x.9) (M (x.y))
/ O(t)dt < / O(t)dt — / O(t)dt. (2.86)
0 0 0

Alors, f et g ont au moins un point fize commun.

2.2.4 Quelques résultats de point fixe dans un espace métrique cone
(Cone metric space), [Articles 10,11]

En 2007, Huang et Zhang [48] ont re-introduit la notion d’espace métrique cone (cone

metric space), ot I'ensemble des nombres réels est remplacé par un espace de Banach

partiellement ordonné. Ils ont établi des théoremes de point fixe dans un tel espace.
Soit E' un espace de Banach et P C E. Le sous-ensemble P est dit un cone si

(i) P est fermé, P # () et P # {0g}. Op est Pélément neutre de FE.

(ii) ax 4+ by € P pour tous x,y € P, pour tous a,b > 0.

(iii) PN (=P) ={0g}.

Pour un coéne donné P C E, nous pouvons définir une relation d’ordre partiel < dans F

par rapport a P comme suit
rly<<=y—xcP, z,yclk.

Nous notons x < y pour dire que x < y et x # y. Aussi nous notons z < y pour dire que
y —x € intP, ot intP désigne l'intérieur de P. Le cone P est dit normal, s’il existe une

constante k > 0 telle que
0<z<y<=|zlle<klyle zyekE

Dans ce cas, le réel k est appelé constante normale de P.
Le cone P est dit régulier si pour toute suite croissante qui est majorée est convergente,

c-a-d, si {x,} est une suite telle que

<< <xp <<y

pour un certain y € E, alors il existe z € E tel que ||z, — z||[g — 0 si n — +o0. Par
équivalence, le cone P est régulier si et seulement si toute suite décroissante minorée est
convergente. Il est bien connu que tout cone régulier est un cone normal.

Dans la suite, nous supposons que F est un espace de Banach, P est un cone de F

avec intP # {Og}; et < est une relation d’ordre partiel par rapport a P.
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Définition 11 ([48]) Soit X un ensemble non vide. Supposons qu’une application d :
X x X — FE satisfait

(i) O < d(x,y) pour tous x,y € X et d(z,y) =0 <=z =y.

(i) d(x,y) = d(y, x) pour tous x,y € X.

(iii) d(z,y) < d(z,z) + d(z,y) pour tous x,y,z € X.

L’application d est appelée une métrique cone sur X et le couple (X, d) est appelé espace
métrique cone (cone metric space).

Exemple. Soit £ = R?, P = {(x,y) € E, = > 0g, y > Og}, X = R et 'application
d: X x X — FE définie par

d(z,y) = (lz — y|, |z — y|),
ou « est une constante positive. Alors, (X, d) est un espace métrique cone [48].

Définition 12 ([48]) Soit (X,d) un espace métrique cone, x € X et {x,} une suite de
X. Alors

e La suite {xp}nen converge vers x si
Ve 0p, AN €N, d(xp,z)<e, VYneN
e La suite {xp}nen est de Cauchy si
Ve>0p, AN €N, d(zp,xm) <c, Vn,méeN.
o (X,d) est complet si toute suite de Cauchy dans X est convergente.

Définition 13 ([48]) Soit (X, d) un espace métrique cone et T : X — X une application

donnée. On dit que T est continue en xo € X si pour toute suite {x,} dans X, on a
Ty —> o St — 00 = Tx, = Txy sin — +00.
Si T est continue en tout point xg € X, alors on dit que T est continue sur X.

Divers théoremes de point fixe ont été obtenus dans [48] dans un espace métrique cone.

Dans tous ces résultats, le cone P est supposé normal. Le plus connu est le suivant.

Théoréme 24 ([48]) Soit (X,d) un espace métrique cone, P un céne normal avec une

constante k. Supposons que 'application T : X — X satisfait la contraction
d(Tz,Ty) < cd(z,y), pour tous x,y€ X,

ot ¢ € [0,1) est une constante. Alors, T a un unique point fize dans X . Aussi, pour tout

x € X, la suite itérative {T™x} converge au point fize.
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Juste apres, Rezapour et Hamlbarani [89] ont obtenu des résultats plus forts. D’une part,
ils ont remarqué qu’il n’existe aucun cone normal avec une constante k < 1. D’autre
part, Rezapour et Hamlbarani ont obtenu les mémes résultats de Huang et Zhang, mais
en éliminant I’hypothese de normalité. Pour d’autres résultats sur des espaces métriques
cones, voir [10, 11, 22, 24, 42, 43, 100, 108, 109, 111, 112].

On présente maintenant un exemple assurant que Théoreme 24 généralise bien le

théoreme de Banach usuel donné par Théoreme 7.

Exemple 9 ([48]) Soit E = R? et P = {(z,y) € R?, x,y > 0} un cone normal. Soit
X ={(z,00eR?, 0<z<1}U{(0,2) eR? 0<x<1}. On définitd: X x X - E

par
d((z,0), (y,0))

4
(g!x —yl, |z —yl),

4((0,2), 0.9)) = (}2 = ul, 512 — ),

A, 0), 0,)) = d((0,9), (&, 0)) = (32 + .2+ 3).

Alors, (X,d) est un espace métrique cone complet. Soit Uapplication T : X — X définie
par
1

Alors, T satisfait la contraction

d(T((z1,72)), T((y1,92))) < cd((x1,22), (y1,92)),

pour tous (r1,22), (y1,y2) € X avec ¢ = %. 1l est clair que T admet un unique point
fize dans X, qui est le point (0,0). D’autre part, T n’est pas contractante dans l’espace

métrique usuel, c-a-d, (2.79) n’est pas vérifiée.

La notion de point fixe couplé est introduite en premier par Bhashker et Lakshmikantham
[23].

Définition 14 ([23]) Un élément (z,y) € X x X est dit un point fire couplé d’une
application F : X x X = X si F(z,y) =x et F(y,z) =vy.

Apres le fameux travail de Bhashker et Lakshmikantham [23], Lakshmikantham et Ciri¢
[61] ont défini les notions de point fixe couplé commun et de commutativité de F :
XxX—=-Xetg: X = X.

Définition 15 ([61]) Un élément (z,y) € X x X est dit un point de coincidence couplé
de F: X xX = Xetg: X — X si F(z,y) =gz et F(y,x) = gy.

Définition 16 ([61]) Un élément (z,y) € X x X est dit un point fixe couplé commun
deF: X xX—>Xetg: X— X six=F(z,y) =gz ety=F(y,x) = gy.
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Définition 17 ([61]) Soit X un ensemble non vide. Alors, on dit que les applications
F:XxX —> Xetg: X — X sont commutatives si gF(x,y) = F(gz,gy) pour tous
z,y € X.

Récemment, Abbas, Ali Khan et Radenovié¢ [2] ont introduit le concept de w-compatibilité

comme suit.

Définition 18 ([2]) Les applications F' : X x X — X et g : X — X sont dites w—
compatibles si g(F(x,z)) = F(gz, gx) chaque fois que g(x) = F(z,x).

En se servant de la définition de w-compatibilité, Abbas, Khan et Radenovi¢ [2] ont établi
des théoremes de point de coincidence couplé pour des applications F': X x X — X et
g : X — X satisfaisant une condition de contraction dans des espaces métriques cones.

[Article 13], qui fera l'objet du paragraphe suivant, généralise le papier [2].

¢ Applications w-compatibles, point de b-coincidence couplé et point fixe b-

commun couplé, [Article 10]

Dans [Article 10], on généralise les notions définies dans [2] en introduisant les concepts
d’applications F,G : X x X — X w-compatibles, de point de b-coincidence couplé et de
point fixe b-commun couplé de F,G : X x X — X.

Etant donné X un ensemble non vide. Ces notions sont données par les définitions

suivantes :
Définition 19 Les applications F,G : X x X — X sont dites w-compatibles si
F(G(z,y),Gy, ) = G(F(x,y), F(y,z)),
chaque fois que F(z,y) = G(z,y) et F(y,z) = G(y,x).
Exemple 10 Soit X =R et F.G: X x X = X deux applications définies par
F(x,y) =2 +y* et G(z,y) =2y

pour tous z,y € X. On peut vérifier que (x,y) est un point de b-coincidence couplé de F
et G si et seulement si x = y. En plus, on a F(G(z,z),G(z,x)) = G(F(z,z), F(z,x))
pour tout x € X. Alors F et G sont w-compatibles.

Définition 20 Un élément (x,y) € X x X est dit
(i) un point de b-coincidence couplé des applications F,G : X x X — X si G(z,y) =
F(z,y) et Gy, x) = F(y, ),
(ii) un point fize b-commun couplé des applications F,.G : X x X — X siz =
G(z,y) = F(z,y) ety = G(y,x) = F(y, v).
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Exemple 11 Soit X =R et F,G: X x X — X les applications définies par

2 2
Fle) =sine (14y) et Glog) =+ (5-2)yr1-T

pour tous x,y € X. Alors (3,0) est un point de b-coincidence couplé de F et G.
Exemple 12 Soit X =R et F,G: X x X — X définies comme suit

F(z,y) =3z+2y—6 et G(x,y)=4x+ 3y —9,
pour tous x,y € X. Alors (1,2) un point fize b-commun couplé de F et G.

Dans [Article 13], on a établi des résultats de point de b-coincidence couplé et de
point fixe b-commun couplé dans des epaces métriques cones. Ces résultats présentés
généralisent et étendent des théoremes connus dans la littérature, en particulier les
résultats récents de Abbas, Ali Khan et Radenovié [2] et le résultat de Olaleru [78].

Si (X,d) est un espace métrique cone, nous dotons l'espace produit X x X par la

métrique cone v définie par

v((@,y), (u,v)) = d(z,u) +d(y,v), ¥(z,y), (u,0) € X x X.
Le théoreme essentiel présenté dans [Article 10] est

Théoréme 25 Soit (X,d) un espace métrique cone avec P un céone ayant un intérieur
non vide. Soit F,G : X x X — X des applications satisfaisant

(h1) pour tout (z,y) € X x X, il existe (u,v) € X x X tel que F(x,y) = G(u,v) et
F(y,z) = G(v,u) ;

(h2) {(G(z,y),G(y,x)) : z,y € X} est une partie compléte dans (X x X,v);

(h3) pour tous x,y,u,v € X,

d(F(z,y), F(u,v)) < ard(F(z,y), G(z,y)) + a2d(F(y, ), G(y, x)) + azd(F(u,v), G(u,v))
+ a4d(F(v, ( )) + a5d< ( ) (.%, )) + aﬁd(F(U7 u), G(y7 1‘)) + cwd(F(a:, y)? G(“? 'U))

Glz,y

+ agd(F(y, ) G(v,u)) + agd(G(u,v), G(2,y)) + arod(G (v, u), G(y, z)),
ot a;, 1 = 1,---,10 sont des nombres réels positifs tels que 2}21 a; < 1. Alors F' et
G ont un point de b-coincidence couplé (z,y) € X x X, c-a-d, F(z,y) = G(x,y) et

Fly,z) = G(y, z).

On cite quelques corollaires du Théoreme 25.

Corollaire 8 Soit (X,d) un espace métrique cone avec P un céne ayant un intérieur
non vide. Soit F,G : X x X — X des applications satisfaisant

(h1) pour tout (z,y) € X x X, il existe (u,v) € X x X tel que F(x,y) = G(u,v) et
Fly,z) = G(v,u);
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(h2) {(G(x,y),G(y,z)) : x,y € X} est une partie complete de (X x X, v);
(h3) pour tous z,y,u,v € X,

d(F(z,y), F(u,v)) 2 enld(F(2,y), G(x,y)) + d(F(y, z), Gy, z))]

+ azld(F(u,v), G(u,v)) + d(F(v,u), G(v,uw))] + azld(F(u,v), G(z,y))
+ d(F(v,u), Gy, )] + aa[d(F(z,y), G(u,v)) + d(F(y, z), G(v,u))]

+ as[d(G(u, v), G(z,y)) + d(G(v, u), Gy, 2))],

ouay,i=1,---,5sont des réels positifs tels que 21521 a; < 1/2. Alors F et G ont un point
de b-coincidence couplé (z,y) € X x X, c-a-d, F(z,y) = G(x,y) et F(y,z) = G(y, x).

Remarque 10 Corollaire 8 généralise Théoreme 2.11 de Abbas, Khan et Radenovié [2].

Corollaire 9 Soit (X,d) un espace métrique cone avec P un cone ayant un intérieur

non vide. Soit F,G : X x X — X des applications satisfaisant

d(F(x7 y)a F(“a ’U)) < ald(F(xa y),gx) + a2d(F(y> m),gy) + a3d(F(u7 U)v gu)
+ a4d(F(v, u)? g’l)) + a5d(F(u, U)? ga;) + aﬁd(F(U7 u)a gy) + a7d<F([B, y)v gu)
+agd(F(y, ), gv) + agd(gu, gx) + ai0d(gv, gy),

pour tous x,y,u,v € X, ot a;, 1 = 1,---,10 sont des nombres réels positifs tels que
Z?:1 a; < 1/2. Si F(X x X) C g(X) et g(X) est partie compléte de X, alors F et g
ont un point de b-coincidence couplé dans X, c-a-d, il existe (z,y) € X x X tel que

gr = F(x,y) et gy = F(y,x).

Corollaire 10 Soit (X,d) un espace métrique cone avec P le cone ayant un intérieur

non vide. Soit F,G : X x X — X des applications satisfaisant

d(F(z,y), F(u,v)) < aa[d(F (2, y), gz) + d(gu, gz)] + az[d(F (y, z), gy)
+ d(F(v,u), gv)] + asld(F(u,v), gx) + d(F(z,y), gu)] + as[d(F(v,u), gy)

+ d(F(y,z), gv)] + as[d(F(u, v), gu) + d(gv, gy)],

pour tous z,y,u,v € X, ot «;, 1 = 1,--- .5 sont des nombres réels positifs tels que
SO Ly < 1/2. 8 F(X x X) C g(X) et g(X) est partie compléte de X, alors F et g
ont un point de b-coincidence couplé dans X, c-a-d, il existe (x,y) € X x X tel que

gr = F(x,y) et gy = F(y,z).

Remarque 11 e Prenons as = a4 = ag = ag = 0 dans Corollaire 9, on obtient le
résultat de Abbas, Khan et Radenovi¢ (Théoréme 2.4 dans [2]).
e Prenons ag = a4 = 0 dans Corollaire 10, on obtient le résultat de Abbas, Khan et

Radenovié (Corollaire 2.5 dans [2]).
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Théoreme 26 Soit F,G : X x X — X deux applications satisfaisant toutes les condi-
tions du Théoréme 25. Si F' et G sont w-compatibles, alors F et G ont un unique point
fixe b-commun couplé. De plus, les points fixes b-communs couplés de F' et G sont de la

forme (u,u) pour un certain u € X.

Corollaire 11 Soit F': X x X = X et g : X — X deuz applications satisfaisant toutes
les conditions du Corollaire 8. Si F' et g sont w-compatibles, alors F et g ont un point
fixe commun couplé. De plus, les points fizes communs couplés de F et g sont de la forme

(u,u) pour certain u € X.

Considérons maintenant les applications F,G : X x X — X définies par
F(z,y) = fz et G(z,y) =gz, VY z,y€X,

on trouve le résultat de Olaleru [78].

Corollaire 12 ([78]) Soit (X,d) un espace métrique cone et f,g: X — X des applica-

tions telles que

d(fz, fu) = ad(fz,gz) + axd(fu, gu) + azd(fu, gz)
+asd(fz, gu) + asd(gu, gz) (2.87)

pour tous x,u € X, ot o; € [0,1),s =1,---,5 et Z?:1 a; < 1. Supposons que f et g
sont faiblement compatibles, fX C gX et gX est une partie compléte de X. Alors, les

fonctions f ont g ont un unique point fixre commun.

Maintenant on donne un exemple illustrant nos résultats.

Exemple 13 Soit X = [0, 1] équipé par la métrique standard d(z,y) = |z —y| pour tous
z,y € X. On définit les applications G, F : X x X — X par

T—y S T>Y =osio x>y '

0 st x <y 0 st x <y

G(w,y)={ et F(ar,y)Z{

On va prouver que les hypothéses du Théoréme 25 sont satisfaites.
e Hypothése (h1) :

1l est facile que pour tous x,y € X, il existe u,v € X tels que

e Hypothése (h2) :
On va montrer ge A = {(G(z,y),G(y,x)) : =,y € [0,1]} est une partie compléte de
([0,1] x [0,1],v). Pour cela, on prend ¢ : [0,1] x [0,1] — R?

o(z,y) = (G(x,y),G(y,x)) pour tous x,y € [0,1].
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Comme ¢ est continue et [0,1] est compact, donc A = ¢([0,1] x [0,1]) est compact.
D’autre part, ([0, 1] x [0,1],v) est complet. On en déduit que A est complet.
e Hypotheése (h3) :

Pour tous x,y,u,v € X, on a

d(F(z,y), F(u,v)) = [|F(z,y) = F(u,v)]
< 31G@) - Glu,v)|
_ %d(G(w,y), Clu,v)).
Done, (h3) est satisfaite avec ay = ag = --- = ag = aio = 0 et ag = 1/3.

Toutes les hypothéses du Théoréeme 25 sont satisfaites. Par conséquence, F' et G ont un
point de b-coincidence couplé.
Dans ce cas, pour tous x,y € [0,1], (z,y) est un point de b-coincidence couplé si et

seulement si x =y. De plus, on a
F(G(x,2), G(e,x)) = F(0,0) = 0 = G(0,0) = G(F(x,z), F(z,x)).

Ceci implique que F et G sont w-compatibles. Appliquant Théoréme 26, on obtient l’exis-
tence et l'unicité de point five b-commun couplé de F' et G. Dans cet exemple, (0,0) est

lunique point fize b-commun couplé.

On donne aussi une application illustrant nos résultats.
Application.

Ici on étudie 'existence de solutions d’un systéme d’équations intégrales non linéaires en

utilisant les résultats antérieurs. Pour cela, On considére le systéme suivant
T
G(z,y)(t) = /0 k(t, s)f(s,z(s),y(s)) ds+a(t), (2.88)

T
Gy, x)(t) = /0 k(t,s)f(s,y(s),z(s)) ds + a(t), (2.89)

ot el =[0,T], T>0.
Soit X = C(I,R) l'ensemble des fonctions continues sur I équipé avec la métrique
donnée par

d(u,v) = sup |u(t) —wv(t)| pour tous u,v e X.
te[0,7

On considére les assumptions suivantes :

(a) k: I xI— R (i=1,2) est une fonction continue;
(b) a e C(I,R);

(¢) f:IxRxR— R est une fonction continue;
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(d) G:C(I,R)xC(I,R) — C(I,R) est une fonction satisfaisant : pour tous z,y € C(I,R),
il existe u,v € C(I,R) tel que

T
Glu,v)(t) = A K(t, ) f(s,2(5),y(s)) ds + aft),
T
Gmww=:ékaEM$ﬂmw+w»

pour tout t € I;
(e) Vensemble {(G(x,y),G(y,x)) : x,y € C(I,R)} est fermé;
(f) pour tout ¢t € I, pour tous z,y,u,v € X, on a

[f (&, 2(t), y(t) = f(E,u(t), v(®))] < |Gz, y)(t) = Gu, v)(1)];

(8) sup [k(t,5)| = M < 1/T.
s,tel
On considére 'opérateur F': X x X — X défini par

T
F(x,y)(t) :/o k(t,s)f(s,xz(s),y(s)) ds+a(t), te][0,T].

11 est facile de prouver que (z,y) est une solution de (2.88)-(2.89) si et seulement si (z,y)

est un point de b-coincidence couplé de F' et G. Maintenant on formule notre résultat.

Théoréme 27 Sous les hypothéses (a)-(f), le systéeme (2.88)-(2.89) a au moins une
solution dans C([0,T],R).

¢ Point fixe et point de coincidence dans des espaces métriques cones or-
donnés, [Article 11]

Le but de I'[Article 11] est d’établir des résultats de point fixe et de point de coinci-
dence pour trois opérateurs dans des espaces métriques cones partiellement ordonnés.
Les théoremes présentés étendent certains résultats récents de Choudhury-Metiya [25].
Aussi, comme application on donne l'existence d’une solution commune de certaines
équations intégrales.

Avant de présenter nos résultats, on donne un lemme essentiel de Choudhury-Metiya
[25].

Lemme 6 ([25]) Soit (X,d) un espace métrique cone avec un cone régulier P tel que
d(xz,y) € intP, pour x,y € X avec x # y. Soit ¢ : intP U{0g} — intP U {0g} une
fonction avec les propriétés suivantes :

(P1) ¢(t) = 0f si et seulemenet sit = 0p ;

(P2) o(t) <gt, pourt € intP ;

(P3) soit o(t) <g d(z,y) soit d(z,y) <g ¢(t), pourt € intP U{0g} et x,y € X.
Soit {zy} une suite dans X pour laquelle {d(xy, xn11)} est décroissante. Alors {d(xn, Tnt1)}

est convergente vers soit r = 0, soit r € intP.

Aussi, on cite ce qui suit.

64



Définition 21 ([25])) Soit ¢ : P — P une fonction donnée.

(i) On dit que ¥ est fortement croissante si pour z,y € P, on a
r <py <= P() <py)
(ii) 1 est dite continue en xp € P si pour toute suite {z,} dans P, on a

[2n = 20lle = 0= [[¢(zn) — ¢ (20)ll2 = O.

La définition suivante est une extension de la notion de compatibilité pour une paire
de fonctions dans un espace métrique, introduite par Jungck dans [56] (elle est donnée

dans Définition 4) & un espace métrique cone.

Définition 22 Soit (X, d) un espace métrique cone et f,g : X — X sont des applications
données. La paire { f, g} est dite compatible si lir+n d(fgzn, gfxn) = 0g, pour toute {x,}
n—-+0oo

suite dans X telle que lim fx, = lim gz, =1t pourt dans X.
n—-+00 n——+o0o

Le résultat présenté dans [Article 11] est donné comme suit.

Théoréme 28 Soit (X, =) un ensemble partiellement ordonné. Supposons qu’il existe
une métrique cone d sur X avec un cone P tel que

(a) 'espace métrique cone (X, d) est complet ;

(b) P est un cone régulier ;

(¢) d(z,y) € intP pour tous z,y € X tels que x # y.

Soit T',5,G : X — X des applications données satisfaisant

() TX CGX et SX CGX;

(e) T, S et G sont continues ;

(f) les paires {T, G} et {S, G} sont compatibles;

(g) T et S sont faiblement croissantes par rapport a G.

Supposons que pour tout (z,y) € X x X tel que Gz et Gy sont comparables, on a

B(d(Te, Sy)) < v (;d(m Ga) + d(Sy, Gy)]) ~ o(d(Gr, Gy)), (2.90)

ont: P— Pety:intPU{0g} — intP U{0g} sont des fonctions continues avec les
propriétés suivantes :

(h) 9 est fortement croissante ;

(i) ¢(t) = Op si et seulement si ¢(t) = O si et seulement si ¢t = 0 ;

(j) ¢(t) <g t pour tout ¢t € intP;

(k) soit p(t) <g d(z,y), soit d(z,y) <g ¢(t) pour t € intP U{0g} et z,y € X.

Alors, T', S et GG ont un point de coincidence u € X, c-a-d, Tu = Su = Gu.

Remarque 12 Notons que la notion de faiblement croissante par rapport a G était in-

troduite par Définition 8.
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Remarque 13 Certains corollaires peuvent étre obtenus du Théoréme 28 en considérant

des choix particuliers de T, S et G.

Maintenant, nous omettons dans les hypotheses du Théoreme 28 les deux conditions (e)
et (f), qui correspondent a la continuité de 7', S et GG, et la compatibilité des paires
{T,G} et {S,G}, et on les remplace par d’autres conditions dans le but de trouver le

meéme résultat. Ceci est 'idée du théoreme suivant.

Théoréme 29 Soit (X, <) un ensemble partiellement ordonné. Supposons qu’il existe
une métrique cone d sur X avec un cone P tel que

(a) lespace métrique cone (X, d) est complet ;

(b) P est un cone régulier ;

(c) d(z,y) € intP pour tous z,y € X tels que = # y.

(d) si {z,} est une suite croissante X par rapport a < telle que z, — z quand n — 400,
alors z, = z pour tout n € N.

Soit T, S, G : X — X des applications données satisfaisant :

(e) TX CGX et SX CGX;

(f) GX est une partie fermée de (X, d);

(g) T et S sont faiblement croissantes par rapport a G.

Supposons que pour tout (z,y) € X x X tel que Gz et Gy sont comparables, on a

V((Ta,5) < o (Gd(T0,Go) + A5G ) — pld(Ga.Go)). (291)

on: P— Pety:intPU{0g} — intP U{0g} sont des fonctions continues avec les
propriétés suivantes :

(h) 9 est fortement croissante ;

(i) ¢(t) = Op si et seulement si ¢(t) = O si et seulement si ¢t = 0 ;

(j) ¢(t) <g t pour tout ¢t € intP;

(k) soit p(t) <g d(x,y), soit d(x,y) <p ¢(t) pour t € intP U {0g} et z,y € X.

Alors, T', S et G ont un point de coincidence v € X, c-a-d, Tu = Su = Gu.

Prenons G = Idx dans Théoreme 29, on obtient

Corollaire 13 Soit (X, =) un ensemble partiellement ordonné. Supposons qu’il existe
une métrique cone d sur X avec un cone P tel que

(a) lespace métrique cone (X, d) est complet ;

(b) P est un cone régulier ;

(c) d(z,y) € intP pour tous z,y € X tels que x # y;

(d) si {z,} est une suite croissante X par rapport a < telle que z, — z quand n — 400,
alors z, = z pour tout n € N.

Soit 7,5 : X — X des applications faiblement croissantes. Supposons que pour tout

(z,y) € X x X tel que z et y sont comparables, on a
1
V(T2,5) < o Gld(To5) + )] ) = o(dlo.) (2.92)
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ont: P — Pety:intPU{0g} — intP U {0g} sont des fonctions continues avec les
propriétés suivantes :

(h) 9 est fortement croissante ;

(i) ¢(t) = 0p si et seulement si ¢(t) = Op si et seulement si ¢t = 0 ;

(j) ¢(t) <g t pour tout ¢t € intP;

(k) soit p(t) <g d(z,y), soit d(z,y) <g ¢(t) pour t € intP U{0g} et z,y € X.

Alors, T et S ont un point de coincidence v € X, c-a-d, Tu = Su.

Maintenant, nous allons prouver un théoreme d’existence et d’unicité de point fixe

commun.

Théoréme 30 En plus des hypothéses du Théoréme 28, supposons que pour tout (x,y) €
X x X, il existe u € X tel que Tx = Tu et Ty < Tu. Alors, T, S et G ont un unique

point fixe commun.

Remarque 14 Les mémes résultats restent vrais si on remplace la condition de contrac-
tion (2.90) par

1
ST, 30)) < o Gld(T.Gy) + (51, G2)]) = old(Gr. Gy)
pour tous x,y € X tels que Gx et Gy sont comparables.

Application.

Considérons les équations intégrales

T
u(r) = /0 M (z,s,u(s)) ds, x € [0,T];
(2.93)

T
w(z) = /0 L(z,s,u(s)) ds, z € [0,T],

ou T > 0. L’idée de cette partie est de donner un théoreme d’existence d’une solution de
(2.93) qui appartient & X = C([0,7T],R) (I'ensemble des fonctions continues de I = [0, 7]
a valeurs dans R) en utilisant le résultat obtenu donné par Corollaire 13. Ici, M, L :
I x I xR — R. Le probleme considéré peut étre reformulé dans la maniére suivante :

Soit T',S : X — X les applications définies par, pour tout u € X,
T
Tu(z) = / M(x,s,u(s)) ds, Ve eI
0

and

T
Su(x) :/0 L(x,s,u(s)) ds, Va € I.

Alors, l'existence d’une solution de (2.93) est équivalente a 'existence d’un point fixe

commun de T et S.
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2.2.5 Quelques résultats de point fixe dans un espace métrique généralisé
(generalized metric space), [Article 12]

¢ Introduction

En 1992, Dhage [37] a introduit une nouvelle classe d’espace métrique dite espace D-

métrique donnée comme suit.

Définition 23 ([37]) Soit X un ensemble non vide et soit D : X x X x X — R une
fonction satisfaisant les propriétés suivantes :

(D1) D(z,y,2)=0siz=y=z,

(D2) D(z,y,y) < D(z,2,2) + D(z,y,y) pour tous x,y,z € X,

(D3) D(z,y,z) = D(z,2z,y) = D(y,z,x) = ..., symmelrie dans toutes les trois variables,
(Dy4) D(z,y,2) < G(z,y,a) + D(x,a,z) + D(a,y, z) pour tous x,y,z,a € X.

La fonction D est dite D-métrique sur X, et la paire (X, D) est dite un espace D-

métrique.

Dans [37], le périmetre d’un triangle de sommets z,y et z dans R? fournit un exemple
de D-métrique. Dans une série de travaux, par example dans [39, 38, 40|, Dhage a tenté
de développer des aspects topologiques dans ces nouveaux espaces. Il a prétendu que les
espaces D-métriques généralisent les espaces métriques usuels et est allé a présenter des
résultats de point fixe. Mais en 2005, Mustafa et Sims [67] ont trouvé que la plupart des
structures topologiques des espaces D-métriques ne sont pas vraies. C’est pourquoi, pour
surmonter telle manque, ils ont introduit des espaces métriques plus généralisés. Tels
nouveaux espaces sont appelés espaces G-métriques. Dans ce qui suit, on donne quelques

notations et définitions qui seront utilisées plus tard.

Définition 24 ([68]) Soit X un ensemble non vide et soit G : X x X x X — R une
fonction satisfaisant les propriétés suivantes :

(Gh) G(x,y,2)=0six=y =z,

(G2) 0 < G(z,x,y), pour tous x,y € X with x # vy,

(G3) G(z,z,y) < G(x,y, z) pour tous x,y,z € X with z # vy,
(G4) G(z,y,2) = G(z,2,y) = Gy, z,x) = ..., symétrie dans toutes les trois variables,
(Gs) G(x,y,2) < G(z,a,a) + G(a,y, z) pour tous z,y,z,a € X.

Alors la fonction G est dite une métrique généralisée, ou, plus spécifiquement, une G-

métrique sur X, et la paire (X, G) est dite un espace G-métrique.

Définition 25 Soit (X,G) un espace G-métrique, et soit (x,) une suite de points dans

X, un point x € X est la limite des suites (x,), si  lim  G(z,xn,zy) =0, et on dit
n,m—-+oo

que la suite (x,) est G-convergente vers x ou (x,) G-converge vers x.
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Alors, x,, — x dans l'espace G-métrique (X, G) si pour tout € > 0, il existe k € N tel que

G(x,zp,xm) < € pour tous m,n > k.

Proposition 7 ([68]) Soit (X,G) un espace G-métrique. Alors, les assertions suivantes

sont équivalentes :
1. (xy) est G-convergente vers x ;
2. G(xp,xn, ) — 0 sin — +o00;
3. G(xp,x,x) = 0 sin — +00;

4. G(zp, Tm,x) = 0 sin,m — +oo.

Lemme 7 ([68]) Soit (X,G) un espace G-métrique. La limite d’une suite G-convergente

dans (X, G) est unique.

Définition 26 ([68]) Soit (X,G) un espace G-métrique. Une suite (xy) est dite G-
Cauchy si pour tout € > 0, il existe k € N tel que G(zy, Tm,x;) < €, pour tous n,m,l >
k,c-a-d, G(xp, Tm,x;) — 0 si n,m,l — +o0.

Proposition 8 ([68]) Soit (X,G) un espace G-métrique. Alors, les assertions suivantes

sont équivalentes :
1. La suite (x,) est G-Cauchy.

2. Pour tout € > 0, il existe k € N tel que G(xy, Tm, Tm) < €, pour tous n,m > k.

Définition 27 ([68]) Soit (X,G) un espaces G-métrique et f : (X,G) — (X,G) une
fonction donnée. Alors f est dite G-continue en un point a € X si et seulement si
pour tout € > 0, il existe § > 0 tel que x,y € X et Gla,z,y) < & implique que
G(f(a), f(x), f(y)) < e. Une fonction f est G-continue sur X si et seulement si elle

est G-continuous en tout a € X.

Proposition 9 ([68]) Soit (X,G) un espace G-métrique. Alors, la fonction G(x,y, z)

est suppéremment continue par rapport a chacune de ces variables.

Dans ce qui suit, on présente des exemples d’espace G-métrique.

Exemple 14 ([68]) Soit (X,d) un espace métrique usuel. Si on définit G par
G(z,y,2) =d(z,y) +d(y, z) + d(z, z)

G(2,y,2) = max{d(z,y), d(y, 2),d(z, 2)}

pour tous x,y,z € X, il est bien clair que (X,G) est un espace G-métrique.
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Exemple 15 ([68]) Soit X = {a,b}. On considére G sur X x X x X par
G(a,a,a) = G(b,b,b) =0,
G(a,a,b) =1, G(a,b,b) =2

et on étend G a X x X x X en utilisant la symétrie dans toutes les variables. 1l est facile

de trouver que (X, G) est un espace G-métrique.

Définition 28 ([68]) Un espace G-métrique (X, G) est dit G-complet si pour toute suite
G-Cauchy dans (X, G) est G-convergente dans (X,G).

Mustafa [66] a prouvé un théoréme de point fixe dans un espace G-métrique.

Théoreme 31 Soit (X, G) un espace G-métrique complet et T : X — X une application.
Supposone qu’il existe k € [0,1) tel que

pour tous x,y,z € X. Alors T admet un unique point fixe.

On présente un exemple montrant que le principe de Beanch (sur des métriques usuels)

n’est pas applicable, c-a-d, Théoreme 31 est bien une généralisation du Théoreme 7.
Exemple 16 Soit X ={0,1,2} équipé par la G-métrique donnée par
G(z,y, z) = max{d(z,y), d(y, 2), d(z, 2)}.

On considére Uapplication T : X — X telle que T(0) =0, T(1) =0 et T(2) = 1. Il est
facile que toutes les hypothéses du Théoréme 31 sont vérifiées, et 0 est un point fize de
T.

Mais, pour la métrique usuelle d(x,y) = |x —y|, (2.79) n'est pas satisfaite pour x = 1

et y = 2. Donc, on ne peut pas appliquer le principe de Banach pour cet exemple.

En se basant sur la notion des espaces G-métriques, Mustafa et Sims [67, 68, 70] ont ob-
tenu les premiers résultats de point fixe pour des applications satisfaisant de differentes
conditions de contraction. Beaucoup de résultats de point fixe et de point fixe commun
ont été aussi trouvés dans des espaces G-métriques ordonnés ou pas. Abbas et Rhoades
[6] et Abbas et al. [7] ont donné de résultats de point fixe commun. Aussi, Abbas et al.
[8] ont obtenu des résultats de points périodiques. Egalement, Shatanawi [101] a obtenu
un résultat de point fixe pour des ®-maps dans des espaces G-métriques. Saadati et al.
[97] ont prouvé quelques résultats de point fixe pour certaines contractions dans des es-
paces G-métriques partiellement ordonnés. Pour d’autres résultats dans tels espaces, a
voir aussi [1, 31, 69, 71, 102].

¢ propriété mixte de monotonie

Le concept de la propriété mixte de monotonie "mixed monotone property” d’une appli-

cation a été introduit par Bhaskar et Lakshmikantham dans [23].
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Définition 29 ([23]) Soit (X, =) un ensemble partiellement ordonné. Une application
F: X xX — X a la propriété mizte de monotonie si F(x,y) est monotone croissante

en x et est monotone décroissante en y ; c-a-d, pour tous x,y € X,

x1,x2 € X, 1 Xxo implique F(x1,y) X F(x2,y),

y,y2 € X, w1 Xy2  implique  F(x,y2) X F(x,91).

Lakshmikantham et Ciri¢ in [61] ont introduit le concept de la propriété mixte de
g-monotonie "mixed g-monotone property”. Tel concept généralise celui introduit par
Bhaskar et Lakshmikantham dans [23].

Définition 30 ([61]) Soit (X, =) un ensemble partiellement ordonné. On considére les
applications F' : X x X — X et g: X — X. F a la propriété mizte de g-monotonie
st F(x,y) est monotone g-croissante par rapport a x et est monotone g-décroissante par

rapport a y ; c-a-d, pour tous x,y € X,

T1,T2 S Xa gri j gx2 zmplzque F(:Clvy) j F(x27y)7
y,2 € X, gy1 Jgy2  implique F(x,y2) X F(x,y1).

¢ Point de coincidence couplé d’une application F': X x X — X ayant la pro-
priété mixte de g-monotonie dans des espaces G-métriques ordonnés, [Article
12]

Dans [l'article 12], on a montré des résultats de point de coincidence couplé et de point
fixe commun couplé pour deux applications F' : X x X — X et g : X — X dans des
espaces G-métriques partiellement ordonnés, ou F' a la propriété mixte de g-monotonie
satisfaisant des contractions non linéaires. Nos théoremes étendent des résultats récents
obtenus par Choudhury et Maity [32].

Pour cela on note ® ’ensemble des fonctions ¢ : [0, +00) — [0, +00) satisfaisant

(a) ¢~ ({0}) = {0},
(b) ¢(t) < t pour tout ¢t > 0,
(c) lim+ ¢(r) < t pour tout ¢ > 0.
r—t
Il est bien clair que pour tout £ > 0 on a

lim ¢"(t) = 0.

n—-+o00

Notre premier résultat est

Théoréme 32 Soit (X, <) un ensemble partiellement ordonné et G une G-métrique sur
X telle que (X, Q) est un espace G-métrique complet. Supposons qu’il existe ¢ € ®, des
applications F : X X X — X et g: X — X telles que

G (g, gu, gw) + G(gy, gv, 92)>
2

G (P(w,y), F(u,v), F(w,2)) < ( (2.94)
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pour tous x,y,u,v,w,z € X avec gw = gu = gx et gy = gv = gz. Supposons encore que
F est continue, a la propriété mizte de g-monotonie, F(X x X) C g(X) et g est continue
et commute avec F. S’il existent xo,yo € X tels que gxo < F(z0,y0) et F(yo,x0) = g¥o,
alors F et g ont un point de coincidence couplé, c-a-d, il existe (x,y) € X x X tel que

gr = F(x,y) et gy = F(y,z).

Dans le prochain théoreme, on omet 'hypothéese de la continuité de F'. Pour cela, on

a besoin de la définition suivante.

Définition 31 Soit (X, =) un ensemble partiellement ordonné et G une G-métrique sur
X. On dit que (X, G, <) est régulier si les conditions suivantes sont vérifiées :
(i) si une suite croissante (xy) est telle que x, — x, alors x, < x pour tout n,

ii) si une suite décroissante (y,) est telle que vy, — vy, alors y =X y, pour tout n.
(i) y que Yn — Yy Y2 Yn p

Théoréme 33 Soit (X, =) un ensemble partiellement ordonné et G une G-métrique
sur X tels que (X,G, =) est régulier. Supposons qu’il existe ¢ € ® et des applications
F:XxX—>Xetg: X — X telles que

G (F(z,y), F(u,v), F(w,2)) < ¢ (G@wuvgw) : G(gy,gv,gz>>

pour tous x,y,u,v,w,z € X avec gw =X gu = gx et gy = gv = gz. Supposons encore que
(9(X),G) est complet, F a la propriété mizte de g-monotonie et F(X x X) C g(X). S’il
existent xo,yo € X tels que grg < F(xo,y0) et F(yo,x0) = gyo, alors F et g ont un point

de coincidence couplé.

Remarque 15 Il est prouvé dans [67] que la G-métrique induit naturellement une métrique
dg donnée par dg(z,y) = G(z,y,y) + G(x,z,y). Dans nos résultats (Théoréme 32 et
Théoréme 33), la contraction considérée est de type non linéaire. Alors, l'inégalité (2.94)
ne peut pas étre réduite a toute inégalité de métrique, par exemple avec la métrique dg.
Alors, nos théorémes ne sont pas réduits aux problémes de point fixve dans (X, dg) l’espace

métrique correspondant .
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