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RESUME

L'augmentation constante des débits de transmission desids a fait évoluer les réseaux IP vers
de nouveaux services. La tendance actuelle est a la coneergies réseaux ou chaque opérateur veut
offrir une multitude de services a ces clients. Toutef@snhitrise de la qualité de service reste encore
aujourd’hui un défi majeur pour la recherche. Dans ce coafexs travaux de thése étudient l'influence
des nouveaux protocoles dans la conception de réseauxédtatitalérants aux pannes.

Dans un premier temps, nous nous sommes intéressés aufici@écilu routage dans les réseaux
MPLS (MultiProtocol Label Switching). Dans I'approche st&que du routage IP, chaque paquet est in-
dépendant et les décisions de routage se prennent a chague intermédiaire du réseau. Cependant,
I'engorgement des tables de routage et la gestion de latukdiservice font partie des multiples rai-
sons qui ont motivé I'émergence de protocoles favorisantriécanismes de commutation. C’est le cas
du protocole MPLS qui prévoit que les décisions de routagensrises au niveau du noeuds d’entrée
du réseau. Ainsi, toute une partie du flux est associée a unigtdans le réseau. Pour limiter la taille
des tables de commutation, il est alors nécessaire de ilaiteombre de ces chemins. Cette contrainte
forte sur le support des flux change considérablement la lexitg des problemes de routage. Notre
contribution porte principalement sur la modélisation gesblemes de flot-séparables par des pro-
grammes linéaires en nombres entiers adaptés a une résafxiacte. La nature du probléme nous a
amenés a considérer une généralisation de I'applicatida meéthode du Branch and Price au probleme
du multiflot monorouté.

D’autre part, nous nous sommes intéressés a la contrairtélaiede bout-en-bout. Cette contrainte
est peu étudiée dans la littérature car elle revét un caeantn linéaire et entier trés complexe. Ce-
pendant, nos modéles de fldtsséparables offrent des possibilités intéressantes prer tg délai de
bout-en-bout sur les chemins actifs. Le probléeme de mimitios du délai de bout-en-bout maximal est
alors résolu par combinaison de plusieurs méthodes.






ABSTRACT

The rise of modern broadband communication networks madet®orks evolve toward new ser-
vices. The current trend is the convergence of networks evhach operator wants to offer a multitude
of services to his customers. However, the control over tradity of service is still a major challenge
for research. In this context, these thesis work studietthesnce of the new protocols in the design of
high-speed fault-tolerant networks.

As a first step, we were interested in the specificities ofinguin MPLS networks (MultiProtocol
Label Switching). In the traditional approach of IP routiegch packet is independent and routing deci-
sions are made at each intermediate node of the network. \ovtke bottleneck of traffic routing tables
and the management of the quality of service are among tsemsdhat led to the emergence of proto-
cols supporting mechanisms for commutation. This is the cathe MPLS protocol which provides that
routing decisions are taken at the input nodes of the netwidrs, any part of the stream is associated
with a path in the network. To limit the size of the commutatiables, it is necessary to limit the number
of those paths. This strong constraint on the design of the dlonsiderably changes the complexity
of routing problems. Our contribution focuses on the maodgbf £-splittable flow problems by mixed
integer linear programs adapted to an exact resolution.nbhgre of the problem led us to consider a
broader use of the Branch and Price method with the undgétiaulticommodity flow problem.

On the other hand, we were interested in the end-to-end defsstraint. This constraint is not studied
much in the literature because it takes on very complex im@ad and integer characteristics. However,
our models of:-splittable flow offer interesting possibilities to mandge end-to-end delay on the active
paths. The problem of minimizing the maximum end-to-endchylé$ then solved by a combination of
several methods.
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INTRODUCTION

Cadre général

L'histoire des réseaux de télécommunication s’est fondédasspécialisation des réseaux a un seul
type d'information et un seul type de service : les réseausnancutation de circuit pour la téléphonie,
les réseaux hertziens pour la télévision, les réseaux IPlpswonnées...La souplesse des protocoles
liés a I'Internet, principalement TCPAPleur a permis d’évoluer rapidement pour faire face a la dé-
mocratisation massive de l'informatique. De plus, 'augtagion constante des débits de transmission
des données a fait évoluer les réseaux IP vers de nouveatigeselLa tendance actuelle est alors a la
convergence des réseaux ou chaque opérateur veut offimuliéude de services a ces clients : accés a
internet, téléphonie, télévision interactive, vidéo adandnde, etc...

Cette multiplication des services est accompagnée d'uigemose croissante et diversifiée quant aux
besoins de qualité des transmissions. La notion de quaig&rice permet de formaliser ces exigences
en terme de criteres de performance : bande-passanterdsian, délai de bout-en-bout, taux de perte
des paquets. .. L'architecture classique des réseaux VBJoggpée dans les années 70 et initialement
prévue pour le transfert de données, ne permet plus de gdeaqualité de service nécessaire au bon
fonctionnement de ces nouveaux services. Il a donc été s@nesle définir de nouvelles architectures
réseaux pour répondre & ces nouveaux besoins. En partitipeotocole MPL3propose un compromis
intéressant entre la rapidité des commutations AEMa souplesse du routage IP. De plus, il intégre une
gestion de l'ingénierie de trafic et de la tolérance aux psnmieutefois, la maitrise de la qualité de
services reste encore aujourd’hui un défi majeur pour leeretie.

Les opérateurs de télécommunication ont toujours soupaiigoser des services performants pour
des codts les plus faibles possibles. lls ont alors été peudss’intéresser et a s'impliquer dans les
domaines de recherche touchant a I'optimisation des reséas évolutions considérables du monde
des télécommunications ont renouvelé leur intérét danétietes d’optimisation pour une construction
et une utilisation performantes de leurs réseaux. Les r@eanomiques liés au modéle concurrentiel et
le développement de réseaux de plus en plus complexesptiblee de transporter des flux de natures
trés variées, ont également motivé I'élaboration de madedphistiqués et d’algorithmes de résolution
adaptés.

Transmission Control Protocol / Internet Protocol
2MultiProtocol Label Switching
3Asynchronous Transfer Mode

15



16 Introduction

Présentation des travaux

Dans ce contexte, ces travaux de thése étudient l'influees@aoluveaux protocoles dans la concep-
tion de réseaux haut débit tolérants aux pannes. En caiiibpravec nos partenaifedu projet PRE-
STO?, nous avons étudié les différentes problématiques soesquar I'optimisation du routage des flux
de données dans les réseaux de télécommunication. Erufiarfioous avons proposé un modele d’'op-
timisation du routage sur un réseau multicouche MPLS sur WPknant en compte a la fois les
spécificités du routage MPLS, le partage des contraintesléi@nhce aux pannes entre les couche et les
contraintes de délai de bout-en-bout. Devant la compleikibé tel modéle, nous nous sommes proposés
d’étudier deux des principales difficultés.

Dans un premier temps, nous nous sommes intéressés auficigécilu routage dans les réseaux
MPLS. Dans I'approche classique du routage IP, chaque pagtiendépendant et les décisions de rou-
tage se prennent a chaque nceud intermédiaire du réseauidrad®multiflots utilisée en optimisation
des réseaux convient parfaitement pour la modélisatiorsllex. Cependant, 'engorgement des tables
de routage et la gestion de la qualité de service font paggentultiples raisons qui ont motivé I'émer-
gence de protocoles favorisant les mécanismes de comamut&iest le cas du protocole MPLS qui
prévoit que les décisions de routage soient prises au ngeaweuds d'entrée du réseau. Ainsi, toute
une partie du flux est associée a un chemirLabel Switch Pat{LSP) dans le réseau. Pour limiter la
taille des tables de commutation, il est alors nécessailiniter le nombre de ces LSP. Cette contrainte
forte sur le support des flux change considérablement la lexitgpdes problémes de routage.

Pour modéliser cette contrainte, Badtial.introduisent la notion de fldt-séparable consistant en un
flot routé sur au plug chemins [BKS05]. Les travaux présentés dans la littérgiareent généralement
sur la complexité des problemes de fleséparable et leur résolution par des algorithmes d'approx
mation [BKS05, KS06, MS06]. D’autres travaux étudient ldugtion du nombre de chemins portant
du flot par des heuristiques [BOdKKO01, DM07, MTUPO4]. Notamtribution porte principalement sur
la modélisation des problémes de flétséparables par des programmes linéaires en nombressentier
adaptés a une résolution exacte. La nature du probléeme ramemés a considérer une généralisation
de I'application de la méthode dgranch and Priceau probleme du multiflot entier [AdC03, BHV0Q].

D’autre part, nous nous sommes intéressés a la contraimtélaiede bout-en-bout. Cette contrainte
est peu étudiée dans la littérature car elle revét un caeacti linéaire et entier trés complexe [BaOO06].
Cependant, nos modéles de flbtséparables offrent des possibilités intéressantes gwar g délai de
bout-en-bout sur les chemins actifs. Le probléeme de mimitios du délai de bout-en-bout maximal est
alors résolu par combinaison de plusieurs méthodes : laauéttu Branch and Price, I'algorithme de
Shahrokhi—Matula [SM90], I'algorithme de Frank—Wolfe [54].. . .

La complexité du probléme se retrouve dans l'instabilitén@rique de notre approche. C’est pour-
guoi nous I'avons comparée avec une résolution similairprdbléme de minimisation du délai moyen.
Cette démarche offre un bon compromis entre la qualité detiets calculées et des temps de calcul
acceptables. Notre approche semble alors étre une piétessainte pour de futurs travaux de recherche.

“I'INRIA Sophia-Antipolis et 'ENST Paris.

SProtection et sécurisation des nouvelles architectureés#mux. Projet de I'ACI CNRS Sécurité Informatique.
http://ww- sop.inria.fr/mscotte/ PRESTQ

SWavelength Division Multiplexing
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Organisation du manuscrit

Ce mémoire est composé de quatre chapitres dont voici umédsemé.

Le chapitre 1 présente plus en détail le protocole MPLS et son influence teproblémes de
conception de réseaux. Nous introduisons également lestdbjet I'existant en matiére d’optimisation
dans les réseaux de télécommunication. Nous discutonfteefessmodéle de routage multicouche dans
un réseau MPLS sur WDM développé avec nos partenaires det B-BESTO. Ce modéle est le point
de départ des différentes problématiques étudiées daokdedires suivants. Enfin, nous détaillons les
notions de base de théorie des graphes et de programmataird nécessaires a la compréhension de
ce manuscrit.

Le chapitre 2 définit la notion de flok-séparable. Nous rappelons également les principauxaésul
de complexité et propriétés de ces flots. C'est égalemerddsion d'évoquer les relations entre les flots
et les coupes. Plusieurs résultats classiques dans cerdoswmit étendus a différentes natures de flot.
Enfin, nous détaillons les différents modéles que nous aéués. Notre démarche a été d'étudier dans
un premier temps 'ajout de cette nouvelle contrainte s&r probléme classique d’optimisation. C'est
pourguoi nous présentons nos modeles dans le cadre dupmble flotk-séparable maximal. Puis,
nous avons généralisé notre approche a d’autres problésfést d-séparable.

Le chapitre 3 rentre dans les détails de la méthode de résolution de typeelbrand price. Cela
comprend aussi bien la résolution du sous-probléme de aimrede colonnes que les différentes regles
de branchement ou différentes améliorations. Enfin, nauthns les résultats numériques obtenus sur
différentes topologies de graphes.

Le chapitre 4 présente notre étude de la contrainte de délai de bout+&n-Aprés une introduction
aux différentes méthodes employées, nous détaillons @uposition au sein de notre algorithme. Les
résultats numeériques illustrent la complexité du probléRwir établir une comparaison, nous avons uti-
lisé une résolution approchée qui propose des solutionsi@éédydans des temps d’exécution beaucoup
plus faibles.






CHAPITRE 1

RESEAUX HAUT DEBIT ET SECURISATION

L'essor des réseaux de télécommunications a considérabtemodifié la conception des cceurs de
réseaux. En augmentant le trafic, elle a rendu cruciaux sgmes de dimensionnement et de routage.
Elle a également contribué a la diversification des offreeda tarification en fonction du service et de la
gualité. En effet, tout opérateur se doit maintenant dioffne certaine qualité de service et d'assurer la
fiabilité de son réseau. Celle-ci peut étre variable en fonaiu type de demande, allant d’une protection
avec garantie absolue de connexion (exemple : chirurgistardie) jusqu’a I'absence de protection. C’est
pourquoi la communauté scientifique cherche a répondreraligmes liés a la tolérance aux pannes des
nouveaux réseaux de télécommunications, aussi bien aaunies technologies physigues qu’au niveau
des protocoles et des services. Dans cet optique, I'tETFis en place le groupe de travail MPLS
(MultiProtocol Label Switchingchargé de développer un nouveau protocole apportancbefté de la
commutation de la couche de liaison a la couche réseau.®’patt, I'actuelle gestion de la tolérance
aux pannes s’effectue généralement sur des couches sgpané@inant un surdimensionnement des
réseaux. La gestion de la sécurisation sur I'ensemble deshes d'un réseau est aujourd’hui au coeur
des problématiques de recherche dans le domaine des réseaux

Ce chapitre présente les activités liées a la conceptiofskaux haut débit et les différentes mé-
thodes de sécurisation. Pour cela, nous présentons lepl®®lPLS et ses implications dans les nou-
veaux sujets de recherche. Nous expliguons notammentyaiusg protocole change considérablement
les problémes classiques d’optimisation dans les résé&msuite, nous présentons un état de I'art des
différentes études et des différentes approches proppséds communauté scientifique. Puis nous dé-
taillons un modéle de collaboration multi-couche de la géation. Enfin, nous présentons les notions
de bases de l'optimisation dans les réseaux nécessaireomfaéhension des modéles et algorithmes
du manuscrit.

Internet Engineering Task Forcgroupe international qui participe & I'élaboration deng&rds pour I'lnternet.

19



20 Chapitre 1. Réseaux haut débit et sécurisation

1.1 Le protocole MPLS

1.1.1 Motivation

Au début des années 1990, les télécommunications vocales lignes spécialisées représentaient
la majeure partie du trafic. Des infrastructures résealastejue SONET/SDHSynchronous Optical
NETwork/Synchronous Digital Hierarchypportent justement pour ce type de trafic une garantie sur
le niveau de performance et de fiabilité. Mais depuis le mitdes années 1990, le trafic de données a
trés rapidement augmenté, au point de dépasser le trafi; edbaatte tendance ne semble pas faiblir.
Le besoin de transporter plus de données pour un co(t le gilig fpossible a poussé les opérateurs
de télécommunications a chercher de nouvelles solutimmntdogiques aussi bien au niveau des infra-
structures que des protocoles utilisés.

La conception d'architecture réseaux s’opére par couclabsttaction successives. Chaque couche
correspond a une fonction particuliére et utilise les sewide la couche inférieure pour offrir des ser-
vices & la couche supérieure. Pour assurer l'interconnedés réseaux, I''S©a développé a la fin des
années 1970 le modéle de référence Rldn Systems Interconnectio@e modéle, constitué de sept
couches, permet de délimiter les fonctions assurant lgifomement d'un réseau et les grands principes
de coopération entre les couches. Il reste toutefois un lmadéorique puisqu’en pratique une couche
peut couvrir plusieurs fonctionnalités.

Ainsi les architectures les plus courantes associent legtiémnalités de différents protocoles (cf.
figure 1.1). La couche IPirfternet Protocadl offre un support au développement d’applications et de
services pour les utilisateurs. Lingénierie de trafic eflmlité de service sont assurées par la couche
ATM (Asynchronous Transfer MogéePuis la couche SONET/SDH gére le transport des flux ATM sur
le réseau optigue WDMWavelength Division MultiplexingUne telle architecture est difficile a étendre
pour une grande quantité de données et s'avere inefficangdint de vue économique. Généralement,
ces remarques sont valables pour tout type de réseauxcoulthes car une seule couche peut limiter
toute l'architecture réseau dans sa mise a I'échelle, dnissipour des raisons techniques qu’écono-
miques. D’autre part, 'acheminement des données est soaifencapsulation des paquets : chaque
couche ajoute des informations de contrble qui induiseetaumcharge du réseau et un traitement plus
complexe aux noeuds intermédiaires.

C’est pourquoi la tendance actuelle est a la simplificatiercet empilement de couches. Pour cela,
il est nécessaire de développer des protocoles capablesitdaliver les fonctionnalités de plusieurs
couches. Ainsi, MPLS apporte a la couche IP une gestion dedhté de service et de I'ingénierie de
trafic plus flexible que les solutions proposées par ATM. Denmédes fonctionnalités de SONET/SDH
comme les mécanismes de tolérance aux pannes sont trasstasmuche WDM grace a des évolutions
technologiques. D’autres fonctionnalités telles que tenfitage des flux pour leur transmission physique
n'ont pas pu étre adaptées aussi rapidement, nécessittligdtion d’'une couche SONET réduite nom-
méethin SONET [Gro04]. Ainsi, la suppression des couches interaii fait tendre les architectures
réseaux actuelles vers le couple IP sur WDM [Liu02, RLAO4].

Ce modeéle IP/WDM a l'intérét d’associer les capacités déssamce des réseaux optiques face a
'augmentation continue du trafic Internet, et la flexikilides protocoles de contréle IP. Les investis-

2International Standards Organisation
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sements des principaux opérateurs de télécommunicat@nmblent d'ailleurs porter actuellement sur
I'apport de la fibre optique directement chez I'utilisateDrautre part, les offresnulti play, Internet,
téléphonie, télévision, vidéos a la demande, font convedegedifférents types de trafic (données, voix,
vidéo) sur la couche IP.

1999 2000 2001 2002

o
=

DWDM
w/optical switching

DWDM

w/optical switchnig

10z

FiG. 1.1 — Evolution des architectures réseaux (inspiré de [BMb]).

Historiquement, les réseaux de télécommunications seceostruits sur une grande variété de solu-
tions technologiques et de réseaux, qui se sont dévelogpésécessairement de souci d'interopérabi-
lité ni d’interconnexion. Le regroupement de fonctiontéediévoluées au sein de la couche IP nécessite
alors la coopération de ces moyens en dépit de la multiplies protocoles et avec le souci de faire face
a la demande croissante en débit.

C’est dans ce contexte que plusieurs entreprises ont gipéeldes solutions propriétaires comme,
par exemple, « Tag Switching » de Cisco, « ARIS » d’'IBM, et «I<Sslitched Router » de Toshiba. En
1997, 'ETF forme le groupe de travail MPLS afin de dévelapgtaenormaliser ces différentes approches.
L'un des objectifs initiaux est d’accélérer le traitemeas gaquets dans les équipements intermédiaires
en désengorgeant les tables de routage. Avec le développel@eouteurs extrémement performants,
cet aspect est passé au second plan. Depuis, c'est I'erselmisies fonctionnalités qui donne tout son
intérét a MPLS avec notamment les possibilités suivantes :

e L'ingénierie de trafic (raffic Engineeriny): MPLS permet d’assurer une certaine qualité de service
et d'affecter des critéres de performance a différentessekade trafic. Ces regroupements de trafic
s'établissent en fonction des contraintes de qualité demtep définissant une classe de service
(class of serviceCoS).

e Les réseaux privés virtuels : MPLS permet aux opérateurésiaux de créer des tunnels IP sans
utiliser de systémes de cryptage ou d’applications spéeifiq

e Réduction du nombre de couches : MPLS permet de déployeumgldes fonctionnalités des
protocoles comme SONET/SDH et ATM sur la couche 3, simpliféansi la gestion du réseau.

1.1.2 Description du protocole MPLS

Le couple de protocoles TCP/IPransmission Control Protocol / Internet Protogalest développé
dans le cadre d'études sur les réseaux a transfert de pateet®ncept de réseaux interconnectés,
Internet, initié au milieu des années 70 par le DARB&fence Advanced Research Projects Ageacy
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largement contribué a son essor, si bien qu'ils sont devenymssage quasi-obligé pour les protocoles
de la couche applications tels que HTTP, FTP, SMTP, etc .pefidant, les applications récentes ont des
besoins croissants en terme de qualité de service, d’'iegérde trafic et de maintenance des réseaux.
Les chercheurs et les opérateurs de réseaux ont alors éevkide nouveaux protocoles comme MPLS

[RvCO1].

1.1.2.1 Routage IP classique

Le protocole IP effectue un routage des paquets non fialierdle modéle « best effort » et dans un
mode non connecté. Le service est dit non fiable car la rerfésepas garantie. Le modeéle « best effort »
signifie que la remise est effectué « au mieux », sans gamdmtipialité de service, sans distinction de
priorité entre les paquets et sans ressources préallduégsaquet peut étre perdu, dupliqué ou remis
hors séquence. Le mode non connecté signifie que I'émetiseirses paguets sans prendre contact avec
le récepteur. Ainsi, les paquets constituant un méme messay indépendants les uns des autres. Les
paquets d’un méme flux peuvent donc emprunter des chemfésetifs.

Pour déterminer ces chemins et acheminer I'informatioavets différents sous-domaines intercon-
nectés, le protocole IP a choisi la souplesse du routagetdmdat de la puissance de la commutation.
Le principe du routage nécessite que chaque paquet soit deufadresse compléte du destinataire.
Chaque nceud de transfert intermédiaire, appelé routeitigéterminer le prochain relais (ou next-hop)
le plus approprié pour que le paquet rallie sa destinatioor Bela, il dispose d’'une table de routage qui
lui permet d’'associer I'adresse indiquée dans le paquepl{igénéralement un préfixe de I'adresse)
avec I'un de ses ports de sortie. Pour construire et maimtatie table, le protocole IP peut utiliser
différents protocoles de routage dynamique tels que OSPén Shortest Path FirsRIP, Routing In-
formation Protocal IS-IS, Intermediate System to Intermediate Systeaur le routage intra-domaine
ou BGP,Border Gateway Protocppour le routage inter-domaine. La souplesse de routagmpée par
ces protocoles a néanmoins un co(t en terme de ressourchimeden effet, les préfixes d'adresses IP
stockés dans la table de routage étant de longueur variabdedee n’étant pas imposé, le routeur doit
examiner I'ensemble de la table de routage pour décidetegemtrée correspond au mieux a I'adresse
de destination du paquet.

D’autre part, avant d’envoyer le paquet au prochain relaisjuteur doit modifier certains champs de
I'en-téte IP comme les adresses MA@ddia Access Contrpldestination et source ou le temporisateur
TTL (Time To Live. Effectué sur 'ensemble des paquets d'un méme flux, cétieet peut s'avérer
gourmande en ressources. Enfin, il faut prendre en consiméta taille des adresses dans la recherche
de la bonne sortie de la table de routage. Dans IPv4, |'aggeds routage est établie sur 4 octets. IPv6
nécessite 16 octets alors que pour commuter un paquet ARyngchronous Transfer Mop24 ou 28
bits suffisent et pour la commutation des relais de trafes{e relay entre 10 et 23 bits sont utilisés.
La décision de router prend donc du temps et en pratique, mstate que, pour une puissance donnée,
un commutateur atteint un débit dix a cinquante fois supérdecelui d'un routeur. Cependant, cette
différence a tendance a se réduire avec I'apparition deasuosigigabit, résultats des progrés dans le
domaine des circuits VLSMery-Large-Scale IntegratigriPuj00].
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1.1.2.2 Commutation de labels

L'idée fondamentale de MPLS est de combiner la souplesseutage et la puissance de la com-
mutation pour transporter des paquets IP (voir d’autresdypur des sous-réseaux travaillant en mode
commuté. Pour cela, il remplace les mécanismes traditisrdeeroutage par des mécanismes plus ra-
pides, basés sur la commutation ldbels Ainsi, 'adresse de destination n’est analysée qu’undeseu
fois par le routeur d’entrée du domaine MPLS (routegress. Celui-ci détermine le chemin ou LSP
(Label Switch Pathque doit emprunter le paquet et lui impose un label de téikke A I'intérieur du
domaine MPLS, un nceud de transfert (L&Rbel Switching Rout®iexamine le label entrant du paquet
et sa table de commutation puis remplace ce label par un $aiint et transmet le paquet au relais
suivant correspondant. Enfin, le dernier routeur du domisiReS (routeuregres$ enléve le label pour
transmettre en sortie le paquet tel gu'il est entré. Ainddmaine MPLS est transparent pour les paquets.
Ce schéma de consultation et de transfert MPLS offre la pitisside contrdler explicitement le routage
en fonction des adresses source et destination, faciétast I'introduction de nouveaux services IP.

D’autre part, MPLS permet également d’empiler les labelgjentant des en-tétes MPLS aux pa-
guets. D’un point de vue théorique, il n'y a pas de limite dieta cette pile de labels, ce qui permet
de gérer des hiérarchies de LSP. L'intérét réside prineipaht dans I'agrégation de flux. Plusieurs LSP
distincts peuvent avoir une partie commune. Par souciétjathent des tables de commutation ou par
utilisation de sous-réseaux intermédiaires pour conneletex sous-réseaux distincts, il peut étre néces-
saire d’'affecter un label commun aux paquets empruntantifésents LSP sans pour autant perdre
I'information de leur label courant. On parle alors de tUMMELS. Dans [KRO05], cette notion de tunnel
est étendue aux supports physiques (longueurs d'onde,djitigue, ...) dans GMPLS3eneralized
MultiProtocol Label Switchinjy Le protocole GMPLS est une extension de MPLS aux flux delents
d’onde transmises sur les fibres optiques afin de facilisgrégation des flux de méme destination.

1.1.2.3 Distribution de labels

Le principe de distribution de labels est de regrouper lgsigs devant recevoir le méme traitement
au sein d'une méme classe d'équivalence appelée Favérding Equivalence Cla¥slLes paquets
d’'une méme FEC disposent d'un méme label au niveau d’'un LSRélolls suivent donc le méme
chemin commuté appelé LSP. Pour une FEC donnée, MPLS prdpagaenéthodes pour établir un LSP :
le routage implicite et le routage explicite. Le routage lioifg correspond au routage saut-a-saut défini
par 'GP (Interior Gateway Protocgl Chaque ncoeud doit donc mettre en oeuvre un protocole dag®ut
de niveau 3 comme le routage IP classique. Ainsi, les détsgie routage sont prises indépendamment
les unes des autres suivant un protocole de routage dynanhiguoutage explicite est la solution MPLS
pour faire de I'ingénierie de trafic. Seul le routeéngressanalyse I'en-téte IP et détermine le chemin de
bout-en-bout. Les routeurs intermédiaires se contenters de commuter les paquets. Avec ce systeme,
un opérateur peut imposer des contraintes particulierde 8ux comme, par exemple, des contraintes de
qualité de service. Le LSP emprunté n’est donc plus forcétegaius court chemin. Le routeur d’entrée
peut répartir le trafic sur le réseau pour éviter les pointfode congestion et fournir une meilleure
gualité de service due a une prise de décision globale (ieémle trafic) et non locale.
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FiG. 1.2 — Routage dans les réseaux MPLS.

1.1.3 Sécurisation des réseaux MPLS

L'intérét croissant des opérateurs réseaux pour l'ingénde trafic et les nouveaux services propo-
sés par le protocole MPLS ont soulevé tout naturellementdbl@me de sécurisation des réseaux dans
le sens de la tolérance aux pannes. En effet, si ces réseaxidelle génération permettent de proposer
des services évolués avec des contraintes fortes de qdelérvice pour des applications comme la
chirurgie a distance, il est indispensable que ces cotdsaspient respectées. C’'est pourquoi les pro-
blématiques de tolérance aux pannes ont fait I'objet de mensies études et d’approches différentes,
généralement séparées en deux catégories : la restawetl@oprotection.

1.1.3.1 Restauration

La restauration correspond aux solutions réactives. Agéésction et notification de la panne, les
LSR activent les protocoles de re-routage dynamique pdermdéer de nouveaux chemins permettant
de transférer le flux. Ces solutions permettent de prend@empte la nouvelle topologie et I'état du
réseau au moment de la panne pour mettre a jour les tablesmeutation. Cela les rend plus flexibles
mais le temps de réaction est plus long que pour la proteat®mui peut étre préjudiciable pour les
flux a haute contrainte de qualité de service. Les algorithmis en jeu doivent donc étre extrémement
rapides et apporter de bonnes solutions de re-routage dapséat au fur et a mesure aux nouvelles
données. Il parait donc naturel de penser que ces algosthmposeront des solutions de moins bonne
gualité que des algorithmes préventifs préparant de neswelutes a I'avance et avec des contraintes de
temps de calcul moins importantes.
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1.1.3.2 Protection

La protection correspond aux solutions proactives. Eltgssant en prévision de pannes en déter-
minant par avance les chemins de re-routage appelé L®Badkeipou chemin de protection. Pour étre
efficaces, ces LSP de backup doivent étre alloués comme RpliScipaux et préts a accueillir le tra-
fic rerouté qui leur est dédié si nécessaire. La protectibrg@séralement globale. Si I'on considére
I'ensemble des scénarios de pannes possibles, ceci awgfogriment le nombre de LSP de backup et
par la méme la capacité nécessaire du réseau pour assureisaléaroutage du trafic et sa protection.
Le principal inconvénient vient du fait qu’entre I'état sgpanne et I'état avec panne, un grand nombre
de reconfigurations peuvent s'avérer nécessaires. L'ijardre technique dans la modification des
tables de commutation peut alors engendrer un délai noigeégle avant la mise en place des chemins
de protection.

Un grand nombre de stratégies de protection ont été propakhes la littérature et la plus grande
partie se limite a une couche unique subissant une uniqueshnn lien. Parmi ces stratégies, il convient
de distinguer certaines approches. Par exemple, certaiddsodes favorisent la protection locale ou
protection par aréte qui consiste a déterminer et réservehemin contournant chaque lien du réseau.
A l'opposé, d’autres méthodes préférent la protection pendn qui consiste & prévoir pour chaque
FEC deux chemins : un LSP principal et un LSP de backup. Chagpeche a ses avantages et ses
inconvénients. Néanmains, la protection par chemin est piilisée que la protection par aréte car elle
utilise beaucoup moins de capacité méme si son délai de migkaee est plus long [IMG98, RM99].

De méme, on distingue habituellement la protection déd&ka grotection partagée. La premiére
signifie que le chemin de protection, alloué pour remplacel $P principal donné en cas de panne, ne
doit pas étre utilisé dans un autre contexte. A l'invers@réiection partagée permet de mutualiser des
LSP de backup entre plusieurs LSP principaux qui ne peuanépe affectés par la méme panne. Cette
approche permet bien entendu de limiter le surdimensioeneniu réseau en partageant de la capacité
de secours. Cependant, la protection dédiée permet d’enismynéme information sur les chemins prin-
cipaux et les chemins de backup. Cette stratégie appeléectom 1+1 permet d’assurer la continuité
du trafic. En effet, le nceud de destination recoit les pagretiouble garantissant leur réception en cas
de panne. A I'opposé, la protectidn 1 consiste a n’activer le chemin de secours qu’apreés la deéeet
la notification de la panne. Cette stratégie permet de dienilruquantité de trafic circulant sur le réseau.
Elle permet également d'utiliser la protection partagéen®ce cas, le principe a été généralisé a la pro-
tectionM N signifiant queMchemins principaux sont protégés pachemins de secours. Notons enfin
gu’en pratique, les opérateurs font circuler sur ces cadasaxlux non prioritaires. Ces flux peuvent étre
interrompus a tout moment et remplacés par des flux de piatede temps que la situation revienne a
la normale.

Notons que cette description des principales stratégigwatection et restauration peut étre éten-
due au protocole GMPLS (Generalized MPLS) [BOQ1a] et aux réseaux optiques (couche transport)
[MMOO, PKGKO03, SRMO02].

Toutefois, un réseau de communications n’est pas constéu@ seule couche physique. Générale-
ment, une entreprise fournit le support physique et unemsiecoouche, via un protocole de communica-
tions, exploite le support physique pour véhiculer desrinfitions. En se placant dans le cas ou les deux
couches appartiennent a la méme société, il peut étre sstrede considérer tous les problemes énu-
mérés précédemment dans les deux couches en méme tempsatégistde routage et de protection est
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notamment changée, puisqu’il peut y avoir partage de ladaadsante réservée a la sécurisation entre
les deux couches, ce qui se traduit par des économies fines@gynificatives. Ensuite, concernant la
restauration, il peut étre intéressant de considérer datggites qui agissent au niveau des deux couches
pour rétablir une communication, la aussi en partageanit®gens. Dans certains cas, on s'apercoit
gu'intervenir dans telle ou telle couche est plus économiguplus rapide. Cet aspect multicouche se
traduit généralement par un probleme de dimensionnemeplé&a un probléme de routage. Différents
travaux sont la aussi disponibles : [CdMD2, DGA"99, ISS03, dMCG02, QMJ03, SS03, dSVGO01].

1.1.4 Qualité de Service

L'UIT (Union Internationale des Télécommunicatipasdéfini la notion de Qualité de Service, ou
QoS Quality Of Servicg par la recommandation E.800 comme « I'effet collectif duwie de perfor-
mance qui détermine le degré de satisfaction d’'un utilisade systéme ». Cette définition trés générale
lie la QoS a des appréciations subjectives des utilisat@agendant, la qualité de service est générale-
ment traduite en terme de critéres de performance des tisgiens de données. Traditionnellement, les
opérateurs de réseaux prennent en considération leesriderQoS suivants :

Le débit: il représente une quantité d’'informations qui circule, paité de temps, entre une source et
une destination. Il peut étre calculé en moyenne sur toutiilée de la transmission. Cela cor-
respond tout logiquement au débit moyen. D’autre part, tgéc, communément appelé bande
passante, désigne le taux de transfert maximum pouvaningtirdenu entre les deux extrémités
de la transmission.

Le délai : il représente la durée de transfert d’'un paquet entre daueucs du réseau. Celle-ci inclut
aussi bien le délai de propagation physique le long du ouidas Empruntés que le délai de
transmission induit par la mise en file d’attente dans lesdsomiermédiaires. La qualité de pro-
pagation des cables réseaux et la charge actuelle desxdsatqu'il est classique de voir dans la
littérature le délai de propagation négligé par rapportéaidie transmission. En outre, le délai est
habituellement calculé séparément le long de chaque liegshau pour effectuer une moyenne.
On parle alors de délai moyen a opposer au délai de bout@nejob considére le délai le long
d’'un chemin entier, de la source jusqu’a la destination.

La congestion : elle correspond au rapport entre la quantité d’'informatimoulant sur un lien (débit)
et la capacité de ce lien. Si elle est élevée, cela signifielgueuteur de destination du lien
atteint sa capacité de traitement des paquets. En consiqqusartile d’'attente s’allonge et le délai
de transmission également. Lorsque le débit tend vers lacitépde traitement du lien, le délai
de transmission tend vers l'infini. Ce phénoméne d'effetiber assure le respect des capacités
dans les solutions de routage calculées par des algoritbhegshant a minimiser ou limiter la
congestion maximale du réseau. Lorsque qu’un lien a luilgaiik tout ou partie d’'un réseau, on
parle de goulot d’étranglement. Ces goulots apparaissenest lorsque le routage des paquets
utilise un simple plus court chemin passant par le méme lignsgture devant 'affluence de
trafic. Le délai de transfert des paquets s’en ressent natiteet la qualité de service chute. C’est
pourquoi il est nécessaire de mettre en place des protogelasutage ou de re-routage (en cas de
panne) plus adaptés aux besoins actuels de QoS.

La gigue : elle désigne un phénomene de fluctuation du signal au couls Wansmission. Elle est
définie comme une variation du délai pour un méme débit. Lopeforte gigue affecte en particu-
lier les flux multimédias temps-réels en détruisant ledimgla temporelles des trains de données
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transmis régulierement par le flux multimédia, entravasuda la compréhension du flux par le
récepteur.

Le taux de perte : il est défini comme le ratio entre la quantité de données pargar rapport a la
guantité de données émises par la source.

En général, il convient de distinguer les services qui peus@dapter vis-a-vis de la congestion du
réseau des services qui nécessitent des garanties sur ums@urs criteres de QoS pour fonctionner.
Les premiers sont des services dis "élastiques”. Il s’ggigtiement des services IP classiques tels que
le transfert de fichier ou les services de messagerie. Céateatisfaction de I'utilisateur est meilleure
lorsque la bande passante est la plus élevée possibleyéolss délais sont faibles et qu'il n'y a pas de
pertes. Mais ces services n'ont pas d’exigences fortesemetde QoS. lls pourront toujours s’adapter a
une dégradation du réseau.

A l'inverse, certains services comme les services multiasédnt besoin d’une qualité de service
minimale pour fonctionner. lls ne peuvent pas ou peuveficd&ment s’adapter a I'état du réseau. Par
exemple, les services de diffusion de flux audio ou vid&meéming ont besoin de garantie d’'un débit
minimal car en deca, leur qualité se dégrade fortement edriece devient inutilisable. Ces services
sont également sensibles, parfois dans une moindre mesdrfautres criteres de QoS. Les services
interactifs, par exemple, sont particulierement exigeantterme de délai : il faut que le service réagisse
au plus vite a I'action de I'utilisateur. La téléphonie, psa part, demande a la fois des garanties de débit
et de délai au réseau, mais peut tolérer quelques pertesjdetpacontrairement a la vidéo.

Pour répondre a ces exigences, le protocole MPLS proposeawieas en ceuvre possibles de la QoS.
Sur un méme LSP, les trafics sont regroupés par classe dees¢BoS,Class of Servidgesuivant les
criteres de QoS qu'ils requiérent. Puis, les LSR sont ergehde traiter les paquets différemment selon
leur CoS. Il est également possible de créer plusieurs L& ane méme paire de routeurs d’entrée
et de sortie du domaine MPLS. Chaque LSP posséde ses prajpéeescd’acheminement suivant la
priorité du trafic devant I'emprunter. Ainsi, le traitemela la différentiation de service est fait une seule
fois et les LSR intermédiaires peuvent se contenter de cdertas paquets sans analyser la classe de
service.

1.2 Optimisation des réseaux de télécommunication

Ces travaux de thése se placent dans le cadre général deckption de réseaux avec contraintes
de sécurisation. Ce domaine regroupe un nombre importaptatdématiques diverses dont I'objectif
principal est de proposer des stratégies permettant a eaude rester opérationnel méme en cas de
pannes (qui peuvent prendre des formes diverses). Maesmethlématique de sécurisation ne peut pas
étre considérée seule. En effet, il faut également prendeempte des critéres de qualité de service, trés
importants pour les clients, et des critéres économiquéeedermance du réseau. Bien que notre étude
se place principalement dans le cadre des réseaux MPLSh#gstans la section 1.1, il est nécessaire
de prendre en considération toute la complexité de I'ogtutinon des réseaux en général.
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1.2.1 Présentation générale

Les opérateurs de télécommunication ont toujours soupaiigoser des services performants pour
des colits les plus faibles possibles. Les domaines de ohehteruchant a I'optimisation des réseaux ont
apporté pour cela des outils et des méthodes efficaces. bkgiérns considérables du monde des télé-
communications ont renouvelé les efforts de rechercheldargudes d'optimisation pour une construc-
tion et une utilisation performantes des réseaux. Les rifjeonomiques liés au modele concurrentiel et
le développement de réseaux de plus en plus complexesptible® de transporter des flux de natures
trés variées, ont également motivé I'élaboration de maededphistiqués et d’algorithmes de résolution
adaptés.

De par leur structure, les réseaux sont naturellementgeptés sous forme de graphes. lls consti-
tuent ainsi un terrain d’application trés fertile a la théates graphes. Par exemple, les problématiques
liées a la topologie des réseaux illustrent parfaitementices probléemes théoriques comme les pro-
blemes d’arbres couvrants, de graphes planaires ou deneixité. De méme, les problémes de routage
dans les réseaux peuvent s'apparenter a des problemesidgiragphe, de plus court chemin, de parcours
eulérien, de cycles, etc ...

D’autre part, le développement rapide de la programmatiuraire a offert de nombreuses appli-
cations possibles des modeéles linéaires aux probléemesirdisption de réseaux. Les progrés constants
réalisés par les solveurs ont méme permis de traiter desoes de plus en plus proches des problemes
réels (plus grandes, plus complexes). Ainsi, ils ont cbo&ien grande partie a I'obtention de résultats
significatifs concernant I'optimisation de réseaux avemaedes mono-routés (un seul chemin par de-
mande) [BHV0O0, Kle96, FT0O0], avec routage selon plus coctismins [BAMLGO1, BAG03, Gou01]
ou l'optimisation des réseaux sécurisés [BM00, MV04]. Augbhui, ces approches semblent également
s'imposer pour la conception et I'optimisation de résedisur WDM, contrdlés par MPLS.

En particulier, un flux de données entre deux nceuds du réseaurdélise simplement par la notion
de flot. Ainsi, les flux entre chaque paire origine-destoragont représentés par des flots distincts qui se
partagent les ressources du réseau. L'ensemble de cesstiaispelé multiflot. Les problémes de mul-
tiflot (Multicommodity Flow se sont ainsi imposés comme I'un des éléments essentelsrolelemes
d’optimisation de réseaux de télécommunications [KenT3)Q, Min89].

Dans [GLONO4], les auteurs distinguent principalemeristgnandes catégories de problemes d'op-
timisation des réseaux de télécommunications. Ces tréégodaes correspondent aux différentes échel-
les de temps relatives & la vie d’un réseau de télécommioricak long terme, les problémes de pla-
nifications reposent sur des problemes de synthése de x§déetwork Desigh[BMW89, Bar96]. Ces
problémes cherchent principalement a définir la topologiggdeau : choix des naeuds, des liens entre les
nceuds, des points d'accés ou d’interconnexion. L'objedtifprincipalement de déterminer une struc-
ture du réseau a moindre co(t et adaptée a une utilisatidarpemte du réseau durant une période
relativement importante. Typiqguement, ces probléemes inéégessent pas directement a I'écoulement
du trafic mais a des caractéristiques structurelles subtaptie favoriser cet écoulement. Par exemple,
les problématiques de sécurisation peuvent prendre iortad de contraintes sur le degré de connexité
[Mah94].

A moyen terme, le déploiement d’un réseau consiste a iasi@dls capacités sur une topologie don-
née, de maniére a permettre I'écoulement d’'un trafic. Lebl@neatiques étudiées a cette étape de la
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vie du réseau reléve du dimensionnement du réseau. Etané donpact de la topologie sur les colts
de déploiement, de nombreuses études traitent des prabomimisation combinant a la fois la syn-
thése et le dimensionnement du réseau [AR02, BM0O0]. Cedérals intégrent souvent des contraintes
liées aux équipements et aux regles d’ingénierie comme di@gpes de protection, des contraintes
de délai ou de longueur de chemin. Celles-ci influent sur peltmie du réseau (degré de connexité,
diameétre) ou sur le mode d'écoulement de la demande (cot@sade routage). La difficulté de ces
problémes vient principalement de la combinatoire liée ehix des topologies. Les progrés récents
des techniques d’optimisation combinatoire laissent &@eque la résolution de ces problemes devrait
également s’améliorer.

Enfin, a court terme, la gestion opérationnelle des réseansecne I'allocation des ressources aux
différents services demandant a router du trafic. Les pnodgequi en découlent influent naturellement
sur le dimensionnement du réseau ou méme de sa topologietdisiennent donc souvent comme
sous-problémes dans les études de synthése de réseauxetptee la recherche d’'une meilleure per-
formance incite a la comparaison des différents mécanisimesutage. Cependant, les problémes d’al-
location de ressources s’appliquent également dans lesidagéseau n’est plus extensible et ou il faut
gérer les écarts entre les prévisions et le trafic réel. $isntiaussi a apporter des solutions de re-routage
en réponse aux perturbations du réseau.

Toutes ces problématiques sont bien entendu complémentiinteragissent ensemble mais leur
complexité fait qu’en pratique, elles sont habituellemzaitées séparément. D’autre part, il existe de
nombreux themes transversaux étudiés a chaque étape @eda wseau, a l'instar des problémes de
sécurisation des réseaux qui ont fait I'objet d’un grand bied’études.

Les travaux de thése présentés dans ce manuscrit portecippiement sur des problémes de rou-
tage avec contraintes de qualité de service. lls rentramd Bacatégorie des probléemes d’allocation de
ressources.

1.2.2 Probléemes d’allocation de ressources

Les problémes d'allocation de ressources traitent de Weooent de la demande dans un réseau
donné. lls considérent donc généralement a la fois desépralsl de routage, comme le partage des flux,
le choix des routes, et des problemes de qualité de sengoeiés a I'écoulement du trafic, tels que des
garanties de débit ou de délai. Or, la maniéere dont les flaxilgint dans le réseau a une influence non
négligeable sur le dimensionnement du réseau ou méme aapaadie. C'est pourquoi ces problémes
peuvent faire partie d’études plus globales de synthésés#mux. Mais devant la complexité de telles
études, les modéles utilisés sont des représentationsxapptives, simplifiés de I'écoulement du trafic
et des contraintes de qualité associées, se contentantadmpiéer des solutions de routage admissibles
pour le réseau et/ou les contraintes imposées.

En revanche, dans des études plus spécifiques, lorsquelad@pet le dimensionnement du réseau
sont fixés, les modéles employés représentent plus finememitage afin de permettre une optimisation
de la qualité de service. Pour traiter ces problemes, urdgrambre d’outils pratiques et théoriques sont
disponibles. En particulier, les multiflots offrent une rdtigiation simple et efficace de la circulation
des flux dans le réseau. lls représentent les décisions tigeolocalement a chaque nceud du graphe,
transitant les flux entrants sur les liens sortants du routtumultiflot ne modélise donc pas directement
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le parcours d'un paquet dans le réseau mais l'utilisatiabae des bandes passantes de chaque lien,
les interactions entre les flux issus des différentes deasaatlleur influence sur la qualité de service.
Vu I'importance des multiflots dans le domaine de I'optirtizia des réseaux, nous en proposons une
description détaillée en section 1.4.3.3.

La qualité de service peut revétir des aspects bien difféfeiébit, délai, pertes de paquets, ... cf. sec-
tion 1.1.4). Traditionnellement, quel que soit le criteeeqaialité utilisé, I'étude porte sur une moyenne
statistique sur tout le réseau. Ces résultats statistisgidmsent généralement sur des hypotheses sim-
plificatrices comme I'hypothése de Kleinrock, trés utéisgn optimisation des réseaux de télécommu-
nication. Dans [Kle64], Kleinrock modélise les systéemeattdntes du réseau comme des files d’attente
M/M/1 indépendantes. Cette approximation est fausse eigpeacar les files d'attente des routeurs sont
reliées les unes aux autres par le réseau et s'influenceotrdatuellement. Elle offre cependant une
estimation statistique globale sur le réseau qui donneédestats intéressants en pratique.

Un des défis récents de I'optimisation dans les réseaux &t diis prendre en compte uniquement
un aspect statistique moyen sur la globalité du réseau dhuegui le parcourent mais de considérer la
vie des paguets tout au long du chemin qu’ils empruntent.fteh, enéme avec un délai moyen faible
sur les liens du réseau, la distribution des délais de boteet des paguets peut étre trés étalée. Ainsi
certains paquets peuvent parcourir le réseau trés rapideghel’autres, au contraire, trés lentement.
Or les contraintes de qualité de service actuelles, notarhpwr le délai, cherchent a s'assurer qu’un
certain critére, par exemple le délai de bout-en-bout, paske pas un seuil donné.

Sous I'hypothése de Kleinrock, les délais de propagatiorcisaque lien peuvent se modéliser par
des fonctions convexes [Kle64]. Cette modélisation donmeeastimation des délais moyens satisfaisante
en pratique. Il parait alors naturel de modéliser les délaibout-en-bout en sommant les délais sur
chaque arc du chemin. Cependant, méme si cette approcbeatstle en théorie sous I'’hypothese forte
d’'indépendance de Kleinrock, aucune étude n'a discuté dpuahté d’estimateur en pratique. Dans
[CBO0OQ], les auteurs proposent une borne sur le délai de émisut sous une hypothése également
trés forte et qui semble discutable en pratique (la cormestiaximale du réseau doit étre inférieure
a linverse du nombre maximal deopssur I'ensemble des chemins parcourus par les paquets). En
attendant des études plus complétes sur I'estimation délaed# bout-en-bout, les rares travaux a notre
connaissance sur I'optimisation de ce délai utilisentptaghe classique de Kleinrock (cf. [BaO06]).

D’autre part, avec des protocoles a commutation de pacgistgie MPLS, le routage des paquets
ne s'établit plus de routeur en routeur mais globalemenlesifiseau en déterminant les chemins a em-
prunter. Les modéles par multiflots montrent pour ces pmé&une certaine limite car ils représentent
I'agrégation de ces chemins d'ou résulte une perte d'infition. Un routage des paquets par chemins
induit une limitation sur le nombre de chemins utilisés afalléiger les tables de commutation. Or I'op-
timisation de certains criteres de qualité de service,geésle délai moyen, tend a une dispersion des
flux qui se répartissent sur I'ensemble du réseau.

Les travaux de thése que nous présentons dans ce manugmipsesent d’'étudier ces probléma-
tiques de limitation du nombre de chemins empruntés et dg délbout-en-bout en utilisant la notion
de flotsk-séparables (cf. chapitre 2). Les méthodes de résolutigriogées proviennent des méthodes
d’optimisation combinatoire et d'optimisation convexei@mment utilisées en optimisation des réseaux
de télécommunication.
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1.2.3 Les méthodes de résolution

Un grand nombre de méthodes sont utilisées pour résouddiffi@ents problemes d’optimisation
des réseaux. On distingue la aussi plusieurs familles afitligmes apportant des réponses différentes.
Les études présentées dans ce manuscrit de thése conemsemtiellement des algorithmes exacts. Ce
sont généralement des méthodes itératives convergeamipias de facon théorique, vers une solution
optimale. En effet, les limitations physiques inhérentes@dinateurs ne permettent pas d’'effectuer des
calculs exacts. L'accumulation des erreurs de calcul padois s’avérer catastrophique pour la stabilité
de la méthode employée. Parmi ces algorithmes, on distipgnéralement différents types de méthodes
suivant les caractéristiqgues du probléme ou du modéle adéso

Par exemple, les modeéles de multiflots, fréeguemment wdikgdoptimisation des réseaux de télécom-
munication, relévent habituellement de la programmaiiuggire. Les premiers résultats théoriques pour
la résolution de ces modéles datent de la fin des années 18d@atamment I'algorithme du simplexe
par G. Dantzig et la théorie de la dualité par J. Von Neumarepuis, le traitement des programmes
linéaires n'a cessé de s'améliorer avec, en particulieratfporithmes polynomiaux dans le pire des cas.
Le premier algorithme de ce type, proposé par L. Khachiyans fldha79], est basé sur la méthode des
ellipsoides en optimisation non-linéaire. Cependantpégformances de cet algorithme sont décevantes
en pratique. Cependant, cette méthode méne a d'intéressmulitats en optimisation combinatoire :
I'optimisation sur un polyédre ne dépend pas du nombre deaiates du systeme décrivant le polyédre,
mais plutbt du probléme dit de séparation lié a ce systemé&B3L Ce probléme consiste, étant donné
une solution, a déterminer si cette solution vérifie le systéet sinon a trouver une contrainte du systéme
gu’'elle viole. Autre résultat important, N. Karmarkar a ggété dans [Kar84] un algorithme de points
intérieurs performant a la fois en théorie et en pratique.

Beaucoup de problemes nécessitent de modéliser des déctsites que les choix des nceuds et
des arcs composant la topologie du graphe dans un problesynti@se de réseau. Par conséquent, les
modeles integrent des variables discretes empéchanti€appn directe de I'algorithme du simplexe
gui ne peut donner gqu’une solution fractionnaire. La plugdas méthodes exactes résolvant ces modeéles
sont basées sur le principe de branchements et évaluaBomsch & Bound [LD60Q].

Méme si les performances des solveurs et des ordinateuns aessé de s’améliorer, la résolution
des grands programmes linéaires a toujours été un des dgésrmae I'optimisation combinatoire
en générale et de l'optimisation des réseaux en particltlesieurs techniques de décomposition ont
été développées pour tirer parti des structures partreslide certains modeles, notamment lorsque des
blocs se distinguent a l'intérieur de la matrice des conteai [DW60, Ben62, GK87]. Les méthodes de
Branch & Boundont alors été complétées par des techniques de génératmyugdes Branch & Cu),
des techniques de génération de colonBearich & Pricé ou les deuxBranch & Cut & Pricg. Ainsi,
dans [AdC03, BHVO00], les auteurs proposent d'appliquer édlrode duBranch & Pricea un probleme
de routage ou chaque demande doit étre routée sur un seuihchem

L'optimisation de la qualité de service a introduit, dangaas cas, des non-linéarités dans le mo-
deles. L'un des exemples le plus étudiés concerne la matlélisdes délais de propagation sous forme
de fonctions convexes [Kle64]. Les problémes d’optim@atie multiflots convexes ont fait I'objet de
nombreuses études [OMVO0O0]. Parmi les méthodes les pluséatdl, la méthode de déviation de flot
a profité de sa relative simplicité [FGK73]. Il s’agit d'undaptation de I'algorithme de Frank-Wolfe
[FW56] tirant parti de la structure des problemes de mutsfi€ependant, cette méthode a tendance a



32 Chapitre 1. Réseaux haut débit et sécurisation

disperser les flots sur le réseau en gardant une quantitétge$iitive sur tous les chemins générés. La
décomposition de ces flots aboutit alors a I'utilisationrdgrand nombre de chemins, ce qui peut étre
génant pour certains types de routages. Un tel comportgmeeh€tre amélioré par des méthodes de pro-
jection qui font décroitre le flot sur certains chemins [Biz@2autres approches heuristigues cherchent
également & limiter la dispersion des flots [BOdKKO01, DMO7].

Depuis, des techniques de I'optimisation convexe se somtndées plus efficaces pour aborder ces
problemes. Par exemple, nous pouvons citer la méthode idesdax [LNN95], la méthode du centre
analytigue (ACCPM) [GV02] et les méthodes proximales [MaHOMVOQ].

Les approches « classiques », cherchant a optimiser la mey#an critére pour I'ensemble d’'un
réseau, ont montré leur limite dans leur incapacité a conkzrdisparité entre les différentes valeurs
du critére sur chaque partie du réseau. C’est pourquoi qesaes plus récentes de type « minmax »
s'attache a considérer la pire réalisation du critére dpéirie cas des problemes de flots concurrents
illustre bien cette approche en montrant le lien entre laimigation de la congestion maximale et la
maximisation de la charge. Il est intéressant de remarqueenplgré le caractére linéaire des modéles,
les principales approches ont utilisé des fonctions delpénaonvexes. D’'une part, I'algorithme de
Shahrokhi et Matula a été I'un des premiers algorithmespt@pmation polynomiale pour résoudre le
probléeme de maximisation de la charge pour des flots conmusrazec des capacités uniformes [SM90].
D’autre part, Bienstock et Raskina ont proposé une adaptake la méthode de déviation de flot ba-
sée sur la fonction de Kleinrock modélisant les délais deagation. Cette méthode a abouti a un
algorithme d’approximation polynomial pour résoudre lelp¢me de minimisation de la congestion
maximale [BR0O2]. Ces deux approches complémentaires omtédiieu a une généralisation de I'utilisa-
tion de fonctions potentiels pour résoudre approximateeintes programmes linéaires modélisant des
problémes de type « minmax » [Bie02].

1.3 Sécurisation dans les réseaux multicouches

A I'occasion de I’ACI Sécurité informatigdenous avons participé au projet PRESTOnt I'objec-
tif est de répondre aux problémes de protection et séciorsgblérance aux pannes) posés par I'évolu-
tion des réseaux. Nous avons travaillé en collaboration BNdRIA Sophia-Antipolis et 'TENST Paris.
L'association de trois équipes aux cultures différentess mamplémentaires et maitrisant des outils di-
vers (réseaux et protocoles, graphes et algorithmiquegthisation) a permis de relever certains défis
soulevés par ces nouvelles problématiques.

Dans le cadre de ce projet, nous avons été amenés a élabarerdéte collaboratif pour la sécuri-
sation d'un réseau multicouche. L'analyse des relation®des couches optiques et MPLS ainsi que la
flexibilité de la protection sur la couche optique nous a [ieihe développer un modéle mathématique
pour le routage de la couche MPLS incluant la collaboratiuinedes couches, des critéres de qualité de
service et des critéres économiques.

3Action Concertée Incitative conduite par le ministére gé# a la recherche et aux nouvelles technologies, le CNRS,
I'INRIAetlaDGA (http://acisi.loria.fr/).

“Protection et sécurisation des nouvelles architectureéssaux.
http://ww- sop.inria.fr/mscotte/ PRESTO
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1.3.1 Les réseaux multicouches

Au niveau de la couche optique, les problématiques tragégsosent sur un graphe physique dont
les nceuds représentent les routeurs optiques WDM et docaldss sont composés de plusieurs fibres
regroupant chacune un nombre donné de longueurs d’ondeéndteur doit établir pour chaque paire
origine-destination un certain nombre de routes, c'ediré-des chemins le long desquels 'information
est commutée au niveau des brasseurs optiques et ne rerantpad au niveau MPLS. Ces routes sont
utilisées par le plan de commande MPLS pour transférer lgagta entre les routeurs/commutateurs
MPLS. Ainsi, le fait que le signal transportant un paquetspgsar plusieurs noeuds optiques intermé-
diaires avant de remonter au niveau MPLS est totalemendgeaant sur la couche MPLS. Les routes
optiques ouightpathsoffrent donc une capacité de débit entre deux nceuds du dervt®h S. L'établis-
sement de ces routes peut alors étre considéré comme ume &iking terme pour laquelle 'opérateur
essaie de prévoir suffisamment de bande passante pouresgs.cli

D’autre part nous rappelons que la notion de délai telle mlientend dans les problémes de rou-
tage IP classique n’a pas de sens en optique puisqu’elleriastgalement liée a I'attente des paquets
IP dans les routeurs avant leur traitement et leur réexpadi®r un flux optique ne peut technologique-
ment pas étre stocké avant d’étre traité. Les problémesalééyde service seront pris en considération
uniquement sur la couche IP.

Au niveau de la couche MPLS, le probléeme de routage consistdiser au mieux les capacités
offertes par la couche optique pour répondre a la demandélieehtre les routeurmgresset egress
du domaine MPLS. Pour cela, il est également nécessairabtitétles routes, appelés LSP dans la
terminologie MPLS. Le principe est le méme que pour la cougltgjue et ces LSP offrent une capacité
de débit pour le réseau logique MPLS qui exprime les demagmtes les routeurs en bordure du domaine
(voir figure 1.3). La mise en place de ces LSP correspond dome &ision & moyen ou court terme car
ils doivent suivre I'évolution des demandes.

Une telle architecture favorise un contrdle séparé de @aquche ou les solutions de routage sont
indépendantes les unes des autres. Or les problématiquestdge incorporent maintenant des objectifs
de protection. Ainsi, le routage de la couche MPLS prévata®mins de protection en supplément des
chemins utilisés. Par conséquent, la demande en capacisguche optique augmente, obligeant les
opérateurs a surdimensionner leur réseau physique. Deqitis cette capacité est assurée par des light-
paths au niveau WDM qui sont également protégés par des ohahibackup dans le cas d’'un modéle
de sécurisation séparé. Les colts d'installation augmeatdéeur tour pour une protection dédoublée
qui n’est pas forcément nécessaire. Economiquement, darst indispensable de mettre en place un
contréle partagé de la sécurisation.
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Réseau logique MPL

Demandes en débit entre les
routeurs d’entrée/sortie
du domaine MPLS

arétes = un ou plusieurs chemins
sur le réseau physique MPLS

Réseau physique MPL$

Allocation des LSP

arétes = un ou plusieurs chemins
sur le réseau physique WDM

Réseau physique WD

Affectation des longueurs

arétes = fibres optiques

Fic. 1.3 — Réseau multicouche.

1.3.2 La protection sur la couche optique

Dans la pratique, les routeurs sont fortement sécuriségéssouvent dédoublés. Nous négligerons
donc les pannes de nceud. De plus, nous ne considérerong ggule panne d'arc (de lien) possible
en méme temps. Au niveau de la couche WDM, plusieurs stesté&gint possibles. La plus simple est
de ne considérer qu'un seul chemin de protection (ou chemiradkup pour chaque chemin principal.
Pour assurer le routage quelle que soit la panne d’'un arc elmiahprincipal, il faut que le chemin de
protection soit arcs-disjoint par rapport au chemin ppatiCette stratégie permet de limiter la taille des
tables de routage en ne considérant qu’un seul chembadeuppar chemin principal mais elle cause
un surdimensionnement du réseau.

Dans le cadre de la couche optique, nous préférerons donapgmeche de la sécurisation par pro-
tection et dépendante de la panne. Il s'agit de prévoir umahele protection pour tout arc et pour
tout chemin principal passant par cet arc. Cette straté&giples gourmande en ressource mémoire car
pour un chemin principal donné, plusieurs chemins de ptiotepourront étre utilisés suivant I'arc en
panne. D’un autre coté, elle permet de mettre en place eiftémpartages de la capacité de protection.
Par exemple, deux chemins principaux touchés par des pdisj@istes, en différents moments, peuvent
avoir le méme chemin de protection. D’autre part, puisqae tonsidére un chemin de protection par
panne, celui-ci peut réutiliser la capacité du chemin jpadc La figure 1.4 illustre ces deux exemples
de partage de capacité de protection.
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hemin 1
gheming

~”chemin de protection
4. pour les chemins 1 et

chemin\\2“*x\

(a) Pannes disjointes (b) Réutilisation de la capacité principale
FiG. 1.4 — Partage de la capacité de protection.

De plus, cette approche apporte une certaine flexibilité thaeécurisation de la couche optique. En
effet, rien n'impose que tous les chemins principaux sgeatégés pour toutes les pannes possibles.
Une telle protection partielle va permettre d’'établir umdlaboration avec la couche supérieure pour
assurer une protection totale sur la globalité du réseau.

1.3.3 La collaboration entre les couches

Dans un premier temps, le probléme de sécurisation a ét&@déoaséparément sur chaque couche.
Sur la couche optique, il s'agit de prévoir un re-routagaltot partiel des chemins en cas de panne.
Le cas du re-routage total assure la transmission de chagquddldonnées par un chemin de backup
pour toute panne possible. Or chaque chemin de backup pongs une certaine capacité de reserve,
inutilisée en absence de panne. Cela induit alors un surdimEnement important du réseau au niveau
optiqgue. Néanmoins, dans ce cas, toutes les capacitéseaurWPLS sont garanties quelle que soit la
panne et la protection sur cette couche peut se limiter anmgsad’un canal d’émission ou de réception
(c’est-a-dire d’'un lien MPLS).

A l'inverse, nous pouvons imaginer ne pas prendre en coraédurisation au niveau optique mais
au niveau MPLS. Dans ce cas, nous ne surdimensionnons piéseau au niveau optique. Cependant,
il nous faut assurer la sécurisation sur la couche MPLS.t@ehre que nous devons prévoir des LSP
de backup pour chague LSP principal et pour chague type dep@n, étant donné la relation entre les
deux couches, la panne d’'un arc sur la couche optique previagpanne de chaque lightpath passant
par cet arc et donc de chaque arc correspondant dans le dvigite. Nous ne pouvons donc pas faire
I'hypothése sur la couche MPLS qu’au plus un arc peut tomhgpasne a un instant donné. Ainsi,
dans le cas ou aucune sécurisation n'est prévue au nivegui@ptine panne provoque une importante
chute de capacité au niveau MPLS. Il devient alors peu ptelad trouver un routage respectant les
contraintes de demandes et/ou de qualité de service.

Il nous est alors apparu nécessaire d'établir une relatidre des deux couches afin d’éviter un
surdimensionnement trop colteux tout en assurant le reuteag demandes et la qualité de service. Pour
cela, nous considérons au niveau optique un re-routagelpes lightpaths en cas de panne. Une panne
se traduit alors au niveau MPLS par une diminution partidéida capacité de certains arcs, ce qui offre
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plus de chances d'assurer un routage satisfaisant queleaijula panne. De plus, une analyse a moyen
ou long terme de I'utilisation du réseau permet d’améliteelimensionnement et la protection au niveau
optique.

D’autre part, nous devons prendre en compte le délai danhgsaintes de qualité de service au
niveau de la couche MPLS. Un lienest habituellement modélisé par une file d’attebtg)/ /1 (hypo-
thése de Kleinrock). Dans ce cas, le nombre mayemle bits dans le systéme et le délai moyen par bit
T, dépendent de la bande passafiadu lien et du débit entrant, :

Te 1
- T, = ——— 1.1
C. — xe cC.—x. (1.1

N, =
Ainsi, le délai moyerf, d'un paquet s’exprime a l'aide de la taille moyenne d’'un paduet du
délai moyen par bif, :

A
96 = )\Te = m (12)

Dans le domaine des réseaux de télécommunications, lagetdila qualité de service traite es-
sentiellement des grandeurs globales du réseau portatiessemble des arcs du réseau telles que la
congestion maximale ou le délai moyen. En revanche, aveoteqole MPLS, la qualité de service est
liée au choix de chemins de routage (LSP). Ainsi, la contieadle délai porte sur le chemin de bout-en-
bout et le délai associé est estimé par sommation du déleemsyr chaque arc du chemin.

Une derniere question reste ouverte : faut-il optimisebglement le routage et la protection pour
chaque type de panne ou faut-il optimiser le routage prad@p priorité puis la protection en fonction de
ce routage ? En effet, il semble logique de donner la priatitéoutage principal car il sera normalement
beaucoup plus utilisé que les autres. Cependant, si noidodéale ne pas remettre ce routage en cause
pour la protection, il se peut que nous n'arrivions pas avigode chemins de protection satisfaisant les
contraintes de qualité de service pour chaque chemin pahet pour chaque ensemble de pannes.

Nous avons proposé un modele général regroupant un ensemipioblématiques énoncées pré-
cédemment. Il tient compte de I'aspect économique a trdadimnction objectif qui limite a la fois le
nombre de LSP principaux et le nombre de reconfigurations dug pannes. Il gére une contrainte de
gualité de service complexe relative aux délais de bouieern- Enfin, en utilisant un principe de scé-
narios proposant des distributions de capacités difféserilt apporte une collaboration avec la couche
optique pour une sécurisation partagée. Ces problématigygosent une complexité importante a ce
modéle. La limitation des LSP et la contrainte de délai de-eodbout seront étudiées dans les chapitres
suivants.

1.4 Notions de base de I'optimisation dans les réseaux

Cette section rassemble un certain nombre de notions de Blidese permettront au lecteur non fa-
miliarisé dans ces domaines de mieux appréhender les @wpitivants de ce mémoire. La premiére
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partie est consacrée aux notions fondamentales de la ehéesi graphes. La terminologie spécifique
de ce domaine et les propriétés importantes y sont évoguaeteuxieme partie décrit les bases de la
programmation linéaire. Elles sont nécessaires a la cdrapsion des modéles mathématiques dévelop-
pés dans les chapitres suivants. Par souci de cohérenagdethmes de résolution utilisés pour ces
modéles seront détaillés dans les chapitres correspandaniin, nous appliquerons ces bases sur des
problémes classiques d’optimisation dans les réseaux.

1.4.1 Notions de théorie des graphes

Cette partie n'a pas vocation a fournir une liste exhaustdmutes les notions de théorie des graphes.
Nous nous limiterons aux notions de bases qui seront @#idans la suite de ce mémoire. Le lecteur sou-
haitant compléter ses connaissances dans ce domaine peueorter aux ouvrages [GM95, AMO93].

De nombreux ouvrages citent le probléme des sept ponts digdtiang, résolu par Leonhard Euler
en 1736, comme un des premiers résultats de théorie desegrdphthéorie moderne des graphes s'est
développée bien plus tard, dans les années 1960, sous l&impuentre autres, des travaux de Berge,
Erdos, Edmonds, Ford et Fulkerson, ...Cependant, ce pnebléustre parfaitement les relations pro-
fondes qu'il existe entre la théorie des graphes et la tgpeldn effet, le probléme posé a Euler lie les
berges et des flots de la riviere Pregolya par des ponts dédalg Konigsberg. Sans aucune mesure,
le probléme est fondamentalement topologique puisqudis’de trouver un chemin parcourant tous les
ponts une et une seule fois.

Un graphe est donc une modélisation mathématique de relations eagr®loiets. Dans I'exemple
précédent, les objets sont les berges et les ilots, et lés fiwment les liens entre ces objets. Mathéma-
tiguement, un graph€& = (N, A) est défini par :

e unensembléV = {vy,--- ,v,} de nceuds (ou sommets). On noteg¥d = n le nombre deceuds
du graphe. Par abus de langage, on désignera un nceud padiseniin= 7).
e un ensembled = {ay,--- ,a,,} d'arcs. Chaque ara € A est un coupl€i, j) de nceuds. On

notera| A| = m le nombre d’arcs du graphe.
Si on ne fait pas de distinction entre I'aft j) et I'arc (4,7), le graphe est dit non orienté. L'usage
veut alors qu’on nomme un arc «arétex». Par la suite, nousauntihs principalement des graphes orientés
mais la plupart des définitions restent valides dans le ca®rienté.

La représentation graphique usuelle d'un graphe se failggrcercles pour les nceuds et des fleches
pour les arcs (des traits sans fleche pour les arétes). Aifigure 1.5 représente le grapie= (N, A)
défini par :

o N =1{1,2,3,4,56}

e A=1{(1,2),(1,3),(2,3),(2 ,6),(5,4),(5,6)}

(2,4),(2,5),(3,5), (4
AV @
&

FiG. 1.5 — Représentation graphique d’'un graphe.
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Deux arcs ayant au moins une extrémité en commun sonadjésents On appellecocycled’'un
ensembleS C N de nceuds I'ensemble des arcs incidents aux nceuds deon le notew(S). On
distincte souvent I'ensemble™ (S) des arcs entrants du cocycle et 'ensembtd.S) des arcs sortants
du cocycle.

Un chemin entre deux nceuds désigne une succession d’'arcs les rekanarcs doivent étre pris
dans le «bon sens», c’est-a-dire de l'origine vers la dattin. Par exemple, sur la figure 1.5, les arcs
(1,2), (2,4) et(4, 6) forment un chemin dé &6. Si au moins un arc est pris a contre-sens, la succession
d’arcs décrit unehaine Par exemple, la chaing1, 3), (2, 3), (2,4), (4,6)} relie les nceuds et6. Un
chemin est dit élémentaire s'il ne passe pas deux fois panteret. Un graphe est dibnnexelorsqu’il
existe au moins une chaine entre tout couple de nceuds. Ua egtlun chemin dont 'origine et la
destination d’un chemin sont confondues.

Soit s ett deux nceuds du graphe. Ufe t)-coupeest un ensembl€’ d’arcs déconnectantdet.
En d’autres termes, tous les cheminssdet passent par au moins un arc@eUne coupe définit alors
une partition de 'ensemble des nceuds= SU S ous € S, t € S et pour tout argi, j) € C,i € S et
jeSs.

Un réseauest un graphe orient§ = (N, A) avec une valuation positive de ses arcs. La valuation
¢;,; d'un arc(i, j) est appelée laapacitéde I'arc. Unflot F' sur un réseau est également une valuation
positive des arcs, c'est-a-dire un applicationAlelansR, vérifiant la loi de conservation du flot : la
guantité de flot entrant est égale a la quantité de flot sofiaB}. Le flot « entre » dans le réseau en un
sommets appelé origine du flot et en « sort » en un somtragipelé destination. On associe généralement
une demandé a chaque paire origine-destination. Cette demande pewddiable comme, par exemple,
dans un probléme cherchant la plus grande demande aceeptable réseau pour une paire origine-
destination donnée. Un flot est dit réalisable lorsqu’ipesse les capacités des arcs.

d siv=t,
Z F, — Z F,=4¢—-d siv=s, Yve N (1.3)
acw™ (v) acwt (v) 0 sinon.

Un multiflot est une généralisation de la notion de flot & plusieurs paitgse-destination. Soit
un ensemble d& paires origine-destinatiofsy,t1), ..., (sk,tx) etds, ...,dx les demandes respec-
tives. A chaque paire origine-destinatios),, ;) correspond un vecteur flét*. Un multiflot pour lesk’
paires origine-destination est donc un ensemble defots. . ., F'%). Un multiflot réalisable respecte
alors les contraintes de conservation de flot (1.4) et decitégg(1.5).

dp, Siv =1,
> FF- Y FF = {-dy siv=s, YweN Vkek (1.4)
acw= (v) acw™ (v) 0 sinon.
FF < ca VacA (1.5)

kek
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1.4.2 Notions de programmation linéaire

La programmation linéaire est une méthode de modélisatiathématique développée durant la
deuxieme guerre mondiale pour diminuer les colts liés adistigue. Elle fut gardée secréte jusqu’en
1947, année de publication de I'article de George B. Dargaig'algorithme du simplexe. Cette méme
année, John Von Neumann développait la théorie de la duBlitér étre complet sur les origines de
ce domaine, citons les travaux du mathématicien russe dd¢amtorovich qui a utilisé des méthodes
similaires avant Dantzig dans le domaine de I'économieteGatsociation entre des méthodes pratiques
performantes et des résultats théoriques puissants dssaugceés de cette méthodologie auprés des
entreprises qui, apres guerre, I'utilisérent pour leunifileation quotidienne. La programmation linéaire
est aujourd’hui utilisée dans de nombreux domaines et larihé’est étoffée de nombreux résultats.
Nous nous limiterons dans cette partie aux notions de bdsges dans la présentation de nos modeéles
dans les chapitres suivants. Pour une étude plus apprefdedie domaine, le lecteur pourra consulter
[BT9I7].

Comme pour la théorie des graphes, la programmation lméadidélise des relations entre des ob-
jets. Ces objets représentent généralement des quafra@gnnaires ou entieéres, mais ils peuvent étre
également des variables de décision (prenant la valeurl). A ces objets sont associés desiables
et les relations entre ces variables sont modélisés pacaterintes. Une contrainte est une relation
entre une combinaison linéaire et une constante. Ainst, el la contrainte soit respectée, les variables
doivent prendre des valeurs de fagon a ce que la combinaig&airk soit inférieure, supérieure ou égale
a la constante, suivant la nature de la contrainte. En regrades variables et les constantels dans
des vecteurs, et les coefficients des combinaisons liriédénes une matricd, on peut noter I'ensemble
des contraintes sous la forme matriciefle < b.

Un programme linéaire est une modélisation d'un problénmptihisation. L'ensemble des con-
traintes décrit un espace convexe ou polytope, appelé e@sgalisable. Le probléme consiste a trouver
un vecteur de cet espace optimisant une fonction linéaet&enction objectif peut s’écrire comme
le produit scalaire entre le vecteur des variahlest un vecteur ligne constantappelé vecteur colt. Un
probléme de programmation linéaire est mis soasie canoniques'il s’écrit comme :

max 2 = CT
S.C.

() A (16)

8 8
VA
o o

La résolution numérique d’un tel programme linéaire pdgbathme nécessite le passage a la forme
standard, qui peut s’obtenir de n'importe quel programmédire moyennant éventuellement quelques
transformations linéaires. Un probléme de programmatio@alre est mis souforme standard s'il
s’écrit comme :

max 2 = CT

Ss.C

@) (L7

8 8
WVl
o o
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Par rapport a la forme canonique, il suffit d'ajouter a chazprérainte une nouvelle variable appelée
variable d’écart. Cette variable, positive, représente I'écart entre lalinaison linéaire des variables
et la constante de la contrainte. Soffresp.m) le nombre de variables (resp. contraintes) du programme
linéaire dans sa forme canonigue. Dans sa forme standghdeamme linéaire comporte donct m
variables et toujours: contraintes. Les variables d'écart jouent un rdle impartiams I'initialisation du
simplexe car elles forment la base initiale.

UnebaseB d’'un programme linéaire mis sous forme standard est un dsieaten variables (parmi
lesn + m) qui peuvent s’exprimer de maniere unique (et affine) entfonaesn autres variables, dont
'ensemble sera notd. Le vecteur des variablespeut alors étre divisé en deux vecteurs : les variables
faisant partie de la base, diteariables en baseforment le vecteur: g et les variables restantes, dites
variables hors baseforment le vecteut: . Par abus de langage, nous noterons égaled€résp.N)
la matrice composée des colonnesAleorrespondantes aux variables en base (resp. hors bass). Ai
les contraintes du programme linéaire s'écrivent :

Bxp+ Nzy = (1.8)
TN = (1.10)

Ainsi, si les variables hors base sont fixées, les varialdmee sont déterminées de maniére unique
si et seulement si il y a indépendance linéaire entre ellest-a-dire si la matricé? correspondante est
inversible. On parle alors de base valide. Enfin, il est irtgodrde vérifier que les valeurs des variables en
base ainsi calculées sont admissibles. La seule contgintes valeurs est leur positivité. Il faut donc au
moins que ces valeurs soient positives pour des variabtedbhse nulles, c’est-a-difg—'b > 0. Si cette
condition est vérifiée, la base est dite réalisable. On pemtrar gu'a toute base réalisable correspond
un sommet du polyédre des contraintes. Le principe de Falgoe du simplexe consiste a passer d’'une
base réalisable a une autre, et donc d’'un sommet du polyadreaatre, tout en améliorant toujours la
valeur de la solution associée.

Pour cela, considérons la baBecourante au début d’'une itération du simplexe. Les variabtes
base ont une valeur nulle par définition. Le passage a une base réalisable se fait en permutant une
variable en base avec une variable hors base. On choisiebtendu de faire entrer en base une variable
hors base qui va permettre d’améliorer la valeur de la fonaibjectif. Divisons le vecteur coaicomme
le vecteur des variables en deux vecteysset cy. L'expression de la fonction objectif et I'équation
(1.9) permettent d’exprimer sous la forme suivante :

z=cB '+ (exy —cgB 'N)ay (1.11)

Notonsé = ¢y —eg B~ 1N le vecteur deso(ts réduits Une variable hors base qui permet d’amé-
liorer la valeur de la fonction objectif dispose d'un colduié ¢; strictement positif (en maximisation).
En effet, si on augmente;, sans toucher aux autres variables hors base, alors la dda solution va
augmenter. Mais dans le méme temps, cette augmentatioecdeafles valeurs des variables en base,
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au point qu'une d’entre elle;;, va s’annuler (si aucune ne diminue alors le probleme estooone).
Dans ce cas la, on obtient une nouvelle base réalisable gdégésie en remplagant; parx;. Si tous
les codts réduits sont négatifs ou nuls, on ne peut augmientateur de la solution en touchant a une
variable hors base. La base est alors dite optimale.

Une forme révisée du simplexe a été développée durant ladecooitié des années 50 dans le but
de réduire la quantité de calculs réalisés a chaque itératisurtout d’économiser I'occupation mémoire
du programme. Elle repose sur le constat que seule la ceanais des variables en base est importante
et seule I'obtention déB~! nécessite un effort calculatoire, le reste des informatioécessaires au
simplexe en découlant naturellement. Ce constat est trgrtemt pour les programmes linéaires utilisant
un grand nombre de variables. Il est parfois impossible derdgéutes les variables en mémoire, surtout
gue peu d’entres elles seront finalement utilisées dansaesshréalisables successives. Une solution
consiste a ne stocker qu’'un sous-ensemble des variablesgéingérer les variables hors base entrant en
base.

Les contraintes d’'un programme linéaire, comme la fonatlgjactif, sont des combinaisons linéaires
de variables. De plus, une combinaison conique (coeffieirah négatifs) d’inéquations de méme type
donne une inéquation valide. Une combinaison conigue dgaintes peut donc fournir une borne de
la fonction objectif avant méme de se lancer dans la résolyiar le simplexe. Il suffit que de cette
combinaison conique de contraintes résulte une combimdiiséaire de variables majorant la fonction
objectif. On peut alors se poser la question de savoir qestléa meilleure borne possible. Notange
vecteur ligne de taillen des coefficients de la combinaison conique de contraintes égrit alors :

yAx < yb (1.12)

Cette combinaison linéaire majore la fonction objectif tseeulement si le coefficient de chaque
variable z; est supérieur au coit correspondant (car les variables sont positives). D’apém, on
cherche a minimiser la borne. Le probléme peut donc se femsalus la forme du programme linéaire

(D).

min w = yb

S.C.

(D) (1.13)

<
b
VWV
oo

Traditionnellement (P) est appelé programpnienal et les variables; sont lesvariables primales
(D) est appelé programnuiual de (P) et ses variableg sont appeléesariables duales On remarque
gu'a chaque contrainte primale correspond une variabliedugu’a chaque contrainte duale correspond
une variable primale. On pourrait aussi remarquer que isid’attache a déterminer une borne pour (D),
on retombera sur (P). Les relations trés fortes entre legbrénle dual s’expriment en partie dans les
résultats suivants.

Théoréme 1.1.(Dualité faible) Soient ety un couple de solutions réalisables pour (P) et son dual (D),
de valeur respective etw. On a alors la relation

Z<w (1.14)
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Démonstration.CommeAz < b dans (P), on @ = yb > yAZ.

CommejyA > cdans (P),ona > JAT > cx = Z O

Corollaire 1.1. Soientz et 4 un couple de solutions réalisables pour (P) et son dual ([2)vdleur
respectivez etw. Siz = w alors T ety sont optimales.

Démonstration.Supposons que le primal (P) admette une solution optindatie valeurz* strictement
supérieure &. Alors z* est également strictement supérieuré,ae qui contredit le théoreme 1.1 de
dualité faible. Donc est solution optimale de (P). Idem paur O

Théoreme 1.2.(Dualité forte) Si (P) posséde une solution optimetealors sont dual (D) posséde aussi
une solution optimalg* et leur valeur associées; etw* coincident.

Démonstration.Soit 2* = (z7, «j) solution optimale de (P). Dans le dual, la partition liée adae
(B N) correspond au systéme de contraintes suivant :

yB
yN

CB

VoV

CN

Si I'on considére la solution dualg obtenue en posant = cg B~!, alors cette solution est réali-
sable pour le dual :
e yB =cpB~'B = cp > cp pour les premiéres contraintes,
e cy —yN = cy —cgB~'N = & < 0 car la solution primale est optimale donc les codts réduits
sont négatifs. DongN > ¢y pour les secondes contraintes.
La valeur de la fonction objectif du programme dual®$t= y*b = cg B~'b = cgxp = 2*. Par le
corollaire précédent, il s’ensuit qué est optimale pour (D). O

Notons que le choix de la solution complémentaite= cg B~! correspond effectivement a la valeur
optimale de la solution duale. A partir de ce constat, la wdghdegénération de colonnepermet de
résoudre des programmes linéaires disposant d’'un grantireode variables (pour plus de détails cf.
[Las70]). Elle consiste dans un premier temps a résoudreolgraamme linéaire sur un nombre réduit
de variables. Ce sous-ensembede variables doit étre suffisant pour définir une base rdddisafin
d’initier I'algorithme. Si une telle base existe, on peuéexter I'algorithme du simplex et obtenir une
solution optimale pour ce programme linéaire sur un sossm@ble de I'espace des solutions réalisables.
Si la solution est optimale pour le sous-ensemble de vasabkla signifie que toutes les variables hors
base incluses dari ont un codt réduit négatif. Cependant, il existe peut-&bevdriables n'appartenant
pas aX dont le colt réduit est strictement positif. Une telle Vialéapeut rentrer en base en améliorer la
valeur de la fonction objectif.

Larecherche d’'une variable « améliorante » est apysalés-problémede la génération de colonnes
(pricing problen). Le nombre de variables hors base étant trés importanthercice uniquement la
variable ayant le plus grand co(t réduit. Pour cela, il esésgaire de disposer de la valeur des variables
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duales correspondant a la base optimale sur le sous-ersgniblution complémentairg® = cg B~1).

Le sous-probléme dépend alors essentiellement de laiwgteuds modéle. 1l est généralement beaucoup
plus simple que le probléme initial. Il arrive méme souvarg ge soit un probléme classique du domaine
pour lequel il existe de nombreux algorithmes performaassurant ainsi une génération rapide des
colonnes.

La variable (ou colonne) ainsi générée par le sous-prob&staoutée au sous-ensemble de variables
X. Une nouvelle base optimale peut alors étre calculée, araétila valeur de la fonction objectif. De
nouvelles variables sont générées successivement. tithlge s’arréte lorsque le sous-probléme ne
trouve plus de variable a coQt réduit strictement positélaCassure que la solution optimale pour le
sous-ensemble de variablé&sest optimale pour le programme linéaire tout entier.

1.4.3 Exemples de problemes classiques

Toujours dans un but d’'introduction, cette section présees probléemes classiques d’optimisation
dans les réseaux. Nous retrouverons ces problémes dankalgisres suivants dans des formes plus
évoluées, plus complexes, avec des contraintes suppléinssnt

1.4.3.1 Plus court chemin

SoitG = (IV, A) un graphe muni d’'une valuatidp des arcs nommée longueur. On appelle longueur
I, d'un cheminp la somme des longueurs des arcyde

=l (1.15)

acp

Le probleme du plus court chemin consiste a trouver un chereintre deux nceuds(la source) et
t (la destination) tel que sa longueur soit minimale. Cett@nade longueur sur les arcs et les chemins
induit la notion de distance entre les nceuds. En effet, pnarsources donnée, la distance est une
valuation des nceuds définie pour chaque neezmimme la longueur du plus court chemin entet v.

Notons que le nombre de chemins peut croitre de facon expelhemrn fonction du nombre d’arcs
du graphe. Ce probléme peut donc paraitre compliqué daréngaaijté. Cependant, dans la plupart des
cas, il existe des algorithmes polynomiaux pour le résou@last notamment le cas lorsque les longueurs
sont positives. L'algorithme de Dijkstra [Dij59] peut ados’appliquer.

Le principe consiste a partitionner I'ensemble des nceudamecoupeS/S. Les nceuds dé sont
dits fixéscar leur distance par rapport a la source est calculée era@lss remis en cause. A I'opposé,
les nceuds dé' sont ditstemporaires Chaque nceud dispose d’'une valeuf(v) appelédabel égale a
la plus courte distance trouvée a un instant de I'algorithmehaque itération, le nceudde S ayant
le plus petit label passe dass Son labeli(i) vaut alors la distance minimale de la source a ce noceud.
Ainsi, pour tout nceud du cocycle sortant dé le plus court chemin de la sourceg assant pai vaut
d(i) + 1; ;. Le label dej est alors mis a jour en cas d’amélioration. Ainsi, les distaid(j) respectent
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les conditions d’'optimalité sur les arcs (théoreme 1.3).

Théoréme 1.3(Conditions d’optimalité pour les plus courts cheminBpur tout nceud € N, soitd(j)
la longueur d’un chemin de la source au nogudhlors les valeursi(j) représentent les distances par
les plus courts chemins si et seulement si elles vérifieroleditions d’optimalité suivantes :

d(j) <d(i)+1;  Y(i,j) €A (1.16)

Dans [MPRD99], les auteurs étudient une généralisatioreqeabléme, appelée probléme du che-
min optimal. La complexité du probléme dépend évidemmertdridére a optimiser le long du chemin.
Cependant, ils énoncent le principe d’optimalité faible gl est vérifié par un probléeme de chemin op-
timal, assure qu’on peut utiliser des algorithmes a labet &gorithmes, dont I'algorithme de Dijkstra,
construisent I'arbre des plus courts chemins en détermiaarsous-chemins optimaux.

Principe 1.1. (Optimalité faible) Il existe un chemin optimal constiti&sbus-chemins optimaux.

Par exemple, le probléme du chemin de capacité maximalfievég principe (la capacité d'un
chemin est la plus petite capacité des arcs du chemin). Uneefegérement modifiée de I'algorithme
de Dijkstra permet donc de le résoudre. Dans la suite de ceoir&mous étudierons un probléme de
chemin optimal dont le critére a optimiser est tel que le [gnmle ne satisfait pas au principe d’optimalité
faible.

1.4.3.2 Flot maximum

SoitG' = (NN, A) un réseau connexe. Les capacitgssur les arcs limitent le flot en terme de bande
passante. Le probléme du flot maximum consiste a trouveusagshnde quantité de flot pouvant circuler
surG entre une sourceet une destination Cela représente la quantité maximale d’'information pativa
circuler entre deux nceuds du réseau avec les limitationsiguings imposées par les liens.

L'algorithme de Ford & Fulkerson fait partie des premiersvaiaété spécialement concu pour la
résolution de ce probléme. Bien que de nombreuses varianteamélioré ses performances et que
d’'autres types d’algorithmes lui sont maintenant supésieillest une base théorique importante de la
théorie des flots.

Son principe réside en la recherche d'wl@ine augmentante chaine qui permet d'accroitre la
guantité de flot circulant entre la source et la destinatibnchaine peut prendre des arcs a « contre-sens
» et ajouter du flot sur un arc a contre-sens revient a lui @erePour formaliser cette idée, construisons
a partir d'un graphé& et d’un flot f sur ce graphe, lgraphe résiduelG :

e Aun arc(i, j) du graphe’ est associé dans le graphe résiduel lfarward de capacite; ; — f; ;.

La capacité de I'aréorward traduit que I'on peut encore augmenter le flot sur I'eitg) d’au plus
¢i,j — fij, ce qui correspond a la saturation de l'arc.

e Aun arc(i, j) du graphe’ est associé dans le graphe résiduel llzackwardde capacitef; ;. La

capacité de I'arbackwardtraduit que I'on peut diminuer la valeur du flot sur I'diic j) d’au plus
fi.j,» ce qui correspond a annuler le flot.
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L'algorithme de Ford & Fulkerson consiste a trouver un cheeds capacité strictement positive dans
le graphe résiduel, puis d’augmenter le flot de cette capauitles arcs correspondants aux éwosards
empruntés, et de le diminuer sur les arcs correspondantaraakackwards Les notions présentées
dans cet algorithme permettent de démontrer le théoftat@aximal / coupe minimal qui présente un
résultat de dualité important entre les flots et les coupasse chapitre 2, nous étudierons l'influence
de nouvelles contraintes sur ce probleme de flot en analiesaréipercutions sur cette relation de dualité.
La capacité d’une coupg\S, olis € S ett € S, est définie comme la somme des capacités des arcs de
A reliant un nceud d€ a un nceud dé. La coupe minimale est alors définie commédat)-coupe de
capacité minimale.

Théoreme 1.4(Flot maximum, coupe minimale)La valeur maximale du flot pouvant circuler sur un
réseau est égale a la capacité de la coupe minimale.

Démonstration.cf. [AMO93]. O

Pour illustrer ce résultat, nous présentons le problémedadunfaximum sous la forme d’'un pro-
gramme linéaire (FM). Pour cela, nous ajoutons au grapheaerdre la destination et la sources
(A" = AU{(t, s)}). Celui-ci assurera la symétrie dans les contraintes dgetwation de flot. Associons
ensuite a chaque af¢, j) une variabler; ; indiquant la quantité de flot qui y circule.

max Ty
S.C.
Z Tip — Z Zy; =0 YveN (a)
(FM) (i,0)ew— (v) (v.5)ew (v) (1.17)
Tij < Cij v(i,j) €A ()
\ wi,j 2 0 V(Z,j) € A/ (C)

Les contraintes (1.17.a) assurent le respect de la cotiseneu flot sur le réseau. Les contraintes
(1.17.) limitent la quantité de flot circulant sur un arc a apacité.

La théorie de la dualité nous permet de déterminer le progeamiual (CM). Pour cela, associons

aux contraintes (1.17.a) les variables dualggour tout nceud de N et aux contraintes (1.17.b) les
variables duales; ; pour tout ard(z, j) de A.

min E Ci TG 5

(i,7)EA
s.c.
Tij =N — A V(i,j) €A (a)
(™ M A > 1 ) (1.18)
i = 0 V(i,j) € A (c)

Ay quelconque Vv € N (d)
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Les variables\, représentent ainsi des potentiels sur les nceuds. L'obptminimisation et la
forme des contraintes font que les variabtes sont « plaquées » sur la valeuy— ;. Elles représentent
ainsi une différence de potentiels, c'est-a-dire une tendi'additivité des tensions impose que, pour
chaque chemin entreet ¢, la somme des différences de potentiels successives dstegadifférence
de potentiel entres et ¢, c’est-a-direl du fait de la contrainte (1.18.b) et de I'objectif a minimise
La solution optimale est donc une distribution des tenspmmettant a chaque chemin de vérifier cette
propriété. De plus, I'objectif est de minimiser la somme cigzacités pondérées par cette distribution des
tensions. La solution optimale est donc une coupe (pouh&ruous les chemins) de capacité minimale.
Cette coupe partitionne I'ensemble des nceuds en un enséhduat les potentiels valent celui de la
source, et un ensembfedont les potentiels valent celui de la destination.

Enfin, un autre résultat de la dualité vient confirmer cettation forte entre flots et coupes. Le
théoréme des écarts complémentaires montre gu'a I'optinsoihune contrainte primale est saturée (il
y a égalité entre le membre de gauche et celui de droite))asodriable duale associée est nulle (et
inversement puisque le primal est le dual du dual). Ainsiobeerve qu’a I'optimum, les arcs de la
coupe de capacité minimale correspondent aux variabldesdoan nulles. Les contraintes de capacité
associées dans le primal sont donc saturées. Le flot suraeesirdonc égale a leur capacité.

1.4.3.3 Problémes de multiflot

La formulation la plus intuitive d’'un probléme de multiflostela formulation arc-sommet. Elle
consiste & associer a chaque arde A et & chaque paire origine-destinatiérde C une variablef*
positive représentant la quantité de flot circulant syour la paire origine-destinatiofsy, tx). lllus-
trons cette modélisation sur le probleme de multiflot coibpmigui consiste a chercher un multiflot
routant les demandes, ...,dx associées aux paires origine-destination en minimisasépassement
des capacités,, a € A. Si ce dépassement, natgest nul, le multiflot sera dit compatible. Si ce n’est
pas le cas, cela signifie qu’il faudra investir dans de ndesetapacités sur les arcs. Le probleme se
modélise alors par le programme linaire (MFC) :

min €
s.c.
d¥ siv= te,
Y- > fF={-d* siv=s, WENVEEK (a)
(MFC) acw™ (v) a€w™ (v) 0 sinon. (119)
foéca—ks Vae A (b)
ke
k>0 Ya€ AVk e K (c)
>0 (d)

Lorsque I'écoulement du flot n'est pas contraint (variabfésréelles), la résolution du probléme
peut se faire par n'importe quelle méthode de programmadimngaire. En revanche, si les contraintes
sur le flot aboutissent a une modélisation par variablesétiss (cas, par exemple, du mono-routage), le
probléme est connu pour étre un probleme difficile.
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D’autre part, cette modélisation devient difficilement lexable en pratique lorsque le nombre de
paires origine-destination est grand. Pour contourneragl¢gme de taille, d’autres formulations ont été
proposées. En particulier, la formulation arc-chemin égulierement utilisée. Elle considéere les che-
mins empruntés pour acheminer la demande. Ainsi, pour ehpaue origine-destinatioh, 'ensemble
des chemins élémentaires relianpta ¢, est notéP;. Puis, a chague chemjnde P, est associée une
variable fI’f représentant la quantité de flot empruntant le chempour la paire origine-destinatiok.

De plus, nous noteron% le vecteur indicateur qui vautsi le cheminp passe par I'ara et0 sinon. Le
probléme de multiflot compatible se modélise alors par Igm@mme linéaire (MFQ) :

min €
S.C.
> fh=dy vk e K (a)
PEPK
(MFC2) Y> Bfi<cite YacA (b) (1.20)

kEK pEPy,

k>0 Ve e KVpe Py (c)

>0 (d)

Il est a noter que I'on peut facilement calculer les valewrsndltiflot arc-sommet a partir du multifiot
arc-chemin par la formule 1.21.

fE=>"ofF  VacA Vkek (1.21)
PEPk

Paradoxalement, ce modéle comporte un nombre de variabbeeeplus grand que le modeéle arc-
sommet. Cependant, il est plus facilement exploitable atiqure. En effet, le principe de génération
de colonnes permet de se contenter d'un nombre restreinariibles et de « générer » des variables
supplémentaires en cas de besoin pour atteindre I'optimum.

1.5 Conclusion

Nous avons présenté dans ce chapitre les problématiqessali@ conception de réseaux haut-débit
et plus particulierement au protocole MPLS. Ce protocoleoae des améliorations significatives au
niveau des architectures de réseaux et de la gestion delit® gleeservice. Nous avons également exposé
un état de I'art des problémes d’'optimisation dans les tésda télécommunication et des méthodes de
résolution. Enfin nous avons discuté d’'un modele de routagéicmuche dans un réseau MPLS sur
WDM développé avec nos partenaires du projet PRESTO. Celmedele point de départ des travaux
de thése détaillés dans les chapitres suivants.

En particulier, nous nous sommes intéressé a la contragnliendation du nombre de LSP et a son
influence sur des probléemes de routage classiques commabléme du flot maximal. Cette contrainte
correspond a la notion de flétséparable (cf. [BKSO05]) que nous détaillons dans le chagiivant.
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Nous y étudions également la relation entre ce type de flesatdupes du graphe. Enfin nous présentons
plusieurs modéles pour le probléeme du fleséparable maximal.



CHAPITRE 2

MODELES POUR LES FLOT%-SEPARABLES

Le support d’'un flot est 'ensemble des moyens mis en ceuvnetpamsporter le flot d'informations
ou de biens sur le réseau. Il peut prendre des formes divemigires comme un paquet IP portant
une unité d’'information, ou collectif comme un camion véint plusieurs unités de marchandises, ou
un LSP diffusant plusieurs paquets. Ainsi, les contraisi@sle support de flot peuvent revétir divers
aspects, compliquant plus ou moins les problémes de fltddrai

Les caractéristiques recherchées d’'un support de flot somest liées a la topologie empruntée par
le flot et induisent parfois des problémes topologiqueseasciAinsi certains problémes de sécurisation
dans les réseaux considérent des supports de flot en formteedens arcs-disjoints (chemins n'ayant
aucun arc en commun). Le théoreme de Menger, énoncé en 182fenustement que le nombre de
chemins arcs-disjoints entre deux nceuds d’'un graphe nentérést égal a la cardinalité de la plus petite
coupe.

Plus récemment, Kleinberg [Kle96] a introduit la notion deltiflots entiers @nsplittable flowy
comme généralisation des chemins disjoints. Il s’agit des fii ne se séparent pas et qui traversent
donc le réseau le long d’'un unique chemin. De nombreux pnoddémunis de cette contrainte ont été
étudiés dans la littérature. Des résultats théoriquestéribémulés (notamment sur la complexité) et des
approches algorithmiques développées (algorithmes iappation ou algorithmes exacts).

Enfin, dans [BKS05], les auteurs généralisent cette notditots entiers pour router les flots sur des
supports constitués d’'un nombre maxirhae chemins. Le cas = 1 correspond aux flots entiers. Dans
le cas général, ils nomment les flots respectant cette lithite k-séparablesitsplittable flow. Cette
notion permet de modéliser la limitation du nombre de LSPsdarcadre d’'un routage MPLS. Cette
contrainte peut s’appliquer a tout type de probléeme de flat.s8uci de clarté, nous nous attacherons
ici a présenter notre étude sur le probléme du flot maximat ane unique paire origine-destination.
Nous garderons néanmoins une approche suffisamment gépéralqu’elle puisse s’étendre a d’autres
problémes (autres fonctions objectifs, plusieurs pairggne-destination, .. .).

Dans une premiére partie, nous présenterons les définjtidmtsses relatives a ce probléme. Nous
détaillerons également certaines propriétés importasegette classe de flot. Dans les sections sui-
vantes, nous présenterons les avantages et les incongédénmodeles mathématiques que nous avons
développés.

49
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2.1 Définitions et propriétés

La notion de flotsk-séparables a été introduite dans [BKS05] comme une gésairah des flots
entiers Unsplittable Flow. Nous souhaitons donner dans cette section un cadredhégorécis a cette
notion. En s’appuyant sur le probléme du fieséparable maximunk{splittable Maximum Flow Pro-
blem KMFP), nous présenterons quelques propriétés de cesigectie flots, notamment une extension
des relations de dualité entre flots et coupes. Enfin, notadimtons les notations communes utilisées
dans les différents modeéles présentés dans la suite de giereha

2.1.1 Définitions

Comme présenté dans la section 1.4, un flot sur un graphe(N, A) est défini comme une appli-
cation de I'ensemble des argbversR vérifiant la loi de conservation de flot (dite aussi loi de Kiof).
Ainsi 'ensemble des flots, notE“, forme un sous-ensemble &¢', 'ensemble des applications de
versR.

Cette formulation des flots modélise I'agrégation des flixchaque arc et ne prend pas en compte le
parcours des paquets dans le réseau. Ce parcours repiésamiport du flot, c’est-a-dire I'« objet » qui
permet au flot de traverser le réseau. Par exemple, pour seaudPLS, ce sont les LSP qui servent
de support aux paquets. Ainsi, la gestion des contraintefesupport de flot ne peut pas se faire en
utilisant uniquement cette formulation agrégée des flbesstinécessaire d’étendre cette représentation
des flots a des structures plus complexes qu’un arc seul. ipdrescas, les composantes indivisibles du
flot que sont les paquets parcourent le réseau sur des chédeipendant, dans d’autres problémes, le
support de flot peut prendre d’autres formes (cycles, arbres Un flot peut donc étre considéré comme
I'agrégation de plusieurs flots circulant sur un méme réseau

L'opération inverse, nommée décomposition, consiste araidber un ensemble de flots, sur des
supports particuliers, constituant, par leur agrégatiorflot donné sur les arcs. Le théoréme de décom-
position de flot est un résultat classique de théorie dedgmafef. [AMO93]).

Théoreme 2.1(Théoreme de décomposition de flotyn flot dans un graphe peut étre décomposé en
au plus(m + n) chemins élémentaires et cycles élémentaires»(at n sont les nombres d’arcs et de
sommets). Un chemin (resp. cycle) élémentaire est un ci{ezsm cycle) ne passant pas plus d’une fois
par le méme sommet.

Ce théoréme de décomposition de flot montre que la décorgosiun flot en chemins et cycles
élémentaires est une opération facile. Cependant, la damsiion n'est pas unigue et parmi toutes
celles possibles, il est naturel de chercher celle qui séteele moins de chemins. Dans les problémes
de télécommunications, il est rare qu’une circulation (@b d$lr un cycle) ait une signification pour le
probléme réel. Par exemple, dans un probléme de routags, il@ncevable qu’'un paquet tourne en
rond au milieu du réseau. Les flots solutions se décomposeastuhiquement en chemins. Le probléeme
de minimisation du support de flot consiste a chercher unemdgasition du flot composée d’un nombre
minimal de chemins. Nous définissons alors comme suit l@lard’'un flot.

Définition 2.1 (largeur) Soit F' un flot sur un graphé&=. La largeurw(F') du flot F* (flow width) est le
nombre minimal de chemins tels que I'agrégation des flothdguwe chemin donne exacteméht
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Le probléme général de minimisation du support d'un flotsieddire le calcul de sa largeur, est un
probléeme NP-difficile (voir [Vat04]). Cependant, la largast traitée différemment dans le probleme du
flot k-séparable maximum. L'objectif n'est pas de calculer undlane largeur minimale, mais plutdt
de maintenir la largeur en dessous d’'un seuil donné.

Définition 2.2 (flot k-séparable [BKS05])Un flot k-séparable est défini comme étant un flot pouvant
étre routé par un ensemble d’au plichemins. Sa largeur est donc majorée par la donhée

Nous nous intéressons donc dans ce probleme aux:fieéparables routant une quantité maximale
de données entre une source et une destination. Il est égideme circulation ne peut en rien améliorer
une solution. Nous ne considérerons donc que le sous-etesdeib constitué des flots décomposables
en chemins élémentaires uniquement (sans cycle). Pouraireegrigine-destination donnée, nous no-
teronsP I'ensemble des chemins élémentaires de la source a la aewtinAinsi, ces flots peuvent étre
décrits par une de leurs décompositions, donc par une afipticde” dansR.

Les flotsk-séparables forment alors le sous—ensemﬁ]’e des applications d& dansR dont au
plus k composantes strictement positives. Ainsi, ils formentcmnvsszensemblé-‘,;,4 deF4, image de7-",f
par I'agrégation. Par cette opération, les flots sur les aese mélangent sur leurs arcs en commun.
Il est alors impossible, dans le cas général, de déterminer #ot estk-séparable a partir de la seule
connaissance des arcs utilisés. C’est la distribution dusfio les arcs qui détermine sa largeur. Par
exemple, sur la figure 2.1(a), le flot est clairem2sgparable. Avec les mémes arcs mais une distribution
différente (figure 2.1(b)), la nature du flot est totalemefiérente.

2 2 1 2
(a) Flot2-séparable (b) Flot3-séparable

FiG. 2.1 — Flotsk-séparables.

2.1.2 Propriétés

Nous rappelons ici les résultats de complexité et d’appmakbn du probléme présentés par Baier,
Koéhler et Skutella dans [BKSO05]. Le théoreme 2.2 prouve quedbléme du flok-séparable maximum
est NP-difficile.

Théoréme 2.2.La résolution d’'instances du probleme du fibséparable maximum avec un rapport
d’approximation strictement meilleur q@est NP-difficile.

Démonstration.La preuve de ce théoréme proposée par Baier, Kohler et &kst@bpuie sur une réduc-
tion au probléme NP-difficile SAT. A partir d’une instance giobléme SAT composée devariables
x1, ..., Ty €tm clause, ...,C,,, on construit un graphe de taille linéaire et m avec une source
s et une destination (voir figure 2.2).
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truechain

—

S X1 X2 >—>
—>->—>—>—>/ ——

fal sechain

-

cee o) @
ul vi1 u2  v2 u3d v3 un vm
C1l Cc2 C3 Cm

FiG. 2.2 — Réduction du probléme du flotséparable maximum au probléme SAT.

Ce graphe est construit en deux parties. La premiére, esmoia figure 2.2, représente les littéraux.
A chaque variable:; correspond deux chemins paralléles. Un des chemins esiéapphemin vrai »
(true-chain et I'autre « chemin faux »félse-chain dez;. Le « chemin vrai » (resp. « chemin faux ») est
composé de deux arcs pour chaque clause; @jpparait niée (resp. non-niée). Chaque paire de chemins
forme un sous-graphe correspondant a une variable. Pusocesgraphes sont reliés en série par des
« ponts » entre eux et avec la source et la destination. Crerguie cette premiere partie du graphe a
une capacité de. Ainsi, un chemin portant un flot de valefiret empruntant le « chemin vrai » (resp.
« chemin faux ») de;; sera interprété comme une affectation de la valeur vrap(fesix) a la variable
€Ty

La deuxieme partie représente les clauses. L'idée est ddraoe un second chemin en utilisant
les arcs définis précédemment, et qui sera bloqué si la i@iudés variables donnée par le premier
chemin n’est pas satisfaisante. Pour chaque claysen considere deux sommets et v; reliés aux
arcs représentant les littéraux de la clause. Tous lesjaut®s, en gris sur la figure 2.2, ont une capacité
de 1. Notons que les clauses doivent utiliser les arcs des « cisevnai/faux » dans 'ordre inverse de
leur progression dans ce deuxiéme chemin. Par exemple figute 2.2, la claus€’s utilise un arc du
« chemin vrai » de la variable; précédant celui utilisé par la clau6g. Dans le cas inverse, une solution
pourrait router du flot de la clauge; a la clause”'s en « sautant » la clausg.

Ainsi pour router un flot maximum sur chemins, il faut pouvoir route2 unités sur un premier
chemin sur le « sous-graphe des variables » (en noir sur l&fjR) puis une unité de flot sur un second
chemin utilisant les arcs du « sous-graphe des clauses »iesug la figure 2.2) . Pour cela, il doit
exister pour chaque clausg, un arc correspondant a un littéral permettant de reljérv;, c’est-a-dire
que l'arc ne porte pas de flot du premier chemin et donc I'tdfean de la valeur a la variable par le
premier chemin satisfait le littéral et donc la clause.

Ainsi, un flot 2-séparable maximum route unités de flot si la formule est satisfiable 2tinités
sinon. Ceci démontre que le probléme du #aéparable maximum est NP-difficile, comme le probleme
SAT, et que tout algorithme polynomial a un rapport d’appration d’au plus?;. O

L'algorithme d’approximation proposé par Baier, KohleS&utella dans [BKS05] utilise une spéci-
fication des flotg:-séparables aux propriétés remarquables définie comme suit
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Définition 2.3. Un flot uniforme exactemetséparable est un flot routé sur exactememhemins et
ou chaque chemin porte la méme quantité de flot.

Ces auteurs proposent un algorithme polynomial pour réededorobléme du flot uniforme exac-
tementk-séparable maximum et montrent qu’une solution optimaleedprobléme est une solution du
probléme du flok-séparable maximum dont la valeur vaut au moins la moitiéggeitnum. Cet algo-
rithme se base sur le théoréme 2.3 qui étend le théoréme aoefiamnum / coupe minimale. Ce théoreme
nécessite la définition de la capacit@iniforme d’'une coupe.

Définition 2.4. La capaciték-uniformecy (C') d’'une coupe’ est la plus grande quantité de flot pouvant
étre répartie sur les arcs d€ en exactemerit blocs uniformes. Si la capacité d'un arc le permet, celui-ci
peut accueillir plusieurs de ces blocs.

Théoreme 2.3.La valeur du flot uniforme exactemekiséparable maximum est égal a la capacité
k-uniforme minimale sur les coupes.

On retrouve avec ce résultat une relation forte entre flote@pes. Celle-ci fera I'objet d’'une étude
détaillée et étendue aux flatsséparables dans la section suivante.

2.1.3 Relation avec les coupes

Dans cette partie, nous présentons une réflexion sur le magatee les flots simples (une seule paire
origine-destination) et les coupes. Nous nous attachotesmment & soulever une analogie entre les
flots fractionnaires classiques, les flots monoroutés, ol Butés sur un seul chemin, et les flbts
séparables, qui sont routés sur au glushemins. Nous considérons un réséaw= (N, A) ou chaque
arca € A est muni d’'une capacite, > 0. Dans la suite, le terme de coupe désignera sans ambiguité
une(s, t)-coupe ols est la source etla destination d’une unique paire origine-destination.

Définition 2.5 (Répartition) Unerépartition d'un flot de valeurf sur un sous-ensembie de A est une
séparation du flot en un ensemijlg, f2,- - - , f,) de valeurs positives réparties sur les arcs(de

Une répartition est donc caractérisée par une séparafign fo,-- - , fn) du flot et une fonction
indicatriced de{1,--- ,h} x C dans{0, 1}. 6¢ vaut1 sila valeur f; est associée a I'ara. L’ensemble
desj; et la fonctiond doivent vérifier les relations suivantes.

h
Yofio = f (2.2)
=1
Yo =1 Vi=1,-,h (2.2)
acC

Nous distinguerons les quatre types de répartition suwapi different sur la forme de la sépara-
tion :

1. Unerépatrtition fractionnaire sépare le flot de valeuf sans contrainte particuliére.
2. Unerépartition monoroutéesépare le flot de valeuf en une unique valeur (égalef3.
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3. Unerépartition uniforme exactement-séparablesépare le flot de valeuf en exactement
valeurs identiques (égales5).

4. Unerépartition k-séparablesépare le flot de valeuf en au plusk valeurs (qui peuvent étre
différentes).

Définition 2.6 (Répartition valide) Une répartition d’un flotf sur un sous-ensemble d’ar€sest dite
validesi elle respecte les capacités des arcgte

Ainsi, la séparation f1, f2,--- , fr) et la fonction indicatriced caractérisant la répartition doivent
vérifier la relation suivante.

h
» 6fi<ua  VYaeC (2.3)
i=1

Nous souhaitons maintenant montrer que I'existence d'undleelle que soit sa nature, est lié non
seulement a sa répartition (de méme nature que le flot) swrol@ses mais également a un lien de
« compatibilité » entre les coupes. En effet, la répartitiam flot sur une coupe correspond aux chemins
qui portent ce flot. Ces chemins définissent une décompositidlot sur 'ensemble du réseau, donc sur
chaque coupe. Ainsi, les répartitions du flot sur les coupegdt avoir la méme séparation.

Cependant, il est intéressant de remarquer que ce lien deatitnitité entre des répartitions fraction-
naires est facile a obtenir puisqu’il n’y a pas de limite denséparation. Deux répartitions d’'un méme
flot définissent aisément, a I'aide d'éventuels fractionget® supplémentaires, une séparation commune
sans modifier la distribution du flot sur les arcs des coupgsspondantes. De méme, les séparations des
répartitions entiéres et des répartitions uniformes exaentk-séparables sont fixées et donc identiques
sur chaque coupe. Il n’y a donc, la non plus, aucun problénmomaigpatibilité entre les répartitions.

Dans le cas des répartitioksséparables, le probléme est bien plus complexe car lesatiépas dis-
posent a la fois d’une limite sur leur cardinalité et d’umelié sur chaque valeur. Ainsi, deux séparations
d’'une méme quantité de flot peuvent ne pas accepter de séparainmune respectant la limite sur le
nombre de valeurs. Par exemple, les séparati2ry et (3, 1) sont compatibles dans le cas fractionnaire
car elles peuvent étre décrites par la méme séparéidnl). Mais elles ne sont pas compatibles dans
le cas2-séparable.

On constate alors, pour les trois premiers types de répasdijtque la compatibilité entre les ré-
partitions ne dépend que de la quantité de flot totale. Cediiedgur, réelle, définit un ordre total entre
les répartitions. Pour les répartitioksséparables, la compatibilité dépend égalemenk-diplet défi-
nissant la séparation (avec éventuellement des compssanliies). Ces:-uplets définissent un ordre
partiel entre les répartitions. La nature des problemesatieifiséparables revét alors une complexité
plus importante.

Nous présentons maintenant dans un cadre plus formel les gié€e nous venons d’évoquer en les
appliquant aux différents types de flots.

Propriété 2.1. Un flot de valeurf peut étre routé de a ¢ si et seulement si, pour toutet-coupe, il
existe une répartition fractionnaire valide de

Démonstration.Démontrons chaque partie de I'équivalence.
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1. Supposons qu’il existe un flét routantf de s at. Pour toute coupé€’, la répartition caractérisée

par :
o la séparation indexée par les arcs¥le f, = <f+—f Va € C,
>_Fa
L . acC
e la fonction indicatrice’; valantl sii = a et0 sinon,
est valide car, pour toutdeC, Y 67 fi = fo = LFQ < F, < ug.
eC ZFa
aeC

2. Supposons gu'il n'existe pas de flot routdrte s at en respectant les capacités. Considérons alors
un flot F' routantf de s at sans respecter les capacités et minimisant la congestigimaia, i.e.
maxe 4 Fy /u,. Cette congestion maximale est donc strictement supérgelir
Considérons I'ensembl€ des arcs dont la congestion est supérieure ou égal&d existait un
chemin des at ne passant par aucun arc@ealors on pourrait dérouter du flot par ce chemin et
faire diminuer la congestion maximale, ce qui contredimitiéfinition deF'. Nous en déduisons
donc queC' est une coupe.

De plus, comme la congestion maximale est strictement mupéral, il vient :

Zua<ZF =f

aeC aeC

Donc il existe bien une coupe sur laquelle il n’est pas pdessilétablir une répartition fractionnaire
valide def. O

NotonsC;, ; I'ensemble dess, t)-coupes. Le corollaire suivant s’ensuit :

Corollaire 2.1. Le flot maximalf* pouvant étre routé entre la source et la destination est égkl
capacité de la coupe minimale :

* = min Zua (2.4)

Ce corollaire est un résultat classique de théorie des gsapiais cette présentation permet de faire
I'analogie avec les autres types de flot.

Propriété 2.2. Un flot monorouté de valeuf peut étre routé de a ¢ si et seulement si, pour toute coupe,
il existe une répartition monoroutée valide de

Démonstration.Démontrons chaque partie de I'équivalence.

1. Supposons gu'il existe un chemihroutant f de s at. Pour toute coup€’, il existe au moins
un arca, € C' N P. La répartition monoroutée (séparatign = f), caractérisée par la fonction
indicatriced{ valantl sia = a, et0 sinon, est valide.

2. Supposons qu'il nexiste pas de chemin routfile s at en respectant les capacités. Alors I'en-
semble des arcs de capacité strictement inférieyrest une coupe (ensemble non minimal).
Donc il existe bien une coupe sur laquelle il n'est pas péssitétablir une répartition monorouté
valide def. O
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Le corollaire suivant s’ensuit :

Corollaire 2.2. Le flot monorouté maximaf* pouvant étre routé entre la source et la destination est
égal au plus petit maximum des capacités des arcs d’une coupe

* = min max u 2.5
! CECoy acC ¢ (2.5)

Propriété 2.3. Un flot uniforme exactemenitséparable de valeuf peut étre routé de at si et seule-
ment si, pour toute coupe, il existe une répartition uniferexactement-séparable valide d¢.

Démonstration.Démontrons chaque partie de I'équivalence.

1. Supposons gu'il existé cheminspy, ..., py routant chacur% de s at. Pour toute coup€’, il
existe au moins un are;, € C N p; pour tout chemirpy. La répartition uniforme exactement
k-séparable (séparatiofy = - - - = f;, = L), caractérisée par la fonction indicatri¢evalant1 si

a = q; et0 sinon, est valide.

2. Supposons qu'il n’existe pas d’ensemblekdehemins routant chacu;.é des at en respectant les
capacités. Il existe donc un nombre de chemins lifdite {0, ...,k — 1} tel que :
e il existe un ensemble d& chemins routant chacu%n,
o il Nexiste pas un ensemble @&+ 1 chemins routant chacuf.
Considérons un ensemble dechemins{py, ..., py/} routant chacur)f et permettant de router un
maximum de flot sur ufk’ 4 1)®M€ chemins. Considérons alors 'ensemb6leles arcs de capacité
résiduelle ¢, — Y-F | 6% 1) strictement inférieure &. Comme il n'existe pag’ + 1 chemins
routant chacqu, C est une coupe (ensemble non minimal). S'il existait unertijoa uniforme
exactementk’ + 1)-séparable suf’, cela contredirait la définition dég chemins{p1, ..., px }.
Il n'existe donc pas de répartition uniforme exactemeséparable d¢ surC. O

Le corollaire suivant s’ensuit :

Corollaire 2.3. Le flot uniforme exactemehtséparable maximaf* pouvant étre routé entre la source
et la destination est égal a la plus petite capacité unifoexactemenk-séparable d’'une coupe.

Ce résultat a été démontré dans [BKS05] sous une forme ddiiér Cette présentation permet de
faire I'analogie avec les autres types de flot.

Propriété 2.4. Un flot k-séparable de valeuf peut étre routé de a ¢ si et seulement si il existe un
ensemble de répartitions-séparables sur les coupes ayant la méme séparation du flot.

Démonstration.Démontrons chaque partie de I'équivalence.

1. Supposons gu'il existecheminspy, ..., px routantf des at. Notonsfy, ..., fi les quantités de
flot routées par chague chemin. Pour toute catipi existe un arai; € C' N p; pour tout chemin
p;. La répartitionk-séparable caractérisée par :

e la séparatiori f1, ..., fx),
e la fonction indicatrice’; valantl sia = a; €t0 sinon,
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est valide.

2. Supposons gu'il n'existe pas de flbtséparable routanf de s a ¢ en respectant les capacités.
Alors, quelque soit la séparatiqify, .. ., fx) de f, il existe un nombre de chemins limité
{0,...,k—1} tel que:

e il existe un ensemble d& chemins routant respectivemefit .. ., fi/,

e il n'existe pas un ensemble dé+ 1 chemins routant respectivemefit . . ., fr/41.

Considérons un ensemble gechemins{pi,...,py } routant respectivement, ..., fi et per-
mettant de router un maximum de flot sur(@h-+1)®™e chemins. Considérons alors I'enseméle
des arcs de capacité résiduellg ¢ Zf;l o8 f;) strictement inférieure &, ;. Comme il n’existe
pask’ + 1 chemins routant respectivemefit . . ., fr11, C est une coupe (ensemble non minimal).
S'il existait une répartitior{k’ + 1)-séparable suf’, cela contredirait la définition dé$ chemins
{p1,...,pr}. Il Nexiste donc pas de répartitidrrséparable d¢ surC.

Ainsi pour toute séparatio(if, ..., fx) de f, il existe au moins une coupe sur laquelle aucune
répartitionk-séparable de cette séparation n’est possible. O

2.1.4 Notations communes aux différents modeles

Dans les sections suivantes, nous présentons des modeefosme de programmes linéaires du
probleme du flok-séparable maximal (KMFP). Par souci de clarté, nous papd’introduire ici les
notations communes a chaque modéle.

SoitG = (N, A) un graphe orienté constitué d’'un ensemblale n nceuds et d’'un ensemblede
m arcs. Chaque ar¢ € A est muni d’'une capacité, > 0. Nous considérons une unique paire origine-
destination(s, t) du flot & router sulG. Pour faciliter la généralisation des modéles a plusieanep
origine-destination, généralement notéeaous notondd le nombre maximal de chemins élémentaires
utilisés pour porter le trafic. Le probléeme du floiséparable maximal (KMFP) est de trouver un flot
maximal porté par au plu chemins élémentaires.

NotonsP I'ensemble des chemins élémentaires entett. Pour chaque chemip, u, = Inein Ug
agp

désigne sa capacité. On netela fonction indicatrice du passage du chemipar I'arca.
Nous utilisons principalement deux types de variables :

e Lesvariables de flotsreprésentent la quantité de flot circulant sur un arc, veagak,, ou sur un
chemin, variables;,,.

e Lesvariables de support de flotsont les variables de décision relatives au passage du flahsu
arc, variablegy,, ou sur un chemin, variableg,.

2.2 Modeéle arc-chemin basique

Le premier modele est basé sur une formulation arc-chenairvakiable de flotz, > 0 représente
la quantité de flot portée par le chemine P ety, est la variable de décision associée. Le modele
arc-chemin s’écrit alors comme suit :
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max Z:L"p
pEP
s.c.

Zégxp <u, VaeA (a)

peP

(KMFP;) Ty —upy, <0 YpeP (b) (2.6)

Zyp <H (c)

peP
xp =0 Vpe P (d)
{ yp€1{0,1}  VpeP (e

La contrainte (2.6.a) est la contrainte de capacité. Efhitdi le flot agrégé sur chaque arc par la
capacité de l'arc. Le lien entre les variables de flot et legltes de décision se fait dans la contrainte
(2.6.b). En effet, si un chemimn’est pas choisi pour router du flot, la variable de flot agsdioit étre
nulle. Dans le cas inverse, le flot routé suest tout de méme limité par la capacité du chemin, méme si
cette contrainte est redondante avec les contraintes deitap

Ainsi, nous pouvons utiliser les variables de décision pamnpter le nombre de chemins utilisés. |l
vient naturellement la contrainte de largeur de flot (2.w)s’'assure qu’au plus/ chemins portent le
flot. Notons enfin les contraintes d’intégrité (2.6.d) paupbsitivité du flot, et (2.6.e) pour le caractére
binaire des variables de décision.

La difficulté de ce modele réside d’une part dans la preseasauables de décisiog), qui rendent
le probleme combinatoire, et d’autre part dans le nombremaptiel de variables car lié au nombre de
chemins. De plus, comme nous verrons dans le chapitre 3, délenne peut pas étre utilisé de maniéere
performante dans une méthode de résolution de Brpach & Bound Des reformulations sont alors
nécessaires.

Le modéle suivant sera une reformulation utilisant une @gp arc-sommet. Cependant, la plupart
des articles récents reprennent le modele arc-chemin ddefaia plus grande facilité de mise en ceuvre
[BKS05, BKP03, EJLW01, MTUPO4].

2.3 Modeéle arc-sommet

Plut6t que de choisiff chemins dan®, chacun de ce# chemins peut étre décrit comme un sous-
probléme de flot en utilisant une formulation arc-sommeteffet, un chemin peut se construire a partir
d’un flot entier de valeuil, moyennant des contraintes adéquates. Ainsi, les arcanpant flot de la
source a la destination constituent le chemin. Cette disati®dn impose un ordre sur |g$ chemins

car chaque bloc de variables, associées a un chemin et aw'flqiarte, sera repéré par un numéro de
cheminh allant del a H.

Pour chaque numéro de chentin=1... H, la variablez > 0 correspond a la contribution au flot
sur l'arca € A par le chemin numéra. La variable de décisiop/ € {0, 1} indique si leh’®™® chemin
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passe par I'araz ou non. Enfin, la variable;, > 0 représente la quantité de flot porté par le chemin
numéroh. Il peut étre vu comme la contribution de ce chemin au flot suarc virtuel, de capacité
infinie, reliant la destination a la source.

Notonsw™ (v) I'ensemble des arcs entrants du cocycle du somnettu™ (v) 'ensemble des arcs
sortants du cocycle. Alors, le modéle arc-sommet peutldié@omme suit :

H
max Zzh
h=1
S.C.
zp Siv =t,
Z ah — Z eh={—z, siv=s, YVh=1...H YveN (a)
a€w=(v) a€wt(v) 0 sinon.
1 siv=t,
Soyh— > yh={-1 siv=s, Vh=1...H WeN (b
(KMFP,) acw=(v) acwt (v) 0 sinon. (2.7)
H
nggua Va € A (c)
Zgl_uaygg() Vh=1...H YacA (d
Z yh <1 Vh=1...H,Yve N (e
a€w= (v)
zh >0 YVh=1...H, Yac A (f)
yh e {0,1} YVh=1...H,Yac A (g)
2z, >0 Vh=1...H (h)

Ce modele utilise deux blocs de contraintes de conserve#diot, pour les variables de flot d’'une
part (2.7.a), et pour les variables de support de flot d’quare(2.7.b). Le respect des capacités est assuré
par la contrainte (2.7.c). Elle limite le flot agrégé sur amarc a hauteur de la capacité correspondante.
Le couplage entre le flot et son support est réalisé dans leaote (2.7.d). Celle-ci contraint le flot a
circuler uniquement sur les arcs définis par le support. Sirarest utilisé dans le support de flot, le flot
est limité a la capacité de I'arc méme si cette contrainteezkindante avec la contrainte de capacité
(2.7.c). Les contraintes d'intégrité fixent les domainesdéfnition des variables de flot (2.7.) et (2.7.h),
et de support de flot (2.7.9).

La contrainte (2.7.e) est assez inhabituelle mais ell¢ psdement avérée indispensable. En effet,
dans ce modéle, le support de flot est défini comme un flot efgiealeurl. Néanmoins, comme tout
flot, il se décompose en chemins et circulations. Comme iesér et de valeut, il se décompose en
un seul chemin mais cette modélisation accepte des cimudatce qui peut étre préjudiciable.

Prenons I'exemple du modéle arc-sommet, similaire au nptésenté dans [BHV0O0] pour un pro-
bléme de flot entier ou la demande est donnée et indivisitdasbe cas, les variables de flot et de support
de flot sont étroitement li€es puisque que le flot est égal arfeadde sur le support et nul ailleurs. Ainsi,
tout cycle dans le support de flot induit une circulation d@nfiot. Dans le cas de ce probléme, cette
circulation dégrade la solution. Elle est donc naturellengiminée. Dans d’'autres problemes, elle est
simplement inutile car elle permet rarement d’améliorerdi@ur de la solution.



60 Chapitre 2. Modéles pour les fldtsséparables

Notre cas est différent car il y a un espace de liberté danereentre les variables de flot et de
support de flot. Le flot n'est pas obligé de suivre le suppart@ute sa longueur. Il peut emprunter une
partie d’'un support puis bifurquer sur une autre. Ainsi, yde dans le support n'induit pas forcément
une circulation dans le flot. Il peut servir au flot a bifurqggemme illustré sur la figure 2.3. Les arcs
représentés sur cette figure correspondent a des variabtgcision,” = 1 et, pour chacun, la valeur du
flot est indiquée. Dans une telle situation, un cycle dansippaert de flot (variableg”) peut permettre
de définir plus d’'un chemin pour le flot avec les variabiés Cette bifurcation permet donc au flot de
définir une meilleure solution, évidemment non valide.

FiG. 2.3 — Influence d’un cycle dans la definition du support deyfitur les variables de flot’.

La contrainte (2.7.e) permet de prévenir cette situatiofosgant chaque chemih a étre élémen-
taire, c’est-a-dire d'éviter les cycles connectés au cheliun autre coté, elle n'exclut pas les cycles
déconnectés comme illustré sur la figure 2.4. Cependarsigpeide tels cycles ne permettent pas au flot
de bifurquer, cette situation n’a pas besoin d’'étre interdi

FIG. 2.4 — Influence d'un cycle déconnecté sur les variables teflo

Par rapport au modéle arc-chemin, ce modéle a I'avantag®id’an nombre de variables polyno-
mial en fonction de la taille du graphe et du nombre maxinfiirde chemins. Cependant, la résolution
de ce modele reste trés complexe étant donné le nombre eingooetant de variables de décision.
D’autre part, la contrainte (2.7.e) permet d’assurer laditél du modéle dans cette forme discréete. Ce-
pendant, dans le cas fractionnaire obtenu par relaxatiscatgraintes d’intégrité des variablgs nous
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retrouvons la méme constatation. Les variables de suppdiot]une fois relachées, peuvent définir des
chemins et des cycles connectés (avec des valeurs fragitiegnpermettant ainsi au flot de bifurquer.

Ce point explique la différence de qualité entre ce moddke mibdéle suivant obtenu par décomposition
de Dantzig-Wolfe.

Enfin, il est important de remarguer un inconvénient de cealeg@troitement lié a la structure de
symétrie induite par I'attribution des variables de déxisfSS01]. Toute permutation sur les numéros
de chemins conserve la validité et la valeur de la solutiéesgace réalisable des solutions est donc
inutilement grand puisqu’a chaque solution corresponadrdute solutions équivalentes qu'il y a de
permutations possibles sur les numéros de chemins. Il peaté&tre intéressant d'ajouter une contrainte
d’ordre sur les numéros de chemins pour casser la symétmeodéle et diminuer la taille de I'espace
réalisable. Ainsi, la contrainte 2.8 deariable orderingordonne les chemins par flot décroissant : le
chemin numéra doit porter plus de flot que le chemin numére- 1. Cette contrainte est suffisante dans
la plupart des cas. Seuls les cas ou la solution optimale edmgeux chemins portant la méme quantité
de flot ne peuvent pas étre départagés.

Zha1 —2n <0 YVh=1---H -1 (2.8)

2.4 Modéele arc-chemin par décomposition de Dantzig-Wolfe

2.4.1 Méthode de décomposition de Dantzig-Wolfe

Le schéma de décomposition de Dantzig-Wolfe a été proposE@énd dans [DW60] et constitue
maintenant une approche classique pour résoudre des progialinéaires de grande taille. Il s'avere
surtout efficace pour des programmes linéaires fortemanttatés comme, par exemple, avec des ma-
trices de contraintes diagonales par bloc (cf. par exeniale/[0, Min83]).

L'idée générale est de considérer le polyédre associé aartie ges contraintes. L'espace réalisable
est donc inclus dans ce polyédre et une solution réalisabtprame en fonction de ses points extrémes
et de ses rayons extrémes. Cette formulation d’'une solufialisable est reportée dans la partie restante
des contraintes et dans la fonction objectif. Le nouveaudaieodinsi obtenu est constitué d’'un nombre
réduit de contraintes mais d’'un nombre potentiellementegptiel de variables. Il est donc nécessaire
d'utiliser la méthode de génération de colonnes afin de rirtrgu’'une partie des variables, celles
susceptibles d'intervenir dans la solution optimale.

Formalisons cette idée en considérant un programme lmémté (P), dans lequel nous distinguons
deux ensembles de contraintes.

max cw
s.c.
(P) Az <a  (a) (2.9)
Bx<b (b
x>0 (¢)



62 Chapitre 2. Modéles pour les fldtsséparables

Le bloc de contrainte®x < b etx > 0 définit un polyedre qui comporte un nombre fini de points
extrémes, notés’ aveci = 1,--- , I, et de rayons extrémes, notésavecj = 1,---,J. D’aprés le
théoréme de Minkowski, tout pointde ce polyédre peut s’écrire comme une combinaison conesxe d
points extrémes et une combinaison conique des rayonsredré

I J
ro= Y @t ) oyl (2.10)
i=1 j=1

I

avec » N\i=1leth >0 Vi=1-- 1
i=1

et ;=0 Vji=1,---,J

Il est alors possible d’écrire (P) sous la forme d’'un nouveagramme linéaire appeffogramme
maitre et noté (PM).

I J
max c E iz’ + E vjr?
i=1 j=1

S.C.
(PM) A D it + ) vl | <a (a) (2.11)
i=1 j=1

I

ddi=1 (0)

i=1

A >0 Vi=1,---,1 (c)

I/J>0 ijl,,J (d)

Pour procéder a la génération de colonnes, on considéreognapnme maitre comportant unique-
ment les variables associées a un sous-ensemble de paiay®rs extrémes. Ce programme maitre est
appelé programme maitre restreint, noté (PMR). En le réaghon obtient une solution optimale et la
valeur correspondante des variables duales, nof@aur les contraintes (2.11.a)#t pour la contrainte
(2.11.b). La solution optimale du (PMR) est également smiubptimale du programme maitre si au-
cune variable hors base de (PM) ne peut améliorer cetteé@mliRour s’en assurer, il suffit de calculer
les codts réduits des variables correspondant a des pointssorayons extrémes n’intervenant pas dans
le (PMR). Si tous ces co(ts réduits sont négatifs ou nulgligien est bien optimale pour le programme
maitre. S’il existe un ou plusieurs codts réduits strictetnpmsitifs, une ou plusieurs des variables cor-
respondantes doivent étre ajoutées au (PMR) (cf. figure 2.5)
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Probléeme Maitre

Restreint

A
codlts nouvelle

duaux colonne
y

Sous—Probleme

FiG. 2.5 — Principe de la méthode de génération de colonnes.

Ainsi, pour un programme malitre restreint donné, il s'agitdéterminer la variable de co(t réduit
maximal. Cette variable correspond a un point extréme dyepot des contraintes (2.9.b). Le probleme
a résoudre, appelé probléme auxiliaire ou sous-probléenmgosiélise par le programme linéaire (SP).

max (¢ — mA)z
s.c.

(SP) (2.12)

Bx<b (a)
x>0 (b)

La méthode de génération de colonnes basique consiste désoudre itérativement un probleme
maitre restreint puis un probléme auxiliaire afin, soit d@mir le probléme restreint d’'une nouvelle
variable et de réitérer, soit de déterminer la solutionrmoplte du programme maitre (pour plus de déve-
loppements sur les méthodes de génération de colonnesasfZ(.BIJN 98]).

2.4.2 Application au flot maximum k-séparable

Dans [AdCO03], les auteurs proposent des modéles pour légonebde multiflot entiernsplittable
Multicommaodity Flow Problemn En particulier, ils proposent un modéle arc-chemin abtear décom-
position de Dantzig-Wolfe d’'un modéle arc-sommet. Nousvpos procéder de la méme maniére sur
notre modéle arc-sommet (KMEP

Pour cela, nous considérons le polyédre des flots décritgpeontrainte de conservation de flot
(2.7.a). Comme la guantité de flot a router n'est pas limigg@olyédre ne posséde pas de points ex-
trémes. Chaque flot peut s’exprimer comme combinaison aenigs rayons extrémes de ce polyédre.
Ces rayons extrémes correspondent aux chemins élémergaaax cycles élémentaires.

NotonsP I'ensemble des chemins élémentaires pour la paire origgstination donnée €t I'en-
semble des cycles du graphe. Pour chaque chenfiespectivement chaque cyaty élémentaire, le
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rayon extréme correspondant est représenté par le veteur{0,1}™ (respectivement©) indiquant
les arcs composant le chemin (respectivement le cycle).

Ainsi pour chaque numéro de chentinle flot 2" sur les arcs se décompose selon I'équation 2.13.

wh =Y apoh+> als;  VacA Vh=1,... H (2.13)
peEP ceC

Or il est clair que, pour le probleme étudié, les cycles nevgeiupas améliorer la solution. Toute
solution peut donc se ramener & un solution équivalenteléenariables de cycleg' sont nulles. Nous
pouvons donc les supprimer du modele.

Nous pouvons procéder de la méme maniére avec les varighbléécrivant le support de flot car
elles sont également contraintes a la conservation du fléi(2 Notons néanmoins que la quantité de
flot & router est fixée et égalelaLes chemins élémentaires constituent donc non plus dessayais
des points extrémes. Les variablgsse décomposent donc en une combinaison convexe sur lesnshemi
et une combinaison conique sur les cycles. De plus, la dotéraur les cocycles (2.7.e) implique que
seuls des cycles disjoints du chemin actif peuvent étnsésil Or ils ne peuvent pas améliorer la solution
et les variables correspondantes peuvent donc égalenmerstu@primées du modéle. Enfin, le caractére
discret des variables de support de flot doit étre reportéeswariables du programme maitre.

Ainsi, nous remplagons dans le modéle (KMFRes variables de floi” et de support de flog”
par leurs décompositions sur les chemins élémentaired)(t12.15). Les variables de flmfg du pro-
gramme maitre représentent alors la contribution au fldestiremin physique du chemin actif numéro
h. Chaque indice représentant un chemin, il est importanisteguer les chemins physiques élémen-
tairesp € P, constitués d’arcs du graphe, et les chemins actifs quidemassociations entre un chemin
physique et une quantité de flot, numérotés dans ce moddl&dé. Les variables de support de flot
yg correspondent donc aux variables de décision associaritamic physique et un chemin actif nu-
mérotéh. Ainsi, pour toute solution réalisable, chacun déshemins actifs ne contribue qu’au flot du
chemin physique correspondant. Mais il faut imaginer gaetmtraintes d’intégrités vont étre relachées
pour résoudre ce modéle dans sa forme fractionnaire. Eta#agas, un chemin actif n’a de chemin que
le nom puisqu'il peut alors se répartir sur plusieurs chamimysiques.

ah = > al  VaeA Vh=1,....H (2.14)
peEP
yh = Y. 0y, VacA Vh=1,. H (2.15)
peP
avec
:c% > 0 VpeP Vh=1,...,H
yh € {0,1} VpeP Vh=1,....H
ety yp = 1 Vh=1,....,H
peEP

Il reste a reporter cette décomposition dans les contmiettantes du modele (KMERpour définir
le programme maitre. Ainsi la contrainte de capacité (Rdewient :
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H
D> ap<u,  VaeA (2.16)

h=1peP

De méme, la contrainte (2.7.d) de liaison entre le flot et fpeut de flot s’écrit sous la forme 2.17.

> ob(af —uayp) <O Va€A Vh=1,.. H (2.17)
peEP

Or chaque chemin actif numéraiéest associé a au plus un chemin physiggleEn effet, le caractére
discret des variables de support de flot et la combinaisovesersur les chemins assurent (yga/autl
si p = py, et0 sinon. Ainsi, la relation 2.17 impliquent le systéeme d’iabigs 2.18 et 2.19.

> dbap <0 Yadp, Yh=1,...,H (2.18)
peP
> obal < w,  Vaep, Vh=1,.. H (2.19)
peEP

Puis, il découle de 2.18 et 2.19 que tout chemin différeni;dee peut pas router de flot et que le flot
routé parpy, est limité au,, = minu,, la capacité du chemin. Et tout ceci se généralise par |laaiote

agpp
2.20.

af —upyh <O VpeP Vh=1,... H (2.20)

Enfin, la contrainte (2.7.e) sur les cocycles entrants dévie

> Y yt<1  WYoeV Vh=1,..,P (2.21)
a€w— (v) pEP

Or tous les chemins passent par le cocycle entrant de landgsti¢. Donc la contrainte 2.21 pour
v = t inclut toutes les autres et équivaut a la contrainte 2.2Re€esignifie que pour chaque numéto
de chemin actif, il correspond au plus un chemiride

dyhb<1l  Vh=1,... ,H (2.22)

Cette contrainte est incluse dans la relation entre Iealvlmsiyg relative a la combinaison convexe
des points extrémes. Cependant, le probléme origineldilrinombre de chemins a au plis Il ne
demande pas explicitement de les utiliser tous. Le mod&idHIK,), pour simplifier, oblige I'utilisation
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d’exactementd chemins mais certains peuvent ne pas porter de flot. Ainsprirainte 2.22 correspond
mieux au probléme. Nous la conservons donc pour ce modeéle.

En outre, pour la fonction objectif, les variablgs sont simplement remplacés par la somme7aur
des variables de flatg. Ainsi, en appliquant une décomposition de Dantzig-Wolfereodéle (KMFRB),
nous avons défini un nouveau modéle arc-chemin. Il differenddéle (KMFR) puisqu’il se fonde sur
une discrétisation des variables de flot et de décision. Qelag’établit de la facon suivante :

H
maxZZxZ
h=1peP
s.c.
H
ZZéngSua Va e A (a)

KMFP h=1peP 2.23
( 2 e —uyh <0 Vh=1...H VpeP (b) (2.23)
<t Vh=1...H (c)

peEP

h _

x£20 Vh=1...H, VpeP (d)
yh € {0,1} Vh=1...H,¥peP (e

Cette formulation nécessite encore plus de variables gpeshaier modéle arc-chemin puisque les
blocs de variables de flot et de support de flot ont été dudidiidois. Néanmoins il nous permet de
mettre en ceuvre dans le chapitre 3 des algorithmes perftsman

D’autre part, les considérations de symétrie soulevées lpomodéle (KMFB) sont toujours va-
lables. Considérons un ensemble Hechemins(pi,ps,--- ,pg) constituant une solution optimale.
Toute permutation de cet ensemble donne une autre solytiimale. Comme n’importe quel chemin
peut étre affecté a n'importe quelle position dans la smfutie routage, cela peut potentiellement mener
a un grand nombre de solutions « identiques ». Nous ajoutams &jalement pour le modéle (KMPP
les contraintes deariable ordering(2.24).

gt =N ah <0 Vh=1---H-1 (2.24)
peEP peEP

2.4.3 Comparaison avec les modéles précédents

En comparaison avec le modéle (KMfPle modéle (KMFR) n'a plus besoin de restriction sur le
nombre de chemins actifs puisque c’est implicitement sg@p@otravers la discrétisation des variables.
Cependant, une étape supplémentaire d’affectation deénosraux chemins est requit par la contrainte
(2.23.c). D'autre part, il est a noter qu’une solution du gledKMFPR;) peut toujours étre transposée en
une solution du modéle (KMRPen utilisant les relations suivantes :



2.4. Modeéle arc-chemin par décomposition de Dantzig-Wolfe 67

H
T, = Y ah VpeP (2.25)
h=1
h
= 2.26
Yp . :I?,a}fH Yy, VpeP ( )

En fait, la relation entre ces deux modéles est méme plus fmmme le montre la propriété suivante.

Propriété 2.5. Les modéles (KMFP et (KMFP;) sont équivalents.

Démonstration.Soit (fg,yj;) une solution fractionnaire réalisable du modele (KMFR.es variables

agrégées s’expriment de la fagon suivante :

H

T, = Y Ty VpeP
h=1
H

v = > Uy VpEP
h=1

La solution(z,, y,) vérifie toutes les contraintes du modele (KMF-P

Soit (%, %,) une solution fractionnaire réalisable du modele (KMFRes variables désagregées
s’expriment de la fagcon suivante :

VpeP Vh=1- H

VpeP Vh=1-H

SefSsRE

La solution(z?, y) vérifie toutes les contraintes du modele (KMFP

Il existe donc une bijection entre les espaces réalisalgigsleux modéles. O

D’un autre coté, la comparaison avec le modéle (KMRboutit a une situation différente.

Propriété 2.6. Toute solution fractionnaire du modéle (KMEPRnduit une solution fractionnaire du
modéle (KMFB). La réciproque est fausse.

Démonstration.Soit (ZI*,7"") une solution fractionnaire réalisable du modéle (KMFFRes variables

sur les arcs s’expriment de la facon suivante :
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szZéZwZ VYae A VYVh=1,--- H
peEP

yZZZ%’y;} Vo€ A Yh=1,---,H
pEP

La solution(z", y") vérifie toutes les contraintes du modéle (KMFP

La réciproque est fausse. En effet, tout flot sur les arcs peuwtécomposer en un ensemble de
chemins élémentaires et de cycles élémentaires (cf. AbajdA&MO93]). Or le modéle (KMFR) utilise
une formulation qui ne peut pas interdire les cycles. Airsidzoup de solutions réalisables du modéle
(KMFP5) ne peuvent pas étre transposées en solutions du modeleRRMF

Par exemple, sur la figure 2.6, la solution fractionnairdiséale du modéle (KMFP utilise des
cycles de support pour augmenter le flot. Le graphe est toégfiarcs (trait plein) de capacitta
I'exception des arc$u, v) et (v/,v’), de capacitél. La solution du flot entier maximumi {séparable)
entres ett est un chemin(s, u, v,t) ou (s, u’, v, t)) portant une unité de flot. En pointillé est indiquée la
décomposition en deux chemins et deux cycles du supporttddsfioi par la solution fractionnaire. Les
valeurs en noir correspondent aux variables desflott les valeurs en gris aux variables de support de
flot 4. Les cycles permettent donc d'utiliser toute la capacitates(u, v) et (u’, v') sans étre obliger
de router du flot sur les arq®, u) et (v/,«’). Ainsi cette solution fractionnaire est bien réalisable et
porte un total d& unités de flot. Elle ne peut clairement pas étre transposéaesolution du modéle
(KMFPs).

FiG. 2.6 — Utilisation de cycles de support pour augmenter le flot

En supprimant les cycles, le modéle (KMffRméliore nettement le modéle (KMEPRJans le sens
ol son espace réalisable contient moins de solutions. O



CHAPITRE 3

RESOLUTION PAR LA METHODE DU
BRANCH AND PRICE

L'application de la méthode dBranch and Priceest une fagon populaire et efficace de résoudre
des programmes linéaires mixtes (variables fractiongatesntiéres) comportant un grand nombre de
variables. Elle consiste a utiliser la méthode de génératecolonnes a l'intérieur d’'un algorithme de
séparations et évaluatiorBréanch and Bound Le principe du Branch and Bound a été présenté en 1960
par Land et Doig dans [LD60]. Peu avant, Ford et Fulkerso%f}) ont proposé une résolution par
génération de colonnes de problemes de multiflots. Puisiabx\Volfe ([DW60]) ont développé cette
idée dans le cadre de leur schéma de décomposition.

Cette méthode a été utilisée pour la premiére fois par GérebGomory dans le cadre d’'une heuris-
tique efficace pour résoudre@utting Stock problefGG61, GG63]. La génération de colonnes ne tarde
pas a trouver des applications dans de nombreux domainasoDjeurs, elle fait partie des méthodes
prépondérantes pour traiter des modéles avec un grand aalalvariables.

Dans [DSD84], Desrosierst al. introduisent une méthode embarquant la génération de m®lon
dans le cadre d'un Branch and Bound spécifique pour la pragedion linéaire, afin de résoudre un
probleme de tournées de véhicules avec contraintes dedertit temps. Ce principe trouvera de nom-
breuses applications dans la conception d’'algorithmestexmur des programmes linéaires en nombres
entiers [LDO5]. Plus récemment, Barnhattal. [BINT98] et Vanderbeck et Wolsey [VW96] ont dé-
crit des algorithmes génériques pour résoudre des progeantiméaires en nombres entiers par géné-
ration de colonnes. Des études ont également porté sur dbEpratiques liées a I'implémentation
de tels algorithmes comme, par exemple, les problémes Hiisstion de la génération de colonnes
[dMVDH99, Van05].

Dans un premier temps, nous détaillerons le principe de teodé du Branch and Price dans un
cadre général. Puis nous appliquerons ce principe au pnebtfe flotk-séparable maximum modélisé
dans le chapitre 2. Nous développerons chaque étape de tmadrét la relaxation linéaire, le sous-
probléme de génération de colonnes, les différentes rélgldswranchement, linitialisation de I'algo-
rithme et plusieurs améliorations. Enfin, nous analyseteasésultats numériques obtenus pour les
différentes variantes de notre algorithme.

69
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3.1 Principe général de la méthode du Branch and Price

3.1.1 Méthode de séparations et évaluations

La méthode de séparations et évaluations a été développéesgoudre a I'optimum des problemes
discrets. Elle consiste en une exploration de I'espace dlesians privilégiant les parties « promet-
teuses ». L'exploration s’effectue par partitionnement’dspace des solutions (généralement, on se
limite a deux parties). Cette procédure s'appelle « séparatou « branchement » et peut étre répétée
récursivement sur chacune des parties ainsi définies. Satteession de branchements forme naturel-
lement une structure d’arbre, appelée « arbre de recherohewarbre de décision », ou chaque nceud
correspond a une partie de I'espace des solutions. Si l&guoe d'évaluation est considérée seule, I'ex-
ploration doit parcourir 'ensemble des solutions possitles feuilles de I'arbre de décision) qui est
généralement beaucoup trop grand pour qu’une telle exjmoraoit acceptable.

Pour éviter I'exploration de la totalité de I'arbre de déanis il est nécessaire de pouvoir déterminer
rapidement, pour une partie donnée de I'espace des sd@utime borne inférieure et supérieure de la
valeur optimale. Ainsi, dans le cas d’une minimisationstigossible de supprimer du parcours de I'arbre
toutes les parties dont la borne inférieure est supérielaren&illeure borne supérieure trouvée. En effet,
cela signifie que cette partie de contient pas de solutioimafe. De plus, la borne inférieure permet
d’orienter la recherche vers les parties les plus « promsgte». Ainsi, une régle de parcours classique
consiste a parcourir les nceuds de I'arbre de décision paeliérieure croissante. L'algorithme s'arréte
lorsque la borne inférieure du nceud étudié est supérieutgala a la meilleure borne supérieure trouvée.
La meilleure solution trouvée est alors forcément optimale

Ce parcours classique de I'arbre de décision est le pluséin pratique. Notons toutefois que
d’autres parcours sont possibles. Un parcours en profomtkguord a notamment fait I'objet de plusieurs
études. Il consiste a choisir systématiquement un nceudfiteelid traité comme naeud suivant. Ainsi,
ce parcours permet d’obtenir rapidement des solutiongrestifournissant des bornes supérieures de
gualité. On peut alors espérer réduire rapidement les beasnde I'arbre de décision a explorer. Il existe
aussi des stratégies mixtes cherchant a profiter des qudétédifférentes stratégies utilisées.

Les principales difficultés de I'application d’'une méthatkeséparations et évaluations résident gé-
néralement, d'une part, dans le choix des méthodes de cidddrnes et, d’autre part, dans le choix des
branchements a effectuer. En effet, il est important de piowalculer des bornes inférieures et supé-
rieures suffisamment proches de la valeur optimale afin dielisu maximum I'exploration de I'arbre de
décision. Cependant, si I'exploration reste de taille ingutte, il est nécessaire que le calcul des bornes
ne prenne pas trop de temps. Ainsi, le choix des méthodedale das bornes se portera principalement
sur celles offrant un compromis entre la rapidité d’exémutt la qualité des bornes proposées.

D’autre part, Ryan et Foster [RF81] ont montré toute I'intpoce du choix des branchements en pro-
posant une stratégie de branchement pour des problémestitiepgement Set Partitioning Problem
Considérons un ensembled’'objets possedant un coél, j € J, et un ensemblé de sous-ensembles
J; deJ, i € I. Le probleme consiste a sélectionner des objets tels que,chaque sous-ensemblg
un et un seul objet soit sélectionné, tout en minimisant taree des colts des objets sélectionnés. En
associant a chaque objet J une variable de décisian; € {0, 1}, le probleme peut étre modélisé par
le programme linéaire en nombres entiers suivant :
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min chwj
jeJ
s.c.
(SPP) Z:Uj =1 Viel (a) (3.1)
JE€J;

zj €{0,1} VjedJ (b)

L'approche classique de Dakin [Dak65] pour partitionn&space des solutions est de considérer
une variabler; et de la fixer soit & soit al. Ainsi la partition est constituée de 'ensemble des sohsi
vérifiantz; = 0 et de I'ensemble des solutions vérifiant= 1. Fixerz; a1 est une contrainte forte car
elle oblige a annuler toutes les variables en conflit avedans les sous-ensembléscontenant I'objet
j. Cette contrainte réduit donc grandement I'ensemble das@us possibles. Au contraire, la contrainte
fixantz; a0 laisse beaucoup plus de liberté car elle n’apporte que peestiéctions dans les contraintes

(3.1.a). C’est ce déséquilibre que Ryan et Foster ont vaduire pour diminuer la taille de I'arbre de
décision a explorer.

Leur stratégie de branchement se base sur la propositicansei:

Proposition 3.1. Soit A une matriced-1. Si une solution de base du systéere = 1 est fractionnaire,
i.e. au moins une composante:dest fractionnaire, alors il existe deux ligne®t s telles que la somme
des variables communes soit fractionnaire :

0< Y m<l (3.2)

Jiarj=as; =1

Ainsi, le branchement suivant est valide.

(Y =1 vs. (> z;=0) (3.3)

jeJNTs jeJNTs

La branche de gauche signifie que les deux sous-enseniples./; sont couverts par la méme
variable. La branche de droite signifie qu’ils sont couvexds des variables différentes. Toutefois, il
est a noter que le terme de branchement de type Ryan et Festsmuyent employé dans la littérature
pour évoquer tous branchements susceptibles de proposegilieur équilibrage de I'arbre de décision
gue l'approche classique. Par exemple, pour le problémeégdedt, un branchement possible consiste a
partitionner un sous-ensemblgen deux parties égale§ et.J? [AWO0O]. Ainsi le branchement suivant
est valide :

jeJ} jeJ?

s7 7

Notons enfin que d’'autres types de branchements ont étéstueiar exemple, dans [AWO00], les
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auteurs proposent des stratégies de branchement sur demamons linéaires a coefficients entiers de
variables.

3.1.2 Application aux programmes linéaires en nombres ergrs

L'application de la méthode de séparations et évaluatiaxspaogrammes linéaires en nombres

entiers (PLNE) revét certaines spécificités que nous naysopons d’exposer dans cette partie. Consi-
dérons pour cela le PLNE suivant.

min cx

(PLNE) Ax <b (a) (3.5)

Un calcul classique d'une borne inférieure consiste a helales contraintes d'intégrité (3.5.b) pour
considérer uniguement des variables fractionnaires. kalution de la relaxation linéaire (RL) ainsi
obtenue est généralement rapide et la valeur de solutiomalpt fractionnaire est une borne inférieure
de la solution optimale entiére. Cependant, la « qualité eette borne inférieure dépend fortement du
modéle. Pour estimer cette qualité, on présente génénaldi@eart relatif, appeldap entre la valeur
de la solution optimale fractionnaire et celle de la solutaptimale entiére pour I'espace de solution
tout entier (nceud racine de I'arbre de décision). Plus @t ést faible, plus le calcul de la borne est de
bonne qualité puisqu’il permet alors de réduire fortemartéille de I'arbre & explorer.

min cx
s.c.
(RL) Ax <b (a) (3.6)

D’autre part, la solution optimale fractionnaire peut sétér étre une solution entiére. La valeur de

cette solution est alors une borne supérieure pour la ptiespace des solutions considérée. Elle peut
servir a élaguer certaines branches de I'arbre de décision.

De plus, la solution fractionnaire calculée par résolutiena relaxation linéaire sert généralement
a définir un branchement a effectuer. Par exemple, dans lelassique du branchement de Dakin, on
choisit une variabler; ayant un valeur:; fractionnaire. Puis, le branchement s’effectue a partir de
parties entiéres inférieure et supérieure (cf. figure 3.1) :

(0 < 123)) Vs (> [a3)) @3.7)
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S

e

FIG. 3.1 — Séparation a partir de la solution fractionnaite

Ainsi I'application de la méthode de séparations et évanatux programmes linéaires en nombres
entiers peut étre représentée par la résolution de la tedaxaéaire et une procédure de branchement
(figure 3.2). Cependant, pour de nombreux modéles, I'écdre ées solutions optimales fractionnaire
et entiére oblige a effectuer une exploration importantéattbre de décision. Pour réduire cet écart et
donc I'exploration de I'arbre de décision, de nombreusadeai ont portés sur des approches de types
coupes et branchemenBréanch and Cuyt

Cette approche s’appuie sur I'analyse polyédrale pour idéfas classes d’inégalités valides pour
I'enveloppe convexe des solutions entiéres réalisablésutes les facettes de I'enveloppe convexe pou-
vaient étre ajoutées au programme linéaire, la relaxait@maire donnerait directement la solution opti-
male entiére. Cependant, ces facettes sont généralerdenibimbreuses et difficilement identifiables de
maniére ad hoc. De plus, la plupart sont inutiles pour déteni’'optimum. L'idée est alors d'essayer
d’identifier des inégalités violées a partir d'une solutaptimale fractionnaire. L'ajout successif de ces
inégalités au programme linéaire permet alors de rédéicait entre les optima entiers et fractionnaires.

»
'

Relaxation

Linéaire

Branchement

|

Solution entiere

FiG. 3.2 — Méthode de séparations et évaluations.
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3.1.3 Extension a la génération de colonnes

La méthode du Branch and Price est une généralisation deBerd Bound autorisant I'utilisation
de la génération de colonnes pour résoudre la relaxatiéaiti. Plusieurs raisons conduisent a considé-
rer des formulations avec un grand nombre de variables. Hicydger, des techniques de reformulation
telles que la décomposition de Dantzig-Wolfe aboutissefguemment a des modeéles réduisant I'écart
entre les solutions optimales entieres et fractionnaiteprix d'un accroissement du nombre de va-
riables. Les méthodes de génération de colonnes et de cenipiedonc des méthodes complémentaires
pour renforcer la relaxation linéaire. Ces deux approckesgnt également étre combinées au sein d’'une
méthode appeléBranch and Cut and Price

A premiére vue, un Branch and Price semble étre une simpléioaison d’un Branch and Bound
embarquant une génération de colonne (cf. figure 3.3). $itexdependant des difficultés dans la mise
en ceuvre d’'une telle combinaison. En particulier, les braments classiques peuvent completement
changer la nature du sous-probléme de génération de csloBneelui-ci devient trop compliqué a
résoudre, cette approche perd tout son intérét. Ainsi, itzipale difficulté dans I'application d’'une
méthode de Branch and Price revient a trouver des branchem@mpatibles avec le sous-probléme de
génération de colonnes.

Y
——
PMR Ajout
) Colonne
non
Ou; Branchemer

o |

Variable
ractionnaire 2

Solution entiére

FiG. 3.3 — Principe général de la méthode du Branch and Price.

3.2 Génération de colonnes

Comme nous le détaillons dans notre présentation de la gésition de Dantzig-Wolfe (cf. section
2.4.1), la génération de colonnes est une méthode fréquetmutiésée pour résoudre des programmes
linéaires avec un grand nombre de variables (colonne®).eBStl basée sur la connaissance implicite de
I'ensembleX’ des variables. A chaque itération, un programme maitreeies{PMR) est résolu puis la
résolution d’un sous-probléme (SP) permet de mettre a @(PMR) ou de passer a l'itération suivante.
Le (PMR) consiste en une restriction dea un sous-ensemble réalisable de variabbles X. Aprés
résolution & I'optimum du (PMR), il est nécessaire de sastlirexiste ou non une variable d& \ S
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permettant d’améliorer la valeur de la fonction objectiécest effectué a travers la procédurepdeing
(SP) qui consiste a utiliser les informations duales du (Pléur calculer le co(t réduit le plus violé
d’une variable det \ S. Si le codt réduit est améliorant, la variable associéejestée au (PMR) pour
les itérations suivantes. Sinon, c’'est la preuve qu'il IsExaucune variable améliorante. La génération
de colonnes est arrétée et la solution optimale du (PMR)gadéent optimale pour le probléme.

3.2.1 Relaxation linéaire

Pour appliquer la méthode du Branch and Price sur le mod&#=), il convient, dans un premier
temps, de relacher les contraintes d'intégrité. Cepentlapplication de la génération de colonnes n’est
pas immédiate. Les contraintes de couplage (2.23.b) imiaogénération d’'une nouvelle contrainte a
chaque génération d’un variable correspondant a un nowegle(h, p). De nouvelles variables duales
apparaissent et modifient la structure du sous-probléemaniNéins, la propriété suivante va permettre
de simplifier la relaxation linéaire et de résoudre ce prokle

Propriété 3.1. Il existe au moins une solution optimale de la relaxatiorédime de (KMFR) pour
laquelle les contraintes de couplage (2.23.b) sont saturée

Démonstration.Soit (z*, y*) une solution optimale. So’g,_? = mg*/up siu, > 0 et0 sinon, pour tout
p de P et pour touth = 1... H. Alors les contraintes de couplage (2.23.b) implique g_peg yh*,

pour to_utp de P et pour touth = 1... H. Donczpep yg < Zpep yg*_g 1 pour touth = 1... H
(contraintes (2.23.c)). Alor&e*,7) est une solution réalisable et fournit la méme valeur @tfey™).
Donc, (z*,y) est également une solution optimale. O

Ainsi, les contraintes de couplage peuvent étre éliminése/ariables de décisiapnpeuvent étre
remplacées avec les variables de ftotCeci méne a une version simplifiée de la relaxation ling¢aire
incluant les contraintes de variable-ordering :

H
h
e 3o
h=1peP
S.C.

H
Z Zagxf; < uq Va € A (a)

h=1peP

;Uh
d ki Vh=1...H (b)
pEPup

daptt =Nk <0 vh=1...H-1 ()
peEP peEP

(RL3) (3.8)

Zh >0 Vh=1...H YpeP (d
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3.2.2 Sous-probleme

Aprés résolution du programme maitre restreint, les inftioms duales sont envoyées au sous-
probléme. Notons respectivement > 0, M > 0etv” > 0 les variables duales associées aux con-
traintes primale$3.8.a), (3.8.0) et (3.8.c) de la relaxation linéaire (R{). Alors, le sous-probléme (SP)
consiste a trouver une variable maximisant le colt rédyiteuit Etre décomposé di sous-problémes
indépendants (SB. Chacun se réduit & un probléme de chemin optimal [MPRD®@t pn numéro de
cheminh. Le codt réduit est donné par

— h
an=1- Z&”ﬂa A (Wt (3.9)

Le calcul du chemin élémentaire de colt maximal ne se rédsigun simple probleme de plus court
chemin puisque le codt réduit impliqgue une combinaison de eariables duales; et A (le colt associé
aux contraintes de variable-ordering ne dépend que du muirgtrnon des arcs du chemin). Ainsi, pour
un numeéro de chemih donné, le sous-probléme correspondant s’établit comnte sui

/\h
SP* = Pr,+——1 h=1_ )k 3.10
(SP"): min w = ;aw+up + =0t (3.10)

Il est intéressant de remarquer qu’en I'absence d’'une des\dgiables duales; ou ), le probleme
correspond a un probléme simple et classique de chemin aatim

e Silafonction a minimiser est_ . 4 64, il s'agit du probléme de plus court chemin dont les lon-
gueurs sur les arcs sont données par les variables dyalBg plus, les longueurs étant positives,
I'algorithme de Dijkstra peut s'appliquer.

e Silafonction a minimiser esﬁ— il s’agit du probléme de chemin de capacité maximale. |bsig
a maximiser l'arc de plus falble capacité emprunté par lentheComme le probléme de plus court
chemin, il peut étre résolution par un algorithme a lalsd€lling algorithm).

Plus précisément, pour tout probléeme de chemin optimaltiMaet al. [MPRD99] définissent le
principe d'optimalité faible comme le fait qu'il existe ume@min optimal composé de sous-chemins
optimaux. Puis, ils montrent que ce principe est une camtitiécessaire et suffisante pour I'application
de n'importe quel algorithme a label (par exemple, les dlgares classiques dabel setting / label
correctingpour le probléme de plus court chemin).

Malheureusement, notre sous-probléme (SP) ne vérifie pparmpe d’optimalité faible, comme
illustré sur la figure 3.4. Pour chaque arde premier nombre référe a sa variable dugléandis que le
second référe a sa capacitg¢ Dans cet exemple, la variablevaut4. Ainsi le plus court chemin dea
v utilise I'arc a, puisque :

e Pourl'arcay, m + uil =1+
e Pourlarcay, m + 2= =2+

DO s
Il
=~ ot
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En revanche, le plus court chemin gl ¢ passe par I'ara; puisque :

i Parl,arcal-ﬂ'l‘Fﬂ'B‘f‘W:1+1+%:6.
. Parl’arCag,wQ+w3+m:2+1+%:7_
aq[1;1]

N~ 7 a3[l;1] @
az(2; 2]

FIG. 3.4 — Echec du principe d’optimalité faible

Ainsi, aucun algorithme a label ne peut étre utilisé poucual la solution optimale [MPRD99] et
un algorithme spécifique doit étre congu.

Le principe de l'algorithme vient du constat suivant : étdatné la fonction objectif & minimiser
dans (SP), un chemin est « meilleur » qu’'un autre s'il a soit une plusitpdongueury_ . o4,
soit une plus grande capacit§. Ainsi, en partant d’'un plus court chemin (pour les longsetl; un
« meilleur » chemin pour la fonction objectif a donc forcémene capacité strictement plus grande.
Notonsw la capacité du plus court chemin. Il est possible de calautenouveau plus court chemin
parmi les chemins de capacité strictement supérieureRour cela, il suffit de supprimer du graphe
les arcs de capacité inférieure ou égale ®uis, en itérant ce raisonnement, on calcule des plusscourt
chemins sur un graphe contenant de moins en moins d’arcgygsuia capacité « limite » augmente.
L'algorithme s’arréte alors lorsqu’il n'y a plus de cheminti s et¢. Le calcul du chemin optimal*
pour (SP) s’établit comme suit :

Algorithme 3.1 Calcul du chemin optimal pour (S

SoitA' = A
Soitp* = 0, u* = 0, w* = o
Répéter
calculer un plus court cheminde s at sur A’
Sip = alors
arréter
else

Soitu la capacité du chemip etw son co(t
Siw < w* alors
p*—p
ut —u
w* — w
Fin Si
A —A\{aecA |u, <u}
Fin Si
Jusquad =0
retourner(p*, u*, w*)
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Propriété 3.2. L'algorithme 3.1 s’exécute en un temps polynomial.

Démonstration.ll n’y a pas d’arc de colt négatif puisqug > 0, Va € A. Ainsi, il n’existe aucun cycle
de co(t négatif et n'importe quel algorithme polynomial digspcourt chemin peut étre utilisé. Ensuite,
a chaque itération de I'algorithme, au moins un arc est $mgpde I'ensembled’. Ainsi, il y a au plus
m itérations, c’est-a-diren calculs de plus court chemin. O

La résolution de la relaxation linéaire par génération deroe s’arréte alors dés que < 0. Sila
solution est fractionnaire, il convient de passer a la pdageranchement de I'algorithme de Branch and
Price.

3.3 Regles de branchement

Une fois la relaxation linéaire résolue par génération derce, si la solution obtenue est fraction-
naire, il est nécessaire de procéder a la séparation datesfes solutions. Cependant, dans le cadre du
Branch and Price, il est impératif de veiller a ne pas modifigrocédure de génération de colonnes.

Ainsi, le branchement classique de Dakin [Dak65] sur Iesiabﬁs%’ ne peut pas étre appliqué.
D’une part, une branche impose au chemdiétre le chemin actif numérhb, i.e.yg = 1, et d’autre part,
l'autre branche interdit au chemjnd’étre le chemin actif numérh, i.e.yg = 0. La premiére branche
est facile a gérer puisqu'’il devient inutile de générer desnuins supplémentaires pour le numéro
En revanche, pour la deuxiéme branche, rien ne garantitaggellition du sous-probléme de chemin
optimal ne sera pas justementl| est donc nécessaire dans ce cas d'utiliser un algorithertgpek plus
courts chemins pour éviter les chemins « interdits ». Cetigtigue considérablement la procédure de
génération de colonnes.

En général, on constate qu'il est plus simple de ne pas mpotif&ructure du probléme de pricing
en basant le branchement sur les variables de la formulatigmale et non sur les variables de la
reformulation pour la génération de colonnes [DDSS95, BBlVCQonsidérons alors le branchement de
Dakin sur les variables de flot du modéle arc-sommﬁétSur une branche, le chemin numéraest
obligé de passer par l'arg i.e.y = 1, et sur I'autre branche, le chemin numérae doit pas passer par
larc a, i.e.y" = 0. Cette fois, la deuxiéme branchement est facilement cabipatvec la génération
de colonnes puisqu’il suffit d'« interdire » I'arc pour le chemin numéra. En revanche, la premiére
branche détruit la structure du sous-probléme. En effietoblige le sous-probleme a généré un chemin
optimal passant par l'arc = (4, j), ce qui peut étre résolu par le calcul de deux sous-chemimaayx :
des ai et dej at. Mais apres plusieurs branchements de ce type, le chemiticsotlu sous-probleme
a obligation de passer par un ensemble d'arcs. Il est algyeggible de résoudre le sous-probléme de
maniere efficace.

Ryan et Foster [RF81] ont été parmi les premiers a proposerégle de branchement susceptible
d’améliorer I'exploration de I'espace des solutions. Aaulde séparer I'ensemble des solutions en fonc-
tion d’'une seule variable, ils considérent, pour deux lggdennées du probléme maitre, d’'une part, les
colonnes couvrant les deux lignes, et d'autre part, lesnc@s ne couvrant gu’une seule des deux lignes.
Ce principe n'est pas applicable pour notre probleme camipexifie grandement le sous-probleme.
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3.3.1 Branchement classique

Plus récemment, Barnhatal.[BHV00] ont proposé une généralisation de la regle de Ry&oster
pour un probléme de flot entier (flot routé sur un seul chentili se base sur I'analyse des variables
de flot agrégé’ = > hxh, Ya € A. Pour un numéro de chemindonné, la solution est fractionnaire
si le flot concernant ce numérone peut pas étre porté par un seul chemin. Cela signifie qusteeau
moins un nceud, appelé nceud de divergence, a partir duquatl $& épare pour suivre plusieurs routes
distinctes.

Ainsi, un nceud de divergence est un nodud N tel le flot agrégé arrive d’'un seul arc et sort par
plusieurs arcs (cf. figure 3.5). Pour un numéro de chemionné, une divergence se produit lorsque les
variables de support de flgﬁ sont fractionnaires. Sur la figure 3.5, ces fractions sospeetivement
7/10,1/10 et2/10. Ainsi, la solution utilise une partie fractionnaire de gha chemirp.

Fic. 3.5 — Divergence du flot agrégé au noeud!.

Notonsw™(d) I'ensemble des arcs sortants du cocycle du neéuBloientw; et w, deux sous-
ensembles formant une partition de (d) telle que chaque sous-ensemble contienne au moins un arc
portant une quantité strictement positive de flot. Consilgensuite?, C P, respectivement, C P,
'ensemble des chemins passant par le neeatlempruntant un arc de;, respectivement,. Puisque
le flot 2" doit étre entier (i.e. inséparable), il ne peut empruntex fdis un arc de 'ensemble; et un
arc dews. Alors, le branchement suivant est valide :

O ypr=0) vs. (D yh=0) (3.11)

pEP; pEP>

Sur la premiére branche, on interdit les chemins empruntaatc dev; et sur la deuxiéme branche,
on interdit ceux empruntant un arc dg. Ceci revient a interdire certains arcs pour le sous-proble
de génération de colonnes. Comme nous I'avons vu précédetnlfivgerdiction d’un ou plusieurs arcs,
analogue a la suppression de ces arcs du graphe pour unrsblésage donné, ne modifie pas la structure
du sous-probléme. Cependant, il est a noter que ce branoheroelige en rien le passage par un des
sous-ensembles; ouws. Ainsi, les solutions potentielles dont le chemin numgnmee passe pas par le
nceudd se retrouvent de chaque coté du branchement. D’un point eehéaorique, ce dédoublement
n'empéche en rien la convergence de I'algorithme. Néansndinn point de vue pratique, il peut entrai-
ner I'exploration de plusieurs branches équivalentesatberé de décision. Ceci reste malheureusement
inévitable.
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Pour une meilleure efficacité, le branchement doit étreigyplsur le premier nceud de divergence.
D’autre part, il estimportant d’essayer d’équilibrer lesi® sous-ensembles etw, aussi bien au niveau
de leur cardinalité (nombre d’'arcs) que de la somme desidranyg correspondantes.

Il est & noter que cette regle de branchement ne peut pagéilenfent adaptée au premier modéle
(KMFP;) car plusieurs chemins peuvent étre nécessaires au nceudedgedce. Cette situation est
illustrée sur la figure 3.6. La figure 3.6(a) représente uplggaou sont rapportées les capacités. Nous
souhaitons transporter une quantité maximale de flot de en utilisant au plus? = 2 chemins.

La figure 3.6(b) présente la solution optimale de la relaxalinéaire du modéle (KMFP. Toutes les
capacités sont vérifiées par le flot agrége et la sodie, y, = > cp 2p/up = 3/4+1/4+1 =2
satisfait a la contrainte du nombre limifé de chemins actifs. Clairement, cette solution utilisesstro
chemins et aucun branchement du type défini précédemmeriibétpe appliqué. La solution optimale
entiére est indiquée sur la figure 3.6(c).

3 4 9/4
5 4 4
(a) Graphe initial (b) Solution optimale relachée

O

4

(c) Solution optimale entiére

FiG. 3.6 — Divergence du flot agrégé pour le modéle (KMEP

3.3.2 Branchement alternatif

Un des inconvénients de la précédente régle de branchestdatreécessité de combiner plusieurs
branchements successifs avant d’'obtenir des contraifitesces. En partant du constat que certains arcs
seulement limitent le flot (les goulots d'étranglement)usmiproposons une autre régle de branchement
basée sur la relation entre le flot transporté par des chenenspruntant un méme arc et la capacité de
cet arc.

Pour illustrer cette situation, considérons le graphe diglae 3.7(a) sur lequel sont rapportées les
capacités. Nous souhaitons transporter une quantité rasxie flot des at en utilisant au plug? = 2
chemins. La solution optimale de la relaxation linéaire {). &t représentée sur la figure 3.7(b). Elle est
constitué d’'un seul chemin de capacit@our h = 1 (trait plein) et de deux chemins de capaci2ést
1 pourh = 2 (trait pointillé). L'arc de capacité empéche d'utiliser pleinement les chemins de capacité
4 et 2. Mais une unité de flot transportée sur le chemin de capaciprésente une fraction c%epour
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h = 2. La solution optimale peut donc encore utiliser le chemicajgacitél pour router% unité de flot.
On constate alors que polr= 2 le flot routel, 5 unités de flot alors qu’il emprunte un arc de capacité
1. La solution optimale entiére est indiquée sur la figurec3.7(

5 4
2 O
1 2 NS
08 -~
(a) Graphe initial (b) Solution optimale relachée
4
. /Q

\504,

(c) Solution optimale entiere

FiG. 3.7 — lllustration de I'application du branchement altifn

Considérons unarc € AetS C {1,--- , H} le sous-ensemble des numéros de cheriasprun-
tant l'arca, i.e. Y p dhay > 0, Vh € S. Alors, soit tous les numéros de cheminsle S empruntent
I'arc a ou alors au moins I'un d’entre eux n'utilise pas cet ar@lus formellement, la regle de branche-
ment s’établit comme suit :

O =18 vs. O ul<I8|-1) (3.12)

hesS heS

La premiére branche implique que tout le flot pour les numérds S passe par I'ara. Or, nous
avons vu qu’imposer le passage par un arc modifie la strudaul@procédure de génération de colonnes.
C’est pourquoi il est plus intéressant de contraindre lantjidade flot routé pour ces chemins.

O wr=15h = O ) <uy) (3.13)

hesS heS peP

Il n'y a pas équivalence entre les deux contraintes puisgsidldts correspondant aux numéros de
chemins deS peuvent étre limités a la capacité de l'arcans que tous empruntent cet arc. De toute
facon, I'idée de ce branchement est bien de contraindretlddlchaque numéro de chemin a respecter

la capacité des arcs qu'il emprunte. D’autre part, il estt@mgue cette restriction est plus forte que la
contrainte de capacité (2.23.a) :
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DN ol <> ) ah < (3.14)

hes peP hes peP

Ce branchement ajoute donc une nouvelle contrainte damsdegmme maitre restreint. Une nou-
velle variable duale doit étre prise en compte dans la géogrde colonnes. Elle altere alors la structure
du sous-probleme et le rend difficile a résoudre. Ainsi, wlat®n consiste a utiliser la formulation
arc-sommet pour les contraintes relatives aux branchengtrit lier les variables arc-sommet avec les
variables arc-chemin. Cette approche est basée sur lalftiomExplicit Masterdans leRobust Branch
and Cut and Pricgoroposé par Fukasawa et al. [FLQ6]. Le programme maitre restreint s'écrit alors :

H
max ZZxZ
h=1peP
s.c.
ZéZxZ—xgéo Vh=1...H VYa€ A (a)
pE’P
(RLy) ZZ&% <u, Va€eA (b) (3.15)
h=1peP
l,h
Pk Vh=1...H (c)
Up
peEP
x%}O Vh=1...H VpeP (d
xzg 20 Vh=1...H YacA (e

Le branchement peut alors étre appliqué sur les varialfleandis que la génération de colonnes
traitent les variablesg. Ces deux types de variables sont liés par la contraint®.¢3.1Les variables
dualesyu! associées a cette contrainte s’ajoutent simplement adables dualesr, sur les arcs. La
structure du sous-probléme n’est donc pas modifié.

Appligué aux variables sur les arcs, la premiere branchiediey

O > ap<u) & O, Y. i <ug) (3.16)

heS peP hesS a’cwt(s)

L'autre branche porte sur les variables de support deyﬂoCependant, aprés relaxation des con-
traintes d'intégrité, elles se plaquent sur le rapmﬁr/tup. La contrainte associée a cette branche n’est
alors pas assez restrictive. Il est préférable de se randelfipterdiction de I'arca pour un numéro de
cheminh donné. Ceci est possible car la contrainte relative a cett@iédme branche est équivalente a
interdire I'arca & au moins un numéro de chemin $leElle peut alors étre reformulée comme suit :

O wr<ISI-1) & (GheS|yh=0) (3.17)
hes
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Ce branchement revient & créer autant de branches que deasudecheming dansS. Il est
probable que la multiplicité de ces branches restreigrickeité de I'exploration de I'arbre de décision.
C’est pourquoi nous nous limiterons a un ensenbtéduit & un unique numéro de chemin. La regle de
branchement s’établit alors sous une forme simplifiée :

( Z a2l <wu,) vs. (yh=0) (3.18)

Ce branchement ne peut s'appliquer que si le flot fractioamalatif 2 un numéro de cheminroute
une quantité plus grande que la capacité d'uruaga’il emprunte. Sinon, le branchement classique doit
étre utiliser.

3.4 Initialisation et améliorations

3.4.1 Initialisation

Pour pouvoir appliguer la méthode de génération de colgiiresst nécessaire de disposer d'une base
valide initiale. Il faut donc générer préalablement unaiarhombre de variables ou colonnes permettant
de satisfaire les contraintes de la relaxation linéaireasha cadre du probleme de flot maximal étudié
ici, les contraintes sont telles qu’une base vide suffit (e s variables d’écart qui constituent la base
initiale). Il Ny a alors pas de probléme pour initier la géatéon de colonnes. Cependant, pour d’autres
problémes, par exemple lorsqu’une demande fixe doit éttéeple probléme peut s'avérer complexe a
résoudre.

D’autre part, il est usuel de rechercher une solution emiigtiale avant d’entamer I'algorithme du
Branch and Price. Cette solution entiere n'est pas indisgaa mais elle fournit une borne supérieure
gui peut permettre de limiter I'exploration de I'arbre deidéon. Suivant le probleme étudié, la recherche
d’'une telle solution peut étre complexe. Vu la faible impare que cette borne supérieure peut avoir sur
le Branch and Price (cela dépend du probleme et de la qualiggélibrne), il est important de privilégier,
dans ce calcul d’'une solution entiére initiale, la rapiditéxécution a la qualité de la solution. C’est
pourquoi ce calcul utilise principale des heuristiques esiagorithmes d’approximation polynomiaux.

Dans le cadre du probléme du flotséparable maximal, nous avons utilisé I'algorithme diagp
mation proposé par Baiet al.[BKS05]. Cet algorithme polynomial résout a I'optimum lepteme du
flot maximal uniforme exactemenrtséparable chemins routant chacun une fracti%mlu flot total).
Par ailleurs, Baieet al. montrent que la solution optimale obtenue pour ce probléuterune quantité
de flot supérieure a la moitié de I'optimum du probléme deffle€parable maximal.

Cette borne d’approximation est relativement faible dudaila contrainte d’uniformité du flot sur
chaque chemin. Cependant, les chemins constituant céiteoagoeuvent servir de support de flot pour
le calcul d’'une meilleure solution entiere sans cette eamtie d’uniformité. Une fois le support de flot
fixé, I'optimisation des flots sur chague chemin est asseplsiet rapide a effectuer.

L'algorithme de Baieet al. est similaire a I'algorithme de Ford & Fulkerson pour le pgéwbe de flot
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maximal. Il consiste & chercher une chaine augmentanteutiegrsiphe résiduel. A chaque itératigha
chaine augmentante permet de déduitkemins routant chacun une quantité de flot égale a la capacit
de la chaine.

Cependant, la contrainte d'uniformité se retrouve dansdesacités résiduelles. En effet, considérons
Py,---, P; lesi chemins résultants des itérations précédentefs let quantité commune de flot qu'ils
routent. Pour chaque arcde A, notonsg’, le nombre de chemins parnf, - - - , P; passant pas. Du
fait de la contrainte d’uniformité des flots routés sur cleagnemin, si un nouveau chemin passe par un
arca, la quantité de flot routé par chaque chemin est majoré%fﬁ?rqui est donc la capacité résiduelle
de l'arca.

De plus, il faut considérer un arc inverse @lans le graphe résiduel. Si la chaine augmentante em-
prunte cet arc inverse, cela signifie que le flot sur ladoit étre diminué. Cela induit une décomposition
en chemins illustrée sur la figure 3.8. La figure 3.8(a) prskenchaine augmentante initigle u, v, t)
de capacitél. Puis, figure 3.8(b), la chaine augmentante dans le gragleé résultants, v, u, t), de
capacités, utilise I'arc inverse de I'ar¢u, v). La figure 3.8(c) décrit la décomposition en chemins induite
par cette chaine : les chemifis v, t) et (s, u, t) routent chacur unités de flot et le chemits, u, v, t)
ne route plus qu’une unité de flot.

(c) Décomposition en chemins

FiG. 3.8 — Décomposition en chemins a partir d’une chaine augmtndans un graphe résiduel.

Ainsi, si la chaine augmentante emprunte un arc inversaitd tme quantité de flot strictement plus
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grande quef;, le nombre total de chemins aprés décomposition seraitestient plus grand quet 1.
La capacité de 'arc inverse dans le graphe résiduel est égale af;.

La chaine augmentante est alors obtenue par calcul du cliEntiapacité maximale dans le graphe
résiduel. La capacité de ce chemin indique la nouvelle d@agte flot ;.1 commune aux + 1 chemins
gu'il reste a déterminer. Pour cela, on envgie; unités de flot sur chaque chemit, - - - , P; et sur la
chaine augmentante. Par définition du graphe résiduel,tlaifisi obtenu est réalisable dans le graphe
G. De plus, il estf;, 1 intégral (le flot sur chaque arc est un multiple entierfdg) et route une quantité
totale de flot égale & + 1) f;11. Ainsi, on obtient un nouvel ensemble d¢ 1 chemins routant chacun
fi+1 unités de flot. Cet ensemble de chemins forme un flot unifopcaetementi + 1)-séparable maxi-
mal. Alors, au bout dé itérations, I'algorithme a bien calculé un flot uniforme eteanentk-séparable
maximal.

L'algorithme de Baieket al.fournit donc une solution entiére initiale pour notre aitfone de Branch
and Price. La propriété suivante propose un résultat tp@ersur la qualité d’approximation de cet
algorithme pour le probleme du flétséparable maximal.

Propriété 3.3. La quantité totale de flot routé par un flot uniforme exactenieséparable maximal est
supérieure a la moitié du flot routé par un flotséparable maximal.

Démonstration.Considérons un flot-séparable maximar™ de valeurO PT'. NotonsD la valeurZ5Z.

Pour chaque chemimde F*, routantf,, unités de flot, considéror{dtDﬁJ copies dep routant chacun
D unités de flot. Le flotF” ainsi défini est réalisable puisque pour chaque chenua F* le flot total
routé sur celui-ci est plus petit qyg. De plus, comme le nombre de chemins/deest majoré patk,
nous obtenons l'inégalité suivante :

Ip Ip OPT
ZLDJ_Z(D )=—f-—k=k (3.19)
peEF™* peF™*
Il existe donck chemins parmi ceux d&” routant une quantité totale de flob = %. O

Comme défini dans [Lap00], le coefficient d’approximatiodiun algorithme est un majorant de I'er-
reur relative entre la solution fournie par I'algorithmdasolution optimale du probléme. L'algorithme
de Baieret al. est donc au moins un algorithme gaapproximation. Il est possible que le coefficient
d’approximation soit meilleur mais nous n’en avons pas Iaalgstration. Cependant, le graphe de la
figure 3.9 permet de démontrer un minorant pour ce coeffidi@pproximation. Ce graphe est constitué
de:

quatre noeuds, u, v ett,

k arcs de capacitg entres etu,

un arc de capacitg entreu etwv,

k arcs de capacitg entrev ett,

k — 1 arcs de capacité entres ett.
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K K
K u k v K
k k
1
k-1
1

FiG. 3.9 — Démonstration d’un minorant du coefficient d’appneiion de I'algorithme de Baieat al..

Sur le graphe de la figure 3.9, la solution optimale du probl&u flot k-séparable maximal est
clairement constituée d'un chemim, u, v, t) routantk unités de flot et d& — 1 chemins(s, t) routant
chacun une unité de flot. Ainsi, la valeur de la solution optarest de2k — 1. Pour le probléme du flot
uniforme exactemerit-séparable maximal, une solution optimale est forcémemstéaé dek chemins
routant chacun une unité de flot, soit un totalidanités de flot. L'erreur relatif est donc dans ce cas

égale az’jf;_ll D’ou I'encadrement suivant du coefficient d’approximatio

k—1
2k -1

<p< (3.20)

N —

Le coefficient d’approximation est relativement faible smabus constaterons, dans la section 3.5
sur les résultats numériques, que la post-optimisatiotesucthemins fournis par cet algorithme donne
souvent une solution de bonne qualité mais rarement ogimal

3.4.2 Pool de colonnes

Dans le cadre d’'un Branch and Price, chaque nceud de I'arlatéaison correspond a une relaxation
linéaire sur une partie de I'espace des solutions. La retaxdinéaire est résolue par génération de
colonnes : le Probléme Maitre Restreint résout le prograiimmaire sur un sous-ensemble de variables
puis il transmet les colts duaux au sous-probléeme qui, eardburnit une nouvelle colonne.

Seuls les variables en base, c’est-a-dire ici les chemtifs,aont nécessaires pour effectuer le bran-
chement. Nous pouvons donc nous permettre de conserverrenira@iniquement les colonnes corres-
pondant aux variables en base. Cependant, une variablér@gltien entrer de nouveau en base aprés
en étre sortie. Il faudrait alors la générer de nouveau ces@muble étre une perte de temps. Supprimer
une variable hors base déja générée ne se justifie que libssgueaucoup de variables générées ce qui
peut ralentir la résolution du programme maitre restr@etplus, techniguement, la suppression d’'une
variable générée n’est pas négligeable en terme de tempaaie. €’est pourquoi toutes les colonnes
générées sont stockées dans un pool.

Lafigure 3.10 illustre deux stratégies pour la gestion du gecolonnes. La premiere, figure 3.10(a),
considére un pool local a chaque relaxation linéaire, Gedire a chaque nceud de I'arbre de décision.
Il 'y a donc aucun échange d’'informations entre les nceudbBagjue relaxation linéaire repart de zéro.
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Cette stratégie a I'avantage de ne considérer que les @dantéressantes pour la partie de I'espace des
solutions correspondant au nceud traité. De plus, un podalikkieréduite peut permettre des calculs plus
rapide pour la résolution du PMR. Cependant, il est fort pbid qu’avec cette stratégie de nombreuses
colonnes doivent étre générées plusieurs fois dans différeeuds de I'arbre de décision.

La stratégie illustrée par la figure 3.10(b) considére un gtmbal a tous les nceuds de I'arbre de
décision. Ainsi, chaque relaxation linéaire entame sduien avec un sous-ensemble de colonnes déja
générées. Cette stratégie a I'avantage d’'éviter de gépkrgieurs fois la méme colonne, d’ou un gain
de temps évident. Cependant, au fil de I'exploration de f&ade décision, le pool ne cesse de grossir ce
qui peut ralentir la résolution du PMR. Différentes appesisont alors possibles pour réduire la taille
du pool. Par exemple, un compteur peut étre affecté a chagoene, similaire a uifime To Live Ce
compteur décroit a chaque résolution du PMR et n’est rélisié que lorsque la variable correspondante
est en base. Si le compteur s'annule, la colonne est supprilméool car elle semble inutile. Avec
cette approche, certaines colonnes peuvent étre géndérgieyss fois mais de fagcon beaucoup moins
fréquente qu’avec la stratégie du pool local. Cependatte peocédure n'est pas négligeable en temps
de calcul. Dans notre cas, nous n'avons pas jugé suffisarsiiredg temps obtenu par la réduction du
pool pour justifier la mise en place d'une telle procédure.

no
Relaxation linéaire Pool Pool

ny Probléme Maitre

Restreint N

n cofits - - -
‘11 1,2 N1 N2, 2,2
duaux

nouvelle

colonne

Sous-probléme

(a) Pool local (b) Pool global.

FiG. 3.10 — Gestion du pool de colonnes.

3.4.3 Variable ordering

Comme nous l'avons expligué a propos des modeles (KIMEP(KMFP;), la discrétisation des
variables a engendrée une symétrie dans les modéles. U igoarbre de solutions sont alors équiva-
lentes a une permutation prés. Pour réduire I'espace desiosd, nous avons introduit les contraintes
de variable ordering qui induisent une hiérarchie entre@deisbles. De plus, nous avons constaté que les
colts duaux associés a ces contraintes ne modifient pasdéusér du sous-probleme.

Cependant, dans certains cas, les contraintes de variageng complexifient la résolution du pro-
bléme. C’est notamment le cas lorsque la valeur de la soloptimale est égale au flot maximal pouvant
étre routé entre la source et la destination (la contraintéadargeur du flot devient inutile). Cette situa-
tion est illustré sur la figure 3.11. Le graphe et ses capasité@t indiqués sur la figure 3.11(a). Le flot
maximal pouvant circuler deat est évidemment de Ce flot peut étre décompose &nhemins (s, t)
route4 unités de flot(s, u, v, t) route2 unités de flot ets, u, t) route une unité de flot. Numériquement,
pour H = 3, la résolution de la relaxation linéaire (RLsans les contraintes de variable ordering (VO)
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donne directement une solution entiere optimale (cf. figutd(b)). En revanche, avec les contraintes de
variable ordering, la solution fractionnaire est de ménleuramais elle est beaucoup plus fractionnée
gue la solution précédente (cf. figure 3.11(c)) :
e Pourh = 1, le flot est décomposé en deux cheming) et (s, u, v, t) routant respectivemeitet
0.5 unités de flot (trait plein).
e Pourh = 2, le flot est décomposé en deux chemirst) et (s, u,t) routant respectivemerit et
0.75 unités de flot (trait tirets).
e Pourh = 3, le flot est décomposé en deux chemirsu, t) et (s, u, v, t) routant respectivement
0,25 et 1.5 unités de flot (trait pointillé).

(b) Sans les contraintes V@[ = 3 (c) Avec les contraintes VO = 3

FiG. 3.11 — Impact des contraintes de variable ordering surldigo fractionnaire.

Cette solution fractionnaire est valide mais elle obligeffactué des branchements pour atteindre
une solution entiére. La raison de ce probleme se trouveegwitent dans les contraintes de variable
ordering et se comprend mieux en faisant le constat suitansommant les flots routés pour chaque
numeéro de chemin, on constate que les flots pour= 2 eth = 3 routent chacun un total de75 unités
de flot. Ainsi, la saturation des contraintes de variableeong est a I'origine du fractionnement de la
solution.

Ce probléme n'a malheureusement pas de solution immédiares de futurs travaux, nous pour-
rions étudier ce probleme plus en détail. Par exemple, $le¢i@mith [SS01] proposent de résoudre la
relaxation linéaire de la racine de l'arbre de décision sassontraintes de variable ordering puis de
les ajouter dans les relaxations linéaires suivantes. Igsnsidre totalement le probleme, cette stratégie
pourrait s'avérer intéressante dans certains cas.
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3.5 Résultats numériques

Pour comparer l'efficacité des différentes stratégies ques proposons, nous avons utilisé deux
types d'instances. Un premier ensemble a été généré panégagéur de dransit Grid » développé
par G. Waissi. La topologie de ces instances (cf. figure 3.12) a été conguetpster I'efficacité d’al-
gorithmes pour le probléme du flot maximal. Cette structuréoeme de grille induit une multitude de
chemins élémentaires reliant la source a la destinatioguicagssure une certaine complexité a notre pro-
bleme. Le dimensionnement des instances est effectu@iagdaent en choisissant les capacités des arcs
dans lintervalle[1; 1000]. Pour juger le passage a I'échelle de nos algorithmes, nmrsaitilisé des
graphes de0 a100 nceuds. Pour chaque taille de graph@snstances ont été générées. Elles permettent
d’analyser I'influence de la topologie et du dimensionnenaierréseau sur les résultats.

D’autre part, nous avons utilisé le générateur aléatoirgrdphe développé par B. BachélegPour
ces instances, la topologie et le dimensionnement sontrégmééatoirement. Les tailles des graphes
utilisés se répartissent @ea 20 nceuds.

M
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g/ 3801665 958 7'y
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897554 4403 3
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Fic. 3.12 —Transit Gridavec52 noeuds et98 arcs.

L'éclectisme des résultats obtenus perturbe l'interpigtades calculs statistiques que nous pouvons
effectuer. On peut effectivement se poser la question dertampnce d’une moyenne lorsque I'écart-type
est trés important. C’est pourquoi nous avons préféré présdans un premier temps les résultats ob-
tenus pour un ensemble d'instances représentatives dé&wdit cas de figure et problémes rencontrés.
Ensuite, nous discuterons quelques résultats statistgurd’ensemble des instances présentées.

Pour chague table (table 3.1 a table 3.4) la colonne « graphdique le nom de l'instance ainsi
gue les nombres de nceuds et d’arcs. Le nombre maxifiiuda chemins est rapporté dans la deuxiéme

*http://www. i nformatik. uni-trier.de/~naeher/ Prof essur/research/
2ht t p: / / www. nawouak. net/ ?doc=bpp_| i br ar y+ch=bui | d_gr aph+l ang=en
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colonne. La colonne* donne la valeur optimale si elle a été calculée par au moike unos algorithmes
dans le temps limite imposé (une heure). Sinon, le sigekitidique qu'il ne s'agit que d’'une borne
inférieure (meilleure solution entiére trouvée). En comajson, nous rapportons dans la colonne « BKS »
la valeur de la solution initiale calculée par I'algorithmie Baier, Kélher et Skutella [BKS05]. Comme
le temps CPU pour cet algorithme est marginal par rapporddférentes stratégies étudiées, il n'est pas
présenté.

Dans les tables 3.1 a 3.4, nous comparons les temps CPU gimenules stratégies suivantes (le
symbole "-" indique que I'exécution a été arrétée au bounellneure) :

C :le modéle arc-sommet (KMREPest résolu par le solveur CPLEX 8.0,

BB : le modéle arc-sommet (KMFEPest résolu par Branch and Bound en utilisant la régle dechean
ment de Barnhart al.[BHV00],

BP :le modéle arc-chemin (KMFRJy est résolu par Branch and Price en utilisant la régle dechement
de Barnharet al. et une gestion locale du pool de colonnes,

BP-P : similaire a BP mais avec une gestion globale du pool,
BP-VP : similaire a BP-P mais en ajoutant les contraintes de Vieriatalering,
BP-VP2 : similaire & BP-VP mais en utilisant également la régle dmtinement alternative,

Les deux derniéres colonnes comparent le gap a la racinartbed’de décision entre le modeéle arc-
sommet (KMFB) et le modéle arc-chemin (KMFKP. Ce gap représente I'écart relatif entre la solution
optimale fractionnaire et la solution optimale entiére dobeme. Ainsi, plus le gap est faible, plus il est
probable que I'exploration de I'arbre de décision soit teuCependant, pour le calculer, il est nécessaire
de disposer de la valeur de la solution optimale. Le symbdlmdique alors que le gap correspondant
n'a pas pu étre calculé.

Dans un premier temps, nous constatons que le gap pour lderavdéchemin est relativement faible,
généralement de 'ordre de quelques pour cents avec un maxi1.98%. Au contrainte, le gap pour
le modéle arc-sommet vaut trés souvent plusieurs dizam@®udr cents. La principale explication vient
du probleme avec les cycles de support de flot illustré sugladi2.6. En relachant les variableg, la
solution fractionnaire peut avoir des cycles décrit paviesables de support de figk. Ces cycles aident
artificiellement a augmenter la quantité de flot qui peut &itgé. Le modeéle arc-chemin est obtenu par
décomposition de Dantzig-Wolfe et en supprimant volortaint les variables relatives aux cycles. Le
modéle (KMFR) ne porte alors plus que sur les chemins élémentaires. Lit@ofractionnaire ne peut
alors pas créer de tels cycles de support de flot. La différanmiveau des gaps entre les deux modéles
expligue en grande partie pourquoi les approches par BramtiPrice semblent dominées la résolution
par CPLEX et par Branch and Bound au niveau du temps CPU.

On observe également que les différentes amélioratiormopées — gestion globale du pool de co-
lonnes, contraintes de variable ordering — semblent &iadvement efficace en pratique sauf dans cer-
tains cas particulier. Notamment, lorsque la limite surdenbre de chemin est suffisante pour router
tout le flot maximal, les algorithmes embarquant les contiesi de variable ordering sont souvent en
retrait au niveau du temps CPU. D’autre part, on reléve poplpart des instances et des stratégies une
augmentation du temps CPU en fonction du hombre maximiae chemins, puis une brusque chute
lorsqueH est tel que la solution optimale est égale au flot maximal.
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instance valeurs temps CPU (s) gap (%)

graphe | H z* BKS C BB BP BP-P | BP-VP | BP-VP2 || KMFPy | KMFP3

tg10-2 1 389.00 | 389.00 0.01 0.01 0.00 0.00 0.00 0.00 25.13 0.00

12-38 2 557.00 | 557.00 0.18 0.93 0.21 0.11 0.06 0.02 26.59 11.98
3 716.00 | 557.00 1.44 | 104.74 9.65 4.27 0.21 0.02 12.15 6.18
4 815.00 | 716.00 0.03 7.48 0.02 0.21 0.06 0.07 0.00 0.00
) 815.00

tg10-3 1 189.00 | 189.00 0.02 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 52.13 0.00

12-38 2 350.00 | 350.00 0.51 0.25 0.01 0.01 0.01 0.02 39.66 3.41
3 466.00 | 442.00 3.04| 2182 0.40 0.09 0.05 0.04 19.66 6.92
4 558.00 | 558.00 70.97 | 586.99 2.98 0.69 0.12 0.07 3.79 1.95
5 580.00 | 558.00 0.11 0.04 0.00 0.00 0.01 0.04 0.00 0.00
00 580.00

tg10-9 1 501.00 | 501.00 0.03 0.01 0.00 0.00 0.00 0.00 32.58 0.00

12-38 2 935.00 | 935.00 0.23 0.11 0.00 0.00 0.00 0.00 32.77 0.00
3 || 1173.00| 1051.00 1.95 9.08 0.51 0.15 0.06 0.05 22.68 1.84
4 || 1356.00| 1289.00 13.09 | 930.27 21.99 11.51 0.23 3.46 10.61 4.09
5 || 1460.00 | 1364.00 || 288.64 - - | 1419.06| 11.29 0.54 - 2.78
6 || 1517.00| 1364.00 5,52 | 8211 3.57 0.09 5.88 0.68 0.00 0.00
oo || 1517.00

tg20-2 1 385.00 | 385.00 0.02 0.13 0.00 0.00 0.00 0.00 18.43 0.00

22-72 2 643.00 | 643.00 0.38 | 112.14 0.01 0.01 0.01 0.01 24.62 0.00
3 832.00 | 643.00 1.94 - 0.05 0.01 0.01 0.05 - 0.00
4 853.00 | 832.00 0.38 243 1.26 0.01 | 104.60 0.22 0.00 0.00
) 853.00

tg40-1 1 517.00 | 517.00 1.16 0.05 0.01 0.01 0.01 0.01 21.31 0.00

42-152 2 750.00 | 520.00 || 788.84 - 0.04 0.02 0.01 0.04 - 0.06
3 908.00 | 750.00 - - | 2066.70 - | 303.87 20.18 - 2.59
4 994.00 | 918.00 - - - - - 90.29 - 1.00
5 || 1004.00| 918.00 28.09 - 0.17 0.01 | 183.20 - - 0.00
oo || 1004.00

tg40-5 1 487.00 | 487.00 0.23 0.07 0.00 0.01 0.01 0.01 22.70 0.00

42-152 2 828.00 | 828.00 2.87 - 23.29 17.87 4.19 0.14 - 4.94
3 || 1062.00| 828.00 - - - - | 137.41 0.36 - 0.28
4 || 1078.00| 1062.00 11.88 | 271.55 0.02 0.02 | 100.26 0.98 0.00 0.00
oo || 1078.00

tg40-8 1 454.00 | 454.00 0.31 0.52 0.01 0.01 0.00 0.01 27.93 0.00

42-152 2 775.00 | 705.00 16.42 - 0.05 0.01 0.02 0.03 - 0.00
3 991.00| 858.00 - - | 1138.19| 2148.15| 332.33 0.85 - 2.56
4 || 1085.00| 1067.00 32.26 - - | 1739.14| 17.72 - - 0.00
oo || 1085.00

tg40-10 | 1 142.00 | 142.00 1.71| 26.32 0.00 0.00 0.00 0.01 72.28 0.00

42-152 2 278.00 | 278.00 - - 0.01 0.01 0.01 0.02 - 0.00
3 410.00 | 410.00 - - 0.01 0.01 0.01 0.02 - 0.00
4 509.00 | 509.00 - - 0.01 0.01 0.01 0.03 - 0.00
5 602.00 | 553.00 - - 0.14 0.01 0.88 0.44 - 0.00
6 691.00 | 642.00 - - 0.06 0.01 143 0.91 - 0.00
7 769.00 | 720.00 - - 0.17 0.01 0.63 2.07 - 0.00
8 804.00 | 769.00 22.75 - 0.29 0.09 - 9.21 - 0.00
00 804.00

TAaB. 3.1 — Temps CPU pour de petites instances de type trandit gri

Dans la table 3.1, on constate que la stratégie BP-P ob#@ennkilleurs temps pour les instances
"tg20-2" et "tg40-10" quelque soit la valeur @& Ces deux instances sont également celles dont le gap du
modéele (KMFR) est toujours nul quelque sdif, ce qui révele slrement une topologie particuliére. Un
gap nul signifie que les solutions optimales fractionnéentiére ont la méme valeur. On retrouve donc
le probléme de saturation des contraintes de variableiogdévoqué a la section 3.4.3. Ces contraintes
ont tendance a donner des solutions relachées plus fraatres, obligeant I'algorithme a effectué plus
de branchements. Ce probléme souléve un manque de roleude$s part des stratégies utilisant ces
contraintes de variable ordering. Cependant, on peut imeagjue ces cas sont plutdt rares en pratique.
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Pour les instances de la table 3.1, il semble que le branctiaatternatif (BP-VP2) fournisse de bons
résultats. Il en résulte souvent le meilleur temps ou un sedypméme ordre que pour le branchement
classique seul (BP-VP). Parfois le temps CPU corresporegdiien plus faible que celui de I'algorithme
BP-VP : "tg40-1" {H = 4), "tg40-5" (H = 3), "tg40-8" (H = 3).

instance valeurs temps CPU (s) gap (%)

graphe | H z* BKS C BB BP BP-P | BP-VP | BP-VP2 || KMFP> | KMFP3

tg50-2 1 336.00 | 336.00 12.39 | 0.56 0.01 0.00 0.01 0.01 63.77 0.00

52-198 2 652.00 | 652.00 - - 1.78 0.26 0.36 0.20 - 1.69
3 900.00 | 900.00 - - - - 641.34 4.52 - 6.44
4 1147.00 | 1134.00 - - - - 818.97 28.70 - 4.09
5 1342.00 | 1329.00 - - - - - 138.51 - 2.47
6 || >1394.00| 1329.00 - - - - - - - -
00 1719.00

tg50-5 1 562.00 | 562.00 91.08 | 0.20 0.00 0.01 0.01 0.01 33.84 0.00

52-198 2 965.00 | 902.00 - - 0.09 0.02 0.04 0.26 - 2.08
3 1343.00 | 1087.00 - - 1.23 0.21 0.10 0.80 - 1.85
4 1596.00 | 1165.00 - - - - 83.80 - - 6.53
5 || >1781.00| 1480.00 - - - - - - - -
00 2507.00

tg50-10 | 1 399.00 | 399.00 0.07 | 0.01 0.00 0.00 0.00 0.01 28.88 0.00

52-198 2 734.00 | 734.00 1.50 - 0.01 0.01 0.01 0.02 - 0.00
3 899.00 | 734.00 || 219.69 - 0.01 0.01 0.01 0.09 - 0.00
4 1031.00 | 734.00 - - 0.04 0.04 0.13 0.18 - 0.00
5 1153.00 | 899.00 - - 0.45 0.08 0.18 151 - 0.00
6 1270.00 | 899.00 - - 1.34 0.09 0.62 3.62 - 0.00
7 1376.00 | 1031.00 - - 0.85 0.06 19.86 9.57 - 0.00
8 1403.00 | 1153.00 - - 4,57 0.61 | 452.23 35.66 - 0.00
9 1430.00 | 1267.50 63.00 - 18.55 0.54 | 1922.68 23.48 - 0.00
00 1430.00

tg60-3 1 776.00 | 776.00 0.24 | 0.03 0.00 0.01 0.01 0.01 4.53 0.00

62-242 2 1168.00 | 986.00 - - 0.24 0.13 0.06 0.43 - 2.86
3 1480.00 | 1216.00 - - | 584.87 | 106.12 1.49 3.68 - 3.06
4 || >1681.00| 1528.00 - - - - - - - -
00 2739.00

tg60-6 1 347.00 | 347.00 - 181 0.01 0.01 0.00 0.01 52.55 0.00

62-242 2 676.00 | 676.00 - - 0.01 0.01 0.01 0.02 - 0.00
3 983.00 | 983.00 - - 0.01 0.01 0.01 0.04 - 0.00
4 1251.00 | 1208.00 - - 40.00 1.66 2.34 1.59 - 0.00
5 1510.00 | 1476.00 - - - - 15.10 | 103.28 - 0.00
6 || >1512.00| 1476.00 - - - - - - - -
00 2070.00

TaB. 3.2 — Temps CPU pour des instances de taille moyenne dergypsttgrid.

Pour les instances de la table 3.2, les constatations désé&emblent se confirmer. Les temps CPU
ont également tendance a augmenter en fonction de la tafléndtances. On retrouve des instances
dont la topologie et/ou le dimensionnement assurent un gapour le modéle (KMFR) : "tg50-10"
et "tg60-6". On constate également que la largeur du flot malkaugmente aussi avec la taille des
instances. En revanche, les stratégies BP-VP et BP-VP2&mntlifficiles a comparer. Pour l'instance
"tg50-2", I'algorithme BP-VP2 trouve 'optimum dans destgs beaucoup plus rapides que 'algorithme
BP-VP et pour l'instance "tg50-5", c’est I'inverse.

Enfin, pour les instances de la table 3.3, le probléme estdeapl plus dur a résoudre et peu d'algo-
rithmes arrivent encore a trouver I'optimum malgré un noenbhaximum de chemins relativement faible
(H = 4). Laregle de branchement alternative donne ici de bon$taéset le gap du modéle (KMEP
est toujours aussi faible.
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instance valeurs temps CPU (s) gap (%)

graphe | H z* BKS C BB BP BP-P | BP-VP | BP-VP2 || KMFPy | KMFP3

tg70-8 1 515.00 | 515.00 4.64 3.55 0.01 0.01 0.01 0.01 6.68 0.00

72-268 2 928.00 | 928.00 4.87 - 0.01 0.01 0.02 0.02 - 0.00
3 1144.00 | 928.00 - - 96.04 85.65 1.46 0.51 - 0.13
4 1147.00 | 1144.00 || 51.03 - 1.94 0.07 - - - 0.00
00 1147.00

tg80-1 1 549.00 | 549.00 - 3.47 0.01 0.01 0.01 0.01 27.31 0.00

82-322 2 984.00 | 984.00 - - 56.39 12.00 7.79 0.87 - 5.02
3 1411.00 | 1321.00 - - - - 451.69 1.54 - 3.85
4 || >1589.00| 1589.00 - - - - - - - -
00 2797.00

tg80-6 1 474.00 | 474.00 - 9.49 0.01 0.01 0.01 0.01 50.76 0.00

82-322 2 833.00 | 833.00 - - 1.00 0.23 0.13 0.10 - 0.45
3 1160.00 | 1139.00 - - | 167.95| 332.63 41.21 18.35 - 1.77
4 1429.00 | 1235.00 - - - - | 247414 173.52 - 2.98
5 || >1656.00| 1480.00 - - - - - - - -
00 2445.00

tg100-2 1 530.00 | 530.00 - 7.27 0.01 0.01 0.01 0.01 42.76 0.00

102-400 | 2 1007.00 | 1007.00 - - 0.02 0.01 0.02 0.02 - 0.00
3 1407.00 | 1336.00 - - 76.85 20.41 5.98 0.46 - 0.14
4 1768.00 | 1664.00 - - - - 56.22 | 1951.96 - 0.32
5 || >1711.00| 1711.00 - - - - - - - -
00 3519.00

tg100-9 1 424.00 | 424.00 - | 680.71 0.01 0.01 0.01 0.01 49.73 0.00

102-400 | 2 845.00 | 845.00 - - 0.02 0.02 0.02 0.02 - 0.00
3 1234.00 | 1199.00 - - - | 2060.47| 600.63 0.55 - 0.10
4 1600.00 | 1570.00 - - - - - 26.41 - 0.41
5 || >1905.00| 1905.00 - - - - - - - -
00 3271.00

TAaB. 3.3 — Temps CPU pour des instances de grande taille de spsittgrid.

Pour les instances aléatoires de la table 3.4, les phénsménes précédemment se répétent :

e L'instance "rand5-35" présente un gap nul pour le modéle BRM quelque soit la valeur dé&l
ce qui est fatal aux stratégies utilisant les contraintegadable ordering.

e Pourlesinstances "rand10-45" et "rand15-60", c’estatgme BP-VP qui se comporte le mieux,
au détriment du branchement alternatif.

e L'algorithme BP-VP2 est en revanche bien plus performant’isistance "rand20-140".

Il est donc toujours aussi difficile de juger I'apport effede la regle de branchement alternative.
En revanche, sur ces instances, on constate que les gads poaaiele (KMFR) sont moins élevés que
dans le cas des transit grids. De plus, la largeur du flot melxast également plus grande (pour une
taille de graphe comparable) ce qui nous permet de testealgosthmes pour des valeurs @& plus
importantes.
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instance valeurs temps CPU (s) gap (%)
graphe H z* BKS C BB BP BP-P | BP-VP | BP-VP2 || KMFP> | KMFP3
rand5-35 1 66.00 | 66.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 10.09 0.00
5-35 2 128.00 | 128.00 0.02 0.02 0.01 0.00 0.00 0.00 11.87 0.00
3 182.00 | 182.00 0.02 0.54 0.00 0.00 0.00 0.00 9.08 0.00
4 223.00 | 204.00 0.07 19.04 0.07 0.02 0.03 0.04 7.19 0.00
5 262.00 | 243.00 0.05 | 221.62 0.09 0.01 0.05 0.08 5.59 0.00
6 297.00 | 278.00 0.19 | 1186.40 0.22 0.05 0.09 0.12 4.15 0.00
7 326.00 | 297.00 0.41 0.06 0.19 0.03 0.12 0.26 0.00 0.00
00 326.00
rand10-45 1 73.00 | 73.00 0.01 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 2.25 0.00
10-45 2 142.00 | 142.00 0.08 0.05 0.00 0.00 0.00 0.00 4.05 0.58
3 209.00 | 209.00 0.53 0.52 0.03 0.01 0.01 0.04 5.43 0.57
4 260.00 | 260.00 1.39 12.53 0.51 0.09 0.12 1.63 6.87 1.58
5 306.00 | 306.00 7.26 | 147.83 6.87 1.04 0.28 2.85 7.42 1.83
6 345.00 | 321.00 118.78 - | 202.89 29.01 0.93 13.79 - 2.36
7 381.00 | 360.00 || 1285.61 - - - 4381 59.60 - 2.54
8 413.00 | 368.00 - - - - 17.59 | 379.34 - 2.93
9 429.00 | 381.00 - - - - | 2554.28 - - 6.21
10 || >417.00 | 417.00 - - - - - - - -
00 498.00
rand15-60 1 86.00 | 86.00 0.01 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
15-60 2 163.00 | 163.00 0.08 0.02 0.00 0.00 0.00 0.01 0.61 0.00
3 221.00 | 221.00 0.24 0.47 0.00 0.00 0.00 0.01 3.37 0.44
4 248.00 | 229.00 1.97 28.51 5.43 1.26 0.12 0.76 7.62 2.53
5 268.00 | 229.00 12.91 - 87.58 20.94 0.92 3.18 - 2.86
6 287.00 | 229.00 72.99 - - | 2616.90 2.07 5.90 - 2.74
7 295.00 | 229.00 || 1960.18 - - - 46.63 | 2080.02 - 3.97
8 || >301.00 | 256.00 - - - - - - - -
00 310.00
rand20-140| 1 81.00 | 81.00 0.01 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.46 0.00
20-140 2 158.00 | 158.00 0.02 0.02 0.00 0.00 0.00 0.00 0.30 0.00
3 228.00 | 228.00 0.30 0.03 0.00 0.00 0.01 0.01 0.38 0.00
4 253.00 | 235.00 14.90 - 91.92 | 323.10 7.48 1.52 - 1.81
5 274.00 | 235.00 230.60 - - - - 4.80 - 1.86
6 294.00 | 236.00 - - - - - 5.81 - 1.78
7 311.00 | 236.00 - - - - - 19.25 - 181
8 319.00 | 236.00 - - - - - | 2042.98 - 1.60
9 || >325.00| 261.00 - - - - - - - -
10 327.00 | 261.00 725.65 - 49.66 6.16 - - - 0.00
00 327.00

TaB. 3.4 — CPU times for random digraphs.

Pour mettre en valeur la différence entre les gaps des noeMFP,) et (KMFP;), la figure 3.13
présentent leur distribution sous la forme d’un histogramBour chaque modéle et pour chaque inter-
valle considéré, nous rapportons le poucentage d’instaghost le gap du modéle est compris dans cet
intervalle. Ainsi, nous constatons le phénomene évoquéedeimment : pour le modeéle arc-chemin, le
gap est généralement trés faible alors que pour le modéoanmet, il est plus réparti avec des valeurs
gui peuvent étre trés importantes, notamment pour lesitignds. Pour les instances aléatoires, les gaps
sont plus faibles mais le phénoméne se confirme.
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FiG. 3.13 — Distribution des gaps pour les modéles (KMFR (KMFP;).

Un autre cas de figure que nous évoquions dans I'analyse sldtaté est le probléeme engendré par
la saturation des contraintes de variable ordering. Cattgation induit des solutions plus fractionnées
de la relaxation linéaire. Des branchements sont alorsseares pour trouver une solution entiére de
méme valeur. Pour confirmer cette supposition, nous sartfis compter pour chaque instance le
pourcentage de relaxations linéaires aboutissant a umeatan de ces contraintes. Mais pour comparer
avec l'algorithme BP-P qui n'utilisent pas ces contraintesis avons préféré compter le pourcentage de
solutions fractionnaires dont au moins deux flots de numé&rsigccessifs routent la méme quantité de
flot. Ce pourcentage est représentatif du caractere fractice des solutions de la relaxation linéaire et
donc de la saturation des contraintes de variable ordeonglps stratégies BP-VP et BP-VP2.

La figure 3.14 représente la distribution de ce critere pesialgorithmes BP-P, BP-VP et BP-VP2.
Pour chaque intervalle, nous rapportons le pourcentagstdices pour lesquelles le critere choisi se
situe dans cet intervalle.
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FiG. 3.14 — Saturation des contraintes de variable ordering.

Ainsi, nous constatons que ce critére est tres faible palgdtithme BP-P. Puis, en ajoutant sim-
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plement les contraintes de variable ordering, ce critéxgede beaucoup plus élevé. Le branchement
alternatif ne modifie pas ce phénomeéne qui est donc bienanhérces contraintes. Ceci explique en
grande partie pourquoi ces deux algorithmes sont parfdsiént sur des instances alors que les autres,
jugés moins performant, sont plus rapides, notamment psunstances dont le gap du modéle (KMFP
est nul, c’est-a-dire que les solutions fractionnairesl@méme valeur que I'optimum entier.

Dans la table 3.5, nous souhaitons comparer nos différégasitames suivant des critéres globaux
sur I'ensemble des instances. Ainsi, la moyenne des tempsegSPun premier indicateur de la qualité
d’un algorithme par rapport aux autres. Mais il reflete malisiribution des temps CPU qui peuvent étre
trés éloignés de cette moyenne, comme le confirme I'écpe-t€’est pourquoi nous avons également
choisi de présenter le pourcentage d’instances pour laquelgorithme donné a obtenu le meilleur
temps (seul ou dans le méme temps que d’autres algorithfdew). en cas d'« échec », c'est-a-dire
si l'algorithme ne réalise pas le meilleur temps, il est imi@at de pouvoir comparer le temps CPU
réalisé au meilleur temps. Comme les écarts peuvent étr@neanent important, I'écart relatif donne
des valeurs difficilement exploitables. C’est pourquoixauons préféré calculer le ratio entre I'écart
absolue (différence entre le temps CPU de I'algorithme idéné et le meilleur temps) et le temps CPU
de l'algorithme considéré. Ainsi, ce ratio est compris @ftet 1. Il est proche dé si les deux temps
sont également trés proches et il est proché di au contraire, le meilleur temps est négligeable par
rapport au temps CPU de l'algorithme considéré.

De plus, il est intéressant de considérer ces criteres emqut dans les cas ou le gap du modele
(KMFP3) est strictement positif ("[gap- 0]"). Ainsi, on met de coté les cas patologiques ou le gap est
nul et les cas trop difficiles a résoudre ou aucun algorithfaecanvergé dans le temps imparti (une
heure), ne permettant donc pas de calculer le gap.

| | Critére I C BB BP BP-P  BP-VP BP-VPJ
Moyenne temps CPU (s) 2443.44 2686.70 1557.11 1528.15 1330.11250.91
o | Ecart-type temps CPU (s) 1674.53 1550.46 1768.71 1752.73 1697.70 1707.59
S | Moyenne temps CPU [gap 0] (s) 254459 2886.49 1437.89 1388.49 508.34 183.86
§ Pourcentage de meilleur temps (%) 30.89 31.71 56.10 67.48 59.35 61.79
© | Pourcentage de meilleur temps [ga@] (%) 0.00 0.00 3.03 6.06 2424 72.73
~ [Ecart moyen en cas d'échec 0.95 0.95 0.87 0.75 0.71 0.68
«» | Ecart moyen en cas d'échec [gap0] 1.00 1.00 0.97 0.94 0.75 0.28
g Moyenne temps CPU (s) 1092.82 1795.07 1374.20 1345.91 1044.20806.00
g Ecart-type temps CPU (s) 1594.33 1791.46 1760.90 1735.33 1631.15 1446.57
< | Moyenne temps CPU [gap 0] (s) 1205.97 241055 1821.96 1766.24 946.40456.75
@ | Pourcentage de meilleur temps (%) 3.13 12.50 31.25 56.25 62.50 40.63
% Pourcentage de meilleur temps [gap] (%) 0.00 0.00 11.11 2222 66.67 33.33
% | Ecart moyen en cas d'échec 0.66 0.73 0.67 0.64 0.46 0.53
£ | Ecart moyen en cas d'échec [gap0] 1.00 1.00 0.89 0.78 0.33 0.67

TAB. 3.5 — Comparaison des différentes stratégies.

Pour les instances de type transit grid, on observe unegssign au fil des améliorations successives
et une domination de I'algorithme BP-VP2. Cependant, ort paaarquer que c’est I'algorithme BP-P
qui obtient le plus de meilleurs temps sur 'ensemble deaites. En revanche, lorsqu’on ne considére
gue les instances pour lesquelles le gap du modéle (K)VER strictement positif, I'algorithme BP-VP2
parrait beaucoup plus performant que les autres.
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Pour les instances aléatoire, les temps CPU moyens semiiierda faveur au branchement alterna-
tif. Pourtant, c’est I'algorithme BP-VP qui obtient le plde meilleurs temps et un meilleur écart moyen
en cas d’'échec. Ceci refléte la difficulté pour départagedeax algorithmes et donc de juger du réel
apport du branchement alternatif.

Enfin, il est intéressant d’analyser la qualité de la sotutitiale calculée par I'algorithme de Baier,
Koélher et Skutella. Pour cela, nous avons calculé I'écdatifeentre la solution initiale et la solution
optimale (ou la meilleur solution entiére). L'histogramihe la figure 3.15 illustre la distribution de cet
écart relatif. On constate alors que cet écart est généealetmes faible. Ceci nous conforte dans notre
choix de cet algorithme pour calculer la solution initiale.
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FiG. 3.15 — Qualité de la solution initiale.






CHAPITRE 4

APPLICATION AU PROBLEME DU DELAI DE
BOUT-EN-BOUT

Ce chapitre est consacré a I'utilisation des flotséparables dans la gestion de la qualité de service
sous forme de délai de bout-en-bout. Traditionnellemeansdes problémes d’optimisation dans les
réseaux, la qualité de service est uniquement représeatéle gélai moyen sur les arcs. Cependant,
le délai réellement ressenti par les utilisateurs est lipangours des paquets d’'un « bout » a l'autre
du réseau. Avec le développement des réseaux MPLS, prema@ansidération la mesure des délais de
bout-en-bout de chaque chemin actif est devenu un des dg§ésmmaes réseaux haut débit.

L'idée principale que nous développons dans cette pattidsiser des flots:-séparables pour mo-
déliser ce délai de bout-en-bout sur les chemins actifssious proposons alors de traiter un probléme
de flotsk-séparables dont I'objectif est de minimiser le « pire » dé&@bout-en-bout. Ce probléeme
sera mentionné sous le terme isplittable Delay Constrained Routing ProblgiDCRP). La solu-
tion d’'un tel probléme propose un compromis entre des cogiade délai qui induisent généralement
I'utilisation d’un grand nombre de chemins, et la contraiatr le nombre de chemins actifs qui induit,
au contraire, un délai élevé. En comparaison, les modedssigles de routage utilisent une mesure du
délai moyen induite par une approximation convexe de la estign moyenne parmi tous les arcs por-
tant du flot (cf. [FGK73]). Ainsi, ces modeéles ne peuvent pasnér de garanties réalistes sur la qualité
de services. Cependant, nous étendrons notre approchdaaumdgen sous la forme du problénie
splittable Minimum Average Delay Problgii@MADP) et nous montrerons que celui-ci peut étre utilisé
comme une approximation pour t,eDCRP.

Outre les travaux sur les floksséparables évoqués dans les chapitres précédents, nuonpaiter
'analyse dans [DM07] d’'une adaptation de la méthode deatiévi de flot au probléme de multiflot a
codt convexe incluant un mécanisme de contrdle sur le nodgchemins actifs. Comme les contraintes
de délai de bout-en-bout sont non-linéaires et induisealkeégent des difficultés combinatoires (choix
des chemins actifs), a notre connaissance, peu de modelég@résentés. Les travaux les plus impor-
tants dans ce domaine ont été réalisés par Ben-Ameur et O{Ba®06] qui ont défini et modélisé le
Delay Constrained Routing Problerits ont montré que ce probléeme est NP-difficile et ils ontpmsé
plusieurs bornes par convexification des contraintes de.dél
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Dans un premier temps, nous proposerons une définition etoumellation mathématique duk{
DCRP). Puis, nous décrirons les méthodes utilisées dars algbrithme de résolution qui combine des
méthodes d’approximation au sein d’un Branch and PriceuiEsnous détaillerons la résolution du
probléme et I'application de ces différentes méthodesnEnfius discuterons les résultats numériques
obtenus en comparant la minimisation du délai de bout-en-zeDCRP) et du délai moyerk{MADP).

4.1 Formulation du probléme

4.1.1 Définitions

Pour ce probléme, nous ne considérons qu’une seule pajiaedestination a laquelle est associée
une demandd a router entre la sourceet la destinatiort. NotonsP I'ensemble des chemins élémen-
taires entres ett. Le Delay Constrained Routing Problef@CRP) consiste a router la demande de fagon
a minimiser le délai de bout-en-bout maximal.

Sous I'hypothése de Kleinrock (trafic poissonien, filestdiate M/M/1 indépendantes), le délai de
bout-en-bout d’'un paquet peut étre estimé a partir dessddlayens sur les arcs empruntés par le paquet.
Cette estimation représente une moyenne sur tous les pggareburant le méme chemin dans le réseau
sous des hypothéses tres fortes. Elle n’est en aucun casuargig sur le délai de bout-en-bout maximal
subi par les paquets. Cependant, cette estimation du délmut-en-bout semble étre acceptée dans la
littérature [BKPO03, BaOO06]. Ainsi, en notantla taille moyenne d’'un paquet et, > 0 la quantité de
flot sur 'arca € A, le délai de bout-en-bouk,, pour un chemin actip € P donné, est évalué par :

Op=>_ A (4.1)

Ug — T
acp @ a

Il est & noter que ce délai de bout-en-bout ne doit étre éwplagour les chemins actifs, c’est-a-dire
ceux qui portent réellement le flot. En effet, la formulatiece délai peut s’appliquer a n'importe quel
chemin. Il est alors possible de trouver un chemins@et tel que la somme des délais sur les arcs de
ce chemin soit supérieure a celle sur les chemins actifs.n@oeucun paguet n'emprunte ce chemin de
bout-en-bout (sinon ce serait lui aussi un chemin actifjélai ne doit pas étre pris en compte.

Plusieurs modéles sont possibles. Plutét que modélisdmlix des chemins actifs dans I'ensemble
P, nous avons choisi de décrire chague chemin actif comme tmdlovaleurs0-1 en utilisant une
formulation arc-sommet. Une telle approche permet de mazuntroler les délais de bout-en-bout de
chaque chemin actif. Cependant, pour limiter la taille duéde, il convient de limiter le nombre de
chemins actifs. Comme nous I'avons vu dans les chapitraggefts, cette contrainte définit la notion
de flot k-séparable. Soiff le nombre maximal de chemins actifs autorisés a porter fe trainsi le
k-splittable Delay Constrained Routing Problefi-DCRP) consiste a router la demande de fagon a
minimiser le délai de bout-en-bout maximal et avec au plushemins.

Ce probléme {-DCRP) est NP-difficile car c’est une généralisation du fgnote (DCRP) présenté
par Ben-Ameur et Ouorou [BaOO06]. Le (DCRP) est un problemmdtage sous la forme d’un probléme
de multiflot de colt minimal avec une contrainte de délai detdem-bout sur les chemins actifs. Dans
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[BaOO06], les auteurs proposent des résultats sur la coitgplde ce probléme ainsi que des bornes
inférieures et supérieures obtenues par convexificatida dentrainte de délai.

Le (k-DCRP) est également une généralisation du probleme dé-8éparable maximal présenté
par Baier, Kbhler et Skutella [BKSO05].

4.1.2 Modeéle arc-sommet

Nous avons donc choisi de modéligérchemins potentiellement actifs comme un sous-probléme de
flot entier. Pour chaque numéro de cherhin-= 1... H, 2" > 0 représente la variable de flot sur I'arc
a € A, yh € {0,1} est la variable de décision associéeet> 0 est la quantité de flot associée. Notons
w™ (v) I'ensemble des arcs entrants du cocyclevd® w™ (v) I'ensemble des arcs sortants du cocycle.
Pour simplifier les notations, notong le flot agrégé sur l'are, c'est-a-direx, = Zthl 2. Enfin, 6
représente le délai de bout-en-bout maximal. Le modéls@mumet s’écrit alors comme suit :

min 6
S.C.

—d;, Siv=s,
Z ah — Z h=¢ d, siv=t, Vh=1...H,YweN (a)
a€w= (v) a€w (v) 0 sinon.

—1 siv=s,
Soyk— > yh=S 1 siv=t, Vh=1...H WeN (b
acw™(v) acwt(v) 0 sinon.
o —uyh <0 Vac A Yh=1...H (¢

H
(k-DCRP) Tq = }IZIIZ < Uqg Ya e A (d) 4.2)

H
> dn=d (e)
h=1
> oyk<t YoeV Yh=1...H (f)
agw=(v)
Zﬁge Vh=1...H (9)
acatae ~ Ta
ah >0 Vo€ A VYh=1...H (h)
yh € {0,1} Vo€ A Yh=1...H (i
dn 20 Vh=1...H (5)

Comme le modele (KMFJ, ce modéle utilise deux blocs de contraintes de conservdg flot, pour
les variables de flot d’'une part (4.2.a), et pour les var@abke support de flot d’autre part (4.2.b). Puis
les contraintes (4.2.c) assurent le couplage entre le feresupport. Les contraintes (4.2.d) imposent
le respect des capacités. La contrainte (4.2.e) est laaint@trde demande. Les contraintes (4.2.f) sont
nécessaires pour éliminer les cycles connectés au chemsnielaupport de flot (cf. figure 2.3). Enfin,
les contraintes (4.2.g) sont les contraintes de délai dedmmibout utilisant la formulation (4.1) du délai.
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La minimisation du délai induit une dispersion du flot sur éseau la plus importante possible.
L'objectif, ici, implique donc que chacune dékroutes portera une fraction positive de la demande dans
la solution optimale. D’autre part, I'utilisation de vaslas de flotz spécifiques pour chaque numéro
de cheminh est nécessaire car une formulation avec uniquement legblesi de flot agrége, laisse
libre le flot de « sauter » d’un chemin a un autre. Ceci viotdeatontrainte sur le nombre maximum de
chemins autorisés et ne permettrait pas I'estimation dai délbout-en-bout pour ces flots.

Comme indigué précédemment, la minimisation du délai meyerun flotk-séparable X-MADP)
peut fournir une approximation raisonnable méme si cetaicontraintes de délai de bout-en-bout
peuvent étre violées. Ce probléme se modélise comme suit

min ¢(z) = Z La

Uq — Tq

(k-MADP) ¢ acA (4.3)
(4.2.2), (4.2.b), (4.2.c), (4.2.d), (4.2.e), (4.2.5) A4), (4.2.0), (4.2.))

Ce modéle reprend la modélisation précédente:eDCRP). Seule la contrainte non-linéaire de délai
de bout-en-bout est absente du modéleldMADP).

Ces deux modeéles utilisent donc a la fois des variablesedes et des contraintes non linéaire. Leur
résolution nécessite la combinaison de plusieurs méthmaesous détaillons dans la section suivante.

4.2 Présentation des méthodes utilisées

Dans la section suivante, nous décrivons comment résoadrmbléme £-DCRP) en utilisant un
algorithme de type Branch and Price. Le sous-probleme sstu@ar un schéma d’approximation si-
milaire aux idées proposées par Shahrokhi et Matula [SMO@dEeeloppées plus tard par Bienstock
[Bie02]. Le cceur de ce schéma d’approximation est un probldenroutage résolu par I'algorithme de
déviation de flot. Enfin, dans notre cas, I'application digbaithme de déviation de flot nécessite la ré-
solution d’un programme linéaire correspondant a la réiamdinéaire du probleme du fldt-séparable
de colt minimal, ce qui sera fait par génération de colonnes.

Avant de détailler 'enchainement de ces différentes ntitonous proposons ici une description de
chacune d’entre elles.

4.2.1 Algorithme de déviation de flot

L'algorithme de Frank—Wolfe est une méthode de résolutierpebblemes d’optimisation non li-
néaire sur un ensemble convexe. Considérons une fongtioR™ — R continment différentiable a
minimiser sur un ensembl¥ convexe fermé d&". Le probléme générique (P) s'écrit :
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min f(z)
(P){ s-c (4.4)
re X

Le principe de cet algorithme est celui d'une méthode deeatescdont la direction de descente
est déterminée par la résolution d’'une linéarisation dilprae (P) autour du point courant. Ainsi, a
I'itération ¢, on considére le probléme (P) en remplagant la foncfigrar son approximation de Taylor
au premier ordre autour de la solution couranteEn supprimant les termes constants de la fonction
objectif, le sous-probléme s’exprime suivant le modéle {(FW

min Vf(z%) Ty
FW)< s (4.5)
yekX

Le sous-probléme (FYY est un probléme convexe. Notopsune solution optimale. La direction
d' = y* — x' est une direction de descente et tous les paihts ad’ poura € [0, 1] sont réalisables car
X est convexe. Le point suivamt™! est alors obtenu par déplacement optimal dans la direcétiniel
pard® (recherche linéaire).

La méthode de Frank-Wolfe est particulierement adaptéegjler 'ensemblet’ est un polyedre. Le
sous-probléme (FVY est alors un programme linéaire dont la solution est un desrsets du polyédre.
Toutefois, la solution courante a tendance a zigzaguerppritehe de la solution optimale. En effet,
I'angle entre deux directions de descente successivedquele vers 80°si la solution est a l'intérieur
d’'une face du polyédre. La figure 4.1 illustre le comportetrigpique de la méthode de Frank-Wolfe
dans ce cas.

Fic. 4.1 — lllustration de la méthode de Frank-Wolfe.
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La méthode de déviation de flgelpw Deviation [FGK73]) est une application de 'algorithme de
Frank-Wolfe aux probléemes de routage. Elle permet de réeaies problemes de multiflot dont I'objec-
tif est de minimiser une fonction non linéaire. En partieglidans [FGK73], les auteurs considérent un
probléme de multiflot dont I'objectif a minimiser est le dét@oyen® modélisé sous la forme suivante :

O(x) = nga(xa) (4.6)
acA
¢a(Ta) = uaw—awa 4.7)

otz = {z% Va € AVk € K} estle multiflot etr, = Y, ., =¥ l'agrégation sur I'ara:. La fonction
® joue donc le role de fonction barriére rendant les contaimte capacité inutiles. A I'itératioi le
sous-probléme défini par la linéarisation®e’écrit :

, | 0
min V&(z') Ty = ZW@ s

k€K acA @
; S.C.
(FDY) b siv= sy, (4.8)
dowb— Y yh={ d* siv=t;, WeNVEeK (a)
acw™ (v) acwt (v) 0 sinon.

Ce programme linéaire ne contient plus que les contrairdesodservation de flot (4.8.a). Il s’agit
donc d’'un probléme de multiflot non contraint de co(t mininiz plus, on constate qu'il est séparable
par rapport aux paires origine-destination et que les pooisiémes se réduisent a des problémes de plus
courts chemins dont les longueurs sont données par :

%(wi) =¢/(z}) VacA VkekK (4.9)

On « dévie » ainsi a chaque itération, pour toutes les paiigime-destination, une méme proportion
des flots circulant sur des chemins non optimaux vers lesidsaa longueur minimale par rapport aux
dérivées premiéres des fonctiapg. Par définition des dérivées premiéres, ce re-routage garie des
flots assure a la fois la conservation des demandes et, as lnoalement, la décroissance de la fonction
®. Cette déviation définit une direction de descente le lorigaigelle une méthode de recherche linéaire
permet de calculer le déplacement optimal. L'algorithmaveoge alors vers un minimum global du
probléme initial.

Notons qu'il est possible de conserver les contraintes dacdigés dans le programme non linéaire
méme si elles sont redondantes avec la fonction bar@i@ans ce cas, les sous-problemes ne se ré-
duisent plus a de simples problémes de plus courts chemissardas problemes de flot de codt minimal.
La direction de descente n'est plus définie par un seul chemais par un flot réalisable vis-a-vis des
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capacités. Le flot n’est donc plus dévié vers un unique cheldamantage de cette solution est que la
guantité de flot déviée a chaque itération est plus imp@taliest la solution retenue par Bienstock et
Raskina [BR02].

4.2.2 Algorithme de Shahrokhi et Matula

Shahrokhi et Matula [SM90] ont proposé un algorithme d'agpnation polynomial pour le pro-
bléme de multiflot concurrent maximal avec capacités umiés. Ce probléme consiste a maximiser un
facteur de charge qui multiplie la demande de chaque paiginerdestination jusqu’a saturation des
capacités. Méme si ce probléme se modélise par un programéaéré, il a curieusement la réputation
d’étre numériqguement tres difficile. C’est la raison pouullle il a suscité un important courant de
recherche vers des algorithmes d’approximation.

NotonsP;, I'ensemble des chemins élémentaires reliant la sosircela destinatiort;,, pour toute
paire origine-destinatioh € . La variablex’; représente la quantité de flot routée sur le chemin P
pour la paire origine-destinatioh € K. La contrainte des demandes (4.10.a) assure gqu’'une méme pro
portiond de la demandéd;, de chaque paire origine-destinatibre K est routée. Ce facteur de charge
est donc I'objectif a maximiser. Enfin, la contrainte de ciiga(4.10.b) introduit la quantité de flot agré-
géezx, surl'arca € A. Il est & noter que, les capacités étant uniformes, nousopsues fixer a sans
perte de généralité. Le probléme de multiflot concurrentimakavec capacités uniforme se modélise
alors par la formulation arc-chemin (MAXTHRU).

max 6
S.C.

>y = bdy, Vk e K (a)
MAXTHRU PEP 4.10
( ) mazzz5§xlg<1 Va e A (b) (4-10)

ke pePy,
ak >0 Ve e KVpe Py (c)
\ 0>0 (d)

Les résultats présentés par Shahrokhi et Matula ont étéhenmpar la suite de nombreuses amé-
liorations et extensions a des problémes proches commeadbemes dits de « fractional packing »
[PSvT95] et les programmes convexes bloc-angulaires [GH®point commun entre ces approches
est la substitution de la fonction objectif de type min-max pne fonction potentiel séparable sur les
arcs du réseau. La non-séparabilité sur les arcs de cesoftscibjectif de type min-max est une des
explications des difficultés numériques rencontrées pamiéthodes de résolution classiques car elle ne
favorise pas I'adaptation de techniques de décompositiateayénération de chemins.

Ainsi le probléme de type min-max est approché par la miratioa d'une fonction de pénalité
convexe sur un ensemble convexe et le principe de résolpgonh étre vu comme un algorithme de
Frank-Wolfe. L'étape centrale de l'algorithme de ShahioithMatula est le re-routage de certaines
paires origine-destination, ne satisfaisant pas les tondid’optimalité, vers les plus courts chemins
calculés avec des longueurs fonctions exponentielles dealaye des arcs.



106 Chapitre 4. Application au probléme du délai de bout-entbou

En effet, le probléme de multiflot concurrent maximal aveggacités uniformes est directement lié au
probléeme de minimisation de la congestion maximale quiistag minimiser la charge relative maxi-
male sur un are, /u,. Dans le cas des capacités uniformes, le probléme se mogélide programme
linéaire (MINCONG).

min \
S.C.

> ak =dy Vk e K (a)
MINCONG PPy 4.11
( ) xa:ZZ<5§w';<)\ Vae A (b) (4-11)

ke pEPy,
x’iﬁ}O Vke KVpePr (¢
A>0 (d)

On vérifie immédiatement qu’a toute solution réalisabtie (MAXTHRU), dont la congestion maxi-
male vautl (ce qui est forcément le cas de la solution optimale), cpmed une solution réalisable
T = %x de (MINCONG) dont la congestion maximale ést 1/6. Par conséquent, maximiseéqui-
vaut a minimiser\ et les chemins supportant les solutions optimales de ces gteblémes sont les
mémes. Ainsi, Shahrokhi et Matula choisissent la fonctioteptiel suivante :

m 2

O(x)=) e (4.12)
acA

La convergence de l'algorithme est liée a la décroissantfisamnte de la fonctiorP a chaque ité-
ration. A la suite de ce travail pionnier de Shahrokhi et N&gtde complexitéO(nm? /), un certain
nombre d'auteurs ont utilisé une fonction potentiel expaiedle comparable pour la résolution appro-
chée de programmes linéaires [Bie02]. Par la suite, Gagmiet Khachiyan [GK94] ont Iégérement
modifié la fonction objectif en prenant le logarithme de lenate des termes exponentiels. lls ont alors
montré la propriété suivante :

Propriété 4.1. Soit z un multiflot réalisable de congestion maximalget soit la fonction potentiel
¢ =1In(d_, exp(£2e)), alors

£ Uq

%)\ < O(x) < %)\ +lnm (4.13)

oum est le nombre d’'arcs.

En particulier, aveax = § + Inm, tout multiflotz qui minimise® a § pres, minimise la congestion
maximale\ a e prés.

Il est intéressant de noter qu’'une approche similaire aftgéteée dans [DMO7] ou il a été observé
gue la minimisation de la congestion tend a augmenter le nogdochemins actifs.
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4.2.3 Probléme du flotk-séparable de coldt minimal

Au cceur de la résolution de notre probléme, I'applicatiofiagorithme de déviation de flot néces-
site la résolution d'un programme linéaire pour détermimeg direction de descente. Dans notre cas,
nous verrons que ce programme linéaire correspond a unepnebtie flot de colt minimal avec des
contraintes dé&-séparabilité relachées (relaxation linéaire des vagabhtiéres). Ainsi, nous décrivons
dans cette partie comment nous pouvons adapter nos motetéshmdes présentées aux chapitres 2 et
3 a ce probleme de fldt-séparable.

Le probleme du flok-séparable de colt minimal consiste a router une demande glust chemins
tout en minimisant le co(t d'utilisation du réseau. Ce peaid s’inscrit donc dans les problemes de
flot k-séparable que nous avons traités dans les chapitres pnésédliotre approche peut s'adapter
facilement a ce nouvel objectif.

Nous utilisons ici les méme notations que dans les chapgitr@sédents. Le nombre maximum de
chemins autorisés est nofé. Chacun des chemins, numérotéside- 1 ah = H, est modélisé par
un flot en variable$)-1. Ce flot est ensuite décomposeé sur les chemins. Ainsi, Iablam':g indique la
guantité de flot routée swrpour le chemin numérb. La variableyg est la variable de décision associée.
Elle indique sip est le chemin numérb ou non.

De plus,c, représente le cot associé a I'arcAinsi, le colt pour un chemip estc, = >, dhc,.
Enfin, d est la demande a router. Le modele arc-chemin obtenu pamgésition de Dantzig-Wolfe
s’établit alors comme suit :

H
min Z Zcpxz
h=1peP
s.c.
H
D) ohal < ug Va € A (a)
h=1peP
H
> S oah=d ®)
(KMCFP) h=1peP (4.14)
x;‘—upygéo Vh=1...H,VpeP (c)
Y o<t Vh=1...H (d)
peEP
Zmﬁ“—ZwZéO Vh=1...H -1 (e)
peEP peEP
x%‘)O Vh=1...H,VpeP (f)
ype{O,l} Vh=1...H,VpeP (g)

Comme pour le probléeme du flétséparable maximal, les contraintes (4.14.a) assuremsfgect
des capacités. Les contraintes de couplage (4.14.c) rsed€le lien entre les variables de f&gﬁt etles
variables de support de flgjﬁ. Les contraintes (4.14.d) imposent I'unicité dans I'afion d’'un chemin
p & un numérau. Cette modélisation souffre du méme probléme de symétiipequt également étre en
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partie traité par les contraintes de "variable orderingl44) (cf. chapitre 3). Seuls changent la fonction
objectif et I'ajout de la contrainte de demande (4.14.b).

Pour la relaxation linéaire, la propriété 3.1 de saturaties contraintes de couplage est également
vérifiée. Ceci permet de simplifier la relaxation linéairé gj@tablit alors comme suit :

H
min Z Zcpxz
h=1peP
S.C.
H
Z Z(ngz < uq Vaec A (a)
h=1peP
H
(RL) YN ah=d (b) (4.15)
h=1peP
h
X
> Pl Vh=1...H (c)
peEP p
Sl -N"ah <0 Yh=1...H-1 (d)
peEP peEP
{ zh >0 Vh=1...H VYpeP (e

Notons respectivement, < 0, o quelconque/\h < 0 et < 0 les variables duales associées
aux contraintes primaleg.15.a), (4.15.0), (4.15.c) et (4.15.d) de la relaxation linéaire (RL). Alors, le
sous-probléme consiste a trouver une variable minimisacodit réduit donné par :

h
o= - Zégwa —0— 2— — (W=
acA p
)\h
= Zég(ca — M) — 0 — — — (W= (4.16)
Up

acA

Le sous-probléme est décomposableFErous-problémes indépendants. Chacun se réduit a un pro-
bléeme de chemin optimal ou les deux seuls termes dépendathiodudes arcs du chemins sont :
® > ,ca0h(ca — ma) qui correspond & une longueur (positive) a minimiser,
. —u—y qui est également & minimiser puisqd® < 0, ce qui revient a chercher un chemin de
capacité maximale.
Le sous-probleme est donc équivalent a celui duiflsEparable maximal et se résout donc par le
méme algorithme.

Il reste néanmoins un point délicat a traiter : l'initialism de la génération de colonnes. Contrai-
rement au probléme du flét-séparable maximal, un sous-ensemble vide de chemins neepeas
d’obtenir une solution initiale réalisable a cause de lareame de demande. De plus, aprés un bran-
chement, une solution réalisable pour le nceud pére darmsd’ale décision peut étre interdite par les
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contraintes ajoutées au nceud courant. |l est donc néaesedirénéficier d’'une procédure rapide et sdre
de génération d’'une solution initiale.

La méthode que nous avons choisie consiste a générer desnshaumsceptibles d’augmenter la
guantité de flot routé jusqu’'a satisfaire la demande. Lelprob correspondant pour cette génération de
colonnes est donc ici un probleme de fletéparable maximum. Cependant, il est a noter que nous avons
restreint notre étude aux flots simples par souci de cladé@se cas de multiflots, en utilisant le méme
raisonnement, le probléme a considérer est le probleme délonuk-séparable concurrent maximal
(voir le probléme de multiflot concurrent maximal décrit @demment) pour effectuer une montée en
charge jusqu’'a router la demande. Ceci explique la modi@isauivante du flot maximum qui facilitera
une transition future vers des modéles multiflots. Dansenwis, c’est la relaxation linéaire du probléme
gui nous intéresse. Elle s’établit comme suit :

max 6
S.C.

H

Z Zagx;; < uq Va € A (a)

h=1peP

H

SN ah=od (b)

(RLy) h=1peP (4.17)

zp

d g Vh=1...H (c)

pEPup

Sl -N"ah <o vh=1...H-1 (d)

peEP peEP

ah >0 YVh=1...H VYpeP (e

Ce probleme permet de débuter la génération de colonnedmspornie quel sous-ensemble de che-
mins, méme vide. Dés que la chargest supérieure &, la solution est réalisable pour la relaxation
linéaire (RL). On peut alors reprendre la génération dercwe pour le probléme du flétséparable de
colt minimal et I'intégrer dans un algorithme de type BraanH Price.

4.3 Application au k-DCRP

Le modele g-DCRP) dispose a la fois de contraintes non linéaires et dablas discrétes. Pour
traiter lak-séparabilité, une méthode de Branch and Price est applidilie est basée sur un reformu-
lation de Dantzig—Wolfe du modelé{DCRP). Cette stratégie de branchement repose sur notaeit&p
a calculer une borne inférieure de la relaxation linéairerahgléle. Pour cela, nous résolvons un pro-
bléme de flot:-séparable de colt convexe ou ce colt est une approximatibobjectif originale (delai
de bout-en-bout maximal). Ce sous-probléme est résolurpatgorithme de réduction de potentiel de
type Frank-Wolfe qui intégre la génération de colonnes[Bi€02]). Puis, pour chague solution entiére
trouvée durant le Branch and Price, une phase de post-sption est appliquée afin de calculer la dis-
tribution de flot optimale pour I'objectif initial sur un spprt fixé. L'algorithme s’arréte lorsqu’aucun



110 Chapitre 4. Application au probléme du délai de bout-entbou

branchement ne peut améliorer la meilleur borne supéridomeée par ces solutions entiéres. Ainsi, la
solution optimale du¥-DCRP) est obtenu. Une description de I'algorithme estoage sur la figure 4.2.

Nous appliguons la méthode de séparation et évaluatiorcdrggaintes d'intégrité sur les variables
y" sont donc relachées. Puis nous utilisons la régle de brareitede Barnhart al. [BIN+98] décrite
ala section 3.3.1.

4.3.1 Relaxation linéaire

Dans un premier temps, nous simplifions I'expression dui didabout-en-bout en remplacant les
variablesy” par le ratioz” /u, dans la contrainte (4.2.g). La contrainte (4.2.c) justifie ¢¢ modéle
(CR) suivant fournit une borne inférieure du modéle relaghgk-DCRP). Cela assure la validité de
notre méthode de branchement.

min 6
s.c.

(4.2.a), (4.2.0), (4.2.), (4.2.d), (4.2.¢), (4.2.f)
h
Zk#go Vh=1...H (9)

(CR) aeAua(ua — Zq) (4.18)
ah >0 Vo€ A Yh=1...H (h)
Yo =0 VoA Vh=1...H (i)
dp >0 Vh=1...H ()

Ce probleme (CR) de minimisation du délai de bout-en-boutimal correspond a un probléme de
min-max "packing”. Nous proposons dans la section suivdat&soudre ce probléme par un algorithme
d’approximation utilisant une fonction potentiel expotielte [Bie02, Xu01] basé sur I'algorithme de
Shahrokhi et Matula [SM90] pour le probléme du flot concurraaximal.

4.3.2 Une méthode de réduction de potentiel pour résoudre

Notons S I'ensemble{z € RfX{l"“’H}/Zf:lxh < ug Va} (compatibilité avec les capacités).

a

Considérong” > 0 la fonction délai de bout-en-bout du probléme (LRyet 0 le délai de bout-en-
bout maximal définis par :

h
i) = — 2% \yeS VaeA Vhel,.. . H (4.19)
ua(ua - xa)
0"x) = > 0ix) VxeS Vhel,.. H (4.20)
acA
0(x) = max 0"(x) Ve e S (4.22)

h=1...P
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La proposition suivante décrit une propriété importanteeke fonctions qui assure I'exactitude de
notre approche.

Proposition 4.1. La fonctiond” est convexe su$ pour touta € A et pour touth € 1, ..., H.

La démonstration est reportée en annexe A.1.

Alors, 0(z) peut étre évaluée par la fonction potentiel exponentiglle 1) avecy > 0.

0" (x)
P

H
$(x,p) = pln Y exp( (4.22)
h=1

Cette fonction a des propriétés intéressantes. En premmigmle fournit une bonne estimation de la
fonctiond(x) dans le sens ou

0(x) < dp(x,p) < O(x) +plnH, VxS, Yu>0 (4.23)

De plus, cette fonction est convexe comme le montre la proposuivante.

Proposition 4.2. La fonctiong(x, (1) est convexe su$ pour touty > 0.

La démonstration est reportée en annexe A.2.

La relaxation linéaire (CR) peut donc étre résolue de fagmprazhée en minimisant la fonction
convexeo(z, 1) avec les contraintes de flétséparable relachées. Ce probléme s’exprime comme un
modeéle non linéaire (CR2) quest un parameétre.

min ¢(z, p)
S.C.
(4.2.a), (4.2.0), (4.2.¢), (4.2.d), (4.2.¢), (4.2.f)
(CR2) (4.24)
zh >0 VYVae A Yh=1...H (g)
yh >0 Yac A Yh=1...H (h)
dn >0 Vh=1...H (i)

Larelaxation de la contrainte non-linéaire de délai de f8mubout par cette méthode permet d’abou-
tir a un schéma d’'approximation plus simple a résoudre. tem, é¢ probléme se raméne alors a la mini-
misation d’une fonction objectif convexe sur un polyédreuPrésoudre ce probléme, nous avons choisi
la méthode de déviation de flot qui a fait I'objet de hombreusieides notamment pour des problémes
de routage dans les réseaux de télécommunication.

A chaque itératior, le calcul de la direction de descente a partir de la solutmanter’ se fait par
linéarisation de la fonction objectif. Ce probléme s’erpgialors comme le programme linéaire (DFS
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min Vo(z?, u)Tz
s.c.
—d, ifv=s,
Z xZ_ Z xZ’: dh ifv:t, thlH,VUEN (a)
a€w= (v) a€wt(v) 0 otherwise.
H
ZxZ < Ug Vae A (b)
(DFS) hot (4.25)
> dy=d (c)
h=1
)
2«1 YoeV Vh=1...H (d)
acw™ (v) @
zh >0 YVae A Yh=1...H (e)
dp >0 Vh=1...H N

Une solution optimale de (DFBdonne une direction le long de laquelle la recherche lieéabuve
une meilleure solution. Ainsi, I'algorithme suivant esiligé pour trouver une borne inférieure a la re-
laxation linéaire (CR2)u ete sont deux parameétres positifsiétreprésente la plus grande capacité des
arcs du réseau.

Le test d'arrét est nécessaire pour démontrer le résultdtéuéme 4.1. Pour clarifier la lecture de
I'algorithme, nous noterong la valeur suivante :

G = p(a’, p)?

B ) ) 2
32\ (%qﬁ?’(ﬂ,u) + m) + % (U)\—Ifqbz(xl,u) + m>

(4.26)

Algorithme 4.1 Relaxation linéaire du{DCRP)

SoitzY un flot H-séparable routant la demande.
Répéter
Soit z une solution optimale de (DFS

2 = (1 - 0%z’ 4+ 0%, 005" = arg min {p((1 —o")a’ + o'z’ )}
0<ot<1

t—1+1

Jusquag(z’, ) — p(x"*h, p) < G
Affecter (1 — €)é(2%, 1) — pIn H & la borne inférieure.

Le théoréme 4.1 nous donne la preuve de I'approximation.

Théoréme 4.1.Soit¢* (1) une solution optimale de (CR2)€tle flot a la fin de I'algorithme 4.1. Alors

(1 —e)p(z’, p) < " (1) (4.27)
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Démonstration.La preuve est adaptée de [BR0O2].

Considérons un vecteur flot. Pour simplifier les notations, notons

g9(0) = (1 — 0)a’ + o', p) = ¢(a* + (2" — 2')) (4.28)
on obtient
o(0) = 9(0) < (& (1) — 9la', ) + 3" (@)o? WO << (4.29)

Pour borner le terme quadratique dans (4.29), natgns (1 — o)z’ + oz’ etd = z° — '. Comme
vp(x, ) < 1Vh € {1,..., H}, on obtient de (A.6) et (A.8)

T

<Y _d"V?0" (wa)d + dT(ADAT)d (4.30)
h=1

La définition des dérivées secondes dans (A.3) implique

h=1 acA i#h j#h

H
S ATV (wa)d = Zu o) 32 (222d; b

+2Z(ua - jg,a + xg,a)dfzdg + 2(utl - mg,a)(d2)2)
i#h

ul 22
> dTV20" (w4 )d > ———

Il
IS
=}
I
S
=
[]=
—
oY
8>
N—
no
]
Q>
)

2\ Ll .
= 2 e o (e e — w0
i Z% (4.31)
a€A >
Observons que
do| = |z, —al|<ua<U VacA (4.32)
(1_135)3 < <1fx>3+8 VO <z<1 (4.33)
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Sans perte de généralité, on supposewque 1, pour touta € A. Alors

H 3

i D Tha
S dTV0M(x0)d < 16A | U | | 4m

H oh 3
< 16X | U2 (ZZ$> +m
h:laeAua(u‘l ~ Zaa)
H h 3
< 16) | U? (Ze f”) —I-m)
h=1
HO(za)\>
U3
< 16A< 3 ¢3(wa,u)+m> (4.34)

D’autre part, I'analyse spectrale précédente de la mayineétrique semi-définie positive prouve
que sa plus grande valeur proprest bornée de la fagon suivante

1
v = he?ll,E.L.%H}QVh(x’ w) (1 —vp(x,p) < 3 (4.35)
Ainsi
1 1
—dTADATd < —||ATd|)?
K 2u
H
1 2
< 5 0" (24)7d
2p = (V (Ta) )
1 (& A 2
h i bk
s _,u Z Z a(ua — Tq a)2 To azda * (ua Lo a)da
h=1la €A ) ’l;ﬁh
1 a Y 2
< el o+ (Ug — Toa)d"
e (20 2t )
2
1 Ad,,
S (U — Zua)? (4.36)
24 a €A (ua o wa,a)
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Observons que

1 x 2
(1_$)2<2<1_x> + 2 VO <z«<1 (4.37)

Alors

a €A Tasa
222 (UH? 2
< 7 <U)\ ¢2(wouﬂ) + m> (4.38)

Si o est choisi tel que(z' + o(z" — 2%), u) < ¢(a, u)

alors (4.34), (4.38) et la convexité gamplique

2)%2 (UH?

VI (o, u)+m> = <

2
g"(a) < 16X ( (2t ) + m> (4.39)

En substituant dans (4.29), on obtient

P’ + oz —a'), 1) — o(a', 1) < (9" () — (z', pw))o

o (100 (S +m) + 3 (P em) )2 (440

Comme expliqué dans [BR02], aprés un calcul pour minimisenémbre de droite quadratique, on

qﬁ(m”l,,u) . ¢($i,ﬂ) < — ((23*(#) — (b(wz M))2 (4.41)

32\ (U2H3¢3($Z,,u) + m) + 422 (UH2¢2(332,,u) + m)2

Si¢*(n) < (1 — €)gp(at, ), on obtient donc

Sz, ) — d(a, ) < — ot 1) o (442)
320 (S 3t 1) +m) + 2 (S 62(at, 1) + m)

et 'approximation est démontrée. O
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On constate que le programme linéaire (DFSrrespond a la relaxation linéaire du probléme du flot
k-séparable de colt minimal dont le vecteur co(t est donnke ppadient des(x, 1.). Nous résolvons ce
probléme par génération de colonnes.

4.3.3 Génération de colonnes

Soit (DFS) le modeéle obtenu par décomposition de Dantzig—Wolfe sundelele (DF9. Pour
chaque chemip € P, wz représente la contribution de flot sur le chemipour le numéro de chemiin
5% est le vecteur indicateur qui identifie les atcsonstituant le chemip.

Les variables:" de (DFS) sont alors remplacées par

vt =Y obay  VYac€A Vh=1,... ,H (4.43)

(DFS,) (4.44)

X
< Vh=1...H (c)

zh >0 VpeP Vh=1...H (d)

Notons que le calcul du gradient déx, 1) est relativement simple.

0¢ A _
8$h($’#) = u (’LL — )2 § Vi($a/ﬁ)$2+”h($>#)(ua—$2)
a a\Uq a iZh

Mag + vn(z, 1) (U — 2a))
ua(ua - wa)z
@)+ ) .45

Uq — Tq

Pour chague chemimet pour chaque numérg le coﬂtcg est donné par
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=30 i) (4.46)

n
pr=n oxl

Les contrainteg4.25.d) donnent les contraintes de capaditél4.a). Les contrainte§4.25.a) im-

plique querZ = dy, pour touth = 1... H. Alors les contrainte$4.25.¢) menent a la contrainte de

peP
demandg4.44.b).

Les contrainteg4.44.c) correspondent au choix d’au plus un cherpipour chague numéro de
cheminh (contrainteg4.25. f) comme justifié ci-dessous).

Propriété 4.2. Les variableg/” et les contrainte$4.25.b, ¢) peuvent étre supprimées du modéle (DFS

Démonstration.Soit > une solution réalisable de (DES Soity défini par

h
>
" pEP Up
yh="—— Va€cA Vh=1..H (4.47)
X
_p
peEP p

La définition dey assure le respect des contrain(¢<5.b). De la méme maniére, les contraintes
(4.44.c) et la définition de la capacitg, implique que (contraintegt.25.c))

- u
uayl >y Ohtay >y Sy =al  Va€A Vh=1..H
peP p peP

Il découle de la définition de I'ensembfeque les chemins traversant un méme nceud sont distincts,
et les contrainte$4.25. f) sont satisfaites :

> v
U

acd— (v P p
$o g = e <1 WoeV Vh=1..H

a xh
a€d— (v) Z&gu_z
peP
Donc les variableg” et les contrainte$4.25.b, ¢) ne contraignent pas les variabtq$ O

Le sous-probleme de génération de colonnes se décompdéepasbléemes de chemin optimal car
il s’agit de minimiser le colt rédu'ﬂ;} défini par
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<A
Il
'EQ
|
3
Q
|
| >
=
|

Up
aep
I LA R S S
= D (ggr(@m) —ma) = T2 —v (4.48)

oum, <0 (resp.\, < 0 etv € R) sont les variables duales associées aux contraintes& (4dsp.
(4.44.c) et (4.44.b)). Le calcul du chemin élémentaire dé aanimal s'effectue de la méme maniére
que pour le probleme du flatséparable (cf. algorithme 3.1). Il s’agit de trouver le lheer compromis
entre le plus court chemin et le chemin de capacité maxirhalgénération de colonnes s'arréte lorsque
le colt réduit associé au chemin optimal est positif ou nul

4.3.4 Post-optimisation

Un autre point important est que la solution optimale estutéé par rapport a la fonction relachée
o(x, 1) définie dans (4.22). Comme l'algorithme 4.1 donne une banféieure de la fonctior(x)
définie dans (4.21), un support optimal est trouvé pour lagiens entiére et relachée (supports qui
peuvent étre différent pour chaque solution). Comme laidigton de flot sur les chemins actifs peut
étre sous-optimale pouk(x), nous appliqguons une procédure de post-optimisation aguehsupport
entier trouvé au cours de I'exploration de I'arbre de déaisi

Cette procédure de post-optimisation calcule une didtdbwptimale du flot sur un support fixe
pour la fonction¢ (). On a alors au plug/ cheminsp,, et on calcule la distributiod;, pour touth qui
minimised(d) défini par

- ASP A
o"d) = Zu = Zu — (4.49)
acA @ @ aep, @ a
0(d) = 0" (d 4.50
(d) p (d) (4.50)

oudl =1sia € py et0sinon, etr, = S, 6'dy,.
La solution proposée par le Branch and Price est un flot gdaéis La fonctiond assure de tou-

jours satisfaire les contraintes de capacité. Il resteuenigent la contrainte de demande a verifier. C’est
pourguoi le gradient de la fonctiahest projeté pour trouver une direction de descente réidisab

H ~
$(d) = pln Y " @/ (4.51)
h=1

La définition du gradient deé nécessite la définition des dérivées partielleg’tlet de I'expression
deh
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gy =y A (4.52)
od; B (Ug — q)? '

aeppMp;
0"(d)/n
oh(d) = ;7 (4.53)
Zeei(d)/u
=1
Alors
~ H
99 h A
= 4.54
5, D =27 > (4.54)
h=1 a€PRNP;
La direction de descent&(d) est donnée par
H ~ ~
1 0¢ 0p
A — - — 4.55
M = 5250~ 53, (4.55)
Dans cette directiorf] est minimisé en utilisant sa dérivée directionnelle
0'(d,A) = max [VO"(d)]TA (4.56)

heI(d)

ouI(d) = {h|6"(d) =0(d)}.

Enfin, notons que pour réduire I'exploration, une solutiatidle est calculée. On peut remarquer que

n’importe quel flotc-séparable routant la demande est réalisable pokrEIRP). Ainsi, on peut utiliser

une solution optimale du probléme du fleséparable de colt minimal. Les capacités sont néanmoins

réduites aul/5 des capacités initiales pour empécher la solution d’éoe proche de la saturation. Le
co(t de chaque arc est initialisé\@u2 qui correspond au gradient dé(u, — z,,) (cf. (4.1)) a l'origine.
Les différentes étapes de I'algorithme de résolution’dDCRP) sont résumées sur la figure 4.2.



120 Chapitre 4. Application au probléme du délai de bout-entbou

(k-DCRP) : Branch and Price

Y
Relaxation

/ Linéaire

Branchement

~ Variable
fractionnaire 7

Solution entiére
Post-optimization

fin de non

‘exploration ?

Relaxation Linéaire (CR) : Relaxation linéaire (CR2) : algorithme de Frank-Wolfe
algorithme de type Shahrokhi-Matula

Foncti biectif de ¢ ) approximation Fonction potentiel convexe / Linéarisation de la fonction objectif
onction objectif de type min-max X

Calcul de la direction de descente (DFS) :

Relaxation des contraintes non linéaires /ALt
génération de colonnes

Programme linéaire / flot k-séparable de cott minimal

Probleme Maitre Restreint

colits nouvelle
duaux colonne

Génération de colonnes (SP") :
probléme de chemin optimal

Compromis entre plus court chemin
et chemin de capacité maximale

L A
direction nouvelle
de descente v solution

Recherche linéaire

FIG. 4.2 — Résolution duktDCRP).
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4.4 Résultats numériques

Deux ensembles d'instances ont été utilisés pour meseféicticité de notre approche. Le premier
est un ensemble de réseaux de télécommunication optiqu @lé4. noeuds et avec une faible connecti-
vité.

Un second ensemble d’instances a été généré en utilisa@héajeur de « transit grid » développé
par G. Waissi (cf. section 3.5). La topologie de ces instances (figure geXapproche des réseaux de
transport. Avec une plus forte connectivité, ils nous penrmoet de tester les limites de notre approche.
Pour nos expériences, nous utiliserons des grilles de 1@sdeas capacités ont été choisies aléatoire-
ment dans l'intervallgl; 1000]. La demande a été calculée de la facon suivante 75¢étnombre maxi-
mum de chemins actifs autorisés. Un fleséparable maximal est calculé (par la méthode du Branch
and Price présentée au chapitre 3). $titla valeur de cette solution optimale. La demande est alors de
3F*/4 et dépend ainsi d&.

FIG. 4.3 — « transit grid » avec 12 nceuds et 38 arcs.

Les tests ont été effectués sur un ordinateur muni d'un psaeg Pentium 4 et de 4 Go de mémoire
vive. La durée limite d’'une exécution a été fixée a trois heure programme a été implémenté dans le
langage C et compilé avec gcc (version 3.3.2) avec le flagidhigation -O2 activé.

Pour comparer une solution du modéleMADP) avec une solution du modélé-DCRP), nous
rapportons la valeur correspondante du plus grand délapdedn-bout. Cependant, la distribution du
flot sur les chemins d’une solution optimal deNIADP) est optimale pour la fonctiog. Pour avoir
une comparaison juste de la performance de chaque mod@edédure de post-optimisation décrite
précédemment est appliquée a cette solution. Nous ramoaiors la nouvelle valeur du plus grand
délai de bout-en-bout.

Le tableau 4.1 présente les résultats pour les réseauxégerndunication tandis que le tableau 4.2
montre ceux pour les « transit grids » a 10 nceuds. Pour chasjiaace, les tests ont été effectués pour un

http://www. i nformatik.uni-trier.de/~naeher/Professur/research
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valeur croissante d& (et donc une demande croissante comme expliqué précéddmniesirésultats
sont présentés a la fois pour-DCRP) (section « Délai de bout-en-bout ») akdMADP) (section
« Delai moyen »). Pour chaque méthode, la valeur optimalerfoe «z* ») et le temps d’exécution en
secondes (colonne « CPU ») sont rapportés. Pour le mad@&BADP), la colonne « délai » correspond
a I'évaluation de la solution optimale par rapport a la f@mrcbbjectif du modele-DCRP). La colonne
« PO » indique la méme valeur aprés la procédure de postisption.

instance Délai moyen Délai de bout-en-bou
graphe | H z2* CPU (s) | delai | PO 2z CPU (s)
abilene| 1 15.00 0.04 | 2.00 | 2.00 2.00 0.06
11-14 2 32.91 0.05| 2.30| 2.20 2.20 0.17
3 16.44 0.34| 143 1.41 1.38 2.57
4 16.44 150 1.43| 141 1.38 10.22
5 16.44 1.96| 143 141 1.38 31.26
6 16.44 284 | 143|141 1.38 249.09
cost 1 5.10 0.02| 0.11| 0.11 0.11 0.01
11-25 | 2 9.02 0.39| 0.22| 0.17 0.17 5.19
3 12.28 473 | 0.30| 0.21 0.21 42.53
4 16.14 18.77| 0.41| 0.27 0.27 290.12
5 7.97| 47428 | 0.26 | 0.21 0.16 4926.12
nsf 1 5.10 0.01| 0.17| 0.17 0.17 0.15
14-21 2 7.56 0.33| 0.17 | 0.17 0.17 1.88
3 12.59 0.80 | 0.28| 0.23 0.23 8.98
4 15.25 9.05| 0.30| 0.28 0.26 66.81
5 8.76 32.79| 0.22| 0.19 0.18 229.90
6 8.74 | 134.20| 0.22| 0.18 0.18 895.62
zang 1 7.63 0.04 | 0.35| 0.35 0.35 0.16
10-15 2 11.76 0.68 | 0.33| 0.32 0.32 6.84
3 21.66 551 | 0.46| 0.43 0.43 44.81
4 10.49 49.99| 0.30| 0.28 0.27 1060.92
5 10.46 | 538.17| 0.30 | 0.28 || <£0.27 -
6 || <10.46 -1 030 0.28 || <£0.29 -

TAB. 4.1 — Réseaux de télécommunication avec une faible canitéct

Sur le tableau 4.1, on peut voir pour leDCRP) que le temps d’exécution croit rapidement quénd
augmente. Pour de petites valeursiigle (k-MADP) produit de bonnes approximations de la solution
optimale du g-DCRP) aprés application de la procédure de post-optimis@PO). Cependant, quarkd
augmente, I'écart entre les solutions proposéesipMADP) et (k-DCRP) se creuse. Une autre qualité
en faveur de {-MADP) est le faible temps d’exécution nécessaire en coaigan avec {-DCRP). Par
exemple, sur l'instance « abilene », pdilir= 6, deux ordres de grandeur séparent les temps d’exécution
respectifs des deux méthodes. Pour l'instance, « zang »aluos approchée a pu étre calculée dans
la limite de temps pour la plus grande valeurldé H = 5).
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instance Délai moyen Délai de bout-en-bout
graphe | H z* CPU (s) | delai | PO z* CPU (s)
tgl0-3 | 1 2.92 0.06 | 2.06 | 2.06 2.06 0.40
12-40 2 5.84 442 | 2.23| 2.22 2.22 24.84
3 8.09 76.88 | 2.45| 2.33 2.33 1173.87
4 10.26 | 1871.23| 2.57 | 2.47 || <2.46 -
51 <11.15 - | 272 259 || €£2.58 -
tgl0-4 | 1 9.14 0.18 | 2.99 | 2.99 2.99 3.35
12-40 2 14.82 981 | 2.85| 2.77 2.77 47.22
3 18.72 | 220.06| 3.71| 3.10 3.06 2195.04
4 || <19.94 - | 4.06| 3.44 || £3.22 -
tg10-5 1 12.74 0.05| 2.18| 2.18 2.18 0.59
12-38 2 12.42 9.71| 189 | 1.81 181 85.07
3 1594 | 667.70| 3.35| 2.31 2.21 9592.66
4 || <17.55 - | 3.20| 3.06 || <£2.59 -
tg10-6 1 7.14 0.04| 154 | 1.54 1.54 0.72
12-40 2 14.16 220 | 2.22| 1.93 1.93 15.03
3 17.94 72.28 | 2.36 | 2.31 2.10 526.02
4 21.86 | 3953.02| 3.22 | 241 || <2.16 -
51 <€12.19 - | 224 1.87 || <1.64 -
tg10-7 1 6.79 0.03| 1.86| 1.86 1.86 1.36
12-40 2 13.49 850 | 3.05| 2.56 2.55 58.27
3 18.56 | 419.56| 3.31| 2.87 2.86 6233.33
4 || <£20.05 - | 3.61| 3.32 | <3.08 -
tg10-10| 1 10.68 0.06 | 2.87 | 2.87 2.87 1.54
12-40 2 18.38 474 | 460 | 3.71 3.70 47.60
3 19.78 | 403.24| 4.08 | 3.81 3.50 4592.37
4 || <22.65 -| 5.63| 3.86 || <4.12 -

TAB. 4.2 — « Transit grids » & 10 nceuds.

Le tableau 4.2 présente les résultats sur les instancepdextyransit grid ». Ces instances sont
pus difficile & résoudre pour plusieurs raisons : premiérgnieur topologie est plus dense que pour
les réseaux de télécommunication. Deuxiémement, les itdpaont trés variables. Pour ces instances,
on peut voir que (-MADP) fournit de bonnes approximations pour un temps dexién raisonnable.
(k-DCRP) est capable de résoudre ces instances Hgusqu’'a3. Comme le temps d’exécution croit
rapidement en fonction d&, H = 4 est ici la limite pour le k-DCRP).

Les travaux présentés dans ce chapitre 4 ont fait I'objeat cpport de recherche [TDMO06].






CONCLUSION ET PERSPECTIVES

Ces travaux de thése s'inscrivent dans une étude plus glalesl probléemes de conception de ré-
seaux sécurisés (tolérants aux pannes) posés par lesi@wsldes technologies, des protocoles et des
demandes en matiére de qualité de services. En collabomter nos partenaires du projet PRESTO
nous avons été amenés a étudier les différentes probléraatig¢es aux nouvelles architectures réseaux
et aux besoins croissants de fiabilité des services offartkep opérateurs.

Dans un premier temps, nous nous sommes intéressés plicsilErement aux floté-séparables.
En effet, contrairement aux réseaux IP, les décisions digeudans les réseaux MPLS se prennent
principalement au niveau du routeur d’entrée. Celui-céctf a chaque paquet un LSRabel Switch
Path) qui détermine son parcours de bout-en-bout du réseaui, Aiast naturel de chercher a limiter le
nombre de ces LSP afin, entre autres, de désengorger les debleutage. Cette contrainte se modélise
alors par la notion de flok-séparable [BKS05] qui généralise le flot entier (flot roué wn unique
chemin).

A notre connaissance, peu d’études traitent des fatSparables et celles-ci portent généralement
sur des résultats de complexité et des algorithmes d’appabions [BKS05, KS06, Kol05, MS06].
Cependant, a la suite de [Kle96], de nombreux travaux abomies problémes de multiflot entier. En
particulier, nous nous sommes appuyés sur les travaux ad&aet al.[BHV00] pour proposer des mo-
déles, pour les problémes de flatséparables, adaptés a une résolution exacte par la méth@tanch
and Price. Par souci de clarté, nous avons décrit notre elppidans le cas particulier du fletséparable
maximal (une seule paire origine-destination). Toutefeigis avons gardé une démarche suffisamment
générale pour gu’elle puisse étre adaptée a d’autres pneslde flot ou multiflok:-séparable.

Les résultats obtenus par notre approche sont trés eneaumntag Elle permet de résoudre dans des
temps acceptables des instances de grandes tailles gusg@'nceuds et 400 arcs). En particulier, nous
avons mis en évidence l'intérét de la méthode de généragaolbnnes (modéle arc-chemin) par rap-
port au modeéle arc-sommet. Dans notre cas, le modeéle anchehpermet d’éviter un grand nombre de
solutions fractionnaires inhérentes a la formulationsamaymet. Cela se concrétise dans I'analyse du gap
(écart relatif entre la solution optimale fractionnairdéeetolution optimale entiére) qui est beaucoup plus
faible pour le Branch and Price.

Enfin, en s’inspirant d’études telles que [SS01], nous agonsidéré des contraintes visant a « cas-
ser » cette symétrie et a limiter I'exploration de I'arbred#eision en imposant une hiérarchie entre les
variables, tout en conservant I'optimum. L'ajout de tettesitraintes s’est rapidement avéré tres efficace

%Protection et sécurisation des nouvelles architectureésisaux. Projet de '’ACI CNRS Sécurité Informatique.
http://ww- sop.inria.fr/mscotte/ PRESTO
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dans la majorité des cas. Cependant, nous avons pu obseevefégradation des temps d’exécution
dans quelques cas pathologiques. La saturation de cesliesusentraintes provoquent un fractionne-

ment plus important de la solution alors méme qu’une saiuéintiere de méme valeur peut exister.
Cette situation limite actuellement les performances desrapproche. De plus, cette situation semble
se produire également pour d'autres problémes [SSO01]ulirpid alors s’avérer judicieux de porter nos

prochains efforts de recherche sur cette problématique.

Dans un deuxiéme temps, nous avons appliqué notre appreshitotsi-séparables au probleme
du délai de bout-en-bout. Ce probléme consiste a routerem&ime demande en minimisant le délai de
bout-en-bout maximal. En s’appuyant sur des travaux exisf@KP03, BaO06], nous avons modélisé
le délai de bout-en-bout d’'un paquet comme I'agrégationdééssis des arcs parcourus par ce paquet, et
les délais sur les arcs sont modélisés par la classiqueidarde Kleinrock [Kle64]. Ainsi, pour un flot
donné, le délai de bout-en-bout maximal dépend du parcaspaquets dont ce flot est I'agrégation.
Ce probléme revet alors non seulement une problématiqusimiisation non linéaire au travers de la
modélisation du délai mais également un caractére conatiiaatlatif au choix des chemins parcourus
par les paquets.

Cependant, nous avons remarqué que nos modeéles pour lek-fiémarables pouvaient s'adapter
a ce probleme en offrant une gestion particulierementasgamte du délai de bout-en-bout. En effet,
en modélisant chaque chemin actif séparément, chaquedd#ékmut-en-bout correspondant s’exprime
par une fonction convexe aprés relaxation des contrainte®grité des variables entieres. Ainsi nous
pouvons utiliser des méthodes d’optimisation convexe pésmudre le probléme.

Devant la complexité de ce probléme, nous avons su comdimgeprs méthodes performantes pour
proposer une résolution exacte. Aprés relaxation linébéevariables entiéres, le probléme devient un
probléme de minimax, continu, avec des contraintes nomilieg Ce probléme est résolu par I'algo-
rithme de Shahrokhi et Matula [SM90], initialement utilisér une probléme de multiflot concurrent
maximal et qui a fait I'objet de nombreuses études, gérsatadins et améliorations [Bie02]. Le coeur de
cet algorithme nécessite la minimisation d’'une fonctionvexe sur un polyédre. Pour cela, I'algorithme
de déviation de flot semble adapté méme si sa convergence ndie cas, est une des limitations de
notre approche. Enfin, cet algorithme nécessite a chaquaiaté le calcul d’'une direction de descente
définie comme solution fractionnaire d'un probléme de faeparable de colt minimal, lui-méme ré-
solu par génération de colonnes.

Les résultats numériques obtenus reflétent toute la coitéldx probléme et les limites en matiére
stabilité numérique de notre approche. Toutefois, surmgarnces de tailles modestes (10 a 15 nceuds),
notre méthode a le mérite de proposer des solutions examtedepprobléme du délai de bout-en-bout.
D’autre part, nous avons proposé de comparer ces résulatglas résultats approchés obtenus par une
méthode similaire appliquée a la minimisation du délai nmogier un flotk-séparable. Il est alors inté-
ressant de remarquer que ces résultats approchés sontparhoptimum pour des temps d'exécution
beaucoup plus faibles. Cela illustre également une limaiquliere de notre méthode liée au choix
d’une fonction potentielle exponentielle pour relacherdentraintes non linéaires.

Ces travaux de thése marquent une étape intéressante deaitetaent des problemes de fldts
séparables. L'engouement des opérateurs de réseaux denéiénication pour le protocole MPLS
laisse augurer de nouveaux problémes d’optimisation t&iaés par la nécessité de controler plus pré-
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cisément le parcours des paguets dans le réseau. Ainsipt@sble qu’a I'avenir les flots ne puissent
plus étre considérés dans un probléme de routage indéperelerde leur support. Une meilleur com-
préhension de la structure des flétséparables permettrait d’améliorer notre approche o définir
de plus performantes.

Dans un premier temps, il serait intéressant de concréiisee étude des relations entre les flots
k-séparables et les coupes en déterminant des coupes amgorDe méme, I'analyse polyédrale peut
s’avérer utile si elle nous permet de définir une génératmnalipes conciliante avec la génération de
colonnes au sein d’'une approche unifiée par Branch and CiRricel Elle peut également nous amener
a définir des regles de branchements plus performantes.

D’autre part, les limites que nous avons soulevées au niglealcontraintes visant a réduire la sy-
métrie de nos modéles forment un axe de recherche intétesmaih trouve des applications dans de
nombreux problémes discrets. Cette problématique semnlbléods complexe et peu étudiée dans la lit-
térature. Pourtant une solution performante pourrait @fterigine d’améliorations conséquentes dans
de nombreux domaines.

Enfin, notre approche du probléme de délai de bout-en-bmdigie de sa complexité. Cependant,
il ne s’agit ici que des prémisses dans le traitement de @ods de qualité de service avancées. De
nombreux travaux viendront sans aucun doute développesdlesons adaptées aux probléemes posés
par les opérateurs de réseaux de télécommunication ssudgguroposer de nouveaux services toujours
plus performants.






ANNEXE A

PREUVES DE CONVEXITE DES FONCTIONS
UTILISEES DANS LA RESOLUTION DU
k-DCRP

A.1 Preuve de la proposition 4.1

\zh
Ua (ua _-'L'a)

Nous démontrons ici la convexité sfrde la fonctiond” : S — R, 0/ (z) = pour tout

a€ Aetpourtouth €1,..., H.

Démonstration.Cette fonctiond” dépend uniquement des variables associées ad'atinsi, les dé-
rivées partielles par rapport aux variables associées atgsaarcs sont nulles. Nous étudions donc
seulement les dérivées partielles par rapport aux vasailgouri = 1,..., H. Pour simplifier les
notations,z” représente le complément d dansz, :

Ih = sz =4 —al (A.1)
i #h

Le calcul des dérivées partielles donne

Mug — zP)

AMBa T ba)  gii—p,
a6y Ug(Ug — Tq)? ste '
oz, (z) = Azl _ (A-2)
sinon.

ua(ua - wa)z

Puis les dérivées partielles secondes sont

129



130 Annexe A. Preuves de convexité des fonctions utilisées ldarsolution du.-DCRP

2z :
#3 sii £ hetj#h,
026! %)\((u - %h))
Ug — T
_—a =¢ 2\ “al Sii=hetj =h, A3
63:?18:1:& v ua(ua - xa)g ! J ( )
Mug — 0 +2h)y
sinon.
ua(ua - wa)g

NotonsH (x) la matrice hessienne de la fonctiép. Alors, Vo € S,Va € A,Vh=1,..., H

A
e D ITEERE Y R

i#h j#h i#h

22zl
T rrh _ a —h\2 _ =h Ry =h _ =hy\.h
€ Ha (;L')l’ - ua(ua xa)3 <(xa) + (ull L, + 'xa)l'a + (ull 3ja)'xa)
2 \x _h
T (ua(@h + 20))
22zl
= Lraerd A.4
(s = 2, )7 (A.4)
Doncz”H'x > 0,Vvo € S,Va € A,Yh=1...H 0

A.2 Preuve de la proposition 4.2

.. ., . ol ()
Nous démontrons ici la convexité sirde la fonctiong : S x R** — R, ¢(z,u) = pln Ze n

h=1

pour touty > 0.

Démonstration.La preuve est une adaptation de [Xu01]. Le calcul des dé&sipéetiels du premier et
second ordre donne
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H
V:c(b(xnu') = th(x,,u)VHh(x) (A.5)
h;l 1
Vip(x,u) = Z <Vh(x,,u)v29h(w) + ;Vh(w,u)VQh(w)VHh(w)T>
h=1
| A H
—— (> wnla, VO (@)D vn(x, n) VO ()" (A.6)
Lyt h=1
h H
ou wvp(z,u) = Hexp(0 (z)/n) €10, 1], th(x,,u)zl. (A.7)
> exp(0(x) /) =
h=1
Notons
A = [Vo'(x)..... Ve (2)),
A = diagun(e, 1),
vi(z, p)
T = [Vl(ac,u),...,l/p(x,u)],
vp(x, )
D = A-T7
On a alors

H H H !
L > (e, ) Vo' (@) V" ()" — (ZVh(%N)Wh(@) (Z”h(””’“)wh(””)> ) (A.8)

h=1 h=1 h=1
= %(AAAT — ATAT) = %ADAT

Par le théoreme de Gershgorin, les valeurs proprd3 dppartiennent a I'uniotv; de H cercles.

H
U = |J{z€C : |z—dp| < Rp(D)} (A.9)
h=1

ou

dpp = Vh(xnu)_yle(l'wu) Vh=1,....H

Rh(D) = Z%(%N)W(@W Vh:177H
i#h
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Alors

H
Ry(D) = Y walw, wvilw, p) — vii(x, p)
=1
= vl p) sz (2, 1) = vis(, p)
o) - R
= dm (A.10)

Ainsi, chaque valeur propre de— T est positive et la matricéADAT est semi-définie positive.

D’autre part, on a

H
T (Zuh(w,u)vzeh(x)> r = Zl/h x, 1) ZxTv29h

h=1 acA
22zl oTq
= Zl/h T, ;( — xa)g
= 2)) ( — 3th (z, p)x ) (A.11)
acA 0‘ h=1

H
Considérons un vecteurc S tel quexz” (Zl/h(m,u)v29h(aj)> z = 0.
h=1

Alors

H
Lq
a a h,:l

Commevy,(x, ;1) > 0 pour touth, on en déduit que = 0.

Ainsi S v (2, 1) V26" (x) est défini positif et don&2¢(z, 1) I'est aussi. O
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Résumé :

L'augmentation constante des débits de transmission dasées a fait évoluer les réseaux IP vers de nouveaux
services. La tendance actuelle est a la convergence desirése chaque opérateur veut offrir une multitude de
services a ces clients. Toutefois, la maitrise de la qudditgervice reste encore aujourd’hui un défi majeur pour la
recherche. Dans ce contexte, ces travaux de thése étutilnehce des nouveaux protocoles dans la conception
de réseaux haut débit tolérants aux pannes.

Dans un premier temps, nous nous sommes intéressés aufkci@saiu routage dans les réseaux MPLS (Multi-
Protocol Label Switching). Dans I'approche classique duage IP, chaque paquet estindépendant et les décisions
de routage se prennent a chaque noeud intermédiaire dwrésg@endant, I'engorgement des tables de routage
et la gestion de la qualité de service font partie des mekiphisons qui ont motivé I'émergence de protocoles
favorisant les mécanismes de commutation. C'est le casatoqole MPLS qui prévoit que les décisions de rou-
tage soient prises au niveau du noeuds d’entrée du réseai, iute une partie du flux est associée a un chemin
dans le réseau. Pour limiter la taille des tables de comioutdt est alors nécessaire de limiter le nombre de
ces chemins. Cette contrainte forte sur le support des flargdh considérablement la complexité des probléemes
de routage. Notre contribution porte principalement suntélisation des problémes de flétséparables par
des programmes linéaires en nombres entiers adaptés asohgicgh exacte. La nature du probléme nous a ame-
nés a considérer une généralisation de I'application dedfdhade du Branch and Price au probleme du multiflot
monorouté.

D’autre part, nous nous sommes intéressés a la contrainéaiale bout-en-bout. Cette contrainte est peu étudiée
dans la littérature car elle revét un caractére non linégtirentier trés complexe. Cependant, nos modéles de
flots k-séparables offrent des possibilités intéressantes giver &g délai de bout-en-bout sur les chemins actifs.
Le probléme de minimisation du délai de bout-en-bout makiest alors résolu par combinaison de plusieurs
méthodes.

Abstract :

The rise of modern broadband communication networks madetiiorks evolve toward new services. The current
trend is the convergence of networks where each operataswaoffer a multitude of services to his customers.

However, the control over the quality of service is still ajonahallenge for research. In this context, these thesis
work studies the influence of the new protocols in the desfdngh-speed fault-tolerant networks.

As a first step, we were interested in the specificities ofinguin MPLS networks (MultiProtocol Label Swit-
ching). In the traditional approach of IP routing, each mddk independent and routing decisions are made at
each intermediate node of the network. However, the batkmf traffic routing tables and the management of
the quality of service are among the reasons that led to the¥gance of protocols supporting mechanisms for
commutation. This is the case of the MPLS protocol which fes that routing decisions are taken at the input
nodes of the network. Thus, any part of the stream is assacigith a path in the network. To limit the size of
the commutation tables, it is necessary to limit the numlbéhase paths. This strong constraint on the design
of the flow considerably changes the complexity of routinglgems. Our contribution focuses on the modeling
of k-splittable flow problems by mixed integer linear progrardaged to an exact resolution. The nature of the
problem led us to consider a broader use of the Branch and Rréthod with the unsplittable multicommodity
flow problem.

On the other hand, we were interested in the end-to-end delastraint. This constraint is not studied much in
the literature because it takes on very complex non-linedriateger characteristics. However, our modelg-of
splittable flow offer interesting possibilities to manabe £nd-to-end delay on the active paths. The problem of
minimizing the maximum end-to-end delay is then solved bgrakination of several methods.
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