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CHAPITRE 1
Introduction

Le présent texte propose une synthèse des travaux de recherche que j’effectue depuis mon arrivée
au Laboratoire de Mécanique des Structures et des Systèmes Couplés du Conservatoire National des
Arts et Métiers1 (Cnam/LMSSC, EA 3196), comme maître de conférences, en septembre 2003. Ces
activités sont dans la continuité de ma thèse de doctorat (soutenue en octobre 2001) et de mon post-
doc, effectués respectivement au département TSI de l’ENST2 et à l’unité de mécanique de l’ENSTA3.

1.1 Historique et démarche de recherche

Le sujet de ma thèse de doctorat (1998-2001) et du travail post-doctoral qui a suivi (2001-2003)
était l’analyse, la modélisation et la simulation de vibrations de milieux minces élastiques, avec
comme application principale la compréhension du comportement vibratoire d’instruments de mu-
sique à percussion dits « non linéaires », comme les cymbales et les gongs. Ces objets, de fonctionne-
ment très simple puisqu’ils sont constitués le plus souvent d’un seul élément métallique monobloc, de
la forme d’une plaque ou d’une coque qui est mise en vibration de manière impulsionnelle, cachent
en fait une dynamique extrêmement riche et complexe, directement liée à des non-linéarités géomé-
triques. Ce sont ces non-linéarités qui sont la caractéristique principale des mécanismes de production
du son de ces instruments. Mon activité dans ce thème a été guidée par deux fils conducteurs : d’une
part la compréhension physique des phénomènes vibratoires observés, et d’autre part la mise en place
de modèles adaptés et de stratégies de résolution efficaces permettant de les simuler de manière réa-
liste. Ces cinq premières années de recherche m’ont amenées à identifier les modèles de plaque et de
coque appropriés, à proposer et tester des méthodes de résolution, notamment par projection modale,
et à vérifier ces résultats par la mise en place d’expériences adaptées, tout cela dans quelques régimes
vibratoires particuliers. Depuis, j’ai poursuivi ces recherches en explorant de nouveaux modèles de
structures minces en vibrations non linéaires, et ce n’est que récemment que les régimes chaotiques
ont été abordées par les simulations numériques. Ce travail a été effectué en étroite collaboration avec
Cyril Touzé, depuis la préparation conjointe de nos thèses de 1998 à 2001, jusqu’à aujourd’hui.

À mon arrivée au Cnam en 2003 et en liaison avec les activités du LMSSC, je me suis inté-
ressé aux couplages piézoélectriques, via l’application particulière de la réduction de vibration par
shunts piézoélectriques. J’ai participé, avec Jean-François Deü et Roger Ohayon à l’encadrement de

1Cnam / LMSSC, Case 2D6R10, 2 rue Conté, 75003 Paris, http://www.lmssc.cnam.fr
2Département Traitement du Signal et des Images, École Nationale Supérieure des Télécommunications, désormais

appelée Télécom ParisTech, Paris, http://www.tsi.telecom-paristech.fr
3Unité de Mécanique, École Nationale Supérieure des Techniques Avancées, désormais appelée ENSTA-ParisTech,

Palaiseau, http://ume.ensta-paristech.fr
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FIG. 1.1 – Diagramme de synthèse des travaux de recherche présentés dans ce manuscrit.

deux thèses sur ce sujet (Celle de Julien Ducarne, soutenue en mars 2009 et celle d’Aurélien Séné-
chal, soutenue en septembre 2011). Dans ce thème de recherche, nous avons proposé des techniques
de simulation et d’optimisation du comportement vibratoire linéaire de structures élastiques munies
d’éléments piézoélectriques couplés à un circuit électrique. Là encore, les mêmes fils conducteurs
ont été gardés : la compréhension physique des phénomènes de couplages piézoélectriques nous a
permis de proposer une stratégie d’optimisation des dispositifs de réduction de vibration, stratégie
mise en œuvre grâce à des modélisations et simulations numériques originales. Ces méthodes ont été
appliquées à la réduction de vibration d’aubes de turbine de moteur d’avion.

Enfin, à la suite d’une rencontre en 2005 avec Liviu Nicu, chercheur au LAAS4, j’ai ouvert mon
champ de travail à la modélisation et la simulation de vibrations non linéaires de micro/nano systèmes
électromécaniques. Ces systèmes sont typiquement constitués de structures de géométrie simple (des
poutres ou des plaques), stratifiées dans leur épaisseur et couplées à un circuit électrique par des
couches piézoélectriques. Les non-linéarités géométriques se manifestent ici d’une part par l’influence
de précontraintes, dues aux procédés de fabrication, qui conduisent parfois à du flambage, et d’autre
part par des vibrations de grande amplitude en condition normale de fonctionnement. Ainsi, ce thème
de recherche est apparu naturellement au carrefour des deux activités précédemment décrites : il se
nourrit à la fois de mes travaux en dynamique non linéaire et de ceux sur les couplages piézoélec-
triques, et cela des deux points de vue modélisation et simulation. Ce thème à fait l’objet d’un projet
de l’Agence Nationale pour la Recherche (ANR PNANO NEMSPIEZO), qui a permis de financer au
laboratoire deux ans de contrat post-doctoral, pour Arnaud Lazarus (2009-2010) et Saeid Nezamabadi
(2010-2011).

La figure 1.1 synthétise mes activités de recherche, les mots-clé associés et le contenu de ce mé-
moire. De manière générale, mes activités s’inscrivent dans l’étude des VIBRATIONS des systèmes
de l’ingénieur, mot-clé placé en haut du diagramme. Mes recherches ont été guidées par trois appli-
cations principales : la dynamique non linéaire d’instruments de musique, la réduction de vibration
par shunt piézoélectriques et les micro / nano systèmes électromécaniques, représentées chacune par
une ellipse sur le diagramme. Aux intersections de ces applications, prises par couple, apparaissent
les deux grandes disciplines au centre de mes activités : la dynamique non linéaire et les couplages

4Laboratoire d’Analyse et Architecture des Systèmes, UPR 8001 CNRS, Toulouse http://www.laas.fr
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1.2. CONTENU DE CE MÉMOIRE

piézoélectriques. Enfin, ce contenu scientifique a été mis en place à travers deux fils conducteurs
méthodologiques qui ont guidé mes travaux : la compréhension des phénomènes physiques et la mise
en place de modèles et de stratégies de simulations adaptées, indiqués par les flèches qui entourent le
diagramme. Ces deux fils conducteurs m’ont conduit naturellement à travailler sur des techniques de
réduction de la taille des modèles (un autre thème cher au LMSSC), à la fois dans un souci d’efficacité
des simulations numériques, mais aussi pour l’élégance et la concision de ces modèles réduits, qui
conduisent à une meilleure compréhension des phénomènes. Pour ces raisons, l’utilisation des modes
de vibration est au cœur de mes travaux, car ils constituent l’outil de base de l’ingénieur en vibration,
mais aussi un composant élémentaire au fort contenu physique. C’est dans cet esprit que j’ai travaillé
avec Cyril Touzé à leur extension au domaine non linéaire, avec le concept de modes non linéaires.

1.2 Contenu de ce mémoire

Ce manuscrit propose une synthèse de ces recherches et est divisé en deux grandes parties. La
partie I propose en deux chapitres (Chap. 2 et 3) une vue d’ensemble des techniques d’étude que
j’ai eu l’occasion de développer dans le cadre des trois applications, dont la description spécifique
est regroupée dans la partie II. Cette partie II est constituée de trois chapitres (Chap. 4, 5 et 6) et
fait largement référence à la partie I, puisqu’un certain nombre de modèles et outils d’études sont
communs aux trois applications.

Le fil conducteur de la partie I est celui de la résolution d’un problème de mécanique. La première
étape est le choix d’un modèle adapté. Ainsi, le chapitre 2 est consacré spécifiquement aux modèles
sur lesquels j’ai travaillé. Son objectif principal est de regrouper au même endroit et sous une vision
unifiée un certain nombre de modèles qui sont généralement décrits séparément les uns des autres.
C’est notamment le cas des modèles non linéaires de milieux minces, que j’ai tenté de classer et
comparer, à la fois en terme de formulation et d’hypothèses. Des revues bibliographiques sont aussi
proposées. Ensuite, le chapitre 3 décrit comment résoudre les modèles, notamment dans un cadre
non linéaire où il existe des techniques spécifiques. Les méthodes que j’ai eu l’occasion d’utiliser et
développer y sont décrites. On y évoque notamment des méthodes de discrétisation et réduction par
projection modale, le concept de mode non linéaire et les techniques numériques de continuation. La
fin de ce chapitre est consacrée à certaines techniques expérimentales adaptées aux phénomènes non
linéaires.

La partie II est constituée de trois chapitres (chap. 4, 5 et 6) correspondant aux trois thèmes
d’application de mes recherches. Dans chaque cas, les principaux résultats y sont repris, en faisant
référence aux méthodes générales décrites dans la partie I.

À la suite de ces deux parties, un chapitre de conclusion est proposé, suivi d’une liste des publi-
cations de l’auteur, d’une bibliographie générale et de quelques publications choisies de l’auteur.

1.3 Une digression

Les recherches présentées dans ce texte se situent dans le domaine de la mécanique dite « de
l’ingénieur », c’est-à-dire la mécanique appliquée aux objets, machines et structures étudiés et créés
par l’ingénieur, chaque fois que la mécanique de ces objets est en jeu. Les secteurs d’application
vont du domaine des transports (aéronautique et spatiale, automobile, construction navale), du génie
civil et du bâtiment, jusqu’à l’électronique et ses couplages avec la mécanique pour les dispositifs
de réduction de vibration et les micro / nano systèmes électromécaniques. En cela, tout le présent
travail s’inscrit dans la mécanique classique (newtonienne) et s’appuie ainsi sur cinq principes : (i)
la conservation de la masse, (ii) la conservation de la quantité de mouvement (iii) la conservation de
l’énergie (le premier principe de la thermodynamique), (iv) le second principe de la thermodynamique
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CHAPITRE 1. INTRODUCTION

et (v) les équations de Maxwell (pour la piézoélectricité). Par suite, on peut se demander en quoi le
mot « recherche » s’applique à un domaine dont les principes ont été écrits et validés il y a plusieurs
dizaines voire centaines d’années.

La réponse est double et se déduit des deux fils conducteurs de mon travail, c’est-à-dire la compré-
hension des phénomènes et la mise en place de stratégies de modélisation et simulation. Primo, même
si la physique sous-jacente est simple, les phénomènes observés sont complexes, ce qui s’explique
par l’association de trois caractéristiques. La première est le caractère dynamique des phénomènes,
qui donne naissance aux vibrations et à leur phénoménologie particulière dont la manifestation prin-
cipale est la résonance. La seconde est la géométrie des systèmes étudiés, qui est complexe car la plus
réaliste possible. Elle est la raison d’être d’une grande quantité de modèles simplifiées développés
par les ingénieurs, l’exemple le plus notable étant la très large famille des théories de milieux minces
(poutres, plaques, coques). Cette géométrie complexe explique aussi l’existence de méthodes numé-
riques spécifiques, la plus connue étant la méthode des éléments-finis. La troisième est le caractère
non linéaire des phénomènes observés, qui donne naissance là aussi à une phénoménologie variée et
inhabituelle : couplages modaux, phénomènes de saut, distorsion harmoniques, chaos etc.

Secundo, le second fil conducteur de mon travail est de créer des méthodes de simulation des
phénomènes vibratoires observés, le plus prédictives possible. Cela signifie qu’on souhaite obtenir
des résultats de simulation réalistes en ayant recourt à un nombre le plus réduit d’expériences. On
souhaite aussi que ces études numériques soient le plus rapide possible, pour être utilisées de manière
pratique pour concevoir les systèmes, par exemple. Ces deux ingrédients conduisent à développer des
modèles et des stratégies numériques de simulations adaptés.

1.4 Avant propos

Ce texte s’adresse en tout premier lieu au jury, pour l’obtention du diplôme d’habilitation à diriger
des recherches. Néanmoins, j’ai aussi souhaité proposer une synthèse plus exhaustive et pédagogique
de mes travaux, rédigée en langue française (ce qui est hélas rare dans la production écrite des cher-
cheurs à l’heure actuelle), dont la portée sera, je l’espère, un peu plus large. Le principal inconvénient
de ce parti pris est la longueur du présent manuscrit : j’adresse sur ce point mes excuses au lecteur.

Les chapitres 2 et 3 (la première partie) sont généraux. Ils proposent une synthèse originale, vou-
lue pédagogique, des modèles et techniques que j’ai eu l’occasion de développer et utiliser ses dix
dernières années. La seconde partie, composée des chapitres 4, 5 et 6, est plus concise et propose un
résumé des trois thèmes d’application de mon travail. Seuls les principaux résultats sont repris.

Lille, Cap-Ferret, Grazac, Lille,
janvier - juillet - septembre 2011.
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PARTIE I
Modèles et outils

« Commentaire : les trois couleurs de base : jaune, rouge, bleu,
réparties sur les trois formes de base correspondantes auxquelles

elles se superposent, triangle, carré, cercle.
Au-dessous, les formes dans l’espace, tétraèdre, cube et sphère »

W. Kandinsky, Staatliches Bauhaus in Weimar, 1919-1923 [159]





CHAPITRE 2
Modélisation

Mes activités de recherche ont été guidées essentiellement par des applications, c’est à dire par
la résolution de problèmes mécaniques particuliers, évoquées aux chapitres 4, 5 et 6. Dans ce cadre,
j’ai été amené à utiliser et développer un certain nombre de modèles, dont le présent chapitre pro-
pose une synthèse. Deux fils conducteurs, ou « ingrédients », sont au cœur des mes recherches : les
non-linéarités géométriques et la piézoélectricité. Les deux premières sections leurs sont consacrées.
Ensuite, la section 2.3 propose un catalogue d’un certain nombre de modèles de milieux minces sur
lesquels j’ai eu l’occasion de travailler. L’objectif de cette section est d’une part de mettre en parallèle
ces modèles pour en dégager les similitudes et des différences, et d’autre part de mettre en évidence,
à travers les équations, les mécanismes physiques qui donnent naissance aux non-linéarités géomé-
triques et aux effets piézoélectriques. Des modèles analytiques et éléments-finis sont décrits sur le
même plan, car ils sont basés, en général, sur des hypothèses identiques. Même si le champ d’appli-
cation des seconds est très vaste, puisqu’ils ne limitent ni la géométrie des structures, ni l’amplitude
des non-linéarités, les modèles analytiques permettent très facilement de mettre en évidence tel ou tel
mécanisme ou phénomène physique, ce qui explique la large place qui leur est consacrée dans mon
travail.

2.1 Les non-linéarités géométriques

2.1.1 Généralités : les non-linéarités en mécanique des solides

Cette section donne quelques idées très générales sur les non-linéarités rencontrées en mécanique
des solides, d’abord à partir d’une définition, et ensuite à travers une classification succincte.

Il est plus simple de définir précisément un système linéaire, si bien qu’on définit souvent un sys-
tème non linéaire comme un système qui n’est pas linéaire. Je rappelle ici deux définitions / propriétés
d’un phénomène / système linéaire, intéressantes pour les études non linéaires proposées tout au long
de ce rapport :

Une définition : Un phénomène est linéaire lorsque un changement de l’intensité de la cause pro-
duit un changement de l’effet dans les mêmes proportions. Les systèmes non linéaires ont donc
en général un comportement qui dépend de l’intensité du signal d’entrée. Par exemple, les
fréquences particulières d’un système non linéaire (fréquences de résonance, fréquence d’os-
cillations libres) dépendent de l’amplitude de l’excitation.

Un point de vue dynamique : Si un système est linéaire, alors, pour un signal d’entrée sinusoïdal
pur, le signal de sortie est sinusoïdal pur, de même fréquence. Ainsi, une propriété forte des
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CHAPITRE 2. MODÉLISATION

systèmes linéaires est de conserver le contenu fréquentiel du signal d’entrée en modifiant sim-
plement son intensité. Cette propriété est perdue dans le cas des systèmes non linéaires. On
obtient alors de la distorsion harmonique, des mouvements quasi-périodiques, voire du chaos.

Système

linéaire y = y0 sin(Ωt− ϕ)
y = 2y0 sin(Ωt− ϕ)x = 2x0 sinΩt

x = x0 sinΩt

FIG. 2.1 – Comportement dynamique d’un système linéaire

Après avoir évoqué ce qui caractérise la linéarité d’un système, la suite donne un aperçu des
différentes causes, ou mécanismes, qui donnent lieu à la perte de linéarité et donc qui sont à la source
des phénomènes non linéaires. On se restreint ici à la mécanique des solides, pour laquelle on peut
classer ces mécanismes en trois grandes familles.

Les non-linéarités matérielles : dans ce cas, c’est la loi de comportement du matériau qui est non
linéaire. On peut citer comme exemples :

• Les matériaux élasto-plastiques : le passage des déformations élastiques aux déforma-
tions plastiques correspond à une relation contrainte / déformations non régulière, les
déformations plastiques obtenues sont irréversibles et se manifestent par un comporte-
ment hystérétique, trois caractéristiques non linéaires. La plupart des métaux présentent
ce comportement, lorsque les contraintes dépassent leur limite élastique.

• Les matériaux élastiques non linéaires : dans ce cas, les déformations sont parfaitement
réversibles (c’est le caractère élastique) et régulières, mais c’est la relation contraintes /
déformations qui est non linéaire. Ces matériaux sont aussi en général fortement dissipa-
tifs. C’est le cas des élastomères, par exemple.

• Les alliages à mémoire de forme. Ce sont des matériaux qui changent de phase métallur-
gique en fonction des contraintes et des déformations qui leurs sont appliquées. La princi-
pale caractéristique non linéaire est que la relation contrainte / déformations présente une
hystérésis et est non régulière.

Les non-linéarités géométriques : on dit communément qu’elles proviennent de grands déplace-
ments du système. Lorsqu’elles sont la seule source de non-linéarités, on les rencontre en pra-
tique dans deux familles de systèmes :

• Les mécanismes en grands déplacements : on regroupe dans cette famille tous les sys-
tèmes composés de solides rigides liés entre eux par des liaisons. Les non-linéarités pro-
viennent de grandes rotations des composants du système les uns par rapport aux autres,
qui créent des relations non linéaires entre les efforts de liaison et les déplacements des
solides. L’exemple le plus simple est le pendule pesant. Dans ce cas, c’est la force de
rappel (le poids) qui est non linéaire en fonction de l’angle d’inclinaison du pendule
(F = mg sin θ), terme responsable des non-linéarités de l’équation du mouvement :

θ̈ + ω2
0 sin θ = 0, (2.1)

où on a noté F la force de rappel, m la masse du pendule, g l’accélération de la pesanteur
et θ l’inclinaison du pendule par rapport à la verticale. À titre anecdotique, pour plus de
détails sur le pendule vue sous l’angle de ses non-linéarités, on peut consulter [R1] ; de
plus, l’ouvrage [32] lui est entièrement consacré.
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2.1. LES NON-LINÉARITÉS GÉOMÉTRIQUES

• Les structures minces en grands déplacements : dans ce cas, il s’agit de la même cause de
non-linéarité que pour les mécanismes : ce sont des rotations d’amplitude non négligeable
des fibres déformables composant la structure qui créent des relations non linéaires entre
les déplacements et les déformations des points de la structure. C’est ce type de structure
qui est au cœur de mes activités de recherche et de nombreux exemples seront donnés
tout au long de ce rapport. Enfin, ajoutons qu’on associe le plus généralement les non-
linéarités géométriques aux structures minces à cause de leur faible rigidité transversale,
qui autorise des grands déplacements pour des efforts usuels modérés. À l’opposé, des
structures « massives » sont trop rigides dans toutes les directions, ce qui empêche en
pratique l’apparition de grands déplacements et donc la manifestation des non-linéarités
géométriques.

D’autre cas pratiques, importants par leur volume d’applications industrielles, font intervenir
les non-linéarités géométriques. Lorsque des non-linéarités matérielles de type élasto-plastique
ou élastique non linéaire sont en jeu, elles sont souvent liées à des grands déplacements, si
bien qu’il est nécessaire de considérer les non-linéarités matérielles avec les non-linéarités
géométriques dans les calculs. Parmi les applications industrielles faisant intervenir de l’élasto-
plasticité, citons (i) les calculs de mise en forme des matériaux par forgeage, emboutissage etc.,
(ii) les calculs de crash de véhicules (iii) les calculs de flambage de structures hors du domaine
élastique. De plus, les lois de comportement élastiques non linéaires sont caractéristiques des
composants en élastomère, très utilisés comme éléments de suspension (« silent bloc ») dans
beaucoup de systèmes et mécanismes (dans l’automobile notamment).

Les non-linéarités de contact : ce sont des non-linéarités qui apparaissent à l’interface entre plu-
sieurs constituants d’un système. On peut citer :

• les contacts dit localisés, lorsque la surface de contact entre deux éléments est de dimen-
sion réduite (On dit aussi que le contact est non conforme). Dans ce cas, le déplacement
d’un élément par rapport à l’autre et la force qui crée ce rapprochement sont en relation
non linéaire. Ils sont prédits en particulier par la théorie de Hertz (Par exemple, pour une
bille sur une surface plane, on a P = Kδ3/2, où P est la force, δ le déplacement et K une
constante). Les exemples technologiques les plus répandus sont les liaisons par éléments
roulants (roulements à billes, roulements à rouleaux etc.) et les engrenages [155, 125, 25].

• le frottement sec, lorsque deux éléments d’un système sont en contact non lubrifié. Dans
ce cas, on observe des alternances entre de l’adhérence et du glissement, qui crée une
relation non régulière (et donc non linéaire) entre la force de frottement et la vitesse de
glissement. Le modèle de Coulomb est largement utilisé pour décrire ces phénomènes
[333].

• les contacts intermittents entre deux éléments d’un système en mouvement l’un par rap-
port à l’autre. Ces non-linéarités s’apparentent à des non-linéarités de choc.

Un bon exemple de machine industrielle qui met en jeu toutes les non-linéarités de contact est
le moteur d’avion : le guidage en rotation des arbres est réalisé par des paliers à roulements
[338, 119], le contact entre les pieds des aubes et les disques se fait avec frottement sec [174] et
du contact intermittent est observé entre les têtes des aubes et le carter environnant [180]. Ces
sujets font l’objet à l’heure actuelle de recherches intensives, notamment avec le constructeur de
moteur d’avion Snecma et les laboratoires universitaires associés (Le LTDS de l’école centrale
de lyon et le LDSV de l’université McGill au Canada1). Enfin, on peut citer l’ouvrage général
[2] sur les non-linéarités non régulières.

1Seules quelques publications récentes de ces équipes sont citées ici. Pour plus de détails, le lecteur peut se reporter aux
sites Internets : Laboratoire de Tribologie et Dynamique des Systèmes, http://ltds.ec-lyon.fr et Laboratoire de Dynamique
des Structures et Vibrations, http://structdynviblab.mcgill.ca
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Dans mes activités de recherches, je me suis concentré sur les non-linéarités géométriques en
vibrations des structures. C’est ce point qui est développé dans les deux sections suivantes.

2.1.2 Non-linéarités géométriques en mécanique des structures

Structure déformable

Conditions aux limites

Efforts extérieurs

Transformation d’une fibre

Configuration déformée

Grand déplacement
de solide rigide

déformation
Petite

Configuration de référence

Ω

θ

FIG. 2.2 – Transformation d’une fibre d’un milieu continu en grand déplacement

Comme on l’a vu plus haut, le mécanisme élémentaire à la source des non-linéarités géométriques
est la rotation de grande amplitude des éléments du système. D’un point de vue mathématique, les
grandes rotations apparaissent sous la forme de fonctions sinus et cosinus qu’on ne peut pas linéari-
ser comme dans un système linéaire. Dans le cadre des mécanismes composés de solides rigides et
de liaisons, les équations du mouvement s’obtiennent sans difficulté, après un paramétrage et l’uti-
lisation, par exemple, des équations de Lagrange [25, 54]. En revanche, lorsqu’on s’intéresse à une
structure déformable, on est confronté à la modélisation non linéaire d’un milieu continu en grands
déplacements. Cela nécessite techniquement de choisir : (i) une mesure de déformation (ii) une me-
sure de contrainte (iii) une loi de comportement, toutes les trois adaptées au problème. Cette section
donne quelques pistes générales pour répondre à ces questions.

On ne s’intéresse ici qu’aux cas où le matériau reste élastique et où les déformations restent
petites, ce qui se formule par les trois hypothèses suivantes, qui caractérisent mes travaux de recherche
et qui justifient les choix de modélisation qui vont apparaître par la suite.

HYPOTHÈSE 2.1
Les fibres du milieu continu est soumis à des rotations d’amplitude quelconque.

HYPOTHÈSE 2.2
Les déformations du milieu continu restent petites.

HYPOTHÈSE 2.3
La loi de comportement du matériau est élastique, linéaire et isotrope (et éventuellement piézo-
électrique, cf. §2.2).

(a) Le problème physique

On s’intéresse à un milieu continu élastique soumis à des grandes rotations et des petites défor-
mations. D’un point de vue physique, cela signifie que la transformation du milieu continu peut être
décrite de manière générale comme suit : chaque fibre du milieu continu est animé d’une transforma-
tion qui est la composée de (i) un mouvement de solide rigide d’amplitude quelconque (l’angle θ sur
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2.1. LES NON-LINÉARITÉS GÉOMÉTRIQUES

la figure 2.2 est quelconque) (ii) une petite déformation par rapport à cette première transformation
(Fig. 2.2).

(b) Mesure de déformations

L’outil adapté pour décrire la cinématique d’un milieu continu soumis à des grands déplacements
(et décrite sur la figure 2.2) est le tenseur des déformations de Green-Lagrange, défini par :

γ =
1

2

(
F TF − 1

)
=

1

2

(
∇u+∇

Tu+∇
Tu∇u

)
(2.2)

avec F le gradient de la transformation et ∇u le gradient du vecteur déplacement u(M) d’un point
M de la structure2 [277].

L’utilisation de γ est naturelle, car c’est un tenseur Lagrangien, ce qui permet de représenter la
transformation du milieu continu par rapport à sa configuration de référence, qui est géométriquement
connue, alors que la configuration déformée est en général une inconnue du problème. Elle est de plus
justifiée par une propriété de γ, qui est qu’il donne une mesure correcte des déformations du milieu
continu quelle que soit l’amplitude des rotations des fibres. Cela s’observe en constatant que si un
milieu continu est soumis à un déplacement de solide rigide (une translation composée à une rotation
d’amplitude quelconque), alors γ reste nul. Cette propriété est équivalente à la propriété d’objectivité
des tenseurs [140, §5.2], évoquée dans certains textes sur le sujet [245, 247]. Enfin, une réserve est
à émettre : son utilisation pour des cas de grandes déformations doit être forcément associée à des
lois de comportement adaptées (élastiques non linéaires, élasto-plastiques. . .), car associée à une loi
de comportement linéaire, il donne lieu à des comportements non linéaires incorrects, notamment en
compression (voir [77, Fig. 3.4, p. 64] ou [337, Rq. 3.4, p. 45]). Cela est hors du propos de ce texte,
limité aux petites déformations (Hyp. 2.2).

Pour préciser encore cette question, l’utilisation du tenseur des déformations linéarisées

ε =
1

2

(
∇u+∇

Tu
)

(2.3)

n’est justifiée que lorsque les rotations du milieu continu sont suffisamment faibles pour être linéari-
sée (on dit que le milieu continu est soumis à des « petites transformations », c’est-à-dire à la fois à
des petites rotations et à des petites déformations, qui donnent alors un modèle parfaitement linéaire).
Sinon, il conduit à des résultats faux, notamment pour des structures soumises à une rotation de solide
rigide, où il renvoie une mesure de déformations non nulle alors que les déformations sont physique-
ment nulles.

L’équation (2.2) montre alors immédiatement la source des non-linéarités géométriques : une
relation non linéaire entre déformations et déplacements, alors que celle entre les déformations et les
contraintes, décrite au paragraphe suivant, est parfaitement linéaire (Eq. (2.5)).

(c) Mesure des contraintes et loi de comportement

Le tenseur γ est énergétiquement conjugué au second tenseur des contraintes de Piola-Kirchhoff
π (aussi appelé tenseur de Kirchhoff-Trefftz [108, 112]). La loi de comportement fera donc intervenir
ces deux tenseurs. Comme on s’intéresse à un matériau parfaitement élastique, et donc réversible,

2Précisément, si M0 est un point de la configuration de référence du milieux continu, qui se déplace en M dans la
configuration déformée, alors F = ∂OM/∂OM0 , u(M) = M0M et F = 1+∇u.
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celui-ci ne produit pas d’entropie, et le second principe de la thermodynamique montre que [278,
200, 183, 140]3

π =
∂F
∂γ

avec F = U − Ts, (2.4)

où F = F(γ, T ) est l’énergie libre de Helmoltz volumique4 (qui s’exprime en J/m3), U = U(γ, s)
l’énergie interne volumique (aussi en J/m3), T la température et s l’entropie.

Comme on s’intéresse à un matériau pour lequel les déformations restent petites (Hyp. 2.2), on
choisi une loi de comportement linéaire (Hyp. 2.3). En supposant la température constante, on choisit
alors une forme pour F quadratique en γ, ce qui conduit à :

γ =
1 + ν

Y
π − ν

Y
trπ1, (2.5)

avec Y et ν le module d’Young et le coefficient de Poisson du matériau.
Dans la littérature sur l’élasticité non linéaire, adaptée notamment au traitement des matériaux

en grandes déformations, cette loi de comportement est appelée Kirchhoff Saint-Venant et est le cas
particulier linéaire isotrope d’une classe plus large de matériaux appelés hyperélastiques (ou maté-
riaux élastiques de Green), définis par l’existence d’une énergie potentielle volumique élastique de
déformation W (qui s’exprime en J/m3), telle que [236] :

π =
∂W
∂γ

⇒ π : γ̇ = Ẇ ou dW = π : dγ (2.6)

Cette précédente équation signifie que les contraintes π dérivent du potentiel W , dont la dérivée Ẇ
correspond à la puissance volumique des efforts intérieurs dans le milieu continu. W correspond alors
à l’énergie volumique élastique stockée dans le milieu continu lorsqu’il est déformé. Ces matériaux
hyperélastiques sont eux même un sous ensemble de la classe encore plus large des matériaux élas-
tiques de Cauchy [236]. Il faut retenir ici que la loi de comportement (2.6) est adaptée aux matériaux
en petites déformations, et que d’autres lois plus compliquées existent pour des matériaux élastiques
en grandes déformations [140, 236]. Enfin, en comparant (2.4) et (2.6), on peut remarquer que l’éner-
gie de déformation W coïncide avec l’énergie libre5 F .

On peut tout de même se poser la question de la validité physique de cette loi, qui relie des gran-
deurs définies sur la configuration de référence. Notamment, le sens physique de π est complexe, et
un expérimentateur n’a accès facilement qu’aux grandeurs mécaniques sur la configuration déformée,
notamment au tenseur des contraintes de Cauchy σ (appelé aussi tenseur des « vraies »contraintes)6 .
Un calcul intéressant, proposé dans [212], montre que lorsque les déformations sont petites, la loi
de comportement (2.6) est équivalente, à un développement limité près, à la même loi linéaire écrite
entre σ et le tenseur des déformations Eulérien d’Euler-Almansi, avec les mêmes paramètres méca-
nique Y et ν. Cela signifie bien qu’imposer une relation linéaire entre contrainte et déformations sur
la configuration déformée lorsque les déformations sont petites est équivalent à imposer (2.5).

Pour finir, on présente l’extension de la loi de comportement (2.5) à un cas ou la configuration de
référence du milieu continu est précontrainte, soit par des efforts extérieurs représentés par un tenseur

3Précisément [200, §2.10-2.11], [278, Chap. VII, §4.2], [183, pp. 74, 133], [140, p. 208]
4Il ne faut pas confondre F , qui est volumique, avec l’énergie libre de Helmoltz massique (ou spécifique) F̃ , telle que

F = ρ0F̃ , qui est généralement utilisée, avec ρ0 la masse volumique du matériau dans sa configuration de référence
5Les textes de mécanique des milieux continus utilisent le second principe et F [278, 200] alors que ceux d’élasticité

non linéaire postule directement l’équation 2.6 [236]. L’équivalence entre les deux est précisée dans [140, p. 208] et [183,
p. 133]

6La relation entre σ et π est : π = detFF−1σF−T.
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des contraintes π0, soit par une précontrainte thermique. Dans ce cas, l’équation (2.4), en ne gardant
que les termes quadratiques en γ et T dans F , conduit à [278, 183] :

π = π0 + c : γ − k(T − T0), (2.7)

où c est le tenseur de raideur élastique à température constante, k est le tenseur des coefficients de
dilatation thermique à déformation constante et T0 la température de la configuration initiale. Dans le
cas où le matériau est isotrope, l’équation (2.5) donne c en fonction de Y et ν.

(d) Équations du mouvement

Je présente ici la formulation variationnelle des équations du mouvement du milieu continu. Le
principe des travaux virtuels stipule que la somme des travaux virtuels des efforts intérieurs et des
efforts extérieurs est à toute date t égale au travail des efforts d’accélération, dans tout déplacement
virtuel infinitésimal δu, ce qui s’écrit [112, 140, 277] :

∀t, ∀δu, δWi + δWe = δWa, (2.8)

avec

δWi = −
ˆ

Ω
π : δγ dΩ, (2.9)

δWe =

ˆ

Ω
fe · δudΩ +

ˆ

∂ω
Fe · δudS, (2.10)

δWa =

ˆ

Ω
ρü · δudΩ, (2.11)

où Ω et ∂Ω représentent respectivement le domaine de la configuration de référence du milieu continu
et sa frontière ; ρ est la masse volumique du matériau ; fe et Fe sont les efforts volumique et surfacique
extérieurs, δγ est la variation de γ dans le déplacement virtuel δu et ü est la dérivée seconde de u

par rapport au temps, accélération du point courant dans un référentiel Galiléen. Si besoin est, on peut
aisément récrire cela dans un référentiel non Galiléen en recalculant ü en fonction des accélérations
relative, d’entraînement et de Coriolis.

(e) Des alternatives unidimensionnelles

En pratique, la plupart des textes utilisent le couple de tenseurs Green-Lagrange / Piola-Kirchhoff II,
comme cela est proposé aux paragraphes précédents. Néanmoins, lorsque la configuration déformée
de la structure étudiée est de géométrie simple, certains textes suivent des approches plus ou moins
équivalentes à l’utilisation des tenseurs de Biot, qui correspondent au cas α = 1 de l’équation (2.17).
Cela est le cas pour les milieux unidimensionnels (poutres ou arches) modélisés avec les cinématiques
classiques d’Euler-Bernoulli ou de Timoshenko, où les études sont partagées entre deux grandes fa-
milles.

• La première regroupe des études liées à des modèles numériques et la méthode des éléments
finis. Dans ce cas, on peut utiliser le tenseur de Green-Lagrange comme indiqué plus haut.
Néanmoins, il est possible de simplifier la formulation en réalisant une linéarisation consistante
de γ. Pour cela on procède à une décomposition polaire de la transformation :

F = RŨ , avec RTR = 1, (2.12)

pour la séparer en une partie rotation pure (le tenseur R) et une partie dilatations pures (le
tenseur Ũ ). Ici, on choisit pour R le tenseur représentant la rotation des sections droites de la
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poutre. Le tenseur de Green-Lagrange s’écrit alors :

γ =
1

2

(
L+LT +LTL

)
, (2.13)

avec
L = Ũ − 1. (2.14)

L’expression (2.13) ne fait alors intervenir que la partie déformation de la transformation, sans
la rotation, puisque R n’apparaît pas. Du coup, en vertu de l’hypothèse 2.2 de petite déforma-
tion, elle peut être linéarisée, pour obtenir la mesure de déformation suivante :

γ̃ =
1

2

(
L+LT

)
≃ γ, (2.15)

Cette mesure de déformation est analogue à un tenseur des déformations de Biot. Précisément,
lorsque la rotationR utilisée dans la transformation est celle à laquelle sont soumise les direc-
tions principales de la transformation, on montre [277, 140] que Ũ est le tenseur des dilatations
pures, noté U , qui est symétrique. Dans ce cas, γ̃ est bien le tenseur de Biot, défini par

γB = U − 1, (2.16)

tenseur correspondant au cas α = 1 de (2.17). Cela est le cas lorsqu’une cinématique d’Euler-
Bernoulli est utilisée, puisqu’alors, la rotation des sections droites de la poutre est identique à
celle de la fibre neutre et donc à celle des directions principales de déformation [135]. Dans
le cas d’une cinématique de Timoshenko, qui autorise du cisaillement transverse, alors γ̃ n’est
pas strictement le tenseur des déformations de Biot (Ũ n’est pas symétrique).

En ce qui concerne la mesure des contraintes, on peut montrer que le tenseur des déformations
γ̃ de l’équation (2.15) est conjugué à un tenseur des contraintes π̃ (peut différent du tenseur
des contraintes de Biot qui est conjugué à γB [113, 192, 337]) et qu’il est correct d’utiliser là
encore la loi (2.5), écrite entre γ̃ et π̃ (cela est évident puisqu’en petite déformation γ ≃ γ̃).
Ce tenseur des contraintes est remarquable, car l’étude [270] montre que les efforts généralisés
correspondant à π̃ sont en fait les efforts intérieurs (effort normal, effort tranchant, moment flé-
chissant) réellement imposés à une section droite de la poutre dans sa configuration déformée,
c’est-à-dire ceux qui interviennent directement dans l’écriture de l’équilibre de celle-ci. Ainsi,
si en général l’interprétation physique du tenseur des contraintes de Piola-Kirchhoff II π est
délicate, celle de π̃ est immédiate.

Pour plus de détails sur cette question, le lecteur est renvoyé aux études suivantes. Le polycopié
de cours [102] décrit en détail la linéarisation consistante. Les mêmes calculs sont obtenus dans
[135] en utilisant directement le tenseur des déformations de Biot comme mesure de déforma-
tions, dans le cas d’une cinématique d’Euler-Bernoulli. L’interprétation en terme de tenseur de
Biot est décrite dans [113, 192, 337] et l’article fondateur de cette approche est du à E. Reissner
[270]. Sinon, une famille conséquente d’études, produite par l’équipe de P. F. Pai en parallèle,
propose aussi d’utiliser les tenseurs de Biot, qui sont appelés dans ces textes tenseurs de Jau-
mann. Les articles initiaux sont [244, 245, 246], complétés plus récemment par [242, 241]. Il est
intéressant de constater que l’article fondateur de cette dernière approche [108] a été publié la
même année (1972) que celui de Reissner [270]. On peut aussi citer l’ouvrage de Stoker [299],
antérieur aux études sus-citées, qui introduit le tenseur de Biot comme mesure des déformation
d’un milieu continu 3D soumis à des petites déformations et des grands déplacements. Enfin,
une publication de l’auteur est en cours de préparation sur le sujet [J22].

• La seconde famille regroupe les études fondées sur des modèles analytiques. En général, dans
ce cas, les équations du mouvement sont établies sur la configuration déformée de la structure et
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des mesures locales de déformation (définies sur cette configuration déformée) sont utilisées :
l’élongation de la ligne moyenne par rapport à sa longueur initiale, la courbure, l’angle de
cisaillement. Elles se rapportent à des déformations dites « ingénieur » [77, 227], définies de
manière heuristique sur la configuration déformée. Leur sens en terme de mesure générale
de déformation tridimensionnelle, sous forme de tenseur, est a priori difficile à trouver. Le
seul cas clair est celui d’une cinématique d’Euler-Bernouilli, où dans ce cas la mesure des
déformations « ingénieur » coïncide avec celle associée au tenseur de Biot (Eq. (2.16)) [J22],
[245]. En revanche, comme dit plus haut, les efforts généralisés utilisés pour écrire l’équilibre
local d’un élément de poutre coïncident avec le tenseur des contraintes π̃, conjugué de γ̃ [270].
Sur ce sujet, on peut se référer à [99, 336, 219, 227] pour l’établissement d’équations de poutres
en grand déplacements à partir de l’équilibre local d’un petit élément.

(f) Autres mesures de déformations / contraintes

Les tenseurs de Green-Lagrange et de Biot sont en fait des cas particuliers d’une famille de me-
sures de déformations plus générale, définie dans [236, §2.2.7] par :

γ(α) =
1

α
(Uα − 1) , α ≥ 1; γ(0) = lnU , (2.17)

pour tout α entier. Le tenseur U est défini par la décomposition polaire :

F = RU , avec RTR = 1, (2.18)

ce qui conduit à
U2 = F TF , (2.19)

où R est le tenseur des rotations qui permet de déplacer les directions principales de déformation
de la configuration de référence vers la configuration déformée. Il est appelé tenseur des dilatations
pures7 et est symétrique [277]. Il est alors aisé de montrer que le tenseur de Biot correspond au cas
α = 1 (γB = γ(1)) et que le tenseur de Green-Lagrange correspond au cas α = 2 (γ = γ(2)).
La formule (2.17) montre bien, comme indiqué plus haut, que γ (et par suite γB) est une mesure
correcte des déformations quelle que soit la partie rotation de la transformation du milieu continu
(c’est un tenseur objectif).

On peut montrer que les tenseurs γ(α) sont conjugués à des tenseurs de contraintes notés T (α), de
manière analogue à l’équation (2.6), de telle sorte que Ẇ = T (α) : γ̇(α) est indépendante de α [236,
§3.5.2].

Enfin, le même texte démontre que lorsque les déformations sont petites (Hyp. 2.2), toutes ces
mesures de déformations sont équivalentes au premier ordre et qu’il est correct et valide physique-
ment d’écrire la loi de comportement linéaire (2.5) avec tous les couples (γ(α),T (α)) et les mêmes
grandeurs matérielles Y et ν, et cela quel que soit α [236, §2.2.7, §6.1.6]. Cela paraît être mis en
défaut pour des déformations de l’ordre de 4% [244].

(g) Conclusion

Pour conclure, la présente section a donné un aperçu des différentes mesures de déformations
et de contraintes utilisées dans les textes se rapportant à la mécanique non linéaire géométrique des
milieux minces élastiques. L’hypothèse 2.2, qui impose aux déformations de rester petites, est au cœur
de ces études. Elle garantie, on l’a montré de plusieurs manières différentes, que :

1. toutes les mesures de déformations sont équivalentes, à condition qu’elles ne tronquent pas les
rotations (cela exclut évidemment l’utilisation du tenseur des déformations linéarisées ε) ;

7La littérature anglo-saxonne le nomme right stretch tensor [236, §2.2.4]
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Couplage axial / flexion Grandes rotations

FIG. 2.3 – Illustration des deux grandes familles de vibrations non linéaires de milieux minces élas-
tiques.

2. la loi de comportement linéaire (2.5) est valable, avec les constantes matérielles classiques Y
et ν, quel que soit le couple de tenseurs déformations / contraintes utilisé.

2.1.3 Modèles de von Kármán ou grandes rotations ?

Lorsqu’on s’intéresse à la mécanique non linéaire géométrique des structures minces élastiques,
deux grandes familles de modèles se distinguent (Fig. 2.3). À chaque fois, comme on s’intéresse à
des structures minces, leur géométrie particulière impose des directions privilégiées. Pour les milieux
unidimensionnels (cordes, poutres, arches), on distingue la direction axiale (celle de la fibre neutre)
des deux directions transverses orthogonales. Pour les milieux bidimensionnels (membranes, plaques,
coques), ce sont les deux directions de la surface moyenne (appelées direction de membrane) qu’on
distingue de la direction transverse. Bien évidemment, c’est la faible rigidité de ces structures dans
la(les) direction(s) transverse(s) qui autorise les comportements non linéaires géométriques pour des
efforts modérés et c’est donc le déplacement transverse qui est l’inconnue principale de ces études.
Dans la suite, on désignera par longitudinal les directions axiale (1D) ou de membrane (2D).

(a) Modèles de type von Kármán.

Le principe de ces modèles est de tronquer la partie non linéaire du tenseur de Green-Lagrange
(Eq. (2.2)) en ne retenant que les premiers termes quadratiques en fonction du déplacement transverse
dans les déformations longitudinales. Cette troncature a été proposée par von Kármán [327] en 1910
dans le cadre de la statique des plaques minces. Ces modèles sont parfois désignés dans la littérature
par le vocable « modèle avec rotations modérées » [235, 61, 62], directement relié à la troncature, qui
signifie qu’ils permettent de prendre en compte les effets non linéaires créées par les rotations des
fibres, à conditions qu’elles ne soient pas trop importantes.

Cette théorie est applicable (et a été appliquée) pour tous les milieux minces (cordes, poutres,
arches, membranes, plaques, coques. . .), dans un nombre conséquent d’études, à la fois analytiques
et numériques. Ses principales caractéristiques sont évoquées ci-dessous.

• Cette théorie permet de prendre en compte le mécanisme non linéaire géométrique principal
rencontré dans les milieux minces : le couplage membrane / flexion. C’est le classique effet
de corde : lorsqu’on impose un déplacement transverse à une corde, sa longueur augmente, ce
qui se traduit aussi par une augmentation de sa tension, augmentation variant avec le carré du
déplacement. De manière plus générale, pour les milieux bidimensionnels, se couplage s’ex-
plique par un changement de métrique de la ligne / surface moyenne de la structure induit par
le déplacement transverse.

• Cette théorie est valide et est applicable pour la plupart des cas de figure pratiques faisant in-
tervenir des matériaux métalliques qui restent dans le domaine élastique (c’est-à-dire que les
déformations doivent rester petites, cela étant consistant avec les hypothèse fondatrices de la
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page 20), que se soit pour le flambage ou les vibrations non linéaires, à condition que le mou-
vement longitudinal soit contraint. Cela peut être la conséquence des conditions aux limites, ou
bien de la géométrie bidimensionnelle de la structure. Cette caractéristique est nécessaire pour
que le couplage membrane / flexion soit activé, conditions sans quoi le modèle de von Kármán
est linéaire. Cela partage les milieux minces en deux familles distinctes :

– dans le cas des milieux unidimensionnels (poutres ou arches), il est nécessaire que les ex-
trémités de la structure soient immobilisées dans la direction axiale, pour que le couplage
axial / flexion soit activé. Cela est en général imposé par les conditions aux limites. Dans
le cas contraire, la troncature liée au modèle de von Kármán est trop dure et les équations
obtenues sont linéaires. C’est le cas notamment des poutres encastrées / libres, qu’il est
nécessaire de traiter avec des modèles « grandes rotations » (voir ci-après). D’un point de
vue physique, les non-linéarités liées au couplage axial / flexion se manifestent pour des
déplacements transverses beaucoup plus faibles que celles liées aux grandes rotation : une
poutre bi-encastrée est « plus non linéaire » que la même poutre encastrée / libre (Fig. 2.3).

– À l’opposé, dans le cas des milieux bidimensionnels (plaques, coques, membranes), la
théorie de von Kármán donne lieu à un modèle correct dans presque tous les cas de fi-
gure, car une déformation de flexion induit presque toujours un changement de métrique
de la surface moyenne. Cela est par exemple le cas même avec des conditions aux limites
parfaitement libres, comme par exemple dans le cas d’une plaque circulaire à bord libre,
qui est toujours sujette à un couplage membrane / flexion [J1, J2, J9]. Les rares cas où
le couplage membrane / flexion n’est pas activé se rencontrent pour certains modes de
vibration, pour des géométries de plaques et coques et des conditions aux limites parti-
culières. Il faut que la déformée modale de la structure n’induise pas de changement de
métrique, c’est-à-dire qu’elle corresponde à une surface développable. Ce cas est observé
pour certains modes de flexion d’une plaque rectangulaire encastrée sur l’un de ses bords,
qui ont leurs déformées analogue à celle des modes d’une poutre encastrée / libre. Dans
ce cas, les vibrations non linéaires découlent d’un modèle de type « grandes rotations ».

• Les modèles analytiques obtenus sont très simples : il s’agit juste d’une correction assez minime
des équations linéaires, qui gardent une forme similaire.

• Cette théorie est très rigoureusement justifiée mathématiquement, par des développements
asymptotiques selon un « petit paramètre » lié à l’intensité des efforts extérieurs. On montre
alors que les modèles de von Kármán apparaissent comme une première correction non linéaire
aux modèles linéaires [63, 65, 107, 64, 109, 211, 123, 124].

Les références citées ci-dessus sont juste indicatives et le lecteur intéressé peut consulter les introduc-
tions de [J1, J6, J9, J12] et les rapports [R1, R2] pour plus de détails bibliographiques dans le cas des
plaque et des coques.

(b) Grandes rotations

Ce vocable renvoie aux cas où la troncature liée au modèle de von Kármán n’est pas valide et
où il faut considérer plus de termes dans le développement des non-linéarités du tenseur de Green-
Lagrange. D’un point de vue physique, il s’agit de prendre en compte des rotations de grande am-
plitude des fibres élastiques du milieu continu, alors que le modèle de von Kármán n’est valable que
pour les petites rotations. Dans le cas présent où on ne s’intéresse qu’à des solides élastiques en petites
déformations, ces modèles ne sont nécessaires que dans les cas où le couplage membrane / flexion
n’est pas activé, c’est-à-dire, comme on l’a vu, uniquement dans le cas des milieux unidimensionnels
où le mouvement axial n’est pas contraint et dans quelques rares cas de milieux bidimensionnels. Il
existe néanmoins des formulations en grandes rotations adaptées aux plaques et aux coques, mais leur
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utilisation pratique n’a de sens que lorsque les déformations sont grandes, et donc associées à des lois
de comportement non linéaires, cas exclus dans le présent texte.

D’un point de vue physique, deux mécanismes créent les non-linéarités géométriques dans ce
cas : des non-linéarité de courbure et des non-linéarités inertielles. En fait, dans le cas d’une poutre,
le moment de flexion est proportionnel à la courbure de celle-ci, qui elle même est une fonction non
linéaire des déplacements de la section droite. Si la poutre est simplement sujette à un mouvement de
flexion dans le plan (x, z), avec les hypothèse d’Euler-Bernouilli, on a :

M = Y Iκ, avec κ = θ′, (2.20)

où M est le moment de flexion, κ la courbure et θ l’angle de rotation des sections droites. Cette
courbure κ s’écrit alors, pour les théories de von Kármán et de grande rotation [170] :

von Kármán : κ = w′′, Grandes rotations : κ =
w′′(1 + u′)− u′′w′

(1 + u′)2 + w′2
. (2.21)

où u(x) = et w(x) sont respectivement les déplacements axial et transverse de la poutre, fonction de
l’abscisse x des sections non déformées et (·)′ = ∂(·)/∂x. Ces équations montrent clairement que :

• pour la théorie de von Kármán, la relation moment de flexion / déplacements est linéaire ;
comme dit plus haut, c’est le couplage membrane / flexion la source des non-linéarités ;

• pour les grandes rotations, la relation moment de flexion / déplacements est non linéaire : c’est
la source des non-linéarités de courbure.

Le second mécanisme, les non-linéarités inertielles, provient du fait que dans le mouvement de la
poutre en grande rotation, le déplacement axial u est non négligeable (voir Fig. 2.3(droite)) et l’inertie
associée ρSü est équivalente à une force fortement non linéaire en fonction de w.

Un modèle simple de poutre en grande rotation est proposé au paragraphe 2.3.3 et permet de
comprendre ces deux mécanismes de non-linéarité. La littérature sur les poutres en grandes rotations
est très fournie et un aperçu est proposé au paragraphe 2.3.3.

(c) Conclusion

En considérant le problème du point de vue de la géométrie des structures (1D ou 2D), deux cas
de figure se présentent :

• pour les structures unidimensionnelles (cordes, poutres, arches), les modèles de von Kármán ne
s’appliquent que si le déplacement axial est contraint. Dans le cas contraire, il faut considérer
des modèles incluant des grandes rotations.

• pour les structures bidimensionnelles (membranes, plaques et coques), dans presque tous les
cas, le couplage membrane / flexion est activé et les modèles de von Kármán permettent de
décrire correctement les vibrations non linéaires.

2.2 Les matériaux piézoélectriques

Un matériau piézoélectrique est un matériau qui est capable de convertir de l’énergie mécanique
en énergie électrique (c’est l’effet piézoélectrique direct) et inversement, de l’énergie électrique en
énergie mécanique (c’est l’effet piézoélectrique inverse). Ces propriétés sont à la source d’un large
champ d’application de ces matériaux, pour coupler des déformations mécaniques à un circuit élec-
trique. C’est Pierre et Jacques Curie qui ont découvert l’effet piézoélectrique en 1880 [78]. Depuis,
ces matériaux ont été largement étudiés et modernisés, notamment par la mise au point de céramiques
piézoélectriques. On peut citer deux applications, notoires pour leur implication dans la vie courante
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et leur production au stade industriel : (i) les capteurs / actionneurs électro-acoustiques à ultrasons
au cœur des échographes (le même principe est aussi utilisé dans les sonars) et (ii) les résonateurs
à quartz pour réaliser des horloges. Dans mon travail, je me suis intéressé à l’utilisation des maté-
riaux piézoélectriques pour la réduction des vibrations mécaniques (Chap. 5, [J13, J15, J19, J23] et
[C26, C35]) et comme capteur / actionneur dans des micro / nano résonateurs (M/NEMS, chap. 6,
[J14, J20, J21] et [C27]).

2.2.1 Généralités

(a) Matériaux et mécanisme physique
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FIG. 2.4 – Cellule élémentaire d’un PZT et effets piézoélectriques classiques (D’après [215])

Les premiers matériaux piézoélectriques à avoir été découverts sont des cristaux, dont le compor-
tement est piézoélectrique à l’état naturel, du fait de l’asymétrie de leur structure cristalline (on peut
citer le quartz, le sel de Seignette8, le sucre. . .). Depuis, d’autres matériaux piézoélectriques ont été
découverts et développés : les céramiques (comme le PZT), les polymères (comme les PVDF) ou des
composites piézoélectriques [91, 258, 282, 332, 334, 261].

On s’intéresse ici plus particulièrement aux céramiques, dont la famille la plus utilisée du fait
des ses excellentes propriétés piézoélectriques est le PZT. Il s’agit d’un oxyde de Plomb, de Zirco-
nium et de Titanium, de formule générique A2+B4+O2−

3 , où A est un ion métallique divalent (du
Plomb ou du Barium) et B est un ion métallique tétravalent (comme le titanium ou le zirconium).
Les PZT sont en général formés de cristaux de zirconate de plomb Pb2+ Zr4+ O2−

3 et de titanate
de plomb Pb2+ Ti4+ O2−

3 , frittés et en proportion à peu près égales, dépendant du fabricant et de
l’application [148, 57], ce qui fait qu’ils sont parfois désignés par la formule PbZrxTi1−xO3 [28].
Le titanate de Barium Ba2+ Ti4+ O2−

3 est une autre céramique piézoélectrique qui possède la même
structure cristalline que les PZT. Une cellule élémentaire est représentée sur la figure 2.4. Ces céra-
miques peuvent être dopées, en remplaçant certains ions Zr4+/Ti4+ par des ions de valence différente
(Fe3+ ou Nb5+, pour obtenir des céramiques dures ou douces, qui ont des propriétés piézoélectriques
différentes [258, 260].

Ces matériaux céramiques sont caractérisés par deux états cristallins, en fonction de leur tempéra-
ture. Au-dessus d’une température appelée température de Curie (entre 200◦C et 350◦C pour les PZT
[260]), ces cristaux ont une structure cristalline cubique (fig. 2.4(a)), avec les centres de gravité des
charges positives et négatives coïncidents, si bien qu’ils ne sont pas polarisés. Par contre, en dessous
de la température de Curie, ces cristaux ont une structure tétragonale (fig. 2.4(b.)) pour laquelle l’ion

8aussi appelé sel de Rochelle, qui est le nom commun du tartrate double de sodium et de potassium, de formule
C4H4KNaO6
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B4+ n’est plus au centre de la structure, si bien que le cristal se comporte comme un dipôle électro-
statique. L’effet piézoélectrique provient de cette propriété de polarisation. Si le matériau est soumis
à des efforts mécaniques qui le déforme, la position des ions négatifs et positifs est modifiée, ce qui
modifie le champ électrostatique local. C’est l’effet direct. Inversement, si on soumet le dipôle à un
champ électrique, les ions positifs et négatifs sont soumis à des forces électrostatiques opposées qui
le déforme. C’est l’effet indirect (Figs. 2.4(c,d)).

En pratique, un élément piézoélectrique est toujours constitué d’une partie en matériau piézoélec-
trique (le PZT), entourée de deux électrodes conductrices qui servent à créer et mesurer le champ
électrostatique. Après frittage du PZT et à température ambiante (en dessous de la température de
Curie), les cristaux sont répartis aléatoirement9 et la polarisation est globalement nulle à l’échelle
macroscopique. Pour être utilisable, la céramique doit être polarisée. Cela est réalisé en imposant
un champ électrostatique très intense, au moyen des électrodes, et en le relâchant. Cette opération
permet de changer la direction de polarisation locale des cristaux, pour l’orienter le plus près pos-
sible de la direction du champ électrique, ce qui crée une polarisation rémanente macroscopique non
nulle, dans la direction du champ électrique de polarisation. Dans cet état, le matériau est en équilibre
électrostatique, et la polarisation et le champ électrique sont non-nuls à l’intérieur du matériau.

(b) Équilibre électrostatique

On considère le matériau piézoélectrique comme un milieu continu et son état électrostatique est
caractérisé par (i) le vecteur champ électrostatique E, une grandeur intensive, et (ii) le vecteur pola-
risation P , une grandeur extensive. Ce dernier est relié aux moments des dipôles électrostatiques des
cristaux évoqués au paragraphe précédent, c’est-à-dire au décalage des charges électriques positives
par rapport aux charges négatives, à l’intérieur du milieu continu10. Ces deux grandeurs caractérisent
parfaitement l’état électrostatique du milieu continu. Néanmoins, on a pour habitude de définir le
vecteur déplacement électrique D par [154] :

D = ǫ0E + P , (2.22)

où ǫ0 est la permittivité du vide (constante égale à ǫ0 = 8.854 · 10−12 F/m), et de définir l’état
électrostatique du milieu continu par le couple (E,D) au lieu de (E,P ).

En considérant un domaine Ωp de matériau piézoélectrique, les équations d’équilibre électrosta-
tique s’écrivent :

divD = 0, dans Ωp, (2.23a)

D · n = −q, sur ∂Ωp. (2.23b)

La première de ces équations est une des équations de Maxwell, simplifiée en considérant que le ma-
tériau piézoélectrique est diélectrique, c’est-à-dire qu’il est dépourvu de charges libres11. La seconde
est la condition aux limites classique, avec q une densité surfacique de charges libres, amenée par
exemple par les électrodes12 .

Aux deux équations précédentes, il faut ajouter l’équation de Maxwell :

rotE = 0, (2.24)

9En fait, le matériau est organisé en plusieurs grains, comprenant eux-mêmes plusieurs domaines ferroélectriques (ou
domaines de Weiss), comprenant plusieurs cristaux contiguës de même direction de polarisation. Ce sont ces domaines qui
changent de direction de polarisation lorsque le matériau est soumis à un champ électrostatique intense.

10On rappelle que les matériaux piézoélectriques sont des diélectriques, c’est-à-dire qu’ils ne contiennent que des charges
liées, par opposition aux charges libres des conducteurs. C’est le déplacement de ces charges liées qui crée la polarisation.

11L’équation (2.23a) s’écrit dans le cas général divD = qv , avec qv la densité de charges libres, nulle ici.
12qui sont des conducteurs et donc qui véhiculent des charges libres, qui se concentrent sur ses frontières à l’équilibre.
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simplifiée en vertu de l’hypothèse électrostatique (ou quasi-électrostatique) [154, p. 181], qui stipule
que les répartitions de charge et les densités de courant sont stationnaires, ce qui conduit à négli-
ger le couplage entre les quantités électriques E et D et les quantités magnétiques. Cette hypothèse
est réaliste tant que la longueur d’onde électromagnétique est très grande devant la longueur d’onde
acoustique [200, §4.6] ou, autrement dit, tant que la vitesse de phase des ondes acoustiques est négli-
geable devant la vitesse de la lumière dans le vide [304]. Précisément, cela s’écrit :

λem ≫ λac ⇔ ω

kac
≪ c ⇔ f ≪ c

λac
, (2.25)

où c = 3 · 108 m/s est la vitesse de la lumière dans le vide, λem et λac sont des longueurs d’ondes
typiques électromagnétiques et acoustiques, kac est le nombre d’onde acoustique associé et ω et f sont
la pulsation et la fréquence des phénomènes. La dernière équation montre que pour les applications
réduction de vibration du chapitre 5, où λac ≃ 1 cm, les fréquences doivent rester petites devant
c/λac = 30 · 106 kHz, et pour les applications M/NEMS du chapitre 6, λac ≃ 1 nm, soit f ≪
300 · 106 GHz. Les hypothèse électrostatiques sont ainsi toujours vérifiées dans nos applications.

L’équation (2.24) montre alors que le champ électrique E est irrotationnel, ce qui signifie qu’on
peut définir un potentiel électrique φ tel que :

E = −∇φ. (2.26)

On peut remarquer que le potentiel φ est alors défini à une constante près, si bien qu’il est souvent
commode d’utiliser la différence de potentiel entre deux points.

Il est intéressant de remarquer le parallèle qui existe entre les grandeurs et équations électriques
ci-dessus et leur contrepartie mécanique. Le déplacement électrique D est analogue aux tenseurs des
contraintes mécaniques, de part son équation d’équilibre (2.23a), qui fait apparaître une divergence, et
sa condition aux limites (2.23b). Le champ électrique E et le potentiel φ sont respectivement analogue
au tenseur des déformations et au déplacement mécanique, de part la relation (2.26) qui fait intervenir
un gradient.

(c) Loi de comportement

x=1 yz=4
xz=5

y=2

xy=6

z=3

Contraintes Déformations

Tensorielles πxx πyy πzz πyz πxz πxy γxx γyy γzz 2γyz 2γxz 2γxy
Voigt π1 π2 π3 π4 π5 π6 γ1 γ2 γ3 γ4 γ5 γ6

TAB. 2.1 – Correspondance entre les notations tensorielles et les notations de Voigt

On s’intéresse ici à la loi de comportement d’une céramique piézoélectrique en fonctionnement,
c’est-à-dire après l’opération de polarisation. Durant cette opération, le matériau est soumis à un
cycle de transformations piézoélectriques avec hystérésis hautement non linéaires (il s’agit d’un cycle
nommé ferroélectrique, par analogie au comportement d’aimantation des matériaux du même nom),
qui conduit, comme on l’a vu, à un état d’équilibre polarisé où P et E (et donc D), ainsi que les
variables mécaniques, sont non-nuls. On suppose que durant le fonctionnement de la pastille, toutes
les grandeurs varient autour de cet état d’équilibre, avec de très petites amplitudes, de sorte qu’il est
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possible de considérer une loi de comportement linéaire13. Cela est consistant avec l’hypothèse des
petites déformations (Hyp. 2.2, p. 20). L’article [53] montre de très belles simulations du cycle de
polarisation et on peut trouver des mesures dans [215, 57, 28, 279]. Dans la suite, toutes les gran-
deurs mécaniques et électriques représentent leurs variations par rapport à l’état polarisé du matériau
piézoélectrique.

On suppose ici, comme au paragraphe 2.1.2(c), que le matériau est hyperélastique pour la partie
mécanique et, de plus, ici, qu’il est piézoélectrique. À partir du second principe de la thermodyna-
mique, on montre que [144, 317, 304, 200] :

π =
∂G
∂γ

, D = − ∂G
∂E

, (2.27)

où, rappelons le, π est le second tenseur des contraintes de Piola-Kirchhoff et γ est le tenseur des
déformations de Green-Lagrange. L’enthalpie libre électrique de Gibbs14 G = G(γ,E, T ) est définie
par :

G = U −E ·D − Ts, (2.28)

qui dépend des variables γ et E, avec U l’énergie interne. Comme on ne s’intéresse qu’à une théorie
linéaire, on écrit G sous forme quadratique en γ et E et on obtient la relation de comportement
suivante : {

πij = cEijklγkl − ekijEk,

Di = eiklγkl + ǫγikEk.
ou

{
πi = cEikγk − ekiEk,
Di = eikγk + ǫγikEk,

(2.29)

où les classiques notation de Voigt, rappelées dans le tableau 2.1 [268, 15] sont utilisées pour l’écri-
ture de droite. Les constantes qui apparaissent dans ces équations sont (i) les constantes de raideur à
champ électrique constant cEijkl (cEik), exprimées en Pa, (ii) les constantes piézoélectriques ekij (eik),
exprimées en N/m/V et (iii) les permittivités (ou constantes diélectriques) à déformation nulle ǫγik,
exprimées en F/m. Toutes ces constantes sont associées à des conditions isothermes. Une formula-
tion analogue en conditions adiabatiques peut être obtenue en utilisant des enthalpies H au lieu des
enthalpies libres [144]. En général, les céramiques piézoélectriques sont isotropes transverses, le plan
d’isotropie étant celui orthogonal à la direction de polarisation. Cela particularise les tenseurs de com-
portement c, e et ǫ. Une autre écriture, très usitée, de la loi de comportement ci-dessus, en fonction
des variables (π,E), est :

{
γi = sEikπk + dkiEk,
Di = dikγk + ǫπikEk.

(2.30)

Elle fait apparaître les coefficients piézoélectriques dij et les constantes de souplesse sEik à champ
électrique constant. Deux autres formes de cette loi existent, en fonction des couples de variables
(π,D) (coef. piézoélectriques g) ou encore (γ,D) (coef. piézoélectriques h) [15, 144, 317].

La loi de comportement (2.29) est l’extension de (2.5) aux matériaux piézoélectriques, et prend
en compte les éventuelles non-linéarités géométriques décrites au paragraphe 2.1. En petites pertur-
bations, γ et π se confondent avec le tenseur des déformations linéarisées ε (Eq. (2.3)) et le tenseur
des contraintes de Cauchy σ, et la loi de comportement (2.29) est celle la plus connue habituelle
[15, 144, 198, 304, 200]. Pour sa présente contrepartie avec non-linéarités géométriques, on peut se
référer à [164, 53, 29, 200, 309, 183, 339].

13Il s’agit en fait d’une linéarisation du comportement des matériaux piézoélectriques autour de leur état de repos polarisé.
14Le terme « électrique » associée à G provient du fait qu’on peut définir dans notre cas trois enthalpie libres, en fonc-

tion des variables électriques et élastiques choisies pour écrire la loi de comportement. L’enthalpie libre de Gibbs est
G(π,E, T ) = U − π : γ − E · D − Ts et sert pour l’écriture de la loi (2.30), l’enthalpie libre élastique de Gibbs est
G(π,D, T ) = U − π : γ − Ts et l’enthalpie libre électrique de Gibbs est G(γ,E, T ) = U − E · D − Ts, utilisée ici.
L’énergie libre de Helmoltz F(γ,D, T ) = U − Ts, utilisée pour la loi thermo-élastique du §2.1.2(c), est utilisée pour la
quatrième écriture de la loi de comportement piézoélectrique, non précisée ici [144, 304]
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(d) Mécanismes piézoélectriques classiques
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FIG. 2.5 – Effets piézoélectriques classiques

De manière classique, la direction 3 est toujours la direction de polarisation de l’élément piézo-
électrique. Par suite, on distingue les trois effets piézoélectriques macroscopiques de la figure 2.5,
illustrés au niveau cristallin sur la figure 2.4. L’effet « 33 » est l’effet principal : on impose un champ
électrique suivant la direction de polarisation et on utilise les déformations dans cette même direction
(un exemple d’utilisation est dans [256]). L’effet « 31 » est celui qui est principalement mis à profit
dans mon travail : on impose un champ électrique suivant la direction de polarisation et on utilise les
déformations dans les deux directions orthogonales (1 et 2). Les éléments piézoélectriques ont alors
une géométrie de plaque et sont fixés sur la peau supérieure ou inférieure d’une structure élastique,
pour coupler le mouvement de flexion aux grandeurs électriques [J13, J14, J19], [C35]. Enfin, l’ef-
fet « 15 » provoque un cisaillement de l’élément piézoélectrique : on impose un champ électrique
dans une direction orthogonale à la polarisation de l’élément piézoélectrique, qui est soumis à du
cisaillement [86, 314]. Dans ce cas, il doit être placé à cœur de la structure élastique.

2.2.2 Modèles adaptés au couplage avec un circuit électrique

h

−Q

Q

V

I

I = Q̇

E

n

Γ
−

Γ+

FIG. 2.6 – Élément piézoélectrique mince

Une des caractéristiques de mon travail est de proposer des modélisations de systèmes mécaniques
comportant des éléments piézoélectriques, en ce concentrant sur le couplage avec un circuit électrique.
D’un point de vue physique, le couplage entre le circuit électrique et un patch piézoélectrique se fait à
travers des électrodes conductrices (Fig. 2.6), qui concentrent à la surface du patch piézoélectrique les
charges libres véhiculées par les conducteurs du circuit électrique, créant ainsi le champ électrique à
la source du phénomène piézoélectrique. Cela impose deux conditions aux limites particulières pour
le matériau piézoélectrique :

• comme les électrodes sont des conducteurs, les surfaces Γ+ et Γ− du patch piézoélectrique en
contact avec les électrodes sont chacune équipotentielles : le potentiel φ électrique est uniforme
sur Γ+ et Γ− et la tension V aux bornes du patch piézoélectrique est la différence de potentiel.
Cela s’écrit :

∀x ∈ Γ+ φ(x) = cte = φ+, ∀x ∈ Γ− φ(x) = cte = φ−, V = φ+ − φ−. (2.31)
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• l’intensité I du courant dans les fils connectés aux électrodes est la dérivée par rapport au temps
de la quantité de charge Q contenu dans les électrodes :

I = Q̇, Q =

ˆ

Γ+

q dS, = −
ˆ

Γ
−

q dS, (2.32)

où le théorème de Gauss implique que les charges dans les électrodes soient opposées [J13].

Comme ces conditions aux limites sont globales et qu’une formulation continue – et, par suite, une
formulation éléments finis – décrit l’état électromécanique de la structure par des grandeurs élec-
triques locales φ et D (relié à q par l’équation (2.23b)), les vérifier n’est pas automatique, ce qui nous
a conduit à proposer la formulation suivante.

En considérant que les éléments piézoélectriques sont minces dans la direction de polarisation,
il est possible de supposer que le champ électrique est (i) de direction normale aux électrodes et (ii)
qu’il est uniforme sur tout le domaine de la pastille. Cette hypothèse a priori restrictive a été validée
dans plusieurs cas particuliers de la littérature [41, 110], par comparaison à des modèles 3D, et est
fait l’objet de validations supplémentaires actuellement au laboratoire (Thèse de Luciano Pereira
DaSilva). Des modèles plus raffinés ajoutent au champ électrique une partie linéaire en fonction
de la coordonnée transverse, ce qui conduit à un potentiel électrique quadratique dans l’épaisseur,
effet associé à des déformations de flexion des patchs [266]. Il parait raisonnable de négliger ces
effets lorsque les patchs piézoélectriques sont minces et qu’ils sont collés sur les peaux extérieures
d’une structure élastique hôte soumise principalement à de la flexion, puisque dans ce cas ils sont
principalement sujet à des déformations de membrane.

Ainsi, sous ces hypothèses, le modèle proposé permet de représenter l’état électrique d’un patch
piézoélectrique donné simplement par un couple de grandeurs globales : la différence de potentiel
V entre les électrodes et la charge électrique globale Q contenue dans l’une des électrodes [J13,
J19]. Le second avantage de cette modélisation est, comme annoncé, qu’elle respecte parfaitement
les conditions aux limites électriques imposées par les électrodes au matériau piézoélectrique : un
potentiel φ uniforme dans les électrodes et un couplage du circuit électrique avec la quantité globale
de charge électrique Q. Ce modèle est central dans mon travail. Il a été utilisé à la fois pour des
modèles analytiques et des modèles éléments finis, décrits au paragraphe 2.3.2, mis en place pour les
applications atténuation de vibration (Chap. 5) ou micro/nano systèmes électromécaniques (Chap. 6).

2.2.3 Facteurs de couplage

L’efficacité piézoélectrique d’un matériau ou d’un système est caractérisée par des grandeurs
appelées facteurs de couplages, qui sont au cœur de mon travail [J13, J14, J15, J19] et [C35]. Deux
types de facteurs sont définis : les facteurs de couplage matériau, qui caractérisent l’efficacité du
matériau piézoélectrique seul, et des facteurs de couplage système, qui prennent en compte aussi la
position et la géométrie des éléments piézoélectriques associés à un système donné et caractérise alors
l’efficacité piézoélectrique du système entier.

Les facteurs de couplage matériau sont associés aux mécanismes piézoélectriques « 33 » « 31 »
ou « 15 » et s’écrivent :

k2ij =
d2ij

ǫπiis
E
jj

(2.33)

avec i la direction de polarisation électrique et j la direction mécanique mise à profit (ij = 33 ou ij =
31 ou ij = 15) et où les constantes matériau sont associées à la loi de comportement (2.30). Ce facteur
mesure directement la quantité d’énergie mécanique qu’un matériau est capable de transformer en
énergie électrique et inversement. Cela se montre en imposant un cycle de transformations statique à
un barreau cylindrique en matériau piézoélectrique, chargé en traction compression suivant son axe 1
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et muni d’électrodes dans la direction 3 (pour activer l’effet « 31 ») [144]. Dans mon travail, comme
c’est plutôt la loi de comportement (2.29) qui est utilisée, c’est le coefficient de couplage

k̃231 =
e231

ǫγ33c
E
11

=
k231

1− k231
, (2.34)

qui apparaît naturellement dans les calculs. De part sa relation directe avec k31, il quantifie également
le transfert d’énergie électromécanique. En revanche, il n’est pas lié à un cycle de déformation statique
simple comme k31 [144].

En revanche, en dynamique, si on considère les vibrations de ce même barreau, on montre que :

k231 =
ω̂2
i − ω2

i

ω̂2
i

, k̃231 =
ω̂2
i − ω2

i

ω2
i

, (2.35)

où ωi et ω̂i sont les pulsations propres du ie mode du barreau respectivement en court-circuit (les
deux électrodes sont reliées par un fil, la tension aux bornes est nulle) et en circuit ouvert (les deux
électrodes sont laissées libres, c’est la charge électrique qui est nulle). Ces écritures des facteurs
de couplages matériau ne sont pas classiques15 , malgré la simplicité de leur obtention à partir d’un
simple calcul de poutre [91].

On peut définir deux types de facteurs de couplage système. Par système, on entend en général
une structure élastique munie de un ou plusieurs éléments piézoélectriques. Le premier est le tradi-
tionnel facteur de couplage effectif, défini de la même manière que (2.35), en considérant cette fois
les fréquences propres de vibration du système entier :

k2eff =
ω̂2
i − ω2

i

ω̂2
i

, k̃2eff =
ω̂2
i − ω2

i

ω2
i

. (2.36)

Dans tous nos travaux, nous n’utilisons que k̃eff, (que nous notons simplement keff – sans tilde – dans
le reste de ce texte) car il apparaît naturellement dans les équations. Dans la norme [15], seul keff est
défini.

Le second facteur de couplage système est un facteur de couplage modal, défini et étudié en
détail au chapitre 5 (§5.2.2, p. 115). Pour une structure élastique munie de plusieurs éléments piézo-
électriques, on montre qu’il existe autant de facteurs de couplages modaux que de couples élément

piézoélectrique / mode de vibration. On les note k(p)i , chacun d’eux caractérisant les échanges d’éner-
gie vibratoire électromécanique entre le mode de vibration de la structure (ici le ie) et l’élément
piézoélectrique considéré (le pe). Lorsque les éléments piézoélectriques sont reliés à un circuit élec-
trique, il est possible de considérer des facteurs de couplages modaux associés à l’ensemble du réseau
d’éléments piézoélectriques [J13, J19].

2.3 Quelques modèles

Cette section propose une synthèse des principaux modèles de structures non linéaires géomé-
triques élastiques ou piézoélectriques sur lesquels j’ai eu l’occasion de travailler. À chaque fois, les
effets d’une précontrainte de type thermique sont aussi inclus. L’objectif est ici d’en dégager les carac-
téristiques, hypothèses et écritures principales et notamment de faire un parallèle entre les différents
modèles.

2.3.1 Structures élastiques en grands déplacements

Ce paragraphe regroupe quelques modèles de structures minces homogènes, écrit à partir de la
théorie de von Kármán décrite au paragraphe 2.1, sur lesquels j’ai été amené à travailler en particulier

15La norme [15] considère les vibrations d’un barreau, mais ne calcule pas ses fréquences propres
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(a) − cordes et poutres (b) − plaques et membranes (c) − coques peu profondes
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FIG. 2.7 – Structures minces étudiées dans ce mémoire

pour les applications de dynamique non linéaire (Chap. 4). Que ce soit pour des poutres, des plaques
ou des coques, les hypothèses de base ainsi que les étapes de démonstration sont analogues.

(a) Hypothèses de travail

Quelques idées générales et classiques sont reprises ici, avant de rentrer dans le détail des équa-
tions du mouvement. On s’intéresse aux milieux minces de la Fig. 2.7.

Géométrie des milieux minces La géométrie des milieux continus, du fait de leur caractéristique de
« minceur » est définie de la manière suivante.

• Pour les milieux 1D, le domaine Ω occupé par le milieux continu est défini par : (i)
une ligne moyenne, qui est une courbe L de l’espace, sur laquelle chaque point G est
positionné par son abscisse curviligne x et (ii) un ensemble de sections droites notées
Σ = Σ(x), où Σ(x) est une surface plane orthogonale à L en G(x). Précisément, Ω =
L×Σ. Le milieu est dit élancé (mince) si la longueur caractéristique des sections droites
est petite devant celle de la ligne moyenne.

• Pour les milieux 2D, le domaine Ω occupé par le milieu continu est défini par : (i) une
surface moyenne S de l’espace, sur laquelle chaque point G est positionné par un vecteur
position x et (ii) un ensemble de segments droits de longueur h, l’épaisseur de la structure,
orthogonaux à S . Précisément, Ω = S×[−h/2, h/2]. Le milieu est dit mince si l’épaisseur
h est petite devant une longueur caractéristique de la surface moyenne.

Hypothèses usuelles des milieux minces La première hypothèse particularise la cinématique du mi-
lieu continu, c’est-à-dire le mouvement des sections / segments droits.

HYPOTHÈSE 2.4
Les sections / segments droits sont animés d’un mouvement de solide rigide. Cela s’écrit
dans le cas général :

u = uG + (R− 1)GM , (2.37)

avec uG le vecteur déplacement de G, R un opérateur de rotation et M un point courant
de la section droite / du segment droit.

HYPOTHÈSE 2.5
Les contraintes normales dans les directions transverses sont négligées. Cela s’écrit, avec
les orientations de la figure 2.7 :

Milieux 1D : πyy = πzz = 0; Milieux 2D : πzz = 0. (2.38)
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Les deux cinématiques classiques de Timoshenko / Reissner-Mindlin (pour lesquelles le ci-
saillement transverse est autorisé) ou Euler-Bernoulli / Kirchhoff-Love (pour lesquelles le ci-
saillement transverse est imposé nul) sont compatibles avec la théorie de von Kármán, avec les
domaines de validité usuels liés à l’élancement des structures. Dans cette section (§2.3.1), les
modèles proposés sont fondés sur une cinématique d’Euler-Bernoulli / Kirchhoff-Love. Dans
ce cas, de manière usuelle, l’inertie de rotation est également négligée.

Hypothèses de von Kármán Ces hypothèses sont liées aux restrictions des non-linéarités géomé-
triques associées aux modèles de von Kármán.

HYPOTHÈSE 2.6
Les rotations des sections / segments droits sont supposées suffisamment faibles pour que le
vecteur déplacement du milieu continu soit linéarisé en fonction des angles. Cela s’écrit :

u = uG + θ ∧GM , (2.39)

avec uG le vecteur déplacement de G et θ un vecteur rotation. Les courbures sont alors
linéaires en fonction des déplacements de la ligne / surface moyenne.

HYPOTHÈSE 2.7
Le seul terme non linéaire retenu dans les déformations de Green-Lagrange est le premier
terme quadratique en fonction des déplacements transverses dans les composantes longi-
tudinales.

Hypothèse des modèles analytiques

HYPOTHÈSE 2.8
On néglige l’inertie longitudinale ainsi que le chargement extérieur longitudinal.

Cette dernière hypothèse permet de simplifier les équations du mouvement sans perte notoire,
en général, de précision des modèles. Cette hypothèse n’est nécessaire que pour simplifier les
modèles analytiques, car elle permet de représenter le mouvement longitudinal des structures
par des efforts et non des déplacements (l’effort axial N pour les milieux 1D, la fonction de
force F pour les milieux 2D) ce qui simplifie énormément les formulations. En revanche, pour
les modèles éléments-finis, elle n’apporte pas de simplification notoire.

(b) Quelques étapes de démonstration

Les grandes étapes de démonstrations, applicables à tous les milieux minces (1D et 2D), sont
énumérées ci-dessous et les principales équations sont regroupées dans le tableau 2.2, dans le cas
d’une poutre droite (Milieu 1D pour lequel L est une droite) et d’une plaque (Milieu 2D pour lequel
S est plane). De manière générale :

1. on écrit le déplacement du milieu continu avec les rotations linéarisées (Eq. (2.39)),

2. on écrit le tenseur des déformations de Green-Lagrange avec l’hypothèse de von Kármán
(Hyp. 2.7). Cela fait apparaître une partie courbure, linéaire en fonction des déplacements,
et une partie déformation de la ligne / surface moyenne, qui, elle, comporte des termes non
linéaires quadratiques. Ces termes sont soulignés dans le tableau 2.2.

3. En annulant les termes de cisaillement transverse pour appliquer la cinématique d’Euler-Ber-
noulli / Kirchhoff-Love, on obtient l’expression des courbures en fonction des déplacements
transverses.

4. On utilise la relation de comportement (2.5) ou (2.4), simplifiée grâce à l’hypothèse 2.5, pour
calculer les contraintes de Piola-Kirchhoff II. On en déduit alors les efforts généralisés, par
intégration sur la section droite / le segment droit de la structure.
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Poutre droite (milieu 1D) Plaque (milieu 2D)

Variable spatiale Abscisse (1D) des section : x Position (2D) des segments : x
Élément droit Section droite Σ Segment droit, d’épaisseur h
Élément moyen Ligne moyenne L, de longueur l Surface moyenne S
Position d’un point OM = xex + yey + zez

︸ ︷︷ ︸

GM

OM = x+ zez
︸︷︷︸

GM

Champ de déplacement u = uG + θ ∧GM u = uG + θ ∧GM

Déplacement de G uG = uex + vey + wez uG = ū+ wez (ū ∈ S)
Rotation des sections / segments θ = θyey + θzez (θ ⊥ L) θ = θxex + θyey (θ ∈ S)
Déformations γxx = ǫ− yκz + zκy γ̄(x) = ǫ(x)− z κ(x)

Déformations de L / S ǫ = u′ + 1
2

(
v′2 + w′2

)

✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿

ǫ = 1
2

(

∇u+∇
Tu+∇w ⊗∇w

✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿

)

Courbures κy = θ′y = −w′′ κ = ∇∇w
κz = θ′z = v′′

Contraintes πxx = Y γxx + πxx0 π̄ =
Y

1− ν2
[(1− ν)γ̄ + ν tr γ̄1] + π̄0

Efforts longitudinaux N =

ˆ

Σ

πxx dS N =

ˆ h/2

h/2

π̄ dz

N = Y Sǫ+N0 N = A
[
(1− ν)ǫ+ ν tr ǫ1

]
+N01

Moments de flexion M =

ˆ

Σ

GM ∧ πxxex dx M =

ˆ h/2

−h/2

zπ̄ dz

My = Y Izκy M = −D
[
(1− ν)κ + ν trκ1

]

Mz = Y Iyκz

Équations d’équilibre ρSü−N ′ = n ρh ¨̄u− divN = n

ρSv̈ +M ′′
z − (Nv′)′

✿✿✿✿✿✿

= py ρhẅ − div divM − div (N ∇w)
✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿

= p

ρSẅ −M ′′
y − (Nw′)′

✿✿✿✿✿✿

= pz

TAB. 2.2 – Principales grandeurs associées aux modèles de von Kármán, avec une cinématique de Euler-Bernoulli / Kirchhoff-Love, dans le cas d’une
poutre droite et d’une plaque. Les axes (ex,ey ,ez) sont définis sur la figure 2.7. Pour le milieu 1D, la dérivée par rapport à l’abscisse x est notée
◦′ = ∂ ◦ /∂x. Les grandeurs avec une barre supérieure, pour le milieu 2D, correspondent à des vecteurs / tenseurs dans le plan (ex,ey). Les raideurs en
membrane et en flexion sont respectivement A = hY/(1− ν2) and D = h3Y/[12(1− ν2)]. Les termes non linéaires géométriques apportés par le modèle
de von Kármán sont

✿✿✿✿✿✿✿✿✿

soulignés.
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5. On utilise le principe des travaux virtuels (2.8) pour écrire les équations d’équilibre dynamique
en fonction des efforts généralisés. Avec le champ de déformation de von Kármán, on obtient
directement les équations du mouvement avec les termes de couplage longitudinal / flexion à
la source du mécanisme des non-linéarités géométriques. Ces termes sont soulignés dans le
tableau 2.2.

6. On condense les déplacements longitudinaux en négligeant l’inertie longitudinale et les efforts
extérieurs dans la même direction (Hyp. 2.8). Cette étape prend une tournure différente selon
la géométrie 1D ou 2D du milieu. Dans le second cas, elle permet l’introduction d’une fonction
d’Airy. Cela est détaillé dans les sections suivantes.

En observant le tableau 2.2, on peut souligner la remarquable analogie entre les milieux 1D et 2D.
De plus, comme annoncé (§2.1 et Hyp. 2.6), les courbures sont linéaires en fonction des déplacements.

(c) Poutres et cordes

On s’intéresse ici aux vibrations non linéaires d’une poutre, représentée sur la figure 2.7(a). On
suppose que cette poutre est de section uniforme, qu’elle est précontrainte par une tension N0, qu’elle
est immobilisée dans la direction axiale ex par les conditions aux limites et on ne prend pas en
compte la torsion dans le modèle proposé ici. La démonstration est décrite au paragraphe précédent
et les principales équations sont regroupées dans le tableau 2.2.

Les équations générales d’équilibre du tableau 2.2 sont simplifiées en négligeant l’inertie axiale
ρSü et les efforts axiaux extérieurs n. La première équation devient N ′ = 0, ce qui montre que la
tension N est uniforme le long de la poutre. Ensuite, en intégrant l’expression de N le long de la
poutre et en supposant la précontrainte N0 uniforme, on obtient :

ˆ l

0
N dx = lN = lN0 + Y S

[
ˆ l

0
u′ dx+

1

2

ˆ l

0
(v′2 + w′2) dx

]

. (2.40)

Finalement, en se souvenant que les extrémités de la poutre sont immobiles suivant ex (u(0) = u(l) =
0), la première intégrale est nulle et les déplacement axiaux disparaissent des équations. En séparant
l’effort axial en une partie précontrainte N0 (qui crée la raideur de tension) et une partie dynamique
Ñ (qui crée les non-linéarités géométriques) par :

N = N0 + Ñ , (2.41)

on obtient les équations classiques de vibrations non linéaires d’une poutre :






ρSv̈ + Y Iyv
′′′′ −N0v

′′ =
(

Ñv′
)′

✿✿✿✿✿✿✿

+ py

ρSẅ + Y Izw
′′′′ −N0w

′′ =
(

Ñw′
)′

✿✿✿✿✿✿✿✿

+ pz

Ñ =
Y S

2l

ˆ l

0
(v′2 + w′2)
✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿

dx.

(2.42a)

(2.42b)

(2.42c)

Ces équations, sans précontrainte, ont été proposées dans [335, 206, 99], dans le cas d’une seule pola-
risation (w = 0), et dans [130, 131] pour le cas de deux polarisations. On peut aussi citer l’article [95],
qui met en parallèle les équations de poutres et de plaques rectangulaires, montrant bien la similitude
des modèles de von Kármán appliqués à deux structures minces différentes. Les équations de cordes
(poutre précontrainte) ont été proposées par [238, 210, 14]. Toutes ces équations ont été reprises et
utilisées depuis dans un très grand nombre de textes, notamment dans l’ouvrage [224].
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Comme annoncé au paragraphe 2.1, si la contrainte d’immobilité des extrémités de la poutre est
levée, alors, par équilibre, l’effort axial N devient nul et les termes de couplage axial / flexion (Nv′)′

disparaissent des équations, qui deviennent alors linéaires. L’article [170] propose une élégante étude
du passage continu du présent modèle avec extrémités immobiles vers un modèle de type grandes
rotations.

Dans mon travail, j’ai étudié les couplages non linéaires entre les modes de flexion d’une corde :
lorsqu’on excite la corde en dynamique dans un plan, le mouvement dans le plan peut se déstabiliser
et donner lieu à des mouvements de rotation de la corde hors du plan (voir [C36] et les références
incluses). Ce mécanisme non linéaire de déstabilisation est identique à celui qui donne naissance à
des ondes progressives dans les plaques circulaires [J1, J2].

(d) Plaques et membranes

On s’intéresse ici aux vibrations non linéaires d’une plaque d’épaisseur homogène, représentée
sur la figure 2.7(b). On suppose que cette plaque est précontrainte, pour obtenir les termes de raideur
de membrane dans les équations. En suivant une démarche analogue au paragraphe précédent, c’est-
à-dire en négligeant l’inertie axiale ρSü et les efforts n, l’équation d’équilibre de membrane devient
divN = 0. Elle est équivalente à l’existence d’une fonction d’Airy F , définie par :

∆F1−∇∇F ≡ Ñ , N = N01+ Ñ , (2.43)

où on a séparé la partie précontrainte N0, supposée uniforme et isotrope, de la partie dynamique Ñ .
On obtient alors les équations usuelles de plaque en non linéaire géométrique :







ρhẅ +D∆∆w −N0∆w = L(w,F )
✿✿✿✿✿✿✿✿

+ p,

∆∆F = −Y h

2
L(w,w)
✿✿✿✿✿✿✿✿

.

(2.44a)

(2.44b)

avec
L(w1, w2) = ∆w1∆w2 −∇∇w1 : ∇∇w2, (2.45)

un opérateur quadratique (appelé parfois la forme de Monge-Ampère [64]). La version statique de
ces équations a été proposées par von Kármán [327] (et partiellement, quelques années avant, par
A. Föppl [105, 109]) et sous la présente forme dynamique dans [128, 62]. Le lecteur intéressé peut
consulter les ouvrages [299, 61, 190] consacrés à ce modèle.

On peut formuler un certain nombre de remarques sur les équations ci-dessus.

• Les équations (2.44) sont générales et valables pour n’importe quelle plaque d’épaisseur et de
caractéristiques matérielles homogènes. La géométrie de la surface moyenne S n’intervient que
dans les conditions aux limites.

• L’introduction de la fonction d’Airy (en négligeant l’inertie de membrane) est très commode en
pratique, car elle permet de porter le nombre des inconnues à deux champs scalaires : (w,F ).
Elle permettent de plus d’obtenir des équations extrêmement simples, avec les non-linéarités
représentées par le seul opérateur L(◦, ◦). Sans cela, on peut écrire les équations en déplace-
ment, mais la formulation perd ses symétries et le nombre d’inconnues est plus important (trois
champs scalaires (u, v, w)) [R1], [11].

• Comme les efforts de membranes N ont été remplacés par la fonction d’Airy F , il est inté-
ressant de récrire les conditions aux limites de membranes en fonction de F uniquement, pour
obtenir une formulation complète en (w,F ). Cela est possible et j’ai proposé une formulation
générale de ces conditions aux limites, en coordonnées intrinsèques, pour ne pas particulariser
la géométrie du bord de la plaque [J9].
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Dans mon travail, j’ai utilisé ces équations pour étudier la dynamique non linéaire de plaques soumises
à une effort harmonique, soit dans le cas de résonances internes particulières entre modes de vibrations
de plaques circulaires [J1, J2], soit plus récemment pour caractériser la transition vers le chaos [J18].

(e) Coques

Dans mon travail, je me suis intéressé principalement à l’étude des coques dites « faiblement
courbées » (modèles connus sous le vocable shallow shells en anglais), c’est-à-dire telles que le plus
petit rayon de courbure de la surface moyenne est grand devant ses dimensions caractéristiques. Dans
le cas d’une coque sphérique (Fig. 2.7(c)), les équations du mouvement en non linéaire géométrique
et avec les hypothèses de von Kármán répondent aux mêmes hypothèses que pour les plaques et
s’écrivent : 





D∆∆w +
1

R
∆F

✿✿✿✿✿✿

+ ρhẅ = L(w,F )
✿✿✿✿✿✿✿✿

+ p,

∆∆F − Y h

R
∆w = −Y h

2
L(w,w)
✿✿✿✿✿✿✿✿

,

(2.46a)

(2.46b)

où R est le rayon de courbure de la coque. Ces équations ont été démontrées dans le cas de géométries
particulières dans [90, 100] (pour des cylindres) et dans [195, 182, 6] (pour des panneaux courbés), et
dans le cas général dans [217, 165, 190]. Ces équations ont aussi été très rigoureusement justifiées par
des méthodes asymptotiques dans [123]. Elles sont parfois appelées equations de Donnell, équations
de Marguerre ou équations de Koiter. Dans mon travail, je les ai utilisées dans [J6, J8, J7].

Pour plus de généralité, mais aussi pour évaluer de manière théorique l’effet de défauts de forme
d’une plaque sur ses vibrations non linéaires, j’ai travaillé à l’élaboration d’un modèle de plaque
imparfaite (qui est en fait une coque !), à partir des équations (2.44) [J12, J11]. Le principe est de
décomposer le déplacement inconnu w en une partie statique, notée w0, et une partie dynamique,
notée w̃, et de faire de même pour p et F :

w(x, t) = w0(x) + w̃(x, t), F (x, t) = F0(x) + F̃ (x, t), p(x, t) = p0(x) + p̃(x, t). (2.47)

En insérant les équations précédentes dans les équations de plaque (2.44) et en écrivant que lorsque
w̃ = F̃ = p̃ = 0 le système est en équilibre et en annulant les précontraintes de membrane F0 (on
considère un état de référence de la plaque imparfaite non précontraint), on obtient les équations du
mouvement suivantes (où les tildes ont été omis, sans perte de généralité) [J12] :







D∆∆w + ρhẅ = L(w,F )
✿✿✿✿✿✿✿✿

+ L(w0, F )
✿✿✿✿✿✿✿✿✿

+ p,

∆∆F + hY L(w0, w) = −hY

2
L(w,w)
✿✿✿✿✿✿✿✿

.

(2.48a)

(2.48b)

Dans ces équations, le défaut w0 peut être choisi quelconque, à conditions qu’il reste tout de
même assez faible16. Ainsi, ces équations peuvent être utilisées soit pour étudier un défaut de planéité
particulier d’une plaque, mais aussi pour étudier les vibrations de n’importe quelle coque faiblement
courbée. Notamment, lorsqu’on impose un défaut initial sphérique dans les équations (2.48), on re-
trouve exactement les équations (2.46) [J12].

2.3.2 Structures composites élastiques / piézoélectriques

Ce paragraphe regroupe quelques modèles permettant de décrire la mécanique de structures élas-
tiques munies de patchs piézoélectriques, que j’ai été amené à développer pour les applications atté-

16Comme ces équations sont déduites du modèle de plaque de von Kármán qui est « déformé » en statique pour obtenir
la géométrie voulue, il faut respecter une amplitude maximale liée à ce modèle. Nous n’avons pas proposé de domaine de
validité, ce qui est a priori difficile dans le cas général.
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FIG. 2.8 – Structures composites piézoélectrique étudiées dans ce mémoire. (a) Schéma d’une struc-
ture élastique munie de plusieurs patchs piézoélectriques. (b) Poutre stratifiée

nuation de vibration (Chap. 5) ou micro/nano systèmes électromécaniques (Chap. 6).

(a) Bibliographie

Une grande variété de modèles éléments-finis électromécaniques pour la piézoélectricité a vu
le jour depuis l’article fondateur de 1970 [7]. On pourra consulter à ce sujet les bibliographies des
textes [40, 258, 72]. Un certain nombre d’approches considèrent une discrétisation éléments-finis
tridimensionnelle complète, où des degrés de liberté électriques locaux (en général le potentiel φ) sont
calculés à chaque nœud du maillage. Les conditions aux limites globales en V et Q sont appliquées
en imposant le même potentiel à tous les nœuds de la surface des électrodes, ce qui fait apparaître
la charge électrique globale dans le second membre [72]. L’intérêt de ce genre de modèle est sa
précision, car aucune hypothèse sur l’évolution des variables électriques à travers l’épaisseur des
patchs n’est formulée. En revanche, cette approche est plus lourde que les approches par cinématique
imposée décrites ci-après, car il est nécessaire d’assembler des matrices de couplage piézoélectrique
et de capacité (l’équivalent de Kc et Ke) de taille importante, car elles tiennent compte de tous
les degrés de libertés électriques internes. Ce travail étant effectué, il est tout de même possible de
condenser de manière exacte les degrés de liberté interne, car ils sont toujours associés à une inertie
nulle (procédure de condensation statique ou condensation de Guyan), ce qui permet de réduire la
taille du modèle élément-finis à une taille comparable à celle du modèle (2.49) proposé dans ce texte
[72].

D’autres approches proposent des modèles de poutre, de plaque ou de coque où des cinématiques
particulières pour la partie électrique sont imposées. Une hypothèse réaliste est de considérer que
le champ électrique E est linéaire dans l’épaisseur des couches piézoélectriques, ce qui conduit à
un potentiel φ quadratique. Cette hypothèse est exacte dans le cas d’une plaque piézoélectrique en
flexion, lorsqu’on fait tendre asymptotiquement son épaisseur vers zéro [266]. On peut appauvrir ces
hypothèses en supposant le champ électrique constant dans l’épaisseur (et donc le potentiel électrique
est linéaire), ce qu’un certain nombre d’auteurs ont considéré dans le passé. On néglige alors la partie
du champ électrique qui est induite par la flexion de la couche piézoélectrique, effet couramment
appelé « potentiel induit » [40]. La formulation proposée dans ce texte se place dans ce cadre pour la
partie électrique, mais ne fait aucune hypothèse « milieu mince » pour la partie mécanique.

(b) Modèle éléments finis linéaires

On considère une structure élastique munie de plusieurs patchs piézoélectriques, représentée sur
la figure 2.8. On n’impose aucune restriction sur la géométrie de la structure élastique, ce qui conduit à
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produire une formulation par la méthode des éléments-finis. Moyennant les hypothèses sur les patchs
piézoélectriques évoquées au paragraphe 2.2.2, on a montré que le problème électromécanique couplé
discrétisé s’écrit, en linéaire [J13] :

(
Mm 0

0 0

)(
Ü

V̈

)

+

(
Km Kc

−KT
c Ke

)(
U

V

)

=

(
F

Q

)

. (2.49)

Dans l’équation ci-dessus, pour la partie mécanique, U est le vecteur regroupant les degrés de libertés
des déplacements des nœuds du maillage éléments finis, Mm et Km sont les matrices de masse et
de raideur de la partie élastique du système et F est un vecteur de forçage mécanique extérieur. Ces
vecteurs / matrices carrées sont tous de taille N , le nombre de degrés de libertés élastiques du modèle.
La partie électrique est décrite par les vecteurs V = (V (1), . . . V (P ))T et Q = (Q(1), . . . Q(P ))T,
qui regroupent les différences de potentiel et les charges globales des P patchs piézoélectriques du
système, et par la matrice Ke = diag(C(1), . . . C(P )) qui regroupe les capacités électriques des
patchs. Le couplage électromécanique est assuré par la matrice de couplage Kc, qui est de taille
P ×N .

Le premier avantage de la formulation ci-dessus st qu’elle n’impose aucune restriction sur la dis-
crétisation de la partie élastique : on peut alors utiliser tout code de calcul traditionnel (élastique) pour
discrétiser et faire les calculs de modes de vibration en court-circuit (avec V = 0) pour, par exemple,
produire des modèles réduits. Dans la thèse d’A. Sénéchal, le code commercial Nastran a été uti-
lisé (voir [302] et chapitre 5). C’est cette caractéristique qui distingue notre formulation de celles
proposées dans la littérature : les hypothèses cinématiques, habituellement associées à des modèles
« milieux minces », ne sont formulées que pour la partie électrique, la partie élastique étant quel-
conque. Le second avantage de notre formulation est qu’on peut directement la coupler à un modèle
standard de circuit électrique extérieur, puisque les degrés de liberté électrique sont des tensions et
des charges (§2.2.2). Dans mon travail, cette formulation est centrale et a été appliquée à de simples
poutres ou des systèmes plus complexes comme des aubes de turbines, pour la réduction de vibrations
[J13, J15], [C35], [91, 302].

(c) Poutres stratifiées piézoélectriques : modèles analytiques

Dans ce paragraphe, on propose un modèle analytique non linéaires de la poutre droite stratifiée
représentée sur la figure 2.8. Elle est composée de plusieurs zones suivant son axe ez chacune d’elles
comportant plusieurs couches suivant ez . Dans mon travail, j’utilise le plus simple des modèles de
poutre, qui suppose une cinématique d’Euler-Bernouilli à travers toutes les couches (cette théorie est
connue sous le nom de Classical Laminated Plate Theory (CLPT) en anglais [268, 329]). Elle im-
pose un champ de déformations linéaires à travers l’épaisseur de la poutre et un champ de contraintes
linéaire par morceau. Cela est physiquement réaliste lorsque (i) la poutre est suffisamment élancée,
(ii) toutes les couches adhérent parfaitement les unes aux autres, sans glissement et (iii) les propriétés
élastiques des couches sont du même ordre de grandeur. Des modèles plus raffinés peuvent être uti-
lisés, pour inclure par exemple une cinématique de Timoshenko [203], une cinématique linéaire par
morceau (modèles layerwise [268, 41, 86]) ou des effets piézoélectriques tridimensionnels [202, 201].
Seules les équations principales sont reprises ici, sans détails de démonstration, qui sont très similaires
à ceux exposés pour les milieux homogènes dans la section précédente.

Les équations d’équilibre d’une poutre homogène, en fonction de l’effort axial N et du moment
fléchissant M = My (on ne s’intéresse ici qu’au mouvement transverse suivant z) du tableau 2.2
s’appliquent aussi dans le présent cadre d’une poutre stratifiée piézoélectrique. Seules les expressions
de N et M changent, puisque maintenant elle tiennent compte de la structure stratifiée du système à
partir de la loi de comportement piézoélectrique (2.29). On peut montrer que le problème s’écrit [R3],
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[J19, J21] :







mü−N ′ = n

mẅ −M ′′ − (Nw′)′
✿✿✿✿✿✿✿

= p

N = Aǫ+Bκ+

P∑

p=1

ΞpV
(p) +N0

M = Bǫ+Dκ+

P∑

p=1

ΘpV
(p) +M0

Q(p) = −Ξp

[
u
]x=xp+

x=xp−
− Ξp/2

ˆ xp+

xp−

w′2 dx

✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿

+Θp

[
w,x

]x=xp+

x=xp−
+ C(p)V (p).

ǫ = u′ +
1

2
w′2

✿✿✿✿✿

κ = θ′y = −w′′

(2.50a)

(2.50b)

(2.50c)

(2.50d)

(2.50e)

(2.50f)

(2.50g)

Dans les équations précédentes, une poutre avec P couches (patchs) piézoélectriques munies d’élec-
trodes a été considérée, avec, pour chaque couche, (V (p), Q(p)) étant respectivement la différence de
potentiel entre les électrodes et la charge électrique contenue dans l’une des électrodes (Fig. 2.6).
Les hypothèses décrites au §2.2.2 sont ici utilisées. Par rapport au modèle de poutre homogène, des
paramètres généralisés sont apparus : A est la raideur axial de la poutre, D est sa raideur en flexion,
B est sa raideur de couplage axial / flexion (qui résulte d’une éventuelle non symétrie de la stratifi-
cation) et m est la masse linéique de la poutre. Des paramètres de couplages piézoélectriques sont
aussi apparus : un couplage axial Ξp et un couplage de flexion Θp, ainsi que la capacité électrique
C(p) du pe élément piézoélectrique. Ces paramètres sont définis dans [J19]. Enfin, n et p sont des
efforts linéiques extérieurs, N0 et M0 sont l’effort axial et le moment fléchissant de précontrainte,
qui peuvent être calculés à partir de la précontrainte de chacune des couches17. xp− et xp+ sont les
positions axiales des extrémités du pe élément piézoélectrique.

Les équations (2.50) sont extrêmement complètes et aucune hypothèse sur le nombre de couches
ou de zones axiales n’a été énoncée. Elles prennent en compte notamment quatre caractéristiques
physiques majeurs :

• les effets linéaires de couplage axial / flexion dus à la stratification (via le paramètre B) ;

• les effets piézoélectriques à la fois direct (l’équation (2.50e), qui permet de calculer la charge
électrique en fonction d’un champ de déplacement mécanique (u(x), w(x)) donné) et inverse
(les équations (2.50a,b) pour les mouvements axial et transverse).

• les effets de précontraintes, via les termes N0 et M0 ;

• les effets non linéaires géométriques, via un modèle de von Kármán. Les termes non linéaires
sont soulignés et sont identiques au cas d’une poutre homogène, §2.3.1(c) ; seul un terme non
linéaire supplémentaire est présent dans l’équation de l’effet piézoélectrique direct (2.50e).

En pratique, l’utilisation de ces modèles analytiques dans le cas de stratification complexe est fas-
tidieuse, et il est plus simple de se tourner vers des modèles éléments-finis (§2.3.2(b),(d)). Néanmoins,
ces modèles analytiques gardent leur intérêt dans des cas simplifiés, pour comprendre la physique des
phénomènes et fournir des cas tests, utiles pour valider les codes numériques. Plus précisément, voici
deux cas de simplification que j’ai eu l’occasion d’étudier :

17Il faudrait pour être exhaustif ajouter dans la relation de comportement (2.29) des contraintes résiduelles et thermiques
comme dans (2.4)
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x−(a)

(b) (d)

(c)
x+

FIG. 2.9 – Quelques exemples de poutres stratifiées sans raideur de couplage axial / flexion (B = 0).
La ligne moyenne est représentée par un trait mixte (’– · –’).

Modèles linéaires On formule ici trois hypothèses : (i) on impose B = 0, c’est-à-dire que la stra-
tification est symétrique dans l’épaisseur, (ii) les non-linéarités géométriques sont négligées et
(iii) simplement deux patchs piézoélectriques colocalisés sont considérés (Fig. 2.9(c)). On peut
alors montrer que le champ de déplacement w(x, t) de la ligne neutre de la poutre est solution
de :

mẅ +
[
Dw′′

]′′
= Θ(V1 + V2)∆

′ + p, (2.51)

où
∆(x) = [δ(x − x−)− δ(x − x+)] , (2.52)

avec δ(x) la fonction de Dirac et où V1(t) et V2(t) sont les tensions électriques aux bornes des
couches piézoélectriques. En pratique, le terme ∆′ est traité à partir d’une projection modale,
qui permet d’effectuer une intégration par partie qui élimine les dérivées de fonction de Dirac
[J19].

Cette formulation est intéressante car elle fait clairement apparaître l’effet piézoélectrique in-
verse, via la fonction ∆(x), comme deux moments concentrés appliqués au niveau des deux
sections terminales de la paire de patchs piézoélectriques, en x− et x+. Ce modèle est encore
valide pour des structures à stratification non symétrique, pourvu que la position de la ligne
moyenne puisse être choisie de telle sorte que B = 0. C’est le cas pour la poutre encastrée/libre
de la figure 2.9(a). Pour le système bi-articulé de la figure 2.9(b), il faut bien choisir la position
des articulations.

Modèles non linéaires Lorsqu’on garde les non-linéarités géométriques, le couplage axial / flexion
associé apparaît et il est possible de condenser le déplacement axial u (par la même tech-
nique d’intégration de N(t) le long de la poutre et sous les mêmes hypothèses qu’au para-
graphe 2.3.1(c)) seulement si la stratification est homogène suivant ex (lorsque A ne dépend
pas de x, Fig. 2.9(b,d)). Dans le cas où B = 0, on obtient [J21] :







mẅ +Dw′′′′ −N0w
′′ =

(

Ñw′
)′

✿✿✿✿✿✿✿✿

+Θ(V1 + V2)∆
′ + p,

Ñ =
A

2l

ˆ l

0
w′2
✿✿✿

dx+ Ξ(V1 − V2),

(2.53a)

(2.53b)

où ∆(x) = [δ(x) − δ(x− l)] et l est la longueur de la poutre. L’extension de ce modèle au cas
où B n’est pas nul, pour pouvoir prendre en compte par exemple une position quelconque des
articulations du système de la figure 2.9(b) est à l’étude. Son intérêt pratique est de fournir un
cas test de poutre à stratification non homogène pour valider des codes éléments finis [J21].

(d) Poutres stratifiées piézoélectriques : modèles EF

L’extension au cas non linéaire géométrique du modèle éléments finis du paragraphe §2.3.2(b),
a été proposé pour des applications de poutre NEMS, du type de celle de la figure 2.8. Le modèle
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s’écrit [J20], [C42] :






MmÜ +KmU + fnl(U)
✿✿✿✿✿✿✿

+

P∑

p=1

[

f (p)
c + P (p)

c U
✿✿✿✿✿✿

]

V (p) = F ,

C(p)V (p) −
[

f (p)
c +P (p)

c U
✿✿✿✿✿✿

]T

U = Q(p), ∀p ∈ {1, . . . P}.

(2.54a)

(2.54b)

Dans les équations précédentes, les non-linéarités géométriques sont responsables en premier lieu du
terme fnl(U), vecteur des efforts intérieurs non linéaires, qui couple les degrés de liberté éléments-
finis et qui correspond aux non-linéarités du modèle analytique de poutre (2.42). En second lieu, le
couplage piézoélectrique est maintenant séparé en deux termes. Le premier est identique à la matrice

de couplage linéaire du modèle (2.49) : on peut montrer que Kc = (f
(1)
c , . . . f

(P )
c ). Le second terme

de couplage piézoélectrique, où P
(p)
c est une matrice carré de taille N×N , est issu des non-linéarités

géométriques et s’explique physiquement comme le forçage paramétrique du pe patch piézoélec-
trique.

Les principaux intérêts pratiques de ce modèle sont (i) sa grande gamme d’utilisation, puisqu’il
n’impose aucune hypothèse sur la stratification : celle-ci peut faire apparaître autant de couches,
élastiques ou piézoélectriques que nécessaire, à la fois suivant les directions axiale et transverse et (ii)
il n’impose pas de négliger l’inertie axiale, qui s’avère avoir un impact non négligeable pour certaines
structures stratifiées [J21].

(e) Plaques stratifiées piézoélectriques : modèle analytique

Il est possible d’étendre les équations du mouvements non linéaires de plaques homogènes (2.44)
au cas stratifié. On obtient alors la formulation suivante [J14], [C27] :







D∆∆w +B∆∆F
✿✿✿✿✿✿✿

+mẅ = L(F,w)
✿✿✿✿✿✿✿

−∆M0P −∆(B+N0P ),

A∆∆F −B∆∆w = −∆(A+N0P )−
1

2
L(w,w)
✿✿✿✿✿✿✿✿

.

(2.55a)

(2.55b)

Les équations précédentes sont valables lorsque pour toute zone où la stratification est homogène
(les paramètres de raideur A, B, D ne doivent pas dépendre de x). Sinon, les bi-laplaciens ∆∆
sont remplacés par des opérateurs plus compliqués, mais la structure des équations est identique. Les
grandeurs N0P et M0P sont des moments / efforts de membrane regroupant à la fois les précontraintes
et les effets inverses piézoélectriques. Pour plus de précisions, le lecteur peut consulter les articles
[J14], [C27].

2.3.3 Poutres élastiques en grande rotation

On s’intéresse dans ce paragraphe à tous les problèmes de poutres soumises à des grandes rota-
tions, c’est-à-dire, on le rappelle, les cas où les conditions aux limites ne restreignent pas le mouve-
ment axial et où les modèles de type von Kármán des sections précédentes conduisent à des modèles
linéaires (voir §2.1.3 et §2.3.1(c)).

(a) Modèle élément finis

Ce paragraphe présente quelques caractéristiques des modèles de poutre en grande rotation, l’ob-
jectif principal étant de les comparer à celui obtenu avec un modèle de von Kármán (§2.3.1(c)). La
démarche d’écriture du présent modèle est analogue à celle adoptée pour les modèles de von Kármán
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et décrite au paragraphe §2.3.1. Seules quelques équations sont reprises ici, la démarche complète
étant disponible dans [J22] et dans [302]

On choisit la cinématique de poutre de l’équation (2.37), mais on ne linéarise pas l’opérateur de
rotation R. On calcule ensuite le tenseur des déformations de Green-Lagrange et on le simplifie par li-
néarisation consistante, comme expliqué au paragraphe 2.1.2(e). En ne considérant que le mouvement
plan de la poutre dans le plan (ex,ez), les seules composantes non nulles de γ sont alors :

γxx = ǫ− zκ, γxz = γzx = γ/2, (2.56)

avec ǫ une mesure de la déformation axiale de la ligne moyenne, κ la courbure et γ une mesure du
cisaillement, qui s’écrivent :







ǫ = (1 + u′) cos θ + w′ sin θ − 1

κ = θ′,

γ = −(1 + u′) sin θ + w′ cos θ,

(2.57a)

(2.57b)

(2.57c)

À ce stade, on voit clairement l’apparition de non-linéarités fortes avec les sinus et cosinus.
Ce problème peut être résolu sans aucune troncature des non-linéarités en utilisant la méthode

des éléments finis. Il faut alors discrétiser la structure et utiliser le principe des travaux virtuels (2.8),
ce qui conduit à l’écriture suivante :

MÜ + f(U)
✿✿✿✿✿

= F , (2.58)

où U regroupe tous les degrés de liberté en déplacement et rotation aux nœuds du maillage, M est
la matrice de masse et F est le vecteur des efforts extérieurs18 . Les non-linéarités géométriques sont
regroupées dans le vecteur des efforts intérieurs f(U). Dans la thèse d’Aurélien Sénéchal, on a utilisé
une extension du modèle (2.58) au cas d’une poutre en rotation, pour évaluer les effets de la force
centrifuge sur les vibrations non linéaires [J22]. Ce modèle ne comportant aucune approximation, il
est valable quelle que soit l’amplitude des rotations, et constitue alors une référence.

(b) Modèle analytique

Pour se rendre compte de l’effet des non-linéarités géométriques dans le modèle en grandes ro-
tations, on peut tout de même écrire un modèle analytique, proposé dans [75, 76]. On écrit d’abord
l’équilibre d’un petit élément de poutre soumis aux efforts intérieurs axial N , tranchant T et au mo-
ment fléchissant M [99, 336, 270, 227], on obtient :







(N cos θ − T sin θ)′ + n = ρSü,

(N sin θ + T cos θ)′ + p = ρSẅ,

T (1 + ǫ)−Nγ +M ′ = ρIθ̈.

(2.59a)

(2.59b)

(2.59c)

Ces équations peuvent aussi être obtenues directement en utilisant le champ de déformation des équa-
tions (2.56) et (2.57) dans le principe des travaux virtuels (2.8) [J22].

Ensuite, on suppose (i) une cinématique d’Euler-Bernouilli (γ = 0 dans (2.56) et (2.57)) et (ii)
que la poutre est inextensible, c’est-à-dire que ǫ = 0, ce qui permet pratiquement de condenser le
déplacement axial u. On a alors, à partir de (2.57a,c)19 :

tan θ =
w′

1 + u′
(1 + u′)2 + w′2 = 1. (2.60)

18J’ai considéré ici, pour simplifier, des efforts extérieurs qui ne dépendent pas du déplacement inconnu, comme se serait
le cas avec des efforts suiveurs.

19La seconde équation (2.60) peut être obtenu à partir de la première et des identités cos θ = 1/
√
1 + tan2 θ et sin θ =

tan θ/
√
1 + tan2 θ insérées dans (2.57a)
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Puis, en négligeant les efforts extérieurs axiaux (n = 0) et l’inertie de rotation, en éliminant N entre
les équations (2.59a) et (2.59b)20, en utilisant (2.59c) et la relation de comportement M = Y Iκ,
(2.59b) devient :

ρSẅ + Y I
κ′′

(cos θ)′
︸ ︷︷ ︸

NL de courbure

− ρS

(

tan θ

ˆ x

l
üdx

)′

︸ ︷︷ ︸

NL d’inertie

= p. (2.61)

Enfin, en utilisant (2.60) pour éliminer θ et ü, et en procédant à un développement de Taylor des non-
linéarités tronqué à l’ordre 3 en w, on obtient le modèle classique de poutre inextensible [75, 76] :

ρSẅ + Y Iw′′′′ + Y I(w′w′′2 + w′2w′′′)
︸ ︷︷ ︸

NL de courbure

+
ρS

2

[

w′

ˆ x

l

(
ˆ x

0
w′2 dx

)..

dx

]′

︸ ︷︷ ︸

NL d’inertie

= p. (2.62)

Les termes correspondant aux deux mécanismes de non-linéarités en grandes rotations sont identifiés
dans les équations précédentes.

Dans la thèse d’Aurélien Sénéchal, les équations ci-dessus ont été étendues au cas d’une poutre
en rotation, pour évaluer les effets de la force centrifuge sur les vibrations non linéaires [302, J22]. On
a notamment déterminé le domaine de validité des équations analytiques ci-dessus, par comparaison
au modèle (2.58). Ce domaine de validité est clairement relié à la troncature des rotations, qui leur
imposent de rester modérées.

(c) Bibliographie

La littérature sur les poutres en grande rotation est vaste. Un des objectifs de cette section est
de faire un parallèle entre plusieurs familles de travaux de la littérature. Par rapport au modèle de
von Kármán, dont les équations du mouvement ne s’écrivent globalement que d’une seule manière
(on postule la troncature du tenseur de Green-Lagrange et les équations s’écrivent naturellement,
§2.3.1), dans le cas des modèles avec grandes rotations, plusieurs possibilités existent, à la fois pour
démontrer les équations, mais aussi pour leur écriture. La raison principale est que les non-linéarités
de courbure introduisent des termes non linéaires très complexes dans les équations, dont un aperçu a
été proposé au paragraphe précédent.

Un classement est proposé ici, en fonction de la manière dont les équations sont démontrées.
Deux grandes familles de travaux se distinguent.

• Dans la première famille, les équations sont écrites en postulant directement la loi de compor-
tement : on impose aux moments de flexion et de torsion d’être proportionnels aux courbures
correspondantes. Dans cette famille, on peut regrouper les travaux en trois groupes.

– Le premier regroupe les travaux de fondant explicitement sur les théories de Cosserat.
Dans ce cas, la cinématique de la poutre est décrite à partir du mouvement des sections
droites en fonction de ses vecteurs directeurs, dont le mouvement permet de définir (i)
la déformée de la poutre (ii) la mesure de déformation utilisée. Ensuite, les efforts gé-
néralisés sont choisis proportionnels à cette mesure de déformation. Précisément, si les
sections droites de la poutre sont repérées par l’abscisse x et la base (ex,ey ,ez) dans
la configuration de référence, base qui devient dans la configuration déformée la base
(dx(x),dy(x),dz(x)), appelée base des « directeurs » (avec ex et dx orthogonaux à la
section droite), alors on définit le vecteur des déformations ǫ et celui des courbures κ par
[228, 48, 17] :

ǫ =
∂r

∂x
,

∂di

∂x
= κ ∧ di, (2.63)

20Les conditions aux limites libres en x = l servent dans l’intégration : T (l) = N(l) = 0
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avec r(x) le vecteur position du centre de gravité des sections droites dans la configuration
déformée et

ǫ = (1 + ǫ)dx + γydy + γzdz, κ = τdx + κydy + κzdz, (2.64)

où ǫ est la déformation axiale, γy et γz sont les cisaillements, τ est la torsion et κy , κz sont
les courbures. Le travail d’origine des frères Cosserat est [74], repris par Antman (on peut
consulter [17] pour le présent sujet ou son ouvrage [16], plus général) et dans [330]. Ces
formulations sont utilisées en général en statique, pour simuler la déformation en grande
rotations de fils élastiques. Dans ce cas, les équations se formulent sans approximation
sous la forme d’un système dynamique non linéaire du premier ordre en x, qui est ré-
solu par des méthodes de continuation [228]. On a alors accès à des simulations fines de
phénomènes de flambage, d’enroulement ou de nœuds [230, 229, 68]. En parallèle, cette
approche à partir de la théorie de Cosserat est aussi utilisée en dynamique non linéaire :
on peut citer les études récentes [56] et [170].

– Le second groupe est à l’origine de théories de poutres dites inextensionnelles, dénom-
mées parfois Elastica. Dans ce cas, les équations sont en général écrites à partir de prin-
cipes variationnels, où l’expression de l’énergie de déformation est choisie proportion-
nelle au carré des courbures de la poutre, ce qui revient au même que de choisir la relation
de comportement des théories de Cosserat. Ces théories ont été mises au point pour étu-
dier en premier lieu la dynamique non linéaire de poutres encastrées / libres en grandes
rotations et notamment les vibrations tridimensionnelles avec couplage flexion / torsion.
En supposant la poutre inextensible, le déplacement axial est condensé dans les autres
équations, ce qui simplifie la formulation et rend le traitement analytique abordable. La
formulation initiale est celle de Crespo da Silva et Glynn [75, 76], reprise et utilisée dans
un grand nombre d’articles depuis [243, 226, 227], [J22]. On peut notamment citer la
très élégante étude de Cusumano et Moon [79, 80]. Dans le cas de vibrations dans le
plan (ex,ez), ces équations sont celles du paragraphe §2.3.3(b) ci-dessus.

– Enfin, à part des deux groupes de travaux précédents, des études de Hodges pour la mé-
canique de pales d’hélicoptères utilisent dans la relation de comportement la courbure
géométrique de la poutre dans sa configuration déformée, qui est légèrement différente
de celle utilisée dans tous les travaux cités ci-dessus, puisqu’elle fait apparaître la dérivée
par rapport à l’abscisse curviligne sur la configuration déformée de la poutre, et non celle
sur la configuration initiale [136, 137, 132]. La référence [133, p. 4] précise que les dé-
formations correspondant à ces courbures géométriques se rapportent aux déformations
d’Euler-Almansi. Sur ce point, on peut trouver d’autres remarques dans [113, p. 467], [16,
p. 98] ou [87, p. 5].

• Dans la seconde famille de travaux, les équations sont écrites de manière naturelle à partir de
la mécanique des milieux continus tridimensionnels, à partir des hypothèses classiques d’Euler-
Bernouilli ou Timoshenko, et qui, du coup, démontre la relation de comportement des théories
de Cosserat après un choix approprié de la mesure de déformations. On peut citer le travail de
Dill [87], qui retrouve les équations des formulations par les directeurs de Cosserat évoqueées
plus haut, et notamment les relations de comportement, en considérant une mesure des défor-
mations de Green-Lagrange. En parallèle, la majorité des études de poutres utilisent le tenseur
des déformations de Biot γB. L’étude pionnière est celle de Reissner [270], reprise par la suite
dans un grand nombre d’études (parmi d’autre, on peut consulter [192, 337]). Récemment,
l’article [113] compare l’utilisation de plusieurs mesures de déformations. Ces formulations
fondées sur la mesure de déformation de Biot sont aussi à l’origine de formulations éléments-
finis [288, 337, 102] et [J22]. Enfin, il existe une vaste littérature consacrée à la mécanique
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des pales d’hélicoptère, allant de la simple statique non linéaire de poutres homogènes, jus-
qu’à des théories raffinées de poutres composites, vibrants dans les trois directions. On peut
citer pour cela les travaux de Hodges, aussi basés sur des déformations de Biot, qui prennent
en compte, notamment, les effets de gauchissement des sections dans le cas ou une poutre de
section non circulaire est soumise à de la torsion [135, 134, 82, 83]. Les travaux de P. F. Pai,
réalisés en parallèle, utilisent aussi une mesure de Biot, appelée dans ces travaux mesure de
Jaumann [246, 242, 241].

Il est possible de montrer que les deux familles d’études conduisent en fait au même modèle :
les mesures de déformation, les relations de comportement généralisées et les équations d’équilibre
sont identiques. Notamment, la déformation axiale ǫ et le cisaillement γy des équations (2.64) sont
identiques à ceux des équations (2.57). Seules diffèrent les applications et la manière de les résoudre :

• Soit on s’intéresse à la statique des fils. Dans ce cas, il est possible de ne faire aucune tronca-
ture des équations pour obtenir un système dynamique non linéaire en x, qu’il est possible de
résoudre par méthodes de continuations [228] ;

• Soit on s’intéresse à la dynamique non linéaire des poutres. Dans ce cas, on obtient des systèmes
d’équations aux dérivées partielles (en temps t et en abscisse x), qui sont tronqués et condensés
pour limiter le nombre d’EDP à résoudre [226], [J22].

• On peut aussi utiliser des méthodes éléments-finis, qui, dans ce cas, ne sont pas limitées en
terme d’amplitude des rotations [337, 102], [J22].

2.3.4 Synthèse sur les modèles

Voici quelques remarques sur le catalogue de modèles analytiques présenté dans la présente sec-
tion 2.3.

• La partie linéaire des équations (sans les termes soulignés) fait apparaître trois familles de
termes :

– des termes d’inertie, en dérivées secondes par rapport au temps : mü, mv̈, mẅ, où m
est une masse linéique pour les modèles 1D (en kg/m) et une masse surfacique pour les
modèles 2D (en kg/m2).

– des termes de raideur en flexion, qui sont toujours des dérivées quatrième par rapport à
la position. Pour les modèles 1D, ils s’écrivent Dv′′′′, Dw′′′′, pour les modèles 2D, ils
apparaissent sous forme de bi-laplacien D∆∆w, avec D la raideur en flexion (d’unité
N·m2 en 1D et N·m en 2D).

– des termes de raideur en tension, en dérivées seconde par rapport à la position. Pour les
modèles 1D, ils s’écrivent N0v

′′, N0w
′′, pour les modèles 2D, ils apparaissent sous forme

de laplacien N0∆w, avec N0 la précontrainte longitudinal (d’unité N en 1D et N/m en
2D). C’est la source principale de raideur dans le cas d’une corde ou d’une membrane
(c’est-à-dire lorsque la raideur en flexion est négligeable devant celle en tension, lorsque
D/l2 ≪ N0). Cette raideur de tension est linéaire, même s’il est nécessaire de prendre en
compte les non-linéarités géométriques pour la faire apparaître dans les équations. Ceci
s’explique physiquement en observant que cette raideur de tension résulte d’un couplage
entre les mouvements transverses et les efforts de membrane, qui n’apparaissent qu’avec
un modèle de départ non linéaire.

• Deux familles de couplages membrane / flexion ont été mis en évidence pour les modèles de
von Kármán.

– Un couplage linéaire, qui provient soit d’une courbure initiale de la structure (dans le cas
des coques, si 1/R 6= 0 dans (2.46) ou w0 6= 0 dans (2.48)), soit d’une stratification non
symétrique (si B 6= 0 dans (2.55)).
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– un couplage non linéaire : c’est le mécanisme principal apporté par le modèle de von Kár-
mán. Les termes correspondants sont

✿✿✿✿✿✿✿✿✿

soulignés dans les équations. Quelle que soit la
structure mince, le mécanisme est identique :

1. Un déplacement transverse crée une augmentation quadratique des efforts de mem-
brane N ou F , via des termes v2, w2 en 1D et L(w,w) en 2D.

2. Cela se répercute dans les équations de flexion sous la forme d’une augmentation
de raideur de tension, via les termes (Nw′)′ et L(w,F ), ce qui crée finalement une
non-linéarité cubique en w.

– Lorsque les deux sources de coupage sont présentes, pour les milieux courbes ou les
milieux stratifiés non symétriques, elles ajoutent des non-linéarités quadratiques en w.
Inversement, pour des milieux plats et à stratification symétrique, les non-linéarités géo-
métriques sont simplement cubiques en w. Ces mécanismes s’expliquent simplement en
considérant la symétrie du mouvement dans la direction transverse [C4].

• Dans les modèles en grandes rotations, deux mécanismes de non-linéarité ont été exhibés : des
non-linéarités de courbure et des non-linéarités inertielles.

• Sur les effets piézoélectriques, on peut formuler quelques remarques.

– Lorsque des couches / patchs piézoélectriques sont inclus dans les milieux minces, l’effet
inverse piézoélectrique est équivalent à une précontrainte, proportionnelle à la tension
électrique entre les électrodes (Eqs. 2.50c,d).

– L’effet piézoélectrique inverse est équivalent à des efforts concentrés sur les bords des
couches piézoélectriques. Par exemple, dans le cas du milieu 1D il s’agit de deux moments
linéiques imposés aux extrémités des patchs piézoélectriques (cela apparaît à travers ∆(x)
dans les équations (2.51) et (2.53a). Ce résultat est généralisable au cas de la plaque
stratifiée (Eqs. (2.55), pour des patchs de géométrie plus complexes [295, 85].

– L’effet piézoélectrique direct est caractérisé par l’équation (2.50e), qui montre qu’une
couche piézoélectrique est équivalente, d’un point de vue électrique, à une capacité en
série avec une force électromotrice, proportionnelle aux variables mécaniques.
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CHAPITRE 3
Réduction de modèle, simulations et

expériences

Alors que le chapitre précédent a présenté mon travail de modélisation, l’étape initiale de toute
étude mécanique, le présent chapitre s’attache à décrire le traitement des modèles, à savoir les tech-
niques de résolution et simulation. D’un point de vue très général, les modèles présentés au chapitre 2
sont soit des modèles analytiques, soit des modèles éléments-finis. Les premiers apparaissent prati-
quement sous la forme d’un ensemble d’équations aux dérivées partielles (EDP), qu’il est nécessaire
de discrétiser pour les simuler. Les seconds sont déjà, par nature, discrétisés, mais sont souvent de
grande taille, notamment lorsque la structure est de géométrie compliquée. C’est pour cette raison,
mais aussi par la nature non linéaire des modèles qui complique et ralentit énormément leur résolu-
tion, qu’on peut être conduit à bâtir des modèles réduits. C’est dans la seconde section de ce chapitre
que ce sujet est abordé, alors que la première section est consacrée à la discrétisation des modèles
analytiques du chapitre 2.

La troisième section propose une vue d’ensemble du concept de mode non linéaire, qui est un
moyen élégant et puissant de réduire et d’analyser la dynamique d’un système non linéaire vibrant.

La quatrième section s’intéresse particulièrement aux méthodes de résolution des modèles non
linéaires géométriques, principalement dans le cas où on s’intéresse aux vibrations entretenues (ou
forcées) des structures. Dans ce cas, j’évoque en particulier des méthodes spécifiques, comme des
techniques de continuation de solutions périodiques et ma contribution dans ce domaine.

Enfin, la quatrième section expose quelques techniques liées aux essais expérimentaux en vi-
brations non linéaires. Cette dernière caractéristique a été à la base du développement d’un excitateur
électromagnétique sans contact ainsi que de l’utilisation de techniques de mesures particulières, adap-
tées aux oscillations périodiques.

3.1 Discrétisation des modèles analytiques

3.1.1 Formulation

(a) Cadre général

On se place ici dans le cas général d’une structure mince en vibrations non linéaires dont on
cherche le champ de déplacement transverse w(x, t) en fonction du temps t. Un échantillon de mo-
dèles 1D et 2D, homogènes, stratifiés ou piézoélectriques, est proposé au paragraphe 2.3. Pour re-
présenter les couplages membrane / flexion, issus soit des non-linéarités géométriques, soit de la
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courbure de la structure, soit de sa stratification, les modèles analytiques conduisent à introduire un
second champ inconnu, noté φ(x, t) ici, qui représente les efforts de membrane. (Il s’agit précisément
de l’effort axial N pour les milieux 1D et de la fonction d’Airy F pour les milieux 2D).

D’un point de vue général, on considère donc une structure 1D ou 2D, occupant un domaine D
(il s’agit d’une courbe ou d’une surface). Le problème à résoudre s’écrit sous la forme des équations
locales, ∀x ∈ D, ∀t > 0 :







M(ẅ) +Kww(w) +Kwφ(φ) +Nw(w,φ)
✿✿✿✿✿✿✿✿✿

= fw,

Kφφ(φ) +Kφw(w) +Nφ(w,w)
✿✿✿✿✿✿✿✿✿

= fφ,

(3.1a)

(3.1b)

des conditions aux limites, ∀x ∈ ∂D, ∀t > 0 :

Bi(w,φ) + Ci(ẅ) = gi, ∀i = 1, . . . 2q̃, (3.2)

et des conditions initiales, ∀x ∈ D :

w(x, t = 0) = w0(x), ẇ(x, t = 0) = ẇ0(x), (3.3)

avec w0 et ẇ0 deux champs scalaires donnés.
Dans les équations précédentes, M et Kαβ (α, β = w,φ) sont les opérateurs respectivement

d’inertie et de raideur linéaires d’ordre pair, qui sont des opérateurs différentiels en espace, linéaires
en w ou φ. On note 2p l’ordre des dérivées de M et 2qαβ celui de Kαβ , avec p et qαβ deux entiers,
tels que p < q, qwφ ≤ qφφ et qφw ≤ qww. Les opérateurs Nα représentent la partie non linéaire de
la raideur, apportée par les non-linéarités géométriques. Ils sont bilinéaires. Les Bi, Ci représentent
2q̃ conditions aux limites, avec q̃ = qww + qφφ. Ce sont aussi des opérateurs différentiels linéaires.
Ci représente des conditions aux limites particulières, qui font intervenir l’accélération ẅ du système
(c’est le cas d’un couplage avec un système masse / ressort, par exemple). Ce terme est le plus souvent
nul (pour les conditions aux limites classiques : fixes, libres etc.). Les quantités fα(x, t) et gi(x, t)
représentent le forçage extérieur et incluent les éventuels précontraintes et forçages piézoélectriques.
Dans ce dernier cas, ils sont proportionnels aux différences de potentiel V (p) aux bornes des patchs
piézoélectriques. Les Kαβ sont donc les raideurs du système en court-circuit.

Dans les équations (3.2), on a supposé les conditions aux limites linéaires, ce qui est le plus
souvent le cas. Enfin, on pourrait en toute généralité ajouter dans les équations (3.1) et (3.2) des
termes dépendant le la vitesse ẇ. Cela introduirait de la dissipation, que nous préférons ajouter sous
forme d’amortissements modaux après projection modale.

Le formalisme (3.1)-(3.3) s’applique à tous les modèles 2D proposés au paragraphe 2.3 (Eqs. (2.44),
(2.46), (2.48), (2.55)), et aux modèles 1D de type von Kármán, lorsque, dans ce dernier cas, seule-
ment une seule direction de mouvement transverse est considérée (Eqs. (2.42) avec v(x, t) = 0 et
Eqs. (2.50), (2.53)). Les termes diagonaux Kww et Kφφ de l’opérateur de raideur correspondent aux
raideurs de flexion et de membrane. Les termes non diagonaux Kwφ et Kφw représentent les termes
de couplages membrane / flexion linéaires, dus soit à une courbure non nulle de la structure, soit à
une stratification non symétrique. Ci-dessous, on donne deux exemples :

• Modèle de coque sphérique, Eq. (2.46), φ est la fonction d’Airy F :

M(⋄) = ρh⋄, Kww(⋄) = D∆∆⋄, Kφφ(⋄) = ∆∆⋄, Kwφ(⋄) =
1

R
∆⋄, (3.4)

Kφw(⋄) =
−hY

R
∆⋄, Nw(⋄, ⊳) = −L(⋄, ⊳), Nφ(⋄, ⊳) =

Y h

2
L(⋄, ⊳), fw = p, fφ = 0

(3.5)
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• Modèle de poutre stratifiée piézoélectrique, Eq. (2.53), φ est la partie dynamique de l’effort
axial Ñ :

M(⋄) = m⋄, Kww(⋄) = D ⋄′′′′ −N0w
′′, Kφφ(⋄) = ⋄, (3.6)

Kwφ(⋄) = Kφw(⋄) = 0, Nw(⋄, ⊳) = −(⋄ ⊳′)′, Nφ(⋄, ⊳) = −A

2l

ˆ l

0
⋄′ ⊳′ dx, (3.7)

fw = Θ(V1 + V2)∆
′ + p, fφ = Ξ(V1 + V2). (3.8)

Le formalisme général proposé ici ne s’applique pas directement (i) au cas d’une poutre où les
deux directions de mouvement transverse sont considérées (Eqs. 2.42), (ii) au cas d’une plaque / coque
où l’inertie de membrane n’est plus négligée [J10], (iii) au cas d’un modèle « grandes rotations » d’une
poutre (Eqs. 2.62). Une extension du formalisme est bien entendu possible, en ajoutant des équations
similaires à (3.1a), en modifiant en conséquence les conditions aux limites et les conditions initiales
et en utilisant des opérateurs Nα trilinéaires.

(b) Adimensionnement

Avant de continuer, il est intéressant d’adimensionner le modèle. Cela consiste à proposer des
changements de variables linéaires, choisis pour remplacer les variables par des nouvelles dont la
valeur numérique est de l’ordre de l’unité. En général, on définit en premier lieu :

x̄ =
x

l0
, w̄ =

w

h0
(3.9)

avec l0 et h0 deux dimensions caractéristiques. Pour h0, l’épaisseur de la structure est en général
un bon candidat. Pour l0, on choisit souvent la longueur de la ligne moyenne L ou le diamètre du
domaine D (cf. §2.3.1). La définition des autres variables sans dimension s’écrit en général de manière
automatique, en essayant d’éliminer le plus de paramètre possible. Pour les quantités électriques (la
charge et les différences de potentiel), on choisit en général un adimensionnement qui préserve la
symétrie de l’opérateur de couplage [J15, J23].

Cette opération d’adimensionnement a trois vertus pratiques.

• L’adimensionnement permet tout d’abord de faire apparaître le nombre minimal de paramètres
dont dépend le système. En plus de rendre les calculs plus légers et de faciliter les interprétations
physiques des phénomènes, cela permet éventuellement de ne réaliser qu’un seul calcul pour
plusieurs configurations d’un système donné. Cela est notamment très intéressant pour le calcul
des déformées modales, qui ne dépendent alors que d’un nombre minimal de constantes.

• Il permet aussi de déterminer l’ordre de grandeur des différents termes des équations et éven-
tuellement de les simplifier, en éliminant les plus petits. C’est le cas par exemple pour des
calculs de coque, où il est possible en première approximation de négliger les termes non li-
néaires cubiques par rapport aux quadratiques, comme expliqué ci-dessous ;

• Enfin, il permet de travailler avec des variables (adimensionnées) qui ont toutes des valeurs
numériques proches de 1, ce qui évite des problèmes de mauvais conditionnement numérique.
Pour ce dernier cas, il est aussi possible de choisir un système d’unités cohérent qui réalise le
même résultat, ce qui est fait lorsqu’on utilise la méthode des éléments-finis (dans [J21], on
utilise le système [µm, µs, µg] pour simuler des vibrations de nanopoutres).

Dans mon travail, l’adimensionnement a été réalisé presque systématiquement (voir [C36], [J19, J21]
pour les cordes et les poutres, [J1, J9] dans le cas de plaque, [J6, J7, J10, J12] pour les coques).
Notamment, dans [J6], l’adimensionnement permet de mettre en évidence un unique paramètre géo-
métrique χ, relié à la courbure de la coque, qui intervient directement dans le rapport des ordres de
grandeurs εc et εq des termes non linéaires quadratiques et cubiques, sous la forme :

εc = ε2q/χ. (3.10)
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Cette équation montre bien que si les termes quadratiques sont petits (εq ≪ 1), alors les termes
cubiques le sont encore plus, résultat classique, qui justifie notamment toutes les méthodes de pertur-
bation [224]. Si la courbure est nulle (χ = 0), c’est-à-dire que la structure est une plaque, on retrouve
bien que les termes quadratiques sont nuls [J6].

(c) Modes propres

Les modes propres de la partie linéaire du problème (3.1)-(3.3) sont les solutions (ωk,Φk(x),Ψk(x))
du problème aux valeurs propres :







Kww(Φ) +Kwφ(Ψ)− ω2M(Φ) = 0, ∀x ∈ D
Kφφ(Ψ) = −Kφw(Φ), ∀x ∈ D
Bi(Φ,Ψ)− ω2Ci(Φ) = 0, ∀x ∈ ∂D ∀i = 1, . . . 2q̃,

(3.11a)

(3.11b)

(3.11c)

En général, les opérateurs M et Kαβ sont auto-adjoints, ce qui garantit l’orthogonalité des modes
[205] :

ˆ

D

ΦjM(Φi) dD = δij , (3.12a)
ˆ

D

[ΦjKww(Φi) + ΦjKwφ(Ψi) + ΨjKφφ(Ψi) + ΨjKφw(Φi)] dD = ω2
i δij , ∀i, j, (3.12b)

avec δij le symbole de Kronecker et où la normalisation des modes a été choisie de telle sorte que les
masses modales soient unitaires.

Ces écritures sont classiques dans le cas des structures sans couplage linéaire membrane / flexion,
comme les poutres ou les plaques, où dans ce cas seul l’opérateur Kww intervient, ce qui conduit à
remplacer l’équation (3.12b) par [205] :

ˆ

D

ΦjKww(Φi) dD = ω2
i δij , ∀i, j. (3.13)

Sinon, comme on peut le deviner à travers l’équation (3.12b), l’orthogonalité s’utilise en multipliant
l’équation (3.11a) par Φj , l’équation (3.11b) par Ψj , en intégrant sur le domaine D et en ajoutant les
deux relations ainsi obtenues.

(d) Discrétisation

D’après le théorème de superposition, toute fonction w(x, t) qui satisfait les conditions aux li-
mites homogènes associées à (3.2) peut être représentée par décomposition sur les modes propres
solutions du problème (3.11). Ainsi, la solution du problème non linéaire (3.1), (3.2), (3.3) peut être
décomposée sur cette base, le développement en série obtenu étant convergent [205, p. 143]. Cela
s’écrit :

w(x, t) =

Nw∑

k=1

Φk(x)qk(t), (3.14)

où Nw est le nombre de modes transverses retenus dans la base modale. Cela ne fonctionne que si
les conditions aux limites sont homogènes, c’est-à-dire si gi = 0. Si elles ne le sont pas, alors on
peut ajouter dans (3.14) une solution « quasi-statique » qui vérifie le problème (3.1)-(3.3) linéarisé
sans termes d’inertie [112, p. 163, p. 174], [C12]. Cette technique est aussi largement utilisée pour
accélérer la convergence d’un développement modal [33].
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Pour traiter les termes non linéaires, on décompose les efforts de membrane en deux termes :

φ(x, t) =
Nw∑

k=1

Ψk(x)qk(t)

︸ ︷︷ ︸

φ1(x,t)

+

Nφ∑

k=1

Υk(x)ηk(t)

︸ ︷︷ ︸

φ2(x,t)

, (3.15)

où Nφ est le nombre de modes retenus et où φ1 et φ2 sont choisis solutions de :

Kφφ(φ1) +Kφw(w) = 0, Kφφ(φ2) +Nφ(w,w)
✿✿✿✿✿✿✿✿✿

= 0. (3.16)

Le premier terme φ1(x, t), décomposé sur la partie membrane Ψk des déformées modales, permet de
vérifier la partie linéaire du couplage membrane flexion de l’équation (3.1b). On peut remarquer que
les coordonnées modales qk(t) associées à φ1 sont les mêmes que pour w. Le second terme φ2(x, t)
est décomposé sur d’autres fonctions propres, et permet de vérifier la partie non linéaire du couplage.
Pour les équations de plaques et de coques peu profondes, j’ai utilisé des fonctions orthogonales Υk,
solutions du problème aux valeurs propres suivant :

Kφφ(Υi)− λiΥi = 0,

ˆ

D

ΥiΥj dD = δij , ∀i, j (3.17)

avec les conditions aux limites en membrane extraites de (3.2) [J1, J6, J9, J12, J14].

(e) Système dynamique

En insérant les équations (3.14) et (3.15) dans (3.1a,b), en tirant parti de (3.16), des définitions
des fonctions propres et de leur propriétés d’orthogonalité, les coordonnées modales transverses qk(t)
et longitudinales ηk(t) sont solutions du problème quadratique suivant :







ηk = −
Nw∑

i,j

Gk
ijqiqj − nk(t), ∀k = 1, . . . , Nφ

q̈s + 2ξkωkq̇k + ω2
sqs = −

Nφ∑

i=1

Ck
i ηi +

Nw∑

i,j=1

Dk
ij qi qi

+

Nw∑

i=1

Nφ∑

j=1

Ek
ij qi ηj + F̆k(t), ∀k = 1, . . . , Nw

(3.18a)

(3.18b)

avec

Gk
ij =

1

λk

ˆ

D

Υk Nφ(Φj,Φj) dD, nk(t) =
1

λk

ˆ

D

Υk(x) fφ(x, t) dD, (3.19a)

Ck
i =

ˆ

D

Φk Kwφ(Υi) dD, Dk
ij =

ˆ

D

Φk Nw(Φi,Ψj) dD, (3.19b)

Ek
ij =

ˆ

D

Φk Nw(Φi,Υj) dD, F̆k(t) =

ˆ

D

Φk(x) fw(x, t) dD. (3.19c)

Les coordonnées de membrane ηk(t) peuvent être éliminées dans les deux équations précédentes,
pour obtenir la formulation cubique :

q̈k + 2ξkωkq̇k + ω2
kqk = −

Nw∑

i=1

αk
i (t)qi +

Nw∑

i,j=1

βk
ij qi qj −

Nw∑

i,j,l=1

Γk
ijl qi qj ql + Fk(t), (3.20)

57



CHAPITRE 3. RÉDUCTION DE MODÈLE, SIMULATIONS ET EXPÉRIENCES

avec

αk
i (t) =

Nφ∑

j=1

Ek
ijnj(t), βk

ij = Dk
ij +

Nφ∑

l=1

Ck
l G

l
ij , (3.21a)

Γk
ijl =

Nφ∑

m=1

Ek
imGm

jl , Fk(t) = F̆k(t) +

Nφ∑

j=1

Ck
j nj(t). (3.21b)

En pratique, le calcul des coefficients qui apparaissent dans les modèles discrétisés ci-dessus (Gk
ij ,

Ck
i , Dk

ij , Ek
ij , αk

i , βk
ij et Γk

ijl) se fait par intégration numérique sur le domaine D de la structure, avec
les équations (3.19) et les expressions analytiques des fonctions de base Φk, Ψk et Υk. Il est parfois
possible d’obtenir des expressions analytiques, lorsque la structure et les déformées modales sont
simples (dans le cas d’une poutre bi-articulée, par exemple [C36], [J21]).

3.1.2 Synthèse

Les équations aux dérivées partielles (3.1) associées à leur conditions aux limites (3.2) ont été
discrétisées grâce aux développements (3.14) et (3.15) et remplacées par les systèmes d’équations
différentielles (3.18) et (3.20). Avec le théorème de superposition, chacun d’eux est équivalent au
problème initial, à condition de prendre l’infinité des fonctions de bases Φk, Ψk et Υk dans les dé-
veloppements (Nw → +∞, Nφ → +∞). En pratique, ces développements sont tronqués à Nw

modes transverses et Nφ modes de membranes. Cette troncature doit être réalisée avec soin, et le
paragraphe 3.1.3 lui est consacré.

Le système quadratique (3.18), quoique plus lourd que sa contrepartie cubique (3.20), est bien
adapté à la Méthode Asymptotique Numérique (MAN), une méthode de continuation décrite au pa-
ragraphe 3.4.1.

Le système cubique (3.20) est très général et décrit la mécanique non linéaire de nombreux mi-
lieux minces. On peut formuler quelques remarques.

• Les termes de couplage quadratiques proportionnels aux βk
ij sont liés, comme on l’a déjà vu

au paragraphe 2.3.4, aux couplages membrane / flexion linéaires, dus soit à une courbure non
nulle de la structure (coques ou arches), soit à une stratification non symétrique. Inversement,
ils sont nuls pour une structure sans couplage linéaire membrane / flexion, c’est-à-dire pour une
plaque ou une poutre à stratification symétrique1.

• Un éventuel forçage piézoélectrique et/ou une éventuelle précontrainte sont responsables des
termes de couplage linéaires, proportionnels aux αk

i , ainsi que d’une partie du terme d’excita-
tion externe Fk(t) (le reste provient des efforts extérieurs).

– Pour le choix des modes utilisés pour la discrétisation des présents modèles analytiques,
il est plus simple de choisir ceux à (i) précontrainte nulle et (ii) associés aux patchs pié-
zoélectriques en court-circuit (avec V (p) = 0 pour tout p), car ce sont les plus aisés à
calculer. Dans [J13, J19, J14], où des structures piézoélectriques précontraintes sont étu-
diées, on utilise les modes de la structure en court-circuit et non précontrainte ; dans [J22]
et [302], où il s’agit d’une poutre en rotation précontrainte par la force centrifuge, ce sont
les modes de la poutre au repos qui sont utilisés.

– Dans le cas d’une précontrainte et/ou d’un forçage piézoélectrique constant, les αk
i sont

des constantes et peuvent être responsable d’un éventuel flambage de la structure : lorsque

1Dans ce cas, les opérateurs croisés Kwφ et Kφw sont nuls, les modes Ψk aussi, ce qui assure la nullité des coefficients
Ck

i et Dk
ij
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dans (3.20) ω2
k −αk

k devient négatif, la raideur du ke mode devient négative et il y a flam-
bage sur ce mode. La formulation (3.20) permet alors de calculer les fréquences propres et
déformées modales de la structure précontrainte, et éventuellement en post-flambement,
en la linéarisant autour de cet état [J14].

– Lorsque le forçage piézoélectrique dépend du temps, il crée à la fois une excitation externe
via Fk(t), mais aussi une excitation paramétrique via αk

i (t). Dans ce cas, on peut faire

apparaître des coefficients de couplage piézoélectrique modaux Θ
(p)
ki et χ(p)

k du ke mode
et du pe patch. Lorsque la structure est munie de P patchs, on a [J13, J19, J20] :

αk
i (t) =

P∑

p=1

Θ
(p)
ki V

(p)(t), Fk(t) =
P∑

p=1

χ
(p)
k V (p)(t), (3.22)

où V (p) est la différence de potentiel aux bornes des électrodes du pe patch.

• La formulation cubique (3.20) correspond à des non-linéarités géométriques associées à un
modèle de von Kármán. Notamment, elle ne s’applique pas aux modèles analytiques de poutres
en grandes rotations du paragraphe 2.3.3. On montre que dans ce cas, il est possible d’utiliser
la même méthode de décomposition modale, qui conduit à un système similaire comportant en
plus des termes non linéaires inertiels. Cela s’écrit [J22], [302] :

q̈k + 2ξkωkq̇k + ω2
kqk = −

Nw∑

i,j,l=1

Γk
ijl qi qj ql −

Nw∑

i,j,l=1

Πk
ijl(qiqj q̈l + qiq̇j q̇l) + Fk(t). (3.23)

• Dans les développements proposés ici, le problème non linéaire continu a été discrétisé en
utilisant les modes propres du problème linéarisé. Cette technique a plusieurs avantages.

– Elle permet de tirer parti du fort contenu physique des modes propres, qui permet dans
des cas de dynamique non linéaire compliquée d’aider la compréhension des phénomènes
observés. Notamment, la comparaison avec des expériences est facilitée.

– Elle permet d’introduire l’amortissement de manière aisée, en ajoutant par exemple un
terme d’amortissement visqueux à chacun des oscillateurs. Cela a été fait dans les ex-
pressions (3.18) et (3.20). Les facteurs d’amortissement modaux ξk peuvent être estimés
expérimentalement, par analyse modale standard.

– Elle permet de procéder directement au calcul des modes non linéaires par mise sous
forme normal (voir paragraphe 3.3).

• D’autres choix de fonctions de bases sont possible pour discrétiser les équations.

– Une alternative est l’utilisation d’une méthode de type éléments-finis. La différence prin-
cipale, dans ce cas, est que les fonctions de discrétisations utilisées sont (i) très simples (ii)
ont un support localisé sur une petite partie du domaine de la structure (un élément finis).
C’est donc le grand nombre de fonctions de discrétisation – relié au nombre d’éléments-
finis – qui garantit la précision de la méthode. Dans le cas des modes propres, c’est l’in-
verse : on cherche à utiliser un nombre réduit de fonctions de discrétisation à fort contenu
physique. L’utilisation de la méthode des éléments-finis est traité dans ce texte au para-
graphe 3.2.

– Un autre choix de fonctions de discrétisation consiste à choisir, comme dans le cas des
modes propres, des fonctions dont le support est le domaine D. Il faut qu’elles vérifient les
conditions aux limites, pour que le théorème de superposition soit valable. Notamment,
dans la cas où le domaine D de la structure est rectangulaire (pour une plaque rectangu-
laire, des coques faiblement courbées à base rectangulaire ou des coques cylindriques),
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Amabili et ses collaborateurs utilisent des composées de fonction sin et cos qui ne sont
en général pas les modes propres de la structure linéarisée. On obtient cependant la même
formulation (3.20) [8, 9, 10, 11], [J10]. Dans le même esprit, le modèle non linéaire de
plaque imparfaite (2.48) peut être discrétisé en utilisant la base des modes de la plaque
parfaite associée, puisque dans ce cas, les conditions aux limites transverses sont iden-
tiques. C’est ce qui a été fait dans le cas où le domaine D est circulaire, dans [J11, J12].

Ce choix de base de projection est judicieux lorsque les fonctions de base ont des ex-
pressions analytiques simples, ce qui facilite le calcul des coefficients αk

i , βk
ij et Γk

ijl. En
revanche, le système obtenu, de la forme (3.20), n’est pas découplé au stade linéaire – les
termes de couplage linéaires αk

i sont non nuls –, puisque la base de projection est diffé-
rente de la base des modes propres de la structure. Il est donc nécessaire de diagonaliser
ce système pour obtenir une formulation projetée sur les modes propres de la structure,
soit pour faciliter les interprétations physique des résultats, soit pour utiliser une réduction
de modèle de type mode non linéaires (cf. §3.3 et [J7, J11, J10]).

– Il est aussi possible de discrétiser les modèles analytiques avec des fonction de bases
issues de POD [12, 13].

3.1.3 Troncature modale

La discrétisation du modèle analytique (3.1), (3.2), (3.3) a été obtenue à partir de la projection
modale (3.14), (3.15). Les Nw modes Φk permettent de discrétiser le mouvement transverse, les Nw

modes Ψk discrétisent le mouvement de membrane lorsqu’il y a un couplage membrane / flexion
linéaire et les Nφ modes Υk discrétisent le couplage membrane / flexion non linéaire géométrique.

Lorsque le modèle est linéaire, le choix des Nw modes consiste à ne garder que ceux dont les
fréquences propres sont contenues dans la bande fréquentielle à l’étude. En général, on choisit de
garder les Nw premiers modes de la base (les Nw de plus basses fréquences propres). On peut aussi
enrichir cette base par des modes statiques, pour tenir compte de la contribution des modes de hautes
fréquence non retenus dans la base [33]. Avec les non-linéarités géométriques, on doit considérer
deux phénomènes supplémentaires.

• Le couplage non linéaire membrane / flexion, qui impose le terme φ2 dans les efforts de mem-
brane, conduit à ajouter dans les calculs les modes Υk et à tronquer cette base à un nombre Nφ

de modes.

• Ce couplage non linéaire introduit aussi des transferts d’énergie entre modes qui peuvent être
soit résonant (lorsqu’il existe des relations algébriques entre les fréquences propres) ou non ré-
sonant. Cela conduit à des transferts d’énergie, à la fois vers les hautes et basses fréquences, qui
augmentent la largeur de bande fréquentielle de la réponse du système et qui oblige à conserver
plus de modes. On reviendra sur ce point au paragraphe 3.3 sur les modes non linéaires.

Aucun critère simple n’existe pour choisir a priori et de manière fiable les modes à conserver dans
la troncature. Une manière pratique (mais non satisfaisante !) consiste à procèder à plusieurs simu-
lations à nombre Nw croissant de modes, en partant de la troncature du modèle linéaire équivalent,
jusqu’à obtention d’une convergence, c’est-à-dire lorsque la réponse du modèle n’est plus affectée
par l’enrichissement de la base.

Le nombre Nφ de modes de membrane à conserver est en général plus élevé que Nw. Si le sys-
tème dynamique quadratique (3.18) est utilisé pour simuler la réponse, alors il faut agir de la même
manière : procéder à plusieurs simulations à Nφ croissant jusqu’à convergence. Si c’est la formulation
cubique (3.20), alors Nφ n’intervient que dans le calcul des coefficients αk

i , βk
ij et Γk

ijl (Eqs. (3.21)).
Dans ce cas, le nombre de modes Nφ influe directement sur la précision de leur calcul et le nombre
de chiffres significatifs souhaité. Mon expérience sur ce sujet est qu’il faut entre 5 et 10 fois plus que
de modes de membrane que de modes transverses. Par exemple, pour le calcul des coefficients βk

ij
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et Γk
ijl, le nombre de modes de membrane a été fixé à Nφ = 6 pour des plaques circulaires [J1] et à

Nφ = 12 pour les coques sphériques [J6] et les plaques imparfaites [J12]. Le même genre de résultat
est évoqué dans le cas de simulations de pales d’hélicoptère [35]

3.2 Réduction des modèles éléments-finis

3.2.1 Formulation

(a) Cadre général

D’une manière générale, un modèle élément-finis d’une structure avec non-linéarités géomé-
triques s’écrit :

MÜ + f(U)
✿✿✿✿✿

+ P (t)U
✿✿✿✿✿✿✿

= F (t), (3.24)

où U regroupe tous les degrés de liberté en déplacement et rotation aux nœuds du maillage, M
est la matrice de masse et F est le vecteur des efforts extérieurs2. Les non-linéarités géométriques
sont regroupées dans le vecteur des efforts intérieurs f(U) et les éventuelles précontraintes et efforts
piézoélectriques sont inclus à la fois dans F et dans f , le terme P (t) ne regroupant que l’éventuel
forçage paramétrique (Eq. 2.54).

Le formalisme du modèle éléments-finis ci-dessus est général et s’applique aussi bien à un modèle
de type milieux minces (éléments-finis de poutre, plaque ou coque) qu’à un modèle tridimensionnel.
Pour l’écriture de f en fonction des degrés de liberté U en déplacement, lorsque les non-linéarités
géométriques sont en jeu, on est confronté à deux cas.

• Soit f(U) est polynomial, d’ordre au plus cubique. C’est le cas des milieux minces fondés sur
un modèle de von Kármán. C’est aussi le cas pour un modèle discrétisé avec des éléments-finis
tridimensionnels, écrits de manière standard avec le principe des travaux virtuels (2.8), p. 23,
et la loi de comportement de Kirchhoff-Saint-Venant (dans les deux versions : élastique (2.5),
p. 22 ou piézoélectrique (2.29), p. 32), puisque les déformations de Green-Lagrange sont qua-
dratiques en fonction des déplacements3 .

• Soit f(U) inclut des sinus et cosinus des degrés de liberté, dans le cas de modèles de structures
en grandes rotations (Eq. (2.58)).

(b) Mouvement autour d’une position d’équilibre précontrainte

On décompose le champ de déplacement U(t) en une partie statique Û , résultat de la précon-
trainte, et une partie dynamique Ũ(t), qui représente les vibrations autour de cette configuration
précontrainte, et on fait de même pour l’effort extérieur :

U(t) = Û + Ũ (t), F (t) = F̂ + F̃ (t). (3.25)

La position d’équilibre Û est solution du problème non linéaire statique associé à (3.24) :

f(Û)
✿✿✿✿✿

= F̂ , (3.26)

2J’ai considéré ici, pour simplifier, des efforts extérieurs qui ne dépendent pas du déplacement inconnu, comme se serait
le cas avec des efforts suiveurs.

3Le PTV (2.8) fait intervenir le travail volumique des efforts intérieurs π : δγ. La variation de déformation δγ est
linéaire en U ; avec la loi de comportement, π est proportionnel à γ, qui est quadratique en U . On obtient bien un travail
des efforts intérieurs polynomial en U et d’ordre au plus cubique
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où on a considéré, sans perte de généralité, que le forçage paramétrique P (t) n’avait pas de partie
constante. À partir d’un développement de Taylor de f autour de Û , on montre que :

f(Û + Ũ) = f(Û) +
∂f

∂U

∣
∣
∣
∣
U=Û

︸ ︷︷ ︸

K̂

Ũ + f̂nl(Ũ), (3.27)

où K̂ est la matrice de raideur tangente en U = Û et f̂nl est la partie non linéaire des efforts
intérieurs, calculée autour de la position d’équilibre Û . Le vecteur f̂nl peut être calculé pour un Ũ

donné sans développement de Taylor, simplement à partir de l’équation (3.27), puisque K̂ et f(Û )
sont connus.

En insérant (3.27) dans (3.24), on obtient l’équation régissant les mouvements Ũ autour de la
position d’équilibre Û :

M
¨̃
U + K̂Ũ + f̂nl(Ũ)

✿✿✿✿✿✿✿

+ P (t)Ũ
✿✿✿✿✿✿✿

= F̆ (t), (3.28)

avec F̆ (t) = F̃ (t) − P (t)Û , vecteur d’excitation modifié par l’excitation paramétrique du déplace-
ment à l’équilibre précontraint.

(c) Réduction du modèle

Il est possible d’adopter ici la technique appliquée pour discrétiser les modèles analytiques au
paragraphe précédent (§3.1), c’est-à-dire de projeter le modèle élément-finis (3.24) sur un ensemble
de vecteurs bien choisis. On les note Ψi, i = 1, . . . ,M , avec le nombre M de fonctions de réduction,
inférieur à la taille du modèle éléments-finis N . On écrit :

Ũ(t) =
M∑

i=1

Ψiqi(t) = Ψq(t), (3.29)

avec Ψ = (Ψ1 . . .ΨM ) et q = (q1 . . . qM )T. En insérant l’équation précédente dans la formula-
tion (3.28), on est conduit à résoudre le problème suivant :

M̊q̈ + K̊q + f̊nl(q)
✿✿✿✿✿✿

+ P̊ (t)q
✿✿✿✿✿✿

= F̊ (t), (3.30)

où

M̊ = Ψ
TMΨ, K̊ = Ψ

TĜΨ, f̊nl(q) = Ψ
Tf̂nl(Ψq), P̊ = Ψ

TPΨ, F̊ = Ψ
TF̆ .

(3.31)
Cette nouvelle formulation a exactement la même structure que (3.28), et diffère simplement par sa
taille, le nombre de degrés de liberté M , qu’on espère bien plus réduit que N .

(d) Projection modale

Un premier choix des fonctions de réduction est identique aux réductions des modèles analytiques
proposées dans ce texte : on utilise les modes propres du problème linéarisé. Ici, lorsque la structure
est précontrainte, et contrairement aux modèles analytiques, le coût de calcul des modes propres de
la structure précontrainte est identique à celui des modes propres de la structure non précontrainte.
C’est donc les premiers qu’on utilise comme base de projection. Ce sont les solutions (ωi,Φi) du
problème aux valeurs propres :

(K̂ − ω2M)Φ = 0. (3.32)
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Comme ils sont orthogonaux aux matrices de masse et de raideur :

Φ
T
i MΦj = δij , Φ

T
i MΦj = ω2

i δij , (3.33)

ils diagonalisent la partie linéaire du problème et les matrices M̊ = 1 et K̊ = diag(ω2
k) sont dia-

gonales. De plus, lorsqu’on utilise un développement de Taylor à l’ordre 3 de fnl(Ũ ), le modèle
réduit (3.30) prend exactement la même forme que (3.20).

3.2.2 Techniques de réduction

L’avantage primordial des modèles éléments-finis est la grande généralité de leur domaine d’ap-
plication, à la fois en terme de géométrie de la structure étudiée, mais aussi en terme de non-linéarité.
Notamment, les modèles qui incluent les grandes rotations ne sont fondés sur aucune hypothèse de
troncature des non-linéarités et ont donc un domaine d’application très élargie par rapport aux mo-
dèles analytiques, par exemple (Voir §2.3.3). En contrepartie, le nombre de degrés de liberté peut être
très élevé, ce qui augmente énormément les temps de calculs, en particulier dans le cas de modèles
non linéaires. Il est donc intéressant de trouver des techniques de réduction de la taille des modèles.

Dans un cadre linéaire, on peut bien sur utiliser une décomposition modale de la solution pour
calculer la réponse de la structure. Néanmoins, lorsque le nombre de degrés de libertés du modèle
éléments-finis est très grand, on peut utiliser des méthodes de décomposition en sous domaine, soit
pour calculer la réponse de la structure, soit pour calculer ses modes propres. Dans la littérature anglo-
saxonne, ces méthodes portent le nom de component mode synthesis (CMS) [33, 112].

Dans un cadre non linéaire, plusieurs techniques de réduction existent aussi, dont voici un aperçu.

(a) Réduction sur base modale

En premier lieu, on peut utiliser une décomposition sur la base modale du problème linéarisé,
comme détaillé au paragraphe 3.2.1(d). Cette technique présente les mêmes avantages que dans le cas
des modèles analytiques (décrits au paragraphe 3.1.2, p. 59), et c’est pour cette raison qu’une partie
de mon travail lui est consacré. Comme on l’a dit au §3.2.1, le problème discrétisé sur la base des
modes propres, de la forme (3.30), s’écrit aussi sous la forme (3.20) d’oscillateurs couplés par des
termes quadratiques et cubiques, de coefficients βk

ij et Γk
ijl. Bien entendu, on peut appliquer à (3.30)

les techniques classiques d’intégration temporelle, et dans ce cas, le terme f̊nl(q) peut être calculé à
chaque pas de temps sous cette forme. Néanmoins, le formalisme (3.20) est intéressant, car on peut
lui appliquer toute la panoplie des outils qualitatifs et quantitatifs de la dynamique non linéaire et des
systèmes dynamiques, et notamment les techniques analytiques de perturbation et les méthodes de
continuation de solutions périodiques (cf. §3.4.1). La principale difficulté dans un cadre de modèles
éléments finis est le calcul de ces termes quadratiques et cubiques. On peut signaler deux méthodes.

• La première, écrite formellement dans la thèse [302], et non encore testée faute de temps,
consiste à calculer des βk

ij et Γk
ijl sur chacun des éléments finis du maillage et de les ajouter

ensuite pour obtenir les coefficients du modèle réduit. Cette méthode ne requière aucun assem-
blage de matrice et est donc a priori très rapide.

• La seconde est une méthode introduite dans [216] et utilisée notamment dans [207]. Elle est
basée sur le fait que les non-linéarités géométriques n’influence que la raideur de la structure, et
non son inertie. Ainsi, la méthode proposée n’utilise que les propriétés de f̂nl(Ũ) (Eq. (3.28))
et consiste à imposer la forme du vecteur déplacement Ũ et à calculer les efforts intérieurs
correspondants f̂nl(Ũ ). En choisissant Ũ sous la forme d’une combinaison linéaire de défor-
mées modales Φi, on montre que les βk

ij et Γk
ijl sont solutions de systèmes linéaires de très
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petite taille. Cette méthode est donc très efficace, puisqu’elle ne requière aucune résolution de
système non linéaire. J’ai testé avec succès cette méthode pour les applications M/NEMS du
chapitre 6 [J20].

(b) Dérivées modales, modes compagnons, modes perturbés

Un des problèmes de l’utilisation, dans le cadre général d’une formulation éléments finis, de
la base des modes propres du système linéaire est sa troncature, évoquée au paragraphe 3.1.3 pour
les formulations analytiques. Dans ce dernier cas, les parties flexion et membrane du modèle sont
clairement séparées dès l’écriture sous forme d’équations aux dérivées partielles (Voir §3.1.1 et §2.3)
et la procédure de troncature est facilitée, car deux bases modales distinctes sont utilisées : l’une pour
le mouvement de flexion (éventuellement couplé au stade linéaire au mouvement de membrane. Cette
base est notée (Φi,Ψi) au §3.1.1(d)) et l’autre pour le mouvement de membrane couplé par les non-
linéarités géométriques (notée Υi). En éléments finis, cette procédure est rendue difficile car la seule
base modale du problème linéaire associé est utilisée. Il faut alors avoir un critère pour reconnaître
les modes de membrane, qui se trouvent placés à des fréquences élevées dans la base modale. Cela
est envisageable pour des structure minces simples, mais dès que la géométrie se complique, par
exemple simplement par l’ajout d’une stratification, tous les modes sont couplés et la troncature de la
base se révèle difficile [J20], [35]. Une manière de contourner ce problème est d’utiliser le concept
de dérivées modales, introduit dans [142, 143] et utilisé dans [292, 306, 307, 305], celui de modes
de membrane compagnons [138] ou celui de modes perturbés [35]. Dans les trois cas, il s’agit de
tronquer la base modale à un certain nombre de modes comme on le ferait pour un modèle linéaire,
et d’enrichir cette base par de nouveaux modes. Ces nouveaux modes sont calculés à partir de la
modification non linéaire de raideur de la structure induite par la déformée d’un mode donné. Ils
correspondent, dans le cas d’une structure mince, à une déformée de membrane créée par le couplage
non linéaire avec un mode de flexion donné. Ces méthodes sont en cours d’étude au laboratoire, pour
les applications M/NEMS décrites au chapitre 6.

(c) Condensation des degrés de liberté linéaires

Dans les problèmes où les non-linéarités sont de type contact (cf. p. 19), elles ne jouent que sur
les interfaces entre les composants du système. Ainsi, il est possible de séparer les nœuds du maillage
éléments-finis et les degrés de liberté correspondant en deux groupes : ceux des interfaces, notés U1,
associés à des efforts intérieurs non linéaires et les autres, notés U2, pour lesquels les efforts intérieurs
sont linéaires. Cela s’écrit :

(
M11 M12

M21 M22

)(
Ü1

Ü2

)

+

(
K11 K12

K21 K22

)(
U1

U2

)

+

(
fnl(U1)

0

)

=

(
F1

F2

)

(3.34)

où les efforts non linéaires associés à U2 sont nuls. Par suite, le problème vérifié par U2 est linéaire et
peut être condensé, pour n’obtenir qu’un problème non linéaire d’inconnue U1, de taille réduite, puis-
qu’en général le nombre de degrés de liberté d’interface est beaucoup plus faible que le nombre total
de degrés de liberté du modèle. Cette condensation est bien adaptée à la méthode de l’équilibrage har-
monique, qui remplace alors le système différentiel linéaire d’inconnue U2 par un système algébrique
linéaire [60, 326]. Il est aussi possible d’utiliser des méthodes de Craig-Bampton [174, 34].

Dans le cas de non-linéarités géométriques, qui sont par définition réparties sur tous les nœuds du
maillage éléments-finis, ces techniques ne mène à aucune réduction de la taille du problème.

(d) Utilisation de la POD

Un troisième idée consiste à utiliser des bases de réduction calculées par des méthodes proper
orthogonal decomposition (POD). Cette famille de méthodes est extrêmement utilisée dans tous les
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champs de la physique, et est connue parfois sous des noms différents (Méthode de Karhunen-Loève,
analyse en composantes principales. . .). On pourra consulter [313, p. 28] pour un aperçu bibliogra-
phique général. Utilisée pour réduire le modèle, elle consiste à calculer une base de modes Ψ (appelés
les POM, proper orthogonal modes) à partir de l’évolution temporelle de certains points du système
(ces séries temporelles sont appelées snapshots). D’un point de vue physique, ces Ψ collectent l’in-
formation spatiale nécessaire à caractériser la dynamique du système. Ils peuvent être classés par
ordre d’importance pour caractériser la dynamique du système au moyen d’indicateurs scalaires (les
POV, proper orthogonal values), si bien que la troncature de la base de fonction est ainsi immédiate.
Cette base Ψ étant calculée, la technique de réduction du paragraphe 3.2.1(c) peut être utilisée.

Cette technique est d’implémentation très aisée, ce qui explique son succès en pratique. Elle
est parfaitement adaptée lorsque les séries temporelles génératrices sont disponibles, par exemple
à partir de données expérimentales. Parmi d’autres exemples, cette méthode est très commode pour
interpréter une évolution spatio-temporelle de fluide turbulent dans un cadre de mécanique des fluides
expérimentale, ou pour actualiser en temps réel une loi de commande en contrôle actif de vibrations.
Dans notre application de réduction de modèle éléments finis, l’étape initiale de cette méthode est
l’intégration temporelle du système dynamique complet, à partir de laquelle la base de réduction est
calculée [161]. Cela peut être vu comme un inconvénient, car on aimerait pouvoir se passer de ce
calcul initial et se baser uniquement sur les propriétés intrinsèques du modèle complet pour générer
le modèle réduit. De plus, cette base reste linéaire, et même si elle tente au mieux de capturer les
changements de la dynamique du système dues aux non-linéarités, ce qui est une amélioration notable
par rapport à une base de modes propres, elle reste associée à la série temporelle qui l’a générée, et
peut donc devenir inadaptée à un autre cas de simulation, par exemple lorsque l’amplitude du système
est différente [13].

(e) Et. . .

Enfin, même après une troncature sur base modale, un certain nombre de degrés de liberté sub-
siste. Il est alors possible de réduire encore la taille du système à résoudre à partir du concept de mode
non linéaire, détaillé au paragraphe suivant.

3.3 Modes non linéaires

Comme on l’a vu, on peut définir les modes propres d’un système non linéaire en linéarisant
celui-ci autour d’une position d’équilibre stable donnée, lorsque cette linéarisation est possible. C’est
presque toujours le cas pour les non-linéarités géométriques, qui sont régulières, à l’exception des
situations où la raideur linéaire du système est absente, où dans ce cas les modes propres linéaires
ne sont pas définis. L’exemple le plus simple illustrant cette situation est celui d’une corde fixée à
ses deux extrémités, mais non tendue. Dans ce cas, les deux sources de raideur linéaire du système,
la raideur de flexion et la raideur de tension, sont absentes ; il ne subsiste que la raideur non linéaire
géométrique (précisément, il faut annuler les quantités I et N0 dans les équations (2.42), p. 39, et
seule subsiste la raideur cubique non linéaire (Ñv′)′). Dans ce cas, on parle souvent de système à
non-linéarité essentielle [111, 204].

Dans le présent cadre non linéaire, ces modes propres, lorsqu’ils existent, perdent certaines de
leur propriétés, car même s’ils restent une base orthogonale de l’espace des solutions (ce qui garantit
tout de même leur utilisation comme base de projection), ils ne permettent plus de découpler les
équations. Un certain nombre d’auteurs ont donc essayé d’étendre le concept de modes propres au
cadre non linéaire, soit pour fournir un outil d’analyse des vibrations non linéaires, soit comme moyen
de réduire la taille des modèles. Sur ce dernier point, les modes non linéaires constituent une méthode
de réduction de modèle intrinsèquement non linéaire, au contraire des techniques de réduction sur
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base modale ou sur base POD. J’ai eu l’occasion de travailler sur le sujet et de contribuer avec Cyril
Touzé à proposer une méthode de calcul de modes non linéaires. Le présent paragraphe présente à
la fois l’état de l’art sur les modes non linéaires et notre contribution à ce sujet, rassemblée dans les
publications [J3, J4, J7, J11, J10]. On peut aussi consulter les parties de [313] et [59] consacrées aux
modes non linéaires ainsi que les revue de littérature [312, 208].

3.3.1 Préliminaire

Les bases de ces concepts de modes non linéaires proviennent de la théorie des systèmes dy-
namiques [117, 331], qui est ici particularisée au cas des vibrations, et notamment à la présence
systématique d’oscillateurs (avec des termes d’inertie qui apparaissent avec des dérivées secondes en
temps). Pour définir une extension des modes propres d’un système linéaire au cadre non linéaire,
deux points méritent d’être évoqués.

• Il convient tout d’abord de se placer dans le cadre de leur définition première : un mode propre
est une solution d’un système mécanique linéaire conservatif en vibrations libres. Le caractère
conservatif peut être levé pour définir des modes propres dissipatifs, ce qui est aussi classique
en vibration linéaire [112]4. Les modes non linéaires vont donc être naturellement des solutions
du système en vibrations libres.

• La caractéristique des modes propres qui est conservée au stade non linéaire est leur propriété
d’invariance : si un système en vibration libre reçoit des conditions initiales sur un mode propre
donné, seul ce mode reçoit de l’énergie et aucun des autres modes ne se met à osciller. En
vibrations linéaires, cette propriété est liée à l’orthogonalité des modes, qui ne permet pas de
découpler les oscillateurs dans un cadre non linéaire, à cause des termes de couplage. Dans le
cas non linéaire, c’est la mise sous forme normale du système qui va garantir l’invariance.

3.3.2 Définition

Deux grandes définitions d’un mode non linéaire sont proposées dans la littérature.

• La première est issue des travaux de Rosenberg dans les années 1960 [273, 274], étendue et
utilisée depuis par A. Vakakis, G. Kerschen et leur collaborateurs [318, 163]. Ils définissent un
mode non linéaire comme une famille d’orbites périodiques de l’espace des phases, solutions
du système conservatif en régime libre. Cette définition est fondée sur un résultat de Lyapunov
[191, p. 361, 386], [331, p. 335], [209], qui montre que tout système dynamique non linéaire
conservatif5 à N degrés de liberté mécaniques (c’est le nombre de modes propres) présente
au voisinage d’un point d’équilibre stable au moins N familles d’orbites périodiques. À basse
énergie, les orbites de chacune des N familles se trouvent proches des sous-espace propres.
La définition initiale de Rosenberg était plus restrictive, car elle définissait le mode comme un
« mouvement à l’unison » du système, ou mouvement synchrone, avec tous les points du sys-
tèmes qui franchissent en même temps les positions d’amplitude maximale, minimale et nulle.
Ce mouvement correspond bien à une orbite périodique de l’espace des phases, mais inverse-
ment, il existe des orbites périodiques qui correspondent à un mouvement plus compliqué du
système, notamment lorsqu’il est sujet à des résonances internes, d’où cette nouvelle définition,
proposée dans [163]

• La seconde est issue des travaux de S. Shaw et C. Pierre dans les années 1990 [284, 285, 286],
qui définissent un mode non linéaire comme une variété invariante de l’espace des phases,
tangente à l’origine aux sous-espaces propres. Cette seconde définition élargie le champ d’ap-
plication de la première, car elle permet de traiter les systèmes dissipatifs et de définir ainsi

4On obtient alors des modes complexes, alors que les modes du système conservatif sont réels.
5Il possède une intégrale première, ce qui est une condition du théorème de Lyapunov.
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des modes non linéaires amortis, caractérisés par des courbes d’évolution non périodiques,
puisque l’amortissement les fait tendre vers l’origine de l’espace des phases. En constatant que
le mouvement sur une orbite périodique donnée est invariant, on montre instantanément que la
première définition est un cas particulier de la seconde, c’est-à-dire que les familles d’orbites
périodiques forment une variété invariante de l’espace des phases.

La différence principale entre les deux définitions est liée à la technique de calcul utilisée pour
calculer les modes non linéaires. Le formalisme proposé par Shaw et Pierre est analogue à la technique
de la réduction à la variété centrale [117]. Il permet de condenser la dynamique à N degrés de liberté
sur l’une des variété invariantes courbes, ce qui fournit à la fois un modèle réduit à un seul degré de
liberté mécanique – le mode non linéaire – et un calcul asymptotique de la géométrie de la variété
invariante.

En revanche, dans le cas de la première définition sous forme d’orbites périodiques, c’est plutôt
un outil d’analyse et de compréhension de la dynamique non linéaire qui est visé, car aucun modèle
réduit n’est écrit, puisque seules les variétés invariantes sont calculées, soit par des méthodes semi-
analytiques (Voir par exemple [321, 318, 178]), soit plus récemment par des méthodes numériques de
continuation de solutions périodiques [253]. Elles offrent tout de même un outil puissant pour com-
prendre des dynamiques complexes, l’application principale des travaux liés à cette définition étant
les systèmes d’absorbeur d’énergie non linéaires comportant un oscillateur à non-linéarité essentielle
[111, 162, 323]. Dans ce cas, la linéarisation du système autour de son équilibre est par définition
impossible, si bien que les calculs asymptotiques de Shaw et Pierre, notre méthode de forme normale
et la plupart des techniques analytiques de perturbation ne s’appliquent pas, même si la définition
sous forme de variété invariante est toujours valide.

Mon travail avec Cyril Touzé a consisté à proposer une nouvelle méthode de calcul des variétés
invariantes basée sur la mise sous forme normale du système dynamique. Cette technique, fondée
sur des travaux de Poincaré et de Dulac [259, 92], repris par Jézequel et Lamarque [156], permet de
calculer analytiquement la géométrie de la variété invariante et d’y projeter la dynamique du système.
On obtient alors un nouveau système dynamique qu’il est possible de tronquer pour obtenir un mo-
dèle réduit, grâce à la propriété d’invariance. Les paragraphes suivant décrivent en détail ce point.

Dans la même mouvance, d’autres travaux ont été proposés. L’approche initiale de S. Shaw et C.
Pierre a été poursuivie, en proposant différentes améliorations. Le cas des résonances internes a été
traité dans [44, 254], une procédure numérique pour le calcul des variétés invariantes a été proposée
dans [255, 152], le calcul à partir d’un modèle éléments-finis dans [19], le cas de variétés invariantes
qui dépendent du temps dans [153], pour prendre en compte un forçage harmonique du système, le
cas d’un système à non-linéarités non régulières dans [151] et une extension des méthodes de sous-
structuration au cas non linéaire dans [18]. Une autre approche pour calculer les variétés invariantes
sous forme de solutions périodiques utilise une formulation dont une déformée modale est dépendante
de la phase du mouvement, elle même inconnue du problème [36, 22, 37, 234]. Il est aussi possible de
calculer les variétés invariantes directement par continuation de solutions périodiques [293, 22, 163]
(voir §3.4.1). Récemment, une méthode numérique originale pour la continuation de solutions pé-
riodiques d’un système conservatif soumis à des chocs a été proposé [173]. Une méthode numérique
astucieuse, consistant à intégrer en temps le système non linéaire conservatif en vibrations libres en lui
ajoutant un amortissement négatif très faible, pour faire croître les oscillations et parcourir la variété
invariante, est proposée dans [52]. Une méthode numérique de calcul, par continuation de solutions
pseudo-périodiques, de modes non linéaires d’un système amorti par des forces de frottement sec est
proposée dans [174]. Enfin, plusieurs études appliquent la méthode des échelles multiples au calcul
de la réponse non linéaire d’un système et interprète leurs résultats en termes de modes non linéaires
[225, 223, 169, 168, 167].
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À part de ce formalisme de mode non linéaires, des techniques numériques de « projection » de
la dynamique sur une variété courbe de l’espace des phases, appelées méthodes de Galerkin non
linéaires, par référence à la méthode de Galerkin (linéaire) qui est une projection dans un sous-espace
plan, sont aussi proposées depuis quelques années [197, 298, 269, 199, 280].

3.3.3 Une illustration
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FIG. 3.1 – Premier mode non linéaire du système masse ressort à deux degrés de liberté, dans le cas
oùm = 1, k1 = 1.7, k2 = 6, calculé par continuation numérique d’orbites périodiques avec Manlab
[23]. Quatre orbites périodiques sont tracées en trait fort. On a noté Y1 = Ẋ1.
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FIG. 3.2 – Évolution temporelle deX1 (’—’) etX2 (’– –’) pour trois orbites périodiques (La première
est proche de l’origine, les suivantes correspondent aux orbites 2 et 4 de la figure 3.1)

Pour illustrer les deux définitions d’un mode non linéaire proposées au paragraphe précédent, on
considère le système à deux degrés de liberté déjà utilisé dans [J3], [59] et représenté sur la figure 3.1.
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Il s’agit d’une masse connectée à deux ressorts munis de non-linéarités géométriques analogue à celle
du tenseur des déformations de Green-Lagrange : la force dans le ressort est proportionnelle à (l2i −
l20)/(2l

2
0), où li (i = 1, 2) et l0 sont les longueurs des ressorts déformés et au repos, respectivement.

Pour fixer les idées, la position de la masse répond aux équations :
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avec X1 = x1/l0 et X2 = x2/l0 les déplacements sans dimension de la masse et ω1 =
√

k1/m et
ω2
2 =

√

k2/m les deux pulsations propres. Le système est naturellement découplé au stade linéaire,
puisque les déplacements x1 et x2 correspondent aux deux déformées modales du système, les ressorts
étant orthogonaux lorsque le système est au repos. Les non-linéarités géométriques couplent les deux
oscillateurs, avec des termes quadratiques et cubiques.

L’espace des phases est ici de dimension 4, ses axes étant la position et la vitesse de la masse dans
ses deux directions : (X1, Ẋ1,X2, Ẋ2). Le premier mode non linéaire est représenté sur la figure 3.1,
en projection dans l’espace (X1, Ẋ1,X2), avec quatre orbites périodiques, aussi représentées dans
l’espace des configurations (X1,X2), ce qui correspond directement au mouvement de la masse dans
l’espace physique. Il a été calculé par continuation numérique de solutions périodiques (cf. §3.4.1).
Le mouvement sur le mode non linéaire est aussi illustré par l’évolution temporelle de X1 et X2 sur
la figure 3.2.
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FIG. 3.3 – Non invariance du premier mode linéaire du système de la figure 3.1. Trois trajectoires
du système sont représentées dans l’espace des phases, pour trois conditions initiales prises sur le
premier sous-espace propre et d’amplitude croissante : X1(0) ∈ {0.0013; 0.005; 0.01}, Ẋ1(0) =
X2(0) = Ẋ2(0) = 0. On a noté Y1 = Ẋ1.

La non-invariance des modes propres du système linéaire est illustrée sur la figure 3.3, qui re-
présente dans l’espace des phases différentes trajectoires du système, calculées en intégrant les équa-
tions (3.35) pour différentes conditions initiales prises sur le premier sous-espace propre. Si le mode
linéaire était invariant, la trajectoire du système serait une orbite périodique contenue dans le plan
(X1, Ẋ1) (ce serait même une ellipse). On constate que d’une part les trajectoires sortent du plan
(X1, Ẋ1), et que d’autre part, elle ne sont pas périodiques. Cela est naturel, puisque c’est en choi-
sissant une condition initiale sur la variété invariante qu’on obtient une courbe fermée (une orbite
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périodique) qui appartient à cette variété.

Les figures 3.1-3.3 mettent en évidence la propriété principale des modes non linéaires, qui est que
ses caractéristiques vibratoires dépendent de l’amplitude du mouvement, ou de son énergie. Comme
le mouvement est périodique, on peut calculer sa période T , et on montre qu’elle dépend de l’ampli-
tude du mouvement. La pulsation ωnl = 2π/T est indiquée pour chacune des orbites périodiques de
la figure 3.2. Pour les faibles amplitudes, elle est égale à la première fréquence propre du système :
ωnl = ω1 =

√
1.7 ≃ 1.3. En augmentant l’amplitude, la pulsation augmente, puis diminue, caracté-

ristique d’un comportement d’abord raidissant, puis assouplissant du système [R1], [C4], [224]. Ce
comportement est aussi illustré sur la figure 3.4.

Un comportement analogue est observé pour les oscillations du système. Pour des faibles ampli-
tudes de mouvement, les orbites périodiques sont très proches du premier sous-espace propre, puisque
la variété invariante, comme annoncée, est tangente à ce sous-espace à l’origine. Ensuite, plus on aug-
mente l’amplitude du mouvement, plus l’orbite périodique correspondante s’éloigne du sous-espace
propre, au fur et à mesure que la variété invariante s’incurve. Le mouvement de la masse sur chacune
des orbites périodiques correspond à une déformée modale dont la géométrie dépend de l’amplitude.
À partir de la figure 3.2, on peut voir qu’on est dans une situation quasi-linéaire pour les très faibles
amplitudes du mouvement, puisque la masse oscille sur son premier mode linéaire : X1 6= 0, X2 ≃ 0.
L’orbite correspondante sur la figure 3.1, non visible car très proche de l’origine, est quasiment située
dans le plan (X1, Y1). Pour des amplitudes plus importantes, on s’aperçoit que le mouvement non
linéaire se réparti sur les deux directions X1 et X2, avec des oscillations deux fois plus rapides sur
X2. Cela s’explique par une résonance interne 1:2 avec le mode 2, puisque ωnl ≃ ω2/2 (ω2 ≃ 2.45).
Cela conduit à un mouvement non synchrone, où X1 et X2 ne passent pas au même instant par zéro et
par leur valeur maximale. De plus, les oscillations ne sont plus symétriques par rapport à la position
de repos de la masse, qui oscille principalement avec X1 et X2 négatifs, c’est-à-dire dans le quart de
plan inférieur gauche. Ces comportements sont à l’origine de la forme particulière et complexe de la
variété invariante, qui se replie sur elle-même pour les fortes amplitudes. Dans le cadre de structures
continues, cette dépendance de la déformée modale en fonction de l’amplitude a été mesurée dans
[39] pour une plaque rectangulaire.

Bien entendu, des remarques analogues peuvent être formulées pour le second mode non linéaire.
Pour plus de détails, le lecteur peut consulter l’article [163], qui propose une étude approfondie des
propriétés des modes non linéaires.

3.3.4 Calcul asymptotique et forme normale

Le point de départ du calcul des modes non linéaires dans mes travaux avec Cyril Touzé est le
système suivant :

Ẍk + ω2
k Xk +

N∑

i=1

N∑

j≥i

gkij XiXj +

N∑

i=1

N∑

j≥i

N∑

l≥j

hkijl XiXjXl = 0, ∀k = 1, . . . N. (3.36)

Il correspond à un système d’oscillateurs couplés par des termes non linéaires quadratiques et cu-
biques, qui a été préalablement diagonalisé, de sorte que sa partie linéaire est découplée. Il est consi-
déré sans amortissement et est étudié en régime libre (sans forçage extérieur), ce qui est le cadre
de l’analyse modale traditionnelle. Cette écriture correspond au système (3.20) sans amortissement et
forçage extérieur. Elle s’applique ainsi à une large gamme de systèmes mécaniques avec non-linéarités
géométriques, puisque (3.20) est l’écriture générale des modèles de type von Karman projetés sur une
base modale, qu’ils soient analytiques ou discrétisés par la méthode des éléments finis (voir §3.1.1 et
§3.2.1). On ne considère pas ici l’éventuelle excitation paramétrique représentée dans (3.20) par les
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Termes linéaires R1 R2

ω1 ω2

Termes quadratiques R2
1 R2

2 R1R2

2ω1 ≃ ω2 2ω2 ≃ 4ω1 ω1 + ω2 ≃ 3ω1 ≃ 3ω2/2

0 0 ω1 − ω2 ≃ ω1 ≃ ω2/2

Termes cubiques R3
1 R3

2 R1R
2
2 R2

1R2

3ω1 ≃ 3ω2/2 3ω2 ≃ 6ω1 ω1 + 2ω2 ≃ 5ω1 ≃ 5ω2/2 2ω1 + ω2 ≃ 4ω1 ≃ 2ω2

ω1 ≃ ω2/2 ω2 ≃ 2ω1 ω1 − 2ω2 ≃ 3ω1 ≃ 3ω2/2 2ω1 − ω2 ≃ 0

ω1 ≃ ω2/2 ω2 ≃ 2ω1

TAB. 3.1 – Fréquences des harmoniques des différents termes non linéaires quadratiques et cubiques,
dans le cas de deux oscillateurs en résonance interne 1:2 (ω2 ≃ 2ω1), permettant de déterminer
ceux qui sont résonants. Les termes résonants de l’oscillateur 1 sont soulignés une fois, ceux de
l’oscillateur 2, deux fois, ainsi que les harmoniques responsables.

αk
i (t) qui dépendent du temps, leur éventuelle partie constante étant éliminée si nécessaire par dia-

gonalisation de la partie linéaire et projection de la partie non linéaire sur les vecteurs propres ainsi
obtenus. Pour des techniques de réduction de modèle non linéaire avec excitation paramétrique, on
pourra consulter [289, 290]. De plus, le cas d’une poutre en grande rotation, qui fait intervenir des
termes non linéaires inertiels (Eqs. (3.23)), a été traité dans [C12] par la présente méthode et dans
[141] par la méthode de Shaw et Pierre.

Dans les théories classiques de systèmes dynamiques, la première étape consiste à mettre le sys-
tème (3.36) sous une forme au premier ordre en temps, en définissant la vitesse Yk = Ẋk comme
variable additionnelle. On obtient alors un système de 2N équations à 2N inconnues (Xk, Yk),
k = 1, . . . N . La première opération à effectuer pour étudier tout système dynamique est de cal-
culer les valeurs propres de l’opérateur linéarisé au voisinage du point d’équilibre, correspondant ici
par définition à l’origine de l’espace des phases, Xk = Yk = 0 ∀k = 1, . . . N . Dans notre cas, cet
opérateur est constitué de N blocs diagonaux de la forme :

(
0 1

−ω2
k 0

)

, k = 1, . . . N. (3.37)

Ses 2N valeurs propres sont imaginaires pures et complexes conjuguées : λk = ±iωk. Comme le
système est issu d’un modèle mécanique conservatif, on peut raisonnablement penser qu’il existe une
intégrale première du mouvement qui fait apparaître une énergie, ce qui garantie d’après les travaux
de Lyapunov la stabilité de ce point d’équilibre6 , qui est qualifié d’elliptique [331, 147].

Par suite, la première technique de réduction classique en théorie des systèmes dynamiques, la
réduction à la variété centrale [117, 331], est sans effet ici, puisque tout le spectre est à partie réelle
nulle et la variété centrale est l’espace des phases à 2N dimension tout entier. Cette technique est
cependant très utile pour l’étude des systèmes mécaniques sujets à des auto-oscillations et des cycles
limites, comme les systèmes avec frottement sec [291].
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(a) Termes résonants, résonances internes

Le calcul des modes non linéaires et la réduction de modèle associée qui sont proposés dans ce
texte reposent sur la théorie des formes normales [117, 331, 146], et sur deux théorèmes dus à Poin-
caré et à Dulac [259, 92] et [20, pp. 181, 184]. L’idée initiale est de considérer que tous les termes non
linéaires d’un système dynamique donné, aussi compliqué soit-il, ne sont pas essentiels pour décrire
son comportement. Pratiquement, il s’agit d’éliminer, au moyen d’un changement de variable non
linéaire, un grand nombre de termes non linéaires du système (3.36). Le nouveau système dynamique
ainsi obtenu, plus simple, est capable de reproduire l’essentiel de la dynamique du premier : il en est
son squelette. Il est appelé la forme normale du système de départ ; on dit aussi qu’il a été mis sous
forme normale.

Pratiquement, on peut séparer les termes non linéaires de (3.36) en deux familles de termes,
nommés résonants et non résonants [20]. Les premiers sont essentiels à la dynamique et ne pourront
pas être éliminés. D’un point de vue physique, ce sont des termes qui peuvent être vus comme des
termes de forçage qui excitent les oscillateurs à leur fréquences de résonance. Par exemple, dans
l’oscillateur de Duffing libre

Ẍ + ω2
0X + hX3 = 0, (3.38)

le terme hX3 est résonant, car au premier ordre, l’évolution temporelle de X(t) est harmonique à
la fréquence ω0, si bien que hX3 est aussi harmonique, aux fréquences 3ω0 et ω0, cette dernière
harmonique provoquant une excitation de (3.38) à sa résonance. Dans le système (3.36), les termes
hppppX3

p sont toujours résonants et ne peuvent pas être éliminés.
Les autres termes non linéaires peuvent être résonants si le système présente des relations de

résonance internes, qui s’écrivent dans le cas général [224, 20] :

ωk =

n∑

i=1

miωi, mi ∈ N,

N∑

i=1

mi = p ≥ 2, (3.39)

où p est l’ordre de la résonance, relié au degré polynomial des termes non linéaires considérés. Dans
notre cas de non-linéarités quadratiques et cubiques, les relations de résonances internes possibles
sont :

Ordre 2 ω2 = 2ω1, ω3 = ω1 + ω2 (3.40)

Ordre 3 ω3 = 3ω1, ω3 = 2ω1 + ω2, ω4 = ω1 + ω2 + ω3. (3.41)

Par exemple, si on est confronté au cas d’un système de la forme (3.36) tronqué à deux oscillateurs
(N = 2), et qu’en plus les deux pulsations propres sont en résonance interne 1:2, telles que ω2 = 2ω1,
mis sous forme normale le système s’écrit :

{

R̈1 + ω2
1R1 + β1R1R2 + Γ1R

3
1 + Γ2R1R

2
2 = 0,

R̈2 + ω2
2R2 + β2R

2
1 + Γ3R

3
2 + Γ4R

2
1R2 = 0.

(3.42)

(3.43)

où, par le même raisonnement que pour l’oscillateur de Duffing, nous n’avons conservé que les termes
résonants (Voir Tab. 3.1). Seuls 2 termes résonants quadratiques et 4 cubiques subsistent sur les 14
termes non linéaires initialement présents dans les oscillateurs : plus de la moitié des termes a été
éliminée. Les termes résonants conservés sont responsables de couplage forts entre les deux oscilla-
teurs, raison physique pour qu’on ne puisse pas les éliminer. En revanche, les termes non résonants
n’apportent en fait à la dynamique qu’une correction quantitative, qui est prise en compte dans le

6Cela garantit par la même occasion l’existence de N familles d’orbites périodiques au voisinage de ce point d’équilibre,
ce qui valide du même coup la première définition des modes non linéaires [191].
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changement de variable. Dans le cas où le système dynamique de départ ne contient aucun terme
résonant, la mise sous forme normale conduit à un système linéaire, puisque tous les termes non li-
néaires ont été éliminés. C’est le théorème de Poincaré [259, 20] qui propose ce résultat, qui a été
étendu au cas avec termes résonants par Dulac [92, 20].

(b) Calcul des modes non linéaires

La théorie des formes normales étant classique [20, 117, 331, 146], notre contribution sur le sujet
est son adaptation au cas particulier des systèmes dynamiques de la forme (3.36) [J3], son application
pour des cas de vibrations non linéaires de structures et son interprétation sous la forme de modes
non linéaires [J4, J7, J11, J10]. En ce sens, une caractéristique de notre approche est de rester dans
un formalisme de mécanique vibratoire, en conservant la partie linéaire sous la forme des N blocs
réels (3.37), sans utiliser une forme complexe purement diagonale. Le principe de la méthode est le
suivant :

• On postule d’abord un changement de variable non linéaire, qu’on choisit tangent à l’origine et
polynomial. On tronque ici à l’ordre 3 ce changement de variable, mais il peut être poussé à des
ordres supérieurs, au prix d’un gros effort de calcul formel. Il s’écrit, pour tout p = 1, . . . N :

Xp = Rp +

N∑

i=1

N∑

j≥i

(apijRiRj + bpijSiSj) +

N∑

i=1

N∑

j≥i

N∑

k≥j

rpijkRiRjRk +

N∑

i=1

N∑

j=1

N∑

k≥j

up
ijkRiSjSk,

(3.44a)

Yp = Sp +

N∑

i=1

N∑

j=1

γp
ijRiSj +

N∑

i=1

N∑

j≥i

N∑

k≥j

µp
ijkSiSjSk +

N∑

i=1

N∑

j=1

N∑

k≥j

νpijkSiRjRk. (3.44b)

Les nouvelles coordonnées (Rp, Sp) sont nommées les coordonnée normales, en référence à
la mise sous forme normale du système.

• On introduit ce changement de variable dans le système initial (3.36) et on cherche à annuler les
termes non linéaires. Le calcul permet alors de calculer tous les coefficients (apij , b

p
ij , r

p
ijk, u

p
ijk,

γpij , µ
p
ijk, ν

p
ijk) du changement de variable, de manière formelle, en fonction des (ωp, g

p
ij , h

p
ijk)

du système initial. Les détails sont dans [J3]. Les termes résonants sont identifiés automatique-
ment, car leur élimination est bloquée par l’apparition de petit dénominateurs, qui s’annulent
lorsque les relations de résonance interne (3.40) sont vérifiées.

• Après élimination des termes résonants, la forme normale du système s’écrit, pour tout p =
1, . . . N :

Ṙp =Sp, (3.45a)

Ṡp =− ω2
pRp − (Ap

ppp + hp
ppp)R

3
p −Bp

pppRpS
2
p

−Rp

[ N∑

j>p

[
(Ap

jpj +Ap
pjj + hp

pjj)R
2
j +Bp

pjjS
2
j

]
+
∑

i<p

[
(Ap

iip +Ap
pii + hp

iip)R
2
i +Bp

piiS
2
i

]
]

− Sp





N∑

j>p

Bp
jpjRjSj +

∑

i<p

Bp
iipRiSi



 , (3.45b)

où les coefficients Ap
ijk et Bp

ijk sont [J3] :

Ap
ijk =

N∑

l≥i

gpila
l
jk +

N∑

l≤i

gplia
l
jk, Bp

ijk =

N∑

l≥i

gpilb
l
jk +

N∑

l≤i

gplib
l
jk. (3.46)
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FIG. 3.4 – Premier mode non linéaire du système de la figure 3.1, dans le cas où m = 1, k1 =
1.7, k2 = 6, calculé par continuation numérique d’orbites périodiques avec Manlab [23] et par
développement asymptotique à l’ordre 3. Les « backbone curves » des modes 1 et 2 du même système
sont aussi représentés.

Calcul:
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− méthode de perturbation 
− méthode de continuation
− ...
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Forme normale
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Xp , Ẋp

w(t) =
∑

ΦpXp(t)

Rp, Ṙp

Xp = Rp + P(3)(Rp, Ṙp)

FIG. 3.5 – Diagramme de synthèse de la démarche de calcul et de réduction de modèle utilisant les
modes non linéaires

(c) Synthèse

Voici quelques remarques de synthèse sur la présente méthode de calcul des modes non linéaires.

• Notre principal apport par rapport à ses travaux qui considèrent aussi les formes normales en
liaison avec les modes non linéaires, celui de Jézéquel et Lamarque [156] ou des travaux plus
mathématiques [50, 98, 146], est l’écriture formelle, précisée dans [J3], du changement de
variable (3.44) et de la forme normale (3.45). Ainsi, connaissant les (ωp, g

p
ij , h

p
ijk) du système

initial, le calcul de (3.44) et (3.45) est automatique et très rapide.

• Une extension de ce travail au cas où le système initial est amorti a été proposé dans [311].
La méthode est rigoureusement la même et on aboutit à des expressions similaires à (3.44)
et (3.45), avec plus de termes. Ce travail est intéressant, car il propose le calcul de variétés
invariantes qui correspondent non plus à des familles d’orbites périodiques, mais à des familles
de trajectoires amorties, qui tendent vers l’origine de l’espace des phases. Avec l’article [174],
il constitue une première brique vers l’analyse modale de systèmes non linéaires dissipatifs.

• Lorsque le système ne possède pas de résonances internes (pratiquement, il y a résonance in-
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terne lorsque les relations (3.40) sont approximativement vérifiées par les pulsations propres de
la structure), alors aucun terme résonant ne couple les oscillateurs, si bien que (3.45) s’écrit,
pour tout p = 1, . . . N :

R̈p + ω2
pRp + (Ap

ppp + hpppp)R
3
p +Bp

pppRpS
2
p = 0. (3.47)

Il s’agit de N oscillateurs non linéaires découplés. Par suite, on retrouve la propriété d’in-
variance évoquée comme définition d’un mode non linéaire : si les conditions initiales sont
choisies de telle sorte que seul (Rp, Ṙp) est non nul, et cela est possible en initiant le mouve-
ment en un point de la variété invariante, alors tous les (Rk, Ṙk), pour k 6= p, resteront nuls
pour tout t > 0 et le mouvement restera sur le pe mode non linéaire.

• Le changement de variable (3.44) définit en fait la géométrie de la variété invariante. Là en-
core, si le système ne possède pas de résonances internes et qu’on tronque la dynamique au
pe mode non linéaire, soit (Rk, Sk) = (0, 0) pour tout k 6= p, les (Xk, Yk) pour tout k sont
définis en fonction d’une paire de coordonnées « maître » (Rk, Sk) avec les équations (3.44),
qui définissent alors une surface dans l’espace des phases. On retrouve alors l’approche de
Shaw et Pierre [284, 285, 286], à laquelle nos calculs sont équivalents. La figure 3.4 montre la
variété invariante du premier mode du système de la figure (3.1) calculée directement par ce
changement de variable.

• Le présent calcul de la variété invariante est asymptotique, puisqu’il est fondé sur le dévelop-
pement (3.44) tronqué à l’ordre 3. Son domaine de validité est donc limité à un voisinage de
l’origine. La figure 3.4 illustre cela, en montrant que la variété asymptotique « décolle » de la
variété calculée numériquement par continuations d’orbites périodiques à partir d’une certaine
amplitude. Cela se retrouve sur les courbes d’évolution de la fréquence ωnl du mouvement sur
le mode non linéaire en fonction de son amplitude.

• La présente méthode de réduction peut être résumée par le diagramme de la figure 3.5. Après
écriture du problème sous la forme modale (3.36), on calcule la forme normale (3.45) du pro-
blème, qu’il est possible de tronquer grâce à la propriété d’invariance. Après résolution en
(Rp(t), Sp(t)) de ce système réduit, le changement de variable (3.44) permet de calculer les
coordonnées modales Xp(t) et ainsi la solution du système. Cette méthode a été appliquée
par exemple pour calculer les « backbone curves » de la figure 3.4, en résolvant la forme nor-
male, réduite à un seul oscillateur (3.47), avec le code de continuation de solutions périodiques
Manlab [23].

• Le cas des résonances internes ne pose pas de difficulté particulière : la troncature s’effectue
en conservant tous les oscillateurs de la forme normale couplés par des termes résonants. On
obtient alors une variété invariante de l’espace des phases d’ordre 2M , M étant le nombre
d’oscillateurs – i.e. de modes non linéaires – en interaction. Cette opération peut être de plus
effectuée sans connaître la valeur précise des paramètres hkijl et gkij du système initial, puisque
la simple connaissance des résonances internes permet de prédire quels termes non linéaires
résonants on doit conserver dans la forme normale. On peut alors concevoir des modèles réduits
ex nihilo, dont la valeur des coefficients peut être identifiée expérimentalement. Cette approche,
illustrée plus haut pour la résonance 1:2, a été utilisée dans [J2, J8] et plus récemment dans
[213].

3.3.5 Applications

Le paragraphes précédents proposent une vue d’ensemble sur le concept de modes non linéaires,
défini comme une variété invariante de l’espace des phases, dont les utilisations pratiques principales
sont soit un outil d’analyse de la dynamique, soit un moyen de réduire la dimension du modèle.
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(a) Raidissant ou assouplissant ?
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FIG. 3.6 – Comportement non linéaire du mode (3,0) d’une coque sphérique en fonction de sa cour-
bure, représentée par le paramètre sans dimension κ [J7].

Une application directe des modes non linéaires est la détermination automatique du caractère
raidissant ou assouplissant d’un mode donné d’une structure, c’est-à-dire le fait que la fréquence des
oscillations libres sur un mode non linéaire donné soit une fonction croissante ou décroissante de
l’amplitude. La figure 3.4 montre par exemple que le premier mode du système est raidissant pour les
faibles amplitudes, puis assouplissant, alors que le second est assouplissant pour toutes les amplitudes.

D’un point de vue qualitatif, il est possible de montrer qu’une structure plane au repos, comme
une plaque ou une poutre, est en général caractérisée par un comportement raidissant de tous ses
modes. Ainsi, le comportement assouplissant est observé pour des structures incurvées, comme les
arches ou les coques. Cependant, selon le profil au repos de ces structures, certains modes peuvent
être assouplissant, alors que d’autres sont raidissants. Ce caractère dépend en fait à la fois de la raideur
statique de la structure autour de son point d’équilibre, mais aussi de la dynamique sur une période
d’oscillation [R1], [C4].

Un grand nombre d’études par le passé ont cherché à déterminer ce caractère en tronquant la
dynamique (3.36) au seul oscillateur correspondant au mode étudié (disons le pe), ce qui conduit à
l’oscillateur de Duffing :

Ẍp + ω2
k Xp + gpppX

2
p + hppppX

3
p = 0, (3.48)

dont la solution approchée, obtenue par une méthode de perturbation, est [224] :

X(t) = a cos(ωnlt+ ϕ), ωnl = ωp(1 + T̃pa
2), T̃p =

1

8ω2
p

(

3hpppp −
10(gppp)2

3ω2
p

)

. (3.49)

Par suite, le caractère raidissant ou assouplissant est donné par le signe positif ou négatif du paramètre
T̃p, directement relié aux valeurs de gppp et hpppp.

Avec le formalisme des modes non linéaires, on peut effectuer de manière exacte la troncature
à un seul mode non linéaire, grâce à leur invariance. La forme normale est alors tronquée au seul
oscillateur (3.47), qui définit la dynamique sur la variété. Avec la même méthode de perturbation, on
peut obtenir [J3] :

R(t) = a cos(ωnlt+ ϕ), ωnl = ωp(1 + Tpa
2), Tp =

3(Ap
ppp + hpppp) + ω2

pB
p
ppp

8ω2
p

. (3.50)
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En pratique, la comparaison des formules (3.49), (3.50) et (3.46), montre que :

• Les valeurs de Tp et T̃p différent lorsque les termes quadratiques gpij sont présents, c’est-à-dire
lorsque la structure présente une courbure initiale ou une stratification non symétrique (§2.3).
Cela conduit à des comportements différents, voire opposés, pour le pe mode considéré. De
plus, une troncature à un seul mode linéaire donne dans ce cas un mauvais modèle, ce qui
justifie l’utilisation des modes non linéaires. D’un point de vue physique, le coefficient Tp

contient l’influence des N modes linéaires à partir desquels les coefficients Ap
ppp et Bp

ppp sont
calculés.

• Lorsque le système est dépourvu de termes quadratiques (c’est le cas des structures à mécanique
symétrique suivant la direction transverse), alors la tendance de non-linéarité d’un mode donné
est bien prédite par une troncature à un seul mode linéaire (Eq. (3.48). Le formalisme des modes
non linéaires permet alors de prédire la dépendance des déformées modales en l’amplitude du
mouvement, comme décrit ci-après.

Nous avons étudié cette tendance de non-linéarité pour plusieurs systèmes, à la fois discrets et
continus : poutres, plaque circulaire, coque sphérique, plaques imparfaites ([J3, J4, J7, J11], [C12,
C10]). La figure 3.6 donne un exemple de comportement, tiré de [J7]. Elle montre l’évolution des pa-
ramètres T̃p (troncature à un mode linéaire) et Tp (troncature à un mode non linéaire) du mode (3,0)
d’un coque sphérique en fonction de sa courbure. Ainsi, une troncature à 1 mode linéaire ne prédit le
comportement correct que pour une plaque (lorsque la courbure est nulle), et dès que la courbure est
non nulle, la troncature à un mode linéaire devient fausse.

Enfin, la réduction à un mode non linéaire permet de calculer aisément l’évolution des déformées
modales en fonction de l’amplitude. En effet, connaissant (Rp(t), Sp(t)) pour une amplitude donnée,
le changement de variable (3.44) permet de remonter aux coordonnées modales, et si seul le pe mode
non linéaire a de l’énergie, celle-ci se retrouve répartie sur tous les modes linéaires Xk, d’où le calcul
d’une déformée modale qui dépend de l’amplitude et du temps (notion de mode non synchrone déjà
évoquée). Ce travail a été proposé dans [J4] pour une poutre et dans [C10] pour une plaque circulaire
libre.

(b) Réduction de modèle en vibration forcée

L’idée de départ des modes non linéaires était d’étendre la notion de mode propre d’un système
linéaire au cas non linéaire. En ce sens, les modes non linéaires vus comme des variétés invariantes de
l’espace des phases sont, comme les modes linéaires, une solution du système en vibrations libres, où
dans ce cas ils permettent de procéder à des troncatures exactes, comme proposé dans le paragraphe
précédent. La seconde étape est donc de se servir de ces modes non linéaires pour calculer à moindre
coût la réponse forcée d’un système. Dans ce cas, la situation est plus délicate, car la règle d’invariance
ne s’applique plus (comme dans le cas linéaire d’ailleurs). Il est néanmoins possible d’utiliser le
formalisme de la figure 3.5 en régime forcé, d’ajouter un forçage dans le second membre de la forme
normale, et de tronquer celle-ci ensuite.

Un cas simple est celui d’une excitation harmonique dont la fréquence est proche d’un des modes
de la structure. Dans ce cas, un modèle réduit composé du seul mode non linéaire excité à sa résonance
donne en général de bons résultats. Si ce mode est en relation de résonance interne avec d’autres
modes, il faut aussi garder les modes non linéaires correspondants. Dans [J10], ce modèle réduit est
testé sur plusieurs structures : un panneau cylindrique, une coque rectangulaire à double courbure et
une coque cylindrique complète. Des modèles réduits à un mode non linéaire, ou à deux modes non
linéaires dans le cas d’une résonance 1:1 entre deux modes à la même fréquence, donnent de bon
résultats, bien meilleurs qu’une réduction à un seul mode linéaire, notamment. Des comparaisons de
cette méthode avec des modèles réduits de type POD sont considérées dans [311]. Enfin, des modèles
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réduits non linéaires prenant en compte l’excitation harmonique, ce qui conduit à calculer une variété
invariante qui dépend du temps, sont proposés dans [153], au prix d’un coût de calcul important.

3.4 Résolution et simulations

On propose ici un aperçu des différentes méthodes disponibles pour calculer la solution d’un
système non linéaire du type :

MÜ +DU̇ + f(U) = F , (3.51)

ou encore en le transformant au premier ordre en temps :

ẋ = g(x, t), x = (U̇ U)T. (3.52)

Dans les formulations ci-dessus, U(t) est le vecteur des inconnues, M une matrice de masse, D
une matrice d’amortissement, f le vecteur des efforts intérieurs et F un forçage extérieur. Le pro-
blème (3.51) est de taille N et (3.52) de taille 2N . La première écriture englobe à la fois les systèmes
discrétisés par la méthode des éléments finis (voir Eqs. (3.24, 3.28)), ceux obtenus après une méthode
de réduction (Eq. 3.30)) ou à la suite d’une discrétisation modale d’un modèle analytique (Eqs. (3.18)
ou (3.20)). Dans le cas d’un développement sur base modale, M est la matrice identité. La seconde
écriture (3.52) est classique dans les théories de systèmes dynamiques [117, 331]. Dans ce cadre, trois
grandes familles de méthodes de résolution de ces systèmes peuvent être remarquées.

• On distingue d’abord les méthodes d’intégration temporelle. Ce sont les méthodes les plus
classiques et les plus rependues dans tous les champs de la physique et de la mécanique. Elle
consistent à calculer U(t) en fonction du temps t, en se donnant des conditions initiales :
U(0) = U0, U̇(0) = V0. Comme des solutions analytiques n’existent que pour des cas très
particuliers des systèmes dynamiques (3.51) et (3.52), une grande variété de méthode numé-
rique a été développée. En dynamique des structures, c’est la famille des méthodes de Newmark
qui est la plus utilisée, car elle s’applique directement au système (3.51) et est très adaptée pour
les grandes tailles de systèmes (N valant plusieurs milliers et plus. . .) [112, 77, 233]. Sinon, la
famille des méthodes de Runge-Kutta est aussi très utilisée et est implantée dans presque tous
les logiciels de simulation mathématique. Des algorithmes moins connus ont des propriétés
intéressantes pour simuler nos systèmes non linéaires, notamment celle de conserver l’énergie
[233, 42], ce qui peut s’avérer décisif lorsqu’on cherche à simuler du chaos [J18].

Néanmoins, dans le cas présent de nos problèmes de systèmes vibratoires non linéaires géomé-
triques, qui présentent souvent des dynamiques complexes qu’on cherche à caractériser, on vise
souvent à simuler le régime vibratoire permanent lorsque le système est mis en vibration par
un forçage sinusoïdal. Comme les systèmes sont souvent très résonants (c’est notamment le cas
des N/MEMS du chapitre 6), ils sont très peu amortis et le régime permanent est ainsi atteint
au prix d’un très grand nombre de pas de calcul. Ces méthodes sont pour cette raison très coû-
teuses et donc le plus souvent utilisées uniquement pour vérifier ponctuellement les résultats
des deux autres méthodes présentées ici. Notamment, une intégration en temps ne permet pas
de simuler des solutions instables. Cet inconvénient peut alors devenir un avantage lorsqu’il
s’agit de démontrer que telle condition initiale conduit à un régime de vibration instable.

• Ensuite, lorsque la dimension N du système est très faible, on peut utiliser des méthodes ana-
lytiques de perturbation, dont un large aperçu est proposé dans les ouvrages [220, 224, 301,
139, 321]. Il s’agit ici de supposer que les non-linéarités sont d’amplitude faible devant la partie
linéaire du système et de procéder à des développements asymptotiques. On remplace alors le
système non linéaire initial par une cascade de systèmes linéaires qu’il faut résoudre succes-
sivement. Dès le second ordre, les calculs deviennent en général très fastidieux. Néanmoins,
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ces méthodes sont décisives en pratique lorsqu’il s’agit d’interpréter la dynamique de modèles
réduits non linéaires, et qu’on veut étudier ses variations en fonction des paramètres du mo-
dèle. Dans mon travail, ces méthodes ont été utilisées pour étudier des systèmes en résonance
internes, pour les plaques et les coques [J1, J6]. Leur principal inconvénient est qu’elles ne sont
praticables que pour des systèmes à très faible nombre de degrés de liberté et que leur domaine
de validité, en terme d’amplitude, est réduit.

• La troisième famille de méthode, les techniques de continuation, est traitée dans les deux
paragraphes qui suivent. . .

3.4.1 Méthodes de continuation

Les méthodes de continuation, ou méthodes de suivi de branche, consistent à calculer la solution
d’un système dans un état particulier, et à suivre son évolution lorsqu’on fait varier un paramètre
donné, appelé le paramètre de contrôle en théorie des systèmes dynamiques. Ces méthodes de conti-
nuation sont très intéressantes en pratique car elles permettent de calculer à la fois les solutions stables
et instables du système, ainsi que les bifurcations. Les deux états particuliers du système qui ont reçu
le plus d’attention dans la littérature à propos du suivi de branche sont les états d’équilibre et les
solutions périodiques, deux points évoqués en détail ci-après. Il est néanmoins possible de procéder
à la continuation de points de bifurcation (comme les points nœud-col) [88, 89, 323], d’orbites de
solutions isolées [26, 281] ou de solutions quasi-périodiques [181, 120, 237].

(a) Continuation de points fixes

En mécanique des structures, ces techniques ont été développées pour calculer les problèmes
de flambage, c’est-à-dire des problèmes de la forme (3.51) ou (3.52) avec U constant. Ce sont des
systèmes algébriques non linéaires, qu’on écrit sous la forme :

R(U , λ) = 0, R ∈ RN (3.53)

avec U le vecteur déplacement inconnu, de taille N et λ un paramètre réel, qui dans ce cas représente
l’amplitude du forçage statique. On cherche à trouver une branche de solution U(λ), pour plusieurs
valeurs de λ, qui vérifie (3.53). Comme le système est non-linéaire, ces courbes sont parfois de forme
complexes, elles sont soumises à des bifurcations et à des plages de valeurs de λ pour lesquelles
plusieurs solutions U coexistent. Pour cette raison, des stratégies de pilotage en longueur d’arc ont
été développées : elles consistent à re-paramétrer le système en fonction d’un paramètre a, qui est lié
à l’abscisse curviligne sur la courbe solution, et de chercher à la fois U(a) et λ(a) en fonction de a.
Le paramètre λ est alors une inconnue du problème auquel on ajoute une équation qui est la définition
du paramètre a. Plusieurs solutions pour définir a existent (longueur d’arc, pseudo-longueur d’arc
etc.) [281, 77, 283].

Deux familles de méthodes pour résoudre le problème non linéaire (3.53) coexistent. Les mé-
thodes les plus utilisées sont basées sur un algorithme de Newton-Raphson couplé au paramétrage
en a. Dans ce cas, l’algorithme résout le système (3.53) pour une valeur donnée de a (et donc de
λ) et avance de proche en proche pour décrire la courbe solution [77, 283]. Une seconde famille de
méthodes, appelées méthodes asymptotiques numériques (MAN) a été proposée par Potier-Ferry et
ses co-auteurs [30, 69, 322, 344, 49]. Elle consiste à chercher la courbe (U(a), λ(a)) sous la forme
d’une juxtaposition de série entière du paramètre a :

U(a) = U0 + aU1 + a2U2 + . . . + anUn, λ(a) = λ0 + aλ1 + · · ·+ anλn. (3.54)

Le problème à résoudre pour le calcul de chaque série est une suite de problèmes linéaires successifs
composés de la même matrice de raideur tangente. Chaque série a son propre rayon de convergence
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(l’ensemble des valeurs de a pour lesquelles une norme de R(U , λ) reste inférieur à une tolérance)
qui est automatiquement calculé, si bien qu’aucune adaptation du pas d’avancement n’est nécessaire
ici. Un autre avantage est que la courbe solution est connue analytiquement par morceau, et non
en un nombre fini de points. Enfin, signalons que la majorité des algorithmes développés avec cette
méthode considèrent un système algébrique R(U , λ) polynomial et quadratique, car c’est dans ce
cas qu’elle est la plus efficace. Cela pourrait être a priori une restriction, mais on peut montrer que la
plupart des non-linéarités peuvent s’écrire sous forme quadratique, à condition d’ajouter des variables
additionnelles, ce qui augmente la taille de U [69, 71]. Sinon, il est toujours possible d’utiliser une
formulation déplacement / force (le système quadratique (3.18) pour les modèles analytiques de ce
mémoire) ou déplacement / contrainte (voir par exemple [344] pour les modèles éléments finis) qui
conduit à un système non linéaire quadratique.

(b) Continuation de solutions périodiques
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FIG. 3.7 – Courbe de réponse en fréquence d’un oscillateur de Duffing forcé avec ω0 = 1, Γ = 1,
F = 1, µ = 0.05 : amplitude et phase des trois premières harmoniques de la solution périodique
en fonction de la fréquence d’excitation. ’—’ : branches stables ; ’· · ·’ : branches instables. ’SN’ :
bifurcation nœud col ; ’SB’ : bifurcation fourche avec brisure de symétrie. ’Hibj’ : ie harmonique, je

branche. (left) : vue générale ; (milieu) et (droite) : détails des résonances superharmoniques d’ordre
2 et 3 [J16].

Dans le cadre des vibrations non linéaires et de la théorie des systèmes dynamiques, quatre types
de solutions sont couramment rencontrées (une illustration est proposé au paragraphe 4.2.2, p. 98) :

• les points fixes (ou solutions statiques), évoqués au paragraphe précédent, tels que U est const-
ant ;

• les solutions périodiques, où il existe une période T ∈ R∗+ telle que pour toute date t, U(t +
T ) = U(t). Son spectre est harmonique, c’est-à-dire composé de fréquences multiples de la
fréquence fondamentale ω = 2π/T ;

• les solutions quasi-périodiques, caractérisées dans le domaine fréquentiel par un spectre dis-
cret composé de fréquences multiples de deux ou plus fréquences fondamentales incommen-
surables, c’est-à-dire telles que leur rapports soit irrationnels (ωi/ωj /∈ Q). Dans le cas où
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deux fréquences sont génératrices du spectre, la solution correspondante décrit dans l’espace
des phases la surface d’un tore dont les deux diamètres caractéristiques sont reliés aux deux
fréquences [331, §10.4a], [120].

• les solutions chaotiques, où cette fois-ci le spectre est continu.

Ces solutions peuvent êtres obtenues successivement, pour un système en vibrations forcées, par une
cascade de bifurcations de Hopf (par exemple en augmentant l’amplitude du forçage, voir §4.2.2).
Alors que les deux dernières sont très complexes à simuler autrement que par des méthodes d’inté-
gration temporelle (les algorithmes de continuation de solution quasi-périodiques sont encore à l’état
de recherche [181, 120, 237]), des algorithmes de continuation de solutions périodiques existent et
sont très matures. Le présent paragraphe vise à donner succinctement une vue d’ensemble sur ces
techniques.

Comme dans le cas de la continuation de point fixe, il s’agit ici de calculer l’évolution des solu-
tions périodiques du système en fonction d’un paramètre de contrôle λ. Pratiquement, si le système
est autonome (il n’est pas forcé par une excitation extérieure), alors il peut être sujet à des auto-
oscillations et des cycles limites, qui apparaissent en général après une bifurcation de Hopf, pour une
valeur donnée de λ ; la continuation de solutions périodiques est directement adaptée à ce cas. Le cas
des systèmes conservatifs en régime libre, par exemple pour calculer des modes non linéaires, rentre
aussi dans ce cas de figure, puisque par définition on cherche une famille de solutions périodiques
(§3.3). Enfin, dans un cas de vibrations forcées par une source sinusoïdale, la réponse du système
pour les basses amplitude est en général périodique, et les techniques de continuation permettent
naturellement de tracer des courbe de réponse en fréquence non-linéaires, c’est-à-dire une caractéris-
tique du régime périodique (sa fréquence, son amplitude) en fonction de la fréquence d’excitation,
qui joue ici le rôle de paramètre de contrôle.

Une illustration de courbe de réponse est la figure 3.7, qui montre l’évolution des solutions pério-
diques de l’oscillateur de Duffing forcé :

ü+ µu̇+ ω2
0u+ Γu3 = F cos Ωt, (3.55)

en fonction de la pulsation d’excitation Ω. Par rapport aux méthodes d’intégration temporelle, on a
accès ici directement au régime permanent, ainsi qu’aux solutions instables, qui sont intéressantes
en pratique car elles connectent entre elles les branches stables et elles permettent de positionner les
bifurcations, essentielles pour comprendre la dynamique d’un système. Sans les branches instables,
on obtient un réseau de courbes déconnectées qu’il est parfois difficile d’interpréter. Ces méthodes
constituent l’analogue numérique des méthodes de perturbation et ont l’avantage de ne pas être limi-
tées en terme de domaine de validité.

Plusieurs techniques numériques existent pour procéder au suivi de solutions périodiques. On
pourra consulter à ce sujet les introductions des thèses [264, 21, 281, 250]. La première étape consiste
toujours à calculer une solution périodique du système dynamique, et ensuite de procéder à la conti-
nuation. Quatre grandes méthodes de calcul numérique de solutions périodiques d’un système dy-
namique existent dans la littérature, qui sont toutes équivalentes à remplacer les systèmes dyna-
miques (3.51) ou (3.52) en un système algébrique de la forme de (3.53). D’un point de vue général,
il s’agit de résoudre le problème [281] :

Trouver (x0, T ) ∈ R2N × R∗+ tel qu’il existe x(t) solution de :
{
ẋ = g(x),
x(0) = x0, x(T ) = x0,

(3.56)
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qui s’écrit aussi, en posant τ = t/T :

Trouver (x0, T ) ∈ R2N ×R∗+ tel qu’il existe x(τ) solution de :
{
x′ = Tg(x),
x(0) = x0, x(1) = x0,

(3.57)

où on a noté (•)′ = d•/dτ . La seconde écriture à fait disparaître l’inconnue T des conditions aux
limites du problème, qui devient un problème aux limites standard.

Méthode de tir Cette méthode, appelée shooting en anglais, consiste à trouver de manière itérative
la condition initiale x0 et la période T qui conduisent à une solution périodique. Pour cela, elle
est basée sur une méthode de Newton-Raphson et un algorithme d’intégration temporelle. Il
s’agit d’itérer sur les valeurs de x0 et T pour réduire le reste :

R(x0, T ) = x(T,x0)− x0, (3.58)

où on a noté x(t,x0) la solution du problème (3.56) à la date t. À chaque itération, x(T,x0) est
calculé par intégration temporelle, à partir de la prédiction de T et x0 [253, 283, 222]. Comme
le problème (3.58) n’est pas connu analytiquement, puisqu’il est le résultat, à chaque itération,
d’une intégration temporelle, cette méthode n’est a priori pas adapté à être couplée à la MAN.
En revanche, elle est intéressante car toute méthode d’intégration temporelle peut être utilisée,
ce qui la rend attractive lorsqu’on veut utiliser un code d’intégration temporelle existant.

Différences finies Dans cette méthode, on échantillonne l’intervalle [0 1] en M intervalles et on
remplace le problème (3.57) par un système non linéaire algébrique de la forme (3.53), où
l’inconnue est U = [xT

0 , . . . ,x
T
k , . . . ,x

T
M−1, T ]

T, avec xk = x(kh), h = 1/M la période
d’échantillonnage. L’écriture de (3.53) dépend de l’algorithe de discrétisation temporelle (dif-
férences finis, Newmark. . .). Le système algébrique (3.53), connu de manière formelle, peut
être résolu soit par un algorithme de Newton-Raphson, soit par la MAN [22].

Collocation orthogonale Cette méthode est voisine de la précédente, à la différence que la période
est discrétisée par une méthode de collocation orthogonale. C’est cette méthode qui est utilisée
dans le code de continuation AUTO [89]. Là encore, la résolution du système algébrique (3.53)
peut être résolu soit par un algorithme de Newton-Raphson, soit par la MAN.

Équilibrage harmonique Alors que les trois méthodes précédentes sont basées sur des algorithmes
temporels, la présente méthode est fréquentielle. On décompose ici le vecteur solution x en
série de Fourier :

x(t) = x(0) +

H∑

k=1

(

x(kc) cosωt+ x(ks) sinωt
)

. (3.59)

Sous cette forme, x étant automatiquement périodique, avec T = 2π/ω, il ne lui reste plus
qu’à vérifier le système dynamique (3.52), ce qui conduit là encore au système non linéaire
algébrique de la forme (3.53), où l’inconnue est U = [xT

0 , . . . ,x
T
k , . . . ,x

T
M−1, ω]

T. Par suite,
(3.53) peut être résolu soit par un algorithme de Newton-Raphson [184, 185, 218, 103], soit
par la MAN [264, 71, 47, 46]. Si les non-linéarités sont non régulières, les lois d’efforts non
linéaires sont décrites dans le domaine temporel et des techniques spécifiques sont utilisées,
comme la méthode alternating frequency time [176]. Dans mon travail, j’utilise couramment
le logiciel Manlab [J16, C36, J20] où un code programmé au laboratoire [J21]. L’efficacité de
la présente méthode de l’équilibrage harmonique peut être améliorée en adaptant le nombre
d’harmoniques au fur et à mesure que les branches de solutions sont calculées, et cela pour
chacun des degrés de liberté du système [116].
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3.4.2 Stabilité de solutions périodiques

(a) Généralités

Simple bifurcation
(pitchfork, saddle/node,
symmetry breaking...)

1 1
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FIG. 3.8 – Mouvement dans le plan complexe des exposants αn et multiplicateurs ρn de Floquet lors
des bifurcations de solutions périodiques

Le calcul de la stabilité des solutions calculées avec une méthode de continuation est essentiel. En
statique, la stabilité permet de prédire les valeurs limites des efforts au delà desquelles un flambage de
la structure apparaît. En post-flambement, plusieurs configurations de la structure coexistent, certaines
étant stables et d’autres instables. En dynamique, les mêmes caractéristiques sont observées pour des
solutions périodiques, qui peuvent être stables ou instables. Dans le cadre des méthodes numériques
de continuation, qui calculent sans distinction les solutions stables et instables, la recherche de la
stabilité des solutions est capitale, car elle permet d’identifier dans le diagramme de bifurcation les
solutions stables et donc physiquement observables. Le changement de stabilité est aussi le siège de
bifurcations, qui sont ainsi automatiquement détectées. On peut signaler à ce propos qu’il existe des
méthodes numériques qui permettent de (i) détecter la position d’éventuelles bifurcations et (ii) de
permettre le branchement des solutions multiples au point de bifurcation [283, 88, 55, 322].

Le calcul de la stabilité d’une solution périodique consiste à ajouter une perturbation y(t) à la
solution périodique x0(t) du problème (3.56) et à vérifier si y(t) est croissante ou décroissante en
fonction du temps, le premier cas déterminant que x0(t) est instable. Cela s’écrit :

x = x0 + y ⇒ ẏ(t) ≃ J(t)y(t), avec J =
∂g

∂x

∣
∣
∣
∣
x=x0

. (3.60)

Ainsi, y est solution d’un système linéaire à coefficients périodiques, puisque le jacobien J(t) de
g – calculé pour la solution périodique x0 – est périodique. Cela relève de la théorie de Floquet
[104, 126], qui montre que y est la somme de 2N solutions fondamentales yn indépendantes :

y(t) =

2N∑

n=1

yn(t), yn(t) = pn (t) e
αnt, (3.61)

où les αn sont nommés les exposants de Floquet. Il est alors aisé de montrer que si on regroupe les
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yn dans une matrice : Y (t) = [y1(t) . . . y2N (t)]T, on a la relation [222] :

Y (t+ T ) = ΦY (t), ∀t (3.62)

où Φ est la matrice de monodromie, qui permet de calculer l’état de la perturbation à une certaine
date en fonction de son état une période T plus tôt. Ses valeurs propres ρn sont les multiplicateurs de
Floquet, reliés aux αn par :

ρn = eαnT ⇔ αn =
1

T
ln ρn +

2πk

T
i, k ∈ Z (3.63)

Finalement, à partir des équations (3.61) et (3.62), on montre que la stabilité de la solution périodique
x0 est reliée aux exposants et multiplicateurs de Floquet :

• Si ℜ(αn) < 0 (ou |ρn| < 1) pour tout n, toutes les solutions fondamentales yn tendent vers
zéro en fonction du temps et la solution périodique x0(t) est dite asymptotiquement stable.

• S’il existe un n tel que ℜ(αn) > 0 (ou |ρn| > 1), la solution fondamentale yn augmente de
manière exponentielle et la solution périodique x0(t) est dite instable.

Le chemin utilisé par les exposants de Floquet pour traverser l’axe des ordonnées du plan complexe,
et de manière équivalente, le chemin emprunté par les multiplicateurs de Floquet à la traversé du
cercle unité, détermine le type de bifurcation (Fig. 3.8) [222].

(b) Une méthode fréquentielle

Déterminer la stabilité d’une solution périodique consiste alors, comme on vient de le voir, à
calculer les exposants ou multiplicateurs de Floquet. Trois méthodes sont disponibles dans la litté-
rature. On rappelle que N est le nombre de degrés de libertés mécaniques, c’est-à-dire la taille du
système (3.51). Il y a donc 2N multiplicateurs / exposants de Floquet à déterminer.

• La première méthode, qui est la plus générale, consiste à calculer la matrice de monodromie Φ

en constatant que (i) Y (t) est solution de l’équation (3.60) et que (ii) l’équation (3.62) montre
que Y (T ) = ΦY (0). Par suite, Φ est la solution du système (3.60) intégré numériquement
sur une période T à partir d’une condition initiale Y (0) = 1 identité. Φ étant estimé, les
multiplicateurs de Floquet sont alors obtenus par diagonalisation. Cette méthode est applicable
pour toutes les techniques de continuation, puisqu’il suffit de connaître x0(t) pour calculer le
jacobien Y (t). La généralité de cette méthode est son inconvénient, car elle peut être coûteuse
en temps de calcul et n’utilise aucune des propriétés de la méthode de continuation choisie
pour calculer la solution périodique x0. J’ai contribué avec Arnaud Lazarus à implanter cette
méthode dans le logiciel Manlab [23].

• La seconde est immédiate lorsqu’une méthode de tir est utilisée pour calculer les solutions pé-
riodiques, puisque la matrice de monodromie peut être calculée en même temps que la solution
périodique [253, 283, 222].

• La troisième est liée à la méthode de collocation orthogonale pour calculer les solutions pério-
diques. Dans ce cas, on montre que les multiplicateurs de Floquet sont solution d’un problème
aux valeurs propres de grande taille, qu’il est possible de réduire à la taille 2N . Cette méthode
semble très efficace [101, 283].

Les trois méthodes précédentes appartiennent au domaine temporel et seule la première est ap-
plicable lorsque le calcul de la solution périodique est effectué avec la méthode d’équilibrage har-
monique. Avec Arnaud Lazarus, nous avons proposé une quatrième méthode de calcul de la stabilité
de solutions périodiques, dans le domaine fréquentiel, qui utilise directement les coefficients de Fou-
rier de la solution périodique x0. Elle est basée sur la méthode de Hill [129], qui conduit à résoudre
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FIG. 3.9 – Copie d’écran du logiciel Manlab lors du calcul des branches de solution d’un oscillateur
de Duffing

un problème aux valeurs propres étendu, de taille 2N(2H + 1), H étant le nombre d’harmoniques
retenues pour le calcul de x0. Plusieurs études passées [325, 177] utilisent la méthode de Hill di-
rectement dans un cadre numérique, mais les auteurs s’accordent pour dire qu’elle n’est pas fiable
et qu’elle peut conduire à des résultats faux. Nous avons proposé une correction de cette méthode,
en ajoutant un critère de tri des 2N(2H + 1) valeurs propres pour en sélectionner simplement 2N ,
basé sur l’observation des vecteurs propres. Nous avons implanté cette méthode dans le code Manlab
[23] et proposé différents tests, sur des systèmes autonomes, non autonomes avec ou sans résonances
internes. Elle conduit à des gains de temps substantiels par rapport à la méthode temporelle d’inté-
gration sur une période et pour l’instant, aucune mise en défaut de la méthode n’a été constaté [J16],
[C36, C41], [300].

Le code de continuation de solutions périodiques HBM/Manlab/Hill (Fig. 3.9) ainsi obtenu est
complet, puisqu’il propose une solution conviviale et interactive pour calculer les branches de solu-
tions périodiques ainsi que leur stabilité, sans restriction sur le nombre d’harmoniques à inclure dans
le calcul, ce qui est compétitif par rapport à certaines solutions de la littérature. La détection de bifur-
cation et le branchement dans le cas de bifurcation fourches ne sont toutefois pas encore automatisées
et sont laissés au doigté de l’utilisateur.

3.5 Mesures de vibrations

Après avoir exposé comment résoudre les modèles non linéaires de vibration de structures (§3.1,
§3.2, §3.3, §3.4) le présent paragraphe fait état de quelques méthodes expérimentales particulières
permettant de caractériser et étudier les systèmes non linéaires, méthodes que j’ai eu l’occasion d’uti-
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liser et développer aux laboratoires TSI de l’ENST7 (1998-2001), de l’ENSTA-UME8 (2001-2003)
et du LMSSC du Cnam9.

3.5.1 Un excitateur électromagnétique original

(a) Généralités

FIG. 3.10 – Photographies d’un haut-parleur, d’un marteau-choc et d’un pot-vibrant.

Lorsqu’on souhaite étudier expérimentalement des systèmes en vibration, la première question
est de choisir le moyen d’injecter l’énergie dans celui-ci. Si on procède aux mesures in situ, c’est-à-
dire qu’on s’intéresse aux vibrations du système dans son environnement et qu’il est possible de les
mesurer, le problème est réglé. En revanche, lorsqu’on souhaite créer une expérience de laboratoire,
plusieurs techniques de mise en vibration classiques sont disponibles, globalement au nombre de trois
(Fig. 3.10).

• On peut tout d’abord utiliser une excitation acoustique, au moyen d’un haut parleur placé à
proximité du système. Le principal avantage de cette technique est qu’elle est sans contact,
si bien qu’elle est facile à mettre en œuvre. En revanche, elle est non-localisée (la pression
acoustique créée est, par nature, répartie sur l’ensemble de la surface du système) et s’il est
possible de procéder facilement à une mesure de la pression acoustique en certains points autour
du système, il est impossible de mesurer l’action mécanique force imposée à la structure, car
elle dépend du rayonnement du haut parleur, des réflections des ondes acoustiques sur les murs
du local de mesure. . . De plus, même si on peut choisir le signal électrique d’excitation du haut
parleur, il ne correspond que qualitativement à celui de la force imposée à la structure. Enfin,
la puissance acoustique produite par un haut parleur traditionnel dans ses limites de linéarité
est en général trop faible pour induire des vibrations d’amplitude suffisante pour que le régime
soit non linéaire.

• Une seconde méthode consiste à utiliser un marteau-choc, c’est-à-dire un marteau dont l’iner-
tie de rotation est adaptée au geste d’un opérateur moyen, et qui est muni d’un capteur de force
à son extrémité. Cet outil est très utilisé pour des analyses modales linéaires expérimentales.
Son inconvénient est qu’il permet de produire une excitation impulsionnelle qui n’est pas re-
productible d’un coup de marteau à l’autre : l’amplitude de la force injectée et son contenu

7Département Traitement du Signal et des Images, École Nationale Supérieure des Télécommunications, désormais
appelée Télécom ParisTech, Paris, http://www.tsi.telecom-paristech.fr

8Unité de Mécanique, École Nationale Supérieure des Techniques Avancées, désormais appelée ENSTA-ParisTech,
Palaiseau, http://ume.ensta-paristech.fr

9Cnam / LMSSC, Case 2D6R10, 2 rue Conté, 75003 Paris, http://www.lmssc.cnam.fr
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fréquentiel ne sont pas maîtrisés. Dans un cadre linéaire, où par définition les vibrations sont
proportionnelles à la force injectée, cela n’est pas un problème car il suffit de « diviser » les me-
sures vibratoires par le signal de force pour caractériser la structure. Dans un cadre non linéaire,
cet outil peut permettre tout de même de caractériser de manière ponctuelle le comportement
non linéaire d’une structure, comportement qu’il faut alors associer au signal de force mesuré
par le capteur.

• La troisième technique d’excitation est le traditionnel pot-vibrant, ou excitateur électrodyna-
mique, commercialisé en une large gamme de tailles et de performances. Son fonctionnement
est similaire à celui d’un haut-parleur électrodynamique : un aimant fixe produit un champ ma-
gnétique radial dans lequel se déplace une bobine mobile. Pour le cas particulier des vibrations
de grande amplitude, le principal problème des pots-vibrants est que la force effectivement im-
posée à la structure, celle mesurée par un capteur de force placé entre l’ensemble mobile du
pot-vibrant et la structure, dépend de la dynamique de l’ensemble mobile du pot-vibrant, et
donc des oscillations de la structure au point d’attache. Ainsi, la force effectivement imposée
à la structure n’est pas maîtrisée, à moins de recourir à un système de contrôle du signal de
commande du pot-vibrant, pour asservir la force à une consigne donnée. Enfin, d’un point de
vue strictement pratique, il faut enfin noter que le positionnement du pot-vibrant par rapport
à la structure étudiée doit être effectué précisément, ce qui nécessite un système de fixation
adapté et prévu à l’avance, vue la masse non négligeable de l’excitateur.

(b) Le système bobine-aimant

coil magnet

structure
under test

coil magnet

current

bees wax

magnet position at rest

LR
i

R
e

D
M
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FIG. 3.11 – Système bobine aimant. La distance d est mesurée entre la face droite du bobinage et le
plan médian de l’aimant, au repos. L’aimant est centré radialement dans la cavité de la bobine

Un excitateur sans contact a été conçu pour servir dans les expériences de vibrations. Vu ses
avantages pratiques, il a été utilisé presque systématiquement au laboratoire, que se soit pour les
mesures de vibration en régime non linéaire mais aussi pour de simples analyses modales linéaires
(voir [J2, J5, J8, J13, J19, J23], le rapport [R3], les thèses [91, 302] et [213]). Il est représenté sur la
figure 3.11 et photographié sur la figure 3.12 et est composé d’un petit aimant, collé sur la structure
à mettre en vibration, et d’une bobine fixe, parcourue par un courant qui permet de créer une force
magnétique sur l’aimant.
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FIG. 3.12 – Photographies du dispositif bobine-aimant associé à plusieurs systèmes : une coque
sphérique, une poutre et une aube de soufflante de moteur d’avion

Par rapport au pot-vibrant, ce système bobine-aimant offre des avantages indéniables, que nous
énumérons ci-dessous.

• En premier lieu, c’est un dispositif sans-contact : il suffit de coller l’aimant sur la structure,
par exemple avec de la cire d’abeille, et de positionner la bobine à proximité. La position
d’excitation peut être ainsi modifiée extrêmement rapidement d’une expérience à l’autre, sans
être par exemple obligé de percer la structure pour fixer l’ensemble mobile d’un pot-vibrant.
Aucun lien rigide n’est nécessaire entre la structure et l’excitateur, si bien que le déplacement
de la structure n’est pas contraint. Des amplitudes d’oscillations axiales de l’ordre de 10 mm
sont possibles, ainsi que des petites rotations et des petits déplacements radiaux.

• Le dispositif de positionnement de la bobine est lui aussi très simple puisque celle-ci est très
légère (de l’ordre d’une centaine de grammes). Un simple bras articulé est en général suffisant.

• La présence de l’aimant collé sur la structure résulte uniquement en un ajout de masse (pas
d’amortissement ni de raideur ajouté), qui est très faible car les matériaux magnétiques mo-
dernes10 permettent de choisir un aimant de très petite taille (une masse de l’ordre de 4 g est en
général suffisante).

En pratique, le dispositif bobine aimant est associé à un amplificateur de puissance, qui doit être
choisi avec (i) une commande en courant (c’est l’intensité du courant dans le circuit de sortie qui

10Les aimants en Neodyne/Fer/Bore ont un très bon rapport moment magnétique sur masse.
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est proportionnelle au signal d’entrée, et non la tension) et (ii) une mesure du courant de sortie en
temps réel. La plupart des amplificateurs de pot-vibrant pour analyse modale proposent ces fonctio-
nalités (notamment les amplificateurs de marque Bruël et Kjær11 (modèles 2719 ou 2721) ou Tira12).
Ces deux caractéristiques sont nécessaires car la force électromagnétique créée sur l’aimant est pro-
portionnelle à l’intensité de courant qui parcourt la bobine. Ainsi, le contenu fréquentiel du signal
d’entrée est respecté, et la mesure d’intensité de courant est directement une mesure du signal de
force imposé sur l’aimant, ce qui évite le recours à un capteur de force. En conséquence, le principe
de ce système bobine aimant est d’étudier les propriétés vibratoires du système associé à l’aimant,
et non du système nu, puisque la force dont le signal est mesurée et parfaitement maîtrisée est celle
imposée à l’aimant.

Le principal inconvénient de ce système est que la force qu’il produit est de l’ordre du Newton,
pour des intensités de quelques ampères. Ainsi, il est très adapté à des structures légères et très ré-
sonantes. Si la force est insuffisante, il faut augmenter le nombre d’aimants et l’intensité du courant
dans la bobine, deux possibilités limitées par la pratique.

(c) Distorsion harmonique

Des mesures de distorsion harmonique, pour caractériser le caractère non linéaire du système bo-
bine aimant, ont été proposées dans les annexes de [J2] et sont reprises sur la figure 3.13. Leur com-
paraison aux résultats d’un modèle analytique a été proposé dans [R2], et sont excellentes (Fig. 3.13).
En fait, la force imposée par la bobine sur l’aimant dépend de la position de celui-ci dans la cavité de
la bobine, comme le montre la figure 3.13(a) : elle est nulle au centre de celle-ci et passe par un maxi-
mum, situé au voisinage de la face latérale de la bobine (En d = 0 sur la figure 3.11). On peut alors
s’attendre à ce que le système produise une distorsion harmonique du signal de force, lorsque l’aimant
est animé d’un mouvement par rapport à la bobine. C’est ce qu’on observe sur les figures 3.13(b,c),
où l’amplitude de chacune des harmoniques du signal de force, par rapport à celle de la fondamentale,
a été mesurée en fonction de l’amplitude des oscillations de l’aimant. On montre alors que c’est la
position où la force est maximale qui est associée au contenu harmonique le plus faible, car comme
la relation force / position est quasiment symétrique, l’harmonique 2 est d’intensité très faible.

En conclusion, le présent système bobine aimant offre une alternative au traditionnel pot-vibrant,
qui est économique, commode, pratique à utiliser et très adaptée aux mesures de vibrations non li-
néaires.

3.5.2 Mesures de vibrations non linéaires

Les mesures de vibrations dans un cadre industriel sont souvent séparées en deux familles. En
premier lieu, on peut chercher à caractériser le comportement vibratoire d’un système in situ, le
plus souvent pour étudier tel ou tel phénomène mal compris. Dans ce cas, les difficultés principales
consistent à choisir et à installer les capteurs de vibrations, parfois dans des conditions difficiles, et à
traiter les signaux obtenus. En second lieu, on souhaite procéder à des mesures en vue de valider une
série de modèles du système. Dans le cadre des vibrations, c’est en général une analyse modale expé-
rimentale qui est effectuée. Pour cette raison, des protocoles bien calibrés et des logiciels optimisés
sont en général utilisés, mais leur domaine d’application est réduit au cadre linéaire.

Dans un cadre non linéaire, très peu de méthodes standard sont disponibles, vu la grande variété
de phénomènes qui peuvent être observés. Néanmoins, des méthodes d’identification modale non
linéaires ont été proposées par G. Kerschen et ses collaborateurs dans [251, 252]. Pour ma part, j’ai
essentiellement proposé des techniques de mesures de réponse non linéaire en régime forcé sinusoïdal,
principalement dans le but de valider des modèles. Les idées de base sont :

11http://www.bksv.com
12http://www.tira-gmbh.de
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FIG. 3.13 – Mesures et calcul de distorsion du système bobine aimant. (a) Amplitude de la force en
fonction de la position d de l’aimant au repos, représenté par le coefficient K = force/intensité ; (b)
Distorsion harmonique du signal de force en fonction de l’amplitude du mouvement de l’aimant, pour
une position optimale de l’aimant (d = 0 mm) ; (c) Idem pour une position décalée (d = 1 mm).

1. d’utiliser un signal de force sinusoïdal dont la fréquence et l’amplitude sont contrôlées préci-
sément. Le système bobine aimant décrit au paragraphe 3.5.1 a été conçu justement dans ce
but ;

2. de mesurer la réponse du système en régime permanent. Elle est en général périodique, mais
elle peut être aussi quasi-périodique ou chaotique.

3. d’être capable de mettre en évidence (i) la distorsion harmonique lorsque la réponse est pé-
riodique (ii) les phénomènes de saut qui apparaissent lorsque plusieurs solutions du système
coexistent pour une plage fréquentielle donnée.

Dans ce cadre, on se retrouve à mesurer l’évolution de la réponse vibratoire d’un système lorsque
deux paramètres de contrôle varient : l’amplitude et la fréquence de la force sinusoïdale. Ces expé-
riences peuvent être effectuées manuellement. Par exemple, dans [J2, J8], des courbes de résonances
ont été obtenues en mesurant l’amplitude de signaux d’accéléromètres placés sur la structure, et cela
pour chaque valeur de la fréquence d’excitation, variée par petit incrément en gardant l’amplitude
de la force constante. Il était nécessaire de filtrer les signaux d’accélération pour ne garder – et ne
mesurer au voltmètre – que l’harmonique fondamentale.

Depuis, le système de mesure a été amélioré lors de stages de Master récents [213, 38] par l’ajout
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de deux éléments :

• l’utilisation systématique d’un amplificateur à verrouillage de phase. Cet appareil permet de
mesurer l’amplitude et la phase de chacune des harmoniques d’un signal périodique, par rap-
port à une sinusoïde de référence. Nous utilisons au laboratoire un SR830 de la marque Stanford
Research Systems ou un 7265 de la marque Ametek. Le principe de ces appareils est de mul-
tiplier le signal dont on veut connaître l’amplitude et la phase par une sinusoïde de référence
et de filtrer le résultat pour n’en garder que la composante continue. Si la fréquence de la réfé-
rence est égale à celle de l’harmonique de signal de départ, alors le résultat du filtrage donne un
signal constant, proportionnel à l’amplitude et au cosinus de la phase. En répétant l’opération
avec une seconde sinusoïde de référence en quadrature avec la première, on est capable d’ex-
traire de manière extrêmement fiable l’amplitude et la phase du signal de départ, et cela pour
chacune de ses harmoniques [296].

• l’automatisation de toute la chaîne de mesure par le pilotage de tous les appareils, depuis Mat-
lab, via les ports RS232 des appareils. Le protocole de communication RS232, quoique ancien
et relativement lent, à l’avantage d’être proposé dans la version standard de Matlab et dans la
plupart des appareils dédiés. De plus, sa lenteur n’est pas un problème car elle est négligeable
devant les temporisations qu’il est nécessaire d’imposer pour attendre le régime permanent du
système vibrant étudié, à chaque changement de la valeur du paramètre de contrôle.

Trois types de courbes ont été mesurées :

• des courbes d’amplitude de la réponse en fonction de la fréquence d’excitation, pour une ampli-
tude de forçage donnée, montrant des phénomènes de sauts et des bifurcations vers des régimes
quasi-périodiques (voir les figures 4.7, 4.11 et 4.14, pp. 101, 104 et 107) ;

• des courbes de réponse fréquentielle du système à amplitude de forçage croissant, pour une
fréquence d’excitation donnée (voir la figure 4.4, p. 98) ;

• des « backbones curves », mesurées en cherchant la fréquence de résonance du système pour un
ensemble d’amplitudes de forçage. Cette technique est voisine de celle décrite dans [251, 252]
(voir la figure 4.8, p. 102).
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PARTIE II
Applications

« Vibration colorée obtenue schématiquement grâce à un
minimum de couleur (noir) »

W. Kandinsky [159]





CHAPITRE 4
Dynamique non linéaire de plaques et de

coques

Ce chapitre propose une synthèse des activités de l’auteur sur le thème des vibrations non li-
néaires de plaques et de coques. On s’intéresse ici au comportement dynamique de milieux minces
bidimensionnels soumis à des sollicitations créant des grands déplacements de la structure. Par grand
déplacement, on entend des déplacements dont l’ordre de grandeur est celui de l’épaisseur des struc-
tures étudiées.

Ce thème de recherche est la suite directe du travail de thèse de l’auteur [R1], soutenue en 2001,
dont l’objectif principal était la mise en place de modèles de simulations de vibrations non linéaires
d’instruments de musique à percussion, du type des cymbales et des gongs, typiquement liées à des
non-linéarités géométriques. Depuis, même si les gongs et les cymbales sont restés une application
gardée en filigrane, car elle est très riche en terme de phénomènes non linéaires, les objectifs de ce
thème de recherche ont été élargis. Précisément, il s’agit de :

• comprendre et expliquer la physique des mécanismes qui donne lieu aux phénomènes vibra-
toires non linéaires et chaotiques observés dans les plaques et les coques.

• fournir des modèles numériques, si possible prédictifs, capable de simuler les vibrations non
linéaires et chaotiques observées.

Les non-linéarités étudiées ici sont de type géométrique, c’est-à-dire qu’elles proviennent uni-
quement des grands déplacements de la structure. Par conséquent, le comportement du matériau du
système est supposé élastique et linéaire. Les modèles associés sont décrits dans le chapitre 2 et les
techniques de résolution et de mesure au chapitre 3. Les phénomènes non linéaires vibratoires obser-
vés que l’on cherche à décrire sont :

• des fréquences de résonance (en régime forcé) ou d’oscillations (en régime libre) qui dépendent
de l’amplitude du mouvement,

• des régimes de vibrations complexes : régimes périodiques avec distorsion harmonique, ré-
gimes quasi-périodiques, régimes chaotiques,

• des phénomènes de sauts entre régimes vibratoires, liés à des bifurcations,

• des couplages entre modes de vibration conduisant à des transferts d’énergie (hautes fréquences
vers basses fréquences et basses fréquences vers hautes fréquences).
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La littérature existante sur le sujet est conséquente et le lecteur intéressé peut se reporter aux
ouvrages [224, 221, 227, 11] pour plus de détails. Par rapport à cela, les originalités de nos études
sont :

• l’influence de la symétrie de révolution des systèmes étudiés sur les vibrations. Cela produit en
particulier des modes dégénérés qui produisent des résonances internes 1:1.

• le choix et l’utilisation d’outils adaptés à la résolution des problèmes rencontrés (méthodes ana-
lytiques de perturbations, méthodes numériques de continuation, méthodes numériques d’inté-
gration temporelle. . .)

• le traitement de tous les phénomènes observés, du régime périodique faiblement non linéaire
au régime chaotique.

Ce thème a fait l’objet de 13 publications dans des revues internationales à comité de lecture
[J1, J2, J3, J4, J5, J6, J7, J8, J9, J10, J11, J12, J18].

4.1 Les objets étudiés

640 mm800 mm460 mm

Cymbales Gong viet−namien Tam−tam chinois

FIG. 4.1 – Cymbales et gongs : photographies et vue en coupe
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FIG. 4.2 – Photographies des plaques et des coques étudiées

Les gongs et les cymbales sont des instruments de percussions, qui ont tous la forme d’une coque
mince à symétrie de révolution (Fig. 4.1). Ils sont le plus généralement fabriqués en bronze, à la
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suite de plusieurs étapes de repoussage et martelage. En conditions normales d’utilisation, ils sont
suspendus (soit par le centre pour les cymbales, soit par les bords pour les gongs) et frappés par
divers objets plus ou moins souples (soit des mailloches, un marteau dont l’extrémité est revêtue d’un
tampon de feutre, soit des baguettes de bois).

4.2 Expériences initiales : phénomènes observés

Cette première section est consacrée à quelques résultats expérimentaux obtenus sur le tam-tam
chinois de la figure 4.1, qui permettent de mettre en évidence un certain nombre de phénomènes non
linéaires qui sont au cœur des études qui suivent.

4.2.1 Analyse en régime libre
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FIG. 4.3 – Évolution du contenu spectral de l’accélération du tam-tam au cours du temps. L’enrichis-
sement spectral est bien visible : à l’instant de la frappe (à 0 s), le support spectral est confiné dans
les graves (en dessous de 1500 Hz) ; puis il s’élargit rapidement, pour arriver à pleine brillance vers
0.8 seconde (jusqu’à 3000 Hz) [R1].

On s’intéresse ici au tam-tam chinois de la figure 4.1, de grand diamètre et de faible épaisseur,
dont le timbre est sans hauteur musicale précise (on ne peut lui associer une note), ce qui conditionne
son utilisation en musique occidentale le plus souvent comme bruitage. Lors d’une frappe vigoureuse,
on peut remarquer que le son évolue au cours du temps : il se développe au tout début dans les graves,
puis, très rapidement, s’enrichit de fréquences aigues, pour atteindre toute sa brillance au bout de 1
seconde. Le son décroit ensuite pour s’éteindre au bout d’une vingtaine de secondes.

Cela est représenté par le spectrogramme de la figure 4.3, issu de [R1], qui représente l’évolution
du contenu fréquentiel de l’accélération d’un point de la structure en fonction du temps. Le signal
d’accélération est mesuré par un accéléromètre et la structure est mise en vibration par la frappe d’une
mailloche. On retrouve bien l’enrichissement spectral observé à l’écoute du son : au moment de la
frappe (t = 0 s), le contenu spectral est cantonné dans les basses fréquences (en dessous de 1000 Hz),
puis il s’enrichit jusqu’à 3000 Hz vers 0.8 s pour ensuite décroître à cause de l’amortissement. Le
principal phénomène mis en évidence par cette expérience est le caractère non linéaire du système.
Si celui-ci était linéaire, le contenu spectral des vibrations serait figé au court du temps et ne pourrait
s’enrichir comme observé ici. Devant la relative complexité de la mise en place d’une expérience
quantitative en régime libre (il faudrait pour cela concevoir un système d’excitation reproductible)
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mais aussi à cause de la grande complexité des vibrations observées (le support spectral de l’excita-
tion due à la mailloche en régime libre est à large bande, ce qui excite un grand nombre de modes
simultanément) notre étude s’est concentrée sur des régimes vibratoires forcés, décrits ci-après.

4.2.2 Analyse en régime forcé
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FIG. 4.4 – Spectrogramme, signaux d’oscillations et diagrammes de phase de l’accélération trans-
verse du point central du gong, en excitation forcée sinusoïdale. L’amplitude de l’excitation est lente-
ment variée, et la fréquence gardée constante à 556 Hz, proche de la fréquence propre du mode (0,3)
[R1, J5].

On utilise le même tam-tam qu’au paragraphe 4.2.1, mis en vibration cette fois ci par une force
sinusoïdale imposée au centre [R1], [J5]. Pratiquement, on utilise le système bobine/aimant développé
par l’auteur (§3.5.1 et [J2]), qui garantit le contenu mono fréquentiel de la force1. La fréquence de
l’excitation est ici gardée constante (et calée à 556 Hz, à la résonance du mode (0,3) de la structure)
et son amplitude est lentement augmentée. On mesure l’accélération d’un point de la périphérie de la
structure avec un accéléromètre et la figure 4.4 est obtenue.

On observe globalement trois régimes vibratoires qualitativement différents, séparés par deux bi-
furcations, à mesure que l’amplitude du forçage augmente. Le premier régime est périodique, comme
l’atteste l’évolution temporelle et la reconstruction dans l’espace des phases, qui est une courbe fer-
mée. D’un point de vue spectral, le signal est constitué de la fréquence fondamentale du forçage et

1Le générateur de sinusoïdes utilisé est d’excellente qualité, avec un taux de distorsion harmonique très faible, puisque
l’amplitude de l’harmonique 2 est à 100 dB au dessous de celle de la fondamentale
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d’harmoniques, une première manifestation des non-linéarités (une structure linéaire répondrait avec
le même contenu spectral que l’excitation, §2.1.1). Ensuite, après une première bifurcation, le spectre
s’enrichit de plusieurs nouvelles fréquences en dessous de la fréquence fondamentale, ces fréquences
étant incommensurables, ce qui est caractéristique d’un régime quasi-périodique. Enfin, après une se-
conde bifurcation, les vibrations deviennent chaotiques, caractérisées par un spectre continu et large
bande et une reconstruction complexe du signal dans l’espace des phases. À l’oreille, le son obtenu
dans ce dernier régime de vibration est très riche, très brillant et très proche de celui obtenu en condi-
tion de jeux usuelles (excitation impulsionnelle).

Ce comportement composé des trois régimes de vibrations successifs obtenus après deux bifurca-
tions a été observé expérimentalement presque systématiquement, dans le cas où la fréquence d’exci-
tation est calé sur d’autres fréquences de résonance du tam-tam [R1], mais aussi pour plusieurs autres
structures comme des cymbales. Cela conduit à considérer cette route vers le chaos comme le com-
portement générique des milieux minces non linéaires. Des simulations plus récentes, évoquées dans
le paragraphe 4.6, confirment ces résultats expérimentaux. De plus, les travaux récents de C. Touzé et
ses collaborateurs interprètent le régime chaotique sous l’angle de la turbulence d’onde, avec un réel
succès [93, 45, 214]. Dans mes travaux, en collaboration avec C. Touzé, je me suis principalement
intéressé à caractériser et modéliser les deux premiers régimes, périodique et quasi-périodique.

4.3 Analyse modale

Avant toute analyse non linéaire, il est nécessaire de procéder à une analyse modale classique
des structures étudiées, car les modes propres sont le point d’entrée pour comprendre la dynamique
complexe de ces systèmes. Pour le régime périodique, la dynamique n’est en général engendrée que
par un seul mode non linéaire, qui est le prolongement pour les fortes amplitudes d’un mode linéaire
donné (§3.3). Pour le régime quasi-périodique, la dynamique est caractérisée par plusieurs modes en
résonance interne (§3.3.4(a)).

Comme précisé au paragraphe 4.1, le objets étudiés ici ont tous la forme de coques à symétrie
de révolution. Cette propriété a des conséquences directes sur l’analyse modale, dont un exemple est
proposé sur les figures 4.5 et 4.6.

• Les lignes nodales de chaque déformée modale forment un ensemble de cercles concentriques,
centrés sur l’axe de symétrie, et de lignes diamétrales, qui coupent l’axe de symétrie. On a pour
habitude de caractériser un mode donné par le couple (k, n), où k est son nombre de diamètre
nodaux et n son nombre de cercles nodaux.

• On peut regrouper les modes en deux familles :

– La première est constituée des modes axisymétriques, qui ne possèdent aucun diamètre
nodal et ont donc une géométrie axisymétrique. Ce sont donc les modes (0, n).

– La seconde est constituée des modes asymétriques, qui possèdent au moins un diamètre
nodal. Leur particularité est qu’ils apparaissent par paire dans le spectre. À tout couple
donné (k, n), k 6= 0, deux modes orthogonaux sont associés ; ils comportent la même
pulsation propre ωkn et leur déformées modales sont identiques à une rotation de π/(2k)
près autour de l’axe de symétrie. Les deux modes correspondants sont appelés soit confi-
gurations préférentielles [308], soit modes compagnons [11].

• Ces propriétés sont exactement vérifiées si la symétrie de révolution est parfaite. En pratique,
celle-ci est toujours brisée, si bien que les deux fréquences propres associées aux deux modes
compagnons sont légèrement différentes (cela est visible sur la figure 4.6). Ce résultat est aussi
obtenu avec une analyse modale effectuée par la méthode des éléments finis, car en général le
maillage brise légèrement la symétrie.
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FIG. 4.5 – Déformées modales du gong viet-namien de la figure 4.1, obtenues par un calcul numérique
par la méthode des éléments finis avec Cast3M [58]
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Ces résultats sont généraux et s’appliquent à toutes les coques à symétrie de révolution, qui in-
cluent évidemment le cas des plaques circulaires. Notamment, la géométrie des déformées modales
est souvent similaire à celles des figures 4.5 et 4.6. Une conséquence directe de ces propriétés pour
les vibrations non linéaires est la présence systématique de résonances internes 1:1 entre les paires
de modes compagnons, phénomène que nous avons particulièrement étudié et qui est décrit au para-
graphe 4.5.

4.4 Le régime périodique
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FIG. 4.7 – Courbes de résonance des deux premiers modes axisymétriques du tam-tam de la fi-
gure 4.1. Les courbes de même numéro correspondent au même forçage : courbe (1) : 13.10−3 N,
(2) : 64.10−3N, (3) : 0.25 N et (4) : 0.51 N. Les ‘◦’ se rapportent aux branches obtenues en balayage
à fréquence croissante et les ‘△’ aux balayages à fréquences décroissantes [R1].

Les régimes périodiques de vibrations dans les structures minces sont caractéristiques de vibra-
tions faiblement non linéaires, c’est-à-dire lorsque l’amplitude des vibrations est faible. Dans ce cas,
le formalisme des modes non linéaires exposé au paragraphe 3.3 montre que la dynamique dans l’es-
pace des phases, en régime libre, est incluse dans une variété invariante bidimensionnelle, c’est-à-dire
que les vibrations ne sont gouvernées que par un seul mode non linéaire.

Ce régime est caractérisé par (i) une distorsion harmonique du signal de vibration (cela est vi-
sible sur la figure 4.4), (ii) une dépendance de la fréquence des oscillations libres en l’amplitude des
oscillations et (iii) des phénomènes de sauts entre solutions stables en régime forcé. Les figures 4.7
et 4.8, issues de ma thèse [R1], sont reprises ici comme exemples, car elles offrent une illustration
expérimentale parfaite du comportement faiblement non linéaire des coques, qui, depuis, a fait l’objet
d’une plus large compréhension théorique, notamment à la lueur des modes non linéaires.

Les courbes de la figure 4.7 ont été obtenues en excitant le tam-tam chinois de la figure 4.1 avec
une force sinusoïdale, au centre, en gardant son amplitude constante et en faisant varier pas à pas la
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FIG. 4.8 – « backbone curves » des trois premiers modes axisymétriques du tam-tam de la figure 4.1.
Les amplitudes de forçage (en N) correspondant à chaque point de mesure sont précisées [R1]

fréquence d’excitation autour des résonances des deux premiers modes axisymétriques. La figure 4.8
représente les « backbones curves » des trois premiers modes axisymétriques, c’est-à-dire les courbes
d’amplitude du mouvement en fonction de la fréquence des oscillations libres. Ces courbes ont été
obtenues en régime forcé, en constatant que la fréquence des oscillations libres est très proche de
la fréquence de résonance. La réponse du système correspond globalement à celle obtenue à partir
d’un oscillateur de Duffing. Premièrement, en régime forcé, les phénomènes de saut sont clairement
visibles, ainsi que la fréquence de résonance qui dépend de l’amplitude du forçage. En régime libre,
il est également clair que la fréquence des oscillations dépend aussi de l’amplitude du mouvement.
Ce dernier caractère est associé au type de non-linéarité, qui dépend ici du mode considéré : le pre-
mier mode axisymétrique est « raidissant » alors que les deux suivants sont « assouplissants ». On
peut noter que la méthode de mesure des « backbones curves » a été théorisée, améliorée et validée
récemment par G. Kerschen et ses collaborateurs, en étendant la méthode d’appropriation modale au
cas non linéaire [251, 252].

Ces observations sont en parfait accord avec le formalisme des modes non linéaires introduit
au paragraphe 3.3 : la dynamique ne dépend que d’un seul mode non linéaire. Un modèle correct
qui prend en compte ces phénomènes est donc celui décrit au paragraphe 3.3.5 : la dynamique est
gouvernée par la forme normale réduite à un seul oscillateur du type de l’équation (3.47), dont la
tendance de non-linéarité est donnée par le signe du paramètre Tp de l’équation (3.50). Si nécessaire,
le tracé de la « backbone curve » est possible en utilisant le changement de variable (3.45) pour
revenir aux coordonnées modales. Il est probable qu’une troncature à un seul mode linéaire donnerait
des résultats faux (comme expliqué au paragraphe 3.3.5). Les courbes en régime forcé peuvent être
approximées par la même méthode, en réduisant la dynamique au seul mode non linéaire considéré.

Jusqu’à présent, nous n’avons étudié que des coques faiblement courbées, soit sphériques [J7], soit
de géométrie plus générale [J11, J10], où des modèles semi-analytique sont disponibles. L’équivalent
appliqué à des cymbales est directement possible avec les modèles de plaques circulaires imparfaites
développés dans [J12] et repris au paragraphe 2.3.1 (Eqs. (2.48)), car celles-ci ont vraiment la géo-
métrie de coques faiblement courbées. En revanche, le cas des gongs est légèrement différent à cause
du bord recourbé, qui exclut l’utilisation du modèle (2.48) et impose l’utilisation de la méthode des
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éléments finis, ce qui est en cours d’étude.

4.5 Quelques résonances internes

4.5.1 Mise en évidence : un régime quasi-périodique
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FIG. 4.9 – Spectre de l’accélération transverse du point central du gong, aux dates 17 et 25 secondes
de la figure 4.4. Chaque combinaison de résonance est représentée avec une couleur [R1].

Comme introduit au paragraphe 4.2.2, le second régime de vibration du tam-tam en régime forcé,
atteint après la première bifurcation de la figure 4.4, est un régime quasi-périodique caractérisé par
la présence de fréquences fondamentales incommensurables. Lorsqu’on observe plus en détail le
spectre du signal à certains instants de l’expérience de la figure 4.4 (qui correspondent à un forçage
donné), on obtient la figure 4.9, qui montre que chacun des pics présents en dessous de la fréquence
d’excitation correspond à une fréquence propre de la structure. De plus, on montre aisément que ces
modes additionnels de retrouvent dans le spectre par paire, telles que :

ωi + ωj = ωexc ≃ ω03, ou 2ωi = ωexc ≃ ω03, (4.1)

où ω03 est la pulsation propre du troisième mode axisymétrique, ωexc la pulsation d’excitation et
ωi, ωj deux autres fréquences propres des modes appairés en résonance interne. La seconde relation
est un cas particulier de la première. Ces relations sont des résonances internes d’ordre 2. Comme
expliqué au paragraphe 3.3.4, ces résonances internes sont responsables de couplages forts entre les
modes, qui expliquent leur apparition dans le spectre avec une amplitude quasi équivalente au mode
(0, 3), qui est le seul à être excité directement à sa résonance par le forçage.

Une seconde caractéristique des résonances internes clairement visible ici est que le mécanisme
de couplage non linéaire est essentiellement fréquentiel, comme expliqué au paragraphe 3.3.4(a), et
dépend très peu de la géométrie des déformées modales. Ainsi, les modes couplés dans une résonance
interne peuvent avoir des déformées modales radicalement différentes. Par exemple, la seconde réso-
nance interne de la figure 4.10 couple le premier mode axisymétrique, dont la déformée modale est
parfaitement axisymétrique, avec le cinquième mode asymétrique, qui ne déforme que le pourtour de
la structure. Dans [J6], j’ai montré que même si les relations de résonance interne (4.1), ou plus gé-
néralement celles des équations (3.40), sont vérifiées par les fréquences propres, alors la symétrie de
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ω21 ω31ωexc ≃ ω03 ω01 ω50

FIG. 4.10 – Quelques déformées modales impliquées dans les résonances internes des spectres de la
figure 4.9

révolution du système peut tout de même s’opposer au couplage, car elle annule certains coefficients
gkij et hkijl des termes résonants des équations (3.36).

L’exploration théorique du régime quasi-périodique illustré par la figure 4.9 est a priori très com-
plexe, car (i) au moins dix modes en résonance interne sont présents, ce qui conduirait à une forme
normale réduite à dix oscillateurs (ii) les solutions obtenues sont quasi-périodiques (et non pério-
diques), et peu de méthodes de résolution sont disponibles. Il est tout de même possible d’obtenir
des résultats avec des méthodes de perturbation dans le cas particulier d’une seule résonance interne
(ω1+ω2 ≃ ω3). De plus, des méthodes numériques récentes devrait permettre d’effectuer la continua-
tion de ces régimes quasi-périodiques [181, 120, 237]. Pour cette raison, nous nous sommes concentré
sur certaines résonances internes particulières, qui conduisent à des régimes périodiques.

4.5.2 Résonance 1:1
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FIG. 4.11 – Résonance 1:1 dans la plaque circulaire de la figure 4.2 : amplitude des harmoniques
fondamentales des deux modes en fonction de la fréquence d’excitation. ’—’ : résultats théorique ;
‘◦’ : expérience à fréquence croissante ; ‘△’ : expérience à fréquence décroissante. La zone grisée
correspond au lieu où la solution découplée est instable. Les deux déformées modales expérimentales,
obtenues à l’aide d’un vibromètre laser à balayage, sont aussi représentées [J2].

Une résonance 1:1 est observée chaque fois que deux modes ont des fréquences propres de valeurs
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FIG. 4.12 – Courbe de résonance d’une corde excitée suivant y. Amplitude et phase de la première
harmonique des deux coordonnées modales associées aux premiers modes suivant y et z en fonction
de la pulsation d’excitation Ω. Mouvement d’un point de la corde dans un plan orthogonale à son
axe. Simulations avec la méthode HBM-MAN et stabilité avec la méthode de Hill, avec H = 5
harmoniques. ’—’ : branches stables ; ’· · ·’ : branches instables. ’SN’ : bifurcations nœud col ; ’PF’ :
bifurcations fourches [C36, C41].

voisines :
ω1 ≃ ω2 (4.2)

Dans les structures à symétrie de révolution, c’est le cas pour tous les couples de modes compagnons
(§4.3). C’est aussi le cas pour les structures mono-dimensionnelles dont la section droite présente des
symétries, comme des cordes ou des poutres à section carré ou circulaire, entre les deux mouvements
dans les plans orthogonaux à l’axe de la poutre.

L’étude de la résonance 1:1 a d’abord été menée à partir d’un calcul analytique par une méthode
de perturbation (la méthode des échelles multiples) de la forme normale du système réduite aux deux
modes non linéaires en résonance 1:1. Comme la structure est plate, aucun terme quadratique n’est
présent dans les oscillateurs (3.36) et la forme normale s’écrit simplement en gardant les termes
résonants cubiques (§3.3.4(a)) :

{

R̈1 + 2µ1Ṙ1 + ω2
1R1 + Γ1R

3
1 + Γ2R1R

2
2 = F cos Ωt,

R̈2 + 2µ2Ṙ2 + ω2
2R2 + Γ3R

3
2 + Γ4R

2
1R2 = 0,

(4.3a)

(4.3b)

où un terme de forçage et des termes d’amortissement visqueux ont été ajoutés. La résolution de
ce système par la méthode des échelles multiples a l’avantage de proposer des résultats de stabilité
analytiques. Notamment, on a montré dans [J1] que deux solutions possibles du système coexistent :

105



CHAPITRE 4. DYNAMIQUE NON LINÉAIRE DE PLAQUES ET DE COQUES

PF

SN

Unperturbed system Perturbed system

FIG. 4.13 – Déformation d’une bifurcation fourche par perturbation du système [222, §2.3.8]

• une solution découplée où le mode directement excité est le seul à vibrer (R1 6= 0, R2 = 0) et

• une solution couplée où les deux modes vibrent (R1 6= 0, R2 6= 0)

De plus, en étudiant leur stabilité, on a montré qu’il existe une zone dans le plan amplitude / fréquence
d’excitation à l’intérieur de laquelle la solution découplée est instable, au profit d’une solution cou-
plée stable. Cela est illustré sur la figure 4.11, dans le cas d’une résonance 1:1 entre les deux modes
compagnons (2,0) d’une plaque circulaire en conditions aux limites libres. Cette figure montre aussi
des résultats expérimentaux issus de [J2], en excellent accord avec la théorie, sans besoin de gros re-
calage. Le calcul analytique montre aussi que dans le régime couplé, les oscillations des deux modes
se placent exactement en quadrature de phase, si bien qu’une onde progressive tournante est observée.

Plus récemment, pour valider le code de calcul de stabilité de solutions périodiques du para-
graphe 3.4.2, j’ai calculé les branches de solution et leur stabilité avec la méthode de continuation
HBM/Manlab/Hill [23], dans le cas de la réponse d’une corde forcée par un effort sinusoïdal vertical
qui a été étudiée [C36, C41]. La figure 4.12 est obtenue. Elle montre des résultats complémentaires
à l’étude analytique précédemment décrite. Notamment, la méthode numérique n’impose pas l’uti-
lisation de la réduction par forme normale, puisque le système modal (3.20) est directement simulé
avec autant de mode que nécessaire dans la troncature. De plus, la troncature au premier ordre de
la méthode des échelles multiples est évitée, si bien que les branches de solution obtenues sont plus
proches de la solution exacte du système. Ensuite, la détection des bifurcations, la détermination de
leur type et le calcul de la stabilité sont immédiats. On montre ainsi que la solution couplée apparaît
après une bifurcation fourche (PF), qui laisse instable la solution découplée au profit de deux solu-
tions couplées stables, qui correspondent à des mouvements de rotation de la corde dans des sens
opposés, équivalents aux ondes progressives de la plaque circulaire. La quadrature de phase entre les
deux coordonnées modales est d’ailleurs visible sur la figure 4.12. L’existence de ces deux solutions
avait été obtenue de manière moins systématique dans le cas de la plaque circulaire, puisque deux so-
lutions couplées ont aussi été calculées et mesurées dans [J2], correspondant à des ondes progressives
tournant en sens inverse. Ce dernier cas, vu sous l’angle des bifurcations, est en fait une bifurcation
fourche qui a dégénéré par brisure de symétrie, comme représenté sur la figure 4.13. La brisure de
symétrie provient du fait qu’en pratique, il est difficile de n’exciter qu’un seul des deux modes, et
qu’ainsi, le second oscillateur de la forme normale (4.3) est aussi muni d’un petit terme de forçage,
considéré dans [J2]. Dans un cadre expérimental, la seconde branche ne peut pas être obtenue par
continuation de solutions stables et il est nécessaire de perturber le système pour l’atteindre. C’est ce
qui a été fait dans [J2], en imposant un choc sur la structure.

Dans les deux cas de la plaque et de la corde, les valeurs des coefficients cubiques Γk
ijl (ou hkijl)

de la formulation modale (3.36) (ou (3.20)) a été obtenue à partir des modèles analytiques exposés
au paragraphe 2.3, discrétisés par projection sur base modale, comme expliqué au paragraphe 3.1.
Précisément, le modèle de plaque circulaire est celui des équations (2.44) et le modèle de corde (avec
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raideur en flexion) celui des équations (2.42).

4.5.3 Résonance 1:1:2
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FIG. 4.14 – Résonance 1:1:2 dans la coque sphérique de la figure 4.2 : amplitude des harmoniques
fondamentales des trois modes en fonction de la fréquence d’excitation. ’—’ : résultats théoriques ;
‘◦’, ’�’, ’∗’ modes 1, 2 et 3 mesurés en fréquence croissante ; ‘△’, ’▽’, ’�’ : idem en fréquence
décroissante. La zone grisée correspond au lieu où la solution découplée est instable. Les trois défor-
mées modales expérimentales, obtenues à l’aide d’un vibromètre laser à balayage, sont aussi repré-
sentées [J8].

Une résonance 1:1:2 est observée chaque fois que trois modes ont des fréquences propres telles
que :

ω1 ≃ ω2 ≃ ω3/2 (4.4)

Ce type de résonance interne est rencontré là encore dans les structures à symétrie de révolution. Dans
le cas d’une coque sphérique comme celle représentée sur la figure 4.2, on a montré à partir d’une
analyse modale linéaire (nous avons proposé une solution analytique dans [J6]) que lorsqu’on fait
varier la courbure d’une coque sphérique, les modes asymétriques (k, 0) (sans cercles nodaux) ont
leurs fréquences quasi indépendantes de la courbure. En revanche, les fréquences de tous les autres
modes augmentent en fonction de la courbure, si bien qu’il est assez aisé d’observer une résonance
1:1:2 entre deux modes compagnons (k, 0) et un troisième mode. La coque sphérique de la figure 4.2
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présente ce type de résonance interne entre les deux modes compagnons (6, 0) et le premier mode
axisymétrique (0, 1), dont les déformées modales sont représentées sur la figure 4.14.

Une démarche analytique identique à celle de la résonance 1:1 a été adoptée. On a tout d’abord
montré dans [J6] que les termes cubiques sont d’un ordre de grandeur inférieur aux termes quadra-
tiques lorsque l’amplitude des vibrations est faible (ce résultat découle de l’équation (3.10), p. 55). Le
modèle réduit étudié a ainsi été la forme normale du système (3.36), dépourvu de ses termes cubiques
et tronqué aux trois modes en résonance interne :







R̈1 + 2µ1Ṙ1 + ω2
1R1 + β1R1R3 = 0,

R̈2 + 2µ2Ṙ2 + ω2
2R2 + β2R2R3 = 0,

R̈3 + 2µ3Ṙ3 + ω2
3R3 + β3R

2
1 + β4R

2
2 = F cos Ωt,

(4.5a)

(4.5b)

(4.5c)

où là encore un terme de forçage et des termes d’amortissement visqueux ont été ajoutés. Le calcul
analytique de la solution a permis de mettre en évidence trois solutions possibles :

• une solution découplée où le mode 3, directement excité, est le seul à vibrer (R1 = R2 = 0,
R3 6= 0),

• une première solution couplée (C1), où le premier mode est couplé au troisième (R1, R3 6= 0,
R2 = 0),

• une seconde solution couplée (C2), où le second mode est couplé au troisième (R2, R3 6= 0,
R1 = 0).

• Une possibilité de quatrième solution, où les trois modes sont couplés, a aussi été identifiée,
mais on a montré qu’elle n’existait que pour un cas de parfaite symétrie de révolution : ω1 = ω2,
µ1 = µ2, β1 = β2.

De manière analogue à la résonance 1:1, des zones d’instabilités (une associée à chacune des solu-
tions couplées C1 et C2) ont été trouvées.

La figure 4.14 montre un cas de validation expérimentale du modèle réduit sur une courbe de
résonance. Là encore, la correspondance entre le modèle et les expériences est bonne, moyennant un
recalage des coefficients du modèle réduit. Les courbes obtenues montrent que les deux couplages
C1 et C2 sont obtenus successivement en balayant en fréquence et que les changements de solutions
sont associés à des phénomènes de saut. D’autres courbes sont proposées dans [J8], montrant que le
modèle réduit ci-dessus n’est valable que pour les faibles amplitudes de vibrations. Pour de plus fortes
amplitudes, les courbes théoriques s’éloignent de la théorie, tout en gardant une excellente cohérence
qualitative. Plusieurs corrections du modèle ont été proposées :

• Des simulations ont été produites, en ajoutant des termes cubiques dans la forme normale 4.5
[C18], [J12]. Ces résultats ont mis en évidence des petites différences quantitatives, le modèle
plus riche étant plus proche des mesures. Notamment, les mesures ont mis en évidence une
incurvation de la solution non couplée, caractéristique de termes cubiques dans les équations.
De plus, des zones de réponse quasi-périodiques ont aussi été observées et obtenues dans le
modèle avec les termes cubiques.

• Le modèle de plaque imparfaite des équations (2.48) a été utilisé pour prendre en compte les
défauts de sphéricité de la coque, à partir d’une mesure de sa géométrie (Fig. 4.2(droite)). Ce
modèle a permis de se rapprocher des valeurs de coefficients obtenues par recalage avec les
mesures [J12].

Il est intéressant de noter que d’un point de vue physique, les régimes de vibrations couplés
observés sont caractérisés par de l’énergie qui est injectée par le forçage à une fréquence Ω, et une
réponse périodique de la structure à une fréquence fondamentale Ω/2. C’est finalement une première
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approche du comportement observé sur le tam-tam dans la zone quasi-périodique de la figure 4.4.
Enfin, plus récemment, avec la thèse de Mélodie Monteil, que je co-encadre avec Cyril Touzé et Joël
Frelat2, je m’intéresse de nouveau à ces résonances 1:2, car elles sont au cœur des mécanismes de
production du son des steel-pans [C39].

4.6 La route vers le chaos
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FIG. 4.15 – Diagramme de bifurcation montrant l’amplitude minimale F de la force nécessaire pour
obtenir le chaos en excitant une plaque circulaire imparfaite, à bord libre. L’imperfection a la forme
du mode (0, 1). Dans toute la région colorée supérieure, le chaos est obtenu : en dessous, deux
zones où la résonance interne 1:2:2 est activée sont aussi colorées ; ailleurs ce sont des solutions
périodiques. La limite entre les solutions périodiques et le chaos pour une plaque parfaite est indiquée
par un trait mixte [J18].

Récemment, la route vers le chaos observée expérimentalement sur la figure 4.4 a été revisitée de
manière théorique par intégration temporelle du modèle modale (3.20). Un grand nombre de modes
a été conservé pour la simulation (jusqu’à 35 modes) et 5 millions de périodes ont été simulées, ce
qui représente des semaines de calcul ! La figure 4.6 résume un grand nombre de simulations, cha-
cune consistant à exciter la structure par un signal sinusoïdal de fréquence Ω constante et d’amplitude
croissante, jusqu’à arriver au chaos. Plusieurs fréquences ont été testées et pour chacune d’elles, les
forçages permettant d’obtenir des deux bifurcations de la figure 4.4 sont indiquées. Deux structures
différentes ont été choisies : une plaque circulaire à bord libre et une plaque imparfaite, à bord circu-
laire, dont l’imperfection a la forme du premier mode axisymétrique. L’amplitude de l’imperfection a
été choisie de l’ordre d’une demie épaisseur de la plaque, de telle sorte que deux résonances internes
soient activées :

ω01 ≃ 2ω20, ω11 ≃ 2ω01 (4.6)

2Institut J. Le Rond d’Alembert, université P. et M. Curie, Paris
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Dans le cas de la plaque parfaite, les simulations montrent que la première bifurcation (du régime
périodique vers le régime quasi-périodique) n’apparaît pas et que le chaos est obtenu directement à la
suite d’une seule bifurcation. Le lieu de ces bifurcations est indiqué par le trait mixte sur la figure 4.6.
Dans le cas de la plaque imparfaite, la bifurcation vers le chaos est observée pour des amplitudes de
forçage plus faible que dans le cas de la plaque parfaite. De plus, la présence des résonances internes
favorise l’arrivée du chaos en ajoutant une plage où le régime vibratoire est couplé entre les modes en
résonance interne, notamment les (2, 0) et (0, 1). Le présent texte, très succinct sur ce sujet, est issu
de l’article [J18], qui donne plus de détails.

En conclusion, ces simulations montrent que :

• la route vers le chaos de l’expérience la figure 4.4 a l’air d’être générique, à condition que la
fréquence d’excitation active les résonances internes, ce qui fait apparaître un régime vibratoire
faisant intervenir plusieurs modes couplés. Cela confirme les résultats expérimentaux.

• dans ce cas, le chaos arrive pour des amplitudes de forçage plus faibles qu’en dehors des zones
d’activation des résonances internes : par suite, la présence de résonances internes favorise
l’arrivée du chaos ;

• la présence de courbure, et donc de termes quadratiques qui permettent d’activer des résonances
internes d’ordre 2, apparaît être aussi un facteur favorisant l’arrivée du chaos.
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CHAPITRE 5
Réduction de vibration par shunts

piézoélectriques

Ce chapitre propose une synthèse des activités de l’auteur sur le thème de la réduction de vibra-
tions par shunts piézoélectriques. Ce thème a fait l’objet de deux thèses, co-encadrées par l’auteur,
avec Jean-François Deü et Roger Ohayon : celle de Julien Ducarne [91] et celle d’Aurélien Sénéchal
[302]. Il fait l’objet de 4 publications dans des revues internationales à comité de lecture : 2 acceptées
[J13, J15] et 2 en révision [J19, J23].

5.1 Introduction

5.1.1 Généralités

(a) Amortissement de vibrations
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FIG. 5.1 – Amortissement de vibration par shunt piézoélectriques : principaux circuits électriques
étudiés dans ce mémoire.

On s’intéresse dans ce thème de recherche à la réduction de vibrations de structures élastiques en
utilisant des patchs piézoélectriques connectés à un circuit électrique. Deux grandes familles de tech-
niques existent. La première est le contrôle actif, qui regroupe toutes les techniques où, par définition,
de l’énergie est injectée dans la structure mécanique. Dans ce cas, en général, on utilise une série de
capteurs et d’actionneurs, qui peuvent être piézoélectriques. Le cœur du dispositif est un contrôleur,
c’est-à-dire un système électronique ou informatique qui, en fonction de l’état vibratoire de la struc-
ture mesuré par les capteurs, calcule en temps réel un signal de contrôle envoyé aux actionneurs pour
contrer les vibrations de la structure et les atténuer. Par rapport aux systèmes passifs et semi-passifs
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décrits ci-après, cette technique est soumise à trois inconvénients. (i) La loi de contrôle est parfois
délicate à mettre au point car le système peut devenir instable, notamment lorsque les capteurs et
les actionneurs ne sont pas colocalisés, c’est-à-dire placés au même endroit sur la structure ; (ii) les
contrôleurs sont des systèmes complexes dont l’encombrement est parfois important et (iii) ce sys-
tème étant actif, le contrôleur nécessite d’être alimenté pour fonctionner, par une quantité d’énergie
parfois importante. En contrepartie, les systèmes de contrôle actif sont en général très performants,
ce qui explique la très large littérature qui leur est consacrée. Le lecteur intéressé peut se référer à
l’ouvrage [262].

La seconde famille, à laquelle on s’intéresse dans ce travail, est celle des dispositifs dit pas-
sifs, pour lesquels aucune énergie extérieure n’est injectée dans le système structure / patchs piézo-
électriques / circuit électrique. On distingue alors les dispositifs semi-passif, pour lesquels certains
composants électroniques nécessitent d’être alimentés pour fonctionner, sans pour autant changer le
bilan global d’énergie. Ces techniques sont souvent appelées shunt, car elles consistent le plus sou-
vent à simplement connecter les patchs piézoélectriques à un circuit électrique. Une technique qui
ressemble aux shunts linéaires décrits ci-après, mais qui est active, consiste à connecter les patchs
piézoélectriques à une capacité négative, réalisée par un circuit synthétique [249, 84].

C’est à ces techniques de réduction de vibration par systèmes passifs et semi-passifs que je me
suis intéressé dans mon travail. On considère alors un système ou une structure mécanique, qualifiée
de primaire dans la suite, à laquelle on adjoint un dispositif annexe capable d’atténuer ses vibrations.

(b) Shunts linéaires

Les shunts les plus simples (Fig. 5.1) – ce sont aussi historiquement les premiers à avoir été
proposés [121, 106] – sont les shunts résistif (R) et résonant (RL), qui sont les équivalents électromé-
caniques de l’amortisseur de Lanchester (où on ajoute au système primaire un amortisseur visqueux,
le plus souvent pour les systèmes tournants) et de l’amortisseur à masse accordée (ou amortisseur de
Frahm, où on ajoute un système masse ressort au système primaire, accordé sur la résonance à atté-
nuer) [294]. Dans le premier cas, on connecte simplement une résistance électrique aux bornes des
patchs piézoélectriques, dissipant l’énergie sous forme de chaleur de manière analogue à un amor-
tisseur visqueux. Dans le second cas, le circuit électrique est composé d’une inductance et d’une
résistance. Sachant qu’un élément piézoélectrique est équivalent à une capacité électrique, on obtient
un circuit résonant RLC qu’il s’agit d’accorder sur la résonance mécanique à atténuer. Une grande
variété de systèmes fondés sur ces principes a été proposée depuis les 30 dernières années, dont une
synthèse est proposée dans [J23].

Le principal avantage de ces dispositifs est qu’ils sont passifs : ils sont ainsi stables, très simples,
peu encombrants et nécessitant théoriquement peu d’énergie pour fonctionner. Les shunts résonants
sont les plus performants, mais nécessitent un accord parfait de la fréquence du circuit électrique sur
la résonance mécanique, sans quoi la chute des performances est inévitable. Leur deuxième incon-
vénient est que les valeurs d’inductance électrique nécessaires à l’accord du circuit électrique sur la
résonance mécanique sont en général très grande1. Au contraire, les shunts résistifs ont des perfor-
mances modestes, mais sont beaucoup plus tolérants à une perte d’accord.

(c) Shunts à commutation

Pour éliminer les problèmes d’accord et de grande inductance du shunt résonant, tout en gardant
des performances comparables, les techniques de shunts à commutation, dites switch en anglais, ont
été proposées. L’idée est de changer l’impédance du circuit électrique, le plus souvent entre deux

1Il faut choisir L telle que la pulsation propre mécanique est ωmeca ≃ 1/(LC), avec C la capacité des patchs piézoélec-
triques, de l’ordre de la dizaine de nF. Avec des fréquences mécaniques de l’ordre du kHz, L est de l’ordre de 100 H. Une
inductance standard réalisée avec un bobinage a une valeur de l’ordre du mH.
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valeurs, de manière synchrone avec les oscillations de la structure. Deux familles de techniques ont
été proposées, qui différent par les stratégies de commutation et les impédances électriques : les
techniques state switching, introduite par W. W. Clark [66, 67] et les techniques synchronized switch
damping (SSD), introduites par l’équipe de D. Guyomar [272, 271, 257, 179] et dans [73].

Le principe de fonctionnement des techniques SSD est le suivant. Les deux circuits de bases
sont représentés sur la figure 5.1. On ouvre et on ferme l’interrupteur de manière synchrone avec
les oscillations de la structure. La plupart du temps, le circuit reste ouvert. À chaque extremum de
déplacement de la structure, l’interrupteur se ferme un temps très court, juste nécessaire pour que les
charges électriques accumulées dans les électrodes fassent un aller dans le circuit électrique, ce qui a
pour effet de changer leur signe, après quoi l’interrupteur s’ouvre de nouveau. L’effet piézoélectrique
des charges électriques sur la structure peut être vu comme une force, qui change de signe à chaque
commutation du circuit électrique. On obtient alors un effort opposé à la vitesse de la structure, qui
freine son mouvement, effet proche du frottement sec.

Selon le circuit électrique utilisé, une simple résistance pour le SSDS (synchronized switch dam-
ping on short) ou une résistance et une inductance pour le SSDI (synchronized switch damping on
inductor), l’inversion de la charge lors de la fermeture du circuit est plus ou moins efficace, ce qui
fait que les performances du SSDI sont supérieures à celles du SSDS. Une caractéristique de cette
technique est qu’elle est non linéaire, car à chaque commutation, l’ouverture et la fermeture du cir-
cuit électrique sont vues par la structure mécanique comme un choc. Enfin, notons que la valeur de
l’inductance du SSDI est bien plus faible que dans le cas du shunt résonant (elle a une valeur standard
de composant électronique passif), car sa valeur conditionne la rapidité de l’inversion de charge, qui
doit être vue comme instantanée par les oscillations de la structure.

(d) Autres techniques passives

L’utilisation des non-linéarités pour amortir les vibrations d’un système primaire (linéaire ou non
linéaire) paraît être prometteur, notamment pour s’affranchir du problème de l’accord de la résistance
du shunt résonant. Une idée consiste à garder le concept de l’amortisseur à masse accordée en utilisant
un ressort à non-linéarité cubique, sans raideur linéaire. L’intérêt est que le système masse / ressort
additionnel, appelé NES (nonlinear energy sink) par certains auteurs, n’a pas de fréquence propre
de vibration et que sa fréquence d’oscillations préférentielle est proportionnelle à l’amplitude de
ses oscillations. Par suite, de manière schématique, le NES peut entrer en résonance avec le système
primaire pour n’importe quelle fréquence de vibration de celui-ci, à condition d’ajuster son amplitude.
Ensuite, lorsque l’énergie du système primaire a été transférée au NES, il a été montré qu’elle pouvait
rester localisée dans celui-ci et ainsi y rester piégée.

Dans cette voie, un important volume d’étude a été produit ces dix dernières années par plusieurs
équipes dans le monde, celle d’A. Vakakis étant la plus prolifique. Le ressort non linéaire le plus
étudié est celui à raideur cubique essentielle [111, 319, 320, 162, 178, 115, 114]. À cause de l’absence
de raideur linéaire, on peut noter que le recours au concept de modes non linéaires pour l’étude du
système est indispensable (voir §3.3). Devant la difficulté de réalisation pratique de ces systèmes – une
manière de réaliser le ressort cubique est d’utiliser le déplacement transverse d’une corde sans tension
et sans raideur en flexion, ou d’un couple de ressorts articulés [204, 114] – d’autre types de non-
linéarité on été proposés : des ressorts à raideur polynomiale avec partie linéaire [4, 324, 323, 70, 196]
et des non-linéarités non régulières [172, 149, 297, 175]. Une tentative pour réaliser ces absorbeurs
d’énergie avec des patchs piézoélectriques shuntés a été esquissée dans [323], mais la majorité du
travail reste à faire.

Une seconde famille de techniques non linéaires, fondées sur l’utilisation systématique de réso-
nances internes (majoritairement de type 1:2), a été proposée et étudiée à la fois théoriquement et
expérimentalement dans [240, 239, 248]. Le principe est d’utiliser le transfert d’énergie non linéaire
vers le mode en résonance interne, qui se traduit par une saturation de l’amplitude des oscillations
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du mode directement excité. Cela est visible sur la figure 4.14, p. 107, où la résonance du mode 3
est clairement « émoussée » dans la zone de couplage avec le mode 1. La réalisation pratique de
cette technique dans les études sus-citées a été proposée à l’aide d’un contrôleur, et s’apparente par
conséquent au contrôle actif.

Enfin, il est intéressant de citer ici les absorbeurs inertiels pendulaires, où une masse circulant
dans une cavité de géométrie bien choisie permet d’absorber les vibration. Cette technique est utilisée
principalement dans les machines tournantes [287].

5.1.2 Objectifs et résultats

Dans le cadre décrit aux paragraphes précédents, mon travail s’est concentré sur les shunts li-
néaires et à commutation. Le problème principal que nous nous sommes posé était de proposer une
méthode pour optimiser complètement le dispositif de réduction de vibration, à la fois en terme de
placement des patchs piézoélectrique, de choix de leur géométrie et de calcul des paramètres élec-
triques optimaux, et cela pour une structure de géométrie quelconque. Nous avons essayé de répondre
à plusieurs questions :

1. Quels sont les paramètres indépendants qui conditionnent les performances et l’accord des
shunts ?

2. L’influence mécanique des patchs piézoélectriques peut-elle être négligée dans un modèle élec-
tromécanique de la structure ?

3. Quels sont les mécanismes qui conduisent à la réduction des vibrations dans le cadre des shunts
à commutation ? Quelle sont les transferts d’énergie dans la structure dans ce cas ?

La première interrogation nous a conduit à revisiter les shunts résonant et résisitif. On a montré
rigoureusement que, à la fois en régime libre et en régime forcé, seuls le facteur de couplage modal kpi
et l’amortissement structural ξi pour un mode donné conditionnent les performances des shunts. Les
valeurs des paramètres électriques optimaux sont aussi connus par des formules, et peuvent se calculer
dans un second temps. La même étude a été conduite pour les shunts SSDS et SSDI, et les mêmes
conclusions ont été obtenues [J15, J23]. Ces études se basent sur un modèle réduit électromécanique
général, qui est présenté au §5.2, et quelques résultats sur les performances sont proposés au §5.3.

Ensuite, à partir de ces résultats, la conception d’une méthode d’optimisation du placement et de
la géométrie de patchs piézoélectriques sur une structure est évidente : il suffit de bâtir un modèle
électromécanique du système et de s’en servir pour chercher la configuration optimale de celui-ci qui
permet de maximiser les facteurs de couplage électromécaniques. Cela a été proposé dans le cas d’une
poutre encastrée / libre dans la thèse de J. Ducarne [91], [J19] et dans le cas d’une aube de soufflante
de turboréacteur dans la thèse d’A. Sénéchal [302]. Le paragraphe 5.4 en donne un aperçu.

Sur les shunts à commutation, dans sa thèse, J. Ducarne a proposé des modèles réduits de com-
plexité croissante, à plusieurs degrés de liberté, pour simuler les vibrations non linéaires d’une struc-
ture couplée à un shunt SSDS ou SSDI. La compréhension des mécanismes de dissipation d’énergie a
été abordée, les transferts non linéaires d’énergie entre modes ont été simulés, ce qui a permis d’esti-
mer la réduction de vibration et de proposer des stratégies de commutations novatrices, notamment en
jouant sur la valeur de l’inductance du circuit. Des études expérimentales de validation on été mises
en place, notamment à partir d’un système temps réel pour simuler les stratégies de commutations
[C26] [91]. Ce travail était en collaboration avec le LGEF2, l’un des inventeur des techniques SSD, et
l’acteur scientifique principal sur ce sujet.

2Laboratoire de Génie-Électrique et Ferroélectricité de l’INSA de Lyon ; http://lgef.insa-lyon.fr
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5.2 Modèle réduit électromécanique

5.2.1 Projection modale

La base de nos études de réduction de vibration repose sur un modèle modal de la structure
mécanique. Celui-ci s’applique à toute structure élastique munie de patchs piézoélectriques (Fig. 2.8).
Il peut être obtenu à partir des modèles proposés au paragraphe 2.3.2, qu’ils soient élément-finis
(Eqs. (2.49)) ou analytiques (Par exemple celui de la poutre stratifiée, Eqs. (2.51)). On écrit pour cela
le déplacement inconnu de la structure sous la forme de la décomposition modale

u(x, t) =
N∑

i=1

Φi(x)qi(t). (5.1)

On montre alors que les coordonnées modales qi(t) sont solutions du problème [J13, J19] :







q̈i(t) + 2ξωiq̇i(t) + ω2
i qi(t)−

P∑

p=1

χ
(p)
i V (p)(t) = Fi(t), ∀i ∈ {1 . . . N},

C(p)V (p)(t)−
N∑

i=1

χ
(p)
i qi(t) = Q(p)(t), ∀p ∈ {1 . . . P}.

(5.2a)

(5.2b)

Le problème électromécanique est ainsi décrit par N équations modales et P équations électriques,
une associée à chaque patch piézoélectrique. (V p), Q(p)) représentent la tension aux bornes du pe patch
et la charge contenue dans l’une de ses électrodes, comme au paragraphe 2.3.2. Un terme d’amortis-
sement modal de facteur ξi a été ajouté. Les modes (ωi,Φi) considérés ici sont ceux de la structure
non amortie avec tous ses patchs court-circuités (Vp = 0, ∀p), C(p) étant la capacité électrique du
pe patch. Le couplage piézoélectrique apparaît dans ces équations sous la forme d’un coefficient de

couplage χ
(p)
i , qui caractérise le transfert d’énergie entre le ie mode et le pe patch piézoélectrique.

5.2.2 Facteurs de couplage modal

Il est commode d’introduire les variables électriques réduites :

V̄ (p) =
√

C(p) V (p), Q̄(p) =
Q(p)

√
C(p)

. (5.3)

de sorte que le problème (5.4) devient :







q̈i + 2ξiωiq̇i + ω2
i qi −

P∑

p=1

ωik
(p)
i V̄ (p) = Fi, ∀i ∈ {1 . . . N},

V̄ (p) −
N∑

i=1

ωik
(p)
i qi = Q̄(p), ∀p ∈ {1 . . . P}

(5.4a)

(5.4b)

Cette écriture est intéressante, car elle fait apparaître le facteur de couplage modal

k
(p)
i =

χ
(p)
i

ωi

√
C(p)

. (5.5)
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qui est sans dimension. On peut montrer en réduisant le modèle (5.4) à un seul oscillateur que le

facteur de couplage modal k(p)i est très proche du facteur de couplage effectif [J13] :

k
(p)
i ≃ k

(p)
i,eff =

√

(ω̂
(p)
i )2 − ω2

i

ω2
i

, (5.6)

avec ω̂
(p)
i la ie pulsation propre du système avec tous ses patchs en court circuit sauf le pe qui est en

circuit ouvert.
Dans un cas pratique, plusieurs patchs piézoélectriques peuvent être utilisés, soit câblés entre eux

et reliés à un seul shunt, soit reliés à plusieurs shunts. Cela conduit en général à définir un coefficient

de couplage ki par shunt, qui dépend de tous les k(p)i des patchs qui lui sont reliés. Par exemple, pour
un réseau de patch en parallèle, le couplage équivalent est :

ki =

∑P
p=1

√
C(p)k

(p)
i

√
∑P

p=1C
(p)

 ki =
1√
P

P∑

p=1

k
(p)
i , (5.7)

la seconde égalité n’étant vraie que si les P patchs ont la même capacité électrique.

Les paramètres χ(p)
i et k(p)i peuvent être obtenus à partir d’un calcul éléments-finis, par le produit

matriciel de la ie déformée modale Φi par la matrice de couplage piézoélectrique Kc, qui apparaît
dans le modèle (2.49) [J13] :

[

χ
(1)
i χ

(2)
i . . . χ

(P )
i

]

= Φ
T
i Kc, ∀i ∈ {1 . . . N}, (5.8)

ou à partir de solutions analytiques, comme dans le cas de la poutre de la figure 5.3 [J19] :

ki =
√
6 k̃31

√

Yp

Yb
︸ ︷︷ ︸

matériaux

√

lb
lp

(

1 +
hp
hb

)
√

hp
hb

︸ ︷︷ ︸

dimensions

1

ωi
[Φi,x]

x=x+
x=x

−

︸ ︷︷ ︸

ie mode

. (5.9)

Dans l’expression ci-dessus, Yp et Yb sont les modules d’Young du matériau piézoélectrique, lp, hp,
lb, hb les longueurs et épaisseurs des patchs et de la poutre, x− et x+ = x− + lp les positions axiales
des extrémités des patchs. ki est le facteur de couplage modal équivalent aux deux patchs câblés en
série, qui mesure le transfert d’énergie électromécanique entre le ie mode et le circuit électrique.

5.2.3 Synthèse

Le modèle modal (5.4) est central dans nos études. Son gros intérêt est que le couplage électro-

mécanique ne dépend que d’un seul paramètre, le facteur de couplage modal k(p)i , qui est, comme
on l’a dit, au cœur de nos études car il est le seul paramètre optimisable dont dépendent les perfor-
mances des shunts. Ce paramètre est intéressant car (i) il est adimensionné et donc « universel », dans
le sens ou sa valeur donne une idée des performance d’un système donné quel qu’il soit et (ii) il est
relié au facteur de couplage effectif par la formule (5.6), qui permet de l’estimer expérimentalement
extrêmement facilement.

Enfin, notons que la formulation (5.4) est particulièrement adaptée au calcul de systèmes électro-
mécaniques shuntés, car dans ce cas, le circuit électrique ajoute une équation de comportement, qui
dépend de son impédance, qui relie la charge Q(p) à la tension V (p). Par exemple, dans le cas du shunt
résonant aux bornes du pe patch, on a :

V (p) = −RQ̇(p) − LQ̈(p). (5.10)
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FIG. 5.2 – (a) Atténuation AdB apportée par un shunt résistif accordé, en fonction du facteur de
couplage modal ki et du facteur d’amortissement structural ξi, pour un mode i donné. (b) Atténuation
AdB apportée par les quatre shunts R, RL, SSDS et SSDI, pour un amortissement structural ξi =
0.17%, en fonction du facteur de couplage modal ki. ’—’ : solution analytique ; ’•’ : mesures [J23].

5.3 Performance des shunts

Un de nos travaux a été d’estimer les performances des shunts en terme de réduction de vibration.
Nos études ont été menées à partir d’une réduction à un mode mécanique du modèle (5.4). Deux
indicateurs de performance ont été choisis : en régime libre, on a montré que l’effet des shunts était
assimilable à un facteur d’amortissement additif ξadd ; en régime forcé, c’est un paramètre d’atténua-
tion qui a été choisi, noté AdB , qui est défini comme la différence, mesurée en dB, entre l’amplitude
à la résonance du système en court-circuit et celle du système connecté au shunt (Voir Fig. 5.3(b,c)).
Dans chacun des cas des quatre shunts (R, RL, SSDS et SSDI), des expressions analytiques pour ξadd

et AdB on été obtenues, le résultat le plus marquant étant qu’elles ne dépendent que de ξi et ki, pour
le mode i donné [J15, J23].

La figure 5.2(a) illustre cela, dans le cas du shunt résistif, et appelle plusieurs remarques. Tout
d’abord, d’un point de vue physique, les shunts sont d’autant plus performants, à facteur de couplage
donné, que l’amortissement structural ξi est faible. Cette remarque est valable pour tous les shunts, R,
RL, SSDS, SSDI. Ensuite, cette courbe montre que les performances d’un shunt résistif, qui est ex-
trêmement simple à réaliser puisqu’il suffit de court-circuiter des pastilles piézoélectriques par un fil
(bien choisi pour accorder tout de même sa résistance), sont loin d’être négligeables lorsque l’amor-
tissement structural du système est faible, c’est-à-dire pour des structures très résonantes. Ce résultat
est intéressant, notamment pour les applications aéronautiques, où le contrôle actif est souvent exclu
à cause de sa complexité. C’est en partant de cette idée que nous avons développé cette application
pour des aubes de soufflante de turboréacteur [302].

La figure 5.2(b) compare les performances des quatre shunts. On constate comme annoncé que
le shunt résonant est plus performant que le shunt résistif. Les résultats expérimentaux, obtenus en
dégradant artificiellement le couplage3 , valident parfaitement l’estimation de AdB obtenue avec un
modèle tronqué à un seul mode mécanique [J23]. Les performances des shunts SSD, obtenues avec
le même modèle tronqué à un mode, sont, quant à elles, prédites encore meilleures que celles des
shunts linéaires [J15]. Il faut cependant tempérer ces résultats en rappelant que les non-linéarités non
régulières des SSD nécessitent, pour obtenir un modèle réaliste, de garder plus de modes dans la tron-

3Nous avons pour cela ajouté une série de condensateurs de capacités croissantes, en parallèle aux patchs piézoélec-
triques, pour obtenir plusieurs points avec la même structure [J23]
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FIG. 5.3 – Poutre encastrée libre munie de deux patchs piézoélectriques shuntés. Fonction de réponse
en fréquence (FRF) : (SC) court-circuit ; (OC) circuit-ouvert ; (R1), (RL1) shunts résistif et résonant
accordés sur le mode 1F ; (R2), (RL2) shunts résistif et résonant accordés sur le mode 2F. (a) FRF
montrant les 4 premières résonances de la poutre ; (b), (c) : détails au voisinage des résonances des
modes 1F et 2F [J23].
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cature modale. Ce faisant, on montre que le fonctionnement d’un SSD dirigé sur un mode donné est
perturbé par les oscillations des autres modes, ce qui d’une part diminue fortement les performances
annoncées par la figure 5.2(b) et d’autre part conduit à d’autres stratégies de commutation [91]. Pour
plus de détails sur les travaux récents, on pourra consulter les articles [171, 150, 188] et les références
incluses.

Enfin, la figure 5.3 montre, pour illustrer l’effet des shunts, des fonctions de réponse en fréquence
expérimentales de la poutre dans plusieurs conditions : connectée à un shunt résistif accordé sur le
premier mode (R1), connectée au même shunt accordé sur le second mode (R2), et les mêmes cas
avec un shunt résonant (RL1) et (RL2).

5.4 Optimisation du placement des patchs piézoélectriques
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FIG. 5.4 – Géométrie optimale des patchs pour réduire les vibrations du premier mode (1F). (a)
épaisseur hp/hb optimale des patchs en fonction de leur longueur lp/lb, leur position étant fixée à
l’encastrement, pour deux matériaux de la poutre : ’—’ aluminium ; ’- -’ acier. (b) : coefficient de
couplage k1 optimal correspondant [J19].

Comme expliqué plus haut, les performances des shunts ne dépendant que de ξi et ki ; ξi étant
une donnée du problème, il est possible d’optimiser la géométrie et le placement des patchs piézo-
électriques en se basant simplement sur un seul critère : maximiser ki. Dans le cas de la poutre de la
figure 5.3, l’expression analytique (5.9) permet de choisir la position x−, la longueur lp et l’épaisseur
hp des patchs pour maximiser le couplage. La figure 5.4 regroupe les résultats de l’optimisation pour
le premier mode de flexion (1F), obtenus avec un modèle semi-analytique des modes de la poutre,
qui tient compte de l’effet mécanique des patchs. Elle montre que (i) pour chaque longueur de patch,
il existe une épaisseur optimale qui maximise le couplage (ii) cette épaisseur dépend du couple de
matériau utilisé (iii) le couplage optimal ne dépend pas du couple de matériaux, à condition que
l’épaisseur soit correctement choisie (iv) il existe une longueur de patch optimale qui maximise le
couplage, qui est plus faible que la longueur de la poutre. Des résultats analogues sont obtenus pour
les autres modes de la poutre [J19].

Dans le cas de structures plus complexes comme une aube de soufflante de turboréacteur, le re-
cours à un modèle éléments-finis est indispensable. Pour cela, il est possible de calculer les modes du
système pour chaque configuration de géométrie et de position de patch piézoélectrique sur la struc-
ture, et d’en déduire le facteur de couplage modal avec la formule (5.8). Dans la thèse d’A. Sénéchal,
une procédure de couplage entre Matlab et Nastran, pilotée par un algorithme d’optimisation, a été
mise en place. La figure 5.5 montre le résultat d’un calcul exhaustif des valeurs optimales du place-
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ment et de l’épaisseur d’un patch de dimensions fixées (100×60 mm), pour réduire les vibrations du
premier mode de l’aube de soufflante. Des résultats analogues au cas de la poutre sont obtenus : (i)
pour chaque position (x, y), il existe une épaisseur optimale qui maximise le couplage (Fig. 5.5(b,c))
(ii) il existe une position optimale du patch qui maximise le couplage (Fig. 5.5(a)). De plus, dans le
cas de l’aube, on obtient un facteur de couplage de l’ordre de 10%, avec une masse additionnelle de
patch piézoélectrique de seulement 5% de la masse totale de l’aube. Ce facteur de couplage est de va-
leur importante, et vu les facteurs d’amortissement de l’aube de l’ordre de 0.07%, on peut s’attendre
à des performances avec un shunt résistif de l’ordre de AdB = 13 dB !

Enfin, un dernier résultat est que si, dans le calcul, l’effet mécanique des patchs piézoélectriques
est négligé (ce qui conduit à un gain de temps de calcul énorme puisque dans ce cas une seule analyse
modale de la structure est nécessaire), la position de patch dessinée sur la figure 5.5(d) en pointillé
est obtenue après optimisation, ce qui conduit à un facteur de couplage de l’ordre de 6%, et donc une
perte notable d’atténuation avec le shunt résistif, qui devient AdB ≃ 6 dB !

Des expériences ont aussi été menées au laboratoire, avec une mosaïque de patchs connectés en
parallèle, pour pouvoir effectuer le collage sur la surface incurvée de l’aube. Du fait d’une part de
la séparation du patch piézoélectrique en une mozaïque, et d’autre part des épaisseurs de colle non
négligeables, les résultats expérimentaux ne sont pas à la hauteur de la théorie. Néanmoins, nous
avons obtenu une correspondance excellente entre ces résultats expérimentaux et un calcul théorique
du facteur de couplage, en tenant compte de la colle et de la mosaïque de patch dans le modèle
éléments finis, validant ainsi toute la procédure [302].
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FIG. 5.5 – Résultat d’optimisation d’un patch piézoélectrique pour réduire les vibrations du premier
mode de flexion d’une aube de soufflante de turboréacteur [302].

FIG. 5.6 – Aube de soufflante de turboréacteur munie d’une mosaïque de patchs piézoélectrique pour
réaliser un démonstrateur de validation des calculs numériques [302].
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CHAPITRE 6
Vibrations non linéaires de micro/nano

systèmes électromécaniques

Ce chapitre propose une synthèse des activités de l’auteur sur le thème des vibrations non linéaires
de micro / nano systèmes électro-mécaniques. Ce thème à débuté en 2005 après une rencontre avec
Liviu Nicu, chercheur CNRS au LAAS1 de Toulouse, de manière informelle, avec des études de vi-
brations non linéaires de plaques circulaires piézoélectriques. Ensuite, le projet ANR NEMSPIEZO
a été accepté en janvier 2009 (pour quatre années) et a permis de financer deux années de contrat
post-doctoral pour Arnaud Lazarus et Saeid Nezamabadi, sur des modélisations de nano-poutres pié-
zoélectriques. Ce chapitre rend compte de cette activité, qui a donné lieu à la publication de quatre
articles de revue [J14, J16, J17, J20], un cinquième étant en préparation [J21].

L’objectif général de ce thème est de proposer des stratégies de simulation efficace du comporte-
ment linéaire et non linéaire des objets étudiés.

6.1 Enjeux et objectifs

6.1.1 Les objets étudiés

200 µm

LAAS/CNRS

Membranes

Base
Piezoelectric patches

FIG. 6.1 – Micro et nano systèmes électromécaniques étudiés dans ce mémoire

Les micro/nano systèmes électromécaniques (Ou Micro / Nano Electro Mechanical Systems,
M/NEMS en anglais) sont des objets mécaniques de petite taille (leurs dimensions caractéristiques
vont de la centaine de micromètres à quelques nanomètres) qui sont directement inscrits dans des
circuits microélectroniques. L’intérêt primordial est d’utiliser leurs propriétés mécaniques et de les

1Laboratoire d’Analyse et Architecture des Systèmes, CNRS
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coupler à un circuit électronique pour réaliser une fonction donnée, cela dans un même dispositif in-
tégré. Les exemples les plus matures à l’heure actuelle sont des accéléromètres d’airbags automobiles,
des micro-gyromètres, des têtes d’impression d’imprimantes, des filtres résonnants de téléphones cel-
lulaires ou les oscillateurs de référence à quartz des montres. Ils sont plutôt qualifiés de MEMS, vu
leur taille de l’ordre de grandeur de la dizaine de micromètres. Depuis quelques années, un gros effort
des équipes de recherche est concentré sur la mise au point de systèmes à l’échelle inférieure (les
NEMS), les exemples les plus marquants étant les nanotubes de carbone et les membranes de gra-
phène, constitués de simples couches d’atomes de carbone. La raison d’être de ces systèmes n’est pas
toujours la miniaturisation, mais parfois la possibilité de les produire en très grande quantité à moindre
coût, puisque les techniques de fabrication sont celles des microcircuits électroniques, extrêmement
matures à l’heure actuelle au stade industriel [31, 96].

Une grande part de ces systèmes utilisent les propriétés résonantes de petites structures méca-
niques comme des poutres, des plaques, ou des structures à géométrie plus complexe, qu’on appelle
alors des résonateurs, et c’est dans ce cadre que s’inscrivent mes recherches. Quatre applications de
ces résonateurs sont détaillées ci-dessous, les trois premières étant majeures [31, §10] alors que la
dernière est plus anecdotique.

Capteurs Les plus courant sont des capteurs de masse ou de déformation, notamment pour des ap-
plications de dosage chimique et biologique [232, 303, 267]. Dans ce cas, on tire partie des
propriétés des fréquences de résonance, qui dépendent de la masse du système et d’éventuelles
précontraintes. Ainsi, si un résonateur est alourdi par la présence d’une masse additionnelle sur
sa surface, ou si cet objet additionnel ajoute des précontraintes comme des tensions de surface,
les fréquences de résonance du système sont modifiées. Cela conduit à détecter la présence de
l’objet additionnel, voire de mesurer sa masse ou les déformations qu’il produit, par simple
mesure de la variation de fréquence de résonance. La présente utilisation des propriétés dyna-
miques du résonateur, au lieu de ses propriétés statiques (comme la mesure des déformations
sous l’action du poids de la masse additionnelle ou des tensions de surface) conduit à une réduc-
tion significative des incertitudes de mesure. Dans ce cas, la miniaturisation est capitale, car elle
permet de descendre à des résolutions massiques de l’ordre de l’attogramme (10−18 g) [145],
voire du zeptogramme (10−21 g) (une résolution massique de 7 zg a été obtenue dans [340]).
Dans ce dernier cas, la sensibilité obtenue permet de mesurer la masse de grosses molécules.

Processeurs de signaux Dans ce cas, comme les fréquences de résonance des MEMS sont de l’ordre
du MHz, voire du GHz pour les NEMS, il est possible de réaliser des filtres passe bande
pour les applications en télécommunications, par exemple. Pour cela, le signal électronique
est transformé en oscillations mécaniques du résonateur par un actionneur, puis reconverti par
un capteur en un nouveau signal électronique, qui a été filtré par les résonances mécaniques du
résonateur. Ici, la miniaturisation est bien entendue capitale, d’une part pour intégrer le réso-
nateur dans le circuit électronique, mais aussi pour l’ordre de grandeur de ses fréquences de
résonance. Néanmoins, ce sont surtout les propriétés d’amortissement structural extrêmement
faible qui sont ici mises à profit. Elles se manifestent par des facteurs de qualité très impor-
tants, et donc des filtres très sélectifs, caractéristiques qu’il est impossible d’atteindre avec des
circuits électroniques résonants, dont la résistivité électrique est bornée. C’est cela qui justifie
l’utilisation très courante de ces M/NEMS, notamment dans les téléphones cellulaires.

Oscillateurs de référence On réalise ici un dispositif capable d’auto-osciller à une fréquence don-
née, pour servir d’horloge de référence, par exemple. Typiquement, on utilise un système réso-
nant placé en boucle fermée dans un circuit électronique, et la fréquence des auto-oscillations
est sa fréquence de résonance. L’intérêt d’utiliser un résonateur mécanique à la place d’un
circuit électronique est la stabilité de ses propriétés mécaniques, et donc de ses fréquences
de résonance, vis-à-vis de changement dans les conditions d’opération. C’est les propriétés de
stabilité vis-à-vis de changement de température du quartz qui l’a rendu si populaire comme ré-
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sonateur des oscillateurs d’horloges (en plus de ses propriétés piézoélectriques, qui permettent
de coupler directement ses vibrations avec l’électronique environnante) [231].

Composants élémentaires d’électronique numérique Ces applications sont plus récentes. Elles con-
sistent à utiliser conjointement les propriétés d’excitation directe et paramétrique des résona-
teurs pour réaliser des composants logiques ou des mémoires [194, 193]. Un exemple est pro-
posé au §6.1.3 ci-après.

6.1.2 Quelques points clé

Plusieurs points clé sont à évoquer, en rapport direct avec la conception et le bon fonctionnement
de ces systèmes.

• Contrairement aux applications du chapitre 5, une caractéristique fondamentale de tout ces
micro / nano systèmes est leur faible amortissement, qu’il convient de réduire au maximum,
ce qui conditionne directement les facteurs de qualité des résonateurs et ainsi l’acuité de leurs
résonances.

• Il est nécessaire d’employer un principe de transduction de l’énergie électromécanique efficace
et approprié. Plusieurs solutions existent et ont été testées et utilisées. Le principe de transduc-
tion le plus populaire est électrostatique, car il est le plus aisé à mettre en œuvre au cœur d’un
circuit électronique. Il suffit pour cela de positionner en regard deux conducteurs, dont l’un est
sur le résonateur, pour créer des forces électrostatiques sur celui-ci (effet actionneur) ou que ses
vibrations changent la capacité équivalente du condensateur ainsi créé (effet capteur, aussi uti-
lisé dans les microphones électrostatiques). Dans nos applications, nous nous concentrons sur
la mise en œuvre de la transduction piézoélectrique, qui permet également de réaliser l’action-
nement et la détection, à partir des effets piézoélectriques inverse et direct. Comme expliqué au
§2.2, il faut ajouter au résonateur des couches de matériau piézoélectrique surmontées d’élec-
trodes conductrices. D’autres solutions existent, comme la transduction électromagnétique, la
captation piézorésistive et la mesure optique [31].

• Il est possible de tirer parti de l’excitation paramétrique du résonateur, soit pour une fonction
particulière (dans le cas des composants d’électronique numérique), soit pour augmenter arti-
ficiellement le facteur de qualité des résonances. Ce point est décrit en détail au paragraphe
suivant (§6.1.3).

• Un des facteurs limitant des capteurs de masse est le rapport signal sur bruit, déterminé par
l’amplitude maximale de vibration du capteur en régime linéaire, rapportée à celle des fluctua-
tions thermomécaniques qui conditionnent le niveau de bruit [97, 166]. Des travaux récents pro-
posent plusieurs manières d’améliorer les performances, en tenant compte des non linéarités.
Notamment, il est parfois possible de contrôler et ajuster le seuil des non linéarités [158, 166] ;
d’autres auteurs proposent de faire fonctionner les résonateurs dans des régimes de vibration
non linéaires géométriques [51, 5], ou encore d’utiliser les phénomènes de saut des comporte-
ments bi-stables non linéaires [24, 341, 263, 343, 81].

6.1.3 Excitation paramétrique

L’excitation paramétrique est le nom générique donnée à la mise en vibration d’un système méca-
nique par modulation d’un de ses paramètres. L’exemple le plus connu est la mise en oscillation d’un
pendule en imposant un déplacement alternatif de son point d’attache dans une direction parallèle au
champ de gravité, à une fréquence proche du double de la fréquence de résonance. On obtient alors
des oscillations du pendule de très grande amplitude, bornées par les non linéarités géométriques de
grande rotation. Dans le cas de résonateurs de la forme d’une poutre ou d’une plaque, l’utilisation
de couches piézoélectriques permet de réaliser naturellement une excitation paramétrique, puisque
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FIG. 6.2 – Amplitude et phase de la première harmonique de la solution périodique de l’oscillateur de
Mathieu de l’équation (6.1), calculées avec Manlab [23]. Les bifurcations par doublement de période
’PD’ et nœud-col ’SN’ sont indiquées.

l’effet piézoélectrique se manifeste dans ce cas à la fois par des moments de flexion (c’est l’excitation
directe du mouvement transverse qui est généralement cherchée) et par des efforts de membrane, qui
permettent de moduler la raideur de tension de la structure et réaliser l’excitation paramétrique. On
peut, pour s’en convaincre, se référer à l’équation (2.50c), p. 44, qui montre le terme d’excitation pié-
zoélectrique dans l’effort axial, et à l’équation (2.50b), où le terme

✿✿✿✿✿✿✿✿

souligné est la raideur en tension
de la poutre. Dans un modèle éléments finis, c’est les termes proportionnels aux matrices constantes

P
(p)
c de l’équation (2.54a), p. 46, qui représentent l’excitation paramétrique de la structure par la pe

couche piézoélectrique.
L’oscillateur le plus simple permettant d’observer des résonances paramétriques est l’oscillateur

de Mathieu :
ü+

ω0

Q
u̇+ (ω2

0 + δ cos Ωt)u+ Γu3 = 0, (6.1)

où l’excitation d’amplitude δ se manifeste par une modulation de la pulsation propre ω0. Un terme
non linéaire cubique a été inclus, pour stabiliser les oscillations. Cet oscillateur est obtenu lorsqu’on
tronque à un mode le modèle de structure mince (3.20), p. 57, où l’excitation paramétrique est « ca-
chée » dans le paramètre α(t) (Eqs. (3.22)). Il est aussi obtenu par développement de Taylor d’une
équation de pendule.

Au premier ordre, la solution de cet oscillateur est :

u(t) = a cos(Ω/2t+ ϕ), (6.2)

où l’amplitude a et la phase ϕ sont illustrées sur la figure 6.2. Ces courbes ont été obtenues à partir
du code de continuation de solutions périodiques Manlab [23]. On constate que la solution périodique
non triviale de cet oscillateur oscille à la moitié de la fréquence d’excitation Ω et qu’elle fait apparaître
une résonance au voisinage2 de Ω ≃ 2ω0. Elle est ainsi obtenue par des bifurcation par doublement
de période, notées PD sur la figure 6.2. À chaque fois, deux solutions périodiques de période double
prennent naissance3. Elles sont caractérisées par la même amplitude a (les courbes sont confondues
sur la figure 6.2(gauche)) et par des phases ϕ décalées de π (Fig. 6.2(droite)). Ce phénomène est à la
base de l’utilisation d’un résonateur en résonance paramétrique pour réaliser une mémoire binaire, ou
chacun des deux états 0 ou 1 est associé à l’une des solutions périodiques [194].

2D’autres résonances sont possibles mais difficile à obtenir expérimentalement.
3Cela est logique, puisque les bifurcations par doublement de période peuvent aussi être vues comme des bifurcations

fourches (PD1 est alors surcritique, et PD2 est alors souscritique), qui donnent naissance à deux solutions de période double
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Un second intérêt de l’excitation paramétrique est qu’elle peut permettre d’augmenter artificiel-
lement le facteur de qualité d’une résonance donnée. Pour cela, si ω0 est la fréquence propre de la
résonance considérée, il faut superposer au signal d’excitation direct à la fréquence Ω ≃ ω0 un second
signal d’excitation paramétrique à la fréquence 2Ω. Cela s’écrit :

ü+
ω0

Q
u̇+ (ω2

0 + δ cos 2Ωt)u+ Γu3 = F cos(Ωt+ φ). (6.3)

Pour certaines conditions sur φ et F/δ, la résonance primaire au voisinage de Ω ≃ ω0 a alors une
forme plus fine, qui correspond à un facteur de qualité effectif augmentée par rapport à Q [160, 276].

6.1.4 Caractéristiques mécaniques à modéliser

2
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Micro−plaque circulaire piézoélectrique Nano poutre piézoélectrique
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FIG. 6.3 – Deux exemples de structures stratifiées piézoélectriques étudiées dans ce texte : une plaque
circulaire et une poutre.
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FIG. 6.4 – Quelques résultats expérimentaux montrant, de gauche à droite : la géométrie flambée
d’une membrane circulaire MEMS, obtenue par interférométrie ; le comportement non linéaire géo-
métrique de cette même membrane, en régime forcé ; le comportement piézoélectrique non linéaire,
lors de la polarisation initiale de la couche piézoélectrique de la membrane (Données du LAAS
[118, 28]).

Lorsqu’on s’intéresse à la modélisation fine des micro / nano systèmes électromécaniques décrits
dans les paragraphes précédents, plusieurs caractéristiques physique doivent être prises en compte.

• La figure 6.3 montre des schémas de résonateurs typiques, en coupe, où lorsqu’une transduc-
tion piézoélectrique est utilisée, la structure verticale du système est nécessairement stratifiée.
Notamment, les couches piézoélectriques sont usuellement bordées par des électrodes de titane
/ platine. Ainsi, un modèle correct doit prendre en compte cette structure stratifiée [28].

• Les procédés de fabrication utilisés conduisent à déposer successivement chacune des couches,
qui se retrouvent à l’état de repos soumises à des contraintes résiduelles, qui font parfois flam-
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ber les structures [28, 27]. Cela est illustré sur la figure 6.4(gauche) et le tableau 6.1 donne des
valeurs indicatives de la précontrainte dans chacune des couches.

• Comme évoqué au paragraphe précédent, le comportement vibratoire non linéaire géométrique,
illustré sur la figure 6.4(milieu), doit être correctement modélisé, pour trois raisons :

1. estimer les valeurs de forçage minimales qui conduisent au comportement non linéaire et
ainsi évaluer la plage dynamique de fonctionnement linéaire des capteurs ;

2. concevoir des systèmes qui mettent à profit les phénomènes dynamiques liés aux non-
linéairités géométriques, et notamment des phénomènes de saut ;

3. simuler le forçage paramétrique.

• Enfin, à l’inverse des céramiques piézoélectriques pour les applications macroscopiques, qui
sont commercialisées prêtes à l’emploi et donc déjà polarisées, les couches minces de maté-
riau piézoélectrique doivent être polarisées en opération. Cela conduit à un comportement non
linéaire issue de la loi de comportement piézoélectrique, qui se manifeste par des courbes de
polarisation en papillon (Fig. 6.4(droite)). De plus, il est possible que ce comportement non
linéaire se manifeste aussi en vibrations autour de l’état polarisé [328, 265]. Le premier com-
portement de polarisation non linéaire est difficile à prendre en compte de manière simple dans
un modèle [53]. En revanche, un modèle non linéaire piézoélectrique autour d’une configura-
tion de repos polarisée est plus simple [122, 328, 339]. Dans mon travail, jusqu’à présent, je
me suis cantonné à des effets piézoélectriques linéaires.

6.1.5 Stratégie de modélisation et simulation
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FIG. 6.5 – Organigramme de synthèse des stratégies de modélisation et simulation des N/MEMS

128



6.1. ENJEUX ET OBJECTIFS

À l’heure actuelle, les stratégies de modélisation des micro / nano systèmes disponibles dans la
littérature peuvent être regroupées en trois familles.

• La première regroupe la grande majorité des études, qui sont fondées sur des modèles heuris-
tiques simples, dont les coefficients sont estimés à partir de résultats expérimentaux. Lorsque
des non linéarités géométriques sont observées, le modèle le plus courant pour modéliser une
résonance non linéaire est un simple oscillateur de Duffing [157, 166, 315].

• La seconde inclue des modélisations analytiques plus raffinées, qui sont proposées plus rare-
ment, majoritairement par Nayfeh et al. [342] pour des micropoutres à transduction électrosta-
tique et par Balachandran et al. [186, 187] pour une transduction piézoélectrique.

• La dernière famille correspond à une méthode envisageable mais finalement très peu utilisée
du fait de sa lourdeur, qui consiste à utiliser un code de calcul commercial par la méthode des
éléments finis, et d’obtenir la réponse du système par intégration temporelle.

Par rapport à cet état de l’art, nous proposons plusieurs stratégies, regroupées sur l’organigramme
de la figure 6.5. La résolution du problème se déroule en trois grandes phases :

• La phase 1 est le choix du modèle initial, soit un modèle analytique sous forme d’équations
aux dérivées partielles, soit un modèle numérique, discrétisé par la méthode des éléments finis
(le paragraphe 2.3 donne un aperçu des principaux modèles associés à ces deux méthodes).

• La phase 2 correspond à une réduction de la taille du modèle, notamment par projection mo-
dale. Les paragraphes 3.1, 3.2 et 3.3 donnent un aperçu des possibilités.

• La phase 3 consiste à résoudre le modèle, par les trois techniques classiques : méthode numé-
rique d’intégration temporelle, méthode numérique de continuation et méthode analytique de
perturbation. Ces trois méthodes sont évoquées au paragraphe 3.4.

Les stratégies majoritairement utilisées dans la littérature, et évoquées plus haut, sont soit l’intégra-
tion temporelle directe du modèle éléments finis (Méthode 1 de l’organigramme 6.5) soit la résolution
par méthode de perturbation d’un modèle réduit analytique (Méthode 6 de l’organigramme 6.5).

Les techniques que nous proposons de mettre en place correspondent aux méthodes 3, 4 et 5 de
l’organigramme 6.5 :

• Utiliser une méthode éléments finis (EF) et la coupler directement à un code de continuation de
solutions périodiques, dont les inconnues sont les degrés de liberté du modèle EF (Méthode 3).
Durant le stage post-doctoral de S. Nezamabadi, un code complet a été écrit, en utilisant la
méthode de l’équilibrage harmonique (HBM) et la méthode asymptotique numérique (MAN),
pour simuler des vibrations non linéaires de poutre du type de celle de la figure 6.3 [J21].

• Utiliser une méthode éléments finis (EF), la réduire par une stratégie appropriée et coupler
le modèle réduit à un code de continuation de solutions périodiques (Méthode 4). Cela a été
proposé durant le stage post-doctoral d’A. Lazarus, pour le même type de poutres §6.3 [J20].

• Lorsque la géométrie de la structure est suffisamment simple, utiliser un modèle initial analy-
tique, le discrétiser par projection modale et résoudre le résultat par une méthode de continua-
tion de solutions périodiques (Méthode 5). Cela a été proposé à la fois pour les poutres et les
plaques circulaires de la figure 6.3, pour des géométries simples (des plaques circulaires axi-
symétriques avec une stratification symétrique dans l’épaisseur, §6.2 [J14] et des poutres avec
patchs piézoélectriques qui couvrent toute leur longueur §6.3 [J21]).

6.1.6 Objectif de notre travail

Le gros intérêt des modèles réduits est d’obtenir des modèles de faible taille, dont la résolution
est rapide, ce qui est une caractéristique indispensable pour une utilisation en phase de conception
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Matériau Épaisseurs [nm] ρ [kg.m−3] Y [GPa] ν σ0 [MPa]

Plaque Poutre

Si 2000 340 2500 169 0.3 -15
Si02 50, 200 10 2150 70 0.17 -260
Ti – 10 4510 110 0.32 –
Pt 140 80 21450 145 0.35 500
PZT 940 110 7800 96 0.45 300

TAB. 6.1 – Caractéristiques des couches des micro-plaques et nano-poutre fabriquées par le LAAS.
Les valeurs des précontraintes σ0 proviennent de [28]

des N/MEMS. De plus, des modèles réduits basés sur une projection modale, voire de manière plus
poussée sur des modes non linéaires, ont en général un fort contenu physique, très apprécié de la
communauté des physiciens qui fabrique et conçoivent les MEMS.

Notre travail consiste donc à proposer des modèles réduits efficaces, réalistes et surtout prédictifs.
Notamment, un des enjeux est de tester des modèles réduits par projection modale, classiques pour
des structures homogènes, mais originaux pour nos présentes structures stratifiées piézoélectriques,
surtout lorsque le modèle initial est de type éléments finis. Les deux paragraphes qui suivent proposent
deux exemples de calcul.

6.2 Micro-plaques circulaires

Le présent paragraphe propose un premier exemple de calcul, permettant d’illustrer la méthode 5
de la figure 6.5. Il s’agit de mon premier travail sur les MEMS, qui a consisté à modéliser le com-
portement non linéaire d’une « membrane » circulaire mise en vibration par un patch piézoélectrique,
circulaire aussi, placé en son centre, pour servir à la conception des bio-capteurs de masse du LAAS
[28, 27]. Le modèle utilisé est celui d’une plaque circulaire stratifiée axisymétrique, composée de
deux zones annulaires et encastrée sur toute sa périphérie. La zone centrale comporte 11 couches,
dont deux piézoélectriques et la zone annulaire extérieure en comporte 3 (Fig. 6.6(a)). Le diamètre
total est 200 µm et celui de la zone centrale 60 µm. Les caractéristiques des couches sont indiquées
dans le tableau 6.1. Les équations aux dérivées partielles sont celles des Eqs. (2.55). Elles sont dis-
crétisées par projection sur les modes propres de la structure en court-circuit et non précontrainte, si
bien que le problème à résoudre est de la forme (3.18), avec Nw modes de flexion et Nφ modes de
membrane. Les modes sont calculés de manière semi-analytique, prennent en compte la stratification
et la discontinuité de propriétés élastiques au raccordement entre les deux zones. Enfin, ajoutons que
le choix de deux ensembles de couches piézoélectrique, l’un sur le dessus et l’autre sur le dessous de
la plaque est théorique, les « vraies » plaques ne comportant qu’un patch piézoélectrique sur le des-
sus. L’idée ici est de simuler une structure symétrique, ce qui simplifie la formulation des Eqs. (3.18)
en annulant les termes Ck

i et Dk
ij . Le modèle obtenu, quoique quantitativement éloigné de la réalité,

est tout de même très riche en terme de comportement à la fois statique et dynamique, ce qui nous a
permis d’obtenir un grand nombre de résultats de validation et de convergence de la méthode.

6.2.1 Flambage

Le premier calcul à effectuer est la simulation de la position de repos de la membrane, sous l’ac-
tion des précontraintes. Dans ce cas, il s’agit de résoudre le problème (3.18) privé de sa dépendance
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en temps (q̈s = q̇s = 0, ∀s), qui devient un problème algébrique quadratique, qu’on peut résoudre
avec une méthode de continuation de point fixe (§3.4.1). Ici, j’ai utilisé la version 1.0 de Manlab [23].

La figure 6.6 montre le résultat d’un calcul de flambage de la membrane, sous l’action d’un for-
çage piézoélectrique statique. Pour cela, on impose la même tension électrique dans les deux couches
piézoélectriques, si bien que vue la symétrie de la structure, seuls des efforts de membrane sont créés.
Ce chargement est représenté par la quantité sans dimension N0 et le chargement extérieur p(t) est
ici nul. Les deux premières charges critiques de flambage sont N0 = 170.2 et N0 = 698.1, visibles
sur la courbe 6.6(b). Le calcul permet de calculer la déformée statique de la structure, dont le profil
dépend de la valeur de N0. Cela est visible sur la figure 6.6(c) et sur les convergences modales 6.6(d-
i), qui s’enrichissent au fur et à mesure que N0 augmente. Ces dernières figures montrent aussi qu’un
calcul à Nw = 3 modes transverses et Nφ = 15 modes de membrane est suffisant pour prédire le
post-flambement jusqu’à un déplacement de 10 fois l’épaisseur de la plaque.

6.2.2 Réponse en fréquence

Avec le même modèle que dans le paragraphe précédent, il est aussi possible de prédire les vibra-
tions non linéaires de la plaque circulaire autour de sa position précontrainte. Pour cela, le déplace-
ment inconnu est décomposé sous la forme de la somme d’une partie statique (q̂s, η̂k) et d’une partie
dynamique (q̃s(t), η̃k(t)), de manière analogue à ce qui est proposé au §3.2.1. Les solutions pério-
diques du système vérifié par les (q̃s(t), η̃k(t)), analogue à (3.18) avec un forçage extérieur F̆k(t)
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sinusoïdal à la pulsation Ω, sont obtenues par continuation numérique avec équilibrage harmonique
et Manlab (HBM/MAN).

Un résultat de calcul est présenté sur la figure 6.7, sous la forme de courbes de réponse en fré-
quence. La réponse de la structure est non linéaire, comme en témoigne l’incurvation des courbes.
La source des non-linéarités est géométrique, provenant du couplage membrane / flexion capturé par
le modèle de von Kármán (Voir §2.1.3 et §2.3.1). On constate tout d’abord sur la figure 6.7(c) que
lorsque la précontrainte N0 augmente, la première fréquence propre de la structure diminue, devient
nulle au point critique de flambage, puis ré-augmente. Ensuite, sur la figure 6.7, deux phénomènes
antagonistes sont observés. Pour des précontraintes inférieures à la charge critique de flambage, la
structure est plate au repos, et le comportement non linéaire est raidissant. Inversement, pour des va-
leurs de N0 supérieures à la charge critique de flambage, le comportement est assouplissant, ce qui
est logique puisque la structure à une géométrie incurvée au repos (Voir §3.3.5(a)). Avec la méthode
de calcul HBM/MAN utilisée, on a accès à toute la richesse de la dynamique : aux oscillations pério-
diques, à leur contenu fréquentiel et à la participation modale de chacun des modes de la base [J14],
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6.3. NANO-POUTRES PIÉZOÉLECTRIQUES

[C27].

6.3 Nano-poutres piézoélectriques
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Le présent paragraphe propose un second exemple de calcul, permettant d’illustrer la méthode 4
de la figure 6.5. Il s’agit ici de calculer la réponse vibratoire de la nano-poutre de la figure 6.9. Elle
est constituée d’une base de Silicium et surmontée d’un empilement de couches pour l’actuation
piézoélectrique, de longueur lp = 0.75lb, avec lb = 10 µm la longueur totale de la poutre. Les
caractéristiques de chacune des couches sont données dans le tableau 6.1. La poutre est encastrée à
ses deux extrémités, si bien que les non linéarités géométriques se manifestent sous la forme d’un
couplage axial / flexion, bien capturé par le modèle de von Kármán.

Les précontraintes ne sont pas considérées ici. Le calcul est mené à partir de la formulation élé-
ments finis (2.54), discrétisée par projection sur la base des modes propres du modèle linéarisé autour
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de sa position de repos, comme expliqué au paragraphe 3.2.1(d). La base modale, calculée par élé-
ments finis, est représentée sur la figure 6.8. Comme la structure est stratifiée et non symétrique
dans l’épaisseur, les déformées modales montrent un fort couplage axial / flexion, très visible sur les
graphiques 6.8(c-h). Par suite, la troncature modale est moins aisée que dans le cas d’une structure
symétrique, où les modes de flexion et les modes axiaux forment deux bases indépendantes et où
il suffit de conserver quelques modes de flexion et de membrane pour obtenir la convergence. La
stratégie adoptée ici a été de séparer la base modale en deux groupes de modes « axiaux » et « de
flexion », selon si le mouvement transverse est d’amplitude supérieure à celle du mouvement axial ou
non. Ensuite, les Nw premiers modes « de flexion » et les Nu premiers modes « axiaux » forment la
base réduite.

En utilisant la méthode HBM/MAN/Hill dans Manlab, on a simulé le comportement vibratoire
non linéaire du système, sous l’action d’une tension sinusoïdale V (t) = V0 cos Ωt imposée à la
couche piézoélectrique. La courbe de la figure 6.9(a) a été obtenue pour V0 = 5V . Les deux premières
résonances sont obtenues, pour Ω ≃ ω1 et Ω ≃ ω2, avec ω1 = 23.5 MHz et ω1 = 67.5 MHz les
deux premières fréquences propres, correspondant aux déformées modales des figures 6.8(c,d). La
résonance paramétrique du premier mode est aussi obtenue, à partir d’une paire de bifurcations par
doublement de période.

Enfin, la convergence du modèle est illustrée sur la figure 6.9(b), pour la première résonance.
Elle n’est pas tout à fait atteinte avec Nw = 4 modes « de flexion » et Nu = 12 modes « axiaux ».
Ces simulations sont le résultat d’une première implémentation de la méthode dans la version 1.0 de
Manlab il y a 1 an, qui s’est avérée trop lente pour procéder à plus de calculs. Depuis, un code dédié
a été écrit, et est en court de validation. D’un point de vue physique, ces premiers résultats montrent
tout de même que la convergence semble plus lente avec ces structures stratifiées qu’elle ne l’est pour
des structures homogènes équivalentes.
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CHAPITRE 7
Conclusion et perspectives

Ce rapport a présenté mes travaux de recherche, produits depuis mes années de thèse (1998-2001)
jusqu’à maintenant, en 2011. J’ai eu la chance de pouvoir poursuivre mon thème de recherche initial
et favori, la dynamique non linéaire, qui s’est trouvé fort avantageusement enrichi par les couplages
piézoélectriques et de nouvelles applications, depuis mon arrivée au LMSSC en 2003. Mon travail,
ainsi que plus généralement ma démarche de chercheur, ont été guidés par quatre éléments.

Primo, mes recherches ont toujours été menées dans la direction d’une application, qui a été le
moteur, la justification, mais aussi le prétexte des développements scientifiques proposés. Principale-
ment au nombre de trois, ces applications et les principaux résultats associés ont été présentés dans la
partie II (au chapitre 4 pour la dynamique non linéaire d’instruments de musique, au chapitre 5 pour la
réduction de vibration par shunt piézoélectriques et au chapitre 6 pour les vibrations de micro / nano
systèmes électromécaniques). Ainsi, par exemple, nos recherches sur les vibrations non linéaires de
cymbales et de gongs ont été le prétexte à explorer une grande variété de sujets de portée plus large :
il s’est avéré que ces structures constituent un laboratoire formidable de mise en applications d’un
grand nombre de théories du monde non linéaire : le chaos, les bifurcations, les résonances internes,
les modes non linéaires, les modèles de plaque et de coque, la stabilité. . . Ils constituent aussi un
moyen prodigieux d’apprentissage des techniques expérimentales en vibrations, puisque ces objets
sont en général des structures monoblocs1 très faiblement amorties2, qui permettent en plus, par défi-
nition, de bénéficier de la contribution du formidable capteur qu’est l’oreille. Je n’imaginais pas, il y a
13 ans, que ces instruments de musiques nous feraient voyager aussi longtemps ! La piézoélectricité a
aussi été une seconde chance décisive, car elle m’a amené, non sans plaisir, à élargir mon champ dis-
ciplinaire vers des domaines de physiciens, celui de l’électricité et celui des N/MEMS. Ces derniers
objets sont également, comme les gongs et les cymbales, un étonnant laboratoire pour la dynamique
non linéaire.

Secundo, le moteur principal de mon activité de chercheur est la compréhension de la mécanique
des objets de l’ingénieur, c’est-à-dire d’arriver à être capable d’expliquer tel ou tel comportement
observé, ou tel ou tel fonctionnement. Cela est possible à travers deux outils complémentaires et
indispensables : la modélisation théorique et des expérimentations. La partie I (les chapitres 2 et 3)
est consacrée à ces points. Il est remarquable de noter qu’une caractéristique majeure de la présente
discipline scientifique est qu’il est le plus souvent possible de produire des modèles mathématiques,
certes parfois très complexes, qui représentent de manière extrêmement fidèle la réalité. Cela est

1Elles sont ainsi dépourvues d’assemblage entre pièces, qui sont le plus souvent à l’origine de phénomènes complexes
qui ajoutent des difficultés expérimentales.

2Les résonances sont alors très marquées, ce qui facilitent les analyses modales expérimentales et le recalage avec des
modèles mécaniques élémentaires
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une source de satisfaction quotidienne, notamment lorsque les résultats d’un calcul numérique se
superposent parfaitement à ceux d’un test expérimental.

Tertio, les deux fils conducteurs méthodologiques de mes recherches, déjà évoqués dans l’intro-
duction, sont fondamentaux selon moi. Ce sont d’une part la compréhension des phénomènes phy-
siques liés aux objets étudiés et d’autre part la mise en place de modèles et de stratégies de simulations
prédictifs. Ces deux volets se nourrissent l’un et l’autre, car la compréhension physique des phéno-
mènes est indispensable au choix d’un modèle et d’une simulation adaptée. La justification de mes
recherches, s’il faut en trouver une, découle de ces deux fils conducteurs. La production de straté-
gies de simulation permet de créer les outils de base utilisés par les ingénieurs, qui doivent aussi
comprendre les phénomènes physiques liés au fonctionnement des objets qu’ils créent.

Quarto, toutes mes recherches sont le fruit de travaux collectifs, que ce soit directement avec
mes collègues et co-auteurs – qu’ils soient « permanents », doctorants ou post-doctorants – ou plus
généralement à travers les innombrables discussions à l’occasion de séminaires, colloques, congrès et
groupes de recherche. Les travaux décrits dans ce manuscrit sont de manière indissociable le fruit de
ce travail en commun.

Dans le futur

Les perspectives de ce travail sont multiples. D’un point de vue méthodologique, les quatre ca-
ractéristiques évoquées ci-dessus me paraissent fondamentales. D’un point de vue scientifique, les
recherches évoquées dans ce manuscrit peuvent être poursuivies selon deux directions. D’une part,
dans chacun des sujets évoqués dans ce manuscrit, un certain nombre de points ont été laissés de
coté, et mériteraient de s’y attarder dans le futur. D’autre part, des sujets de recherche plus globaux
émergent de mon travail. J’en évoque quelques-uns ci-après.

Dynamique non linéaire numérique

La dynamique non linéaire est à l’origine d’une phénoménologie riche et variée, qui trouve ses
applications dans un grand nombre de branches de la physique : la dynamique des corps célestes, la
météorologie et les études du climat, la mécanique des fluides, et, ce texte en donne un aperçu, en
dynamique des solides. La grande majorité de la littérature sur le sujet propose des études extrême-
ment fines et poussées du point de vue phénoménologique, car elles sont fondées sur des modèles
extrêmement simplifiés à faible nombre de degrés de liberté qui autorisent les calculs analytiques.
L’exemple le plus connu est sûrement le système de Lorenz, qui est la réduction à trois degrés de
liberté d’une tranche d’atmosphère soumise à de la convection thermique [189]. D’autre part, en mé-
canique des solides, les techniques de simulation numérique de systèmes non linéaires de géométrie
complexe sont très matures, notamment grâce aux développements de la méthode des élements-finis.
Plusieurs codes commerciaux fournissent des moyens de simulations de la dynamique non linéaire,
par intégration temporelle directe.

Entre ces deux extrêmes : la résolution analytique de systèmes dynamiques à faible nombre de
degrés de liberté d’une part, et l’intégration temporelle de modèles à plusieurs millions de degrés de
liberté d’autre part, il existe un champ beaucoup moins abordé qu’il me semble intéressant d’explorer.
L’idée est de coupler des méthodes éléments-finis existantes avec les techniques d’études de la dyna-
mique non linéaire. Alors que cette idée a été testée de manière active dans le cas de non-linéarités
de contact,3 le cas des non-linéarités géométriques est encore assez peu exploré. Des stratégies pos-
sibles ont été évoquées au chapitre 6 et sont résumées sur la figure 6.5, p. 128. Les ingrédients à
assembler sont (i) la discrétisation de la géométrie de la structure par une méthode éléments-finis (ii)

3Je pense notamment aux travaux du LTDS de l’école centrale de lyon, http://ltds.ec-lyon.fr, et du LDSV de l’université
McGill au Canada, http://structdynviblab.mcgill.ca
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la réduction de ce modèle (iii) l’utilisation de techniques numériques de continuation de solutions
périodiques. Les premiers tests de ces stratégies sont présentés dans le chapitre 6 pour des poutres
stratifiées piézoélectriques. Beaucoup de perspectives sont envisageables à plus ou moins long terme :

• l’extension à des géométries plus complexes : plaques, coques, solides tridimensionnels. Les
applications directes de cela, en liaison avec mon travail, sont (i) les vibrations de cymbales
et de gongs, pour s’affranchir des modèles analytiques et simuler des profils géométriques
réalistes de ces coques ; (ii) les vibrations d’aubes / pales de turboréacteurs, pour simuler leur
comportement en vibrations de grande amplitude et prévoir les seuils d’apparition des non-
linéarités, en particulier dans le cas d’utilisation de matériaux composites ; (iii) les micro /
nano-capteurs de masse, où l’utilisation de résonateurs bidimensionnels comme des membranes
à la place des ponts ou des leviers paraît prométeuse [27].

• le test de stratégies de réduction alternatives, comme notamment l’utilisation de dérivées mo-
dales, décrites au paragraphe 3.2.2(b), p. 64, [142, 305]. Il serait aussi intéressant d’évaluer,
dans le domaine non linéaire, le gain de précision associé à l’enrichissement des bases mo-
dales par des modes statiques, ce qui est courant dans un cadre linéaire [33]. Enfin, certaines
techniques de réductions proches des séries entières à la base des méthodes asymptotiques nu-
mériques pourraient être testé, et notamment étendues au régime libre pour le calcul de modes
non linéaires [46] ;

• l’utilisation « en boite noire » de codes commerciaux éléments-finis, très optimisés notamment
pour le temps de calcul, pour la recherche de solutions périodiques et leur continuation, notam-
ment avec des méthode de type « shooting » ;

• l’amélioration des codes de continuation du laboratoire. Notamment, (i) l’utilisation d’algo-
rithmes de sélection automatique du nombre d’harmoniques retenues dans la solution pério-
dique, pour accélérer les calculs, lorsque la méthode de l’équilibrage harmonique est utilisée
est envisagée [116] ; (ii) le test d’une formulation dans le domaine réel de l’algorithme de cal-
cul de stabilité par la méthode de Hill [300] ; (iii) l’utilisation de techniques de détections de
bifurcation et de branchement automatique ; (iv) l’implémentation de techniques de continua-
tion de solutions pseudo-périodiques [174] (pour le calcul de modes non linéaires amortis) et
quasi-périodiques.

Modes non linéaires

Le paragraphe 3.3, p. 65, donne un aperçu du concept de mode non linéaires. Avec la méthode de
calcul que nous avons proposé, le calcul de la forme normale est asymptotique et du coup intrinsèque-
ment valide dans un voisinage du point d’équilibre, domaine de validité impossible à déterminer sans
simuler la dynamique complète. Une manière de contourner ces inconvénients est de faire un calcul
numérique de la variété invariante et du changement de variable associé. Une méthode originale pour
réaliser cela est proposée dans [43]. Je propose de mettre en œuvre ces idées suivant les deux points
suivants :

• faire le calcul des variétés invariantes avec un code de continuation de solutions périodiques
comme Manlab. Un exemple est proposé sur les figures 3.1 et 3.4, pp. 68 et 74. Même si la
prise en compte de l’amortissement est impossible avec cette méthode, elle offre l’avantage
de sa généralité. Ensuite, on peut procéder au calcul du changement de variable et du modèle
réduit comme dans [43].

• étendre le point précédent au cas des résonances internes, qui se manifestent par une variété qui
se replie sur elle-même (cela est visible sur les figures 3.1 et 3.4). Il est notamment nécessaire
de caractériser de manière géométrique la dynamique dans l’espace des phases, qui est définie
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théoriquement par une variété de dimension 4, puisque les deux modes non linéaires en réso-
nance interne sont couplés.

D’autre part, la mise en évidence expérimentale de modes non linéaires, notamment en mesu-
rant la dépendance des déformées modales avec l’amplitude, peut donner lieu à de très élégantes
expériences, en plus de leur utilité pratique pour valider un modèle donné. Expérimentalement, la dif-
ficulté est de déduire les caractéristiques d’un système en vibration libre (les modes) d’une expérience
en régime forcé. Une méthode par appropriation modale est proposée en non linéaire dans [252]. Il
serait intéressant de proposer des mesures de modes non linéaires de structures continues soumises à
des non-linéarités géométriques, pour revoir notamment les résultats de [39] et les confronter à des
calculs produits par des méthodes numériques plus récentes.

Enfin, des points théoriques sur les modes non linéaires restent à mon avis ouverts. Notamment,
comment appliquer les théories classiques des bifurcations (obtenues en réduisant la dynamique à
des petits systèmes canoniques) à ces systèmes hamiltoniens, où le paramètre de bifurcation, qui
est l’énergie du système dans ce cas, n’apparaît pas explicitement dans le système dynamique ? Par
extension, lorsqu’un système est soumis à des résonances internes, celles-ci se manifestent par des
intersections de branches dans les diagrammes fréquence / énergie. Ces intersections correspondent-
elles à des bifurcations particulières ? Est-ce que les théories classiques de plaques et de coques,
réduites sur des bases de modes propres, conduisent bien à des systèmes hamiltoniens ?

Les non-linéarités : un avantage

Les non-linéarités ont le plus souvent été considérées comme une source de difficultés par les
ingénieurs, qui essaient de les éliminer lorsque cela est possible. Les non-linéarités géométriques
sont ainsi quasiment absentes des systèmes de l’ingénieur en génie mécanique, car celui-ci les a
toujours dimensionné suffisamment rigides pour réduire l’amplitude des vibrations au maximum, le
plus souvent en deçà du seuil d’apparition des non-linéarités. Inversement, il peut être intéressant dans
certains cas de tirer parti des non-linéarités pour réaliser une fonction technologique donnée. Voici
quelques pistes de recherches.

• La première idée est d’utiliser les non-linéarités pour réaliser des absorbeurs dynamiques de
vibrations, pour contourner la contrainte principale du traditionnel amortisseur de Frahm, qui
doit être accordé avec précision sur la fréquence du mode à amortir. Le chapitre 5 reprend
les résultats principaux de mon travail dans le domaine de la réduction de vibration, cantonné
aux shunts piézoélectriques et à la réalisation de simulations électromécaniques précises pour
l’optimisation des dispositifs. Deux voies pourraient être explorées dans ce cadre. Le lecteur
intéressé peut consulter le paragraphe 5.1, notamment pour les références bibliographiques :

– L’utilisation de non-linéarités essentielles régulières, et plus récemment non régulières,
dans la raideur du système amortissant a été testée depuis les années 2000 dans un grand
nombre de publications, sous le vocable « pompage énergétique » ou NES (nonlinear
energy sink), notamment par les équipes de A. Vakakis, C.-H. Lamarque et G. Kerschen.
La réalisation pratique du système amortisseur par un dispositif mécanique est toujours
délicate, et sa réalisation et son optimisation à l’aide d’un shunt piézoélectrique paraît
prometteuse.

– L’utilisation de résonances internes et notamment du phénomène de saturation du mode
principal par transfert d’énergie vers le mode en résonance interne a été largement étudié
par les équipes de P. F. Pai et A. H. Nayfeh dans les années 2000 et nécessiterait peut-être
d’être revisitée.
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– Les techniques de shunt à commutation, très étudiées par l’équipe de Daniel Guyomar
que j’ai abordé lors de la thèse de Julien Ducarne au laboratoire, pourraient être revisitées
sous l’angle de vue de la dynamique non linéaire, et notamment à partir de la recherche
numérique de solutions périodiques. Comme les non-linéarités sont non régulières, des
méthodes numériques adaptées seraient à développer.

• Une seconde idée est de concevoir des systèmes récupérateurs d’énergie. Tous les systèmes
amortissants décrits dans le point précédent peuvent servir de récupérateur d’énergie, en cou-
plant au shunt un circuit électronique approprié. Même si un très large effort planétaire est
fourni à l’heure actuelle pour développer ce genre de systèmes, plusieurs idées restent à tester.
Notamment, les méthodes que j’ai contribué à développer pour l’optimisation électromécanique
des shunts, mais aussi pour le calcul de systèmes non linéaires en oscillations périodiques, pour-
raient être mises à contribution pour concevoir un système efficace de récupération de l’énergie
d’une structure vibrant en grande amplitude.

• Enfin, dans le domaine des N/MEMS, certaines études récentes montrent que les non-linéarités
géométriques peuvent être mises à profit dans le fonctionnement de capteurs de masse. Quelques
voies, évoquées au paragraphe 6.1.2, sont à développer. La première est l’utilisation d’une am-
plification paramétrique du résonateur pour améliorer artificiellement le facteur de qualité des
résonances. La seconde est la mise à profit des résonances non linéaires et des phénomènes de
saut. Dans ces deux cas, une modélisation fine des résonateurs et des stratégies de simulation
efficace sont indispensables pour la conception des dispositifs.

Quelques extensions supplémentaires

Deux extensions supplémentaires de mes travaux méritent d’être évoquées.

• Jusqu’à présent, j’ai supposé dans mes travaux que les effets piézoélectriques étaient parfai-
tement linéaire, à la fois dans la relation de comportement et dans les équations d’équilibre
dynamique. Cela apparaît restrictifs dans certains cas pratiques. Dans le cadre des M/NEMS,
comme évoqué au §6.1.4 (p. 127), la polarisation des couches piézoélectriques n’est pas effec-
tuée au préalable comme dans le cas de patchs piézoélectriques macroscopiques. Il en résulte
des non-linéarités assez fortes, illustrées par exemple sur la figure 6.4 (p. 127). De manière plus
générale, j’ai déjà observé au laboratoire la manifestation de non-linéarités piézoélectriques,
notamment sur la poutre encastrée libre de la figure 5.3 (p. 118)4, ce qui est confirmé par
certains auteurs [122, 328, 1, 263]. Ainsi, il serait intéressant de produire des modèles précis
rendant compte de ces phénomènes.

• Les résultats de la thèse d’Aurélien Sénéchal, sur la réduction des vibrations d’aubes de souf-
flante de turboréacteurs sont très prometteurs et une suite va être proposée au constructeur
Snecma, suivant plusieurs directions : l’étude et la simulation du placement des patchs piézo-
électriques à l’intérieur des aubes, l’étude du comportement des shunts en régime non linéaire
de vibration, l’influence de la force centrifuge due à la rotation, l’amortissement des vibrations
du rotor en symétrie cyclique . . .

4J’ai observé un comportement assouplissant du premier mode de vibration, alors qu’il devrait être raidissant sans la
présence des patchs piézoélectriques.
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Épilogue illustré

Partition de la pièce clapping music, de S. Reich (1972)
Phénomène périodique ou quasi-périodique ?

« Schéma graphique du saut de la danseuse G. Palucca. » W. Kandinsky [159]
Modélisation et schématisation ?
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Chorégraphie Drumming, de A. T. De Keersmaeker (1998) [3]
Équilibre dynamique ?

Dessin de Cabu pour le film Playtime, de J. Tati (1967) [94]
La science du mouvement et de l’équilibre.

La recherche en mécanique ? [316, 275]
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Hergé [127]
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