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Introduction générale

1 Utilisation des équations de Newton

L’origine de ce travail est un article de T. Kasami, S. Lin et W.W. Peterson [KLP68]. Cet
article présentait, entre autres sujets, une étude des mots de poids minimal des codes de
Reed et Muller raccourcis, pour caractériser leurs mots de poids minimal, qui sont ceux dont
le support est un sous-espace vectoriel.

Le code de Reed et Muller d’ordre r est inclu dans le code BCH de distance construite
2m=" —1, et la question que posait Pascale Charpin était d’étudier les mots de poids minimal
de ces codes BCH. T. Kasami utilisait les identités de Newton pour caractériser les mots de
poids minimal des codes de Reed et Muller. Nous avons repris ces idées, et étudié le systeme
défini par les équations de Newton. Le sujet de ce travail est donc d’étudier les relations
entre le systeme algébrique défini par les équations de Newton et les propriétés des mots de
poids minimal.

2 Les équations de Newton : un systéme nécessaire

Nous avons prouvé que les mots de poids minimal des codes BCH(n = 2™ —1,§ = 2™ 2 —1)
sont les mots du code de Reed et Muller d’ordre 2 raccourci. Pour prouver ce résultat, nous
avons utilisé les identités de Newton comme un ensemble de conditions nécessaires vérifiées
par les fonctions puissances et symétriques des localisateurs des mots de poids minimal d'un
code cyclique. Le méme principe a permis aussi de prouver qu’il n’existait pas de mots
de poids minimal dans certains codes BCH, car le systeme des équations de Newton est
contradictoire. Ce travail a été mené avec P. Charpin et N. Sendrier, et a permis de déter-
miner completement la table des codes BCH de longueur 255 donnée dans [WS86][table 9.1,
page 267).

3 Les équations de Newton : un systeme suffisant

Le principal apport de cette these est de montrer que les solutions algébriques du systeme
des équations de Newton sont de “bonnes” solutions : s’il existe des solutions au systeme
algébrique défini par les équations de Newton, alors le probleme posé dans le domaine des
codes correcteurs admet une solution.

Dans le premier chapitre, nous étudions les identités de Newton, principalement pour
formuler un systeme d’équations algébriques, que nous appellons le systéme des équations de
Newton. Nous définissons des problemes sur les corps finis, que nous appellons problémes des
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fonctions puissances. Ceci nous permet de conduire une courte étude théorique sans faire
intervenir les codes correcteurs d’erreurs. Nous présentons alors les principales propriétés des
systemes des équations de Newton ainsi définis. Principalement, si le systeme des équations
de Newton admet une solution, alors le probleme des fonctions puissances admet une so-
lution. Déterminer si un systeme d’équations polynomes admet des solutions peut étre fait
algorithmiquement au moyen du calcul de bases standards, que nous introduisons brieve-
ment, pour présenter au lecteur les notions qui environnent le calcul effectif de solutions de
systemes algébriques.

Dans le deuxieme chapitre, nous introduisons brievement les codes correcteurs cycliques,
et nous montrons le lien entre le probleme de 'existence de mots de poids minimal dans
des codes cycliques et les problemes de fonctions puissances définis au premier chapitre.
Ainsi nous transformons un probleme difficile, le probleme de 'existence de mots de poids
donné dans un code donné, en un probléeme (peut étre trop) difficile, le probleme du calcul
des solutions d’un systeme d’équations algébriques. Toutefois, si le systeme des équations
de Newton est “résolu” par la méthode du calcul d’'une base standard, des informations
pertinentes sur les mots de poids minimal peuvent étre obtenues. Nous présentons quelques
exemples d’étude.

Dans ce méme chapitre 2, nous utilisons une méthode employée par T. Schaub [Sch88],
pour déterminer une borne inférieure sur la distance minimale d’un code cyclique. Ceci nous
est tres utile, car le systeme algébrique des équations de Newton est défini pour un poids
déterminé. Pour éviter d’étudier des systemes superflus, il est nécessaire d’écrire le systeme
des équations de Newton pour un poids aussi proche que possible de la distance minimale
du code étudié. Il nous faut disposer d’une borne tres fine sur la distance minimale du code
étudié, et la méthode de Schaub donne de tres bons résultats. Appliquée en particulier sur
les duaux des codes BCH, il apparait que la distance minimale de ceux-ci est tres au-dessus
des bornes habituelles (voir les tables I1.2, I1.3 et 11.4).

4 Une étude théorique

Dans le troisieme chapitre, nous déterminons completement ’ensemble des mots de poids
minimal des codes BCH de longueur 2™ — 1 de distance construite 22 — 1. L’outil est le
systeme des équations de Newton, et il possible de déterminer d’'une maniere générale la
forme que prennent certaines équations. La preuve du résultat est longue et difficile, et I'idée
de la démonstration peut sembler tombée du ciel. Elle ne I'est pas, et en réalité, ce sont des
études conduites avec des outils de calcul formel (Maple, Axiom), qui ont permis de constater
quelle forme prenait certaines équations de Newton. La preuve du théoreme consistait, en
quelque sorte, a comprendre pourquoi 'ordinateur produisait des équations de Newton tres
creuses.

5 Calcul de bases normales

La notion de base normale est une notion importante intervenant en théorie des corps finis.
Dans le chapitre 4, nous nous posons le probleme de déterminer une base normale d’un corps
fini. Nous rappelons le commentaire de J. von Zur Gathen et M. Giesbrecht [vZGG90] :
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We think that Lenstra’s comment “Although the algorithms presented in this
[Lenstra’s| paper are not necessarily inefficient, I do not expect that in practice
they can compete with the probabilistic algorithms. ..” also applies to the meth-
ods of Section 4 [de [VZGGI0]], and expect methods avoiding linear algebra |.. . ]
to perform better in practice.

Nous employons précisément des techniques d’algebre linéaire pour calculer une base
normale sur Em, et nous obtenons ainsi la meilleure complexité déterministe pour résoudre
ce probleme, et notre méthode rivalise avec des méthodes probabilistes, lorsqu’on se contente
d’employer des méthodes naives de multiplication de polynomes.

Le calcul d'une base normale n’a pas été notre seul souci, et nous présentons aussi une
méthode de calcul du polynéme minimal d’'une matrice. Si la factorisation du polynome
caractéristique est connue, alors nous disposons aussi d’'une méthode dont la complexité
du pire est O(n*%). Enfin nous nous posons le probléme du calcul de la forme rationnelle
canonique d’une matrice, et lorsque la factorisation du polynome caractéristique est connue,
la complexité obtenue est meilleure que celle de P. Ozello dans sa these [0ze87].

6 Caractéristique premiere en Axiom

Un breve étude est conduite en appendice B, pour montrer un probleme d’implantation en
Axiom. La librairie d’Axiom est fort bien fournie en ce qui concerne les corps finis. Ceux-ci
sont disponibles avec différentes implantations : la représentation usuelle est la représentation
polynomiale ; pour les corps finis de petite taille la représentation par le groupe cyclique est
disponible, et c’est la plus efficace ; enfin la représentation vectorielle, au moyen d’une base
normale, existe aussi en Axiom.

Toutefois, il existait un probleme pour élever a une puissance élevée des polynomes a
coefficients dans un corps fini, I’algorithme utilisé par défaut ne s’avérant pas tres performant.
Nous présentons comment résoudre le probleme. La difficulté n’est pas algorithmique, car
I’algorithme est tres simple, mais plutot de conception. En Axiom, le principe général est de
dégager le plus haut degré de généralité avant de définir une implantation, un type, ou un
algorithme. Avec la librairie actuelle, définir une implantation générique n’était pas possible,
principalement parce que les catégories traitant de la caractéristique sont trop faibles. Il faut
donc définir une nouvelle catégorie, et c¢’est ce que nous présentons dans cet appendice B.
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Chapitre 1

Identités de Newton et systemes
algébriques

Dans ce chapitre, nous introduisons les identités de Newton reliant entre elles les fonctions
puissances élémentaires et les fonctions symétriques élémentaires (partie 1) de w indéter-
minées. Ces identités se définissent dans un contexte plus général lorsque les fonctions puis-
sances ne sont plus symétriques mais simplement une combinaison linéaire des indéterminées
a la méme puissance (fonctions puissances généralisées). Nous présentons aussi ces identités
dans le cas d’un corps fini, cas qui nous intéressera dans toute la suite (partie 1.4). A ces
présentations est jointe une formulation matricielle, mettant en avant les propriétés linéaires
de ces identités.

Notre travail consiste a considérer ces identités, non plus comme des relations, mais
comme un systeme d’équations algébriques dont les inconnues sont les fonctions puissances
et les fonctions symétriques. Cette présentation est effectuée dans la partie 2 de ce chapitre,
ou nous formalisons une série de problemes de fonctions puissances dans les corps finis,
que nous notons PG;, . (w). Nous montrons ensuite un moyen d’étude de ces problemes,
et que le systeme algébrique, noté S;, ; (w), défini par les identités de Newton, permet
d’étudier le probleme PG, . (w). Nous utilisons essentiellement le fait que les identités de
Newton forment un systeme de conditions nécessaires vérifiées par les solutions des problemes
de fonctions puissances. Nous introduisons aussi la tranformée de Fourier d'un vecteur, et
surtout le lien entre le poids d’'un mot d’un mot et le rang d’une matrice circulante obtenue
a partir de la transformée de Fourier de ce mot (théoreme 1.9).

Quelques propriétés de ces systemes algébriques sont établies en 2.3, théoreme 1.13. Prin-
cipalement, notre apport est de montrer comment le systeme des équations de Newton
Siy..q,(w) est aussi un systeme suffisant, c’est-a-dire que les solutions de ce systeme sont
toutes des fonctions puissances de solutions de PG, ;(w). Nous déterminons ainsi com-
pletement la nature des solutions des systemes S;, ; (w). L’étude du probleme de fonctions
puissances est équivalente a 1’étude du systeme algébrique. Pour aborder cette étude, nous
rappelons brievement dans la troisieme partie de ce chapitre les notions de base standard,
et de réduction, qui seront pour nous un outil utile de caractérisation d’idéaux, pour déter-
miner des propriétés ensemblistes de ces idéaux, comme I'existence ou non de solutions, et
le nombre de solutions.

13
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1 Identités de Newton

Dans un premier temps, nous donnons la formulation habituelle des identités de Newton.

1.1 Présentation des équations

Définition I.1 Soit k un corps, X = (X;)iz1..w, w indéterminées. Pour tout k > 0, la
k-iéme fonction symétrique élémentaire des X;, dénotée oy, o € k[ X1, ..., Xy, est :

o=0DF Y XX, X, ke [1,w)],

1<i1 <. <ij<w

et, pour k =0, op=1.
Les fonctions puissances élémentaires, pour k > 0, notées Ay sont :

Ay =>"XF, Ay = w. (I.1)
i=1

Il s’agit de deux familles de fonctions symétriques, ou, pour tout k, o et Ay sont des po-
lynomes homogenes de degré k. La définition usuelle des fonctions symétriques élémentaires
est

g; = Z XilXiQ“‘Xik7 ke [1,11)],
1<ig <..<ip<w
mais la définition adoptée ici évite de manipuler les signes dans les relations entre coefficients
et racines, et dans les identités de Newton.

Théoréme 1.1 Soit k un corps, X = (X;)i=1..w, w indélerminées, soient o1,...,0, les
fonctions symétriques des X;, et A;, i > 1, les fonctions puissances des X;. Pour tout entier
i,17>1, 0ona

i—1

Ai + Z UkAi—k + iO’i = 0, 1 S w, (12)
k=1

Ai + Z UkAi—k = 07 1> w. (13)
k=1

Ces identités sont appelées les identités de Newton.

Preuve : On considere le polynome p(Z) = [[:Z¥(1 — X;Z) € k(Xy, ..., X,,)[Z]. La dérivée
logarithmique de p(Z) donne :

Y(Z) & -X;
p(Z) ;ﬁ (1.4)

Or le développement de p(Z) est p(Z) = >, 0:Z", et le développement en série formelle
du deuxieme terme de (1.4) est égal a :

p(Z) < — X, . = 1 — I+1 71
S S X X,/ = - X;Z
W2 T TNz RN N

- Z —Al+1Zl

=0
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En écrivant :

P2 = (> A ZW(Z) =SS —Armo) 2",

=0 n=0 l+k=n

et en identifiant, on obtient les relations suivantes :

(i4+ 1o = — >, Aok 1 < w,
l4+k=n
0 = Z Al+10k ZZ w.
l+k=n

O

N’étant pas un historien des mathématiques, je ne saurais présenter un apercu bibli-
ographique des relations de Newton. Ces propriétés semblaient étre connues au 17-eme sie-
cle, ou les relations entre coefficients et racines sont dégagées. Rappelons qu’a cette époque,
on avangait qu'un polynome de degré n a n racines (éventuellement “impossibles”), comp-
tées avec multiplicité (notes historiques dans [Bou81, Bou84]). A. Lascoux [Las86] semble
attribuer méme ces relations a A. Girard. Annick Valibouze m’a indiqué une référence de
Lagrange, “Notes sur la théorie des équations algébriques”, ou 'auteur déclare : “Newton,
et longtemps avant lui Albert Girard, avaient donné la maniere de déterminer la somme des
puissances des racines d’'une équation par des fonctions de ses coefficients”, faisant référence
a [Gir29]. Cependant, nous en resterons a la terminologie de relations de Newton.

Plus récemment, les relations de Newton interviennent d’un point de vue algorithmique,
dans différents domaines. Je citerai le probleme du calcul du polynome caractéristique d’une
matrice, par la méthode de Leverrier, améliorée par Faddeev (voir [Gan77]). Les fonctions
puissances peuvent servir comme famille génératrice des fonctions symétriques, pour manip-
uler celles-ci [Val87], ou pour modéliser la cloture algébrique d’un corps, en manipulant les
fonctions puissances élémentaires au lieu des fonctions symétriques élémentaires (qui sont
les coefficients des polynomes minimaux) [DT87, Wee90, AV92]. Les identités de Newton
montrent comment déterminer simplement les fonctions symétriques élémentaires avec les
fonctions puissances, en caractéristique zéro, ou tout du moins lorsque la caractéristique du
corps est supérieure au nombre w d’indéterminées. Tel ne sera pas le cas dans notre étude, ou
nous considérons un nombre élevé d’indéterminées, pour des corps de petite caractéristique,
presque toujours 2.

Notation 1 Nous notons P; le polynome

A+ 35 op Ay oy, sid<w, (1.5)
Ai + Elkvzl UkAi—ka s$11 > w,

de sorte que P; est homogene de degré i en les X;. Pour la suite nous aurons besoin de
pouvoir référer a une équation donnée. Nous les numérotons ainsi :

idli A1+01:P1:O,
idQI A2+0'1A1+20'2:P2:O,

Zdl : Ai+01Ai_1 +"'+0wAi—w :PZ =0.
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1.2 Formulation matricielle

Soit T' (comme triangulaire) la matrice :

A1 0 0 0 0 0 0
A, A, 2 0 0 0 0 0

Az’ Az‘—l s Al 1 0 0 0

Ay Apoy oo e e e A w

Et soit C4 la matrice en nombre infini de lignes :

Apt1 Awyz o A
Apro Awyz - Ay
Co = :
AZ Al_ l .« e Az_w

Alors les équations de Newton prennent la forme suivante :

1 0
01 0
r o | =10
Coo : :
Ow 0
Nous dirons que le systeme :
1 0
01 0
T| o2 |[=|0 (1.7)
Ow 0

1 0
g1 0

Col 02 =] 0 (L8)
Ow 0

est la forme circulante des identités de Newton.
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1.3 Identités de Newton généralisées

On s’intéresse au cas ou les fonctions puissances ne sont pas seulement la somme des puis-
sances des indéterminées, mais une combinaison linéaire de ces puissances.

Définition 1.2 Soit k un corps, X1,..., X, w indéterminées. Soit (ai,...,a,) € K, et
504t :

w
_ k
i=1
Par définition, les Ay sont les fonctions puissances généralisées des X, relativement aux a;.

Théoréme 1.2 Soit k un corps, X1, ..., Xy, w indéterminées. Soit (ai,...,a,) € k™. Les
fonctions puissances généralisées des X; relativement aux a; et les fonctions symétriques
élémentaires vérifient les relations suivantes :

V) >0, Aj+w + O'1Aj+w—1 + -+ UkAj+w—k +---F UwAj =0.
Ces relations sont appelées les identités de Newton généralisées.

Preuve : [WS86] On a :

H(l—XZZ):1+01Z++Uwa

i=1
En posant Z = 1/X;, et en multipliant par al-Xijer, on a :
CI,Z'XZ-j—HU + O'lain+w_l R O'wa,l'Xj = O
En sommant pour 7 de 1 a w, on obtient :
ZaiXZ-]er + ZalaiX]J“w_l + ...+ ZO’wCI,Z’X] = 0.
i=0 i=0 i=0

Ce qui est bien la relation désirée.
O

On remarque que les identités prennent la méme forme, sauf qu’on ne retrouve pas la
forme triangulaire des premieres équations. Il ne reste que la forme circulante :

1 0

g1 0

C’OO 09 — 0
Ow 0

Les équations de Newton définissent une relation de récurrence pour les fonctions puis-
sances généralisées. Les fonctions symétriques o; ne s’expriment plus en fonction des fonctions
puissances A;, ce qui était prévisible car les fonctions puissances sont symétriques, alors que
les fonctions puissances généralisées ne le sont pas.
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1.4 Les identités de Newton sur un corps fini

Notation 2 Nous réserverons pour toute la suite les notations suivantes :

m

o k =E est le corps fini a q €léments, ot ¢ = p™ avec p premier.

o w est un entier > 0.
® ay,...,a, sontw éléments de K.

o F est une extension de k : F =F ... Nous notons n le cardinal du groupe multiplicatif
deF :n=q¢g™ —1.

o Xy,..., X, sontw éléments de F.

Nous supposons le lecteur familier avec les corps finis, et ne rappelons pas les propriétés des
corps finis. L’ouvrage de MacEliece [Eli87] constitue a ce sujet une excellente introduction,
et la somme de Lidl et Niederreiter [LN83] est une référence en ce domaine.

1.4.1 Forme des équations

Théoréme 1.3 Soient (Xy,...,X,) € F*, soient o1,...,0, les fonctions symétriques élé-
mentaires des X;, et Ay, k > 1, les fonctions puissances des X;.

Les fonctions puissances A; et les fonctions symétriques élémentaires o; sont liées par les
relations suivantes :

idy Al +o0, =0

ids : Ay + 0141 +205,=0

id; A+ oA+ +i0; =0, sip fi, i <w

id; 0 A+ oA+ + Ao =0, sipli, i <w
idy1: Ap 1+ 01Ay ot Fop 241+ (w—1)o,_ 1 =0

idy, : Ap+01Ap_ 1+ +0p_141 + wo, =0,

et pourw < k<n4w :
Ak+"'+01Ak_i+"'+0'wAk_wEO.

Soient (ay, ..., a,) € K, les identités des Newton généralisées entre les fonctions puissances
généralisées Al des X; relativement auz a; et les fonctions symétriques deviennent

A+ oA+ oA, =0, ke w+1,w+n).
Nous employons le symbole = pour indiquer 'effet de la caractéristique p.

Preuve : Si la caractéristique p est inférieure a w, et si p divise ¢, alors le terme io; dans
I'identité id; disparait. De plus, étant donné la propriété :

Ve e F, 2" =g
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on a A;., = A;, et 'équation id, ;,7 > w se réduit a :

idpyi = Apyi+ Angic101 + Apgico0z + -+ Apgi_ w0
= AZ + Ai—lgl + Ai—102 +--- 4 An—wUu;
= id;.

Donc le systeme en nombre infini d’équations se réduit aux seules équations (id;),1 < i <
n + w, dans le cas des identités de Newton, et a aux équations (id;), w < i < n + w dans le
cas des identités de Newton généralisées.
O

On voit que les premieres équations de Newton, pour 1 < ¢ < w perdent leur forme trian-
gulaire, si la caractéristique p est inférieure a w, et que ce systeme n’est plus nécessairement
résoluble en les ;.

Du point de vue matriciel, les identités de Newton prennent la forme

1 0
01 0
T 09 = 0
Cn,w . . 7
Ow 0
ou O, est la matrice :
Avt1 Awpz 0 Ay
Apt2 Awrs 0 As
AZ AZ—]. .. AZ_U}
An+w An—l—w—l s An
Dans le cas des identités de Newton généralisées, le systeme se réduit a :
1 0
01 0
( Cn,w ) 02 = 0
Ow 0

1.4.2 Cas de la caractéristique 2

Théoreme 1.4 Soit k un corps de caractéristique 2. Pour r > 1, le polynome Ps,. est dans
l'idéal engendré par (Py, Ps, ..., Py.—1), i =0...r — 1. Le systéme des équations de Newton
est équivalent au systéme des équations de numéro pair :

1 0
T’ 01 0
( o ) o2 | =] 0 (1.9)



eV E e e AV VS A 2 T R VAL Y M Y asss o Y S A A

ot T! et I sont les sous-matrices extraites de T et de I, en ne considérant que les lignes
d’indice pair.

Preuve : Nous allons montrer que le polynome P, s’écrit comme combinaison des polynomes
Py, ... P_q de la maniere suivante :

Py = Agp 1 Pr+ Agp 2Py + - A1 Py
Dans le terme de droite, le coefficient Cy; de o9, est

Coj = Ay + Az da + -+ A1 Az 1y

r—j—1 2r—25—1

= Z Agr_oj_iAj + Agp_oj_(r—j)Ar_j + Z Agp_gj_iA;
i=1 i=r—j+1
r—j—1 r—j—1

= Z Agp_9j 1 A; +A72«_j + Z AiAgr_oj_i = Aoy,
=1 =1

et le coefficient Cy; 41 de 0941 est

Cojr1 = Asr—j41) T Azr—2jrn—141 + Ao 2j1)—2A42 + -+ A1 Asr_(2j41)-1

r—j 2r—2j
= Ay_2j+1) + ZA2T—(2j+1)—iAi + Z Aor_2j41)—iAi
i=1 i=r—j+1
r—j r—j
= Ay g+ Z Agr_(2j41)—iAi + Z Agr—(2j41)-iAi
i=1 i=1

= Ay_(2j41)-
Ce qui donne bien les coefficients de Ps,. Il reste
Agp 1 Ar 4+ Agp 0 As + -+ A A + -+ A1 Ay = A? = Ay,

les termes s’annulant deux a deux, sauf A, A,.

O
Nous pensons que dans le cas de la caractéristique p, le polynome Py, est dans 'idéal
engendré par les polynomes P, ..., Py,_1. Nous n’avons pu le montrer, et la preuve semble

beaucoup plus technique que celle-ci.

2 Le systeme algébrique défini par les équations de
Newton

Le lien entre ce chapitre I et la théorie des codes correcteurs d’erreurs sera établie dans le
chapitre II. Les problemes que nous étudierons en théorie des codes correcteurs d’erreurs
sont formulés ici indépendamment de celle-ci, et nous introduisons, dans cette partie, ce que
nous appelons les problemes des fonctions puissances, et notons PG;, ., (w).

L’existence de solutions algébriques aux équations de Newton est d’abord introduite
comme une condition nécessaire a I'existence de solutions au probleme PG;, ;. (w) (théore-
me 1.11). Nous définissons clairement le systeme S;, .., (w) associé au probleme PG;, . ; (w),
et nous étudions les solutions de ces systemes algébriques, pour les déterminer completement.

Nous rappelons le cadre dans lequel nous nous placons :
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k = F, est le corps fini a ¢ éléments, ol ¢ = p™ avec p premier.
e w est un entier > 0.

® ay,...,a, sont des éléments de k.

F est une extension de k : F = E .. Nous notons n le cardinal du groupe multiplicatif
deF:n=q¢" —1.

Bien que ce soit le probleme des équations de Newton pour un poids donné qui nous
intéresse, nous formulons aussi des problemes plus généraux, qui nous serviront d’un point
de vue théorique.

2.1 Le probleme des fonctions puissances généralisées, de poids
indéterminé

Définition 1.3 Nous appelons probleme des fonctions puissances généralisées, le probléme
posé par A;;, = A, =---=A;, =0, ou les A; sont les fonctions puissances généralisées des
inconnues (X1, ..., X,) € FY, relativement a (aq, ..., a,) € kK.

1. w est inconnu,
2. les a; sont inconnus.

Nous notons ce probleme PG, ;.

Une solution du probleme est la donnée d’un entier w > 0, de (aq,...,a,) € K, et de
(X1,...,Xw) € FY, tels que les fonctions puissances généralisées des X; relativement aux
a; vérifient A;;, = ... = A;, = 0. Nous supposons que les a; et les X;, i € [1,w], sont tous

différents de 0, afin d’éliminer des solutions redondantes évidentes. Nous dirons que (k,F)
est le contexte du probleme, et que w est le poids de la solution.

Nous montrerons comment traiter ce probleme : pour chaque ensemble de valeurs des
fonctions puissances, sous certaines conditions (elles sont closes par classes cyclotomiques), il
existe une solution (w, ay, ..., ay, X1, ..., Xy), qui vérifie PG;, ;. Il s’agit d’une transformée
de Fourier inverse. Avant d’étudier cette transformation, énoncons des conditions nécessaires
a 'existence d’une solution.

2.1.1 Classes cyclotomiques
Proposition 1.1 Soit w un entier, (ai,...a,) € k¥, (X1,...Xy) € F¥, les fonctions puis-
sances des Xy, ..., Xy, relativement aux a;, vérifient :

Vi € [O,n— 1], Aqimodn =AY

i

(1.10)

Preuve : Les a; étant dans k = F, et les X; dans F, nous avons :

w q w w
q Z i _ Z iq Z igmod n
k=1 k=1

k=1
Aiq mod n+
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En effet, les X; étant dans F \ {0}, ils vérifient tous X[ = 1.

Ceci conduit a la définition suivante :

Définition 1.4 Soit p un nombre premier, soit n un entier positif premier a p et soit ¢ = p™,
les classes cyclotomiques de g modulo n sont les ensembles :

cl(i) = {i mod n,ig mod n,...,i¢’ mod n, ...}, ie[0,n—1].

Les classes cyclotomiques de ¢ modulo n définissent une partition de [0,n — 1].
Nous dirons qu’un n-uplet (yo, ..., vn-1) € F" est clos pour les classes cyclotomiques si
73 = Ygi mod n, 1€ [Oan - 1]

Exemple 1 Dans le contexte k = I, F = Fg, n = 15, le systeme PG 248 est défini, car
cl(1) = {1,2,4,8}.

Les solutions du systeme PG 2453 vérifieront Ay = Ay = Ay = Ag =0et A3 = Ag = A2 =
Ag =0, car cl(3) = {3,6,12,9}. Le probleme PG 2483 admet les mémes solutions que le systeme
PG1,2,4,836,12,9-

Notation 3 Puisque la nullité de A; entraine la nullité de Aijmoan, €t que les problémes
PGis,...ii et PGa@u..uea,) ont les memes solutions, nous emploierons la notation PG, .
pour le systeme PG i yu..ue(i) -

2.1.2 Les solutions par transformation de Fourier

Nous introduisons la tranformée de Fourier d’une séquence a = (ay, . .., a,_1). La terminolo-
gie habituelle en théorie des codes est celle de polynome de Mattson-Solomon.

Notation 4 Dorénavant, pour tout corps fini k, et n premier a la caractéristique de k, nous
estimons fizée une racine primitive n-ieme de ['unité, dans une extension convenable de k.
Nous la noterons a.

Définition 1.5 ([WS86, p. 239]) Soit a = (ag,...,a,—1) € K" et soit o un racine primi-
tive n-ieme de ['unité. Le polynome de Mattson-Solomon A(Z) de a est défini comme suit :

AZ) =% Az
=1

avec

n—1
A =a(a’) =D a;a.
=0

Théoréme 1.5 Soit a = (ag,...,a,—1) € K" et A(Z) le polynéme de Mattson-Solomon de
a. Alors on a :

na; = A(a'), iel0,n—1].

L’application a — A(X) est injective.
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Preuve : Calculons A(a") :

Al = Y A

= na;

Car Y0, a* est égal ansik=0,a0sik#D0.
O

Définition 1.6 Soit a = (ag,...,a,_1) € k", et soit o une racine primitive n-iéeme de
l'unité. Soient X4, ..., X, définis par

{(Xy,..., X} ={a',i€[0,n—1]] a; #0}.

Par définition, Xy,...,X, sont les localisateurs de a (l’ordre d’indexation importe peu).
Pour le localisateur X; de a, nous notons aj, la coordonnée correspondante non nulle de a.

Le théoreme suivant est une réciproque de la proposition 1.1.

Théoréme 1.6 Soit un n-uplet (o, ..., V1) € F™, clos par classes cyclotomiques, et véri-
fiant v, = -+ = v, = 0. Au n-uplet (yo,...,Ym-1) correspond au moins une solution
w, (X1,...,Xw), (a1,...,ay) de PG, i, cette solution étant obtenue par transformée de

Fourier inverse.

Preuve : Soient donné (7o, ..., v,—1) € F", vérifiant v, = --- = 7;, = 0, clos par classes
cyclotomiques. Nous formons le polynome :

n—1
— Z ,yizn—z
=0

et nous posons a; = y(a'), pour i € [0,n — 1]. Alors, pour tout ¢ € [0,n — 1], nous avons
a; € k(=E,), puisque

1 n—1 q 1 n—1
q _ q . qi(n—k)
i = (FE ) =15
1n 1 1 n—1
z n—gk _ z n—Fk’
= - Z ’qumodn 1 Z /Vk’
= CI,Z'.
Notons X;,i = 1,...,w leslocalisateurs de a = (ay, . . ., ay—1). Soit maintenant A;, i =1...n,
les fonctions puissances de Xj, ..., X, relativement aux a;,,...,a;,, alors :
w n—1
[ k __ ik
Ay = Z%-Xj =)
3=0 i=0
3 : [ _ !/
et en particulier A} = ... = A} =0.
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Définition 1.7 Une solution w, (ay,...,a,) € kK, (X1,...,X,) € F" est multiple si il
existe i,7, 1 # j tel que X; = Xj.

Propriété 1.1 Soit une solution multiple de PG, . ., donnée par w, (ay,...,a,) € k%,
(X1,...,Xy) € FY. 1l existe alors une solution non multiple de PG, _;, définie par w' < w,
ay,...,al,, et {X1,..., X} C{X1,... X}

Preuve : En effet supposons X; = Xy, alors w — 1, a] = a; + as, a3, ..., 4y, X1, Xs5,... Xy

est aussi une solution. Ainsi, en groupant les X; communs, on arrive a une solution non
multiple.

O
Théoréme 1.7 Soit un n-uplet (Ao, ..., An_1) € F", clos par classes cyclotomiques, et véri-
fiant A;, = --- = A;, = 0. Au n-uplet (Ao, ..., A,_1) correspond une unique solution non
multiple w, (X1,...,Xy), (a1,...,ay) de PG, i (w). Précisément cette solution est celle

obtenue par la transformée de Fourier inverse de la séquence (Ag ... An_1).

Le probleme est de connaitre les w pour lesquels il existe une solution w, (ay, . . .a,) € k",
(Xi,...Xy) € F". Nous avons tres exactement :

Théoréme 1.8 Soit A = (Ay,...,An—1) € F", clos par classes cyclotomiques, et soit A(Z)
le polynome de Mattson-Solomon dont les coefficients sont les A;. Soit la solution non mul-
tiple w, (ay,...a,) €KY, (X1,...Xy) € F", correspondant a A = (A, ..., An_1) . Soit r le
nombre de racines n-iéeme de l'unité qui sont racines de A(Z). Alors w est égal a n —r.

Preuve : D’apres la propriété d’inversion de la transformation de Fourier (théoreme 1.5),
tous les a; sont obtenus par a; = A(a')/n, i =0,...,n — 1. Donc les a; non nuls sont pour
les racines n-iémes de I'unité o’ qui ne sont pas racines de A(Z), soit n — .

O

Par exemple, le nombre de coordonnées non nulles de a est supérieur ou égal a n —
deg(A(2)).

2.2 Le probleme des fonctions puissances généralisées de poids
déterminé

Définition 1.8 Pour w > 0, nous appelons probleme des fonctions puissances généralisées
de poids w le probleme posé par A;; = A, = --- = A;, =0, ou les A; sont les fonctions
puissances généralisées de w inconnues (X1, ..., Xy) € FY, relativement a (ay ..., a,) € k*.

1. les a; sont inconnus.

Nous notons ce probléme PG, . i (w).

Une solution du probleme est la donnée de (ay,...a,) € K, (X1,...Xy) € K tels que
les fonctions puissances généralisées des X; relativement auz a; vérifient A;) = ... = A;, = 0.
Nous supposons que les a; et les X;, i =1...w, sont tous différents de 0, afin d’éliminer des
solutions redondantes évidentes. Nous dirons que (k,F) est le contexte du probléme.
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Il est clair que ce probleme est un sous probleme du probleme précédent, en ce sens qu’une
solution de PG, ; (w) est une solution de PG;, ;. L’étude précédente peut s’appliquer, et
une solution existe s’il existe un ensemble de valeurs de fonctions puissances clos par classes
cyclotomiques, telle que le poids de la transformée de Fourier inverse est exactement w.

I1 est cependant utile de pouvoir fixer le poids, car cela nous permet d’écrire un systeme
d’équations.

2.2.1 Le poids de la solution

Si une solution (ay,...,ay), (Xi,...,Xy) de PG, (w) existe, en vertu des relations de
Newton généralisées établies dans le paragraphe 1 de ce chapitre, les fonctions symétriques
élémentaires de X1, ..., X, solutions du probleme, vérifieront la forme circulante des équa-
tions de Newton :
Api1 Awio ... A 1 0
A 2 A 3 ce A2 01 0
o e =10, (L11)
An+w An+w_1 NN An Ow 0
Le systeme [.11 montre que la rang de la matrice
A1 Awpz o A
Apyz  Awsz o Az
An+w An+w—1 v An

est inférieur a w. Le poids w est tres lié au rang d’une matrice circulante définie par les A;,
comme le montre le théoreme suivant.

Théoréme 1.9 Soit a = (ag,...,a,-1) € kK". Le nombre de coordonnées non nulles de a est
égal au rang de la matrice

A A . A, A,
o 41 Ay .. A Ao |
An—l AO <. An—S An—2

ou les A; sont les coefficients du polynome de Mattson-Solomon de a.

Preuve : Les coefficients du polynome de Mattson-Solomon peuvent se calculer matricielle-
ment comme suit

AO ao
41 _F a1 7
An—l anp,
avec
1 1 1
1 al an—l
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De méme

Ai ag
Ai _F a‘ay
Ain_1 anig,
D’ou
AO Al .. An_g An—l ao ao c. ao
Al A2 e An—l AO _r aq aaq e oz"_lal
An—l AO An—3 An—2 (p—1 an_la'n—l a(n_l)(n_l)an—l
a 0 0 0
0 a O 0
= F F
0 O 0 ap

Le rang d’'une matrice diagonale étant égal au nombre de termes non nuls sur la diagonale,
le résultat s’obtient car les deux matrices sont équivalentes.
O

Théoreme 1.10 Si [’ensemble iy, ...,1 contient 6 — 1 entiers consécutifs, alors le systéme
PGi,....i,(w) nadmet pas de solutions, si w est inférieur a 9.

Preuve : Soit en effet une solution de PG, ., (w), avec [s,s+1,...,8+0—2] C {i1,..., 4}
alors le poids de cette solution est égal au rang de la matrice

0 — 1 zéros
—_————

An—l ce A5+5_1 0 ... 0 As—l ce AO
Ao ... 0 0 ... A ... Ay A

Si au moins un A; est différent de zéro, alors les  premieres lignes d’une telle matrice sont
linéairement indépendantes et le rang est supérieur ou égal a §. Sinon tous les A; sont nuls.
O

Remarque 1.1 Ce théoréme est en fait le théoréme de la borne BCH (théoréme I1.3), hors
du contexte des codes correcteurs d’erreurs.
2.2.2 Le systeme algébrique

Pour déterminer I'existence ou non de solutions au probleme PG;, . ; (w), nous considérerons
le systeme des équations suivantes:

Aw+1 + AwO'l + - AQO’w_l + A10'w =0
Ao+ Appr01 + - Asoy—1 + Aoy, = 0

An+w + An+w—101 +o An+10w—1 + Anaw =0
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Probleme spécifique Résoudre le systeme spécifique pour des valeurs A; = ~; € F closes
par classes cyclotomiques revient a déterminer 1’existence de o; solutions de

Y + Yw—101 + - V10p—1 + Y00y = 0
Ywt+1 + Vw01 + + - V20w—1 + V10w =

Yn4w + Tn+w-101 + - *Yn+10w—1 + TnOw = 0

auquel cas il s’agit de déterminer I'existence de solutions a un systeme linéaire.

L’existence de telles solutions est une condition nécessaire a 1'existence de solutions au
probleme spécifique. Mais une solution oy, ..., 0, n'implique pas 'existence de solutions au
probleme. En effet, les o; étant les fonctions symétriques des X;, le polynome

w

éaw_iZi = H(Z - Xz)

i=1

admet comme racines les indéterminées X;. Pour que celles-ci soient dans F', il faut que le
polynome > 0, ;2" soit scindé dans F. De plus, pour éviter des solutions multiples, il
faut que ce polynome soit a racines simples.

Si ce polynome est scindé, pour déterminer completement la solution, il s’agit de déter-
miner les coefficients a;. Ceux-ci vérifient le systeme :

a1 Xy + apXo + -+ ay, Xy, = "N

a1X12 + CL2X22 + -+ CLwa2 : Y2 (112)

a1 Xh" + a X" + -+ aw Xy = Y

Dés lors que les X; sont distincts, ce systeme est inversible car c¢’est un systeme de
Vandermonde.

Probleme générique Nous considérons de nouveau le systeme

Api1 + Aoy + -+ - Asoy1 + Aoy, = 0

Apgo + Apgpr01 + - - Azoy_1 + A0y, : 0 (113)

An+w + An+w—101 + - An+10w—1 + Anaw = 0

dans lequel seront introduites les conditions Agimoan = A7 et A;1n, = A;. En pratique, nous
choisirons pour chaque classe cyclotomique le plus petit représentant ig, et les A; tels que i
est dans la méme classe cyclotomique que ¢y seront exprimés en tant que puissance de A;,.
Si la classe cyclotomique de i se réduit a un seul élément, on introduit la condition A? = A;.
La condition A;,,, = A; est introduite dans les équations egq;, i > n.
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Définition 1.9 Le systeme

Api1+ Avor + -+ -+ Ajoy,
Apyo + Appr01 + -+ Ajoy,

An+w + An+w—101 4+ Anaw

est le systeme algébrique associé au probleme PG, . i (w)

(Ul,...,O'w,AQ,...

A

1

Aqi mod n

Az’—i—n

=... = A

JAn1) € K satisfaisant 1.1/.

(L.14)

it dans le contezte (k,F). Nous le
notons S;, .., (w). Soit k la cloture algébrique de k, une solution algébrique de S;,.._; (w) est

Exemple 2 k =E, F = E. On considére PG;(3). Les classes cyclotomiques de 2 modulo 7 sont

{{0},{1,2,4},{3,6,5}}.

Le systeme se transforme ainsi

Ay + Azor + Agoo + Aoz =0
As + Ayo1 + Azog + Aso3 =0
Ag + Aso1 + Agog + Azo3 =10
A7+ Ago1 + Aso9 + Aoz =0
Ag + A701 + Agog + As03 =0
Ag + Ago1 + A7o9 + Agog =0
Aig + Agoq + Agog + A7o3 =0
A2 = A

— &1(3) :

Asoq
Af + Azo

A% + A%Ul + A303
Ay + Adoy + Alos
A001 + A%Ug + A%Ug

Agoy + A3os
As + Agos
A

apres introduction des conditions A1 = 0, Ajg modn = AL A, = A

[esRen B e B en Bl en B e @)

b
o

Théoréeme 1.11 Sile probléeme PG, i, (w) admet des solutions autres que la solution nulle,
alors le systeme S;, ... i, (w) admet une solution algébrique différente de (0,...,0).

Exemple 3 Dans le contexte k = I5, F = Iy, soit PG125(4). Les classes cyclotomiques de 3

{{0},{1,3},{2,6}, {4}, {5,7}}.

modulo 8 sont

Le systeme S 25(4) s’écrit alors

Ay 01
Ay o9

A4 g3

A4 U4+A0

Ap o1
Apy 02
Ap 03

Ag o4+ Ay

Ag?
Al

Il
O 0o 0o o0 oo oo

Il
AN
(=)

= Ay

Ce systeme admet les solutions algébriques suivantes :



- A )Y EsL oY A Y A assss s A g ARV A SS M 2 T B U ASSS

1. Ay = Ay =0, les o; sont indéterminés.

2. Ay=Ag=1,01=09=03=0, 04 = —1. Les X; sont racines de 0(Z) = —X* + 1.
3. Ay=1,Ay= 1,01 =09 =03 =0, 04 = 1. Les X; sont racines de ¢(Z) = X* + 1.
4. Ay =Ag= 1,0, =09 =03=0, 04 = —1. Les X; sont racines de o(Z) = —X* + 1.
5. Ay=—-1,Ay=1,01 =09 =03 =0, 04 = 1. Les X; sont racines de ¢(Z) = X* + 1.

La premiere solution correspond a la solution X1 = X9 = X3 = X4 = 0. Les solutions corre-
spondant aux cas 2 et 4 sont

(Xla XQ) X?n X4) = (ao) (Jé2, (Jé4, aﬁ)'
Les solutions correspondant aux cas 3 et 5 sont
(Xla XQ) X37 X4) = (al) a?)’ (Jé5, a7)'

La résolution du systeme de Vandermonde 1.12 donne les quatre solutions :

(1,1,1,1),( ,a? ot af)
(—1,— —1),(a% a? a, o’
(1,1,1,1),(&1 o?,a°,a")
(=1,-1,-1,-1), (', a,a’,a")

Exemple 4 Dans le contexte k = I, F = E7 (n = 26), soit le probleme PG 2.4.7,14(5). les classes
cyclotomiques de 3 modulo 26 sont

{{0},{1,3,9},{2,6,18},{4,12,10},{5, 15, 19},{7, 21, 11},{8, 24,20},{13},{14, 16, 22},{17, 25,23} }
Le systeme S12.4,7,14(5) s’écrit

AS o1 =

As o9

As o3+ Ag
As 04+ Ag 01
As 05+ Ag 09 =
Ag g3 =

Il
o o o o o o

L’ensemble des fonctions puissances nulles contient {1,2,3,4,6,7,9,10,11, 12}. Si nous écartons
la solution nulle, nous avons As # 0. En effet si A5 = 0, 'ensemble des fonctions puissances
généralisées devant étre annulées contient {1,2,3,4,5,6,7}, ce qui est impossible pour w = 5 &
cause du théoreme 1.10. Les équations A5 o3 + Ag = 0 et Ag 03 = 0 impliquent alors la nullité
simultanée de o3 et de Ag. Ce qui est impossible car Ag ne peut étre nul, pour la méme raison que
As.

Le systeme PG124,714(5), k = 5, F = 57 n’admet donc pas de solutions.
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2.3 Les solutions du systeme algébrique
2.3.1 Une condition nécessaire et suffisante

Etant donné le probleme PG;, . ; (w), nous avons construit, a partir des identités de Newton,
un systeme d’équations algébriques, S;, i, (w). Nous avons vu que l'existence de solutions a
ce systeme est une condition nécessaire a I'existence de solutions au probléeme des fonctions
puissances (théoreme 1.11).

Nous étudions maintenant les solutions algébrigues du systeme S;, _ ;, (w), et le lien entre
ces solutions et les solutions du probleme PG, . ; (w).

Théoréme 1.12 Le probleme des fonctions puissances PG, . i, (w) admet une solution non
multiple si et seulement si il existe une solution algébrique (o1, ...,04, Ag,..., An_1) du
systeme S;, i, (w), telle que :

w
o(Z)|Z"—1oua(Z)=1+) 07" (I.15)
i=1
Preuve : Soit (o4,...,04, Ao, .., Ap—1) une solution du systeme S;, ;(w), vérifiant la
condition de divisibilité 1.15, et soient (Xi,..., X, ) les inverses des racines de o(Z) défini
dans 1.15. La condition de divisibilité implique alors que Xi,..., X, sont tous distincts,
différents de 0, et appartiennent a Fm, o n = ¢™ — 1. Il reste a déterminer les coefficients
a, ..., a4y tel que A; = 3¢ apX;. Ceci amene a résoudre le systéme

aX;+aXo+ - +a, Xy = A
X1+ aXo? o FaX,: = A

alew + CLQng + -4 G,waw = Aw

qui admet une et unique solution, car il s’agit d’une systeme de Vandermonde, qui est
inversible puisque les X; sont tous distincts.
La solution correspondant a (o, ..., 04, Ag, ..., Ay_1) est alors

(al,...,aw,Xl,...,Xw).

O
2.3.2 Signification des autres solutions
Définition 1.10 Un n-uplet (Ao, ..., A1) € k" est dit solution du systéme algébrique
Siy i (w) sl existe (o1, ...,04) € k" tels que (01, ..y 0w, Aoy ..., An_1) est une solution de

Si1,---,iz (’LU)

Théoreme 1.13 Soit posé le probléme PG, ;,(w) dans le contexte (k,F), et soit (Ay =
Y0y - - oy An1 = Yn—1) une solution de de S;, . ;,(w). Alors (o, ..., Y1) € F", et la transfor-
mation de Fourier inverse de (Yo, ..., VYn—1) sont une solution de PG, . (w'), pour w' < w,
dans le méme contexte.

Il y a bijection entre l’ensemble de toutes les solutions des probléemes PG, . ;,(w'), w' < w
et Uensemble des n-uplets (Ao, ..., An_1) €K solutions du systéme Sy (w).
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Preuve : Soit a = (ag, ..., a,-1) la transformation de Fourier inverse de (7o, ..., 7n-1). On
montre d’abord que a est a coefficients dans k. Pour cela, il suffit de montrer a! = a;,
1=20,...,n— 1. Rappellons que les v; étant solutions du systeme des équations de Newton,

ils vérifient v} = Yrgmodn- On a :

o (Z )

nkO

I q . qi(n—k)
n Z T

17z 1
n— k
= _Z’qu:modn ¢

1n1

:—Z’Yk' an/ Q;

nk,

~

puisque pged(g,n) = 1. Réciproquement, a fournit une solution au probleme PG;, ., (w),
car la transformation de Fourier étant bijective, ses coefficients de Fourier sont 7, ..., V,_1,
et donc 7y, = -+ =y, = 0. En particulier (vo,...,7-1) € F™

Il reste a déterminer le poids de la solution, c¢’est-a-dire le poids de a. En effet, a peut
conduire a une solution algébrique de S;,, ; (w) et sans étre de poids w. Soit w’ le poids
de a. Nous allons montrer que w’ < w. D’apres le théoreme 1.9, w’ est égal au rang de la
matrice :

Tn-1 Yn-2 -+ Y1 0
O — %‘—2 Yn=3 - Y0 Tn-1
Y  Tn-1 Tn-2 .- 0N
Or, il existe oy,...,0, tel que (o1,...,04,7%0,--.,Vn-1) €st solution du systeme S;, _; (w),
ce qui s’écrit matriciellement
Yw Yw-1 -+ 0 1
%)‘+1 Yw e N 01 _0
Tntw Intw-1 .- Tn Ow

Cette méme combinaison permet d’annuler C' de la maniere suivante:

0
Va1 Yn-2 -+ N Yo 6
Tn—2 TYn-3 .- Y Yn-1
i 1 =0,
: o1
Yo Yn-1 Tn—-2 - 84! .
Ow
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et C' étant une matrice circulante, on a de méme

0
Yn—1 Tn-2 .- 4! Yo 0
Tn—2 Tn—3 ce Yo TYn—1 1 -0
: o |
Yo Yn—1 VYn—2 --- N :
Oy
0

Et ainsi de suite. Les n — w premieres colonnes de C' sont ainsi combinaisons linéaires de w
dernieres, on en déduit que le rang de C' est inférieur ou égal a w.
O

Corollaire 1.1 Le nombre total de solutions des PG, . ;,(w'), w' < w, est égal au nombre
de n-uplets (Ao, ..., A,_1) solutions du systéme S;, 4 (w).

Corollaire 1.2 Soit posé le probleme PG, . ., (w), et supposons qu’il n’existe pas de solutions
a PGi,...i,(w), w' < w. Alors le nombre de solutions de PG, _; (w) est égal au nombre de
n-uplets (Ao, ..., An_1) solutions du systeme S;, ., (w).

Théoréme 1.14 Soit (Y, ..., Vn—1) une solution de S;, .. ;,(w), et soit a = (ag,...,a,—1), la
tranformée de Fourier inverse de (Yo, ..., Yn_1). Soit wq le poids a et 0,(Z) =1+ 31 3, Z°
le polynome localisateur de a. Alors l'ensemble des solutions (o1, . ..,0,) de
1
Yw+1 Yw e N o1
: ) =0 (1.16)
Yw+n  Vntw—1 N ) O
est

f :{(Ula-.-,o—w) er ‘ EI()\:L?"")\U)—U}()) EFw—u}O’
14+ 0,7 = 0,(Z) A+ MZ 4+ Ay Z70) ).
=1

C’est-a-dire que les polynomes 1+ % 0;Z" formés a partir des solutions (o4, . ..,0,) sont
les multiples du polynome localisateur de a.

Preuve : Soit F C F" I'ensemble des solutions de 1.16. Le rang de la matrice

Yw Yw—1 R (1]

Yw+1 Yw s 71
an - .+

)

Tn+w Intw—1 -+ In
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est exactement wy. De plus le systeme .16 est compatible car il admet la solution
(1,5, ..., %u,,0,...,0)

oll 0,(Z) =14 X%, 5, Z%. L’ensemble F est donc un espace affine de dimension w — wy.
Soit. F' I'espace

Fo= {(017' o ’Uw) cFv ‘ El()‘la .- '7)\w—wo) S Fw—w07
14+ 0,2 = 0,(2) 1+ MZ 4+ Ay Z7) ).
=1

C’est un espace affine qui contient (3o, ..., ¥y,,0,...,0) et dim F' = w — wy = dim F.
Soit (o1,...,04) € F' :il existe (A1, ..., Adp—w,) € F¥° tel que

1+ ZUZZZ = O'a(X)(l + )\1Z + ..o+ )\w_wozw—wo)'
=1

Alors
J
O'j = )\j+ZZiAj_i+Zj, ] SUJO,
i—1
wo
g; = )\j + ZZi)\j_i, 7 > wy.
i—1
En convenant A\; = 0 si j > w —wy. Montrons que oy, ..., 0, sont solutions du systeme I.16.

Il faut vérifier que

wo
Ywtr1 + Vw01 + 0+ 710w = Vw1 T /710()\1 + 21) o+ 71(>‘w + Z Ez’>\w—i)
i—1

est nul. Le coefficient de A\,_,, est
Ywo+1 + ’onzl + -+ ’}/lzwo = 07

car c’est la relation de Newton généralisée id,,,1.
De méme le coefficient de A,,_; est

Ywoti+1 T Ywo+i 21+ Vjr1Dwy = tdwgtj+1 = 0.
Le terme constant (par rapport aux \;) est
Y F Vw21 + - F Yw—wo 2wy = 1y = 0.
On montre ainsi que le systeme 1.16 est satisfait par o4,...,0,. Les deux espaces affines

F et F' sont de méme dimension, et 7' C F. Donc F = F.
O
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Exemple 5 Nous reprenons I'exemple page 28. k = I, F = I, soit PG 25(6). Les solutions du
systeme Sy 25(6) vérifient

06+ 00A4A0 =0, 05 +014440=0, 04 + A4Ag =0, 03 =0, A42+2:0, A02+2=0.

Les couples (Ag, A4) solutions sont les mémes que les solutions de Sy 25(4). Il n’y a donc pas de
solution de poids 6 au systeme S; 25(6). On voit de plus que les solutions (o7, ...,06) sont telles
que

6
1+ 07 = (1= AgAsZY) (1 + 0172 + 022°).
=1

Corollaire 1.3 Soit (vo,...,vn—1) une solution de S;, _; (w), et soit a = (agp,...,an_1), la
tranformée de Fourier inverse de (Yq, ..., Yn-1). Soit wy le poids de a et 0,(Z) le polyndome
localisateur de a. St w = wy alors les solutions de 1.16 sont les coefficients du polynome
localisateur de a.

Proposition 1.2 Sl n'existe pas de solutions a PG, ;,(w'), w' < w, alors le systéme
Siy...i(w) admet un nombre fini de solutions.

Preuve : 1l n’existe qu'un nombre fini de n-uplets (Ao, ..., A,—1) solutions de S;, . ; (w),
d’apres le théoreme 1.13. Pour chaque (Ay,..., A, 1) solution, soit a = (ag,...,a,_1) la
transformée de Fourier inverse de (Ao, ..., A,_1). Alors le poids de a est w par le corollaire 1.2.
Dans ce cas 1a, le corollaire 1.3 indique qu’il y a un unique w-uplet (o1,...,0,) tel que
(01, 0w, Ao, ..., Ay) soit solution de Sy, 4 (w).

O

2.4 Problemes particuliers
2.4.1 Le probleme des fonctions puissances de poids déterminé

Dans la plupart des cas traités en pratique, nous considérerons le cas k = E. Dans ce cas-la le
seul coefficient possible aux fonctions puissances généralisées est 1, et les fonctions puissances
généralisées sont les fonctions puissances.

Définition 1.11 Nous appelons le probleme des fonctions puissances de poids w le probléme
posé par A;, = A;, = -+ = A;, =0 ot les A; sont les fonctions puissances de w inconnues
(X1,...Xy) € F. De plus :

Nous notons ce probleme Py, _;,(w). Une solution du probléeme est (Xq,...X,) € F* tels
que les fonctions puissances des X; vérifient A;, = ... A;, = 0.

Pour étudier ce probleme nous écrirons le systeme :

1 0
g1 0

(Cf,w> o =0, (117)
Ow 0

ou T est la matrice introduite en 1.2. Dans le cas de la caractéristique 2, nous n’écrirons que
les équations d’indice impair, car les équations d’incide pair sont redondantes, en vertu du
théoreme 1.4.
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Définition 1.12 Le systéme 1.17 avec les conditions Agimoan = AY, Aipn = Aiy Ajy =+ =
A;, = 0 est le systeme algébrique associé au probléme P;, ., (w) dans le contexte (k,F).
Nous le notons S;, i, (w).

Ce systeme est beaucoup plus riche que la forme circulante seule, car il est quasiment
triangulaire en les o;. Les seuls o; pour lesquels le systeme n’est pas triangulaire sont tels

que p | i.
Exemple 6 k =E, F = I3, n =31, on considére P 57(5) . Le systeme Sj 57(5) s’écrit :

o1 =
o3+ A3

o5+ Az o9

As o4 + As? oy
As? o5 =

Il
o o o o o

C’est-a-dire que Ajz et o3 sont tous deux nuls. Toute solution de ce probléme est donc solution
de PG1357(5), ce qui est impossible d’aprés le théoreme 1.10. Le probleme PG 5 7(5) n’admet pas
de solutions.

2.4.2 Les problemes idempotents

Nous aurons besoin dans la suite des sous-problemes particuliers suivant :

Définition 1.13 A chacun des problémes précédents nous associons le probléeme suivant :
A, = A, = - = A, =0 et les autres valeurs sont égales a 0 ou 1. Nous appellons
ce probléme le probleme idempotent associé au probléeme indéterminé (c’est a dire sans
imposer de valeurs auz autres A;). Nous notons successivement ces problemes PGZL;,

Pinl,...z‘l (w), PIil,...z‘l (w)

1)

Nous rappellons la propriété de morphisme de la tranformation de Fourier :

Propriété 1.2 Soit © le produit composante a composante dans F", c¢’est-a-dire
(Ao, ..., An1) © (Bo, ..., Bno1) = (AoBo, - .., Ap—1Bn_1)

et soit T la transformation qui a a € K™ associe son polynome de Mattson-Solomon.
Alors
T(a(X)b(X) mod X" — 1) =T(a) ® T(b)

Preuve : Si ¢(X) = a(X)b(X) mod X" —1et C = C1Z + -+ C,Z" est le polyndome de
Mattson-Solomon de ¢ alors a(a')b(a’) = ¢(a’) et donc C; = A; B;.
O
La terminologie de probleme idempotent est justifiée par le théoreme suivant :

Théoreme 1.15 Soit a € kK™ tel que les coefficients de son polynome de Mattson-Solomon
vérifient A; = 0 ou A; = 1. Alors le polynome a(X) = ag + a1x + -+ - + a,_1 X1 vérifie

a(X)? = a(X) mod X" — 1.
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Preuve : Si tous les coefficients du Mattson-Solomon A(Z) de a sont 0 ou 1, alors A(Z)
vérifie A(Z) ® A(Z) = A(Z). La tranformation de Fourier étant un morphisme injectif de
k[X]/(X™—1) dans (F[Z],®), on a a(X)? = a(X) mod X™ — 1.

O
Définition 1.14 Le systéme
Aw+1 + Aw0'1 +-- AQO’w_l + Alaw == 0
Apyo+ Ao + - Aoy + Ayo, = 0
An+w + An+w—lal + - An+10w—l + Anaw = 0 (118>
Aqi modn — Ag
Az’—i—n - Az
Ai1 S Ail = 0

est le systeme algébrique associé au probleme PGZ;, ., (w) dans le contexte (k,F). Nous le
notons SZ;, i, (w).

Les conditions Ajgmean = Af et A% = A; seront introduites de la maniere suivante : pour
chaque classe cyclotomique un plus petit représentant iy est choisi, et les A; tels que ¢ est
dans la meéme classe cyclotomique que g égaux a A;. Si la classe cyclotomique de i se réduit
a un seul élément, on introduit la condition A? = A;.

Exemple 7 Nous reprenons 'exemple de la page 28 : k = E, F = K. On considére PGZ1(3). Le
systeme se transforme ainsi

Ay + Ao + Agoo + Ajo3 =0 Aso;r = 0
As + Ago1 + Azog + Az03 =0 A3+ Azoy = 0
Ag + Asoq1 + Agoo + Azo3 =0 As+ Azo1 +Azo3 = 0
A7+ Agoy + Asoz + Agoz =0 L STL(3) : Ao+ Agor1 + Azon = 0
Ag + A701 + Agog + Aso3 =0 ! ' Agoy + Asoo + Asos = 0
Ag + Agoq + Aroo + Agog =0 Agog + Asog = 0
Ao + Agoq + Agog + A703 =10 As+ Agog = 0

A2 = A A(z) = A

aprés introduction des conditions A; = 0, Ajgmoan = A; si cl(i) # {i}, A} = A; si cl(i) = {i},
Ai+n = AZ

Proposition 1.3 Le nombre total de solutions des PGL;, . ,; (w'), w' < w, est égal au nombre
de n-uplets (Ao, ..., An_1) solutions du systéme SZ;, . ;(w).

3 Aspect symbolique

3.1 Traitement heuristique des équations de Newton
3.1.1 Cas de la caractéristique nulle

Afin d’illustrer 'originalité du probleme en caractéristique p, nous montrons grace a un
exemple comment ce probleme se résout en caractéristique nulle.
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Exemple 8 Soit & déterminer X1, X, X3 dans C vérifiant A; = A; = Ajg = 0, ot A; sont les
fonctions puissances de X1, X9, X3. Le systeme des équations s’écrit

eqp : 01 =0

eqs 202+A2:0:>02:—%A2
eqs 203+A3:0:>03:—%A3
eqs A4—%A§:0:>A4:%A§
eqs : As— gAQAg =0= A3 = gAQAg

1 1 1 1
eqs Aﬁ—gA:%,——A§:0=>A6=§A§+ZA§

4
7 2
eqr —EAQA:), =0
4 1 4 1
eqg @ Ag— —AgAZ — —AS=0= Ag = —AyA2 4+ A}
9 8 9 8
. 1 3 1 3 _ o 1 3 1 3
eqg Ag 9A3 12A2A3—0j.’49— 9A3+ 12A2A3
2 1
eqo : —5A3A3— A3 =0

I’équation eqig avec I’équation eqy; montrent A, = 0. Tous les autres A; sont ensuite déterminés,
sauf As, et le polynome localisateur a la forme :

1
o(Z) = —§A323 +1.

3.1.2 Cas des corps finis

Nous présentons essentiellement un traitement heuristique des équations de Newton.

On écrit d’abord le systeme des identités de Newton, engendrées par calcul dans un
systeme de calcul formel.

La premiere étape est la suivante : on détermine d’abord les fonctions symétriques o;, en
fonction des fonctions puissances A;. Le probleme principal qui se pose dans le cas des corps
finis est que le systeme n’est pas facilement résoluble en les o;, des que p < w.

Toutefois nous pouvons faire les remarques suivantes au sujet du systeme des équations
de Newton.

Cyeclicité des solutions

En effet si Xi,..., X, est solution d’un probleme de fonctions puissances (déterminées
ou indéterminées), alors pour tout § € F, X, ..., X, est aussi solution.

Si nous notons A’ la fonction puissance associée a fX1,.. ., X, alors nous avons :

Al = BiA,

Pour k € [1,n — 1], (3%)* décrit un sous groupe multiplicatif de F*. Si A; # 0, et si le
sous-groupe engendré par 3¢ est F*, il existe k tel que
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Par exemple, si A; # 0, et si ¢ et n sont premiers entre eux, il existe toujours k tel qu’en
multipliant la solution par o, on ait a*A4; = 1, ce qui permet d’écrire le systéme avec A; = 1.
Cette opération ne peut s’effectuer que sur une seule indéterminée A;.
Cyeclicité des fonctions puissances

Chaque fonction puissance vérifie A?m =A; et A? =1, si A; # 0. Nous nous servirons de
cette relation pour traiter des équations du type

AL 4 Py, Ay Ay ) =0,

ou A; n’apparait pas dans P. Alors A; peut étre exprimer de la maniere suivante :

~

Ay =—P(Ag,..., Ay Ay )T

De méme pour une équation du type

A~

Af—FP(Ao,...,AZ',...,An_l):0, ng(l{?,n):l,

et si A; # 0, nous pourrons exprimer A; ainsi :

~

Ai - —P(Ao, e ,Ai, e ,An_l)k,
ou kk' = 1 mod n. Toutefois cette résolution est a éviter car, contrairement a la précédente,
il y a une croissance du nombre de termes dans le calcul de P(A,..., Ai .o An_)¥, qui
n’apparait pas dans le calcul de P(A,, ... A ,An_1)?"™ ol la lindarité de 1'application
P +— P? préserve le nombre de termes.

Ces propriétés interviennent dans les équations du type

A?AZ'+P(A0,...,Ai,...,An_l) :O,
qui permettent aussi d’exprimer A;, si A; # 0

A =—P(Ag,..., Aiy ... An_l)Ag_k.
Exemple 9 Nous nous placons dans le contexte k = E, F = Fog, n = 127, et on se pose le
probleme P;  23(29). Nous allons prouver que le systeme Sp . 23(29) n’a pas de solutions pour
w = 29. C’est un exemple simple, et rapide, qui illustre bien notre démarche.

Par le théoreme 1.10, nous savons qu’il n’existe pas de solutions pour w < 29.

Conformément a notre heuristique, nous essayons d’abord d’éliminer les ¢;. La premiere partie
triangulaire des équations de Newton permet d’éliminer les o; d’indice impair. Nous avons o; = 0
pour ¢ impair inférieur a 28. Ensuite nous pouvons constater que, pour ¢ < 29 pair, I’équation eq; 29
a la forme suivante :

€qi+29 = Aogti + Aggyi—200 + -+ Ag104_9 + Azgo; =0

En effet A; = 0 pour 7 < 29. De plus le terme général de I’équation eq;t29 est Axoogti—k, k < 58.
Si k est pair, alors Ay = Ao = A%/, avec k' < 29, et donc Ay = 0.

De plus nous pouvons supposer Agg # 0, & cause du théoreme 1.10. Puisque pged(29,127) =1,
nous supposons Asg = 1. Nous introduisons donc dans le systeme Asg = 1 et le systeme des
équations eq;yo9, 1 < ¢ < 29, ¢ pair, est triangulaire en les o; d’indice pair, et nous permet alors
d’éliminer oy, i pair. Les fonctions symétriques élémentaires o; sont donc toutes déterminées. Les
seules indéterminées intervenant alors dans Sy, 23(29) sont Asi, Aas, Az, Ass, Ass.
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Nous présentons un exemple de preuve que le systeme est contradictoire.Nous en sommes au
stade ou toutes les fonctions symétriques élémentaires o; ont été éliminées, et remplacées par une
expression en fonction des A;.

La premiere équation non encore traitée et non nulle est I’équation egsg. Nous rappelons aussi
qu’il n’est pas nécessaire de traiter les équations d’indice pair, car elles sont combinaisons des
équations précédentes (théoreme 1.4).

eq H9

Ass® + Az1? Asy + A% Agr + Azp Ags® + Az® Agz + AP+ Az 10+ A3 +1
eq 61

Azy Ass® + Asi® Ass + Ay 4 Az)” Agr + Azt Agst o Ayg®
+ Az® Ayt 4+ Az? Agg® + Az” Ay + Azt A0+ Ay

— On fait la combinaison suivante des I’équation eqsg et eqg1 afin d’éliminer Ayr. L élévation a la
puissance 32 est pour ensuite réduire les exposants, en tenant compte que A}QB = A;.
tempeq:=(eq(61)+a.31 * eq(59))**32

A47128+A31128 A43512 +A43256+A31256 A43128+A31512
tempeq:=reduceExponents tempeq
Ay + Az Ags* + Ags® + Aqr® Az + Az

— Une fois les exposants réduits, on peut alors éliminer Ayz.
a.47:=tempeq+a.47
Agy Ags" + Ags® + Agi® Agg + Az

eq 63
Agg + Az1? Ass® 4+ Az Ass 4+ Azp Ags® + Az Ay + A3 Ay + Agg + AV

— Cette équation permet d’exprimer simplement Ags.
a.63:=eq(63)+a.63;
eq 69
Ass® + Az Ass + Agi” Ags® + (14316 + A31) Agg® + A3 + Az®

— La combinaison suivantes des équations eqsg et eqgg fournit la contradiction.
eq(69)+eq(59)
1

Le systeme P; . 23(29) n’admet pas de solutions.

3.2 L’outil algorithmique des bases standards

Les méthodes heuristiques de la section précédentes peuvent échouer en général, et il nous
faut disposer d’un outil plus algorithmique.

La notion de base standard est une notion intervenant dans 1’étude algorithmique de
systemes d’équations algébriques. Le probleme est le suivant : étant donnés une famille
(f1,.-.,fs) de polynémes a n variables dans un corps k, “trouver” les zéros communs des
fi dans la cloture algébrique de k. “Trouver” consistera a produire un systeme d’équations
équivalent a (f1,..., fs), que 'on sait mieux utiliser.
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Principalement, nous nous intéressons au probleme de l’existence de solutions, et au
probleme de la détermination du nombre de solutions. Les bases standards permettent ex-
actement de répondre a ces questions, et il existe un algorithme pour les calculer. Nous les
considérerons donc comme un outil algorithmique de manipulation de systemes algébriques.

Cette section est consacrée a introduire les notions intervenant dans de tels outils. Nous
serons brefs dans les définitions, en cherchant a donner au lecteur une intuition des notions, le
théoreme 1.16 pouvant étre vu comme une analogie avec le cas d'une seule variable. L’exposé
est essentiellement celui de [LJ85].

3.2.1 Ordre sur les monomes

Dans le cas d’une variable, 'anneau k[X] est euclidien, et les idéaux sont engendrés par
un unique polynéme. Ainsi déterminer si deux polyndomes ont une racine commune consiste
a vérifier que le pged de ces deux polynomes est différent de 1. Dans le cas de plusieurs
variables, ce n’est plus le cas. La division de Hironaka d'un polynoéme par une famille de
polynome est 'analogue de la division euclidienne. Pour la définir, nous avons besoin de
pouvoir comparer les polynomes. Pour cela nous avons besoin d’un ordre sur les monomes.
Soit f € k[X7,...,X,], nous notons f =3 f, X% ol les a sont les exposants des monomes
de f, @ € N™. On considere N” muni d’un ordre total < compatible avec 1'addition (c’est-a-
dire que (N, +, <) est un monoide ordonné), et tel que

Va e N", VB eN" 8#0, a<a+pf.
Les ordres les plus classiques sont les suivants :

Définition 1.15 Par définition 'ordre lexicographique sur N™ est [’ordre suivant :

(1, 0.0 0p) < (Br, By, Bu) & Ts € [Lin], (Vi<s, ap=0) et (s < f)

L’ordre diagonal (ou ordre du degré) est l'ordre suivant :

Yoo <

ou

(, 9. an) < (B1, B2, -+, Bn) & Yo =300 B
et
dsell,n], Vi<s, a = ff; et ag < fs.

Toutes les définitions qui suivent sont relatives a un ordre donné :

Définition 1.16 Soit f = Y c, X* € k[Xq,...,X,], exposant privilégié de f noté exp f
est a« mazimal tel que ¢, # 0. La forme initiale de f, noté inf est c, X avec a = exp f.

Proposition 1.4 (Hironaka) Soit fi,...fs € k[Xy,...X,] et soient A, Ay, ..., Ay définis
comme suit :

Al = exp(fl) + N"
Az’ = exp(fz) +N" — Uj<z'Aj7 1=2...5
A = N" \ Uié[l,s]Asa
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alors pour tout f € k[Xq,...X,], il existe h,hy,...hs uniques tels que :
f=hfi+ -+ hfs+h,
et tels que
Vie(l,s], sih;=> caX®  (ca#0)= (exp(f;) +a€A;),

sith=> caX® (ca#0)=>(x€A).

St f#£0, alorsexph <expf ouh =0, etexp f; + exph; < exp f, ou h; =0. Le polynome
h étant unique, on le note h = fR{f1,..., fs}

Cette technique de réduction peut étre vue comme ’analogue du calcul du reste d’un poly-
nome par rapport a un autre polyndéme dans k[X]. Toutefois ce calcul est dépendant de I'ordre
des polynomes fi,...fs, et h = fR{f1,..., fs} peut étre différent de b = fR{fs,..., [r},
{fsy- .-, fi} pris dans un ordre différent.

Définition 1.17 Soit I un idéal de k[ X7, ... X,], on note E(I) l’ensemble :

E(I) = {exp(f), f € I}.
Un ensemble S C E(I) est une frontiere de E(I) si

E(I)=) a+N"

aesS

Théoréme-Définition 1.1 Soit I un idéal de k[X,...X,], alors il existe un ensemble fini
S qui soit frontiere de E(I). L'escalier d’un idéal I est une frontiére de E(I) de cardinal
mainimal.

3.2.2 Bases standards et réduction

Définition 1.18 Soit I un idéal de k[X1,...,X,], d’ensemble d’exposants privilégiés E(I),
une base standard de I est un ensemble fini de polynomes (g1, 9 - .. gs) tel que :

E(I) = Ui expg; + N".
Définition 1.19 Une base standard minimale est une base standard de cardinal minimal.

La technique de division de Hironaka prend tout son sens lorsqu’un polynome est ré-
duit par rapport a une base standard. Nous énumérons sans démonstrations les propriétés
suivantes d’une base standard de I :

Proposition 1.5 Soit I un idéal de k[ X1, ..., X,], et (f1,...fs), (g1,-..9s) deux bases stan-
dards de I (pour le méme ordre sur les mondmes), alors :

JR{Sv, - f} = [RAg1, - - gs}-

Cette propriété nous permet de caractériser un idéal, c’est a dire d’avoir un critere d’appar-
tenance a I et de déterminer un représentant de f mod I :
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Théoréme 1.16 Soit f1,... fs une base standard de I, nous notons fRI pour fR{f1...fs}.
Nous avons les propriétés :

(fRI:anXO‘>,ca7é0 = a¢ E(I)

JRI#0 = exp(fRI) <exp(f)
fel & fRI=0

En particulier une base standard de 1'idéal I est un systeme de générateur de I.

Définition 1.20 Soit I un idéal de k[X, ..., X,]. On dit que (f1,..., fs) est une base stan-
dard réduite de I si

1. (f1,..., fs) est une base standard de I.

2. inf; = Xl i=1...s.

~ A

3. sz{flaafzaufs}:fz (01)/ (fl,...,fi,...,fs):(fl,...,fi_l,fi_,_l,...,fs)).

Proposition 1.6 Pour un ordre donné sur N™, les bases standards réduites d’un idéal I de
k[Xy, ..., X,] sont égales, a permutation des polynomes de la base prés.

Ainsi, I'ordre sur N™ étant fixé, nous parlerons de la base standard d’un idéal I, en parlant
d’une base standard réduite de I.
La propriété suivante nous permet de déterminer si I'idéal a des solutions :

Proposition 1.7 Le systéme algébrique (gy,...gs) a des solutions dans k si et seulement si
une base standard de l'idéal I = (g1, ..., gs) ne contient pas 1.

Propriété 1.3 Soit I C k[Xy,..., X,] engendré par (fi,..., fs). Si Card(N"™ \ E(I)) < oo,
alors le systeme (f1, ..., fs) admet un nombre fini s de solutions dans k et

s <Card(N"\ E(I)).

Le nombre de solutions, comptés avec multiplicité, de (fi,..., fs) est Card(N™\ E(I)).

Calcul de bases standards et le logiciel Gb Buchberger a présenté en 1965 un algo-
rithme de calcul de base standard. Le principe de 'algorithme de Buchberger est présenté
dans [LJ85], et pour une description plus détaillée, un chapitre de [GCL92] est consacré aux
raffinement de cet algorithme. Le principal probleme est la grande complexité pratique du
calcul d'une base standard, et une borne supérieure de complexité, dans le cas ot le systeme
(f1,...,fs) admet un nombre fini de solutions est do(”Q), ou n est le nombre de variables, et
d le degré total maximal des f;, i = 1,...,s [Laz93].

La plupart des systemes de calcul formel (Maple, Axiom) proposent une implantation de
I’algorithme de Buchberger, ou de variantes. Toutefois, étant donné la taille des problemes
que nous étudierons, ainsi que le grand nombre de variables, ces systemes, trop général-
istes, ne permettent pas de calculer la base standard. C’est pourquoi nous avons utilisé
“Gb”. Il s’agit d’un systeme de calcul de base standard, écrit par Jean-Charles Faugere au
LITP [Fau93]. Ce systéme présente pour nous les avantages suivants :
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1. Il existe une interface commode avec Axiom. Il est possible de mener des calculs avec
Axiom, et a tout moment de lancer le calcul d’une base standard d’une famille de po-
lynémes obtenus en Axiom. Le calcul est alors effectué par Gb, qui retourne le résultat
sous forme d’objets Axiom. Pour les systemes que nous considérons, nous ne pouvons
pas les créer a la main, a cause de leur taille. Cette interface est donc d’une grande
utilité.

2. Gb est le “recordman” des calculs de base standard, pour deux raisons. La pre-
miere est théorique : 1'état de l'art en algorithmique des bases standards y est im-
planté. La stratégie du “sucre” [GMNTI1]| semble étre empiriquement trés bonne.
De plus, il est possible, a partir d’'une base standard obtenue pour l'ordre du de-
gré, de calculer une base standard pour l'ordre lexicographique, par des techniques
d’algebre linéaire [FGLM]. La deuxieéme raison est pratique : il est du a la qualité de
I'implantation, et notamment a la gestion de la mémoire. Les facteurs de comparaison
des calcul sont les suivants : Gb est 3 a 6 fois plus rapides que Macaulay, 30 a 100 fois
rapide que Axiom.

3. Jean-Charles Faugere a écrit un module spécial de Gb pour calculer sur k = E, qui est
le corps qui nous intéresse principalement.

Toutefois, pour de grands exemples, il apparait que le calcul de base standard n’est pas
tres efficace, notamment dans certains cas qu’il est possible de traiter a la main, en utilisant
les heuristiques indiquées dans le chapitre précédent.

Deux leviers permettraient d’obtenir des algorithmes plus rapides. L’algorithme de calcul
de base standard est trés sensible a 'ordre défini sur les monomes. L’expérience montre
que les indéterminées o; sont difficiles a éliminer, et qu’un pré-traitement a la main pour
éliminer ceux-ci (comme indiqué en 3.1.2) facilite la tache de Gb. Les ordres d’élimination
a la Macaulay [SSB89] pourraient étre meilleurs que I'ordre lexicographique, ou l'ordre du
degré.

Le deuxieme levier est la stratégie dans le calcul de la base standard. Les actions indiquées
dans les heuristiques du chapitre précédent ne sont guere compatibles avec les techniques de
calcul de base standard, car elles créent une augmentation du degré, alors que le but est de
réduire le terme de téte. Il reste a concevoir des stratégies dédiées aux problemes S;, . ; (w),
qui semblent de nature tres particuliere.

3.2.3 Une utilisation directe

Nous discutons ici du probleme P;, ;, i (w), dans le contexte (k, F). Il est possible de for-
muler en termes de systeme algébrique le probleme P;, ;,  ; (w), sans utiliser le systeme
des équations de Newton. Notre probleme est de savoir s’il existe des solutions dans F. On
étudiera donc 'idéal engendré par la famille suivante :

XD 4o £ X = 0
X{2+"'+Xft;2:0

Xi oo+ Xi =0
XP=..= X" =1
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Définition 1.21 Dans le contexte (k, F), le systéeme algébrique brut B;, . (w) est le systéme

XD g £ X = 0
X{'2+...+XZ‘U2:O

Xi oo+ Xi =0
Xp==Xr=1

A la différence du systeme algébrique S;,._;, (w), ce systeme d’équations ne permet pas
de discriminer les solutions telles que les indéterminées X; sont deux a deux distinctes.
Toutefois, dans le cas de la caractéristique 2, il y a équivalence entre solutions algébriques
et solutions de P, 4,4, (w), sous certaines conditions :

Proposition 1.8 Soit k un corps fini de caractéristique 2. Dans le contexte (k,F), si les
problémes Py, ;,(w') n’admettent pas de solutions pour w' < w, alors le nombre de solutions
algébriques de B;, .. i, (w) est le nombre de solutions de P;,.. ; (w).

Preuve : En effet supposons qu'il existe une solution (Xy,...,X,) de By, ;(w) telle que
X1 = Xs. Alors, l'effet de la caractéristique 2 est d’éliminer X; et X5 dans les équations :

X+ X3+ + X =0
XpP+ X2+ +X2=0

X4+ Xd 4+ + X =0

de sorte que X3, ..., X, est une solution de B;, . ;(w — 2). En éliminant ainsi les X; égaux,
on obtient une solution de B;, _;(w'), ot w’ < w et ou les X; sont tous distincts. C’est une
solution de P;, _; (w'), qui par hypothese n’en admet pas. Toutes les solutions (X7, ..., X,)
de B,, . ;,(w) vérifient donc X; # X si i # j, et sont des solutions de P;, . ; (w).

O

Exemple 10 k=FE, F = Ey, A; = A3 = A5 =0, w = 5. Le systéme de générateurs est
X1+ Xo+ X3+ Xy +X5=0
X3+ X5+ X3+ X3+ X2=0
X+ X0+ X3+ X7+ X2 =0
X=X =x=x}=x3=1
Et la base standard obtenue se réduit a (1), ce qui était prévisible par le théoréeme 1.10.
Exemple 11 k=E, F = E,, A; = A3 =0, w = 5. Le systeme de générateur est
Xi+Xo+Xs+Xy+X5=0
X+ X3+ X34+ X34+ x3=0
X =x=x3=xP=x3=1

Le calcul de la base standard indique qu’il y a 22320 solutions. En identifiant les solutions
X1, X, ..., X, équivalentes par permutation des indices, on obtient 22320/120 = 168 solutions.
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Pour discriminer les inconnues égales, il est possible de rajouter les équations (X; —X;)" =
1,1 <7< j < w,ce qui entraine X; # X;. Toutefois, lorsque le nombre d’indéterminées
devient trop grand, et la taille du corps trop élevée, les algorithmes de calcul standard, de
forte complexité, deviennent impraticables. En effet le degré du systeme est n, et les cas
pratiques qui nous intéressent sont pour n > 63. De plus le nombre de solutions du systeme
B;,....i;,(w), qui ne discrimine pas les solutions équivalentes & permutation pres, est w! fois le
nombre de solutions de Z;, ., (w). Or moins il y a de solutions, mieux on se porte, du point
de vue du calcul des bases standards.

3.2.4 Utilisation sur le systéme des identités de Newton

Pour déterminer l'existence de solutions au probleme PG;, . ; (w), nous calculons directement
une base standard de 'idéal engendré par les équations du systeme S;,._;, (w).

Exemple 12 En reprenant 'exemple k = K, F = F3, A1 = A3 =0, w = 5, on trouve 186 points
en dessous de 'escalier de la base standard.

Exemple 13 Nous donnons aussi la base standard obtenue pour 'ordre lexicographique obtenue
pour k = B, F = 4 et PGy g(9). On voit que l'idéal est de dimension 0, il y a 2170 monomes
sous l'escalier, et il n’y a pas de solutions multiples (ce qui n’est pas facile & montrer), donc il y

a 2170 solutions de 81, 8(9). De plus toutes les solutions sont dans Fgy, c’est-a-dire qu’on peut

vérifier que les polynémes 024 —0g ... 03t — 09, Ag‘l1 — Asy ... A% — Ay; sont dans l'idéal engendré

par les équations de Newton, en utilisant la réduction de Hironaka par rapport a la base standard
obtenue. Ceci correspond bien au corollaire 1.2.

Les G;, 7 =1...15 sont les éléments d’une base standard obtenue pour 'ordre lexicographique.
Les fonctions puissances A1, A3 et A15 déterminent les autres symboles.

09 + Ag , 08 + Ag° A13® + Ag* A112 A1z + A9 A11?, 07,06 + A9 Ars + A9t Arr?,
05,04 + AP Avs + Ag° A11?, 03,00 + AP Ayy, 01,

AP A1 * A" + Agt A1 Ars® + AgAr P Arst

+ A11°A1s® + AgA11 P Ars + Ag® A1 ™0 + AP A1 + AgP AP + AgAr® + Ay,
Aoz + Ag® Ars® + Ag A1 Ay + Ao A1 *0 Ars® + Ag® A1 As?

+ (A92A1134 + A117)A13 + A+ AgAn®0 + A9 An®T + AgB A1 + Ao,

Agg + AgA110A13" + AgA11 2 Ays® + AgAp18 A5t + (Alllo + A94A11)A133
+ (1494141132 + Ag® A M+ A92A115)A13 + Ag?A117% 4+ A 4 Ag* A 10,

Aot + AgPA15% + Ag® As® + Ag® A" Ais + A9 A °,

Ars + Ag®Ars + Ag® A1s® + At 4112 A1s® + Ao AP A + A 10 A + Ag®AL 12+ AgP Ay,
A13Ais + A" + AP A112 A13® + Ag® At Ars® + At A110Ass" + AgP AP Ars® + Ag® A1 Ags?
+ (A9x41112 + A95A113)A13 + AP AP + A M+ Ayt AP,

AnAs + (1493141126 + 141117)14137 + (149141130 + Ag® A1t + A96A113)A135 + Ag* Ay, 7 A58
+ AgA119A13% + (149141129 + Ag® A1, %0 + A96A112)A13 + Ag?A11%8 4+ A% A1 10 4 A3 A0

+ Ag*A11%% 4 Ag® Ay ?,
Apg® + AP A2 AT 4+ Ag® A1t A10 + A9t A8 A5 Ag AP ALS2
+ (A96A1132 + A94A115)A13 + Ag® A3t 4+ AP A1 10 + AP AT,
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(All27 + Ayt Ay '8 + A95)A137 + (/195141131 + Ag? A + A93A114)A135
+ (A95A1130 + Ag? Ay ?t + A93A113) Apz + A9 A%

+ AP A1 + At Agh A3 4+ Ag A B+ Ag® A M+ A9 Ary°,
(141136 + AgAp ™ + Ag®Apy® + A92)A13, A%+ A, Ay +1

Remarque 1.2 [] serait commode de compter directement le nombre de solutions du systéme
Sy, (w) en comptant le nombre de mondémes sous l'escalier d’une base standard de l'idéal
engendré par le systeme S;, . ;,(w). Pour cela, il faudrait que le systéme S;, . i, (w) n’admette
pas de solutions multiples, ce que nous n’avons pas réussi a prouver.



Chapitre 11

Mots de poids minimum des codes
correcteurs cycliques

Dans cette partie nous définissons les codes correcteurs d’erreurs, principalement les codes
cycliques sur F, de longueur premiere a g. Nous nous intéresserons au cas particulier des
codes de longueur primitive, c’est a dire aux codes de longueur n = ¢™ — 1, pour m > 0.

Notre objectif est de déterminer l'existence de mots de poids donnés dans un code cy-
clique. La difficulté du probleme général pour les codes linéaires est présentée par E. R.
Berlekamp, R. J. MacEliece et H. C. A. van Tilborg dans [BMvT78]. Dans le cas qui nous
intéresse, ce probleme se détermine en termes de fonctions puissances d’un certain nombre
d’indéterminées devant étre nulles, et nous pourrons I'aborder de maniere tres algébrique au
moyen des notions introduites dans la premiere partie. Nous présentons quelques exemples,
ou une base standard décrivant I’ensemble des mots de petits poids a pu étre calculée. En
appendice, nous indiquerons comment traiter certains exemples, par une méthode originale
mélangeant 1'aspect algorithmique des bases standards et des heuristiques interactives.

Nous aborderons ce probleme essentiellement pour calculer des mots de poids minimum de
code cyclique. Pour cela il nous faut disposer d’une borne inférieure sur la distance minimale
d’un code cyclique, pour éviter de mener des calculs inutiles. L’algorithme pour borner le
rang présenté par T. Shaub dans sa these [Sch88], s’avere tres performant, du point de vue
de la borne produite. En particulier, cet algorithme présente des résultats saisissants pour
les duaux des codes BCH, en produisant, en longueur 127 et 255, une borne supérieure a la
borne de Carlitz-Ushiyama habituellement employée.

1 Codes correcteurs d’erreurs

1.1 Présentation

La notion de code correcteur d’erreurs remonte déja a quelques décennies, le point de départ
théorique de la recherche étant le théoreme de Shannon (1948), qui assure l'existence de
“bons” codes correcteurs d’erreurs. Pour ce théoreme, son exposé, sa démonstration et sa
signification nous renvoyons le lecteur a 'ouvrage de Van Lint d’introduction a la théorie des
codes [vL82]. Nous ne nous intéressons ici uniquement aux codes en blocs (par opposition
aux codes convolutionnels). Le principe des codes en blocs est le suivant

47
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[fragments du message| | m | B |
| motscodés | | : I Brigme |
| mots pérturbés I i' I Bru}utte |
| mots J’codés | c é?) I Brigiéte o ]
| fragments du message| | m ¢(?) I B ¢(?) |

Le message a transmettre est fragmenté en blocs de taille donnée, qui sont dans I'espace des
messages M. A chacun de ces fragments m est associé un mot ¢, par I'opération du codage.
Le mot de code ¢ est ensuite transmis sur la ligne bruitée, éventuellement entaché d’erreur
pour devenir le mot ¢’. Le processus de décodage est d’essayer de retrouver le mot de code
¢, qui permettra ensuite de retrouver le fragment de message m.

Un exemple simple est le codage des lettres employé lorsqu’'une ligne téléphonique est
bruyante : 'auditeur dissociera mieux les mots Patricia et Brigitte que les lettres P et B. Ici
les messages a transmettre sont des lettres et 'espace dans lequel on code est ’ensemble des
prénoms. Les sonorités des prénoms sont suffisamment distinctes pour éviter de les confondre.
Si un utilisateur sourd entend “Victorine” pour “Brigitte”, il décodera la lettre “V”  ce qui
constitue une erreur de décodage.

Définition I1.1 Un code C' de longueur n sur l’alphabet A est un sous ensemble de A™. On
notera M le cardinal du code C. On appellera coder un message m le fait de lui associer,
d’une maniére unique, un élément de C'. On appellera décoder un mot de ’espace A™ le fait
de lui associer de maniére unique un élément de C.

On espere, en décodant, obtenir le mot le plus proche du mot qui a été transmis. C’est
le décodage a maximum de vraisemblance. Un algorithme de décodage peut aussi ne pas
retourner de réponses. Ceci est important dans le cadre de certaines classes de codes (codes
concaténés) ou diverses stratégies de décodage sont disponibles. La théorie du décodage ne
sera pas introduite ici, et nous renvoyons a la theése de N. Sendrier [Sen91] pour un meilleur
exposé sur les notions de décodage et d’algorithme de décodage.

1.2 Codes linéaires
1.2.1 L’alphabet des symboles

Dans tous les cas suivants, on considérera que A est un corps, ce qui nous permet de voir
A™ comme un A-espace vectoriel. Pour tous les codes considérés dans la suite et dans cette
these, A est un corps fini k = F,, ol ¢ est une puissance d'un nombre premier p.

Dans la réalité, la plupart des codes utilisés en pratique sont définis sur le corps FEm,
voire 5, qui se préte a un codage facile dans les microprocesseurs.

1.2.2 Codes linéaires

La structure de I'espace ambiant ainsi enrichie, on définit la notion de code linéaire comme
suit :
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Définition I1.2 Un [n, k] code linéaire C' sur E,, est un sous-espace vectoriel de E,", de
dimension k. La longueur du code C' est n. On appelle matrice génératrice de C' une [k, n]
matrice dont les lignes forment une base de C'. On appelle un mot du code un élément de C.

Définissons maintenant la distance utilisée pour les notions de “plus proche”, “séparer
les mots”.

Définition I1.3 (Distance de Hamming) Soit a,b € E, alors la distance de Hamming
d(a,b) entre a et b est :

d(a,b) =Card({i € [1,n] | a; # b;}).
Le poids w(a) d'un mot a est :
w(a) = d(a,0) = Card({i € [1,n] | a; #0})

Soit C' un code sur E,, on note d la distance minimale de C, définie comme le poids
minimal des mots de C' non nuls :

d=d(C) = {a,belg|fa¢b} d(a,b).

Dans le code d'un [n, k| code linéaire C| la distance minimale d est égal au poids minimal
des mots de C'. Si d est la distance minimale du code C, alors chaque boule centrée en un mot
du code de rayon | (d — 1)/2] ne contient pas d’autre mot du code. En utilisant un décodage
a maximum de vraisemblance, chaque mot ¢’ a distance inférieure & e d’'un mot du code ¢
sera décodé en ce mot c. S’il y a moins de e erreurs, le décodage est correct. De plus si on
est capable de déterminer si un mot de k™ est dans C, alors on est capable de détecter au
plus d — 1 erreurs. On dira que le code est d — 1 détecteur.

Définition I1.4 Soit C' un code de distance minimale d. La capacité de correction du code
C este=|(d—1)/2]. La capacité de détection de C' est d — 1.

Exemple 14 Le code de parité est le code [n,n — 1] sur K, noté Cp, défini comme suit :

n—1
Cp={c=(co,...,cn-1) € B Z x; =0}, (I1.1)
i=0
et le code a répétition est le [n, 1] code C'r défini par :
Cr={(1,...,1),(0,...,0)}. (IL.2)

Le code Cp a pour dimension n — 1 et pour distance minimale 2, sa capacité de détection est
1, et sa capacité de correction est 0, alors que le code Cg a pour dimension 1 et pour distance
minimale n, sa capacité de détection est n — 1, et sa capacité de correction est [(n — 1)/2]. L'un est
de grande dimension mais de faible distance minimale, I’autre de faible dimension mais de grande
de distance minimale.
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1.2.3 Dual d’un code linéaire

Nous suivons 'exposé de [WS86], en extrayant succinctement les théoremes qui nous in-
téressent, et en introduisant les mémes confusions de notation : A; pour les coefficients du
polynome de Mattson-Solomon, et pour les coefficients de I’énumérateur des poids.

Définition I1.5 Soit ¢ = (co,...,cn_1) € K" et ¢ = (¢}, ...,c,_;) € k", le produit scalaire
c-c decetdec est
c-d=cocy+- -+,
Définition I1.6 Soit C' un [n, k] code linéaire. Le dual C* de C est le code défini par :
Cr={ceE;VdeC; c =0}
Le code C* est un [n,n — k] code.

Définition I1.7 Soit C un [n, k] code linéaire. On note A; le nombre de mots de C' de poids
i, et le polynome énumérateur des poids de C' W (X,Y) est

We(X,Y) = ZAiX"_iYi.
i=0
Les distributions de poids d'un code cyclique et de son dual sont fortement reliés entre
elles, par la transformée de MacWilliams. Nous donnons le théoreme dans le cas binaire.

Théoréme I1.1 Si C est un [n, k] code linéaire sur B, de code dual C*, alors

1
Wei(X,)V)= —We(X+Y,X-Y).
cL ( Y ) CaTd(C) C( + ? )
Nous nous servirons d’une forme particuliere de cette relation (les identités de Pless) dans
le chapitre 3, pour étudier le nombre de mots de poids minimal des codes BCH 3-correcteurs.

2 Codes cycliques

2.1 Définition

La notion de code cyclique nous fournit un cadre mathématique plus riche dans un champ
d’investigation plus restreint :

Définition I1.8 Un [n, k] code linéaire C sur E, est dit cyclique s’il vérifie la propriété
sutvante :
Va=(ag,...an1) € C, (ap_1,a0,...,0,_2) € C

Autrement dit un code cyclique est un code linéaire invariant par permutation circulaire sur
ses coefficients. Considérons I'algebre F;[X]/(X™—1). Nous identifions ¢ = (co,...cp-1) € E’
et le polynome ¢(X) = ¢y + - -+ + ¢,_1 X" . La multiplication par X revient a effectuer une
permutation circulaire des coordonnées de ¢. D’out

Proposition II.1 Un code cyclique est un idéal de E,[X]/(X" —1).

Notation 5 On notera dans toute la suite E,, pour E[X]/(X™ — 1), et la méme notation c
sera utilisée pour le polynome c = co+- - -+c, 1 X" € E, et pour le motc = (cg,...,cn1) €
E'. Nous supposons de plus que n est premier a q.
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2.2 Propriétés générales des codes cycliques
2.2.1 Polynéme générateur

L’anneau E, est principal, donc tout idéal admet un générateur. Nous résumons ici les
propriétés principales du polynome générateur d’un code cyclique :

Théoréeme I1.2 Soit C' un [n, k] code cyclique. L’idéal C admet un polynéme générateur
g(X) unitaire de degré minimal. Par définition g(X) est le polynome générateur de C'. De
plus g(X) est un diviseur de X™ — 1.

Le code C peut étre engendré par plusieurs polynomes, méme de degrés différents. Les
contraintes du précédent théoreme imposent I'unicité et permettent la terminologie.

2.2.2 Zéros d’un code cyclique

Notation 6 Soit C' un code cyclique de longueur n sur k = E,, on note F = Em le corps de
décomposition de X™ — 1 sur k, et on considérera comme fizée une racine primitive n-iéme
de l'unité, que l'on notera .

Nous rappelons la définition du polynome de Mattson-Solomon.

Définition I1.9 Soit ¢ = (co,...,ch_1) € E,. Le polynéme de Mattson-Solomon de ¢ est le
polynome A(Z) = Y1 A, Z™", avec A; = c(at).

Le polynome générateur divise X™ — 1, il est donc scindé a racines simples dans E". Ceci
induit la définition suivante :

Définition I1.10 Soit C' un [n, k] code cyclique de polynome générateur g(X), les zéros de
C' sont les zéros (dans F) de g(X).

Propriété I1.1 Les zéros du code sont des racines n-iémes de ['unité. Le code C' de polyno-
me générateur g(X) est l'ensemble

{c e E[X]/(X" = 1), ¢(2) =0, Vz, g(z) =0}
L’ensemble de définition I(C) de C est [’ensemble d’entiers
I(C) = {i € [0,n — 1], a'est un zéro de C}.

Si 1 est dans l'ensemble de définition I(C') de C, alors qi est dans I(C). L’ensemble de
définition de C' est réunion de classes cyclotomiques de ¢ modulo n disjointes.

Ceci permet de définir facilement n’importe quel code cyclique, en le caractérisant par son
ensemble de définition. Par exemple les codes irréductibles :

Définition I1.11 Un code irréductible est un code cyclique dont ’ensemble de définition est
{0,n — 1} privé d’une seule classe cyclotomique.

Définition 11.12 Un mot ¢ € E,, est idempotent si ¢(X)? = C(X).

Proposition I1.2 Un mot ¢ € E,, est idempotent si et seulement si les coefficients du poly-
nome de Mattson-Solomon de ¢ vérifient A? = A;, i = 1,...,n. Soit C' un code cyclique, il
existe un unique idempotent e tel que C est engendré par e en tant qu’idéal. Par définition
e est I'idempotent générateur de C.
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2.2.3 Distance minimale, Borne BCH et autres bornes

D’une maniere assez surprenante, il est possible de déduire des bornes inférieures de la
distance minimale d’un code cyclique au seul vu de ’ensemble de ses zéros. La borne la plus
fameuse est la borne BCH du nom de ses découvreurs (Bose-Chaudhuri-Hocquenghem) :

Théoreme 11.3 Soit C' un code cyclique dont l’ensemble des zéros contient une séquence de
0 entiers consécutifs, alors la distance minimale est supérieure ou égale a 9.

D’autres bornes sont disponibles, qui sont des raffinements de la borne BCH [Roo82,
vLW86b, Sch88, MS88, dRvLI1].
La borne BCH conduit a la définition des célebres codes BCH.

Définition I1.13 Un code de longueur n sur E, est un code BCH de distance construite 0
si son polynome générateur g(X) est égal a

ppem{min 4 (X), min qe+1(X), ..., min gers-2(X)},

ot min ,i(X) désigne le polynéme minimal de o'. Un mot ¢ € E, est dans le code si et

seulement si

bHL b+i-2) _ ()

c(a®) = c(a = =c(a
Etant donné que 'ensemble de définition d’un code BCH contient un ensemble de  —1 entiers
consécutifs, la distance minimale d’'un code BCH de distance construite § est supérieure ou
égale a §.

Si le degré du polynome de générateur g(X) est k, alors la dimension du code BCH est
n — k. Le polynome minimal de o est de degré inférieur & m, et il y a plus d — 1 polynomes
minimaux distincts.

Propriété 11.2 Un code BCH de longueur n et de distance construite 6 a une distance
minimale d > § et une dimension k > mn —m(d — 1).

Cette remarque conduit a s’intéresser particulierement aux codes de longueur n = ¢ —1,
parce que les classes cyclotomiques sont petites relativement a la longueur du code, de sorte
que la dimension du code reste élevée.

Définition I1.14 Un code BCH sur E, est dit primitif (ou de longueur primitive) sl est de
longueur ¢"™ — 1. Un code est dit code BCH au sens strict si b = 1 dans la définition 11.13.
Nous noterons BCH (n,d) le code BCH primitif au sens strict de longueur n = ¢™ — 1 et de
distance construite ¢.

La vraie distance minimale des codes BCH est en général inconnue, et seules quelques
classes de BCH sont de distance minimale connue. Le principal but de ce qui suit est de
proposer une méthode pour déterminer la vraie distance minimale des codes BCH, et pour
calculer I’ensemble des mots de poids minimal, ou de faible poids. Les notions introduites
dans la partie I nous permettront de transporter ce probleme dans un autre contexte. De
plus I'approche que nous proposons est valide pour tout code cyclique.
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2.2.4 Groupe d’automorphisme des codes BCH

Définition I1.15 Soit C' un [n, k] code linéaire. Par définition le code étendu de C' est le
[n+ 1,k| code C. défini par

Ce={(z0,. ,Tn_1,%o0) | (X0, ..., Tpn_1) €EC et xo+ -+ +Tp_1 + Too = 0}.

Par exemple, dans le cas binaire, pour le [n,n] code C = E, le code C. est le code a bit de
parité, de longueur n + 1.

Nous rappelons qu’une racine primitive n-ieme est fixée, et que les localisateurs d’un mot
¢ sont les X; = aJi, ol ¢j, # 0.

Définition I1.16 Soit C un [n, k] code cyclique, et C. son code étendu. Les localisateurs de
Ce € Co, ce = (| eoo) sont les localisateurs Xy, ..., X, de ¢ sicew =0, et Xq,...,Xy,0 si
Coo 7 0 (On localise la position de parité par 0).

Proposition I1.3 Soit C' un code cyclique binaire d’ensemble de définition I(C'), et C, son
code étendu. Alors le mot c. est dans le code C, si et seulement si les fonctions puissances
des localisateurs de c. vérifient

AOZO, €tAZ':O, Z€I<C)7
en convenant que 00 =1.

Preuve : Soit ¢. = (¢ | ¢s) un mot de C, et A}, i = 0...n — 1, les fonctions puissances
des localisateurs de c., A; les fonctions puissances des localisateurs de c. Si ¢, = 0, alors
Al = A; et Ay = Ag = 0 car le mot est de poids pair. Si ¢y # 0, alors A, = A;, i > 0 et, c.
étant de poids pair, Aj = 0.
O
La définition que nous donnons d’un automorphisme de code est celle de groupe de
permutations de coordonnées, comme dans [WS86].

Définition I1.17 Le groupe des permutations de coordonnées qui envoie un code C' sur lui-
méme est le groupe d’automorphismes de C, noté Aut(C).

Pour un code cyclique, il est possible d’étiqueter les indices des coordonnées par les racines
n-iemes de 'unité. Le groupe d’automorphismes d'un code cyclique est alors un groupe de
permutations du groupe des racines n-iemes de 'unité. Opérer une permutation circulaire
sur un mot ¢ revient a multiplier ses localisateurs par a. Donc le groupe d’automorphismes
d’un code cyclique contient le groupe G = {x +— vz | v € P;fn,, v =1}.

Exemple 15 Soit C un code cyclique de longueur n sur F,, d’ensemble de définition I(C'). Pour
tout mot ¢ € E, soit X1,..., Xy, € Fym ses localisateurs. Si c € C, alors

Ah:"':Ail:O {il,...,il}:I(C)

olt les A; sont les fonctions puissances des localisateurs. Soit le mot ¢’ de localisateurs X7,..., X4,
et A}, ..., Al les fonctions puissances de ses localisateurs. Alors A, = A7 et donc

Ay = =A, =0, i1,...,;; € I(C).

Le mot ¢’ est dans C.
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Proposition I1.4 Tout code cyclique contient le groupe de Galois de Eym sur E,

Le théoreme suivant est du a T. Kasami [KLP67].

Théoréeme I11.4 ([WS86][p. 236, th. 16]) Soit C' un code BCH primitif de longueur 2™ —
1, et de distance construite 6, et C, le code étendu, de longueur 2™. Le groupe d’automor-
phisme de C, contient le groupe affine de Fom, c’est-a-dire les permutations des localisateurs

de la forme B +— af +0b, a,b € Fym, a # 0.

Les codes étendus invariants sous le groupe affine sont les codes affine-invariants, qui
forment une classe importante de codes, incluant les codes BCH, les codes de Reed et Muller,
les codes de Reed et Solomon. Cette classe de codes a été étudiée par P. Charpin [Cha90,
Cha87], et le groupe d’automorphisme de certaines classes de ces codes a été obtenu par T.
Berger [Ber91].

Corollaire II.1 Si le code BCH primitif de longueur n = 2™ — 1 admet un mot de poids
pair w, alors il admet un mot de poids w — 1.

Preuve : Soit ¢ de poids pair w dans le code BCH. Soit le mot ¢, dans le code étendu

ce = (Coy--+yCn1,0),
et soient Xy,..., X, les localisateurs de c. Puisque le groupe d’automorphisme du code
étendu contient le groupe affine, le mot ¢, de localisateurs X; — X, ..., X, — X est aussi

dans le code étendu, avec un symbole non nul sur la position de parité. Le mot ¢’ obtenu par
raccourci de ¢, est dans le code BCH, et son poids est w — 1.
O

Corollaire I1.2 La distance minimale du BCH primitif au sens strict de longueur 2™ — 1
de distance construite § est impaire.

Nous traiterons aussi les codes a résidus quadratiques, et les codes de Reed et Muller
raccourcis.

Définition I1.18 Soit p un nombre premier, on dit que j € N est résidu quadratique modulo
p, st j est un carré modulo p.

Définition I1.19 Soit k = E,, p premier, et soit | premier tel que | est un résidu quadra-
tique modulo p. Le code a résidus quadratiques £ de longueur | sur E, est le code cyclique
d’ensemble de définition

I(L)={ie[l,l—1], i est un résidu quadratique modulo p}.
Le code L d’ensemble de définition
I(L) = 1(£) u{o}

est le code a résidus quadratiques expurgé.
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Nous donnons la définition cyclique des codes de Reed et Muller raccourcis, qui n’est pas
celle introduite historiquement. Cette définition nous semble plus simple dans le contexte
introduit ici. Nous nous contenterons du cas binaire.

Définition I1.20 Soit j € [0,2™ — 1], le 2-poids de i, noté wy(i) est

m—1
Z ji7
=0

2m=1 est la décomposition en base 2 de 1.

out=Jo+ 12+ 4 Jma
Le code de Reed et Muller raccourci de longueur n = 2™ — 1 sur K, d’ordre r, noté

RM (r,m) est le code C' binaire de longueur n = 2™ — 1, d’ensemble de définition
I(C)={ie[0,2™ — 1], wa(i) <m —r}.

Nous énoncons quelques propriétés des codes de Reed et Muller raccourci, qui sont bien
connues [WS86].

Proposition I1.5 La distance minimale du code de Reed et Muller raccourci d’ordre r de
longueur n = 2™ — 1 sur B est 2" — 1. Les mots de poids 2™~ — 1 sont les mots dont
I’ensemble des localisateurs est un sous-espace vectoriel, privé de 0. Le groupe d’automor-
phisme du code de Reed et Muller raccourci est le groupe linéaire.

La propriété suivante, bien qu’admise généralement, est bien traitée dans [AK92].

Proposition I1.6 Le code de Reed et Muller raccourci d’ordre v est engendré par ses mots
de poids minimal 2™ " — 1.

3 Lien avec les équations de Newton

3.1 Introduction du probléme des fonctions puissances

Nous allons formuler maintenant le probleme de l'existence d’un mot de poids w dans un
code cyclique en terme de probleme de fonctions puissances. Nous rappelons que le probleme
PGi,.....,(w) dans le contexte (k,F) est le probleme de la détermination de (Xy,...,X,) €
F“ X; # X;sii# j, et de (ay,...,a,) € k¥ tels que les fonctions puissances généralisées
des X; relativement aux a; vérifient A; =0, ¢ € {iy,...,4} (définition 1.8, page 24).

Proposition I1.7 Soit C' un code cyclique sur E, de longueur n = ¢™ — 1, d’ensemble de
définition I(C) = {iy,...,u}, et soit ¢ = (co,...,¢h—1) un mot de C' de poids wgy. Soit
(X1,..., Xu,) les localisateurs de c, associés a (ai,...,a;, ). Alors (c1,...,cu,) € F™,
(X1,..., Xuy) € Em™ est solution du probléme PG, i (wo) dans le contexte (E,, Em). Ré-
ciproquement & une solution non multiple de PG, . i, (wo) correspond un mot de C' de poids
wo.
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Preuve : Soit ¢ un mot de C, de poids wy, et soient Xji,..., X, les localisateurs de c,
associés aux coefficients ¢;,, ..., ¢;, . Alors

c=(co,...,cn1) EC & cla')=0, i€l(0)
n—1
& Y ga*=0, ieI(0)
k=0
n—1

& D e =0, ieI(0)

k=0
& Y X, =0, iel(C)
=1

< A =0, ZEI(C),

olt les A; sont les fonctions puissances généralisées des X1, ..., X,,, relativement a ¢, . . ., Cy,-

Réciproquement, soit une solution non multiple (ay, ..., a,) € E*°, (X1,..., Xy) € En®°

du systeme PG, ., (wp), il suffit de prendre le mot dont les localisateurs sont X7, ..., X, et
les coefficients associés a ces localisateurs sont aq, ..., ay.

O

Le corollaire important est le suivant

Corollaire I1.3 Le code cyclique C' de longueur primitive n = q"™ — 1 d’ensemble de défini-
tion I1(C) = {iy,...,u} admet un mot de poids < w si et seulement si le systeme S;, ..., (w),
dans le conteste (B, Em), admet une solution. Si la distance minimale de C est d alors le
systeme S;,..._i,(d) admet un nombre fini de solutions, qui est le nombre de mots de poids d.

Preuve : Les solutions du systeme S;, _; (w) sont en correspondance avec les solutions du
probleme PG, . (wp), wy < w, par le théoreme 1.13. Les solutions de PG;, ., (wo), wo < w,
sont en correspondance avec les mots de C' de poids wy, wy < w.

O

En ce qui concerne les codes BCH, ce corollaire devient

Corollaire 11.4 Le code BCH (n,0), primitif au sens strict, de distance construite §, a pour
vraie distance minimale 6, si et seulement le systéme Sy, s-1(6) admet une solution.

En termes d’idéaux, 'existence de solutions a Sy s_1(0) signifie que I'idéal engendré par les
équations de Newton ne se réduit pas a (1), en en calculant une base standard.

Cela conduit & une méthode constructive pour déterminer la distance minimale d’un code
cyclique. Le schéma est le suivant :

1. Déterminer un poids w “candidat”, par exemple en utilisant la borne BCH.
2. Ecrire le systeme S;, i, (w).
3. Si ce systeme admet une solution, alors le code C' a pour distance minimale w.

4. Si le systeme est contradictoire, le distance minimale est supérieure a w, et on peut
écrire le systeme S;, ;, (w'), pour w’ > w, et recommencer le procédé.



~e RS P A S A MRS SAS A & T Y VS S ~ 8

Rappelons une méthode pour déterminer la distance minimale d’un code cyclique, qui
contraste avec la notre, et qui lui est tres complémentaire. Soit un code C, on construit, en
utilisant une matrice génératrice de C', des mots de C'. A chaque poids w trouvé, on sait que la
distance minimale de C' est inférieure ou égale a w. On peut ainsi engendrer tous les mots de
code (pour les codes de petites dimensions), ou en engendrer un échantillon assez important.
Cette méthode peut etre améliorée et permet donc de borner supérieurement la distance
minimale d'un code. Elle a été mise en ceuvre notamment par J. L. Dornstetter [Dor82],
et nous nous servirons plus loin d’un de ses résultats. Nicolas Sendrier et David Audibert
dans [AS93a] ont ainsi établi la répartition des poids de tous les codes cycliques de longueur
inférieure a 63. Si la dimension du code est trop élevée, et si tous les mots du code n’ont
pas été engendrés, les résultats retournés sont probabilistes, mais d’autres méthodes sont
utilisées [Leo88]. Notre méthode, par contraste, permet de borner inférieurement la distance
minimale d'un code, en prouvant que le systeme S;, . ; (w) n’admet pas de solutions. Notre
méthode présente aussi I’avantage de pouvoir caractériser les mots de poids minimal des
codes cycliques, et d’obtenir des résultats sur la structure de ces mots (voir le chapitre 3, et
I'exemple qui suit).

3.1.1 Un exemple (significatif)

Nous introduisons le code C suivant! : C' est un [63, 21] code cyclique d’ensemble de définition
IC) =)} U{cl(5)} u{c(T)} U{cl(9)} U{cl(11)} U {cl(13)} U{cl(23)} U {cl(27).

Cet ensemble contient 7,8,9,10, 11, soit 5 entiers consécutifs, et d’apres la borne BCH, la
distance minimale est supérieure ou égale a 6. Nous voulons déterminer l'existence et le
nombre de mots de poids 6.

Un mot de poids 6 dans C ne peut vérifier A3 = 0, car d’apres la borne BCH, il de-
vrait alors avoir un poids > 18. Nous écrivons donc le systeme Si57.9.11,132327(6) et nous
introduisons la condition Az # 02.

Le calcul de la base standard, pour I'ordre lexicographique, donne le résultat suivant :

[0'6 + A3?, 05, 04, 03+ A3, 09, 01, A1, Ao + A", Ais + A3, AP+ 1, AO] (I1.3)
On en déduit les propriétés suivantes

1. La base standard ne se réduit pas a (1), donc il y a des solutions, et le code a pour
vraie distance minimale 6. (Nous savons que les solutions du systeme algébrique sont
toutes valides par le théoreme 1.13)

2. Les mots de poids minimal sont dans un sous-code, défini par les relations supplémen-
taires Az; = 0, Ag = 0. La relation Ag = 0 était évidente car les mots de poids 6 sont de
poids pair, et nécessairement vérifient Ay = 0. Cette relation aurait pu étre ajoutée au
systeme St 57.9.11,13,23,27(6), mais le calcul de la base standard retrouve cette propriété.

1Cet exemple a été découvert par Nicolas Sendrier, grace & un programme de calcul de distribution de
poids

2Préférant nous en tenir aux calculs de bases standards, la condition Az # 0 sera introduite sous la forme
AP =1
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3. I y a 21 mots de poids 6. En effet, tous les A; sont uniquement déterminés, sauf As
qui vérifie A2 =1, et ce polynéome est scindé dans Fyy.

Leurs polynomes localisateurs sont de la forme A2Z° + A3Z% + 1. Or comme Aj
vérifie A2' = 1, on peut écrire A3 = 7* pour v dans Fgz. Leurs polynomes local-
isateurs sont donc de la forme Y2 + Y + 1 avec Y = (vZ)3. Le polynome Y? +
Y + 1 est scindé dans Fy; avec les racines o', o*?, et les localisateurs sont donc

o [, a® 7,0 [y, a1 [, 0% /v, 0% [y, pour v € By

4. En prenant A3 =1 (c’est-a-dire v = 1), on obtient un mot tel que tous les coefficients
du polynome localisateur sont dans F. Ce mot est donc idempotent, qui n’admet que
21 conjugués par permutation circulaire, qui sont tous les mots de poids minimal. Le
mot idempotent est 27 + x4 + 228 4+ 235 4+ 249 4 256

Continuons notre étude. Nous nous posons le probleme des mots de poids < 12. Nous
écrivons a nouveau le systeme Sy 57.9.11,132327(12), avec la contrainte As # 0. Les solutions
sont

(012 + A3%06 + A38% A5, 011, 010 + A3’04, 09 + Azos + A3®, 08 + A3209, 07 + Azoy,

(AIS + A35)0’6 + AP A5 + (A?,GO + Ag® + A318)A152 + (A344 + A32)A15 + Az + A3T,
(A5 +1)o6 + (A3™ + A5™) Ars? + (A5 + 43'%) Aus + 452 + 447,

05 + A3o9, (A15 + A35)04, (A321 + 1)04, o3 + As, (A15 + A35)02, (A321 + 1) 09,01, Asq,
Agy + AP Ar5° + (A?,GO + Ag® + 143.18)14152 + (A344 + A32)A15 + Ag®,

Aist (45" + A5 + A3'0) Ass? + Az Ars + 457,

(A5 +1) A1 + (A5™ + A5®) Aus® + (A5® + A3') Aus + A3 + 45",

A% 41, Ag)

Soit I l'idéal engendré par les équations de Si579.11,132327(12), nous représentons 'escalier
de TUEK[A;3, As] (en effet, les équations faisant intervenir les o; ne contraignent pas les A;,

et de plus tous les A; autres quf}4 Aj, Aqs vérifient une relation de degré 1).
15

s L

21 63 A
3

Il apparait sur l'escalier de I'idéal qu’il y a 210 = (63 x 3+ 1 x 21) couples (As, A5) qui
sont solutions de S 57.9.11,13,23,27(12). Il y a ainsi 210 mots de poids < 12.

Pour déterminer le nombre de mots de poids < 12, nous calculons une base standard de
S157911,132327(11). On obtient les mémes uplets (Ao, ..., A,—1) que les solutions de la base
standard obtenue en II.3, qui correspondent a tous les mots de poids 6. Conclusion : il n’y a
pas de mots de poids strictement compris entre 6 et 12. Il y a 21 mots de poids 6 et 189 mots
de poids 12, et ces mots sont dans le sous-code défini par les relations Az; = 0 et Ag = 0,
c’est a dire le sous-code dont I'idempotent 27 + ! + 228 4 235 + 249 + 256 est le polynome
générateur.
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3.1.2 D’autres exemples

Nous présentons quelques exemples de base standard pour des codes de petites longueurs.
Dans tous ces exemples, nous notons I l'idéal engendré par le systeme des équations de
Newton S;, . ;(w), ou l'ensemble de définition de C est I(C) = {i1,...,4} et w est la
distance minimale de C.

Nous rappelons que le nombre de solutions est égal au nombre de monomes en dessous
de 'escalier, ces solutions étant comptés avec multiplicité. Dans tous les exemples que nous
avons rencontrés, nous avons du vérifier que le systeme S;, ; (w) n’admet pas de solutions
multiples, le plus souvent par des calculs de résultants, que nous ne détaillerons pas ici.
Comme cela a déja été signalé dans la remarque 1.2, il serait souhaitable de prouver que les
systemes S;, _; (w) n’admettent pas de solutions multiples, ce qui éviterait cette vérification
a chaque calcul.

Nous rappelons aussi qu'un mot ¢ est idempotent si et seulement si les coefficients A; du
polynome de Mattson-Solomon de ¢ vérifient A? = A;. C’est une condition qu'il est facile de
tester au vu d’une base standard de l'idéal engendré par S;, 4, (w).

Le dual du BCH de longueur 63 et de distance construite 7 La distance min-
imale de ce code est 16, et la base standard, pour l'ordre lexicographique, du systeme

S0.1,35.7.9.11,13.2127(16) est

20 19 2 12 20
16 + A15™ As1 + A5 Ags®, 015 + Ais, 014 + A1y ° Agg, 019, 019, 08 + A15° Ass, 06,
3 20 2 2 2 3 13 21
04y 02, Az1” + A1s™ Aog” Ag1” + A5, Aos® + A5, Ais™ + 1]

Iy al189 =3 x 3 x 21 solutions distinctes (comptées sur les exposants de Ajs, Asg, Asp)
donc 189 mots de poids 16. Les mots de poids minimal ne sont dans aucun sous-code : on
vérifie qu’on ne peut avoir A;5 = 0, ou Ass = 0, ou A3y = 0. Il n’y a pas d’idempotents de
poids minimal. En effet d’apres les polynomes de la base standard, un idempotent devrait
vérifier Aj5 = 1, Agz = 1, et A3 + A2, +1 = 0, or ce polyndome n’a pas de zéros dans B.
Toutefois, on peut avoir Aj5 = 1 et Ags = 1, auquel cas As; est racine de X3 + X2 + 1. Les
polynémes localisateurs correspondant aux racines v de X3 4+ X2 + 1 sont

o(Z)=1+Z8+Z" + Z¥ + (1 + ) 2"

Il y a trois mots qui admettent de tels polynomes localisateurs, chacun de ces mots admet
63 conjugués par permutation circulaire.

Le dual de BCH de longueur 63 et de distance construite 9 La distance
minimale de ce code est 14. La base standard, pour l'ordre lexicographique, du systeme

S0.1,35.911.13.21,27(14) est

[o14 4+ As® A1s A7° + Asg® Ais® A77 + Agg Ars” A% + Ais™ A + A7

o3 + Aoz A7 + Ass® Ais” + Aoy Ais® A%+ Ais® A77 o1n + Aos® Ais A + Ass,
o1+ Asg® At + Aist A% 010 + Aos Ars A7 + Ais® A7t o9 + Aoz AT+ Ags® AL°
os + A1s A7%, 07 + Az, 06 + Aos® + Ass® Ais” A% + Agg Ars* A" + Ag5° AL°,

o4+ Ass® A’ + Ais* Aq 00 + Agg A7% + Ai5® AL,

Agp + Aos® A% + Ags® Ai5® A7 + Agy Ays A%,
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Ags® + Aoz A7 + Ags? A747
Ags® Aps + Ags® Ars® A%+ Ans® A" A8 + Aps® Ajs? A+ A156>
A+ Ais A5 AP+ 1]

Mlya450 =8x8x9—2x7x9 ('exposant du mondome AS; A5 dte 2 x 7 x 9 monomes du
pavé de taille 8 x 8 x9) solutions distinctes. On remarque que ce code peut contenir des mots
de poids minimal qui sont dans les sous-codes suivants : [(C)U{15}, I(C)U{15,23,31} (pour
trouver les mots éventuellement dans les sous-codes, nous ajoutons les conditions A; = 0 pour
un entier ¢ qui n’est pas dans I’ensemble de définition du code, et calculons a nouveau une
base standard).

Le code a résidus quadratiques binaire de longueur 31 La distance minimale
est 7. La base standard du systeme Sy 57(7) est

[o7 + At A 4+ A2 AT o6+ As? o5 + A As® oy + At A+ A2 AT o3+ As,
oy + A1 As™ o1, Ay + A A + A A + At At + AP AT 4+ A AP 4+ AS
A331 + 1]

Il y a 155 = 31 x 5 solutions, donc 155 mots de poids minimal. Il n’y a pas de mots de poids
minimal qui soit un idempotent, et les mots de poids minimal ne sont dans aucun sous-code.

L’étendu du code a résidus quadratiques binaire de longueur 31 Les mots de
poids 8. La base standard du systeme Sy 57(8) est

[0 + A1 As® + AP+ AU AN + AP AT + A0 AT+ A AL,

o4+ A A5 4 AL B AT £ AL A + ARS ALY + A TASS 4 AP A 4+ AL
o6 + As?,

o5+ A A7+ A P A + AT AR + ApPAT + AnCAT + AP At + A A7,
g4 A A2 AL B A £ AL A + ARSAS + AT AT + AP AT + A2
o3 + As,

oy + A Az + AP AP + AT A 4 A A 4+ A CAY 4+ AP AT + A A5,
01,

Ars + AP A% + A P AP+ A A + AP AR+ AP AT + AT

+ A A"+ AP A5 + At AT + A AT

A b A MAM A2 AT+ AL AD + AL AS + ALSAS AL B AL
AL ASY £ AP A £ ALZAY 4 A

Ag3t 1]

Il y a 465 = 31 x 15 solutions. On vérifie qu’il n’y a pas de mots dans les sous-codes, et
qu’il n’y a pas d'idempotents. Ce code a été traité tres profondément dans [CCM92], ou la
distribution complete des poids du code a été établie, ainsi que celle de ses translatés, et les
résultats concordent, pour le nombre de mots de poids minimal.
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3.2 Obtention d’une borne : la méthode de Schaub

La méthode d’investigation que nous avons présentée jusqu’ici s’applique pour un poids
donné. Etant donné un code cyclique C' d’ensemble de définition I(C'), lorsque le poids w,
pour lequel on veut déterminer ’ensemble des mots de poids w, est connu, on peut écrire
le systeme S;,._;, (w), et le traiter, soit d'une maniere heuristique, soit avec 'outil des bases
standards.

Il reste a déterminer un bon poids w candidat. Notons que notre méthode permet de
trouver le poids candidat : on calcule 6 la borne BCH du code C' en étudiant I’ensemble
de définition, et par contradictions successives, on détermine w > ¢ tel que S;,,._; (w) a des
solutions. Toutefois chaque calcul de base standard est lourd, et ce n’est guere praticable ;
il faut donc étre capable de déterminer le plus finement possible une borne sur la distance
minimale d'un code cyclique dont on connait 1’ensemble de définition.

Nous présentons d’abord des bornes autres que la borne BCH, qui la généralisent (borne
de Hartmann-Tzeng, borne de Roos). Ces bornes restent d’ordre général. Pour traiter un
code donné, une méthode algorithmique, due a T. Schaub [Sch88], existe pour borner in-
férieurement la distance minimale d’un code donné par I’ensemble de ses zéros, d’une maniere
tres fine. Nous présenterons cet algorithme, et 'appliquerons en particulier aux duaux des
codes BCH. Pour ces codes, il apparait que les bornes usuelles sont tres en dessous de la
distance minimale.

3.2.1 Autres bornes

La borne BCH est un exemple de borne inférieure sur la distance minimale d’un code a partir
de son ensemble de définition. Des raffinements de cette borne existent, et nous présentons
les bornes de Hartmann-Tzeng et de Roos. La borne BCH s’applique lorsque ’ensemble de
définition 1(C') d'un code cyclique contient un ensemble de 6 — 1 entiers consécutifs. Pour les
autres bornes, le résultat que donne ces bornes est essentiellement le suivant : si un intervalle
de zéros consécutifs apparait plusieurs fois, alors la distance minimale du code est la borne
BCH donnée par chacun de ces intervalles, augmentée du nombre de fois ou apparaissent ces
intervalles.

Théoréme I1.5 (Borne de Hartmann-Tzeng) Soit C' un code cyclique de longueur n et
d’ensemble de définition I(C) = {iy,...,4}. S’il existe un entier a tel que I(C) contient les
s+ 1 intervalles {i + ja,i+ 1+ ja,...,i+d6—2+ja}, 0 < j <s, et si pged(a,n) < 6, alors
la distance minimale de C' est supérieure ou égale a 6 + S.

La borne de Roos [Ro082, Roo83] est une généralisation de la borne de Hartmann-Tzeng :

Définition 11.21 Pour B = {iy,..., i}, avec iy < iy < --- < i;, nous notons B lintervalle
d’entiers [i1,4;]. Pour A, B C [1,n] nous notons AB l’ensemble {ab, a € A, b € B}.

Théoréme I1.6 (Borne de Roos) Si A est 'ensemble de définition d’un code de distance
minimale da, et si B est un ensemble d’entiers inclus dans [0,n — 1] tel que Card(B) <
Card(B) + da — 2, alors la distance minimale du code d’ensemble de définition AB est

supérieure ou égale a Card(B) + da — 1.

Les preuves de ces deux théoremes reposent sur des études de rang de matrices, dont
le lien est fait avec les poids du code en vertu du théoreme théoreme II.7 ci-apres. Ce
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sujet est traité en profondeur dans [vLW86b], ol des preuves simplifiées de ces bornes sont
présentées. De plus une méthode pratique est introduite pour déterminer une borne inférieure
de la distance minimale d’un code défini par son ensemble de zéros. Cette technique consiste
a construire des ensembles dits indépendants par rapport a ’ensemble des zéros de C'. La
propriété est alors que le poids de chaque mot de C est supérieur au cardinal de tout ensemble
indépendant. Cette technique semble étre la plus fine, mais reste tres heuristique, les auteurs
ne propose pas d’algorithmes de construction d’ensemble admissible de cardinal maximal
pour un code donné. Dans sa “dissertation”, T. Schaub a introduit un algorithme pour
borner inférieurement la distance minimale d’un code cyclique [Sch88].

3.2.2 Le principe

Nous rappelons le théoreme 1.9 :

Théoréme I1.7 Soit ¢ = (cy,...ch—1) € K™. Le nombre de coordonnées non nulles de ¢ est
égal au rang de la matrice

Ay A . A, A,
Ay Ay o0 A, A
Ma _ '1 2 1 0 (II4>
An—l AO s An—?) An—2

ou les A; sont ici les coefficients du polynome de Mattson-Solomon de c.

Sic= (cy...cno1) € K" est dans le code cyclique d’ensemble de définition I(C) =
{i1,...,4;}, alors les coefficients A; du polynoéme de Mattson-Solomon de vérifient A;, =
--- = A;, = 0. La distance minimale de C' est donc le rang minimal de toutes les matrices
M, définies par I’équation I1.4 pour tous les mots ¢ de C'. Il n’est pas question de passer un
revue toutes ces matrices, et 'idée est de déterminer une borne inférieure du rang de toutes

les matrices dont un certain ensemble de coefficients est nul. Par exemple pour une matrice
M de M3(k) de la forme

o X X
X o X
X X O

ou x désigne n'importe quel élément non nul de k, le rang de M est supérieur ou égal a 2.

3.2.3 L’algorithme pour borner le rang

Soit donnée une matrice My, € M, (k), dont sont connus les coefficients nuls, et dont les
autres coefficients sont certifiés non nuls. Nous décrivons I’algorithme de Schaub, pour borner
le rang d’une telle matrice.

Nous utiliserons les trois symboles 0, =, = :

e () désigne 0.
e =1 désigne un élément non nul de k.

e = désigne un élément de k, dont la nullité ou non-nullité n’est pas assurée.
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+

1| [1]

+

Et nous munirons {0, Z, ="} de 'arithmétique suivante : pour I'addition,

[11{ (11 [11) [1]

Mmoo+
[I—i]- [l ol o

(| )

x |02 |2
et 2 8 2 2 , pour la multiplication. Nous dirons qu’en élémentz de {0,=, =1} est
SEIREE
non égal a zéro si x # 0.
Soit donc une matrice dont les coefficients sont 0 ou =, dont nous désirons obtenir
une borne inférieure du rang. Nous construisons un ensemble S = {iy,...,i.} de lignes

nécessairement indépendantes. Le rang est alors supérieur a r. A I'initialisation, cet ensemble
sera constitué de la premiere ligne contenant au moins un coefficient non nul.

Supposons que 1’ensemble de lignes déja prouvées indépendantes est S = {iy,...,is}. La
ligne courante M][i] est inspectée, I'algorithme essayant d’écrire M[i] comme combinaison
linéaire (dont les coefficients sont =%, = ou 0) des lignes Miy], ..., M[is]. Si une telle combi-
naison est réalisable, alors la ligne suivante est inspectée, sinon ’algorithme a démontré que
cette ligne est linéairement indépendante des lignes précédentes, quels que soient les valeurs
des symboles =1 apparaissant dans la matrice M. Cette ligne est alors ajoutée a ’ensemble
S et la ligne suivante est inspectée. Quand toutes les lignes ont été inspectées, la borne
retournée pour le rang sera alors le cardinal de I’ensemble S.

3.2.4 Détermination de I'indépendance possible d’une ligne

L’algorithme suppose au début que la ligne courante L = M[i] est combinaison linéaire des
lignes déclarées indépendantes, et les coefficients (ci,...,¢s) sont (Z,Z...2), de sorte que
L =cM[iy)+- -+ csMlig], ou S = {i1,...,is}. L’étude des coefficients de la ligne L permet
d’établir des propriétés des coefficients (c[1], ..., c[s]), a savoir déterminer §’ils sont nuls ou
strement non nuls (égaux & 0 ou =%).

Nous passons en revue chaque élément de L. Pour le coefficient courant d’indice k£ de la
ligne L, nous calculons le tableau t des termes de la combinaison, ¢ = (¢[1],...,t[s]), qui est
le tableau des c[j]M]i;, k], j =1,...,s, de sorte que L[k] = t[1] + - - -+ t[s]. Au début k =1,
et seuls les cas suivants permettent d’établir une déduction :

1. Le coefficient courant de la ligne est 0 et il n’y a qu’un terme ¢[{], non égal & zéro dans
le tableau des termes, et t[[] = Z. Le coefficient correspondant c[l] de la combinaison
lindaire doit étre 0. Ceci respecte la reégle ¢ = 0 = ¢ = 0.

2. Le coefficient courant de la ligne est 0, il n’y a qu'un seul terme strement non nul
(= =) dans le tableau des termes. Alors la ligne est déclarée indépendante. En effet
=TET £0.

3. Le coefficient courant de la ligne est 0 et il y a deux termes ¢[{] et ¢[I'] non égaux a zéro
dans le tableau des termes, tels qu'un des deux, ¢[l'], soit =*. Alors dans la combinaison
linéaire, le coefficient c[l], correspondant a 'autre terme, ¢[l], doit étre =Z*. La régle est
CET+ET=0=c#0.



e Dbt e e e G Al et e Sty St

4. Le coefficient courant de la ligne est =1 et il n’y a pas de termes autres que 0 dans le
tableau des termes, alors la ligne est indépendante. En effet ¢ x 0 # =*.

5. Le coefficient courant de la ligne est =% et il n’y a qu’un terme ¢[l] différent de 0 dans
le tableau des termes, alors le coefficient c[l] correspondant a ce terme doit étre =*. La
regle est (=t ==t = c=Z=*

Le tableau suivant permet de visualiser mieux les cas qui se présentent :

coefficient courant || 0 0 0 =t =t
0 0 0 0 0
= 0
termes =1 = =1
=t U 0
0 0 0 0 0
conclusion ¢; = 0 | indépendante. | ¢ = =" | indépendante. | ¢, = =

Nous progressons ainsi le long de la ligne courante. Deux cas se présentent alors. Supposons
qu a la fin du parcours, aucun coefficient de la combinaison linéaire n’a été modifié. La combi-
naison alors établie montre que la ligne peut étre combinaison linéaire des lignes précédentes.
Sinon, les coefficients de la combinaison linéaire ont été modifiés, et la ligne courante est a
nouveau parcourue, pour vérifier la validité de la nouvelle liste des coefficients de la combi-
naison linéaire. Cette boucle de parcours de la ligne s’arréte lorsque la ligne a été déclarée
indépendante, ou lorsqu’aucun changement n’a eu lieu sur la combinaison.
Une description de ’algorithme en pseudo-code est donnée dans la table II.1.

3.2.5 Application aux codes cycliques

Comme on le voit, I’algorithme fonctionne pour des matrices dont les termes sont soit nuls soit
strement non nuls. Pour un code C' d’ensemble de définition I(C') = {i; .. .ix}, 'algorithme
tel quel retourne une borne pour les mots du code qui vérifient exactement A;, =---= A4, =
Oet A; # 0, ¢ ¢ I(C). Cette borne n’est pas forcément juste car il peut y avoir des mots
dans des sous-codes de C' dont le poids minimum est plus petit que la borne retournée pour
les mots strictement dans C'. Par exemple les mots de poids minimal du code décrit page 57,
sont en fait dans un sous-code, et vérifient des relations supplémentaires.

Pour étre assuré du résultat, il faut faire fonctionner la méthode pour tous les sous-codes
cycliques de C. Ceci entraine 2% calculs si k classes cyclotomiques ne sont pas des zéros de
C'. La borne sera la plus petite borne trouvée pour chacun de ces sous-codes.

De plus, pour un code cyclique C sur K, 'appartenance de 0 & I1(C') signifie que le code C
ne contient que des mots de poids pair. C’est une chose que 'algorithme de Schaub ignore,
et cet algorithme peut éventuellement retourner une borne impaire pour un code a poids
pair. Il faut alors majorer le résultat retourné de un. Dans les tables de résultats que nous
présenterons, cette remarque est prise en compte.

Cette méthode semble tres efficace : T. Schaub montre que, dans le tableau de tous
les codes cycliques de longueur inférieure a 57 traitées dans [vLW86b], toutes les distances
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H Données ; une matrice M de taille NxN dont les entrées sont les symboles 0, Z*. H

H Sortie : une borne inférieure du rang de M. H

{Initialisations}

S[1]:=C[1] {premiere ligne indépendante}

s:=1 {le nombre de lignes assurées indépendantes}
pour i de 1 a N faire

pour m de 1 a s faire c[m] := =
{initialisation des coefficients a priori indéterminés}
repétér

{jusqu’a ce que la ligne soit indépendante,
ou ce que la combinaison semble valide}
1:=1; change:=false; independant:=false
tant que 1 < N et independant=false faire
pour m de 1 & s faire Terms[m|:=c[m]*s[m][i] {tableau des termes}
si M[i][l]=0 alors {discussion des cas 1,2,3}
cas 1 : c[l]:=0; change:=true
cas 2 : independant:=true
cas 3 : c[l'l:=="; change:=true
si M[i][l]=E" alors {discussion des cas 4,5}
cas 4 : independant:=true
cas b : c[l]:=ET; change:=true
=141
jusqu’a change=false ou independant=true
si independant=true alors
s:=s+1; S[s|:=M]j]

retourner (k)

Les cas 1,2,3,4,5 sont décrits page 63.

Table II.1 : Méthode de Schaub.
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minimales ont été retrouvées, sauf pour 18 codes, sur un total de 147. Ceci est tres surprenant
car 'algorithme dispose de tres peu d’information, et ne peut se prononcer, pendant son
déroulement, que pour tres peu de cas. Ces bons résultats se justifient en partie par la
structure tres particuliere des matrices circulantes étudiées. Nous verrons que dans le cas des
duaux des BCH, les résultats produits par cet algorithme sont tres surprenants.

Une autre remarque est que cette méthode est valide pour tout corps. En effet, aucune
hypothese n’est faite sur le domaine des coefficients de la matrice, et les regles de calcul
définies sur {0, =, ="} reproduisent la définition de l'intégrité d'un anneau.

3.3 Etude des duaux de BCH
3.3.1 Duaux des BCH

Curieusement, cet algorithme n’est pas tres connu, et n’a pas été employé pour des codes de
plus grande longueur (> 63). T. Schaub semble s’étre contenté des codes cycliques de petite
longueur. Nous avons intensivement utilisé cet algorithme pour étudier la distance minimale
des duaux des BCH en longueur primitive. Nous présentons la borne classique employée
pour les duaux des codes BCH, qui est la borne de Carlitz-Uchiyama. Nous présentons une
amélioration de cette borne. Les résultats pratiques produits par I’algorithme de Schaub sont
tres en dessus des résultats théoriques.

Théoréme I1.8 (Borne de Carlitz-Uchiyama [CU57]) Soit C un code BCH binaire de
longueur n = 2™ — 1 de distance construite 6 =2t + 1 ou :

ot —1 <28l 41

Alors les poids w de tous les mots de C*+ vérifient :

m m
2 2

2% —(t—1)27 <w < 2" 14 (t—1)2

F. Levy dans [LDV92] donne une amélioration de cette borne en établissant des propriétés
de divisibilité des codes étendus, en utilisant la borne de Hartmann-Tzeng, et des propriétés
d’inclusion des duaux des BCH étendus dans certains codes de Reed et Muller. Ses résultats
sont, a ma connaissance, les plus fins sur la distance minimale des duaux des BCH. Nous
citons donc sa borne :

Définition 11.22 Un code C' est dit t-divisible si les poids des mots de C' sont multiples de
t.

Théoréme I1.9 Soit § > 3 et | tel que 2' +1 < 6 < 21 + 1. Alors le dual D du BCH de
distance construite 0 est 2(71_1—divi5ible. De plus soit t = m — L, alors :

1. s [2] <l<m—2etd <2 =3, la distance minimale de D est supérieure ou égale
a 201 — 2071 sauf simoest impair et | = |2] et 6 = 2" + 1, auquel cas la borne de

2
Carlitz- Uchiyama est meilleure.

m

2. si | 2] <l<m—2etd>2" =3 alors la distance minimale de D est supérieure ou

égale a 2°.
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381l =m—2 et m > 4, alors la distance minimale de D est supérieure a 6, sauf si
§=2""1—10oué=2""1—-22"1—1 (m pair), aurquels cas la distance minimale est
supérieure a 4.

4. sil < |%] la borne de Carlitz-Uchiyama reste meilleure.

Nous avons utilisé la méthode de Schaub pour les duaux des BCH en longueur 127 et
en longueur 255. Toutefois, pour cette derniere longueur, certains duaux de BCH étaient de
dimension trop grande pour que la méthode aboutisse.

Les bornes établies par la méthode de Schaub en longueur 127 sont données dans la table
I1.2. Le principal commentaire qui s’en dégage est que les résultats trouvé sont bien au-
dessus de la borne de Carlitz-Uchiyama améliorée par F. Levy. Ce résultat est d’autant plus
surprenant que la méthode de Schaub est tres simple, et n’utilise aucune des particularités
des duaux des codes BCH. Des résultats semblables sont vérifiés en longueur 255, ils sont
compilés dans la table 1I.3.

La question qui se pose naturellement alors : quelle est la vraie distance minimale des
duaux des codes BCH, et surtout quelle est la meilleure borne, car il apparait que la borne
de Carlitz-Uchiyama est tres en dessous de la réalité.

3.3.2 Obtention de la distance minimale

A partir des bornes dans I1.2, nous avons poursuivi I’étude des mots de poids minimum en
utilisant la technique des bases standards. Les résultats sont tres partiels, et le traitement
des équations de Newton n’a pas abouti, en général. Pour chaque dual, nous avons essayé
de calculer une base standard de 'idéal ST ;(¢y(w) pour le probleme des idempotents , afin
de déterminer si le code contient des idempotents, car les polynomes générateurs de ces
systemes sont de degré au plus 2, et I'algorithme de calcul de base standard devient prati-
cable. Lorsqu’il n’y a pas de mots idempotents, la distance minimale est inconnue. Tous ces
résultats sont pour les duaux des codes BCH en longueur 127.

Nous notons 0 la distance construire du code BCH dont le dual est étudié. Le borne
calculée par I'algorithme de Schaub est notée dg.

e 0 = 3,dg = 64. C’est la vraie distance minimale, car il s’agit du code de Reed et Muller
d’ordre 1.

e § =5, dsg = 56. En longueur 2™, m impair, la distance minimale est 27! — 272 . La
méthode de Schaub trouve la vraie distance minimale.

e 5 =7, dg = 48. En longueur 2™, m impair, la distance minimale est 2™~ ! — 273 La

méthode de Schaub trouve encore la vraie distance minimale.

e 0 =9, ds = 40. La base standard du systeme Sy(¢)(40) contient 1. La distance minimale
est donc strictement supérieure a 40. Le prochain candidat est 44, car le code est a
poids multiples de 4, mais nous n’avons pu obtenir le résultat pour §(44), c’est-a-dire
que la base standard n’a pu étre obtenue.

e §=11,ds = 32. Soit D ce code, et I(D) son ensemble de définition. Le sous code D’ de
D, d’ensemble de définition /(D) U{15} contient 'intervalle [1, 30], et est donc un sous
code du BCH de distance construite 31. Nous verrons dans le chapitre 3 que ce code
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H Distance construite ‘ zéros du dual ‘ CU + L ‘ Schaub H
3 [1,3,5,7,9,11,13,15,19,21,23,27,29,31,43,47,55| 64 64
5 [1,3,5,7,9,11,13,15,19,21,23,27,29,43,47,55] 56 56
7 [1,3,5,7,9,11,13,15,19,21,23,27,29,43,55] 48 48
9 [1,3,5,7,9,11,13,19,21,23,27,29,43,55] 32 40
11 [1,3,5,7,9,11,13,19,21,23,27,29,43] 24 32
13 [1,3,5,7,9,11,13,19,21,23,27,43] 16 30
15 [1,3,5,7,0,11,13,19,21,27,43] 16 28
19 [1,3,5,9,11,13,19,21,27 43] 12 22
21 [1,3,5,9,11,13,19,21,43] 12 20
23 [1,3,5,9,11,13,19,21] 12 16
27 11,3,5,9,11,19,21] 12 14
29 [1,3,5,9,11,21] 8 14
31 1,3,5,9,21] 8 12
43 [1,5,9,21] 6 8
47 [1,5,9] 6 8
55 [1,9] 6 6
63 1] 4 4

La distance contruite est celle du BCH dont on étudie le dual.
0 n’est pas indiqué dans ’ensemble des zéros du dual.
CU+L désigne le résultat de I'application de la borne théorique.

Schaub est la borne obtenue par le méthode de Schaub.

Table I1.2 : Borne obtenue pour la distance minimale par ’algorithme de Schaub, en longueur
127.
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Longueur 255

Distance construite zéros du dual CU + L | Schaub

3 [1,3,5,7,9,11,13,15,17,19,21,23,25,27,29,31,

37,39,43,45,47,51,53,55,59,61,63,85,87,91,95,

111,119] 128 128

5 [1,3,5,7,9,11,13,15,17,19,21,23,25,27,29,31,

37,39,43,45,47,51,53,55,59,61,85,87,91,95,
111,119] 112 112

7 11,3,5,7,9,11,13,15,17,19,21,23,25,27,29,31,
37,39,43,45,47,51,53,55,59,61,85,87,91,111,119] 96 96

9 11,3,5,7,9,11,13,15,17,19,21,23,25,27,29,37,
39,43,45,47,51,53,55,59,61,85,87,91,111,119] 80 86

11 11,3,5,7,9,11,13,15,17,19,21,23,25,27,29,37,
39,43,45,47,51,53,55,59,61,85,87,91,119] 64 64

13 11,3,5,7,9,11,13,15,17,19,21,23,25,27,29,37,
39,43,45,47,51,53,55,59,85,87,91,119] 48 64

15 11,3,5,7,9,11,13,15,17,19,21,23,25,27,29,37,
39,43,45,51,53,55,59,85,87,91,119] 32 60

17 11,3,5,7,9,11,13,17,19,21,23,25,27,29,37,39,
43,45,51,53,55,59,85,87,91,119] 24 42

19 11,3,5,7,9,11,13,17,19,21,23,25,27,29,37,39,
43,45,51,53,55,59,85,87,91] 24 42

21 [1,3,5,7,9,11,13,17,19,21,23,25,27,29,37,39,
43,45,51,53,55,85,87,91] 24 40

23 11,3,5,7,9,11,13,17,19,21,23,25,27,29,37,39,
43,45,51,53,55,85,91] 24 32

25 [1,3,5,7,9,11,13,17,19,21,23,25,27,37,39,43,
45,51,53,55,85,91] 24 32

27 [1,3,5,7,9,11,13,17,19,21,23,25,27,37,39,43,
45,51,53,85,91] 24 32

29 [1,3,5,7,9,11,13,17,19,21,23,25,27,37,43,45,
51,53,85,91] 16 28

31 [1,3,5,7,9,11,13,17,19,21,25,27,37,43,45,51,
53,85,91] 16 26

37 [1,3,5,9,11,13,17,19,21,25,27,37,43,45,51,53,
85,91] 12 22

La distance contruite est celle du BCH dont on étudie le dual.
0 n’est pas indiqué dans I’ensemble des zéros du dual.
CU+L désigne le résultat de 'application de la borne théorique.

Schaub est la borne obtenue par le méthode de Schaub. “?” signifie que la méth-
ode ne s’est pas arretée, car le code possédait trop de sous-codes.

Table I1.3 : Borne obtenue pour la distance minimale par ’algorithme de Schaub, en longueur

255.
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Longueur 255 (suite)

Distance construite zéros du dual CU + L | Schaub
39 [1,3,5,9,11,13,17,19,21,25,27,37,43,45,51,53,

85] 12 22
43 [1,3,5,9,11,13,17,19,21,25,37,43,45,51,53,85] 12 20
45 11,3,5,9,11,13,17,19,21,25,37,43,45,51,85] 12 20
47 [1,3,5,9,11,13,17,19,21,25,37,43,51,85] 12 16
51 [1,3,5,9,11,17,19,21,25,37,43,51,85] 12 16
53 [1,3,5,9,11,17,19,21,25,37,43,85] 12 16
55 [1,3,5,9,11,17,19,21,25,37,85] 12 ?
59 [1,3,5,9,11,17,19,21,37,85] 12 ?
61 11,3,5,9,11,17,21,37,85] 8 ?
63 [1,3,5,9,17,21,37,85] 8 ?
85 [1,5,9,17,21,37,85] 6 ?
87 11,5,9,17,21,37] 6 ?
91 [1,5,9,17,37] 6 ?
95 [1,5,9,17] 6 ?
111 [1,9,17] 6 ?
119 [1,17] 4 ?
127 1] 4 ?

La distance contruite est celle du BCH dont on étudie le dual.

0 n’est pas indiqué dans ’ensemble des zéros du dual.

CU+4+L désigne le résultat de application de la borne théorique.

Schaub est la borne obtenue par le méthode de Schaub. “?” signifie que la méth-
ode ne s’est pas arretée, car le code possédait trop de sous-codes.

Table I1.4 : Borne obtenue pour la distance minimale par ’algorithme de Schaub, en longueur

255 (suite).
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Différentes longueurs pour les duaux de BCH
Longueur Distance construite Schaub
511 3 255
511 5 239
511 7 215
511 9 179
511 11 128
1023 5 479
1023 7 445
1023 9 356
1023 11 256
1023 13 256
1023 15 256

Table I1.5 : Borne de schaub pour les “petits” duaux pour des longueurs plus grandes.

BCH contient des mots de poids 32. Cela ne suffit pas, car I(D’) = I[(BCH (31))U{43},
donc I(BCH(31)) C I(D'), et D" est un sous code du code BCH(31), et les mots
de poids 32 du code BCH ne sont pas nécessairement dans D’. Cependant, dans le
chapitre 3, nous verrons que les mots de poids minimum du code BCH vérifient la

relation supplémentaire A4z = 0, et donc sont dans D’. La distance minimale de D est
bien 32.

e 0 =15, dg = 28. Nous avons trouvé les idempotents suivants, dont nous donnons les
polynomes localisateurs :

ZB 4 (A + D) 2% 4 (Agr + 1) 2%+ 2% 4 22 4 A Z% + A Z%% + (A + 1) 2%
+ (A + 1)ZY + A 28 + Ar 29+ 25 + 21 + 20 + (Ayr + 1) 28
+ (Agr+1)Z24 4+ 1
ou Ay = 0 ou 1. Si Agz = 0 le mot est dans le sous-code défini par la seule relation
supplémentaire A4z = 0, sinon le mot n’est pas dans un sous-code. Nous avons aussi
obtenu un idempotent de polynome localisateur
I8+ 7+ 70+ 2P+ 7B 4+ 22+ 2+ 2+ N+ 25+ 2+ 77+ 1,
Ce dernier est dans le sous-code défini par les relations supplémentaires A5 = 0, A4y =

0, A55 = 0.

e ) =19, dg = 22. On obtient un idempotent de poids 22. Ce mot est de plus dans le
sous-code défini par les relations supplémentaires Ao = 0, A3; = 0, et Agz = 0. Son
polynome localisateur est

Z22+Z20+Z18+Z17+Z13+Z10+Z8+Z7+Z6+1.

e Pour les autres valeurs de ¢, nous n’avons pas obtenu de résultats exacts sur la distance
minimale.
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4 Longueurs plus grandes

Le principal probleme qui se pose dans cette étude algébrique des mots de poids minimum
des codes cycliques proposée ici est la grande complexité des algorithmes de calcul de base
standard. Nous avons vu, par exemple, que dés la longueur 127 les résultats ne pouvaient
étre obtenus, dans le cas des duaux de BCH.

Nous expliquons ici deux alternatives qui se présentent pour étudier un code cyclique
C de grande longueur. La premiere méthode est d’utiliser des heuristiques, comme celles
dégagées en 1. 3, en espérant découvrir des relations que la technique des bases standards
n’établit pas. La deuxieme méthode est de déterminer une forme nécessaire des polynomes
localisateurs de mots de poids minimum de C'. Cette expression dépend d’un certain nombre
de coefficients du polynome de Mattson-Solomon. Si ce nombre est petit, et la taille du corps
pas trop grande, alors une recherche exhaustive est envisageable.

Nous présentons ces deux méthodes a travers deux exemples. Le premier exemple traite de
deux codes BCH de longueur 255, dont la distance minimale était inconnue. Ce travail a été
effectué avec P. Charpin et N. Sendrier. Le deuxieme exemple est une classe de codes cycliques
étudiées par van Lint et Wilson dans [vLW86a]. Les auteurs établissaient la distance minimale
de tous les codes de cette famille, sauf pour trois longueurs. Une recherche exhaustive nous
a permis de déterminer la distance minimale de ces codes.

4.1 Deux codes BCH de longueur 255

Nous avons pu traiter deux exemples de codes BCH en grande longueur (255), pour lesquels
nous avons pu obtenir la vraie distance minimale. C’était les deux derniers codes BCH de
cette longueur dont la distance minimale était inconnue (voir [WS86][table 9.1, page 267]).
La méthode de calcul bases standards devient impraticable avec la puissance actuelle dont
nous disposons.

La premiere preuve de ces résultats a été obtenue avec P. Charpin et N. Sendrier [ACS92],
mais les preuves présentées ici sont plus simples.

Nous donnons les résultats.

Théoreme I1.10 La distance minimale du code BCH primitif au sens strict de distance
construite 61 de longueur 255 est 63. La distance minimale du code BCH primitif au sens
strict de distance construite 59 de longueur 255 est 61.

Les preuves de ces résultats sont reportées en appendice A. Nous attirons 'attention des
spécialistes des bases standards sur la preuve de la contradiction pour le BCH de distance
construite 59, qui utilise la technique de réduction de polynomes, combinée avec nos méthodes
heuristiques.

4.2 Recherche exhaustive

Lorsque la longueur des codes devient tres grande, un tel traitement symbolique devient
impossible. Une méthode possible est de déterminer le polynome localisateur des mots de
poids minimum, en trouvant une forme nécessaire au polynome localisateur des mots de poids
minimum, en fonction d’un nombre minimum de fonctions puissances A;. La deuxieme étape
est alors de construire effectivement des polynomes localisateurs en donnant des valeurs aux
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fonctions puissances qui apparaissent dans le polynome localisateur, et en testant s’il s’agit
effectivement d’un polynome localisateur.

Le systeme de calcul formel Axiom permet facilement de calculer effectivement dans le
corps finis (non premiers). De cette maniere, nous avons pu déterminer les cas restants du
probleme soulevé dans [vVLW86a]. Cette étude a déja été exposée dans [ACS90]. Cet exemple
est simple et illustre bien la méthode.

Il s’agit de la famille des codes C,, cycliques de longueur 2™ —1 et de zéros o' et a. Van
Lint et Wilson démontrent le théoreme suivant :

Théoréme 11.11 Le distance minimale de C,, est strictement inférieure a 5 sauf pour les
cas éventuels m =5, m =11, m =13, m = 17.

Dans le cas m = 5, ils établissent que la distance minimale est 5. Les cas indéterminés
demeurent m = 11, m = 13, m = 17.
La borne de Hartmann-Tzeng permet d’établir que la distance minimale § est supérieure
ou égale a 4. Nous allons prouver dans ces trois cas que la distance minimale est 4.
Supposons qu’il existe un mot x de poids 4, et considérons son polynome localisateur
0.(Z):
0.(2) =14+ 012 + 02 2% + 03 2% + 0, 7% .

Et les fonctions puissances vérifient A; = A7 = 0.
Les Identités de Newton donnent :

(Zdl) Al +o01=0 - 01 = 0
(ng) A3+O'3 =0 — 03 = Ag
(Zd5) : A5 + AgO’Q =0 — 09 = A5/A3
(Zd7) A50'2 + A30'4 =0 = o4= O'%

Puisque 3 est premier a 2'' — 1, 213 — 1, et 2!7 — 1, nous pouvons supposer que As = 1.
Nous avons donc a déterminer s’il existe un mot du code dont le polynome localisateur a la
forme

0.(Z) =1+ A 2%+ 73 + A2Z*. (IL5)

Pour un tel polynome, la condition nécessaire et suffisante pour qu’il soit effectivement
un polynome localisateur est qu’il ait quatre racines distinctes dans Ebm, m = 11, m = 13,
m =17, c’est-a~dire 0(Z) | Z" =1, n=2" -1, m =11, m = 13, m = 17.

Plutot que de calculer par l'algorithme d’Euclide le reste de la division de Z™ — 1 par
o(Z), nous calculons Z2" mod 0, (Z) par carrés successifs. Le test est alors

Z*" mod 0,(Z) = Z

Pour diminuer le nombre de calculs a effectuer dans un corps fini, nous faisons le change-
ment d’indéterminée Z2? « AsZ2, ce qui nous amene a rechercher des polynomes de la
forme :

0.(2)=1+2*+YZ*+ 7%,
ouyY = A5_% .
Nous donnons trois mots dans les trois cas m = 11, m = 13, m = 17. Dans les trois cas

nous avons u = X mod P(X) ot P est un polynéome irréductible de degré m = 11, m = 13,
m = 17, explicité a chaque fois.
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e Casm=11:
Bu =BX]/ (X" +X?2+1), u=Xmod (X" + X? 4+ 1)
On trouve un polynome localisateur dont les racines sont

0(660, 0(487, Oé1769’ a1178

Le mot x dans B[X]/(X! — 1) est donc X7 4 X660 4 X178 4 X1769,
Cas m =13 :

B =BX]/(XP+X*+ X+ X +1), u= X mod (X®+ X*+ X3+ X +1)
On trouve un polynome localisateur dont les racines sont
a0, 08399 (2735 6454
Le mot est x = 1 + X039 4 X275 4 X6454
e Cas m=17:
B = BX]/ (X" +X*+1), u=X mod (X" + X34 1)

On trouve un polynome localisateur dont les racines sont

a124733’ CY58930, a88726’ a120824

Le mot est x = X 124733 4 X58930 4 x88726 | x120824

Proposition I1.8 Les codes cycliques de longueur 21t — 1, 213 — 1, 217 — 1, de zéros 1 et 7
sont de distance minimale 4.



Chapitre 111

Mots de poids minimal des codes
cycliques

Le chapitre précédent introduisait une méthode d’investigation des mots de poids minimal des
codes cycliques, étant donné un code cyclique. C’est-a-dire qu’il est possible de transformer
un probleme d’existence de mots de faible poids dans un code cyclique en un probleme de
résolution de systeme algébrique.

Dans ce chapitre, nous utilisons les équations de Newton et la possibilité de déterminer
les fonctions symétriques en fonctions de fonctions puissances, d’'une maniere théorique et
non plus pour des exemples particuliers. Ceci nous permet de dégager un résultat général
sur les mots de poids minimal des codes BCH(2™ — 1,6 = 2™ 2 — 1), c’est-a-dire que
les mots de poids minimal de ces codes sont les mots dont ’ensemble des localisateurs
est un sous-espace vectoriel de dimension m — 2, privé de 0. Ce résultat est nouveau et
permet de mieux situer le groupe d’automorphisme des BCH (2™ — 1,5 = 2™2 — 1) bien
qu’il ne soit pas encore completement déterminé. Cette propriété était connue dans le cas
des BCH(2™ — 1,6 = 2™ ! — 1), qui sont des codes de Reed et Muller dont les mots de
plus petits poids sont connus. Nous montrons que ce résultat ne se généralise pas pour des
BCH(2™ — 1,6 = 2" — 1) avec h quelconque, et il semble difficile de déterminer la structure
des mots de poids minimal dans ces cas-la.

La premiere partie de ce chapitre est un ensemble de rappels sur les polynomes linéarisés.
La structure de ces polynomes est liée a celle de I'ensemble de leurs zéros, qui est un sous-
espace vectoriel. Ces polynomes permettent de construire des mots de poids minimal des
codes BCH(2™ — 1,6 = 2" —1).

Pour cette construction, nous utilisons un lemme pour caractériser les polynomes lo-
calisateurs de certains mots des codes BCH au sens strict. Nous ferons une digression, en
utilisant ce lemme pour déterminer quels codes BCH voient leur distance minimale égale a
leur distance construite, et tels qu’il existe un mot de poids minimal qui soit un idempotent.

Enfin, dans la partie 3, nous prouverons le résultat annoncé (théoreme I11.6), et étudierons
un contre exemple, le cas des BCH de distance construite 7.

1 Polynomes linéarisés

Le but de cette partie est de parvenir a démontrer que les polynomes linéarisés sont exacte-
ment ceux dont I’ensemble des zéros est un espace vectoriel. L’exposé qui suit est emprunté
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a [PJ86][ch. 6.8], et ce sont des rappels.

1.1 Définitions

Nous établissons quelques rappels.

Définition III.1 Par définition, un polynome L(Z) € Em[Z] est un polynéme g-linéarisé si
et seulement si

l .
L(Z) =Y 1;z7.
=0

Soit f(Z) = Y3_ya;Z, on note f(Z) le g-lindarisé associé a f(Z), défini par
£(2) =Y az?.
i=0

On dira aussi que f(Z) est le g-associé conventionnel de f (Z).

La terminologie de polynome g-linéarisé vient du fait que de tels polynomes sont des
E;-applications linéaires de E;». En particulier I’ensemble de leurs zéros est un E, sous-espace
vectoriel de Eym. Plus précisément :

Propriété I11.1 Soit L(Z) un polynome q-linéarisé. Alors l'ensemble des zéros de L(Z) est
un E,-sous-espace vectoriel de Eym, et L(Em) est aussi un E, sous-espace vectoriel de Em.

1.2 F,-sous-espaces vectoriels de F~

Théoreme IIL.1 Toute F,-application linéaire de Fpm peut se représenter d’une maniere
unique sous la forme f(L), ou L est l'automorphisme de Frobenius: L([3) = 39, et f est un
polynome de Fym|[Z], de degré inférieur ou égal a m — 1.

Preuve :

Le nombre d’applications Fj-linéaires de Fym est g™, et de méme, le nombre de polyno-
mes de Fym[X]| de degré inférieur ou égal m —1 est aussi g™ . Pour montrer que application
qui a p(X) associe p(L) est injective, il suffit de montrer que seul le polynome nul donne
I’application linéaire nulle.

Soit f(X)=ap+ a1 X +... +asX? avec s < m.

VB € Eym, f(L)B=0= a8+ a1 +... +a,B87 =0. (IIL.1)
Or ¢° < q™, et un polynome non nul de degré ¢° ne peut avoir plus de ¢° racines. Donc

f=o.

O

Corollaire III.1 Tout Fj-sous-espace vectoriel de Fym peut étre vu comme l'ensemble des
zéros, ou l'ensemble des images d’un polynome de la forme f(X).

Cela ne suffit pas, car nous voulons montrer qu’un polynéme dont I’ensemble des zéros
est un sous-espace vectoriel est un polynome linéarisé.
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1.3 Un anneau non commutatif

On considere Fym[X]| muni de la loi de multiplication * suivante, définie sur les monomes,
étendue par linéarité :
X'xX = X
Xx*xa = a'X.

Alors (Fym[X],+,*) est un anneau non commutatif. La multiplication ainsi définie corre-
spond a la composition des opérateurs linéaires associés :

[f(X) % g(X)]x=1 = f(L) o g(L),

ou L désigne I'automorphisme de Frobenius : 2 +— x9. Cet anneau est muni d’une division
euclidienne a gauche.

Théoréme II1.2 Soient f(X), g(X) dans Fm[X], g(X) # 0. Il existe alors un unique
couple de polynomes (s(X),r(X)) de Fym[X] tels que

F(X) = s(X) * g(X) +r(X), deg(r) < deg(g).
Corollaire II1.2 Tout idéal a gauche de (Fym[X],+,*) est principal.

Théoreme II1.3 Soit V un F,-sous-espace vectoriel de Fym, de dimension k, et L 'auto-
morphisme de Frobenius de Fym sur E,. Il existe un unique Fy-sous-espace vectoriel U, de
dimension n — k, et un unique couple de polynomes g(X) et h(X) respectivement de degré k
et n — k, tels que

V =kerg(L), U =kerh(L),
U=Img(L), V =Imh(L).

De plus g(X) et h(X) vérifient
X" —1=g(X)xh(X) =h(X)*g(X).
Preuve : Soit V' un Fj-sous-espace vectoriel de Fym, de dimension k, et soit

I={f(X) € Fm[X]| S(L)(V) = {0}}.

Alors I est un idéal a gauche de Fm[X], I # {0} car I contient X™ — 1. D’apres
le corollaire III.1, il existe un polynome f(X) tel que les zéros de f(z) sont exactement les
éléments de V. Soit g(X) le générateur de I, alors il existe f1(X) tel que f(X) = f1(X)*g(X),
et :

filL)og(L)(B) =0<= B eV,
ce qui implique que les zéros de g(L) sont exactement les éléments de V', et ker g(L) = V.
De plus comme X™ — 1 € I, il existe h(X) tel que X™ — 1 = h(X) % g(X). Or le monoéme
X™ commute avec tout polynome, donc

g(X)* (X" =1) = g(X)*h(X)=*g(X)
= (X" =1)xg(X).
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Comme l'anneau (Fym[X], +, %) ne possede pas de diviseurs de zéro, on en déduit :
g(X)*xh(X)=h(X)*xg(X)=X" -1 (I11.2)

Soit maintenant U = g(L)(F,m). Le sous-espace U est un F,-sous-espace vectoriel de dimen-
sion n — k, et h(L)(U) = {0} en vertu de la relation IIL.2. Donc deg h(X) > m — k, et de
méme, deg §(X) > k. L’équation (II1.2) donne deg g(X) = k, deg h(X) =n — k.

O

Corollaire II1.3 Soit V' un E,-sous-espace vectoriel de Epn, alors le polynome

[[(X =0

veV

est un polynome q-linéarisé.

2 Mots de poids minimum de certains codes BCH

Nous rappelons un lemme utile pour caractériser les polynomes localisateurs des mots de code
BCH. Ce lemme nous permet de prouver que la distance minimale des codes BC'H (2™ —
1,2" — 1) est 2"1. Nous utiliserons ensuite ce lemme pour étudier des codes BCH tels que
leur distance minimale est atteinte par un idempotent.

2.1 Un lemme

Les équations de Newton donnent une condition nécessaire et suffisante facile pour qu’un
polynome localisateur soit le polynome localisateur d’'un mot d’'un code BCH.

Lemme II1.1 ([WS86][lemma 4, page 260]) Soit ¢ = p™, p premier, et soit le polyno-
me 0(Z) = Y 0. 2" € Em|Z]. Alors 0(Z) est le polynome localisateur d’un mot dont les
composantes sont 0 ou 1, appartenant au code BCH de longueur n et de distance construite
0 si et seulement si les conditions suivantes sont vérifiées :

1. les zéros de o(Z) sont des racines n-iémes distinctes de ['unité.
2. pour 1 <1 <46, sip ne divise pas i, alors o; = 0.

Preuve : Si 0(Z) est le polynome localisateur d'un mot a du BCH de distance construite 6,
alors les fonctions puissances symétriques des localisateurs de a vérifient A; =0, 1 <1 < 4.
La forme triangulaire des équations de Newton (voir chapitre 1, partie 1, équation 1.2)
devient alors

10, =0, 1<1i<§,

donc 0; =0,s1 1 <i<4d—1, et pne divise pas 1.

Réciproquement, soit o(Z) vérifiant les conditions 1 et 2 de I’énoncé, et soient Xy, ..., X,
les inverses des zéros de o(Z). Ce sont bien les localisateurs d’un mot de longueur n, et de plus
les fonctions puissances symétriques des X; vérifient A; =0, 1 <i < — 1, par récurrence.

O

De cette maniere nous pouvons établir 'existence de mots de poids minimum pour une

certaine classe de codes BCH.
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Théoréme II1.4 La distance minimale du code BCH primitif au sens strict sur F,, de
longueur n = q™ — 1 et de distance construite ¢" — 1 est g" — 1.

Preuve : On trouve des mots de poids ¢" —1 de la maniere suivante. Soit H un E-sous-espace
vectoriel de dimension h de Em, et soit les polynomes o(Z) et I(Z) définis comme suit :

o(2)= 11 (U-y2), U2)=]](Z-w.

yEH,y#0 yeH

Alors on a la relation suivante entre h(Z) et I(Z) :
0(7) = ZCadun 7=ty — 74" (771,

Or [(Z) est un polyndéme linéarisé, il s'écrit [(Z) = 0, 1,29 . Donc o(Z) a la forme :

h .
o(Z2)=2z"1z"Y = 273 1,277
=0

- fj 1,297
=0

Le polynéme o(Z) vérifie les conditions 1 et 2 du lemme III.1. Donc on a bien trouvé des
mots de poids minimal des BCH de longueur ¢ — 1 et de distance § = ¢" — 1, en considérant
des mots dont les localisateurs sont linéarisés.

O

Des prolongements de tels résultats ont été décrits dans [KL72], et repris dans [PJ86].

2.2 Recherche d’idempotents

Le lemme III.1, que nous venons de voir, peut étre mis en ceuvre pour rechercher des codes
BCH dont la distance minimale est égale a la distance construite. Nous nous plagons dans
le cas des codes binaires.

Nous formulons la proposition suivante, qui illustrera notre démarche.

Proposition IT1.1 Soit § un entier impair. S’il existe un polynome o(Z) = oo+ -+ 0y, 2"
dans B[Z] tel que
d=dego € {6,0+1}
og=00=1 (I1L.3)
0, =0, 1<1i<9, i impair,

qui est scindé dans Fym alors le code BCH de longueur 2™ — 1 et de distance construite ¢
est bien défini, et contient un mot idempotent de poids d. Réciproquement si le code BCH
de longueur 2™ — 1 de distance construite 6 contient un idempotent de poids § ou § + 1, le
polynome localisateur de ce mot vérifie les conditions I11.5.

La distance minimale du BCH de longueur 2™ — 1 de distance construite § est alors 6.

Preuve : La réciproque est immédiate. Soit un polynéme o(Z) vérifiant I11.3. On a ¢'(Z) =
771 et donc ged(0(Z),0'(Z)) = 1, car 0 n’est pas racine de o(Z) (0y = 1). Les racines de
o(Z) sont toutes dans Ej. et sont distinctes. D’apres le lemme II1.1, 0(Z) est le polynome
localisateur d'un idempotent de poids w du BCH de longueur 2™ —1 de distance construite 9.
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Si dego(Z) = 9, alors cet idempotent est de poids minimum et la distance minimale du
BCH est 6. Si dego(Z) = § + 1, alors le code BCH contient un mot de poids § + 1 et donc
un mot de poids ¢, en vertu du corollaire I1.2 du chapitre 2.

O

Plutot que de chercher dans un code BCH d’une longueur primitive n = 2™ — 1 donnée,
de distance construite 6 donnée, un mot de poids d, on cherche pour un mot donné de poids
0 la longueur pour laquelle le BCH de distance construite ¢ contient ce mot. Se donner un
mot, lorsque la longueur est inconnue, revient a se donner un polynome localisateur.

e On se donne un polynéme localisateur (7)), de coefficients 0 ou 1, de degré d, vérifiant
0;,=0,1<i<6,p-1.

e On calcule m tel que K = Em est le corps de décomposition de o(Z).

e Alors le code BCH de longueur 2™ — 1 et de distance construite 0 admet pour vraie
distance minimale J, et le poids § est atteint par un idempotent.

Calculer le corps de décomposition d’un polynome sur Fy est tres facile, et peut étre
programmé en langage C. Ceci permet de tester un grand nombre de polyndmes localisateurs.
On peut se donner 4, et construire tous les polynomes vérifiant la condition 2 du lemme III.1
de degré 6 ou § + 1, qui sont au nombre de 2(0+1)/2,

Nous présentons un algorithme simple de calcul du degré du corps de décomposition
d’un polynéme dans E[Z] sans facteurs multiples. Rappelons que le polynéme o(Z) est
scindé & racines simples dans Fom si et seulement si o(Z) | Z2" — Z. Trouver le corps de
décomposition de o(Z) revient & chercher m minimal tel que o(Z) | Z*" —Z. Une méthode est
de calculer Z? mod o(Z),...,Z* mod o(Z),... par élévations successives au carré, jusqu’a
ce que Z* = Z mod o(Z).

Cet algorithme, simple et efficace s’est avéré moins rapide que I'algorithme suivant.

INPUT:  Un polynome sans facteurs multiples 0(Z) dans E[Z]
1. s50(2) = 0(Z), po(2) = Z

pis1(Z) = pi(Z)’ mod s,(Z)
2. pour i > 0, tant que s;(Z) # 1, rin(Z) = ng((gi)(Z)val(Z) —7Z)
sald) = 2

3. Soit I ={i,1 <i<ig|ri(Z)# 1}, olig est le plus petit index tel que s;,(Z) = 1.

ouTPUT: ppem([])

Cet algorithme est en fait le méme que le précédent, a cette différence pres les facteurs
irréductibles de o(Z) se décomposant dans E: sont 6tés au fur et a mesure.

Lemme II1.2 Pour tout i, 1 <i <iq, p;(Z) = Z* mod s;_1(Z).
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Preuve : Pour i =1, pi(Z) = po(Z)? mod s¢(Z) = Z* mod s¢(Z).
‘Supposons que pour ¢’ < ¢ nous avons p;(Z) = Z* mod s;_1(Z), cest-a-dire p;(Z) =
ZQI + )\Z'(Z)Si_l(Z), alors

pit1(Z) = pi(Z)’ mod si(Z)
= (Z? +Xi(2)s8i-1(Z))? mod s4(Z)
= (Z?Z + X(2)ri(Z)s:(Z))? mod s;(Z)
= 7% mod s;(2)

|

Lemme II1.3 Pour tout i, 1 < i <ig, s;(Z) est le produit des facteurs irréductibles de o(Z)
de degré > 1.

Preuve : Sii = 1, alors ri(Z) = pged(a(Z),Z? — Z) et s1(Z) = o(Z)/ri(Z) ne contient
aucun facteur irréductible sur I de degré inférieur ou égal a 1. Supposons I'énoncé vrai pour
i" < i, alors 5;(Z) = s;_1(Z)/ri(Z), avec r;(Z) = pged(s;_1(Z), Z* — Z). Le polynome s;
n’a que des facteurs irréductibles de degré > i, et les facteurs irréductibles de degré i de s;_;
sont des facteurs de r;.

O

Lemme II1.4 Pour tout i, 1 < i <ig, r;(Z) est le produit des facteurs irréductibles de degré
i deo(Z).

Preuve : En effet r;(Z) = s;_1(Z)/s:(Z).
O

Proposition II1.2 L’algorithme présenté ci-dessus s’arréte et retourne le degré du corps de
décomposition de o(Z).

Preuve : Soit 0 le degré du polynéme o(Z). Alors o(Z) ne contient pas de facteurs irré-
ductibles de degré > §, donc o5 = 1 et I'algorithme s’est arrété avant. De plus

U(Z): H Ti(Z)7

1=1...709

donc le corps de décomposition de o(Z) est le plus petit corps contenant les corps de dé-
composition des r;(Z), i = 1...ip. Le degré de ce corps de décomposition est exactement le
ppem des i, i = 1,...17y tel que r; # 1.
O
Ce travail a été fait avec N. Sendrier [AS93b], et une table des codes BCH dont la distance
minimale est atteinte par un idempotent a pu étre compilée, voir la table II1.2. L’algorithme
de calcul du corps de décomposition est tres proche de la factorisation en degré distincts
(distinct degree factorize [Mig89], ou le fichier ddfact.spad de la librairie Axiom).
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H Données ; Un polynome S dans E[Z], sans facteurs multiples. H

H Sortie : m tel que le corps de décomposition de S est Eom. H
1:=0; s[0]:= S; p[0]:= Z; I:= {}
tant que s[i| # 1 faire

pli+1] := p[i] ( mod si] )

r[i+1] := ged(sli],p[i]-Z)

s[i+1] := sli] / r[i+1]

= i+1

sirfi] # lalors :=I Ui
retourner(ppcm(I))

Table III.1 : Algorithme du degré du corps de décomposition d’un polynome sans facteurs
multiples

Commentaires sur la table II1.2 Dans la table sont rassemblés les degrés des corps
de décomposition obtenus par 'algorithme, et qui sont les minimaux pour la relation de
divisibilité : en effet si 0(Z) de décompose dans Em, alors o(Z) se décompose dans tout E,./
ou m’ est un multiple de m.

m=9, n=>511

e Pour 6 € {3,7,13,15,17,19,21,27,31,35,39,45,47}, le code BCH (511,4) admet
un idempotent de poids ¢ ou § + 1.

e Pour ¢ € {5,9,11,23,25}, le code BCH(511,6) admet un mot de poids .

e Pour ¢ € {29,37,41,43}, la véritable distance minimale est inconnue.
m=10, n=1023

e Pour § <49, ¢ # 43, le code BCH(1023,¢) admet un idempotent de poids ¢ ou
0+ 1.

e La véritable distance minimale du code BC'H (1023, 43) est inconnue.

Principalement on remarque que beaucoup de codes BCH ont leur distance minimale
égale a leur distance construite et atteinte par un idempotent.

3 Probleme réciproque

Nous revenons au probleme des mots de poids minimum des codes BCH de longueur 2™ — 1
de distance construite 2" — 1. Dans la section précédente, nous avons vu que ces codes
admettaient des mots de poids 2" — 1, ces mots étant ceux dont I’ensemble des localisateurs
formaient un espace vectoriel privé de 0 (théoreme I11.4). Nous nous intéressons au probleme
suivant : existe-t’il d’autres mots de poids minimum des codes BCH de distance construite
2" — 1, que ceux dont le support est un espace vectoriel ?

Nous prouvons qu’il n’y a pas d’autres mots de poids minimum dans les cas ou la distance
construite est 21 — 1, et 22 — 1. Le cas 2™ ! — 1 était déja connu, puisque le code
BCH(2™ — 1,271 — 1) est le code de Reed et Muller d’ordre 1.
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3123

514,56

713,4,7,10

9 186,8,9,10, 14, 15, 21

11 |5, 6,8, 11, 21, 28

13| 8, 9, 10, 12, 13, 14, 21, 22, 33, 35

15 | 4, 5, 6, 7, 9, 26, 33, 39

17 | 8,9, 10, 12, 14, 15, 17, 21, 35, 39, 44, 52, 55, 65, 66, 77

19 | 8,9, 10, 12, 15, 19, 21, 28, 34, 35, 39, 51, 52, 65, 66, 77, 91

2116,7,8,9,10, 11, 15, 38, 51, 57, 68, 85

236, 8, 10, 11, 14, 15, 21, 23, 35, 51, 52, 57, 65, 68, 76, 85, 95, 117, 119

25 | 8,10, 12, 13, 15, 18, 21, 22, 25, 28, 33, 46, 57, 68, 69, 76, 77, 95, 102, 119, 133, 153

27 1 6,7,8,9, 10, 13, 15, 33, 44, 55, 68, 69, 76, 85, 92, 115, 187

5 | 1012, 14, 15,16, 18, 21, 25, 26, 27, 29, 35, 30, 44, 66, 68, 69, 76, 77, 92, 05, 99, 102
114, 115, 153, 161, 171, 187, 209, 221, 715

31| 5,6, 8,9, 14, 21, 31, 39, 44, 52, 58, 77, 87, 92, 119, 161, 209, 221, 247, 374, 561

33 10, 11, 12, 15, 16, 17, 18, 21, 27, 28, 39, 52, 62, 76, 87, 91, 92, 93, 95, 114, 115, 116,
133, 138, 145, 171, 175, 207, 247, 322

55 | 9 10, 12,114,115, 16, 17, 21, 22, 25, 33, 35, 52, 65, 77, 78, 87, 91, 92, 93, 95, 114, 116,
124, 138, 143, 145, 152, 155, 203, 253, 299, 494, 741

37 8, 10, 12, 14, 15, 18, 19, 21, 27, 33, 34, 37, 44, 51, 52, 55, 65, 77, 78, 92, 93, 115, 116,
117, 119, 124, 138, 143, 155, 161, 174, 175, 203, 207, 217, 261, 299, 506

5 | & 9,10, 12,13, 15, 19, 21, 25, 28, 33, 35, 44, 51, 55, 68, 74, 77, 85, 111, 115, 116, 119,
124, 138, 145, 174, 186, 187, 217, 319, 322, 391, 406
10, 12, 14, 15, 16, 18, 21, 25, 26, 27, 35, 38, 39, 41, 44, 51, 57, 65, 66, 68, 77, 91, 99,

41 | 111, 116, 119, 124, 133, 138, 148, 155, 174, 184, 185, 186, 207, 209, 261, 279, 319, 341,
374, 377, 391, 437, 759, 1615, 2431
7.8, 11, 12, 15, 18, 20, 27, 39, 43, 50, 52, 57, 65, 68, 76, 82, 85, 95, 102, 111, 115, 116,

43 | 123, 124, 138, 145, 148, 153, 174, 185, 186, 207, 221, 261, 279, 310, 377, 403, 437, 782,
1173

A5 8,9, 10, 11, 12, 14, 15, 21, 23, 25, 35, 39, 52, 57, 65, 68, 76, 85, 86, 91, 102, 119, 123,
124, 129, 133, 145, 148, 155, 164, 174, 186, 205, 217, 222, 247, 259, 403, 442, 493, 754
8,9, 10, 12, 15, 21, 22, 23, 28, 33, 35, 47, 52, 55, 68, 76, 77, 78, 91, 95, 102, 114, 119,

47 | 123,129, 133, 143, 148, 155, 164, 172, 174, 185, 186, 205, 215, 221, 222, 287, 325, 407,
425, 434, 493, 494, 518, 527, 551, 741, 806, 1131, 1209, 1885, 3553
10, 12, 14, 15, 16, 18, 21, 25, 27, 33, 35, 44, 46, 49, 52, 55, 65, 68, 69, 76, 78, 85, 94,

4o | 95102, 114, 117, 119, 129, 141, 143, 145, 148, 153, 164, 171, 172, 174, 186, 187, 203,

209, 215, 222, 232, 246, 248, 261, 279, 287, 299, 301, 333, 369, 407, 442, 481, 527, 551,
589, 663, 741, 986, 1131, 1209, 1479, 1771, 2387, 3059, 4199

Table I11.2 : Quelques codes BCH (2™ — 1,0) dont la distance est 4, atteinte par un idem-
potent.
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3.1 CasduBCH(n=2"-1,=2""1_1)

Nous montrons d’abord que la réciproque est vraie dans le cas n = 2™ — 1, § = 2™ 1 — 1.
Dans ce cas la, le résultat était bien connu, car le code BCH(n = 2™ —1,§ = 2™~ — 1)
est le code de Reed et Muller d’ordre 1. Nous en donnons cependant une démonstration
personnelle, qui est une introduction au cas § = 2™~2 — 1, pour lequel la démonstration est
sur le méme principe, mais beaucoup plus technique et plus longue.

Nous notons iy = 2" — 1. La proposition et le lemme suivant sont vrais pour tout h, et
nous les utiliserons donc pour h=m — 1, h=m — 2.

Proposition II1.3 Pour tout h € [2,m — 1], soit :
Jn={2"—27|j€[0,h]} (I11.4)

Soit x un mot de poids 2" — 1 et soit o(Z) = Z?io_l 07" son polynome localisateur. Alors

les localisateurs de x forment un sous-espace vectoriel si et seulement si 1 & J, = o; = 0.

Preuve : Les localisateurs de x forment un sous-espace vectoriel de dimension m — 2 privé

. . N m—2_ ~ e s e g
de 0, si et seulement si le polynome L(Z) = X [12, ~'(Z — X;) est un polynome linéarisé.
Le polynome localisateur de z est

2m72

o(2) = 27" L(Z7Y),

dont on vérifie que les seuls coefficients non nuls sont pour les exposants éléments de Jj,.
O
Montrer que les mots de poids minimum du BCH (2™ — 1,2™ 1 — 1) sont ceux dont le
support forme un espace vectoriel revient donc a montrer que o; = 0,9 & J, (h =m — 1),
pour tout mot de poids minimum du BCH (2™ — 1,2m~1 —1).
Soit 2 un mot de poids minimum du BCH (2™ — 1,2" — 1), et 0,...,0;, les fonctions
symétriques de ses localisateurs, nous formons '’hypothese H, :

H,: rellyi[etr¢gJ,=o0,=0et A, =0.

Notons que cette hypothese est vérifiée pour r impair, comme l'indique le lemme de
caractérisation des polynomes localisateurs des codes BCH (lemme III.1).

Lemme II1.5 Soit x un mot de poids minimum du BCH (2™ —1,2" — 1), et 0y,..., 04, les
fonctions symétriques de ses localisateurs. Soit r < iq, et supposons que H, est vraie pour
r’ <r. Alors

Aio-‘r?“ + AZ'OO',« =0. (1115)

Preuve : Nous numérotons les équations comme indiqué dans le chapitre 1, notation 1.
‘s .
L’équation egq; 4, est

i0
€dig+r - Aio-‘rr + Z Aio+r—k0k =0
k=1

Examinons le terme A;, . ok, pour k € [1,r[.

o Sik>ralorsig+r—Fk<ipet Ajyrr—r =0.
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e Si k < r, on distingue deux cas.

1. Si k& Jy, alors o, = 0, d’apres Hy,.

2. Sik € Jy, alors k > 2" 1 et r — k < 271, ce qui implique que r — k n’est pas
dans J,. L’hypothese H,_j implique alors que A;j4,—r = 0.

O
Nous écrirons la décomposition en base 2 d’un entier s modulo 2" — 1 de la maniere

suivante
mbits

So S1 .. Sm—1

o8 = Sg+512+ - 5,m_12""1. Les bits de poids faible sont situés a gauche, et les bits les plus
hauts nuls sont représentés. Par exemple nous écrirons, pour 2 mod 63, 2 = (0,1,0,0,0,0),
et nous dirons que 2 modulo 63 possede deux zéros consécutifs dans sa décomposition en
base 2.

Les éléments de I'ensemble de définition du BCH (2™ —1,2™~! — 1) sont alors les entiers
dans [0,2™ — 1] qui possedent au moins deux zéros dans leur écriture binaire.

Théoréme II1.5 Les mots de poids minimum du code BC'H (2™ —1,2™~1 —1) sont les mots
dont le support est un sous espace vectoriel de dimension m — 1.

Preuve : Soit x un mot de poids minimum du BCH (2™ — 1,2™1 — 1), 4 = 2m71 —
1, et o0y,...,04 les fonctions symétriques de ses localisateurs, nous allons prouver H, par
récurrence, pour ig. La premiere étape est pour r = 2. Notons d’abord que A;, # 0, car x est
un mot de poids i : si A;, = 0, alors la borne BCH entraine que le poids de z est strictement
supérieur a ¢9. L’équation eq;, 2 devient A; 12 + A;y02 = 0. Or

2 =010 0 0
io =111 10
24ig = 1 0 0 0 1

c’est a dire que 2 + iy contient plus de un “0” dans son écriture binaire, donc est dans
I’ensemble de définition du code. Donc A; 12 =0 et o9 = 0.

Supposons maintenant H,, vérifiée pour ' < r. L’équation egq; ., est A; 4+, + A0 = 0,
en vertu du lemme IIL5. II faut montrer que si r ¢ J,,_; alors A;,+, = 0. Supposons
Aiyvr # 0. Alors 4o + r est dans la classe cyclotomique de 2™~! — 1, c’est-a-dire ig + r =
(2™~ —1)2" mod 2™ — 1 pour h € [1,m].

ig+r=02""1-1)2"mod 2™ -1 = r=-2""14 142" 2" mod 2™ —1
= r:(2m_1)_2m—1+1+2h—1_2h
= r= 2m—1 + 2h—1 . 2h — 2m—1 . 2h—1
= rc Jm—l.

Donc si r n’est pas dans J,,—1 alors A;,4, =0 et 0, = 0.
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3.2 CasduBCH(n=2"—-1,=2"2_1)

Nous reprenons ici la démonstration esquissée dans [ACS91]. Une démonstration a déja
été établie dans [ACS92|, celle-ci présente 'avantage d’étre plus détaillée. Le résultat a été
redémontré par C. Carlet, en utilisant des techniques différentes [Car].

Nous établissons le théoreme suivant :

Théoréme II1.6 Les mots de poids minimum du code BCH (2™ —1,2™"2—1) sont les mots
dont le support est un sous-espace vectoriel de dimension m — 2, privé de 0.

3.2.1 Quelques points techniques

La démonstration étant assez technique et longue, nous isolons ici quelques faits dont nous
nous servirons dans la démonstration. Nous notons I ’ensemble de définition du code BCH
de longueur n = 2™ — 1, de distance construite 2™ 2 —1: I =cl(1)U---cl(2™2 — 2).

Propriété I11.2 Soit s € [0,2™ — 1], et soit (Sq,...,Sm_1) la décomposition binaire de s.
Alors s € I si et seulement si il existe k < m tel que sp = Sp41 (mod m) = 0 et 87l existe de
plus j € [0,2™ — 1] tel que s; =0, j #k,j#k+1 (mod m) .

Preuve : La décomposition en base 2 de 272 — 1 est

(1,1,...,1,0,0).
Les entiers strictement inférieurs a 22 —1 possedent donc un zéro supplémentaire dans leur
décomposition en base 2. Soit maintenant un entier s possédant deux zéros consécutifs. En
opérant une permutation circulaire sur s, on peut placer ces deux zéros en derniere position,
et §'il existe un zéro supplémentaire, alors s est inférieur & 22 — 1.

O

La propriété II1.2 signifie que s est dans [ s’il existe deux zéros consécutifs dans la
décomposition en base 2 de s, et un troisieme zéro.

Nous avons besoin de quelques lemmes sur le comportement de combinaison ai+ (7 dans
[0,2™ —1].

Lemme II1.6 Soit r € 2,273, r pair tel que ig +1 & . Alors :
200+ 3rel etig+3rel.
Preuve : Sir a une configuration de la forme :
r= (0,0,...,0,1,0,%,...,%,0,0,0)

C’est-a-dire que le premier terme égal & 1 est suivi d'un zéro, alors iy + r a la configuration
suivante :

o= (1 ... 1111 110 0
r= 0 ... 01 0 x ... 00 0
iop+r= (1 1 00 * * * x 0),

ce qui implique que g + r € I, ce qui est exclus.
Donc 7 a une configuration de la forme :
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r= (0 01 1 « * 0 0 0)

r"=r/2= (0 I 1 . ~ 0 0 0 0)

ih= (1 111 1 110 0)

io+r+1r= (1 0 0 x =% * *x * 0)

Donc ig + 17+ 1" € I, et donc 2ig + 3r € I. De méme :

ih= (1 1 111 .. 1 1 1 00

r= (0 0 01 1 « 0 0 0)

o7 = (0 0 001 1 =« x 0 0)

ip+3r= (1 1 1 00  x =% . % 0)

Et donc ig + 3r € 1.
O

Lemme II1.7 Soit r € 1273 ig[, r pair et r € J,,_o. Alors il existe un élément de la méme
classe cyclotomique que ig + 2r qui peut s’écrire sous la forme 19 + €, avec —ig < € < r et

€ g Jm_g.

Preuve : Par hypothese, 2™~ — 1 < 45+ 2r < 2™ — 1. Nous considérons 1’élément suivant
dans la méme classe cyclotomique que ig + 27 :

2(Z0+2T>—(2m—1) :i0+6
oll € = 4r +2m"2 — 2™ Comme r est pair et que 23 < r < 2™2 nous avons :

€ > 4@2m P4 1) F2m2 —2m
> 42" > g,

D’autre part, puisque 22 — 2™ = —3 . 2m2,
e=r+30r—2""% <r,

car r < iy < 2™~2. Supposons maintenant que € est dans J,,_, alors il existe j dans [0, m —2]
tel que e =2m"2 — 27 et

Ap42m=2 —9m = 9m=2 _ ) = p = Qm=2 _ 9i72

donc r € J,,_5 ce qui est exclus.

3.2.2 Preuve du théoréme I11.6

Soit # un mot de poids minimal du BCH(2™ — 1,2™ 2 — 1), et 0y,...0y, les fonctions
symétriques de ses localisateurs. Comme dans la preuve du théoreme II1.3, nous formulons
I’hypothese de récurrence suivante H, :

H,:rellyiletr¢gJy,o=0-=0e¢t Ay =0.
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Il suffit de montrer I'hypothese H, pour r pair. Montrons d’abord H,. L’équation eg;, 2 est
AZ‘0+2 + AZ'OO'Q =0. Or

2 =010 --000
10 =111--10020
24+ =1 00 --- 010

c’est a dire que 2 + iy contient plus de deux“0” dans son écriture binaire, et un troisieme
zéro, donc est dans I’ensemble de définition du code. La borne BCH implique que A;, # 0,
donc o9 = 0.

Supposons H, vérifiée pour 7 < r. Alors d’apres le lemme II1.5, I’équation eg; ., est

Ai0+7“ + Aioar =0.

Ce qui entraine la nullité ou la non-nullité simultanée de o, et de A; ... Si ig+ 1 € I(C),
alors 0, = 0, et A;, 4, = 0, sinon, on cherche une deuxieme équation qui permet de prouver
que I'un ou 'autre est nul.

Pour cela deux cas sont a distinguer, suivant que r est supérieur ou inférieur & 2™3. Le
cas 7 = 273 n’est pas A traiter car 273 est dans J,, 5 (2773 = 2m72 — 2m73),
cas r < 2™3 : Nous considérons 1’équation €q2i0+3r-

in—1
e@iorsr © Avigrsr + Y Avigrsr—k0k + Aigrroiy = 0.
k=1

Etudions le terme Ag;,13,—k0%. Si k est impair, o = 0, sinon, écrivons r — k = 2k’ et
2 .
A2i0+3r—k0k = A¢0+7«+k/0k> ke [1, Zo[-

Si k' > 0, alors & < r et donc o, = 0, d’apres Hy (k ne peut étre dans J,,_», puisque
k<r<2m3).

Sik<Oetr+k #0,alorsr+k <ret Ay =0(6ir+k <0,ig+r+k €1, et
sir+k >0 alors, r + k' &€ J,_2 et H, s’applique).

Le cas ¥ < 0 et r = —k’ donne le terme A?OO'gr. Ceci implique aussi £ = 3r et donc
r < (ip — 1)/3. Donc si r > (iy — 1)/3 ce terme n’apparait pas.

L’équation se réduit donc a

2 2
A2i0+3r + Aio+r0r + Aioo—?ﬂ” + Aio+3r0io =0

sir < (ip—1)/3, et a
Agigt3r + A220 1 Or + Ay 37040 = 0

sir > (ip—1)/3.
Le lemme III.6 entraine la nullité de Ag; 13, et A; +3,. Donc 'équation eqq;, 43, se réduit

a
A2

o Or T A?OU;»,T =0
sir < (ig—1)/3, et a

A?

ZO-H“U?“ =0

si r > (i — 1)/3, ce qui permet de conclure dans ce cas la. Dans le cas r < (i — 1)/3, on
montre directement que A; 4, est nul. Considérons en effet ¢; le plus petit représentant des



A - s At S ~

classes cyclotomiques, autres que celle de 7o, qui ne sont pas dans I. C’est I'entier le plus
petit qui ne contient pas deux zéros consécutifs dans sa décomposition en base 2, ¢’est-a-dire

.| (1,0,1,0,...,0,1,0) = (2™ —-1)/3 si m est pair,
"7 (1,0,1,0,1,...,0,1) = 142-(2"1—1)/3 sim est impair.

Sir < (ig—1)/3, alors

om-2 _ |
io+1 < 2m—2—1+T
< i,

que m soit pair ou impair. Donc si 7 < (ig — 1)/3, io + r est dans I et A; 4, = 0.
cas r > 2™ 3 : Nous considérons I’équation eqa;, 4.

i0—1
. 2 —
eQigrar © Aj 4, T+ Z Asigr2r—kok + Ajgy2r04, = 0.
k=1

Nous écrivons k = 2k’ et le terme général est alors A7 .. _,,0, = 0. De plus k < iy, donc
K <ig/2etr—k >2"—1—14iy/2 > 0, ce qui permet d’appliquer H, s si 7T — k' & J,,_o.
Sinon r — k' est dans J,,_», et il existe un entier j € [1,m — 3] tel que r — k' = 2m72 — 2J.

Nous avons alors deux possibilités :

1. 2K >r. Alors r — k' < k' < (272 —2)/2. Alors r — k/ ne peut pas étre pas dans J,,_».
Ce cas ne peut pas se produire.

2. 2k < r.Si k n’est pas dans J,, s, alors o, est nul, par Hy. Sinon il existe j’ € [1,m —3]
tel que k = 2m2 — 2/ A ce moment 1, r = 2m2 4 2m=3 _ 2/ _92I'""1 §j j < m — 3,
on vérifie que » > 272 — 1 = 44, ce qui est impossible. Si j = m — 3, on obtient
r=2m=2_ 25" Yegt-a-dire r € J,,_».

En fin de compte, I'équation eqq;, o, se réduit a

AZ L+ Aigyaroi, = 0.

Le lemme III.7 nous montre que cl(ip + 2r) = cl(ip + €), avec —ig < € <71, et € € Jp_o.
Si € < 0 alors ig + € est dans I, sinon, on applique H,. Dans les deux cas A; 2, = 0. Pour
finir A7 ., =0 et A; 4, est nul, ce qui permet de conclure.

3.2.3 Conséquences

Il est connu que les mots de poids minimum des codes de Reed et Muller raccourci sont ceux
dont le support est un sous-espace vectoriel privé de 0.

Théoreme I11.7 Les mots de poids minimum du code BCH primitif au sens strict, de
longueur 2™ — 1 de distance construite 2™2 — 1 sont les mots de poids minimum du code de
Reed et Muller raccourci d’ordre 2.

Corollaire I11.4 Le groupe d’automorphisme du code BCH au sens strict, de longueur2™—1
de distance construite 2™ 2 —1 est contenu dans le groupe d’automorphisme du code de Reed
et Muller raccourci d’ordre 2, c’est-a-dire le groupe linéaire.
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Preuve : En effet, les mots de poids minimum du code de Reed et Muller raccourci engendre
le Reed et Muller raccourci (théoreme I1.6, chapitre 2). Tout automorphisme du code BCH
conserve I’ensemble de ses mots de plus petit poids, donc les mots de poids minimum du Reed
et Muller raccourci. Comme ceux-ci engendrent le Reed et Muller raccourci, par linéarité,
tout automorphisme du BCH laisse le code de Reed et Muller raccourci invariant et est donc
un automorphisme du code de Reed et Muller raccourci.

O

3.3 Généralisations

3.4 Autres valeurs de h
3.4.1 Les codes BCH 3-correcteurs

La formule des moments de Pless permet d’obtenir la distribution des poids d’un code a
partir de la distribution des poids de son dual.

Théoréme II1.8 ([WS86][p. 131]) Soit C un [n, k| code linéaire, et Ao, ..., A, sa distri-
bution des poids, et Al ..., Al la distribution des poids du dual C" de C. Alors

3 ("_Z>Ai:2k—w 3 (”_Z>A;, i=0,... n (I11.6)
i=0...n—w w i=0...w n—w

La distribution des poids du dual des BCH 3-correcteurs est connue. Elle a été donnée
par Berlekamp [Ber68] dans le cas m pair, et par Kasami [Kas69] dans le cas m impair. En
utilisant la formule II1.6, il est possible de calculer alors le nombre de mots de poids minimum
des BCH 3-correcteurs. Nous avons mené ce calcul, en utilisant le systeme de calcul formel
MAPLE, notamment pour la factorisation du nombre de mots de poids minimum.

Cas m pair Berlekamp a obtenu le résultat dans le cas m pair, pour le code étendu, de
longueur N = 2™. Le code étendu ne contient pas de mots de poids 7, et nous allons compter
le nombre de mots de poids 8 de I’étendu. Le dual du BCH 3-correcteur admet les parametres
suivants :

[N =2™ 3m +1,2m~t — 2m+2)/2],

et la distribution des poids est

H i | A; H
0,2™ 1
2m—1 4 2(m+2)/2 N(N —1)(N — 4)/960
om—1 _ 2(m+2)/2 N(N —1)(N —4)/960
2m=1 4 om/2 TN?(N —1)/48
om=1 _ om/2 TNZ(N —1)/48

gm-1 4 9(m=2)/2 2N(N —1)(3N +8)/15
2m—1 _ 9(m=2)/2 2N(N —1)(3N +8)/15
om-T (N —1)(29N2 — 4N + 64)/32.
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En utilisant la formule II1.6, on obtient

N4 13N  N? 10TN 17

A, = _ —
® 75040 5040 i 30 1260 N 315

le nombre d’espace affines est
N* N3 n N? N
1344 192 96 168’
et la différence entre le nombre de mots de poids 8 et le nombre de sous-espaces affines est
N(N—-1)(N—4)(N —8) (N — 16)
40320 ’

Propriété II1.3 Le code BCH de longueur 2™ — 1, m pair, de distance construite 7 admet
des mots de poids minimum dont le support n’est pas un sous-espace vectoriel dés que m > 6.

Cas m impair Les parametres sont les suivants
[N =2™ —1,3m,2m 1 — 2(mt1/2]

et la distribution des poids est

| i | 4; |
21 2" - 1)(9 22T 13 93 4
2m—1 4 o(mt2 [ 1om=8)/2(p(m=3)/2 _ 1)(gm — 1)(2m~1 — 1)
gm—1 — omHD/Z [ Lom=8)/2(9m=3)/2 4 1)(2m — 1)(2m~! — 1)
2m—1 4 om=D/2 [ 2pm=8)2(otm=D/2 _ )(2m —1)(5- 2™ +4)
gm—1 — om=D/2 [ Lpm=9)/2(o(m=D72 4+ )2m — 1)(5- 2" +4)
0 1.

En utilisant la formule II1.6, on obtient

N4 13N  N? 10TN 17

5040 5040 ' 30 1260 @ 315
Et le nombre d’espaces vectoriels est
(N—-1)(N—-=2)(N—-4)

168 '

La différence entre le nombre de mots de poids minimum et le nombre de sous-espaces
vectoriels est

7:

(N —1) (N —2) (N —8) (N — 32)
5040 ’

Propriété I11.4 Le code BCH de longueur impaire m de distance construite 7 admet des
mots de poids minimum dont le support n’est pas un sous-espace vectoriel des que m > 7.

Il est tres surprenant que dans les deux cas, le nombre de mots de poids minimum dont
le support n’est pas un sous-espace vectoriel se factorise ainsi. Ceci laisse penser que les
supports des mots de poids minimum sont d’une configuration tres particuliere, mais nous
n’avons rien pu prouver.
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3.4.2 Cas non binaire

Nous avons mené quelques expériences dans le cas des codes BCH sur E;. Dans le cas du
code BCH(n = 80,6 = 26), nous avons obtenu uniquement des mots dont le support est un
sous-espace vectoriel de dimension 3, et de plus les coefficients de ces mots étaient tous soit
1, soit —1. Nous n’avons pu prouver ce résultat, en toute généralité.

Dans le cas du code BCH(n = 80,6 = 8), nous avons obtenu des mots de poids 8 dont
le support n’est pas un sous-espace vectoriel. Il semble donc que le résultat annoncé dans le
cas binaire ne se généralise pas.



Chapitre IV

Calcul de bases normales sur un
corps fini

Certains systemes cryptographiques a clé publique sont basés sur la difficulté du probleme
du logarithme discret. Certaines implantations utilisent ce probleme dans le cadre du groupe
multiplicatif d’un corps fini non premier [MI88]. La difficulté de la résolution du probleme
du logarithme discret ne doit pas étre le seul atout de tel systemes : I’exponentiation d'un
élément doit pouvoir étre calculée rapidement. La notion de base normale de E» fournit une
réponse a ce probleme.

Définition IV.1 Soit K = Eq, considéré comme E,;-espace vectoriel. Une base normale de
K est une base de K de la forme

n—1
.7 L veK
Un élément ~y tel que [y, ... ,anfl] est une base de K est dit normal.
Soit [y,77,...,79" '] une base normale de K, et soit # € K, 2 = z¢y+- - -+x,_177" , alors

=2 17+ -+1:n_27qn_2. C’est-a-dire que ’élévation a la puissance ¢ consiste simplement
en une permutation circulaire des coordonnées dans la base normale. Ceci conduit a de bons
algorithmes d’exponentiation [ABMV93].

Théoréme IV.1 ([LN83, WS86, BGM193, Alb56]) Tout corps fini posséde une base
normale.

La recherche de bases normales de Eq, et la détermination d’algorithmes pour calculer
celles-ci, est donc un probleme important, puisque celles-ci s’averent d'un grand intérét
pratique.

Parmi les bases normales, on distingue les bases normales optimales, ¢’est-a-dire celles qui
fournissent une table de multiplication optimale, en ce sens qu’elle est la plus creuse possible.
Ce sujet est considéré dans le cas de la caractéristique 2 dans [ABV89] et dans [MOVW89,
BGMO91]| dans le cas général, et s’avere beaucoup plus difficile. La caractérisation des bases
normales optimales est déterminée dans [GHWL92]. Nous n’aborderons pas le probleme de
la détermination de bases normales optimales.

Le point de vue abordé ici nous a conduit a considérer d’autres problemes d’algebre
linéaire, que le calcul d’une base normale. Dans ce chapitre, nous présenterons dans la pre-
miere partie nos résultats de complexité. La deuxieme partie est une introduction a la forme

93
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de Hessenberg a décalage d’une matrice, dont nous ferons grand usage dans les parties suiv-
antes. Nous avons classé nos algorithmes par méthode : la troisieme partie introduit des
algorithmes directs, par opposition a des algorithmes récursifs, présenté dans la quatrieme
partie. Dans la cinquieme partie, nous abordons le probleme du calcul de la forme rationnelle
canonique d’'une matrice, et conclurons avec le probleme du calcul d’'une base normale en
sixieme partie.

1 Introduction

1.1 Algorithmes existants

Nous présenterons un algorithme déterministe de calcul de base normale sur E;». Cet algo-
rithme ne construit pas nécessairement une base normale optimale. L’algorithme que nous
présentons repose sur des techniques d’algebre linéaire, et sa complexité est de O(n®logq)
E,-opérations élémentaires. Nous rappelons les résultats de complexité déja connus.

Algorithmes déterministes La meilleure complexité connue, en nombre d’opérations sur
les bits, est O((n? +1log ¢)(nlogq)?) pour calculer une base normale de Eyn, cette complexité
étant obtenue par l'algorithme de Bach, Driscoll et Shallit, présenté dans [BGMT93], ou
par lalgorithme de H. W. Lenstra [Len91]. Ces algorithmes reposent essentiellement sur des
manipulations de polynomes.

Algorithmes probabilistes J. Von zur Gathen et Marc Giesbrecht [vZGG90] établissent
une estimation de la densité ~ des éléments normaux dans Em. Il apparait qu’il y en a
beaucoup : £ > 1/34 si n < ¢, et k > (16log,(n))~" si n > ¢'. Par essais successifs,
en engendrant aléatoirement des ¢léments de Ep, le temps moyen pour obtenir un élément
normal est le méme (& une constante pres et a un facteur logn pres) que le temps nécessaire
a vérifier qu’un élément est normal.

J. Von zur Gathen et Marc Giesbrecht montrent alors qu’il est possible de calculer un
élément normal en O~(n?logq) opérations arithmétiques sur E,, en utilisant des méthodes
rapides de multiplications rapides de polynomes [CK91], et en O(n3logq) en utilisant la
multiplication naive des polynomes. La notation O~ est définie ainsi

g=07(h) < 3k, g = O(hlog(h)").

Dans [BGM™93], un autre algorithme probabiliste est présenté, de complexité O((n +
log q)(nlog ¢)?) opérations sur les bits.

1.2 Un point de vue d’algebre linéaire

Notre algorithme est essentiellement basé sur des considérations d’algebre linéaire, et nous
considérerons qu’'un élément normal est un wvecteur cyclique pour 'isomorphisme de Frobe-
nius.

Définition IV.2 Soit A € M, (k) et v € k™, le polyn6me minimal de A relativement a v
est le polynome unitaire de plus petit degré m,(X) tel que m,(A)v = 0.
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Notons que 7, (X) | 7(X), ou w(X) est le polynome minimal de A.

Théoréme 1V.2 ([Gan77, Ch. VII§3 th. 2]) Pour tout A € M, (k), il existe un vecteur
v e k" tel que m,(X) = w(X), ot w(X) est le polynéme minimal de A.

Définition IV.3 Soit A une matrice de M, (k). Un vecteur cyclique est un vecteur v de k"
tel que m,(X) = m(X), ou w(X) est le polynéme minimal de A.

Le théoreme IV.1 est alors une conséquence du théoreme IV.2. En effet, le polynome minimal
de I'isomorphisme de Frobenius de E» :x +— 27 est X" — 1. Le théoreme IV.2 nous assure de
I’existence d’un vecteur dont le polynome minimal est X™ — 1, ce qui revient a dire que cet
élément est normal.

Nous produirons donc un algorithme de recherche de vecteur cyclique d'un endomor-
phisme A, de complexité O(n?). Pour obtenir une base normale, on applique cet algorithme
dans le cas de I'isomorphisme de Frobenius, dont la matrice peut étre calculée en O(n?logq).

Ceci nous a amené a nous intéresser a d’autres problemes d’algebre linéaire.

1.3 Autres problemes

Nous considérerons la these de P. Ozello, “Calculs exacts des formes de Jordan et de
Frobenius d’une matrice” [Oze87], comme une référence en ce qui concerne l’algorithmique
d’algebre linéaire. Les programmeurs de la librairie Maple ont d’ailleurs choisi d’implanter
les algorithmes décrits dans la these d’Ozello. Nous comparerons souvent les complexités de
nos algorithmes a celles obtenues dans la these d’Ozello.

Dans la section 2, nous rappelons comment calculer le polynéme caractéristique d’une
matrice en O(n?®). Ensuite nous introduisons les matrices de Hessenberg & décalage. Nous
définissons le parameétre m, d’'une matrice A, qui est le nombre de polynomes irréductibles,
comptés avec multiplicités, du polynome caractéristique de A. En utilisant les travaux de
Richard Stong [Sto88], qui évalue le parametre m 4 en moyenne pour les matrices inversibles
de taille n sur E,, nous conduirons une courte étude théorique qui nous menera a une éval-
uation en moyenne de my pour toutes les matrices de M, (E,) : m4 est en moyenne d’ordre
O(logn) pour une matrice de taille n sur E,.

Nous aborderons le probleme du calcul du polynome minimal d’une matrice, et de la
recherche d’un vecteur cyclique d’une matrice dont le polynome caractéristique est sans
facteurs multiples. Dans les sections 3 et 4, un algorithme sera présenté pour trouver une
solution a chacun de ces problemes. La section 3 présente des algorithmes directs pour ré-
soudre ces problemes, en opposition a des algorithmes respectant une stratégie diviser pour
régner, qui sont présentés dans la section 4.

La complexité de ces algorithmes directs est donnée en fonction de n, la taille de la ma-
trice, et de m4, le nombre de facteurs irréductibles, comptés avec multiplicité, du polynome
caractéristique de A. Essentiellement, les deux algorithmes présentent la méme complexité,
qui est de O(n® + m?n?) opérations élémentaires sur E,.

Toutefois, lorsque le parametre m, de la matrice A est grand, la complexité de ces
algorithmes devient mauvaise, de 'ordre de O(n*). Dans la section 4, nous présentons alors
des algorithmes respectant une stratégie “diviser pour régner”, qui présentent une meilleure
complexité, lorsque m, est grand. Pour calculer le polynome minimal d’'une matrice A,
I’algorithme proposé est récursif et prend comme donnée supplémentaire la factorisation du
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polynome caractéristique de A, ce qui limite la portée de cet algorithme aux corps finis. Un
algorithme pour calculer un vecteur cyclique d'une matrice dont le polynome caractéristique
est sans facteurs multiples est aussi formulé avec une stratégie diviser pour régner, et ceci
conduit a un algorithme de calcul d’une base normale de Ex, lorsque n est premier a ¢, avec
la complexité O(n?logq).

Enfin, dans la section 5, nous présentons un algorithme de calcul de la forme rationnelle
canonique (et méme d'une forme plus forte, en réalité) d’'une matrice A, qui utilise a la
fois des techniques diviser pour régner, et des méthodes directes. Cette forme résout tous
les problemes précédents, mais est plus cotteuse a obtenir, et de plus I'algorithme proposé
prend comme donnée supplémentaire la factorisation du polynéme caractéristique de A. La
connaissance apportée par cette étude nous permet alors de calculer une base normale pour
E;», n quelconque, sur la donnée d’une matrice représentant 1'opérateur de Frobenius.

Les complexités de ces différents algorithmes sont présentés dans la table IV.1.

Commentaires sur la table IV.1 Pour tous nos calculs, nous supposons que nous
sommes dans un corps effectif, c’est-a-dire un corps dans lequel nous sommes capables de cal-
culer sommes, produits et inverses, et de tester I’égalité de deux éléments. En particulier, une
présentation de F, est supposée donnée (par exemple par une représentation des éléments
comme éléments d'un groupe cyclique, en utilisant une table de logarithmes de Zech). La
représentation polynomiale des éléments de E, permet d’effectuer les opérations élémentaires
a un cotit O(log(q)?).

Nous n’estimerons pas le cotit de ces opérations élémentaires, et nos complexités seront
données en nombre d’additions et de multiplications. Par exemple, nous dirons que le pged
de deux polynémes dans k[X| de degré inférieur & n peut étre calculé en O(n?) et cela signifie
O(n?) opérations élémentaires dans k. Ainsi notre mesure de complexité ne mesure pas le
nombre d’opérations sur les bits.

Cette remarque est importante, puisque nos algorithmes peuvent s’appliquer sur tout
corps k et en particulier sur QQ, mais nous ne donnons pas de mesure de la taille des nombres
rationnels intermédiaires. Sur les corps finis nous pouvons supposer que toutes les opérations
élémentaires s’effectuent en temps constant.

Dans la table IV.1, nous présentons aussi la complexité moyenne des divers algorithmes
introduits, dans le cas d’'un corps fini. Nous entendons par la que les matrices données en
entrée a 'algorithme sont uniformément distribuées, selon la mesure de comptage. On peut
voir alors le nombre d’opérations effectuées par 1'algorithme comme une variable aléatoire, a
valeurs dans N, sur I'espace M,, (k) muni de la mesure de comptage. Nous appelons complezité
moyenne 'espérance de cette variable aléatoire.

2 Matrices de Hessenberg

2.1 Calcul du polynéme caractéristique

D’une maniere surprenante le polynome caractéristique d’une matrice A de taille n peut étre
calculé en O(n?) opérations élémentaires. La méthode est d’obtenir une matrice semblable
a A pour laquelle le polynome caractéristique est calculé facilement. Cette forme s’appelle
forme de Hessenberg, présentée dans 'ouvrage de Wilkinson [Wil92] (cité dans [Knu81]).



- SPEMAUVSE LS Y SSVREA MR L

H Probleme ‘ Données ‘ Complexité

—

moyenne] | partie |

Polynome minimal A O(n® +n*m%) [O(n?)] | 3.1
Factorisation de C'(X) O(n*®) [O(n*)] 4.1
Factorisation de C'(X) | O(n® +n?m?%) [O(n?)] | 4.1

Vecteur cyclique A, C(X) SQFR O(n? +n?m?) [O(n?)] | 3.2
A, C(X) SQFR O(n?) [O(n?)] 4.3

Forme rationnelle canonique | Factorisation de C(X) | O(man?) [O(n3logn)| | 5

ma est le nombre de facteurs irréductibles, comptés avec multiplicité, de C'(X),
le polynome caractéristique de A. Les complexités moyennes valent dans le cas
d’un corps fini.

Table IV.1 : Les complexités des différents algorithmes proposés.

2.1.1 La forme de Hessenberg d’une matrice et son calcul

Définition IV.4 Une matrice H € M, (k) est dite matrice de Hessenberg si elle a la forme
sutvante :

hl,l h172 h173 o hlm
h2,l h272 h273 o h27n
0 h3,2 h3,3 e h3,n
0 0 h473 s h47n )
0 0 0 hn,n—l hn,n

c’est-a-dire st H = h;; telle que j <1 —1= h; ; =0.

Toute matrice est semblable a une matrice de Hessenberg. Toutefois, il ne s’agit pas
d’un invariant des classes de similitude : deux matrices semblables peuvent étre chacunes
semblables a deux matrices de Hessenberg différentes.

Théoréme 1V.3 Pour toute matrice A de M, (k), il existe une matrice de Hessenberg H et
une matrice inversible P telles que H = PAP™' (Toute matrice est semblable d une matrice
de Hessenberg). Les matrices H et P peuvent étre calculées en O(n®) opérations élémentaires.

Preuve : Nous prouvons le théoréeme en donnant I’algorithme dans la table IV.2, page 98.

Il s’agit d'une réduction par élimination de Gauss, les pivots étant choisis sur la sous-
diagonale principale. A la différence de la méthode de Gauss, si le terme sur la premiere
sous-diagonale est nul, on peut chercher un pivot en-dessous sur la méme colonne, pour le
placer sur la sous-diagonale principale. Ceci est fait par une permutation de lignes, et par
la permutation de colonnes conjuguée, pour rester dans la méme classe de similitude. Cette
opération respecte les colonnes déja traitées.

Le nombre maximum d’opérations élémentaires que nécessite cet algorithme est borné
(grossierement) par 2n3.

O
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H Données ; une matrice A de taille n x n. H
H Sortie : H, matrice de Hessenberg, P inversible, H = PAP™!, H
H:=A; P.=1,; i:=1
tant que i < n faire {traiter chaque colonne sauf la derniére}
chercher le premier élément non nul dans la colonne 1
a partir du © + 1-ieme. Si un tel élément existe, soit j la position de cet élément
si aucun tel élément n’a été trouvé
alors i:=i+1 {cette colonne reste échangée}
sinon
pour H:
échanger les lignes i + 1 et j
échanger les colonnes ¢ + 1 et j
pour P: échanger les lignes ¢ 4+ 1 et j
pivot := 1/H[i+1,i]
pour | de i+1 a n faire
c:= pivot * H[Lj]
pour H, L, «— L;—c X L;q
pour H, C; 1 «— ¢ x C;+ Cjyq
pour P, L; «— L; —c X L;\ 4
i=i+1
retourner(H, P)

Table IV.2 : Algorithme de calcul d'une forme Hessenberg



- SPEMAUVSE LS Y SSVREA MR hdd

Cette méthode peut admettre différentes stratégies quant au choix du pivot, des lors que
I'on s’intéresse au probleme de la taille des coefficients. Le résultat peut étre obtenu par
une suite de transformations orthogonales dans le cas de nombres réels (méthode de Givens,
méthode de Householder [Wil92]). Une remarque d’Ozello permet aussi de diminuer la taille
des nombres intermédiaires [O0ze87] dans le cas des nombres rationnels.

2.1.2 Calcul du polynome caractéristique d’'une matrice de Hessenberg

Le procédé suivant est montré dans [Wil92]. Soit px(X) le polynome caractéristique de la
sous-matrice extraite des k premieres lignes et des k premieres colonnes d’'une matrice de
Hessenberg H. Calculer le polynome caractéristique de A revient a calculer p,,(X). On observe
que les polynémes py(X) vérifient la relation de récurrence suivante

Pe(X) = (X = hip)pe—1(X) — hp g1 (
(X - hk—Lkz)pk—z(X) - hk—l,k—2(
(X - hk—27kz)pk—3(X) - hk—2,k—3(

(X = hap)p2(X) — haa(
h2,kp1 (X) - h2,1h1,k))) .- )

Le calcul de py(X) connaissant pg_1(X), pr_2(X), ..., p1(X) s’opere a un cotit O(k?). Le
colit total pour obtenir p,(X) est O(n?).

2.2 Matrices de Hessenberg a décalage
2.2.1 La forme Hessenberg a décalage

Nous introduisons la terminologie de matrice de Hessenberg a décalage pour certaines ma-
trices de Hessenberg. Cette matrice a déja été considérée par P. Ozello dans [Oze87], comme
une forme intermédiaire pour obtenir la forme rationnelle canonique d’une matrice. En par-
ticulier, on peut calculer le polynome caractéristique d’une matrice de Hessenberg a décalage
plus facilement, et sous forme partiellement factorisée.

Définition IV.5 Une matrice H de M, (k) est dite de Hessenberg a décalage si elle a la
forme

X X X
1 X X X
1 x X X
0 X X
1 X X
H = X
1 X X
0 X
1 X
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c’est-a-dire que H est une matrice de Hessenberg telle que
(hit1i #0) = (hip1 =1, V5 < i hy; = 0).

Le parametre m d’une matrice de Hessenberg a décalage est défini comme étant le nombre
de zéros sur la sous-diagonale, plus un.

Note 1 Le paramétre m est le nombre de blocs diagonauz, chaque bloc étant une matrice
compagnon, c¢’est-a-dire une matrice de la forme

Co
1 C1
1 Co

G
1 Cn—2
1 Cn—1

Le polynome minimal d’une telle matrice est égal a son polynome caractéristique, qui est
X" = X" — e, o XV — g X — .

Si le parameétre m vaut 1, la matrice de Hessenberg a décalage est elle-méme une matrice
compagnon. L’autre cas extréme est m = n, ou la matrice est triangulaire.

Nous notons f;(X) le polynome minimal de la matrice compagnon située sur le i-iéme
bloc. Le polynome caractéristique d’une matrice de Hessenberg a décalage est f1(X) -+ fin(X).

Nous avons le théoreme suivant, équivalent au théoreme IV.3.

Théoréme I1V.4 Pour toute matrice A de M, (k), il existe une matrice de Hessenberg a
décalage H et une matrice inversible P telle que H = PAP™" (Toute matrice est semblable
a une matrice de Hessenberg a décalage). Les matrices H et P peuvent étre calculées en
O(n3) opérations élémentaires.

Preuve : A nouveau nous prouvons le théoreme en donnant un algorithme de calcul, voir

table IV.3, page 101.
O

2.2.2 Matrices compagnons

Puisque les blocs diagonaux d'une matrice de Hessenberg a décalage sont des matrices com-
pagnons, nous allons détailler des méthodes simples et efficaces pour résoudre certains prob-
lemes d’algebre linéaire ot intervient une matrice compagnon. Ceci nous menera ensuite a
des algorithmes de faible complexité.

Dorénavant, étant donnée une matrice compagnon C' de taille n x n de polynéme minimal
7(X) de degré n, et un vecteur v = (v, ...v,_1), nous identifierons le vecteur v au polynéme

v(X) =vo+ X + X2+ v, XML (IV.1)

Nous étudions d’abord le calcul de C'v pour tout vecteur v de k™. On observe que C'v =
Xv(X) mod 7(X). Ceci signifie que le calcul de C'v consiste seulement en un décalage sur le
vecteur v, modulo 7(X).
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H Données ; une matrice A de taille n x n.

H Sortie : H, matrice de Hessenberg a décalage, P inversible, H = PAP~!.

H:=A; P.=1,; i:=1
tant que i < n faire {traiter chaque colonne sauf la derniére.}
chercher le premier élément non nul dans la colonne 1
a partir du v + 1-iéme. Si un tel élément existe, soit j la position de cet élément
si aucun tel élément n’a été trouvé
alors i:=i+1 {cette colonne reste inchangée}
sinon
pour H:
échanger les lignes i + 1 et j
échanger les colonnes ¢+ 1 et j
pour P: échanger les lignes ¢ 4+ 1 et j
¢ := 1/H[i+1,i] {pivot}
pour H
Liy1 < Livy X ¢; Ciyq «— Ciyq/c {h[i + 1,1] est égal a 1}
pour P L,y «— L; 1 X
pour [ de 1 a n telque [ # i + 1 faire
h:= H[Lj]
pour H: Ll — Ll —h X Lz’—i—l; Cz'+1 — h x Cl +CZ'+1
pour P: L; «— L; —h X L; 4
ii=i+1
retourner(H,P)

Table IV.3 : Algorithme de calcul d’une forme Hessenberg a décalage



g et AR AS A Y ARARTS S S AR S A ASS A Y A

Lemme IV.1 Soit C' une matrice compagnon, soit v € k™, Cv peut étre calculé en 2n
opérations élémentaires.

En particulier :

Lemme IV.2 Soit C' une matrice compagnon de polynome minimal w(X), soit v € K", et
soit P(X) € k[X] de degré inférieur a n, alors P(C)v peut étre calculé a un coit O(n?).

Preuve : Calculer P(C)v revient a calculer P(X)v(X) mod 7(X).
O

La solution de certains systemes linéaires s’obtient de la maniere décrite dans la preuve
du lemme suivant. L’important est qu'un probleme d’algebre linéaire est résolu en calculant
dans l'algebre de polynomes k[ X]/m(x).

Lemme IV.3 Soit C' une matrice compagnon de polynéme minimal 7w(X), soit v € K", si
P(X) € k[X] est premier a m(X), alors le systéme suivant en u

P(C)u=wv (IV.2)
admet une unique solution qui s’obtient avec un coit O(n?).

Preuve : Puisque P(X) est premier a 7(X), il existe Q(X) tel que P(X)Q(X) = 1
(mod m(X)). La solution u est donnée par u = Q(C)v. Calculer le polynéme Q(X) se
fait en O(n?) par I'algorithme d’Euclide étendu, et calculer Q(C)v se fait en O(n?) par le

lemme IV.2.
O

De la méme maniere, on peut calculer le polynome minimal d’une matrice compagnon
relativement a un vecteur.

Lemme IV.4 Soit C' une matrice compagnon de polynéme minimal w(X), et soit v € k™.
Le polynéme minimal m,(X) de C relativement a v est donné par
m(X)
Ty X)= )
P = e (). o)

et peut étre calculé en O(n?) opérations élémentaires.

Preuve : Soit m,(X) le polynéme de degré minimal tel que 7,(C)v = 0. Il s’agit de trouver
7(X) de degré minimal tel que

T (X)v(X) =0 (mod m(X)).

Un solution est donnée par m,(X) = 7(X)/pged(m(X),v(X)). Soit m,(X) une solution de
7(X)v(X) = 0 mod 7(X), alors

m(X) | T (X)v(X),
et
m(X)
pged(m(X), v(X))

Ainsi 7, (X) est le polyndéme de degré minimal que nous recherchons.

| 7w (X).
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2.2.3 Opérations avec une matrice de Hessenberg a décalage

Une matrice de Hessenberg a décalage a 'intérét d’étre creuse : elle présente au plus 2m
termes non nuls par lignes. Dans cette sous-section, nous présentons quelques méthodes de
calcul avec des matrices de Hessenberg a décalage.

Le premier lemme est immédiat, au vu du caractere creux d'une matrice de Hessenberg
a décalage.

Lemme IV.5 Soit H € M, (k) une matrice de Hessenberg a décalage, de paramétre m, et
soit M une matrice de taille n x n'. Alors le produit HM peut étre calculé en O(mnn’).

Définition IV.6 Soit H € M, (k) une matrice de Hessenberg a décalage de paramétre m.
Une matrice A est dite polycyclique pour H si ses colonnes sont, dans [’ordre,

ni—1 no—1 Nm—1
(Ul,H’Ul,...Hl v, V9, Hug, ..., H Vo, ov vy Uy HUpyy ..o H™ vm)

0t Ny, Na, . .. Ny sont les tailles des blocs diagonauzr de H, et vi,vq, ..., v, sont des vecteurs
de k™.

Proposition IV.1 Soit H € M, (k) une matrice de Hessenberg a décalage, et soit A, B deuz
matrices polycycliques pour H. Soit o, 3 € k alors A+ BB, I,,, H, HA sont polycycliques
pour H.

En d’autres termes, I’ensemble des matrices polycycliques de H est un sous module du k[X]-
module induit par H sur k" .

Proposition IV.2 Soit H € M, (k) une matrice de Hessenberg a décalage de paramétre m.
Alors le produit HA peut étre calculé en O(mn?) pour un matrice quelconque A € M, (k) et
en O(m?n) si A est polycyclique pour H.

Preuve : Si A est polycyclique, le produit HA est calculé en modifiant A comme suit. Les
colonnes de A sont

ni—1 ngo—1 Nm—1
(vl,Hvl,...Hl v, V9, Hug, ..., H Vo, vy Uy HUpyy oo H™ vm),

et HA sera
(Huvy,...H™vy, Hvg, ..., H™vg, ..., Hopy,y ..., H"™0y,)

de sorte qu’il suffit de décaler les colonnes de A vers la gauche, et de calculer seulement les
produits HH™ vy, ..., HH"™ ', soit m multiplications matrice-vecteur, chacune de coit
O(mn).

O

Corollaire IV.1 Soit H € M, (k) une matrice de Hessenberg a décalage, de paramétre m.
Un polynome p(X) € k[X] de degré au plus t peut étre évalué en H en O(tm?>n).

Preuve : Nous appliquons la régle de Horner pour évaluer p(H) = p,H' + p;, H ™' + -+ +
p1H +pol. Nous calculons hy = p,H +p;_11, ho = Hhy+p;_ol,... . hy = Hhy_1 +1tol. D’apres
la proposition V.2, h; est calculé sur la donnée de h;_; & un coiit O(m?n), d’ott un cofit
total de O(tm?n) pour p(H).
O
Ceci est a comparer avec le cott de I’évaluation d’'un polynéome en une matrice A quel-
conque, qui est de tn3, en utilisant la méthode de Horner et la multiplication naive des
matrices, de cotit O(n?).
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2.3 Bases a décalage et matrices de Hessenberg a décalage

La forme de Hessenberg a décalage sera pour nous I'outil algorithmique de base pour la plu-
part de nos algorithmes. Avant de présenter ceux-ci, nous allons montrer quelques propriétés
des matrices de Hessenberg a décalage. Nous emploierons le terme opérateur et nous utilis-
erons la méme notation pour 'opérateur A et pour la matrice A représentant I'opérateur A
dans la base canonique de k™.

Les notions introduites dans cette section seront surtout employées en 2.4, pour obtenir
une estimation du parametre m d’une matrice a décalage.

2.3.1 Bases a décalages

Définition IV.7 Soit A € M, (k). Une base a décalage de A est une base de k™ de la forme
v, Avy, o AT v, Avg, L A g U, A, A”’”_lvm] . (IV.3)
La notion de bases a décalage s’entend pour une famille ordonnée de vecteurs.

Propriété IV.1 Une matrice qui représente un opérateur A dans une de ses bases a dé-
calages est une matrice de Hessenberg a décalage de A. Réciproqguement une matrice de
Hessenberg a décalage définit une base a décalage de A.

Nous rappelons la forme suivante de matrice

Définition IV.8 Une matrice A € M, (k) est dite rationnelle canonique si elle de la forme
sutvante

C, 0 - 0
0 Cp -+ 0
F= , o . , (IV.4)
0 0 - G,
ou Cy, est la matrice compagnon de polynome minimal p;, et py | pa | -+ - | pr. Les polynomes
pi, i =1,...,t sont les diviseurs élémentaires de A.

Théoreme IV.5 ([Gan77]) Toute matrice est équivalente a une matrice rationnelle canon-
1que. Les diviseurs élémentaires sont invariants par classe de similitude, et caractérisent
chaque classe.

En particulier la forme rationnelle canonique d’une matrice est une matrice de Hessenberg
a décalage dans une base a décalage particuliere.

Etant donné un opérateur A, une base a décalage de A peut étre obtenue de la maniere
suivante. Soit v; un vecteur de k™, on calcule les vecteurs A'vy, i = 0,...,n; — 1 oll ny est
la plus petite valeur i telle que A'v; est linéairement dépendant des A7v;, j < i. Ensuite vy
est choisi indépendant des vecteurs précédents et de méme on calcule Afvy, i = 0,...,n9—1,
oll ny est la plus petite valeur i telle que A'vy est combinaison linéaire des A/vy, j < i et
des AJv;y, j < ny. Le processus s’arréte lorsque nq + - - - + n,, = n. Une base a décalage est
obtenue par l'algorithme décrit en IV.3, mais cette construction reflete la structure d’une
base a décalage.

Plus précisément, a chaque base a décalage correspond une suite croissante de sous-
espaces invariants Vi, ..., V,,. Chaque V; est un sous-module du k[X]-module induit par A
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sur k™, et donc V;/V;_; est un k[X]-module. Chaque module V;/V;_; est engendré par la
classe 7; de v; dans V;/V;_q, et f;(X) est le polynéme minimal de v;.

Plusieurs bases a décalage peuvent représenter 'opérateur A par la méme matrice de
Hessenberg a décalage. Il existe ainsi une partition des bases a décalage de A par rapport
aux formes de Hessenberg a décalage auxquelles elles correspondent. La propriété suivante
est claire d’apres les définitions.

Propriété IV.2 Soit A une matrice de M, (k), et soient deuz bases a décalage By et Bsy:
Bl B [Uh A/Ul’ U 7Anl_1v1’ V2, AU?? s 7An2_1U27 .o Um, A’Uma Ceey Anm_lvm}

et
! ! ni—1,/ ./ / ng—1,./ / ! N —1
BQZ{Ul,Aﬂl,...,Al vy, Uy, Avg, o AM oy Ly, Ay, AT vm}

telles que
VicVoC...CVy,

et
[Ul,’Ui S ‘/1 = A‘/l;v%vé € ‘/2\%)‘/2 = A‘/Q;,Uma,U;n € Vm \ Vm—lavm = Avm] .

Si A™wv; est combinaison linéaire de vy, ...,v,,—1 avec les mémes coefficients que A™vy,
1 =1,...,m respectivement, alors By et By correspondent a la méme forme de Hessenberg
a décalage.

Définition IV.9 Soit A une matrice de M, (k), et H une forme de Hessenberg a décalage
de A. Nous dirons que B est une base a décalage pour H si l'opérateur A est représenté par
la matrice H dans la base B.

Nous établissons la distinction entre une base a décalage quelconque et une base a dé-
calage représentant une matrice de Hessenberg a décalage donnée au moyen des prépositions
de et pour (respectivement). Ceci est un peu faible, mais évite une terminologie plus lourde.
Nous invitons le lecteur a y préter attention, notamment dans les énoncés des théoremes V.3
et IV.6, et dans les preuves des corollaires IV.2 et IV.3.

2.3.2 Forme rationnelle canonique développée

Définition IV.10 La forme rationnelle canonique développée d’un opérateur A de M, (k)
est la matrice suivante, équivalente a A :

Fg, B, 0 0
D= (.) e o 0
0 0 ... Fp,p,

ot chaque matrice Fg, p, est une matrice rationnelle canonique

Coua 0 o0
0 Cuz -+ 0
p.

(3

0 0 o Coim,
p

2
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\ . A . Si,m.;
ou CPS¢,mj est la matrice compagnon de polynome minimal p; "7, 8,1 < 8i90 < ... < Sy, €l

1
les polynomes p; sont premiers entre eux deux a deux.

Au vu de la forme rationnelle canonique développée, k™ est la somme directe

d my

DDV,

i=1j=1

ol foi,j est le sous-espace vectoriel invariant pour A, tel que le polynome minimal de la
restriction de A a Vs est pi*’. Le k[X]-module induit par A sur k™ est isomorphe au

produit d’anneaux :

R:RLlX"'XRLmlXRQJX"'XRZmQX"'XRdJX"'XRd’md (IV5>

considérés comme k[X]-modules avec R;; = k[X]/p;".
Pour tout vecteur u, nous notons u|g, ; la composante de u dans 'anneau R; ;, et nous con-
sidérons indifféremment w g, ; comme un vecteur ou comme un polynome de degré inférieur
a s;; deg(pi)-
Une base a décalage pour la forme rationnelle canonique développée est définie par une

séquence de vecteurs

/ !/ !/ / / / !/
V11 V19s s Ul s Uags -3 U mos oo o5 Ug s -+ s Ugmy

telle que pour tout couple (i, j) le polynome minimal de v; ; est P

Lemme IV.6 Soit u un vecteur de kK™ tel que p;""u = 0. Alors les composantes de u dans
la décomposition IV.5 vérifient
ug,, =0 stk #i.

Preuve : Supposons qu’il existe k,l, k # i tels que uyg,, # 0. Alors pfi’ju‘Rk’l est non nul,
puisque u g, , est non nul et que p;*’ est une unité de Ry, = k[X]/p;"" (pged(pi, p) = 1).
O

Lemme IV.7 Soit u un vecteur de k", de polynéme minimal p;*’. Alors les composantes de
u dans R;; vérifient

o [ < j;ug,, est un élément quelconque de R;,

e | =j;ug,,, est un polynome premier a p;,

8i,u=81,j

o [ >j; ug,, est un multiple de p;

Preuve : Puisque le polynome minimal de u est p;*’, nous avons que p;”’v = 0 pour tout
vecteur v de R;;, dés que | < 7, puisque p;”', qui divise p;*?, est le polynome minimal de A
restreint a R;;. Ceci prouve le cas [ < j.

Dans le cas [ = j, nous avons qu’'un vecteur est cyclique pour une matrice compagnon
s'il est premier au polyndéme minimal de cette matrice (lemme IV.4).
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Dans le cas [ > j, on doit avoir
Si’j _ O
b, "u=VY,
ce qui entraine dans R; ; que
Si,j - Sil
p;"ujr,, = 0 mod p;"",
Si1—Si. 4 o .
et que p;"' " divise ug, ,.
O

Propriété IV.3 Soit D une matrice rationnelle canonique. Toutes les bases a décalage pour
D ont la forme

/ / ny1—1,7/ / / nie—1,/ / / ng, -1,/
[1)171, Dvy,...,D V) 1,019, DV 9y, D Vg5 s Ugmys DVg s oy DM Ud,md]
\ Sq.q A . .
ot n;; = s;;degp; et chaque Ug,j dans R;; admet p;"’ pour polynéome minimal.

Preuve : C’est exactement la propriété IV.2, dans le cas d'une matrice rationnelle canonique
développée.
O

2.3.3 Application au centralisateur d’une matrice

Définition IV.11 Le centralisateur Z(A) d’une matrice A de M, (k) est le groupe des ma-
trices inversibles de GL, (k) qui commutent avec A.

Théoreme IV.6 Soit A un opérateur, et soit H une matrice Hessenberg a décalage sem-
blable a A. Il y a correspondance bijective entre les base a décalage pour H et les matrices
de Z(A), le groupe des matrices inversibles commutant avec A.

Preuve : Soit B; et B, les matrices de changement de base pour deux bases a décalage pour
H, vérifiant les conditions de la propriété 1V.2, By 'AB, = B, 'AB,, puisque ces deux
bases produisent la méme matrice de Hessenberg a décalage, d’apres la propriété IV.2. Alors
la matrice G = ByB; ! commute avec A:

GA - BgBl_lA:BgBl_lABlBl_l

= B,HB; !
= ByBy 'AByB; !
= AB,B,' = AG.

Soit maintenant une matrice inversible () commutant avec A. Soient v1, . .., v,, définissant
la base a décalage produite par B; comme dans la définition IV.7. Alors la matrice QQB;
est une matrice de base a décalage pour H. En effet soient uy,...,u,, les vecteurs u; =
Qui, ..., umQun, alors on a A*Qu; = QA*v;, i =1,...,m. La famille

U= (u1,Au, ..., A" ug ug, Aug, .o A g, oo U, Aty . A" Mgy,

vérifie les mémes conditions de dépendance linéaire que
= ni—1 na—2 Nm—1
V= (v, Avy, ..o, A™ Y 0y, 09, Avg, o AM T 0, Uy AU, AT ),

puisque @ est inversible. D’apres la propriété IV.2, U; produit le méme forme de Hessenberg
a décalage Hy. Si B, est la matrice de la base Uy, alors By = QB;, c’est-a-dire Q = By By .
O
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Définition IV.12 La somme directe de deuz maitrices A, et Ay est la matrice

(4 0
A_lo AJ.

Corollaire IV.2 Le centralisateur de la somme directe de deux matrices Ay et Ay, dont les
polynomes minimauz sont premiers entre eux, est le produit direct des centralisateurs de A,
et de As.

Preuve : Soit F) la forme rationnelle canonique développée de A; et F5 la forme rationnelle
canonique développée de A,. Alors la matrice

R 0
-0 a)

est une matrice rationnelle canonique développée pour A. D’apres le théoreme IV.6, toute
base a décalage pour F' produit un élément du centralisateur de A. Puisque les polyno-
mes minimaux de F; et Fy sont premiers entre eux, le lemme V.6 montre que les bases a
décalage pour F' sont des sommes directes des bases a décalage pour Fi et pour F5. Les bases
a décalage pour Fy (respectivement Fb) sont en correspondance avec les commutateurs de
A; (respectivement A,), d’ou le résultat.

O

Corollaire IV.3 Soit k = E,, et soit A un opérateur dont la forme rationnelle canonique
développée F est donnée comme dans la définition IV.10. Alors le cardinal du centralisateur

de A est

d_mi =1 Ve Si g
H H qdeg(pi)(zwzl Sz,w“l‘(ml ])SZ,J)QS(piz’J)' (IV6)

i=1j=1

ot ¢(g) est le nombre de polynomes de degré inférieur a deg(g) premiers a g.

Preuve : 1l suffit de dénombrer les bases a décalage pour F'. Chacune de ces bases a décalage
est une famille

!/ !/ / !/ !/ !/ /
Ul,l, U1,2, .. 7U1,m17 U2,17 LR | U2,m2, .. 7Ud71 .. Ud7md
. . A~ o . Sq.q
telle que pour tout (4, 7), le polynéme minimal de v; ; est p;.
Dans la formule (IV.6), le produit externe correspond au lemme IV.6. Chaque produit
. ’ N Si g Si.q
interne énumere, pour chaque p;"’, le nombre de vecteurs tels que p,"”’v = 0. La somme

j—1
> Siw
w=1

vaut pour les anneaux R;;, [ < j, pour lesquels tout vecteur v vérifie p;v = 0. Le terme
(m; — j)s;; est un résultat du fait que le nombre de polyndomes multiples de P " dans
k[X]/pi"" est qdesi)si;
Enfin, ¢(p;"?) = ¢%99°@:)(1 — g—de&@)) est le nombre de polynémes premiers & p;™”,
c’est-a-dire le nombre d’unités de R, ;.
O
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2.4 Estimation du parametre m

Définition IV.13 Soit A une matrice de M, (k), nous définissons ma comme étant le nom-
bre de facteurs du polynome caractéristique de A, comptés avec multiplicité.

Soit Vi,...,V,, une chaine croissante d’espace invariants pour A, alors m < my4. En
particulier le parametre m de toute forme de Hessenberg a décalage est inférieur ou égal a
my.

Richard Stong, dans [Sto88] prouve le résultat suivant, sur la valeur moyenne de m 4 pour
les matrices inversibles.

Théoréme IV.7 ([Sto88, Proposition 12]) Soit k = E,, et soit X,, la variable aléatoire
donnée par le nombre de facteurs irréductibles, comptés avec multiplicité, du polynome carac-
téristique des matrices inversibles de GL, (k). Alors EX,, est asymptotiquement équivalent
a logn, avec un écart moyen de logn.

Nous allons prouver le théoreme :

Théoreme IV.8 Soit k = E,, et soit Y, la variable aléatoire donnée par le nombre de
facteurs irréductibles des polynomes caractéristiques de matrices de M,(k), et soit EY,,
Uespérance de Y,. Alors, pour tout € > 0, il existe ng tel que EY, < 2(1 + €)logn pour
n > ng.

C’est-a-dire limsup (EY,,/logn) < 2.
Nous allons d’abord prouver deux lemmes, qui interviendront dans la preuve.
Soit A une matrice de M, (k), et nous considérons sa forme rationnelle canonique dévelop-

pée comme suit :
N 0
0 S

ol N est une matrice rationnelle canonique développée de polynome caractéristique X™ et
S est une matrice rationnelle canonique développée inversible de taille ny = n; — 1.

Lemme IV.8 L’espérance EZ, du nombre de facteurs, comptés avec multiplicité, du poly-
nome caractéristique de S, pour les matrices de M, (k) vérifie :

Ve > 0,3ng,Yn > ng = EZ, < (1+¢€)logn.

Preuve : Soit S, 'ensemble des matrices rationnelles canoniques de taille n; de polynome
caractéristique X™, et S,, l'ensemble des matrices rationnelles canoniques inversibles de
taille no. Nous notons zy,, (respectivement zg,,) le cardinal du centralisateur de N € S,
(respectivement S € S,,,).

Etant données S et IV, alors, par le corollaire IV.2, le nombre de matrices qui admettent
la forme rationnelle canonique

N 0
0] )
est
GL(n, )

ZN,nl ZS’,ng
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Le nombre de matrices qui admettent X™ dans la factorisation de leur polynoéme caractéris-
tique, et la matrice S dans leur forme rationnelle canonique comme dans (IV.7) est

|GL(n,q)] _ |GL(n,q)| 1
NESn, ZN,n1%8,na 28 na $€Sn, ZN,n1
1
= Zsmx(m,nﬂ)
ou )
x(ni,n,q) = |GL(n,q)| > :
NES,, “Nm

Soit maintenant C,,,  'ensemble des polynomes C(X), C(0) # 0, de degré nq, qui se décom-
posent en k facteurs irréductibles, et S, I'ensemble des matrices rationnelles canoniques
de taille ny dont le polynome caractéristique appartient a C,, 5. Le nombre de matrices dont
le polynome caractéristique est X™ C(X), pour C(X) dans C,, j, est

X(n17n7Q> Z !

SESpy s “Sm2

Soit 6 la variable aléatoire définie par la taille de la partie non singuliere d’une matrice,
et soit n la variable aléatoire définie par le nombre de facteurs de la partie non singuliere.
La probabilité conditionnelle P,{n = k | # = na} que C(X) appartienne a C,, x, pour une
matrice dont le polynéme caractéristique est X™ C(X), est

1 GL(ns,q)
X(nin.q) Y, —— > |GLna, 9)|
SE€Snyk “Sm2 S€S,, .  FSma
1 N G L(no,
g Y |GL(n2, 9)|
S€ESn, Z8,m2 S€ESn, ZS,n2
- PYLQ {77 = k}7

ou P,{n = k} est la probabilité qu'une matrice inversible dans GL(n,k) ait un polynéme
caractéristique qui se factorise en k facteurs.

Nous pouvons alors conclure : le nombre moyen des facteurs différents de X du polynome
caractéristique d’une matrice dans M, (q) est donné par

n

B PUO=mdPuln =kt = X PO=m} Y kPu{n =k (V)

1 no=1 na=1

= fj P{6 = ny}EX,,. (IV.9)

no=1

M=

k

Ceci est une moyenne des FX,,, no = 1...n, dont on montre qu’elle vérifie bien 1’assertion
de I’énoncé, sachant que EX,,, ~ logns quand ny devient grand.
O

Le lemme suivant correspond a la partie singuliere :

Lemme IV.9 Soit Z,, la variable aléatoire définie par la multiplicité du facteur X dans le
polynome caractéristique des matrices de M, (k). Alors lespérance EZ, de Z, est bornée
asymptotiquement par logn.
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Preuve : Considérons la translation M +— M + I,,. Le facteur X™ du polynome caractéris-
tique d’une matrice devient (X — 1)™ dans la factorisation du polynéme caractéristique de
M'" = M + I,,. Considérons la forme rationnelle canonique de M’

N 0

0o S
ot N est nilpotente et S est inversible. Alors (X —1)™ est la plus grande puissance de X — 1
qui est un facteur du polynoéme caractéristique C(X) de S. Par le lemme IV.8, le nombre
moyen des facteurs de C'(X) est borné asymptotiquement logn.

O
Le théoreme IV.8 résulte des lemmes IV.8 et IV.9.

3 Algorithmes directs

3.1 Calcul direct du polynéme minimal
3.1.1 Introduction

Nous donnons d’abord un algorithme direct de calcul du polynome minimal d’une matrice
A, dont on connait une forme de Hessenberg a décalage. Ultérieurement nous présenterons
un algorithme “diviser pour régner”, de structure plus compliquée, mais dont la complexité
peut étre meilleure dans certains cas. L’algorithme présent utilise comme donnée la matrice
A dont le polynome minimal est a calculer, alors que ’algorithme récursif nécessite comme
donnée supplémentaire la factorisation du polynome caractéristique de A.

Nous introduisons un certain nombre de notations liées a une matrice de Hessenberg a
décalage H d’'une matrice A. D’abord H est décrite par blocs de la maniere suivante.

Hp, B, Hp., - Hp s,
0 Hp, B, -+ Hpyp,

H = ) ) i
0 e O HBm,Bm

Notation 7 Nous notons Bj, l'ensemble d’indices numérotant le k-iéme bloc. Nous notons
B>y, Uensemble d’indices By, U Byyq ... U By,. Pour toute matrice A € M, (k) nous notons
Ap;.B; la matrice obtenue de A par extraction des lignes dans B; et des colonnes dans B;.
Enfin, nous notons Ap., la matrice carrée des lignes et des colonnes de A obtenue a partir
du k-iéme bloc. Dans le cas d’une matrice de Hessenberg a décalage, nous notons fi(X) le
polynome minimal de la matrice compagnon Hp, ;.

3.1.2 Une chaine d’idéaux croissants liés a H

Propriété IV.4 Soit I}, I’ensemble des polynomes g(X) tel que
gH)p, B, =0, i=1,....,m, et g(H)p, B, =0, i<j, i,jg=Fk...,m. (IV.10)
Alors I, est un idéal de k[X]. On a la chaine suivante d’inclusions

L Cly - C 1. (IV.11)
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Preuve : Considérons d’abord le cas ou k = 1. Alors
gH)p,, =0,i<j,4,j=Fk,... msg(H)=0

et l'idéal I; = (p1(X)) est I'idéal annulant la matrice H, c’est-a-dire 1'idéal définissant le
polynéme minimal p;(X) de H.

Soit maintenant [ I'ensemble des polynomes tels que (IV.10) est vérifiée. Alors [}, est un
idéal de polynomes, et k[X] étant principal, nous avons I = (pg). De plus I, C I} et donc
Pe+1(X) | pr(X).

O

Nous notons ¢x(X) le polynéme py(X)/pr1(X). Nous montrons comment interpréter
¢r(X) sur la matrice H.

Soit g(X) € Ij41, alors, en se restreignant aux blocs d’indices de ligne dans By, et de
colonne dans Bj, k < j < m, on voit que la relation suivante est vérifiée :

(Hg(H))p,.B, = Hp,,,(9(H))B,.5,

Soit maintenant p(X) un polynoéme de la forme ¢(X)p11(X), qui est la forme générale
des polynomes de [;,;. Nous avons :

p(H)BlmBj - Q(H)Bth(pk-i-l(H))Bk,Bj - Q(HBth)(pk-i-l(H))Bk,Bﬁ E<j<n

Ainsi p(H)p, 5, = 0, k < j < n si et seulement si ¢(Hp, p,)(Prs1(H))p,3, =0, k <

j
J < n, c’est-a-dire si et seulement si ¢(Hp, p,) annule 'espace engendré par les colonnes des

matrices (pr41(H))B,.B,,J =k, ..., m.
Donc le polynéme ¢ (X) est le polynome minimal de la restriction de Hp, p, au sous-
espace engendré par les colonnes de (pry1(H))B,.5,,J =k, ..., m.

Remarquons que, puisque fi(X) est le polynéme minimal de Hp, p, sur kP* nous avons

que (X)) [ fi(X).

3.1.3 L’algorithme pour le calcul du polynéme minimal de H

La méthode est de calculer successivement p,,(X), pm_1(X),...,p1(X), pas a pas.
Premiere étape

On calcule le polynéme p,,(X). Puisque tous les blocs diagonaux de p,,(H) sont nuls,
pm(X) est le ppem des f;(X),i=1,...,m.
Etape itérative : calcul de p,(X) sur la donnée de py,1(X)

Supposons que pg.1(X) a déja été calculé. Nous avons

0 pk-i—l(H)Bl,Bg s ce pk—i—l(H)Bl,Bm
Pt (H) = 0 per1(H)pyBeyy Peir(H)p, B, (IV.12)
0 0 0
0 0 0

Nous devons trouver le polynoéme ¢ (X), qui est le polynéme minimal Hp, p, restreint au
sous-espace engendré par les colonnes des matrices piy1(H)p,,5;, k¥ < j < m. Nous aurons
alors pg(X) = op(X)pr+1(X). Le calcul de ¢r(X) se fait de proche en proche comme suit.
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Soit a' = (aj,ay,...,a,, ) la premiére colonne non nulle des colonnes des matrices
pe(H)p,.B,, k < j < m. On calcule le polynome minimal ¢y ,1(X) de Hp, p, relative-
ment & a'. Ainsi ¢y, .1 (X) est un facteur de ¢x(X) et la matrice Hy g1 = ¢y 01 (H)pri1(H)
est alors calculée. Ensuite le méme procédé est appliqué a nouveau sur la premiere colonne
non nulle a* des colonnes de Hy 1, pour obtenir un nouveau facteur ¢y .2(X) de ¢ (X).
On calcule de nouveau Hy ,2 = ¢y o2(H)Hy 41, et la premiere colonne non nulle de Hy .2 est
considérée. Le procédé s’arréte quand toutes les colonnes ont été annulées. Alors ¢ (X) =

Dot (X)Ppa2(X) -+ @pat(X) olt @ est la derniere colonne non nulle rencontrée.

3.1.4 Complexité

La clé est que calculer le polynome minimal de Hp, p, restreint a une colonne est peu cotiteux
en vertu du lemme IV.4, qui indique comment calculer le polynéme minimal d’une matrice
compagnon relativement a un vecteur : cela se réduit a un calcul de pged de polynomes.
Chacun de ces calculs a un cotit de O(n?), et le nombre de ces calculs est au plus my4. ceci
donne une borne de O(m4n?) pour tous les calculs de pged.

Les calculs les plus cotiteux sont les évaluations des Hy, Hy 41, Hy ,2. Chacune de ces
opérations a un cotit de O(m?n?) d’apres le corollaire IV.1. Il y a au plus m 4 tel calculs.

Théoréme IV.9 Etant donnée une matrice de Hessenberg a décalage, son polynome mini-

mal peut étre calculé en O(mam?n?) opérations élémentaires.

Ceci est & comparer avec la procédure de P. Ozello qui est de O(n3m).

Corollaire IV.4 Le polynéme minimal d’une matrice A peut étre obtenu en O(n®+m3n?)
opérations élémentaires, ou le terme n® provient du calcul d’une forme de Hessenberg a
décalage de A.

Preuve : On calcule d’abord H une forme de Hessenberg a décalage de la matrice A. Le
parametre m de H est inférieur a m4, et le théoreme 1V.9 permet de conclure.
O

Remarque IV.1 Notons que la complezité du pire est O(n®), ce qui est mauvais. Toutefois,
quand m est grand, la stratégie suivante peut étre employée pour évaluer les matrices p,,(H),
Pm-1Pm(H), Pm—2Pm—1pm(H). ..

On utilise une sorte de regle de Horner “a ’envers”. Soit dq,...,d,, les degrés des po-
lynomes py, ..., pm. D’abord la matrice p,,(H) est calculée a un coit de d,,m*n en vertu du
corollaire 1V.1. Soit Cy11 la matrice py1py -+ pm(H), qui est une matrice polycyclique pour
H, et soit pp(X) = X% +ag 1 X% 1+ -+ a1 X +ag. On peut calculer py(H)Cyy1 comme
sutt :

(Hdk +adk_1Hd’“_1 + - ‘+CL1H+CL0)Ck+1 = (Hdk_l + adk_1Hdk_2 +-+ al)HC’kH +a00k+1

Le produit HCjy1 est obtenu a un coit de O(m?®n) par la proposition IV.2, le produit
aoCry1 @ un coit de O(n?), et la somme de ces deux matrices a un coit de O(n?). Ainsi
calculer py(H)Cyy1 a un coit de O(dy(m?n + n?)), et le coit total est alors O((dy + -+ - +
dm)(m?n+n?)) = O(m?n*+n3). Cette méthode est meilleure lorsque m est grand, et conduit
a une complezité du pire de O(n*).
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3.2 Construction d’un vecteur cyclique
3.2.1 Introduction

Nous introduisons maintenant une méthode pour trouver un vecteur cyclique d’une matrice
A. Bien qu’un vecteur cyclique soit obtenu lors du calcul de la forme rationnelle canon-
ique d’'une matrice sur laquelle n’est formulée aucune hypothese, cette section est dédiée a
I’'objectif du vecteur cyclique, et on suppose de plus que le polynome caractéristique de la
matrice A est sans facteurs multiples. En effet un algorithme de bonne complexité existe
sous ces hypotheses.

L’hypothese que le polynome caractéristique de la matrice A est sans facteurs multiples
implique que le polyndme minimal de A est égal a son polynome caractéristique. Aussi, les
polynémes minimaux fx(X) des blocs compagnon diagonaux de toute forme de Hessenberg
a décalage de A sont premiers deux a deux.

3.2.2 Un lemme technique

Notation 8 Etant donné un vecteur v de k™, le vecteur de taille ny, qui est la projection
de v sur kP est noté vg,. Nous notons vg, l'unique vecteur de K" tel que sa projection sur
kP! soit vg, et tel que sa projection sur kP7 est 0, o J est 'ensemble complémentaire de T
dans [1,n] : (vg, ), = 0.

Le lemme suivant établit I’étape de récurrence dans la recherche d’un vecteur cyclique.
Nous établissons ce lemme pour une matrice A quelconque, bien que nous exploiterons la
forme de Hessenberg a décalage dans notre algorithme.

Lemme IV.10 Soit A une matrice en bloc de la forme
AB1,B1 ABLBQ
0  Ap, B,
et sotent vp,, vp, deur vecteurs cycliques pour Ap, p, et Ap, B, respectivement, de polynomes

minimauz fi1(X) et fo(X) respectivement. Si f1(X) et fo(X) sont premiers entre euz alors
les équations en up, € kP? et up, € kP!

VB, = UB, (IVl?))
vp, = folAp, p)up, + (fa(A)up,)s,. (IV.14)

admettent une solution unique uw = (ug,,up,), qui est un vecteur cyclique pour A.

Preuve : Montrons l'existence d’une solution unique. Il est clair que up, est unique puisque

up, = vp,. Soit ha(X) tel que ho(X)fo(X) =1 mod f1(X). Alors
up, = ha(Ap, 5,)(f2(A)up,) 5 — vB,)
est solution de IV.14. Soit u’z, tel que
v, = fo(Ap, B, )up, + (f2(A)u, )5,

alors
up, = ha(Ap, B,)(f2(A)ug,)s, —vB,),
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ce qui prouve l'unicité de up, .

Puisque f1(X) f2(X) est le polynéme minimal de A, nous avons a prouver que f1(X) fo(X)
est le polynéme minimal de la restriction de A a u. Supposons que p(A)u = 0 pour un polyno-
me p(X) de degré minimal. Alors p(X) est un diviseur de f1(X) fo(X) et p(X) = p1(X)p2(X)
avec la condition que p1(X) | f1(X), p2(X) | f2(X) et pged(pl(X),p2(X)) = 1. Il s’ensuit

p(Au=0 = (p(Au)p, =0 (IV.15)
= p(Apy.B,)up, =0 (IV.16)
= D1(Ap,,5,)P2(AB, B, up, = 0. (IV.17)

Puisque pged(pr(X), f2(X)) = 1, il existe hy(X) tel que pi(X)h(X) =1 (mod fo(X)),
c’est-a-dire

hi(Ag,.B,)p1(AB,.B,) = 1.

En appliquant hy(Ap, p,) des deux cotés de IV.17 nous obtenons py(Ap, p,)up, = 0, et
ceci implique que fo(X) | p2(X) puisque vp, est un vecteur cyclique pour Ag, p,. Donc
p2(X) = f2(X).

Pour le premier bloc de coordonnées, nous avons les implications

p(Au=0 = (p(Au)p, =0 (IV.18)
= (p(A)up,)s, + (p(A)up,)B, =0 (IV.19)
= pi(Ap, B)(fo(AB, B)us, + (f2(A)up,)s) =0 (IV.20)

Par hypothése J2(Ap, B )up, +(f2(A)up,) B, = v, est cyclique pour Ap, p,. Alors d’apres
(1V.20), f1(X) | p1(X). Donc pi(X) = f1(X) ce qui termine la preuve.
O

Remarque IV.2 Résoudre les équations (IV.13) et (IV.1]) nécessite trois principauz cal-
culs. La matrice fo(Ap, p,) doit étre calculée, ensuite wp, = (f2(A)up,)p, est un vecteur a
calculer, et enfin le systéme fo(Ap, B, )up, = vp, —wp, est a résoudre.

Nous observons que ces calculs peuvent étre conduits a un faible cott :

Lemme IV.11 Une solution up,,up, aux équations (IV.13) et (IV.14) peut étre calculée
en O(n®) opérations élémentaires.

Preuve : Nous procédons comme suit. D’abord wp, = (f2(A)u}p,)s, est calculé. Ceci cotite
O(n?®). Ensuite I’équation (IV.14) est résolue en trouvant un inverse hy(X) de fo(X) mod
f1(X), la solution upg, étant donnée par

up, = ha(Ap, 5,)(vB, — wp,)

qui est évalué avec la complexité O(n?).
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3.2.3 La récurrence

Nous rappelons que nous dénotons par Hp., la matrice carrée obtenue de la matrice H par
les blocs a partir du k-ieme bloc

HB;mBk HBlmBkJrl HBk,Bm

H HBk+1,k+1 HBk+1,n
sz -

Hpg,, B,

Notation 9 Nous notons up., un vecteur cyclique pour Hg., . Nous supposons de plus que
les polynomes caractéristiques des blocs diagonauz sont premiers deuz da deu.

Premiere étape : Calcul de up,,. La matrice Hp,, p, est une matrice compagnon, et le
vecteur (1,0,...,0) est un vecteur cyclique pour Hgp,, p,,.
= ’ . N T4 ’ ) N .
Etape de récurrence : Supposons que le probleme a été résolu pour Hp., , c’est-a-dire
que nous connaissons un vecteur up., ., qui est cyclique pour Hpg,, .

Nous construisons up., = (up,,up.,.,) qui est un vecteur cyclique pour Hg_,, de la
maniere suivante. Notons wp, le vecteur

wp, = (frs1Sog2 - fm(H)UEZkH)Bk

Par le lemme IV.10, la relation suivante est résolue en up,

(for1Srr2 - fm)(Hp, B, )uB, +wB, = ol (IV.21)

pour v' cyclique pour Hp, p,. Par exemple vf = (1,0...0).
Le polynome fi1(X) -+ firn(X) est premier a fp(X) et admet pour inverse hy(X) mod
fr(X). Ainsi nous avons
up, = hk(HB;ka)(l - ka)'

3.2.4 Une borne supérieure de complexité

Nous évaluons maintenant le nombre d’opérations nécessaires dans 1’algorithme précédent.
Les calculs les plus cotuteux sont les calculs des vecteurs wp wpg .., Wp,, qui sont
obtenus au fur et a mesure en commengant par wg, .

W1 = (fm(H)wEm>Bmfl
WBp_y = ((fm—lfm)(H)wgzm—l)Bm—z

m—17 m—27 °

wo, = (Frerfere fo) (H)Whsp1) 5,

Le calcul de chaque vecteur wp, consiste a appliquer au plus n fois la matrice H sur un
vecteur de taille n. Le cotit de cette opération est O(n?m). L’obtention de up, cotite O(n?m)
opérations élémentaires. Enfin, un coiit supplémentaire de O(n3) intervient pour calculer
chacun des m pged de polynomes. Ceci donne O(mn?) opérations élémentaires supplémen-
taires.

Théoréme IV.10 Si le polynome caractéristique d’une matrice A est sans facteurs mul-
tiples, alors lalgorithme décrit en 3.2.3 produit un vecteur cyclique pour A sur la donnée
d’une forme de Hessenberg a décalage H de A, a un coit O(m?n?).
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Corollaire IV.5 Sile polynome caractéristique d’une matrice A est sans facteurs multiples,
un vecteur cyclique pour A peut étre obtenu en O(n® + m%n?) opérations élémentaires.

Remarque IV.3 Notons que la complexité du pire est O(n*).

Cet algorithme peut s’appliquer pour calculer une base normale de . lorsque n et g sont
premiers entre eux. Toutefois, le parametre m 4 de I'isomorphisme de Frobenius est égal au
nombre de facteurs de X™ — 1, qui peut étre grand. Nous verrons en section 4.3 comment
obtenir un vecteur cyclique & un cotit O(n?), par une méthode “diviser pour régner”.

4 Algorithmes “Diviser pour régner”

4.1 Calcul du polynéme minimal
4.1.1 Construction des sous-espaces caractéristiques

Nous montrons comment calculer une base d’un espace caractéristique d’une matrice A dont
la factorisation du polynome caractéristique est connue. Nous rappelons d’abord la définition
des sous-espaces caractéristiques, et montrons comment une famille génératrice d’un espace
caractéristique peut étre obtenue en évaluant un polynéme en la matrice A. C’est cette
opération qui est la plus cotiteuse, et, au prix d’une mise en table de résultats intermédiaires,
évaluer un polynome de degré ¢ en une matrice A peut s’effectuer en O(n®y/t). Dans le cas
d’une matrice de Hessenberg & décalage, il est possible de mener ce calcul en O(n?*m?).
Nous rappelons la définition des sous-espaces caractéristiques d’une matrice A.

Théoréme I1V.11 Soit C(X) le polynome caractéristique d’une matrice A € M, (k), et
supposons que C(X) = P(X)Q(X) ot P(X) et Q(X) sont premiers entre eux. Alors [’espace
k" se décompose en sous-espaces invariants de la maniere suivante

k" =Vp @ Vp, Vp =ker P(A) et Vg =ker Q(A).
De plus les deuzw sous-espaces Vp et Vi sont

Les sous-espaces caractéristiques sont alors définis de la maniere suivante :

z
Définition IV.14 Soit A € M, (k) de polynome caractéristique C(X) et C(X) = [] f:(X)"
i=1

la décomposition en facteurs irréductibles de C(X). Les sous-espaces caractéristiq_ues de A
sont les sous espaces invariants V; = ker f;(A)", i =1,... k.

Pour calculer une base de V;, on considérera le polynome g;(X) = C(X)/fi(X)". Les
colonnes de la matrice g;(A) forment une famille génératrice de V;, d’apres le théoreme IV.11.
On pourra extraire une base de V; en utilisant 'algorithme de Gauss.

Pour calculer le polynéme minimal d’une matrice A connaissant la factorisation de C'(X),
nous procédons comme suit. Si le polynome caractéristique de A est C(X) = p(X)" ou p(X)
est irréductible, alors k™ est un sous-espace caractéristique, et trouver le polynéome minimal
de A revient a calculer I'exposant minimal s tel que p(A)* = 0.
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Si le polynome caractéristique n’est pas une puissance d’un polynome irréductible, nous
montrons qu'il est possible de scinder C'(X) en C(X) = P(X)Q(X) ou P(X) et Q(X) sont
premiers entre eux, de sorte que : soit le polynéme caractéristique d’'une des deux matrices
P(A) restreinte a Vg ou Q(A) restreinte a Vp est puissance d'un polynome irréductible, soit
nous avons deg P(X),deg Q(X) < %n Nous appliquons récursivement la méthode sur Vp et
sur Vg. Les matrices des restrictions de A a Vp et Vi sont décomposées a leur tour, jusqu’a
ce que tous les sous-espaces caractéristiques A aient été obtenus. Finalement le polynome
minimal des restrictions de A a chaque sous-espace caractéristique est calculé. Le produit de
ces polynomes minimaux donne le résultat final.

4.1.2 L’algorithme

Nous décrivons 'algorithme plus précisément.
Données : La matrice A et son polynome caractéristique C'(X), donné avec sa factorisation
en polynomes irréductibles :

C(X) = fA(X)™ . fr(X)™

Résultat : Le polynéme minimal de A et la décomposition de k™ en sous-espaces caractéris-
tique de A.

Etape 1 : Grouper la factorisation de C(X) en C(X) = P(X)Q(X) olt P(X) et Q(X) sont
premiers entre eux. Trois groupements sont possibles.

e C(X) = p(X)", p(X) irréductible. On calcule le polynéme minimal p(X)* de A par
essai sur s. Ceci peut étre effectué en O(n®\/n), en utilisant la technique d’évaluation
présentée plus loin dans la preuve du théoreme IV.12 pour calculer p(A), exposant
minimal s étant ensuite recherché par dichotomie, en O([logsr|) multiplications de
matrices.

e Un des facteurs de la décomposition, p;(X)™, est de degré supérieur a %n Alors on
choisit P(X) = p;(X)", c’est-a-dire C(X) = p;(X)"Q(X), et Q(A) donne une base

d’un sous-espace caractéristique.

e Tous les facteurs p;(X)" sont de degré inférieur a %n Il est alors possible de grouper
la factorisation C(X) = P(X)Q(X) ou P(X) et Q(X) sont premiers entre eux et ol

deg P(X) < 2n, deg Q(X) < 2n. Ceci sera décrit dans le lemme IV.12.

Etape 2 : Calcul de Q(A), P(A). Ceci donne deux familles de vecteurs générateurs pour les
deux sous-espaces Vp et Vg respectivement. Ceci est fait & un cott O(n®/n) en utilisant la
technique démontrée dans la preuve du théoreme IV.12.
Etape 3 : Calcul de deux bases de Vp et Vg respectivement, en utilisant la technique
d’élimination de Gauss, & un cotit O(n?).
Etape 4 : En changeant de base, prenant pour la nouvelle base 'union des deux bases
précédemment calculées, les matrices Ap et Ay des restrictions de A a Vp et Vi respective-
ment sont calculées. Le cotit est & nouveau O(n?).
Etape récursive : L’algorithme est appliqué récursivement a Ap et Ag, les cas terminaux
correspondant aux bases des sous-espaces caractéristiques de A.

Il reste a expliquer comment le regroupement des facteurs du polynome caractéristique
peut étre effectué, et comment évaluer efficacement un polynéme en une matrice.
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4.1.3 Evaluation d’un polynéome en une matrice

Soit, A une matrice carrée de taille n. Nous montrons que p(A) peut étre calculé a un cout de
O(Vtn?), ol t est le degré de p(X). En utilisant la méthode de Horner, cela nous menerait &
un cotit de O(tn?). 1l est possible de faire mieux que la méthode de Horner, car 1'évaluation
d’un polynome en une matrice fait intervenir deux lois de multiplication : I'une interne de
cotit n3, 'autre externe de cotit n?.

La méthode est une variante de la méthode “pas de bébé, pas de géant” de Shank, et
nécessite de conserver v/t matrices en table.

Théoréme I1V.12 Pour toute matrice A € M,(k), pour tout polynéme U(X) de k[X] de
degré au plus t, U(A) peut étre calculé en O(v/tn?®), en utilisant une taille mémoire de

O(Vtn?).

Preuve : Pour simplifier, nous décrivons 'algorithme dans le cas ot t = d? — 1, pour un
entier d. Nous avons a calculer

U(A) = ug +u A+ ugA® + ... +u A" (IV.22)
Soit B = A%, nous décomposons le polynome U en polynomes de taille d :

U(A) = uo+uAd+ugA’ + ... +ug AT
—|—(Ud + Ud—i—lA + Ud+2A2 +... + ud+d_1Ad_1)B
+ (g + Ugap1 A + UsaroA? . ..+ Uggyq 1 ATV B

+(Uagg—1) + ta@-1)+1 A+ ... + Ud(d—l)-i—(d—l)Ad_l)Bd_l
= Up(A) + U (A)B+Uy(A)B- -+ Uy B*

Un précalcul est mené pour enregistrer en table les matrices suivantes :

(A2 (A [A T [B=A"[F[.. [B7]

Le cout de ce précalcul est de 2d — 3 multiplications de matrices. Calculer U;(A) ne fait
intervenir aucune multiplication de matrice, puisque chaque matrice A*,0 < i < d—1 est lue
dans la table. Ensuite chaque produit U;(A)B® est a effectuer, ce qui mene a d multiplications
de matrices supplémentaires.

D’oll un cotit total de O(dn?).

4.1.4 Regroupement des facteurs du polynéome caractéristique

La procédure de partition des facteurs du polynome caractéristique peut s’appliquer a d’au-
tres problemes. Nous I'indiquons donc en toute généralité, d’autant plus que ces propriétés
interviendront aussi pour évaluer la complexité de ’algorithme récursif pour calculer un
vecteur cyclique.

Définition IV.15 Un multi-ensemble est une application de E dans N ou E est un sous-
ensemble de N.
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Ainsi un multi-ensemble définit une suite d’entiers positifs n;,, ..., n;,, ... Pour les définitions
qui suivent nous supposons que E est de cardinal fini.

Définition IV.16 Etant donné un multi-ensemble, nous notons n(E) le nombre > ;cpn;.
Pour 0 < 6 < 1, une partition 6-équitable d’un multi-ensemble E est une partition I U J de
E qui vérifie : soit I (ou J) est réduit a un singleton {i} et n; > On(E), soit n(I) < On(E)
et n(J) < On(E).

Définition IV.17 Une partition récursive de E est un arbre binaire dont les neuds sont
des sous-ensembles de F, les feuilles sont des singletons, et les sommets des deux sous-arbres
d’un neeud sont une partition de ce neeud.

Définition IV.18 Pour 0 < 0 < 1, une partition #-équitable récursive de E, est une parti-
tion récursive de E, telles que les sommets des deux sous-arbres d’un neud soit une partition
0-équitable de ce neeud.

Soit un probleme P(FE) défini pour tout multi-ensemble E. On suppose que résoudre le
probleme P(E) est tel qu'il peut se réduire a résoudre les problemes P(I) et P(J) quelle que
soit la partition I U J de E. On suppose de plus que le cott de la création de la partition
IT'uJ de E est O(n(E)°) (= an®), et que le colt pour construire la solution du probleme
P(E) a partir des solutions de P(I) et de P(J) est aussi O(n(F)¢) (= pn°). Nous notons
C(FE) le cotut le plus faible pour résoudre P(E) sur toutes les partitions récursives de F, et
C(n) est le cout le plus grand des C'(F) pour tous les multi-ensembles E tel que n(E) = n.

Le lemme suivant montre que le cott total pour résoudre P(E) avec n(E) = n reste
O(n®), si e est assez grand.

Lemme IV.12 Soit P(E) avec n(E) = n, et soit un probléme P vérifiant les conditions
ci-dessus. Alors, si 0 > % il existe une partition récursive de E 0-équitable . Si de plus

)
0= %, on a C(n) = O(n®) = yn? avecy = l‘fgge, si e est supérieur a % ~ 1.71.
Preuve : Nous avons a montrer que, étant donné un multi-ensemble nq,no,...,ng avec
n(E) = n, il existe une partition #-équitable si 6 > % D’apres la définition d’'une partition
f-équitable nous pouvons supposer que n; < 0n,t =1, ..., k. Maintenant s’il existe ¢ tel que
n; > (1 — 0)n, alors la partition I = {i} et J = E \ I est 6-équitable. Il reste le cas ou
n; < (1—=0)n,i=1,... k. Soit alors J le sous-ensemble de E de cardinal maximal tel que

> jesn; < On. Montrons que Y,c;n; < 0n, pour I = E'\ J. Par 'absurde : si Y,c;n; > 0n,
en otant un élément i de I pour I'ajouter a J, I devenant I’, J devenant J’, la maximalité

de J entraine
> n; > On,
jeJ

et done

> ng < (1—0)n.

iel’

> ng>n(l) —6n > (1—20)n.

el’

Ceci entraine 20 — 1 < 1 — 0 et contredit 'hypothese 6 > %
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Sif = %, montrons que C(n) est borné supérieurement par yn®. La preuve est par

récurrence sur n. Le résultat est vrai pour n =2 et pour n > 2, n <n —1. On a

C(n) < an®+max(C((1—0)n)+ Bn® 2C(6n))
< an®+ Bn° +2C(0) = (o + B)n® + 296°n°.
Ainsi nous avons que C'(n) < yn® avec vy = —105555, qui est positif si e > 1ogl§§120g2'

O
D’un point de vue algorithmique cette partition peut étre obtenue en triant par taille

croissante les entiers n;, ¢« € E. On les ajoute jusqu’a ce qu'une valeur ni + - - - +n;, supérieure

& 2n est obtenue. Alors I ={1,...,k—1}.

4.1.5 Complexité de 1’algorithme

Théoréme 1V.13 Soit A une matrice de M, (k), il est possible de calculer le polynome
minimal de A, et une matrice diagonale par blocs semblable a A, exhibant les sous-espaces
caractéristiques de A, avec une complezité de O(n3\/n), et une taille mémoire de O(ny/n).

Preuve : Le théoreme est prouvé en prenant e = 3.5 dans le lemme IV.12.
O

4.2 Le méme algorithme sur la forme de Hessenberg a décalage

Cet algorithme peut étre employé sur des matrices Hessenberg a décalage, plutot que sur
des matrices quelconques. Le point crucial est qu’évaluer un polynoéme en une matrice H de
Hessenberg a décalage est moins cotiteux, si le parametre m de H est petit. Cette amélioration
se retrouvera dans la complexité finale de ’algorithme.

Données Une matrice H de Hessenberg a décalage et la factorisation de son polynéme
caractéristique en facteurs multiples.

Résultat Le polyndme minimal de H et une décomposition de k™ en sous-espaces carac-
téristiques de H.

Etape 1 : Regrouper les facteurs C(X) = P(X)Q(X), comme dans étape 1 de Palgorithme
précédent.

Etape 2 : Calcul de Q(H), et de P(H) (corollaire IV.1). Ceci donne deux familles de vecteurs
générateurs des sous-espaces Vp et V( respectivement.

Etape 3: Calcul de bases pour Vp et V respectivement.

Step 4: On calcule les deux matrices Hp et Hg des restrictions de H a Vp et Vi respective-
ment. Le colit est & nouveau O(n?). On calcule des formes de Hessenberg & décalage H) et
H¢, des deux matrices Hp et Ho.

Etape récursive On applique récursivement l’algorithme a H}, et Hé. Ceci se termine en
produisant les sous-espaces caractéristiques.

Corollaire IV.6 Soit H une matrice de Hessenberg a décalage de M, (k), étant donnée
la factorisation du polynome caractéristique de H, il est possible de calculer le polynome
minimal d’une matrice de H et une matrice D bloc diagonale semblable & H en O(n3+m?%n?)
opérations élémentaires.
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Remarque IV.4 Le terme n? dans I'évaluation précédente est di au calcul de la forme de
Hessenberg a décalage d’une matrice donnée, et a la construction des bases pour les sous-
espaces 1nvariants.

Remarque IV.5 En calculant une forme de Hessenberg a décalage d’une matrice donnée
A, tous les résultats du corollaire IV.6 sont obtenus a un cotit O(n®+m?*n?) par le théoréme

IV.J.

4.3 Calcul “diviser pour régner” d’un vecteur cyclique

Pour calculer un vecteur cyclique d’une matrice de Hessenberg a décalage H dont le polyno-
me caractéristique est sans facteurs multiples, la complexité de 'algorithme direct présenté
en 3.2 devient O(n*) lorsque m est grand. Nous développons une procédure récursive plus
sophistiquée, de complexité O(n?), pour toute valeur de m. Nous présentons une technique
de décomposition de matrices de Hessenberg a décalage, et finalement donnons la description
complete de I'algorithme. Cet algorithme fonctionne lorsque le polynome minimal de H est
sans facteurs multiples.

4.3.1 Stratégie

Soit a calculer un vecteur cyclique d’une matrice A dont le polynéme caractéristique est sans
facteurs multiples. Une forme de Hessenberg a décalage H est d’abord calculée. Ensuite la
stratégie est de découper la matrice de Hessenberg a décalage en deux sous matrices, dont
les tailles restent sous controle.

Nous conservons les méme notations que dans la partie 3.1. La matrice H est de la forme

Hp, B, Hp.p, - Hpsp,
0 Hp, B, -+ Hp,B,

H = ) ) i
0 e O HBm,Bm

Notation 10 Pour tout I C [1,n],J C [1,n], nous notons Hy ; la sous matrice formée des
lignes de H dans I et des colonnes H dans J. La taille de I est notée ny.

Le découpage consiste en trouver une matrice Hp;: équivalente a H de la forme

_ H,B[ B[ H,B[ BJ
Hgpit = < 0 Hy ) (IV.23)

qui est une matrice de Hessenberg a décalage telle que ny < %n, ny < %n Nous appliquons
, ) , : : , f .
récursivement I'algorithme sur les deux matrices Hp, p, et Hp, g , pour trouver vg,, vg, qui
. , , .
sont des vecteurs cycliques de Hy p et Hp p respectivement.
Ensuite un vecteur «’ cyclique pour Hy,;; peut étre calculé par le lemme IV.11, vp, et
vp, ¢tant connus. En changeant de base, on obtient un vecteur u cyclique pour H.
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4.3.2 Le scindage

Nous expliquons dans un lemme comment scinder la matrice en deux sous-matrices. Avant
de I’énoncer, nous expliquons un point technique au sujet des matrices de Hessenberg a
décalage perturbées par une permutation de lignes et de colonnes.

Soit la matrice de Hessenberg a décalage :

Hp, B, Hp, - Hp.p, - HpB,
O  Hp,p, -+ Hpyp, -+ Hpyp,
g . . . : |
. HBk,Bk e N
0 0 e 0 .- Hp, 5,

sur laquelle on effectue une permutation de lignes et de colonnes telle que le bloc Hp, s,
est permuté avec le bloc Hp, p,, de facon & obtenir la matrice Hg,q, semblable a H :

Hp, B, 0---0 0 Hp, B,
HB[Q,k—1]7Bk HB[Q,k—l]vB[Q,k—l] HB[Q,k—l]vBl HB[Q,k—1]7B>k
stap = : : :
HBl,Bk HBl,B[z,k—u HBl,B1 HBlvB>k
HB>k,Bk HB>ka[2,k—1] HB>k731 HB>ka>k

Ce n’est pas une matrice de Hessenberg a décalage, et nous en calculons une forme de
Hessenberg a décalage H'. Ceci conduit a la matrice

/ / / /
HBl,Bl HB17B2 U HBth e HBth
/ / /
0 HB27B2 U HB27Bk e HB27Bm
g — . .
. / .
. HBIka A .
/
0 0 . 0 e Hpy

Le lemme suivant établit une relation entre le polynome compagnon du bloc Hp, p et
polynéme compagnon du bloc Hp, p, .

Lemme IV.13 Soit fi, le polynome compagnon du bloc Hp, g, de la matrice H, et soit
f1 le polynome compagnon du bloc Hp g de la matrice H' obtenue par la transformation
précédente. Alors fi, divise f.

Notation 11 Nous notons € le vecteur de k™ tel que (ex)p, = (1,0,...,0) et (e)p, =
0,...,0), j # k.

Preuve : Nous savons que fi divise le polynome minimal de H relativement a €. La per-
mutation de H a Hg,,qp revient a placer le vecteur €, comme premier vecteur de la nouvelle
base. L’algorithme de réduction en forme de Hessenberg a décalage calcule une matrice dont
le premier bloc est une matrice compagnon dont le polynéme compagnon est le polynome
minimal du premier vecteur. Ainsi f] est le polynome minimal de €, qui est un multiple de

Jr-

O
Voici maintenant le lemme de scindage de matrices de Hessenberg a décalage :
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Lemme IV.14 (Scindage de la matrice) Soit H une matrice de Hessenberg a décalage.
Il est toujours possible de déterminer une matrice de Hessenberg a décalage H gy et une
matrice P inversible telle que H = PHsplitP_l avec Hypip de la forme

_ H/B[ B[ H,B[ BJ
Hsplit - ( 0 H/BJ’BJ (IV24)

et vérifiant ['une des deux possibilités

1. soit Hp, g, est un bloc compagnon de taille > 2n, et Hy ., g, est une matrice de Hes-
senberg a décalage de taille < %n

- 1 1 . \ s’ - . s . \
2. soit Hy, p, et Hp g, sont des matrices de Hessenberg a décalage de taille inférieure a

2
37’L.

De plus Hgpir et P peuvent étre calculées en O(n?’) opérations.

Preuve : Deux cas principaux sont a considérer.

3k € [1,m] | n > 2n.

On choisit I = By, J = [1,m]\ I. Alors n; < %n mais le bloc B peut ne pas étre
le premier bloc. Par permutation de lignes et de colonnes, le bloc By est placé en premiere
position. Ceci mene a une matrice H,,q, qui n'est pas Hessenberg a décalage. Nous appliquons
'algorithme de réduction en forme de Hessenberg a décalage pour produire la matrice H gyqp-
Par le lemme 1V.13, la taille du premier bloc a augmenté, et donc est supérieure a %n Ceci
donne la matrice Hgy;; du cas 1 & un cotit O(n?).

Vie[l,m],n; < %n

Supposons d’abord que tous les n; sont inférieurs a %n Dans la famille des ensembles
I; = {1,2,...i}, nous notons I;, celui de cardinal maximal tel que 3z, n; < 2n. Alors
I =B UBy---B;, et J = B;,11UBj 42U B, vérifient n; < %n et ny < %n . En effet
puisque np fig+13 < %n, nous avons que ny < %n + N1 < %n Alors la matrice Hgye est la
matrice H. Ceci est le cas 2.

Sinon, il existe ny > %n, et nous choisissons [ = By, J = [1,m] \ I. Nous avons n; < %n,
ny < %n Par une permutation de lignes et de colonnes, le bloc H; est amené en premiere
position, et la matrice est ensuite réduite en matrice de Hessenberg a décalage en O(n?)
opérations élémentaires. La taille du premier bloc a pu étre accrue. Soit la taille du premier
bloc demeure inférieure a %n ce qui correspond au cas 2, soit la taille du premier bloc dépasse
2, ce qui est le cas 1. Dans ces deux cas, la taille du deuxieme bloc reste inférieure a 2n.

3 3
O

4.3.3 L’algorithme

Nous présentons maintenant 1’algorithme complet pour calculer un vecteur cyclique dune
matrice A dont le polynome minimal est sans facteurs multiples.

étape 1% : calcul d’une forme de Hessenberg a décalage de A. Celle-ci est obtenue en
O(n?®) opérations par le théoréme IV.4. Ceci n’est effectué qu'une seule fois.

étape 2 : scindage et récursion. Le scindage indiqué par le lemme IV.14 est effectué, et
nous obtenons deux sous-matrices H'p, g, et H'p, g, .
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L’algorithme est alors appliqué récursivement sur les matrices H'p, g, et H'g, g, si elles
ne sont pas des matrices compagnons. Dans le cas d’une matrice compagnon, le vecteur
(1,0,...,0) est retourné.

étape 3 : reconstruction d’'un vecteur cyclique. Les sous cas H'p, g, et H'p, g, ont été
traités, et les solutions up, et up, ont été obtenues. Le lemme IV.11 nous indique comment
construire un vecteur cyclique pour Hgy;; & un cotut O(n?).

étape 4 : changement de base. La donnée d’'un vecteur cyclique pour Hpy;; permet de
calculer un vecteur cyclique pour H, par changement de base, en O(n?).

4.3.4 La complexité

Le cout de chaque étape est évalué.
étape 1* : le coiit est O(n?), une seule fois.
étape 2 : le scindage cotite O(n?) = a;n.
étape 3 : la reconstruction cotite O(n?®) = agn3.
étape 4 : le changement de base cotite O(n?).
étape 5*: Un changement de base de H a A est effectué pour obtenir un vecteur cyclique
dans la base d’origine, & un cofit asn?.
Seule les étapes 2,3 et 4 sont appliquées récursivement. Le cout total de ces étapes est

(a1 + ag)n® = and.

Théoréme 1V.14 Soit une matrice A € M, (k) dont le polynome minimal est sans facteurs
multiples. Un vecteur cyclique pour A peut étre calculé en O(n3) opérations élémentaires sur
E,.

Preuve : On emploie le lemme 1V.12, avec e = 3.
O

Corollaire IV.7 Sin est premier a q, sur la donnée d’une matrice représentant [’opérateur
de Frobenius x — x4, il est possible de calculer une base normale de F n en O(n®) opérations
élémentaires.

Preuve : Le polynome minimal de I'automorphisme de Frobenius est X™ — 1, qui est sans
facteurs multiples si pged(n,q) = 1. Etant donnée la matrice F,, de I'automorphisme de
Frobenius (calculée en O(n?log(q))), nous sommes capables de calculer un vecteur cyclique
pour F, en O(n?). Ce vecteur est un élément normal.

O

5 Calcul de la forme rationnelle canonique

5.1 Définitions et Notations

Soit A un opérateur linéaire. Nous considérons k™ muni de la structure de k[X]-module
induite par A.

Notation 12 Soit p € k[X], et v € K", nous utilisons la notation de k[ X]-module pv pour
p(A)v. Nous utiliserons aussi la notation pv lorsque p est un polynéme p(Ap,) évalué en la
restriction de A & un sous-espace invariant kK%, et lorsque v est un vecteur de k.
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De plus nous avons besoin d’une notation spécifique pour les colonnes d’une matrice de
Hessenberg a décalage.

Notation 13 Soit H une matrice Hessenberg a décalage

Hp, B, Hp ., -+ Hp B,
o O Hp, B, : HBQ‘,Bm
0 o0 Hyop
Nous notons €; le vecteur de la base canonique de k™ tel que (¢;)p, = “(1,...,0). Toutes

les colonnes de H sont les A'(e;).
Nous fizons e; = f;e;. Le vecteur e; est le vecteur “au dessus” du i-iéme bloc dans la
forme de Hessenberg a décalage.

5.2 Calcul préliminaire

Nous calculons d’abord une forme bloc diagonale de la matrice A exhibant les sous-espaces
caractéristiques. D’apres 'algorithme présenté en 4.1.1, une telle matrice peut étre obtenue
en O(n*?) opérations élémentaires, ou, en utilisant la forme de Hessenberg & décalage en
O(n?®) en moyenne. Rappelons que la factorisation du polynome caractéristique doit étre
connue, ce qui restreint notre méthode au corps finis. Notre objectif sera alors de produire la
forme rationnelle canonique de la restriction de A aux sous-espaces caractéristiques, ce qui
donnera la forme rationnelle canonique développée de A. Nous montrons comment recouvrer
la forme rationnelle canonique d’une matrice A lorsque les formes rationnelles canoniques
de ses sous-espaces caractéristiques ont été obtenues. En effet soit donnée une matrice bloc
diagonale semblable a A :

Fp, 5, 0 0
D= 0 Fou.5: o 0
0 0 ... Fp,p,

ou chaque matrice F, g, a la forme rationnelle canonique

Ceon 0 o 0
0 Cpe o 0
FBmBi - '
0 0 con O osim,
b;
N . . . Sivmi ~
et ot 5,1 < S50 < -+- < Sy, @ = 1,...,d. Nous avons ainsi que p; est le polynome

minimal de Fg, p,. Les sous-espaces pour laquelle la matrice est une matrice compagnon sont
notés Vpsz-,l,\/psl-,z e Vpsz;mi et un vecteur cyclique pour chacun de ces sous-espaces est noté

€ sij.
p;
Nous considérons les sous-espaces

Wl — V‘Sl,ml @ V'SZ,TILQ @ te @ V'Sd,md
by Py Dy
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Woy=Vsim-1@Vsom1 @ BVsamy
Py Py pd

formés en regroupant les sous-espaces cycliques par ordre décroissant d’exposant de
chaque polynome irréductible. Considérons aussi les vecteurs

El = € s1,my + € $2,mqy + tee + € Sd,mg
Py Py Py

E2 = € S1,m;-1 + € $2,mo—1 +---4€ Sd,mg—1
Dy Dy Py

regroupés de la méme maniere. Alors chaque FE; est un vecteur cyclique de W;, pour
chaque valeur de i. Chaque vecteur cyclique définit ainsi un sous-espace invariant tel que le
polynome minimal f;,; de A restreint a F;,; divise le polyndme minimal f; de A restreint
a E;. La matrice représentant la restriction de A dans la base {FE;, AE;, A’E;, ...} est une
matrice compagnon, et la matrice de A dans la base

{E\,AE,,.. . E;, AE;, A’E;, ...}

correspond a la forme rationnelle canonique de A.

5.3 Cas d’un sous-espace caractéristique

Nous considérons donc un opérateur A dont le polynome caractéristique est de la forme
C(X) = p(X)", avec r > 1, pour p(X) irréductible.

Nous appliquons 'algorithme de réduction en forme de Hessenberg a décalage H. La
matrice H peut étre écrite de la sorte

Hp, B, Hp ., - Hp g,
0 Hp,B, -+ Hp,B,

H = ) ) )
O e O HBmme

Le polynome minimal f; de la matrice compagnon Hp, p, est p*. Le but est d’obtenir une
somme directe de deux blocs diagonaux, le premier étant un bloc compagnon, le deuxieme
bloc étant une matrice de Hessenberg a décalage. Le procédé sera ensuite appliqué au deux-
ieme bloc diagonal.

Le cas favorable est lorsque les composantes des vecteurs e; sur le premier bloc de co-
ordonnées vérifient (e;)p, = elpr, pgcd(e},p) =1, et r; > s;. Nous introduisons alors les
vecteurs

€, = €3 — egprz—%l
— T r3—s:
€3 = €3—e3p? e

J— Tm—S
€, = €m— e e,
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qui vérifient (p*el)p, = 0, i = 2...m, puisque p*e; = e;. Ils forment une base dans
laquelle la matrice a la forme
Cpsl 0
0 H/ )

et le procédé est ensuite appliqué a H'.

Sinon, il existe 7 tel que r; < s;. Soit ¢; le vecteur tel que s; — r; est le plus grand. Par
une permutation de lignes et de colonnes, nous plagons ce vecteur €; en premiere position.
En appliquant 'algorithme de réduction, nous calculons une nouvelle forme de Hessenberg
a décalage, dont le premier bloc est une matrice compagnon, dont le polynéome minimal est
le polynome minimal de €; (voir lemme IV.13). Nous affirmons que 'exposant du polynéme
minimal de ¢; est strictement supérieur a s;. La taille du premier bloc a donc augmenté. Le
processus s’arréte lorsque nous avons s; < r; pour tout i, ce qui est la situation favorable,
ou s'il ne reste plus quun seul bloc compagnon.

Nous prouvons maintenant notre affirmation. Soit j tel que r; < s;. Alors le polynéme
minimal de €; est d’exposant supérieur a s;.

Preuve : Nous calculons 'exposant minimal s tel que p°¢; = 0. Nous devons avoir p%e; a
calculer. En effet p* (H)p, , = 0 et (p¥¢;)p, est nul. Ceci s’écrit

pYe; = (e;)p, +(€ej)p, + +(e)5,_,-

Les coordonnées du bloc B;_; doivent aussi étre annulées, ce qui conduit a un facteur phi-1
tel que
phpies = pht(es) s, + v(j — 2).

Et le vecteur v(j — 2) est un vecteur de support inclus dans les blocs By U By - - - U Bj_.
A chaque étape nous devrons avoir la relation

AL,

D . .p)‘j—lpsjEj — pAk .. .p)‘j—l (ej)Bl + U(k _ 1)

Jusqu’a ce que toutes les coordonnées soient nulles, sauf celles du premier bloc. Nous
avons alors

A2 Aj1

pephiiptie; = pM e phi(es)p 4 v(1)

— p)\z .. .p)‘jflej,prj + U(]_)

Sur le premier bloc de coordonnées, le k[X]-module induit par H est k[X]/(p*(X)). Nous
devons donc trouver I’exposant minimal [ tel que

pH(p* - phitelp’i 4 u(1)) = 0 mod p*

et nous écrivons v(1) = p™v(1)" olt ged(p, v(1)T) = 1.
Deux cas sont a considérer.

o 7’02)\2+"‘+)\j_1+7“j.
L’exposant [ est
l:81—(>\2+"‘+)\j_1+7“j)
et I'exposant du polynome minimal de €; est
l+)\2+"'+>\j_1+8j:Sl—Tj+8j > S5

puisque 7; < s;.
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o rog <A+ -+ Aj_1 +1;. L'exposant [ est
l:sl—ro>81—()\2+~--+)\j_1+7’j)
et I'exposant du polynome minimal de €; est

81—T0+)\2+"'+)\j_1+é’j > 81—()\2+"'+)\j_1+7’j)+)\2+"‘+)\j_1+8j

> §1—Trj+S;> 81

5.4 Complexité

Soit I'obtention directe du bloc supplémentaire, soit le processus d’augmentation de la taille
du premier bloc a un cotit O(n3). Ces processus sont appliqués au plus r fois. De plus les
matrices de changement de base sont aussi obtenues. La complexité de cette méthode est
donc O(n?r).

Pour une matrice quelconque, pour tous les sous-espaces caractéristiques, la complexité
est

O(niry) +Omiry) + -+ O0(ndrg) <OM*(r1 +ro + -+ +74))

Oury+7ry+---+1ry est le nombre de facteurs du polynome caractéristique, comptés avec
multiplicité. Ce nombre est asymptotiquement logn en moyenne, par le théoreme IV.8.

Théoréme 1V.15 Soit A € M, (k). Sur la donnée des sous-espaces caractéristiques de A, la
forme rationnelle canonique de A et la matrice de changement de base peuvent étre calculées
en O(nmy), ot my est le nombre de facteurs irréductibles du polynéme caractéristique de
A, comptés avec multiplicités. La complexité moyenne de cet algorithme sur un corps fini est
asymptotiquement O(nlogn).

La borne que donne Patrick Ozello pour son algorithme est 8n* + 2n3. En réalité notre
algorithme est tres proche du sien, en augmentant la taille du premier bloc dans les cas
défavorables, mais dans notre méthode nous sommes assurés d’augmenter la taille du premier
bloc d’au moins deg p, alors que dans sa méthode la taille augmente d’au moins 1.

6 Calcul de base normale dans un corps fini

Nous avons montré en 4.3 comment calculer une base normale pour E;», lorsque n est premier
a p, la caractéristique de E,.

Nous allons généraliser la construction pour tout n. Nous écrivons n = niny olt ny = p',
et ny est premier a p. D’apres le corollaire IV.7, nous sommes capables de calculer un base
normale de E;n en O(n?) opérations élémentaires. Nous montrons d’abord comment calculer

une base normale sur la donnée d'une base normale pour Eqx et d’une base normale pour
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6.1 Base normale pour un corps fini “composé”

Lorsque K = Ejniny avec pged(ng, n2) = 1, nous dirons que K est le composé de Eqni et de

Le théoreme suivant permet de construire un élément normal pour K.

Théoréme 1V.16 ([BGM™'93, p. 72, th 4.3]) Soit n = niny avec pged(ny,ng) = 1.
Alors, pour a € Epy et B € Epa, v = aff € En est un élément normal si et seulement
si o et 3 sont des éléments normauz de Epny et By respectivement.

Notons que ce théoréme fournit de plus une présentation de E;», par la donnée du poly-
nome minimal de v = a3 qui peut étre calculé sans la donnée explicite de 7.

Soit P le polynéme minimal polynome de 6, et P, le polynome minimal de 65 et
P(X,Y)=X "2 P,(%). Considérons le résultant suivant [Mig89, p. 137]

R(Y) = Resx(Py(X,Y), Pi(X))
I[I A®BY).

B,P1(8)=0

Alors R(Y') = 0 si et seulement si il existe 3 tel que

{131(5):0 (i}{Pl(ﬁ):O
Py(3,Y) =0 Br2Py(%) =0 -

c’est-a-dire R(Y) = 0 si et seulement si Y est le produit d’'une racine de P, et d'une racine
de P,. Le polynéme R(Y') a minsy racines, qui est le nombre de conjugués de #,605. Puisque
6 = 0,65 est une racine de R(Y'), le polynome R(Y') est le polynéme minimal de 6. D’autres
méthodes peuvent étre considérées pour obtenir le polynome minimal de 6 = 6,6,, par

exemple calculer 1,60, ...,0" ...,0™"™ et obtenir une relation de dépendance linéaire.

6.2 Base normale dans le cas n = p°

Pour calculer une base normale pour E, ot n = p®n; et pged(p,nq) = 1, il suffit donc de
calculer de calculer une base normale pour E» et pour Eye. Soit donc K = Ee.

Le polynome minimal de I'isomorphisme de Frobenius est alors X?° —1 = (X —1)P". Soit
H une matrice de Hessenberg a décalage présentée comme dans la partie 5.3, alors le poly-
nome minimal de €, est X?° — 1. En effet, on constate d’abord que X?° — 1 est le polynome
minimal d'un des vecteurs ¢; : si le polynome minimal de chaque ¢; est X?* —1, ¢; < e, alors
le polynéme minimal de H est X" —1 # X?° — 1. Ensuite, si ¢; est cyclique avec [ < m,
on peut le placer en premiere position, par permutation de lignes et de colonnes.

Le procédure de réduction en matrice en de Hessenberg a décalage ferait apparaitre une
matrice compagnon, de polynome minimal X?° — 1. Or cette procédure laisse inchangés les
blocs By, | > 7, et en particulier le terme nul, sur la sous-diagonale, précédent ¢,, demeure.
La matrice obtenue ne peut pas étre une matrice compagnon, et le vecteur ¢, est donc un
vecteur cyclique.

Proposition IV.3 Une base normale de Fpe, ot g = p™, p premier, peut étre calculé en
O((p®)?) opérations élémentaires dans F,.
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7 Conclusion

La complexité du pire de la plupart de nos algorithmes est de I'ordre de O(n?), ot n est
la taille de la matrice, sauf pour deux problemes : le probleme particulier de la recherche
d’un vecteur cyclique d’une matrice dont le polynome caractéristique est sans facteurs mul-
tiples, pour lequel la complexité O(n?) est obtenue ; et pour le calcul récursif du polynome
minimal d’'une matrice dont la factorisation du polynome caractéristique est connue, dont la
complexité peut étre bornée par O(n®?%). Toutefois, la complexité pratique est meilleure en
moyenne sur les corps finis, et il nous semble important d’avoir montré que, pour certains
problemes d’algebre linéaire, il existe des algorithmes dont la complexité dépend en réalité
de certains parametres de la matrice A traitée, précisément m 4 le nombre de facteurs du
polynome caractéristique, comptés avec multiplicité.

En ce qui concerne le probleme du calcul de la base normale, nous avons montré que le
colit du calcul d'une base normale de F» sur E, est le méme que le cotit de I'obtention d'une
matrice représentant 1'isomorphisme de Frobenius. Ceci est du a deux techniques importantes
dégagées ici.

La premiere technique est 'emploi de techniques “diviser-pour-régner” qui permettent
de maintenir une complexité constante, malgré une construction récursive de la solution.
Cette complexité est essentiellement la méme que la complexité nécessaire pour scinder le
probleme et pour reconstruire la solution a partir des solutions partielles. Nous avons vu
deux exemples ou cette démarche est fructueuse.

La deuxieme technique est I’emploi de matrices de Hessenberg a décalage, qui peuvent étre
vues comme des formes faibles de la forme rationnelle canonique. La forme de Hessenberg
a décalage présente la qualité d’étre creuse, dans le cas des corps finis : il y a O(logn)
termes non nuls par lignes. Ceci diminue considérablement le cott des calculs, notamment
les multiplications de matrices. Un autre intérét de la forme de Hessenberg a décalage est
de présenter des propriétés de structure fortes, qui permettent de construire la solution,
en utilisant les matrices compagnons qui interviennent sur la diagonale. Ceci permet de
transformer les calculs matriciels en opérations sur les polynomes. Enfin I'obtention d’une
forme de Hessenberg a décalage n’est pas tres couteuse.

Le prolongement naturel est le suivant : existe-t’il un algorithme de bonne complexité
(par exemple O(n®*mpy) ou mieux O(n?m3%)) pour calculer la forme rationnelle canonique
d’une matrice de Hessenberg a décalage H, sans connaitre la factorisation du polynome
caractéristique de H. Ceci permettrait de généraliser notre algorithme de calcul de la forme
rationnelle canonique a des matrices sur Q.

Enfin, le probleme de toutes ces méthodes est qu’il est impossible de faire baisser la
complexité en dessous de O(n?) pour une matrice quelconque, car le précalcul requis est le
calcul d'une forme de Hessenberg & décalage, qui s’obtient en O(n?). Existe-t’il alors des
versions probabilistes de ces méthodes, de meilleure complexité ?
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Annexe A

Détermination de la distance
minimale de deux codes BCH de
longueur 255

1 Premier exemple: Le BCH de longueur 255 de dis-
tance construite 61

Cet exemple est facile et peut étre traité directement sans faire intervenir de bases standards.
Le principe est d’éliminer le plus grand nombre de variables possible dans les équations,
en espérant qu’une contradiction apparaitra plus facilement. Afin de pouvoir éliminer une
variable, il peut étre utile de se servir d’'une premiere variable comme “pivot”, a condition
qu’elle soit non nulle.

Dans cet exemple, nous présentons d’abord le cas ou 'on suppose Agz = 0. A ce stade
toutes les fonctions symétriques ont déja été éliminées, et la premiere équation a traiter est
€d123-

eq 123

Ap11® + Asz

%**32
A1 25 + Agr®?

— réduction des exposants sachant que chaque variable vérifie A?® = A;.
reduceExponents(%)
Agnn + Agr™

— cela permet alors d’éliminer Aii1.
a.111:=%+a.111; eq 125
Ags* + Agr®

reduceExponents(%**64)
Ags + Ag’

133
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a.95:=%+a.95; eq 127
Ajo7 + Aoy + Ags?

a.127:=%+a.127; eq 133
14853‘+'1

— en particulier Ags # 0, ce qui est utilisé dans ’équation suivante.
eq 135

Ags? Agy
a.87:=0; eq 143
[49132
a.91:=0; eq 151
Ags?

— ceci est en contradiction avec ’équation eqss.
Le code BCH de distance construite 61 et de longueur 255 ne contient donc pas de mots
de poids 61 tel que Ag3 = 0, nous pouvons reprendre I’étude, en certifiant que Agz # 0.

assertNonZeroA(63)
true

eq 123

Agz? A1 + A111® + Ags® Arnn + Ags™ Ags + Ags® Ag1®? + Az Ag1? + Agz'® Agy
+ A635 A872 + (A6318 + 1) Agr + A6331 + A6322 + A6313 + A634

— Ags peut servir pour éliminer, puisque Agz # 0.
eq(123)*A.63%*(255-2)

Apz®® Aqg + Ag3®™ A11® + A3®? Ajpn + Ae3® Ags + Agz®t Agi®? + Agz®t Agp?
+A63269 Aoy +A63258 A872+ (A63271 +A63253) A87+A63284+A63275+A63266+A63257

reduceExponents %

Aqrg + Agz®™ Ap11® + Agz® Any + Ags'? Ags + Ags® Agr®? 4+ Agz® Agy?
+ Ags' Agr + Agz® Agr® + (A63253 + A6316) Agy + Agz® + Ag3™ + Agz™ + Ags®

A119:=%+A.119; eq 125

Ags* + Ags® Agr® + Ags® Agr'® + Agr® + Ag3'® Agr? + Ags® Ags® + Agz?” Ass + Agz?
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reduceExponents (%**64)

Ags + Agz® Ag1 + Ags Asr® + Asz® + Aga® Asy + Agz® Ags® + Ags® Ags + Ags®

A.95:=%+A.95; eq 127

Ajar + Ag3 Ag1? + Agy + AgzAsy® + Ags” Agr? + Agz® Agy + (A639 + 1)A852 + Agz"® + Ags"

A127:=%+A.127; eq 133
A853 +1

eq 135
Ags® Agr + Ags

A.63:=%+A.63; eq 141

(A87255 + 1) Ap11® + Ags® Agy Agi? + Ass Asy A

eq 143
A9132
A.91:=0; eq 141
(A87255 + 1) Appp®
eq 147

(Ass Agr®P 4 A85) Apr® + Apy 4 Ags® Agr'S

A.111:=A .85%*2* A 87**16
Ags? Agr'®

eq 151

Ceci établit donc la contradiction.

Proposition A.1 La distance minimale du code BCH primitif au sens strict de distance
construite 61 de longueur 255 est strictement supérieure a 61.

Comme le BCH de longueur 255 de distance construite 63 a pour vraie distance minimale
63, on en déduit :

Proposition A.2 La distance minimale du code BCH primitif au sens strict de distance
construite 61 de longueur 255 est 63.
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2 Deuxieme exemple: Le BCH de longueur 255 de
distance construite 59

L’exemple qui suit présente un cas plus difficile d’obtention de contradiction. Les mémes
techniques d’élimination sont employées, mais des équations apparraissent qui ne se prétent
pas a ces techniques. Notre méthode consiste a accumuler ces équations, et une base standard
de l'idéal I engendré par ces équations est calculée. Les équations suivantes sont ensuite
regardées modulo cet idéal. Plus précisément le déroulement est le suivant.

Les équations sont traitées les unes apres les autres, par ordre croissant. Chaque
équation est traitée en utilisant une technique d’élimination, si possible.

Sinon, on considere 1'idéal I engendré par les équations déja considérées parmi
eqi,...,eq_1, qui n'ont pas pu permettre de simplification de variables. Nous
calculons G une base standard de I.

Pour chaque équation egq; rencontrée, nous ne considérons eq, = eq;RI. Si cette
réduction permet de faire apparaitre une élimination, celle-ci est effectuée. Les
équations engendrant I sont modifiées en conséquence, et une base standard est
a nouveau calculée.

Sinon I’équation eq; est ajoutée a I’ensemble des générateurs de I, et une nouvelle
base standard est calculée.

Nous présentons ’exemple suivant. On considere le BCH au sens strict de longueur 255
et de distance construite 59. Afin de pouvoir éliminer, nous devons supposer une variable
non nulle.

Nous nous assurons d’abord de la non-nullité de Ag;. En effet, en supposant Ag; = 0,
nous obtenons facilement une contradiction, qui apparait simplement.

Une fois ce point établi, nous pouvons reprendre I’étude, en certifiant que Ag; # 0.

assertNonZeroA(61)

true

eq 119

Aj19 + (A632 + A614)A111 + (A636 + A1 ®Ags? + A6112)A95A616A9132 + A1 Agy

+ Ag3Asr® + (A638 + Ag1®Ags® + Ae1 2 Ags® + AﬁllG)A87A614A852 + Ags"® + A1 ® Ags "

+ Ag1%® Ags® + Ag1 "0 Ags” + A1 P Ags® + A1 PP Ags® + Ags® + Ae1 > Ags® (A6180 + A614) Ags®
+ (Aﬁl 156 4 A6128)A63 + Agt " + Ag® + Ag®0 + Agi®

a.119:=%+a.119; eq 121

Agr? Agr* + Agr'® + Ag1 ' Ayt + Ag1®Ags® + (A638 + Ag18Ags* + A6116) Ags + Ag1®

— nous pouvons utiliser la technique simple d’élimination, comme dans [’étude précédente.
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eq(121)*a.61%*(255-4)

A61255A914+A61251A8716+A61263A874+A61254A852
+ (A61251A638+A61259A634+A61267)A85 +A61280

ree (%**64)

Agy + Ag1** Agr* + Ag1? Agy + Ag1 P Ags® + (A61254A632 + Ag1As3 + A613)A85 + Ag ™

a.91:=%+a.91;eq 123

Arr® + Agi® Ags* A1y + (A612A636 + A6110A632)A95 + (A61223A634 + A61227A632)A87128

+ (A6164A634 + A6168A632)A8732 + A *P Agr® + (A61254A638 + Ag1" Ags* + A6111A632)A87

+ Ag1* Ags Asr” + (A612A638 + Ag1 10-’4634) Ag7 + (A61223A6368 + Ag1 %" A3 + Ag1%? Ags™

+ A6 % A + A Ags® + (A5 %P + At ™ + A1) Ags? + (A61203 4 A 100 ¢ A612)A632
+ A614A63) Ags” + (A61254A6310 + Ag1Aes” + Ag1® Ags® + A1 Ags® + Ag1” Ags® + Aer>' Ags®
+ Ag1 P Ags® + (A61251 + A6115)A632 + A61127) Ags + Ags'® + Ag1” Ags'® + Ag1 %0 Ags'”
+ (A6170 + A6116)A638 + Ag1 P Ags” + Ag1 ™ Ags® + Ag1 ' Ags® + (A61200 + Ag ™+ A6124)A634
+ Ag1 % Ags® + (A61204 + Aq ™+ AGIG)A632 + Ag1 ' Ags + Ag '

base standard est immédiate.
G:=[eq 123];
reduceExponents(normalForm(eq 125,G))

— équation 123 ne permet pas d’effectuer de simplifications, on considere I = (eqq23). La

Ags + Ag1?* Asg Agr* + Ag1 M Agr? + Ag3?Asy + (A61254A633 + A61A632)A85 + A1 Ags?
+ Ag % Ags?

— ’équation réduite permet d’effectuer une simplification. La base standard est a recalculer.
a.95:=%-+a.95; G:=leq 123];

a.127:=eq(127)+a.127;G:=leq 123];
reduceExponents(normalForm(eq 129,G))

0
reduceExponents(normalForm(eq 131,G))

0
reduceExponents(normalForm(eq 133,G))

0
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reduceExponents(normalForm(eq 135,G))

reduceExponents(normalForm(eq 137,G))
Ags®

— Ags est nul. La base standard est a recalculer.
a.85:=0;G:=[eq 123];
reduceExponents( normalForm( eq 139, G))

Ap1

— ceci est une contradiction, puisque Agr est supposé non nul. Nous montrons a titre
d’exemple, ’équation eqizg non réduite, pour montrer que la réduction a considérablement
réduit ’équation. Notons que la réduction seule seule crée des polynomes gigantesques, et

c’est la réduction + la réduction des exposants qui donne le résultat.
eq 139

(A612A633 + A616A63)A1118 + (A614A635 + A618A633)A111 + (A61225A637 + A61233A633)A87128
+ (x‘lf)'166/1(5:>>7 + A6174A633)A8732 + (A633 + A614A63)A878

+ (A61A6311 + Ag1® Ags'® + A1° Ags® + Ap1" Ags® + Ag1” Ags”

+ Ag1' Ags® + A1 Ags? + A6117A633) Agr?

+ (A61 195 463" + Ag1 ' Aes” + Ae1™ " Ass® + A1  Ass'+ Ae1™" Ass® + A618A632) Agr?

+ Ag1%Ap3™ + Ag1* Ag3'® + Ap1 463! + Ag1®Ap30 + A1 Ags! + As120A63 !0 + A% Ags®
+ (AGI 182 4 A6124) Ags® + (A61202 + A6126)A637 + (AGI 136 4 A6128)A636 + Ag1® Ags”

+ (A61140 +A6132)A634+ (A61210 +1461196 +A6134+A6112)A633 +A61144A632
+ A61%% Agz + Ag1

Proposition A.3 La distance minimale du code BCH primitif au sens strict de distance
construite 59 de longueur 255 est strictement supérieure a 59.

Jean Louis Dornstetter [Dor82] a exhibé au mot de poids 61 dans ce code, on en déduit
donc :

Proposition A.4 La distance minimale du code BCH primitif au sens strict de distance
construite 59 de longueur 255 est 61.



Annexe B

Caractéristique premiere en Axiom

Dans les chapitres précédents, nous avons montré comment le systeme algébrique défini par
les identités de Newton permet d’étudier les mots de poids minimum des codes cycliques.
Dans ces systemes particuliers d’équations algébriques, beaucoup d’indéterminées apparais-
sent au degré 1, et peuvent étre éliminées par substitution. Sur certains exemples, il m’est
apparu que ces substitutions étaient irréalisables. La fonction incriminée était la fonction
eval, qui effectue la substitution. En lisant le code source des librairies d’Axiom, c’est fi-
nalement la fonction **, qui est mise en défaut.

Ce bref exposé montre comment j’ai résolu le probleme, en restant fidele a la philoso-
phie générale d’Axiom [JS92]. Il y a beaucoup de notions d’Axiom dans ce qui suit, et peu
d’algorithmes, I'algorithme choisi pour élever a une puissance étant le méme que la méthode
des carrés successifs, a la différence prés qu’on décompose I'exposant en base p plutot qu’en
base 2, ou p est la caractéristique.

1 Le probleme et son explication

1.1 Un calcul infaisable en Axiom

Voici un simple fichier d’input, qui montre la nature du probleme. Il s’agit d’un calcul qui
prend trop de place en mémoire, et tue la session Axiom.

)clear all

)se message time on

macro X  y==x**y

pol:POLY PF 2:=(t*x*y~ 32+t~ 3%y +t~3*x"8+t*x"3+t*x)*z;
pol:=pol+t~2*x" 3%y 96+t "4*x" 2%y~ 65;
pol:=pol+(t~4*x~ 10+t 2%x "5+t~ 2%x"3+1) *y " 64+t*x" 2%y~ 33;
pol:=pol+(t*x"67+t 2%x"7)*xy 32+t " 3*x*y~2;

pol:=pol+(t~3*x" 66+t~ 3*x "9+t "4*x"6+t*kx"4+tkKT2+L T 2%x) xy+t " 3*x774;
pol:=pol+t*x"69+t*x" 67+t " 4*x" 14+t 2%xx"7+t*x+1 -- I yam what I yam

tpol:=pol for i in 1..6 repeat tpol:=tpolx*x*2
-- on obtient ainsi pol**64, rapidement.

pol**x64 -- le calcul direct explose.

139
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Unrecoverable error: Can’t allocate. Good-bye!.

Que s’est-il passé ? En dépit des apparences, le probleme est facile a résoudre, comme le
calcul par carrés successifs de tpol le montre. De plus la taille du résultat est la méme que
celle de pol, qui ne comporte que 28 monomes, il ne devrait pas y avoir de croissance en
mémoire.

1.2 Pourquoi un tel comportement

En étudiant la librairie, on découvre que le domaine POLY est dans la catégorie Monoid, et
que l'opération ** est implantée par défaut, en utilisant la méthode des carrés successifs,
décrite dans le package RepeatedSquaring. On pourrait penser que le probleme est déja
résolu, et que c’est cette méthode qui est choisie, comme 'exponentiation faite a la main
dans I'exemple. Tel n’est pas le cas, donc I'implantation de ** choisie par Axiom n’est pas
celle-la, et xx est étre redéfinie dans la add-chain du domaine POLY.

Le code source nous montre que la premiere exponentiation de ** concernant les po-
lynomes est donnée dans PolynomialRing (d’abréviation PR), cette implantation écrasant
I'implantation par défaut. Cette implantation est la suivante :

PolynomialRing(R:Ring,E:OrderedAbelianMonoid): T ==
where
T == FiniteAbelianMonoidRing(R,E) with
--assertions
if R has canonicalUnitNormal then canonicalUnitNormal
++ canonicalUnitNormal guarantees that the function
++ unitCanonical returns the same representative for all
++ associates of any particular element.
C == FreeModule(R,E) add
--representations
Term:= Record(k:E,c:R)
Rep:= List Term

if R has CommutativeRing then
p *X nn ==
null p => 0
zero? nn => 1
one? nn => p
p.rest = [] => [[nn * p.first.k, p.first.c ** nn]]
binomThmExpt ([p.first], p.rest, nn)
binomThmExpt (x,y,nn) ==
nn = 0 => 1$3
ans,xn,yn: $
bincoef: Integer
powl: List($):= [x]
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for i in 2..nn repeat powl:=[x * powl.first, :powl]
yn:=y; ans:=powl.first; i:=1; bincoef:=nn
for xn in powl.rest repeat
ans:= bincoef * xn * yn + ans
bincoef:= (nn-i) * bincoef quo (i+1); 1i:= i+l
-- last I and BINCOEF unused
yn:=y * yn
ans + yn

Le fonction ** utilise la fonction locale binomThmExpt : il s’agit d’un calcul direct, qui
essaye de conserver la caractere creux des polynomes intervenant dans le calcul. Cette im-
plantation judicieuse ne fournit toutefois pas le résultat que nous désirons, et engendre, dans
le cas modulaire, des calculs aussi importants que sur les entiers. Or la linéarité de x — 2P
en caractéristique p montre que le résultat peut étre obtenu.

2 La redéfinition de *x*

2.1 La méthode

Dans le cas d’un corps de caractéristique premiere, nous définissons un nouvelle implantation
de **, proche de la méthode des carrés successifs, la décomposition se faisant en base p, plutot
qu’en base 2. Voici du pseudo-code pour décrire cet algorithme, en caractéristique p.

Q==
si n < p alors calculer ¢” avec la méthode des carrés successifs
sinon
calculer a,b tel que n=a*p+b (division euclidienne)
calculer spécialement gp := ¢?
calculer gp® * ¢° (appel récursif & **)

Dans le cas des polynomes sur un corps de caractéristique premiere, I’exponentiation a la
puissance p est facile : on multiplie tous les exposants par p, et, si le corps n’est pas premier,
on éleve tous les coefficients a la puissance p.

Maintenant que nous savons quel algorithme employer, il faut décider ou I'implanter, et
c’est 1a que la difficulté se trouve, la philosophie d’Axiom étant de définir cette implantation
au plus haut niveau de généralité.

2.2 Implantation conditionnelle

Le plus haut niveau de généralité est PolynomialRing (Il s’agit du premier domaine dans
la hiérarchie des domaines au-dessus de Polynomial qui exporte **). De plus, cette implan-
tation doit étre conditionnelle sur la catégorie du domaine des coefficients des polynomes. Il
faut donc définir cette implantation dans PolynomialRing(R) lorsque R est dans la bonne
catégorie.

La librairie Axiom qui nous est livrée présente deux catégories relatives a la caractéris-
tique : NonZeroCharacteristic et FieldOfPrimeCharacteristic :

NonZeroCharacteristic
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Cette catégorie ne convient pas. En effet la propriété de linéarité (x + y)? =
2P +yP est vraie seulement pour une caractéristique p premiere. Or cette catégorie
contient par exemple Z/4Z[X], et est donc trop grande pour notre objectif.

FieldOfPrimeCharacteristic

C’est la premiere catégorie dans la hiérarchie des catégories qui spécifie de pos-
séder une caractéristique premiere. Ceci est partiellement convenable, car il existe
des anneaux de caractéristique premiere qui ne sont pas des corps. Toutefois nous
choisissons cette catégorie.

Le code de ** dans PR, conditionnel sur la caractéristique, est simple a écrire.

if R has FieldOfPrimeCharacteristic then
-—- give a smart exponentiation
timesp: E->E
charact:=characteristic () $R

timesp e == charactx*e
powtop: R—>R

powtop r == r*xxcharact
p **nn ==

zero? p=> 0
zero? nn => 1
one? nn => p
nn<charact =>
expt(p,nn: :PositiveInteger)$RepeatedSquaring ($)
division:= divide(nn,charact)
zero? division.remainder =>
map (powtop, mapExponents(timesp,p))**division.quotient
map (powtop,mapExponents (timesp,p))**(division.quotient) *
expt(p,division.remainder: :PositiveInteger)$RepeatedSquaring($)
else
-- 1’implantation existante

Ce code est effectivement choisi par Axiom, et fonctionne tres bien avec les polynomes a
une indéterminée, et I'exponentiation est plus rapide, dans le cas de la caractéristique 2.

2.3 Echec en plusieurs indéterminées

Malheureusement, ce code ne permet pas de résoudre la probleme présenté au début, dans le
cas de plusieurs indéterminées. En effet, le calcul explose a nouveau, sur ’exemple présenté
au début. Or I'implantation de polynomes de POLY est récursive, chaque polynome étant, soit
une constante, soit un polynome sur les polynomes. Le constructeur choisi pour implanter
cette représentation récursive est SparseMultivariatePolynomial, et dont I'implantation
de ** est celle de PolynomialRing.

En étudiant de prés la localisation de ** dans le cas des polynomes en plusieurs indéter-
minées, on découvre que ** est d’abord implanté au niveau de SparseMultivariatePolynomial
(d’abréviation SMP) comme suit :
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SparseMultivariatePolynomial(R: Ring,VarSet: OrderedSet): C == T where
pgcd ==> PolynomialGcdPackage (IndexedExponents VarSet,VarSet,R,$)

== PolynomialCategory (R, IndexedExponents(VarSet) ,VarSet)

== add

--representations
D := SparseUnivariatePolynomial ($)
VPoly:= Record(v:VarSet,ts:D)
Rep:= Union(R,VPoly)

p ** k ==
p case R => p::R **x k
PSimp(p.v, p.ts *x k)

(PSimp est une fonction locale de réarrangement de variables)

L’implantation de ** est basée sur la nature récursive de POLY, et la fonction ** employée
est de signature *x: SUP($) — > SUP($).

La catégorie de SMP($) n’exporte pas FieldOfPrimeCharacteristic, méme si le corps de
base est un corps fini, ce qui est normal (ce serait faux de 'exporter). Donc I'implantation
conditionnelle ajoutée a PolynomialRing ne sera pas utilisée. La catégorie de SMP exporte
NonZeroCharacteristic, ce qui est trop faible.

Conclusion : la catégorie de POLY doit étre changée. Mais nous ne pouvons pas affirmer que
PolynomialCategory exporte conditionnellement FieldOfPrimeCharacteristic, et la propriété
de linéarité que nous désirons employer est fausse dans le cas général NonZeroCharacteristic.
Nous avons donc besoin d’une catégorie pour distinguer les anneaux qui sont de caractéris-
tique premiere.

3 La catégorie PrimeCategory

3.1 Définition

C’est direct : il suffit de nommer la catégorie.

)abb category PCHAR PrimeCharacteristic
PrimeCharacteristic() :Category == CharacteristicNonZero

Ce code, pour celui qui n’est pas habitué a Axiom, ne doit pas laisser penser que
PrimeCharacteristic est la méme catégorie que CharacteristicNonZero. En Axiom le
nom des catégories est aussi important que ce qui est exporté (certains langages utilise
la notion de catégorie implicite, définie simplement par les opérations exportées, le dis-
tinguo que nous faisons ne pourrait pas étre codé dans de tels langages). Le code ci-
dessus indique que tout domaine de la catégorie PrimeCharacteristic est dans la caté-
gorie CharacteristicNonZero . La place de PrimeCharacteristic dans la hiérarchie des
catégories est la suivante :
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| NonZeroCharacteristic |

| PrimeCharacteristic |

| FieldOfPrimeCharacteristic |

3.2 Quelles autres catégories doivent étre modifiés

La catégorie est triviale a définir. Plus de travail est nécessaire pour déterminer quels do-
maines doivent étre de cette catégorie.

Principalement, nous devons modifier les catégories suivantes, pour faire fonctionner notre
exemple.

Les catégories des corps finis Nous avons besoin de quelques domaines de base qui
appartiennent a la catégorie PrimeCharacteristic. Ces domaines sont les corps premiers, et
les corps finis dans leurs implantations diverses (représentation polynomiale, cyclique, ou
vectorielle par une base normale [GS]).

Dans le fichier ffcat.spad, seules quelques lignes sont a modifier.

e FieldOfPrimeCharacteristic : remplacer NonZeroCharacteristic par PrimeCharacteris-
tic.

e ExtensionField(F) : Nous étendons conditionnellement la catégorie en ajoutant la ligne :

if F has PrimeCharacteristic then PrimeCharacteristic

AbelianMonoidRing C’est la catégorie de polynomes la plus sommaire spécifiant d’ex-
porter ** pour des polynomes. Toutes les autres catégories polynomiales étendent cette
catégorie. Il suffit d’ajouter :

AbelianMonoidRing(R:Ring, E:OrderedAbelianMonoid): Category ==
Join(Ring,BiModule(R,R)) with

if R has PrimeCharacteristic then PrimeCharacteristic

3.3 Quelles implantations doivent étre changées

Nous avons vu comment redéfinir ** pour le constructeur PolynomialRing. Ceci concerne
a peu prés tous les domaines de polynomes. La principal probleme, avec le compilateur
livré actuellement, est que pour un changement apparemment mineur comme celui-ci, il faut
recompiler tous les domaines susceptibles d’exporter PrimeCharacteristic, méme si leur
code n’a pas changé (les catégories qu’ils exportent ont juste été modifiés). La recompilation
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nécessaire pour exécuter I'exemple présenté dans l'introduction prend quelques heures. A
bon escient, car I'exemple fonctionne.

D’autres domaines susceptibles de voir leurs implantations modifiées sont Expression,
SimpleAlgebraicExtension, UnivariateTaylorSeries, UnivariateLaurentSeries...

4 Un raffinement

La notion d’implantation par défaut permet de raffiner les choses, afin d’éviter de ré-écrire
I’algorithme d’exponentiation successives pour tous les domaines de la catégorie.

On spécifie que PrimeCharacteristic exporte une opération, pour élever a la puissance
p, en plus d’exporter NonZeroCharacteristic, et tous les domaines de cette catégorie, qui
sont commutatifs, devront implanter cette opération.

Cette fonction nous permet d’implanter ’algorithme de calcul par élévation successives
a la puissance p en fonction de cette opération, d’'une maniere générique. Ceci conduit a la
définition suivante (le nom de la fonction est powerToP).

)abb category PCHAR PrimeCharacteristic
PrimeCharacteristic() :Category == CharacteristicNonZero with
if $§ has CommutativeRing then
-— on teste si le domaine lui-meme exporte CommutativeRing
powerToP: § -> §
++ powerToP(x) returns x**p, where p is the characteristic of $.
add
if $ has CommutativeRing then
p:=characteristic()$$
x:$ **x n:NonNegativelnteger==
zero? x=> 0
zero? n => 1
one?” n => x
n<p =>
expt(x,n: :PositivelInteger)$RepeatedSquaring($)
division:= divide(n,p)
zero? division.remainder =>
powerToP (x)**division.quotient
powerToP (x)**(division.quotient) *
expt(x,division.remainder:: PositiveInteger)$RepeatedSquaring($)

Nous avons effectué cette définition et défini powerToP dans PolynomialRing. Cela fonc-
tionne.

5 Conclusion

Ceci montre qu’en Axiom rien n’est simple, et que la difficulté ne se situe pas tant au
niveau des algorithmes, qui en général sont connus, qu’au niveau de la description des objets
mathématiques manipulés. Cela peut étre tres subtil, et le rapport [DT92] montre bien les
difficultés de conception qui se présente. J. Davenport a qualifié la librairie d’Axiom, et la
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hiérarchie des catégories, de “Bourbaki algorithmique”, ce qui souligne a la fois la rigueur
du langage, mais aussi sa lourdeur.

S’agissant du probleme d’élévation a de grandes puissances, il n’est pas sur que notre
méthode soit la plus efficace pour de grandes caractéristiques, bien cette catégorie nous ait
permet de continuer a travailler (c’est principalement la caractéristique 2 qui nous intéresse).
Dans le cas de grandes caractéristiques, la méthode binomThmExpt est plus efficace. De plus
ceci a des conséquences sur d’autres fonctions, notamment eval.

En réalité, il semble plus important d’étre capable de décrire plus finement les caté-
gories, et la librairie actuelle d’Axiom laisse un vide entre NonZeroCharacteristic et
FieldOfPrimeCharacteristic.



Bibliographie

[ABMV93]

[ABVS9]

[ACS90]

[ACSO1]

[ACS92]

[AK92]

[Alb56]

[AS93a]

[AS93b)

[AV92]

Ber68]
[Ber91]

[BGMO]

[BGM*93]

G. B. Agnew, T. Beth, R.C. Mullin, and S.A. Vanstone. Arithmetic operations
in GF(2™). Journal of Cryptology, 6:3-13, 1993.

D. W. Ash, I. F. Blake, and S. A. Vanstone. Low complexity normal bases.
Discrete Applied Mathematics, pages 191-210, 1989.

D. Augot, P. Charpin, and N. Sendrier. Weights of some binary cyclic codes
throughout the newton’s identities. In G. Cohen and P. Charpin, editors, Fu-
rocode’ 90. Springer-Verlag, 1990.

D. Augot, P. Charpin, and N. Sendrier. Sur une classe de polynomes scindés de
lalgebre Fom[Z]. CRAS, 312:649-751, 1991.

D. Augot, P. Charpin, and N. Sendrier. Studying the locator polynomial of
minimum weight codewords of BCH codes. IEEFE Transaction on Information
Theory, 38(3):960-973, 1992.

E. F. Assmus and J. D. Key. Designs and their Codes. Cambridge University
Press, 1992.

A. A. Albert. Fundamental Concepts of Higher Algebra. The University of
Chicago Press, 1956.

D. Audibert and N. Sendrier. Distribution des poids des codes binaires cycliques
de longueur 63, 1993. En préparation.

D. Augot and N. Sendrier. Idempotents and the BCH bound. IEEE Transaction
on Information Theory, 1993. A paraitre.

J-M Arnaudies and A. Valibouze. Calculs de tables de longueurs d’orbites de
résolvantes et de groupes de galois. manuscrit, 1992.

E.R. Berlekamp. Algebraic Coding Theory. McGraw-Hill, 1968.

T. Berger. Sur les groupes d’automorphismes des codes cycliques étendus prim-
itifs affine-invariants. PhD thesis, Université de Limoges, 1991.

T. Beth, W. Geiselmann, and F. Meyer. Finding (good) normal bases in finite
fields. 1991.

L.F. Blake, X.H. Gao, R.C. Mullin, S.A.Vanstone, and T. Yaghoobian. Applica-
tions of finite fields. Kluwer Academic Publishers, 1993.

147



= 137

i sl AL V4L AL A1 A

[BMvT78]

[Bou81]
[Bou84|
[Car]

[CCMO92]

[Cha87]

[Cha90]

[CK91]

[CU57]

[Dor82]

[dRvLO1]

[DTS7)

[DT92]

[E1i87]

[Fau93|

[FGLM]

[Gan77]

E.R. Berlekamp, R.J. MacEliece, and H.C.A. van Tilborg. On the inherent
intractability of certain coding problem. IEEE Transaction on Information
Theory, 24:384-386, May 1978.

N. Bourbaki. Algebre. Masson, 1981.
N. Bourbaki. FEléments d’Histoire des Mathématiques. Masson, 1984.

C. Carlet. The divisors of 22" + x of constant derivatives and degree 2™ — 2.
SIAM Journal on Discrete Math. a paraitre.

P. Camion, B. Courteau, and A. Monpetit. Coset weight enumerators of the
extremal self-dual binary codes of length 32. In P. Camion, P. Charpin, and
S. Harari, editors, Furocode’92, Lecture Notes in Computer Science. Springer-
Verlag, 1992. a paraitre.

P. Charpin. Codes cycliques affines invariants sous le groupe affine. Master’s
thesis, Université Paris VI, 1987.

P. Charpin. Codes cycliques étendus affines-invariants et antichaines d’un en-
semble partiellement ordonné. Discrete Mathematics, 80:229-247, 1990.

D. G. Cantor and E. Kaltofen. On fast multiplication of polynomials over
arbitrary algebras. Acta Informatica, pages 693-701, 1991.

L. Carlitz and S. Uchiyama. Bounds for exponential sums. Duke mathematical
Journal, 24:37-41, 1957.

J-L. Dornstetter. Quelques résultats sur les codes BCH binaires en longueur
255. ENSTA stage report, Annex, July 1982.

P.J.N. de Rooij and J.H. van Lint. More on the minimum distance of cyclic
codes. IEEE Transaction on Information Theory, 37(1):187-189, January 1991.

R. Dvornicich and C. Traverso. Newton symmetric functions and the arithmetic
of algebraically closed fields. Lecture Notes in Computer Science, 356:216-224,
June 1987.

J. Davenport and B. Trager. Scratchpad’s view of algebra (I) : Basic commuta-
tive algebra. Technical report, Nag Technical Reports, 1992.

R. J. Mac Eliece. Finite Fields for the Computer Scientist and the Engineer.
Kluwer Academic Publisher, 1987.

Jean-Charles Faugere. Résolution de systémes d’équations algébriques avec GB.
PhD thesis, Université Paris VI, LITP, 1993. En préparation.

J. C. Faugere, P. Gianni, D. Lazard, and T. Mora. Efficient computation of
zero—dimensional grobner bases by change of ordering. Journal of Symbolic
Computation. a paraitre.

F. R. Gantmacher. The Theory of Matrices, volume 1. Chelsea, 1977.



=174t AL L AL LA = LY/

[GCLY2]

[GHWL92]

[Gir29]
[GMN91]

J592]

[Kas69]

[KL72]

[KLP67]

[KLP6S)]

[Knu81]

[Las86]

[Laz93]

[LDV92]

[Len91]

[Leo88|

K. O. Geddes, S. R. Czapor, and G. Labahn. Algorithms for Computer Algebra.
Kluwer Academic Publishers, 1992.

S. Gao and Jr H. W. Lenstra. Optimal normal bases. Designs, Codes and
Cryptography, pages 315-323, 1992.

Albert Girard. Invention nouvelle en algebre. Amsterdam, 1629.

A. Giovini, T. Mora, G. Niesi, L. Robbiano, and C. Traverso. One sugar cube,
please, or selection strategies in the Buchberger algorithm. In S. M. Watt, editor,
Proceedings of the 1991 International Symposium on Symbolic and Algebraic
Computation. ACM Press, 1991.

J. Grabmeier and B. Scheerhorn. Finite fields in axiom. Technical report, Nag
Technical Reports.

Richard D. Jenks and Robert S. Sutor. Aziom, the Scientific Computation
System. Springer-Verlag, 1992.

T. Kasami. Weight distribution of Bose-Chaudhuri-Hocquenghem codes. In
Combinatorial Mathematic and its applications, pages 335-357, 1969.

T. Kasami and S. Lin. Some results on the minimum weight of primitive BCH
codes. IEEFE Transaction on Information Theory, pages 824-825, 1972.

T. Kasami, S. Lin, and W.W. Peterson. Some results on cyclic codes which
are invariant under the affine group and their applications. Information and
Control, 11:475-496, 1967.

T. Kasami, S. Lin, and W.W. Peterson. New generalisations of the Reed-Muller
codes — Part I: Primitive codes. IFEE Transaction on Information Theory,
14(2):189-199, March 1968.

D. E. Knuth. The Art of Computer Programming, volume 2. Addison Wesley,
2 edition, 1981.

A. Lascoux. Suites récurrentes linéaires. Advances in Applied Mathematics,
7:228-235, 1986.

Daniel Lazard. Systems of algebraic equations (algorithms and complexity). In
Proceedings of Cortona Conference. University of Carolina Press, 1993.

F. Levy-Dit-Vehel. On duals of binary primitive BCH codes. In P. Camion,
P. Charpin, and S. Harari, editors, Furocode’92, Lecture Notes in Computer
Science. Springer-Verlag, 1992. a paraitre.

H. W. Lenstra. Finding isomorphisms between finite fields. Mathematics of
Computation, pages 329-347, 1991.

J.S. Leon. A probabilistic algorithm for computing minimum weights of large
error-correcting codes. IEEE Transaction on Information Theory, 34(5):1354—
1359, September 1988.



A=A A

i sl AL V4L AL A1 A

[L.J85)]

[LN83]

[MISS]

[Mig89]

IMOVW89]

[MS8S]

[Oze87]

[PJ86]

[Roo82]

[Roo83]

[Sch88|

[Sen91]

[SSBSY]

[Sto88]

[Val87]

[vL82]

[vLW86a]

M. Lejeune-Jalabert. Effectivité de calculs polynomiaux. Cours de dea, Institut
Fourier, 84-85.

R. Lidl and H. Niederreiter. Finite Fields, volume 20 of Encyclopedia of Math-
ematics and its Applications. Cambridge University Press, 1983.

Tsutomu Matsumoto and Hideki Imai. Public quadratic polynomial-tuples for
efficient signature-verification and message-encryption. In Christoph G. Gun-
ther, editor, Advances In Cryptology, Eurocrypt’88, volume 330 of Lecture Notes
in Computer Science, pages 419-453. Springer-Verlag, 1988.

M. Mignotte. Mathématiques pour le calcul formel. Presses Universitaires de
France, 1989.

R.C. Mullin, I.M. Onyszchuk, S.A. Vanstone, and R.M. Wilson. Optimal normal
bases in GF(p"). Discrete Applied Mathematics, pages 149-161, 1988-1989.

J. L. Massey and T. Schaub. Linear complexity in coding theory. Lecture Notes
in Computer Science, (311), 1988.

Patrick Ozello. Calcul exact des formes de Jordan et de Frobenius d’une ma-
trice. PhD thesis, Université Scientifique Technologique et Médicale de Greno-
ble, 1987.

W. W. Peterson and E. J. Weldon Jr. Error-Correcting Codes. MIT Press, 1986.

C. Roos. A generalization of the BCH bound for cyclic codes, including the
hartmann-tzeng bound. Journal of Combinatorial Theory, 33:229-232, 1982.

C. Roos. A new lower bound for the minimum distance of a cyclic code. IEEFE
Transaction on Information Theory, 29(3):330-332, May 1983.

T. Schaub. A Linear Complexity Approach to Cyclic Codes. PhD thesis, Swiss
Federal Institute of Technology, Zuerich, 1988.

N. Sendrier. Codes Correcteurs a Haut Pouvoir de Correction. PhD thesis,
Université Paris VI, 1991.

M. Stillman, M. Stillman, and D. Bayer. Macaulay User Manual, 1989.

Richard Stong. Some asymptotic results on finite vector spaces. Advances in
Applied Mathematics, 9:167-199, 1988.

A. Valibouze. Fonctions symmétriques et changements de bases. Lecture Notes
in Computer Science, 378:323-332, June 1987.

J.H. van Lint. Introduction to Coding Theory. Springer-Verlag, 1982.

J.H. van Lint and R.M. Wilson. Binary cyclic codes generated by m;my;. IEEE
Transaction on Information Theory, 32(2):283, March 1986.



=174t AL L AL LA

[vLW86b]

VZGGIO]

[Wee90)|

[Wil92]

[WS86]

J.H. van Lint and R.M. Wilson. On the minimum distance of cyclic codes. IEEE
Transactions on Information Theory, IT-32(1):23-40, January 1986.

J. von Zur Gathen and M. Giesbrecht. Constructing normal bases in finite fields.
Journal of Symbolic Computation, 10:547-570, 1990.

D. Weeks. Embarrassingly parallel algorithms for algebraic number arithmetic
— and some less trivial issues. In R. E. Zippel, editor, Computer Algebra and
Parallelism, number 584 in Lecture Notes in Computer Science, pages 63—70,
May 1990.

J. H. Wilkinson. The Algebraic Figenvalue Problem. Oxford Science Publica-
tions, 1992.

F.J. Mac Williams and N.J.A. Sloane. The Theory of Error Correcting Codes.
North-Holland, 1986.



Index

(Ag, ..., A,_1) solution de S;, 4 (w), 30
Cw, 16

Ch, 19

T, 16

cl, 22
PGIi,. 4, 35
PGy 21
Pgil,...7il (w), 24
Pz'l,...z'l (w), 34
Sil,---,il (’lU), 28

élément normal, 93
énumérateur des poids, 50

partition #-équitable, 120

base a décalage, 104
base normale, 93

base standard, 41

base standard réduite, 42
BCH, 52

capacité de correction, 49
centralisateur d’une matrice, 107
code, 48

code a résidu quadratique, 54
code cyclique, 50

code linéaire, 49

code primitif, 52

codes affines-invariants, 54
complexité moyenne, 96

de, 105

distance de Hamming, 49

distance minimale, 49

diviseurs élémentaires (d'une matrice), 104
dual d’un code, 50

ensemble de définition, 51
escalier d'un idéal, 41
exposant privilégié, 40

fonctions puissances généralisées, 17
fonctions symétriques élémentaires, 14
fontions puissances élémentaires, 14

forme initiale, 40

forme rationnelle canonique, 104

forme rationnelle canonique développée, 105

idempotent, 51

idempotent générateur, 51

identités de Newton, 14

identités de Newton généralisées, 17

localisateurs, 53
longueur d’un code, 49

matrice de Hessenberg, 97

matrice de Hessenberg a décalage, 99
matrice génératrice, 49

matrice polycyclique, 103

moments de Pless, 90
multi-ensemble, 119

ordre du degré, 40
ordre lexicographique, 40

parametre d'une matrice de Hessenberg a
décalage, 100

partition #-équitable récursive, 120

partition récursive, 120

polynome de Mattson-Solomon, 51

polynome générateur, 51

polynome minimal d’un vecteur, 94

polynome ¢-linéarisé, 76

pour, 105

Reed et Muller, 55

solution algébrique de S;, . ;,(w), 28

solution de PG,, ., (w), 24
solution multiple, 24
somme directe (de deux matrices), 108



AL VLS L AL A

=T

sous-espaces caractéristiques, 117
vecteur cyclique, 95

zéros d’'un code cyclique, 51



RESUME : Nous étudions les mots de poids minimal des codes correcteurs d’erreurs cy-
cliques. Les fonctions symétriques élémentaires et les fonctions puissances des localisateurs
de ces mots vérifient les identités de Newton. Dans le premier chapitre celles-ci sont étudiées
comme un systeme d’équations algébriques, dont les solutions sont étudiées par transforma-
tion de Fourier.

Dans le chapitre II, le lien est fait avec les codes correcteurs d’erreurs cycliques. Sur
quelques exemples, il est montré comment étudier les mots de poids minimal sur la donnée
d’une base standard de lI'idéal engendré par les équations de Newton.

Dans le chapitre III, les relations de Newton sont utilisées d'un point de vue théorique,
et des résultats sur les mots de poids minimal de certains codes BCH sont obtenus.

Ces calculs se placent dans le contexte de la théorie des corps finis. Dans le chapitre IV, un
algorithme est développé pour calculer une base normale sur un corps fini. Un point de vue
d’algebre linéaire est choisi, et d’autres problemes sont abordés (calcul du polynéme minimal,
de la forme de Frobenius d’une matrice, lorsque la factorisation du polynome caractéristique
est connue).

ABSTRACT : Minimum weight codewords of cyclic error-correcting codes are considered
here. The elementary symmetric functions and the power-sum symmetric functions of the
locators of these codewords are related by the Newton’s identities. In the first chapter, they
are viewed as a system of algebraic equations, whose solutions are studied by means of the
Fourier transform.

In chapter II, the link with cyclic error-correcting codes is established. On some examples,
it is shown how to study the minimum weight codewords on the data of a Grobner basis of
the ideal generated by the Newton’s identities.

In chapter III, the Newton’s identities are considered from a theoretical point of view,
and results about minimum weight codewords of a family of BCH codes are obtained.

These computations occurs in the context of finite fields. In chapter IV, an algorithm is
constructed for computing a normal basis of a finite field. A point of view from linear algebra
is chosen, and other problems are dealt with (the computation of the minimal polynomial,
of the Frobenius form of a matrix, when the factorization of the characteristic polynomial is
known).



