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INTRODUCTION:



Depuis leur découverte au XVII® siécle, 1les anneaux = Saturne
n"ant cessé de susciter l'intéret tant des scientifiques que ~u public.
L'aspect unique que confére ce systéme d'anneau a la planéte autour de
laquelle il gravite fait du systéme saturnien 1'un des objets célestes
les plus beaux et les plus intrigants & observer.

Jusque vers la fin des années 1970, 1les principaux problémes
théoriques posés par les anneaux semblaient résolus: ils étaient formés
d'un essaim de particules constituées principalement de glace.
L'aplatissement du systéme s expliquait par l'inélasticite des
collisions entre particules. La structure genérale était controlée
partiellement par des phénomenes de diffusion et partiellement par
l'influence résonante des satellites de la planéte. On expliquait ainsi
la plupart des propriétés observées depuis la Terre.

L'avalanche de données obtenues successivement par les sondes
Pioneer 11 en septembre 13979, Voyager I en novembre 1980 et Voyager 1II
en aout 1981 lors de leurs rencontres avec Saturne a bouleversé ces
conceptions et suscité un vif regain d'intérét pour 1'étude des anneaux
de planete. La découverte de 1l'extraordinaire complexité de la structure
des anneaux, en opposition complete avec les modeles, a surpris voire
déconcerté les spécialistes (on pourra se faire une idée de cette
structure en se reportant a 1'appendice A gui présente 1les profils en
profondeur optique des anneaux. Les variations de profondeur optique ne

sont pas dues au bruit mais représentent un phénoméne reéel).

La caractéristique la plus frappante des anneaux est leurs
dimensions: les anneaux principaux s étalent sur plusieurs dizaines de
milliers de kilometres de largeur pour une épaisseur qui n'excéde pas

quelques dizaines de metres (& titre de comparaison, le rayon de Saturne



TABLE I
Ring Nomenclature and Dimensions®

Rs = Saturn’s Radius = 60,330 km
M; = Saturn’s Mass = 5.685 x 10*g

GM;g = 3.793 X 107 cm’s™

Orbital
Boundaries Frequency {}
Ring Region Ry) (km)® (10~s™) Mass
- 1.11 66,970  3.554
D ?
1.235 74,510 3.028
c ~2 X 10~ M
1.525 92,000  2.207
B ~5 X% 10~ Mg
1.949¢ 117,580 1.528
Cassini
Division ~1 X 10~ Mg
2.025 122,170 1.442
A ~1.1 X 10~ Mg
—— 2.267 136,780 1.218
---Atlas--- 2.282 137,670 1.208 1.47 x 107" Mg
(19808528)
---1980527--- 2.310 139,350 1.186 1.03 x 10~° Mg
—F 2.324¢  140,180¢ 1.176
---1980S26-— 2.349 141,700 1.157 6.38 X 10™° Mg
Epimetheus (198083) 2.510 151,420 1.047 1.55 X 10~° Mgh
Janus (198081) 2.511 151,470 1.047 6.48 x 10~ M;h
G 2.82 170,100  0.878 (1-4) X 10" M5
---Mimas— 3.075 - 185,540 0.772 6.60 X 10" Mg
(8.00 X 10~ Mg)®
E 3.0-8.0 181,000 0.8 ?
483,000 0.2
---Enceladus— 3.946 238,040 0.531 1.48 x 107" Mg

2Sources: Smith et al. (1982); Esposito et al. (1984); Synnott et al. (1983).

bDistances rounded to the nearest 10 km, roughly the uncertainty of the observations.

cSee Table ITI.

9Eccentric feature; semimajor axis is tabulated.
These satellite masses assume mass density = 1.2 gem ™.
{Obtained from results of Van Allen (1983).
8Second mass is from Tyler et al. (1981).

"These satellites exchange orbits every 4 yr.



TABLE I

Distribution of Mass in the Rings, as Scaled from Optical Depth7/o
Determined in Density-Wzve Regions

Mean Optical Mass {10~ Mg)
Region Boundaries (Rg) Depth (PPS) PPS2 UVSk
Inner C 1.23-1.39 0.08 0.05 0.2
Outer C 1.39-1.53 - 0.15 . 0.09
Inner B 1.53~1.66 1.21 0.80
Middle B 1.66~1.72 1.76 0.60 5.0
Quter B 1.75-1.95 1.84 2.0
Cassini Division  1.95-2.02 0.12 0.06 0.1
Inner A 2.02-2.16 0.70 0.70 1.1
Outer A 2.16-2.27 0.57 0.40
Total Ring Mass® 5.0 6.0

#Esposito et al. 19835.

"Holberg et al, 1982,

“Total ring mass obtained from Voyager radio occultation particle size distribution, assuming
solid water ice (Marouf et al. 1983) ~ 3 X 10~* M.

Average A and B Ring mass density from cosmic ray albedo neutrons (Cooper. et al. 1982)
~ 100-200gcm~* (~5-10 x 10™ Mg).
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est d'environ 60 000 kilometres). On distingue traditionnellement de
l'intérieur vers l'extérieur les anneaux D, €, B, 1la division de
Cassini, et 1'anneau A; toutes ces structures sont assez larges (10 000
kilométres ou plus) et se différencient facilement & 1'aide de leur
profondeur optique moyenne: « 0.1 pour l'anneau C et la division de
Cassini, « 1.5 pour l'anneau B, et w 0.5 pour 1l'anneau A. Ces
caractéristiques sont résumées dans les tables 1 et 2 {tiréss de Cuzzi
et al. L1]}). La densité moyenne des anneaux est de 1l'ordre de 50 & 100
g/cmz. A 1'exteérieur de l'anneau A, on trouve les premiers satellites de
Saturne, alnsi que les anneaux F, G et E, qui différent assez largement
des quatre anneaux principaux par leur propriétés physigues ({densité,

profondeur optique...}.

Les recherches en vue d'expliquer la complexité de la structure des

anneaux s 'orientent principalement dans trois directions.

Le premier axe de recherche concerne 1'étude statistique des effets
collectifs dans les anneaux. L'inélasticité des collisions peut en effet
étre la cause de comportements inhabituels pour un gaz de particules.
Par exemple, le modéle collisionnel de Goldreich et Tremaine [2] prévoit
l'existence d'une instabilité "visqueuse" qui amplifie spontanément tout
contraste radial dans la densité des anneaux. lne etude plus récente par
Araki et Tremaine [3] prévoit elle une transition du type liquide-gaz

lorsque les anneaux sont suffisamment denses.

D'un autre cOté, un certains nombre de chercheurs voit l1'origine de
la structure des anneaux dans la présence & 1 'intérieur de ceux-ci d'unhe
collection de satellites, trop petits pour avoir pu étre détectés par
Voyager, mais suffisamment gros pour créer un vide par échange cumulatif
de moment cinétique a chaque rencontre avec les particules des anneaux

{voir par exemple Petit et Hénon [4]).

Enfin, les résonances avec les satellites permettent d'expliquer
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une partie de la structure des anneaux. En particulier, des ondes de
densité spirales peuvent étre génerees aux résonances. Ces ondes de
densité sont analogues a celles que 1l'on trouve dans les galaxies
spirales, mais sont nettement plus “enroulées”. L’'existence de telles
ondes dans les anneaux avait été proposée pour la premiére fois en 1978
par Goldreich et Tremaine [5] en vue d’'expliquer 1la formation de 1la
division de Cassini. Depuis, on a detecté wune cinquantaine de trains
d (ndes dans les données de Vovyager. Ceux-ci sont facilement
identifiables dans les données parce qu'ils sont associés & des
résonances avec les satellites de Saturne, et parce que la longueur
d'onde décroit comme 1 inverse de la distance & la réscnance, en accord
avec la théorie hydrodynamique linéaire de Goldreich et Tremaine (la

figure 1 montre 1'un de ces profils en profondeur optique).

La premiere partie de cette thése est motivée par un probléme
important soulevé par la théorie linéaire des ondes de densité. Celle-ci
prévoit en effet un transfert de moment cinétique entre une onde et 1le
satellite qui l'excite. Ce transfert devrait créer 1'effondrement des
anneaux sur la planéte, en particulier de l'anneau A, et 1 éloignement
des satellites en des temps caractéristiques trés courts devant 1'age du
systeme solaire ([6) et [7]), ce qui contredit 1'hypothése de 1'origine
primordiale des anneaux, qui semblait a priori la plus simple pour
expliquer leur existence. Plusieurs hypothéses ont été avancées pour
résoudre cette question: soit bien sir les anneaux sont jeunes, soit 1le
calcul du transfert de moment cinétique par la théorie 1linéaire est
largement surestimé, soit encore la physique qui permet la survivance
des anneaux n’'est pas comprise. Le but de mon travail est de tester 1la
deuxiéme hypothése, en utilisant une représentation non-linéaire des
ondes de densité. Dans un premier temps, J expliquerai 1les bases du
formalisme non-linéaire utilisé, qui a été développé par Borderies,
Goldreich et Tremaine et appliqué par ce groupe a une grande variété de
problemes de dynamique des anneaux de planétes. Je présenterai également

un travail théorique formulant ce formalisme dans le cas ol le corps
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central ne posséde pas la symétrie sphérique. J'expliquerai ensuite
comment Jje 1l'ai utilisé dans 1 'étude d'un des profils d'onde enregistré
par Voyager, et Jje montrerai les implications de cette étude sur notre
connaissance des caractéristiques physiques des anneaux et de leur

dynamique.

La seconde partie de cette thése se rattache au premier des axes de
recherche mentionné ci-dessus. Les études statistiques des annesux
portent en quasi-totalité sur la détermination de 1la dispersion de

.vitesse des particules, qui dans la plupart des cas sont supposces
toutes identiques. A l'inverse, je me suis intéressé & wun probléme
encore peu étudié: la distribution en taille des particules dans 1les
anneaux. J'exposerai un modéle analytigue que 3J'ai développé en vue
d'expliquer les caractéristiques de la distribution dans les anneaux de
Saturne, qui a pu eétre déterminée a l'aide des données de 1'expérience
d'occultation radio des anneaux réalisée par Voyager. L'un des buts
d'une telle étude est d'entreprendre un premier pas dans 1'élaboration
d'une théorie statistique des anneaux plus compléte que celles dont on
dispose actuellement {(en vue par exemple, d'une détermination couplée de
la dispersion de vitesse et de la distribution en taille des

particules]).
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I ONDES DE DENSITE NON-LINEAIRES:

FORMALISME ET ETUDE D UNE ONDE
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I.1 Formalisme en ligne de courants:

I1 ne s'agit pas de reproduire ici le détail des calculs que le
lecteur pourra trouver dans les références citées au fil du texte, mais

d'indiquer la démarche et les bases générales de ce formalisme.

I.:.1 Mouvement d une particule test perturbée par wn_satellite:

Le calcul qui suit est développé dans la reférence [T7].

On considére un systéme constitue de trois corps: un corps central
(planete) de masse Mp, un satellite de masse M, et une particule de
masse négligeable devant les masses des deux autres corps. Le satellite
et la particule test orbitent dans le plan équatorial de la planéte. On
suppose le potentiel planétaire axisymétrique. Les premiers termes du

développement de ce potentiel ¢p sont:

ot R est le rayon de la planete et r la distance au centre de masse du
systéeme. Le terme en 32 représente la contribution de 1 'aplatissement de
la planete.

La position de la particule test est repérée en coordonnées

polaires (r,8). Les éguations du mouvement de la particule sont:
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dzr do 2 o¢
— - [ —_ } = - - (2a)
dt dt or
d ’ de 99
— [ r — ] = - — (2b)
dt gt a0

ot ¢ est le potentiel.
En 1 absence de satellite, un mouvement circulaire uniforme de 1la
particule test est possible. La vitesse angulaire Q de ce mouvement est

donnée par:

, 1 de
- — —E& (3)
r dr

En linéarisant les équations (2), autour de la solution circulaire,

on obtient la solution connue sous le nom de mouvement épicyclique:

r = r0[1 - ecos{kt + 8)1 {4a)

0 = @U + Qt + %2 ¢ sini{kt + &) (4b)

ou K est défini par:
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K = 49 + —r (4c)

et ou Q et k sont calculés enr = r Les parametres e, & et 0, sont des

0
constantes d'intégration.

Au voisinage d'une résonance de Lindblad, le potentiel du satellite

varie comme:

¢ = B(r) cos(m@ - met) {5)

s

ou la fréquence Qp est fixee par le satellite {1'entier m dépend de 1la
resonance considérée) et ou B(r) s 'exprime en fonction des coefficlents
de Laplace. La solution particuliere des équations (2) linéarisées avec

$ = ¢p + ¢, est, pour le rayon:

r =r + Alr ) cos{mB - mQ t) {6)
0 ] p

ou A est proportionnel au rapport Ms/Mp et devient infinli au vrayon de
résonance (celui-ci est défini par |[m(Q - Qp)l = K.
La solution genérale du probleme linéaire est la somme de (4a) et

de (8) pour r {on a une équation analogue pour @).
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I.1.2 Mouvement elliptique perturbé:

En fait, le probleme traité dans le paragraphe précédent est un
probléme de résonance orbite-orbite, qu'il est intéressant d'examiner de
maniére plus poussée. Un certain nombre d'auteurs ont étudié cette
question, entre autres 3reenberg [8], et Henrard et Lemaitre [9].

L‘analyse de Greenlkerg est fondée sur les équations de Lagrange du
mouvement elliptique perturbé. Il est en effet commode de représenter le
mouvement de la particule test par une ellipse. A 1'ordre 1 en

excentricité, on a:

r=al 1 - e cosih - w) ] {8}

ou le demi grand axe a, l'excentricité e, la longitude moyenne A, et
1'argument du périapse w sont des fonctions du temps.

Pour simplifier la discussion, on supposera que la planéte posséde
la symétrie sphérique, de sorte qu'en 1 absence de satellite, a e et w
sont constants, et A = nt + cste, ou n est 1le moyen mouvement. Ces
guatre quantite suffisent & définir 1le mouvement de la particule,
puisqu’on suppose comme précédemment que les orbites de la particule et
du satellite sont coplanaires.

On s’'intéresse au probléme perturbé par 1le potentiel exprimé en
{(5). L'analyse de Greenberg montre alors 1'existence d'une famille
d'orbites d'équilibre (stables) oU a et e sont constants ({a est
quelconque et e se comporte comme la quantité A(ru) définie en (6) ). De

plus, la relation:



19

m{ A ~-Q t ) +0=A-uw

avec & = 0 ou 7w, qui est la relation

satisfaite (la vitesse de précession duw/dt

{8)

s'ajuste sous 1l'action

satellite pour que cette relation soit satisfaite meme lorsque 1le

de reéesonance, est toujours

du

demi

grand axe a n'est plus égal au rayon de résonance). En fait, on vérifie

que dans le cas d'une planete sphérique, <ces orbites périodigues

coincident exactement & 1'ordre un en excentricité avec la solution

{car @ 1'ordre 1 en e, on peut remplacer A par 0 dans (8) }.

L‘analyse de Henrard et Lemaitre,

hamiltonienne du probléme, montre 1'existence au “voisinage" de

(6)

fondée sur une formulation

ces

solutions d'équilibre, d'orbites correspondant a la solution générale

{ta) + {(B6) trouvée dans la section précédente.

En résumé, a l'ordre 1 en excentricité, et pour une planéte

symétrie sphérique, on a une famille de solutions de la forme:

al 1t -ecos (B-uw )]

H
1]

a

(10)

=a{1-ecos [ ml®- th) + 861}

ou a, e et w sont des éléments elliptiques, qul obéissent donc

équations du mouvement elliptique perturbé,

ces orbites est la vitesse képlérienne.

et ou la vitesse le long

aux

de
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J.1.3 Lignes de courant:

Considérons maintenant une collection de particules. Elles sont
soumises a l'action de la planete, du satellite perturbateur, du champ
d'auto-gravité gu'elles génerent, et de leurs collisions mutuelles. On
se place toujours dans 1€ cas d'une planete spiuarique. Si toutes ces
forces sont failbles, le mouvement de ces particules est bhien représenté

en termes d'orbites elliptiques perturbées.

Pour aller plus loin dans 1l'élaboration du formalisme (du moins
dans 1'état actuel de son développement), nous devens avoir recours a
une hypothése. Les remarques suivantes permettent de la comprendre et de
la Jjustifier partiellement.

Le mouvement général de chaque particule en 1'absence de collisions
et d'auto-gravitation s'exprime, on l1'a vu, comme la somme du terme
forcé (B), identigue pour toutes les particules, et d'un terme 1libre
(4a). Le terme (4a) est en fait un terme aléatoire en ce sens gu il est
quelcongque pour chaque particule, et change aléatoirement au cours des
collisions (ce terme représente les mouvements aléatoires, et cause 1la
dispersion des vitesses dans les anneaux). Passons maintenant a
1l'approximation fluide: on considére alors un élément de volume des
anneaux contenant un grand nombre de particules. Le mouvement de cet
élément de fluide»éggjza moyenne des mouvements individuels. Dans cette
moyenne, la compo?ﬁgte aléatoire (4ta) disparait est 1le mouvement du
fluide dans son ensemble est représenté par (6).

L étape suivante consiste a tirer profit de 1 analogie formelle
existant entre les équations de la dynamique pour une particule et 1les
équations de 1'hydrodynamique exprimées en variables lagrangiennes. Si
le mouvement du fluide est bien représenté par (6), qui correspond a 1la
solution d'équilibre décrite dans la section précédente pour le
mouvement d'une particule en résonance, alors 1'équation (10) s'applique
au mouvement du fluide de particules. On obtient donc (avec 1les

notations usuelles du formalisme):
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r{a,0,t) = a [ 1 - ela) cos (B8 - w ) 1 (11a)
= a{1-ela) cos [ m{ @ - th) + mA(a) 1} {11b)
’ ol a joue le role d'une variable lagrangienne. L'équation (11) suppose

que 1'auto-gravité du systeme et le tenseur des contraintes n'ont qu’'une
influence quantitative et pas qualitative sur le mouvement imposé par le
satellite. Ceci se comprend dans la mesure ol le satellite est 1le
"moteur” du phénomene; les forces liées & 1'auto-gravité et au tenseur
des coantraintes ne font que "réagir” & son action. Notons que e, & et w
n'ont plus les valeurs prédites par les orbites périodiques (en
particulier, e ne diverge plus a la résonance; et ce n'est généralement
plus le satellite gqul impose la vitesse de précession nécessaire pour
satisfaire (9), mais par exemple dans le cas des ondes de densité 1 auto-
gravite).

L évolution temporelle de a, e et w est régie par les équations de
Gauss du mouvement elliptique perturbé. La vitesse le long des lignes de

courant représentées par (11b) est la vitesse du mouvement képlérien.

Deux faits supplementaires jouent en faveur de cette
representation:
i) Des lignes de courant de la forme {11b) ont maintenant éteé

fréquemment observées dans les anneaux de planétes (par exemple, les
anneaux d'Uranus sont elliptiques, ce qui correspond au cas m = 1; le
bord extérieur de 1'anneau B est une ellipse centrée sur Saturne, que
l'on obtient dans le cas m = 2...)

1i) Les composantes de la vitesse sont données par:
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u = m(Q - Qp)ae sin{mp + mA) (12a)
r

ug = Qal 1 + e cos{mp + mA)] (12b}

u =0 (12¢)

ou p = B - th.
Par ailleurs, on peut montrer que les forces dues au satellite et a

l'auto-gravité du disque sont d'ordre e?

{voir par exemple Shu et al.
[t10], équation (40) ). De plus, comme on a typiguement e « 10'5, on peut
montrer que le terme de force provenant du tenseur des contraintes est
négligeable & 1l'ordre 1 en e, en vraison de la faible dispersion de
vitesse des anneaux ( de 1l ordre 1 mm/s dans les anneaux de Saturne). On
verifie alors que 1l'expression (12) de la vitesse satisfait 1les
équations de Navier-Stockes & l'ordre 1 en excentricité. Ceci montre que
les lignes de courant sont une des solutions possibles pour le mouvement
du fluide, méme si ce n'est pas la seule. Toute 1la question consiste
alors a trouver les conditions qui doivent étre remplies pour que cette
solution existe. Une fois ces conditions etablies, on sait a fortiori
gue la solution est une des solutions possibles du probleéeme hydro-
dynamique. Ces conditions s'expriment généralement a partir des
variations temporelles de a, e et w sous l'action de 1'auto-gravité du
disque, des contraintes visqueuses, et du satellite, que 1l'on obtient a
l'aide des équations de Gauss du mouvement elliptique perturbé, et qui
peuvent étre trouvées dans diverses publications, par exemple [11] et

[12].

I.1.4 Cas d une planéte ne possédant pas la symétrie sphérigue:

Ce formalisme pose probleme lorsque les coefficients harmoniques du

potentiel de la planete ne sont pas nuls. Pour simplifier, nous allons
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considérer seulement le premier terme de ce potentiel, de sorte que le
développement est fourni par l'equation (1).

En 1'absence de satellite perturbateur, et si 1'on observe le
systeme des anneaux que sur des temps courts devant le temps de
diffusion, les lignes de courant sont des cercles (voir par exemple

Stewart et al. [13], équation (61) qui montre que u, <« UG):

r = r {13)

c'est-a-dire que e = 0 dans {(11b).

Les quelques remarqgques sulvantes permettent de cerner le probléme.

i) Determinons le demi grand axe de 1 orbite osculatrice au cercle de
rayon r = rg:

On touve le demi-grand axe a partir de 1 expression de la vitesse:

v = [ r Q(r )] {tha)

{1L4b)

"
(]
=X
faal
ny
-~
=

fase )

]
—_
~
e
Lt

ou Q est donné par (3), la deuxiéme égalité provenant des propriétés du

mouvement elliptique. On en déduit la valeur de a:
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r
a = o - (15)
1 - 3/23, (R/x))

I1 est clair que (11) n'est plus valide, puisqu'on devrait avoir

ii) Les équations (11) supposent que 1l équation (9) est satisfaite. En

dérivant cette <quation par rapport au temps, on obtient:

m{ nla) - Qp ) = nla) - =— (a) (16)

ou n = (Gt*ip/a3)1/2 désigne le moyen mouvement.
La relation de vrésonance, que 1'on obtient par 1la théorie

épicyclique, est:

m(Q{r ) -2 )= «kir) (17}
a p

La résolution de (17) donne le rayon r, de resonance. La résolution
de (16) donne un "demi grand axe a de résonance”. Le lien entre ces deux

guantités est donné par (15).
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Ces résultats suggérent en fait que le quantité a intervenant dans
(11) n'est pas un élément elliptique, mais un “élément épicyclique”,

c'est-a-dire 1l'une des constantes (ro, g€, &, 8.) intervenant dans {&4).

0
Lorsque la planéte est 4 symétrie sphérique, ces quatre constantes sont
identiques aux éléments elliptiques (r0 = a, €=e, Kt+ 08 =M et
Qt + By = A).

L'une des sources du probléme =2st que lorsque la planéte n'est pas
sphérigue, les éléments eliiptiques ont des wvariations & courtes
périodes. De ce fait, la vitesse donnée par (12) ne vérifie plus les
équations de Navier-Stockes, a moins de ne conserver que 1la parti=

séculaire des éléments elliptiques, ce que rien ne justifie. Notons que

les éléments épicycliques sont eux constants par nature.

L'ensemble de ces remarques suggere que les équations (11) doivent
étre exprimées non en fonction des éléments elliptigues, mais des
elements épicycliques (appelés dans la suite éléments géométriques).
L'article qui suit a pour but de déterminer le lien entre ces é&léments
et les éléments elliptiques, et 4 dériver 1les équations régissant

l'evolution temporelle de ces eléments.
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Abstract : The dynamical behaviour of planetary rings is often described
in terms of streamline deformations and motions. We argue that the
standard formula giving the shape of the streamlines involves geometric
elements rather than orbital elements. We relate the geometric elements
to the orbital elements and derive the differential equations which

govern the variations with time of the geometric elements.
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~I- INTRODUCTION

Ring particle streamlines are a powerful concept in the subject of
ring dynamics. This concept has been introduced by Borderies, Goldreich
and Tremaine (1982) and used by these authors in several of their
subsequent papers (1983a, 1983b, 1985, 1986, 1987). The shape of

perturbed streamlines is given by

r = r0[1 - £ cos (mé + mA)l, (1)

where r is the radius and ¢ the longitude in a frame rotating with the
pattern speed QP : ¢ 1s related to the longitude 6 relative to an

inertial reference frame by
¢ = 8 - th, (2)

where 8 is the longitude in an inertial reference frame. In the most
general case, each variable rg., € and A is a function of t and ¢. If the
streamlines are stationnary in the rotating frame, rg. € and A are

function of ¢ only. If Iy, € and A are constant along a streamline, the

“latter can be specified by its Ty, and € and A considered as functionsf

ry. As emphasized by Borderies, Goldreich and Tremaine (1985), this
representation is very general. It applies to the streamlines near a
Lindblad resonance with a satellite, to the streamlines of a ring
perturbed by a nearby satellite in a circular orbit, to the streamlines
of a narrow elliptical ring, and to the streamlines of the flow of
particles in the case of axisymmetric perturbations. All these features

can be viewed as tightly wound density waves.

This paper follows from the realization by its authors that rg and
e are not a semi-major axis and an eccentricity but geometric elements.
We begin in section II by recalling what are the bases for describing a

ring in terms of streamlines. In section III we develop the epicyclic
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theory to the order 2. The order 2 is required in order to be able to
relate the geometric elements to the orbital elements, which is done in
section IV, and to derive the equations of variations of the geometric

elements, which is done in section V. Section VI contains a conclusion.

-II- PHILOSOPHY OF THE STREAMLINE FORMALISM

-1I-1- WHERE DOES EQUATION (1)’COME FROM ?

Where does equation (1) come from ? The answer involves several

points.

a) First point

Equation {1} may be viewed as representing a class of solutions for
a number of problems of test particle motion. Let us give two examples.
In these examples we assume that 0-XYZ is a quasi-inertial system of
coordinate axes such that O coincides with the center of mass of the
planet, 0Z is an axis of symmetry for it, and 0-XY is a plane of
symmetry. Then, as will be shown in section III, motions in the 0-XY
plane are possible. We describe the dynamical state of the particle by
its cylindrical coordinates r, 8 with respect to the reference frame O-
XY. The motion is governed by the Lagrange equations. One 1looks for a
solution in the form of a nearly-circular orbit. The equations are
solved by successive approximations. The solution is formally developed
as a series in power of a small parameter which expresses the departures
from a circular orbit. This is the epicyclic theory (see Chandrasekhar,

1942).
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First example : motion in the gravitational field of the planet

alone. The first-order solution is

r = r0(1 - € cos t), (3)
29 v

6 = 600 + Qt + — £ sin E, (4)
K

with

L = kt + 8. (5)

Thus the motion is completely defined by four geometric elements, g €,

5 and © which are four constants of integration. The frequencies «k

00
and @ are functions of ry- By eliminating the time between equations (3)
and {&#), we obtain an equation of the form given by equation (1} with

m=1, Q, = Q - k and A =& - B

P 80"

Another approach to study the same problem would consist in using
the particle osculating orbital elements with respect to the system of
coordinate axes 0-XY. These elements are a, the semi-major axis of the
osculating orbit, e, the eccentricity, w, the longitude of periapsis,
and M, the mean anomaly. The motion is governed by the Gauss variational
equations, or, since the force is derivable from av scalar potential
function, by the Lagrange variational equations. The equations are
solved by a perturbation method. The unperturbed problem corresponds to
the approximation that the planet possesses the spherical symmetry; it
has for solution the keplerian motion. The additional forces due te the
departures from spherical symmetry are proportional to the small
parameter JZ' the harmonic coefficient of degree 2. One looks for a
solutiaon developed according to the successive powers of this small

parameter.

When we are dealing with planetary rings, the epicyclic theory

applies very well because the € of the particle orbits are very small,

5

of the order 10~ at most, such that a first order theory gives a good
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description of the test particle motion. Furthermore the solution does
not involve any approximation with respect to J2 and the other harmonic
coefficients of the planet gravitational potential. But there is a
deeper reason for which the geometric elements are more appropriate than
the orbital elements to study planetary ring dynamics : it is that the
geometric elements of a test particle orbiting in the gravitational
field of the planet alone are constant, while the orbital elements have
short-periodic variations which make more complicated the relation
between the elements used to describe the motion and the shape of the
orbit. For instance, if the orbit is circular, we jnave r = Ty but we do
not have r = a. Of course the two approaches become equivalent in the
case where it is assumed that all the harmonic coefficients of the
planet gravitational potential are equal to zero. Such an assumption 1is
Jjustified when one 1is interested in understanding theoretically some
isolated physical process. But when one wants to compare the theory to
the observations one cannot any more make this assumption and it matters

to know which elements to use.

Second example : motion near a Lindblad resonance with a satellite.

Near a Lindblad resonance, the satellite potential varies as cos (m@ -
met) where the pattern speed Qp is fixed by the satellite. Goldreich
and Tremaine (1982) have computed the particular solution of the
linearized equations of motion which correspond to the periodic orbits.

This solution is of the form

r = r0 + A(ro) cos (m@ - met). {(6)

0 = GUO + Qt + B(ro) sin {(m0 - mQPt). (7}

where A and B are proportional to the ratio of the satellite mass to the

planet mass and become infinite at the Lindblad resonance

Im(Q - Q)| = «. Equation (6) is of the same form as equation (1).
P

b} Second point
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The second point follows from the fact that we can treat the ring
as a fluid. The fluid approximation is justified by the fact that one
can apply the concept of element of volume with each element of volume
containing a considerable number of particles. Each volume element can
be described by its Lagrangian coordinates r, 0 which are function of

the time and of the initial conditions r°

, 8%, Note that the particles
in this volume element move freely inside it, such that r, © represents
their mean position. The. motion of the volums element obeys the

fundamental law of dynamics

ov 1
—_ = - F, (8)
atlrn, GO 0

where v is the velocity, p the density, and F the total force exerted on
the fluid element. As a first approximation we can neglect the
interaction of particles through their gravitational attraction and
mutual collisions. Then the equations which govern the motion of the
volume element become formally the same as those governing the motion of

a test particle. The solutions are also formally the same.

c) Third point

The third and last point is that the existence of streamlines
depends in general on a certain number of assumptions. Again we give few

examples.

First example : unperturbed ring. The motion of each fluid element

is given by equations (3) and (4). But collisions among particles reduce
€ to 0. This can be seen for instance in Stewart, Lin and Bodenheimer
(1984, formula (61)) : 1in the fluid approximation, the effects of
collisions are modelled as a viscous stress depending on a parameter of

viscosity v; the radial velocity u. of the fluid is proportional to v,



34

which expresses a very slow diffusion of the ring; if we are interested
in time-scales much shorter than the diffusion time-scale, then we have
u. ® 0, such that we can take e = 0. Since the particles have a coherent
mean motion there exist streamlines; these streamlines are «circles. It
can be shown that self-gravity does not destroy this symmetry. No

assumption is necessary in that case.

Second example : eccentric ringlet. Let us assume that some

physical process, 1like the excitation by a nearby satellite (see
Goldreich and Tfemaine. 1981) or & viscous instability (see Borderies,
Goldreich and Tremaine, 1985), forces the eccentricities of the particle
crbits. The motion of each volume element is once again given by
equations (3) and {4). The existence of eccentric streamlines 1lies on
the assumption that € on one hand and A = & 'BUD on the other hand are
the same for all volume elements with a given ro. The existence of an
eccentric ringlet requires in addition that streamlines at different Ty
have the same Qp = Q@ - k. This condition can be produced by the self-
gravity of the ring (see Goldreich and Tremaine, 1978 and Borderies,

Goldreich and Tremaine, 1983b).

Third example : streamlines near a Lindblad resonance. It can be

shown that because of collisions each volume element follows a periodic
orbit (that 1is to say has a forced eccentricity but no free
eccentricity). Nevertheless the existence of streamlines whose shape 1is
given by equation (1) rests on the assumption that viscosity and self-
gravity change only quantitatively and not qualitatively this equation

in other words, the shape of the streamlines is given by equation (1),
but £ and A do not have any more the values which they had in the case

of periodic orbits, as given by equation (6).

The justification for making the above assumptions is twofold
they do not violate the observations and they do not violate the theory.
To take again the same examples as above, we observe eccentric ringlets
in planetary ring systems, and we observe near many inner Lindblad
resonances, trailing density waves which can be described as sets of

streamlines with a positive gradient of A. Moreover, we can construct
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consistent theoretical representations of several regions of a ring
system based on the assumption that streamlines whose shape is given by
equation (1) exist. These streamlines are not broken down by the forces
acting in the ring. On the contrary one can study how these forces
modify the three parameters rg, € and 0 characterizing each streamline,

and one can also find stationary solutions.

-I1-2- RELATION BETWEEN VOLUME ELEMENTS AND STREAMLINES

We represent the position and the velocity of a volume element by
the same equations as in the unpe:turbed case (where the only acting
force is the gravitational attraction exerted by the planet) in which
g, €, b and 000 no more constant. The method of variation of parameters
allows to derive ordinary differential equations which govern the
behaviour of these quantities. This is exactly the same approach as when

one defines osculating elements from keplerian elements.

By identifying equations (1) and {3), we have to =zero-order with

respect to ¢
E = mé + mA. (9)

In the absence of perturbations the streamlines of the flow of
particles are circles (r = rU). The identification which allows to

obtain equation (8) is rigorous because r in equation (3) is expressed

in terms of geometric elements.

-III- EPICYCLIC THEDRY TO SECOND ORDER

-III-1- EQUATIONS
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Let x, vy, =z be the rectangular coordinates relative to the
reference frame 0-XYZ and r, 8, z the cylindrical coordinates relative
to this system. We study the motion of a test particle orbiting in the
gravitational field mP {r, z) of an axisymmetric body whose center of
mass coincides with 0. Moreover we assume that the plane z = 0 is a

plane of symmetry such that

= 0. {10}

~The equations which govern the motion of the test particles are the

Lagrange equations (Guldstein, 1950}

d oL oL
__[—-—__:’ - :0' (11)
dt qu qu

where the dot indicates the time derivative and with the Lagrangian

L=T-9p; t12)

T is the kinetic energy per unit mass. In cylindrical coordinates we

have

1 dr 2 do dz
I 2 ey
2 dt dt dt

The Lagrange equations read
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¢y 46 12 amp
.___r[__] c (14)
dt dt or
P

d ” de o
—_ { r — } = - —, {15)
dt dt 00

P
dzz o
_— e e (186)
dt oz

These equations admit the energy integral

p

E =T+ = const. (17)

The assumption that the planet is axisymmetric implies that the 2z-

component of the angular momentum is conserved

r — = h = const. (18)

The assumption that the plane 0-XY is a plane of symmetry implies
that orbits lying in the XY-plane are possible : if at a given time z =
0 and dz/dt = 0, then the orbit remains in the XY-plane. For the sake of
simplicity we shall study in this paper orbits in the XY-plane : we
shall consider mp as a function of r only. The Lagrange equations reduce
to equations (18) and

2 2 de

= -, {19)
dr

Q.
-

|

~nN

h
3
r

=3
ot
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-II1I-2- CIRCULAR ORBITS

Circular orbits are possible. They are such that

and

8 = 800 + Qt

with
h 1 dwp
T r_ dr
-ITII-3- NEARLY CIRCULAR ORBITS

We write formally the solution under the form :

where r0 = const.,
I 1/ry = 0(2), lr,l/r, = 0122,
ldo, 7dt]/(deg/dt) = 012), |de,/dt|/(d0y/dt) = 0(2?),

¢ being a small parameter. Equations (139) and {(18) become

(20)

(21)

{22)

(23)

(24)
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d’r dzr h2 by r T 2 dy dzm
1 2 1 2 1
+ - 1-3—-3—+6—}==-—1(r ) -1 — (r)
dt dt2 r 3 r r T 2 dr 0 ! dr 0
0 0 0 0
d2m 1 9 d3¢
-r, — (r }) - —r — (r_}, {25)
0
2 drz 0 9 1 dr3
2 dao 9 d91 d@o de do 2 dGD
r0 + r0 + 2r r, + 2r0r1 + ZrDr2 + r1
dt dt - odt dt dt dt
do
+ ro2 2. h. (28)
dt

b} Zero-order solution

The zero-order equations are

h2 dip

;“5 = ;; (rO)' (27)
0

doe h

L —. (28)

dt r

0

The solution 1is a circular orbit of radius r, defined by equation

0
(27) and with

00 = GOU + QL (29)

where Q is given by equation (22); BDD is a constant of integration.
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c) First-order solution

The first-order equations are

dzr1 2
St kT, = 0, {30)
dt
do 2Q
= - r1, (31)
dt r0
with
5 3 do dzm
Ko | - — (32)
2
r dr dr r=r
0
Integration of equation (30) gives
r, = - r,€ cos £, (33)
with
E = kt + 0 (34)

€ and & are constants of integration. Integration of egquation {31} gives

next

B, = — e sin E, {35)

where the additional constant of integration has been taken equal to

zero in order that 01 tends to zero as r, tends to zero.
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d] Second-order solution

The second-order equations are

2
d'r, 2 Y, 3 5
5o v KT, = - n“e Tyt~ ne r cos 2,
dt 2 2
do 29 3 5 3 2
-——-:-—-——r2+-—Qe + — Qe cos 2E,
dt r0 2 2
with
5 2 do T d3m
n = - s s
r dr 6 dr r=r0
The general solution of equation (36) is
2 2
3n 2 n 2
r2 = r20 cos (kt + 6') + > € r0 - € rU cos 2E.
2K 2K

We set r,g equal to 0 in order that ry = 0(82). By integrating

(37) we obtain
3 3n 5 Q 3 n 5
0, = Q [ - - — ] et + — [ -+ — ] € sin 2E,

where the additional constant of integration has been taken

zero.

equal

(36)

(37)

{38)

(39)

equation

(40)

to
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e} Summary

By substituting equations {33) and (38} into equation (23} and
equations (238), (3%) and (40} into equation (24}, we obtain

2 2
n® e,
r =71 1 + € - €& cos £ - —— ¢ cos 2% |, {41)
0 2 2
2K 2K
3 3n2 2 29 Q r 3 n2 ?
B = 0_ + Q |1 + - - -— € t + — ¢ sin £ + — -+ — £ sin 2E.
00 2 2
2 K K 2K 2 K
(42)
We have also
dr nz 2
- = KT e sin £ + — g sin 2% |, {(43)
0 2
gt K
de 3 3n2 ) 3 nz )
— = Q 1+ [ - ] £ + 2¢ cos E + [ - 4+ —, ] e cos 2k
dt 2 K 2 K
(44)

-1II-4- FREQUENCIES

a) Planet potential

The planet potential is conventionally expanded under the form

1! {45)
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p—..

Wy ©
Pt

¢1 =
T

u i
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1s the product of the gravitational constant 6 by tiie planet mass M

(486)

(47)

P:

(48)

the Jl are the harmonic coefficients with respect to the reference frame

0-XYZ. Since 0 colncides with the center of mass of the planet, Jy = 0.

The P1p are Legendre polynomials

1o

(D)

[ -7 (2n)

22" ()2

if 1 = 2n,

Bl Cateuiztion 8f 8%, k% ang Bt

We have

L 0 if 1 is odd.

(49)



44

) u T + - R 2" (-1)"(2n + 1)1
. 3 b n E 1 [ ;~ ] 32n 22n(n')2
rD | = 0 1
- 4
b 3 R -2 15 R 35 R -°
] “;JZ[?} :J"[:—] +;JG[;—]’
o L 0 0 0 (50)
v T v w R 12" (-1)™(2n)t (4n% - 1)
K2 = —= | 1+ L ——-] J
T 3 n = 1 ro < 2n 22n(n‘)2
o L 0 :
- &
" 3 R 2 45 R % 175 - R
50 RS bl el e Bl Bl
g L 0 0 0 (51)
uo T o R 4" (-1)™(2n)1 (40 = 1)(n + 3)
n” 2 [_] 72 2n, 2
n
- x !
r0 i n 1 r0 3 2 (nt)
T R ~2 15 R =% 115 RS
2 ——— - _ —_ —_— - — 3 —
r? | P [ r ] ' 8 g [ r ] g ° [ r ] '
0 0 0 0 (52)

-III-5- CASE OF A SPHERICAL PLANET

If the planet possesses the spherical symmetry, all the harmonic

coefficients of the potential are null. We have
1/2
H
Q = = = _— R
K n { : 3 } (53}

"0

Equations (41) to (44) reduce to
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3 2 1 2
r = r [ 1 +—¢ - g cos E - — ¢ cos 2t }, (54)
0
2 2 .
3 2 3 2
6 =0 + Q [1 - - ¢ ] t + 2e sin E + — e sin 2E, (55)
00
2 4
dr 5
— = Qr (& sin &€ + ¢ sin 2%}, (56)
1]
dt
dé 3 5 5 »
— = Q [ 1 ~-—¢ + 2€ cos E + — € cos 2E ]. {57)
dt 2 2

~IV- GEOMETRIC ELEMENTS VERSUS ORBITAL ELEMENTS

-IV-1- SEMI-MAJOR AXIS

We compute a from

2 1
V2 = [ - - - }, {58)

dr de
V2 = [———:I + r2 ['—"] - (59)
dt dt

By using equations (41}, (43} and (44}, and by introducing v such that
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2 H
Q" = -3 (1 + v}, (60)

Tg

we obtain

T 1 K 3 K 3n
2 2
-— = 1 - [ - % 5 ] € - U 1+ [ - 4 5 - —E—‘J € - 2vue cos E
a 2 2Q° - 2 29 K
2
1 K2 3 K2 n 2
+ - -3 5 - v [ - - > + — ] € cos 2E. (61)
2 2Q 2 2Q K
We infer
r0 2v 1 1 K2 3 K2
a = 1 + ¢ cos E + -+ > + U [ - 4 >
{1 - v) (1 - v) (1 - v) 2 29 2 29
in } 2N ? 1 1 K2 [3 6(2 r]z]
- — + £ + - - + U - - + -
K2 (1 - 0 (1 -m | 2 20° 2 20% P
2n2 5
§ — e cas 2% . (62)
(1t - nl

-IV-2- ECCENTRICITY

We compute the eccentricity {from the angular momentum formula
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de
1/2

r2 — = [ pall - e ) ] /

dt
From equations (18), (22), (28) and (29) we have

2 d@ 2

r — = rD Q.

dt

Combining equations (60), (63) and (84) yields
al1 - ez) = r0(1 + u).

By using equation (61) we obtain

1 K2 3 K2
e2 = U2 + 2v(1 +v)e cos E + (1 + vu) -+ > + v [ - 4 >
2 2Q 2 2Q
1 K2 3 K2 n2 )
+ {1 + v) - - > + U [ - - 5 + —EA] e cos 2E.
2 2Q 2 20 K

-IV-3- TRUE ANOMALY

We compute e cos f, where f is the true anomaly, from

al1 - 92)

1 + e cos f

{63)

(64)

{65)

(66)

(B7)

Substituting equations (41) and (65} into equation (67) gives
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13n2 5 1 n T 9
e cos ¥ = v + (1 +« v) [ - - ] £ + € cos £ + [ — 4 J e cos 2

2 2K 2 2K2

(68)

To compute e sinf one introduces the angle Y between the vectors r and

dr/dt. We have

r dr 1 dr re sin f
cotg ¥ = - — 5 = — = ———, t63)

h dt r df al1 - ez)

By using equations {28), (29) and {65) we obtain

(1 + v) dr
e sin f = —— —, (70)

rUQ dt

We substitute equation (43) in equation (70) and obtain

K n2 5
e sin ¥ = (1 + v) — [ € sin E + - € sin 2§ ]. (71)
Q K
~-IV~4~ LONGITUDE OF THE PERIAPSIS
It can be computed from
w =0 - f. (72)

-IV-5- CASE OF A SPHERICAL PLANET
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Equations (61), (66}, (68) and {71) reduce to

s = 0
= 5
(1 - €7)
e = g,
cos f = cos § - € + £ cos 2%,
sin f = sin £ + & sin 2E.

The two last equations imply that

By combining equations (67), (73), (74) and {75), we

equation (54) giving r. To find 0, as given by equation (55),

the equation relating f to M to second order in e

5 2
f =M+ 2e sin M + — e sin 2M,
A
and the relation between Q(a) and Q(ro) = Q
3 2
Qla) = Q(r_) - — Q e".
0 2

-V- VARIATIONS OF THE GEOMETRIC ELEMENTS

We have studied the motion of a test particle which

(73)

(74)

(75)
{76}

(77)

find again

we need

(18)

{79)

obeys the
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differential equations

2 2

d'r d6 dp

— - T [ — ] = - — {80)
dt dt or

d 9 de Bmp '

_ [ r — ] = - —, (81)
dt dt o6

Once the initial position and velocity are specified, the motion is
completely defined by equations (41) to (44). It depends on four
constants of integration : Iy, €, 6 and 900. At each instant t there 1is
a bijective correspondance 1 between (x1, Xou X3, x‘) = (r, 6, dr/dt,

de/dt) and (c1, Coy Cg, c4) = (rU, e, 0, 600).

Suppose now that the particle is submitted to an additional

perturbing force. The equations of motion become

dzr de 2 Bwp

—T’T["’] = * R (82)
dt dt ar

d 9 de Bmp

_[r —-] z - + 1S. (83)
dt dt 0o

Let us apply the change of variables defined by the transformation T.
The system of equations (82) and (83) is transformed intoc a new system

of the form

for 1 = 1,2,3,4,

dci
— = F. (c

i 1 t). (84)
at

This four new variables can be called osculating geometrical elements.

I¥ at any time t the perturbing force disappeared, these elements would
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remain constant and the pérticle orbit would be given by equations (&1)
to (44). The aim of this section is to find the expression of equations

(84).
Let

c,) (85)

be an integral of the differential equations of the unperturbed problem.

By differentiating equation (85) we obtain

of dx. 6g dc.
r L.t by (86)
i 0x. dt j dc. dt
i 3

Let us replace in the above equation dzr/dt2 and dZG/dt2 by the
expressions drawn from equations (82) and {83). The 1left-hand side
member becomes the sum of a term independent of R and S and of a term
arising from the perturbation. If the first of these two terms 1is then
expressed in function of the time and the geometric elements, it will be
equal to dg/dt in the wunperturbed motion, which vanishes. Hence,

equation (86) can be replaced by

— R+ - — 5§ = [ — —. (87)

“V=iz VARTATIONS GF %y

We use the angular momentum integral {see equation (64))



52

Note that h depends only on rg so that 2 variation of Ty is only due to
a variation of angular momentum. In contrast, when one wuses osculating
elements, a variation of a is due to a variation to a wvariation of

energy. Applicaticih of (87) gives

oh dr0
- —— = TrS. {88)

Bro dt

Differentiation of Q, as given by equation (22), involves derivatives of

wp. By combining the equations (22}, {32) and (38) giving respectively,

Q, k% and nz, we obtain

dmp 2
— {r_ )} =1 .Q°, (89)
0 0
dr
d2mP ) ,
(r ) = « - 307, (90)
2 0
dr
damp 1292 - bR
(r ) = (81)
dr3 0 r

We compute dh/dr0 from equations (88) and (90) and substitute the result
as well as equation (41) for r in eguation (88). The differential

equation for r, becomes

dr 2Q 3n2 5 n2 9
> e - €& cos E - — e cos 2F S. (92)

dt K 2K2 2K
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-V-2- VARIATIONS OF ¢

We use the integral of energy (see eguation (17))
i dr de
E = mp(r) + = [ — ] + r2 [ _— } . (93)

To express E in functioen of the geometric elements, we expand the
potential energy term around ro to order 2 in ¢ and use equations (89),
{90} and (91}, and we substitute in the kinetic energy term equations

(41), (43) and (44) for r, dr/dt and dB8/dt. We obtain

2 2 2
P Ry o2

E =y (r) + 1+ — ¢ . (94)
2 Q

Application of (87) gives

oF dr0 0F de dr do

— # = — = — R + r — §, (95)

aro dt de dt dt dt

We compute aElarU by using -equations (89) to (91). We substitute
equations (41), (43), (44), and {(92) into equation (95). We find the

differential equation for the variations of ¢
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ge 1 n? Q 3 3n°
—_— — sin § + — € sin 2F R + 2 cos & + - — 4 £
dt T _K K2 T K2 2 KZ
0 1]

1 nz

+ [ -4 — } e cos 2F S. (96)
2
2 K

-V-3- VARIATIONS OF &

We look for a differential equation for E = kt + 8 rather than for
6. From their definitions both the coordinates and velocity components
in the perturbed motion are related to the geometric elements by the
same formulae as in the unperturbed motion. Hence we have from equations

(41) and (43)

dr nz or dr or de dr dt
KT [ sin 2% }

e sin E + — € = — 0 4 — — + — —_.  {97)
K

aro dt de dt ¢t dt

By using equations (892) and {96) we obtain the differential equation for

d§ i 3n2 n2
— = K 4 cos £ - — & + — g cos 2¢ R
2 2
dt KT _€E K K
0
Q 1 n2
- ?2 sin L + [ - 4+ — ] € sin 2§ S. {98)
2 2
K r_ ¢ 2 K
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-V~4- VARIATIONS OF 600

It is more convenient to look for a differential equation for

(93)

rather than to look for a differential equation for GDD' The principle
to derive the eauation for y is the same as the one to derive the
equation for & except that we use 8 instead of r. From equations (42),

(44) and (89) we infer

d0 dy 3(0 - «) dru 9(0 - v} de 9(® - v) dE
— = Q (1 + 2 cos §) = — + + _— —_—
dt dt arD dt de dt ot dt

{100}

By using equations (92), (968) and (98) we obtain the differential

equation for ¥

dy Q 3 3ﬂ2
— = Q - 2+ [ - ] e cos E R
dt K T 2 K
0
92 2K2 1Bn2
+ 3 21 - —E— i € sin E S. (101)
K r0 Q

-V-5- CASE OF A SPHERICAL PLANET

Equations (92), (96}, (98), and (101} reduce to
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dr 2 3 1
N = - [ 1+ = 52 - g cos £ - — 52 cos 2F } S, (102)
dt Q 2 2
de 1 3 3
—_—= — [ (sin € + € sin 2E) R + (2 cos E - — ¢ + ~ g cos 2E} S ],
dt rDQ 2 2

' (103)
dt 1 3
— = Q + [ (cos E - 3e + £ cos 2E) R - {(2sin £ + — ¢ sin 2E) S ]
dt ane 2 .

(104)
dy 1 3
—_ = Q - — { (2 - —¢€¢ cos E) R - € sin E § ]. (105)
. L

dt Qro 2

We can retrieve Gauss equations as follows. From equations (73)
{74), we have to the order 2 in eccentricity
da dr de

2
— = {1 + e) + 2 roe —
dt dt dt
2 1 5
= [ Re sin £+ S (1 + e cos f + — e’ ) ], {106)
Qla) 2

where we have used equations (102), (103), (75), {76) and (79).

substituting equations (74) to (76) into equation (103) we obtain

de 1 1 1

dt aQ(a) 2 2

By substituting equations (74} to (77) into equation

— =z Q(a) +
dt aRale

We have finally by combining equations (55},

(12),

= [ R sin f + S (2 cos f + —e - — e cos 2f) }.

{78)

and

(93)

(107)

(104) we obtain

[ R {cos f - 2e) - S (2 - e cos f) sin ¥ }. (108}

and

By
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w =y - E. (109)

Substituting equations (74} to (76), (104) and (105) into equation (109)

gives

dw 1
— T —— [ -R cos £+ S (2 -~ e cos f) sin ¥ ]. (110)
dt a(ale

-VI- SUMMARY AND CONCLUSION

Equations (41) to (44) give the relations between cylindrical
coordinates and geometric elements. Equations {(61), (66}, (68), (71) and
(72) relate the geometric elements to the orbital elements. The
equations which govern the variations with time of the geometric
elements are equations\(QZ). (96), (98) and (101). We intend in a next
paper to integrate these equations to «calculate the perturbations
exerted on a narrow eccentric ring by a satellite on an eccentric orbit.
Such a calculation is necessary to study in detail from the Voyager data

the effects of the small satellites of Uranus on the Uranian rings.
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1.2 Etude non-linéaire d une onde de densité:

I.2.1 Position du probléme:

Comme je 1'ai déja mentionné dans 1 introduction, 1les données de
Voyager ont permis d'identifier des profils c¢e profondeur optique
d'andes de densité dans les anneaux. La théorie hyidrodynamigue linéaire
du phénomeéne prévoit un effondrement des anneaux sur la planéte, et
1'éloignement des satellites (qui générent les ondes) en des temps
courts comparés a l'age du systeme solaire.

Sans entrer dans 1'exposé mathématique de cette théorie, qui
enflerait démesurément le volume de cette these, (le lecteur pourra ce
réferer a [51, [6], [14] et [15]1) on peut comprendre gqualitativement ces
phénoménes de la maniére suivante. Une onde de densité est excitée a une
résonance avec l'un des satellites de la planéte. L'amplitude de 1'onde
est imposee par le satellite, et la distribution de matiére est donc
connue (la théorie détermine simultanément la vitesse du fluide de
particules des anneaux, la pression, la densité, et le potentiel auto-
gravitant); cette distribution est une spirale trés enroulée (beaucoup
plus qu'un sillon de disque, par exemple). Ces ondes sont en phase avec
1'une des composantes de Fourier du potentiel du satellite excitateur,
c'est-a-dire que dans un repére tournant avec la vitesse angulaire
caractéristique de la composante de Fourier considérée, 1'onde et cette
composante apparaissent stationnaire. Comme la distribution de matiére
n'est pas axisymétrigue, le satellite exerce un couple sur 1‘onde (et
réciproquement}. Ce couple conduit & un transfert permanent de moment
cinétique de 1'onde vers le satellite. On trouve alors 1le temps
caractéristique d'évolution de 1'orbite d'un satellite en sommant les
contributions de toutes les ondes de densité qu'il exerce dans les
anneaux, et le temps caractéristique d'évolution des anneaux en sommant

les contributions de toutes les ondes qu'il contient. Cette procédure
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montre par exemple que les satellites S26 et S27 (qui sont les
satellites bergers de 1l'anneau F) doublent leurs distances a la planéte

8 et 2.107 ans, respectivement.

en des temps de 1l'ordre de 2.10

Ce calcul suggere que les anneaux sont Jjeunes et que leur espérance
de vie est breve, a moins que le transfert de moment cinétique entre les
anneaux et les satellites ne soit largement surestimé. Cette derniére
hypothése n'est a priori pas & rejeter puisque les profils d'ondes de
densité observé dans les anneaux sont clairement non-linéaires (c'est-a-
dire non sinusoidaux), et que 1l'effet des non-linéarités est de limiter
1'amplitude des variations de densité de matiére, et donc de limiter
1'échange de moment cinétique. Le travail que j'ai accompli, et qui est
présenté dans la section suivante, a pour motivation de vérifier cette

possibiliteé.

I.2.2 Principe de la représentation non-linéaire d une onde et calcul du

couple non-linéaire:

Le détail de la procédure est décrit dans 1 'article qui suit. Je
vais me contenter ici d'expliguer la démarche et de résumer les

résultats.

Le but que 1'on s'est fixé est de calculer le couple exercé par un
satellite donné sur une onde qu'il excite, & partir du profil de
profondeur optique de cette onde. En 1'occurence, le satellite est
Mimas, et 1'onde choisie est désignée par Mimas 5:3 (les chiffres 5 et 3
désignent la résonance a partir de laquelle 1 onde se propage; cette
onde se trouve dans l'anneau A). Le profil de profondeur optique de
cette onde (cf figure 1) a été enregistré par un photopolarimétre monté
a bord de Voyager II au cours de 1'occultation d'une étoile par les
anneaux (pour plus de renseignements sur cette expérience, se reporter
par exemple a Esposito et al. [161). La question consiste en fait a

déduire la répartition de densité de surface des anneaux de ce profil.
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72} A,fDensity Wave Crest

Trough

@
Satellite

Resonance Radius

Fig. 12. Schematic diagram of the particle path pattern and the associated trailing spiral density
wave generated by the p=4 Lindblad resonance. If the ratio of the resonant mean motions is

pl/(p+1), then p +1 spiral arms are generated.

Fig. 2
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L'idee de base de la représentation d'une onde de densité spirale
par les lignes de courant décrites au I.1 est entiérement contenue dans
la figure 2, tirée de Dermott [17): 1'onde se dessine d'elle méme
lorsqu’on décale systématiquement les lignes de courant les unes par
rapport aux autres.

On opbtient simplement 1 'expression de la densité de surface ses
anneaux oo écrivant la conservation de la masse entre les états non
perturbés &t perturbés, ou en résolvant 1'équation de continuité dans
laquelle la vitesse est celle donnée par les eéquations {12) de 1la

section I.1.3 . Les deux méthodes donnent le méme résultat:

a_ (a)
ola) = 0 {1a}

1 - qla) cos{mp + mhAla) + y(la))

ou, 1'on a posé:

_ dlae)
g cosl{y) = A (1b)
g sin(y) = mae aa (1¢c)

et oU les autres notations sont celles du I.1

La densité de surface est reliée a 1la profondeur optique 1 par
l'hypothése a/t = constante (cette hypothese est discutee dans
l'article). Le profil enregistré étant un profil radial, on a ¢

constant, et donc 1 est de la forme:
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T (a)
tla) = g (2)

1 - gla) cosl fla) )

ou Tgla), aqfa), fla) sont trois fonctions inconnues qu’'il nous faut
determiner. Le probléme admet a priori une infinité de solutions,
puisqu’'on a une seule équation jpeur %trois inconnues. Toutefois, en

remarquant gque <t g et f sont:  des Tonctions dont les échelles

0
caractéristiques de wvariations spatiales sont plus grandes qu'une
longueur <'onde, Jj'ai montré que la solution était unique. Le
raisonnement qui permet d'aboutir a ce résultat et la maniére dont les
trois fonctions inconnues sont déterminées & partir du profil sont
exposés dans la section 3 de l'article.

Les fonctions ef{a) et +yla) sent alors obtenues en Trésolvant
numérigquement le systéme {1b) et (1c) par approximations successives (on
utilise le fait gque fla) = mAla) + yla) + cstante, ce qui permet de ne
garder que e et Yy comme fonctions inconnues avec q et f comme fonctions
paramétres). La détermination de e est nécessaire car e intervient dans
l'expression intégrale du couple.

I1 ne reste plus qu'a déterminer la valeur du rapport o/t pour
connaitre la densité de surface sur toute 1'onde. Ce rapport est obtenu
a partir de la relation de dispersion non-linéaire des ondes de densité
{qui permet de trouver également la position de 1la résonance). Cette
relation a été dérivée par Shu et al. [11] et Borderies et al. [8].

Le couple est finalement obtenu par intégration numérique. Pour
diverses raisons explicitées dans 1'article, la valeur de ce couple
n'est pas connue & mieux d’'un facteur 2, mais cette précision est

suffisante pour répondre & la question de départ.

Cette étude a permis d'obtenir deux types de résultats:
i} Des valeurs précises du rapport o/t et de la position de la résonance

sont déterminés par la méthode utilisée: on a trouvé o/t = 80 + 5 g/cmz,

2

soit une densité de 1'ordre de 50 g/cm” dans cette région des anneaux.
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Ce genre de détermination est important car il fournit 1le moyen le plus
précis de calculer la masse des anneaux. Notons que la position obtenue
pour la résonance differe d'environ 40 kilométres de la position
théorique. Cette différence n'est pas encore expliquée.

i1} La valeur du couple trouvée n'est pas beaucoup plus petite que 1la
valeur prédite par la théorie linéaire. Ce résultat a également été
obtenupar Shu et al. [11]. Il semble donc bien que la non-linéas.té des
ondes ¢e densité ne résolve pas le probléme de 1'échelle de "temps

d'évalution des anneaux.

I.2.3 Perspectives:

Ce travail peut étre développé dans plusieurs directions:

1) Une étude similaire de la méme onde devrait étre menée & partir des
données radio. Ceci permettrait de vérifier plus précisément 1'hypothése
0/1 = constante, et éclairerait trés certainement la guestion toujours
en suspens de la position de la résonance.

11} Une analyse identique d'un grand nombre de profils d'ondes de
densite pourrait apporter un certains nombre de renseignements
fondamentaux. En effet, outre une détermination plus précise de la masse
des anneaux, il devrait étre possible d'analyser précisément
l'amortissement de ces ondes, et peut-étre de contraindre la forme du
tenseur de pression, qui comme je 1'ai souligné dans 1 'introduction,
reste 1'objet de recherches trés actives. L'analyse de 1'amortissement
devrait de toutes facons donner des renseignements sur la dispersion @ de

vitesse dans les anneaux.



66

ARTICLE 2

Publié dans Icarus (aolt 1986)



67

NOR-LIKEAR STUDY OF THE KIMAS 5:3 DENSITY HAVE

Pierre-Yves Longaretti and Nicole Borderies

Observatoire du Pic du Midi et de Toulouse
14 ,avenue Edouard Belin

31400 Toulouse, France

Pages: 5o
Figures: 4k
Tables: 2



68

ABSTRACT

The Mimas 5:3 density wave profile obtained by the Voyager 2
photopolarimeter experiment is studied on the basis of the streamline
formalism, and all the functions involved in this formalism are derived
from the data. The non-linear dispersion relation for density waves 1s
checked, and yields new and precise estimates for the resonance

location: r, = 132340 ¢« 5km, and for the opacity: o/t = 80 + 5 g.cm ¢
An order of magnitude estimate of the torque exerted by Mimas on the
wave 1s obtained and shows that non-linear effects cannot reduce the

torque much below its linear value.
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1. Introduction

The linear theory of densiity waves, based on the linearized
equations of hydroedynamics, is now well-established (Goldreich and
Tremaine, 1978). However, as seen for instance on fig. 1, the density
waves profiles obtained from the Voyager data show that the phenomenon
is clearly non linear: generally, the surface density o cannoi be

represented by a function of the form

L S‘(r)exp{i[]k(r)dr + m(B—?pt)]}. {1a)

Sl(r) = IS‘Iexp(imﬁ), {ib)

where Sl(r) is a complex amplitude, k({(r) the wave number, m the number
of arms, and Qp the pattern speed.

The purpose of this work is to apply the streamline formalism
developed by Borderies, Goldreich and Tremaine, 1983a,1983b, to the
Mimas 5:3 density wave profile obtained by the photopolarimeter
experiment, and thus to provide an approach of the study of the non
linearity of a typical wave; more precisely, it is possible to derive

all the functions involved in the streamline formalism, to check the
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non linear dispersion relation derived by Shu et al., 1984 and by

Borderies, Goldreich and Tremaine, 1985, and to obtain an order of

magnitude estimate of the torque exerted by the exciting satellite on

the wave directly from the data. Fig. 1
The theoretical form of the surface density is derived in section 2.

The methods used to fit the theoretical expression to the data are

'presented in section 3. The torque exerted by Mimas on the wave, and

the eccentricity along the wave, are determined in section 4. The

results and the related problems are discussed in section 5.

2. Theoretical model

The first subsection is devoted to the description of the
kinematics, and the second one to the form of the surface density. The
last subsection provides heuristical evaluations of the eccentricity

along the wave, and remarks on the formalism,

2.1 Kinemafics

Density waves are excited at resonance locations with Saturn’s
satellites. Particle orbits are perturbed by the oblateness of the
planet, the satellite, the disk self-gravity, and interparticle
collisions. The satellite potential ¢3 may be expanded in a double '
Fourier series which is characterized by an azimuthal wave number
m > 0, and a pattern speed Qp. In a frame rotating with the angular
speed Qp, the potential Fourier component is stationary, and varies
with longitude v as cos{myp) (Goldreich and Tremaine, 1980 & 1982). Each
density wave 1s associated with one Fourier component of the
potential.

In the rotating frame, the shape of the streamlines.is given by

(Borderies, Goldreich, and Tremaine, 1982):
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r = a{lt - ela)cos[mp + mAla)l}, {2a)

where {(r,p) are the cylindrical coordinates in the rotating frame, e
the eccentricity, and A a phase angle. Expression (2) is valid to
- first ordar in e, which is justified by the fact that the
perturbations are small. Note that, to zeroth order in e, we have

mp + mA = M, where M is the mean anomaly of the particles traveling -
along the streamline. The longitude in the inertial frame is related

to p by
6 = ¢ + th. (2b}

After Borderies, Goldreich, and Tremaine, we define:

or
Jla,p) = Baly 1 - qecosimlyp + A} + 7, (3)
where:
dae 2. dA,2 172 S ,
q = { (—EZ) + (maeag) } i 0 € g <ot {4a)

_ mae{dh/da)

. dA
gsin{y} = mae : tan(y) dlac)/da

da {(4b)

We will see in the next subsection that in most of the wave zone A
varies raplidly in comparison with ae such that vy is nearly equal to

n/2. Moreover, it is apparent that y does not vary rapidly with a if

mdA/da varies slowly with a.
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The linear theory corresponds to the limit g << 1; actually, the
rings offer many examples in which q = 0(1), although e is generally
negligible with respect to q, as is the case for the Mimas 5:3 density
wave (see section &). ’

" To first order in e, the components of the mean velocity in the

rotating frame ire:

u_ = m(Q - Qp)aesin[m(m + A)], {5a)
Uw: {Q - Q”)a{1 + {2m - 1lecosim{p + A)1}, {5b)
u =0, {5¢)

where Q{a) is the mean motion at radius a.

2.2 Surface density

The simplest way to derive the surface density consists in
considering two neighbouring streamlines, at radii r and r + dr, and
to estimate the mass enclosed between these two streamlines and
between two rays defining an elementary angle dy, in the unperturbed
and perturbed cases. From the conservation of mass, we obtain the

surface density in the form:

o
O % T T gcosimly + A) = 41 ° (6)

It 1s easy to check that the surface density given by Eq.{(6) and
the velocity taken from (4} satisfy the continuity equation to zeroth
ordér in e {so that Eq.{(6) is only valid to this order in e).

Note that we recover the linear expression {Eq.(1}}) in the limit
q <<1 ; developing the right-hand side member of Eq.{(6) to first order
in q yields:
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o = 00{1 + qcosim{y + A) + 1}, {7)

which is identical to (1) 1f

s, |

q = : ) {8a)
o, v

mhA + vy = md + [k{rldr. {8b)

In eq.(8), we did not distinguish between r and a, because we took

the expression of the surface density to 0th order in e.

2.3 Heuristical determination of e and y; remarks on the 1ink between

r and a

An order of magnitude of the eccentricity along the wave can be
obtained as follows : we may represent "unwinded” streamlines in a xy
axes system where x = ap and y = r - ag {cf fig. 2) . We expect that,
as in the linear case, the variations of A with r have a more
important effect than the variation of e. For nearly crossing
streamlines, the point of closest approach occurs where
Imp+mA] = w/2 mod. (2n). Moreover, the lines of maximum surface

density are almost straight lines of slope o equal to:

o = l dy me. (9)

dx

Ilmp + mA] = n/2
Fig. 2

Let us consider in the xy plane the rectangular triangle ABC such
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that the hypotenuse BC is parallel to a line of maximum surface
density, and such that AB = 2ma. By construction, we have
AC = aAB = 2nmae and AC = mA, where A is the radial wavelength, so

that:

e v A 2wa = 1/ka, {10)

where k is the wave number. Estimating the peak to peak distance on

fig. 1 yields A « 20 km. ;a « 130,000 km so that:

e w 2.107° (11)
Note that this method for deriving the order of magnitude of e
does not apply in the case of linear ( g<<1) waves, or in the case of

loosely-wound density waves.

The above estimate of e shows that Eq;(S) is accurate enough to
represent the data. We may nevertheless feel concerned by the fact
that ae «» 2x1.3 v 3 km, so that we cannot confound r and a { the
resolution of the data is 0.5 km ). An answer to this problem can be
obtained from the estimation of Yy along the wave:

It can be seen from Eq.(Bb)‘or directly from Eq. (6} that the wave
number k is related to A and vy by:

L dafa) = dyla) .
k{a) = m 9a da , {12}

so that Eq.{4b) may be recast as:
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_ dy(a)

4z . {13)

gsin{y) = ae[ k(a)

Let Aa be the distance between the first and last peaks. In the
"case of the Mimas 5:3 density wave, Aa + 100 km. For a stable density
wave, the eccentricity is maximum at the resonance and decreases to 0
over the distance Aa, so that the gradient dae/da is negative, and,
because of Eq.{4h), w/2 < y < 3n/2 . This provides a maximum estimate
for the gradient of Yy which is (rapid oscillations of y are

unphysical}:

dy{a) ¢ n
da Aa

{14)

On the other hand, k = 2n/A, so that k is at least 10 times greater
than dy/da. Consequently, we may neglect this term in Eq.{13).
Moreover, our previous remark on the damping of e show that ‘
dlae)/da v -aef/Aa, so that, a combination of Eq.{4b), (13) and these

results yields:

ae/ha AL 1
cotgly) « - aek 2n.Aa 20 (15)

Finally, we obtain {gsin{y) > 0 for a trailing wave}:

and z

4

Y = constant (16)

NI



which Jjustifies a fortiori the fact that we have neglected dy/da 1n
Eq. (13}

This result will be used below (section 4] as the starting point
of the determination of e. I{ shows that we may assume k = mae(dA/da)
for a tightly wound density wave, and illustirates the physical
significance of y. The above derivation of Y does not apply at the
very beginning of the wave because g = 0 at resonance. But it already

vields an interesting property of streamlines at peaks or troughs: at

these locations, the surface density is extremum and cos (mp+md+y} = +1
{cf section 3.2); taking y = u/2 gives cos{mp+mA)l = 0, and finally
r = a at peaks and troughs (17)

The i1mportant consequence of Eq.(17) is that if we devise a
processing involving only peaks and troughs, we don't need to
distinguish r and a, and then don't need an & priori knowledge of the
eccentricity along the wave. This is what is done in the next section.

To conclude these remarks on the link between r and a, let us
consider any function g(a) defined on the wave (for example, q or e).
For a given longitude, g may be regarded as a function of r. If gla)
i1s a "smooth” function, glr) fluctuates at the frequency of the wave,
and vice-versa. Nevertheless, at peaks and troughs, g{(r) = gla), so
that the overall variations of glr) and gla) are the same ( because e
is very small). The variocus functions involved in the streamline
formalism are smooth functions of a, because of the form of the
equations they satisfy (basic equations governing a non-linear density
wave in the streamline formalism are derived in Borderies, Goldreich
and Tremaine 1985). We will make use of this remark for the

determination of these functions (see next sectiony.

J. Data processing :
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We have used the optical depth profile of the density wave excited
at the 5:3 resonance with Mimas, obtained during the Voyager 2
photopolarimeter stellar occultation experiment (fig. 1). This density
wave was first studied by Esposito et al., 1983, with the same data,
and by Holberg et al., 1982, with the Voyager 2 UV stellar occultation
data, to derive from the linear theory the resonance position and the
unperturbed surface density at the location of the wave. Our aim is to
study this wave from a non-linear point of view. The first subsection
presents our assumptions, as well as a description and a discussion of
the prelimimnary treatment which we have applied to the data. In the
following subsections, we explain how the functions entering the

expression of the surface density were extracted from the data.

3.1 Assumptions and preliminary treatment:

The first assumption concerns the link between the surface density o
and the optical depth 1. After Holberg et al., 1982, we merely assume
that the opacity K is constant. This is probably the most critical
point of this work, and it will be discussed further 1n section 5.

We thus look for an optical depth profile of the form:

r YO(I“)

= , {18a
L R Il oal
flr) = m(u0+ Alr)y o+ vy (i18b)
w(r) = Kolr) , {i8c)

-k . 18
. (r) hoﬂ {(riy {18d)
where o, is the longitude of the profile at t = 0 in the lnertial

frame (cf €q.{2a)&(6) ). It depends on the choice of time and angle
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origins. We have evaluated 4y from the recording time of the profile
and found ST 220°. Because of the time and length scales lnvolved,
the profile can be considered as truly radial and instantaneous.

The quantities T Q. and f may be interpreted as follows:

i ls the unperturbed (or background) optical depth, that is to
say, the non wavy-part of the optical depth.

g ls a parameter measuring the degree of non-linearity of the
wave; as g tends towards 1, Tg becomes infinite at some azimuthal
locations, and the wave is more and more non-linear; when q tends
towards 0, we recover the behaviour of the linear theory. Thus q is
alsc an index of the peak to trough depth.

df/da is the wave number.

It can be seen on fig. 1 that 1, cannot be chosen constant, because

0
for instance 1 at the secand and third trough 1s greater than before the
beginning of the ‘wave (no fit assuming T, constant was possible). Thus,
we must find a fit for the data of the form (18), where all quantities
are functions of radius. We expect that, as in the linear theory, the
scales of variation of ro(a), gf{al), and f(a) are larger than the
wavelength. This implies that the high frequency variations (peak to

trough | are only caused by the cosine at denominator of Eg.(18a), and

insures that there is at most one solution {see next subsections ).

Fig.

As can be seen on fig. 1, the data are very nolsy, and the third
and fourth peaks are "saturated”. To investigate heuristically the
effect of the noise, we have applied the treatment which is described
in the next paragraphs to two kinds of data: the raw data (see fig. 1}
and smoothed data (see fig. 3), which were ohtained by averaging the
raw data with a gliding mask method (each value is replaced with a
welghted local average; here the average was made on three points,
with a 1-2-1 weight cet}. The peaks n< flo. 3 are reduced te x value
compatible with the noice level of the raw data, so that the
compariscon between both processing wlll give an idea of the errors on

q, f ... due to the nolse. The effect of the saturation will be

addressed 1in section 3.3
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Next, the data of figs. 1 or 3 were sampled: 22 locations were

retained, corresponding to the peaks,troughs, beginning and end of the

wave (they are marked out with Crosses on figs. 1 and 3), because. as
already mentioned, r = a at these locations, and because of the
implied simplification of eq. (18a) (see just below).

We can now proceed to determine the form of the f function.

3.2 Determination of f-

We have already assumed the rapid variation of the profile to be

caused by the cosine; thus we can consider that cos{f) = 1 at peak
locations and cos(f) = -1 at trough locations, so that:
t{r |}
0 ¢
U= , (19a)
p T - qlr )
P
to(r )
g
ro= = (19b)
t 1+ q(rt)

where the indexes p and t refer to the peaks and troughs respectively.
This allows to find the form of function fla)l: we retain only the peak
locations, which are better defined than the trough's, and impose at
these positions 2nm (n integer) values in crescent order for fla), the
first peak value being assigned io 2m; thus, f{a) 1s defined within an
arbitrary phase of 27, which corresponds to an arbitrary phase of n/2
on 8; this fact has no importance, because the surface density as
defined in £q.(6) is periodic of period n/2 in 8. Before the first
peak, fla) is extrapolated as follows: the first trough (corresponding
to the 2nd sampled point) is assumed to be a real trough of the wave,
and f 1s there constrained to m; the first sampled point is
constrained to w/2 (the exact value must be very close, and has no
influence on the rest of the fit). The obtained points are

interpolated by using cubic spline functions. The positions of the
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troughs (as marked on fig. 2) were deduced as the locations
corresponding to the (2n+1)n values of f{a). The value of f after the
last peak 1s obtained by extrapolation, but since the last point of
the fit is very close to the last peak, the corresponding error is
negligible. The function determined this way 1s fla) and not f{r}
because of our concluding remark of section 2.3

Function f is plotted on fig. 4.

Fig.

3.3 Determination of 1. and g

]

There are at least two ways to determine the two remaining unknawn
functions T5(2) and gla). First, note that, as the resolution of the
data 1s Just finer than the highest frequencies of the wave, there is
a systematic error in the data on the last peak values. But, as we are
mainly interested in the first peaks, we did not attempt to correct
this error, especially because the related corrections are probably
negligible when compared with imprecisions in the peak values due to

the noilse.

First way:

For each of the 22 sampled point fexcept for the first and last
ones), local averages are made (trough to trough for each peak, and
reversely for the troughs). These averages are made both on the data

and Eq.(18a), assuming locally constant t. and g, and linearizing f{r)

i}
around the considered point. The calculation is straightforward and

ylelds:

~
P
v
It
~2
o

where <1> is the local average determined from the data (with an error

of order e}, t; and g are the values of the unknown functions at the
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considered polint. At each point, we solved Eq.{(19) and (20) for 1, and
9. At the first and last point, g 1s constrained to be equal to 0 {no

wave exlsts at these locations), and T to the averaged values

respectively before and after the wave.
This method does not converge for Mimas 5:3 (the obtained
functions strongly oscillate at the frequency of the wave), most

probably because 1 and g cannot be considered as constant over one

0 =
wavelength; but it may possibly give good results for other wave

profiles.

Secand way:

The first and last values of 1. and g are constrained as before. We

0
couple the peaks and troughs by pairs {each peak with the following

trough), and assume that %% and g are constant over esch palr. Then we
solve simultaneously Eq.(19a) and (19b) for Ty and g. This procedure
1s repeated, coupling peaks and troughs differently (each trough with
the following peak). We thus obtain, for each sampled point, two

values of Ty and g, that we average. The resulting functions Ty and q

are plotted on fig. 5 and 6 for the raw data, 7 and 8 for the averaged

data. Note that, as 1 = t_{1 q) at peaks and troughs, the three

G
following operations are equlvalent:

.averaging the two values of g and deducing 1, with Eq.(19}.

0

-averaging the two values of 1. and deducing g with Eg.(19).

0
.averaging both q and <

0
As already mentioned, the differences between fig. 5 and 7, and §
and 8 gives an estimate of the error bars due to the noise. Another
way to determine this effect consists in calculating the bars from the
noise level by supposing that each quantity supports one-half of the

related error. Both methods yield error bars of order +0.05 (1n

absolute values) for g and T,

The following argument insures that the functions represented on
fig.5 through 8 represent the right solution to our problem, within

the limit of the error bars. Suppose, for example, that i 1s under-

estimated; because of our remark of section 3.1, it must be

Fig.

5,6,7,8
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underestimated over a distance larger than the wavelength. At the peak
locations, because of Eq.(19a), increasing Ty would impose to decrease
Q. whereas at trough locations, it would result in increasing q (Eq.
18b): the g function would then exhibit variations over a wavelength.

The same kind of argument applies when the roles of g and ¥, are

0
reversed. The above argument only apply on the body of the wave, where

the functions g and 1, are well behaved. Nevertheless, we are sure of

0
the first point of the fit, because g = 0 at this point: and, as the
value of g at the second point is consicstent with the values on the
rest of the fit, we cannot change much the value of Ty at this point
without obtaining unphysical results {the possible variations of g and
Ty at this point fall within the error bars).

The above argument shows that the sharp enhancement of T at the
beginning of the wave is real. The steep increase of q at the same
_location .reflects the fact that the wave is almost 1mmediately non-
linear. Note that the rate of increase is exactly that predicted hy
the linear theory. The small peak of T at the end of the wave 1is
visible on the data: at the same location, the corresponding peaks and
troughs lie higher than the surrounding ones. The sharp decrease of q
at the end of the wave 1s maybe an artifact of our cutoff of the wave
after the tenth peak, where it is no longer visible, hecause of the
noise level.

The fact that the third and fourth peaks are saturated is not of
great importance, because we do not expect these peaks to be much
higher than the surrounding ones, so that only small variations in g
wauld be required to match the data: increase of q from 0.7 to 0.8
enhances 1 1.5 times at the peaks {cf Eq.(18a)}).

In the rest of the paper, only curves concerning the averaged data
willl be shown (they are quite similar for the raw data ). Quantitative

results will be given for hoth type of data.

To obtain the global fit of fig. 9 1. was linearly interpolated

0
{spline functions or combinations of spline and a priori functions

introduced fluctuations, and did not improve the fit), q and f were
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interpolated by using spline functions. to yvield gfl{a), f{a). and
Tylal. The resulting function obtained from Eq.{(18) is t(a) (see
fig.9). The dotted line represent the original data. Note that the fit
does not precisely follow the data. This is because, as already
mentionned, we must distinguish between r and a. The comparison
between t(r) and the data will be made in section L, after the

derivation of e(a}) and y(a).

4. Derived results

The first subsection is devoted to the determination of the
-.eccentricity and of vy along the wave, the second to the link between

T and 04 s and the last to the calculation of the torque.

4.1 Eccentricity behaviour

As already mentionned in section 2.3, we have Y x w/2 .This allows
us to determine ef{a) and y{a) in two successive approximations. As a

first approximation, we take v = w/2. Thus, Eq.(4b) becomes:

where we have made use of Eq.(18b)

We may recast Eq.(21) differently:

) g
¢ 7 A(df/da) t18)
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which provides a first approximation for efal. Making use of Eq.(4b}),
we then obtain a first approximation for yla), too. This procedure
shows that the approximation Y = m/2 is very good on the middle part
of the wave [ with a relative precision of 1 per 1000) and very bad at
the beginning of the wave. In our second order approximation, we have

recast Eq.(4b) into the form:

gsin(y) = ae gg - gg ] ,
s0 that Eqs. (4a) and (23) form a differential system with two
unknows, e and v, and with two parameter functions, g and f. We have
then numerically integrated Eqs. (&b} and (23} from a point in the
middle of the wave, and with values of e and v at thls point given by
our first approximation {(we used Bulirsch and Stoer's algorithm). The
resulting functions are shown on fig. 10 and 11. The exact form of Y

.and e at the beginning of the wave depends on the way by which f has
Fig. 10,11,12

been extrapolated before the first peak.

We can now compute the exact t(r) function. It is obtained as
follows: for each value of a, we compute r(a} from Eq. (2) and t(a) as
indicated in the preceding section, which yields a parametric t{r)
relation. t(r) 1s represented on fig. 12. As expected, the agreement

between the data and the fit is greatly improved.

4.2 link between 1 and o- values of the ratic o/t and of the

resonance radius

The non linear dispersion relation {Shu €t al., 1984 and BGT,

1985) reads:
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Clglk = ———(a-a ) , (24a)

where G is the gravitationnal constant, a, the resonance radius, and:

L

p-[27 (24b)

D= -m(Q - Q) , (24cC)

4
= — A
Clqg) . du > 5 (24d)
u u
u)
2. .1/72
2 1T - {1 - g
H = ;
{g ) > > 172 ; {24d)
a (1 - )
here, «{a) is the epicyclic frequency of particles at radius a.
Clg) varies from 1 to 2 for values of q ranging from 0 to 0.9
It is possible to recast Eq.{24a) intoc the form:
gla) = (TO/B)(OD/TO)kC(q) = (a - aL)/aL . (25)

where B 1s a constant. The functlions T;, Q and f have been determined
independently from the dispersion relation. Hence, the relation yields

a good check of the determination of these functions. If we plot gfla)

. Vo - P s FE PO ) S HE IR Y
Goobtain g st: L GNT Lane. Thiis o1

1o funclion of & - & , wo should

|
indeed what we get, as shown on fig. 13 (the parameter C(q) was
numerically calculated). We have made on the other hand a plot of the

dispersion relation assuming constant 9 - The linear relationship
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Implied by Eqg.(24a) is much les closely followed. This point is
discussed in more details in section 5.

Moreover, the dispersion relation can be used to determine the
opacity and the resonance radius, using the three following methods
(originally suggested by Esposito et al.):

1) a non linear least squares fit of 1/g with a rationnal function of
the form A1/(a—A2).

2) a linear least squares fit of g as a function of a.

3) a linear least squares fit of a as a function of g.

The various data necessary to perform these calculations are those
given by Lissauer and Cuzzi, 1982, and are presented in table I; the
results are shown in table 11: they are consistent with Esposito’'s and
Holberg's values, with a greatly improved precision, because the
linear dispersion relation is not precise enough in the case of the
Mimas 5:3 density wave. Nevertheless, our value for the resonance
radius is 40 km greater than the predicted value. This cannot be
explained by the uncertainty on Saturn's harmonic coefficents, nor by
the shift in resonance location that the previously mentioned
enhancement in the background surface density on the wave could
create. The error estimates on the values of g and T, are also too
small to explain this discrepancy. We may then question the validity
of the dispersion relation itself: the relation is not Very precise
close to the resonance where the wavelength varies rapidly, but, apart
from the fact this is a too small effect, the three first points of
fig. 13 were dismissed in our fits; moreover, particles collislons
enter the dispersion relation through a viscous term which Borderies,
Goldreich and Tremaine (personnal communication )} have shown to be
negligible. Thus, we believe that the dispersion relation is not in
error, and the 40 km discrepancy in the resonance locatian remains a

puzzle to us.

4.3 Torque exerted by HMimas on the ring

The torque exerted by Mimas on the ring 1s:

Fig.

13
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2w rM(O)
d¢
T = o Y rdrd6 (26)

0 “r ()
|

i

where the limits of integration are such that all the wave 1is

contained between r - and Ty, and where ¢ is the satellite potential.

4.3.1 Satellite potential

Goldreich and Tremaine, 1880, showed that ¢ may be developed in a

double Fourier series of the form:

¢ir,8,t)= 7 " % (rjcostm(s - 9° €)1 . (27)
l=-e00 p=g Im Im
where:
p - ! -
le- QH + [(1 m)/m]KH , (28)
is the pattern speed of the 1,m Fourier component.
The ¢1m functions are of order eH“—ml . Up to this order, we

have:
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m
¢ . —(GMM/2aH)b1/2(B)(2 ~ ém'O) . {29a)
m
¢m11,m- —(GMHeM/ZaH)(Z—ém‘O){(l/ZthM/Kr1 + B/?d/dB)b1/2(B) ., (29b)
B = r/a , (28¢)

where we have made use of the Laplace coefficients, which are defined

as:

cos{mB)ds

1/2

o
~
[av]
=

0 [1—28c058+32]

and obey the following recurrence relation:

m+ 1 m- 1

m
(p) = (p/z)[-zsbp/2+1(5) © 0B bp/2<a)] .31

d m
— b
dB p/2

The Fourier component associated with the Mimas 5:3 density wave

corresponds to l0 = 5 and My = 4

4.3.2 Torque

Using Eq.{27), the torque formula Eq.{26) can be rewritten under

the form:

2W r
T = - J j "o [1F "Fme (risintm(s - 9 1] Jrarge . (32)
I=-e m=0 Im I'm
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We make the change of variable: (r,0) to {a,A), where A is the

mean longitude. To first order in eccentricity, we have:

¢ {r) = ¢ (a) - ae(d‘#‘1 /da)cos(M) , (33a}
m

sin db - Q t) = sin m@ - Q t) +lemecos m@ - Q t)sin(M) . {33b)
p p p

Moreover, the mass of an element of the rings must be conserved

between 1its unperturbed and perturbed states. Hence:

ordrdf = ogadadA . (34}

It is easy to check that only the lU,m term of eq.(32)

0
cantributes to the secular part of the tarque to lowest order in ey -

Using Egs.(32), (33) and (34), we obtain for the torque:

+ 2mé ] sin(ma) da . (35)
W

where the integration is extended to all regions with naon null

eccentricity.

$.3.3 tinear torque

The above expression allows to recover the usual torque formula in
the linear limit. We proceed as follows:

As 1n the non linear case, we find e in assuming that vy = w/2,
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which yields (Eq. &b):

da
q = mae. o aek, (36a)

which is vald outside the resonance radius.

Moreover, Eq.(8a) gives g and k in the linear limit {Goldreich and

Tremaine, 1978):

hd 3
xl l.m‘ D a /2
Q- 2 Go o (36b)
2ra 0 "o
L
K- DX (36c)
2w Ga
0
where x = {a - aL)/aL the relative distance to the resonance. Wl n is
defined as follows:
d¢]
m
Yy - $ ; 36d
I.m da N Zml.m ( )
(Wl.m 1s negative). Eqs.(36) yield for e:
e = s (37)
1/2 372 7
(D OUG) aL
Fo. {27 shows that & i< ranstant, o that v se¢ rarctant *goo (of

|

Eq.(4b) ) and equal to w/2. The only remaining unknown in (35) is mA.

€q.(8b) connects mA + Yy to the phase of the perturbed density. This
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can be obtained directly from Eqs.{17) and (45) of Goldreich and
Tremaine, 1979 or more rigorously from Eq.(17) of Goldreich and
Tremaine, 1978 and a calculation of the phase 1n their Eq.!(A10) . Both

procedure yields:

2
Dx aL 3w
mho+oy = tnGo_ L
0

(38)

with y = w/2. Putting Eq.{(37) and (38) in (35). taking out of the
integral every term but sin{mA}, and integrating from the resonance

radius yields:

2

1.mi . {39)

2
T = - mn (00 /D) IW

which 1s the linear torque formula (Goldreich and Tremaine, 1978).
Note that our derivation of Eq.(39) is not quite rigorous, because we
did not take into account the contribution of the regions lying
outside the resonance radius. In fact, Eq.(36¢), which is valid to
first order in x only, introduces errors which compensate the neglect

of this contribution.

$¢.3.4 Practical calculation

In our case, the calculation of the torque from the data is made
difficult by the fact that the absolute phase at the beginning of the
wave 1s not precisely known, and has a large influence on the exact
value of the torgue {it introcduces 2 fsrtor two nf urncertalinty)
Moreover, the integration must be performed over all the region where
the eccentricity is not equal to 0: in particular, this includes

regions inside the resonance radius, where we don't have any



observationnal constraints an Oy . e and A. Thus, only a rough estimate
of the torque can be obtained from our data.

Shu et al., 1985a, have shown that most of the torque is deposited
outside the resonance radius. Thus, the neglect of the contribution
arising from the regions lying inside the resonance radius introduces
little additionnal error.

The integral Eq.{(35) is thus numerically calculated from the

resonance radius, and vyields an estimate of the torque which is of

order -10'3 g.cn@ /s

5. Discussion

In what follows, we discuss the assumption of constant opacity,
the enhancement of the background density at the beginning of the
wave, and the value of the torque.

First, we go back to our assumption of constant ratio o/1. This
assumption 1s obviously related to an assumption of constant relative
size distribution of the particles along the wave. It seems likely
that there are more small particles in the region of the wave than
cutside this region, because at peak locations, collisions are more
frequent {(nevertheless, there is.no local enhancement of small
particles on the peaks with respect to the troughs because particles
travel on streamlines from peaks to troughs and reversely). Thus the
ratic o/1 must be lower on the wave than outside the wave, and our
assumption does not hold everywhere. Nevertheless, it 1is probably not
too bad as 1s shown below.

To investigate heuristically the effect of the radial dependance

of the ratio, let us recast eg.(18d) as

T (a) = K{alo_{(a} . (40}



There are obviously two extreme cases:
T} K 1is constant, which we have studied.

2] o, 1s constant.

0

In both cases, the method which we have deviced to find out Ty @
and f is valid, so that the only difference between the two cases in
our processing is in the non-linear dispersion relation {Eq.(24a)). In

the constant Oy assumption, Eq.(24) reads

hia) = (oo/B)C(q) = (a - aL)/aL . (41)

14

Fig.

The function h is plotted on fig. 14. Obvicusly, the linear
relationship was much more closely followed on fig. 13.

Nevertheless, it would be interesting to apply the same treatment
as the ours on the Voyager 1 radio occultation data, for which the
assumption of constant opacity would be far better (radio wavelength
are much less sensitive to the small particles).

The enhancement of 0, at the bheginning of the wave is in agreement
with theoretical results (Borderies, Goldreich, and Tremaine, 1986 )
and can be understood by considering a ring of uniform surface density
in which a strong density wave is launched. If g 1s close enough to 1
in the wave zone, the luminosity of angular momentum isg negative in
this region, while it is positive inside and outside it. The result is
that the ring material piles up in the wave zone, which increases Oy -
The 1ncrease 1n 0y leads to a diminution of q until a steady state is
reached.This result 1s independent on the assumed model for viscosity.
Note that this theoretical prediction provides an other argument in

favor of the constant opacity assumptlon, which leads to the

enhanczmen’! of Oy atl tho buginring of theo wave.
The linear torque Eq.{338) in g.cmz/s‘ Ls TL = 3.10'" for
0, = 50 g/cmz, which 1s very close to our non linear estimate.

The question of determining preclisely the value of the torgue
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directly frem the data is cerfainly hopeless because, we would need at
least one other profile (recorded in the same conditions so that the
data are comparable) inside the resonance radius ta constrain all the
parameter functions of our model. Nevertheless, our estimate is
precise enough to allow us to conclude that non linear effects do not
decrease the torque much below its linear value, and thus cannot
provide an answer to the time scale problem of Saturn’s satellites
(Goldreich and Tremaine, 1982, and Borderies, Goldreich and Tremaine,
1984). A similar conclusion was also reached by Shu, Yuan and
Lissauer, 1985a, by an approximate theoretical analysis which assumed

that o, 1s constant in the wave excitation region.
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TABLE 1

SATURN AND MIMAS PARAMETERS USED

Saturn:

Gravitationnal mass:

GMg = (3.792 914 + 0.000240)x10%2 cmds™2

Equatorial radius: RS = 60 330 km

Gravitationnal moments: J, = (16 298.1 &+ 18)x107 "
), = ( -916.7 1 38)x107°
Jg = 81.3x10°°

Mimas:

Eccentricity: ey = 0.0201

Period: T = 81425.0 s

Mean radius: a, = 185540 kn®

Mass: My /Mg = 0.659x1077

® obtained from Mimas period and from the harmonic

coefficients of Saturn.
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RESONANCE LOCATION AND OPACITY OBTAINED BY USING

The averaged data:

The raw data:

r alt r ol
) -2
{km) {g.cm ) {km) {g.cm )
1st method 132338.3 83.8 132337.0 78.38
2ad method 132339.9 §2.2" 132340.3 75.9
3rd method 1323421 75.3 132344 .6 66.0
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FIGURE CAPTIONS
fig. 1: The Mimas 5:3 density wave profile (optical depth scan by
courtesy of Dr L. Esposito)
‘fig, 2: Representation of "unwinded" streamlines {(cf text)

fig. 3: The Mimas 5:3 density wave profile averaged with a gliding

mask method.

fig. 4: The integrated wave number as a function of a.

fig. S: The unperturbed optical depth as a function of a, determined
by 'using the raw data. The second scale (unperturbed surface density)

is determined in section 4.2

fig. 6: g as a function of a, determined by using the raw data. The

first and last crosses are set equal to zero.
fig. 7: The unperturbed optical depth as a function of a, determined
by using the averaged data. The second scale (unperturbed surface

density) is determined in section 4.2

fig. 8: g as a function of a,determined by using the averaged data.

The first and last crosses are set equal to zero.

fig. 9: The optical depth as a functian of a. The dotted line

represent the data, and the solid line oaur fit.
fig. 10: The eccentricity along the wave as a function of a.

fig. 11: ¥y as a function of a.
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flg. 12: The optical depth as a function of r. The dotted line

represent the data, the solid line our fit.

fig. 13: The plot of g = (rO/B)(oo/TO)kC(q) as a function of a, with a

constant opacity assumption.

fig. 14: The plot of h = (oD/B)kC(q) as a function of a, with a

constant unperturbed surface density assumption.



102

" 132300

132600

Fig.



103

Fig.



104

132300 r(km)

132600

Fig. 3



105

80.

132300

132600

Fig. 4



80. [~ 1,

106

(g/ecm?)

132300

12600
a (km)

Fig. 5




107

" 132300

132600

Fig. 6



80.

108
Q
O

(g/cm?)

" 132300

132600

Fig. 7



109

+
o+
et

" 132300

j
132600

Fig. 8



110

132300 132600

Fig. 9



111

3.E-5

132300

132600

10

Fig.



112

120,

(deg)

60.

132300

132600

Fig. 11



113

hY
i ‘I""‘4 5, N
uu", ,', .Vl',‘:‘; . z.\N i 1A

L | l l |

Y,

132300

132600

12

Fig.



114

J.E-3

132300

132600

Fig. 13



115

3.E-3

132300

132600

14

Fig.



116

REFERENCES BIBLIOGRAPHIQUES

{11 Cuzzi, J. N. et al1.: Saturn’'s Tings: properties sand--processes; in
Planetary Rings, University of Arizona Press: Andre Brahic et Richard

Greenberg, éditeurs (1984).

[2] Goldreich, P., and Tremaine, S.: The velocity dispersion in Saturn' s

rings; Icarus, 34, 227-239 {1978} .

{31 Araki, S. and Tremaine, S.: The dynamics of dense particle disks;

ITcarus, 65, 83-109 (198F).

[4) Petit, 3. M., et Henon, M.: A numerical simulation of planetary

rings; preprint; accepte pour publication dans Astron. and Astrophys.

(1987).

[5] Goldreich, P.. and Tremaine, S The farmation of the Cassinl
Division in Saturn's rings; Icarus, 34, 240-253 (1978).

[6] Goldreich, P, and Tremaine, S: Disk-satellite interactions:

Astrophys. J., 2&1t, 25-441 (1980)

{71 Goldreich, P.. and Tremaine, S.: The dynamics of planetary rings;

Ann. Rev. Astron. Astrophys. 20, 249-283 (1982).



{81 Greenberg, R.: Evolution of satellite resonances by tidal

dissipation; Astron. 7., 78, 338-346 (1973).

[8] Henrard, J., and tLemaitre, A. : A second fundamental model for

resonance; (el. Mech., 30, 137-218 (1983).

[10] Shu, F. H., Yuan, C.. and Lissauer, J. J.: Nonlinear spiral density

waves: an inviscid theory; Astrophys. J., 231, 356-376 (1985).

[11] Borderies, N., Goldreich, P.. and Tremaine, S.: The dynamics of

elliptical rings; Astron. J.., 88, 1560-1568 (1983) .

L121 Borderies, N., Goldreich, P. and Tremaine, 5.: A  granular {low
madel for dense planetary rings; Icarus, 63, 406-420 {1983).

[131 Stewart, G. R., et al.: Collision-induced transport processes 1n
planetary rings: 1in Planetary Rings, University of Arizona Press:
Richard Greenberg and André Brahic, éditeurs (198¢4) .

{141 Goldreich, P., and Tremaine, S.: The excitation af density waves at

the Lindblad and corotation resonances by an  external potential.

Astrophys. 1., 233, B857-871 (1979).

(151 shu, F. H.: Waves 1in planetary rings; in Planetary Rings,
University of Arizona Press: Richard Greenberg and Andrée Brahi.

editeurs (1984).

L16) Esposito, L. H., 0 Callaghan. H.. K and West, R. A : The structure of
Saturn’s rings: mplications  from Lhe Voyager stellar arcultation:

Icarus, 56, 43%9-4%52 (1383,

—

71 Dermatu, S, F. Oynamics  of Nar1ow  rings; i Flanetsry  Rings,

University of Arizona Press: Richard Greenberg et Andre B8rahilc, editeurs

(1984,



18

II DISTRIBUTION EN TAILLE DES PARTICULES

DANS LES ANNEAUX DE SATURNE



INTRODUCTION: -

CONTRAINTES OBSERVATIONNELLES ET
PRESENTATION DFS TRAVAUX ANTERIEURS

Cassini semble etre le premier i avolr suggeré vers la fin du
XVII® siécle que 1l anneau de Saturne otait compose d'une myriade de
petits corps solides. On doit toutefois a Laplace [1], [2] 1le premier
examen theorlque sérieux de la dynamigque des anneaux dans son traite de
Mecanique Céleste, datant du debut du XIX® siécle. Ecartant 1 hypothése
d' un anneau solide formulee par Huyghens en 1655 [3] en montrant
qu'aucun des materiaux CoOnNUs ne pouvait reésister aux forces de marees
génerées par Saturne, i1 Proposalt que l'anneau etailt constitue d une
quantite d'annelets solides “irréguliers”, en conformite avec ses  1dees
sur l'origine du systeme solalre (ces annelets ne peuvent pas etre
concentrigues circulaires car, alnsi gue lLaplace lui-meme 1 a montre, un
tel systeme est dynamiquement instable: 11 correspond a  un  maximum
o ennyoie cotentae] s Tenendaol g B E g s A e ar
survecurent pas a 1 examen de Maxwell [4}, gqui montra qu'1ls devalent
etre instables dans la plupart des cas. Celui-ci montra aussi, mais a
1 aide d arguments malheureusement faux, gu'un anneauy liguide ou gazeux
seralt egalement 1nstable, et donc que 1 anneau devalt etre constitueée de
particules (la premiére confirmation expérimentale de cette hypothése

remonte a 1895, oy 1 observation spectrascopigque par Keeler et Campbel]



des raies de Fraunhofer du Soleil réflechies par les anneaux g fart
apparaltre un profil de rotation differentielle Keplerienne! . Dex
arguments simples ont éte avances par Jeffreys en 1947 [S] pour éliminer

les deux dernicéres

possibilites: un anneau liquide montrerait la planéte

en reflexion, et un anneau gazeux serait trop epais.

Bien que la nature particulalre des anneaux soit maintenant
fermement etablie, et malgre les rencontres des deux sondes Voyager aver
le systeme saturnien, aucune particule 1ndividuelle n'a pu etre

observee, et 1la

encore vive.

solaire réfléchie par

principalement constituées de glace

i éte detectée

(%%
w

ause {pour

dee Cuzzi et al. [6]). De

anneaux montée a bord de

en taille des particules

“taille” des particules

les supposant grossierement spherigues) . Au

controverse quant a

cependant

leur nature et leur aspect  est

a partair de 1 anpalyse de 1a lumiére

les anneaux que les particules sOnt
[S—— - _ e R T N e

presence de

“eau:; la silicates a

J——

plus de renseignem@nts, voir 1'article de revue

plus, l'experience d'occultation radio des

Voyager I a permis de déterminer la repartition

en différentes positions des anneaux (par

on falt généralement référence & leur rayon en

cette experience

T
—~

cours ¢

on a enregistre depuis la Terre 1 absorption complexe -  wvariation
d'intensitée et de phase - par les anneaux de signaux radio de deux
longueurs d aonde différentes (2.6 cm et 13 cm) émis par la sonde, située

4

alors derriére les anneaux par rapport z la Terre. Lanalyse de la phase
des signaux enreglistres donne desg informations  sur  la quantite de
petites particules, clested-dire de taille inferieure au centimétre. Lo
slonal diffusé vers 17 avant permetl lul de remonter 4 la distribution e
particules de 1° ordre du  metre. tes tailles antermediaires sond
determinees en comparant les absorptions relatives des deux slgnatix el
SO UDGOYAnT mus e oy oANATIIDOT tan ent Lee 1o, pulssance {4 Maro oo
et al. (7], Zehker et a]. £8]: or pourra trouver un resume dans Curzi et
al. [81}). Une 101 pulssance est attendue dans la mesure ou ce type de
loyr intervient dans un grand nombre de processus geophysiques (Hartmann
(97}, et o une simple comparaitson a 1 oell des deux Svgnaux montye gne
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Region Power-law Upper radius t-cm Density Number
index, g cutoff, m #/m¥m, of layers,
n(l cm) N
Ring C
C1.35 3.11 4.5 2700 I
Cl1.51 3.05 2.4-53 2990 i
Cassini division
CD2.01 2.79 7.5 1780 2
Ring A
A2.12 2.74 5.4 3300 3
A2.10 2.70 5.0 2870 3
A2.14 2.75 6.3 3530 3
A2.19 2.93 11.2 5650 3
A28 30 KR E05G

Fig. 2.1




plus grande abondance de “petites” particules (les profils de profondeur
optique des anneaux sont donnés en appendice A). Cette analyse a eté
effectuee pour diverses positions dans 1 anneau C, la division de
Cassini, et l'anneau A; 1 'anneau B est optiquement trop épais pour
permettre 1 'inversion du signal. Quelques-uns des résultats de Zebker et
al. sont presentés sur la figure 2.1 (on donne le nombre de particules

par uniteée de rayon des particules et de surface des anneaux en fonction

du rayon). Les résultats peuvent étre résumés de la facon suivante:
1) Il y a relativement peu de particules subcentimétriques: elles ne
dominent ni la masse des anneaux, ni leur profondeur optique ({non

visible sur la figure).
11) Pour des rayons de particules variant entre guelques centimetres et

. . . . . . . -2
quelques metres; . la fonction de distribution varlie a peu pres comme 1

111} Les courbes présentent une coupure en r = RD « 5 m. Pour r > RO, la
fonction de distribution décroit aussi vite ou plus vite que Y
L écrasante majorité des travaux publiés sur les propriétes

statistiques des anneaux concerne 1 étude de la dispersion de vitesse
des particules a partir de 1'équation de Boltzmann ([10] a [181: une
revue réecente peut étre trouvée dans Stewart et al. (151). Dans ces
eétudes, les particules sont toujours considérées comme des spheres dures
indestructibles, souvent ldentigues, quelquefois de deux tailles
différentes; le terme de collision est frequemment du type Boltzmann,
modifié pour prendre en compte 1 inelasticité des collisions. Ces etudes
ne peuvent etre appliquées Qu aux particules de rayon r - RO, qui
dominent la masse des anneaux et leur dynamique. Elles supposent qu’'1l
n'existe aucun processus d ' érosion ou d accretiaon des particules dans

les anneaux, ou du moins Que ceux-c1 affectent suffisamment peu leur

MBS CE DALY DUy ety et e segliges
En  fait, si 1 oan excepte quelques travaux fragmentaires et
anterieurs a "1 ére Voyager”™ ([19] et {20]), 11 n'existe dans la

littérature qu'un seul modele de distribution en taille des particules



dans les anneaux: le modeéle “d objets dynamiques epheméres” (en anglais:
“Dynamic Ephemeral Bodies” ou "DEBs” Davis et al. £217, et
Weidenschilling et al. {22]). 11 s'agit d une simulation numérique de
l'evolution de la distribution en taille des particules wutilisant wun
programme precedemment developpe par les auleurs pour 1 étude du dernier
stade de formation des planetes par accretion [23] et 1 évolution

teroides [24]). Les auteurs

[

collisionelle de 13 population des a4
argumentent que, contralrement a3 1 opinion jJusqu alors géneralement
admise, la situation des anneaux a 1 intérieur de la limite de Roche de
la planete ne peut empecher la formation par accretion d'aggrégats
laches et peu denses de petites particules. Ces objets se formeraient
sur des echelles de temps - relativement courtes, de 1 ordre de” guelques

Jours, et leur taille serait limitee par les forces de marées de

l'environnement saturnien, du fait de leur treés faible réesistance
interne: lorsqu’une certaine taille critigue  est  atteinte, 1 aggrégat
est detruit et ses composants elementaires dispersés. Les simulations

numeriques effectuees par les auteurs montrent que 1'on peut obtenir de
la sorte une distribution stationnalre de particules compatible avec 1a
distribution determinée a 1 aide des donnees de Voyager, mals ou aucun
des objets la constituant ne peut survivre i1ndividuellement plus de
quelques Jours, d ou leur designation. Le probléme esseptiel pose par ce
modele est qu on ne comprend pas clalvement comment le processus invoque
par les auteurs peut fonctionner. On sattendralt en effet 4 ce que  les
effets de marée limitent la taille des aggregats: une particule tombant
sur l'un d'eux ayant atteint «a taille critique ne peut en effet etre
accreteée car elle n est pas lie2 gravitationnellement . Or pour que les

aggregats soxlent disperses par effets de maree, 11 faut qu’'1ls puilssent

Le but du modeéle gue Je presente 101 est  d examiner certains des
problemes poseées:
1Y Peut-on considerer lecg particules dominant la distribution by v B

comme des spheres dures



2) Peut-on imaginer un autre meécan)sme que celul exposé cil-dessus pour
expliguer la coupure de la distribution pour des rayons de particules de
l'ordre de cing métres ?
3) Des mécanismes d accretion et d erosion simples sont-1ls suffisants
pour expliquer la valeur de 1 exposant de la loi de distribution 7?7
L approche adoptée dans ce modéle est essenfiellement analytigue,
bien que 1 équation integro-différentielle finale soit resolue
X numeriquement. Ce modele ne peut pas dans sa forme actuelle etre
| appliqué aux plus petites particules de 1la distribution, dont 1la
5 dynamique et le nomhre sont fortement 1nfluences par des effets
d'orggiggwgiggprgmggnétique nen pris en compte (car neégligeables pour
les grosses particules), et pour lesquelles les processus d accretion of
d'érosion décrits plus loin ne sont vraisemblablement pas adaptes.

En fait deux modéeles oant eté envisages. Dans le premier les
particules se comportent plus ou moins comme des spheres dures; j ai
alors montre qu une distribution du type de celle des anneaux ne peut
correspondre  a  un état stationnaire: les plus petites particules
disparaissent rapidement au profit des plus grosses. Ceci conduit de

‘éfagon quasi-obligée & envisager un deuxieme modele ou les particules ant
;un comportement plus proche de celui des DEBs, et ot une distribution
i

%statlonnaire est possible. Le deuxiéme modéle découlant plus ou moins
gnaturellement du precédent, le plan de 1 expose sera donc le suivant:

En guise de préliminaive, Jje donneral guelques ordres de grandeur de
quantites physigues caractarisant les anneaux; se mon
qualitativement gue des brucessus d'accretiun 2t d érosion onl lieu dans
les anneaux, de sorte Que la distraibution actuelle des particules ne
peut pas etre primordiale. a molns gque les anneaux soient extramemant
ERERVE ST Ths PRV e e g RTINS [ Tt Ty

v (S ! 8 .
=) PR ¢

expliguer la coupure superlieure de Cetlte distyibution.

Dans une premiére partie Jeovars discuter et etabliv des criteres
d‘accretlon, qul seront utilises dans les deux modeles envisages.

La seconde partie regroupe la presentation des hypotheses géneérales
des deux modeles et la deérivation de la  forme geéenérale de 1 équatian

integro differentielle regirssant Plevolution de la fonction de



distribution en taille des particules.

La troisieme partie sera consacree au premier  modele: On  examliners
d abord le modele d'érosion choisl, puls 1'equatian regissant la
distribution sera calculée dans le cas etudie et les résultats obtenus
EXPpOSes.

La quatriéme partie presentera le second modéle. (e plan sera le meme

que dans la seconde partie.

En conclusion, je résumerai les resultats obtenus, et discutera) les
limitations et perspectives d'avenir de ce modéle.

On peut avancer principalement deux raisons pour expliquer te  peu

de recherches effectuees jusqu'a  préesent  sur  le probleme de la

distribution en taille ges particules:

n

1) Un argument utilise pendant longtemps étalt que la situztion e

anneaux a l'intérieur de la Limite de Roche de 1a planete empechait
toute accrétion; donc, du fait meme de 1l existence des anneaux, les
particules ne pouvalent pas non plus etre eérndees, et  se comportalient
comme des sphéres dures.

11) Il est apparu assez récemment et de fagon de plus en plus algue gue
1 argument précéedent n est pas valide (cf [22] et ({251}, et gue le

modele des sphéres gures, utilise dans la quasi-totalite des etud

T

S

o~

statistiques des anneaux, esl tres surement 1nadequat. Cependant, Camme

3

dans l'eétat actuel de no: connalssances, on ne peut que tonjecturer sury

%)

la forme, la densite 1l etat e surtace 1a stryucture interne des

ey

particules.. ., qui controlent pourtant leur comportement  au  cours des

collisions, 11 sembievaryt que le probléme ait plus ou moins  etd latsse

de cote par les dynamiciens,

Néanmoins, notre comprehenslion fheorique des annesux 2st parvenue a
un point ou 1'introduction dans les modeles de phénoménes d'accrétion et
d'érosion, (de meme qu une distribution en taille de particules) semble

necessaire, sinon essentielle. En fait. 1 une des motivations de cetilw

etude {(bien qu elle napparalcse Jamais explicitement) est de tenter ==



VOir comment cette étape peut etre abordée.

Le modele que je présente ici n'est qu’'une premiere itération. De
ce fait, la discussion qui suit restera quelquefols assez qualitative
{avantage ou inconvénient, selon le point de vue, des sujets peu voire
pas defriches). Par exemple en ce gqul concerne 1 élaboration de critéeres
d'acccrétion, j'ai surtout cherché a mettre en evidence les concepts et
parametres physiques qui me paralssaienf importants pour la modélisation
du phénoméne, en precisant leurs ordres de grandeur chaque fols que cela
etait possible. 11 s'agit en fait de comprendre comment une distribution
en taille d’'equilibre peut s établir, et éventuellement de definir plus
précisément les questions a résoudre dans 1l avenir, plutot que d ajuster
finement les paramétres en vue de predictions quantitatives dont 1la
precision serait inévitablement toute relative dans ce modeéle, du moins

S0uUs sa forme actuelle.

Note: Les resultats observationnels rappeles plus haut, ainsi qgue
l'essentiel de la discussion qui sult ne concernent que les anneaux
principaux, qui différent grandement des anneaux E, F, G tant en ce qui
fconcerne leurs propriétés physiques (épaisseur...) que leur dynamigue.

De meme, elles ne s appliquent pas aux regions perturbées des anneaux.



PRELIMINAIRE :

1 Quelques ordres de grandeur:

1.1 Vitesses relatives de collision:

Il est intéressant, avant de s'intéresser a une possible evolution
collisionelle de la distribution en taille des particule des anneaux, de
considérer 1 'ordre de grandeur des vitesses relatives de choc entre ces
particules.

Une estimation de 1la dispersion de vitesse ¢ dans les anneaux peut
etre obtenue de diverses facons:

1} En supposant que lés anneaux se sont etalés par diffusion sur une
echelle de temps comparable a 1'age du systeme solaire, an obtient
Cw 2 mm/s ([10] et [25]).

11) L'analyse, a 1'aide de la theorie lineaire des ondes de densité. de
l'échelle spatiale caracteristique d amortissement d' une onde fournit
une valeur approchée du coefficient de viscosite dynamique, lequel peut
etre relié a la dispersion de vitesse. Cn obtient ainsi une vaieur de ¢
de 1 'ordre de quelques millimeétres par seconde [26].

111i) Aucune analyse non-linéaire de ce type n'a encore été qmenee.
Cependant, une estimation des effets non-linéaires peut etre trouveée
dans [25], et conduit a vune valeur de ¢ de gquelques diziemes de
millimétres par seconde.

1v) Il est tres vraisemblable que les particules de rayon r « R, forment

0

Une monocouche, alnsi que 1 ' ont montre plusieurs simulations numerique

w

(dont celles de Brahic [271) et certains travaux analytiques récents {cf
Shukbmann [171: voir egalement Cuzzi et al_  [281 pouy vro discuscion s
43 Structure veiticale des anneaux i. On obtient 1a encare une valeur de
quelques diziémes de millimetres par seconde pour la dispersion de
vitesse [297.

En resumé, une estimation raisonnable de la dispersion de vitesse

-3 . , .
dans les anneaux est ¢ - 107 m/s, a un facteur de 1 ordre de 1'unite



S

pres. Notons que 1 inélasticite des collisions empeche 1 éguipartition
de 1'energie entre particules de masses difféerentas, et gue rette valeur
de ¢ est en premiére approximation independante de 1a masse des
particules, a un facteur de 1 ordre de guelques unites prés {([30] et
[311: on peut également vérifier que s1 1l équipartition etait reallsée,
le volume occupé par les petites particules conduirait & un anneau

beaucoup trop épais - 100 km ' - par rapport aux limites imposées par

1l observation).

Le champ de vitesse moyenne dans les anneaux est un champ keplérien
(la nansphéricite de Saturne et le champ moyen créé par les anneaux eux-
memes ne causent que des perturbations relativement faibles par rapport
au potentiel newtonien et peuvent etre negliges RAVEL  une  assez honne
approx1matiog)_ Des particules suffisamment petites ont des vitesses

vitesses relatives de choc sont de

[

moyennes pratigquement egales et le
l'ordre de ¢. Si les particules sont assez grosses, au  contraire, 1la
vitesse relative du choc sera dominee par la vitesse différentielle
keplérienne. On définit de 1la sorte un rayon de particule critique g
pour lequel la vitesse differentielle keplerienne est égale a c. Pour urn

profil de rotation képléerien, on a:

Yooz 200
= (_(_/J‘.
0
cav dv/da = 0/ oUW oest la vitesse angulaire keplérienne, et g le
. : - ; AT
rayon de 1 'orbilte civyculaire. Comme 8« 710 S P 10 m, so1t du
meme ordre de grandeur que RD‘
o L navrrogies de o no ' Subtzgnnt o colr ooz T e

Lvitesses relatives extremement lentes de 1 ordre de ¢.

1.2 Epalsseur des anneaux:




Il est ainteressant de . noter que 1. est sgalement du meme ordre que
1l épaisseur des anneaux. En effet, les particules se comportant
verticalement comme des oscillateurs, on a equipartition entre 1l energie
cinétigue verticale, de 1 ordre de 1/2mc2 ou m  est la masse de la
particule et 1 énergie potentielle, de I oardre de 1/2mQ%h? ou h 2st
1 écart auadratique moyen de la particule au plan des  anneaux Lz2a)
{cette expression de 1 énergle pofentielle est le premier terme non nul
du developpement du potentiel newtonien au voilisinage du plan des anneaux
pPris comme origine). L épaisseur H des anneaux ectant de T'ordre de 2h,
1'egalité des deux expressions ci-dessus donne Hvw ro. On retrouve

de 1 ordre du rayon

-+

naturellement gue les particules dont le rayon eg

de coupure de la distribution forment probablement une monocouche.

1.3 Vitesses de spin des particules:

Il n

5]

xiste Dpratiquement aucune étude de la rotation des
particules sur elles memes. Cependant. du fait de 1 inelasticite des
collisions, on a un couplage entre les degres de liberté de rotation et
les degres de liberté de translation. On s attend donc gualitativement a
une equipartition de 1 énergie entre ces divers degrés de libertée, a un
facteur de 1 ordre de quelgues unites pres. Dans la suite, on supposera
cette equipartition établie. 11 ne s'aglt pas 1la d'une hypothése treés
critique, puisque 1 on  retrouve au moins  do manliere approchee et

gualitative ce résultat dans des cas trés diffevents:

-

i) Collisions de spheres dures: 1 une de.  seq etudes analytigues
prenant en compte la rotation des particules eat celle de Shukhmann

P17} DOn geut vorifier a nart .+ ;e Cop et T Cepees e

i Y

S
-
o

presque equipartition de I'enerqie entre la ratation et la translat

11) Une etude des rotations des asteroides pavr Harris [32], qui
correspond au cas diametralement oppose (la distribution de taillle des
asteroides est dominee par les fragmentations durant les collisions, qul
se font 3 des vitesses relatives de plusienrs km/sy  conduirt (tres "

Gualitativement a up resultatl arcer Simailaivre O prowryra 3 oo suyet



reporter a l'application de cette etude aux anneaux de Saturne que
Weldenschilling et al. ont faite pour leur modele [22]. 11 est cependant
douteux gque les mécanismes 3 1'ceuvre dans 1a celnture d'asteroides
solent iImportants dans le casg des anneaux, et l'argument est a manier

aveo precaution.

S1 w designe la vitesse de rotation propre des particules, et 1
leur moment d inertie, on doit donc avoir 2wt = E/var
Pour r < Ty Voo, so1t, s1 l'on suppose les particules sphériques,
w ~ cfr. Comme la dispersion de vitesse est en premiére approximation
lsotrope, l'orientation de 1 axe de rotation propre sera a priorz
guelcongue.
Pour r7>wr0, v, o Qr, solt  w o Q) 1'axe de rotatien —-etant alors
orthogonal au plan des anneaux.

1.4 Freguence de collision-

L 1mportance des chocs pour 1'évolution des anneaux de planete est
liee & leur grande frequence. Un ordre de grandeur de celle-c1i peut etre
obtenu de la maniére suivante [297:

La frequence de collision f est donnée par £ = 2MR%nc ouU n  est la
densité de particules par unite de volume des anneaux, et R la taille
“typique” des particules. De plus, nous venons de voir que ¢ w« QH, et
pour des profondeurs optigques 1 pas trop elevees, on a 1 w WPan. On en
deduit f «» Q1: comme T « 1 pour les regions qul nous interessent, les

particules sublssent environ une ou deux.coll: orbite , sort

quelques milliers de collisians DAY an.

C

2 ide la nécescité de

collisionnels:

Fn depit d'une fréguence de callision relalivement elevee, les trés

faibles vitesses relatives de choc soulevent tTres naturellement la



question  suilvante: les taux d érasion due aux collisions ertre
particules sont-1ls  suffisamment 1Importants pour conduire a une
evolution sensible de la masse des particules sur de longues échelles de
temps 7

[1 est assez clair que le résultat d un choc ! y a-t-11 accrétion ?
erosion ? production de debris 7 selon quelie distribution 7?7} dépend
beaucoup de la nature des particules [le lecteur avide d en savoir plus
pourra trouver un interessant exposé de ce probleme dans Weidenschilling
et al. [22]).

Hartmann [33] envisage trois types de particules, qui semblent
couvrir l'eventail des possibiliteés: i) des particules de glace solides

sans asperliteés de surfaces (modele de spheres dures); 11) des particules

2]

ks]

constituees d un corps de glace solide et dune stUrface granuleuse moins

resistante (régolithe ou autre); 1i1} des aggrégats de glace de faible

(L

¢
I
[

resistance interne. En se basant sur des résultats d expériences qu’'1l a
réalisées, il conclut que les deux premiers types de particulec sont
erodes sur des echelles de temps variant entre 1§° et 10’ ans. Le
dernier type de particule étant marginalement stable dans un

environnement domine par les effets de maree, e2lles peuvent etre

complétement deéetruites en une seule collision, méme a trés faible
vitesse d impact.
Borderies et al. (25] montrent, a partir d'° une estimation

thearique du taux de fragmentation de la glace dans les conditions  des

anneaux, que le premier type de particules est erode on l'absence de

toute reaccretion en une periode de 1 'ovdre de 100 000 ans. De plus, 1l
paralt <lair que ce type de particule esi le plus  difflcecilement ernde
PULSqU une partie de 1 energie Gdrsponible au coure  duy o Choc doit etlre

utilisee pour fracturer la surface. Lec partycules quelle gue so1t leoy

Hdbule Sl Ol eTuler s B0 Ue s Leaflipd s dh sy O L g Ao destribucron

a8

actuelle est tres probablement le resultat  d'un  equilibre sntre  des
processus en cours {(a moins que les anneaux ne solent  extremement
Jeunes, hypothese qui n'est cependant pas a exclure, brer qu'a priori

peid probable) .

Far ai1lleurs, les auteurs de (22 ont amplement Aargumente Qe ta



situation des anneaux a 1 intérieur de 1z limite de Roche de la  planete
n'empeche pas l'accrétion muluelle des particules dans les anneaux.

£n conclusion 11 apparait nécessaire de considérer des processus
d'erosion et d'accrétion si 1 on veut rendre compte de la distribution

actuelle des tailles des particules qul composent les anneaux.

3 Mécanisme de creation de la coupure de la distribution-

Comme cela a éte mentionné plus  haut., les particules de rayon
r < Ty subilssent des chocs a des vitesses relatives de 1'ardre de ¢,
alors que les particules de rayon r > Ty subissent des chocs a des
vitesses relatives de 1 ordre de Qr. Les vitesses de «choc étant plus

grandes pour la deuxiéme catégorie de particules gue pour _la  premiére
on  s'attend qualitativement & ce que  leur taux d'érosion solt
relativement plus important et leur taux d accretion relativement plus

faible. Il parait donc assez naturel d identifier ry avec la coupure



[S%]

IT.1 ELABORATION DE CRITERES D ACCRETION DE DEUX PARTICULES

Ces «criteéeres d accrétion seront etablis dans 1l hypothese de
particules spheriques, dant on ne considérera pas 1la structure propre
(aggregats, coeurs solides recouverts d une couche moins compacte et

moins resistante. . . ).

II.1.1 Attraction entre particules:

La philosophie de cette étude est que 1'an s'attend a ce que des
particules ayant une gravite de surface dirigee vers 1'intérieur soient
capable d'accréter d'autres particules au cours des collisions. Cette
gravite de surface est la résultante du champ gravitationnel propre de
la particule et du Champ de marée créé par la planéte. Seuls quelque§
cas simples seront discutes semi-quantitativement, afin de clarifier la
physique du probleéeme.

On considére deux particules sphériques de masses respectives m, et

1

M, . avec, pour fixer les idées, m. > m On  s'intéresse au probléme
<

1
sulvant: a guelle cendition la petite particule est-elle

-~ .
<

gravitationnellement liée a 1la surface de la grande ? (voir egalement
[221)

Pour simplifier 1 'étude on ne considerera que la configuration de
la figure 2.2, qui est celle oo la force de marée due & Saturne aest la

plus grande {1la ligne des centres des deux particules se trouve dans le

w

plan de 1l orbite). GG designe le centre de gravite des deux masses. A

1
et A2 leurs centres de macco respectifs, et 0 le centre de la planete.

On appelle w le vecteur rotation de GOAE par rapport a un repere

inertiel; on suppose Ce vecteur orthogonal au plan de 1 orbite. On ecrit

[

le bilan des farces < oxmrcant cur  om. Adnng : TEe

9

tournant avec w. S1 la pelite particule ast liee 4 ia grande ., ia s Gmme

de ces forces a une resultante nulle. On obtient la relatian sulivante:
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or

Fig. 2.2



Gm1 GM, GM R
- ~ : >t . (O ﬁ1)m‘ + R = 0 (1)
or {a + &r) {a + a ) :
ou G est la constante de 1la gravitation, a = OA1A MS la masse de
Saturne, R la reaction de 1la grosse particule, &r = r, + 1, et a, = oy
GGAZ' Les deux particules son liees gravitationnellement si R > 0,
c'est-a-dire si-:
Gm, 26M, m,
” > { ] o wt } —— §7 {2)
(6r) a m o+ om

ou 1'on a développe l'expression précédente a2 1 ordre % en dr. En posant

ou pe = 0.6 g/cm3

et RS sont la densitée moyenne et le rayon de Saturne,
0 la densité des particules {supposée indépendante de leur taille), on

obtient 1'inégalite suivante:
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Fig. 2.3



Cette 1négalité n'est satisfaite que s1-

o/ ox 1 {(5a)
o £ (5h)
ave
2,172

(e/C « 2) - (12 g/C - 3 (g/C) ]

¢

1

p
—
~
o~

<
~
~

[

—
o

cette valeur approchée étant tiree de figure 2.3.
Nous allons examiner-deux cas particuliers de rotation:
1) La particule m, se deplace librement sur 1 autre particule. En raison
&<

de la force de marée due 3 Saturne, la configuration de 1a figure 2.2

o
e
o
ot
(7]

tationnaire, et la rotation synchrone . 0n  a  donc w o« Q. Ce cas

9]
o
it
—
T

espond a une absence de “collage entre les particules.

11} L particule m, ne peugt pas  se  deplarer oy Piaulre  particule.

Llensemble est rotation avec une vitesse w correspondant a  peu pres A

N

celle discutée da le préliminaire. € est le cas Lavsgu 1l v a collage

entre les particules, mais cette eventualité parait meine probhable oe

La precedente vog (0103

1} Premier cas:




oo

PSR

)

Dans les deux cas, w est supeérieur ou egal a 9. La condition {(%a)
donne alovs:
g o op (6a)
<
avedq
1
¢ = 3 p_ (R /a) (6b)
C ) 3

La valeur de . varie entre 0.17 g/ctm3 pour ie bord exterieur de
1l anneau A et 0.75 g/c:m3 pour le milieu de 1 'anneau © (les particules
etant constituée principalement de glace d eau. leur densite maximale
est de l'ordre de 1 g/cm3): on a donc  besoin de densité relalivement

s particules.

T

grandes pour lier gravitationnellement 1

2} Deuxiéme cas:

Supposans la condition {(6a) rtéalisee. Dans le deuxliéme cas de

pour v < 1, on a w v~ /vy, et 1 doit etre

]

rotation envisage ci-dessus
plus grand qu une valeur minimaloe ¥, obPour que la  condition  {5a) soit
realisee {r est un "rayon effectif” des deuwx  particules:; en premiere

Approxaimatian, on a r o~ r. ). On a-
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Fig. 3. Two types of trajectories followed by small particles that spontaneously leak off the
surface of large, rotating ring particles with p = 0.5 g cm™ ata/R = 1.75. Motion is seen in
a rotating coordinate system in which the direction to Saturn is fixed. Top: spontaneous

leakage with immediate reimpact, P = 6.0 hr. Bottom: spontaneous leakage with escape,
P =5.95hr.

Fig. 2.4
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it
7
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M

Comme ¢ v g (a un facteur de 1 ordre de 1 unite prec),
Lioardre du mel re

P —— .. Ly .

gue puisgue whodecrolt en VT e CApport il atlernt

Nt

rapirdement sa valeur limite /¢ guand r croid On o peut donc  considers
c

que § 0 pour r < r et b andépendant de v pour o ot

On  pourrait plus généralement reprendre  cette discussion =1y

une orientation quelcongue de 1 axe

T

ratatiaon 28 une

I

posilion relative quelcongque des deux particules, DULS effectuer un
moyennage sur les angles mis en jeu, mars elie procedure  n'apporte

réesoultats,

Aucurn resultat gqualitatif nouveau, et modifie peu

Remarquons pour conclure cette discussion que meme s1 la condition

{2} n'est pas satisfaite, le systeme  peul  rester gravitationnellement

Tigoo L Mlient on esl  plus  alors siabigue mals dynamigue: desg
mulatlons AUmMeryg presenteess Gans ] mentyent  gooan A g

certaine probabilite de recapture de la petite particule nar 1a grande

liste avres leur separation {of frgure 2. 4, toives oo [200) Ler aputenre
U garamet v cet ol far dann le cas Suow s 0 s dennant Ly owalegr 1w i
de woansurant la rcapture anat
w ] b (a/R_ « 175 ) oG ]
R B L L ES o (fa)
t J . | |



avec

whoos e (8b)

L inégalité (2) prévoit dans le méme cas:

%}

w

-

A

€ oele. (R /Al -2 (8c)
A 2 . B

| SUSSNERGU——

i

Les deux expressions différent d'un facteur variant entre 1 et 1.9
de 1'anneau C a 1'anneau A. Ce phénoméne de recapture sera donc négligé

dans toute la suite.

Troils points sont principalement a retenir de co calcul:
1) A une distance donnée de la planéte. deux particules an cantact ne

peuvent s'attirer que s3 leur densite g oest superieure a une certaine

denslte critigue ¢, qul ne depend que de la distance considéerée (of
s e ‘ 3 - .
G Typlrguement. g o Bh g/amT . Comme an pouvait 1 escompler
~
Ghiy S iauament g AUGHeNTe P B 00 Sl VAT o e Ue e 0 aaie i
A
11h La condition pracedente  wbtant reallsee, les  deux particules e

attirent effectivement que i le rapport o de Yeurs rayons {on chorsit
o < 1) oest plus pelit gqu'une valeur critigue & dependant en particulier
de la densite des particules et de la distance i la planele.

P1a) Lletat de rotation reel  de 1 ensemble des deux  particules  est



N

peut-etre 1ntermediaire entre 1835 deux CHS BNV1ISages . 7L est donc

{elles ne sont

possable que & sait nul pour des particules trop peti!
alors jamals liées gravitationnellement). Lorsque & n est pas  nul, on
peut en premleére approximation le prendre independant de la taille des

particules.

Dans toute la sulte on suppose la condition {1) satisfaite. S1 1'an

choisit comme premier critére d'accrétion 1 existence d'un "lien

¥

i

gravitationnel” entre deux particules, (ii) impose o < &. Ce choix sera
discute au LI . 1.3, (111} montre que la possibilite qu une petite
particule en aceréte une autre n est pas deéfinle. Cependant, la sous-

section suivante rend inutile un examen plus approfondi de ce-probléme.

II.1.2 Etude d une collision binaire-

La motivation de ce calcul est la sulvante:

Un systeme de deux particules initialement libre peut devenir lie
51 la perte d'énergile au cours d um  chaoc lnelastique entre les deux
particules est suffisamment grande. Si tel est le cas, les deux

particules n'en formeront finalement plus qu une, puisgu’ ' on  peut alors

verifier facilement que. dans l'approximation a deux Lcorps,  on va

QDSErVeY une succeseion de rebonds entre les deyx Darticules

que finzlement toute 1 énergie Cclnetigue  relatlve ayt  atsé driosilpes.
1'application de ce SCENATLIO aUx anneaux suppese gque 1 on peut negliger
1l influence de la planete et des autres particules. Ce point aera

dlscute on i de section.,

Considerans dnnc deux particylaes de massot m,. oot oy de van
20 Y, aveo de nouveay m, > m,. Designons par O at 0, leurs rentres

respectifs, el par 0 le centre de la planete. On pose:



r = 00 (9a)
2

L "equation du mouvement s écrit:

dr G (m1 + mz)
— = - —— r (Sb)
2
dt Y
et admet 1l intégrale premiére habituelle d energle:
N 26 (m, + m_ )
2 1 2
vooo- = 2E (10)
r
ou v est la vitesse relative des deux particules.
Posons:
2
vooooE {(11a)
]
j‘ + * r “r
et designans la vitesse relative d approche des deux partacules par v,

la vitesse relative Juste avant le cho par v o, la vitesse relative
. ,

Juste apres le choe par v . L 'éeguation denergie s écrit alars:
.



.

<
~
<
'
<
N
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On cherche a savolr a quelle{s) condition(s) le systeme est lie

apres la collision, ¢ 'est-a-dire a quelle(s) condition{s) 1 inégalite

est satisfalte.
Nous allons exprimev la variation de vitesse relative VooV en
{

fonctian des coeffrocients de vrestitutlion normal et tangentiel qui
taracterisent la perte d énergile au cours du choc (vair aussy [18]).
w01t A est le vecteur unitaire dans la direction 0,0, . Dans la
H o

sulte, les indices 1 et 2 se réféerent aux particules, les indicec n et t

aux compasantes tparalleles & M) et tangentielles {orthogonales

a Al des differents vecteurs; les quantites prises apres  le choc  sont

so1t AP la variation de la gquanlitée de mouvement de la particule 1
au Ccours du choo. La conservation d= la quantite de mouvement et ie
£t des moment s amposont

AP = om (v volos moolv] v fral
Nox AP W W @ i ad
1 ? 2



ou les v, sonl les vitesses des particules, les W
spln et les Ii leurs moments d ' inertie. Soit W 1a
point de contact. On a:
W =¥ + (rw:+rw) w A
r 1 2 2
W' o= v o+ (r e + v w ) %A\
r 1 2 7
Les coefficients de restitution normal e et
définis par:
W' = - e W 0 < e < 1
n n N n
W’ = e W i ot < 1
t ot t
Ces coefficients sont caractertstigues  du

structure  des particules et

decroissantes de la vitesse d impact.
SLoE s et sy e | 1. De (13a) et
AP = [SINY} v j
T r
row o row
T 202 T

sont

leurs wvecteurs de
vitesse relative au
(tha)

(14b)

tangentiel ¢, sont
{15a}

{15a3

materiau et de 1la

generalement des fonctions
Le choc est parfailtement elastique
{13bY, on tire:
vedd g
2 2
. r
[ 2
LW P — A x AP (16D}
T b T
1 2
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ou p est la masse reduite des deux particules.

En combinant (14a), {14b), (16a}), {(16b), on obtient finalement -

AP

H
-

I r
W - W - [ . + 2 } A x AP (17a})

La projection de cette relation doanne les composantes normales et

tangentielles de la variation de quantite de mouvement:

APr = 2uk W (17b)
i n n
AP = Zuk W trie)
avec:
t o+ e
n
Koow (174d)
| 3 2 -1
T - - [
e e t
L DR U SO 7

Ces definttions de w et ,oont ete  choisies pour facaliter 1la
a ‘ :



Comparalson aveo L1271

vitesse relative apres lo cho

: bl

en fonction de Ja vitesse relative avant

Aart {(16a) O st yent finalement la

te choc et des vitesses de rotation des particules:

Pour simplifrier la oiecuses

particules de vavons inférieurs

vitessge

gquelconque  an  direction. De

diorlentation gquelcondque ef tals

moyenner sur les collisions les

toapproche des particules est alors de 1 ordre de ¢ oen module et

2k (r w4 v W) XA {10h)
! t o 202
on, nods allons note limiter au cas e
a v, tdefiny dans e rre ) La

meme 1o v rotations sont
GQUE L T e nous  allons
i

vrientations de ¢

fagon a s’ affranchir des conditinns particulieres du choc considere.

De (18b), on tirve:



Pour chaque valeur de S et de A, 1 isotropie de ¢ (et donc de vr)
entralne qu 11 vy a autant de chocs avec Vo, que -wv et le dernier terme
de (19a) est nul en moyenne. De meme, on a en moyenne:

2 2

% = 2/3 v (20a)
vt t
Z 2

Y R N ACRY) 20b)
r o r

Effectuons une moyenne du second terme sur L orientation de A. § et

A etant deux vecteurs independants, on obtient:
i
2 2
(§ x W) = 2/3 1 (20¢)
P
Moyennons finalement S° sur les cnllisions. w, et w, sont  deux
! “
vecteurs indeéependants, et leur prodult scalaire est en moyenne nul. [
vient donc:
2 2 2 202 2
ST o= rTw o+ orTw s 2c (20d)
[ 22
ba derniere egalite provaent de lestaimation du T1.1.1 de  1a rotation
propre des particules
I " =uprass de la moverne rerherchen ssi o dorc la sulvante



2 )
> 201 - 2Kt) ¢oC ) ..
v — : vioos o 18/3 ket (20e)
r v i

(8]

Les valeurs de Ky et de € intervenant dans cette derniére equation

Iy
@]
s
ot

aussi des valeurs moyennes. Remarquons que vr' n'est Jamais nul,
meme si les coefficients de restitution le sont.
En combinant cette egalite avec (11b), on peut mettre (12) sous la

forme -

2
+ 1673 «
B / )

2 2
v 2 C (21a)
e 1 B B
ou 1 on a pose:
2 -
21 - 2k )7 4 ¢f
t n
B = (21b)
3

En intredurcant comme dans la section precedentes  le rapport  des
rayons des particules, 1 inegalite [21a) peut encore éire mise sous la

forme sulvante:
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daver

e)

5 - 3Q° r B+ 16/3w . [ Toeoa g 5
r = e T | r (22b)
C 1 0 i 3

J2uGy - -1+«

defini au J71.1

i
ot
T

et ou on a exprimé ¢ en fonction du rayon r, qul a

{c = QrD/Z)

Naus allons estimer . dans  Le  cas L, = & 7 oE. Le facteur
(1w /e o+ ug) varle enlre 3/4 ol 5 pour o compris entre 0 af 1. On le
prend donc egal a2 1. Le facteur x o= (f o+ WG/Bth}/(? B3 Utre
fonction crorssante de & infinie podT o o=t mal: gqul reste de 1
de 1 tant que ¢ ¢ 0.8 (cf figure 2.5). 11 ne vaut que 20 pour e = 0.9%

qui est probablement une valeur extreme pour [ {les surfaces des

ssez réguliéres et dures pour

o)

particules ne sont vralisemblablement pas

-

rendre possibles des valeurs plus proches de unite) . En  prenant

o
o

@« 0.5% g/em {cf TT.1.1) et 0 « 2 1487 verifie gue  17an A

n

toujours v < r_ . De plus pour Ly 3 m. r est de }ordre du metre.
. C

Y
»
]
a1
-+
o
T

Cette etude peut etre vesumée de 1a

1) Meme si les chocos sont fotaleme nolastigques, 1l o0y a0
nercessarrement capture ¢ une des dens pariieules cavollautre au cours du
choc s Le catuse phwsigque e o8 ryeosulbat est e LT sgue coeffioie

de restitution sont nuols 1e couplage entre 16 translation BB
Loenergese g0 ralagls des part Lo GIRT i oot e e :
VL soorelalpye i T How ne prosne Sh o wva ] Lrop basses 0 o
R . ] . ) ‘

est la source des mouvement s aleaiolyes e Lrantialyion comme de volab s



{par 1 intermédialre de la rotation  keplerienne differentielle) et
compense la dissipation d energie ad cours des collisians.

11} La capture n'est assuree {en moyenne) que si le rayen de la plus

[¢2]

grande particule est plus grand qu ' une valeur critique rc, quir est d
l'ordre du meéetre dans les anneaux de Saturne. 0On a r. < g - Cec1 peut se

comprendre physiquement de la maniere suivante: pour des particules plus

petites que la vitesse relative d impact (avant ou aprés 1le choc)

.
0
est independante de leur taille, et est de 1 ordre de la dispersion de
vitesse. De plus, 11 ne peut y avoir capture Qque s1 la wvitesse

d'echappement v est plus grande gue la vitesse relative aprés le choc,
e

et donc plus grande que ¢ [(cf 12}. Or, cette vitesse d échappemenl est
unc fonction crolssante du rayon des particules el tend vers 0 quand leg

rayons des particules tendent vers 0 {(cf 1ta). Il existe donc un rayon

critique en-dessous duguel la capture n est pas possible.

On peut se demander ce que donne le critere précédent appliqué aux
particules de rayons plus grands que 1, . Le detaill des «calculs est
sensiblement plus peéenible que dans le «cas précedent (car la vitesse
relative d approche dependant du parametre d impact, la vitesse relative
d'impact n'est plus indépendante de A}, et n'apporte rien par rapport a

1 argument semi-quantitatif suivant:

Avec les memes notations que ci-dessus, st en vertu des memes

arguments, on a v" oo e Ry, e T N2 L des facteurs de )ardre  de
v £ i o

1 unite pres . L inegal: (12} donne alove  en introdulsant  le rapport

e

5 orayans des particules:



Le membre de gauche varie entie 1 ol /4 poutl compris enlre 000 el

) « =
1o e membire de drorte est de ardre de 1075, | inegalite {(23) est donc

3 k-

Lovjours satisfaite: 1a conclusion 11) est inchangee .,

Le probleme principal pose par 1'étlude precedente est celulr de  1la
validite de I'approximation a deux COYPS, qul  est  pratiquemement
tnevitable dans toute approche statistique d un systeme a grand nambre
de particules. 11 ne peut elre guestion 1c1 de discuter en detail celte

approximation, et on se limilera aux guelques remarques sulvantes

1] Effet des particules vailsines:

Une condition suifisante pour negliger les  intevactions avec les
particules du vorsinage du lieu de 1a collision est que les distances
entre particules solent assez grandes pour que 1 effet d'une quelconque
de ces particules soLt neagligeable. Cette condrtion n'est
malheureusement pas reallsee dans les anneaux de  Saturne. G s attend
cependant a ce que les particules perturhantes  soient distribuées de
maniere assez uniforme pour que le-s perturbations gu'elles engendrent se
compensent plus ou moins. On supposera  done  les resultats precéedents
gualitativement corrects, & une évenfuelle sous-estimation  de r pres

{les partrcules proches ne peuvent en effel que rendre plus difficile 1s

capture) .

2] Effet de la planéte:

Loetude faite au T1.9.0 moriy e que pouas FLdry < h 0 da planete n'a
duds iiehl daucuibie LT Lueio S tesdllae 0w 1A Culllrsion. Dans ie s
il r?_/r1 S | noy aura pas e capture 1 les  deux particules
< elorgnent radralement 1 une e Plantre: d contrarre, Ak elle:

celolgnent orthoradralement | 1a planote n aura tucune anfluence.
'L parart vrarsemblable Qe § oettel de 1o planete pourra plus v

molns elre pras oen comple en deflAlssant ouan pavamelre O v fec s f 0 plus



petil que celur qui apparait au TT.1.1 {dont La valeur nletait de  toute
facon determinee qu'en ordre de arandear) .

La maniere la plus satisfaisante d'envisager 1'effet de la planete
aurait ete de falre une etude numerigue des  collisions a  trois corps
(les deux particules et la planste). Deux eltudes de ce genre ant déja

partiellement ete menee pour le probleme de la formation des planeles

par accretion  ([34]) et [35]). Les auteurs de [34] concluent que
1 approximation a deux corps  est  "souvent” tres bonne, et "presque
toujours” correcte en ordre de grandeur cependant  les  conditions de

o

leur étude différent 435ez largement de celles qui prevalent dans le
anneaux (en particulier en ce qui concerne 1 importance de la force de
maree}, et 1'application aux annesaux parail douteuse. Aucune exploration
systematique n'a eté realisee. Up tel travail, bien que nécessaire a

long terme, aurait eté ste hors de proporticn avec les objectifs limites

du modele que Je presente ici.

II.1.3 Conclusion et discussion:

En conclusion des deux sous-sections precedentes, les criteres

d acretion suivants seront retenus:

]

L'accretion de n's2t possible que 51 1a densité des particules oot

plus grande gqu un® valeur critigue o, gqul est de 1'ordre de 0.5 g/(_m5

et quil crert lorsguon se rapproche de la planai,

Au cours d'une callisian ent re doeus partionds e rayons respectife
ty s r, , aved Uy » 1y, 1la pelile par'icule serg accreles par la  grande
S
11 Ye rapport ¢ /fp, et plus pebtit qu’ coe va lean ciratigue O {0 6 1)

4 i " <
caracteristique de la nature des particygle [E0 M I 1a drstance & L3

planete .
L1) de rayon v, de la Plas grande des particule, oot plus grand  qu une
: :
valeur critigue 1, qul est viainemblabilement odc 1 ordre  du melre. 0
C

Suppuesera Loujoury Yealilses g4 tdat e - VEng (1id



suggere par le I1.1,2.

Les criteres énancés ci-deonye supposent 1 absence de collage entre
particules au cours des collizions fou du moins que les  forces e
collage ne sant pas deminantes), O peut avancey  deux  arguments  en
faveur de cette hypothese:

S1 les particules sont des bloce plus ou molns compacts,  leurs
surfaces sont trés probablement recouvertes d'un regolithe, ou d' upne
couche plus au  moins granuleuse, st du falt aes collisions
Interparticules (volr les estimations du preliminaire), sait 3 cause foe

&

a

mpacts de maicrometeoriltes (Durisen {36)] montre qu’'une  couche
. ]
regolithe d 'un centimetre d'epaisseur peul ainsi =ije formee  en 107

anst!. De plus, lpc tre- faibles vitesses de choo  doivent empecher  gue

les particules s ' enfancent profondement dans cette couche de surface, 51
les  particules sant des aggregats, la situation est encore plus
favorable. Notans Gue Froldevaux et al. [17] montrent Que les courbes de
reponse thermique des particules sont en deésaccord avec un moedele  de
particules du type .pliéres dures (surtaces de glace parfaites) .

Les tres hasses Lemperatures des particules ne sont pas favorables a
la formation rapide de liens chimiques, d autant plus que la frequence
de  collision elevee doit Prevenir une accretion definitive (une
particule accreles pegt aquitter la parficule accretante au Lours o un

choc ultérieur).



II.2 HYPOTHESES ET _EQUATION DE LA FONCTION DE DISTRIBUTION:

II.2.1 Introduction:

Dans 1a section precedente, de meme gue darn- la

par accretion le fait qu une particule 1nitialement

une particule nlus grosse  apres  une  collision

grosion”, on désigne le fait que deux particules en collision subissent

une perte de sage du fait de la collision. L'erosion  est entierement

definie par les deux;uaract@risthupa sulvantes:

L) La mazse totale perdue au cours de la collision tdesignée par M dans

ot
o
(0]
-
b

rtition de cette masse entre les divers fragments

-
—~
o
—
™
o
w

Tes deux caracteristiques seront specifiees dans chacun des mode Les

resentés dans la suite.

[[.2.2 Hypothéses générales du modele:

Dans un traitement statiztigue rigoureus des ANNE SR, 11 faudrazt
considerer une foanction de distribution dépendant a priorl d un  nombre

I .

assez zleve de varsables: le  temps, la pesition La  vitesse e

translatson v, la vitesse de volalion W, oL 13 masse des particulon I
pventuellan ¥ certaln pombres o autyes paramelyss ol gt ot Lo
fefinys cant , T g oo T {0 1 g H Lt -

des part (cul bl e laboration o une tel e thaarie  vepre opts ;
! i ‘LL H U i i i G 1 i ) [ [ [ v
mudestement 101 ay it oentvant dans 1. A 4 dIverses snorovaimal ior
b B L SN ol

Li Do dedvupleva 1o eyalul oo de la distvibubion wn toulle  de Credl e
des distyibulions de vl S e tbe hiypothiese 0oL Justifies e (SRR
PROQUeL s QU S0 G e g e ot ST iy e et Pyl [T ot Cepend o !
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Remarguons pour Lterminer gue la fonction de distvibution

vitessoes relatives de doux particuleas Fiv ) o 'obiiendra A partir s
fonction de distribution & deux particules Fly JF{v,} dans  laguelle

#ffectue le changement de variable (v, . v,) =+ (v . v ). ocu v et

1 2 - r C

viltesse du centre de masse des deux partircules, et en 1ntégrant Sur

[BRE

ot
B

an

Y

{cette procédure suppose la vitesse relabive independante de la position

relative des deux particules, ¢ est-a-dire gue 1 on neglige le phénoméne

dit de focallsatlon gravitationnelle).

II.2.3 Forme de 1 équation d évolution de la distributian:

Muri de cet attirall, nous souvons enfin chercher 1l equation

[l

1esprit dune etude menee par Oohnanyi  [38) sur la distribution

Farlle des asteéeroldes. Elle en differe

parce gue 1 auteur ne considére  na processus  d accretion, ni

éventuelle coupure de la distribution.

On cansidere le nombre de particules ayant wung masse m donnee a

pres. La variation temporelle de ce nombre due aux collisions e

particules est la somme de guatre contributions differentes:

‘evolution de fi{m,t). La methodologie de ce calcul est asces pnroche par

en

ey largement dans la pratigque

une

dm

1) Les particules accrétent en permanence des particules Dlus petites
On a ainsi un accrolssement continu de la masse d une particule donnée
au cours du temps, et de ce fait un " flux’ continu deoparticules entrant
et sovtant o une Ttvanche” dm donnee . On note R contributyon par
l‘r(/f)f\/' ,
AU
Lit Tuversement, les processus O erosion Sngendr et une  decraolssance
sotinue de o la masse d une particule el un fluw contralye an precedent
erte conbyihut pon oond SRINCITERN IS AT
- T < PR | - PR Al + - 5 v ‘H"r‘,“ -~ T‘
v oaodes appavritions of drsparitione Cbruglalec dn pavtioules
1ru) Apparitions de particules eleclees  par evos1on au cours o une
collisiton ontre particules plus grandes (A4 )_'ﬁ‘
v Disparitions de  paviieules Torogu el e st ourelses gag e
i TR plos grvandes AT R



Nous allons estimer chacune de ces gquatre contributions.

II1.2.3.1 Expression de la premiére contribution:

So1t mar la vitesse de variation de la masse m d'une particule au
cours du temps, due a l'accretion de particules plus petites. A priori,
cette vitesse ast fonction (positive) de m et du temps.

Le nombre N' de particules par unité de volume entrant dans

1'intervalle [m,m + dm] durant 1 intervalle de temps dt est

Le nombre N de particules par unité de volume quittant le meme

intervalle de masse durant le meme intervalle de temps est

N = flm + dm,t) m (m + dm,t) dt (25)

En sommant ces deux vontributions et par un developpement a 1 ordre

1 en dm, on obtient:

2

Lde o 3m

qul est la forme attendue o une equation de continuité.



160

Fig. 2.6



Il nous suffit maintenant de dériver 1 expression de 1la vitesse
d accrétion.

Les particules de masse p a dp prés tombant sur wune particule de
masse m pendant un temps dt avec une vitesse relative v, a d3vr preés
proviennent du parallélépipéde représenté sur la figure 2.6, dont le
volume par vrdtcosG'dS ou dS est une surface élémentaire prise sur la
sphere de rayon égal & la somme des rayons des particules. Le nombre &N
de ces particules est égal au produit de ce volume par la densite
volumique de particules de masse Y et de vitesse relative v par rapport

a m, soit:

SN = (flu,tldu) (F(v ldv ) (v dtcosd ds) (27)
T r r

Si ces collisions conduisent & une accrétion, la variation de masse
de m sera égale au produit de y par le nombre de collisions. On en

déduit 1'expression suivante de m .

m = Jdpfdsjd3v P (m,u,v ,t)lv F{v Jcos8 uf(py,t) (28}
roact r ¢ v

ou Pdc1(m,u,vr,t) est la probabilite d'accrétion au cours de la
collision, et ol les intégrales sont prises sur toutes les valeurs de U,

v.. et sur toute la spheére S.

II.2.3.2 Expressicn de la deuxieme contribhution:
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Soilt ﬁer la vitesse de variation de masse m d'une particule au
cours du temps due a 1l érosion. On choisit her > 0, de sorte que en fait
la vitesse en question est 1'opposé de cette quantité. Un raisonnement

analogue au précédent montre que, en gardant les mémes notations que ci-

dessus:
af 3
[ — } = —_— { fim, t) m (m,t) } (29)
T
3t “ert dm ¢
avec:
m = JdquSJd3v P (M ,m,p,v ,tlv Flv Jcos8 alm,uiM flp, t) (30}
er roerid e r v r e
ou Per1(Me,m,p,vr‘t) est Ia probabilité que la collision considérée

produlse une masse érodeée Me‘ et alm,p) est la proportion de la masse
erodée gui est arrachée a m {(cette masse se répartit a priori entre m et
H). La dependance exacte de o avec les masses des deux particules en
collision n'a pas une grande influence sur l'intégrale et on choisira
arbitrairement pour simplifier o« <« m, soit o = m/{m + gy (on pourrait
plus generalement prendre o proportionnel a une certaine pulssance de m,
mals on ne ferait qu' introduire inutilement un parametre supplémentaire
Gans oo modéls) tad intégrales. sont comme  nrécademment atendues 2

toutes les valeurs de p, de v el sur toute la sphere de rayon égal a la

somme des rayons des particules.

II.2.3.3 Expression de la troisiéme contribution:




On cherche a évaluer le nombre de particules de masse m a dm pres
produites au cours d’ une collision entre deux particules de masses m, et
m, avec m, > my > m.  Soit g(p,m1,m2) la distribution des masses ¥
produites par érosion au cours de la collision entre m et m,,
(g(u,m1,m2)du est le nombre de particules de masse i a dy preés produites
par unite de volume des anneaux; cette quantité peut étre nulle). Par un

raisonnement analogue aux précéedents, on obtient, avec les mémes

notations:

df [
— =jdm_jdm |[dS{d v P fm m_,pu.v ,tiv F(v JcosB ' g{m,m ,m |} x
P oo oer? 1 s r r r 2
at e 2
(31)
fim ,t)flm .t
{ . ) 5 )
o0 PerZ est la probabilité que la collision conduise a une érosion, et
ot les intégrales sont étendues 2 toutes les valeurs de m, , m,, v, et 3
toute la surface §. -

II.2.3.4 Expression de la guatrieme contribution:

Le nombre de particules de masse m a dm prés par unité de volume
des anneaux disparaissant du fait de leur accrétion au cours de chocs
avec des particules plus grandes est é&gal au nombre de ces chocs
condulisant & une accrétion. Un  raisonnement analogue a ceux des

précédentes sous-sections donne alors:
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r ac?

af
3 .
{‘-m] = -Ff{m,t)|dp dSJd v P {m,u,v thv Flv Jcos@ fiu, t)
b P r
avec les memes remargues et notations que préecédemment.

L éguation recherchée est en résumé:

df/3t = (B3f/d¢) NN + (3F/01) + (DF/9t)
ert acl er?2 ac?

Les 1ntegrations en vitesse et en masse sont effectudes

sections vltérieures pour chacun des modéles.

dans



II.3 MODELE DE "QUASI SPHERES DURES":

II.3.1 Introductiaon:

Plusieurs arguments ont &té avancés dans les sections précédentes
pour Justifier gue les particules ne sont pas des sphéres dures
parfaites. Neanmolns, le modéle des spheres dures pourrait etre

au molns qualitativement correct pour décrire les anneaux Si  les

particules qul dominent la masse et la dynamique - ¢ 'est-a-dire celles
dont le rayon est de 1l ordre de ry - ne sont pas tres. "affectées” par
les phénomenes d'érosion au d accrétion. Ce sera 1le cas si  ces

phenoménes ne condulsent qu'a de faibles (& 1la limite négligeables)
variations de leur masse au cours des collisions.

Cette section est consacrée a 1 étude d'une telle possibilite.
Compte-tenu des conclusions de la section I1.1, il paralt clair qu'un
"réegime de faible accrétion” sera caractérise par des wvaleurs de &

2.

petites devant 1 unitée (par exemple & « 10 Cette condition est

supposee réalisée dans la suite de cette section.

II.3.2 Modele d érasion:

Le but de cette sous-section est de répondre a deux des questions

que souleve nécessalrement 1 élaboration de notre modele.

1) Quelle est 13 masse totale 21ectes  au  cours d une collision
condgicant 3 tne Avae ion 7 0n saviicoulior i1 et j_mg)r\l"f:}ﬂf‘ de ~onnaity s

Lerdre de grandeur de cette masse, ef sa dependance vis-a-vis de la
vitesse relative de la collision et des masses des particules.
i1) Comment se répartit la masse ejectée  (nombre et distributian des

fragments) ?

On a realiag on laboratolre un certailn nombre d expériences



d érosion ou de fragmentation «collisiannelles pour divers types de
matériaux, mais dans des conditions qul ne sont malheureusement Jamails
celles des anneaux de planétes. Ces experiences consistent généralement

2 bombarder une «cible plane "semi-infinie” d un type donné {que 1 on
désire étudier) par des projectiles de masses wvariables (toujaours
petites devant celle de la cible] et avec diverses wvitesses d impact
(091, [391. [t0] et [41]). Ces experiences donnent toutes des résultats
similaires, qui peuvent étre resumes de la sorte:

1) La masse ejectée est proportionnelle a2 la masse du projectile et 3
certaine puissance p de la vitesse d impact. On a généralement P plus
petit que, mais de 1 ordre 2. Le facteur de proportionnalite dépend des
proprietés du matériay.

11} La masse éjectée est répartie entre un grand nombre de fragments,
distribués suivant une 1loi puissance en fonction de leurs rayones.
L'exposant de cette loi est de 1 ordre de 3.

Les dependances mentionnées au i) s lnterprétent qualitativement
d'une maniére relativement simple puisqu’ aon s attend en premiére
approximation & ce qgue la masse éjectée croisse comme 1 energie
disponible au cours de 1la collision, c'est-a-dire a l'energie cinétique

relative des deux corps, qul est proportionnelle a leur masse réduite et

a leur vitesse relative au carre {dans les experiences considérées, ou
la cible est trés grande devant le projectile, la masse reéeduite est

eqgale a4 la masse de ce derrirer) .

Les experiences menées par Hartmann {39] et rapportées par 1 auteur
dans [33] sont cellrs qul  se  rapprochent le  plus du  cas qui nous
interesse, tant du point de vue des vitesses d impact {de 1 ordre du

St G U Ol Al Le o DL h RIS TG T [ [ PR B U N

BLLTE Lar e

Elles donnent deés rapports de la masse totale ejectée a la masse du
o . -8 . - .

projectile de 1 ordre de 2.10 a 5.10 ! pour des vitesses d impact

comprises entre 1/10 mm/s ot 1 mm/ s remarquons  a  ce sujel  gu une

estimation theorique du meme rapporti dans le cas de particules de glace
+ : : -3

parfaites (291 aboutit a une valeu: de 1 ordre de 10 . Hartmann indigue
L N
egalement que la masse mlectes depend de 1i vitdsse relative du  choc  a
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la puissance 1.4; 1l estimation théorique mentionnée donne 1.2

En résume, on retiendra 1 'expression analytigue suivante pour la

masse M éjectee au cours d'une collision:

au

Hy
en uniteées SI.

est la masse redulte des particules,

Les ejections seront distribuées selon une loi puilssance de leur
rayon, d'exposant de 1 ordre de 3 (on verifie que dans ce cas, la plus
grande masse ejectée deux & trois fois plus petite que Me).

Notons finalement gue (33} prévoit Me/pO w 1077 pour v w1 m/s,
c'est-d-dire pour des wollisions entre particules de plusieurs
kilométres de rayons. On pourra donc supposer que Me/“D est  toujours
tres petit devant 1. Ceci montre que l'on peut séparer les collisians
resultant en une accretion de celles conduisant a une erasion. En effet,
Hy est de 1 ordre de la plus petite des deux masse en collision, qui est
Justement la masse "accrétable” au cours de 1a collision; on pourra donc
parfaltement negliger 1'érosion des particules lorsgque la collision

condult a leur accrétion.

II.3.3 Integration sur v et sur S:

Les integrales de la section I1.? portent sur six variables {sept

pour 1'une d'entre elles). lUne 1ritegration numéerigque directe serait
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beaucoup trop couteuse en temps calcul, et nous allons donc integrer

analytiguement par rapport a toutes les varliables sauf la masse.

II.3.3.1 Choix de la fonction de distribution des vitesses relatives:

La guasi totalité des études analytiques de la dispersion de

L

vitesse dans les anneaux supposent gue la fonction de distribution est

une gaussienne (seuls les auteurs de [16], ayant choisi un terme de
ctollision relativement simple, ne font pas cette hypothéss et integrent
directement les equations des moments). On peul avancer deux arguments
en faveur de cette hypothése:
1) On peut espérer que le regime stationnaire des anneaux n est pas trop
eloigné de 1 état d équilibre thermodynamique d'un gaz de particules.
Toutefois, 1'inelasticité des collisions introduit un comportement
qualitativement différent de celu: des gaz que 1 on rencontre
usuellement en statistique.
11} 531 on interpréte la fonction de distribution comme 1la moyenne  sur
les particules des fonctions de distribution de chaque particule. on
peut probablement appliqqgr le theoreéme de la limite centrale.

Notons que cette gaussienne ne peut pas etre isatrope, pulsque les

anneaux ne sont pas a 1 équilibre thermodynamique. Cependant,compte-tenu

des diverses approximations que  nous avons faites Jusquici, et de
celles auxquelles nous allons elre contraints pusr la sulte, on peut sans

introduire derveur quantitative importante supposer que cetle fonction
de distribution est une gausslenne 1sotrope (se reporter aux etudes dea
citees pour un examen quantitatif de cette question).

So1t donc Flv) cette fanction de distribution (v est la vitesse des

pettioaiess  On g




ou u est le mouvement mayen des particules (vitesse circulaire
képlérienne), et ¢ la dispersion des vitesses.
On en deduit la fonction de distribution des vitesses relatives

F(vr) sulvante {cf I11.2.2):

Flv =TT e X T
(r) 172 3 °FP z
87 C - b

ou Gu est la différence de vitesse moyenne entre les deux particules
considerées.

L'inconvénient de cette fonction de distribution est qu'elle ne
permet pas toujours l'intégration analytique sur les trols composantes
de la vitesse, et méne de toute fagon a des expressions peu maniables
dans le cas contraire. Nous allons donc 1la simplifier de la maniére

sulvante:

On constate que lorsque |&ul << ¢, 1la gaussienne est presque isotrope
et la plupart des paires de particules ont des vitesses relatives de
1l ordre de c. Al contraire, lorsque f&u| > ¢, la gaussienne est
fortement piguée autour de Gu est la plupart des pailres de particules
ont des vitesses relatives de 1 ordre de  &u. On  supposera donc  que

toutes les alres de particules ont des vitesses relatives 1sotroapes et
p P

egales a ¢ quand du ¢ ¢, et des vitesses relatives egales a Su dans le

cas contvarre . es mtegrales ayant Wit MUY s s et on, O
s'attend a ce que ce procede  n'introduise pas de grandes erreurs
guantitatives, au moins en regard des diverses approximations faites

Jusquicl. La fonction de distribution choisie est finalement -
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& v ¢l
Fly ) = N,_,.;.,A,zﬂ‘__. ! 1UUI < {36a)
‘ L
Flv ) = &(v Su)l si Jdul » oc {36b)
i s

Remarquons que la condition |dul < ¢ est équivalente a la condition

Ve ¢ Ty ou v, est le raven de la sphére d'intégration des différentes

expressions introdultes dans les quatre sous-sections préecedentes . En
effel, on verifie facilement gque |dul = h(rw + ru)/Z ou r et Y sont
1

le des deux particules considéreées.

L
i
o
~
(@]
3
"

II.3.3.2 Quelgues remarques sur les bornes d intégration:

Les masses intervenant dans les expressions precedentes prennent a
priori toutes les valeurs reelles. Cependant, on 1 a déja mentionné, ce

modele re s applique pas a la distribution des tres petites particules

fpour fixer les idées, moins d un centimétre de rayonij. De  plus, une
distributlon en pulssance négative du rayon des particules comme celles

gue 1l'on considére prévoit nécessalrement un nombre fractionnaire de
tres grandes particules, ce Qul est sans signifilcation. La distribution
dolt etre coupée au molns aux ravons pour lesquels elle préavolt un  seuyl

N

corps dans tout le volume des anneaux (c'est-a-dire dans le Ccas d

T

Saturne. pour des rayons de 1 ordre de quelques kilamétres).

De ce fait les 1ntegrales par rapport a la masse des particules ne

“etendent de toutes facons gu entre deux valeurs limitec m_ = m .
m 1 ma w

Le cholx de m niest pas essentiel car on verifie assez facilement que

Ny

les 1ntegiales precedenies sont convergentes lorsgque  q Ltend  vers

[N
min
zera. La meme remargue s applique pour mos a condition que 1 expasant
X
de la distribution solt suffisamment grand pour des rayens 1 > To- O

cholsira dans la sulte une valeur de m correspondant a des rayans de
min :

1'ovdre de quelgues centimetres. il n‘est pas possible pour des ralsons



numeriques explicitées plus  loin de cholsir une  valeur de m
correspondant & des rayons de 1 ordre de quelques kilometres et en
general dans les résolutions numeriques présentées dans les sections
sulvantes, les rayons maximaux des particules sont de 1 ordre de

gquelgues dizaines de metres.

I1.3.3.3 Fonctions de probabilité:

Dans le cadre des criteéres d accretion chois 5, la probabilité P
ne prend que les deux valeurs 0 ou 1. La valeur 0 est  prise sS1om < m

N 3
(defini plus haut) ou si m > m et p » ”m:; la valeur 1 est prise dans

Pour les memes raisons et du fait de la remargue faite au  IT1.3.

: } -
la probabilité P@ ; vaut 0 lorsque m ¢ moet g > m/&, ou lorsgque m > m

=3 c3

el w87 m ou uy m/67 . Elle vaut 1 dans les autres cas.

! 4 . o]
La fonction de probabilité Perj est nulle sim, > m et m, < 5m,
- (4 < o “

et vaut 1 dans le cas contraire.,

La fonction de prohabilite Pa_ﬂ est nulle s m < m , ou <si m > m
<

[

~

et g < m/8; elle vaut 1 dang les autres cas.

En fart, les valeurs "tout ou rvien” des fonctions de probabllité se

tradutsent par une limitabion du domaine  d intégration en masce. les

u
=
=2
T
O
)
-

—
o
93
[
-

barnes de ces domarnes serant precisees pour chaque ter

I1.3.3.4 Calcul de m -
Ter=

P o,
Hosons { o



.
Moo= ) d (37)
Nous sllons calculer 1 intégrand J. So1t r ot r les rayons  des

deux particules de masses respectives m ety intervenant dans cette

D

*pression. Le rayon de la sphere 5 ect r. = 71 L A Le choix de 1la
fonction de distribution des vitesses relatives montre qu 1l faut

distinguer les deux cas 'e < v, et v. * 7

5 g S Q-

1} Premier cas: r. < Iy
g
La geométirie est celle de 1la figure 2.6 et on a |Sul ¢ ¢. Compte-

tenu de (33} et (36a), il ast plus  pratique pour 1'intégration
d exprimer v en coordonnées spheriques (vr,O’{w), On a
3 7 o L
a VooE o, Ay os1nB do dy, et 1 integration en  vitorse et en  surface
donne:

2 (’\’; 1‘ ‘]/‘) I/'W el

1 /o3 fal: v/ 2 2 < -

b= = !L - J‘ < Hoy owlmop) {m +op I ST A {am)

U p, 28t 1l masse reduite des dewx particules el ou leurs rayvons  ont

~

éle exprimes en fonctian de leurs masses (on s est place dans le ca

11} ODeuxieme cas: re > r
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Saturne

S

Fig. 2.7
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lLLa geomelrlie des chocs est celle de la figure 2.7 . Les surfaces
hachurees correspondent 3 des chocs dont les vitesses relatives sont
donnees par {(36b); les surfaces pointlillees correspondent a des chocs de
vitesses relatives données par (36a}; 11 n'y a aucun <choc sur les
surfaces blanches avec les approximations que 1 on a faites. On a défini
un angle critique 80 delimitant les deux premiers types de surface; cet

angle est tel que:

173
m
Cos8 s e (29a)
0 173 172
m +
- 2/3 1172
’ m/ I /
sin0 - | 1 - - : | (39b)
o T o173 1/3 42
L L m ’ [

L'integration sur la surface pointillée se fait comme précédemment,
et ne presente pas de difficulteés. L integration sur les surfaces

hachurees est légeérement plus compliguee. Il est preférable dexprimer

le facteur cos®’ de (30) a 1 aide des angles 0. et ¢, du repeére
spherique de la figure 2.7 {qui n'est pas le meme que le precedent). 0On
trouve assez facilement que, comme dans ce cas v o o= du est paralléle a
1l axe des x de la flgure 2.7, c0sB®’' = cosp.sinf.. On trouve alors apres
5 5
intégration:
g 2 1273 + 1 VA v/ !
AE 72 E { ‘T“—;Jl ne alm, ) {m Y b Flp, by s
Veda
3 (p+33/73 v Q qp+t 1/3 1/3 p+3
T — (m ) aim, flip,t r{e )
] 4“@] L5 " YoM amop ) flp,t) 1o o Pl
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I(@U,p) = } oS 0 sin 0 dof (40b)

collisions de wvitesse

Le premlier terme de {40z provient
relative ¢ le cecond des collisions de vitesse relative &du.
Tl est  commode d availr une expression analytique de I(#O,p>.

Malheureusement, celle-c1 n'exicte que pour p entyier ou pour O, /2 (et
U

T

poreel quelconguel. Les expressions pour les valeurs paires de B osont

formellement assez analogues entre elles, mals different de celles pour
Boimpair. On peul verifier gque 1 on n introduit £as une grosse errsur en
iaterpolant lineairement en  p 1'expression (£0b) entre les wvaleurs
paires de p. Danc ces conditions, on  peut écrire en premiere

approximation:

.
3
sin B D
He_ .ol = ———— -~ s1 0 € p € 2 (4&1a)
3 2 7
S 5. .
san 0 f L A '
TN v § 0 A . s iy
P8 p) o e - e — s 2 pos oA LATh)
v ol ) [ ’ 7
3 : : 4 ‘
Pouy delerminer completement o 11 nous faut encore  definir  le
et
SELIERIY: : Yol G vt os g o Dartionliey Teoc o ysiegrs

bornes et les domaines dapplication de chacun des deux cas préecedents .

Clest ce qui est falt dans le prochain sous-paragraphe.



111} Bornes d’'intégration et forme finale de My

T

Le choix des bornes est imposeé par les domaines de valeur nan null

ees a p [cf plus haut). U'intégrale [37]

e

de F’er1 et par les limites 1mpos
s étend entre deux valeurs de M, M et p . qui dependent a priaori de

min max

m. Considerons d abord le cas p < m. Si m < m.. la masse p n'est Jamais

. 7
accretee par la masse m. Si m mo. W n'est accretee que si po< 87 m. on

obtient donc finalement:

U = m sl m < m (L2a)
min mitn

i - - 3 , ooy

[T = supidm, m s1m > om . 162h)
miIn iin C

- . . 3 .
Dans le cas g > m, Hoaccrete m si oy > m. d une part, et py > m/& d autre

part, ce guli impose:

¥ soaniicupim o om/87 0w i (420
a I ma x
Les deux cas 1) et (1) precedents g applaigquent dans des domalnes de

valeurs de p dépendant de la valeur relative de m el de certains des
parametres du modele, en particulier. Unpe discussion du probleme  montre

que Lion a ltoujours:



3t
m ¢m € m m = J mER di (L2d)
min 1 el . 1
min
. LJ( ‘max
m <m<m Toom = J, duy o+ J_dy (42e)
1 2 e ) 1 J 2
b v
m11n C
M
. ax
moo&m<m o om = " du (427
4 max er J <
H
m1n

aou l'on a pose:

173 173 .3
- m

et ou J1 est donné par (38) et 1, par {40}, La discussion permettant

d aboutir a ce résultat, qul est un peu longue, n'est pas reproduite ici
car elle est assez simple et n apporte rien a la physique du probléme.
Le principe de cette discussion est de chercher les domaines de valeurs

de m pour lesquelles les contraintes o< , vl [C I et

. <
C min min < uma,x:'

i N P, osont satisfaltes (pc diminue lorsque m croit). Les equations

E
9
x

f42d) a4 (¢21) se comprennent de la fagon suivante. I1 ne fautl pas perdre
de vue que la vitesse differentielle maximale possible au  cours d'un
choo entre deux particules ecst proportionnelle 3 la somme des rayons des
particules. Pour les petites valeurs de m Coom, b, Jes collisiaons entre

moel pocondulsant a une érosion se fontl necessairement a des vitesses

velstrves  panloe g Lieooeet Py e Ty RREE} L Tolatoion

differentielle keplérienne Joue un role). Pour des valeurs

intermediaires de m {m, <m <y, Mp., Peut etre assez grand pour que
' « ke

la rotation différenticlle commence a Intervenir: les vitesses relatives



~
<0

de chocs avec des particules de masse o umax peuvent etre plus grandes
Que ¢ alors que pour Y w Hoin elles restent de 1 ordre de . Pour de

plus grandes valeurs de m (m > m,}, les vitesses maximales relatives de
[
chocs  “erosifs” avec des particules VRSV sont necessalrement

min

dominées par la rotation différentielle.

dans les différents cas sont résumees dans

m m t
8 |
3 SR 3 2
. (1 + 6 m ¢ m L — I'm ntey | (T1)
c i1+& 0 ‘
|
3 1/3 /302
me<m<$ (1 + &) 'm [ m -om ) m
c a c C C J
II.3.3.5 Calcul de m__:
ac=
Par analogle avec le calcul precéedent, posons:
m z { HEGu, £ du (432}
ac J
Un caloul atisolument tdentigue  au  precedent montre qui1l faul
pheore distinguer les deux cas r ¢ ou S r, et donne:



. 3 217113 3 /3.2 .
L [ — } ve (m e m o) $1 r_ < r {kha)
1 bup S 0
‘ 3 /2 1/3 1/ 1/3
Joo= 2 = Tc {m + m ) m +
2 [41‘(‘ J i
(tbb)
Q 1432 1/3 .3 .3
'''''' - i U / ) sin B 51 T, 201
2mp S 0
ou Slﬂ@o est donne par (39).
Liintegrale {(43) est prise entre deux bornes p‘win et p‘may, On &
hecessairement
v = m (L5a)

min min

De plus, 1l est clair que.m_est nul lorsque la masse m de la particule

accretante (m > p) est plus petite Gue m_; on tiendra compte de ce point

en imposant u‘mav = u'min. De ce fait, on obtient:
o = suplm o L 8%m) sim > om . (450}
Moa x mi1n i
1 “on . fLge)
- A IO

Une discussion tout aussi longue, simple, sans intér.! phynigue el
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fondee sur le meme principe que celle quu n'a pss ete  reprodulte  cf-
dessus montre que 1 on a toujours:
Pumax
m {m < om’ m = I opfiu)dy [45d)
mitin 1 a 1
b
min
M Mo
. . . C .
m, <m m_ m = [ pflg) 10 dp o+ J szF(p) dp (45e)
i 4 N J X
oo H
min
rH
R P . &max ' [ , - \
m. < om o< om Lioom = I, uflp) dy {451)
max ac J J4
min
avec les memes notations gue préecedemment , oo J'T et J'2 sont donnés par
{44}, et ol les valeurs de m,oet m'.  dans  les différents cas  sont
i <
resumees dans le tableau ci-dessous:
J m’ m
1 2
3 3
ot B m<om mo/(1+8) m (12)
i c g n
) , 3 m : car m = 0
mEm < {1+ §)m C c m
c 0 4 guand m < m 0
C
Les eguations {L5c) 3 (450 s'interpretent de la meme facon que 1e:s
eQudatlons {42a) a {&21).

I1.3.3.6 Calcul de la guatriéme contribution:

On

Rose



ou 11 est clair que:

inf{sup(m ,m/63), m )

min C max

=
tt

(48}

(47a)

(47b)

L' integration oblige a distinguer les mémes cas que precedemment, et on

verifie aisément que J" est donné par (4ka) ou {44b) selon le cas,

De maniére générale, on obtient:

0 <mo<ome [ S
i T M & N n = .
min 1 ’ -0t dac2 m 2 1 aH
Mmirx
A G B TR B LY
b :
. "
B df max .
m1 < m < ”%ax' SE']acz -f{m) [ flu,t) 32 dy

{(47¢)

(47d)



TA?

ou les valeurs de m"1 dans les differents cas de figure sont presentees

dans le tableau ci-dessous:

m

! |

i

3 - 3 ,
+ < — m (73)
{1 §) mC mﬂ L 7 ] 0 }
3 1/3 173 .3
m<m < (1 + &) 'm (m "7 )
= a C 0 C

I'I.3.3.7 Calcul de la troisiéme contribution:

1) Choix de la fonction g:

Il a déja été mentionné que le modéle d éjection choisl etait une

Jecta survant une 1ol pulssance de leurs rayons, avec

T
T

distribution des

4

un exposant voirsin de 4. On s attend donc a une relation du type:

glml dm o« dr (48]

avec g de 1'ordre de 3. Par arlleurs, comme m « r°,  dm o« 1%, an



glm) dm = A m

(38}

Il nous reste a spécifier A et 1la masse m, de la plus

ejection. Le nombre de particules electées de masse m  donnée 3

prés est de 1'ordre de ma(m) a un facteur de 1 ' ordre de quelqgues

pres. I1 est clair que 1la plus grosse éjectlion m, est tel
mHg(mM) « 1. CGn cholsira donc:
i
A = —
mooglm |}

(49a)

(49b)

grosse
dm w m

unites

le que

Remarquons qu'une erreur sur le choix de My n‘est pas capitale car

elle équivaut a une erreur sur Y,

une grande preécision.

(1]
-
~

On determine m, a partir de la masse totale ejertee. In
]

qul n'est pas non plus determineé

T

avec



m
M = j " glim} dm =
e "
min
{51a)
2 -
m m o m
- M min _ M
= — ~
2 - q 0 2 - q
0 (2- m 0
q[]) i
la derniere égalité étant valable lorsque m . tend vers 0.
so1t l'expression suivante de m, -
= (2 - P s M /3 51b
mM X qU) \(euﬂ\,r Ie/v 65 )

L'inconvénient de ce choix est qu'ill entraine une dépendance de 1la
masse éjectée, et donc des bornes d'intégration en masse, vis-a-vis de
la vitesss relative des collisions. ce qul ne permet plus de procéder a
l'intégration en vitesse -t surface independamment de 1'intégration en
masse. Nous allons donc simplifier le probleme de la maniére suivante.

On pose:

glm) = - s {

2]
™)
s

mH 2 id - qo, ¥ pou{ {540)



Ou g represente le nombre de particules de masse My produlites au cours
des collisions. Pour v, = ¢ (resp. > 1}, oy = (resp. > 1).

L 'expression (52h) est correcte pour v = ¢t el sous-estimée pour
v > c¢. On introduit en fait deux types d'erreurs:
1) On sous-estime le nombre de petites particules produites au cours de
collisions {cf (49a), (51b) et (52b)). Cependant, la saus-estimation est
le fait des collisions faisant intervenir des masses plus grandes que
my, . et on verifie facilement que la contribution de ces collisions n est
pas dominante, du fait de la pondération par la fonction de distribution
quil decroit plus vite que la puissance cinquieme du  rayon de  ces
particules. De plus, cet effet est plus ou moins Corrige par la

ci-dessous) .

dependance de o, avec la vitesse d impact (cf

0
11) Pour V. > ¢, on "oublie” la production de particules dont 1a masse
est comprise entre les expressions (51b) et [52b). Comme ci-dessus, cet
oubli est compensé si les particules consideérées peuvent également é&tre
produltes au cours de chocs de vitesse relative egale a ¢. Cependant, i1l
est clair qu'on sous-estime la production des particules les plus
grosses, Toutefois, le terme devenant a priorl négligeable pour ces

particules (cf ponderation par la fonction de distribution), on

negligera la contribution en question. Cette hypethése se vérifie en

falt a posteriori a 1'aide d'un calcul du majorant de 1l'erreur commise,
que L'on fait & partir des reésultats numeriques présentes plus bas, et
donnes dans 1 appendice 1T.8 (le principe de calcul de ce ajorant est

\

expose Cl-dessous au paragraphe iii} ).

I'l ne nous reste qu' 4 calculer Uy a 1'aide de la masse lotale
i



x m
0 M
A
e
Lo T
[ qO
(2 - g )
Z QD
o = e
m

En resume, la fonction d
par (52a), (52b) et (53b)

11} Intégration par rapport a

Dans 1 inteégrale (31),

de particules de masse m donn

obtenir une expression simple des bornes inférieures pour m

{317}, nous allons approximer

woinfi{m )=

“0 1
et

ollision: m

2
introduit wu

C

1 Cm,

pour m

qui est de 1 ordre

Jusqu'ici et ne va donc pac

Pour la coherence du calcul,

dans les expressions de tous

Avec cette approximation

T2
i

les

de grandeur

(53a)
M Qv T
e r (53b)
C
e distribution des particules est donnee

la vitesse relative et a2 la surface:

coellisions contribuant & la  production

m, > Pour

M
et

ée sont celles pour lesquelles m.

m., dans
1 Z

la masse reduite des deux particules en

m, . Cette approximation est tres bonne

ne difference d un facteur m, =

1

2 pour ms5

des diverses approximations faites

reer d'erveur csupplémentaire importante.

nous allons LED la méme approximation

les termes d éerosion et o accreéetion.

an obtient:
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La cantrainte My » m donne alors m,o m/ Comme  par  ailleurs
)
N 3

M, > omil o> & M, . on  trouve les wvaleurs suivantes pour  les bornes

inferieures et supérieures de m, et m, -

<3

Hoin suplm/rC, & mz) {5%a)
Hoino, = m/iT (550)

avaa des notations analogues a4 celles des preacedents termes .

m

Un calcul du méme type que  les précédents maontre que le term

consideré peut toujours se mettre sous 1 une des deux formes suivantes:

er R N
1 cas: m%/ﬂ <€ m € my
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{m<m” :
I
a, (%2 My fim )
= m f{m_)dm dm
2 1 1-q
er? m
M
min?e mini
“a, [Mnax "2 flm )
mo dm_ f{m_} dm =~ ———
J 2 2 1 1-g
mH
u2 mini
£ m < Tm
max
-a, Y ax [m fim )
} = m dm_f{m_) am = e
2 2 1-q
P J m
M
min? mini
Em<m
max max
B

cas: m € m,/8:
C i}

i
[}

[o}

n
i
[l



m_  (m€m
®min
ar -a, Ha "2 flm )
[*} = m dm_f{m_) dm ar +
) 2 1 1-gq 1
3t “er2 m
) H M
min? mint
1 A
a s Hy Fim ) "> Fim )
m fim_)dm dm 3T s dm 3
2 1 1-gq 1 1 1-gq 2
Y i mﬁ 5 mH
UZ’ mint 1
—q0 mmax m¢ F(m})
+ m dm_f{m_) am 30 {55¢F)
2 1 1-q 2
m
H b M
2 mini
m:" < m < Im
2 max
Af Aqo meax [mZ F(mi)
{—J = m dmz f!mz) dm, '1 ]2 {559}
gt Jerz J I m 4
9] M
min2 minl
Mm £m<m
max max
{ Jf
— } B (55h)
At der

avec:



10

[ )
1772 3.3
m' o= (53 (m/ . m1/ ) {56a)
1 0 C
Y = (m /3 ~ m1/9)3 (56b)
1 C
3 1/3.3
o= [m1/v - m/T) /J] {56¢)
m’ = 63 m /8 (56d)
r4
Co: 8 (96e)
UZ mD/
et ou 1'on a posé:
3 273 1/3 1/3 .2
LRI A : (57a)
) [ e ] ne (m1 + m2 } )
3 2/3 1 1/3 Y
7o . l’_f__] /3 - fm/3 n/ )m/o .
2 [oTTQ 1 Z 0
(57b)
3 tp+3)/3 P Lpt1 173 . 13 p+3 -
[ETQ’J L") ("7 e m, e .p)

I(GO, pl est donne par les formules (t1a) et (41b).

111) Expression du majorant de 1 erreur induite par 1 approximation de

18 vadeyr de m-

i

On obtient en effet un tel majorant en vemplacant m, par m,v, o
Vy €St Lla vilesse reiative maximale pOssiblie au cours . d'un  choc enire
deux partlicules (lorsqu elles <o choquent  tangentiellement). Pour

simplifier, on prendra un majorant de Vy . que 1'on trouve en calculant



la vitesse relative maximale de choc entre particules

de 17 on trouve

I-eff’

surevalue

Avec la valeur de m appendice I11.8,

a x

revient a definir une valeur de [ effective, 10°

que celle de (54b). En  falt, ce majorant

l'erreur, d'une part parce que v, est trés surevalué

1

partie des collisions, et ‘autre part parce que

de

fols

pour

seule

plus grande

tres largement
la majeure

une  infime

fraction des chocs entre les particules se fait avec la vitesse relative
Vy -

La procedure de calcul de ce majorant est alors la suivante:
1) Pour une valeur de m donnée, on calcule m/pri et  on cherche la
valeur m  telle que m /[ = m/Fef;,
11) Un majorant de (a{/ﬂt)erz(m) est alors (9+/8¢) lﬁ(m'}.(m/m\,‘r“qo {oh

e r

a une majoration supplémentairve du fait que  l'on devrait prendre la
quantite a definie par (53b) égale a | alors qu'aon a toujours a > 1),

Le calcul du majorant ainsi obtenu a 1 aide des resultats de
1 appendice TI1.8 montre que 1 erreur est toujours negligeable.
II.3.4 Réesumé des principales équations:

La variation temporelle de la fonction de distribution en taille
est la somme de quatre conbributions:

a¢ - A AF . - Ay S Ar
oty oo R A R AN (o)
Iaat S R A i - AL ey LAy JP)’2 o

(6f/£t)er est entievement definy par [29) (42) et e tabhleau
{TH). Les quantites ntervenant  dans (42) sont prévisees pat les
equations (3IA) a (41} incluses.

(af/ﬁt)ac] est donne par (26), (44}, (45) et (T2}

(Or/3t) L par (55) a4 [57) . (fin). (Seh) et {41

L



(OF/0) L par (47), (44) ot (T3).
Dans Ces expressions, Mo 0oest plus la masse redurte mar:z  la nlus
i

petite des deux masses en collision.

Il1.3.5 Préesentation des résultats:

On pourrait resocudre analytiquement de maniére approchée I egquaticon
{98} avec 2f/3t = 0, en cherohant  a priori f sous la forme d une

fonction purssance par morceaux. Toutefois, la gquantite d'intégrales 2

._,
-
T
3
&
et
D

culer est assez decourageante, et 7'ai prefere programmer

de droxte de (98) en wvue d'une résolution NUMEYT Lojle
Complte-tenu des discussions des sections antérieures sur les ordres
de grandeur de m, at My la programmation a eéte faite dans le cas

My, > Bm. (rq >o2v ), Gui  est le plus probable. Comme & ¢ 1, ceci
o & N

3
correspond egalement au cas (1 « &) mo < omy des tableaux (71}, T(2) et

Liequation (56} a 2té discrétisée sur une cinguantaine de points

réepartis logarithmiquement entre m et LR Typiquement. 7 al choyisi
m_ . ~ 1 ocm et m «“ 50m. Le choix du nombre de points et de m {les
min ma x max

deux gquestions sont liées) est un compromls entre la preécision du calcul

2t le temps calcul nécessaire a 1'évaluation du memhre de droite de

[S2}
o
=
W
wi
~
o
oy
et
n

Al s
reacl

Gvec 100 et 150 points montrent gque

wy

préecicion du caloul des differents termes est de 1 ardre de 207 pour le

ce modéle.

ot
-
-
iy
[0}
-

20 polints chaolsis, ce gquil est suffisant pour les ohjec

Les integrales sont calculeés par o la methode des trapezes; celle-cl a été

retenue en raison de sa rapidite parce que 1a perte de procision v s

a-vis ode methodes  plus  performantes  est assers faihle pour La
c L P - B

Socalruler a catse do 1integrale double  (1e nombrre  diopevations  eat

N 0 .
proportionnel a nt o oou on oest Le nombre de points de discretisalion, alors

quil est proporiionn a n  seulement pour  les  autres tevmes) . LA

sotooblenue par o un saus-orogramms utrlisant un developpement

de Taylor sur trois points. Rien Qe e caloul 01 PrECLs a1 avdye



deux du developpement, la précision finale esf  escentiellement limitoe

par le faible nombre de points de discrétisalicn  {1a precision  des
derivations numeriques est malheureusement plus mauvaise que celle des
integrations) .

solution  statlonnaire de (58)

-
eyl

Une recherche numérigue de
comparte plusleurs phases:
1} On cherche d abord une solution approchee en caloulant le membre de

probleme, les fonctions

T

gauche a partivr de faonctions d'essai. Pour notr

d'essal sont des fonctions puissance du type flm} « m™ % pour toute

valeur de m, ou bien f{m) « m % pour m < m, et fim}) = m ' pour m > mg -

b
i1) En prenant comme point de départ la meilleure fopction abtenue par
la methode precédente, on peut chercher & résoudre par une methode

1terative 1 équation (58): on remplace celles-c3 un  systeme de n

ot
w
AW
-

equations (non-lineaires) & n inconnues, oo n est le pombre de points de

discretisation, et les inconnues lss n valeurs de f{m) en «ces points,

W

que 1 on résout par exemple par une methode de Newton-Raphson.
111} Si les fonctions d'essai ne sont pas suffisament “proches” de 1la

colution pour permettre la convergence de 1'algorithme utilise, ocnooa

i)

toujours 1a npossibilité de faire évolusr (58) en temps  pour s

"rapprocher” de la distribution d équilibre.

En fait seule la premiére étape a eté reéailses, car elle monire que

o

la distribution stationnaire dans le cas gqui nous 1nteresse (& << 1) &gt

fres differente de la distribution des  anneaux. J'a1 caloule  les

differents termes pour £lm) = m 3 ayec T O A A e 873 {501t
~ IS

=) P R A g - - R - o v - C ~

des distribulions en vayon e IR JAatviant for ot v RER

sauls d une unité de I'exposant de puissance), el pour quelques valeurs

e O cumprises entre 1L oL 00 . R e Leiie i Ldaddas Lws U dile s
L5/ Ca

dans le cas flm) « m - pour m omg et Flm) = m % paur  om > My avec
q = 2, 7/3, 8/3 et pour les mémes valeuvs de &

Tous ces calculs donnent des résultats analogues. Le dernier type
e e ) - A G- o n - e an 3 . o
de resultat est presente en appendice B poagg N R Too= m et

- _ L 3 . 4

Ty = %om, = 10 p - 1.5, ay, ¢ S/ g DTS og/omt R sy akinT s
s B h

= 0.3 mm/s. On Lrouve successivement on Ligne pour chacunes des valeurs



de g: le vrayon des particules on metres, lLa masse corvrespondante en kg,

la valeur de la fonclion de distribution en rayon pour le  rayon

considéré, la wvaleur de 1a fonction de distribution en masse, les

valeurs de (3f/3t) . {3F/3t) + LOF/0t) . lOof/at) . la somme de
erl ac ac? er 2

ces differents termes. La fonciion de distribution est normalisee pour

correspondre approximativement aux données [c 2. 1), quil =ont  en

nombre de particules par mz de surface des anneaux et par m de rayon des
partircules.
Icl la fonction de distribution est donnée en nombre de particules

particules) ou kg {ma

v

par m3 {volume des anneaux) et par m (rayaon de
des particules), en normalisant 1'épaisseur des anneaux 4 un metre; pour
obtenir la fonction de distyibution “reelle” 11l faul diviser les

r -

valeurs de f par 1 épaisseur des anteaux. De  meme, les valeurs des

seur des anneaux au carre (les

W

termes dolvent etre divisées par 1 épai

QD

differents termes de (58) dépendent tous quadratiguement de f pulsque
1'on a considéré des collisions binalres).

On a somme les deux termes d accréetion car comme le premier est nul
pour les petits rayvons de particules, le second nul pour les grands

rayons, et les deux nuls simultanément pour les rayons 1intermédialres,

on  peut alsément 1

rconnattre  leurs contributions. Remarquons gue

l'annulation de (af/at)acﬁ( de meme gue celle de (Bf/bt)erq pour les
< = <

grandes valeurs des rayons des particules sont des artefacts de calcul

Pt
T
fol
m
U
—
T
&
pe
-

liés & la valeur relativement modeste de m A

aveo des valeurs plus grandes (10 et 100 fouis plus) guil montrent que les

resultats sont asser peu affectes par 1e cholx de Jla voupure: bien sur
les termes d accrétion et d érasion en guestion ne s annullent plus pout
[ o -~ o PRI P N Ty ~ cmn e N R s N - - ¢
L meme 2 Vaieur s i oy O Gey particules, i Ly O ne thange

pratiquement pas 1 importance relatlive des Lermes nL leur ordre de

Les resultats presentes dans Yappendice B montrent que les termes

daccretion sant partout tres Largement  dominant devant les termes
d'érasion, et que les fonctions  d essal sunt loin  de  la solutyion

dequrlinbre: Gnoovolt o que ces fuonctions o esaan dnivent =G ey



rapidement  de manierve 4 redulre faortement le nombre  de petites
particules au profit des plus  grandes: Tes temps caracteristiques
d'evolution f/(30f/81) gque 1 on peul calculer a 1 aide des résultats de

1l appendice sont tous 1nferieurs ou trés inféerieurs a 1 année. Cetfe

ration temporelle de (58) que 7 az

tendance est confirmee par une int

Stoer). Cette

llement realisée [avec 1'algorithme de Bulirsch et

~t+
T

snoa malheureusement du etre arretee au hout de quelgues pas d

car elle étalt beaucoup trop couteuse en temps calcul. Cependant,
elle montrait clairement wune disparition rapide des plus pefites

particules, et une distribution de grandes particules “plate”, voire

»

crorssante (er fonctlon de leur rayon) totalement incompatible avec la

observations.

La caonclusion de ces quelques calculs est que le modéle de quasi

spheres dures ne peut pas rendre compte de la répartition en taille des
particules dans les anneaux, a  moins d augmenter de maniere

invraisemblable 1 efficatclte des mecanismes d'erosion. Dans un tel
médéle, la distribution actuelle des anneaux devrait evoluer tres
rapidement (sur des echelles de temps inférieures a ou de 1 ordre de
l'annee) vers une distribution ne comportant que de grandes particules,

incompatible avec les abservations.

Notons que cette situation est encore aggravee 51 les particules
ent la possibilité de "conller”  entre elles au  cours des collisions
fcatte possibllite augmente 1 afficarite des proce diaceretion) .

o
i
T

La sectron IL.4 est consacrés a1 élaboration o un  modele

2st de resoudie ©e prohleme.



II.4 SECOND MODELE:

II.4.1 Introduction:

Le modele que 1l hypothése & << 1 n'est treés
vralsemblablement pas réalisée dans les anneaux de Saturne. Ceci est

coherent avec 1 expression (5S¢ qul prévait des valeurs beauvcoup olus

grandes de & {quelques diziémes o unité) de 1 anneau £ & 1 anneau A nour

des valeurs ralsonables de la densite des particules lentre 0.5 et 1
\““—»»—_,, e

3 .
g/cm’ ). De plus, 1 argument suivant permet G Ccomprendrs  comment le

probleme posé par le précedent modele peut &tre résoluy:
Considérons une particule de masse m ° mi donnee . La plus grande

Mmasse que cette particule peut accréter au  cours d' une collisiaon est

-

STm. Or, on oa vu dans la section IT.1 qu - une )3
nlest que tres faiblement liée (& la limite non liee) & la particule

accretante. On s'attend donec a ce que la particule accrétée pulsse eétre

facllement arrachée au raours d un choc ultérieur, meme ER! la vitesse
velative du choc n'est que de 1 urdre de o T1 2lagit 13 d'un processus
Tdierosion”  considevablement plus  eiiitcace que celul du mode Le
precedent: la fraction de macse perdue au cours dune  collision peut
c

etre 107 fois plus grande. De  pilus, bien  gu une augmentation de  la
valeuy de O entraine une effilcacite arcrue  dee processus A4 acorelion,
tes evpressions de (01/0t) et BE/3t) L montrent que (347300 . V=
ceorlre dau o aueopriment e (Z")u,u}&_)a(,) B A O N I T N T S PRI
CoEsperer qua les deux btaymes, qul sont de slynes contralves, fYinitreont par

/ Seocompensey mutuellement .
Le bul des sections suivantes ect donc e vedofinar e modele
derasyon et (e delerminer la maniere dort les differents Termeas

dortvent etre modifies .



II.4.2 Modele d érosion:

Comme dans le modéle précédent, 11 faut définir 3 la folrs la masse

totale éjectée au cours d'un choc et la repartition des éjections.

Le deuxiéme point est le plus simple a2 résoudre. Les arguments
développés dans 1 introduction indiquent que les particules ejectées au
cours d'une collision sont en fait des particules précédemment accrétées
Par les particules qui subissent 1la collision. Cette remarque entraine
les deux conclusians suivantes:

i) Les particules dont la masse est plus petite gque m_ ne peuvent pas
etre erodée selon ce meécanisme, puisqu'elles ne peuvent pas accreter
d'autres particules. Elles restent toutefols soumises auy type d'érosion
du premler modele.

i1) La distribution des particules ejectées est necessairement
proportionnelle a la distribution des particules f(m), au  moins en

régime stationnaire.

Examinens maintenant 1le premier point. La masse éjectée Me etait

liée gravitationnellement avant le choc  aux particules entrant en

collision. L'énergie de liaisan est une eénergie gravitationnelle
effective, qui est donc proportionnelle 3 Me. Par ailleurs, 1 'énergie
disponible au cours du choc est uvrz ou poest la masse reduite. 0On a
donc de bonnes raisons de penser que, comme dans le modéle précedent, on

a M o« pvrq avec g « 2. Posons donc:

2



11 reste a definir la constante de proportionaliteé FP. Pour cela,

nous allons considérer un cas particulier. Soient m, et m, les deux

masses en collision (m2 > mx). Comme precédemment, approximons g par m

et considerons une collision de vitesse relative egale a «c. La plus

1

-
grande des masses ejectées au cours de la collision est m (m, < & m, ).

M 4
On pose de nouveau, pour les mémes raisons gue celles exposées au
IT.2.4.5, 6), et en fonction des remargues précédentes sur la

distribution des éjections:

ou g{m) est naturellement 1a quantite intervenant dans {(31), et o celle
definie en (53b) {cette quantité est réintroduite icl pour la méme
raison que dans le modéle précédent)

Pour simplifier la discussion, posons flmj « m ® avec s «» 5/3 (soit

une distribution en puissance -3 du rayon des particules). L'effet de
ctette approximatlon sera discuté a la fin de cette section. On  abtient
alors, pour une collision de vitesse relative «
Moo= m /(2 s) =T " oq (61}
e M 2 1

Pour continuer, nous avons besoln d'une hypothese sur la valeur du
rapport mM/m1. Nous ne disposons malheureusement que de tres peu
d indices, et force est de constater que le «choix est plus ou moins
arbitraire. Tout au plus pouvons-nous faire la remarque sulvante.

La valeur de la plus grande masse accretee par m, ou m, est & m
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Cette valeur est également la masse de la plus  grande particule qui

pursse etre ejectée au cours du  choc. La wvaleur de & est tres
certalnement inférieure a sa valeur Llimite {5¢), pour laquelle wune
particule de masse 63m2 n'est gque marginalement liée a la particule de
masse my - I1 parailtrait donc surprenant qu’un choc de la masse m, avec
une particule de masse m << 63m2 condulse a une &rosion  ou m, = 53m2,
Reciproquement, vela parait vraisemblable si m 55 Ggm?A

Néanmoins, cet argument est assez faible, et Justifie peu (voire

pas du tout) 1l'hypothese suivante: nous supposerons gqu une particule de

a2 - .
masse m, = m, est necessalre pour avolr My = me2“ On wverifie alors
. ol
facilement que pour toute valeur de me <om, nw/m, = §”
& i
Pour éventuellement examiner 1 ' influence de cette hypotheéese, nous
allons en fait poser:
3
mo/m = 9§ (62)
H 1
Une formulation équivalente de (61) est: m, = 63m1 au  cours d'un
choc entre i, et m1/n (m, > m1/n)A
A l'aide de (B1) et {62), nous obtenons finalement:
-
r,\
8]
ooz ——— (863)
o )
{2 sict

Remavquons qu une variation de n dans (671 eot equivalente  a  une

variation de & (une incertitude d'un ordro do grandeur cur n corraspond

a un racteur deudx sur o). FPar arlleurs. oan conscat. gue | N pour [
@ ]
o o
i p

compris entre 107 et 10 °, ¢ est-a-dire que ce second modele redonne le



t - 3

premier pour les valeurs de & du premior mode le

c/A
Pour clore cette section. ewaminons Dapproxamation  f(m) « m °/°

. - . . : -5/3
faite plus haut. En fait, f(m) doit decroitre plus vite que m pour
m > mg. et de ce falt [60) surestime la production de particules d une

masse m donnee quelcongque au cours de chocs entre particules de masses

gligeable pour les petites

T

superieures a mo. La surestimation est n

particules (m < m,) du fait méme de 1la decroissance rapide de {f{m) (cf

post

ponderation par fim Jflm, ) dans (32} ). car ces particules sont en quasi

totalite produites par des collisions entre particules de masses
inférieures a m,. La surestimation du nombre de grandes particules n est

g
pPas importante car le terme en cause ([  {(Af/dt) .50 est rnégligeable
€ s

devant les autres termes (voir plus bas les réesultats de ce modele) .

Lexpression de Me est formellement la meme que dans le modele
precédent, et donc on pourralt <rolre que les expressions des deuwx
t

ermes d ' érosian vont a priori etre peu modifiée

i

. celle des termes

[%]

d'accrétion ne changeant pas. Cependant . deux des conditions qui étaient
satisfaites dans le premier modéle ne le sont plus maintenant:

i) M, n'est plus negligeable devant les masses des deux particules en
collision (il peut méme devenir plus grand lors de collisions entre

particules avec des vitesses relatives supérieures & o). Les EXpression

w

{59) et (62) ne sont alors plus valables.

i1} De  ce  faii. 13 separalion des  colli-ions  avec aecretion  des

-

collision: aveco érosion nlest plus aussi netto Que Ce qui ect indiqué
la fin de 13 section I1.2. 2

On resout la premiére difficulte en limitant 1a valeur de M 3 ine
vdleur Limiie ML‘ NOUS avons 1da eacu.o nesoin o une NYypoiiiese permercant
de définir cette valeur Timite. On peut au moins obtenir un ordre de
grandeur raisonable de 1la facon sulvante. Le modéle gque 1 an considere
1ci wmplique plus ou moins nécessairement que  les  particules pouvant

acereter sont en fagt constituees  d iy

© Ayt ioule centrale  monobloc
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canstituant en guelque sorte un noyau, entouré d'une “couche” de
particules accriétée au cours des diverses collisions qu’'a subie le corps
central. Cette couche, dont 1 épaisseur est de 1 ordre de &t ol 1 est le
rayon du corps central, représente la masse maximale qul pulsse etre

arrachee au cours d'une collision. On ftrouve donc:

ML = Esupim,u) (B4a)
(1t 8y 1
Ry U [ '
; 3
(1 + &)

ou m est la masse érodée.

Occupons-nous mailntenant de la deuxieme difflculté. Celle-ci n est

pas levee par la limitation de Me car on peut encore avoir M, plus grand

L

que la plus petite des deux masses en collision. Une maniére simple de

@

tourner le probléme est la suivante: si g désigne la plus petite des
deux masses en collision, an consideéerera qu 1l Yy a accrétion  sans
érosion lorsque M < p, et érosion sans accrétion dans le cas contraire

{cette approximation #3t correcte & un facteur de 1l ordre de deux prés).

I1 ne nous reste plus qu’a recalculer chacun des guatre termes de

1 éguation (58} dans 1 optique des paragraphss precedent

Dans toute la
suite, on se place dans le rcas ", > 8m_, gui est le seul A avolr  ete
i

2tudie dans chacun des deux modéles .

I7.4.3.1 Calcul de (3F/8¢), =

La discussion du paragraphe precedent montre gque seule 1 expression
(64b) doit étre changeée dans le cas o oMo Comme  dans  le modéle
precedent (et de manisere plus  pousses)

TUal 0 vésolu numeriquement



[a%]
o
no

l'équation finals. De maniére & modifier aussl peu que possible  le
programme deja ecrit, J'al procédé de la facon suivante.

On déefinit X1 par:

0
M x;‘ = infim, p) (65a)
e

¢ 1 1/3 .
MS = . [ Zig ]q/3 [ % ]q {m /3 + oy / )9 inf{m,u) {65h)

. D , L . . v
ou Me est la masse maximale éjectée . au  cours d une collision _entre.

particules de masse m et p (on vérifie que pour p < &'m, comme ¢ est le

cas ici, 1'expression (65b) est plus petite que (64) ).

On en tire:

2 - .4 1/q m”3
0 0
X1 = [ I } *?71—**—77;; (66)
57N mT s i

ou 1l'on a exprime @ l'alde de (63) et c en fonction de my
La possibilite Me > §oest  equivalente a ><1 1. O0n considerera

simplement que dans ce cas, 11 n'y a pas accretion. lUn calcul rdentique

0 GuIoa eld Tavt o daps le premier modele donne alors:



: 14273 /1 ! 173
J2 = [ Z;FE ] me (nm fom I m i
(67a)
Q 173 1/3 .3
ng {m tHd ) osin 0 s1 X1 z 1
2 2/3 /3 /3 173
3= ——— ] T pe (m +om / ) m /3 +
2 tup 0
(67h)
Q 1/3 1/3 3 :
= (m / ST /)) (sin O sin 9 ) si X <1
2np 1 1
o0 1 est la quantité préalablement définie en (44b}, sin@, la quantité
hablituelle, et ou 1 on a pose:
. 1/2
sinB = (1 - X)) /2 (68)
Le test sur ><,I est effectué dans le programme.
En résume, (6f/b‘t)ac1 est maintenant donneé par (26}, (hba). (66,
167), (68), (45) et (T2).
IT.4.3.2 Calcul de {Bffat}aczi
Le  calcul  wvient d'etre  fait  pour (GF/Bt)av,. Ce terme Pt
maintenant donné par (47) Pobal) (B6), (67). (6B), =t {(T3). (Notrans Gue

X1 25t osymétrigue en m et g et que 1echange des roles dec  deux macoes

ne change pas (68



II.4.3.3 Calcul de (af/atLerti

Deux cas sont a distlnguer: m < mooetom > mo .

Pour m <« m_ . les particules n'accrétent pas, et leur type d'érosion

est celul du premier modéle. lLe calcul fait alors est encore valable.

Pour m > m_. l'érosion est celle discutée ci-dessus.

Lorsque les deux particules en collision (de macsses m et 1) sont

telles que m /3 u1/3 < mD”3 {c'est-a-dire dans le cas ro <ry du
calcul de ﬁer du  premier modele}, 1 inteégrand 31 de {38) est
formellement correct: 1)l suffit de remplacer Y, par Fg et p-par- d§7  0On
pose donc:
3 2/3 1. 13 173 .2
3, 0= [ o ] ret infmoy T alm,p) {m 5 ¥ / ) flu,t) {63)
g + J e

Dans le cas contraire, il faut étendre le domaine d'intégration de
m, . a (mmin, mmaK] pour inclure les collisions o0 p < 5 m ou > m/(S3

condulsent a une eérosion.

On definit une nouvelle guantiteé X2 par:

MooxD =M (70a)

ou MeD est la quantite définie au I17.4.3.1, et M celle  1ntrodulte au
début du I1.4.3

A 1l aide de (64) et (BSh). on aobtient -



1/3
-2 - qO inflm,y) 71/q m
X = % —
2 3 1/13 1/2
&' n sup{m,y) m + U
Nous pouvons maintenant recalculer la quantité définie en (40).
calcul est similaire a celul fait alors et améne a envisager deux
cas
1]y < 63m ou u > m/(’ﬁ‘?:
On wverifie facilement que dans ce cas 1 1négalite X, X,
toujours satisfalte. L intégration donne alors:
Jz, = 0 s1 1 X( g >(:
, 3 lg+31/3; Q qq+1 T3 1/3 q+3 .
j,4 = [TEQ} gA ?} (m Y ) ;"P«,x(n’;,p)lnf(m,u)f(u)I(
51 > S 1 20X
3 {q+31 /7 %) + 1/ /3
R e N AT, j
4 b 2
ot gy - 1, g0y %Y san’e 13 |
1 X, X i
ouosrnlest défing par (A8 et aue.

(70L)

Le

SOuU-
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—
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sin@_ = (1 - X
2

I{0.g) est la fonction définie en (41).

iil 8%m <y < 'ms83

Seul X2 intervient:

3 2/3 q+1 . 173 1/3 173
J = — e mnflm py) T alm,u m + m flu. t) +
. [MQ] o (mow) T atm,u) o b m (p.t)
I 40qe3 /3 Q 3q+1 173 1/3 . q+3 . .
A —_— - m + Folm,glinfim,u)f (e ., ql
[ e L5 1% TR oy LI g
s1 1 € X {73a)
2
3 273 1/3 173 1/2
J4 = L ;7a5 ] TR inf{m,u) Fﬂu(rv gl o(m o ) mU/ flu,t) +
3 { 3173 Q 1 173 1/73 i3
3 (,& } ar [ ]q+ {m o / d Foatm Mhinf {a, b iyl «
aMmG ?
r ; o 2 -
| TG HEE S ' b 1t .
U s P b
1 X 1 (71c)

] OO est le parametre habituel .
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Nous sommes maintenant en mesure d' écrire 1l expression finale de

m,, - Pour fixer les idées, nous allons nous placer dans 1 hypothése
3 . S .

(63/(1+6) )mO < m_ < mO/B, qul est la seule a avoir eté examinée (les

autres sont lalssées en exercice au lecteur courageux qul est parvenu

jusque la).

. ¢ m o< t’ § 3] . 'Uma 7 a (76a)
n < m < — n Toom = du a
min -1+ 8 {i er 1 L "
u
min
[ > ]3m Cm o< m m “C ). dp Um“J d (74b)
———— < < : H J.c + J
1+ 8 0 : e o 2
H H
min C
3 FUL max
m <m<m /{1 + §) m = J J_dy o+ 3 du (Tho)
c 0 er 3 |
H H
min C
3 . . ma x
m /(1 + 8} < m<m Toom = 3 odu (74d)
0 max er A
min
ou o 1 Mooy sont precises de (42a) 4 (420), booern (42g) J? et J2 en
{38} et (40) ), et JA cl-dessus de [B2) a4 (73)
Les tests sur les valeurs de Xy et X, sanl offectués aumerigquement.

Femarquons pour conclure que  pour m < m te  Lerme  devosion Aiis

: I P ot e . . T
B S Y Poallg oo vt gt ¥ S

repose sur le type d érusion du premier modele .

fr.4.3.3 Calcul de {af[at[er2;
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La discussion est assez similaire a celle de la section précédente.

Deux remarques permettent de simplifier les EXpressions:

. .. . . . X . . g
1} L érosion des particules de masses i1nferieures a m_ est environ 10

fols moins efficace que celle des particules de masses supérieures 2 mo.
On peut donc négliger la contribution des premieres aux intégrales, ce

qul allége sensiblement le calcul.
11) Le choix  fait en  (60) pour la fonctlon de distribution des
particules éjectées au cours d une érosion ainsi gue la contrainte (62)
montirent qu une masse m ne peut étre produite au cours d'un chaoc entre
deux particules de masses m, et . {m, ¢ m?) que 81 m, > M/t o
obtient alors le: expressions des nOuve;lgﬁﬂ bornes d'intégration en
remplacant m/% par m/ 8§
=

Compte-tenu de ces deux remarques, les éqguations (55a) et (55Dh)

deviennent:

. 3 3
T sup(m/& . &8 m ) {79a)
min
3 1
W, ® suplm |, 8" m_) {75h)
< = £

Les memes considerations que celles developpées pouy

bt

2 preminy

terme d'ercsion s appliguent. Les deux memes cas sont a distinguer:

l'intégrand J. " devient .
Fa

)



370 =0 51
3
30 - |* 3 ](q+31/3
3 bYamg
Sl
. [_J_J(q+3)/3
7 Lmg
g
I(e b e 0 s
A(Oz,q, X
avec les mémes définitions
.. 3 )
11) & m, < mg:
Seul XZ intervient:
Fo3 92/ 13
1N L Tre ] ne {m
3 fq+31/3 X
[0
= 4’“@ -
s10X,0»
Ia
. 3 1272 1/3
3 - - T m
3 [An@ j ( 1
r 3 fqe)/3 q
- G/
L éﬂg} I
.
10, .q) + x? sin’0.

(76a)
1/32 1/13 +3
(m m )1 {0 ,q)
5 1
(76b)
173 1/3 3
(m, m " [ 1te, g
s1 X 4 X < (76¢c)
b 4
1/3 + 3
+ m / 4 e gl
2 4]
(76d)
.
1/ 3 +73
mz/ e : ‘TOO a)
o (70}



ou OO et 91 ant toujours la meme significatian.

Il ne reste plus gqu'a écrire 1 expression finale du terme recherche

dans le cas qui nous intéresse (m < mU/B):
.

3
m . € m < b m /8
min i}
- Af 4 “mD/B (m2 Fim
{ — } = fim) dm_ F(mﬁ) l dm 3 B J; +
© 3t ez ‘ < L m‘f(ijm }
mind mint X
] il )
Hs Y flm ) 2 Fim, ) }
fim) {m_J)dm dm - y - dm, = ) l+
2 2 13 2 1 4 12 3 3
J J m (8 m ) b A m o f{a m) |
UZ minl l pé
rJnmax 'f‘mz {(m1)
f{m) dm_ fi{m_} i dm 3" (77a)
: ‘ j ;! 63m F’éjm } ’
J 2 [ [,
H, m/ & 1 1
l
3 3
&m /8< m € &m
0 max
[ 37 l mmax {‘m:‘ f(m‘,
"*" | = f{m} dm?f(m“) ! o} f?"_m‘Jz'* 3 (775)
dt er?2 J ) < J 3 I & m 05T m o ?
] m/h 1 1
min2
3
& m £ m € m
max max
r 3 3
f - f b
L 1,



avec J}”' defini par (57a), Jg"‘ par (76) et les bornes inférieures des
integrales par (75), et ou 1'on a pose.
g, o= (m”3 m1/3/ﬁ) (77e)
3 a
.- (3 IR 7
4 2
II.4.4 Presentation des résultats:

Le programme utilise est rcelul du modéle precedent, modifié  en
accord avec les nouvelles expressions  des différents termes de
1 équation. Les caracteristigues sont donc celles qul ont  eté exposées
dans la section I11.3.% tn particulier, le nombre de points de
discrétisation est & peuy pres le meme (52 1ci contre 50 auparavant); les
integrales sont toujours calculees par la methode des trapézes, et les
derivees par un algorithme sur trois polnts. Dew contraintes internes,
qu’ 1l serait un peu long d expaser, ne permobtent pas de répartim les
pornts de discréetisation reqgulierement sur tout le domaine (on  pourrait
soaffranchiv de cette contrainte  au detriment SE¥] temps caloulld; en
particulier, la densite de pownts autour de m est plus 1mportante que
Mo e Ee e wd GUMaahe de MdsSe. Lo Numore Le Wis g Woml L Ll unnaye
etant limlite f{essentiellement par des 1mperatifs de temps caloul, VOLY
plus bas), 11 n'est plus possible de prepdre mo Poom, male m o
maintenant compris entre 10 et 20 centimetres. Cecs n'a d ailleurs HE
P A incadence sur le yequltat Car les antegrales de borne afer ieure
e sent o convergentes en 0.



La recherche numérique de la solutlon comporte les memes etapes.

1} Recherche "3 la main” d une solution approchee:

J'a1 essaye le meme type de fonctions gue dans le premier modele
pour des valeurs de O comprises entre 0.1 et 0.5 Le meilleur résultat
a eté obtenu pour & = 0.4 et avec une fonction de distribution en 1 °
pour r < Ty et en r“e Dour rov L Ces resultats sont  dennes ern
appendice C. Les valeurs des autres paramétres sont les mémes que  dans
le modele precédent. On a de plus g = 2. et Fe = 2.10%.

~~—uLehpyem&€¥~$ﬁﬁi%&ﬂgﬂe“Yéﬁﬁlﬁatﬁ,fOﬂTDLIMﬁE:ﬁOUVEHU“é'”Cﬁaqué ligne:

i
Y

rayon des particules en métres, la masse correspondante  en kg, la
fonction de distribution en rayon, la fonction de distribution en masse,
les valeurs de T, = [0f/3t) ) T, o= (0473t . o+ (df/0t)

1 er 1 2 act ac?

T, = (ar/at>er2, T, = la somme de ces termes. Comme precéedemment, la

3 &

3
]

%

.
fonction de distribution 2st dannée en nombre de particules par m (de
volume des anneaux) et par m (de rayon des particules) ou kg (masse des
particules), avec une épaisseur des anneaux normalisée a un metre. Pour

r 2 r_ ., le premier terme d'accrétion domine asser vite la somme des deux
L

termes d'accrétion comme 1'indique le changement de signe.

Le deuxiéme tableau de tésultatb. donre les rapports TyoF T,/7,
vty
r, = Tq/Tq el ty = T./7,. Ces rapports permettent de comprendre  comment
i< < 3 hd
1'eéguilibre s'établit. Pour m << m. . on constate gque 1. et 1 sant  de

0

slgnes contraires, et plus grands que (voire tres grand devant) 1 unite

'

alors que U, est negligeable. Cecy tedique que dans ce domaine de mac

s
U

e

1 &quilibre ¢ établit par compensation mutuelle des deuxiemes termes

P TR I SO T 8 PP S SOYOS Ty Poee iU PEET I S gt w-u'\x,;\:; salyle g SO
m > My - 17 examen des resultats et un rarzonnement analogue montrent

gue 1'equilibre s'établit par compensation de la  somme des premiers

termes d erosion et daccretion Les polnts du veolsinage de Maay 00T un
3

comportement sensiblement  différent, qul  est en fait un probleme

purement numerique du i la caoupure brutale de certaines  intégrales en

mo=omo. Pour les valeurs de m My . on a wune  situation tntermedialire



ou tous les termes sont du meme ardre de grandeur.

11) Résolution numérique par une méthode itérative en partant de 1la

mellleure approximation de la solution obtenue par la premiere étape:

Apres discrétisation, la fonction continue f{m) est remplacée par
une tableau monodimensionnel de n inconnues F(ml) ou les m, sont les n
valeurs des masses retenues. En calculant les integrales par la méthode
des trapézes et les dérivations par un développement de Taylor, on
femplace 1'éguation intégro-différentielle fondamentale du probleme en
ceeocUnosysteme de.on équations algébriques nan-timéaires i n inconnues fim 1,
a second membre nul car on ne s intéresse qu’au probléme stationnaire.
La resolution de ce systéme par une méthode itérative standard souléve
deux difficultés:
1) Les différents termes de notre equatlion sont quadratiques par rapport
a f. De plus, f décroit relativement vite pour les grandes valeurs de m,
de sorte que le poids des derniéres inconnues (correspondant aux plus
grandes valeurs des paramétres mi) dans 1l'algorithme de résolution est
tres falble: on obtient généralement des valeurs correctes pour les
premiéres inconnues, et des valeurs plus ou moins fantaisistes pour les
dernieres.
11} Une solution particuliére {et particuliérement 1nintéressante) de
notre équation est f{m) = 0. Par ailleurs, si f(m) est =wolution, off{m)
sera egalement solution. Or, dans la quasi-totalite des algorithmes de
yésolution de svstemes algebrigues, on cherche la solution en minimisant

la somme des carrés des premiers membres du systeme d équation. I1 est

alors les premiers membres sont tous nuls), et tout algerithme glisse
naturellement vers cette solution en remplacant f par of avec a tendant

vers zZero.

La premiere difficulté est resolue en utilisant comme  varlables

f/fa au lieu de f., ou FU est la fonction d'essai. ce qui revient a



narmaliser les 1n connues no Ui,
1

La seconde diffliculte est eliminee a 1 alde de 1 astuce suivante.

Au lieu de résoudre 1'équation:

fon]

lsomme des termes) =

resolvons 1'équation:

{somme des termes)

'(§gm@ﬁ des valeurs absolues des termes)

Comme 1'éguilibre est obtenu par compensation mutuelle des
différents termes, le dénominateur n' est Jamais  nul. Par ailleurs,
l'algorithme n'a plus tendance a converger VEeTs la solution
1dentiquement nulle, puisque s 11 réduit f, 11 réduit le numérateur et
}e denominateur dans les mémes proportions (Si on remplace f par uof,
numerateur et denominateur sont multipliés par o et le qguotient reste

inchangé) .

Dans 1 algorithme que ' ai Utilicé HYBRID; origine: MIT), 1la
cworrection est obtenue a chague 1tération par une combinaison linéaire
des methodes de la plus grande pente {pour la sureté de la convergence)

et de Newton-Raphson (pour 1la rapidite du calcul).

Le resultat de cette resolution numerigque est donne en appendice D.

E

L A N LT T I U G PR S N DS U I E I S [N
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C; les divers paramétres du modele ont naturellement les memes valeur
Comme précedemment {ou presque}, le premier tableau de résultats

fournit de aauveau a chague Ligne: le rayon des particules. la masse



correspondante, la fonction de distyibution en rayon, les  wvaleurs de
{3F/01) o {0f /0t BTt L UBF/AtY L et la  somme  de  ces
er 1 act ac? ey g

termes. La fonction de distribution est toujours donnée en nombre de
particules par m3 {de volume des anneaux) et par metre (rayon des
particules), avec une épaisseuyr des anneaux normalisee & un metre.

Les valeurs de la solution pour les deux ou trois premiere: et huit

i dix dernieres valeurs de flr) n ont aucune signification physique. Les

4

premieres valeurs sont biaisees d une part du falt de la coupure

inferieure des intégrales & moo. et d'autre part en raison  de

L influence extrémement locale des premieres inconnues sur le systeéme
total: on verifie en effet facilement que les premieres inconnues ont un

polds faible (convergence des intégrales en lorsqgue My, tend vers C) ou

{lorsgue les bornes des intégrales sont plus grandes que les masse

”

‘

des points de discretisation proches de mmin) sur l'ensemble du  sytéme
d'équations, les premiéres equations exceptées. L'algorithme choisit
donc une solution minimisant localement la narme des second membre des
fquations (résidus) de maniére compatible avec le choix de mo... Les
valeurs des derniéres inconnues sont elles completement forcees par la

coupure des intégrales en m ., dont 1'effet e fait principalement

max

v

ressentlir sur les dix derniéres équations.

La courbe f{r) est représentée sur la figure 2.8 (on a supprimé les
paints litigieux). L'irrégularité de 1la courbe me semble etre
principalement 1 effet du faible gchantillonnage {50 valeurs réparties

entre 102 et 109)

b
-

Ul 3 une double influence: d une part, 1 favorise

la tendance de l'algorithme & chaisir des minima “locaux”, et  dlautre

T

part, 11 anflue largement sur le caleul des derivatlions par rapport a la

Masse . En effet | celles-c1 se font 3 Vavde dune formule Sy trois
pointe aveco une estimation speriale nettement moins précise pour les
pulihs e dlienes | 0., G esastenoe  ue fone s s AUl us. s Uwoogue o«
repartir certains de ces points A L'intérieur du domaine de masse
{le programme sous sa forme actuelle n'est de toutes facons qu'un

programme-test, et Je n'ail pas cherche i optimiser ce genre de calculs).

Hotons gue 1 augmentation du nombre de  points ne  peut

N
T

faire

quiau détriment d'un aceroissement considerable du  temps  caleoul:  en



particules/m® volume / m rayon
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effet, le npombre d opeérations requis  pour  1'evaluation du systeme
. pd .o N

d equation est proportionnel a n° {n est le nombre d equations), a cause

de l'intégrale double du terme (df/8¢t) . a chague 1téeration,

1 algorithme évalue le Jjacobien du systeme et resout un systéme linéaire
dordre n, soit  n évaluatlons du systéms  au  mains: de plus, la
convergence demande epviron n lterations, solt  finalement un  temps
calcul global proportionnel a n au moins, ce qul  east tres vapidement
prohibitif. A titre indicatif, 1a convergence s est faite 1ci en 20 mn
d'unité centrale sur un CDC 390. Doubler le nombre de points multiplie

eur 15: 11 nous faudrait Sh30 de CDC 990 t

le temps calcul par un fac

Tl vaut mieux changer complétemant de methode de resolution, De  plus,

el

l'intéréet d une augmentation de la-¢ 5301 du-talcul est tout relatif,
puisque, comme Jje 1 ai mentionné dans l'introduction, ce modéle cherche
en premier lilieu & clarifler la maniére dont l'équilibre s établit plutat
qu’'a donner des résultats guantitatifs treées précis.

s de <cette courbe doilvent

0]
j¢7)

Plusieurs caractéristiques essentiell

Etre soulignées:

1) On aobserve nettement une coupure de 13 distribution en 1 - L

11) Les pentes sont a peu prés celles de la fonction d'essal, soit
. -3 ) -6

Flr) e pour r < r,, et fir) « r pour r > rg.

111) On n'ebserve aucune particularité au volsinage de 1 = T

vl La courbe peut étre approximes aver une honne DY par une

fonction puilssance par morceaux. Lapproximation la plus simple consiste

4 prendre  ssulement deux gAposants -3 el -6}, Une demi-douralne
N S osemble elre un nombre 1o DOy representer
cwurcectement la courbe.

La premiere de ces remarques donne confiance dans  l'efficarite du
i T PP o N . \ (SRR RN o . i i o
sreliminalire) . La  deuxiéme gpourrait étre tilisee  en Ve d une

resolution analytique approchés de 1 équation intéegro-différentielle de

depart. La derniére suggére qu'1l nest pas nécessaire A réesudre
numerIguement un systéme comportant aulant d Lnconnues . On Doty ralt S &
tontenter dlajuster par moindye  carres nOn-iineaires une fonction

T

pulssance par morceaux {les inconnues etant leos divers  exposanis). L



procaede serall beaucoup plus economique en temps calcul {on reduit d'un
facteur 10 le npombre d inconnues), ce qul permettrait o améliorer

considerablement la qguestion de 1 échantillonage.

Le deuxiéme tableau de reésultats de 1appendice 0 «concerne les

vitesses d érosion et daceretion des particules. On trouve
successivement en ligne Le rayon des particules, leurs masses, ﬁpr, ﬁac

Il est interessant de constater que pour 1 > oo on a mer o ﬁac' Ce
résultat n'est pas surprenant puisgue pour r >3 Yy l'équation se reduit
i ({)F/at)EM ; (i‘r?/?‘,‘/t)“,i D {les autres termes deviennent

-

rnegligeables). L interprétatlon quantitative est plus ambigue. S1 1on

excepte les dernieres valeurs, g3 nant  pas de sens physigue 1la
quantité m/(m m_ ) donne 17 ¢ de temps de variation de la masse
g7 R

onnees de 1 appendice, elle est de 1 ardre de

@
2]
[}

d'une particule. Aver 1

el pour une enalsseur

n

0 Jjours pour les valeurs de m supériedres a m

survie mayen

u
o
@

des anneaux de 10 m. Mais cela indigque-t-11 le temp:

d une particule, ou la precision  avec laguelle les derivations sont

effectuees 7

antila inpteres o ante du point de  vue des dchelles  de

temps ect le rapport {/fﬁf/ﬁt)a_v, quil indlgue le temps moyen au  bout

T

duguel une particule est accrété par une particule plus grande. Ce

temps caracteristique, n'est a priori pas trop dependant de la précision
du caloul, =t fournit un meilleur indicateur de T'ordre de  grandeur du

temps de vie d'une particule dennse. Ce temps varie entre une dizaine

dineures pour les  particoles Les  plus petites oL un  an pour  les
particules de vayon e 10 m tochorst une epaissaur des 1neaux e
0 om)

e conclusinn de cette nmerite atyde ncr que A Conta faoara gicune

particule ne peut survivree individuellement sur de longues pohelles de

temps .

Fnoconclusion, somarguons gque 1 1dentification de o aveo le rvayon

de coupure supérieure de la distribution permet d obtenir la valeur de

La dispersion de

Coen differaentes positians des annedux. 01 a en



et

m
o
=
o
-

effet ¢ = rDQ/ZV En utilisant les valeurs de [ deduites par
2l. [8] a 1l'aide des données d occultation radio des anneaux oblenues
par Voyager, on trouve le tableau sulvant de valeurs de c. La premiere
colonne donne la position: C pour 1'anneau . €D pour la division de
Cassini, A pour l'anneau A; le: lettres sont sulvies de la distance & la
planete exprimées en rayons planétaires {le rayon de Saturne est de 60

330 km) .

position c en 10 m/s
C 1 5 6.0
C 1.51 2.7 - 5.9

S
"
(=23

> > P I
[N 6 R S I )
- -
[aw B oS
N~ L0l
N

Ces estimations souffrent de plusieurs incertitudes d 'origine
differentes, difficiles 3 chiffrer:
1) Dans ce modeéele, c désigne la dispersion de vitesse relative, et non
pas dirvectement la dispersion de vitesse danrs les anneaux .
11} On a supposé c 1ndependant de la masse des particules.
111) La détermination par Zebker et al. du rayon de coupure n'est pas
precise a mieux de 507 {Tyler, communication personnelle).

Noaonmoins, ces estimations suggervent deuy rommentaires:
1) Les régions de “faible” profondeur optigue (anneau C, division de
Coaliania SERLLEGL AVoL: uhe dispelsson Ge vitesse plus glaade Gue  dans
les regions de profondeur optigue plus importante lanneau A partie
exterieure exceptée). On peut volr la une confirmation de la relation
e{t) due a Goldreich et Tremaine [101: a 1 égquilinre, r eut une fonction
Crolssante de 1, comme e est egalement fonction de ¢ decrolssante pour

les materiaux usuels, ¢ doit etre a 1 éguilibre une fonction



décroissante de 1.

i1} La croissance de ¢ lorsqu on 5 approche

du

bord

extérieur

de

1'anneau A peut étre cause par un taux de perturbations plus fort de ces

regions, di & 1'action des satellites de Saturne.



II.5 DISCUSSION ET PERSPECTIVES:

La demarche generale et les conclusions essentielles de cetfe
peuvent etre resumees de la manleéere sulvante.

Le mecanisme d érosion presenté dans la section [1.3 est en qu
rorie  un mecanisme  dérosion  “minimal”  (les taux dlerosion
particules au cours des collisg s0nt au  moins Drévus_ _par  ce
mecanisme) . Ce mecanisme prevoit une disparition rapidé de§ : s,
sur des périodes de 1 ovdre de 100 000 ans. Il est danc néces
d'envisager des processus d accretion pour rendre compte de

ctuelle des particules dans les anneaux.

envisage est lul aussi sous ¢
5ens que meme en 1 absence

particule

la gravité zu moins demeudre

particules entre elles.

montre qu'1l est impossibl
comme des spheres dures, meme dans un sen
bien que "minlmale” est trop efficace et
anneaux sur des echelles de temps de 1 or
second maedele un mecanisme “derosinn” ur

resoudre le probleme d échelle de temps s

o ol Ab oy e i ed v tian ok
rencontree dans les anneadx, mals dans
survivent individuellement que pendant de
Papproche ce modele de celul des DERs {22
deux points essentiesls:

i) Le mecanisme creant la Coupure superil
totalement differoent En particulie: dan

(collage,  fri

Aver ces

:rtains  aspects
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de toute force
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deux
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5 ey

peul exlster de particules de taille superieule au rayon de coupudre, ce
Qul n'est pas le cas ici.

i1) Dans le modéle des DEBs, les aggregats ne peuvent que croitre
Jusqgu’'a  leur destruction complete. Dans le modéle présenté i1¢L,

1'evolution de la taille des plus grandes particules est controlée par

la quantite ﬁay - ﬁac, qul peut etre positive ou negative, conduisant a

une croissance ou une diminution de la taille des particules concernees .

Le modele dans sa forme actuelle pose des problemes qui peuvent
eftre groupés en deoux catégories: les problemes techniques, et  les

problemes "conceptuels” .

Mis a part toutes les juestions d‘éCﬂHﬂtiﬁiUﬁﬁHﬁ?m’fUii;QﬂiHWELi'7'
P g ,

saulevées dans la tion precédente, deux points me semblent entrer

[

e

Y

dans la premiére catégorie.

1) Il n'est pas absolument certain que la solution numérique que Jax

m

obtenue soit une solution d equilibre, méme si cela parall trég
vrarsemblable. L algorithme peut avoir trouve un  minimum local du
systeme d équatians, gu'il a pris pour wune solution. Une maniere de
s'assurer de cette question serait de laisser evoluer en temps 1la
solution trouvée.

11} La formulation mathematique de 1'éguation, qui est assex adaptée

dans le premier modéle, 1 est meins dans le second, car la varlatiaon de

masse d'une particule au cour- d'une  callision peut etre assez
tmportante. En particulier les expressions de (c%”/ﬁt)el,i et {ﬁf/@t)ac1
ne sanl peut-etre plus trés adaptee {(les concepts de vilouses d érosion
sbod aceretion pour la masse d'une partlouie ne sonl valides que 51 1a
Masse varie asser lentement au coure dog collisions). Toutefois, 1l ne
R S I R T T A T PR L LAY S0 i o s
Alnombre des problémes conceptuels, e Ne  mentionneral que le

probleme suivant .

Dans le modéle presente au IT 4, les particules de masse 1nferieure

i m( nlacorétent Ppas mars pav contre sont erodees SOL o le  mecanismoe
disdnute dans le premier models La question posée est done celle de  la

SUrvie a lang feyme de ces particules let de la distraibution). Leurs



“disparaitions” | si elles sont accretees, ou Capparitions’, s1 elles sont
produites lors d'une erosion ne changent rien au probleme puisque les
particules produites sont celles précédemment accrétées. On peut avancer

plusieurs arguments pour repondre 2 cett

¥
D

guestion:
1) Les auteurs de [22] considérent que le processus d &rosion  en  cause

Y, Sa  presence  meme

-

st auto-limité: une fols qu'un régelithe est form

7

empeche toute erosion ultérieure. J1 ne s agit toutefois que d une
estimation qualitative, et a priori non Jjustifiée.

11} On pourrait envisager le scénaric suivant: le nombre de particules

1

de masse m a dm preés reste constant car 1 érosion fait entrer autani de

particules dans la tranche dm gqu'elle n'en fait scrtir fore fait

de ces particules au cours des collisions). La distribution serait alors

globalement en équilibre, a 1 exception des plus grandes particules
fdisons de la taille du kilométre), qui elles peuvent survivre beaucoup
plus longtemps a 1 'érosion que les particules de 1 'ordre du metre. La
gquestion est alors de savolr si 1l exposant de puissance de la

distribution est le bon. A titre indicatif, le premier terme d'érosion

(2]

s annulle pour une distribution proportionnelle a 1 et pour des
collisions se falsant to;tes a la méme vitesse relative [41], ce gqul est
plutot défavorable. De toutes facons, méme si 1'on fait abstraction de
cette question, 1l application aux anneaux n est pas eévidente: comment
cambiner Ce processus avec ceux de la section precedente pour  retrouver
la "bonne” distribution ? Cela suppose-t-il de développer un modéle
tenant compte de la structure et de 1 histoire des particules 7 Le
développement o un tel modele est-id possible ?

111 bLe fait gue les particules de masse m - ne peuvent pas acoreter
OGO gU e S G iy T LIP3 SIS LI Ti N R T
collrisaons se font toutes avel la meme vitaesse relative o, En fait, on
a une distyibution de wvitesses relatives (gausslenne ou autre), et
certaines collisions pevvent denc quand meme conduire 4 une accretion.
vl U certain "collage” entre les particules en collision nlest  pas g

exclure. Dans ces conditions, les particules electees  au cours  d une

sYosi1on peuvent avolr une distrihution drfferente de celler gyl ont ete



P

accretees au cours de collisions antetieures; de plus, les particules de
Masse m < m_ peuvent accreter. Toutefols, les critéres d accrétion ne
sont plus les memes (notons a ce sujet gue lo modéle des DEBs sUppose un
certain collage, pulsque les auteurs “fragmentent” leurs particules par
effet de maree de manieére ad hoc pour retrouver la distribution des
anneaux; or, les criteres d accrétiaon sont purement gravitationnels, ce

qul paralt contradictoire).

En conclusion, sans se polariser sur les inévitables prablemes que
rencontre toute eétude & caractere exploratolre, un  certain nombre
d'amélicrations pourrait étre apporté a ce modéle:

1) Examiner de manlére plus precise {numérigquement ou autre) le critére

éu——— I 1 R '. ;,.7”;77.,“::'";K;'»A';' 7 ) L L L

d'accrétion driscute
11) Introduire une fonction de distribution des vitesses relatives plus
realiste dans les calculs.

111} Essayer d étudier un peu plus gquantitativement le probléme du
collage entre particules. Un modéle phénoménalogiqus est peut-étre

suffisant.

Quelques problemes tentant pourraient étre abordes rapidement, Par
exemple, on a suggéré que la distribution des particules n'est pas

contlnue, mais présente des trous” . Mon sentiment est que ceux-ci
devrarent disparaltre tres vite, étant donné les temps caractéristiques
des phenomeénes discutes dans ce modéle: une intégration numerique en
temps est assez simple & programmer et résoudrait la guestion. [l serait
aussl particuliérement intéressant d'appliguer ce modéle 4 dautres

syst

o

M

T

s dlannesux, dont  les  anneaux  J Uranus, que  Voyager 11 a

recemment visités.
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