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Pour commencer, je tiens à remercier particulièrement mes deux co-encadrants,
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Résumé

Contexte Des patchs en matériaux composites sont utilisés dans l’aéronautique

pour réparer ou renforcer des structures métalliques. Ces deux types de matériaux

présentent cependant des coefficients de dilatation très différents. De ce fait, leur

assemblage, soumis à de grandes variations de température en cours de fonctionne-

ment, est le siège de pics de contraintes pouvant provoquer la rupture du joint collé

ou le décollement du patch. Il est donc nécessaire de connâıtre en détail la distri-

bution des contraintes dans l’assemblage pour prévenir toute défaillance. Ceci passe

d’abord par une étude des phénomènes présents au sein de l’assemblage à travers

différents modèles de calcul. De plus, les variations de température provoquant des

modifications des propriétés des matériaux assemblés et en particulier de la colle, une

caractérisation précise de son comportement est nécessaire.

Calcul analytique bidimensionnel Dans un premier temps, divers modèles unidi-

mensionnels ont été développés dans le cadre de l’élasticité linéaire afin d’évaluer

les contraintes d’origine thermique dans l’assemblage collé. Des modifications ont

ensuite été apportées à un modèle bidimensionnel précédemment développé pour un

assemblage de forme rectangulaire soumis à des chargements mécaniques afin de tenir

également compte du chargement thermique.

Le modèle ainsi obtenu, validé par éléments finis, a été utilisé pour comparer l’ef-

ficacité et la résistance de différents patchs composés de fibres de carbone, de bore

ou encore de GLARE. Un effet bidimensionnel lié à la différence des coefficients de

Poisson entre les matériaux a été mis en évidence pour un chargement thermique,

soulignant ainsi l’intérêt d’un modèle bidimensionnel par rapport à un modèle unidi-

mensionnel.
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Calcul thermo-viscoélastique Dans les modèles précédents, tous les matériaux sont

modélisés dans les calculs par une loi de type élastique linéaire. Cependant, le com-

portement de la colle utilisée varie en fonction de la température et du temps. Cette

colle a donc été testée expérimentalement, son comportement modélisé par une loi

de type thermo-viscoélastique, et celui-ci intégré dans des modèles de calcul adaptés.

Le modèle analytique développé est une extension des modèles classiques, où les

propriétés de la colle peuvent évoluer en fonction du temps et de la température,

tous les autres paramètres étant supposés constants. Le chargement imposé dans

les exemples présentés est purement thermique, mais peut également être d’origine

mécanique.

Ce modèle testé dans différentes configurations a permis de distinguer deux effets :

celui de la température et celui de l’historique de chargement. Ces effets peuvent agir

ensemble dans des proportions et/ou des sens différents. Il est donc essentiel d’en

tenir compte dès la phase de conception des joints collés. Cette méthode permet

également de retrouver les résultats classiques lorsque la loi de comportement de la

colle est restreinte à sa partie élastique.

Essais sur éprouvettes patchées Des essais ont été mis en place sur des éprouvettes

patchées afin de valider ces différents modèles. Des essais avec des chargements pure-

ment thermiques où l’éprouvette est chauffée à l’aide de résistances chauffantes ont

d’abord été conduits. Les champs de température et de déplacement ont été mesurés.

Les déplacements ont été obtenus en utilisant la méthode de la grille : les images

successives d’une grille collée sur le patch et un traitement approprié ont permis de

remonter aux déplacements puis aux déformations au sein du patch. Ces essais ont

permis de mettre en évidence des phénomènes liés à l’évolution de la température.

Des essais thermo-mécaniques ont également été mis en place. Un chargement

mécanique a été appliqué à l’éprouvette patchée, ceci pour différentes températures

allant de 20 ◦C à 70 ◦C. Les premiers résultats ont mis en évidence de manière qua-

litative les effets viscoélastiques prévus par les calculs.
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Abstract

Context Composite patches are often used to repair or to reinforce metallic aircraft

structures. Those two materials however exhibit very different Coefficients of Thermal

Expansions (CTE). Shear stress peaks may then appear in a bonded joint submitted

to wide temperature variations during its service life. Those stress peaks may lead to

the debonding or to the failure of the joint. It is then necessary to precisely evaluate

the stress distribution in the bonded joints to avoid any failure. Phenomena occurring

in the structure have been studied using different models. In addition, temperature

variations cause modifications in the assembled material properties, especially in

the adhesive. Hence, a precise characterization of the mechanical behaviour of the

adhesive used in patch bonding has been performed.

Analytical bidirectional model Several unidirectional models have been used within

the framework of linear elasticity in order to evaluate thermal stresses in a bonded

joint. A bidirectional analytical model of a rectangular bonded joint previously de-

veloped for mechanical loadings has been improved to account for thermal loadings.

The obtained analytical model, validated with a Finite Element calculation, has

been used to compare the efficiency and strength of different patches made of carbon

fibres, bore fibres or GLARE. A bidirectional effect due to the difference between

the Poisson’s ratios of the assembled materials has been clearly highlighted for ther-

mal loadings, thus proving the relevance of a bidirectional model compared with a

unidirectional one.

Thermo-viscoelastic calculation In the previous models, all materials were sup-

posed to exhibit a linear elastic response. The adhesive’s shear modulus is however

known to decrease with time and temperature. The adhesive has therefore been tes-

ted to characterize its thermo-viscoelastic behaviour. The resulting model has then
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been introduced in a specific calculation model. This model has been used in various

configurations. Two main effects have been characterized with the obtained results:

the first one is related to temperature and the other one to loading history. These

effects may have different consequences and it is necessary to take both of them into

account for a correct bonded joint design. This calculation method is in fact an ex-

tension of some classical linear elastic models. It gives therefore the same results if

the thermo-viscoelastic behaviour law is limited to its linear elastic component.

Experimental testing of reinforced specimens Experimental tests have been car-

ried out on patched specimens in order to confirm the models developed in the first

part of the work. Thermal loadings were applied to the specimens through thermal

resistances while both thermal and displacement fields were measured. The displace-

ments were obtained using the grid method: successive images of a grid bonded on

the upper surface of the patch were analyzed with a specific procedure which enabled

us to calculate the displacements and strains in the patch. These tests led to the

experimental evidence of the phenomena predicted by the model.

Thermo-mechanical tests have finally been carried out. A mechanical loading has

been applied to the specimen at different temperatures between 20 ◦C and 70 ◦C. The

expected viscoelastic effects have been observed from a qualitative point of view.
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Chapitre I

Introduction

Ce chapitre présente le contexte de cette thèse illustré par quelques exemples trouvés

dans la littérature ainsi que les questions à l’origine des recherches effectuées. Un bref

état de l’art sur la modélisation des joints collés est ensuite présenté à travers plusieurs

modèles de calcul servant de point de départ aux travaux menés.
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I.1 Contexte de l’étude

Les travaux présentés ici sont la suite logique d’une étude menée depuis

plusieurs années en France par la Délégation Générale pour l’Armement.

Cette étude, menée en collaboration avec le Centre d’Essais Aéronautiques

de Toulouse (CEAT) et les Ateliers Industriels de l’Aéronautique (AIA) de Clermont-

Ferrand, s’inscrit dans le cadre de la maintenance de structures aéronautiques, le but

étant de renforcer préventivement des structures endommagées à l’aide de patchs

composites collés. Ce type de renfort a déjà été utilisé avec succès depuis quelques

décennies, notamment en Australie par la Royal Australian Air Force (RAAF) qui a

été pionnière en la matière. En effet, sa flotte est composée en grande partie d’avions

achetés à d’autres pays, ce qui a favorisé une recherche intensive sur la maintenance

de ces structures vieillissantes. Quelques exemples de renforcements de structures

aéronautiques sont présentés dans les paragraphes suivants.

Le renforcement des structures par patch composite peut s’avérer très bénéfique

et plusieurs études sur le sujet ont donc été menées en France ces dernières années afin

de mieux comprendre les phénomènes mis en jeu. En effet, certains appareils, dont

l’Alphajet, présentent des signes de vieillissement. L’un des problèmes récurrents est

notamment l’apparition de criques de fatigue au niveau de l’encastrement de la voilure

qui, lorsqu’elles sont de dimensions significatives, provoquent la mise hors-service de

cette voilure.

Afin de prolonger la durée de vie de ces stuctures, plusieurs solutions existent :

– si la taille des criques n’est pas trop importante, une des solutions utilisées en

maintenance est l’alésage de la pointe de fissure, qui peut arrêter sa propaga-

tion ;

– si le niveau de dommage est trop important, les voilures sont tout simplement

remplacées, ce qui s’avère très coûteux. En effet, la fabrication d’une voilure

complète représente un coût d’environ 1,5 million d’euros ;

– si des fissures apparaissent dans des zones non-critiques, elles peuvent être

pontées par des matériaux composites, on parle alors de réparation ;

– si les fissures ne sont pas encore apparues, une solution actuellement à l’état
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d’étude consisterait à coller un patch composite préventivement sur la zone

la plus fragile, on parle alors de renforcement. C’est ce dernier point qui fait

l’objet des recherches présentées dans cette thèse.

L’une des problématiques soulevées par l’assemblage d’un matériau composite

sur une structure métallique, généralement en aluminium, est liée à la différence

du comportement de ces deux matériaux face à une variation de température. En

effet, les composites généralement utilisés en France sont à base de fibres de carbone.

Or ce type de patch ne se dilate quasiment pas suivant la direction des fibres en

comparaison avec l’aluminium qui présente un coefficient de dilatation thermique

beaucoup plus important. Des contraintes d’origine thermique apparaissent donc au

sein des éléments assemblés lorsque la structure collée est soumise à des changements

de température. Les structures étudiées ici sont soumises à des températures pouvant

aller de −50 ◦C en vol à 70 ◦C au sol. La colle, qui assure le lien en transmettant les

efforts entre les matériaux, est le principal point faible de ces assemblages collés car

elle est soumise à de fortes contraintes de cisaillement. Ces contraintes peuvent mener

au décollement ou à la rupture du patch composite si celui-ci est mal dimensionné.

C’est l’étude de ces contraintes d’origine thermique qui est au centre des travaux

présentés ici.

Les principales préoccupations au cours de ces travaux tournent donc autour du

comportement d’un joint collé lorsqu’il est soumis à une variation de température :

comment évoluent les contraintes dans les éléments assemblés ? Comment évaluer au

mieux les contraintes dans la colle lors d’une variation de température, sachant que

cette variation thermique induit également un changement des propriétés mécaniques

des matériaux et de la colle en particulier ?

Pour répondre à ces questions, une étude bibliographique a été menée sur les

modèles analytiques existants. Ceux qui ont servi de point de départ aux travaux

présentés dans cette thèse sont développés dans les paragraphes suivants.

I.2 Contexte industriel

I.2.1 Quelques exemples d’application

Dès les années 70, la Royal Autralian Air Force a entrepris de développer l’uti-

lisation des patchs composites pour la maintenance de certains avions vieillissants.

L’Aeronautical and Marine Research Laboratory (AMRL) a utilisé avec succès des

renforts en fibres de bore afin de parer des problèmes de corrosion et de fatigue. Le
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tableau I.1 résume les principaux travaux effectués [Avr01, BJ88].

Avion Type de dommage Commentaires

Hercules Corrosion Plus de 400 réparations depuis 1975

Macchi Fatigue Durée de vie au moins doublée

Mirage Fatigue Plus de 180 réparations depuis 1979

Nomad Corrosion Plus de 105 000 heures de vols simulés

F 111 Corrosion En service depuis 1980

Tab. I.1 Exemples de réparations par patchs composites effectuées par la RAAF
d’après [Avr01, BJ88].

L’utilisation des patchs composites est alors devenue une opération classique en

Australie pour réparer des zones endommagées. Les figures I.1, I.2 et I.3 présentent

quelques exemples. Sur la figure I.1, l’avion représenté est un F 111. La particularité

de cette réparation est que le panneau endommagé a été entièrement substitué par

une pièce en composite carbone/époxyde. Dans l’exemple suivant, des fissures dues

à la fatigue de la structure sont apparues près d’un accès au réservoir. La figure I.2

présente la zone endommagée et le patch utilisé. Des essais de fatigue ont montré une

nette diminution de la vitesse de propagation des fissures après réparation [BJ88].

Cette solution, validée par la RAAF, a permis la réparation de plus de 180 avions

Mirage. Le dernier exemple, présenté sur la figure I.3, est un avion Hercules dont

l’intérieur de l’aile présente une importante corrosion. La procédure classique de

réparation dans ce cas consistait jusqu’alors à riveter des plaques d’aluminium sur la

partie endommagée et nécessitait six jours de travail pour un ouvrier. L’utilisation

de patchs composites a réduit à une journée le temps de travail nécessaire pour la

réparation.

I.2.2 Choix de la méthode d’assemblage

La littérature fait le point sur les avantages et inconvénients du collage par rap-

port à d’autres méthodes d’assemblage comme le rivetage ou la soudure [Jea93]. La

figure I.4 présente deux types de patchs, l’un riveté, l’autre collé. Quelques avantages

du collage sont listés ci-dessous :

– le collage est une méthode universelle permettant d’assembler des matériaux

aux propriétés très différentes ;
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Fig. I.1 Réparation effectuée sur un F 111 [BJ88].

Fig. I.2 Réparation effectuée sur un Mirage [BJ88].
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Fig. I.3 Réparation effectuée sur un Hercules [BJ88].

Fig. I.4 Exemples de patchs riveté et collé d’après [Bak84].
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– le collage permet d’assembler des éléments sans les affaiblir. Il n’est pas néces-

saire de percer les composants contrairement au rivetage ;

– contrairement au rivetage, le collage permet de distribuer les contraintes sur

une large zone, minimisant ainsi les concentrations de contraintes ;

– l’assemblage permet une continuité de la liaison [Sav07], rigidifiant ainsi la

structure et augmentant sa durée de vie en fatigue [Bak99] ;

– les bruits et vibrations sont amortis ;

– le collage permet de s’assurer de l’étanchéité de la liaison ;

– l’utilisation du collage permet un gain de poids . . .

Quelques limitations de la méthode de collage existent toutefois :

– à l’exception de quelques céramiques, les colles ont des domaines d’utilisation

compris entre −110 ◦C et +250 ◦C ;

– le collage nécessite une préparation de surface méticuleuse pour obtenir de bons

résultats ;

– la durabilité des colles face aux agents chimiques est encore mal mâıtrisée ;

– le démontage ou le recyclage de composants collés peut s’avérer difficile ;

– certains traitements de surface nécessitent l’utilisation de produits allergisants

. . .

I.2.3 Choix des matériaux utilisés

Les deux types de renforts généralement utilisés dans l’aéronautique sont des

composites de type carbone/époxyde [GMR01] ou bore/époxyde [BA]. La RAAF a

utilisé ce dernier type de renfort dans les années 80 [BJ88], mais son utilisation est

actuellement interdite en France car les fibres de bore seraient cancérigènes. La DGA

a pour le moment opté pour un renfort de type carbone/époxyde, ce matériau sera

donc utilisé dans la suite de l’étude pour les applications numériques et pour l’étude

expérimentale. Le principal inconvénient de ce matériau provient de son coefficient

de dilatation très faible suivant la direction des fibres, de l’ordre de 0.02 10−6 ◦C−1,

ce qui peut provoquer des contraintes d’origine thermique assez importantes. C’est

l’étude de ce phénomène qui est le point de départ de cette thèse. Dans une optique

de comparaison des performances, d’autres matériaux seront étudiés pour les appli-

cations numériques, en particulier les fibres de bore et le GLARE. Ce dernier est un

matériau composite composé de fines couches d’aluminium et de fibres de verre qui

a l’avantage d’avoir sensiblement le même coefficient de dilatation que l’aluminium.

Il a cependant aussi une rigidité très inférieure aux deux autres types de composites
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[WY05].

I.3 Généralités sur le comportement de la colle

I.3.1 Les polymères

Les polymères sont de longs enchâınements de molécules liées entre elles, les mo-

nomères. Il y a trois grandes classes de polymères : les thermoplastiques, les thermo-

durcissables et les élastomères. Le tableau I.2 synthétise les principales propriétés de

ces polymères. A température ambiante, les thermodurcissables et les thermoplas-

tiques ont un comportement vitreux. Sous l’effet d’une élévation de température, ils

deviennent caoutchoutiques. La phase de transition entre ces deux états est caracté-

risée par la température de transition vitreuse, notée Tg, illustrée sur la figure I.5.

Cette température est de l’ordre de grandeur de la température de polymérisation

[Cog00].

Classes de polymère Souplesse Résistance

mécanique

Résistance

thermique

Résistance

aux agents

chimiques

Thermodurcissables Mauvaise Bonne Bonne Bonne

Thermoplastiques Moyenne Médiocre Médiocre Bonne

Elastomères Très bonne Mauvaise Variable Médiocre

Tab. I.2 Propriétés des polymères [MBA78].

I.3.2 Les colles époxydes

Les colles structurales sont caractérisées par leurs propriétés mécaniques, par

leur résistance aussi bien aux hautes températures qu’aux basses températures, ainsi

qu’aux agents chimiques. Elles sont souvent à base de résines thermodurcissables

[MBA78] et se caractérisent par un haut module et une haute résistance, pouvant

ainsi transmettre des efforts sans affecter leur intégrité physique. En particulier, les

colles époxydes sont devenues un élément essentiel pour l’assemblage de structures,

en partie grâce à leur haut rapport résistance/poids mais aussi pour leurs excellentes

propriétés adhésives et leur stabilité lors des variations de température [Kin87].

Les colles époxydes sont commercialisées sous deux formes principales [MBA78] :
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G

T ° CT g

Vitreux Viscoélastique

Caoutchouteux

Liquide visqueux

Fig. I.5 Les différents états d’un polymère caractérisés par leur module de ci-
saillement en fonction de la température. Les polymères réticulés ne deviennent
pas liquides et restent caoutchouteux jusqu’à décomposition (droite en pointillés)
[Cog00]. Le niveau du plateau caoutchoutique baisse avec l’augmentation du carac-
tère amorphe du polymère.

– colles à un composant (durcisseur et base dans le même composant). Elles

polymérisent à chaud à partir de 120 ◦C ;

– colles bi-composants (durcisseur et base livrés séparément). Elles peuvent po-

lymériser à froid à partir de 5 ◦C.

Les colles époxydes à un composant offrent une meilleure résistance mécanique

et une meilleure résistance à la fatigue. La résistance mécanique n’est généralement

pas affectée par des températures inférieures à 80 ◦C. Il existe cependant des colles

époxydes permettant des températures en service de 150 ◦C. Les propriétés de ces

colles peuvent être modifiées par adjonction d’autres résines ou de caoutchouc : nylon,

polyamide, polysulfure, silicone, etc. Les propriétés mécaniques des colles époxydes

sont résumées dans le tableau I.3.

La résistance au cisaillement de la colle est un paramètre important pour la

transmission d’efforts dans un joint collé. Il faut cependant distinguer la résistance

de la colle et celle du joint collé. En effet, au niveau de la zone de transition entre

la colle et chacun des substrats se créent des interactions et des liaisons chimiques.

Cette zone, appelée interphase, a une composition différente de celle de la colle ou

du substrat [SASS00] et conditionne le comportement du joint collé, en particulier sa

résistance [Cog00].
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Propriété Min-Max Moyenne Echantillons

Module d’Young 1.00− 6.55 GPa 4.75 GPa 23

Résistance au cisaillement 2.24− 41.4 MPa 16.7 MPa 121

Résistance à la traction 13.8− 69.6 MPa 36.0 MPa 61

Résistance à la compression 16.0− 159 MPa 79.3 MPa 38

Résistance au pelage 0.175− 12.3 kNm−1 4.11 kNm−1 12

Déformation à rupture 1.20− 20% 3.93% 43

Dilation thermique 4.50− 150 10−6 ◦C−1 51.8 10−6 ◦C−1 77

Tab. I.3 Propriétés mécaniques des colles époxydes [Cou09]. La dernière colonne
précise le nombre d’échantillons utilisés pour déterminer les valeurs minimales, maxi-
males et moyennes.

I.3.3 La Redux 312

La Redux 312 est une colle thermodurcissable utilisée pour assembler des métaux

et des matériaux composites. Elle présente de bonnes propriétés mécaniques jusqu’à

100 ◦C [Com07]. La procédure de mise en oeuvre est montrée sur la figure I.6. L’as-

semblage est chauffé à 120 ◦C pendant une heure sous une pression de 0.3 MPa. Les

vitesses d’augmentation et de diminution de la température sont contrôlées et fixées

entre 2 ◦C/min et 4 ◦C/min.

Le tableau I.4 présente les propriétés de la Redux 312 L obtenues auprès du

fournisseur Hexcel. Peu d’informations sont disponibles sur l’évolution de sa rigidité

en fonction du temps ou de la température.

Propriété Température du test Valeur

Résistance au cisaillement 22 ◦C 42 MPa
70 ◦C 38 MPa
80 ◦C 35 MPa
100 ◦C 17 MPa

Résistance à la traction 22 ◦C 7.0 MPa

Tab. I.4 Propriétés mécaniques de la Redux 312 [Com07].
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60

120

T(°C) P(MPa)

0,3

60 min

Fig. I.6 Cycle de mise en oeuvre de la Redux 312 L.

I.3.4 Caractérisation et modélisation du comportement des colles épo-

xydes

Des études ont mis en évidence le comportement viscoélastique d’une colle épo-

xyde, la FM 73 [PW82, CJ95]. Ce comportement viscoélastique dépend en outre de

la température à laquelle la sollicitation est appliquée [PW83]. En effet la rigidité de

la colle chute lorsque la température augmente. De nombreux modèles rhéologiques

permettent alors de modéliser quantitativement le comportement viscoélastique li-

néaire observé. Ils sont obtenus en combinant des éléments ressorts et amortisseurs

de différentes manières. Quelques modèles courants sont présentés dans le tableau I.5.

Une description quantitative des phénomènes viscoélastiques observés sur des maté-

riaux polymères obéissant au principe de superposition de Boltzmann [Skr86, WR00]

peut donc être obtenue en combinant judicieusement ces éléments, par exemple en

considérant un nombre approprié de branches en parallèle pour le modèle de Maxwell

généralisé ou d’éléments en série pour le modèle de Kelvin généralisé.

Cependant, des travaux sur le comportement de colles époxydes révèlent une non-

linéarité des paramètres rhéologiques mesurés en fonction du niveau de chargement

appliqué [Cro95, YCR01]. Le principe de superposition de Boltzmann ne s’applique

alors plus au delà d’un certain niveau de chargement. Cette effet est particulièrement

visible lorsque le matériau est soumis à des chargements cycliques [CJ95, DM04].

Une recherche bibliographique sur le sujet révèle qu’il existe un réel manque de

méthodes de calcul fiables reconnues et acceptées permettant de mener des analyses

intégrant l’influence du temps, mais aussi de la température, du niveau de charge-

ment, de l’humidité, du vieillissement. . . sur les déformations de ces matériaux. La

diversité des colles disponibles sur le marché et leurs conditions d’utilisation spéci-
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fiques expliquent pourquoi une telle méthode n’a pas encore été formulée [MS09].

Des modèles partiels existent toutefois pour des conditions spécifiques d’utilisation

et sous certaines hypothèses. En particulier, le comportement thermo-viscoélastique

de la colle Redux 312 est très peu documenté.

I.4 Modélisation du comportement d’un assemblage collé

I.4.1 Historique des approches analytiques

De nombreuses études sont dédiées à l’analyse du comportement d’assemblages

collés soumis à diverses sollicitations et pour différentes configurations. Des hypo-

thèses sont émises dans chaque cas afin de faciliter la résolution du problème. Une

étude bibliographique comparative assez complète sur les modèles analytiques de

joints collés est proposée par [DSDNAS09, DSDNA+09]. Quelques modèles de joints

collés classiquement étudiés sont présentés sur la figure I.7. L’approche la plus simple

pour le calcul des contraintes dans la colle consiste à considérer qu’elle ne travaille

qu’en cisaillement et que celui-ci est constant dans toute la zone de recouvrement.

Cependant, les premiers travaux un peu plus élaborés sont généralement attibués à

Volkersen [Vol38], qui a proposé un modèle de joint collé à simple recouvrement dans

le cadre des hypothèses suivantes :

– les matériaux ont tous un comportement élastique linéaire ;

– les adhérents travaillent en traction/compression ;

– la colle travaille en cisaillement ;

– les contraintes sont supposées constantes suivant l’épaisseur des matériaux ;

– la flexion de l’assemblage est négligée.

Ce modèle est présenté plus en détail au paragraphe I.4.2. De Bruyne [dB44] a

ensuite adapté ce modèle pour les joints à double recouvrement. Goland et Reiss-

ner [GR44] ont étudié l’influence de la flexion du joint collé sur la distribution des

contraintes. En 1973, Hart-Smith [HS73a, HS73b] a intégré la plasticité de la colle et

la dilatation thermique des adhérents pour les joints à simple et double recouvrement.

La première étude partielle sur l’effet bidimensionnel dû au coefficient de Pois-

son date de 1973 [AP73]. Elle a depuis été étendue au calcul complet des champs

de contraintes dans un assemblage collé de forme rectangulaire soumis à des charge-

ments mécaniques. La plupart des modèles analytiques existant jusqu’alors étaient

unidimensionnels. Le passage à un assemblage rectangulaire a permis d’analyser fi-

nement des effets 2D liés au couplage des contraintes entre les deux directions de
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Dénomination Schématisation

Hooke

E

Newton



Maxwell

E 

Kelvin

E



Zener

E0

E1 

Poynting-Thomson

E1

1

E0

Burgers

E1

1

E0 0

Kelvin généralisé

E1

1

E 2

2

E r

r

E0

Maxwell généralisé

E0

E1 1

E r



r

Tab. I.5 Les modèles rhéologiques courants.
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l’assemblage [MGB06].

De nombreux autres travaux ont été menés, notamment sur la prise en compte des

grands déplacements [Opl94] ou l’influence de la non-linéarité du comportement de la

colle. Bigwood et Crocombe [BC90] ont modélisé la non-linéarité du comportement

de la colle en résolvant numériquement un système non-linéaire de six équations diffé-

rentielles. Adams et Mallick [AM92] ont considéré un comportement élasto-plastique

de la colle en introduisant la notion de module effectif équivalent en résolvant le pro-

blème par itérations. Des études numériques ont également été menées sur l’influence

de la forme du bourrelet de colle [TM95] ou de la zone d’ancrage [dSA07c] sur les pics

de contraintes dans la colle. Il faut noter cependant que ces modèles prévoient géné-

ralement un pic de contrainte dans la colle au niveau du bord libre et ne respectent

pas la condition de contrainte nulle à l’extrémité libre du joint. Ils surestiment donc

en général le pic de contrainte se produisant effectivement dans la colle.

Le cas de renforts plans bidimensionnels de formes circulaires ou elliptiques a

également été abordé analytiquement en se basant sur la méthode de l’inclusion

d’Eshelby [Esh57] et en considérant la zone renforcée comme une inclusion de plus

grande rigidité que le reste de la plaque. Le calcul des contraintes dans un renfort

elliptique orthotrope est décrit par Rose [Ros81]. Un grand nombre d’études a été

réalisé sur des patchs de formes polygonales. Elles sont généralement basées sur cette

méthode de l’inclusion elliptique et sur l’algorithme de Rodin [Rod96] permettant

d’adapter la méthode d’Eshelby à des inclusions polygonales et polyédriques. En

particulier, Duong a étudié le cas d’une plaque renforcée par un patch polygonal de

manière symétrique [DY02], asymétrique [DY03a], dans le cadre des grands dépla-

cements [DY03b], pour des chargements thermo-mécaniques [Duo04] ou encore en

modélisant la diminution de l’épaisseur du patch près des bords libres [Duo06]. Ces

modèles tiennent bien compte de la géométrie plane de l’assemblage étudié mais ne

permettent d’évaluer que les contraintes au milieu de l’assemblage, loin des bords

libres, contrairement au modèle bidimensionnel d’assemblage rectangulaire, qui per-

met une analyse plus fine du couplage entre les deux directions de l’assemblage sur

toute la surface considérée.

Le tableau I.6 synthétise les principaux modèles analytiques de joints à simple

recouvrement et précise dans chaque cas les hypothèses émises.
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Tab. I.6 Synthèse des approches disponibles dans la littérature concernant les
joints à simple recouvrement [DSDNAS09].
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Simple recouvrement Double recouvrement

Renforcement de structure

Fig. I.7 Configurations de joints collés classiquement étudiés dans la littérature
[Cou09].

I.4.2 Modèle unidimensionnel thermo-mécanique

L’étude classique d’une stucture collée soumise à un chargement thermo-mécanique

est rappelée ici. Le schéma est présenté sur la figure I.8. Les notations suivantes sont

utilisées :

– lx représente la longueur de la zone renforcée ;

– ec, ea et es représentent respectivement les épaisseurs du patch composite, de

la colle et du substrat ;

– σcxx et σsxx représentent respectivement les contraintes longitudinales dans le

patch composite et le substrat ;

– τaxz représente le cisaillement dans la colle ;

– σ∞xx représente la contrainte longitudinale imposée au substrat ;

– ∆T représente la variation homogène de température imposée à l’ensemble de

la structure ;

– Ex et Es représentent respectivement les modules d’Young du patch composite

et du substrat ;

– αx et αs représentent respectivement les coefficients de dilatation du patch

composite et du substrat ;

– Ga représente le module de cisaillement de la colle.

Le comportement des trois matériaux est supposé être linéaire élastique. Il s’agit

d’un modèle unidimensionnel, les contraintes des trois matériaux ne dépendant que

de la direction x. La figure I.8 rappelle les principaux mécanismes mis en jeu. La

contrainte longitudinale dans le patch est nulle au niveau des bords libres, puis aug-

mente de manière exponentielle jusqu’à une valeur limite. La contrainte de cisaille-

ment dans la colle est nulle au niveau du bord libre et présente un pic légèrement
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Fig. I.8 Modèle unidimensionnel d’une structure renforcée par un patch compo-
site.
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décalé par rapport à ce dernier. Afin de simplifier les calculs, une hypothèse sou-

vent employée est de considérer que le cisaillement est maximal aux bords libres

[Vol38, GR44, AW84, HL99]. Les analyses basées sur cette hypothèse tendent toute-

fois à surestimer le pic de contrainte dans la colle [DSDNAS09].

Le modèle présenté ci-dessous est développé suivant la direction x. L’équilibre

représentatif du patch composite est présenté sur la figure I.9.

Fig. I.9 Equilibre représentatif du patch composite.

L’équation différentielle qui en résulte régit le comportement du renfort :

dσcxx(x)
dx2 −Auσcxx(x) = Cu (I.1)

avec : 
Au = Ga

ea

( 1
ecEx

+ 1
esEs

)
Cu = Ga

eaec

[
(αx − αs) ∆T − σ∞xx

Es

] (I.2)

Les conditions aux limites s’écrivent : σcxx(x = 0) = 0

σcxx(x = lx) = 0
(I.3)

La solution de l’équation différentielle (I.1) peut s’écrire comme une combinaison

de cosinus hyperboliques et de sinus hyperboliques :

σcxx(x) = C1 cosh
(√

Aux
)

+ C2 sinh
(√

Aux
)
− Cu
Au

(I.4)
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Les constantes C1 et C2 sont alors déterminées à l’aide des conditions aux limites.

La contrainte dans le patch s’écrit finalement :

σcxx(x) = Cu
Au

[
cosh

(√
Aux

)
+ 1− cosh

(√
Aulx

)
sinh

(√
Aulx

) sinh
(√

Aux
)
− 1

]
(I.5)

La contrainte dans le patch composite est donc nulle au niveau du bord libre

et converge vers une valeur limite loin du bord. Une longueur de transfert Ltx est

définie. Elle correspond à la longueur nécessaire pour que cette contrainte atteigne

95% de sa valeur limite :

Ltx '
3√
Au

(I.6)

La déformation longitudinale du patch εcxx est donc déduite et s’écrit comme suit :

εcxx(x) = σcxx
Ex

+ αx∆T

= Cu
AuEx

[
cosh

(√
Aux

)
+ 1− cosh

(√
Aulx

)
sinh

(√
Aulx

) sinh
(√
Aux

)
− 1

]
+ αx∆T

(I.7)

La déformation maximale du patch est atteinte au milieu de la zone renforcée.

Elle est donc donnée par εcxx(x = lx/2). Lorsque la longueur de transfert est très

inférieure à la longueur du patch, la déformation atteint un seuil maximal donné

par :

lim
lx→∞

εcxx(x = lx/2) = − Cu
AuEx

+ αx∆T (I.8)

Cette déformation maximale ne dépend donc ni du module de cisaillement de la colle,

ni de son épaisseur puisque les termes “Ga/ea” des constantes Au et Cu se simplifient

(cf. équation (I.2)).

Le déplacement longitudinal ucxx du patch est alors obtenu par intégration de la

déformation εcxx :

ucxx(x) = Cu√
A3
uEx

[
sinh

(√
Aux

)
+ 1− cosh

(√
Aulx

)
sinh

(√
Aulx

) cosh
(√

Aux
)
− x

]
+αx∆Tx+K

(I.9)

avec K une constante d’intégration.

La contrainte de cisaillement dans la colle τaxz est obtenue quant à elle à partir de

la contrainte longitudinale dans le patch composite σcxx avec la relation suivante :

τaxz(x) = ec
dσcxx
dx

(I.10)
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(a) Substrat soumis à des contraintes

longitudinales.

(b) Substrat soumis à du cisaillement

plan.

Fig. I.10 Modèle bidimensionnel d’une structure renforcée par un patch compo-
site soumise à un chargement mécanique. Deux cas de chargement ont été étudiés
[MGB06].

I.4.3 Modèle bidimensionnel mécanique

Un modèle basé sur les mêmes hypothèses que celui développé précédemment mais

pour une géométrie plane rectangulaire a été développé récemment [MGB06]. Il tient

compte cette fois des déformations liées aux coefficients de Poisson et met en évidence

des effets bidimensionnels. La géométrie étudiée est représentée sur la figure I.10.

Une solution analytique pour les distributions de contraintes dans les trois éléments,

substrat, colle et patch composite, est proposée pour deux cas de chargements plans

appliqués au substrat : en contraintes longitudinales ou en cisaillement. Les résultats

obtenus pour les cas où le substrat est soumis à des contraintes longitudinales sont

résumés ici. Les notations suivantes sont utilisées :

– lx et ly représentent respectivement la longueur et la largeur de la zone renfor-

cée ;

– ec, ea et es représentent respectivement les épaisseurs du patch composite, de

la colle et du substrat ;

– σcxx et σsxx représentent respectivement les contraintes longitudinales dans le

patch composite et le substrat suivant la direction x. σcyy et σsyy représentent

respectivement ces mêmes contraintes suivant la direction y ;

– τaxz et τayz représentent respectivement le cisaillement dans la colle suivant les

directions x et y ;
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– σ∞xx et σ∞yy représentent les contraintes longitudinales imposées au substrat sui-

vant x et y ;

– le patch composite est supposé avoir un comportement linéaire élastique ortho-

trope de paramètres Ex, Ey et νxy. Le substrat est supposé avoir un compor-

tement linéaire élastique isotrope de paramètres Es et νs ;

– αx, αy et αs représentent respectivement les coefficients de dilatation du patch

composite suivant les directions x et y et du substrat ;

– Ga représente le module de cisaillement de la colle.

Dans ce cas, le système d’équations différentielles qui régit le comportement de

l’assemblage collé est donné par :


∂2σcxx
∂x2 = Aσcxx +Bσcyy + C

∂2σcyy
∂y2 = Dσcxx + Eσcyy + F

(I.11)

avec :



A = Ga
ea

( 1
ecEx

+ 1
esEs

)
B = −Ga

ea

(
νxy
ecEx

+ νs
esEs

)
C = Ga

eaec

(
νs
Es
σ∞yy −

1
Es
σ∞xx

)
D = −Ga

ea

(
νyx
ecEy

+ νs
esEs

)
E = Ga

ea

( 1
ecEy

+ 1
esEs

)
F = Ga

eaec

(
νs
Es
σ∞xx −

1
Es
σ∞yy

)

(I.12)

La résolution de ce système est obtenue à l’aide de séries de Fourier. Le champ

de contraintes longitudinales dans le patch composite suivant la direction x s’écrit :

σcxx(x, y) =
∞∑

m=1,3,5...

∞∑
n=1,3,5...

−16H
mnπ2Imn

sin
(
mπx

lx

)
sin
(
nπ(Φm + y)
2Φm + ly

)
(I.13)

avec :
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G = E ×A−B ×D

H = C × E − F ×B

dm =
E
(
mπ
lx

)2 +G(
mπ
lx

)2 +A

Φm = − 1√
dm

ln
(

1− Cdm
H

)
condition :

Cdm
H

< 1,∀m = 1, 3, 5, . . .∞

Imn =
(
mπ

lx

)2( nπ

2Φm + ly

)2
+A

(
nπ

2Φm + ly

)
+ E

(
mπ

lx

)2
+G

(I.14)

La solution suivant la direction y est obtenue de manière symétrique. Il est à

noter que ce modèle ne tient pas compte des chargements d’origine thermique. C’est

ce modèle analytique qui est étendu à ce type de chargement au chapitre II.

I.4.4 Modélisation de la viscoélasticité linéaire

Les rappels ci-dessous seront utiles dans les développements conduits aux cha-

pitres III et IV.

I.4.4.1 Formulation du comportement viscoélastique linéaire

La viscoélasticité linéaire permet de rendre compte d’un comportement réversible

qui évolue au cours du temps. Une caractéristique majeure de ce comportement est la

propriété de mémoire du matériau vis-à-vis de l’histoire des sollicitations. Quelques

remarques générales sur la modélisation de ce phénomène sont données ci-dessous.

Elles sont extraites de [JDV99], qui a modélisé le comportement différé d’assemblages

comportant des matériaux vieillissants. Cette méthode a servi de point de départ pour

l’analyse menée au chapitre IV en la modifiant pour le cas étudié ici. La réponse au

cours du temps d’un matériau viscoélastique soumis à un chargement mécanique est

caractérisée par sa fonction de fluage J ou de relaxation R. Ces fonctions représentent

la réponse du matériau à une sollicitation unité. Elles s’écrivent sous les formes duales

suivantes :  ε(t) = J(t0, t− t0)σ0 = J(t0, t)σ0

σ(t) = R(t0, t− t0)ε0 = R(t0, t)ε0
(I.15)
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A l’instant t, ces fonctions dépendent du temps d’application t− t0 de la sollici-

tation et des propriétés du matériau à l’instant t0 de la sollicitation. L’hypothèse de

linéarité implique que ces fonctions caractéristiques du matériau sont indépendantes

du niveau de la sollicitation. Ceci permet également d’appliquer le principe de super-

position de Boltzmann lorsque la sollicitation varie en sommant les contributions de

chaque incrément infinitésimal de la sollicitation :


ε(t) = J(t0, t)σ(t0) +

∫ t

t0
J(τ, t)σ̇(τ)dτ

σ(t) = R(t0, t)ε(t0) +
∫ t

t0
R(τ, t)ε̇(τ)dτ

(I.16)

Les équations (I.16) sont appelées équations de Boltzmann. Après intégration par

parties, ces équations se mettent sous la forme d’équations de Volterra :


ε(t) = J(t, t)σ(t)−

∫ t

t0

∂J(τ, t)
∂τ

σ(τ)dτ

σ(t) = R(t, t)ε(t)−
∫ t

t0

∂R(τ, t)
∂τ

ε(τ)dτ
(I.17)

I.4.4.2 Résolution d’un problème viscoélastique linéaire

La formulation d’un problème mettant en jeu au moins un matériau viscoélastique

fait apparâıtre une variable supplémentaire, le temps. S’ajoutent alors à la loi de

comportement vicoélastique :

– les équations d’équilibre statique qui doivent être vérifiées à tout instant ;

– les relations cinématiques (notamment les conditions d’intégrabilité) ;

– les conditions aux limites (éventuellement variables).

L’existence et l’unicité de la solution pour le cas d’un matériau vieillissant ont été

prouvées dans [DD93]. Les différentes méthodes permettant de résoudre un problème

de structure viscoélastique sont multiples. Elles dépendent des hypothèses simplifi-

catrices choisies. Quelques méthodes sont listées ci-dessous :

– la méthode du module effectif : l’équation de Boltzmann (I.16) en fluage est

intégrée en supposant que J(τ, t) = J(t0, t) ;

– la méthode de la contrainte moyenne : l’équation de Boltzmann (I.16) en fluage

est intégrée remplaçant J(τ, t) par sa valeur moyenne sur l’intervalle ;

– la méthode du temps équivalent [AE92] ;

– la méthode incrémentale [BW74, JDV99].
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Cette dernière méthode a été employée notamment pour évaluer les contraintes

dans une structure en béton en modélisant le vieillissement de ce matériau. La mé-

thode développée au chapitre IV est développée sur un schéma similaire.

I.4.4.3 Présentation de la méthode incrémentale

La méthode incrémentale, développée dans [JDV99], a initialement été proposée

par [BW74] et se base sur le modèle de Maxwell généralisé (cf. tableau I.5) :
- pour le ressort : σ̇0 = E0(t)ε̇

- pour les r branches : σ̇µ + αµ(t)σµ = Eµ(t)ε̇ avec : αµ(t) = Eµ(t)
ηµ(t)

(I.18)

La fonction de relaxation R(t0, t) est écrite sous la forme d’une série de Dirichlet :

R(t0, t) =
r∑

µ=0
Eµ(t0)e−αµ(t−t0) (I.19)

avec α0 = 0.

La contrainte σ s’écrit alors comme la contribution de toutes les branches du

modèle de Maxwell :

σ(t) =
r∑

µ=0
σµ(t) (I.20)

avec :

σµ(t) = Eµ(t0)e−αµ(t−t0)ε(t0) +
∫ t

t0
Eµ(τ)e−αµ(t−τ)ε̇(τ) (I.21)

Le principe de cette méthode consiste alors à écrire les contraintes en t + ∆t en

fonction de celles calculées à l’instant t. Pour permettre de simplifier les équations, les

αµ(t) sont supposés constants par rapport au temps. Les fonctions Eµ(t) et ε(t) sont

supposées être linéaires sur l’intervalle [t, t+ ∆t], ce qui donne pour chaque branche

µ :

σµ(t+ ∆t) = σµ(t)e−αµ∆t + ∆ε
αµ∆t

(
Eµ(t)

(
1− e−αµ∆t

)
+ ∆Eµ

(
1− 1− e−αµ∆t

αµ∆t

))
(I.22)

Le cas µ = 0, correspondant à la branche élastique du modèle de Maxwell, est

traité comme la limite d’une branche viscoélastique quand αµ tend vers zéro, ce qui

donne :

σ0(t+ ∆t) = σ0(t) + ∆ε
(
E0(t) + ∆E0

2

)
(I.23)
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Cette méthode tient donc compte de l’évolution des paramètres Eµ pour un ma-

tériau vieillissant, donc dont les propriétés évoluent au fil du temps. Cette méthode

sert de base pour le développement de la solution thermo-viscoélastique présentée

au chapitre IV où cette fois les propriétés du matériau évoluent en fonction de la

température.

I.5 Conclusion

Le contexte industriel et les questions qui sont à l’origine des travaux présentés

dans cette thèse ont été exposés. Les travaux développés dans les chapitres suivants

s’appuient donc sur des modèles existants dont les principaux ont été présentés briè-

vement. Ceci a permis de mettre en évidence les principaux mécanismes qui entrent

en jeu lorsqu’une structure collée est soumise à une variation de température ainsi

que les problèmes soulevés par l’assemblage de deux matériaux différents.

L’étude des contraintes d’origine thermique au sein d’un assemblage collé de forme

rectangulaire est présentée au chapitre II. Ces contraintes sont causées par la diffé-

rence des coefficients de dilatation des éléments assemblés, mais un couplage des

champs de contraintes apparâıt en plus entre les deux directions de la structure.

Ce couplage est lié à la géométrie étudiée et à la différence entre les coefficients de

Poisson des éléments assemblés. Il se traduit par une modulation des résultats clas-

siques unidirectionnels entre les contraintes obtenues aux bords libres et au centre de

l’assemblage. Plusieurs types de patchs sont alors étudiés analytiquement en terme

de résistance à une même sollicitation thermique. Une comparaison des résultats est

ensuite présentée.

La caractérisation du comportement de la colle Redux 312 est présentée au cha-

pitre III. Plusieurs types d’essais sont conduits dans ce but. En particulier, des essais

de relaxation menés à plusieurs températures ont permis d’obtenir les paramètres

d’une loi de comportement thermo-viscoélastique de la colle utilisable dans un mo-

dèle de calcul.

Le calcul des contraintes dans un assemblage collé prenant en compte ce com-

portement thermo-viscoélastique de la colle est développé en détail au chapitre IV.

Les différents phénomènes apparaissant alors sont étudiés pour des cas de complexité

croissante en analysant l’évolution du pic de cisaillement dans la colle au fil du temps

pour une augmentation ou une diminution de la température et pour différentes

vitesses de variation. Les résultats obtenus par ce modèle de calcul sont ensuite com-
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parés aux modèles classiquement utilisés.

Enfin, des essais sur éprouvettes patchées sont présentés au chapitre V. Plusieurs

types d’essais sont réalisés. D’abord des essais au cours desquels l’éprouvette est sou-

mise à une simple variation de température. Les champs de déformations du patch

sont alors mesurés par la méthode de la grille puis comparés à ceux calculés analyti-

quement. Les premiers résultats obtenus en cumulant une variation de température

et un chargement mécanique sont finalement présentés. L’objectif de ces derniers es-

sais est de déceler un effet viscoélastique lié à la vitesse d’application du chargement

mécanique.
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Chapitre II

Modèle analytique bidimensionnel

d’un renfort soumis à un

chargement thermique

Ce chapitre est consacré au développement d’une solution analytique pour le calcul

des contraintes dans un assemblage collé de forme rectangulaire soumis à un chargement

thermique. La solution, obtenue à l’aide de séries de Fourier, est ensuite appliquée pour

différents matériaux couramment utilisés dans l’aéronautique, mettant ainsi en évidence

des phénomènes de couplage entre les deux directions du problème.
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II.1 Introduction

Le calcul des distributions de contraintes dans un assemblage collé est une

question-clé dans différents domaines comme l’aéronautique [BJ88] ou le gé-

nie civil [HL99]. Plusieurs modèles de calcul ont été proposés pour l’évaluation

des contraintes dans un joint collé. D’abord dans le cadre d’hypothèses simples, pour

des matériaux linéaires élastiques [Vol38, GR44], puis des modèles de plus en plus

complexes ont vu le jour, prenant en compte par exemple le filet de colle se formant au

bord d’un patch [TM95], les grandes déformations [Opl94] ou encore le comportement

élasto-plastique de la colle [HS73b, HS73a]. Tous ces modèles sont uniquement va-

lables dans le cadre d’une étude unidirectionnelle où les éléments collés ne sont soumis

qu’à des chargements suivant une seule direction. Ils s’avèrent donc insuffisants pour

le calcul des contraintes dans les structures de géométries planes bidimensionnelles

couramment rencontrées dans le renforcement de structures aéronautiques [BRJ02].

Certains modèles permettent pourtant d’évaluer les contraintes au sein de patchs

de formes polygonales. Ils sont basés sur la méthode de l’inclusion d’Eshelby [Esh57]

et sur l’algorithme de Rodin traitant les inclusions polygonales ou polyédriques. Les

contraintes apparaissant dans une structure renforcée par un patch polygonal ont

ainsi été calculées pour des configurations de complexité croissante : d’abord pour une

structure renforcée symétriquement par deux patchs polygonaux [DY02], puis pour

une structure renforcée d’un seul côté [DY03a], puis en prenant en compte les grandes

déformations [DY03b] ou les chargements thermo-mécaniques [Duo04]. Cependant,

seules les contraintes au centre du patch sont calculées et il n’est pas fait mention des

contraintes de cisaillement dans la colle. Ces modèles permettent donc d’évaluer, par

exemple, les contraintes apparaissant en front de fissure dans une structure renforcée

par un patch polygonal, mais pas les pics de cisaillement dans la colle en bord de

patch. Un modèle analytique bidimensionnel a donc été développé pour des patchs

rectangulaires soumis à des chargements mécaniques plans [MGB06]. Les patchs gé-

néralement utilisés pour le renfort ou la réparation de structures aéronautiques sont

plutôt de forme elliptique ou polygonale et présentent de plus une diminution de

l’épaisseur au niveau des bords afin de limiter le pic de cisaillement dans la colle. Ce-
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pendant, le choix d’une géométrie rectangulaire permet de résoudre analytiquement

le système d’équations et donc de calculer les distributions de contraintes dans cha-

cun des éléments de la structure collée dans le cadre d’hypothèses classiques, évitant

ainsi de passer par une étude par éléments finis. Bien que cette forme ne soit donc pas

exactement celle utilisée en pratique pour les patchs dans le cadre du renforcement

de structures aéronautiques, elle présente l’intérêt de permettre une étude de l’in-

fluence de chacun des paramètres sur les champs de contraintes obtenus ainsi qu’une

meilleure compréhension des phénomènes liés à la géométrie plane des structures col-

lées. Cette étude pourrait donc être appliquée à tout type d’assemblage collé de deux

matériaux différents soumis à un chargement thermique. Des effets bidimensionnels

dûs à la géométrie de l’assemblage et aux propriétés des matériaux sont ainsi mis en

évidence et quantifiés.

Les matériaux assemblés présentent ici des caractéristiques thermiques différentes.

En effet, les fibres de carbone ou de bore, qui sont le plus souvent utilisées dans les

patchs composites, présentent un coefficient de dilatation thermique très inférieur à

celui de l’aluminium dans le sens des fibres. Des contraintes thermiques apparaissent

donc lorsque la température s’éloigne de celle à laquelle ces matériaux ont été as-

semblés, généralement autour de 120 ◦C, en particulier lors du retour à température

ambiante. Le patch composite est généralement soumis à de la compression et le

substrat métallique à de la traction, ce qui peut s’avérer dangereux en cas de répa-

ration d’une structure déjà fissurée. En effet, ces contraintes de traction résiduelles

dans le substrat augmentent le facteur d’intensité de contrainte, favorisant ainsi le

taux de croissance des fissures par fatigue [BRJ02]. De plus, en cours de fonctionne-

ment, l’assemblage collé peut être soumis à des variations cycliques de température

qui, cumulées aux chargements mécaniques, peuvent provoquer une défaillance de

la structure collée par rupture et/ou décollement du patch. Il est donc important

de bien estimer les contraintes d’origine thermique. Ce problème a déjà été traité

dans la littérature pour des renforts circulaires, symétriques ou non, pour un patch

isotrope ou orthotrope [WE99, WRCB00]. L’objectif de ce chapitre est d’ajouter au

modèle mécanique bidimensionnel de patch rectangulaire, développé récemment par

[MGB06], la possibilité de prendre en compte les propriétés thermiques des différents

matériaux assemblés afin d’évaluer les distributions de contraintes dans le patch, la

colle et le substrat. Les équations d’équilibre sont donc posées, puis le système d’équa-

tions différentielles obtenu est résolu à l’aide de séries de Fourier. Plusieurs exemples

sont ensuite traités et analysés pour mettre en évidence des effets bidimensionnels.
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Fig. II.1 Moitié supérieure de la structure hétérogène soumise à un chargement
thermique.

II.2 Présentation du problème

II.2.1 Géométrie et notations

L’objectif de cette partie est de développer un modèle analytique permettant de

calculer les distributions de contraintes résultant d’un chargement thermique dans

une structure hétérogène de forme rectangulaire (cf. figure II.1). Elle représente la

moitié supérieure d’une structure symétrique composée d’un substrat métallique,

de deux couches de colle et de deux patchs en matériau composite. Les notations

suivantes sont utilisées :

– la longueur et la largeur de l’assemblage sont notées respectivement lx et ly ;

– l’épaisseur du patch composite, la demi-épaisseur du substrat et l’épaisseur

d’une couche de colle sont notées respectivement ec, es et ea ;

– Es et νs représentent le module d’Young et le coefficient de Poisson du substrat ;

– Ga représente le module de cisaillement de la colle ;

– Ex et Ey représentent les modules d’Young du patch composite suivant les

directions x et y ; νxy, le coefficient de Poisson principal du patch composite ;

– αx et αy représentent les coefficients de dilatation thermique du patch compo-

site selon les directions x et y. αs représente le coefficient de dilatation ther-

mique du substrat.

II.2.2 Hypothèses

La structure est supposée être symétrique par rapport à son plan médian (x, y)
afin d’éviter toute flexion hors-plan de l’assemblage. Il faut noter qu’en pratique,

dans le cadre du renforcement d’une structure aéronautique, il n’y a généralement
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qu’un seul côté accessible et donc renforcé. L’assemblage collé est donc généralement

asymétrique, mais la structure étudiée ici est supposée être suffisamment rigide pour

empêcher toute flexion hors-plan. Cette hypothèse est évidemment simplificatrice

mais elle permet une première approche du problème. Le modèle développé pourrait

être étendu à l’avenir en tenant compte du moment de flexion de l’assemblage. Il en

résulte que, dans le cas présent, le substrat et le composite ne sont soumis qu’à des

chargements dans le plan (x, y). Les contraintes longitudinales suivant les directions

x et y dans le substrat sont notées respectivement σsxx et σsyy. La colle est supposée

être soumise à du cisaillement transverse uniquement : les contraintes τaxz et τayz
sont supposées être constantes dans l’épaisseur de la couche de colle. Les contraintes

longitudinales dans le patch composite sont notées respectivement σcxx et σcyy suivant

les directions x et y. Toutes les contraintes décrites ci-dessus varient en fonction de

x et y. L’objectif est de calculer ces champs de contraintes lorsque la structure est

soumise à un chargement thermique.

Pour des raisons de simplicité, le modèle présenté ici est développé pour des

matériaux dont les lois de comportement sont élastiques linéaires et dont les caracté-

ristiques ne varient pas en fonction de la température ou du temps. Cette hypothèse

est particulièrement critiquable pour la colle. En effet, la colle Redux 312 présente

un comportement non-linéaire [MDB+07] et ses propriétés dépendent fortement de

la température [dSA07a, dSA07b, DMBS07]. Ces non-linéarités seront évaluées au

chapitre III puis intégrées dans un modèle de calcul spécifique au chapitre IV. Enfin,

le substrat est supposé avoir un comportement isotrope et le patch composite un

comportement orthotrope en membrane, avec des directions d’orthotropie parallèles

aux bords du patch.

Il faut également souligner que le substrat métallique et le patch ont les mêmes

dimensions extérieures lx et ly et qu’aucun chargement mécanique n’est appliqué au

niveau des bords libres Γ1, Γ2, Γ3 et Γ4 (cf. figure II.1). Le cas d’un assemblage

collé rectangulaire soumis à un chargement mécanique bidimensionnel a déjà été

traité en détail par JD Mathias [MGB06]. Dans le cas d’une structure soumise à des

chargements thermiques et mécaniques, il suffit de superposer les deux solutions.
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Fig. II.2 Equilibre d’une partie représentative du patch composite.

II.3 Résolution analytique du problème 2D

II.3.1 Equations d’équilibre

L’étude de l’équilibre dans le cas unidimensionnel est classique. Elle est rappelée

au chapitre I. Une solution pour les distributions de contraintes dans le plan (x, y)
est développée dans ce paragraphe. Cette solution est basée sur l’approche décrite

dans [MGB06] où seuls des chargements mécaniques sont considérés, en ajoutant ici

la dilatation des matériaux assemblés et la possibilité d’imposer une variation de tem-

pérature homogène à la structure. La prise en compte des propriétés thermiques des

matériaux apporte donc quelques modifications qu’il convient de prendre en compte

dans notre cas.

L’équilibre d’une partie représentative du patch composite (cf. figure II.2) s’écrit

dans ce cas :


∂σcxx
∂x

ec − τaxz +
∂τ cxy
∂y

ec = 0

∂σcyy
∂y

ec − τayz +
∂τ cxy
∂x

ec = 0
(II.1)

De la même manière, l’équilibre d’une partie représentative du substrat métallique
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s’écrit :


∂σsxx
∂x

es + τaxz +
∂τ sxy
∂y

es = 0

∂σsyy
∂y

es + τayz +
∂τ sxy
∂x

es = 0
(II.2)

Dans le cas d’un chargement thermique, les contraintes de cisaillement plan dans le

composite τ cxy et dans le substrat τ sxy sont supposées égales à zéro. Les deux systèmes

d’équations précédents se réduisent donc à :


∂σcxx
∂x

ec = τaxz

∂σcyy
∂y

ec = τayz

et


∂σsxx
∂x

es = −τaxz

∂σsyy
∂y

es = −τayz
(II.3)

Les équations précédentes sont combinées pour faire disparâıtre les τaxz et τayz, ce

qui donne :


∂

∂x
(σsxxes + σcxxec) = 0

∂

∂y

(
σsyyes + σcyyec

)
= 0

(II.4)

Comme mentionné dans le paragraphe II.2, les bords du substrat et du patch sont

libres de contraintes, ainsi σsxx = σcxx = 0 le long de Γ1 et Γ3 et σsyy = σcyy = 0 le long

de Γ2 et Γ4 (cf. figure II.1). Par conséquent, l’intégration de l’équation (II.4) conduit

à :


σsxxes + σcxxec = 0

σsyyes + σcyyec = 0
(II.5)

Donc :


σsxx = −ec

es
σcxx

σsyy = −ec
es
σcyy

(II.6)

Les contraintes de cisaillement transverse τaxz et τayz sont supposées constantes

dans l’épaisseur de colle, d’où :
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τaxz = Gaγ

a
xz = Ga ×

ucx − usx
ea

τayz = Gaγ
a
yz = Ga ×

ucy − usy
ea

(II.7)

où ucx et usx sont les déplacements respectifs du patch composite et du substrat selon

la direction x. De la même manière, ucy et usy sont les déplacements selon la direction

y. Le remplacement de τaxz et τayz par ces expressions dans l’équation (II.3) mène à :


∂σcxx
∂x

= Ga ×
ucx − usx
eaec

∂σcyy
∂y

= Ga ×
ucy − usy
eaec

(II.8)

Ces deux équations sont alors dérivées respectivement par rapport à x et y pour

faire apparâıtre les déformations longitudinales dans le patch composite et dans le

substrat :


∂2σcxx
∂x2 = Ga ×

εcxx − εsxx
eaec

∂2σcyy
∂y2 = Ga ×

εcyy − εsyy
eaec

(II.9)

où εcij et εsij représentent les déformations respectives du patch composite et du sub-

strat. Les lois de comportement de ces matériaux sont supposées élastiques linéaires :



εcxx = 1
Ex

σcxx −
νxy
Ex

σcyy + αx∆T

εsxx = 1
Es
σsxx −

νs
Es
σsyy + αs∆T

εcyy = 1
Ey

σcyy −
νyx
Ey

σcxx + αy∆T

εsyy = 1
Es
σsyy −

νs
Es
σsxx + αs∆T

(II.10)

où ∆T représente la variation de température appliquée à la structure.

Il est à noter que les contraintes thermiques résultant de la dilatation de la colle

sont négligées en raison de la faible rigidité de cet élément par rapport aux deux

autres.

Finalement, en introduisant les équations (II.10) et (II.6) dans l’équation (II.9),

l’équation différentielle suivante est obtenue :



38 II. Modèle analytique bidimensionnel d’un renfort soumis à un chargement thermique


∂2σcxx
∂x2 = Aσcxx +Bσcyy + C

∂2σcyy
∂y2 = Dσcxx + Eσcyy + F

(II.11)

avec



A = Ga
ea

( 1
ecEx

+ 1
esEs

)
B = −Ga

ea

(
νxy
ecEx

+ νs
esEs

)
C = Ga

eaec
(αx − αs)∆T

D = −Ga
ea

(
νyx
ecEy

+ νs
esEs

)
E = Ga

ea

( 1
ecEy

+ 1
esEs

)
F = Ga

eaec
(αy − αs)∆T

(II.12)

Le système d’équations différentielles obtenu est couplé entre σcxx et σcyy. Il est

découplé dans le cas où les paramètres B et D sont nuls. Comme les coefficients

de Poisson sont positifs, ce découplage n’est possible que si tous les coefficients de

Poisson sont supposés nuls, ce qui aboutit dans ce cas à la solution classique 1D

[HS73a] suivant les directions x et y.

II.3.2 Résolution par séries de Fourier

La résolution des équations différentielles du système (II.11) est obtenue à l’aide

de séries de Fourier. Suivant la direction x par exemple, la solution s’écrit sous la

forme décrite dans [MGB06] :

σcxx(x, y) =
∞∑
n=1

∞∑
m=1

Fmn sin(kmx) sin
(
kn(y + Φm)

)
(II.13)

Une expression similaire peut être écrite pour σcyy suivant la direction y. Les

coefficients Fmn, kn et km sont identifiés en utilisant la propriété d’orthogonalité de

la fonction sinus sur une période. Le paramètre Φm est un décalage qui est introduit

pour pouvoir respecter les conditions aux limites le long de Γ2 et Γ4, comme montré

dans [MGB06] dans le cas d’un chargement mécanique. Afin de déterminer Φm, l’une



II.3. Résolution analytique du problème 2D 39

des frontières longitudinales est considérée, par exemple Γ2 le long de laquelle σcyy = 0.

Dans ce cas, la première équation du système (II.11) se réduit à :

d2σcxx(x, 0)
dx2 −Aσcxx = C (II.14)

Il est alors évident que l’équation obtenue est identique à celle donnée par un

calcul classique des contraintes dans un assemblage collé dont la solution peut être

donnée par une combinaison de fonctions sinus hyperbolique et cosinus hyperbolique,

comme suit :

σcxx(x) = Cu
Au

[
cosh(

√
Aux) + 1− cosh(

√
Aulx)

sinh(
√
Aulx)

sinh(
√
Aux)− 1

]
(II.15)

avec


Au = Ga

ea

( 1
Exec

+ 1
Eses

)
Cu = Ga

eaec
(αx − αs)∆T

(II.16)

La solution ci-dessus est alors comparée à la solution générale donnée par l’équa-

tion (II.13). L’expression de Φm est finalement obtenue en utilisant une seconde fois

la propriété d’orthogonalité de la fonction sinus sur une période. Les calculs ne sont

pas détaillés ici, ils sont similaires à ceux présentés dans [MGB06] et sont détaillés

en annexe A.2. La solution suivant la direction x s’écrit finalement comme suit :

σcxx(x, y) =
∞∑

m=1,3,5...

∞∑
n=1,3,5...

−16H
mnπ2Imn

sin
(
mπx

lx

)
sin
(
nπ(Φm + y)
2Φm + ly

)
(II.17)

avec :
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G = E ×A−B ×D

H = C × E − F ×B

dm =
E
(
mπ
lx

)2 +G(
mπ
lx

)2 +A

Φm = − 1√
dm

ln
(

1− Cdm
H

)
condition :

Cdm
H

< 1,∀m = 1, 3, 5, . . .∞

Imn =
(
mπ

lx

)2( nπ

2Φm + ly

)2
+A

(
nπ

2Φm + ly

)
+ E

(
mπ

lx

)2
+G

(II.18)

Il faut noter que cette solution n’est valable que si la condition “Cdm/H < 1”

est vérifiée pour tout m = 1, 3, 5, . . . Si ce n’est pas le cas, il est possible de cumuler

plusieurs cas de chargement vérifiant cette condition et d’ajouter ensuite les résultats

obtenus séparément. Par symétrie, une solution similaire est trouvée pour l’expression

de σcyy(x, y).

Les expressions des contraintes de cisaillement transverse dans la colle τaxz et τayz
sont déduites des contraintes longitudinales dans le patch σcxx et σcyy en utilisant

l’équation (II.3) :

τaxz(x, y) =
∞∑

m=1,3,5...

∞∑
n=1,3,5...

ec
−16H
nπImnlx

cos
(
mπx

lx

)
sin
(
nπ(Φm + y)
2Φm + ly

)
(II.19)

II.3.3 Remarques

II.3.3.1 Calcul des contraintes longitudinales dans le patch

Les valeurs extrêmes des contraintes longitudinales dans le patch composite σcxx et

σcyy sont localisées au centre du renfort. Si ses dimensions sont suffisamment grandes

par rapport à la longueur de transfert des contraintes, le système d’équations (II.11)

peut être simplifié en supposant que les contraintes σcxx et σcyy ont atteint leurs va-

leurs limites respectives σc,limxx et σc,limyy . Ces contraintes sont donc constantes et leurs

dérivées partielles sont nulles. Le système (II.11) se réduit alors à :
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Aσc,limxx +Bσc,limyy = −C

Dσc,limxx + Eσc,limyy = −F
(II.20)

Il suffit alors de résoudre ce système linéaire de deux équations à deux inconnues,

ce qui donne :


σc,limxx = EC − FB

BD − EA

σc,limyy = AF − CD
BD − EA

(II.21)

Les solutions ainsi obtenues sont également celles données classiquement pour

le calcul des contraintes thermiques dans les différentes couches d’un assemblage

hétérogène soumis à une variation de température. Le détail de ce type de calcul est

donné par exemple dans [TH80].

Il faut noter enfin que cette solution n’est valable que si le transfert des contraintes

du substrat vers le patch composite est parfait. Il s’agit d’une valeur maximale limite

vers laquelle la solution converge lorsque la longueur du patch est suffisamment grande

par rapport à la longueur de transfert.

II.3.3.2 Calcul des contraintes de cisaillement dans la colle

Les pics de contraintes dans la colle sont toujours localisés près des bords libres.

Dans le cadre d’une étude simplifiée où seule la valeur maximale du cisaillement dans

la colle est recherchée, il n’est pas nécessaire de calculer la distribution complète des

contraintes, il suffit dans ce cas de calculer τaxz en (x, y) = (0, 0) ou (0, ly/2), et τayz
en (x, y) = (0, 0) ou (lx/2, 0).

II.4 Exemples d’applications

II.4.1 Introduction

L’objectif est maintenant d’utiliser la solution développée précédemment dans

cinq cas différents afin de mettre en lumière quelques effets bidimensionnels qui ap-

paraissent dans chacun des éléments en jeu dans l’assemblage collé. Le premier cas

traité, purement fictif, est celui d’un renfort isotrope présentant le même coefficient de

Poisson que le substrat, où seuls les coefficients de dilatation et les modules d’Young
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sont différents. Les cas suivants sont plus réalistes, il s’agit d’un patch unidirection-

nel en carbone/époxyde, d’un patch croisé [0, 90]s en carbone/époxyde, d’un patch

unidirectionnel en bore/époxyde et enfin d’un patch en GLARE, matériau composé

d’un empilement de couches d’aluminium et de fibres de verre.

Les matériaux choisis dans ces exemples sont utilisés classiquement dans le cadre

du renfort de structures aéronautiques. Les propriétés mécaniques de ces patchs com-

posites sont listées dans le tableau II.1. Les propriétés du patch croisé [0, 90]s en

carbone/époxyde sont calculées à partir des propriétés du patch unidirectionnel en

utilisant les formules de la théorie classique des plaques stratifiées [TH80]. Les résis-

tances longitudinales et transverses des patchs ainsi que la résistance en cisaillement

de la colle utilisée sont données dans le tableau II.2.

Le chargement appliqué à l’ensemble de la structure est une baisse de température

de 100 ◦C. Les patchs étant collés à 120 ◦C environ, cette variation correspond à

un retour à la température ambiante de la structure. Les propriétés des matériaux

sont supposées constantes sur cette plage de température. Les calculs menés étant

élastiques, les résultats obtenus pour une augmentation de température de 100 ◦C
sont les opposés de ceux obtenus pour une baisse de température de 100 ◦C. Les

champs de contraintes passent alors d’un état de compression à un état de traction

et inversement. Comme les résistances en traction ou en compression des patchs

étudiés ne sont généralement pas identiques, une augmentation de température peut

s’avérer plus critique qu’une baisse identique de température, ou inversement. Les

deux cas sont donc discutés dans la suite.

Pour pouvoir appliquer cette méthode, il faut que la condition “Cdm/H < 1” de

l’équation (II.18) soit respectée pour tout m = 1, 3, 5 . . . Comme ce n’est pas toujours

le cas pour un chargement thermique seul, plusieurs chargements thermo-mécaniques

sont cumulés. Chacun de ces chargements doit respecter cette condition et leur somme

doit aboutir au chargement thermique souhaité. Les champs de contraintes obtenus

sont alors cumulés pour aboutir au résultat souhaité. La prise en compte d’un charge-

ment mécanique bidimensionnel s’effectue en introduisant σ∞xx et σ∞yy, les contraintes

longitudinales appliquées au substrat aux extrémités de l’assemblage suivant les direc-

tions respectives x et y [MGB06]. Le système d’équations différentielles (II.11) ainsi

que les solutions (II.17) et (II.19) restent inchangés. Seules changent les constantes
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Matériau Ex Ey νxy αx αy

(Unité) (GPa) (GPa) (10−6 ◦C−1) (10−6 ◦C−1)

bore/époxyde 204 18.5 0.23 6.1 30.3
carbone/époxyde

UD
181 10.3 0.28 0.02 22.5

carbone/époxyde
[0, 90]s

96 96 0.0302 1.5 1.5

GLARE-2 (3/2) 65.6 50.7 0.33 17.9 24.2
Aluminium 73.8 73.8 0.33 23.6 23.6

Colle 4.2 4.2 0.3

Tab. II.1 Propriétés thermoélastiques des matériaux extraites de [TH80] pour les
patchs bore/époxyde et carbone/époxyde, de [RSN98] pour le GLARE. L’aluminium
est un alliage 2024-T3. Les données pour la colle sont extraites de [MGB06].

C et F de l’équation différentielle (II.11) qui deviennent alors :
C = Ga

eaec

(
νsσ
∞
yy

Es
− σ∞xx
Es

+ (αx − αs)∆T
)

F = Ga
eaec

(
νsσ
∞
xx

Es
−
σ∞yy
Es

+ (αy − αs)∆T
) (II.22)

Comme expliqué au paragraphe II.3.3, les dimensions du patch doivent avoir

une longueur minimale pour que le transfert d’effort puisse être considéré comme

complet. Les dimensions choisies ici permettent d’atteindre les valeurs maximales de

contraintes dans le patch tout en gardant visibles les zones de transfert sur les figures.

Ces dimensions sont les suivantes : lx = ly = 20 mm, ec = 0.25 mm, ea = 0.15 mm et

es = 1 mm.

II.4.2 Cas d’un renfort isotrope

Dans ce premier exemple, l’objectif est de découpler l’effet lié à la différence des

coefficients de Poisson et l’effet de la différence des coefficients de dilatation. Pour

cela, tous les matériaux sont supposés isotropes, avec en plus un coefficient de Poisson

identique pour tous les composants. Les résultats donnés par le modèle 2D développé

précédemment sont représentés en traits fins sur la figure II.3. Ils sont comparés à

un calcul unidimensionnel classique [HS73b] représenté en trait gras sur les bords des

distributions de la figure II.3.

Le modèle 2D permet de calculer les contraintes suivant les directions x (cf. fi-

gure II.3(a)) et y (cf. figure II.3(b)). La symétrie des résultats obtenus est due à la
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Matériau tract.
long. X

comp.
long. X’

tract.
trans. Y

comp.
trans. Y’

cisaillement
S

carbone/époxyde 1500 1500 40 246 68
bore/époxyde 1260 2500 61 202 67
GLARE-2 (3/2) 360 414 228 236
Colle Redux 312

22 ◦C 42
70 ◦C 38
80 ◦C 35
100 ◦C 17

Tab. II.2 Résistances des patchs composites d’après [TH80] pour le carbone/é-
poxyde et le bore/époxyde, et d’après [WY05] pour le GLARE. Les propriétés de
la colle Redux 312 sont fournies par le fabricant Hexcel Composites [Com07]. Les
données sont en MPa.
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Fig. II.3 Contraintes calculées pour un chargement thermique de −100 ◦C. Le
renfort isotrope présente le même coefficient de Poisson que le substrat métallique.
Les solutions 1D et 2D sont superposées.
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symétrie des propriétés des matériaux et du chargement, aussi les remarques faites

dans la suite pour σcxx sont également valables pour σcyy.

Les résultats obtenus pour σcxx le long de Γ2 et Γ4, bords libres du patch, sont

identiques pour les deux méthodes. Cela correspond bien au résultat attendu puisqu’il

s’agit de la condition limite imposée au modèle 2D. Cela correspond aussi aux zones

où σcyy = 0 (cf. figure II.3(b)) et où il n’y a donc pas de déformation transverse pour

modifier le résultat 1D. En dehors de ces zones, les résultats obtenus en 1D et en

2D sont cependant différents. Cette différence peut s’expliquer analytiquement en

calculant pour lx → +∞ :

– la contrainte au centre du patch, notée σ̃cxx, donnée par le modèle 2D dans le

cas où les matériaux en jeu sont isotropes ;

– la contrainte au centre du patch, notée σ̂cxx, donnée par le modèle 1D.

Dans le cas particulier de matériaux tous isotropes, les contraintes limites au

centre du patch données par l’équation (II.21) sont simplifiées par les hypothèses

suivantes :  αx = αy = αc

Ex = Ey = Ec
(II.23)

Ce qui aboutit à la solution suivante pour σ̃cxx et σ̃cyy :

σ̃cxx = σ̃cyy = (αc − αs)∆T

ec

(1− νc
ecEc

+ 1− νs
esEs

) (II.24)

où νs et νc sont respectivement les coefficients de Poisson du substrat et du renfort.

Dans cet exemple, l’application numérique donne σ̃cxx = σ̃cyy = −41 MPa.

La solution 1D donnée par l’équation (II.15) permet de calculer σcxx(x = lx/2)
pour lx → +∞ :

σ̂cxx = (αc − αs)∆T

ec

( 1
ecEc

+ 1
esEs

) (II.25)

La solution 2D de l’équation (II.24), dans le cas particulier où les matériaux

présentent en plus le même coefficient de Poisson (νc = νs = ν), se réduit alors à :

σ̃cxx = σ̂cxx
1− ν

(II.26)

Le rapport entre σ̃cxx et σ̂cxx vaut alors 1 − ν. Comme ν est compris entre −1 et

0.5, la contrainte σ̃cxx est toujours supérieure à σ̂cxx. Ce phénomène s’explique par le

raidissement de l’assemblage au niveau du centre du renfort, du fait de sa géométrie.
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La solution 2D proposée peut donc être vue comme le passage progressif d’une so-

lution 1D classique [HS73b, HS73a], valable au niveau du bord libre, vers une autre

solution classique détaillée dans [TH80] et qui permet de déterminer les contraintes

thermiques dans une structure multicouche hétérogène. Il faut noter, toutefois, que

seule la solution bidimensionnelle développée ici permet de calculer la distribution

complète des contraintes. De même, la solution [TH80] n’est valable que si le trans-

fert d’effort est complet, ce qui n’est pas le cas par exemple pour des assemblages de

petites dimensions ou encore si la colle a un module de cisaillement trop faible pour

transmettre l’effort sur la distance disponible.

Même dans le cas où des hypothèses simplificatrices sont émises, un effet 2D lié à

la géométrie du problème est donc bien mis en évidence. Dans des cas plus complexes

où les matériaux en jeu sont orthotropes, d’autres effets viennent s’ajouter, liés à la

différence des coefficients de dilatation ou des coefficients de Poisson. Plusieurs cas

sont étudiés ci-après.

II.4.3 Cas d’un patch unidirectionnel carbone/époxyde

Les distributions des contraintes σcxx, σcyy, τ
a
xz et τayz, pour le cas d’un patch

unidirectionnel en carbone/époxyde, sont présentées sur la figure II.4. Les fibres du

patch composite sont orientées suivant la direction x. Les solutions du modèle 1D

(cf. équation (II.15)) et du modèle 2D (cf. équation (II.17)) sont superposées sur

les figures II.4(a-d) à des fins de comparaison. Une comparaison de la solution 2D

avec un calcul par éléments finis est également représentée sur les figures II.4(e-h).

Le calcul par éléments finis a été réalisé avec Ansys 11. Les symétries du problème

permettent de ne modéliser qu’un quart de la structure. Le modèle EF est maillé

avec 25000 éléments SOLID95 à 20 noeuds. Les contraintes dans la couche de colle ne

varient presque pas suivant son épaisseur, sauf de manière localisée près des bords

libres. Afin de limiter les pics de contraintes dûs aux singularités ou aux interfaces

entre deux matériaux, les champs de contraintes dans la colle sont relevés dans son

plan médian. De la même manière, les contraintes dans le patch composite ne varient

quasiment pas suivant l’épaisseur, sauf localement à l’approche des bords libres où une

déformation suivant l’axe z non prise en compte dans ce modèle modifie légèrement

la distribution des contraintes. Les champs de contraintes dans le patch sont donc

collectés sur la surface supérieure du patch où cette contrainte suivant z est nulle.

Les remarques suivantes concernant les résultats peuvent être formulées :

– les résultats analytiques obtenus pour les contraintes longitudinales dans le
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Fig. II.4 Contraintes calculées pour un chargement thermique de −100 ◦C dans
le cas d’un patch unidirectionnel carbone/époxyde. Les fibres sont orientées suivant
la direction x. (a-d) Superposition des solutions analytiques 1D (en traits gras) et
2D (en traits fins). (e-h) Superposition des résultats du modèle analytique 2D (en
blanc) et des résultats obtenus par éléments finis (en gris). Seul un quart de la
structure est représenté.
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patch composite σcxx et σcyy (en blanc sur les figures II.4(e-f)) sont globalement

concordants avec les résultats EF (en gris). Quelques légères différences appa-

raissent cependant le long des frontières Γ3 et Γ4. Elles proviennent sans doute

d’effets 3D non pris en compte dans le modèle analytique ;

– les résultats obtenus par les deux méthodes pour les cisaillements transverses

τaxz et τayz sont également concordants bien que le modèle EF sous-estime les

pics de contraintes au niveau des bords libres Γ3 pour τaxz et Γ4 pour τayz (cf.

figures II.4(g-h)). Un raffinement localisé du maillage au niveau du bord libre

permettrait d’améliorer la précision du résultat, mais le problème de cette sin-

gularité géométrique est un phénomène bien connu dans l’étude des assemblages

collés. De plus, le modèle bidimensionnel présenté ici, comme pour de nombreux

modèles 1D existants, ne respecte pas la condition du cisaillement nul dans la

colle au niveau des bords libres et surestime la valeur du pic de cisaillement

[DSDNAS09] ;

– comme attendu, les contraintes σcxx et σcyy sont nulles le long de leurs bords

libres respectifs {Γ1,Γ3} et {Γ2,Γ4} (cf. figures II.4(a-b)) ;

– la contrainte longitudinale au milieu du patch composite, donnée par le modèle

2D (cf. équation (II.17)) peut être comparée avec celle obtenue par le calcul

de la contrainte limite (cf. équation (II.21)). Cette contrainte limite, suivant

la direction x, donne σc,limxx = −267 MPa alors que le modèle 2D présenté ici

donne σcxx = −266 MPa. De la même manière, suivant la direction y, les deux

approches donnent σcyy = σc,limyy = −8 MPa. La solution 2D atteint donc bien

la valeur asymptotique estimée par l’approche simplifiée. L’effort est donc inté-

gralement transmis au patch sur les longueurs lx et ly disponibles. Dans ce cas,

la solution simplifiée suffit pour évaluer les contraintes maximales au sein du

patch composite, mais seule la distribution complète permet d’évaluer l’évolu-

tion des contraintes au niveau des bords et donc de remonter au cisaillement

dans la colle ;

– sur la figure II.4(b), les solutions 1D et 2D pour σcyy sont égales le long des

bords libres {Γ1,Γ3}. Cependant, la différence entre les deux solutions s’accrôıt

en s’éloignant des bords : la solution 1D donne σcyy = −1 MPa alors que la

solution 2D donne σcyy = −8 MPa. Ces contraintes sont faibles par rapport à

celles obtenues suivant x, mais la différence relative entre les modèles 1D et 2D

est significative. La solution 1D n’est donc pas très satisfaisante dans ce cas ;

– étant donné que les coefficients de dilatation du patch αx et αy sont infé-
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rieurs à celui du substrat αs et que la variation de température est négative,

le patch composite est en état de compression selon les deux directions x et

y. La contrainte obtenue est bien plus élevée suivant la direction x puisque la

différence des coefficients de dilatation est plus grande suivant cette direction

et le module d’Young du composite également ;

– de manière plus générale, l’effet dû à la différence des coefficients de dilatation

entre le substrat et le patch composite peut être directement perçu en calculant

les solutions 1D le long des frontières {Γ2,Γ4} pour σcxx et {Γ1,Γ3} pour σcyy. La

première étant due à la différence des coefficients de dilatation selon la direction

x, et la seconde selon la direction y. Les contraintes obtenues dépendent alors à

la fois de la différence de ces coefficients de dilatation et des modules d’Young du

patch composite selon ces directions. L’effet 2D dû à la différence des coefficients

de Poisson peut être estimé en observant la différence des résultats au niveau

du bord libre et au centre du patch. A titre d’exemple, l’amplitude significative

de σcxx le long de {Γ2,Γ4} est due à la différence des coefficients de dilatation

entre le substrat et le patch composite suivant x, mais aussi au module d’Young

élevé du patch le long des fibres. A l’inverse, suivant la direction y, la faible

différence des coefficients de dilatation associée à un faible module d’Young du

patch suivant la direction transverse aux fibres donne un résultat plus faible

pour σcyy le long de {Γ1,Γ3} ;

– avec cette approche, les cisaillements transverses dans la colle τaxz et τayz sont

respectivement proportionnels aux dérivées des contraintes longitudinales σcxx
par rapport à x et σcyy par rapport à y (cf. équation (II.3)). Le cisaillement τayz
maximal est donc situé le long des frontières {Γ2,Γ4} (y = 0 ou y = ly) pour

x = lx/2 (cf. figure II.4(d)) ;

– les contraintes maximales calculées sont maintenant comparées aux résistances

respectives des matériaux concernés (cf. tableau II.2). Les contraintes σcxx et

σcyy, compressives dans ce cas, atteignent donc respectivement 18% et 3% des

limites à la résistance en compression du patch. Le cisaillement dans la colle est

comparé à la résistance donnée par le fournisseur à 22 ◦C. Le pic de cisaillement

atteint donc dans ce cas 95% de la résistance au cisaillement. Une augmentation

de température de +100 ◦C serait plus endommageante pour l’assemblage collé

étant donné que le patch serait soumis à de la traction suivant x et y et que

la résistance du patch dans le sens transverse aux fibres est plus faible en

traction qu’en compression. Les contraintes atteindraient alors 18% et 20% de
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la résistance du patch. Ces calculs en résistance sont détaillés plus loin avec un

critère quadratique.

Dans cet exemple, l’effet bidimensionnel est bien visible suivant la direction y

mais reste cependant assez faible en terme d’amplitude. En effet, les coefficients de

dilatation du patch et du substrat suivant la direction y sont du même ordre de

grandeur. D’autres configurations sont maintenant testées pour mettre en relief un

effet 2D, en jouant sur d’autres valeurs des coefficients de dilatation et des coefficients

de Poisson.

II.4.4 Cas d’un patch croisé [0/90]s carbone/époxyde

Le cas d’un patch croisé [0, 90]s en carbone/époxyde est maintenant considéré.

Les calculs sont menés en utilisant pour le patch composite les propriétés du matériau

homogène équivalent. Cet agencement des plis modifie fortement les valeurs des coef-

ficients de dilatation et des coefficients de Poisson du patch homogène équivalent. Les

paramètres de ce matériau sont symétriques entre les directions x et y. Les valeurs

obtenues sont rappelées dans le tableau II.1. Les résultats 1D et 2D sont superpo-

sés sur la figure II.5(a-d). Les contraintes σcxx et σcyy sont ensuite redistribuées dans

chacun des plis (cf. figure II.5(e-h)). Les remarques suivantes peuvent être formulées :

– étant donné la symétrie des propriétés des matériaux et du chargement, les

résultats obtenus sont identiques selon les directions x et y ;

– en comparaison au cas précédent, les contraintes obtenues suivant la direction

y (cf. figure II.5(b)) sont nettement plus élevées. Ceci est dû à une différence

plus grande des coefficients de dilatation ainsi qu’à un module d’Young plus

élevé que précédemment dans cette direction. Au contraire, suivant la direction

x (cf. figure II.5(a)), les contraintes maximales dans le patch et dans la colle

sont plus faibles que pour le cas unidirectionnel ;

– la figure II.5(a) montre clairement que σcxx dépend presque exclusivement de

x. Par symétrie, σcyy ne dépend que de y. L’effet 2D lié aux coefficients de

Poisson n’est donc pas très important dans ce cas. A titre d’exemple, le modèle

1D donne des contraintes normales maximales σcxx = σcyy = −160 MPa et le

modèle 2D donne −178 MPa, soit une différence de 10% ;

– le cisaillement dans la colle est ici plus faible que celui obtenu dans le cas du

patch unidirectionnel. Il atteint cependant 34 MPa, soit 80% de la limite de

résistance de la colle. Ceci est dû principalement à la rigidité plus faible du

patch croisé ;
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0

10

20

0

10

20
−10

0

10

20

30

x [mm]y [mm]

σ 
[M

Pa
]

0

10

20

0

10

20
−400

−300

−200

−100

0

x [mm]y [mm]

σ 
[M

Pa
]
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Fig. II.5 Distribution des contraintes - cas d’un patch croisé [0, 90]s carbone/é-
poxyde.
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colle

Fig. II.6 Lors d’une baisse de température, l’aluminium et les plis à 90° ont
tendance à se comprimer plus que les plis à 0° ce qui mène à des contraintes de
traction dans l’aluminium et les plis à 90°.

– dans le cas d’une baisse de température, le patch équivalent homogène est

globalement en compression, cependant le calcul des contraintes dans chacun

des plis montre que les plis orientés à 90° sont soumis à des contraintes de

traction. Ceci s’explique par la différence des coefficients de dilatation des plis

entre la direction des fibres et la direction transverse. Comme montré sur le

schéma 1D de la figure II.6, l’aluminium et les plis à 90° ont tendance à se

contracter, alors que les plis à 0° ne se déforment quasiment pas. Ceci induit

des contraintes de traction dans l’aluminium et dans les plis à 90°. Cet état

de traction suivant la direction transverse des plis provoque ici des contraintes

pouvant atteindre 50% de la limite de résistance du patch. La défaillance de

l’assemblage proviendrait donc ici plutôt de la rupture interlaminaire du patch

que de la colle.

II.4.5 Cas d’un patch unidirectionnel bore/époxyde

Le cas d’un composite unidirectionnel en bore/époxyde est maintenant étudié. Ce

matériau est parfois utilisé à l’étranger pour les applications de type renforcement

de structures aéronautiques en raison de son coefficient de dilatation plus proche de

celui de l’aluminium. Les fibres sont orientées selon la direction x. Les résultats sont

présentés sur la figure II.7. Les remarques suivantes peuvent être formulées :

– dans ce cas, le patch est en compression suivant la direction x et en traction

suivant la direction y. Ceci est dû à l’ordre des coefficients de dilatation :

αx < αs < αy ;

– la contrainte longitudinale suivant la direction y, en état de traction au niveau

des frontières Γ1 et Γ3, diminue de 50% au milieu du patch par rapport à la
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Fig. II.7 Distribution des contraintes - cas d’un patch unidirectionnel bore/épo-
xyde.
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Fig. II.8 Distribution des contraintes - cas d’un patch en GLARE.

solution 1D ;

– contrairement au cas du patch unidirectionnel en carbone/époxyde, les pics du

cisaillement τayz dans la colle se situent dans les coins. Le cisaillement transverse

dans la colle est plus élevé selon la direction des fibres et atteint 75% de la

résistance en cisaillement ;

– le rapport entre les valeurs maximales des contraintes longitudinales dans le

patch et les résistances correspondantes sont de 8.4% suivant la direction des

fibres et de 19% suivant la direction transverse (cf. tableau II.2). Par contre,

dans le cas d’une augmentation de température, les signes des contraintes obte-

nues sont inversés. Les résistances en traction ou en compression du patch étant

différentes, les contraintes maximales atteignent cette fois 17% de la résistance

du patch suivant la direction des fibres et 6% suivant la direction transverse.

II.4.6 Cas d’un patch en GLARE

Le cas d’un patch en GLARE est maintenant étudié. C’est un matériau composé

de fines couches d’aluminium et de nappes unidirectionnelles de fibres de verre impré-



II.4. Exemples d’applications 55

gnées de résine époxyde. Plusieurs variantes de GLARE ont été développées en jouant

sur le nombre de couches utilisées, les alliages d’aluminium choisis ou les orientations

des fibres. A titre d’exemple, un GLARE 2/1 est constitué de deux couches d’alu-

minium collées par une couche de préimprégné en fibres de verre. Des versions plus

épaisses sont obtenues en empilant plus de couches pour former du 3/2, du 4/3... Les

nuances de GLARE sont obtenues en jouant sur l’alliage d’aluminium ou les orienta-

tions des fibres. Le GLARE 2 est constitué de couches d’aluminium 2024 T3 de 0.2 à

0.5 mm d’épaisseur et d’une couche unidirectionnelle de fibres de verre de 0.25 mm

d’épaisseur. Les nuances GLARE 3, GLARE 4 et les suivantes correspondent à des

orientations différentes des fibres de verre [WY05]. La nuance de GLARE choisie ici

est le GLARE 2 3/2, qui a donc un comportement orthotrope. Ses propriétés ther-

moélastiques sont relativement proches de celles de l’aluminium (cf. tableau II.1). Les

résultats obtenus sont présentés sur la figure II.8. Les remarques suivantes peuvent

être formulées :

– ce cas est similaire au précédent en ce qui concerne l’ordre des coefficients

de dilatation (αx < αs < αy). Les solutions 1D donnent donc un état de

compression dans le sens des fibres et un état de traction dans le sens transverse.

Ce résultat est bien celui trouvé par le modèle 2D le long des bords libres

({Γ2,Γ4} pour σcxx et {Γ1,Γ3} pour σcyy), cependant l’effet 2D mène à un tout

autre résultat au milieu du patch : σcyy passe d’un état de traction le long de

Γ1 à un état de compression au milieu du patch. Le modèle 1D utilisé seul

donnerait donc des résultats erronés car il ne prend pas en compte l’effet lié

aux coefficients de Poisson ;

– le rapport entre les valeurs maximales des contraintes longitudinales dans le

patch et les résistances correspondantes sont de 7.9% pour la compression sui-

vant la direction x, de 2.6% pour la compression suivant la direction y et de 1.1%

pour la traction suivant la direction y. Le cisaillement dans la colle atteint 16%

de la résistance en cisaillement. Ces valeurs sont nettement inférieures à celles

obtenues pour les autres patchs traités. Le GLARE est donc moins sensible

aux chargements thermiques du fait de son comportement thermoélastique très

proche de celui de l’aluminium. Il faut toutefois noter qu’il est également moins

rigide que les autres patchs et renforce donc moins efficacement le substrat ;

– les résistances du GLARE en traction ou en compression étant relativement

proches, les résultats obtenus pour un chargement de +100 ◦C sont quasiment

identiques à ceux présentés ci-dessus.
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II.5 Comparaison des résultats

Les résultats précédents en terme de résistance sont repris ici et étoffés. Des

critères de rupture sont choisis et calculés pour chaque élément de l’assemblage, le

patch composite d’abord puis l’aluminium et la colle, ceci afin de comparer les résul-

tats obtenus pour les différents patchs traités en terme de résistance aux variations

de température.

II.5.1 Critère de rupture du patch : critère de Tsai-Wu

Le patch composite étant un matériau orthotrope, le critère choisi pour évaluer sa

tenue en résistance est le critère de Tsai-Wu [Ber05]. Dans le cas général, la rupture

du matériau est atteinte si l’égalité suivante est vérifiée :

Fiσi + Fifσij = 1 i, j = 1, 2, . . . , 6 (II.27)

où les constantes Fi et Fij sont les composantes de deux tenseurs, respectivement de

rang 2 et de rang 4, dépendants des limites de résistances du matériau en traction,

en compression et en cisaillement suivant chacune des directions (cf. tableau II.2).

Le patch étant ici en contraintes planes dans le plan (1, 2) = (L, T ) = (x, y), seules

les contraintes σ1 = σxx, σ2 = σyy et σ6 = σxy sont conservées. La relation (II.27) se

réduit donc à :

F1σ1 + F2σ2 + F6σ6 + F11σ
2
11 + F22σ

2
22 + F66σ

2
66 + 2F12σ12 = 1 (II.28)

Les valeurs des Fi et Fij sont données par :

F1 = 1
X
− 1
X ′

F2 = 1
Y
− 1
Y ′

F6 = 0

F11 = 1
XX ′

F22 = 1
Y Y ′

F66 = 1
S2

(II.29)

Le coefficient de couplage F12 peut être déterminé lors d’un essai biaxial, par

exemple en traction biaxiale en appliquant la même contrainte σ1 = σ2 = σ. Ce
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paramètre s’écrit alors en fonction de la contrainte à rupture σ de la manière suivante :

F12 = 1
2σ2

[
1−

( 1
X
− 1
X ′

+ 1
Y
− 1
Y ′

)
σ +

( 1
XX ′

+ 1
Y Y ′

)
σ2
]

(II.30)

Il peut également être obtenu lors d’un essai de traction (ou compression) à 45°

des axes principaux du matériau. Il s’écrit alors en fonction de σ45, la contrainte

mesurée lors de la rupture dans un tel essai :

F12 = 2
σ2

45

[
1− σ45

2

( 1
X
− 1
X ′

+ 1
Y
− 1
Y ′

)
− σ2

45
2

( 1
XX ′

+ 1
Y Y ′

+ 1
S2

)]
(II.31)

En général, un coefficient de couplage empirique F ∗12 = XX ′F12 est introduit et

ajusté en fonction des résultats expérimentaux. Dans le cas où F ∗12 = −1
2

, selon le

critère de Tsai-Wu il n’y a alors pas de rupture du patch si :( 1
X
− 1
X ′

)
σcxx +

( 1
Y
− 1
Y ′

)
σcyy + σcxx

2

XX ′
+
σcyy

2

Y Y ′
+
σcxy

2

S2 −
σcxxσ

c
yy

XX ′
< 1 (II.32)

Ce critère est construit de manière empirique à partir de considérations géomé-

triques et mécaniques qui permettent de déterminer la forme de la zone de stabilité

à partir de résultats d’essais mécaniques simples. Celle-ci doit par exemple être fer-

mée pour éviter d’avoir une résistance infinie et convexe pour qu’un déchargement à

partir d’un état de contrainte stable n’amène pas à sortir de la zone dans laquelle le

matériau garde son intégrité [LS98]. Une valeur supérieure à 1 indique que l’état de

contrainte se situe dans la zone de rupture (cf. figure II.9) et une valeur inférieure

à 1 correspond à la zone de non-rupture. En utilisant l’équation (II.32), la valeur

obtenue pour {σxx, σyy, σxy} = {0, 0, 0} est 0. Il est cependant possible pour certains

couples {σxx, σyy} d’obtenir des valeurs négatives. C’est en particulier le cas lorsque

les résistances en traction (par exemple Y ) et en compression (par exemple Y ′) sont

différentes. Le critère de Tsai-Wu, le long de l’axe σxx = 0, passe alors de 1 en

σyy = −Y ′ ou Y à 0 en σyy = 0, ceci de manière parabolique. Il est donc évident que

des valeurs négatives peuvent apparâıtre. Ces valeurs négatives correspondent à des

états de contraintes plus éloignés de la zone de rupture que ne l’est le point {0, 0}.
Il existe également des critères modifiés, basés sur la même frontière extérieure mais

imposant un minimum en {0, 0} [Kol03].

Les résultats obtenus pour chacun des patchs sont présentés sur la figure II.10.

Les calculs sont conduits à partir des contraintes σcxx et σcyy présentées dans les cas

étudiés précédemment. Le cas particulier du patch croisé [0,90]s est traité différem-

ment puisque les contraintes ne sont pas les mêmes dans chacun des plis. Le critère
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σ
xx

σ
yy

0

0

−Y’

Y−X’ X

0
1 Zone de

rupture

Fig. II.9 Lignes de niveau du critère de Tsai-Wu pour le patch unidirectionnel en
carbone/époxyde pour σxy = 0.

de Tsai-Wu est alors calculé dans chaque pli, mais comme le problème est identique

suivant x et y, les résultats dans chacun des plis sont égaux. Seul le pli à 0° est donc

représenté sur la figure.

Les critères de Tsai-Wu sont calculés dans le cas d’une variation de température

de −100 ◦C, ce qui correspond au retour à température ambiante après le collage

du patch composite. Comme les résistances à la traction et à la compression des

différents patchs ne sont pas identiques (cf. tableau II.2), le cas d’une variation de

+100 ◦C est également traité afin d’évaluer l’impact d’une variation de température

positive. Comme le modèle de calcul est élastique, les champs de contraintes obtenus

pour une variation de +100 ◦C sont les opposés de ceux obtenus pour une variation

de −100 ◦C.

Il faut noter encore une fois que ces calculs sont menés en émettant l’hypothèse que

les paramètres des différents matériaux sont constants sur l’intervalle de température

considéré. Cette hypothèse est évidemment discutable, en particulier pour la colle,

mais seul l’aspect qualitatif de l’étude est retenu ici, l’objectif étant de comparer la

résistance des différents assemblages à une sollicitation thermique. La non-linéarité du

comportement de la colle est traitée aux chapitres III et IV. Les remarques suivantes

peuvent être formulées :

– les résultats obtenus sont clairement différents pour une diminution ou une

augmentation de température, les contraintes dans le patch passant d’un état

de compression à un état de traction ou inversement. Un chargement ther-

mique menant à des contraintes de traction est toujours plus pénalisant. Il n’y

a cependant pas de règle générale sur le cas le plus défavorable. En effet, une
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Fig. II.10 Critères de Tsai-Wu calculés pour chacun des patchs étudiés : l’unidi-
rectionnel carbone/époxyde (a-b), le croisé [0, 90]s carbone/époxyde (c-d), l’unidi-
rectionnel bore/époxyde (e-f), le GLARE (g-h).
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variation positive de température est plus pénalisante pour un patch en car-

bone/époxyde unidirectionnel ou en GLARE qu’une variation négative, mais

c’est l’inverse pour le patch en bore/époxyde unidirectionnel ou le patch croisé

en carbone/époxyde ;

– le maximum du critère de Tsai-Wu n’est pas toujours localisé au même endroit,

il peut être au milieu du patch ou sur un bord. Il est cependant toujours inférieur

à 1 donc aucun des cas présentés n’est dans la zone de défaillance pour la partie

composite ;

– les valeurs les plus élevées sont obtenues pour le patch croisé en carbone/époxyde,

en particulier lors d’une baisse de température (cf. figure II.10(c)). Dans ce cas,

La contrainte moyenne sur l’épaisseur du patch est globalement en compres-

sion, mais lorsqu’elle est décomposée sur chaque pli (cf. figure II.5(e-h)), ils

sont soumis à de la traction suivant la direction transverse aux fibres, ce qui

est particulièrement endommageant ;

– le GLARE donne les résultats les plus faibles, ceci grâce à des propriétés ther-

moélastiques très proches de l’aluminium. Cependant, il ne renforce pas autant

que les autres types de patchs.

II.5.2 Critère de rupture de la colle et de l’aluminium : critère de Von

Mises

La colle et l’aluminium étant des matériaux isotropes, le critère de Von Mises

peut suffire pour évaluer s’il y a rupture ou non. Il s’écrit de la manière suivante :(
σsxx − σsyy

)2
+ σsxx

2 + σsyy
2 + 6

(
σsxz

2 + σsyz
2
)
≤ 2σ2

e (II.33)

où σe représente la contrainte limite en traction dans le matériau considéré. Le rap-

port du terme de gauche sur celui de droite est utilisé pour mesurer le degré de

chargement atteint dans chacun des cas. Une valeur supérieure à 1 mène à la rupture

du matériau. La valeur obtenue peut être comparée au critère de Tsai-Wu évalué

dans le composite.

La contrainte limite en traction σe de la colle est déterminée à partir de la

contrainte limite en cisaillement τe, donnée dans le tableau II.2, à l’aide de la re-

lation suivante :

σe = τe
√

3 (II.34)

Comme la résistance au cisaillement τe prend des valeurs très différentes en fonction

de la température (cf. tableau II.2), les résultats obtenus pour le critère de Von Mises
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varient également beaucoup. Trois valeurs de σe ont donc été testées : d’abord les va-

leurs extrêmes données par le fournisseur (17 MPa à 100 ◦C et 42 MPa à 22 ◦C), puis

une troisième valeur obtenue expérimentalement à température ambiante [PBGR08]

(90 MPa). Cette dernière valeur a été déduite en considérant le pic de contrainte

au niveau du bord libre au moment de la rupture alors que les données fournisseur

correspondent sans doute à des essais normalisés où le cisaillement est moyenné sur

la surface de recouvrement. Cette dernière valeur, 90 MPa, est donc nettement plus

élevée que celles du fournisseur, il y a donc probablement une marge de sécurité im-

portante lorsque le pic de cisaillement évalué ici est comparé aux résistances fournies

par Hexcel.

Les résultats obtenus dans la colle et l’aluminium sont présentés sur la figure II.11.

Comme les contraintes limites en traction ou en compression des matériaux considérés

sont les mêmes, seules sont représentées les valeurs obtenues pour une variation de

−100 ◦C. Les résultats présentés pour la colle sont obtenus pour une résistance limite

de 42 MPa, c’est à dire la valeur donnée par le constructeur à température ambiante.

Cela correspond bien au cas où l’assemblage, collé à 120 ◦C, redescend à température

ambiante. Les valeurs les plus élevées pour la colle sont obtenues sur les bords, là

où les pics de cisaillement sont situés. Au contraire, les contraintes sont nulles dans

l’aluminium au niveau des bords libres mais maximales au centre de la zone renforcée,

c’est donc au centre que le risque de rupture est le plus grand. Le risque de rupture

de l’aluminium reste cependant toujours très inférieur à celui trouvé dans la colle.

II.5.3 Bilan comparatif

Les valeurs maximales des critères de rupture dans chacun des éléments de l’as-

semblage collé sont résumées sur la figure II.12. Trois valeurs sont présentées pour le

calcul dans la colle, il s’agit des trois cas présentés précédemment.

Les valeurs de résistance de la colle données par le fournisseur donnent les résul-

tats les plus mauvais, les critères sont souvent bien supérieurs à 1 sauf dans le cas

d’un patch en GLARE qui est très peu sollicité lors d’un chargement thermique. Les

critères obtenus en supposant une résistance au cisaillement de 90 MPa pour la colle

donnent des valeurs plus faibles, parfois inférieures au critère de Tsai-Wu dans le

patch.

Le cas le plus défavorable est celui d’un patch croisé en carbone/époxyde lors

d’une variation de température négative. Ceci est dû à la contrainte de traction élevée

selon la direction transverse des fibres par rapport à la résistance correspondante du
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Fig. II.11 Critères de Von Mises calculés pour chacun des patchs étudiés dans
la colle puis dans l’aluminium : l’unidirectionnel carbone/époxyde (a-b), le croisé
[0, 90]s carbone/époxyde (c-d), l’unidirectionnel bore/époxyde (e-f), le GLARE (g-
h).
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Fig. II.12 Valeurs maximales des critères de rupture atteints pour chacun des
patchs. Deux cas de chargement : +100 ◦C ou −100 ◦C sont distingués pour le
calcul du critère de Tsai-Wu dans le patch. Le critère de Von Mises est utilisé pour
la colle et l’aluminium. Les deux cas traités (+100 ◦C et −100 ◦C) donnent les
mêmes résultats pour ces deux composants.
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patch. Le cas le moins contraignant, aussi bien pour le patch que pour la colle, est

celui du patch en GLARE, dont les propriétés thermoélastiques sont les plus proches

de l’aluminium.

Il ne faut cependant pas oublier qu’il ne s’agit que de l’étude de la résistance

de l’assemblage collé à un chargement thermique. Pour une étude complète, il faut

ajouter aux résultats obtenus les contraintes résultant du chargement mécanique qui

peuvent s’ajouter ou se retrancher aux contraintes thermiques. Un patch en GLARE

induit moins de contraintes thermiques, mais soulage moins le substrat qu’un patch

en fibres de carbone lors d’un chargement mécanique. Il est donc essentiel d’étudier

les deux aspects, mécanique et thermique, du problème. De plus, ces résultats ne sont

que qualitatifs étant donné que sur une grande plage de variation de la température,

les propriétés thermoélastiques et les résistances des différents éléments ne sont pas

constantes. Ce tableau permet donc simplement de synthétiser les différents cas de

figure possibles, ceci en comparant qualitativement la résistance de quelques patchs

utilisés pour le renforcement et en mettant en évidence pour chaque cas l’élément le

plus critique de l’assemblage.

Comme attendu, la défaillance provient plutôt de la colle, mais dans certains cas

elle peut être causée par une rupture du patch. Il faut cependant garder à l’esprit

que les propriétés de la colle sont mal connues, et l’hypothèse qui est émise sur le

caractère constant des paramètres matériaux est très discutable.

II.6 Conclusion

Une solution analytique bidimensionnelle a été développée pour l’évaluation des

contraintes d’origine thermique dans un assemblage collé de forme rectangulaire. La

solution a été obtenue à l’aide de séries de Fourier. Les quelques exemples traités

montrent clairement des effets de couplage entre les deux directions de la structure

collée et l’allure des résultats peut prendre des profils bien différents en fonction des

paramètres des matériaux (coefficients de dilatation, modules d’Young et coefficients

de Poisson suivant chacune des directions). La solution 2D développée ici peut être

vue comme le passage progressif d’une solution 1D le long des bords libres vers une

solution 2D au milieu du patch. Dans la plupart des cas, une solution unidimension-

nelle ne suffit pas pour décrire proprement la distribution des contraintes dans le

patch et dans la colle.

L’étude des critères de rupture dans chacun des éléments de l’assemblage collé
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montre que la défaillance de l’assemblage proviendrait plutôt de la colle, mais pour-

rait également être causée par une rupture d’un des plis du patch. Evidemment, des

hypothèses simplificatrices ont été émises pour aboutir à ces résultats, qui ne sont

donc valables que si le patch présente une épaisseur constante et si les propriétés des

matériaux n’évoluent pas pendant le chargement. Le premier point est critiquable

dans le sens où, en pratique, lors du collage d’un patch composite sur une struc-

ture aéronautique, l’épaisseur du patch est diminuée progressivement près des bords

pour abaisser le pic de contrainte dans la colle. Le calcul présenté ici est alors plus

contraignant et permet d’évaluer une borne supérieure des contraintes effectivement

présentes dans l’assemblage. Concernant la stabilité des paramètres matériaux, si

cette hypothèse est généralement satisfaisante pour les propriétés de l’aluminium et

du patch, elle ne l’est en revanche pas du tout pour la colle, dont les propriétés

évoluent très fortement en fonction de la température et au cours du temps.

La suite du travail consiste à caractériser le comportement non-linéaire de la colle

utilisée, la Redux 312, puis à développer un modèle de calcul permettant d’utiliser

une loi de comportement thermo-viscoélastique.
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Chapitre III

Caractérisation du comportement

de la colle Redux 312

Ce chapitre est consacré à la caractérisation du comportement thermo-viscoélastique

de la colle Redux 312. Des tests de relaxation et une méthode d’optimisation appro-

priée ont permis d’obtenir un jeu de paramètres adéquat pour l’utilisation de la loi de

comportement dans le modèle de calcul présenté au chapitre IV.
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III.1 Introduction

Comme montré au chapitre II, le principal point faible des assemblages collés

provient généralement de la couche de colle qui est soumise à de fortes

contraintes de cisaillement. De nombreux modèles permettent d’évaluer,

sous certaines hypothèses, le pic de cisaillement dans la colle (cf. chapitre I), mais

la loi de comportement de ce matériau se restreint généralement à une simple loi

élastique linéaire.

Une structure aéronautique peut être soumise en pratique à des températures va-

riant de −50 ◦C en vol à +70 ◦C au sol. Elles peuvent même monter à +200 ◦C lors

d’un vol supersonique [DSA05]. Or des études ont montré que, pour ces températures,

les colles classiquement utilisées (FM 73, REDUX 312) présentent une loi de com-

portement viscoélastique [CJ95, PW82]. De plus, ce comportement viscoélastique de

la colle varie en fonction de la température [PW83]. Il est donc essentiel de connâıtre

avec précision cette loi de comportement en fonction du temps et de la température

pour évaluer au mieux l’évolution des contraintes dans la colle lors de l’assemblage

des matériaux, puis au cours de la durée de vie de la structure collée.

Il existe actuellement très peu d’informations sur le comportement précis de la

Redux 312 et des colles en général en ce qui concerne l’influence du temps et de la

température. Des essais de caractérisation sont donc présentés dans ce chapitre, puis

diverses méthodes sont utilisées pour exploiter au mieux les résultats afin d’obtenir

une loi de comportement thermo-viscoélastique. Le modèle ainsi obtenu sera utilisé

au chapitre IV pour évaluer l’impact d’un chargement thermique sur une structure

collée en se basant sur un modèle réaliste du comportement de la colle.

III.2 Essais de caractérisation

III.2.1 Introduction

La connaissance du comportement de la colle Redux 312 passe par la caracté-

risation de plusieurs paramètres. La température de transition vitreuse permet de
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déterminer la plage d’utilisation de la colle. Cette température est déterminée ici de

deux manières, d’abord par calorimétrie différentielle puis par un essai dynamique

sur une éprouvette massive de colle mené entre −50 ◦C et +200 ◦C. Des essais de

relaxation sont ensuite pratiqués sur des éprouvettes de Redux 312.

Comme la colle est fournie sous forme de films non polymérisés de 150 µm d’épais-

seur, la première étape de ces essais consiste à préparer des éprouvettes de dimensions

suffisantes pour être testées dans un rhéomètre. Il n’est en effet pas possible de tes-

ter les films de colle en l’état et l’objectif est ici de caractériser le comportement de

la colle seule et non d’un assemblage collé. En effet, les essais normalisés classiques

utilisant des assemblages collés semblent inadaptés pour la caractérisation de la colle

car il sont soumis à trop d’éléments géométriques fluctuants, comme par exemple

l’épaisseur du joint de colle entre les éléments assemblés. De plus l’objectif est de

caractériser la relaxation de la colle à différentes températures au fil du temps. Les

appareils disponibles pour ce type de mesure, rhéomètre ou viscoanalyseur, ne per-

mettent que de tester de petits échantillons de quelques centimètres au maximum, ce

qui rendrait difficile la fabrication d’une éprouvette type structure collée.

III.2.2 Fabrication des éprouvettes massives de colle

La fabrication d’éprouvettes massives est une étape délicate. Plusieurs couches de

colle sont superposées pour obtenir une éprouvette d’épaisseur souhaitée. La princi-

pale difficulté est d’éviter la formation de bulles d’air au sein de l’éprouvette réalisée.

Cette question a été traitée en détail dans [dSAG04] où plusieurs méthodes permet-

tant de produire des éprouvettes sans porosité sont présentées, comme la technique

décrite dans la norme NF T 76-142 (cf. figure III.1(a)) ou la “open vacuum release

technique”(cf. figure III.1(b)). Ces deux techniques permettent de produire des éprou-

vettes massives à partir de films de colle.

La méthode choisie pour ce travail est adaptée de la “open vacuum release tech-

nique”. L’éprouvette est obtenue en assemblant plusieurs couches de Redux 312. Un

moule spécifique est utilisé. Ses dimensions sont les suivantes : 15 mm de large, 45 mm

de long et 2 mm d’épaisseur. Plusieurs couches de colle de 40×10 mm2 sont empilées

et positionnées dans le moule. Le volume global de colle est légèrement supérieur au

volume disponible et l’épaisseur est légèrement inférieure à la surface du moule pour

permettre un écoulement de la colle quand la température augmente.

Les cycles de température et de pression imposés à l’échantillon sont présentés

sur la figure III.2. Lors de la première étape, la colle est dégazée sous vide à une
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(a) (b)

Fig. III.1 (a) Fabrication d’éprouvette de colle suivant la norme NF T 76-142
[AFN88] (b) Méthode de fabrication d’éprouvettes massives de colle sous vide d’air,
adaptée de “open vacuum release technique” [dSAG04].

Fig. III.2 Cycles de pression et de température appliqués lors de la fabrication
de l’éprouvette.

température pour laquelle elle peut s’écouler sans polymériser trop rapidement (90 ◦C
environ). Lors de la seconde étape, à pression atmosphérique normale cette fois,

la partie supérieure du moule est mise en place et la température est réglée à la

température de polymérisation conseillée par le fournisseur : 120 ◦C pendant une

heure. Le surplus de colle est evacué par une ouverture sur le dessus du moule. Les

éprouvettes obtenues sont ensuite poncées pour obtenir les dimensions souhaitées :

10 × 40 × 1 mm3. Quelques unes des éprouvettes obtenues sont représentées sur la

figure III.3.

Une autre méthode a également été testée dans l’optique de faciliter la fabrication

d’éprouvettes massives. La polymérisation in situ d’un échantillon cylindrique de colle

entre deux mors du rhéomètre permet en effet de simplifier la fabrication, cependant

la rigidité de l’éprouvette ainsi obtenue est trop grande par rapport aux capacités de
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Fig. III.3 Photos de quelques éprouvettes de colle Redux 312 réalisées.

l’appareil. Les éprouvettes rectangulaires ont donc finalement été retenues pour les

essais dynamiques et de relaxation présentés dans la suite.

III.2.3 Essai de Calorimétrie différentielle à balayage ou “Differential

Scanning Calorimetry” (DSC)

La calorimétrie différentielle à balayage est une méthode de caractérisation des

matériaux. Elle mesure les différences des échanges de chaleur entre un échantillon à

analyser et une référence. Elle permet, entre autre, de déterminer la température de

transition vitreuse Tg des polymères, les températures de fusion et de cristallisation,

ainsi que les enthalpies de réaction pour connâıtre en particulier les taux de réticu-

lation des polymères. Les analyses sont réalisées sous balayage d’un gaz inerte (par

exemple l’argon ou l’azote) pour éviter toute réaction du matériau avec l’atmosphère

du four.

Pour cet essai, l’échantillon de départ est un carré de 10 mg environ prélevé sur un

film de Redux 312 non polymérisée. La première étape de l’essai consiste à chauffer

l’échantillon pendant une heure à 120 ◦C puis à revenir à température ambiante, ce

qui correspond au cycle de température imposé lors du collage d’un patch. L’évolution

du flux de chaleur pendant cette phase est présenté sur la figure III.4. Le flux de

chaleur n’évolue plus au-delà de 1500 s, la polymérisation semble donc complète.

L’échantillon polymérisé est ensuite refroidi à température ambiante, puis porté à

200 ◦C et ramené à température ambiante. La vitesse de variation de la température

est fixée à 10 ◦C/min. L’évolution du flux de chaleur lors de ces balayages en tem-

pérature est présentée sur la figure III.5. Les courbes présentées correspondent aux



III.2. Essais de caractérisation 73
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Fig. III.4 Evolution du flux de chaleur lors de la phase de polymérisation de
l’échantillon.

trois balayages en température. La méthode des tangentes, illustrée sur la figure III.6

permet de déterminer la température de transition vitreuse de la colle, située aux

alentours de 105 ◦C.

III.2.4 Essai dynamique

Un essai dynamique a aussi été mené pour suivre l’évolution du module de ci-

saillement Ga de la colle sur la plage de températures de l’étude. L’appareil utilisé est

un spectromètre mécanique dynamique ARES TA Instruments. La mesure du couple

est effectuée à l’aide d’un capteur 2kFRT pouvant être utilisé sur deux gammes de

valeurs : de 200 à 2000 g.cm ou de 0.02 à 200 g.cm. Une éprouvette rectangulaire a

été soumise à une déformation dynamique γ = γ0 sin(ω0t). La fréquence de l’oscilla-

tion a été fixée à 1 rad.s−1. Le choix de cette fréquence a évidemment une influence

sur le résultat obtenu, cependant il ne s’agit pas ici de conduire une étude com-

plète fréquence/température mais d’obtenir l’allure de l’évolution du module sur une

large gamme de températures. Au cours de l’essai, la température a balayé la gamme

[−50,+150] ◦C. Comme l’échantillon se dilate avec la température, la distance entre

les mors a été adaptée manuellement au cours de l’essai pour que l’effort normal

imposé à l’éprouvette reste proche de zéro. La déformation maximale imposée γ0 a

également été adaptée au cours de l’essai pour que le couple mesuré reste entre le

minimum mesurable et le maximum recommandé pour le capteur utilisé. Le montage
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Fig. III.5 L’évolution du flux de chaleur mesuré lors d’un essai de DSC, pour plu-
sieurs balayages de température, permet de déterminer la température de transition
vitreuse Tg par la méthode des tangentes aux alentours de 105 ◦C.
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Fig. III.6 Illustration de la méthode des tangentes pour la recherche de la tem-
pérature de transition vitreuse Tg. Le Tg est relevé au point d’intersection entre la
courbe et la droite passant au milieu des deux tangentes à la courbe aux points
d’inflexion.

est présenté sur la figure III.7.

Les résultats obtenus lors de ce balayage en température sont présentés sur la

figure III.8 pour une échelle verticale linéaire ou logarithmique. Le module complexe

G mesuré se compose d’une partie réelle G′ et d’une partie imaginaire G′′. G′ est

le module élastique ou module de conservation, en phase avec la déformation. Il

représente l’énergie stockée dans l’échantillon sous forme élastique. G′′ est le module

visqueux ou module de perte, en déphasage par rapport à la déformation, il représente

l’énergie dissipée dans le système sous forme de chaleur. Le calcul de la phase entre

ces deux grandeurs permet de tracer tan(δ), définie par :

tan(δ) = G′′

G′
(III.1)

δ est l’angle de perte, tan(δ) représente la perte d’énergie associée au caractère vis-

coélastique du matériau et donc à l’ampleur du déphasage. Plus tan(δ) est élevée,

plus le caractère viscoélastique est accentué [Leb04]. Trois zones peuvent être dis-

tinguées sur les courbes : en dessous de −25 ◦C et au dessus de 75 ◦C, le caractère

viscoélastique semble plus prononcé qu’entre ces deux températures.

La transition entre l’état vitreux et l’état caoutchoutique est marquée par une

chute brutale du module réel G′ et par un pic de tan(δ). Cette transition, nommée

transition α est associée à des déplacements à grande échelle des châınes polymères.

Le passage de la température de transition vitreuse Tg est ainsi repéré aux alentours

de 115 ◦C, ce qui est cohérent avec l’essai DSC présenté dans le paragraphe précédent.

Une transition secondaire, ou transition β, apparâıt à une température plus faible,
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Fig. III.7 Montage de l’éprouvette massive dans un rhéomètre lors d’un essai.

aux alentours de −35 ◦C. Elle est due à des mouvements locaux des châınes polymères

au niveau moléculaire. Cette transition se traduit ici par un raidissement du module

élastique G′ ainsi que par une augmentation du caractère viscoélastique du matériau.

III.2.5 Essais de relaxation

Un essai dynamique ne permet que de mesurer le déphasage entre le module réel

G′ et le module imaginaire G′′ à une fréquence donnée. Or la finalité de cette étude

expérimentale est de disposer d’un modèle permettant de connaitre l’évolution du

module de cisaillement de la colle au fil du temps pour les températures situées entre

−50 ◦C et +70 ◦C. En complément aux résultats obtenus en dynamique, des essais

de relaxation ont donc été menés sur des éprouvettes rectangulaires de Redux 312,

ceci pour cinq températures réparties entre ces deux températures.

Une déformation angulaire est imposée à l’éprouvette, et le couple résultant est

mesuré pendant plusieurs heures, permettant ainsi de calculer le module de cisaille-

ment au fil du temps. Plusieurs éprouvettes ont été testées à chaque température et

les modules moyens obtenus sont représentés sur la figure III.9. A titre d’information,

les courbes obtenues pour trois éprouvettes testées à 50 ◦C sont représentées sur la

figure III.10. Un écart de ±50 MPa est constaté à cette température, soit de l’ordre
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Fig. III.8 Module de cisaillement dynamique de la Redux 312 entre −50 et
+70 ◦C, représenté avec une échelle logarithmique puis linéaire.
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Fig. III.9 Relaxation du module de cisaillement moyen au cours du temps pour
cinq températures.

de 10% de la valeur du module. Ceci est dû en particulier à la difficulté d’obtenir des

échantillons massifs de colle sans bulles d’air. Peu d’échantillons ont donc finalement

pu être testés. Les essais à 25 ◦C, 50 ◦C et 70 ◦C ont été menés pendant 8 heures

environ. Pour ceux nécessitant l’utilisation d’azote liquide, les essais ont été menés

jusqu’à l’épuisement de la réserve, soit environ quatre heures.

L’allure des courbes de relaxation obtenues permet de retrouver certains aspects

de l’essai dynamique. Le module de cisaillement est relativement stable entre −15 ◦C
et 25 ◦C, alors que la chute de module au-delà de 50 ◦C est perceptible bien que la

transition ne soit pas terminée. Le raidissement de la colle en dessous de −15 ◦C se

retrouve également.

La figure III.11 représente l’évolution du rapport entre les modules viscoélastique

et élastique de la Redux 312. Le module élastique de la colle est évalué par la valeur

asymptotique de chaque courbe G(t → ∞). Le module viscoélastique est lui obtenu

par la différence entre le pic initial G(t = 0) et le module élastique. Les tendances

observées en dynamique se retrouvent ici, à savoir un poids plus important du carac-

tère viscoélastique en dessous de −15 ◦C et au dessus de 50 ◦C. Le poids du module

viscoélastique sur le module élastique représente au minimum 20% et augmente jus-

qu’à 90% à 70 ◦C, lorsque la température s’approche de la transition vitreuse. Ce

rapport augmente également vers −50 ◦C jusqu’à atteindre 40%. Le comportement

viscoélastique de la colle Redux 312 est donc très marqué à haute température, mais

il ne peut pas non plus être négligé aux autres températures testées.
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Fig. III.11 Rapport du module viscoélastique de la colle Redux 312 sur son mo-
dule élastique, en fonction de la température.
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Pour certains matériaux, il est possible de trouver une relation entre le comporte-

ment au fil du temps et son comportement lorsque la température varie. Il y a alors

équivalence temps/température [Leb04]. Une telle relation permet de déterminer le

comportement du matériau à chaque température en connaissant son comportement

à une température donnée et en utilisant une loi permettant de passer d’une tempéra-

ture à une autre. Ce principe d’équivalence des effets du temps et de la température

est basé sur la construction d’une courbe mâıtresse, représentant l’évolution du loga-

rithme du module G en fonction du logarithme du temps t. La courbe mâıtresse est

alors obtenue par translation des courbes G(t) sur l’axe des temps par multiplication

de la coordonnée temporelle par un facteur aT dépendant de la température. Des

lois empiriques, comme la loi de Williams, Landel et Ferry, permettent de calculer ce

facteur de glissement en fonction de la température T et de la température de tran-

sition vitreuse Tg, mais cette loi est généralement valable sur une plage Tg − 50 ◦C,

Tg + 50 ◦C, ce qui ne fonctionne donc pas dans le cas présent. L’identification des

paramètres dans le cadre de cette étude est donc une identification mathématique

et le passage d’une température à une autre se fait par interpolation des paramètres

obtenus à chaque température.

III.3 Identification des paramètres viscoélastiques

III.3.1 Objectif

L’objectif est de déterminer la loi de comportement de la Redux 312 à partir des

résultats des essais de relaxation. Cette loi dépend à la fois de la température et du

temps écoulé depuis l’application du chargement. Le comportement est modélisé par

une loi de type Maxwell généralisée :

G(T, t− t0) =
n∑
i=0

Gi(T )e−αi(T )(t−t0) (III.2)

où G(T, t − t0) représente le module d’Young de la colle à l’instant t pour un char-

gement établi en t0, à la température T . 1/αi(T ) est le temps de relaxation de la

branche i à la température T . α0 est supposé être nul afin d’avoir un comporte-

ment solide pour la colle. L’objectif revient donc à déterminer un jeu de paramètres

{αi(T ), Gi(T )} permettant de suivre au mieux les courbes expérimentales.

L’objectif est de pouvoir utiliser cette loi de comportement dans un modèle de

calcul de type itératif comme celui présenté au paragraphe I.4.4.3. Cependant, pour
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pouvoir utiliser cette méthode de calcul il faut que le terme α(T ) soit constant.

Or de très nombreuses solutions {αi(T ), Gi(T )} sont acceptables ici, donc afin de

pouvoir utiliser cette loi de comportement dans les modèles de calcul et quitte à

devoir utiliser plus de termes dans le modèle de Maxwell généralisé pour obtenir une

solution satisfaisante, une condition supplémentaire est imposée sur les αi : ils sont

indépendants de la température, donc αi(T ) = αi. Ils sont de plus supposés être

ordonnés de manière à avoir : α1 < α2 < ... < αn.

Le domaine d’identification des paramètres est adapté pour l’utilisation qui con-

cerne l’étude. Lors du décollage d’un avion, la température ambiante imposée à la

structure est supposée se stabiliser en quelques minutes, aussi seules les cinq premières

minutes des courbes expérimentales sont utilisées ici pour décrire le comportement

thermo-viscoélastique de la colle. Cependant, la valeur du module élastique G0(T )
étant celle vers laquelle chaque courbe converge lorsque le temps t augmente, toute

la durée de l’essai est nécessaire pour obtenir une valeur précise.

La décomposition d’un signal composé d’une somme de termes en exponentielles

est un problème récurrent dans de nombreuses disciplines scientifiques. De nom-

breuses méthodes existent donc dans la littérature, comme la technique dite du “pe-

lage” [Sob93, CG00] où les différentes exponentielles sont extraites une par une, la

méthode d’optimisation par les moindres carrés, où l’objectif est de minimiser une me-

sure de l’écart entre la courbe expérimentale et une courbe théorique. Des méthodes

dites “globales” basées sur une transformée de la courbe permettent également de

décomposer un signal. Elles sont basées sur les transformées de Fourier [GJGW59],

les transformées en Z ou les transformées de Laplace [FVCM93, GOTNS99]. Une

description de ces méthodes ainsi qu’un comparatif des résultats obtenus avec nos

courbes sont présentés ci-dessous.

III.3.2 Présentation des méthodes existantes

III.3.2.1 Méthode de pelage

(a) Description de la méthode

Cette méthode permet de décomposer un signal en une somme d’exponentielles en

commençant par les temps de retard longs et en affinant vers les temps de retard

courts. Cette méthode est basée sur l’hypothèse que les différents temps de retard

sont nettement différenciés, elle est décrite entre autres par Inokuchi [CG00]. Les
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Fig. III.12 Illustration de la méthode de pelage [CG00].

paramètres recherchés sont les Gi et τi d’une fonction G décrite par la série suivante :

G(t) = G0 +
n∑
i=1

Gi exp (−t/τi) avec t ≥ 0 (III.3)

avec τ1 � τ2 � · · · � τn. Par analogie avec l’équation (III.2), les temps de retards

τi correspondent aux termes “1/αi”.
La procédure appliquée est la suivante (cf. figure III.12) :

1. La valeur de G0 correspond à la limite pour t tendant vers l’infini. Elle est

supposée atteinte à la fin de l’essai. C’est donc la valeur finale de G(t) qui

donne G0.

2. La fonction ln(G(t)−G0) tend vers une asymptote d’équation ln(G1)−t/τ1. G1

et τ1 sont obtenus en identifiant les paramètres de l’asymptote expérimentale à

cette équation.

3. La fonction ln(G(t)−G0−G1 exp (−t/τ1)) tend vers une asymptote d’équation

ln(G2)−t/τ2. G2 et τ2 sont obtenus en identifiant les paramètres de l’asymptote

expérimentale à cette équation.
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0 4000 8000 12000 16000
1

1.2

1.4

1.6
x 10

9

temps [s]

G
 [
P

a
]

courbe expérimentale

modèles successifs

G

+G

+G

+G

0

1

2

3

Fig. III.13 Résultats successifs obtenus par la méthode de pelage pour l’essai de
relaxation à −50 ◦C.

4. Les couples {Gi, τi} suivants sont obtenus successivement de la même manière

et la procédure est arrêtée lorsque l’écart entre la courbe expérimentale et le

modèle est considéré comme négligeable.

(b) Application de la méthode

Les résultats successifs obtenus pour une courbe expérimentale typique, ici l’es-

sai de relaxation à −50 ◦C, sont présentés sur la figure III.13. La courbe modèle se

rapproche peu à peu de la courbe expérimentale. L’écart maximal se situe au niveau

des temps courts et se réduit simplement en augmentant le nombre de termes dans la

série. Cette méthode, très facile à mettre en oeuvre, permet d’obtenir rapidement un

résultat tout à fait acceptable pour une courbe, donc à une température donnée. Ce-

pendant, rien ne permet de contraindre l’égalité des temps de retard entre les courbes

obtenues aux différentes températures et donc de vérifier la condition “αi(T ) = αi”.

Or cette condition est nécessaire pour pouvoir mener à bien le calcul des contraintes

dans la structure collée.

III.3.2.2 Méthode de Padé-Laplace

(a) Théorie de la méthode de Padé-Laplace

La méthode de Padé-Laplace présentée ci-dessous est exposée dans [FVCM93] où

une fonction f , décrite par une série d’exponentielles, est décomposée. La fonction f
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est supposée s’écrire sous la forme suivante :

f(t) =
n∑
k=1

Gk exp (µkt) avec t ≥ 0 (III.4)

où les µk sont généralement des nombres complexes :

µk = λk + iωk (III.5)

Comme les temps de retard sont des réels positifs, par analogie avec l’équa-

tion (III.2) il vient :

τk = 1/αk = −1/µk = −1/λk (III.6)

Lorque les µk sont purement imaginaires, la détection des composantes de la

somme de l’équation (III.4) peut se faire à l’aide des séries de Fourier. Cependant,

lorqu’il s’agit de nombres complexes, la transformée de Laplace est plus appropriée :

Lf(p) =
∫ ∞
0

e−ptf(t)dt (III.7)

avec p un nombre complexe et Lf(p) la transformée de Laplace de la fonction f en

p.

La transformée de Laplace appliquée à l’équation (III.4) donne :

Lf(p) =
n∑
k=1

Gk
p− µk

(III.8)

avec <(p) > sup
k
<(µk). Cette condition assure la convergence de la transformée de

Laplace et de ses dérivées. La fonction Lf(p) est alors une fonction analytique de p

définie dans la moitié droite du plan complexe.

Dans le cadre de cette étude, la fonction f est une courbe expérimentale, connue

uniquement aux points de mesure tj . La transformée Lf(p) est obtenue par intégra-

tion numérique. C’est une fonction analytique de la variable p. La recherche des Gk
et µk est donc un problème théorique connu puisqu’il consiste à déterminer les pôles

µk et les résidus Gk de la fonction Lf(p). Cependant, comme Lf(p) n’est calculable

que dans une zone qui ne contient pas les pôles µk, il n’est pas possible de détecter

ces pôles par intégration numérique directe. Il est alors nécessaire de considérer le

prolongement analytique de la fonction Lf(p) dans l’ensemble du plan complexe.

Pour cela, le développement de Taylor de Lf(p), noté F̂ (p), est d’abord calculé

en un point p0 du demi-plan de convergence :



III.3. Identification des paramètres viscoélastiques 85

F̂ (p) =
∞∑
r=0

(
1
r!
drLf

dpr

∣∣∣∣
p=p0

)
p′r =

∞∑
r=0

crp
′r (III.9)

avec p′ = p− p0.

et avec :

drLf(p)
dpr

=
∫ ∞
0

(−t)rf(t)e−ptdt (III.10)

Les approximants de Padé permettent ensuite d’approcher cette fonction analy-

tique F̂ (p) par une fonction rationnelle. Ces approximants sont habituellement notés

[N/M ] avec N et M des entiers positifs.

Un approximant de Padé d’indice [N/M ] désigne une fraction rationnelle de type

AN (p′)/BM (p′), telle que les degrés des polynômes AN (p′) et BM (p′) soient inférieurs

ou égaux respectivement à N et M et que le développement limité à l’ordre M +N

de la fraction soit identique à celui de la fonction F̂ (p). [N/M ] s’écrit alors :

[N/M ] = AN (p′)
BM (p′)

=

N∑
s=0

asp
′s

M∑
v=0

bvp
′v

(III.11)

avec b0 = 1 et satisfaisant :

∞∑
r=0

crp
′r =

N∑
s=0

asp
′s

M∑
v=0

bvp
′v

+ θ(p′N+M+1) (III.12)

Connaissant les coefficients {cr}, il faut alors déterminer les coefficients {as} et

{bv}, tels que :

(1+b1p′+· · ·+bMp′M )(c0+c1p′+c2p′2+. . . )−(a0+a1p
′+· · ·+aNp′N ) = θ(p′N+M+1)

(III.13)

L’expression (III.13) mène à un système de M + N + 1 équations linéaires per-
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mettant de déterminer les coefficients {as} et {bv} :

c0 = a0

c1 + b1c0 = a1

. . .

cN + b1cN−1 + · · ·+ bN−1c1 + bNc0 = aN

cN+1 + b1cN + · · ·+ bNc1 + bN+1c0 = 0
cN+2 + b1cN+1 + · · ·+ bN+1c1 + bN+2c0 = 0
. . .

cN+M + b1cN+M−1 + · · ·+ bMcN = 0

(III.14)

Une fois ces coefficients obtenus, l’approximant de Padé [N/M ] peut être réécrit

pour mettre en valeur les racines {γ′} et {β′} des polynômes AN (p′) et BM (p′).
En revenant à la variable p et en posant maintenant γs = p0 + γ′s et βv = p0 +β′v,

l’équation (III.11) se réécrit :

[N/M ] = aN
bM

N∏
s=1

(p− γs)

M∏
v=1

(p− βv)
(III.15)

En remarquant maintenant que l’expression (III.8) est le résultat de la décompo-

sition en éléments simples d’une fonction rationnelle Pn−1(p)/Qn(p) qui peut s’écrire

dans une forme analogue à l’expression (III.15), seuls les approximants de Padé de

degrés [N − 1/N ] suffisent alors pour décrire la fonction Lf(p).
De plus, d’après un théorème sur la représentation d’une fonction rationnelle par

des approximants de Padé [BJ65], tous les approximants [N − 1/N ] avec N > n

se réduisent à l’approximant de Padé [n − 1/n] qui représente alors exactement la

fonction rationnelle Lf(p) :

Lf(p) =
a′n−1
b′n

n−1∏
u=1

(p− αu)

n∏
k=1

(p− µk)
≡ an−1

bn

n−1∏
s=1

(p− γs)

n∏
v=1

(p− βv)
(III.16)

Ainsi, il apparâıt que les exposants µk du signal f(t) sont les racines du polynôme

du dénominateur de l’approximant de Padé [n − 1/n], le nombre n de termes dans

la série d’exponentielles étant donné par le degré du polynôme du dénominateur de

[n− 1/n]. Cette méthode ne nécessite donc pas d’hypothèse sur le nombre n avant le

calcul.
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(b) Utilisation pratique de la méthode

En pratique, la courbe G(t) résultant d’un essai de relaxation est décrite de ma-

nière discrète par deux vecteurs : le temps t par ti et le module de cisaillement G par

Gi. La méthode suivie pour déterminer la décomposition en série d’exponentielles est

la suivante :

1. choix de p0 ;

2. choix de M (initialisé à M = 0) ;

3. calcul de F̂ (p) par intégration numérique en utilisant les équations (III.9) et

(III.10) ;

4. calcul de l’approximant [M/M + 1] par résolution du système linéaire (III.14) ;

5. obtention des Gi et τi en sachant que les Gi et les 1/τi sont respectivement les

résidus et les pôles du quotient de polynômes [M/M+1] ;

6. incrémentation de M.

Les solutions successives obtenues pour Gi et τi lorsque M augmente convergent

en théorie vers la décomposition en exponentielles du signal de départ f(t).

(c) Résultats obtenus

Dans le tableau III.1 sont listées les parties réelles et imaginaires desGi et µi successifs

obtenus pour des [M/M + 1] croissants. La courbe analysée est une courbe typique

de relaxation du module de cisaillement. A chaque fois, l’écart moyen obtenu entre

la courbe expérimentale et le modèle proposé est évalué par le RMS (“Root Mean

Square” ou écart quadratique moyen).

Certains résultats correspondent à des modules Gi complexes (=(G) 6= 0), à des

temps de retard complexes (=(µ) 6= 0) ou encore négatifs (<(µ) > 0). Les nombres

complexes obtenus sont un résultat classique de cette méthode. Deux nombres com-

plexes conjugués sont généralement présents et il ne faut pas les prendre en compte.

En ce qui concerne les temps de retard négatifs, ils permettent de s’approcher un peu

mieux de la courbe expérimentale sur la durée étudiée mais ne peuvent pas être pris

en compte puisqu’ils tendent à faire augmenter le module de cisaillement de la colle

au fil du temps. Les courbes successives correspondant aux Gi et τi obtenus validant

ces conditions sont représentées sur la figure III.14. Le résultat obtenu dans ce cas

est donc globalement satisfaisant pour une somme de trois exponentielles. Au-delà de

trois, des termes complexes apparaissent dans les résultats et ne sont donc pas pris en
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[M/M+1] Re(µ) Im(µ) Re(G) Im(G)

[0/1] -3.06060 10−3 0 +6.56678 108 0
√

⇒ rms = 7.20 1011 (1 branche valable)

[1/2] -1.39398 10−1 0 +4.96626 107 0
√

-1.12254 10−3 0 +6.23351 108 0
√

⇒ rms = 1.11 107 (2 branches valables)

[2/3] -3.12124 10−1 0 +3.20031 107 0
√

-3.77985 10−2 0 +4.82696 107 0
√

-5.80851 10−4 0 +5.97834 108 0
√

⇒ rms = 7.09 106 (3 branches valables)

[3/4] -3.47518 10−1 0 +2.97015 107 0
√

-5.15140 10−2 0 +3.84294 107 0
√

-1.09394 10−3 0 +5.97036 108 0
√

+7.86145 10−3 0 +1.34523 107 0

⇒ rms = 2.00 107 (3 branches valables)

[4/5] -2.22305 10−1 0 +4.34043 107 0
√

-5.79869 10−2 +1.91216 10−1 -1.60468 106 +3.14866 105

-5.79869 10−2 -1.91216 10−1 -1.60468 106 -3.14866 105

-2.23047 10−2 0 +5.68416 107 0
√

-3.77685 10−4 0 +5.80438 108 0
√

⇒ rms = 6.89 106 (3 branches valables)

[5/6] -1.33636 10−1 +2.59548 10−1 +1.08184 106 +4.08505 106

-1.33636 10−1 -2.59548 10−1 +1.08184 106 -4.08505 106

-1.54186 10−1 0 +4.15758 107 0
√

-1.63154 10−2 0 +7.23861 107 0
√

-1.15541 10−4 0 +5.63249 108 0
√

+8.87155 10−3 0 -2.44874 106 0

⇒ rms = 8.58 106 (3 branches valables)

[6/7] -2.34434 10−1 0 +4.35326 107 0
√

-5.91488 10−2 +1.72443 10−1 -1.64905 106 -4.22034 105

-5.91488 10−2 -1.72443 10−1 -1.64905 106 +4.22034 105

+2.62070 10−1 0 +1.44496 102 0

-2.23229 10−2 0 +5.71047 107 0
√

-3.76408 10−4 0 +5.80341 108 0
√

+6.00361 10−2 0 -3.84769 10−1 0

⇒ rms = 6.82 106 (3 branches valables)

Tab. III.1 Résultats successifs obtenus à l’aide de la méthode de Padé-Laplace.
Les branches valables sont signalées dans la dernière colonne.
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Fig. III.14 Résultats obtenus par la méthode de Padé-Laplace.

compte. L’écart moyen ne semble pas converger et atteint au mieux quelques MPa.

Les solutions les plus proches de la courbe expérimentale : [2/3],[4/5] et [5/6] peuvent

donc être améliorées et servir de point de départ dans un processus d’optimisation.

Il faut noter enfin que, comme pour la méthode de pelage, cette méthode ne per-

met pas non plus de contraindre le résultat entre les courbes obtenues aux différentes

températures. Il n’est pas possible ici d’imposer la condition “αi(T ) = αi” nécessaire

au bon déroulement du calcul.

III.3.2.3 Méthodes d’optimisation

Le principe des méthodes d’optimisation est de minimiser une fonction coût re-

présentant l’éloignement entre la courbe expérimentale et une fonction modèle. Une

fonction coût typique est l’écart quadratique moyen entre la courbe expérimentale

discrète Gexp(ti) et la courbe théorique Gth(t). Cependant, comme l’écart entre deux

points de mesure successifs ti et ti+1 n’est pas toujours constant, il n’est pas souhai-

table d’accorder le même poids à tous les points de mesure. C’est donc une moyenne

des écarts pondérés, notée Φ, qui est minimisée. Le poids accordé à chaque point

de mesure correspond à la durée entre ce point de mesure et le suivant. De ce fait,

une zone où les points de mesure sont très proches ne pèse pas plus dans le calcul
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de l’écart moyen qu’une zone où les points sont moins nombreux. La moyenne de

ces écarts revient donc à effectuer un calcul intégral de la distance entre les courbes

théorique et expérimentale. Cet écart moyen est donc donné par :

Φ = 1
tmax

∫ tmax

0
|Gth(t)−Gexp(t)|dt (III.17)

Cette fonction à minimiser n’est pas dérivable étant donnée la présence d’une

valeur absolue, mais l’algorithme utilisé pour la recherche du minimum est basé sur

une méthode d’ordre 0 et ne nécessite pas la connaissance de la dérivée de la fonc-

tion. L’équation (III.17) permet de mesurer l’écart moyen de t = 0 à tmax entre une

courbe théorique Gth(t) et une courbe expérimentale Gexp(t). Pour tenir compte de

toutes les courbes dans cette mesure, il suffit de mesurer tous les écarts et d’en mi-

nimiser la moyenne ou une moyenne pondérée. La figure III.15 présente le résultat

obtenu en imposant des αi constants en fonction de la température et en accordant

le même poids à chaque courbe. Ces méthodes présentent l’avantage de pouvoir im-

poser la condition αi(T ) constant en traitant l’ensemble des courbes en une seule

étape. L’inconvénient de ces méthodes, par contre, est le choix d’un point de départ

judicieux évitant de converger vers un minimum local. Ce choix est d’autant plus

difficile quand le nombre d’exponentielles augmente. Le processus d’optimisation de-

vient alors relativement long sans converger forcément vers une solution satisfaisante.

Le résultat présenté ici est obtenu pour deux branches viscoélastiques et l’optimisa-

tion est calculée sur 10 000 s. Le résultat obtenu n’est pas pleinement satisfaisant,

en particulier pour la courbe de relaxation à 70 ◦C, où l’écart entre le modèle et la

courbe expérimentale est encore important aux temps courts. Il faudrait ajouter des

branches viscoélastiques pour affiner le résultat.

III.3.2.4 Comparatif

Le comparatif des résultats donnés par ces différentes méthodes sur une courbe

expérimentale est présenté sur la figure III.16. Les remarques suivantes peuvent être

formulées :

– la méthode de pelage permet facilement d’approcher la courbe expérimentale

des temps longs vers les temps courts en ajoutant des branches ;

– la méthode de Padé Laplace donne un résultat correct en moyenne, mais ne

donne pas systématiquement un résultat acceptable. En l’occurrence, pour le

cas présenté, l’écart moyen reste important. Ce résultat est toutefois obtenu

très rapidement et sans aucune hypothèse de départ. Il représente donc un
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Fig. III.15 Résultats obtenus par la méthode d’optimisation.
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Fig. III.16 Comparaison des résultats obtenus à l’aide des différentes méthodes.
Pour cet exemple, la méthode de Padé-Laplace ne fournit pas un résultat acceptable,
contrairement aux deux autres méthodes, plus robustes.
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Fig. III.17 Algorithme utilisé pour déterminer les αi et Gi(T ).

bon point de départ pour un processus d’optimisation. Il est cependant difficile

avec cette méthode d’augmenter manuellement le nombre d’exponentielles si le

résultat obtenu ne semble pas satisfaisant ;

– les résultats optimisés présentent un bon écart moyen, mais l’écart initial entre

courbes théoriques et expérimentales est encore important. L’ajout de branches

permet de pallier ce problème, mais le choix d’un point de départ pertinent

devient alors de plus en plus difficile.

Au vu de ces résultats, une procédure spécifique adaptée au problème a été déve-

loppée. Elle est présentée ci-après.

III.3.3 Méthode retenue

III.3.3.1 Principe

Le principe de la méthode retenue est de cumuler les avantages de deux des

méthodes présentées précédemment, à savoir la méthode de pelage et un processus

d’optimisation. L’algorithme proposé est présenté sur la figure III.17. Etant donnée la

difficulté de choisir un bon point de départ pour une optimisation lorsque le nombre

de paramètres augmente, il est proposé ici d’augmenter progressivement ce nombre

de paramètres.

Dans un premier temps, les valeurs des G0(T ) sont relevées à la fin des courbes ex-
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périmentales. L’algorithme commence par l’optimisation de α1 seul. Un premier choix

de α1 est réalisé puis les paramètres G1(T ) sont optimisés pour s’approcher au mieux

des cinq courbes expérimentales. L’écart moyen entre les courbes expérimentales et

leur courbes théoriques correspondantes est evalué de la manière suivante :


Φ(Ti) = 1

tmax

∫ tmax

0
|Gth(Ti, t)−Gexp(Ti, t)|dt

Φmoyen = 1
5

5∑
i=1

Φ(Ti)
(III.18)

où tmax représente la durée considérée. α1 est donc optimisé pour minimiser cet écart

Φmoyen. Une première estimation de α1 est ainsi obtenue : αoptimisé 1
1 .

Le nombre d’exponentielles est ensuite augmenté, il faut alors optimiser α1 et α2.

Le choix initial du couple {α1, α2} est déterminé en fonction du αoptimisé 1
1 obtenu

précédemment : {α1, α2} = {αoptimisé 1
1 , 10αoptimisé 1

1 }. Cela permet d’avoir un temps

de retard plus court pour α2. Le choix du rapport initial entre ces deux temps de

retard est arbitraire. Il n’a pas vraiment d’influence sur le résultat obtenu après op-

timisation mais correspond à un ordre de grandeur raisonnable. C’est le choix d’une

méthode de type pelage qui aboutit à des temps de retards bien dissociés. Comme

pour la première optimisation, les G0(T ) sont relevées à la fin des courbes expéri-

mentales. Ensuite, comme pour la technique du pelage, les G1(T ) sont optimisés en

fonction du α1 donné pour s’approcher au mieux de la fin de la courbe. Enfin, les

G2(T ) sont optimisés pour ajuster le début de la courbe. Les optimisations successives

des différents Gi(T ) sont faites en considérant la fin de la courbe, puis en prenant en

compte petit à petit des temps de plus en plus proches de l’origine. Les zones d’op-

timisations sont déterminées en fonction des temps de retards 1/αi. L’optimisation

des Gi(T ) correspondant à la dernière branche considérée est effectuée en considérant

l’ensemble de la courbe de 0 à tmax.

Le même procédé est appliqué ensuite en augmentant progressivement le nombre

d’exponentielles et en initialisant l’optimisation des paramètres {α1, ..., αi+1} par

les {αoptimisé i
1 , ..., αoptimisé i

i } et en choisissant αi+1 = 10αoptimisé i
i . L’algorithme est

stoppé lorque le plus petit temps de retard obtenu est inférieur à 0.1 s. C’est-à-dire

lorsque le choix initial du prochain plus petit temps de retard devient inférieur à la

période d’échantillonnage des mesures expérimentales qui est de 10 ms.
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III.3.3.2 Résultats

La recherche des paramètres de la colle est effectuée ici en ne considérant que les

300 premières secondes des essais réalisés. Le modèle obtenu ne sera donc plus valable

au-delà de cette durée. Celle-ci a été choisie en fonction du contexte de l’étude où

seule l’évolution des contraintes au cours des cinq premières minutes est considérée.

Au fur et à mesure que le nombre de branches viscoélastiques prises en compte

augmente, l’écart entre les courbes expérimentales et les modèles successifs obtenus

diminue. L’écart moyen et l’écart maximal obtenus en fonction du nombre de branches

viscoélastiques du modèle sont représentés sur la figure III.18. L’écart moyen entre

les résultats théoriques et expérimentaux se stabilise dès trois branches (dont une

élastique) et vaut environ 1 MPa. Les courbes se superposent donc très bien sur

la majeure partie de la durée considérée. Cependant l’écart initial entre ces courbes

reste encore important. Un grand nombre de branches permet de suivre plus finement

l’évolution des courbes expérimentales pour des temps courts. Pour cinq branches

viscoélastiques, l’écart maximal devient inférieur à 10 MPa. D’un point de vue numé-

rique cependant, l’utilisation d’un nombre de branches élevé risque d’entrâıner des

temps de calcul également élevés (cf. chapitre IV). Un compromis devra donc être

trouvé entre nombre de branches élevé, temps de calcul et précision souhaitée.

Le modèle obtenu pour cinq branches viscoélastiques est représenté sur la fi-

gure III.19 où il est comparé aux résultats expérimentaux (cf. figure III.19(a)). L’évo-

lution du module élastique G0 est comparée à celle de la somme des modules des

branches viscoélastiques (cf. figure III.19(b)), mettant ainsi en évidence le poids plus

important des branches viscoélastiques aux hautes températures ainsi qu’aux basses

températures.

Les temps de retard obtenus par cette méthode varient entre 40 ms et 108 s. Le

rapport entre le temps de retard d’une branche et la suivante est aux alentours de

10. Etant donné la méthode employée, adaptée de la méthode de pelage, les temps

de retard obtenus sont bien dissociés.

Les résultats détaillés obtenus en considérant deux branches viscoélastiques puis

cinq branches viscoélastiques sont donnés dans les tableaux III.2 et III.3. Le module

élastique G0(T ) obtenu est identique dans les deux cas, mais le poids de la partie

viscoélastique est plus important en considérant un nombre plus grand de branches

puisque le modèle obtenu est plus proche de la courbe aux temps très courts. Il faut

noter également que ce poids relatif serait plus important en considérant une durée
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Fig. III.18 Etude de convergence pour un nombre croissant de branches (élastique
et viscoélastiques).

T [ ◦C] -50 -15 25 50 70

G0 [GPa] (α0 = 0) 1.1584 0.9694 0.9200 0.7839 0.5375

G1 [GPa] (α1 = 0.0093) 0.0927 0.0295 0.0326 0.0520 0.1095

G2 [GPa] (α2 = 0.1284) 0.0706 0.0250 0.0144 0.0261 0.0360∑
(Gi) [GPa] 1.3217 1.0240 0.9670 0.8621 0.6830

Tab. III.2 Paramètres obtenus en optimisant deux branches viscoélastiques.

plus longue pour l’identification puisque le module de cisaillement diminue encore

au-delà de 300 s.

III.4 Conclusion

Différents essais ont été conduits pour caractériser le comportement de la colle

Redux 312. La température Tg de transition vitreuse correspond à une zone située

entre 105 ◦C et 115 ◦C. Les essais de relaxation menés à différentes températures et

une méthode adaptée de dépouillement des résultats ont permis d’obtenir un modèle

de loi de comportement thermo-viscoélastique pour la colle. Ce modèle est valable ici

sur 300 s mais la méthode présentée peut également être utilisée en considérant des



96 III. Caractérisation du comportement de la colle Redux 312

0 1 2 3 4 5
0

5

10

15
x 10

8

temps [s]

m
o
d
u
le
 d
e

c
is
a
ill
e
m
e
n
t 
[P
a
]

−60 −40 −20 0 20 40 60 80
0

0.05

0.1

température [°C]

m
o
d
u
le
 d
e
 c
is
a
ill
e
m
e
n
t 
[G
P
a
]

0 50 100 150 200 250 300
temps [s]

0

0.5

1

1.5

module élastique

somme des modules viscoélastiques

G
1
− τ=108.00 s G

2
− τ=9.62 s G

3
− τ=1.62 s G

4
− τ=0.33 s G

5
− τ=0.04 s

1 2 543

courbes expérimentales
modèle

courbes expérimentales
modèle

70°C

50°C

−50°C

25°C
−15°C

(a) t ∈ [0, 5] s (b) t ∈ [0, 300] s0 1 2 3 4 5
0

5

10

15
x 10

8

temps [s]

m
o
d
u
le
 d
e

c
is
a
ill
e
m
e
n
t 
[P
a
]

−60 −40 −20 0 20 40 60 80
0

0.05

0.1

température [°C]

m
o
d
u
le
 d
e
 c
is
a
ill
e
m
e
n
t 
[G
P
a
]

0 50 100 150 200 250 300
temps [s]

0

0.5

1

1.5

module élastique

somme des modules viscoélastiques

G
1
− τ=108.00 s G

2
− τ=9.62 s G

3
− τ=1.62 s G

4
− τ=0.33 s G

5
− τ=0.04 s

1 2 543

courbes expérimentales
modèle

courbes expérimentales
modèle

70°C

50°C

−50°C

25°C
−15°C

(c)

Fig. III.19 Comparaison de l’évolution des modules de cisaillement théoriques
et expérimentaux en fonction du temps et de la température sur 5 s (a) puis sur
300 s (b). (c) Comparaison du module élastique et de la somme des modules vis-
coélastiques en fonction de la température, puis détail des modules viscoélastiques
branche par branche.

T [ ◦C] -50 -15 25 50 70

G0 [GPa] (α0 = 0) 1.1584 0.9694 0.9200 0.7839 0.5375

G1 [GPa] (α1 = 0.0093) 0.0924 0.0295 0.0326 0.0520 0.1092

G2 [GPa] (α1 = 0.1036) 0.0572 0.0196 0.0106 0.0206 0.0285

G3 [GPa] (α1 = 0.6010) 0.0276 0.0139 0.0129 0.0123 0.0255

G4 [GPa] (α1 = 3.0387) 0.0531 0.0155 0.0047 0.0074 0.0045

G5 [GPa] (α2 = 23.8411) 0.0614 0.0101 0.0070 0.0085 0.0250∑
(Gi) [GPa] 1.4501 1.0581 0.9878 0.8846 0.7303

Tab. III.3 Paramètres obtenus en optimisant cinq branches viscoélastiques.
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durées plus longues. Ce modèle respecte la condition imposée d’avoir un temps de

retard constant pour chaque branche viscoélastique en fonction de la température.

Ce critère a été imposé pour simplifier l’utilisation de cette loi de comportement

dans le modèle de joint collé présenté au chapitre IV, où les influences séparées de la

température et de l’historique de chargement sont traitées.
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Chapitre IV

Modèle de comportement

thermo-viscoélastique d’un joint

collé

Ce chapitre est consacré au développement d’un modèle de calcul intégrant le com-

portement thermo-viscoélastique de la colle tel qu’il a été identifié au chapitre III. Cette

méthode permet de mettre en évidence les effets thermiques et viscoélastiques qui sont

susceptibles de prendre place au sein d’un assemblage collé. Différents exemples montrent

les effets de chacun des paramètres de manière progressive.
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IV.2.7 Calcul des intégrales Iµ1 (tj−1, tj) et Iµ2 (tj−1, tj) . . . . . . 107
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IV.1 Introduction

Le calcul des contraintes dans un assemblage collé est un problème qui a

donné naissance à de nombreux modèles plus ou moins complexes dans la

littérature. La plupart de ces modèles sont basés sur l’hypothèse d’un com-

portement élastique linéaire de chacun des éléments de l’assemblage. Cependant le

comportement de la colle est fortement non-linéaire. Cette non-linéarité a été prise en

compte dans certains modèles, qui tiennent compte par exemple de la viscoélasticité

de la colle [BC90], de son élastoplasticité [AM92] ou encore de la non-linéarité de sa

réponse à une sollicitation en fonction du niveau de chargement imposé [MS09]. La

diversité des colles disponibles sur le marché et leurs conditions d’utilisations diffé-

rentes (température, humidité, niveau de chargement, etc) expliquent l’absence d’un

modèle fiable de comportement accepté et reconnu par tous. Dans le cadre de cette

thèse, l’objectif est de modéliser le comportement non-linéaire de la colle en fonc-

tion du temps et de la température en s’appuyant sur les résultats expérimentaux

présentés au chapitre III et sur une méthode de calcul de type itératif [JDV99].

Le comportement de la colle est donc modélisé ici par une loi de type Maxwell gé-

néralisée dont les paramètres évoluent en fonction de la température (cf. chapitre III).

Il s’agit alors de modéliser la thermo-viscoélasticité de la colle en intégrant les va-

riations des propriétés du matériau au cours du chargement. L’objet de ce chapitre

est de présenter la méthode de calcul choisie pour inclure un tel comportement dans

le calcul des contraintes dans un assemblage collé. Le chargement imposé à la struc-

ture est une variation homogène de la température en fonction du temps. A chaque

instant, il faut tenir compte du vieillissement du matériau mais aussi des variations

de ses propriétés en fonction de la température. Un calcul itératif est donc mené en

discrétisant le chargement imposé en une série de petites variations thermiques et en

calculant à chaque instant la nouvelle distribution des contraintes dans l’assemblage.

Plusieurs cas de chargements sont traités en faisant varier la vitesse et le sens de

variation de la température. La méthode de calcul est alors évaluée dans des cas de

complexité croissante et comparée à des calculs élastiques classiques. Les effets du

temps et de la température sur le résultat sont alors découplés et analysés.
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IV.2 Développement d’un modèle thermo-viscoélastique

IV.2.1 Géométrie et notations

Fig. IV.1 Schéma de l’assemblage collé soumis à une variation de température
∆T variable en fonction du temps et à un chargement mécanique constant.

L’objectif de ce chapitre est de développer une méthode de calcul permettant

de calculer les contraintes dans une structure collée unidirectionnelle. Le schéma de

la structure étudiée est représenté sur la figure IV.1. Ce schéma correspond à la

moitié supérieure d’une structure symétrique composée d’un substrat métallique, de

deux couches de colle et de deux patchs en matériau composite. La structure est

supposée symétrique par rapport à l’axe x afin d’éviter toute flexion de l’assemblage.

Contrairement au chapitre II, les effets liés aux coefficients de Poisson n’apparaissent

pas ici. Il a été jugé préférable pour une première approche de commencer sur un

simple modèle unidirectionnel pour comprendre les phénomènes liés uniquement au

comportement de la colle. Le patch est supposé avoir une épaisseur constante, ce qui

s’éloigne de la réalité puisqu’en général cette épaisseur est diminuée progressivement

vers les bords. Cette hypothèse est donc pénalisante, mais elle présente l’avantage de

donner un majorant du pic de contrainte dans la colle. Les notations suivantes sont

utilisées :

– la longueur de l’assemblage est notée lx ;

– l’épaisseur du patch composite, la demi-épaisseur du substrat et l’épaisseur

d’une couche de colle sont notées respectivement ec, es et ea ;

– le comportement de la colle est modélisé par une loi de Maxwell généralisée,

définie par les paramètres {Gi(T ), αi} définis au chapitre III ;

– les modules d’Young du substrat et du patch composite sont notés respective-

ment Es et Ec ;

– les coefficients de dilatation du substrat et du patch sont notés αs et αc ;

– les contraintes longitudinales dans le patch composite et dans le substrat sont
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notées respectivement σcxx et σsxx ;

– la contrainte de cisaillement dans la colle est notée τaxz ;

– l’ensemble est soumis à une variation homogène de température T (t), variable

en fonction du temps ;

– le substrat est soumis à un chargement mécanique constant σ∞xx.

IV.2.2 Equations d’équilibre

Le schéma de l’assemblage collé est présenté sur la figure IV.1. Les équations

d’équilibre du patch composite et du substrat à l’instant tj s’écrivent respectivement :


τaxz(x, tj) = ec

∂σcxx(x, tj)
dx

−τaxz(x, tj) = es
∂σsxx(x, tj)

dx

(IV.1)

En additionnant les équations (IV.1a) et (IV.1b), et en prenant σsxx(x = lx, t) =
σ∞xx, on obtient entre σcxx et σsxx la relation suivante :

σsxx(x, tj) = σ∞xx −
ec
es
σcxx(x, tj) (IV.2)

IV.2.3 Lois de comportement

Le substrat métallique et le patch composite sont supposés être linéaires élas-

tiques. Leurs lois de comportement sont donc décrites respectivement par :
εsxx(x, tj) = 1

Es
σsxx(x, tj) + αs

(
T (tj)− T (t0)

)
εcxx(x, tj) = 1

Ec
σcxx(x, tj) + αc

(
T (tj)− T (t0)

) (IV.3)

Fig. IV.2 Modèle de Maxwell utilisé, avec αi = Gi
ηi

.

Le comportement de la colle est modélisé par une loi thermo-viscoélastique de

type Maxwell généralisée, illustrée sur la figure IV.2 (cf. chapitre III). A l’instant tj ,
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le cisaillement dans la colle (τaxz) se décompose en deux parties : le cisaillement de la

branche élastique (τ0
xz) et le cisaillement des branches viscoélastiques (τµxz, µ ≥ 1) :

τaxz(x, tj) = τ0
xz(x, tj) +

r∑
µ=1

τµxz(x, tj) (IV.4)

Contrairement à la méthode incrémentale présentée au paragraphe I.4.4.3 où la

branche élastique est vue comme la limite d’un comportement viscoélastique, le calcul

des contraintes dans chacune des branches s’effectue ici de deux manières différentes,

en distinguant bien clairement la branche élastique des branches viscoélastiques. Ces

calculs s’effectuent alors comme suit :


τ0
xz(x, tj) = G0(tj)γaxz(x, tj)

τµxz(x, tj) =
∫ tj

0
Gµ(τ) exp−αµ(tj−τ) ∂γ

a
xz(x, τ)
∂τ

∂τ , µ = 1 . . . r
(IV.5)

Cette distinction des calculs induit que le cisaillement dans la branche élastique à

l’instant tj dépend uniquement des propriétés à cet instant alors que les cisaillements

dans les branches viscoélastiques tiennent compte de tout l’historique du chargement.

Il est alors possible d’utiliser cette approche incrémentale en se limitant à la simple

branche élastique du modèle de Maxwell généralisé. Le résultat obtenu dans ce cas

aboutit au même résultat qu’un calcul élastique classique. Au contraire, la méthode

incrémentale présentée au paragraphe I.4.4.3 ne distingue pas les calculs dans les deux

types de branches. De ce fait, le calcul des contraintes entre deux instants tj−1 et tj ,

pour un modèle de Maxwell généralisé restreint à sa seule branche élastique, est basé

sur les propriétés moyennes des matériaux entre ces deux instants, c’est-à-dire du

module moyen entre tj−1 et tj . Le résultat en tj n’est donc pas identique au résultat

donné par un calcul élastique.

IV.2.4 Ecriture du cisaillement dans la colle

Le cisaillement γaxz(x, tj) dans la colle est supposé constant dans l’épaisseur du

film de colle. Il est donc donné par :

γaxz(x, tj) = ucx(x, tj)− usx(x, tj)
ea

(IV.6)

La dérivation par rapport à x de l’équation (IV.6) ci-dessus fait apparâıtre les

déformations dans le substrat et dans le patch composite. Ces déformations sont
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remplacées par leurs expressions en fonction des contraintes en utilisant les lois de

comportement des matériaux données par l’équation (IV.3) :

∂γaxz(x, tj)
∂x

= εcxx(x, tj)− εsxx(x, tj)
ea

= σcxx(x, tj)
eaEc

+ αc
ea

(
T (tj)− T (t0)

)
− σsxx(x, tj)

eaEs
− αs
ea

(
T (tj)− T (t0)

)

= αc − αs
ea

(
T (tj)− T (t0)

)
+ σcxx(x, tj)

eaEc
− 1
eaEs

(
σ∞xx −

ec
es
σcxx(x, tj)

)

= αc − αs
ea

(
T (tj)− T (t0)

)
− σ∞xx
eaEs

+ ec
ea
σcxx(x, tj)

[ 1
ecEc

+ 1
esEs

]
(IV.7)

IV.2.5 Dérivation de l’équation d’équilibre dans le patch composite

En remplaçant l’expression de τaxz par les équations (IV.4) et (IV.5) dans l’équa-

tion (IV.1a), il vient :

ec
∂σcxx(x, tj)

∂x
= G0(tj)γaxz(x, tj) +

r∑
µ=1

∫ tj

0
Gµ(τ) exp−αµ(tj−τ) ∂γ

a
xz(x, τ)
∂τ

dτ (IV.8)

La dérivation par rapport à x de l’équation (IV.8) fait apparâıtre le terme
∂2γaxz
∂τ∂x

qui est alors remplacé par
∂2γaxz
∂x∂τ

en application du théorème de Schwarz.
∂γaxz
∂x

est

ensuite remplacé en utilisant l’équation (IV.7), ce qui donne successivement :

ec
∂2σcxx(x, tj)

∂x2 = G0(tj)
∂γaxz(x, tj)

∂x

+
r∑

µ=1

∂

∂x

[∫ tj

0
Gµ(τ) exp−αµ(tj−τ) ∂γ

a
xz(x, τ)
∂τ

dτ

]
= G0(tj)

∂γaxz(x, tj)
∂x

+
r∑

µ=1

∫ tj

0
Gµ(τ) exp−αµ(tj−τ) ∂

∂τ

∂γaxz(x, τ)
∂x

dτ

(IV.9)

Pour simplifier l’écriture des équations, trois constantes A, S et F sont introduites.
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Elles sont définies par : 

A = αc − αs
eaec

S = 1
eaEsec

σ∞xx

F = 1
ea

[ 1
ecEc

+ 1
esEs

]
(IV.10)

L’équation (IV.7) est alors simplifiée, ce qui permet d’écrire
∂γaxz
∂x

comme suit :

∂γaxz(x, tj)
∂x

= ecA
(
T (tj)− T (t0)

)
− ecS + ecFσ

c
xx(x, tj) (IV.11)

L’équation (IV.9) est alors réécrite de la façon suivante :

∂2σcxx(x, tj)
∂x2 = G0(tj)

[
A
(
T (tj)− T (t0)

)
− S + Fσcxx(x, tj)

]
+

r∑
µ=1

∫ tj

0
Gµ(τ) exp−αµ(tj−τ) ∂

∂τ

[
A
(
T (τ)− T (t0)

)
− S + Fσcxx(x, τ)

]
dτ

= G0(tj)
[
A
(
T (tj)− T (t0)

)
− S + Fσcxx(x, tj)

]
+

r∑
µ=1

∫ tj

0
Gµ(τ) exp−αµ(tj−τ)

[
A
∂T (τ)
∂τ

+ F
∂σcxx(x, τ)

∂τ

]
dτ

(IV.12)

car le chargement mécanique σ∞xx est supposé être constant ici, donc S également. De

ce fait,
dS

dτ
= 0.

En posant κµ(x, tj) =
∫ tj

0
Gµ(τ) exp−αµ(tj−τ)

[
A
∂T (τ)
∂τ

+ F
∂σcxx(x, τ)

∂τ

]
dτ , il vient :

∂2σcxx(x, tj)
∂x2 = G0(tj)

[
A
(
T (tj)− T (t0)

)
− S + Fσcxx(x, tj)

]
+

r∑
µ=1

κµ(x, tj)

(IV.13)

IV.2.6 Calcul de κµ(x, tj)

Le calcul de κµ(x, tj) à l’instant tj est donc basé sur une intégration entre l’instant

initial t0 et l’instant tj . Cela nécessite de stocker l’historique de chargement. L’objectif

est ici de décomposer cette intégrale afin de faire apparâıtre le terme κµ(x, tj−1). Cette

décomposition permet d’obtenir la solution à l’instant tj en fonction de celle calculée

à un instant précédent tj−1, ce qui donne successivement :
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κµ(x, tj) =
∫ tj

0
Gµ(τ) exp−αµ(tj−τ)

[
A
∂T (τ)
∂τ

+ F
∂σcxx(x, τ)

∂τ

]
dτ

κµ(x, tj) =
∫ tj−1

0
Gµ(τ) exp−αµ(tj−τ)

[
A
∂T (τ)
∂τ

+ F
∂σcxx(x, τ)

∂τ

]
dτ

+
∫ tj

tj−1
Gµ(τ) exp−αµ(tj−τ)

[
A
∂T (τ)
∂τ

+ F
∂σcxx(x, τ)

∂τ

]
dτ

κµ(x, tj) = exp−αµ(tj−tj−1)
∫ tj−1

0
Gµ(τ) exp−αµ(tj−1−τ)

[
A
∂T (τ)
∂τ

+ F
∂σcxx(x, τ)

∂τ

]
dτ

+
∫ tj

tj−1
Gµ(τ) exp−αµ(tj−τ)

[
A
∂T (τ)
∂τ

+ F
∂σcxx(x, τ)

∂τ

]
dτ

κµ(x, tj) = exp−αµ(tj−tj−1) κµ(x, tj−1) +AIµ1 (tj−1, tj) + FIµ2 (tj−1, tj)
(IV.14)

avec :


Iµ1 (tj−1, tj) =

∫ tj

tj−1
Gµ(τ) exp−αµ(tj−τ) ∂T (τ)

∂τ
dτ

Iµ2 (tj−1, tj) =
∫ tj

tj−1
Gµ(τ) exp−αµ(tj−τ) ∂σ

c
xx(x, τ)
∂τ

dτ

(IV.15)

Le calcul de κµ(x, tj) à l’instant tj nécessitait auparavant une intégration entre

les instants t0 et tj . Après décomposition de cette intégrale, seules les évolutions de

la température T (t), de la distribution de contrainte σcxx(x, t) dans le patch et des

paramètres Gµ du modèle de Maxwell généralisé entre les instants tj−1 et tj sont

nécessaires pour ce calcul. Le calcul de κµ(x, tj) nécessite maintenant l’évaluation de

deux intégrales très similaires Iµ1 (tj−1, tj) et Iµ2 (tj−1, tj).

IV.2.7 Calcul des intégrales Iµ1 (tj−1, tj) et Iµ2 (tj−1, tj)

Seuls les détails concernant Iµ1 (tj−1, tj) sont donnés étant donnée la forte simili-

tude entre les deux intégrales à calculer.
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IV.2.7.1 Calcul de l’intégrale Iµ1 (tj−1, tj)

Afin de pouvoir calculer l’intégrale Iµ1 , les fonctions Gµ et T sont supposées li-

néaires sur l’intervalle [tj−1, tj ]. Elles s’écrivent donc de la manière suivante :
Gµ(τ) = Gµ(tj)−Gµ(tj−1)

tj − tj−1
(τ − tj−1) +Gµ(tj−1)

T (τ) = T (tj)− T (tj−1)
tj − tj−1

(τ − tj−1) + T (tj−1)
(IV.16)

Le calcul de Iµ1 donne alors :

Iµ1 (tj−1, tj) =
∫ tj

tj−1

[
Gµ(tj)−Gµ(tj−1)

tj − tj−1
(τ − tj−1) +Gµ(tj−1)

]
exp−αµ(tj−τ) T (tj)− T (tj−1)

tj − tj−1
dτ

(IV.17)

ou encore, en réorganisant les termes :

Iµ1 (tj−1, tj) = T (tj)− T (tj−1)
tj − tj−1

∫ tj

tj−1

[
Gµ(tj)−Gµ(tj−1)

tj − tj−1
(τ − tj−1) +Gµ(tj−1)

]
exp−αµ(tj−τ) dτ

= T (tj)− T (tj−1)
tj − tj−1

[
Gµ(tj)−Gµ(tj−1)

tj − tj−1

∫ tj

tj−1
(τ − tj−1) exp−αµ(tj−τ) dτ

+Gµ(tj−1)
∫ tj

tj−1
exp−αµ(tj−τ) dτ

]
(IV.18)

Ce qui donne finalement, après calcul des intégrales :

Iµ1 (tj−1, tj) = T (tj)− T (tj−1)
tj − tj−1

[
Gµ(tj)−Gµ(tj−1)

tj − tj−1

−1 + αµ(tj − tj−1) + exp−αµ(tj−tj−1)

α2
µ

+Gµ(tj−1)
1− exp−αµ(tj−tj−1)

αµ

]
(IV.19)

IV.2.7.2 Calcul de l’intégrale Iµ2 (tj−1, tj)

D’une façon similaire, le calcul de l’intégrale Iµ2 (tj−1, tj) aboutit au résultat sui-

vant :

Iµ2 (tj−1, tj) = σcxx(x, tj)− σcxx(x, tj−1)
tj − tj−1

[
Gµ(tj)−Gµ(tj−1)

tj − tj−1

−1 + αµ(tj − tj−1) + exp−αµ(tj−tj−1)

α2
µ

+Gµ(tj−1)
1− exp−αµ(tj−tj−1)

αµ

]
(IV.20)
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IV.2.8 Réécriture de l’équation différentielle régissant σcxx(x, tj)

Connaissant maintenant Iµ1 (tj−1, tj) et Iµ2 (tj−1, tj), il est possible de réécrire

κµ(x, tj). Afin d’alléger les équations, les notations suivantes sont introduites :
∆t = tj − tj−1

∆T = T (tj)− T (tj−1)
∆Gµ = Gµ(tj)−Gµ(tj−1)

(IV.21)

L’équation (IV.13) est réécrite en remplaçant κµ(x, tj) comme suit :

∂2σcxx(x, tj)
∂x2 = G0(tj)

[
A
(
T (tj)− T (t0)

)
− S + Fσcxx(x, tj)

]
+

r∑
µ=1

κµ(x, tj)

= G0(tj)
[
A
(
T (tj)− T (t0)

)
− S + Fσcxx(x, tj)

]
+

r∑
µ=1

exp−αµ(tj−tj−1) κµ(x, tj−1) +AIµ1 (tj−1, tj) + FIµ2 (tj−1, tj)

= G0(tj)
[
A
(
T (tj)− T (t0)

)
− S + Fσcxx(x, tj)

]
+

r∑
µ=0

exp−αµ∆t κµ(x, tj−1)

+ A
∆T
∆t

r∑
µ=1

[
∆Gµ
∆t
−1 + αµ∆t+ exp−αµ∆t

α2
µ

+Gµ(tj−1)
1− exp−αµ∆t

αµ

]

+ F
σcxx(x, tj)− σcxx(x, tj−1)

∆t

r∑
µ=1

[
∆Gµ
∆t
−1 + αµ∆t+ exp−αµ∆t

α2
µ

+ Gµ(tj−1)
1− exp−αµ∆t

αµ

]
(IV.22)

La somme S2(tj−1, tj) est introduite, elle est définie par :

S2(tj−1, tj) =
r∑

µ=1

[
∆Gµ
∆t
−1 + αµ∆t+ exp−αµ∆t

α2
µ

+Gµ(tj−1)
1− exp−αµ∆t

αµ

]
(IV.23)

L’équation (IV.22) est finalement simplifiée en utilisant l’équation (IV.23), ce qui

aboutit à l’équation différentielle suivante :

∂2σcxx(x, tj)
∂x2 − F

[
S2(tj−1, tj)

∆t
+G0(tj)

]
σcxx(x, tj)

=
r∑

µ=1
exp−αµ∆t κµ(x, tj−1)

+A∆T
∆t

S2(tj−1, tj) +G0(tj) [A(T (tj)− T (t0))− S]− FS2(tj−1, tj)
∆t

σcxx(x, tj−1)
(IV.24)
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La distribution des contraintes σcxx(x, tj) à l’instant tj est donc obtenue par la

résolution d’une équation différentielle dont le second membre dépend directement

de la distribution des contraintes σcxx(x, tj−1) à l’instant précédent. Le calcul est donc

mené par itérations temporelles successives en calculant successivement les distribu-

tions en t1, t2, t3 en fonction des distributions à l’instant précédent et de l’évolution

des paramètres matériaux entre ces deux instants.

IV.2.9 Résolution par itérations de σcxx(x, tj)

IV.2.9.1 Initialisation en t0

La distribution des contraintes dans le patch composite suivant x à l’instant

initial t0 est donnée par σcxx(x, t0). Elle peut être connue à l’avance, par exemple

suite à un calcul de contraintes résiduelles. Dans notre cas, elle est supposée nulle :

σcxx(x, t0) = 0.

Dans chaque branche µ, le calcul de κµ(x, t0) donné par l’équation (IV.14) aboutit

à κµ(x, t0) = 0.

Le chargement imposé est une évolution de la température T au cours du temps

t. A chaque instant, les paramètres matériaux Gµ sont donc connus en interpolant,

linéairement ici, les valeurs obtenues pour les Gµ au chapitre III.

La série S2(t0, t1), définie dans l’équation (IV.23) peut donc être calculée puis-

qu’elle ne dépend que de paramètres connus en t0 et en t1 : t0, t1, αµ, Gµ(t0), Gµ(t1).
L’équation (IV.24) à l’instant t1 = t0 + ∆t permettant de calculer la distribution

des contraintes à l’instant t1 s’écrit donc de la manière suivante :

∂2σcxx(x, t1)
∂x2 − F

[
S2(t0, t1)

∆t
+G0(t1)

]
σcxx(x, t1)

= A
∆T
∆t

S2(t0, t1) +G0(t1) [A(T (t1)− T (t0))− S]
(IV.25)

Tous les coefficients de cette équation sont connus puisqu’ils dépendent des pro-

priétés de la colle et du chargement aux instant t0 et t1. L’inconnue de cette équation

est donc la distribution des contraintes en t1. La solution de cette équation dif-

férentielle du second ordre est obtenue numériquement, en utilisant une méthode

matricielle comme celle qui est décrite dans [Nou93] et détaillée en annexe A.1. Les

conditions aux limites permettant la résolution de cette équation sont obtenues par

l’hypothèse des contraintes nulles au niveau des extrémités du patch, donc :

σcxx(x = 0, tj) = σcxx(x = lx, tj) = 0 (IV.26)
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La distribution de σcxx(x, t1) est alors déterminée, ce qui permet de calculer

κµ(x, t1) en utilisant l’équation (IV.14).

IV.2.9.2 Passage de tj−1 à tj

A l’instant tj−1 les distributions σcxx(x, tj−1) et κµ(x, tj−1) sont supposées connues.

Lors du passage de tj−1 à tj , les paramètres T , Gµ, S2(tj−1, tj) sont connus égale-

ment puisqu’ils dépendent uniquement de la température en tj−1 et en tj . Il est alors

possible d’écrire l’équation différentielle régissant la distribution des contraintes à

l’instant tj , donnée par l’équation différentielle (IV.24). La résolution numérique de

cette équation permet donc de trouver σcxx(x, tj). Enfin, les distributions κµ(x, tj)
sont déterminées en utilisant l’équation (IV.14). Ce procédé est appliqué de manière

itérative afin de calculer à chaque instant la nouvelle distribution des contraintes dans

le patch composite en fonction de la distribution à l’instant précédent. Il n’est alors

pas nécessaire de stocker tout l’historique des résultats, ce qui est un gros avantage.

IV.3 Remarques sur le calcul

IV.3.1 Comparaison avec un calcul élastique

Si le comportement de la colle est réduit à sa seule branche élastique, les simpli-

fications suivantes peuvent être faites :
S2(tj−1, tj) = 0
r∑

µ=1
exp−αµ∆t κµ(x, tj−1) = 0 (IV.27)

L’équation différentielle (IV.24) se limite alors à :

∂2σcxx(x, tj)
∂x2 − FG0(tj)σcxx(x, tj) = AG0(tj) (T (tj)− T (t0)) (IV.28)

Cette équation est donc identique à celle obtenue dans le cadre d’une étude clas-

sique de joint collé (cf. équations (I.1) et (I.2)) dont la solution est donnée par :

σcxx(x, tj) = A

F
(T (tj)− T (t0))

[
cosh

(√
FG0(tj)x

)

+
1− cosh

(√
FG0(tj)lx

)
sinh

(√
FG0(tj)lx

) sinh
(√

FG0(tj)x
)
− 1

]
(IV.29)
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La distribution du cisaillement τaxz dans la colle est alors obtenue par dérivation

de la contrainte σcxx dans le patch :

τaxz(x, tj) = ec
∂σcxx(x, tj)

∂x

= ec
A
√
FG0(tj)
F

(T (tj)− T (t0))
[

sinh
(√

FG0(tj)x
)

+
1− cosh

(√
FG0(tj)lx

)
sinh

(√
FG0(tj)lx

) cosh
(√

FG0(tj)x
) ]

(IV.30)

Le pic de cisaillement τa,maxxz dans la colle est obtenu en x = 0. Il est donné par :

τa,maxxz (x, tj) = τaxz(x = 0, tj)

= ec
A
√
FG0(tj)
F

(T (tj)− T (t0))
1− cosh

(√
FG0(tj)lx

)
sinh

(√
FG0(tj)lx

) (IV.31)

Cette dernière équation sera utilisée dans la suite de l’étude pour comparer les

résultats obtenus avec la méthode de calcul développée dans ce chapitre et ceux

obtenus classiquement pour des lois de comportement linéaires élastiques.

IV.3.2 Convergence temporelle

Sur chaque intervalle [tj−1, tj ], des hypothèses sont émises pour permettre le calcul

des intégrales I1 et I2, notamment celle d’une évolution linéaire des paramètres T et

Gµ. Un saut de température trop grand entre deux pas de calcul mène donc à une

mauvaise estimation du champ de contraintes à un instant donné, et se répercute

ensuite aux instants suivants. Il faut donc discrétiser suffisamment le calcul afin de

vérifier cette hypothèse sur chaque intervalle. Pour cela, plusieurs calculs peuvent

être menés en affinant la discrétisation temporelle jusqu’à stabilisation de la solution

obtenue.

Un exemple d’évolution du pic de cisaillement obtenu dans la colle en fonction

de la discrétisation temporelle est présenté sur la figure IV.3. Dans une première

approche, le chargement imposé est une variation exponentielle de la température.

Ce type de chargement a été choisi pour les exemples traités dans les paragraphes

suivants car il correspond à la variation de la température d’une structure initialement

à la température T0 plongée dans un milieu à la température T∞. La température

passe ici de −50 ◦C à 70 ◦C en quelques secondes. Le pas de temps ∆t est constant.
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Les valeurs testées pour ∆t s’échelonnent entre 10 s et 35 ms. La valeur obtenue

n’évolue plus lorsque ∆t devient inférieur à 200 ms, ce qui correspond dans ce cas

à une variation de température de 22 ◦C au maximum entre deux pas de temps

successifs.

Afin d’optimiser la durée du calcul, la discrétisation temporelle n’est pas néces-

sairement régulière. Il est plus intéressant d’affiner le calcul là où les variations de

température sont les plus grandes. Dans les calculs suivants, la durée entre deux ins-

tants de calcul est donc déterminée en fonction du chargement thermique appliqué à

partir de plusieurs conditions :

– la variation de température entre deux instants successifs doit être inférieure à

∆Tmax ;

– la durée maximale ∆tmax entre deux instants successifs doit être inférieure à

une fraction du plus petit temps de retard du modèle de Maxwell.

Le choix de chacun de ces paramètres doit faire l’objet d’une étude de convergence.

Pour les calculs présentés dans la suite, ils ont finalement été fixés à 1 ◦C pour ∆Tmax
et à 20% du plus petit temps de relaxation 1/αi pour ∆tmax.

IV.3.3 Convergence spatiale

La résolution numérique de la distribution σcxx(x, tj) permet d’obtenir, par dériva-

tion spatiale suivant x, le cisaillement dans la colle. L’évaluation du pic de cisaillement

dans la colle au niveau du bord libre nécessite donc de disposer d’un maillage fin à ce

niveau. Un exemple d’évolution de σcxx(x, tj) en fonction de la discrétisation spatiale

est présenté sur la figure IV.4

La contrainte longitudinale au milieu du patch est donc correctement évaluée

quel que soit le niveau de raffinement du maillage, par contre la dérivée au niveau

des extrémités du patch est sous-estimée en cas de maillage trop grossier. Le maillage

utilisé dans les calculs présentés dans la suite de l’étude n’est donc pas linéaire mais

affiné près des bords, ceci pour optimiser le temps de calcul et l’espace mémoire utilisé

pour la résolution numérique.
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IV.4 Application de la solution

IV.4.1 Description du chargement appliqué

Dans cette partie, plusieurs cas de figure sont testés pour évaluer les différents

effets liés au comportement thermo-viscoélastique de la colle. Ces cas sont traités dans

un ordre de complexité croissante pour deux chargements thermiques : le passage de

la température de −50 ◦C à 70 ◦C, puis le passage de 70 ◦C à −50 ◦C. La variation

de température est supposée suivre une loi exponentielle du type :

T (t) = T0 + (T∞ − T0)
(
1− e−t/β

)
(IV.32)

qui correspond à la variation de température d’une structure initialement à T0 plongée

dans un milieu à T∞. T0 et T∞ représentent respectivement la température à l’instant

initial et la température finale. Plusieurs valeurs de β permettent de faire varier la

vitesse de variation de la température et ainsi tester l’évolution de ce paramètre sur

la réponse du matériau. Cinq valeurs sont testées pour β : 1 s, 5 s, 20 s, 60 s et

180 s. Des calculs effectués pour ces vitesses de chargement en utilisant le modèle à

cinq branches viscoélastiques donné dans le tableau III.3 ont aboutit à des résultats

très proches de ceux obtenus avec le modèle à deux branches du tableau III.2. Pour

des raisons de temps de calcul, les résultats présentés dans la suite de l’étude sont

obtenus en considérant simplement un modèle à deux branches.

Différents cas de complexité croissante sont traités dans les paragraphes suivants :

– le cas élastique : seule une branche élastique est prise en compte dans le calcul et

G0(T ) est supposé constant. Ce premier cas permettra de comparer la méthode

de calcul avec un calcul élastique classique ;

– le cas thermoélastique : seul G0(T ) est pris en compte dans le calcul. Il peut

cette fois varier ce qui permettra de mettre en valeur des effets liés à l’évolution

des paramètres de la colle en fonction de la température ;

– le cas viscoélastique : toutes les branches, élastique et viscoélastiques, sont

intégrées au calcul mais les paramètres sont supposés être constants en fonction

de la température. Ce cas permettra de visualiser des effets liés au temps et en

particulier à la vitesse du chargement ;

– le cas thermo-viscoélastique : tous les paramètres de toutes les branches évo-

luent en fonction de la température. Ce cas permettra de visualiser l’évolution

des contraintes dans l’assemblage pour une loi de comportement plus réaliste.
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Pour chaque cas traité, le calcul incrémental développé ici est comparé aux résul-

tats que donneraient deux calculs élastiques classiques basés sur l’équation (IV.31).

L’un pour lequel on ne considère que l’apport de la branche élastique dont le module

de cisaillement est donné par G0(T ), l’autre pour lequel on considère l’apport de

toutes les branches, donc dans ce cas le module de cisaillement de la colle est donné

par
∑
Gi(T ). Pour les cas où les paramètres sont supposés constants en fonction de

la température, c’est leur valeur à −50 ◦C qui est utilisée.

Les valeurs choisies pour les paramètres géométriques et matériaux sont listées ci-

dessous. Les paramètres du patch composite sont extraits de [TH80] et correspondent

à un patch unidirectionnel en carbone/époxyde :



lx = 20 mm

ec = 0.25 mm

ea = 0.15 mm

es = 1 mm

Ec = 181 GPa

Es = 73.8 GPa

αc = 0.02 10−6 ◦C−1

αs = 22.5 10−6 ◦C−1

(IV.33)

IV.4.2 Cas élastique : G0 constant

Dans ce premier cas, seule la branche élastique est prise en compte et la valeur

de G0(T ) est supposée constante par rapport à la température. Le module élastique

à −50 ◦C est utilisé ici. Les résultats obtenus sont représentés sur la figure IV.5.

Les chargements thermiques imposés (deux sens de variation et cinq vitesses de

chargement) sont représentés sur les figures IV.5(a-b). L’évolution du pic de cisaille-

ment dans la colle en fonction du temps est représentée sur la figure IV.5(c) pour

les augmentations de température, et sur la figure IV.5(d) pour les baisses de tem-

pérature. De même, l’évolution du pic de cisaillement en fonction de la température

est représentée sur les figures IV.5(e-f), respectivement pour les augmentations et les

diminutions de température.

Chaque calcul mené avec la méthode incrémentale décrite précédemment est com-

paré avec deux calculs élastiques (cf. équation (IV.31)) : l’un pour lequel seule le mo-

dule élastique G0 est prise en compte et l’autre en considérant que toutes les branches

sont élastiques, donc en prenant
∑
Gi comme module élastique.
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(a) Variation imposée de la

température de −50 ◦C à 70 ◦C
(b) Variation imposée de la

température de 70 ◦C à −50 ◦C

(c) Pic de cisaillement dans la colle en

fonction du temps

(d) Pic de cisaillement dans la colle en

fonction du temps

(e) Pic de cisaillement dans la colle en

fonction de la température

(f) Pic de cisaillement dans la colle en

fonction de la température

calcul incrémental borne élastique sup. borne élastique inf.

Fig. IV.5 Cas élastique : G0 constant. Dans ce cas, les branches viscoélastiques
du modèle de Maxwell généralisé sont nulles donc le résultat du calcul incrémental
est confondu avec les calculs élastiques des bornes inférieures et supérieures qui ne
sont donc pas visibles.
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Dans ce cas particulier, comme G1 = G2 = 0, les bornes inférieures (obtenues pour

G0) et supérieures (obtenues pour
∑
Gi) sont identiques. Les courbes obtenues par le

calcul incrémental et par les deux calculs élastiques sont donc superposées. De plus,

les branches viscoélastiques étant négligées dans ce calcul, le résultat ne dépend pas

de la vitesse de chargement mais uniquement de la température. Toutes les courbes

tracées en fonction de la température sont donc superposées (cf. figures IV.5(e-f)). Il

faut noter également que le module G0 étant constant, le pic de contrainte donné par

le calcul élastique est une fonction linéaire de la variation de température imposée

(T (tj) − T (t0)) (cf. équation (IV.31)). Ceci correspond bien aux courbes représen-

tées en fonction de la température, où le pic de cisaillement évolue linéairement. Il

faut noter également que le résultat donné par la méthode incrémentale est obtenu

par résolutions numériques successives, par différences finies, d’une équation diffé-

rentielle dont la solution exacte est connue dans ce cas particulier et qui est donnée

par l’équation (IV.31). Comme expliqué au paragraphe IV.3.3, la résolution par dif-

férences finies sous-estime le pic de cisaillement au niveau du bord libre lorsque la

discrétisation est trop grossière. Les courbes du calcul incrémental et celles du calcul

élastique sont bien superposées ici, le maillage utilisé est donc suffisamment fin.

En conclusion, lorsque les paramètres de la colle sont limités à ceux d’un compor-

tement élastique, la méthode de calcul décrite précédemment donne bien les valeurs

obtenues par un calcul linéaire élastique classique [HS73a].

IV.4.3 Cas thermoélastique : G0 variable

Le cas d’un comportement thermoélastique pour la colle est modélisé en pre-

nant en compte l’évolution du paramètre G0(T ) en fonction de la température et

en négligeant l’apport des branches viscoélastiques dans le calcul. Les chargements

appliqués sont les mêmes que précédemment. Les résultats obtenus sont représentés

sur la figure IV.6. Ces résultats amènent les remarques suivantes :

– seule la branche élastique G0 est prise en compte, donc comme précédemment,

les résultats des calculs élastiques classiques donnant les bornes inférieures et

supérieures du calcul viscoélastique sont confondus avec le calcul viscoélastique

lui-même ;

– le calcul est élastique, donc les résultats obtenus ne dépendent que de la tem-

pérature en cours et pas de la vitesse de chargement. Les courbes représentées

sur les figures IV.6(e-f) sont donc superposées ;

– comme le module G0(T ) varie en fonction de la température, le pic de cisaille-
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(a) Variation imposée de la

température de −50 ◦C à 70 ◦C
(b) Variation imposée de la

température de 70 ◦C à −50 ◦C

(c) Pic de cisaillement dans la colle en

fonction du temps

(d) Pic de cisaillement dans la colle en

fonction du temps

(e) Pic de cisaillement dans la colle en

fonction de la température

(f) Pic de cisaillement dans la colle en

fonction de la température

calcul incrémental borne élastique sup. borne élastique inf.

Fig. IV.6 Cas thermoélastique : G0 variable. Dans ce cas, les branches visco-
élastiques du modèle de Maxwell généralisé sont nulles donc le résultat du calcul
incrémental est confondu avec les calculs élastiques des bornes inférieures et supé-
rieures qui ne sont donc pas visibles.
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ment n’est plus une fonction linéaire de la température, comme cela est visible

sur les figures IV.6(e-f). D’autre part, G0 étant plus élevé aux basses tempéra-

tures, la valeur asymptotique du pic de cisaillement obtenu dans chacun des cas

est plus élevée lorsque la température diminue : 38 MPa contre 23 MPa lorsque

la température augmente. Les résultats obtenus ne sont alors plus symétriques

par rapport au sens de variation de la température ;

– les effets cumulés de la variation de température et de la variation du module

G0 ne vont pas toujours dans le même sens. En effet, lorsque la température

diminue (cf. figures IV.6(d,f)), la différence entre la température en cours et la

température initiale augmente et le module de cisaillement de la colle augmente.

Ces deux effets combinés provoquent une augmentation régulière du pic de

cisaillement. Par contre, lorsque la température augmente (cf. figures IV.6(c,e)),

ces effets ont des influences opposées sur la valeur du pic : l’écart de température

se creuse mais le module G0 de la colle diminue. Il y a donc ici apparition d’une

température critique au delà de laquelle la chute du module G0 compense la

variation de température appliquée. Dans le cas présent, au delà de 50 ◦C, le

pic de cisaillement chute ;

– en ce qui concerne le chargement positif de +120 ◦C, un calcul élastique basé

sur les propriétés à l’instant final donc à +70 ◦C donnerait un pic de 22 MPa qui

serait obtenu à +70 ◦C. Le modèle thermoélastique prévoit un pic à +50 ◦C de

26 MPa . Un calcul basé sur les propriétés finales du matériau sous-estimerait

donc la contrainte maximale de 15%. Le comportement thermoélastique de la

colle n’est donc pas négligeable dans ce cas.

IV.4.4 Cas viscoélastique : Gi constants

Le cas d’un comportement viscoélastique de la colle est traité maintenant. Les

trois branches du tableau III.2 sont donc considérées mais en supposant que les

modules Gi(T ) sont constants en fonction de la température. Les résultats sont pré-

sentés sur la figure IV.7. Pour des raisons de lisibilité, seuls les résultats obtenus pour

β = 1 s, 20 s et 180 s sont représentés.

Le calcul viscoélastique est borné par les résultats obtenus par deux calculs élas-

tiques classiques de joint collé. La borne inférieure, en traits fins sur les figures IV.7(c-

f), est déterminée en ne prenant en compte dans le calcul que le module élastique de

la colle. C’est vers cette solution que le calcul viscoélastique converge pour une durée

infinie. La borne supérieure, en traits gras sur les figures IV.7(c-f), est obtenue en
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(a) Variation imposée de la

température de −50 ◦C à 70 ◦C
(b) Variation imposée de la

température de 70 ◦C à −50 ◦C

(c) Pic de cisaillement dans la colle en

fonction du temps

(d) Pic de cisaillement dans la colle en

fonction du temps

(e) Pic de cisaillement dans la colle en

fonction de la température

(f) Pic de cisaillement dans la colle en

fonction de la température

calcul incrémental borne élastique sup. borne élastique inf.

Fig. IV.7 Cas viscoélastique : Gi constants.
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additionnant les modules de toutes les branches du modèle de Maxwell et en suppo-

sant qu’il n’y a pas de relaxation de ces modules. Cette borne est atteinte pour des

vitesses très élevées de variation de la température en début de chargement.

Contrairement aux deux cas précédents, le pic de contrainte ne dépend plus uni-

quement de la température à un instant donné, mais de tout l’historique de charge-

ment depuis l’instant initial. Par conséquent, les résultats obtenus pour différentes

vitesses de chargement, représentés en fonction de la température, forment un en-

semble de courbes situées entre les bornes supérieures et inférieures, se rapprochant

de la borne supérieure aux temps courts et pour des vitesses élevées, et convergeant

vers la borne inférieure aux temps longs. De la même manière, les courbes tracées en

fonction du temps tendent toutes à se rejoindre. Il est à noter qu’à tout instant, les

chargements rapides donnent une contrainte plus élevée que les chargements lents.

IV.4.5 Cas thermo-viscoélastique : Gi variables

Le cas, plus réaliste, d’un comportement thermo-viscoélastique de la colle est

maintenant étudié. Toutes les branches du modèle de Maxwell sont prises en compte

dans le calcul, ainsi que la variation des modules Gi(T ). Les résultats sont présentés

sur la figure IV.8. Comme pour le cas viscoélastique, seuls les résultats obtenus pour

β = 1 s, 20 s et 180 s sont représentés.

Tous les phénomènes déjà décrits précédemment apparaissent dans ce cas :

– le pic de cisaillement du calcul thermo-viscoélastique est borné par les deux

calculs thermoélastiques. La borne inférieure correspond aux résultats obtenus

pour un modèle thermoélastique, avec uniquement la branche G0(T ) du modèle

de Maxwell, dont les résultats sont identiques à ceux présentés sur la figure IV.6.

La borne supérieure est obtenue en cumulant les modules de cisaillement Gi(T )
des branches du modèle de Maxwell ;

– comme pour le cas thermoélastique, comme les Gi(T ) sont variables, les résul-

tats obtenus pour une baisse ou une augmentation de température ne sont pas

symétriques. Ils sont globalement plus élevés lorsque la température diminue

en raison du raidissement de la colle ;

– lorsque la vitesse de chargement augmente, le pic de cisaillement se rapproche de

la borne supérieure du calcul. Au contraire, pour des vitesses lentes et lorsque le

temps augmente, la solution thermo-viscoélastique tend vers la borne inférieure ;

– la différence entre les bornes supérieures et inférieures du calcul est plus grande

aux hautes températures : entre 23 MPa et 31 MPa pour le passage de −50 ◦C
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(a) Variation imposée de la

température de −50 ◦C à 70 ◦C
(b) Variation imposée de la

température de 70 ◦C à −50 ◦C

(c) Pic de cisaillement dans la colle en

fonction du temps

(d) Pic de cisaillement dans la colle en

fonction du temps

(e) Pic de cisaillement dans la colle en

fonction de la température

(f) Pic de cisaillement dans la colle en

fonction de la température

calcul incrémental borne élastique sup. borne élastique inf.

Fig. IV.8 Cas thermo-viscoélastique : Gi variables.
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à +70 ◦C et entre 38 MPa et 44 MPa pour la variation opposée. Ceci est dû au

poids plus important des branches viscoélastiquesGi>0 par rapport àG0 lorsque

la température augmente. La valeur finale du pic de cisaillement est donnée par

la borne inférieure, donc 23 MPa pour une augmentation de température ou

38 MPa pour une baisse de température. Pour une vitesse de variation qui serait

infinie, le pic de contrainte pourrait atteindre au maximum 31 ou 44 MPa, soit

35% de plus dans le cas de la montée de température et 15% de plus pour la

baisse de température ;

– contrairement au cas viscoélastique présenté précédemment, les courbes obte-

nues pour différentes vitesses de chargement ne conservent pas toujours le même

ordre. L’effet de la température, marqué par la chute des modules au-delà de

50 ◦C, provoque un tel décrochage des contraintes que la courbe obtenue pour

β = 1 s passe sous la courbe suivante. Cet effet causé par la chute des modules

amplifie celui dû à la stabilisation de la température et provoque une chute des

contraintes plus rapide que dans le cas viscoélastique ;

– dans le cas d’une variation de +120 ◦C en quelques secondes, qui est la vitesse

la plus élevée testée dans cette étude, le pic obtenu atteint 93% de la borne

élastique supérieure du calcul. La vitesse la plus lente testée, correspondant à

la même variation de température mais qui s’établit en une dizaine de minutes,

donne un pic de 27.5 MPa contre 26 MPa pour la borne inférieure. La borne élas-

tique inférieure sous-estime donc de 5% le calcul thermo-viscoélastique à vitesse

lente et la borne supérieure surestime de 7% le calcul thermo-viscoélastique ra-

pide. Dans le cadre d’une étude simplifiée, pour des chargements très lents ou

très rapides, un calcul thermoélastique approprié peut donner une première

approximation, mais la différence avec le calcul incrémental, de l’ordre de 5 à

7% dans le cas présent, peut devenir significative dans le cadre d’une étude en

fatigue qui nécessite d’être plus précis sur les valeurs calculées, en particulier

pour se situer sur une courbe de Wöhler. En dehors de ces deux cas extrêmes, la

vitesse de variation de la température présente une forte influence sur la valeur

du pic de cisaillement

IV.4.6 Comparaison des différents modèles de calcul

Les méthodes de calcul testées précédemment sont maintenant comparées entre

elles pour un cas particulier de chargement thermique. Le cas choisi correspond à

l’augmentation de la température de −50 ◦C à 70 ◦C pour les deux vitesses extrêmes
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testées, à savoir β = 180 s pour la plus lente et β = 1 s pour la plus rapide. Les

résultats obtenus pour ces deux vitesses sont présentés sur la figure IV.9. Les valeurs

maximales atteintes pour chacune des méthodes sont résumées dans le tableau IV.1.

Les écarts relatifs sont calculés en utilisant le résultat thermo-viscoélastique comme

référence.

Les courbes 1 et 2 correspondent aux résultats fournis par un calcul élastique

classique (cf. équation (IV.31)) en se basant respectivement sur les propriétés ther-

miques de la colle à 70 ◦C ou à −50 ◦C. Le calcul thermoélastique, situé entre ces deux

bornes, correspond à la courbe 3. Le calcul viscoélastique, présenté sur la courbe 4,

est basé sur les propriétés thermiques de la colle à 70 ◦C. Le calcul complet, intégrant

à la fois les variations des paramètres en fonction du temps et de la température, est

présenté sur la courbe 5.

Il est évident, au vu de ces résultats, que les hypothèses de calcul qui sont émises

influencent grandement le résultat obtenu. Pour le cas présenté, l’erreur commise par

un calcul élastique ne tenant pas compte des variations des propriétés thermiques

diffère de 20 à 30 % du résultat de référence. Cette erreur est maximale lors du

passage à 50 ◦C, où le calcul 1 donne 18.8 MPa au lieu de 27.5 MPa à vitesse lente

ou 29 MPa à vitesse rapide, soit une sous-estimation de 32 à 35 %, respectivement,

selon la vitesse de variation de la température.

Le calcul viscoélastique présenté sur la courbe 4 est basé sur les propriétés à

−50 ◦C, donc sur les modules les plus élevés. Le résultat obtenu surestime donc

encore plus la valeur de référence puisque les branches viscoélastiques s’ajoutent à

la branche élastique. Le pic de cisaillement est surestimé de 40 à 45 % dans les

cas présentés. De plus, la valeur finale donnée par ce calcul converge vers le résultat

élastique à −50 ◦C, donc vers 37.7 MPa, alors que la courbe de référence converge vers

le résultat élastique à 70 ◦C, donc vers 22.6 MPa. Ce calcul viscoélastique aboutit

donc finalement à un écart de 67% par rapport à un calcul thermoélastique et ne

converge pas vers la bonne solution.

En conclusion de ces quelques remarques, la variation des propriétés thermiques de

la colle ne peut pas être négligée lorsque l’assemblage collé subit de grandes variations

de température.

La comparaison des courbes 3 et 5, correspondant respectivement aux calculs

thermoélastique et thermo-viscoélastique, pour les deux vitesses présentées permet

de mesurer l’apport de la viscoélasticité en fonction de la vitesse de variation de la

température. Dans les cas présentés, la température varie de +120 ◦C en environ 3 β,



126 IV. Modèle de comportement thermo-viscoélastique d’un joint collé

Courbe Vitesse lente (β = 180 s) Vitesse rapide (β = 1 s)

Cisaillement [MPa] Ecart [%] Cisaillement [MPa] Ecart [%]

1 22.6 -18 % 22.6 -22 %

2 37.7 +37 % 37.7 +30 %

3 26 -5 % 26 -10 %

4 38.8 +41 % 42.3 +45 %

5 27.5 référence 29 référence

Tab. IV.1 Valeur maximale du pic de cisaillement obtenu dans la colle en fonction
du modèle choisi pour deux vitesses de variation de la température.

soit 3 s pour le plus rapide et 9 min pour le plus lent. Ceci correspond respective-

ment à des vitesses de 40 ◦C/s et de 0.22 ◦C/s (ou 13.3 ◦C/min). Négliger l’apport des

branches viscoélastiques pour une vitesse de 40 ◦C/s aboutit à une sous-estimation

de 10 % du pic de cisaillement. Pour la vitesse la plus lente testée, le calcul ther-

moélastique sous-estime le pic de cisaillement de 5 % seulement. Cette erreur, qui

reste modeste, devient cependant non-négligeable dans le cadre d’une sollicitation en

fatigue de l’assemblage collé.

Un modèle thermoélastique peut donc suffire dans certaines conditions d’utili-

sation. Il faut noter toutefois que même à vitesse très lente l’erreur commise en

négligeant les phénomènes viscoélastiques peut devenir significative pour une étude

de résistance en fatigue.

IV.5 Conclusion

Un modèle de calcul des contraintes dans un assemblage collé est proposé dans ce

chapitre. Le comportement non-linéaire de la colle est pris en compte en utilisant une

loi de comportement du type Maxwell généralisée. Plusieurs effets liés à l’influence de

la température ou du temps sur le comportement de la colle sont analysés séparément.

Il apparâıt, au vu des simulations, que le comportement thermoélastique présente un

impact très fort sur la valeur du pic de cisaillement obtenu dans la colle. Celui-ci ne

peut donc pas être négligé lors du calcul de dimensionnement d’assemblages collés

soumis à des chargements thermiques.

Le comportement viscoélastique est lui surtout prononcé lorsque la température

s’approche de la transition vitreuse, au delà de 50 ◦C, ou de la transition secondaire
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(a) Vitesse de variation de la

température d’environ 0.22 ◦C/s
(β = 180 s)

(b) Vitesse de variation de la

température d’environ 40 ◦C/s
(β = 1 s)

Légende :

1 : Calcul élastique basé sur les propriétés à 70 ◦C
2 : Calcul élastique basé sur les propriétés à −50 ◦C
3 : Calcul thermoélastique

4 : Calcul viscoélastique basé sur les propriétés à −50 ◦C
5 : Calcul thermo-viscoélastique

Fig. IV.9 Evolution du pic de cisaillement dans la colle en fonction de la tem-
pérature pour plusieurs méthodes de calcul et deux vitesses de variations de la
température. Les résultats présentés correspondent au passage de la température de
−50 ◦C à 70 ◦C.
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de la colle, en dessous de −15 ◦C. Ceci est dû au poids plus important des branches

viscoélastiques par rapport à la branche élastique du modèle de Maxwell à ces tem-

pératures. En théorie, l’apport des branches viscoélastiques pourrait représenter 15%

du résultat élastique à −50 ◦C et jusqu’à 35% du résultat élastique à 70 ◦C. Mais en

pratique, il faudrait appliquer des vitesses de variation de la température très élevées

pour aboutir à ces résultats. Pour les vitesses testées ici, de 13.3 ◦C/min à 40 ◦C/s,
et à 70 ◦C, la contrainte viscoélastique représente entre 5% et 10% de la contrainte

élastique. L’erreur commise par un calcul thermoélastique au lieu d’un calcul thermo-

viscoélastique est donc relativement faible dans les cas présentés, mais peut devenir

non-négligeable dans le cadre d’un chargement cyclique pour une étude de résistance

en fatigue.
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Chapitre V

Étude expérimentale

Dans ce chapitre sont présentés différents essais réalisés sur une éprouvette d’alu-

minium renforcée par deux patchs composites collés. Des chargements thermiques et

mécaniques sont appliqués, puis les résultats expérimentaux sont comparés aux résultats

des différents modèles de calcul développés dans les chapitres précédents à des fins de

validation.
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V.1 Introduction

L’objectif de ce chapitre est d’étudier expérimentalement le champ de défor-

mations qui apparâıt au sein d’une éprouvette renforcée par un patch com-

posite collé lorsque la température varie. La méthode choisie pour la mesure

des champs cinématiques est une méthode sans contact. Il s’agit de la méthode de

la grille, développée par Surrel [Sur94], qui consiste à enregistrer les images succes-

sives d’une grille solidaire de la surface étudiée. Un traitement approprié permet alors

d’obtenir les champs cinématiques sur toute la surface à partir de ces images. Cette

mesure est effectuée sur l’une des faces de l’éprouvette. Une grille est transférée sur

cette face. La mesure du champ de température est effectuée sur la deuxième face

de l’éprouvette. Les comportements, thermique et cinématique, des deux faces de

l’éprouvette sont supposés être identiques puisque celle-ci est symétrique. Plusieurs

types d’essais sont réalisés dans le but de valider les différents modèles de calculs

développés aux chapitres précédents.

Des essais thermiques qui consistent à appliquer une variation de température

homogène à la structure collée sont d’abord conduits sur des éprouvettes renforcées

par patchs unidirectionnels, puis sur des éprouvettes renforcées par patchs croisés. Les

champs de déformations obtenus dans chacun des cas et suivant chaque direction sont

alors comparés à ceux prédits par le calcul bidimensionnel présenté au chapitre II.

Des essais couplant à la fois une variation de température et un chargement mé-

canique sont ensuite mis en oeuvre afin de faire apparâıtre un comportement visco-

élastique de la structure. Les résultats mesurés expérimentalement sont comparés

au modèle de calcul thermo-viscoélastique unidimensionnel présenté au chapitre IV.

L’éprouvette utilisée dans ce cas est renforcée par un patch unidirectionnel unique-

ment afin de s’approcher du mieux possible d’un comportement unidirectionnel.

Les variations de température ne seront que positives par rapport à la tempéra-

ture ambiante, ceci pour des raisons techniques. Une variation négative nécessiterait

l’utilisation d’une enceinte incompatible avec les mesures de champs qui sont réalisées.
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V.2 Présentation de la méthode de la grille

V.2.1 Introduction

Contrairement aux jauges de déformation qui permettent d’obtenir une infor-

mation localisée sur l’état mécanique d’une structure, certaines méthodes de me-

sure sans contact permettent d’accéder à des champs de déplacements en surface

d’un échantillon. Parmi ces méthodes, la méthode de la grille [Sur94] permet de

mesurer les deux composantes du champ de déplacements d’une surface plane. Il

s’agit d’une technique de mesure optique basée sur l’acquisition, au moyen d’une

caméra, du champ d’intensité lumineuse diffusée par une grille solidaire de la sur-

face à étudier. La grille est constituée de traits d’égales largeurs et équidistants

formant un réseau périodique. Elle peut être unidirectionnelle ou croisée, selon la

direction qui est étudiée. Cette grille est déposée sur la zone à étudier par collage,

transfert ou autre. Deux images sont alors comparées, avant et après déformation,

comme illustré sur la figure V.1. Il est à noter que cette méthode a déjà été utilisée

avec succès pour diverses applications en mécanique des matériaux et des structures

[DGS01, PASV98, AEV+04, GPS99, TDG05].

Il existe également d’autres techniques de mesures de champs basées, par exemple,

sur la corrélation d’images. Dans ce cas, la texture de la zone d’intérêt doit être

aléatoire. Il faut pour cela parfois pulvériser un mouchetis de peinture sur la surface

de l’éprouvette, mais la texture de l’éprouvette peut s’avérer suffisante dans certains

cas. La caméra effectue alors deux prises de vue, l’une de référence et l’autre déformée.

La zone d’intérêt est ensuite découpée en “imagettes” et la méthode de corrélation

consiste à retrouver sur l’image déformée les motifs présents sur l’image de référence

(cf. figure V.2). Ces deux méthodes de mesure sont limitées à des cas où il n’y a pas de

mouvement hors-plan de la structure étudiée. Pour mesurer ces mouvements s’ils ne

sont pas négligeables, il existe aussi des méthodes dites de stéréo-corrélation, où une

deuxième caméra est utilisée afin de reconstruire une image 3D de la zone observée.

Dans le cas présent, la symétrie des éprouvettes permet de négliger les mouvements

hors-plan. Les mors de la machine sont également supposés parfaitement alignés en

cas de sollicitation mécanique. Le principe de base de la méthode de la grille, utilisée

dans cette étude, est présenté dans le paragraphe suivant.
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(a) Image de référence (b) Image déformée

Fig. V.1 Illustration de la méthode de la grille.

(a) Image de référence (b) Image déformée

Fig. V.2 Illustration de la méthode de corrélation d’images [Pre04].
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V.2.2 Principe

La grille utilisée étant supposée parfaitement solidaire de la surface, l’intensité

I(M) au point M de coordonnées (x, y) s’écrit à l’état initial :

I(M) = I0
2

[
1 + γfrgn

(
2π
−→
F .
−−→
OM

)]
(V.1)

γ représente le contraste de l’intensité I(M), I0 représente l’intensité moyenne et
−→
F représente le vecteur fréquence spatiale de la grille. frgn représente une fonction

périodique de période 2π. Soit −→u (M) le déplacement d’un point de la grille entre

l’état initial et l’état déformé.

A l’état final, I(M ′) s’écrit dans le cas unidirectionnel :

I(M ′) = I0
2

[
1 + γfrgn

(
2π
−→
F .
−−→
OM + 2π

−→
F .−→u (M)

)]
(V.2)

De cette expression apparâıt une phase Φ(M) telle que :

I(M ′) = I0
2

[
1 + γfrgn

(
2π
−→
F .
−−→
OM + φ(M)

)]
(V.3)

La modulation de cette phase s’écrit :

φ(M) = 2π
−→
F .−→u (M) (V.4)

Dans le cas d’une grille croisée, les modulations de phase suivant les directions

x et y s’écrivent de manière analogue. Les composantes suivant les directions x et y

s’écrivent respectivement : 
φx(M) = 2π

px
ux(M)

φy(M) = 2π
py
uy(M)

(V.5)

px et py représentent les pas de la grille suivant les directions x et y respectivement.

ux(M) et uy(M) sont les composantes du champ de déplacements suivant les direc-

tions x et y. Le principe de la méthode de la grille est donc d’extraire la modulation

de phase et de la transformer en champ de déplacements. Cette modulation de phase

est déterminée par transformée de Fourier fenêtrée. Les détails de ce calcul sont

disponibles dans [Sur94]. Les champs de déplacements suivant les directions x et y

sont alors obtenus en utilisant l’équation (V.5). Les champs de déformations εxx et

εyy sont finalement accessibles par dérivation des champs de déplacements, car par

définition :

εij = 1
2

(
∂ui
∂j

+ ∂uj
∂i

)
(V.6)
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V.2.3 Traitement des résultats

En pratique, la méthode de la grille ne permet que de mesurer des déplacements

modulo le pas de la grille. Des sauts de phase peuvent dès lors apparâıtre sur les

résultats obtenus lorsque le déplacement en un point est supérieur à une période

de la grille. Les champs de déplacements obtenus sont alors corrigés en ajoutant ou

en retranchant le nombre nécessaire de périodes pour supprimer ces sauts de phase.

Ces déplacements obtenus sont également perturbés par du bruit ou des valeurs

aberrantes dues par exemple à des défauts de la grille ou de l’éclairage : poussières,

grille localement mal transférée, variation légère du pas de la grille, rayon lumineux,

etc. Pour pallier ce problème, les champs de déplacements sont d’abord lissés avant

d’être dérivés afin de diminuer le bruit sur les champs de déformations.

De nombreuses méthodes pour lisser et dériver les champs de déplacements sont

disponibles dans la littérature [Sur01]. Ces méthodes sont cependant basées sur une

approche locale afin d’obtenir les champs de déformations. Dans le cas présent, la

forme globale du champ de déplacements est supposée être connue. Elle est en effet

supposée être très proche de la solution analytique unidimensionnelle d’un joint collé

soumis à une variation de température [HS73b, HS73a], colonne par colonne ou ligne

par ligne. La procédure développée consiste donc ici à caler une courbe paramétrée sur

les résultats expérimentaux, colonne par colonne pour les déplacements ucxx suivant

la direction x puis ligne par ligne pour les déplacements ucyy suivant la direction y.

Colonne par colonne, les déplacements sont alors lissés en cherchant à minimiser

l’écart entre les mesures expérimentales et une fonction similaire à la solution théo-

rique unidimensionnelle donnée par l’équation (I.9), paramétrée par cinq variables

indépendantes {A,B,C,D,E} [MBG06], ce qui donne par exemple pour le déplace-

ment suivant x :

ucxx(x) = AeCx +Be−Cx +Dx+ E (V.7)

La déformation εcxx suivant la direction x est donc donnée par :

εcxx(x) = ducxx(x)
dx

= ACeCx −BCe−Cx +D (V.8)

Au niveau du bord libre (x = 0), la déformation du patch εcxx(x) est donnée par AC−
BC +D. Par analogie avec l’équation du modèle unidirectionnel thermo-mécanique

présenté au paragraphe I.4.2, cette déformation au bord libre correspond au terme

“αx∆T”. Elle est donc non nulle dans le cas d’un chargement thermique contrairement

au cas d’un chargement mécanique seul. Il est cependant possible de la négliger dans
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certains cas, notamment lorsque cette déformation est très inférieure à celle mesurée

dans la zone courante du patch, et ainsi de supposer par exemple suivant la direction

x que :

εcxx(x = 0) = AC −BC +D = 0 (V.9)

L’équation-type (V.7) peut alors être simplifiée et devenir une équation ne dé-

pendant plus que de quatre paramètres indépendants :

ucxx(x) = AeCx +Be−Cx − (A−B)Cx+ E (V.10)

Les coefficients A, B, C et E sont alors optimisés pour chaque colonne afin de

minimiser l’écart quadratique entre cette fonction modèle et les déplacements ex-

périmentaux. Les fonctions de Matlab adaptées à ce type de problème (lsqcurvefit

est utilisée ici) et basées sur la méthode des moindres carrés sont donc utilisées.

Ces méthodes sont basées sur une variante de la méthode de Newton [CL94]. Les

déformations sont ensuite obtenues par dérivation du champ de déplacements lissé.

La figure V.3(a) présente un champ de déplacements typique obtenu par la mé-

thode de la grille. Les déplacements suivant la direction x, bruts et lissés, obtenus

pour trois variations de température sont présentés sur la figure V.3(b).

V.3 Dispositif expérimental

V.3.1 Éprouvettes utilisées

Les éprouvettes testées ont été fournies et patchées par l’Atelier Industriel de

l’Aéronautique (AIA) de Clermont-Ferrand. Le substrat est une pièce d’aluminium

2024 T3, de 340 mm de longueur, 70 mm de largeur et 3 mm d’épaisseur. L’alu-

minium est supposé suivre une loi de comportement linéaire élastique isotrope et

a un module d’Young Es = 73.8 GPa, un coefficient de Poisson νs = 0.33 et un

coefficient de dilatation thermique αs = 23.6 10−6 ◦C−1. Chaque éprouvette est ren-

forcée symétriquement par deux patchs carrés de 70 mm de côté. Le patch utilisé est

constitué de quatre plis unidirectionnels en carbone/époxyde T300/914. Chaque pli

est supposé suivre un comportement linéaire élastique orthotrope dont les proprié-

tés thermo-mécaniques sont rappelées dans le tableau II.1. L’épaisseur totale d’un

patch est de 0.5 mm. Cette épaisseur est constante sur toute la surface et n’est pas

diminuée progressivement sur les bords, contrairement à ce qui est souvent fait en

pratique, ceci afin de permettre une comparaison des résultats obtenus avec le mo-

dèle analytique présenté au chapitre II et surtout afin de bien mettre en évidence
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(a) Champ de déplacements typique

obtenu suivant la direction x

(b) Comparaison de la courbe

expérimentale et de la courbe lissée

pour plusieurs variations de

température

Fig. V.3 Le champ de déplacements suivant la direction x est lissé pour chaque
abcisse y. Les résultats avant et après lissage obtenus suivant la ligne AA’ sont
comparés sur la figure (b) pour plusieurs niveaux de chargements testés.

le cisaillement dans la colle. Pour les besoins de l’étude, deux types de patchs sont

utilisés : des patchs unidirectionnels et des patchs croisés [0,90]s. L’assemblage des

patchs sur l’éprouvette se fait à 120 ◦C. La colle utilisée est de la Redux 312 fournie

par Hexcel. L’épaisseur nominale du film de colle est de 0.15 mm mais des mesures

expérimentales ont été effectuées pour déterminer plus précisemment l’évolution de

cette épaisseur. Les relevés effectués sont présentés sur la figure V.4. Les coordon-

nées des points ont été obtenues en effectuant une mesure de la hauteur de manière

régulière de chaque côté de l’éprouvette. Les surfaces sont donc reconstruites et la

distance de chaque point à la nappe opposée est calculée. La distance maximale entre

les deux surfaces extérieures des patchs est de 4.7 mm, alors que la distance minimale

relevée est de 4.4 mm. Les épaisseurs de l’aluminium et des deux patchs sont suppo-

sées constantes et respectivement égales à 3 mm et 0.5 mm, ce qui permet d’établir

que pour les points relevés, l’épaisseur d’une couche de colle varie entre 0.2 mm sur

les bords et 0.35 mm au maximum dans la partie centrale du patch. Il faut toutefois

préciser que la densité utilisée pour le relevé ne permet pas de conclure sur l’épaisseur

précise de la couche de colle au niveau du bord libre.

Les éprouvettes fournies sont ensuite préparées avant d’être testées. L’objectif
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(a) Représentation 3D de la distance

mesurée entre les surfaces extérieures

des patchs.

(b) Evolution de la distance suivant la

longueur de l’éprouvette.

Fig. V.4 Relevé des coordoonnées sur les surfaces extérieures des patchs sur
une éprouvette. La distance entre ces surfaces permet de déterminer l’évolution
de l’épaisseur de la couche de colle.

de ces essais est de suivre en parallèle un champ de déformations et un champ de

températures. Ces mesures sont effectuées de part et d’autre de l’éprouvette. Chaque

côté subit donc un traitement spécifique :

– le côté de l’éprouvette servant à la mesure des champs de déplacements par la

méthode de la grille est équipé d’une grille croisée présentant une période de

5 traits par mm. Cette grille permet de mesurer les déplacements dans les di-

rections longitudinale et transversale de l’éprouvette. La méthode utilisée pour

transférer la grille sur le patch est présentée en détails dans [PG04]. Une colle

blanche, la E504 fournie par Epotecny, est d’abord déposée uniformément sur

toute la surface du patch. Une grille de couleur noire imprimée sur un support

en plastique est ensuite déposée côté encre sur la colle, de manière à s’aligner

parfaitement avec l’éprouvette et les fibres du patch. La colle polymérise en-

suite pendant 40 heures à 37 ◦C. Le film plastique est finalement retiré, laissant

alors apparâıtre la grille noire transférée sur le fond blanc de la colle ;

– la deuxième face de l’éprouvette est utilisée pour la mesure de température à

l’aide d’une caméra infrarouge. Dans ce but, et afin d’obtenir une émissivité

maximale de la surface étudiée, ce côté de l’éprouvette est peint en noir.
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Fig. V.5 Schéma des deux faces des éprouvettes utilisées.

V.3.2 Application des chargements thermiques et mécaniques

Le chargement thermique est imposé à l’éprouvette à l’aide de résistances chauf-

fantes fournies par Minco. Chaque éprouvette est équipée de quatre résistances chauf-

fantes disposées sur les deux faces et à chaque extrémité des patchs, comme présenté

sur la figure V.5. Chaque résistance, de 9.8 Ω, mesure 57 × 31 mm2 et peut fournir

une densité de puissance de 4.7 W/cm2, soit potentiellement plus de 330 W. L’ali-

mentation utilisée fournit 90 W répartis de manière égale pour chaque résistance afin

d’avoir un champ de températures symétrique et le plus uniforme possible.

L’éprouvette est installée dans une machine de traction hydraulique Schenck pou-

vant fournir une force de 250 kN. Elle est positionnée dans le mors inférieur lors des

essais de dilatation libre. Le deuxième mors est serré uniquement pour les essais

cumulant un chargement thermique à un chargement mécanique.

V.3.3 Mesures effectuées

La caméra utilisée pour prendre les images successives de la grille est une caméra

cinématique présentant une résolution de 1376 × 1040 pixels2. La caméra est placée

rigoureusement en face de l’éprouvette, à une distance pour laquelle chaque période

est discrétisée sur cinq pixels de l’image obtenue, comme présenté sur la figure V.6. La

taille maximale de la zone observée est donc de 55× 42 mm2. En pratique, seule une

partie du patch peut donc être suivie lors de l’essai. Neuf pixels sont utilisés en chaque

point de l’image pour calculer son déplacement. Comme un pixel correspond à 40 µm,

la résolution spatiale de ce dispositif est de 360 µm Les images sont encodées sur 12
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bits, ce qui permet d’obtenir 4096 niveaux de gris. Un dispositif d’éclairage permet

d’assurer une luminosité uniforme sur la surface étudiée et un contraste maximal

entre le fond blanc de l’image et la grille noire.

Fig. V.6 Image typique de la grille. Chaque période est discrétisée sur 5 pixels de
la caméra.

La température est mesurée quant à elle à l’aide d’une caméra thermique CEDIP

Jade, pilotée par le logiciel Altair. Cette caméra est positionnée de manière à avoir

un aperçu global du champ de températures au niveau de la surface supérieure du

patch. L’image obtenue se caractérise par une résolution de 320 × 240 pixels2. La

résolution thermique de la caméra est de 0.02 K. La température est supposée être

identique dans toute l’épaisseur de l’éprouvette.

V.4 Essais thermiques

V.4.1 Présentation de l’essai

La première série d’essai est réalisée en imposant une variation de température

à l’éprouvette sans imposer de chargement mécanique. L’éprouvette est fixée uni-

quement sur le mors inférieur de la machine. Il s’agit donc d’une simple dilatation

libre de l’éprouvette en cas de changement de température. Ces essais ont pour but

de comparer les déformations mesurées à celles obtenues avec le modèle analytique

bidimensionnel présenté au chapitre II. Le dispositif expérimental est présenté sur

la figure V.7. Deux sortes d’éprouvettes sont utilisées : les unes sont renforcées par

des patchs composites en carbone/époxyde unidirectionnels dont les plis sont alignés

suivant la longueur de l’éprouvette, les autres sont équipées de patchs croisés [0/90]s
en carbone/époxyde.
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Fig. V.7 Photo du dispositif expérimental pour l’essai thermique.

V.4.2 Résultats obtenus pour le patch unidirectionnel

Pour ce premier essai, l’éprouvette testée est renforcée symétriquement par deux

patchs en carbone/époxyde unidirectionnels dont les fibres sont alignées suivant la

longueur de l’éprouvette. Le cycle de température appliqué à l’éprouvette est présenté

sur la figure V.8. Le champ de température est mesuré régulièrement pendant tout

l’essai. Les mesures cinématiques sont en revanche effectuées manuellement au rythme

de un à deux enregistrements par minute, en fonction de la rapidité de variation de

la température. Pour chaque enregistrement de la grille, 64 images successives sont

prises en rafale en quelques secondes puis moyennées afin d’éliminer la plus grande

partie du bruit de la caméra CCD. La zone observée par la caméra cinématique est

représentée sur la figure V.10(a). L’image choisie pour illustrer les résultats obtenus

est représentée sur la figure V.8. Le champ de température obtenu à cet instant est

présenté sur la figure V.9(a). La température varie de ±4 ◦C sur la surface du patch

autour de la valeur moyenne qui est de 68 ◦C, ce qui correspond à une variation

d’environ 47 ◦C par rapport à la température ambiante initiale de 21 ◦C. Le module

de cisaillement de la colle correspondant aux températures observées à cet instant

est présenté sur la figure V.9(b). Ce module correspond aux résultats obtenus lors de

l’essai dynamique présenté au chapitre III. Les résultats analytiques calculés dans la

suite sont effectués en se basant sur la température maximale relevée à la surface de

l’éprouvette.
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Fig. V.8 Cycle de température imposé à l’éprouvette. Les mesures de champs
cinématiques sont prises régulièrement et sont représentées par des points sur le
graphique. Le point encerclé correspond à l’image présentée dans la suite du para-
graphe.

(a) Champ de températures (b) Module de cisaillement de la colle

Fig. V.9 (a) Champ de températures du patch composite lors de la mesure ci-
nématique. (b) Evolution du module de cisaillement de la colle en fonction de la
température et repérage de la zone utile pour l’essai sur éprouvette unidirection-
nelle.
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Fig. V.10 Résultats obtenus par la méthode de la grille pour une variation de tem-
pérature de 50 ◦C imposée à une éprouvette renforcée par un patch unidirectionnel
en carbone/époxyde.
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V.4.2.1 Champ de déplacements ucxx

Le champ de déplacements obtenu avant lissage est présenté sur la figure V.10(b).

Le lissage des déplacements suivant la direction x est effectué colonne par colonne en

utilisant la fonction modèle simplifié donnée par l’équation (V.10). En effet, un cal-

cul analytique bidimensionnel donne une déformation maximale de la zone courante

d’environ 6.7 10−4 suivant la direction x contre une déformation maximale au niveau

du bord libre de 1.02 10−6. Il est donc légitime dans ce cas de négliger la déformation

du patch au niveau du bord libre.

Les résultats obtenus après lissage sont présentés sur les figures V.10(c-d). Deux

zones sont visibles sur le champ de déplacements obtenu suivant la direction x. Loin

du bord libre, les déplacements sont quasi-linéaires et égaux sur toute la largeur de

l’éprouvette. Un décalage entre le bord et le milieu de l’éprouvette est visible. Il est

probablement dû à un glissement de l’éprouvette dans le mors. Près du bord libre,

le déplacement converge vers un “plateau” à pente nulle, correspondant à la zone de

transfert des efforts.

V.4.2.2 Champ de déformations εcxx

Le champ de déplacements obtenu précédemment est dérivé pour obtenir les dé-

formations suivant la direction x. Les résultats expérimentaux sont présentés sur les

figures V.10(e-f) et comparés aux résultats théoriques obtenus à l’aide du modèle

analytique bidimensionnel sur les figures V.10(g-h). Pour le calcul présenté, l’épais-

seur de la couche de colle correspond à la valeur moyenne relevée expérimentalement,

soit 0.3 mm.

La déformation expérimentale moyenne observée dans la zone courante du patch

est de 6.8 10−4. Ce résultat est donc très proche de celui fourni par le calcul analytique

bidimensionnel, qui est de 6.6 10−4. Cependant, la longueur de la zone de transfert est

nettement plus courte expérimentalement que théoriquement. Or cette longueur de

transfert est particulièrement sensible à la valeur donnée au module de cisaillement

de la colle ou à l’épaisseur du joint de colle. Le module choisi ici pour le calcul

analytique est donc trop souple ou l’épaisseur du joint de colle trop grande. En effet

un module plus rigide de la colle favoriserait un transfert plus rapide des déformations

du substrat vers le patch. De même, une épaisseur plus faible du joint collé conduirait

à un transfert plus rapide des déformations.

L’épaisseur de la couche de colle est supposée être ici égale à 0.3 mm. Cependant,
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cette valeur représente l’épaisseur moyenne mesurée et la colle peut déborder lors

de la mise en place du patch et provoquer un amincissement du film de colle près

des bords. Ceci a été vérifié expérimentalement lors de mesures tridimensionnelles

présentées sur la figure V.4. De même, il est connu que la colle, tout comme d’autres

matériaux, ne se comporte pas exactement de la même manière quand elle est sous

forme de film mince ou d’éprouvette massive. Des défauts peuvent apparaitre dans

l’éprouvette massive et assouplir son comportement. D’autre part, des interactions

entre la colle et les différents substrats modifient les propriétés de l’interphase. Les

résultats expérimentaux obtenus au chapitre III sous-estiment donc probablement la

rigidité réelle de la colle. Une étude de sensibilité du pic de cisaillement obtenu dans

la colle en fonction de l’épaisseur de la couche de colle, du module de cisaillement

ou encore de la variation de température est représentée sur la figure V.11. La dé-

formation théorique obtenue au centre du patch est représentée sur la figure V.11(a)

et la valeur du pic de cisaillement obtenu dans la colle au niveau du bord libre est

représentée sur la figure V.11(b). Ces résultats sont obtenus en utilisant le modèle

développée au chapitre II. Ces résultats sont calculés dans plusieurs configurations :

– pour les températures minimale, moyenne et maximale relevées à la surface du

patch (cf. figure V.9(a)) ;

– pour les modules de cisaillement minimal, moyen et maximal correspondant

aux trois températures précédentes (cf. figure V.9(b), ainsi que pour le module

maximal majoré de 10% et le module minimal minoré de 10% ;

– pour cinq épaisseurs de colles comprises entre 0.05 mm et 0.35 mm.

La déformation maximale au centre du patch ne dépend pas des valeurs mesurées

pour l’épaisseur de la colle ou de son module de cisaillement puisque la longueur

de transfert est suffisamment courte pour que la déformation maximale soit atteinte

dans le patch. Cette déformation ne dépend donc que de la température relevée au

niveau du patch. La température maximale du patch correspond approximativement

à la température de l’aluminium. La déformation expérimentale relevée dans la zone

courante du patch est de 6.8 10−4, elle est donc plus proche du résultat obtenu pour

la température maximale mesurée. Ce sont donc les résultats obtenus pour cette

température qui sont représentés pour chaque cas présenté dans la suite de l’étude.

Le pic de cisaillement est très sensible aux variations du module de cisaillement ou

de l’épaisseur de la colle, comme cela est clairement visible sur la figure V.11(b), où le

pic de cisaillement varie de ±6 % autour de sa valeur moyenne à épaisseur constante.

A module de cisaillement constant, le pic obtenu varie exponentiellement de 13 à



146 V. Étude expérimentale

60080010000 0.2 0.4

5.5

6

6.5

7

x 10
−4

G
a

[MPa]e
a

[mm]

ε x
x

c
, 

m
a

x

6008001000
0 0.2 0.4

0

10

20

30

40

G
a

[MPa]e
a

[mm]

τ xza
, 

m
a

x

T
maxT

max

T
moy

T
min

T
min
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Fig. V.11 Etude de sensibilité de quelques paramètres sur la déformation obtenue
dans le patch et le cisaillement dans la colle.

33 MPa au fur et à mesure que l’épaisseur diminue. Cette variable a donc un impact

très fort sur le pic de cisaillement obtenu. A titre d’information, le cas correspondant

au pic de cisaillement maximal obtenu par ces simulations est comparé aux valeurs

expérimentales sur la figure V.12. Il s’agit du cas où le module de cisaillement est

majoré de 10 % et où l’épaisseur de colle est supposée atteindre 0.05 mm au niveau

du bord libre. Les deux nappes se superposent relativement bien dans ce cas.

V.4.2.3 Remarques sur les résultats obtenus suivant la direction transversale

Le champ de déformations suivant la direction transverse aux fibres prévu par le

modèle analytique bidimensionnel est représenté sur la figure V.13. Contrairement à

la direction des fibres, la déformation au niveau du bord libre n’est pas négligeable.

Ceci s’explique en partie par le coefficient de dilatation élevé du patch dans cette

direction. Pour cette raison, le traitement de lissage simplifié appliqué aux images

précédentes n’est pas adapté dans ce cas. Un lissage plus complet utilisant une fonc-

tion modèle à cinq paramètres indépendants {A,B,C,D,E} a donc été testé, mais

la faible différence relative entre les déformations au niveau du bord libre et en zone

courante rend cette identification difficile. La déformation moyenne expérimentale en
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Fig. V.12 Comparaison des déformations obtenues expérimentalement et analy-
tiquement en utilisant les paramètres ea = 0.05 mm et Ga = 830 MPa.

zone courante est toutefois mesurée autour de 1.28 10−3, alors que celle prévue par le

calcul, au-delà de la zone de transfert, est de 1.37 10−3. Le résultat obtenu est donc

satisfaisant, mais toutefois moins précis que celui donné dans la direction des fibres.

Etant donné que la déformation mesurée suivant la direction des fibres dans la

zone courante du patch composite correspond bien à la déformation prévue par le cal-

cul, les valeurs des paramètres influençant ce résultat peuvent être supposés corrects.

La nature de la distribution est quasi unidimensionnelle, donc seules les épaisseurs du

patch composite et du substrat et leurs rigidités suivant la direction x semblent cor-

rectement évaluées. La différence pour la direction transverse aux fibres proviendrait

alors des paramètres intervenant dans le calcul de la déformation suivant cette direc-

tion, en particulier le module d’Young du patch composite dans le sens transverse et

son coefficient de Poisson.
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Fig. V.13 Champ de déformations théorique suivant la direction transverse aux
fibres. La variation de température imposée est de 50 ◦C.
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V.4.2.4 Influence de la température

(a) Déplacements du patch suivant la

direction des fibres

(b) Cisaillement dans la colle

Fig. V.14 (a) Déplacements au milieu du patch suivant la direction des fibres
obtenus pour trois variations de température ∆T : +10 ◦C, +60 ◦C et +90 ◦C.
(b) Cisaillements résultants obtenus près du bord libre pour les trois variations de
température présentées.

Plusieurs résultats obtenus pour la déformation du patch et le cisaillement corres-

pondant dans la colle à différentes températures sont présentés sur la figure V.14. Les

contraintes résultant du déplacement du patch sont calculées par dérivations succes-

sives de ces déplacements, en utilisant l’équation (II.3). Il y a une nette augmentation

des déplacements et du pic de contrainte observé dans la colle lorsque la température

augmente. Les déformations successives du patch observées dans la zone courante

sont présentées par rapport à l’évolution de la température sur la figure V.15. Dans

ce cas, l’essai a été conduit de 20 ◦C à 100 ◦C et plusieurs images intermédiaires ont

été analysées. Les déformations observées sont comparées avec celles données par

un calcul thermo-élastique unidimensionnel, c’est à dire un calcul élastique dont les

propriétés des matériaux, en particulier le module de cisaillement de la colle, sont

ajustées à chaque température. En théorie, lorsque le patch est suffisamment long

ou la colle suffisamment rigide, la déformation au centre du patch atteint une valeur

limite qui est identique partout en dehors des zones de transfert. Cette déformation

est alors une fonction linéaire de la variation de température (cf. équations (I.8) et

(I.2)). Cependant, dans le cas présent, il y a une température pour laquelle les zones
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Fig. V.15 Déformations mesurée et théorique du patch dans la zone courante en
fonction de la variation de température imposée.

de transfert, à chaque extrémité du patch, se rejoignent. La déformation maximale

au centre du patch chute dans ce cas. C’est bien ce phénomène qui est observé à

la fois sur la courbe théorique et sur la courbe expérimentale. Le décalage entre les

courbes peut avoir plusieurs origines, comme par exemple le gradient de température

présent dans l’éprouvette, en effet la température est plus élevée à proximité des ré-

sistances qu’au centre du patch, mais aussi l’épaisseur de la colle ou son module de

cisaillement.

V.4.3 Résultats obtenus pour le patch croisé [0/90]s

Pour cet essai, l’éprouvette est renforcée symétriquement par deux patchs croisés

en carbone/époxyde [0,90]s. Le cycle de température appliqué à l’éprouvette est pré-

senté sur la figure V.16. La zone observée par la caméra cinématique est représentée

sur la figure V.18(a). L’image choisie pour illustrer les résultats obtenus est représen-

tée sur la figure V.16. Il s’agit d’un résultat typique obtenu pour cet essai. Le champ

de température obtenu à cet instant est présenté sur la figure V.17(a). La tempéra-

ture varie d’environ 1 ◦C sur la surface du patch. La température moyenne relevée est

de 30 ◦C soit une variation de 10 ◦C par rapport à la température ambiante initiale.

Le module de cisaillement de la colle correspondant aux températures mesurées à cet

instant et utilisé pour les calculs analytiques est rappelé sur la figure V.17(b). Les ré-

sultats expérimentaux obtenus suivant la direction x sont présentés sur la figure V.18
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et ceux obtenus suivant la direction y sont présentés sur la figure V.19.

Fig. V.16 Cycle de température imposé à l’éprouvette. Les mesures de champs
cinématiques sont prises régulièrement et sont représentées par des points sur le
graphique. Le point encerclé correspond à l’image présentée dans la suite du para-
graphe.

V.4.3.1 Champs de déplacements ucxx et ucyy

Les champs de déplacements non-lissés sont présentés sur les figures V.18(a) et

V.19(a). Le calcul analytique des déformations dans le patch prévoit une déformation

suivant la direction x ou y en zone courante de 1.8 10−4 contre 0.15 10−4 au maximum

au niveau des bords libres. Il y a donc un rapport de 10 environ entre la pente des

déplacements au niveau de la zone de transfert et en zone courante. Dans une première

approche, la méthode simplifiée de lissage des résultats est tout de même utilisée,

même si ce rapport est assez faible. La déformation au bord libre est donc supposée

nulle même si ce n’est pas rigoureusement le cas. La pente lissée passe donc de zéro

au niveau du bord à une pente maximale en zone courante sur quelques millimètres,

alors qu’en réalité la pente au niveau des bords n’est pas nulle. La variation de la

pente du déplacement entre le bord et le milieu du patch sera donc surestimée, ce qui

revient à surestimer la dérivée seconde du déplacement, c’est-à-dire le cisaillement

dans le patch.

Les résultats obtenus après lissage colonne par colonne suivant la direction x et

ligne par ligne suivant la direction y sont présentés sur les figures V.18(c-d) et V.19(c-

d). Comme pour le cas de l’éprouvette unidirectionnelle, deux zones peuvent être

dinstinguées. Loin des bords libres les déplacements suivant chacune des directions
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Fig. V.17 (a) Champ de température du patch composite lors de la mesure ci-
nématique. (b) Evolution du module de cisaillement de la colle en fonction de la
température et repérage de la zone utile pour l’essai sur éprouvette renforcée par
un patch croisé [0/90]s.

peuvent être assimilés à des droites ce qui correspond à des zones où les déformations

sont constantes et ont atteint un pallier maximal. Au niveau des bords libres, le

déplacement suivant la direction x est non-linéaire et tend vers une pente nulle au

niveau du bord libre. Le résultat observé est identique suivant la direction y.

V.4.3.2 Champs de déformations εcxx et εcyy

Les champs de déplacements suivant les directions x et y sont dérivés pour obtenir

les champs de déformations suivant chaque direction. Les résultats expérimentaux

sont présentés sur les figures V.18(e-f) et V.19(e-f). Ils sont ensuite comparés aux

résultats théoriques obtenus à l’aide du modèle analytique bidimensionnel sur les

figures V.18(g-h) et V.19(g-h).

La déformation en zone courante évaluée par le modèle analytique est la même

suivant chaque direction et vaut 1.8 10−4. Les résultats moyens obtenus suivant les

directions x et y sont respectivement de 2.1 10−4 et 2.2 10−4. Les résultats expérimen-

taux sont supérieurs, de l’ordre de 20%, mais toutefois relativement proches suivant

chacune des directions. Ces résultats peuvent être expliqués de la même manière que

pour les résultats du patch unidirectionnel dans la direction transverse. En effet, les

propriétés mécaniques du stratifié sont calculées à partir des propriétés d’un seul pli.

Une incertitude sur les propriétés du pli dans le sens transverse se retrouve donc aussi

dans le cas du stratifié.
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Fig. V.18 Résultats obtenus suivant la direction x par la méthode de la grille
pour une variation de température de 10 ◦C imposée à une éprouvette renforcée par
un patch croisé [0,90]s en carbone/époxyde.
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Fig. V.19 Résultats obtenus suivant la direction y par la méthode de la grille
pour une variation de température de 10 ◦C imposée à une éprouvette renforcée par
un patch croisé [0,90]s en carbone/époxyde.
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En ce qui concerne les pentes des déformations au niveau des bords libres, qui sont

directement liées aux pics de cisaillement dans la colle, les résultats expérimentaux

sont supérieurs aux résultats théoriques. Comme précédemment pour les résultats

obtenus pour le patch unidirectionnel, cette sous-estimation du modèle analytique

peut provenir d’une évaluation imparfaite de l’épaisseur du joint collé ou du module

de cisaillement de la colle. Les ordres de grandeurs mesurés restent toutefois assez

proches de ceux prévus par le modèle.

V.5 Essais thermo-mécaniques

V.5.1 Présentation de l’essai

La seconde série d’essais est réalisée en imposant une variation de température

à l’éprouvette et un chargement mécanique. La température de l’éprouvette est aug-

mentée à l’aide des résistances chauffantes jusqu’à parvenir à l’équilibre thermique

de la structure, l’apport de chaleur compensant les pertes thermiques vers la ma-

chine et vers le milieu extérieur. Un chargement mécanique est ensuite appliqué par

l’intermédiaire du mors supérieur. Plusieurs vitesses de chargement mécanique ont

été testées, ainsi que plusieurs niveaux de température. Le dispositif expérimental est

représenté sur la figure V.20. L’objectif est ici de mettre en évidence le comportement

viscoélastique de la colle en imposant un chargement mécanique suffisamment rapide

pour le déceler.

Il faut préciser, que les éprouvettes utilisées présentent une courbure initiale avec

une flèche maximale de l’ordre du millimètre. Le chargement mécanique imposé ici

tend donc à aplanir l’éprouvette ce qui apporte une déformation supplémentaire non

prise en compte dans les modèles de calcul. Les résultats présentés ci-dessous sont

donc des résultats “apparents” et ne peuvent être comparés aux calculs analytiques.

Un suivi du déplacement hors-plan de l’éprouvette a été mené lors d’un chargement

thermique seul à l’aide d’un comparateur d’une précision de 10 µm. Aucun mouve-

ment n’a pu être décelé. Les résultats des essais thermiques ne sont donc pas remis

en cause.

Seul un résultat d’essai typique est présenté dans la suite par un souci de conci-

sion. Il s’agit d’un essai conduit à 70 ◦C. L’effort imposé est de 40 kN, la vitesse

d’application du chargement est de 4 kN/s. Le cycle de chargement imposé est pré-

senté sur la figure V.22(a). Il consiste en une montée progressive du chargement à

vitesse imposée, puis à une stabilisation pendant quelques minutes. La décharge de
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Fig. V.20 Photo du dispositif expérimental pour l’essai thermo-mécanique.

l’éprouvette suit le chemin inverse. Quatre périodes d’acquisition des images de la

grille peuvent être distinguées au fil du cycle de chargement. Pendant chaque phase

d’acquisition des images, 330 photos sont prises en rafale pendant une période de 40

secondes. Ce nombre correspond à la quantité maximale d’images que la caméra peut

stocker en mémoire vive avant d’arriver à saturation. Les périodes d’acquisition sont

réparties de la manière suivante :

– juste avant la stabilisation de l’effort et au début du plateau, l’objectif étant

d’observer un pic de cisaillement ;

– quelques minutes après la stabilisation de l’effort, l’objectif est ici d’observer

une baisse du cisaillement par rapport aux valeurs obtenues au départ ;

– juste avant la décharge complète de l’éprouvette ;

– quelques minutes après le retour à zéro de l’effort imposé.

V.5.2 Evolution du pic de cisaillement dans la colle

Au total, plus de 1300 images ont été prises par essai. Contrairement aux es-

sais thermiques, l’objectif est d’avoir une information sur l’état des déformations de

l’éprouvette à un instant précis. Les images ne sont donc pas moyennées et du bruit

de capteur est susceptible d’apparâıtre. Etant donné le coût numérique du traite-

ment complet des images, une étude simplifiée a été réalisée. Seule la zone centrale

de l’éprouvette est analysée en moyennant le champ de déplacements obtenu suivant

la direction des fibres sur quelques millimètres. De même, les 1300 images n’ont pas

toutes été analysées, mais seulement celles situées aux instants où la déformation de

l’éprouvette est supposée varier rapidement, c’est-à-dire au cours de la première et
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de la troisième série lors des phases de chargement et de décharge de l’éprouvette.

Seule une partie des séries 2 et 4 est analysée.

Les déplacements obtenus dans la zone courante de l’éprouvette sont linéaires,

la déformation maximale est donc atteinte et peut être calculée en utilisant l’équa-

tion (I.8). Le module de cisaillement de la colle et son épaisseur, qui sont les va-

riables sur lesquelles les incertitudes sont les plus grandes n’interviennent pas ici.

La déformation du patch prévue analytiquement est d’environ 1.4 10−3 alors que les

mesures effectuées atteignent plutôt 1.9 10−3 (cf. figure V.21). Il s’agit d’une défor-

mation apparente incluant la déformation due au redressement de l’éprouvette lors

du chargement mécanique. Ces résultats expérimentaux ne peuvent être validés quan-

titativement par un calcul analytique. Quelques résultats préliminaires sont toutefois

présentés ci-après pour mettre en évidence le comportement viscoélastique de la colle

de manière qualitative.
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Fig. V.21 Déformation du patch composite en zone courante.

Les déplacements obtenus pour chaque image analysée sont dérivés deux fois (cf.

équations (I.7), (I.9) et (I.10)) pour faire apparâıtre le pic de cisaillement dans la

colle. Les résultats obtenus au fil du temps sont présentés sur la figure V.22(b).

Le signal étant très bruité, une moyenne glissante sur 5 secondes est représentée

pour chaque période d’acquisition des images. La tendance entre les deux premières

zones montre bien une nette diminution du pic de cisaillement apparent, de l’ordre

de 25% en cinq minutes. A titre de comparaison, le pic de contrainte estimé par un

calcul viscoélastique à 70 ◦C, en supposant le chargement mécanique constant, est

normalement situé entre 20 et 30 MPa. Le résultat expérimental est donc nettement

au dessus en raison de la déformation parasite de l’éprouvette. Ce résultat ne peut

donc pas être vérifié quantitativement, mais le comportement viscoélastique de la

colle à 70 ◦C est bien mis en évidence expérimentalement.



V.5. Essais thermo-mécaniques 157

(a) Chargement mécanique imposé

(b) Pic de cisaillement apparent dans la colle

Fig. V.22 Cycle de chargement mécanique imposé à l’éprouvette et cisaillement
obtenu expérimentalement dans la colle par dérivations successives du déplacement
du patch.
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Ces essais mettent donc expérimentalement en valeur la diminution du pic de

cisaillement dans la colle au fil du temps et donc l’impact non négligeable de la

viscoélasticité sur la valeur de ce pic. D’autres essais sont toutefois nécessaires pour

pouvoir confirmer les résultats prédits par les modèles développés.

V.6 Conclusion

Deux types d’essais sont présentés dans ce chapitre. Ils mettent en valeur deux

phénomènes : d’une part certains effets bidimensionnels et d’autre part des effets

thermo-viscoélastiques.

Les essais thermiques conduits sur les deux types d’éprouvettes valident en partie

les calculs bidimensionnels présentés au chapitre II. Les résultats observés en zone

courante du patch sont en bonne adéquation avec les calculs analytiques pour le

patch unidirectionnel dans le sens des fibres. En ce qui concerne les autres résultats

au niveau des zones de transfert, les paramètres mécaniques du pli unidirectionnel

dans la direction transverse aux fibres pourraient expliquer la différence des résultats

observés suivant la direction transverse aux fibres et suivant les deux directions pour

le patch croisé.

De manière générale, la longueur de la zone de transfert est sous-estimée par les

calculs analytiques, quel que soit le patch utilisé. Ceci peut être expliqué d’une part

par les incertitudes sur le module de cisaillement de la colle en fonction de la tem-

pérature. Mais une étude de sensibilité rapide a clairement mis en avant l’impact de

l’épaisseur du film de colle sur le pic de cisaillement. Ce paramètre étant mal maitrisé,

en particulier au niveau des bords libres, il est difficile d’obtenir expérimentalement

et analytiquement les mêmes résultats, à moins de choisir une valeur très faible de

cette épaisseur.

Des essais thermo-mécaniques prospectifs ont été menés et ont mis en évidence

qualitativement l’impact du comportement viscoélastique de la colle sur l’évolution

du pic de cisaillement observé au niveau du bord libre du patch. L’ordre de grandeur

des résultats n’est toutefois pas confirmé par les calculs, principalement en raison

de la courbure initiale des éprouvettes utilisées. L’étude de l’évolution des résultats

obtenus pour d’autres températures et d’autres vitesses de chargement permettrait

de compléter ce résultat qualitatif et constitue l’une des perspectives de ce travail.
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Conclusions et perspectives

Les premiers résultats présentés dans cette thèse concernent l’extension d’un

modèle analytique bidimensionnel de calcul des contraintes dans un assem-

blage collé de forme rectangulaire à des sollicitations thermiques. Plusieurs

exemples traités dans des configurations différentes ont mis en évidence des effets

de couplage entre les deux directions de la structure. La résistance du patch à une

même sollicitation peut être très différente en fonction du choix de matériau et de la

séquence d’empilement du patch.

Des hypothèses simplificatrices classiques consistaient jusqu’alors à supposer que

le comportement de chacun des éléments était linéaire élastique. Cependant, une

étude expérimentale du comportement de la colle au fil du temps et en fonction de la

température a clairement mis en évidence son comportement thermo-viscoélastique,

et ce pour des températures et des temps caractéristiques qui correspondent aux

conditions normales d’utilisation des patchs composites pour renforcer une structure

aéronautique. Une loi de comportement tenant compte de ces résultats a donc été

développée et intégrée dans un modèle de calcul unidirectionnel de type itératif.

Quelques exemples simples ont permis de souligner l’importance de ce comportement

sur le pic de cisaillement calculé dans la colle, qui ne peut donc pas être négligé lors

d’une étude de dimensionnement.

La confrontation de ces modèles de calcul avec des mesures expérimentales est

un point-clé qui a permis de valider les résultats prévus par les calculs pour quelques

configurations. La mesure des champs de déplacements à la surface des patchs a été

obtenue en utilisant la méthode de la grille. Les valeurs mesurées avec cette méthode

concordent généralement bien avec les résultats analytiques prévus. Cependant, les

effets bidimensionnels ne sont pas très importants pour les matériaux testés dans cette

étude et sont noyés dans le bruit des mesures. Les résultats obtenus sont cependant

prometteurs et des effets bidimensionnels pourraient facilement être mis en évidence
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en utilisant d’autres types de matériaux.

Les essais cumulant à la fois un chargement thermique et un chargement mé-

canique ont été mis en place afin de détecter un éventuel comportement viscoélas-

tique dû à la colle. Les premiers résultats obtenus sont concluants qualitativement

seulement à cause du gauchissement initial des éprouvettes. Ils nécessiteraient d’être

améliorés pour pouvoir être réellement confrontés au modèle de calcul proposé.

Des essais thermiques sur des éprouvettes renforcées par d’autres types de patchs,

comme par exemple avec des patchs en GLARE, pourraient mettre en évidence un

effet bidimensionnel plus marqué. Des essais mécaniques menés à différentes vitesses

et pour différentes températures pourraient mettre en évidence des effets thermo-

viscoélastiques. Il faut ajouter que le modèle de calcul thermo-viscoélastique pré-

senté au chapitre IV pourrait facilement être étendu à des chargements mécaniques

variables.

En plus de la poursuite des essais de validation des différents modèles développés

au cours de cette thèse, d’autres pistes mériteraient encore d’être explorées. Le calcul

des contraintes au sein d’un patch croisé a mis en évidence l’importance de connâıtre

les champs de contraintes dans chacun des plis du patch. En poussant ce raisonnement

plus loin, il pourrait également être intéressant de connaitre les contraintes interla-

minaires au sein du patch dues également à la différence des propriétés du patch en

passant d’un pli à l’autre. Des premiers travaux ont été menés dans ce sens en colla-

boration avec un laboratoire de Seoul National University. Un modèle de calcul des

champs de contraintes suivant la direction du renforcement et l’épaisseur du patch

a été proposé pour le cas où une structure renforcée est soumise à une contrainte

longitudinale. Une extension de ce modèle à des chargements d’origine thermique

pourrait compléter les travaux présentés ici.

La valeur du pic de cisaillement obtenu dans la colle est également très sensible à

l’épaisseur de la couche de colle en particulier au niveau du bord libre. Des mesures

effectuées au cours de cette thèse ont montré que cette épaisseur pouvait varier du

simple au double avec généralement une valeur plus faible au niveau des bords libres,

ce qui accentue encore le pic de cisaillement obtenu. Il pourrait être intéressant de

développer un modèle de calcul prenant en compte la variation de l’épaisseur du

joint de colle. Une étude statistique pourrait être alors menée pour tenir compte de la

variabilité des paramètres les plus importants, en particulier le module de cisaillement

de la colle ou l’épaisseur du joint de colle, afin de déterminer les paramètres les plus

influents sur la résistance du patch en fonction du type de sollicitation.
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D’autres formes de patchs peuvent également être envisagées, notamment l’étude

plus complète de patchs elliptiques ou polygonaux ainsi que la prise en compte de la

variation progressive d’épaisseur du patch sur les bords. Une étude des phénomènes

de fissuration, amorçage et propagation de fissures, pourrait également être envisagée,

ainsi que l’analyse des différents modes de défaillance possibles.

L’étude de la plasticité de la colle n’a pas été traitée ici. Une caractérisation plus

complète de la colle Redux 312 intégrant ce phénomène pourrait être menée, puis

couplée à un modèle de calcul approprié pour analyser son impact sur la résistance

des assemblages collés. Enfin, l’étude concrète du collage de patchs sur des structures

réelles permettrait d’étudier le comportement de ces assemblages dans des conditions

normales d’utilisation.
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[AFN88] AFNOR. Méthode de préparation de plaques d’adhésifs structuraux
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analyse des structures. Lavoisier, 4 edition, 2005.

[BJ65] GA. Baker Jr. Adv. Theor. Phys., 1:1–58, 1965.

[BJ88] AA. Baker and R. Jones. Bonded repairs of aircraft structures. Mar-

tinus Nijhoff Publishers, 1988.

[BRJ02] AA. Baker, LRF. Rose, and R. Jones. Advances in the Bonded Com-

posite Repair of Metallic Aircraft Structures, volume 1. Elsevier, 2002.

[BW74] ZP. Bazant and ST WU. Rate type creep law of aging concrete based

on maxwell chain. Materials and structures, 7(37):45–60, 1974.

[CCS91] S. Cheng, D. Chen, and Y. Shi. Analysis of adhesive-bonded joints with

nonidentical adherends. Journal of Engineering Mechanics, 117:605–

623, 1991.

[CG00] G. Couarraze and JL. Grossniord. Initiation à la rhéologie, chapter 2.
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riques. http://www.si.ens-cachan.fr, 2004.

[PW82] D. Peretz and Y. Weitsman. The nonlinear viscoelastic characteriza-

tion of fm-73 adhesive. Journal of rheology, 26(3):245–261, 1982.

[PW83] D. Peretz and Y. Weitsman. The nonlinear thermoviscoelastic charac-

terization of fm-73 adhesive. Journal of rheology, 27(2):97–114, 1983.

[Rod96] GJ. Rodin. Eshelby’s inclusion problem for polygons and polyhedra.

Journal of Mechanics and Physics of Solids, 44:1977–1995, 1996.

[Ros81] LRF. Rose. An application of the inclusion analogy for bonded rein-

forcements. International Journal of Solids and Structures, 17(8):827–

838, 1981.

[RSN98] N. Rastogi, SR. Soni, and A. Nagar. Thermal stresses in aluminum-

to-composite double-lap bonded joints. Advances in Engineering Soft-

ware, 29(3-6):273–281, 1998.

[RV75a] JW. Renton and JR. Vinson. The efficient design of adhesive bonded

joints. The Journal of Adhesion, 7:175–193, 1975.

http://www.si.ens-cachan.fr/accueil_V2.php?page=affiche_ressource&id=5&page2=annexe&numannexe=4


170 Bibliographie

[RV75b] JW. Renton and JR. Vinson. On the behavior of bonded joints in

composite material structures. Engineering Fracture Mechanics, 7:41–

52, March 1975.

[SASS00] V. Safavi-Ardebili, JK. Spelt, and AN. Sinclair. Experimental inves-

tigation of the interphase in an epoxy-aluminum system. Journal of

Adhesion, 62:93–111, 2000.

[Sav07] G. Savage. Failure prevention in bonded joints on primary load bearing

structures. Engineering Failure Analysis, 14:321–348, 2007.

[SK03] SS. III Smeltzer and EC. Klang. Analysis of elastic-plastic adhesi-

vely bonded joints with anisotropic adherends. In Proceedings of the

American Society for Composites 18th Annual Technical Conference,

2003.

[Skr86] J. Skrzypek. Plasticity and creep. Warsaw: PWN, 1986.

[SLNT00] T. Sawa, J. Liu, K. Nakano, and J. Tanaka. A two-dimensional stress

analysis of single-lap adhesive joints of dissimilar adherends subjected

to tensile loads. Journal of Adhesion Science and Technology, 14:43–

66, 2000.

[Sob93] WT. Sobol. Analysis of variance for ’component stripping’ decompo-

sition of multiexponential curves. Computer methods and Programs in

Biomedecine, 39(3-4):243–257, 1993.

[Sri75] S. Srinivas. Analysis of bonded joints. Technical Report TN D 7855,

NASA Technical Note, April 1975.
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alentours de 105 ◦C. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 74

III.6 Illustration de la méthode des tangentes pour la recherche de la tem-

pérature de transition vitreuse Tg. Le Tg est relevé au point d’intersec-
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sentée dans la suite du paragraphe. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 150

V.17 (a) Champ de température du patch composite lors de la mesure
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V.18 Résultats obtenus suivant la direction x par la méthode de la grille
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I.4 Propriétés mécaniques de la Redux 312 . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
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II.1 Propriétés thermoélastiques des matériaux extraites de [TH80] pour

les patchs bore/époxyde et carbone/époxyde, de [RSN98] pour le

GLARE. L’aluminium est un alliage 2024-T3. Les données pour la

colle sont extraites de [MGB06]. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43

II.2 Résistances des patchs composites d’après [TH80] pour le carbone/é-
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A.1 Résolution numérique d’une équation différentielle de

second ordre

La méthode de résolution suivante est extraite de [Nou93]. Elle concerne la ré-

solution d’une équation différentielle du second ordre avec conditions aux limites.

Ce type de problème se ramène à la résolution d’un système d’équations linéaires à

matrice tridiagonale.

L’équation différentielle étudiée ici s’écrit de la manière suivante :

A(x)d
2y

dx2 +B(x)dy
dx

+ C(x)y = D(x) (A1.1)

Les conditions aux limites portent sur la fonction y, supposée connue en 0 et en

L :  y(0) = y0

y(L) = yL
(A1.2)

L’intervalle [0, L] est divisé en n+1 intervalles égaux ∆x (cf. figure A.1).

x=0 x
1

x
i-1

x
i

x
i+1

x=Lx
n

Δx

Fig. A1.1 Discrétisation de l’intervalle [0, L] en n+ 1 intervalles.

Les formules d’ordre 2 aux différences centrées sont utilisées pour écrire les déri-

vées successives de la fonction y, soit :
y′i = yi+1 − yi−1

2∆x
+O(∆x2)

y′′i = yi+1 − 2yi + yi−1
∆x2 +O(∆x2)

(A1.3)

L’équation (A1.1) s’écrit donc en x = xi, pour i = 1, 2..., n :

Ai
yi+1 − 2yi + yi−1

∆x2 +Bi
yi+1 − yi−1

2∆x
+ Ciyi = Di (A1.4)
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ou encore, en regroupant les termes :[
Ai

∆x2 −
Bi

2∆x

]
yi−1 +

[
Ci −

2Ai
∆x2

]
yi +

[
Ai

∆x2 + Bi
2∆x

]
yi+1 = Di (A1.5)

c’est à dire :

aiyi−1 + biyi + ciyi+1 = Di (A1.6)

En écrivant l’équation (A1.6) pour i = 1, 2, ..., n on obtient un système de n

équations à n inconnues y1, y2, ..., yn. En effet, puisque y0 et yL sont connues, les

première et dernière équations s’écrivent : a1y0 + b1y1 + c1y2 = D1

anyn−1 + bnyn + cnyL = Dn

=⇒

 b1y1 + c1y2 = D1 − a1y0

anyn−1 + bnyn = Dn − cnyL
(A1.7)

Ainsi le système (A1.6) devient :

b1 c1

a2 b2 c2

a3 b3 c3

an−1 bn−1 cn−1

an bn





y1

y2
...
...

yn−1

yn


=



D1 − a1y0

D2

D3
...

Dn−1

Dn − cnyL


(A1.8)

La résolution de ce système linéaire est alors aisée. Pour obtenir la précision

recherchée, on résout le problème plusieurs fois avec des pas ∆x, ∆x/2, ∆x/4 ...

jusqu’à ce que le système converge correctement.

Il est également possible d’utiliser la même méthode pour une discrétisation non

régulière du segment [0, L], ce qui permet de gagner en temps de calcul et en précision

dans les zones à fort gradient.
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A.2 Résolution du système d’équations différentielles II.11

A.2.1 Système d’équations différentielles couplées à résoudre

L’objectif est de trouver la solution du système d’équations différentielles suivant :
∂2σcxx
∂x2 = Aσcxx +Bσcyy + C

∂2σcyy
∂y2 = Dσcxx + Eσcyy + F

(A2.9)

avec :



A = Ga
ea

( 1
ecEx

+ 1
esEs

)
B = −Ga

ea

(
νxy
ecEx

+ νs
esEs

)
C = Ga

eaec
(αx − αs)∆T

D = −Ga
ea

(
νyx
ecEy

+ νs
esEs

)
E = Ga

ea

( 1
ecEy

+ 1
esEs

)
F = Ga

eaec
(αy − αs)∆T

(A2.10)

Tous les détails concernant cette résolution sont extraits de [MGB06]. En dérivant

deux fois l’équation (A2.9) par rapport à y et en remplaçant la seconde équation du

système pour éliminer le terme
∂2σcyy
∂y2 , l’équation différentielle suivante est obtenue :

∂4σcxx
∂x2∂y2 −A

∂2σcxx
∂y2 − E

∂2σcxx
∂x2 + (EA−BD)σcxx + CE − FB = 0 (A2.11)

qui peut être réécrite de la manière suivante :

∂4σcxx
∂x2∂y2 −A

∂2σcxx
∂y2 − E

∂2σcxx
∂x2 +Gσcxx +H = 0 (A2.12)

avec G = E×A−B×D et H = C×E−F×B. Avant de résoudre cette équation dans

le cas général, les conditions aux limites doivent être connues le long des frontières

Γ. Celles-ci sont déjà connues partiellement étant donné que σsxx = σcxx = 0 le long

de Γ1 et Γ3. Il reste donc ici à déterminer σcxx le long des frontières Γ2 et Γ4. C’est

l’objet du paragraphe suivant.
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A.2.2 Recherche de σcxx le long des frontières Γ2 et Γ4

Seule σcyy est connue le long des frontières Γ2 et Γ4 où elle est nulle. L’objectif

est ici de déterminer la condition limite pour σcxx le long de Γ2 et Γ4. La solution

σcyy = 0 est donc injectée dans la première équation du système (A2.9), ce qui donne

l’équation suivante, où la fonction σΓ
xx(x) = σcxx(x, 0) = σcxx(x, ly) correspond à la

distribution recherchée de σcxx le long de Γ2 et Γ4 :

d2σΓ
xx

dx2 −Aσ
Γ
xx = C (A2.13)

Les conditions aux limites pour cette fonction σΓ
xx sont facilement obtenues : σΓ

xx(0) = 0
σΓ
xx(lx) = 0

(A2.14)

La solution de l’équation (A2.13) peut s’écrire sous forme d’une combinaison de

fonctions cosh et sinh :

σΓ
xx(x) = C1 cosh(

√
Ax) + C2 sinh(

√
Ax)− C

A
(A2.15)

où les constantes C1 et C2 sont déterminées à partir des conditions aux limites données

par l’équation (A2.14), ce qui donne :

σΓ
xx(x) = C

A

[
cosh(

√
Ax) +

(
1− cosh(

√
Alx)

sinh(
√
Alx)

)
sinh(

√
Ax)

]
(A2.16)

A.2.3 Solution pour σcxx sous forme de séries

A ce niveau de la résolution de l’équation différentielle (A2.12), les conditions

aux limites sont connues le long de toutes les frontières Γ. La solution de l’équation

différentielle (A2.12) est proposée sous la forme suivante :

σcxx(x, y) =
∞∑
n=1

∞∑
m=1

Fmn sin
(
mπx

lx

)
sin
(
nπ(Φm + y)
(2Φm + ly)

)
(A2.17)

où Φm est un décalage suivant la direction y. Il sera déterminé dans le paragraphe

suivant.

La propriété d’orthogonalité de la fonction sinus sera utilisée par la suite. Elle s’écrit

comme suit :
T∫

0

sin(mωx) sin(nωx)dx = T

2
δmn (A2.18)
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où T = 2π
ω

et δmn est le symbole de Kronecker. L’équation (A2.17) est introduite dans

l’équation (A2.12) et la propriété d’orthogonalité de l’équation (A2.18) est appliquée

en intégrant suivant les directions x et y, x étant compris entre 0 et lx et y étant

compris entre −Φm et Φm + ly. Ceci mène à l’expression suivante :

lx∫
0

Φm+ly∫
−Φm

FmnImn sin2
(
mπx

lx

)
sin2

(
nπ(Φm + y)
(2Φm + ly)

)
dxdy

= −H
lx∫

0

Φm+ly∫
−Φm

sin
(
mπx

lx

)
sin
(
nπ(Φm + y)
(2Φm + ly)

)
dxdy

(A2.19)

où :

Imn =
(
mπ

lx

)2
(

nπ

2Φm + ly

)2

+A

(
nπ

2Φm + ly

)2

+ E

(
mπ

lx

)2
+G (A2.20)

Ainsi :

FmnImn

(
lx
4

)[
y − (2Φm + ly)

2nπ
sin
(

2nπ (Φm + y)
(2Φm + ly)

)]Φm+ly

−Φm

=

−H lx
mπ

[
cos

(
mπx

lx

)]lx
0

[
(2Φm + ly)

nπ
cos

(
nπ (Φm + y)
(2Φm + ly)

)]Φm+ly

−Φm

(A2.21)

Finalement, il vient :

FmnImn

(
lx
4

)
[2Φm + ly] = −H lx (2Φm + ly)

mnπ2 [cos (mπ)− 1][cos (nπ)− 1] (A2.22)

Fmn peut être écrit comme suit :

Fmn =
−4H (2Φm + ly)

mnπ2 [cos (mπ)− 1][cos (nπ)− 1]

Imn[2Φm + ly]
(A2.23)

ce qui mène à :  Fmn = −16H
mnπ2Imn

, m et n impairs

Fmn = 0 , m ou n pair
(A2.24)

La distribution de σpxx dans le patch s’écrit finalement comme suit :

σcxx (x, y) =
∞∑

m=1,3,5,...

∞∑
n=1,3,5,...

−16H
mnπ2Imn

sin
(
mπx

lx

)
sin
(
nπ (Φm + y)
(2Φm + ly)

)
(A2.25)
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Une expression similaire peut être obtenue pour σcyy. Cette expression nécessite un

décalage Φm qui est déterminé dans les paragraphes suivants. Pour cela, la solution

générale ci-dessus est assimilée aux solutions données le long des frontières Γ2 et Γ4

(cf. équation (A2.16)). Ceci mène à une équation non-linéaire d’inconnue Φm. La

résolution de cette équation est présentée au paragraphe A.2.5.

A.2.4 Solution le long des frontières

L’objectif est maintenant de déterminer Φm. Ce décalage peut être déterminé en

utilisant les conditions aux limites le long de Γ2 et Γ4 définies par l’équation (A2.16).

Une telle expression n’est cependant pas compatible avec l’expression de la solution

donnée par l’équation (A2.25). L’idée est donc de développer la solution donnée par

l’équation (A2.16) sous forme de séries de Fourier. Ainsi :

σΓ
xx(x) =

∞∑
m=1

Γm sin
(
mπx

lx

)
(A2.26)

où les termes Γm sont les paramètres à déterminer. Pour ceci, l’expression ci-dessus

est introduite dans l’équation (A2.13), ce qui mène à :

−
(
mπ

lx

)2 ∞∑
m=1

Γm sin
(
mπx

lx

)
−A

∞∑
m=1

Γm sin
(
mπx

lx

)
= C (A2.27)

Cette équation est ensuite multipliée par sin(nπx
lx

) et intégrée entre 0 et lx afin de

déterminer Γm. Γm s’écrit finalement comme suit :

Γm = 2C [(−1)m − 1]

mπ

[(
mπ

lx

)2
+A

] (A2.28)

ou encore : 
Γm = −4C

mπ

[(
mπ

lx

)2
+A

] pour m impair

Γm = 0 pour m pair

(A2.29)

La solution le long de Γ2 et Γ4 s’écrit finalement comme suit :

σΓ
xx(x) = σcxx(x, 0) = σcxx(x, ly) =

∞∑
m=1,3,5,...

−4C

mπ

[(
mπ

lx

)2
+A

] sin
(
mπx

lx

)
(A2.30)
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Il peut être facilement vérifié que la série ci-dessus converge rapidement vers la solu-

tion donnée par l’équation (A2.16) grâce au terme “m3” au dénominateur.

A.2.5 Détermination de Φm

A.2.5.1 Assimilation de la solution générale et de la distribution de contrainte

le long de Γ2 et Γ4

Le but est maintenant de déterminer Φm en utilisant les conditions aux limites le

long des frontières Γ2 et Γ4 définies par les équations (A2.30). Ceci est possible puisque

les deux expressions sont développées sous forme de séries de Fourier. L’assimilation

des conditions aux limites données par l’équation (A2.30) et la solution générale de

l’équation (A2.25) avec y = 0 mène à :

∞∑
m=1,3,5,...

∞∑
n=1,3,5,...

Fmn sin
(
mπx

lx

)
sin
(

nπΦm

2Φm + ly

)
=

∞∑
p=1,3,5,...

Γp sin
(
pπx

lx

)
(A2.31)

La propriété d’orthogonalité appliquée à cette dernière équation mène à :

∞∑
n=1,3,5,...

Fmn sin
(

nπΦm

2Φm + ly

)
= Γm (A2.32)

L’utilisation de la définition de Fmn donnée par l’équation (A2.24) et la définition de

Γm donnée par l’équation (A2.29), mène à :

∞∑
n=1,3,5,..

4H(2Φm + ly)2

(nπ)3
[(

mπ

lx

)2
+A

]
+ nπ

[
E

(
mπ

lx

)2
+G

]
(2Φm + ly)2

sin
(

nπΦm

2Φm + ly

)

= C[(
mπ

lx

)2
+A

]
(A2.33)

Pour des raisons de simplicité, les paramètres a, b et c sont introduits. L’équa-

tion (A2.33) peut être réécrite comme une fonction de trois variables a, b et c :

S1(a, b, c) =
∞∑

n=1,3,5,..

a

n3 + bn
sin(nπc) = C[(

mπ

lx

)2
+A

] (A2.34)



190 Annexes

avec :



a = 4H (2Φm + ly)2[(
mπ

lx

)2
+A

]
π3

b =
E

(
mπ

lx

)2
+G[(

mπ

lx

)2
+A

]
π2

(2Φm + ly)2

c = Φm

2Φm + ly

(A2.35)

A.2.5.2 Calcul des séries

Seuls les coefficients impairs sont impliqués dans les séries ci-dessus. Les séries

suivantes sont maintenant introduites afin de calculer la série S1(a, b, c) de l’équa-

tion (A2.34) :



S(a, b, c) =
∞∑
n=1

a

n3 + bn
sin(nπc) = S1(a, b, c) + S2(a, b, c)

S1(a, b, c) =
∞∑

n=1,3,5..

a

n3 + bn
sin(nπc) (à déterminer)

S2(a, b, c) =
∞∑

n=2,4,6..

a

n3 + bn
sin(nπc)

(A2.36)

Une relation existe entre S(a, b, c) et S2(a, b, c). Il peut être facilement vérifié que :

S2(a, b, c) = 1
8
S

(
a,
b

4
, 2c
)

(A2.37)

Cette expression permet de réécrire S1(a, b, c) à partir de l’équation (A2.36) :

S1(a, b, c) = S(a, b, c)− 1
8
S(a, b

4
, 2c) (A2.38)

Par conséquent, la détermination de S(a, b, c) mène directement à S1(a, b, c). Deux

sommes différentes peuvent être distinguées dans l’expression précédente de S(a, b, c) :

∞∑
n=1

a

n3 + bn
sin(nπc) = a

b

∞∑
n=1

1
n

sin(nπc)− a

b

∞∑
n=1

n

n2 + b
sin(nπc) (A2.39)

permettant ainsi de réécrire S(a, b, c) de la manière suivante :
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S(a, b, c) = a

b

∞∑
n=1

1
n

sin(nπc)− a

b

∞∑
n=1

n

n2 + b
sin(nπc) (A2.40)

S(a, b, c) est donc la somme des deux séries ci-dessus, calculées dans le paragraphe

suivant.

A.2.5.3 Calcul de S(a, b, c)

La première somme est égale à :

a

b

∞∑
n=1

1
n

sin(nπc) (A2.41)

Il peut être montré que la série ci-dessus converge vers la fonction suivante :

a

b

∞∑
n=1

1
n

sin(nπc) = aπ

2b
(1− c) (A2.42)

La deuxième somme est égale à :

− a

b

∞∑
n=1

n

n2 + b
sin(nπc) (A2.43)

Il peut être montré que la série ci-dessus converge vers la fonction suivante :

− a

b

∞∑
n=1

n

n2 + b
sin(nπc) = −a

b

π

2 sinh(π
√
b)

sinh
(
π
√
b(1− c)

)
(A2.44)

Les deux résultats précédents mènent directement à S(a, b, c) en appliquant l’équa-

tion (A2.40) :

S(a, b, c) = aπ

2b
(1− c)− a

b

π

2 sinh(π
√
b)

sinh
(
π
√
b(1− c)

)
(A2.45)

A.2.5.4 Calcul de S1(a, b, c)

Comme S(a, b, c) est directement lié à S1(a, b, c) (cf. équation (A2.38)), cette

dernière série peut être calculée :
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S1(a, b, c) = 4H

E

(
mπ

lx

)2
+G

1
4
−

sinh
(√

d(Φm + ly)
)

2 sinh
(√

d(2Φm + ly)
) +

sinh
(√

dly
2

)

4 sinh
(

(2Φm + ly)
√
d

2

)


(A2.46)

avec :

d =
E

(
mπ

lx

)2
+G(

mπ

lx

)2
+A

(A2.47)

A.2.5.5 Conclusion : calcul de Φm

L’introduction de l’expression précédente dans l’équation (A2.34) mène à une

équation d’inconnue Φm :

4H

E

(
mπ

lx

)2
+G

1
4
−

sinh
(√

d(Φm + ly)
)

2 sinh
(√

d(2Φm + ly)
) +

sinh
(√

dly
2

)

4 sinh
(

(2Φm + ly)
√
d

2

)


= C(
mπ

lx

)2
+A

(A2.48)

Cette équation est non-linéaire. Elle peut cependant être simplifiée si l’ordre de gran-

deur des constantes est pris en compte. Pour des valeurs standards des épaisseurs

du patch et de la colle ec et ea, de l’ordre de 1.10−3 m, l’ordre de grandeur de d est

d’environ 1.106 m2. Il est alors possible d’écrire :

sinh
(√

d(Φm + ly)
)
' e
√
d(Φm+ly) (A2.49)

et l’équation (A2.48) devient :

4H

E

(
mπ

lx

)2
+G

1
4
− e

√
d(Φm+ly)

2e
√
d(2Φm+ly)

+ e

√
dly
2

4e
(2Φm + ly)

√
d

2

 = C(
mπ

lx

)2
+A

(A2.50)
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qui peut être réécrite comme suit :

H

E

(
mπ

lx
)2 +G

) [1− e−√dΦm] = C(
mπ

lx

)2
+A

(A2.51)

Cette équation donne l’expression suivante pour Φm :

Φm = − 1√
d

ln
(

1− Cd

H

)
(A2.52)

Il faut souligner que Φm est défini seulement si la condition suivante est vérifiée :

Cd

H
< 1 (A2.53)

afin d’éviter un terme négatif dans la fonction ln . En pratique, si
Cd

H
≥ 1, une

solution peut être trouvée en superposant deux solutions pour lesquelles l’inéga-

lité (A2.53) est vérifiée.







Des patchs en matériaux composites sont classiquement utilisés dans l'aéronautique pour 
réparer  ou  renforcer  des  structures  métalliques.  Ces  deux  types  de  matériaux  présentent 
cependant des coefficients de dilatation très différents. De ce fait, leur assemblage, soumis à de 
grandes  variations  de  température  en  cours  de  fonctionnement,  est  le  siège  de  contraintes 
pouvant provoquer la rupture ou le décollement du patch.

Afin  d'évaluer  précisément  les  distributions  de  contraintes  dans  l'assemblage  collé, 
différents  modèles  de calcul  ont  été proposés :  d'abord  un modèle  analytique bidimensionnel 
mettant en évidence des effets liés à la géométrie plane de la structure, puis un modèle thermo-
viscoélastique intégrant le comportement non-linéaire de la colle en fonction du temps et de la 
température.  Ces  modèles  ont  ensuite  été  partiellement  validés  expérimentalement  sur  des 
éprouvettes patchées en utilisant des méthodes de mesure de champs.

Composite  patches  are  often  used  to  repair  or  to  reinforce  metallic  aircraft  structures. 
Those two materials  however  exhibit  very different  Coefficients  of  Thermal  Expansions (CTE). 
Shear stress peaks may then appear in a bonded joint submitted to wide temperature variations 
during its service life. Those stress peaks may lead to the debonding or to the failure of the joint.

In order to precisely evaluate the stress distributions in the bonded joint, different models 
have been studied: first an analytical bidirectional model, underlying some effects related to the 
plane geometry of the bonded structure, then a thermo-viscoelastic model taking into account the 
non-linear behaviour of the adhesive with respect to time and temperature. These models have 
then been partially experimentaly validated on patched specimens using full-field measurement 
methods.
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