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������������ ������6,����"����	 .� ����� : ����� ��� ������� ��� ����6�� ,�"���� �� 6����
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��"�� ���4�"���� 6� "�"���� �� �� 9���� ������ �� $��& �� ��������6�	

(� 6���� �� 6� ���%���8 $��� ����<6�� ����� �"����6� 6,��������� �� � ������ ���� �� "�
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�� �,�� L��+8 �� �%��%��L �9 �,� ��;����� *0�2 ������6,�� L,�6, ��� �,�� ������
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6���� ���� �� �,� 6����������� ��� �,� ��"�������� �9 �,� 6��������� "��,���	

(� ����6����� 9������ �� �����& ��%���� �� ���& ��� 6�"������8 �,� �&���" ������6,
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��� �� �,� ����� �9 �����9&�� �,� ��� �� �&���" ����������& ��� ����"�M�� �,� 6�"������
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ivFinally, the best solution should be searched by minimizing the total cost functionwhich the maintenance costs are integrated. The Reliability-Based Life Cycle Cost Opti-mization (RBLCCO) aims to �nd the best design and maintenance planning. A commonprocedure consists in separating the design and the maintenance. However, for some en-gineering systems, the sequential search of design and maintenance costs may not lead toglobally optimal costs, due to interaction between the di�erent costs. In this work, thedesign and maintenance optimization are coupled, which a comparative study betweenthe two approaches of the RBLCCO (sequential and coupled) shows the interest of simul-taneously search of the optimal design and maintenance policy, which the best lower costis obtained.
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��"�������  ��"����!��� �� ��� ���������� "�6���!���	
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��%������� ���� 6� ����8 �� ������&��� ��� ������ �� ��6������ ������&�� �� <������� �� ���/
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6�"�������	 )������6,� �2�*( ��������� ���� 6� 6,������ ��� ��%������� ���� 6��
��$�6��9	

? )� !�����7"� 6,������ ��� ����� : ������"������� ��� ����6����� �� ����� ��"�	 )��
��;������� �����6������ �������� ��� %����� �� "��,��� �2�*( ���� �� "������� ���
�E6�6��� �� �� ����������	

? )� ������� 6,������ �������� ������"������� <�������� ��������� �� ��"��	 )� "�/
�,��� �2�*( ��� ������� : �� "���"������� �� �� 9��6���� �� 6�G� ����� 6��������
�� 6�G� ������� �� �� 6�G� �� ��9������6�	 
�� ������ �� ����� ��"� ���"��� : �� ��/
%������"��� 6������9 ��� ����"���� ���� �� ��$�6��9 �� <������� 6���� ������ ����� ��
����� �� %��	 
�� ����� �����6����� ��� ������"������� ���� �������� "����� �������B�
����� �����6,� 6�"������ ������"������� �� �� 6��6������ �� �� �� "��������6�	

��<�8 ��� 6��6������� �� ��� ������6��%�� ��� ��� ���%��4 �;�6���� ����� !�� ��� ����4��
������� ��� 6�"���"���� ����9��"����� ���� ������ : �� <� �� "�"����	

�
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� ! " #���������� ��� ����	�����                    $

� ! ! ����%�� �� &�'����                          (

� ! ) ����%�� �� �� &�'���� �%�*��                    "!

� ! + ,��'���� �������� �� ����                    ")
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�����
��	 �� �
���
���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

� ) " ,�	�������� �� �-���������� �� �� ���������          ".

� ) ! #�/��� �� ��0�	������� ��	���                 "1

� ) ) �������	���� ��� ����	����� ���� �-����������        "1

� ) + ���	�	����� &�'����� ��� ���2����� ��	���� �� ����	��    "(

��� ��
�����
��	 �������
� � �� ��	���
��	 � � � � � � � � � � � � � ��

� + " ,�	������� �� �	�'�*�� �� �-���������� &�'�����       !3

� + ! 4��������� &�'����� ��� ���������               !!

� + ) 4��������� &�'����� �%�*��                   !!

� + + 5�� ��������� �� �-���������� &�'�����             !)
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��� "�����
��	 � �����#�� !��
�����
��	 � � � � � � � � � � � � � ��

� 1 " ����	�/��� ���/���6���                      !.

� 1 ! ����	�/��� �� �� �	��	������� ��� ������	�           !1

� 1 ) ����� � 	���	6��� ��	 ��� ����	�/��� �-����������       !(

���  �	������	 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �$



	��� 	��������	�� �

&'( &����������

)� ��"��������"��� ��� ����6����� ��� ����� ��� ����66�������� "�$����� �� ���� �/
����� ��  ���� 6�%�� �� "�6���!��	 )���$�6��9 �� ���� ������� "������ 6������� : ������� ���
6�G�� �� : �����9���� ��� ���9��"��6�� �%�6 ��� ����������� �E6�6� ��� �������6��	 )� ��/
"��6,� 6����"������� �� ��"��������"��� ��� ����6����� �������� ��� ��� 6���������6��
�� ����,"�!���	 )� 9��"������� �� ������"������� "���/6���7�� %��� : "���"���� �� 9��6����
��$�6��9 @�� ����� �� �� 6�G� �� 6������6����A ���� ��� 6���������� �� ���9��"��6�8 �� ��/
������6� �� �� 9���������� �,&��!�� ��  ��"����!�� V�W	 �������� 9��"�������� ���%��� B���
��������� 6�""� ������"������� "����6���7�� �J �� ��� �� �� "���"���� ��U�� �� "�4�"����
��� 9��6����� �� 6�G�� �� �� ���9��"��6� ��"������"��� V�W	 ���� 6� ���%���8 ���� ����
��"����� ��4 �����7"�� ������"������� "���/6���7��	

����� 9�X��  �������8 ������"������� ��� ����6����� ��� 9��"���� "��,�"���!��"���
��� �� �����7"� �� "���"������� ����� 9��6���� ������� Y 9��6���� ��$�6��9 Z ���� ���
9��6����� �� 6��������� �������� Y ��"�������� Z	 �� �����7"� ��� ���%��� ������ �%�6 ���
�� ����,"�� �������9� �� �� ��� ��""����� "��,�"���!�� VRW	 )�� �� ����,"�� ��� ����
�E6�6�� �� �������� �4� ��� �� 6��6�� ���  �������� �� �� 9��6���� ��$�6��9 �� ��� ��"��������	

)��%7��"��� ��� ����������� ��������� � �66�� �������B� ��� 6,��6,���� �� ��� �����/
������ : ���� ��� ��� �� ����,"�� ������"������� ���� ��� �� �6���� �� "����������� ��� ����6/
�����8 �<� ���;��� �� 6��6������ ��� ������ ��6�������� ������ : �� ��6�����	 1����9���8 ��
6��6������ ���$���� ��� ��%�� ��8 ��� ����6����� ���� ��� 6��������� �� ����������� �� ��
9��6������"��� ���� ����6,��� ������� �� ����6���������	 ��� K�6�������� ���%��� 6�������
: ��� �6���� �"���%������� ��� ���9��"��6�� ������� �� ��������	 ��� 6����!����8 �� 6��6��/
���� ��� ����6����� ���� B��� ���6�� ���� �� 6����4�� ��6������	 ����� �>6,� ����� ��7�
����6��� �� ������ �� �� ������ ��,������ ��� ��6���������	

)� �,����� ��� ������������ �;�� �� 6����  ����� ���� �� 6������������ ��� ��6���������
�� ��� %����������� ��� ������� ���� �� "����������� "�6���!��	 �� �;��8 ��� "��,���� ��
<������� ������ ��� �� �,����� ��� ������������ 9��� ����<6��� �� '�6���!�� ���� ������
6�����������	 ����� ���4�������� �� 4������ V�W ���� Y ������� ��� �������� ����
����(
����� Z	

���� 6� 6,������8 ���� ��������� ���7%�"��� �� �,����� �� �� <������� ��� ����6����� ��
���� ����&��� ��� ����%�� � �� '	 1������ V#W	 ���� ���������� �������8 �� ��"��6,� ��
������"������� �����"������ ����� ��� ��� 6��E6����� �������� �� ��6����� �� ��� 6��6���� ��
������"������� <��������	 )� 6��9��������� ����� ��� �����6,�� �����"������ �� <�������� ��
������"������� ��� �;�6���� ���� �� ��� �� ���� "������ �������� �� �� 6������������ ���
��6��������� ���� ������"�������	

D



	��� �	��	�	�� ��� ���������� �

&') *�������� ��� ���������

����� ���4�������� �� �� � .���	�����
 <=>?@A �� �,����� �� �� <������� 6������� :
Y �
��� 
� ����� 	� 
� �B���� 	�� ��������� 	��� 
� ������� 	� 
� ���
��� �������� �C �
 ���
� ��� 	��'��
�# �C 
� ���������� ����� ��� �������� Z	 (����8 �������6,� <�������� ���"��
������������ ��� "����� !���������%� �� ���!�� �� ��9������6�8 �� "�&�� ����� ��"��6,�
������������ ���� �� "����������� ��� ��6��������� �� ��� �����	 �� �;��8 �� �����7"� ��
�� <������� ��� ����6����� ��� ���� ��� ���4 ����6�� 9����"�����4 � ��� 6���������6�
�,&��!�� ��� �,���"7��� "�6���!��� �� ��� ��;������ "�6����"�� �� ��9������6�8 �����
����8 �� ��� 6���������6� ��������!�� ��� ����"7���� �� "��7�� "�6���!��8 ������� ����	

����� ������������ ��� ������������

�� �4���� ��������� ����6�� ����6��������� !�� ���%��� B��� 6������� �� ���4 6��� �����
VDW �

• ��6��������� ���$�6��%�� � : ����� ���4�"���8 ���� ���%��� 6���� ��� �������  �����7���8
�� ������������� ��� 6��������� ��������� �� 9��6������"���8 �� 6�"�����6� ��� �6/
����� �"���!��� ���� �� ���$��8 ��� 6��K��� ����9��"�����8 	 	 	 ��6	 =�������"���8 6��
��6��������� �� ���� ��� ���������������8 ����� ���%��� B��� "��������� ��� ��������
�,������ ������ !�� �� �� �!�� K��� �� �� �,����� ��� �%����6�� @< ��� �	�A [

• ��6��������� ��$�6��%�� � ����� ���%��� B��� �6������ �� ���4 6��� ����� �

? ��6��������� ������6������ � ����� ���� ����6�����"��� 6�"������ ��� ������ �,&��!��
6�""� ���6���� �� %��� �� ��� ��� 6���6�������!��� "�6���!��� ��� "�������4 [

? ��6��������� ����6������ ��� �$��� ����9��"����� � ����� ���� ����6�����"��� 6�"��/
���� ��� ��� ��6��������� ���� ��4 ��������� �� "�����8 ��4 ���6���� �� 9����6�����8
��4 ��6��������� �� "����������� �� ��4 ������� ��"�����	

)�� ��6��������� ��$�6��%�� ���� ���%��� "��������� ��� �� �,����� ��� ������������	
)�� "��7��� ������������� ��&������ ���� �������� ���� ��� ��6��������� ����6������	
)������ �;�6���� ���  � ���	�
� VDW � "�� �� ��"�7�� ����K���6� ��� ��6���������
����6������ ��� ������"����� �� �� <�������	 ��������� �����6,�� ���� ��������� ����
�� ����������� ���� ���6�� �� �����7"� �� �� <������� ��� ����6����� ���/"B"� ���� ��
6����4�� ��6������ VQ8 �W	

,���	� � "7 5�� ��0�	���� /��	��� �� ����������� ��� ����	����� 
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	��� �	��	�	�� ��� ���������� $

����� ������� �� ��������

)� 6��6������ ��� ����6����� �"���!�� �� %���<6����� ���� 6������ ��"��� �� �7 ��� !��
��������� �� �� 6���������6� �� 6�"�����"��� "�6���!�� �� �� ���4������6� ��� 6��6��/
����� �� ��� 9����6����	 ��� �7 ��� ���������� �� ��6������ �� ��"���� ��� �;��� �� 6,�� �"���8
���� !�� ��� 6���������� �� ��� �����6�"����	 �,�!�� �7 �� ���������� �� �%7��"��� ���"��/
����� ����6�� : �� 6������ �6������ �� ��9������6� V#W	 )�����&�� �� <������� �4� � �� "����
�� �6������ �� ��9������6�8 �������� ��� ���������� �� ��� 9��6������"��� ��� ����������
�� ��9������6�	 )� <������� ��� ��<��� ��� �� ����������� �� �����9���� ��� 6���7��� �� ���
9��6������"��� ������� ����� �� ����� ���4����������	 �� �������� ���"��8 ����� �� ���"�
�.7+& � �� ��<������ ��6,��!�� �� "�� <������� ��� Y 
�������	� 	��� 	��������� � �(
���
�� ��� ������� ������� 	��� 	�� ��	������ 	������# ���	��� ��� 	���� 	������ � � 
�
����� ��� ����� ���
��� ���� ������������� 	�������� ��� ���'�'�
��� 	� ���� �� ��
���������� 	� ���� Z	 )� <������� ��� 6�"���"������� : �� ����������� �� ��9������6�	

Pf = 1 − F @�	�A

�J F ��� �� <������� �� Pf ��� �� ����������� �� ��9������6�	 �� �����8 ������&�� �� ��
<������� �� ����"� ��� ���%�������� �� �� ����������� �� ��9������6� ��� ������� : 6,�6��
��� �6������� �� ��9������6�	 �,�!�� �6������ �� ��9������6� ���� ���6���� ���� ��� 9��"�
"��,�"���!�� �4���6��� �� �"���6���8 ������� �������� �� 	�
��
����� �� �������� �����

������	 �� ���� ��� ����"7���� 6��������8 6���� 9��6���� 6�������  �������"��� ���4 �&���
�� %�������� �

? ��� %�������� �� 6��6������ � @�	 	 ��"�������  ��"����!���8 6���6�������!��� ���
"�������48 6,�� �"����A !�� ���� ��� ����"7���� �����"������� ��<������� ������ ��
�&��7"� "�6���!�� �� �� "��7�� ������������ @�	 	 "�&����� �� �6����/�&��� ���
%�������� ����������A [

? ��� %�������� ���������� . ������������ ��� ��6��������� �� ��� K�6��������8 ���� ���
������������ ���� ������ /	 ����� �����%������� ���� �� ���6������� �� �6������ ��
��9������6�	 �,�6��� ��� %�������� ���������� ��� ��<��� ��� �� ��� �� ����������� ��
��� ����"7���� ��������!��� ����6��� @ �������"���8 "�&���� �� �6���/�&��A	

,���	� � !7 8��	�'���� ���9���� � �	�'�:
'���� �� ����������� ;.< 

x
2

x 1

Pf =
N (G (d, x ) ≤0 )

N sim

G( d, x)

,���	� � )7 ���������� �� #��� ��	�� 
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	��� �	��	�	�� ��� ���������� �

)� 9��6���� �� ���9��"��6� G(�, /) ��<��� �� ��"���� �� �G���� ��� G(�, /) > 0 ��
�� ��"���� �� ��9������6� ��� G(�, /) ≤ 0	 )� ����������� �� ��9������6� ��� �� �����������
!�� �� 9��6���� �� ���9��"��6� G(�, .) ���� ��9������� �� � ��� : M���	 ����� �����������
����� !�� ������ ������ �� �� ������� 6��$����� �� ����������� ��� �� ��"���� �� ��9������6�
@< ��� �	�A	

Pf = Prob [G(�, .) ≤ 0] =

∫
. . .

∫
G(�, �)≤0

f�(�, /) d/ @�	�A

)�����"����� �� 6���� ���� ���� ����� ��� ��� �>6,� 9�6���8 ���6� !�� �� ������������ 6��$�����
�� ����������� f�(�, /) ��� ����"��� 6�����8 ����� ����8 �� �� 9��6���� �� ���9��"��6�
G(�, /) ���  �������"��� �"���6��� ��������� ���� "��7�� ��"���!�� 6�""� �� "��,���
��� ���"���� <���8 ������� ����	 ����� 9�X��  �������8 �� �4���� ��������� "��,���� ������
��� ��� ���� ������ ��"���!�� �� ��� ��� �����4�"������	 ��� "��,���� �� ����������
���%��� B��� 6������� �� ����� 6��� ����� �

? "��,���� �� ��"������� [

? "��,���� �������4�"����� [

? "��,���� �� ���9�6� �� �������	

�<4<4<8 ���$��� ��  �*�#�����

��� "��,���� ���� ������ ��� ������"����� �� ������ ���� �� ���!������ @�	�A ��� ��� ��/
"�������� �� '���� ����� @'�A	 )� ����6��� �� �� "��,��� �� '� ������ ��� ��  ���������
����  ���� ��"��� �� ���� �� ����������	 ���� 6,�!�� ���� �8 �� 9��6���� �� ���9��"��6�
��� �%����� ���� ��%��� �� �� 6��< ������� ����� �� ����� ���� �� ��"���� �� �G���� �� ��
��9������6�	 )� ����������� �� ��9������6� ����� !�� �� ��"��� �� 6��< �������� ��9���������
��� �� ��"��� ����� �� ���� �� @< ��� �	RA	 )� "��,��� �� '���� ����� ��� ��7� �������
�� 6�������� �� "�&�� �� ���� �G� ���� ���%�������� �� �� ����������� �� ��9������6�	 ����/
"����8 6���� "��,��� ��� ��7� 6�G����� �� ��"�� �� 6��6��8 ������� ���� ��� �&��7"��
����� �%�6 �� 9����� ����������� �� ��9������6� @�	�	 ���� ��� ����������� �� ��9������6� ��
10−n8 �� 9��� �������� ����� 10n+2 �� 10n+3 ���� ��A	 �������� "��,���� �� ��"������� ����
��������� ���� �� ����������� ���� �6���"���� �� ��"�� �� 6��6��8 ������ !�� ��� ��"���/
����� ����6���������� V�W8 ��� "��,���� ��� ���� �� ���"������6� V�W �� ��� "��,���� ��
��"������� ������<�� V��W	

�<4<4<4 ���$��� �6�--��/�*�����

)�� "��,���� ��� ���� 6������ ���� ��� "��,���� �� ���"��� �� �� ��6��� �����
52*'U�2*' @.���� +�	�� &�
��'�
���  ����	U-���	 +�	�� &�
��'�
���  ����	A8 !��
���� ��7� �E6�6�� ���� �� 6��6�� �� �� <�������	 ��� "��,���� ���� ������ ��� �� ��6,��6,�
�� ����� �� 6��6������8 ������ ����� �� ����� �� ��9������6� �� ���� �������� @'�5� �
 ��� ���'�'
� .��
��� �����A8 ���� �� 6���������6� ��� : �� ���� ��� �����4�"������ ��
�� ����������� �� ��9������6� ���� �� 6���� ��� "��,���� 52*'U�2*'	 )� ��6,��6,� ��
����� �� 6��6������ ��� "���� ���� ������6� ���"� ��� %�������� ���������� @< ��� �	�A8 ��
������<��� �� ����� �� ���� ���6,� �� ����� ��� �J �� 9��6���� �� ���9��"��6� ��� ��9�������
�� � ��� : M���	 (����8 �� �����7"� �� �� �����"������� �� ����� �� 6��6������ '�5� ���

�



	��� �	��	�	�� ��� ���������� �%

9��"��� �� �����7"� ������"������� ���� 6��������� V��W �

min
�

‖�‖ @�	RA

sous : Ĝ(�) ≤ 0

�J Ĝ(�) ��� �� 9��6���� ������ ��"��� ���� ������6� ���"�8 � ��� �� %�6���� ��� %��������
���������� ���"���8 6������� �� ��6�������� ���� ��� ������������ ���� ������ � ������ �� ��
�����9��"����� ���/������������ T 8 �%�6 � = T (/)	

,���	� � +7 �	�����	����� �	�'�'����� 

�� �����7"� ������"������� ���  �������"��� ������ ��� ��� �� ����,"�� �� �� ��� ��"/
"����� ��� ��������	 )�� �� ����,"�� ����� ��� ���  �������� ���� ���%��� ��������	 ( �����
���4�"��� �

? "��,��� ��  ������� ���$��� [
? "��,��� �� )� ��� ��� �� "���� [
? "��,��� �� ��� ��""����� !�������!�� ��!��������� @�O� � -��������
 9��	����
�����������A	

1����9���8 ���� ����,"� �� -)/*5 @4������ 1��	(&�56��, .����
��A ���6����"��� ��%�/
����� ���� �������� �� �����7"� �� ���!������ �	R ����� !����� ��6��%������ �� ���� ����,"�
��  ������� ���$��� �� �����7"� �� <�������	 ��� �� ����,"� ������� ��������"��� ��� 4�(
����� �� 1��	 V�W8 �� �"������ ��� &�56��, �� .����
�� V�RW ��� ��7� �E6�6� "��� �� ���;��
���� "��!�� �� ����������	 
�� %������ "���<�� ���� ������� �� �� "��,��� �� -)/*5
� ��� �������� ��� �'	� �� &�56��, V��W �� 1�� �� *�� 8���������V�#W	 )��"���������� ��
�� ���������� �� ���� ����,"� �� -)/*5 ��� ������� ��� ���$��� ����� 9��6���� �� "�����
���� �� 6����F�� �� �� ��� ���� �� ��� �� ���6����	 ����������8 6�� �������� ������� @1�� ��
*�� 8���������AV�#W ��� ������� ��� ����� 6�"������%� ����� ��;������ �� ����,"�� @"�/
�,��� ��  ������� ���$���8 "��,��� �� )� ��� ��� �� "����8 �O�8 "��,��� �� -)/*5
�� �� %������ "���<��A8 6��������� : ����� ��� ���E6�6��� �� �� ���������� �� �O� �� ��
���� ����,"� "���<� �� -)/*5	

)� ����6��� �� �������4�"����� 52*' ��� ��"��� [ ���� 6������� : ��"���6�� ������ ��/
"��� G ��� �� ,&������� ��� ��� �� ����� �� 6��6������ '�5�	 )����� ���� �� ���!������

�



	��� �	��	�	�� ��� ���������� ��

@�	�A �� 9��� ��� �� ��"�/����6�8 ����"��� ��� �� ���� ��� ��� @< ��� �	#A8 ���"������ ����/
���4�"����� �� �� ����������� �� ��9������6� Pf ��� ���4�������� �

Pf = Φ(−β) @�	�A

�J β ��� ������6� �� <������� �� Φ(.) ��� �� 9��6���� �� ����������� ���"��� 6������ �������	


�� "�������� ����"����� �� �� ����������� �� ��9������6� ���� B��� ������� ��� ����/
���4�"����� �2*'8 !�� 6������� : ���������� �� ���9�6� �� ��9������6� ��� ��� ,&������9�6�
!�������!�� ��� ���� �� �&��� ��� "B"�� 6�������� �� �� ���9�6� ������ �� ����� �� 6��6��/
���� '�5� @< ��� �	DA	 ���"� ��� "��,���� �2*'8 �� ����������� �� ��9������6� Pf ����
B��� �����6,�� ��� �� 9��"��� �� )������� V�DW �

Pf = Φ(−β)

(
n−1∏
i=1

1√
1 + βκi

)
@�	#A

�J β ��� ������6� �� <�������8 6��6��� : ������ �� ���!������ @�	RA8 �� κi ���� ��� 6��������
����6������ �� �� 9��6���� G �� ����� '�5�	

,���	� � .7 ���	�=������ ,4�# ,���	� � 17 ���	�=������ �4�# 

�<4<4<7 ���$��� ��  ��%��� �� ��-�� �

)�� "��,���� �� ���9�6� �� ������� ���� ��� ��6,��!��� ��������� !���� �� 9��6����
������ ��"��� G ��� �"���6���8 ������� ����!�� ��� �%�������� ��6������ �� �;��� ��"���!��
6����������� @�	�	 '�5A	 ��� "��,���� %����� : 6��������� �� "��7�� "��,�"���!�� G̃
����&��!�� @������ "���/"��7��A !�� ��"���6� �� 9��6���� �� ���9��"��6� G	 )� 9��6����
G̃ ���� B��� ��<��� ��� �� ������� : ������ ���4������6�� ��"���!���	 )� "���/"��7��
������ �� ��������� : �� 9��6���� �� ���9��"��6� G	 (����8 ��� �� ����,"�� �� <�������
�� ��� ��"�������� �� '���� ����� ���%��� B��� ����6��"��� �����!��� ��� �� ���9�6� ��
������� G̃ �<� ������"�� �� ����������� �� ��9������6�	

���"� ��� ��;������� �����6,�� ��%�������� ���� �� 6������6���� �� �� ���9�6� ��
�������8 ��� ���&�F"�� !�������!��� ���� ��� ���� �������� V�Q8 ��8 ��W	 1����9���8 6����
6������6���� ��6������ ������"����� ��� 6��E6����� �� ���&�F"� : ������ �� ���� ���4��/
����6� 6,����	 ���� �4� � �� 6������ ��"��� ���%��������� �� "��7�� "�6���!�� ���� @�	�	

��



	��� �	��	�	�� ��� ���������� ��

'�5A	 )� ��"�� �� 6��6�� ��!��� ���� ������"����� �� 6�� 6��E6����� �� "���� �%�6 ��
��"��� �� %�������� ���������� �� �� ���� ���4������6� �������	 �� ����8 !���� �� 9��6����
������ ��"��� G ��� 9����"��� ��� ��������8 ��� ���9�6� �� ������� ��6��� �� ���� �����
���9�6� �� �������  ������ ���� B��� 6��6���� : 6,�!�� ��������� �� ���� ����,"� �� <�������
V�W	

8�� �� �
�V��W ��� ������� ��� ��6,��!�� �� ���$�6���� ���� 6��������� ��� ���9�6� ��
������� ��6��� ������� 1 6��6���� : 6,�!�� ��������� �� ���� ����,"� �� -)/*5	 ����� ��/
���6,� ���"�� �� 6��������� ��� ��6��%������� ����� ���9�6� �� ������� ������� 2	 ��������
������� V��W ��� ��%������ ��� ���9�6� �� �������  ������ ������� ��������� : 2 �� ���������
��� ���&�F"�� ���,� ����4 �� 2��'�����	 ����� ���9�6� �� �������  ������ ��� 6������ :
�� "��,��� �� '���� ����� ���� ���%�������� �� �� ����������� �� ��9������6�	

�������� "���/"��7��� ����� ��� ������������� � ���� ����� ��%�������8 ���� !�� ���
������4 �� �������� V�RW8 ��� "��,���� �� +�� �� � @8������  ����	�A V��W �� ��� "��,����
������������� � ��� ��� "�6,���� : %�6���� ������� V�#W	

����� ������� �� �� �������� ���� ��

)�� ����6����� ����  �������"��� 6���������� �� ������"��� � �� ��������� ���"����	
�,�!�� ���"��� ���� �������� ��������� "���� �� ��9������6�	 )� ��9������6�  ������ ��
�� ����6���� ������ ��� �����"��� �� ������ �� 6,�!�� ���"��� "��� ����� ��� ������6�����
����� ��� ��;������ "���� �� ��9������6�	 �� ����8 �� ��9������6� ���� �� ��� ���"����
�����C�� �� 6,�� �"��� �� ������ �� �&��7"� "�6���!�� !�� �� ������� ��� ��� ����� ��
�� ����� �� ��� �������������� ��� �;���� ���� �� ����6����	 �7� ����8 �� ��9������6�  ������
����� !�� �� 6�"�� ���� 6������ ��"��� �� ��9������6�� ������������ ��� 6�"�������	

)�����"����� ����������� �� �� <������� ����� ����6���� ��� 9����� ��� �������6,� �&�/
�7"�	 ���� 6�������� ����������8 ���%�������� �� �� <������� : ������ �� "��� �� ��9������6�
�� ���� 6����!�� �� �� *��##�� %���#� ��� ��E�����	 �� ��� �� �����������"��� ��� ����6�����
��������!��� �J �� ��9������6� ���� 6�"������ �����C�� �� �����  ������ �� �&��7"�	 �����/
����8 �� ��9������6� ��� ����6����� ,&��������!��� �� ������ ��� �� �� ����� ���� ���� ��
��� 6�"������� @�	�	 �� "��� �� ��9������6� �� ���� ��"�����A [ �� �����  ������ ��6������
�� ��9������6� ���� 6������ ��"��� �� 6�"�������	

)� <������� ���� �&��7"� "�6���!�� ��!����� �� 6���������6� ��� "���� �� ��9������6�
��"������	 )�� "��,���� �� ��"������� ������ !�� �� "��,��� �� '���� ����� ���"������
������"�� ����6��"��� �� ����������� �� ��9������6� �&��7"� ����� ����6���� ��<��� ���
��������� "���� �� ��9������6�	 ����"����8 ��� ��"�������� �4� ��� �� 6�G� �� 6��6�� ���/
,�����98 ������� ����!���� ��� �� �� ����6����� 6�"���4�� �%�6 ��� 6�"�����"���� "�6���!���
��� ���������	

P���� �����8 ���E6�6��� ��� "��,���� �������4�"����� ������ !�� 52*'U�2*'8 ��
��"����4 6,��6,���� V�D8 �Q8 ��W ��� ������� ������������� �� �������4�"����� 52*' ����
���%�������� �� �� <������� �&��7"�	 )����� 9����"������ �� �� <������� �&��7"� ������ ���
��� �4����������� �� ������&�� �� �� <������� ��� 6�"�������8 �� "�&�� ��� 6�"���������
�� �!��� ��� ��;������ �6������� �� �����	 =�������"���8 ��� "��7��� �� �����8 �� ������7��
�� "�4�� ���� ���%��� ��������	 ��� "��7��� �� ��� ������ �� 6��6�� �� �� <������� �&��7"�
���� �4����� ���� �� 6,������ ���	

��



	��� �	��	�	�� ��� ���������� ��

����! "�������� ��������� �� �����

)� %���������"��� ��� ��%�� �� ��  ���� 6�%�� ��� ����� ��� 6����� ����6������ �� ��/
9������6�	 �� %���������"��� ��� �G : �� �� �������� �� "�������8 : ����%������"��� �4��/
����� @�	 	 ,�"�����8 ��"��������8	 	 	 ��6A �� ��4 6��������� ���4���������� �� ����%�� �	 )�
9���� %���������� �� ����%������"��� �� ��� 6��������� �� ���%�6� 9�%������� 6�� �� ����/
�����	 �� ����8 �� %�������� ��� ������� �� ��"�� 6��6���� ����� ��� 6,�� �"���� �����!���	
)� �,����� ��� ���6����� ���6,����!��� ���"�� �� "����������� �� ����%������"��� �� ��
%���������� �� 6,�� �"��� �� 9��6���� �� ��"��	

)� �,����� �� �� <������� �4����� 6�/������ ��� ���%��� ������� <������� ������������
�� ��"�� @����(��������� ��
��'�
���A ����!�� ���� 6�����7�� !�� �� ��"�� $��� �� �F��
���6��9 ���� �� "�6����"� �� �����	 )������6,� �� �� <������� ��������� �� ��"�� @����(
������� ��
��'�
���A %��� : ����"�� ���%������� �� �� <������� ����6������ �� 9��6���� �� ��"��8
���� ������ ��� ��� "����������� <�� ��� "�6����"�� �� �� �������� �� �� %���������"���
@�	 	 6��������8 ����""� �"���8 ����� ����� �� �� <�����8 K�� �8	 	 	 A �� �� �,����� ���
���6����� ���6,����!���	

,���	� � $7 �	������� ���/���6�� � ���	������ �� �� 	�������� 

���� �������6,� �� �� <������� ��������� �� ��"��8 �� ��9������6� ����� ����6����
������� �� ���4 �,���"7��� 6�"�����	 ����� ����8 �� ����6���� �� �� 6���6��� ��������
��� : �� �� �������� �� "�������8 �� ������� ����8 ��� �6����� ���������� �4��B"�� ���� ��
����������� ���66�����6� �� "���� �%�6 �� ����� ���4�������� @�6���� 6��"���!�� ��6������8
6���������8	 	 	 ��6A	 @< ��� �	QA	 )�� ������ �� 6��6�� �� �� <������� ��������� �� ��"�� ����
�4����� ���� �� 6,������ I	

�R



	��� ���	�	���	�� ��� ���������� ��

&'+ ����"������� ��� ���������

)� ���6�<6����� �� �� 6��6������ ���������� ����� ����6���� ��� �� ��$�� "�$��� ����
���� �������	 )� "������� ��"��������"��� ���� �����9���� �� 6������ ��"��� �� 6���7���8
���� !�� �� 6�G�8 �� <�������8 �� ���9��"��6�8 �� ���������� �� �� 9����������	 �� 6����!���6�8
������"������� ��� ����6����� � ���� ��$�6��9 �� 6��6����� ��� �4� ��6�� 6�������6������ ��
�� 6��6������	 ���� ���� B��� �6����� �� �����  ������ 9�"����� V��W �

• �-��*� ����� �� �����=#� @-�,��� +�����,�����A

���� ��� ������� ����� ����"������� �� ��"��������"���	 ���� %��� : ����%�� ���
����"7���� ����"��4 ����� 6��6������ ��<��� ��� ��� 9��"�8 ���  ��"����� �� ���
������ �� <4��� : ���%��6� @�	 	 ��������� ����� ���!��8 ��6����� ���� ��������8	 	 	 ��6A	

• �-��*� ����� �� %��*� @-���� +�����,�����A

���� 6������� : 6,��6,�� �� 9��"� ������ ����� ����6���� ���� ��� ������ �� ��<���
: ���%��6�	 ���� ��� ������� �� "���<��� ��� 9�����7��� �� �� ����6���� �<� �� ����/
%�� �� "�������� 6��< �������8 �� "�&�� ��� �����9��"������ ,�"��"���,�� �� ��
6��< ������� �������� @< ��� �	�A	

• �-��*� ����� �� ��-�#���� @/���
��� +�����,�����A

�� ��� �� ����� ��"��6,� ��6���� �� ����"�������	 ���� 6������� : 6,��6,�� �� "��������
������ �� ����� ����6���� : ������ �����"��� �� �� ��<������ ��� 6��������� ��4
��"����8 �� ��  ��"����� �������� �� ��� 6,�� �"���� �����!��� @< ��� �	�A	

,���	� � (7 4��������� �� ��	�� ,���	� � >7 4��������� �� �������� 

,���	� � "37 5�� ��0�	���� ����	�/�� �� �-���������� ��� �	���	�� 
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	��� ���	�	���	�� ��� ���������� ��

8������	� �� �
� VRW ��� ��<�� ��� ��"��6,� ��� ����� ���"������ �� ���� ��� ��;������
"������ ������"�������	 ����� �����6,� ��6,��6,�8 ���� �� ���"��� ��"��8 �� ������ ��
����"���8 6���� ������ �� ��� ������� �E��� ��� ��� ����"������� �� 9��"� �� �� 6����F��
@< ��� �	�A	 ����� ���6����� ��6������ ������������� �� ��������� ������8 6�""� �� 6��6��/
���� �������� ��� ���������� �(2 �� ��� "��7��� �� 6��6�� ��� ���"���� <��� �%�6 ���
��6,��!��� �� "����� �U��"����� � : 6,�!�� ��������� �� �� ���6�����	

���� 6� ���%���8 ���� ���� ����������� �����6���7��"��� : ������"������� �� ��"������/
��"���	 )� 9��"������� "��,�"���!�� �� ������"������� ��� ����6����� ��� �4����� ����
�� ��6���� ���%����	

����� "����������� �� �#������������ �� �� ����������

)�����"������� �� �� 6��6������ ��� 9��"���� ��� �� ��6,��6,� ��� ����"7���� �����%�/
���� ���� �� 6��6������8 !�� "���"����� ��� 9��6���� ��$�6��9 @�	 	 6�G�� �������48 ���� ��
�����������8 �� �����8	 	 	 A �� !�� %���<��� ��� 6���������� �� ���9��"��6�� "�6���!���8 �,&/
��!��� ��  ��"����!���	

1���%�� � !�� "���"��� CI(�) @�	DA

sous :

{
Gi(�, -) ≥ 0 i = 1, . . . , m
hj(�) ≥ 0 j = m+ 1, . . . , nh

�J � ��� �� %�6���� ��� %�������� ������"������� �������� ����� %�������� �� ��6�����8 !��
���%��� B��� ��� ��"�������  ��"����!���8 ��� 6���6�������!��� "�6���!��� �� ��� ����/
"7���� 6����F���� ��� ���������� �� �� ����6����8 - ��� �� %�6���� ��� ����"7���� �����/
"������� @�	�	 ��� ���������� "�6���!��� ��� "�������48 ��� 6,�� �"����8 ��������6�� ��/
��"��8	 	 	 A8 Gi ���� ��� 9��6����� �� ���9��"��6�� �������� ����� �7 ��� �� ��"��������/
"��� @�	�	 ��"������� ��� 6���������� "�6���!��� �� ��� K76,��8	 	 	 A8 hj ���� ��� 9��6�����
�� 9����������  ��"����!�� �� �,&��!�� @�	 	 ������ ��9�������� �� ����������� ��� %��������
������"������� �A �� CI ��� �� 9��6���� ��$�6��9 �� �� 9��6���� 6�G�8 !�� ���� B��� �� %�/
��"�8 �� ����� �� ��� 6�G�� �������4 �� �� ����6����8 ���� ��� ��<��� �� 9��6���� ��� %��������
������"������� �	


�� ����� 9��"������� �� ������"������� ���� B��� �������� V�W �� "�4�"����� �� ���9��/
"��6� @�	�	 "�� �� ��� 6���������� "�6���!���8 �� �����8	 	 	 A ���� ��� ��"�������� �� %���"�8
�� 6�G� �� �� 9����������	

1���%�� � !�� "�4�"��� G(�> -) @�	QA

sous :

{
CI(�) ≤ Cc

I

hj(�) ≥ 0 j = 1, . . . , nh

�J G ��� ��� 9��6���� �� ���9��"��6�  ������ �� Cc
I ��� �� 6�G� �� �� %���"� : �� ���

��������	 ����� 9��"������� ��� �!��%������ : �� 9��"������� �������� �� ������"�������
��� ����6����� @�!������ �	DA8 ���� ��� �������� ���� ������"������� �� �� ������ �� V��W8 �J ��
6�"�����6� @���%��� ��� 9��6�� �4���������A �� �� ����6���� ��� "���"���� ���� �� 6���������
�� %���"�	 ���� ������"������� �� ��"��������"���8 �� 9��"������� �� ���!������ �	Q ���
��� �������� ���� �� �����������	 �� �������8 ���� ��� ��E6��� : ��������8 �� ������ �� ��
���6��������� �� �� 9��6���� �� ���9��"��6� G @�	 	 ���� �� ������"������� ���� ��������8 ��

�#



	��� ���	�	���	�� ��� ���������� ��

��6��������� �� �� 6��������� "�4�"��� 6,�� � ����� ����� : ������� ������ �� ���6�����
�������9A	 ����� ���6��������� ���� ��� ��E6����� �� 6��%�� ��6� ����!�� �� �����7"� ���
������ ��� ��� �� ����,"�� ����� ��� ���  ��������	 1����9���8 ���� ���� B��� ������� ����!��
��� ��6,��!��� �� ��;����������� ����6�� ���� ��������	

����� ���$��� �� ��%����������� �������

)�� �� ����,"�� ������"������� ��� ���� ���9��"���� ��������� ���  �������� �� �� 9��6/
���� ��$�6��9 �� ��� ��"�������� ���� 6��6���� ��� ����6����� �� ���6����	 ����"����8 ����!��
��� "��7��� ��"���!��� ���� �"���!���8 �� 6��6�� ��� ����%��� �� �� ������� ��� �������
��4 %�������� ������"������� ���;�6��� ��� ��;����6�� <����	 
�� ��;����������� ��� ��;�/
���6�� <���� ��� ��7� ��"��� : �"���"����� "��� ���� ��� ���%��� ��� ����6� ��� �����7"��
�� ��� 6��%�� ��6� �� �������������� ��"���!���	 �� ����8 ���� �4� � �� ��"�� �� 6��6��
6����������� ����!�� �� ��"��� �� %�������� ������"������� ��� ���%�	

�� ��"����4 6,��6,���� ��� ������� ��� ��6,��!��� �� ��;����������� ����6�� �<� ��
������� �� ��"�� �� 6��6�� ��  ������� �� 6��%�� ��6� �� ���� ����,"� ������� VR�W	 �� �;��8
�� 6��6�� ���6�� ��  ������� ���"�� : ���� ����,"� ���%��� ��� ��9��"����� ���6��� ��� ��
����6���� �� ���6����	 )� "��,��� �� ��;����������� ����6�� 6������� : 9������ ��  �������
�� �� ������� "�6���!�� @�	�	 �����6�"����8 6����������8	 	 	 A ��� ������� ��4 %�������� ��
6��6������ ���� ��� 9��"� ����&��!��8 �� "�&�� ��� ���������� �� ��;�����������	 �����/
����8 6���� �����6,� �4� � ��� �"���"�������� �� ��%��� �� �� ���������� �� �����7"�	 ��
����8 ���� ������ �� �&�� �� �����7"� 6�������� �� �� �� "��,��� �� ���������� �"���&��
@�	�	 ���������� ����6��8 ��6��"������ �� �������%�A	 ��� �4�"���8 �� "��� �� H�%�� �����
����� �����6,� ���� �� "��,��� ��� ���"���� <��� ��6������ �� ���6���� �� 6��� �� 6��6��
���� �4���"�� ��  ������� �� �� ������� �� 9��6���� ��� %�������� �� 6��6������	 ��������
��6,��!��� �� ��;����������� �4������ ���� �� �����������8 ����� !�� �� ��;����������� ����/
"���!��	

����� ������������ ��� ������������ ���� �#������������

)�����"������� �����"������ ����� !�� 9��"���� ���� ���!������ �	D �� ����� ��� 6�"���
�4���6���"��� ��� ��6��������� ��� ��� ������� ��������	 ��� ��6��������� ���� �"���6���"���
6���������� ��� ���������6���� ��� 6��E6����� �� Y ��6����� Z	 )�� ����"7���� - �� ���
%�������� �� ��6����� � ���� 6��������� ����7��"��� �����"�������	

)� 6��6������ ����"��� ���  �������"��� ��7� �������� ��4 ��6���������	 )� ���6�����
������"������� ����� ��� �������� �J ��� "�� �� ����������� ��� 6���������� �� ���9��"��6�
���� �������� : ����� ������ ��9�������� @�	 	 �� 6��������� "�4�"��� ���� ��� ����� ���
� ��� : �� 6��������� ��"���A	 ��� 6����!����8 ��� ��6��������� ���%��� 6������� : �� �6���
�� ��<6���9 ����� ��� ���9��"��6�� ������� �� ��������	

)������������ ��� 6��E6����� �� ��6����� %��� : ���������� ��� "�� � �� ��6����� ��9/
<����� �<� ���� "����� �� �G���� �� �� 6��6������ �� ��"����� �� �F�� ��� ��6���������
��� ��� ���9��"��6�� �� �� ����6���� ����"���� @< ��� �	��A	 ��� 6��E6����� ���� ��<���
���� ��� ����"7���� ��� ���� �����"������ �� �� ����6����	 )��"���� �� 6�� 6��E6�����
���"�� ���"���<6����� ��� �����6�������� @�	�	 6,�� �"���A �� �� ����6���� �� �� ��������6�

�D



	��� ���	�	���	�� ��� ���������� ��

@�	�	 ���������� "�6���!���A	

rd =
rk

γR
���� ��� ��������6�� @�	�A

sd = γSsk ���� ��� �����6��������

�J γR �� γS ���� �����6��%�"��� ��� 6��E6����� �� ��6����� ���� �� ��������6� R �� ��
�����6������� S8 {rd, sd} ���� �������� ��� S������� �� 	��	��T8 {rk, sk} ���� ��� %������
������������%��8 !�� ���%��� B��� ��� %������ 6���6�������!��� �� ��"������	 �� �4���� ���4
��%���4 �������6,�� ��� 6��E6����� �� ��6����� �

• ��%��� 0 � ��� 6��E6����� �� ��6����� ���� 6,����� : ������ ����� 6���������6� �4�����
�� ����� 9�X�� �"����!�� $����<�� ��� �� ������ ���4������6� [

• ��%��� 1 � ��� 6��E6����� �� ��6����� ���� ����� ����� 6���������6� �4����� �� �� �/
���,"�!�� ����� ��� ��� �����6,� ��"�/������������ VR�W	 )� "�$����� ��� 6���� ��
��"��������"��� @�	 	 ����6���� VRRW8 (��8	 	 	 A ��6�""������ ������������� �� 6��
6��E6����� ������� S��$����� ������
� 	� ������� T @��5 � ������
 -����� .�����A	
)�� %������ ������������%�� ���� ��� %������ ��"������ �� 6���6�������!��� ������ ����
6������ ��������!�� ���� �� "���� ��6,�	

)��������6���� ��� 6��E6����� �������� �� ��6����� ���� ������"������� �����"������ ��
���!������ �	D ��� �4���"�� �� �� "���7�� ���%���� �

1���%�� � !�� "���"��� CI(�) @�	�A

sous :

{
Gi(�− Δ�, -k, γ) ≥ 0 i = 1, . . . , m
hj(�) ≥ 0 j = m+ 1, . . . , nh

����� 9��"������� �� ������"������� �����"������ ������� ���;�� ��� ��6��������� ��� ���
���9��"��6�� "�6���!��� ��� �������6����� ��� 6��E6����� �������� �� ��6�����	 ���� �� ���/
���� ��� �� ��6,��6,� ��� ����"7���� ����"��4 � ���� ������6� �� 6��6������ ������ ��� ���
6��E6����� �� ��6����� @< ��� �	��A	 (����"��� ���8 �� �7 �� �� ��"��������"��� G(�, -)
��� ���������� %��� G(�− Δ�, -k, γ) �<� �� �� � �� ��� "�� � �� �G���� ���"������ ��
���%��� �4������� �� ����6���� ����"���� ���� ���!�� �� ��<6���9	

)� �7 �� �� ��"��������"��� ��� ��<��� ��� ��� %������ ��"������ ��� %�������� ��
��6����� �8 ��� �� %�6���� Δ� 6�������� ��� %������ �� ��6��� � ��� %��������  ��"����!���
�8 ��� �� %�6���� -k 6�������� ��� %������ 6���6�������!��� ��� ����"7���� �� "��7�� "�/
6���!�� @�	�	 6,�� �"���8 ��"��� ��������6���8 "����� �� \��� 8	 	 	 A �� ��� �� %�6���� γ
6�������� ��� 6��E6����� �������� �� ��6����� ��6�""����� ���� ��� 6���� �� ��"������/
��"���8 ���� !�� ��� ����6���� VRRW	

)�� %������ 6���6�������!��� ���� ���%��� ��� p/!��������	 ��  ���� 6�%��8 �� !������� ��
95% ��� ���%��� ������ ���� ��� �����6�������� @�	�	 ����������� �� 0, 05 �� �������� skA8
�� �� !������� �� 5% ��� ��"�� ���� ��� ��������6�� @�	�	 ����������� �� 0, 05 �� ��������6�
��9������� : rkA	

)� -���� �� �����-���� -d ����� ��� ��� %������ �� 6��6�� {rd, sd} ����� !�� ��
����������� ��� %������ 6���6�������!��� ��� ��� 6��E6����� �������� �� ��6�����	 )��������/
���� �� ����� �� 6��6������ ���� �� 6��6�� 6��97�� �� ��"��������"��� ��� �����������
�� ��9������6� ��E��""��� 9����� ���� �� 6��6������ ����<6�� ���� �%��� : �;�6���� ���
����&�� �� <������� @< ��� �	��A	
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�
����� 
� ���������� 

����! �������������� ��������� ��� ���&������ �������� �� ��������

����������� �� 6�� ������ ��"��� ���"������� G(R, S) = R− S8 �J �� �����6������� S ��
�� ��������6� R ���� ��� %�������� ���������� �������������8 ���"���� �� "�&����� μR ��
μS �� ���6����)�&��� σR �� σS 8 �����6��%�"���	 ��� 6����!����8 �� "�� � �� �G���� G ���
��� %������� ��������� ���"��� �� "�&���� μG = μR−μS �� ���6���)�&�� σG =

√
σ2

R + σ2
S	

*� 9��6���� ������ ��"��� ���� ���6���� ���� ������6� ��� %�������� ���������� UR �� US ����
�� 9��"� �

G(r, s) ≡ Ĝ(uR, uS) = (uRσR + μR) − (uSσS + μS) @�	�A

*�����6� �� <������� �� ������ ��"��� �������� G ��� ����� ��� �� ������6� ����� ����� ���
�� ������6� ���"�� �� �� ������ Ĝ(uR, uS) = 08 ������ ����6��"��� ��� �

β =
μR − μS√
σ2

R + σ2
S

=
μG

σG
@�	��A

��� ����6� ��� ��� "�����  ��"����!�� �� ���6��� ����� ������ "�&�� �� �� ����6���� ��
��� ���� �� ��9������6� @< ��� �	�RA	 �� ��������� �������4�"����� 5.0'8 �� �����������
�� ��9������6� @< ��� �	��A � ���� �4�������� �

Pf = Prob(G ≤ 0) = Φ(−μG

σG
) = Φ(−β) @�	��A

*�� 6���������� �� ����� �� 6��6������ -d = {u�
R, u

�
S} ���� ������6� ���"� ���%���

���4���"�� �� 9��6���� �� ������6� �� <������� β �� ��� 6������ ����6����� {αR, αS} �

u�
R = −αRβ �%�6 αR =

∂Ĝ

∂uR
/

∥∥∥∥∥ ∂Ĝ∂uR

∥∥∥∥∥ =
σR√
σ2

R + σ2
S

@�	�RA

u�
S = −αSβ �%�6 αS =

∂Ĝ

∂uS
/

∥∥∥∥∥ ∂Ĝ∂uS

∥∥∥∥∥ = − σS√
σ2

R + σ2
S

��



	��� ���	�	���	�� �	��	�	��� �� �� �������	�� ��

)�� 6���������� �� ����� �� 6��6������ �� ���� �������� -d ���� ������6� �,&��!�� ����
������� ��� � {

rd = μR − αRσRβ
sd = μS − αSσSβ

@�	��A

5�����"���8 ��� 6��E6����� �������� �� ��6����� ������9� : �� �����6������� S �� : �� �����/
���6� R ���� �4���"�� ��� �

γR =
rk

rd

=
rk

μR − αRσRβ
@�	�#A

γS =
sd

sk
=
μS − αSσSβ

sk

����!�� ������ ��"��� ��� �������� ����� αR �� αS �� 6,�� ��� ��� ���� ������6� ���"�	
���� ���"�� ���4���"�� ��� 6��E6����� �������� �� ��6����� �� 9��6���� �� ������6� �� <�/
������ 6���� βc �� ��"���X��� β ��� βc ���� ���!������	�	�D	

,���	� � ")7 ���� �� ��������� ���� �-��:
���� ��	�� 

,���	� � "+7 8����� �� �	�'�'���� �� ��
��	�� �� ����	�� 

&', ����"������� -�������� �� �� ��������

)�� 6��E6����� �������� �� ��6������ @��5A ���� 6������� ���� ��� ��� � 6����� �� ����6/
�����	 )��� ����������� ���� ������"������� �� ��"��������"��� ��  ������� ��� �� ����/
"�" �%�6 ��� <������� ����������	 �� �����8 �� <������� �� ������"�" ������� ��� 6�"/
��7��"��� � ����� 6�� 6�� 6��E6����� �� ���� ��� ���� ����� "���7�� ����6�� : ���4� ��6�
�� <�������	 ���� ���� "���� : �� "��!�� �� ���������� �� �� �������� ����"���	

)� ���6����� ������"������� ���� ���"����� �� �������������� ��� �F��� ��� ��6���������
��� �� ���� �� �� ����������� ��� ��$�6��9� �� �� 6��6������	 ���� 6���� ������8 ������"�������
�����"������ �� ���� ��� ������� ��� ��%���4 �� <������� 6��%�������	 
�� 6��6������ ���
<���� ���� 6������� : ��� ������ �6���"�!��� 6��������� ���� : �� ��9������6�8 ����� !�����
6��6������ ���� <���� �������� �� ���� ���%��� �� 6�G� ���� ���%�	

��



	��� ���	�	���	�� �	��	�	��� �� �� �������	�� �%

)�����"������� <�������� %��� ����������� ����� 6��6������ �!�������� �� ��������� ����/
�����6� �� 6�G� �����8 ��<�� �� ���"� �� 6�G� ������� @�	�	 6��6������8 9����6�����8 �����/
����8	 	 	 A �� �� 6�G� �� ��9������6� @�	�	 ��""� �� ����6�� �� ������6�� ��� : �� ��9������6�8
������ �6���"�!��� �� ,�"�����8	 	 	 A	 ����� �����6,� � ���%���� � �� ������� �� ��6,��6,�
�� ������"�" ��� �� 6����F�� ��� %�������� ���� ���"��6� ��� �� 6�G� ����� ��� �� ��<6�/
��9 [ ��� %�������� ���������� ��  ������ ��6��������� ���� ���������� ���������""��� ��
���� �F�� "�6���!��	 ���� 6� ����8 �� ���������� �� �&��7"� ��� �������� 6�� �� �F�� ���
��6��������� ��� ������ �� 6���� �� �� ���6����� ������"�������	

�� ����� �� %�� ��"���!��8 ��� �����6,�� �� ������"������� <�������� ��6�������� ��
6����� � ����� �� "����������� "�6���!�� @�	�	 "��,��� ��� ���"���� <���A8 ��� �� ����,"��
������"������� �� ��� ������ �� ������&�� �� <������� ��� ����6�����	

��!�� "���������� �� ����� �� �� �#������������ ���������

����� 9�X��  �������8 ������"������� <�������� 6������� : "���"���� ���������6� �� 6�G�
����� CT �4���"�� �� 9��6���� �� 6�G� ������� CI @�	�	 6��6������8 9����6�����8 ���������
�� ������������8	 	 	 A �� �� 6�G� �� ��9������6� Cf VR�W	 )�����"������� <�������� ��� 9��"����
�� �� "���7�� ���%���� �

1���%�� � !�� "���"��� E [CT ] = E[CI(�)] + E[CF (�, .)] @�	�DA

sous :
{

hj(�) ≥ 0 j = 1, . . . , nh

E [.] �&"������ ����������� ���������6� "��,�"���!��8E[CI(�)] = CI(�) ��� �� 6�G� �������	
)��������6� ��� 6�G�� �� ��9������6� E[CF ] ��� ������� �� 9��6���� ��� %�������� �� ��6�����
� �� ��� %�������� ���������� .8 ���� ��� �����4�"�� ��� �

E[CF ] = Cf Pf (�) @�	�QA

�J Cf ��� �� 6�G� �� ��9������6�	 )�� %�������� � ���%��� B��� � ���"��� ��� ����"7���� ��
������������ ��� %�������� ���������� .	 Pf ��� �� ����������� �� ��9������6� �� �� ����6����
����"�� : ������ �� ���!������ �	�	

,���	� � ".7 ��������� ������� � �� ������ ������ �� &�'���� 

)� �����7"� �� ������"������� <�������� 9��"��� ���� ���!������ �	�D 6,��6,� : ����%��
�� "������� �!������� ����� �� 6�G� ������� CI �� ���������6� �� 6�G� �� ��9������6� CF 	
)� < ��� �	�# "����� !����� ����6���� �������� �� 6�G� ������� ���� B��� �!�������� ���

�



	��� ���	�	���	�� �	��	�	��� �� �� �������	�� ��

���� "�������� �� ���!�� �� ��9������6�	 )� "���"������� ��� �;�6���� ���� ��� ����"7����
�� 6��6������ �����%����� ���� ��� 9��6���� 6�G��8 �J ���� "�������� �� 6�� ����"7����
��"���� �� ����������� �� ��9������6�8 ���6 ���������6� ��� 6�G�� �� ��9������6�	 (����8 ��
6�G� ����� "���"�� 6��������� �� ����� 6�������� ��� �� 6��6������ ����"��� �� �� ��%���
����"�" �� <�������	

����� 9��"������� � ���%���� � �� "�C������ ����K���6� ��� ��6��������� ��� ����"7����
��� �� 6�G� �����	 �� �����8 ���!������� ����� �� 6�G� ������� CI �� ���������6� �� 6�G�
�� ��9������6� CF ��� ������� �� "�&�� �� �� ����6���� �� ���;�� ��� ��6��������� ���
�� ����������� �� ��9������6� Pf 	 )� ���������� �� �� 6��6������ ����"���� ��� ��������
��� �� 9��� �� ����������� ����K���6� ��� ��6��������� ��� �� ���9��"��6�	 
�� 9��"�������
�!��%������ �� ���!������ �	�D � ���� ��$�6��9 �� "�4�"���� ���������6� �� �� 9��6����
��������� U(�) VR#8 RDW �

1���%�� � !�� "�4�"��� U(�) = E[B(�)] − E[CI (�)] −E [CF (�, .)] @�	��A

sous :
{

hj(�) ≥ 0 j = 1, . . . , nh

�J B ���������� ��� ����<6�� �������� ��� ���4���������� �� �&��7"�8 CI ��� �� 6�G� �������
�� CF ���� ��� ������ ����� ��4 6�G�� �� ��9������6�	 )�� 6�G�� �� ��9������6� ��� ���4
6�"�������� ����6������ �

? ��� 6�"������� ����6�� ���� ��4 6�G�� �� �� ��6������6���� �� ��4 ��""� �� ���
: �� ��9������6�8 ��� �4�"��� �����4���������� �� ����%�� � $��!��: �� ��6������6����
�� �� ���������� �� ��� ������ ,�"����� ���� : �� ��9������6� �� ����%�� � [

? ��� 6�"������� ������6�� ���� ��4 6����!���6�� �� �� ��9������6�	 �� ��� �� ����6���/
��"��� ��� ������ �6���"�!��� ���� : �� "��%���� �����6���8 �� �� ����� �� ���%���4
"��6,��8 �� ���"��6� �� �� ��9������6� ��� ����%������"��� �� ��� 6����!���6�� ��6��/
�6���"�!��� �� ������!���	

)�  ����� ��E6���� �� ���%�������� ��� 6�G�� �� ��9������6� ������ ���� ������"����� ���
6�G�� ���� : �� 6�"������� ������6�� �� ��4 ������ ,�"����� ���� �� 6�"������� ����6��
@�	 	 ����"�������� ��� ��������� ���������� �� ��� ��������A	 ���� 6���� ������8 ����� �
����6� ��� �!������� @��� �!������� �	�D/�	�QA ����� ��� �����!��	 �� ����8 6�� 9��"��������
��������� !�� �� 6��6������ ����"��� 6��������� �� ��%��� ����"�" �� <�������8 ����� !��
���4�����6� �� 6����/6� ����� ��� ���$����  �������	 ����� ��������� ��� ���6������ ����!��
�� 9��6���� �� 6�G� ����� ��� 6�"����� ���� 6�G� ������� ���%� �%�6 �� 6�G� �� ��9������6�
��7� 9�����	 �� 6�� ��� ���%��� ���6����� ���� ������"������� ��� 6�"������� "�6���!���
���"���!���� ��� ��� ��""� �� 6������������ ��� : ��� ��9������6� �J ����!�� �� �������/
���� �� ��9������6� ��� ���$���� ���� ������	 
�� ���������%� �� �� 9��"������� �� ���!������
�	�D 6������� : "���"���� �� 6�G� ������� ���� �� ��"������� �� �� ����������� �� ��9������6�
��"������� VR�8 RQW

1���%�� � !�� "���"��� CI(�) @�	��A

sous :

{
Prob [G(�,.) ≤ 0] ≤ P c

f

hj(�) ≥ 0 j = 1, . . . , nh

�J P c
f ��� �� ����������� �� ��9������6� ��"������� !���� �� 9��� ��� ���������	 �������� 9��/

"�������� ���� � ���"��� �������� �<� �� ����� 6�"��� ��� ����� ��"���� ���� ��� �&��7"��
����6�����4 6��������� �� ��������� 6�"������� @%��� 6,������ ���A	

��



	��� ���	�	���	�� �	��	�	��� �� �� �������	�� ��

��!�� ������������ ��������� ��� ����������

)���!�� ��������� 9��6����� ������ ��"��� ���� ��<����8 �� 9��"������� �� ������"�������
<�������� @*0�2 � &�
��'�
���('���	 	����� ������,�����A @�!������ �	��A ��� �4���"�� ���
��� ������������ �� ��9������6� �� ���� ��� ����� ��"����	 )��%�������� �� 6�� ������������
���� �� 9���� ���� ��� ��� "��,���� �� ��"������� ���� ��� ��� "��,���� �������4�"�����
52*'U�2*'	 )���6��%������ ��� "��,���� �� ��"������� ������ ���� ��  ���� ��"���
�� ���� �� ��6�������	 ��� ���� �� ���� �;�6���� : 6,�!�� ��������� �� ���� ����,"� ������/
"������� @�	�	 : 6,�!�� 9��� !�� ��� %�������� ������"������� � 6,�� ���A8 �J 6,�!�� ���� �
6��������� : ��� �%�������� ��� ����� ��"���� Gi (�,/) �%�6 i = 1, . . . , m	 
� ��"�� ��
6��6�� ���,�����9 ��� ��6������� ����!�� �� "��7�� "�6���!�� ��� 6�"���4�	 �� ����8 ���
���� �� ���������� ���������� �� ����� ��"���!�� ���%�!���� ��� ��E6����� �� 6��6�� ���
 �������� �����C���� �� ��%�� ��6� �� ���� ����,"� ������"�������	

�� ��%��6,�8 ������������� ��� "��,���� �������4�"����� 52*'U�2*' ��� "���4
������� �� �����7"� ������"������� <��������	 )�� ����6�� �� <������� ���%��� ��"���6��
��� ������������ �� ��9������6� ��� ����� ��"���� Gi8 ����� �� �����7"� �� �� *0�2 ���
9��"��� ��� �

1���%�� � !�� "���"���
�

CI(�) @�	�A

sous :

{
βi(� ; .) ≥ βc i = 1, . . . , m
hj(�) ≥ 0 j = 1 +m, . . . , nh

�J βi ��� ������6� �� <������� ������9 : ������ ��"��� Gi8 m ��� �� ��"��� ������� ��"���� @�	�	
"���� �� ��9������6�A8 βc ��� ������6� �� <������� 6���� ��� : �� ����������� �� ��9������6�
��"������� @βc = Φ−1(P c

f )) !�� ��� 6,����� ��� ��� 6������������� ��6��/�6���"�!���	

)� 9��"������� �� ���!������ �	� ��� ���� ������ ��"���!��"��� !�� ���!������ �	��
6�� ��� ������������ �� ��9������6� ���� ���$���� ��7� ������� @�	 	 Pf ��� ����� 10−2 �� 10−8A	

��!�� ������������ ��������� ���� ��

)� 9��"������� �� ������"������� <�������� ���� �� ��6���� �	�	� �� ����� ��� 6�"��� ��
���;�� �&��7"� �� �� �� 6���������� ����� ��� ��;������ "���� �� ��9������6�	 )� <�������
�&��7"� ���� B��� ��9������� : 6���� �� ��� 6�"�������	 ��� 6����!����8 �� <������� �&��7"�
���� B��� ����� �� 6�"��� ���� ������"������� <��������	 ���� ��� ����6����� ,&��������!���8
�� ��9������6� ���� �� ��� 6�"������� �����C�� �� 6,�� �"��� �� ������ �� �&��7"� "�6�/
��!�� !�� �� ������� ��� ��� ����� �� �� �� ����� �� ��� �������������� ��� �;���� ���� ��
����6����	 )� ��9������6�  ������ ����� !�� �� 6�"�� ���� 6������ ��"��� �� ��9������6��
������������ ��� 6�"�������	 �� ��"����4 ������� VRQ8 R�W ��� ��"���6� ��� ����6�� ��
<������� ��� 6�"������� ��� ������6� �� <������� �&��7"�	

1���%�� � !�� "���"��� CI(�) @�	��A

sous :

{
βsys(� ; .) ≥ βc

sys

hj(�) ≥ 0 j = 1, . . . , nh

�J βsys �� βc
sys ���� �����6��%�"��� ������6� �� <������� �&��7"� �� ������6� 6����	 )� <�������

�&��7"� ���� B��� ����"�� ���� ��� ��� "��,���� �� ��"������� ���� ��� ��� �����4�"�/
�����	 )�� "��,���� �� ��"������� ��"������ �� �;��� �� 6��6�� �46����9	 �� ����8 ���

��



	��� ���	�	���	�� �	��	�	��� �� �� �������	�� ��

�����7"�� �� 6��%�� ��6� ���� ���%��� ���6������ ��� ��4 ������ ��"���!��� 6����� ���
��� ���� �� ����������	 )������4�"����� �� ���"��� ����� �� �� <������� �&��7"� ��� ���%���
�������� ���� �� *0�2	 ����� �����4�"����� ��� ����� ��� �� 9��6���� "�������"��� �� ���
������"����� ��� ����6�� �� <������� ��� "���� �� ��9������6� ��� 52*'	

��!�! '�� ����������� �� �#������������ ���������

�� ����� ���  ����� �;���� 9������ ��� ��� 6,��6,����8 ������"������� <�������� ����� ���
�����6���� ���� �� ��"���� �� ���� �������	 �� ����� !��: ������ �� 6�� �����7��� ������
@�/��A !�� ��� �����6,�� ������������� �� ������"������� ���7����� ���� �� "����
����������	 )������������� ��� ���� ��� ��"����� !�� � �������� �� *0�2	 )� �(�( @7�(
�����
 ���������� ��	 -��� �	������������A � "�������� ��� �;���� ���� �� ��%������"���
�� ������"������� <�������� "�������6��������� @&�
��'�
��� '���	  �
��	����
����� ������,�(
����A VR�8 R�W

( �������8 ��� "��,���� <��������� ��� ����%� ��� �6,�� 9�%������� ���� ��������� ��/
"�����8 6�""� ���� ����������� ����"����� V�W8 �����������!�� V��W �� ����� ���� ��  ����
6�%��	 �� ����8 6�� "��,���� ���� �"���"������ ���� ��� �� �6���� ������"������� ���� !��
I�������6 V��W �� �(N21( V�RW	

����"����8 ��� ��;������� "��,���� ��%�������� ���� �� *0�2 ������� ��7� 6�G������
�� ��"�� �� 6��6��	 ����� ���� �"�����6����� ���� ����"���� ��� ����6����� 6�"���4��
�%�6 ��� 6�"�����"���� "�6���!��� ��� ���������	 ��� ��"�������� ���� ���� �� 6����� �
"�6���/<�������� �� �� 6��6�� ��� ������������	

�<?<?<8 ���-#��� *������2���#� ��

�� ��� �� �� 6����� � ��� "��,���� �� 6��6�� ��� ����6����� @�	 	 "��,��� ��� ���"����
<���A8 ��� �� ����,"�� <��������� �� ��� �� ����,"�� ������"�������	 )�� ��;������� 9��/
"�������� �� �� *0�2 ���� 6�"������ �� ���4 ���6��� �������%�� �"���!����	 )� ���6��
�4�������� ��6,��6,� ��� ����"7���� ����"��4 �� �� ���6�� ���������� %���<� �� <������� ���
����"7���� 6,�����	 (����"��� ���8 : 6,�!�� ��������� �� ���� ����,"� ������"������� ���/
������ ����&��� �� <������� ���� ��6�������� ���� 6��6���� �� ����6���� �� ���6���� [ �J ���
��"��� ����&�� �� <������� �4� � ��������� 6��6��� �� "��7�� "�6���!��	 
�� "�����������
"�6���!�� �%�6 ��� 6�"�����"���� ���/��������� @���/��������� "��������� ��U��  ��"�/
���!��8 K�"��"���A ���� �&���"���!��"��� ��� ���6������ �� �� *0�2 �"�����6�����	

�<?<?<4 ��#��# ��  �� ���#��� 

)�� �� ����,"�� ����� ��� ���  �������� ���� ��� ���� �������� ���� �������� ��� �����7"��
������"�������8 �� ������ �� ���� �E6�6���	 1����9���8 ���� ��� ���6����� �� *0�28 ��
6��6�� ��� ������������ ���� ���$���� ��� �����7"�� �� ���6����� �� ���E6�6���	

)�  ����� ��E6���� ������ ���� �� 6��6�� ��� ������������ ��� ��"�������� <���������	
��� ��"�������� ���� �"���6���� �� �%������ ��� ��� ���6������ �������%�� @�	�	 52*'A	 ��
����8 6�� ������������ ���� ���%��� ����"��� ��� ��� "��,���� ��"���!��� @�	�	 ��;����6��
<����A �� ��"�/����&��!���	 ����� ��������� ���"���� �%�6 ���� "�������� �� �� ������ ��
�����7"� @�	�	 ��"��� �� ��"�������� <���������8 �� %�������� ������"������� �� �� %��������

�R



	��� �������	��� �� �����	�	���	�� ������	�	��� �� �	��	�	��� ��

����������A	 ��� �4�"���8 ���� s %�������� ������"�������8 r %�������� ���������� �� m ��/
"�������� <���������8 �� 9��� �� "���� m(r + s+ 1) 6��6��� <��������� ���� ���%�������� ��
 ������� ��� ��"�������� ��� �� �6,�"� �� ��;����6�� <���� �%���	


�� ����� 6�"���4��� ���� ���$����� �%�6 �� 9��"������� �� �� <������� �&��7"�	 )�����6�
�� <������� �&��7"� ������ ��� ����6�� �� <������� ��� 6�"�������	 �� �����8 ��  �������
�� ������6� �� <������� �&��7"� ��� ������� ��4 %�������� ������"������� ����� ��� �����/
"��� ���,�����9 �� ��"�� �� 6��6��8 "��� �� 6�������� � ���"��� ��� ����6� �������� ���
��4 ��;������� �����4�"������	 ���� ���� 6�"���"����� �� ��������� �� �� 6��%�� ��6� ��
���� ����,"�	

&'. ��"�������� �� ������"������� �����"������ �� -�/
�������

)�����"������� �����"������ 9��"���� ���� ���!������ �	� %��� : ������� �� 6�G� �������
CI(�) ���� ��� ��"�������� "�6���!��� Gi(�, -k, γ) ≥ 0	 ���� 6� �����7"�8 �� <������� ���
��������  ������� ��� �������6����� ��� 6��E6����� �������� �� ��6����� ���� ��� �!�������
��� ��"��������	 )������6����� �� 6�� 6��E6����� �� ������� ��� ��� ��"��� ����������� ��
�� 6��������� ������"������� G(�, -) @�	�	 - ����� ��� %������ ��"������ ��� ����"7����
"�6���!���A %��� G(�, -k, γ)8 ���J �� ����6���� �� ������6� �� 6��6������ @< ��� �	�DA	
(����8 ������"������� �����"������ ��6,��6,� �� 6��6������ ����"��� ���� �� ��"���� ������
�� ������6� �� 6��6������	 )�����"�" ��� ���%��� ��6����� ��� �� 9�����7�� �� 6�� ����6�	

)�����"������� <�������� � ���� ��$�6��9 �� ��6,��6,�� �� �������� ����"���8 ��� !��
������ ��"��� �� ��9������6� ���� "������� ��E��""��� ���� �� ����� �� 9��6������"���	
���� ���8 ������ ��"��� �� ��9������6� ���� B��� "������� �� ��%��� �� <������� 6���� @< ���
�	�QA	 ���� ����� �� %�� ��"���!��8 ������"������� <�������� ���� B��� 6��������� 6�""�
��� ��"��� �����9��"����� ��� ��"�������� �����"������� �� ���!������ �	� �� ��"��������
������������� �

"��
�

CI(�)

sous :

{
Gi (�, -k, γ) ≥ 0
hj(�) ≥ 0

2���"������� �����"������

"��
�

CI(�)

sous :

{
Prob [Gi(�, .) ≤ 0] ≤ P c

f

hj(�) ≥ 0

2���"������� <��������

�J -k ���� B��� 6�������� 6�""� �� %�6���� ��� %������ 6���6�������!��� ��� %�������� ����/
������ .8 P c

f ��� �� ����������� �� ��9������6� 6����	 )������6,� �� ������"������� <��������
���"�� �� ����� 6�"��� ��� ����������� ������%�� ��� ��;������� %�������� �� �&��7"�8 ��
���� ����� ����6���� ,�"��,���!�� �� ������6� �� 6��6������	 �� ��� 6���� !�� "B"� ����
��� 6�� ��"����8 ��� ���4 ��������� ���%��� B��� ��7� ��;�������	 ���� 6� ����8 ������"�/
������ <�������� ���"�� ����������� �� 6�G� ����"��8 ���� 6�"���"����� �� <������� ��
�&��7"�	

)���!�� ��������� ����� ��"���� ���� �"���!��� ���� �� ��"��������"��� �� �� ����6/
����8 ������"������� �����"������ ��6,��6,� ������"�" : ����������� �� ��"���� ������ ���
��� 6��E6����� �������� �� ��6�����	 ��� 6��E6����� ����  �������"��� ��� "B"�� ���� ���

��



	��� �������	�� �� �����
�� �����	�	���	�� ��

��;������ ����� ��"����	 P���� ����� !�� ��� ��6��������� �� ��� 6����!���6�� �� �� ��/
9������6� �� ���� ��� ������!��� ���� ��� ��;������ 6���7��� �� 6��6������8 �� ��%��� ��
<������� �� �� �������� ����"��� ����� ���  ������	 )�����"�" �����"������ ���� �%��� ���
6�"������� �����"��������� @�� ����/��"���������A ��� ������� ��4 ������8 6���������
: ��� �������� ����"��� �����"��������� �� ���9��� "���� <����	 �� ��%��6,�8 ������"���/
���� <�������� �;�� ��� "����� ����������� �� �� "�� � !���� 9��� ������� ���� 6,�6�� ���
6���7��� �� 6��6������	 ���� ���"�� ��������� �� ��%��� �� <������� 6���� ���� 6,�6�� ��
6�� 6���7���	 �� 6����!���6�8 �� �������� ������� ��� �������� �� 9��6���� �� �� ����� �����
��� ��6��������� ���� ��� ��;������ 6���7��� �� 6��6������	

,���	� � "17 4����� ���	������ ,���	� � "$7 4����� &�'�����

&'0 ���������� �� �����1"� ������"�������

)� ���������� ���� �����7"� ������"������� ������ 9����"��� �� �� ������ ��� %�/
������� ������"������� � @���6�7��� �� 6��������A �� �� �&�� �� �� 9��6���� ��$�6��9 CI

�� ��� ��"�������� Gi �� hj @��������� ��U�� ��� ���������A	 ���� 6� ���%���8 �� �����7"�
������"������� ��� ����6����� ��� ���� ���� �� 6���� 6������ @%�������� 6��������A8 ����
��,&���,7�� �� 6��������� �� �� ��;������������� ��� 9��6����� CI 8 Gi �� hj 	 ��� 9��6�����
���� ���%��� ��� ��������� ���� ��� �����7"�� ������"������� ��� ����6�����	 ����� 9�X��
 �������8 ��� "��,���� �� ���������� ���� �6������ �� ���4  ������ 9�"�����	

��(�� ��)����$��� ����$����*���

��� �����6,�� ���� ������ ��� �� ����6��� ��� ��"�������� ����������8 !�� 6������� : �����
�� ,����� ��� ������ ���� ������6� ��� %�������� ������"������� �� : 6,��6,�� ������"�"
!�� "���"��� CI �� !�� %���<� ��� ��"�������� ��� G �� h	 )� "��� �� H�%�� ����� ���6�����
�� ��"�������� ���� ������"������� ��� ��7� 6�G����� �� ��"�� �� 6��6��8 ����� ����� !��
6�� ������  ������ ���%��� 6��%��� ���� ������6� ��� %�������� @< ��� �	��A8 @��� 9��6�����
CI 8 Gi �� hj ���%��� B��� �%������ �� 6�� ������A	 ���"� 6�� "��,���� ���6,����!���8 ���
�� ����,"��  �����!��� @�� �%�������������A8 �� ��6��� ��"��� �� ��� 6������� �� 9���"�� ����

�#



	��� �������	�� �� �����
�� �����	�	���	�� ��

��� ���� ��%������� ���� �� ��"���� �� ������"������� ��� ����6�����	 ��� �� ����,"�� �����/
������ �� ����6��� ��� ��"�������� �� '���� ����� �� �� ����6��� �� ���%������� ���������
V��W	

��(�� ��)����$��� �� �� ���)��������� ��� ��������

)� ��� ��""����� ��� �������� @�)� � 7��1����� �����������A ��� 9����� ��� ��
����6��� �������4�"����� �� �� �������� ��� �� 6������6���� : ������ ���� ����� ������� �0

����� ����� �������%� �k !�� 6��%�� � %��� �� �������� ����"��� ��8 �J ��6��� �"����������
����� ��������	 )�� ��;������� "��,���� �� �� �)� �� ������ ���� ����� ����� ��� �� 9�X�� ��
������ ���� ����� �k �� ����� ���%��� ����� �k+1	 (����"��� ���8 �� ����6���� : ������� ��
�� ��� �� ���6���� ���� ��������� ������"�"	 ���� �� �����7"� ������"������� ��� ��������
���� ��"������� ���%��� �

min
�

f(�) @�	��A

sous : Gi(�) ≥ 0, i = 1, . . . , m

)� ���������� �� 6� �&�� �� �����7"� ��� ����� ��� �� "���"������� �� �� 9��6����
1����������� �� ������� �� 9��6���� ��$�6��9 f �� ��� ��"�������� G

L(�, λ) = f (�) −
m∑

i=1

λiGi (�) @�	�RA

�J λi ���� ��� "�������6������ �� 1�������	 (����8 �� �����7"� ������"������� �%�6 ��"���/
����� ��� ��"��� : �� �����7"� ������"������� ���� ��"��������	
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,���	� � "(7 #���������� �-��� ������� ��	 7 �& ���������� ���/���6��� �& �5�

��������� �6�-��*�#���

)�� 6��������� ������"����� @NN1A ����6��� ��� 8�����# 8��� �� /�5�� VRW ���/
"������ �� %���<�� �� �� ����� ����� ��� �� ����"�" �� ���	 �� �� ��� �� ����"�" ��6��
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�� ���!������ �	�� ����� �� �4���� �� %�6���� λ� ∈ �m !�� %���<� ��� 6��������� ���%����� �⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

�"
λ�

i ≥ 0, i = 1, . . . , m
∇�L(��, λ�) = ∇�f(��) −∑m

i=1 λ
�
i∇�Gi(�

�) = 0
λ�

iGi(�
�) = 0 i = 1, . . . , m

�"

∀ s ∈ �n sT∇2
�L(��, λ�)s ≥ 0 ��� !�� ∇�G

�
i (�

�)T s = 0

)� 6�������� �" ��� ������� S6�������� ��6������� ������"����� �� ���"��� �����T	 �����
6�������� �� ��<� !��: ������"�" ��8 ��  ������� �� �� 9��6���� ��$�6��9 ��� ��� 6�"��������
�������� ���  �������� ��� 6���������� �6��%�� G�

i @< ��� �	��A	 )� 6�������� �" !�� ���
������� ]6�������� ��6������� �� ��6��� �����] �� ��<� !�� �� -������ �� )� ��� ��� L
��� ��"�/��<�� ������98 ���� !�� ���  �������� ��� 6���������� �6��%�� G�

i ���� ��������"���
������������	 ���� ����� �� %��  ��"����!��8 ��6��� ����6���� ��"������� ����� ��������
���� "���"���� �� 9��6���� f 	

,���	� � ">7 ��������� �-�������� ,���	� � !37 �	�'�*�� ��� �����=�

)�� 6��������� �� NN1 ��� ���"�� �� ��%������"��� �� ��"����4 �� ����,"�� !��
���� ���%��� 6������ �� ����� 6������ ��;�������	

• �� *��$��� �6����� 4 ��!��7���� �� 6��6�� �� -������ �� )� ��� ��� �� ���
 �������� �� f �� �� G	 )�� "��,���� ��� ���� 6������ ���� �� "��,��� �� 7�6���
�� �� "��,��� �� ��� ��""����� !�������!�� ��!��������� @�O�A	

• �� *��$��� �6����� 8 ��6�������� ���!��"��� �� 6��6�� ���  �������� �� f �� G8
�� -������ �� )� ��� ��� ��� �����4�"� : 6,�!�� ��������� ����!���� ��� �4� �	 ����
���%��� 6���� ��� "��,���� ���%����� �

? �� "��,��� ��  ������� ���$��� [
? �� "��,��� �� )� ��� ��� �� "���� [
? �� "��,��� ��� �� ���� �� 6��<��6� @/���� &�����  ����	A [
? ��� "��,���� !����/��L��� @05=� �� �5�A [
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? ���� ����,"� �)� @-��������
 1����� �����������A [
? ���� ����,"� �)�O) !�� 6�"���� �O� �� �������4�"����� �� -������ ��� 05=�	

• �� *��$��� �6����� : ���4� ��� �� �� 6��6�� ���  �������� �� �� -������	 �����
�� ��"������ !�� ���%�������� �� f �� �� G : 6,�!�� ���������	 )�� "��,���� ���
���� ���������� ���� �

? ��� "��,���� ��� ��������� [
? ���� ����,"� �� ��"���4 ������ �� �����7"� ������"������� ���/�������� [
? �� "��,��� �� 7�
	��  ��		

��(�� +���� �� �����*��� ��� ��� ��)����$��� �#������������

)� ��%������"��� ��� �� ����,"�� �E6�6�� �� �������� ���� �� ���������� ��� ���/
��7"�� ������"������� � ��� �� ���6� "�$��� �� �� ��� ��""����� "��,�"���!��	 )����/
�������� �� 6�� �� ����,"�� ���� �������� ��� �����7"�� ��� 6��%�4�� ������ ��� �"���
�� ����� �� ������ ������ : ���� ����,"�	 )� < ��� �	� "����� !�� ���� ��� 9��6����
f ��� 6��%�4�8 �� �������� ������� ������ 9����"��� �� ����� �������	 )�����"�"  �����
���� B��� ����%� �� �����"��� �� �� ���� 9���� ����� �� ����� �� ������ ��� %��� �� ����6����
�� ������"�"  �����	

���� ��� �����7"�� ��� 6��%�4��8 ��� �� ����,"�� �� �� �)� ��  ����������� ��� ��
6��%�� ��6� %��� ������"�"  �����	 ���� 6�� �������8 �� ��"����4 ������� ���97���� �����/
�������� ��� "��,���� ���6,����!��� ������ !�� ��� �� ����,"��  �����!���	 ������8 ���%��/
�� � �� 6�� "��,���� ������ ���� ���� ���������� 6�� ����� ���"������ �� ����%�� ������"�"
 �����	 ����"����8 6�� �����6,�� ���� ��� �E6�6�� 6�� ����� ���� ��7� 6�G������ �� ��"��
�� 6��6�� V�#W	

)�� "��,���� �� �� �)� �������  ���;���� ���%��� ��� �����7"�� �� 6��%�� ��6� ��
���E6�6���	 )�� "��,���� ������� � ���� ��7� �E6�6�� "��� �� 6��6�� �� -������ ����� ���
���$���� 9�6��� : �������8 ������� ����!�� ���  �������� �� G ���� 6��6���� ��� ��;����6��
<����	 )�� "��,���� ������� � ���� ��� ���� �������� 6�� ����� ���������� �� "������� �������
�E6�6���U����������	 ���� 6� ���%���8 ���� �%��� ������� ���� ����,"� �)�O) �������� ����
������4� �	

&'2 ���������

���� 6� 6,������8 ���� �%��� ������� ��� ����6����4 9����"���� �� �� �,����� �� ��
<������� ��� ����6�����	 )�����&�� �� <������� ���"�� ���%�������� �� �� ����������� �� ��/
9������6� �� ���������� ����� �� ����� ������ : �� ��6�����	 )����� ������ �� �� �,����� ��
�� <������� ���� ������"������� ��� ����6����� ��� ��� ��"��6,� ����������� ���"������ ��
������� ��� 6�G�� ���� 6�"���"����� �� <������� �� �� ���������� ����6�����	

)������������ ��� 6��E6����� �������� �� ��6����� ���� ������"������� ��� ����6����� ��
���"�� ��� ��������� �� ��%��� �� <������� �4� �8 ����� ����� !�� 6�� 6��E6����� �� 9���/
������� ��� ��� "����� �4���6��� �� �� "�� � �� �G���� �� �� �� ����������� �� ��9������6�	
�� ����8 �� 6�"���4��� �� ������&�� ��� ��6��������� 6��C� ��� �"��� ���� ��� �����7"��
�����������8 �"���!���� ��� 9��6����� ������ ��"��� 9����"��� ��� ��������� �� ��� %��������
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���  ���������� ��U�� 6��������	 ���� 6���� ������8 ������"������� ����� ��� ��� 6��E6�����
�������� �� ��6����� ����� ��� ������� ���� �� ����� �� 6�"��� ��� ��6���������	

)�� 9��"�������� �� �� *0�28 �%�!���� ���� 6� 6,������ %����� : ��6,��6,�� �� 6��6��/
���� ����"���8 ���� �� "�C������� �� ����� ����� ��� ��6��������� ���� ��� 6���7��� �� ���/
9��"��6�	 )� 6������������ �4���6��� �� �� <������� �;�� ��� "����� ����������� �� �� "�� �
�� ��6����� ��6������� ���� ��� 6���7��� �� ���9��"��6�	 ���� �66���� : ������"�" <���/
����� ��� ���������� �� �� ������� ���������� ��4 ��6���������8 ����!�� �� �F�� ��� %��������
��6�������� ��� ������ �� 6���� �� �� ���6����� ������"�������	 1����9���8 �� *0�2 �����
��� �����6���� ���� ��� �����6������ �������������8 �� ������ �� ��"�� �� 6��6�� �4� � ��
��4 �����7"�� �� 6��%�� ��6� �� �� ��������� ��� �� 6����� � "�6���/<��������	 �� �����8
������ ������ �� �� <������� �&��7"� �� �� <������� ��������� �� ��"�� ���� ������"�������
��� ��4 ���"�6�� �� �� ��6,��6,� �6�����<!��	 ��� �����6,�� ���� ��$�����,�� �� ��"����
�� ��6,��6,� ��7� �6��9	 )�  ���� ��< ��� ������ : %���� 6������� : ����� 6�"��� ��� ��6��/
������� ���� �� ��� �� �� ����� �� %�� �� �� ����6����	
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• Problèmes numériques de convergence, de 
précision et d’efficacité (chapitre II)

L’optimisation est un outil 
d’aide à la décision

Approche Déterministe basée sur 
les coefficients de sécurité

min

. . , , 0

d

d x
I

k

C

s t G

Avantages :
• Stabilité et robustesse numériques.
• Efficacité.

Inconvénients :

• La marge de sécurité n’est pas explicitement 
liée à la fiabilité.
• La fiabilité de l’optimum est inconnue.
• La propagation des incertitudes n’est pas 
maîtrisée.

Optimisation fiabiliste (RBDO)

min

. .

d d

d
I F f

c
f f

C C P

s t P P

Recherche des paramètres optimaux

Analyse de fiabilité

d2

Contour de CI (d)

d1
Optimum 
sans PSF

Contour de G(d, x)

Optimum avec PSF

Marge de sécurité

Pf = ?

f G

G
(d

, x
)

Avantages :

Inconvénients :

• Prise en compte explicite de la fiabilité

• Maîtrise de la propagation des incertitudes 
dans les systèmes mécaniques (Chapitre III)

• Prise en compte de l’effet du temps et la 
propagation des incertitudes dans les problèmes 
de durabilité des structures (Chapitre V)

Modèle mécanique

Couplage mécano-fiabiliste

Facteurs
économiques,

Sociaux, politiques
Environnement,
Chargements,…

temps

F

Méthodes de
construction

Topologie,
géométrie, 
matériaux

r

fR

Critères de 
performances

fG

Pf

seuil G(d,x)

Modèle d’analyse

Processus de la conception

R
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 � �� "()� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

���� �������
��	 "()� * ���+	������ � � � � � � � � � � � � � � � ��

�� ) " ���	��/� �� �-������ �� &�'���� ?���@               )(

�� ) ! ���	��/� �� �� ����	� �� ��	��	����� ?�#�@          +3

���� �������
��	 "()� ��	�+	����� � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

�� + " ���	��/� '���� ��	 ��� ��������� �-�������� AA�       +)

�� + ! #�/��� �#�                            ++

�� + ) #�/��� �5�                             +.

���� �������
��	 "()� ��,��	
����� �������� � � � � � � � � � � � ��
�� . " #�/��� �,�                             +(

�� . ! #�/��� �4��                            +(

�� . ) #�/��� ���                             +>

�� . + ������ ��� �����'����� ���� ��� ���	��/�� ����������       .3
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�� ������/�� � � � � � � � � � � ��

�� 1 " �	�'�*��� ����%�6���                        .!

�� 1 ! 4��������� �-�� �����                      13

�� 1 ) 4��������� �� 	������                        1!

�� 1 + �%�/*�� ���'���                           11
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����� 9�X��  �������8 �� 9��"������� �� ������"������� <�������� @*0�2A ��� 6�"�����
�� ���4 ���6������8 �� ���"�7�� ��6,��6,� ��� ����"7���� ����"��4 ���� ������6� �,&/
��!�� ��� %�������� ������"�������8 �� �� ���4�7"� %���<� ��� ��"�������� <��������� �� ��
6��< ������� 6,�����	 ���� �� 6�� ��� ���6������ �"���!���� ��������� 6��6��� "�6���!���
���� ��6��������	

)� < ��� ��	� "����� ��� ����6����4 "��7��� �"���!��� ���� ��� �����6,� ������"���/
���� <��������	 )� 6�"���4��� �� �� "����������� "�6���!�� �� "���� �%�6 �� ������6� ���
6�"�����"���� ��� ���������8 ��� "��7���  ��"����!��� �� �� �(2 @���6������ (�������
��� 2���������A �� ���"���� �� �� "��,��� ��� ���"���� <��� ���� �� 6��6�� ��� ����6�����	
)�� �� ����,"�� �������9� ����� ��� ���  �������� ���� ���%��� �������� ���� �� ����������
�� �����7"� ������"�������	 )� 6��6�� ���  �������� ��� ��"�������� <��������� ����� ���
�����"��� 6�G���4 �� ��"�� �� 6��6�� "��� �� ���� ����� 6�"���"����� �� 6��%�� ��6�
�� ���� ����,"�8 ������� ����!�� 6��  �������� ���� 6��6���� ��� ��� "��,���� ��"���!���
@�	�	 ��;����6�� <����A	 �7� ����8 ��� �����7"�� �� 6��%�� ��6�8 �� ���6�����8 �� ��������� ��
���E6�6��� ������������ ���� ��� ���6������ �� �� *0�2	
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���� 6���� ������8 �� ���������� �� �����7"� �� �� *0�2 �"���!�� ��� �������6��
�� 6��6�� 6������������8 6� !�� ��"��� ��������"��� ��� ��"����� �������6����� �� 6����
�����6,�	 �� ��"����4 ���%��4 �� ��6,��6,� ��� ��%������ ��� �����6,�� �������������
�<� �� ������� ���;��� �� 6��6�� �� ������� �� 6��%�� ��6� �� �� ���6����� ������"�������	
����� 9�X��  �������8 �� ��� ���%��� ���� �����9���� ��� 6��������� ���E6�6��� @�	�	 ��"�� ��
6��6��A8 �� ���6����� @�	�	 ���6����� �� ����� ����"��A8 ��  ��������� @�	�	 6���6��� : �������
��;������ �&��� �� �����7"��8 �%�6 �� ����  ���� ��"��� �� %��������A8 �� ���������� @�	�	
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��������� �� �� 6��%�� ��6� ���� ���"����� !��� ����� �������A �� �� 6��%�� ��6� @����%��
������"�" �� !���!��� ����������A	

���� 6� 6,������8 ���� ���������� ������ �� ����� �� ������"������� <��������8 6�""�/
��"��� ������� *0�28 ���%� ��� ��� �����6������	 
�� ����� 6�"������%� ��� ��;�������
�����6,�� ��� �� ���� ��� ��;������ 6���7��� ��"���!��� @�	�	  ���������8 �E6�6���8 ���6�����8
����������8 6��%�� ��6�A ��� ��������	
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)��%�������� ��� ��"�������� <��������� ��� �� 6�� �� ���������� �� �����7"� �� �� *0�2	
����� �%�������� �"���!�� �� �;��� �� 6��6�� 6�����������8 ����� !�� ��� �����7"�� ��
6��%�� ��6� �� �� ���������	 )� 9��"������� �� ���� �� �� *0�2 @�!������ �	��A � ����
��$�6��9 �� ��6,��6,�� �� �������� ����"��� %���<��� ��� ����������� �� ��9������6� ��9�������
�� � ��� : ��� ����������� 6���� P c

f 	

"��
�

CI(�) @��	�A

sous :

{
Prob [Gi (�, .) ≤ 0] ≤ P c

f i = 1, . . . , m
hj(�) ≥ 0 j = m+ 1, . . . , nh

�J CI ��� �� 9��6���� 6�G�8 Gi ���� ��� 9��6����� ������ ��"��� �� 9��6����� �� ���9��"��6�8
� ��� �� %�6���� ��� %�������� ������"�������8 . ��� �� %�6���� ��� %�������� ���������� ��
hj ���� ��� ��"�������� �����"�������	

����� 9��"������� @�!������ ��	�A ��� : ����� ��� �� ���� ��� ��%������"���� �� *0�2	
���� ���� B��� ������� ��� ��;������ ������8 !�� ���%��� B��� 6������ �� ���4 6������ ����6�/
����� � ��� �� ����,"�� ���6,����!��� ����� ��� ��� ��"�������� ���������� @�	 	 �� ����,"��
 �����!���8 ��6��� ��"���8 6������� �� 9���"��8	 	 	 A �� ��� �� ����,"�� �� �� ��� ��""�����
��� �������� @�)�A	 ��� �������� ���� 6����""��� ����� ��� �� 6��6�� ���  �������� �� ��
9��6���� ��$�6��9 �� ��� ��"��������	

���� ��������� ���� 6�� ���� �� ����� ��� 6�����<6����� ��� ��;������� �����6,�� �� ��
*0�2	 )� < ��� ��	� "����� ��� ��;������ ���%��4 6������ ���� ����� 6��� ����� ����6������ �

• "��,���� : ���4/��%���4 @�)( � *��'
�(1���
 ���������A [

• "��,���� "���/��%��� @')( � ���(1���
 ���������A [

• "��,���� ��!���������� ��6������� @��( � -��������
 *����
�	 ���������A	

)�� ���"���� ���%��4 �� ��6,��6,� ��� �� *0�2 @ ���� �� �
� V�DW �� ��DQA ��� ��  ���
���"���� �� �� �)� ����!�� ��� ��"�������� ������������� ���� ����"��� ��� �������4�"�����
��� "�"���� ��������!��� @�	�	 "�&���� �� �6���/�&��A �� �� 9��6���� �� ���9��"��6�8 ��
������ �� �� ������������� ���  �������� ��� ��"�������� �������������	 )� ��<������ ����
����6� �� <������� ��%������ 6��6��� ��� �������4�"����� 52*' @.���� +�	�� &�
��'�
���
 ����	A V�W � 6������ : ��  ���� �����B� ��4 "��,���� �� �� �)�	 �� ��"����4 �������
V�Q8 ��8 ��8 #W ��� ������� �� "��,��� 52*' ���� �������� �� �����7"� �� �� *0�28
����!�� �������4�"����� 52*' ��� ���� �E6�6� !�� ��� "��,���� �� ��"������� @'��A	
)� "��,��� 52*' %��� �����"��� : 6,��6,�� ���� ������6� ���"� �� ����� �� ��9������6�
�� ���� �������� @'�5� �  ��� ���'�'
� .��
��� �����A	 )�����6� �� <������� ��� ����� ���

RR



		��� ���� �� ����� �� �� ���� ��

�� ������6� ����� 6� ����� �� ����� ��� �� ������6� ���"�	 (����8 ��� ��"�������� �������������
�� ���!������ ��	� @�	�	 �4���"��� �� ���"� �� �� ����������� �� ��9������6�A ���� �����9��/
"��� �� ��"�������� ����� S<���������T @�	�	 �4���"��� �� ���"� �� ������6� �� <�������A	 )�
9��"������� @�!������ �	�A ��������� �������6,� �� ������6� �� <������� @*�( � &�
��'�
���
��	�! �������A ��� �� ���� �������� ���� �� ����������� ���� �� *0�2	 �� ����8 ���� �
������ �������6� : �������� �����6,�� �� �� *0�2 !�� ���� ������ ��������� ���� �� �����
�� 6� 6,������	 ���������8 �� 6��6�� �� ������6� �� <������� ��� �������4�"����� 52*' ���
���/"B"� ��� ���6����� �������%�	 )� �����7"� �� �� *0�2 ��� 9��"��� ��� ���4 ���6���
�"���!����8 �� ���"�7�� ��6,��6,� ��� ����"7���� ����"��4 �� �� ���4�7"� �;�6��� �����/
�&�� �� <�������	 ����� 9��"������� ��� ���%��� ������� �--���$� @ ���/���3���/	

,���	� �� !7 ������&����� ��� ��0�	���� ��/���� �� �� ��84 

)������������ ��� "��,���� ���6,����!��� ���� �� *0�2 ��� ��� ���%���� ��"��6,�
"���%�� ��� �� �������6� ��� ����������� ����$�����,��	 )�� ��"�������� ���������� ����
�"���&��� ���� ������"������� �� ���%�������� ��� ��"�������� �������������	 ��� �����6,��
���%��� ������&�� ��� ��� "���/"��7��� @�	 	 ������4 �� ��������8 ���9�6�� �� �������8	 	 	 A
���"������ �� ��"���6�� �� "��7�� "�6���!�� @�	�	 '�5A �<� �� ������� �� ��"�� �� 6��6��
���%��� ��7� �"������� V#�8 #�W	

P���� ����� !�� �� ��"�� �� 6��6�� ��� ��  ���� �����6�� : �� *0�28 ��������� �������
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��� ��%������ ��� �����6,�� �"���&��� ��� ���9�6�� �� ������� �%�6 ��� ���6������ ��
�� *0�2	 ;���	�� �� �
� V#RW ��� ������� ��� ������������� ��� �������� �� ������ ��"���	
����� �����4�"����� %��� : �66������ �� 6��%�� ��6� �� ���� ����,"� �� -)/*5 ������� ����
������&�� �� <�������	 ;����� �� �
� V#�W ��� ��������� ���4 �����4�"������ � �� ���"�7��
6��6���� �� "��7�� "�6���!��8 !�� ��� ��"���6� ��� ��� ���9�6� �� ������� !�������!��
�� �� ���4�7"� �����4�"� �� ����������� �� ��9������6� ��� ��� ������������� �4�����������
�� 9��6���� ��� %�������� ������"�������	 8����, �� �
� V##W ��� ��"���6� ��� ��"��������
<��������� ��� �� ������ �� �����	 )��"���� ��� ���9�6�� �� ������� ���� �� *0�2 ��� ���
��"��6,� ������������ 6�� ���� ���"�� �� ��"���6�� �� "��7�� "�6���!�� @�	�	 '�5A ���
�� "��7�� �4���6���8 %����� ����� : �6���"���� �� ��"�� �� 6��6��8 �<� �� ������ : ���
�����6������ ������������� 6�"���4��	 ����"����8 �� 6������6���� �� �� ���9�6� �� �������
���� B��� ����/"B"� ��7� 6�G����� �� ��"�� �� 6��6��	

��� ��������8 �� ��"����4 ������� ��� 6��6����� ����� �;���� ��� �� ��%������"��� ��
���%����� 9��"�������� �� �� *0�2	 /� �� �
� V#DW ��� ��������� �� 6��6��� �� �� "�����
�� ���9��"��6� @�'( � ����������  ������ �������A8 !�� 6������� : 6��%����� ���
��"�������� <��������� �� ��"�������� �� ���9��"��6�� "���"����8 %���<��� ��� <������� 6����	
���� �� 9��"������� 6�����!�� �� �� *0�28 ������"������� ��� "���� ���� �� ��"������� ��
������6� �� <������� !�� ���� B��� ��������� �� � �� : �� ��%��� 6����	 )� 6��6�� �� 6��
����6� �� ������� ��� �� ��6,��6,� �� '�5�	 �� ��%��6,�8 ���� �� 9��"������� �'(8
������"������� ��� 6������� ���� �� ��"������� �� ���9��"��6� "���"��� !�� ���� �����9����
��� <������� 6����	 )� 6��6�� �� 6���� ���9��"��6� "���"��� �� ������� ��� �� ��6,��6,� ����
������6� ���"� �� ����� �� ���9��"��6� "���"��� 6���� @'�1� �  ������ ����������
/����� �����A	 )� ��6,��6,� �� ����� '�1� ��� 9��"���� ��� �� "���"������� �� �� 9��6����
�� ���9��"��6� ���� �� ��"������� �� ������6� �� <������� 6����	 )������6,� �'( ��� ���X��
6�""� ����%���� �� �������4�"����� 52*'	 )�����"����� �� '�1� ��� ����/"B"� ���
���6����� �������%� [ ����� �� *0�2 ����� ��� �'( ��� ��� �����6,� : ���4/��%���4
@�)(A

�� ��"����4 6,��6,���� ��� "�� �� H�%�� ��� 9��"�������� ���������%�� ���� ��
*0�2 � ��� 9��"�������� ����� "���/��%��� �� : ��� �����/���6�� �� ��� �����6,�� ��/
6�������	 ����� "���7��  �������8 6�� "��,���� %����� : �%���� ���4�6����� �� ������&�� ��
<������� ���� �� ���6�� ����6����� �� ������"�������	 )� �����7"� �� �� *0�2 ��� ��9��"���
�� 9�X�� : 6��%����� ��� ��"�������� <��������� �� ������������� �� ��"�������� �����"�������
���� � ���� ��� ����6��� ���;��� �� 6��6��	

 �	��� �� �
� V#QW ��� ��� ��� ���"���� : �������� ��� "��,��� "���/��%��� @')( �
 ���(1���
 �������A	 ��� ������� ��� ��"���6� ��� 6���������� <��������� ��� ��� 6����/
����� ������"����� �� �������4�"����� 52*'	 �� 6���� 9�X��8 �� ��6,��6,� �� ����� ��
��9������6� '�5� �� ��� %�������� ������"������� ��� ��"�������	 8����
 �� �
� V#�W ���
�"������ �� 9��"������� �� ���������� ���� �� �����7"� �� "�4�"������� �� �� <�������
���� ��� ��"�������� �� 6�G�	 8������	� �� �
� V#�W ��� ������� ��� �����6,� ��"������
%����� : 6�"����� ������6� �,&��!�� ��� %�������� ������"������� �� ������6� ���"� ���
%�������� ���������� ���� �� ����6� S,&�����T	 )� �����7"� �� �� *0�2 ��� ������ ��� ��
"���"������� ����� 9��6���� 6�������� �� 9��6���� 6�G� �� �� 6���7�� �� <�������8 ���� ���
6��������� ������"����� �� �������4�"����� 52*'	 ����6�
 �� �
�VDW ��� ������� �� "B"�
6��6��� ���� �� ��6,��6,� ��"������� �� ����� ����"�� �� �� '�1�	 ��� ������� ���
�����9��"� �������6,� �'( : ���4/��%���4 �� ��� �����6,� "���/��%��� �� �����������

R#



		��� ���� �� ����� �� �� ���� ��

�� ������ �������� ���  �	��� �� �
� V#QW	

8������ �� �
� VD�W ��� ��%������ ��� �����6,� ��� ����� ���� �� *0�28 �J ��� ��/
"�������� <��������� ���� �����9��"��� �� �� ��"��� ��<�� �� ��"�������� �����"�������	
)� ���%��� �����7"� �� �� *0�2 ��� ������ ��� ��� �� ����,"�� �� �� ��� ��""�����
��"�/��<��� @��� � -��� ������� ������������A	 ��� ��������8 2��� �� �
� VD�W ��� �������
������ �� �����9��"�� ��� 6���������� <��������� �� 6���������� �����"������� [ �� �����7"�
��� ������ ��� ��� �� ����,"�� 6�����!��� �� �� ��� ��""����� ��� ��������	 ���5� �� �
�
VDRW ��� 6�"���� 6� 6��6��� �%�6 �������6,� �� �������4�"����� ��� "�"���� ��������!���
�� �� ������� @('( � �����!�����  ����� �������A ���� ��%������� ��� ���6�����
"���/��%��� ������ : ������"������� �������	 1���� �� �
� VD�W ��� ������� ��� �����6,�
������� �)( @-���
� 1��� �������A ��"������ : 6���� �������� ��� 2��� �� �
� VD�W	 �����
�����6,� �������� ��� ��� "����� �� 9��6���� �� �� 9��6���� �� ���9��"��6� �� ��� ���
�����4�"����� ����6�� �� '�1�	 )� ��;����6� ����� �'( �� �)( ������ ���� �� 6��6��
�� '�1�8 �)( ������� ��� �����4�"����� �� �'( ������� ��� ���6����� �������%�	 *�/
6�""���8 -��� �� �
� VD#W ��� ������� �� 6��%����� �� �����7"� �� �� *0�2 �� �����7"�
�����"������ ��� �� �����9��"����� �� ������6� �� 6��6������ �� ����6� ��� S<����T @*�� �
&�
��'
� *����� -���A	

��� ��������8 ��� �����6,�� ��!���������� ��6������� @��( � -��������
 *����
�	 ��(
�������A %����� : 6��%����� �� �����7"� �� �� *0�2 �� ��������� ����/�����7"�� ������/
"������� �����"������ ������� ��!���������"���	 )� ���� ����� ���4� ��6� �� <������� �� ����/
��"������� �����"������ ��� ������ ��� ��� �����4�"������ �� ��� ��� ����&��� �� <�������
�;�6����� ������"���	 �� �������� ���"��8 ������&�� �� <������� ��� �4�6���� : ���4�������
�� 6,�!�� ����/�����7"� ������"������� �����"������	

/���� �� �
� VDDW ��� �����4�"� ��� ��"�������� <��������� ��� �� ��%������"��� ��
����� �� /��
�� ������ �� ����� "�&��8 6���� �����4�"����� ��� �;�6���� : ���4�������
�� ������"������� �����"������	 &����� �� �
� VDQW ��� ������� ��� ���%��4 ��8������ �� �
�
VD�W ���� ��%������� ��� "��,��� ��6������ ���� �� *0�2 ������� ��� ��� �� ����,"��
�� �� ��� ��""����� ��"�/��<���	 ��� ������� ��� ��"���6� ��� ��"�������� <��������� ���
�� ����"��� �� 9��6����� ����"�������� ��� ��� ����&�� �� <������� ������� �� ���6�����
������"�������	

D� �� �
�VD�W ��� ��%������ ��� �����6,� %����� : ��"���6�� �� �����7"� �� �� *0�2
��� �� ����"��� �� 6&6��� ������"������� �����"������	 �,�!�� 6&6�� ��� ������ ��� ���
�� ����,"�� 6�����!��� �� �� �)�	 )� 6��%������ ��� 6���������� <��������� �� 6����������
�����"������� ��� ������� ��� ��� 6��E6����� �� ��6�����8 !�� ���� 6��6���� : ������ �����
����&�� �� <������� �;�6���� : 6,�!�� ����� �� 6&6�� ������"������� �����"������	 9� ��
�
� VD�W ��� ������� �� 6��6��� �� 6��E6���� �� ��6����� ���� ��%������� ��� �����6,�
��� ����� �� �� *0�2	 
� 6��E6����  ����� ������ ��5 @���'�'�
���� -�$���� .����A
��� �%���� ��� ��� ��"�������� �� '���� ����� 6�"������ : ��� ���9�6� �� �������	 ��
6��E6���� ��� �� ���� ����� ������"������� �����"������ �� ���4� ��6� �� <�������	

*� �� �
� VQW ��� ��%������ ��� �����6,� ��"������ ���� �� *0�28 ������� �2*(
@-��������
 +�����,����� ��	 &�
��'�
��� ����������A8 !�� �����9��"� �� �����7"� �� ��
*0�2 �� ��������� 6&6��� ������"������� �����"������ ����� �� '�1� [ 6� ����� ��� 6��6���
��� ��� ����&�� �� <������� ��%����	 ����� ����� !�� ������&�� �� <������� ��%���� ���
������� �� ���6����� ������"������� �����"������8 ���� ���"�� ���6�������� �� '�1� :

RD



		��� ��������	�� ���� � ������	 ���� ��

6,�!�� 6��%�� ��6� �� 6&6�� �� ������"������� �����"������	 )� ���%��� '�1� ��� �������
���� �� 6&6�� ���%��� �� ������"������� �����"������	 �� 6� 9���8 ��� ��"�������� �����"�������
���� 6,�!�� 6&6�� ������"������� ���� ������� �� ��%��� �� <������� ���,����	

2���� �� �
� VQ�W ��� ������� ��� �����4�"������ ������ ��� �� ��%������"��� �� ����� ��
/��
�� ���� �������� �� "��,��� �(� @-��������
 �����!����� �����������A	 )�� ��"�/
������� <��������� �� �����7"� ������� �� �� *0�2 ���� �����4�"��� �� %������ � �� �����
6������ @�	�	 : ����������� 5A	 �� �����8 ������6� �� <������� ��� �����4�"� ��� ��� ��������
��6������� ����%��� ��� 6��������� ������"����� �� �� "��,��� 52*'	 (����"��� ���8 ��
�����7"� �� �� *0�2 ��� �����9��"� �� �� ����"��� �� ����/�����7"�� ������"�������
�����"������ ������� ��!���������"���	 )�����"�" ��� ������� �� "�&�� ��� �"�����������
��� �����%�� �� �� �������� �� 6,�6�� ��� ����/�����7"�� �����6,��	 ��� "B"�� �������
VQ�W ��� ������ �� ��6,��!�� �(� : �������6,� �'(8 �J �� "����� �� ���9��"��6� "���/
"��� 6���� ��� �����4�"�� ��� ��� ����� �� /��
�� �� %������ � �� ����� 6������	

���� ��� ���%��4 ��6����8 E�� �� �
� VQRW ��� ��%������ ��� �����6,� ��6������8 �������
��( @*���� *����
��� �������A ����� ��� ��� ���� �� ���"������6�	 2��� �� �
� VQ�W
��� �����9��"� �� �����7"� �� �� *0�2 �� ��!���6� �� ����/�����7"�� ��������� �������
��� ���� ����,"� (�)� @�	������ -��������
 1����� �����������A	 2���� �� �
� VQ#W ���
6��%���� ��� 6���������� <��������� �� 6���������� �����"������� ��� ���������6���� ����
9�6���� ������ ��"��� �� ����� 9��6���� ������ ��"��� ��"�����	 )�� ��"�������� ������<���
���� ��������� ���� 6���� �����9��"�����	

��� ���� �� ����� "����� !�� �� �����7"� �� �� *0�2 ��� �������%�"��� ������	 ��
��"����4 6,��6,���� ��� ������� ��� ������ 6�"������%�� ����� *�( �� �'( VQD8 QQ8
Q�8 Q�8 �W	 F��� �� �
� VQ�W ��� �;�6��� ��� ����� 6�"������%� �� ��������� �����6,�� �
�)�I @-���
� 1��� -���
� 0����'
�A VD�W8 1(' @/��	�����
 �����!�������  ����	A VDDW8
�2*( VQW �� �5( V��8 D�W	 ��� ������ 6�"������%�� ���� ������ ���!��"��� ��� �� 6���7��
���E6�6��� ��� "��,����	 ���� ����"��� !�� ��� 6��6������� �������� ���� 6�� ���%��4
���� ����������8 6�� ��� ������ 6���7��� @�	�	 ���6�����8 ����������8 6��%�� ��6�8  ���������A
��� ��� �� �� ��	

)� 6���������6� �� ��"���� �� %������� ��� ��;������� �����6,�� �� �� *0�2 ���
������������� ���� �� 6,��4 �� �� "��,��� : ��������	 1����9���8 ��� ������ �� S'������(
5���T ��� �� ���� �� ��������� 6���7��� ��"���!��� ���� ��� ��"�������8 %���� ���4��������	
���� �� ����� �� 6� 6,������8 ���� ��������� ��� ����� 6�"������%� ����� ��� ���������
6���7��� �� ���9��"��6� ��"���!��� @�E6�6���8 6��%�� ��6�8 ���6�����8 ���������� ��  ���/
������A8 !�� ���������� ��� 6���6���� ��"���!��� �� �� %������� ��� "��,���� ������� ���� ��
���������� ��� �����7"�� ������"������� ��� ����6�����	

&&'+ *��"������� ���� 3 ��� /������ 

)� 9��"������� : ���4/��%���4 �"����� ���4 ���6��� �"���!����8 �� ���6�� �4�������� �
���� ��$�6��9 �� 6,��6,�� ��� ����"7���� ����"��4 �� �� ���6�� ���������� ���"�� ������&��
�� <������� �� �� 6��< ������� 6,�����	 )��%���� � ��� �����6,�� : ���4/��%���4 ������
���� �� ��"���6��� ���"���"�������� ���� ��� ���6������ ������"������� ��� ����6�����	
)�����&�� �� �� <������� ��� �;�6���� ��� ����� ��� �����6,�� ���%����� �

• �����6,� �� ������6� �� <������� @*�( � &�
��'�
��� ��	�! �������A [

RQ



		��� ��������	�� ���� � ������	 ���� �$

• �����6,� �� �� "����� �� ���9��"��6� @�'( � ����������  ������ �������A	

������ ������$� �� �#������ �� �������� ,-��.

)� ��<������ ���� ����6� ��%������8 �� 4������ �� 1��	 6��6��� ��� �������4�"�����
52*' V�W8 � 6�������� : �� "��� �� H�%�� �� ���6������ �E6�6�� �� �������� ���� �����/
�&�� �� �� <�������	 )������4�"����� 52*' ��� ���� ���6��� !�� ��� �����4�"������ ������
��� ��� "�"���� ��������!��� @52�' � .���� +�	�� -���	  �����A	 !�� ���� ������ ���
�� ������������� �� ������ ��"��� ������ �� ����� "�&�� ��� %�������� ����������8 �� ����
�� ����� �� ��9������6� �� ���� �������� @'�5�A	 )������4�"����� 52*' ��� � ���"���
���� �E6�6� !�� ��� ��"�������� �� '���� �����	 ��� 6����!����8 �������6,� �� ������6� ��
<������� @*�(A ����� ��� 52*' ����C� 6�""� �� "�&�� �� ���� ����6� ���� �� *0�2	 *�(
� ��� ���������� ���� ��� ���6������ �� �� *0�2 �� ��"���X��� ��� ��"�������� ��� �� ���/
�������� �� ��9������6� ��� 6����� ��� ��� ����6�� �� <�������	 *�( ���������� �� 9��"�������
6�����!�� �� �� *0�28 ������ ��� �

"��
�

CI(�) @��	�A

sous :

{
βi(� ; .) ≥ βc i = 1, . . . , m
hj(�) ≥ 0 j = m+ 1, . . . , nh

�J βi ��� ������6� �� <������� 6������������ : ������ ��"��� Gi �� βc ��� ������6� �� <�������
6����8 ��<�� �� ���� �� �������4�"����� 52*' ��� �

βc = −Φ−1(P c
f ) @��	RA

�J Φ(.) ��� �� 9��6���� �� ����������� ���"��� �� P c
f ��� �� ����������� �� ��9������6� 6����	

)�����6� �� <������� βi ��� 6��6��� ���� ������6� ���"� ��� %�������� ���������� . @�J �����
������������ ���� ������ /A	 ��� %�������� ���� �����9��"��� �� %�������� ���"���8 6�������
�� ��6�������� � ��� �� �����9��"����� ���/������������ T 8 �J � = T (/)	 )�����6� �� <�������
βi ���������� �� ������6� "���"��� ����� ����� ��� �� ������6� ���"� �� ������ ��"��� Ĝi(�)
!�� ��� �� �����9��"����� �� Gi(�, /) ���� 6�� ����6�	 )� 6��6�� �� βi ��� 9��"��� ��� ��
��6,��6,� �� ����� �� ��9������6� �� ���� ���6,� ��� ������� : ����� ��� �� ������6� ���"�8
������ ��� �� ���������� �� �����7"� ������"������� ���� ���� ���!������ �	R	 )� ��������
�� �� 6� �����7"� ������"������� ��� ���%��� ������� �� ����� �� 6��6������ �� �� ����� ��
��9������6� �� ���� �������� '�5� @ ��� ���'�'
� .��
��� �����A	 ��� ���� �� ��� � �8
�� ���"����� �� '�5� ��� ������� ���� 6� ���%��� ���� �%���� �� 6��9����� �%�6 �� �����
����"�� ������ � ���"��� ����� �� 6��6������	 )�����6� �� <������� βi ��� ����� ��� �

βi = ‖��‖ @��	�A

��<7<8<8 �#�����$*� )���,

)� �����7"� �� <������� �� ���!������ �	R ���  �������"��� ������ ��� ��� �� ����,"��
�� �� ��� ��""����� ��� ��������	 )��� ����,"� �� -)/*5 @4������ 1��	(&�56��, .����(

��AV�RW ��� ���%��� ������� ���� ������&�� �� <�������	 )� "��� �� H�%�� �� 6�� �� ����,"�
��� ��7� ��"���8 6�� �� %��� : 6,��6,�� �������%�"��� �� '�5�	 )� ����6��� �������9 ������

R�



		��� ��������	�� ���� � ������	 ���� ��

��� �� 6��6�� ����� ����6���� �� ���6���� η(k) �� �� ���$�6���� �� ���%��� ����� �(k+1) ���
�� ���9�6� ������ ��"��� Ĝi8 6�""� �� "����� �� < ��� ��	R	

�(k+1) =
(
�(k).η(k)

)
η(k) +

Ĝi

(
�(k)
)∥∥∥∇�Ĝi(�(k))
∥∥∥η(k) @��	#A

�J η(k) ��� �� ����6���� �� ���6���� : ����������� k �� ����� �(k)8 ���� ��� ������ ��� ��
 ������� �� ������ ��"��� ���� ������6� ���"� �

η(k) = − ∇�Ĝi(�(k))∥∥∥∇�Ĝi(�(k))
∥∥∥ @��	DA

,���	� �� )7 ���/�	�/� �� ���� #�,� ���� ��� 

)� ��6��� ���"� �� ���!������ ��	# ���"�� ��� 6����6���� �� ���%�� ����� �(k+1) �<� ��
�� ���$���� ��� �� ���9�6� ������ ��"��� Ĝi	 '�� �� ��� �E6�6���8 ���� ����,"� -)/*5 �����
��� ������� �� "��!�� �� ���������8 ������� ����!�� �� 9��6���� ������ ��"��� ��� 9����"���
��� ��������	 ����� ����������� ��� ��� : �� ��� ���� �� ��� �� ���6���� ����� ���$���� � ���
: �	 
�� �"���������� �� ���� ����,"� 6������� : �$����� ��� 9��6���� �� "����� ���"������
�� "�C������ �� ��� �� ���6���� �� ������ ����� ���� ����,"� ������ V��8 �#W	 1����9���8 ���
�� ����,"��  ������4 ������"������� ���%��� B��� �������� ���� �������� �� �����7"� ��
<�������	

��<7<8<4 ��#��# ��  �� ���#��� 

���� ����� �����8 �� "��,��� �O� �������� ���� 6,��6,�� ��� ����"7���� ����"��4 �
�4� � �� 6��6�� ��� ������������ ��� ��"�������� <���������	 ��� ������������ 6������������ ��
 ������� �� ������6� �� <������� ��� ������� ��4 %�������� ������"������� ∂βi/∂�	 P����
����� !�� �� 6��6�� ��  ������� ��� ��;����6�� <���� ��6������ �� "���� ��� ����&�� ��

R�



		��� ��������	�� ���� � ������	 ���� �%

<������� ������"������� ��� %�������8 ��������� ������ �� "��7�� "�6���!�� ���� �4� ��	
���� �� �6,�"� �� ��;����6�� <���� �%���8 ��  ������� ��� ����� ��� �

∂βi

∂dj
=
βi (� + Δdj ; .) − βi (� ; .)

Δdj
@��	QA

�J Δdj ��� ��� ������������ �� �� 6�"������� j �� %�6���� ��� %�������� ������"������� �
�� ��"������ p	 �� 6� 9���8 ���� ���%�������� ��  ������� ���� ����6� �� <������� !���6��!��8
�� 9��� p + 1 6��6��� �� <�������	

)� 6��6�� ��  ������� ��� ��;����6�� <���� ��� ������� ��7� 6�G���4 �� ��"�� �� 6��6��	
���� 6���8 ��� �4��������� ����&��!��� �� ��"�/����&��!��� ���� ��%�������� V��W ���� �%�/
��� �� 6��6�� ��  ������� ��� ��� "��,���� �� ��;����6�� <����	 ��� �4��������� ������ ����
�� ������ ��� %�������� ������"������� �	

• �� 8 � ��� %�������� ������"������� � ���� ��� ����"7���� �����"�������	 )�  ��/
����� �� ������6� �� <������� ��� ������� : � ���� B��� ����"� ��� ���4�������� ��"�/
����&��!���	

∂βi

∂dj
=

1∥∥∥∇�Ĝi(��)
∥∥∥
∂Gi(�, /)

∂dj
@��	�A

�J
∥∥∥∇�Ĝi(��)

∥∥∥ ��� �� ���"� ��  ������� �� ������ ��"��� ���� ������6� ���"� ��

'�5�	 ��  ������� ��� 6��6��� ���� �� ���6����� �� <������� @�	�	 ���� ����,"� -)/
*5A	 )��%�������� ��� ������������ ∂βi/∂� �� ��"7�� �� 6��6�� ��  ������� �� ������
��"��� Gi ��� ������� ��4 %�������� �����"������� � ���� ������6� �,&��!��	 ����
6���8 �� �6,�"� �� ��;����6�� <���� ���� B��� �����"��� ������� ���� G	

• �� 4 � ��� %�������� ������"������� ���� ��� ����"7���� �� ������������ @�	 	 "�&�/
����A �� 6�������� %�������� ����������8 ������ .� � ��  ������� �� ������6� �� <�������
��� ������� ��4 %�������� ������"������� � ��� ����6��"��� ������ ��� ��������� ��
������&�� �� <������� �

∂βi

∂dj
= α�

i,j

(
∂T (xdj

)

∂dj

)
@��	�A

�J ∂T (x�)/∂dj ��� �� ����%�� �� �� �����9��"����� ���/������������ T ��� ������� ��4
����"7���� dj8 α�

i,j ��� �� 6������ ����6���� �� �� %������� ��������� Xdj
	 )�� 6������

����6����� �� ������ ��� %�������� ���������� ��� ������� : ������ ��"��� Gi �� �����
�� ���� 6��6���� ���� �� ������&�� �� <�������8 ��� !�� �

α�
i = − ∇�Ĝi(��)∥∥∥∇�Ĝi(��)

∥∥∥ @��	�A

������ ������$� �� �� ������ �� ���/������� ,0��.

����� �����6,� � ��� �������� V#DW ���� ��"����� ��4 �����7"�� �� 6��%�� ��6� �� ��
���������� �� *�(	 �'( %��� : 6��%����� ��� ��"�������� <��������� �� ��"�������� ��� ��

�



		��� ��������	�� ���� � ������	 ���� ��

���9��"��6� "���"��� %���<��� �� <������� ���,�����	 (����"��� ���8 ������"�" ��6,��6,�
���� �����9���� ��� ���9��"��6� "���"��� !��  ������� �� <������� 6����	

"��
�

CI(�) @��	��A

sous :

{
Gp

i (�, /) ≥ 0 i = 1, . . . , m
hj(�) ≥ 0 j = m+ 1, . . . , nh

�J Gp
i ��� �� "����� �� ���9��"��6� "���"��� !�� 6��������� : ������6� �� <������� 6���� βc	

)����� �� �������6,� �'( ��� ����� ��� �� ��6,��6,� �� 6���� ���9��"��6� "���"��� 6����
���� ������6� ���"� ��� %�������� ���������� �� ����� ����� !�� ������6� �� <������� ���� � �� :
�� 6����	 ���� 6���8 �'( ��� 9��"���� �� �����7"� ��%���� �� 6���� �� �� "��,��� 52*'8 ��
9��6���� �� ���9��"��6� ��� "���"���� ���� �����9���� ������6� �� <������� 6����	 ����������8
6���� "��,��� � ��� ��������"��� ������� 52*' ��%���� @�/52*' � �������(.���� +�	��
&�
��'�
���  ����	A V�R8 ��W8 �������� ��������"��� ���� ��� �����7"�� ������&�� �� <�������
�%�6 ��� ����"7���� ��6�����	

min
�

Ĝ(�) @��	��A

sous : ‖�‖ = βc

�'( 6,��6,� �� ����������� ��� %�������� ���������� � !�� ���� ������� ��� ���9��"��6�
"���"��� ��  ����������� �� <������� 6����	 �� ����� ���� ��c ��� ������ �� ����� �� ���/
9��"��6� "���"��� 6���� @'�1� �  ������ ���������� /����� �����A	 )� ���9��"��6�
"���"��� 6���� Gp

i ��� ������ ��� �

Gp
i = Gi(�, T−1 (��c)) @��	�RA

�J T−1 (��c) ��� �� '�1� ���� ������6� �,&��!�� ����� ��� �� �����9��"����� ���/�������/
����� ��%���� T−1	 )� < ��� ��	� "����� !�� �� ����� ��c ���� B��� ��6,��6,� ��� �� ��,7��
�� ��&�� � �� : ������6� �� <������� 6���� βc	 �� 6� ����� ������ ��"��� Ĝi ��� ��� ��� :
6���� ��,7��	 ��� �� ����,"�� ���6�<!��� ���� !�� ('I @�	����	  ��� ��
��A8 �'I
@2������
�  ��� 0�
��A �� -'I @4�'��	  ��� 0�
��A ���� ��%������� �� �����7"� ��
������&�� �� <������� ��%���� V�#W	 �� ����8 6�� �� ����,"�� ���� ��7� ��"���� : �"���"�����8
6�� ��� ���4� ��� ��� �� 6��6�� �� �� ��� ���� �� ��� �� ���6����	

��<7<4<8 �#�����$*� ��� !
����	�� ���� ����"

)���� ��� �� ������6� ���"� ��� ����� 6�""� ����� �� ������ �� ���� ����,"� ('I	 )�
�6,�"� �������9 �� 6�� �� ����,"� %��� : �4������ �� ��,7�� �� ��&�� βc @5� 	��	�A	 )� ���%��
����� �(k+1) ��� ������ ��� �� ����6���� �� ���6���� "��������� ��� ������6� �� <������� 6����
βc

�(k+1) = η(k)βc @��	��A

�J η(k) ��� �� ����6���� �� ���6���� : ����������� k �� ����� �(k)	 ���� ��� 6��6���� : ������ ��
 ������� �� ������ ��"��� ���� ������6� ���"�8 ������ ���� ���!������ ��	D	 ��� �� ����,"�
��� ��7� ��"��� �� 9�6��� : "����� �� H�%��	 ���������8 ��� �����7"�� �� 6��%�� ��6�
��� ������ !���� �� 9��6���� ������ ��"��� Ĝi ��� ��� 6��%�4� V�#W	 ���� 6���8 ��������
%�������� ��� ��� ��%�������� ���� ������ ��� ��E6����� �� 6��%�� ��6�	

��



		��� ��������	�� ���� � ������	 ���� ��

��<7<4<4 �#�����$*� ��� �� )��

)��� ����,"� �'I @2��������  ��� 0�
��A � ���� ��$�6��9 �� ���9��6�� �� 6��%�� ��6�
!���� �� 9��6���� ������ ��"��� ��� ��� 6��%�4�	 )� "��,��� �'I %��� : 6��6���� ��
����6���� �� ���6���� η(k+1) : ������ �� ����� ������8 : �� ���6� ���� ���� ����� ���� ('I	
)� ���%�� ����� �(k+1) ��� ����� ��� �

�(k+1) =
η(k) + η(k−1) + η(k−2)

‖η(k) + η(k−1) + η(k−2)‖β
c @��	�#A

�J η(k)8 η(k−1) �� η(k−2) ���� ��� ����6����� �� ���6���� 6��6����� �����6��%�"��� ��4 ������
�(k)8 �(k−1) �� �(k−2) ��� ���!������ ��	D	 )�� ���4 ���"���� ������ �(1) �� �(2) ���� 6��6����
��� ���!������ ��	��	 0��� !�� ���� ����,"� �'I ���� �������8 �� �4� � �� "���� ���4 6��6���
������"�������� ��� ������� : ('I	 F��� �� �
� V�#W ��� ��%������ ��� "��,��� ,&�����
!�� ����6�� ��� ���4 �� ����,"�� ('I �� �'I �� 9��6���� �� �� 6��%�4��� �� ������ ��"���	
��� �� ����,"�8 ������ -'I @4�'��	  ��� 0�
��A8 ����� �� ����%�� ���!������� �����
���E6�6��� �� �������6,� ('I �� �� ���������� �� �� "��,��� �'I	 )��� ��� ��""� ��
-'I ��� ����� ��� �� < ��� 0	� �� ������4� 0

,���	� �� +7 ���/�	�/� �� #��� ���� �#� 

��<7<4<7 ��#��# ��  �� ���#��� 

)��� ����,"� ������"������� �4� � �� 6��6�� ��  ������� �� �� "����� �� ���9��"��6�
Gp ��� ������� ��4 %�������� ������"������� �	 )� 6��6�� ��� ������������ ��� ��"��������
������������� ��� ���� ���6�� ���� �'( !�� ���� *�(	 �� �� "B"� "���7��8 ���%��������
�� 6�  ������� ������ �� �&�� ��� %�������� ������"������� �	

• �� 8 � ��� %�������� ������"������� ���� ��� ����"7���� �����"�������	 )�  �������
�� Gp

i ��� ������� : � ���� B��� ����"� ��� ��;����6�� <���� �����!���� : ������
��"��� Gi �����"��� �

∂Gp
i

∂dj
=
∂Gi (�, T−1 (��c))

∂dj
@��	�DA

��



		��� ��������	�� ���� ������	 ��� ��

�J T−1 (��c) ��� �� '�1� ���� ������6� �,&��!��8 �� ��� ����� ��� �� �����9��"�����
���/������������ ��%���� T−1 �� ����� ��c 6��6��� ������%��� ��� ������&�� �� <�������
��%����	

• �� 4 � ��� %�������� ������"������� ���� ��� ����"7���� �� ������������ ��� %��������
���������� .�	 )�  ������� �� Gp

i ��� ������� ��4 %�������� ������"������� � ���
����6��"��� ������ ��� ��������� �� ������&�� �� <������� ��%����	

∂Gp
i

∂dj
=
∂Ĝi(u

�c)j

∂uj

∂T (xdj
)

∂dj
@��	�QA

�J ∂Ĝi(u
�c)j/∂uj ��� ��  ������� �� ������ ��"��� Ĝi �� �� 6�"������� j �� ����� ��c8

Xdj
��� �� %������� ��������� ���� �� ����"7��� �� ������������ ������ �� �� %�������

������"������� dj 8 ∂T (xdj
)/∂dj ��� �� ����%�� �� �� �����9��"����� ���/������������

T ��� ������� �� ����"7��� dj 	

&&', *��"������� ���� "���/������

)���$�6��9 ��� 9��"�������� "���/��%��� ��� ���%���� ��� �%�������� �������%� ��� ��"�/
������� <���������8 ���� �� ��� ���66������ �� 6��%�� ��6� %��� ������"�"	 �� ��"����4
������� ��� ��%������ ��� �����6,�� ���"������ �� �������� ��"������"��� �� �����7"�
������"������� @�	�	 ��6,��6,� ��� ����"7���� ����"��4 �A �� �� �����7"� �� <������� @�	�	
��6,��6,� �� ����� '�5� �� '�1�A	 �������� ������� ��� ������� ��� "��,���� �� ������/
"������� ������� ���%��� �������� ��� S��4 �� "�T ���� 9��"���� �� �����7"� �� �� *0�2 ��
��� ����� ���6��	 ��� "��,���� ���������� ��� �������4�"����� ��� "�"���� ��������!���
�� �� �������8 �����9��"��� ��� 6���������� <��������� �� 9��6����� ����"��� �����"�������	

���!�� ������$� ����� ��� ��� ���������� �#���������� 112

)����� �� �	��� �� �
� V#QW 6������� : "���"���� �� 9��6���� �� 6�G� ����� 6�������� ���
6�G�� �������4 �� ��� 6�G�� ��� : �� ��9������6�	 )�� ��"�������� <��������� ���� ��"���6���
��� ��� 6��������� ������"����� �� 8�����(8���(/�5�� @NN1A �� �� "��,��� 52*'	 ��
)� ��� ��� �� �����7"� ������"������� �� �������6,� 52*' ���6��� �

L(�, λ) = ‖�‖ + λĜi(�) @��	��A

�� ������"�" �� �4����8 ����� ��� 6��������� ������"����� �� NN1 �� ���"��� ����� ���%���
B��� %���<��� �%�6 λ > 0	

∂L

∂�
= ∇� ‖��‖ + λ∇�Ĝi(��) = 0 @��	��A

∂L

∂λ
= Ĝi (��) = 0

�� ��"���X��� ∇� ‖��‖ = ��/ ‖��‖ ���� �� ���"�7�� 6��������8 ���� ���%��� �6����
!�� �� �� �= 0 �� λ > 0

�� = −λ ‖��‖∇�Ĝi (�
�) @��	�A

�R



		��� ��������	�� ���� ������	 ��� ��

����� �!������ ���� B��� �����9��"�� �� ������� ��� �� ���"� � ‖��‖ = λ ‖��‖
∥∥∥∇�Ĝi (��)

∥∥∥8
���� ���%��� ����� ����� �� %����� �� λ ��� �

λ =
1∥∥∥∇�Ĝi (��)

∥∥∥ @��	��A

�� ��"���X��� 6���� �������� ���� ��� 6��������� ������"����� �� NN1 @�!������ ��	�A8
���� �������� �

∇�Ĝi(�
�) +

��
∥∥∥∇�Ĝi(��)

∥∥∥
‖��‖ = 0 @��	��A

2� "�������� 6���� �����7�� ��� �� ���� ������� �

��T∇�Ĝi(�
�) + ‖��‖

∥∥∥∇�Ĝi(�
�)
∥∥∥ = 0 @��	�RA

�J T ��� �� �� �� �� �� ���������� ���� %�6����	 )�� ��"�������� <��������� �� �� 9��"�������
6�����!�� �� �� *0�2 @�!������ ��	�A ���� ����� ��"���6��� ��� 6���� �!������	 �� 6����
"���7��8 �� �����7"� �� �� *0�2 ��� 9��"��� �� �� ���� ��%���8 ���� ��!��� ���� ����,"�
������"������� ��6,��6,� ��"������"��� ��� %�������� �� 6��6������ � �� ��� m '�5� ��
6,�6�� ��� ����� ��"����	

min
�, �1,�2,...,�m

CI(�) @��	��A

sous :

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Ĝi(�i) = 0 i = 1, . . . , m

�T
i ∇�Ĝi(�i) + ‖�i‖ ·

∥∥∥∇�Ĝi(�i)
∥∥∥ = 0

Φ (−‖�i‖) ≤ P c
f

hj(�) ≥ 0 j = 1 +m, . . . , nh

l(�i) ≥ 0

�J �i ��� �� '�5� �� ������ ��"��� Ĝi8 hj ���� ��� 9��6����� �����"������� �� l ����
��� ������ ��9�������� �� ����������� ��� %�������� �	 ���� �� ����� �� 6� "�"���� ����
���� ���� 6���� �����6,� ��� NN1	

)������6,� NN1 �4� � �� 6��6�� ��  ������� ��� 6��������� ������"����� �� NN1 ���
������� ��4 %�������� � �� �	 ���� �����C�� �&���"���!��"��� �� 6��6�� �� -������ ��
Ĝi ��� ������� : 6�� %��������	 
� ����� ��6��%������ �� 6���� �����6,� ������ ���� ��
��6,��6,� ��"������� �� ������"�" �� �� ��� m '�5�8 6� !�� �� "���� �� ��"��� ��
����"7���� : ����"����	 ��� �4�"���8 ���� �� �����7"� �� �� *0�2 6�"���� �� p %��������
������"�������8 q %�������� ���������� �� m 9��6����� ������ ��"���	 )� ���������� ��� NN1
6������ : p+m×q ����"7���� : ��6,��6,�� @�	�	 %�������� �� 6��6������ � �� '�5� ����
6,�6�� ��� ����� ��"����A

���!�� ���$��� ��� ,���������	
 ���
�	 ��������.

)������6,� ('( ��� ����� ��� �������4�"����� ��� "�"���� ��������!��� �� 6,�!��
9��6���� ������ ��"��� VDRW	 �� 6���� 9�X��8 ��� 6���������� ������������� ���� �����9��"���

��



		��� ��������	�� ���� ������	 ��� ��

�� 6���������� �����"�������	 )�� "�"���� ��������!��� ���� �����4�"�� ��� �� ��%����/
��"��� �� ����� �� 1�&��� �� �� 9��6���� ������ ��"��� �� %������ � ��� %������ "�&�����	
����� �����4�"�����8 ������� 52�' @.���� +�	�� -���	  �����A � ��� �������� ����
��� ���"���� ���%��4 �� �� *0�2 V�DW	 ���� ��� ���%��� �������� ���� ������"������� ��/
����� V�DW	 O���� ��� %�������� ������"������� 6������������ ��4 "�&����� �� 6��������
%�������� ���������� .8 �� ��%������"��� �� ����� �� 1�&��� �� �� 9��6���� ������ ��"���
Gi(�, /) ���6��� �

Gi(�, /) = Gi(μ�) +

q∑
j=1

∂Gi (μ�)

∂xj

(
xj − μXj

)
@��	�#A

�J q ��� �� ��"��� ����� �� %�������� ���������� ���� p %�������� ���� ��<���� ��� ���
����"7���� �� ������������ � @q ≥ pA	 )�� "�"���� ��������!��� �� �� 9��6���� ������
��"���8 ���� �����%� !�� ��� %�������� ������ ���"���"��� �����������8 ���� �����4�"��
��� �

μGi
= Gi (μ�) @��	�DA

σ2
Gi

=

∫ +∞

−∞
[Gi (/) −Gi (μ�)]2 d / ≈

q∑
j=1

[
∂Gi (μ�)

∂xj
σXj

]2
@��	�QA

)� �����7"� �� �� *0�2 ��� �����9��"� �� �����7"� �����"������ �� �� 9�X�� ���%���� �

"��
�

CI(�) @��	��A

sous :

{
Gi(μ�) + k σGi

≥ 0 i = 1, . . . , m
hj(�) ≥ 0 j = m+ 1, . . . , nh

�J k ��� �� 6��E6���� !�� ���6�<� �� ��%��� �� <������� 6���� @�	 	 k = 3 6��������� :
��� <������� �� 99, 73%A	 )� < ��� ��	# "����� ������ �� ���� �� �������6,� ('(	 )�
"�� � �� ��6����� ��� �������� ��� ���6���/�&�� �� �� ������� σG8 !�� ��� ������� 6�""�
��� 6�"�������� �������� ��� %�������� ����������	 ����� ,&���,7�� ���� "����� �� ��9���
�������6����� �� ��('( ���� ��� �����7"�� *0�2 6�"���4��	 �� �;��8 ('( �� 9������
��� ��� ��������� �4�6�� �� ������&�� �� <�������8 6�� ���� ��� ����� ��� ��� �����4�"�����
�������� �� %������ � ��� %������ "�&����� @��� ��������� ���%��� B��� 6�"����7"��� ��/
����� ���� ��� ����� ��"���� 9����"��� ��� ���������A	 �� ����8 ��,&���,7�� ��� %��������
���������� ���"���� ��� ������6��%� ���� ��� �����6������ �������8 �J ��� %�������� ����������
���� "��������� ��� ��� ������������� ���� 6�"���4�� @�	 	 �̂����� �� =�"���A	

���!�� ���$��� �'� ,�����
 ���� ��������.

2��� �� �
� VD�W ��� ������� ��� �����6,� ���������� ���� �� *0�2	 ��� ������� ���
������ ������ �� �����9��"�� ��� ��"�������� <��������� �� ��"�������� �����"������� ���� 9��/
"���� �� *0�2 �� ��� ����� ���6��8 ���� �� "����� �� ��"��� �� %�������� : ����"����	
)������6,� �)I� @-���
� 1��� -���
� 0����A ������� �� 9��6���� �� �� 9��6���� �� ���9��/
"��6�	 �� 6��6��� ��� ��������������"��� ������� ���� ������"������� �����"������ �����
��� ��� 6��E6����� �������� �� ��6�����	 )�� %�������� ��6�������� ���� �4���"��� ��� ���
%����� 9��6���� @�	 	 5% ���� ��� ��������6�� �� 95% ���� ��� �6�����	A	 ���� �� �)�I ��

�#



		��� ��������	�� ���� ������	 ��� ��

,���	� �� .7 �	������ �� �-���	��/� �#� 

����� 6���6�������!�� ��� ����6��"��� ��� �� ��%��� �� <������� 6����	 )��E6�6��� �� 6����
�����6,� � ��6��� 1���� �� �
� VD�W : �"������� �� ���������� �� �)�I �� ��%�������� ����/
���6,� �)( @-���
� 1��� �������A8 !�� %��� : ��"���6�� �� ����� 6���6�������!�� ��� ��
����� �� ���9��"��6� "���"�� 6���� @'�1�A8 ����"� ��� ��� �����4�"����� !�� ��6����
��� 6��������� ������"����� �� ������&�� �� <������� ��%����	 (����"��� ���8 ��� 9��"���/
����� �� �)�I �� �)( ���� ��"������� : �'(8 �� ��;����6� ������ ���� ������"����� ��
'�1�	 �'( 6��6��� 6� ����� �������%�"���8 ��� 6����� �)( �� �)�I �������4�"��� ���
��� �������� ����6��	 )� ��;����6� ����� �)�I �� �)( ������ ���� ���"���"�������� 6��
�� 9��"������� ����� �� "B"�	 �)( �$���� ��� ��6,��!�� ��������<6����� �� ������"���
��� 6���������� �6��%�� ���� ������ ������ �� �� <������� �&��7"� @6� !�� ���� ������ %���
���� �� 6,������ ��� ����� : ������"������� <�������� �&��7"�A	 )������6,� �)( ��� ������
6�""� ���%��� �

"��
�

CI(�) @��	��A

sous :

{
Gi(�, /p) ≥ 0 i = 1, . . . , m
hj(�) ≥ 0 j = m+ 1, . . . , nh

��� !�� �

/p = μ� − σ�β
cα

α =
σ�∇�Gi(�, /p)

‖σ�∇�Gi(�, /p)‖
�J μ� �� σ� ���� �����6��%�"��� ��� "�&����� �� ��� �6����/�&��� ��� %�������� ����������
.	 /p ��� �� ����� 6���6�������!�� @�� �� '�1� �����6,�A ��� �� ��%��� �� <������� 6���� βc	
����� 9��"������� ��� ������� �����"��� ��4 %�������� ���������� ���"���"��� �����������
�� �������������	 ���� 6� ���%��� �� �,7��8 ���"���"�������� �� �)( � ��� �"������� ����
������� �� 6�"��� �������� ������������� �� �����������8 �� �����!���� �

α = [J ]−1 (∇�Gi(�, /p))
T/
∥∥∥[J ]−1 (∇�Gi(�, /p))

T
∥∥∥ @��	RA

�D



		��� ��������	�� ���� ��!����	���� ��������� ��

�J [J ]−1 ��� �� "����6� .�6������� ��%���� �� �� �����9��"����� ���/������������ T 	 )� �����
6���6�������!�� /p ��� ����� ��� �

/p = T−1 (−αβc) @��	R�A

�)( �����4�"� �� '�1� ��� ���!������ ��	R� ����� ��� ��� ������������ �� ������ ��"���
Gi ��� ������� ��4 %�������� ���������� @�!������ ��	RA	 ����� �����4�"����� ��6���� ���
6��������� ������"����� �� ������&�� �� <������� ��%���� 9��"���� ���� ���!������ @��	��A	
�� ����� ��� ����6��"��� ������ ���� 6��6�� �������9 6�""� �� "����� �� 5� 	��	D	

,���	� �� 17 ���	�=������ �� ���� #��� ���� �5� 

��#��# ��  �� ���#��� 

)�� ������������ ��� 6���������� ��� ������� ��4 %�������� ������"������� � ���%���
B��� ����"��� 6��6����� ��� ��;����6�� <���� ������ �� ����� /p	

∂Gi

∂dj
=
∂Gi (�, /p)

∂dj
@��	R�A

&&'. *��"������� ���� ��#��������� ��������

)�� �����6,�� ��6������� �� �� *0�2 %����� : �����9��"�� �� �����7"� �� ���������
6&6��� ������"������� �����"������ ������� ��!���������"���	 )� ���� ����� ��� �4� ��6��
�� <������� �� ������"������� �����"������ ��� ������ ��� ��� �����4�"������ �� ��� ���
����&��� �� <������� �4�6����� ������"���	 ��  ������8 �� 6��6������ ��� �"������� �� 6&6��
�� 6&6�� $��!��: �� �����9�6���� ��� 6���7��� �� 6��%�� ��6�	

�Q



		��� ��������	�� ���� ��!����	���� ��������� �$

���3�� ���$��� �"� ,���
	� ���	�� ��������.

)������6,� �5( VD�8 ��W 6������� : 6��%����� ��� ��"�������� <��������� �� �� *0�2 ��
��"�������� �����"�������	 ������/6� ���� ����� ��4 ��"�������� <��������� ��� ��� 6��E6�����
�� ��6�����	 (����8 �� �����7"� �� �� *0�2 ��� �����9��"� �� �� �����7"� ����"���
�����"������	 ��� 6��E6����� ���� 6��6���� �� "�� : $��� ��� ��� ����&�� �� <������� �;�6/
���� : 6,�!�� 6��%�� ��6� �� ����/�����7"� �����"������	 )��� ��� ��""� �� �� 5� 	��	Q
"����� ��� ������ ����6������ �� �������6,� �5(	

)� 6��E6���� s(k)
i ���"�� �� ]����������] ������ ��"���Gi �<� �� �����9���� �� �����������

�� ��9������6� 6���� P c
f 	 )� ����� /(k)�

��� �� ����� �� ��9������6� �� ���� �������� @'�5�A

6������������ : ������&�� �� <������� �;�6���� ���� !�� �� Prob
[
Gi(�

(k),.) + s
(k)
i ≤ 0

]
���� � ��� : �� 6����	

,���	� �� $7 �	������ �� �-���	��/� �,� 

,���	� �� (7 ������ ��� �����	� ��������

δ
(k)
i ���� �4�� 

���3�� ���$��� ��-� ,�
��
�	��� ��	�����	��� ��� �
�������	�

�
�
�	.

)� "��,��� �2*( ������� �� "B"� 6��6��� !�� �5(	 )� �����7"� �� �� *0�2 ���
��"���6� ��� �� ����"��� �� 6&6��� �� ����/�����7"�� ������"������� �����"������	 ( ��
6��%�� ��6� �� 6,�!�� 6&6�� ������"������� �����"������8 ��� ����&�� �� <������� ��%����
��� �4�6����	 )�����"������� �����"������ ��� ����� ������ ��4 �4� ��6�� �� <������� ��� ��
����� �� ���9��"��6� "���"��� 6���� @'�1�A ����"� ��� 52*' ��%����	 ���� ������8 ��
'�1� �� ��<� �� ����������� ��� %�������� ���������� !�� ���"�� ���%��� ��� ���9��"��6�
"���"��� ���� �� �������� �� ��%��� �� <������� 6����	 5�����"���8 �� '�1� �6������� ���
������� ���� �� 6&6�� ���%��� �� ������"������� �����"������	 ����� ���6����� ��� �������
$��!��: �� �����9�6���� ��� 6���7��� �� 6��%�� ��6� ���� �� 6�G� �� �� <�������	

1����9���8 �� ��;����6� ����� ��� "��,���� �2*( �� �5( ������ ���� �� ���� �����

��



		��� ��������	�� ���� ��!����	���� ��������� ��

������"������� �����"������ �� ��� �4� ��6�� �� <�������	 ����� ����8 �2*( ������� �� '�1�
6��6��� ��� ��� ����&�� �� <������� ��%���� @�	�	 52*' ��%����A8 ����� !�� �� "��,��� �5(
�"����� �� '�5�8 �� ������� ����8 �� "��,��� �5( 6,��6,� ��� %������ �� ��6��� � ��� �����
��"����  (k) !�� �������� ��� ����������� �� ��9������6� � ��� : �� 6����	 �� !�� ���� B��� ����
6�G���4 �� ��"�� �� 6��6�� 6�� �� ���6����� 6,��6,� ��� %������ �� ��6��� �  (k) �� �� '�5�	
�� ��� 6F��8 �2*( �� 6,��6,� ��� 6�� %������ �� ��6��� � 6�� �� '�1� ��� ����6��"��� ���
: �� ����������� �� ��9������6� 6����	 �2*( ��������� ��� %������ �� ��6��� � δ(k) !�� ����!��
��� %�������� ������"������� ���� ��� ����"7���� �� ������������ ��� %�������� ����������	
���� 6� 6��8 ��� %������ δ(k) ���� ����6��"��� �������� ���� ���"����� �� ����6���� ��
������6� �� 6��6������ ��� %�������� ������"�������	 )� < ���	��	� "����� �� ��6,��!�� ���
%������ �� ��6��� � δ(k) ���� �� ����6���� �� ������6� �� 6��6������	 �2*( ��� 9��"����
�� �� "���7�� ���%���� �

"��
�(k)

CI(�
(k)) @��	RRA

sous :

{
Gi(�

(k) − δ
(k−1)
i , /̌(k−1)

i ) ≥ 0 i = 1, . . . , m

hj(�
(k)) ≥ 0 j = m+ 1, . . . , nh

�J k ����!�� �� 6&6�� 6������ ������"������� �����"������8 /̌(k−1)
i ��� �� '�1� ���� ����/

��6� �,&��!��8 δ
(k−1)
i ���� ��� %������ �� ��6��� � ��� %�������� ������"������� �(k)	 )�

����� /̌(k−1)
i �� ��� %������ δ

(k−1)
i ���� �6�������� : 6,�!�� 6��%�� ��6� �� ����/�����7"�

������"������� �����"������ ��� �{
/̌(k−1)

i = T−1(��c)

δ
(k−1)
i = �(k−1) − /̌(k−1)

�i

@��	R�A

�J ��c ��� �� '�1� 6��6��� ��� 52*' ��%���� @�!������ ��	��A8 /̌(k−1)
�i

���� ��� %������ ��

����� .̌
(k−1)

i ���� ��� %�������� �(k−1) ���� ��� ����"7���� �� ������������ �� �����������
@�	 	 "�&����� �� �6����/�&���A8 �J �(k−1) ��� �� �������� ����"��� �� 6&6�� k − 1 ��
����/�����7"� ������"������� �����"������	

)������������ �� '�1� 6��6��� ��� ��� ����&�� �� <������� ��%���� "7�� : ��� "��������
�E6�6��� �� ���������� !�� ���"���� �� '�5� ����"� ��� ��� ����&�� �� <������� 6���/
��!��	 )�����&�� �� <������� ��%���� ���� B��� �������� ��� ���� ����,"� -'I	 )��%���� �
�� �2*( ������ ���� �� ��"���6��� ���"���"��������	 �,�!�� ����/�����7"� �����"������
���� B��� ������ �%�6 �� �� ����,"� 6�����!�� �� �� ��� ��""����� ��� �������� ��� !��
�O�	 )� 6���7�� �� 6��%�� ��6� �� �2*( ��� �4���"� ��� ��� ��6��"���� �� 6�G�8 ��� %�/
������� ������"������� � �� ��� ������������ ��� %�������� ���������� /̌ ��4 6&6��� ��66����9�	
)��� ��� ��""� �� �� "��,��� ��� �������� �� ����4� 0 @0	�A	

[∥∥∥CI(�
(k)) − CI(�

(k−1))
∥∥∥ ≤ ε ��

∥∥∥�(k) − �(k−1)
∥∥∥ ≤ ε

]
��
∥∥/̌(k) − /̌(k−1)

∥∥ ≤ ε @��	R#A

�J ε ������ �� �����7"� ������8 �� ���  �������"��� ���� ����� 10−3 �� 10−6	

���3�� ���$��� ��0 ,�
��
�	��� ���������	
 �����������.

)������6,� �(� VQ�W ��� ����� ��� �� ��%������"��� ��� ��"�������� <��������� �� �����
�� /��
��	 ����� �����4�"����� ��� �;�6���� �� %������ � �� ����� �� 6��6������ 6������

��



		��� ��������	�� ���� ��!����	���� ��������� �%

@�	�	 � : ����������� 5A8 ����� ��� �� ����6� �� <������� �����6,�8 ������ ��� ��� ��������
��6������� !�� ��6���� ��� 6��������� ������"����� �� �������6,� 52*'	 )� �����7"� ��
�� *0�2 ��� 6��%���� �� ��������� ����/�����7"�� �����"������� �����4�"���9� �������
��!���������"���	 �(� ��� 9��"���� �� �� "���7�� ���%���� �

min
�(k)

CI(�
(k)) @��	RDA

sous :

{
β̆i

(
�(k), /(k)

)
≥ βc i = 1, . . . , m

hj(�
(k)) ≥ 0 j = 1 +m, . . . , nh

��� !�� �

β̆i

(
�(k), /(k)

)
= β̂i

(
�(k−1), /(k−1)

)
+
(
∇�β̂i

(
�(k−1), /(k−1)

))T

·
(
�(k) − �(k−1)

)
)������4�"����� �� ������6� �� <������� β̆i

(
�(k), /(k)

)
��� ������� ��� ��� ������������

∇�β̂i

(
�(k−1), /(k−1)

)
�� ������6� �� <������� �����6,� β̂i

(
�(k−1),/(k−1)

)
8 ������"�" �(k−1)

�� (k − 1)�me ����/�����7"� ������"������� �� �� ����� 6������ �(k)8 �����6��%�"���	

)�����6� �� <������� �����6,� β̂i

(
�(k−1), /(k−1)

)
�� ��� ������������∇�β̂i

(
�(k), /(k−1)

)
����

����"�� ���� �� (k − 1)�me ����/�����7"� �� %������ � ��� %�������� ���������� .(k−1) ��
��� %�������� ������"������� �(k−1) ��� �

β̂i

(
�(k−1), /(k−1)

)
= λ

(k−1)
i

[
Ĝi

(
�(k−1)

)− (�(k−1)
)T
.∇�Ĝi

(
�(k−1)

)]
@��	RQA

λ
(k−1)
i =

1∥∥∥∇�Ĝi (�(k−1))
∣∣∣ @��	R�A

∇�β̂i

(
�(k−1), /(k−1)

)
=

∇�Ĝi

(
�(k−1)

)∥∥∥∇�Ĝi (�(k−1))
∥∥∥ @��	R�A

�(k) = −β̂i

(
�(k−1), /(k−1)

)
λ

(k−1)
i ∇�Ĝi

(
�(k−1)

)
@��	�A

�J Ĝ ��� �� 9��6���� ������ ��"��� ���� ������6� ���"� �� � ��� �� %�6���� ��� %�������� ���/
"���	 �(� ���4� � ��� ������&�� �� <�������8 ����!�� ������6� �� <������� ��� �����6,� ���
��� �!������� ��	RQ/��	� !�� ��6������ ��� 6��������� ������"����� �� NN1 �� �������6,�
52*'	 )�����"�" �� �� �� ����� �� ��9������6� �� ���� �������� �� ���� �������� ���7� ���
�"����������� ��� �����%�� : 6,�!�� ����/�����7"� �����4�"���9	 )�� ��������� ����"����
�� �����7"� ������"������� �� �� ������&�� �� <������� ���� �������� ��"������"���8 ����
�� "����� �� ��"��� �� %��������	 )� 6���7�� �� 6��%�� ��6� �� �(� ��� �4���"� ���
����6��"��� �� 6�G� �� ��� %�������� ������"������� �� ��� �� %���<6����� ��� �4� ��6�� ��
<������� ����� ���4 6&6��� @�!������ ��	R#A	 )��� ��� ��""� �� 6���� "��,��� ��� �����
�� (���4� 0 @< ��� 0	RA

���3�! ����� ��� ������������ ���� ��� ������$�� ����������

���� ��� �����6,�� ��!���������� ��6�������8 ��� ������������ ��� 6���������� ������/
"������� ������������ ����"��� ��� ��;����6�� <���� �� ����&��!��"��� ����!������� ����

#



		��� ����� ��������	 � ��� �	��������� ������"�� ��

�����������	 ��� �����6,�� �����9��"��� �� �����7"� �� �� *0�2 �� �� �����7"� �����/
"������	 ��� 6����!����8 �� �����7"� �� 6��6�� ��� ������������ ��� 6���������� �� �� ����
���	

&&'0 ����� �"�������� ��� ��4������� �����5��

���� �� 6���� �� 6���� �����8 ���4 "��,���� �� 6,�6��� ��� ����� 9�"����� @�)(8 ')(
�� ��(A ��� ��� �"���"������ ���� �����
 �� ������� ��� ��%����� �����6������	 ���
�����6,�� ���� �

• �����6,�� : ���4/��%���4 @�)(A

{
*�(
�'(

• �����6,�� "���/��%��� @')(A

{
NN1
�)(

• �����6,�� ��!���������� ��6������� @��(A

{
�2*(
�(�

)� 6�"�������� ����� ��� ��4 �����6,�� ��� ����� ��� ��;������ 6���7��� �� ���9��"��6�
��"���!��	

• �A������ � "������ ��� �� ��"�� ��
 ��U�� �� ��"��� ����� ���%��������� �� ��
9��6���� ������ ��"��� ���� �������� �� �����7"�	 ���� �� 6���� �� ������"�������
��� ����6�����8 6,�!�� �%�������� �� �� 9��6���� ������ ��"��� 6��������� : �� 6��6��
"�6���!�� @�	�	 '�5A	

• ���3������� � "������ ��� �� ��"��� ������������ �;�6����� ���� �������� �� ���/
��7"�8 6���� "����� ��K7�� �� %������ : ��!����� �������6,� �%��6� ���� ����� : �������	

• ���� ��� � 6� 6���7�� ��� 9����"����� ���� �� 6�"�������� ��� "��,���� �� ��
*0�28 ����� ����� ��� ��;������� �����4�"������	 �� 6���7�� ���"�� �� %������ ��
��"���� �������6����� ��� �����6,�� �������8 �� ��� "����� ��� �� ���6����� ����/
������� ������"�" �� ��������� �� ��%��� �� <������� �4� �	

• ���� ��  � � �� !������ ���� �� ����,"� ��� �����6��� ��� �� ��������� �� 6��%�� ��6�
: ������ �� ���"����� !��� ����� �������	 )� 6���7�� �� ���������� ��� "����� ��� ��
��������� �� 6��%�� ��6� ���� �� ����� �� ������ !���6��!��8 �� !����� !�� ���� ��
��� ��������� �� �� 9��6���� ������ ��"���	

• ;�����#��� � 6� 6���7�� ����!�� �� 6���6��� ��� "��,���� : �������� ��;������ �&���
�� �����7"�� ���� ������� @�	�	 ��������� %�������� ���������� �� ������"�������8 ���/
������ ����� ��"����8 ������������� �� ����������� ���/���"����8	 	 	 ��6A	

)�� 6���7��� �� 6��%�� ��6� ���� �4���"�� ��� ����6��"��� �� �� 9��6���� ��$�6��98 ���
%�������� ������"������� �� �� %���<6����� ��� 6���������� �� <�������	 )� %����� �� ��������
������%� ε ��� <4�� : 10−3 �� �� ��"��� "�4�"��� ����������� ��� <4� : �	 ��� 6���7���
�� 6��%�� ��6� ���� ������!��� ���� ������ ��� "��,���� �������	 )� 6,��4 ��� �����6������
���� 6���� ����� 6�"������%� ��� �"�������8 ����!�� ��� ��;������ 6���7��� �� 6�"��������
���%��� B��� �"���!���	 ���� 6���� �����8 ��� ����&�� �� <������� ��� �;�6���� : �� 6��%��/
 ��6� �� 6,�6��� ��� "��,���� ���� %���<�� ������"�" ������	 )�� �����6������ "���� ��
H�%�� ���� �

#�



		��� ����� ��������	 � ��� �	��������� ������"�� ��

• �4�"��� "��,�"���!�� ��<�� ��� ��� 9��6���� ��$�6��9 �� ��� 9��6����� ������ ��/
"��� ����&��!���	 ���� 6�� �4�"���8 ��;������ �&��� �� 9��6����� ������ ��"��� ����
6��������� �
? �" 9�����"��� ��� �������� [
? �" 9����"��� ��� �������� [
? �" ��������� 9��6����� ������ ��"��� ��� ���������	

• ����"������� �� �� ��6���� ���� ������ ��6��� ������ �� �6��� ���"�� : �� 6,��/
 �"��� ��/�4���	 )�� ��"������� �� �� ��6���� ���� ��� %�������� ������"������� ��
��� "�&����� ��� %�������� ����������	 ��������� %������ �� 6��E6���� �� %��������
@�IA ���� ���������8 �<� ���4�"���� �� 6�"�����"��� ��"���!�� ��� "��,���� �� ��
*0�2 ����!�� ��� %�������� ���� "��!���� �� 9����� ��6��������� [

• ����� �������� : 6��!8 ��4 �� !���M� ������ ���� ����"����	 )�� ��6����� ��� ������ ����
6���������� 6�""� ��� %�������� ������"�������	 )�� 6,�� �"���� �����!��� �� ���
6���6�������!��� "�6���!��� �� "������� ���� ����������	 )�� ���9��"��6�� ��"�/
��!��� ��� "��,���� ���� �4�"����� %��/:/%�� �� ���� "�������� �� �� 6�"���4��� ��
�����7"� �� �� ��"��� �� %�������� ������"�������	 �� ����8 ��� %�������� ����������
���� "��������� ��� ��;������� ������������� �� ����������� @���"����8 �� ���"����8
�̂����� �� =�"���A	

���(�� 0���� ��� �������*���

)�� �����6,�� �� �� *0�2 ��� ��� �����!���� ���� �������� ��� �����7"�� ����&/
��!��� ���� �� ��� ���4�"���� ���� 6�"�����"��� %��/:/%�� �� �� �� �� 6�"���4���	 1����
��;������ 6�� ���� ������� � �� ���"��� 6�� 6�����7�� ��� 9��6���� ������ ��"��� 9�����"���
��� �������� @< ��� ��	�A8 �� ���4�7"� 6��6���� ��� 9��6���� 9����"��� ��� �������� @< ���
��	��A8 �� �� ������� ����� ��� ��������� 9��6����� ��� ���������	

!�" �� ����� �0
1 !�" �� ����� �0

2

,���	� �� >7 ,������ �-�� ����� G1 ��= ���= ����� ������= (0)
1 � (0)

2  
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		��� ����� ��������	 � ��� �	��������� ������"�� ��

• �� 8 B %������� �6���� #�*��� %���#�*��� ��� #�������

���� �� �����7"� ������"������� %����� : ����%�� ��� %������ ����"���� �� ���4 %��������
������"������� d1 �� d2 ��������� �����"�������8 !�� "���"����� ��� 9��6���� ��$�6��9 f(�)	
)� 9��6���� ������ ��"��� ��� ��<��� ��� ��� %�������� � �� ��� ����"7���� x1 �� x2 ���/
����� ��6�������	 )�� %�������� ���������� . ���� ���"���� �%�6 ��� "�&����� �����6��%��
{5, 0 ; 3, 0} �� �� 6��E6���� �� %�������� �� 0, 3	 )� ����������� �� ��9������6� ��"�������
P c

f ��� <4�� : 1%8 ���� 6��������� : �� ����6� �� <������� 6���� �� βc = 2, 32	

min
�

d2
1 + d2

2 @��	��A

sous

{
Prob [G1(�, .) = 0, 2 d1d2X

2
2 −X1 ≤ 0] ≤ P c

f

0 ≤ � ≤ 15

)��E6�6��� �� 6,�!�� �����6,� ��� "������ ��� �� ��"��� ���%��������� �� ������ ��"���
���� ����%�� ������"�"	 ����� ����8 ������ ��� �� ��"��� ���%�������� �� ������ ��"���
!���� ��  ������� ��� 6��6��� ����&��!��"���8 �� ������� ����8 ��������� ��� �� ��"���
���%�������� �� ������ ��"��� !���� ��  ������� ��� 6��6��� ��"���!��"��� ��� ��;����6��
<����	 ����� ��������� 6��������� : 6���� ���� ���� ��"��� �"���6��� ��������� ���� 6��6��
��� ���"���� <���	 )� ���������� ��� ������ : ���%��� �� 6,��4 �� ���4 ������ �������4	 )�
���"��� �0

1 �� ����%� �� %������ � �� ������"�" ��6,��6,� �� �� ���4�7"� �0
2 �� ����%� ����

�� ������"�"	 )�� ��������� ��� ��;������� �����6,�� ���� ������ ���� �� ������� ��	�

�0
1 = {2 ; 2} �0

2 = {12 ; 12}
'��,��� f � β� ���� ������ ��������� ���� ������ ���������

*�( DR8�� �8R� D R� �Q� Q � ��D
�'( DR8�� �8R� R �� ��� # �� ���
NN1 DR8�� �8R� � � �R# �� �R ���
�)( DR8�� �8R� # �� R � �# �Q
�2*( DR8�� �8R� �� �D �R� �� # �#
�(� DR8�� �8R� �R Q R# �# � �

��'���� �� "7 ������� �� ������ �� �	�'�*�� ����%�6�� ?��� "@ 

1����� ��� �����6,�� ��� 6��%�� � %��� �� "B"� ����"�" �� = {5, 65 ; 5, 65} 6�����/
������� �� "���"�" �� �� 9��6���� ��$�6��9 f � = 63, 88	 )� < ��� ��	� "����� !�� ���
���6����� �������9� ��� "��,���� �)( �� �'( ���� ��"�������	 �� �;��8 6�� ���4 "��,����
���� ������ ��� �� 9��6���� �� ������ ��"��� ����� !�� �'( ��� ����� ��� ��� �%��������
�4�6�� �� '�1� ��� ��� ���6����� �������%�	 �)( ��� 9����� ��� �������4�"����� ��
'�1� : ������ ��� ������������ �� �� 9��6���� ������ ��"���	

)�� ��������� ������ ���� �� ������� ��	� "����� �� ����������� ��� "��,���� �(� ��
�)(	 )���!�� �� 6��6�� ��  ������� ��� ����&��!�� �(� ��� ���� �E6�6�	 )� 6��%�� ��6�
��� ������� �� 7 6&6��� 6������������ : 7 �%��������� �� �� 9��6���� ������ ��"���	 ���
6�����8 ����!�� ��  ������� ������� ���� 6��6�� ��"���!��8 �)( ��� ���� �E6�6� 6�� ����
�4� � 30 �%��������� �����"��� 6����� 35 �%��������� ���� �(�	

)�� �����6,�� : ���4/��%���4 �4� ��� ���� ���%��������� �� ������ ��"���	 )�� ���6�/
����� �������%�� �� 6��6�� �� ����� '�5� �� '�1� ���� ��� "��,���� *�( �� �'(

#R



		��� ����� ��������	 � ��� �	��������� ������"�� ��

�����6��%�"���8 ��6�������� ��������� ������ : �� 9��6���� G1	 ���������8 �'( ��"����
"���� ���;��� !�� *�(	

)���!�� �� ����%����� ��� ����&��!�� NN1 ����C� ��7� �E6�6�8 9 �%��������� �� ������
��"��� ��E����� ���� ������� ������"�"	 1����9���8 ���� �� 6��6�� ��"���!�� ��  �������
�� G18 ��� "��,���� NN1 �� �2*( ���������� ��� ���9��"��6�� ��"���!��� 6�"��������
��4 ���9��"��6�� ��� �����6,�� �� �� 9�"���� : ���4/��%���4	 �� ����8 NN1 ����C� ��7�
�������� �� 6,��4 �� ����� �������	

)� < ��� ��	�/@�A "����� ������������� ��"���!�� �� NN1 �� ����� ��� ����������	
)��� ��� ���"�7��� ����������8 ��� %������ ��� %�������� ������"������� ���� �� "������ ��
���� ��B��� ��"������	 ����� ����������� ��� �����6���7��"��� ��� : ��� "��%���� ����"�/
���� �� �� ����6���� �� ���6����	 �� "B"�8 �(� ��� ����� "��!��� ��� 6���� �����������
��"���!�� �� ����� ��� ����������	 ���� ��������� !�� 6�� ���4 "��,���� ���� ������ ���
�������4�"����� �� ������6� �� <�������	 NN1 �����4�"� ������6� �� <������� �� �����!����
����6��"��� �� 6�������� ������"����� 6�""� 6��������� ��� �����8 6��� ���� 6����� ���
����������� ��"���!�� !���� �� 6��6�� ��  ������� ����� ��� ���6��	 �(� �����4�"� ������6�
�� <������� ��� �� ��%������"��� �� ����� �� 1�&��� �� ���"��� �����	 ����� �����4�/
"����� ��� ���$���� �"���6��� ���� ��� ���"�7��� ���������� [ ���� ���"������ ��4 ����������
���%�����	 )� < ��� ��	�� "����� !�� 6���� �����4�"����� ������ �� 6,��4 �� ����� ���/
����	 )�����6� �� <������� βFORM 6��6��� ��� 52*' ���� B��� ��;����� �� �������4�"�����
�������� ���� �(� ���� ����"�� 6�� ����6�	 �� �;��8 ����!�� �� ����� �� ������ ��� ���6,�
�� ������"�"8 �������4�"����� ��� ���� �� "���� 6����6�� �� ���"������ ������"��� ��
6���� ��� ���������� @< ��� ��	��/@�AA	 �� ��%��6,�8 ����!�� �� ����� �� ������ ��� ���� ��
������"�" �������4�"����� ���� B��� ��7� "��%���� @< ��� ��	����AA	
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• �� 4 B %������� �6���� #�*��� %����*��� ��� #�������

)� ���������� ��� �����6,�� �� �� *0�2 ��� ������� �� "�&�� ����� 9��6���� ������
��"��� 9����"��� ��� ��������	 )� "B"� �����7"� !�� 6���� �� ���!	��	�� ��� ����&�� �%�6
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�0
1 = {2 ; 2} �0

2 = {12 ; 12}
��	 N◦ 7 3 " ! ) + . 1 3 " ! ) + . 1 $

��������� �� ��� > "! "! ". ". ". ". ". ". ". ". ". ". ". ".
��������� �� �#� )3 "! "! "! > > "! "! "! "!

��'���� �� !7 ��C �� ������ �� �-����%�� �� &�'���� ���� ��� � �#� ?��� "@ 

0 2 4 6 8 10 12
0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

1.6

1.8

2

2.2

2.4

SAP iterations

β

β
SAP

β
FORM

!�" ����� �� ������ �0
1

0 5 10 15
1.6

1.8

2

2.2

2.4

2.6

2.8

3

SAP iterations

β

β
SAP

β
FORM

!�" ����� �� ������ �0
2
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!�" �� ����� �0
1 !�" �� ����� �0

2

,���	� �� "!7 ,������ �-�� ����� G2 ��= ���= ����� ������= (0)
1 � (0)
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		��� ����� ��������	 � ��� �	��������� ������"�� ��

�� 9��6���� ������ ��"��� ���%���� �

G2(�,G) = d1d2X2 − ln(X1) @��	��A

)� < ��� ��	�� "����� �� 6,�� �"��� �� �� �� �� ��� ��������� �� �� 9��6���� G2 ����
��� ���4 ������ �������4 �0

1 �� �0
2	 ����� 9��6���� � �� 9����� 6�������� �� %������ � ��

������"�" !�� �� ����%� �� ����� �� = {1, 35 ; 1, 35}8 6��� ���� ��������� �� 6��%�� ��6�
��� �� ����,"��8 ������� �� �� ����� �� ������ ��� ���� �� ������"�"	

)�� ��������� ��������� ���� �� ������� ��	R 6��<�"� 6�� ��"��!��� 6�� ����!�� �� �����
������� �0

1 ��� ���6,� �� ������"�"8 ������ ��� �����6,�� 6��%�� ��� %��� 6� �����	 1����/
9���8 �(� ��"��� �%��� ��� ��E6����� �� 6��%�� ��6�	 )� < ��� ��	�R "����� �������������
��"���!�� �� �(� !���� �� 9��6���� ��� 9����"��� ��� ��������8 "�� �� !�� �� ����� ��
������ ��� ���6,� �� ������"�"	 )� ���4�7"� ����� �0

2 "����� ��� ��"���� ��� "��,����
*�(8 NN1 �� �(�	 )� ��� 6��%�� ��6� �� *�( ��� ��� : ���� ����,"� -)/*5 �������
���� ������&�� �� <�������	 0��� !�� 6�� �� ����,"� ���� �E6�6�8 �� ����� ��� �������8 �� ��
6��%�� ��6� ����� ��� ������� ���� ���"����� !��� ����� �������	 )��� ����,"� �O� ����
B��� ������ ���� ������&�� �� <������� �<� ���"������� �� 6��%�� ��6� �� *�(	
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1 = {2, 2} �0

1 = {12, 12}
*0�2 "��,��� f � β� ���� ������ ��������� ���� ������ ���������

*�( R8DQ �8R� � �� ��� / �6 /
�'( R8DQ �8R� R �# �R# D �� ���
NN1 R8DQ �8R� # D � / �6 /
�)( R8DQ �8R� R �� �� D �� R�
�2*( R8DQ �8R� � R� �R �R R� ��
�(� R8DQ �8R� �R �� D / �6 /

�6 � �� "��,��� ��� ��� 6��%�� �

��'���� �� )7 ������� �� ������ �� �	�'�*�� ����%�6�� ?���� !@ 
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		��� ����� ��������	 � ��� �	��������� ������"�� ��

��""� ���� ���%��� ����!��8 �� ��� 6��%�� ��6� �� �(� ���� �0
2 ��� ��� : �������4�/

"����� �� ������6� �� <������� ����� ��� �� ��%������"��� �� /��
�� �� %������ � ��
����� 6������ �(k)8 6� !�� ��� �����"��� %������ �� %������ � �� ������"�" �� �� ����
��� 9��6���� ������ ��"��� 9�����"��� ��� �������� @�	 	 6�� �A	 )� 6��6�� �� ������6� ��
<������� �����6,� ��� ���� ��� ��� ������������ �� ������ ��"��� ���� ������6� ���"�	 ����
��� 9��6���� ������ ��"��� 9����"��� ��� ��������8 6�� ������������ ���%��� 6������� : ���
�%�������� ���4�6�� �� ������6� �� <������� �����6,� β̂	 )� < ��� ��	�� "����� ��� �6����
6������������ ����� ������6� �� <������� 6��6��� ��� 52*' �� 6���� �����4�"� ��� �(� :
6,�!�� ���������	 ��� �6���� ���"���<��� ����!�� �� 9��6���� ��� 9����"��� ��� ��������	 ��
6� 9���8 ���� �� ����� �� ������ ���� ���� �� ������"�"8 6�� �6���� �����C���� ��� "��%����
����"����� �� ������6� �� <������� 6��������� : ��� ����6���� �� ���6���� ������� �� ���
6����!���� �� ��� 6��%�� ��6� �� �(�	

��� ��������8 6�� �4�"��� "����� ���"��6� �� 6,��4 �� ����� ������� ��� �� 6��%�� ��6�
�� NN1	 �)( ����C� �E6�6� �� �������8 �J ������"�" ��� ������� ���7� 39 ������ : ������
��"��� G2 !���� �� ����� ������� ��� ���� �� ������"�"	 �� ����8 6���� "��,��� ��"��� B���
���������� : �� ��� ��������� �� �� 9��6���� ������ ��"���	

)� ���������� �� ������&�� �� <������� ��%���� ��� ������%��8 ����!�� ��� "��,���� �'(
�� �2*( ������� ����������� �� 6,��4 �� ����� ������� �� : �� ��� ��������� �� ������ ��"���	
�� "B"�8 �)( ��������� ����� 9��"������� ��"������ !�� �'( ����<6�� �� �� ����������
�� ������&�� �� <������� ��%���� ���� �%��� : ���;�6����	

• �� 7 B -#� ���� %������� �6���� #�*���

��� �4�"��� ��� ������ �� �� ����������� �� �� *0�2 VQ�8 Q�8 �QW	 ����� ����8 �� ����
� ���"�� �� %������ ���"���"�������� ��� ��;������� �����6,�� �� �� *0�28 �� �������
����8 �� �������� �� ���� �� ����������8 ���E6�6��� �� �� ���6�����	 ���� �� �����7"� �� ��
*0�2 ���%��� �

min
μ�

f(μ�) = μX1 + μX2 @��	�RA

sous

{
Prob [Gi(.) ≤ 0] ≤ Φ (−βc) i = 1, . . . , 3
0 ≤ μ� ≤ 10

��� !�� �

G1(/) = x2
1x2/20 − 1

G2(/) = (x1 + x2 − 5)2 /30 + (x1 − x2 − 12)2 /120 − 1

G3(/) = 80/
(
x2

1 + 8x2 + 5
)− 1

�J / ���� ��� ������������ ��� %�������� ���������� .	 )�� %�������� ������"������� � =
{μX1 ; μX2} ���� ��� "�&����� ��� %�������� ���������� X1 �� X28 ���6����/�&��� �� σX1,2 =
0, 3 �� "��������� ��� ���4 �&��� �� ������������8 : ��%��� ��� ��� ���"��� �� ��� ��� ��
=�"���	 1���� %������ �� ������6� �� <������� 6���� ��� ��� �������

(
βT = 2, 3, 4

)
8 �<�

���4�"���� ��� ���9��"��6�� ��"���!��� ��� �����6,�� ��� ������� �� ��%��� �� <�������
6����	

)�� ��������� ��������� ���� �� ������� ��	� "������� ����K���6� �� �&�� �� ��������/
���� ��� �� 6��%�� ��6� �� ��� ��� ���9��"��6�� ��"���!��� ��� ��;������� �����6,��	 )��
������������� ��� ���"���� �� "������ �� ��� ��������� ��� 9��6����� ������ ��"��� ����
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-�� �.������� �	 /��� 0 �#� � ��	1��/. �	 �������	� ,2) 3��� �4�	��5�� 6� 7������.

	� 0 3�� 6� ��	1��/�	��

��'���� �� +7 ������� �� �	�'�*�� ����%�6�� D �������	� �������� �-�� ����� 

������6� ���"�	 )� 6��%�� ��6� �� *�( ���� �� 6�� �� �� ������������ �� =�"��� �����
������� !���� ��������� ���� ����,"� �O� �� ���� �� -)/*5 ���� ������&�� �� <�������	 ��
��%��6,�8 NN1 ��� ��� 6��%�� � ���� 6���� ������������ �� �����������	 )�� ������� V#QW
�� 6���� "��,��� ��� �� ���� �� ��E6���� �� 6��%�� ��6� �%�6 ��� ������������� �"���6����
�� �����������	 ���� ��� ����6�����"��� �G ��4 6���������� ��� ����� ������ �� �������6�/
���� ����6�� ��� 6��������� ������"����� �� 52*'	 ��� 6��������� ���� ��E6���� : �������
����!�� ��� 9��6����� ������ ��"��� ���� 9����"��� ��� ���������	 �� ����8 ��  ������� �� 6��
6��������� 6������������ �� 4������ �� ������ ��"���	 �� 6� 9���8 ��� ������� ��"���!���
���� �� ��;������� �����4�"������ ���%��� 6������� : �� ��%�� ��6� �� ���� ����,"�	

�� �� "B"� 9�X��8 �(� ����C� ��7� �������� ��4 ������������� �� ����������� ��� %�/
������� ����������	 )� 9���� ��� ��������� ��� 9��6����� ������ ��"��� �����C�� ��� "��%����
����"����� �� ������6� �� <������� ��� ��"��� ������������� [ 6� !�� ���� ���%�!��� �� ���
6��%�� ��6�	 1����9���8 ��� "��,���� �)(8 �2*( �� �'( ��"����� B��� "���� ���������
��4 ���� �� ����������� ��� %�������� ����������	

)� < ��� ��	�# "����� ����K���6� �� ��%��� �� <������� 6���� ��� ���;��� �� 6��6�� ���
��;������� "��,����	 �)( ��"��� B��� ����;������ �� ��%��� �� <������� 6����	 ���� ���
����6�����"��� �G : �� 9��"�������	 ��� 6����� �2*( �� �'( ��6�������� ���� �� 6��6���
����!�� �� 6���� ��� ���%��	 ��� ���4 "��,���� ��������� ��� ����&�� �� <������� ��%���� !��
������ ����6��"��� �� ������6� 6����	 )� < ��� ��	�#/@�A "����� !�� ����!�� �� ����%�����
��� ����&��!�� �2*( ��� "���� �E6�6� !�� ��� ������ �����6,��	 1����9���8 6���� "��,���

#�
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,���	� �� ".7 ���'	� �-��������� �� �-�� ����� �� ������� �� βc 0�& 5� �	����� �� �������
��	 ��0�	����� &���� 0�& �� �	����� �� ����%�6�� 
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� ��� �����6���7��"��� ��%������� ���� ������"������� ��� ����6�����8 �J ��� ����%��� ���
����� ��"���� ����  �������"��� 6��6����� ��"���!��"���	 ��� ��������8 ����!�� ��� ����%���
��� 9��6����� ���� ����&��!���8 ��� "��,���� : ���4/��%���4 @�'( �� *�(A ���� �����
�E6�6��� 6�"������� ��4 ������ "��,����	

( �������� �� ���E6�6��� �� �)( !�� ����C� ���������� �� �&�� �� ������������ ��� %�/
������� ����������8 ��� ������������� ��� ���"���� 6������������ �� ���6����� �� 6���� ��/
���6,�	 )� < ��� ��	�D/� "����� !��8 ���� �� 6�� ��� %�������� ���������� ���"����8 ��
'�1� �����6,� ��� �)( ��� 6��9����� �%�6 �� '�1� 6��6��� ��� �'( @6�������� 6�""�
�4�6�A	 ���� ��� 9��6����� 9�����"��� ��� ���������8 �������4�"����� �)( ��� ����M ���6���
�� ���"������ �� 6���� ��� ����������	 �� ��%��6,�8 ����!�� ��� %�������� ���������� ���%���
��� ���� �� ����������� ��� ���"���� @�	 	 =�"���A8 �)( ��%���� "���� ���6���	 ���� ���
�G : �� �����9��"����� ������������ !�� ��������� ��� 9���� ��� ��������� ��� 9��6�����
������ ��"��� �� �� 6,�� �"��� �� 9��"� �� ��,&�����,7�� �� ��&�� � �� : βc	 )� < ���
��	�D/@�A "����� !�� �� '�1� 6��6��� ��� �)( �� ���� ��� %���<�� �� <������� 6����8 6��
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6� ����� ����� ��� �4�6��"��� �� ����� ��� ��� : ��,&������9�6� �� ������6� 6���� @!�� ���
��� ,&�����,7�� �� ��&�� � �� : βc ����!�� ��� %�������� ���� ���"����A	 �� ����8 �� < ���
��	�Q "����� !�� 6���� �����4�"����� ��%���� �� ���� �� ���� "��%���� �� "���� ���6���
����!�� ������6� 6���� ��� ���%�	

���(�� ������������ �#�� ������

��� �4�"���8 6�����!�� ���� �� ����������� �� �� *0�2 VDQW8 ��� ������� ���� �������
���"��6� �� �� ������������ ��� ��6��������� ��� ��� "��,����	 ���� �� ������ 6���� ��
��6���� ��6��� ������ �� ��"������� b �� h8 ���"�� : �� 6,�� �"��� F �� : ��� K�4���
��/�4���� ��<��� ��� ��� "�"���� M1 �� M2	 )����� ��"��� ��� ��<�� ��� �� 6�"�����"���
������/������!�� �� "������� �

G (X) = 1 − 4M1

bh2fy
− 4M2

b2hfy
− F 2

(bhfy)
2 @��	��A

)�� "��,���� �� �� *0�2 ���� �����!��� ���� "���"���� �� ��6���� �� ������ ���� ��
��%��� �� <������� 6���� �� βT = 3	 )�� %�������� ������"������� ���� ��� "�&����� ��
�� ,������ μh �� �� �� ��� ��� μb �� �� ��6����	 )�� %�������� ���������� ���� �� ��"���
������!�� �� "������� fy8 �� 9��6� �����!��� F 8 ��� "�"���� �� K�4��� M1 �� M2 �� ���
��"������� �� �� ��6���� b �� h	 ��������� 6��E6����� �� %�������� �� h �� b ���� ������ �
�Ib,h = 0, 0, 05, 0, 1 �� 0, 15	 �� �;��8 ����!�� ��� 6��E6����� �� %�������� �� b �� h ����
����8 ��� %�������� ������"������� ���� ����"��� �����"�������	 ���4 6�� ���� ������ �

• �" ������ ��� %�������� ���������� ���� ���"���� [
• �" ��� %�������� ���������� ���%��� ��� ������������� �� ����������� ��<���� ���� ��

������� ��	#	


�� ��"������� �,&��!�� ���"�� �� 6����F��� ������6� �� �� ��6����	 �����/6� %���� ���$��/
��� �� �����7"� *0�2 !�� ���6��� �

min
μb,μh

: A = μbμh @��	�#A

�	�	 :

{
Pr [G(X) ≤ 0] ≤ Φ(−βc)
0, 5 ≤ μb/μh ≤ 2

D



		��� ����� ��������	 � ��� �	��������� ������"�� ��

F '8�( M1 '8���( M2'8���( fy '*)�( � �

��5�		� ���� ��� 
�� "� μh μb
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�����������	 '�( ������� ������� ������� ������� ������� �������

�����������	 '�(  �����  �����  ����� <������ -�/	������ -�/	������

��'���� �� .7 8���	����� �����6�� ��� ��	��'��� ������	�� �� ����� 

�����������	� �������� '�( �����������	� 	�	��������� '�(

�I � ���� ��
 ��
� � ���� ��
 ��
�

�#� �� ���%
� ��%!%� ��%�&� ��&&%� ��%!"" ��%"%
 ��%�
� ��&!"�

�� ��!"
� ��!
�
 ��!""� ��!��� ��!
&� ��!�!� ��!"�� ��!&��

β� !���� ����� !���� !���� !���� ����� ����� �����

 ��1����'����( %��'"( ���'�( %!�'�( �"�'�( %!�'%( &!�'�( ��"'&( �
�'�(

)*� �� ��%
%& ��%!�� ��%��% ��&&!& ��%!"� ��%"%� ��%&�� ��&!��

�� ��!
�� ��!
�
 ��!""" ��!��% ��!
&� ��!�!� ��!"
� ��!%�&

β� ����% ����& ����� ����� ����& ����� ����& ����&

 ��1����'����( "��'�( %�
'�( �&�'"( %�"'�( &��'�( �"�'�( ���'�( %�"'�(

��+ �� ��"�
� ��"�!" �����" �����% ��"�&� ����&% �����! ��%
�%

�� ��"&�& ��"��� ��"%%� ���
"� ��"��� ��"
�� ��"�&! ��""%�

β� ����& ����& ����" ����
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)�� ��������� ��� ��;������� "��,���� ���� ����!��� ���� �� ������� ��	D	 O���� ���
%�������� ���������� ���� ���"���"��� ����������� �� ��� %�������� ������"������� ���� ��/
���"������� @�Ih,b = 0)8 ������ ��� "��,���� 6��������� : �� ����"�" !�� %���<� ��
<������� ��!����	 ����"����8 6� ���� ��� "��,���� �'(8 �(� �� �2*( !�� ������� ���
��6����� "���4 ����"����� �� 0, 1913m2 �� 0, 1915m2 �����6��%�"���	 )�� ������ "��,����
@�	�	 �)(8 *�( �� NN1A ��� 6��%�� � %��� ��� ��6����� �� ��� ���� ���%���8 �� 0, 1920m28
0, 1922m2 �� 0, 2003m28 �����6��%�"���	 ��� "��,���� ��� 6��%�� � %��� ��� ����"� ��/
6��4	 )���!�� h �� b ���� ������ 6�""� ��� %�������� ����������8 *�(8 �'(8 �2*( ��

D�



		��� ����� ��������	 � ��� �	��������� ������"�� ��

�(� ��� 6��%�� � ����!�� %��� �� "B"� ����"�"	 NN1 ������� ���$���� : �� ����"�"
��6��	 ����� ��E6���� �� NN1 ��� ����6�����"��� ��� : �� 9��"������� �� 6���� �����6,�	
NN1 6,��6,� ��"������"��� ������"�" �� �� '�5�8 ���� ���� �� ������ ��� ������������
��"���!��� 6��������� : ��� 6��%�� ��6� ��6���	 ��� ��6��%������ ��� ������� �����%�
����!�� ��� %�������� ������"������� ���� ��� "�&����� ��� %�������� ����������	

)�� ��������� ��  ��� ���� �� ������� ��	D ����!�� !�� �)( ��� ��� 6��%�� � �� ���������
�� ����� �� ������ d0 = {0, 5 ; 0, 5}8 ��� ��������� ����!��� ���� �� ������� ��	D ���� �������
��� �������� ������ �������4	 )� ���������� �� �)( ��� "��� �� ��9��� ���� 6�� �4�"���8
����!�� �� ���6����� ������ �� ����� �� ������ 6,����	 '�� �� ���E6�6��� �� �)( �� �(�8
��� �����7"�� �� 6��%�� ��6� ���� �����%�� ����!�� �� 6��E6���� �� %�������� ��%���� ���%�	
�(� ��� ��� 6��%�� � "�� �� ������������� �� ��������� ������ �� ������	 �2*( �� �'(
��"����� ��������8 ������� �� "���� ��������� : �� ������������ �� ����������� �� ���"��
�� �&�� �� ��� �� ����������� �� �� 6��E6���� �� %�������� ��� %�������� ����������8 �2*(
�4� � "���� ���;��� �� 6��6�� !�� �'(  �>6� : �� 9��"������� ��6������	

���(�� ������������ �� ��������

)�� "��,���� �� �� *0�2 ���� �����!���� ���� ����"���� ��� ����� �������� �� �� < ���
��	��	 ���� 6,�!�� ��������8 ��� %�������� ������"������� ���� ��� ��6����� ��� ������ Ai [ ��
��"��� �� %�������� ������"������� ��� �����6��%�"��� 58 10 �� 15	 ���� ��� ����� ��������8 ���
%�������� ���������� ���� ���������� ���� �� ������� ��	Q8 ����� ���� �� "����� �� \��� 8 ��
��"��� ������!�� �� ���6���� fyt �� ��� 6,�� �"���� �����!���	 1����� 6�� %�������� ����������
���� ��������� ���%�� �� "B"� ��� �� �����������8 6,����� ���"� ��� ���� ���%����� � ���"���8
�� ���"���8 �̂����� �� =�"���	

E @'��A fyt @'��A F @+�A P @+�A
"�&���� D��# �Q� � �#

�I 8� 8�# 8R 8�

��'���� �� $7 8���	����� �����6�� ��� ��	��'��� ������	�� ��� 	������ 

���� 6,�!�� ����� �� ��������8 ��� 9��6���� ������ ��"��� ��� ��<��� ��� �� 6���6���
����"�	 )� ��"��� ������� ��"���� ��� � �� �� ��"��� �� ������ @�	�	 %�������� ������"���/
����A	 (����8 ���� ��� ����� �������� 58 10 �� 15 ����� ��"���� ���� ��<���8 �����6��%�"���	 )�
6���6��� �� ���6���� ��� ������ ��� �� ��"��� ������!�� �� "������� �� ���6���� fyt �� �� 6�/
��6��� �� 6�"�������� fyc ��� ������ ��� �� 6��������� �������8 ��<��� ��� fyc = π2E/λ2

i 8
��� !�� λi ��� ������6�"��� �� �� ����� i	 )�����&�� "�6���!�� ��� ����6����� ��� �;�6����
�� "�&�� ���� ��� ��""� ���"���� <��� ������� �()5�' V��W	 )� ����������� �� ��/
9������6� ��"������� ��� �� P c

f = 10−4 6������������ : �� ����6� 6���� �� βc = 3, 71	 )�
�����7"� �� �� *0�2 %��� : "���"���� �� %���"� �� �������� �� �����6���� �� �����������
�� ��9������6� 6����	

)�� ��������� ��  ��� ���� ��� �������4 ��	�/��	�/��	� ����!���� !�� �� "��,��� ��
!������� ��� ��� 6��%�� � �� ��������� �� ����� ������� 6,���� A0

i = 9 cm2	 )� 6��%�� ��6�
�� 6�� "��,���� @*�(8 �(� �� NN1A ��� ������� �� ��������� �� ����� �� ������ ������<�
��� ��� ����"������� �����"������ ��� ��������	

D�



		��� ����� ��������	 � ��� �	��������� ������"�� ��

,���	� �� "(7 0�& �	������ D ���6 '�		�� 0�& �	������ D ��= '�		�� �& �	������ D 6���E� '�		�� 

,���	� �� ">7 �2����� ��� ���	��/�� �� ������� �� ���'	� �� ��	��'��� �-���������� 
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		��� ����� ��������	 � ��� �	��������� ������"�� ��

8��	�'���� ��	���� 5����	���� F��'��� ���'��
#�/���� ��	 G ��� ��	 G ��� ��	 G ��� ��	 G ���

H∗ U β∗
min H∗ U β∗

min H∗ G β∗
min H∗G β∗

min

��� $ G +I! . G .I) � 1 �2� � 1 ��2�
)3$I)3 G )I$"( ))>I>$ G )I$"> ���2%� 1 �2��� ���2$� 1 �2���

�#� $G .I+ 1 G $I> + G 1I. . G $I+
)3$I)3 G )I$"( ))1I+$ G )I$"> )!1I3> G )I$"> )+.I>$ G)I$">

AA� � 1 �%2� 1 G $I. . G 1I$ ��
�%�2�% 1 �2��$ )$.I)+ G )I$"> )1.I$1 G )I$"> ��

�5� .G 3I. . G 3I. . G 3I$ . G 3I1
)."I!> G )I$"> )$.I)! G )I$"> )1.I$1 G )I$"> )(>I3> G )I$">

�4�� ") G "I) !! G !I+ "! G !I! !" G !I.
)3$I!( G )I$"( ))1I+$ G )I$"> )!1I3> G )I$"> )+.I>$ G)I$">

��� )" G "I> !" G "I+ �� 1 �2� !! G "I.
)3$I)3 G )I$"> ))1I+$ G )I$"> ���2%� 1 �2��� )+.I>$ G )I$">

��'���� �� (7 ������� �-���������� �� 	������ D ���6 '�		�� 

��� ". G ++I! $ G +3I" �� ��
$.(I)1 G )I$"> ()1I"> G )I$"> �� ��

�#� $ G !.I) "3 G 1+I1 $ G $1 ( G 1(
$.(I)1 G )I$"> ()1I"( G )I$"> (3>I+) G )I$"> (.1I+) G )I$">

AA� > G .(I" 1 G +3I1 �� ��
$.(I>" G )I$"" ()$I(3 G )I$"> �� ��

�5� $ G )I! > G +I+ $ G )I> > G .I3
$.(I)1 G )I$"> ()1I"> G )I$"( (3>I+) G )I$"( (.1I+) G )I$">

�4�� )1 G "!I( !$ G "3I! ))G "+I) !$ G "3I$
$.(I). G )I$"( ()1I"( G )I$"( (3>I+) G )I$"> (.1I+) G )I$">

��� �� 1 �2� !( G +I. !3G 1I. )3 G .I!
��$2�� 1 �2��� ()1I"> G )I$"$ (3>I+) G )I$"1 (.1I+" G )I$"$

��'���� �� >7 ������� �-���������� �� 	������ D ��= '�		�� 

)� < ��� ��	�� "����� ���������� ��� "��,���� : �������� ��� �����7"�� �� 6�"���4���
6���������	 �(� ����C� �� ���� 6������ : "���� 6� ��<	 ���� �������� �� �������� : 6��!
������8 �(� � �4� � 650 6��6��� "�6���!���8 ���� �������� �� �������� : !���M� ������ �(�
� �����"��� �����7 ���;��� �� 6��6�� ��� ������� �� �������� : 6��! ������	 )�� ������
"��,���� ��� �4� � ���� �������� ��4 "��7��� "�6���!���	 �� �� "B"� 9�X��8 �)( ��
�2*( ��"����� B��� ����� 6������� �� �������� ��� �����7"�� 6�"���4�� �%�6 ���������
%�������� ������"������� �� ��������� ����� ��"����	

���������8 ��� "��,���� : ���4/��%���4 �� �� "��,��� NN1 ��� ��� 6���6��� ��"����	
����� ��6�������� �� ��"����4 6��6��� "�6���!��� "B"� ���� �������� ��� ����6�����
��"���� �%�6 5 %�������� ������"�������	 NN1 ����C� �"�����6���� ���� �������� �� ������
������"���� ��� ����6����� : ��������� ����� ��"����8 �� ������ �� �� ��6,��6,� ��"������� ��
������"�" �� �� '�5� ���� 6,�6�� ��� "���� �� ��9������6�8 �� ��"��� �� ����"7���� :
����"���� �� "���� ����� 9�X�� �������"�!��	 ���� �� �������� : �# ������8 NN1 6,��6,�
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		��� ����� ��������	 � ��� �	��������� ������"�� ��

8��	�'���� ��	���� 5����	���� F��'��� ���'��
#�/���� ��	 G ��� ��	 G ��� ��	 G ��� ��	 G ���

H∗ β∗
min H∗β∗

min H∗ G β∗
min H∗G β∗

min

��� � 1 �%2� + G 1$ �� ��
��%�2�� 1 �2��� "1!"I3( G )I$"> �� ��

�#� . G .3I1 + G $$ + G "!3 + G >(
"+1!I11 G )I$"> "1!"I3! G )I$"( ".$)I3> G )I$"> "1.>I1. G )I$">

AA� > G "11 $ G ")+ �� ��
"+1)I+" G )I$"> "1!3I() G )I$"1 �� ��

�5� > G >I1 ( G (I> ( G "3I" "3 G ")
"+1!I11 G )I$"> "1!"I3! G )I$"( ".$+I$) G)I$"> "1.>I1. G )I$">

�4�� !( G !1I1 )> G ).I> !> G ))I" !. G !.
"+1!I11 G )I$"> "1!"I3! G )I$"( ".$)I"3 G)I$"> "1.>I1+ G )I$">

��� � 1 �2� !! G $I> !3 G "!I( !+ G (I.
����2�� 1 �2��� "1!"I3! G )I$"( ".$)I"" G )I$"> "1.>I(( G )I$">

��'���� �� "37 ������� �-���������� �� 	������ D 6���E� '�		�� 

: ����"���� Q# ����"7����8 6� !�� �������� �� "��,���	

)� < ��� ��	� "����� ����K���6� �� �&�� �� ��� ��� �� ��"��� �� 6��6��� "�6���!���
��6��������	 )���!�� ��� ���� �� ����������� ��� ���"���� ���� ���������8 *�(8 NN1 ��
�'( �"���!���� ����6��� ���� ���;��� �� 6��6��	 '�� �� �� 6,��4 ���� ����� �� ������
��7� ���6,� �� ������"�"8 *�( �� NN1 �� 6��%�� ��� ��� !���� ��� ���� �� �����������
�� =�"��� �� �� �̂����� ���� �����!���� ���� ������"������� ��� �������� : ��4 �� !���M�
������	 ��� ���4 "��,���� ���� ��7� ��������� : �� ��� ��������� ��� ����� ��"���� ����
������6� ���"�	

�(� ��"��� B��� ��7� �E6�6� "��� ���� ��� ����� ���������� ��7� ��"���� 6�� ���� ��
6��%�� � ��� �� ���"����� !��� ����� �������8 ������� ����!�� 6����/6� ��� ���� ���� ��
������"�"	 ���� ����� 6�� ��� ��� ���M� �������8 �(� ��� ��� 6��%�� � �� ��������� ��
����� �� ������ 6,����	 
� ����� ����� ���6,� �� ������"�" � ��� ������� ���� ������� ��
6��%�� ��6� @%��� ��� ��������� �� 6���6�7���  ���A	

���� �� �������� : 6��! ������8 �)( ��"��� 6��%�� �� %��� �� ����"�" ��6��	 ���� ���
����6�����"��� �G : �������4�"����� �� '�1�	 ����� �����4�"����� ���� ����/����"��
�� <������� �� ���� 6������� : �� ����"�" ���������� ��� �� <������� ��!���� @6� !�� ����
�%��� �����%� ���� ���4�"��� ���6�����A	 �� �� "B"� 9�X��8 ���� ���� ���/����"�� �� <���/
���� 6��������� : �� ����"�" ����6��� ���� ���%�	 )�� ��6����� ����"���� �� �������� : 6��!
������ @�������� ��� *�(8 �'(8 �2*( �� �(�A ���� [1, 89 ; 23, 12 ; 8, 78 ; 0, 78 ; 46, 62 cm2]8
��� 6����� ��� "��,���� NN1 �� �)( ��� ������ ������"�" ���%��� [ 18, 82 ; 23, 10 ; 4, 06 ;
0, 78 ; 48, 19 cm2]	 )� ����� 1 ��� �����"���������8 �J ��� ����6� �� <������� ��� �� 6, 51
�� ���� �� 3, 72	 )�� "��,���� *�( �� NN1 ��� ����� 6��%�� � %��� ��� ����"� ��6��4
���� �� �������� : ��4 �� : !���M� ������	

��  ������8 ��� �� ����,"�� �� �� ��� ��""����� ��� �������� �� ���%��� ���  �������
�� 6��%�� ��6� %��� �� ����"�"  ����� ���� ��� ��"����� ��� 6��%�4��	 1����9���8 �'(
�� �2*( ���������� ��7� �������� �� ���6����8 ����!������� 6��%�� ��� ���$���� %��� ��
����"�" �����9������ �� <������� ��!����	 �����/6� ���� ����� B��� �� ����"�" ��6��8 "��� ��

D#



		��� ����� ��������	 � ��� �	��������� ������"�� ��

��� ���$���� ��9������ ��4 ������ ����"� ������� ��� ��� ������ "��,����	 �2*( ��������
����� ��� "�������� �E6�6��� ��� ������� ��4 "��,���� : ���4/��%���4 �� NN1	

���(�! ����$ �� 
������

)� < ��� ��	�� �������� ��� �&��,7��  ������ ��� ���9��"��6�� ��"���!��� ��� ��/
���6,�� : ���%��� ��� ��;������ 6���7��� 6,�����	 ��  ������8 ��� "��,���� : ���4/��%���4
@*�( �� �'(A ���� ������%�"��� 9�6���� : "����� �� H�%�� "��� ����� �4� ��� ���� ���;���
�� 6��6�� ���� �������� ��� �����7"�� ��"����	 )�� ��%��� �4�"���� ����%��� !�� �'(
��� ���� ������� �� ���� ���6��� !�� *�(	 ���� ��� �G : ������&�� �� <������� ��%���� !��
���  �������"��� ���� �E6�6� !����� ����&�� �� <������� 6�����!��	 �� ����8 ���� ��� "����
�������� : �� ��� ��������� �� �� 9��6���� ������ ��"��� �� �� 6,��4 �� ����� �������	 1����9���8
�'( ��� ��"���� ���� ��� ����6����� �%�6 �� 9����� ��"��� �� %�������� ������"������� ��
�� %�������� ����������	

���� �� 9�"���� ��� "��,���� "���/��%���8 NN1 ��� �E6�6� ����!�� ��  ������� ��
������ ��"��� ��� ����&��!��	 ���� ��� ����%����� ��"���!�� �� ���� �� 6�� �� ���������
����� ��"����8 NN1 ��"��� B��� "���� �E6�6� !�� ��� "��,���� : ���4/��%���4	 ����
��� ����6�����"��� �G : �� 9��"������� �� 6���� �����6,�8 �J �� ��"��� �� %��������
������"������� �� "���� �%�6 �� ��"��� ������� ��"����	 �� ����8 NN1 � ��� ��E6����� ��
6��%�� ��6� ����!�� ��� ������������� �� ����������� ��� ���"���� ���� 6��6������	 ����
����"��� !�� 6���� "��,��� ��� ��� ������� : ������"������� <�������� ��� ����6�����8 �J
 �������"��� ��� ����6����� ����7���� ��������� ����� ��"����	

�� ��%��6,�8 ���� 6���� "B"� 6��� ���� �)( ����C� �E6�6� �� �������8 ����!������
���"���!�� ��� ������&�� <�������� �� ��� ��"�������� <��������� ���� %���<��� ��� ��� ��"���
�����4�"�����	 ���������8 ���� 6������� 6��8 �� "��!�� �� ���6����� ��� �����%�8 �G :
�������4�"����� �� '�5�8 6� !�� ���� 6������� : ��� ��������� ���/ �� ����/��"����������	

)� 9�"���� ��� "��,���� ��6������� ����C� ��7� ������������	 �(� ��� ��7� �E6�6�8
���� ���� ������� ��� �����7"�� 6�"���4�� �%�6 ��������� ����� ��"����8 ��������� %��������
������"������� �� ����������	 ����"����8 6���� "��,��� � �� ��6��%������ "�$��� 6�� ����
�� 6��%�� � ��� ���� ���"����� !��� ����� �������8 �� 6,��4 �� 6� ����� ���� B��� $���6���4
�� ���6,� �� ������"�" ��6,��6,�8 6� !�� ��� ���%��� ��7� ��E6��� : ��%��� : ���%��6�	 ����
6������� 6��8 �(� �6,��� : 6��%�� �� "�� �� �� ����� �� ������ ���6,� �� ������"�"8
6��� ��� ����6�����"��� �G : �� 9���� ��� ��������� ��� ����� ��"���� ���� ������6� ���"�
��� ��4 �����9��"������ �������������	 �� 6� 9���8 �� ���������� �� ��  ��������� �� �(�
���� ��������	 )� ��"��� ���%� ������������ �� �(� �� �� �2*( ��� �G : �� 9��"�������
�� 6�� "��,���� ������ ��� ��� 6&6��� ������"������� �����"�������8 �J 6,�!�� 6&6�� ����
6������� ��������� ����������	 ���� 6���� "B"� 9�"����8 �2*( ��"��� B��� ��7� �������8
���6��� �� ������%�"��� �E6�6�	
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����� ����� 6�"������%� � ���� ��$�6��9 �� 6��9������ ��� ���9��"��6�� ��"���!���
��� ����6������ "��,���� �� �� *0�2 "���� �� H�%�� 6�� �����7��� ������	 �� ��� �"/
������� �� �������� !�� "�� �� ���;��� 9����� ���� �� ��%������"��� �� 6�� "��,����8
��6��� ����� 6�"������%� : ���%��� ��������� 6���7��� �� ���9��"��6� ��"���!��� ��� ���
�;�6���� ������%���	 (����8 6� 6,������ ��� ����� : 6���� �����8 �<� ���;��� ��� ��9��"�/
����� ���"������ �� 6,����� �� "��,��� ���!���� ���� �� �&�� �� �����7"� : �������	 )��
"��,���� : ���4/��%���4 ���%��� B��� ��������� ���� ��� ��"���� ����6����� �J �� ��"���
�� %�������� ���������� �� ������"������� ����� ��� ���� ���%�	 �'( �������� �� �6,�"�
��7� ������� ���� �� *0�28 ,��"�� !������ �4� � ��  ���� �;��� �� 6��6��8 ��� ��"����
�� %������� ��� ����M ��� �	

���"� ��� "��,���� �������8 �)( ��"��� B��� �� ���� ���� : 6������� ��� �����6������
6�"���4�� �� ����"������� <�������� ��� ����6�����8 6�� ���� ��� �E6�6� �� �������	 1����/
9���8 �� <������� �� ������"�" ������ ��� �)( ���� B��� %���<��8 ������� ����!�� ��� �����
��"���� ���� 9����"��� ��� ��������� �� ��� 6��E6����� �� %�������� ���� ���%��	 �� �;��8 ��
��"���� �������6����� �� �)( ��� ��������� ��� ������� : �'( �� �2*(	

�� "B"�8 �� ��"���� �� %������� �� �(� ��� ��7� ������ �� ������ �� ��� "��!�� ��
���������� �� "�� �� ��� �46�������� ���9��"��6�� �� ���"�� ���E6�6���	 
�� �"����������
�� �(� ���� B��� ��%��� �� ��� �$��� �� ������ ������"�������� ��4 %�������� ������/
"������� : 6,�!�� 6&6�� �� �(�8 �<� ��������� ��� "�������� �����4�"����� �� ������6�
�� <�������	 
�� ������ �� $���6����� ���� B��� "��� �� H�%�� ���� �����6�� 6�� ���%�����
������ : 6,�!�� 6&6�� [ �� ���� ����� ���%��� B��� 6�"������ ����� ��� ������ ��������� ���
%�������� ������"�������	 ����� ��6,��!�� ���� ������� ��� �����4�"����� ��6��� ���6���
���6  ������� �� 6��%�� ��6�	

'�� �� ���E6�6��� ������%� �� �2*(8 6���� �����6,� ���� ��� ������� 6�""� �� "�������
6�"���"�� ����� ���E6�6���8 �� ���������� �� �� ���6�����	 ��� 6����!����8 ���� �%���
������ 6���� "��,��� ���� �� ����� ��� ���%��4 �� �,7��	

)�� "��,���� ���������� ���� 6� 6,������ �� �������� ��� 6�"��� �� �� <������� �&�/
�7"�	 )����� ������ �� �� <������� �&��7"� ���� ������"������� <�������� ��� �������������8
6�� �� <������� �&��7"� ���� B��� ��9������� ��4 ����6�� �� <������� �� 6�� 6�"�������	
1����9���8 ��� 9��"�������� ���!����� ��� ��� ��%�������� ���� *�( �� �)( ���� �����
6�"��� �� �� <������� �&��7"�	 ���� �� 6,������ ���%���8 ���� ��������� ��� ���6�����
!�� ���"�� ������ ��� �"���6���"��� �� 6��������� �� <������� �&��7"� ���� �� "��,���
�2*(	 ����� ���%���� 9��"������� ������� �2�*( ���"�� ��  ������� �� 6�G� ����"�� ��
�� ��%��� �� <������� �&��7"� 6����	
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)�� ����6����� "�6���!��� ����  �������"��� 9��"��� �� ������"��� � �� ���������
���"����	 �,�!�� ���"��� $��� �� �F�� "�6���!�� ���� �� "���� �"������� ���� �� ���/
������ �� �� ��������6� �� �� ����6����	 �,�!�� ���"��� ���� �������� ��������� �6�������
�� ��9������6�	 )� ��9������6� ������ �� �� ����6���� ���� ��� �� ��� �� ����� ���� ��"���
��E���� �����"���� @��66������� �� ��9������6�� ������������A	 ���� �%��� �������� ���� ��
6,������ ���6����� ��� ��;������� 9��"�������� �� ������"������� <�������� �� �� 6��6������
@*0�2A	 ��� ��;������� �����6,�� ���� ������ ��� ������&�� �� �� <������� ��� 6�"��/
�����8 �J 6,�!�� 6�"������ ���������� �� "��� �� ��9������6� ��<�� ��� ��� 9��6����
������ ��"���	 ���� 6�� 9��"�������� �� �� *0�28 �� <������� �� 6,�!�� 6�"������ ���
����%�������"��� 6���������	 )� ��9������6� �� �� ����6���� �� ����� ��� 6�"��� ��� ��/
����6����� ����� ��� ��;������ "���� �� ��9������6�	 1����9���8 �� <������� ���� �&��7"�
"�6���!�� ���� ����� 6�"��� �� ���;�� �� 6�� ������6����� ��� ������"��� �� �� ����6����	

)���$�6��9 �� ������"������� <�������� ��� �� �������� ��� 6��6������  ����������� ��
��%��� �� <������� ���,����	 ���� �� 6�� ��� ����6����� "�6���!��� ��������� ���������
"���� �� ��9������6�8 �� ��%��� �� <������� 6���� ���� B��� %���<� ��� �� �&��7"� ���� ������ ��
��� �����"��� ��� ��� 6�"������� ���� ������"���	 (����"��� ���8 ��� ����6���� ����"����
���� ����� �� 6�"��� �� �� <������� �&��7"�8 ���� ��������� �� ���!�� �� ��9������6� ���%��
��� ������� : �� ����������� �� ��9������6� !�� �� 6��6������ ���,���� �� �%���	

���������8 ������ ������ �� ������&�� �� <������� �&��7"� ���� ������"������� ����� ���
��� �>6,� ��"��� 6�� ���� �4� � �� 6���������6� �� ��������<6����� �� ���� ��� "���� ��
��9������6� ����������	 ���� ��� ���6����� ������"������� �� �� 6��6������8 ��� "���� ��
��9������6� 6,�� ��� �� 6���� ��� ���������� �� ������ �� �� ��6,��6,� �� ��"��������"���
����"��	 ����� ���� ��� ��6��%������� "�$���� �� ����������� �� �� <������� �&��7"� ����
������"������� <��������	 �� ����8 ������&�� �� <������� �&��7"� ��6������ �� �;��� �� 6��6��
6�����������8 6� !�� ��"��� ������"��� ��� �����6����� ���� ������"������� <�������� ���
����6�����	

���� 6� 6,������8 ���� ��������� ��� �����6,� ������"������� <�������� �&��7"� �����
��� �� 6��6��� ��� �����6,�� ��!���������� ��6������� �������� ���� �� 6,������ ���6�����	
���� ��������� !�� 6�� "��,���� ���� ������ ���!��"��� ��� �� <������� ��� 6�"�������	
)� ����6��� �� �� "��,��� �2*( � ��� �������� ���� ��%������� ��� �����6,� ���� ����
���4� ��6� �� �� <������� �&��7"� ���� ������"�������	 �� �������� ���"��8 �������6,� ���/
����� 6������� : ��6�"����� �� �����7"� ������"������� <�������� �&��7"� �� ���������
6&6��� ������"������� �����"������ �� ������&�� �� <������� �&��7"�	 
�� ���6����� ������/
6����� ����"��� ��� ����6�� 6����� ��� ��������8 �<� �� 6������� ��� 6��E6����� �� ��6�����
��� �� ���� �� �&��7"� ���� ������	 ��� 6��E6����� ���� �������� ���� �� 6&6�� ���%��� ��
������"������� �����"������ ���� �� ��� �� ��6,��6,�� �� 6��6������ ����"��� %���<��� ��
��%��� �� <������� �&��7"� 6����	

Q�



			��� ����#�� �� �	��	�	�� �#��
�� ��

&&&') ����6�� �� -������� �6��1"�

)�����&�� �� �� <������� ���� �&��7"� ��� 9����� ��� �� 6���������6� �� �� <�������
�� ������"��� �� ��� 6�"�������	 )� ������ �� 6�"������ ��� ����6��� �� �6������ ��
��9������6� �� : ������ ��"���	 )�����"����� �4�6�� �� �� <������� �&��7"� ������ �� ����
��� "���� �� ��9������6� �� �� ������ ��� 6�"��������� �� ��� ������6����� ����� 6�� "����	

�� ����� ����"����� ��� �"�������� ���� ��� ����6����� ������� �� 6�"���4�� 6�� �� ��"���
�� 6�"��������� ��� ����� ��� �� 9�6������ �� ��"��� �� 6�"�������	 1����9���8 ���
"����������� �����6,�� �� �� <������� �&��7"� ���� B��� ������� ��� �� ����� �� 6�"���
��� "���� �� ��9������6� ��"������	

P���� ����� !�� �� ��9������6� ������ ���� �&��7"� "�6���!�� ���%���� ���7� ��� ��/
9������6�� ��66����%�� ���� 6������ ��"��� �� 6�"�������8 �� �&��7"� ���� B��� "�������
��� �� 6�"�������� ��� �6������� ���"�������� ��� "���� �� ��9������6�� ��"������	

������� ������������ �#�� ���� �� ������*��


� �&��7"� "�6���!�� ���� B��� ��6��� ���� 9��"� ������� �"��� �� ����� ��U�� ��
������7�� �� ��� 6�"�������	 ��� ���4 �&��� �� "��7��� ���� �������� �� 6�"����� @"��7��
"�4��A ���� ��6���� �� ��9������6�  ������ ����� ����6���� V��W	

���<4<8<8 �0 �1*�  ����

)� ��9������6� ���� �&��7"� ����� ��� ������� ��� �� ��9������6� ���� "���� �� �� ���
6�"�������	 )� ����������� �� ��9������6� ��� ������ ��� �� ����������� �� ��9������6� ��
������� ��� 6�"������� ����������	

Pfsys = Prob

[
m⋃

i=1

(Gi ≤ 0)

]
@���	�A

�J m ��� �� ��"��� �� 6�"������� @�	�	 "���� �� ��9������6� ��"������A �� Gi ��� ������
��"��� �� 6�"������ i	 )������4�"����� �� ���"��� ����� V�DW ���"�� ������"�� �� ���/
�������� �� ��9������6� ��� �� 9��6���� �� ����������� "�������"��� Φm ���� ������6� ���
%�������� ���"��� �

Pfsys = 1 − Φm (β ; ρ) @���	�A

�J β ��� �� %�6���� 6�������� ��� ����6�� �� <������� ��� 6�"������� �� ρ ��� �� "����6�
�� 6���������� ����� ��� ����� ��"���� Gi �� Gj8 ���� ��� ����"�� ��� �� ������� �6������ ���
6������ ����6����� αi �� αj ��� 6�"������� i �� j8 �����6��%�"���	

ρij = αi.αj @���	RA

��� 6������ ����6����� α ���� ����"�� ���� �� ������&�� �� �� <������� ��� 6�"�������	

αi =
∂Gi

∂�
/

∥∥∥∥∂Gi

∂�

∥∥∥∥ @���	�A

�J � ��� �� %�6���� ��� ������������ ��� %�������� ���������� ���"����8 6������� �������� ��
��6�������� �8 ������ �� �� �����9��"����� ��� %�������� ���������� .	

Q�



			��� ����#�� �� �	��	�	�� �#��
�� ��

( ����� ��������������8 �� ����� �� �������� ��� �� < ��� ���	� ���%���� �� �� "���� ��� ��
��� ������ �� ��"�� ��� 6�"��������8 ��� K�"��"��� �� ��� ���6����	 )� <������� �&��7"�
�� �� ����6���� ���� B��� ����"�� ��� �� "��7�� �� ����� �� ���� ��� "���� �� ��9������6�
��� ������	

,���	� ��� "7 �%�*�� �� ��	�� 
,���	� ��� !7 �	�'�'���� �� ����������� �-��

�%�*�� �� ��	�� 

���<4<8<4 �0 �1*� -���##1#�

)� ��9������6� ���� �&��7"� ������7�� ���%���� ��� �� ��9������6� �� ���� ��� 6�"�������	
)� ����������� �� ��9������6� �� �� ����6���� ��� ������� ��� ���������6���� ��� 6�"�������
����������	

Pfsys = Prob

[
m⋂

i=1

(Gi ≤ 0)

]
@���	#A

)������4�"����� �� ���"��� ����� ���� �&��7"� ������7�� ����� �

Pfsys = Φm (−β ; ρ) @���	DA

��� �4�"���8 ���� �� ����6���� ���� �� < ��� ���	R ����� ��� ��� 6>����	 )� ����� ��
6���� ����6���� ��� �����%�� ����!�� ���� ��� 6>���� �� ��"����	 (����8 �� <������� �&��7"�
�� �� ����6���� ���� B��� ����"�� ��� �� "��7�� �� ������7�� ��� "���� �� ��9������6� ���
6>����	

���<4<8<7 �0 �1*� *�/��

)� 6�"�����"��� ��� ����6����� "�6���!��� ��� ���%��� 6�"���4� �� �� ��9������6� ��
���� �� ��� 6�"������� "���<� ������ �� �� ����6���� !�� ���� �� �������� ��� �� ��"�������
�� �� �� �����	 ��  �������8 �� ��9������6� ������ ���� B��� 6��������� ��� �� 9��"����� ����
"�6����"� �� �����	 )�� ���4 "��7��� ���6������ @�� ������7�� �� �� �����A �� ���"������
��� ���%��� ��� �������������� ���!���� �� �� ��9������6�	 )� "����������� ��� ����6�����
����������� �%�6 �� �&��7"� ����� ��� ��� ,&���,7�� 6�����%����6�	 �� �;��8 �� ��9������6�
���� 6�"������ ���� ����� ��� �� ��9������6� ������ �� �� ����6����	 ���� 6���8 �� "��7��
 ������ ������� ��� ���������� ��� �� 6�"�������� �� ����� �� ����/�&��7"�� ������7���	

QR



			��� ����#�� �� �	��	�	�� �#��
�� ��

,���	� ��� )7 �%�*�� �� ��	���*�� 

,���	� ��� +7 �	�'�'���� �� ����������� �-��
�%�*�� �� ��	���*�� 

)� < ��� ���	# "����� ��� ��9������6�� ��������� ���� �����!�� ��/��6����� �� 6,�� � ���
���4 9��6�� P �� H 	 ���� ���%��� ������ ��� ����� "���� �� ��9������6� ��"������	 )�
���"��� "��� ��� ���������� ��� ������������ �� !����� ������� ������!��� ��� ��� �4���"����
��� ������4	 )� ���4�7"� "��� ��� ���������� ��� ������������ ��� ������� ������!��� ����
�� ������	 )� ������� "��� ��� �G : �� ����� ��� K�"��"��� �� ������ ����� �� ������������
����� ������ ������!�� �� ���� �� ������  ��6,�	 )� ����� ������ �� �����!�� ���%���� ��
���� ��� ����� "���� �� ����� ��� �������	

Pfsys = Prob

[
p⋃

k=1

(
q⋂

l=1

(Gk l ≤ 0 )

)]
@���	QA

,���	� ��� .7 �%�*�� ��=� 

Q�



			��� ����#�� �� �	��	�	�� �#��
�� ��

������� 4�����5 �#�����5������� �� �� �������� ���� ��

)� ��9������6� ��� ����6����� ��������!��� ���� B��� 6����6��"��� "�������� ��� �� �&�/
�7"� �� �����8 ����� ����� !�� �� ��9������6� ���� ���� ��� 6�"������� �� �� ����6����
�� ����� �� ����� �� ���������  ������	 ����"����8 ���� ��� ����6����� ,&��������!���8 ��
��9������6� ���� 6�"������ �������C�� ��� �&���"���!��"��� �� �����  ������ �� �� ����6/
����	 ���� �� ����� �� 6,�� �"��� �� ������ �� �� ����6���� !�� �� ������� ��� ��� ����� ��
�� �����	 )� ����6���� ���� ��6��� �������� ��4 6,�� �� �����!���� ��� �� �������������� ���
�;���� ���� ��� 6�"������� ���%�%����	 )��66�����6� ���� ��"��� ��E���� �� ��9������6��
���%�!�� �� �����  ������ �� �� ����6����	 ����� ����� ���� B��� ������<�� ��� �� 9��"�����
���� "�6����"� �� ��� �� �����6�"��� �46����9	

)������4�"����� 6�����!�� �� �� <������� �&��7"� ��� ����� ��� ��� ����&�� �� <�������
��� "���� �� ��9������6� �� �� ����6����	 ��;������ ��%���4 �������4�"����� �� �� <�������
�&��7"� ���%��� B��� �;�6�����	 )�� �����4�"������ �� �� <������� �&��7"� �� ��%��� 0
�� �� ��%��� 1 ���� ��� ���� ���������	 
�� �����4�"����� �� ��%��� ��������� : 1 �4� �
�� 6���������6� ��� "���� �� �� �������� �� �� ����6����	 ����� �� �������� ��� ��� : ��
��9������6� ���� �� �� ��������� 6�"�������	

• ,����#���  0 �1*� �� ��3��� 0

)� ����������� �� ��9������6� �� �� ����6���� ��� �����4�"�� ��� �� ����  ����� ���/
�������� �� ��9������6� ��� 6�"�������	 )������4�"����� �� ��%��� 0 ����� ��� ������"���
��� ����&�� �� <������� �&��7"� 6�� ��������6���� ����� ��� "���� �� ��9������6� ����� ���
����� �� 6�"���	

Pfsys ≈ max
i=1,...,m

(Pfi
) @���	�A

�J Pfi
��� �� ����������� �� ��9������6� �� 6�"������ i8 6��6���� ��� 52*'	 1����9���8 ��

����������� �� ��9������6� ������ ���� B��� ���������� : 6���� ������� ��� 6���� �����4�"�/
����	

• ,����#���  0 �1*� �� ��3��� 8


�� "�������� �����4�"����� �� �� <������� �&��7"� ��� �� "����������� �� ����� ���
"���� �� ��9������6� �� �� ����6����	 )� ����������� �� ��9������6� ��� ������ ��� ���!������
���	�	 ���� ��� ����6����� ����������� �%�6 �� �� �� ���%� ��,&��������6���8 �� "�����������
�� ����� ��� ��� ,&���,7�� 6�����%����6�	

• ,����#���  0 �1*� �� ��3���  �-������ @ 8


�� ����&�� �� <������� �&��7"� �� ��%��� ��������� : � ��� ����� ��� �� 6���������6�
�� ������ �� ���� �� �� ����6���� ���7� �� ��9������6� ���� �� �� ��������� 6�"�������	
)� ����������� �� ��9������6� �� �&��7"� ��� ����"�� ��� ��� "����������� ����� ��� ����/
�&��7"�� ������7��� @�!������ ���	QA	 �,�!�� ����/�&��7"� ��� ��<�� ��� ��� 6�"�������
�������� �� ������7��	 ���� ��%��� 6�""��6�� ��� ������"����� ��� ������������ �� ��/
9������6� ��� ����/�&��7"��	

βP
k = −Φ−1 (Φq (−βk ; ρk)) k = 1, . . . , p @���	�A

�J q ��� �� ��"��� �� 6�"������� �� kème ����/�&��7"�8 Φq ��� �� 9��6���� �� �����������
"�������"��� �� ��"������ q8 βk �� ρk ���� �����6��%�"��� �� %�6���� 6�������� ��� q

Q#



			��� ����#�� �� �	��	�	�� �#��
�� ��

����6�� �� <������� ��� 6�"������� �� �� "����6� �� 6���������� �� kème ����/�&��7"�8 βP
k

��� ������6� �� <������� �� kème ����/�&��7"�	 )� ����������� �� ��9������6� �� �&��7"� ���
6��6���� ��� �� "��7�� �� ����� ��� p ����6�� �� <������� ��� ����/�&��7"�� ������7���	

Pfsys = 1 − Φp

(
βP ; ρP

)
@���	�A

�� �

βsys = −Φ−1
(
Pfsys

)
�J βsys ��� ������6� �� <������� �&��7"�8 βP ��� �� %�6���� 6�������� ��� p ����6�� �� <���/
���� 6��6���� ��� ���!������ ���	�8 ρP ��� �� "����6� �� 6���������� ����� ��� ����/�&��7"��
������7���	 ����� "����6� ��� ����"�� ��� �� "��,��� �� ��,&������� �!��%����� ��%�������
��� ;�

6��,�� �� �
� V�W	

������� ���$��� �� �#$�������� �*��������

����� "��,��� �������� ��� �������4�"����� 52*'	 ���� %��� : �4���"�� 6,�!�� ����/
�&��7"� ������7�� ��� ��� "�� � �� <������� �������� �!��%������	 ����� "�� � �� <�������
�!��%������ G̃P

k �� kème ����/�&��7"� ��� ��<��� ��� �

G̃P
k = βP

k +

n∑
j=1

αP
kj Uj = 0 k = 1, . . . , p @���	��A

�J Uj @j = 1, . . . , nA ���� ��� %�������� ���������� ���"����8 6�������8 �������� �� ��6����/
����8 βP

k �� αP
k ���� �����6��%�"��� ������6� �� <������� �� ��� 6������ ����6����� �� kème

����/�&��7"�	 ��� 6������ ����6����� αP
k ���%��� ������ ��� "B"�� ��� ������� : ��� ������

������������ ��� %�������� ����������	 (����8 ��� ������ ������������ ε = {ε1, ε2, . . . , εn}
��� %�������� ���������� � ���%�!�� �� ����6� �� <������� �������� �� kème ����/�&��7"�8
�� ��������� ���!������ ���	� �

βP
k (ε) = −Φ−1 (Φq (−βk − αkε ; ρk)) @���	��A

�J βk �� αk ���� �����6��%�"��� ��� ����6�� �� <������� �� �� "����6� ��� 6������ ����6�����
��� 6�"������� �� kème ����/�&��7"�	 )� "�� � �!��%������ ��� ������� : ������6� ��
<������� �������� ���� ���6���� ��� �

G̃P
k = βP

k (ε) +

n∑
j=1

αP
kj (Uj + εj) = 0 k = 1, . . . , p @���	�RA

�J �

G̃P
k = βP

k (ε) − βP
k +

n∑
j=1

αP
kj εj = 0 k = 1, . . . , p @���	��A

5�����"���8 ��� 6������ ����6����� αP �� �� "�� � �!��%������ ������������ ��� �

αP
kj =

∂βP
k

∂εj
|ε→0√∑n

j=1

(
∂βP

k

∂εj
|ε→0

) k = 1, . . . , p �� j = 1, . . . , n @���	�#A
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			��� ����#�� �� �	��	�	�� �#��
�� ��

������! ���$���� �#���������� �� �� �������� ���� ��

���� �%��� %�8 ���� �� ��6���� ���6������8 ��� ��;������� "������������ ���� ������&��
�� <������� �&��7"�	 )� ����������� �� ��9������6� �� �&��7"� ���� B��� ������� ��� ����/
���4�"����� �� ���"��� ����� ��%������� ��� 4����'��
�� �� �
� V�DW	 ����� �����4�"�����
��� ������� ����� ��� �� 9��6���� �� ����������� "�������"��� Φm8 �%�6 m �� ��"������ ��
�&��7"� ������ ��� �� ��"��� �� 6�"�������	 1����9���8 ���%�������� �� �� 9��6���� ��
����������� "�������"��� Φm ��� ������ ��� ��� ���� ������ ���� ������6� ��� %��������
���������� 6������� �� ���"��� "��� 6�������� ��� �� "����6� ρ

Φm (β ; ρ) =

∫ β1

−∞

∫ β2

−∞
. . .

∫ βm

−∞
φm (') dz1 dz2 . . . dzm @���	�DA

��� !�� �

φm(') =
1

(2π)m/2
√|ρ| e

− 1
2
�T ρ−1�

�J C ��� �� %�6���� �� %�������� ���������� 6������� �� �������� "��� 6�������� ��� �� "�/
���6� ρ �� φm(.) ��� �� ������� �� ����������� "�������"���	 )����� ������ ��"���!�� ��
6���� �4�������� ����� ��� ��� �>6,� 9�6���	 ���� ��� ��"������� ����������� : #8 ��� ����/
 ������ ��� ��� "��,���� 6�����!��� ������ ������ @"��,���� ��� !���������� �� =����. . . A
��� �"�������� �G �� 6�"�� ��� ������� ��"���!���	 )�� ������������ �� ��9������6� ����
���%��� ��7� ������� ����� !�� 6�� ������� ��"���!��� ���%��� B��� ����6��� ����  ������	
�� ��"����4 6,��6,���� ��� ��%������ ��� "��,���� ���"������ �������6,�� ������ ����
���	�D	 )�� "��,���� ������"����� �� �� <������� �&��7"� ���%��� B��� 6������� �� �����
9�"����� ������6��� �

? ��� ������ �� �� ����������� �� ��9������6� [
? ��� "��,���� �������4�"����� [
? ��� "��,���� ������ ��� ��� ��"�������� �� '���� �����	

���<4<?<8 
���� �� #� -������#��� �� ��%��##���� ��  0 �1*�

��� �����6,�� ������� ��� �4��������� ����&��!��� ���� ����6����"��� �� �� �������/
���� �� ��9������6� �� �&��7"�	 
�� ��� ���"�7��� �����6,��8 �������� ������ ���/"������8
9��� �����%���� ���!��"��� ��� ������������ ��� 6�"������� �� �� �� �� �� ���� 6����������	
1����9���8 6�� ������ �4� ��� !�� ������ ��� 6����������� ������ �� "B"� �� �� @6� !�� �����
��� ���%��� �� 6��A	 �� ����8 ����6����"��� ������ ��� ���%��� ��7� ��� �	 *��
����� V��W �
������� ��� �4��������� ���� �������� ���� �� ����������� �� ��9������6� ���� �&��7"� �����	
��� �4��������� �������� ��� ������ ��/"������ ��������� ��� ������������ ���������6���� ���
6�"������� ���� ���4 : ���4	

���� ��� ������� �� ��"���6��� �� �� ��������8 �� ����������� Prob [Gi ≤ 0] ��� �����
P (Gi)	 )�� ������������ �� ��9������6� ��� 6�"������� ���� 6������� ��� ����� 6�������� �
P (G1) ≤ P (G2) ≤ · · · ≤ P (Gm)

QQ



			��� ����#�� �� �	��	�	�� �#��
�� �$

P (G1) +
m∑

i=2

max

[
0 ; P (Gi) −

i−1∑
j=1

P
(
Gi

⋂
Gj

)]
≤ P

(
m⋃

i=1

Gi

)
≤

m∑
i=1

P (Gi) −
m∑

i=2

max
j<i

[
P
(
Gi

⋂
Gj

)]
@���	�QA

�J P (Gi

⋂
Gj) ��� �� ����������� �� ��9������6� �� ���������6���� ��� ���4 ����� ��"���� Gi

�� Gj 8 ���� ���� B��� �%����� ��� ��� ������ ���%����� �

max [P (A) ; P (B)] ≤ P
(
Gi

⋂
Gj

)
≤ P (A) + P (B) �� ρij ≥ 0

0 ≤ P
(
Gi

⋂
Gj

)
≤ min [P (A) ; P (B)] �� ρij < 0 @���	��A

��� !�� �

P (A) = Φ(−βi)Φ

⎛
⎝−βj − ρijβi√

1 − ρ2
ij

⎞
⎠ �� P (B) = Φ(−βj)Φ

⎛
⎝−βi − ρijβj√

1 − ρ2
ij

⎞
⎠ @���	��A

�J βi = −Φ−1 (P (Gi)) �� βj = −Φ−1 (P (Gj)) ���� �����6��%�"��� ��� ����6�� �� <�������
��� 6�"������� i �� j �� ρij ��� �� 6���������� ����� 6�� ���4 6�"�������	 ���������8
���� ��� "�������� ���6�����8 �� 9��6���� �� ����������� �����"��� Φ2 ���� B��� ��������
���� ���%�������� �� �� ����������� �� ���������6����	

P
(
Gi

⋂
Gj

)
= Φ2(−βi, −βj ; ρij)


�� �����4�"����� �� �� 9��6���� �� ����������� �����"��� ��� ��������� ���� ������4�
�	 ���� �� �&��7"� ������7��8 �� �4���� ����� ��� ������ ��/"������ ��������� ���  ������
V��W	 ���� ��� ������������ 6�"���"�������� ��� 6�"������� ������� ��� � P (Gi) = 1 −
P (Gi) , i = 1, . . . , m	 ��� ������������ ���� 6������� ��� ����� ��6�������� � P (G1) ≥
P (G2) ≥ · · · ≥ P (Gm)

1 − P (G1) −
m∑

i=2

min
j<i−1

P
(
Gi

⋂
Gj

)
≤ P

(
m⋂

i=1

Gi

)
≤

1 − P (G1) −
m∑

i=2

max

[
0 ;

i−1∑
j=1

P
(
Gi

⋂
Gi

)
− (i− 2)P (Gi)

]
@���	�A

)�� ������������ �� ���������6���� ��� �%7��"���� Gi �� Gj ���%��� B��� ����"��� ��� ��
9��6���� �� ����������� �����"��� Φ2 �

P
(
Gi

⋂
Gj

)
= Φ2(βi, −βj ; ρij) @���	��A

�J βi �� βj ���� �����6��%�"��� ��� ����6�� �� <������� ��� 6�"������� Gi �� Gj 	

�������� 6,��6,���� ��� ��%������ ��� ������ ������� ��������� V��W !�� ���������� ���
��� ������������ ���������6���� ����� ��� ���"���� ���� ���4 ��� ���4 Pij = P

(
Gi

⋂
Gj

)
8

���� ����� ��� ����� Pijk �� !����� ��� !����� Pijkl	

Q�



			��� ����#�� �� �	��	�	�� �#��
�� ��

���<4<?<4 ���$��� �6�--��/�*�����

4����'��
�� �� �
� V�DW ��� ������� ��� �����6,� ��6����%� ���� ���%�������� �� ����/
�� ���� �� �� 9��6���� �� ����������� "�������"��� Φm	 )������6,� 52'� @.����(+�	��
 �
��(7����
A ��� ����� ��� �������4�"����� 52*' ��� 6�"������� �� �&��7"� �� ���
�������4�"����� �� �� 9��6���� �� ����������� "�������"���	 ���� m 6�"������� ��������
������7��"���8 �� 9��6���� ������ ��"��� �� 6,�!�� 6�"������ ��� ���������� �� ����� ��
��9������6� �� ���� �������� @'�5�A ��� ��,&������� G̃i ��<�� ��� �

G̃i = βi +

n∑
j=1

αijUj = 0 i = 1, . . . , m @���	��A

)� ����������� �� ��9������6� �� �&��7"� ������7�� ��� �����4�"�� ��� �

Φm (−β ; ρ) = Prob

[
m⋂

i=1

G̃i ≤ 0

]
= Prob

[
m⋂

i=1

Zi ≤ −βi

]
@���	�RA

�J Zi @i = 1, . . . , mA ���� ��� %�������� ���������� ���"��� "��� 6�������� ��� �� "����6� ��
6���������� ρ	 ��� %�������� ���� ��6�������� �� ��������� �� ��6�"�������� �� 2��
��5�8 ���
!�� ρ = 

T �� ' = 
�8 �J � ���� ��� %�������� ���������� ���"��� ��6�������� �� 
 ��
"����6� ����� ������ ��9������� ����� �� �� ��6�"�������� �� 2��
��5�	 )�����6� �� 6��6��
�� �� 9��6���� �� ����������� Φm �� ��"������ m ��� ������ �� ��"������ m− 1	

Φm (−β ; ρ) = Prob

[
m⋂

i=1

{
i∑

k=1

bikUk ≤ −βi

}]

= Prob

[
m⋂

i=2

{
i∑

k=1

bikUk ≤ −βi

}
|(U1 ≤ −β1)

]
× Φ (−β1)

= Prob

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣

m⋂
i=2

⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩
bi1h(U1) +

i∑
k=2

bikUk ≤ −βi︸ ︷︷ ︸
G̀i

⎫⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎭

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦× Φ (−β1) @���	��A

�J h(U1) = Φ−1 (Φ(−β1)Φ(U1))	 )� ���%���� 9��6���� G̀i ��� ��� �������� ��� ������� :
U18 6����/6� ��� ���������� ��� �

G̃E(1)

i =
i∑

j=1

λE(1)

ij Uj + βE(1)

i = 0 i = 2, . . . , m @���	�#A

�J λE(1)

i ��� �� %�6���� ��� 6������ ����6����� �� '�5� �� �� 9��6���� ��� �������� G̀i ��
βE

i ��� ������6� �� <������� 6������������8 �� "����6� �� 6���������� �!��%������ ��� ��<���
��� ρE(1)

ij = λE(1)

i .λE(1)

j 	 )� 9��6���� �� ����������� Φm ��� �����4�"�� ��� �

Φm (−β ; ρ) = Φm−1

(
−βE(1)

; ρE(1)
)
× Φ (−β1) @���	�DA

Q�
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����� 9�X�� ��6����%�8 �� 9��6���� �� ����������� Φm ��� �����4�"�� ��� �

Φm (−β ; ρ) = Φ(−β1) × Φ(−βE(1)

2 ) × Φ(−βE(2)

3 ) × · · · × Φ(−βE(m)

m ) @���	�QA

/��� �� �
� V�RW ��� �"������ �������6,� 52'� ��� �� 6��6�� ����6� ��� ������������
6�������������� �� ���!������ ���	��	 ���	�� V��W � ������� ��� "��,��� �������4�"�����
��������� �������6,� ��6����%� ����� ��� �� ������� ��� ������������ "�� ������ @��' �
���	�� �� 2��	������
  ������
�A

���<4<?<7 ���$��� ��  �*�#�����

���� ��� ��"������� ���%���8 �� "��,��� 52'� ��%���� ���E6�6� �� �"���6���	 )�
"�&�� �� ���� ������� ���� ���%�������� �� �� <������� �&��7"� ��� ���� ��� ��� "��,����
�� ��"������� �� '���� �����	 ��� ��"�������� ���%��� B��� �4�6����� ��� ���4 �����6,��
��;������� � ����6�� �� ������6��	

• )�� ��"�������� ����6��� 6��������� : ����"�� �� ����������� �� ��9������6� �� �&��7"�
��� ���%�������� �� ������ ���� �	� ������ ���� �� 6,������ �	 )�� 9��6����� �������
��"���� ���� �%������ ��4 ���� �� ����������	 ���� �����C�� �� 6�G� �� 6��6�� �4��������
6�� 6,�!�� �%�������� �� �� 9��6���� ������ ��"��� 6��������� : �� ����� �� "��7��
"�6���!��	 �� ��"����4 6,��6,���� ��� ��%������ ��� "��,���� ������ ��� ���
���� �� ���"������6� V�#8 �D8 �QW �� ��� ��� ��"�������� ����6���������� V��W �<� ��
������� �� ��"�� �� 6��6�� ���� 6�"���"����� �� ���6�����	

• )�� ��"�������� ������6��� 6��������� : �%����� �� 9��6���� �� ����������� Φm	 ����
6�� �����6,��8 ��� ����6�� �� <������� ��� 6�"������� ���� �%����� ��� 52*' ��
������"����� �� �� ����������� �� ��9������6� �� �&��7"� ��� ��� ��"�������� �� '����
�����	 )��%���� � ��� ��"�������� ������6��� ������ ���� �� 9��� !������� ���4� ���
��� �� 6��6�� "�6���!��	 ��������� �����6,�� ��� ��� ��%�������� ���� 6��6����
������ ���� �� ���!������ ���	�D8 ���"� 6�� "��,���� ���� ���%��� 6���� �

? �������6,� ����� ��� ��� ���� �� ���"������6� V��W
? ���� ����,"� ��!������� �� ���� �� ���"������6� 6����������� @���� � -��������

2��	������	 ��������� -���
���A V�W

? �� "��,��� �� ;��, V��W

���� 6� ���%��� ���� ���� ����������� ��4 �����6,�� �� ��"�������� ������6���8 �����
���� ������� ���4 "��,���� �� ��"������� !�� ���� �%��� �������8 ���� ����,"� ����
���������� ��� 5�*
' @.����� �
����� &�
��'�
��� :����  �/1�)A � �� �� "��,��� ��
=��M	

�#�����$*� ���������# �� ������ �6�*-������� !����"

)� "��,��� ���� ��� ����� ��� ��� ���������� �� �� 9��6���� �� ����������� "�������"���
�� ��� ���� �� ���"������6� 6�����������	 )����� ���� �� ���!������ ���	�D ��� ��6�"�����
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�� ��� ���� ������ �� ������� �� ����������� 6�������������	 ���� ������ ���� ���%���� �

P =

∫ β1

a

∫ β2

a

. . .

∫ βm

a

φn (z1, z2, . . . , zm) dz1dz2 . . . dzm

=

∫ β1

a

φ1 (z1) dz1

∫ β2

a

φ2 (z2|z1) dz2 . . .
∫ βm

a

φm (zm|z1, . . . , zm−1) dzm @���	��A

�J C ��� �� %�6���� ��� %�������� ���������� ���"��� �� 6�������� �� φk (zk|z1, . . . , zk−1) ���
�� ������� �� ����������� 6������������� �� �� %������� ��������� Zk ��� !�� ��� %��������
���������� Z1, . . . , Zk−1 ���� <4��� Z1 = z18 Z2 = z28	 	 	8Zk−1 = zk−1	 )� ������������ ��
����������� 6������������� ��� Φk (zk|z1, . . . , zk−1) �� ����"7���� m̄k �� σ̄k ������� ��� �

m̄k = −
k−1∑
i=1

zi

dkk

σ̄k =
√

1/dkk @���	��A

�J dij ���� ��� ���"���� �� �� "����6� ��%���� ����� + �� �� "����6� �� 6���������� ρ	 ����
�� ���"�7�� ����� �� ���"��� ���� � ���������8 �� %������� ��������� Z1 ��� ����� �� ���������
�� 9��6���� �� ������� �� ����������� ���%���� �

φ(z1)

Φ ([a, β1])
I[a,β1] (z1) @���	RA

��� !�� �

Φ ([a, β1]) = Φ(β1) − Φ(a)

�� �

∀i ∈ {1, . . . , m} I[a,βi] =

{
1 si zi ∈ [a, βi]
0 si zi /∈ [a, βi]

@���	R�A

(� kème ���� � ���������8 ��� %�������� z1, z2, . . . , zk−1 ���� ��$: ������8 �� ���� � �� �� %�������
��������� Zk ��� �;�6���� �%�6 �� ������� �� ����������� �

φ(zk|z1, z2, . . . , zk−1)

Φ ([a, βk] |z1, z2, . . . , zk−1)
I[a,βk] (zk) @���	R�A

��� !�� �

Φ ([a, βk] |x1, x2, . . . , xk−1) = Φ(βk|z1, z2, . . . , zk−1) − Φ(a|z1, z2, . . . , zk−1)

@���	RRA

( �� ���"�7�� �����8 ��� m ���� �� ���������� ���� �������� �� ��������� �� ������� �� �����/
������ 6������������� φ(zk|z1, z2, . . . , zk−1)	 ���� Y ��� %������� ��������� ��<��� ��� �

Y =
m∏

k=1

Φ ([a, βk] |z1, z2, . . . , zk−1) @���	R�A

��
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(��7� Nsim ������ 6������������ �� ��"��� "�4�"��� �� ��"��������8 �� ����������� ��
��9������6� ��� ����"�� ��� ���������6� "��,�"���!�� �� �� %������� ��������� Y

P = E [Y ]

≈ 1

Nsim

Nsim∑
i=1

yi @���	R#A

)� 6��E6���� �� %�������� �� ������"����� ���� B��� 6��6��� ��� �

cv =
1

NsimP

√√√√Nsim∑
i=1

(yi − P )2 @���	RDA

)��� ��� ��""� �� �� "��,��� ���� ��� �������� ��� �� < ��� 0	� �� ������4� 0	 ���
�� ����,"� � ��� ������� �� ����� �� ����� ���%��� �� ��6,��6,�	 ����"����8 �� ���6�����
������ 9����"��� �� ��"��� ����� �� ���� ��	 ���� �� 6��E6���� �� %�������� �� ����/
��"����� �� 0, 01 �� 9��� ��  ���� ��"��� �� ���� �� @�	 	 Nsim ≥ 10000A	 �� ����8 ��
��"��� ��� ��"�������� Nsim ��� "�������� ��� �� ��"������ �� ������ ���� m @�	�	 ��"���
�� 6�"�������A	 ���� ��  ���� ��"��� �� %�������� @�	 	 n ≥ 50A8 �� �;��� �� 6��6��
���/�� �� ����� ���� B��� 9�����	 ��� 6����!����8 ���� �%��� ������� ���� �� ����� �� ���
���%��4 �� "��,��� �� ;��, V��W !�� �4� � "���� ���;��� �� 6��6�� ���� ��� ���6�����
�!��%������	

���$��� �� ����

)� "��,��� �� ;��, 6������� : �����9��"�� �� ��"���� ������ ������ �� ���!������
���	�D �� �� ,&���6��� �� ��"������ [0, 1]n	 ����� �����9��"����� ��� ����� ��� ���������
�����4�"������	 )� ���"�7�� �����4�"����� ������� �� ��6�"�������� �� 2��
��5� ����
��6������� ��� %�������� ���������� C8 ���� �

' = 
� �J ρ = 

T

�J � ��� �� %�6���� ��� %�������� ���������� ��6��������8 
 ��� �� ��6�"�������� �� 2��
��5�
�� �� "����6� �� 6���������� ρ	 ���� 6���8 ρ ���� B��� ��<��� ������%� �� %���<��� ���
�!������� ���%����� �

'T ρ−1' = �T
T
−T
−1
� = �T� @���	RQA

���� �"���!�� !�� d' = |B| d�8 ���� d' = |ρ| 12 d�	 ��""� ��� %�������� C ���� �������
��� −∞ ≤ zi ≤ βi , i = 1, . . . , m ����� ��� ������ ��9�������� �� ����������� ���� �����
�����9��"��� ��� �

−∞ ≤ ui ≤
(
βi −

i−1∑
j=1

bij uj

)
/bii @���	R�A

)� ��"���� ������ ������ �� ���!������ ���	�D ��� �����9��"� �� �

P =
1√

(2π)m

∫ β̀1

−∞
exp−u2

1
2

∫ β̀2(u1)

−∞
exp−u2

2
2 . . .

∫ β̀n(u1,...,um−1)

−∞
exp−u2

m
2 d� @���	R�A

��
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(%�6 β̀i(u1, . . . , ui−1) =
(
βi −

∑i−1
j=1 bij uj

)
/bii	 ( ������� �� ��"���� ��� ���$���� 6�"/

���4� : ���� ���8 ��� ����� �����9��"����� ��� %�������� ui = Φ−1(yi) ��� �;�6���� : ������
�� �� 9��6���� �� ����������� ���"���8 ����� !�� �

Φ(ui) =
1√
2π

∫ yi

−∞
exp− 1

2
t2 dt ��

1√
2π

exp− 1
2
u2

i dui = dyi @���	�A

)� ��"���� ������ ������ �� ���!������ ���	R� ��%���� ����� �

P =

∫ e1

0

∫ e2(y1)

0

. . .

∫ em(y1,y2,...,ym−1)

0

d0 @���	��A

��� !�� � ei(y1, . . . , yi−1) = Φ
((
βi −

∑i−1
j=1 bijΦ

−1 (yi)
)
/bii

)
	


�� ����� �����9��"����� ��� %�������� yi = eiwi ��� �;�6���� �%�6 dyi = eidwi8 �� ��"����
������ ������ ��%���� ����� �

P = e1

∫ 1

0

e2(D) . . .

∫ 1

0

em (D)

∫ 1

0

dD @���	��A

�%�6 �

ei (D) = Φ

((
βi −

i−1∑
j=1

bijΦ
−1 (ej (D)wj)

)
/bii

)

5�����"���8 ������ ���� ��%���� �

P =

∫ 1

0

∫ 1

0

. . .

∫ 1

0

f(w1, w2, . . . , wm−1)dD @���	�RA

��� !�� � f(D) = e1e2(D) . . . em(D)

����� �����7�� �����9��"����� ���"�� ������������� ��� "��,���� ������ ������ ��"�/
��!��� 6�� �� %������� wi ��� ������������ �� ei �� di	 ��������"���8 Genz � ��  ��� ��
"��,��� �� '���� ����� 6�� �� ��"��� �� %�������� ��� ������ $��!��: ��� ����� %�������
wi	 )��� ��� ��""� �� �� "��,��� �� ;��, ����� ��� ��� ��"�������� ������ �� '����
����� @�'�� � 2��	�  ���� 2��
� -���
�����A ��� �������� ���� �� < ��� 0	# �� ������4�
0	

���� �� "B"� �����6�����8 ;��, V��W � ������� �� "��,��� ��� ����/�� ���� ������/
��%�� V�RW : �� ���6� ��� ��"�������� �� '���� ����� ����!�� �� ��"������ �� �����7"�
��� ��9������� : �	 )������6,� ��� ����/�� ���� ��������%�� @�*(' �-�'������ �	����(
����  ����	A �� ��6������ ��� �� ���� �� ����������8 ���� ������ ��� �� 6��6�� ��"���!��
���� ��� ��� �����%������ ��66����%�� �� ��"���� ������ ������	 �������� ������� V��W ���
��  ��� ���������� �� "��,��� ��""�� 1����� ��
� !�� �������� ��� ��� ���� �� ����������
��� ����"����� �� �� �7 �� �� 8���'��	 �� ����8 6�� �� ����,"�� ��� ��� �"���"����� ����
��� ��� ��""��  ������� �� ������ �6���� �� 5������ �	 (����8 ���� ��� �%��� ������ ��� ���
�����6������ ��"���!��� �<� �� 6,����� �� "��,��� !�� 6��%���� �� "���4 �� 6��6�� �� ��
<������� �&��7"�	

�� @��3 0;;===����@�=����6�;$�����5;/�	A;@���3�/�

�R
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&&&'+ &���7������ �� �� -������� �6��1"� ���� ������"�/
������

)� ��%������"��� ����� ���6����� ������"������� <�������� ���� ������&�� ��� �� <���/
���� �� ���� �� �&��7"� �� ��� �����"��� ��� 6��4 ��� 6�"�������8 6�� ������6� �� <�������
�&��7"� ���� B��� ��9������ : 6���� ��� 6�"�������	 )�����"������� ����� ��� �� <�������
�&��7"� ��� ����""� �*0�2 @-����� &�
��'�
���()���	 *����� +�����,�����A �<� �� ��
������ ��� �� �� *0�2 !�� ��� ����� ���!��"��� ��� �� <������� ��� 6�"�������	

����� ���� ������ ���� �� 9���� ��� ��;������� �����6,��	 )����� ������ ����6�� �� ��
<������� �&��7"� ���� ��� ��"�������� <��������� ���� B��� 9�6���"��� "��� �� H�%�� ����
�������6,� *�(	 (����"��� ���8 �� ��"������� <�������� �&��7"� ���$���� :U�� ��"���6�
��� ��"�������� <��������� ��� 6�"�������	 �� ��%��6,�8 ������ ������ ������6�� 6������� :
��9��"���� �� �����7"� �� �� �*0�2 �<� ���%���� �� ��"������� <�������� �&��7"� ����
������"�������8 ���4� ��6� �� �� <������� �&��7"� ��� �"���6���"��� ����� �� 6�"���	

������� ����)������ �������

)� 9��"������� 6�����!�� �� �� �*0�2 �������� ��� �������6,� �� ������6� �� <�������
@*�(A	 �� ��"����4 ������� VRQ8 R�W ��� ��"���6� ��� ����6�� �� <������� ��� 6�"�������
�� �� 9��"������� ��	� ��� ������6� �� <������� �&��7"�	

"��
�

CI(�) @���	��A

sous :

{
βsys(� ; .) ≥ βc

sys

hj(�) ≥ 0 j = 1, . . . , nh

�J CI ��� �� 9��6���� ��$�6��9 : "���"����8 � ��� �� %�6���� ��� %�������� ������"�������8
. ��� �� %�6���� ��� %�������� ����������8 hj(�) ���� ��� 6���������� �����"�������8 βsys ��
βc

sys ���� �����6��%�"��� ������6� �� <������� �&��7"� �� ������6� 6����	

���� 6���� �����6,�8 �� <������� �&��7"� βsys ���� B��� ����"�� ��� ��� "��,���� ��
��"�������� ����6��� ������ !�� '���� �����8 ��� ���� �� ���������� ���� ����6��"��� ���/
����� ��� ��� ��;������� ����� ��"���� ��<������� ��� "���� �� ��9������6�	 1����9���8 ���
��"�������� ����6��� �� '���� ����� �4� ��� �� �;��� �� 6��6�� �46����9	 �� ����8 �� �����
��"���!�� �G ��4 ���� �� ���������� 6������ : ��� ��E6����� �� 6��6�� ���  ��������	

)������4�"����� �� ���"��� ����� �� �� <������� �&��7"� ��� "���� 6�G����� !�� ���
��"�������� ����6���8 6���� �����4�"����� ��� ���%��� �������� ���� �� ����������� �� ��
�*0�2	 ���� 6������� : �������� ������� ������&�� �� <������� ��� 6�"������� ��� 52*'	
)�����6� �� <������� �&��7"� ��� ������� ����"� ���� ��� ��� ������ �� *��
����� V��W8 ����
��� ��� "��,���� �����4�"���%�� @�	�	 "��,��� �� 4����'��
�� �� �
� V�DW8 �����4�"�����
�� ���	�� V��WA �� ��6��� ��� ��� "��,���� �� ��"�������� ������6���	

1����9���8 �� 9��"������� �� ���!������ ���	�� �������� ��� �� 6��%�� ��6� %��� �� E ��� F
����"�"	 �� �;��8 �� ��"������� �� <������� �&��7"� ���� B��� �6��%� ����� !�� 6�����
��� 6�"������� ������� ���6��%��	 ���� ���� �� ������ ��� 6�"������� ���/��"���������
6��������� : ��� "��%���� ������������ �� �� "���7�� ���� �� ����6����	 ���� �%���� ���
"��%����� ������������ �� �� <�������8 �����
	��� �� �
�V�#W ��� ��  ��� ���$����� ��� ��"�/
������� <��������� ��� ��� 6�"�������8 �<� �� "���4 6����F��� �� ��6,��6,� �� ������"�"

��
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�� ��������� �� "�������� ����������� �� �� <������� ���� �� �������� ����"���	

"��
�

CI(�)

sous :

⎧⎨
⎩

βsys(β, ρ) ≥ βc
sys

βi(� ; .) ≥ βc i = 1, . . . , m
hj(�) ≥ 0 j = 1 +m, . . . , nh

@���	�#A

�J β ��� �� %�6���� ��� ����6�� �� <������� ��� 6�"������� �� ρ ��� �� "����6� �� 6����/
������ ����� ��� 6�"�������	 )� 9��"������� ���	�# ����� !����� �4������� �� �������6,�
*�( @�!������ ��	�A ���� ����� 6�"��� �� �� <������� �&��7"�	 ���� �%��� ��"��!�� ����
������� 6�"������%� "���� ���� �� 6,������ ���6����� !�� �� *�( ���  ������"��� ��7�
6�G����� �� ��"�� �� 6��6�� �� ����� �"�����6���� ���� ������"������� ��� ����6����� 6�"/
���4��	 �� ����8 ������ ������ ����6�� �� �� <������� �&��7"� ���� ��� �����7"�� ��"���!���
�� 6��%�� ��6�	 )� 6��6�� ��  ������� �� ������6� �� <������� �&��7"� ��� ������� ��4 %�/
������� ������"������� ∂βsys/∂� ��� �"�������� : ������� ����&��!��"���	 )� 6��6�� ���
��;����6�� <���� ��� ��7� 6�G���4 �� �"���6��8 6��������� : �� ��%�� ��6� �� ���� ����,"�	
�����
	��� �� �
� V��W ��� ������� ��� �4��������� ��"�/����&��!��� ���� �� 6��6�� ��  ��/
����� ∂βsys/∂�	 2�8 "B"� 6�� ������� ��� ����!�� !�� 6�� �4��������� ��"�/����&��!���
�4� ��� �� �;��� �� 6��6�� 6�����������8 �� ���� �� ���"���6����� ��� ��4 ��;������� ��/
���4�"������ �� ��%��� ��� 6�"������� �� �� �&��7"�	 ��� ��������8 6�� ������� ��� ��%�/
����� ��� ����� �����6,� ����� ��� ��� ���� ������ ������6�� �� �� <������� �&��7"� ����
�� *0�2 V�#W 	

������� ����)������ ���������

/����(2���������� �� �
� V��W ��� ������� ��� ���� ������ ������6�� �� �� <������� �&�/
�7"� ���� �������6,� *�(	 �� ��� �� ����� 9��"������� 6�����!�� �� �� *0�2 ����� ��� ���
6�"������� @�!������ ��	�A �%�6 ��� ���6����� ,�������!�� ���$����"��� ��� ����6�� ��
<������� 6�����	

"��
�

CI(�) @���	�DA

sous :

{
βi(� ; .) ≥ β

c (k)
i + Δβ

c (k)
i i = 1, . . . , m

hj(�) ≥ 0 j = 1 +m, . . . , nh

��� !�� �

Δβ
c (k)
i =

(
βc

sys − β(k)
sys

)
δi

�J k ��� �� ��"��� �� ����������� �� �� *0�28 Δβc (k)
i ���� ��� ������ ��6��"���� ���"������

���$����� ��� ����6�� 6����� βc (k)
i 8 β(k)

sys ��� ������6� �� <������� �&��7"� : ����������� k �� ��
*0�2 �� δ ��� ��� %�6���� �� 6�������� !�� �4���"� ���6��%����� ��� 6���������� � �� ��
6��������� ��"��� i ��� �6��%� ����� δi �= 08 ����� δi = 0	

)� < ��� ���	D "����� �� ����6��� ���$����"��� ��� ����6�� 6����� ��� 6�"������� ����
 ������� �� ��%��� %��� �� �� <������� �&��7"�	 1����9���8 6���� ���6����� ���� B��� ����
6�G����� �� ��"�� �� 6��6��8 �� ���� 6��%�� �� %��� ��� �������� "���� �6���"�!��8 6�� ��
���6����� ���$����"��� ����� ��� ����� ��� �� ��6,��6,� �� �� "�������� 6�"�������� ���
βc

i 	

�#
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,���	� ��� 17 �	������ �� �-����	���� ����	��� �� �� &�'���� �%�*�� ���� �� ��84 

)� ��%��� �� <������� �&��7"� ���� B��� ������ ��� ��������� 6�"��������� ��� ����6��
��� 6�"�������	 )� "�������� 6�"�������� �� 6�� ����6�� ��� 6���� !��  ������� ��� ����/
���� ���!�� �� ������"�" ��6�� ��  ����� �� �����9��� �� <������� �&��7"� ���,����	 2�8 ��
���6����� ,�������!�� ���$����"��� ���� ������ �� $�� ������6�� 6����� ��� 6�"�������
!��  ������� �� 6���� �� �&��7"�8 ����� !�� ��� 6�"������� ����6�����4 ���%��� B��� ���/
��"��������� �� ������ ��� ����6�� 6����� ���%�� �� 6������ "���� �� ��9������6�8 6���������
<����"��� : �� �������� 6�G�����	

�� �;��8 �� 6���� "��,�"���!�� ���� �� �����4 ��� ��6������� ���� ����%�� �� "��������
6�"�������� ��� ����6�� 6�����	 �����
	��� �� �
� V��W ��� ��  ��� ��� �����6,� "��,�"�/
��!�� ���� �$����� ��� ����6�� 6�����8 9����� ��� ��� ������������� �� �� <������� �&��7"� ��
9��6���� ��� ����6�� ��� 6�"�������	

βsys = βk
sys +

m∑
i=1

∂βk
sys

∂βi
Δβi = βk

sys +
m∑

i=1

αβ
i Δβi @���	�QA

�J βk
sys ��� ������6� �� <������� �&��7"� : ����������� k �� αβ = ∂βk

sys/∂β ��� ��  �������
�� ������6� �� <������� �&��7"� ��� ������� ��4 ����6�� ��� 6�"�������	 �����
	��� ��
-H������ ��������� �� 6��6���� Δβc (k) = cξ8 �J ξ ��� �� %�6���� �������� !�� �4���"�
���6��%����� ��� 6���������� � �� �� 6��������� ��"��� i ��� �6��%� ����� ξi = 18 ����� ξi = 0	
)� ����"7��� c %��� : ����%�� �� $�� �� %������ ��� ����6�� 6����� βc !�� ������ βc

sys8 ��

��� �� ���6 ��������� ���6��� ����� ������6� �� <������� �&��7"� β̆k
sys ����� ��� ����6�� 6�����

�� βc
sys	

�D
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c =
βc

sys − β̆k
sys

αβT · ξ @���	��A

��� !�� � β̆k
sys = Φ−1

(
1 − Φ

(
βc (k) + cξ ; ρ

))
���� �� �&��7"� �����

�J ρ ��� �� "����6� �� 6���������� 6��6���� ���� �� ������&�� �� <�������8 ���� ��� ��������
6��������	 )��!������ ���	�� ���� B��� ������� ��� �� "��,��� �� 7�6���	 )� ��"��6,� ��
�������6,� �� �����
	��� �� -H������ ��� ��7� ���������� "��� ���� �"���!�� ��� ������7"�
���6�� !�� 6,��6,� : ����%�� �� ����"7��� c ���� �$����� ��� ����6�� 6�����	 �� ����8 6�
����"7��� 6������ : �$����� ��� ����6�� 6����� ��� 6���������� �6��%�� ��� �� "B"� !�������
c	 ���� 6������ : ��� ����6�� 6����� ������!��� !���� ξ = 18 ����� !�� 6������� ����6��
��%������ B��� �� "����� �� �������� ��"�����	

����� ���6����� ��������� ��� ��� ����6����� ����"��� ��� ����6�� 6�����8 %���<��� ��
<������� �&��7"� ���� ��� �� "�������� ������� �� �� 9��6���� 6�G�	 ��� ����6�� 6�����
������!��� �� 6��������� ��� : ������"�" ����!����� ���%��� 6������� : ��� 6�"�������
����6�����4 ���/��"���������	

��;������ ������� ��� ������� ��� �����6,�� ��6������� �� "���/��%��� ���� ��
�*0�2	 ���� �� 9�"���� ��� "��,���� "���/��%���8 8����
 �� �
� V�DW ��� ���� ��
�� <������� �&��7"� ���� �� 9��"������� : ��� ����� ���6�� ��%������� ���  �	��� �� �
�
V#QW	 ���� �� ��������� !�� 6���� X� � ��� ���� ��� ��� NN1 ���� �� 6,������ ���6�����
@%��� _�	�	�A	 1���� �� �
� V�QW ��� ������ �������6,� �)( @%��� _�	�	RA ���� ����� 6�"���
�� �� <������� �&��7"� ��� 6�"������� �� �����	 ����� ���%���� �����6,� �)( 6,��6,�
��"������"��� ������"�" �� ��� ������������ �� ��9������6� 6����� �

"��
�,pc

f1
,...pc

fm

CI(�) @���	��A

sous :

⎧⎪⎨
⎪⎩

Gi(�, /i, p) ≥ 0 i = 1, . . . , m
hj(�) ≥ 0 j = m+ 1, . . . , nh

Pfsys = Prob (
⋃m

i=1Gi(�,.) ≤ 0) ≈∑m
i=1 P

c
fi
−∑m

i=2maxj<i

[
P c

fi j

]
≤ P c

fsys

��� !�� �

/i, p = μX + σXαT Φ−1(P c
fi
)

α =
σ�∇�Gi(�, /i, p)

‖σ�∇�Gi(�, /i, p)‖
�J /i, p ��� �� ����� 6���6�������!�� ��� �� ��%��� �� <������� 6���� βc

i 8 P
c
fi

���� ��� ���/
��������� �� ��9������6� 6����� 6���������� 6�""� ��� ����"7���� : ����"����8 ��� ����6��
�� <������� 6����� 6������������ ���� ������ ��� βc

i = −Φ−1(P c
fi
)	 )� ����������� �� ��/

9������6� �� �&��7"� ��� �����6,�� ��� ��� ������������ �� ��9������6� 6����� �� ��������� ��
����� ���������� �� *��
����� @�!������ ���	�QA	

'�� �� ��� ������ ���9��"��6�� ��"���!��� �� �)( "������� ���� �� 6,������ ���/
6�����8 6���� ���%���� 9��"������� ���� 9������ : ���4� ��6� �� <������� �&��7"� �� ������
�� ��� "��!�� �� ���6�����	 ���� ��� 6������� ���� ������� �;�6���� ���� �� 6,������ ��
@%��� _��	DA	 �� ����8 ���"���� �� �� ����� ���������� �46����%�"��� �� ���� ���  ������� ��

�Q



			��� ���"��� ����� $$

<������� �&��7"� %���� 6�� ��� ������ �� *��
����� ���%��� ���� 6������� 6�� ������� : ���
��6����"���� ����M ��� ��	 )� ���%���� �����6,� �� �)( ��� ���6�<!�� ���� ��� �&��7"��
�����8 ���� ����6��� ��� �� 6���7�� �����6����� ���"������ �� 6,����� �� "�������� 6�"��������
��� ������������ �� ��9������6� 6����	 ���� ���� 6������� : ��� P c

fi
!�� %���<��� �� <�������

�&��7"� 6����� "��� 6��������� : ��� �������� "���� �6���"�!��	

���� �� 9�"���� ��� "��,���� ��6�������8 &����� �� �
� VDQW ��� ��%������ ��� "�/
�,��� �*0�28 �J ��� 6���������� <��������� @6�"������� �� �&��7"�A ���� ��"���6��� ���
��� 9��6����� ����"�������� �� "�&�� ����� ����&�� �� <������� ������� �� ���6�����
������"�������	 �� ���%��� �����7"� ��� ������ ��� ��� �� ����,"�� �� �� ��� ��""�/
���� ��"�/��<���	 E�� �� �
� VQRW ��� ��%������ ��� �����6,� ��6������ �J ��� ��"��������
<��������� @6�"������� �� �&��7"�A ���� ����������� �� %������ � �� ����� 6������	 
��
����&�� �� <������� �������� ��� ��� ��"�������� �� '���� ����� �� 52*' ���"�� ���6/
�������� 6���� �������������	 ���� ���6����� !�� 6���� �����6,� ��� ��"������ : �������6,�
�(�8 ���9 !�� ���"���"�������� ��� ��;������ �� �� <������� �&��7"� ��� ����� �� 6�"���	
9� �� �
� VD�W ��� ������� ��� "��,��� ��6������ �� �� �*0�2 ����� ��� ��������� 6&6���
������"������� �����"������8 ��6����� �� 6��E6���� �� ��E���6� ������������ @��5 � ���(
'�'�
���� -�$���� .����A8 6��6��� ��� ��� ��"�������� �� '���� ����� �� ������&���
��� ��� ���9�6� �� ������� 6��������� �� ���������	 �� 6��E6���� ���������� �� �������
����� �� ��������6� �� �� �����6�������	 )�� ��"�������� �� '���� ����� ���� ��6������� ��
������"������� �����"������ �<� ���66������ �� 6��%�� ��6�	

������� +����

)����� ������ ����6�� �� ���4� ��6� �� �� <������� �&��7"� ���� �� *0�2 �������� ���
�� 6��%�� ��6� �� ���� ����,"� ������"�������	 ���� ��� ����6�����"��� �G �� 6��6�� ���
������������ �� �� <������� �&��7"� ��� ������� ��4 %�������� ������"������� ∂βsys/∂�8 !��
��� ���%��� �"���6�� �� 6�G���4	 ���� ����� 6F��8 ��� ���� ������ ������6�� ���"�� ���%����
�� 6��6�� ��� ������������ ∂βsys/∂� �� ��  ������� �� 6��%�� ��6�	 1����9���8 6���� ���� ������
���� B��� 9����� ��� �� 6���� "��,�"���!�� ��������� ���"������ �� %���<�� �� 6��������
���,����� �� ��������� ������"�" �� �%����� �� ���/��"��������"��� ��� 6�"�������	

)����� ���$����� ��� ����6�� 6����� ���� ������� �� <������� �&��7"� ��� ��7� ���"�������	
1����9���8 �� ��6,��6,� �� �� "�������� 6�"�������� ��� ����6�� 6����� ���� �������� : ���4
6���7��� ����6����4 � �" �����9���� ������6� �� <������� �&��7"� [ �"  ������� ������"�"	 ����
�� ��6���� ���%����8 ���� ��������� ��� �����6,� ����6���� 6�� ���4 6���7��� ���� ���
����6����� ����"��� ��� ����6�� 6�����	 ����� �����6,� ��� ���������� ���� ��� "��,����� ��
��6������ �� �� �*0�2 ���"������ �� 6��6����� ���E6�6��� �� �� ���6�����	

&&&', ���5��� �����

)�� ���9��"��6�� ��"���!��� �� �� ���6����� �� �� "��,��� �2*( ���� ��"��!������	
���������8 �2*( ��� ��� �����6,� ����� ��� �� <������� ��� 6�"������� �� �� ����� ���
�� 6�"��� �� <������� �&��7"�	 ���� 6���8 ���� ��������� ��� �����6,� ���� �� �*0�28
!�� �������� ��� �� "��,����� �� ��� "��,���� ��6�������8 ��""�� �2�*( @-��������

+�����,����� ��	 -����� &�
��'�
��� ���
����A8 ����� ��� �� �����9��"����� �� �����7"�
�� �� �*0�2 �� ��������� 6&6��� ������"������� �����"������ �� ������&�� �� <�������
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			��� ���"��� ����� $�

�&��7"�	 ( 6,�!�� 6&6��8 ������"������� �����"������ ��� ���� : ���4� ��6� �� �� <�������
�&��7"� ��� ��� 6��E6����� �������� �� ��6����� ������� Y 6��E6����� �� ��6����� ����"��4
�� �&��7"� Z @2��5 � +�����
 -����� -����� .�����A	 ��� 6��E6����� ���� 6������� ���
�� ���� ����� ����6����� ����"��� ��� ����6�� 6�����	

����!�� 0������� �� �� ���$��� ���-�

)�����"������� �����"������ ��� ���� �E6�6� !�� �� *0�2 �� �������� "���� �� ���/
��7"�� ��"���!��� �� 6��%�� ��6�	 �� ����8 ���� ���"�� ������������� ��� ��6,��!��� ��
��;����������� ����6�� @��' � *���� *�3�����������  ����	A ���� �� 6��6�� ��� ���������/
��� �� �� 9��6���� �� ���9��"��6� ��� ������� �� %�������� ������"������� VR�W	 )��"����
�� 6� �&�� �� ��6,��!��� ���� ���%�������� ��� ������������ : �� ���6� ��� "��,���� ���
��;����6�� <���� ���� �� ���6����� ������"������� ��7� �E6�6�	 1����9���8 ������"�������
�����"������ ����� ��� ��� 6��E6����� �������� �� ���� 6������� : ��� �������� ����"���
%���<��� �� <������� 6�����8 !�� ����!�� �� 6���������� �� 6�� 6��E6����� ��� ���6�<!�� ��
���6����� ������"�������	

)����� 9�������6� �� �2�*( ������ ��� 6� 6������	 )� �����7"� �� �� *0�2 ��� ��6�"/
���� �� ��������� 6&6��� ������"������� �����"������ �� ������&�� �� <������� [ ���� �%���
%� ���� �� 6,������ 2 ��������� "��,���� ������ ��� 6� ����6��� @�2*(8 �(�8 �5(A	 )�
< ��� ���	Q "����� !�� ������"�" <�������� ��� �����6,� ���7� ��������� 6&6��� ������"���/
���� �����"������ @�� ��� �� �����������A  ����� ��� ���6����������� �� '�1�	 )������6,�
�������� ������ 6���� ��6,��!�� �� ��6�"�������� �� ��������� 6&6��� ������"������� ��/
���"������ �� ������&�� �� <������� �&��7"�	 ���� �%��� ���� ���� ��� ���� ������ ������6��
�� ���4� ��6� �� �� <������� �&��7"�	 
�� ���6����� ������6����� ����"��� ��� ����6�� 6�����
��� �������� �<� �� ����%�� �� "�������� 6�"�������� ��� ����6�� 6����� ���"������ �� %�/
��<�� �� <������� �&��7"� �� �� �������� ����"���	 ��� 6��E6����� �� ��6����� ����"��4 ��
�&��7"� @2��5A ���� 6������� ��� �� ���� �� ������6����� ����"��� ��� ����6�� 6�����	 ���
6��E6����� ���� �������� ���� �� 6&6�� ���%��� �� ������"������� �����"������	 �,�!�� 6&6��
������"������� �����"������ ��� 9��"��� �� �� 9�X�� ���%���� �

"��
�

CI(�) @���	#A

sous :

{
Gi(�− Δ

(k)
�i
, /p, γ

(k)
� ) ≥ 0 i = 1, . . . , m

hj(�) ≥ 0 j = m+ 1, . . . , nh

�J /p ��� �� %�6���� ��� %������ 6���6�������!��� ��� %�������� ���������� .8 γ
(k)
� ��� �� %�6/

���� ��� 6��E6����� �� ��6����� ����"��4 �� �&��7"� @2��5A �� ������ ��"���Gi8 �6��������
�� 6&6�� k 8 Δ

(k)
�i

��� �� %�6���� ��� %������ �� ��6��� � ��� %�������� ������"������� ����/
!������� ���� 6���������� 6�""� ��� "�&����� ��� %�������� ���������� .�	 )� < ��� ���	�
"����� �� "��,����� �� �� �� "��,��� �2�*( ���� �� ���� ��"��� Gi	 ���� ����������
��� �� ����� �� ���6����� ������6����� ����"��� ��� ����6�� 6�����8 ���� �������6,� ��������
���� �� 6���������� ��� 6��E6����� 2��5	

����!�� ���������� �������� ��� ������� �� �������� ������

)� <������� �&��7"� ������ �����������"��� ��� ����6�� �� <������� ��� "���� �� ��/
9������6� ��"������	 )��$����"��� ��� ����6�� 6����� �� 6�� "���� ���� ���"����� ���������

��



			��� ���"��� ����� �%

,���	� ��� $7 �	������ ��� ��/���� ���������� 

,���	� ��� (7 4	�����	���� ����	�� �� �� ��/��� �4��� 

�



			��� ���"��� ����� ��

�� <������� �&��7"� 6����	 ��� �������� ���� 6����6���� : ������6����� ����"��� ��� ����6��
�� <������� 6����� V��8 ��8 ��W	 ���������8 �� 9��"������� �� ������6����� ����"��� ���
����6�� 6����� ���� B��� ������� ����� 9�X�� ����������� �� �� �������	 ����� ��$�6��9 ��� ��
�����9���� ��� ���4 6���7��� 6���� 6�/������ � : ��%���  ������� �� <������� �&��7"� �� �������
�� "������� ����"�"	 )� "�� Y "������� Z �� ��<� !�� �� ���6����� ������6����� ����"���
��� ����6�� 6����� �%��� �� ���/��"��������"��� ��� ���"���� ����6�����4 �G : ��� ����6��
6����� ���%��	 ����� ���6����� �������� ��� �� ��6,��6,� ��� ����6�� 6����� !�� "���"�����
���6��� !�������!�� �%�6 ��� ����6�� �� <������� ��� 6�"�������	 )�� 6�"������� ��� ����
��������� ���� �� ��"������� �� �� 9��6���� 6�G� ���� �;�6���� ��� ��� ������������8 ���/
"������ ����� ���%���� �� ���/��"��������"��� ��� ���"���� �� �� ����6����	

min
βc

m∑
i=1

ωi (βi − βc
i )

2

s.t β̆sys (βc, ρc) ≥ βc
sys

@���	#�A

�J βc
i �� βi ���� �����6��%�"��� ��� ����6�� �� <������� 6����� !�� ���� ��� ����"7���� :

����"���� �� ��� ����6�� �� <������� ��� 6�"������� 6��6���� ��� 52*'8 ρc ��� �� "����6�
�� 6���������� ����� ��� ����� ��"���� ����!�� ��� ����6�� �� <������� ���� � ��4 : �����
6����� � ���� �� ���� ���� ��� �� "����6� �� 6���������� ���� S6����T8 β̆sys ��� ������6� ��
<������� �&��7"� ���� ��� %������ ��� ����6�� 6����� βc8 βc

sys ��� ������6� �� <������� �&��7"�

6����8 ωi ���� ��� ������������ ��� "���� �� ��9������6�	 β̆sys ��� 6��6��� : ������ �� �6,�"�
�� "����������� �&��7"� 6,����8 6����/:/����8 �����8 ������7�� �� "�4��	

β̆sys = Φ−1 (1 − Φm (βc ; ρc)) ���� �� �&��7"� ����� @���	#�A

β̆sys = Φ−1 (Φm (βc ; ρc)) ���� �� �&��7"� ������7��

β̆sys = Φ−1
(
1 − Φp

(
βcP

; ρP
))

���� �� �&��7"� "�4��

��� !��

βcP

k = −Φ−1
(
Φq

(−βc
j ; ρc

j

))
j = 1, . . . , p

�J ρc
j ��� �� "����6� �� 6���������� S6����T ��� 6�"������� 6����� �� ����/�&��7"� ������7��

j8 βcP

���� ��� ����6�� 6����� ��� ����/�&��7"�� ������7���8 6��6���� : ������ ��� "B"�� ���/
��������� ��� 6�"������� ��� ����/�&��7"�� ������7���	 )� "����6� �� 6���������� ρP �����
��� ����/�&��7"�� 6����� ��� 6��6���� ��� �� "��,��� �� ��,&���/���� �!��%����� @�!������
���	�#A	

)� ���6����� 9��"���� ���� ���!������ ���	#� 6,��6,� : "���"���� ���6��� !�������!��
����� ��� ����6�� �� <������� ��� 6�"������� �� ����� 6����� ���� �� 6��������� �� �����9���� ��
��%��� �� <������� �&��7"� 6����	 )�� ����6�� 6����� ���%�� ���� ����� %��� �� ��� �� 9��6����
�� ���� �F�� ���� �� ����6���� �� �� 9��6���� 6�G�	 )�� 6�"������� !�� ����� ��� ���  �����
6����������� ���� �� ���9��"��6� �� �&��7"� ���� ��������� ��� ��� ������������ ωi8 !��
���� ��<���� ��� ��� ������������ �� ������ ��"��� �� 6�"������� i ��� ������� : �� 9��6����
6�G� CI �

ωi =

√√√√ ∂CI

∂Gi∥∥∥∂CI

∂Gi

∥∥∥ i = 1, . . . , m @���	#RA

��



			��� ���"��� ����� ��

��� !�� �

∂CI

∂Gi
=

n�∑
j=1

∂CI

∂dj

∂Gi

∂dj

�J CI ��� �� 9��6���� 6�G� !�� ���� B��� ��� 9��6���� �� 6�G� �������8Gi ��� �� 9��6���� ������
��"��� �� 6�"������ �� �� "��� �� ��9������6� ��"��� i8 n� ��� �� ��"��� �� %��������
������"������� �	 )�� !�������� ∂C/∂� �� ∂Gi/∂� ���� �����6��%�"��� ��� ������������
�� �� 9��6���� 6�G� �� ������ ��"��� Gi ��� ������� ��4 %�������� ������"������� �	 ���
 �������� ���� ��$: 6��6���� ���� �� 6&6�� ���6����� �� ������"������� �����"������	 (����
��6�� �;��� �� 6��6�� ������"������� ����� �4� � ���� ������"����� ��� ������������ ωi	

���<?<4<8 ��#��# �� #� *������ �� �����#����� G���#�H

)� "����6� �� 6���������� S6����T ρc ���� B��� 6��6���� �%��� �� ��6���6,�"��� �� ��
���6����� ������6����� ����"��� ��� ����6�� 6����� 9��"���� ���� ���!������ ���	#�	 ����
��������� !�� 6���� "����6� ����� 6�������� ������� ����� �� ���6����� ������"�������
��� ����6�� 6�����	 ���4 �����6,�� ���� ��%�������� �� 9��6���� �� �� �� �� ���/���������
��� ����� ��"����	

• 	��� #�*��� #������� �� %���#�*��� ��� #������� 

)� ���"� ρc
i j ���������� �� 6��E6���� �� 6���������� ����� ������ ��"��� Gi �� Gj ����!��

��� ����6�� �� <������� ��� 6�"������� i �� j ���� � ��4 : ����� 6�����	 )���!�� ��� 9��6�����
������� ��"���� ���� ��������� �� 9�����"��� ��6��%���8 ��� ���/%������ ��� ����� ��"���� ����
���� ���9����"��� ������7��� ���� ����!�� ������7���8 �����6��%�"���	 )� < ��� ���	� "�����
!�� ���� ���"����� !����� %����� �� ������6� �� <������� 6����8 �� ����� ��� ��� ����� ��,&���/
��,7�� �� ��&�� βc �� ������ ��"��� Gi @���� �βc

A �� ����%� ���$���� ���� �� "B"� ����6����
!�� �� ����� �� ��9������6� �� ���� �������� @���� ��A	 (����8 ��� 6������ ����6����� α �������
��6,�� �� ���� ��� ��%���4 �� <������� 6����� ��;������	 ��� 6����!����8 �� "����6� ��
6���������� S6����T ρc ���� B��� ����6��"��� 6��9����� �%�6 �� "����6� �� 6���������� ���
6�"������� ρ ������� ���� �� ������&�� �� <�������	

ρc
i j = ρi j = αi.αj i = 1, . . . , m �� j = 1, . . . , m @���	#�A

�J αi ��� �� %�6���� ��� 6������ ����6����� 6��6���� ��� ������&�� �� <������� ��� 6�"�������	

• 	��� #�*��� %����*��� ��� #������� 

)� 6��E6���� �� 6���������� S6����T ρc
i j ����� ������ ��"��� Gi �� Gj ���� B��� 6��9����

�%�6 ρi j �� ��� ����6�� 6����� βc
i �� βc

j ���� ���6,�� ��� ����6�� �� <������� βi8 βj ��� 6�"/
������� i �� j	 ��� 6�����8 �� 6�� ����6�� 6����� ���� ���� ��� ��� ����6�� ��� 6�"�������8
�� 6��6�� �� 6��E6���� �� 6���������� S6����T ρc

i j ��� ��6�������	 )� < ��� ���	� "����� 6��

���4 ����������8 ����!�� ������6� 6���� βc = 4 ��� ������ ��� ���� �βc=4
1,2 ���� ���6,�� ���

������ ����� �̃βc=4
1,2 !�� �� ������� ��� ��� "B"�� ������� ��� ������ �� ��9������6� ��� ����

��������� ��
1,2	 (����8 ��� ������������ ��4 ������ ��� ���� �βc=4

1,2 ���%��� B��� 6��9������
�%�6 ��� ������������ ��4 ������ ��

1,2	 �� ��%��6,�8 ����!�� �� ��%��� �� <������� 6���� ��� <4�

: βc = 58 ��� ������ �̃βc

1,2 ���� ���� ��� ��� ������ ��� ���� �βc=5
1,2 	 )������������ ��� �������/

����� ��4 ������ '�5� ��
1,2 ���� �� 6��6�� �� ρc ���� 6������� : ��� "��%���� ����"�����

��



			��� ���"��� ����� ��

,���	� ��� >7 �����'����� ��� �-��� ������ ���'����� ��� ������	� G1 � ������	� G2 

�� �� "����6� �� 6���������� S6����T	 ���� 6���8 ���� ��������� ��� �����4�"����� �����
��� ��� ������������ ��4 ������ �̃βc

= αβc	 ����� �����4�"����� ��� �4���"�� ��� �

ρc
i j = α̃cT

i .α̃
c
j {i, j} = 1, . . . , m @���	##A

��� !�� �

α̃c
i =

∂Gi

(
�̃

βc

i

)
∂�√∑m

k=1

∂Gi(�̃βc

k )
∂�

�J �̃βc

i = βc
i αi

�J α̃i �� α̃j ���� ��� ������������ ��� ����� ��"���� Gi �� Gj ��4 ������ �̃βc

8 αi ���� ���
������������ ��4 ������ �� ��9������6� ��� ���� ��������� ��

i 8 β
c
i ��� ������6� �� <������� 6����

�� 6�"������ i	 )� 6��6�� �� �� "����6� �� 6���������� S6����T ρc �4� � m + 1 6��6���
"�6���!��� ���� ���%�������� ��� ������������ ��� ����� ��"���� ��4 ������ �̃βc

	

����� �����4�"����� ��%���� �� ���� �� ���� 6����6�� ����!�� ��� ����6�� �� <������� ���
6�"������� ���� ���6,�� ��� ����6�� 6�����	 ��� 6����!����8 �� ���6����� ������"�������
��� ����6�� 6����� %��� : ������� ���6��� ����� ��� ����6�� �� <������� ��� 6�"������� �� �����
6�����	 ���� ��� �4�6���� : 6,�!�� 6��%�� ��6� ���� 6&6�� ������"������� �����"������	
(����8 ���6��� �� ������ �� 6&6�� �� 6&6�� �� �������4�"����� ���"������ �� 9�� : "����� ���
6&6���	

���<?<4<4 �/�*-#� �� 3�#����� �� #6�--��/�*�����

���� "������ �� $������� �� �������4�"����� �� ρc ��� ���!������ ���	##8 �� �4�"���
��"��� ��� �������� 6�/�������	 ���� ���4 9��6����� ������� ��"���� G1 �� G2 ������� ��� �

G1(X) = 0, 3x2
1x2 − x2 + 0, 8x1 + 1

G2(X) = 4 − (x1 + 0, 25)2 + (x1 + 0, 25)3 − (x1 + 0, 25)4 + 6x2
2

���� X = {X1, X2} ���4 %�������� ���������� ���"����8 �� "�&����� μX = {2, 4} ��
�� 6��E6���� �� %�������� 0, 15	 )�� ���4 9��6����� ������� ��"���� ���� 9����"��� ���/
���������8 ����� ���� ��������� ��� 2��� �� �
� V��W ���� %������ �������6,� -'I	 )�������

�R



			��� ���"��� ����� ��

,���	� ��� "37 5�� �����'����� α �� ���= �������� �-��� ������ ��	���� ���:������	�� 

�� 6�� ���4 9��6����� ���� ������6� ���"� ��� "������ ��� �� < ��� ���	��	 )� 6��E6����
�� 6���������� S6����T ρc 6������������ ��4 ���4 ����� ��"���� ��� 6��6��� ���� ��;�������
%������ ������6�� 6����� βc = 3, 4 �� 58 ��� ����� �����6,�� ��;������� �

�	 P!������ ���	#� � �� 6��E6���� �� 6���������� S6����T ρc ��� ����"� ��� ��� ������������
��� ����� ��"���� ��4 ������ �� 6��6���� ��� ������&�� �� <�������	

�	 P!������ ���	## � �� 6��E6���� �� 6���������� S6����T ρc ��� ����"� ��� ��� ������������
��� ����� ��"���� ��4 ������ �̃βc

= αβc8 α ���� ��� ������������ ��4 ������ �� ������
�� ������&�� �� <������� ���6������	

R	 )� 6��E6���� �� 6���������� S6����T ρc ��� 6��6��� : ������ ��� ������������ ��� �����
��"���� ��4 ������ �βc

	 ��� ������ 6������������ ��4 ������ �� ���9��"��6� "���/
"��� 6���� @'�1�A �� ������&�� �� <������� ��%����8 ������� ��� ���� ����,"� -'I
@�!������ ��	��A	

β1 β2 α1 α2 U�
1 U�

2

�8R� �8��

{ −0.97
0, 22

} {
0.74
−0.67

} { −2, 25
0, 54

} {
2, 07
−1, 92

}
��'���� ��� "7 ������� �� �-����%�� �� &�'���� 

)� ������� ���	� �������� ��� ��������� �� ������&�� �� <������� �;�6���� ��� ��� ���4 �����
��"����	 )� ������� ���	� "����� ��� ������������ ������ αc ��4 ������ �βc

	 ��� ������������
���� ��;������� ��� ������������ α 6��6����� ��4 ������ ��	 )� < ��� ���	�� "����� !��
��� ������ �βc

�� �� ������� ��� ��� �� "B"� ������ !�� ��� ������ ��8 ��� 6����!���� ���
6������ ����6����� ���� ��;������	 )�� ������������ α̃c �����4�"��� ��� ���!������ ���	##
���� ���6,�� ��� ������������ αc ����!�� ������6� 6���� ����� ��� ���� ���� �� ��� ����6��
�� <������� ��� ���4 ����� ��"����	 )� < ��� ���	�� �E�"� !�� ����!�� ��� ������ �̃βc

����

��



			��� ���"��� ����� ��

����M ���6,�� ��� ������ �βc
�������4�"����� ��� ������������ ��� ���!������ ���	## ��� ����M

���6���	

βc = 3 βc = 4 βc = 5
αc

1 αc
2 αc

1 αc
2 αc

1 αc
2

�6 �� "!

{ −0, 95
0, 29

} {
0, 76

−0, 64

} { −0, 91
0, 40

} {
0, 86

−0, 49

} { −0, 87
0, 48

} {
0, 92

−0, 39

}
α̃c

1 α̃c
2 α̃c

1 α̃c
2 α̃c

1 α̃c
2

�6 ��� ..

{ −0, 94
0, 31

} {
0, 76

−0, 64

} { −0, 88
0, 46

} {
0, 86

−0, 49

} { −0, 78
0, 62

} {
0, 93

−0, 35

}

��'���� ��� !7 ������� �� �-���	�=������ �	������

βc αc
1
T .αc

2 α1
T .α2 �6��� ` α̃1

T .α̃2 �6��� `
3 /8��RD /8�Q�R #8Q /8���� 8#D
4 /8��RQ /8�Q�R ��8R /8���R 8#D
5 /8���R /8�Q�R ��8� /8�#RR �8��

��'���� ��� )7 ���2���� �� ��		������ J ��'�� K ��	 ��� 	��� ���	��/��

)�� ��������� �� ������� ���	R "������� !�� �� 6��6�� �� 6��E6���� �� 6���������� S6�/
���T ��� �������4�"����� �� ���!������ ���	## ��� 6����6��8 ����%� !�� ��� ����6�� 6����� ��
��� ����6�� ��� 6�"������� ������� ����M ���6,��	 ����� �����4�"����� �� �� ���� ����!��
���6��� ����� ������6� 6���� �� ������6� �� <������� �� ������ ��"��� ���  ����	 ���� ��� ����6�/
����"��� �G : �� 9���� ��� ��������� �� �� 9��6����8 ��� ���6����� �������%� ����� !�� -'I
���"�� ������"�� 6����6��"��� �� "����6� �� 6���������� S6����T ρc	 1����9��� �� �;��� ��
6��6�� ��� �� �� ����� ��� �4� �	 )������4�"����� �� ���!������ ���	R ������� ��� ��9��"�/
����� ������ �� ������&�� �� <������� �� �%��� �� ���6����� �������%� ���� ������"����� �� ρc	
�� �����8 ��� ����6�� �� <������� ��� 6�"������� �� ������6,��� ��� ����6�� 6����� �� 9��
�� : "����� ��� ���������� �� ��� 6&6��� ������"�������	 5�����"���8 �������4�"����� �� ρc

��� ���!������ ���	## ��%���� �E6�6� �� ���6���	

,���	� ��� ""7 ����	� ��� �������� �-��� ������ ��� ������	�� �& G1 �& G2 

�#
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,���	� ��� "!7 H�������� �� �-���	�=������ ���	 ��0�	���� �����	� �-������� ��'���
�& βc = 3I �& βc = 4I �& βc = 5

�� 0 3��	�� 6� 6.$�����	�� ��� 3��� 3��������

�βc

0 3��	�� ��	/�	�� �	��� �4@53����3@B�� 6� ��5�	 βc �� ��� .���� ������� G1 �� G2

�̃βc

0 3��	�� ������.� 3��� �4�33��C������	 6�� ��	�������.� ��C 3��	�� �βc

���<?<4<7 �� �#����� �� -���#1*� �6�##������� �-��*�#� �� ������ ���#� 

)� 9��"������� ���	#� ���������� �� �����7"� ������"������� ��� ��������8 !�� ���� B���
������ ��� ���"����� !��� �� ����,"� ������"������� [ ���� 6� ���%��� ���� �%��� �������

�� "��,��� �O�	 )�  ������� �� �� 6��������� ������"������� ∂β̆sys

/
∂βc ��� ����"� ���

�D
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��;����6�� <���� �

∂β̆sys

∂βc
=
β̆sys ({βc} + Δβc, [ρc]) − β̆sys ({βc} , [ρc])

Δβc
@���	#DA

�J Δβc ��� ��� ������ ������������	 ����� 9��"��� ������� !�� �� "����6� ρc ����� 6��������	
����� ,&���,7�� ��� 6����6�� 6�� ��� 6������ ����6����� ���� 6�����%�� ���� ��� ������ ���/
��������� �� ������6� 6����	 ����� ,&���,7�� ���"�� ���%���� �� ���%����� �� "����6� ��
6���������� 6���� ρc : 6,�!�� ������������	 )� "����6� �� 6���������� 6���� ρc ��� 6��6����
�%��� �� ��6���6,�"��� �� �� ���6����� ������"������� ��� ����6�� 6����� @�!������ ���	#�A	
�� 6� 9���8 ��6�� 6��6�� "�6���!�� ����� �"���!�� ���� �� �� ���������� �� �����7"� ����/
��6����� ��� ����6�� 6����� �� ��� ���;��� ��"���!�� ��� ����� "�������	 )�����"����� ���
������������ �� β̆sys ��� ��;����6�� <���� ���� ����� ��� �������������� ��"���!��� !�� 6�"/
���"������ �� 6��%�� ��6� �� ���� ����,"�	 ���� ��� �G �� 9��� !�� ������6� �� <�������
�&��7"� ��� �������� ��4 ����6�� �� <�������	

1����9���8 ���� �������� �� �����7"� �� ������6����� ����"��� ��� ����6�� 6�����8 ����
��6�""������ ������"����� �� �� <������� �&��7"� ��� ��� "��,���� �������4�"����� ��
��� ��� ������ �� *��
�����	 )�� "��,���� �� ��"�������  ��7���� �� ����� ��"���!�� !��
���� �����%�� �� 6��%�� ��6� �� ���� ����,"� ������� ���� �������� ���!������ ���	#�8 ���9
�� ��  ���� ��"��� �� ���� �� ��� �������	

����!�� ���������� ��� ���&������ �� �������� �������5 �� ���6
� �� ,���".

)�� 6��E6����� �������� �� ��6����� @��5A ��6�""����� ���� ��� 6���� �� ��"������/
��"��� ���� 6������� ���� �� ����"��� �� ���������� �� ��"��������"���	 ���� ����%�� �
�� *��
����� ��  �	��� V��W8 ��������� "��,���� �� 6���������� ��� 6��E6����� �������� ��
��6����� ���� ����������	 )�  ����� �� ���%��� .��� V��W @I���� 2�������� �� -�������

-�����A � ��%������ �� �� �6��� ���"������ �� 6���������� ����� ��� �� <������� @*0�� �
&�
��'�
���()���	 2�	� 2�
�'������A	 ���� ���������� ������� ��� ���4 "��,���� ��� ����
��������� ���� �� 6���������� ��� ��5	

)� ��;����6� ����� ��� ��5 �� ��� 2��5 ������ ���� �� 9��� !�� ��� ���"���� 6�����/
������� : �� $�� �� %������ ���!��� 6�������� ���� �� ����"��� �� ����6����� �� ��
���������� �� ��"��������"��� @�	 	 ����� ������ �� ���6����8  ���� ������ �� K�4���
6�"�����8. . . ��6A	 �� ��%��6,�8 ��� 2��5 ���� ��� 6��E6����� �� ��6����� ��<��� ����
6,�6�� ��� "���� �� ��9������6� �� ���� ��� ����6���� ������ ���� �� ��� �� ������"����	
)�� �����6,�� �� 6���������� ��� ��5 ���%��� B��� ��������� ���� ��<��� ��� 2��5	 P����
����� !�� 6�� "��,���� ����8 ������ 6����""����6�� �� ��"�� �� 6��6��8 ������ �"���6����8
���� ��������� ��� �����6,� ���� �� 6���������� ��� 2��5	

���<?<7<8 ���$��� �� ��#�������� �� �,

)�� "��,���� �� 6���������� ���%��� B��� ��%����� �� ���4 6��� ����� V���W	 )�� "�/
�,����  ������� �� 6���������� 9��"����� ����6��"��� �� �����7"� �� �� ��6,��6,� ��� 6�/
�E6����� �������� �� �����7"� ������"�������8 �� ��� "��,���� �����4�"���%�� ������ ���
�� 6��6�� �� ����� �� ��9������6� �� ���� �������� @'�5�A	 )� ����� �� 6��6��  ����� ���/
"������ �� ������ �� $�� �� %������ ���!��� ��� ��5 ��� ������ : ������ ��� '�5�

�Q



			��� ���"��� ����� �$

��� ��;������� ���������� �� ��"��������"���	 )�� "��,���� �����4�"���%�� ���� "����
6�G������ �� ��"�� �� 6��6�� "��� ����� "���� ���6����	

• ���$��� �#���#� �� ��#��������

)� "��,���  ������ �� 6���������� @=2' � ;
�'�
 +�����������  ����	A 6������� :
��6,��6,�� �� "������� $�� �� %������ ��� 6��E6����� γX !�� "���"����� �� ������ �����
������6� 6���� βc �� ��� ����6�� �� <������� ����� ��� ��;������� ����������	

min
γ
�

R =
L∑

j=1

κj (βj(γ�) − βc)2 @���	#QA

�J γ� ���� ��� 6��E6����� �������� �� ��6����� ����6��� ��4 %�������� ���������� .8 L ���
�� ��"��� �� ���������� �� ��"��������"���8 βj(γ�) ���� ��� ����6�� �� <������� 6�����/
������� ��4 6��E6����� γ�8 β

c ��� ������6� 6���� �� κj ���� ��� ������������ ���6�<!���
: 6,�!�� ��������� �� : 6,�!�� 6����� �� ����6�����	 ����� ���%��� B��� � ���"��� ��<����
��� �� ���4 ���66�����6� �� 6,�!�� ��������� �� ��  ��%��� ��� 6����!���6��	

)� < ��� ���	�R/� "����� �� �6,�"� �������9 �� 6���� "��,���8 : 6,�!�� $�� �� %������
��� γ� ��� ����&�� �� <������� ��� �4�6���� �<� ������"�� �� <������� �� 6,�!�� ���������8
�� ��� 6���7��� �� 6��%�� ��6� �� ���� ��� �����9���� �� ����� $�� �� %������ ��� 6��6���	
)� ����6��� �� ���������� 6������� : �����6�� ��� ����� ��"���� ���� ������6� ���"� �<� ��
��� ������6,�� �� "�4�"�" ��� ��� ����� �� 6��6�� 6����� �� ��&�� � �� : ������6� 6����
βc @< ��� ���	�R/�A	 )� "���"������� �� ������ R ���� B��� �;�6���� ��� ��� �� ����,"��
������"������� ���� 6��������� @�	 	  ������� 6��$� ��8 05=�8. . . A V���W	 )���6��%������
�� �� "��,���  ������ ��� !������ �4� � : 6,�!�� ���������8 L ����&��� �� <������� ����
���%�������� ��� βj(γ�)	 ��� 6����!����8 ���� ��6������ �� �;��� �� 6��6�� 6�����������	

,���	� ��� ")7 �& ��/��� ��	��� � �& �����	���� �� �� ��/��� �4# 

��
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• ���$��� �6�/-�� ��� �����#�

����� "��,��� ��� ��%������� ���� ������ �� �����7"� �� ��"�� �� 6��6�� �4� � ���
�� "��,���  ������ �� 6���������� @=2'A	 ���� ��� 6��������� �� ���4 ������ ����6������8
�� ���"�7�� %��� : �;�6���� ��� ����� ����&�� �� <������� ���� 6,�!�� ��������� �� ��"��/
������"��� j �� �� ���4�7"� 6������� : 6,��6,�� �� $�� �� %������ ���!�� ��� 6��E6�����
�������� �� ��6����� ���� ������ ��� ����������	

,���	� ��� "+7 �	������ �� �� ��/��� �-�=������� 	������ 

)�����&�� �� <������� ����� ��������� j ���"�� ��������� �� ����� �� ��9������6� �� ����
�������� @'�5�A �� (j) ���� ������6� ���"�	 )� �����9��"����� �� 6����/6� ���� ������6�
�,&��!�� ����� �� ����� '�5� �,&��!�� /� (j)	 )� ���$�6���� �� 6� ����� ��� ��,&���/
��,7�� �� ��&�� βc 6������ ��4 6���������� �� ����� �� 6��6�� /(j)

d !�� 6��������� ��
����� �����9������ �� <������� 6���� βc	 ����� ���$�6���� ������� !�� ��� 6������ ����6�����
���� 6�����%��8 6����/: ���� !�� ��� ������������ α(j) �� �� 9��6���� ������ ��"��� Gj �������
������!��� ���� ���"����� !��� ��%��� �� <������� @9����� ��� ��������� �� ������ ��"���A	
��� 6����!����8 ��� ��"��� ����������� ���"�� ���%��� �� ����� /(j)

d @< ��� ���	��A	

�(j)
d = βcα(j) @���	#�A

�J α(j) ��� �� %�6���� ��� ������������ �� ������ ��"��� �� �� ��������� j	 )� �����9��"����� ��
�(j)

d ���� ������6� �,&��!�� ����� �� ����� �� 6��6�� /(j)
d ���� �� ��������� j	 )�� 6��E6�����

�������� 6������������� ���� ������� ��� �

γ
(j)
Xi

=
x

(j)
i, d

x
(j)
i, pi

�� �� %������� Xi ��� ��� �����6�������

γ
(j)
Xi

=
x

(j)
i, pi

x
(j)
i, d

�� �� %������� Xi ��� ��� ��������6� @���	#�A

��



			��� ���"��� ����� �%%

�J /(j)
� ��� �� %�6���� ��� %������ 6���6�������!��� ��� %�������� ���������� . ���� �� �����/

���� j	 ��� %������ ���� ��<���� ��� �

xi, pi
= F−1

xi
(pi) @���	DA

�J xi, pi
��� �� 9��6���� ����6�� : �� %������� ��������� Xi ���� �� ��%��� �� ����������� pi ��

F−1
Xi

(.) ��� �� 9��6���� ��%���� �� ����������� �� �� %������� ���������Xi	 �� ��� 6�""���"���
��"�� ��� %������ �� 9��6���� �� 95% ����!�� Xi ��� ��� �����6������� �� �� 5% ����!�� Xi

��� ��� ��������6�	

�� �4���� ��� ��������� ����&��!��� ���� �� 6�� �J ��� ���� �� ����������� "�� ������ ����
���"����8 )� /���"����8 =�"��� �� �̂����� V��RW	 ����"����8 �� 9��� !�� 6�� ���� ��
����������� ������ ������!��� ���� 6,�!�� ��������� j	 ��� �4�"���8 ����!�� ��� %��������
���������� ���� ���"����8 ��� 6��E6����� γ

(j)
� ���� ������ ��� �

γ
(j)
Xi

=
xi, pi

μXi
+ α

(j)
Xi
βcσXi

�� Xi ��� �� �&�� �����6�������

γ
(j)
Xi

=
μXi

+ α
(j)
Xi
βcσXi

xi, pi

�� Xi ��� �� �&�� ��������6� @���	D�A

��  ������ ���� ��� ��� �� ����������� !���6��!��8 ��� 6��E6����� �������� �� ��6�����
6������������ : �� ��������� j ���� �4���"�� ��� �

γ
(j)
Xi

=
x

(j)
i, pi

F−1
Xi

(
Φ
(
βcα

(j)
Xi

)) �� Xi ��� �� �&�� �����6�������

γ
(j)
Xi

=
F−1

Xi

(
Φ
(
βcα

(j)
Xi

))
x

(j)
i, pi

�� Xi ��� �� �&�� ��������6� @���	D�A

���� ���6����� !�� $��!�� �: ���� �%��� �� $�� �� %������ �� ��5 ���� 6,�!�� ��������� j8
���� 6��� �� ��6���� ����� %��� : ����"���� ��� 6��E6����� �������� ������� �<� �� ��<���
�� ���� $�� �� %������ ���������� ���� ������ ��� ����������	 ����� ����� ���  �������"���
����� ��� �� ��<������ ���� ����� �� 6��6�� ���!�� : ������ ��� L ������ /d (j) �%����� ����
������� ���6������	 ��������� �����6,�� ���� ��%�������� ���� 6,��6,�� 6� $�� ���!�� ���
6��E6����� �������� V��W	

���<?<7<4 
�#��

)� "��,���  ������ �� 6���������� ��� 6�G����� �� ��"�� �� 6��6��8 �� "��� �� ��%��
���� �� 6���������� ��� 2��5 @�	�	 ��<��� ���� ������"�������A ����� ��� ����������	 ��
����8 6���� �����6,� ����� �� $�� �� %������ ���!��� ��� 6��E6����� �� ��6�����8 ���%���
6������� : ��� �������� <���� "��� ��� ����M �6���"�!��	

)� ���"�7�� ����� �� �� "��,��� ���4������� ������� ��� ��7� ������������8 6�� ����
������� : ��� 6��E6����� �� ��6����� ���� 6,�!�� ���������	 ���� ����� 6��8 ���� ���������
��� ����� ��������� ��<��� ��� m "���� �� ��9������6�	 (����8 6���� "��,��� ���� B���
�������� ���� 6��6���� ��� 6��E6����� 2��5 ���� 6,�!�� "��� �� ��9������6� j 6���6������
��� �� ����6� ����"�� 6���� βc

j 	 1����9���8 6���� �����6,� ��� ���������� ���� �����%� ���
,&���,7��� ���%����� �

�



			��� ���"��� ����� �%�

? ��� 9��6����� ������� ��"���� �� ���� ��� 9����"��� ��� ��������� [
? ��� ���/%������ ��� 9��6����� ������� ��"���� ������� ������7��� ����� �����	

�� �;��8 �� ��� �� ��� "B"�� ,&���,7��� ���6������� ���� �� 6��6�� �� �� "����6� ��
6���������� 6���� ρc ���"������ �� ���$�6���� �� ����� '�5� ��� ��,&���/��,7�� �� ��&��
βc ���� ������� �� ����� �� 6��6�� �� 6,�!�� "��� �� ��9������6�	 ����"����8 ���� ��� �����
��"���� ��� ��������� 6���� ���6����� ���� 6������� : ��� "��%���� ����"����� ��� 2��5
@< ��� ���	�#A	 )��� �� ���"���"�������� �� �� "��,��� �2�*(8 ���� �%��� ��"��!��
!����� "��%���� ����"����� ��� 2��5 ���� ���%�!��� ��� ������������ �� 6��%�� ��6� ��
���� ����,"� ������"�������	 ���� 6���8 ���� ��������� ��� �����6,� ����� ��� ������&��
�� <������� ��%���� ���� �� 6��6�� ��� 2��5	

����!�! 0���������� �#��� ���$��� �� �����������

)� "��,��� !�� ���� ��������� ���� 6� ���%��� ������� �� ����6��� �� ������&�� ��
<������� ��%����	 �� ��� �� �� ��6,��6,�� �� ����� ��� ��� ����� ��,&���/��,7�� �� ��&�� βc

j

�� ������ ��"��� Gj 6������������ �� ����� �� ���9��"��6� "���"��� 6���� @'�1�A @< ���
���	�#A	 �� ����� �� %�� ��"���!��8 ��� 6��E6����� �� ��6����� 2��5 �� "��� j ����
������� ��� �� "���"������� �� �� 9��6���� ������ ��"��� Gj ���� �� ��"������� ���������
������6� �� <������� 6���� βc

j 	

min
γX

Gj (�,/p,γX)

sous ‖Φ−1 (FX (γX/p))‖ = βc
j

@���	DRA

�J /p ��� �� %�6���� ��� %������ �/9��6����� @�	�	 6���6�������!���A ��� %�������� ����������8
γ� ��� �� %�6���� �� 6��E6����� 2��5 ���� 6,�!�� "��� �� ��9������6�	 ���� m "����
�� ��9������6�8 ��� "����6� �� 6��E6����� 2��5 �� ��"������� n×m ��� ��<���8 �%�6 n
�� ��"��� �� %�������� ����������	 )� ���������� �� �����7"� @���	DRA ���� ������&�� ���
��� �� ����,"�� ('I8 �'I �� -'I ��������� ���� �� 6,������ �� @_��	R	�	�A	

)� "��,��� �2�*( @�!������ ���	#A �4� � �� 6��6�� ��� %������ �� ��6��� � Δ� ����!��
��� %�������� ������"������� � ���� ��� ����"7���� �� ������������ ��� %�������� ����������
������ .�	 ���� ��������� !�� ��� %������ Δ� ���"������ �� ����6���� �� ������6� ��
6��6������ ��� %�������� ������"������� �<� �� ����� 6�"��� ��� ��6��������� ���� : 6��
%��������	 ���� �������6,� ��������8 6�� %������ ���� 6��6����� : ������ ��� 6��E6�����
2��5 ����6��� ��4 %�������� ���������� .� ��� �

Δ� = � (γX� − 1) @���	D�A

)�� %������ �� ��6��� � Δ� ���� ��<���� ���� 6,�!�� "��� �� ��9������6� j	 ���� m "����
�� ��9������6�8 �� "����6� 6�������� ��� %������ �� ��6��� � Δ� ��� �� ��"������� n�×m8
�J n� ��� �� ��"��� �� %�������� ������"�������	

����!�3 �������������� �� �� ���$��� ���-�

)��� ��� ��""� �������� �� �2�*( ��� �������� ��� �� < ��� ���	�D	 )� ��%������"���
�� �2�*( � ��� ������� ���� ����%������"��� '(1)(0 �©8 ���� ��!��� �������6,� 6�����!��
�*0�2 ��� � ���"��� �"���"�����8 ����� !�� ��� "��,���� �� �� *0�2 ���������� ����

��



			��� ���"��� ����� �%�

,���	� ��� ".7 ����%�� �� &�'���� ����	�� ���	 �� ����'	���� ��� 4��, 

�� 6,������ ��	 )��� ����,"� �O� � ��� ������� ���� �������� 6�� ��;������� 9��"��������	
)�����&�� �� <������� ��� 6�"������� ��� �������� ��� �� "��,��� 52*' �� ������� ���
���� ����,"� -)/*5 �� �O�	 )�� "��,���� ������"����� �� �� <������� �&��7"� ����������
���� �� ��6���� ���	�	� ��� ��� ���� ���� ���� �� ��� ��""� �2�*(8 �� ��� �� �

? ��� ������ ��/"������ ���� ��� �&��7"�� ������ �� ������7��� [
? �� �� "��,��� ���� �"���"����� ���� �� ��� ��""� 5�*
' @.����� �
����� &�(

��'�
��� :����  �/1�)A V���W [

? ��� "��,���� �� ;��, �"���"������ ���� ��� ��� ��""�� ������ �� 52*1*(�
V��#W	 ��� ��� ��""�� ���� �������� �� ���� �� ��� ��""� �2�*( %�� ��� <6,����
�)) @*����� 1��5 1�'����A	

)�� 6���7��� �� 6��%�� ��6� �� �� "��,��� �2�*( ���� ��<��� ��� �� %�������� ������%�
�� �� 9��6���� ��$�6��9 �� ��� %�������� ������"������� �� ��� �� %�������� ������� �� ������6�
�� <������� �&��7"�	∣∣∣C(�(k)) − CI(�

(k−1))
∣∣∣∣∣∣CI(�

(k))
∣∣∣ ≤ ε ��

∥∥∥�(k) − �(k−1)
∥∥∥∥∥∥�(k)

∥∥∥ ≤ ε ��
∥∥β(k)

sys − βc
sys

∥∥ ≤ ε @���	D#A

�J k ���������� �� 6&6�� ������"������� �����"������8 �(k)8 CI(�
(k)) �� βk

sys ���� �����6��/
%�"��� ������"�"8 �� 6�G� ����"�� �� ������6� �� <������� �&��7"� �� ������"�" �� kème

6&6�� ������"�������	 ε ��� ���� � �� : 10−3	 )�� "B"�� 6���7��� �� 6��%�� ��6� ���� ����
�� 6�"��� ���� �������6,� 6�����!�� �� �� �*0�2	

��



			��� ���"��� ����� �%�

,���	� ��� "17 4	�����	���� �� �-���	��/� �4��� 

�R



			���  ��	���	�� �� ����	���	�� �%�

&&&'. 8��������� �� ����������

)���$�6��9 �� 6���� ������ ��� �� %������ �� "��,��� �2�*( �������� ���� ������"���/
���� <�������� ��� �&��7"�� "�6���!���	 )� ���"�7�� �����6����� %��� : ������ ��� ��;�������
"��,���� �� 6��6�� �� �� <������� �&��7"�	 )� 6,��4 �� �� "��,��� ���!���� : �������� ����
������"������� <�������� ���� �����9���� ��� 6���7��� ���E6�6���8 �� ��������� �� �� ����������	

)� ���4�7"� �����6����� %��� : "���"���� �� �������� �� �R ������ �� ��������� �� "��,���
�2�*(	 ��� �4�"��� ���� �� �� ����������� ���� � ���"�� �� %������ �� "��,��� �2�*(
��� ������� : �� �������� �� ��9����6�	 �������� �����6������ ��"���!��� ���6�<!��� ��4
����6����� �� ����� ��"� ���� �������� ����������"��� ���� �� 6,������ �I	

����3�� $��5 �� �� ���$��� �� ������ �� �� �������� ���� ��

)� �����7"� ������6����� ����"��� ��� ����6�� 6����� 9��"��� �� �����7"� ������"�/
������ �4� � ������"����� ��  ������� �� ������6� �&��7"� ��� ������� ��4 ����6�� 6�����

@∂β̆sys

/
∂βcA	 2�8 6�  ������� ��� ����"� ��� ��;����6�� <����	

)�����"����� �� ������6� 6���� β̆sys ���� B��� ���6��� �� �� ���� ���  ������ �� �����
��"���!�� �G ��4 ���� �� ����������	 �� ����8 ������������� ���� ��"��� ���%� �� ���� ��
���������� ���� ������ �� ���6����� �� ��6,��6,� ��� ����6�� ����"��4 ���E6�6�	

�� ���"��� �4�"��� ���"�� �� %��������� �� 6,��4 �� �� "��,��� �� 6��6�� �� �� <�������
�&��7"�	 �� ��� �� �� 6��6���� �� ����������� �� ��9������6� ���� �&��7"� ����� ��<�� ��� 10
6�"�������8 ���� ������ ���� ���%��� �

Pfsys = 1 −
∫ β1

−∞

∫ β2

−∞
. . .

∫ β10

−∞

1

(2π)10/2
√|ρ| e

− 1
2
�T ρ−1�dz1, dz2, . . . , dz10

)�� ����6�� �� <������� �� 6�� 6�"������� ���� �������� ������!��� �� %������ � ���� :
3, 00 �� ��� 6��E6����� �� 6���������� ρij ����� ��� 6�"������� ���4/:/���4 ���� � ��4 :
0, 5	 )�� "��,���� ������� ���� ��� ���%����� �

? ��� ������ ��/"������ �� *��
����� @0�AV��W [
? �� "��,��� ���� V�W [
? �� "��,��� �� ;��, ��� ��� ��"�������� ������ �� '���� ����� @�'�� � 2��	�
 ���� 2��
� -���
�����A V��W [

? �� "��,��� �� ;��, ��� �� "��,��� ��� ����/�� ���� ��������%�� @�*(' � -�'������
�	�������� �����	A V�RW [

? �� "��,��� �� ;��, ��� �� "��,��� �� 1���� &�
� �%�6 ��� ����"7���� ����"��4
�� N�����% @)*' � 1���� &�
� �����	A V��W	

)�� 6��������� �����B� ��� "��,���� ����8 �'��8 �*(' �� )*' ���� �

? �������� ������%� ���� B��� ��9������� : 10−3 [
? �� ��"��� "�4�"�� �� ��"������� �� ���� ��� �������� 105	

���<5<8<8 +� ��  ���  �� #� �� �#��� �� ��I������ �--���$� 

)� ������� ���	� "����� !�� ��� "��,���� �'��8 )*' �� �*(' ��������� ��� ��/
���4�"������ �� ;��, ���� ��7� �E6�6��	 )���!�� �'�� ��� �"���&�� �%�6 ���!��"���

��



			���  ��	���	�� �� ����	���	�� �%�

�� 6���7�� ��������8 �� ����������� �� ��9������6� �� �&��7"� ��� ������� ���7� 8143 ���� ��
����������	 �� ��%��6,�8 ����!�� �� 6���7�� �� ��"��� "�4�"�� ��� ��"�������� ��� ��������8
��� "�������� ����"����� �� �� ����������� �� ��9������6� ��� ������� ���7� 105 ���� ��
����������	

'��,���� Pfsys βsys err Nsim ��
 @�A
0/� V8�� [ 8�RW V�8��D� [ �8����W �6  8�

����(1) 8��� �8���� 9, 5 × 10−4 104 ��8�
�'��(2) 8�� �8���� 1, 5 × 10−4 105 �8D
�'��(1) 8�D �8RR� 6, 5 × 10−4 ���R 8��
�*('(1) 8�� �8��DD 8, 1 × 10−4  8D
)*'(1) 8�� �8��Q� 3, 9 × 10−4 �� 8�

(1) 0 ����B�� 64���D� ��� �4������� �E err < 10−3

(2) 0 ����B�� 64���D� ��� �� 	����� ��C���� 6� ���������	�� �E Nsim ≤ 105

��'���� ��� +7 ������� �� ������ �� �� &�'���� �-�� �%�*�� �� ��= ��������� 

)�� ��������� �� �'�� ���� "�������� !�� 6��4 ������� ��� ����8 "B"� �%�6 8143
���� �� ���������� �������� �� �'�� ��� ��9������� : �������� �� �� "��,��� ����	 �����/
6� � �4� � 104 ���� �� ���������� ���� ��� ������ ��9������� : 10−3	 )���6����"��� �� ��
����������� �� ��9������6� �&��7"� ������ ��� ��� ������ �� *��
����� ��� ����M ���6��8
������6� �� <������� �� �&��7"� ��� 6�"���� ����� 2, 22 �� 2, 29	 )�� "��,���� )*' ��
�*(' ���� �E6�6�� �� ���6����8 )*' ����"� �� ����������� �� ��9������6� : ������ �� 12
���� �� ���������� ���!��"��� �� 10ms	 )������6,� �*(' ���4� � ��� �� ���� �� ����������
6�� ���� ��� ����� ��� ��� �����6,� ��"���!�� ������ ������ �%�6 ��� �%��������� �� ��
9��6���� �� ������� �� ����������� φ(.)	 ����� "��,��� ����� ��� ��������� �����9������� ��
���6�� ���� �� ��"�� �� 6��6�� ��7� ������	

• �����#��� ��*������ �� �A������

)� < ��� ���	�Q "����� ��� K�6�������� �� �� ����������� �� ��9������6� �� 9��6���� ��
��"��� �� ��"��������	 )���!�� �'�� ��� ��������8 �� %����� �� Pfsys �� ��������� ���� ��
��"��� �� ���� �� ���������� : 30008 ��� 6����� �� "��,��� ���� �4� � �� ��"��� ����
���%�	 )� "��,��� )*' �4� � ��� 6������� �� ���� �� ���������� ���� ��� %����� ������
�� Pfsys	 1����9���8 �� < ��� ���	��/� ����!�� !�� ���;��� �� 6��6�� �� "���� �4���������/
��"��� ��� ������� �� ��"��� �� ���� ��	 )� ��"�� �� 6��6�� ��6������� ���� 40 ���� ��
���������� ���� )*' ��� �!��%����� : ��� ��"������� �� '���� ����� : 5 × 104 ���� ��	

)�� �����6,�� )*' �� ���� �4� ��� ��  ���� ��"��� �� ���� �� ���������� ���� ���
%����� ������ �� Pfsys �<� ���%���� �� ����� ��"���!��	 )� ����������� ����  ���� ��"���
�� ���� �� �������� 6�� �����6,��8 !�� ��%������� ���E6�6��	

• ��J����� �� #� ��*�� ���

)��E6�6��� ��� �����6,�� �� 6��6�� �� �� <������� �&��7"� ������ ����6�����"��� �� ��
��"������ �� �����7"� ������8 ������ ��� �� ��"��� �� 6�"������� �� �&��7"�	 �� ����8
6���� ��"������ ���� ��K���6�� �� ���������� �� �� ���6�����	 ��������� !�� �� �&��7"�
����� ���6����� ��� ��<�� ��� �8 �8 R8 � �� # 6�"�������8 �����6��%�"���	 )�����6�
�� <������� ��� 6�"������� ���� � ��4 : R8 �� ��� 6��E6����� �� 6���������� ����� ���4
6�"������� ���� ���� � ��4 : 8#	

�#
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,���	� ��� "$7 Pfsys �� ������� �� ���'	� �� ���������� �& �#�� � ���� �& 5�# 

)�� ��������� �� ������� ���	# "������� ����K���6� �� �� ��"������ ���� �� ���6�����
�� ���E6�6��� ��� "��,����	 )� "��,��� )*' ����� �E6�6� �� ����M ���6��� !����� !��
���� �� ��"������ �� �����7"�8 �����9��� 6���� "��,���  ��7�� �� ����� ��"���!�� �G ��4
���� �� ����������	 )� "��,��� �*(' ��� ��"���� ���� ��� ��"������� ��9�������� : �	 )�
"��,��� �'�� ���"���!�� ��� ��  ���� �;��� �� 6��6�� ����!�� �� ��"������ �� �����7"�
��� ���%��	 ���� �� �&��7"� �� # 6�"�������8 �������6,� �'�� �"���!�� �� ��"�� ��
6��6�� �� 3 ms	 ��� 6�����8 �� "��,��� ���� ��6������ 100 9��� ���� ���;��� �� 6��6�� ���
������� : �� "��,��� �'��	 )���6����"��� �� ������6� �� <������� �&��7"� 9����� ���
��� ������ �� *��
����� ��%���� �� ���� �� ���� ��� � ����!�� �� ��"��� �� 6�"�������
��� ���%�	 1����9���8 �� "�&���� ��� ���4 %������ �� ����6����"��� ����� ��� ����"�����
6����6��	

��"������ 0/� ���� �'�� �*(' )*'

�
βsys V�8�� [ �8��W �8�� �8�� �8�� �8��

��
 @�A 8� D8R 8D 8R 8�

�
βsys V�8�� [ �8�RW �8� �8� �8# �8Q

��
 @�A 8� ��8� 8�� 8D 8�

R
βsys V�8QD [ �8��W �8�# �8�D / �8�D

��
 @�A 8� �Q8R 8�Q / 8�

�
βsys V�8D� [ �8��W �8�Q �8�D / �8��

��
 @�A 8Q �R8� 8�R / 8R

#
βsys V�8#� [ �8��W �8� �8Q� / �8Q�

��
 @�A 8� ��8� 8�� / 8R

��'���� ��� .7 ��� � ������ �� &�'���� �-�� �%�*�� �� 10, 20, 30, 40 � 50 ��������� 

���<5<8<4 
�#��  �� #� �--���$� �� ��#��# �� #� 2���#���  0 �1*�

)�� "��,���� )*' �� ���� ���� ��������� �� �����7"� ������6����� ����"��� ���
����6�� 6�����8 6�� ��  ���� ��"��� �� ���� �� ���������� ��� ��6������� ���� ���"���� ��

�D
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,���	� ��� "(7 ����� �� ������ ��� �� ������� �� ���'	� �� ����������
�& ����I �& �#��I � �& 5�# 

����� ��"���!�� �G : 6�� ���� ��	
)� "��,��� �*(' ����� ��� ��������� ����M ���6�� ��� ������� : 6���� �� ��9����6�

������ ��� ��� ��"�������� �� '���� ����� @�'��A	 �� ����8 6���� �����6,� ��� ����� ���
��� ���� ������ ��"���!�� ���4� ���� ��� �� ���� �� ����������	 )� "��,��� �*(' ����
B��� ������ ���� �� ���6����� ������6����� ����"��� ��� ����6�� 6����	 ���������8 6����
"��,��� ��� ��"���� ���� ��� �&��7"�� : � 6�"�������	

5�����"���8 �� "��,��� �� ��"�������� �� '���� ����� ����� @�'��A �������� ���!��/
����� ����� ���6�����8 �E6�6��� �� ����������	 
� ��"��� �� ���� �� ���������� �� 5000
���"�� ���%��� ��� %����� ������ �� ������6� 6���� β̆sys �� �� �;��� �� 6��6�� �� �� �����
@!���!��� "������6�����A	 ���� ���6����� !�� ��� "��,���� �'��8 ����8 )*' �� �*('
�4� ��� !�� �� "����6� �� 6���������� ���� ��<��� ������%�	 )���!�� 6����/6� �� ����� ���8
����6����"��� ��� ��� ������ �� *��
����� ��� �� ���� �������� �������� ���� ������"�����
�� ������6� �� <������� �&��7"�	

�Q



			���  ��	���	�� �� ����	���	�� �%$

����3�� 2������� 7 ����8� ������

)� ���� �������� �������� ��� �� < ��� ���	�� ��� ������� ���� %������ �������6,� ��������
�2�*(	 )� �������� �� ��9����6� ��� ����� ��� 7�5�' V��DW	

,���	� ��� ">7 ��� �	������ D 	��E� '�		�� 

)� ����� �� �������� ��� "���"��� ���� �� ��"������� �� �� ����������� �� ��9������6� : 10−5

@�	�	 βc
sys = 4, 26A	 )�� �R ��6����� �� �������� ���� ��� %�������� ������"������� 6����������

�����"�������	 )�� %������ ���������8 ��� ������ ��9�������� �� ����������� ���� ������� ����
�� ������� ���	D	 )�� 6,�� �"���� �����!��� Fi �� ��� ��������6�� ����"�� ��� ������ fyj

���� "�������� ��� ��� %�������� ���������� ���"���� �� �������������	 )� ������� ���	Q
�������� ��� 6���6�������!��� �� 6�� %�������� ����������	 7�5�' V��DW � ������� �� 9��"�������
6�����!�� �� �� �*0�2 @�!������ ���	��A ���� ����"���� �� ����� �� �������� �

"��
�

13∑
i=1

ρAiLi @���	DDA

sous :

{
Pfsys(� ; .) ≤ 10−5

�LB ≤ � ≤ �UB

�J Ai �� Li ���� �����6��%�"��� �� ��6���� �� �� ��� ���� �� �� ����� i8 ρ ��� �� "����
%���"�!�� �� ���6��� ����� � ��� : 7850 + U"3 �� . ��� �� %�6���� ��� %�������� ����������	
)� ����������� �� ��9������6� �� �&��7"� Pfsys

��� ����"�� : ������ ��� ����6�� �� <�������
��� 6�"�������8 6������������ ��4 9��6����� ������ ��"��� �

Gj(�,/) = fyj
− |σj(�, F )| j = 1, . . . , 7 @���	DQA

�J fyj
�� σj ���� �����6��%�"��� �� ��������6� ����"� �� �� 6��������� "�6���!�� �� �� �����

j	 σj ��� ������� ��� �� 6��6�� ���"���� <��� �������� @���"���� �� ����� : ���4 ������A	
)� ����� ����� ����� ���%���� ����!�� �� ��"��� ������!�� ��� �������� �� ���6���� �� ��
6�"��������	 �� ������ �� �� �&"����� �� ��������8 ��� ��6����� ��� ������ ���� �� �������
�� 7  ������ ������6�� �� �� <������� �� �� ����6���� ��� "�������� ��� �� �&��7"� ����� ��
7 6�"�������	

��



			���  ��	���	�� �� ����	���	�� �%�

Ai ?��2@ A0 ALB AUB

i ∈ {1, 2, 4, 6, 8, 10, 12, 13} "1I)3 ! .3
i ∈ {3, 11, 5, 7, 9} "!I>3 ! .3

��'���� ��� 17 8�&����� ��� ��	��'���
�-����������

� � ��%���� �H
Fi � L "I   I) ?M�@ 11I$!. 3I"1

fyj 9 L "I   I$ ?#��@ !+(I!3 3I"3

��'���� ��� $7 8�&����� ��� ��	��'���
������	�� 

)�� ��6����� ����"���� �� �������� �� ��9����6� V��DW �� �� �� "��,��� �������� �2�*(
���� ���������� ���� �� ������� ���	�	 )�� ��6����� ����"���� �� �2�*( ���� ��7� ���6,�� ��
�������� �� ��9����6� V��DW	 )� 6��6������ ����"��� 6��6���� ��� �2�*( ��� �� 7��"��� ����
�6���"�!��8 ���� �� �����6���� �� ����������� �� ��9������6� 6���� �� 10−5	 ���� ���6�����8
!�� �������� ��� ��������� �� ��9����6� � ������� ���� ����,"� ��� ����6����� ��"��������
@.����'
� *������� �
�������A	

A� @6"2A A1, A12 A2, A13 A3, A11 A4, A8 A5, A9 A6, A10 A7 P � @+ A
�*0�2 V��DW D8�� �8� D8RD D8�� �8� D8�# �8R� R�8��

�2�*( #8�� �8R� #8�D #8�� �8 D8�D �8�R R�8��

��'���� ��� (7 ����� � ������� �������� �� 	������ 
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,���	� ��� !"7 ������� �� &�'���� ��'��� ���:
���= �� �4��� 

��� �4�"��� ���� � ���%� �� %��������� ���� �� "��,��� �2�*(	 )� < ��� ���	�
"����� !�� ������"�" ��� ������� ���7� 5 6&6��� ������"������� �����"������8 �J 6,�!��
6&6�� ��� 6�"���� ���� 6������ ��"��� ������������	 )� <������� �&��7"� �� �� 6��6������
����"��� ��� ����&��� : 6,�!�� 6&6�� �� ������"������� �����"������	 ����� ����&�� %���<�
��� 6���7��� �� �����9�6���� �� ���4� ��6� �� �� <������� �&��7"� �� ��6���6,� �� ���6�����
������6����� ����"��� ��� ����6�� 6����� �� �� 6���������� ��� 6��E6����� ����"��4 �� ��/
6����� �� �&��7"� @2��5A	 )� < ��� ���	� ����!�� ��� 2��5 ���� 6,�!�� 6�"������ [
6�� 6��E6����� ���� ������ ��� ������� ��4 %������ "������� ��� %�������� ����������	

��



			���  ��	���	�� �� ����	���	�� ��%
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,���	� ��� !!7 ���2����� ������= �� ����	�� �� �%�*�� ?4��,@

)�� 6�"������� 1, 2 �� 4 ����7���� ����!�� ��� "B"�� 6��E6�����8 6���� ����� �� 6�� ���
6�"������� 6 �� 7	

)���!�� �� 6��E6���� ��� ��9������ : �8 �� ��9������6� ��� ������� ��� �� ��"������� ��
�� %�������8 6���� �� 6�� �� 6�"������ #8 �JaγF2 = 0, 6 [ 6� !�� ����!�� !�� ���� ���������
�� ����� �� 6���� �����8 �� 9��� !�� �� 9��6� F2 ���� ��"����� �� 40% ��� ������� : �� %�����
"������ �� F2	

��
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&&&'0 ���������


� ��� ��$�6��9� �� 6���� �,7�� 6������� : ��%������� ��� "��,��� ������"������� <���/
����� ��� ����6�����8 ����� ��� �� <������� �&��7"�	 )� 6�"���4��� �� 6���� �>6,� ������ ����
������ ������ �� ���4� ��6� �� �� <������� �&��7"� ���� ��� 6���7��� ������"�������	 �����
���� ������ �4� � �� 6����� � �� ��;������ ������ � ���� ����,"� ������"�������8 ������&�� ��
<������� ��� 6�"�������8 �������4�"����� �� �� <������� �&��7"� �� �� "��7�� "�6���!��
@�	 	 "��,��� ��� ���"���� <���A	 ��� 6����!����8 �� �����7"� �� �� �*0�2 ���� B���
9��"��� ����� 9�X�� : �%���� ��� �����7"�� ��"���!��� �� 6��%�� ��6� �� �� ��������� ���
: ��������6���� ����� 6�� ��;������ ������	

)� "��,��� �2�*( ��� ��%������� ���� �������� : 6���� �4� ��6� �� ���"�� ���������/
���� �� �������6,� <�������� ���� ������"������� ��� ����6����� 6�"���4��	 ��� ����6�����
����7����  �������"��� ��������� %�������� ������"�������8 ��������� %�������� ����������
�� ��������� "���� �� ��9������6�	

)�� ���"���� ��������� ������� ��� �2�*( ���� ��� ���"�� �� %������ 6���� �����6,�	
1����9���8 ��� ����� �� %��������� ���� 6�"��7�� ��� ��6������� ���� ������ ��� �E6�6���8
�� ���6����� �� �� ����������	 ����� ����� ��� ����$�� �� 6,������ ���%���8 �J �2�*( ���
�����!��� ���� ����"���� ��;������� ����6����� �� ����� ��"�	

���
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�8�� 6�#�� ����	�,�� �� �
���
���� �	 ��
�	 ���� � � � � � � � ���

�H ! " ������ �� ����� 	������ �����                 ""+

�H ! ! ������ �� N�=��� ��������                     ""1

�H ! ) ������ �� �-�0�	 	���/�� �����                 ""(

�8�� 9��
��� �	 ��
�	 ���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

�H ) " ���	� �� � ������� D �� N�=���                  "">

�H ) ! ���	� �� ������ 	���������	�                   "!)

�8�� 9��
�,��� �	 ��
�	 ���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

�H + " ��	�6�� D �� ���� ����                       "!1

�H + ! ��	�6�� D ���6 �����                        ")3

�8��  �	������	 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���



	 ��� 	��������	�� ���

&8'( &����������

�� 6,������ � ���� ��$�6��9 �� "������ �������B� �� �� "��,��� �2�*( ���� �� ��"��/
������"��� ��� ����6����� �� ����� ��"�8 �� 6�"������ ��� ����� �����6,�� ���%����� �

• ����"������� �����"������ @��2A ����� ��� ��� 6��E6����� �������� �� ��6����� ��<���
���� ��� ����6���� @��� �� ���A [

• ����"������� <�������� ��� �������6,� 6�����!�� �� �� �*0�2 ����� ��� �� 9��"�������
���	�# [

• ����"������� <�������� ��� �������6,� �������� �2�*( @�!������ ���	#A	

����� ����� ���� ���"�� �������6��� �� ���6����� �� ���E6�6��� �� �������6,� ��������
��� �� ���� ��� 6���7��� �� %��������� �

? �� %����� �� ������"�" ������ [
? ������6� �� <������� : ������"�" ��� ������� �� ��%��� �� <������� ���,���� [
? �� ��"��� ���%��������� ��� 9��6����� ������ ��"��� ������ �� ���6����� ������"���/
����	 �� 6���7�� ��� 9����"����� ���� �� 6�"�������� �� ���E6�6��� ����� ��� "��,����
�*0�2 �� �2�*(	

)� ��� ����6���� �� 6���� %��������� ��� �� "������ !�� �2�*( 6��%�� � %��� ��
����"�" %���<��� �� <������� �&��7"� 6����	 )��E6�6��� �� �� ���6����� �� �� "��,��� ����
�4�"����� : ���%��� �� ��"��� ���%��������� ��� ����� ��"���� �� �� ��"�� �� 6��6�� ��
	
���4 �&��� �� ����6����� �� ����� ��"� ���� 6��������� �

? ������� �� ����� ��"� ���"���� : �� K�4��� �� : ���;��� ����6,���	
? �����!��� �� ����� ��"� ���"�� : �� K�4��� 6�"����� �� : ���;��� ����6,���	

&8') ���1�� "����#�� ��� ��������� �� ����� ��"�

)� ��"��������"��� ��� ����6����� �� ����� ��"� ���� %���<�� ���4 9�"����� �������
��"���� �

• ��� ����� ��"���� ����"�� @�)
A !�� ���� ����6��� : ��� ����� �� ���������8 �� : ��
�;�����"��� ������� �� ����� �� �� ����6����8 �� ��� ��  �������"��� �� ���������� ��
�� 6���6��� �������� "�4�"��� �� �� ����6���� [

• ��� ����� ��"���� �� ���%�6� @�)�A !�� ���� ����6��� ��4 �4� ��6�� ���������� �� ���%�6�
�� �� ��� 9��6������"��� �� �� ����6����8 ��� 6��6������ ����%������ ��� <������8 ���
��"�������� �� K76,�8. . . ��6	

)� 6���6��� �������� ��� ����6����� �� ����� ��"� ������ ��� ��"�������  ��"����!���
��� ��6����� �� ��� ���������� "�6���!��� �� ���6��� �� �� �����	 ���� ��������� !�� ��
��������6� �� ���6���� �� ����� ��� �� �� �����	 )�� ������� ��������!��� ��� ���������� "�/
6���!��� ���� ���������� ���� �� ������� �I	� [ ��� %������ ����� ������,7��� 6������������
��4 9��6����� ���� �� 6��6�� �� /k	 )�� ��������6�� ����"�� ���� �����"����� : ������ ���
��� ��""�� �� 6���������/��9��"����� �� ����� �� �� ���6���	 )� < ��� �I	� "����� ���
%������ ��"���� ��� ��9��"������ ��"�������� ������� ��� �� �7 �� ��� 3 ��%��� (8 0 �� �8
��� !�� �

��R



	 ��� ���
�� �����	!�� ��� ���������� �� ����� ���� ���

? �� ��9��"����� �� 6�"�������� �� ����� ��� ��"���� : 3, 5
o
/oo �� K�4��� �� : 2

o
/oo ��

6�"�������� ����	
? �� ��9��"����� ��� ��"������ ��� ��"���� : εud ����� � ��� : 0, 9εuk

����	����� �� �� ��	��'�� � ������ xk ��%���� �H ���	�'����
��������� �� ����	������ �� '��� fc ?#��@ )3 ?.%@ )> 3I". 5����	����
��������� �� 	����� �� �-����	 fy ?#��@ .33 ?.%@ .>! 3I". 5����	����
#����� �-�������� ����� �� '��� Ec ?���@ )) ?.3%@ )) 3I"3 5����	����
#����� �-�������� �� �-����	 Es ?���@ !33 ?.3%@ !33 3I3) 5����	����
#���� ������6�� �� '��� �	�� ρba ?M�G�3@ !. ?.3%@ !. 3I"3 5����	����

��'���� �H "7 8������ �����6��� ��� ��	���	���6��� ������6��� 

,���	� �H "7 5�� ���������� �� '��� � �� �-����	 � �� 	*��� ��� 	��� ����� 

���� �� ��6���� ���%���� ���� ������� �� ��"��6,� ��"���!�� ������� ���� �� 6��6��
�� �� 6���6��� �������� ����� ��6���� �� ����� ��"�	

�9���� ����� �� ������ ��������� ������

)� 6��6�� �� "�"��� ��������� ����� ��6���� ���"��� : �� K�4��� ��"��� ��� ����� ���
��� �!������� ���!������� ���%����� �

Nu = Fc (yu) +

na∑
j=1

Fsj
= 0 @�I	�A

Mu = Fc (yu) zbu(yu) @�I	�A

�J na ��� �� ��"��� �� ���� ����"������8 Fc �� Fsj
���� �����6��%�"��� ��� 9��6�� �����������

���� �� ����� �� ��� ���� ����"������8 zbu ��� �� ���� �� ��%���	 )� �������� �� ���4� ������
yu ��� ������� ��� ��� ���������� ��"���!�� �� ���!������ �I	�8 �J ��� 9��6�� �����������
�� �� 6�"�������� �� ����� ���� �� ��� ��"������ ���� ������� ��� �

Fc =

∫ yu

0

b(ξ)σc(ξ) dξ @�I	RA

Fsj
= Asj

σsj
j = 1, . . . , na

�J σc(ξ) �� b(ξ) ���� �����6��%�"��� �� 6��������� "�6���!�� �� ����� �� �� ��� ��� �� ��
��6���� : �� �������� �� ���4� ������ ξ @< ��� �I	�A8 Asj

��� �� ��6���� ��� ��"������ ��

���



	 ��� ���
�� �����	!�� ��� ���������� �� ����� ���� ���

��� j �� σsj
��� �� 6��������� "�6���!�� ����6���	 ��� 6���������� σc �� σsj

���� ��������
��� ��� ��""�� �� 6���������/��9��"����� @< ��� �I	�A8 ��� 6���������� ���� �� ����� ��
���� ��� ��"������ ���� �4���"��� ��� �

σc =

⎧⎨
⎩ fcd

[
1 −
(
1 − εc

εc2

)2
]

�� 0 ≤ εc ≤ εc2

fcd �� εc2 ≤ εc ≤ εcu

@�I	�A

�� :

σsj
=

{
εsj
Es �� 0 ≤ εsj

≤ fyd/Es

fyd +
[

fyd(k−1)

εuk−fyd/Es

(
εsj

− fyd/Es

)]
�� fyd/Es ≤ εsj

≤ εud

�J εc �� εsj
���� �����6��%�"��� ��� ��9��"������ �� ����� �� ��� ��"������ �� �� 6��6,� j8

fcd �� fyd ���� �����6��%�"��� ��� %������ �� 6��6�� �� �� ��������6� �� ����� �� �� ���6���	
���� �� 6��6�� �����"������8 6�� %������ ���� �������� ��� %������ 6���6�������!��� fck ��
fyk �� ��� 6��E6����� �������� �� ��6����� �� ����� �� �� ���6���	 εuk = 5% �� k = 1, 08
���� ��� %������ ��6�""����� ���� ������6��� � @���A ���� ��� ��"������ �� 6����� 0	

,���	� �H !7 �0�	� ������ �-��� ������ �� ��	�� 6������6�� 

5�����"���8 �� �����"������� �� �� �������� �� ���4� ������ ���"�� ������"�� �� "�"���
��������� ����"�8 ���!������ �I	� ���� ���6���� <����"��� �

Mu =

∫ yu

0

b(ξ)σc(ξ) (ν́ − ξ) dξ +

na∑
j=1

Fsj
νj @�I	#A

�J ν́ ��� �� ������6� �� 6����� ��  ��%��� : �� <��� �� ���� 6�"���"�� �� �� ��6���� �� νj

��� �� ������6� �� 6����� ��  ��%��� ��� ��"������ �� �� 6��6,� j �� 6����� ��  ��%���
�� �� ��6����	 )�� ���� ����� ��� �!������� �I	� �� �I	# ���� ����"��� ��� �� "��,���
��� !���������� �� ;����(1�'���� �"���"����� ���� '(1)(0 V��QW	 )��%���� � �� 6����
���������� ��"���!�� ������ ���� ��� ������������ ���� ��� 9��"� !���6��!�� �� �� ��6����
�� �����	

���� �� 6���� ����� ����&�� �� <������� �� 9��6���� ������ ��"��� ���6��� ��� �

G(�, /) = Mu(�, /) −Ma(�, /) @�I	DA

��#



	 ��� ���
�� �����	!�� ��� ���������� �� ����� ���� ���

�J Ma(�,/) �� Mu(�,/) ���� �����6��%�"��� �� "�"��� �� K�4��� �����!�� �� �� "�"���
��������� ����"�8 � ��� �� %�6���� ��� %�������� ������"������� 6�������� ��  ��"����� ��
�� ��6���� �� ����� �� ��� ��6����� ��� ��"������8 / ���� ��� ������������ ��� %��������
���������� . 6�������� ��� ��������6�� �� ����� �� �� ���6��� fc �� fy	

�9���� ����� �� :�5��� ��������

)� ��� ��""� ��������6���� ���"�� �� %���<�� ��� ��6���� �� ����� ��"� %��/:/%�� ���
�����6�������� �� K�4��� 6�"�����	 �� ��� ��""� ��� 9��"� ��� ���� ��� ������ 6���������
�� "�"��� ��������� �� �� ���;��� ���"�� ����"� ����!�� �� �������� �� ���4� ������ %���� ��
−∞ : +∞	 )� ��� ��""� ��� 6�������� �� ��������� ��� �!������� ���!������� @�!������ �I	�
�� �I	#A	 )� < ��� �I	R "����� !�� ����!�� �� �������� �� ���4� ������ ξ = −∞ �� ����� PT

�� ��� ��""� ��6��� ��� ���6���� ��"���	 ����!�� ξ = +∞ �� ����� Pc �� ��� ��""� ��6���
��� 6�"�������� ��"���	 �� ��%��6,�8 ��� ������ PF1 �� PF2 ������������ ��� K�4��� ��"���
����� �� ���� �� �� K�4��� 6���������	 )� %���<6����� ����� ��6���� ���"��� : �� K�4���
6�"����� 6������� : ��������� !�� �� ����� ��� �����6�������� �����!���� Pa (Ma ; Na) ��
����� : ����������� �� ��� ��""� ��������6����	

,���	� �H )7 8���	���� �-���	����� 

)� "�� � �� ��6����� ���4���"� ��� �� ������6� ����� �� ����� ��� �����6�������� ��/
���!���� Pa (Ma ; Na) �� �� ����� �� ���� ���6,� �� ��� ��""�	 ��������� 6,��6,���� ���
������� �� ��� ��""� ��������6���� ���� ������&�� �� <������� ��� ����6����� �� ����� ��"�	
1� �� �
� V���W ��� ��������� �� ��� ��""� ��������6���� �<� ���%��� ��� "�� �� �� ��6�����
���������	 4��� �� E��� V���W ��� ������� �� ����� �� ��� ��""� ��������6���� ����� ����

�� ����6���� �� 6,�� �"���	 )� < ��� �I	� "����� 6� ����� ���� P̂u

(
M̂u ; N̂u

)
6��������/

���� �� ����� ���������6���� �� �� ������ OPa �%�6 �� ��� ��""� ��������6����	 )� ������6�
����� D̂ ����� ��� �� ���� ������ ������6� ����� �� ����� �������6����� Pa �� �� ��� ��""�
��������6����	 )� ���� ������ ������6� D� ����� Pa �� �� ��� ��""� ��������6���� ��� ������
��� �� ����� P �

u 	

)� ��6,��6,� �� ����� P �
u ��� ���� ����6��� !�� �� ��6,��6,� �� ����� P̂u	 ���� 6���8

4��� �� E��� V���W ��� $����<� ������������� �� �� ������6� D̂ �� ���� �� �� ������6� "���"���

��D



	 ��� ���
�� �����	!�� ��� ���������� �� ����� ���� ���

D� ��� ��,&���,7�� ����� �46�����6��� <4� ��� : ��� ���9���� 6���������� ����� �� "�"���
�� ���;��� ���"�� �����!��� Ma �� Na �����6��%�"���	

)�,&���,7�� ���46�����6��� 6�������� ��� �"���&�� ���� ����� ����� ���� 6��6���� ��
����� P̂u	 
�� ���6����� ��"���!�� ��� ��%������� ���� �%���� �� 6������6���� ����7�� ��
��� ��""� ��������6����	 ����� ���6����� 6������� : 6,��6,�� �� �������� �� ���4� ������
ξ !�� ���"�� ��4 �;���� �������� ���!�������� ��� �����6�������� �4������	 )���6����� ξ ���
6��6���� ��� �� ���������� ��"���!�� �� ���!������ ���%���� �∫ yu

0
b(ξ)σc(ξ) (ν́ − ξ) dξ +

∑na
j=1 σsj

Asj
νj∫ yu

0
b(ξ)σc(ξ) dξ +

∑na
j=1 σsj

Asj

− Ma

Na

= 0 @�I	QA

)� ��6��� ξ = ξ� �� ���!������ �I	Q 6��������� : �� �������� �� ���4� ������ %���<���
��� �!������� ���!������� �� �� ��6���� 6���������	 )� ������6� ����� ��� ������ Pa �� P̂u

����� �� "�� � �� ��6����� �

D̂ =

√
M̂2

u + hN̂2
u −
√
M2

a + hN2
a @�I	�A

1����9���8 ����!�� �� ����� �����!�� Pa(Ma, Na) ��� ���6,� �� ��� ��""�8 �� ������6�
"���"��� D� ���� B��� 6��6���� ��� ��� ������������� ��6��� �� ��� ��""� ��������6����
�� %������ � �� ����� P̂u8 ������� ��� �� ��6,��6,� �� ����� �� ��������6������� ��� �������
P̂uP

�
u �� P �

uPa	

)� < ��� �I	# "����� �� ����6��� �� 6���� ������������� !�� ��� %����� ���!��"���
����!�� �� ����� Pa ��� ���6,� �� ��� ��""�	 )� ���6����� ������"����� �� �� ���� ������
������6� ����� �� ��� ��""� ��������6���� �� �� ����� ��� �����6�������� �����!���� Pa ���
����"�� ��� ��� ������ ���%����� �

�	 ���6�� �� ����� P̂u ��� ���!������ �I	Q	

�	 ���6�� �� �� ������6� D̂ ��� ���!������ �I	�	

R	 �� D̂ < 1 ����� ��� ���4 ������ ���6,�� �� P̂u ���� ����"��	 �� ��E� �� ������� ξ+Δξ
���� �� ���"��� ����� ���� P̂u1

�� ξ−Δξ ���� �� ��6��� ����� ���� P̂u2
	 Δξ ���� B���

��E��""��� ����� @�	�	 0, 05 ξA	

�	 )������������ �� ��� ��""� �� %������ � �� P̂u : ������ ��� ������ P̂u1
�� P̂u2

	

#	 ���6�� �� ����� P �
u ��� �� 6�������� �� ��������6������� ��� ���4 ������� P̂uP

�
u ��

P �
uPa �� 6� �����	

D	 ���6�� �� �� ���� ������ ������6� D� ��� �

D�
u =

√
D̂2

u −
∥∥∥∥ →
P̂uP �

u

∥∥∥∥2

@�I	�A

5�����"���8 ������ ��"��� ������� ���� ������&�� �� <������� ���6��� �� 9��6���� ��� %��������
������"������� � �� ��� %�������� ���������� . ��� �

G(�, /) =
√
M2�

u + hN2�

u −
√
M2

a + hN2
a @�I	�A

�J M2�

u �� N2�

u ���� �����6��%�"��� �� "�"��� �� ���;��� ���"�� ����"�� 6������������
�� ����� P �

u 	

��Q



	 ��� ���
�� �����	!�� ��� ���������� �� ����� ���� ��$

,���	� �H +7 #�	��� �� ����	�� �� ���:
�	���� �-���	����� 

,���	� �H .7 5����	������ ������ �� ���:
�	���� �-���	����� 

�9���� ����� �� �#�%��� �����$��� ������

)� 6��6�� �� ���;��� ����6,��� ��� ����� ��� �� "��,��� ��� ������� ����6�������� %�/
������ V��W	 ����� "��,��� ������ ��� ��,&���,7�� 6�����!�� �� �� �����"������ �� ���;���
����6,��� ��� �� �������� <6��9 6�������� �� ������� �� ����� 6�"���"� �� ����"������
�����%������� �������8 ����!������� �4������ [ 6�� ��"������ ����  �������"��� 6����������
�� 6�����8 ���� ��� �� �������	 )��;��� ����6,��� ����"� ����� ��6���� 6�"������� ���
��"������ �����%������� ��� ����� ��� �

Vu = min

(
Asw

sw
zfywd (cot θ + cotα) sinα ; αcwbwz ν fcd

cot θ + cotα

1 + cot2 θ

)
@�I	��A

�J Asw ��� �� ��6���� ��� ��"������ �����%�������8 sw ��� ������6�"��� ��� 6����� �� ���
�������8 fywd ��� �� ��"��� ��������6��� �� 6��6�� ��� ��"������ ���;��� ����6,���8 θ ��� ���� ��
����6�������� ��� ������� �� ����� 6�"���"�8 α ��� ���� �� ����6�������� ��� ��"������
���;��� ����6,���8 z ��� �� ���� �� ��%��� ��� 9��6�� ��������8 �� %����� �����6,�� �� 0, 9 d
��� �������8 �J d ��� �� ,������ �����8 fcd ��� �� ��������6� �� 6��6�� �� �����8 ν ��� ��
6��E6���� �� ����6���� �� �� ��������6� �� ����� <����� : ���;��� ����6,���8 �� ��� �����
��� �

ν = 0, 6

(
1 − fck

250

)
@fck �� '��A @�I	��A

)��� �� ����6�������� ��� ������� �� ����� 6�"���"� ��� ��"��� ��� �

1 ≤ cot θ ≤ 2, 5 @�I	�RA

)� 6��E6���� αcw ����� 6�"��� �� ������ �� 6��������� ���� �� "�"����� 6�"���"��	
���� �� 6�� �J �����"��� ��� ���"�� : �� K�4��� ��"���8 6� 6��E6���� %��� αcw = 1	
�� ��%��6,�8 ����!�� �����"��� ��� ���"�� : ��� K�4��� 6�"����� �%�6 6�"��������8 ��
6��E6���� αcw ��� ����� ��� �

αcw =

⎧⎨
⎩

1 + σcp/fcd ���� 0 < σcp < 0, 25fcd

1, 25 ���� 0, 25fcd < σcp < 0, 5fcd

2, 5(1 − σcp/fcd) ���� 0, 5fcd < σcp < fcd

@�I	��A

���



	 ��� ������� �� ����� ���� ���

���� �� 6�� ����� ��6���� ���"��� : �� K�4��� 6�"����� �%�6 ���6����8 �� 6��E6���� αcw

��� ��<��� ��� �
αcw = 1 +

σst

fctm
@�I	�#A

�J σst ��� �� 6��������� ���"��� �� ���6���� @< 0A �� fctm ��� �� ��������6� "�&����
�� ���6���� �� �����	 �� ����8 ��� ��"�������� �� ���� �� ����6�������� θ 9��"����� ����
���!������ �I	�R ��%������� �√

1 +
σst

ftcm

≤ cot θ ≤ 2, 5

√
1 +

σst

ftcm

@�I	�DA

5�����"���8 �� ��6���� �;�6��%� Asw ���� %���<�� �� 6�������� ���%���� �

Aswfywd

bwsw

≤ 1

2
νfcd

sinα

(1 − cosα)
@�I	�QA

)� 9��6���� ������ ��"��� ����6��� : �� %���<6����� ��� ���"���� ��������� �� 9�������� �
�����%����� ���6��� �

G(�, /) = Vu(�, /) − Va(�, /) @�I	��A

�J Vu �� Va ���� �����6��%�"��� ���;��� ����6,��� ����"� �� �����!��8 ��� ��6����� Asw ��
��� ����6�"���� sw ��� ��"������ �����%������� ���%��� B��� 6��������� ���� �� %�6����
��� %�������� ������"������� �	

&8'+ !������ �� ����� ��"�

)� ��"��������"��� ����"�� ��� ��6,��6,� ���� ���4 ������� ��������!��� ���"����
: ��� 6,�� �"���� ���"������ �� ���4����������	 )� ���"�7�� �����6����� ��� ��� ������
�� ��6���� �� 1 ���"��� : ��� K�4��� ��"��� �� �� ���4�7"� ��� ��� ������ �� ��6����
��6��� ������ 6��������� ���� ���;�� �� "�"��� �� K�4��� �� �� ���;��� ����6,���	

�9���� 0����� �� 2 ������� 7 �� :�5���

)� 6�G� �� 6������6���� CI �� ������� �� ���� �������� ��� �� < ��� �I	D ��� : "���"����	
)� ��%��� �� <������� 6���� ��� βc

sys = 3, 88 6������������ : ��� ����������� �� ��9������6�
�� 7, 23.10−5	 )�� %�������� ������"������� � = {hf , hw, bw, As1, As2} ���� 6�"������ ���
��"�������  ��"����!��� �� �� ��6���� �� ����� �� ��� ��6����� ����"����� As1 �� As2	 )��
��"������ As2 ���� ��������� ���� �������� �� "�"��� K�6,������ �� ���9 : ��������� ���
������	 hf ��� �� ,������ ������ �� �� ��6����8 bw �� hw ���� �����6��%�"��� �� ��� ��� ��
��>"� �� �� ,������ �� �� ����� �� 6�"��������	 )� ��� ��� �� �� ����� �� 6�"�������� bf
��� 6��6���� ����� ��� �7 ��� �� ���� � @_#	R	�	� �� ����� V��WA	

bf = bw + 0, 2 b+ 0, 2 l0

��� !�� � bf ≤ b

�J b ��� �� ��� ��� ������ ����� � ��� : 3m8 l0 ��� �� ��� ���� ����� ��� ������ �� "�"��� ���
����� � ��� : 0, 7 Lb8 �J Lb ��� �� ��� ���� �� �� ���%�� ����6�����	 )�� %�������� ����������
. = {g1, g2, q1, q2, fc, fy, Es, ρba}8 �J g1 �� g2 ���� ��� 6,�� �� ���"�������8 �� �����

���



	 ��� ������� �� ����� ���� ��%

������ �� �� ������ ��� ��<�� ��� �� "���� %���"�!�� �� ����� ��"� ρba8 q1 �� q2 ���� ���
6,�� �� ���4����������	 )�� 6���6�������!��� ��������!��� ��� 6,�� �� ���� ���������� ���� ��
������� �I	�	 )�� %�������� ���������� ���� 6���������� �������������	 )�� %������ ���������
�� ��� ������ ����������� �� ��9�������� ��� %�������� ������"������� ���� ������� ���� ��
������� �I	R	

,���	� �H 17 ���	� � ������ �� '��� �	�� 

)� 9��6���� �� 6�G� ������� ��� �4���"�� ��� �

CI = Cuc bw Lg (hf − hw)︸ ︷︷ ︸
Cc

+ Cusρs (As1LAs1 + 2As2LAs2)︸ ︷︷ ︸
Cs

+Cum Lg [2 (hf − hw) + bw]︸ ︷︷ ︸
Cfw

�J LAs1 �� LAs2 ���� �����6��%�"��� ��� ��� ����� ��� ��"������As1 �� As28 ρs = 7850kg/m3

��� �� "���� %���"�!�� �� ���6���8 Cc, Cs �� Cfw ���� �����6��%�"��� ��� 6�G�� �����4 ���
�� �����8 ��4 ��"������ ��� ���������� �� : �� "��� �� H�%��	 Cuc, Cus �� Cufw ���� ���/
��6��%�"��� ��� ���4 ��������� �� �����8 �� ���6��� �� �� �� "��� �� H�%��8 ������ ���� ��
������� �I	�	 ���� ���6����� !�� 6�� 6�G�� ��������� ���� 6��4 �����!��� �� �Q8 ����� ��
0(1��*�b �Q V���W	

���� 6�� �4�"��� ���� �%��� 6�������� ���!��"��� ��� ����� ��"���� ����"�� ��� : ��
K�4��� �� �� ������	 ���4 9��6����� ������� ��"���� ���� ��<���� � �� "�"��� ������9 M+

�� "����� �� �� ���%�� ����6����� �� �� "�"��� �� ���9M− �� ����� ��� ������	 )� <�������
�&��7"� ��� ��<��� ��� �� �&��7"� ����� �� 6�� ���4 ����� ��"����	

G1(�, /) = Mu1(�, /) −M+(�, /)
G2(�, /) = Mu2(�, /) −M−(�, /)

@�I	��A
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	 ��� ������� �� ����� ���� ���

I�������� I����� 6���6	 '�&���� �I ������������
�,�� � ���"������ g1 @+�U"2A �8�D @�#%A �� 8� ���"���
�,�� � ���"������ g2 @+�U"2A R�8�R @�#%A R 8� ���"���
�,�� � %������� q1 @+�A R#8�� @�#%A �# 8�# ���"���
�,�� � %������� q2 @+�A ��8Q� @�#%A D# 8�# ���"���

��'���� �H !7 8������ �����6��� ��� �/�	������ �� ��� 

I�������� �0 �LB �UB

hf @6"A � R R
hw @6"A � # #
bw @6"A D � R
As1 @6"2A Q#8�Q ≈ 8φ20 8� ≈ 1φ5 �# ≈ 20φ40
As2 @6"2A R�8�Q ≈ 4φ16 8� ≈ 1φ5 �# ≈ 20φ40

��'���� �H )7 H����	� �������� � ��� '�	��� ��� � ��� ��� ��	��'��� �-���������� 

��G�� �&"���� 
���� ���4 �� e
��G� �������� �� ����� Cuc eU"3 �#8D�
��G� �������� �� ���6��� Cus eU+ �8�D
��G� �������� �� �� "��� �� H�%�� Cufw eU"2 �Q

��'���� �H +7 ��C� �����	�� �� ����	����� 

�J Mu1 �� Mu2 ���� ��� "�"���� ���������� ����"�� 6��6���� : ������ �� ���!������ �I	#	
)�� 6�"��������� ���6����� ��������� ���� ������"������� �����"������ ���� �

G1 : γg(W + gk,2) + gk,1 + γq qk,2 + γq ψ0 qk,1

G2 : γg(W + gk,1) + gk,2 + γq qk,1 + γq ψ0 qk,2

�J γg �� γq ���� ��� 6��E6����� �������� �� ��6����� @��5A ��� �6����� �� ψ0 ��� �� %�����
�� 6�"�������� ����� � ��� : ψ0 = 0, 78 W ��� �� ����� ������ �� �� ������8 gk �� qk ����
�����6��%�"��� ��� %������ 6���6�������!��� ��� 6,�� �� ���"������� �� ���4���������� ��/
��6���� : �� 9��6���� �� 0, 95	 )� %���<6����� ��� ���4 ����� ��"���� ���� ������"�������
�����"������ ��� �;�6���� ��� �� ��"���6�"��� ��� ������������ ��� %�������� ����������
/ ��� ��� %������ �� 6��6�� ������ ��� %������ 6���6�������!��� �� ��� 6��<6����� ��������
�� ��6�����	 ��� �4�"���8 ��� ��������6�� �� 6��6�� �� ����� �� �� ���6��� ���� �����6��%�/
"��� fcd = fck/1, 5 �� fyd = fyk/1, 158 �J fck �� fyk ���� ��� %������ 6���6�������!��� ���
��������6�� ����6���� �� 9��6���� �� 0, 05	

���� ���6����� !�� ���� �� ������&�� �� <�������8 ��� 6��E6����� �� ��6����� ���� ������/
����� [ ��� %������ �� 6��6�� ��� ���������� "�6���!��� �� ��� 6,�� �"���� ���� ��"���6���
��� ��� ������������ ��� %�������� ����������	 )� "��,��� �*0�2 �������� ����6��"��� ���
������&�� �� <������� �&��7"�	 �� ��%��6,�8 �2�*( �������� ��� ��� ����"������� �����"�/
����� ����� ��� ��� 6��E6����� 2��58 �6�������� : ������ ����� ����&�� �� <������� �&��7"�
�� �� �� ���6����� ������6����� ����"��� ��� ����6�� 6�����	 (� ���"��� 6&6��8 ��� 6��E6�����
2��5 ���� ����������� �� "�&�� ��� ��5	 (����8 �� ���"��� 6&6�� �� �2�*( 6��������� :
������"������� �����"������ 6�����!��	 (�/���: �� ���"��� 6&6�� ��� 6��E6����� 2��5 ����
�6�������� ���� �� ��%��� �� <������� 6����8 �J ��� "����6� ��� 2��5 �� ��"������� 8 × 2

���



	 ��� ������� �� ����� ���� ���

��� ��<���8 6�� �� 6��E6���� ��� ����6�� ���� 6,�!�� %������� ��������� �� 6,�!�� ����
��"���	

#�/���� ��C ������ ?Me@ βsys βG1 βG2 ��	����� ��� ?�@ �:���� �:����
�4��� !I$1 )I(3 )I(( +I"3 "! �� ) �%���� !" >3 .")
���84 !I(" )I(3 +I3! )I>! !+ +(3 !"1 "">.!
884 )I)1 1I+> 1I+> $I"> ( "3 $$ ".+

��'���� �H .7 ��	��	������ ����	�6��� ��� ���	��/�� �-���������� 

'��,���� hf @6"A hw @6"A bw @6"A As1@6"2A As2 @6"2A
�2�*( D�8� �Q8R ��8R �8R ≈ 10φ32 �D8� ≈ 4φ25 + 1φ32
�*0�2 DR8Q �Q8� R8R Q�8� ≈ 10φ32 �#8� ≈ 8φ20
��2 Q�8Q �8� R�8� �R8� ≈ 12φ32 R�8� ≈ 4φ32

��'���� �H 17 �����	����� ��� �������� �������� �� �� ���	� �� � 

)�� ��������� ����"���� �� �� ������8 ������� ���� �� ������� �I	D8 "������� !�� ��
�������� ������� ��� ������"������� �����"������ @��2A ��� �����"���������	 ���� ���
���%������ 6�� ������"������� �����"������ ����� ��� ��� ��5 �� 6����F�� ��� �� "�� � ��
��6����� �� 9��6���� �� ����$�6��9 �� <�������	 �� ��%��6,�8 ��� �����6,�� ������"�������
<�������� �*0�2 �� �2�*( ��� ����%� �� ����"�" ���� �6���"�!�� ���� �� ��������
�� ��%��� �� <������� �&��7"� 6���� [ 6�� 6��6������� ����"���� ���� ����!�� ������!���	
�2�*( 6��%�� � %��� �� 6�G� �� 7��"��� ���� �6���"�!��	 ���� ��� �G : �� ���6�����
������6����� ����"��� ��� ����6�� 6�����8 !�� ���� ��6,��6,�� ��� �� ���� ��� ������������ ��
�� 9��6���� 6�G�	

)� ������� �I	# "����� !�� ��� ��������� ��� ���4 �����6,�� ��� ��� ����6�� �� <�������
��;������ ���� ��� 6�"�������8 ������ !��8 ��� ���4 6�"��������� 6��������� : �� ����6�
�� <������� �&��7"� �� 3, 8	 (����"��� ���8 �2�*( � 6��%�� � %��� �� ����"�"8 �J ���
����6�� �� <������� �� 6�� ���4 "���� ���� �����6��%�"��� βG1 = 3, 88 �� βG1 = 4, 10	 ��
��%��6,�8 �� �*0�2 � 6��%�� � %��� �� ����"�" �J ��� ����6�� �� <������� ��� ���4 �����
��"���� G1 �� G2 ���� βG1 = 4, 02 �� βG2 = 3, 92 �����6��%�"��� [ ������"�" �� �� �*0�2
��� �� 7��"��� ���� 6�G���4 �� ������ ���� �����"��������"��� �� �� !������� �� �����	

�� �����8 ���%���� � �� �� "��,��� �2�*( ������ ���� ��� �E6�6���8 ����!�� ����
�4� � "���� ���;��� �� 6��6�� !�� �� �*0�2	 ����� �����7�� � �4� � 11952 �%��������� ���
9��6����� ������� ��"���� ���� ����"���� �� ������8 6����� 513 �%��������� ���� �2�*(8
���� ��  ��� �� ��%	 )� �*0�2 ��� ����� ��� ��� 9��"������� : ������/��%��� @*�(A
���� ��� ����&�� �� <������� �&��7"� �������� : ����������� �� ���6����� ������"�������8 6�
!�� �4���!�� �� ��"�� �� 6��6�� ���%�	

)� < ��� �I	� �������� ��� ���9��"��6�� ��"���!��� ��� 3 "��,����8 ������"�������
�����"������ @��2A ��� ���� �E6�6� �� ���� �������8 "��� ���� �������� ��� �� ��%���
�� <������� 6����	 ���� 6������ : �� ��"��������"��� <���� "��� ������4	 )� "��,���
�������� �2�*( �������� ���!������� ����� �E6�6���8 ���������� �� ���6�����	

���



	 ��� ������� �� ����� ���� ���

)��E6�6��� �� �2�*( ��� ��� : �� 9��"������� �� �������6,� !�� ��6�"���� �� ���/
��7"� �� ������"������� <�������� �� ��������� 6&6��� ������"������� �����"������	 (����8
�2�*( ������� ���E6�6��� �� �� ���������� �� ������"������� �����"������ �� ���7 �� ���
�4� ��6�� <��������� : ���%��� ��� 2��5	 )� ������� �I	Q ����� ��� %������ ��� 6��E6�����
2��5 �� ������� 6&6�� ���6�����������	 ��� 6��E6����� ���� 6��6���� ��� ������� ��4 %�/
����� "������� ��� %�������� ���������� @xd/x50%8 �J xd ��� �� %����� �� 6��6��A	
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,���	� �H $7 B������� �� �� ������� ��C ��
���	� ��� ��	����� 

,���	� �H (7 ��	��	������ ����	�6��� ���
���	��/�� 

γ = xd

x50%
g1 g2 q1 q2 fc fy Es ρba

G1 8�� �8� 8�Q �8�# 8�Q 8QR 8�� �8R
G2 �8�D � �8�� � 8�� 8Q� 8�� �8�

��'���� �H $7 H����	� ��� 4��, �� ��	���	 �%��� �� �4��� 

�9���� 0����� �� ������� ������)������

)� < ��� �I	� "����� ��� ������ �� ��6���� ��6��� ������ ���"��� : ��� 6,�� �� ���/
"������� �� ���4����������	 )���$�6��9 ��� �� 6,��6,�� �� 6��6������ ����"��� !�� "���"���
�� 6�G� ������� �� �� ������ �� 6���������� ��� "�"���� �� K�4��� �� ��� �;���� ����6,����	
)�� %�������� ������"������� ���� � = {h, b, As1, As2, Asw, s1, s2, α, θ}8 �J h �� b ����
�����6��%�"��� �� ,������ �� �� ��� ��� �� �� ��6���� �� �����8 As1 �� As2 ���� ��� ��6�����
����"������ ��6������� ���� �������� ��4 "�"���� �� K�4���	 )�� ��"������ As1 �� As2

���� ��������� ���� �������� �� "�"��� �� K�4��� "�4�"��� MLb
2

�� ��� ��"������ As2

���� ��������� ���� �������� �� "�"��� �� K�4��� MκLb
	 Asw ��� �� ��6���� ��� ��"������

���;��� ����6,���8 s1 �� s2 ���� ��� ����6�"���� ��� 6����� ���� �� ���"��� �� �� ��6���
!���� �� �� ������8 α ��� ���� �� ��� ������� �� ����� 6�"���"� �� θ ��� ����6�������� ���
6�����	

)�� ���������� "�6���!��� �� ����� �� �� ���6��� @fc, fy, EsA ���� 6���������� 6�""�
��� %�������� ���������� ������ !�� ���������� ���� �� ������� �I	�	 )� 6,�� � ���"������
6��������� �� ����� ������ �� �� ������8 �J �� "���� %���"�!�� �� ����� ��"� ρba ���
"�������� ��� ��� ��� �� =�"��� �� "�&���� μρba

= 25kN/m3 �� �� 6��E6���� �� %��������

��R



	 ��� ������� �� ����� ���� ���

,���	� �H >7 ���&��	���� �� �� ���	� �� �� �� ������ 	���������	� 

10%	 )� 6,�� � ���4���������� q ��� "�������� ��� ��� ��� ���"��� �� "�&���� μq =
16kN/m2 �� �� 6��E6���� �� %�������� 25%	 )�� %�������� ������"������� ���� ��� "�&�����
��� %�������� ����������8 �%�6 ��� 6��E6����� �� %�������� �� 5%	 )� <������� �&��7"� ���
��<��� ��� !����� "���� �� ��9������6� ������ ��� ��� 9��6����� ������ ��"��� �

G1 = MLb
2

(q, ρba, h, b) ≤ Mu1 (h, b, As1 + As2, fcd, fyd, Esd)

G2 = MκLb
(q, ρba, h, b) ≤Mu2 (h, b, As2, fcd, fyd, Esd)

G3 = Vmax (q, ρba, h, b) ≤ Vu1 (h, b, Asw, s1, fcd, fyd, α, θ)

G4 = VL
4

(q, ρba, h, b) ≤ Vu2 (h, b, Asw, s2, fcd, fyd, α, θ)

�J G1 �� G2 ���� ��� ����� ��"���� �� K�4���8MLb
2

��MκLb
���� �����6��%�"��� ��� "�"����

�� K�4��� �����!��� : �� "����� �� �� ������ �� : �� �������� κLb8 κ ��� �� ����"7��� �����/
"������ ���� � �� : 0, 75	 G3 �� G4 ���� ��� ����� ��"���� ���;��� ����6,���8 Vmax ��� ���;���
����6,��� "�4�"�� �����!�� �� VL

4
��� ���;��� ����6,��� �����!�� �� !���� �� �� ������	

)�� "�"���� �� K�4��� ����"�� Mu1 �� Mu2 ���� ������� ��� �� ���������� ��"���!�� ��
���!������ �I	#	 Vu1 �� Vu2 ���� ��� �;���� ����6,���� ����"�� ������� ��� ���!������ �I	��	
)� ��"��� ��������6��� ��� ��"������ �����%������� fyw ��� �������� ������!�� : �� 6���� ���
��"������ ��� ���������� fy	

)� 6�G� ������� �� �� ������ ��� �4���"� �� ���"� �� 6�G� �� �����8 �� 6�G� ���
��"������ ��� ���������� As1 �� As28 �� 6�G� ��� ��"������ �����%������� �� �� 6�G� ��
"��� �� H�%�� �

CI = Cuc b h Lb︸ ︷︷ ︸
Cc

+ Cus Lb ρs (As2 + κAs1)︸ ︷︷ ︸
Csl

+ CusAsw ρs ns 2

[
(h− 2δ)

sinα
+ (b− 2δ)

]
︸ ︷︷ ︸

Csw

+Cufw Lb (2 h+ 2 b)︸ ︷︷ ︸
Cfw

@�I	�A

�J ns =
(

Lb1

s1
+ Lb2

s2

)
��� �� ��"��� ����� �� 6�����8 Cuc, Cuc �� Cufw ���� ��� 6�G�� ���������

�� �����8 �� ���6��� �� �� �� "��� �� H�%��8 ������ ���� �� ������� �I	�	

���



	 ��� ������� �� ����� ���� ���

#�/���� ��C ������ ?Me@ βsys βG1 βG2 βG3 βG4 �:���� ��� ?�@
�4��� !I$> )I(3 )I>( )I>$ +I3! .I"$ )+"! "I$3
���84 !I(3 )I(3 )I>+ +I3" +I.! .I". .+... 13
884 )I). +I$! 1I3) .I$3 +I$! 1I1$ !+3 3I!

��'���� �H (7 ������� �� �-���������� �� �� ���	� �� ������ 	���������	� 

��""� ���� ���4�"��� ���6�����8 ������"������� �����"������ @��2A "7�� : ���
6��6������ �����"���������@������� �I	�A �%�6 ������6� βsys = 4, 728 ��� �����6,�� �� ����/
��"������� <�������� @�*0�2 �� �2�*(A 6��������� : ��� 6��6������ ����"��� %���<���
�� ��%��� �� <������� 6���� �� 3, 8	

'��,���� h b s1 s2 As1 As2 Asw α θ Cc Csl Csw Cfw

@6"A @6"2A @cA @eA
�2�*( ��8Q RQ8R �� R # R�8D 8�� �� Q� R� ��## �� ����
�*0�2 ��8Q RQ8R � �R # R# 8� �� Q� R�� ��D� �Q ����
��2 #Q8� �R8� � �� #�8Q R�8� �8# �� QR #R �R#� ��� �RRR

��'���� �H >7 8������������� ������ � ��0�	��� ��C� �� �� ���	� 

)�� ���4 6��6������� ����"���� �� ������"������� <�������� @�2�*( �� �*0�2A ����
��"�������8 �� �*0�2 ������� �� ������� �� ��6���� ��� ��"������ �����%������� �� ��
������� ��� ����6�"���� ��7� 9������ �� 8 6" �� �� 13 6" ��� Lb1 �� Lb2 �����6��%�"���8
���� �� ��"��� �� 142 6�����	 )� �������� �2�*( 6������� : �� "����� �� ��6���� ���
��"������ �����%������� �� �� ������� ��� ����6�"���� �� 19 6" �� �� 30 6" ��� Lb1 ��
Lb2 �����6��%�"���8 ���� �� ��"��� �� 61 6�����	 ��� ���4 ��������� ��  ����� ���� ���
��"������ �����%������� ���� ��;������� "��� 6��������� : ��� 6�G�� Csw �!��%������	 )�
6�G� �G ��4 ��"������ �����%������� ���� �2�*( ��� �� 101e ����� !�� �� �*0�2 ���
�� 107e	

��� �� ���� ��"���!��8 �2�*( 6��%�� � �� 4 6&6��� ������"�������8 ���������� RQ
���������� @18, 8, 9 �� 2 ���������� ���� ��6�������� �� ���"��� 6&6�� �� !�����7"� 6&6��
�����6��%�"���A �� 3412 6��6��� "�6���!��� �4�6���� �� 1, 7 ��6����� ��
	 )� �*0�2
�4� � �� ����������8 �%�6 54555 ������ �� "��7�� "�6���!�� �4�6���� �� D ��6����� ��
	
�� �;��8 ���%���� � �� �2�*( ��� ������ ��� ��� �E6�6��� �� �� 6���6��� : 6��%�� �� %���
������"�" 6������������ : �� <������� 6����	

)� ������� �I	� "����� ��� %������ ��� 6��E6����� 2��5 ���� ��� ��;������ �����
��"����	 ��� 6��E6����� ��� ���"�� ��������� �� 6��6������ ����"��� %���<��� �� ��%��� ��
<������� �&��7"� 6���� �� 3, 8	 ��� 6��E6����� ���� 6��6���� ��� ������� : �� "������ ���
%�������� ����������	

�� ��� ��"������ �����%������� ���� %����6���� @θ = 90cA �� ���� �� ��� ������� �� �����
��� <4� : 45c8 �� 6�G� �� 6������6���� �� �� ������ �� "���� �� 5 % @������� �I	��A ���
������� �� 6�� ��� ��"������ ��6������ @������� �I	�A	

��#



	 ��� ����	!��� �� ����� ���� ���

γ = xd

x50%
Q fc fy ρba Es h b s1 s2 AS1 AS2 Asw α θ
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��'���� �H "37 ���2����� �� ����	�� ������= �� �%�*�� ?4��,@ 

'��,���� ��G� ����"�� βsys h b s1 s2 As1 As2 Asw

+e @��A @��2A
�2�*( �8�� R8� ��8� RQ8� �� R #8� R�8D �
�*0�2 �8�# R8� ��8D RQ8R �R �Q #8� R#8� �
��2 R8#� �8QD #� �� �� �R #�8Q R�8� �8D

��'���� �H ""7 8������������� ������ ���	 ��� �	���	�� 	�����	����� ��	������ 

&8', !����#��� �� ����� ��"�

)� "����������� "�6���!�� ��� �����!��� �� ����� ��"� ��� ���� ��E6��� �� ���� 6�"/
���4� 6�� ���� 9��� �����%���� ��������6���� ��� ��;������ �;���� @���;��� ���"��8 �� "�"���
�� K�4��� �� ���;��� ����6,���A	 ���� �������� ���4 �����!��� � �%�6 �� �� 6��! ��� ��8
�����6��%�"���	 )�� %�������� ������"������� ���� ��� ��6����� ��� ������4 �� ��� �������8
����� !�� ��� ��6����� ��� ��"������ ��� ���������� �� �����%�������	

�9�!�� 0����*�� 7 �� ���� ���)�

)� �����!�� ��� �� < ��� �I	� ��� 6�"���� �� ���4 ������4 �� ��6���� 6����� ��
��"������ hc8 ����"������ ��� ���������� Asc1 ���� �������� �� "�"���� �� K�4��� ���
9��������� �� ����"������ �����%������� Aswc ����6��� �� 20 6" ��� ����� �� ��� ���� ���
������4	 )� ������ ��� �� ��6���� ��6��� ������ �� ,������ hb �� �� ��� ��� � ��� : 6����
�� ������ (bb = hc)	 )�� ��"������ ��� ���������� Asb ���� ��������� ���� �� ������ ����
�������� �� "�"��� �� K�4��� ������9	 )�� ��"������ Asc2 ���� ��������� ���� ��������
��4 "�"���� �� K�4��� �� ���9� ��4 ������ ��� �������� ������/������	 ��� ��"������
�����%������� Aswb ���� ���%��� ��� ����� �� ��� ���� �� �� ������ �%�6 ��� ����6�"����
%�������� <4�� : 10 6" ��� �� !���� �� �� ������ ���� : 20 6" ��� ������� !����	

)�� 6,�� �� ���"������� �� ���4���������� ���� �����6��%�"��� ��6����� ��� �� 6,�� �
�������� V �� �� 6,�� � ������ H 	 )�� ������� ��������!��� �� 6�� 6,�� �"���� ���� ��/
�������� ���� �� ������� �I	��	 )�� ���������� "�6���!��� ��� "�������4 @����� �� �6���A
���� ��� %�������� ���������� ���������� ���� �� ������� �I	�	 ���4 6�� �����6������ ����
������� �

• !�" ��� %�������� ������"������� hc, hb, Asc1, Asc2, Asb, Aswb, Aswc ���� ����"���
�����"������� [

• !�" ��� %�������� ������"������� ���� ��� "�&����� ��� %�������� ���������� ���"����
�� 6��E6���� �� %�������� �� 3%	

��� ���4 ���������� 6��������� �����6��%�"��� : 6 �� 13 %�������� ����������	 )� <�������
�&��7"� ��� 6��6���� ��� 10 "���� �� ��9������6� � 7 "���� �� ��9������6� ��� : �� K�4���

��D



	 ��� ����	!��� �� ����� ���� ���

6�"����� ��� ���"���� ����6�����4 �� 3 "���� �� ��9������6� ��� : ���;��� ����6,��� @��
���� ��"��� ���;��� ����6,��� ���� 6,�!�� ���"��� �� �� ����6����A	

Gi=1,...,7 =
[
M2

ui
+ (hNui

)2]− [M2
ai

+ (hNai
)2] @�I	��A

Gi=8,...,10 = Vui
− Vai

�J Gi=1,...,7 ���� ��� ����� ��"���� ��� : �� K�4��� 6�"�����8 �� "�� � �� ��6����� ���
������� ��� �� ��� ��""� ��������6����	 Ma �� Mu ���� �����6��%�"��� ��� "�"���� ��
K�4��� �����!��� �� ����"�� �� Na �� Nu ���� �����6��%�"��� ��� �;���� ���"��4 �����!���
�� ����"��	 Gi=8,...,10 ���� ��� ����� ��"���� ��� : ���;��� ����6,���8 Va ��� ���;��� ����6,���
�����!�� �� Vu ��� ���;��� ����6,��� ����"�	 )� 9��6���� 6�G� �� �����!�� ��� 6�"���� � ��
6�G� �� �����8 �� 6�G� ��� ��"������ ��� ����������8 �� 6�G� ��� ��"������ �����%�������
�� �� 6�G� �� �� "��� �� H�%��	

,���	� �H "37 ��	�6�� �� �� ���� ���� � ��� ��� ������ 

)�� ����� �����6,�� ������"������� ��������� ���� ����"���� �� �����!�� ���� � ������"�/
������ �����"������ @��2A8 �� "��,��� �*0�2 �� �������6,� �2�*(	 )�� "B"�� 6���7���
�� 6��%�� ��6� �� �� "B"� ����� ������� ���� �������� ���� ������ ��� "��,����	 )�� %������
���������8 ��� ������ ��9�������� �� ����������� ��� %�������� ������"������� ���� �������
���� �� ������� �I	�R	

)�� ��������� �� ������� �I	�� "������� !�� ������6� �� <������� �&��7"� ������ ���
�� ��2 ��� ��9������ : ������6� 6���� �� 3, 80	 �� ����8 6���� 6��6������ ��� ���� 6�G�����
!�� 6���� ������� ��� ��� �����6,�� <���������	 (����"��� ���8 �� ��2 ��  ������� ���
�� "������� ������� ����� �� <������� �� �� 6�G� �� �� 6��6������ � η = βsys/CI 	 (���� !��
�� ��2 6������ : η

DDO
= 3, 218 �� ��� �����6,�� <��������� �*0�2 �� �2�*( �������

�����6��%�"��� η
SRBDO

= 3, 45 �� η
SOSRA

= 3, 44	

)� 6�� !�" "����� !�� ����!�� ��� %�������� ������"������� ���� 6���������� 6�""�
��� %�������� ����������8 ������6� �� <������� �&��7"� βsys �� �� ��2 ��"����8 6��������� :
η

DDO
= 3, 07	 ���� ��� �G �� 9��� !�� �� ��2 6�����7�� ��� %�������� ������"������� 6�""�

�����"������� �� � ���� : ����� %������ "�&�����	 �� ��%��6,�8 ��� �����6,�� <���������
���"������ �� ����� 6�"��� �� �� ���������� ��� %�������� ������"�������8 �� ���6�<���

��Q



	 ��� ����	!��� �� ����� ���� ��$

I�������� '�&���� @μA �I )�� �� ����������� I����� 6���6	 xk @�#%A
H @+�A � 8R =�"��� μH(1 + 1, 86×�IHA d R�8��
V @+�U"A �� 8�# ���"��� μV (1 + 1, 64×�IV ) d #�8RD

��'���� �H "!7 8������ �����6��� ��� �/�	������ �� ��	�6�� 

I������� hc hb Asc1 Asc2 Asb Aswc Aswb

�0 �# D �8�� ��8D� �8#Q �8#Q �8#Q
�LB � � �8� �8� 8R� 8R� 8R�
�UB R R �#�8R �#�8R ��8D ��8D ��8D

��'���� �H ")7 H����	� �������� ��� ��	��'��� �-���������� �� ��	�6�� 

��� 6��6������ ����"��� ���� 6�G����� !�� 6���� �� 6�� !�" �� 1% �����"���	 (����8 ��
������� η ��� 6�����%�	

)� ������� �I	�# "����� !�� ��� ��������� <��������� ��� 6�� !�" �� !�" ���� �� 7��"���
��;�������	 )� 6,��4 �� �2�*( 6������� : �� "����� �� !������� ���6��� ���� ��� ��"�/
����� �� : ��"����� �� ��6���� �� �����	 )� < ��� �I	�� �������� ��� ����6�� �� <�������
��� ��;������� 6��6������� ����"���� �������� �����6��%�"��� ��� �2�*(8 �*0�2 ��
��2	 )������������ ��� 6��E6����� �������� �� ��6����� ���� ������"������� ��  ������� ���
���$���� ��� <������� ���%��	 )�� "���� �� ��9������6� ��"���� 3 �� 5 ������������ ������/
������ ����� ������ ������!�� �� ��%��� �� ������"��� � ������/������	 )�����6� �� <�������
�� 6�� "���� ���� �� 6��6������ ����"��� �� �� ��2 ��� �� 3, 71	 
�� 6�"�������� ���
������� : �� 6��6������ ������� ��� ��� �����6,�� <��������� 6������ : ���� !�� �� ��6����
�� ������ � ��� ����/��"��������� ���� �� ��2	 (���� !�� �� ��6���� ��� ��"������ :
�� ������� ������/������ ��� ���������� ���� �� ��2 !�� 6���� �� �2�*( �� �*0�28 ��
��6���� �� ������ ��� �� 243, 36 cm2 ���� �� ��28 6����� 292.41 cm2 ���� ��� ���4 ������
"��,����8 �J βi = 3, 98 ���� ��� "���� 3 �� 5	

��� �" ��� �"
'��,���� CI @+eA βsys ��
 @�A =/�%�� CI@+eA βsys ��
 @�A =/�%��
�2�*( �8� R8Q� �� ��D� �8�� R8� Q ��R�
�*0�2 �8� R8� �DR ��RR �8�� R8� ���Q ����#�
��2 �8�RR R8D� # �QD ���" R8�� ���" ���"

��'���� �H "+7 ������� �-���������� �� ��	�6�� D �� ���� ���� 

)�� 6��E6����� 2��5 ����������� ��� �� < ��� �I	�� ������� ��� ����� ��9��"�����
�4���!���� �� ������ ���� ��!����� �� ��2 ���� 6��%�� �� %��� ��� ��������� "���� <�����	
)�� 6��E6����� �������� �� ��6����� @��5A �����!��� ��4 6,�� �"���� ���� �����6��%�"���
�� γV = 2, 11 �� γH = 1, 57	 �� ��%��6,�8 ��� 6��E6����� 2��5 ��� 6,�� �� V �� H
6������������ ��4 "���� �� ��9������6� 3 �� 5 ���� �����6��%�"��� γH = 3, 11 �� γV =
1, 06	 ���� ��������� !�� 6�� %������ �� ��5 �� �� 2��5 ���� ������� ��� ������� ��4
%������ "������� ��� %�������� V �� H 	

���



	 ��� ����	!��� �� ����� ���� ���

��� �" ��� �"
'��,���� �2�*( �*0�2 ��2 �2�*( �*0�2
hc @6"A �Q8 �Q8� �#8D �Q8# �Q8
hb @6"A ��8� ��8# #8� ��8� �Q8#
Asc1 @6"2A �8D ��8R� ��8� �8�� �8�
Asc2 @6"2A ��8D� ��8�Q �R8 ��8�� ��8Q�
Asb @6"2A �D8## �#8�Q ��8� �D8� ��8�R
Aswc @6"2A 8D� 8DR 8#� 8D� 8DR
Aswb @6"2A �8�� �8�Q �8�R �8R� �8�R

��'���� �H ".7 ��������� ������� �� ��	�6�� D �� ���� ���� 

)�� 6��E6����� 2��5 ���������� ��� ������������ ��� %�������� ���������� ��� ������� ��
"��7�� "�6���!��	 )���!�� �� 6��E6���� ����� %������� ��� ���6,� �� �������8 ��� ��6����/
����� ��� 6���� %������� �� $����� ��� �� �F�� �� ��<6���9 ���� �� "��7�� "�6���!��8 6� !��
��� �� 6�� ��� "������ ��������6��� �� ����� �� �� ���6���	

)�� ���9��"��6�� ��"���!��� �� �2�*( ����%��� ��� �E6�6��� ��� ������� : ��
�*0�2 6�����!��	 )� ��"�� �� 6��6�� �� �2�*( ���������� 6% : 6���� �� �� �*0�2	
����� �����7�� ��6������ �� ��"�� �� 6��6�� ���� 6����������� ���� �� 6�� �J ��� %��������
������"������� ���� ����������	 ���� �� 6�� ������� !�" �� �������� ��� ������� ����� ��
��"��� �������"�!�� �� 229852 6��6��� ���"���� <���	

,���	� �H ""7 ������� �� &�'���� ��� ���������� �������� �� ��	�6�� D �� ���� 

���
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,���	� �H "!7 ���2����� 4��, ���� �� ��� 0�& 

�9�!�� 0����*�� 7 ���* ���)��

)� �����!�� : 6��! ��� �� �������� ��� �� < ��� �I	�R/!�" ��� ���"�� : ��� 6,�� �
���"������ P 8 : ��� 6,�� � ���4���������� Q �� ��4 �6����� �� %��� W 	 )�� ������4 ����
�� ��6���� 6����� �� ��� ������� ���� �� ��6���� ��6��� ������	 )�� ������4 ���� ��%���� �� 3
 ������ ������6�� @C1, C2 �� C3A8 �J ��� ������4 �� "B"�  ����� ��� ��� "B"�� ��6����� �
�� ,������ hci

8 �� ��6���� ��� ��"������ ��� ���������� Asci
�� �� ��6���� ��� ��"������

�����%������� Ascwi
8 �%�6 i = 1, ..., 3	 )�� ������� ���� � ���"��� ��%����� �� 3  ������

@B1, B2 �� B3A8 �J 6����� �� "B"�  ����� ��� ��� "B"�� ��"�������  ��"����!��� hbi
��

bbi
�� ��� "B"�� ��"������ ��� ���������� Asbi

�� �����%������� Asbwi
	 )� ��� ��� �� ��

��6���� ��� ������� bbi
��� ����� � ��� : 6���� �� ������ 6������������ hci

	
)� ����6���� ��� ��"��������� ��� ��� "��,���� ������"������� �����"������ @��2A ��

<�������� @�2�*(A	 ����� ��� ����6����8 ��� 6�"��������� ���6���� ��������� ���� �� ��2
�� �����!�� ���� �

γp Pk + γq Qk + γw ψw Wk @�I	��A

γp Pk + γw Wk + γq ψq Qk

Pk + γq Qk

�J γp8 γq �� γw ���� ��� ��5 ��� 6,�� ��8 ������� �����6��%�"��� ��� %������ �� 1, 35 �� 1, 5	
ψq �� ψw ���� ��� 6��E6����� ��<������� �� %����� �� �� 6�"�������� �� ���6���� %�������8
��� %������ ������ ���� �����6��%�"��� 0, 7 �� 0, 6	

)�����&�� �� <������� ��� �������� : ���%��� 35 "���� �� ��9������6� 6������������ :
�� K�4��� 6�"����� ��� ��6����� 6����!��� @< ��� �I	�R�A �� 6 "���� �� ��9������6� 6��/
���������� : ���;��� ����6,���	 ���� ��� ����� ��"���� ���;��� ����6,���8 ���� ���%���

�R



	 ��� ����	!��� �� ����� ���� ���

,���	� �H ")7 �& ��	�6�� D ���6 ����� �& 5�� ����� �� ����������� �������� 

I�������� '�&���� �I )�� �� ����������� %����� 6���6	 xk @�#%A
P @+�U"A �# 8�# ���"��� ��8D�
Q @+�U"A �� 8�# =�"��� ��8D�
W @+�A R8� 8R =�"��� �8#�

��'���� �H "17 ��	���	���6��� �����6��� ��� �/�	������ �� ��	�6�� D ���6 ����� 

6�������� !�� ��� ��6����� 6����!��� �� 6,�!��  ����� �����"����	 )�� %�������� ����������
6���������� ���� 6�� �4�"��� ���� ��� 6,�� �� @W 8 Q �� P A8 �� ��������6� �� ���6���� ��
���6��� fy �� �� ��������6� �� 6�"�������� �� ����� fc	 )�� 6���6�������!��� ��������!��� ���
6,�� �� ���� ���������� ���� �� ������� �I	�D	

)�� ��������� ������� ���� �� ������� �I	�Q 6������������ ��4 ���4 6��6������� ����/
"���� 6��6����� �����6��%�"��� ��� �� ��2 �� �� �2�*(	 ���� ���6����� !�� �������6,�
6�����!�� �*0�2 ��� ��� 6��%�� � ���� 6�� �4�"���	 )�����6� �� <������� �� �� 6��6������
������� ��� �� ��2 ��� ���6,� �� �� 6����8 6��� ��� �� 9���� �� ,����� 6�� �� ���6����� ��
�� ��2 �� 6����F�� ��� �� <������� �� �� ����6����	 �2�*( ������� �� ��"��������"���
<���� �� "���� 6�G���48 �J �� 6�G� �� �����!�� ��� ��9������ �� 4, 5% ��� ������� : 6����
�� �� ��2	

(���� !�� ��� ���4 ����6�� �� <������� ���� ��"�������8 ��� ���4 ��"��������"���� ����
��;������	 �2�*( ���"�� ��� "�������� ������������ �� �� "���7�� !�� �� ��2	 �� 6������
��� ��6��� "���4 �����%� ��� ��� < ���� �I	�D/�I	�Q ���������� ��� ��� ��""�� ��������6/
���� ��� ��6����� 6����!��� �� ��M/��/6,������ @��6���� � : �A �� �� �� ������ �� ���"���
��� � @��6����� ��8 �R �� R�A	 ��� ��� ��""�� ���� ���6�� �� ��������� ��� %������ "�&�����
��� %�������� ���������� �� ��� ��"�������  ��"����!��� ������� ��� ��2 �� �2�*(	

�R�



	 ��� ����	!��� �� ����� ���� ���

�2�*( ��2
�" �! �) �" �! �) �" �! �) �" �! �)

h !!I$ !3I" "1I( +"I+ )>I! ">I" !.I> !"I1 ")I$ ."I> +!I) ))I>
As "+I(> ""I$( >I.) >I!) "3I") 1I$+ "3I>( ""I)! "3I") >I3) "3I1. .I$.

Asw 3I(. 3I() 3I.. "I)+ "I)+ "I3+ 3I$+ 3I$+ 3I." "I!. "I+! 3I1"
CI #8D# +e #8� +e
βsys R8�� R8��
��� �RQ8� � ≈ �# "� ��#8R � ≈ R "�

���� � h ��� �� 6"8 As �� Asw �� 6"2

��'���� �H "$7 ��������� ������� �� ��	�6�� D ���6 ����� 

)�� ��� ��""�� ��������6���� �� �2�*( ��� "���� �� ��9������6� 1 �� 2 ���� ����
������� !�� 6��4 �� �� ��2 [ �%�6 ��� ����6�� �� <������� ���������� : 6��4 �� �� ��2	 )�
"B"� ��"��!�� ���� B��� 9���� ���� �� "��� �� ��9������6� ��"��� 22	 ����� ����� !��
�� ��� ��""� ��������6���� ��K7�� �� !������� �� "���7��� @����� �� �6���A8 ��� "�������4
���� "���4 ���������� �%�6 �2�*(8 �J ��� ����������� ����"���� �� ����� �� ���6���
���� ��6,��6,��� �� 9��6���� �� ����$�6��9 �� <�������	 ����� ������������ �� �� "���7�� ���
� ���"��� �;�6���� �� 9��6���� ��� ������ ���"���� �� �� ����6����	

)� < ��� �I	�� "����� !�� ��� ����6�� �� <������� : ������"�" �� �2�*( ���� ��;������
�� 6��4 �� �� ��2	 �2�*( ������ �� �����"��������"��� ��� ���"���� �� �� ����6����
��� �� ���!������� � ��� ����6�� �� <������� ��� 6�"�������8 �� "�&�� �� �� ���6�����
�� ������6����� ����"��� ��� ����6�� 6�����	 �� �������� ���"��8 ��� ����6�� �� <������� ���
"���� �� ��9������6� ��� "���� ��K����� ��� �� <������� �&��7"� ���� ������� : ����� ������
��9��������	 )�� "���� !�� ��� ���  ����� ��K���6� ���� �� "����� �� 9��6���� �� ��%���
�� <������� %���	 ���������8 �� ���� & �%��� ��� ����6�� �� <������� ���%�� @��� �4�"���
��� "���� �� ��9������6� ��"��� �Q8 ��8 �Q �� ��A ��� : ��� %�������� ������"������� �����
����� : �������� "���� !�� ��� �� �F�� �"������� ���� �� ���������  ������ �� �� ����6����	

)������ �� 6��6�� ��� ����6�� �� <������� 6����� ����"��4 ��� ����������� ���� �2�*(
6�� ��� 6��E6����� 2��5 ���� 6������� ��� �� ���� �� 6�� ����6�� 6�����	 )� < ��� �I	�#
�������� ��� 6�"�������� ����� ��� 6��E6����� 2��5 �� ��� 6��E6����� �������� �� ��6�����
@��5A �������� ���� �� ��2	 )�� 2��5 ��<��� ���� 6,�!�� "��� �� ��9������6� ��������
6�"��� �� �� ����������� �� �� %������� ��������� ���� �� "��7�� "�6���!�� �� ���� ��
<������� ����6������	 )� 6,�� � P � "���� ����K���6� !�� �� 6,�� � Q ���� �� K�4��� ���
�������8 ����� ���� ��� "���� ��������	 ���� �������� ����������8 ��� 2��5 ���%��� B���
��9������� : �������	 ��� �4�"���8 ���� �� 6�� �� "��� �� ��9������6� ��"��� �Q �� ������
 ��6,� �� ������� ��� �8 �� < ��� �I	�� "����� !�� ��� 6��E6����� 2��5 ��� 6,�� �� W 8
Q �� P ���� �����6��%�"��� γW = 0, 548 γQ = 2, 01 �� γP = 1, 15	 �� �����8 �� ����� ��
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���������� �4��B"�� ���� �� ����������� ���66�����6� �� "���� �%�6 �� ����� �� %�� @�6����
6��"���!�� ��6������8 6���������8	 	 	 A8 ������� ����	

����������� �� 9��6���� �� ���9��"��6� ����� G (. (ω, t) , t) ��������� �� ��"�� t
�� �� ������ ω	 ����� �������� �"���!�� !�� �� %�6���� . (ω, t) ���������� ��� %��������
���������� Xj(ω), j = 1, . . . , p �� ��� ���6����� ���6,����!��� �6������� Xk(ω, t), k =
p+ 1, . . . , p+ q	 )� < ��� I	� "����� �� �4�"��� ��"��� �� ������ ��"��� �� ��������6� ��
�� �����6�������8 ����� ���%��� ��� �

G (. (ω, t) , t) = R (ω, t) − S (ω, t) @I	�A

����� 9��6���� �� ���9��"��6� ��� ��<��� ��� �� �����6������� S (ω, t) "�������� ��� ��
���6����� ���6,����!�� �� �� ��������6� R (ω, t) 6�"����� �� �� %������� ��������� R (ω)
�� �� ���6����� �� �� �������� δ (t, ω)	 )� ����������� �� ��9������6� ���� �������%���� ��
��"�� [0, TL] ��� ��<��� ��� �

Prob [∃ τ ∈ [0, TL] , �	! G (. (ω, τ) , τ) ≤ 0] @I	�A

�� ��� �� �� �� ����������� !���� �4���� ��� ���� τ ����������� : �������%���� �� �� �����
�� %�� [0, TL] ���� ��!����� �� ����6���� ��� ��9��������	 )�����&�� �� <������� ��������� ��
��"�� �������� ��� ��� ������� �� ���4 �� 9���6,����"��� �� ��� ������������ �� ��9������6�
������������ �� 6�"�����	

9���� 4����� �� ���5 �� /����$��������

)� ���4 �� 9���6,����"��� @���(������� ����A V��W ������� �� ��"��� �� 9���6,����/
"���� �� ������ ��"��� G(.(ω, t), t) ≤ 0 ��� ����� �� ��"�� @< ��� I	�A	 )� ���4 ��
9���6,����"��� ��� �� ����������� !�� ���� �� �����%���� ��7� ����� Δt8 �� & ������ �� ����
�� ���� 9���6,����"��� �� ������ ��"���	 ���� ���6��� "��,�"���!��"��� ��� �

ν(t) = lim
Δt→0

Prob [N (t, t+ Δt) = 1]

Δt
@I	RA

�R�



 ��� ����#�� �� �	��	�	�� ��������� �� ����� ��%

,���	� H "7 �	����	 �	���/������� 

�J N(t, t+ Δt) ��� �� ��"��� �� 9���6,����"���� ��� �������%���� �� ��"�� [t , t+ Δt]	 )�
��"��� "�&�� �� 9���6,����"���� ��� �������%���� �� ��"�� [0, TL] ��� ����� �

E [N (0, TL)] =

∫ TL

0

ν (t) dt @I	�A

)� ���"�7�� �4�������� ���"������ �� 6��6���� �� ���4 �� 9���6,����"��� � ��� ��������
��� &�� �� ���� V���W	

�<4<8<8 ,��*�#� �� ��	�

���� ��� ����� ��� ��,&���,7�� !�� �� ���6����� ��� �6������8 ��;���������� �� !�� ���
���$�6������ �� ���6����� ���� 6������"��� ��;�����������	 )� 9��"��� �� &�� � ���  �/
��������� ���� ��� ���6����� %�6������� ��� )�
���� V��RW	 )� �������� ������ ��� &�� ���
����� ��� �� �������"��� ���� ����� z(t) ��� �� ���6����� X(ω, t)	

ν =

∫ ∞

ż(t)

(
Ẋ − ż(t)

)
f

XẊ

(
z(t), Ẋ

)
dẋ @I	#A

�J z(t) ��� �� 9��6���� �� ����� �� ż(t) �� ����%�� ��� ������� �� ��"��8 X(ω, t) �� Ẋ(ω, t)
���� �����6��%�"��� �� ���6����� ���6,����!�� �� �� ����%�� ��� ������� �� ��"��8 fXẊ ���
�� ������������ 6��$����� �� �����������	 ���4 6�� �����6������ ���� ����������� ���� 6����
�����	

��



 ��� ����#�� �� �	��	�	�� ��������� �� ����� ���

• �" ����# ��� ����

)� < ��� I	� "����� ���4 ���$�6������ ���� ���6����� ���6,����!�� ������������ �����/
���� �� ����� 6�������	 �� 6�� ���� B��� ���������� ���� �� 6�� ����� 9��6���� ������ ��"���
R(ω) − S(ω, t) ��� �

? �� ��������6� R, ������������ �� ����� 6������� @zA ��� "�������� ��� ��� %�������
��������� �� "�&���� μR �� ���6���/�&�� σR

? �� ���6����� ���6,����!�� S(ω, t) ��� =������� �� "�&���� μS �� ���6���/�&�� σS	

)� ���4 �� 9���6,����"��� ν(t) ��� 6������� ��� �������%���� [0, TL] 6�� �� ���6�����
S(ω, t) ��� ������������	

ν = ω0
σS√

σ2
R + σ2

S

ϕ

(
μR − μS√
σ2

R + σ2
S

)
@I	DA

�J ω0 �� �� ��������� �� ���6����� @�
� ����A ��<��� ��� �

ω2
0 =

∂2ρSS (t1, t2)

∂t1∂t2

∣∣∣∣
t1=t2

@I	QA

�JρSS (t1, t2) ��� �� 9��6���� ������6���������� �� ���6����� ���6,����!�� S(ω, t)	 ����
��������� : ����� ���4�"��� ���4 9��6����� ������6���������� �� �&�� �4���������8 !��
���� ���%��� ��������� ���� ��� ���6����� =�������� �

ρSS (t1, t2) = exp

[
−|t1 − t2|

Lc

]
−→ ω0 =

1

Lc

@I	�A

ρSS (t1, t2) = exp

[
−
(
t1 − t2
Lc

)2
]
−→ ω0 =

√
2

Lc
@I	�A

�J Lc ��� �� ��� ���� �� 6���������� �� ���6����� =�������	

• �" ����# 3�����#�

)� < ��� I	R "����� ���4 ���$�6������ ���� ���6����� =������� ��������� �� �����
%������� ��� ������� �� ��"��	 �� 6�� �� �������� ����6�����"��� ����!�� �� ��������6� ��
�� ���� �%�6 ��> � �� �� ����6����	 )� 9��6���� ������ ��"��� ���� B��� 9��"���� ��� �

G(.(ω, t), t) = R(ω) − δt− S(ω, t) @I	�A

�J δ ��� �� ����"7��� �����"������	 )� ���4 �� 9���6,����"��� ����� ��� 6������� 6��
"B"� �� �� ���6����� ���6,����!�� ��� ������������8 G(.(ω, t), t) �� ����� ���	 ν(t) ���
������ ��� ���4�������� ���%���� V���W �

ν(t) = ω0Ψ

( −δ
σSω0

)
σS√

σ2
R + σ2

S

ϕ

(
μR − δt− μS√

σ2
R + σ2

S

)
@I	��A

�%�6 Ψ(x) = ϕ(x) − xΦ(−x)	 ����� �4�������� ��6���� �� �� 9��"��� �� &��	 1����9���8
���� ����� ��E6��� : �����!��� ���� ��� ���������� 6�"���4��8 6�""� �� 6�� ����� 9��6����

���
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,���	� H )7 ����� ��	��'�� 

������ ��"��� ��<��� ��� �� ���6����� �� �� �������� 6�������� ��� %�������� ����������	

�� ���� ������ ��"���!�� �� ���!������ I	# ���%7�� ��6�������	

4���� �� /��	� V��#W ��� ������� ��� �����6,� ��� ����� ������� ���  �	��� ����
������"����� �� ���4 �� 9���6,����"��� : ������ ��� ������ �� �� <������� ������������ ��
��"�� �� �� �� <������� �&��7"�	 �� ����8 6���� �����6,� ��"���!�� ��� ����� ��� ���
,&���,7��� "���� ������6��%��	

�<4<8<4 �--���$�  0 �1*�

)� ���4 �� 9���6,����"��� ν(t) ��� ����� ��� �� ����������� �� ���%7��"��� E ��<��
��� ���������6���� ��� �%7��"���� A �� B �

ν (t) = lim
Δt→0

Prob [A
⋂
B]

Δt
@I	��A

• A : {G (. (ω, t) , t) ∈ Ds} ���������� ���%7��"��� � �� ����6���� ��� ���� �� ��"����
�� �G���� : ��������� t

• B : {G (. (ω, t+ Δt) , t+ Δt) ∈ Df} ���������� ���%7��"��� � �� ����6���� ��� ����
�� ��"���� �� ��9������6� : ��������� t+ Δt	

)��!������ I	�� ���� ���6���� �

ν (t) = lim
Δt→0

Prob [{G (. (ω, t) , t) > 0}⋂ {G (. (ω, t+ Δt) , t+ Δt) ≤ 0}]
Δt

@I	�RA

)� ���4 �� 9���6,����"��� ν(t) ���������� ������ ,�6,���� ��� �� < ��� I	�8 �� ��� ����"� :
���%��� �� <������� �� �&��7"� ������7�� ��<�� ��� ��� ���4 �%7��"���� A �� B	 )� "��,���
Φ2 V��DW ��� ����� ��� 6� ����6���	

9���� 0���������� �� ��/�������� �������

( �� ������� ����� tfixe8 ������&�� �� <������� ��%���� ������������ �� ��"��	 )�
����������� ����������� �� ��9������6� : tfixe ��� ����� �

Pf,i = Prob [G (. (ω, t = tfixe) , t = tfixe) ≤ 0] @I	��A

���



 ��� ����#�� �� �	��	�	�� ��������� �� ����� ���

,���	� H +7 �	������ �� �-���	��/� �%�*�� ���	 �� ��= �� �	���/������� 

)� ����������� �� ��9������6� ����� ���4 �������� t1 �� t2 ���� �������%���� [0, TL] ���
 �������"��� ��;������ ��� ������������ ������������ �������� �� <4��� �� ��"�� t �� t1
���� �� t2 @< ��� I	#A	 ��� ������������ ������������ Pf,i(t1) �� Pf,i(t2) �� �������� ���
6�"��� �� �� 6���������� ����� ��� ���4 �������� t1 �� t2	 )� ������ �� ����������� 6�"����
��� ���������� ���� 6��������� 6���� 6���������� �� �� ���4 �� 9���6,����"��� ν(t)8 �%�6
��,&���,7�� !���� �4���� �� ���� 9���6,����"��� ���� �� �����%���� [t, t+ Δt] ���� Δt→ 0
@�!������ I	DA	 )� ����������� 6�"���� �� ��9������6� ��� �������%���� [0, TL] ��� ��6�����
��� �

'�4
0≤t≤TL

[Pf,i(t)] ≤ Pf, c(0, TL) ≤ Pf, i (0) + E [N(0, TL)] @I	�#A

�J Pf, i(t) ���������� �� ����������� ����������� : 6,�!�� ������� t 6�"���� ����� t = 0 ��
t = TL8 E [N(0, TL)] ��� �� ��"��� "�&�� �� 9���6,����"���� �� ������ ��"��� ��� �������%����
�� ��"�� [0, TL]	 �� ���������� ���!������ I	� ���� I	�#8 �� ������� ��� ����� ����������
�� �� ����������� �� ��9������6� 6�"���� �

Pf, c(0, T ) ≤ Pf, i (0) +

∫ TL

0

ν (t) dt @I	�DA

�J Pf, i (0) ��� �� ����������� �� ��9������6� ����������� : t = 0	

,���	� H .7 �	�'�'����� ��������� � ������� 

��R



 ��� ����#�� �� �	��	�	�� ��������� �� ����� ���

9���� ���$���� �� ������

��������� "��,���� ��� ��� "���� �� H�%�� ���� ������"����� �� �� <������� ���������
�� ��"��	 ��� "��,���� ���������� ��� ��� "B"�� ������� 6���� 6�/������8 �� ���4 ��
9���6,����"��� �� �� ����������� �� ��9������6� 6�"����	 ���"� 6�� "��,����8 ���� ���%���
6���� �

• )� "��,��� ��&"�����!�� ��%������� ��� -��

8 .�'�� �� &�56��, V��QW ����� ���
��� ���� ������� ��&"�����!��� ���� �� 6���� ��� ���6����� =�������� ��;�����������
�� ��� ���6����� �� �����%����"��� : ���� ��6��� ������	

• )� "��,��� Φ2 �������� ��� ��	���� �� �
� V��DW	

• )�� ��"�������� �� '���� �����	

���� ������� ���� 6� !�� ���� ��� ����6���� �� �� "��,��� Φ2 �� ��� ��"�������� ��
'����/�����	

�<4<7<8 �� *��$��� Φ2

����� �����6,� �������� ��� ������ �������� ��� 4���� �� /��	� V��#W !�� 6�������
: �������� ��� ������ �� ������&�� �� <������� ������������ �� ��"�� �� �� ��� �����"���
���� ������"����� �� ���4 �� 9���6,����"���	 )� ��"��6,� ��� ����"�� �� ����� ������
����6������ �

• ���-� 8
( ��������� t = τ 8 ������6� �� <������� β(τ) ����6�� : ������ ��"��� G (. (ω, τ) , τ) ≤ 0
��� 6��6���	 )� ��"�� ��%���� �� ��"��� ����"7��� ���� �� 9��6���� �� ���9��"��6�
G	 )� ���6����� ���6,����!�� S(ω, τ) ��� ��"���6� ��� �� %������� ��������� 6�����/
�������� ����� S(1)(ω)	 )� "��,��� 52*' �����4�"� �� ���9�6� ������ ��"��� G(τ)
��� �� ,&������� ��� ��� �� ����� �� 6��6������ u∗(τ) �

α(τ).u∗(τ) + β(τ)

��� 6����!����8 ���%7��"��� A ��<�� ��� G (X (ω, t) , t) > 0 ��� ����6�� : ��,&���/
���� �

−α(τ).u∗(τ) − β(τ)

)� ����������� ����������� �� ���%7��"��� A ��� Pf (τ) = Φ (β(τ))8 �J −β(τ) ���
������6� �� <������� 6������������ : G (. (ω, τ) , τ) > 0	

• ���-� 4
)�����6� �� <������� β(τ + Δτ) ����6�� : ���%7��"��� B ��<�� ��� �� 9��6���� ������
��"���G (. (ω, τ + Δτ) , τ + Δτ) ≤ 0 ��� 6��6��� ��� ��� ��6���� ����&�� �� <�������
������������ �� ��"��8 �� <4��� �� ��"�� : τ + Δτ 	 )� ���6����� ���6,����!��
S(ω, τ + Δτ) ��� ��"���6� ��� �� %������� ��������� S(2)(ω)8 6����/6� ��� 6������� :
S(1)(ω) ��� �� 6��E6���� ρ ����� ��� �� 9��6���� ������6���������� �� ���6����� �

ρ
(
(S(1)(ω), S(2)(ω)

)
= ρSS (τ, τ + Δτ)

)�,&������� ����6�� : ���%7��"��� B ���6��� 6�""� ���� �

α(τ + Δτ).u∗(τ + Δτ) + β(τ + Δτ)

���



 ��� ����#�� �� �	��	�	�� ��������� �� ����� ���

• ���-� 7
)� ���4 �� 9���6,����"��� ��� 6��6��� ��� �� <������� �� �&��7"� ������7�� 6�"����
��� ���4 ����� ��"���� G (. (ω, τ) , τ) > 0 �� G (. (ω, τ + Δτ) , τ + Δτ) ≤ 0 ��/
��6��� �����6��%�"��� ��4 ����6�� �� <������� −β(τ) �� β(τ + Δτ)	 )� 6����������
����� ��� ���4 ����� ��"���� ��� 9������ ��� �� ������� �6������ ��� ���4 %�6����� ���
6������ ����6����� �����6��9� �

ρGG(τ, τ + Δτ) = −α(τ).α(τ + Δτ)

5�����"���8 �� ���4 �� 9���6,����"��� ��� ����6��"��� ����"� ��� �� ��� �����"��� �

νΦ2(τ) =
Φ2 (β(τ), −β(τ + Δτ) ; ρGG(τ, τ + Δτ)))

Δτ
@I	�QA

)� "��,��� Φ2 �4� � �� 6,��4 ����6�� �� ��� �� ���6���������� Δτ 	 �� ��� ���� B���
: ����� ��� ��� �����7"�� ��"���!��� ������������� �� �� 6��%�� ��6�	 *�6�""���8 -�	���
V���W � �"������ �������6,� �� ��������� ��� 9��"� ����&��!�� : �� ���6� �� �� ��� �����/
"���	 �����/6� �������� ��� ��� ��%������"���� �� �� 9��"��� �� &�� �� ���!������ I	��	
)� ���4 �� 9���6,����"��� ��� ����"� ��� �� 9��"��� ���%���� �

νΦ2,new(τ) =
α(τ + Δτ) − α(τ)

Δτ
ϕ (β(τ)) Ψ

(
β(τ + Δτ) − β(τ)

α(τ + Δτ) − α(τ)

)
@I	��A

�J Ψ(x) = ϕ(x) − xΦ(−x)	 )� ���6����� ��� ��������� �� �� ���%���� �����6,� Φ2,new

@�!������� I	��A ������ ����� 9����"��� �� ��� �� ���6���������� Δτ �� �� �� ��� ����
�� 6����������	 1����9���8 6���� ���%���� %������ �� �������6,� Φ2,new @�!������ I	��A ���
��"���!��"��� ���� ������ !�� ����6����� %������ ��������� ����6��"��� �� ��� �����"���
@�!������ I	�QA V���W	 ���� ��� ��������� �����9�������8 6���� �����4�"����� ���� B��� %�/
���� � √

2 − 2ρSS(τ, τ + Δτ) ≈ ω0Δτ @I	��A

�J ω0 ��� �� ��������� �� ���6����� ���6,����!�� S(ω, t) �� ρSS(τ, τ +Δτ) ��� �� 6��E6����
�� 6���������� ����� ���4 �������� ��7� ���6,��	

�<4<7<4 ���$��� ��  �*�#����� �� ����� ���#�

)� "��,��� ��� ��"�������� �� '���� ����� ���� B��� �����!��� ���� ��� ,&���,7���
"���� ������6��%��	 �� ����8 �� "��� �� H�%�� ��� ���� ����� !�� ��� ������ "��,����	
1����9���8 ���� �4� � �� ��"�� �� 6��6�� ���,�����9	 ���� ��� ������������ ��7� 9������8 ��
"��,��� �� '���� ����� ����� �������6����	

)�����"����� �� ���4 �� 9���6,����"��� �� �� �� ����������� �� ��9������6� 6�"���� ���
��� ��"�������� �� '���� ����� ��� ����� ��� ��� "�������� �� ��"�������� ��� 6,�!��
�����%���� �� ��"�� [t, t + Δt]	 �� �������� ���"��8 �������%���� �� �� ����� �� %�� [0, TL]
��� ���6������ �� ��������� ����/�����%�����	 ��� 6,�6�� �� 6�� �����%�����8 ��� ���� �� ����/
������ ���� �;�6���� �<� ���%����� �� 9��6���� ������ ��"��� �� �� �����"���� �� ��"��� ��
9���6,����"���� @�� ���"��� �� ���� ��� 9���6,����"����A	

ν(t) =
��"��� ��� ���"���� 9���6,����"���� ���� �������%���� [t, t+ Δt]

Δt.��"��� ����� �� ���� �� �;�6����
@I	�A

��#



 ��� ���	�	���	�� �	��	�	��� ��������� �� ����� ���

)� ����������� �� ��9������6� 6�"���� ���� B��� ����6��"��� �����"���� ��� �

Pfc(t1, t2) =
��"��� ��� ���"���� 9���6,����"���� ���� �������%���� [t1, t2]

��"��� ����� �� ���� �� �;�6����
@I	��A

)� ��"��� ����� �� ���� ��� 9���6,����"���� ���� B��� ������ ��� �� "B"� ��"��6,� ��
6�"����������� ���� ��� 9���6,����"���� �� ������ ��"��� ��� �������%���� [t, t+ Δt]	 �����/
����8 �������6����� �� �� "��,��� �� '���� ����� ���� ��� �����7"�� �� <������� ���������
�� ��"�� �4� � �� ���6���������� �� ���6����� ���6,����!�� S(ω, t)	 ����� ���6���������� %���
: ��6�"����� �� ���6����� S(ω, t) �� �� ��"��� <�� �� %�������� ���������� ξ(ω) �� �� 9��6/
����� �����"������� f(t)	 ���� 6� ���%���8 ���� �%��� ������� ���4������� �� N��,����/)�7%�
V���W	 )� ���6����� ���6,����!�� S(ω, t) ��� �6��� ���� �� 9��"� �

S(ω, t) ≈ μS + σS

Nt∑
i=1

√
λifi(t)ξi(ω) @I	��A

�J Nt ��� �� ��"��� �� ����6����� �� �� ���6����������8 μS �� σS ���� �����6��%�"��� ��
"�&���� �� ���6���/�&�� �� ���6����� S(ω, t)8 ξi(ω) ���� ��� %�������� =���������� 6��/
�����8 �������� �� �������������	 λi �� fi ���� �����6��%�"��� ��� %������ ������� �� ���
9��6����� ������� �� �� "����6� �� 6�%�����6� RSS(t1, t2)8 ����� ���� ��<���� ��� ������ ����
�� .��	��
� �

∀i = 1, ...N :

∫ TL

0

RSS(t1, t2)fi(t2)dt2 = λifi(t1) ; (t1, t2) ∈ [0, TL] @I	�RA

)� "����6� �� 6�%�����6� RSS(t1, t2) ��� ��<��� ��� �� 9��6���� ������6���������� ρSS(t1, t2)8
6���� "����6� ���� B��� �&"����!�� �� ��<��� ������%�	 )�� 9��6����� ������� fi ���� ���,�/
 ������ ����� ����� �� 9��"��� ��� ���� ��6��%���� 6�"��7��"��� ������6� ��� 9��6�����
��!��� ���������� �� ���6����� S(ω, t)	 )� �������� �� �����7"� I	�R ���� B��� �4���6�/
��"��� ������� ���� ��� 9��6����� ������6���������� �� �&�� �4��������� �� ����� ������
V���W	 
�� ���������� ��"���!�� ���%7�� ��6������� ���� �������� �&��� �� 9��6����� ����/
��6����������	

�������� �����6,�� ���� � ���"��� ��%�������� ���� �� ���6���������� ��� ���6�����
���6,����!���	 ���� 6����� : ����� ���4�"���8 �2)� @�!������� +�����
 1����� ������(
����A V�RW8 2�� @+��������
 -����� �!��������A V�R�W �� �� "��,��� �� �,��� ���&��"���
V�R�W	

8'+ ����"������� -�������� ��������� �� ��"��

)�� 9��"�������� �� ������"������� <�������� �4������ ���� ��� 6,������� �� �� ��� ��
�������� ��� 6�"��� �� ���;�� �� ��"�� ��� �� <������� ����6������	 ��� 9��"�������� ����
������ ��� �� <������� ������������ �� ��"�� @/���(��������� &�
��'�
���A �� "���"�����
�����"��� �� 6�G� �������	

)�� ��%�� �� �� =���� ��%�� ��6�������� ��� ��%�������"���� 6������������ ������������
: ��� ���"�	 )�� 6�G�� ��� ��4 6����!���6�� ����� �%�������� ��9������6� �� ���%��� ���
B��� �� �� �� 6�� ��� �%������ �%�6 �� ��"�� �� �� 9��6���� �� �� ����������� �� ��9������6�	

��D



 ��� ���	�	���	�� �	��	�	��� ��������� �� ����� ���

)�����"������� <�������� ���� ����� "���"���� �� 9��6���� �� 6�G� ����� 6�"������� �� 6�G�
������� �� ��� 6�G�� �� ��9������6�	

)������6,� ����������� �� ������"������� <�������� 6������� : ����� 6�"��� �� ���%���/
���� �� �� ����������� �� ��9������6� ������ �� ����� �� %�� �� �� ����6����	 1����9���8
������"����� ��� 6�G�� ������ ����6�����"��� ��� K�6�������� ��� "��6,�� <���6����8 ��
���%������� ��� �6����� �� ������������ �� �� ����K����� "��������	 �� ����8 ������"�����
��� 6�G�� �� ��9������6� ��� ��� �>6,� ��7� 6�"���4� �� ����6��� 6�� ��� ���� 6�"����� ���
6�G�� ����6�� �� ������6��	 )�� 6�G�� ����6�� ���� ��� : �� ������6���� ������ �� ���������
�� ����%�� � ���%�!���� ��� %�6��"�� ,�"����� �� ��� ��������������� $��!��: �� ��6���/
���6���� �� �� ����������	 )�� 6�G�� ������6�� ���� ��� ��4 6����!���6�� ������6��� �� ��
��9������6�	 ��� �4�"���8 8 ��� ��""� �� 6����� : ����%������"���8 �� "��%���� �����6���
�� �� ����� �� ���%���4 "��6,�� ���� ������������8 ���� 6��������� 6�""� 6�G�� ������6��	

)� �����7"� �� ������"������� <�������� ���� �� 6���� ��������� �� ��"�� ���� B���
9��"��� ���� ���4 ,&���,7��� � �&��7"�� ���������� �� ���/����������	 ���� ���� ����/
������� �����6���7��"��� : 6� ������� 6��8 �� 9��"������� �� �� 1I/*0�2 ���6��� ���� ��
9��"� ���%���� �

"��
�

E [CT (�, ., t)] = E [CI(�)] + E [CF (�, ., t)] @I	��A

sous : hj(�) ≥ 0 j = 1, . . . , nh

�J hj(�) ���� ��� 9��6����� �����"�������8 E [.] �&"������ ����������� ���������6�8 CI(�)
��� �� 6�G� �������8 CF (�,., t) ��� �� 6�G� �� ��9������6�	 )��������6� �� 6�G� �� ��9������6�
��� ������� �� 9��6���� ��� %�������� �� ��6����� �8 ��� ����"7���� ���������� . @�	�	 ��/
������6��8 �����6��������8	 	 	 A �� �� ��"�� t8 ���� ��� ����"�� ���� ����� �� ����� �� %��
��%��� �� TL	 '��,�"���!��"��� ���������6� ��� 6�G�� �� ��9������6� ��� ������ ��� �

E [CF ] =

∫ T

0

f(�, ., t) Cf δ(t) dt @I	�#A

�J f(�, X, t) ��� �� ������� �� ����������� �� ��"�� : �� ��9������6�8 Cf ��� �� 6�G� ������
�� ��9������6�8 δ(t) ��� �� 9��6���� �� 6������������� �� ���6����������� @	������ �� ���(
��
�,����� �������A ��6���� �� ���"� �� ���4 ���6����������� r @	������ ����A	 8����
 ��
�
� V�RRW ��� ������� �� �,����� �� �����%7���"��� @����6�
 ������A �� ��� �����9��"������
�� )����6� ���� "�4�"���� �� 9��6���� ��������� ������ ����� �� ����� �� %�� TL	 �����
9��6���� ��� ������ ��� ��� ����<6�� "���� ��� 6�G�� �������4 �� ��� 6�G�� �� ��9������6� �

E[U(�, X, t)] = E[B(�, ., t)] − E[CI(�)] − E [CF (�, ., t)] @I	�DA

�� ��"����4 ������� V�R�8 �#W ��� ����6��"��� ������� �������4�"����� 6�/������� :
�� ���6� ����� ���� ������ ��"���!�� �� ���!������ I	�# �

E[CF ] ≈ Cf Pf(�, ., TL) @I	�QA

�J Pf(�,., TL) ��� �� ����������� �� ��9������6� ����������� : t = TL	 -H������ �� �
�
V�R#W ��� ������� ��� "�������� �����4�"����� ���"������ �� ����� 6�"��� �� �� �������/
���� �� ��9������6� ��������8 �� ��������� ��� ������������ �� ��9������6� ������������	 ����

��Q



 ��� ���	�	���	�� �	��	�	��� ��������� �� ����� ��$

6� ���%���8 6���� �����4�"����� ��� ��%������� �� ���"� ��� ������������ �� ��9������6�
6�"����� �

E[CF ] ≈
n+1∑
i=1

Cf [Pf,c(�, ., ti−1) − Pf,c(�, ., ti)]

(1 + r)ti
@I	��A

�J n ��� �� ��"��� �� ���6����������� �� �� ����� �� %��8 ��� !�� tn+1 = TL8 Pf,c(�, ., ti)
��� �� ����������� �� ��9������6� 6�"���� �� �������%���� [ti, ti−1]8 1/(1 + r)ti ��� �� 9��6����
���6����������� �� Cf ��� �� 6�G� ������ �� ��9������6� !�� ���� B��� ������� 6������� ��
����������� �� �� ����������� �� ��9������6�	

9���� "���������� ������*�� �� �� 296-+;�

)� 9��"������� 6�����!�� �� �� 1I/*0�2 ��� ����� ��� �������6,� *�( @%��� ��6����
��	R	�A	 )� ��"������� �� <������� ��������� �� ��"�� ��� ��"���"��� ���� ��� ���� ���
6���������� ������"�������	

"��
�

E[CT ] = CI(�) + Cf

n+1∑
i=1

[Pf,c(�, ., ti) − Pf,c(�, ., ti−1)]

(1 + r)ti
@I	��A

sous :

{
Pf,c(�, ., t) ≤ P a

f TL
; ∀ t ∈ [0, TL]

hj(�) ≥ 0 j = 1, . . . , nh

�J Pf,c(�, ., t) ��� �� ����������� �� ��9������6� 6�"���� ���� t ∈ [0, TL]8 P a
f TL

��� ��
����������� �� ��9������6� ��"������� ���� �� ������� [0, TL]8 ���� 6��������� : ������6�
�� <������� 6���� βc

t=TL
8 �J TL ��� �� ����� �� %�� ���,�����	 ����� 9��"������� �4� � ���

����&�� �� <������� ��������� �� ��"�� : 6,�!�� ��������� �� �� ���6����� ������"�������
���� ���%�������� ��� 6���������� <��������� �� �� �� 9��6���� ��$�6��9	

9���� ���������� �� �� ���$��� ���-� ���� �� 296-+;�

)� "��,��� �2�*( �������� ���� �� 6,������ ���6����� ��� ������� �� �����7"�
������"������� <�������� ��������� �� ��"��8 ����� ����� !������ ��� ����� ��� �� 6��6��
��� 6��E6����� �� ��6����� 6������� ��� ��� ����6�� 6����� ������������ �� ��"��	

���� 6� 6����4��8 �������6,� �21I*( @-��������
 +�����,����� ��	 /���(0������
&�
��'�
��� ���
����A ��� ��%������� ���� ����� 6�"��� �� ���%������� �� �� <������� ��/
���� �� ��"�� �� �� ��6,��6,��� ��� 6��6������ !�� �����6�� ������6� �� <������� 6���� βc

T 	
)������6,� �21I*( �������� ��� �� "B"� ����6��� !�� �2�*(	 )� �����7"� �� ����/
��"������� <�������� ��������� �� ��"�� @1I/*0�2A ��� ��6����� �� ��������� 6&6���
������"������� �����"������ �� ������&�� �� <������� ��������� �� ��"��	 )�� 6��E6�����
�� ��6����� ���� 6������� ��� �� ���� �� ������6� �� <������� 6���� βc

t=0 !�� ����� 6�"��� ��
���%������� �� �� <������� �� 6���� �� ��"��	 ��� ������� : �2�*(8 �� "��,��� S�21I*(T
6������� : ��%������� ��� ���4 ������ ���%���� �

• �����4�"����� �� �� 9��6���� �� 6�G� ����� E[CT ]
• 6��6�� �� ������6� �� <������� 6���� : �� 6��6������ βc

t=0

���



 ��� ���	�	���	�� �	��	�	��� ��������� �� ����� ���

)� ���"��� ����� 6�����7�� ��� 6�G�� �� ��9������6� ���� �� 9��6���� ��$�6��9 ��� ���
�����4�"����� �� �� ����������� �� ��9������6� ���� ���!������ I	��	 )� ���4�7"� �����
%��� : 6��6���� ������6� �� <������� 6���� : �� 6��6������ !�� ���"�� �� 6������� ��� 6��E6�����
�� ��6����� �� ������ 6�"��� �� ���%������� �� �� <������� �� 6���� �� ��"��	

�<7<4<8 �--��/�*����� �� #� %������� �� ��K� ����#

)� 9��6���� ��$�6��9 �� �� 1I/*0�2 ��� 6�"����� �� 6�G� ������� CI �� �� 6�G� ��
��9������6� CF 	 )��������6� �� 6�G� �� ��9������6� CF �4� � �� 6��6�� �� �� �����������
�� ��9������6� 6�"���� Pf,c(t)	 ���� �������6,� ��6������ �21I*(8 ������&�� �� <�������
����� ��� �������� : ����������� �� �� ���6����� ������"�������	 (����8 �� ��%������"���
�� /��
�� �� ���"��� ����� ��� ������� ���� �����6,�� �� ����������� �� ��9������6� ��
%������ � �� ����� 6������ ��� %�������� ������"�������	

Pf,c(t) = Pf,c(t)
(k) +

∂Pf,c(t)

∂�
(�− �(k)) @I	RA

�J Pf,c(t)
k ��� �� ����������� �� ��9������6� 6�"���� ������� ��� ��� ����&�� �� <�������

�;�6���� �� k�me 6&6��8 �(k) ��� ������"�" �����"������ �� k�me 6&6��	 )� 9��6���� �� 6�G�
����� ��� ����� �����4�"�� ��� �

E[CT ] ≈ CI + Cf

n+1∑
i=1

[(
P

(k)
f,c (ti) − P

(k)
f,c (ti−1)

)
+

(
∂P

(k)
f,c (ti)

∂�
− ∂P

(k)
f,c (ti−1)

∂�

)T

.
(
�− �(k)

)]

(1 + r)ti

@I	R�A
���4������ T �&"������ �� ���������� �� %�6����  �������8 P (k)

f,c (ti−1) �� P
(k)
f,c (ti) ���� �����6/

��%�"��� ��� ������������ �� ��9������6� 6�"����� : ��������� ti−1 �� ti �������� ��� ������&��
�� <������� �;�6���� �� k�me 6&6��8 ∂P (k)

f,c (ti−1)/∂� �� ∂P (k)
f,c (ti)/∂� ���� �����6��%�"��� ���

 �������� ��� ������������ �� ��9������6� ��� ������� ��4 %�������� ������"������� ��4 ���/
����� ti−1 �� ti	 ���  �������� ���� 6��6���� �� ��������� ��� ��������� �� ������&�� �� <�������
�� k�me 6&6��	 )� ����������� �� ��9������6� 6�"���� : ��������� t = τ ��� �����6,�� ���
���!������ I	�D8 6����/:/���� �

Pf,c(τ) ≈ Pfi
(τ) +

∫ τ+Δτ

τ

ν(τ)dt @I	R�A

�J ν(τ) ��� �� ���4 �� 9���6,����"��� ����� τ �� τ + Δτ ����"� ��� Φ28 Pfi
(τ) ��� ��

����������� �� ��9������6� ����������� : ��������� τ 8 ���� ��� ������� ��� 52*' ��� !�� �
Pfi

(τ) = Φ(−β(τ))8 �J β(τ) ��� ������6� �� <������� : ��������� τ 	 ���� ��������� !��
�� ���4 �� 9���6,����"��� ν(τ) ��� 6������� ��� �������%���� [τ, τ + Δτ ] 6�� �� ��� Δτ ���
��7� �����	 (����8 ���!������ I	R� ��%���� 9�6���"��� ����%���� ��� ������� ��4 %��������
������"������� �	

∂Pf,c(τ)

∂�
=
∂Pfi

(τ)

∂β(τ)︸ ︷︷ ︸
A1

.
∂β(τ)

∂�︸ ︷︷ ︸
A2

+
∂ Φ2 (β(τ),−β(τ + Δτ); ρ)

∂�︸ ︷︷ ︸
A3

@I	RRA

�J β(τ + Δτ) ��� ������6� �� <������� : ��������� τ + Δτ �� ρ ��� �� 6���������� ����� ���
���4 ����� ��"���� G(τ) > 0 �� G(τ +Δτ) ≤ 0	 )� ���"� A3 ���������� �� ����%�� ���������

���



 ��� ���	�	���	�� �	��	�	��� ��������� �� ����� ��%

�� ���4 �� 9���6,����"��� ��� ������� ��4 %�������� ������"������� �8 ���� ��� �������
��� �

A3 =
∂Φ2 (β(τ),−β(τ + Δτ); ρ)

∂β(τ)
.
∂β(τ)

∂�
+
∂Φ2 (β(τ),−β(τ + Δτ); ρ)

∂β(τ + Δτ)
.
∂β(τ + Δτ)

∂�
@I	R�A

���� ��������� !�� �� 6��E6���� �� 6���������� ρ ��� 6������� �� ��� 6����!���� �� %����/
���� ��� ������� : � ��� �� �� �����	 )� ����%�� ∂Φ2(.)/∂β ���� B��� ����"�� ��� ��;����6��
<����	 )�� ���"�� A1 �� A2 ���� ������ ��� �

A1 = −ϕ (−β(τ)) @I	R#A

A2 =

{ − 1
‖∇�G(��,τ)‖

∂G(�, �, τ)
∂di

�� di ��� �����"������

αi(τ)
(

∂T (�di
)

∂di

)
�� di ��� ��� "�&���� ����� %������� ���������

�J ‖∇uG(��, τ)‖ ��� �� ���"� ��  ������� �� ������ ��"��� G(τ) ���� ������6� �������� ��
����� �� ��9������6� �� ���� �������� ��8 ∂G(�, /, τ)/∂di ��� �� ����%�� �� �� 9��6���� ������
��"���G(τ) ���� ������6� �,&��!�� ��� ������� : �� %������� di8 6����/6� ��� 6��6���� : 6,�!��
��������� �� �� ���6����� ������"�������8 T (/di

) ��� �� �����9��"����� ���/������������ ��
�� %������� ��������� Xdi

�� "�&���� di @���� �� 6�� ����� %������� ��������� ���"��� �
∂T (xdi

)/∂di = −1/σi8 �J σi ��� ���6���/�&��A	

�<7<4<4 ��#��# �� #6������ �� 2���#��� ���#� @ #� �����-���� βc
t=0

����� ����� 6������� : ��6,��6,�� ������6� 6���� βc
t=0 !�� ���"�� �� 6������� ��� 6��E/

6����� �� ��6����� ���� !�� �� <������� �� �� ����6���� : 6,�!�� ������� t ���� ����������
�� � ��� : βc

t=TL
8 6� ������� 6��������� : ������6� 6���� : �� ��� ��������� ������� �����

�� ����� �� %�� �� �� ����6����	 βc
t=TL

��� <4� ����� �� ������ �� ����%�� � �� ��� ��� 6����/
��������� ��6����� �� �6���"�!���	 �� ��"������ ��,&���,7�� !�� �� ���4 �� �� ��������
��� ����������� �� ��%��� �� <������� : ������ �������	

,���	� H 17 �	������ �� ������ �� �-������ �� &�'���� ��'�� βc
t=0

���� 6� ���%���8 ���� ��������� !�� ������6� �� <������� 6���� βc ��� ����� 9��6���� ��
��"��	 )� < ��� I	D "����� !�� �� 6����� �� βc(t) ���� B��� ������� ����6��"��� �� ��

�#



 ��� ���	�	���	�� �	��	�	��� �� �� ��	�������� ���

6����� �� β(t)	 ��� 6����!����8 ���� �%��� �� ����6� �� <������� β(t) !�� �� ������� ���
βc

t=TL
8 �� 9��� 6������� ��� 6��E6����� �� ��6����� ��� �� ���� �� βc

t=0 ������ ��� �� ��������
���%���� �

βc
t=0 = βc

t=TL
+

n+1∑
i=1

(
Φ−1 (Pf,c(ti−1)) − Φ−1 (Pf,c(ti))

)
@I	RDA

�J n ��� �� ��"��� �� ���6����������� �� ������6� ��"����� ��6������� ���� �;�6���� �����/
�&�� �� <������� ��������� �� ��"��	

)� 6���������� ��� 6��E6����� �� ��6����� ��� �;�6���� ��� �� ���� �� βc
t=0	 )� ���6�����

�������� ���� �� ��6���� ���	�	� ��� ��������	 )��� ��� ��""� �� �� < ��� I	Q �������� ���
������ ����6������ �� �� "��,��� �21I*( ���� �� 6�� ����� ����� 9��6���� ������ ��"���	
1����9���8 ��������� "���� �� ��9������6� ���%��� B��� 6��������� ��� ������"����� �� ��
<������� �&��7"� ��������� �� ��"��	 )��$��� �� �� ���6����� �������� ���� ������6�����
����"��� ��� ����6�� 6����� ���"�� ��������� ���� ��� ��""� 6�"���� �� �21I*(

8', ����"������� -�������� �� �� "���������

�� ������ ��� ��;������� �� ��������� ������ ��� ��� ��%�� ��8 ��� ������ �� �� "���/
�����6� ��� �"������%� ���� �� "������� ��� ���9��"��6�� ����6������� : �� ��%��� �6/
6�������	 ���� ���"�� ��  ������� ���������� �� ���%�6� �� ���4���������� �� �� ����6����
������� ����� �� ����� �� %��	 ��"��� ���� ��� 6�G�� �� "��������6�8 �� �����������
�6���"�!�� ��� ��%�� �� ������ 9����"��� �� �� ������!�� �� "��������6� 6,�����	

9�!�� ������)��� �� �����������

)� "��������6� ��� �&��7"�� ��� 6�"����� �� "��������6� ���%����%� �� �� "�����/
���6� 6����6��%�	 )� "��������6� ���%����%� �� ����� ������"��� ��� �6����� ��������� :
�������� �� ���6����� �� �� �������� �� : ������� �� ����������� �� ��9������6�	 ��� �4�"���8
���� �� 6�� ��� ����� �� ����� ��"�8 �� "��������6� ���%����%� ���� ��6���� �� ���9��/
6�"��� �� ����� ���$��� ��� ������� �� ������8 �� ���������� ��� <������ %�������8 ���
������"���� ���6���/6,�"�!��� ���� �������� �� 6�������� �� �� �����&� � �� �� �������� ���
������� �4������ ��4 �� ���������	

��� ��������8 �� "��������6� 6����6��%� ��� �����!��� ����!�� �� �� �������� ������� ��
��%��� �����������	 �� ��� �� �� ��"����� �� �&��7"� �� ���� �� 9��6������"���	 )� "���/
�����6� 6����6��%� ���� ��6���� ��� ����������� ���� �"��������� @�	 	 ��"���6�"��� ���
���"���� ����6�����48 "���<6����� �� �������8	 	 	 A	 =�������"���8 �� "��������6� 6����6/
��%� ��6������ ��� �����6����� �%��� �� ����������	 ��� �����6����� ���%��� B��� %��������
�� �;�6����� : ������ ��� ��6,���� ��� �����6��������8 ���� !�� ��� ��6,��!��� �� 6����F��
���/������6��9 @���A8 ��� ������ �&��"�!��� �� ��� �&��7"�� �� �������%������6�	

�� �;��8 ��� "��������6� ���%����%� �46����%� ���� B��� ��7� 6�G�����	 �� ��%��6,�8
��� "��������6� ���%����%� ���4������� ���� �� ������ �� ��9������6� ������ �� �&��7"�
�� ��6������� ��� "��������6� 6����6��%� : ��� ���� ��7� 6�G�����	

)� 6,��4 ��� ���������� �� "��������6� ��� ��� �>6,� ��7� 6�"���4�8 6�� ���� ������
��� �������� �� �� "��������6�8 �� �� !������ @�	�	 �������� �� �����&� �8 �����6���� %�/

�#�



 ��� ���	�	���	�� �	��	�	��� �� �� ��	�������� ���

,���	� H $7 4	�����	���� �� �4�H�� 

�#�



 ��� ���	�	���	�� �	��	�	��� �� �� ��	�������� ���

������8 ��6,��!��� �� ���%������6�8	 	 	 A �� �� �� �� �� ���������� �� 6�"������ �� ����	
=�������"���8 ��,&���,7�� �� �� "��������6� ���9���� ��� �������� [ 6����/6� 6�����7�� !��
6,�!�� "��������6� ��"�� �� �&��7"� : ������ ���9	 )� �&��7"� ���7� "��������6� ���
����� ��� !�� ���9 @(=(� � �� ;��	 �� ��6A	

)�� %�������� �� ��6����� ���� ������"������� �� �� "��������6� ���� ���%��� �

• ��� �������� �� "��������6� ti �� �� ��� ���� ��� �����%����� �� ��� �������� �� "���/
�����6� ���� �� ������ [

• �� ��"��� �������%������ �� "��������6� N [
• �� !������ �� �� "��������6� qi	

)� < ��� I	� "����� �� �6,�"� �� ������� �� "��������6�8 �J : 6,�!�� ������� ��
"��������6� ti 6��������� : ��� !������ �� "��������6� qi V�RDW	

,���	� H (7 ��/��� �-�� �������� �� ���������� 

9�!�� �<�� �� �����������

)��������6� ��� 6�G�� �� "��������6� ��� �4���"�� �� 9��6���� ��� %�������� �� ��/
6����� 0 = {ti, qi, N} �� ��� %�������� ���������� ��U�� ��� ���6����� ���6,����!��� .	
=�������"���8 ��� 6�G�� �� "��������6� ���� 6�"����� �� �

• 6�G� �� �� "��������6� ���%����%� �

E[CPM(0,.)] =

N∑
i=1

Cpmi
(qi)

1 − Pf,c(ti)

(1 + r)ti
@I	RQA

�J CPM ��� �� 6�G� ����� �� �� "��������6� ���%����%�8 Cpmi
��� �� 6�G� �� ��9����6�

�� �� i�me "��������6�8 Pf,c(ti) ��� �� ����������� �� ��9������6� 6�"���� : ��������� ��
"��������6� ti8 r ��� �� ���4 ���6�����������	 (1 − Pf,c(ti)) ���������� �� ����������� !��:
��������� ti �� ����6���� �� ���� ��� ��9��������	

• 6�G� ��� �����6����� �

E[CIN(0,.)] =
i=1∑
N

Cini
(qi)

1 − Pf,c(ti)

(1 + r)ti
@I	R�A

�#R



 ��� ���	�	���	�� �	��	�	��� �� �� �������	�� �� �� ��
��	�������� ���

�J CIN ��� �� 6�G� ����� ��� �����6�����8 Cini
(qi) ��� �� 6�G� �� ��9����6� �� �� i�me �����6����

• 6�G� ��� ����������� �

E[CR(0,.)] =

i=1∑
N

Cri
(qi)

PRi

(1 + r)ti
@I	R�A

�J CR ��� �� 6�G� ����� ��� �����������8 Cri
��� �� 6�G� �� ��9����6� �� �� ���������� �����

: �� i�me �����6���� �� PRi
��� �� ����������� ���;�6���� �� ���������� $���� ���7� �� i�me

�����6����	

9�!�� "���������� �� �#������������ ��������� �� �� �����������

)� 9��"������� �� ������"������� <�������� �� �� "��������6� @*0'2 � &�
��'�
���(
)���	  ��������� +�����,�����A %��� : "���"���� ��� 6�G�� �� "��������6� �� 6,��6,���
�� ������ �� ����"��� �� "��������6�U�����6�����U �����������	 �� ��"����4 ������� V�RQ8
�R�8 �RD8 �R�W ��� 6�������� �� 9��"������� ���%���� �

"��
�

E[CM ] = E[CPM(0,.)] + E[CIN(0,.)] + E[CR(0,.)] + E[CF (0,.)]

sous :

{
β(t) ≥ βc

TL
; ∀ t ∈ [0, TL]

h̀j(0) ≥ 0 j = 1, . . . , nhp
@I	�A

�J E[CPM ]8 E[CIN ]8 E[CR] �� E[CF ] ���� �����6��%�"��� ��� �������6�� ��� 6�G�� ��
"��������6� ���%����%�8 �������6����8 �� ���������� �� �� ��9������6� @�!������� I	RQ/
I	R�A	 )��������6� �� 6�G� �� ��9������6� ��� ������ ��� ���!������ I	��	 h̀j ���� ���
6���������� �����"������� [ ����� ���%��� ��<��� ��� ��� ����� "�4�"���� ��U�� "���"����
��� �����%����� �� "��������6�8 ��� !�� � ti − ti−1 ≤ Tmin	

)� ��"������� <�������� β(t) ≥ βc
TL

�� �����7"� �� "���"������� �� ���!������ I	�
����� ��� ��6������� 6�� ������"����� �� E[CF ] 6������� �� ����������� �� ��9������6�	 1��/
��9���8 6���� 6���������  ������� �� ��%��� "���"�" �� <������� �� ���� �66������ �� 6��%��/
 ��6� �� �� ���6����� ������"�������	 )� %�6���� ��� %�������� ������"������� 0 6�������
��� �������� �� "��������6� ti8 �� !������ �� �� "��������6� qi �� �� ��"��� �������%������	
)� ���6����� ������"������� ���� B��� 6������ �� ������� ��� %�������� 6�������� �� ���/
6�7���	 )�� �� ����,"�� �� ��� ��""����� ��� �������� ���� �����!���� ���� 6� �����7"�
�� "���"�������	 ���� 6���8 �� ���%��� ����� �� <4�� �� ��������� �� ��"��� ����������
�������%������ N 	

8'. ����"������� -�������� �� �� �������� �� �� ��
"���������

=�������"���8 �� ���6����� ������"������� �� �� "��������6� �4����� 6�/������ ���
�����!��� : ��� ��%�� �� �4������� �� ���� �� ��"��������"��� ��� 6���� ���%��6�	 (�/
���"��� ���8 ������"������� �� �� 6��6������ �� �� �� "��������6� ��� ���%��� �����!���
��!���������"��� �� ���4 ������ ������6���	 )� ���"�7�� ����� ������� ������"������� <���/
����� �� �� 6��6������ @*0�2A ���� ��<��� �� ��"��������"��� ����"�� �� �� ����6����
�� �� ���4�7"� ����� %��� : ����%�� �� ������ �� ����"��� �� "��������6� ��� �� *0'2	

�#�
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)� ��"��6,� ��!��������� �� ���� ��� ������� ������"�" �� �� 6��6������ �� �� ��
"��������6�8 6�� ��� 6�G�� �� ��9������6� ���� ���� ��� ���� ��� ���4 9��"��������	 ��
�������� ���"��8 ��� 6�G�� �� ��9������6� ���� �!�������� ��� �� 6�G� ������� ���� �� ���"�7��
�����8 ���� ��� ��� 6�G�� �� �� "��������6� ���� �� ���4�7"� �����	 ���� ��� 6�������6�����
6�� �� ����� ��� 6�G�� �� ��9������6� ���� B��� �� "B"� ���� �� 6��6������ �� ���� ��
"��������6�	 �� ����8 ����K���6� �� �� 6��6������ ��� �� "��������6� �� ���� ��� B���
�� �� ��	

)������6,� ����������� 6������� : 6������ ��� ���4 ������ ���� ����%�� ��"������"���
�� 6��6������ �� �� ������ �� �� "��������6� ����"����	 �� �4���� ��� �� ���%��4 !�� ���
6����� ������"������� �� �� 6��6������ �� �� �� "��������6�	 -�����	�� �� -����,(-�
��
V�R�W ��� 6�"���� ��� ���4 ������ �� ���� ���� ����6��"��� �� 6�G� �� "��������6� ����
�� 9��"������� �������� ��� &�56��, V��W ���� �� 1I/*0�2	 ��� ������� ��� "�������
�� ���4 �� 9���6,����"��� ν(t) ��� �� ���6����� �� �������	 )� 6�G� ����� ��� ��<�� ��
9��6���� ��� ��;������ 6�G�� �� �� ����������� �� ���6����� ����6��"��� ���� �� ���4 ��
9���6,����"���	 ����� 9��"������� "�4�"��� �� 9��6���� ��������� ��� �� ���� �� �� �,�����
�� �����%7���"��� @����6�
 ������A	 )�,&���,7�� �� �� ��6������6���� �&���"���!�� �� ��
����6���� ���7� �� ��9������6� @�	�	 �&��7"�� ����������A $����<� ������������� �� 6���� �,�����	

)� 9��"������� �� �����7"� 6����� ��� ��<��� ��� �� "���"������� �� ���������6� ��
6�G� �����	 )��4��������  ������� �� �� 9��6���� �� 6�G� ����� ��� �

E[CT ] = E[CI ] + E[CPM ] + E[CIN ] + E[CR] + E[CD] + E[CU ] + E[CF ] @I	��A

�J E[CU ] �� E[CD] ���� �����6��%�"��� ��� 6�G�� ������������� �� �� 6�G� �� ��"���7��"���
�� �� ��6&6�� � �� ����%�� � �� <� �� %��	 ���� ����� ���%���8 ���� ���� ��"����� ��4 6�G��
�� 6������6����8 �� "��������6� ���%����%� �� �� ��9������6�	 )� 9��"������� 6�����!�� ��
"���"������� �� 6�G� ����� @*0)��2 � &�
��'�
���()���	 1��� 2�
� 2��� +�����,�����A
��� ������ ��� �

"��
�,�

E[CT ] = CI(�) + E[CPM(�,0,.)] + E[CF (�,0,.)] @I	��A

sous :

⎧⎨
⎩

β(t) ≥ βc
TL

; ∀ t ∈ [0, TL]
hi(�) ≥ 0 i = 1, ..., nh

h̀j(0) ≥ 0 j = 1 + nh, ..., nh + nhp

����� 9��"������� ��� �������� ���� 6������ ������"������� �� �� 6��6������ �� �� ��
"��������6�	 ���� 6� !�� ���� ���� ���������� !���!��� �����6������ ���� �� %���������
�� �� "��,��� �21I*(	 )������B� ����� ���6����� 6������ ���� ������"������� �� ��
6��6������ �� �� "��������6� ��� "�� �� �%����6� : ���%��� �������6����� ��� �� ��������	

8'0 
 �"���� �� ����������

)� ���"�7�� �����6����� 6��6���� �� %��������� �� �� "��,��� Φ2 ���� ������"�������
<�������� ��������� �� ��"��	 )� "��7�� ����&��!�� ���� � ���"�� �� 6�"����� ��� �����/
���� �� �� "��,��� Φ2 : 6��4 ������� ��� �� 9��"��� �� &��	

)� ���4�7"� �����6����� 6��6���� �� %��������� �� �� "��,��� �������� �21I*( ���
��� �����6����� =���� ��%��	 
�� ������ �� ����� ��"� ��� ����"���� �� 6���������� ��
�� �������� �� �� 6���6��� �������� ��� : �� 6�������� ��� ��"������	

�##
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5�����"���8 �� �����7�� ������ 6��6���� ������"������� �� �� 6��6������ �� �� �� "���/
�����6� @*0)��2A8 �� "�&�� �� ������"������� �� 6�G� ����� ���� ��������	 )������B� ��
6�� �4�"��� ������ ���� �� 9��� !�� �� �����7"� 6������� ���4 %�������� ������"�������8
����������� �������� �� �������� �� �������%���� ����� ��� �����%������� �� "��������6�	 (����8
��� 9��6����� ��� ��;������ 6�G�� ���%��� B��� ���6��� �� ������������	

9�(�� 9��������� �� �� ���$��� Φ2

)�����&�� �� <������� ��������� �� ��"�� ��� �������� ��� �� 9��6���� ������ ��"���
���%���� �

G(.(ω, t), t) = R(ω) − δt− S(ω, t) @I	�RA

�J R(ω) ��� ��� %������� ���"��� �� "�&���� μR = 24 �� �� 6��E6���� �� %�������� 0, 28
S(ω, t) ��� �� ���6����� ���6,����!�� =������� �� "�&���� μS = 18 �� �� 6��E6����
�� %�������� 0, 25	 )� ����"7��� �� �� �������� δ ��� �����"������ ���� � �� : 8�#	 )�
9��6���� ������6���������� �� ���6����� ��� � exp

[− (t1 − t2/Lc)
2]	 1���� %������ �� ��

��� ���� ������6���������� Lc ���� ������� � 18 0, 1 �� 0, 01	 )� ���4 �� 9���6,����"���
6��6��� ��� �� "��,��� Φ2 @�!������ I	��A ��� 6�"���� : 6���� ������ ��� �� 9��"��� ��
&�� @�!������ I	��A	

)�� < ���� I	� "����� ����K���6� �� ��� �� ���6���������� Δt ��� ��� ��������� �� ��
"��,��� Φ2	 
� ��� �� 0, 1Lc ���"�� ��������� ��� ��������� �����9�������	 1����9���8 ��
"��,��� Φ2 �4� � �� ��� ��7� ����� ����!�� �� ��� ���� �� 6���������� ��� ��9������� :
0, 018 6��� �� 9��� �� �����"��� �� ���E6�6���	 )� ������� I	� "����� !�� ����!�� �� ��� ��
���6���������� ��� �� 10−3 �� ��"�� �� 6��6�� 6����������� ��� ��6�������	

)������������ �� �� "��,��� Φ2 ���� ��� 9��"������� : ���4/��%���4 �� �� 1I/*0�2
���� ������ �� ���6����� ������"������� �"�����6����8 ������� ����!�� Lc ≤ 1 �� �������%����
�� �� ����� �� %�� ��� ����M ��� � @�	 	 TL d � ���A	 1����9���8 �������6,� Φ2 ���� B���
������� ���� ��� ���6����� ��6������ ����� !�� �������6,� �21I*(	

Δt Lc = 1 Lc = 0, 1 Lc = 0, 01
Δta 8D s D8� s �Q s
Δtb 8� s �8� s �� s
Δtc 8� s �8� s D8� s

Δta e Δtb e Δtc

��'���� H "7 ����� �� ������ ��� �� �� ��/��� Φ2 

9�(�� 0����� �� ����� ���� ������� 7 �� ��������� ��� ���������

)� 6�������� ��� ��"������ ���%�!��� ��� �� ����������� �� 6,������ ��� ���� ���
"�6����"�� �� �� �������� ��� ���� �"�������� ���� ��� ����6����� �� ����� ��"�	 )�
������������� ���� �;�6��� �� ����� ��"� ��� ���4 ����� � �� ��%��� �� �� ���9�6� ��
����� �� �� ��%��� �� �� ����6���� �� �� 6���6��� �������� �� ����%�� � �� �� ������������
��� 6���6�������!��� "�6���!��� �� ���6���	

(� ��%��� �� �� ���9�6� �� �����8 ��� �������� �� 6�������� @�� �������A ���%�!����
��� ��������� �������� 6�� �� "���� %���"�!�� �� �� ������� ��� ��9������� : 6���� �� ���6���	

�#D
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,���	� H "37 �	�'�'����� �� ����������� ����:
��� � ��������� 

��� ��������� �������� ���%�!���� �� 9��"����� �� <������ �� ��%��� ��� ��"������ !��
�� ����� ��� $��!��: �� ���9�6�	 )��� "�������� �� �� ������� "7�� %��� ���6����"��� ��
����� �� �� "��� : �� ��� ��"������	

(� ��%��� ����6�����8 �� ����� �� ��6���� �� ���6��� ���%�!�� �� ����6���� �� �� 6���6���
�������� �� ����%�� �	 �� ����8 �� ��6������ �� ���6��� ��"��� B��� ������� ����!�� 6����/6�
��� 9����"��� 6������ V���W	

)���$�6��9 �� 6���� �����6����� ��� �� �������� �� ��"��������"��� ����"�� �����
������ �� ����� ��"� @< ��� I	��A �� 6���������� �� 6�������� ��� ��"������ ��� ���/
�������	 �� �������� ���"��8 6� ��"��������"��� ���� %���<�� �� ��%��� �� <������� 6����
������ ����� �� ����� �� %�� ���,����� �� # ���	 ���� 6���8 �������6,� 6�����!�� �� ��
1I/*0�2 �� �� "��,��� �������� �21I*( ���� ���������	

�#Q



 ��� �������� ��  ��	���	�� ��$

,���	� H ""7 ���	� ������6�� �� ������ 	���������	� 

�<L<4<8 ���1#� *�������� �� #� ����� ��� �� ��*����� 

)� "��7�� �� �� 6�������� ��� ��"������ ������� ��� -��6��� �� �
 V���W ��� ������
���� 6���� �����	 �� "��7�� ������ ��� �� ���4�7"� ��� �� .�58 !�� ���"�� �� ��6���� ��
��;����� �� 6,������ ���� �� ��!���� ������������	

∂C

∂t
= Dcl

∂2C

∂x2
@I	��A

�J C ��� �� 6��6��������� �� 6,������ �� Dcl ��� �� 6��E6���� �� ��;����� ��� ���� ��
6,������ ���� �� "�������	 )�� ,&���,7��� ���%����� ���� ��������� ���� �������� 6����
�!������ ��;���������� � �" �� "����� ��� �������� �� ��"�/��<�� [ �" �� 6��E6���� �� ��;�����
��� ����������� �� ��"�� �� �� ������6� �" �� 6��6��������� �� 6,������ : �� ���9�6� ���
6�������� �� �� 6��6��������� �� 6,������ ���� �� ����� : ��������� t = 0 ��� �����	 )�
�������� �� ���!������ I	�� ���� 6�� ,&���,7��� ��� �

C(x, t) = Cs

[
1 − erf

(
x

2
√
Dclt

)]
@I	�#A

�J Cs �� C(x, t) ���� �����6��%�"��� �� 6��6��������� �� 6,������ : �� ���9�6� �� : ���
���9������ x : �� ������� t8 erf(.) ��� �� 9��6���� ��������	 )� 6�������� ��� ������� ����!��
�� 6��6��������� �� 6,������ ������� �� 6��6��������� ����� Cth ���%�!���� �� �������%�����
��� ��"������	 )� ��"�� ������������ : �� 6�������� ��� ����� ��� �

τini =
c2
[
erf−1

(
1 − Cth

Cs

)]−2

4Dcl
@I	�DA

�J c ��� �������� � ��mm	 ����� 9�X��  �������8 �� "�6����"� �� 6�������� ��� ��6�"����
�� ���4 �,���� ������6���	 )� ���"�7�� ��� ������������ �� �� 6�������� @�� 6,������ �����
���� �� ����� �� �� ������ �� 6�� � ��� ������� �� ����� 6����!��A	 )� ���4�7"� �����
6��6���� �� 6�������6� �� �� 6�������� ��� ��"������	 )� < ��� I	�� "����� 6�� ���4
������	 �����7� 6� "��7��8 �� ����6���� �� �� ��6���� ��� ��"������ 6�""��6� $���� ���7�
�� ��"�� ������������ �� �� 6�������� τini	 ����� ����6���� ���� B��� ����"�� �� 6����������
��� 6�������� ���9��"� �� ��� 6�������� ��� ��!G��� @< ��� I	�RA	 �� �������8 �� 6��������
��� ����������� �� 6,������ ��� "���4 ����������� ��� ��� 6�������� ��� ��!G���	 ����
��� ���4 "������������8 �� ����6���� �� ���"7��� �� �� ����� ���6��� ��� ������ ��� ���
�4��������� ���%����� V��RW �

�#�
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• ��������� ���9��"�

φu(τ) =

{
φ0 �� τ < τini

φ0 − 0, 0232
∫ τ

τini
icorrdτ ����� @I	�QA

�J φ0 ��� �� ���"7��� ������� �� �� ����� �� icorr ��� �� ���4 �� 6�������� @������� 6�������A
������ ����� ��������� �� 6������ �� 6��������	

• ��������� ��� ��!G���

φu(τ) =

{
φ0 �� τ < τini

φ0 − 0, 0116 α
∫ τ

τini
icorrdτ ����� @I	��A

�J α 6��������� �� ������� �� ���9������ ���6��� 6������ ��� ��!G��� �� ��� 6��������
���9��"�	

,���	� H "!7 ����� �-�������� D �� ��		�:
���� 

,���	� H ")7 �& ��		����� �����	�� � �& ��	:
	����� ��	 ��6C	�� 

)���������� �� 6������ �� 6�������� ��� ���� : �� %������ �� 6�������� !�� ���������� ��
!������� �� "���� �������� ������� �� ��"�� ��������8 ��� ��� ���� ��������8 : �� 9�����7��
����� ���6��� �� �� �����	 )� ��� �� .���	�� "����� !����� %������ �� 6�������� �� 1μm/an
6��������� : ��� ��������� �� 6������ �� 6�������� � ��� : 8� μ.A/cm2	 )��4��������
0, 0116 α

∫ τ

τini
icorrdτ ������� �� ���4 �� 6�������� �� mm/an	 )� < ��� I	�� �������� ���

6�����<6����� �� ��� �����%��� �� �� 6�������� �� 9��6���� �� 6������ �� 6�������� icoor V���W	

�<L<4<4 ���1#� -������#� ��

)� "��7�� ������������ ��� 6����� �%�6 �� "��7�� "�6���!�� �� 6�������� �<� �� �������
�� <������� ����6������ ������� �� ����� �� %��	 )� 9��6���� ������ ��"��� ��� ��<��� ���
�� ��������6� : �� K�4��� �� �� ������	 )� "�"��� ����"� �� 9��6���� �� ��"�� ��� �����
��� �

Mu(t) = As(t)fy(h− c)

(
1 − 0, 59 As(t) fy

b (h− c)fc

)
@I	��A

�#�



 ��� �������� ��  ��	���	�� ��%

,���	� H "+7 ��	������� �� �� ��		����� �� ������� �� ��= �� ��		����� icoor ;"++< 

�J h ��� �� ,������ �� �� ��6���� �� �� ������8 c ��� �������� �8 fy �� fc ���� �����6��%�"���
�� ��������6� �� ���6���� �� ���6��� �� �� ��������6� �� 6�"�������� �� �����8 As(t) ��� ��
��6���� ��� ��"������ ��� ����������8 ���� ��� �����"���� �� ��������� �� "��7�� �� 6��������
�4���� 6�/������	 )� 9��6���� ������ ��"��� ���� ���6���� ��� �

G(�,/, t) = Mu(�, /, t) −Ma(ω, t) @I	#A

�J � ��� �� %�6���� ��� %�������� ������"������� �� . �� %�6���� ��� %�������� ���������� ��
Ma(ω, t) ��� �� "�"��� �����!��	 )� ������� I	� �������� ��� 6���6�������!��� ��������!���
��� %�������� ���������� �� "��7�� �� 6�������� �� ��� ���������� "�6���!��� ��� "�������4	

)�� "�&����� ��� ��"�������  ��"����!��� μh8 μb8 μAs �� μc ���� ��� %�������� ������/
"�������	 )� "�"��� �����!�� ��� �� ���6����� =������� �� "�&���� μMa = 441 +�	" ��
�� 6��E6���� �� %�������� �� 0, 25	 )� 9��6���� ������6���������� �� 6� ���6����� ���6,��/
��!�� ��� ��<��� ��� ���!������ I	� �� �� ��� ���� �� 6���������� ��� ����� ����� Lc = 1	

�<L<4<7 +�*�� �����*��� �-��*�# �� #� -�����

)�� �����6,�� ������"������� <�������� 1I/*0�2 �� �21I*( ���� �����!���� ����
��<��� ��� ��"������� ����"���� �� �� ��6���� � ,������ h8 ��� ��� b8 ��6���� ��� ��"������
As �� ������ � c	 )�� %������ ��������� μ0

� �� ��� ������ ����������� μUB
� �� ��9�������� μLB

�

��� %�������� ������"������� ���� ���������� ���� �� ������� I	R	 )� 6��6������ ��6,��6,��
���� �����9���� ���4� ��6� �� <������� ��<��� ��� ������6� �� <������� 6���� : # ��� βc

t=50 ans =
3, 80	 )�����&�� �� <������� ��������� �� ��"�� ��� �;�6���� ��� �� ��� �� ��"�� �� 0, 1Lc [
6���� %����� ���"�� ��  ������� ��� ����� ���6�����	 )� ���4 ���6����������� r ��� <4� :
1% �� �� 6�G� �� ��9������6� ��� ���� � �� : 100×CI 8 �J CI ��� �� 6�G� ������� �� �� ������
����"� : ������ �� 6�G� ���6���8 �� ����� �� �� �� "��� �� H�%��	

)�� ��������� �� ������� I	� "������� �� %������� ��� �����4�"������ ��������� ����
�21I*(	 )������4�"����� �������� ���� ���!������ I	R� ���� ���������6� ��� 6�G��

�D



 ��� �������� ��  ��	���	�� ���

I������� �� ������� '�&���� �I ������������
���������� "�6���!��� ��� "�������4
fc @'��A R 8�# )� ���"���
fy @'��A # 8� )� ���"���
����"7���� �� "��7�� �� 6�������� V��RW
Cth 8RQ 8� )� ���"���
Cs � 8D )� ���"���
Dcl @6"2U�A �8D� .10−8 8R )� ���"���
icoor @μ(U6"2A � 8R )� ���"���
α #8D# 8�� =�"���
����"7����  ��"����!���
h @6"A μh 8R ���"���
b @6"A μb 8R ���"���
As @6"2A μAs 8R ���"���
c @6"A μc 8R ���"���

��'���� H !7 8���	����� �����6�� ��� ��	��'��� ������	��

�� ��9������6� ����� ����!�� �� "B"� �������� !�� �� 6��6�� �4�6� �;�6��� ��� �� 1I/
*0�2	 ����� �����4�"����� �������� ��� ��� ��������� �� ������&�� �� <������� ���������
�� ��"�� �������� : 6,�!�� 6&6�� ������"�������	 �� ����8 ���� ��%���� �� ���� �� ����
���6��� �� %������ � �� ������"�"	 )������6,� �21I*( 6��%�� � %��� ��� �������� %������
�� ������"�" �� �������6,� 6�����!�� 1I/*0�2	

)� < ��� I	�D �������� ��� ���<�� �� ������6� �� <������� �� 9��6���� �� ��"��	 )�
�������� �� �� �21I*( ��� ���� ������� !�� 6���� �� �� 1I/*0�28 ���� ��� �� 7��"���
���� 6�G����� �� 0, 36%	 ���������8 �� ����� �� ������6� �� <������� β(t) ���� �� ��������
�� �� �21I*( ��� ���� ������6�� !�� 6���� �� �� 1I/*0�2	 ���� ���4���!�� ��� �� 9���
!�� �� 6,��4 �� ��"��������"��� �� �� �21I*( 6������� : �� "����� �� ��6���� �� �����
���� �� �� ������� �� ��6���� ��� ��"������	

μ� μ0
� μLB

� μUB
�

μh @6"A � � ��
μb @6"A D � ��
μAs @6"2A �� � �D

6φ32 1φ32 20φ32
c @6"A � R #

��'���� H )7 8���	����� ��� ��	��'��� �-����������


� ����� ����6� �"������� !�� � 9��� ����$�� �� ��%������"��� �� �������6,� �21I*(
��� ��  ��� �� ��"�� �� 6��6��	 ����� �����6����� "����� ���E6�6��� �� �������6,� �21/
I*( �� �������B� �� ��6������ ������&�� �� <������� ��������� �� ��"�� �� �� ���6�����
������"�������	 )� "��,��� 1I/*0�2 ��� ��7� 6����""����6� �� ��"�� �� 6��6�� 6��
���� ��� ����� ��� ��� 9��"������� : ���4 ��%���4	 �� ����8 �� 9��6���� ��$�6��9 ��6������
��� ����&�� �� <������� ��������� �� ��"�� ���� ������"����� ��� 6�G�� �� ��9������6�	 )�
6��6�� ���  �������� �4� � �� ��"�� �� 6��6�� 6����������� ���� 6,�!�� ����&�� �� <�������8

�D�



 ��� �������� ��  ��	���	�� ���

������� ����!�� �� ��� �� ��"�� ��� ��7� ����� @≤ 0, 1LcA	

)��%���� � �� �� "��,��� �������� ������ ����� ���� ������������� �� ������"�������
�����"������8 �J �� 6��6�� ��� ������������ ��� ���� ����	 )�����"�" ��� ������ ���7� �
6&6��� ������"������� �� ������&�� �� <�������	 �� ����8 6���� "��,��� ���"�� ���������
��� ���6����� �����9������� ���� �� 6�G� �� 6��6�� !�� ����� � ���"���	 )��;��� �� 6��6��
�6���"��� ��� �21I*( ���������� 96% ��� ������� : 6���� �4� � ��� �� 1I/*0�2	

h b As c E[CT ] E[Cf ] CI β(t = 50) ��

@cmA @cmA @cm2A @cmA @5eA @eA @5eA @�A

1I/*0�2 DD8� ��8# ��8R� R R8D� �D8#Q R8DQ R8� DR
�21I*( D�8� #�8R �#8�� R R8Q �D8�� R8D� R8� ��

��'���� H +7 ���������� �������� � 	������ �� �-���������� 

)� ������� I	# ����!�� ��� %������ ��� 6��E6����� �� ��6����� 6������� ���� ������"�/
������ �� �� ������ ��� �21I*(	 ��� 6��E6����� ���� �����!��� ��4 %������ "�������
��� %�������� ���������� Ma8 fc �� fy	 ��� 6��E6����� ���� 6������� : ��������� t = 0 ���
�� ���� �� ������6� �� <������� 6���� βc

t=0 = 4, 48 !�� ���� B��� ������ �� �� < ��� I	�#	
)�� %������ ��"������ ��� %�������� ������"������� ���%��� B��� 6���������� 6�""� ���
%������ �� �������6� ��� ��"�������  ��"����!���	 )������� � c ��� ���� : �� %����� ��"���
�� 3 cm	 )� ����������� �� �������� � c $��� �� �F�� "���� ������������ ���� �� <�������
!�� ��� ������������ ��� ������ %��������	

γ = Xd/X50% Ma fc fy Δh @6"A Δb @6"A ΔAs@6"2A Δc @6"A
�8�� 8�� 8�� �8RQ 8R� �8D� /8�

��'���� H .7 ���2����� �� ����	�� �� �� �4�H��

βc(t = 50 ans) h b As c E[CT ] @5eA E[Cf ] @eA CI @5eA βc(t = 0)
R8� D�8� #�8R �#8�� R #8R� �QQ8Q� R8D� �8�
�8 D�8� #�8� �Q8#� R �8#� QD#8� R8Q# �8D�
�8� Q8 #�8# ��8R# R �8�� R��8�� R8�� �8�R
�8� Q8� #R8� ��8�� R �8� �R�8�� R8�� #8�
?>L 98>L 57>9 M7>:: 7 ?>:: 5L>:7 7>M? 5>45
�8� Q�8� #�8R ��8�� R �8R ��8D� �8� #8�Q
#8 QR8� #�8� �D8�� R �8� �8� �8� #8D�
#8� Q� ##8# ��8�� R �8�D �8�� �8�# #8��
#8# Q#8� #Q ��8#� R �8RR 8#Q �8RR D8�Q
D8 �8� D8R ��D8D� R �8Q� 8R �8Q� Q8D#

��'���� H 17 ���������� �������� ��		���������� ��= ������� ��'��� ��	�6�� Cf = 104.CI

���� ������� ����K���6� ��� 6����!���6�� �� ��9������6� ��� �� �������� ����"���8 ����
�%��� ������� �� "��,��� �21I*( ���� ��"��������� �� "B"� ������ ����!�� �� �������
����� �� 6�G� �� ��9������6� ��� �� 6�G� ������� ��� � �� : 104	 ���� 6���8 ��������� ����6��
6����� : ��> � �� # ��� ���� �������8 : ��%��� �� 3, 8 $��!��: 6 ��� ��� �� 0, 1	 )� < ��� I	�Q
"����� !�� ������"�" "���"�� �� �� 9��6���� �� 6�G� ����� ��� ������ ���� �� ����6� 6����

�D�
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,���	� H ".7 �	�&�� �� �-������ �� &�'���� β(t) � �� �� ��'�� βc(t) 
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,���	� H "17 ������ �� &�'���� β(t) ��� ���= ���������� �������� 
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,���	� H "$7 B������� �� ��C ��� �� ������� �� �-������ ��'�� 

6�"���� ����� 4, 5 �� 4, 6	 ��� ����6� ���������� �� ��%��� ����"�" �� <������� %���<���
���!������� ����� �� 6�G� ������� �� �� 6�G� �� ��9������6�	 )� ������� I	D ����� ��� 6��6��/
����� ����"���� 6�������������� ��4 ��;������ ����6�� 6�����	 )� 6��6������ ����"��� @��
 ��� ���� �� ������� I	DA ��� 6���� !�� "���"��� �� 9��6���� �� 6�G� �����	 5�����"���8
�� 6,��4 �� ������6� 6���� ���� B��� $���6���48 6�� �� ����6� 6���� ���%� 6������������ :
��� ��7� ������ ����������� �� ��9������6� 6������ : �� 6�G� ������� �"�������8 �����9��� ��
����6� 6���� ��� 6������ : �� 6�G� �� ��9������6� ���%�	 )� ��6,��6,� �� ��%��� ����"�"
�� <������� ���� B��� 9�6���"��� ����"������ ���� �������6,� �21I*(	

9�(�� ������������ �� �� ���������� �� �� �� ����������� �#��
��������

����� �����6����� %��� : "������ �������B� ������ ��� ������"������� �� �� "��������6�
���� �� ���6����� �� 6��6������	 )� �������� ��� ����"��� ��� ����� �����6,�� ��;������� �

• �" ����"������� <�������� ��������� �� ��"�� @1I/*0�2A ���� "��������6� [

• �" ����"������� <�������� ������������ �� ��"�� @*0�2A ���%�� ��� ������"�������
�� �� "��������6� @�����6,� ��!���������A [

• �" ����"������� �� �� 6��6������ �� �� �� "��������6� @�����6,� 6������A	

)� "��7�� �� �� �������� ��� 6���� ����� 6�������� ���9��"� �� �������� V��#W "��������
��� �

ec = k tn @I	#�A

�D�



 ��� �������� ��  ��	���	�� ���

�J k �� n ���� ��� 6��E6����� �� "��7�� �� 6��������8 ec ��� �� 6��6,� 6������� �� ��������
: ��������� t8 �J t ��� �� ������	 )� "��7�� "�6���!�� ��� ��"���<� �� �� 6���������� !��
��� 6���������� 6��6��9����������� σc �� ��� ���������� σl8 �� 9��6���� ������ ��"��� ���6��� �

G(/, t) = fy −
√
σ2

c + σ2
l − σcσl @I	#�A

��� !�� :

σc =
PRi

e− k tn

σl =
νPRi

e− k tn

�J fy ��� �� ��"��� ��������6��� �� ���6���8 e ��� ����������� �������� �� ��������8 P ��� ��
�������� ������� �� ���%�6�8 ν ��� �� 6��E6���� �� ������� �� Ri ��� �� ��&�� ��������� ��
��������	 )�� 6���6�������!��� ��������!��� ���� ���������� ���� �� ������� I	Q

���6������� �� �� %������� �� �������� '�&���� �I ������������
�������� ������� P @'��A � 8� ���"���
)�"��� ��������6��� fy @'��A �Q# 8� )� ���"���
*�&�� ��������� �� �������� Ri@""A �Q8R 8� ���"���
���E6���� �� ������� μ 8� 8# ���"���
���E6���� k 8DD 8#R ���"���
���E6���� n 8#R 8�D ���"���

��'���� H $7 8������ �����6��� �� �������� 

�<L<7<8 �-��*� ����� �� #� �����-���� -�� ����
+�

)�� �����6,�� <��������� �21I*( �� 1I/*0�2 ���� ��������� ���� ����%�� �����������
����"��� �� ��������	 ���� 6���� �����8 ���� �%��� ������� �� 9��"������� 1I/*0�2 ����
��"������� <��������	

"��
e

E [CT (e, ., t)] = CI(e) + E [CF (e, ., t)] @I	#RA

���� �21I*( ��� ����������� �� ��9������6� ��"������� ���� B��� <4��8 6���� �����������
��� ��<��� ��� 10−5 ���7� # ��� �� ���%�6�	 )� 9��6���� �� 6�G� ������� ��� ������ ��� �

CI = ρπ
(
(Ri + e)2 − R2

i

)
L ci @I	#�A

�J L ��� �� ��� ���� �� �������� ����� � ��� : ������� @1mA �� ci ��� �� 6�G� �������� ��
�������� ���� � �� : 1000 e/m3 @�� ���� �� 6�G� �� 9����6����� ���� �������� ��  �M ��

�( ��� ����"� : Q�D  $/km8 ��6����� �� 9����6�����8 �� ���������8 �� "��� �� H�%��8 ���
������ ���� ��������8	 	 	 A �	 )� 6�G� �� ��9������6� ��� ������������� �� 6�G� �� ��9����6� �
104 × CR8 �J CR = 48, 74 keUm ��� �� 6�G� �� ��9����6� 6������������ : ��� ���������
�������� �� �������� �� � mm	 1��� ��� 6�G�� ���� �4���"�� �� ����� "�������� ��� �����
�� ��� ���� @eU"A	 )� ���4 ���6����������� @	������ ����A ��� ���� � �� : 1%	


� @��3 0;;===���������	��������
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 ��� �������� ��  ��	���	�� ���

���	��/�� e CT CI CF β(t = 50 ans)
�� MeG� MeG� MeG�

�H:��84SL "!I"( 1.I(. .I$1 13I3. +I"!1
�4�H�� βc = 4, 27 "!I(1 11I$> )I". 1)I1+ +I!1!
�4�H�� βc�

= 4, 13 "!I!3 1.I>+ .I1. 13I"$ +I")"
���	
��SL  ���� ���������� ���������

��'���� H (7 B�������	 ������� �� �������� 

)� < ��� I	�� "����� !���� �4���� �� ��%��� ����"�" �� <������� ���"������ �� "�/
��"���� �� 9��6���� �� 6�G� ����� �%�6 �������6,� 1I/*0�2 ���� ��"������� <��������8
6������������ : ��� ����������� �� ��9������6� : # ��� �� Pf (t = 50 ans) = 1, 84.10−5

@β(t = 50 ans) = 4, 13A	 �� ��%��� ����"�" �� <������� ������� ���!������� ����� �� 6�G�
������� �� �� 6�G� �� ��9������6� 6��������� : ��� ��������� �������� �� 12, 18 mm @< ���
I	��A	 )� "��,��� �21I*( �4� � �� %����� 6���� �� �� ����������� �� ��9������6�	 )������/
���� �������� �� 12, 86 mm ������ ��� �21I*( 6��������� �� ��%��� �� <������� 6����
��<�� ��� ��� ����������� �� ��9������6� ��"������� �� 10−5	 1����9���8 �� �����7�� �� �� ��
������� I	� "����� !�� ���� �� ����6� �� <������� 6���� �� 4, 13 6������������ �� ��%���
����"�" �� <�������8 �21I*( ����� ��� ����������� ����"��� �� 12, 20 mm ���6,� ��
6���� �� �� 1I/*0�2SL	
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,���	� H ">7 ������ ������ �� &�'���� 

���������8 ���4�����6� �� ��%��� ����"�" �� <������� ����� ��� ���%���8 6���� ���� 6����
������ !�� ��� ��"�������� <��������� ���� ���%��� ��6�������� ���� �� 9��"������� 6�����!��
�� �� 1I/*0�2	 )� < ��� I	� �������� ��� ���<�� �� �� ����������� �� ��9������6� ���
��������� ����"����	 )�� �����6,�� �� �� 1I/*0�2 @�21I*( �� 1I/*0�2SLA ���/
������ ��� ���������� ��������� ���"������ : �� ����6���� �� �������� $��!��: # ��� ����
�����%������ �� "��������6�	

�DD



 ��� �������� ��  ��	���	�� ���

�<L<7<4 �--���$�  ��������##� !�
��"

)������6,� ��!��������� 6������� � ������� ������"������� �� �� "��������6� �� 6����
�� �� 6��6������	 )���������� ����"��� �� �������� ��� 6��6���� ��� ��� �����6,� �� ��
*0�2 ������������ �� ��"��	 ������� ������"������� �� �� "��������6� ��� �����!���
���� ����%�� �� "�������� ������ �� �� "��������6�	 ���� ����� �����8 ���� 6����������
!�� �� "��������6� ���%����%�8 �� ��6,��!�� �� "��������6� 6������� : "����� ��� 6��6,�
�� ��%B��"��� ��� �� ��������8 6���� 6��6,� ��� �������� : �������� �� 6��������	 )�� �� /
"���� ����""� �� �� �������� ���� ��"���6��	 (����8 ��� ���9��"��6�� ����6������� ����
��������� : ���� ��%��� ������� ���� ��,&���,7�� ����� "��������6� ���9���� @(=(�A	 )�
����� %������� �� ��6����� ��� �� ��� ���� �� �������%���� ��� �����%������� �� "��������6�8
����� a @�� ������A	 )� 6�G� �� ��9����6� ����� �����%������ �� "��������6� ��� <4� :
0, 1×CR 6������������ : �� 6�G� �� ��Q# e/m ��� ���������	 )� 6�G� �� ��9������6� ���
<4� : 104 × CR	 ���� ��������� !�� ��� 6�G�� ��� : �� "��� �� ���B� �� ����%�� � �� : ��
����6���� �� �� �����6����8 ��� !�� �� ��"������� �� �� �������� ������� �� �������� ����
��6��� ���� �� 6�G� �� ��9������6�	 )��!������ I	� ��� "���"���� ���� ��"������� <��������	

)���������� ����"��� ������� ��� �� *0�2 ��� 8, 48 mm 6������������ : ��� �����/
������ �� ��9������6� ����������� �� 2, 11.10−6 : t = 0 8 �J : �� ����6� �� <������� �� 4, 6	
)� 6�G� �� 6������6���� 6������������ ��� 41, 64 ke/m	 )� < ��� I	�� "����� !�� ��
9��6���� �� 6�G� ����� �� "��������6� ��"�� �� ����"�" ���� ��� ��� ���� �������%����
a = 15, 5 ���	 )� < ��� I	�� �������� ���%������� �� ������6� �� <������� �� 9��6���� ��
��"�� �� ������ 6�"��� ��� �����%������� �� "��������6�	 ���� ��"��!���� : ���%��� ��
< ��� I	�� !�� �� ��"������� <�������� ��� ������� ���� 6� �����7"� 6�� ������6� �� <�������
��� ���$���� ��������� : 4, 20	
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5� ��� I	�� Pf (t) ��� 6��6������� ����/
"���� �� 1I/*0�2	
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5� ��� I	��� ��G�� �� 9��6���� �� �� ���/
 ���� �� �������%���� a ����
*0'2	

�<L<7<7 �--���$� ���-#�� !�
����"

)������6,� 6������ 6������� : ��6,��6,�� ��"������"��� ����������� �������� �� ��������
�� �� ��� ���� �� �������%���� a	 )� 9��6���� �� 6�G� ����� ��6�� �� 6�G� �������8 �� 6�G� ��

�DQ



 ��� �������� ��  ��	���	�� ��$

"��������6� �� �� 6�G� �� ��9������6�8 ���� ��� "���"���� ���� ��"������� <�������� @�!������
I	��A	 )�� "B"�� 6�G�� �� ��9����6� ���� ��������	

)�� < ���� I	��/I	�# "������� !�� ������"�" ��� ����� ���� �� �����%���� �� ��"��
�� �# ��� �� ��� ��������� �������� �� 9, 18 mm	 �� �����8 6���� 6��6������ �4� � ��� �����
�����%������ �� "��������6� : � d �# ���	 )� ���<� �� ������6� �� <������� �� �� ����6����
����"���� @< ��� I	�RA "����� !�� ������6� �� <������� ��� ���$���� ��������� : 4, 4	

�<L<7<? +� ��  ���

)� ������� I	� "����� ��� ��������� ��� ��;������� �����6,��	 )� 6��6������ �������
��� 1I/*0�2 ��� ������� �� �� ��6������ ��� �������%������ �� "��������6� 6�� �� ���/
�������� �� ��9������6� ��� ���$���� ��9������� : �� %������ ��"������� �� 10−5 ���� �� ��� 
�� �������%���� �� �� ����� �� %�� <4� : # ���	 1����9���8 6���� �������� ��� ��7� 6�G�����	

1I/*0�2 *0'2 *0)��2
��G� ����� keUm D#8�# #�8#R #8Q#
��G� ������� keUm D8# ��8D� ��8D
��G� �� "��������6� keUm / �8� R8�
��G� �� ��9������6� ke/m #8QD �8#� �8R#
P�������� �������� e mm ��8�� �8�� �8��
)�� ���� a �� ������ / �#8# �#
β(t)min �8�� �8� �8��

1������ I	�� ��"�������� ����� ��� ����� �����6,�� 1I/*0�28 *0'2 �� *0)��2	

)������6,� 6������ �� ������"������� �� �� 6��6������ �� �� �� "��������6� @*0)��2A
6��%�� � %��� ��� �������� ���� ����"��� !�� 6���� �� �������6,� ��!���������	 )������6,�
6������ ������� ��� �������� 6��������� : �� "����� ����������� �������� ���� ������� ��
6�G� �� ��9������6� �� �� 6�G� �G ��4 ���������� �� "��������6�	 (����8 �� 6�G� �������
�� "���� ��� �!������� ��� �� ����6���� ��� 6�G�� �� "��������6� �� �� ��9������6�	 �����
�������� �4� � ��� ����� �����%������ �� "��������6� ��� �������%���� V8 #W !�� ���� B���
�;�6���� : ��> � �� �# ��� �� �� ����6����8 ����� !�� �������6,� ��!��������� ������� ����/
���%���� a = 15, 5 ��� 6������������ : ����������� �������� �� 8, 48 mm	

5�����"���8 6�� �4�"��� "����� �������B� �� �������6,� 6������ �� ������"������� �� ��
6��6������ �� �� �� "��������6�	 )� �������� �������� ��� �� *0)��2 ��� �� ���� �������
��� ������� ��4 ���4 ������ ��������� 6�� ������6� �� <������� ��� ���������� : 4, 4 ���� ��
��� �� �� ����� �� %��	
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5� ��� I	��� ��G�� �� 9��6���� �� �� ���/
 ���� �� �������%���� a ����
*0)��2	
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5� ��� I	�#� ��G�� ����� �� 9��6���� �� a
�� ����������� e	

8'2 ���������

�� ������� 6,������ 6����6�� : ������"������� <�������� ��������� �� ��"�� � "�����
�������B� �� 6���� "��,����� �� ���� ��"��������� ��� ����6����� ��������� ��� �� ����/
�����	 �� �;��8 �� ��6,��6,� �� �� 6��6������ ����"��� ���� ����� 6�"��� �� 6�� �� ����/
����� ���� �� "����� �� ���4 �� ��9������6� �����C���� �� 6�G� ��������� ��4 �6���"���
��6�"�����	

)� <������� ��������� �� ��"�� ��� �� "��,��� Φ2 ���� B��� %�� 6�""� ���������
����&��� �� <������� ������������� �� ��"�� �;�6����� ��66����%�"��� ��� �� ��� ��
��"�� ��7� �����	 (����8 ������ ������ �� ������&�� �� <������� ��������� �� ��"�� ����
��� ���6����� ������"������� <�������� ���� ����� �� ������4 �����7"�� ���E6�6��� �� ��
6��%�� ��6�8 ������� ����!�� 6���� ���6����� ��� 9��"���� �� �����6,� : ���4 ��%���4	

�� ��"��� �����6����� 6�""� �� ������ �� ����� ��"� ���� �4� �� �� ��"�� �� 6��6��
6�����������	 1����9���8 6���� �����6����� � "����� !�� �� "��,��� Φ2 ���� B��� �������
���� �������6,� �21I*( !�� � ��� ��%������� ���� �%���� ��� �����7"�� �� 6��%�� ��6�

�D�



 ��� �������	�� ��%

�� �� ��"�� �� 6��6��	

( ���%��� ��� �����6������ �� 6� 6,������8 ��� ��;������� �����4�"������ �����������
���� �21I*( ���� �����6,�� �� 6�G� �� ��9������6� ���� %�������	 ��� �����4�"������
��6���� �� %������ � �� ������"�" �� 6&6�� ���6����� ���� �6��������� : 6,�!�� 6&6�� ���
�� ���%�� ����"�" �� ��� ������&�� �� <������� ��������� �� ��"��	

)������ �� ������"������� �� �������� ���� � ���"�� �� ���6�� ��� ��;������� 9��6�����
�� 6�G�� �� �� %���<�� ��� ��������� �������	 ����� ����� � "����� ���� �������B� �� 6������
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OPTIMISATION FIABILISTE DE LA CONCEPTION ET DE LA MAINTENANCE DES 
STRUCTURES 
 
RESUME 
 

L'optimisation vise à trouver le meilleur compromis entre les différentes exigences 
contradictoire, telles que les performances, le coût et la durabilité. Toutefois, la conception 
des structures doit être placée dans un contexte incertain. Traditionnellement, les incertitudes 
sont considérées par l'application des coefficients partiels de sécurité. Cependant, l'utilisation 
de ces coefficients ne garantit pas une conception optimale pour le niveau de fiabilité 
souhaité. L'optimisation fiabiliste est développée pour établir le meilleur compromis entre la 
réduction des coûts et l'assurance de la fiabilité, par la considération des incertitudes. Dans ce 
mémoire, une nouvelle approche de l’optimisation fiabiliste est proposée afin de tenir compte 
de l’interaction des différents modes de défaillance et de l’évolution de la fiabilité en fonction 
de l'âge de la structure. La meilleure solution est recherchée par la minimisation de la fonction 
du coût total contenant les coûts de maintenance. 
 
 



RELIABILITY-BASED DESIGN AND MAINTENANCE OPTIMIZATION OF 
STRUCTURES. 
 
 
ABSTRACT  
 

The design of structural systems must fulfil several criteria, such as cost, safety and 
durability. The challenge of the optimization is how to find the optimal compromise between 
the conflicting design requirements. However, the structural design involves several kinds of 
uncertainties, which are usually considered through the partial safety factors. Generally, the 
use of these safety factors leads to over-designing or under-designing structures. The 
Reliability-Based Design Optimization (RBDO) is developed to search the best compromise 
between cost reduction and reliability assurance, by considering system uncertainties. In this 
work, a new RBDO method with including the system reliability requirement and considering 
the failure mode interactions is proposed. Besides, this formulation leads to ensure 
appropriate safety level during the whole structure lifetime. Finally, the best solution is 
searched by minimizing the total cost function which the maintenance costs are integrated. 
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