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❥✬❛✐ ❝♦♠♠❡♥❝é ❛ ❞és❡s♣ér❡r ❡t ❣râ❝❡ à q✉✐ ❥✬❛✐ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❛♣♣r✐s s✉r ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s ❣r❛♥❞❡s str✉❝t✉r❡s✳ ❆
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❙❛r♦❞✐❛✳ ❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ ❧❡s t❤és❛r❞s q✉✐ ♦♥t t♦✉❥♦✉rs ❢❛✐t ♣❛rt✐❡ ❞❡ ♠♦♥ ❝❤❡♠✐♥ ❞❛♥s ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡t ❧❡
❞♦❝t♦r❛t✱ q✉✐ s♦♥t ❛✉ss✐ ♠❡s ❛♠✐❡s❀ ❛ ❝❡✉① ❛✈❡❝ q✉✐ ❥✬❛✐ ❝♦♠♠❡♥❝é✱ ❙é❜❛st✐❡♥ ✱❘♦♠❛✐♥✱ ❙✐❧✈✐❛✱ ●❛ë❧
❡t ❈❧é♠❡♥t q✉✐ ♠♦♥ ❢❛✐t ❛♣♣r❡♥❞r❡ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❛✈❡❝ ❧❡s ❝❛❢és✲♣r❡♣r✐♥ts ❡t ❛✈❡❝ q✉✐ ❥✬❛✐ t♦✉❥♦✉rs r✐❣♦❧é
❡t ❝❡✉① q✉✐ ♦♥t ❛rr✐✈és ❛♣rès ❝♦♠♠❡ ❏♦s❡♣❤✱ ●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❡t ❏♦sq✉✐♥ ❛✈❡❝ q✉✐ ❥✬❛✐ ♣❛rt❛❣é ❜❡❛✉❝♦✉♣
❞❡ ❝❤♦s❡s✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ❜✉r❡❛✉✱ ❧❡s ré✉♥✐♦♥ ❡t ❜✐❡♥ sûr ❧❡ ♣r♦❥❡t ❈♦s♠♦✈❛♥✳ ❆✉① ❛✉tr❡s t❤és❛r❞s ❞❡s
❛✉tr❡s ❣r♦✉♣❡s✱ ■①❛♥❞r❛✱ ▼❛ss✐♠♦✱ ❛ ❧❡s t❤és❛r❞s q✉✐ s♦♥t ❛rr✐✈és ❛♣rès ❝♦♠♠❡ ▼❛r✐❡✲❆♥♥❡✱ ▲♦ï❝✱
❆❧❡①❛♥❞r❡✱ ❡t ♠ê♠❡s ❝❡✉① q✉✐ ✈✐❡♥♥❡♥t ❞✬❛rr✐✈❡r ❝♦♠♠❡ ❏✉❧✐❛♥✱ ❋❛❜✐❡♥ ❡t ■✈❛♥ ❛✈❡❝ q✉✐ ❥✬❛✐ ♣❛ssé
❞❡ ❜♦♥s ♠♦♠❡♥ts ❛ P❛r✐s✳

❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ ♠❡s ❛♠✐s ❞❡ P❛r✐s ❡t ❞✬❛✐❧❧❡✉rs q✉✐ ♠✬♦♥t t♦✉❥♦✉rs ❡♥❝♦✉r❛❣é à ✜♥✐r ❧❛ t❤ès❡✳ ❚♦✉t
❞✬❛❜♦r❞ ♠❡s ✐♥sé♣❛r❛❜❧❡s ❛♠✐s ❙❛♥❞r❛✱ ❨❛r❡❧✐✱ ❱❡r♦✱ ❚♦ñ♦✱ ❨❡ss✐❝❛✱ ❘✐❝❛r❞♦✱ ❧♦s ❆❧❜❡rt♦s✱ ❆❧❡✱
▲❡s❞②✱ q✉✐ s♦♥t r❡sté ❥✉sq✉✬à ❧❛ ✜♥✱ ❛✉① ❛✉tr❡s très ❝❤❡rs ❛♠✐s q✉✐ ♦♥t été ❞✉ ❞❡❜✉t ❊♠✐❧✐♦✱ ❊❧♦②✱
❆❧❡②❞❛✱ ▲❛✉r❛ ♠❛ ✈♦✐s✐♥❡✱ ▲❛✉r❛ ❡t ❆❧❞♦✳

❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ ♠❛ ❢❛♠✐❧❧❡✱ ♠❛ ♠èr❡✱ ♠♦♥ ♣èr❡✱ ♠❛ s♦❡✉r ❘♦s✐t❛ ❡t ♠♦♥ ❢rèr❡ ●❡r♠❛♥❝✐t♦ q✉✐ s♦♥t
t♦✉❥♦✉rs ♣r❡s❡♥ts ❞❛♥s ♠❛ ✈✐❡✳ ❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ ❙é❜❛st✐❡♥ q✉✐ ♠✬❛ t♦✉❥♦✉rs ❛❝❝♦♠♣❛❣♥é✱ ❡♥❝♦✉r❛❣é✱
s♦✉t❡♥✉ ❡t q✉✐ ♠✬❛ ❢❛✐t ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ♣❧✉s ❤❡✉r❡✉①✳✳✳✳



✽



✾



❆♥❛❧②s❡ ❞❡s str✉❝t✉r❡s à ❣r❛♥❞❡ é❝❤❡❧❧❡ ❛✈❡❝ ❙❉❙❙✲■■■✴❇❖❙❙

▲❡ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ ♠❛ t❤ès❡ s✬❡st ❝♦♥❝❡♥tré s✉r ❧✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞✉ s✐❣♥❛❧ ❧❛✐ssé ♣❛r ❧❡s ❇❆❖ ❞❛♥s ❧❛
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ❣❛❧❛①✐❡s✳ ❈❡❧✉✐ s❡ ♣rés❡♥t❡ s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥ ♣✐❝ ❛✉t♦✉r ❞❡ ✶✺✵ ▼♣❝ ❞❛♥s ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ à ❞❡✉① ♣♦✐♥t ❞❡ ❧❛ ♠❛t✐èr❡✳ ❈❡tt❡ é❝❤❡❧❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ♣❛r❝♦✉r✉❡ ♣❛r
❧✬♦♥❞❡ ❛❝♦✉st✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ✢✉✐❞❡ ♠❛t✐èr❡✲r❛❞✐❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ ❞✬é❣❛❧✐té ♠❛t✐èr❡✲r❛❞✐❛t✐♦♥ ❡t ❧❡✉r
❞é❝♦✉♣❧❛❣❡ à ③∼ ✶✶✵✵✳ ■❧ ❡♥ rés✉❧t❡ ✉♥❡ s✉r✲❞❡♥s✐té à ❝❡tt❡ é❝❤❡❧❧❡ ❛✉t♦✉r ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥
♣r✐♠♦r❞✐❛❧❡✳ ▲❡ ❜✉t ❞❡ ♠♦♥ tr❛✈❛✐❧ ét❛✐t ❞✬❡✛❡❝t✉❡r ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ❝♦♠♣❧èt❡ s✉r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ♣r✐s❡s ♣❛r
❧❛ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❙❉❙❙ ■■■✴❇❖❙❙ ❥✉sq✉✬à ❧✬été ✷✵✶✶ ❛✜♥ ❞✬❛♣♣♦rt❡r ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s✉r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s
❝❛r❛❝tér✐s❛♥t ❧✬é♥❡r❣✐❡ ♥♦✐r❡✱ w0 ❡t wa✳ ❖♥ ✈❡✉t s❛✈♦✐r s✐ ❝❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s s♦♥t ❝♦♥s✐st❛♥t❡s ❛✈❡❝ ❧❛
❢❛♠❡✉s❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❝♦s♠♦❧♦❣✐q✉❡ ✭w0 = 1 ❡t wa = 0✮ ♦✉ s✐ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬ét❛t ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ♥♦✐r❡ é✈♦❧✉❡
❛✈❡❝ ❧❡ t❡♠♣s ✭✇a 6= ✵✮ ✐♠♣❧✐q✉❛♥t ❛❧♦rs ❞❡s s❝é♥❛r✐♦s ❜✐❡♥ ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡s ♣♦✉r ❝❡tt❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡✳
P♦✉r ② ❛rr✐✈❡r✱ ❥✬❛✐ ét✉❞✐é ❡t t❡sté ❧❡s ♦✉t✐❧s ❞✬❛♥❛❧②s❡ ❛✈❡❝ ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❧♦❣✲♥♦r♠❛❧ ❛✐♥s✐ q✉✬❛✈❡❝
❧❡s ❞♦♥♥é❡s ♣✉❜❧✐q✉❡s ❞✉ ❉❘✼ ❞❡ ❙❉❙❙✳ ❏✬❛✐ ét✉❞✐é ❧❡s ❡✛❡ts ❞❡ ❞✐st♦rs✐♦♥ ❞❡s r❡❞s❤✐❢ts ❞❛♥s ❧❡ ré❣✐♠❡
❧✐♥é❛✐r❡ ❛✈❡❝ ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❡t ❥✬❛✐ ❞é✈❡❧♦♣♣é ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥✳ ❉❛♥s ✉♥ s❡❝♦♥❞ t❡♠♣s ❥✬❛✐ ré❛❧✐sé ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❝♦♠♣❧èt❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❇❖❙❙✲❈▼❆❙❙✱ q✉✐
✉t✐❧✐s❡ ❧❡s ❣❛❧❛①✐❡s ❡❧❧✐♣t✐q✉❡s très ❧✉♠✐♥❡✉s❡s ✭▲❘●s✮✱ ❞❡♣✉✐s ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✉ ❝❛t❛❧♦❣✉❡ ❥✉sq✉✬à
❧✬♦❜t❡♥t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❝♦s♠♦❧♦❣✐q✉❡ ❡♥ ♣❛ss❛♥t ♣❛r ❧❛ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❞❡s ❡✛❡ts s②sté♠❛t✐q✉❡s✳

▲❛r❣❡ s❝❛❧❡ str✉❝t✉r❡ ✇✐t❤ ❙❉❙❙✲■■■✴❇❖❙❙

▼② r❡s❡❛r❝❤ ❢♦❝✉s❡s ♦♥ t❤❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ✐♠♣r✐♥t❡❞ ❜② t❤❡ ❇❆❖ ♦♥ t❤❡ ❣❛❧❛①② ❞✐s✲
tr✐❜✉t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❇❆❖ ❢❡❛t✉r❡ ✐s ❛ ❜✉♠♣ ❛t ∼ ✶✺✵▼♣❝ ✐♥ t❤❡ t✇♦✲♣♦✐♥ts ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
♠❛tt❡r ✐♥ t❤❡ ❯♥✐✈❡rs❡✳ ❚❤✐s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ♠❛①✐♠✉♠ ❞✐st❛♥❝❡ tr❛✈❡❧❧❡❞ ❜② ❛❝♦✉st✐❝ ✇❛✈❡s ✐♥ t❤❡
♠❛tt❡r✲r❛❞✐❛t✐♦♥ ✢✉✐❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♣❡r✐♦❞ ❢r♦♠ ♠❛tt❡r✴r❛❞✐❛t✐♦♥ ❡q✉❛❧✐t② t♦ t❤❡✐r ❞❡❝♦✉♣❧✐♥❣ ❛t ③
∼✶✶✵✵✳ ❆♥ ❡①❝❡ss ❞❡♥s✐t② ❛t ❛ r❛❞✐✉s ♦❢ ✶✺✵ ▼♣❝ ✇❛s ❧❡❢t ❛❢t❡r ❞❡❝♦✉♣❧✐♥❣ ❛r♦✉♥❞ ❡❛❝❤ ❞❛r❦✲♠❛tt❡r
❞❡♥s✐t② ♣❡❛❦✳ ❚❤❡ ✜♥❛❧ ❣♦❛❧ ♦❢ ♠② ✇♦r❦ ✐s t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡
✉♣ t♦ s✉♠♠❡r ✷✵✶✶ ✐♥ ❙❉❙❙ ■■■✴❇❖❙❙ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❣✐✈❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ♦♥ ✐s♦tr♦♣✐s❡❞ ❞✐st❛♥❝❡ DV ❛♥❞
❝♦♥str❛✐♥t t❤❡ ❞❛r❦ ❡♥❡r❣② ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ st❛t❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs w0 ❛♥❞ wa✳ ❲✐t❤ s✉❝❤ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✱ ♦♥❡
✇❛♥ts t♦ ❝❤❡❝❦ ✐❢ t❤❡ ❞❛t❛ ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❝♦s♠♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♥st❛♥t ✭❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
t♦ w0 =?1 ❛♥❞ wa = 0✮ ♦r ✐❢ t❤❡ ❞❛r❦ ❡♥❡r❣② ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ st❛t❡ s❤♦✇s ❛ t✐♠❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✭✇❛ 6= ✵✮
♣♦✐♥t✐♥❣ t♦ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ❞❛r❦ ❡♥❡r❣② s❝❡♥❛r✐♦s✳ ■ st✉❞✐❡❞ ❛♥❞ t❡st❡❞ ❞❛t❛ ❛♥❛❧②s✐s t♦♦❧s ✇✐t❤ ❧♦❣
♥♦r♠❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ♣✉❜❧✐❝ ❉❘✼ t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ t❤✐s ❣♦❛❧✳ ■ st✉❞✐❡❞ t❤❡ r❡❞s❤✐❢t ❞✐st♦rt✐♦♥s ✇✐t❤
s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❧✐♥❡❛r r❡❣✐♠❡ ❛♥❞ ■ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝✲
t✐♦♥ ❡st✐♠❛t♦r✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt ♦❢ ♠② ♠② ✇♦r❦ ✇❛s ❢♦❝✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❇❖❙❙ ❞❛t❛✳❚❤❡r❡
❛r❡ t♦ ♠❛✐♥ ♣r♦❣r❛♠s ✐♥ t❤❡ ❙❉❙❙ ■■■✴❇❖❙❙ ♣r♦❥❡❝t✿ t❤❡ ▲✉♠✐♥♦✉s ❘❡❞ ●❛❧❛①✐❡s ❝❛t❛❧♦❣✉❡ ❛♥❞❛
♥❡✇ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ q✉❛s❛rs ✉s✐♥❣ t❤❡ ▲②♠❛♥✲❛❧♣❤❛ ❢♦r❡st✳ ■ ❤❛✈❡ ❢♦❝✉s❡❞ ♠② r❡s❡❛r❝❤ ♦♥ t❤❡
▲❘● s❝✐❡♥❝❡✳ ■ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❇❖❙❙✲❈▼❆❙❙ s❛♠♣❧❡ ❢r♦♠ ❝❛t❛❧♦❣ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱
s②st❡♠❛t✐❝ ❝♦rr❡❝t✐♦♥s ❛♥❞ ❝♦s♠♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♥str❛✐♥s✳



❈♦♥t❡♥ts

■ ❈♦s♠♦❧♦❣② ✐♥ ❛ ♥✉ts❤❡❧❧ ✺

■✳✶ ❖✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ ❖❜s❡r✈❛t✐♦♥❛❧ ❈♦s♠♦❧♦❣② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻

■✳✶✳✶ ❍✉❜❜❧❡ ▲❛✇✿ ❊✈✐❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❯♥✐✈❡rs❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻

■✳✶✳✷ ▲✐❣❤t ❊❧❡♠❡♥ts ❆❜✉♥❞❛♥❝❡s ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❇✐❣ ❇❛♥❣ ◆✉❝❧❡♦s②♥t❤❡s✐s ✳ ✳ ✳ ✽

■✳✶✳✸ ❈▼❇✿ ❊✈✐❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡r♠❛❧ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ ❤♦♠♦❣❡♥❡✐t② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾

■✳✶✳✹ ❇❡②♦♥❞ t❤❡ ❇✐❣ ❇❛♥❣ ▼♦❞❡❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶

■✳✷ ❍♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❯♥✐✈❡rs❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻

■✳✷✳✶ ●❡♥❡r❛❧ ❘❡❧❛t✐✈✐t② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻

■✳✷✳✷ ▲❡♠❛îtr❡✲❋r✐❡❞♠❛♥✲❘♦❜❡rts♦♥ ❲❛❧❦❡r ▼❡tr✐❝ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼

■✳✷✳✸ ❊✐♥st❡✐♥✬s ❊q✉❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽

■✳✷✳✹ ❋r✐❡❞♠❛♥ ❡q✉❛t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✵

■✳✷✳✺ ❈♦♥t❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❯♥✐✈❡rs❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✷

■✳✷✳✻ ❉✐st❛♥❝❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✺

■✳✷✳✼ ❇r✐❡❢ ❚❤❡r♠❛❧ ❍✐st♦r② ♦❢ t❤❡ ❯♥✐✈❡rs❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✽

■✳✸ ■♥❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❯♥✐✈❡rs❡ ❛♥❞ str✉❝t✉r❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✵

■✳✸✳✶ ■♥✢❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✶

■✳✸✳✷ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❉❡♥s✐t② P❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✺

■✳✸✳✸ ❙t❛t✐st✐❝❛❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ❉❡♥s✐t② ❋❧✉❝t✉❛t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✽

■✳✸✳✹ ❈❉▼ P♦✇❡r ❙♣❡❝tr✉♠ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✵

■✳✸✳✺ ❙♣❤❡r✐❝❛❧ ❝♦❧❧❛♣s❡ ♠♦❞❡❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✶

■✳✹ ❈♦s♠♦❧♦❣✐❝❛❧ P❛r❛♠❡t❡rs ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✷

■■ ❇❛r②♦♥✐❝ ❆❝♦✉st✐❝ ❖s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ✹✺

■■✳✶ ❇❛s✐❝ ❋r❛♠❡✇♦r❦ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✺

✐✐



✐✐✐

■■✳✶✳✶ ❆ ♥♦t t❡❝❤♥✐❝❛❧ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ ❇❆❖ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✺

■■✳✶✳✷ ❈♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ P✐❝t✉r❡ ♦❢ ❆❝♦✉st✐❝ ❖s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✼

■■✳✶✳✸ ❇❛r②♦♥ ❙✐❣♥❛t✉r❡s ✐♥ t❤❡ ❈❉▼ ❚r❛♥s❢❡r ❋✉♥❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✾

■■✳✷ ❉❡✜♥✐♥❣ ❛♥ ❙t❛t✐st✐❝❛❧ ❙t❛♥❞❛r❞ ❘✉❧❡r ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✷

■■✳✸ ❙②st❡♠❛t✐❝ ❯♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ❢r♦♠ ❚❤❡♦r② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✺

■■✳✸✳✶ ◆♦♥ ❧✐♥❡❛r✐t✐❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✺

■■✳✸✳✷ ❇✐❛s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✼

■■✳✹ ❆♣♣r♦❛❝❤❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✽

■■✳✹✳✶ P❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ❚❤❡♦r② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✵

■■✳✹✳✷ ❘❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✻

■■✳✹✳✸ ❍❛❧♦ ▼♦❞❡❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✼

■■✳✺ ❙t❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✾

■■■ ❋r♦♠ ❙❧♦❛♥ ❉✐❣✐t❛❧ ❙❦② ❙✉r✈❡② t♦ ❇❛r②♦♥✐❝ ❖s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ❙♣❡❝tr♦s❝♦♣✐❝ ❙✉r✈❡②
✭❙❉❙❙✲■■■✴❇❖❙❙✮ ✼✶

■■■✳✶ ❙❧♦❛♥ ❉✐❣✐t❛❧ ❙❦② ❙✉r✈❡② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✶

■■■✳✶✳✶ ❖r✐❣✐♥❛❧ Pr♦❥❡❝t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✷

■■■✳✶✳✷ ❙❉❙❙ ■■ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✹

■■■✳✶✳✸ ▲❡❣❛❝② ♦❢ ❙❉❙❙ ■ ❛♥❞ ■■ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✺

■■■✳✷ ❙❉❙❙ ■■■ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✻

■■■✳✷✳✶ ❙❊●❯❊✲■■ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✼

■■■✳✷✳✷ ❆P❖●❊❊ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✽

■■■✳✷✳✸ ▼❆❘❱❊▲❙ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✾

■■■✳✷✳✹ ❇❖❙❙ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✵

■■■✳✸ ❇❛r②♦♥✐❝ ❖s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❙♣❡❝tr♦s❝♦♣✐❝ ❙✉r✈❡② ✐♥ ❞❡t❛✐❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✶

■■■✳✸✳✶ ❙❝✐❡♥t✐✜❝ ●♦❛❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✶

■■■✳✸✳✷ ❈♦✈❡r❛❣❡ ❛♥❞ ❙❝❤❡❞✉❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✷

■■■✳✸✳✸ ❍❛r❞✇❛r❡✿❈❛♠❡r❛✱ ❙♣❡❝tr♦s❝♦♣❡✱ ❚❡❧❡s❝♦♣❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✸

■■■✳✸✳✹ ❇❡t✇❡❡♥ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✉♥t✐❧ r❡❞✉❝❡❞ ❞❛t❛ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✻

■■■✳✸✳✺ ❚❛r❣❡t ❙❡❧❡❝t✐♦♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✽

■❱ ❙t✉❞② ♦❢ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❡st✐♠❛t♦rs ✇✐t❤ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✾✸
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■❱✳✹✳✷ ❘❛❞✐❛❧ ❲❡✐❣❤ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✻
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❱✳✶✳✻ ❚❛r❣❡t ❋❛✐❧✉r❡ ❈♦rr❡❝t✐♦♥✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✺
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❱✳✶✳✾ ❙✉♠♠❛r②✿❋✐♥❛❧ ❈❛t❛❧♦❣ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✷

❱✳✷ ❖❜s❡r✈❛t✐♦♥❛❧ ❆♥❣✉❧❛r ❙②st❡♠❛t✐❝ ❊rr♦rs ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✸

❱✳✷✳✶ ❙t❛rs ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✹

❱✳✷✳✷ ❈♦rr❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♦t❤❡rs s♦✉r❝❡s ♦❢ ❛♥❣✉❧❛r s②st❡♠❛t✐❝ ❡rr♦rs ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✻
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❱✳✷✳✺ ❊✛❡❝t ♦❢ ❛♥❣✉❧❛r ❝♦rr❡❝t✐♦♥s ✐♥ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✶
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❱■ ❙t✉❞②✐♥❣ ❘❡❞s❤✐❢t ❉✐st♦rt✐♦♥s ✇✐t❤ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ ♠♦r❡ ✶✼✺

❱■✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼✺

❱■✳✶✳✶ ▲✐♥❡❛r ❘❡❣✐♠❡ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼✼

❱■✳✶✳✷ ▼✉❧t✐♣♦❧❛r ❞❡✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ♦❢ ✷P❈❋ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼✽

❱■✳✷ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▲✐♥❡❛r ❘❡❞s❤✐❢t ♣❛r❛♠❡t❡r β ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼✽

❱■✳✷✳✶ ❙t✉❞② ❘❡❞s❤✐❢t ❉✐st♦rt✐♦♥s ✇✐t❤ ❧♦❣♥♦r♠❛❧ ❘❛♥❞♦♠ ❋✐❡❧❞s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽✵

❱■✳✷✳✷ ❙t✉❞② ♥♦♥ ❧✐♥❡❛r ❜❡❤❛✈✐♦r ❡✛❡❝ts HORIZON ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽✷

❱■✳✸ ▼❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ ▲✐♥❡❛r ❘❡❞s❤✐❢t ❉✐st♦rt✐♦♥ P❛r❛♠❡t❡r ✇✐t❤ ❇❖❙❙ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽✹

❱■■ ❈♦♥str❛✐♥✐♥❣ ❈♦s♠♦❧♦❣② ✇✐t❤ ❇❖❙❙ ✶✾✶

❱■■✳✶❋✐tt✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❛♥❞ ❈♦♥✜❞❡♥❝❡ ▲✐♠✐ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾✶

❱■■✳✶✳✶χ2 ▼❡t❤♦❞ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾✶

❱■■✳✶✳✷▲✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾✷
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❱■■✳✸✳✷❙♦✉t❤ ❛♥❞ ❙♦✉t❤✭❉❘✶✵✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✵✶

❱■■✳✸✳✸❋✐♥❛❧ ❝♦♥str❛✐♥ts Ωm − α✱ Ωm −DV ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✵✸
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❱■■■❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❡st✐♠❛t♦r ❢♦r ❇❖❙❙ s✉r✈❡② ✷✶✸
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▲✐st ♦❢ ❋✐❣✉r❡s

■✳✶ ❍✉❜❜❧❡ ❉✐❛❣r❛♠ s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ r❡❝❡ss✐♦♥ ✈❡❧♦❝✐t② ♦❢ ❣❛❧❛①✐❡s ❛♥❞
❞✐st❛♥❝❡s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻

■✳✷ ❆ ❣r✐❞ s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♦✈✐♥❣ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼

■✳✸ ❈♦♥str❛✐♥ts t♦ t❤❡ ❜❛r②♦♥ ❞❡♥s✐t② ❢r♦♠ t❤❡ ❇✐❣ ❇❛♥❣ ◆✉❝❧❡♦s②♥t❤❡s✐s✭4❍❡✱ ❞❡✉✲
t❡r✐✉♠✱ 3H ❛♥❞ ❧✐t❤✐✉♠✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾

■✳✹ ❆ ✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ s❦② ❛s ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ s❡❡♥ ❜② t❤❡ ♠✐❝r♦✇❛✈❡ r❡❝❡✐✈❡r ♦❢ P❡♥③✐❛s
❛♥❞ ❲✐❧s♦♥✳ ❚❤❡ ❈❖❇❊ ✭❈♦s♠✐❝ ❇❛❝❦❣r♦✉♥❞ ❊①♣❧♦r❡r✮ s❛t❡❧❧✐t❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts
♦❢ t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ t❤✐s ❡♠✐ss✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵

■✳✺ ❚❤❡ ❜✉❧❧❡t ❝❧✉st❡r ✭✶❊ ✵✻✺✼✲✺✺✽ ✮ ❝♦♥s✐sts ♦❢ t✇♦ ❝♦❧❧✐❞✐♥❣ ❝❧✉st❡rs ♦❢ ❣❛❧❛①✐❡s ❛t
③❂✵✳✷✾✻✳ ❆ r❡❝❡♥t ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ r♦t❛t✐♦♥ ❝✉r✈❡ ❢♦r ▼✸✸ ✭✷✶ ❝♠✮ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤
❜❡st ✜tt✐♥❣✲♠♦❞❡❧✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷

■✳✻ ❈▼❇ ♠❛♣ s❡❡♥ ❜② ❈❖❇❊ ❙❛t❡❧❧✐t❡ ✐♥ ✶✾✾✷✳ ❈▼❇ s❡❡♥ ✶✽ ②❡❛rs ❧❛t❡r ❜② ❲▼❆P
❝r❡❛t❡❞ ❢r♦♠ ✼ ②❡❛rs ♦❢ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛t ✵✳✷ ❞❡❣r❡❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸

■✳✼ ❚❤❡ ❛♥❣✉❧❛r s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ t❤❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❲▼❆P ❢✉❧❧✲s❦② ♠❛♣✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹

■✳✽ ❚❤❡ ✜rst ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡ s✉r✈❡②✱ ❈❢❆✱ ❛♣♣❡❛rs ✐♥ ✶✾✽✺ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹

■✳✾ ❍✉❜❜❧❡ ❞✐❛❣r❛♠ ❢♦r ✹✷ ❤✐❣❤✲r❡❞s❤✐❢t ❚②♣❡ ■❛ s✉♣❡r♥♦✈❛❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❙✉♣❡r♥♦✈❛
❈♦s♠♦❧♦❣② Pr♦❥❡❝t✳ ❇❡st✲✜t ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ r❡❣✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ΩM − ΩΛ ♣❧❛♥❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻

■✳✶✵ ❚❤❡ t♦t❛❧ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ❯♥✐✈❡rs❡ ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ ✐ts ❧♦❝❛❧ ❣❡♦♠❡tr②✳ ✳ ✳ ✳ ✷✶

■✳✶✶ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t② ❛s ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❝❛❧❡ ❢❛❝t♦r ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♥✲
st✐t✉❡♥ts ✐s s❤♦✇♥✿ r❛❞✐❛t✐♦♥✱ ♠❛tt❡r ❛♥❞ ❝♦s♠♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♥st❛♥t✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✸

■✳✶✷ ❚❤❡ s❝❛❧❡ ❢❛❝t♦r ✈❛r✐❡s ✇✐t❤ t✐♠❡ ❛♥❞ t❤✐s ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❡♥❡r❣②
❞❡♥s✐t②✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✹

■✳✶✸ P❤♦t♦♥s ❡♠✐tt❡❞ ❛t t1, χ1 ❜② ❛♥ ♦❜❥❡❝t ♦❢ s✐③❡ l = a(t1)χ1∆θ✳ ❚❤❡ ♣❤♦t♦♥s ❢♦❧❧♦✇s
tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ♦❢ ❝♦♥st❛♥t ✭θ, φ✮ ❛♥❞ t❤❡② ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❛t (t0, χ0) ✇✐t❤ ❛♥❞
❛♥❣✉❧❛r s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❣✐✈❡♥ ❜② ∆θ = l/a(t1)χ1 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✼

■✳✶✹ ❚❤❡ ❧✉♠✐♥♦s✐t② ❞✐st❛♥❝❡✱ ❝♦♠♦✈✐♥❣ ❞✐st❛♥❝❡ ❛♥❞ ❛♥❣✉❧❛r ❞✐st❛♥❝❡ ❢♦r t✇♦ ❝♦s✲
♠♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✽

■✳✶✺ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ ❍✉❜❜❧❡ r❛❞✐✉s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✸

✈✐✐



✈✐✐✐

■✳✶✻ ❚❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❍✉❜❜❧❡ r❛❞✐✉s ✇✐t❤ t✐♠❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✹

■✳✶✼ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ r❛❞✐✉s ♦❢ ❛♥ s♣❤❡r✐❝❛❧ ♦✈❡r❞❡♥s✐t② ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ θ ♣❛r❛♠❡t❡r
✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ t❤❡ s♣❤❡r✐❝❛❧ ❝♦❧❧❛♣s❡ ♠♦❞❡❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✸

■■✳✶ Pr♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ s♣❤❡r✐❝❛❧ ✇❛✈❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✻

■■✳✷ ❙♥❛♣s❤♦t ♦❢ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛ss ♣r♦✜❧❡ ✈s ❝♦♠♦✈✐♥❣ r❛❞✐✉s ♦❢ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ♣♦✐♥t✲
❧✐❦❡ ♦✈❡r✲❞❡♥s✐t② ❧♦❝❛t❡❞ ❛t t❤❡ ♦r✐❣✐♥✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✼

■■✳✸ ❙♥❛♣s❤♦t ♦❢ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛ss ♣r♦✜❧❡ ✈s ❝♦♠♦✈✐♥❣ r❛❞✐✉s ♦❢ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ♣♦✐♥t✲
❧✐❦❡ ♦✈❡r✲❞❡♥s✐t② ❧♦❝❛t❡❞ ❛t t❤❡ ♦r✐❣✐♥✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✽

■■✳✹ P♦✇❡r s♣❡❝tr❛ ♦❢ ♠❛tt❡r ❛♥❞ ❆♥❣✉❧❛r ♣♦✇❡r s♣❡❝tr✉♠ ❢r♦♠ ❈▼❇✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✾

■■✳✺ ❊①❛♠♣❧❡s ♦❢ ❚r❛♥s❢❡r ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❈❉▼ ✇✐t❤ ❜❛r②♦♥s ❢♦r ❞❡❢❡r❡♥ts s❡t ♦❢ ♣❛✲
r❛♠❡t❡rs Ωm ❛♥❞ Ωb ❢r♦♠ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ✜tt✐♥❣ ❢♦r♠✉❧❛ ♦❢ ❊✐s❡♥st❡✐♥ ❛♥❞
❍✉✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✶

■■✳✻ ❊✛❡❝t ♦❢ ❜❛r②♦♥s ✐♥ ♣♦✇❡r s♣❡❝tr✉♠ ❛♥❞ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✷

■■✳✼ ❚❤❡ ❝♦♠♦✈✐♥❣ s✐③❡ ♦❢ t❤✐s r✉❧❡r ✐♥ t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ✭rll✮ ❛♥❞ ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r ✭r⊥✮
❞✐r❡❝t✐♦♥s ❛r❡ r❡❧❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ∆θ ❛♥❞ ∆z✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✸

■■✳✽ ❋✐rst ❉❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❇❆❖ ✐♥ ✷✵✵✺✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✹

■■✳✾ ❊✛❡ts ♦❢ ♥♦♥ ❧✐♥❡❛r✐t✐❡s ✐♥ ♣♦✇❡r s♣❡❝tr❛✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✻

■■✳✶✵ ❊✛❡ts ♦❢ ♥♦♥ ❧✐♥❡❛r✐t✐❡s ✐♥ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✼

■■✳✶✶ ❲✐❣❣❧❡s ❢r♦♠ ♣♦✇❡r s♣❡❝tr✉♠ ❢r♦♠ ◆✲❜♦❞② s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ✷ ❜✐❛s s❝❤❡♠❡s ✺✾

■■✳✶✷ ❉❡r✐✈❛t❡s ❢r♦♠ ❜✐❛s❡❞ ♣♦✇❡r s♣❡❝tr✉♠ dLnP/dLnk ❢r♦♠ ◆✲❜♦❞② s✐♠✉❧❛t✐♦♥s
❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ✷ ❜✐❛s s❝❤❡♠❡s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✾

■■✳✶✸ ❚❤❡ ♣♦✇❡r s♣❡❝tr✉♠ ❢r♦♠ ❙P❚ ✐s s❤♦✇♥ ❢♦r ✶✲❧♦♦♣ ❛♥❞ ✷✲❧♦♦♣ ❢♦r ΛCDM ♠♦❞❡❧✳ ✻✶

■■✳✶✹ ❚❤❡ P (1)
PT ✭P (1)

RPT ✮ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ✶✲❧♦♦♣ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ✐♥ P❚ ✭❘P❚✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✶

■■✳✶✺ ❚❤❡ ♣♦✇❡r s♣❡❝tr✉♠ ❛♥❞ ✐♥ r✐❣❤t ♣❛♥❡❧ t❤❡ t✇♦✲♣♦✐♥t ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞❡✲
s❝r✐❜❡❞ ❜② ❘P❚ ❛t ③❂✵✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✷

■■✳✶✻ ❚❤❡ ✷ ♣♦✐♥t ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ r❡❛❧ s♣❛❝❡✱ ✐♥ ❜❧✉❡ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ♦♥❡ ✐♥ r❡❞ t❤❡
♥♦♥ ❧✐♥❡❛r✳ ❚❤❡ ♣♦✐♥ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ ◆✲❜♦❞② s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ❲❡
♦❜s❡r✈❡ t❤✐s s❤✐❢t ✐♥ t❤❡ ♣❡❛❦ ❧♦❝❛t✐♦♥ t♦✇❛r❞s s♠❛❧❧❡r s❝❛❧❡s ✳ ❋r♦♠ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✸

■■✳✶✼ ❚❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s s❤♦✇♥ ❢♦r ✈❛r✐♦✉s r❡❞s❤✐❢ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s
❛♥❞ ❧✐♥❡❛r t❤❡♦r② ❛♥❞ t❤❡ ❣❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡r❡❞ ❧✐♥❡❛r t❤❡♦r② ♣♦✇❡r s♣❡❝tr✉♠✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✺

■■✳✶✽ ❚❤❡ ✇✐❣❣❧❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♣♦✇❡r s♣❡❝tr✉♠ ❢r♦♠ ◆✲❜♦❞②✲s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✐♥ ♦♣❡♥ ❝✐r❝❧❡s✱
t❤❡ ❧✐♥❡❛r t❤❡♦r② ♣♦✇❡r s♣❡❝tr✉♠✱ t❤❡ ▲P❚ ♣♦✇❡r s♣❡❝tr✉♠✱ t❤❡ ✶✲❧♦♦♣ ❙P❚ ❛♥❞
t❤❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ r❡❞s❤✐❢t ♣♦✇❡r s♣❡❝tr✉♠ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✺



✐①

■■✳✶✾ ❚❤❡ ♣♦✇❡r s♣❡❝tr✉♠ ❢r♦♠ ❘P❚✱ t❤❡ ❝❧♦s✉r❡ t❤❡♦r② ❢♦r ✶✲❧♦♦♣ ❛♥❞ ✷✲❧♦♦♣s ✭❝②❛♥✮
❛t r❡❞s❤✐❢t z = 0 ❛♥❞ z = 1✳ ❚❤❡ ♣♦✇❡r s♣❡❝tr✉♠ ❢r♦♠ ❧❛❣r❛♥❣✐❛♥ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥
t❤❡♦r②✱ ▲❛r❣❡✲◆ t❤❡♦r② ✱ t✐♠❡✲❘● t❤❡♦r②✱ ❘●❚P t❤❡♦r② ✐s s❤♦✇♥ ❛t r❡❞s❤✐❢t
z = 0 ❛♥❞ z = 1 ❛♥❞ t❤❡ ❧✐♥❡❛r t❤❡♦r②✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✻

■■✳✷✵ ❚❤❡ ♥♦♥ ❧✐♥❡❛r ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛t ③❂✵ ❛♥❞ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥
❢✉♥❝t✐♦♥✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✽

■■✳✷✶ ❚❤❡ ♣♦✇❡r s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ t❤❡ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ❞❡♥s✐t② ✜❡❧❞ ❛t t❤❡ ♣r❡s❡♥t t✐♠❡ ✭③ ❂ ✵✮
❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s t♦ t❤❡ ♣♦✇❡r ❢r♦♠ t❤❡ s✐♥❣❧❡ ❛♥❞ t✇♦ ❤❛❧♦ t❡r♠s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✾

■■■✳✶ ❙❝❤❧❡❣❡❧ ❊①t✐♥t✐♦♥ ▼❛♣s ❛♥❞ ❙tr✐♣❡s ♦❢ ❙❉❙❙✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✸

■■■✳✷ ❉❛t❛ ❘❡❧❡❛s❡ ✺ ❈♦✈❡r❛❣❡✱ ✐♥ r❡❞ ❢♦♦t♣r✐♥t ♦❢ ♣❤♦t♦♠❡tr✐❝ s✉r✈❡② ✐♥ ❣r❡❡♥ ❢♦♦t✲
♣r✐♥t ♦❢ s♣❡❝tr♦s❝♦♣✐❝ s✉r✈❡②✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✸

■■■✳✸ ❉❛t❛ ❘❡❧❡❛s❡ ✼ ❈♦✈❡r❛❣❡✱ ✐♥ r❡❞ ❢♦♦t♣r✐♥t ♦❢ ♣❤♦t♦♠❡tr✐❝ s✉r✈❡② ❛♥❞ ✐♥ ❣r❡❡♥
❢♦♦t♣r✐♥t ♦❢ s♣❡❝tr♦s❝♦♣✐❝ s✉r✈❡②✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✻

■■■✳✹ ❈♦✈❡r❛❣❡ ♦❢ ❙❊●❯❊✲■ ❛♥❞ ❙❊●❯❊✲■■✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✽

■■■✳✺ ❈♦✈❡r❛❣❡ ♦❢ ❆P❖●❊❊✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✾

■■■✳✻ ❆ s❝✐❡♥❝❡ ❡①♣♦s✉r❡ ❢r♦♠ ▼❆❘❱❊▲❙✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✵

■■■✳✼ ❇❖❙❙ ❈♦✈❡r❛❣❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✸

■■■✳✽ ❙❉❙❙✲■■■ ❙❝❤❡❞✉❧❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✸

■■■✳✾ ❙❉❙❙ ❚❡❧❡s❝♦♣❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✹

■■■✳✶✵ ❆ s❝❤❡♠❛t✐❝ ✈✐❡✇ ♦❢ ❈❈❉ ❛rr❛② ❛♥❞ t❤❡ ❘❡s♣♦♥s❡ ❋✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❋✐❧t❡rs ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✺

■■■✳✶✶ ❙❝❤❡♠❡ ♦❢ ❇❖❙❙ s♣❡❝tr♦❣r❛♣❤✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✻

■■■✳✶✷ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ ❚❛r❣❡t ❙❡❧❡❝t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❆●❊❙✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✵

■■■✳✶✸ ❈♦♠♦✈✐❧ ♥✉♠❜❡r ❞❡♥s✐t② ♦❢ ●❛❧❛①② s❛♠♣❧❡s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✶

■■■✳✶✹ ❈♦♠♦✈✐❧ ♥✉♠❜❡r ❞❡♥s✐t② ♦❢ ◗❙❖ s❛♠♣❧❡s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✷

■❱✳✶ ■♥ ❧❡❢t ♣❛♥❡❧ ❛♥ s❧✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ✜❡❧❞ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❧♦❣ ♥♦r♠❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥
✉s✐♥❣ ❛ ♣♦✇❡r s♣❡❝tr✉♠ ❛s t❤❡ ✐♥♣✉t✳ ■♥ r✐❣❤t ♣❛♥❡❧ t❤❡ s❛♠❡ s❧✐❞❡ ♣♦♣✉❧❛t❡❞
✇✐t❤ ❣❛❧❛①✐❡s ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ✜❡❧❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ♠❛tt❡r ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✻

■❱✳✷ ❚❤❡ ♣♦✇❡r s♣❡❝tr✉♠ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t♦ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛s ✐♥♣✉t ✭✐♥ s♦❧✐❞ ❜❧❛❝❦ ❧✐♥❡✮
❛♥❞ t❤❡ ♣♦✇❡r s♣❡❝tr✉♠ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❧♦❣ ♥♦r♠❛❧ ❞❡♥s✐t② ✜❡❧❞ ✭✐♥ ❞❛s❤❡❞
②❡❧❧♦✇ ❧✐♥❡✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✼
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■❱✳✸ ■♥ r✐❣❤t ♣❛♥❡❧✱ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ✜✈❡ ♣♦♣✉❧❛r ❡st✐♠❛t♦rs ❢r♦♠ ❛
r❡❛❧✐③❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ❛ ❧♦❣♥♦r♠❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛ Λ❈❉▼♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ✸✵✵✵ ♠♦❝❦
❣❛❧❛①✐❡s ✐♥ t❤❡ ❧❡❢t ❛♥❞ ✇✐t❤ ✸✵✵✵✵ ✐♥ t❤❡ r✐❣❤t✳ ■♥ ❜❧❛❝❦✱ t❤❡ ✐♥♣✉t ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥
❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦❜❥❡❝ts ❛r❡ s♠❛❧❧ t❤❡r❡ ❛r❡ ❧❛r❣❡
✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❛s ✇❡ ✇✐❧❧ s❡❡ ❧❛t❡r ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❜② t❤❡ s❤♦t ♥♦✐s❡✳ ❆s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
♦❜❥❡❝ts ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ❡st✐♠❛t♦rs ❝♦♥✈❡r❣❡ t♦ t❤❡ ✐♥♣✉t ♦❢ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✾

■❱✳✹ ■♥ ❧❡❢t ♣❛♥❡❧✱ t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝ ♠❡❛♥ ♦❢ ✜✈❡ ♣♦♣✉❧❛r ❡st✐♠❛t♦rs ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥
❢✉♥❝t✐♦♥ ❢r♦♠ ✶✵✵ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❧♦❣ ♥♦r♠❛❧ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛ Λ❈❉▼ ♠♦❞❡❧ ✐s s❤♦✇♥✳
■♥ ❜❧❛❝❦✱ t❤❡ ✐♥♣✉t ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❆s ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ ❢r♦♠
t❤❡ ♣❧♦t t❤❡ ❧❡ss ❜✐❛s❡❞ ❡st✐♠❛t♦rs ❛r❡ t❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥ ❛♥❞ ▲❛♥❞② ❙③❛❧❛②✳ ■♥ r✐❣❤t
♣❛♥❡❧ t❤❡ ❜✐❛s ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❡st✐♠❛t♦rs ✐s s❤♦✇♥✱ ❛s ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❊q✳❬■❱✳✶✺❪ ✳ ✳ ✳ ✶✵✵

■❱✳✺ ❙❛♠♣❧❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ ✜✈❡ ♣♦♣✉❧❛r ❡st✐♠❛t♦rs ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢r♦♠ ✶✵✵
s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❧♦❣ ♥♦r♠❛❧ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛ Λ❈❉▼ ♠♦❞❡❧✳ ■♥ ❜❧❛❝❦✱ t❤❡ ✐♥♣✉t ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥
❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♣♦✐♥ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ tr❛♥s❧❛t❡❞ ✵✳✺ ▼♣❝ ❢♦r ♣✉r♣♦s❡s✳
❚♦ ✐s♦❧❛t❡ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✐♥ ❧❡❢t ♣❛♥❡❧ ■ s❤♦✇ t❤❡ ❡rr♦rs ✉s✐♥❣ t❤❡
♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ▲❙ ❡st✐♠❛t♦r✳ ■♥ ❧❡❢t ♣❛♥❡❧ t❤❡ r❡s✉❧t ✉s✐♥❣ t❤❡ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t t♦ ❡❛❝❤ ❡st✐♠❛t♦r ✐s s❤♦✇♥✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✶

■❱✳✻ ❚❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ♦♥❡ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ✶✵✵ ✵✵✵ ♠♦❝❦ ❣❛❧❛①✐❡s ✇✐t❤ ❛
r❛♥❞♦♠ s❡t ♦❢ s❛♠❡ s✐③❡ ❛♥❞ ✇✐t❤ ❛ r❛♥❞♦♠ ✷ ❛♥❞ ✸ t✐♠❡s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ t❤❡ ❞❛t❛
s❡t✳ ❆s ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❡ s❤♦t ♥♦✐s❡ ❞❡❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ r❛♥❞♦♠ s❡t ✉s❡❞
t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✷

■❱✳✼ ✶✲sigma ❡rr♦r ❢r♦♠ ❧♦❣ ♥♦r♠❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❢♦r t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t s✐③❡s ♦❢ r❛♥❞♦♠
s❡t✱ ✐♥ ❜❧❛❝❦ ❛ r❛♥❞♦♠ s❡t ❡q✉❛❧ t♦ ❞❛t❛ s❡t✱ ✐♥ r❡❞ ❛ r❛♥❞♦♠ s❡t ✷ t✐♠❡s ❣r❡❛t❡r
t❤❛♥ t❤❡ ❞❛t❛ s❡t ❛♥❞ ✐♥ ❜❧✉❡ t❤r❡❡ t✐♠❡s✳ ❆✈❡r❛❣❡ ♦✈❡r ✶✵✵ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ ▲❛♥❞②
❙③❛❧❛② ✐♥ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s✱ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ ✶✵✵ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s ♦❢ ❍❛♠✐❧t♦♥ ✐♥ s♦❧✐❞ ❧✐♥❡s✳ ✳ ✳ ✶✵✸

■❱✳✽ ■♥ ❜❧❛❝❦ t❤❡ ✐♥♣✉t ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❡rr♦r ❜❛rs ✭✐♥ r❡❞✮ ❣✐✈❡♥ t❤❡
❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ■❱✳✶✾ ❝♦♠♣❛r❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❡rr♦r ❜❛rs ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ st❛♥❞❛r❞
❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❢r♦♠ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✐♥ ②❡❧❧♦✇✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✻

■❱✳✾ ❚❤❡ ❜❧✉❡ ♣♦✐♥ts ✐s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ ✢✉① ❧✐♠✐t❡❞ s❛♠♣❧❡ ❢r♦♠ ❙❉❙❙ ❉❘✼✳ ❚❤❡
♣♦✐♥ts ❝♦♥str❛✐♥❡❞ t♦ t❤❡ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ❱♦❧✉♠❡ ❧✐♠✐t❡❞ s❛♠♣❧❡
t❤❛t ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✜rst ♦♥❡✳ ❆s ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ ❢r♦♠ t❤❡ ♣❧♦t ❛ ✈♦❧✉♠❡
❧✐♠✐t❡❞ ❝❛t❛❧♦❣ ✐♠♣❧✐❡s t❤❡ ❧♦ss ♦❢ ♦❜❥❡❝ts ❛♥❞ t❤✉s ❛ ❧♦ss ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✽

■❱✳✶✵ ❚❤❡ ❧✉♠✐♥♦s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❙❉❙❙✲❊❛r❧② ❉❛t❛ ❘❡❧❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ r∗ ❜❛♥❞✳ ❚❤❡ ❞❛t❛
♣♦✐♥ts ❛r❡ ❝♦♠♠✐ss✐♦♥✐♥❣ ❞❛t❛ ❛♥❞ t❤❡ ❜❧❛❝❦ ❧✐♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❙❝❤❡❝❤t❡r
✜t✳ ■♥ ❧❡❢t ♣❛♥❡❧ t❤❡ r❡❞s❤✐❢t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❙❉❙❙ ✭❤✐st♦❣r❛♠✮ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤
t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❛✈❡r❛❣❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❋✐❣✉r❡s ❢r♦♠ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✾

■❱✳✶✶ ■♥ ❧❡❢t ♣❛♥❡❧ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ❞❡♥s✐t② ♦❢ ❋✉❧❧ ❙❛♠♣❧❡ ❛♥❞ ❇r✐❣❤t ❙❛♠♣❧❡ ❢r♦♠ s❛♠♣❧❡s
❞❡✜♥❡❞ ❜② ❊✳❑❛③✐♥ ❡t ❛❧ ✷✵✶✵✳ ■♥ r✐❣❤t ♣❛♥❡❧ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✉s✐♥❣ t❤❡
s❛♠♣❧❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✵
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■❱✳✶✷ ❚❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦✈❡r ✶✵✵ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s ♦❢ ✸✵✱✵✵✵ ♦❜❥❡❝ts ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
❞✐✛❡r❡♥t r❛❞✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ■♥ ❜❧✉❡ t❤❡ ♣❛r❛❜♦❧✐❝✱ ✐♥ ②❡❧❧♦✇ t❤❡ ❣❛✉ss✐❛♥ ❛♥❞ ✐♥
r❡❞ t❤❡ ✉♥✐❢♦r♠✳ ❚❤❡ ✐♥♣✉t ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❜❧❛❝❦✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✶

■❱✳✶✸ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ s❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❛♥❣✉❧❛r ♠❛s❦ ❢r♦♠ ❙❉❙❙ ❉❘✼✳ ■♥ ❧❡❢t ♣❛♥❡❧
t❤❡ ♠❛♥❣❧❡ ♣♦❧②❣♦♥s ❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡ ♠❛s❦ ✱ ✐♥ t❤❡ r✐❣❤t s✐❞❡ t❤❡ s❛♠❡ ♣♦❧②❣♦♥s
s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ✇❡✐❣❤t ♦❢ ❡❛❝❤ r❡❣✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t t♦ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢
t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✐♥ ❡❛❝❤ r❡❣✐♦♥✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✷

■❱✳✶✹ ▲❡❢t ♣❛♥❡❧✳ ❚❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ♦❢ ❙❉❙❙ ▲❘● s❛♠♣❧❡ ❉❘✼ ✐♥ ❣❛❧❛❝t✐❝ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✳ ■♥
t❤❡ r✐❣❤t ♣❛♥❡❧ t❤❡ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ♠❛s❦ ✉s❡❞ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ t❤❡ ♠♦❝❦ ❝❛t❛❧♦❣ ✐s s❤♦✇♥✳
■t ✇❛s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ t✐❧❡s ❢r♦♠ ❉❘✼ ❝♦♥❝❛t❡♥❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♣❤♦t♦♠❡tr✐❝
str✐♣❡s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✸

■❱✳✶✺ ■♥ ❧❡❢t ♣❛♥❡❧ t❤❡ r❡❞s❤✐❢t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❞❛t❛ ✜tt❡❞ ❜② ❛ s♣❧✐♥❡ ❧✐♥❡ t♦ ❡❧✐♠✐♥❛t❡
t❤❡ ♥♦✐s❡ ✐s s❤♦✇♥✳ ❚❤✐s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❛♥❞ ✉s❡❞ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ t❤❡
r❛❞✐❛❧ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ r✐❣❤t ♣❛♥❡❧ t❤❡ ❝♦♠♦✈✐♥❣ ♥✉♠❜❡r ❞❡♥s✐t② ♦❢
❞❛t❛ ❛♥❞ ♠♦❝❦s ✐s s❤♦✇♥✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✹

■❱✳✶✻ ❚❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦✈❡r ✶✵✵ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✐♥ ❛ ❝✉❜✐❝
❣❡♦♠❡tr② ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ ❛ s❡t ♦❢ s❛♠♣❧❡s ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❉❘✼ ❣❡♦♠❡tr②✳ ❆s ✇❡ ❝❛♥
♦❜s❡r✈❡ ❢r♦♠ t❤❡ ✜❣✉r❡ t❤❡ ❡st✐♠❛t♦r s❤♦✇s ❛ s❧✐❣❤t ❜✐❛s ❛t t❤❡ s❝❛❧❡s ♦❢ ✐♥t❡r❡st
❛♥❞ ❛ ✐♥❝r❡♠❡♥t ✐♥ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❉❘✼ ❣❡♦♠❡tr② ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡
❝✉❜❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✹

■❱✳✶✼ ❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ♦❢ ❛ r❡❣✐♦♥ ♦❢ ❉❘✼ ❙❛♠♣❧❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ ✜❧❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ◆❨❊
✈❛❧✉❡ ❛❞❞❡❞ ❈❛t❛❧♦❣ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✺

■❱✳✶✽ ❚❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❉❘✼ ❙❛♠♣❧❡ ❞❛t❛ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✻

■❱✳✶✾ ■♥ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✇✐t❤ ♥♦ ✇❡✐❣❤ts ✭❜❧❛❝❦✮ ❛♥❞ ✇✐t❤ ❋❑P ✇❡✐❣❤t
✭r❡❞✮ ❢♦r❡ s✐♥❣❧❡ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✼

■❱✳✷✵ ■♥ r✐❣❤t ♣❛♥❡❧ t❤❡ ♠❡❛♥ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✇✐t❤ ♥♦ ✇❡✐❣❤ts ✭❜❧❛❝❦✮
✇✐t❤ ❋❑P ✇❡✐❣❤t ✭r❡❞✮ ✳■♥ r✐❣❤t ♣❛♥❡❧ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ❋❑P
✇❡✐❣❤ts✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✽

■❱✳✷✶ ❚❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ✭❧❡❢t✮ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♠❛tr✐① ✭r✐❣❤t✮ ✉s✐♥❣
✶✵✵ ❧♦❣ ♥♦r♠❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✉s✐♥❣ t❤❡ r❛❞✐❛❧ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢r♦♠ ❉❘✼ ❞❛t❛
❛♥❞ t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r s❡❧❡❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ✇❡✐❣❤ts ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ♦❢ t❤❡
s✉r✈❡② ✉s✐♥❣ ✜❧❡s ❢r♦♠ t❤❡ ◆❨❊ ❱❛❧✉❡ ❆❞❞❡❞ ❝❛t❛❧♦❣✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✵

■❱✳✷✷ ■♥ ❜❧✉❡ t❤❡ ♠❡❛♥ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢r♦♠ ✶✵✵ ❜♦♦tstr❛♣ s✉❜s❛♠♣❧❡s ♦❢ ✶✵✱✵✵✵
❡❛❝❤✳ ❚❤❡ ❡rr♦r ❜❛rs ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥✳ ■♥ ❜❧❛❝❦ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥
❢✉♥❝t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ✇❤♦❧❡ s❛♠♣❧❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✶
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t♦ r✐❣❤t✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ r❡s✉❧t ❢r♦♠ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ s✉❜s❛♠♣❧❡✳ ■♥ t❤❡ t♦♣ t❤❡
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r❡❝t✐♦♥ ❜❡❢♦r❡ ❛♥❞ ❛❢t❡r ❝♦rr❡❝t✐♥❣ ❢r♦♠ ❛♥❣✉❧❛r s②st❡♠❛t✐❝s ❢♦r t❤❡ ❤♦❧❡ s❛♠♣❧❡ ✶✻✹

❱✳✸✸ ❚❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❞✐✛❡r❡♥t t❛r❣❡t ❢❛✐❧✉r❡ ❝♦r✲
r❡❝t✐♦♥ ❜❡❢♦r❡ ❛♥❞ ❛❢t❡r ❝♦rr❡❝t✐♥❣ ❢r♦♠ ❛♥❣✉❧❛r s②st❡♠❛t✐❝s s❡♣❛r❛t✐♥❣ ◆♦rt❤
❛♥❞ ❙♦✉t❤ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✹

❱✳✸✹ ▲❡❢t ♣❛♥❡❧✳ ❈♦✈❡r❛❣❡ ♦❢ ▲❆❙ ❉❆▼❆❙ ❈▼❆❙❙ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❘✐❣❤t ♣❛♥❡❧✳ ❚❤❡ ♣r♦✲
❥❡❝t❡❞ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ✜rst s❡♠❡st❡r ♦❢ ❇❖❙❙ ❉❛t❛ ✉s❡❞ t♦ ❝❛❧✐❜r❛t❡
t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✻

❱✳✸✺ ▼❡❛♥ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ✻✵✵ P❚❍❆▲❖❙ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✼

❱✳✸✻ ❇♦ss ❈♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♠❛tr✐❝❡s ❢♦r t❤❡ ◆♦rt❤ ✭❧❡❢t✮ ❛♥❞ ❙♦✉t❤✭r✐❣❤t✮ ❤❡♠✐s♣❤❡r❡s
❣❡♥❡r❛t❡❞ ❢r♦♠ P❚❍❆▲❖❙ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✽

❱✳✸✼ ❇♦ss ❈♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐❝❡s ❢♦r t❤❡ ◆♦rt❤ ✭❧❡❢t✮ ❛♥❞ ❙♦✉t❤✭r✐❣❤t✮ ❤❡♠✐s♣❤❡r❡s ❣❡♥✲
❡r❛t❡❞ ❢r♦♠ P❚❍❆▲❖❙ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✾

❱✳✸✽ ❇♦ss ❈♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♠❛tr✐① ❢♦r t❤❡ ❛❧❧ s❛♠♣❧❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞
❢r♦♠ ▲❖● ◆❖❘▼❆▲ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✾

❱✳✸✾ ❇♦ss ❈♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♠❛tr✐① ❢♦r t❤❡ ❛❧❧ s❛♠♣❧❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞
❢r♦♠ ▲❆❙ ❉❆▼❆❙ ❈▼❆❙❙ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❢♦r r❡❣✐♦♥s ❆✱❇✱❈ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼✶

❱✳✹✵ ❚❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ✜♥❛❧ ❝❛t❛❧♦❣ ❢♦r t❤❡ ◆♦rt❤ ❛♥❞ t❤❡ ❙♦✉t❤✳ ❚❤❡
❡rr♦rs ❜❛rs ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐❝❡s ❢r♦♠ P❚❍❆▲❖❙✳✶✼✷
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❱✳✹✶ ❚❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ✜♥❛❧ ❝❛t❛❧♦❣ ❢♦r ❝♦♠❜✐♥❡❞ s❛♠♣❧❡ ❛♥❞ ✇❡✐❣❤t❡❞
s❛♠♣❧❡✳ ❚❤❡ ❡rr♦rs ❜❛rs ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡
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❱■✳✷ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ ξ(rll, r⊥) ✐♥ t❤❡ ❧✐♥❡❛r r❡❣✐♠❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐♥ r❡❛❧ ❛♥❞
r❡❞s❤✐❢t s♣❛❝❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼✾

❱■✳✸ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♠♦♥♦♣♦❧❡✱ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ❛♥❞ ❤❡①❛❞❡❝❛♣♦❧❡ ❢♦r ❧✐♥❡❛r r❡❞s❤✐❢t ❞✐st♦rt✐♦♥s✶✼✾

❱■✳✹ ❙❧✐❞❡ ♦❢ ❧♦❣♥♦r♠❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✐♥ r❡❛❧ ❛♥❞ r❡❞s❤✐❢t ❡s♣❛❝❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽✶

❱■✳✺ ▲❡❢t P❛♥❡❧ ξ(θ, s) ✐♥ r❡❛❧ s♣❛❝❡ ✭✇✐t❤♦✉t r❡❞s❤✐❢t ❞✐st♦rt✐♦♥s✮✱ ❚♦♣ ❘✐❣❤t ♣❛♥❡❧s
❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ξ0(s)s2✱ ξ2(s)s2 ❛♥❞ ξ4(s)s2 ❡st✐♠❛t❡ ❢r♦♠ ✷✵✵ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ r❡✲
❛❧✐③❛t✐♦♥s ♦❢ ❛ ❧♦❣♥♦♠❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✐♥ r❡❛❧ ❡s♣❛❝❡ ✭r❡❞ ♣♦✐♥ts✮✱ t❤❡ ❜❧✉❡ ❞♦tt❡❞
❧✐♥❡ ✐s t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤♦✉t ❘❡❞s❤✐❢t ❞✐st♦rt✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ❣r❡❡♥
❞♦tt❡❞ ❧✐♥❡ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ r❡❞s❤✐❢t ❞✐st♦rt✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽✷

❱■✳✻ ▲❡❢t P❛♥❡❧ ξ(θ, r✮ ✇✐t❤ r❡❞s❤✐❢t ❞✐st♦rt✐♦♥s ❢r♦♠ ❧♦❣♥♦r♠❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ ❚♦♣ ❘✐❣❤t
♣❛♥❡❧s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ξ0r2✱ ξ2r2 ❛♥❞ ξ4r2 ❡st✐♠❛t❡ ❢r♦♠ ✷✵✵ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ r❡❛❧✲
✐③❛t✐♦♥s ♦❢ ❛ ❧♦❣♥♦♠❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✐♥ r❡❞s❤✐❢t ❡s♣❛❝❡ ✭r❡❞ ♣♦✐♥ts✮✱ t❤❡ ❜❧✉❡ ❞♦tt❡❞
❧✐♥❡ ✐s t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤♦✉t ❘❡❞s❤✐❢t ❞✐st♦rt✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ❣r❡❡♥
❞♦tt❡❞ ❧✐♥❡ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ r❡❞s❤✐❢t ❞✐st♦rt✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽✸

❱■✳✼ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ β ♣❛r❛♠❡t❡r ✉s✐♥❣ t❤❡ ξs(r)/ξ0(r) ✇✐t❤ r❡❞s❤✐❢t ❞✐st♦rt✐♦♥s ❢r♦♠
❧♦❣♥♦r♠❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ✐♥♣✉t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❞♦tt❡❞ ❧✐♥❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽✹

❱■✳✽ ❚❤❡ ♣♦✇❡r s♣❡❝tr✉♠ ❢r♦♠ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ Horizon− 4Π♠❡❛s✉r❡❞ ✇✐t❤ powergrid
✶✽✺

❱■✳✾ ▲❡❢t P❛♥❡❧ ξ(r, θ) ✐♥ r❡❛❧ s♣❛❝❡ ✭✇✐t❤♦✉t r❡❞s❤✐❢t ❞✐st♦rt✐♦♥s✮ ❢r♦♠ HORIZON− 4Π

s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ ❚♦♣ ❘✐❣❤t ♣❛♥❡❧s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ξ0(s)s2✱ ❛♥❞ ξ2(s)s2 ❡st✐♠❛t❡ ❢r♦♠
✷✵✵ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s ♦❢ ❤❛❧♦s ❢r♦♠ HORIZON− 4Π s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✐♥ r❡❛❧ ❡s✲
♣❛❝❡ ✭r❡❞ ♣♦✐♥ts✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽✺

❱■✳✶✵ ▲❡❢t P❛♥❡❧ ξ(rr, θ✮ ✇✐t❤ r❡❞s❤✐❢t ❞✐st♦rt✐♦♥s ❢r♦♠ HORIZON− 4Π s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ ❚♦♣
❘✐❣❤t ♣❛♥❡❧s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ξ0(s)s2 ❛♥❞ ξ2(s)s2 ❡st✐♠❛t❡ ❢r♦♠ ✷✵✵ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦
r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s ♦❢ ❢r♦♠ HORIZON− 4Π s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✐♥ r❡❞s❤✐❢t ❡s♣❛❝❡ ✭r❡❞ ♣♦✐♥ts✮ ✳ ✳ ✳ ✶✽✻

❱■✳✶✶ ▲❡❢t P❛♥❡❧ ξ(r‖, π) ✐♥ r❡❛❧ s♣❛❝❡ ✭✇✐t❤♦✉t r❡❞s❤✐❢t ❞✐st♦rt✐♦♥s✮ ❢r♦♠ HORIZON− 4Π

s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ ❚♦♣ ❘✐❣❤t ♣❛♥❡❧s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ξ0(s)s2 ❛♥❞ ξ2(s)s2 ❡st✐♠❛t❡ ❢r♦♠
✷✵✵ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s ♦❢ ❤❛❧♦s ❢r♦♠ HORIZON− 4Π s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✐♥ r❡❛❧ ❡s✲
♣❛❝❡ ✭r❡❞ ♣♦✐♥ts✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽✻

❱■✳✶✷ ▲❡❢t P❛♥❡❧ ξ(r‖, π✮ ✇✐t❤ r❡❞s❤✐❢t ❞✐st♦rt✐♦♥s ❢r♦♠ HORIZON− 4Π s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ ❚♦♣
❘✐❣❤t ♣❛♥❡❧s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ξ0(s)s2 ❛♥❞ ξ2(s)s2 ❡st✐♠❛t❡ ❢r♦♠ ✷✵✵ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦
r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s ♦❢ ❢r♦♠ HORIZON− 4Π s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✐♥ r❡❞s❤✐❢t ❡s♣❛❝❡ ✭r❡❞ ♣♦✐♥ts✮ ✳ ✳ ✳ ✶✽✼

❱■✳✶✸ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ β ♣❛r❛♠❡t❡r ✉s✐♥❣ t❤❡ ξs(r)/ξ0(r) ✇✐t❤ r❡❞s❤✐❢t ❞✐st♦rt✐♦♥s ❢r♦♠
HORIZON− 4Π s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ ✇❤❡r❡ ξ0(r) ✐s t❤❡ ✐♥♣✉t ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❣❡♥❡r❛t✲
✐♥❣ t❤❡ HORIZON− 4Π s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✐♥♣✉t ✐♥ β = 1 ♣❛r❛♠❡t❡r✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽✽
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❱■✳✶✹ ξ(rll, r⊥) ❢♦r ❇❖❙❙ ❈▼❆❙❙ ❣❛❧❛①✐❡s ✐♥ r❡❞s❤✐❢t s♣❛❝❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽✾

❱■✳✶✺ ξ2(r) ❢♦r ❇❖❙❙ ❈▼❆❙❙ ❣❛❧❛①✐❡s ✐♥ ❜❧❛❝❦✱ ❜❡st ✜t ♠♦❞❡❧ ✐♥ ❜❧✉❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽✾

❱■✳✶✻ Q(s) ❢♦r ❇❖❙❙ ❈▼❆❙❙ ❣❛❧❛①✐❡s ✐♥ ❜❧❛❝❦ ✭P❘❊▲■▼■◆❆❘❨ P▲❖❚✮✳ ■♥ ❧❡❢t ♣❛♥❡❧
t❤❡ r❡s✉❧t ❢♦r t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ Q(s) ❢♦r ❙❉❙❙✲❉❘✻ ❢r♦♠ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾✵

❱■■✳✶ ❈❛❧✐❜r❛t✐♥❣ t❤❡ σNL ✇✐t❤ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s P❚❍❆▲❖❙✳ ■♥ ❜❧❛❝❦ t❤❡ ♠❡❛♥ ♦❢ t❤❡ ✻✵✵
r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ P❚❍❆▲❖❙ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✉s✐♥❣ ♦♥❧② t❤❡ ♥♦rt❤ ❤❡♠✐s♣❤❡r❡✳ ❚❤❡
σNL = 6.25✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾✽

❱■■✳✷ ◆♦rt❤✿ ❋✐tt✐♥❣ ❛❧♣❤❛✱ ❜✐❛s ✳ ❲▼❆P ❛s ✜❞✉t✐❛❧ ❝♦s♠♦❧♦❣②✲❜✐♥ ✼▼♣❝✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾✾

❱■■✳✸ ❈♦♠❜✐♥❡❞✿ ❋✐tt✐♥❣ ❛❧♣❤❛✱ ❜✐❛s ✱❜✐♥ ✼▼♣❝ ✇✐❞t❤✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾✾

❱■■✳✹ ◆♦rt❤✿ ❋✐tt✐♥❣ ❛❧♣❤❛✱ ❜✐❛s ❜✐♥ ✼▼♣❝✲✇✐❞t❤ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✵✵

❱■■✳✺ ❈♦♠❜✐♥❡❞✿ ❋✐tt✐♥❣ ❛❧♣❤❛✱ ❜✐❛s ❜✐♥ ✹▼♣❝ ✇✐❞t❤✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✵✵

❱■■✳✻ ❙♦✉t❤DR9 : Fittingalpha, bias.Bin7Mpc ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✵✶

❱■■✳✼ ❙♦✉t❤ ❉❘✶✵✿ ❋✐tt✐♥❣ ❛❧♣❤❛✱ ❜✐❛s ✳ ❇✐♥ ✼ ▼♣❝ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✵✷

❱■■✳✽ ❙♦✉t❤ ❉❘✾✿ ❋✐tt✐♥❣ ❛❧♣❤❛✱ ❜✐❛s ✳ ❇✐♥ ✹ ▼♣❝ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✵✷

❱■■✳✾ ❙♦✉t❤ ❉❘✶✵✿ ❋✐tt✐♥❣ ❛❧♣❤❛✱ ❜✐❛s ✳ ❇✐♥ ✹ ▼♣❝ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✵✸

❱■■✳✶✵✶✲✷σ ❈♦♥t♦✉rs ❢♦r ◆♦rt❤ ✭❜❧✉❡✮✱ ❙♦✉t❤✭r❡❞✮✱ ❈♦♠❜✐♥❡❞ ✭❜❧❛❝❦✮ ❛♥❞ t❤❡ ❙♦✉t❤
❉❘✶✵✭❣r❡❡♥✮✳ ❇✐♥ ✹ ▼♣❝ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✵✹

❱■■✳✶✶❈♦♥t♦✉rs ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ α− Ω ◆♦rt❤ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✵✺

❱■■✳✶✷❈♦♥t♦✉rs ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ α− Ω ◆♦rt❤✴❙♦✉t❤ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✵✺

❱■■✳✶✸❈♦♥t♦✉rs ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ α− Ω ❙♦✉t❤ ❉❘✾ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✵✻

❱■■✳✶✹❈♦♥t♦✉rs ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ α− Ω ❙♦✉t❤ ❉❘✶✵ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✵✻

❱■■✳✶✺❈♦♥t♦✉rs ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♠❛tt❡r ❞❡♥s✐t② ❛♥❞ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ s❝❛❧❡ Ωmh
2 −

DV (z = 0.55) ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✵✼

❱■■✳✶✻❇❡st ✜t ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r ♠♦❞❡❧ ♥♦ ✇✐❣❣❧❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✵✽

❱■■✳✶✼❇❡st ✜t ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r ♠♦❞❡❧ ♥♦ ❜❛r②♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✵✾

❱■■■✳✶❘❡❧❛t✐✈❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❡st✐♠❛t♦rs ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ❣❡♦♠❡tr②✳ ■♥ t♦♣ ❧❡❢t ♣❛♥❡❧ t❤❡
♠❡❛♥ ♦❢ ✸✵✵ ❧♦❣ ♥♦r♠❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✐♥ ❛ ❝✉❜✐❝ ❜♦① ❛♥❞ ✐♥ t♦♣ r✐❣❤t ♣❛♥❡❧ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
t❤❡ ❇❖❙❙ ❣❡♦♠❡tr② ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❡st✐♠❛t♦rs✳ ■♥ ❜♦tt♦♠ ♣❛♥❡❧s✱ ✐♥ ❧❡❢t s✐❞❡ t❤❡
❜✐❛s ✭s❝❛❧❡❞ ❜② r2✮ ❛♥❞ ✐♥ r✐❣❤t t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✭s❝❛❧❡❞ ❜② r2✮ ❢♦r t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t
❡st✐♠❛t♦rs ✐♥ ❛ ❈✉❜✐❝ ❛♥❞ ✐♥ ❇❖❙❙ ❣❡♦♠❡tr✐❡s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✶✹

❱■■■✳✷ ■♥ ❧❡❢t ♣❛♥❡❧ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✸✵✵ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❈✉❜✐❝
❛♥❞ ❇❖❙❙ ❣❡♦♠❡tr✐❡s✱ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥♣✉t ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝✲
t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧♦❣♥♦r♠❛❧ ❞❡♥s✐t② ✜❡❧❞✳ ■♥ r✐❣❤t ♣❛♥❡❧ t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡
❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❜♦① ❛♥❞ ❇❖❙❙ ❣❡♦♠❡tr② ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥♣✉t
❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭s❝❛❧❡❞ ❜② r2) ✇✐t❤ t❤❡ ✶σ ✐♥t❡r✈❛❧s ❛r❡ ♣❧♦tt❡❞ ❛❧s♦✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✶✺
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❱■■■✳✸▼✐♥✐♠❛❧ ❱❛r✐❛♥❝❡ ❡st✐♠❛t♦r ✭λ = 0✮✳ ■♥ ❧❡❢t ♣❛♥❡❧ t❤❡ ❜✐❛s ✭s♦❧✐❞ ❧✐♥❡✮ ❛♥❞ ❡rr♦r
✭❞♦t❡❞ ❧✐♥❡✮ ❢♦r t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✭r❡❞✮ ❛♥❞ t❤❡ ▲❙ ✭❜❧✉❡✮ ❡st✐♠❛t♦rs✳ ■♥ r✐❣❤t ♣❛♥❡❧✱
t❤❡ s✐❣♥❛❧ t♦ ♥♦✐s❡ r❛t✐♦ ❢♦r t❤❡ ❜✐❛s ❝♦rr❡❝t❡❞ ✭❞♦t❡❞ ❧✐♥❡✮ ❛♥❞ ♥♦♥ ❝♦rr❡❝t❡❞
✭s♦❧✐❞ ❧✐♥❡s✮ ❢♦r ▲❙✭r❡❞✮ ❛♥❞ ❇❖❙❙ ✭❜❧✉❡✮ ❡st✐♠❛t♦rs✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✶✼

❱■■■✳✹▼✐♥✐♠❛❧ ❇✐❛s ❡st✐♠❛t♦r ✭λ = 0✮✳ ■♥ ❧❡❢t ♣❛♥❡❧ t❤❡ ❜✐❛s ✭s♦❧✐❞ ❧✐♥❡✮ ❛♥❞ ❡rr♦r
✭❞♦t❡❞ ❧✐♥❡✮ ❢♦r t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✭r❡❞✮ ❛♥❞ t❤❡ ▲❙ ✭❜❧✉❡✮ ❡st✐♠❛t♦rs✳ ■♥ r✐❣❤t ♣❛♥❡❧✱
t❤❡ s✐❣♥❛❧ t♦ ♥♦✐s❡ r❛t✐♦ ❢♦r t❤❡ ❜✐❛s ❝♦rr❡❝t❡❞ ✭❞♦t❡❞ ❧✐♥❡✮ ❛♥❞ ♥♦♥ ❝♦rr❡❝t❡❞
✭s♦❧✐❞ ❧✐♥❡s✮ ❢♦r ▲❙✭r❡❞✮ ❛♥❞ ❇❖❙❙ ✭❜❧✉❡✮ ❡st✐♠❛t♦rs✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✶✽

❱■■■✳✺▼❡❛♥ ❙q✉❛r❡ ❊rr♦r ❡st✐♠❛t♦r ✭λ = 0.5✮✳ ■♥ ❧❡❢t ♣❛♥❡❧ t❤❡ ❜✐❛s ✭s♦❧✐❞ ❧✐♥❡✮ ❛♥❞
❡rr♦r ✭❞♦t❡❞ ❧✐♥❡✮ ❢♦r t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✭r❡❞✮ ❛♥❞ t❤❡ ▲❙ ✭❜❧✉❡✮ ❡st✐♠❛t♦rs✳ ■♥ r✐❣❤t
♣❛♥❡❧✱ t❤❡ s✐❣♥❛❧ t♦ ♥♦✐s❡ r❛t✐♦ ❢♦r t❤❡ ❜✐❛s ❝♦rr❡❝t❡❞ ✭❞♦t❡❞ ❧✐♥❡✮ ❛♥❞ ♥♦♥ ❝♦r✲
r❡❝t❡❞ ✭s♦❧✐❞ ❧✐♥❡s✮ ❢♦r ▲❙✭r❡❞✮ ❛♥❞ ❇❖❙❙ ✭❜❧✉❡✮ ❡st✐♠❛t♦rs✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✶✾

❱■■■✳✻▲❛♥❞②✲❙③❛❧❛② ❡st✐♠❛t♦r ✭λ = 0.96✮✳ ■♥ ❧❡❢t ♣❛♥❡❧ t❤❡ ❜✐❛s ✭s♦❧✐❞ ❧✐♥❡✮ ❛♥❞ ❡rr♦r
✭❞♦t❡❞ ❧✐♥❡✮ ❢♦r t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✭r❡❞✮ ❛♥❞ t❤❡ ▲❙ ✭❜❧✉❡✮ ❡st✐♠❛t♦rs✳ ■♥ r✐❣❤t ♣❛♥❡❧✱
t❤❡ s✐❣♥❛❧ t♦ ♥♦✐s❡ r❛t✐♦ ❢♦r t❤❡ ❜✐❛s ❝♦rr❡❝t❡❞ ✭❞♦t❡❞ ❧✐♥❡✮ ❛♥❞ ♥♦♥ ❝♦rr❡❝t❡❞
✭s♦❧✐❞ ❧✐♥❡s✮ ❢♦r ▲❙✭r❡❞✮ ❛♥❞ ❇❖❙❙ ✭❜❧✉❡✮ ❡st✐♠❛t♦rs✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✶✾

❱■■■✳✼▼❡❛♥ ❇✐❛s ❛♥❞ ♠❡❛♥ ❘▼❙ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✇✐t❤ λ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ♠✐♥✐♠❛❧ ❞✐st❛♥❝❡ ❝♦♥✲
s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ ✜t ✭rmin✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✷✵

❱■■■✳✽❚❤❡ ❜✐❛s ♦❢ ▲❛♥❞② ❙③❛❧❛② ❛♥❞ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❡st✐♠❛t♦r ✐s s❤♦✇♥ ❛♥❞ t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢
t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❡rr♦r ❜❛rs r❡s♣❡❝t t♦ ▲❛♥❞②✲❙③❛❧❛② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✷✶

❱■■■✳✾❚❤❡ ❜✐❛s ✭s♦❧✐❞ ❧✐♥❡s✮ ❛♥❞ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✭❞♦tt❡❞ ❧✐♥❡s✮ ❛r❡ s❤♦✇♥ ❢♦r t❤❡ t❤r❡❡ ❝❛s❡s✱
✜rst ♦r❞❡r ✭❣r❡❡♥✮✱ ❛❞❞✐♥❣ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ✭②❡❧❧♦✇✮✱ ✉s✐♥❣ ❛❧❧ t❡r♠s ✭r❡❞✮ ❛♥❞
❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ t❤❡ ▲❛♥❞② ❙③❛❧❛② ❡st✐♠❛t♦r ✭❜❧✉❡✮✳ ❚❤❡ ②❡❧❧♦✇ ✐s s♦
❝❧♦s❡ t♦ r❡❞ t❤❛t ✐t ✐s ❛❧♠♦st ✐♥❞✐st✐♥❣✉✐s❤❛❜❧❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✷✶

❱■■■✳✶✵❊✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✐♥ ❛ ❣✐✈❡♥ ❣❡♦♠❡tr② ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❛ s✐♠♣❧❡r✴❝♦♠♣❧❡①
♦♥❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✷✷

❱■■■✳✶✶■♥ t♦♣ ♣❛♥❡❧✱ ❈♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐❝❡s ♦❢ ▲❛♥❞②✲❙③❛❧❛② ❡st✐♠❛t♦r ✭❧❡❢t✮ ❛♥❞ ♥❡✇
❡st✐♠❛t♦r ✭r✐❣❤t✮✳ ■♥ ❇♦tt♦♠ ♣❛♥❡❧ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♠❛tr✐❝❡s ❢♦r t❤❡ ▲❙ ❡st✐♠❛t♦r
✭❧❡❢t✮ ❛♥❞ ♥❡✇ ❡st✐❛♠t♦r ✭r✐❣❤t✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✷✸

❱■■■✳✶✷❚❡st✐♥❣ ✐❢ ♦✈❡r✲✜tt✐♥❣✳ ■♥ s♦❧✐❞ ❧✐♥❡s t❤❡ ❜✐❛s ❛♥❞ ✐♥ ❞♦tt❡❞ ❧✐♥❡s t❤❡ r♠s✳ ❲❡ ♣❧♦t
✷ ❝❛s❡s✱ ✐♥ ❣r❡❡♥ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❡st ❛r❡ ❞♦♥❡ ✇✐t❤ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ s❛♠♣❧❡ ✐♥
r❡❞ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✐s ❞♦♥❡ ✇✐t❤ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ s❛♠♣❧❡ ❛♥❞ t❤❡ t❡st ✇✐t❤ ❛♥♦t❤❡r
s❛♠♣❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✷✹



▲✐st ♦❢ ❚❛❜❧❡s

■✳✶ ❚✐♠❡❧✐♥❡ ♦❢ t❤❡ ❯♥✐✈❡rs❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✾

■✳✷ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✼

■✳✸ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✵

■■✳✶ ▼❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ ❇❛r②♦♥✐❝ ❆❝♦✉st✐❝ ❋❡❛t✉r❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✵

■■■✳✶ ❊rr♦r ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❢♦r ❇❆❖ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✷

■■■✳✷ ❋♦r❡❝❛st ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡r ❝♦♥str❛✐♥ts ♦✈❡r t❤❡ ♥❡❛r ❢✉t✉r❡ ❛♥❞ ❝✉rr❡♥t ❇❆❖✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✷

❱■■✳✶❈♦♥str❛✐♥s ❢♦r ✹▼♣❝ ❛♥❞ ✼▼♣❝ ❜✐♥s ◆♦rt❤ ✱ ❙♦✉t❤ ❛♥❞ ❈♦♠❜✐♥❡❞ ❙❛♠♣❧❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✵✶

❱■■✳✷❈♦♥str❛✐♥s ❢♦r ✹▼♣❝ ❛♥❞ ✼▼♣❝ ❜✐♥s ❙♦✉t❤ ❉❘✾ ❛♥❞ ❙♦✉t❤ ❉❘✶✵ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✵✸

❱■■✳✸❈♦♥str❛✐♥s ❢♦r DV ❛♥❞ Ωmh
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❱■■✳✹❈♦♥str❛✐♥s ❢♦r DV ❛♥❞ Ωmh
2 ❢r♦♠ ♦t❤❡r st✉❞✐❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✵✼

①✈✐✐✐



■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❚❤❡ ❝✉rr❡♥t ♣❛r❛❞✐❣♠ ♦❢ ❝♦s♠♦❧♦❣② ✐s t❤❡ ΛCDM ♠♦❞❡❧✳ ❆ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥❛❧ ❡✈✐❞❡♥❝❡s ♣❧❛❝❡
t❤✐s ♠♦❞❡❧ ❛s t❤❡ ❜❡st ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ✇❡ ❤❛✈❡ ♦❢ t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❡ ✉♣ t♦ ♥♦✇✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♦✉r ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣
♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥ ❛♥❞ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❡ ✐s ♥♦t ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❞❡❝r②♣t❡❞✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ st✐❧❧ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧
♦♣❡♥ q✉❡st✐♦♥s✳ ❆♠♦♥❣ t❤❡s❡ ♦♣❡♥ q✉❡st✐♦♥s t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❞❛r❦ ❡♥❡r❣② ✐s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st
✐♠♣♦rt❛♥t ✐ss✉❡s t♦ ❜❡ ❡①♣❧♦r❡❞ ❜② ♠♦❞❡r♥ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥❛❧ ❝♦s♠♦❧♦❣②✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ s❡✈❡r❛❧ ♣r♦❜❡s t❤❛t
♣❡r♠✐t t♦ ❡①tr❛❝t s♦♠❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❛❜♦✉t t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ st❛t❡ ♦❢ t❤✐s ✉♥❦♥♦✇♥ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢
t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❡✿ ❝❧✉st❡rs✱ ✇❡❛❦ ❧❡♥s✐♥❣✱ s✉♣❡r♥♦✈❛❡ ❛♥❞ t❤❡ ❜❛r②♦♥✐❝ ❛❝♦✉st✐❝ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ✭❇❆❖✮✳ ▼②
r❡s❡❛r❝❤ ❢♦❝✉s❡s ♦♥ t❤❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ✐♠♣r✐♥t❡❞ ❜② t❤❡ ❇❛r②♦♥✐❝ ❆❝♦✉st✐❝ ❖s❝✐❧❧❛t✐♦♥s
♦♥ t❤❡ ❣❛❧❛①② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❚❤✐s t❤❡s✐s ✐s ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❡✛♦rts t♦ ❧❡❛r♥ ♠♦r❡ ❛❜♦✉t t❤❡
♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤✐s ❡❧✉s✐✈❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❡✿ t❤❡ ❞❛r❦ ❡♥❡r❣②✳

❚❤❡ ❇❆❖ ❢❡❛t✉r❡ ✐s ❛ ❜✉♠♣ ❛t ∼ 150Mpc ✐♥ t❤❡ t✇♦✲♣♦✐♥ts ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛tt❡r ✐♥
t❤❡ ❯♥✐✈❡rs❡✳ ❚❤✐s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞✐st❛♥❝❡ tr❛✈❡❧❧❡❞ ❜② ❛❝♦✉st✐❝ ✇❛✈❡s ✐♥ t❤❡ ♠❛tt❡r✲
r❛❞✐❛t✐♦♥ ✢✉✐❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♣❡r✐♦❞ ❢r♦♠ ♠❛tt❡r✴r❛❞✐❛t✐♦♥ ❡q✉❛❧✐t② t♦ t❤❡✐r ❞❡❝♦✉♣❧✐♥❣ ❛t z ∼ 1100✳
❆♥ ❡①❝❡ss ❞❡♥s✐t② ❛t ❛ r❛❞✐✉s ♦❢ ✶✺✵ ▼♣❝ ✇❛s ❧❡❢t ❛❢t❡r ❞❡❝♦✉♣❧✐♥❣ ❛r♦✉♥❞ ❡❛❝❤ ❞❛r❦✲♠❛tt❡r ❞❡♥s✐t②
♣❡❛❦✳ ❲❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ❡①♣❡❝t t♦❞❛② ❛♥ ❡①❝❡ss ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t♦ ✜♥❞ ♠❛tt❡r s❡♣❛r❛t❡❞ ❜② t❤✐s ❞✐st❛♥❝❡ ✭✐♥
❝♦♠♦✈✐♥❣ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✮✳ ❚❤✐s ❢❡❛t✉r❡ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛ st❛♥❞❛r❞ r✉❧❡r ❛❧❧♦✇✐♥❣ t♦ st✉❞② t❤❡ ❤✐st♦r②
♦❢ t❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❯♥✐✈❡rs❡ ❛♥❞ ✐♥❢❡r ❝♦s♠♦❧♦❣✐❝❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♣❤②s✐❝s ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ t❤❡
❛❝♦✉st✐❝ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ✐s ✇❡❧❧ ✉♥❞❡rst♦♦❞ ❛♥❞ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤✐s st❛♥❞❛r❞ r✉❧❡r ❤❛s ❜❡❡♥ ♠❡❛s✉r❡❞ ✇✐t❤
❡①q✉✐s✐t❡ ❛❝❝✉r❛❝② ❛t ❛ r❡❞s❤✐❢t z ∼ 1100 ✉s✐♥❣ ❲▼❆P ❞❛t❛✳ ❚❤❡ ❛♣♣❛r❡♥t ❇❆❖ ❞✐st❛♥❝❡ s❝❛❧❡
♠❡❛s✉r❡❞ ❢r♦♠ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛t ❞✐✛❡r❡♥t r❡❞s❤✐❢t ❧❡❛❞s t♦ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❍✉❜❜❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡r
H(z) ❛♥❞ t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r ❞✐❛♠❡t❡r ❞✐st❛♥❝❡ DA(z) ✇❤✐❝❤ ❛r❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❝♦s♠♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱
❡s♣❡❝✐❛❧❧② t♦ t❤❡ ❞❛r❦ ❡♥❡r❣② ♣❛r❛♠❡t❡rs ✭❙❡♦ ❊✐s❡♥st❡✐♥ ✷✵✵✸ ❬✷✸❪✮✳ ❖♥❡ ❝❛♥ ❧♦♦❦ ❢♦r t❤❡ ✐♠♣r✐♥t ♦❢
t❤❡ ❇❆❖ ❢❡❛t✉r❡ ✐♥ t❤❡ ❣❛❧❛①② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛s ❣❛❧❛①✐❡s ❛r❡ ❣♦♦❞ tr❛❝❡rs ♦❢ t❤❡ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ❞❡♥s✐t②
❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✜rst ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❇❆❖ ✐♥ t❤❡ ❣❛❧❛①② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇❛s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❙❧♦❛♥
❉✐❣✐t❛❧ ❙❦② ❙✉r✈❡② ✭❙❉❙❙✮ ✐♥ ✷✵✵✺ ✭❊✐s❡♥st❡✐♥ ❡t ❛❧ ✷✵✵✺❬✹❪✮ ✇✐t❤ ❛ s❛♠♣❧❡ ♦❢ ✹✵✵✵✵ ▲✉♠✐♥♦✉s ❘❡❞
●❛❧❛①✐❡s ✐♥ ❛ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ 0.72(Gpc/h)3✳ ▼❛♥② ❛♥❛❧②s✐s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡t❤♦❞s
✉s✐♥❣ ❜♦t❤ t❤❡ ❋♦✉r✐❡r s♣❛❝❡ ♣♦✇❡r s♣❡❝tr✉♠ ✭P❡r❝✐✈❛❧ ✷✵✵✻ ❬✶✻❪ ❛♥❞ ✷✵✵✾ ❬✶✼❪❀ P❛❞♠❛♥❛❜❤❛♥
✷✵✵✻❬✶✹❪✮ ♦r ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ s♣❛❝❡ t✇♦✲♣♦✐♥ts ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ Ð t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠❡r
✭❊✐s❡♥st❡✐♥ ✷✵✵✺ ❬✹❪❀ ❊✳❑❛③✐♥ ✷✵✵✽ ❬✼❪✮✳ ❇♦t❤ t❤❡ ▲✉♠✐♥♦✉s ❘❡❞ ●❛❧❛①② s❛♠♣❧❡ ♦r t❤❡ ♠❛✐♥ ♦♥❡
✇❡r❡ ✉s❡❞ ✇✐t❤ s✉❝❝❡ss✐✈❡ r❡❧❡❛s❡s ♦❢ t❤❡ ❙❉❙❙ ❞❛t❛✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ s♦♠❡ ❛♥❛❧②s✐s ❤❛✈❡ ✉s❡❞ ❝♦♠❜✐♥❡❞
❞❛t❛s❡t ✭❙❉❙❙ ❛♥❞ ✷❉❋●❘s✮ ♦r ❧❛r❣❡r s❛♠♣❧❡s ✉s✐♥❣ ♣❤♦t♦♠❡tr✐❝ r❡❞s❤✐❢ts ✐♥st❡❛❞ ♦❢ s♣❡❝tr♦s❝♦♣✐❝
♦♥❡s✳ ❆❧❧ ♦❢ t❤❡s❡ ❛♥❛❧②s✐s ❤❛✈❡ ♥♦✇ ❧❡❞ t♦ ❛ ❝♦♥✈✐♥❝✐♥❣ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❇❆❖ ❢❡❛t✉r❡✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥
❞✐✣❝✉❧t② ❢♦r ❞❡t❡❝t✐♥❣ ❛♥❞ ❛♥❛❧②③✐♥❣ t❤❡ ❇❆❖ s❝❛❧❡ ✐♥ t❤❡ ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❯♥✐✈❡rs❡ ✐s ✐ts
❧♦✇ st❛t✐st✐❝❛❧ s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ s♣❛rs❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❜②

✶



✷

❧✉♠✐♥♦✉s ❣❛❧❛①✐❡s✳ ❖♥❡ ❝❛♥ ♦♥❧② ❡①♣❡❝t t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ♦❜s❡r✈❡ t❤❡ ❇❆❖ ❢❡❛t✉r❡ ✐♥ t❤❡ ✇✐❞❡st ❣❛❧❛①②
s✉r✈❡②s ❛♥❞ ✐t ❤❛s ♦♥❧② ❜❡❡♥ ✉♥❛♠❜✐❣✉♦✉s❧② ❞❡t❡❝t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠♦st ❡①t❡♥❞❡❞ s❛♠♣❧❡s ❧✐❦❡ ▲✉♠✐♥♦✉s
❘❡❞ ●❛❧❛①✐❡s✳

❚❤❡ ✜♥❛❧ ❣♦❛❧ ♦❢ ♠② ✇♦r❦ ✐s t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✉♣ t♦ s✉♠♠❡r
✷✵✶✶ ✐♥ ❙❉❙❙ ■■■✴❇❖❙❙ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❣✐✈❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ♦♥ t❤❡ ❞❛r❦ ❡♥❡r❣② ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ st❛t❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs
w0 ❛♥❞ wa✳ ❲✐t❤ s✉❝❤ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✱ ♦♥❡ ✇❛♥ts t♦ ❝❤❡❝❦ ✐❢ t❤❡ ❞❛t❛ ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞
❝♦s♠♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♥st❛♥t ✭❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ w0 = 1 ❛♥❞ wa = 0✮ ♦r ✐❢ t❤❡ ❞❛r❦ ❡♥❡r❣② ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ st❛t❡
s❤♦✇s ❛ t✐♠❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✭wa 6= 0✮ ♣♦✐♥t✐♥❣ t♦ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ❞❛r❦ ❡♥❡r❣② s❝❡♥❛r✐♦s✳ ❇❖❙❙ ✐s ♦♥❡ ♦❢
t❤❡ ✹ ♣r♦❣r❛♠s ❝♦♠♣♦s✐♥❣ t❤❡ t❤✐r❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❙❧♦❛♥ ❉✐❣✐t❛❧ ❙❦② ❙✉r✈❡② ✭❙❉❙❙✲■■■✮✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡
t✇♦ ♠❛✐♥ ♣r♦❣r❛♠s ✐♥ t❤❡ ❙❉❙❙ ■■■✴❇❖❙❙ ♣r♦❥❡❝t✿ t❤❡ ▲✉♠✐♥♦✉s ❘❡❞ ●❛❧❛①✐❡s ✭▲❘●✮ ❝❛t❛❧♦❣ ❛♥❞
❛ ♥❡✇ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ q✉❛s❛rs ✉s✐♥❣ t❤❡ ▲②♠❛♥✲❛❧♣❤❛ ❢♦r❡st ❛s ❛ tr❛❝❡r ♦❢ ♠❛tt❡r ✐♥ t❤❡ ❧✐♥❡ ♦❢
s✐❣❤t✳ ■ ❤❛✈❡ ❢♦❝✉s❡❞ ♠② r❡s❡❛r❝❤ ♦♥ t❤❡ ▲❘● s❝✐❡♥❝❡✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♥str❛✐♥ t❤❡♦r✐❡s ❛❣❛✐♥st ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s t❤❡ ❛❝❝✉r❛t❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❝❧✉st❡r✐♥❣ st❛t✐st✐❝s
❢r♦♠ ❣❛❧❛①✐❡s s✉r✈❡②s ✐s ♥❡❝❡ss❛r②✳ ❚❤❡ ♠♦st ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ st❛t✐st✐❝ ✐♥ ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡ str✉❝t✉r❡ ❛♥❛❧②s✐s
✐s t❤❡ t✇♦✲♣♦✐♥t ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ r❡❛❧ ❛♥❞ ❋♦✉r✐❡r s♣❛❝❡✳ ■♥ t❤✐s ✇♦r❦ ■ ✉s❡ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥
❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❛❧②s✐s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♠♦r❡ ❛❞❛♣t❡❞ t♦ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ♣❤②s✐❝s ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ ❇❆❖✳ ▼② ✇♦r❦ ❝♦✉❧❞ ❜❡
s❡♣❛r❛t❡❞ ✐♥ ✷ ❧❡✈❡❧s ✿ ❛ ♣r❡♣❛r❛t♦r② ✇♦r❦ ❞♦♥❡ ✇✐t❤ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s t♦ st✉❞② ✐♥ ❞❡t❛✐❧s t❤❡ ❡st✐♠❛t♦rs
❛♥❞ t❤❡ ❡rr♦r ❛♥❛❧②s✐s t❤❛t ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ ❢✉rt❤❡r ❝❤❛♣t❡rs t♦ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡ str✉❝t✉r❡ ✐♥
❇❖❙❙ ❞❛t❛✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❧❡✈❡❧ ✇❛s t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❇❖❙❙ ❣❛❧❛①✐❡s✱ ❢r♦♠ ❝❛t❛❧♦❣
❣❡♥❡r❛t✐♦♥ t♦ ❝♦s♠♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♥str❛✐♥ts✱ ✉s✐♥❣ t❤✐s t♦♦❧s ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❞❡✈❡❧♦♣♣❡❞✱ t❡st❡❞ ❛♥❞ ♦♥❝❡ t❤❡
❡st✐♠❛t♦rs ✇❡r❡ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ✉♥❞❡rst♦♦❞ ❢r♦♠ t❤❡ st✉❞② ✇✐t❤ ♠♦❝❦s✳

❚❤✉s✱ ✐♥ ❛ ✜rst t✐♠❡ ■ ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t♦rs ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥
✉s✐♥❣ ♠♦❝❦ ❝❛t❛❧♦❣s✳ ■ st✉❞✐❡❞ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❡st✐♠❛t♦rs ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ❜✐❛s
❛♥❞ ✈❛r✐❛♥❝❡✳ ❆s ✇❡ ✇✐❧❧ s❡❡✱ t❤❡ ❡st✐♠❛t♦rs ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥
♦❢ t❤❡ ❣❛❧❛①② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ r❛♥❞♦♠ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ t❤❛t ♠✐♠✐❝s t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢
❞❛t❛ s❛♠♣❧❡s✳ ■ t❤❡r❡❢♦r❡ s♣❡♥t t✐♠❡ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts t❤❛t ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t
✐♥ r❛♥❞♦♠ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ t♦ ❤❛✈❡ ❛♥ ❛❝❝✉r❛t❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❝❧✉st❡r✐♥❣ st❛t✐st✐❝s✿ t❤❡ r❛❞✐❛❧ ❛♥❞ ❛♥❣✉❧❛r
s❡❧❡❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ■ ❛❧s♦ ❡①♣❧♦r❡❞ t❤❡ ✇❡✐❣❤ts✳

❆ s❡❝♦♥❞ ✐♠♣♦rt❛♥t ✐♥❣r❡❞✐❡♥t ❢♦r ❞♦✐♥❣ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛♥❛❧②s✐s ✐s ❛♥ ❛❝❝✉r❛t❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❡rr♦rs✳ ▼❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✐♥ ❣❛❧❛①② ❝❛t❛❧♦❣s ❛r❡ s✉❜❥❡❝t t♦ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s t❤❛t ♠✉st ❜❡ ♣r♦♣❡r❧② ❛❞❞r❡ss❡❞
✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♠♣❛r❡ ✇✐t❤ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡s❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ❝❛♥ ❜❡ s❡♣❛r❛t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦
t❤❡✐r ♥❛t✉r❡ ✐♥ st❛t✐st✐❝❛❧ ❛♥❞ s②st❡♠❛t✐❝✳ ❚❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ❡rr♦rs ❛r❡ t❤❡ s❤♦t ♥♦✐s❡ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦s♠✐❝
✈❛r✐❛♥❝❡✳ ❆s ♣❛rt ♦❢ t❤✐s ♣r❡❧✐♠✐♥❛r② ✇♦r❦ t♦ ♣r❡♣❛r❡ t❤❡ ❇❖❙❙ ❞❛t❛ ❛♥❛❧②s✐s ■ st✉❞✐❡❞ ✐♥ t❤✐s
✜rst st❛❣❡ t❤❡ s②st❡♠❛t✐❝ ❛♥❞ st❛t✐st✐❝❛❧ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ✉s✐♥❣ ♠♦❝❦ ❝❛t❛❧♦❣s ❛♥❞ s♦♠❡ ❞❛t❛ ❜❛s❡❞
♠❡t❤♦❞s✳

❈♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ s②st❡♠❛t✐❝ ❡rr♦rs✱ t❤❡② ❝♦✉❧❞ ❜❡ s❡♣❛r❛t❡❞ ✐♥ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛♥❞ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥❛❧✳
❆♠♦♥❣ t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s t❤❛t ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ s✐❞❡ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ♣❡❝✉❧✐❛r ✈❡❧♦❝✐t✐❡s✳
❚❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ✇❡ ♦♥❧② ❤❛✈❡ ❛❝❝❡ss t♦ r❡❞s❤✐❢t ❛s ❛♥ ❡st✐♠❛t♦r ♦❢ t❤❡ r❛❞✐❛❧ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ ❣❛❧❛①✐❡s
✐♥tr♦❞✉❝❡s ❞✐st♦rt✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❡ ❧✐♥❡ ♦❢ s✐❣❤t ❞✉❡ t♦ ♣❡❝✉❧✐❛r ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ♦❢ t❤❡
❣❛❧❛①✐❡s✳ ❆❧t❤♦✉❣❤✱ t❤❡s❡ ❞✐st♦rt✐♦♥s ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛♥ ❡①tr❛✲❝♦♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts✱ t❤❡② ❛❧s♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❡①tr❛ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t ❝♦s♠♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ t❤❡ ♠❛ss✲
❧✉♠✐♥♦s✐t② ❜✐❛s ♦❢ t❤❡ tr❛❝❡rs ✇❡ ✉s❡✳ ■ ❞❡✈♦t❡❞ ❛ ❝❤❛♣t❡r t♦ st✉❞② ✇✐t❤ ❧♦❣♥♦r♠❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s
t❤❡ ❡✛❡❝t ✐♥ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ♦t❤❡r ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s r❡❧❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡♦r② ❛s t❤❡



✸

❣❛❧❛①② ❜✐❛s✳ ❚❤❡ ❣❛❧❛①✐❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞♦ ♥♦t ❢♦❧❧♦✇s ❡①❛❝t❧② t❤❡ ♠❛tt❡r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛♥❞ ✜♥❛❧❧② t❤❡
❞❡✈✐❛t✐♦♥s ❢r♦♠ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥✳ ❚❤❡s❡ ✐ss✉❡s ✇✐❧❧ ❜❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❇❆❖ ❝❤❛♣t❡r ❛♥❞ t❤❡②
✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ❛❣❛✐♥ ✐♥ t❤❡ ❝❤❛♣t❡r ❞❡✈♦t❡❞ t♦ ❝♦s♠♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❋✐♥❛❧❧② t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥❛❧
❡rr♦rs ❛r✐s❡ ❢r♦♠ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ❞✉❡ t♦ t❡❧❡s❝♦♣❡s ❛♥❞ ✐♥str✉♠❡♥ts✳ ❆s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ✇❡ ❤❛✈❡
♥♦t ♣❡r❢❡❝t s❛♠♣❧✐♥❣ ✭❝❧♦s❡ ♣❛✐rs ♦❢ ❣❛❧❛①✐❡s✮✱ ❡✛❡❝ts ♦❢ ❞✉st ❡①t✐♥❝t✐♦♥✱ ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥ ❢r♦♠ s♦✉r❝❡s
✭st❛rs✮✱ ❛♠♦♥❣ ♦t❤❡rs✳ ■♥ t❤❡ ❝❤❛♣t❡r ❞❡✈♦t❡❞ t♦ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❇❖❙❙ ❞❛t❛ ■ ✇✐❧❧ t❛❧❦ ❛❜♦✉t t❤❡
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥❛❧ ❜✐❛s ❛♥❞ ❡rr♦rs s♣❡❝✐✜❝ t♦ ❇❖❙❙ ✳

❈❤❛♣t❡r ✺ ✐s ❞❡✈♦t❡❞ t♦ t❤❡ ❤❡❛rt ♦❢ ♠② t❤❡s✐s t❤❡ ❇❖❙❙ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱
■ ✉s❡ t❤❡ ✜rst t✇♦ ②❡❛rs ♦❢ ❇❖❙❙ ❞❛t❛ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❣❛❧❛①✐❡s✳ ❚❤❡s❡ ❞❛t❛
❝♦♥st✐t✉t❡ t❤❡ ❉❛t❛ ❘❡❧❡❛s❡ ✾ ✭❉❘✾✮ t❤❛t ✇✐❧❧ ❜❡ ♣✉❜❧✐❝ ✐♥ s✉♠♠❡r ✷✵✶✷✳ ❚❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ ♠② ✇♦r❦ ✇❛s
t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❝❤❛✐♥ ♦❢ ❛♥❛❧②s✐s ❢r♦♠ ❝❛t❛❧♦❣ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❝♦s♠♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♥str❛✐♥ts✳
❚❤❡ ✜rst st❡♣ t♦ ❞♦ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛♥❛❧②s✐s ✐s t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ❛ ✬❝❧❡❛♥✬ ❝❛t❛❧♦❣ ❢r♦♠ ♥♦✐s② ❞❛t❛✳ ■♥ t❤❡
✜rst s❡❝t✐♦♥ ■ ❞✐s❝✉ss t❤✐s ♣r♦❝❡ss✳ ❚❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝❛t❛❧♦❣ ✐s ♥♦t ❛ s✐♠♣❧❡ t❛s❦ ❜❡❝❛✉s❡ ✇❡
♠✉st ❣✉❛r❛♥t② t❤❛t t❤❡ s❛♠♣❧❡ s❡❧❡❝t❡❞ ✐s ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❛♥❞ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ s②st❡♠❛t✐❝ ❡rr♦rs ♦r ❜✐❛s
♦r✐❣✐♥❛t❡❞ ❜② ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥❛❧ ✐ss✉❡s✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt ✐s ❞❡✈♦t❡❞ t♦ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥
❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❢r♦♠ ❛♥❣✉❧❛r s②st❡♠❛t✐❝ ❡✛❡❝ts✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ s②st❡♠❛t✐❝ ❡rr♦r ❢♦✉♥❞ ✐♥
❇❖❙❙ ❞❛t❛ ✐s t❤❡ st❡❧❧❛r ❞❡♥s✐t② ✭❘♦ss ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✷✮✳ ■ ❡①♣❧♦r❡ ✐♥ ❞❡t❛✐❧ t❤✐s s♦✉r❝❡ ♦❢ s②st❡♠❛t✐❝
❡rr♦r✳ ■ st✉❞② t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦♥ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ♦t❤❡r ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛s t❤❡ s❡❡✐♥❣✱
❡①t✐♥❝t✐♦♥✱ ❛✐r♠❛ss ❛♥❞ s❦② ✢✉①✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✐♥ t❤❡ t❤✐r❞ ♣❛rt ■ ❞✐s❝✉ss t❤❡ ❡rr♦r ❡st✐♠❛t✐♦♥✳ ❆s ✇❡ ✇✐❧❧
s❡❡ t❤❡ ❝♦♠♠♦♥ ♠❡t❤♦❞ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❡rr♦rs ✐s ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ❢r♦♠ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳
■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ■ ❡①♣❧♦r❡ t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❦✐♥❞ ♦❢ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s t❤❛t ✇♦✉❧❞ ♣❡r♠✐t t♦ ✈❛❧✐❞❛t❡ t❤❡ ❡rr♦r
❡st✐♠❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❝❤❛♣t❡r ✼ ✐s t❤❡ ❝✉❧♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛✐♥ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❛ ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡ str✉❝t✉r❡
❛♥❛❧②s✐s✿ t❤❡ ❝♦s♠♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♥str❛✐♥ts ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❢♦r t❤❡ ✜tt✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢r♦♠
❇❖❙❙ ❞❛t❛✳ ❚❤❡ ✜♥❛❧ ❣♦❛❧ ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥❛❧ ❝♦s♠♦❧♦❣② ✐s t♦ ❝♦♥❢r♦♥t t❤❡ t❤❡ r❡s✉❧ts ❣❡♥❡r❛t❡❞
❢r♦♠ t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ❞❛t❛ ❛♥❛❧②s✐s ✇✐t❤ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❢r♦♠ t❤❡♦r②✳ ❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐s ❞❡✈♦t❡❞ t♦ t❤❡
❝♦s♠♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♥str❛✐♥s ✇❡ ❝❛♥ ❣❡t ❢r♦♠ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❇❖❙❙ ❞❛t❛✳

❋✐♥❛❧❧② t❤❡ ❝❤❛♣t❡r ✽ ✐s ❧✐❦❡ t❤❡ ❝❡r✐s❡ s✉r ❧❡ ❣❛t❡❛✉✱ ✐t ✐s ✐♥s♣✐r✐t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✇♦r❦ ❞♦♥❡ ✐♥
❝❤❛♣t❡r ✹ ❢♦r t❤❡ ❡st✐♠❛t♦rs ❛♥❞ ❛s ✇❡❧❧ ✐s ❝❧♦s❡❧② ❧✐♥❦❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❤❡❛rt ♦❢ t❤❡ t❤❡s✐s t❤❡ ❇❖❙❙
❞❛t❛ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ♣r❡s❡♥ts ❛ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② t♦ ❞❡✜♥❡ ❛ ♥❡✇ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ❡st✐♠❛t♦r
t❤❛t s❡❡♠s t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❜❡tt❡r t❤❛t t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❛❧ ❡st✐♠❛t♦r ❢♦r t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥✿ t❤❡ ▲❛♥❞②✲❙③❛❧❛②
❡st✐♠❛t♦r✳

❆ s✉♠♠❛r② ♦❢ ❣❧♦❜❛❧ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛t t❤❡ ❡♥❞✱ ✐t ❞♦❡s ♥♦t ♠❡❛♥ t❤❛t t❤❡ r❡s❡❛r❝❤ ✐s
✜♥✐s❤❡❞ ❜② ❝♦♥tr❛r② t❤❡ ✐❞❡❛ ✐s t♦ ♣r❡s❡♥t ❛ ❜✐❧❛♥ ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts ❣❡♥❡r❛t❡❞ ♦❢ t❤✐s ✜rst st❛❣❡✱ t❤❡
❣r❛❞✉❛t❡ st✉❞✐❡s✱ ❛♥❞ t♦ ❡♥✉♠❡r❛t❡ t❤❡ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s t❤❛t r❡s✉❧ts ❢r♦♠ t❤✐s ✜rst ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥✳



✹



■✳ ❈♦s♠♦❧♦❣② ✐♥ ❛ ♥✉ts❤❡❧❧

■♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t st❛t❡ ♦❢ ❝♦s♠♦❧♦❣②✱ t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ❛❧♠♦st ✉♥✐✈❡rs❛❧ ❝♦♥s❡♥s✉s ❛❜♦✉t ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❜❡st
❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ♦✉r ❯♥✐✈❡rs❡✳ ❚❤❛t ♠♦❞❡❧ ✐s t❤❡ ❙t❛♥❞❛r❞ ❈♦s♠♦❧♦❣✐❝❛❧ ▼♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ♠♦st ❡①❝✐t✐♥❣
❢❡❛t✉r❡ ♦❢ ♠♦❞❡r♥ ❝♦s♠♦❧♦❣② ✐s t❤❛t ♥♦✇ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛♥ ❡♥♦r♠♦✉s ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥❛❧ ❞❛t❛ t❤❛t
❡♥❛❜❧❡ ✉s t♦ t❡st ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❢r♦♠ t❤❡♦r②✳ ■♥ t❤❛t s❡♥s❡✱ ✐t ✐s ✉s✉❛❧❧② s❛✐❞ t❤❛t ❝♦s♠♦❧♦❣② ❤❛s ♣❛ss❡❞
t♦ t❤❡ ❡r❛ ♦❢ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐♥tr♦❞✉❝❡s t❤❡ ❜❛s✐❝ ♥♦t✐♦♥s ♦❢ ♠♦❞❡r♥ ❝♦s♠♦❧♦❣②
✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ♠② r❡s❡❛r❝❤✳ ❇❡❢♦r❡ ■ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❝♦s♠♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✱
❛❧s♦ ❦♥♦✇♥ ❛s ΛCDM ♠♦❞❡❧✱ ■ ❞✐s❝✉ss t❤❡ ❜❛s✐❝ ♣✐❝t✉r❡ ✐♥ ❝♦s♠♦❧♦❣②✿ t❤❡ ❇✐❣ ❇❛♥❣ t❤❡♦r②✳ ■ ❜❡❣✐♥
✇✐t❤ ❛♥ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥❛❧ ❡✈✐❞❡♥❝❡s t❤❛t s✉♣♣♦rts t❤❡ ❇✐❣ ❇❛♥❣ ❝♦s♠♦❧♦❣②✳ ❚❤❡♥✱
■ s✉♠♠❛r✐③❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥❛❧ ❡✈✐❞❡♥❝❡ t❤❛t r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❣♦ ❜❡②♦♥❞ t❤✐s ♠♦❞❡❧✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❡✈✐❞❡♥❝❡
♦❢ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ♥♦♥ ❜❛r②♦♥✐❝ ♠❛tt❡r✱ ❞❡♥s✐t② ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❛♥ ❡①tr❛ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣②
❞❡♥s✐t②✳

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♣t❡r ✐s ❞❡✈♦t❡❞ t♦ t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❯♥✐✈❡rs❡✳ ■
❞❡✈❡❧♦♣ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ st❛♥❞❛r❞ ❝♦s♠♦❧♦❣② ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ❜② t❤❡ ❊✐♥st❡✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥
✐♥ ❛ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❛♥❞ ✐s♦tr♦♣✐❝ ♠❡tr✐❝✱ t❤❡ s♦ ❝❛❧❧❡❞ ▲❡♠❛✐tr❡✲❋r✐❡❞♠❛♥✲❘♦❜❡rt♦♥✲❲❛❧❦❡r ♠❡tr✐❝✱
❣✐✈✐♥❣ ♣❧❛❝❡ t♦ t❤❡ ❋r✐❡❞♠❛♥ ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❋r✐❡❞♠❛♥ ❡q✉❛t✐♦♥s ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ ❡✈♦✲
❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❯♥✐✈❡rs❡✳ ■ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❯♥✐✈❡rs❡ ❛♥❞ t❤❡✐r ❡✈♦❧✉t✐♦♥✳ ❆❢t❡r✇❛r❞s
■ ❞✐s❝✉ss t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❞✐st❛♥❝❡s✱ t❤❛t ✐s ❛ ❦❡② ❡❧❡♠❡♥t r❡❧❛t❡❞ t♦ ♠② r❡s❡❛r❝❤ s✉❜❥❡❝t✳ ■ ✜♥✐s❤ t❤✐s
s❡❝t✐♦♥ ❣✐✈✐♥❣ ❛ ❜r✐❡❢ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ❤✐st♦r② ♦❢ ♦✉r ❯♥✐✈❡rs❡✳ ❚❤❡ t❤✐r❞ ♣❛rt ✐s ❞❡✈♦t❡❞
t♦ t❤❡ ♣❡rt✉r❜❡❞ ❯♥✐✈❡rs❡✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t t❤❡ ❯♥✐✈❡rs❡ ✐s ♥♦t ❡①❛❝t❧② ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❛♥❞
✐s♦tr♦♣✐❝✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ str✉❝t✉r❡s ✭✐✳❡✳ ✈♦✐❞s✱ ❝❧✉st❡rs ❛♥❞ ✜❧❛♠❡♥ts✮✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥
❢r♦♠ ❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❯♥✐✈❡rs❡ t♦ ❛♥ ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♦♥❡✱ ■ ❜❡❣✐♥ t❤❡ t❤✐r❞ s❡❝t✐♦♥
❞✐s❝✉ss✐♥❣ ✐♥✢❛t✐♦♥ ❛s ❛ ✇❛② t♦ s♦❧✈❡ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠s ♦❢ t❤❡ ❇✐❣ ❇❛♥❣ ♠♦❞❡❧✳ ■ ♣r❡s❡♥t t❤❡
st❛t✐st✐❝❛❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ❞❡♥s✐t② ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡✐r ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛ ❜r✐❡❢ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦♥
t❤❡ ✐♥st❛❜✐❧✐t② ♣❛r❛❞✐❣♠✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ s♣❤❡r✐❝❛❧ ❝♦❧❧❛♣s❡ t❤❛t✱ ❡✈❡♥ ✐❢ ✐t ✐s ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱
✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ str✉❝t✉r❡s ❢r♦♠ ✐♥✐t✐❛❧ ❞❡♥s✐t② ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ■ s✉♠♠❛r✐③❡ t❤❡
❝♦s♠♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ Λ❈❉▼ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✉♥❛♥s✇❡r❡❞ q✉❡st✐♦♥s
t❤❛t ✇✐❧❧ ❞r✐✈❡ t❤❡ ❢✉rt❤❡r r❡s❡❛r❝❤ ✐♥ t❤✐s ❞♦♠❛✐♥✳
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■✳✶ ❖✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ ❖❜s❡r✈❛t✐♦♥❛❧ ❈♦s♠♦❧♦❣②

❚❤❡ ♠♦❞❡r♥ ❝♦s♠♦❧♦❣② ❡♠❡r❣❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❇✐❣ ❇❛♥❣ ♣❛r❛❞✐❣♠ ✐♥ t❤❡ 30✬s✳ ❚❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❢❡❛t✉r❡s
♦❢ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❝♦s♠♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❝♦♠❡ ❢r♦♠ t❤✐s ♦r✐❣✐♥❛❧ ♠♦❞❡❧✳ ❯s✉❛❧❧② t❤r❡❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥❛❧
❡✈✐❞❡♥❝❡s ❛r❡ r❡❝♦❣♥✐③❡❞ ❛s t❤❡ ♣✐❧❧❛rs ♦❢ t❤❡ ❇✐❣ ❇❛♥❣ ▼♦❞❡❧✿ t❤❡ ❍✉❜❜❧❡ ❞✐❛❣r❛♠ t❤❛t ❡①❤✐❜✐ts
t❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❯♥✐✈❡rs❡✱ t❤❡ ❧✐❣❤t ❡❧❡♠❡♥ts ❛❜✉♥❞❛♥❝❡ ✐♥ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ ❇✐❣ ❇❛♥❣ ◆✉❝❧❡✲
s②♥t❤❡s✐s✭❇❇◆✮ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✱ ❛♥❞ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❈♦s♠✐❝ ▼✐❝r♦✇❛✈❡ ❇❛❝❦❣r♦✉♥❞ ✭❈▼❇✮
❡✈✐❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✭❤♦t ❛♥❞ ❞❡♥s❡ ♣❛st✮ ❛♥❞ ❤♦♠♦❣❡♥❡✐t② ♦❢ ♦✉r ❯♥✐✈❡rs❡ ✭❢r♦♠ t❤❡
❜❧❛❝❦ ❜♦❞② r❛❞✐❛t✐♦♥ s♣❡❝tr✉♠✮✳ ■♥ ❢❛❝t t❤❡ ❇❇◆ ♣r♦✈✐❞❡s t♦♦ ❛♥ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❤♦t ❛♥❞ ❞❡♥s❡
♣❛st ♦❢ ♦✉r ❯♥✐✈❡rs❡✳

■✳✶✳✶ ❍✉❜❜❧❡ ▲❛✇✿ ❊✈✐❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❯♥✐✈❡rs❡

❚❤❡ ❦❡② ♣✐❡❝❡ ♦❢ ♠♦❞❡r♥ ❝♦s♠♦❧♦❣② ✐s t❤❡ ❡✈✐❞❡♥❝❡ t❤❛t ♦✉r ❯♥✐✈❡rs❡ ✐s ❡①♣❛♥❞✐♥❣✳ ❊❞✇✐♥ ❍✉❜❜❧❡
♠❡❛s✉r❡❞ ✐♥ ✶✾✷✾ ✭❍✉❜❜❧❡✱ ✶✾✷✾✮ ❛♥❞ ✶✾✸✶✭❍✉❜❜❧❡ ✫ ❍✉♠❛s♦♥✱ ✶✾✸✶✮ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ♦❢ ❈❡♣❤❡✐❞s
❛♥❞ ❡st✐♠❛t❡❞ t❤❡✐r ❞✐st❛♥❝❡s ✉s✐♥❣ ❛♥ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ♣❡r✐♦❞✲❧✉♠✐♥♦s✐t② r❡❧❛t✐♦♥ ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ❬■✳✶❪✮✳

❋✐❣✉r❡ ■✳✶✿ ❍✉❜❜❧❡ ❉✐❛❣r❛♠ s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ r❡❝❡ss✐♦♥ ✈❡❧♦❝✐t② ♦❢ ❣❛❧❛①✐❡s
❛♥❞ ❞✐st❛♥❝❡s✳ ▲❡❢t ♣❛♥❡❧✿ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❞❛t❛ ❢r♦♠ ❍✉❜❜❧❡✳ ✭❍✉❜❜❧❡✱ ✶✾✷✾✮✳ ❘✐❣❤t ♣❛♥❡❧✿ r❡✲
❝❡♥t ❞❛t❛ ✇✐t❤ ♠♦r❡ ❞✐st❛♥t ❣❛❧❛①✐❡s✳ ❇♦t❤ ✜❣✉r❡s ❢r♦♠ ❊❞✇❛r❞✳ ▲✳ ❲r✐❣❤t ❤tt♣✿✴✴✇✇✇✲
❝♦s♠♦s❛❢✳✐❛♣✳❢r✴❈♦✉rs✲❝♦s♠♦✲✶✳❤t♠

❍✉❜❜❧❡ ❢♦✉♥❞ t❤❛t t❤❡ ❡①tr❛❣❛❧❛❝t✐❝ ❣❛❧❛①✐❡s ❛♣♣❡❛rs t♦ ❜❡ ♠♦✈✐♥❣ ❛✇❛② ❢r♦♠ ✉s✳ ❍❡ ❛❧s♦ ♥♦t✐❝❡❞
t❤❛t t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ ❞✐st❛♥❝❡✳ ■❢ ✇❡ ❜❡❧✐❡✈❡ ✐♥ t❤❡ ❝♦s♠♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✱ t❤❛t t❡❧❧ ✉s
t❤❛t ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❤❛✈❡ ❛ ♣r❡❢❡rr❡❞ ♣❧❛❝❡ ✐♥ t❤❡ ❯♥✐✈❡rs❡✱ ❍✉❜❜❧❡✬s ✜♥❞✐♥❣s ❧❡❛❞ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② t♦ t❤❡
❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❡①♣❛♥❞✐♥❣ ❯♥✐✈❡rs❡✿ ❡❛❝❤ ♦❜s❡r✈❡r ✐♥ t❤❡ ❯♥✐✈❡rs❡ ❞❡t❡❝ts ❣❛❧❛①✐❡s r❡❝❡❞✐♥❣ ❛t ❛
✈❡❧♦❝✐t② ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡✐r ❞✐st❛♥❝❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡♠ ❜② ❛ ✉♥✐✈❡rs❛❧ ❢❛❝t♦r✳ ❚❤✐s ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥
✐s ✇❤❛t ✇❡ ✇♦✉❧❞ ♦❜s❡r✈❡ ✐♥ ❛♥ ❡①♣❛♥❞✐♥❣ ❯♥✐✈❡rs❡✳ ❆ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t ✇❛② t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤✐s ❡✛❡❝t✱ ✐♥ t❤❡
❝♦♥t❡①t ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧ r❡❧❛t✐✈✐t②✱ ✐s t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ s❝❛❧❡ ❢❛❝t♦r ❛✭t✮ t❤❛t ❡✈♦❧✈❡s ✇✐t❤ t✐♠❡✳ ❆s t❤❡ t✐♠❡
♣❛ss❡s✱ t❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❞✐st❛♥❝❡s ❜② ❛ ❢❛❝t♦r ❛✭t✮✳ ❆♥ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ ❡①♣❛♥s✐♦♥
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✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ❬■✳✷❪✳ ■♥ t❤❡ ✜❣✉r❡✱ ❛ ❣r✐❞ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♦✈✐♥❣ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ✐s s❤♦✇♥✳ ❆
❝♦♠♦✈✐♥❣ ❢r❛♠❡ ✐♥❝❧✉❞❡ ❞✐r❡❝t❧② t❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ❡✛❡❝t ✐♥ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ s②st❡♠✳ ❚❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥
✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❞✐st❛♥❝❡s ❜② ❛ ❢❛❝t♦r ❛✭t✮✱ t❤❡ ♣♦✐♥ts ♦♥ t❤❡ ❣r✐❞ ♠❛✐♥t❛✐♥ t❤❡✐r ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s
❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠♦✈✐♥❣ ❞✐st❛♥❝❡ r❡♠❛✐♥s ❝♦♥st❛♥t✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ s❝❛❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✐s s❡t t♦ ♦♥❡ ♥♦✇
✭a0 = 1✮✳ ❚❤❡ ✐♥❞❡① 0 ✐♥ ❝♦s♠♦❧♦❣② r❡❢❡rs t♦ q✉❛♥t✐t✐❡s ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❛t ♣r❡s❡♥t t✐♠❡✳

❋✐❣✉r❡ ■✳✷✿ ❆ ❣r✐❞ s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♦✈✐♥❣ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✱ t❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧
❞✐st❛♥❝❡s ❜② ❛ ❢❛❝t♦r ❛✭t✮ ✱ t❤❡ ♣♦✐♥ts ♦♥ t❤❡ ❣r✐❞ ♠❛✐♥t❛✐♥ t❤❡✐r ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠♦✈✐♥❣
❞✐st❛♥❝❡ r❡♠❛✐♥s ❝♦♥st❛♥t✳ ❋r♦♠ ✭❉♦❞❡❧s♦♥✱ ✷✵✵✸✮✳

❆ ✉s❡❢✉❧ q✉❛♥t✐t② ❞❡✜♥❡❞ ❢r♦♠ s❝❛❧❡ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✐s t❤❡ ❍✉❜❜❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❍✭❛✮✿

H ≡ ȧ

a
✭■✳✶✮

❚❤❡ ❍✉❜❜❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡r t❡❧❧s ✉s t❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ r❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❯♥✐✈❡rs❡✳ ❚❤❡ ♣r❡s❡♥t ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❍ ❞❡♥♦t❡❞
❜② H0 ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❍✉❜❜❧❡ ❝♦♥st❛♥t ❛♥❞ ✐ts ✈❛❧✉❡ ✐s H0 = 100h km · s−1 ·Mpc−1 ✇❤❡r❡ ❤❂✵✳✼✸✽
±0.024 ✭❘✐❡ss ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶✮✳ ❍✉❜❜❧❡✬s ✜♥❞✐♥❣s ❛r❡ ❦♥♦✇♥ ❛s t❤❡ ❍✉❜❜❧❡ ▲❛✇ ❛♥❞ ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s
❢♦❧❧♦✇s✿

v ≃ Hd ✭■✳✷✮

❆s t❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥ s❤♦✇s✱ t❤❡ s❧♦♣❡ ♦❢ t❤❡ ❝✉r✈❡ ✐♥ ❋✐❣✳ ■✳✶ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❍✉❜❜❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✳
■ ✇✐❧❧ ♥♦✇ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ❜❛s✐❝ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ r❡❞s❤✐❢t✳ ■♥ ❝♦s♠♦❧♦❣②✱ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ❛r❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ✈✐❛ t❤❡✐r
r❡❞s❤✐❢t ✇❤✐❝❤ ✐s ❜❛s✐❝❛❧❧② t❤❡ ❉♦♣♣❧❡r ❡✛❡❝t ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❧✐❣❤t ✇❛✈❡s✳ ■❢ ❣❛❧❛①✐❡s r❡❝❡❞❡ ❢r♦♠ ✉s✱ t❤❡
❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❯♥✐✈❡rs❡ str❡t❝❤❡s t❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ❛♥❞ t❤✉s t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ✐s ❧♦✇❡r✱ s♣❡❝tr❛❧ ❧✐♥❡s
❣♦ t♦ t❤❡ r❡❞ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s s♦ t❤❡ ❡✛❡❝t ✐s ❦♥♦✇♥ ❛s r❡❞s❤✐❢t✳ ❚❤❡ st❛♥❞❛r❞ ♥♦♥ r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❉♦♣♣❧❡r
❢♦r♠✉❧❛ ❣✐✈❡ ✉s t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✈❡❧♦❝✐t② ❛♥❞ t❤❡ r❡❞s❤✐❢t ✿

1 + z ≡ λobs

λemit
=

1

a
✭■✳✸✮

✇✐t❤ z = v
c ✳ ❚❤✐s ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦s♠♦❧♦❣✐❝❛❧ r❡❞s❤✐❢t ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❛ ❉♦♣♣❧❡r s❤✐❢t t❤❛t ✐♥❞✐❝❛t❡s

❛ r❡❝❡ss✐♦♥ ✈❡❧♦❝✐t② ✐s ❦♥♦✇♥ ❛s t❤❡ ❦✐♥❡♠❛t✐❝ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ✐s ❝❧❡❛r ✇❤❡♥
t❛❦✐♥❣ t❤❡ ❧✐♠✐t z ≪ 1✱ ❜✉t ✇❤❡♥ r❡❞s❤✐❢t ❜❡❝♦♠❡s ❧❛r❣❡ ✐t ❝♦✉❧❞ ❧❡❛❞ t♦ ❝♦♥❢✉s✐♦♥ ❛♥❞ t❡♠♣t❛t✐♦♥
♦❢ ✉s✐♥❣ t❤❡ r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❡①♣r❡ss✐♦♥✳ ■♥ ❢❛❝t✱ t❤❡ r❡❞s❤✐❢t ♠✉st ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s ❛♥ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥
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♦❢ ✐♥✜♥✐t❡s✐♠❛❧ ❉♦♣♣❧❡r s❤✐❢ts ❝❛✉s❡❞ ❜② ♣❤♦t♦♥s ♣❛ss✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ❝♦♠♦✈✐♥❣ ♦❜s❡r✈❡rs
s❡♣❛r❛t❡❞ ❜② s♠❛❧❧ ❞✐st❛♥❝❡s ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♣❤♦t♦♥s ♣❛t❤s✳ ❚❤✐s ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❢❛❝t
t❤❛t ✐♥ ❛♥ ❡①♣❛♥❞✐♥❣ ✉♥✐✈❡rs❡ t❤❡ ❝✉r✈❛t✉r❡ ✐s s♠❛❧❧ ✐♥ ♥❡❛r❜② r❡❣✐♦♥s✱ t❤✉s ✇❡ ❝❛♥ ❛♣♣❧② s♣❡❝✐❛❧
r❡❧❛t✐✈✐t② ❛♥❞ ✐♥t❡r♣r❡t t❤❡ s❤✐❢t ✐♥ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ ♣❤♦t♦♥s ❛s ❛ r❡❝❡ss✐♦♥ ✈❡❧♦❝✐t②✳

❚❤✐s r❡❝❡ss✐♦♥ ✈❡❧♦❝✐t② ✐s ✐♥ ❢❛❝t ❛ r❡❧❛t✐✈❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡r ❛♥❞ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✱ ❛♥❞ ✐♥
❣❡♥❡r❛❧ r❡❧❛t✐✈✐t② t❤❡r❡ ✐s ♥♦t ❛ ✉♥✐q✉❡ ✇❛② ♦❢ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ ✈❡❝t♦rs ❢♦r ✇✐❞❡❧② s❡♣❛r❛t❡❞ ♣♦✐♥ts✳ ■♥
♦r❞❡r t♦ ❞❡✜♥❡ ❛ r❡❧❛t✐✈❡ ✈❡❧♦❝✐t② t❤❡ ✈❡❝t♦rs ♠✉st ❜❡ tr❛♥s♣♦rt❡❞ ♣❛r❛❧❧❡❧❧②✱ ❛♥❞ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡
❝❤♦s❡♥ ♣❛t❤ ✐t ✇♦✉❧❞ ❧❡❛❞ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t r❡s✉❧ts✳

❲❤❡♥ ❝❛rr②✐♥❣ t❤❡ ✈❡❝t♦r ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❧✐❣❤t ♣❛t❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ t❤❛t ■ ♣r❡s❡♥t❡❞✳
❆s ✇❡ s❡❡✱ t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ r❡❞s❤✐❢t ✐s ♥♦t tr✐✈✐❛❧✱ ❢♦r ❛ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ❛❜♦✉t ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ s❡❡ ❇✉♥♥
✫ ❍♦❣❣ ✭❇✉♥♥ ✫ ❍♦❣❣✱ ✷✵✵✾✮ ✭❈❤♦❞♦r♦✇s❦✐✱ ✷✵✶✶✮✳ ❊✈❡♥ ✐❢ t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ✐s ❝♦♠♣❧❡①✱ t❤❡
♣❤②s✐❝s ✐s ❝❧❡❛r✳ ❚❤❡ ❧✐❣❤t ❢r♦♠ ❞✐st❛♥t ❣❛❧❛①✐❡s ✐s r❡❞s❤✐❢t❡❞✱ ❛♥❞ t❤✐s ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥❛❧
❡✈✐❞❡♥❝❡ ❢♦r t❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❛♥❞✐♥❣ ❯♥✐✈❡rs❡✳

❚❤✐s ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❡✈♦❧✈✐♥❣ ❯♥✐✈❡rs❡ ✐s t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ✐❞❡❛ ❛t t❤❡ ❜❛s❡ ♦❢ ❇✐❣ ❇❛♥❣ t❤❡♦r②✳ ■❢
t❤❡ ❯♥✐✈❡rs❡ ✐s ❡①♣❛♥❞✐♥❣ ♥♦✇✱ ❣♦✐♥❣ t♦ t❤❡ ♣❛st✱ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ♦❜❥❡❝ts ✇❛s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ ✐t ✐s
t♦❞❛②✳ ❊①tr❛♣♦❧❛t✐♥❣ t❤✐s ✐❞❡❛ ❜❛❝❦ ✐♥ t✐♠❡ ✇❡ ✜♥❞ ❛ t✐♠❡ tmin ✇❤❡r❡ s❝❛❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❜❡❝♦♠❡s ③❡r♦
a(tmin) = 0✱ t❤✉s ❣✐✈✐♥❣ ✉s t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜rst ✐♥st❛♥t ♦❢ t❤❡ ❯♥✐✈❡rs❡✱ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ s♣❛t✐❛❧ s✐♥❣✉❧❛r✐t②
❛t ❛ t✐♠❡ tmin ✳ ❆ s❡❝♦♥❞ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ✐❞❡❛ ♦♥ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ✐s t❤❛t ✐♥ t❤❡ ♣❛st t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢
❡♥❡r❣② ✇❛s ❤✐❣❤❡r✱ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❝♦♥t❡♥t ♦❢ ❯♥✐✈❡rs❡ ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❛ ❝♦♥tr❛❝t❡❞ ✈♦❧✉♠❡ ❡①tr❛♣♦❧❛t✐♥❣
t♦ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ t✐♠❡ ✇✐❧❧ ❣✐✈❡ ✉s ❛ s✐♥❣✉❧❛r✐t② ✐♥ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t②✳ ❚❤✐s ❢❛❝t ❣❛✈❡ t❤❡ ♥❛♠❡ ♦❢ ❍♦t ❇✐❣
❇❛♥❣ ♠♦❞❡❧ ♦r ✧❣r❡❛t ❡①♣❧♦s✐♦♥✧ ✐♥ ❛ s❛r❝❛st✐❝ ♠❛♥♥❡r ✇❤❡♥ t❤✐s ♠♦❞❡❧ ❡♠❡r❣❡❞ ✐♥ t❤❡ t✐♠❡s ✇❤❡r❡
st❛t✐♦♥❛r② ♠♦❞❡❧s ✇❡r❡ st✐❧❧ ✐♥ ✈♦❣✉❡✳ ❊✈❡♥ ✐❢ t❤✐s ✐♠❛❣❡ ♦❢ ❡①♣❧♦s✐♦♥ ✐s ♠✐s❧❡❛❞✐♥❣✱ ✐t r❡♣r❡s❡♥ts ✇❡❧❧
t❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ t❤❡ ✜rst ✐♥st❛♥ts ♦❢ ♦✉r ❯♥✐✈❡rs❡ ❛s ❤♦t ❛♥❞ ❞❡♥s❡✳ ❆♥ ✐♠♣♦rt❛♥t r❡♠❛r❦ t❤❛t ♣❡r♠✐t
✉s t♦ ❛✈♦✐❞ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ s✐♥❣✉❧❛r✐t② ✐s t❤❛t ✇❤❡♥ t❤❡ ❯♥✐✈❡rs❡ ❡①❝❡❡❞s ❝❡rt❛✐♥ ❞❡♥s✐t②✱
q✉❛♥t✉♠ ❡✛❡❝ts ♠✉st ❜❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❡✈❡♥ ❢♦r ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧ ♣❤②s✐❝s✳ ❚❤✐s s❤♦✉❧❞ ❤❛♣♣❡♥ ❛t P❧❛♥❝❦
❡♥❡r❣② s❝❛❧❡ EPlanck = (hc5/G)1/2 = 1.22 × 1019GeV✳ ❚❤❡ ❞❡♥s✐t② ❤❛❞ ❛❝❤✐❡✈❡❞ t❤✐s ✈❛❧✉❡ ❛t t❤❡
P❧❛♥❝❦ t✐♠❡✳ ❚❤❡ P❧❛♥❝❦ t✐♠❡ ❞❡❧✐♠✐ts t❤❡ ✈❛❧✐❞✐t② ♦❢ ♦✉r ❝✉rr❡♥t t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ ✐ts ✈❛❧✉❡
✐s tPlanck = (hG/c5)1/2 = 5.39× 10−44s✳ ■t ✐s ❢r♦♠ t❤✐s ✐♥✐t✐❛❧ t✐♠❡ t❤❛t ✇❡ ❜❡❣✐♥ t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❯♥✐✈❡rs❡ ❛✈♦✐❞✐♥❣ t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ t❤❡s❡ s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s✳

■✳✶✳✷ ▲✐❣❤t ❊❧❡♠❡♥ts ❆❜✉♥❞❛♥❝❡s ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❇✐❣ ❇❛♥❣ ◆✉❝❧❡♦s②♥t❤❡s✐s

■♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❇✐❣ ❇❛♥❣ ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ❡❛r❧② ❯♥✐✈❡rs❡ ✇❛s ❤♦t ❛♥❞ ❞❡♥s❡✳ ❆t t❤❡ ✜rst s❡❝♦♥❞s ♦❢
t❤❡ ❯♥✐✈❡rs❡✱ t❤❡ ✈❛st ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❡♥❡r❣❡t✐❝ ♣❤♦t♦♥s ♣r❡✈❡♥t❡❞ ♥✉❝❧❡✐ t♦ ❜❡ ❢♦r♠❡❞✳ ❆s t❤❡ ❯♥✐✈❡rs❡
❡①♣❛♥❞s✱ ✐t ❣❡ts ❝♦♦❧❡r✳ ❲❤❡♥ ❯♥✐✈❡rs❡ ❛❝❤✐❡✈❡ ❛♥ ❡♥❡r❣② ❜❡❧♦✇ t❤❡ ❜✐♥❞✐♥❣ ❡♥❡r❣② ♦❢ ♥✉❝❧❡✉s✱ t❤❡
✜rst ♥✉❝❧❡✐ ❜❡❣✐♥ t♦ ❢♦r♠✱ t❤❡s❡ ♣r♦❝❡ss ✐s ❝❛❧❧❡❞ ♥✉❝❧❡♦s②♥t❤❡s✐s✳

❑♥♦✇✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛t ❡❛r❧② ❯♥✐✈❡rs❡ ❛♥❞ ✉s✐♥❣ ♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ ♥✉❝❧❡❛r ♣❤②s✐❝s ❛❜♦✉t
r❡❧❡✈❛♥t ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥s✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ♣r✐♠♦r❞✐❛❧ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡s ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts✳ ❚❤❡s❡
♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ ♣r♦t♦♥s ❛♥❞ ♥❡✉tr♦♥s ❛t t❤❡ t✐♠❡ ♦❢ ♥✉❝❧❡♦s②♥t❤❡s✐s✳ ❚❤❡
❋✐❣✳ ■✳✸ s❤♦✇s t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ♦❢ ❧✐❣❤t ❡❧❡♠❡♥ts ✭4❍❡✱ ❞❡✉t❡r✐✉♠✱ 3❍ ❛♥❞ ❧✐t❤✐✉♠✮ ❢♦r ❛ r❛♥❣❡ ♦❢
❜❛r②♦♥ ❞❡♥s✐t✐❡s✳ ❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ ♣r✐♠♦r❞✐❛❧ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡s ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❢♦r♠ ♦❢ sq✉❛r❡s✳ ❆s t❤❡
✜❣✉r❡ s❤♦✇s✱ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ ❧✐❣❤t ❡❧❡♠❡♥ts ❛r❡ ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❇✐❣ ❇❛♥❣ ♥✉❝❧❡♦s②♥t❤❡s✐s✳
◆♦t❛❜❧② ❞❡✉t❡r✐✉♠ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✭ ✭❇✉r❧❡s ✫ ❚②t❧❡r✱ ✶✾✾✽✮✮ ❝♦♥str❛✐♥t t❤❡ ❜❛r②♦♥ ❞❡♥s✐t② t♦ ♦♥❧②



✾

❛ ❢❡✇ ♣❡r❝❡♥t ♦❢ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ❞❡♥s✐t②✳

❋✐❣✉r❡ ■✳✸✿ ❈♦♥str❛✐♥ts t♦ t❤❡ ❜❛r②♦♥ ❞❡♥s✐t② ❢r♦♠ t❤❡ ❇✐❣ ❇❛♥❣ ◆✉❝❧❡♦s②♥t❤❡s✐s❬4❍❡✱ ❞❡✉✲
t❡r✐✉♠✱ 3H ❛♥❞ ❧✐t❤✐✉♠❪✳ ❙♦❧✐❞ ✈❡rt✐❝❛❧ ✐s ✜①❡❞ ❜② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ ♣r✐♠♦r❞✐❛❧ ❞❡✉t❡r✐✉♠
✭❑✐r❦♠❛♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✸✮

❚❤✉s✱ t❤❡ ❇✐❣ ❇❛♥❣ ◆✉❝❧❡♦s②♥t❤❡s✐s ♣r♦✈✐❞❡s ❛♥ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❜❛r②♦♥ ❞❡♥s✐t② ✐♥ t❤❡ ❯♥✐✈❡rs❡✳
❇❛r②♦♥s ❝♦♥tr✐❜✉t❡ ❛t ♠♦st t♦ ❛ ✺✪ t♦ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♠❛tt❡r✳ ❲❡ ✇✐❧❧ s❡❡ ❧❛t❡r t❤❛t t❤❡ ♠❛tt❡r ❞❡♥s✐t②
✐s ❡st✐♠❛t❡❞ t♦ ❜❡ ∼ 20 − 30✪✱ t❤✉s ♥✉❝❧❡♦s②♥t❤❡s✐s ♣r♦✈✐❞❡s ❛♥ ❛r❣✉♠❡♥t t♦ s✉s♣❡❝t ♦❢ ❡①✐st❡♥❝❡
♦❢ ♥♦♥ ❜❛r②♦♥✐❝ ♠❛tt❡r✳ ❇✐❣✲❜❛♥❣ ♥✉❝❧❡♦s②♥t❤❡s✐s ✭❇❇◆✮ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❛ ❦❡② t❡st ♦❢ t❤❡ ❤♦t ❇✐❣✲❇❛♥❣
❝♦s♠♦❧♦❣②✱ t❤❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❧✐❣❤t ❡❧❡♠❡♥t ❛❜✉♥❞❛♥❝❡s ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛♥❞ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✱
❝♦♥✜r♠❡❞ t❤❡ ❜❛s✐❝ ✐❞❡❛ ♦❢ ❇✐❣ ❇❛♥❣✿ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ♦✉r ❯♥✐✈❡rs❡✳

■✳✶✳✸ ❈▼❇✿ ❊✈✐❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡r♠❛❧ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ ❤♦♠♦❣❡♥❡✐t②

❚❤❡ ♠♦st ❞✐r❡❝t ❡✈✐❞❡♥❝❡ ❢♦r ❛ ❤♦t ❛♥❞ ❞❡♥s❡ ♣❛st ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦s♠✐❝ ♠✐❝r♦✇❛✈❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞
✭❈▼❇✮✳ P❡♥③✐❛s ❛♥❞ ❲✐❧s♦♥ ♠❡❛s✉r❡❞ ✐♥ ✶✾✻✺ ✭P❡♥③✐❛s ✫ ❲✐❧s♦♥✱ ✶✾✻✺✮ t❤❡ ❝♦s♠✐❝ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞
r❛❞✐❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦s♠♦s ✜♥❞✐♥❣ ❛ ❚= 3.5 ± 1❑✳ ❚❤✐s r❡s✉❧t ✇❛s ✐♥ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s
❢r♦♠ t❤❡ ❇✐❣ ❇❛♥❣ ♠♦❞❡❧ ❞♦♥❡ ❜② ❉✐❝❦❡ ❡t ❛❧✳✭❉✐❝❦❡ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✻✺✮ ✐♥ ✶✾✻✺ ♦❢ ❛ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ r❛❞✐❛t✐♦♥
❛t t❤✐s t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ❛s ✇❡ ✇✐❧❧ s❡❡ ❧❛t❡r✱ ♣❤♦t♦♥s ♦❢ t❤❡ ❈▼❇ ✇❡r❡ ❡♠✐tt❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡
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t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❯♥✐✈❡rs❡ ✇❛s ❛❜♦✉t ❚∼ 3000❑✳ ❚❤❡s❡ ♣❤♦t♦♥s✱ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥✱ ❛r❡
r❡❞s❤✐❢t❡❞ ❜② ❛ ❢❛❝t♦r ❛♥❞ ♥♦✇ ✇❡ ♠❡❛s✉r❡❞ t❤✐s ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳

■♥ ✶✾✾✷ t❤❡ ❈❖❇❊ ✭❈♦s♠✐❝ ❇❛❝❦❣r♦✉♥❞ ❊①♣❧♦r❡r✮ s❛t❡❧❧✐t❡ ♠❡❛s✉r❡❞ t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠
♦❢ t❤✐s ❡♠✐ss✐♦♥✳ ■t ♠❛t❝❤❡❞ ❛ ♣❡r❢❡❝t ❜❧❛❝❦❜♦❞② s♣❡❝tr✉♠ ❛t ❛ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ ❚ ❂ ✭✷✳✼✸✻ ± ✵✳✵✶✼✮
❑✳✭❙♠♦♦t ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✷✮✳ ■♥ ❋✐❣✳ ❬■✳✹❪✱ ✐t ✐s s❤♦✇♥ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ❝♦s♠✐❝ ♠✐❝r♦✇❛✈❡ r❛❞✐❛t✐♦♥
❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤✱ ♠❡❛s✉r❡❞ ❜② ♠❛♥② ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✐♥ ❛ ❧❛t❡r t✐♠❡✳ ■t s❤♦✇s ❛ ♣❡r❢❡❝t
❜❧❛❝❦ ❜♦❞② s♣❡❝tr✉♠ t❤❛t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❚ ❂ ✷✳✼✷✻ ❑✳ ❚❤✐s s♣❡❝tr✉♠ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❛ ❞✐r❡❝t ❡✈✐❞❡♥❝❡
♦❢ ❛♥ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐♥ ❛❧❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❛t ✸ ❞❡❝✐♠❛❧ ♣r❡❝✐s✐♦♥✭▼❛t❤❡r ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✵✮✳

❋✐❣✉r❡ ■✳✹✿ ▲❡❢t ♣❛♥❡❧✳ ❆ ✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ s❦② ❛s ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ s❡❡♥ ❜② t❤❡ ♠✐❝r♦✇❛✈❡ r❡❝❡✐✈❡r ♦❢
P❡♥③✐❛s ❛♥❞ ❲✐❧s♦♥✱ ✐❢ ✐t ❝♦✉❧❞ ❤❛✈❡ s✉r✈❡②❡❞ t❤❡ ✇❤♦❧❡ s❦②✳ ❋r♦♠ ❤tt♣✿✴✴♠❛♣✳❣s❢❝✳♥❛s❛✳❣♦✈✴✳
❖♥ t❤❡ r✐❣❤t ♣❛♥❡❧✱ t❤❡ ❈❖❇❊ ✭❈♦s♠✐❝ ❇❛❝❦❣r♦✉♥❞ ❊①♣❧♦r❡r✮ s❛t❡❧❧✐t❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡
s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ t❤✐s ❡♠✐ss✐♦♥✱ s❤♦✇✐♥❣ ❛ ♣❡r❢❡❝t ❜❧❛❝❦❜♦❞② ❛t ❛ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ ✷✳✼✷✻
❑✭✶

❲❡ ✇✐❧❧ s❡❡ ❧❛t❡r t❤❛t t❤✐s ❢❛❝t ❝❛✉s❡ s♦♠❡ ♣r♦❜❧❡♠s✱ ❜❡❝❛✉s❡ ❛♥ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s t❡♠♣❡r❛t✉r❡
✐♠♣❧✐❡s t❤❡r♠❛❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❛t t❤❡ ❡❛r❧② ❯♥✐✈❡rs❡ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❛ ❝❛✉s❛❧❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❯♥✐✈❡rs❡✳ ■
✇✐❧❧ ❞✐s❝✉ss ❧❛t❡r ❤♦✇ ■♥✢❛t✐♦♥ ❡♥✈✐s❛❣❡s t♦ s♦❧✈❡ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ t❤❡ ❇✐❣ ❇❛♥❣ ♠♦❞❡❧✳

■♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ t❤❡ ❇✐❣ ❇❛♥❣ ▼♦❞❡❧✱ t❤❡ ♦r✐❣✐♥ ♦❢ t❤❡ ❈♦s♠✐❝ ▼✐❝r♦✇❛✈❡ ❇❛❝❦❣r♦✉♥❞ ❣♦❡s
❜❛❝❦ t♦ ❡❛r❧② t✐♠❡s✳ ❆❢t❡r t❤❡ ♥✉❝❧❡♦s②♥t❤❡s✐s✱ ❡♥❡r❣② ♦❢ ♣❤♦t♦♥s ✇❛s st✐❧❧ ❤✐❣❤ ❛♥❞ ❛t♦♠s ❝♦✉❧❞
♥♦t ❜❡ ❢♦r♠❡❞✱ t❤❡ ❯♥✐✈❡rs❡ ❝♦♥t✐♥✉❡❞ ❡①♣❛♥❞✐♥❣✱ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t②✳ ❆t ❛ t❡♠♣❡r❛t✉r❡
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❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❚= 3×103 ❑✱ t❤❡ ♣❤♦t♦♥s ♥♦t ❤❛✈✐♥❣ ❡♥♦✉❣❤ ❡♥❡r❣② t♦ ♣✉❧❧ ♦✛ ❡❧❡❝tr♦♥s ❢r♦♠ ❛t♦♠s✱
tr❛✈❡❧ ❢r❡❡❧② ❢r♦♠ t❤✐s t✐♠❡ ♦♥✱ t❤✐s t✐♠❡ ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❞❡❝♦✉♣❧✐♥❣ t✐♠❡✳ ❚❤❡s❡ ♣❤♦t♦♥s ❢r♦♠ t❤❡
❞❡❝♦✉♣❧✐♥❣ t✐♠❡ ❝♦♥st✐t✉t❡ t❤❡ ❈▼❇✳ ■♥ t❤❛t s❡♥s❡✱ ❈▼❇ ♦✛❡rs ❛ s♥❛♣s❤♦t ♦❢ t❤❡ ❯♥✐✈❡rs❡ ❛t ③
≈ 1000 ✇❤❡♥ ✐t ✇❛s ✹✵✵✱✵✵✵ ②❡❛rs ♦❧❞✳ ❚❤✐s s♥❛♣s❤♦t ♦❢ t❤❡ ❯♥✐✈❡rs❡ s✉♣♣♦rts t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡
❝♦s♠♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛♥ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❛♥❞ ✐s♦tr♦♣✐❝ ❯♥✐✈❡rs❡✳ ■♥ ❢❛❝t ✐t ♦♥❧②
s✉♣♣♦rts ✐s♦tr♦♣② t❤❡♥ ✇❡ st✐❧❧ ♥❡❡❞ t❤❡ ❝♦♣❡r♥✐❝❛♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ t♦ ✐♠♣❧② ❤♦♠♦❣❡♥❡✐t②✳

■✳✶✳✹ ❇❡②♦♥❞ t❤❡ ❇✐❣ ❇❛♥❣ ▼♦❞❡❧

❲❤✐❧❡ t❤❡ ❇✐❣ ❇❛♥❣ ▼♦❞❡❧ ✇❛s ✇❡❧❧ s❡tt❧❡❞ ♦♥ t❤❡ t❤r❡❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥❛❧ ♣✐❧❧❛rs ❞❡s❝r✐❜❡❞
❛❜♦✈❡✱ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❢r♦♠ t❤❡ ❧❛st t✇♦ ❞❡❝❛❞❡s ♦❢ t❤❡ 20th ❝❡♥t✉r② ♣♦✐♥t ♦✉t t♦ t❤❡ ♥❡❡❞ ♦❢ ❣♦✐♥❣
❜❡②♦♥❞ t❤✐s ♣✐❝t✉r❡✳ ❚❤❡ ❇✐❣ ❇❛♥❣ ♣✐❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❯♥✐✈❡rs❡ ✐♠♣❧✐❡s ❛ s♠♦♦t❤✱ ❡①♣❛♥❞✐♥❣ ❯♥✐✈❡rs❡
❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❜❛r②♦♥✐❝ ♠❛tt❡r ❛♥❞ r❛❞✐❛t✐♦♥✳ ◆♦✇❛❞❛②s✱ t❤❡ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ♦❢ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s
✐♥ t❤❡ ❈▼❇ ❛♥❞ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡ str✉❝t✉r❡✱ ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❇✐❣ ❇❛♥❣ ♣✐❝t✉r❡ ♦❢ ❛ ♥♦t ❡①❛❝t❧②
❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❯♥✐✈❡rs❡✳ ❆s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ♥❡❡❞ t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❢✉rt❤❡r ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✱ ❛s ❞❛r❦ ♠❛tt❡r t♦
❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧ ✜❡❧❞ s❡❡♥ ✐♥ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ ❣❛❧❛①✐❡s ❛♥❞ r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ❈▼❇
❛♥✐s♦tr♦♣✐❡s ❛♥❞ str✉❝t✉r❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ♦r t❤❡ ❞❛r❦ ❡♥❡r❣② t❤❛t ✇❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❞✐s❝♦✈❡r② ♦❢
t❤❡ ❛❝❝❡❧❡r❛t❡❞ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❯♥✐✈❡rs❡✳ ❚❤❡s❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❣♦ ❜❡②♦♥❞ t❤✐s ♠♦❞❡❧✱ t❤❡
❛❞❞✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦❧❞ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ✭❈❉▼✮ ❣✐✈❡ ♣❧❛❝❡ t♦ t❤❡ ❈❉▼ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡ s✉❜s❡q✉❡♥t ✐♥❝❧✉s✐♦♥
♦❢ ❞❛r❦ ❡♥❡r❣② ❣✐✈❡ ♣❧❛❝❡ t♦ t❤❡ Λ❈❉▼ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ Λ❈❉▼ ♠♦❞❡❧ ✐s t❤❡ ♠♦st ❛❝❝❡♣t❡❞ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❯♥✐✈❡rs❡ t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ t♦❞❛②✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧✐♥❡s ■ s✉♠♠❛r✐③❡ ❜r✐❡✢② t❤❡s❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥❛❧
❡✈✐❞❡♥❝❡s✳

• ❉❛r❦ ▼❛tt❡r✳ ■♥ t❤❡ ❧❛t❡ ✶✾✻✵s ❛♥❞ ❡❛r❧② ✶✾✼✵s✱ ❢r♦♠ r♦t❛t✐♦♥❛❧ ❝✉r✈❡s ♦❢ ❣❛❧❛①✐❡s✱ t❤❡
❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧ ✜❡❧❞ ✇❛s ♠❡❛s✉r❡❞ ❡♥❛❜❧✐♥❣ t♦ ✐♥❢❡r t❤❡ ♠❛ss✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡
r❡s✉❧t ✇✐t❤ ✈✐s✐❜❧❡ ♠❛tt❡r ❛ ♠✐s♠❛t❝❤ ❡①✐st✭❘✉❜✐♥ ✫ ❋♦r❞✱ ✶✾✼✵✮✭❘✉❜✐♥ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✽✵✮✳ ❚❤✐s
✜♥❞✐♥❣ ❧❡❞ t♦ t❤❡ ♥❡❝❡ss✐t② ♦❢ ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❛ ♥❡✇ ❝♦♠♣♦♥❡♥t t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t❤❡ ♠✐ss✐♥❣ ♠❛tt❡r✿
t❤❡ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r✳ ❚❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ✇❛s ♦r✐❣✐♥❛❧❧② ❡✈♦❦❡❞ ❜② ❋r❡❞ ❩✇✐❝❦② ✐♥ ✶✾✸✼
✭❩✇✐❝❦②✱ ✶✾✸✼✮ t♦ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♦❢ ❣❛❧❛①✐❡s ✐♥ ❝❧✉st❡rs✳ ❚❤❡ ❜❡st ❡✈✐❞❡♥❝❡ ✉♣
t♦ ❞❛t❡ ♦❢ ❈♦❧❞ ❉❛r❦ ▼❛tt❡r ✭8σ s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡ ✭❈❧♦✇❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻✮✮ ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ❇✉❧❧❡t
❝❧✉st❡r ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❋✐❣✳ ■✳✺✳ ❚❤❡ ❜✉❧❧❡t ❝❧✉st❡r ❝♦♥s✐st ♦❢ t✇♦ ❝♦❧❧✐❞✐♥❣ ❝❧✉st❡r ♦❢ ❣❛❧❛①✐❡s✳ ❚❤❡
✇❡❛❦✲❧❡♥s✐♥❣ ♠❛ss ♠❛♣ r❡✈❡❛❧s ❛ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ❝❧✉♠♣ ❧②✐♥❣ ❛❤❡❛❞ ♦❢ t❤❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥❛❧ ❣❛s ❜✉❧❧❡t✱
❜✉t ❝♦✐♥❝✐❞❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡❧② ❝♦❧❧✐s✐♦♥❧❡ss ❣❛❧❛①✐❡s ✭▼❛r❦❡✈✐t❝❤ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✹✮✳ ❚❤✐s ♥❡✇
❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ❯♥✐✈❡rs❡ ♠✉st ❜❡ ♥♦♥ ❝♦❧❧✐s✐♦♥❛❧✱ t❤❛t ♠❡❛♥s ✐t ♥❡✐t❤❡r ✐♥t❡r❛❝ts str♦♥❣❧②
♥♦r ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝❛❧❧②✳ ❲❡ ✇✐❧❧ s❡❡ t❤❛t t❤✐s ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✐s ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ t♦ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ❈▼❇
❛♥✐s♦tr♦♣✐❡s ❛♥❞ str✉❝t✉r❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ❬■✳✻❪✮✳

• ❆♥✐s♦tr♦♣✐❡s ✐♥ t❤❡ ❈▼❇✳ Pr❡❝✐s❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❈♦s♠✐❝ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ r❛❞✐❛t✐♦♥ ✐♥ ✶✾✾✷
✭❙♠♦♦t ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✷✮ ♠❛❞❡ ♣♦ss✐❜❧❡ t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥ ❛t t❤❡
❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤❡ ♦♥❡ ♣❛rt ✐♥ 105✳ ❚❤❡s❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❛t t❤❡ ❯♥✐✈❡rs❡ ✇❛s ♥♦t ❝♦♠♣❧❡t❡❧②
s♠♦♦t❤✳ ❚❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ❈▼❇ ✐♠♣❧② t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ♣r✐♠♦r❞✐❛❧
✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❛t ❡❛r❧② t✐♠❡s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ s✉❝❤ ♣r✐♠♦r❞✐❛❧ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❛r❡ r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❡①♣❧❛✐♥
t❤❡ ♦r✐❣✐♥ ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❡s ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ t♦❞❛② ✐♥ ❣❛❧❛①② s✉r✈❡②s✳ ■♥ ❋✐❣✳❬■✳✻❪ ✇❡ s❡❡ t❤❡ ❛❧❧✲
s❦② ♠❛♣ ♦❢ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s s❡❡♥ ❜② t❤❡ ❈❖❇❊ ❙❛t❡❧❧✐t❡ ✐♥ ✶✾✾✷✱ ✇✐t❤ ✼ ❞❡❣r❡❡
r❡s♦❧✉t✐♦♥✳ ❚❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ r❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ✐s ± ✶✵✵ µ❑✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ❛❧❧✲s❦② ♠❛♣



✶✷

❋✐❣✉r❡ ■✳✺✿ ▲❡❢t ♣❛♥❡❧✱t❤❡ ❜✉❧❧❡t ❝❧✉st❡r ✭✶❊ ✵✻✺✼✲✺✺✽ ✮ ❝♦♥s✐sts ♦❢ t✇♦ ❝♦❧❧✐❞✐♥❣ ❝❧✉st❡rs ♦❢
❣❛❧❛①✐❡s ❛t ③❂✵✳✷✾✻✳ ■t ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ ❜❡st ❡✈✐❞❡♥❝❡ ✉♣ t♦ ❞❛t❡ ♦❢ ❈♦❧❞ ❉❛r❦ ▼❛tt❡r ✇✐t❤ 8σ
s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡ ✭❈❧♦✇❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻✮✮✳ ❆♥ ♦✛s❡t ♦❢ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t♦t❛❧ ♠❛ss ✭❜② ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧ ❧❡♥s✐♥❣
✮❢r♦♠ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ ❜❛r②♦♥✐❝ ♠❛tt❡r✭❍♦t ●❛s s❡❡♥ ✐♥ ❳✲r❛②s✮ ♣❡❛❦s✳ ❘✐❣❤t ♣❛♥❡❧✱ ❛ r❡❝❡♥t
❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ r♦t❛t✐♦♥ ❝✉r✈❡ ❢♦r ▼✸✸ ✭✷✶ ❝♠✮ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ ❜❡st ✜tt✐♥❣✲♠♦❞❡❧ ✭❝♦♥t✐♥✉♦✉s
❧✐♥❡✮✳ ❆❧s♦ s❤♦✇♥ ❛r❡ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❍❛❧♦ ✭❞♦tt❡❞ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡✮✱ t❤❡ st❡❧❧❛r ❞✐s❦
❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ✭s❤♦rt ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡✮ ❛♥❞ t❤❡ ❣❛s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ✭❧♦♥❣✲❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡✮ ❢r♦♠ r❡❢❡r❡♥❝❡
✭❈♦r❜❡❧❧✐ ✫ ❙❛❧✉❝❝✐✱ ✷✵✵✵✮

♦❢ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s s❡❡♥ ❜② ❲▼❆P ✶✽ ②❡❛rs ❧❛t❡r ✇✐t❤ ❞❛t❛ ❢r♦♠ ✼ ②❡❛rs✳ ❚❤❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛♥❣✉❧❛r ♣♦✇❡r s♣❡❝tr✉♠ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳❬■✳✼❪✳ ❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤ ■ ✇✐❧❧ ❞✐s❝✉ss ✐♥
♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧ t❤❡ ❈▼❇ ✐♥ ❛ ❢✉rt❤❡r s❡❝t✐♦♥✱ ■ ✇❛♥t t♦ ✉♥❞❡r❧✐♥❡ s♦♠❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s
t❤❛t ❝♦♠❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❡s ♦❢ t❤❡ ❈▼❇ ✶✮ ❚❤❡② ♣r♦✈✐❞❡ ✉s ❛ ✇❛② ♦❢ ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ t❤❡ t♦t❛❧
❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t② Ω0 ❛♥❞ t❤✉s t❤❡ ❝✉r✈❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❯♥✐✈❡rs❡ ✭t❤❡ ✜rst ♣❡❛❦ ✐♥ t❤❡ ❈▼❇ ♣♦✇❡r
s♣❡❝tr✉♠ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r s✐③❡ ♦❢ ❤♦r✐③♦♥ s✐③❡ ❛t ❧❛st s❝❛tt❡r✐♥❣✮✳ ❚❤❡ ❛♥❛❧②s❡s
✐♥❞✐❝❛t❡ Ω0 = 1 ± 0.2 ✭❙♣❡r❣❡❧ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✸✮✳ ✷✮ ❋r♦♠ t❤❡ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❡s✱ ✜①✐♥❣ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr②✱
t❤❡ ♠❛tt❡r ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ❯♥✐✈❡rs❡ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥❢❡rr❡❞ ❣✐✈✐♥❣ ❛ ✈❛❧✉❡ ♦❢ Ωm ∼ 0.3✳ ❚❤❛t ✐s ♦♥❧②
❛ t❤✐r❞ ♦❢ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡ ✸✮ ❋✐①✐♥❣ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr②✱ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❡s ❝♦♥str❛✐♥ ❛s ✇❡❧❧ t❤❡ ❜❛r②♦♥
❞❡♥s✐t②✷✳ ❈✉rr❡♥t ❈▼❇ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛r❡ ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ♥✉❝❧❡♦s②♥t❤❡s✐s ❜❛r②♦♥ ❞❡♥s✐t②
❡st✐♠❛t✐♦♥✳

• ▲❛r❣❡ ❙❝❛❧❡ ❙tr✉❝t✉r❡✳ ■♥ t❤❡ ❧❛st ❞❡❝❛❞❡ ♦❢ t❤❡ ✷✵th ❝❡♥t✉r② ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡ s✉r✈❡②s ❛♣✲
♣❡❛r❡❞ ❛s ❈❢❆✭✶✾✽✺✮✱ ❆P▼ ●❛❧❛①② ❙✉r✈❡② ✭✶✾✾✵✮✱ ■❘❆❙✭✶✾✽✽✮✱ ❙❉❙❙ ✭✷✵✵✵✮ ❛♥❞ ✷❞❋✭✶✾✾✼✮✳
❚❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❣❛❧❛①✐❡s ❢♦✉♥❞ ❜② t❤❡s❡ s✉r✈❡②s ✇❛s ❝❧❡❛r❧② ♥♦♥ r❛♥❞♦♠✳ ❚❤❡② ✐♥❞✐❝❛t❡❞
t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡ str✉❝t✉r❡s ❛s ✜❧❛♠❡♥ts✱ ✈♦✐❞s ❛♥❞ ❝❧✉st❡rs ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ❬■✳✽❪✮✳ ❚❤❡s❡
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♣r♦✈❡❞ t❤❛t t❤❡ ❯♥✐✈❡rs❡ ✇❛s ♥♦t ❡①❛❝t❧② s♠♦♦t❤ ✐♥ ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡s✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦
❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❯♥✐✈❡rs✱ ✐t s❡❡♠❡❞ ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r
❝♦♠♣♦♥❡♥t t♦ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ♠♦❞❡❧✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t♦ ❛❧❧♦✇ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ s♠♦♦t❤ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳ ■
✇✐❧❧ ❞✐s❝✉ss t❤✐s s✉❜❥❡❝t ✐♥ t❤❡ s❡❝t✐♦♥ ❞❡✈♦t❡❞ t♦ t❤❡ ♣❡rt✉r❜❡❞ ❯♥✐✈❡rs❡✳

• ❆❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥✳ ❆ s✐♠✐❧❛r st✉❞② t♦ ❍✉❜❜❧❡✬s ✇♦r❦ ✇❛s ❞♦♥❡ ✐♥ ✶✾✾✽ ✇✐t❤
❚②♣❡ ■❛ s✉♣❡r♥♦✈❛❡ ❜② P❡❧♠✉tt❡r ✭P❡r❧♠✉tt❡r ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✾✮ ❛♥❞ ❘✐❡ss ✭❘✐❡ss ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✽✮

✷■♥ ❢❛❝t✱ t❤❡ ❤❡✐❣❤t ♦❢ t❤❡ ✜rst ❛❝♦✉st✐❝ ♣❡❛❦ r✐s❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❜❛r②♦♥ ❞❡♥s✐t②✳
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s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧②✳ ❚❤❡ s✉♣❡r♥♦✈❛s ❛r❡ t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ ❛ ❝♦❧❧❛♣s❡ ❡①♣❧♦s✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠✸ t❤❛t ✐♠♣❧✐❡s
t❤❡② ❛r❡ r❛r❡ ❛♥❞ r❡❛❧❧② ❧✉♠✐♥♦✉s ♦❜❥❡❝ts✳ ❚♦ ❤❛✈❡ ❛♥ ✐❞❡❛ ♦❢ ❤♦✇ r❛r❡ t❤❡② ❛r❡✱ t❤❡ ❧♦❝❛❧
r❛t❡ ♦❢ ❚②♣❡ ■❛ s✉♣❡r♥♦✈❛❡ ♠❡❛s✉r❡❞ r❡❝❡♥t❧② ✐s ❛❜♦✉t ✺×10−5 ❙◆❡ ■❛ ▼♣❝✳−3 ②r−1✭▲✐ ❡t ❛❧✳✱
✷✵✶✶✮✳ ❆ s✉♣❡r♥♦✈❛ ✐s ❛❜♦✉t ✶✵ ♠❛❣♥✐t✉❞❡s ♠♦r❡ ❧✉♠✐♥♦✉s t❤❛t ❛ r❡❣✉❧❛r ♥♦✈❛❡ ✭t❤❡✐r ❛❜s♦❧✉t❡
♠❛❣♥✐t✉❞❡ ✐s ❛❜♦✉t ▼ ∼ −19.5✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ t♦ t❤❡ ❜r✐❣❤t♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❡♥t✐r❡ ❤♦st
❣❛❧❛①② ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡② ❛♣♣❡❛r✮✳ ❚❤✉s✱ t❤❡✐r ❧❛r❣❡ ❧✉♠✐♥♦s✐t② ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❞❡t❡❝t t❤❡♠ ❡✈❡♥
❛t ❤✐❣❤ r❡❞s❤✐❢t ✭z ∼ 1✮✳ ❚❤❡ s✉♣❡r♥♦✈❛❡ ❚②♣❡ ■❛✹ ❛r❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✉s❡❢✉❧ ❜❡❝❛✉s❡ ❢r♦♠ ❛❧❧

✸■♥ ❛ s②st❡♠ ❝♦♥s✐st❡♥t ♦❢ t✇♦ ❝♦♠♣♦♥❡♥t st❛rs❀ ❛ ✇❤✐t❡ ❞✇❛r❢ ♣r✐♠❛r②✱ ❛♥❞ ❛ ♠❛ss tr❛♥s❢❡rr✐♥❣ s❡❝♦♥❞❛r②✳ ❚❤❡
st❛rs ❛r❡ s♦ ❝❧♦s❡ t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r t❤❛t t❤❡ ❣r❛✈✐t② ♦❢ t❤❡ ✇❤✐t❡ ❞✇❛r❢ ❞✐st♦rts t❤❡ s❡❝♦♥❞❛r②✱ ❛♥❞ t❤❡ ✇❤✐t❡ ❞✇❛r❢
❛❝❝r❡t❡s ♠❛tt❡r ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♠♣❛♥✐♦♥ ✉♥t✐❧ ❛❝❤✐❡✈✐♥❣ t❤❡ ❈❤❛♥❞r❛s❡❦❤❛r ❧✐♠✐t✳ ◆♦✈❛❡ ✐s ❛ ♥✉❝❧❡❛r ❡①♣❧♦s✐♦♥ ❝❛✉s❡❞ ❜②
t❤❡ ❛❝❝r❡t✐♦♥ ♦❢ ❤②❞r♦❣❡♥ ♦♥t♦ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ ❛ ✇❤✐t❡ ❞✇❛r❢ st❛r✱ ✇❤✐❝❤ ✐❣♥✐t❡s ❛♥❞ st❛rts ♥✉❝❧❡❛r ❢✉s✐♦♥✳

✹❙✉♣❡r♥♦✈❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡✐r s♣❡❝tr❛❧ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♥❡❛r ♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❣❤t✱ t❤❡ ❚②♣❡ ■■ s❤♦✇ ❤②❞r♦❣❡♥
✐♥ t❤❡✐r ♠❛①✐♠✉♠✲❧✐❣❤t s♣❡❝tr✉♠✱ ✇❤✐❧❡ ❚②♣❡ ■ ❧❛❝❦ ❤②❞r♦❣❡♥✱ ❚②♣❡ ■❜ ❛r❡ r❡❧❛t❡❞ ✇✐t❤ ❍❡❧✐✉♠✱ ❡t❝

❋✐❣✉r❡ ■✳✻✿ ❚♦♣ ♣❛♥❡❧✳ ❈▼❇ ♠❛♣ s❡❡♥ ❜② ❈❖❇❊ ❙❛t❡❧❧✐t❡ ✐♥ ✶✾✾✷✱ ✇✐t❤ ✼ ❞❡❣r❡❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥✱
t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ r❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ✐s ± ✶✵✵ µ❑✳ ❇♦tt♦♠ ♣❛♥❡❧✱ ❈▼❇ s❡❡♥ ✶✽ ②❡❛rs ❧❛t❡r ❜②
❲▼❆P ❝r❡❛t❡❞ ❢r♦♠ ✼ ②❡❛rs ♦❢ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛t ✵✳✷ ❞❡❣r❡❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥✳ ❚❤❡ s✐❣♥❛❧ ♦❢ ♦✉r ❣❛❧❛①②
✇❛s s✉❜tr❛❝t❡❞ ✉s✐♥❣ ♠✉❧t✐❢r❡q✉❡♥❝② ❞❛t❛✳ ❚❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ✐♠❛❣❡ ✐s ±✷✵✵ µ❑ ✳ ■♠❛❣❡
❢r♦♠ ❤tt♣✿✴✴♠❛♣✳❣s❢❝✳♥❛s❛✳❣♦✈✴
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❋✐❣✉r❡ ■✳✼✿ ❚❤❡ ❛♥❣✉❧❛r s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ t❤❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❲▼❆P ❢✉❧❧✲s❦② ♠❛♣✳ ❇❛s❡❞ ♦♥
t❤❡ ✼ ②❡❛rs ❞❛t❛ r❡❧❡❛s❡✳ ❋r♦♠ ❤tt♣✿✴✴♠❛♣✳❣s❢❝✳♥❛s❛✳❣♦✈✳

❋✐❣✉r❡ ■✳✽✿ ❚❤❡ ✜rst ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡ s✉r✈❡②✱ ❈❢❆✱ ❛♣♣❡❛rs ✐♥ ✶✾✽✺ ✭❋r♦♠
❤tt♣s✿✴✴✇✇✇✳❝❢❛✳❤❛r✈❛r❞✳❡❞✉✴∼❞❢❛❜r✐❝❛♥t✴❤✉❝❤r❛✴③❝❛t✴ ✮✳
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t②♣❡s ♦❢ s✉♣❡r♥♦✈❛❡✱ t❤❡② ❛r❡ ❛❧♠♦st ✧✉♥✐❢♦r♠✧ ✐♥ t❤❡✐r ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡✺✳ ❚❤✉s✱ ✐♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡
t❤❡② ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧✐❜r❛t❡❞ ❢❛✐r❧② r❡❧✐❛❜❧② ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛❝❝✉r❛t❡ ❞✐st❛♥❝❡s✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡✐r
✐♥tr✐♥s✐❝ ❜r✐❣❤t♥❡ss✳ ■t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ✉♥❞❡r❧✐♥❡ t❤❛t ❝✉rr❡♥t t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ♥♦t
②❡t ❛❜❧❡ t♦ ❛❝❝✉r❛t❡❧② r❡♣r♦❞✉❝❡ ❛❧❧ ♦❢ t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❡✈❡♥ts✳ ❚❤❡
s✉♣❡r♥♦✈❛❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❡①t❡♥❞❡❞ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ♦❢ ❞✐st❛♥❝❡s ♦❢ ♣r❡✈✐♦✉s ✇♦r❦s✱ ❜② ♦♥❡ ♦r❞❡r
♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡✳ ❆s ❋✐❣✳ ❬■✳✾❪ s❤♦✇s✱ ❘✐❡ss ❛♥❞ P❡r❧♠✉tt❡r ❢♦✉♥❞ ❢❛✐♥t❡r ❧✉♠✐♥♦s✐t✐❡s✱ s♦ ❢❛rt❤❡r
♦❜❥❡❝ts✱ t❤❛♥ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ✐♥ ❛ ❯♥✐✈❡rs❡ ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❜② ♠❛tt❡r✱ ❛♥❞ t❤✉s ♣♦ss✐❜❧❡ ❛♥ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥
✐♥ t❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❯♥✐✈❡rs❡✳

❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ♦t❤❡r ❤②♣♦t❤❡s✐s t❤❛t ❛♥ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥✿
✶✮ q✉❡st✐♦♥✐♥❣ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ s✉♣❡r♥♦✈❛❡ ❛s st❛♥❞❛r❞ ❝❛♥❞❧❡s✱ ✇♦✉❧❞ ♠❡❛♥ t❤❛t ❞✐st❛♥t s✉♣❡r♥♦✈❛s
❜❡❤❛✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t t❤❛♥ ❝❧♦s❡ s✉♣❡r♥♦✈❛❡✱ ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ ❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t✐♠❡ ♦❢ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣r♦❝❡ss ♦❢
s✉♣❡r♥♦✈❛❡ ❛s ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ♠❡t❛❧❧✐❝✐t② ✇❤✐❝❤ ✇♦✉❧❞ ♣r♦❞✉❝❡ s②st❡♠❛t✐❝❛❧❧② ❛ ❧♦✇❡r ❧✉♠✐♥♦s✐t②
♣❡❛❦✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❧✉♠✐♥♦s✐t② ❝✉r✈❡s ♦❢ ❢❛r ❛♥❞ ❝❧♦s❡ s✉♣❡r♥♦✈❛❡ ❛r❡ r❡❛❧❧②
s✐♠✐❧❛r ✐t ✐s ♣r♦❜❛❜❧❡ t❤❛t t❤❡✐r ❧✉♠✐♥♦s✐t✐❡s ✇❡r❡ t❤❡ s❛♠❡ t♦♦✱ t❤✉s ❡①❝❧✉❞✐♥❣ t❤✐s ♣♦ss✐❜✐❧✐t②✳
✷✮ P♦ss✐❜❧❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❜② t❤❡ ✐♥t❡rst❡❧❧❛r ♠❡❞✐✉♠✱ ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ ❧❡ss ❧✉♠✐♥♦✉s ❝✉r✈❡s ✸✮ ❆ ♣♦ss✐❜❧❡
❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❜✐❛s✳ ❊✈❡♥ ✐❢ t❤❡s❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥s ✇❡r❡ ♥♦t ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❡①❝❧✉❞❡❞✱ t❤❡
♣r❡❢❡rr❡❞ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ✇❛s t❤❡ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❡①♣❛♥s✐♦♥✳ ❚♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤✐s ❝❤♦✐❝❡ ✇❡ ❤❛✈❡
t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❛t t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✉♣❡r♥♦✈❛❡ r❡s✉❧ts ❛rr✐✈❡❞ ✐♥ ❛ ♠♦♠❡♥t ✇❤❡r❡
t❤❡r❡ ✇❛s ❡✈✐❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛tt❡r ❞❡♥s✐t② ✐♥❢❡r✐♦r t♦ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡ ✭ΩM ∼ 0.4✮ ❛♥❞ r❡s✉❧ts
❢r♦♠ ❈▼❇ ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❛ ✈❛❧✉❡ ❢♦r t❤❡ t♦t❛❧ ❞❡♥s✐t② Ω0 ∼ 1✳

❚❤♦s❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✇❡r❡ ✐♥ ❛♣♣❛r❡♥t ❝♦♥✢✐❝t ❛t t❤❛t t✐♠❡✳ ■♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t ❝♦s♠♦❧♦❣✐sts
✇❡r❡ ♠♦r❡ ✐♥❝❧✐♥❡❞ t♦ ❜❡❧✐❡✈❡ t❤❡ ❙◆❡ t②♣❡ ■❛ r❡s✉❧ts✱ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤✐s ♣r❡❡①✐st✐♥❣ ❡✈✐❞❡♥❝❡
❢♦r ❛ ♠✐ss✐♥❣✲❡♥❡r❣② ❝♦♠♣♦♥❡♥t✱ ✇❤✐❝❤ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❛♥ ❛❝❝❡❧❡r❛t❡❞ ❡①♣❛♥s✐♦♥✳ ❲✐t❤ s✉♣❡r♥♦✈❛
r❡s✉❧ts ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❛ ❝♦s♠♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♥st❛♥t✱ ♦✈❡r❛❧❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♠❛t❝❤❡❞ ✇✐t❤
t❤❡ ♣r❡❢❡rr❡❞ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✳ ■♥ ❋✐❣✳ ❬■✳✾❪ t❤❡ ❜❡st✲✜t ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ r❡❣✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ΩM − ΩΛ

♣❧❛♥❡ ❛r❡ s❤♦✇♥✳ ❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts ❡①❝❧✉❞❡❞ ✇✐t❤ ❤✐❣❤ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ❛ ✢❛t ❛♥❞ ♠❛tt❡r ❞♦♠✐♥❛t❡❞
❯♥✐✈❡rs❡ ✭Ωm = 1✮ ❛♥❞ ❡✈❡♥ ❛♥ ♦♣❡♥ ❛♥❞ ♠❛tt❡r ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❯♥✐✈❡rs❡ ✭Ωm = 0.3✮ ✇❛s str♦♥❣❧②
❞✐s❢❛✈♦r❡❞✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ✉s✐♥❣ ♣r✐♦r ❝♦♥str❛✐♥ts✱ t❤❡s❡ r❡s✉❧ts ❢❛✈♦✉r❡❞ ❛ ❝✉rr❡♥t ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❯♥✐✈❡rs❡✱ t❤✉s ❛♥ ♦♣❡♥ ✉♥✐✈❡rs❡ ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❜② s♦♠❡t❤✐♥❣ ❡❧s❡✱ ❛ ❝♦s♠♦❧♦❣✐❝❛❧
❝♦♥st❛♥t ♦r ❞❛r❦ ❡♥❡r❣② ✭ΩΛ > 0✮ ✻✳

❆ ❯♥✐✈❡rs❡ ✐♥ ❛❝❝❡❧❡r❛t❡❞ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ✇❛s ❜❡②♦♥❞ t❤❡ ❇✐❣ ❇❛♥❣ ♠♦❞❡❧ t❤❛t ❧❡❛❞❡❞ t♦ t❤❡
r❡✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❊✐♥st❡✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢❛♠♦✉s ❜❧✉♥❞❡r ♦❢ ❊✐♥st❡✐♥✱ t❤❡ ❝♦s♠♦❧♦❣✐❝❛❧
❝♦♥st❛♥t✳ ❚❤❡ s❡❛r❝❤ ❢♦r ❛♥ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ❣❛✈❡ r✐s❡ t♦ t❤❡
❡♠❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ ♥❡✇ ♣❤②s✐❝s✱ ♣♦ss✐❜❧② ❛ ♥❡✇ ❞❡♥s✐t② ❝♦♠♣♦♥❡♥t✱ t❤❡ ❞❛r❦ ❡♥❡r❣②✱ t❤❛t ✇♦✉❧❞
r❡♣r❡s❡♥t ✼✸✪ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t②✱ ♦r ✐♥ ♦t❤❡r ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡✱ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s t♦ ♦✉r ❣r❛✈✐t②
t❤❡♦r②✱ ♦r t❤❡ ❛❜❛♥❞♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦s♠♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✳ ❚❤❡ ♣r❡❢❡rr❡❞ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ t♦
❞❡s❝r✐❜❡ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ✐s t♦ ✐♥t❡r♣r❡t t❤✐s ♥❡✇ t❡r♠ ✐♥ t❤❡ ❊✐♥st❡✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ❛s ❛
♥❡✇ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✐♥ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t②✳ ❚❤✐s ♥❡✇ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✱ t❤❡ ❉❛r❦ ❊♥❡r❣②✱ ✈❡r② r❡❝❡♥t❧②
✭z ∼ 0.4✮ ❜❡❣✐♥s t♦ ❞♦♠✐♥❛t❡ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ ❯♥✐✈❡rs❡ ❛♥❞ ✐t ❡①❡rts ❛ r❡♣✉❧s✐✈❡ ❢♦r❝❡ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♥❣

✺■♥ ❢❛❝t s✉♣❡r♥♦✈❛s s❤♦✇s s♦♠❡ s♣r❡❛❞ ✐♥ ✐ts ❧✉♠✐♥♦s✐t② ❛♥❞ s♣❡❝tr❛❧ ❡✈♦❧✉t✐♦♥✳ ❇✉t t❤❡ ♠❛❥♦r✐t② ❛r❡ q✉✐t❡
❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s✱ ❢❡✇ ❛r❡ tr✉❡ ♦✉t❧✐❡rs ✭✼✵✪ ✐♥ ❛ ✈♦❧✉♠❡✲❧✐♠✐t❡❞ s❛♠♣❧❡ ❛♥❞ ✪✼✼ ✐♥ ❛ ✢✉① ❧✐♠✐t❡❞✲s❛♠♣❧❡✮✭●♦♦❜❛r ✫
▲❡✐❜✉♥❞❣✉t✱ ✷✵✶✶✮✳

✻■♥ t❤❡ ✇♦r❞s ♦❢ ❘✐❡ss ❚❤❡ ❞✐st❛♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ❤✐❣❤✲r❡❞s❤✐❢t ❙◆❡ ■❛ ❛r❡✱ ♦♥ ❛✈❡r❛❣❡✱ ✶✵✪✲✶✺✪ ❢❛rt❤❡r t❤❛♥ ❡①♣❡❝t❡❞ ✐♥ ❛
❧♦✇ ♠❛ss ❞❡♥s✐t② ✭ΩM = 0.2✮ ✉♥✐✈❡rs❡ ✇✐t❤♦✉t ❛ ❝♦s♠♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♥st❛♥t✳✳✳ ♣r✐♦r ❝♦♥str❛✐♥ts ✉♥❛♥✐♠♦✉s❧② ❢❛✈♦r ❡t❡r♥❛❧❧②
❡①♣❛♥❞✐♥❣ ♠♦❞❡❧s ✇✐t❤ ♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦s♠♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♥st❛♥t ✭✐✳❡✳✱ ΩΛ > 0✮ ❛♥❞ ❛ ❝✉rr❡♥t ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥✳✳✳✳
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t❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❯♥✐✈❡rs❡✳ ❚❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤✐s ❉❛r❦ ❡♥❡r❣② ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st
✐♠♣♦rt❛♥t ♦♣❡♥ q✉❡st✐♦♥s ✐♥ ♠♦❞❡r♥ ❝♦s♠♦❧♦❣②✳ ■♥ ❛ ❢✉rt❤❡r s❡❝t✐♦♥ ■ ✇✐❧❧ ❞✐s❝✉ss ✐♥ ♠♦r❡
❞❡t❛✐❧ ❛❜♦✉t t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ tr❛✐❧s✳

❋✐❣✉r❡ ■✳✾✿ ❖r✐❣✐♥❛❧ ♣❧♦ts ❢r♦♠ ✭P❡r❧♠✉tt❡r ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✾✮ ▲❡❢t ♣❛♥❡❧✳ ❍✉❜❜❧❡ ❞✐❛❣r❛♠ ❢♦r ✹✷
❤✐❣❤✲r❡❞s❤✐❢t ❚②♣❡ ■❛ s✉♣❡r♥♦✈❛❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❙✉♣❡r♥♦✈❛ ❈♦s♠♦❧♦❣② Pr♦❥❡❝t✱ ❛♥❞ ✶✽ ❧♦✇✲r❡❞s❤✐❢t
❚②♣❡ ■❛ s✉♣❡r♥♦✈❛❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❈❛❧❛♥✴❚♦❧♦❧♦ ❙✉♣❡r♥♦✈❛ ❙✉r✈❡②✱ ♣❧♦tt❡❞ ♦♥ ❛ ❧✐♥❡❛r r❡❞s❤✐❢t s❝❛❧❡
t♦ ❞✐s♣❧❛② ❞❡t❛✐❧s ❛t ❤✐❣❤ r❡❞s❤✐❢t✳ ❘✐❣❤t ♣❛♥❡❧✳ ❇❡st✲✜t ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ r❡❣✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ΩM−ΩΛ ♣❧❛♥❡✳
❚❤❡ ❙◆ r❡s✉❧ts ❡①❝❧✉❞❡ ✇✐t❤ ❤✐❣❤ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ❛ ✢❛t ❛♥❞ ♠❛tt❡r ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❯♥✐✈❡rs❡ ✭Ωm = 1✮
❛♥❞ ❡✈❡♥ ❛♥ ♦♣❡♥ ❛♥❞ ♠❛tt❡r ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❯♥✐✈❡rs❡ ✭Ωm = 0.3✮ ✇❛s str♦♥❣❧② ❞✐s❢❛✈♦r❡❞✳ ■♥ ❢❛❝t✱
✉s✐♥❣ ♣r✐♦r ❝♦♥str❛✐♥ts✱ t❤✐s r❡s✉❧ts ❢❛✈♦r❡❞ ❛♥ ♦♣❡♥ ✉♥✐✈❡rs❡ ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❜② s♦♠❡t❤✐♥❣ ❡❧s❡✱ ❛
❝♦s♠♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♥st❛♥t ♦r ❞❛r❦ ❡♥❡r❣② ✭ΩΛ > 0✮

■✳✷ ❍♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❯♥✐✈❡rs❡

❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐s ❞❡✈♦t❡❞ t♦ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ t❤❛t ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ st✉❞② ❛♥ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❛♥❞
✐s♦tr♦♣✐❝ ❯♥✐✈❡rs❡✳ ❚❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✉s❡❞ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❯♥✐✈❡rs❡ ✐s ❞♦♥❡
❜② t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦s♠♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ✐♥ ●❡♥❡r❛❧ ❘❡❧❛t✐✈✐t②✳

■✳✷✳✶ ●❡♥❡r❛❧ ❘❡❧❛t✐✈✐t②

❚❤❡ ●❡♥❡r❛❧ ❘❡❧❛t✐✈✐t② ❛❧❧♦✇s t♦ st✉❞② ❛ ❯♥✐✈❡rs❡ ✇✐t❤ ♥♦♥ tr✐✈✐❛❧ ❣❡♦♠❡tr② ✭♥♦♥ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥✮✱ ❡✈♦✲
❧✉t✐✈❡ ❛♥❞ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❝♦♥t❡♥t ♦❢ t❤❡ ❯♥✐✈❡rs❡✳ ●❡♥❡r❛❧ r❡❧❛t✐✈✐t② ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡
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❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✳ ❚❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ st❛t❡s t❤❛t ❛❧❧ ❧❛✇s ✐♥ ♣❤②s✐❝s t❛❦❡ t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r♠
✐♥ ❢r❡❡❧② ❢❛❧❧✐♥❣ ❢r❛♠❡ ❛s t❤❡② ✇♦✉❧❞ ✐♥ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❣r❛✈✐t②✳ ■♥ t❤✐s s❡♥s❡✱ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ♣r✐♥❝✐✲
♣❧❡ ❣✉❛r❛♥t✐❡s t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ ❛❧✇❛②s ✜♥❞ ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ s②st❡♠ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧ ❢♦r❝❡ ✐s ❡r❛s❡❞
✭❧♦❝❛❧❧②✮✱ ❜✉t ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥ ❞♦ ♥♦t ❞✐s❛♣♣❡❛rs✳ ■t ✐s ❤✐❞❞❡♥ ✐♥ ❛ ♥❡✇ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ t❤❡ s♣❛❝❡✲t✐♠❡✿ ❝✉r✲
✈❛t✉r❡✳ ■♥ t❤✐s ❢r❛♠❡✱ t❤❡ ♦❜❥❡❝ts ✐♥ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ♥♦♥ ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧ ❢♦r❝❡s✱ ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠
❛❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❝✉r✈❡❞ s♣❛❝❡✲t✐♠❡ ❝❛❧❧❡❞ ❣❡♦❞❡s✐❝s✳ ❚❤❡ ✐♥♥♦✈❛t✐✈❡ ❢❡❛t✉r❡ ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧ r❡❧❛t✐✈✐t② ✐♥ r❡❧❛✲
t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ◆❡✇t♦♥✐❛♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ ✐s t❤❛t ❣r❛✈✐t② ✐s ❛ ♠❛♥✐❢❡st❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝✉r✈❛t✉r❡ ♦❢ s♣❛❝❡✲t✐♠❡✳

❚❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ♦❢ s♣❛❝❡ t✐♠❡ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ✐ts ♠❡tr✐❝✳ ■t ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✈❛❧✉❡s
♦❢ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❛♥❞ ♣❤②s✐❝❛❧ ❞✐st❛♥❝❡ ds2✳ ❚❤❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ ❞✐st❛♥❝❡ ❣✐✈❡ ✉s t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥
❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❡✈❡♥ts ✐♥ s♣❛❝❡ t✐♠❡

ds2 =

3
∑

µ,ν=0

gµνdx
µdxν ✭■✳✹✮

✇❤❡r❡ gµν ✐s t❤❡ ♠❡tr✐❝✱ ❛♥❞ dxµ ✐s ❛ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ s♣❛❝❡✲t✐♠❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ✐♥t❡r✈❛❧✳ ❇② ♥♦✇✱ ■ ❤❛✈❡
❡♥✉♥❝✐❛t❡❞ t❤❡ ✜rst ❛s♣❡❝t ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧ r❡❧❛t✐✈✐t② t❤❛t ♣❡r♠✐ts t♦ r❡❧❛t❡ ❣r❛✈✐t② t♦ t❤❡ ♠❡tr✐❝✳ ❚❤❡
s❡❝♦♥❞ ❛s♣❡❝t ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧ r❡❧❛t✐✈✐t② ✐s t❤❛t ✐t r❡❧❛t❡s t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ s♣❛❝❡✲t✐♠❡ ✇✐t❤
t❤❡ ❡♥❡r❣② ❝♦♥t❡♥t✳ ❚❤✐s ❡❧❡♠❡♥t ✐s ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❊✐♥st❡✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥✳ ▲❡t ✉s ❜❡❣✐♥ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣
t❤❡ ♠❡tr✐❝ t❤❛t ✇❡ ✇✐❧❧ ✉s❡ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❯♥✐✈❡rs❡ ❛♥❞ t❤❡♥ ❞✐s❝✉ss t♦ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡s❡
❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛♥❞ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❝♦♥t❡♥t ♦❢ t❤❡ ❯♥✐✈❡rs❡✳

■✳✷✳✷ ▲❡♠❛îtr❡✲❋r✐❡❞♠❛♥✲❘♦❜❡rts♦♥ ❲❛❧❦❡r ▼❡tr✐❝

■t s❡❡♠s ❝❧❡❛r t❤❛t ✐♥ ♦r❞❡r t♦ st✉❞② t❤❡ ❯♥✐✈❡rs❡✱ ✇❡ ♠✉st ❞❡✜♥❡ ❛♥ ❛❞❛♣t❡❞ ♠❡tr✐❝ t❤❛t ❞❡s❝r✐❜❡s
t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ❯♥✐✈❡rs❡✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞ ✉s t♦ ❛ ❜❛s✐❝ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ ❝♦s♠♦❧♦❣② ✐ts❡❧❢✳
❈♦s♠♦❧♦❣② ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❜❡❧✐❡✈❡ t❤❛t ✇❡ ❞♦ ♥♦t ♦❝❝✉♣② ❛ s♣❡❝✐❛❧ ♣❧❛❝❡ ✐♥ t❤❡ ❯♥✐✈❡rs❡✱ t❤✐s
♣r✐♥❝✐♣❧❡ ✐s ❦♥♦✇♥ ❛s t❤❡ ❝♦s♠♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦r ❈♦♣❡r♥✐❝❛♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✳ ❋r♦♠ t❤✐s ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ✐t
❢♦❧❧♦✇s t❤❛t✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❯♥✐✈❡rs❡ ❛♣♣❡❛rs ✐s♦tr♦♣✐❝ ❛r♦✉♥❞ ✉s✱ ✐t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ✐s♦tr♦♣✐❝ ❛r♦✉♥❞ ❡✈❡r②
♣♦✐♥t✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐s♦tr♦♣② ❛r♦✉♥❞ ❡✈❡r② ♣♦✐♥t ✐♠♣❧✐❡s ❤♦♠♦❣❡♥❡✐t②✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ ❛rr✐✈❡ t♦ t❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥
t❤❛t ♦✉r ❯♥✐✈❡rs❡ ♠✉st ❜❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❛♥❞ ✐s♦tr♦♣✐❝✳ ❆t t❤✐s ♣♦✐♥t ✐t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ❝❧❛r✐❢②
t❤❡ s❡♥s❡ ♦❢ t❤❡s❡ t❡r♠s✳ ■s♦tr♦♣② ✐s t❤❡ ❝❧❛✐♠ t❤❛t t❤❡ ❯♥✐✈❡rs❡ ❧♦♦❦s t❤❡ s❛♠❡ ✐♥ ❛❧❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥
✭✐♥✈❛r✐❛♥t ✉♥❞❡r r♦t❛t✐♦♥s✮✳ ❍♦♠♦❣❡♥❡✐t② ✐s t❤❡ ❝❧❛✐♠ t❤❛t t❤❡ ❯♥✐✈❡rs❡ ❧♦♦❦s t❤❡ s❛♠❡ ❛t ❡✈❡r②
♣♦✐♥t ✭✐♥✈❛r✐❛♥t ✉♥❞❡r tr❛♥s❧❛t✐♦♥s✮✳ ❚❤❡♥✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ♣r❡❝✐s❡ t❤❛t t❤❡ s❡♥s❡ ♦❢ ✐s♦tr♦♣② ❛♥❞
❤♦♠♦❣❡♥❡✐t② ✐s st❛t✐st✐❝❛❧✳ ■ ❤❛✈❡ ❛❧r❡❛❞② s❛✐❞ ✇❡ ❤❛✈❡ ❡✈✐❞❡♥❝❡s ❛❜♦✉t ♥♦♥ ❤♦♠♦❣❡♥❡✐t✐❡s✳ ❚♦
❝♦♥❝✐❧✐❛t❡ t❤❡s❡ ❡✈✐❞❡♥❝❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦s♠♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ t❤✐♥❦ ✐♥ ♦✉r ❯♥✐✈❡rs❡ ❛s ❛
r❡❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ s❡t ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ s❡♥s❡ ♦❢ ✐s♦tr♦♣② ❛♥❞ ❤♦♠♦❣❡♥❡✐t② ❛❝ts
♦✈❡r t❤❡ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ ❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t②✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ s❛♠❡ ✐♥ ❡✈❡r② ♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡ s♣❛❝❡ ❛t ❛ ✜①❡❞
t✐♠❡✳

❚❤❡ ♠♦st ❣❡♥❡r❛❧ s♣❛❝❡ t✐♠❡ ♠❡tr✐❝ ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ ❤♦♠♦❣❡♥❡✐t② ❛♥❞ ✐s♦tr♦♣② ✐♥ ❛♥ ❡①♣❛♥❞✐♥❣
❯♥✐✈❡rs❡ ✐s t❤❡ ❘♦❜❡rts♦♥✲❲❛❧❦❡r ♠❡tr✐❝✱ t❤❛t ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❡❧❡♠❡♥t ♦❢
❞✐st❛♥❝❡ ds2✿

ds2 = −dt2 + a2(t)

[

dr2

1 − kr2
+ r2(dθ2 + sin2θdφ2)

]

✭■✳✺✮

✇❤❡r❡ t ✐s t✐♠❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❢♦r ❛ ❝♦♠♦✈✐♥❣ ♦❜s❡r✈❡r ✇✐t❤ ❝♦♥st❛♥t s♣❛t✐❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✱ ❛✭t✮ ✐s t❤❡ s❝❛❧❡



✶✽

❢❛❝t♦r ❛♥❞ ❦ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❝✉r✈❛t✉r❡ ♦❢ s♣❛❝❡✲t✐♠❡✳ ❚❤❡ ❝✉r✈❛t✉r❡ ✐s ❛♥ ✐♥tr✐♥s✐❝ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt②
♦❢ t❤❡ s♣❛❝❡✲t✐♠❡✳

k =







+1 close
0 flat
−1 open

✭■✳✻✮

❚❤✉s✱ t❤r❡❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❣❡♦♠❡tr✐❡s ❢♦r t❤❡ ❯♥✐✈❡rs❡ ❛r❡ ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✇✐t❤ t❤✐s t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦
✐♥ ❛ tr✐✈✐❛❧ t♦♣♦❧♦❣②✿ ✢❛t✱ s♣❤❡r✐❝❛❧ ❛♥❞ ❤②♣❡r❜♦❧✐❝✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛ ❝❧♦s❡✱ ✢❛t ❛♥❞ ♦♣❡♥ ❯♥✐✈❡rs❡s
✭❋✐❣✳ ●❡♦♠❡tr✐❡s✮✳ ❚❤❡ ✢❛t ❣❡♦♠❡tr② ❝♦rr❡s♣♦♥❞s ✇✐t❤ ❦❂✵✱ ✐s t❤❡ ❡❛s✐❡st ❛♥❞ ❛❧s♦ t❤❡ ♠♦r❡
❢❛♠✐❧✐❛r✳ ■t ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❣❡♦♠❡tr②✳ ❚❤❛t ✐s t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❧✐♥❡s r❡♠❛✐♥ ❛t ❛ ❝♦♥st❛♥t
❞✐st❛♥❝❡ ❛♥❞ t❤❡ s✉♠ ♦❢ ❛♥❣❧❡s ✐s ❡q✉❛❧ t♦ ✶✽✵◦✳ ❚❤✐s ❣❡♦♠❡tr② ✐♠♣❧✐❡s ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ ✉♥✐✈❡rs❡✳ ❚❤❡
s♣❤❡r✐❝❛❧ ❣❡♦♠❡tr② ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❦< 0✳ ■t ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❘✐❡♠♠❛♥✐❛♥ ❣❡♦♠❡tr②✳ ❚❤✐s ❣❡♦♠❡tr②
✐s ✉s✉❛❧❧② r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② s♣❤❡r✐❝❛❧ s✉r❢❛❝❡ t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ ❜❛s✐❝ ❢❡❛t✉r❡s✳ ■♥ t❤✐s ❣❡♦♠❡tr②✱
♣❛r❛❧❧❡❧ ❧✐♥❡s ✇✐❧❧ ❝♦♥✈❡r❣❡✱ ❛♥❞ s✉♠ ♦❢ ❛♥❣❧❡s ✐s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ ✶✽✵ ◦✳ ■♥ ❛ s♣❤❡r✐❝❛❧ ✉♥✐✈❡rs❡ ❛♥
♦❜❥❡❝t tr❛✈❡❧❧✐♥❣ ✐♥ str❛✐❣❤t ❧✐♥❡ ❡✈❡♥t✉❛❧❧② ✇✐❧❧ r❡t✉r♥ ✇❤❡r❡ ✐t st❛rt❡❞✱ ❛s ✐♥ t❤❡ ✷❉ ❛♥❛❧♦❣✉❡ ✐♥ ❛
s♣❤❡r✐❝❛❧ s✉r❢❛❝❡✳ ❚❤✐s ❣❡♦♠❡tr② ✐♠♣❧✐❡s ❛ ✜♥✐t❡ ❯♥✐✈❡rs❡ ✇✐t❤♦✉t ❜♦✉♥❞❛r②✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐❝
❣❡♦♠❡tr② ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ❦< 0✱ ✐s t❤❡ ♠♦r❡ ✉♥❢❛♠✐❧✐❛r✳ ■t ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s ❛ s❛♥❞❧❡ ✲❧✐❦❡ s✉r❢❛❝❡✳
■t ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ♣❛r❛❧❧❡❧ ❧✐♥❡s ❞✐✈❡r❣❡ ❛✇❛② ❢r♦♠ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ❛♥❞ t❤❡ s✉♠ ♦❢ ❛♥❣❧❡s
✐s ❧❡ss t❤❛t ✶✽✵◦✳ ❚❤❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ ❣❡♦♠❡tr② ✐♠♣❧✐❡s ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ ❯♥✐✈❡rs❡✳

❚❤❡ ♠❡tr✐❝ t❡♥s♦r ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♠❡tr✐❝ ♦❢ ❊q✉❛t✐♦♥ ■✳✺ ✐♥ ❈❛rt❡s✐❛♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❢♦r ❛
✢❛t ❯♥✐✈❡rs❡ ✐s ✭✇✐t❤ ❝❂✶✳✮✿

gµν =









−1 0 0 0
0 a2(t) 0 0
0 0 a2(t) 0
0 0 0 a2(t)









✭■✳✼✮

■✳✷✳✸ ❊✐♥st❡✐♥✬s ❊q✉❛t✐♦♥

❆s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛❜♦✈❡✱ ●❡♥❡r❛❧ ❘❡❧❛t✐✈✐t② ♥♦t ♦♥❧② ❛❧❧♦✇ ✉s t♦ r❡❧❛t❡ t❤❡ ❣r❛✈✐t② ✇✐t❤ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr②
❜✉t ❛❧s♦ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ r❡❧❛t❡ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ s♣❛❝❡✲t✐♠❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❡♥❡r❣❡t✐❝ ❝♦♥t❡♥t✳
❚❤✐s ✐s ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❊✐♥st❡✐♥✬s ❡q✉❛t✐♦♥✿

Gµν ≡ Rµν +
1

2
Rgµν = 8πGTµν ✭■✳✽✮

❊✐♥st❡✐♥✬s ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❊✐♥st❡✐♥✬s t❡♥s♦r Gµν ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ❛♥❞ t❤❡
❡♥❡r❣② ♠♦♠❡♥t✉♠ t❡♥s♦r Tµν ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❝♦♥t❡♥t✳ ❊✐♥st❡✐♥✬s t❡♥s♦r ✐s ✇r✐tt❡♥ ✐♥ t❡r♠s ♦❢
gµν t❤❡ ♠❡tr✐❝ t❡♥s♦r✱ Rµν t❤❡ ❘✐❝❝✐ ❚❡♥s♦r t❤❛t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♠❡tr✐❝ ❛♥❞ ✐ts ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s✼✱ ❘ t❤❡
❘✐❝❝✐ s❝❛❧❛r t❤❛t ✐s t❤❡ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❘✐❝❝✐ t❡♥s♦r ✇✐t❤ t❤❡ ♠❡tr✐❝ t❡♥s♦r R ≡ gµνRµν ❛♥❞ ● t❤❡
◆❡✇t♦♥ ❝♦♥st❛♥t✳ ❆s ✇❡ ❝❛♥ ♦❜s❡r✈❡✱ t❤❡ ❧❡❢t s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡tr✐❝✱ ❛♥❞ t❤❡

✼❚❤❡ ❘✐❝❝✐ t❡♥s♦r ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ❈❤r✐st♦✛❡❧ s②♠❜♦❧✿

Rµν = Γα
µν,α − Γα

µα,ν + Γα
βνΓβ

µν − Γα
βνΓβ

µα ✭■✳✾✮

✇❤❡r❡ Γα
µν,α ≡ ∂Γα

µν/∂x
α✳ ❛♥❞ Γµ

αβ =
gµν

2

h

∂gα,ν

∂xβ +
∂gβ,ν

∂xα − ∂gα,β

∂xν

i



✶✾

r✐❣❤t s✐❞❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣②✱ s♦ t❤❡ ❊✐♥st❡✐♥✬s ❡q✉❛t✐♦♥ r❡❧❛t❡s ❣❡♦♠❡tr② ♦❢ t❤❡ ❯♥✐✈❡rs❡ ✇✐t❤
❡♥❡r❣② ❝♦♥t❡♥t✳ ❆t t❤❡ t✐♠❡ ✇❤❡♥ ❊✐♥st❡✐♥ ♣r♦♣♦s❡❞ t❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❝♦♠♠♦♥ ❜❡❧✐❡✈❡ ❜❡t✇❡❡♥
❝♦s♠♦❧♦❣✐st ✇❛s ❛ st❛t✐❝ ❯♥✐✈❡rs❡✳ ❚❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ❤❛✈❡ ❛ st❛❜❧❡ st❛t✐❝ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❚❤✐s
❝♦♥❞✉❝t❡❞ ✐♥✐t✐❛❧❧② ❊✐♥st❡✐♥ t♦ ❛❞❞ t❤❡ ❢❛♠♦✉s ❝♦s♠♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♥st❛♥t Λ ❢♦r ♣❤✐❧♦s♦♣❤✐❝❛❧ r❡❛s♦♥s
❡♥❛❜❧✐♥❣ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❛ st❛t✐❝ ❯♥✐✈❡rs❡✽✳ ❚❤❡ ❝♦s♠♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♥st❛♥t ♣r♦✈✐❞❡❞ ❛ ✇❛② ♦❢ ❜❛❧❛♥❝✐♥❣
t❤❡ ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ ❝❛✉s❡❞ ❜② ♠❛tt❡r✳

❲✐t❤ ❍✉❜❜❧❡✬s ❡✈✐❞❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ♥♦♥ st❛t✐❝ ❯♥✐✈❡rs❡✱ t❤✐s ❝♦♥st❛♥t ❞✐s❛♣♣❡❛r❡❞ ❛♥❞ ✇❛s r❡✐♥tr♦❞✉❝❡❞
r❡❝❡♥t❧② ❢♦r ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❞✐✛❡r❡♥t r❡❛s♦♥✿ t❤❡ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❡①♣❛♥s✐♦♥✳ ■♥ ❢❛❝t✱
t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❢♦r♠ ♦❢ ❊✐♥st❡✐♥✬s ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿

Rµν +
1

2
Rgµν − Λgµν = 8πGTµν ✭■✳✶✵✮

■t ✐s t✐♠❡ ♥♦✇ t♦ ❞✐s❝✉ss t❤❡ ❧❡❢t s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❊♥❡r❣②✲▼♦♠❡♥t✉♠ t❡♥s♦r ✐s ❛ s②♠♠❡tr✐❝
t❡♥s♦r ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥st✐t✉❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❯♥✐✈❡rs❡✳ ❋♦r t❤❡ ❡♥❡r❣②✲♠♦♠❡♥t✉♠ t❡♥s♦r Tµν ✱ ✐t ✐s
❛ss✉♠❡❞ ❛ ♣❡r❢❡❝t ✢✉✐❞ ❢♦r♠✱ t❤✉s ✐t ✐s s✐♠♣❧② ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ t❡r♠ ♦❢ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ρ ❛♥❞ ♣r❡ss✉r❡ p✿

Tµν =









−ρ 0 0 0
0 p 0 0
0 0 p 0
0 0 0 p









✭■✳✶✶✮

❚♦ ❣❡t t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣②✲♠♦♠❡♥t✉♠ t❡♥s♦r✱ ✇❡ tr❛♥s❧❛t❡
t❤❡ ✉s✉❛❧ ♠❛ss ❛♥❞ ♠♦♠❡♥t✉♠ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ t♦ ❛ ♠♦st ❣❡♥❡r❛❧ ❝r✐t❡r✐✉♠ ♦❢ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❡♥❡r❣②
♠♦♠❡♥t✉♠ t❡♥s♦r✱ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥t ❞❡r✐✈❛t✐✈❡✱ ✐t ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ❜②✿

∇µT
µν = 0 ✭■✳✶✷✮

❆♣♣❧②✐♥❣ t❤✐s t♦ t❤❡ ▲❋❘❲ ♠❡tr✐❝ ❛♥❞ t❤❡ ♣❡r❢❡❝t ✢✉✐❞ ❡♥❡r❣② ♠♦♠❡♥t✉♠ t❡♥s♦r ②✐❡❧❞s✿

ρ̇+ 3H(ρ+ p) = 0 ✭■✳✶✸✮

❚❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥ ❞❡s❝r✐❜❡s ❤♦✇ t❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❯♥✐✈❡rs❡ ✭❛s s♣❡❝✐✜❡❞ ❜② ❍✮ ❧❡❛❞s t♦ ❧♦❝❛❧
❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t②✳ ❲❤❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❯♥✐✈❡rs❡✱ ✇❡ ❣❡t
❤♦✇ t❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ s❝❛❧❡s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❯♥✐✈❡rs❡✳

❆s ■ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❜❡❢♦r❡✱ ❢r♦♠ t❤❡ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ❢♦❧❧♦✇s t❤❡ r❡✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❝♦s♠♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♥st❛♥t✳ ❆❞❞✐♥❣ ❛ ❝♦s♠♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♥st❛♥t t♦ t❤❡ ❊✐♥st❡✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❛❞❞
❛ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t② ✐♥ t❤❡ ❯♥✐✈❡rs❡✱ t❤✉s ✐♠♣❧②✐♥❣ t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ ❛♥ ❡♥❡r❣②✲♠♦♠❡♥t✉♠
t❡♥s♦r ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠✿

Tµν =
Λ

8πG
gµν ✭■✳✶✹✮

❚❤✐s s✐♠♣❧❡ ❛❝t ♦❢ ♣❧❛❝✐♥❣ t❤❡ Λ t❡r♠ ✐♥ t❤❡ ❧❡❢t ♦r r✐❣❤t s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐♥✈♦❧✈❡ ❞❡❡♣ ❝♦♥❝❡♣t✉❛❧
❞✐✛❡r❡♥❝❡s✳ ❲r✐tt❡♥ ✐♥ t❤❡ ❧❡❢t s✐❞❡ ♠✉st ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s ❛ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt②✳ ■t r❡♣r❡s❡♥ts
t❤✉s t❤❡ ❝✉r✈❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❡♠♣t② s♣❛❝❡✳ ■♥ t❤❡ r✐❣❤t s✐❞❡✱ t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ✐s ✐♥ ❡♥❡r❣❡t✐❝ t❡r♠s✳ ■t

✽■♥ ❢❛❝t ❛❞❞ ❛ ❝♦♥st❛♥t t❡r♠ ✐s t❤❡ s✐♠♣❧❡r ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ t❤❛t ❝♦♥s❡r✈❡s t❤❡ ♥✉❧❧ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡



✷✵

r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❡♥❡r❣② ♠♦♠❡♥t✉♠ t❡♥s♦r ♦❢ ❛ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ❯♥✐✈❡rs❡✱ ♣♦ss✐❜❧② t❤❡ ✈❛❝✉✉♠ ♦r ❛
♥❡✇ ♦♥❡✳ ❚❤✐s ♥❡✇ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✐♥ t❤❡ ❡♥❡r❣②✲♠♦♠❡♥t✉♠ t❡♥s♦r ✐s ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s ❛ ✢✉✐❞ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞
❜② ✐ts ❞❡♥s✐t② ❛♥❞ ♣r❡ss✉r❡✳ ❚❤❡ s✐♠♣❧❡st ❝❛s❡ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ ❝♦s♠♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♥st❛♥t✳ ■♥ t❡r♠s ♦❢
t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ st❛t❡ ♦❢ ❛ ✢✉✐❞ p = wρ✱ ❛ ❝♦s♠♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♥st❛♥t ✭✇✐t❤ Λ > 0✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ✇❂✲✶✳
❚❤✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡ ❣✐✈❡ ✉s ❝♦♥st❛♥t ❞❡♥s✐t② ❛♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡ ♣r❡ss✉r❡ ❛s t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤✐s ✉♥❦♥♦✇♥
✢✉✐❞✾ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①♣r❡ss✐♦♥s✿

ρΛ = Λ
8πG

pΛ = −ρΛ
✭■✳✶✺✮

❆s ✇❡ ✇✐❧❧ s❡❡ ❧❛t❡r t❤❡ ❋r✐❡❞♠❛♥ ❡q✉❛t✐♦♥s✱ ✇❤❡♥ ✇❡ s♣❡❝✐❢② t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ st❛t❡ ♦❢ ❛ ❝♦s✲
♠♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♥st❛♥t✱ ❡♥❛❜❧❡s ✉s t♦ ✐♥t❡r♣r❡t t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ♣r❡ss✉r❡ ❛s ❛ r❡♣✉❧s✐✈❡ ❣r❛✈✐t②✱
❣❡♥❡r❛t✐♥❣ t❤❡ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥✳

❚❤❡ s✉♣❡r♥♦✈❛❡ ❞❛t❛✱ ✜①✐♥❣ t❤❡ ✢❛t ❣❡♦♠❡tr②✱ ❢❛✈♦✉r❡❞ ❛ ❝♦s♠♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♥st❛♥t ✭s❡❡ ❋✐❣✳
❬❄❄❪✭P❡r❧♠✉tt❡r ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✾✮✮ ❜✉t ✐t ✐s ♥♦t t❤❡ ♦♥❧② ♣♦ss✐❜✐❧✐t②✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ❛ ✢✉✐❞ ✇✐t❤ ❛ ❡q✉❛✲
t✐♦♥ ♦❢ st❛t❡ ✇✐t❤ w < −1/3 ❣❡♥❡r❛t❡s ❛♥ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❡①♣❛♥s✐♦♥✳ ❚❤✉s✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♥s✐❞❡r
♦t❤❡r ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s t❤❛♥ ❛ ❝♦s♠♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♥st❛♥t✱ ✇❡ ❣❡t t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❞❡♥s✐t② ✐♥t❡❣r❛t✐♥❣ ❡q✳ ✭■✳✶✸✮ ❛♥❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r t❤❡ st❛t❡ ❡q✉❛t✐♦♥✱

ρDE ∝
{

3

∫ a da′

a
[1 + w(a′)]

}

✭■✳✶✻✮

❚❤✐s ❣❡♥❡r❛❧ ❝❛s❡ ✐s ❦♥♦✇♥ ❛s ❞❛r❦ ❡♥❡r❣②✳ ■♥ ✇❤❛t ❢♦❧❧♦✇s ■ ❝♦♥s✐❞❡r t❤✐s ❝❤♦✐❝❡ t♦ ♣r❡s❡♥t t❤❡
t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ■s ❝♦♠♠♦♥ ✐♥ ❧✐t❡r❛t✉r❡ t♦ r❡❢❡r ❛s ❞❛r❦ ❡♥❡r❣② t♦ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❝♦♠♣♦♥❡♥t
r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r t❤❡ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ✐♥ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ✇❛②✱ t❤✉s ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡
♦❢ ❛ ❝♦s♠♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♥st❛♥t✳ ❋♦r t❤✐s t❡①t ■ ✇✐❧❧ s❡♣❛r❛t❡ t❤❡ t✇♦ ❝❛s❡s ❢♦r ❝❧❛r✐t②✳

■✳✷✳✹ ❋r✐❡❞♠❛♥ ❡q✉❛t✐♦♥s

❆t t❤✐s ♠♦♠❡♥t ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ t♦♦❧s t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s t❤❛t ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡
❯♥✐✈❡rs❡✳ ❚❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ s❝❛❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✳ ❚♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ ❤✐st♦r② ♦❢ t❤❡
❯♥✐✈❡rs❡✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❝❛❧❡ ❢❛❝t♦r ✇✐t❤ t✐♠❡✳ ●❡♥❡r❛❧ ❘❡❧❛t✐✈✐t②
♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤✐s ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❝♦♥t❡♥t ♦❢ t❤❡ ❯♥✐✈❡rs❡✳

❚❤❡ ❋r✐❡❞♠❛♥ ❡q✉❛t✐♦♥s ❝♦♠❡ ❢r♦♠ ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ❊✐♥st❡✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ▲❡♠❛îtr❡✲❋r✐❡❞♠❛♥✲
❘♦❜❡rts♦♥✲❲❛❧❦❡r ✭▲❋❘❲✮ ♠❡tr✐❝✳ ❚❤❡② ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❝❛❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✐♥ ❛♥ ❤♦✲
♠♦❣❡♥❡♦✉s ❯♥✐✈❡rs❡✳ ■♥ ❢❛❝t ❢r♦♠ ❊q✉❛t✐♦♥s ■✳✼ ❛♥❞ ■✳✶✵ ♦♥❧② t✇♦ ❡q✉❛t✐♦♥s s✉r✈✐✈❡✳ ❚❤❡ ✜rst
❋r✐❡❞♠❛♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ t✐♠❡✲t✐♠❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ ❊✐♥st❡✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥s✿

(

ȧ

a

)2

=
8πG

3

∑

i

ρi −
k

a2
✭■✳✶✼✮

t❤❡ ♦✈❡r❞♦t ❞❡♥♦t❡s ❛ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❝♦s♠✐❝ t✐♠❡ t✱ ❛♥❞ ✐ ✐♥❞❡①❡s ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ❣r❛✈✲
✐t❛t✐♦♥❛❧ s♦✉r❝❡s ✐♥ t❤❡ ❯♥✐✈❡rs❡✳ ❚❤❡ ❋r✐❡❞♠❛♥♥ ❡q✉❛t✐♦♥ r❡❧❛t❡s t❤❡ r❛t❡ ♦❢ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ s❝❛❧❡

✾❯♥❦♥♦✇♥ ✐♥ t❡r♠ ♦❢ t❤❡ ❙t❛♥❞❛r❞ ▼♦❞❡❧ ♦❢ P❛rt✐❝❧❡ P❤②s✐❝s



✷✶

❢❛❝t♦r✱ ❛s ❡♥❝♦❞❡❞ ❜② t❤❡ ❍✉❜❜❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✱ t♦ t❤❡ t♦t❛❧ ❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t② ♦❢ ❛❧❧ ♠❛tt❡r ✐♥ t❤❡ ❯♥✐✈❡rs❡✳
■t ✐s ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t t♦ ❞❡✜♥❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ❞❡♥s✐t② δc ❛t ❛♥② ❣✐✈❡♥ t✐♠❡ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ❦❂✵

ρc ≡
3H2

8πG
✭■✳✶✽✮

❚❤❡ ❝✉rr❡♥t ✈❛❧✉❡ ♦❢ ρc,0 = 1.88× 10−29h2 · g · cm−3✳ ❚❤✐s ❛❧❧♦✇s t♦ r❡❧❛t❡ t❤❡ t♦t❛❧ ❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t②
♦❢ t❤❡ ❯♥✐✈❡rs❡ t♦ ✐ts ❧♦❝❛❧ ❣❡♦♠❡tr② Ω ≡ ρ

ρcrit
✿

Ω > 1 ⇐⇒ k = +1
Ω = 1 ⇐⇒ k = 0
Ω < 1 ⇐⇒ k = −1

✭■✳✶✾✮

❋✐❣✉r❡ ■✳✶✵✿ ❚❤❡ t♦t❛❧ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ❯♥✐✈❡rs❡ ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ ✐ts ❧♦❝❛❧ ❣❡♦♠❡tr②✳ ❆
✈❛❧✉❡ Ω0 > 1 ✐♥❞✐❝❛t❡s ❛ s♣❤❡r✐❝❛❧ ❣❡♦♠❡tr②✱ ❛ ✈❛❧✉❡ Ω0 < 0 ✇♦✉❧❞ ✐♥❞✐❝❛t❡ ❛♥ ❤②♣❡r❜♦❧✐❝
❣❡♦♠❡tr② ❛♥❞ Ω0 = 1 ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ✢❛t ✉♥✐✈❡rs❡✳ ■♠❛❣❡s ❢r♦♠ ❤tt♣✿✴✴♠❛♣✳❣s❢❝✳♥❛s❛✳❣♦✈

■♥ ❢❛❝t✱ t❤❡ ✉s✉❛❧ ✇❛② t♦ ❡①♣r❡ss t❤❡ ✜rst ❋r✐❡❞♠❛♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ❞❡♥s✐t✐❡s
♦❢ ❡❛❝❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ❞❡♥s✐t② Ωi ≡ ρi

ρcrit

✶✵✳ ❚❤❛t ✐s✿

H2 = H2
0

(

ρ

ρc, 0
+

k

a2H2
0

+
Λ

3H2
0

)

= H2
0 (Ωm + Ωk + ΩΛ) ✭■✳✷✶✮

■♥ t❤✐s ❡①♣r❡ss✐♦♥ Ωk ❛❝❝♦✉♥ts ❢♦r ❛ ♥♦♥③❡r♦ ❝✉r✈❛t✉r❡✱ ✐t ✐s ❛ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t ✇❛② t♦ ❦❡❡♣ tr❛❝❦ ♦❢ ❤♦✇
♠✉❝❤ ❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t② ✐s ❧❛❝❦✐♥❣ ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ t♦ ❛ ✢❛t ❯♥✐✈❡rs❡✳

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❋r✐❡❞♠❛♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s✿

ä

a
+

1

2

(

ȧ

a

)2

= −4πG
∑

i

pi −
k

2a2
✭■✳✷✷✮

✶✵❊✈❛❧✉❛t✐♥❣ ❛ ❝✉rr❡♥t t✐♠❡✱ ✇❡ ✜♥❞ t❤❛t t❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ♦❢ t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❡ ✭Ωk✮ ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ Ωm ❛♥❞ ΩΛ✱ t❤❛t ✐s ✿

Ωm + Ωk + ΩΛ = 1 ✭■✳✷✵✮



✷✷

■t ✐s ✉s❡❢✉❧ t♦ r❡✲❡①♣r❡ss t❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥ ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ✜rst ❡q✉❛t✐♦♥ t♦ ❣❡t t❤❡ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥
❡q✉❛t✐♦♥✿

ä

a
= −4πG

3

∑

i

(ρi + 3pi) ✭■✳✷✸✮

❆ ❢❡✇ ❝♦♠♠❡♥ts ❛❜♦✉t t❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥✿ ✜rst✱ t❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥ s❤♦✇s ✉s t❤❛t ✢✉✐❞s ✇✐t❤ ♣r❡ss✉r❡
✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧ ❢♦r❝❡ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥✳ ❙❡❝♦♥❞✱ t❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s✱ ❛s ✇❡ ❤❛✈❡ s❛✐❞
❜❡❢♦r❡ ✇❤❡♥ ✇❡ s♣❡❝✐❢② t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ st❛t❡ ♦❢ ❞❛r❦ ❡♥❡r❣②✭♦r ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ❛ ❝♦s♠♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♥st❛♥t✮✱
❡♥❛❜❧❡s ✉s t♦ ✐♥t❡r♣r❡t t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❞❛r❦ ❡♥❡r❣② ❛s ❛ r❡♣✉❧s✐✈❡ ❣r❛✈✐t②✱ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ t❤❡ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥
♦❢ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ä > 0✳

■✳✷✳✺ ❈♦♥t❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❯♥✐✈❡rs❡

❖♥❡ ✜♥❛❧ ♣✐❡❝❡ ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s r❡q✉✐r❡❞ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s✿ ❤♦✇ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ❛♥❞ ❡♥❡r❣②
❞❡♥s✐t② ❛r❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳ ❚❤✐s q✉❡st✐♦♥ ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡
❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❯♥✐✈❡rs❡✳ ❆t t❤✐s ♣♦✐♥t ✇❡ ✇✐❧❧ ❝♦♥s✐❞❡r t❤r❡❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s✿ ♠❛tt❡r✱
r❛❞✐❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❞❛r❦ ❡♥❡r❣② ✭❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ ❝♦s♠♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♥st❛♥t ❛s ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡ ✐♥ t❤❡ ❞❛r❦
❡♥❡r❣② ❢r❛♠❡✇♦r❦✮✳ ❇② ♠❛tt❡r ✇❡ ♠❡❛♥ ♥♦♥ r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ♠❛tt❡r✱ ✐♥ ❢❛❝t ✐t r❡❢❡rs t♦ ❛♥② t②♣❡ ♦❢
♣❛rt✐❝❧❡s t❤❛t ❡①❡rt ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ♣r❡ss✉r❡ p ∼ 0✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ t②♣❡✱ r❛❞✐❛t✐♦♥✱ ✐♥❝❧✉❞❡s ❛❧❧ r❡❧❛t✐✈✐st✐❝
♣❛rt✐❝❧❡s ✭v ∼ c✮ ♥♦t❛❜❧② ♣❤♦t♦♥s ❛♥❞ ♥❡✉tr✐♥♦s ✇✐❧❧ ❜❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞✳ ❚❤❡✐r r❛❞✐❛t✐♦♥ ♣r❡ss✉r❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②
p = ρc2/3✳ ❚♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❯♥✐✈❡rs❡✱ ✇❡ ♠✉st s♣❡❝✐❢② t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t② ❛♥❞ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡✳ ❲✐t❤✐♥ t❤❡ ✢✉✐❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✉s❡❞ ❤❡r❡✱ ✇❡ ♠❛②
❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ✐s ❛ s✐♥❣❧❡✲✈❛❧✉❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t② ♣ ❂ ♣✭ρ✮✳ ■t ✐s ♦❢t❡♥
❝♦♥✈❡♥✐❡♥t t♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ st❛t❡ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ st❛t❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✱ ✇✱ ❜②

p = wρ ✭■✳✷✹✮

❚❤✐s ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ st❛t❡ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❯♥✐✈❡rs❡✱ s❡tt✐♥❣ ❛
✈❛❧✉❡ ❢♦r t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ st❛t❡ ♣❛r❛♠❡t❡r w✱ w = 0 ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ♠❛ss✐✈❡ ♥♦♥ r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ♣❛rt✐❝❧❡s✳
❙✐♠✐❧❛r❧②✱ w = 1/3 ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛s ♣❤♦t♦♥s ♦r ♦t❤❡r ❤✐❣❤❧② r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ s♣❡❝✐❡s✱
❛♥❞ ❢♦r t❤❡ ❞❛r❦ ❡♥❡r❣② ✇❡ ♦♥❧② ❤❛✈❡ ❛♥ ✉♣♣❡r ❝♦♥str❛✐♥t w < −1/3✱ t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡ w = −1
❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ❝♦s♠♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♥st❛♥t✳

❯s✐♥❣ t❤✐s ♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ st❛t❡ ■✳✷✹ ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥
❢♦r t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❯♥✐✈❡rs❡ ■✳✶✸ ❣✐✈✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❢♦r
t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❞❡♥s✐t✐❡s ❛s ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ s❝❛❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❢♦r ❛ ✢❛t ✉♥✐✈❡rs❡ ✭❦❂✵✮✿

ρ(a) ∝ 1

a(t)3(1+w)
=















a−3 matter
a−4 radiation
cte cosmological constant

3
∫ a 1+w(a)

a da dark energy
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▲❡t ✉s ♥♦✇ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡s❡ r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ ♠♦r❡ ❤❡✉r✐st✐❝ ♠❛♥♥❡r✳ ❋♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♥♦♥ r❡❧❛t✐✈✐st✐❝
♠❛tt❡r✱ ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❛t ❡♥❡r❣② ❡q✉❛❧s t♦ r❡st ♠❛ss ❡♥❡r❣② t✐♠❡s ♥✉♠❜❡r ❞❡♥s✐t② ♦❢ ♠❛tt❡r✳ ❚❤❡ r❡st
♠❛ss ❡♥❡r❣② ✐s ❝♦♥st❛♥t ✐♥ t✐♠❡ ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ❞❡♥s✐t② ❡✈♦❧✈❡s ✇✐t❤ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ✐♥✈❡rs❡❧② t♦ t❤❡
✈♦❧✉♠❡✱ t❤✉s ∝ a−3✱ t❤❛t ♠❡❛♥s ❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t② ♦❢ ♠❛tt❡r ✇♦✉❧❞ ❡✈♦❧✈❡s ❛s ∝ a−3✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡



✷✸

♦❢ r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ♠❛tt❡r✱ ♣❤♦t♦♥s✱ t❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❯♥✐✈❡rs❡ r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ r❡❞s❤✐❢t ♦❢ t❤❡ ♣❤♦t♦♥s✳
❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ r❡❞s❤✐❢t✱ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t② ✐♥ ❛ ✜①❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❤♦t♦♥s ✐♥ ❛ ✜①❡❞ ❝♦♠♦✈✐♥❣ ✈♦❧✉♠❡✱
❞r♦♣s ✇✐t❤ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ✈♦❧✉♠❡ ✭∝ a−3✮ ❛♥❞ ❜② ❛♥ ❡①tr❛ ❢❛❝t♦r ♦❢ t❤❡ s❝❛❧❡ ❢❛❝t♦r ❛s t❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❯♥✐✈❡rs❡ str❡t❝❤❡s t❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤s ♦❢ ❧✐❣❤t✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t② ♦❢ r❛❞✐❛t✐♦♥ ✇✐❧❧ s❝❛❧❡
❛s a−4✳

■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❞❛r❦ ❡♥❡r❣②✱ t❤❡ s❝❡♥❛r✐♦ ✐s ♠♦r❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥✳ ❚❤❡ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ❢r♦♠ s✉♣❡r♥♦✈❛❡ s✉❣❣❡st
t❤❛t t❤✐s ♥❡✇ ❢♦r♠ ♦❢ ❡♥❡r❣② ✐s ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✇✐t❤ ❛ ❝♦s♠♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♥st❛♥t✳ ■t ✇♦✉❧❞ ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❛t
t❤❡ ❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t② r❡♠❛✐♥s ❝♦♥st❛♥t ✇✐t❤ t✐♠❡✱ ❜✉t ❛s ✇❡ ❤❛✈❡ s❛✐❞ ✐t ✐s ♥♦t t❤❡ ♦♥❧② ♣♦ss✐❜✐❧✐t②✱ ✐t
❝♦✉❧❞ ❜❡ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡①✳ ❆t t❤❡ ♣r❡s❡♥t t✐♠❡✱ ❛ ❧♦t ♦❢ ❡✛♦rt ✐s ❜❡✐♥❣ ✐♥✈❡st❡❞ tr②✐♥❣ t♦ ❞✐s❝❡r♥ t❤✐s
♣✉③③❧❡✳ ▼❛♥② ❝✉rr❡♥t ❛♥❞ ❢✉t✉r❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❡♥✈✐s❛❣❡✱ ❜② ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡t❤♦❞s✱ t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡
♥❛t✉r❡ ♦❢ ❞❛r❦ ❡♥❡r❣②✳ ❚❤❡ ❝✉rr❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t♦ tr② t♦ ❝♦♥str❛✐♥t t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ st❛t❡ ♦❢ ❞❛r❦
❡♥❡r❣②✱ ❧♦♦❦✐♥❣ ❢♦r ❛ t✐♠❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦r ❛ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝♦s♠♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♥st❛♥t ✭♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥
❈❤❡✈❛❧✐❡r✲P❛❧❛rs❦✐✲▲✐♥❞❡r ❈P▲✮✳

wΛ = w0 + wa

(

z

1 + z

)
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■♥ ❋✐❣✳ ■✳✶✶ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t② ❛s ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❝❛❧❡ ❢❛❝t♦r ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t
❝♦♥st✐t✉❡♥ts ✐s s❤♦✇♥✿ r❛❞✐❛t✐♦♥✱ ♠❛tt❡r ❛♥❞ ❝♦s♠♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♥st❛♥t✳ ❲❡ ♦❜s❡r✈❡ ❤♦✇ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t
❝♦♥st✐t✉❡♥ts ❤❛✈❡ ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t t✐♠❡s✱ t♦❞❛② ✐t s❡❡♠s t❤❛t ❝♦s♠♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♥st❛♥t ❞♦♠✐♥❛t❡s
s✐♥❝❡ ✈❡r② r❡❝❡♥t❧②✱ ❜❡❢♦r❡ ✐t ✇❛s t❤❡ ♠❛tt❡r ❛♥❞ ❛t ❡❛r❧② t✐♠❡s t❤❡ r❛❞✐❛t✐♦♥✳

❋✐❣✉r❡ ■✳✶✶✿ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t② ❛s ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❝❛❧❡ ❢❛❝t♦r ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♥✲
st✐t✉❡♥ts ✐s s❤♦✇♥✿ r❛❞✐❛t✐♦♥✱ ♠❛tt❡r ❛♥❞ ❝♦s♠♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♥st❛♥t✳ ❲❡ ♦❜s❡r✈❡ ❤♦✇ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t
❝♦♥st✐t✉❡♥ts ❤❛✈❡ ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t t✐♠❡s✱ t♦❞❛② ✐t s❡❡♠s t❤❛t ❝♦s♠♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♥st❛♥t ❞♦♠✲
✐♥❛t❡s s✐♥❝❡ ✈❡r② r❡❝❡♥t❧②✱ ❜❡❢♦r❡ ✇❛s t❤❡ ♠❛tt❡r ❛♥❞ ❛t ❡❛r❧② t✐♠❡s r❛❞✐❛t✐♦♥✳ ❋✐❣✉r❡ ❢r♦♠
✭❉♦❞❡❧s♦♥✱ ✷✵✵✸✮

❋r♦♠ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❯♥✐✈❡rs❡ ❛♥❞ t❤❡ ❋r✐❡❞♠❛♥
❡q✉❛t✐♦♥ ■✳✶✼✱ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❝❛❧❡ ❢❛❝t♦r ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t✐♠❡ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ♦♥❧② t❤❡ ❞♦♠✐♥❛♥t
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✢✉✐❞ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①♣r❡ss✐♦♥s✿

a(t) =

(

t

t0

) 2
3(1+w)

=































a(t) =
(

t
t0

)2/3
matter dominated

a(t) =
(

t
t0

)1/2
radiation dominated

a(t) = exp (Ht) cosmological constant dominated

a(t) = exp
(

3
∫ 1+w(a)

a da
)

dark energy dominated

✭■✳✷✼✮

❚❤❡s❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❡①♣r❡ss ❤♦✇ t❤❡ s❝❛❧❡ ❢❛❝t♦r ✈❛r✐❡s ✇✐t❤ t✐♠❡✱ ❛♥❞ t❤✐s ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜②
t❤❡ ❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t②✳ ❆t ❡❛r❧② t✐♠❡s a ∝ t1/2 ✇❤❡♥ t❤❡ ❯♥✐✈❡rs❡ ✇❛s r❛❞✐❛t✐♦♥ ❞♦♠✐♥❛t❡❞✱ ❛t ❧❛t❡r
t✐♠❡s s✇✐t❝❤❡s t♦ a ∝ t2/3 ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♠❛tt❡r ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❡r❛✳ ❆s ✇❡ ✇✐❧❧ s❡❡ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✱
t❤✐s tr❛♥s✐t✐♦♥ ✐s ✈❡r② ✐♠♣♦rt❛♥t ❢r♦♠ t❤❡ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇ ♦❢ str✉❝t✉r❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡
❯♥✐✈❡rs❡ ❡①♣❛♥❞s ♠♦r❡ s❧♦✇❧② ✐♥ ❛ r❛❞✐❛t✐♦♥ ❞♦♠✐♥❛t❡❞ t❤❛♥ ✐♥ ❛ ♠❛tt❡r ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❯♥✐✈❡rs❡✳ ❚❤✐s
✐s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡❝❡❧❡r❛t✐♦♥ t❤❛t ♣r❡ss✉r❡ ❛♣♣❧✐❡s ✭■✳✶✷✮✳ ❆t t❤✐s ♣♦✐♥t ✇❡ ♠✉st ❜❡ ❝♦♥✈✐♥❝❡❞
t❤❛t ❛ ✇❛② t♦ ❡①♣❧♦r❡ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❝♦♥t❡♥t ♦❢ t❤❡ ❯♥✐✈❡rs❡ ✐s t♦ ♠❡❛s✉r❡ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ s❝❛❧❡ ❢❛❝t♦r✳
❱❡r② r❡❝❡♥t❧②✱ t❤❡ s❝❛❧❡ ❢❛❝t♦r ❤❛s st♦♣♣❡❞ ❣r♦✇✐♥❣ ❛s t2/3✱ ❛ s✐❣♥❛❧ t❤❛t ❛ ♥❡✇ ❡♥❡r❣② ❤❛s ❝♦♠❡ t♦
❞♦♠✐♥❛t❡ t❤❡ ❝♦s♠♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♥st❛♥t ♦r ❞❛r❦ ❡♥❡r❣②✳

❋✐❣✉r❡ ■✳✶✷✿ ❚❤❡ s❝❛❧❡ ❢❛❝t♦r ✈❛r✐❡s ✇✐t❤ t✐♠❡ ❛♥❞ t❤✐s ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❡♥❡r❣②

❞❡♥s✐t②✳ ❆t ❡❛r❧② t✐♠❡s a ∝ t1/2 ✇❤❡♥ t❤❡ ❯♥✐✈❡rs❡ ✇❛s r❛❞✐❛t✐♦♥ ❞♦♠✐♥❛t❡❞✱ ❛t ❧❛t❡r t✐♠❡s
s✇✐t❝❤❡s t♦ a ∝ t2/3 ✇❤❡♥ ♠❛tt❡r ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❡r❛✳ ❱❡r② r❡❝❡♥t❧②✱ t❤❡ s❝❛❧❡ ❢❛❝t♦r ❤❛s st♦♣♣❡❞
❣r♦✇✐♥❣ ❛s t2/3✳ ❋✐❣✉r❡ ❢r♦♠ ✭❉♦❞❡❧s♦♥✱ ✷✵✵✸✮

❇❡❢♦r❡ ❣♦✐♥❣ t♦ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥ ❧❡t ✉s s✉♠♠❛r✐③❡ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡
❯♥✐✈❡rs❡✿

• ❇❛r②♦♥s✳ ■t r❡❢❡rs t♦ t❤❡ ♦r❞✐♥❛r② ♠❛tt❡r✳ ■♥ ♣❛rt✐❝❧❡ ♣❤②s✐❝s t❤❡ ❜❛r②♦♥s ❛r❡ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s
❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ t❤r❡❡ q✉❛r❦s✳ ❖❢ t❤❡ ❥✉♥❣❧❡ ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s t❤❡ ♦♥❧② st❛❜❧❡ ❜❛r②♦♥s ❛r❡ ♥❡✉tr♦♥s
❛♥❞ ♣r♦t♦♥s✳ ❊✈❡♥ ✐❢ ❡❧❡❝tr♦♥s ❛r❡ ♥♦t ❜❛r②♦♥s✱ ✐♥ ❝♦s♠♦❧♦❣② t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❜❛r②♦♥✐❝ ♠❛tt❡r
tr❛❞✐t✐♦♥❛❧❧② ✐♥❝❧✉❞❡s ❡❧❡❝tr♦♥s✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ♥✉❝❧❡✐ ✈❛st❧② ♦✉t✇❡✐❣❤ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s✳ ❚❤❡② ❛r❡ ❝♦♥✲
s✐❞❡r❡❞ ❛s ♥♦♥ r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ❢♦✉r ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ✇❛②s ♦❢ ♠❡❛s✉r✐♥❣ Ωb✿ ✶✮
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❋r♦♠ ♥✉❝❧❡♦s②♥t❤❡s✐s ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s Ωbh
2 = (0.0214± .002) ✭❑✐r❦♠❛♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✸✮✳ ✷✮❚❤❡ ❧✉♠✐✲

♥♦✉s ♠❛tt❡r ✐♥ t❤❡ ❯♥✐✈❡rs❡✱ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ st❛rs ❛♥❞ r❛❞✐❛t✐♦♥✲❡♠✐tt✐♥❣ ❣❛s✱ ❛❝❝♦✉♥ts ❢♦r ♦♥❧②
Ωbh

2 ∼ 0.02✳ ✸✮ ❋r♦♠ t❤❡ q✉❛s❛r s♣❡❝tr❛✱ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❧✐❣❤t ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❜② t❤❡ ✐♥t❡rst❡❧❧❛r ❣❛s
❣✐✈❡s ❛ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ ❤②❞r♦❣❡♥✱ t❤✉s ❣✐✈❡s ❛♥ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❜❛r②♦♥ ❞❡♥s✐t② Ωbh

2 > 0.021
✭❘❛✉❝❤ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✼✮✳ ✹✮ ❋r♦♠ ❈▼❇ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❡s✱ ❛s ✇❡ ❤❛✈❡ ❛❧r❡❛❞② s❛✐❞✱ ❣✐✈✐♥❣ ❛ ✈❛❧✉❡ ♦❢
Ωbh

2 ≃ 0.02258+0.00057
−0.00056 ✭▲❛rs♦♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶✮

• ❉❛r❦ ♠❛tt❡r✳ ❋r♦♠ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧② ❢❛✈♦✉r❡❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢ Ω0 = 1✱ t❤❛t ❛❣r❡❡s ✇✐t❤ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞
✈❛❧✉❡ ❛♥❞ ❢r♦♠ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ❜❛r②♦♥✐❝ ❞❡♥s✐t② ❡st✐♠❛t✐♦♥s✱ ✐t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t ❛ ♥♦♥ ❜❛r②♦♥✐❝ ♠❛tt❡r
❝♦♠♣♦♥❡♥t ♠♦st ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t❤❡ ❧❛❦✐♥❣ ♠❛tt❡r✿ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r✳ ❲❡ ❦♥♦✇ ❢❡✇ t❤✐♥❣s ❛❜♦✉t
t❤❡ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r✿ ✐t ♠✉st ❜❡ Ò❝♦❧❞Ó ✱ t❤❛t ✐s✱ ♥♦♥✲r❡❧❛t✐✈✐st✐❝✱ ♥♦♥ ❜❛r②♦♥✐❝ ❛♥❞ s❤♦✉❧❞
✐♥t❡r❛❝t ✈❡r② ✇❡❛❦❧② ✇✐t❤ ♦r❞✐♥❛r② ♠❛tt❡r t♦ ❡①♣❧❛✐♥ ✇❤② ✐t ✐s ❤❛s ♥♦t ❜❡❡♥ ❞❡t❡❝t❡❞ ✉♥t✐❧
♥♦✇✳ ❍✐st♦r✐❝❛❧❧②✱ t❤❡ ✇❛② ♦❢ ♠❡❛s✉r❡ t❤✐s ❞❡♥s✐t② ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✇❛s ❢r♦♠ t❤❡ ❧✐❣❤t✲t♦✲♠❛ss
r❛t✐♦ ❡st✐♠❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧ ✜❡❧❞ ♦❢ ❝❡rt❛✐♥ s②st❡♠s✱ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❛ ✈❛❧✉❡ ♦❢ Ωm ∼ 0.3
✭❇❛❤❝❛❧❧ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✵✮✳ ❆ s❡❝♦♥❞ ♠❡t❤♦❞ ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ ♣♦✇❡r s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ ♠❛tt❡r✱ ✇❤❡r❡
t❤❡ ✐♥❢❡rr❡❞ ✈❛❧✉❡ ✐s Ωm ∼ 0.3 ✭P❡r❝✐✈❛❧ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✷✮ ♦r ❢r♦♠ t❤❡ ❜✐s♣❡❝tr✉♠ ✭❱❡r❞❡ ❡t ❛❧✳✱
✷✵✵✷✮✳ ❆ t❤✐r❞ ♠❡t❤♦❞ ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ✜❡❧❞ ✭❙tr❛✉ss ✫ ❲✐❧❧✐❝❦✱ ✶✾✾✺✮✳ ❆s ✇❡ ❤❛✈❡
s❛✐❞ ❜❡❢♦r❡✱ ❢r♦♠ t❤❡ ❈▼❇ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❡s ✇❡ ❣❡t ❛♥ ❡st✐♠❛t❡ Ωmh

2 ∼ 0.16 ± 0.004 ✭◆❡tt❡r✜❡❧❞
❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✷✮✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ♦t❤❡rs ✇❛②s ♦❢ ♠❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡ t♦t❛❧ ♠❛ss ❞❡♥s✐t② t❛❦✐♥❣ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ t❤❡ Ωb/Ωm✱ ❧✐❦❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ ❳✲r❛② ❡♠✐ss✐♦♥ ♦r ❢❡❛t✉r❡s ✐♥ ♣♦✇❡r
s♣❡❝tr✉♠✳ ❆❧❧ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❛ ✈❛❧✉❡ ❛r♦✉♥❞ Ωm ∼ 0.3

• P❤♦t♦♥s✳ ❚❤❡ ♣❤♦t♦♥ ❞❡♥s✐t② ✐s ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❜② ❈▼❇ ♣❤♦t♦♥s✳ ❚❤❡ ❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t② ❛ss♦❝✐❛t❡❞
t♦ ❈▼❇ ♣❤♦t♦♥s ✐s ♠❡❛s✉r❡❞ ✈✐❛ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ ✐t ❣✐✈❡s ❛ ✈❛❧✉❡ Ωγ ≡ ργ/ρcrit = 2.47×10−5/h2✳
❚❤❡s❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛r❡ ♠♦❞❡❧❧❡❞ ❛s ❛ r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ✢✉✐❞✳

• ◆❡✉tr✐♥♦s✳ ❆r❡ ❡①tr❡♠❡❧② ✇❡❛❦❧② ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❚❤❡② ❛r❡ ♠♦❞❡❧❧❡❞ ❛s ❛ r❡❧❛t✐✈✐st✐❝
✢✉✐❞ ❛s ♣❤♦t♦♥s✳ ❚❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t② ♦❢ ♥❡✉tr✐♥♦s ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤r❡❡ s♣❡❝✐❡s
♦❢ ♠❛ss❧❡ss ♥❡✉tr✐♥♦s t♦❞❛② ✇♦✉❧❞ ❜❡ Ων,0 = ρν/ρc = 1.68 × 10−5/h2✳ ■♥ r❡❛❧✐t② ♥❡✉tr✐♥♦s
❛r❡ ♥♦t ♠❛ss❧❡ss✱ t❤✉s t❤✐s ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ❧❡❛❞s t♦ ❛♥♦t❤❡r ❡①♣r❡ss✐♦♥ t❤❛t ✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
♥❡✉tr✐♥♦s ♠❛ss✳

• ❉❛r❦ ❡♥❡r❣②✳ ▲❡t ✉s s✉♠♠❛r✐③❡ ✇❤❛t ✐s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ s❛✐❞ ✉♥t✐❧ ♥♦✇ ❛❜♦✉t ❞❛r❦ ❡♥❡r❣②✿ ❚❤❡r❡
❛r❡ t✇♦ s❡ts ♦❢ ❛r❣✉♠❡♥ts ♣♦✐♥t✐♥❣ t♦✇❛r❞ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ♥❡✇ ❡♥❡r❣❡t✐❝ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✐♥
t❤❡ ❯♥✐✈❡rs❡✳ ❚❤❡ ✜rst ♦♥❡✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ ❛ t♦t❛❧ ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ❯♥✐✈❡rs❡ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧
✈❛❧✉❡ ❛♥❞ ♦✉r ❛❝❝♦✉♥t ❢r♦♠ ❛❧❧ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✐s ♦♥❧② ✶✴✸ ♦❢ ✐t✳ ❙❡❝♦♥❞ ❛r❣✉♠❡♥t✱ ❢r♦♠
s✉♣❡r♥♦✈❛❡ ✇❡ ✐♥❢❡r ❛♥ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥✱ ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡
✉♥✐✈❡rs❡ ♥♦✇ ✐s ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❜② ❛♥♦t❤❡r ❡♥❡r❣❡t✐❝ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✳ ❋r♦♠ s✉♣❡r♥♦✈❛s✱ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥s
♦♥ t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ❞❡♥s✐t✐❡s ✉s✐♥❣ ♣r✐♦r ❝♦♥str❛✐♥ts ❛r❡ Ωm ∼ 0.3 ❛♥❞ ΩΛ ∼ 0.7✳ ❚❤❡ ❝✉rr❡♥t
❝♦♥str❛✐♥s ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✭❙◆✰❇❆❖✰❈▼❇✮ ❛r❡ Ωm = 0.278 ± 0.015 ❛♥❞
ΩΛ = 0.722 ± 0.015

■✳✷✳✻ ❉✐st❛♥❝❡s

■♥ t❤❡ ❧❛st s❡❝t✐♦♥s t❤❡ ❜❛s✐❝ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ ❛♥ ❡✈♦❧✈✐♥❣ ❯♥✐✈❡rs❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r❡s❡♥t❡❞✱
✇❡ ❤❛✈❡ ♥♦✇ t❤❡ t♦♦❧s t♦ ❞✐s❝✉ss ❛❜♦✉t t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ❞✐st❛♥❝❡s✳ ▼❡❛s✉r✐♥❣ ❞✐st❛♥❝❡s



✷✻

✐♥ ❛♥ ❡①♣❛♥❞✐♥❣ ❯♥✐✈❡rs❡ ✐s ♥♦t ❛ tr✐✈✐❛❧ ❡①❡r❝✐s❡✱ ❜❡❝❛✉s❡ ❞✐st❛♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦♠♦✈✐♥❣ ♦❜❥❡❝ts ❛r❡
❝♦♥st❛♥t❧② ❝❤❛♥❣✐♥❣✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡ ✐♥ ❋❘ ❈♦s♠♦❧♦❣② t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❛ ✉♥✐q✉❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❞✐st❛♥❝❡✳ ❆s
✇❡ ✇✐❧❧ s❡❡✱ t❤❡r❡ ❛r❡ t❤r❡❡ ❞✐st❛♥❝❡s t❤❛t ♣r♦✈✐❞❡ ✉s ❞✐✛❡r❡♥t ✇❛②s ❢♦r t❡st✐♥❣ t❤❡ ❝♦s♠♦❧♦❣✐❝❛❧
♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❞✐st❛♥❝❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✐s t❤❡ ❝♦♠♦✈✐♥❣ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ♦❜❥❡❝ts ✭t✇♦
♣♦✐♥ts ♦❢ t❤❡ ❣r✐❞ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①♣❛♥s✐♦♥✮✳ ❚♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❝♦♠♦✈✐♥❣ ❞✐st❛♥❝❡ ✇❡ ✇✐❧❧ ✉s❡ t❤❡ ♣❤♦t♦♥
tr❛❥❡❝t♦r②✳ ▲❡t ✉s s✉♣♣♦s❡ t❤❛t ❛♥ ♦❜❥❡❝t ❡♠✐ts ❛ s✐❣♥❛❧ t❤❛t ❛rr✐✈❡ t♦ ✉s✳ ❚♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r②
✇❡ ✉s❡ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t ✐♥t❡r✈❛❧ ❡q✳❬■✳✺❪❀ t❤❡ ♣❤♦t♦♥s ♥♦t ❤❛✈✐♥❣ ♠❛ss ✇✐❧❧ ❢♦❧❧♦✇ t❤❡
❣❡♦❞❡s✐❝✱ ❤❡♥❝❡ ds2 = 0✳ ❚❤❡ ♣❤♦t♦♥s ✇✐❧❧ ❢♦❧❧♦✇ r❛❞✐❛❧ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ✭dφ = 0 ❛♥❞ dθ = 0✮✱ t❤❡♥
❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ ✢❛t ❯♥✐✈❡rs❡ ❣✐✈❡ ✉s dr2 = dt

a(t) ✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t♦ ❣❡t ❝♦♠♦✈✐♥❣ ❞✐st❛♥❝❡ ✇❡ ♠✉st ✐♥t❡❣r❛t❡
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡♠✐ss✐♦♥ t✐♠❡ ❛♥❞ ♥♦✇✱ ❣✐✈✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①♣r❡ss✐♦♥✿

χ = c

∫ t0

temis

dt

a(t)
=

∫ a(t0)=1

a(temis)

da

a2H(a)
=

∫ zemis

0

dz

H(z)
✭■✳✷✽✮

❚❤❡ ❧❛st ❡q✉❛t✐♦♥ ✐♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ✐♥ t❡r♠s ♦❢ s❝❛❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❛♥❞ t❤❡ r❡❞s❤✐❢t t❤❛t ❢♦❧❧♦✇s
❢r♦♠ s✐♠♣❧❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❝❤❛♥❣❡s✳ ❚❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ♦♥ ❝♦s♠♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐s ❡♥❝❧♦s❡❞ ✐♥ ❍✉❜❜❧❡
♣❛r❛♠❡t❡r ♦r s❝❛❧❡ ❢❛❝t♦r✶✶✳ ❆s ✇❡ s❡❡✱ ✐♥ ❛ ❡✈♦❧✈✐♥❣ ❯♥✐✈❡rs❡ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❞✐st❛♥❝❡ ✐s ❝♦♠♣❧❡①✱
✇✐t❤✐♥ t❤❡ t✐♠❡ t❤❡ ♣❤♦t♦♥s ✇❡r❡ ❡♠✐tt❡❞ ❛♥❞ ✇❡ r❡❝❡✐✈❡ t❤❡ s✐❣♥❛❧✱ t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❡ ❤❛✈❡ ❡①♣❛♥❞❡❞✳
❚❤❡ r❛t❡ ♦❢ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ t♦t❛❧ ❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t②✱ t❤✉s✱ ✐t ✐s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ❡✈♦❧✈✐♥❣ t♦♦✱
❛s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡s ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❞✐r❡❝t ♣r♦❜❡ ❢♦r t❤❡ ❝♦s♠♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ❝♦♠♦✈✐♥❣
❞✐st❛♥❝❡ ✐s ♥♦t ❛♥ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ❞❡✜♥❡ ♦t❤❡rs ❞✐st❛♥❝❡s✳

❆♥❣✉❧❛r ❉✐❛♠❡t❡r ❉✐st❛♥❝❡

❆ s❡❝♦♥❞ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❞✐st❛♥❝❡ ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❛♥❣❧❡ s✉❜t❡♥❞❡❞ ❜② ❛♥ ♦❜❥❡❝t θ ♦❢
❦♥♦✇♥ ♣❤②s✐❝❛❧ s✐③❡ l✳ ❚❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ dA t♦ t❤❛t ♦❜❥❡❝t ✐♥ ❛ ♥♦♥ ❡①♣❛♥❞✐♥❣ ❯♥✐✈❡rs❡✱ ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❡
❛♥❣❧❡ s✉❜t❡♥❞❡❞ ✐s s♠❛❧❧ ✭sinθ ∼ θ✮ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✿

dA =
l

θ
. ✭■✳✸✵✮

dA ✐s ❦♥♦✇♥ ❛s t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r ❞✐❛♠❡t❡r ❞✐st❛♥❝❡✳ ❚♦ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❛♥❣✉❧❛r ❞✐❛♠❡t❡r ❞✐st❛♥❝❡
✐♥ ❛ ❡①♣❛♥❞✐♥❣ ❯♥✐✈❡rs❡ ❧❡t ✉s s❡❡ ❋✐❣✳ ❬■✳✶✸❪✳ ❲❡ r❡♣r❡s❡♥t ❛♥ ♦❜❥❡❝t ❜② t✇♦ ♣♦✐♥ts ❛t ❛ r❛❞✐❛❧
❝♦♦r❞✐♥❛t❡ χ1 s❡♣❛r❛t❡❞ ❜② ❛ ❞✐st❛♥❝❡ l t❤❛t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t ❛t t1✳
❚♦ ❣❡t t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r l ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ✉s❡ t❤❡ ♠❡tr✐❝ ❛t t❤❡ t✐♠❡ t❤❡ ❧✐❣❤t ✇❛s ❡♠✐tt❡❞✱ t❤❛t ✐s t❤❡
❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ ❞✐st❛♥❝❡ ds2 ❡q✳❬■✳✺❪ ❣✐✈✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r l✿

l = a(t1)χ1∆θ. ✭■✳✸✶✮

❋♦r ❝♦♥✈❡♥✐❡♥❝❡✱ ✇❡ ♣❧❛❝❡ t❤❡ ♦❜s❡r✈✐♥❣ t✐♠❡ ❛t ♣r❡s❡♥t t0, χ0✱ t❤❡ ♣❤♦t♦♥s ✇✐❧❧ ♣r♦♣❛❣❛t❡ r❛❞✐❛❧❧②✱
♣r❡s❡r✈✐♥❣ t❤❡ ❛♥❣❧❡✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r s✐③❡ ✇❡ ♣❡r❝❡✐✈❡ ✐s ∆θ = l

a(t1)χ1
✱ ✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡ ✉s t❤❡ ✜♥❛❧

✶✶❚❤✐s r❡s✉❧t ❝♦♥s✐❞❡r ♦♥❧② t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ✢❛t ❣❡♦♠❡tr②✱ ❛❞❞✐♥❣ t❤❡ ❝✉r✈❛t✉r❡ ❞❡♥s✐t② ❛s Ωk = 1 − Ω0 ✇❡ ❝❛♥ ❡①♣❧♦r❡
♦t❤❡r ❦✐♥❞ ♦❢ ❣❡♦♠❡tr✐❡s ❛s s♣❤❡r✐❝❛❧ ❛♥❞ ❤②♣❡r❜♦❧✐❝✳ ❚❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ t♦
♦t❤❡rs ❣❡♦♠❡tr✐❡s r❡♣❧❛❝✐♥❣ χ ❜② t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t t❡r♠ ♦❢ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ❛❝❝♦r❞✐♥❣❧② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❛❜❧❡✿

k > 0 sin(
√
−ΩkH0χ/(H0

p

|Ωk|)
k < 0 sinh(

√
ΩkH0χ/(H0

p

|Ωk|)
✭■✳✷✾✮
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❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❞✐❛♠❡t❡r ❛♥❣✉❧❛r ❞✐st❛♥❝❡✿

dA = a(t1)χ =
χ

1 + z
. ✭■✳✸✷✮

❚❤❡ ❛♥❣✉❧❛r ❞✐❛♠❡t❡r ❞✐st❛♥❝❡ ✐s ❛ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ ❤♦✇ ❧❛r❣❡ ♦❜❥❡❝ts ❛♣♣❡❛r t♦ ❜❡✳ ❆s ✇❡ ♦❜s❡r✈❡
✐♥ ❋✐❣✳❬■✳✶✹❪ t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r ❞✐❛♠❡t❡r ❞✐st❛♥❝❡ ♠❛t❝❤❡s ✇✐t❤ ♣❤②s✐❝❛❧ ❞✐st❛♥❝❡ ❢♦r ♥❡❛r❜② ♦❜❥❡❝ts✱ ❜✉t
❢♦r ❢❛rt❤❡r ♦❜❥❡❝ts t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r ❞✐❛♠❡t❡r ❞✐st❛♥❝❡ ❛♣♣❡❛rs t♦ ❜❡ s♠❛❧❧❡r✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❛s z → ∞✱
dA → 0 ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t ❞✐st❛♥t ♦❜❥❡❝ts ❛♣♣❡❛rs t♦ ❜❡ ♥❡❛r❜②✳

❋✐❣✉r❡ ■✳✶✸✿ P❤♦t♦♥s ❡♠✐tt❡❞ ❛t t1, χ1 ❜② ❛♥ ♦❜❥❡❝t ♦❢ s✐③❡ l = a(t1)χ1∆θ✳ ❚❤❡ ♣❤♦t♦♥s
❢♦❧❧♦✇s tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ♦❢ ❝♦♥st❛♥t ✭θ, φ✮ ❛♥❞ t❤❡② ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❛t (t0, χ0) ✇✐t❤ ❛♥❞ ❛♥❣✉❧❛r
s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❣✐✈❡♥ ❜② ∆θ = l/a(t1)χ1

▲✉♠✐♥♦✉s ❞✐st❛♥❝❡

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❞✐st❛♥❝❡ ✐♥ ❋❘ ❝♦s♠♦❧♦❣② ❝♦♥s✐st ✐♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ✢✉① ❢r♦♠ ❛♥ ♦❜❥❡❝t ♦❢ ❦♥♦✇♥
❧✉♠✐♥♦s✐t②✳ ❚❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✢✉① ❛t F ❛ ❞✐st❛♥❝❡ d ❢r♦♠ ❛ s♦✉r❝❡ ♦❢ ❦♥♦✇♥ ❧✉♠✐♥♦s✐t② L ✐♥ ❛♥ ♥♦♥
❡①♣❛♥❞✐♥❣ ❯♥✐✈❡rs❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ✿

F =
L

4πd2
✭■✳✸✸✮

❚♦ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡ t❤❡ r❡s✉❧t t♦ ❛ ❡①♣❛♥❞✐♥❣ ❯♥✐✈❡rs❡✱ ✇❡ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡ ❧✉♠✐♥♦s✐t② ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❤♦t♦♥s ♣❛ss✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ ❛ ❝♦♠♦✈✐♥❣ s♣❤❡r✐❝❛❧ s❤❡❧❧ ✭r❛❞✐✉s❂χ) ♣❡r ✉♥✐t ♦❢ t✐♠❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❡❞
❜② t❤❡✐r ❡♥❡r❣② ✭E = ~ν = ~c

λ ✮✳ ❚❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ❛✛❡❝ts t❤❡ ❧✉♠✐♥♦s✐t② ✐♥ t✇♦ ✇❛②s✱ ✜rst✱ t❤❡ ♣❤♦t♦♥s
❡♠✐tt❡❞ ❛ λemit ✇✐❧❧ ❜❡ r❡❞s❤✐❢t❡❞ ✭ λobs = λemit/a(t)✮ t❤✉s t❤❡✐r ❡♥❡r❣✐❡s ✇✐❧❧ ❜❡ ❧♦✇❡r ❜② ❛ ❢❛❝t♦r
a✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❡✛❡❝t ✐s ✐♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❤♦t♦♥s ❝r♦ss✐♥❣ t❤❡ s❤❡❧❧ ✐♥ ❛ ✉♥✐t ♦❢ t✐♠❡✳ ❇❡❝❛✉s❡ ♦❢
t❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥✱ ❛t ❡❛r❧✐❡r t✐♠❡s t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❞✐st❛♥❝❡s tr❛✈❡❧❡❞ ❜② ♣❤♦t♦♥s ❛r❡ s♠❛❧❧❡r t❤❛t ❛t ❧❛t❡r
t✐♠❡s✳ ❚❤✉s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❤♦t♦♥s ❝r♦ss✐♥❣ t❤❡ s❤❡❧❧ ❜② ✉♥✐t ♦❢ t✐♠❡ ❛t ❡♠✐ss✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ❣r❡❛t❡r
t❤❛♥ ❛t ❧❛t❡r t✐♠❡s ❜② ❛ ❢❛❝t♦r a✳ ❚❤❡ t♦t❛❧ ❡✛❡❝t ✐s t❤❛t ♦❜s❡r✈❡❞ ❧✉♠✐♥♦s✐t② ✇✐❧❧ ❜❡ s♠❛❧❧❡r ❜② ❛
❢❛❝t♦r a2✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ ✇❡ ❣❡t t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ✢✉①✿

F =
La2(t1)

4πχ2(a)
✭■✳✸✹✮

❚❤❡ ❧✉♠✐♥♦s✐t② ❞✐st❛♥❝❡ ✐s ❞❡✜♥❡❞ s♦ t❤❛t t❤❡ ✢✉① r❡♠❛✐♥s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❡q✳❬■✳✸✸❪✱ ❤❡♥❝❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r dL✿

dL ≡ χ

a(t1)
= χ(1 + z) ✭■✳✸✺✮
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❚❤❡ ❧✉♠✐♥♦s✐t② ❞✐st❛♥❝❡ ✐s ❛ ✇❛② ♦❢ ❡①♣r❡ss✐♥❣ t❤❡ q✉❛♥t✐t② ♦❢ ❧✐❣❤t r❡❝❡✐✈❡❞ ❢r♦♠ ❛ s♦✉r❝❡✳ ❆s
✇❡ ♦❜s❡r✈❡ ✐♥ ❋✐❣✳❬■✳✶✹❪✱ ❢♦r ❝❧♦s❡r ♦❜❥❡❝ts✱ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❞✐st❛♥❝❡ ❝♦✐♥❝✐❞❡ ✇✐t❤ ❧✉♠✐♥♦s✐t② ❞✐st❛♥❝❡
❛s t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r ❞✐❛♠❡t❡r ❞✐st❛♥❝❡ ❞♦❡s✳ ❋♦r ❢❛rt❤❡r ♦❜❥❡❝ts✱ ❛s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ t❤❡②
✇✐❧❧ ❛♣♣❡❛r ❢❛rt❤❡r ❛✇❛② t❤❛♥ t❤❡② ♣❤②s✐❝❛❧ ❞✐st❛♥❝❡ ✐♥❞✐❝❛t❡s✳

❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ t❤r❡❡ ❞✐st❛♥❝❡s ❛r❡ ♣❧♦tt❡❞ ✐♥ ❋✐❣ ❬■✳✶✹❪ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ z ❢♦r ❛ ✢❛t ❯♥✐✈❡rs❡ ❢♦r t✇♦
❞✐✛❡r❡♥t ❝♦s♠♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s✳ ❚❤❡ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ✉♥✐✈❡rs❡ ✇✐t❤ ♦♥❧② ♠❛tt❡r ❛♥❞ t❤❡
s♦❧✐❞ ❧✐♥❡s ❢♦r ❛ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ❛ ❝♦s♠♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♥st❛♥t Λ ❛♥❞ ♠❛tt❡r✳ ■♥ ❛ Λ✲❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❯♥✐✈❡rs❡✱ ❛t
❤✐❣❤t r❡❞s❤✐❢ts ❞✐st❛♥❝❡s ❛r❡ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ✐♥ ❛ ♠❛tt❡r ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ♦♥❡✳ ❆s ✇❡ ❤❛✈❡ s❡❡♥ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡s
❛r❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦s♠♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ ✐t ✐s ♣r❡❝✐s❡❧② t❤✐s ❢❡❛t✉r❡ t❤❛t ❡♥❛❜❧❡ ✉s t♦ st✉❞②
t❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ ❯♥✐✈❡rs❡ ✉s✐♥❣ st❛♥❞❛r❞ ♣❛tr♦♥s ❛s ✇❡ ✇✐❧❧ s❡❡ ✐♥ ❛ ❢✉rt❤❡r ❝❤❛♣t❡r✳

❋✐❣✉r❡ ■✳✶✹✿ ❚❤❡ ❧✉♠✐♥♦s✐t② ❞✐st❛♥❝❡✱ ❝♦♠♦✈✐♥❣ ❞✐st❛♥❝❡ ❛♥❞ ❛♥❣✉❧❛r ❞✐st❛♥❝❡ ❢♦r t✇♦ ❝♦s♠♦✲
❧♦❣✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s✳ ❚❤❡ s♦❧✐❞ ❧✐♥❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ Λ✲❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❯♥✐✈❡rs❡ ❛♥❞ t❤❡ ❧✐❣❤t ❝✉r✈❡s t♦ ❛
✢❛t ♠❛tt❡r ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❯♥✐✈❡rs❡✳ ❆s ✇❡ ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡s ❛r❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦s♠♦❧♦❣✐❝❛❧
♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ ✐t ✐s ♣r❡❝✐s❡❧② t❤✐s ❢❡❛t✉r❡ t❤❛t ❡♥❛❜❧❡ ✉s t♦ st✉❞② t❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ ❯♥✐✈❡rs❡
✉s✐♥❣ st❛♥❞❛r❞ ♣❛tr♦♥s✳ ❋✐❣✉r❡ ❢r♦♠ ✭❉♦❞❡❧s♦♥✱ ✷✵✵✸✮

■✳✷✳✼ ❇r✐❡❢ ❚❤❡r♠❛❧ ❍✐st♦r② ♦❢ t❤❡ ❯♥✐✈❡rs❡

❲✐t❤✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ t❤❡ ❙t❛♥❞❛r❞ ▼♦❞❡❧ ♦❢ ❝♦s♠♦❧♦❣② t❤❛t ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s
s❡❝t✐♦♥s✱ t❤❡ ❯♥✐✈❡rs❡ ✐s ❛ ❞②♥❛♠✐❝ ❡♥t✐t② t❤❛t ❤❛✈❡ ♣❛ss❡❞ ❢♦r s✉❜s❡q✉❡♥t ❡♣♦❝❤s✳ ▲❡t ✉s ❣❛t❤❡r
❛❧❧ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts t♦❣❡t❤❡r t♦ r❡❝♦♥str✉❝t t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ❤✐st♦r② ♦❢ t❤❡ ❯♥✐✈❡rs❡ ✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ t❤❡
Λ❈❉▼ ♠♦❞❡❧✳

■♥ ❚❛❜❧❡✳❬■✳✶❪ ■ s❤♦✇ ❛ t✐♠❡ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❡✈❡♥ts ✐♥ t❤❡ ❤✐st♦r② ♦❢ t❤❡ ❯♥✐✈❡rs❡✳ ■
s❡♣❛r❛t❡ t❤❡ t❛❜❧❡ ✐♥ ✷ ❜❧♦❝❦s✳ ❚❤❡ ✜rst ❜❧♦❝❦ r❡❢❡rs t♦ t❤❡ ✜rst ✸ ♠✐♥✉t❡s ♦❢ ♦✉r ❯♥✐✈❡rs❡✳ ❚❤✐s
♣❛rt ✐s ❜❡②♦♥❞ t❤❡ ♣✉r♣♦s❡s ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤t✱ t♦ ❤❛✈❡ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ t✐♠❡✲❧✐♥❡ ■ ✇✐❧❧ ❣✐✈❡
s♦♠❡ ❝♦♠♠❡♥ts ❛❜♦✉t t❤✐s ♣❡r✐♦❞✳ ❚❤❡ ✜rst t❤r❡❡ ♠✐♥✉t❡s ♦❢ ❯♥✐✈❡rs❡ ❛r❡ ✐♥t✐♠❛t❡❧② r❡❧❛t❡❞ t♦
♣❛rt✐❝❧❡ ♣❤②s✐❝s✳ ■♥ t❤✐s s❤♦rt ♣❡r✐♦❞ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♣❛rt✐❝❧❡s ✇❡r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞✳ ❚❤❡ ♣❤②s✐❝s t❤❛t
❣♦✈❡r♥s t❤✐s ❡r❛ ✐s ❞✐❝t❛t❡❞ ❜② t❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧② ✇❡❧❧ s❡tt❧❡❞ ♠♦❞❡❧ ❦♥♦✇♥ ❛s t❤❡ ❙t❛♥❞❛r❞ ▼♦❞❡❧ ♦❢
P❛rt✐❝❧❡ P❤②s✐❝s✳ ❚❤✐s ♠♦❞❡❧✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ◗✉❛♥t✉♠ ❋✐❡❧❞ ❚❤❡♦r②✱ ❡♥❛❜❧❡s ✉s t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡
❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛♥❞ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡✐r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜✉t st✐❧❧ ❤❛s ♠❛♥② ♦♣❡♥ q✉❡st✐♦♥s✳ ❆t t❤✐s
♠♦♠❡♥t✱ t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ❡♥❡r❣② ❡①♣❧♦r❡❞ ✐♥ ❛❝❝❡❧❡r❛t♦rs ✐s ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ✼❚❡❱ ✭❈❊❘◆✮✳ ❚❤✐s ✈❛❧✉❡
✐s ❜❡❧♦✇ t❤❡ ❡♥❡r❣✐❡s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡❛r❧② ❯♥✐✈❡rs❡ t❤✉s t❤✐s r❛♥❣❡ ♦❢ ❡♥❡r❣✐❡s ❧❛❝❦s ❢♦r ❞✐r❡❝t
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✈❛❧✐❞❛t✐♦♥✳ ❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤t ✇✐t❤✐♥ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ ❙t❛♥❞❛r❞ ▼♦❞❡❧ ♦❢ P❛rt✐❝❧❡ P❤②s✐❝s
t❤❡r❡ ✐s ❛ ❜❡❧✐❡❢ t❤❛t s♦♠❡ ❡✈❡♥ts ♠✉st ❤❛✈❡ t❛❦❡ ♣❧❛❝❡✳ ❆❝t✉❛❧❧②✱ ✐t ✐s ✐♥ t❤✐s r❛♥❣❡ ♦❢ ❡♥❡r❣✐❡s
✇❤❡r❡ ❝♦s♠♦❧♦❣② ❝♦✉❧❞ ❝♦♥tr✐❜✉t❡ t♦ t❤❡ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❙t❛♥❞❛r❞ ▼♦❞❡❧ ♦❢ P❛rt✐❝❧❡s✳ ■♥ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ■ ✇✐❧❧ ❡♥✉♠❡r❛t❡ r❛♣✐❞❧② t❤❡ ❡✈❡♥ts t❤❛t ♠❛r❦s t❤✐s ✜rst ✐♥st❛♥ts ♦❢ ❯♥✐✈❡rs❡✳

❚❛❜❧❡ ■✳✶✿ ❚✐♠❡❧✐♥❡ ♦❢ t❤❡ ❯♥✐✈❡rs❡

❚❤❡ ✜rst ✸ ♠✐♥✉t❡s
❚✐♠❡ ✭s✮ ❚❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✭❑✮ ❊♥❡r❣② ❊♣♦❝❤

10−36 − 10−33 1032 1016 ●❡❱ ■♥✢❛t✐♦♥
10−35 1028 1019●❡❱ ●r❛♥❞ ❯♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❚r❛♥s✐t✐♦♥
10−10 1015 103GeV ❊❧❡❝tr♦✇❡❛❦ ♣❤❛s❡ tr❛♥s✐t✐♦♥
10−6 1012 ✶●❡❱ q✉❛r❦✲❤❛❞r♦♥ ♣❤❛s❡ tr❛♥s✐t✐♦♥✳

❆❢t❡r t❤❡ ✜rst ✸ ♠✐♥✉t❡s
❚✐♠❡ ✭s✮ r❡❞s❤✐❢t ❚❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✭❑✮ ❊♥❡r❣② ❊♣♦❝❤
✸♠✐♥ 1016 1010 ✶▼❡❱ ◆✉❝❧❡♦s②♥t❤❡s✐s
104②rs ✸✶✵✵ 104 ✶❡❱ ❘❛❞✐❛t✐♦♥✲▼❛tt❡r ❊q✉❛❧✐t②
106 ②rs 1100 103 ✵✳✸❡❱ ❘❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❉❡❝♦✉♣❧✐♥❣
109 ②rs ∼✶✵ ✶✵ ∼ 10−3eV ●❛❧❛①② ❢♦r♠❛t✐♦♥

❆s ✇❡ ❤❛✈❡ ♥♦t✐❝❡✱ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ t❤❡ ❙t❛♥❞❛r❞ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ♥♦t✐♦♥s ♦❢ t✐♠❡ ❛♥❞ t❡♠♣❡r✲
❛t✉r❡ ❛r❡ ✐♥t✐♠❛t❡❧② r❡❧❛t❡❞✱ ❜❡✐♥❣ t ∝ 1/T ✱ t❤✉s✱ t♦ r❡❧❛t❡ t❤❡ ❤✐st♦r② ♦❢ t❤❡ ❯♥✐✈❡rs❡✱ ✐t ❜❡❝♦♠❡s
❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ✉s❡ t❤❡ t✐♠❡ ♦r t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ▲❡t ✉s ✉s❡ t❤❡ t✐♠❡ ❢♦r s✉♠♠❛r✐③✐♥❣ t❤❡ ✜rst ✸
♠✐♥✉t❡s✳ ❆s ✇❡ ❤❛✈❡ s❛✐❞✱ ✇❡ s✐t✉❛t❡ t❤❡ ✧❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ✧ ♦❢ t❤❡ ❯♥✐✈❡rs❡ ❛t t❤❡ P❧❛♥❝❦ t✐♠❡✱ t❤❛t
s❡ts t❤❡ ❧✐♠✐ts ♦❢ ✈❛❧✐❞✐t② ♦❢ ❣r❛✈✐t② t❤❡♦r②✳ ❆t t❤✐s t✐♠❡ ✐t ✐s ❜❡❧✐❡✈❡❞ t❤❛t ❤❛♣♣❡♥s ❛ s②♠♠❡✲
tr② ❜r❡❛❦✐♥❣ s♣❧✐tt✐♥❣ t❤❡ ●❯❚ ❢♦r❝❡s ✭●r❛♥❞ ❯♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❚❤❡♦r② ♦❢ ♥♦♥ ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧ ❢♦r❝❡s✮ ❛♥❞
❣r❛✈✐t②✳ ❆t ❛ t✐♠❡ ♦❢ 10−36s✭1032❑✳✮✱ t❤❡ ❯♥✐✈❡rs❡ ✐s s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ❢♦❧❧♦✇ ❛ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧
❡①♣❛♥s✐♦♥ ❦♥♦✇♥ ❛s ■♥✢❛t✐♦♥ t❤❛t ■ ✇✐❧❧ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ■♥✢❛t✐♦♥✱ ❛s ✇❡ ✇✐❧❧ s❡❡✱
✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ s♦❧✈❡ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠s ♦❢ t❤❡ ❇✐❣ ❇❛♥❣ ❚❤❡♦r②✳ ❆t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ ✐♥✢❛t✐♦♥ ♣❡r✐♦❞✱
✇❡ s✉♣♣♦s❡ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ✇❡r❡ ❝r❡❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❞✐s✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥✢❛t♦♥✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣
♦❢ ♦❢ t❤❡ r❛❞✐❛t✐♦♥ ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ✐s s❡t✱ ✐t ✐s ❜❡❧✐❡✈❡❞ t❤❛t ❛t t❤✐s ❡❛r❧② t✐♠❡s t❤❡ ❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t② ♦❢
r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ♣❛rt✐❝❧❡s ❞♦♠✐♥❛t❡ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t② ♦❢ ❯♥✐✈❡rs❡✳ ■♥ t❤✐s st❛♥❞❛r❞ ♣✐❝t✉r❡ ❛s t✐♠❡ ♣❛ss✱
t❤❡ ❯♥✐✈❡rs❡ ❝♦♥t✐♥✉❡s ❡①♣❛♥❞✐♥❣✱ ❛♥❞ ❝♦♦❧✐♥❣✳ ❆t ❛ t✐♠❡ ∼ 10−35(1028K.)✱ ✐t ✐s ♣r❡❞✐❝t❡❞ t❤❛t
t❤❡ ❯♥✐✈❡rs❡ ✉♥❞❡r✇❡♥t ❛ ♣❤❛s❡ tr❛♥s✐t✐♦♥✱ ❝❛❧❧❡❞ ●❯❚ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✇❤❡r❡ ●❯❚ ❢♦r❝❡s s♣❧✐t ✐♥t♦ t❤❡
str♦♥❣ ❛♥❞ ❡❧❡❝tr♦✇❡❛❦✳ ❆t t❤✐s t✐♠❡✱ ✐t ❜❡❣✐♥s t❤❡ q✉❛r❦ ❡r❛✱ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❯♥✐✈❡rs❡ ✇❡ ❤❛✈❡
✐s t❤❛t ✐t ❝♦♥s✐st❡❞ ♦❢ ❛ ♣❧❛s♠❛ ♦❢ q✉❛r❦s ❛♥❞ ❣❧✉♦♥s✱ ♣❤♦t♦♥s✱ ❡❧❡❝tr♦♥s ❛♥❞ ♥❡✉tr✐♥♦s t❤❛t ✇❡r❡
✐♥t❡r❛❝t✐♥❣✳ ▲❛t❡r ♦♥✱ ❛t ❛ t✐♠❡ 10−10✭1015❑✳✮ ✇❡ ♣r❡❞✐❝t t❤❡ ❊❧❡❝tr♦✇❡❛❦ ♣❤❛s❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❤❛✈❡
♦❝❝✉r ✳ ■t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ s♣❧✐t ♦❢ ❡❧❡❝tr♦✇❡❛❦ ❢♦r❝❡ ✐♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ❛♥❞ ✇❡❛❦ ❢♦r❝❡s✳ ❆t
t❤✐s ♠♦♠❡♥t ✐t ✐s s✉♣♣♦s❡❞ t❤❛t ♣❛rt✐❝❧❡s ❛❝q✉✐r❡ ♠❛ss t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ ❍✐❣❣s ♠❡❝❤❛♥✐s♠✳ ❋✐♥❛❧❧② ❛t
❛ t✐♠❡ 10−6✭1012❑✳✮ t❤❡ ◗✉❛r❦ ❍❛❞r♦♥ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♠✉st ❤❛♣♣❡♥❡❞✱ t❤❛t ❡♣♦❝❤ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥
♦❢ ❍❛❞r♦♥s✱ ❛♠♦♥❣ ✇❤✐❝❤ ♣r♦t♦♥s ❛♥❞ ♥❡✉tr♦♥s✱ ❛r❡ t❤❡ ♦♥❧② st❛❜❧❡ ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❆❢t❡r t❤❡ ✸ ✜rst
♠✐♥✉t❡s ♦❢ ❯♥✐✈❡rs❡ t❤❛♥ t❤✐s st❛♥❞❛r❞ ♣✐❝t✉r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ ♣❧❛s♠❛ ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s✱ ❝♦♠♣♦s❡❞ ❜② ❢r❡❡
❡❧❡❝tr♦♥s ♣r♦t♦♥s✱ ♥❡✉tr♦♥s✱♣❤♦t♦♥s ❛♥❞ ♥❡✉tr✐♥♦s ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣✳
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❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt✱ ❛❢t❡r t❤❡ ✸ ♠✐♥✉t❡s ✐s ✇❤❛t ❝♦♥❝❡r♥s ✉s ❞✐r❡❝t❧②✳ ❚♦ s✉♠♠❛r✐③❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞
♣❛rt ♦❢ t❤❡ Λ❈❉▼ t✐♠❡✲❧✐♥❡ ✐s ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t t♦ ✉s❡ t❤❡ r❡❞s❤✐❢t z ❛♥❞ t❤❡ ❡♥❡r❣② ✐♥st❡❛❞ ♦❢ t✐♠❡ ❛♥❞
t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❲❡ ❜❡❣✐♥ t❤✐s s❡❝♦♥❞ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ❤✐st♦r② ❛ ❧✐tt❧❡ ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ✜rst ✸ ♠✐♥✉t❡s✳
❆t t❤✐s t✐♠❡✱ ✇❡ s✉♣♣♦s❡ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❜❧♦❝❦s ♦❢ ♥✉❝❧❡✐ ✇❡r❡ ❝♦♠♣♦✉♥❞✱ ♣r♦t♦♥s ❛♥❞ ♥✉❝❧❡♦♥s✱
❜✉t t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ♦t❤❡r ❡♥❡r❣❡t✐❝ ♣❛rt✐❝❧❡s ♣r❡✈❡♥t❡❞ ❢♦r ♥✉❝❧❡✐ ❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❆t znucleo ∼ 1016

✭∼ 3 ♠✐♥✮✱ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❡♥❡r❣② ✇❛s ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ▼❡❱ ✭∼ 1016K✮✳ ❚❤❡s❡ ❡♥❡r❣✐❡s ❛r❡ ❜❡❧♦✇
t❤❡ ❜✐♥❞✐♥❣ ❡♥❡r❣② ♦❢ ♥✉❝❧❡✉s t❤✉s✱ t❤❡ ✜rst ♥✉❝❧❡✐ ❜❡❣✐♥ t♦ ❢♦r♠✳ ❆❢t❡r ♥✉❝❧❡♦s②♥t❤❡s✐s✱ ❛❣❛✐♥ ✇❡
t❤✐♥❦ t❤❡ ❜❛s✐❝ ❜❧♦❝❦s ♦❢ ❛t♦♠s ✇❡r❡ r❡❛❞② ❜✉t t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ❡♥❡r❣❡t✐❝ ♣❤♦t♦♥s ♣r❡✈❡♥t❡❞
❛t♦♠ ❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❯♥✐✈❡rs❡ ❝♦♥t✐♥✉❡s ❝♦♦❧✐♥❣ t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ t❤❡ t✐♠❡ ✇❤❡r❡ r❛❞✐❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t②
❡q✉❛❧s t♦ ♠❛tt❡r ❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t②✱ t❤✐s t✐♠❡ ✐s ❝❛❧❧❡❞ tequiv ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t t♦ ❛ zeq = 3100✳ ❆t t❤✐s
♠♦♠❡♥t✱ ✐t ✐s t❤♦✉❣❤t t❤❛t t❤❡ ♠❛tt❡r ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❡r❛ ❜❡❣✐♥s✳ ❆s ✇❡ ✇✐❧❧ s❡❡ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥✱
t❤✐s t✐♠❡ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✐♠♣♦rt❛♥t s✐♥❝❡ t❤❡ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇ ♦❢ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s✱ ✐t ♠❛r❦s t❤❡ ♠♦♠❡♥t ✇❤❡r❡
❞❛r❦ ♠❛tt❡r ❞❡♥s✐t② ❝♦♥tr❛st st❛rts t♦ ❣r♦✇✳ ❚❤❡ ❯♥✐✈❡rs❡ ❝♦♥t✐♥✉❡s ❡①♣❛♥❞✐♥❣✱ ✜♥❛❧❧② ❛t r❡❞s❤✐❢t
zrecom ∼ 1100✱ ✇❡ s✉♣♣♦s❡ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❡♥❡r❣✐❡s ✇❡r❡ ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ 10−1eV ✱ t❤✉s t❤❡ ♣❤♦t♦♥s ♥♦t
❤❛✈✐♥❣ ❡♥♦✉❣❤ ❡♥❡r❣② t♦ ♣✉❧❧ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥s ❢r♦♠ ❛t♦♠s✱ ❛❧❧♦✇s ❛t♦♠s t♦ ❜❡ ❢♦r♠❡❞✳ ❚❤✐s ♣❤❡♥♦♠❡♥❛
✐s ❦♥♦✇♥ ❛s r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t ♦❢ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥✱ t❤❡ ♣❤♦t♦♥s ❞♦ ♥♦t ✐♥t❡r❛❝t ❛♥②♠♦r❡ ✇✐t❤
❛t♦♠s ❛♥❞ ❝♦✉❧❞ tr❛✈❡❧❡❞ ❢r❡❡❧② ❢r♦♠ t❤✐s t✐♠❡ t♦ ♥♦✇✱ t❤✐s t✐♠❡ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❞❡❝♦✉♣❧✐♥❣ t✐♠❡✳ ❚♦ ✜♥✐s❤
t❤❡ Λ❈❉▼ t❤❡r♠❛❧ ❤✐st♦r②✱ ✇❡ s✉♣♣♦s❡ t❤❡ ❣❛❧❛①✐❡s ✇❡r❡ ❢♦r♠❡❞ ✈❡r② r❡❝❡♥t❧② ❛t r❡❞s❤✐❢t ✭z ∼ 10✮✳

❇❡❢♦r❡ ♣❛ss✐♥❣ t♦ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥ ❞❡✈♦t❡❞ t♦ t❤❡ ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❯♥✐✈❡rs❡✳ ■ ✉♥❞❡r❧✐♥❡ t❤❡ ❡✈❡♥ts
❢r♦♠ t❤✐s Λ❈❉▼ t✐♠❡✲❧✐♥❡ t❤❛t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❢r♦♠ t❤❡ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇ ♦❢ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❞❡♥s✐t②
✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❛♥❞ str✉❝t✉r❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❚❤r❡❡ ❡✈❡♥ts ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✐♠♣♦rt❛♥t✿ t❤❡ ✐♥✢❛t✐♦♥ ♣❡r✐♦❞ ✇❤❡r❡
♣r❡s✉♠❛❜❧② t❤❡ ♣r✐♠♦r❞✐❛❧ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ✇❡r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞✱ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ t✐♠❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ r❛❞✐❛t✐♦♥ ❛♥❞
❛ ♠❛tt❡r ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❡♣♦❝❤s ❛♥❞ t❤❡ ❞❡❝♦✉♣❧✐♥❣ t✐♠❡✳

■✳✸ ■♥❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❯♥✐✈❡rs❡ ❛♥❞ str✉❝t✉r❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥

❚❤❡ ♣r❡❝❡❞❡♥t ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❯♥✐✈❡rs❡ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡✐t② ❛♥❞ ✐s♦tr♦♣② ♦❢ t❤❡ ❯♥✐✈❡rs❡✳
◆♦✇❛❞❛②s ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❛t ✐t ✐s ♥♦t str✐❝t❧② tr✉❡✳ ❆s ■ ❛♥t✐❝✐♣❛t❡❞✱ t❤❡ ❈▼❇ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❡s ❛♥❞ t❤❡
❧❛r❣❡ s❝❛❧❡ str✉❝t✉r❡ s❤♦✇s t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ♣r✐♠♦r❞✐❛❧ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ t❤❡ str✉❝t✉r❡s ✇❡r❡
❢♦r♠❡❞✳ ❚❤✐s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ♣r✐♠♦r❞✐❛❧ ♣❧❛s♠❛ ❛r❡ s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ❜② t✐♥♥② ∆ρ/ρ ∼ 10−5 ❛♥❞
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥❛❧❧② ✇❡ ❤❛✈❡ ✈❡r✐✜❡❞ t❤✐s ❢❛❝t✳ Pr❡s✉♠❛❜❧② t❤✐s ❞❡♥s✐t② ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ✇❡r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜②
q✉❛♥t✉♠ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✐♥✢❛t✐♦♥✳ ❆s ■ ✇✐❧❧ ❞❡s❝r✐❜❡ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ♣✐❝t✉r❡
♦❢ str✉❝t✉r❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s t❤❛t str✉❝t✉r❡s ♦r✐❣✐♥❛t❡ ❢r♦♠ ✐♥✐t✐❛❧ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ✜❡❧❞ ❛♥❞
❣r❡✇ t❤r♦✉❣❤ ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧ ❛ttr❛❝t✐♦♥✳ ■t ✐s ✇✐❞❡❧② ❛❝❝❡♣t❡❞ t❤❛t ❜❛r②♦♥✐❝ ♠❛tt❡r ✇♦✉❧❞ ♥♦t ♣r♦✈✐❞❡
❡♥♦✉❣❤ ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧ ❛ttr❛❝t✐♦♥ t♦ ❢♦r♠ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ str✉❝t✉r❡s✳ ❚❤✉s✱ ❛ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ✐♥❣r❡❞✐❡♥ts
✐♥ t❤✐s ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ str✉❝t✉r❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ❜❡ t❤❡ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r✳ ■t ✇♦✉❧❞ ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ ❡①tr❛
❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧ ❢♦r❝❡ t♦ ❛❧❧♦✇ str✉❝t✉r❡s t♦ ❢♦r♠ q✉✐❝❦❡r ❛♥❞ ♥♦t ✐♥❤✐❜✐t ❜② ♣r❡ss✉r❡ ❡✛❡❝ts✳ ■ ✇✐❧❧ ❜❡❣✐♥
t❤❡ s❡❝t✐♦♥ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ ■♥✢❛t✐♦♥❛r② ♣❛r❛❞✐❣♠ t❤❛t ✐s ❜❡❧✐❡✈❡❞ t♦ ❤❛✈❡ s❡t t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
❢♦r t❤❡ st✉❞② ♦❢ ❞❡♥s✐t② ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❛♥❞ str✉❝t✉r❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥✳
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■✳✸✳✶ ■♥✢❛t✐♦♥

❚❤❡ ■♥✢❛t✐♦♥❛r② ♣❛r❛❞✐❣♠ ❡♠❡r❣❡s ✐♥ ✶✾✽✶ t♦ s♦❧✈❡ s♦♠❡ ❝♦♥❝❡♣t✉❛❧ ♣r♦❜❧❡♠s ♦❢ ❇✐❣ ❇❛♥❣ ❈♦s✲
♠♦❧♦❣②✿ t❤❡ ✢❛t♥❡ss ♣r♦❜❧❡♠✱ t❤❡ ❍♦r✐③♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❛♥❞ t❤❡ r❡❧✐❝s ♣r♦❜❧❡♠✳ ❆s ❛♥ ❡①tr❛ ❜♦♥✉s✱
✐♥✢❛t✐♦♥❛r② ♣❛r❛❞✐❣♠ ♣r♦✈✐❞❡s ✉s ✇✐t❤ ❛ ♣❤②s✐❝❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ t♦ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ❢r♦♠ ❤♦♠♦✲
❣❡♥❡✐t②✳ ❇❡❢♦r❡ ♣❛ss✐♥❣ t♦ t❤❡ ❜❛s✐❝ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ✐♥✢❛t✐♦♥ ■ ✇✐❧❧ ❞✐s❝✉ss ❜r✐❡✢② ♣r♦❜❧❡♠s ♦❢ t❤❡ ❇✐❣
❇❛♥❣ ▼♦❞❡❧ t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ ❤♦✇ ■♥✢❛t✐♦♥ ✐♥ ✐♥s❡rt❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❙t❛♥❞❛r❞ ❈♦s♠♦❧♦❣✐❝❛❧ ▼♦❞❡❧✳

• ❋❧❛t♥❡ss✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ✢❛t♥❡ss ♣r♦❜❧❡♠✱ ❧❡t ✉s t❛❦❡ ❡q✳❬■✳✶✼❪ ❛♥❞ r❡❡①♣r❡s❡❞ ✐♥ t❡r♠s
♦❢ t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ❞❡♥s✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ❞❡♥s✐t②✳

Ω − 1 =
k

a2H2
✭■✳✸✻✮

❖❜s❡r✈❛t✐♦♥❛❧❧② ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❛t Ω0 ≃ 1 t♦❞❛②✳ ■♥❞✐❝❛t✐♥❣ t❤❛t ❣❡♦♠❡tr② ♦❢ ♦✉r ❧♦❝❛❧ ❯♥✐✈❡rs❡ ✐s
✢❛t✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ✐s t❤❛t✱ ✐❢ ♦✉r ❯♥✐✈❡rs❡ ✐s ✢❛t ♥♦✇✱ ✐t ♠✉st ❜❡ ✢❛t s✐♥❝❡ t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ❜❡❝❛✉s❡
❛♥② ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤✐s ✢❛t♥❡ss ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ❝❛✉s❡ t❤❛t t❤❡ ❯♥✐✈❡rs❡ ❜❡❝♦♠❡ ♠♦r❡ ❝✉r✈❡❞
✇✐t❤ t✐♠❡✳ ❚♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤✐s ♣♦✐♥t ✇❡ ♠✉st ♥♦t✐❝❡ t❤❛t |Ω − 1| ✐s ❛♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥
♦❢ t✐♠❡✱ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t ✢❛t ❣❡♦♠❡tr② ✐s ✉♥st❛❜❧❡✳ ■♥ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ ❛ ✈❛❧✉❡ ♥♦✇ ❝❧♦s❡ t♦ ③❡r♦
✭|Ω0 − 1| ∼ 0✮ ✇♦✉❧❞ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t t❤❡ ♣r✐♠♦r❞✐❛❧ ✈❛❧✉❡ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥✜♥✐t❡❧② ❝❧♦s❡ t♦ ③❡r♦✱
✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ ❛ ✧✜♥❡ t✉♥✐♥❣✧ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❚♦ ❣❡t ❛♥ ♦r❞❡r ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ t❤✐s ✈❛❧✉❡✱ ✐❢ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r
❛ ❯♥✐✈❡rs❡ ✇❤❡r❡ t❤❡r❡ ✐s ♦♥❧② r❛❞✐❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❞✉st t❤❡♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ Ω0 ♦❜s❡r✈❡❞ ✇♦✉❧❞ r❡q✉✐r❡
❛t ❡❛r❧② t✐♠❡s✭tPLANCK✮✿

0 ≤ 1 − Ω ≤ 10−60 ✭■✳✸✼✮

• ❍♦r✐③♦♥✳ ❚♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥✳ ❆s
t❤❡ ❯♥✐✈❡rs❡ ❤❛s ❛ ✜♥✐t❡ ❛❣❡✱ ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❛t ❡✈❡♥ ♣❤♦t♦♥s ❝❛♥ tr❛✈❡❧ ♦♥❧② ❛ ✜♥✐t❡ ❞✐st❛♥❝❡s
✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❛❣❡ ♦❢ ❯♥✐✈❡rs❡ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ✜♥✐t❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ s♣❡❡❞ ♦❢ ❧✐❣❤t✳ ❚❤✐s ❣✐✈❡s r✐s❡ t♦ t❤❡
❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ❯♥✐✈❡rs❡✳ ❚❤❡ ❤♦r✐③♦♥ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞✐st❛♥❝❡ ❛♥ ♦❜s❡r✈❡r
❝❛♥ s❡❡✳ ■t ❞❡❧✐♠✐ts t❤❡ s♣❛❝❡✲t✐♠❡ ❡✈❡♥ts ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✐♥ ❝❛✉s❛❧ ❝♦♥t❛❝t ✇✐t❤ ♦❜s❡r✈❡r✳ ❇②
t❤❡ s❛♠❡ r❡❛s♦♥ t❤❡♥ t❤❡r❡ ❡①✐st ❛ ❝♦♥❡ ♦❢ ♣❛st s♣❛❝❡✲t✐♠❡ ❡✈❡♥ts t❤❛t ❝♦✉❧❞ ✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❡
♦❜s❡r✈❡r ❞❡♥♦t❡❞ ❛s t❤❡ ❡✈❡♥t ❤♦r✐③♦♥ ❞✐st❛♥❝❡ ♦r ♣❛st ❤♦r✐③♦♥✳ ❚❤❡ ❤♦r✐③♦♥ ✐s ♦♥❡ ♦❢ ♠♦st
❝r✉❝✐❛❧ ❝♦♥❝❡♣ts ♦❢ ❋❘❲ ♠♦❞❡❧✳

❚♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥ ❞✐st❛♥❝❡s ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ♣❤♦t♦♥ tr❛✈❡❧✐♥❣ ✐♥ ❛ r❛❞✐❛❧ tr❛❥❡❝t♦r② ✭∆θ = 0
❛♥❞ ∆φ = 0✮✱ ❛♥❞ ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❝♦♠♦✈✐♥❣ ❞✐st❛♥❝❡ tr❛✈❡❧❡❞ ❜② t❤❡s❡ ♣❤♦t♦♥ ✭❡q✳❬■✳✷✽❪✮✳ ❚♦
❣❡t t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❞✐st❛♥❝❡s t❤❛t ✇♦✉❧❞ ♠❡❛s✉r❡ ❛♥ ♦❜s❡r✈❡r ❛t ❛ t✐♠❡✱ t ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ♠✉❧t✐♣❧② ❜②
t❤❡ ❢❛❝t♦r a(t)✱ ❣✐✈✐♥❣ ✜♥❛❧❧② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❤♦r✐③♦♥ ❞✐st❛♥❝❡✿

dH ≡ a(t)

∫ t

te

dt′

a(t′)
= a(t)

∫ a

0

da′

a′
1

a′H(a′)
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❚❤❡ ❝♦♠♦✈✐♥❣ ❤♦r✐③♦♥ ✐s t❤❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐❝ ✐♥t❡❣r❛❧ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♦✈✐♥❣ ❍✉❜❜❧❡ r❛❞✐✉s dHubble =
1/aH = 1

ȧ ✳ ❚❤❡ ❍✉❜❜❧❡ r❛❞✐✉s ✐s t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♦✈❡r ✇❤✐❝❤ ♣❛rt✐❝❧❡s ❝❛♥ tr❛✈❡❧ ✐♥ t❤❡ ❝♦✉rs❡ ♦❢
♦♥❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ✐❢ t❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ r❛t❡ ✇❛s ❝♦♥st❛♥t✳ ❍✉❜❜❧❡ r❛❞✐✉s ✐s ❛♥♦t❤❡r ❢♦r♠ ♦❢ ♠❡❛s✉r✐♥❣
✇❤❡r❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛r❡ ✐♥ ❝❛✉s❛❧ ❝♦♥t❛❝t✱ ✐❢ t❤❡② ❛r❡ s❡♣❛r❛t❡❞ ♠♦r❡ t❤❛t t❤❡ ❍✉❜❜❧❡ r❛❞✐✉s t❤❡②
❝❛♥♥♦t ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t❡ ♥♦✇✳



✸✷

■♥ ❛ ♠❛tt❡r ♦r r❛❞✐❛t✐♦♥ ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❯♥✐✈❡rs❡✱ t❤❡ ❝♦♠♦✈✐♥❣ ❤♦r✐③♦♥ ✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t
t♦ ❝♦♠♦✈✐♥❣ ❍✉❜❜❧❡ r❛❞✐✉s ✭χH = dH

a ∼ dHubble = 1
aH ✮ ❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤t✱ t♦ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥

♣r♦❜❧❡♠ ✇❡ ♠✉st ❤❛✈❡ ✐♥ ♠✐♥❞ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❜♦t❤ t❡r♠s✳ ■♥ t❤❡ ✜rst ❝❛s❡✱ ♣❛rt✐❝❧❡s
s❡♣❛r❛t❡❞ ♠♦r❡ t❤❛t t❤❡ ❤♦r✐③♦♥ ❞✐st❛♥❝❡ ❝♦✉❧❞ ♥❡✈❡r ❤❛✈❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t❡❞❀ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡
❍✉❜❜❧❡ ❞✐st❛♥❝❡✱ t❤❡② ❝♦✉❧❞ ♥♦t ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t❡ ♥♦✇✳ ❚♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤✐s✱ ❧❡t ✉s t❤✐♥❦ ✐♥ ❛
❍✉❜❜❧❡ r❛❞✐✉s ✜①❡❞ ❛t ♣r❡s❡♥t t✐♠❡ dHubble,0 = (a0H0)

−1✳ ❲❡ ♠✉st ♥♦t✐❝❡ t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ ♠❛❦❡
t❤❡ ❝♦♠♦✈✐♥❣ ❤♦r✐③♦♥ ❞✐st❛♥❝❡ χH ❛s ❧❛r❣❡ ❛s ✇❡ ✇❛♥t ✐❢ dHubble ✐s ❛ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢
t✐♠❡✳ ■♥ t❤✐s ✇❛② ✇❡ ❣❡t ❛♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ χH ❛s ✇❡ ❣♦ ❜❛❝❦ ✐♥ t✐♠❡ ✭a = 0✮✳ ❚❤✐s ✇♦✉❧❞ ♠❡❛♥s
t❤❛t ♣❛rt✐❝❧❡s t❤❛t ❝♦✉❧❞ ♥♦t ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t❡ t♦❞❛② ✭✐✳❡✳ ♦✉ts✐❞❡ ❍✉❜❜❧❡ r❛❞✐✉s ❛t ♣r❡s❡♥t✮ ✇❤❡r❡
✐♥ ❝❛✉s❛❧ ❝♦♥t❛❝t ✐♥ t❤❡ ♣❛st ✭✐✳❡ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❍✉❜❜❧❡ r❛❞✐✉s ✐♥ t❤❡ ♣❛st✮✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡ ❍✉❜❜❧❡
r❛❞✐✉s ✐♥ ♣❛st ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ♥♦✇ ✭s❡❡ ❋✐❣✳❬■✳✶✺❪✮✳

◆♦✇✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❞❡✜♥❡❞ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥ ❝♦♥❝❡♣t✱ ❧❡t ✉s r❡t✉r♥ t♦ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✱ t❤❛t ✐s
t❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❇✐❣ ❇❛♥❣✳ ❚❤❡ ❈▼❇ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✐♥❞✐❝❛t❡ ❛ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s
t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❆ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐♠♣❧✐❡s t❤❡r♠❛❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ ❜✉t ✇✐❞❡❧② s❡♣❛r❛t❡❞
♣♦✐♥ts ♦♥ t❤❡ ❧❛st s❝❛tt❡r✐♥❣ s✉r❢❛❝❡ ❛r❡ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ♦✉ts✐❞❡ ❡❛❝❤ ♦t❤❡rs ❤♦r✐③♦♥s✳ ❆s ■ s❛✐❞
❜❡❢♦r❡✱ t❤✐s ♠✐❣❤t ❤❛♣♣❡♥s ✐❢ ❍✉❜❜❧❡ r❛❞✐✉s ✇❛s ❣r❡❛t❡r ✐♥ t❤❡ ♣❛st ✱ ❜✉t ✐t ❝♦✉❧❞ ♥♦t ❤❛♣♣❡♥
❛t t❤❡ ♠❛tt❡r ♦r r❛❞✐❛t✐♦♥ ❡r❛ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❍✉❜❜❧❡ r❛❞✐✉s ✐s ❛♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✐♠❡✳

• ❍♦♠♦❣❡♥❡✐t②✿ ❲✐t❤✐♥ t❤❡ ❙t❛♥❞❛r❞ ▼♦❞❡❧ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❛ ♣❤②s✐❝❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ t❤❡
✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ♦❢ ❞❡♥s✐t②✱ t❤❡s❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♦♥❧② ❛s ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ■♥✢❛t✐♦♥
❣✐✈❡s ✉s ❛ ♣❧❛✉s✐❜❧❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ t❤❛t ✇♦✉❧❞ ❜❡ r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r ❜♦t❤ t❤❡ ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡
❤♦♠♦❣❡♥❡✐t② ♦❢ t❤❡ ❯♥✐✈❡rs❡ ❛♥❞ t❤❡ s♠❛❧❧ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s t❤❛t ✇❡r❡ s❡❡❞s ♦❢ str✉❝t✉r❡✳ ■♥✢❛t✐♦♥
♣❛r❛❞✐❣♠ ❣✐✈❡s ♣❧❛❝❡ t♦ ❛❞✐❛❜❛t✐❝✱ ❣❛✉ss✐❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s✳

❚❤❡ ♠❛✐♥ ✐❞❡❛ ♦❢ ■♥✢❛t✐♦♥ ✐s t❤❛t t❤❡ ❯♥✐✈❡rs❡ ✉♥❞❡r❣♦❡s ❛ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ ❛❝❝❡❧❡r❛t❡❞ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧
❡①♣❛♥s✐♦♥ ❛t ❡❛r❧② t✐♠❡s✳ ■♥✢❛t✐♦♥ ✐s tr✐❣❣❡r❡❞ ❜② t❤❡ ❞♦♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ s❝❛❧❛r ✜❡❧❞ φ✳ ■t ✐s ❝❤❛r❛❝✲
t❡r✐③❡❞ ❜② t✇♦ ♣❤❛s❡s✿ t❤❡ ✜rst ♦♥❡ ❣❡♥❡r❛t❡s t❤❡ ❛❝❝❡❧❡r❛t❡❞ ❡①♣❛♥s✐♦♥✱ ❦♥♦✇♥ ❛s s❧♦✇✲r♦❧❧✱ ✇❤❡r❡
♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ❛r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❤❛s❡ ✐s ❝❛❧❧❡❞ r❡❤❡❛t✐♥❣ ✇❤❡r❡ t❤❡ s❝❛❧❛r ✜❡❧❞ ❞❡❝❛②s
✐♥t♦ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❚❤✐s s❝❛❧❛r ✜❡❧❞ ❜❡❤❛✈❡s ❛s ❛ ♣❡r❢❡❝t ✢✉✐❞ ✇✐t❤ ♣r❡ss✉r❡ ❛♥❞ ❞❡♥s✐t②
❣✐✈❡♥ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ φ✿

ρφ = φ̇2

2 + V (φ)

pφ = φ̇2

2 − V (φ)
✭■✳✸✾✮

❚❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ s❧♦✇ r♦❧❧ ✐♠♣❧✐❡s ♥❡❣❧❡❝t✐♥❣ ❦✐♥❡t✐❝ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣② φ̇2 ≪ V (φ)✱ t❤✉s
t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣② ✐s t❤❡ ❞♦♠✐♥❛♥t ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t② ❛♥❞ ♣r❡ss✉r❡✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥
❛ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ st❛t❡ p ≃ −ρ ❛s t❤❡ ❝♦s♠♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♥st❛♥t ✐♠♣❧②✐♥❣ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ❬s❡❡
s❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✳✹❪✳ ❋r♦♠ ❡q✳❬■✳✶✸❪ ✇❡ ✜♥❞ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t② ρφ = cte ❛♥❞ t❤❡ ❋r✐❡❞♠❛♥
❡q✉❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤✐s ✜❡❧❞ ❛s t❤❡ ♦♥❧② s♦✉r❝❡ ♦❢ ❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t② ✐s✿

H2 ≃ 8πG

3
ρφ =

8πG

3
V = cte ✭■✳✹✵✮

❋✐♥❛❧❧② s♦❧✈✐♥❣ ✇❡ ❣❡t t❤❡ ✜♥❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r t❤❡ s❝❛❧❡ ❢❛❝t♦r✿

a(t) ∝ exp

(
√

8πG

3
ρφt

)

✭■✳✹✶✮
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❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤✐s ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ s♠❛❧❧ r❡❣✐♦♥s ❡①♣❛♥❞ t♦ ❛ ❤✉❣❡ s✐③❡ r❛♣✐❞❧②✳ ❚❤✐s ❛❝❝❡❧✲
❡r❛t❡❞ ❡①♣❛♥s✐♦♥ t❤✉s ❞✐♠✐♥✐s❤ s♣❛t✐❛❧ ❝✉r✈❛t✉r❡ ♠❛❦✐♥❣ t❤❡ ❯♥✐✈❡rs❡ ❡①tr❡♠❡❧② ✢❛t✳ ❚❤❡ ❤♦r✐③♦♥
♣r♦❜❧❡♠ ✐s s♦❧✈❡❞ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥ s✐③❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ❛ss✉r✐♥❣ t❤❡ ❝❛✉s❛❧ ❝♦♥t❛❝t✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t
t❤❡ ❛str♦♥♦♠✐❝❛❧ r❡❣✐♦♥s ♦❜s❡r✈❡❞ t♦❞❛② ✇❡r❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝❛❧❧② s♠❛❧❧ ✐♥ t❤❡ ♣❛st✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ♣♦✐♥t
♦❢ ✈✐❡✇ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♠♦✈✐♥❣ ❍✉❜❜❧❡ r❛❞✐✉s✱ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ s❝❛❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❣❡♥❡r❛t❡s
❛ ❞r❛♠❛t✐❝❛❧ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♦✈✐♥❣ ❍✉❜❜❧❡ r❛❞✐✉s ❛t ❡❛r❧② t✐♠❡s✳ ▼❡❛♥✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧
❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥ ✇♦✉❧❞ ❝♦♠❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❡❛r❧② t✐♠❡s ❛♥❞ ♥♦t ❢r♦♠ ♥♦✇ ✳ ❚❤❡ ❋✐❣ ❬■✳✶✺❪
❤❡❧♣s ✉s t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤✐s ✐❞❡❛✱ t❤❡ r❡❣✐♦♥s ♥♦✇ s❡♣❛r❛t❡❞ ❜② s❡✈❡r❛❧ ❍✉❜❜❧❡ r❛❞✐✉s ✭♦✉ts✐❞❡ t❤❡
❝✐r❝❧❡ ✐♥ t❤❡ ❜♦tt♦♠ ♣❛♥❡❧ ✮ ✇❡r❡ ✐♥ t❤❡ ♣❛st ✐♥ ❝❛✉s❛❧ ❝♦♥t❛❝t ✭✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❝✐r❝❧❡ ♦❢ t♦♣ ♣❛♥❡❧✮✳ ■♥

❋✐❣✉r❡ ■✳✶✺✿ ❚❤❡ r❡❣✐♦♥s ♥♦✇ s❡♣❛r❛t❡❞ ❜② s❡✈❡r❛❧ ❍✉❜❜❧❡ r❛❞✐✉s ✭♦✉ts✐❞❡ t❤❡ ❝✐r❝❧❡ ✐♥ t❤❡
❜♦tt♦♠ ♣❛♥❡❧✮ ✇❡r❡ ✐♥ t❤❡ ♣❛st ✐♥ ❝❛✉s❛❧ ❝♦♥t❛❝t ✭✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❝✐r❝❧❡ ♦❢ t♦♣ ♣❛♥❡❧✮✳

✜❣✉r❡ ❬■✳✶✻❪ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❍✉❜❜❧❡ r❛❞✐✉s ✇✐t❤ t✐♠❡ ✐s s❤♦✇♥✳ ❚❤❡ ❧❡❢t s✐❞❡ s❤♦✇s t❤❡ ✐♥✢❛t✐♦♥❛r②
♣❡r✐♦❞ ❛♥❞ t❤❡ r✐❣❤t s✐❞❡ s❤♦✇s t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❛❢t❡r ✐♥✢❛t✐♦♥✳ ❇❡❢♦r❡ ✐♥✢❛t✐♦♥ st❛rt❡❞ t❤❡ ❝♦♠♦✈✐♥❣
❍✉❜❜❧❡ r❛❞✐✉s ✇❛s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ❛♥② ❝♦s♠♦❧♦❣✐❝❛❧ ❞✐st❛♥❝❡ t♦❞❛②✱ s♦ ❛❧❧ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ s❝❛❧❡s ✇❤❡r❡ ✇✐t❤✐♥
t❤❡ ❤♦r✐③♦♥✳ ■♥✢❛t✐♦♥❛r② ❡♣♦❝❤ r❡❞✉❝❡s t❤❡ ❝♦♠♦✈✐♥❣ ❍✉❜❜❧❡ r❛❞✐✉s✳

❚❤❡ s❝❛❧❡s ♦❢ ✐♥t❡r❡st ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❞❛r❦ s❤❛❞♦✇✳ ❆s ✇❡ s❡❡ ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ❛❧❧ ♦❢ t❤❡♠ ✇❤❡r❡
✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❍✉❜❜❧❡ r❛❞✐✉s t❤✉s ✐♥ ❝❛✉s❛❧ ❝♦♥t❛❝t✱ ❛s t❤❡ ❯♥✐✈❡rs❡ ✐♥✢❛t❡s✱ t❤❡ ❡①✐t t❤❡ ❤♦r✐③♦♥✳❲❤❡♥
❛ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❡①✐ts t❤❡ ❤♦r✐③♦♥✱ ♥♦ ❝❛✉s❛❧ ♣❤②s✐❝s ❝❛♥ ❛✛❡❝t ✐t ❛♥❞ ✐t ❝♦♥t✐♥✉❡ ❢r♦③❡♥ ✇✐t❤ ❝♦♥st❛♥t
❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✉♥t✐❧ ✐t r❡❡♥t❡rs t♦ ❤♦r✐③♦♥ ❛t ❧❛t❡r t✐♠❡s ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ✭♥♦ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♥❣✮ ❜✐❣
❜❛♥❣ ❡①♣❛♥s✐♦♥✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ■♥✢❛t✐♦♥ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ♣❤②s✐❝❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ ♣r✐♠♦r❞✐❛❧ ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡✐t✐❡s✳ ■♥✲
✢❛t✐♦♥ ❣❡♥❡r❛t❡s t✇♦ ❦✐♥❞ ♦❢ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s s❝❛❧❛r ❛♥❞ t❡♥s♦r ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ♠❡tr✐❝✳ ❋♦r ♣✉r♣♦s❡s
♦❢ str✉❝t✉r❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ✇❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ t❤❡ s❝❛❧❛r ♦♥❡s ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② ❛r❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❞❡♥s✐t②
❛♥❞ ♠❛tt❡r ❛♥❞ ❛r❡ r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r t❤❡ ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡✐t✐❡s✳ ❚❤❡ t❡♥s♦r ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❛r❡ r❡❧❛t❡❞ t♦
❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧ ✇❛✈❡s ❛♥❞ t❤❡② ❛r❡ ♥♦t ❝♦✉♣❧❡❞ ✇✐t❤ ❞❡♥s✐t② ❜✉t t❤❡② ✐♥❞✉❝❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❈▼❇✱
✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❇✲♠♦❞❡s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ s✐❣♥❛t✉r❡ ♦❢ ✐♥✢❛t✐♦♥✳
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◆♦✇ ■ ✇✐❧❧ s❦❡t❝❤ ❤♦✇ t❤✐s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ✇❡r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞✳ ❉✉r✐♥❣ ✐♥✢❛t✐♦♥ ♦♥❡ ❛ss✉♠❡s t❤❛t t❤❡
❯♥✐✈❡rs❡ ❝♦♥s✐st ♦❢ ❛♥ ❛❧♠♦st ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ✜❡❧❞ ❛♥❞ ❛ ✉♥✐❢♦r♠ ♠❡tr✐❝✳ ❚❤✐s ✜❡❧❞ ❢♦❧❧♦✇s q✉❛♥t✉♠
✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❛s ❛♥② ♦t❤❡r q✉❛♥t✉♠ ✜❡❧❞✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ✜❡❧❞ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s φ = φ0 + δφ ✇❤❡r❡
φ0 ✐s ③❡r♦ ♦r❞❡r ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♣❛rt ❛♥❞ δφ ❛r❡ t❤❡ q✉❛♥t✉♠ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❛r❡ t❤❡
s❛♠❡ ❢♦r ❛❧❧ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤s✱ δφk = TGH ✇❤❡r❡ TGH ✐s ●✐❜❜♦♥s✲❍❛✇❦✐♥❣ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ✈❛❝✉✉♠
st❛t❡ ✭TGH = H/2π✮✳ ❚❤✐s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❛✈❡r❛❣❡ t♦ ③❡r♦✱ ❜✉t t❤❡✐r ✈❛r✐❛♥❝❡ ✐s ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ ③❡r♦✳
❚❤❡② ❛r❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② t❤❡✐r ♣♦✇❡r s♣❡❝tr✉♠✿

Pφ(k) ∝ 1

M6
Planck

V 3

V ′2
✭■✳✹✷✮

❚❤❡s❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ✜❡❧❞ ❝♦✉❧❞ ❜❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤♦s❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ❜②✿

δρ =
dV

dφ
δφ ✭■✳✹✸✮

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐♥✢❛t✐♦♥ ♣r♦❞✉❝❡s ❞❡♥s✐t② ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ✐♥ ❛❧❧ s❝❛❧❡s ✇✐t❤ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♥❡❛r❧② ❡q✉❛❧s ❢♦r ❛❧❧
t❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤s ✭s❧✐❣❤t ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❣r❛❞✉❛❧ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ❱✮ ✳ ❚❤✐s ❞❡♥s✐t② ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s
❛r❡ ❛❞✐❛❜❛t✐❝ t❤❛t ♠❡❛♥s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ ❛❧❧ s♣❡❝✐❡s ❛r❡ ❝♦rr❡❧❛t❡❞✳ ❚❤❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s
❛r❡ ❛❧s♦ ●❛✉ss✐❛♥✱ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t t❤❡ ♣❤❛s❡s ♦❢ t❤❡ ❋♦✉r✐❡r ♠♦❞❡s ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❛t ❞✐✛❡r✲
❡♥t s❝❛❧❡s ❛r❡ ✉♥❝♦rr❡❧❛t❡❞✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❛❝❝❡❧❡r❛t❡❞ ❡①♣❛♥s✐♦♥✱ t❤✐s ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ q✉❛♥t✉♠
✢✉❝t✉❛t✐♦♥s tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ✐♥t♦ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s✳ ❊✈❡♥t✉❛❧❧②✱ t❤✐s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦
❝♦s♠♦❧♦❣✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡s ❡①✐t t❤❡ ❤♦r✐③♦♥ ❛t t❤❡ ✐♥✢❛t✐♦♥ ♣❡r✐♦❞ ❛♥❞ r❡❡♥t❡r t♦ ❤♦r✐③♦♥ ❥✉st ❜❡❢♦r❡
❞❡❝♦✉♣❧✐♥❣✳ ❚❤✉s t❤❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❞✉r✐♥❣ ✐♥✢❛t✐♦♥ ❞❡t❡r♠✐♥❡s✱ ♠♦❞✉❧✉s ✇❤❛t ❤❛♣♣❡♥s ❜❡❢♦r❡ t❤❡
r❡❡♥tr② ♣❛r❛♠❡tr✐③❡❞ t❤r♦✉✉❣❤ ❛ tr❛♥s❢❡r ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭❄✮✱ t❤❡ ♣♦✇❡r s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s✳ ■♥✲
✢❛t✐♦♥ ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❣❛✉ss✐❛♥ ❛❞✐❛❜❛t✐❝ ❛♥❞ s❝❛❧❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❞❡♥s✐t② ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s✳❚♦ r❡❧❛t❡ t❤✐s t♦
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✉s✉❛❧❧② t❤❡ ♣♦✇❡r s♣❡❝tr❛ ✐s ♣❛r❛♠❡tr✐③❡❞ ❜②✿

P 2
s (k) ∝ kns−1 ✭■✳✹✹✮

✇❡r❡ ns ✐s t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ ✐♥❞❡①✳ ❚❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❞✐s❝✉ss ✇❤❡t❤❡r ♦r ♥♦t s✉❝❤ s♣❡❝tr✉♠ ❝❛♥ ❡✈♦❧✈❡
s♦ ❛s t♦ r❡♣r♦❞✉❝❡ ▲❙❙ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳

❋✐❣✉r❡ ■✳✶✻✿ ❚❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❍✉❜❜❧❡ r❛❞✐✉s ✇✐t❤ t✐♠❡ ✐s s❤♦✇♥✳ ❚❤❡ ❧❡❢t s✐❞❡ s❤♦✇s t❤❡
✐♥✢❛t✐♦♥❛r② ♣❡r✐♦❞ ❛♥❞ t❤❡ r✐❣❤t s✐❞❡ s❤♦✇s t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❛❢t❡r ✐♥✢❛t✐♦♥✳ ❇❡❢♦r❡ ✐♥✢❛t✐♦♥ st❛rt❡❞
t❤❡ ❝♦♠♦✈✐♥❣ ❍✉❜❜❧❡ r❛❞✐✉s ✇❛s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ❛♥② ❝♦s♠♦❧♦❣✐❝❛❧ ❞✐st❛♥❝❡ t♦❞❛②✱ s♦ ❛❧❧ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡
s❝❛❧❡s ✇❤❡r❡ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥✳ ■♥✢❛t✐♦♥❛r② ❡♣♦❝❤ r❡❞✉❝❡s t❤❡ ❝♦♠♦✈✐♥❣ ❍✉❜❜❧❡ r❛❞✐✉s



✸✺

■✳✸✳✷ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❉❡♥s✐t② P❡rt✉r❜❛t✐♦♥s

◆♦✇ t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡ ♦♥ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡✐t✐❡s
✐♥ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ✉♥❞❡r t❤❡ ❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❣r❛✈✐t② ✐♥ ❛♥ ❡①♣❛♥❞✐♥❣ ❯♥✐✈❡rs❡✳ ❙t✉❞② t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❞❡♥s✐t②
♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧ r❡❧❛t✐✈✐t② ✐s ♥♦t ❛ tr✐✈✐❛❧ ❡①❡r❝✐s❡✱ ❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ ♠♦st ♦❢ t❤❡
❡ss❡♥t✐❛❧ ♣❤②s✐❝s ❝❛♥ ❜❡ ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ ❛ ◆❡✇t♦♥✐❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ✈❛❧✐❞ ❢♦r t❤❡ ♠♦❞❡s
✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❍✉❜❜❧❡ r❛❞✐✉s ✭λ < dH✮✱ ❢♦r s✉♣❡r❤♦r✐③♦♥ ♠♦❞❡s ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ✉s❡ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ r❡❧❛t✐✈✐st✐❝
♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ t❤❡♦r② ❛♣♣r♦❛❝❤✳

❋♦r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐t ✐s ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t t♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ❝♦♥tr❛st δ ✐♥ ♣❧❛❝❡ ♦❢ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❞❡♥s✐t②✿

δ ≡ (ρ− ρ̄)/ρ̄ ✭■✳✹✺✮

■♥ t❤❡ ◆❡✇t♦♥✐❛♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ t❤❡ ❝♦s♠♦❧♦❣✐❝❛❧ ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ φ = φ(~x, t) ✐s s♦✉r❝❡❞ ❜②
t❤❡ ❞❡♥s✐t② ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s δ = δ(~x, t) ✶✷✱ t❤✐s r❡❧❛t✐♦♥ ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ t❤❡ P♦✐ss♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭t❤❡ ❧❛st
❡q✉❛❧✐t② ❝♦♠❡s ❢r♦♠ ❋r✐❡❞♠❛♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ❡q✳❬■✳✶✼❪✮✿

∇2φ = 4πGρ̄δ =
3

2
Ωm(Ha)2δ ✭■✳✹✻✮

❚❤❡ ❜❛s✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥s t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ❛ ♣❡r❢❡❝t ✢✉✐❞ ❛r❡ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✐t② ❡q✉❛t✐♦♥ t❤❛t ❡♥s✉r❡s t❤❡ ❝♦♥s❡r✲
✈❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❛ss✿

δ̇ + ~∇ · [(1 + δ)~v] = 0 ✭■✳✹✼✮

✇❤❡r❡ ~v = ~v(~x, τ) ✐s t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ✢♦✇✱ ❛♥❞ t❤❡ ❊✉❧❡r ❡q✉❛t✐♦♥ t❤❛t ❡♥s✉r❡s t❤❡ ♠♦♠❡♥t✉♠ ❝♦♥s❡r✲
✈❛t✐♦♥✿

~̇v +H~v +
1

a
(~v · ~∇)~v = −1

a
~∇φ− 1

aρ̄
~∇p ✭■✳✹✽✮

✇✐t❤ p t❤❡ ♣r❡ss✉r❡✳ ❆ ❢♦✉rt❤ ❡q✉❛t✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❝❧♦s❡ t❤❡ s②st❡♠✱ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢
st❛t❡ p = wρ = wρ̄(1 + δ)✱ ♦❢ t❤❡ ✢✉✐❞ ✐♥ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❣❡t ❛♥ ❛♥❛❧②t✐❝ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s
s②st❡♠✱ ✇❡ ❛r❡ ❣♦✐♥❣ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ♦♥❧② t❤❡ ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡s ✇❤❡r❡ ✇❡ ❝❛♥ ❛ss✉♠❡ t❤❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❛r❡
s♠❛❧❧ ✭δ ≪ 1✮ ✱t❤✉s✱ ✇❡ ❝❛♥ ♥❡❣❧❡❝t ❛❧❧ t❤❡ t❡r♠s δ~v ❛♥❞ v2✱ ❣✐✈✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①♣r❡ss✐♦♥s✿

δ̇ +
1

a
~∇ · ~v = 0 ✭■✳✹✾✮

~̇v +H~v = −1

a
~∇Φ − 1

āρ
~∇p ✭■✳✺✵✮

❚❤❡s❡ t✇♦ ❡q✉❛t✐♦♥s ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ P♦✐ss♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ❣✐✈❡ ✉s ❛ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ❡q✉❛t✐♦♥ ✐♥
t❡r♠s ♦♥❧② ♦❢ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ❝♦♥tr❛st ✐♥ t❤❡ ❧✐♥❡❛r r❡❣✐♠❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✿

δ̈ + 2
ȧ

a
δ̇ − c2s

a
∇2δ = 4πGρ̄δ ✭■✳✺✶✮

✇❤❡r❡ c2s = w✳ ❇❡❢♦r❡ ♣❛ss✐♥❣ t♦ t❤❡ ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡ s♦❧✉t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❧✐♥❡❛r r❡❣✐♠❡ ✱ ❧❡t ✉s ❛♥❛❧②③❡
t❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥ ✐♥ ❛ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ✇❛②✳ ■❢ ✇❡ tr❛s❧❛t❡ t♦ ❋♦✉r✐❡r s♣❛❝❡✱ t❤❡ ❧❛♣❧❛❝✐❛♥ ♦♣❡r❛t♦r ❜❡❝♦♠❡s
∇2 → −k2✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①♣r❡ss✐♦♥✿

δ̈ + 2
ȧ

a
δ̇ + c2s

[

k2

a
− 4πGρ̄

c2s

]

δ = 0 ✭■✳✺✷✮

✶✷P♦s✐t✐♦♥s ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❝♦♠♦✈✐♥❣ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ~x✱ ♣❤②s✐❝❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❛r❡ r = a(t)~x



✸✻

❚❤✐s ✐s t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❤❛r♠♦♥✐❝ ♦s❝✐❧❧❛t♦r ✇✐t❤ ❛ ❞❛♠♣✐♥❣ t❡r♠ 2Hδ̇ ❝❛❧❧❡❞ ❍✉❜❜❧❡ ❉r❛❣✳ ❚❤✐s
❡q✉❛t✐♦♥ ❡①♣r❡ss❡s t❤❡ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ✐♥❢❛❧❧✐♥❣ ✐♥t♦ t❤❡ ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧
♣♦t❡♥t✐❛❧ ❛♥❞ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✇♦r❦s ❧✐❦❡ ❛ ❢r✐❝t✐♦♥ t❡r♠ ♦♣♣♦s✐♥❣ t❤❡ ❝❧✉♠♣✐♥❣✱ ❛s ✇❡❧❧
❛s t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ♣r❡ss✉r❡ t❤❛t ♦♣♣♦s❡s ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥✳❲❡ ❝❛♥ ✐❞❡♥t✐❢② ❛ ♣❤②s✐❝❛❧ ✇❛✈❡♥✉♠❜❡r k/a✶✸

✇❤❡r❡ t❤❡ t❡r♠ ✐♥ sq✉❛r❡ ❜r❛❝❦❡ts ✈❛♥✐s❤❡s✱ t❤✐s ✇❛✈❡♥✉♠❜❡r ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❏❡❛♥s ✇❛✈❡♥✉♠❜❡r ❛♥❞
✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

kJ =

√
4πGρ̄

c2s
✭■✳✺✸✮

❊✈❡♥ ✐❢ t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❛r❡ q✉✐t❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞✱ ✇✐t❤ t❤❡ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ✇♦✉❧❞ ❜❡
❡♥♦✉❣❤ t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ ✐♥ r♦✉❣❤ t❡r♠s t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❏❡❛♥s s❝❛❧❡ ❛❧❧♦✇s ✉s
t♦ s❡♣❛r❛t❡ t❤❡ t✇♦ ❜❡❤❛✈✐♦rs ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥s✳ ❋♦r s♠❛❧❧ s❝❛❧❡s✱ k > kJ ✇❡ ❤❛✈❡ ♦s❝✐❧❧❛t♦r② s♦❧✉t✐♦♥s
❛♥❞ ❢♦r k < kJ ✇❡ ❤❛✈❡ ❣r♦✇✐♥❣ ♦r ❞❡❝❛②✐♥❣ s♦❧✉t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❏❡❛♥s ❧❡♥❣t❤ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤❡ s❝❛❧❡s
✇❤❡♥ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ✐s ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❜② ❣r❛✈✐t② ✭λ > λJ✮ ❛♥❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥
✐s ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ❛♥❞ ❞♦♠✐♥❛♥t ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❝♦♠❡s ❢r♦♠ ♣r❡ss✉r❡ t❤❛t ♣r❡✈❡♥ts ❣r♦✇t❤ ♦❢ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s
✭λ < λJ✮✳■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❛❜❧❡ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❏❡❛♥s ❧❡♥❣t❤ ❢♦r t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❡♣♦❝❤s ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥
t❡r♠s ♦❢ s❝❛❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✿

λJ ∝
{

a a < aeq

a1/2 a > aeq
✭■✳✺✹✮

❋r♦♠ t❤❡ ❡q✳❬■✳✺✹❪✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡ ❏❡❛♥s ❧❡♥❣t❤ ✐♥ ❛ r❛❞✐❛t✐♦♥ ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ✉♥✐✈❡rs❡ ✐s ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡
t♦ t❤❡ ❍✉❜❜❧❡ r❛❞✐✉s✱ ✐♠♣❧②✐♥❣ t❤❛t ♦♥❧② t❤❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ♦✉ts✐❞❡ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥ ❣r♦✇ ✐♥ t❤✐s ✇❛②✱
♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ❞♦ ♥♦t ❣r♦✇ ✐♥s✐❞❡ ❤♦r✐③♦♥✳ ■♥ t❤❡ ♠❛tt❡r ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❡♣♦❝❤✱ t❤❡ ❏❡❛♥s ❧❡♥❣t❤ ✐s
❡♥♦r♠♦✉s✱ t❤✉s ❣r♦✇t❤ ❛♣♣❧✐❡s ♦♥ ❛❧❧ s❝❛❧❡s✳ ■♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ✇✐❧❧ s❡❡ ❤♦✇ t❤❡s❡ ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡
✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❣r♦✇ ✐♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❡♣♦❝❤s✳

▲❛r❣❡ ❙❝❛❧❡ ▲✐♠✐t

■♥ t❤❡ ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡ ❧✐♠✐t ✭k → 0✮✱ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ t❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t✇♦
❢✉♥❝t✐♦♥s ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥❧② ♦♥ t✐♠❡✱ ♦♥❡ ✐s ❛♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞❡♥♦t❡❞ D+ ❛♥❞ t❤❡ ♦t❤❡r ✐s ❛
❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② D−✳

δ(~x, t) = D+(t)(τ)A(~x) +D−(t)(τ)B(~x) ✭■✳✺✺✮

✇❤❡r❡A(~x) ❛♥❞B(~x) ❛r❡ t✇♦ ❛r❜✐tr❛r② ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ ♣♦s✐t✐♦♥s r❡❧❛t❡❞ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✜❡❧❞ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✱D+

❛♥❞ D− ❝❛♥ ❜❡ t❤♦✉❣❤t ❛s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ ♦✈❡r❞❡♥s❡ r❡❣✐♦♥s t❤❛t ✐♥❝r❡❛s❡❞ t❤❡✐r ❞❡♥s✐t②
❝♦♥tr❛st ✇✐t❤ t✐♠❡ t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❣r❛✈✐t② ❛♥❞ t❤❡ ♦t❤❡r ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ✉♥❞❡r❞❡♥s❡ r❡❣✐♦♥s
t❤❛t ❜❡❝♦♠❡ ❧❡ss ❞❡♥s❡ ✇✐t❤ t✐♠❡✳ ❚❤❡ ❣r♦✇✐♥❣ ♠♦❞❡ D+ ✐s ❦♥♦✇♥ ❛s t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❣r♦✇t❤ ❢❛❝t♦r✳ ▲❡t
✉s ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ♠❛tt❡r ❞❡♥s✐t② ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ✐♥ ❛ s✐♠♣❧❡ ❝❛s❡✱ ❛ ❯♥✐✈❡rs❡ ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❜②
❛ s✐♥❣❧❡ ✢✉✐❞✳ ■❢ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ♦♥❧② t❤❡ ❞♦♠✐♥❛♥t ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t② ✐♥ ❡❛❝❤ ❡♣♦❝❤✱
✇❡ ✇♦✉❧❞ ❣❡t ❛♥ ✐❞❡❛ ♦❢ t❤❡ ❣r♦✇t❤ ♦❢ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ s✉❝❝❡ss✐✈❡ ♣❡r✐♦❞s✳ ❲❡ ❜❡❣✐♥ ✇✐t❤ t❤❡
s✐♠♣❧❡r ❝❛s❡✱ ❛ ♠❛tt❡r ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❯♥✐✈❡rs❡✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♣r❡ss✉r❡ t❡r♠ ✭w = 0✮✱ t❤✉s✱
❛ss✉♠✐♥❣ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ δ = Dδ0(~x)✱ ❡q✳❬■✳✺✶❪ t❛❦❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r♠✿

D̈ + 2HḊ + 3/2H2D = 0 ✭■✳✺✻✮

✶✸❚❤❡ ✇❛✈❡♥✉♠❜❡r k ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ ❝♦♠♦✈✐♥❣ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s s♦ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ✇❛✈❡♥✉♠❜❡r ✐s k/a



✸✼

■♥ ❛ ❯♥✐✈❡rs❡ ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❜② ♠❛tt❡r✱ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ s❝❛❧❡ ❢❛❝t♦r ✐s a(t) ∝ t2/3✱ t❤✉s ȧ/a(t) = 2/3t✳
■♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡ ❣r♦✇✐♥❣ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡❝❛②✐♥❣ s♦❧✉t✐♦♥ ❛r❡ D+ ∝ t2/3 ∝ a ❛♥❞ D− ∝ t1/2 ∝ H
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❋♦r ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ♠❛tt❡r ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ✐♥ ❛ r❛❞✐❛t✐♦♥ ♦r ❛ ❈♦s♠♦❧♦❣✐❝❛❧
❝♦♥st❛♥t ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❯♥✐✈❡rs❡s✶✹✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ♠✉❧t✐♣❧❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts t❤❛t ❝♦♥tr✐❜✉t❡
t♦ t❤❡ ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧t ✐s ❛ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r ❡❛❝❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥t
t❤❛t r❡❛❞s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

δ̈m + 2
ȧ

a
δ̇m − 4πG

∑

j

ρ̄jδj = 0 ✭■✳✺✼✮

✇❤❡r❡ t❤❡ s✉❜s❝r✐♣t ❧❛❜❡❧s t❤❡ s♣❡❝✐❡s ❛♥❞ t❤❡ s✉♠ ✐s ♦✈❡r ❛❧❧ s♣❡❝✐❡s✳

❋r♦♠ t❤✐s ❡①♣r❡ss✐♦♥✱ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦rs ♦❢ t❤❡ ❣r♦✇t❤ ❢❛❝t♦r ♦❢ ♠❛tt❡r ❞❡♥s✐t② ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❝❛♥
❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢♦r t❤❡ r❛❞✐❛t✐♦♥ ♦r ❛ ❝♦s♠♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♥st❛♥t ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❡♣♦❝❤s✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡
s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❚❛❜❧❡✭❢♦r t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ s❡❡ ❄❄✮✳ ❙✉♠♠❛r✐③✐♥❣ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡
♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ s❡❡♥ t❤❛t t❤❡ ♦✈❡r ❞❡♥s❡ r❡❣✐♦♥s ❛❝❝r❡t❡s ♠❛tt❡r ❢r♦♠ s✉rr♦✉♥❞✐♥❣s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣
t❤❡ ❞❡♥s✐t② ❝♦♥tr❛st✳ ❚❤✐s ❣r♦✇✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❢♦❧❧♦✇s ❞✐✛❡r❡♥t ❧❛✇s ♦❢ ❣r♦✇✐♥❣
❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❡♣♦❝❤ ✐♥ q✉❡st✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ r❛❞✐❛t✐♦♥ ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❡r❛ t❤❡ ❣r♦✇✐♥❣ ✐s s❧♦✇ ♦♥❧②
❧♦❣❛r✐t❤♠✐❝ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ r❛❞✐❛t✐♦♥ ♣r❡ss✉r❡✳ ■♥ t❤❡ ♠❛tt❡r ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❡r❛ ❜② ❝♦♥tr❛r②✱ t❤❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s
❣r♦✇s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ a✳ ❋✐♥❛❧❧② ❛t t❤❡ ❝♦s♠♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♥st❛♥t ❡r❛ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❣r♦✇✐♥❣✳

❚❛❜❧❡ ■✳✷✿ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s✳

❊♣♦❝❤ ❛✭t✮ ❉✭t✮ ❉✭❛✮ dHubble✭❛✮
❘❛❞✐❛t✐♦♥ ∝ t1/2 ▲♥✭t✮ ∝▲♥✭❛✮ ∝ a2

▼❛tt❡r ∝ t2/3 ∝ t2/3 ∝❛ ∝ a3/2

❈♦s♠♦❧♦❣✐❝❛❧ ❈♦♥st❛♥t ∝ eHt ∝❝t❡ ∝❝t❡ ∝ ❝t❡

❇❡❢♦r❡ ♣❛ss✐♥❣ t♦ t❤❡ ♥❡①t t♦♣✐❝✱ ❧❡t ✉s ♣✉t ❛❧❧ t❤❡ ♣✐❡❝❡s t♦❣❡t❤❡r ❢♦r st✉❞❞✐♥❣ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢
❛ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ♦❢ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ λ ∝ a t❤❛t ❡♥t❡rs ✐♥ t❤❡ ❍✉❜❜❧❡ r❛❞✐✉s ✐♥ t❤❡ r❛❞✐❛t✐♦♥ ❞♦♠✐♥❛t❡❞
❡♣♦❝❤✳ ■♥ t❤❡ r❛❞✐❛t✐♦♥ ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❡♣♦❝❤✱ ❢♦r t❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤s ❜✐❣❣❡r t❤❛♥ λJ ✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♣r❡ss✉r❡
s✉♣♣♦rt t❤❛t ♣r❡✈❡♥ts ❝♦❧❧❛♣s❡✱ ❜✉t ❛t t❤✐s st❛❣❡✱ t❤❡ r❛♣✐❞ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ❞r✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❡♥❡r❣② ❞❡♥✲
s✐t② ♦❢ r❛❞✐❛t✐♦♥ s✉♣r❡ss❡s t❤❡ ❣r♦✇t❤✱ t❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❣r♦✇ ♦♥❧② ❧♦❣❛r✐t❤♠✐❝❛❧❧②✳ ❚❤❡
✇❛✈❡❧❡♥❣t❤s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ λJ ❛r❡ ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❜② t❤❡ r❛❞✐❛t✐♦♥ ♣r❡ss✉r❡ ❛♥❞ t❤❡② ♦s❝✐❧❧❛t❡s ❛s ❛❝♦✉st✐❝
✇❛✈❡s✳ ❚❤❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❝♦♥t✐♥✉❡ ❡✈♦❧✈✐♥❣ ✉♥t✐❧ ❛❝❤✐❡✈❡ ♠❛tt❡r ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❡r❛✳ ❚❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤
✐s ❜✐❣❣❡r t❤❛♥ λJ ❛♥❞ t❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ✐s ♠❛tt❡r ❞♦♠✐♥❛t❡❞ t❤✉s ❛♥② ♣r♦❝❡ss ❝♦✉❧❞ s✉♣♣r❡ss❡❞ t❤❡
❣r♦✇t❤✱ t❤❡ ♠❛tt❡r ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❣r♦✇t❤s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ s❝❛❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✳

❱❡❧♦❝✐t✐② ❋✐❡❧❞

❆s ✇❡ ❤❛✈❡ s❡❡♥ ✐♥ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥s✱ ❛ ❞✐r❡❝t ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ❢r♦♠ s✉r✈❡②s ✐s t❤❡ r❡❞s❤✐❢t ❛♥❞ ✐t ✐s r❡❧❛t❡❞
❞✐r❡❝t❧② t♦ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ✜❡❧❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐♥❡❛r
r❡❣✐♠❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ❢r♦♠ t❤❡ s②st❡♠ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s ■✳✹✻ ❛♥❞ ■✳✹✾✱ ✇❡ ❣❡t t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r

✶✹■♥ t❤✐s ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✇❡ ✐❣♥♦r❡s t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ t❡r♠s ❜❡❝❛✉s❡ ✇❡ ❛r❡ ✇♦rr✐❡❞ ❛❜♦✉t t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ✇❤❡r❡
w = c2 = 0



✸✽

t❤❡ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ✜❡❧❞✱ ❞♦♥❡ ❜②✿

θ(k, z) ≡ ~∇ · ~v = −Ha[fA(x)] ✭■✳✺✽✮

■♥ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ✜❡❧❞ ❛♣♣❡❛rs ❛ ♥❡✇ ❢✉♥❝t✐♦♥ f ✱ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❣r♦✇t❤ ❢❛❝t♦r r❛t❡
t❤❛t ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐❝ ❞❡r✐✈❛t❡ ♦❢ D ✐♥ t❡r♠s ♦❢ s❝❛❧❡ ❢❛❝t♦r ✶✺

f ≡ dLnD+

dLna
✭■✳✻✶✮

❇❡❢♦r❡ ♣❛ss✐♥❣ t♦ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥ ■ ❣✐✈❡ s♦♠❡ ✜♥❛❧ r❡♠❛r❦s ❛❜♦✉t t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❤❡r❡✳
❚❤❡ ❛❜♦✈❡ tr❡❛t♠❡♥t ✐s ❛ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ✈✐❡✇ t❤❡ ❢✉❧❧ tr❡❛t♠❡♥t ♠✉st✿

• ❇❡ r❡❧❛t✐✈✐st✐❝✱ ✐♠♣❧②✐♥❣ ❛s t❤❡ st❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥t t❤❡ ♣❡rt✉r❜❡❞ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❊✐♥st❡✐♥ ❚❤✐s ♠❡❛♥s
❛ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❢r♦♠ ❛ s♠♦♦t❤ ❯♥✐✈❡rs❡ t❤❛t ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ♦♥❧② ❜② ♦♥❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥❧②
♦❢ t✐♠❡ ❛✭t✮✳ ■♥ ❛ ♣❡rt✉r❜❡❞ ❯♥✐✈❡rs❡ t✇♦ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ r❡q✉✐r❡❞ ❜♦t❤ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ❞❡♣❡♥❞s ♦❢
t✐♠❡ ❛♥❞ s♣❛❝❡✳ ❆♥❞ ✐t ♠✉st ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ❣❛✉❣❡ s❡❧❡❝t✐♦♥✳

• ❚❤✐s tr❡❛t♠❡♥t ♠♦❞❡❧s t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❯♥✐✈❡rs❡ ❛s ♣❡r❢❡❝t ✢✉✐❞s✳ ❇✉t ✐♥ r❡❛❧✐t② t❤❡
❯♥✐✈❡rs❡ ❝♦♥s✐st ♦❢ ❛ ♠✐①t✉r❡ ♦❢ ✢✉✐❞s✱ ❛♥❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♠ ✇❡ ❤❛✈❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ♣❛rt✐❝❧❡s ✭♣❤♦t♦♥s✱
❜❛r②♦♥s✱ ❡❧❡❝tr♦♥s✮ t❤✉s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ❞✐✛❡r❡♥ts s♣❡❝✐❡s ♠✉st ❜❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳
■♠♣♦s✐♥❣ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❇♦❧③t♠❛♥ ❡q✉❛t✐♦♥ t♦ tr❡❛t t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❛❞❡q✉❛t❡❧②✳ ❚❤❡ ♠❡tr✐❝ ✇❤✐❝❤
❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧ ❢♦r❝❡s ✐s ✐♥✢✉❡♥❝❡❞ ❜② ❛❧❧ s♣❡❝✐❡s ❞❛r❦ ♠❛tt❡r✱ ♥❡✉tr✐♥♦s ♣❤♦t♦♥s
❛♥❞ ❜❛r②♦♥s✳

• ❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❞♦❡s ♥♦t ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ♥♦♥ ❧✐♥❡❛r ❜❡❤❛✈✐♦r✱ r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ❝♦❧❧❛♣s❡❞ str✉❝✲
t✉r❡s ✇❡ ♦❜s❡r✈❡✳ ❖t❤❡rs ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♥❡❝❡ss❛r② ❛s ◆✲❜♦❞② s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ P❡rt✉r❜❛t✐♦♥s
❚❤❡♦r② ♦r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛s t❤❡ s♣❤❡r✐❝❛❧ ❝♦❧❧❛♣s❡ ♠♦❞❡❧ t❤❛t ✇✐❧❧ ❜❡
❞❡s❝r✐✈❡❞ ✐♥ ❛ ❢✉rt❤❡r s❡❝t✐♦♥✳

■✳✸✳✸ ❙t❛t✐st✐❝❛❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ❉❡♥s✐t② ❋❧✉❝t✉❛t✐♦♥s

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✉♥t✐❧ ♥♦✇ ✇✐t❤ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✱ ✇❡ ♠✉st ❞❡✜♥❡ t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧
t♦♦❧s ✇❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s✐♥❣✳ ❆s ■ s❛✐❞ ❜❡❢♦r❡✱ t❤❡ ♠♦st ✇✐❞❡❧② ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡
✐♥✢❛t✐♦♥ ♣❛r❛❞✐❣♠ t❤❛t ❣✐✈❡s ♣❧❛❝❡ t♦ ❛❞✐❛❜❛t✐❝✱ ❣❛✉ss✐❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡
♦r✐❣✐♥ ♦❢ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❝♦♠❡s ❢r♦♠ q✉❛♥t✉♠ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ✐♠♣❧✐❡s st♦❝❤❛st✐❝✐t②✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡
❯♥✐✈❡rs❡ ✐s ♠♦❞❡❧❡❞ ❛s ❛ st♦❝❤❛st✐❝ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ st❛t✐st✐❝❛❧ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♦❢ ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s✳ ❚❤❡ ❣♦❛❧
✇✐❧❧ ❜❡ t♦ ♠❛❦❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s t❤❛t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ♣r✐♠♦r❞✐❛❧

✶✺■♥ ❢❛❝t ✐♥ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ✜❡❧❞ ❛♣♣❡❛rs t✇♦ ♥❡✇ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❢ ❛♥❞ ❣✱ t❤❛t ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ D+

❛♥❞ D−✳
∇ · u(x, τ) = −Ha(τ)[fA(x) + gB(x)] ✭■✳✺✾✮

✇❤❡r❡✿
f(Ωm,ΩΛ) ≡ dLnD+

dLna

g(Ωm,ΩΛ) ≡ dLnD
−

dLna

✭■✳✻✵✮



✸✾

♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s✳ ❲❡ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ✜❡❧❞ ρ(x)❛s ❛♥ s❝❛❧❛r r❛♥❞♦♠ ✜❡❧❞✳ ■♥ ❢❛❝t ✐t ✐s ♣r❡❢❡r❛❜❧❡
t♦ ✇♦r❦ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥tr❛st ♦❢ ❞❡♥s✐t② δ(x) ✇❤♦s❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✇❡ ✇❛♥t t♦ ❞❡❝r✐❜❡✳

δ(~x) =
ρ(~x)− < ρ >

< ρ >
✭■✳✻✷✮

■ts ❝♦✉♥t❡r♣❛rt ✐♥ ❋♦✉r✐❡r s♣❛❝❡ ✐s✿

< δ(~k) >=
1

V

∫

δ(~x)ei
~k·~xd~x ✭■✳✻✸✮

❲❡ ✇✐❧❧ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ✜❡❧❞ ✐s st❛t✐st✐❝❛❧❧② ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❛♥❞ ✐s♦tr♦♣✐❝ ❛s ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜② ❝♦s♠♦❧♦❣✐❝❛❧
t❤❡♦r✐❡s✳ ❋♦r t❤❡ ♠♦♠❡♥t✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t δ(~x) ✐s ❛ ❣❛✉ss✐❛♥ ✜❡❧❞✳

❚❤❡ ✜rst ❦✐♥❞ ♦❢ st❛t✐st✐❝s t❤❛t ✇❡ ✉s❡ t♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ ❛ r❛♥❞♦♠ ✜❡❧❞ ✐s t❤❡ ✷ ♣♦✐♥t st❛t✐st✐❝s✳
■♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t s♣❛❝❡✱ ✐t ✐s t❤❡ ✷ ♣♦✐♥t ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭✷P❈❋✮✳ ❚❤❡ ✷P❈❋ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ❥♦✐♥t
❡♥s❡♠❜❧❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ❛t t✇♦ ❧♦❝❛t✐♦♥s s❡♣❛r❛t❡❞ ❜② ❛ ❞✐st❛♥❝❡ r✱

ξ(r) =< δ(x)δ(x+ r) > ✭■✳✻✹✮

❚❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✷ ♣♦✐♥t ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s t❤❛t ✐t ♠❡❛s✉r❡s t❤❡ ❡①❝❡ss
♦❢ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ✜♥❞✐♥❣ t✇♦ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ ✈♦❧✉♠❡ ❡❧❡♠❡♥ts dV 1 ❛♥❞ dV 2 s❡♣❛r❛t❡❞ ❜② ❞✐st❛♥❝❡
x12 ≡ | ~x1 − ~x2|✱ ✇❤❡r❡ n ✐s t❤❡ ♠❡❛♥ ❞❡♥s✐t② ✐s✿

dP12 = n2[1 + ξ(x12)]dV1dV2 ✭■✳✻✺✮

❋♦r ❛ r❛♥❞♦♠ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ξ = 0✱ ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❤❛✈✐♥❣ ❛ ♣❛✐r ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②
t❤❡ ♠❡❛♥ ❞❡♥s✐t② sq✉❛r❡❞ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ♦❢ ❞✐st❛♥❝❡✳ ■❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝ts ❛r❡ ❝❧✉st❡r❡❞ ✱ t❤❡ ♣♦✐♥ts ❛r❡
❝♦rr❡❧❛t❡❞ ξ > 0 t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✐s ❡♥❤❛♥❝❡❞✱ ✐❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝ts ❛r❡ ❛♥t✐✲❝♦rr❡❧❛t❡❞ ξ < 0 t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②
✐s s✉♣♣r❡ss❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❛ r❛♥❞♦♠ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳

❚❤❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ t✇♦✲♣♦✐♥t ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s t❤❡ ♣♦✇❡r s♣❡❝tr✉♠✿

< δ(~k)δ(~k′) >= δD(~k + ~k′)P (~k) ✭■✳✻✻✮

ξ(r) =

∫

d3~kP (k)e(i
~k·~r) ✭■✳✻✼✮

■♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❣❛✉ss✐❛♥ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s δ(~k) ❛r❡ ❝♦♠♣❧❡t❡❧②
❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ♣♦✇❡r s♣❡❝tr✉♠✳

❆ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t ✇❛② t♦ ❡①♣r❡ss t❤❡ ♣♦✇❡r s♣❡❝tr✉♠ t♦ ❣✐✈❡ ❛♥ ✐♥t✉✐t✐♦♥ ♦❢ ✐ts ♠❡❛♥✐♥❣ ✐s✿

dσ2

dLnk
=

V

2π2
k3P (k) = ∆2(k) ✭■✳✻✽✮

✇❤✐❝❤ ❡①♣r❡ss❡s t❤❛t t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ✈❛r✐❛♥❝❡ ❢r♦♠ ❡❛❝❤ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐❝ ❜✐♥ ✐♥ k✱
t❤❛t ✐s t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✶✻ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❝❛❧❡✳ ❚❤✉s ∆(k0) = 1 ✇♦✉❧❞ ♠❡❛♥ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡
♦r❞❡r ♦❢ ✉♥✐t② ✐♠♣❧②✐♥❣ t❤❛t ❧✐♥❡❛r t❤❡♦r② ❞♦❡s ♥♦t ✇♦r❦s✳

✶✻❚❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ σ2 ✐s

σ2 =
V

2π

Z

k3P (k)d3k ✭■✳✻✾✮



✹✵

■✳✸✳✹ ❈❉▼ P♦✇❡r ❙♣❡❝tr✉♠

◆♦✇ t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ ✐♥ ❤❛♥❞s t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ t♦♦❧s t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ✜❡❧❞✱ ❧❡t
✉s ♣❛ss t♦ ❞✐s❝✉ss ✇❤❛t ❛r❡ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✉♥t✐❧ t❤✐s ♠♦♠❡♥t ❢♦r t❤❡ ♣♦✇❡r
s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ ♠❛tt❡r✳ ❚❤❡♦r✐❡s ♦❢ str✉❝t✉r❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣r❡❞✐❝ts P✭❦✮ s♣❧✐ts ✐♥ t✇♦ ♣❛rts✱ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♦r
♣r✐♠♦r❞✐❛❧ ♣♦✇❡r s♣❡❝tr✉♠ Pi(k) ✇❤❡♥ t❤❡ ❯♥✐✈❡rs❡ ✇❛s ✈❡r② ②♦✉♥❣✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ❞❡s❝r✐❜❡s ❤♦✇
t❤✐s s♣❡❝tr❛ ✐s ❛❧t❡r❡❞ ❜② ✈❛r✐♦✉s ♣r♦❝❡ss t♦ ♣r♦❞✉❝❡ t❤❡ P✭❦✮ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ t♦❞❛②✳ ■t ✐s s♣❡❝✐✜❡❞ ✉s✐♥❣
t❤❡ ❚r❛♥s❢❡r ❢✉♥❝t✐♦♥ ❚✭❦✮ s♦ t❤❛t✿

P (k) = T (k)2Pi(k) ✭■✳✼✵✮

❋♦r t❤❡ ♣r✐♠♦r❞✐❛❧ ♣♦✇❡r s♣❡❝tr✉♠✱ ❛s ✇❡ ❤❛✈❡ s❡❡♥ ✐♥ ❛ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✱ ❛ s✐♠♣❧❡ ♣♦✇❡r ❧❛✇ ✐s
❛ss✉♠❡❞ ❢♦r s♦♠❡ ❝♦♥st❛♥t s♣❡❝tr❛❧ ✐♥❞❡① ns✳ ❚❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝
s❝❛❧❡✳

P (k) ∝ kns−1 ✭■✳✼✶✮

❚♦ ❈♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❚r❛♥s❢❡r ❢✉♥❝t✐♦♥✱ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ✇❛② ✐s t♦ s♦❧✈❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② t❤❡ ❧✐♥❡❛r✐③❡❞ ❇♦❧③t♠❛♥
❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r ❛❧❧ ♣❛rt✐❝❧❡ s♣❡❝✐❡s ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✭❜❛r②♦♥s✱ ♣❤♦t♦♥s✱ ♥❡✉tr✐♥♦s ❛♥❞ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r✮ ❢♦r
δ ≪ 1 ❛♥❞ ✉s✐♥❣ ◆ ❜♦❞② ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇❤❡♥ t❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ❜r♦❦❡♥✳ ❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤✱ t❤❡
♠❛✐♥ ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ ♣♦✇❡r s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ ♠❛tt❡r ❝❛♥ ❜❡ ✉♥❞❡rst♦♦❞ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡❧② ✇✐t❤ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s
❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✉♥t✐❧ ♥♦✇✳ ■♥ ❚❛❜❧❡ ■✳✸ t❤❡ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥s ❛r❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞✳

❚❛❜❧❡ ■✳✸✿ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s✳

❊♣♦❝❤ ■♥s✐❞❡ ❖✉ts✐❞❡
❘❛❞✐❛t✐♦♥ ▲♥✭❛✮ ❛2

▼❛tt❡r ❛ ❛

▲❡t ✉s ❝♦♠❜✐♥❡ t❤✐s r❡s✉❧ts t♦ ❣❡t t❤❡ ♣♦✇❡r s♣❡❝tr✉♠ ❢r♦♠ ♠❛tt❡r ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s✳ ❋✐rst ♦♥❡
♠✉st ♥♦t✐❝❡ t❤❛t ✐♥ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣r♦❝❡ss t❤❛t ✐♠♣r✐♥ts ❛ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ s❝❛❧❡✱ t❤❡ ♣♦✇❡r
s♣❡❝tr✉♠ ♠✉st ❝♦♥t✐♥✉❡ ❜❡✐♥❣ ❛ ♣♦✇❡r ❧❛✇ T (k) = 1✳ ❆s t❤❡ ❯♥✐✈❡rs❡ ❡①♣❛♥❞s t❤❡ ❤♦r✐③♦♥ ❦❡❡♣s
✐♥❝r❡❛s✐♥❣✱ s♦ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤s ✇✐❧❧ ❡♥t❡r t♦ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥ s❝❛❧❡s ❛t ❞✐✛❡r❡♥t ♠♦♠❡♥ts✳ ❆t
❤♦r✐③♦♥ ❡♥tr② t❤❡ ♣♦✇❡r s♣❡❝tr✉♠ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❜❡✐♥❣ ❛ ♣♦✇❡r ❧❛✇✳ ❇❡❢♦r❡ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❯♥✐✈❡rs❡
✇❛s ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❜② r❛❞✐❛t✐♦♥✱ t❤❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s t❤❛t ❡♥t❡r t♦ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥ ❞✐❞ ♥♦t ❣r♦✇ ♠✉❝❤✱ ❧♦❣✲
❛r✐t❤♠✐❝❛❧❧② ❛t ❜❡st✳ ❏❡❛♥s ❧❡♥❣t❤ ✇❛s ❡♥♦r♠♦✉s ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ ❤♦r✐③♦♥✱ t❤✉s ♣r❡ss✉r❡ s✉♣♣♦rt
♣r❡✈❡♥ts ❣r♦✇✐♥❣ ❢♦r ❛ ✇❤♦❧❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤s✳ ❆s t❤❡ ❯♥✐✈❡rs❡ ❜❡❝❛♠❡ ♠❛tt❡r ❞♦♠✐♥❛t❡❞✱ t❤❡
♠❛tt❡r ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ❜❡❣❛♥ t♦ ❣r♦✇✳ ❘❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ❝❛✉s❡❞ ❏❡❛♥s s❝❛❧❡ t♦ ❞r♦♣ ❞r❛st✐❝❛❧❧② ❞♦✇♥
s✐③❡ ♦❢ ❣❛❧❛①✐❡s t♦❞❛②✱ t❤❡r❡❢♦r❡✱ ❢♦r t❤❡ ♠♦st ♦❢ s❝❛❧❡s ✇❡ ❝❛♥ ✐❣♥♦r❡ ♣r❡ss✉r❡ s✉♣♣♦rt✳ ❚❤✉s✱ ✢✉❝✲
t✉❛t✐♦♥s t❤❛t ❡♥t❡r❡❞ t♦ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥ ❛❢t❡r ♠❛tt❡r r❛❞✐❛t✐♦♥ ❡q✉❛❧✐t② ✭λ ≫ λeq✮ ✇❡r❡ ♥❡✈❡r ❛✛❡❝t❡❞
❜② ♠✐❝r♦♣❤②s✐❝s✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s ❚✭❦✮≈ 1 ❢♦r k ≪ λ−1

eq ✳ ❋❧✉❝t✉❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ❦≫ λ−1
eq ❡♥t❡r❡❞ ✇❤✐❧❡

❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r t♦ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❞❡♥s✐t② ✇❛s ♥♦t ❞♦♠✐♥❛♥t✱ ❛♥❞ t❤❡② ❞✐❞ ♥♦t st❛rt t♦
❣r♦✇ ♣r♦♣❡r❧② ✉♥t✐❧ ♠❛tt❡r ❞♦♠✐♥❛t✐♦♥ ❡r❛✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ ♣♦✇❡r ❝♦♠❡s ❢r♦♠ r❛♣✐❞
❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ❡①♣❛♥s✐♦♥ r❛t❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ s✉♣♣♦rt✳ ❚❤✉s✱ ❚✭❦✮2 ♠✉st ❜❡ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ♣♦✇❡r
❧❛✇✱ ✐s ❢♦✉♥❞ t♦ ❜❡ m = −4✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ♠♦❞❡s k ≫ λ−1

eq ❤❛✈❡ ❣r♦✇♥ ❜② t❤❡ s❛♠❡ ❢❛❝t♦r s✐♥❝❡ t❤❡
❡♥t❡r❡❞ t♦ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤❡ s❧♦♣❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦✇❡r s♣❡❝tr✉♠ ✐s ❞♦✇♥ ❜② ❛ ❢❛❝t♦r k4✳



✹✶

P (k) ∝
{

kns k ≪ λ−1
eq

kns−4 k ≫ λ−1
eq

✭■✳✼✷✮

❚❤✐s ❧❛st ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❣✐✈❡ ✉s t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ tr❛✐❧ ♦❢ ♣♦✇❡r s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ ❈❉▼✱ ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❛t ❈❉▼
♣❧❛②s ❛ ♣r❡❞♦♠✐♥❛♥t r♦❧❡ ✐♥ ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ t❤❡ ♣♦✇❡r s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ ♠❛tt❡r✳ ❲❡ ✇✐❧❧ s❡❡ ✐♥ ❛ ❢✉rt❤❡r
❝❤❛♣t❡r ❤♦✇ t❤✐s tr❛♥s❢❡r ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ♠♦❞✐✜❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ ❜❛r②♦♥s✳

■✳✸✳✺ ❙♣❤❡r✐❝❛❧ ❝♦❧❧❛♣s❡ ♠♦❞❡❧

❚❤❡ ❧✐♥❡❛r ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ t❤❡♦r② ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧❛st s❡❝t✐♦♥s ❢❛✐❧s ✇❤❡♥ ❞❡♥s✐t② ❝♦♥tr❛st δ > 1 ❜✉t
♠♦st ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ str✉❝t✉r❡s ✐♥ ❯♥✐✈❡rs❡ ❤❛✈❡ ❞❡♥s✐t② ❝♦♥tr❛st ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ t❤✐s ✈❛❧✉❡✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦
❝♦♥❢r♦♥t ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡♦r② t❤❡r❡ ✐s st✐❧❧ ❛ ❜❛rr✐❡r t♦ ♦✈❡r❝♦♠❡✱ t❤❡ ♦❜❥❡❝ts t❤❛t ✇❡ ♦❜s❡r✈❡✱
❣❛❧❛①✐❡s✱ ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ ♥♦♥ ❧✐♥❡❛r ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧ ❡✈♦❧✉t✐♦♥✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ ✐s ❝r✉❝✐❛❧ t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡
♣r♦❝❡ss ✐♥✈♦❧✈❡❞ t♦ ❡①tr❛❝t ❛❞❡q✉❛t❡❧② t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳ ❚♦ ❣❡t ❡①❛❝t s♦❧✉t✐♦♥s
❢♦r str✉❝t✉r❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ✇❡ ♠✉st ✉s❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ◆✲❝♦r♣s✳ ❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤ ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✐❧❧✉str❛t❡
t❤❡ ♣❤②s✐❝s ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✇✐t❤ ❛ s✐♠♣❧❡ ♠♦❞❡❧ ❝❛❧❧❡❞ s♣❤❡r✐❝❛❧ ❝♦❧❧❛♣s❡ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ s♣❤❡r✐❝❛❧
❝♦❧❧❛♣s❡ ✇❛s ✜rst st✉❞✐❡❞ ❜② ●✉♥♥ ✫ ●♦tt✳

❚❤❡ ❜❛s✐❝ ✐❞❡❛ ✐s t❤❛t ✐♥ t❤❡ ♣❛st✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ s❡t ❛t t❤❡ t✐♠❡ ♦❢ ♠❛tt❡r ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❯♥✐✈❡rs❡ t♦ ♥♦t
❤❛✈❡ t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ♣r❡ss✉r❡✱ ✇❡ s✉♣♣♦s❡ t❤❡ ❯♥✐✈❡rs❡ ❝♦♥t❛✐♥s ❛ ✐❞❡❛❧ ✢✉✐❞ ✇❤✐❝❤ ❛✈❡r❛❣❡ ❞❡♥s✐t② ✇❛s
❝❧♦s❡ t♦ ❝r✐t✐❝❛❧ ❞❡♥s✐t②✳ ❆ ❝❛✉s❡ ♦❢ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❞❡♥s✐t② t❤❡r❡ ✇♦✉❧❞ ❜❡ r❡❣✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ❞❡♥s✐t②
✐s ♦✈❡r ❛♥❞ ✉♥❞❡r t❤❡ ❝r✐t✐❝ ✈❛❧✉❡✱ t❤✐s r❡❣✐♦♥s ❛r❡ s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ❜❡❤❛✈❡ ❛s ❝❧♦s❡❞ ❯♥✐✈❡rs❡ t❤❛t ✐s✱
❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡② ♣❛rt✐❝✐♣❛t❡ ✐♥ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ✱ t❤❡② ✇♦✉❧❞ ❞❡❝❡❧❡r❛t❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ❛ ❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ♦✈❡r ❞❡♥s✐t② ✐♥
r❡❧❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❛❧ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ❯♥✐✈❡rs❡✳ ❚❤✐s s❧♦✇✐♥❣ ❞♦✇♥ ♦❢ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ✇♦✉❧❞
✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ❝♦♥tr❛st ♦❢ ❞❡♥s✐t② ❛♥❞ ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♠❛ss ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ✇♦✉❧❞
❜❡ ♠♦r❡ ❞♦♠✐♥❛♥t✳ ❚❤✉s t❤✐s ♦✈❡r❞❡♥s✐t✐❡s ✇♦✉❧❞ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡✐r r❛❞✐✉s ✉♥t✐❧ ❛❝❤✐❡✈❡ ❛ ♠❛①✐♠✉♠
r❛❞✐✉s ❛❢t❡r ✇❤✐❝❤ t❤❡② ✇♦✉❧❞ ❝♦❧❧❛♣s❡ t♦ ❢♦r♠ ❛ ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧ str✉❝t✉r❡✳

▲❡t✬s ❞❡✈❡❧♦♣ ❛ ❧✐tt❧❡ ❜✐t ♠♦r❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ■♥ t❤❡ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ♣✐❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ s♣❤❡r✐❝❛❧ ❝♦❧❧❛♣s❡
♠♦❞❡❧✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛♥ s♣❤❡r✐❝❛❧ ❯♥✐✈❡rs❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❛♥❞ ✐s♦tr♦♣✐❝ ❡①❝❡♣t ❢♦r ❛♥ ♦✈❡r ❞❡♥s✐t②
❛t t❤❡ ♦r✐❣✐♥ ✇✐t❤ s♣❤❡r✐❝❛❧ s②♠♠❡tr② ❛♥❞ ρcrit + δρ✳ ❆s ✇❡ s❡❡ ✐♥ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥ ❛ ❯♥✐✈❡rs❡
✇✐t❤ ρ > ρcrit✱ t❤❡ s❝❛❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✇✐❧❧ ✐♥❝r❡❛s❡ ✉♥t✐❧ ❛❝❤✐❡✈❡ ❛ ♠❛①✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡ r = rmax ❛♥❞ t❤❡♥
❝♦❧❧❛♣s❡✳ ❚❤❡ ❋r✐❡❞♠❛♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r ❛ ❝❧♦s❡❞ ❯♥✐✈❡rs❡ ✇✐t❤ ♦♥❧② ♠❛tt❡r ✐s✿

(

ȧ

a

)2

= H0(Ωm,0a
−3 + (1 − Ωm,0)a

−2) ✭■✳✼✸✮

❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s ✉s✉❛❧❧② ♣❛r❛♠❡tr✐③❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ θ = H0τ(Ωm,0 − 1)1/2✱ t❤✉s✿

r(θ) = A(1 − cosθ)

t(θ) = B(θ − sinθ)
✭■✳✼✹✮

✇✐t❤
A = r0

Ωm,o

2(Ωm,0 − 1)
B =

1

H0

Ωm,0

2(Ωm,0 − 1)3/2
✭■✳✼✺✮
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❚❤❡ θ ♣❛r❛♠❡t❡r ✐s s❝❛❧❡❞ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❢♦r♠❛❧ t✐♠❡✳ ❲❡ ❤❛✈❡ t❤❛t t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r θ ✐♥❝r❡❛s❡ ✇✐t❤
t✐♠❡✳ ❚❤❡ ♠♦t✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥ r̈ = −GM/r2 r❡❧❛t❡ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❆ ❛♥❞ ❇ ✭A3 = GMB2✮✱ ✇❤❡r❡ ▼
✐s t❤❡ s❤❡❧❧ ❡♥❝❧♦s❡❞ ♠❛ss ✐♥ r ❣✐✈❡♥ ❜②✿

M = ρback

(

4π

3
r3i

)

(1 + δ̄i) ✭■✳✼✻✮

✇❤❡r❡ ri ✐s t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ r❛❞✐✉s ♦❢ t❤❡ s❤❡❧❧ ❛♥❞ δ̄i ✐s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❝♦♥tr❛st ♦❢ ❞❡♥s✐t② ✇✐t❤✐♥ ri ❛t t✐♠❡
ti✳ ◆♦✇ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛❧❧ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ♣✐❝t✉r❡ ♦❢ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ str✉❝t✉r❡✳ ▲❡t✬s
s❡❡ ❋✐❣✳ ❬■✳✹❪ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ r ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ θ ✐s s❤♦✇♥✳ ❆s ✇❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤r❡❡ ❡♣♦❝❤s ❝❛♥
s❡♣❛r❛t❡❞ ❢r♦♠ ❛❜♦✈❡ s♦❧✉t✐♦♥✿

• ❚✉r♥r♦✉♥❞ ❚❤❡ s♣❤❡r✐❝❛❧ ♦✈❡r❞❡♥s✐t② ❡①♣❛♥❞s ❛♥❞ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡❧② s❧♦✇s ❞♦✇♥ ✉♥t✐❧ r❡❛❝❤ ❛
♠❛①✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡✳ ❚❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡ ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❛t θ = π ✭dr/dt = 0✮ ❛♥❞ t❤✐s ♣♦✐♥t ✐s ❝❛❧❧❡❞
t❤❡ t✉r♥ ❛r♦✉♥❞✳ ■t ✐s s❛✐❞ t❤❛t ❛t rmax t❤❡ s♣❤❡r❡ ❞❡❝♦✉♣❧❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❯♥✐✈❡rs❡✳

• ❈♦❧❧❛♣s❡ ■❢ ♦♥❧② ❣r❛✈✐t② ♦♣❡r❛t❡s✱ ❛❢t❡r r❡❛❝❤✐♥❣ t❤✐s ♠❛①✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡✱ t❤❡ r❛❞✐✉s ✇♦✉❧❞ ❞❡❝r❡❛s❡
❛♥❞ t❤❡ s♣❤❡r❡ ✇✐❧❧ ❝♦❧❧❛♣s❡ ❛t θ = 2π t❤❛t ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❛t ❛ t✐♠❡ ❦♥♦✇♥ ❛s tcrit✱ t❤❡ ❞❡♥s✐t②
❝♦♥tr❛st ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❛t ❝♦❧❧❛♣s❡ ❜② ❧✐♥❡❛r t❤❡♦r② ✐s δ ≃ 1.69 ✳

• ❱✐r✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ❈♦❧❧❛♣s❡ ✇✐❧❧ ♥❡✈❡r ♦❝❝✉r ❜❡❝❛✉s❡ ♦t❤❡r ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❛❝ts✱ t❤❡ ✈✐r✐❛❧✐③❛t✐♦♥✱ t❤✐s
♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❞✐ss✐♣❛t✐✈❡ ❝♦♥✈❡rt t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ✐♥t♦ t❤❡r♠✐❝ ♠♦✈❡♠❡♥t ✭r❛♥❞♦♠ ♠♦t✐♦♥s✮
t❤❡ s♣❤❡r❡ ✇✐❧❧ ❛❝❤✐❡✈❡ ❛♥ st❛t✐♦♥❛r② st❛t❡ ❜❡❢♦r❡ ❝♦❧❧❛♣s❡✱ t❤❡ r❛❞✐✉s ❛t ✇❤✐❝❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐s
r❡❛❝❤❡❞ ✐s ❞❡♥♦t❡❞ rvir✳ ❱✐r✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ V = −2K✳ ■t
✐s s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ♦❝❝✉r ❛t θ = 3π/2 ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛ δlin ≃ 1.58✳

■✳✹ ❈♦s♠♦❧♦❣✐❝❛❧ P❛r❛♠❡t❡rs

❆s ❛ s✉♠♠❛r② ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♣t❡r ■ ✜♥✐s❤ ♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs t❤❛t ❞❡✜♥❡s t❤❡ ❙t❛♥❞❛r❞ ❝♦s✲
♠♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❜❡tt❡r ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛t t❤❡ t❤✐s ♠♦♠❡♥t ❢r♦♠ ✭❲▼❆P
✼ ②❡❛rs✰❇❆❖✰s✉♣❡r♥♦✈❛❡✮ ❆s ✇❡ ❤❛✈❡ s❡❡♥ ♠❛♥② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛r❡ ✐♥ ❛❣r❡❡♠❡♥t ♦❢
ΛCDM ♠♦❞❡❧✱ ❡✈❡♥ ✐❢ ■ ❞✐❞ ♥♦t ❣✐✈❡ ❛♥ ❡①❤❛✉st✐✈❡ ❧✐st ❊✈❡♥ ✐❢ ✉♥t✐❧ ♥♦✇ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❝❧❡❛r ❡✈✐✲
❞❡♥❝❡ ❛❣❛✐♥st st❛♥❞❛r❞ ❝♦s♠♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✱ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ q✉❡st✐♦♥s ❛r❡ st✐❧❧ ♦♣❡♥ t♦ s♣❡❝✉❧❛t✐♦♥✳
❚❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t ♦❜❥❡❝t✐♦♥ ❛❣❛✐♥st t❤✐s ♠♦❞❡❧ ✐s t❤❛t ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❦♥♦✇ t❤❡ ✾✻✪ ♦❢ t❤❡ ❯♥✐✈❡rs❡
❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ◆♦t❛❜❧②✱ t❤❡ ❞❛r❦ ❡♥❡r❣② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♦♣❡♥ q✉❡st✐♦♥s✱ ✐s ❛ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ✐ss✉❡ t❤❛t
♠♦st ❜❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ②❡❛rs✳ ❆ ❧♦t ♦❢ ❡✛♦rt ✐s ❞♦♥❡ t♦ ❣❡t ♠♦r❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥❛❧ ❞❛t❛
t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ ❞❛r❦ ❡♥❡r❣②✳ ❋♦✉rt❤ ♣r♦❜❡s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ♣r✐✈✐❧❡❣❡❞ t♦ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞
t❤✐s r❡s❡❛r❝❤✿ ❧❡♥s✐♥❣✱ ❜❛♦✱ s✉♣❡r♥♦✈❛❡ ❛♥❞ ❝❧✉st❡rs✳ ❚❤❡ ❇❛r②♦♥✐❝ ❛❝♦✉st✐❝ ❖s❝✐❧❧❛t✐♦♥s✱ t❤❛t ✐s t❤❡
s✉❜❥❡❝t ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s t❤❡ ❧❡❛st ❛✛❡❝t❡❞ ❜② s②st❡♠❛t✐❝s ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ❛t t❤❡ ❛❝t✉❛❧
st❛❣❡ ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✭❉❊❚❋✮✳



✹✸

❋✐❣✉r❡ ■✳✶✼✿ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ r❛❞✐✉s ♦❢ ❛♥ s♣❤❡r✐❝❛❧ ♦✈❡r❞❡♥s✐t② ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ θ ♣❛r❛♠❡t❡r
✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ t❤❡ s♣❤❡r✐❝❛❧ ❝♦❧❧❛♣s❡ ♠♦❞❡❧



✹✹

WMAP Cosmological Parameters

Model: lcdm+sz+lens

Data: wmap7+bao+snsalt

102Ωbh
2 2.249± 0.053 1 − ns 0.040+0.013

−0.012

1 − ns 0.015 < 1 − ns < 0.064 (95% CL) ABAO(z = 0.35) 0.472± 0.010

C220 5757+38
−37 dA(zeq) 14231± 124 Mpc

dA(z∗) 14065+124
−125 Mpc ∆2

R (2.461+0.088
−0.091) × 10−9

h 0.699± 0.013 H0 69.9 ± 1.3 km/s/Mpc

keq 0.00990± 0.00025 !eq 139.3 ± 2.4

!∗ 302.52± 0.75 ns 0.960+0.012
−0.013

Ωb 0.0461± 0.0015 Ωbh
2 0.02249± 0.00053

Ωc 0.232± 0.013 Ωch
2 0.1131± 0.0033

ΩΛ 0.722± 0.015 Ωm 0.278± 0.015

Ωmh
2 0.1356± 0.0034 rhor(zdec) 284.2± 1.8 Mpc

rs(zd) 152.6+1.3
−1.2 Mpc rs(zd)/Dv(z = 0.2) 0.1889± 0.0035

rs(zd)/Dv(z = 0.35) 0.1135± 0.0019 rs(z∗) 146.1± 1.1 Mpc

R 1.7275± 0.0093 σ8 0.811± 0.023

ASZ 0.95+0.69
−0.94 t0 13.78± 0.11 Gyr

τ 0.086± 0.014 θ∗ 0.010385± 0.000026

θ∗ 0.5950± 0.0015 ◦ t∗ 376985+3003
−2996 yr

zdec 1088.4 ± 1.1 zd 1020.3± 1.3

zeq 3249+82
−83 zreion 10.4 ± 1.2

z∗ 1091.10+0.71
−0.69



■■✳ ❇❛r②♦♥✐❝ ❆❝♦✉st✐❝ ❖s❝✐❧❧❛t✐♦♥s

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ■ ❞♦ ❛ r❡✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ❇❛r②♦♥✐❝ ❆❝♦✉st✐❝ ❖s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ✭❇❆❖✮✱ ❢r♦♠ ❛ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢
✈✐❡✇✳ ❚❤❡ ❝❤❛♣t❡r ❝♦♥s✐st ♦❢ ✺ s❡❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ✜rst s❡❝t✐♦♥ ✐s ❞❡✈♦t❡❞ t♦ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ❜❛s✐❝ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳
■ ❜❡❣✐♥ ✇✐t❤ ❛♥ ❜r✐❡❢ ♥♦♥ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❇❆❖ ♣❤②s✐❝s✳ ❚❤❡♥ ■ ❞❡s❝r✐❜❡ ✐♥ ❛ ♠♦r❡
❢♦r♠❛❧ ✇❛② t❤❡ ♣✐❝t✉r❡ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ s♣❛❝❡✳ ❚♦ ✜♥✐s❤ t❤❡ ❜❛s✐❝ ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ ■ ❞✐s❝✉ss ❤♦✇
t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❜❛r②♦♥s ♠♦❞✐✜❡s t❤❡ tr❛♥s❢❡r ❢✉♥❝t✐♦♥ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ✜rst ❝❤❛♣t❡r✳ ■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞
s❡❝t✐♦♥ ■ ❡①♣❧❛✐♥ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ❢♦r st✉❞②✐♥❣ ❇❆❖ ♣❤②s✐❝s✳ ❚❤✐s ♣❤②s✐❝❛❧ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ✉♥❞❡rst♦♦❞ ❢r♦♠
✜rst ♣r✐♥❝✐♣❧❡s ❛♥❞ ❝❛❧✐❜r❛t❡❞ ♣r❡❝✐s❡❧② ✇✐t❤ ❈▼❇ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❣♦♦❞ ❙t❛♥❞❛r❞ ❘✉❧❡r t♦ st✉❞② t❤❡
❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❡ ❛♥❞ ❞❡❝r②♣t t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ st❛t❡ ♦❢ ❞❛r❦ ❡♥❡r❣② ❛s ✇❡❧❧ t♦ ❝♦♥str❛✐♥t
❝♦s♠♦❧♦❣② ✐♥ ❛ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② ✇❛② ❛s ♦t❤❡rs ♠❡t❤♦❞s✳ ■♥ t❤❡ t❤✐r❞ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♣t❡r ■ ❞✐s❝✉ss
t❤❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤✐s ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥✿ t❤❡ ❜✐❛s ♣r♦❜❧❡♠ ♦r✐❣✐♥❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❢❛❝t t❤❡ ❣❛❧❛①✐❡s ❞♦ ♥♦t tr❛❝❡
❡①❛❝t❧② t❤❡ ♠❛tt❡r ❞❡♥s✐t② ❛♥❞ t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ❢r♦♠ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥✶✳ ■♥ t❤❡ ❢♦✉rt❤ s❡❝t✐♦♥ ■
t❛❧❦ ❛❜♦✉t t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡s❡ ♣r♦❜❧❡♠s ❛♥❞ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ✇❛② t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ t❤❡♠✳
■ ♣r❡s❡♥t ❜r✐❡✢② t❤❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ t❤❡♦r② ❛♥❞ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s❝❡♥❛r✐♦s ♦r✐❣✐♥❛t❡❞ t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ♥♦♥
❧✐♥❡❛r✐t✐❡s ❛♥❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥t ♠♦❞❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣✳ ■ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ❤❛❧♦ ♠♦❞❡❧ ❛ s❡♠✐✲❛♥❛❧②t✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦
♠♦❞❡❧ s♠❛❧❧ s❝❛❧❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ ♦✉r ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ str✉❝t✉r❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❚♦ ✜♥✐s❤ ■ t❛❧❦ ❛❜♦✉t t❤❡
❝✉rr❡♥t st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❛rt ✐♥ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ ❇❆❖ ❢❡❛t✉r❡ ❛♥❞ t❤❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ❛❝❤✐❡✈❡❞✳

■■✳✶ ❇❛s✐❝ ❋r❛♠❡✇♦r❦

■■✳✶✳✶ ❆ ♥♦t t❡❝❤♥✐❝❛❧ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ ❇❆❖

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ❇❛r②♦♥✐❝ ❆❝♦✉st✐❝ ❖s❝✐❧❧❛t✐♦♥s✱ ✇❡ ♣❧❛❝❡ ♦✉rs❡❧✈❡s ❛t t❤❡ t✐♠❡ ❥✉st ❛❢t❡r
✐♥✢❛t✐♦♥ ❡r❛✳ ❆s ✇❡ ❤❛✈❡ s❡❡♥ ✐♥ t❤❡ ✜rst ❝❤❛♣t❡r✱ t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❡ ✇❛s ✜❧❧❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ❛❧♠♦st ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s
❜❛r②♦♥✲♣❤♦t♦♥ ♣❧❛s♠❛✳ ❚❤✐s ♣❧❛s♠❛ s❤♦✇❡❞ t✐♥♥② ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ♣r❡s✉♠❛❜❧② ❜② q✉❛♥t✉♠
✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✐♥✢❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ♦✈❡r✲❞❡♥s❡ r❡❣✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✢✉✐❞ ✐♥✐t✐❛t❡s t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♦❢
❛❝♦✉st✐❝ ✇❛✈❡s✳ ❆ ✇❛② t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤✐s ❛❝♦✉st✐❝ ✇❛✈❡s ✐s t❤✐♥❦✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♦❢ s♦✉♥❞
✇❛✈❡ t❤r♦✉❣❤ ❛ ♠❡❞✐✉♠✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❛♥❛❧♦❣②✱ t❤❡ ♦✈❡r✲❞❡♥s✐t✐❡s ❛ttr❛❝t❡❞ ♠❛tt❡r ❢r♦♠ ✉♥❞❡r
❞❡♥s❡ r❡❣✐♦♥s✱ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ♦✈❡r✲♣r❡ss❡❞ r❡❣✐♦♥s✱ t❤✐s ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✢✉✐❞ ✇❛s ❛❝❝♦♠♣❛♥✐❡❞ ❜② ❛♥

✶❚❤❡ r❡❞s❤✐❢t ❞✐st♦rt✐♦♥s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ❢❛❝t ✇❡ ❤❛✈❡ ❛❝❝❡ss ♦♥❧② t♦ t❤❡ r❡❞s❤✐❢t ❛♥❞ ♥♦t t❤❡ r❛❞✐❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ✇✐❧❧
❜❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❛ s❡♣❛r❛t❡ ❝❤❛♣t❡r✳

✹✺
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✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ ❞❡♥s✐t② ❛♥❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ t❤❡ ♣❤♦t♦♥s ✇❡r❡ ♣✉s❤❡❞ t♦ ❤✐❣❤❡r ❡♥❡r❣✐❡s ❛♥❞ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡
✐♥ r❛❞✐❛t✐♦♥ ♣r❡ss✉r❡ ♦♣♣♦s❡s t❤❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❞r✐✈✐♥❣ t♦ ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥t ❡①♣❛♥s✐♦♥✳ ❚❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥
✐♠♣❧✐❡s ❛ s❤♦♦t ✐♥ t❤❡ ❞❡♥s✐t②✱ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ ♣r❡ss✉r❡ t❤❛t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❜❛❧❛♥❝❡❞ ❜② t❤❡ s✉rr♦✉♥❞✐♥❣s
❣❡♥❡r❛t✐♥❣ t❤❡ ❛❝♦✉st✐❝ ✇❛✈❡ t❤❛t ♣r♦♣❛❣❛t❡s ✐♥ t❤❡ ✢✉✐❞ ❛s ❛ s♦✉♥❞ ✇❛✈❡✳ ❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ r❛❞✐❛t✐♦♥
♣r❡ss✉r❡ ♦❢ ♣❤♦t♦♥s ❛♥❞ ❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t② ♦❢ ♣❤♦t♦♥ ✜❡❧❞ ✇❡r❡ ❡♥♦r♠♦✉s ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ ❜❛r②♦♥s t❤❡
s♣❡❡❞ ♦❢ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✇❛s ✈❡r② ❤✐❣❤t ♥❡❛r❧② ✶✴✸ ♦❢ s♣❡❡❞ ♦❢ ❧✐❣❤t✷✳

❋✐❣✉r❡ ■■✳✶✿ Pr♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ s♣❤❡r✐❝❛❧ ✇❛✈❡✳

Pr♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ s♣❤❡r✐❝❛❧ ✇❛✈❡✳ ■♥ ❧❡❢t ♣❛♥❡❧ t❤❡ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ s❡✈❡r❛❧ s♣❤❡r✐❝❛❧ ✇❛✈❡s✳

❲✐t❤ t❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❡ t❤❡ ✢✉✐❞ ❣❡ts ❝♦♦❧❡r ❛♥❞ ❧❡ss ❞❡♥s❡✳ ❆t t❤❡ ❞❡❝♦✉♣❧✐♥❣ t✐♠❡✱
t❤❡ ❜❛r②♦♥ ✢✉✐❞ ♣r❡ss✉r❡ ✐s r❡❧❡❛s❡❞✱ t❤❡ s♦✉♥❞ s♣❡❡❞ ❣♦❡s t♦ ③❡r♦ ❛♥❞ t❤❡ ✇❛✈❡ ✐s ❢r♦③❡♥ ❛t ❛
r❛❞✐✉s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ s♦✉♥❞ ❤♦r✐③♦♥ ✳ ❚❤❡ ❜❛r②♦♥ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ♦r✐❣✐♥❛❧❧② ❛t t❤❡ s❛♠❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ ❛s
t❤❡ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ✇❛s ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t t♦ ❢♦r♠ ❛ s♣❤❡r✐❝❛❧ s❤❡❧❧ ❛r♦✉♥❞ ✐♥✐t✐❛❧ ♦✈❡r✲❞❡♥s✐t✐❡s✳
❚❤❡♥ t❤❡ ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♦✈❡r✲❞❡♥s✐t② ♦❢ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ❛♥❞ t❤❡ s❤❡❧❧ ♦❢ ❜❛r②♦♥s
❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ✜♥❛❧ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❛♥ ♦✈❡r✲❞❡♥s✐t② s✉rr♦✉♥❞❡❞ ❜② ❛ s❤❡❧❧ ❛t t❤❡ ❛❝♦✉st✐❝ s❝❛❧❡✳ ❚❤✐s
❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛tt❡r ✇✐❧❧ ❜❡ t❤❡ s❡❡❞ ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❡✳ ❚❤❡ ♣❤♦t♦♥s ❞♦ ♥♦t ✐♥t❡r❛❝t ❛♥②♠♦r❡
✇✐t❤ ❜❛r②♦♥s ❛♥❞ ❝♦✉❧❞ tr❛✈❡❧ ❢r❡❡❧② ✉♥t✐❧ ♥♦✇ ❣✐✈✐♥❣ ✉s ❛ s♥❛♣s❤♦t ♦❢ t❤❡ ✢✉✐❞ ❛t t❤❡ ❧❛st s❝❛tt❡r✐♥❣✳
❚❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♣❤♦t♦♥s r❡✢❡❝ts t❤❡ ❞❡♥s✐t② ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ✭ρ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ T 4 ✮ ❣✐✈✐♥❣ ♣❧❛❝❡
t♦ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ s♣❡❝tr❛ ♦❢ t❤✐s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❡①❤✐❜✐ts ❛♥ ❤❛r♠♦♥✐❝ s❡r✐❡s ♦❢ ❛❝♦✉st✐❝
♣❡❛❦s t❤❛t s✐❣♥❛❧s ❛ ♣r❡❢❡rr❡❞ ❛♥❣✉❧❛r s❝❛❧❡✳ ❚❤✐s ♣r❡❢❡rr❡❞ ❧❡♥❣t❤ r❡✢❡❝ts ❛ ♣r❡❢❡rr❡❞ s❝❛❧❡❞ ✐♥ t❤❡
❧❛st s❝❛tt❡r✐♥❣ s✉r❢❛❝❡ ✭λ ∼ rLS ♦r l ∝ krLS✮✱ t❤✐s ❧❡♥❣t❤ ✱ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❛❝♦✉st✐❝ s❝❛❧❡✱ ✐s t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡
t❤❛t ❛ s♦✉♥❞ ✇❛✈❡ ✇♦✉❧❞ tr❛✈❡❧ s✐♥❝❡ t❤❡ r❛❞✐❛t✐♦♥✲♠❛tt❡r ❡q✉❛❧✐t② ❡r❛ ✉♥t✐❧ t❤❡ ❞❡❝♦✉♣❧✐♥❣ t✐♠❡✱
✐t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ s♦✉♥❞ ❤♦r✐③♦♥ ❛t ❧❛st s❝❛tt❡r✐♥❣ s = cstLS ✳ ❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ ❜❛r②♦♥s r❡♣r❡s❡♥ts ❛
❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t♦t❛❧ ♠❛tt❡r ❞❡♥s✐t②✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ❛❝♦✉st✐❝ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ✐♥ ♠❛tt❡r ♣♦✇❡r s♣❡❝tr✉♠
s✉♣♣r❡ss❡❞ ❜② ❛ ❢❛❝t♦r Ωb/Ωm✳

✷❙♦✉♥❞ s♣❡❡❞ s❝❛❧❡s ❛s sq✉❛r❡ r♦♦t ♦❢ r❡st♦r✐♥❣ ❢♦r❝❡ ♣❡r ✉♥✐t ♦❢ ✐♥❡rt✐❛ ❛♥❞ t❤❡ r❛❞✐❛t✐♦♥ ♣r❡ss✉r❡ ♦❢ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦✲
♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ✐s ✶✴✸ ♦❢ ✐ts ❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t②
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■■✳✶✳✷ ❈♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ P✐❝t✉r❡ ♦❢ ❆❝♦✉st✐❝ ❖s❝✐❧❧❛t✐♦♥s

❋♦r ❛ ♠♦r❡ ❢♦r♠❛❧ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ❧❡t ✉s ❢♦❧❧♦✇ ✭❊✐s❡♥st❡✐♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼✮✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ♦✈❡r✲❞❡♥s✐t② ♦❢
t❤✐s ♣❧❛s♠❛ ❧♦❝❛t❡❞ ❛t t❤❡ ❝❡♥t❡r ❛♥❞ s✉♣♣♦s❡ t❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❡ ✐s ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❛♥❞ ✐s♦tr♦♣✐❝
❡①❝❡♣t ❢♦r t❤✐s ♦✈❡r✲❞❡♥s✐t②✳ ❇❡❝❛✉s❡ t❤❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❛r❡ s♠❛❧❧ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❛❧❧ ♦✈❡r✲❞❡♥s✐t✐❡s ✇✐❧❧ ❜❡
❛ ❧✐♥❡❛r s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❡ ❛r❡ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r✱ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ♣❤♦t♦♥✲❜❛r②♦♥s
❛♥❞ ♥❡✉tr✐♥♦s✳ ❚❤❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ❛r❡ ❛❞✐❛❜❛t✐❝ ✐♠♣❧②✐♥❣ t❤❛t ❛❧❧ s♣❡❝✐❡s ❛r❡ ❡q✉❛❧❧② ♣❡rt✉r❜❡❞ ✸✳ ■♥
❋✐❣s✳ ❬■■✳✷❪ ❛♥❞ ❬■■✳✸❪ ❛ s❡t ♦❢ s♥❛♣s❤♦ts ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♠❛ss ♣r♦✜❧❡ ♦❢ t❤❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s
❛r❡ s❤♦✇♥✳ ❚❤❡ ♣r♦✜❧❡ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❞❡♥s✐t② ❢r❛❝t✐♦♥ t✐♠❡s t❤❡ sq✉❛r❡ ♦❢ r❛❞✐✉s✱ t❤❡ ❛r❡❛ ✉♥❞❡r
t❤❡ ❝✉r✈❡ ✐s t❤❡ ♠❛ss ♦❢ t❤❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ✐♥ ❝♦♠♦✈✐♥❣ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✳ ■♥ ❋✐❣✳❬■■✳✷✳❛✮ ✇❡ s❡❡ t❤✐s ✐♥✐t✐❛❧

❋✐❣✉r❡ ■■✳✷✿ ❙♥❛♣s❤♦t ♦❢ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛ss ♣r♦✜❧❡ ✈s ❝♦♠♦✈✐♥❣ r❛❞✐✉s ♦❢ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ♣♦✐♥t✲❧✐❦❡
♦✈❡r✲❞❡♥s✐t② ❧♦❝❛t❡❞ ❛t t❤❡ ♦r✐❣✐♥✱ t❤❡ ❜❧❛❝❦✱ ❜❧✉❡✱ r❡❞ ❛♥❞ ❣r❡❡♥ ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❞❛r❦ ♠❛tt❡r✱
❜❛r②♦♥s✱ ♣❤♦t♦♥s ❛♥❞ ♥❡✉tr✐♥♦s r❡s❝❛❧❡❞ t♦ ❜❡ ❛t s❛♠❡ s❝❛❧❡✳ ❋r♦♠ ✭❊✐s❡♥st❡✐♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼✮✳

❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❛ss ♣r♦✜❧❡ ♦❢ t❤❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s✳ ❆t t❤✐s ♠♦♠❡♥t✱ t❤❡ ❜❛r②♦♥s ❛r❡ ❝♦✉♣❧❡❞ ✇✐t❤
♣❤♦t♦♥s ✐♥ ❛ s✐♥❣❧❡ ✢✉✐❞✱ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ♦❢ r❛❞✐❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❤♦t♦♥s ❣❡♥❡r❛t❡s ❛♥ s♣❤❡r✐❝❛❧ ✇❛✈❡ ❛r♦✉♥❞
t❤❡ ♦✈❡r✲❞❡♥s✐t② t❤❛t ❜❡❣✐♥s t♦ ♣r♦♣❛❣❛t❡ ❋✐❣✳❬■■✳✷✳❜❪✳ ❚❤❡ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ✐♥t❡r❛❝t ♦♥❧② ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧❧②

✸■♥ ❢❛❝t r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ s♣❡❝✐❡s ✭♣❤♦t♦♥s ❛♥❞ ♥❡✉tr✐♥♦s✮ ❛r❡ ♣❡rt✉r❜❡❞ ✹✴✸ ❜✐❣❣❡r t❤❛♥ ♥♦♥✲r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ✭❜❛r②♦♥s ❛♥❞
❞❛r❦ ♠❛tt❡r✮



✹✽

✐♥ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ✐t st❛②s ❛t t❤❡ ❝❡♥t❡r✳ ◆❡✉tr✐♥♦s ❛r❡ ♥♦t ❜♦✉♥❞❡❞ ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧❧②✱ t❤❡② str❡❛♠ ❛✇❛②
❢r♦♠ ✐♥✐t✐❛❧ ♣♦✐♥t✲❧✐❦❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s✳ ■♥ ♣❛♥❡❧ ❋✐❣s✳ ❬■■✳✷✳❜❪ ❛♥❞ ❬■■✳✷✳❝❪✱ t❤❡ s♣❤❡r✐❝❛❧ s❤❡❧❧ ❝♦♥t✐♥✉❡
❡①♣❛♥❞✐♥❣ ✱ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ❞❡♥s✐t② ❞r♦♣s ❜❡❝❛✉s❡ ❡♥❡r❣② ✐s ❜❡✐♥❣ s♣r❡❛❞ ✐♥ ❛ ❧❛r❣❡ ❛r❡❛✳ ❚❤❡ ♥❡✉tr✐♥♦s
s♣r❡❛❞ ♦✉t ❛♥❞ t❤❡ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r r❡♠❛✐♥s ❛t t❤❡ ❝❡♥t❡r ❝♦❧❧❡❝t✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❞❡♥s✐t② ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥
✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ ♣❡❛❦✳

❋✐❣✉r❡ ■■✳✸✿ ❙♥❛♣s❤♦t ♦❢ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛ss ♣r♦✜❧❡ ✈s ❝♦♠♦✈✐♥❣ r❛❞✐✉s ♦❢ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ♣♦✐♥t✲❧✐❦❡
♦✈❡r❞❡♥s✐t② ❧♦❝❛t❡❞ ❛t t❤❡ ♦r✐❣✐♥✱ t❤❡ ❜❧❛❝❦✱ ❜❧✉❡✱ r❡❞ ❛♥❞ ❣r❡❡♥ ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❞❛r❦ ♠❛tt❡r✱
❜❛r②♦♥s✱ ♣❤♦t♦♥s ❛♥❞ ♥❡✉tr✐♥♦s r❡s❝❛❧❡❞ t♦ ❜❡ ❛t s❛♠❡ s❝❛❧❡✳❋r♦♠ ✭❊✐s❡♥st❡✐♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼✮✳

❚❤❡ ❞❡❝♦✉♣❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♣❤♦t♦♥s ❧❡❛✈❡s t❤❡ ❜❛r②♦♥s ❢r♦③❡♥ ❢♦r♠✐♥❣ ❛ s♣❤❡r✐❝❛❧ s❤❡❧❧ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ♦✈❡r✲
❞❡♥s✐t② ❋✐❣✳❬■■✳✷✳❞❪✳ ◆♦✇ t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❛t t❤❡ ❝❡♥t❡r s✉rr♦✉♥❞❡❞
❜② ❛ s❤❡❧❧ ♦❢ ❜❛r②♦♥s ❜❡❣✐♥s t♦ ✐♥t❡r❛❝t ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧❧② ❣✐✈✐♥❣ ♣❧❛❝❡ t♦ t❤❡ ✜♥❛❧ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥
♦✈❡r✲❞❡♥s✐t② ❛t t❤❡ ❝❡♥t❡r s✉rr♦✉♥❞❡❞ ❜② ❛ s❤❡❧❧ ❛t t❤❡ s♦✉♥❞ ❤♦r✐③♦♥ ❞✐st❛♥❝❡ ❋✐❣s✳ ❬■■✳✸✳❛❪✱ ❬■■✳✸✳❜❪✳
❲✐t❤♦✉t t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ♦❢ r❛❞✐❛t✐♦♥ t❤❡ ❛❝❝r❡t✐♦♥ ♦❢ ♠❛tt❡r ♦❢ ♦✈❡r ❞❡♥s❡ r❡❣✐♦♥s ❜② ❣r❛✈✐t② ✐s ❞♦♥❡
❡✈❡♥ ♠♦r❡ r❛♣✐❞❧② t❤❛t ❍✉❜❜❧❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥✱ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥tr❛st ❜❡t✇❡❡♥ ♦✈❡r✲❞❡♥s❡ ❛♥❞ ✉♥❞❡r
❞❡♥s❡ r❡❣✐♦♥s✳ ❚❤❡ ✜♥❛❧ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♣✐❝ ❛t t❤❡ ❝❡♥t❡r s✉rr♦✉♥❞❡❞ ❜② ❛ s❤❡❧❧ ♦❢
❜❛r②♦♥s ❛t r♦✉❣❤❧② ✶✺✵ ▼♣❝ ✐♥ r❛❞✐✉s ✭❋✐❣✳ ❬■■✳✸✳ ❝❪✮✳ ❋✐♥❛❧❧② ✐♥ ❋✐❣✳❬■■✳✸✳❞❪ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ❛s
❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♦✈✐♥❣ r❛❞✐✉s✳
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❊❛❝❤ ✐♥✐t✐❛❧ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❤❛✈❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❛ s♣❤❡r✐❝❛❧ ✇❛✈❡ ❛r♦✉♥❞ ❡❛❝❤ ♦✈❡r ❞❡♥s✐t②✱ t❤❡ s✉♣❡r✲
♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ✇❛✈❡s ❤✐❞❡ t❤❡ ♣r❡❢❡rr❡❞ s♦✉♥❞ s❝❛❧❡✱ ❜✉t st❛t✐❝❛❧❧② ✐s st✐❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❣❡t ❛ s✐❣♥❛❧✳
❚❤❡ ❣❛❧❛①✐❡s ✇✐❧❧ ❢♦r♠ ❛t z ∼ 10 ♣r❡❢❡r❛❜❧② ❛t t❤❡ ♦✈❡r✲❞❡♥s✐t✐❡s ✱ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ❛ ♣r❡❢❡rr❡❞ s❡♣❛r❛✲
t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❣❛❧❛①✐❡s ❛t t❤❡ ❛❝♦✉st✐❝ r❛❞✐✉s✳ ❙t❛t✐st✐❝❛❧❧② ✇❡ ❝❛♥ ❞❡t❡❝t t❤✐s ♣r❡❢❡rr❡❞ s❝❛❧❡ ✐♥ t❤❡
❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛s ❛ ♣❡❛❦ ❛t t❤❡ s♦✉♥❞ ❤♦r✐③♦♥✳ ❊q✉✐✈❛❧❡♥t❧②✱ ❛ ♣✐❝ ✐♥ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥
tr❛❞✉❝❡s t♦ ❛ s❡r✐❡ ♦❢ ❤❛r♠♦♥✐❝ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s✳

❆s ✇❡ ❤❛✈❡ s❡❡♥ t❤❡ ❇❆❖ ❛♥❞ ❈▼❇ ❛r❡ ❜♦t❤ ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ s❛♠❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ t❤❡ ❛❝♦✉st✐❝
♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❛r❡ t❤❛t ❈▼❇ ❣✐✈❡ ✉s ❛ t✇♦ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s♥❛♣s❤♦t ♦❢ ❞❡♥s✐t② ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s
❛♥❞ ❇❆❖ ❛ t❤r❡❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♣✐❝t✉r❡ ■♥ ❋✐❣✳❬■■✳✹❪ t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r ♣♦✇❡r s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ ❈▼❇ ❛♥❞ t❤❡
♣♦✇❡r s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ ♠❛tt❡r ❛r❡ s❤♦✇♥✳

❋✐❣✉r❡ ■■✳✹✿ P♦✇❡r s♣❡❝tr❛ ♦❢ ♠❛tt❡r ❛♥❞ ❆♥❣✉❧❛r ♣♦✇❡r s♣❡❝tr✉♠ ❢r♦♠ ❈▼❇✳ ❋r♦♠ ✭❲❤✐t❡✱
✷✵✵✺✮✳

■■✳✶✳✸ ❇❛r②♦♥ ❙✐❣♥❛t✉r❡s ✐♥ t❤❡ ❈❉▼ ❚r❛♥s❢❡r ❋✉♥❝t✐♦♥

■ ❤❛✈❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✶ t❤❡ ♣✉r❡ ❈❉▼ tr❛♥s❢❡r ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦❧♦❣② t❤❛t ❞❡t❡r✲
♠✐♥❡s ✐ts ❢♦r♠✳ ❊✈❡♥ ✐❢ ❈❉▼ ♣❧❛②s ❛ ♣r❡❞♦♠✐♥❛♥t r♦❧❡ ✐♥ ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ t❤❡ ♣♦✇❡r s♣❡❝tr✉♠✱ ✇❤❡♥
t❤❡ ❜❛r②♦♥s ❛r❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ ❜❛r②♦♥s ❛♥❞ ♣❤♦t♦♥s
❣❡♥❡r❛t❡s ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ str✉❝t✉r❡ ✐♥ t❤❡ tr❛♥s❢❡r ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ ❛ ♣✉r❡ ❈❉▼ s❝❡♥❛r✐♦✳

❲❡ ❤❛✈❡ s❡❡♥ t❤❛t ❜❡t✇❡❡♥ ❡♣♦❝❤ ♦❢ ❡q✉❛❧✐t② r❛❞✐❛t✐♦♥✲♠❛tt❡r ✭zeq✮ ❛♥❞ t❤❡ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✭zd✮
❛❝♦✉st✐❝ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ✇❡r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ♣❤♦t♦♥✲❜❛r②♦♥s✳ ❉✉r✐♥❣ t❤✐s ♣❤❛s❡ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡
♦❢ ❜❛r②♦♥s ❝❛♥ ♥♦t ❣r♦✇✱ t❤❡② ✉♥❞❡r❣♦❡s ❤❛r♠♦♥✐❝ ♠♦t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❛♥❞ ✈❡❧♦❝✐t② ❞❡❝❛②✐♥❣✳
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❖♥❝❡ t❤❡ ♣❤♦t♦♥s ❛r❡ ❞❡❝♦✉♣❧❡❞ ❢r♦♠ ❜❛r②♦♥s ✇❡ ❣❡t t❤❡ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ✐♥ t❡r♠s
♦❢ ❣r♦✇✐♥❣ ❛♥❞ ❞❡❝❛②✐♥❣ ♠♦❞❡s ❢♦r ❛ ♣r❡ss✉r❡❧❡ss ✢✉✐❞✳

❚❤❡ ❜❛r②♦♥s ❤❛✈❡ t✇♦ ❡✛❡❝ts ✐♥ t❤❡ tr❛♥s❢❡r ❢✉♥❝t✐♦♥✿ t❤❡ s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ ♣♦✇❡r ❛♥❞ t❤❡ ♦s✲
❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❜❡❧♦✇ t❤❡ s♦✉♥❞ ❤♦r✐③♦♥✳ ▲❡t ✉s s❡♣❛r❛t❡ t❤❡ ❜❛r②♦♥s ❛♥❞ ❈❉▼ ♠♦❞❡s t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞
t❤❡ t♦t❛❧ ❡✛❡❝t✳ ❚❤❡ ❜❛r②♦♥s ❛♥❞ ❈❉▼ ♠♦❞❡s t❤❛t ❡♥t❡r ❜❡❢♦r❡ ♠❛tt❡r✲r❛❞✐❛t✐♦♥ ❡q✉❛❧✐t② ❣r♦✇t❤
❧♦❣❛r✐t❤♠✐❝❛❧❧②✳ ❚❤❡ ❜❛r②♦♥ ♠♦❞❡s t❤❛t ❡♥t❡r t♦ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥ ❛❢t❡r ♠❛tt❡r✲r❛❞✐❛t✐♦♥ ❡q✉❛❧✐t② ❜✉t
❜❡❢♦r❡ ❞❡❝♦✉♣❧✐♥❣ ♦s❝✐❧❧❛t❡ ✇✐t❤ ❞❡❝❛②✐♥❣ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ s♦ t❤❡② ❝❛♥ ♥♦t ❝♦♥tr✐❜✉t❡ t♦ t❤❡ ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧
♣♦t❡♥t✐❛❧s✳ ❋♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❈❉▼ ♠♦❞❡s t❤❛t ❡♥t❡r ❛❢t❡r ❡q✉❛❧✐t② ❛♥❞ ❜❡❢♦r❡ ❞❡❝♦✉♣❧✐♥❣✱ t❤❡② ❣r♦✇
❛s ❛ ✉♥✐✈❡rs❡ ✇✐t❤ ♠❛tt❡r ❞❡♥s✐t② ✇✐t❤♦✉t ❜❛r②♦♥s Ωc = Ωm − Ωb✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ❛❧❧ ♠♦❞❡s
✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♣❡r✐♦❞ zeq − zd ❛r❡ s✉♣♣r❡ss❡❞✳

❚♦ ✜① t❤❡ ✐❞❡❛s ■ ✉s❡ t❤❡ ✜tt❡❞ ❢♦r♠ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ✭❊✐s❡♥st❡✐♥ ✫ ❍✉✱ ✶✾✾✽❛✮✳ ❚❤✐s ✜tt✐♥❣ ❢♦r♠
♦❢ t❤❡ tr❛♥s❢❡r ❢✉♥❝t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s t❤❡ ❜❛r②♦♥s ❛♥❞ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ✉s✐♥❣ ❛ ❡✛❡❝t✐✈❡ tr❛♥s❢❡r ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r
❡❛❝❤ s♣❡❝✐❡s✳ ■♥ ❛ ❈❉▼✲❜❛r②♦♥ ♠♦❞❡❧ ✉♥✐✈❡rs❡ Ωb + Ωc = Ω0✳ ❚❤✉s ✱ Tc ✐s t❤❡ tr❛♥s❢❡r ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢
❈❉▼✱ Tb ✐s t❤❡ tr❛♥s❢❡r ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❜❛r②♦♥s ♣♦♥❞❡r❡❞ ❜② t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ❞❡♥s✐t②✳

T (k) =
Ωb

Ωm
Tb(k) +

Ωc

Ωm
Tc(k) ✭■■✳✶✮

■♥ ❛ ❈❉▼ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ❜❛r②♦♥s✱ t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ s❝❛❧❡ ♣❧❛②✐♥❣ ❛ r♦❧❡ ✐♥ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ♣❡r✲
t✉r❜❛t✐♦♥s✿ t❤❡ s♦✉♥❞ ❤♦r✐③♦♥ ❛t t❤❡ t✐♠❡ ♦❢ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ s✳ ❚❤❡ tr❛♥s❢❡r ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r
✐s ❛✛❡❝t❡❞ ❜② ❜❛r②♦♥s ♦♥❧② ❛t s❝❛❧❡s ❜❡❧♦✇ t❤❡ s♦✉♥❞ ❤♦r✐③♦♥ s ✇❤❡r❡ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❜❛r②♦♥s ✐s ❛ s✉♣✲
♣r❡ss✐♦♥ ♣♦✇❡r✳ ❚❤✐s ✐s ♠♦❞❡❧❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ tr❛♥s❢❡r ❢✉♥❝t✐♦♥ ∼ T0(k, αc, βc) ❛♥❞ ❛ ❢❛❝t♦r
f t❤❛t s♠♦♦t❤❡s t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ tr❛♥s❢❡r ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛❧♠♦st ✇✐t❤♦✉t ❜❛r②♦♥s ❜❡❢♦r❡ s ❛♥❞ ❛
❜❛r②♦♥ ❧♦❛❞❡❞ s♦❧✉t✐♦♥✳

Tc(k) = fT0(k, 1, βc) + (1 − f)T0(k, αc, βc)
✹ ✭■■✳✷✮

■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❜❛r②♦♥s✱ Tb ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t✇♦ ♦s❝✐❧❧❛t♦r② t❡r♠s✱ Tw(k) ❛♥❞ Ts(k)✳ ❚❤❡ t❡r♠ Tw

s❤♦✇ ❛ s❡r✐❡s ♦❢ ❞❡❝❧✐♥✐♥❣ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ✺ s✉♣♣r❡ss❡❞ ❜② t❤❡ ❞❡❝❛② ♦❢ ♣♦t❡♥t✐❛❧s ❜❡t✇❡❡♥ zeq ❛♥❞
zd t❤❛t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❧✐♠✐t✐♥❣ ❝❛s❡ ✐♥ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❈❉▼✳ ❚❤❡ ♦t❤❡r t❡r♠ Ts ✐s ❛ r❛♣✐❞❧②
❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ ✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢r♦♠ ❧❛r❣❡ t♦ s♠❛❧❧ s❝❛❧❡s✱ ✐t ❝♦♠❡s
❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ ♣♦✇❡r ✐s ❢♦r s❝❛❧❡s s♠❛❧❧❡r t❤❛t s✳

Tb = Tw(k) + Ts(k)
✻ ✭■■✳✺✮

■♥ ❋✐❣✳❬■■✳✺❪✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❡ tr❛♥s❢❡r ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢r♦♠ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ✜tt✐♥❣ ❢♦r♠ ♦❢ ❊✐♥s❡♥st❡✐♥
❛♥❞ ❍✉✱❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛r❛♠❡t❡rs Ωb ❛♥❞ Ωm✳ ❚❤❡ ❞♦tt❡❞ ❧✐♥❡ s✐❣♥❛❧s ❛ ♣✉r❡ ❈❉▼ ♠♦❞❡❧ ✱ s❤♦✇✐♥❣

✹❚❤❡ ❢❛❝t♦r ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② f = 1/[1 + (ks/5.4)4]
✺❚❤❡ ❞❡❝❧✐♥✐♥❣ ♦❢ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ✐s ♦r✐❣✐♥❛t❡❞ ❜② t❤❡ s✐❧❦ ❞❛♠♣✐♥❣ ♥♦t tr❡❛t❡❞ ✐♥ t❤✐s ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥
✻❚❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❢♦r t❤❡ t❡r♠s Tw(k) ❛♥❞ Ts(k) ❛r❡✿

Ts(k) =
j0(ks)T0(k, 1, 1)

1 + (ks/5.2)2
✭■■✳✹✮

Tw(k) =
j0(ks)e

(k/ksilk)1.4

1 + (βb/ks)3
✭■■✳✺✮



✺✶

t❤❡ t✇♦ ❡✛❡❝ts ♦❢ ❜❛r②♦♥s ✐♥ t❤❡ tr❛♥s❢❡r ❢✉♥❝t✐♦♥✱ s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ ♣♦✇❡r ❛♥❞ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s✳ ❲❡ ♦❜s❡r✈❡
♦♥ t❤❡ t♦♣ ♣✉r❡❧② ❜❛r②♦♥✐❝ ♠♦❞❡❧s ✇✐t❤♦✉t ❈❉▼✱ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❛❧t❡r♥❛t✐♥❣ s✐❣♥
✐♥ t❤❡ tr❛♥s❢❡r ❢✉♥❝t✐♦♥✳

❋✐❣✉r❡ ■■✳✺✿ ❊①❛♠♣❧❡s ♦❢ ❚r❛♥s❢❡r ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❈❉▼ ✇✐t❤ ❜❛r②♦♥s ❢♦r ❞❡❢❡r❡♥ts s❡t ♦❢ ♣❛r❛♠✲
❡t❡rs Ωm ❛♥❞ Ωb ❢r♦♠ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ✜tt✐♥❣ ❢♦r♠✉❧❛ ♦❢ ❊✐s❡♥st❡✐♥ ❛♥❞ ❍✉✳ ❖♥ t♦♣ ♣✉r❡
❜❛r②♦♥✐❝ ♠♦❞❡❧s✳ ❋✐❣✉r❡ ❢r♦♠ ✭❊✐s❡♥st❡✐♥ ✫ ❍✉✱ ✶✾✾✽❛✮✳

P❤❡♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐❝❛❧❧②✱ t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❜❛r②♦♥s ❧❡t ✉s ✐♠❛❣✐♥❡ ❛ ❜❛r②♦♥✐❝ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤♦✉t
❞❛r❦ ♠❛tt❡r✳ ❚❤❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s st✐❧❧ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t✱ ❛♥❞ t❤❡ s✉❜s❡q✉❡♥t ❧❛✉♥❝❤✐♥❣ ♦❢ s♣❤❡r✐❝❛❧ ✇❛✈❡s
♦♥ ❡❛❝❤ ♦✈❡r✲❞❡♥s✐t②✳ ❚❤❡ s♣❤❡r✐❝❛❧ s❤❡❧❧s ❛r❡ ❢r♦③❡♥ ❛t r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ t✐♠❡ ❜✉t ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ ❛❧❧ t❤❡
♠❛tt❡r ✐s ❞✐s♣❧❛❝❡❞ ✐♥ t❤❡ s❤❡❧❧s✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❛t t❤❡ ❝❡♥t❡r✱ s♦ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♣❡❛❦ ✐♥ t❤❡
❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝❡♥t❡r ❛♥❞ t❤❡ s❤❡❧❧✱
✐♥❞❡❡❞ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ s❧♦♣❡ ❛t t✇✐❝❡ t❤❡ s♦✉♥❞ ❤♦r✐③♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♦❢



✺✷

t✇♦ ♣♦✐♥ts ✐♥ t❤❡ s♣❤❡r❡✳ ❙♦ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❜❛r②♦♥s ✐s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ str♦♥❣❡st ❛r❣✉♠❡♥ts ✐♥ ❢❛✈♦✉r ♦❢
♥♦♥ ❜❛r②♦♥✐❝ ♠❛tt❡r t❤❛t ❤❛s ❞❡❝♦✉♣❧❡❞ ❜❡❢♦r❡ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r✳

❋✐❣✉r❡ ■■✳✻✿ ❊✛❡❝t ♦❢ ❜❛r②♦♥s ✐♥ ♣♦✇❡r s♣❡❝tr✉♠ ❛♥❞ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❋r♦♠
❤tt♣✿✴✴s❝❤♦❧❛r✳❤❛r✈❛r❞✳❡❞✉✴❞❡✐s❡♥st❡✐♥✴❜♦♦❦✴❜❛r②♦♥✲❛❝♦✉st✐❝✲♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s✳

■■✳✷ ❉❡✜♥✐♥❣ ❛♥ ❙t❛t✐st✐❝❛❧ ❙t❛♥❞❛r❞ ❘✉❧❡r

■♥ ✜rst ❝❤❛♣t❡r ✇❡ ❤❛✈❡ s❡❡♥ t❤❛t ❞✐st❛♥❝❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ s❝❛❧❡ ❢❛❝t♦r ♦r r❡❞s❤✐❢t
❞✐r❡❝t❧② ♠❛♣ t❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ❤✐st♦r②✳ ❆s ✇❡ ❤❛✈❡ s❡❡♥ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥ t❤❡ ❛❝♦✉st✐❝ ♣❤❡♥♦♠✲
❡♥❛ ✐♠♣r✐♥t❡❞ ❛ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st s❝❛❧❡ ✐♥ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ♠❛tt❡r✿ t❤❡ s♦✉♥❞ ❤♦r✐③♦♥✳ ❚❤✐s s❝❛❧❡ ✐s
❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❝♦♠♣✉t❛❜❧❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧② s✐♥❝❡ ✜rst ♣r✐♥❝✐♣❧❡s✳ ❚❤❡ s♦✉♥❞ ❤♦r✐③♦♥ s ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✿

s =

∫ trec

0
cs(1 + z)dt =

1√
ΩmH2

0

2c
√

3zeqreq
Ln

√

1 + req +
√
req + rrec

1 +
√
req

✭■■✳✻✮

❚❤❡ ❛✐♠ ♦❢ ❇❆❖ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✐s t♦ ❧❡❛r♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ✉s✐♥❣ t❤✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ s❝❛❧❡
✐♠♣r✐♥t❡❞ ✐♥ ♠❛tt❡r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛s ❛ st❛♥❞❛r❞ r✉❧❡r✳

❚❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ❙t❛♥❞❛r❞ ❘✉❧❡r ❝♦♥s✐st ♦❢ ✉s✐♥❣ ❛♥ ♦❜❥❡❝t ♦❢ ❦♥♦✇♥ s✐③❡ ❛t ❛ s✐♥❣❧❡ r❡❞s❤✐❢t
✭♦r ✇✐❝❤ s✐③❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ❛ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ✇❛② ✇✐t❤ r❡❞s❤✐❢t✮ ❛♥❞ ✉s❡ t❤✐s ♣❛tr♦♥ t♦ ❝♦♠♣❛r❡ ✇✐t❤ t❤❡
❛♣♣❛r❡♥t s✐③❡ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t r❡❞s❤✐❢ts✳ ❚❤✐s t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐s s✐♠✐❧❛r ✐♥ ♥❛t✉r❡ t♦ t❤❡ s✉♣❡r♥♦✈❛❡ t❤❛t ✉s❡s
❛♥ st❛♥❞❛r❞ ✏❝❛♥❞❧❡✧ t♦ ❝❛❧✐❜r❛t❡ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡s✱ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s t❤❡ ❦✐♥❞ ♦❢ st❛♥❞❛r❞ ♣❛tt❡r♥ ✉s❡❞ t♦
♠❛♣ t❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ❤✐st♦r②✳ ❚❤❡ ❝♦♠♦✈✐♥❣ s✐③❡ ♦❢ t❤✐s r✉❧❡r ✐♥ t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ✭rll✮ ❛♥❞ ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r
✭r⊥✮ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❛r❡ r❡❧❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ∆θ ❛♥❞ ∆z✳ ■❢ ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❡ tr✉❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ♦❢ rll
❛♥❞ r⊥ ✇❡ ❝❛♥ ❛❝❝❡ss t♦ dA(z) ❛♥❞ H(z) r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❊✈❡♥ ✐❢ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❦♥♦✇ t❤❡ ❝♦♠♦✈✐♥❣ s✐③❡ ♦❢
❛♥ ♦❜❥❡❝t ✉s✐♥❣ t❤❡ ❆❧❝♦❝❦✲P❛s③❤✐s❦② ✐t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❛❝❝❡ss t♦ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t DA(z)H(z)✳



✺✸

rll =
c∆z

H(z)
. ✭■■✳✼✮

r⊥ = (1 + z)DA(z)∆θ. ✭■■✳✽✮

■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❇❆❖ ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❛❝♦✉st✐❝ ❢❡❛t✉r❡ t❤✉s ✇❡ ❝❛♥ ✉s❡ ✐t ❛s ❛♥ st❛♥❞❛r❞ r✉❧❡r
t♦ st✉❞② ❡①♣❛♥s✐♦♥✳ ❯s✐♥❣ t❤✐s ❛♣♣❛r❡♥t ❞✐st❛♥❝❡s ✭❛♥❣✉❧❛r s✐③❡ ♦r r❡❞s❤✐❢t ❡①t❡♥t✮ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥str❛✐♥

❋✐❣✉r❡ ■■✳✼✿ ❚❤❡ ❝♦♠♦✈✐♥❣ s✐③❡ ♦❢ t❤✐s r✉❧❡r ✐♥ t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ✭rll✮ ❛♥❞ ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r ✭r⊥✮
❞✐r❡❝t✐♦♥s ❛r❡ r❡❧❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ∆θ ❛♥❞ ∆z✳

t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ ❞❛r❦ ❡♥❡r❣② ✈✐❛ t❤❡✐r ❝♦s♠♦❧♦❣✐❝❛❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ ❍✉❜❜❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡rH(z) ✼✳

❚❤✉s✱ t♦ st✉❞② t❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ❤✐st♦r② ♦❢ t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❡ ✇❡ ✇✐❧❧ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ❍✉❜❜❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡r
H(z) ❛♥❞ DA(z) ✉s✐♥❣ t❤❡ ❜❛r②♦♥✐❝ ❛❝♦✉st✐❝ ❢❡❛t✉r❡ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t r❡❞s❤✐❢ts✳

❚❤✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ s❝❛❧❡ ❤❛s ❛ st❛t✐st✐❝❛❧ ♥❛t✉r❡✱ ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤t✱ ✐t ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡
t✇♦ ♣♦✐♥t st❛t✐st✐❝s ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ■■✳✽❪✳

✼

H(z) = H2
o [Ωm(1 + z)3 + Ωr(1 + z)4 + Ωk(1 + z)2 + ΩXexp

„

3

Z z

0

1 + w(z)

1 + z
dz

«

]1/2. ✭■■✳✾✮

DA(z) =
c

1 + z

Z z

0

dz

H(z)
. ✭■■✳✶✵✮

✇❤❡r❡ ΩX ✐s t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❞❛② ❞❛r❦ ❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t② ❛♥❞ H0 = h× 100kms−1Mpc−1✱ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❞❛② ❍✉❜❜❧❡ ❝♦♥st❛♥t✳
❚❤✐s ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✐♠♣❧✐❡s ❛♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ st❛t❡ ♦❢ ❞❛r❦ ❡♥❡r❣② wX(z) ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✭❄✮✿

wX(z) =
pX(z)

ρX(z)
✭■■✳✶✶✮

❚❤❡ ❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t② ♦❢ ❞❛r❦ ❡♥❡r❣② t❤✉s ✇r✐t❡s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

ρX(z) = ρX(0)exp

„

3

Z z

0

dz′

1 + z
(1 + w(z′)

«

. ✭■■✳✶✷✮

■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ❝♦s♠♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♥st❛♥t✱ ✐❡✳ w = −1✱ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ ❍✭③✮ s✐♠♣❧✐✜❡s ✳

H(z) = H2
o [Ωm(1 + z)3 + Ωr(1 + z)4 + Ωk(1 + z)2 + ΩX(1 + z)3(1+w)]1/2. ✭■■✳✶✸✮

✇❤❡r❡ ΩX r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❝♦s♠♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♥st❛♥t ✐❢ ✇❂✲✶✳



✺✹

❋✐❣✉r❡ ■■✳✽✿ ❋✐rst ❉❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❇❆❖ ✐♥ ✷✵✵✺✳ ▲❡❢t ♣❛♥❡❧ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ▲❘●✬s ✐♥ ❙❉❙❙
✭❊✐s❡♥st❡✐♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✺✮✳ ❘✐❣❤t P❛♥❡❧ ♣♦✇❡r s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ ♠❛✐♥ ❣❛❧❛①② s❛♠♣❧❡ ❛♥❞ ▲❘● s❛♠♣❧❡
✭P❡r❝✐✈❛❧ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼✮✳ ❚❤❡ ❧✐♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ✜tt✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ❢r♦♠ ❊✐s❡♥st❡✐♥ ✫ ❍✉✭❊✐s❡♥st❡✐♥
✫ ❍✉✱ ✶✾✾✽❜✮✳

❚❤❡ ✐❞❡❛❧ ❝❛s❡ ✐s t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ✷ ♣♦✐♥t st❛t✐st✐❝s s❡♣❛r❛t✐♥❣ t❤❡ ❧✐♥❡✲♦❢✲s✐❣❤t ❛♥❞ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❞✐r❡❝✲
t✐♦♥s✱ ❧♦❝❛t❡ t❤❡ ❢❡❛t✉r❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ s♦✉♥❞ ❤♦r✐③♦♥✱ ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡ ∆θ ❛♥❞ ∆ z ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t
t♦ t❤✐s s♦✉♥❞ ❤♦r✐③♦♥ ❛t ✈❛r✐❡t② ♦❢ r❡❞s❤✐❢ts✳ ❚❤❡♥✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❜❛s❡❞ ♦♥ ❈▼❇ r❡s✉❧ts✱
❝♦♠♣❛r❡ t♦ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ❛t ③ ≈ 103 t♦ ❣❡t dA ❛♥❞ ❍✭③✮✱ ❛♥❞ ✐♥❢❡r ❡①♣❛♥s✐♦♥ ❤✐st♦r②✳ ◆♦✇❛❞❛②s✱ ✇❤❡♥
❞❛t❛ s❡ts ❞♦ ♥♦t ❤❛✈❡ ❡♥♦✉❣❤ st❛t✐st✐❝s✱ t❤❡ ❛♥❣❧❡ ❛✈❡r❛❣❡ st❛t✐st✐❝s ✐s ✉s❡❞✱ ✇❤❛t ✐♠♣❧✐❡s ❛♥❛❧②③✐♥❣
t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ❛♥❞ ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r ❞✐r❡❝t✐♦♥ t♦❣❡t❤❡r✳

❆ ✜♥❛❧ ♣♦✐♥t ♠✉st ❜❡ t❛❦❡♥ ✐♥ ❛❝❝♦✉♥t ❜❡❢♦r❡ ✐♥❢❡rr✐♥❣ ❝♦s♠♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s✳ ❆s ✇❡ ❤❛✈❡
s❡❡♥ t♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡s ❛ ✜❞✉❝✐❛❧ ❝♦s♠♦❧♦❣② ♠✉st ❜❡ ❛ss✉♠❡❞✳ ❚♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ t❤❡ ❞✐st♦rt✐♦♥s
✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② t❛❦✐♥❣ t❤❡ ✇r♦♥❣ ❝♦s♠♦❧♦❣②✳ ❚❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❞❡✜♥❡ ❛ s❝❛❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡r
❝❛❧❧❡❞✏❞✐❧❛t❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r✧ t❤❛t t❛❦❡s ❛❝❝♦✉♥t ♦❢ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ s❝❛❧❡ ✐ss✉❡s ♦❢ t❛❦✐♥❣ ✇r♦♥❣ ❝♦s♠♦❧✲
♦❣②✽✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❛♥❣❧❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ t❤❡ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r ✐s ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥
♦❢ ❞✐❧❛t✐♦♥ ✐♥ tr❛♥s✈❡rs❡ ❛♥❞ ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❛s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭❊✐s❡♥st❡✐♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✺✮✿

DV =

(

DM (z)2
cz

H(z)

)1/3

. ✭■■✳✶✹✮

❚❤✐s ❞❡✜♥✐t✐♦♥ t❛❦❡s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❛t dA ❛♥❞ H(z) ❝❤❛♥❣❡s ❞✐✛❡r❡♥t❧②✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ ❤✐s q✉❛♥t✐t②
✇❛s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ s✉❝❤ ❛ ✇❛② t❤❛t t❤❡ r❛t✐♦ DV (z)/s(z) ✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢
✜❞✉❝✐❛❧ ❝♦s♠♦❧♦❣②✳ ❚❤✉s✱ ♠❡❛s✉r✐♥❣ s(z) ✇✐t❤ ❛ ✜❞✉❝✐❛❧ ❝♦s♠♦❧♦❣② ❛♥❞ ❣✐✈❡♥ t❤❡ ❛❝♦✉st✐❝ s❝❛❧❡ rs

✽❲❤❡♥ t❤❡ r❡❞s❤✐❢ts ❛r❡ ❝❧♦s❡ ❡♥♦✉❣❤ t❤❡ ❞✐st♦rt✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❜❡ t❤♦✉❣❤t s✐♠♣❧② ❛s ❛ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ ❡✛❡❝t✱ ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡
s♣❤❡r✐❝❛❧ ❢❡❛t✉r❡s ❢♦r ❡❧❧✐♣s♦✐❞s✳



✺✺

❢r♦♠ ❈▼❇ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ DV t♦ t❤❛t r❡❞s❤✐❢t ✉s✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①♣r❡ss✐♦♥✿

DV (z)

rs
=
DV,fid(z)

γsp
. ✭■■✳✶✺✮

❆s ✇❡ ✇✐❧❧ s❡❡ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥ ♥♦♥ ❧✐♥❡❛r✐t✐❡s✱ ❜✐❛s ❛♥❞ r❡❞s❤✐❢t ❞✐st♦rt✐♦♥s ♠♦❞✐✜❡s t❤❡
❛❝♦✉st✐❝ ❢❡❛t✉r❡✳ ❋♦rt✉♥❛t❡❧②✱ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❛❦✐♥❣ ❛ ✇r♦♥❣ ❝♦s♠♦❧♦❣② ✐s ♥♦t ❞❡❣❡♥❡r❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡
t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ s②st❡♠❛t✐❝s ❛s ♥♦♥ ❧✐♥❡❛r✐t✐❡s✱ r❡❞s❤✐❢t ❞✐st♦rt✐♦♥s ❛♥❞ ❜✐❛s ❡♥❛❜❧✐♥❣ t♦ ✉s❡ t❤✐s ❛❝♦✉st✐❝
❢❡❛t✉r❡ t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ❤✐st♦r② ✭❙❡♦ ✫ ❊✐s❡♥st❡✐♥✱ ✷✵✵✺✮✳

■■✳✸ ❙②st❡♠❛t✐❝ ❯♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ❢r♦♠ ❚❤❡♦r②

❆t t❤❡ ❛❝t✉❛❧ st❛t❡ ♦❢ ❇❆❖ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✱ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✈♦❧✉♠❡ ❛t r❡❞s❤✐❢t ♣r❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ s♣❡❝✲
tr♦s❝♦♣✐❝ s✉r✈❡②s t❤❡ s②st❡♠❛t✐❝ ❡rr♦r ✐♥ t❤❡ ❇❆❖ ♠❡t❤♦❞ ❛r❡ ♠♦r❡ ❧✐❦❡❧② t♦ ❛r✐s❡ ❢r♦♠ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧
s✐❞❡ ✭❙❡♦ ✫ ❊✐s❡♥st❡✐♥✱ ✷✵✵✺✮✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧② ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❤❛✈❡ ❛❝❝❡ss t♦ t❤❡ ❧✐♥❡❛r t❤❡♦r② ♠❛t✲
t❡r ♣♦✇❡r s♣❡❝tr✉♠ ✐♥ r❡❛❧ s♣❛❝❡✳ ◆♦♥ ❧✐♥❡❛r str✉❝t✉r❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥✱ r❡❞s❤✐❢t ❞✐st♦rt✐♦♥s ❛♥❞ ❣❛❧❛①②
❝❧✉st❡r✐♥❣ ❜✐❛s ❞❡❣r❛❞❡s t❤❡ ❛❝♦✉st✐❝ s✐❣♥❛t✉r❡ ✭▼❡✐❦s✐♥ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✾✮ ✭❲❤✐t❡✱ ✷✵✵✺✮✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡❝t
♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ t❤✐s ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ❛ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ❜❡tt❡r t❤❛♥ ✶✪ ✐♥ ❝✉rr❡♥t ❛♥❞ ❢✉t✉r❡
❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ t❤❡ ❜✐❛s ❛♥❞ ♥♦♥ ❧✐♥❡❛r✐t✐❡s ✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐s❝✉ss❡❞✳ ❈♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ r❡❞s❤✐❢t
❞✐st♦rt✐♦♥s ❛ ❢✉rt❤❡r ❝❤❛♣t❡r ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡✈♦t❡❞ t♦ t❤✐s ✐♠♣♦rt❛♥t s✉❜❥❡❝t✳

■■✳✸✳✶ ◆♦♥ ❧✐♥❡❛r✐t✐❡s

❆s ✇❡ ❤❛✈❡ s❛✐❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✶✱ ♦♥ ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡s t❤❡ ♠❛tt❡r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ✇❡❧❧ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❧✐♥❡❛r
t❤❡♦r②✱ ❤♦✇❡✈❡r ♦♥ s♠❛❧❧❡r s❝❛❧❡s ✭❛❜♦✉t ✶✵ ▼♣❝✮ ❞②♥❛♠✐❝s ❛r❡ ❤✐❣❤❧② ♥♦♥ ❧✐♥❡❛r t❤✉s✱ ◆✲❜♦❞②
s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ r❡q✉✐r❡❞ t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ ❛str♦♣❤②s✐❝❛❧ ♣r♦❝❡ss ✐♥✈♦❧✈❡❞✳ ❚❤❡r❡ ✐s ❛ r❛♥❣❡ ❜❡t✇❡❡♥
✇❤❡r❡ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ✐s q✉❛s✐ ❧✐♥❡❛r ❛♥❞ ❢♦r t❤❡ ❇❆❖ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ✐s ♥❡❝❡s❛r② t♦ ♠♦❞❡❧ ❛❝❝✉r❛t❡❧② t♦
❛❝❤✐❡✈❡ t❤❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ r❡q✉✐r❡❞ ❜② ❝✉rr❡♥t ❛♥❞ ❢✉t✉r❡ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡s✳

❇❛s✐❝❛❧❧② ✇❡ ❝❛♥ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ t✇♦ ❡✛❡❝ts ♦❢ t❤❡ ♥♦♥ ❧✐♥❡❛r r❡❣✐♠❡✿ ✜rst✱ t❤❡ ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧ ❣r♦✇t❤
♦❢ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ✐♥ ♦♥❡ ♠♦❞❡ ✐s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣❧② ❝♦✉♣❧❡❞ ✇✐t❤ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ✐♥ ♦t❤❡rs ♠♦❞❡s✱ ❣✐✈✐♥❣
♣❧❛❝❡ t♦ ❤✐❣❤❡r ♦r❞❡r ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ♠♦❞❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❜❧✉rs t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❢❡❛t✉r❡s ❛t ❣✐✈❡♥ ♠♦❞❡✱
❡r❛s✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥tr❛st✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❡✛❡❝t ✐s t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ ♣♦✇❡r ✐♥ ❧❛r❣❡ ✇❛✈❡ ♥✉♠❜❡rs ✭s♠❛❧❧ s❝❛❧❡s✮
❞✉❡ t♦ ♥♦♥ ❧✐♥❡❛r ❣r♦✇t❤✳ ❚❤✐s ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♣♦✇❡r ♠♦❞✐✜❡s t❤❡ s❧♦♣❡ ♦❢ ♣♦✇❡r s♣❡❝tr✉♠ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥
♦❢ ✇❛✈❡ ♥✉♠❜❡r✱ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ s❧♦♣❡ s❤✐❢ts t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❡❛❦s✳

■♥ ❋✐❣✳❬■■✳✾❪ t❤❡ ♥♦♥ ❧✐♥❡❛r ♣♦✇❡r s♣❡❝tr✉♠ ✐ss✉❡ ❢r♦♠ ◆✲❜♦❞② s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❢r♦♠ ✭❙❡♦ ✫ ❊✐s❡♥st❡✐♥✱
✷✵✵✺✮ ✐s s❤♦✇♥ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t r❡❞s❤✐❢ts ✭③❂✵✳✸✱ ③❂✶✱ ③❂✸✮✳ ❚❤❡ s♦❧✐❞ ❧✐♥❡s ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ ♣♦✇❡r s♣❡❝tr✉♠
❞✐✈✐❞❡❞ ❜② ❛ ③❡r♦ ❜❛r②♦♥ ♣♦✇❡r s♣❡❝tr✉♠ ❣✐✈✐♥❣ t❤❡ ✇✐❣❣❧❡❞ ♣❛rt ♦❢ s♣❡❝tr✉♠✱ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❧✐♥❡s
✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❡ kmax ❞❡✜♥✐♥❣ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♥♦♥ ❧✐♥❡❛r✐t✐❡s ❜❡❝♦♠❡ ✐♠♣♦rt❛♥t✳ ❲❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❡ t✇♦ ❡✛❡❝ts
♦❢ ♥♦♥ ❧✐♥❡❛r ❜❡❤❛✈✐♦r ✐♥ ♣♦✇❡r s♣❡❝tr✉♠✿ ❧♦ss ♦❢ ❝♦♥tr❛st ❛♥❞ ❡①❝❡ss ♣♦✇❡r ❢r♦♠ ♥♦♥ ❧✐♥❡❛r ❝♦❧❧❛♣s❡
✳ ❲❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t ✱ ❛s t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ❣r♦✇s ✇✐t❤ t✐♠❡✱ t❤❡s❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r
❡✛❡❝ts ❜❡❝♦♠❡ str♦♥❣❡r ❛♥❞ ♣r♦❝❡❡❞ t♦ ❧❛r❣❡r s❝❛❧❡s✳

❚❤❡ ✜❣✉r❡ s❤♦✇s ❛❧s♦ ❤♦✇ ❛t ❤✐❣❤❡r ❤❛r♠♦♥✐❝s t❤❡ ♣❡❛❦s ❛r❡ s❧✐❣❤t❧② s❤✐❢t❡❞ ✐♥ r❡❧❛t✐♦♥ t♦ t❤❡
✐♥✐t✐❛❧ ♣♦✇❡r s♣❡❝tr✉♠✳ ■♥ t❤❡ r✐❣❤t ♣❛♥❡❧ ♦❢ ❋✐❣✳❬■■✳✾❪ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t❡ dLnP/dLnk ✐s s❤♦✇♥✳ ❚❤✐s ♣❧♦t



✺✻

♣❡r♠✐t ✉s ❞✐s❝❡r♥ t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❝♦✉st✐❝ ❢❡❛t✉r❡✳

❋✐❣✉r❡ ■■✳✾✿ ▲❡❢t ♣❛♥❡❧✳ ▼❛tt❡r ♣♦✇❡r s♣❡❝tr❛ ❛t ✈❛r✐♦✉s r❡❞s❤✐❢ts ❢r♦♠ ❙❡♦ ❛♥❞ ❊✐s❡♥st❡✐♥
✷✵✵✺✳ ❚❤❡ s♦❧✐❞ ❧✐♥❡s ❛r❡ t❤❡ ♣♦✇❡r s♣❡❝tr✉♠ ❞✐✈✐❞❡❞ ❜② ♥♦ ✇✐❣❣❧❡❞ ♣♦✇❡r s♣❡❝tr❛✳ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧
❧✐♥❡s ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❡ s❝❛❧❡ kmax ✇❤❡r❡ ❧✐♥❡❛r t❤❡♦r② ✈❛❧✐❞✐t② ❢♦r r♠s σ ∼ 0.5 ✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ kmax =
0.11hMpc−1 ❢♦r z = 0.3✱ kmax = 0.19hMpc−1 ❢♦r z = 1 ❛♥❞ kmax = 0.53hMpc−1 ❢♦r ③❂✸✳ ❲❡
♦❜s❡r✈❡ t❤❛t ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ✈✐s✐❜❧❡ ❛t k < kmax✳ ❚❤❡ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s ❛r❡ ✐♥ t❤❡ r❡❞s❤✐❢t s♣❛❝❡✳
❘✐❣❤t ♣❛♥❡❧✳ dLnP/dLnk ❢r♦♠ t❤❡ ♠❛tt❡r ♣♦✇❡r s♣❡❝tr✉♠ ❛t ✈❛r✐♦✉s r❡❞s❤✐❢ts ✐♥ r❡❛❧ ❬t♦♣
♣❛♥❡❧ ❪ ❛♥❞ r❡❞s❤✐❢t s♣❛❝❡s ❬❜♦tt♦♠ ♣❛♥❡❧❪✳ ●r❡❡♥ ❧✐♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ✐♥♣✉t ♣♦✇❡r s♣❡❝tr✉♠
❢r♦♠ ❈▼❇❋❆❙❚✱ ❜❧❛❝❦ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ♣♦✇❡r s♣❡❝tr✉♠ ❛t ③❂✹✾✱ t❤❡ ♥♦♥ ❧✐♥❡❛r ♣♦✇❡r s♣❡❝tr✉♠ ❛t
③❂✸ r❡❞✱ ✈✐♦❧❡t ③❂✶ ❛♥❞ ♣✐♥❦ ③❂✵✳✸✳ ❉❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s s❤♦✇s t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ♣♦✇❡r s♣❡❝tr✉♠ ✐♥
t❤❡ r❡❞s❤✐❢t s♣❛❝❡✳ ❇♦t❤ ✜❣✉r❡s ❢r♦♠ ✭❙❡♦ ✫ ❊✐s❡♥st❡✐♥✱ ✷✵✵✺✮✳

■♥ ❋✐❣✳❬■■✳✶✵❪ t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ ♥♦♥ ❧✐♥❡❛r ❜❡❤❛✈✐♦r ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ s♣❛❝❡✳ ❚❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t♦r②
❢❡❛t✉r❡ tr❛❞✉❝❡ t♦ ❛ ♣❡❛❦ ❛t s❝❛❧❡ s♦✉♥❞ ❤♦r✐③♦♥✱ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ ❢♦✉r✐❡r s♣❛❝❡ ✐s ❝❛rr✐❡❞ ✐♥ t❤❡
❝♦♥tr❛st ❜❡t✇❡❡♥ ♣❡❛❦s ❛♥❞ tr♦✉❣❤s✱ t❤✉s t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ♥♦♥ ❧✐♥❡❛r✐t✐❡s ❣❡♥❡r❛t❡s ❛ ❜r♦❛❞❡♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡
♣❡❛❦ ❛♥❞ ❛ s❤✐❢t ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ♠♦❞❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣✳

❚♦ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦❧♦❣② ❜❡❤✐♥❞ ♥♦♥ ❧✐♥❡❛r✐t✐❡s ✐♥ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ s♣❛❝❡✱ ✭❊✐s❡♥st❡✐♥ ❡t ❛❧✳✱
✷✵✵✼✮ ❜✉✐❧❞s ❛ s✐♠♣❧❡ ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ ♥♦♥ ❧✐♥❡❛r✐t② ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ♠♦t✐♦♥ ♦❢ ♣❛✐rs✳ ■♥ t❤✐s
♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ♣❛✐rs ✐♥✐t✐❛❧❧② s❡♣❛r❛t❡❞ ♣r❡❢❡r❡♥t✐❛❧❧② ❛ ✶✺✵ ▼♣❝✱ ❤❛✈❡ ♠♦✈❡❞ ❛r♦✉♥❞ ✶✵ ▼♣❝ ❢r♦♠ ✐ts
✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ✢♦✇s ❛♥❞ ♥♦♥ ❧✐♥❡❛r ❝♦❧❧❛♣s❡✳ ❚❤✉s t❤❡ ♣❡❛❦ ✐♥ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥
❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❧② ♣❧❛❝❡❞ ❛t ✶✺✵ ✇✐❧❧ ❜❡ ❜r♦❛❞❡♥❡❞ ❜② t❤✐s ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♠❛tt❡r✳ ❚❤✐s ❜❡❤❛✈✐♦r ✐s
♠♦❞❡❧❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❧❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✉♣ t♦ ✜rst ♦r❞❡r ✭❩❡❧❞♦✈✐❝❤ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✮✳ ❚❤❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥
♦❢ t❤✐s ❛♥❛❧②t✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞♦♥❡ ✉s✐♥❣ ◆✲❜♦❞② s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ❚❤✐s s✐♠♣❧❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ s✉❣❣❡sts
t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ♥♦♥ ❧✐♥❡❛r ❡✛❡❝t ❛s ❛ s♠♦♦t❤✐♥❣ ❣❛✉ss✐❛♥ ❣✐✈❡♥ ❜②

P (k) = exp

[

−1

2

(

k2
⊥

σ2
⊥

−
k2
‖

σ2
‖

)]

✭■■✳✶✻✮

✇❤❡r❡ σ‖ ❛♥❞ σ⊥ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜② σ‖ = s0D ❛♥❞ σ⊥ = s0D(1 + f) ✇✐t❤ s0 t❤❛t ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡s t❤❡ s❝❛❧❡



✺✼

❋✐❣✉r❡ ■■✳✶✵✿ ❈♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❢r♦♠ ✭❊✐s❡♥st❡✐♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼✮✳ ❚❤❡ s♦❧✐❞ ❧✐♥❡s ✐s t❤❡ ♥♦♥
❧✐♥❡❛r ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✐ss✉❡ ❢r♦♠ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✱ t❤❡ ❞♦t❡❞ ❧✐♥❡ ✐s t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞
t❤❡ r❡❞ ❧✐♥❡ ✐s t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ▲❡❢t ♣❛♥❡❧ ❢♦r ③❂✵✳✸✱ r✐❣❤t ♣❛♥❡❧ ❢♦r ③❂✶

♦❢ r❛❞✐❛❧ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts✳ ❆ ✈❛r✐❛♥t ♦❢ t❤✐s ♠♦❞❡❧ ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥
❝❤❛♣t❡r ✽✳

■■✳✸✳✷ ❇✐❛s

❯♣ t♦ ♥♦✇ ✇❡ ❤❛✈❡ s✉♣♣♦s❡❞ t❤❛t ❣❛❧❛①✐❡s ♠❛♣ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ♠❛tt❡r✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♠❛tt❡r
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞♦ ♥♦t ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ❣❛❧❛①② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❣❛❧❛①✐❡s ❛r❡ ❜✐❛s❡❞ tr❛❝❡rs ♦❢ t❤❡
♠❛tt❡r✳ ❚❤❡ ❝♦♠♠♦♥ ♠♦❞❡❧s ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✉s❡s ❛ ❧✐♥❡❛r ❛♥❞ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❜✐❛s✿

δg(x) = bδ(x). ✭■■✳✶✼✮

❚❤✐s ❜✐❛s ♣r❡s❝r✐♣t✐♦♥ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t
Pg(k) = b2P (k) ✭■■✳✶✽✮

❊✈❡♥ ✐❢ ✉s✉❛❧❧② t❤✐s ✜rst ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐s ✉s❡❞✱ t❤❡ ❜✐❛s ❡♥❝❧♦s❡ ❛❧❧ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ❣❛❧❛①② ❢♦r♠❛t✐♦♥
❞②♥❛♠✐❝s t❤✉s ✐s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❜❡ ♥♦♥ ❧✐♥❡❛r✱ s❝❛❧❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦r ❡✈❡♥ st♦❝❤❛st✐❝ ❬✸✸✱ ✸✹❪ ✳
❚❤❡r❡ ✐s ♥♦t ❛❝❝❡♣t❡❞ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r ❜✐❛s✳

❚❤❡ ❜✐❛s ♣r❡s❝r✐♣t✐♦♥s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛s✲
s✉♠♣t✐♦♥s✿

• ▲✐♥❡❛r ✈s ◆♦♥❧✐♥❡❛r ✭❙❝❛❧❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ✈s s❝❛❧❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t✮✳ ❆t ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡s ✐s ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t ❛
❧✐♥❡❛r ❜✐❛s ✐s ❛ ❣♦♦❞ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥✱ ✐♠♣❧②✐♥❣ s❝❛❧❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡✳ ❙♦♠❡ ❛♥❛❧②s❡s ✭✮ s✉❣❣❡st t❤❛t
❜✐❛s ✐s t❤❡ s✉♠ ♦❢ t✇♦ t❡r♠s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡♠ ❦ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❛♥❞ t❤❡ ♦t❤❡r ♦♥❡ ❦ ❞❡♣❡♥❞❡♥t✳

• ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ✈s ❊✉❧❡r✐❛♥✳ ❚❤❡ t✐♠❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❜✐❛s ✐s ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ ❧❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❛♥❞
❡✉❧❡r✐❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳



✺✽

■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❧❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ t❤❡ ❜✐❛s ✐s ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ❛t ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ t❤✉s✱ ♥♦♥ ❧✐♥❡❛r
❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❛✛❡❝ts t❤❡ ❜✐❛s ❛❞❞✐♥❣ ♥♦♥ ❧✐♥❡❛r✐t✐❡s✱ s❝❛❧❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ❛♥❞ st♦❝❛s✐t②✳ ■♥ ❊✉❧❡r✐❛♥
❛♣♣r♦❛❝❤✱ t❤❡ ❜✐❛s ✐s ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ❛t ♣r❡s❡♥t t✐♠❡ t❤✉s ✐s ♥♦t s✉❜❥❡❝t t♦ ♥♦♥ ❧✐♥❡❛r ❜❡❤❛✈✐♦r✳

• ❉❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ✈s ❙t♦❝❤❛st✐❝ ✳ ❉❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ♦r ❧♦❝❛❧ ♠❡❛♥s t❤❛t ❞❡♥s✐t② ♦❢ ❣❛❧❛①② ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡❧②
❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ❧♦❝❛❧ ❞❡♥s✐t② ✜❡❧❞✳ ❙t♦❝❤❛st✐❝ ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s t❤❛t ❣❛❧❛①② ❢♦r♠❛t✐♦♥
❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ♦t❤❡r ✈❛r✐❛❜❧❡s ❜❡s✐❞❡s ❞❡♥s✐t② ✜❡❧❞ ❛♥❞ ✐♥ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ δg
❛♥❞ δ ❛r❡ st♦❝❤❛st✐❝✳

❚❤❡r❡ ❛r❡ t❤r❡❡ ♠❛❥♦r ❧✐♥❡s ♦❢ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥s t♦ st✉❞② ❣❛❧❛①② ❜✐❛s✐♥❣✿ ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐❝ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s
✇✐t❤ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ❛str♦♣❤②s✐❝s✱ ✷✮ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠❛♣♣✐♥❣ ❛♥❞ ✸✮ ❤❛❧♦ ♠♦❞❡❧ ❢♦r♠❛❧✐s♠✳ ❲✐t❤✐♥
❍❛❧♦ ♠♦❞❡❧ ❢♦r♠❛❧✐s♠✱ t❤❡ ❜✐❛s ♣r♦❜❧❡♠ ✐s s♣❧✐t ✐♥ t✇♦ s❡♣❛r❛t❡❞ ♣r♦❜❧❡♠s✿ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣
♦❢ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ❤❛❧♦s✱ ♥❡❣❧❡❝t✐♥❣ ♥♦♥ ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧ ❡✛❡❝ts✱ ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞✱ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❣❛❧❛①✐❡s
✇✐t❤✐♥ ❤❛❧♦s t❤❛t ✐♥❝❧✉❞❡s ❛❧❧ ♥♦♥ ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧ ❡✛❡❝ts✳ ■t ✐s ❜❡❧✐❡✈❡❞ t❤❛t t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢
❣❛❧❛①② ❝❧✉st❡rs ❤❛s ❧✐tt❧❡ ❡✛❡❝t ❢r♦♠ ♥♦♥ ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧ ❡✛❡❝ts✳ ■♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥ ■ ✇✐❧❧ ❡①♣❧❛✐♥ ❜r✐❡✢②
t❤❡ ❍❛❧♦ ♠♦❞❡❧✳ ❊✈❡♥ ✐❢ ❛ ✈❛r✐❡t② ♦❢ ❜✐❛s ♣r❡s❝r✐♣t✐♦♥s ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✱ ◆✲❜♦❞② s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛♥❛❧②s✐s
❝♦♥❝❧✉❞❡s t❤❛t ❡✛❡❝t ♦❢ ❜✐❛s ✐s ❛♥ ❡①❝❡ss ♦❢ ❝❧✉st❡r✐♥❣ t❤❛t ❛♣♣❡❛rs ❛s ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♥st❛♥t t❡r♠
✐♥ t❤❡ ❜✐❛s❡❞ ♣♦✇❡r s♣❡❝tr✉♠ ❡✈❡♥ ✐♥ ♥♦♥ ❧✐♥❡r r❡❣✐♠❡✳ ❚❤✐s ❡①❝❡ss ♦❢ ♣♦✇❡r ✈❛r✐❡s s♠♦♦t❤❧② ✇✐t❤
s❝❛❧❡ ❛t ❧❡❛st ❛t ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡s ✐♠♣❧②✐♥❣ t❤❛t ❜✐❛s ❞♦ ♥♦t ❡r❛s❡ t❤❡ ❛❝♦✉st✐❝ ❢❡❛t✉r❡ ✭❙❡♦ ✫ ❊✐s❡♥st❡✐♥✱
✷✵✵✺✮✳ ■♥ ❋✐❣✳❬■■✳✶✶❪✱ ■ s❤♦✇ ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ❢r♦♠ ✭❙❡♦ ✫ ❊✐s❡♥st❡✐♥✱ ✷✵✵✺✮ ♦❢ ❜✐❛s ❡✛❡❝t ✐♥ ♥♦♥ ❧✐♥❡❛r
♣♦✇❡r s♣❡❝tr✉♠ ✐ss✉❡ ❢r♦♠ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✉s✐♥❣ t✇♦ s✐♠♣❧❡ ♣r❡s❝r✐♣t✐♦♥s ♦❢ ❜✐❛s ❞❡♥♦t❡❞ ❜② ◆❯▼ ❛♥❞
▼❆❙❙ ✾✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❜✐❛s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❞✐✛❡r❡♥t ♠✐♥✐♠✉♠ ❣r♦✉♣ ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐t② ❢♦r ♣❛rt✐❝❧❡s ♦❢
◆✲❜♦❞② s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ s♦❧✐❞ ❧✐♥❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ r❡❛❧ s♣❛❝❡✱ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s t♦ r❡❞s❤✐❢t s♣❛❝❡✳ ❚❤❡
♠✉❧t✐♣❧✐❝✐t✐❡s ♠❂ ✹✱ ✶✵ ❛♥❞ ✸✵ r❡♣r♦❞✉❝❡s t❤❡ r❡s✉❧ts ❢♦r ❜✐❛s ♦❢ ✶✳✼✱ ✷ ❛♥❞ ✷✳✺ ❢♦r ◆❯▼ ❛♥❞ ✷✳✹✱ ✷✳✼
❛♥❞ ✸✳✶ ❢♦r ▼❆❙❙ ❛t ③❂✶✳ ❋r♦♠ t❤❡ ✜❣✉r❡ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦✇❡r ❛s
❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜✐❛s ❢♦r ❜♦t❤ ♣r❡s❝r✐♣t✐♦♥s ♦❢ ❜✐❛s✳ ❚❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞❡♣❡♥❞s ♦❢ t❤❡ ❜✐❛s ♣r❡s❝r✐♣t✐♦♥✱
❝♦♠♣❛r✐♥❣ s✐♠✐❧❛r ❜✐❛s ✐♥ t❤❡ ✷ s❝❤❡♠❡s ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t ✭♠❂✹ ▼❆❙❙ t♦ ♠❂✶✵ ◆❯▼ ✐♥ ③❂✶✮ t❤❡
▼❆❙❙ ♣r❡s❡♥ts ❧❡ss ❛♥♦♠❛❧♦✉s ♣♦✇❡r ✉♣ t♦ k ∼ 0.3hMpc−1✳

❋✐♥❛❧❧② ✐♥ ❋✐❣✳❬■■✳✶✷❪ t❤❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐❝ ❞❡r✐✈❛t❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦✇❡r s♣❡❝tr✉♠ dLnP/dLnk ✐s s❤♦✇♥✱
❢r♦♠ t❤❡ ✜❣✉r❡ ✇❡ ✈❡r✐❢② t❤❛t t❤❡ ♣♦✇❡r s♣❡❝tr✉♠ ♣r❡s❡r✈❡s t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t♦r② ❢❡❛t✉r❡s ❛t ❧❡❛st k ∼
0.2hMpc−1

■■✳✹ ❆♣♣r♦❛❝❤❡s

❙❡✈❡r❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡ q✉❛s✐ ♥♦♥ ❧✐♥❡❛r r❛♥❣❡✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
s✉❜s❡❝t✐♦♥s ■ ❞✐s❝✉ss ❜r✐❡✢② s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ❛♣♣r♦❝❤❡s✳ ■ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ✈❛r✐❛♥ts ♦❢ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ t❤❡♦r②✱
r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s❝❡♥❛r✐♦ ❛♥❞ ✜♥❛❧❧② t❤❡ ❍❛❧♦ ♠♦❞❡❧✳ ❆s ✇❡ ✇✐❧❧ s❡❡✱ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✇♦✉❧❞
✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❜✐❛s ❛♥❞ r❡❞s❤✐❢t ❞✐st♦rt✐♦♥s ✇✐t❤✐♥ t❤❡✐r ❢r❛♠❡✇♦r❦✳

✾❚❤❡ t✇♦ ♣r❡s❝r✐♣t✐♦♥s ❢♦❧❧♦✇s t❤❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠ ♦❢ ❍❛❧♦ ❖❝✉♣♣❛t✐♦♥ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ✭❍❖❉✮✳ ■♥ t❤✐s ❢♦r♠❛❧✐s♠ t❤❡
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❣❛❧❛①✐❡s ❛r❡ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ♠♦❞❡❧s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❤❛❧♦s ❛♥❞ ❜✐❛s❡❞ tr❛❝❡rs✳ ❚❤❡ ✷ ♣r❡s❝r✐♣t✐♦♥s ❛r❡ ✿ ◆❯▼
✇❤❡r❡ ❤❛❧♦s ❛❜♦✈❡ ❛ t❤r❡s❤♦❧❞ ❤❛✈❡ ❛ ❣❛❧❛①② ❛♥❞ t❤❡ ♦t❤❡r▼❆❙❙ ✇❤❡r❡ ❤❛❧♦s ❛❜♦✈❡ ❛ t❤r❡s❤♦❧❞ ❤❛s ❛s ♠❛♥② ❣❛❧❛①✐❡s
❛s ❧✐♥❡❛r ✇✐t❤ t❤❡ ♠❛ss✳



✺✾

❋✐❣✉r❡ ■■✳✶✶✿ ❲✐❣❣❧❡s ❢r♦♠ ♣♦✇❡r s♣❡❝tr✉♠ ❢r♦♠ ◆✲❜♦❞② s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ✷ ❜✐❛s
s❝❤❡♠❡s✿ ❛ ♥✉♠❜❡r ✇❡✐❣❤t❡❞ s❝❤❡♠❡ ❞❡♥♦t❡❞ ◆❯▼✱ ❛♥❞ ♠❛ss ✇❡✐❣❤t❡❞ s❝❤❡♠❡ ❞❡♥♦t❡❞ ▼❆❙❙✳
❚❤❡ s♦❧✐❞ ❧✐♥❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ r❡❛❧ s♣❛❝❡✱ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s t♦ r❡❞s❤✐❢t s♣❛❝❡✳ ❚❤❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐t✐❡s ♠❂
✹✱ ✶✵ ❛♥❞ ✸✵ r❡♣r♦❞✉❝❡s t❤❡ r❡s✉❧ts ❢♦r ❜✐❛s ♦❢ ✶✳✼✱ ✷ ❛♥❞ ✷✳✺ ❢♦r ◆❯▼ ❬r✐❣❤t❪ ❛♥❞ ✷✳✹✱ ✷✳✼ ❛♥❞
✸✳✶ ❢♦r ❈▼❆❙❙ ❬❧❡❢t❪ ❛t ③❂✶✳ ❋r♦♠ ✭❙❡♦ ✫ ❊✐s❡♥st❡✐♥✱ ✷✵✵✺✮

❋✐❣✉r❡ ■■✳✶✷✿ ❉❡r✐✈❛t❡s ❢r♦♠ ❜✐❛s❡❞ ♣♦✇❡r s♣❡❝tr✉♠ dLnP/dLnk ❢r♦♠ ◆✲❜♦❞② s✐♠✉❧❛t✐♦♥s
❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ✷ ❜✐❛s s❝❤❡♠❡s✳ ■♥ t♦♣ r❡s✉❧ts ❢♦r ③❂✶ ✐♥ ❜♦tt♦♠ ③❂✵✳✸✳ ❆t ❡❛❝❤ ♣❧♦t r❡❛❧ s♣❛❝❡
♣❧♦t ✐s ✐♥ t♦♣ ❛♥❞ r❡❞s❤✐❢t s♣❛❝❡ ❛t ❜♦tt♦♠✳ ■♥ r✐❣❤t ♣❛♥❡❧ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ✇❡✐❣❤t❡❞ ❝❛s❡ ✭◆❯▼✮ ✐♥
❧❡❢t s✐❞❡ t❤❡ ♠❛ss ✇❡✐❣❤t❡❞ s❝❤❡♠❡ ▼❆❙❙✳ ❚❤❡ ❝♦❧♦rs ❝♦rr❡s♣♦♥❞s ❞✐✛❡r❡♥t ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐t✐❡s ♠❂
✹ ✭r❡❞✮✱ ✶✵✭❜❧✉❡✮✱ ✸✵✭♠❛❣❡♥t❛✮✱ t❤❛t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❜✐❛s ♦❢ ✶✳✼✱ ✷ ❛♥❞ ✷✳✺ ❢♦r ◆❯▼ ❬r✐❣❤t❪ ❛♥❞
✷✳✹✱ ✷✳✼ ❛♥❞ ✸✳✶ ❢♦r ❈▼❆❙❙ ❬❧❡❢t❪ ❛t ③❂✶✳ ❚❤❡ ❜❧❛❝❦ ❧✐♥❡ t❤❡ ♥♦♥ ❧✐♥❡❛r ♠❛tt❡r ♣♦✇❡r s♣❡❝tr✉♠
✐♥ ❣r❡❡♥ t❤❡ ✐♥♣✉t ♣♦✇❡r s♣❡❝tr✉♠✳ ❋r♦♠ ✭❙❡♦ ✫ ❊✐s❡♥st❡✐♥✱ ✷✵✵✺✮✳



✻✵

■■✳✹✳✶ P❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ❚❤❡♦r②

❚❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❛❝♦✉st✐❝ ❢❡❛t✉r❡ ❢❛❧❧s ✐♥ t❤❡ ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡✱ ❡♥❛❜❧❡s ✉s✐♥❣ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ t❤❡♦r② ❛s ❛
❝♦rr❡❝t✐♦♥ t♦ ❧✐♥❡❛r r❡s✉❧t✳

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ■ ♣r❡s❡♥t❡❞ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ r❡❝❡♥t ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❢♦r ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ♥♦♥ ❧✐♥❡❛r
♠❛tt❡r ♣♦✇❡r s♣❡❝tr✉♠ ✉s✐♥❣ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ t❤❡♦r②✳ ■ ❞✐s❝✉ss ❜r✐❡✢② ❤♦✇ t❤❡s❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s
♣r❡❞✐❝t t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ✷ ♣♦✐♥t st❛t✐st✐❝s ♦❢ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ✐♠♣r♦✈✐♥❣ ✈❛❧✐❞✐t② r❛♥❣❡ ✉♣♦♥ ❛ ♣✉r❡ ❧✐♥❡❛r
t❤❡♦r② ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥✳ ■ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ❛♥❞ ❞✐s❛❞✈❛♥t❛❣❡s ♦❢ ❡❛❝❤ ♦♥❡✳ ❚♦ ✜♥✐s❤✱ ■ ✇✐❧❧ ❣✐✈❡
s♦♠❡ ❝♦♠♠❡♥ts ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥ts ❛♣♣r♦❝❤❡s✳

❙t❛♥❞❛r❞ P❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❚❤❡♦r② ✭❊✉❧❡r✐❛♥✮

❚❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦❢ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ t❤❡♦r② ✭❙P❚✮ ✐♥ ❊✉❧❡r✐❛♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❢❛❝t
t❤❛t ❛t ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡s ✇❡ ❝❛♥ s✉♣♣♦s❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❛r❡ s♠❛❧❧✱ ❛♥ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ ❞❡♥s✐t② ❛♥❞ ✈❡❧♦❝✐t②
❛r♦✉♥❞ ❛ ❧✐♥❡❛r s♦❧✉t✐♦♥ ♣r♦✈✐❞❡s ❛♥❞ ❛❝❝✉r❛t❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦s♠♦❧♦❣✐❝❛❧ ✜❡❧❞s✿

δ(x, τ) =

∞
∑

n=1

δ(n)(x, τ) ✭■■✳✶✾✮

θ(x, τ) =

∞
∑

n=1

θ(n)(x, τ) ✭■■✳✷✵✮

■♥ ❝❤❛♣t❡r ✶✱ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ ♠♦t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❛s❡ ✇❡r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛♥❞ t❤❡② ❤❛✈❡ ❜❡❡♥
❧✐♥❡❛r✐③❡❞ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ s②st❡♠✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ P❡rt✉r❜❛t✐♦♥s t❤❡♦r② ✐s t♦ ❡①t❡♥❞ t❤✐s r❡s✉❧t ❛♥❞ ✐♥❝❧✉❞❡
t❤❡ ♥♦♥ ❧✐♥❡❛r ♣❤❡♥♦♠❡♥❛✳

❆❞✈❛♥t❛❣❡s ❛♥❞ ❉✐s❛❞✈❛♥t❛❣❡s

• ❙t❛♥❞❛r❞ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ t❤❡♦r② t❛❦❡♥ t♦ ✐♥✜♥✐t❡ ♦r❞❡r ♣r♦✈✐❞❡s ❛♥ ❡①❛❝t s♦❧✉t✐♦♥✳ ■♥ ❋✐❣✳❬■■✳✶✸❪
t❤❡ ♣♦✇❡r s♣❡❝tr✉♠ ❢r♦♠ ❙P❚ ✐s s❤♦✇♥ ❢♦r ✶✲❧♦♦♣ ❛♥❞ ✷✲❧♦♦♣ ❢♦r ΛCDM ♠♦❞❡❧ ❛t ③❂✶✱ ❛♥❞
③❂✵ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ ◆✲❜♦❞② s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ❆s ✇❡ ❝❛♥ ♦❜s❡r✈❡ ❢r♦♠ ✜❣✉r❡✱ ❙P❚ ✇♦r❦s ✇❡❧❧ ❛t
❤✐❣❤t r❡❞s❤✐❢t ❛♥❞ ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡s ❜✉t ✐s ❜❛❞❧② ❜❡❤❛✈❡❞ ❢♦r s❝❛❧❡s ❛♥❞ r❡❞s❤✐❢t s♠❛❧❧❡r ✭z ∼ 1
❛❣r❡❡s ✇✐t❤ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ t♦ ✶✪ ♦✉t t♦ k = 0.2hMpc−1✮✳

• ❚❤❡ ♣♦s✐t✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐✈❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥s ✐s ♥♦t ❣✉❛r❛♥t② ❛♥❞ ❙P❚ ❤❛s ❛ ♣♦♦r ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡
❡✈❡♥ ❛❞❞✐♥❣ t❤❡ ❤✐❣❤❡r ♦r❞❡r ❝♦rr❡❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❋✐❣✳❬■■✳✶✸❪ s❤♦✇s t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❢r♦♠ ✷✲❧♦♦♣
✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ r❡s✉❧t ❢r♦♠ ✶✲❧♦♦♣ ❢♦r ③❂✶✱ ❤♦✇❡✈❡r t❤❡ s❛♠❡ tr❡♥❞ ✐s ♥♦t ♦❜s❡r✈❡❞ ❛t r❡❞s❤✐❢t
③❂✵✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ r❡s✉❧t ❢r♦♠ ✷✲❧♦♦♣ ✐s ✇♦rst t❤❛t t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❢r♦♠ ✶✲❧♦♦♣✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦
❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠s ♦❢ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✐♥ ❋✐❣✳❬■■✳✶✹❪ ✐s s❤♦✇♥ t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❙P❚ ❛♥❞
❘P❚ ❧♦♦♣ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♣♦✇❡r s♣❡❝tr✉♠✳ ❚❤❡ P (1)

PT ✭P (1)
RPT ✮ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ✶✲❧♦♦♣

❝♦rr❡❝t✐♦♥ ✐♥ P❚ ✭❘P❚✮✳ ❉❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s ❞❡♥♦t❡s ♥❡❣❛t✐✈❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❛♥❞ s♦❧✐❞ ❧✐♥❡s ♣♦s✐t✐✈❡
♦♥❡s✳ ❆t ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡s t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❞♦♠✐♥❛t❡s ❛s ❡①♣❡❝t❡❞ ❜✉t ❛s t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r s❝❛❧❡
❛♣♣r♦❛❝❤❡s✱ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❡rt✉r❜❛t✐✈❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥s ❜❡❝♦♠❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣❧② ✐♠♣♦rt❛♥t ✱ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥
s♦♠❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❝❛♥❝❡❧s ❛♠♦♥❣ t❤❡♠✳ ❇② ❝♦♥tr❛st ✐♥ ❘P❚ ❛❧❧ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❛r❡ ♣♦s✐t✐✈❡
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❋✐❣✉r❡ ■■✳✶✸✿ ❚❤❡ ♣♦✇❡r s♣❡❝tr✉♠ ❢r♦♠ ❙P❚ ✐s s❤♦✇♥ ❢♦r ✶✲❧♦♦♣ ✭r❡❞ s♦❧✐❞ ❧✐♥❡✮ ❛♥❞ ✷✲❧♦♦♣
✭❜❧✉❡ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡✮ ❢♦r ΛCDM ♠♦❞❡❧ ❛t ③❂✶✱ ❛♥❞ ③❂✵ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ ◆✲❜♦❞② s✐♠✉❧❛t✐♦♥s
✭♣♦✐♥ts✮✳ ■♥ ❜❧❛❝❦ s♦❧✐❞ ❧✐♥❡ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ♣♦✇❡r s♣❡❝tr✉♠✳ ❋r♦♠ ✭❈❛r❧s♦♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾✮

❛♥❞ s✉❝❝❡ss✐✈❡ t❡r♠s ❞♦♠✐♥❛t❡ ❛t s♠❛❧❧❡r s❝❛❧❡s ❛♥❞ t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ ❝❛♥❝❡❧❧❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♣❛rt✐❛❧
r❡✲s✉♠♠❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ❘P❚ ❝❤❛♥❣❡ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❡①♣❛♥s✐♦♥
❣✉❛r❛♥t②✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳

❋✐❣✉r❡ ■■✳✶✹✿ ❚❤❡ P
(1)
PT ✭P

(1)
RPT ✮ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ✶✲❧♦♦♣ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ✐♥ P❚ ✭❘P❚✮✳ ❉❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s

❞❡♥♦t❡s ♥❡❣❛t✐✈❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❛♥❞ s♦❧✐❞ ❧✐♥❡s ♣♦s✐t✐✈❡ ♦♥❡s✳ ❋r♦♠ ✭❈r♦❝❝❡ ✫ ❙❝♦❝❝✐♠❛rr♦✱
✷✵✵✻✮

❘❡♥♦r♠❛❧✐③❡❞ P❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❚❤❡♦r② ✭❘P❚✮

❘❡♥♦r♠❛❧✐③❡❞ P❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❚❤❡♦r② ✭❘P❚✮ r❡♦r❣❛♥✐③❡s t❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥s ♦❢ ❙P❚ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❛ q✉❛♥t✐t②
❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ♥♦♥ ❧✐♥❡❛r ♣r♦♣❛❣❛t♦r G(k, z)✳ ■♥ t❡r♠s ♦❢ t❤✐s q✉❛♥t✐t② ❛ ♣❛rt✐❛❧ r❡✲s✉♠♠❛t✐♦♥ ✐s ❞♦♥❡
❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✐s ❞r❛♠❛t✐❝❛❧❧② ✐♠♣r♦✈❡❞✳
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❚❤✐s r❡❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ✐♥ s✉♠♠❛t✐♦♥ t❡r♠s ♦r✐❣✐♥❛t❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣♦✇❡r s♣❡❝tr✉♠ ✐♥ ❘P❚✿

P (k, z) = G2(k, z)P0(k) + PMC(k, z) ✭■■✳✷✶✮

✇❤❡r❡ ❛❧❧ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ P0(k) ✭♦r✐❣✐♥❛❧ ♣♦✇❡r s♣❡❝tr✉♠✮ ❛r❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ✜rst
t❡r♠✳ ❚❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t♦r ● ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♠♦❞❡ k t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❛❧❧ t❤❡ ❢♦✉r✐❡r
♠♦❞❡s ✭❛❧❧ s❝❛❧❡s✮✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠ PMC r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♣♦✇❡r ❣❡♥❡r❛t❡s ❜② ♠♦❞❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣✳

❆❞✈❛♥t❛❣❡s ❛♥❞ ❉✐s❛❞✈❛♥t❛❣❡s

• ❘P❚ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ♣❤②s✐❝❛❧ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s✳ ■♥ t❤❡ ❋✐❣✳❬■■✳✶✺❪ t❤❡ ✷
✐♥❣r❡❞✐❡♥ts ♦❢ ❘P❚ ❛r❡ ♣❧♦tt❡❞✱ ✇❤❡r❡ ✐s s❤♦✇♥ t❤❡ s♠♦♦t❤✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❞✉❡ t♦
❞❡✲❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❋♦✉r✐❡r ♠♦❞❡s ✐♥ G2P0✱ ❛♥❞ t❤❡ ♥❡✇❧② ❣❡♥❡r❛t❡❞ ♣♦✇❡r ♦❢ ♠♦❞❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣
♣r❡❞♦♠✐♥❛♥t ❛t s♠❛❧❧ s❝❛❧❡s✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♣♦✇❡r s❤♦✇s ❛ str♦♥❣ s❝❛❧❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡✳

❋✐❣✉r❡ ■■✳✶✺✿ ❋r♦♠ ✭❈r♦❝❝❡ ✫ ❙❝♦❝❝✐♠❛rr♦✱ ✷✵✵✽✮✱ ✐♥ ❧❡❢t ♣❛♥❡❧ t❤❡ ♣♦✇❡r s♣❡❝tr✉♠ ❛♥❞ ✐♥
r✐❣❤t ♣❛♥❡❧ t❤❡ t✇♦✲♣♦✐♥t ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❘P❚ ❛t ③❂✵✳ ❚❤❡ t✇♦ ✐♥❣r❡❞✐❡♥ts
♦❢ ❘P❚ ❛r❡ ♣❧♦tt❡❞✿ ❞❡✲❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❋♦✉r✐❡r ♠♦❞❡s ✐♥ G2P0 ✭✐♥ r❡❞✮✱ ♥❡✇❧② ❣❡♥❡r❛t❡❞ ♣♦✇❡r ♦❢
♠♦❞❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✭✐♥ ❣r❡❡♥✮✱ ❛♥❞ t❤❡ ✜♥❛❧ ♥♦♥ ❧✐♥❡❛r ♣♦✇❡r s♣❡❝tr✉♠ ✐♥ ❜❧✉❡✳ ■♥ ❜❧❛❝❦ t❤❡ ❧✐♥❡❛r
♣♦✇❡r s♣❡❝tr✉♠✳

• ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❞❡r✐✈❡ ❛♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♥♦♥ ❧✐♥❡❛r ♣r♦♣❛❣❛t♦r ✐♥ t❤❡ ❢✉❧❧②
♥♦♥ ❧✐♥❡❛r r❡❣✐♠❡✳ ✐❡✳ ❤✐❣❤✲❦ ❧✐♠✐t ✭kσbD ≫ 1✮✿

G(k, z) ≈ D(z)exp[−1

2
k2σ2

v(D(z) − 1)2] ✭■■✳✷✷✮
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❯s✐♥❣ t❤✐s ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✇❡ ❝❛♥ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ✈❛❧✐❞✐t② ♦❢ ❧✐♥❡❛r ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ t❤❡♦r②✳ ❚❤❡ ❝❤❛r❛❝✲
t❡r✐st✐❝ s❝❛❧❡ ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ t❤❡ ❜r❡❛❦❞♦✇♥ ♦❢ ❧✐♥❡❛r ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ t❤❡♦r② ✐s t❤✉s ❣✐✈❡♥ ❜②✿

σ2
v ≡ 1

3

∫

P0(q)

d3q
✭■■✳✷✸✮

❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ♦❢ ❘P❚ ✐s t❤❛t t❤❡ ✈❛❧✐❞✐t② ♦❢ ❘P❚ ✐s ♠✉❝❤ ❧✐♠✐t❡❞ t❤❛♥ ❝♦♠♠♦♥❧②
t❤♦✉❣❤t✳ ❆♥♦t❤❡r ✐♠♣♦rt❛♥t r❡s✉❧t ❢r♦♠ ❘P❚ ✐s t❤❡ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s❤✐❢t ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ♥♦♥
❧✐♥❡❛r ❜❡❤❛✈✐♦r✳ ■♥ ❋✐❣✳❬■■✳✶✻❪ ■ s❤♦✇ t❤❡ ✷ ♣♦✐♥t ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ r❡❛❧ s♣❛❝❡✳ ❲❡ ♦❜s❡r✈❡
t❤✐s s❤✐❢t ✐♥ t❤❡ ♣❡❛❦ ❧♦❝❛t✐♦♥ t♦✇❛r❞s s♠❛❧❧❡r s❝❛❧❡s ✳ ❚❤✐s s❤✐❢t ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t✇♦ s♦✉r❝❡s✿ ✜rst
t❤❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ✇✐t❤ G2 ❣❡♥❡r❛t❡s ❛ s❤✐❢t ✐♥ t❤❡ ❛❝♦✉st✐❝ ♣❡❛❦ ❞✉❡ t♦ ❜r❡❛❦ ♦❢ s②♠♠❡tr②
♦❢ ❛❝♦✉st✐❝ ♣❡❛❦ ✐♥ ❧✐♥❡❛r r❡❣✐♠❡✱ ❛♥♦t❤❡r s♦✉r❝❡ ♦❢ s❤✐❢t ✐s t❤❡ ♠♦❞❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s
❞❡s❝r✐❜✐♥❣ ❝♦❤❡r❡♥t ✐♥❢❛❧❧ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ✶✵

❋✐❣✉r❡ ■■✳✶✻✿ ❚❤❡ ✷ ♣♦✐♥t ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ r❡❛❧ s♣❛❝❡✱ ✐♥ ❜❧✉❡ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ♦♥❡ ✐♥ r❡❞ t❤❡
♥♦♥ ❧✐♥❡❛r✳ ❚❤❡ ♣♦✐♥ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ ◆✲❜♦❞② s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ❲❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤✐s s❤✐❢t
✐♥ t❤❡ ♣❡❛❦ ❧♦❝❛t✐♦♥ t♦✇❛r❞s s♠❛❧❧❡r s❝❛❧❡s ✳ ❋r♦♠ ✭❈r♦❝❝❡ ✫ ❙❝♦❝❝✐♠❛rr♦✱ ✷✵✵✽✮

• ❘❡♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ♣❡rt✉❜❛t✐♦♥ t❤❡♦r② ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❣♦♦❞ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ ♣♦✐♥t st❛t✐st✐❝s ✐♥ r❡❛❧
s♣❛❝❡✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ✐♥ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ ◆✲❜♦❞② s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ■■✳✶✻❪✳ ◆♦✇❛❞❛②s t❤✐s
❢♦r♠❛❧✐s♠ ❞♦ ♥♦t ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ r❡❞s❤✐❢t ❞✐st♦rt✐♦♥s ❛♥❞ ❜✐❛s

▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ P❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❚❤❡♦r②

■♥ t❤❡ ❧❛❣r❛♥❣✐❛♥ ♣✐❝t✉r❡ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐s t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞ Ψ✱ t❤❛t ♠❛♣s t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧
♣♦s✐t✐♦♥ q ♦❢ ❛ ♣❛rt✐❝❧❡ t♦ t❤❡ ❡✉❧❡r✐❛♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ x✿

x(q, t, ) = q + ψ(q, t). ✭■■✳✷✹✮
✶✵❚❤❡ ♠♦❞❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❝♦♥t❛✐♥s ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ♦✉t ♦❢ ♣❤❛s❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❛❝♦✉st✐❝ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❧✐♥❡❛r

♣♦✇❡r s♣❡❝tr✉♠✳ ❚❤✐s ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ♥♦♥ ❧✐♥❡❛r ❝♦rr❡❝t✐♦♥s ❛r❡ ❛ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❧♦❝❛❧ s♣❡❝tr❛❧
✐♥❞❡① ✱ t❤✉s ♠❛①✐♠❛❧ ❝♦rr❡❝t✐♦♥s ♦❝✉rs ❛t ✇❛✈❡ ♥✉♠❜❡rs ✇❤❡r❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ ❛❝♦✉st✐❝ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ✐s ♠♦st ♥❡❣❛t✐✈❡✳
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■♥ t❤❡ ❧❛❣r❛♥❣✐❛♥ ♣✐❝t✉r❡ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞ ✐s ❡①♣❛♥❞❡❞ ✐♥ s❡r✐❡s✿

Ψ = Ψ(1) + Ψ(2) + Ψ(3) + .... ✭■■✳✷✺✮

✇❤❡r❡ Ψ(N) ≡ (Ψ(1))N ✱ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ s♠❛❧❧❧ q✉❛♥t✐t②✳ ❚❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts ❛r❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♦✈❡r❞❡♥✲
s✐t✐❡s✱ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✐♥ ❋♦✉r✐❡r s♣❛❝❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✐t② ❡q✉❛t✐♦♥✶✶❀

δ(k) =

∫

d3q(e−ik·Ψ(q) − 1) ✭■■✳✷✻✮

❆❞✈❛♥t❛❣❡s ❛♥❞ ❉✐s❛❞✈❛♥t❛❣❡s

• ▲P❚ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❣♦♦❞ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ ♣♦✐♥t st❛t✐st✐❝s✳ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ♣✐❝t✉r❡ ✐s ✐♥tr✐♥s✐❝❛❧❧②
♥♦♥ ❧✐♥❡❛r ✐♥ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ✜❡❧❞s ❛♥❞ ❛ s♠❛❧❧ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ✐♥ ❞❡♥s✐t② ✜❡❧s ❝❛rr✐❡s ❛ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧❡
❛♠♦✉♥t ♦❢ ♥♦♥ ❧✐♥❡❛r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❙❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ P❚ ✭✷▲P❚✮ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ r❡♠❛r❦❛❜❧❡
✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ♦✈❡r ❧✐♥❡❛r ♦r❞❡r✳■♥ t❤❡ ❋✐❣✳❬■■✳✶✼❪ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢r♦♠ ▲P❚ ✭❣r❡❡♥✮
✐s s❤♦✇♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✭❜❧❛❝❦✮ ❛♥❞ ❧✐♥❡❛r t❤❡♦r② ✭r❡❞✮✳ ❚❤❡ ▲P❚ ❛♣♣r♦❛❝❤
❝♦✐♥❝✐❞❡s ✇❡❧❧ ✇✐t❤ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳

• ❘❡❞s❤✐❢t ❞✐st♦rt✐♦♥s ❡✛❡❝ts ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❡❛s✐❧② ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✳ ❙P❚ ❞❡❛❧s
✇✐t❤ ❘❉ ♦♥❧② ✐♥ t❤❡ ❧✐♥❡❛r r❡❣✐♠❡✱ ✐t ❞♦❡s ♥♦t r❡♣r♦❞✉❝❡ ♥♦♥ ❧✐♥❡❛r ❡✛❡❝ts ✐♥ s♠❛❧❧ s❝❛❧❡s
✭✜♥❣❡rs ♦❢ ❣♦❞✮✱ ❝♦♠♠♦♥❧② t❤❡ ✜♥❣❡rs ♦❢ ❣♦❞ ❡✛❡❝t ♠✉st ❜❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ❤❛♥❞ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❛
❣❛✉ss✐❛♥ ❞❛♠♣✐♥❣ ❢❛❝t♦r✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st ✐♥ ▲P❚ t❤❡ r❡❞s❤✐❢t ❞✐st♦rt✐♦♥s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ ❛
♥❛t✉r❛❧ ✇❛② ❛♥❞ t❤✐s ❞❛♠♣✐♥❣ ❢❛❝t♦r ✐s ❞❡r✐✈❡s ♥❛t✉r❛❧❧②✳ ❚❤❡ ♣♦✇❡r s♣❡❝tr✉♠ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥
❧✐♥❡❛r ❝❛s❡ ✭❑❛✐s❡r ❢♦r♠✉❧❛✮ ✐s ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ ▲P❚ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧
✭❙❝♦❝❝✐♠❛rr♦✱ ✷✵✵✹✮ ✇✐t❤ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ❋✐❣✳❬■■✳✶✽❪ ✱ t❤❡ ♣♦✇❡r s♣❡❝tr✉♠ ❝❛❧❝✉✲
❧❛t❡❞ ✇✐t❤ ▲P❚ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❜❡❤❛✈❡s ❜❡tt❡r t❤❛♥ ✶✲❧♦♦♣ ❙P❚✳

• ❆♥♦t❤❡r ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ✐s t❤❛t t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❡①♣❛♥❞❡❞ ❛❞❞✐♥❣ ❜✐❛s✐♥❣ ♣r❡s❝r✐♣t✐♦♥s ✱ t❤✐s
❛♥❛❧②s✐s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞♦♥❡ ❜② ✭▼❛ts✉❜❛r❛✱ ✷✵✵✽✮✳ ❚❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ ❜✐❛s ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤
✐s ❧❛❣r❛♥❣✐❛♥✱ ❛s ✇❡ ❤❛✈❡ ❛❧r❡❛❞② s❛✐❞ ✐t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❞❡♥s✐t② ❛♥❞ ✈❡❧♦❝✐t② ✜❡❧❞s✳

❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ t❤❡♦r② ❛♣♣r♦❛❝❤❡s

■ ✜♥✐s❤ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ s❤♦✇✐♥❣ ❛ ✜❣✉r❡ ❢r♦♠ ✭❈❛r❧s♦♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾✮ ✇❤❡r❡ ❛ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❞✐❢✲
❢❡r❡♥ts ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✐s ❞♦♥❡ ✇✐t❤ ◆✲❜♦❞② s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❣✐✈✐♥❣ s♦♠❡ ✜♥❛❧ r❡♠❛r❦s✳ ■♥
✭❈❛r❧s♦♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾✮✱ t❤❡ ♣♦✇❡r s♣❡❝tr✉♠ ✇❛s ❝♦♠♣✉t❡❞ ✉s✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ❛♣♣r♦❛❝❤❡s
❛t t✇♦ r❡❞s❤✐❢ts ❛♥❞ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦s♠♦❧♦❣✐❡s✳ ■♥ ❋✐❣s✳ ❬■■✳✶✾❪ ■ s❤♦✇ ♦♥❧② t❤❡ r❡s✉❧ts ❢♦r ❛ Λ❈❉▼
❝♦s♠♦❧♦❣② ✶✷✳ ❚❤❡s❡ ✜❣✉r❡s s❤♦✇ s♦♠❡ tr❡♥❞s t❤❛t ■ ❤❛✈❡ ❡①♣♦s❡❞ ❛❧♦♥❣ s❡❝t✐♦♥ ❡✈❡♥ ✐❢ ♥♦t ❛❧❧ t❤❡
♠♦❞❡❧s ❛♣♣❡❛r✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ✜❣✉r❡ ✇❤❡r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡ s❡❝t✐♦♥✳ ■♥ ❋✐❣✳❬■■✳✶✾❪ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ ✐♥ ❧❡❢t ♣❛♥❡❧s
t❤❡ ♣♦✇❡r s♣❡❝tr✉♠ ❢r♦♠ ❘P❚✶✸ ❢♦r ✶✲❧♦♦♣ ❛♥❞ ✷✲❧♦♦♣s ❛t r❡❞s❤✐❢t z = 0(top) ❛♥❞ z = 1 ✭❜♦tt♦♠✮✳

✶✶❋r♦♠ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✐t② ❡q✉❛t✐♦♥ t❤❛t r❡❧✐❡s t❤❡ ❡✉❧❡r✐❛♥ ❛♥❞ ❧❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t ρ(x)d3x = ρ̄d3q
✇❤❡r❡ ρ ✐s t❤❡ ♠❡❛♥ ❞❡♥s✐t②✱ t❤✐s r❡❧❛t✐♦♥ tr❛❞✉❝❡s ✐♥ ❢♦✉r✐❡r s♣❛❝❡ t♦ δ(x) =

R

d3qδ3[x−q−ψ(q)]−1 ✇❤❡r❡ δ = ρ/ρ̄−1
✶✷✭ΩM = 0.25✱ Ωbh

2 = 0.0224✱ ❤❂✵✳✼✷✱ ♥❂✵✳✾✼ ❛♥❞ σ8 = 1✮
✶✸❝❧♦s✉r❡ t❤❡♦r② ❢♦r ✶✲❧♦♦♣ ❛♥❞ ✷✲❧♦♦♣s ❛t r❡❞s❤✐❢t z = 0(top) ❛♥❞ z = 1 ✭❜♦tt♦♠✮



✻✺

❋✐❣✉r❡ ■■✳✶✼✿ ❚❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s s❤♦✇♥ ❢♦r ✈❛r✐♦✉s r❡❞s❤✐❢ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s
✭❜❧❛❝❦✮ ❛♥❞ ❧✐♥❡❛r t❤❡♦r② ✭r❡❞✮ ❛♥❞ t❤❡ ❣❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡r❡❞ ❧✐♥❡❛r t❤❡♦r② ♣♦✇❡r s♣❡❝tr✉♠ ✭❣r❡❡♥✮✳
❋r♦♠ ✭▼❛ts✉❜❛r❛✱ ✷✵✵✽✮

❋✐❣✉r❡ ■■✳✶✽✿ ❚❤❡ ✇✐❣❣❧❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♣♦✇❡r s♣❡❝tr✉♠ ❢r♦♠ ◆✲❜♦❞②✲s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✐♥ ♦♣❡♥ ❝✐r❝❧❡s✱
✐♥ r❡❞ ❞♦tt❡❞ ❧✐♥❡ t❤❡ ❧✐♥❡❛r t❤❡♦r② ♣♦✇❡r s♣❡❝tr✉♠✱ ✐♥ ❜❧❛❝❦ ▲P❚ ♣♦✇❡r s♣❡❝tr✉♠✱ ✐♥ ❣r❡❡♥
❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡ ✶✲❧♦♦♣ ❙P❚ ❛♥❞ ✐♥ ❜❧✉❡ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ r❡❞s❤✐❢t ♣♦✇❡r
s♣❡❝tr✉♠ ✭❙❝♦❝❝✐♠❛rr♦✱ ✷✵✵✹✮✳ ❋r♦♠ ✭▼❛ts✉❜❛r❛✱ ✷✵✵✽✮

■♥ r✐❣❤t ♣❛♥❡❧s t❤❡ ♣♦✇❡r s♣❡❝tr✉♠ ❢r♦♠ ❧❛❣r❛♥❣✐❛♥ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ t❤❡♦r②✱ ▲❛r❣❡✲◆ t❤❡♦r②✱ t✐♠❡ ✲❘●
t❤❡♦r② ✱ ❘●❚P t❤❡♦r② ✐s s❤♦✇♥ ❛t r❡❞s❤✐❢t z = 0(top) ❛♥❞ z = 1 ✭❜♦tt♦♠✮✳



✻✻

❋✐❣✉r❡ ■■✳✶✾✿ ■♥ ❧❡❢t ♣❛♥❡❧s t❤❡ ♣♦✇❡r s♣❡❝tr✉♠ ❢r♦♠ ❘P❚ ✭ ✶✲❧♦♦♣ ✐♥ ❣r❡❡♥ ❛♥❞ ✷✲❧♦♦♣ ✐♥
❜❧✉❡✮ ❛♥❞ ❝❧♦s✉r❡ t❤❡♦r② ❢♦r ✶✲❧♦♦♣ ✭♠❛❣❡♥t❛✮ ❛♥❞ ✷✲❧♦♦♣s ✭❝②❛♥✮ ❛t r❡❞s❤✐❢t z = 0 ✭t♦♣✮ ❛♥❞
z = 1 ✭❜♦tt♦♠✮✳ ■♥ ❧❡❢t ♣❛♥❡❧s t❤❡ ♣♦✇❡r s♣❡❝tr✉♠ ❢r♦♠ ❧❛❣r❛♥❣✐❛♥ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ t❤❡♦r② ✭❣r❡❡♥✮✱
▲❛r❣❡✲◆ t❤❡♦r② ✭♠❛❣❡♥t❛✮ ✭❱❛❧❛❣❡❛s✱ ✷✵✵✼✮✱ t✐♠❡✲❘● t❤❡♦r② ✭②❡❧❧♦✇✮ ✭P✐❡tr♦♥✐✱ ✷✵✵✽✮✱ ❘●❚P
t❤❡♦r② ✭❝②❛♥✮ ✭▼❝❉♦♥❛❧❞✱ ✷✵✵✼✮✐s s❤♦✇♥ ❛t r❡❞s❤✐❢t z = 0 ✭t♦♣✮ ❛♥❞ z = 1 ✭❜♦tt♦♠✮✳ ❚❤❡ ❜❧❛❝❦
❞♦tt❡❞ ❧✐♥❡ ✐s t❤❡ ❧✐♥❡❛r t❤❡♦r②✳ ❋r♦♠ ✭❈❛r❧s♦♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾✮

❲❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛r❡ ✐♥ ✇❡❧❧ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ ◆✲❜♦❞②
s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛t ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡s ❛♥❞ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ q✉❛s✐ ❧✐♥❡❛r r❡❣✐♠❡✳ ❆❧❧ t❤❡ ❛♣♣r♦❝❤❡s ❣✐✈❡ ❛ ❜❡tt❡r
♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❢♦r ♣♦✇❡r s♣❡❝tr✉♠ t❤❛♥ ❧✐♥❡❛r r❡❣✐♠❡✱ ❜✉t ❛t s✉✣❝✐❡♥t s♠❛❧❧ s❝❛❧❡s ❛❧❧ ♦❢ t❤❡♠ ❢❛✐❧✳
◆♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞s ❛♣♣❡❛r t♦ ❜❡ ❛❝❝✉r❛t❡ ❜❡②♦♥❞ k ∼ 0.1hMpc−1 ❛t ③❂✵✳ ❆s ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ t❤❡
♠❡t❤♦❞s ♣❡r❢♦r♠ ❜❡tt❡r ❛t s♠❛❧❧❡r s❝❛❧❡s ❛♥❞ ❛t ❤✐❣❤❡r r❡❞s❤✐❢t✳ ❲❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t ❣♦✐♥❣ t♦ ❤✐❣❤❡r
♦r❞❡rs ♥♦t ❛❧✇❛②s ❣✉❛r❛♥t② t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ❛ ❜❡tt❡r ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✳

■■✳✹✳✷ ❘❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥

■♥ r❡❝❡♥t ②❡❛rs ❛♥♦t❤❡r ♠❡t❤♦❞ t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ♥♦♥ ❧✐♥❡❛r ❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥ ♦❢ ❜❛r②♦♥✐❝ ❢❡❛t✉r❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r♦✲
♣♦s❡❞ ❜② ❊✐s❡♥st❡✐♥ ❡t ❛❧ ✭❊✐s❡♥st❡✐♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼✮✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✐s t❤❛t t❤❡ ❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ♣❡❛❦ ♦❢ ❇❆❖ ✐s ❛ ❝♦rr❡❝t❛❜❧❡ ♣r♦❝❡ss✳ ❲❡ ❤❛✈❡ s❡❡♥ t❤❛t ♥♦♥ ❧✐♥❡❛r ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧ str✉❝t✉r❡
❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ r❡❞s❤✐❢ts ❞✐st♦rt✐♦♥s ♠♦✈❡ ❣❛❧❛①✐❡s ❛✇❛② ❢r♦♠ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❧♦❝❛t✐♦♥s✱ ❜❧✉rr✐♥❣ t❤❡ ♣❡❛❦
✭♦r ❡r❛s✐♥❣ ❤✐❣❤❡r ❤❛r♠♦♥✐❝s ✐♥ ♣♦✇❡r s♣❡❝tr✉♠✮✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❛r❣✉♠❡♥t ✐s t❤❛t ❜❧✉rr✐♥❣ ❡✛❡❝t ✐s



✻✼

❧❛r❣❡❧② ❞✉❡ t♦ ❜✉❧❦ ✢♦✇s ❛♥❞ s✉♣❡r ❝❧✉st❡r ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡✛❡❝ts ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧ ❢♦r❝❡s✱ t❤✉s
r✉♥♥✐♥❣ ❜❛❝❦✇❛r❞ t❤❡ ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧ ✢♦✇ ✇✐❧❧ r❡st♦r❡ t❤❡ ❛❝♦✉st✐❝ ♣❡❛❦ t♦ ✐ts ❧✐♥❡❛r r❡❣✐♠❡ s❤❛♣❡✳

❇✉❧❦ ✢♦✇s ❛r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ❞❡♥s✐t② ✜❡❧❞✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✈❡❧♦❝✐t② ✜❡❧❞ ❛♥❞ ❞❡♥s✐t②
✜❡❧❞s ❛t t❤❛t s❝❛❧❡s ❛r❡ ❛❧♠♦st ❧✐♥❡❛r✱ t❤✉s ♣r❡❞✐❝t✐♥❣ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ✜❡❧❞ ❛♥❞ r❡♠♦✈❡ ✐t✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤
✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ▲P❚✳ ❆s ✇❡ ❤❛✈❡ s❡❡♥ t❤❡ ❧✐♥❡❛r t❤❡♦r② ♠♦t✐♦♥ ✐♥ ▲P❚ ✐s ∇ · q = −δ✳ ❚❤✉s ♠♦✈✐♥❣ t❤❡
♣❛rt✐❝❧❡s −q✳ ❚♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ r❡❞s❤✐❢t ❞✐st♦rt✐♦♥s t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜✉t ✐♥ r❡❞s❤✐❢t
s♣❛❝❡ ❛♥❞ t❤✐s t❛❦❡s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❧✐♥❡❛r r❡❞s❤✐❢t ❞✐st♦rt✐♦♥s✳ ■t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ s❛✐❞ t❤❛t t❤❡ ✐❞❡❛ ✐s
♥♦t t♦ ♠♦✈❡ ❛❧❧ ♣❛rt✐❝❧❡s ❜❛❝❦ r❛t❤❡r ✐s t♦ ♠♦✈❡ ❞❡♥s✐t✐❡s ❜❛❝❦ t♦ t❤❡✐r ✐♥✐t✐❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥✳

❆❧❣♦r✐t❤♠ ♦❢ ❘❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥

• ●❡♥❡r❛t❡ ❛ s♠♦♦t❤ ❞❡♥s✐t② ✜❡❧❞ t♦ ✜❧t❡r ❤✐❣❤ ❤❛r♠♦♥✐❝s t❤❛t ❛r❡ ❞✐✣❝✉❧t t♦ ♠♦❞❡❧✳

• ❈♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❩❡❧❞♦✈✐❝❤ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t q ❢r♦♠ t❤❡ s♠♦♦t❤❡❞ ❞❡♥s✐t② ✜❡❧❞✳

• ❚❤❡♥ t♦ s❤✐❢t t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♣❛rt✐❝❧❡s ❜② s ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❡ ❞✐s♣❧❛❝❡❞ ❞❡♥s✐t② ✜❡❧❞ δd✳

• ❙❤✐❢t ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧❧② ✉♥✐❢♦r♠ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡s ❜② s t♦ ❢♦r♠ t❤❡ s❤✐❢t❡❞ ❞❡♥s✐t② ✜❡❧❞ δs✳

• ❚❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ❞❡♥s✐t② ✜❡❧❞ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s δr = δd−δs✳ ❚❤❡ ♣♦✇❡r s♣❡❝tr✉♠ ✐s Pr(k) ∝
〈

|δ2r |
〉

✳

❚❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❝❛♥♥♦t ❢✉❧❧② ❝❛♥❝❡❧ t❤❡ ♥♦♥ ❧✐♥❡❛r✐t✐❡s ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ t♦ δ(n) ✐♠♣❧✐❡s ♦♥❧②
✜rst ♦r❞❡r✳ ❚❤✉s ✐t ❣❡♥❡r❛t❡s ❛ ❞❡♥s✐t② ✜❡❧❞ ✇✐t❤ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ❝♦rr❡❝t✐♦♥s ♥♦t t❤❡ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❞❡♥s✐t②
✜❡❧❞✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ✐♥❤❡r❡♥t❧② ♥♦♥ ❧✐♥❡❛r ❛♥❞ ❛♥ ❡✛♦rt t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧❧② ❤❛s ❜❡❡♥ ❞♦♥❡
✐♥ t❡r♠ ♦❢ ▲P❚ ✭P❛❞♠❛♥❛❜❤❛♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾✮ ✭◆♦❤ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾✮✳ ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❤❛s
❜❡❡♥ t❡st❡❞ ❜② ◆✲❜♦❞② s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ Λ❈❉▼ ♠♦❞❡❧ ✐♥ ✭◆♦❤ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾✮✳ ■♥ ❋✐❣✳❬■■✳✷✵❪ ■
s❤♦✇ t❤❡ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ ✭◆♦❤ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾✮ ❢♦r t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ■♥ s♦❧✐❞ ❧✐♥❡ t❤❡ ♥♦♥ ❧✐♥❡❛r
❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢r♦♠ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛t ③❂✵✳ ■♥ ❞♦t❡❞ ❧✐♥❡ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥
✉s✐♥❣ ❛ s♠♦♦t❤✐♥❣ ♦❢ R = 5h−1Mpc ❛♥❞ ✐♥ s❤♦rt ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡ R = 10h−1Mpc ✳ ■♥ ❧♦♥❣ ❞❛s❤❡❞
t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ♥♦♥ ❧✐♥❡❛r ❡✈♦❧✉t✐♦♥✳ ❆s ✇❡ ❝❛♥ ♦❜s❡r✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✜❣✉r❡
t❤❡ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❤❛s ♣❛rt✐❛❧❧② ✇❛s❤❡❞ ♦✉t t❤❡ ♣❡❛❦ ✐♥ t❤❡ ♠❛tt❡r ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞
❛♣♣❧②✐♥❣ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ r❡st♦r❡s ♠✉❝❤ ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ s✐❣♥❛❧✳

■t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❡①t❡♥❞ t❤❡ r❡s✉❧ts t♦ ❜✐❛s❡❞ tr❛❝❡rs✳ ▲P❚ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❣♦♦❞ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r t❤✐♥❦✐♥❣
✐♥ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳ ■t ❡①♣❧❛✐♥s ✐♥ ❛ ♥❛t✉r❛❧ ✇❛② ❤♦✇ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✇♦r❦s✳ ❘❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t
❣❡♥❡r❛t❡ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♣♦✇❡r s♣❡❝tr✉♠ ❜✉t ✐t s❡r✈❡s t♦ s❤❛r♣❡♥ t❤❡ ♣❡❛❦ ❛♥❞ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡
♣❡❛❦ ♣♦s✐t✐♦♥ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ♠♦❞❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣✶✹✳

■■✳✹✳✸ ❍❛❧♦ ▼♦❞❡❧

❆♥♦t❤❡r r♦✉t❡ t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ✐s ❞♦♥❡ ❜② t❤❡ ❍❛❧♦ ❋♦r♠❛❧✐s♠
✭❈♦♦r❛② ✫ ❙❤❡t❤✱ ✷✵✵✷✮✱ t❤✐s s❡♠✐ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ t♦♦❧ ❡♥❛❜❧❡s t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ st❛t✐st✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢

✶✹❚❤❡ ♣❡❛❦ ❧♦❝❛t✐♦♥ ❝♦♠❡s ❢r♦ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ❝♦rr❡❝t✐♦♥s t❤❛t ❣❡♥❡r❛t❡s ❛♥ t❤❡ ♦✉t ♦❢ ♣❤❛s❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✳ ❚❤❡
str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ t❡r♠s ✐s ♠♦❞✐✜❡❞ ✐♥ s✉❝❤ ❛ ✇❛② ❛s t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ♦✉t ♦❢ ♣❤❛s❡
❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥✳



✻✽

❋✐❣✉r❡ ■■✳✷✵✿ ❚❤❡ s♦❧✐❞ ❧✐♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ♥♦♥ ❧✐♥❡❛r ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛t ③❂✵✳ ■♥
❞♦t❡❞ ❧✐♥❡ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❛ s♠♦♦t❤✐♥❣ ♦❢ R = 5h−1Mpc ❛♥❞ ✐♥
s❤♦rt ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡ R = 10h−1Mpc ✳ ■♥ ❧♦♥❣ ❞❛s❤❡❞ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❜❡❢♦r❡ t❤❡
♥♦♥ ❧✐♥❡❛r ❡✈♦❧✉t✐♦♥✳ ❋r♦♠ ✭◆♦❤ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾✮

❧❛r❣❡ s❝❛❧❡ ❞❡♥s✐t② ❛♥❞ ✈❡❧♦❝✐t② ✜❡❧❞ ❛♥❞ ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ♥❛t✉r❛❧ ✇❛② t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ❜✐❛s✳
❚❤❡ ❍❛❧♦ ♠♦❞❡❧ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t ♠❛tt❡r ✐s ❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ ✈✐r✐❛❧✐③❡❞ ❤❛❧♦s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t
♠❛ss✱ ❛s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ t❤❡ ♣♦✇❡r s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ ♠❛tt❡r ❝♦✉❧❞ ❜❡ s❡♣❛r❛t❡❞ ✐♥ t✇♦ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s✿
♦♥❡ ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❛tt❡r ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❤❛❧♦ ❝❛❧❧❡❞ ✶✲❤❛❧♦ t❡r♠✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥
❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ♠❛tt❡r ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❤❛❧♦s✱ ❦♥♦✇♥ ❛s t❤❡ ✷✲❤❛❧♦ t❡r♠✳ ❚❤❡ s✐③❡
♦❢ ❤❛❧♦s ❜❡✐♥❣ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ t②♣✐❝❛❧ ❞✐st❛♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❤❛❧♦s ❡♥❛❜❧❡s t❤❛t st❛t✐st✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s
❝♦✉❧❞ ❜❡ s❡♣❛r❛t❡❞✳ ❚❤✉s t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇✐t❤✐♥ ❤❛❧♦s ❞♦ ♥♦t ❛✛❡❝t ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡ str✉❝t✉r❡s✱
♦♥❧② t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❤❛❧♦s✳ ■♥✈❡rs❡❧② st❛t✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ ♠❛ss ❞❡♥s✐t② Þ❡❧❞ ♦♥ s♠❛❧❧ s❝❛❧❡s
❛r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❤❛❧♦s✱ t❤❡ ♣r❡❝✐s❡ ✇❛② ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❤❛❧♦s
t❤❡♠s❡❧✈❡s ♠❛② ❜❡ ♦r❣❛♥✐③❡❞ ✐♥t♦ ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡ str✉❝t✉r❡s ✐s ♥♦t ✐♠♣♦rt❛♥t✳ ❚❤✐s s❡♣❛r❛t✐♦♥ ♣❡r♠✐t t♦
st✉❞② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ♠❛ss ✐♥ t✇♦ st❡♣s✳ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❤❛❧♦s ❛♥❞ s♣❛t✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇✐t❤✐♥ ❤❛❧♦s✳
❆ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐s t❤❛t t❤❡ ♣❤②s✐❝ ♥♦t ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s t❤❡♦r② ✐s ❝♦♥✜♥❡❞ ✇✐t❤✐♥
❤❛❧♦s✱ ❛♥❞ t❤❛t ❤❛❧♦s ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❛s ❜❡✐♥❣ ✐♥ ✈✐r✐❛❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳ ❚❤✉s t❤❡ ❤❛❧♦ ♠♦❞❡❧
♣❡r♠✐ts t♦ s❡♣❛r❛t❡ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ st❛t✐st✐❝s ❛♥❞ t❤❡ ♣❤②s✐❝s ✐♥✈♦❧✈❡❞✳

❚❤❡ ❤❛❧♦ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ r❡q✉✐r❡s t❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤r❡❡ ✐♥❣r❡❞✐❡♥ts✿ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❤❛❧♦s ❛s
❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ s✐③❡ ❦♥♦✇♥ ❛s ❛❜✉♥❞❛♥❝❡✱ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇✐t❤✐♥ ❡❛❝❤ ❤❛❧♦ ❦♥♦✇♥ ❛s ♠❛ss
♣r♦✜❧❡✱ ❛♥❞ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❤❛❧♦s ✭❝❧✉st❡r✐♥❣✮✳ ❚❤❡s❡ ❡❧❡♠❡♥ts ❛r❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧
❞❡♥s✐t② ✜❡❧❞✳ ■ r❡❢❡r t♦ t❤❡ r❡❛❞❡r t♦ ✭❈♦♦r❛② ✫ ❙❤❡t❤✱ ✷✵✵✷✮✱ ❢♦r ❛ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❜❛s✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ t❤✐s ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠♠♦♥ ♣r❡s❝r✐♣t✐♦♥s ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❢♦r t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t
✐♥❣r❡❞✐❡♥ts t❤❛t ❣♦❡s ❜❡②♦♥❞ t❤❡ s❝♦♣❡ ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❤❛❧♦ ♠♦❞❡❧ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ♣❤②s✐❝❛❧❧② ♠♦✲



✻✾

t✐✈❛t❡❞ ♠❡❛♥s ♦❢ ❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ t✇♦✲♣♦✐♥t st❛t✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ❞❡♥s✐t② ✜❡❧❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t
❤❛s s❡✈❡r❛❧ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ♦r✐❣✐♥❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ s✐♠♣❧✐❢②✐♥❣ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♣r❡s❝r✐♣t✐♦♥s ❢♦r
t❤❡ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡ ❛♥❞ ♠❛ss ♣r♦✜❧❡✳ ❚♦ ✜♥✐s❤ ■ s❤♦✇ s♦♠❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤✐s ❢♦r♠❛❧✐s♠✳ ■♥
❋✐❣✳❬■■✳✷✶❪ t❤❡ ♣♦✇❡r s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ t❤❡ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ❞❡♥s✐t② ✜❡❧❞ ❛t t❤❡ ♣r❡s❡♥t t✐♠❡ ✭③ ❂ ✵✮ ✐s s❤♦✇♥
✐♥ s♦❧✐❞ ❧✐♥❡✳ ❚❤❡ ❞♦tt❡❞ ❛♥❞ s❤♦rt ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s s❤♦✇ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s t♦ t❤❡ ♣♦✇❡r ❢r♦♠ t❤❡ s✐♥❣❧❡
❛♥❞ t✇♦ ❤❛❧♦ t❡r♠s✳ ❚❤❡✐r s✉♠ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ s♦❧✐❞ ❧✐♥❡✳ ■♥ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡ t❤❡ ♣♦✇❡r s♣❡❝tr✉♠
♠❡❛s✉r❡❞ ✐♥ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✭❧❛❜❡❧❡❞ ✏P❉✧ ✮✳ ❚❤❡ ✜❣✉r❡ s❤♦✇s t❤❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳

❋✐❣✉r❡ ■■✳✷✶✿ ❚❤❡ ♣♦✇❡r s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ t❤❡ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ❞❡♥s✐t② ✜❡❧❞ ❛t t❤❡ ♣r❡s❡♥t t✐♠❡ ✭③ ❂ ✵✮
✐s s❤♦✇♥ ✐♥ s♦❧✐❞ ❧✐♥❡✳ ❚❤❡ ❞♦tt❡❞ ❛♥❞ s❤♦rt ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s s❤♦✇ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s t♦ t❤❡ ♣♦✇❡r
❢r♦♠ t❤❡ s✐♥❣❧❡ ❛♥❞ t✇♦ ❤❛❧♦ t❡r♠s✳ ❚❤❡✐r s✉♠ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ s♦❧✐❞ ❧✐♥❡✳ ■♥ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡ t❤❡
♣♦✇❡r s♣❡❝tr✉♠ ♠❡❛s✉r❡❞ ✐♥ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ■♥ ❋r♦♠ ✭❈♦♦r❛② ✫ ❙❤❡t❤✱ ✷✵✵✷✮

■■✳✺ ❙t❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt

❚♦ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ❝❤❛♣t❡r ✐♥ ❚❛❜❧❡✳ ■■✳✶ ■ ❣✐✈❡ ❛ ♥♦♥ ❡①❤❛✉st✐✈❡ ❧✐st ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts t♦ ❞❛t❡ ♦❢
t❤❡ ❜❛r②♦♥✐❝ ❛❝♦✉st✐❝ ❢❡❛t✉r❡✳ ❚❤✐s s✉♠♠❛r② s❡r✈❡s t♦ s❤♦✇ t❤❡ ❝✉rr❡♥t st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts
❛♥❞ t❤❡✐r ♣r❡❝✐s✐♦♥✳ ❋r♦♠ t❤❡ t❛❜❧❡ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❇❛r②♦♥✐❝ ❖s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❙❦②
❙✉r✈❡② ❡♠❡r❣❡❞✳
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❚❛❜❧❡ ■■✳✶✿ ▼❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ ❇❛r②♦♥✐❝ ❆❝♦✉st✐❝ ❋❡❛t✉r❡✳

❘❡❢❡r❡♥❝❡ ❚②♣❡ ❉❛t❛ ❙✉r✈❡② ★ ●❛❧❛①✐❡s ❱ ✭●♣❝✮ ❡rr✪ ③
❊✐s❡♥st❡✐♥ ✷✵✵✺ ✸❉ ❙❉❙❙ ✹✻✱✵✵✵ ✵✳✼✷ ✹ s♣❡❝

❈♦❧❡ ✷✵✵✺ ✸❉ ✷❞❋●❘❙ ✷✷✶✱✵✵✵ ✵✳✷ ✺ s♣❡❝
❍✉ts✐ ✷✵✵✺ ✸❉ ❙❉❙❙ ✹✻✵✵✵ ✵✳✼✷ ✹ s♣❡❝

P❛❞♠❛♥❛❜❤❛♥ ✷✵✵✼ ✷❉ ❙❉❙❙ ✻✵✵✱✵✵✵ ✶✳✺ ✻ ♣❤♦t♦
❇❧❛❦❡ ✷✵✵✼ ✷❉ ❙❉❙❙ ✻✵✵✱✵✵✵ ✶✳✺ ✻ ♣❤♦t♦
❇❧❛❦❡ ✷✵✶✶ ✸❉ ❲■●●▲❊❩ ✷✵✵✵✵✵ ✶ ✹ s♣❡❝



■■■✳ ❋r♦♠ ❙❧♦❛♥ ❉✐❣✐t❛❧ ❙❦② ❙✉r✈❡② t♦
❇❛r②♦♥✐❝ ❖s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ❙♣❡❝tr♦s❝♦♣✐❝
❙✉r✈❡② ✭❙❉❙❙✲■■■✴❇❖❙❙✮

❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐s ❞❡❞✐❝❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❇❛r②♦♥✐❝ ❖s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❙♣❡❝tr♦s❝♦♣✐❝ ❙✉r✈❡② t❤❛t ❣✐✈❡s r✐s❡ t❤❡ ❞❛t❛
✉s❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤✐s t❤❡s✐s t♦ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❡✳ ❚❤✐s s✉r✈❡② ✐s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡
❢♦✉r ♣r♦❣r❛♠s ❝♦♠♣♦s✐♥❣ t❤❡ t❤✐r❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❙❧♦❛♥ ❉✐❣✐t❛❧ ❙❦② ❙✉r✈❡② ✭❙❉❙❙✲■■■✮✳ ❘❡❝♦❣♥✐③✐♥❣
t❤❡ ❣r❡❛t ✐♠♣❛❝t t❤❛t ❙❧♦❛♥ ❉✐❣✐t❛❧ ❙❦② ❙✉r✈❡② ❤❛s ♠❛❞❡ ✐♥ t❤❡ ❤✐st♦r② ♦❢ ❛str♦♥♦♠② ■ ❞❡✈♦t❡
t❤❡ ✜rst ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♣t❡r t♦ ❣✐✈❡ ❛ ❜r✐❡❢ ❤✐st♦r✐❝❛❧ r❡✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ❙❧♦❛♥ ❉✐❣✐t❛❧ ❙❦② ❙✉r✈❡②✳ ■
❜❡❣✐♥ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♣r♦❥❡❝t ❙❉❙❙ ■ ✭✷✵✵✵✲✷✵✵✺✮✱ t❤❡♥ ■ r❡✈✐❡✇ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ✈❡rs✐♦♥ ❙❉❙❙ ■■
✭✷✵✵✺✲✷✵✵✽✮ ❡♠♣❤❛s✐③✐♥❣ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ s❝✐❡♥❝❡ ✧❞❡s✐❣♥ ❣♦❛❧s✧ ❛♥❞ ■ ✜♥✐s❤ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❣✐✈✐♥❣
❛ s✉♠♠❛r② ♦❢ t❤❡ s❝✐❡♥t✐✜❝ ❛❝❤✐❡✈❡♠❡♥ts ✐♥ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♣❡r✐♦❞✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt ✐s ❞❡✈♦t❡❞ t♦ t❤❡
t❤✐r❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❙❉❙❙✲■■■ ✭✷✵✵✽✲✷✵✶✹✮✳ ■ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦❥❡❝t tr②✐♥❣ t♦ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡
♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ❢♦r ❞♦✐♥❣ ❛ t❤✐r❞ ✈❡rs✐♦♥✳ ■ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ❢♦✉r ♣r♦❣r❛♠s ❢♦r♠✐♥❣ t❤✐s t❤✐r❞ ♣❤❛s❡ ❢♦❝✉s✐♥❣
♦♥ t❤❡ s❝✐❡♥❝❡ ❣♦❛❧s✳ ❋✐♥❛❧❧② ✐♥ t❤✐r❞ ♣❛rt ■ ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡ ✐♥ t❤❡ ❇❛r②♦♥✐❝ ❙♣❡❝tr♦s❝♦♣✐❝ ❙✉r✈❡②✱ ■ ❣✐✈❡
❛♥ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ s✉r✈❡②✱ ■ ♣r❡s❡♥t t❤❡ s❝✐❡♥❝❡ ❣♦❛❧s✱ ■ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ✐♥str✉♠❡♥ts✱ t❤❡ ❞❛t❛ r❡❞✉❝t✐♦♥
♣r♦❝❡ss✱ t❤❡ ❝♦✈❡r❛❣❡ ❛♥❞ s❝❤❡❞✉❧❡ ❛♥❞ ✜♥❛❧❧② ❛ s❡❝t✐♦♥ t♦ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ t❛r❣❡t s❡❧❡❝t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳
❚❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ t❤✐s ♣❛rt ✐s t♦ ♣r♦✈✐❞❡ t♦ t❤❡ r❡❛❞❡r ❛ s②♥t❤❡s✐s ♦❢ t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
s✉r✈❡② ❛♥❞ ❞❛t❛ r❡❞✉❝t✐♦♥✱ ❡ss❡♥t✐❛❧ ❢♦r t❤❡ ❞❛t❛ ❛♥❛❧②s✐s✳

■■■✳✶ ❙❧♦❛♥ ❉✐❣✐t❛❧ ❙❦② ❙✉r✈❡②

❚❤❡ ❙❧♦❛♥ ❉✐❣✐t❛❧ ❙❦② ❙✉r✈❡② ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ❜❡ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st ✐♥✢✉❡♥t✐❛❧ ❛str♦♥♦♠✐❝❛❧ s✉r✈❡②s
✐♥ t❤❡ ❧❛st ②❡❛rs ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❜② t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❝✐❡♥t✐✜❝ ❛rt✐❝❧❡s t❤❛t ✐t s✉♣♣♦rt❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
r❡❢❡r❡♥❝❡s t♦ t❤❡♠✳ ❇② ✷✵✵✽✱ t♦ ❣✐✈❡ ❛♥ ✐❞❡❛ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t②✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❙❉❙❙✲❞❛t❛ ❜❛s❡❞
♣❛♣❡rs r❡❛❝❤❡❞ ✶✺✵✵✱ ✶✻ ♦❢ t❤❡♠ ✇❡r❡ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ✶✵✵ ♠♦st ❝✐t❡❞ ♣❛♣❡rs ✐♥ t❤❡ ♣❛st ✜✈❡ ②❡❛rs✳ ❚❤✐s
❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♣❧❛❝❡s ❙❉❙❙ ❛s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st ♣r♦❞✉❝t✐✈❡ ❛str♦♥♦♠✐❝❛❧ ♦❜s❡r✈❛t♦r② ✐♥ t❤✐s ❞❡❝❛❞❡
✭▼❛❞r✐❞ ✫ ▼❛❝❝❤❡tt♦✱ ✷✵✵✾✮✳

❚❤❡ ❙❧♦❛♥ ❉✐❣✐t❛❧ ❙❦② ❙✉r✈❡② ❛❝❝♦♠♣❧✐s❤❡❞ ✐♥ ✷✵✶✵✱ ✶✵ ②❡❛rs ♦❢ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ✐♥ ✐ts ❞✐✛❡r❡♥t

✼✶



✼✷

✈❡rs✐♦♥s✿ ❙❉❙❙✲■ ❜❡t✇❡❡♥ ✷✵✵✵✲✷✵✵✺✱ ❙❉❙❙✲■■ ✷✵✵✺✲✷✵✵✽ ❛♥❞ ♥♦✇ ✐♥ ✐ts t❤✐r❞ ❡❞✐t✐♦♥✱ ❙❉❙❙✲■■■ ✐s
♣❧❛♥♥❡❞ t♦ ♦♣❡r❛t❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❥✉❧② ✷✵✵✽ ✉♥t✐❧ ❥✉❧② ✷✵✶✹✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♣r♦❥❡❝t ♦❢ t❤✐s
s✉r✈❡② ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♣r❡s❡♥t❡❞✳

■■■✳✶✳✶ ❖r✐❣✐♥❛❧ Pr♦❥❡❝t

❚❤❡ ❙❧♦❛♥ ❉✐❣✐t❛❧ ❙❦② ❙✉r✈❡② ✭❨♦r❦ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✵✮✱ ✭❙t♦✉❣❤t♦♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✷✮✱ ✭●✉♥♥ ✫❲❡✐♥❜❡r❣✱ ✶✾✾✺✮
❜♦r♥ ✐♥ ✶✾✼✽ ✇❤❡♥ ❛ ❝♦♥s♦rt✐✉♠ ♦❢ ❛str♦♥♦♠❡rs ❣❛t❤❡r❡❞ t♦ ❞❡s✐❣♥ t❤❡ ♥❡①t ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ s✉r✈❡② ✇✐t❤
❛✐♠ ♦❢ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ t♦ t❤❡ s❝✐❡♥t✐✜❝ ❝♦♠♠✉♥✐t② ❛ ❞❛t❛ ❜❛s❡ s✉✐t❛❜❧❡ t♦ ❞♦ ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡ str✉❝t✉r❡ ❛♥❛❧②s✐s✳
■♥ t❤❛t t✐♠❡ t❤❡ ❧❛❝❦ ♦❢ ❛ ✉♥✐❢♦r♠ ❣❛❧❛①② s❛♠♣❧❡ ✐♥ ✇✐❞❡ ❛r❡❛ ♦❢ s❦② ♣r❡✈❡♥t❡❞ t♦ ❞♦ st❛t✐st✐❝❛❧
❛♥❛❧②s✐s✱ t❤❡ ❣❛❧❛①② s✉r✈❡②s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❝♦♥s✐st❡❞ ♦❢ ≈ 20000 ❣❛❧❛①✐❡s ❛♥❞ ❝♦✈❡rs ❛❜♦✉t ✼✵✵ deg2

✭▲❛s ❈❛♠♣❛♥❛s ❘❡❞s❤✐❢t ❙✉r✈❡② ✭▲❈❘❙✮✭❙❤❡❝t♠❛♥ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✻✮✮✱ ✐♥ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ❡✈❡♥ t❤❡ ❧♦✇❡st
♦r❞❡r ♦❢ t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❣❛❧❛①✐❡s ❛t ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡ ✇❡r❡ ✉♥❦♥♦✇♥✳ ▲❛r❣❡
s❝❛❧❡ str✉❝t✉r❡ ❛♥❛❧②s✐s r❡q✉✐r❡s ❛ ❞❛t❛❜❛s❡ ✇✐t❤ ❤✐❣❤ ❞❡♥s✐t② ♦❢ ♦❜❥❡ts✱ s♦ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ♥✉♠❜❡r ♦❢
❣❛❧❛①✐❡s ❛♥❞ ✈♦❧✉♠❡ s✉r✈❡②❡❞ ✇❛s ♥❡❝❡ss❛r②✳ ■♥ t❤❛t ❝♦♥t❡①t ❙❉❙❙ s❡t ♦✉t t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ t✇♦ ♦r❞❡rs ♦❢
♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦✈❡r t❤❡ ❧❛r❣❡st s✉r✈❡②s ❡①✐st✐♥❣ ✐♥ ✶✾✾✺✳ ❙❉❙❙ ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ❝♦✈❡r t❤❡ ❧❛r❣❡st ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢
s❦② ❢♦r ❛ ❞✐❣✐t❛❧ ♣❤♦t♦ ❛♥❞ s♣❡❝tr♦♠❡tr✐❝ s✉r✈❡② ❛t t❤❛t t✐♠❡✳ ❚❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ✇❛s s❡t t♦ t❛❦❡ s♣❡❝tr❛
♦❢ ✺ ×107 ❛♥❞ 106 ◗❙❖✱ s♣❡❝tr❛ ✇✐t❤ s✐❣♥❛❧ t♦ ♥♦✐s❡✱ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ❝♦✈❡r❛❣❡ ✉♥t✐❧ t❤❛t
♠♦♠❡♥t ♦♥❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r s♠❛❧❧ s❛♠♣❧❡s✳

P❡r❢♦r♠✐♥❣ t❤✐s ✉♥✐❢♦r♠ s♣❡❝tr♦s❝♦♣✐❝ s❛♠♣❧❡ r❡q✉✐r❡❞ ❛ ♣❤♦t♦♠❡tr✐❝ s✉r✈❡② ✇✐t❤ q✉❛❧✐t② ❛♥❞
✉♥✐❢♦r♠✐t② ♦❢ ♣❤♦t♦ ❞❛t❛✳ ❚❤❡s❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts s✐♥❝❡ t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♣r♦✜❧❡❞ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t t♦ t❤❡ ❞❡s✐❣♥
♦❢ ❛ ❞❡❞✐❝❛t❡❞ t❡❧❡s❝♦♣❡ ❞❡st✐♥❛t❡❞ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ❛ ♣❤♦t♦♠❡tr✐❝ s✉r✈❡② t❤❛t s❡r✈❡s ❛s t❤❡ ✐♥♣✉t ❞❛t❛
t♦ t❤❡ t❛r❣❡t s❡❧❡❝t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❣✉❛r❛♥t②✐♥❣ t❤❡ ✉♥✐❢♦r♠✐t② ❛♥❞ t❤❡ r❡❞s❤✐❢t ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ♦❢ t❤❡
s♣❡❝tr♦s❝♦♣② s❛♠♣❧❡✳

❖♥❡ ❝r✉❝✐❛❧ ❢❛❝t♦r t❤❛t ❡♥❛❜❧❡❞ t❤❡ ❙❉❙❙ ♣r♦❥❡❝t ✇❛s t❤❡ ❞✐❣✐t❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❤♦t♦♠❡tr✐❝ ❞❛t❛✳ ❆t
t❤✐s ♠♦♠❡♥t ✐t ✇❛s r❡❝♦❣♥✐③❡❞ t❤❛t t❤❡ ❈❈❉ ❤❛❞ ❜❡tt❡r s❡♥s✐t✐✈✐t②✱ ✉♥✐❢♦r♠✐t② ❛♥❞ ❧✐♥❡❛r ❜❡❤❛✈✐♦r✱
❜✉t ❢♦r ❧❛r❣❡ ❛r❡❛ ❞✉❡ t♦ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ✐t ✇❛s ♣r❡❢❡rr❡❞ t❤❡ ♣❤♦t♦❣r❛♣❤✐❝ ♣❧❛t❡s ✳ ❚❤❡
t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❛❞✈❛♥❝❡s ✐♥ s♦❧✐❞ st❛t❡ ❞❡t❡❝t♦rs ❛♥❞ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❛♥❞
✐♥str✉♠❡♥t ❝♦♥tr♦❧ ❝❛♣❛❜✐❧✐t✐❡s ❡♥❛❜❧❡❞ t♦ ✜❣✉r❡ ♦✉t t❤❡ ✜rst ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡ ✐♠❛❣✐♥❣ s✉r✈❡② ✉s✐♥❣ ❈❈❉
❞❡t❡❝t♦rs✳ ■♥ t❤✐s s❡♥s❡ ❙❉❙❙ ♠❛r❦❡❞ t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❡r❛ ♦❢ ❧❛r❣❡ ❛r❡❛ ❞✐❣✐t❛❧ s✉r✈❡②s✳

❚❤❡ str❛t❡❣② ♦❢ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✇❛s ❞❡✜♥❡❞ t♦ ❞♦ ♣❤♦t♦♠❡tr② ❛♥❞ s♣❡❝tr♦♠❡tr② s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② t♦
♦♣t✐♠✐③❡ t❤❡ str❛t❡❣② ♦❢ s❝❛♥♥✐♥❣✳ ❚❤❡ ♣❧❛♥ ✇❛s t♦ t❛❦❡ ♣❤♦t♦♠❡tr② ✐♥ t❤❡ ❜❡st ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ s❡❡✐♥❣✱
s❦② ❜r✐❣❤t♥❡ss ❛♥❞ s❦② tr❛♥s♣❛r❡♥❝②✱ ❛♥❞ s♣❡❝tr♦s❝♦♣② t♦ ❜❡ ❞♦♥❡ t❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ t✐♠❡ ✇✐t❤ ❧❡ss
❣♦♦❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ❞❡❝✐s✐♦♥ ✇❛s ♠♦t✐✈❛t❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♠♦r❡ ❝♦♥s✉♠✐♥❣ t✐♠❡ ♦❢ s♣❡❝tr♦♠❡tr②
t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t✐♠❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ ♦♣t✐♠❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐s ❧❡ss ❢r❡q✉❡♥t✳ ❚♦ ❛❝❝♦♠♣❧✐s❤ t❤✐s
♣r♦❣r❛♠ ✐♥ t❤❡ t❡❧❡s❝♦♣❡ ❞❡s✐❣♥ ✐t ✇❛s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ♠❛❦❡ ❡❛s② t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ✐♥str✉♠❡♥ts ✭❝❛♠❡r❛
❡t s♣❡❝tr♦❣r❛♣❤✮✳

❚❤❡ ❞❡s✐❣♥ ❝♦♥✈❡r❣❡s t♦ ❛ s♣❡❝✐❛❧ ♣✉r♣♦s❡ ✷✳✺ ♠ t❡❧❡s❝♦♣❡ ✭●✉♥♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻✮ ✐♥ ❆♣❛❝❤❡ P♦✐♥t
❖❜s❡r✈❛t♦r② ✭❆P❖✮✱ ◆❡✇ ▼❡①✐❝♦ ✇✐t❤ ❛ ✇✐❞❡ ❛♥❣❧❡ ✸◦ ❞✐❛♠❡t❡r✳ ❋♦r ♣❤♦t♦♠❡tr② ❛ ❝❛♠❡r❛ ✭●✉♥♥
❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✽✮ ✇✐t❤ ❛ ❧❛r❣❡ ❢♦❝❛❧ ♣❧❛♥❡ ♦❢ ❛ ✸✵ ❈❈❉ ❛rr❛② ♦❢ ✷✵✹✽ ♣✐①❡❧s✳ ❚❤❡ ❈❈❉s ❛rr❛♥❣❡❞
✐♥ s✐① ❝♦❧✉♠♥s ❛♥❞ ✺ r♦✇s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✺ ✇❛✈❡❜❛♥❞s ✜❧t❡rs✳ ❆♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❛rr❛② ♦❢ ✷✹
♠♦r❡ ❈❈❉❙ s❡r✈✐♥❣ t♦ ❛str♦♠❡tr✐❝ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ t❡❧❡s❝♦♣❡ ✇♦✉❧❞ ♦♣❡r❛t❡ ✐♥ ❞r✐❢t s❝❛♥ ♠♦❞❡✱
♣❡r♠✐tt✐♥❣ ❛❧♠♦st s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ✐♠❛❣❡ ✐♥ ✜✈❡ ✇❛✈❡❜❛♥❞s ✭❋✉❦✉❣✐t❛ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✻✮✳ ❆♥ ❛✉①✐❧✐❛r② ✵✳✼
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♠ t❡❧❡s❝♦♣❡ ✇✐t❤ ✐ts r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❈❈❉ ❝❛♠❡r❛ ✇♦✉❧❞ ♠♦♥✐t♦r st❛rs ❢♦r ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥✳ ❆♥❞ ❛ ♠✉❧t✐✲✜❜❡r
s♣❡❝tr♦❣r❛♣❤ ✇✐t❤ t✇♦ ❛r♠s✱ ✇♦✉❧❞ t❛❦❡ ✻✹✵ s♣❡❝tr❛ ❛t ❛ t✐♠❡✳ P❧❛t❡s ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♠❛♥✉❛❧❧② ❞r✐❧❧❡❞
✇✐t❤ ❤♦❧❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ t❛r❣❡t ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✳ ❚❤✐s♠❛♥✉❛❧ ♣❧✉❣❣❡❞ ♣❧❛t❡ s②st❡♠ ✇❛s ❝❤♦s❡♥
❢♦r t❤❡ s♣❡❝tr♦❣r❛♣❤ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❛t ✐t ❛❝❝♦♠♣❧✐s❤ t❤❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ✇✐t❤ ❧❡ss ❝♦st t❤❛♥ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ❛
r♦❜♦t t♦ ❛✉t♦♠❛t✐③❡ t❤❡ t❛s❦✳

❚❤❡ ❝♦✈❡r❛❣❡ ♦❢ t❤❡ s✉r✈❡② ❛r❡❛ ✇❛s ❝❤♦s❡♥ t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ❣❛❧❛❝t✐❝ ❡①t✐♥❝t✐♦♥✱ s❦② ❜r✐❣❤t♥❡ss
❛♥❞ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ r❡❢r❛❝t✐♦♥✱ ♦♣t✐♠✐③✐♥❣ ♦❜s❡r✈✐♥❣ s❡❛s♦♥✳ ❚❤❡ s✉r✈❡② ❛r❡❛ ❝♦♥s✐st❡❞ ♦❢ ❛ s❧✐❣❤t❧②
❡❧❧✐♣t✐❝❛❧ r❡❣✐♦♥ ❝❡♥t❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥♦rt❤ ❣❛❧❛❝t✐❝ ♣♦❧❡✱ ❛♥❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ♥♦rt❤ ❣❛❧❛❝t✐❝ ❝❛♣ ✇❛s ✐♥❛❝❝❡ss✐❜❧❡✱
t❤r❡❡ str✐♣❡s ✐♥ t❤❡ s♦✉t❤❡r♥ ✇♦✉❧❞ ❜❡ s❝❛♥♥❡❞ r❡♣❡❛t❡❞❧②✳ ❚❤❡s❡ str✐♣❡s ❣❛✈❡ ♣❧❛❝❡ ✇❤❡♥ ❝♦❛❞❞❡❞ t♦
♦❜s❡r✈❡ ♦❜❥❡ts ✷ ♠❛❣♥✐t✉❞❡s ❢❛✐♥t❡r ♦♣❡♥✐♥❣ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ st✉❞② ✈❛r✐❛❜❧❡ ♦❜❥❡ts✳ ■♥ ❋✐❣✳❬■■■✳✶❪✱
t❤❡ str✐♣❡s ❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡ ♣❤♦t♦♠❡tr✐❝ s✉r✈❡② ❛r❡ s❤♦✇♥ ❛♥❞ t❤❡ ❡①t✐♥❝t✐♦♥ ♠❛♣s ♦❢ ❙❝❤❧❡❣❡❧ t❤❛t
❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ s✉r✈❡② ❛r❡❛ ✭❙❝❤❧❡❣❡❧ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✽✮✳

❋✐❣✉r❡ ■■■✳✶✿ ❙❝❤❧❡❣❡❧ ❊①t✐♥t✐♦♥ ▼❛♣s ❛♥❞ ❙tr✐♣❡s ♦❢ ❙❉❙❙✳ ❋r♦♠ ✭❙❝❤❧❡❣❡❧ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✽✮✳

❚❤❡ ❙❧♦❛♥ ❉✐❣✐t❛❧ ❙❦② ❙✉r✈❡② ✐♥ ✐ts ✜rst ✈❡rs✐♦♥ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ❛❝❝♦♠♣❧✐s❤❡❞ t❤❡ s❝✐❡♥❝❡ r❡q✉✐r❡✲
♠❡♥ts ✜①❡❞ ❛t t❤❡ s❝✐❡♥❝❡ ♣r♦❥❡❝t✳ ■t ❧❡❣❣❡❞ ❛ ❝❛t❛❧♦❣✉❡ ♦❢ ∼ 7 × 105 s♣❡❝tr❛ ♦❢ ❣❛❧❛①✐❡s✱ ✾×104

s♣❡❝tr❛ ♦❢ q✉❛s❛rs ❛♥❞ ✷×105 s♣❡❝tr❛ ♦❢ st❛rs✱ ❛♥❞ ❛ ♣❤♦t♦♠❡tr✐❝ s✉r✈❡② ♦❢ ❛ ❝♦♥t✐❣✉♦✉s r❡❣✐♦♥ ♦❢
s❦② ❝♦✈❡r✐♥❣ ∼ 8000 ❞❡❣2 t♦✇❛r❞ t❤❡ ◆♦rt❤❡r♥ ●❛❧❛❝t✐❝ ❈❛♣✱ ❛♥❞ ✼✵✵ ❞❡❣2 ✐♥ t❤r❡❡ str✐♣❡s ✐♥ t❤❡
❙♦✉t❤ ●❛❧❛❝t✐❝ ❈❛♣✳ ❚❤❡ ❋✐❣✳❬■■■✳✷❪ s❤♦✇s t❤❡ ❝♦✈❡r❛❣❡ ♦❢ ❙❉❙❙✳ ❚❤✐s ♣♦✇❡r❢✉❧ ❞❛t❛❜❛s❡ tr❛❞✉❝❡❞
✐♥ ❛ ✉♥♣r❡❝❡❞❡♥t❡❞ s❝✐❡♥t✐✜❝ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t②✳ ❚❤❡ s❝✐❡♥t✐✜❝ r❡s❡❛r❝❤❡s ✇❡♥t ❜❡②♦♥❞ t❤❡ s❝✐❡♥❝❡ ❣♦❛❧s
♣r❡❞✐❝t❡❞ ❛t t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♣r♦❥❡❝t✳ ❚❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❣✐✈❡ ❛ s✉♠♠❛r② ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤
❙❉❙❙ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ✜rst t✇♦ ♣❤❛s❡s✳

❋✐❣✉r❡ ■■■✳✷✿ ❉❛t❛ ❘❡❧❡❛s❡ ✺ ❈♦✈❡r❛❣❡✱ ✐♥ r❡❞ ❢♦♦t♣r✐♥t ♦❢ ♣❤♦t♦♠❡tr✐❝ s✉r✈❡② ✐♥ ❣r❡❡♥ ❢♦♦t✲
♣r✐♥t ♦❢ s♣❡❝tr♦s❝♦♣✐❝ s✉r✈❡②✳ ❋r♦♠ ❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳s❞ss✳♦r❣✴✳
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■■■✳✶✳✷ ❙❉❙❙ ■■

❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ s❝✐❡♥t✐✜❝ ❛❝❤✐❡✈❡♠❡♥ts ❛♥❞ t❛❦✐♥❣ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦❢ t❤❡ ❢❛❝✐❧✐t✐❡s t❤❛t
♣r♦♠✐s❡❞ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ♣♦✇❡r ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡✱ ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ♦❢ ❙❉❙❙ ✱
❛ s❡❝♦♥❞ ✈❡rs✐♦♥ ❜❡❣✐♥ t♦ ❝♦♦❦✐♥❣✳ ■t ✉s❡❞ t❤❡ ❢❛❝✐❧✐t✐❡s ♦❢ ❙❉❙❙✱ t❤❡ t❡❧❡s❝♦♣❡✱ ❝❛♠❡r❛ ❛♥❞ s♣❡❝✲
tr♦s❝♦♣❡✳ ❚❤✐s s❡❝♦♥❞ ♣❤❛s❡ ❞❡♥♦♠✐♥❛t❡❞ ❙❉❙❙✲■■ ❞❡s✐❣♥❛t❡s ❛ s❡t ♦❢ ✸ ♣r♦❣r❛♠s✿ ▲❡❣❛❝② ❙✉r✈❡②✱
❙✉♣❡r♥♦✈❛ ❙✉r✈❡② ❛♥❞ ❙❊●❯❊✳ ❚❤❡ ▲❡❣❛❝② s✉r✈❡② ❛✐♠❡❞ t♦ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❙❉❙❙ ✐♥✐t✐❛❧ ♣❤♦t♦♠❡tr✐❝
❛♥❞ s♣❡❝tr♦s❝♦♣✐❝ s✉r✈❡②✱ t❤❡ s✉♣❡r♥♦✈❛❡ ♣r♦❣r❛♠ ✇❛s ❞❡❞✐❝❛t❡❞ t♦ ❝♦♠♣❧❡t❡ t❤❡ ❍✉❜❜❧❡ ❞✐❛❣r❛♠
✐♥ t❤❡ ❧♦✇ ❛♥❞ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ r❡❞s❤✐❢t ✐♥t❡r✈❛❧ ❛♥❞ t❤❡ ❙❊●❯❊ ✇❛s ❞❡✈♦t❡❞ t♦ ❡①♣❧♦r❡ t❤❡ st❡❧❧❛r
♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❞②♥❛♠✐❝s ✐♥ t❤❡ ▼✐❧❦② ❲❛②✳ ❚❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ✇❛s ❛✉❣✉st ✷✵✵✺ ❛♥❞ ✐t
✇❛s ♣❧❛♥♥❡❞ t♦ ❝♦♥t✐♥✉❡ ✐♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✉♥t✐❧ ❥✉❧② ✷✵✵✽✳

▲❡❣❛❝② ❙✉r✈❡②

❚❤✐s s✉r✈❡② ❝♦♥t✐♥✉❡❞ t❤❡ ❙❉❙❙ ✐♥✐t✐❛❧ ♣r♦❥❡❝t✱ ✐ts ❛✐♠ ✇❛s t♦ ❝♦♠♣❧❡t❡ t❤❡ s♣❡❝tr♦s❝♦♣✐❝ ❛♥❞
♣❤♦t♦♠❡tr✐❝ s✉r✈❡② ✐♥ t❤❡ ❢♦♦t♣r✐♥t ♦❢ ✐♥✐t✐❛❧ ♣r♦❥❡❝t✱ ❝♦✈❡r✐♥❣ ✉♥✐❢♦r♠❧② t❤❡ s✉r✈❡② ❛r❡❛ ✉s✐♥❣ t❤❡
s❛♠❡ t❛r❣❡t s❡❧❡❝t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❤❛t ❙❉❙❙✳ ❚❤❡ ✐♠❛❣✐♥❣ ❝♦✈❡r❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ◆♦rt❤ ●❛❧❛❝t✐❝ ❈❛♣ ❤❛❞
❜❡❡♥ ❛❧♠♦st ❝♦♠♣❧❡t❡❞ ❛s ♦❢ t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ ❙❉❙❙✳ ❚❤❡ ❧❛st ▲❡❣❛❝② ✐♠❛❣✐♥❣ ❞❛t❛ ✇❛s ♦❜t❛✐♥❡❞ t❤❡
s❡❝♦♥❞ s❡♠❡st❡r ♦❢ ✷✵✵✻✳ ❚❤❡ s♣❡❝tr♦s❝♦♣✐❝ s✉r✈❡② ♦❢ ❙❉❙❙ ❝♦✈❡r❡❞ ♦♥❧② ✺✼✵✵ ❞❡❣2 ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣✐♥❣
s✉r✈❡②✱ t♦ ❝♦✈❡r t❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣✐♥❣ ❛r❡❛ ✺✷✹ ♥❡✇ ♣❧❛t❡s ✇❡r❡ ✉s❡❞ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ♦♥❧② t❤❡ ◆♦rt❤
●❛❧❛❝t✐❝ ❈❛♣✳ ❚❤❡ ❝♦✈❡r❛❣❡ ✇❛s ✜♥✐s❤❡❞ ✐♥ ▼❛② ✷✵✵✽✳ ❈✉♠✉❧❛t✐✈❡❧② ❜❡t✇❡❡♥ ❙❉❙❙ ❛♥❞ ❙❉❙❙✲■■✱
t❤❡ t♦t❛❧ ❛r❡❛ s✉r✈❡②❡❞ ✇❛s ✼✻✹✻ sq✉❛r❡ ❞❡❣r❡❡s ✐♥ t❤❡ ◆♦rt❤ ●❛❧❛❝t✐❝ ❈❛♣✱ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❣♦❛❧
♦❢ ✼✼✵✵ sq✉❛r❡ ❞❡❣r❡❡s✳ ■♥ t♦t❛❧ ❛s ♣❛rt ♦❢ ▲❡❣❛❝② s✉r✈❡② ❛ s❡t ♦❢ ✷✺✵✱✵✵✵ ♥❡✇ ♦❜❥❡ts ✇❡r❡ ❝❧❛ss✐✜❡❞
❛s ❣❛❧❛①✐❡s✱ ❛♥❞ ✷✽✱✵✵✵ ♥❡✇ ♦❜❥❡❝ts ✇❡r❡ ❝❧❛ss✐✜❡❞ ❛s q✉❛s❛rs✳ ❚❤❡ t♦t❛❧ s♣❡❝tr♦s❝♦♣✐❝ ❢♦♦t♣r✐♥t ❢♦r
▲❡❣❛❝②✱ ❛❞❞✐♥❣ ❙❉❙❙ ❛♥❞ ❙❉❙❙✲■■✱ ✐s ✽✵✸✷ sq✉❛r❡ ❞❡❣r❡❡s✳ ❖❢ t❤✐s ❛r❡❛✱ ❛❜♦✉t ✼✺✵ sq✉❛r❡ ❞❡❣r❡❡s
❛r❡ ✐♥ t❤❡ ❙♦✉t❤ ●❛❧❛❝t✐❝ ❈❛♣✳

❙✉♣❡r♥♦✈❛ ❙✉r✈❡②

❚❤❡ s✉♣❡r♥♦✈❛❡ ✐s ❛ r❡❝♦❣♥✐③❡❞ t❡❝❤♥✐q✉❡ t♦ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ r❡❞s❤✐❢t r❡❧❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ st❛♥❞❛r❞
❝❛♥❞❧❡s ✇❤♦s❡ ❧✉♠✐♥♦s✐t✐❡s ❛r❡ ❝❛❧✐❜r❛t❡❞ ❜② ♦❜❥❡ts ✐♥ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ✉♥✐✈❡rs❡✳ ❆t t❤❛t ♠♦♠❡♥t ✐♥ t❤❡
❍✉❜❜❧❡ ❞✐❛❣r❛♠ t❤❡r❡ ✇❛s ❛ ❣❛♣ ✐♥ t❤❡ r❡❞s❤✐❢t ✐♥t❡r✈❛❧ ✭✵✳✶≤ ③ ≤ ✵✳✸✮✳ ❖♥❧② ✻ ♦❢ t❤❡ ✶✺✼ ❤✐❣❤ q✉❛❧✐t②
❙◆ ■❛ ❧✐❣❤t ❝✉r✈❡s ❢❡❧❧ ✐♥ t❤✐s ✐♥t❡r✈❛❧✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✐♥ t❤❡ ❧♦✇ r❡❞s❤✐❢t r❛♥❣❡ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts
❝❛♠❡ ❢r♦♠ ❞✐✛❡r❡♥t s✉r✈❡②s✱ ✐♠♣❧②✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t s②st❡♠❛t✐❝s✳ ❚❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ s✉♣❡r♥♦✈❛❡ s✉r✈❡② ✇❛s t♦
❛❞❞r❡ss t❤✐s ❣❛♣ ✐♥ r❡❞s❤✐❢t ❝♦✈❡r❛❣❡✳ ❚❤❡ ❙✉r✈❡② ❤❛❞ ❛s ♦❜❥❡❝t✐✈❡ t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ❛ ❝❛t❛❧♦❣✉❡ ♦❢ ✷✵✵
✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ r❡❞s❤✐❢t ✭✵✳✶< z < ✵✳✹✮ t②♣❡ ■❛ s✉♣❡r♥♦✈❛❡✳ ❆♥♦t❤❡r ❣♦❛❧ ♦❢ ❙✉♣❡r♥♦✈❛❡ ❙✉r✈❡② ✇❛s t❤❡
♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛♥ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❙◆ s②st❡♠❛t✐❝s✳ ■♥ ❙◆ s✉r✈❡②s s②st❡♠❛t✐❝s ❡rr♦rs ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ ✇✐t❤
st❛t✐st✐❝❛❧ ❡rr♦rs✱ ✐♠♣r♦✈❡❞ ❝♦♥tr♦❧ ♦♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✇❛s r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❛❝q✉✐r❡ ❜❡tt❡r ❛❝❝✉r❛❝②✳ ■♥ t❤❛t
s❡♥s❡ t❤❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥t ✐♠♣♦s❡❞ ❞❡♥s❡❧② s❛♠♣❧❡❞ ♠✉❧t✐✲❜❛♥❞ ❙◆ ❧✐❣❤t ❝✉r✈❡s ✇✐t❤ ✇❡❧❧ ✉♥❞❡rst♦♦❞
♣❤♦t♦ ❝❛❧✐❜r❛t❡❞ ❞❛t❛✳

❚❤❡ ❙✉♣❡r♥♦✈❛ ❙✉r✈❡② ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t r❡♣❡❛t❡❞ ✐♠❛❣✐♥❣ ♦♥ ❙tr✐♣❡ ✽✷ ✭s♦✉t❤❡r♥ ❡q✉❛t♦r✐❛❧ str✐♣❡✮
❝♦✈❡r✐♥❣ ❛ t♦t❛❧ ♦❢ ✸✵✵✲sq✉❛r❡✲❞❡❣r❡❡✳ ❚❤❡s❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s t♦♦❦ ♣❧❛❝❡ ❞✉r✐♥❣ ❙❡♣t❡♠❜❡r t❤r♦✉❣❤
◆♦✈❡♠❜❡r ✐♥ ✷✵✵✺✱ ✷✵✵✻✱ ❛♥❞ ✷✵✵✼✳ ❚❤❡ str✐♣❡ ✇❛s s❝❛♥♥❡❞ ✐♥ t♦t❛❧ ✷✵ t✐♠❡s ✐♥ ❙❉❙❙✱ ❛♥❞ ❛♥
❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✹✵ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❝♦✈❡r❛❣❡s ♦❢ t❤✐s ❛r❡❛ ✇❡r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❙❉❙❙✲■■✳ ❆ t♦t❛❧ ♦❢ ✹✾✽ s♣❡❝tr♦s❝♦♣✲



✼✺

✐❝❛❧❧② ❝♦♥✜r♠❡❞ ❚②♣❡ ■❛ s✉♣❡r♥♦✈❛❡ ✇❛s ❢♦✉♥❞ ❢♦r t❤❡ t❤r❡❡✲s❡❛s♦♥ s✉r✈❡②✳ ❚❤✐s ♥✉♠❜❡r ✐s ❜❡②♦♥❞
♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✳ ■♥ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❤✐❣❤❡r r❡❞s❤✐❢t s❛♠♣❧❡s ✭❊❙❙❊◆❈❊✱ ❙◆▲❙✮✱ ❙❉❙❙■■ ❙◆ ❙✉r✈❡②
❧❡❛❞ t♦ ♠♦r❡ r♦❜✉st ❡st✐♠❛t❡s ♦❢ ❝♦s♠♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♥str❛✐♥ts✳

❙❊●❯❊

❋r♦♠ t❤❡ ♣❤♦t♦♠❡tr✐❝ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ ❙❉❙❙✱ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ s✉❜str✉❝t✉r❡s ✐♥ t❤❡ st❡❧❧❛r ❤❛❧♦ ✐♥ t❤❡
▼✐❧❦② ❲❛② ✇❛s ❡✈✐❞❡♥❝❡❞ ✳ ❆t t❤❛t ♠♦♠❡♥t ♣❡rs✐st❡❞ t❤❡ ✐❞❡❛ t❤❛t ♦✉r ❣❛❧❛①② ❝♦♥s✐st❡❞ ♦❢ ❛♥ ❛①✐❛❧❧②
s②♠♠❡tr✐❝ s♣❤❡r♦✐❞ ✇✐t❤ ❛ s♠♦♦t❤ ❞❡♥s✐t② ♣r♦✜❧❡✳ ❚❤❡ ❞✐s❝♦✈❡r② ♦❢ t❤✐s s✉❜str✉❝t✉r❡ ♠♦t✐✈❛t❡❞
t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ ❛ ♣❤♦t♦♠❡tr✐❝ ❛♥❞ s♣❡❝tr♦s❝♦♣✐❝ s✉r✈❡② ♣❡r♠✐tt✐♥❣ t♦ st✉❞② t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ♦✉r
❣❛❧❛①②✳ ■♥ t❤❛t ❝♦♥t❡①t ❛♣♣❡❛r❡❞ ✐♥ t❤❡ s❝❡♥❛r② t❤❡ ❙❧♦❛♥ ❊①t❡♥s✐♦♥ ❢♦r ●❛❧❛❝t✐❝ ❯♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣
❛♥❞ ❊①♣❧♦r❛t✐♦♥ ✭❙❊●❯❊✮ ✇❤✐❝❤ s❝✐❡♥❝❡ ❣♦❛❧ ✇❛s ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ t❤❡ ❣❛❧❛①② str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ t❡st✐♥❣
♠♦❞❡❧s ♦❢ ❣❛❧❛①② ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❡✈♦❧✉t✐♦♥✳ ■t ❝♦♥s✐st❡❞ ♦❢ ❛ ✐♠❛❣✐♥❣ ❛♥❞ s♣❡❝tr♦s❝♦♣✐❝ s✉r✈❡② ♦❢ t❤❡
▼✐❧❦② ❲❛② ❛♥❞ ✐ts s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ ❤❛❧♦✳

■t ✇♦✉❧❞ ❡①♣❛♥❞ t❤❡ ♣❤♦t♦♠❡tr✐❝ s✉r✈❡② ♦❢ ❙❉❙❙✱ ❛❞❞✐♥❣ ✸✺✵✵ deg2✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❛✐♠ ♦❢ s❛♠♣❧✐♥❣
❛❧❧ t❤❡ ✈✐s✐❜❧❡ s❦② ❢r♦♠ ❆♣❛❝❤❡ P♦✐♥t ❖❜s❡r✈❛t♦r②✳ ❚❤❡ ❣❛❧❛①② ❡①t✐♥❝t✐♦♥ r❡str✐❝ts t❤❡ ❝♦✈❡r❛❣❡ t♦
r❡❣✐♦♥s ♥♦t ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❜✉❧❜✳ ◆♦✇❛❞❛②s✱ t❤❡ ❝♦✈❡r❛❣❡ ♦❢ t❤✐s s✉r✈❡② ❡♥❛❜❧❡❞ t♦ st✉❞② t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥
❜❡t✇❡❡♥ st❡❧❧❛r ❤❛❧♦ ❛♥❞ ❣❛❧❛①② ❞✐s❦✳ ❚❤❡ s✉r✈❡② ✇❛s ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ t❛❦❡ ✷✵✵ ♣❡♥❝✐❧ ❜❡❛♠s s♣❛❝❡❞
❛r♦✉♥❞ s❦②✱ ❛rr❛♥❣❡❞ t♦ s❛♠♣❧❡ t❤❡ s❦② ❛t ✐♥t❡r✈❛❧s ♦❢ ✶✺◦ ✳ ❚✇♦ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♦❢ ❡❛❝❤ ♣❡♥❝✐❧ ❜❡❛♠
✇❛s ❞♦♥❡✳

■t ❛✐♠❡❞ t♦ ♠❛♣ st❡❧❧❛r ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡✐r ❦✐♥❡♠❛t✐❝s ♦✈❡r ❧❛r❣❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ t❤❡ ❣❛❧❛①② ❝♦✈❡r✐♥❣
❞✐st❛♥❝❡s ❢r♦♠ ✐♥♥❡r ❤❛❧♦ ♦✉t t♦ ❣❛❧❛❝t♦❝❡♥tr✐❝ ❞✐st❛♥❝❡s✳❚❤❡ t❛r❣❡ts ❝♦✈❡r❡❞ ❛ ✈❛r✐❡t② ♦❢ ❛❣❡s ❛♥❞
♠❡t❛❧❧✐❝✐t✐❡s✱ ♣❡r♠✐tt✐♥❣ t♦ ❡♥❛❜❧❡ ❛ ✇❤♦❧❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ❛str♦♣❤②s✐❝s ♣r♦❥❡❝ts✳ ■♥ s♦❧❛r ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞
t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✐♥❝❧✉❞❡s st❛rs ▼✱ ▲✱ ❛♥❞ ❚ ❞✇❛r❢s ❇❍❇ ❛♥❞ ❑✴▼ ❣✐❛♥t st❛rs✳ ❆ s✉❜s❡t ♦❢ t❛r❣❡ts ❛r❡
❞❡✈♦t❡❞ t♦ ✉♥✉s✉❛❧ st❛rs ❜❛s❡❞ ✐♥ t❤❡✐r ❝♦❧♦rs ❛♥❞ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ❧✐❦❡ ❧♦✇ ♠❡t❛❧❧✐❝✐t② ♦r ❤✐❣❤ ✈❡❧♦❝✐t②
st❛rs✳

■■■✳✶✳✸ ▲❡❣❛❝② ♦❢ ❙❉❙❙ ■ ❛♥❞ ■■

❚❤❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❙❉❙❙ ■✲■■ ✭❋✐♥❛❧ ❘❡♣♦rt ❙❉❙❙✲■■ ✭❘✐❝❤❛r❞ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽✮✮ ❝♦✈❡r❡❞ ❛
✐♠❛❣✐♥❣ s✉r✈❡② ✐♥ ✜✈❡ ♦♣t✐❝❛❧ ❜❛♥❞s ♦❢ ✽✹✵✵ ❞❡❣2 ✐♥ t♦t❛❧✱ t❤❡ ♠♦st ♣❛rt ♦❢ t❤❡ s✉r✈❡② ❛r❡❛ ✭✼✻✹✻
❞❡❣ 2✮ ✐s ❛t t❤❡ ♥♦rt❤❡r♥ ❣❛❧❛❝t✐❝ ❝❛♣ ✭◆●❈✮ ❛♥❞ ✐t ❤❛s ✸ ❡q✉❛t♦r✐❛❧ str✐♣❡s ✐♥ s♦✉t❤❡r♥ ❣❛❧❛❝t✐❝ ❝❛♣
✭✼✼✼ ❞❡❣ 2✮✳ ❚❤❡ s♣❡❝tr♦s❝♦♣✐❝ s✉r✈❡② ❝♦✈❡rs ❛ t♦t❛❧ ♦❢ ✽✵✸✷ ❞❡❣ 2 ❛♥❞ ❝♦♥t❛✐♥s s♣❡❝tr❛ ♦❢ ✾✵✵✱✵✵✵
❣❛❧❛①✐❡s✱ ✶✵✵✱✵✵✵ q✉❛s❛rs ❛♥❞ ✹✵✵✱✵✵ st❛rs✳ ■t ❛❧s♦ ❝♦♠♣r❡❤❡♥❞s ❛ s✉♣❡r♥♦✈❛ s✉r✈❡② ♦❢ ✺✵✵ ❚②♣❡ ■❛
s✉♣❡r♥♦✈❛s✳

❚❤✐s ♣♦✇❡r❢✉❧ ❞❛t❛❜❛s❡ ✇❛s ❣r❛❞✉❛❧❧② r❡❧❡❛s❡❞ t♦ ♣✉❜❧✐❝ s✐♥❝❡ t❤❡ ✜rst ②❡❛rs ♦❢ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♦❢
❙❉❙❙✳ ❖✈❡r t❤❡ ❡✐❣❤t ②❡❛rs ♦❢ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❙❉❙❙✱ s❡✈❡♥ ❞❛t❛ r❡❧❡❛s❡❞ ✇❡r❡ ❞♦♥❡ ❛❧♠♦st ♦♥❡ ♣❡r
②❡❛r✱ ❢♦r t❤❡ ✺ ②❡❛rs ♣❡r✐♦❞ ♦❢ ❙❉❙❙ t❤❡ ✜♥❛❧ ❞❛t❛ ❢♦r r❡❧❡❛s❡ ✇❛s ❉❘✺ ❛♥❞ ❢♦r ❙❉❙❙✲■■ t❤❡ ✜♥❛❧
❞❛t❛ r❡❧❡❛s❡ ✈❡rs✐♦♥ ✇❛s ❉❘✼ ✭s✉♠♠❡r ✷✵✵✽✮ ❝♦✈❡r✐♥❣ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♣❡r✐♦❞✳

❙❉❙❙✲■✲■■ ❞❛t❛❜❛s❡ ❤❛✈❡ s✉♣♣♦rt❡❞ ❛ ❡♥♦r♠♦✉s q✉❛♥t✐t② ♦❢ r❡s❡❛r❝❤❡s ✐♥ ❛ ❜r♦❛❞ s♣❡❝tr❛ ♦❢ ❛str♦✲
♥♦♠✐❝❛❧ ❞✐s❝✐♣❧✐♥❡s ♠❛♥② ✜♥❞✐♥❣s ✇❡r❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ s❝✐❡♥t✐✜❝ ❣♦❛❧s ❜✉t ♠❛♥② ♦t❤❡rs ✇❡r❡ ❝♦♠♣❧❡t❡❧②
✉♥❡①♣❡❝t❡❞ ✳ ❆♥ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ r❡s❡❛r❝❤❡s s❤♦✇s t❤❛t ♦♥❧② ❤❛❧❢ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡rs ♦❢ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s ✇❡r❡
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❋✐❣✉r❡ ■■■✳✸✿ ❉❛t❛ ❘❡❧❡❛s❡ ✼ ❈♦✈❡r❛❣❡✱ ✐♥ r❡❞ ❢♦♦t♣r✐♥t ♦❢ ♣❤♦t♦♠❡tr✐❝ s✉r✈❡② ❛♥❞ ✐♥ ❣r❡❡♥
❢♦♦t♣r✐♥t ♦❢ s♣❡❝tr♦s❝♦♣✐❝ s✉r✈❡②✳ ❋r♦♠ ❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳s❞ss✳♦r❣✴

❣❡♥❡r❛t❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥✱ s❤♦✇✐♥❣ t❤❛t ❧❡❣❛❝② ♦❢ ❙❉❙❙ ❝♦♥tr✐❜✉t❡s t♦ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧
✇♦r❦ ✇✐t❤✐♥ ❛❧❧ s❝✐❡♥t✐✜❝ ❝♦♠♠✉♥✐t②✳

❆s ♥♦♥ ❡①❤❛✉st✐✈❡ ❧✐st ♦❢ s❝✐❡♥t✐✜❝ ❛❝❤✐❡✈❡♠❡♥ts ❞✉r✐♥❣ t❤✐s ✜rst ✽ ②❡❛rs ♦❢ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐s✿

• ▲❛r❣❡ ❙❝❛❧❡ ❙tr✉❝t✉r❡✿ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦s♠♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♥✲
str❛✐♥ts✱ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❇❆❖ s✐❣♥❛t✉r❡s ✐♥ ❝❧✉st❡r✐♥❣✱ ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧ ❧❡♥s✐♥❣✳

• ●❛❧❛①② ❋♦r♠❛t✐♦♥ ❈❧✉st❡r✐♥❣ ✐♥ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ s❝❛❧❡s✱ str✉❝t✉r❡ ♦❢ st❡❧❧❛r ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s✱ s✉❜str✉❝✲
t✉r❡s ✐♥ t❤❡ ♦✉t❡r ▼✐❧❦② ❲❛②✱ ❞✐s❝♦✈❡r② ♦❢ ♥❡✇ ❝♦♠♣❛♥✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ▼✐❧❦② ❲❛② ❛♥❞ ❆♥❞r♦♠❡❞❛✳

• ❙❝✐❡♥❝❡ ✇✐t❤ ◗❙❖✳ Pr❡❝✐s✐♦♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ ❧✉♠✐♥♦s✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ◗❙❖✱ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t
♦❢ ❝❧✉st❡r✐♥❣✱ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ ❡❛r❧② str✉❝t✉r❡ ✇✐t❤ ▲②♠❛♥✲❛❧♣❤❛ ❢♦r❡st✱ ❞✐s❝♦✈❡r② ♦❢
t❤❡ ♠♦st ❞✐st❛♥t ◗❙❖

• ❆str♦♣❤②s✐❝s✿ Pr♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❣❛❧❛①✐❡s✱ st❡❧❧❛r ❛str♦♣❤②s✐❝s✱ s✉❜st❡❧❧❛r ♦❜❥❡ts✱ ❝♦♠♠♦♥ ♦r✐❣✐♥
♦❢ ❛st❡r♦✐❞ ❢❛♠✐❧✐❡s✱ ❞✐s❝♦✈❡r② ♦❢ ❧❛r❣❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ s✉❜st❡❧❧❛r ♦❜❥❡ts✱ ❞✐s❝♦✈❡r② ♦❢ t❤❡ st❛rs
❡s❝❛♣✐♥❣ ❣❛❧❛①②

❚❤❡ ♣♦✇❡r ♦❢ t❤❡ ❙❉❙❙ ❞❛t❛❜❛s❡ ✐s ❢❛r ❢r♦♠ ❜❡❡♥ ♦✈❡r✱ ✐s ❡✈✐❞❡♥t t❤❛t ❢♦r t❤❡ ♥❡①t ②❡❛rs ■t
✇✐❧❧ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ s❝✐❡♥t✐✜❝ r❡s✉❧ts✱ ❛♥❞ t❤❡ ❙❉❙❙ ✇✐❧❧ ❝♦♥s❡r✈❡ t❤✐s st❛t✉s ❛s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st
✐♥✢✉❡♥t✐❛❧ s✉r✈❡② ✐♥ t❤❡ ❤✐st♦r② ♦❢ ❛str♦♥♦♠②✱ ♦♥❧② s✉♣❡r❡❞ ❜② t❤❡ ♥❡①t ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ✇✐❞❡ s✉r✈❡②s ❛s
▲❙❙❚✳

■■■✳✷ ❙❉❙❙ ■■■

❇❛s✐❝❛❧❧② t✇♦ r❡❛s♦♥s ❤❛✈❡ ♠♦t✐✈❛t❡❞ ❛ t❤✐r❞ ♣❤❛s❡ ♦❢ ❙❧♦❛♥✱ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ♦❢ ❙❉❙❙✲
❞❛t❛❜❛s❡ ❛♥❞ t❤❡ ❢❛❝t t❤❡ ❙❉❙❙ ❢❛❝✐❧✐t✐❡s r❡♠❛✐♥ ❜❡❡♥ ❛ ♣♦✇❡r❢✉❧ r❡s♦✉r❝❡ ❢♦r ✇✐❞❡ ✜❡❧❞ s♣❡❝tr♦s❝♦♣✐❝
s✉r✈❡②s✳ ❆t t❤❡ ♠♦♠❡♥t ✇❤❡♥ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t ♦❢ ❛ t❤✐r❞ ✈❡rs✐♦♥ ❜❡❣❛♥ t♦ t❛❦❡ ❢♦r♠✱ t❤❡ ❝❛♠❡r❛ ✇❛s st✐❧❧
❛♠♦♥❣ t❤❡ ♠♦st ♣♦✇❡r❢✉❧ ✭✐❢ ♥♦t ✉♥✐q✉❡✮✱ t❤❡ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡ ✭t❡❧❡s❝♦♣❡✱ ✐♥str✉♠❡♥ts ❛ss❡t ✱
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❡t❝✮ ❛♥❞ t❤❡ ♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ✇❛s ❛ str❡♥❣t❤ ♦❢ ❙❉❙❙ t❤❛t ♠❛✐♥t❛✐♥❡❞ ❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡
❢♦r ❞♦✐♥❣ ✇✐❞❡ ✜❡❧❞ s♣❡❝tr♦s❝♦♣② ❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ t❤❡ s♣❡❝tr♦❣r❛♣❤s ❢♦r ✸ ♣r♦❣r❛♠s ✇❡r❡
r❡q✉✐r❡❞✳

❚❤❡ t❤✐r❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❙❧♦❛♥✱ ❙❉❙❙✲■■■ ✭❊✐s❡♥st❡✐♥ ❡t ❛❧ ✷✵✶✵ ✭❊✐s❡♥st❡✐♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶❛✮✱ Pr♦♣♦s❛❧
❙❉❙❙✲■■■ ✭Pr♦♣♦s❛❧✱ ✷✵✵✽✮✮✱ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ▼❛ss✐✈❡ ❙♣❡❝tr♦s❝♦♣✐❝ s✉r✈❡②s ♦❢ t❤❡ ❉✐st❛♥t ❯♥✐✈❡rs❡✱ t❤❡
▼✐❧❦② ❲❛② ●❛❧❛①② ❛♥❞ t❤❡ ❊①tr❛s♦❧❛r P❧❛♥❡t❛r② ❙②st❡♠s✱ ✇❛s ♣r♦♣♦s❡❞ ❢♦r ✻ ②❡❛rs✳ ■t ✐s ❝♦♠✲
♣♦s❡❞ ❜② ❛ ♣r♦❣r❛♠ ♦❢ ❢♦✉r s♣❡❝tr♦s❝♦♣✐❝ s✉r✈❡②s✿ t❤❡ ❙❧♦❛♥ ❊①t❡♥s✐♦♥ ❢♦r ●❛❧❛❝t✐❝ ❯♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣
❛♥❞ ❊①♣❧♦r❛t✐♦♥ ✐♥ ❤✐s s❡❝♦♥❞ ✈❡rs✐♦♥ ✭❙❊●❯❊✲✷✮✱ t❤❡ ❆♣❛❝❤❡ P♦✐♥t ❖❜s❡r✈❛t♦r② ●❛❧❛❝t✐❝ ❊✈♦❧✉✲
t✐♦♥ ❊①♣❡r✐♠❡♥t ✭❆P❖●❊❊✮✱ t❤❡ ▼✉❧t✐✲♦❜❥❡❝t ❆P❖ ❘❛❞✐❛❧ ❱❡❧♦❝✐t② ❊①♦♣❧❛♥❡t ▲❛r❣❡✲❛r❡❛ ❙✉r✈❡②
✭▼❆❘❱❊▲❙✮ ❛♥❞ t❤❡ ❇❛r②♦♥ ❖s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ❙♣❡❝tr♦s❝♦♣✐❝ ❙✉r✈❡② ✭❇❖❙❙✮✳ ❚❤❡ ✜rst t✇♦ ❞❡❞✐❝❛t❡❞ t♦
❡①♣❧♦r❡ t❤❡ str✉❝t✉r❡✱ ❞②♥❛♠✐❝s ❛♥❞ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ♦✉r ❣❛❧❛①②✳ t❤❡ t❤✐r❞ ♦♥❡ t♦ st✉❞② t❤❡
♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❣✐❛♥ts ♣❧❛♥❡ts ❛r♦✉♥❞ st❛rs ❛♥❞ ✜♥❛❧❧② t❤❡ ❧❛st ♦♥❡ t♦ st✉❞② t❤❡ ❞❛r❦ ❡♥❡r❣② ❛♥❞
❝♦s♠♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❇❖❙❙ ❛♥❞ ❙❊●❯❊✲✷ ❛r❡ s❝❤❡❞✉❧❡❞ ❢♦r ❞❛r❦ t✐♠❡ ✭♠♦♦♥❧❡ss✮ ✇❤✐❧❡ ▼❆❘✲
❱❊▲❙ ❛♥❞ ❆P❖●❊❊ ❢♦r t❤❡ ❜r✐❣❤t t✐♠❡ s✉r✈❡②✳ ❚❤❡s❡ ❢♦✉r ♣r♦❣r❛♠s ✇✐❧❧ ✉s❡ ❙❉❙❙ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡
✇✐t❤ ♠✐♥♦r ❝❤❛♥❣❡s ❜✉t ❡❛❝❤ ♣r♦❣r❛♠ ✇✐❧❧ ✉s❡ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t s♣❡❝tr♦❣r❛♣❤✱ ❙❊●❯❊ ✐s t❤❡ ♦♥❧② ♦♥❡ t❤❛t
❝♦♥t✐♥✉❡❞ ✉s✐♥❣ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❙❉❙❙ s♣❡❝tr♦❣r❛♣❤✳

■■■✳✷✳✶ ❙❊●❯❊✲■■

▲✐❦❡ ✐ts ♣r❡❞❡❝❡ss♦r✱ ❙❊●❯❊✲■■ ❛✐♠❡❞ ♦❢ st✉❞② t❤❡ str✉❝t✉r❡ ✱ ❞②♥❛♠✐❝s ❛♥❞ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢
♦✉r ●❛❧❛①② t♦ ❝♦♥tr✐❜✉t❡ t♦ t❤❡ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❣❛❧❛①② ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ st❡❧❧❛r ❡✈♦❧✉t✐♦♥✳

❙❊●❯❊✲■■ ❝♦♥t✐♥✉❡ ♠❛♣♣✐♥❣ ♦❢ st❡❧❛r ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ❛❧♠♦st t❤❡ s❛♠❡ str❛t❡❣② ❛♥❞ q✉❛❧✐t② ♦❢
✐ts ♣r❡❞❡❝❡ss♦r✳ ■t ❛❞❞ ✶✸✶✼ ❞❡❣2 t♦ t❤❡ ✐♠❛❣✐♥❣ s✉r✈❡② ❛♥❞ t♦t❛❧ ♦❢ ✶✹✵ ✵✵✵ s♣❡❝tr❛ ♦❢ ❛ ❞✐✈❡rs✐t②
♦❢ t❛r❣❡ts✳ ❆s t❤❡ ✜rst ✈❡rs✐♦♥ t❤❡ t❛r❣❡ts ✇❡r❡ s❡❧❡❝t❡❞ ❢r♦♠ ❙❉❙❙ ✐♠❛❣✐♥❣ ❛❧♦♥❣ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✼ ❞❡❣2

❧✐♥❡✲♦❢✲s✐❣❤t s♣r❡❛❞ ♦✉t ♦✈❡r ✐♠❛❣✐♥❣ s✉r✈❡②✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ❛ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥❛❧ str❛t❡❣②
✇❛s ❞♦♥❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❛✐♠ ♦❢ ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ❝♦✈❡r❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡❡♣❡st r❡❣✐♦♥s ♦❢ ❣❛❧❛①②✳ ■♥ ❙❊●❯❊ ■■
♦♥❧② ❞❡❡♣ ♣♦✐♥t✐♥❣s ❛❧♦♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ❧✐♥❡✲♦❢ s✐❣❤t ✇❡r❡ ❞♦♥❡✱ ❛ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✜rst ✈❡rs✐♦♥ ✇❤❡r❡
♣♦✐♥t✐♥❣s ✇❡r❡ ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥ t✇♦ ❝❛t❡❣♦r✐❡s✿ s❤♦rt ❡①♣♦s✉r❡s ♦❢ ❜r✐❣❤t ♦❜❥❡ts ❛♥❞ ❞❡❡♣ ♣♦✐♥t✐♥❣s✳ ❚❤❡
❋✐❣✳❬■■■✳✹❪ s❤♦✇s t❤❡ ❝♦✈❡r❛❣❡ ♦❢ ❙❊●❯❊✲■ ❛♥❞ ■■✳

❚❤❡ t❛r❣❡ts ✇❡r❡ ❜❛s✐❝❛❧❧② t❤❡ s❛♠❡✿ ❍❛❧♦ ♠❛✐♥ ❙❡q✉❡♥❝❡ t✉r♥♦✛ st❛rs✱ ❜❧✉❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❜r❛♥❝❤
st❛rs✱ ❑✲❣✐❛♥ts ❛♥❞ ▼✲❣✐❛♥ts st❛rs✱ ❤✐❣❤t ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ❛♥❞ ❍②♣❡r✈❡❧♦❝✐t② st❛rs✱ ✉❧tr❛✲s✉❜❞✇❛r❢s ✱ ✉❧tr❛
❝♦♦❧ ✇❤✐t❡ ❞✇❛r❢s ❧♦✇ ♠❡t❛❧❧✐❝✐t② st❛rs✳ ❆ ❡①❝❡♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉❧tr❛ ❝♦♦❧ ✇❤✐t❡ ❞✇❛r❢s✱ ❛❧❧ t❛r❣❡t
s❡❧❡❝t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✇❡r❡ ❛❞❥✉st❡❞ ❜❛s❡❞ ♦❢ t❤❡ ❧❡ss♦♥s ❢r♦♠ ❙❊●❯❊ ■ t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ❛ ❤✐❣❤❡r s✉❝❝❡ss
r❛t❡ ♦r t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ❧❛r❣❡r ♠❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡s✳ ❚❤❡ t❛r❣❡ts s❡r✈❡ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t s❝✐❡♥❝❡ ❣♦❛❧s✳ ❚❤❡ ❍❛❧♦ ♠❛✐♥
❙❡q✉❡♥❝❡ t✉r♥♦✛ st❛rs✱ t❤❡ ❜❧✉❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❜r❛♥❝❤ st❛rs✱ ❑✲❣✐❛♥ts ❛♥❞ ▼✲❣✐❛♥ts st❛rs ✇❡r❡ s❡❧❡❝t❡❞
t♦ st✉❞② t❤❡ ❦✐♥❡♠❛t✐❝s ❛♥❞ ❝❤❡♠✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♦✉t❡r ❣❛❧❛①②✳ ❍❛❧♦ ❤✐❣❤ ✈❡❧♦❝✐t② st❛rs ❛♥❞
❍②♣❡r✈❡❧♦❝✐t② st❛rs ✇❡r❡ s❡❧❡❝t❡❞ t♦ st✉❞② t❤✐s ❡❥❡❝t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ♦r✐❣✐♥❛t❡❞ ❜② ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✇✐t❤
t❤❡ ●❛❧❛❝t✐❝s ❝❡♥tr❛❧ ❜❧❛❝❦ ❤♦❧❡✳ ❚❤❡ ✉❧tr❛✲s✉❜❞✇❛r❢s ❛♥❞ ✉❧tr❛ ❝♦♦❧ ✇❤✐t❡ ❞✇❛r❢s ✇❡r❡ s❡❧❡❝t❡❞ ❢♦r
❜❡✐♥❣ t❤❡ ♠♦st ♠❡t❛❧ ♣♦♦r ❝♦♦❧ st❛rs ✐♥ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❧♦✇ ♠❡t❛❧❧✐❝✐t② ❝❛♥❞✐❞❛t❡s
✇❡r❡ ❝❤♦s❡♥ ❛s ❢✉t✉r❡ ❝❛♥❞✐❞❛t❡s ❢♦r ❤✐❣❤ r❡s♦❧✉t✐♦♥ s♣❡❝tr♦s❝♦♣② t♦ ♣r♦❜❡ ♥✉❝❧❡♦s②♥t❤❡s✐s ✐♥ t❤❡
✜rst ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❡t❛❧ ♣♦♦r st❛rs✳

❚❤❡ ✜rst ②❡❛r ♦❢ ❙❉❙❙✲■■■✱ ❛❧❧ ❞❛r❦ t✐♠❡ ✇❛s ❞❡❞✐❝❛t❡❞ t♦ s✉r✈❡② ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ✉♣❣r❛❞✐♥❣ ♦❢
❇❖❙❙ s♣❡❝tr♦❣r❛♣❤✳❚❤❡ s♣❡❝tr♦❣r❛♣❤ ✉s❡❞ ✐♥ ❛❧❧ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❙❊●❯❊ ✇❛s t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♦♥❡ ♦❢ ❙❉❙❙



✼✽

✇✐t❤ ✻✹✵ ✜❜❡rs✱ s♣❡❝tr❛❧ r❛♥❣❡ ♦❢ 3800 < λ < 9200 ❛♥❞ ❛ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❘❂λ/∆λ❂✶✽✵✵✳ ❚❤❡ ✜♥❛❧
♥✉♠❜❡r ♦❢ s♣❡❝tr❛ ♠❡❛s✉r❡❞ ✇❛s ✶✶✽✱✶✺✶✱ ❛♥❞ t❤❡ ❡①♣♦s✉r❡s ❛r❡ ❛❝❝✉♠✉❧❛t❡❞ ✉♥t✐❧ ❛ ✜① ✭❙✴◆≈ 10
♣❡r ♣✐①❡❧✮ t❤r❡s❤♦❧❞ ❛t r❂✶✾✳✺ ❛s ❇❖❙❙ ❞♦❡s✳

❋✐❣✉r❡ ■■■✳✹✿ ❈♦✈❡r❛❣❡ ♦❢ ❙❊●❯❊✲■ ❛♥❞ ❙❊●❯❊✲■■✳ ❋r♦♠ ✭❊✐s❡♥st❡✐♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶❜✮

■■■✳✷✳✷ ❆P❖●❊❊

❚❤❡ ❆♣❛❝❤❡ P♦✐♥t ❖❜s❡r✈❛t♦r② ●❛❧❛❝t✐❝ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ❊①♣❡r✐♠❡♥t ✭❆P❖●❊❊✮ ✐s ❛ s✉r✈❡② ❞❡s✐❣♥❛t❡❞ t♦
❝♦✈❡r t❤❡ ❧❛❝❦ ♦❢ ❛ s②st❡♠❛t✐❝ s✉r✈❡② t❤❛t ♠❛♣s t❤❡ ▼✐❧❦② ✇❛②✳ ❚❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ♦❜st❛❝❧❡ t♦ r❡❛❧✐③❡ t❤✐s
❦✐♥❞ ♦❢ s✉r✈❡② ✐s t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ✐♥t❡r❣❛❧❛❝t✐❝ ❞✉st t❤❛t ♦❜s❝✉r❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❧② t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ❜❛♥❞✳ ❯♥t✐❧
♣r❡s❡♥t t❤❡ st✉❞✐❡s ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ ♦✉r ❣❛❧❛①② ❛r❡ ❜❛s❡❞ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t s✉r✈❡②s ✇✐t❤
❛ ♠✐① ♦❢ tr❛❝❡rs ❛♥❞ t❡❝❤♥✐q✉❡s t❤❛t ❣❡♥❡r❛t❡s ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s✳ ❚❤❡ ♣r♦❣r❛♠ ❆P❖●❊❊ ❡♠❡r❣❡s ❛s
t❤❡ ✜rst ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡ s②st❡♠❛t✐❝ s♣❡❝tr♦s❝♦♣✐❝ s✉r✈❡②✳ ❚❤✐s s✉r✈❡② ✐s ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ ❣❡tt✐♥❣ t❤❡ ❝❤❡♠✐str②
❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❛❧❧ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ st❛rs ✐♥ ♦✉r ❣❛❧❛①②✳ ■♥ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ✇❛②
✐t ✐s ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t ❛♥❞ ❡①t❡♥❞ ❙❊●❯❊✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ✐t ❣♦❡s ❜❡②♦♥❞ ❝❛♣❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ t❤✐s
s✉r✈❡②✱ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ❤✐s ❤✐❣❤ r❡s♦❧✉t✐♦♥ t♦ ❣❡t ❛❜✉♥❞❛♥❝❡s ❛♥❞ ❤✐❣❤ s✐❣♥❛❧ t♦ ♥♦✐s❡✳

❘❡❣❛r❞✐♥❣ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡ ✐t ✉s❡s t❤❡ t❡❧❡s❝♦♣❡ ❛♥❞ ❝❛♠❡r❛ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❢r♦♠ ❙❉❙❙✱ ❛♥❞ t❤❡ s❛♠❡
♣❧✉❣ ♣❧❛t❡ s②st❡♠ ❛s ❇❖❙❙✳ ■t ✉s❡s ❛♥ ✐♥❢r❛r❡❞ ✸✵✵ ✜❜❡r ❝r②♦❣❡♥✐❝ s♣❡❝tr♦❣r❛♣❤ ♦♣❡r❛t✐♥❣ ✐♥ ♥❡❛r
✐♥❢r❛r❡❞ ✭◆■❘✮ ❍ ✲ ❜❛♥❞ ✭✶✳✻ µ ♠✮ ✇❤❡r❡ ❡①t✐♥❝t✐♦♥ ✐s ❧♦✇❡r✳ ❚❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♣❡❝tr♦❣r❛♣❤
✐s ♦❢ ❘❂λ/∆λ ≈ 30000 ❛♥❞ ✭❙✴◆✮ ♦❢ ✶✵✵ ♣❡r ♣✐①❡❧ ✭❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ ❙❊●❯❊ ❘❂λ/∆λ❂✶✽✵✵✱ ❛♥❞
❙✴◆≈ 10 ♣❡r ♣✐①❡❧✮✳ ❚❤❡ ❤✐❣❤ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ ❤✐❣❤ s✐❣♥❛❧✲t♦✲♥♦✐s❡ ❡♥❛❜❧❡s t♦ ❣❡t ❛❜✉♥❞❛♥❝❡s ♦❢
♥✉♠❡r♦✉s ❝❤❡♠✐❝❛❧ s♣❡❝✐❡s✳ ❚❤❡ ❍✲❜❛♥❞ ❝♦♥t❛✐♥s ❧✐♥❡s ♦❢ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❖❍✱ ❈◆ ❛♥❞ ❈❖ ❣✐✈✐♥❣ ♣❧❛❝❡
❛ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts t❤❡ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡s ♦❢ ❍✱ ❖ ❛♥❞ ◆ t❤❛t ❛r❡ t❤❡ ♠♦r❡ ❛❜✉♥❞❛♥t ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥ t❤❡ ✉♥✐✲
✈❡rs❡ ♣r♦❞✉❝❡ ❜② ❙◆ ■■✳ ❍✲❜❛♥❞ ♣♦ss❡s❡s ❛❧s♦ ❧✐♥❡s ❖✱▼❣✱❙✐✱❙✱❈❛ ❛♥❞ ❚✐ ❡❧❡♠❡♥ts ♣r♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤❡
❡①♣❧♦s✐♦♥s ♦❢ s❤♦rt ❧✐✈❡❞ st❛rs✱ t❤❡✐r ❛❜✉♥❞❛♥❝❡s r❡✢❡❝t t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ ✐♥✐t✐❛❧ ♠❛ss❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❋✐♥❛❧❧②
❍✲❜❛♥❞ ❝♦♥t❛✐♥s ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥ t❤❡ ✐r♦♥ ♣❡❛❦ ✭❈r ❱ ▼♥ ❋❡ ❈♦ ❛♥❞ ◆✐✮ ♣r♦❞✉❝❡❞ ✐♥ s✉♣❡r♥♦✈❛❡ t②♣❡
■❛ ❧♦♥❣❡r ❧✐✈❡❞ ❧♦✇❡r ♠❛ss st❛rs✳ ■t ✐s ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ♣r❡❝✐s❡ r❛❞✐❛❧ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ❛❝r♦ss t❤❡ ❣❛❧❛❝t✐❝
❜✉❞❣❡✱ ❞✐s❦✳ ❚❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ❛♥❞ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡s ♣❛tt❡r♥s ✇✐❧❧ ❡♥❛❜❧❡ t♦
t❡st ♠♦❞❡❧s ♦❢ ❣❛❧❛①② ❢♦r♠❛t✐♦♥

❆P❖●❊❊ ♣❧❛♥s t♦ t❛❦❡ s♣❡❝tr❛ ❢♦r ✶✵5 ❧❛t❡ t②♣❡ ❡✈♦❧✈❡❞ st❛r✳ ❚❤❡ ♣❤♦t♦♠❡tr✐❝ ❞❛t❛❜❛s❡ t❤❛t
s✉♣♣♦rts t❤❡ t❛r❣❡t s❡❧❡❝t✐♦♥ ✐s t❛❦❡♥ ❢r♦♠ ✷▼❆❙❙ ❙✉r✈❡②✱ t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦✉t♣✉t ✐s ❛ ✉♥✐❢♦r♠ s❛♠♣❧❡
♦❢ ❣✐❛♥t st❛rs t♦ ❛ ✢✉① ❧✐♠✐t❡❞ ♦❢ ❍ ≈ ✶✸✳✺✳ ❚❤✐s tr❛❝❡r ✐s ❧✉♠✐♥♦✉s ❛♥❞ ❛❧❧ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❛❧❧ t❤❡ ❛❣❡s
❛ss✉r✐♥❣ t❤❡ ✉♥✐❢♦r♠✐t② ♦❢ t❤❡ s✉r✈❡②✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❤♦♠♦❣❡♥♦✉s ❞❛t❛❜❛s❡ ✇✐❧❧ s✉r♣❛ss ❜② t✇♦ ♦r❞❡rs
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♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❤✐❣❤ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❤✐❣❤ s✐❣♥❛❧ t♦ ♥♦✐s❡ st❡❧❧❛r s♣❡❝tr❛ ❡✈❡♥ t❛❦❡♥ ♦♥
❛❧❧ ♦❢ t❤❡ ✇♦r❧❞ t❡❧❡s❝♦♣❡s✳ ❚❤❡ ❋✐❣✳❬■■■✳✺❪ s❤♦✇s t❤❡ ♣❧❛♥♥❡❞ ❝♦✈❡r❛❣❡ ❢♦r ❆P❖●❊❊✳

❋✐❣✉r❡ ■■■✳✺✿ ❈♦✈❡r❛❣❡ ♦❢ ❆P❖●❊❊✳ ❋r♦♠ ✭❊✐s❡♥st❡✐♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶❜✮✳

■■■✳✷✳✸ ▼❆❘❱❊▲❙

❚❤❡ ▼✉❧t✐✲❖❜❥❡t ❆P❖ ❘❛❞✐❛❧ ❱❡❧♦❝✐t② ❊①♦♣❧❛♥❡t ▲❛r❣❡✲❛r❡❛ ❙✉r✈❡② ✭▼❆❘❱❊▲❙✮ ✐s ❞❡✈♦t❡❞ t♦ t❤❡
❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❣✐❛♥t ♣❧❛♥❡t❛r② s②st❡♠s✳ ❚❤❡ s❝✐❡♥t✐✜❝ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ❜❡❤✐♥❞
▼❆❘❱❊▲❙ ❡♠❡r❣❡s ❢r♦♠ ❞✐✈❡rs✐t② ♦❢ ♠❛ss❡s✱ s❡♠✐ ♠❛❥♦r ❛①❡s ❛♥❞ ❡❝❝❡♥tr✐❝✐t✐❡s ✐♥ ❡①tr❛s♦❧❛r ♣❧❛♥✲
❡ts✳ ❲✐t❤✐♥ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ s❝❡♥❛r✐♦ ♦❢ ♣❧❛♥❡t❛r② s②st❡♠ ❢♦r♠❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❣✐❛♥t ♣❧❛♥❡ts
❧✐❦❡ ❏✉♣✐t❡r ✐s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ❝♦r❡ ❛❝❝r❡t✐♦♥ s❝❡♥❛r✐♦✳ ■♥ ♣r✐♥❝✐♣❡ t❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ ♣❧❛♥❡ts
✇❛s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ❜❡②♦♥❞ t❤❡ s♥♦✇ ❧✐♥❡ ✐♥ t❤❡ ♣r♦t♦♣❧❛♥❡t❛r② ❞✐s❦ ✭✇❤❡r❡ ✐❝❡ ✐s st❛❜❧❡✮
❜② t❤❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ♦❢ ✐❝❡ ❜♦❞✐❡s ❛❝❤✐❡✈✐♥❣ ♠❛ss❡s ❢r♦♠ ✺✲✶✵ ❊❛rt❤ ♠❛ss❡s✳ ❚❤❡ s✉❜s❡q✉❡♥t ❛❝❝r❡t✐♦♥
♦❢ ❣❛s ❣✐✈❡ ♣❧❛❝❡s t♦ t❤❡ ✜♥❛❧ ♠❛ss❡s ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ❏✉♣✐t❡r ♠❛ss✳ ❚❤❡s❡ ♣❧❛♥❡ts ❛r❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ t♦
❤❛✈❡ ♥❡❛r❧② ❝✐r❝✉❧❛r ♦r❜✐ts ✇✐t❤ ♣❡r✐♦❞s ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ②❡❛rs✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ❣✐❛♥t ♣❧❛♥❡ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥
❢♦✉♥❞ ✇✐t❤ ♣❡r✐♦❞s ♦❢ ❞❛②s ❛♥❞ ✇✐t❤ ❤✐❣❤❧② ❡❝❝❡♥tr✐❝ ♦r❜✐ts✳ ❚❤❡ ❤✐❣❤ ❡❝❝❡♥tr✐❝✐t✐❡s ❛r❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥
t❡r♠s ♦❢ ❞②♥❛♠✐❝ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡ ❞✐s❦ ❛♥❞ t❤❡ s❤♦rt❡r ♣❡r✐♦❞s ❜❡❤❛✈✐♦r ✐s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ t❡r♠s
♦❢ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s ❜✉t ✐s ♥♦t ❝❧❡❛r ✇❤✐❝❤ ♦❢ t❤❡s❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✐s ♣r❡❞♦♠✐♥❛♥t✳ ❚❤✐s s✐③❡ ♦❢ t❤❡
s✉r✈❡②s ❡①✐st✐♥❣ t♦ ❞❛t❡ ❞♦ ♥♦t ❤❛✈❡ t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ♣♦✇❡r ❢♦r st✉❞✐❡s ♦❢ ♣❧❛♥❡t❛r② s②st❡♠ ❢♦r♠❛t✐♦♥
❛♥❞ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ ❡✈♦❧✉t✐♦♥✳ ✭❖✈❡r ✶✺ ②❡❛rs ♦❢ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛r♦✉♥❞ ✷✵✵ ♣❧❛♥❡ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❢♦✉♥❞✮✳
▼❆❘❱❊▲❙ ❛✐♠s t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❧❛r❣❡ s❛♠♣❧❡ ♦❢ s❤♦rt t♦ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ ❣✐❛♥t ♣❧❛♥❡ts s✉✐t❛❜❧❡
❢♦r st❛t✐st✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s✳ ■t ♣r❡❞✐❝ts t❤❡ ❞✐s❝♦✈❡r② ♦❢ ✶✺✵ ♥❡✇ ♣❧❛♥❡ts ✇✐t❤ ✵✳✺ t♦ ✶✵ ❏✉♣✐t❡r ♠❛ss❡✳

■t ✉s❡s ❛ ✐♥❢r❛r❡❞ ✜❜❡r ❢❡❞ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝ s♣❡❝tr♦❣r❛♣❤ t♦ ♠❡❛s✉r❡ r❛❞✐❛❧ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ✇✐t❤ ❛
♣r❡❝✐s✐♦♥ ❛♥❞ ❝❛❞❡♥❝❡ ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❞❡t❡❝t ❣✐❛♥t ♣❧❛♥❡ts ✇✐t❤ ♣❡r✐♦❞ ❧②✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ ❞❛②s t♦ ②❡❛rs✳ ❚❤❡
❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♣❧❛♥❡ts ✉s✐♥❣ ❞♦♣♣❧❡r s♣❡❝tr♦s❝♦♣② ✐♥✈♦❧✈❡s t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❞♦♣♣❧❡r s❤✐❢ts ✐♥ t❤❡
s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ t❤❡ st❛r✳❚❤❡ ✜①❡❞ ❞❡❧❛② ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr② ♠❡t❤♦❞ ❝♦♥s✐sts ✐♥ s♣❧✐t t❤❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ❜❡❛♠
❛♥❞ ❢❡❞ ❛♥ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡t❡r t②♣❡ ▼✐❝❤❡❧s♦♥ ✇✐t❤ ❛ ✜①❡❞ ♦♣t✐❝❛❧ ❞❡❧❛②✳❚❤✐s ✉♥❝♦rr❡❧❛t❡❞ ❢r✐♥❣❡s ❛r❡
s❡♣❛r❛t❡❞ ❜② ❛ ❞✐s♣❡rs❡r ❛♥❞ r❡❝♦r❞❡❞ ✐♥ ❛ t✇♦ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❞❡t❡❝t♦r✳ ❚❤✐s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❛❞❞s
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❢r✐♥❣❡s t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ st❡❧❧❛r ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❧✐♥❡s✳ ❖♥❝❡ t❤❡ ❞❡❧❛② ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡t❡r ✐s ✜①❡❞✱
t❤❡ s❤✐❢t ✐♥ t❤❡ ❢r✐♥❣❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❞♦♣♣❧❡r ✈❡❧♦❝✐t② s❤✐❢ts ♦❢ ❛ ❞❡t❡❝t❡❞ ♣❧❛♥❡t✳ ❚❤❡ ❋✐❣✳❬■■■✳✻❪
s❤♦✇s ❛ s❝✐❡♥❝❡ ❡①♣♦s✉r❡ ♣r❡✈❡♥✐❡♥t ♦❢ ▼❆❘❱❊▲❙✳❚❤✐s t❡❝❤♥✐q✉❡ r❡❞✉❝❡ ♣❤♦t♦♥ ♥♦✐s❡ ❜② ♠❡❛s✉r✐♥❣
♠✉❧t✐♣❧❡ ❢r✐♥❣❡s ✐♥ ❛ ❜r♦❛❞ ❜❛♥❞✳

▼❛r✈❡❧s ❛✐♠s t♦ s✉r✈❡② ♦❢ ∼✽✹✵✵ ❜r✐❣❤t st❛rs ✭❋●❑ st❛rs ✶✮ ✐♥ ❛ ❛♣♣❛r❡♥t ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❱✽✲✶✷✱
✈✐s✐t✐♥❣ ❡❛❝❤ st❛r ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ✷✹ t✐♠❡s ♦✈❡r ✹ ②❡❛rs✳ ❚❤❡ st❛rs ❛r❡ s❡❧❡❝t❡❞ ❢r♦♠ ❝r♦ss✲♠❛t❝❤❡❞
❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ◆❖▼❆❉ ✭❩❛❝❤❛r✐❛s ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✹✮ ❯❈❆❈✸ ✭❩❛❝❤❛r✐❛s ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵✮✱ ●❙❈❈✷✳✸ ✭▲❛s❦❡r
❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽✮ ❛♥❞ ✷▼❆❙❙ ✭❙❦r✉ts❦✐❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻✮ ❝❛t❛❧♦❣s✳

❋✐❣✉r❡ ■■■✳✻✿ ❚❤❡ ✜❣✉r❡ s❤♦✇s ❛ s❝✐❡♥❝❡ ❡①♣♦s✉r❡ ❢r♦♠ ▼❆❘❱❊▲❙✳ ❆ ③♦♦♠ s❤♦✇s t❤❡ r❡❣✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❢r✐♥❣❡❞ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ ❛♥ ♦❜❥❡❝t✳ ❚❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❛①✐s ✐s t❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❊❛❝❤
s♣❡❝tr❛❧ ❧✐♥❡ ♣r♦❞✉❝❡s ❛ ❛ ♠♦❞✉❧❛t❡❞ ❢r✐❞❣❡ ♣❛tt❡r♥ ✐♥ ✈❡rt✐❝❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❋✐tt✐♥❣ t❤❡ s❤✐❢ts ✐♥ t❤❡
✈❡rt✐❝❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢r✐♥❣❡s ♦✈❡r ❛❧❧ t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ ❧✐♥❡s ❛❧❧♦✇s t♦ ❡①tr❛❝t ♣r❡❝✐s❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts
♦❢ r❛❞✐❛❧ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s✳ ❋r♦♠ ✭❊✐s❡♥st❡✐♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶❜✮✳

■■■✳✷✳✹ ❇❖❙❙

❚❤❡ ❇❛r②♦♥ ❖s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❙♣❡❝tr♦s❝♦♣② ❙✉r✈❡② ✭❇❖❙❙✮ ❛s ✐ts ♥❛♠❡ ✐♥❞✐❝❛t❡s✱ ✐s ❛♥ s♣❡❝tr♦s❝♦♣✐❝
s✉r✈❡② t❤❛t ✉s❡s t❤❡ ❇❛r②♦♥✐❝ ❖s❝✐❧❧❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡ t♦ st✉❞② t❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ❤✐st♦r② ♦❢ t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❡✳
❚❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ ✉♥✐✈❡rs❡ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❢♦✉♥❞ q✉❡st✐♦♥ ✐♥ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♣❤②s✐❝s
✭❉❊❚❋✱ ❆❧❜r❡❝❤t ❡t ❛❧ ✭❆❧❜r❡❝❤t ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻✮✮✳ ❋♦✉r ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ r❡❝♦❣♥✐③❡❞ t♦
❞✐s❡♥t❛♥❣❧❡ t❤✐s ♠②st❡r②✿ ❙✉♣❡r♥♦✈❛❡✱ ❇❆❖✱ ❈❧✉st❡rs ❛♥❞ ❲❡❛❦ ❧❡♥s✐♥❣✳ ❆❧❧ ♦❢ t❤❡s❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s
r❡♣♦s❡ ♦✈❡r ✷ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✿ ❛ ♣✉r❡❧② ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦❢ st✉❞②✐♥❣ t❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ❤✐st♦r② ✈✐❛
st❛♥❞❛r❞ ♣❛tt❡r♥s✿ st❛♥❞❛r❞ r✉❧❡rs ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❇❆❖ ♦r st❛♥❞❛r❞ ❝❛♥❞❧❡s ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ s✉♣❡r♥♦✈❛❡
♦r ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♥❣ ❣r♦✇t❤ ♦❢ str✉❝t✉r❡ ♦✈❡r ❛ ❜r♦❛❞ r❛♥❣❡ ♦❢ r❡❞s❤✐❢t ✭❈❧✉st❡rs ❛♥❞ ❲❡❛❦ ▲❡♥s✐♥❣✮✳
❚❤❡ ❇❆❖ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐s ❛♠♦♥❣ t❤❡s❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s t❤❡ ❧❡❛st ❛✛❡❝t❡❞ ❜② s②st❡♠❛t✐❝s ❡rr♦rs ✐♥ t❤❡ ♣❤❛s❡
♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♦❢ ❝✉rr❡♥t ♣❤❛s❡✳ ❇❖❙❙ ❛✐♠s t♦ ❞♦ ♣r❡❝✐s❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ t❤✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ s❝❛❧❡
❦♥♦✇♥ ❛s ❇❆❖ ❞✐st❛♥❝❡✳ ■t ✇❛s ✐♥s♣✐r❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ✇♦r❦ ❞♦♥❡ ✐♥ ❙❉❙❙ ■✲■■ t❤❛t ❣✐✈❡ ♣❧❛❝❡

✶❙t❛rs ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ s♣❡❝tr❛❧ t②♣❡s ❋✱ ●✱ ♦r ❑✳ ❇❡✐♥❣ ♠♦st s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ❙✉♥ ✭t②♣❡ ●✷✮✱ t❤❡s❡ ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❤❡
♠♦st ❧✐❦❡❧② t♦ ❜❡ ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ s✉♣♣♦rt✐♥❣ ❧✐❢❡ ♦♥ ✇♦r❧❞s t❤❛t ❝✐r❝❧❡ ❛r♦✉♥❞ t❤❡♠ ✇✐t❤✐♥ t❤❡✐r ❤❛❜✐t❛❜❧❡ ③♦♥❡s✳



✽✶

t♦ t❤❡ ✜rst ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❇❆❖ s❝❛❧❡ ✐♥ ✷✵✵✺✳ ❚❤✐s ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✇❛s ❞♦♥❡ ✇✐t❤ ❙❉❙❙ ❛♥❞ ✷❞❋ ❣❛❧❛①②
❘❡❞s❤✐❢t ❙✉r✈❡② ✭❈♦❧❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✺✮✱ ✭❊✐s❡♥st❡✐♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✺✮ ❛♥❞ ②✐❡❧❞s ❛ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❛t ③
≈ ✵✳✷✼✺ ✇✐t❤ ✺ %✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ ❧❛st ❞❛t❛ r❡❧❡❛s❡ ♦❢ ❙❉❙❙✱ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ t❤✐s ❞✐st❛♥❝❡ ❛t ③ ≈ ✵✳✷✼✺ ✇❛s
❡st✐♠❛t❡❞ ✇✐t❤ ∼✷% ♣r❡❝✐s✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❣❛❧❛①② s❛♠♣❧❡✳ ❇❖❙❙ ❛✐♠s t♦ ♠❡❛s✉r❡ t❤✐s ❞✐st❛♥❝❡✱dA(z)
❛♥❞ ❍✭③✮ ❛t ③❂✵✳✸✺ ❛♥❞ ③ ≈✵✳✻ ✇✐t❤ ≈ 1% ♣r❡❝✐s✐♦♥ ✳ ❇❖❙❙ ✐s ✐♥ t❤✐s s❡♥s❡ t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ ❡①t❡♥s✐♦♥
♦❢ ❙❉❙❙ ■✲■■ ✇✐t❤ ♣r♦✈❡♥ ❤❛r❞✇❛r❡ ❛♥❞ ❛❝q✉✐r❡❞ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ✈❡rs✐♦♥s✳

■♥ t❡r♠s ♦❢ s✉r✈❡② ✐t ♣❧❛♥♥❡❞ t♦ ❜✉✐❧❞ ❛ ❝❛t❛❧♦❣✉❡ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ ✶✳✺ ♠✐❧❧✐♦♥ ❣❛❧❛①✐❡s ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡
♦❢ r❡❞s❤✐❢t ✵✳✷< z <✵✳✽ ✳ ❚❤✐s q✉❛♥t✐t② ✇✐❧❧ ♣❡r♠✐t t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ ✶ ✪ ✐♥ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢
t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ❇❆❖ s❝❛❧❡ s❡♣❛r❛t✐♥❣ t❤❡ r❛❞✐❛❧ ❛♥❞ tr❛♥s✈❡rs❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ❣✐✈✐♥❣ ♣❧❛❝❡ t♦ ❝♦♥str❛✐♥ts
t♦ ❍✉❜❜❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❍✭③✮ ❛♥❞ t❤❡ ❞✐❛♠❡t❡r ❞✐st❛♥❝❡ dA(z)✳ ■t ♣❧❛♥❡s t♦ ✐♥♥♦✈❛t❡ ❛ ♥❡✇ t❡❝❤♥✐q✉❡
♦❢ ❇❆❖ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✉s✐♥❣ t❤❡ ▲②♠❛♥✲❛❧♣❤❛ ❢♦r❡st ♦❢ q✉❛s❛rs ❛s ❛ tr❛❝❡r ♦❢ ♠❛tt❡r✳ ❚♦ ❡①♣❧♦r❡
t❤✐s ♥❡✇ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐t ✇✐❧❧ ❞❡✈♦t❡ ✷✵ ✪ ♦❢ t❤❡ ✜❜❡rs t♦ q✉❛s❛r s♣❡❝tr❛✳ ❚❤❡ s❝✐❡♥❝❡ ❣♦❛❧ ✐s ✜①❡❞ t♦
✶✻✵ ✵✵✵ ◗❙❖ ✐♥ t❤❡ r❡❞s❤✐❢t ✐♥t❡r✈❛❧ ♦❢ ✷✳✸< z <✷✳✽ ✳ ❚❤❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡ ✇✐t❤ q✉❛s❛rs ✐s
♣r❡❞✐❝t❡❞ t♦ ❜❡ ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ∼✹ ✪✳

■■■✳✸ ❇❛r②♦♥✐❝ ❖s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❙♣❡❝tr♦s❝♦♣✐❝ ❙✉r✈❡② ✐♥ ❞❡t❛✐❧

■■■✳✸✳✶ ❙❝✐❡♥t✐✜❝ ●♦❛❧

❆s ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ ❡①♣❧❛✐♥ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✷✱ t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ♦❢ ♣r✐♠♦r❞✐❛❧ ♣❧❛s♠❛ ♦❢ ❜❛r②♦♥✲♣❤♦t♦♥ ♣r❡✈✐♦✉s
t♦ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ❡r❛ ✐♠♣r✐♥t❡❞ ❛ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ s❝❛❧❡ ✐♥ t❤❡ ♠❛tt❡r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❚❤✐s ♣❤❡♥♦♠❡♥❛
❝❛❧❧❡❞ ❇❛r②♦♥✐❝ ❆❝♦✉st✐❝ ❖s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ✭❇❆❖✮✱ ❛♣♣❡❛rs ❛s ❛ ❜✉♠♣ ✐♥ t❤❡ ✷✲♣♦✐♥t ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥
♦❢ ❣❛❧❛①✐❡s ❛t ❛ ❝♦♠♦✈✐♥❣ s❝❛❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ s♦✉♥❞ ❤♦r✐③♦♥ dBAO✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤✐s ❝❤❛r✲
❛❝t❡r✐st✐❝ s❝❛❧❡ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✱ ✐♥ ❛❜s♦❧✉t❡ ✉♥✐ts ✉s✐♥❣ str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ♣❤②s✐❝s ❛♥❞ t❤❡ t✐❣❤t
❝♦♥str❛✐♥ts t❤❛t ❈♦s♠✐❝ ▼✐❝r♦✇❛✈❡ ❇❛❝❦❣r♦✉♥❞ ✭❈▼❇✮ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✐♠♣♦s❡ t♦ t❤❡ ❝♦s♠♦❧♦❣✐❝❛❧
♣❛r❛♠❡t❡rs✳

❚❤❡ ❇❆❖ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ✉s✐♥❣ t❤✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ s❝❛❧❡ ❛s ❛ st❛♥❞❛r❞ r✉❧❡r t♦ ♠❡❛s✉r❡
❝♦s♠♦❧♦❣✐❝❛❧ ❞✐st❛♥❝❡s ♦✈❡r ❛ ✇✐❞❡ r❛♥❣❡ ♦❢ r❡❞s❤✐❢t✱ ♣❡r♠✐tt✐♥❣ t♦ st✉❞② t❤❡ ❤✐st♦r② ♦❢ ❈♦s♠✐❝
❡①♣❛♥s✐♦♥✳ ❙❡♣❛r❛t✐♥❣ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❇❆❖ s❝❛❧❡ ✐♥ t❤❡ ▲✐♥❡ ♦❢ ❙✐❣❤t ❛♥❞ t❤❡ ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r
❞✐r❡❝t✐♦♥s✱ ♣❡r♠✐ts t♦ ❝♦♥str❛✐♥t t❤❡ ❍✉❜❜❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡r H(z) ❛♥❞ t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r ❞✐st❛♥❝❡ dA(z) ✐♥✲
❞❡♣❡♥❞❡♥t❧②✳ ❚❤❡ ✜♥❛❧ ❣♦❛❧ ♦❢ t❤✐s ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✐s t♦ ❝♦♥str❛✐♥t t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❛r❦ ❡♥❡r❣②
♣❛r❛♠❡tr✐③❡❞ ❜② w0 ❛♥❞ wa

✷ ❛♥❞ ❝♦♥str❛✐♥t t❤❡ ❝♦s♠♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs H0 ❛♥❞ Ωk ✳

❇❖❙❙ ❝♦✉❧❞ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ♦❢ t✇♦ s♣❡❝tr♦s❝♦♣✐❝ s✉r✈❡②s t❤❛t ❛r❡ ❡①❡❝✉t❡❞ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧②✱ t❤❡ ❣❛❧❛①②
s✉r✈❡② ❛♥❞ t❤❡ q✉❛s❛r s✉r✈❡②✳ ❚❤❡ ❣❛❧❛①② s✉r✈❡② ✇❛s ♣❧❛♥♥❡❞ t♦ ❡①t❡♥❞ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ❇❆❖ ♦❜t❛✐♥❡❞
✐♥ ♣r❡✈✐♦✉s ✈❡rs✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡ ✇❡❧❧ ❡st❛❜❧✐s❤ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❣❛❧❛①✐❡s ❛s tr❛❝❡rs ♦❢ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣
♠❛tt❡r✳ ■t ❝♦♥s✐st ♦❢ s♣❡❝tr❛ ♦❢ ✶✳✺ ♠✐❧❧✐♦♥ ♠❛ss✐✈❡ ❣❛❧❛①✐❡s ✐♥ ❛ r❡❞s❤✐❢t r❛♥❣❡ ♦❢ ✵✳✹✺≤ z ≤✵✳✼✳
❚❤❡ t❛r❣❡t s❡❧❡❝t✐♦♥ ✐s ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ ❣✐✈❡ ❛ ✉♥✐❢♦r♠ s❛♠♣❧❡ ✇✐t❤ ❛ ❝♦♥st❛♥t ❝♦♠♦✈✐♥❣ ❞❡♥s✐t② ❜❡t✇❡❡♥
③❂✵✳✹✺ ❛♥❞ ③❂✵✳✻ ❛♥❞ t❤❡♥ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ ❛ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❧✐♠✐t❡❞ s❛♠♣❧❡ ✉♣ t♦ ③❂✵✳✼✳ ■t ✐s t❤❡ ❧❛r❣❡st
s♣❡❝tr♦s❝♦♣✐❝ ❣❛❧❛①② s✉r✈❡② ✐♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ ✈♦❧✉♠❡ ❛♥❞ ❢♦r ❇❆❖ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❛t ③❂✵✳✻✳ t❤❡ ❡rr♦r ✐s
♦♥❧② ✇✐t❤✐♥ ❛ ❢❛❝t♦r t✇♦ ♦❢ t❤❡ ❝♦s♠✐❝ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❧✐♠✐t✳ ❚❤❡s❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♠❛❦❡ ❇❖❙❙ t❤❡ ♠♦st
♣♦✇❡r❢✉❧ ❣❛❧❛①② s✉r✈❡② ❢♦r ❇❆❖ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❢♦r t❤❡ ❞❡❝❛❞❡ ✳

✷❲❤❡r❡ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❞❛r❦ ❡♥❡r❣② ✐s ♣❛r❛♠❡tr✐③❡❞ ❛s w(a) = w0 + wa(1 − a) ✇✐t❤ a ≡ (1 + z)−1
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❚❤❡ q✉❛s❛r s✉r✈❡② ✇✐❧❧ ❡①♣❧♦r❡ ❛ ♥❡✇ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ❇❆❖ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✉s✐♥❣ t❤❡ q✉❛s❛r s♣❡❝tr❛✳ ■t
✉s❡s t❤❡ ▲②α ❢♦r❡st ❛s ❛ tr❛❝❡r ♦❢ str✉❝t✉r❡ ❛t ❤✐❣❤ r❡❞s❤✐❢t✳ ❚❤❡ ▲②♠❛♥✲α ❢♦r❡st ✐s t❤❡ s❡❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡
q✉❛s❛r s♣❡❝tr❛ ❜❡t✇❡❡♥ ❛❧♣❤❛ ❡♠✐ss✐♦♥ ❧✐♥❡ ❛♥❞ ❜❡t❛ ❡♠✐ss✐♦♥ ❧✐♥❡✳ ❲❤❡♥ r❡❞s❤✐❢t❡❞ ♣❤♦t♦♥s ❡♠✐tt❡❞
❜② t❤❡ q✉❛s❛r ♣❛ss t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ ✐♥t❡r❣❛❧❛❝t✐❝ ♠❡❞✐✉♠ t❤❡② ❛r❡ r❡❞s❤✐❢t❡❞ ❛♥❞ t❤❡♥ ❛❜s♦r❜❡❞ ❜②
❤②❞r♦❣❡♥ ❣❛s ♣r♦❞✉❝✐♥❣ ❛ s❡r✐❡s ♦❢ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❧✐♥❡ ✐♥ t❤❡ q✉❛s❛r s♣❡❝tr❛✳ ❚❤✐s ❛❜s♦r♣t✐♦♥ s♣❡❝tr❛
♠❛♣s t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ♠❛tt❡r ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❧✐♥❡ ♦❢ s✐❣❤t ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ q✉❛s❛r s❛♠♣❧❡ ❝♦♥s✐st ♦❢ ✶✳✺
×105 q✉❛s❛rs ✐♥ r❡❞s❤✐❢t r❛♥❣❡ ♦❢ ✷✳✷ ≤ z ≤✹✱ t❤✐s s❛♠♣❧❡ ✇❛s ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ ♣❡r♠✐t t❤❛t ▲② α ❢♦r❡st
❛❜s♦r♣t✐♦♥ s♣❡❝tr❛ ❜❡ ✐♥ t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ r❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ s♣❡❝tr♦❣r❛♣❤s✳ ❚❤✐s s❡t ♦❢ q✉❛s❛rs ✇✐❧❧ s❛♠♣❧❡
❛ s♣❛rs❡❧② ❣r✐❞ ♦❢ ❧✐❣❤t✲♦❢✲s✐❣❤t ♣❡r♠✐tt✐♥❣ t♦ t❡st ❛ ❧❛r❣❡ ✈♦❧✉♠❡ ❛♥❞ ❣✐✈✐♥❣ ♣❧❛❝❡ t♦ ❛ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢
❝♦s♠♦❧♦❣✐❝❛❧ ❞✐st❛♥❝❡ ❛t ❤✐❣❤ r❡❞s❤✐❢t ✭③❂✷✳✺✮✳

■♥ t❤❡ t❛❜❧❡ ■■■✳✶ t❤❡ ❡rr♦r ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❇❆❖ s❝❛❧❡ ❛r❡ s❤♦✇♥ ❢♦r t❤❡
❝❛s❡ ♦❢ ❣❛❧❛①② ♦❢ ❧♦✇ ❛♥❞ ❤✐❣❤ r❡❞s❤✐❢t ❛♥❞ ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ◗❙❖✳ ❚❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ◗❙❖
❛ss✉♠❡s ✶✺ ◗❙❖ ❢♦r ❞❡❣2 ♦✈❡r t❤❡ ✇❤♦❧❡ s✉r✈❡② ❛r❡❛✳

❚❛❜❧❡ ■■■✳✶✿ ❊rr♦r ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❢♦r ❇❆❖ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✳ ❋r♦♠ Pr♦❥❡❝t ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ✸✳

✪ dA ✪ ❍✭③✮
●❛❧❛①✐❡s ③❂✵✳✸✺ ✶ ✶✳✽
●❛❧❛①✐❡s ③❂✵✳✻ ✶ ✶✳✼
▲②α ❋ ③❂✷✳✺ ✹✳✺ ✷✳✻

❚❤❡ t❛❜❧❡ ■■■✳✷ s❤♦✇s t❤❡ ❢♦r❡❝❛st ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡r ❝♦♥str❛✐♥ts ♦✈❡r t❤❡ ♥❡❛r ❢✉t✉r❡ ❛♥❞ ❝✉rr❡♥t
❇❆❖ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳

❚❛❜❧❡ ■■■✳✷✿ ❋♦r❡❝❛st ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡r ❝♦♥str❛✐♥ts ♦✈❡r t❤❡ ♥❡❛r ❢✉t✉r❡ ❛♥❞ ❝✉rr❡♥t ❇❆❖✳ ❋r♦♠
t❤❡ Pr♦❥❡❝t ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥✹✳

❤ ΩK w0 wp wa ❋♦▼
❇❖❙❙ ▲❘● ✵✳✵✵✽ ✵✳✵✵✷✽ ✵✳✵✽✾ ✵✳✵✸✷ ✵✳✸✻✻ ✽✻

❇❖❙❙ ▲❘● ✰◗❙❖ ✵✳✵✽ ✵✳✵✵✶✾ ✵✳✵✼✻ ✵✳✵✷✾ ✵✳✷✼✾ ✶✷✷
❲✐❣❣❧❡❩ ✵✳✵✶✷ ✵✳✵✵✷✽ ✵✳✵✾✾ ✵✳✵✸✺ ✵✳✹✸✵ ✻✻
❍❊❚❉❊❳ ✵✳✵✶✺ ✵✳✵✵✷✶ ✵✳✵✾✽ ✵✳✵✸✹ ✵✳✹✶✼ ✼✵
❲❋▼❖❙ ✵✳✵✶✶ ✵✳✵✵✶✼ ✵✳✵✽✸ ✵✳✵✸✸ ✵✳✸✷✸ ✾✺

■■■✳✸✳✷ ❈♦✈❡r❛❣❡ ❛♥❞ ❙❝❤❡❞✉❧❡

❇❖❙❙ ♣❧❛♥s t♦ ❝♦✈❡r ❛ t♦t❛❧ ♦❢ ✶✵ ✵✵✵ ❞❡❣2 ✳❚❤❡ ❢♦♦t♣r✐♥t ✐♥ t❤❡ ◆●❈ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r②
❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♣r♦❥❡❝t✿ ❛♥ ❡❧❧✐♣t✐❝❛❧ r❡❣✐♦♥ ❝❡♥t❡r❡❞ ❛t r❛ ❂ ✶✺ ❤ ✷✵ ♠ ❞❡❝❂ ✰✸✷ ◦ ■t ❝♦✈❡rs
❛ t♦t❛❧ ❛r❡❛ ♦❢ ✼✻✹✻ ❞❡❣2❛♥❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ r❡❣✐♦♥ ❧❡❛st ❛✛❡❝t❡❞ ❢♦r ❣❛❧❛❝t✐❝ ❡①t✐♥❝t✐♦♥✱ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
t❤❡ ❙❝❤❧❡❣❡❧ ♠❛♣s✳ ✭❙❝❤❧❡❣❡❧ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✽✮✳

❇② ❝♦♥tr❛r② ✐♥ t❤❡ s♦✉t❤ ❣❛❧❛❝t✐❝ ❝❛♣ t❤❡ s✉r✈❡② ♦r✐❣✐♥❛❧ r❡❣✐♦♥ ❝♦✈❡r❡❞ ♦♥❧② t❤r❡❡ str✐♣❡s✱ ♦♥❡
❛❧♦♥❣ t❤❡ ❝❡❧❡st✐❛❧ ❡q✉❛t♦r✭20h.7 t♦ ✹❤✱ ❞❂✵✮✱ t❤❡ ♦t❤❡r t✇♦ ♥♦rt❤ ❛♥❞ s♦✉t❤✳ ■t s✉♠♠❡❞ ❛ t♦t❛❧
✼✼✼ ❞❡❣2✳ ❋♦r ❇❖❙❙ t❤❡ ✐❞❡❛ ✇❛s t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ❛ ❝♦♠♣❛❝t ❛♥❞ ❝♦♥t✐❣✉♦✉s ❢♦♦t♣r✐♥t ✐♥ t❤❡ ❙●❈ ✐♥
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♦r❞❡r t♦ ❞♦ t❤❛t ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✷✺✵✵ ❞❡❣2 ✇❛s ✐♠❛❣❡❞✳ ❚❤❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ♦❢ t❤✐s r❡❣✐♦♥ ✇❛s ❝❤♦s❡♥
tr②✐♥❣ t♦ r❡❛❝❤ ✜❡❧❞s ♦❢ ❈❋❍❚ ▲❡❣❛❝② ❙✉r✈❡②✳ ❚❤❡ ♣r♦❣r❛♠ ✇❛s ❝♦♠♣❧❡t❡❞ ✐♥ ❥❛♥✉❛r② ✷✵✶✵✳ ❚❤❡
❋✐❣✳❬■■■✳✼❪ s❤♦✇s t❤❡ ❢♦♦t♣r✐♥t ♦❢ ❇❖❙❙ ❛♥❞ t❤❡ ♣❧❛t❡s ♦❜s❡r✈❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✜st ②❡❛r ♦❢ ♦♣❡r❛t✐♦♥✳

❋✐❣✉r❡ ■■■✳✼✿ ❇❖❙❙ ❈♦✈❡r❛❣❡✳ ■♥ ❝♦❧♦r ✈✐♥♦ ❢♦♦t♣r✐♥t ♦❢ ❇❖❙❙✱ t❤❡ r❡❞ r❡❣✐♦♥s r❡♣r❡s❡♥ts
t✐❧❡❞ r❡❣✐♦♥s ❛♥❞ ✐♥ ❜❧✉❡ ♣❧❛t❡s ❡①♣♦s❡❞✳ ❋r♦♠ ✭❊✐s❡♥st❡✐♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶❜✮✳

❇❖❙❙ ♣❧❛♥s t♦ ♦♣❡r❛t❡ ❛ t♦t❛❧ ♦❢ ✺ ②❡❛rs ✉s✐♥❣ ❞❛r❦ ❛♥❞ ❣r❡② t✐♠❡✳ ❉❛r❦ t✐♠❡ ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦
❜❡ ✺✵✪ ❛♥❞ ❣r❡② t✐♠❡ ✶✵✪ ♦❢ t♦t❛❧ t✐♠❡✳ ■t ❜❡❣❛♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ✐♥ ❛✉❣✉st ✷✵✵✾ ❛♥❞ ✐t ✇✐❧❧ ✜♥✐s❤ ❛t
t❤❡ s✉♠♠❡r ✷✵✶✹✳ ■♥ ❋✐❣✳❬■■■✳✽❪ t❤❡ ❙❉❙❙ s❝❤❡❞✉❧❡ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞✱ ❛ ❞❛t❛ r❡❧❡❛s❡ ✐s ♣❧❛♥♥❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤
②❡❛r ♦❢ ❞❛t❛✳ ❚❤❡ ✜rst ❞❛t❛ r❡❧❡❛s❡✱ ❉❘✽ ✇❛s ❞❡❧✐✈❡r❡❞ ✐♥ ❏❛♥✉❛r② ✷✵✶✵✳ ■t ✐♥❝❧✉❞❡s ❛❧❧ t❤❡ ❇❖❙❙
♣❤♦t♦♠❡tr② ❛♥❞ ❙❊●❯❊✲■■ s♣❡❝tr♦s❝♦♣✐❝ ❞❛t❛✳

❋✐❣✉r❡ ■■■✳✽✿ ❙❉❙❙✲■■■ ❙❝❤❡❞✉❧❡✳ ❋r♦♠ Pr♦❥❡❝t ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ✐♥ ❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳s❞ss✸✳♦r❣✴

■■■✳✸✳✸ ❍❛r❞✇❛r❡✿❈❛♠❡r❛✱ ❙♣❡❝tr♦s❝♦♣❡✱ ❚❡❧❡s❝♦♣❡

❇❖❙❙ ❜❡♥❡✜ts ♦❢ t❤❡ ❢❛❝✐❧✐t✐❡s ♦❢ ♣r❡✈✐♦✉s ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❙❉❙❙✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss s♦♠❡ ✉♣❣r❛❞❡s ✇❡r❡ ♥❡❝❡s✲
s❛r② ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ❙❉❙❙✲■■■✴❇❖❙❙ ✇❛s ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ ♦❜s❡r✈❡ ✶✲✷ ♠❛❣♥✐t✉❞❡s ❢❛✐♥t❡r ✐♥ r❡❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ✐ts
♣r❡❞❡❝❡ss♦r✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ■ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ✐♥str✉♠❡♥ts ✉s❡❞ ✐♥ ❇❖❙❙ s♣❡❝✐❢②✐♥❣ ✐♥ ❡❛❝❤ ❝❛s❡ ✇❡r❡
t❤❡② ❛r❡ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♦♥❡s✳
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• ❚❡❧❡s❝♦♣❡✳ ❚❤❡ ❙❧♦❛♥ ❙✉r✈❡② ✉s❡s ❛ ✷✳✺♠ ❢✴✺ ♠♦❞✐✜❡❞ ❘✐t❝❤❡② ❈❤r❡t✐❡♥ ✺ ✇✐❞❡ ✜❡❧❞ ❛❧t✐t✉❞❡
❛③✐♠✉t❤ t❡❧❡s❝♦♣❡ ✭●✉♥♥ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✽✮✳ ■t ✐s ❧♦❝❛t❡❞ ❛t ❆♣❛❝❤❡ P♦✐♥t ❖❜s❡r✈❛t♦r② ✭❆P❖✮ ✐♥
❙♦✉t❤❡r♥ ◆❡✇ ▼❡①✐❝♦✳ ■t ✐♠❛❣❡s t❤❡ s❦② ❜② s❝❛♥♥✐♥❣ ❛❧♦♥❣ ❣r❡❛t ❝✐r❝❧❡s ❛t t❤❡ s✐❞❡r❡❛❧ r❛t❡
♦r ❚❉■ ♠♦❞❡ t❤❛t ♠❡❛♥s t✐♠❡ ❞❡❧❛② ❛♥❞ ✐♥t❡❣r❛t❡✳ ❚❉■ ♠♦❞❡ ✐♥✈♦❧✈❡s ❦❡❡♣✐♥❣ t❤❡ t❡❧❡s❝♦♣❡
st❛t✐♦♥❛r② ❛♥❞ ❧❡tt✐♥❣ t❤❡ st❛rs ❞r✐❢t ❛❝r♦ss t❤❡ ❈❈❉ ❝❛♠❡r❛ ✭♦r ♦♥❡ t❡❧❡s❝♦♣❡ t❤❛t ♠♦✈❡s
❛t ❛ r❛t❡ t❤❛t ✐s s❧♦✇❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ s✐❞❡r❡❛❧ r❛t❡✮✳ ❚❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s t♦ s②♥❝❤r♦♥✐③❡ t❤❡ r❡❛❞♦✉t
r❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❈❈❉ ✐♠❛❣❡ ❞❡t❡❝t♦r ✇✐t❤ t❤❡ r❛t❡ st❛rs ♠♦✈❡s ❛❝r♦ss t❤❛t ❝♦❧✉♠♥✳ ❚❤❡ s❦② ❞r✐❢t
r❛t❡ ✈❛r✐❡s ❛s t❤❡ ❝♦s✐♥❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡❝❧✐♥❛t✐♦♥ ❛♥❣❧❡✳ ❚❤❡ r❡❛❞♦✉t ♦❢ ❡❛❝❤ ❧✐♥❡ ♦❢ ❈❈❉ ❝❛♠❡r❛
♠✉st ❜❡ t✐♠❡❞ t♦ ❝♦✐♥❝✐❞❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❞r✐❢t r❛t❡ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ st❛r ❛❝r♦ss ♦♥❡ ❝♦❧✉♠♥ ♦❢ t❤❡ ❈❈❉
❝❛♠❡r❛✳ ■t ♣♦s❡s ❛ ✇✐❞❡ ✜❡❧❞ ♦❢ ✈✐❡✇ ♦❢ ✼ ❞❡❣2 ✭●✉♥♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻✮✳ ❚❤❡ ❚❉■ ♠♦❞❡ ♦❢ t❤❡
t❡❧❡s❝♦♣❡ r❡q✉✐r❡s ❛♥ ❛❧♠♦st ✢❛t ✜❡❧❞ ✇✐t❤ ③❡r♦ ❞✐st♦rt✐♦♥✳ ❚❤❡s❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ❛r❡ s❛t✐s✜❡❞
✉s✐♥❣ ❛ ♦♣t✐❝❛❧ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ ❧❛r❣❡ s❡❝♦♥❞❛r② ♠✐rr♦r ✭❤❛❧❢ ♦❢ t❤❡ ♣r✐♠❛r②✮ ❛♥❞
t✇♦ ❝♦rr❡❝t♦r ❧❡♥s❡s✳ ❚❤❡ ✜rst ❝♦rr❡❝t♦r ❧❡♥s ✐s ❛ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ●❛s❝♦✐❣♥❡ ❛st✐❣♠❛t✐s♠ ❝♦rr❡❝t♦r✱
t❤❡ s❡❝♦♥❞ ✐s ❛ ❛s♣❤❡r✐❝ ♣❧❛t❡ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❢♦❝✉s ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡❝ts ❞✐st♦rt✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❧❛t❡r❛❧
❝❤r♦♠❛t✐❝ ❛❜❡rr❛t✐♦♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ✜rst ❡❧❡♠❡♥t✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t ✐s ❛ ❛❧♠♦st ✢❛t ✜❡❧❞ ♦❢ ✸
❞❡❣ ✇✐t❤ ③❡r♦ ❞✐st♦rt✐♦♥✳❚❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❡❧❡s❝♦♣❡ ✐s ❜❡tt❡r t❤❛t ✵✳✺ ❛r❝s❡❝ r♠s ✐♠❛❣❡s ♦✈❡r
t❤❡ ❝❛♠❡r❛ ✜❡❧❞ ✐♥ ❛❧❧ ❜❛♥❞s✳ ❘❡s♦❧✉t✐♦♥ ✐s s❡❡✐♥❣ ❧✐♠✐t❡❞✳ ❚❤❡ s❡❡✐♥❣ ✐s ❛❜♦✉t ✵✳✽ ❛r❝s❡❝
✐♥ t❤❡ ❆P❖ s✐t❡✳ ■t ✐s ❡q✉✐♣♣❡❞ ❜② ❛ ✐♠❛❣✐♥❣ ❝❛♠❡r❛ t❤❛t ♠♦✉♥ts ♦♥ ❈❛ss❡❣r❛✐♥ ❢♦❝✉s ❛♥❞
t✇♦ ❞♦✉❜❧❡ s♣❡❝tr♦❣r❛♣❤s ♣❡r♠❛♥❡♥t❧② ♠♦✉♥t❡❞ ♦♥ t❤❡ r♦t❛t♦r✳❚❤❡ t❡❧❡s❝♦♣❡ ✇❛s ❞❡s✐❣♥❡❞
t♦ ❝❤❛♥❣❡ ❜❡t✇❡❡♥ ♣❤♦t♦♠❡tr✐❝ ♠♦❞❡ ❛♥❞ s♣❡❝tr♦♠❡tr✐❝ ♠♦❞❡ ❜② r❡♠♦✈✐♥❣ t❤❡ ❝❛♠❡r❛ ❛♥❞
♠✉t✐♥❣ ❛t t❤❡ ❈❛ss❡❣r❛✐♥ ❢♦❝✉s ❛ ✜❜❡r ♣❧✉❣ ♣❧❛t❡✳❚❤❡ ❋✐❣✳❬■■■✳✾❪ s❤♦✇s ❛ ✈✐❡✇ ♦❢ ❙❉❙❙ t❡❧❡s❝♦♣❡
❛♥❞ s❝❤❡♠❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥str✉♠❡♥t✳

❋✐❣✉r❡ ■■■✳✾✿ ❙❉❙❙ ❚❡❧❡s❝♦♣❡✳ ❋r♦♠ ❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳s❞ss✸✳♦r❣✴

• ❈❛♠❡r❛ ❛♥❞ ❋✐❧t❡rs✳ ❋♦r ✐♠❛❣✐♥❣ t❤❡ s❦② ✐t ♣♦ss❡s ❛ ❞r✐❢t✲s❝❛♥♥✐♥❣ ♠♦s❛✐❝ ❈❈❉ ❝❛♠❡r❛
✭●✉♥♥ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✽✮✳ ■t ❝♦♥t❛✐♥s ✷ s❡ts ♦❢ ❈❈❉ ❛rr❛②s✱ ♦♥❡ s❡t ❢♦r t❤❡ ❛str♦♠❡tr✐❝ ♠❡❛s✉r❡s
❛♥❞ t❤❡ ♦t❤❡r s❡t ❢♦r t❤❡ ♣❤♦t♦♠❡tr✐❝ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ❚❤❡ ✐♠❛❣✐♥❣ ❛rr❛② ❝♦♥s✐st ♦❢ ✸✵ ❈❈❉ ♦❢
2048 × 2048 ♣✐①❡❧s✳ ❚❤❡ ♣✐①❡❧ s✐③❡ ✐s ✷✹ µm ✭✵✳✸✾✻ ❛r❝s❡❝ s❦②✮✳ ❚❤❡r❡ ❈❈❉ ❛r❡ ❛rr❛♥❣❡❞ ✐♥ ❛
s✐① ❝♦❧✉♠♥s ❛rr❛② ❛♥❞ ✺ r♦✇s ✭❋✐❣✳❬■■■✳✶✵❪✮✳ ❊❛❝❤ r♦✇ ♦❜s❡r✈❡s t❤❡ s❦② ✇✐t❤ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ✜❧t❡r
✐♥ ❛ t❡♠♣♦r❛❧ s❡q✉❡♥❝❡ r✱ ✐✱ ✉ ✱ ③ ❛♥❞ ❣✳ ❚❤❡ ✐♠❛❣✐♥❣ s✉r✈❡② ✐s t❛❦❡♥ ✐♥ ❛ ❞r✐❢t s❝❛♥ ♠♦❞❡

✺❆ t❡❧❡s❝♦♣❡ ❘✐t❝❤❡②✲❈❤r❡t✐❡♥ ✐s ❛ t❡❧❡s❝♦♣❡ t②♣❡ ❈❛ss❡❣r❛✐♥ ❞❡s✐❣♥ t♦ ❡❧✐♠✐♥❛t❡ t❤❡ ❝♦♠❛ ❛❜❡rr❛t✐♦♥✳ ❆ ❈❛ss❡❣r❛✐♥
t❡❧❡s❝♦♣❡ ✐s ❛♥ ♦♣t✐❝ ❞✐s♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦♠♣♦✉♥❞ ♦❢ t✇♦ ♠✐rr♦rs✳ ❆ ♣r✐♠❛r② ❝♦♥❝❛✈❡ ❛♥❞ ♣❛r❛❜♦❧✐❝ ♠✐rr♦r ❛♥❞ ❛ ❝♦♥✈❡① ❡t
❤②♣❡r❜♦❧✐❝ s❡❝♦♥❞❛r② ♠✐rr♦r✳ ■♥ t❤❡ ❘✐❝❤t❡②✲❈❤r❡t✐❡♥ t❡❧❡s❝♦♣❡ ❜♦t❤ ♠✐rr♦rs ❛r❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐❝
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✭❚❉■ ♠♦❞❡✮✳ ✻❚❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ✺ ✜❧t❡rs ❛r❡ ✸✺✻✵ ❢♦r ✉✱ ✹✻✽✵ ❢♦r ❣✱ ✻✶✽✵ ❢♦r r
✼✺✵✵ ❢♦r ✐ ❛♥❞ ✽✽✼✵ ❢♦r ③✳ ❚❤❡ r❡s♣♦♥s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ❋✐❣✳❬■■■✳✶✵❪✳

❋✐❣✉r❡ ■■■✳✶✵✿ ▲❡❢t ♣❛♥❡❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ s❝❤❡♠❛t✐❝ ✈✐❡✇ ♦❢ ❈❈❉ ❛rr❛② ✳ ❘✐❣❤t ♣❛♥❡❧ t❤❡
❘❡s♣♦♥s❡ ❋✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❋✐❧t❡rs ✭●✉♥♥ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✽✮✳

❋✐♥❛❧❧② t❤❡ ❛rr❛② ❢♦r ❛str♦♠❡tr② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❝♦♥s✐st ♦❢ ❛♥ ❛rr❛② ♦❢ ✶✷✽ × ✷✵✹✽ ❈❈❉ ✇✐t❤
❛♥ r ✜❧t❡r ❝♦✈❡r✐♥❣ t❤❡ ❡♥t✐r❡ ❝❛♠❡r❛✳

• ❙♣❡❝tr♦❣r❛♣❤✳❊❛❝❤ s♣❡❝tr♦❣r❛♣❤ ✼ ✐s ❛ ❞❡✈✐❝❡ ♦❢ t✇♦ ❛r♠s ♦♥❡ ❢♦r t❤❡ ❜❧✉❡ ❛♥❞ ♦♥❡ ❢♦r t❤❡ r❡❞
s✐❞❡s ♦❢ t❤❡ s♣❡❝tr❛✳❊❛❝❤ s♣❡❝tr♦❣r❛♣❤ ✐s ❢❡❞ ✇✐t❤ ♦♣t✐❝❛❧ ✜❜❡rs ✉s✐♥❣ ❛❧✉♠✐♥✉♠ ♣❧❛t❡s✳ ❚❤❡
♣❧❛t❡s ❛r❡ ❞r✐❧❧❡❞ ✇✐t❤ ❤♦❧❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ t❛r❣❡ts ❛♥❞ t❤❡♥ t❤❡ ✜❜❡rs
❛r❡ ♠❛♥✉❛❧❧② ♣❧✉❣❣❡❞ ✐♥t♦ ♣❧❛t❡s✳ ❊❛❝❤ s♣❡❝tr♦s❝♦♣✐❝ ♣❧✉❣❣❡❞ ♣❧❛t❡ ❤❛s ❛ ❝✐r❝✉❧❛r ✜❡❧❞✲♦❢✲
✈✐❡✇ ✇✐t❤ r❛❞✐✉s ✶✳✹✾ ❞❡❣r❡❡s✳ ❚❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ s♣❡❝tr♦❣r❛♣❤ ✐s ❢r♦♠ ✸✻✵✵ < λ < ✶✵ ✵✵✵ ✇✐t❤ ❛
r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ R = λ/∆λ = 1300−3000 ✇✐t❤ ❛ ✭❙✴◆✮2 ≈ 22 ♣❡r ♣✐① ❛t ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❧✐♠✐t ❛✈❡r❛❣❡
♦✈❡r ✭✼✵✵✵✲✽✺✵✵ ❛♥❞ ✭❙✴◆✮2 ≈ 10 ♣❡r ♣✐① ❛✈❡r❛❣❡ ♦✈❡r ✭✹✵✵✵✲✺✺✵✵ ✮✳ ❚❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ✉♣❞❛t❡
♦❢ ❇❖❙❙ ✐♥ r❡❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r❡❞❡❝❡ss♦r ✇❛s ❞♦♥❡ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✜❜❡rs ✳ ❚❤❡
s♣❡❝tr♦❣r❛♣❤ ♣❛ss❡s ❢r♦♠ ✻✹✵ ✜❜❡rs ✇✐t❤ ✸ ❛r❝s❡❝ ♦❢ ❞✐❛♠❡t❡r t♦ ✶✵✵✵ ✜❜❡rs ♦❢ ✷ ❛r❝s❡❝s ♦❢
❞✐❛♠❡t❡r ✭✺✵✵ ✜❜❡rs ❡❛❝❤ s♣❡❝tr♦❣r❛♣❤✮✳ ❚❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ✜❜❡rs ②✐❡❧❞s ❛ r✐s❡ ✐♥ s✉r✈❡② ❡✣❝✐❡♥❝②
❛♥❞ t❤❡ s♠❛❧❧❡r ❞✐❛♠❡t❡r tr❛❞✉❝❡ ✐♥ ❛ ❤✐❣❤❡r s✐❣♥❛❧ t♦ ♥♦✐s❡ s♣❡❝tr❛✳ ❚❤❡ ❧✐❣❤t ❢r♦♠ t❤❡ ✜❜❡rs
✐s s❡♥t t♦ ❛ ❜❡❛♠s♣❧✐tt❡r ✇✐t❤ ❛ ❝♦❛t✐♥❣ t❤❛t r❡✢❡❝ts t❤❡ ❜❧✉❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠ ❛♥❞ ❛❧❧♦✇s
t❤❡ r❡❞ ♣❛rt t♦ ♣❛ss❡ t❤r♦✉❣❤ ✐t✳ ❚❤❡♥✱ ✷ ❝❛♠❡r❛s✱ ♦♥❡ ❢♦r t❤❡ r❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ♦t❤❡r ❢♦r t❤❡ ❜❧✉❡
❜❛♥❞s ✱ r❡❣✐st❡r t❤❡ ✷✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s♣❡❝tr❛ ❢♦r ❡❛❝❤ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡ts✳ ❆♥ ✉♣❣r❛❞❡ ✐♥ ❝❛♠❡r❛s
s②st❡♠ ✇❛s ❞♦♥❡ ♣❡r♠✐tt✐♥❣ t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ t❤❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ✐♥ t❡r♠s ♦❢ s❡♥s✐t✐✈✐t② ❢♦r t❤❡ ▲②♠❛♥α
❢♦r❡st ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ❚❤❡ ❙❉❙❙ ❈❈❉ ♦❢ ✷✵✹✽2 ✭✷✹ ♠✐❝r♦♥ ♣✐①❡❧✮ ❢♦r t❤❡ r❡❞ ❛♥❞ ❜❧✉❡ ❝❤❛♥♥❡❧s
✇❡r❡ r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ❛ ▲❇◆▲ ❈❈❉s ♦❢ ✹✶✷✽ × ✹✶✶✹ ✐♥ r❡❞ ❝❤❛♥♥❡❧ ✭✶✺ ♠✐❝r♦♥ ♣✐①❡❧✮✱ ❛♥❞ ❛ ✹✵✾✻2

✭✶✺ ♠✐❝r♦♥✮ ♣✐①❡❧ ❡✷✈ ❈❈❉s ✐♥ ❜❧✉❡ ❝❤❛♥♥❡❧✳ ❚❤❡ r❡❞ s✐❞❡ ❈❈❉ ❤❛s ❤✐❣❤ q✉❛♥t✉♠ ❡✣❝✐❡♥❝②
✐♥ t❤❡ ♥❡❛r✲✐♥❢r❛r❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❜❧✉❡ s✐❞❡ ✐s ❛❞❛♣t❡❞ t♦ ❤❛✈❡ ❜❡tt❡r s❡♥s✐t✐✈✐t② ✐♥ t❤✐s r❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡
s♣❡❝tr❛✳ ❚❤✐s s♠❛❧❧❡r ♣✐①❡❧ s✐③❡ ♦❢ ❈❈❉s ❡♥❛❜❧❡s t❤❡ ✉♣❞❛t❡ ✐♥ ✜❜❡r s②st❡♠ ✳ ❚❤❡ ❋✐❣✳❬■■■✳✶✶❪
s❤♦✇s ❛ s❝❤❡♠❡ ♦❢ ❇❖❙❙ s♣❡❝tr♦❣r❛♣❤✳

✻❚❉■ ♠♦❞❡ ✐♥✈♦❧✈❡s ❦❡❡♣✐♥❣ t❤❡ t❡❧❡s❝♦♣❡ st❛t✐♦♥❛r② ❛♥❞ ❧❡tt✐♥❣ t❤❡ st❛rs ❞r✐❢t ❛❝r♦ss t❤❡ ❝❤✐♣✳❚❤❡ ❝❛♠❡r❛ s✉r✈❡②s
t❤❡ s❦② ✐♥ ❣r❡❛t ❝✐r❝❧❡s ❛♥❞ ❛ ❣✐✈❡♥ ♣♦✐♥t ♦♥ t❤❡ s❦② ♣❛ss❡s t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✜✈❡ ✜❧t❡rs ✐♥ t❡♠♣♦r❛❧ s✉❝❝❡ss✐♦♥✳ ❚❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡



✽✻

❋✐❣✉r❡ ■■■✳✶✶✿ ❙❝❤❡♠❡ ♦❢ ❇❖❙❙ s♣❡❝tr♦❣r❛♣❤✳ ❋r♦♠ ❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳s❞ss✸✳♦r❣✴✳

■■■✳✸✳✹ ❇❡t✇❡❡♥ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✉♥t✐❧ r❡❞✉❝❡❞ ❞❛t❛

❚❤❡ ♣r♦❝❡ss t♦ ❣✐✈❡ ♣❧❛❝❡ t♦ ✜♥❛❧ ❞❛t❛ ❢♦❧❧♦✇s ❞✐✛❡r❡♥t st❛❣❡s t❤❛t ■ ✇✐❧❧ ❜r✐❡✢② ❡①♣❧❛✐♥ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t
❡♥✉♠❡r❛t✐♦♥✳ ❋♦r ❞❡t❛✐❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ st❛❣❡s✱ ■ r❡❢❡r❡❡❞ t❤❡ ❧❡❝t♦r t♦ t❤❡ t❡❝❤♥✐❝❛❧
♣❛♣❡rs t❤❛t ❞❡s❝r✐❜❡ ✐♥ ❞❡t❛✐❧ t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡s✱ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ■ ♦♥❧② ♣r❡t❡♥❞ t♦ ❣✐✈❡ ❛♥ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢
t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ t❤❛t ❣✐✈❡ ♣❧❛❝❡ t♦ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ❞❛t❛ t❤❛t ■ ❛♥❛❧②③❡✱

• P❤♦t♦♠❡tr✐❝ ▼❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ❚❤❡ ❝❛♠❡r❛ s✉r✈❡②s t❤❡ s❦② ✐♥ ❣r❡❛t ❝✐r❝❧❡s✱ ❡❛❝❤ ♣♦✐♥t ♦♥ t❤❡
s❦② ♣❛ss❡s t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✜✈❡ ✜❧t❡rs ✐♥ t❡♠♣♦r❛❧ s✉❝❝❡ss✐♦♥✳ ❚❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ t✐♠❡ ♣❡r
✜❧t❡r ✐s ✺✹✳✶ s✱ t❤❡ t✐♠❡ t♦ ♣❛ss ♦✈❡r t❤❡ ❡♥t✐r❡ ♣❤♦t♦♠❡tr✐❝ ❛rr❛② ✐s ✺✹✳✶ s✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡
s❝❛♥♥✐♥❣ ✐s ❛ ❧♦♥❣ str✐♣ ❝♦♥s✐st❡♥t ♦❢ ✻ s❝❛♥❧✐♥❡s✳❚♦ ❝♦✈❡r ❛ r❡❣✐♦♥ t✇♦ str✐♣s ❛r❡ ♦✈❡r❧❛♣♣❡❞ ✐♥
✽ %✭✶ ❛r❝ ♠✐♥✮ ❢♦r♠✐♥❣ ❛♥ str✐♣❡ ✷✳✺✹ ❝❡♥t❡r❡❞ ♦♥ t❤❡ ❣r❡❛t ❝✐r❝❧❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ✽❊❛❝❤ s❝❛♥❧✐♥❡
❝♦♠♣r❡❤❡♥❞s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✺ ❜❛♥❞s ❛♥❞ t❤❡ ✷ ❛str♦♠❡tr✐❝ ❈❈❉✳ ❚❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤
❈❈❉ ✐s ❜r♦❦❡♥ ✐♥ ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ s❡r✐❡s ♦❢ ✶✵ ✬ ×13.5′ ❢♦r ❡❛s② ♣r♦❝❡ss✐♥❣✱ ❡❛❝❤ s❡r✐❡s ✐s ❝❛❧❧❡❞
❢r❛♠❡ ❛♥❞ ❝♦♥t❛✐♥s ✶✻✶ ❧✐♥❡s✳ ❚❤❡ ❢r❛♠❡s t❤❛♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ s❛♠❡ s❦② ❧♦❝❛t✐♦♥ ✐♥ ❡❛❝❤
✺ ❜❛♥❞s ❛r❡ ❣r♦✉♣❡❞ t♦❣❡t❤❡r ❢♦r ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❛s ❛ ✜❡❧❞✳

• P❤♦t♦ ❘❡❞✉❝t✐♦♥✳❚❤❡ ✐♠❛❣✐♥❣ ❞❛t❛ ❢♦❧❧♦✇s ❛ s❡r✐❡s ♦❢ ♣✐♣❡❧✐♥❡s t❤❛t ♣❡r❢♦r♠ ❛str♦♠❡tr✐❝ ❝❛❧✲
✐❜r❛t✐♦♥ ✭P✐❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✸✮✱ ♣❤♦t♦♠❡tr✐❝ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✭▲✉♣t♦♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✶✮ ❛♥❞ ♣❤♦t♦♠❡tr✐❝
❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ✭P❛❞♠❛♥❛❜❤❛♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽✮✳

✕ ❆str♦♠❡tr✐❝ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ❚❤✐s ♣✐♣❡❧✐♥❡ r❡❧✐❡s ♣✐①❡❧ ♣♦s✐t✐♦♥ t♦ ❝❡❧❡st✐❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✱ ✐t ❢♦❧✲
❧♦✇s ❛ ✸ st❡♣s ♣r♦❝❡ss✳ ❋✐rst ❛ ❝❛t❛❧♦❣✉❡ ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✐♥ r ❜❛♥❞✱ t❤❡ st❛rs s❡❧❡❝t❡❞ ❢r♦♠
r✲❜❛♥❞ ❛r❡ ♠❛t❝❤❡❞ ✇✐t❤ ❯❙◆❖ ❈❈❉ ❆str♦❣r❛♣❤ ❈❛t❛❧♦❣ ✐❢ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✱ t❤❡♥ ❜r✐❣❤t st❛rs
❞❡t❡❝t❡❞ ✐♥ ❛str♦♠❡tr✐❝ ❈❈❉✬s ❛r❡ ♠❛t❝❤❡❞ ✇✐t❤ ❚②❝❤♦ ✷ ❈❛t❛❧♦❣✳ ❯s✐♥❣ t❤✐s ♠❛t❝❤❡❞
♦❜❥❡ts t❤❡ s❡t ♦❢ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦r r ❜❛♥❞ ❛r❡ tr❛♥s❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♦t❤❡rs

✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ t✐♠❡ ♣❡r ✜❧t❡r ✐s ✺✹✳✶ s✱ t❤❡ t✐♠❡ t♦ ♣❛ss ♦✈❡r t❤❡ ❡♥t✐r❡ ♣❤♦t♦♠❡tr✐❝ ❛rr❛② ✐s ✺✹✳✶ s✳
✼❇❖❙❙ ♣♦ss❡s t✇♦ s♣❡❝tr♦❣r❛♣❤s
✽❚❤❡ ♥❛t✉r❛❧ s②st❡♠ ❢♦r ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❛ ❞r✐❢t s❝❛♥ ✐s t❤❡ ❣r❡❛t ❝✐r❝❧❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s s②st❡♠ ✭♠✉ ♥✉✮✳
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❜❛♥❞s ♠❛t❝❤✐♥❣ t❤❡ ♦t❤❡rs ❜❛♥❞s ❝❡♥tr♦✐❞ ♣♦s✐t✐♦♥s✳ ❚❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞
✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❝❤r♦♠❛t✐❝ ❝♦rr❡❝t✐♦♥s✳

✕ P❤♦t♦♠❡tr✐❝ ❘❡❞✉❝t✐♦♥ ❚❤❡ ♣❤♦t♦♠❡tr✐❝ r❡❞✉❝t✐♦♥ ❝♦♥s✐sts ✐♥ t✇♦ s❡♣❛r❛t❡❞ ♣✐♣❡❧✐♥❡s
♣♦st❛❣❡ ❛♥❞ ❢r❛♠❡s✳

∗ P♦st❛❣❡ P✐♣❡❧✐♥❡✳ ❚❤✐s ♣✐♣❡❧✐♥❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡s t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ P❙❋ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥
♦❢ t✐♠❡ ❛♥❞ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❢♦❝❛❧ ♣❧❛♥❡✳ ■t ❝❛❧❝✉❧❛t❡s ❣❧♦❜❛❧ s❦② ❢♦r ❛ ✜❡❧❞✱ t❤❡
✢❛t ✜❡❧❞ ✈❡❝t♦r ❛♥❞ ❜✐❛s ❧❡✈❡❧✳

∗ ❋r❛♠❡s✳ ❚❤✐s ♣✐♣❡❧✐♥❡ ✜♥❞s ❞❡❜❧❡♥❞s✱ ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡s t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡ts✳
■t ❛♥❛❧②s❡s ♦♥❡ ✜❡❧❞ ❜② ❛ t✐♠❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♥❣ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ ✺ ❞✐✛❡r❡♥t
❢r❛♠❡s ❝♦r❡s♣♦♥❞❡♥ts t♦ ✺ ✜❧t❡rs✳ ■t ♣❡r❢♦r♠s ❛t ❡❛❝❤ ❢r❛♠❡ r❡♠♦✈❛❧ ♦❢ ✐♥str✉♠❡♥t❛❧
s✐❣♥❛t✉r❡s ✭✢❛t ✜❡❧❞✱ ❜✐❛s✱ ❝♦s♠✐❝ r❛②s✱ ❜❛❞ ❝♦❧✉♠♥s✮✳ ❚❤❡♥ ✐t s✉❜str❛t❡s s❦② ❛♥❞
✜♥❛❧❧② t❤❡ ♦❜❥❡ts ❛r❡ ❞❡t❡❝t❡❞ ❛♥❞ t❤❡✐r ♣r♦♣❡rt✐❡s ♠❡❛s✉r❡❞✳
❚❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡ts ✐s ❞♦♥❡ ✐♥ ❛ ✹✲st❡♣s ♣r♦❝❡ss ❢♦r ❡❛❝❤ ❜❛♥❞✳ ❋✐rst st❡♣ ✐s
r✉♥ t❤❡ ♦❜❥❡t✲✜♥❞❡r t❤❛t ❞❡t❡❝ts ❇❘■●❍❚ ♦❜❥❡ts ❧♦♦❦✐♥❣ ❢♦r ♣✐①❡❧s ✷✵✵ σ ❛❜♦✈❡ t❤❡
♥♦✐s❡✳ ❙❡❝♦♥❞ st❡♣ ✐s t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ s❦② ❧❡✈❡❧ ❜② ♠❡❞✐❛♥ s♠♦♦t❤✐♥❣ t❤❡ ❢r❛♠❡ ♦♥
s❝❛❧❡ ✶✵✵ ✑ ❛♥❞ ♣r♦❝❡❡❞ t♦ t❤❡ s✉❜tr❛❝t✐♦♥✳ ❚❤✐r❞ st❡♣ ✐s s❡❛r❝❤✐♥❣ ❢♦r ♣❡❛❦s ✺ σ
♦✈❡r s♠♦♦t❤❡❞ s❦②✳ ❚❤✐s s❡t ♦❢ ♦❜❥❡ts ❛r❡ ✢❛❣❣❡❞ ❛s ❜✐♥♥❡❞✶ ❛♥❞ t❤❡♥ s✉❜tr❛❝t❡❞✳
❚❤❡ ❢r❛♠❡ ✐s r❡❜✐♥♥❡❞ ✐♥ ❛ ✷ × ✷ ✐♠❛❣❡✱ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✲✜♥❞❡r r✉♥s ❛❣❛✐♥✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥
t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✢❛❣❣❡❞ ❜✐♥♥❡❞✷ ❛♥❞ t❤❡♥ s✉❜tr❛❝t❡❞✱ ❛❣❛✐♥ ❛❢t❡r r❡❜✐♥♥✐♥❣ ✹×✹✱ t❤❡
♦❜❥❡t✲✜♥❞❡r ✐s r✉♥ ❛ ❧❛st t✐♠❡✱ ❛♥❞ t❤❡ s❡t ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❜✐♥♥❡❞ ✹✳
❚❤❡♥✱ t❤❡ ♦❜❥❡ts ❛r❡ ❞❡❜❧❡♥❞❡❞ ❧♦♦❦✐♥❣ ❢♦r ♣❡❛❦s ✐♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♦❜❥❡ts✳ ❚❤❡ ✜♥❛❧ ❧✐st
♦❢ ♦❜❥❡ts ✐♥ ❞♦♥❡ ♠❡r❣✐♥❣ t❤❡ ❧✐st ❛❧❧ ♦❢ ❜❛♥❞s ❛♥❞ ❛❞❛♣t✐♥❣ t❤❡ ♣r♦✜❧❡ ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡✳
❊❛❝❤ ♦❜❥❡t ✐s ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❜② r✉♥✱ r❡r✉♥✱ ❝❛♠❝♦❧✱ ✜❡❧❞ ✐❞ ♦❜❥❡❝t✐❞ ✐❞❡♥t✐✜❡r ✇✐t❤✐♥ ❡❛❝❤
✜❡❧❞✱ ❛♥❞ t❤❡ ❣❡♥❡❛❧♦❣②✳ ❋✐♥❛❧❧② t❤❡ ♣✐♣❡❧✐♥❡ ♠❡❛s✉r❡s ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❡❛❝❤ ♦❜❥❡t ❛♥❞
♣♦s✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♦t❤❡rs✳

✕ P❤♦t♦♠❡tr✐❝ ❈❛❧✐❜r❛t✐♦♥✳ P❤♦t♦♠❡tr✐❝ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐sts ♦♥ r❡❧❛②✐♥❣ ♦✉t♣✉ts ♦❢ t❤❡
❈❈❉ t♦ ♣❤②s✐❝❛❧ ✢✉①❡s r❡❝❡✐✈❡❞ ❛❜♦✈❡ t❤❡ ❊❛rt❤ ❛t♠♦s♣❤❡r❡✳ ■♥ ❙❉❙❙ ■ ❛♥❞ ■■ t❤❡
❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ✐♠♣❧✐❡❞ t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ✸ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ t❡❧❡s❝♦♣❡s ❛♥❞ ✜❧t❡rs✿ t❤❡ ❛✉①✲
✐❧✐❛r② t❡❧❡s❝♦♣❡ t❤❛t ♦❜s❡r✈❡❞ ❛ s❡t ♦❢ st❛♥❞❛r❞ st❛rs t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ♣❤♦t♦♠❡tr✐❝✐t② ❛♥❞
❛t♠♦s♣❤❡r✐❝ ❡①t✐♥❝t✐♦♥✱ t❤❡ ❙❉❙❙ t❡❧❡s❝♦♣❡ t❤❛t s✉r✈❡②❡❞ ❛ s❡t ♦❢ ✜❡❧❞s t♦ ❝❛❧✐❜r❛t❡ ❛♥❞
✜♥❛❧❧② t❤❡ ◆❛✈❛❧ ❖❜s❡r✈❛t♦r② ✶♠ t❡❧❡s❝♦♣❡ ✉s❡❞ t♦ ❡①tr❛❝t t❤❡ st❛♥❞❛r❞ st❛rs ❛♥❞ ♣❧❛❝❡
✸ ♣❤♦t♦♠❡tr✐❝ s②st❡♠ ♦♥ ❛ ✉♥✐❢♦r♠ s②st❡♠✳ ❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠❛t✐❝s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❢♦r ✉s✲
✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❤♦t♦♠❡tr✐❝ s②st❡♠s✱ ❙❉❙❙ ■■■ ♠❡t ✐♥ ♣❧❛❝❡ ❛ ♥❡✇ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❝❛❧❧❡❞
✉❜❡r❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ✭P❛❞♠❛♥❛❜❤❛♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽✮✳ ■t ❝♦♥s✐st ♦♥ ✉s✐♥❣ ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ r❡❣✐♦♥s t♦
r❡❛❧✐③❡ ❛♥ ✐♥t❡r♥❛❧ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥✳ ■♥ ❢❛❝t t❤❡ ♣❤♦t♦♠❡tr✐❝ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❜❡ s❡♣❛r❛t❡❞ ✐♥
r❡❧❛t✐✈❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛❜s♦❧✉t❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♣r❡t❡♥❞s t♦ ❡st❛❜✲
❧✐s❤ ❛ ❝♦♥s✐st❡♥t ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ s②st❡♠ ❛❝r♦ss t❤❡ ❡♥t✐r❡ s✉r✈❡②✱ t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ❧✐♥❦s
✐t t♦ ♣❤②s✐❝❛❧ ✢✉①❡s✳ ❚❤❡ ✉❜❡r✲❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ s②st❡♠ ❞❡❝♦✉♣❧❡s t❤❡ t✇♦ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ■t r❡❧❛②s
♦♥ r❡♣❡❛t❡❞ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s t♦ ❝♦♥str❛✐♥t t❤❡ ♣❤♦t♦♠❡tr✐❝ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥s✳ ❚♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞
t♦ ❙❉❙❙ ■■■ ✿ ✶✮❚✇♦ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ s❡ts ❞❛t❛ ✇❡r❡ t❛❦❡♥✱ ♦♥❡ s❡t ♦❢ s❤♦rt s❝❛♥s ❛❝r♦ss s❝❛♥
❞✐r❡❝t✐♦♥s t♦ ❣❡t t❡♠♣♦r❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ✢❛t ✜❡❧❞ ✱ t❤❡ ♦t❤❡r s❡t ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❧♦♥❣ s❝❛♥s
❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ ❝♦♥♥❡❝t ❡✈❡r② ♣❛rt t♦ s✉r✈❡②✳ ✾ ✷✮ ❆ ♣❤♦t♦♠❡tr✐❝ ♠♦❞❡❧ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❛ s❡t
♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✭♦♣t✐❝❛❧ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ t❤❡ t❡❧❡s❝♦♣❡ ❛✭t✮✱ ✢❛t ✜❡❧❞ ❢ ✭✐✱❥✱ t✮✱ ❛♥❞ ❛t♠♦s♣❤❡r✐❝

✾❚❤✐s ❞❛t❛ ✇❛s ♦❜s❡r✈❡❞ ✼ t✐♠❡s ❢❛st❡r t♦ ♥♦t ❛✛❡❝t s❝✐❡♥❝❡ ❣♦❛❧s ♦❢ t❤❡ s✉r✈❡②✳
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❡①t✐♥❝t✐♦♥ ❦✭t✮✮ ❛♥❞ ✸✮ ❘❡♣❡❛t❡❞ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♦❢ st❛rs ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ❝♦♥str❛✐♥s t❤❡ s❡t ♦❢
♣❛r❛♠❡t❡rs ✉s✐♥❣ ❛ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❛♥❛❧②s✐s✳

• ❚❛r❣❡t ❙❡❧❡❝t✐♦♥ ❚❤❡ t❛r❣❡ts t♦ ♣❡r❢♦r♠ s♣❡❝tr♦s❝♦♣② ❛r❡ s❡❧❡❝t❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣❤♦t♦♠❡tr✐❝
✐♠❛❣✐♥✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ✺ ❜❛♥❞s ❛♣♣❧②✐♥❣ s♦♠❡ ❝✉ts t❤❛t ❣❡♥❡r❛t❡ ❤♦♠♦❣❡♥♦✉s s❛♠♣❧❡s ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡
♦❢ ❣❛❧❛①✐❡s ♦r ✉s✐♥❣ st❛t✐st✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ q✉❛s❛rs t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ❛ ❤✐❣❤ ❡✣❝✐❡♥❝②✳ ❚❤❡
♥❡①t s✉❜s❡❝t✐♦♥ ❞❡t❛✐❧s t❤❡ t❛r❣❡t s❡❧❡❝t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳

• ❚✐❧✐♥❣ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ t❛r❣❡t ❧✐st t❤❡ t✐❧✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭❇❧❛♥t♦♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✸✮ ❛ss✐❣♥s
t❛r❣❡ts t♦ t❤❡ ♣❧❛t❡s✱ t❤❡ ❛✐♠ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s t♦ ❛ss✐❣♥❡ t❛r❣❡ts t♦ ✜❜❡rs ✇✐t❤ ❛ ♠❛①✐♠✉♠
❡✣❝✐❡♥❝② ✭♥✉♠❜❡r ♦❢ t❛r❣❡ts ❛ss✐❣♥❡❞ ✐♥ r❡❧❛t✐♦♥ t♦ ✜❜❡rs ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✮ ❛♥❞ ❡♥s✉r✐♥❣ ✉♥✐❢♦r♠
❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ✐♥ t❤❡ s✉r✈❡②✳ ❆ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ♣r♦❜❧❡♠ t❤❛t t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ✐s t❤❡ ✜❜❡r
❝♦❧❧✐s✐♦♥✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ ✜♥✐t❡ s✐③❡ ♦❢ ✜❜❡r ♣❧✉❣s ❛ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜❜❡rs ❝❡♥t❡rs ♦❢ ♠✐♥✐♠✉♠ ✻✷
❛r❝s❡❝ ✐s ♥❡❝❡ss❛r② s♦ t✇♦ t❛r❣❡ts s❡♣❛r❛t❡❞ ❜② ❧❡ss t❤❛♥ t❤✐s ❞✐st❛♥❝❡ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦✈❡r❡❞ ♦♥❧②
✐♥ t❤❡ r❡❣✐♦♥s ♦❢ ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ ♦❢ ♣❧❛t❡s✳ ❚❤❡s❡ t❛r❣❡ts ❛r❡ ❞❡♥♦♠✐♥❛t❡❞ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ t❛r❣❡ts✱ s♦
t❤❡ s✉r✈❡② ✐s ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ ❛❧❧♦❝❛t❡❞ ✾✾ % ♦❢ t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ s❡t ♦❢ t❛r❣❡ts t❤❛t ❞♦ ♥♦t ❤❛✈❡ s✉❝❤
❝♦❧❧✐s✐♦♥s ❛♥❞ ✾✷ % ♦❢ ❛❧❧ t❛r❣❡ts✳

• ❙♣❡❝tr❛ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❋♦r ❡❛❝❤ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ t❤❡ ❛❧✉♠✐♥✉♠ ♣❧❛t❡s ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❞r✐❧❧❡❞ ✇✐t❤ ❤♦❧❡s
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❛r❣❡ts ❛r❡ ♠♦✉♥t❡❞ ♦♥ ❛ ❝❛rtr✐❞❣❡ ✜①❡❞ t♦ t❤❡ t❡❧❡s❝♦♣❡✳ ❚❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♦❢
❇❖❙❙ s♣❡❝tr❛ ❛r❡ ❞♦♥❡ ✇✐t❤ ❛ ❝r✐t❡r✐✉♠ ♦❢ ❝♦♥st❛♥t s✐❣♥❛❧✲t♦✲♥♦✐s❡ r❛t❡ t♦ ❛ss✉r❡ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss
✐♥ r❡❞s❤✐❢t✳ ■t ❝♦♥s✐st ♦❢ ❛ ❜❛s❡ ♦❢ ✶✺ ♠✐♥✉t❡s ❡①♣♦s✉r❡s ✇✐t❤ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❡①♣♦s✉r❡s ✉♥t✐❧ ❛rr✐✈❡
t♦ ❛ ✜① ✭❙✴◆✮2 ❝r✐t❡r✐✉♠✱ ❛ r❛t❡ ✭❙✴◆✮2 ≥ 22 ♣❡r ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ♣✐①❡❧ ❛t ✐❂✷✶ ✭✷ ❛r❝ s❡❝ ✜❜❡r
♠❛❣♥✐t✉❞❡✮ ✐♥ r❡❞ ❝❛♠❡r❛s ❛♥❞ ✭❙✴◆✮2 ≥ 10 ♣❡r ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ♣✐①❡❧ ❛t ❣❂✷✷ ✐♥ ❜❧✉❡ ❝❛♠❡r❛s
✇✐t❤ ♠❛❣♥✐t✉❞❡s ❝♦rr❡❝t❡❞ ❢♦r ❣❛❧❛❝t✐❝ ❡①t✐♥❝t✐♦♥✳ ❚♦ ❣✐✈❡ ❛♥ ♦r❞❡r ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ t✐♠❡
r❡q✉✐r❡❞ t♦ t❛❦❡ ❛ s♣❡❝tr❛ ✐s ❛❜♦✉t ✹✺ ♠✐♥✉t❡s ✐♥ ❣♦♦❞ ✇❡❛t❤❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳

• ❙♣❡❝tr♦s❝♦♣✐❝ ❘❡❞✉❝t✐♦♥ ❆❢t❡r t❛❦✐♥❣ s♣❡❝tr❛✱ t❤❡ ❞❛t❛ ❢♦❧❧♦✇s ✷ ♣✐♣❡❧✐♥❡s s♣❡❝✷❞ ❛♥❞ s♣❡❝✶❞✳

✕ s♣❡❝✷❞ ❚❤✐s ♣✐♣❡❧✐♥❡ ✇✐❧❧ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ✷ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s♣❡❝tr♦❣r❛♠s t♦ ❛ ✢✉① ❛♥❞ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤
❝❛❧✐❜r❛t❡❞ s♣❡❝tr❛

✕ s♣❡❝✶❞ ❚❤✐s ♣✐♣❡❧✐♥❡ ❛♥❛❧②s❡s t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ♠❡r❣❡❞ s♣❡❝tr❛ ♦✉t♣✉t ❜② s♣❡❝✷❞ ❛♥❞ ❞❡✲
t❡r♠✐♥❡s t❤❡ ❡♠✐ss✐♦♥ ❛♥❞ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ r❡❞s❤✐❢ts ✱ ❝❧❛ss✐✜❡s t❤❡ s♣❡❝tr❛ ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡s t❤❡
❡♠✐ss✐♦♥ ❧✐♥❡s ❛♥❞ ✜t ❛ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ✇✐t❤ ❣❛❧❛①② t❡♠♣❧❛t❡s✳

■■■✳✸✳✺ ❚❛r❣❡t ❙❡❧❡❝t✐♦♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠s

●❛❧❛①② ❚❛r❣❡t ❙❡❧❡❝t✐♦♥

❆s ■ ❛❧r❡❛❞② ♠❡♥t✐♦♥♥❡❞✱ ❇❖❙❙ ❣❛❧❛①② t❛r❣❡ts ✇❡r❡ s❡❧❡❝t❡❞ ❢r♦♠ ✐♠❛❣✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ✺ ❜❛♥❞s✳ ❚❤❡
s❡❧❡❝t✐♦♥ ✇❛s ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ ❣✐✈❡ ♣❧❛❝❡ ❛ s❛♠♣❧❡ ♦❢ ❧✉♠✐♥♦✉s ❛♥❞ ♠❛ss✐✈❡ ❣❛❧❛①✐❡s ✇✐t❤ ❛♥ ✉♥✐❢♦r♠
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ st❡❧❧❛r ♠❛ss❡s ❢r♦♠ ③ ∼ ✵✳✷ t♦ ③ ∼✵✳✻✳ ❚❤❡ ❜❛s✐s ♦❢ t❛r❣❡t s❡❧❡❝t✐♦♥ ✐s t❤❛t t❤✐s
❦✐♥❞ ♦❢ ❧✉♠✐♥♦✉s ❣❛❧❛①✐❡s ❤❛✈❡ ♦❧❞ st❡❧❧❛r s②st❡♠s ❛♥❞ ✐♥ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ t❤❡② ❤❛✈❡ ❛ ♣r♦♠✐♥❡♥t ✹✵✵✵
❜r❡❛❦ ✐♥ t❤❡✐r s♣❡❝tr❛❧ ❡♥❡r❣② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✱ s♦ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ t❤✐s ❢❡❛t✉r❡ ✐♥ t❤❡✐r s♣❡❝tr❛❧ ❡♥❡r❣②
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛❧❧♦✇ ✉s t♦ ❞❡t❡❝t t❤❡♠ ❛♥❞ ❛❧s♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ r❡❞s❤✐❢t ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❜❛♥❞ ✇❤❡r❡
t❤✐s ✹✵✵✵ ❧✐❡s✳ ❚❤✐s ❝r✐t❡r✐✉♠ ✇❛s ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ▲❘● s❡❧❡❝t✐♦♥ ✐♥ ❙❉❙❙ ■✲■■✳



✽✾

❚❤❡ t❛r❣❡t s❡❧❡❝t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭P❛❞♠❛♥❛❜❤❛♥ ❡t ❛❧ ✐♥ ♣r❡♣❛r❛t✐♦♥✮❝♦♥s✐sts ♦❢ t✇♦ s❡ts ♦❢ ❝✉ts
t❤❛t ❣✐✈❡ r✐s❡ t♦ t✇♦ s❛♠♣❧❡s ❛t ❞✐✛❡r❡♥t r❡❞s❤✐❢t ✐♥t❡r✈❛❧✳❚❤❡ ❈✉t ■ ❣❡♥❡r❛t❡s t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❝❛❧❧❡❞
▲❖❲ r❡❞s❤✐❢t ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ✵✳✷ ≤ z ≤ ✵✳✹ ❛♥❞ t❤❡ ❈✉t ■■ ❣❡♥❡r❛t❡s t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❝❛❧❧❡❞ ❈▼❆❙❙✳ ❚❤❡
❈▼❆❙❙ s❛♠♣❧❡ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❤✐❣❤ ♠❛ss ❣❛❧❛①✐❡s ❛♥❞ ❝♦✈❡rs r❡❞s❤✐❢t ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ ③❂✵✳✹✳ ❚❤❡ ❝✉ts ❛r❡
❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ r♦t❛t❡❞ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦❧♦rs✱ c⊥, c‖, d⊥ t❤❛t ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ t♦ tr❛❝❦ t❤❡ ♣❛ss✐✈❡
❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✇✐t❤ r❡❞s❤✜t ♦❢ t❤❡ st❡❧❧❛r ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✿

c⊥ = (r − i) − (g − r)/4 − 0.18 ✭■■■✳✶✮

c‖ = 0.7(g − r) + 1.2(r − i− 0.18) ✭■■■✳✷✮

d⊥ = (r − i) − (g − r)/8 ✭■■■✳✸✮

✭■■■✳✹✮

❚❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▲❖❲ s❛♠♣❧❡ ✐s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

r < 13.5 +
c‖

0.3
✭■■■✳✺✮

c⊥ < 0.2 ✭■■■✳✻✮

16 < r < 19.6 ✭■■■✳✼✮

❚❤❡ ✜rst ❝✉t ✐s r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r s❡tt✐♥❣ t❤❡ ❧✉♠✐♥♦s✐t② t❤r❡s❤♦❧❞ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ r❡❞s❤✐❢t ✭❊✐s❡♥st❡✐♥
❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✶✮✱ ✭❈❛♥♥♦♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻✮✱ t❤❡ ❝✉t ✐♥ c⊥ r❡str✐❝ts t❤❡ s❛♠♣❧❡ ♦❢ ❣❛❧❛①✐❡s t♦ ▲❖❲ r❡❞s❤✐❢t
✭③<✵✳✹✮ ❛♥❞ t❤❡ ❝✉t ✐♥ r ❡♥s✉r❡ ❣♦♦❞ s♣❡❝tr♦s❝♦♣✐❝ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳

❚❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈▼❆❙❙ s❛♠♣❧❡ ✐s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

d⊥ > 0.55 ✭■■■✳✽✮

i < 19.86 + 1.6(d⊥ − 0.8) ✭■■■✳✾✮

i < 19.9 and ifiber < 21.5 ✭■■■✳✶✵✮

r − i < 2 ✭■■■✳✶✶✮

zpsf − z > 9.125 − 0.45z ✭■■■✳✶✷✮

rpsf − r > 0.3 ✭■■■✳✶✸✮

❚❤❡ ✜rst t❤r❡❡ ❝✉ts ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ t♦ s❡♣❛r❛t❡ ❤✐❣❤ r❡❞s❤✐❢t ❣❛❧❛①✐❡s ❛♥❞ t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r ♣❛ss✐✈❡❧② ❡✈♦❧✉✲
t✐♦♥ ♦❢ ♠❛ss✐✈❡ ❣❛❧❛①✐❡s ❛❝❝♦r❞✐♥❣❧② t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ s②♥t❤❡s✐s ▼❛r❛st♦♥ ♠♦❞❡❧ ✭▼❛r❛st♦♥✱ ✷✵✵✺✮❚❤❡
s❡❝♦♥❞ ❝✉t ✐s ❛ ❝✉t ✐♥ ❛❜s♦❧✉t❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦r st❡❧❧❛r ♠❛ss ✇❤❡r❡ d⊥ tr❛❝❦s ❢♦r r❡❞s❤✐❢t ✭P❛♥♠❛♥❛❜❤❛♥
❡t ❛❧ ✐♥ ♣r❡♣❛r❛t✐♦♥✮ ✳ ❚❤❡ ❋✐❣✳❬■■■✳✶✷❪ s❤♦✇s ❛♥ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✸ ❝✉ts ✐♥ d⊥ ❛♥❞ ✐ ♠❛❣♥✐t✉❞❡
✉s✐♥❣ t❤❡ ❆●❊❙ r❡❞ s❛♠♣❧❡✳ ❚❤✐s ♣❧♦t ✇❛s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❙❉❙❙ ♣❤♦t♦♠❡tr② ❛♥❞ t❤❡ ❆●❊❙
r❡❞s❤✐❢ts✳ ❚❤❡ ❜❧❛❝❦ ❧✐♥❡ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡ ♦❢ ❝♦❧♦rs ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣❛ss✐✈❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥
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♠♦❞❡❧ ♦❢ ▼❛r❛st♦♥✳ ❚❤❡ ♣❧♦t s❤♦✇s t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ t❤❡ ❝✉t ✐♥ d⊥ ♣❡r❢♦r♠s t❤❡
s❡♣❛r❛t✐♦♥ ♦❢ ❧♦✇ ❛♥❞ ❤✐❣❤ r❡❞s❤✐❢ts ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ✐ ❝✉ts ❣✉❛r❛♥t✐❡s t❤❡ ❝♦♥st❛♥❝❡ ♦❢
t❤❡ ♠❛ss❡s ✐♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡✳❚❤❡ ❧❛st ✷ ❝✉ts ❛r❡ t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ st❡❧❧❛r ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥✳ ■♥ r❡❧❛t✐♦♥ t♦ ✐ts
♣r❡❝❡ss♦r ❙❉❙❙ ■✲■■✱ ❇❖❙❙ ❣♦❡s ❢❛✐♥t❡r ❛♥❞ ❜❧✉❡r t❤❛♥ ▲❘● s❛♠♣❧❡✳

❋✐❣✉r❡ ■■■✳✶✷✿ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ ❚❛r❣❡t ❙❡❧❡❝t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❆●❊❙✳ ❚❤❡ ♣❧♦t s❤♦✇s t❤❡ ❢r❛♠❡ ❝♦❧♦r
❝♦❞❡❞ ❜② ❣❛❧❛①② r❡❞s❤✐❢t ❢♦r r❡❞ ❛♥❞ ❜❧✉❡ ❣❛❧❛①✐❡s ❢r♦♠ ❆●❊❙ r❡❞ s❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ❈▼❆❙❙ ❝✉t ✐s
s❤♦✇♥ ❛♥❞ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ P❛ss✐✈❡ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❣❛❧❛①✐❡s ❢♦r ❛ ❧♦❣✭▼✮❂✶✶✳✷✺

❚❤❡s❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❝✉ts ✉s❡ ♠♦❞❡❧ ♠❛❣♥✐t✉❞❡s ❛♥❞ ❝♦❧♦rs ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ✇✐t❤ ♠♦❞❡❧ ♠❛❣♥✐t✉❞❡s
❡①❝❡♣t ❢♦r ifiber2 ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ✐♥ t❤❡ ✷ ❛r❝s❡❝ ✜❜❡r ✭❙t♦✉❣❤t♦♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✷✮✶✵ ■♥ ❝❛s❡ ♦❢
❙❉❙❙ ■✲■■ P❡tr♦s✐❛♥ ♠❛❣♥✐t✉❞❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✉s❡❞ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✇❛s str♦♥❣❡r✱ ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❇❖❙❙
t❤❡ ❝♠♦❞❡❧ ♠❛❣♥✐t✉❞❡s ❛r❡ t❤❡ ❜❡st ❝❤♦✐❝❡✳✶✶

✶✵■♥ ❙❉❙❙ ✇❡ ❤❛✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❦✐♥❞ ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡s ❡st✐♠❛t❡s✿ Pr❡tr♦s✐❛♥✱ ♠♦❞❡❧ ♠❛❣♥✐t✉❞❡s ❛♥❞ ❝♠♦❞❡❧ ♠❛❣♥✐✲
t✉❞❡s✳❚❤❡ P❡tr♦s✐❛♥ ✭✶✾✼✻✮ s②st❡♠✱ ♠❡❛s✉r❡s ❣❛❧❛①② ✢✉①❡s ✇✐t❤✐♥ ❛ ❝✐r❝✉❧❛r ❛♣❡rt✉r❡ ✇❤♦s❡ r❛❞✐✉s ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡
s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ❛③✐♠✉t❤❛❧❧② ❛✈❡r❛❣❡❞ ❧✐❣❤t ♣r♦✜❧❡✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ♠❛❣♥✐t✉❞❡s✳✭✳✳✳t♦ ❜❡ ❝♦♠♣❧❡t❡❞✮✳❚❤❡ ❝♠♦❞❡❧ ♠❛❣♥✐t✉❞❡s
❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❜❡tt❡r✲✜tt✐♥❣ ♦❢ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♠♦❞❡❧ ✐♥ t❤❡ r ❜❛♥❞ ❛s ❛ ♠❛t❝❤❡❞ ❛♣❡rt✉r❡ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ✢✉① ✐♥ ❛❧❧
❜❛♥❞s✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧s ✉s❡❞ ❛r❡ ✱ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❛♥❞ ♦r ❞❡ ❱❛✉❝♦✉❧❡✉rs ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✷ ♣r♦✜❧❡s ❛r❡ ❞❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ t❤❡ ✜rst ♦♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ♣✉r❡ ❞❡ ❱❛♥❝♦✉❧❡✉rs ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❡q✉❛t✐♦♥ ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ♣r♦✜❧❡✳

I(r) = I0exp−7.67[(r/reff )1/4] ✭■■■✳✶✹✮

I(r) = I0exp(−1.68r/reff ) ✭■■■✳✶✺✮

✭■■■✳✶✻✮

✶✶❋♦r ❜r✐❣❤t ❣❛❧❛①✐❡s t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ P❡tr♦s✐❛♥ ♠❛❣♥✐t✉❞❡s ❛r❡ ♣r❡❢❡rr❡❞ ✐♥ r❡❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ♦t❤❡rs ❜❡❝❛✉s❡
t❤❡② ❤❛✈❡ ❤✐❣❤t s✐❣♥❛❧✲t♦✲♥♦✐s❡ r❛t✐♦ ❛♥❞ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② ❛r❡ ♠♦❞❡❧ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ②✐❡❧❞ ❛ ❧❛r❣❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ✢✉①✱
r♦✉❣❤❧② ❝♦♥st❛♥t ✇✐t❤ r❡❞s❤✐❢t✳ ❋♦r t❤❡ ❢❛✐♥t❡st ❣❛❧❛①✐❡s✱ ❡st✐♠❛t❡s ♦❢ t❤❡ P❡tr♦s✐❛♥ ♠❛❣♥✐t✉❞❡s ❜❡❝♦♠❡ ✈❡r② ♥♦✐s②✱
s♦ ✐t ✐s ♣r❡❢❡rr❡❞ t❤❡ ♠♦❞❡❧▼❛❣ ✐s ✉s✉❛❧❧② ❛ ♠♦r❡ r❡❧✐❛❜❧❡ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❣❛❧❛①② ✢✉① ❣❛❧❛①✐❡s✳
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❋✐❣✉r❡ ■■■✳✶✸✿ ❈♦♠♦✈✐❧ ♥✉♠❜❡r ❞❡♥s✐t② ♦❢ ●❛❧❛①② s❛♠♣❧❡s✳ ❋r♦♠ ✭❊✐s❡♥st❡✐♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶❜✮✳

◗✉❛s❛r ❚❛r❣❡t s❡❧❡❝t✐♦♥

❚❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❣♦❛❧ ♦❢ ❇❖❙❙ ✐s t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❝♦s♠♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♥str❛✐♥ts ✉s✐♥❣ t❤❡ ❇❆❖ ♣❤②s✐❝s✳ ❇❡❝❛✉s❡
♦❢ q✉❛s❛rs ❛r❡ ♦♥❧② ✉s❡❞ ❛s ❛ ❜❛❝❦❧✐❣❤t ✐t ✐s ♥♦ ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❞❡✜♥❡ ❛♥ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s s❛♠♣❧❡✱ t❤❡
✉♥✐q✉❡ ❝r✐t❡r✐❛ ❢♦r ❞♦✐♥❣ ❝♦s♠♦❧♦❣② ✐s t♦ ♠❛①✐♠✐③❡ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ q✉❛s❛rs ✇✐t❤ r❡❞s❤✐❢t ✷✳✷
✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❤❛✈❡ ❛❝❝❡ss t♦ t❤❡ ▲②α ❢♦r❡st ✐♥ t❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ r❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ s♣❡❝tr♦❣r❛♣❤ ✭❤❛✈✐♥❣ t❤❡
r❡q✉✐r❡❞ ❙✴◆ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❧✐♠✐ts✭❣ ≈ ✷✷✮ ✮✳

❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡ str✉❝t✉r❡ ❛♥❛❧②s✐s✱ ❇❖❙❙ ♣❧❛♥s t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ q✉❛s❛r s❛♠♣❧❡
s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r ❞♦✐♥❣ q✉❛s❛r s❝✐❡♥❝❡✳ ❙♦ ❡✈❡♥ ✐❢ ❢♦r ❇❆❖ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts t❤❡ ✉♥✐❢♦r♠✐t② ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡
✐s ♥♦t r❡q✉✐r❡❞✱ ❢♦r t❤❡ ♦t❤❡r q✉❛s❛r s❝✐❡♥❝❡ ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ❣✉❛r❛♥t② t❤✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♦❢ t❤❡
s❛♠♣❧❡✳❚❤❡ q✉❛s❛r t❛r❣❡t s❡❧❡❝t✐♦♥ ✭❘♦ss ❡t ❛❧ ✐♥ ♣r❡♣❛r❛t✐♦♥✮ r❡✢❡❝ts t❤✐s ❞♦✉❜❧❡ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥✳ ■t
✐s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t✇♦ s❛♠♣❧❡s✿ t❤❡ ❈❖❘❊ ❛♥❞ t❤❡ ❇❖◆❯❙ s❛♠♣❧❡s✳ ❚❤❡ ❈❖❘❊ ❛✐♠s t♦
❛❝❤✐❡✈❡ ❛ ✉♥✐❢♦r♠ s❛♠♣❧❡ ❛♥❞ t❤❡ ❇❖◆❯❙ ✐s ❝♦♥❝❡r♥❡❞ t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ t❤❡ ❣r❡❛t❡st s✉r❢❛❝❡ ❞❡♥s✐t②✳ ❚❤❡
❈❖❘❊ q✉❛s❛rs ❛r❡ s❡❧❡❝t❡❞ ♦♥❧② ❢r♦♠ ❙✐♥❣❧❡ ❊♣♦❝❤ ♣❤♦t♦♠❡tr② ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛❧♦♥❣ t❤❡
s✉r✈❡② t♦ ❣✉❛r❛♥t② ❛ ✉♥✐❢♦r♠ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤❡② ♣♦ss❡s t❤❡ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ♦❢ ❜❡✐♥❣ ◗❙❖ ❜❛s❡❞
♦♥ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❢r♦♠ ♦♥❡ ♦r ♠♦r❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡t❤♦❞s✳ ❚❤❡ ❇❖◆❯❙ ❛r❡ s❡❧❡❝t❡❞ ✉s✐♥❣ ❛
❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❡t❤♦❞s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ❧❛r❣❡st s✉r❢❛❝❡ ❞❡♥s✐t② ✭≈ ✷✵ ✮✱ t❤❡ t❛r❣❡t s❡❧❡❝t✐♦♥ ❝♦✉❧❞
✈❛r② ❛❧♦♥❣ t❤❡ s✉r✈❡② ❛♥❞ ❛❧s♦ ❝♦✉❧❞ ✉s❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ♦t❤❡r s♦✉r❝❡s ✇❤❡♥ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳ ❚❤❡ ✷✵✪
♦❢ ❇❖❙❙ ✜❜❡rs ❛r❡ r❡s❡r✈❡❞ t♦ ◗❙❖ t❛r❣❡ts ✱ t❤✐s ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ t♦t❛❧ ♦❢ ✹✵ q✉❛s❛r
t❛r❣❡ts ♣❛r ❞❡❣2✳ ❋r♦♠ t❤❡♠ ❛ ❤❛❧❢ ✐s ❞❡❞✐❝❛t❡❞ t♦ ❈❖❘❊ ❛♥❞ t❤❡ ♦t❤❡r t♦ ❇❖◆❯❙ t❛r❣❡ts✳ ❚❤❡
r❡❝♦✈❡r✐♥❣ ♦❢ q✉❛s❛rs ✐s ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ ❜❡❝❛✉s❡ ✷ r❡❛s♦♥s✿ t❤❡ st❡❧❧❛r ❧♦❝✉s ❛t ③ ≈ ✷✳✼ ❝r♦ss❡s q✉❛s❛r
❧♦❝✉s ❛♥❞ t❤❡ ♣❤♦t♦♠❡tr✐❝ ❡rr♦r ❛t t❤✐s ❞❡♣t❤ ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t ✭♥❡❛r ✢✉① ❧✐♠✐ts ♦❢ ❙❉❙❙ ✐♠❛❣✐♥❣✮✳ ■♥
❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ❡st✐♠❛t❡❞ ✐s ❛❜♦✉t ✺✵ ✪✳

❚❤❡ ✜rst ②❡❛r ♦❢ ❇❖❙❙ ❞❛t❛ ✸ ♠❡t❤♦❞s ♦❢ t❛r❣❡t s❡❧❡❝t✐♦♥ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✉s❡❞✿ ❑❡r♥❡❧ ❞❡♥s✐t②
❡st✐♠❛t♦r ✭❘✐❝❤❛r❞s ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾✮ ✱ t❤❡ ❆rt✐✜❝✐❛❧ ◆❡✉r❛❧ ◆❡t✇♦r❦ ✭❨è❝❤❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵✮ ❛♥❞ t❤❡
▲✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♠❡t❤♦❞ ✭❑✐r❦♣❛tr✐❝❦ ❡t ❛❧ ✷✵✶✶ ✐♥ ♣r❡♣❛r❛t✐♦♥✮✳ ❆ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ ◆❡✉r♦♥❛❧ ◆❡t✇♦r❦ ❤❛✈❡
❜❡❡♥ ✉s❡❞ t♦♦ ✧❈♦♠❜✐♥❡❞ ◆❡✉r❛❧ ◆❡t✇♦r❦✧✳ ❚❤❡ ✜rst ♠❡t❤♦❞ ❞❡♥♦♠✐♥❛t❡❞ ❑❉❊ ✉s❡s ❛ st❛t✐st✐❝❛❧



✾✷

t❡❝❤♥✐q✉❡ ❦♥♦✇♥ ❛s ❦❡r♥❡❧ ❞❡♥s✐t② ❡st✐♠❛t✐♦♥✱ ❑❉❊ ✳ ❚❤❡ ❦❡r♥❡❧ ❞❡♥s✐t② ❡st✐♠❛t❡ ✐s ❛ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ❛ ❤✐st♦❣r❛♠ ✇❤❡r❡ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❞✐s❝r❡t❡ ❜✐♥s ✇❤♦s❡ ❧♦❝❛t✐♦♥s ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❛ ❣r✐❞
t❤❡ ❛r❡ s✉❜st✐t✉t❡❞ ❜② ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❦❡r♥❡❧ ❢✉♥❝t✐♦♥✳❯s✐♥❣ t❤❡ ❑❉❊ ❑❡r♥❡❧ ❉❡♥s✐t② ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦♥ ❛
tr❛✐♥✐♥❣ s❡t ♦❢ ❦♥♦✇♥ q✉❛s❛rs ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭P❉❋✮ ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞✳ ❋♦r t❤❡ P❉❋
❡st✐♠❛t✐♦♥ t❤❡ ✹ ❝♦❧♦rs ❛r❡ ✉s❡❞ t✭✉✲❣✱ ❣✲r✱ r✲✐✱ ✐✲③✮ ❛♥❞ t❤❡♥ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ♦❜❥❡❝t t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢
❜❡✐♥❣ ❛ q✉❛s❛r ♦r ❛ st❛r ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞✱ ❛♥❞ ❞❡♣❡♥❞✐✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡t ✐♥ t❤❡ ❑❉❊ ❞❡♥s✐t②
s♣❛❝❡ ✐t ❛❝q✉✐r❡s ❛ ❝❧❛s✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❆♥ ❛❞✐t✐♦♥❛❧ ❝✉t ✐s ✉s❡❞ t♦ ❛ss✉r❡ ♥♦t ❜❡✐♥❣ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ st❡❧❛r ❧♦❝✉s✳

❚❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♠❡t❤♦❞✱ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣r♦❜❛✐❧✐t② ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ✐♥ ▼♦♥t❡
❈❛r❧♦ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡ts ✐s ❞♦♥❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ r❛t❡ ♦❢ ❧✐❦❡❤♦♦❞ ♦❢ ❜❡✐♥❣ ❛ q✉❛s❛r
❛♥❞ t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♦❢ ❜❡✐♥❣ ♦t❤❡r ♦❜❥❡t✳ ❚❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ t❤❡ ✢✉① ❡s♣❛❝❡✳

P =
LQSO/AQSO

LEE/AEE + LQSO/AQSO
✭■■■✳✶✼✮

✇❤❡r❡ LQSO ✐s t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ t❤❛t ❛♥ ♦❜❥❡❝t ✐s ❛ q✉❛s❛r ❛♥❞ LEE ✐s t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ t❤❛t ❛♥ ♦❜❥❡❝t ✐s
✐♥ t❤❡ ✏❊✈❡r②t❤✐♥❣ ❊❧s❡✑ ❝❛t❛❧♦❣✳ P ✐s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❢♦r ❛ s✐♥❣❧❡ t❛r❣❡t✳ ❚❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ❆QSO

✐s t❤❡ s❦② ❛r❡❛ ♦❢ t❤❡ ◗❙❖ ❝❛t❛❧♦❣✳ ❚❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ❆EE ✐s t❤❡ s❦② ❛r❡❛ ♦❢ t❤❡ ❊✈❡r②t❤✐♥❣ ❊❧s❡
❝❛t❛❧♦❣✳

❋✐♥❛❧❧② t❤❡ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦ ♠❡t❤♦❞ ✇♦r❦s ❞✐r❡❝t❧② ✇✐t❤ t❤❡ ✢✉①❡s✱ ❛ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦ ✐s ❝♦♥str✉❝t❡❞
❜❛s❡❞ ♦♥ ✶✵ ✐♥♣✉ts✱ t❤❡ ❣ ♠❛❣♥✐t✉❞✱ ✺ ❡rr♦r ♠❛❣♥✐t✉❞❡s ❛♥❞ t❤❡ ✹ ❝♦❧♦rs✳ ❚❤❡ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦ ✐s
tr❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❛ s❡t ♦❢ ❦♥♦✇♥ ♦❜❥❡ts✳ ❚❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡ ◆◆ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✈❛❧✉❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ ✵ ❢♦r
♥♦♥ q✉❛s❛r ❛♥ ✶ ❢♦r q✉❛s❛r t❤❛t ❡♥❛❜❧❡s t♦ ❝❧❛ss✐❢② t❤❡ ♦❜❥❡ts✳

❚❤❡ t❛r❣❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦❢ q✉❛s❛rs ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❡✈♦❧✈✐♥❣ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ✜rst ②❡❛r ♦❢ ❇❖❙❙ ♦♣❡r❛t✐♦♥✱
❣❧♦❜❛❧② ❢♦r t❤✐s ②❡❛r ✐♥ t❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ ❛r❡❛ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ❛❝❤✐❡✈❡ ∼✸✺✪ t❤❛t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ∼✶✹ z ≥
q✉❛s❛rs ❞❡❣−2✳ ❚❤❡ ✏❈❖❘❊✑ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❡✣❝✐❡♥❝② ✐s ❥✉st ♦✈❡r ∼✺✵✪✳ ❚❤❡ s❝✐❡♥❝❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥t ✐s s❡t
t♦ ✶✺ q✉❛s❛rs ♣❡r ❞❡❣2✳ ❚❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❞❡♥s✐t② ✐s ♥♦✇ ❛❝❤✐❡✈✐♥❣ t❤❡ s❝✐❡♥❝❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥t ❣♦❛❧✳ ■♥ t❤❡
❋✐❣✳❬■■■✳✶✹❪ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ❞❡♥s✐t② ♦❢ q✉❛s❛rs ✐s s❤♦✇♥ ✇✐t❤ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ♦♥❡ ②❡❛r ♦❢ ❇❖❙❙ ♦♣❡r❛t✐♦♥s✳

❋✐❣✉r❡ ■■■✳✶✹✿ ❈♦♠♦✈✐❧ ♥✉♠❜❡r ❞❡♥s✐t② ♦❢ ◗❙❖ s❛♠♣❧❡s✳ ❋r♦♠ ✭❊✐s❡♥st❡✐♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶❜✮✳



■❱✳ ❙t✉❞② ♦❢ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥
❡st✐♠❛t♦rs ✇✐t❤ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♥str❛✐♥ t❤❡♦r✐❡s ❛❣❛✐♥st ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s t❤❡ ❛❝❝✉r❛t❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❝❧✉st❡r✐♥❣ st❛t✐st✐❝s
❢r♦♠ ❣❛❧❛①✐❡s s✉r✈❡②s ✐s ♥❡❝❡ss❛r②✳ ❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐s ❞❡✈♦t❡❞ t♦ st✉❞② t❤❡ ❡st✐♠❛t♦rs ❛♥❞ t❤❡ ❡rr♦r
❛♥❛❧②s✐s t❤❛t ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ ❢✉rt❤❡r ❝❤❛♣t❡rs t♦ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡ str✉❝t✉r❡ ✐♥ ❇❖❙❙ ❞❛t❛✳

❚❤❡ ♠♦st ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ st❛t✐st✐❝ ✐♥ ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡ str✉❝t✉r❡ ❛♥❛❧②s✐s ✐s t❤❡ t✇♦✲♣♦✐♥t ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥
❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ r❡❛❧ ❛♥❞ ❋♦✉r✐❡r s♣❛❝❡✳ ■❢ ✐♥✐t✐❛❧ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❛r❡ ●❛✉ss✐❛♥✱ t❤❡ ♣♦✇❡r s♣❡❝tr✉♠✱ ♦r ✐ts
❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠✱ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s✳ ❊✈❡♥
✐❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❛r❡ ♥♦t ❡①❛❝t❧② ●❛✉ss✐❛♥✱ t❤❡ t✇♦ ♣♦✐♥t st❛t✐st✐❝s ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❣♦♦❞ st❛rt✐♥❣
♣♦✐♥t ❢♦r ❤✐❣❤❡r ♦r❞❡r ❛♥❛❧②s✐s✳ ❲❡ ❤❛✈❡ s❡❡♥ ✐♥ t❤❡ ✜rst ❝❤❛♣t❡r t❤❛t t❤❡ ♣♦✇❡r s♣❡❝tr✉♠ ✐s s✉♣♣❧✐❡❞
❜② t❤❡♦r✐❡s t❤❛t ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ st❛t❡ ♦❢ ✉♥✐✈❡rs❡ ❛t ❡❛r❧② t✐♠❡s ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ❝❤❛♣t❡r ❞❡✈♦t❡❞ t♦ t❤❡ ❇❆❖
✇❡ ❤❛✈❡ s❡❡♥ ❤♦✇ t❤✐s ♣♦✇❡r s♣❡❝tr✉♠ ❤❛❞ ❡✈♦❧✈❡❞✳ ■♥ t❤❛t s❡♥s❡✱ ❛ ❞✐r❡❝t ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡♦r✐❡s ❛♥❞ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❞♦♥❡✳ ❊✈❡♥ ✐❢ ξ(x) ❛♥❞ P (k) ❛r❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✐♥ t❤❡♦r②✱ t❤❡ s❛♠❡
st❛t❡♠❡♥t ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡s ♦❢ ξ̂(x) ❛♥❞ P̂ (k) ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ ✜♥✐t❡ ❛♥❞ ♥♦✐s② s❛♠♣❧❡s✱ ✐s ♥♦t
tr✉❡ ✭❋❡❧❞♠❛♥ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✹✮✳ ❍✐st♦r✐❝❛❧❧②✱ t❤❡ ❇❛r②♦♥ ❆❝♦✉st✐❝ ❖s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ✇❡r❡ ❞❡t❡❝t❡❞ ✐♥ r❡❛❧
s♣❛❝❡✱ ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤t✱ t❤❡ ❋♦✉r✐❡r ❛♥❛❧②s✐s ❤❛✈❡ ❛❧s♦ ❜❡❡♥ ✉s❡❞ ❜② ♠❛♥② ❛✉t❤♦rs ❢♦r ❞❛t❛ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢
❧❛r❣❡ s✉r✈❡②s ✐♥ t❤❡ ❧❛st ❞❡❝❛❞❡✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ❛♥❞ ❞✐s❛❞✈❛♥t❛❣❡s ♦❢ ❜♦t❤ ❛♥❛❧②s❡s✳ ■♥ t❤✐s
✇♦r❦ ■ ✉s❡ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❛❧②s✐s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♠♦r❡ ❛❞❛♣t❡❞ t♦ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ♣❤②s✐❝s ✐♥✈♦❧✈❡❞
✐♥ ❇❆❖✳

❋♦r t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ■ ❞❡❝✐❞❡ t♦ ❢♦❧❧♦✇ ❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ t❤❛t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❞✉r✐♥❣
♠② t❤❡s✐s✳ ❚❤❛t ✐s✱ ■ st✉❞② t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t♦rs ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡
s②st❡♠❛t✐❝ ❛♥❞ st❛t✐st✐❝❛❧ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ✉s✐♥❣ ♠♦❝❦ ❝❛t❛❧♦❣s✳ ❚❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♣t❡r ✐s t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳ ■♥ t❤❡ ✜rst s❡❝t✐♦♥✱ ■ ✜rst ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ♠♦❝❦ ❝❛t❛❧♦❣s ✉s❡❞ t♦ st✉❞② t❤❡ ❡st✐♠❛t♦rs✳ ❚❤❡
♠♦❝❦ ❝❛t❛❧♦❣s ✇❡r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❢r♦♠ ❧♦❣ ♥♦r♠❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡s❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ♥♦t ❞❡♠❛♥❞✐♥❣ ✐♥
❝♦♠♣✉t✐♥❣ t✐♠❡ ❛♥❞ ❛r❡ ❛❝❝✉r❛t❡ ❡♥♦✉❣❤ t♦ st✉❞② t❤❡ t✇♦ ♣♦✐♥t st❛t✐st✐❝s ✐♥ ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡s✱ ♣❡r♠✐tt✐♥❣
t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ♠❛♥② r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s ❛♥❞ st✉❞② ♣r❡❝✐s❡❧② t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ❝♦s♠✐❝ ✈❛r✐❛♥❝❡✳ ❚❤❡s❡ ♠♦❝❦s ✇✐❧❧
s❡r✈❡ t♦ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ❡st✐♠❛t♦rs ❛♥❞ r❡❧❛t❡❞ ❝♦♥❝❡♣ts ❛♥❞ t♦ t❡st ❞✐✛❡r❡♥t st❛t✐st✐❝❛❧ ❛♥❞ s②st❡♠❛t✐❝
❡✛❡❝ts ✐♥ t❤❡ ❡st✐♠❛t♦r✳

■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ s❡❝t✐♦♥ ■ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ✈❛r✐♦✉s ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❡st✐♠❛t♦rs ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳ ❇r✐❡✢②
■ ✇✐❧❧ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣ts ♦❢ ❝♦s♠✐❝ ❡rr♦r ❛♥❞ ❝♦s♠✐❝ ❜✐❛s t❤❛t ✇♦✉❧❞ ❛❧❧♦✇ ✉s t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡

✾✸



✾✹

❞✐✛❡r❡♥t ❡st✐♠❛t♦rs✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ ❧♦❣♥♦r♠❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ■ s❤♦✇ t❤❛t ▲❛♥❞②✲❙③❛❧❛② ❡st✐♠❛t♦r ✐s t❤❡
♠♦st ❛❞❡q✉❛t❡ t♦ ❛♥❛❧②③❡ ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡ str✉❝t✉r❡s✳ ■♥ t❤❡ ❧❛st ♣❛rt ♦❢ t❤❡ s❡❝t✐♦♥ ■ ✇✐❧❧ ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡
✐♥ t❤❡ ▲❛♥❞②✲❙③❛❧❛② ❡st✐♠❛t♦r ❛♥❞ ✐ts ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ ■ ♣r❡s❡♥t s♦♠❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡❞ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥s
❢♦r t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❛♥❞ t❤❡ ❜✐❛s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ■ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❡rr♦rs ✇✐t❤ t❤❡
❡rr♦r ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❢r♦♠ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ❆s ✇❡ ✇✐❧❧ s❡❡✱ t❤❡ ❡st✐♠❛t♦rs ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛r❡
❜❛s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣❛❧❛①② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ r❛♥❞♦♠ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ♠✐♠✐❝s t❤❡
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ ❞❛t❛ s❛♠♣❧❡s✳ ■♥ t❤❡ ❢♦✉rt❤ s❡❝t✐♦♥ ■ ❞✐s❝✉ss t❤❡ r❛♥❞♦♠ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ t❤❛t
✐s ❛ ❝r✉❝✐❛❧ ✐♥❣r❡❞✐❡♥t ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t♦rs✳ ■ ❞✐s❝✉ss t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts t❤❛t ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t
✐♥ r❛♥❞♦♠ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ t♦ ❤❛✈❡ ❛♥ ❛❝❝✉r❛t❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❝❧✉st❡r✐♥❣ st❛t✐st✐❝s✿ t❤❡ r❛❞✐❛❧ ❛♥❞ ❛♥❣✉❧❛r
s❡❧❡❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ■ st✉❞② s❡♣❛r❛t❡❧② t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ r❛❞✐❛❧ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr②✳ ■♥
t❤❡ ❢♦✉rt❤ ♣❛rt ■ ❥♦✐♥ ❛❧❧ t❤❡ ♣✐❡❝❡s t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢r♦♠ r❡❛❧✐st✐❝ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳
❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♠✐♠✐❝s t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ▲❘● s❛♠♣❧❡ ♦❢ ❙❉❙❙✲❉❘✼✱ s✉r✈❡② ❣❡♦♠❡tr②✱ r❡❞s❤✐❢t
❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ❜✐❛s ❛♥❞ ♠❡❛♥ ❞❡♥s✐t②✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ■ st✉❞② ❤♦✇ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡
❛✛❡❝ts t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ■ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ r❛❞✐❛❧ ✇❡✐❣❤ts ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ❝♦s♠✐❝
✈❛r✐❛♥❝❡✳ ■ st✉❞② t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡♠ ✐♥ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✳

❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❧❛st ♣❛rt ✐s ❞❡✈♦t❡❞ t♦ t❤❡ ❡rr♦r ❛♥❛❧②s✐s✳ ▼❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✐♥ ❣❛❧❛①② ❝❛t❛❧♦❣s ❛r❡
s✉❜❥❡❝t t♦ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s t❤❛t ♠✉st ❜❡ ♣r♦♣❡r❧② ❛❞❞r❡ss❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♠♣❛r❡ ✇✐t❤ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣r❡✲
❞✐❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡s❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ❝❛♥ ❜❡ s❡♣❛r❛t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✐ts ♥❛t✉r❡ ✐♥ st❛t✐st✐❝❛❧ ❛♥❞ s②st❡♠❛t✐❝✳
❚❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ❡rr♦rs ❛r❡ t❤❡ s❤♦t ♥♦✐s❡ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦s♠✐❝ ✈❛r✐❛♥❝❡✳ ❚❤❡ s②st❡♠❛t✐❝ ❡rr♦rs ❝♦✉❧❞ ❜❡
s❡♣❛r❛t❡❞ ✐♥ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛♥❞ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥❛❧✳ ❲✐t❤✐♥ t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s t❤❛t ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧
s✐❞❡ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ♣❡❝✉❧✐❛r ✈❡❧♦❝✐t✐❡s✱ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❡✛❡❝ts✱ ❣❛❧❛①② ❜✐❛s ✭❣❛❧❛①② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s
❞♦ ♥♦t ❢♦❧❧♦✇ ❡①❛❝t❧② t❤❡ ♠❛tt❡r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✮✱ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❧✐♠✐t❡❞ ❝❛t❛❧♦❣s✱ ❡t❝✳ ❚❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥❛❧
❡rr♦rs ❛r✐s❡ ❢r♦♠ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ❞✉❡ t♦ t❡❧❡s❝♦♣❡s ❛♥❞ ✐♥str✉♠❡♥ts✳ ❆s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ✇❡ ❤❛✈❡
♥♦t ♣❡r❢❡❝t s❛♠♣❧✐♥❣ ✭❝❧♦s❡ ♣❛✐rs ♦❢ ❣❛❧❛①✐❡s✮✱ ❡✛❡❝ts ♦❢ ❞✉st ❡①t✐♥❝t✐♦♥✱ ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥ ❢r♦♠ s♦✉r❝❡s
✭st❛rs✮✱ ❛♠♦♥❣ ♦t❤❡rs✳ ■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ■ ✇✐❧❧ ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡ ✐♥ t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s✱ ✐♥ t❤❡ ❝❤❛♣t❡r
❞❡✈♦t❡❞ t♦ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❇❖❙❙ ❞❛t❛ ■ ✇✐❧❧ t❛❧❦ ❛❜♦✉t t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥❛❧ ❜✐❛s ❛♥❞ ❡rr♦rs ♣r♦♣❡r t♦ ❇❖❙❙
❙✉r✈❡② ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ❝❤❛♣t❡r ❞❡✈♦t❡❞ t♦ ❝♦s♠♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♥str❛✐♥ts ■ ✇✐❧❧ t❛❧❦ ❛❜♦✉t t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s
❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ s✐❞❡✳

■❱✳✶ ▲♦❣ ◆♦r♠❛❧ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s

❲❡ ❤❛✈❡ s❛✐❞ ✐♥ t❤❡ ❧❛st ❝❤❛♣t❡r t❤❛t t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ✜❡❧❞ ρ(~r) ♦♥❡ ✉s❡s ❛♥ s❝❛❧❛r r❛♥❞♦♠
✜❡❧❞✳ ❚♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ❧♦❣♥♦r♠❛❧ r❛♥❞♦♠ ✜❡❧❞ ❧❡t ✉s r❡♠✐♥❞ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr❛st ♦❢ ❞❡♥s✐t②
δ(~r) ♦❢ ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❞❡♥s✐t② ✜❡❧❞ ρ(~r)✿

ρ(~r) = ρ̄[1 + δ(~r)] = ρ̄∆ ✭■❱✳✶✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ♠✉st ❤❛✈❡ 〈∆〉 = 1 ❛♥❞ ∆ > 0✱ ❣✐✈❡♥ ❛ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛♥ ❞❡♥s✐t② ✜❡❧❞ ρ̄✳
❚❤❡ ✐❞❡❛ ✐s t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ❛ r❛♥❞♦♠ ✜❡❧❞ ∆ ✇❤♦s❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❢♦❧❧♦✇s t❤❡ r✐❣❤t ♣♦✇❡r s♣❡❝tr✉♠✳ ❖♥❡
♣♦ss✐❜✐❧✐t② ✐s t♦ ✉s❡ ❛ ❣❛✉ss✐❛♥ r❛♥❞♦♠ ✜❡❧❞ ❢♦r ∆✱ ♠♦t✐✈❛t❡❞ ❜② t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ r❡❛s♦♥ ✇❡ ❤❛✈❡ ✐♥✲
tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧❛st ❝❤❛♣t❡r s✉♣♣♦s❡❞❧② ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✇✐t❤✐♥ ■♥✢❛t✐♦♥✳ ❆ ❣❛✉ss✐❛♥ r❛♥❞♦♠ ♠♦❞❡❧ ✐s
♦♥❧② ✈❛❧✐❞ ❢♦r ❛ ❞❡♥s✐t② ✜❡❧❞ ✇✐t❤ ❧✐♥❡❛r ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✭✈❛❧✐❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐♠✐t ♦❢ ③❡r♦ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s✮✳
❆ss✉♠✐♥❣ ❛ ✜♥✐t❡ r♠s ✭r♦♦t ♠❡❛♥ sq✉❛r❡✮ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s σ s♦♠❡ ♣r♦❜❧❡♠s ❛r✐s❡ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ♥♦♥
♣♦s✐t✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ✜❡❧❞✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❛s ❛ r❡s✉❧t ❢r♦♠ t❤✐s✱ ✇❡ ❛ss✐❣♥ ❛ ♥♦♥ ③❡r♦ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②
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t♦ r❡❣✐♦♥s ♦❢ ♠❡❛♥✐♥❣❧❡ss ♥❡❣❛t✐✈❡ ❞❡♥s✐t②✳ ❆ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s t♦ ✉s❡ ❧♦❣♥♦r♠❛❧ ❞❡♥s✐t② ✜❡❧❞s t♦ s✐♠✉❧❛t❡
♠❛tt❡r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❧♦❣♥♦r♠❛❧ ✭▲◆✮ r❛♥❞♦♠ ✜❡❧❞s t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ♠❛tt❡r
♦❢ t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❡ ✇❛s ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♥❞ st✉❞✐❡❞ ❜② ❈♦❧❡s ❛♥❞ ❏♦♥❡s ✭❈♦❧❡s ✫ ❏♦♥❡s✱ ✶✾✾✶✮✳ ❚❤✐s ♠♦❞❡❧
✇❤✐❝❤ ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡❧② s♣❡❝✐✜❡❞ st❛t✐st✐❝❛❧❧② ❛s t❤❡ ❣❛✉ss✐❛♥ ♦♥❡ ❛♥❞ ❞♦ ♥♦t ✈✐♦❧❛t❡ t❤❡ ❝♦♠♠♦♥ s❡♥s❡
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ρ > 0✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦ ✉s❡ t❤✐s ♠♦❞❡❧s t♦ st✉❞② t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ st❛t✐st✐❝s
✇❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ✭❈♦❧❡s ✫ ❏♦♥❡s✱ ✶✾✾✶✮✳ ❚❤❡ ❧♦❣♥♦r♠❛❧ ♠♦❞❡❧ ✐s ♣❤②s✐❝❛❧❧② ♠♦t✐✈❛t❡❞ ❛s ✇❡❧❧ ❜② ❛
❦✐♥❡♠❛t✐❝ ❛r❣✉♠❡♥t st❛t✐♥❣ t❤❛t ✐❢ ✐♥✐t✐❛❧ ♣❡❝✉❧✐❛r ✈❡❧♦❝✐t② ❛r❡ ❣❛✉ss✐❛♥ ❛♥❞ ❡①tr❛♣♦❧❛t✐♥❣ ✐♥t♦ ♥♦♥
❧✐♥❡❛r r❡❣✐♠❡ ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❧♦❣♥♦r♠❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❖✈❡r❛❧❧ ❛r❣✉♠❡♥ts t❤❡r❡ ✐s t❤❡ s✐♠♣❧✐❝✐t② ♦❢ t❤✐s
♠♦❞❡❧ ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ ♦t❤❡rs ♥♦♥ ❣❛✉ss✐❛♥ r❛♥❞♦♠ ✜❡❧❞s✳

❆ ❧♦❣♥♦♠❛❧ ❞❡♥s✐t② ✜❡❧❞ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿

Y = AeX ✭■❱✳✷✮

✇❤❡r❡ A = e−
σ2

X
2 ✐s t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛❧❧♦✇✐♥❣ 〈Y 〉 = 1 ❛♥❞ X(~x) ✐s ❛ ❣❛✉ss✐❛♥ r❛♥❞♦♠ ✜❡❧❞ ✇❤✐❝❤

♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭P❉❋✮ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇✐t❤ s♦♠❡ ♠❡❛♥ ❛♥❞ ✈❛r✐❛♥❝❡
◆✭µ, σ2✮✿

f(x) =
1

σ
√

2π
exp[(x− µ)2/2σ2] ✭■❱✳✸✮

❚❤❡ r❡s✉❧t❛♥t r❛♥❞♦♠ ✜❡❧❞ Y r❡s♣❡❝t t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ✜❡❧❞✱ t❤❛t ✐s 〈Y 〉 = 1
❛♥❞ Y > 0✳ ❆s ✇❡❧❧ ❛s ❣❛✉ss✐❛♥ ✜❡❧❞✱ ❛ ❧♦❣ ♥♦r♠❛❧ ❣❛✉ss✐❛♥ ✜❡❧❞ ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ✐ts
❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❤❛s t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ t❤❛t t❤❡ ♣♦s✐t✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ ✜❡❧❞ ✐s ❣✉❛r❛♥t❡❡❞ ❛♥❞ ✐ts
♣r♦①✐♠✐t② ✇✐t❤ ❛ ❣❛✉ss✐❛♥ r❛♥❞♦♠ ✜❡❧❞ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ ♠❛♥② ♣r♦♣❡rt✐❡s ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛② ❛s
❢♦r ❛ ❣❛✉ss✐❛♥ ✜❡❧❞✳

❚♦ s✐♠✉❧❛t❡ ❛ ❧♦❣♥♦r♠❛❧ ✜❡❧❞ t❤❡ st❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥t ✐s ❛♥ ✐♥♣✉t ♣♦✇❡r s♣❡❝tr✉♠ t❤❛t ✇❡ ✇❛♥t t♦
✐♠♣r✐♥t ✐♥ t❤❡ r❛♥❞♦♠ ✜❡❧❞✳ ❲❡ ♥❡❡❞ ❛♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥ t❤❛t r❡❧❛t❡s t❤❡ ♣♦✇❡r s♣❡❝tr✉♠ t❤❛t ♠✉st ❜❡
❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❛ ❣❛✉ss✐❛♥ ✜❡❧❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❣❡t t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ♣♦✇❡r s♣❡❝tr✉♠ ❢♦r t❤❡ ❧♦❣♥♦r♠❛❧ r❛♥❞♦♠
✜❡❧❞✳ ❚❤✐s st❡♣ ✐s r❡q✉✐r❡❞ ❜❡❝❛✉s❡ ✇❤❛t ✇❡ ❦♥♦✇ ❤♦✇ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ❛r❡ t❤❡ ❣❛✉ss✐❛♥ r❛♥❞♦♠ ✜❡❧❞s✳
❚❤✐s r❡❧❛t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①♣r❡ss✐♦♥
r❡❧❛t❡s t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧♦❣♥♦r♠❛❧ ❣❛✉ss✐❛♥ ✜❡❧❞ ξLN (k) ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❣❛✉ss✐❛♥ r❛♥❞♦♠ ✜❡❧❞ ξG(k) ✭P❡r❝✐✈❛❧ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵✮✿

ξG(k) = Ln[1 + ξLN (k)] ✭■❱✳✹✮

❖♥❝❡ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♣♦✇❡r s♣❡❝tr✉♠✳ ❲❡ ❤❛✈❡ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ❛ ❞✐s❝r❡t❡ ❣❛✉ss✐❛♥
r❛♥❞♦♠ ✜❡❧❞ δ(~r) ✐♥ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ s♣❛❝❡ ✇✐t❤ ❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ σ = 1 ❛♥❞ ♠❡❛♥ µ = 0✳

ρ(x) = N(1, 0) ✭■❱✳✺✮

❚❤❡♥ ✇❡ ❣♦ t♦ t❤❡ ❋♦✉r✐❡r s♣❛❝❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ~k ♠♦❞❡s ❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t✳ ❲❡ ❣❡t t❤❡ ❋♦✉r✐❡r
❝♦❡✣❝✐❡♥ts ρ̂k✱ t❤❡♥✱ ❡❛❝❤ ❋♦✉r✐❡r ♠♦❞❡ ~k = (kx, ky, kz)✱ ♠✉st ❤❛✈❡ ❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ✈❛❧✉❡
♦❢ t❤❡ ♣♦✇❡r s♣❡❝tr✉♠ ❛t k = |(kx, ky, kz)|✳ ❚♦ ❞♦ ✐t ✐♥ ❋♦✉r✐❡r s♣❛❝❡ ✇❡ ♦♥❧② ❤❛✈❡ t♦ ♠✉❧t✐♣❧②✐♥❣
t❤❡ ❣❛✉ss✐❛♥ r❛♥❞♦♠ ✜❡❧❞ ρ̂k ✇❤✐❝❤ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✐s ✶ ❜② t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ✈❛r✐❛♥❝❡

√

PG(k) ✇✐t❤ t❤❡ ♣♦✇❡r

s♣❡❝tr✉♠ ❣✐✈❡♥ ❜② ❊q✳❬■❱✳✹❪ ♠✉❧t✐♣❧✐❡❞ ❜② ❛ ❢❛❝t♦r (∆k)3

(2π)3
= 1

L3 ✳ ❆♥❞ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ❋♦✉r✐❡r
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tr❛♥s❢♦r♠ ❛❣❛✐♥ t♦ ❣❡t t❤❡ ❣❛✉ss✐❛♥ ❞❡♥s✐t② ✜❡❧❞ t❤❛t ✇❡ ✇✐❧❧ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ✐♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❊q✳❬■❱✳✷❪ t♦
❣❡t t❤❡ ✜♥❛❧ ❧♦❣♥♦r♠❛❧ ✜❡❧❞✳

❚❤❡ ❞❡♥s✐t② ✜❡❧❞ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❧♦❣♥♦r♠❛❧ r❛♥❞♦♠ ✜❡❧❞ ✐s t❤❡♥ s❛♠♣❧❡❞ ❜② ❛ ❞✐s❝r❡t❡ ♣♦✐♥t
❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ❣❛❧❛①✐❡s ❢♦❧❧♦✇s ❛ P♦✐ss♦♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❆ ❝♦♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♠❡s ✇❤❡♥
✇♦r❦✐♥❣ ✇✐t❤ ❣❛❧❛①✐❡s✱ ❛s ✇❡ ✇✐❧❧ s❡❡ ❧❛t❡r✱ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❣❛❧❛①✐❡s ❞♦❡s ♥♦t tr❛❝❡ ❡①❛❝t❧② t❤❡
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ♠❛tt❡r✳ ❚❤❡ ❣❛❧❛①✐❡s ❛r❡ ♠♦r❡ ❝❧✉st❡r❡❞ ✐♥ ♦✈❡r❞❡♥s❡ r❡❣✐♦♥s✱ t❤✉s ❛ ❜✐❛s ♠✉st ❜❡
✐♥❝❧✉❞❡❞ t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t❤❡ ❛♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s✱ t❤✐s ❢❛❝t♦r ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❣❛❧❛①② ❜✐❛s✳

ρb(x) = bρm(x) ✭■❱✳✻✮

❚❤✉s✱ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ t❤❡ ♠♦❝❦ ❣❛❧❛①✐❡s ❢r♦♠ t❤❡ r❡s✉❧t❛♥t ❞❡♥s✐t② ✜❡❧❞✱ t❤❡ ❜✐❛s❡❞ ❞❡♥s✐t② ✜❡❧❞ ✐♥ ❡❛❝❤
♣✐①❡❧ ✐s ✉s❡❞ ❛s ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ■♥ ❋✐❣✳❬■❱✳✶❪ ❛ s❧✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ✜❡❧❞ ❣❡♥❡r❛t❡❞
✐♥ ❜♦① ♦❢ ✶✻✵✵ Mpc3 ✐♥ ❛ ❣r✐❞ ♦❢ 2003 ♣✐①❡❧s✳
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❋✐❣✉r❡ ■❱✳✶✿ ■♥ ❧❡❢t ♣❛♥❡❧ ❛♥ s❧✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ✜❡❧❞ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❧♦❣ ♥♦r♠❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥
✉s✐♥❣ ❛ ♣♦✇❡r s♣❡❝tr✉♠ ❛s t❤❡ ✐♥♣✉t✳ ■♥ r✐❣❤t ♣❛♥❡❧ t❤❡ s❛♠❡ s❧✐❞❡ ♣♦♣✉❧❛t❡❞ ✇✐t❤ ❣❛❧❛①✐❡s
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ✜❡❧❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ♠❛tt❡r

■♥ ♣❛♥❡❧ ❋✐❣✳❬■❱✳✷❪ ❛ ♣❧♦t ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t ♣♦✇❡r s♣❡❝tr✉♠ ❛♥❞ t❤❡ ♣♦✇❡r s♣❡❝tr✉♠ ❢r♦♠ ♠♦❝❦
❣❛❧❛①✐❡s ❛r❡ s❤♦✇♥✳ ❚♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ♣♦✇❡r s♣❡❝tr✉♠ ❢r♦♠ ❣❛❧❛①✐❡s t❤❡ ❞❡♥s✐t② ❝♦♥tr❛st δ(~r) =
n(r)−n̄g

n̄g
✐s ❞✐r❡❝t❧② ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠❡❞✿

δk =
1

V

∫ [

ng(~r)

n̄g
− 1

]

ei
~k·~rd3r =

1

Ng

Ng
∑

j=1

ei
~k· ~xj −Wk ✭■❱✳✼✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ❣❛❧❛①② ♥✉♠❜❡r ❞❡♥s✐t② ✐s ng(~r) ✱ Ng ✐s t❤❡ ❣❛❧❛①② ♥✉♠❜❡r ❛♥❞Wk ✐s t❤❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠
♦❢ t❤❡ ✇✐♥❞♦✇ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✉r✈❡②✿

Wk =
1

V

∫

ei
~k·~rd3r ✭■❱✳✽✮

■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ♣♦✇❡r s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ t❤❡ ❣❛❧❛①② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s tr✐✈✐❛❧ ❜❡❝❛✉s❡ ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡
✐t ✐♥ t❤❡ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❜♦①✳
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102

103

104

105

P
(k

)

❋✐❣✉r❡ ■❱✳✷✿ ❚❤❡ ♣♦✇❡r s♣❡❝tr✉♠ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t♦ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛s ✐♥♣✉t ✭✐♥ s♦❧✐❞ ❜❧❛❝❦ ❧✐♥❡✮
❛♥❞ t❤❡ ♣♦✇❡r s♣❡❝tr✉♠ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❧♦❣ ♥♦r♠❛❧ ❞❡♥s✐t② ✜❡❧❞ ✭✐♥ ❞❛s❤❡❞ ②❡❧❧♦✇ ❧✐♥❡✮✳

■❱✳✷ ❊st✐♠❛t♦rs

❚❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ❡st✐♠❛t♦rs ♦❢ ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡ str✉❝t✉r❡ ✇❛s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜② P❡❡❜❧❡s ✐♥ t❤❡ ✼✵✬s ✐♥ r❡❛❧ ❛♥❞
❋♦✉r✐❡r s♣❛❝❡✳ ❋r♦♠ t❤❛t ♠♦♠❡♥t ❛ ❧♦t ♦❢ ✇♦r❦ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞♦♥❡ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ❡st✐♠❛t♦rs✱ ❛♥❞ t♦
❞♦ ❛♥ ❛❝❝✉r❛t❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❡rr♦r ❛♥❞ ❜✐❛s ❜❡②♦♥❞ t❤❡ s✐♠♣❧✐st✐❝ P♦✐ss♦♥ ❡rr♦rs✳

❇❡❢♦r❡ ❣♦✐♥❣ t♦ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❡st✐♠❛t♦rs ❧❡t ✉s ❞✐s❝✉ss t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s t❤❛t ❛r❡
✐♠♣❧✐❝✐t ✐♥ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ str✉❝t✉r❡ ❢r♦♠ ❣❛❧❛①② ❝❛t❛❧♦❣s✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✱ t❤❡ s♦
❝❛❧❧❡❞ ❢❛✐r s❛♠♣❧❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s ❛♥❞ ❧♦❝❛❧ P♦✐ss♦♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❢❛✐r s❛♠♣❧❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s st❛t❡s
t❤❛t t❤❡ ✜♥✐t❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ✐s ❛ ❢❛✐r s❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ✉♥✐✈❡rs❡✳ ❚❤✉s s❡♣❛r❛t❡❞ r❡❣✐♦♥s ♦❢
t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❡ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣r♦❝❡ss✱ ❡♥❛❜❧✐♥❣
t♦ r❡♣❧❛❝❡ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❜② s♣❛t✐❛❧ ❛✈❡r❛❣❡s✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❤②♣♦t❤❡s✐s ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ✇❡
❞♦ ♥♦t ❤❛✈❡ ❛❝❝❡ss t♦ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ✜❡❧❞ ❞✐r❡❝t❧② r❛t❤❡r ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ ❞✐s❝r❡t❡ s❛♠♣❧❡✱ ❛ ❣❛❧❛①② ❝❛t❛❧♦❣✉❡✳
❚❤✉s✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤✐s ♣♦✐♥t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ ❛ P♦✐ss♦♥ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ✉♥❞❡r❧✐②✐♥❣
❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✜❡❧❞✳ ❲❤❡r❡ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ✜♥❞✐♥❣ N ♦❜❥❡❝ts ✐♥ ❛ ✈♦❧✉♠❡ v ❛t ❛ ❧♦❝❛t✐♦♥ ~x✱ ✇✐t❤ ❛
♠❡❛♥ N̄ = n̄v ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✿

PPoisson
N (N̄) ≡ N̄N

N
e−N̄ ✭■❱✳✾✮

■♥ t❤❡ ✜rst ❝❤❛♣t❡r ✇❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛s t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r st❛t✐st✐❝s t❤❛t ❞❡s❝r✐❜❡s
t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♦❢ ❛ ♣♦✐♥t ♣r♦❝❡ss✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡s❡ ✷ ❤②♣♦t❤❡s✐s✱ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✇♦✲♣♦✐♥t
❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ✐t ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ❡①❝❡ss ♦❢ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②
♦❢ ✜♥❞✐♥❣ ❛ ♣❛✐r ♦❢ ❣❛❧❛①✐❡s ✐♥ ✈♦❧✉♠❡ ❡❧❡♠❡♥ts dV 1 ❛♥❞ dV 2 s❡♣❛r❛t❡❞ ❛ ❞✐st❛♥❝❡ r12 ≡ | ~x1 − ~x2|
❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ ❛ r❛♥❞♦♠ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛s ✇❡ ❤❛✈❡ s❛✐❞ ❜❡❢♦r❡ ✭❈❤❛♣t❡r ✶✮✳

dP12 = n̄2
g[1 + ξ(~r12)]dV1dV2 ✭■❱✳✶✵✮
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❋♦r ❛ r❛♥❞♦♠ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ (ξ = 0)✱ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❤❛✈✐♥❣ ❛ ♣❛✐r ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ♠❡❛♥
❞❡♥s✐t② sq✉❛r❡❞ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ♦❢ ❞✐st❛♥❝❡✳ ■❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝ts ❛r❡ ❝❧✉st❡r❡❞ ✱ t❤❡ ♣♦✐♥ts ❛r❡ ❝♦rr❡❧❛t❡❞
(ξ > 0) t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✐s ❡♥❤❛♥❝❡❞✱ ✐❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝ts ❛r❡ ❛♥t✐✲❝♦rr❡❧❛t❡❞ (ξ < 0) t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✐s
s✉♣♣r❡ss❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❛ r❛♥❞♦♠ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳

■❱✳✷✳✶ ❈♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❋✉♥❝t✐♦♥ ❊st✐♠❛t♦rs

❉✉❡ t♦ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ st✉❞✐❡❞ s❛♠♣❧❡✱ t❤❡ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ❡st✐♠❛t♦rs ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ♣❛✐rs ❝♦✉♥t✐♥❣
✐♥ t❤❡ ❞❛t❛ s❛♠♣❧❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ ❛ r❛♥❞♦♠ s❛♠♣❧❡ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✈♦❧✉♠❡✳ ■♥ ✇❤❛t ❢♦❧❧♦✇s ✇❡ ❛ss✉♠❡
❛ ✸✲❉ ❞❛t❛ ❝❛t❛❧♦❣✉❡ D ♦❢ ✈♦❧✉♠❡ V ❛♥❞ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ Nd ♦❜❥❡❝ts✱ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♥✉♠❜❡r ❞❡♥s✐t② ✐s
❞❡✜♥❡❞ ❛s n̄d = Nd/V ✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ✐ts ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ❛ r❛♥❞♦♠
❝❛t❛❧♦❣✉❡ R✱ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✈♦❧✉♠❡ V ✱ ✇✐t❤ Nr r❛♥❞♦♠ ♦❜❥❡❝ts ✭n̄r = Nr/V ✮✳

❚❤❡ ♥❛t✉r❛❧ ♦r s✐♠♣❧❡st ❡st✐♠❛t♦r t❤❛t ✇❡ ❝♦✉❧❞ ❞❡✜♥❡ ✐s ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ♣❛✐r ❝♦✉♥t✐♥❣ ♦❢ ♦✉r ❞❛t❛
s❛♠♣❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ r❛♥❞♦♠ s❛♠♣❧❡✳ ❚❤✐s ❡st✐♠❛t♦r ✇❛s ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② P❡❡❜❧❡s✲❍❛✉s❡r ❛♥❞ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✿

ξ̂PH(r) = DD
RR − 1 (Peebles&Hauser, 1974) ✭■❱✳✶✶✮

✇❤❡r❡ DD ✐s t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛✐rs ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ ❛ ❜✐♥ r ✐♥ t❤❡ ❣❛❧❛①② ❝❛t❛❧♦❣✉❡✱ RR ✐s
t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛✐rs ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ ❛ ❜✐♥ r ❢r♦♠ t❤❡ r❛♥❞♦♠ ❝❛t❛❧♦❣✉❡✳

DD = PDD(r)
Nd(Nd−1)

RR = PRR(r)
Nr(Nr−1)

✭■❱✳✶✷✮

PDD(r) ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛✐rs ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ ❛ ❜✐♥ r ✐♥ t❤❡ D ❝❛t❛❧♦❣✉❡ ❛♥❞ PRR(r) ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ♣❛✐rs ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ ❛ ❜✐♥ r ❢r♦♠ R ❝❛t❛❧♦❣✉❡✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ t❤✐s s✐♠♣❧❡ ❡st✐♠❛t♦r ✐s t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤
❣❡♦♠❡tr② ❛♥❞ t♦ ❛✈♦✐❞ t❤❡ ♥❡❡❞ ♦❢ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ s❡♣❛r❛t❡❧② t❤❡ ❡❞❣❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥s✳ ❱❛r✐♦✉s ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s
❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ❡st✐♠❛t♦r ✳ ■ s✉♠♠❛r✐③❡ t❤❡ ♠♦st ♣♦♣✉❧❛r✿

ξ̂DP (r) = DD
RD − 1 (Davis&Peebles, 1983)

ξ̂H(r) = DD×RR
RD2 − 1 (Hamilton, 1993)

ξ̂Hew(r) = DD−DR
RR (Hewett, 1982)

ξ̂LS(r) = DD−2RD+RR
RR (Landy&Szalay, 1993)

✭■❱✳✶✸✮

❘❉ ✐s t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛✐rs ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ ♦♥❡ t♦ t❤❡ ❣❛❧❛①② ❝❛t❛❧♦❣✉❡ ♦♥❡ t♦ t❤❡ r❛♥❞♦♠
❝❛t❛❧♦q✉❡✱ ❣✐✈❡♥ ❜②✿

RD =
PRD(r)

NrNd
✭■❱✳✶✹✮

■♥ ❋✐❣✳❬■❱✳✸❪ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❡st✐♠❛t♦rs ❛r❡ s❤♦✇♥ ✉s✐♥❣ ❛ s✐♥❣❧❡ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❧♦❣ ♥♦r♠❛❧ ✜❡❧❞ ✇✐t❤
✸✱✵✵✵ ❛♥❞ ✸✵✱✵✵✵ ♠♦❝❦ ❣❛❧❛①✐❡s ✇✐t❤✐♥ ❛ s♣❤❡r❡ ❛♥❞ ❛ r❛♥❞♦♠ ❝❛t❛❧♦❣ ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
♦❜❥❡❝ts✳ ❆s ✇❡ ❝❛♥ s❡❡ ❢r♦♠ t❤❡ ♣❧♦t✱ ❢♦r t❤❡ s♠❛❧❧❡r s❡t t❤❡ ❡st✐♠❛t♦rs ❤❛✈❡ ❧❛r❣❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s✳ ❆s
t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡s❡ ❡st✐♠❛t♦rs ❝♦♥✈❡r❣❡ t♦ t❤❡ ✐♥♣✉t ♦❢ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❲❤❡♥
❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❛ ❧❛r❣❡r s❛♠♣❧❡ t❤❡ ❍❡✇❡tt ❡st✐♠❛t♦r ❛♥❞ ❉❛✈✐s✲P❡❡❜❧❡s ❣✐✈❡s s✐♠✐❧❛r r❡s✉❧ts✳ ❚❤❡ s❛♠❡
❛♣♣❧✐❡s ❢♦r ▲❛♥❞②✲❙③❛❧❛② ❛♥❞ ❍❛♠✐❧t♦♥ ❡st✐♠❛t♦rs✳ ❲❡ ✇✐❧❧ s❡❡ ❧❛t❡r t❤❛t t❤✐s ❡✛❡❝t ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦
t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ✇❡ ❛r❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ❛ ❞❡♥s✐t② ✜❡❧❞ ❜② ❛ ❞✐s❝r❡t❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ♣♦✐♥ts✳ ▲❡t ✉s ✐♥tr♦❞✉❝❡
s♦♠❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s t❤❛t ✇✐❧❧ ❛❧❧♦✇ t♦ ✉s s❡❧❡❝t t❤❡ ❜❡st ❡st✐♠❛t♦r ❢♦r ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡ str✉❝t✉r❡ ❛♥❛❧②s✐s✳
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❋✐❣✉r❡ ■❱✳✸✿ ■♥ r✐❣❤t ♣❛♥❡❧✱ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ✜✈❡ ♣♦♣✉❧❛r ❡st✐♠❛t♦rs ❢r♦♠ ❛
r❡❛❧✐③❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ❛ ❧♦❣♥♦r♠❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛ Λ❈❉▼ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ✸✵✵✵ ♠♦❝❦ ❣❛❧❛①✐❡s ✐♥
t❤❡ ❧❡❢t ❛♥❞ ✇✐t❤ ✸✵✵✵✵ ✐♥ t❤❡ r✐❣❤t✳ ■♥ ❜❧❛❝❦✱ t❤❡ ✐♥♣✉t ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳
❲❤❡♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦❜❥❡❝ts ❛r❡ s♠❛❧❧ t❤❡r❡ ❛r❡ ❧❛r❣❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❛s ✇❡ ✇✐❧❧ s❡❡ ❧❛t❡r ❞♦♠✐♥❛t❡❞
❜② t❤❡ s❤♦t ♥♦✐s❡✳ ❆s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦❜❥❡❝ts ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ❡st✐♠❛t♦rs ❝♦♥✈❡r❣❡ t♦ t❤❡ ✐♥♣✉t ♦❢
t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳

■❱✳✷✳✷ ❈♦s♠✐❝ ❊rr♦r ❛♥❞ ❈♦s♠✐❝ ❇✐❛s

■❢ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ st❛t✐st✐❝ A✱ ❛♥❞ Â ✐s ✐ts ❡st✐♠❛t♦r✱ t❤❡ ❜✐❛s✶ ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t♦r ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿

bA =
< Â > −A

A
✭■❱✳✶✺✮

❚❤❡ ❝♦s♠✐❝ ❜✐❛s ❡①♣r❡ss❡s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✈❛❧✉❡ ❛♥❞ t❤❡ tr✉❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡
♣❤②s✐❝❛❧ q✉❛♥t✐t② ❝♦♥❝❡r♥❡❞✳ ❲✐t❤ r❡❛❧ ❞❛t❛ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ✇❛② ♦❢ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ❜✐❛s ♦❢ ❛♥ ❡st✐♠❛t♦r ✐❢
✐t ❡①✐st✱ ♥♦✇❛❞❛②s✱ ✇❡ ❝❛♥ st✉❞② t❤❡ ❜✐❛s ✇✐t❤ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳

❚♦ st✉❞② t❤❡ ❜✐❛s ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t♦rs ✶✵✵ ❧♦❣♥♦r♠❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇❡r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✇✐t❤ ✸✵ ✵✵✵ ♠♦❝❦
❣❛❧❛①✐❡s✳ ❚❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❣❛❧❛①✐❡s ❢♦❧❧♦✇s ❛ ♣♦✇❡r s♣❡❝tr✉♠ t❤❛t ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛s ❛♥ ✐♥♣✉t ♦❢
t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♣♦✇❡r s♣❡❝tr✉♠ ✉s❡❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ Λ❈❉▼ ♠♦❞❡❧✳ ❋♦r t❤❡ ♠♦♠❡♥t✱ ✇❡
✉s❡ ❛ s✐♠♣❧❡ ❣❡♦♠❡tr② ❛ s♣❤❡r❡ ❝❡♥t❡r❡❞ ❛t ♦r✐❣✐♥ ♦❢ r❛❞✐✉s ♦❢ ✽✵✵ Mpc/h✳ ❋♦r ❡❛❝❤ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥
t❤❡ ❡st✐♠❛t♦r ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞✳ ❚❤❡ ❡♠♣✐r✐❝ ♠❡❛♥ ♦✈❡r ✶✵✵ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s ✐s ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥♣✉t
❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ ❧❡❢t ♣❛♥❡❧ ❋✐❣✳❬■❱✳✹❪✱ t❤❡ ♠❡❛♥s ❢♦r ❡❛❝❤ ❡st✐♠❛t♦r ❛r❡ s❤♦✇♥ ❛s ✇❡❧❧ ❛s
t❤❡ ✐♥♣✉t ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ r✐❣❤t ♣❛♥❡❧ t❤❡ ❜✐❛s ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❡st✐♠❛t♦rs ❛s ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❊q✳❬■❱✳✶✺❪
✐s ♣❧♦tt❡❞✳ ❆s ✇❡ ❝❛♥ ♦❜s❡r✈❡ ❢r♦♠ t❤❡ ✜❣✉r❡s✱ t❤❡ ❡st✐♠❛t♦rs t❤❛t ❛r❡ ✐♥ ❜❡tt❡r ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤
t❤❡ ✐♥♣✉t ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛r❡ ❍❛♠✐❧t♦♥ ❛♥❞ ▲❛♥❞②✲❙③❛❧❛②✳ ❚❤❡ ❡st✐♠❛t♦rs ❉❛✈✐s✲P❡❡❜❧❡s ❛♥❞
❍❡✇❡tt ❝♦♥✈❡r❣❡ t♦ t❤❡ s❛♠❡ ♠❡❛♥ ✉♥❞❡r❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛t ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡s✳ ❋✐♥❛❧❧②
t❤❡ ♥❛✐✈❡ ❡st✐♠❛t♦r ✐s t❤❡ ♠♦st ❜✐❛s❡❞ ❡st✐♠❛t♦r ❛t ❧❡❛st ♦♥ t❤❡ ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡s✳

✶❚❤✐s t❡r♠ ♠✉st ♥♦t ❜❡ ❝♦♥❢✉s❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❣❛❧❛①② ❜✐❛s t❤❛t t❛❦❡s ❛❝❝♦✉♥t ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ♠❛tt❡r
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛♥❞ ❣❛❧❛①② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
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❋✐❣✉r❡ ■❱✳✹✿ ■♥ ❧❡❢t ♣❛♥❡❧✱ t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝ ♠❡❛♥ ♦❢ ✜✈❡ ♣♦♣✉❧❛r ❡st✐♠❛t♦rs ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥
❢✉♥❝t✐♦♥ ❢r♦♠ ✶✵✵ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❧♦❣ ♥♦r♠❛❧ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛ Λ❈❉▼ ♠♦❞❡❧ ✐s s❤♦✇♥✳ ■♥ ❜❧❛❝❦✱ t❤❡ ✐♥♣✉t
❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❆s ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ ❢r♦♠ t❤❡ ♣❧♦t t❤❡ ❧❡ss ❜✐❛s❡❞ ❡st✐♠❛t♦rs
❛r❡ t❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥ ❛♥❞ ▲❛♥❞② ❙③❛❧❛②✳ ■♥ r✐❣❤t ♣❛♥❡❧ t❤❡ ❜✐❛s ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❡st✐♠❛t♦rs ✐s s❤♦✇♥✱
❛s ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❊q✳❬■❱✳✶✺❪

❊rr♦r

❚❤❡ ❡rr♦r ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t♦r ∆A2✳ ❚❤❛t ✐s ✿

∆A2 =

〈

(

Â− < Â >
)2
〉

=

∫

(

Â− < Â >
)2

P(Â)dÂ ✭■❱✳✶✻✮

✇❤❡r❡ P(Â) ✐s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ Â ✐♥ ❛ ❣❛❧❛①② ❝❛t❛❧♦❣ ❣✐✈❡♥ ❛ t❤❡♦r②✱ ❛❧s♦
❝❛❧❧❡❞ ❈♦s♠✐❝ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❯s✉❛❧❧② ✐t ✐s ❛ss✉♠❡❞ P(Â) ✐s ❣❛✉ss✐❛♥✳

❚♦ st✉❞② t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t♦rs ✇❡ ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡✱ ✇❡ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ s❛♠♣❧❡
✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t♦rs ❢♦r t❤❡ ✶✵✵ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ s❛♠♣❧❡ ♠❡❛♥ ❢♦r ❡❛❝❤
❡st✐♠❛t♦r✳ ■♥ ❧❡❢t ♣❛♥❡❧ ♦❢ ✜❣ ■❱✳✺ ■ s❤♦✇ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❡st✐♠❛t♦rs✳ ❆s ✇❡ ❤❛✈❡ s❡❡♥
✐♥ t❤❡ ❋✐❣✳❬■❱✳✹❪✱ t❤❡ ♠❡❛♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❡st✐♠❛t♦rs ❞♦ ♥♦t ❝♦♥✈❡r❣❡ ❡①❛❝t❧② t♦ t❤❡ r❡❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢
t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ t❤✉s ✐♥ ❋✐❣✳❬■❱✳✺❪ ■ ♣❧♦t t❤❡ ♠❡❛♥ ♦❢ ▲❛♥❞②✲❙③❛❧❛② ❡st✐♠❛t♦r ✇✐t❤ t❤❡ ❡rr♦r
❜❛rs ♠❡❛s✉r❡❞ ❢♦r t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❡st✐♠❛t♦rs✳ ■♥ t❤❡ r✐❣❤t ♣❧♦t ■ s❤♦✇ t❤❡ r❡s✉❧t ✉s✐♥❣ t❤❡ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t t♦ ❡❛❝❤ ❡st✐♠❛t♦r t♦ s❤♦✇ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ❡✛❡❝t✳

❚❤✐s s✐♠♣❧❡ t❡st ♣❡r♠✐ts ✉s t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❡st✐♠❛t♦rs ❛♥❞ st❛t✐st✐❝❛❧ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✐♥
t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥✳ ❆ ❣♦♦❞ ❡st✐♠❛t♦r ♠✉st ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ❝♦s♠✐❝ ❜✐❛s ❛♥❞ t❤❡ ❝♦s♠✐❝ ❡rr♦r✳ ❲❡ ❛r❡
✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ t❤❡ s❝❛❧❡s r❡❧❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❜✉♠♣ ♦❢ ❇❆❖✱ t❤❛t ✇❡ ❝❛❧❧ t❤❡ ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡✳ ❆s ✇❡ ♦❜s❡r✈❡
❢r♦♠ t❤❡ ♣❧♦t ❛t t❤✐s s❝❛❧❡s t❤❡ ❢♦✉r ❡st✐♠❛t♦rs s❡❡♠ t♦ ❣✐✈❡ s✐♠✐❧❛r ✈❛r✐❛♥❝❡s ❜✉t t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t
t❤❛t t❤❡ ❧❡ss ❜✐❛s❡❞ ❡st✐♠❛t♦rs ❛r❡ t❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥ ❛♥❞ ▲❛♥❞② ❙③❛❧❛②✳ ■t s❡❡♠s t❤❛t t❤❡ ❍ ❛♥❞ ▲❙
s❤♦✇ ❜❡tt❡r ♣r♦♣❡rt✐❡s✳

❇❡❢♦r❡ ❝♦♥❝❧✉❞✐♥❣ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❜❡st ❡st✐♠❛t♦r ❧❡t ✉s ✐♥tr♦❞✉❝❡ ♠♦r❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s✳ ❚❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧
❡rr♦r ♦r ❝♦s♠✐❝ ❡rr♦r ✐s ✉s✉❛❧❧② s❡♣❛r❛t❡❞ ✐♥ t❤r❡❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s✱ ❡✈❡♥ ✐❢ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡ t❤❡ t❤r❡❡ ❡✛❡❝ts
❛r❡ ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳
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❋✐❣✉r❡ ■❱✳✺✿ ❙❛♠♣❧❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ ✜✈❡ ♣♦♣✉❧❛r ❡st✐♠❛t♦rs ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢r♦♠ ✶✵✵
s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❧♦❣ ♥♦r♠❛❧ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛ Λ❈❉▼ ♠♦❞❡❧✳ ■♥ ❜❧❛❝❦✱ t❤❡ ✐♥♣✉t ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♣♦✐♥ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ tr❛♥s❧❛t❡❞ ✵✳✺ ▼♣❝ ❢♦r ♣✉r♣♦s❡s✳ ❚♦ ✐s♦❧❛t❡ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢
t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✐♥ ❧❡❢t ♣❛♥❡❧ ■ s❤♦✇ t❤❡ ❡rr♦rs ✉s✐♥❣ t❤❡ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ▲❙ ❡st✐♠❛t♦r✳ ■♥ ❧❡❢t
♣❛♥❡❧ t❤❡ r❡s✉❧t ✉s✐♥❣ t❤❡ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t t♦ ❡❛❝❤ ❡st✐♠❛t♦r ✐s s❤♦✇♥✳

• ❈♦s♠✐❝ ❱❛r✐❛♥❝❡✳ ❚❤✐s ❡rr♦r ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ ❛❝❝❡ss ♦♥❧② t♦ ✜♥✐t❡ ✈♦❧✉♠❡s✱
s♦ ❣✐✈❡♥ ❛ s✐③❡ L ♦❢ ❛ s✉r✈❡② ✇❡ ❤❛✈❡ ❛❝❝❡ss t♦ ❛ ❧✐♠✐t❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠♦❞❡s ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ s✐③❡✳ ■♥
♣❛rt✐❝✉❧❛r t❤❡ ♠❡❛♥ ❞❡♥s✐t② ✐s ♥♦t ✇❡❧❧ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞✳ ❆♥♦t❤❡r ✇❛② t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ ❝♦s♠✐❝
✈❛r✐❛♥❝❡ ✐s t♦ r❡❧❛t❡ ✐t t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ✉♥✐✈❡rs❡✳
❆s ✇❡ ♠❡❛s✉r❡ ❛ st❛t✐st✐❝❛❧ q✉❛♥t✐t② ❛✈❡r❛❣❡❞ ♦✈❡r t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s✳ ❆s t❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s ✐s s♠❛❧❧ t❤❡ ❡rr♦r ✐s ❧❛r❣❡✳ ❚❤❡ ❝♦s♠✐❝ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✐s r♦✉❣❤❧② ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡
❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ t✇♦ ♣♦✐♥t ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ξ̄ ♦✈❡r t❤❡ ✇❤♦❧❡ s✉r✈❡②✳

• ❙❛♠♣❧❡ ❱❛r✐❛♥❝❡ ❆❧s♦ ❝❛❧❧❡❞ ❙❤♦t ◆♦✐s❡ ✐s ♦r✐❣✐♥❛t❡❞ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❣❛❧❛①② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ❛
❞✐s❝r❡t❡ P♦✐ss♦♥ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✜❡❧❞ ✇❤♦s❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s
✇❡ ✇❛♥t t♦ ❞❡s❝r✐❜❡✳ ❚❤✐s ❡rr♦r ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ 1/Nd ✱ ✇❤❡r❡ Nd ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞❛t❛
♣♦✐♥ts✳ ■t ❜❡❝♦♠❡s ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ❢♦r ❧❛r❣❡ Nd✳

• ❊❞❣❡ ❊✛❡❝t ❚❤✐s ❡rr♦r ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ♦❢ t❤❡ s✉r✈❡②✱ ✐♥ t❤❡ ❜♦r❞❡rs ♦❢ t❤❡ s✉r✈❡②
t❤❡ ♦❜❥❡❝ts ❞♦ ♥♦t ❤❛✈❡ ♠❛♥② ♥❡✐❣❤❜♦rs ❛s t❤❡ ♣♦✐♥ts ✐♥ t❤❡ ✐♥♥❡r r❡❣✐♦♥s ❞♦✱ t❤✉s t❤❡ ♣❛✐r
❝♦✉♥ts t❡♥❞ t♦ ❜❡ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡② ❛r❡✳ ❚❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ✐❞❡❛ ♦❢ ❡❞❣❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥s ✐s t♦ ❣✐✈❡ ❧❡ss
✇❡✐❣❤t t♦ t❤❡ ❣❛❧❛①✐❡s ♥❡❛r t❤❡ ❡❞❣❡s t❤❛♥ t❤♦s❡ ❢❛r ❛✇❛② ❢r♦♠ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✳ ■♥ ❢❛❝t t❤❡
❡❞❣❡s ❡✛❡❝t ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♣❛rt❧② ❝♦rr❡❝t❡❞ ❢♦r s❝❛❧❡s r ≪ L ✳

❆ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❢r♦♠ t❤❡s❡ ❡st✐♠❛t♦rs t❤❛t ✇❡ ♠✉st ♥♦t✐❝❡ ✐s t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ♣❛rt ♦❢
t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡♥❡ss ❡✛❡❝t t❤❛t ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ r❛♥❞♦♠ ❝❛t❛❧♦❣s ✉s✐♥❣ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦❜❥❡❝ts Nr s❡✈❡r❛❧
t✐♠❡s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ Nd✳ ■♥ t❤✐s ✇❛② t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ ❉❘ ❛♥❞ ❘❘ ❝❛♥ ❜❡ ❛r❜✐tr❛r✐❧② ✐♠♣r♦✈❡❞✳ ❚♦
t❡st t❤✐s ✇❡ ❛r❡ ❣♦✐♥❣ t♦ ✉s❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ❛ ❣r❡❛t❡r ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦❜❥❡❝ts 100, 000 t♦ ❣✉❛r❛♥t②
✇❡ ❤❛✈❡ ❡♥♦✉❣❤ st❛t✐st✐❝❛❧ ♣♦✇❡r✳ ■♥ ✜❣✉r❡ ■❱✳✻ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s s❤♦✇♥ ✉s✐♥❣ ♦♥❧② t❤❡
▲❛♥❞②✲❙③❛❧❛② ❡st✐♠❛t♦r ❢r♦♠ t❤❡ s❛♠❡ ❞❛t❛ s❛♠♣❧❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ r❛♥❞♦♠ ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ s✐③❡ ❛♥❞
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❛ r❛♥❞♦♠ t✇♦ ❛♥❞ t❤r❡❡ t✐♠❡s t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦❝❦ ❣❛❧❛①② ❝❛t❛❧♦❣✳ ❚❤✐s ✜❣✉r❡ s❤♦✇s t❤❛t ✉s✐♥❣ ❛
r❛♥❞♦♠ s❛♠♣❧❡ ❧❛r❣❡r t❤❛t t❤❡ ❞❛t❛ s❛♠♣❧❡ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡❝r❡❛s❡ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❡rr♦r✳
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❋✐❣✉r❡ ■❱✳✻✿ ❚❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ♦♥❡ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ✶✵✵ ✵✵✵ ♠♦❝❦ ❣❛❧❛①✐❡s ✇✐t❤ ❛
r❛♥❞♦♠ s❡t ♦❢ s❛♠❡ s✐③❡ ❛♥❞ ✇✐t❤ ❛ r❛♥❞♦♠ ✷ ❛♥❞ ✸ t✐♠❡s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ t❤❡ ❞❛t❛ s❡t✳ ❆s ✇❡
♦❜s❡r✈❡ t❤❡ s❤♦t ♥♦✐s❡ ❞❡❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ r❛♥❞♦♠ s❡t ✉s❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥
❢✉♥❝t✐♦♥✳

❯♥t✐❧ ♥♦✇ ✇❡ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❛t ▲❛♥❞②✲❙③❛❧❛② ❛♥❞ ❍❛♠✐❧t♦♥ ❤❛✈❡ s✐♠✐❧❛r ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ ✐t ✐s ♥♦t s✉r✲
♣r✐s✐♥❣ ❞♦ t♦ t❤❡ s✐♠✐❧❛r✐t② ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t♦r✱ ❜❡✐♥❣ ▲❛♥❞② ❙③❛❧❛② t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❍❛♠✐❧t♦♥✳
■♥ ✭P♦♥s✲❇♦r❞❡rí❛ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✾✮ ✐s s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥ ❡st✐♠❛t♦r ✐s ♠♦r❡ s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ r❛♥❞♦♠ t❤✉s ✐s ♣r❡❢❡r❛❜❧❡ t♦ ✉s❡ t❤❡ ▲❛♥❞②✲❙③❛❧❛② ❡st✐♠❛t♦r✳ ❲❡ ✇✐❧❧ t❡st t❤✐s st❛t❡♠❡♥t ❝♦♠✲
♣❛r✐♥❣ t❤❡ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ ❍❛♠✐❧t♦♥ ❛♥❞ ▲❛♥❞②✲❙③❛❧❛②✳ ❚❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝♦♠♣✉t❡❞ ♦✈❡r ✶✵✵
s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✉s✐♥❣ ▲❛♥❞②✲❙③❛❧❛② ❡st✐♠❛t♦r ✐♥ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s ❛♥❞ ❍❛♠✐❧t♦♥ ✐♥ s♦❧✐❞ ❧✐♥❡s✳ ■♥ ❋✐❣✳❬■❱✳✼❪
■ s❤♦✇ ✶✲sigma ❡rr♦r ❢r♦♠ ❧♦❣ ♥♦r♠❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❢♦r t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t s✐③❡s ♦❢ r❛♥❞♦♠ s❡t ✭❛ r❛♥❞♦♠
s❡t ❡q✉❛❧ t♦ ❞❛t❛ s❡t✱ ✐♥ r❡❞ ❛♥❞ ❜❧✉❡ ✱ ❛ r❛♥❞♦♠ s❡t ✷ ❛♥❞ ✸ t✐♠❡s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ t❤❡ ❞❛t❛✮✳ ❋r♦♠ t❤❡
♣❧♦t ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♦❢ ▲❛♥❞② ❙③❛❧❛② ❛♥❞ ❍❛♠✐❧t♦♥ ❡st✐♠❛t♦rs
✐s ✐♥❞✐st✐♥❣✐❜❧❡✳ ❚❤✉s✱ t❤❡s❡ st❛t❡♠❡♥t ♠✉st ❜❡ t❡st❡❞ ✇✐t❤ ♠♦r❡ r❡❛❧✐st✐❝ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳

❲❡ ❝❛♥ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t ❍❛♠✐❧t♦♥ ❛♥❞ ▲❛♥❞②✲❙③❛❧❛② s❤♦✇ t❤❡ ❜❡tt❡r ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ ❧❡ss ❜✐❛s ❛♥❞
s♠❛❧❧ ✈❛r✐❛♥❝❡✳ ❙♦♠❡ r❡❢❡r❡♥❝❡s ❝❧❛✐♠ t❤❡ s✉♣❡r✐♦r✐t② ♦❢ ▲❛♥❞② ❙③❛❧❛② ♦✈❡r ❍❛♠✐❧t♦♥ ❜✉t ✇❡ ❤❛✈❡
♥♦t ❢♦✉♥❞ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡✐r ❜❡❤❛✈✐♦r✳ ■♥ ❢❛❝t t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡s❡ ❡st✐♠❛t♦rs r♦✉❣❤❧② ✐s t❤❡
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❋✐❣✉r❡ ■❱✳✼✿ ✶✲sigma ❡rr♦r ❢r♦♠ ❧♦❣ ♥♦r♠❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❢♦r t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t s✐③❡s ♦❢ r❛♥❞♦♠
s❡t✱ ✐♥ ❜❧❛❝❦ ❛ r❛♥❞♦♠ s❡t ❡q✉❛❧ t♦ ❞❛t❛ s❡t✱ ✐♥ r❡❞ ❛ r❛♥❞♦♠ s❡t ✷ t✐♠❡s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ t❤❡ ❞❛t❛
s❡t ❛♥❞ ✐♥ ❜❧✉❡ t❤r❡❡ t✐♠❡s✳ ❆✈❡r❛❣❡ ♦✈❡r ✶✵✵ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ ▲❛♥❞② ❙③❛❧❛② ✐♥ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s✱
❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ ✶✵✵ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s ♦❢ ❍❛♠✐❧t♦♥ ✐♥ s♦❧✐❞ ❧✐♥❡s✳

✇❛② ♦❢ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ ❡❞❣❡ ❡✛❡❝ts✱ t❤✉s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♠ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❡♥❤❛♥❝❡❞ ✇✐t❤ ♠♦r❡
❝♦♠♣❧❡① ❣❡♦♠❡tr✐❡s ✇❤❡r❡ t❤❡ ❡❞❣❡s ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ❛r❡ ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t s♦✉r❝❡ ♦❢ ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡✳
■♥ ❛ ❢✉rt❤❡r s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ✇✐❧❧ t❡st ❍❛♠✐❧t♦♥ ❛♥❞ ▲❛♥❞②✲❙③❛❧❛② ❡st✐♠❛t♦rs ✐♥ ❛ ♠♦r❡ r❡❛❧✐st✐❝ s❝❡♥❛r✐♦
t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t r❛❞✐❛❧ ❛♥❞ ❛♥❣✉❧❛r s❡❧❡❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ t♦ t❡st ✐❢ ▲❛♥❞②✲❙③❛❧❛② s❤♦✇ ❜❡tt❡r
♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ■ ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❢♦r ♠❡❛♥ ❛♥❞
✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t♦rs t❤❛t ♣♦✐♥t ♦✉t ▲❛♥❞② ❙③❛❧❛② ❛s t❤❡ ♠♦st ❛❞❡q✉❛t❡ ❡st✐♠❛t♦r ♦❢ t❤❡
❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✳

■❱✳✷✳✸ ❆♥❛❧②t✐❝ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ♦❢ ♠❡❛♥ ❛♥❞ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ ❡st✐♠❛t♦rs

▲❛♥❞② ✫ ❙③❛❧❛② ✭▲❛♥❞② ✫ ❙③❛❧❛②✱ ✶✾✾✸✮ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛ ❢♦r♠❛❧✐s♠ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ ❝♦s♠✐❝ ❜✐❛s ❛♥❞ ✈❛r✐❛♥❝❡
♦❢ ❛♥② ❡st✐♠❛t♦r ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣❛✐r ❝♦✉♥ts ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❛❜♦✉t t❤❡✐r ♠❡❛♥✿

DD = 〈DD〉 (1 + α)

RD = 〈RD〉 (1 + β)

RR = 〈RR〉 (1 + γ)

✭■❱✳✶✼✮
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✇❤❡r❡ α, β, γ ❛r❡ t❤❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❛❜♦✉t t❤❡ ♠❡❛♥ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ ♦r r❛♥❞♦♠ s❡t✳
❇② ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ 〈α〉 = 〈β〉 = 〈γ〉 = 0✳ ❆s ✇❡ ❤❛✈❡ s❛✐❞ ❜❡❢♦r❡✱ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ γ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♠❛❞❡ ❛r❜✐tr❛r②
s♠❛❧❧ ❝❤♦♦s✐♥❣ ❛ r❛♥❞♦♠ s❡t s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧❛r❣❡✱ t❤✉s ✇❡ ❝❛♥ s✉♣♣♦s❡ var(γ) =

〈

γ2
〉

= 0✳ ❯s✐♥❣ t❤❡s❡
❡①♣r❡ss✐♦♥s ✭❊q✳❬■❱✳✶✼❪✮ ✇❡ ❝❛♥ ❡①♣r❡ss t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ ❛♥② ❡st✐♠❛t♦r ❜❛s❡❞ ♦♥ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ♦❢ ♣❛✐r
❝♦✉♥ts ♦❢ ❞❛t❛ ❛♥❞ r❛♥❞♦♠ s❡ts ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ♠❡❛♥ ♦❢ ♣❛✐r ❝♦✉♥ts ❛♥❞ t❤❡✐r ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s✳ ■♥ ♦r❞❡r
t♦ ❞♦ t❤❛t ✇❡ ♠✉st ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡s ♦❢ ♣❛✐r ❝♦✉♥ts✳

〈

α2
〉

=
〈DD ·DD〉 − 〈DD〉2

〈DD〉2
〈

β2
〉

=
〈RD ·RD〉 − 〈RD〉2

〈RD〉2

〈αβ〉 =
〈DD ·RD〉 − 〈DD〉 〈RD〉

〈DD〉 〈RD〉

✭■❱✳✶✽✮

▲❛♥❞②✲❙③❛❧❛② ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ t❤❡ ♠❡❛♥ ❛♥❞ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❢♦r t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❡st✐♠❛t♦rs ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡s❡ ✢✉❝t✉✲
❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ✇❡❛❦ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❧✐♠✐t ✭|ξ̄(L)|,

∣

∣

∣

¯ξ(L)
ξ

∣

∣

∣
≪ 1✮✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ♣r❡s❡♥t ❞✐r❡❝t❧② t❤❡ r❡s✉❧ts ❛✈♦✐❞✐♥❣

t❤❡ ❝✉♠❜❡rs♦♥❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s t❤❛t ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦♥s✉❧t❡❞ ✐♥ r❡❢❡r❡♥❝❡ ✭▲❛♥❞② ✫ ❙③❛❧❛②✱ ✶✾✾✸✮✳ ❚❤❡②
❢♦✉♥❞ t❤❛t t❤❡ ♠❡❛♥ ❛♥❞ ✈❛r✐❛♥❝❡s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜②✿

〈

ξ̂PH

〉

=
〈

DD
Gp

〉 〈

∆ξ̂2PH

〉

=
〈

DD
Gp

〉2
(4t+ p)

〈

ξ̂DP

〉

=
〈

DD
Gp

〉

(1 + t)
〈

∆ξ̂2DP

〉

=
〈

DD
Gp

〉2
(t+ p)

〈

ξ̂H

〉

=
〈

DD
Gp

〉

(1 + t)
〈

∆ξ̂2H

〉

=
〈

DD
Gp

〉2
(p)

〈

ξ̂LS

〉

=
〈

DD
Gp

〉 〈

∆ξ̂2LS

〉

=
〈

DD
Gp

〉2
(p)

✭■❱✳✶✾✮

✇❤❡r❡
t = 1

Nd

[

Gt
G2

p
− 1
]

p = 2
Nd(Nd−1)

[

1
Gp

− 2 Gt
G2

p
+ 1
]

≈ 2
Nd(Nd−1)Gp

✭■❱✳✷✵✮

Gp ❛♥❞ Gt ❛r❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ❢❛❝t♦rs✳ Gp ✐s t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ✉♥✐q✉❡ ♣❛✐rs s❡♣❛r❛t❡❞ ❛ ❞✐st❛♥❝❡ r✰❞r✴✷
✭✐♥ ♣r❛❝t✐❝❛❧ t❡r♠s ✐s ❡q✉❛❧ t♦ ❘❘✮✱ Gt ✐s t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ tr✐♣❧❡ts✱ t❤❛t ✐s✱ ❣✐✈❡♥ ❛ ♣♦✐♥t t❤❡ s❡t ♦❢
♦t❤❡r t✇♦ ♣♦✐♥ts ✇✐t❤✐♥ ❛ r❛❞✐✉s r + dr/2✳ ❚❤✉s✱ p ✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② t❤❡ P♦✐ss♦♥ ♥♦✐s❡ t❤❛t ✐s t❤❡
✐♥✈❡rs❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛✐r ❝♦✉♥ts✳ ❆s ✇❡ ❝❛♥ ♦❜s❡r✈❡ t❤❡ ❍ ❛♥❞ ▲❙ ❡st✐♠❛t♦rs ❛r❡ ♦❢ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ✐♥ t❤❡
✭1/Nd✮ t❤✉s ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ P♦✐ss♦♥ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✇❤✐❧❡ P❍ ❛♥❞ ❉P ❛r❡ ♦❢ ✜rst ♦r❞❡r ✐♥ ✭1/Nd✮✳ ❲❡ ♦❜s❡r✈❡
❛❧s♦ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❜✐❛s ✐♥ ❡st✐♠❛t♦rs ❉P ❛♥❞ ❍ ✳❚❤✐s ❜✐❛s ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧
❝♦♥str❛✐♥t ✭▲❛♥❞② ✫ ❙③❛❧❛②✱ ✶✾✾✸✮ ❛s ✇❡ ✇♦✉❧❞ s❡❡ ✐♥ ❛ ❢✉rt❤❡r s❡❝t✐♦♥ ✇❤❡♥ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤✐s
❝♦♥❝❡♣t✳

❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ s✉❣❣❡st t❤❛t t❤❡ ❜❡st ❡st✐♠❛t♦r ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐s t❤❡ ▲❛♥❞②✲❙③❛❧❛② ✭▲❙✮
❡st✐♠❛t♦r✳ ■♥ ❢❛❝t t❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥ ❡st✐♠❛t♦r ❤❛s ♣r♦✈❡♥ t♦ ❜❡ ❣♦♦❞ ✐♥ ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡s t♦♦✱ ❜✉t t❤❡
❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥s s❤♦✇ t❤❛t ❍❛♠✐❧t♦♥ ✐s ❛ ❜✐❛s❡❞ ❡st✐♠❛t♦r ❝♦♥tr❛r② t♦ ▲❛♥❞②✲❙③❛❧❛②✳ ❲❡ ✇✐❧❧
❝♦♠❡ ❜❛❝❦ t♦ ❝♦♠♣❛r❡ ❍❛♠✐❧t♦♥ ❛♥❞ ▲❛♥❞②✲❙③❛❧❛② ✐♥ ❛ ❢✉rt❤❡r s❡❝t✐♦♥✳ ▼❡❛♥✇❤✐❧❡✱ ✐t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t
t♦ ❛❞❞ t❤❛t ❞❡t❛✐❧❡❞ st✉❞✐❡s ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ▲❙ ❡st✐♠❛t♦r ✐s ♦♣t✐♠❛❧ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡
❝♦s♠✐❝ ❜✐❛s ❛♥❞ ❝♦s♠✐❝ ❡rr♦r ✐♥ t❤❡ ✇❡❛❦ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❧✐♠✐t ✭❑❡rs❝❤❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✵✮ ❛♥❞ ❢♦r ❛ r❛♥❞♦♠



✶✵✺

❞✐str✐❜✉t✐♦♥✭P♦✐ss♦♥ s❛♠♣❧❡ ✇✐t❤ ♥♦ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥✮ ✭▲❛♥❞② ✫ ❙③❛❧❛②✱ ✶✾✾✸✮✳ ❚❤✉s✱ ❢♦r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
✇❡ ✇✐❧❧ ✉s❡ ♦♥❧② t❤✐s ❡st✐♠❛t♦r t♦ st✉❞② ✐♥ ❛ ♠♦r❡ r❡❛❧✐st✐❝ s❝❡♥❛r✐♦ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❇❡❢♦r❡
❣♦✐♥❣ t♦ t❤❡ r❛♥❞♦♠ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ✇❡ ✇✐❧❧ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❝♦s♠✐❝ ❜✐❛s ❛♥❞
✈❛r✐❛♥❝❡ ❢♦r t❤❡ ▲❛♥❞②✲❙③❛❧❛② ❡st✐♠❛t♦r ❛♥❞ ❤♦✇ t❤❡② ❝♦♠♣❛r❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❡rr♦rs ❡st✐♠❛t❡❞ ❢r♦♠ ❧♦❣
♥♦r♠❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳

■❱✳✷✳✹ ❆♥❛❧②t✐❝❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r ❜✐❛s ❛♥❞ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ▲❙ ❊st✐♠❛t♦r

▲❛♥❞② ❙③❛❧❛② ❈♦s♠✐❝ ❊rr♦r

■♥ t❤❡ ❧❛st s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛❧r❡❛❞② ♣r❡s❡♥t❡❞ t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦s♠✐❝ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❢♦r
▲❛♥❞②✲❙③❛❧❛② ❡st✐♠❛t♦r ✐♥ t❤❡ ✇❡❛❦ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❧✐♠✐t ✭ ✭|ξ|, | ¯ξ(L)| ≪ 1✮✮✱ ♥❡❣❧❡❝t✐♥❣ ❡❞❣❡ ❡✛❡❝ts
✭r/L≪ 1✮ ❛♥❞ s✉♣♣♦s✐♥❣ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❞❡♥s✐t② n̄g ✐s ♣❡r❢❡❝t❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡❞✳

❚❤❡ ♠✐ss✐♥❣ ♣✐❡❝❡s ❛r❡ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ❢❛❝t♦rs Gp ❛♥❞ Gt ✇❤✐❝❤ ❝♦✉❧❞ ❜❡
❝♦♠♣✉t❡❞ ✉s✐♥❣ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s ♦❢ Nr ♣♦✐♥ts r❛♥❞♦♠❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ✇✐t❤✐♥ ❛ ❣❡♦♠❡tr② ❛♥❞
❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①♣r❡ss✐♦♥✿

Gp(r) =
〈np(r)〉

Nr(Nr − 1))/2

Gt(r) =
〈nt(r)〉

Nr(Nr − 1)(Nr − 2)/2
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✇❤❡r❡ 〈np〉 ✐s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✉♥✐q✉❡ ♣❛✐rs ♦✈❡r t❤❡ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♦❢ ❞❛t❛ s❡ts✱ ❛♥❞ 〈nt〉 ✐s t❤❡
❛✈❡r❛❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ tr✐♣❧❡ts ✇✐t❤✐♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❣❡♦♠❡tr② ❣✐✈❡♥ ♦♥❡ ♣♦✐♥t ❛t t❤❡ ❝❡♥t❡r✳ ▲❡t ✉s ❝♦♠♣❛r❡
t❤✐s ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡rr♦rs ✇✐t❤ t❤❡ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ ❧♦❣♥♦r♠❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ■♥ ❋✐❣✳❬■❱✳✽❪ t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧
❡st✐♠❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❡rr♦r ✐s ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ r❡s✉❧t ❢r♦♠ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❡rr♦r ❜❛rs ❛r❡ ❡st✐♠❛t❡❞
✉s✐♥❣ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ■❱✳✶✾ t❤❛t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s ❡ss❡♥t✐❛❧❧② t♦ t❤❡ P♦✐ss♦♥ ♥♦✐s❡✳ ❲❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡ ❡rr♦r
❜❛rs ❢r♦♠ ▲❛♥❞②✲❙③❛❧❛② ❡st✐♠❛t❡❞ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧❧② ✉♥❞❡r❡st✐♠❛t❡s t❤❡ ❡rr♦rs ♦❢ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ❚❤✐s ✐s
❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❛ss✉♠❡s t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ n̄g✳

❇❡r♥st❡✐♥ ✭❇❡r♥st❡✐♥✱ ✶✾✾✹✮ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ ✢✉❝t✉❛t✐♥❣ n̄g

❜✉t ❛ss✉♠✐♥❣ ❛❧s♦ t❤❡ ✇❡❛❦ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❧✐♠✐t ❛♥❞ ♥❡❣❧❡❝t✐♥❣ ❡❞❣❡ ❡✛❡❝ts✳ ❚❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ t❡r♠ ✐s ❣✐✈❡♥
❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①♣r❡ss✐♦♥✿

(

∆ξ

ξ

)2

B

≃ 2
ξ̄2

ξ2
+ 4(1 − 2Q3 +Q4)ξ̄(L) +

4

Nd

[

ξring(1 + 2Q3ξ)

ξ2
+Q3 − 1

]

...+
2

N2
d

[(

1

Gp
− 1

)

1 + ξ

ξ2
− 1

ξ
− 1

] ✭■❱✳✷✷✮

✇❤❡r❡ ξ̄ ✐s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ t✇♦✲♣♦✐♥t ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✇❤♦❧❡ s✉r✈❡②✱ ξ̄2 ✐s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ t❤❡
sq✉❛r❡ ♦❢ t❤❡ t✇♦✲♣♦✐♥t ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦✈❡r t❤❡ s✉r✈❡②✱ ξring ✐s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ t❤❡ t✇♦✲♣♦✐♥t
❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r ♣❛✐rs ✐♥s✐❞❡ t❤❡ s❤❡❧❧ ♦❢ r❛❞✐✉s r ❛♥❞ t❤✐❝❦♥❡ss ∆r✱ Q3 ❛♥❞ Q4 ❛r❡ t❤❡ ✸
❛♥❞ ✹ ♣♦✐♥t ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❋♦r t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ✇❡ r❡❢❡r t♦ t❤❡ r❡❛❞❡r t♦
t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡s✳ ❆s ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ ❢r♦♠ ❊q✳❬■❱✳✷✷❪✱ t❤❡ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❝♦s♠✐❝ ❡rr♦rs
r❡❧✐❡s ♦♥ ♣r✐♦r ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❛❜♦✉t t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ st❛t✐st✐❝s ✐♥✈♦❧✈❡❞ t❤✉s ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ t❤❡② ❛r❡ ♥♦t
❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❡rr♦rs ✐♥ ❝❧✉st❡r✐♥❣ st❛t✐st✐❝s✳
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50 100 150 200

r

-0.01

0.00

0.01

0.02

0.03

0.04

n

❋✐❣✉r❡ ■❱✳✽✿ ■♥ ❜❧❛❝❦ t❤❡ ✐♥♣✉t ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❡rr♦r ❜❛rs ✭✐♥ r❡❞✮ ❣✐✈❡♥ t❤❡
❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ■❱✳✶✾ ❝♦♠♣❛r❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❡rr♦r ❜❛rs ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❢r♦♠
s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✐♥ ②❡❧❧♦✇✳

▲❛♥❞② ❙③❛❧❛② ❈♦s♠✐❝ ❇✐❛s

❚❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❝♦s♠✐❝ ❜✐❛s ❢♦r ▲❛♥❞②✲❙③❛❧❛② ❡st✐♠❛t♦r ✐♥ t❤❡ ✇❡❛❦ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❧✐♠✐t ✭|ξ|, | ¯ξ(L)| ≪
1✮✱ ❛♥❞ ♥❡❣❧❡❝t✐♥❣ t❤❡ ❡❞❣❡ ❡✛❡❝ts✭r/L≪ 1✮ ❤❛s ❛ ❞♦♠✐♥❛♥t ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❣✐✈❡♥ ❜②✳

bξ ≃ −ξ̄(L)

ξ
✭■❱✳✷✸✮

❆♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ❝♦♥❝❡♣t ♠✉st ❜❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❤❡r❡✱ t❤❡ s♦ ❝❛❧❧❡❞ ■♥t❡❣r❛❧ ❝♦♥str❛✐♥ ✳ ❚❤❡ ❢❛❝t t❤❛t
✇❡ ❛r❡ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❞❡♥s✐t② ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ s❛♠♣❧❡ ❤❛s ❛s ❛
❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ t❤❛t ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ♠✉st ✈❛♥✐s❤ ❛t t❤❡ s❝❛❧❡ ♦❢ t❤❡ s✉r✈❡②✳

1

V

∫

V 2

ξ̂(r)dr = 0 ✭■❱✳✷✹✮

❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ❛ ❜✐❛s ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✱ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❝♦rr❡❝t ✈❛❧✉❡ ♦❢ ξ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞
❛❞❞✐♥❣ ❛♥ ✉♥❦♥♦✇♥ ❝♦♥st❛♥t t♦ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ✈❛❧✉❡✳ ❚❤✐s ❜✐❛s ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❝♦rr❡❝t❡❞ ✉♥❧❡ss ❞♦✐♥❣
♣r✐♦r✐ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛t s❝❛❧❡s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤♦s❡ ♣r♦✈❡❞ ❜② t❤❡
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s✉r✈❡②✱ s♦ ✐t ♠✉st ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛ s♦✉r❝❡ ♦❢ ✉♥❝❡rt❛✐♥t②✳

■❱✳✸ ❘❛♥❞♦♠ ●❡♥❡r❛t✐♦♥

❆s ✇❡ ❤❛✈❡ s❛✐❞ ❜❡❢♦r❡✱ ❛ ❝r✉❝✐❛❧ ✐♥❣r❡❞✐❡♥t ✐♥ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s t❤❡ r❛♥❞♦♠ s❛♠♣❧❡✳ ❚❤❡
❡st✐♠❛t♦rs ❞❡✜♥❡❞ t♦ ♥♦✇ s✉♣♣♦s❡ st❛t✐st✐❝❛❧❧② ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❝❛t❛❧♦❣s✱ ✐✳❡✳ ✇✐t❤ ❝♦♥st❛♥t n̄d(r)✱
❜✉t ✇❤❡♥ ✇❡ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ r❡❛❧ ❞❛t❛ s❛♠♣❧❡s ✉s✉❛❧❧② ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ♥♦♥ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s s❛♠♣❧❡s✳
❚❤❡ ✇❛② t♦ ❞❡❛❧ ♥♦♥ ✉♥✐❢♦r♠ s❛♠♣❧❡s ✐s t♦ ❝♦rr❡❝t ❢♦r ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥❛❧ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❡✛❡❝ts ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡
s❛♠❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ t♦ r❛♥❞♦♠ ❝❛t❛❧♦❣s✳ ❚❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
t♦t❛❧ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❣❛❧❛①✐❡s s❛t✐s❢②✐♥❣ t❤❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐✉♠ ❛t ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❞✐st❛♥❝❡ ♦r ❛♥❣✉❧❛r
♣♦s✐t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✐♥ t❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤✐s s❡❧❡❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢
t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✳

❲❤❡♥ ❛ r❛♥❞♦♠ ❝❛t❛❧♦❣✉❡ ✐s ❝r❡❛t❡❞ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡ ❡❛❝❤ r❛♥❞♦♠ ♣♦✐♥t ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②
❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ f(θ̂, z) ♦❢ ❜❡✐♥❣ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ r❛♥❞♦♠ s❡t✳ ■♥ s♦♠❡ ❝❛s❡s ✐t ✐s
♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❢❛❝t♦r✐③❡ t❤✐s ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✐♥t♦ t✇♦ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ f(θ̂, z) = C(θ̂)φ(z)✱ ✇❤❡r❡
❈✭θ̂✮ ✐s t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r ❛♥❞ φ(z) t❤❡ r❛❞✐❛❧ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❲❡ ✇✐❧❧ s✉♣♣♦s❡ ❢♦r t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❛t ✐t ✐s t❤❡ ❝❛s❡✱ ✇❡ ✇✐❧❧ s❡❡ ✐♥ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❇❖❙❙ ❞❛t❛ t❤❛t ✐s ❛ r❡❛s♦♥♥❛❜❧❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s✳

■❱✳✸✳✶ ❘❛❞✐❛❧ ❙❡❧❡❝t✐♦♥ ❋✉♥❝t✐♦♥

■♥ ❣❡♥❡r❛❧ ❞✉❡ t♦ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛t ❞✐✛❡r❡♥t ❞✐st❛♥❝❡s✱ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❞♦ ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r② ❤❛✈❡
✉♥✐❢♦r♠ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❚❤❡ ❛♣♣❛r❡♥t ❜r✐❣❤t♥❡ss ♦❢ ❛ s♦✉r❝❡ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✢✉①✱ s✐♥❝❡ ✢✉①
❞❡❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ sq✉❛r❡ ♦❢ ❞✐st❛♥❝❡✱ ♦♥❧② ✐♥tr✐♥s✐❝❛❧❧② ❧✉♠✐♥♦✉s s♦✉r❝❡s ❛t ❧❛r❣❡ ❞✐st❛♥❝❡s ✇✐❧❧ ❜❡
♦❜s❡r✈❡❞✳ ■♥ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ✇❡ ❤❛✈❡ t✇♦ ❡✛❡❝ts✿ ♥✉♠❜❡r ❞❡♥s✐t② ❞❡❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ ❞✐st❛♥❝❡s ❛♥❞ ❛
t❡♥❞❡♥❝② ♦❢ ❢❛rt❤❡r ♦❜❥❡❝ts t♦ ❜❡ ♠♦r❡ ❧✉♠✐♥♦✉s✳ ❚❤❡s❡ s❛♠♣❧❡s ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ ✢✉① ❧✐♠✐t❡❞ s❛♠♣❧❡s✳ ❆
s✐♠♣❧❡ ✇❛② t♦ ❝♦rr❡❝t ❢r♦♠ t❤✐s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥❛❧ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❡✛❡❝t ✐s t♦ ❞❡✜♥❡ ❛ ✈♦❧✉♠❡ ❧✐♠✐t❡❞ s❛♠♣❧❡ t❤❛t
❝♦♥s✐sts ✐♥ ❡①tr❛❝t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ♣❛r❡♥t ❝❛t❛❧♦❣ ❛ s✉❜s❛♠♣❧❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❛ ♠❛①✐♠✉♠ r❡❞s❤✐❢t zmax

❛♥❞ ❛ ♠✐♥✐♠❛❧ ❧✉♠✐♥♦s✐t② Lmin✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ zmax ❛♥❞ Lmin ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❛♣♣❛r❡♥t
♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ ♦❜❥❡❝ts ✐♥ t❤❡s❡ ❝❛t❛❧♦❣s ❛t ❞✐st❛♥❝❡ zmax ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❧✐♠✐t✳
❙✉❝❤ ❛ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥ r❡♥❞❡rs t❤❡ ♥✉♠❜❡r ❞❡♥s✐t② ♦❢ ❣❛❧❛①✐❡s ✐♥ t❤❡ s✉❜s❛♠♣❧❡s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t
♦❢ ❞✐st❛♥❝❡✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤ s✉❝❤ s❛♠♣❧❡s ✐s ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❧♦ss ✭t❤❡ s❛♠♣❧❡ s✐③❡ ✐s
s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ ♣❛r❡♥t s❛♠♣❧❡✮✳ ■♥ ❋✐❣✳❬■❱✳✾❪ ✇❡ ❣✐✈❡ ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ❢r♦♠ ❙❉❙❙ ❉❘✹ ♦❢
❛ ✢✉① ❧✐♠✐t❡❞ ❝❛t❛❧♦❣ ❛♥❞ ❛ ✈♦❧✉♠❡ ❧✐♠✐t❡❞ ❝❛t❛❧♦❣✳

❯♥❧❡ss ✇❡ ✇♦r❦ ✇✐t❤ ✈♦❧✉♠❡ ❧✐♠✐t❡❞ s❛♠♣❧❡s ✇❡ ♠✉st ❝♦rr❡❝t ❢♦r ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥❛❧ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❡✛❡❝ts
✇❤❡♥ ❛♥❛❧②③✐♥❣ ❛ s❛♠♣❧❡✳ ❚❤✉s ✇❤❡♥ ✇♦r❦✐♥❣ ✇✐t❤ ✢✉① ❧✐♠✐t❡❞ s❛♠♣❧❡s ✇❡ ♠✉st ♠♦❞❡❧ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞
♥✉♠❜❡r ♦❢ ❣❛❧❛①✐❡s ✐♥ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ r❡❞s❤✐❢t ✇❤❛t ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ r❛❞✐❛❧
s❡❧❡❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✳

n̄d(z) = n̄gφ(z) ✭■❱✳✷✺✮

✇❤❡r❡ φ(z) ≤ 1✳ ❚❤❡ r❛❞✐❛❧ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s φ(z) = dN/dz ❣✐✈❡s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t ❛♥ ♦❜❥❡❝t
✇✐t❤✐♥ ❛ ❣✐✈❡♥ ❧✉♠✐♥♦s✐t② r❛♥❣❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❛♥❞ r❡❞s❤✐❢t✳ ■t
✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✐♥t❡❣r❛t✐♥❣ t❤❡ ❧✉♠✐♥♦s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ Φ(M, z)✳ ❚❤❡ ❧✉♠✐♥♦s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡



✶✵✽

❋✐❣✉r❡ ■❱✳✾✿ ❚❤❡ ❜❧✉❡ ♣♦✐♥ts ✐s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ ✢✉① ❧✐♠✐t❡❞ s❛♠♣❧❡ ❢r♦♠ ❙❉❙❙ ❉❘✼✳ ❚❤❡
♣♦✐♥ts ❝♦♥str❛✐♥❡❞ t♦ t❤❡ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ❱♦❧✉♠❡ ❧✐♠✐t❡❞ s❛♠♣❧❡ t❤❛t ❝♦✉❧❞ ❜❡
❞❡✜♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✜rst ♦♥❡✳ ❆s ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ ❢r♦♠ t❤❡ ♣❧♦t ❛ ✈♦❧✉♠❡ ❧✐♠✐t❡❞ ❝❛t❛❧♦❣ ✐♠♣❧✐❡s t❤❡
❧♦ss ♦❢ ♦❜❥❡❝ts ❛♥❞ t❤✉s ❛ ❧♦ss ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳

❞❡♥s✐t② ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❣❛❧❛①✐❡s ❢♦r ❡❛❝❤ r❛♥❣❡ ♦❢ ❛❜s♦❧✉t❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ✭▼✮✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ✢✉① ❧✐♠✐t❡❞
s❛♠♣❧❡s t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ✉♥✐t② ❢♦r r❡❞s❤✐❢t ❝❧♦s❡ t♦ ③❡r♦ ❛♥❞ ✐t t❡♥❞s t♦ ③❡r♦ ❢♦r ❧❛r❣❡ r❡❞s❤✐❢t✱
✇❤✐❧❡ ❢♦r ✈♦❧✉♠❡ ❧✐♠✐t❡❞ s❛♠♣❧❡s t❤❡ r❛❞✐❛❧ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ✉♥✐t② t❤r♦✉❣❤♦✉t✳

φ(z) =

∫Mmax(z)
Mmin(z) dMΦ(M)
∫Max
Min dMΦ(M)

✭■❱✳✷✻✮

❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❙❉❙❙ ▲❘● ❊❛r❧② ❉❛t❛ ❘❡❧❡❛s❡ s❛♠♣❧❡ ✐s ❧✐♠✐t❡❞ ✐♥ ❛♣♣❛r❡♥t ♠❛❣♥✐t✉❞❡s 14.5 ≤ r∗ ≤
17.6 ✐♥ ❛❜s♦❧✉t❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ −22 ≤Mr∗ ≤ −19✳ ▲❡t ✉s ✐♥tr♦❞✉❝❡ s♦♠❡ t❡r♠s✳ ❲❡
♦❜s❡r✈❡ ❛♥ ♦❜❥❡❝t ✇✐t❤ ❛♥ ❛♣♣❛r❡♥t ♠❛❣♥✐t✉❞❡✳ ❚❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ t❤✐s ♦❜❥❡❝t r❡❢❡rs t♦ t❤❡
❛♣♣❛r❡♥t ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t ✐❢ ✐t ✇❛s ♦❜s❡r✈❡❞ ❛t r❡st ❛t ✶✵ ♣❝✳ ✉s✐♥❣ ❛♥ ❛♣❡rt✉r❡ t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥s
✐ts t♦t❛❧ ✢✉①✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♥✈❡rt ❛♣♣❛r❡♥t ♠❛❣♥✐t✉❞❡s m t♦ ❛❜s♦❧✉t❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡s M ②♦✉ ❤❛✈❡ t♦
t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t✇♦ ❡✛❡❝ts✿ t❤❡ ❝♦s♠♦❧♦❣✐❝❛❧ ❡✛❡❝ts ❛♥❞ t❤❡ ❦ ❝♦rr❡❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❝♦s♠♦❧♦❣✐❝❛❧ ❡✛❡❝ts
r❡❢❡r t♦ ❛♥❣✉❧❛r ❞✐❛♠❡t❡r ❞✐st❛♥❝❡ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦s♠♦❧♦❣✐❝❛❧ s✉r❢❛❝❡✲❜r✐❣❤t♥❡ss ❞✐♠♠✐♥❣✳ ❚❤❡s❡ ❡✛❡❝ts
❛r❡ ❡♥❝❧♦s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♠♦❞✉❧✉s ❉▼✭③✮✳ ❚❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♠♦❞✉❧✉s ❛❝❝♦✉♥ts ❢♦r t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥
♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ ❞✐st❛♥❝❡✳ ❉▼ ✐s t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♠♦❞✉❧✉s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❉▼✭③✮❂♠✲▼
❚❤❡ ❑✲❝♦rr❡❝t✐♦♥ t❛❦❡s ✐♥ ❛❝❝♦✉♥t t❤❛t t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✭♦r t❤❡ s♣❡❝tr✉♠✮ ✐♥ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❢r❛♠❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ♥❛rr♦✇❡r ❛♥❞ ❜❧✉❡r r❡st ❢r❛♠❡ ♣❛ss❡ ❜❛♥❞ t❤❛t ❞❡♣❡♥❞s ♦❢ t❤❡ r❡❞s❤✐❢t ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✳
❚❤✐s ❦ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ✐s ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ t❤❡ ❣❛❧❛①② s♣❡❝tr❛❧ ❡♥❡r❣② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✭❙❊❉✮✳ ❚❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✿

M = m−DM(z) −K(z) ✭■❱✳✷✼✮

❚❤✉s✱ ❢♦r t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡✿

Mmin(z) = max[−22, 14.5 −DM(z) −K(z)]
Mmax(z) = min[−19, 17.6,−DM(z) −K(z)].

✭■❱✳✷✽✮



✶✵✾

❇❛s❡❞ ♦♥ ❧✉♠✐♥♦s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥ ✭❇❧❛♥t♦♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✶✮ ❢♦r t❤❡ ❙❉❙❙ ❜❛♥❞s ✷✳ ❚❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞
r❡❞s❤✐❢t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇❛s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❣✐✈❡♥ t❤❡ r∗ ❧✉♠✐♥♦s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ✢✉① ❧✐♠✐ts ✉s✐♥❣ t❤❡ ❦
❝♦rr❡❝t✐♦♥s ❢♦r ❛ ✧t②♣✐❝❛❧✧ ❣❛❧❛①② ❝♦❧♦r ♦❢ g∗ − r∗ = 0.65✳ ■♥ ❋✐❣✳❬■❱✳✶✵❪ t❤❡ r❡❞s❤✐❢t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢
❙❉❙❙ ❣❛❧❛①✐❡s ✐s ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❡①♣❡❝t❡❞ ❣✐✈✐♥❣ ❛ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t✳

❋✐❣✉r❡ ■❱✳✶✵✿ ❚❤❡ ❧✉♠✐♥♦s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❙❉❙❙✲❊❛r❧② ❉❛t❛ ❘❡❧❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ r∗ ❜❛♥❞✳ ❚❤❡ ❞❛t❛
♣♦✐♥ts ❛r❡ ❝♦♠♠✐ss✐♦♥✐♥❣ ❞❛t❛ ❛♥❞ t❤❡ ❜❧❛❝❦ ❧✐♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❙❝❤❡❝❤t❡r ✜t✳ ■♥ ❧❡❢t ♣❛♥❡❧
t❤❡ r❡❞s❤✐❢t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❙❉❙❙ ✭❤✐st♦❣r❛♠✮ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❛✈❡r❛❣❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳
❋✐❣✉r❡s ❢r♦♠ ✭❇❧❛♥t♦♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✶✮

■♥ s♦♠❡ ❝❛s❡s ✐t ✐s ❞✐✣❝✉❧t t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t t❤✐s st❛♥❞❛r❞ ✇❛② t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ♥✉♠❜❡r
❞❡♥s✐t②✱ ❛s ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ✐♥ ❙❉❙❙ ❉❘✸ ▲❘● s❛♠♣❧❡ t❤❡ ❧✉♠✐♥♦s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ✈❡r② st❡❡♣✱ t❤✉s
r❡❛❧❧② s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ k ❝♦rr❡❝t✐♦♥s✳ ❚❤✉s ✐♥st❡❛❞✱ t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✇❛s t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥
❢✉♥❝t✐♦♥✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ s♣❡❝tr✉♠ ♦❜s❡r✈❡❞ ❝♦♥✈♦❧✈❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡♥ t♦
❛♣♣❧② ❛ ❧♦✇ ♣❛ss ✜❧t❡r ❛♥❞ ✜♥❛❧❧② t♦ ✜t t❤✐s ♠♦❞❡❧ t♦ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ r❡❞s❤✐❢t ✭❩❡❤❛✈✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✺✮✳

■♥st❡❛❞ ♦❢ ✉s✐♥❣ t❤❡s❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡ ♠♦❞❡❧s ❢♦r t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ♥✉♠❜❡r ❞❡♥s✐t② ❝♦♠♠♦♥❧②✱ t❤❡
r❛❞✐❛❧ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ t♦ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ r❛♥❞♦♠ ❝❛t❛❧♦❣✉❡ ✐s ❡st✐♠❛t❡❞ ❞✐r❡❝t❧② ❢r♦♠ ❞❛t❛✳
❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ r❡❞s❤✐❢t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢r♦♠ ❞❛t❛ ❛♥❞ ❛ss✐❣♥ t❤❡ r❡❞s❤✐❢t t♦ t❤❡
r❛♥❞♦♠ s❡t ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ r❡❞s❤✐❢t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ t❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ✇❛②s ❝♦♠♠♦♥❧②
✉s❡❞✿ ✶✮ r❡❞✐str✐❜✉t❡ t❤❡ r❡❞s❤✐❢t ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ s❛♠♣❧❡ t♦ t❤❡ r❛♥❞♦♠ s❛♠♣❧❡✳ ✷✮ r❡s❛♠♣❧❡ t❤❡ r❡❞s❤✐❢t
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❞❛t❛ s♦ t❤❛t t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ♥✭③✮ s❤❛♣❡ ♠❛t❝❤❡s t❤❛t ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ ✭s♠♦♦t❤❡❞ t♦ ❡❧✐♠✐♥❛t❡
✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❢r♦♠ ❞❛t❛✮✳

❆s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ■ t❛❦❡ t❤❡ s❛♠♣❧❡s ✉s❡❞ ✐♥ ✭❑❛③✐♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵✮ t♦ ❞♦ ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡ str✉❝t✉r❡ ❛♥❛❧②s✐s✳
■ t❛❦❡ t❤❡ ❋✉❧❧ ❙❛♠♣❧❡ ❛♥❞ t❤❡ ❇r✐❣❤t ❙❛♠♣❧❡✳ ❚❤❡ ❋✉❧❧ ❙❛♠♣❧❡ ✐s ❛ q✉❛s✐ ✢✉① ❧✐♠✐t❡❞ s❛♠♣❧❡✳

✷❚❤❡ ❧✉♠✐♥♦s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ✜t ♦❢ t❤❡ ❙❝❤❡❝❤t❡r ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② t❤r❡❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs
/phi∗❬10−2h3Mpc−3❪✱ M∗ ❛♥❞ α✿

Φ(M)dM = 0.4ln(10)/phi∗10−0.4(M−M∗)(α+1)exp[−10−0.4(M−M∗ ]dM ✭■❱✳✷✾✮
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■t ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛ s❡t ♦❢ ∼ 100000 ❣❛❧❛①✐❡s ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ ✐♥ r❡❞s❤✐❢t ♦❢ ③❂❬✵✳✶✻✱ ✵✳✸✻❪ ❛♥❞ ❧✐♠✐ts ✐♥
❛❜s♦❧✉t❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❛r❡ Mg = [−23.2,−21.8]✳ ❚❤❡ ❇r✐❣❤t ❙❛♠♣❧❡ ✐s ❛ ✈♦❧✉♠❡ ❧✐♠✐t❡❞ s❛♠♣❧❡ ✇❤✐❝❤
❝♦♥s✐sts ✐♥ ∼ 30000 ▲❘●✬s ✐♥ t❤❡ r❡❞s❤✐❢t r❛♥❣❡ ③❂❬✵✳✶✻✱ ✵✳✹✹❪✱ ✇✐t❤ Mg = [−23.2,−21.8]✳ ■♥
❋✐❣✳❬■❱✳✶✶❪✳ ■ s❤♦✇ ✐♥ t❤❡ ❧❡❢t ♣❛♥❡❧ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ❞❡♥s✐t② ♦❢ ❜♦t❤ s❛♠♣❧❡s ✳ ■♥ t❤❡ r✐❣❤t ♣❛♥❡❧ ■ s❤♦✇
t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ r❛♥❞♦♠ ❝❛t❛❧♦❣ ✐♥ t❤❡ ✜rst ❝❛s❡ ✇❛s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✉s✐♥❣
❛s t❤❡ r❛❞✐❛❧ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❡ r❡❞s❤✐❢t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❋✉❧❧ s❛♠♣❧❡ ✇❤✐❧❡ t❤❡ r❛❞✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥
✐s ❝♦♥st❛♥t ✐♥ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ❧✐♠✐t❡❞ ❝❛s❡ ✳
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❋✐❣✉r❡ ■❱✳✶✶✿ ■♥ ❧❡❢t ♣❛♥❡❧ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ❞❡♥s✐t② ♦❢ ❋✉❧❧ ❙❛♠♣❧❡ ❛♥❞ ❇r✐❣❤t ❙❛♠♣❧❡ ❢r♦♠ s❛♠♣❧❡s
❞❡✜♥❡❞ ❜② ❊✳❑❛③✐♥ ❡t ❛❧ ✷✵✶✵✳ ■♥ r✐❣❤t ♣❛♥❡❧ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ s❛♠♣❧❡s ✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ st✉❞② t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ r❛❞✐❛❧ s❡❧❡❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❡st✐♠❛t♦r ✶✵✵ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s ✇❡r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞
t❛❦✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ❢✉♥❝t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ r❛❞✐❛❧ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ r❡s✉❧t❛♥t ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥
✇✐t❤ ❛ ✉♥✐❢♦r♠ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❲❡ ❞♦ ♥♦t ❛♣♣❧✐❡❞ ❣❡♦♠❡tr② ❡✛❡❝ts✳ ❚♦ s❛♠♣❧❡ t❤❡ ♣♦✐♥ts
❛❝❝♦r❞✐♥❣❧② t♦ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ r❛❞✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛ r❡❥❡❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ✇❛s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞✳ ▲❡t ✉s ❜❡❣✐♥
❝♦♠♣❛r✐♥❣ s❛♠♣❧❡s ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦❜❥❡❝ts ✐♥ ❛♥ s♣❤❡r✐❝❛❧ ✈♦❧✉♠❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ r❛❞✐❛❧ ❞✐s✲
tr✐❜✉t✐♦♥ ❢♦❧❧♦✇s ❞✐✛❡r❡♥t r❛❞✐❛❧ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ■♥ t❤❡ ❧❡❢t ♣❛♥❡❧ ♦❢ ❋✐❣ ✭■❱✳✶✷❪ t❤❡ ❝♦♠♦✈✐♥❣
❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡s ✉s✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t r❛❞✐❛❧ s❡❧❡❝t✐♦♥s ❢✉♥❝t✐♦♥s ✭✉♥✐❢♦r♠✱ ❣❛✉ss✐❛♥ ❛♥❞ ♣❛r❛❜♦❧✐❝✮
✐s s❤♦✇♥✳ ■♥ t❤❡ r✐❣❤t ♣❛♥❡❧ ♦❢ ❋✐❣✳❬■❱✳✶✷❪ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♦✈❡r ✶✵✵ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t
s❡❧❡❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐s s❤♦✇♥✳ ❆s ✇❡ ❝❛♥ ♦❜s❡r✈❡ ❢r♦♠ t❤❡ ✜❣ ■❱✳✶✷ ✇❤❡♥ t❤❡ r❛❞✐❛❧ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥
❢r♦♠ ❞❛t❛ ✐s ❝♦rr❡❝t❧② ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ r❛♥❞♦♠✱ t❤❡ ❡st✐♠❛t♦r ✐s ♥♦ s❡♥s✐❜❧❡ ❛❜♦✉t t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡
s❡❧❡❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✳

◆♦✇✱ ❧❡t ✉s ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ r❛❞✐❛❧ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ s❛♠♣❧❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡
✈♦❧✉♠❡✱ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ✭❋❡❧❞♠❛♥ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✹✮✿

V = (2π)3
∫

d3rn̄w4(1 + 1/n̄P )2 ✭■❱✳✸✵✮
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❋✐❣✉r❡ ■❱✳✶✷✿ ❚❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦✈❡r ✶✵✵ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s ♦❢ ✸✵✱✵✵✵ ♦❜❥❡❝ts ❢♦❧✲
❧♦✇✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t r❛❞✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ■♥ ❜❧✉❡ t❤❡ ♣❛r❛❜♦❧✐❝✱ ✐♥ ②❡❧❧♦✇ t❤❡ ❣❛✉ss✐❛♥ ❛♥❞ ✐♥ r❡❞ t❤❡
✉♥✐❢♦r♠✳ ❚❤❡ ✐♥♣✉t ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❜❧❛❝❦✳

■❱✳✸✳✷ ❆♥❣✉❧❛r ❙❡❧❡❝t✐♦♥ ❋✉♥❝t✐♦♥

■♥ t❤❡ r❡❛❧ ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡ s✉r✈❡②s ✉s✉❛❧❧② t❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✐s ❝♦♠♣❧❡①✱ ❛♥❞ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥❛❧ ❛♥❞ ✐♥str✉♠❡♥t❛❧ ✐ss✉❡s✱ t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r s❡❧❡❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ♥♦t tr✐✈✐❛❧✳ ❚❤❡ ❛♥❣✉❧❛r
s❡❧❡❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❦❡❡♣s tr❛❝❦ ♦❢ t❤❡ s✉r✈❡② ♣❛r❛♠❡t❡r t❤❛t ✐♥tr♦❞✉❝❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♠❡❛♥ ❞❡♥s✐t②
❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ s❦②✱ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❧✐♠✐t✱ s❡❡✐♥❣✱ ❞✉st ❡①t✐♥❝t✐♦♥ ❛♥❞
❣❡♦♠❡tr②✳ ❚❤✉s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❣❡t ❛♥ ❛❝❝✉r❛t❡ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❡s❡ ❡✛❡❝ts ♠✉st
❜❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤❡ r❛♥❞♦♠ s❛♠♣❧❡s✳

❆ s❝❤❡♠❡ t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ❝♦♠♣❧❡① ❛♥❣✉❧❛r ♠❛s❦ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜② ❍❛♠✐❧t♦♥ ❛♥❞ ❚❡❣♠❛r❦
✭❍❛♠✐❧t♦♥ ✫ ❚❡❣♠❛r❦✱ ✷✵✵✹✮✳ ❆ s♦❢t✇❛r❡ ♣❛❝❦❛❣❡ ❝❛❧❧❡❞ MANGLE ✸ ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧❡♠❡♥ts t❤✐s s❝❤❡♠❡ ✐s
♣✉❜❧✐❝❛❧❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ✉s❡❞ t❤✐s ♣❛❝❦❛❣❡ t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ❛♥❣✉❧❛r s❡❧❡❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s
❢r♦♠ ❙❉❙❙ ❞❛t❛✳ ■♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ MANGLE t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r s❡❧❡❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢
❛♥❣✉❧❛r ♠❛s❦✳ ❆♥ ❛♥❣✉❧❛r ♠❛s❦ ❛s ❛r❜✐tr❛r② ✉♥✐♦♥ ♦❢ ❛r❜✐tr❛r✐❧② ✇❡✐❣❤t❡❞ ❛♥❣✉❧❛r r❡❣✐♦♥s ❜♦✉♥❞❡❞
❜② ❛r❜✐tr❛r② ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡❞❣❡s✳ ❊❛❝❤ s✉❜r❡❣✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r ♠❛s❦ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛ ♣♦❧②❣♦♥✳ ❆ ♣♦❧②❣♦♥ ✐s
❛ ♥♦♥ ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ r❡❣✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r ♠❛s❦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❛ ❝♦♥st❛♥t ✇❡✐❣❤t✳ ❊❛❝❤ ♣♦❧②❣♦♥ ✐s
❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❝❛♣s✱ ✇❤❡r❡ ❛ ❝❛♣ ✐s ❛♥ s♣❤❡r✐❝❛❧ ❞✐s❦✳ ❚❤❡ ♣r❡❝✐s❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝❛♣
✐s ❛ r❡❣✐♦♥ ♦♥ ✉♥✐t❛r② s♣❤❡r❡ ❛❜♦✈❡ s♦♠❡ ❧✐♥❡ ♦❢ ❝♦♥st❛♥t ❧❛t✐t✉❞❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ♣♦❧❛r
❛①✐s✳ ■♥ ❋✐❣✳❬■❱✳✶✸❪ ❛♥ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ r❡❣✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❛♥❣✉❧❛r ♠❛s❦ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t t♦ ❇❖❙❙ s✉r✈❡②
❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♣♦❧②❣♦♥s✱ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦❧♦rs s❤♦✇ t❤❡ ✇❡✐❣❤t ♦❢ ❡❛❝❤ r❡❣✐♦♥✳

✸❚❤❡ s♦❢t✇❛r❡ ❛♥❞ ❞♦❝✉♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛t http : //casa.colorado.edu/ jsh/mangle/
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❋✐❣✉r❡ ■❱✳✶✸✿ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ s❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❛♥❣✉❧❛r ♠❛s❦ ❢r♦♠ ❙❉❙❙ ❉❘✼✳ ■♥ ❧❡❢t ♣❛♥❡❧
t❤❡ ♠❛♥❣❧❡ ♣♦❧②❣♦♥s ❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡ ♠❛s❦ ✱ ✐♥ t❤❡ r✐❣❤t s✐❞❡ t❤❡ s❛♠❡ ♣♦❧②❣♦♥s s❤♦✇✐♥❣ t❤❡
❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ✇❡✐❣❤t ♦❢ ❡❛❝❤ r❡❣✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t t♦ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡
✐♥ ❡❛❝❤ r❡❣✐♦♥✳

■❱✳✹ ❈♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢r♦♠ ❘❡❛❧✐st✐❝ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s

❯♥t✐❧ ♥♦✇ ✇❡ ❤❛✈❡ ❡①♣❧♦r❡❞ s❡♣❛r❛t❡❧② t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❛s♣❡❝ts t❤❛t ❝♦✉❧❞ ❛✛❡❝t t❤❡ ❡st✐♠❛t♦r ♦❢ t❤❡
❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ t❤❡ ✐❞❡❛ ✐s t♦ ♠✐♠✐❝ ❛ r❡❛❧✐st✐❝ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❞♦ ✐t ✇❡
✉s❡ t❤❡ ▲✉♠✐♥♦✉s ❘❡❞ ●❛❧❛①✐❡s ▲❘● ❙❛♠♣❧❡ ♦❢ ❙❉❙❙✲❉❘✼✳ ❚❤✐s s❛♠♣❧❡ ✇❛s ✉s❡❞ ❢♦r ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡
str✉❝t✉r❡ ✭▲❙❙✮ ❛♥❛❧②s❡s ✐♥ ✭❑❛③✐♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵✮✳ ❚❤❡ ❞❛t❛ s❡t ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛ ✢✉① ❧✐♠✐t❡❞ ❝❛t❛❧♦❣
♦❢ ∼ 100, 000 ▲❘●✳❚❤❡ s✉r✈❡② ❝♦✈❡rs ❛ t♦t❛❧ ❛r❡❛ ♦❢ ✼✾✵✽ ❞❡❣2 ❜✉t ✇❡ ❛r❡ ❣♦✐♥❣ t♦ ✉s❡ ♦♥❧② t❤❡
♥♦rt❤❡r♥ ❤❡♠✐s♣❤❡r❡✳ ❚❤❡ t♦t❛❧ ✈♦❧✉♠❡ ❝♦✈❡r❡❞ ✐s 1.6h−3.Gpc3✳

❚❤❡ ✜rst ♣r♦❜❧❡♠ t❤❛t ♠✉st ❜❡ ❝♦♥❢r♦♥t❡❞ ✐s t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ s✐♠✉❧❛t❡❞✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ❛ ✜♥❡
❜✐♥♥✐♥❣ ❛♥❞ ❛ ❧❛r❣❡ ✈♦❧✉♠❡✱ t❤❡ ♣❡r✐♦❞✐❝✐t② ♣r♦♣❡rt② ♦❢ ❧♦❣ ♥♦r♠❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✐s ❡①♣❧♦✐t❡❞✳ ❆ ❣r✐❞
♦❢ 2563 ✇✐t❤ ❛ ♣❤②s✐❝❛❧ s✐③❡ ♦❢ 1.6Gpc3 ✐s ✉s❡❞ ❣✐✈✐♥❣ ❛ ♣✐①❡❧ s✐③❡ ❛❜♦✉t ∼ 6Mpc✳ ❚♦ r❡♣r♦❞✉❝❡
t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ❛♥❞ ❣❡♦♠❡tr② ♦❢ ❉❘✼✱ ❛ ❝✉❜✐❝ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ 8Gpc3 ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞✱ t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ t❤✐s
✈♦❧✉♠❡ t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❜♦① ♦❢ 1.6Gpc3 ✇✐❧❧ ❜❡ r❡♣❧✐❝❛t❡❞ ✽ t✐♠❡s ❚❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✉s❡❞ t♦
❣❡♥❡r❛t❡ ❞❡ ❧♦❣ ♥♦r♠❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❢♦❧❧♦✇s ❛ Λ❈❉▼ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ❝♦s♠♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ ❲▼❆P
✺ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♣✉❜❧✐❝ ❝♦❞❡ ❈❆▼❇ ✭▲❡✇✐s ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✵✮✳❆ ❣❛❧❛①② ❜✐❛s ♦❢ b = 2 ✇❛s ❛♣♣❧✐❡❞✱
t❤❛t ✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② t❤❡ ❜✐❛s ♦❢ ▲❘● ✭❜❂✷✳✺ ❢r♦♠ ✭▲❛❜❛t✐❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵✮ ✱❜❂✷✳✸ ✭❑❛③✐♥ ❡t ❛❧✳✱
✷✵✶✵✮✳✮ ■♥ ❛ ✜rst t✐♠❡✱ ■ ❛♠ ♥♦t ❣♦✐♥❣ t♦ ✉s❡ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❢♦r ❡❛❝❤ r❡❣✐♦♥✱ ♦♥❧②
t❤❡ s✉r✈❡② ❣❡♦♠❡tr②✳ ❆♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡ ❛♥❣✉❧❛r ✇✐♥❞♦✇ ✇❛s ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ str✐♣❡s ❢r♦♠
♣❤♦t♦♠❡tr✐❝ s✉r✈❡② ✭t✐❧✐♥❣ ❣❡♦♠❡tr②✮ ❛♥❞ t❤❡ ♣❧❛t❡s ✉s❡❞ ✐♥ ❉❘✼ ❝♦♥❝❛t❡♥❛t❡❞ ✉s✐♥❣ MANGLE t♦♦❧s✳
❚❤✐s ❛♥❣✉❧❛r ♠❛s❦ ❝♦♥s✐❞❡rs ❛ ❝♦♥st❛♥t ✇❡✐❣❤t ❡✈❡r②✇❤❡r❡✳ ■t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✉s❡ t❤❡ ❛❝❝✉r❛t❡ ❛♥❣✉❧❛r
♠❛s❦ ♣r❡♣❛r❡❞ ❜② ✭❇❧❛♥t♦♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✺✮ ❢♦r t❤❡ ❉❘✼ ♦❢ ❙❉❙❙ t❤❛t ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ MANGLE
♣♦❧②❣♦♥s✳ ◆♦✇❛❞❛②s ❢♦r t❤❡ ♣✉r♣♦s❡s ♦❢ st✉❞②✐♥❣ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ✐s ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❝♦♥str✉❝t
❛ s✐♠♣❧❡ ♠❛s❦ ✇❤❛t ♠❛❦❡s ❢❛st t❤❡ ♠♦❝❦s ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✳ ❆ r❡❛❧✐st✐❝ ♠❛s❦ ❢♦r ❉❘✼ t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t
❛❧❧ ❞❡t❛✐❧s ♦❢ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ✭❜❛❞ ✜❡❧❞s✱ ♠❛s❦ ♦❢ ❜r✐❣❤t st❛rs✱ ❡t❝✮ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✇✐t❤ ❛❜♦✉t ✷✵✵✱✵✵✵
♣♦❧②❣♦♥s ✇❤✐❧❡ ✐♥ t❤❡ s✐♠♣❧❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦❧②❣♦♥s r❡❞✉❝❡❞ ❜② ✶ ♦r❞❡r ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡
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✭∼✶✵✱✵✵✵ ♣♦❧②❣♦♥s✮✳ ❚♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t✐♠❡ ■ ❞❡❝✐❞❡❞ t♦ ✇♦r❦ ♦♥❧② ✇✐t❤ t❤❡ ◆♦rt❤❡r♥ ❤❡♠✐s♣❤❡r❡✳ ■♥
t❤❡ ❧❡❢t ♣❛♥❡❧ ♦❢ ❋✐❣✳❬■❱✳✶✹❪ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ♦❢ ❉❘✼ s❛♠♣❧❡ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❣❛❧❛❝t✐❝ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✳ ■♥ t❤❡
r✐❣❤t ♣❛♥❡❧ ■ s❤♦✇ t❤❡ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ♠❛s❦ ❢♦r ❉❘✼ ♦♥❧② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ♥♦rt❤ ❤❡♠✐s♣❤❡r❡ ✐♥ ❡q✉❛t♦r✐❛❧
❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✳
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❋✐❣✉r❡ ■❱✳✶✹✿ ▲❡❢t ♣❛♥❡❧✳ ❚❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ♦❢ ❙❉❙❙ ▲❘● s❛♠♣❧❡ ❉❘✼ ✐♥ ❣❛❧❛❝t✐❝ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✳
■♥ t❤❡ r✐❣❤t ♣❛♥❡❧ t❤❡ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ♠❛s❦ ✉s❡❞ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ t❤❡ ♠♦❝❦ ❝❛t❛❧♦❣ ✐s s❤♦✇♥✳ ■t ✇❛s
❣❡♥❡r❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ t✐❧❡s ❢r♦♠ ❉❘✼ ❝♦♥❝❛t❡♥❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♣❤♦t♦♠❡tr✐❝ str✐♣❡s✳

❋♦r t❤❡ r❛❞✐❛❧ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ r❡❞s❤✐❢t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❞❛t❛✳ ■♥ ❋✐❣✳❬■❱✳✶✺❪ t❤❡
r❡❞s❤✐❢t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❞❛t❛ ✐s s❤♦✇♥✳ ❚♦ ❝♦♥str✉❝t t❤❡ r❛❞✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❡ r❡❞s❤✐❢t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
✐s ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❛♥❞ t❤❡♥ ✜tt❡❞ ❜② ❛ s♣❧✐♥❡ t♦ ❡❧✐♠✐♥❛t❡ t❤❡ ♥♦✐s❡ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✳
❋✐♥❛❧❧②✱ ❛ r❡❥❡❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ s❡❧❡❝t ❢r♦♠ t❤❡ ♠♦❝❦ t❤❡ ❣❛❧❛①✐❡s ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ r❡❞s❤✐❢t
❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ r✐❣❤t ♣❛♥❡❧ ♦❢ ❋✐❣✳❬■❱✳✶✺❪ t❤❡ r❡❞s❤✐❢t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ s❡t ✐s s❤♦✇♥ ❛♥❞
✐♥ ❧❡❢t t❤❡ ❝♦♠♦✈✐♥❣ ♥✉♠❜❡r ❞❡♥s✐t② ♦❢ ♠♦❝❦s✳

❚❤❡ ✜rst ♣✉r♣♦s❡ ✐s t♦ ✈❡r✐❢② ✐❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t♦r ✐s s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ❛♥❞
❡❞❣❡s✳ ❋♦r t❤❛t ✇❡ ✉s❡ ❛ s❡t ♦❢ ✶✵✵ ❧♦❣♥♦r♠❛❧ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ s❛♠❡ ✐♥♣✉t ♣♦✇❡r s♣❡❝tr❛ ✐♥ ✷
❝❛s❡s✱ t❤❡ ❝✉❜❡ t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✉s✐♥❣ ✉♥t✐❧ ♥♦✇ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ❣❡♦♠❡tr② ♦❢ ❙❉❙❙✲❉❘✼✳ ■♥
t❤❡ ❋✐❣✳❬■❱✳✶✻❪ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦✈❡r ✶✵✵ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s ✐♥ ❛ ❝✉❜❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ ✶✵✵
r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s ♠✐♠✐❝ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ♦❢ ❉❘✼ ✐s s❤♦✇♥✳ ❆s ✇❡ ❝❛♥ ♦❜s❡r✈❡ ❢r♦♠ t❤❡ ✜❣✉r❡ t❤❡ ❡st✐♠❛t♦r
s❤♦✇s ❛ s❧✐❣❤t ❜✐❛s ♦❢ ✪ ❛t t❤❡ s❝❛❧❡s ♦❢ ✐♥t❡r❡st ❛♥❞ ❛ ✐♥❝r❡♠❡♥t ✐♥ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢
✪ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❉❘✼ ❣❡♦♠❡tr② ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❝✉❜❡✳

■❱✳✹✳✶ ❈♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❙✉r✈❡②

❲❤❡♥ ❛ s✉r✈❡② ♦❢ ❣❛❧❛①✐❡s ✐s ❞❡s✐❣♥❡❞ ❛ s❡t ♦❢ ♦❜❥❡❝ts ✐s s❡❧❡❝t❡❞ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❡rt❛✐♥ ❝r✐t❡r✐❛ ✈✐❛ ❛
t❛r❣❡t s❡❧❡❝t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ❡♥s✉r❡ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ s❛♠♣❧❡✳ ❇✉t ❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ t❤❡ s✉r✈❡② ✐s
♦♣t✐♠❛❧✱ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t r❡❛s♦♥s t❤❡r❡ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❝❡rt❛✐♥ r❛t❡ ♦❢ s✉❝❝❡ss ✐♥ t❤❡ s♣❡❝tr❛ ♠❡❛s✉r❡❞ t❤❛t
✇♦✉❧❞ ❜❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ♦❢ t❤❡ s✉r✈❡② ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ r❛t❡
❜❡t✇❡❡♥ ❣♦♦❞ s♣❡❝tr❛ ✐♥ r❡❧❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ t❛r❣❡ts ❛ss✐❣♥❡❞ ❜② r❡❣✐♦♥ ♦❢ s❦②✳ ■♥ s✉r✈❡②s ✐♥ ♦♥❣♦✐♥❣ ❞❛t❛✲
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❋✐❣✉r❡ ■❱✳✶✺✿ ■♥ ❧❡❢t ♣❛♥❡❧ t❤❡ r❡❞s❤✐❢t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❞❛t❛ ✜tt❡❞ ❜② ❛ s♣❧✐♥❡ ❧✐♥❡ t♦ ❡❧✐♠✐♥❛t❡
t❤❡ ♥♦✐s❡ ✐s s❤♦✇♥✳ ❚❤✐s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❛♥❞ ✉s❡❞ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ t❤❡ r❛❞✐❛❧ s❡❧❡❝t✐♦♥
❢✉♥❝t✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ r✐❣❤t ♣❛♥❡❧ t❤❡ ❝♦♠♦✈✐♥❣ ♥✉♠❜❡r ❞❡♥s✐t② ♦❢ ❞❛t❛ ❛♥❞ ♠♦❝❦s ✐s s❤♦✇♥✳

❋✐❣✉r❡ ■❱✳✶✻✿ ❚❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦✈❡r ✶✵✵ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✐♥ ❛ ❝✉❜✐❝
❣❡♦♠❡tr② ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ ❛ s❡t ♦❢ s❛♠♣❧❡s ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❉❘✼ ❣❡♦♠❡tr②✳ ❆s ✇❡ ❝❛♥ ♦❜s❡r✈❡ ❢r♦♠ t❤❡
✜❣✉r❡ t❤❡ ❡st✐♠❛t♦r s❤♦✇s ❛ s❧✐❣❤t ❜✐❛s ❛t t❤❡ s❝❛❧❡s ♦❢ ✐♥t❡r❡st ❛♥❞ ❛ ✐♥❝r❡♠❡♥t ✐♥ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡
✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❉❘✼ ❣❡♦♠❡tr② ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❝✉❜❡✳

t❛❦✐♥❣✱ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ♦❢ t❤❡ s✉r✈❡② ♠✉st ❜❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r ❞♦✐♥❣ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥
❛♥❛❧②s✐s✳ ❚❤❡ ✇❛② t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t❤❡ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ♦❢ t❤❡ s✉r✈❡② ✐s t♦ ❛ss✐❣♥ ❛ ✇❡✐❣❤t t♦ ❡❛❝❤
♣♦❧②❣♦♥ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ♦♥ t❤❛t r❡❣✐♦♥ ❛♥❞ t♦ s❛♠♣❧❡ t❤❡ r❛♥❞♦♠ s❡t ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
t❤❡s❡ ✇❡✐❣❤ts✳ ❲❡ ✇✐❧❧ s❤♦✇ ✇✐t❤ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❤♦✇ t❤❡ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ❛✛❡❝ts t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥
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❢✉♥❝t✐♦♥✳ ■♥ ❋✐❣✳❬■❱✳✶✼❪ ❛ r❡❣✐♦♥ ♦❢ ❉❘✼ ✐s s❤♦✇♥✱ t❤❡ ❝♦❧♦rs ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss r❛♥❣❡
❬✵✳✾✼✱✶✳❪✳ ❆s ✇❡ ❝❛♥ ♦❜s❡r✈❡ ✐♥ t❤✐s r❡❣✐♦♥ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ✐s ❤✐❣❤ ✱ ✐♥ ❢❛❝t t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss
♦✈❡r t❤❡ s✉r✈❡② ✐s ✾✽✪ ✭❑❛③✐♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵✮✳
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❋✐❣✉r❡ ■❱✳✶✼✿ ❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ♦❢ ❛ r❡❣✐♦♥ ♦❢ ❉❘✼ ❙❛♠♣❧❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ ✜❧❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ◆❨❊
✈❛❧✉❡ ❛❞❞❡❞ ❈❛t❛❧♦❣ ✭❇❧❛♥t♦♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✺✮✳

❚❤✉s ❛s ▲❘● s❛♠♣❧❡ ✐s ❛❧♠♦st ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ s❛♠♣❧❡ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t
t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ✐♥ t❤❡ r❛♥❞♦♠ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ✐s ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡✳ ❚♦ ✈❡r✐❢② t❤✐s ❢❛❝t ❧❡t ✉s ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡
❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❛ r❛♥❞♦♠ s❛♠♣❧❡ ✇❤✐❝❤ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ✐s s❡t t♦ ♦♥❡ ✐♥ ❛❧❧ ♣♦❧②❣♦♥s ❛♥❞ ❛
❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝♦rr❡❝t ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❞♦ t❤❛t ✇❡ ✇✐❧❧ ✉s❡ t❤❡
♠❛s❦ ♣r❡♣❛r❡❞ ❜② ❇❧❛♥t♦♥ ❡t ❛❧ ✭❇❧❛♥t♦♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✺✮ ♣✉❜❧✐❝❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ◆❨❊ ✈❛❧✉❡ ❛❞❞❡❞
❝❛t❛❧♦❣✳ ❆s ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ ✐♥ ❋✐❣✳❬■❱✳✶✽❪ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ♦❢ ▲❘● s❛♠♣❧❡ ❢♦r ❉❘✼ ✐s ♥♦t
s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡ ✳ ■t ✐s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❡rr♦r ❜❛rs ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② ❑❛③✐♥ ❢r♦♠ ◆✲❜♦❞② s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✐♥ ✭❑❛③✐♥
❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵✮✳ ❇② ❝♦♥tr❛r②✱ ✇❡ ✇✐❧❧ s❡❡ ✐♥ t❤❡ ❢✉rt❤❡r ❝❤❛♣t❡r✱ ✐❢ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r❡r ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss
♦❢ t❤❡ s✉r✈❡② ✐♥ ❇❖❙❙ ✐t ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ❡✛❡❝t ✐♥ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❡st✐♠❛t♦r✳

❋✐♥❛❧❧② ❜❡❢♦r❡ ♣❛ss✐♥❣ t♦ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥ ❧❡t ✉s ❝♦♠♣❛r❡ ✐♥ t❤✐s ♠♦st r❡❛❧✐st✐❝ s❝❡♥❛r✐♦ t❤❡ t✇♦
❡st✐♠❛t♦rs t❤❛t s❡❡♠❡❞ t♦ ❜❡❤❛✈❡❞ s✐♠✐❧❛r❧② t❤❛t ✐s t❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ▲❛♥❞② ❙③❛❧❛② ❡st✐♠❛t♦r✳
■t ❤❛s ❜❡❡♥ s❛✐❞ t❤❛t t❤❡ s✉♣❡r✐♦r✐t② ♦❢ ▲❛♥❞②✲❙③❛❧❛② ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r♦✈❡♥ t♦ ❜❡ ♥❡❛r❧② ♦❢ ♠✐♥✐♠❛❧
✈❛r✐❛♥❝❡ ❢♦r ❛ r❛♥❞♦♠ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✭✐✳❡✳ P♦✐ss♦♥ ✇✐t❤ ♥♦ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥✮ s✐♥❝❡ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♣❛♣❡r ✐♥ ✶✾✾✸
✭▲❛♥❞② ✫ ❙③❛❧❛②✱ ✶✾✾✸✮✳ ❆ s✐♠✐❧❛r st✉❞② ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞♦♥❡ ❜②✭▲❛❜❛t✐❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵✮ ✇✐t❤ ❧♦❣♥♦r♠❛❧
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Completeness=1
Completeness NYE

E.Kazin 2010

❋✐❣✉r❡ ■❱✳✶✽✿ ❚❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❉❘✼ ❙❛♠♣❧❡ ❞❛t❛ ✭❑❛③✐♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵✮ ✉s✐♥❣ t❤❡
❛♥❣✉❧❛r ♠❛s❦ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ◆❨❡ ✈❛❧✉❡ ❛❞❞❡❞ ❈❛t❛❧♦❣ ✭❇❧❛♥t♦♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✺✮ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡
✇❡✐❣❤ts ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ✐♥ ❜❧❛❝❦✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ❡q✉❛❧ t♦ ✶ ❡✈❡r②✇❤❡r❡
✐♥ t❤❡ ✇✐♥❞♦✇ ✐♥ ❜❧✉❡ ❛♥❞ ❛s ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ t❤❡ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ ❊✳ ❑❛③✐♥ ✭❑❛③✐♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵✮✳

♠♦❝❦s t❤❛t ♠✐♠✐❝s ❙❉❙❙ ♠❛✐♥ s❛♠♣❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭✈♦❧✉♠❡ ❧✐♠✐t❡❞ s❛♠♣❧❡s✮✱ ♣r♦❜✐♥❣ t❤❡ s✉♣❡r✐♦r✐t②
♦❢ ▲❛♥❞②✲❙③❛❧❛② ❡st✐♠❛t♦r ♦✈❡r t❤❡ ♦t❤❡rs ❡st✐♠❛t♦rs✳ ■♥ ❋✐❣✳❬❄❄❪ ❜♦t❤ ❡st✐♠❛t♦rs ▲❙ ✭❜❧❛❝❦✮ ❛♥❞
❍ ✭r❡❞✮ ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢♦r ❛ r❡❛❧✐st✐❝ s❝❡♥❛r✐♦✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ r❛❞✐❛❧ ❛♥❞ ❛♥❣✉❧❛r ♠❛s❦ ♦❢ ❉❘✼✳ ❚❤❡ t✇♦
❡st✐♠❛t♦rs ❛r❡ ✐♥❞✐st✐♥❣✐❜❛❜❧❡✳

■❱✳✹✳✷ ❘❛❞✐❛❧ ❲❡✐❣❤ts

■t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♦♣t✐♠✐③❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❣✐✈✐♥❣ t♦ ❡❛❝❤ ❣❛❧❛①② ♦r ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ s♣❛❝❡ ❛♥ s♣❡❝✐✜❝ st❛t✐s✲
t✐❝❛❧ ✇❡✐❣❤t ❝❤♦s❡♥ t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ❝♦s♠✐❝ ❡rr♦r✳ ■❢ ✇❡ ♥❡❣❧❡❝t ❡❞❣❡ ❡✛❡❝ts✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ ❝♦♥st❛♥t
✇❡✐❣❤t ♦♥❧② ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ r ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ ✐♥ ✭❍❛♠✐❧t♦♥✱ ✶✾✾✸✮ t❤❛t t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✇❡✐❣❤t ✐s ❞♦♥❡ ❜②✿

w(r) ∝ 1

σ2(r)
✭■❱✳✸✶✮

✇❤❡r❡ σ(r) ✐s t❤❡ ❝♦s♠✐❝ ❡rr♦r ♦❢ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ st❛t✐st✐❝✱ ❛s✉♠♠✐♥❣ t❤❡ ❣❛✉ss✐❛♥ ❧✐♠✐t t❤❛t ✐s ✈❛❧✐❞
♦♥❧② ✐♥ t❤❡ ✇❡❛❦❧② ♥♦♥❧✐♥❡❛r r❡❣✐♠❡ ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❡✐❣❤t ❢♦r t❤❡ t✇♦ ♣♦✐♥t ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥
❢✉♥❝t✐♦♥✿

wi(r) =
1

[1 + n̄d(r)J(r)]2
✭■❱✳✸✷✮



✶✶✼

✇❤❡r❡
J ∼

∫ r

0
ξ(r)dV ✭■❱✳✸✸✮

❚❤❡s❡ ✇❡✐❣❤ts ❞❡♣❡♥❞s ♦❢ t❤❡ ♣❛✐r s❡♣❛r❛t✐♦♥✳ ■♥ ✭❲❤✐t❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶✮ t❤✐s ✇❡✐❣❤t✐♥❣ s❝❤❡♠❡ ❤❛s
❜❡❡♥ ✉s❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ξ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❜② ❛ ♣♦✇❡r ❧❛✇✳

❆♥♦t❤❡r ❝♦♠♠♦♥ s❝❤❡♠❡ ♦❢ ✇❡✐❣❤ts t♦ ♦♣t✐♠✐③❡ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❡st✐♠❛t♦r ✇❛s ♣r♦♣♦s❡❞
❜② ❋❡❧❞♠❛♥✲❑❛✐s❡r✲P❡❛❝♦❦ ✭❋❑P✮✭❋❡❧❞♠❛♥ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✹✮✿

wi(r) =
1

[1 + n̄d(r)P (k)]2
✭■❱✳✸✹✮

❚❤✐s ✇❡✐❣❤t✐♥❣ s❝❤❡♠❡ ✐s ✉s❡❞ ✐♥ ❊✐s❡♥st❡✐♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✺✮✳ ❚❤❡s❡ ✇❡✐❣❤ts ❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ♣❛✐r
s❡♣❛r❛t✐♦♥✱ t❤❡② ♦♥❧② ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ r❡❞s❤✐❢t✳ ❚❤✉s✱ t❤❡② ❤❛✈❡ t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ♥♦t ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❛♥②
s❝❛❧❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ t♦ t❤❡ ✇❡✐❣❤ts✳ ❋♦r t❤✐s r❡❛s♦♥ ■ ❝♦♥s✐❞❡r ♦♥❧② t❤❡ ❋❑P ✇❡✐❣❤ts ❢♦r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳

■♥ t❤❡ ❋✐❣✳❬■❱✳✶✾❪ ■ s❤♦✇ s♦♠❡ ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ s✐♥❣❧❡ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡
❧♦❣ ♥♦r♠❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❉❘✼✳ ■t ✐s ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❝♦♥❝❧✉❞❡ ✇✐t❤ ♦♥❧② ♦♥❡
r❡❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛s t❤❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ s❤♦t ♥♦✐s❡ ❛♥❞ ❝♦s♠✐❝ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞♦♠✐♥❛t❡✳
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No weights
FKP weights (20000)

0 50 100 150 200
r[Mpc/h]

 

 

 

 

 

 

0 50 100 150 200
r[Mpc/h]

 

 

 

 

 

❋✐❣✉r❡ ■❱✳✶✾✿ ■♥ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✇✐t❤ ♥♦ ✇❡✐❣❤ts ✭❜❧❛❝❦✮ ❛♥❞ ✇✐t❤ ❋❑P ✇❡✐❣❤t
✭r❡❞✮ ❢♦r❡ s✐♥❣❧❡ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s✳

■♥ ❋✐❣✳❬■❱✳✷✵❪ ■ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ✇❡✐❣❤ts ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ✶✵✵ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❉❘✼
❣❡♦♠❡tr② ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ✇✐t❤ ♥♦ ✇❡✐❣❤ts ✭❜❧❛❝❦✮ ❛♥❞ ✇✐t❤
❋❑P ✇❡✐❣❤ts ✭r❡❞✮ ❚❤❡ ❋❑P ✇❡✐❣❤ts ❛r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✜①✐♥❣ ♣✭❦✮❂✷✵✵✵✵✳ ❆s ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ ❢r♦♠ t❤❡
✜❣✉r❡ t❤❡ ❋❑P ✇❡✐❣❤ts ❛✛❡❝ts ♦♥❧② t❤❡ ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡s ❣✐✈✐♥❣ ❧❡ss t❤❛♥ ✶✺✪ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❢♦r s❝❛❧❡s ❧❛r❣❡r
t❤❛♥ ✶✵✵ ▼♣❝✴❤✳ ❖✉r r❡s✉❧ts ❛r❡ ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ r❡s✉❧ts ❢♦✉♥❞ ❜② ✭❑❛③✐♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵✮ ✇❤❡r❡ ✐t ✇❛s
❢♦✉♥❞ t❤❡ r❛❞✐❛❧ ✇❡✐❣❤ts ❤❛s ❛ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❡✛❡❝t ✐♥ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r ❉❘✼✳

❚♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ✇❡✐❣❤ts✱ ❧❡t ✉s t❤✐♥❦ ✐♥ ❞❡♥s✐t② ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❛t ❛ s❝❛❧❡ λ = π/k✳
❆s n̄(r) ✐s ❛ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ r✱ t❤✉s ✇❡ ❝❛♥ s❡♣❛r❛t❡ ✷ ❧✐♠✐t ❜❡❤❛✈✐♦rs✳ ❆t s♠❛❧❧ s❝❛❧❡s ✭r
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❋✐❣✉r❡ ■❱✳✷✵✿ ■♥ r✐❣❤t ♣❛♥❡❧ t❤❡ ♠❡❛♥ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✇✐t❤ ♥♦ ✇❡✐❣❤ts ✭❜❧❛❝❦✮
✇✐t❤ ❋❑P ✇❡✐❣❤t ✭r❡❞✮ ✳■♥ r✐❣❤t ♣❛♥❡❧ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ❋❑P ✇❡✐❣❤ts✳

s♠❛❧❧✮✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♠❛♥② ❣❛❧❛①✐❡s ♣❡r ✈♦❧✉♠❡✱ s♦ t❤❡ ❡rr♦r ✇✐❧❧ ❜❡ ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❜② ❝♦s♠✐❝ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✭✜♥✐t❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈♦❧✉♠❡s λ3✮✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ✐s t♦ ❣✐✈❡ ❡q✉❛❧ ✇❡✐❣❤t ♣❡r ✈♦❧✉♠❡ ✇❤❛t ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❣✐✈❡ ❛
✇❡✐❣❤t ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ 1/nd✳ ❋♦r ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡s ✇❡ ❤❛✈❡ ❧❡ss ❣❛❧❛①✐❡s✱ ✇❡ ❛r❡ ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❜② P♦✐ss♦♥
♥♦✐s❡ s♦ ✇❡ ✇❛♥t t♦ ✇❡✐❣❤t ❣❛❧❛①✐❡s ❡q✉❛❧❧②✳

■❱✳✺ ❊rr♦r ❊st✐♠❛t✐♦♥

■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇❡ ✇✐❧❧ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t s❝❛❧❡s ❛r❡ ❝♦rr❡❧❛t❡❞✱ ♥❡❣❧❡❝t✐♥❣
♦✛ ❞✐❛❣♦♥❛❧ t❡r♠s ❝♦✉❧❞ ❧❡❛❞ t♦ s✉❜st❛♥t✐❛❧ ♦✈❡r❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥✐♥❣ ♣♦✇❡r ♦❢ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳
❚❤✉s t❤❡ tr❡❛t♠❡♥t ♦❢ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛t ❞✐✛❡r❡♥t s❝❛❧❡s ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♥❡❝❡ss❛r② t♦
♣r♦♣❡r❧② t❡st t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✳ ▲❡t ✉s r❡♠✐♥❞ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐①✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣
t✇♦ ❡st✐♠❛t♦rs Â ❛♥❞ B̂ ✇❡ ❝❛♥ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ✈❛r✐❛♥❝❡ t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ t❤❡
❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❡st✐♠❛t♦rs✿

Cov(Â, B̂) =
〈(

Â− < Â >
)(

B̂− < B̂ >
)〉

✭■❱✳✸✺✮

❆♣♣❧②✐♥❣ t❤✐s ❝♦♥❝❡♣t t♦ t❤❡ s❛♠❡ ❡st✐♠❛t♦r ❛t ❞✐✛❡r❡♥t s❝❛❧❡s ✇❡ ❣❡t t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥
❞✐✛❡r❡♥t s❝❛❧❡s ♦❢ ❛♥ ❡st✐♠❛t♦r✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ξr ✇❡ ❣❡t✿

Cij ≡ C(ri, rj) =
〈

ˆξ(ri)ξ̂(rj)
〉

−
〈

ξ̂(ri)
〉〈

ξ̂(rj)
〉

✭■❱✳✸✻✮



✶✶✾

❚❤❡ ❝r♦ss✲❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿

rij =
Cij

√

CiiCjj

✭■❱✳✸✼✮

■♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❣✐✈❡♥ ❛♥ ❡st✐♠❛t♦r ❛♥❞ ❛ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❣❛❧❛①② ❝❧✉st❡r✐♥❣ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♣r❡❞✐❝t ❛♥❛❧②t✐❝❛❧❧②
t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ❡rr♦rs ❢♦r ❛♥② ❣❡♦♠❡tr② ❛♥❞ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛s ✇❡ ❤❛✈❡ s❡❡♥ ✐♥ t❤❡
♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥s✱ s✉❝❤ ❡rr♦r ❡st✐♠❛t❡s ❝❛♥ ❜❡ ❝✉♠❜❡rs♦♠❡ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❛♥❞ t❤❡② ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡
❛ss✉♠❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ✐ts❡❧❢✳ ❚❤✉s ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ✇❛②s ♦❢ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❡rr♦r ❛r❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥
❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛♥❛❧②s✐s✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ■ s❤♦✇ t❤❡ ❡rr♦r ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦
❉❘✼ ❞❛t❛✳ ❚❤❡ ✜rst ❛♣♣r♦❛❝❤ t❤❛t ■ ♣r❡s❡♥t ✐s ✉s✐♥❣ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ t❤❡ ♣r❡❢❡rr❡❞
✇❛② t♦ ❛ss❡ss t❤❡ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ t❤❡ ❞❛t❛✳ ❚❤❡s❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❡rr♦rs ❞❡♣❡♥❞ ♦♥
t❤❡ ❛ss✉♠❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ✐ts❡❧❢✳ ❋♦r s♦♠❡ ♣✉r♣♦s❡s ✐t ✐s ❞❡s✐r❛❜❧❡ t♦ ❤❛✈❡ ❡st✐♠❛t❡s ♦❢ st❛t✐st✐❝❛❧
❡rr♦rs ❛♥❞ t❤❡✐r ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡s t❤❛t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥❧② ♦♥ t❤❡ ❞❛t❛ s❡t ✐ts❡❧❢✳ ❚❤✉s ■ ♣r❡s❡♥t s♦♠❡ ♦❢ t❤❡
♠❡t❤♦❞s ❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞ t♦ ❡st✐♠❛t❡ ❡rr♦rs ❢r♦♠ ❞❛t❛ ❛s ❜♦♦tstr❛♣✱ ❥❛❝❦❦♥✐❢❡✱ ❡t❝✳ ❚❤❡ ♣✉r♣♦s❡
✇♦✉❧❞ ❜❡ t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡t❤♦❞s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❡rr♦r ❡st✐♠❛t✐♦♥ t❤❛t ✇♦✉❧❞ ❜❡
✉s❡❞ ✇❤❡♥ ❛♥❛❧②③✐♥❣ ❇❖❙❙ ❞❛t❛✳ ❚❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ s❡❝t✐♦♥ ✐s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ■ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t
♠❡t❤♦❞s s❤♦✇✐♥❣ ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ♦♥❡✳ ■♥ t❤❡ ✜♥❛❧ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ s❡❝t✐♦♥
t❤❡s❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞✳

■❱✳✺✳✶ ❊rr♦rs ❢r♦♠ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s

❖♥❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ✇❛② t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❡rr♦rs ❝♦♥s✐sts ✐♥✱ ❣✐✈❡♥ ❛ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠♦❞❡❧✱ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ❛ ❧❛r❣❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡❛❧✐st✐❝ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s ♦❢ ♠♦❝❦ ❝❛t❛❧♦❣s ✉s✐♥❣ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ♠❡t❤♦❞s ❛♥❞ ♠❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡
❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ■♥ t❤✐s ✇❛② ❡rr♦rs ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② t❛❦❡ ❛❝❝♦✉♥t ♦❢ ♥♦♥ ❣❛✉ss✐❛♥✐t②
♦❢ t❤❡ ❣❛❧❛①② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ❝♦s♠✐❝ ✈❛r✐❛♥❝❡✱ s❤♦t ♥♦✐s❡ ❛♥❞ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ♦❢ t❤❡ s✉r✈❡②✳ ❚♦ ❣❡♥❡r❛t❡
s❛♠♣❧❡s ✇✐t❤ r❡❛❧✐st✐❝ st❛t✐st✐❝s ✇❡ ❤❛✈❡ ♠❛♥② ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s ♠♦r❡ ♦r ❧❡ss ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡ t❤❡ ♠♦st ❡①❛❝t
✇♦✉❧❞ ❜❡ t♦ ✉s❡ ◆✲❜♦❞② s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ◆✲❜♦❞② s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ t♦ ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ ❢✉❧❧②
♥♦♥ ❧✐♥❡❛r ❛♥❞ t❤✉s ♥♦♥ ❣❛✉ss✐❛♥ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ str✉❝t✉r❡✳ ❍♦✇❡✈❡r t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦♥str❛✐♥
❜② t❤❡ ❝♦♠♣✉t❡r ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ✳ ❆♥♦t❤❡r ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ✐s t♦ ✉s❡ ❧♦❣♥♦r♠❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s t❤❛t ❤❛✈❡ t❤❡
❛❞✈❛♥t❛❣❡ t♦ ❜❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✐♥ ❛ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t✐♠❡ ✐♥ r❡❧❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❡①❛❝t ◆✲❜♦❞② s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ❚❤✐s
❦✐♥❞ ♦❢ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛❧❧♦✇ ✉s t♦ st✉❞② ❛❝❝✉r❛t❡❧② t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❣❛❧❛①✐❡s✳ ❚❤✐s ❡rr♦rs
❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❝♦s♠✐❝ ✈❛r✐❛♥❝❡✱ s❤♦t ♥♦✐s❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ♦❢ t❤❡ s✉r✈❡② ❛♥❞
s♦♠❡ s②st❡♠❛t✐❝s✳ ◆♦✇❛❞❛②s t❤❡② ❞♦ ♥♦t t❛❦❡ ❛❝❝♦✉♥t ♦❢ t❤❡ ❢✉❧❧② ♥♦♥ ❧✐♥❡❛r ❜❡❤❛✈✐♦r ✭✐✳❡✳ t❤❡②
❞♦ ♥♦t t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ♥♦♥ ❣❛✉ss✐❛♥✐t② ♦❢ t❤❡ ❣❛❧❛①② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✮✳ ❚❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥♦t❤❡r ❦✐♥❞
♦❢ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❜❛s❡❞ ✐♥ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ t❤❡♦r② ✭✷▲P❚✮ ❝♦♥❥✉❣❛t❡ ✇✐t❤ s❡♠✐✲❛♥❛❧②t✐❝❛❧
♠♦❞❡❧s ♦❢ str✉❝t✉r❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥✱ s♦ ❝❛❧❧❡❞ P❚❍❛❧♦s ❝r❡❛t❡❞ ❜② ✭❙❝♦❝❝✐♠❛rr♦ ✫ ❙❤❡t❤✱ ✷✵✵✷✮✳ ❚❤✐s
❦✐♥❞ ♦❢ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡s ✈❡r② ✇❡❧❧ t❤❡ ❢✉❧❧② ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r✱ t❤✉s ♥♦♥✲●❛✉ss✐❛♥✱ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢
str✉❝t✉r❡ ✐♥ ❛ ✈❡r② s♠❛❧❧ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✐♠❡ ❛♥❞ ❝♦st ♦❢ ❛ ❢✉❧❧ ♥✲❜♦❞② s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r
✇❡ ✇✐❧❧ ♦♥❧② ♣r❡s❡♥t t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ❧♦❣✲♥♦r♠❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❤❛♣t❡r ❞❡✈♦t❡❞ t♦
❇❖❙❙ ❞❛t❛ ✇❡ ✇✐❧❧ ✉s❡ ❛ s❡t ♦❢ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❜❛s❡❞ ♦♥ P❚❍❛❧♦s ✹ ❛♥❞ ❛ s❡t ♦❢ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s ♦❢ ◆✲❜♦❞②
s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ▲❛s❞❛♠❛s✳

▲❡t ✉s ❜❡❣✐♥ s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ r❡s✉❧t ✇✐t❤ ❧♦❣ ♥♦r♠❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ❛♥❞ t❤❡
❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♠❛tr✐① ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✉s✐♥❣ ✶✵✵ ❧♦❣♥♦r♠❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ❛♥❣✉❧❛r

✹❚❤❡s❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✇✐t❤✐♥ ❇❖❙❙ ❝♦❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ▼❛♥❡r❛ ❡t ❛❧ ✐♥ ♣r❡♣
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♠❛s❦ ♦❢ ❉❘✼ ❛♥❞ t❤❡ r❛❞✐❛❧ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛❧r❡❛❞② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧❛st s❡❝t✐♦♥✳ ■♥ ❋✐❣✳❬■❱✳✷✶❪
t❤❡ r❡s✉❧t❛♥t ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♠❛tr✐① ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛r❡ s❤♦✇♥✳ ❚❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡
♠❛tr✐① ❤❛s ❛ ❡♥❤❛♥❝❡❞ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❛♥❞ s♦♠❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♦✛✲❞✐❛❣♦♥❛❧ ❡❧❡♠❡♥ts ❛s ❡①♣❡❝t❡❞✳
❛s ✇❡ ❤❛✈❡ s❛✐❞ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♠❡t❤♦❞ ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ ♠♦st r❡❧✐❛❜❧❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡rr♦rs✳ ❲❡
✇✐❧❧ ❝♦♠♣❛r❡ t❤✐s r❡s✉❧t ✇✐t❤ t❤❡ ❞❛t❛✲❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞s t❤❛t ✇✐❧❧ ❜❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
s✉❜s❡❝t✐♦♥✳
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❋✐❣✉r❡ ■❱✳✷✶✿ ❚❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ✭❧❡❢t✮ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♠❛tr✐① ✭r✐❣❤t✮
✉s✐♥❣ ✶✵✵ ❧♦❣ ♥♦r♠❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✉s✐♥❣ t❤❡ r❛❞✐❛❧ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢r♦♠ ❉❘✼ ❞❛t❛ ❛♥❞ t❤❡
❛♥❣✉❧❛r s❡❧❡❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ✇❡✐❣❤ts ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ♦❢ t❤❡ s✉r✈❡② ✉s✐♥❣ ✜❧❡s ❢r♦♠
t❤❡ ◆❨❊ ❱❛❧✉❡ ❆❞❞❡❞ ❝❛t❛❧♦❣✳

■❱✳✺✳✷ ❊rr♦r ❢r♦♠ ❉❛t❛

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ■ ♣r❡s❡♥t s♦♠❡ ❝♦♠♠♦♥ r❡❝✐♣❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❞❛t❛ ✐ts❡❧❢ ❢♦r t❤❡ ❡rr♦r ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✐♥
❝❧✉st❡r✐♥❣ st❛t✐st✐❝s✳ ■ s✉♠♠❛r✐③❡ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧✐st t❤❡ ♠❡t❤♦❞s ❛♥❞ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❡❛❝❤
❝❛s❡✳

• ❇♦♦tstr❛♣✳ ■t ✐s ❛ r❡s❛♠♣❧✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ✐♥ ❞r❛✇✐♥❣ r❛♥❞♦♠❧② ♦r✐❣✐♥❛❧ ❞❛t❛ s❡t ✱ N
♣♦✐♥ts ✇✐t❤ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ r❡✲❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥t✳ ❚❤❡ r❛♥❞♦♠ r❡s❛♠♣❧❡ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧
✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ ❞❛t❛ r❡♣❡t✐t✐♦♥s ❛❧❧♦✇❡❞✳ ■♥ ✭❙♥❡t❤❧❛❣❡✱ ✷✵✵✵✮ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ t❤❛t t❤✐s ♠❡t❤♦❞
❞♦❡s ♥♦t ❧❡❛❞ t♦ r❡❧✐❛❜❧❡ ❡st✐♠❛t❡s ♦❢ ❝♦s♠✐❝ ❡rr♦r ❢♦r ♣♦✐♥t ♣r♦❝❡ss✳ ❚♦ ❛♣♣❧② t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✶✵✵
s✉❜s❛♠♣❧❡s ♦❢ ✶✵✱✵✵✵ ♦❜❥❡❝ts ✇✐t❤ r❡♣❡t✐t✐♦♥s ❛❧❧♦✇❡❞ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❣❡♥❡r❛t❡❞✳ ❚❤❡ ❡rr♦r ❜❛rs
❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥✳ ■♥ ♣❧♦t ■❱✳✷✷ ✐s s❤♦✇♥ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ t❤❡
✶✵✵ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡ ❡rr♦r ❜❛rs ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥✳ ❲❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❡ ♠❡❛♥ ✐s
✐♥ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢r♦♠ ✭❑❛③✐♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵✮✳ ■♥ ❋✐❣✳❬■❱✳✷✸❪
■ s❤♦✇ t❤❡ r❡s✉❧t❛♥t ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♠❛tr✐① ❛♥❞ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ♠✉❧t✐♣❧✐❡❞ ❜② r2✳
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❋✐❣✉r❡ ■❱✳✷✷✿ ■♥ ❜❧✉❡ t❤❡ ♠❡❛♥ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢r♦♠ ✶✵✵ ❜♦♦tstr❛♣ s✉❜s❛♠♣❧❡s ♦❢ ✶✵✱✵✵✵
❡❛❝❤✳ ❚❤❡ ❡rr♦r ❜❛rs ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥✳ ■♥ ❜❧❛❝❦ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥
❢r♦♠ t❤❡ ✇❤♦❧❡ s❛♠♣❧❡✳
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❋✐❣✉r❡ ■❱✳✷✸✿ ❚❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ✭❧❡❢t✮ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♠❛tr✐① ✭r✐❣❤t✮ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✉s✐♥❣
t❤❡ ❜♦♦tstr❛♣ ♠❡t❤♦❞✳ ❚❤❡ ✇❤♦❧❡ ❞❛t❛ s❛♠♣❧❡ ✐s s✉❜s❛♠♣❧❡❞ ✇✐t❤ r❡♣❡t✐♦♥s ❛❧❧♦✇❡❞ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣
✶✵✵ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s ♦❢ ✶✵✱✵✵✵ ♦❜❥❡ts✳
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• ❙✉❜s❛♠♣❧❡ ▼❡t❤♦❞✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❞✐✈✐❞✐♥❣ t❤❡ ❝❛t❛❧♦❣ ✐♥ ❛ ♥✉♠❜❡r N ♦❢ s♠❛❧❧❡r
s✉❜s❛♠♣❧❡s ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ✈♦❧✉♠❡ ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❤❛s
❜❡❡♥ ♣r♦✈❡♥ t♦ ♦✈❡r❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❡rr♦rs ✭✮✳❚♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ■ ❞✐✈✐❞❡ t❤❡ s❛♠♣❧❡ r❡❣✐♦♥
✐♥ ✶✵ s✉❜r❡❣✐♦♥s ♦❢ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② s❛♠❡ ❛r❡❛✳ ■ s❤♦✇ t❤❡ r❡❣✐♦♥s ✐♥ ❧❡❢t ♣❛♥❡❧ ♦❢ ❋✐❣✳❬r❡❢s✉❜s❪✳
❚❤❡ r❡❣✐♦♥s ❛r❡ ♥♦t s♣❛t✐❛❧❧② s❡♣❛r❛t❡❞ t❤✉s t❤❡ ❜♦r❞❡r ♣♦✐♥ts ♠✉st ❜❡ ❝♦rr❡❧❛t❡❞✳ ■♥ r✐❣❤t
♣❛♥❡❧ ♦❢ ❋✐❣✳❬■❱✳✷✹❪ ■ s❤♦✇ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r ❡❛❝❤ s✉❜s❛♠♣❧❡✳ ❆s ✇❡ ❝❛♥ ♦❜s❡r✈❡ ❢r♦♠
t❤❡ ✜❣✉r❡✱ ❣✐✈❡♥ t❤❡ s♠❛❧❧ s✐③❡ ♦❢ s✉❜r❡❣✐♦♥s t❤❡r❡ ❛r❡ ❧❛r❣❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s✳ ■♥ t❤❡ ❋✐❣✳❬■❱✳✷✺❪
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❋✐❣✉r❡ ■❱✳✷✹✿ ■♥ t❤❡ ❧❡❢t ♣❛♥❡❧✱ t❤❡ r❡❣✐♦♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t t♦ ❡❛❝❤ s✉❜s❛♠♣❧❡ ✉s❡❞ t♦ ❡st✐♠❛t❡❞
t❤❡ ❡rr♦r ✈✐❛ t❤❡ s✉❜s❛♠♣❧✐♥❣ ♠❡t❤♦❞✳ ■♥ r✐❣❤t t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ s✉❜s❛♠♣❧❡✳

■ s❤♦✇ ✐♥ t❤❡ ❧❡❢t ♣❛♥❡❧ t❤❡ ♠❡❛♥ ♦❢ t❤❡ ✶✵ s✉❜s❛♠♣❧❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❡rr♦r ❜❛rs ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡
st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ r✐❣❤t ♣❛♥❡❧ ❤♦✇ ✐t ❝♦♠♣❛r❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
✇❤♦❧❡ ❞❛t❛✲s❡t✳ ❇② ❝♦♥tr❛r② t♦ t❤❡ ❜♦♦tstr❛♣ ♠❡t❤♦❞✱ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✭❑❛③✐♥
❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵✮ t❤❡ ♠❡❛♥ ♦❢ t❤❡ s✉❜s❛♠♣❧❡s ✐s ✉♥❞❡r✲❡st✐♠❛t❡❞✳ ❋✐♥❛❧❧② ✐♥ ❋✐❣✳❬■❱✳✷✻❪ ■ s❤♦✇ t❤❡
r❡s✉❧t❛♥t ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♠❛tr✐① ❛♥❞ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ♠✉❧t✐♣❧✐❡❞ ❜② r2✳

• ❏❛❝❦❦♥✐❢❡ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✐s ❛ ✈❛r✐❛♥t ♦❢ t❤❡ s✉❜s❛♠♣❧❡ ♠❡t❤♦❞✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ s❛♠♣❧❡ ✐s ❞✐✈✐❞❡❞
✐♥t♦ m s❡♣❛r❛t❡ r❡❣✐♦♥s ♦♥ t❤❡ s❦② ♦❢ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ❡q✉❛❧ ❛r❡❛✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ m s✉❜s❛♠♣❧❡s ❛r❡
❛♥❛❧②③❡❞ r❡♠♦✈✐♥❣ t❤❡ ith s✉❜s❛♠♣❧❡✳ ❚❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ✐s t❤❡♥ ❡st✐♠❛t❡❞✿

C(ξi, ξj) =
N − 1

N

N
∑

l=1

(ξ(ri) − ξ̄(ri))(ξ(rj) − ξ̄(rj)) ✭■❱✳✸✽✮

❚❤❡ ❡rr♦r ❡st✐♠❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✐s r❡❛s♦♥❛❜❧② ✇❡❧❧ ✐❢ t❤❡ s✉❜✲s❛♠♣❧❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts
❛r❡ ♥♦t str♦♥❣❧② ❝♦rr❡❧❛t❡❞✳ ❆❝♦r❞✐♥❣❧② t♦ ✭❙❝r❛♥t♦♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✷✮ ❛♥❞ ✭❩❡❤❛✈✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✷✮
t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❣✐✈❡s ❛ ❣♦♦❞ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦s♠✐❝ ❡rr♦r ❛t ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ r❡s✉❧ts



✶✷✸

❢r♦♠ ♠♦❝❦ ❝❛t❛❧♦❣s ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❛♥❣✉❧❛r ❝❧✉st❡r✐♥❣ ✐♥ ❙❉❙❙ ❣❛❧❛①② s❛♠♣❧❡✳ ❚♦ ❛♣♣❧✐❡❞
t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ■ ✉s❡❞ t❤❡ r❡❣✐♦♥s ❞❡✜♥❡❞ ❢♦r t❤❡ s❛♠♣❧❡ ♠❡t❤♦❞ ❜✉t t❤✐s t✐♠❡ ❡❛❝❤ r❡❣✐♦♥ ✇✐❧❧
❜❡ r❡♠♦✈❡❞ ❣✐✈✐♥❣ t❤❡ ✶✵ ❥❛❝❦❦♥✐❢❡ s✉❜s❛♠♣❧❡s✳ ■♥ ❋✐❣✳❬■❱✳✷✽❪ t❤❡ ♠❡❛♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥
❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s s❤♦✇♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❡rr♦r ❜❛rs ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐①✳
■♥ t❤❡ r✐❣❤t ♣❛♥❡❧ t❤❡ ♠❡❛♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝♦♠♣✉t❡ ✐♥ ✭❑❛③✐♥ ❡t ❛❧✳✱
✷✵✶✵✮✳ ❚❤❡ ♠❡❛♥ ♦✈❡r t❤❡ ❥❛❝❦❦♥✐❢❡ s✉❜s❛♠♣❧❡s ✐s s❧✐❣❤t❧② ✉♥❞❡r✲❡st✐♠❛t❡❞✳ ❋✐♥❛❧❧② ✐♥ ❧❡❢t
♣❛♥❡❧ ♦❢ ❋✐❣✳❬■❱✳✷✾❪ ■ s❤♦✇ t❤❡ r❡s✉❧t❛♥t t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ♠✉❧t✐♣❧✐❡❞ ❜② r2 ❛♥❞ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥
♠❛tr✐① ✭r✐❣❤t✮✳

❚❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ♥♦t ❛❝❝✉r❛t❡ ❢♦r ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ ✜♥✐t❡ ✈♦❧✉♠❡ ❡✛❡❝ts ❛t t❤❡ s❝❛❧❡ ♦❢ t❤❡ s✉r✈❡②
✭❈♦s♠✐❝ ✈❛r✐❛♥❝❡✮ s✐♥❝❡ t❤❡② ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ♦♥❧② ❛ s✐♥❣❧❡ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ✜❡❧❞ ❛t t❤✐s ✈♦❧✉♠❡
✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ♦♥❧② ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❝♦s♠✐❝ ❡rr♦r ❢♦r t❤❡
❡st✐♠❛t♦r ♦r ✉s✐♥❣ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳

■❱✳✺✳✸ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❈♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐❝❡s

❲❡ ❤❛✈❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ✉s✐♥❣ ❢♦✉r ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡t❤♦❞s✱ ❧♦❣ ♥♦r♠❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱
❜♦♦tstr❛♣✱ s✉❜s❛♠♣❧❡ ❛♥❞ ❥❛❝❦❦♥✐❢❡ ♠❡t❤♦❞s✳ ❲❡ ❤❛✈❡ s❡❡♥ t❤❛t ❛❧❧ ♠❡t❤♦❞s ♣r♦❞✉❝❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡
♠❛tr✐❝❡s t❤❛t ❤❛✈❡ ♦✛ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❡❧❡♠❡♥ts ❛s ❡①♣❡❝t❡❞✳ ■♥ ❋✐❣✳❬■❱✳✸✵❪ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡s ♠❛tr✐❝❡s ❣❡♥✲
❡r❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ♣❧♦tt❡❞ ❛t t❤❡ s❛♠❡ s❝❛❧❡✳ ■♥ ❜♦tt♦♥ ❢r♦♠ ❧❡❢t t♦ r✐❣❤t✱ ✇❡
❤❛✈❡ t❤❡ r❡s✉❧t ❢r♦♠ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ s✉❜s❛♠♣❧❡✳ ■♥ t❤❡ t♦♣ t❤❡ ❜♦♦tstr❛♣ ❛♥❞ t❤❡ ❥❛❝❦♥✐❢❡✳ ❲❡
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❋✐❣✉r❡ ■❱✳✷✺✿ ■♥ t❤❡ ❧❡❢t s✐❞❡ t❤❡ ♠❡❛♥ ♦✈❡r t❤❡ ✶✵ s✉❜s❛♠♣❧❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❡rr♦r ❜❛rs ❣✐✈❡♥
❜② t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ r✐❣❤t s✐❞❡ t❤❡ ♠❡❛♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥
❝♦♠♣✉t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✇❤♦❧❡ s❛♠♣❧❡ ✭❑❛③✐♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵✮
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❋✐❣✉r❡ ■❱✳✷✻✿ ❚❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ✭❧❡❢t✮ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♠❛tr✐① ✭r✐❣❤t✮ ✉s✐♥❣ ❙✉❜s❛♠✲
♣❧✐♥❣ ♠❡t❤♦❞✳ ❚❤❡ ✇❤♦❧❡ ❞❛t❛✲s❡t ❤❛s ❜❡❡♥ ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥ ✶✵ ♥♦♥ ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ r❡❣✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡
❡♠♣✐r✐❝ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ s❛♠♣❧❡s✳

♦❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡ ❜♦♦tstr❛♣ ❛♥❞ t❤❡ s✉❜s❛♠♣❧✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ❣❡♥❡r❛t❡s ♥♦✐s② ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡s ♠❛tr✐❝❡s✳ ■♥
t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❥❛❝❦❦♥✐❢❡ ❡✈❡♥ ✐❢ ✐t ✐s t❤❡ ❧❡ss ♥♦✐s② ♦❢ ❞❛t❛ ❡rr♦r ♠❡t❤♦❞s ♣r❡s❡♥ts ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥
✐♥ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳

❚♦ ❞♦ ❛ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐❝❡s t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❛ s✐♥❣❧❡ ✇❡❧❧ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞
♠❡t❤♦❞✳ ■ ✇✐❧❧ ❢♦❧❧♦✇ ✭❙❝r❛♥t♦♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✷✮ ✇❤❡r❡ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❡st ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞♦♥❡ t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡
s❤❛♣❡ ❛♥❞ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐❝❡s ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❙❉❙❙ ❞❛t❛✳ ❋r♦♠ t❤❡ t❡sts ♣r♦♣♦s❡❞
■ ❞❡❝✐❞❡❞ t♦ ❛♣♣❧✐❡❞ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤r❡❡✿

• ❈♦rr❡❧❛t✐♦♥ t❡st✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♣❡r♠✐t ✉s t♦ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡❧② ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢
t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐❝❡s ✳ ■♥ ❋✐❣✳❬■❱✳✸✶❪✱ t❤❡ ❞✐❢❡r❡♥t ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❝♦❡✜❝✐❡♥ts ♠❛tr✐① ❛t t❤❡ s❛♠❡
s❝❛❧❡✳ ■♥ ❜♦tt♦♥ ❢r♦♠ ❧❡❢t t♦ r✐❣❤t✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ r❡s✉❧t ❢r♦♠ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ s✉❜s❛♠♣❧❡✳ ■♥
t❤❡ t♦♣ t❤❡ ❜♦♦tstr❛♣ ❛♥❞ t❤❡ ❥❛❝❦♥✐❢❡✳ ❚❤❡ s❛♠❡ tr❡♥❞ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐❝❡s✱
t❤❡ ❜♦♦tstr❛♣ ❛♥❞ s✉❜s❛♠♣❧❡s ♠❡t❤♦❞s ❣✐✈❡ ♥♦✐s② ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ♠❛tr✐❝❡s ❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡② s❤♦✇ ❛
❝❧❡❛r ❞✐❛❣♦♥❛❧ str✉❝t✉r❡✳ ❚❤❡ ❥❛❝❦❦♥✐❢❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡s t❤❡ r❡s✉❧t ❢r♦♠ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❜✉t ♣r❡s❡♥ts
❡①tr❛ str✉❝t✉r❡

• ❉✐❛❣♦♥❛❧ ❚❡st✳ ❆ ♠♦r❡ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ t❡st ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ❝♦✲
✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐①✱ ∆ξ(r) ❛♥❞ ∆ξ/ξ✳ ■♥ ❋✐❣✳❬■❱✳✸✷❪ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡rr♦rs ✐s s❤♦✇♥
❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐①✳ ■♥ ❋✐❣✳❬■❱✳✸✸❪ t❤❡ ❡rr♦rs ∆ξ(r)/∆simξ(r)
❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡t❤♦❞s ❢r♦♠ t❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ❝♦♠♣❛r❡❞
✇✐t❤ t❤❡ ❡rr♦rs ❣✐✈❡♥ ❜② s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ s❤♦✇♥✳ ❲❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❡ ❜♦♦tstr❛♣ ♠❡t❤♦❞ ♣r❡s❡♥t
t❤❡ ❧❛r❣❡r ❡rr♦r ❜❛rs ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② t❤❡ s✉❜s❛♠♣❧❡ ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ ✜♥❛❧❧② t❤❡ ❥❛❝❦❦♥✐❢❡ ❣✐✈❡s ✈❡r②
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❋✐❣✉r❡ ■❱✳✷✼✿ ■♥ t❤❡ ❧❡❢t ♣❛♥❡❧✱ t❤❡ r❡❣✐♦♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t t♦ ❡❛❝❤ s✉❜s❛♠♣❧❡ ✉s❡❞ t♦ ❡st✐♠❛t❡❞
t❤❡ ❡rr♦r ✈✐❛ t❤❡ ❥❛❝❦❦♥✐❢❡ ♠❡t❤♦❞✳ ■♥ r✐❣❤t✱ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ s✉❜s❛♠♣❧❡✳ ❆s ✇❡
♦❜s❡r✈❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❋✐❣✳❬■❱✳✷✹❪ t❤❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛r❡ s♠❛❧❧❡r
❣✐✈❡♥ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ s✉❜s❛♠♣❧❡s✳

s✐♠✐❧❛r ✈❛❧✉❡s t♦ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s t❤❛t ❣✐✈❡s t❤❡ s♠❛❧❧❡r ❡rr♦r ❜❛rs✳

• Pr♦❞✉❝t ❚❡st✳ ❆ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ✐s t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ ✐♥ t❤❡
❝♦♠♣❛r✐s♦♥ t❤❡ ♦✛ ❞✐❛❣♦♥❛❧ t❡r♠s✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ♦✛✲❞✐❛❣♦♥❛❧ t❡r♠s t❤❡ q✉❛♥t✐t②
❘✭r✮ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s ✿

R(r) ≡





N
∏

β

|r(i,j)|





1
N

✭■❱✳✸✾✮

❚❤✐s q✉❛♥t✐t② ❢♦r ❛ ♣❡r❢❡❝t ❞✐❛❣♦♥❛❧ ♠❛tr✐① ✇✐❧❧ ❜❡ ③❡r♦ ❛♥❞ ✇✐❧❧ ❜❡ ❡q✉❛❧ t♦ ✶ ❢♦r ♣❡r❢❡❝t
❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✭♦r ❛♥t✐✲❝♦rr❡❧❛t✐♦♥✮ ❜❡t✇❡❡♥ ❡❛❝❤ ❜✐♥✳ ■♥ r✐❣❤t ♣❛♥❡❧ ♦❢ ❋✐❣✳❬■❱✳✸✸❪ t❤❡ q✉❛♥t✐t②
❘✭r✮ ✐s ♣❧♦tt❡❞ ❢♦r t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡t❤♦❞s✳ ❲❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡ ❥❛❝❦♥✐❢❡ ❛♥❞ t❤❡ s✉❜s❛♠♣❧❡s
♣r❡s❡♥t t❤❡ ❧❛r❣❡r ♦✛ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ ❜♦♦tstr❛♣ ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s t❤❛t
s✐❣♥❛❧s ❛ str♦♥❣ ❞✐❛❣♦♥❛❧ str✉❝t✉r❡✳

❋r♦♠ t❤❡ t❡st ♣❡r❢♦r♠❡❞ t♦ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❡rr♦r ❡st✐♠❛t✐♦♥s ■ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t ♠❡t❤♦❞s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❞❛t❛
❣✐✈❡ ♥♦✐s② ❡st✐♠❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐❝❡s✳ ❚❤❡ ❡①tr❛ str✉❝t✉r❡ ❢♦✉♥❞ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜②
t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❜♦r❞❡rs ♦❢ t❤❡ r❡❣✐♦♥s ❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡ s✉❜s❛♠♣❧❡s ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❥❛❝❦❦♥✐❢❡
❛♥❞ s✉❜s❛♠♣❧❡s ♠❡t❤♦❞s✳ ❚❤❡ ❥❛❝❦❦♥✐❢❡ ✐s t❤❡ ♠❡t❤♦❞ t❤❛t ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❜❡st ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛♠♦♥❣
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❋✐❣✉r❡ ■❱✳✷✽✿ ■♥ t❤❡ ❧❡❢t s✐❞❡ t❤❡ ♠❡❛♥ ♦✈❡r t❤❡ ✶✵ ❥❛❝❦❦♥✐❢❡ s✉❜s❛♠♣❧❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❡rr♦r ❜❛rs
❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ r✐❣❤t s✐❞❡ t❤❡ ♠❡❛♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥
❢✉♥❝t✐♦♥ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✇❤♦❧❡ s❛♠♣❧❡ ✭❑❛③✐♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵✮

✳

t❤❡ ❞❛t❛ ❜❛s❡❞ ❡rr♦r ♠❡t❤♦❞s ❜✉t ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤t ✐t s❤♦✇s s♦♠❡ str✉❝t✉r❡✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧ t❤❡ ❞❛t❛
❡rr♦r ♠❡t❤♦❞s ♦✈❡r❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❡rr♦rs✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ♠❡❛♥ ♦❢ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✐s
✉♥❞❡r❡st✐♠❛t❡❞✳ ❆♥ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t t♦ t❤❡ ✐♥♣✉t ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❣❡t ❛ ♠❡❛♥
❝❧♦s❡r t♦ t❤❡ ❞❛t❛ ♠❡❛♥ ♦r ❛ r❡s❝❛❧✐♥❣ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞✳
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❋✐❣✉r❡ ■❱✳✷✾✿ ❚❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ♠✉❧t✐♣❧✐❡❞ ❜② r2 ❤❛s ❜❡❡♥ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡
❊q✳❬■❱✳✸✽❪✳ ❚❤❡ ✇❤♦❧❡ ❞❛t❛✲s❡t ❤❛s ❜❡❡♥ ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥ ✶✵ ♥♦♥ ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ r❡❣✐♦♥s✱ ❛♥❞ ❡❛❝❤
s✉❜s❛♠♣❧❡ ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞ r❡♠♦✈✐♥❣ t❤❡ r❡❣✐♦♥ i ✭❏❛❝❦❦♥✐❢❡ ♠❡t❤♦❞✮✳



✶✷✽

❋✐❣✉r❡ ■❱✳✸✵✿ ❚❤❡ ❞✐❢❡r❡♥t ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ❛t t❤❡ s❛♠❡ s❝❛❧❡✳ ■♥ ❜♦tt♦♥ ❢r♦♠ ❧❡❢t t♦ r✐❣❤t✱
✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ r❡s✉❧t ❢r♦♠ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ s✉❜s❛♠♣❧❡✳ ■♥ t❤❡ t♦♣ t❤❡ ❜♦♦tstr❛♣ ❛♥❞ t❤❡ ❥❛❝❦♥✐❢❡✳
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❋✐❣✉r❡ ■❱✳✸✶✿ ❚❤❡ ❞✐❢❡r❡♥t ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❝♦❡✜❝✐❡♥ts ♠❛tr✐① ❛t t❤❡ s❛♠❡ s❝❛❧❡✳ ■♥ ❜♦tt♦♥ ❢r♦♠
❧❡❢t t♦ r✐❣❤t✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ r❡s✉❧t ❢r♦♠ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ s✉❜s❛♠♣❧❡✳ ■♥ t❤❡ t♦♣ t❤❡ ❜♦♦tstr❛♣
❛♥❞ t❤❡ ❥❛❝❦♥✐❢❡✳
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❋✐❣✉r❡ ■❱✳✸✸✿ ■♥ ❧❡❢t ♣❛♥❡❧ t❤❡ ❡rr♦rs ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ♦❢ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐①
❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ ❡rr♦rs ❢r♦♠ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❧♦❣♥♦r♠❛❧✳ ■♥ r✐❣❤t t❤❡ ❘✭r✮ t❡r♠ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❊q✳
❱✳✶✵ t♦ ❝♦♠♣❛r❡ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡❧② t❤❡ ❡rr♦rs ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ♦✛✲❞✐❛❣♦♥❛❧ t❡r♠s✳
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❋✐❣✉r❡ ■❱✳✸✹✿ ❚❤❡ ♠❡❛♥s ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r ❡❛❝❤ ♠❡t❤♦❞✳ ✇✐t❤ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❝♦✲
✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞✳ ❆s ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❞❡ r❡s✉❧t ❢r♦♠ ❊✳ ❑❛③✐♥ ✷✵✶✵ ✐♥ ❜❧❛❝❦ ❞❛s❤❡❞
❧✐♥❡✳
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❱✳ ▲❛r❣❡ ❙❝❛❧❡ ❈♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❋✉♥❝t✐♦♥
❢r♦♠ ❇❖❙❙ ❉❛t❛

❱✳✶ ▼❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡ ❈♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❋✉♥❝t✐♦♥ ❢r♦♠ ❇❖❙❙ ❉❛t❛

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ■ ✉s❡ t❤❡ ✜rst t✇♦ ②❡❛rs ♦❢ ❇❖❙❙ ❞❛t❛ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢
❣❛❧❛①✐❡s✳ ❚❤❡s❡ ❞❛t❛ ❝♦♥st✐t✉t❡ t❤❡ ❉❛t❛ ❘❡❧❡❛s❡ ✾ ✭❉❘✾✮ t❤❛t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♣✉❜❧✐❝ ✐♥ s✉♠♠❡r ✷✵✶✷✳ ■t
❝♦♥t❛✐♥s ∼✺✵✵✱✵✵✵ ❣❛❧❛①✐❡s ✇✐t❤ ❣♦♦❞ s♣❡❝tr❛✱ ✐♥ ❛ r❡❞s❤✐❢t r❛♥❣❡ ♦❢ ❬✵✱✵✳✽❪✱ ❝♦✈❡r✐♥❣ ✸✱✺✵✵ sq✉❛r❡
❞❡❣r❡❡s✳ ❚✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t s❛♠♣❧❡s ❛r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❇❖❙❙ ❞❛t❛✳ ❚❤❡ ▲❖❲❩ s❛♠♣❧❡✱ t❤❛t ✐s
❡ss❡♥t✐❛❧❧② ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ ❙❉❙❙■✲■■ ▲❘● s❛♠♣❧❡ ❛♥❞ t❤❡ ❈▼❆❙❙ s❛♠♣❧❡✱ ❛ ♠❛ss ❧✐♠✐t❡❞ s❛♠♣❧❡✳
❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ❈▼❆❙❙ s❛♠♣❧❡ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ∼✸✺✵✵✵✵ ♠❛ss✐✈❡ ❣❛❧❛①✐❡s✳ ❚❤❡ ♠❡❛♥ ❞❡♥s✐t② ✐s
n̄ = 3.5× 10−4h/Mpc ❛t ③❂✵✳✺✷✳ ❚❤❡ ❈▼❆❙❙ s❛♠♣❧❡ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❧❛r❣❡st s❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ❯♥✐✈❡rs❡
s✉r✈❡②❡❞ ❛t t❤✐s ❞❡♥s✐t② ❬P❛♣❡r ✶ ✐♥ ♣r❡♣❪✳

❚❤❡ ✜rst st❡♣ t♦ ❞♦ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛♥❛❧②s✐s ✐s t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ❛ ✬❝❧❡❛♥✬ ❝❛t❛❧♦❣ ❢r♦♠ ♥♦✐s② ❞❛t❛✳ ■♥ t❤❡
✜rst s❡❝t✐♦♥ ■ ❞✐s❝✉ss t❤✐s ♣r♦❝❡ss✳ ❚❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝❛t❛❧♦❣ ✐s ♥♦t ❛ s✐♠♣❧❡ t❛s❦ ❜❡❝❛✉s❡ ✇❡ ♠✉st
❣✉❛r❛♥t② t❤❛t t❤❡ s❛♠♣❧❡ s❡❧❡❝t❡❞ ✐s ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❛♥❞ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ s②st❡♠❛t✐❝ ❡rr♦rs ♦r ❜✐❛s ♦r✐❣✐♥❛t❡❞
❜② ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥❛❧ ✐ss✉❡s✳ ❚❤❡ ❜❛s✐❝ ❝❛t❛❧♦❣ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐sts ♦❢ s❡✈❡r❛❧ st❛❣❡s ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡
t❛r❣❡t ❧✐st ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥✱ s♣❡❝tr❛ s❡❧❡❝t✐♦♥✱ ❝♦rr❡❝t ❛❝❝♦✉♥t✐♥❣ ♦❢ ❧❡❣❛❝② ❞❛t❛ ✭❞❛t❛ ❢r♦♠ ❙❉❙❙ ■✲■■✮✱
❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❢r♦♠ ✜❜❡r ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ❛♥❞ r❡❞s❤✐❢t ❢❛✐❧✉r❡s ❛♥❞ ✜♥❛❧❧② t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s
❝❛t❛❧♦❣ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♦✣❝✐❛❧ ❝❛t❛❧♦❣ ✐ss✉❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❣❛❧❛①② ❣r♦✉♣ ✇❤❡r❡ ■
✇❛s ✐♥✈♦❧✈❡❞✳

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt ✐s ❞❡✈♦t❡❞ t♦ t❤❡ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❢r♦♠
❛♥❣✉❧❛r s②st❡♠❛t✐❝ ❡✛❡❝ts✳ ❚❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ s②st❡♠❛t✐❝ ❡rr♦r ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❇❖❙❙ ❞❛t❛ ✐s t❤❡ st❡❧❧❛r ❞❡♥s✐t②
✭❘♦ss ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✷✮✳ ■ ❡①♣❧♦r❡ ✐♥ ❞❡t❛✐❧ t❤✐s s♦✉r❝❡ ♦❢ s②st❡♠❛t✐❝ ❡rr♦r✳ ■ st✉❞② t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦♥ t❤❡
❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ♦t❤❡r ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛s t❤❡ s❡❡✐♥❣✱ ❡①t✐♥❝t✐♦♥✱ ❛✐r♠❛ss ❛♥❞ s❦② ✢✉①✳
❙♦♠❡ ♦❢ t❤❡s❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❢♦✉♥❞ t♦ ❝♦♥tr✐❜✉t❡ t♦ t❤❡ s②st❡♠❛t✐❝ ❡rr♦r ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥
❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡✐r ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ✐s ♠✐♥♦r ✐♥ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ st❡❧❧❛r ❞❡♥s✐t②✱ t❤❡② ❛r❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦
❛❝❝♦✉♥t ❢♦r ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ✇❡✐❣❤ts✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ t✇♦ ♠❡t❤♦❞s t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥s ❛♥❞
✇❡✐❣❤ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❡①♣❧♦r❡❞✿ t❤❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ ✇❡✐❣❤t✐♥❣ s❝❤❡♠❡ s✉❣❣❡st❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ✇♦r❦✐♥❣ ❣r♦✉♣ ❛♥❞
t❤❡ ❧✐♥❡❛r r❡❣r❡ss✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ t❤❛t ■ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞✳ ❚❤❡ ✇❡✐❣❤ts ❝♦♠♣✉t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡s❡ t✇♦ ♠❡t❤♦❞s
❛r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ❣✐✈✐♥❣ ✈❡r② s✐♠✐❧❛r r❡s✉❧ts✳ ❋✐♥❛❧❧② ■ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ♠❡t❤♦❞s ✇✐t❤ t❤❡ ♦✣❝✐❛❧ ♠❡t❤♦❞
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t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ✇❡✐❣❤ts ❜❛s❡❞ ♦♥ ▼❈▼❈ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜② ❆✳❙❛♥❝❤❡③ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ✇♦r❦✐♥❣ ❣r♦✉♣✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ✐♥ t❤❡ t❤✐r❞ ♣❛rt ■ ❞✐s❝✉ss t❤❡ ❡rr♦r ❡st✐♠❛t✐♦♥✳ ❆s ✇❡ ❤❛✈❡ s❡❡♥ ✐♥ t❤❡ ❧❛st ❝❤❛♣t❡r
t❤❡ ❝♦♠♠♦♥ ♠❡t❤♦❞ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❡rr♦rs ✐s ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ❢r♦♠ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳
■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ■ ❡①♣❧♦r❡ t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❦✐♥❞s ♦❢ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s t❤❛t ✇♦✉❧❞ ♣❡r♠✐t t♦ ✈❛❧✐❞❛t❡ t❤❡
❡rr♦r ❡st✐♠❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✜rst ❦✐♥❞ ♦❢ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ❧♦❣ ♥♦r♠❛❧ ♠♦❝❦s✱ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡
❝❤❛♣t❡r ✹✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ t②♣❡ ♦❢ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✱ ❝❛❧❧❡❞ P❚❍❆▲❖❙ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ ❛r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✉s✐♥❣
s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ▲❛❣❛♥❣r✐❛♥ P❡rt✉r❜❛t✐♦♥ t❤❡♦r②✳ ❚❤❡② ✇❡r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✇✐t❤✐♥ ✇♦r❦✐♥❣ ❣r♦✉♣ ❛♥❞ t❤❡②
❛r❡ ❞♦❝✉♠❡♥t❡❞ ✐♥ ▼❛♥❡r❛ ❡t ❛❧ ❛♥❞ ✜♥❛❧❧② t❤❡ ◆❜♦❞② s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ ▲❛s ❉❛♠❛s✱ t❤❛t ❝♦✈❡rs t❤❡
❣❡♦♠❡tr② ♦❢ t❤❡ ✜rst s❡♠❡st❡r ♦❢ ❇❖❙❙ ❞❛t❛ ♦♥❧②✳ ❚❤❡② ❛r❡ ❞♦❝✉♠❡♥t❡❞ ✐♥ ❈❛♠❡r♦♥ ❡t ❛❧✳ ❋✐♥❛❧❧②
t♦ ❝❧♦s❡ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❛♥ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❞♦❝✉♠❡♥t❡❞ ✐♥ ❘♦❧❛♥❞ P✉tt❡r ❡t ❛❧ ✐♥ ♣r❡♣ ✇♦✉❧❞ ❜❡
❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ ❡rr♦r ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❢r♦♠ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳

❉❛t❛

❚❤❡ ❝❛t❛❧♦❣ ✇❛s ❝♦♥str✉❝t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❞❛t❛ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢r♦♠ ❏❛♥✉❛r② ✷✵✶✵ ✉♣ t♦ t❤❡ s✉♠♠❡r s❤✉t ❞♦✇♥
♦❢ ✾ ❥✉❧② ✷✵✶✶✳ ❚❤✐s s♣❡❝tr♦s❝♦♣✐❝ ❞❛t❛ s❡t ✇✐❧❧ ❢♦r♠ t❤❡ ❉❛t❛ ❘❡❧❡❛s❡ ✾ ✐♥ ❏✉❧② ✷✵✶✷✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ✽✵✽
s✉r✈❡②✲q✉❛❧✐t② s✉r✈❡② ♣❧❛t❡s✱ ❛♥❞ ✷✵ s✉r✈❡②✲q✉❛❧✐t② ❝♦♠♠✐ss✐♦♥✐♥❣ ♣❧❛t❡s ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧②
✹✽✼✱✵✵✵ ✉♥✐q✉❡ ❣❛❧❛①② s✉r✈❡② t❛r❣❡ts✱ ❛t ❧❡❛st ∼✹✾✵✵✵✵ ✇✐t❤ ❣♦♦❞ r❡❞s❤✐❢ts✳ ❚❤❡ t♦t❛❧ r❡❣✐♦♥ ❝♦✈❡rs
∼✸✺✵✵ ❞❡❣ 2✳ ❚❤❡ ❝♦✈❡r❛❣❡ ♦❢ t❤❡ s✉r✈❡② ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳✭❱✳✶✮✳ ❚❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ♦❢ t❤❡ s✉r✈❡② ✐s
❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❤♦t♦♠❡tr✐❝ ❛♥❞ t❤❡ s♣❡❝tr♦s❝♦♣✐❝ s✉r✈❡②s✳ ❚❤❡ ♣❤♦t♦♠❡tr✐❝
s✉r✈❡② ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛ s❡r✐❡s ♦❢ ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ str✐♣❡s ❛❝r♦ss t❤❡ s❦② ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ s❝❛♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ t✇♦
❝❛♠❡r❛s✳ ❚❤❡ s♣❡❝tr♦s❝♦♣✐❝ s✉r✈❡② ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛ s❡t ♦❢ ♣❧❛t❡s ❝♦✈❡r✐♥❣ t❤❡ r❡❣✐♦♥s t❤❛t ❤❛❞ ♣❛ss❡❞
❜② t❤❡ t✐❧✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚❤❡ t❛r❣❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛ss✐❣♥s t❤❡ t❛r❣❡ts ♦♣t✐♠❛❧❧② t♦ t❤❡ ♣❧❛t❡s✳ ■ ❜❡❣✐♥
❞❡✜♥✐♥❣ s♦♠❡ t❡r♠s t❤❛t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡❢✉❧ ✇❤❡♥ ✇♦r❦✐♥❣ ✇✐t❤ ❇❖❙❙ ❞❛t❛✳

• ❈❤✉♥❦✳ ■t ✐s ❛ r❡❣✐♦♥ ✐♥ t❤❡ s❦② t❛r❣❡t❡❞ ❛♥❞ t✐❧❡❞ ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✱ ✐✳❡✳ ❛❧❧ t❛r❣❡ts ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠
t❤❡ s❛♠❡ t❛r❣❡t s❡❧❡❝t✐♦♥ ❝♦❞❡✳ ❯s✉❛❧❧② ✐t ❝♦✈❡rs ❛❜♦✉t ✷✺✵ ❞❡❣2 ✭❈❤✉♥❦s ✶✲✼✮ ❛♥t t②♣✐❝❛❧❧②
✺✵ ♣❧❛t❡s✳ ❚❤❡ ❝✉rr❡♥t ❇❖❙❙ ❞❛t❛ ❝♦♥s✐st ♦❢ ✶✾ ❈❤✉♥❦s t❤❛t ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ✜❣✉r❡ ❱✳✶✳

• ❚✐❧❡✳ ■t ✐s ❛ ❝✐r❝✉❧❛r r❡❣✐♦♥ ♦❢ r❛❞✐✉s ♦❢ ✶✳✹✾ ❞❡❣ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ♦❜❥❡❝ts ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t t♦ t❤❡ ✾✵✵ ✜❜❡rs✳ ❚❤❡ t✐❧❡s ❛r❡ ♥♦t ✉♥✐❢♦r♠❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ♦♥ t❤❡
s♣❛❝❡ t♦ ♦♣t✐♠✐③❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ✭❇❧❛♥t♦♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✸✮✳ ❚❤❡ t✐❧❡s ♦✈❡r❧❛♣ t♦
r❡❝♦✈❡r t❤❡ ❝♦❧❧✐❞✐♥❣ ♦❜❥❡❝ts✳ ❚❤❡② ❛r❡ tr✐♠♠❡❞ t♦ t❤❡ ❝❤✉♥❦ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ❣✐✈✐♥❣ ♣❧❛❝❡ t♦ t❤❡
♥♦♥ ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ ♣♦❧②❣♦♥s ✭❙❡❡ ❋✐❣✳ ❱✳✷ ✮✳

• ❙❡❝t♦r✳ ❆ s❡❝t♦r ✐s t❤❡ r❡❣✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❦② ❝♦✈❡r❡❞ ❜② ❛♥ ✉♥✐q✉❡ s❡t ♦❢ t✐❧❡s ✭✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❝❤✉♥❦
❡❞❣❡s✮✳ ❆ s❡❝t♦r ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♠❛❞❡ ✉♣ ❜② ♠❛♥② ♣♦❧②❣♦♥s✳ ❚❤❡ ♣♦❧②❣♦♥s ❞♦ ♥♦t ❤❛✈❡ t♦ ❜❡
♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❝♦♥t✐❣✉♦✉s ❜✉t t❤❡s❡ r❡❣✐♦♥s ♠✉st ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❚❤❡② ❛r❡ ♥❛t✉r❛❧
♣❧❛❝❡ t♦ ❞❡✜♥❡ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ✭❙❡❡ ❋✐❣✳ ❱✳✷✮✳ ❲❡ ✇✐❧❧ s❡❡ ❧❛t❡r t❤❛t ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❞❡✜♥❡
❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ✐♥ ♣♦❧②❣♦♥s ❛s ✇❡❧❧✱ ❤♦✇❡✈❡r ✱ ❣✐✈❡♥ t❤❡ s♠❛❧❧ s✐③❡ ♦❢ ♣♦❧②❣♦♥s ✐t ❝♦✉❧❞ ❜❡
s✉❜❥❡❝t t♦ st❛t✐st✐❝❛❧ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s✳



✶✸✺

❋✐❣✉r❡ ❱✳✶✿ ❇❖❙❙ s♣❡❝tr❛ s❡♣❛r❛t❡❞ ❜② ❝❤✉♥❦s✳ ■♥❝❧✉❞❡s ❈❤✉♥❦s ✶✲✶✾

❋✐❣✉r❡ ❱✳✷✿ ❉✐❛❣r❛♠ s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣ts ♦❢ s❡❝t♦r✱ t✐❧❡✱ ♠❛s❦✳ ❋r♦♠
http : //cas.sdss.org/dr7/

❱✳✶✳✶ ❙❛♠♣❧❡s ❢♦r ▲❛r❣❡ ❙❝❛❧❡ ❙tr✉❝t✉r❡

❚❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❣❛❧❛①② s❛♠♣❧❡s t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ ❣❡♥❡r❛t❡ ❢r♦♠ ❇❖❙❙ ❞❛t❛✿ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ▲❖❲❩
s❛♠♣❧❡ ❛♥❞ t❤❡ ❈▼❆❙❙ s❛♠♣❧❡✳ ❋♦r t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛♥❛❧②s✐s ■ ✇✐❧❧ ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡ ✐♥ ❈▼❆❙❙ s❛♠♣❧❡✳
❚❤❡ ❈▼❆❙❙ s❛♠♣❧❡ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❤✐❣❤ ♠❛ss ❣❛❧❛①✐❡s ❛♥❞ ❝♦✈❡rs t❤❡ r❡❞s❤✐❢t r❛♥❣❡ ❜❡t✇❡❡♥ ③❂✵✳✹✸
❛♥❞ ③❂✵✳✼✳ ▲❡t ✉s r❡♠✐♥❞ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈▼❆❙❙ s❛♠♣❧❡✿



✶✸✻

d⊥ > 0.55 ✭❱✳✶✮

i < 19.86 + 1.6(d⊥ − 0.8) ✭❱✳✷✮

17.5 < i < 19.9 ✭❱✳✸✮

ifiber < 21.5 ✭❱✳✹✮

r − i < 2 ✭❱✳✺✮

zpsf − z > 9.125 − 0.46z ✭❱✳✻✮

ipsf − 1 > 0.2 + 0.3(20.0 − i) ✭❱✳✼✮

✭❱✳✽✮

❚❤❡ ❝✉ts ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ r♦t❛t❡❞ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦❧♦rs✱ c⊥, c‖, d⊥ ✿

d⊥ = (r − i) − (g − r)/8 ✭❱✳✾✮

✭❱✳✶✵✮

❚❤❡ ✜rst t❤r❡❡ ❝✉ts ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ t♦ s❡♣❛r❛t❡ ❤✐❣❤ r❡❞s❤✐❢t ❣❛❧❛①✐❡s ❛♥❞ t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r ♣❛ss✐✈❡❧②
❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ♠❛ss✐✈❡ ❣❛❧❛①✐❡s ❛❝❝♦r❞✐♥❣❧② t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ s②♥t❤❡s✐s ▼❛r❛st♦♥ ♠♦❞❡❧ ✭▼❛r❛st♦♥ ❡t ❛❧
✷✵✵✾ ✭▼❛r❛st♦♥✱ ✷✵✵✺✮✮ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s ❛ ❝✉t ✐♥ ❛❜s♦❧✉t❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦r st❡❧❧❛r
♠❛ss ✇❤❡r❡ d⊥✳ tr❛❝❦s ❢♦r r❡❞s❤✐❢t ✭P❛❞♠❛♥❛❜❤❛♥ ❡t ❛❧ ✐♥ ♣r❡♣❛r❛t✐♦♥✮ ✳ ❚❤❡ ❝✉t ✐♥ d⊥ ♣❡r❢♦r♠s
t❤❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ♦❢ ❧♦✇ ❛♥❞ ❤✐❣❤ r❡❞s❤✐❢ts ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✇✐t❤ i ❝✉ts ❣✉❛r❛♥t✐❡s t❤❡ ❝♦♥st❛♥❝❡
♦❢ t❤❡ ♠❛ss❡s ✐♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡✳ ❚❤❡ ❧❛st t✇♦ ❝✉ts ❛r❡ ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ st❡❧❧❛r ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥✳
❚❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ❝✉ts ❛r❡ q✉❛❧✐t② ❝✉ts✳ ❚❤❡s❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❝✉ts ✉s❡s ❈▼❖❉❊▲ ♠❛❣♥✐t✉❞❡s ❛♥❞ t❤❡ ❝♦❧♦rs
❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ✇✐t❤ ▼❖❉❊▲ ♠❛❣♥✐t✉❞❡s ❡①❝❡♣t ❢♦r ifiber2 ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ✐♥ t❤❡ ✷ ❛r❝s❡❝
✜❜❡r✳ ✭❙t♦✉❣❤t♦♥ ❡t ❛❧ ✷✵✵✷ ✭❙t♦✉❣❤t♦♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✷✮✮ ✳ ❆❧❧ ♠❛❣♥✐t✉❞❡s ❛r❡ ❝♦rr❡❝t❡❞ ❢r♦♠ ❣❛❧❛❝t✐❝
❡①t✐♥❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❝♠♦❞❡❧ ♠❛❣♥✐t✉❞❡s ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s

cmodelflux = Idev ∗ fracpsf + Iexp ∗ (1.0 − fracpsf)
cmodelmag = 22.5 − 2.5 ∗ alog10(cmodelflux) − extintion

✭❱✳✶✶✮

❚❤❡ ❝♠♦❞❡❧ ♠❛❣♥✐t✉❞❡s ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❜❡tt❡r✲✜tt✐♥❣ ♦❢ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♠♦❞❡❧ ✐♥ t❤❡ r ❜❛♥❞ ❛s ❛
♠❛t❝❤❡❞ ❛♣❡rt✉r❡ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ✢✉① ✐♥ ❛❧❧ ❜❛♥❞s✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧s ✉s❡❞ ❛r❡✿ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ✢✉① ✭Iexp✮
❛♥❞ ♦r ❞❡ ❱❛✉❝♦✉❧❡✉rs ♠♦❞❡❧ ✢✉① ✭Idev✮✶✳ ❚❤❡ t❡r♠s fracpsf ✐s t❤❡ ❜❡st ✜t ❧✐♥❡❛r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ♣r♦✜❧❡s✳

❚❤❡r❡ ❛r❡ s♦♠❡ ♦❜❥❡ts t❤❛t s❛t✐s❢② t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❢r♦♠ ❈▼❆❙❙ ❛♥❞ ▲❖❲❩ ✱ t❤✉s ❛ ♠✐♥✐♠❛❧
r❡❞s❤✐❢t ✐s s❡t t♦ s❡♣❛r❛t❡ ❜♦t❤ s❛♠♣❧❡s✱ zmin = 0.43✳

✶❚❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✷ ♣r♦✜❧❡s ❛r❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ t❤❡ ✜rst ♦♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ♣✉r❡ ❞❡ ❱❛♥❝♦✉❧❡✉rs ❛♥❞ t❤❡
s❡❝♦♥❞ ❡q✉❛t✐♦♥ ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ♣r♦✜❧❡✳

Ivan(r) = I0exp−7.67[(r/reff )1/4] ✭❱✳✶✷✮

Iexp(r) = I0exp(−1.68r/reff ) ✭❱✳✶✸✮

✭❱✳✶✹✮
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❈♦♠♦✈✐♥❣ ❉❡♥s✐t②

■♥ ❋✐❣✳ ✭❱✳✸✮ t❤❡ ❝♦♠♦✈✐♥❣ ♥✉♠❜❡r ❞❡♥s✐t② ♦❢ ❇❖❙❙ ❞❛t❛ ❛r❡ s❤♦✇♥✱ t♦ s❡❧❡❝t t❤❡ s❛♠♣❧❡s t❤❡
✢❛❣ ❇❖❙❙❚❆❘●❊❚✶ ✐s ✉s❡❞✳ ❚❤✐s ✢❛❣ ✐♥❞✐❝❛t❡s ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❤♦t♦♠❡tr② ✜❧❡ ❛♥❞ ❛
❣✐✈❡♥ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❛r❣❡t s❡❧❡❝t✐♦♥ t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ t❛r❣❡ts✳ ■♥ ❚❛❜❧❡ ✶ ❇❖❙❙ s✉r✈❡② ♣r✐♠❛r②
t❛r❣❡t s❡❧❡❝t✐♦♥ ✢❛❣s ❢♦r ❣❛❧❛①✐❡s ❛r❡ s❤♦✇♥✳ ❲❡ ✇✐❧❧ s❡❡ ❧❛t❡r t❤❛t ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ t❛r❣❡t
s❡❧❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ♣❤♦t♦♠❡tr✐❝ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❡ t❤❡ s❛♠♣❧❡✱ t❤✉s
t❤❡ ❝✉ts ✇♦✉❧❞ ❜❡ r❡❛♣♣❧✐❡❞ ❛s t❤✐s ✢❛❣ ✐s ♥♦t ✉s❡❞ ❛♥②♠♦r❡ ❢♦r t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r ❢♦r
❣❡tt✐♥❣ ❛♥ ✐❞❡❛ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ❣❛❧❛①② ❞❡♥s✐t② ✐t ✐s ❛❝❝✉r❛t❡ ❡♥♦✉❣❤✳ ■♥ ❢❛❝t t❤❡ ❝♦♠♦✈✐♥❣ ❞❡♥s✐t②
✇♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ♠♦♥✐t♦r ❛♥❞ ✇❛rr❛♥t② t❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡✐t② ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡✳

❚❛❜❧❡ ✶✳ ❇❖❙❙ s✉r✈❡② ♣r✐♠❛r② t❛r❣❡t s❡❧❡❝t✐♦♥ ✢❛❣s ❢♦r ❣❛❧❛①✐❡s
▼❛s❦t②♣❡ ❇❖❙❙❴❚❆❘●❊❚✶

✵ ●❆▲❴▲❖❩ ❧♦✇✲③ ❧r❣s
✶ ●❆▲❴❈▼❆❙❙ dperp > 0.55✱ ❝♦❧♦r✲♠❛❣ ❝✉t
✷ ●❆▲❴❈▼❆❙❙❴❈❖▼▼ dperp > 0.55✱ ❝♦♠♠✐ss✐♦♥✐♥❣ ❝♦❧♦r✲♠❛❣ ❝✉t
✸ ●❆▲❴❈▼❆❙❙❴❙P❆❘❙❊ ●❆▲❴❈▼❆❙❙❴❈❖▼▼ ✫ ✭✦●❆▲❴❈▼❆❙❙✮ ✫ ✭i < 19.9✮ s♣❛rs❡❧② s❛♠♣❧❡❞
✼ ●❆▲❴❈▼❆❙❙❴❆▲▲ ●❆▲❴❈▼❆❙❙ ❛♥❞ t❤❡ ❡♥t✐r❡ s♣❛rs❡❧② s❛♠♣❧❡❞ r❡❣✐♦♥
✻ ❙❉❙❙❴❑◆❖❲◆ ▼❛t❝❤❡s ❛ ❦♥♦✇♥ ❙❉❙❙ s♣❡❝tr❛✳
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All GAL(493845)
CMASS(333654)

LOWZ(103086)

❋✐❣✉r❡ ❱✳✸✿ ❈♦♠♦✈✐♥❣ ♥✉♠❜❡r ❞❡♥s✐t② ♦❢ ❇❖❙❙ ●❛❧❛①② s❛♠♣❧❡s
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❱✳✶✳✷ ❆♥❣✉❧❛r ❙❡❧❡❝t✐♦♥ ❋✉♥❝t✐♦♥s

❚❤❡ ❛♥❣✉❧❛r s❡❧❡❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❇❖❙❙ ❝♦✉❧❞ ❜❡ s❡♣❛r❛t❡❞ ✐♥t♦ t✇♦ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐♥ t❡r♠ ♦❢ ▼❆◆●▲❊
♣♦❧②❣♦♥s✱ t❤❡ ✈❡t♦ ♠❛s❦ ❛❝❝♦✉♥t✐♥❣ ❢♦r t❤❡ r❡❣✐♦♥s ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❤❛✈❡ ❛❝❝❡ss ❛♥❞ t❤❡ ✇✐♥❞♦✇ t❤❛t
❞❡✜♥❡s t❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ❛♥❞ ❛❝❝♦✉♥ts ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ♦❢ t❤❡ s✉r✈❡②✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ♦❢ t❤❡
s✉r✈❡② ✐s ✉s❡❞ ❛s ❛ ✇❡✐❣❤t ❢♦r ❡❛❝❤ r❡❣✐♦♥ ✭s❡❝t♦r✱ ♣♦❧②❣♦♥✮ t❤❛t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ r❛♥❞♦♠
s❛♠♣❧❡ ✐♥ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❛❧②s✐s✳

❱❡t♦ ▼❛s❦

❚❤❡ ✈❡t♦ ✇❛s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ✇♦r❦✐♥❣ ❣r♦✉♣ ♦❢ ❇❖❙❙ ❣❛❧❛①② ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡② ❛r❡ ❞♦❝✉✲
♠❡♥t❡❞ ✐♥ ❇❧❛♥t♦♥ ❛♥❞ ❚✐♥❦❡r ✐♥ ♣r❡♣✳ ❚❤❡② ❝♦♥s✐st ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❝❛t❡♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✿

• ❇❛❞ ✜❡❧❞s ♦❢ ♣❤♦t♦♠❡tr✐❝ s✉r✈❡②✳ ❚❤❡ ❤♦❧❡s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ❜❛❞ ✜❡❧❞s ✇❤❡r❡ ♥♦ ♣❤♦t♦♠❡tr② ✐s
❛✈❛✐❧❛❜❧❡ t♦ ❛♣♣❧② t❤❡ t❛r❣❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠✳

• ❇r✐❣❤t st❛r ♠❛s❦✳ ❚❤✐s ♠❛s❦ ❤✐❞❡s t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ❛r♦✉♥❞ ❜r✐❣❤t st❛rs✳ ■t ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✇✐t❤
t❤❡ ❚②❝❤♦ ❝❛t❛❧♦❣ ♦❢ st❛rs✳

• ❈❡♥t❡r ♣♦st ♠❛s❦✳ ❚❤✐s ♠❛s❦ ❤✐❞❡s t❤❡ ❝❡♥t❡rs ♦❢ t❤❡ ♣❧❛t❡s ✇❤❡r❡ ✐s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♣❧❛❝❡ ❛
✜❜❡r✳ ■t ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛ ❝✐r❝✉❧❛r r❡❣✐♦♥ ♦❢ ✾✷ ❛r❝s❡❝ ❛t t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ ❡❛❝❤ t✐❧❡✳ ❖❢ t❤❡ ◆❄ t✐❧❡s
✉s❡❞ ✉♣ t♦ ♥♦✇✱ t❤❡ t♦t❛❧ ❛r❡❛ ♦❢ t❤❡ ♠❛s❦ ✐s ❄✱ s♦ ❡✈❡♥ ✐❢ ✐t ✐s s♠❛❧❧ ✐t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞
❢♦r ♣r❡❝✐s❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛♥❛❧②s✐s ✳

• ❈♦❧❧✐s✐♦♥ ♣r✐♦r✐t② ♠❛s❦✳ ❚❤✐s ♠❛s❦ ❛❝❝♦✉♥ts ❢♦r t❤❡ ♦❜❥❡❝ts t❤❛t r❡❝❡✐✈❡❞ ❛ ✜❜❡r ❛♥❞ ❤❛❞ ❛
❤✐❣❤❡r ♣r✐♦r✐t② t❤❛♥ t❤❡ ▲❘●✬s✳ ■t ♣✉ts ❛ ❝✐r❝❧❡ ✇✐t❤ r❛❞✐✉s ✻✷ ❛r❝s❡❝✳

❈♦♠♣❧❡t❡♥❡ss

❆s ✇❡ ❤❛✈❡ s❡❡♥ ✐♥ t❤❡ ❧❛st ❝❤❛♣t❡r t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ✐s ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r s❡❧❡❝t✐♦♥
❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❞❛t❛✱ ♣❡r♠✐tt✐♥❣ t♦ ❝♦♠♣❡♥s❛t❡ t❤❡ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✈✐❛ t❤❡ r❛♥❞♦♠ s❡t✳
❚❤❡ ❜❛s✐❝ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ✐s t❤❡ r❛t❡ ♦❢ s✉❝❝❡ss❢✉❧ s♣❡❝tr❛ t❛❦❡♥ t♦ t❤❡ t❛r❣❡ts ❢♦r
❡❛❝❤ r❡❣✐♦♥✳

Completeness =
spectras

targets
✭❱✳✶✺✮

❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇❛② ✇✐❧❧ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t❤❡ ♠✐ss✐♥❣ r❡❞s❤✐❢ts ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ♦❢ t❤❡
r❡❛s♦♥ ✇❤② t❤❡② ✇❡r❡ ♥♦t ♠❡❛s✉r❡❞ ✭s❦② ❛r❡❛ ♥♦t ②❡t s✉r✈❡②✱ r❡❞s❤✐❢t ❢❛✐❧✉r❡✱ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥❛❧ ✐ss✉❡s✱
❡t❝✮✳ ❙♦♠❡ ❛♥❛❧②s✐s ✭❘♦ss ❡t ❛❧ ✐♥ ♣r❡♣ ✮ s❡♣❛r❛t❡ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ✐♥ t✇♦ ❦✐♥❞s ♦❢ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss
❛♥❣✉❧❛r ❛♥❞ r❡❞s❤✐❢t✳ ❚❤✐s ♣r❛❝t✐❝❡ ✐s ✉s❡❢✉❧ ✇❤❡♥ ❧♦♦❦✐♥❣ t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ s②st❡♠❛t✐❝s✱ ❜✉t ✐♥
♦r❞❡r t♦ ❞♦ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛♥❛❧②s✐s ✐t ✐s ♠♦r❡ ♣r❛❣♠❛t✐❝ t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ ❛❧❧ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❡✛❡❝ts ✐♥ ♦♥❧② ♦♥❡
q✉❛♥t✐t② t❤❛t ✇✐❧❧ ❜❡ ❛♣♣❧② t♦ t❤❡ r❛♥❞♦♠ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✳

■♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❢♦r ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ❢♦r ❡❛❝❤ s❡❝t♦r ✭♣♦❧②❣♦♥✮ ✇❡ ♦♥❧② ♥❡❡❞ t❤✉s ❛ t❛r❣❡t
❧✐st ❛♥❞ s♣❡❝tr❛ ❧✐st✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss ✐♥ ❇❖❙❙ s✉r✈❡② s♦♠❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s ♠✉st ❜❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t
❢♦r t❤❡ ❝♦rr❡❝t ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ❛♥❞ t❤❡ ❝❛t❛❧♦❣ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✳ ❇❡❢♦r❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ✇✐t❤
t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ■ ❡♥✉♠❡r❛t❡ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♣r♦❝❡❞✉r❡ t♦ ♣❡r♠✐t t❤❡ r❡❛❞❡r t♦ ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ ❢✉rt❤❡r
s✉❜s❡❝t✐♦♥s✳



✶✸✾

❱✳✶✳✸ ❈❛t❛❧♦❣ ❞❡✜♥✐t✐♦♥

✶✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ ❛ t❛r❣❡t ❧✐st ✇❤✐❝❤ ❜② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❣❡♥❡r❛t❡s ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ s❛♠♣❧❡✳ ❚❤❡ t❛r❣❡ts ❧②✐♥❣
✐♥ t❤❡ ✈❡t♦ ♠❛s❦ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ t❛r❣❡ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❧❡❣❛❝② ❞❛t❛ ✭❞❛t❛ ❢r♦♠ ♣r❡✈✐♦✉s
✈❡rs✐♦♥s ♦❢ ❙❉❙❙✮✱ ❛r❡ s✉❜tr❛❝t❡❞✳ ❚❤✐s ❞❛t❛ ❛r❡ ✢❛❣❣❡❞ ❯◆❑◆❖❲◆❈❖▲▲ ✳ ❘❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡
t❛r❣❡ts ■ ❞✐s❝✉ss ✐♥ ❞❡t❛✐❧ ✐♥ ❢✉rt❤❡r s✉❜s❡❝t✐♦♥s t❤❡ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤✐s t❛r❣❡t ❧✐st ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❛♥❞
t❤❡ ♣❤♦t♦♠❡tr✐❝ ♦✛s❡t ❜❡t✇❡❡♥ ❤❡♠✐s♣❤❡r❡s✳

✷✳ ❲❡ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ ❧❡❣❛❝② ❞❛t❛✱ ✇❤✐❝❤ ♣❛ss❡s t❤❡ ❈▼❆❙❙ ❝✉ts✳ ■♥ ❛ ❢✉rt❤❡r s✉❜s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ❡①♣❧♦r❡
s♦♠❡ ✇❛②s t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ t❤✐s s❛♠♣❧❡✳ ❚❤❡s❡ ♦❜❥❡❝ts ❛r❡ ✢❛❣❣❡❞ ❛s ❑◆❖❲◆✳

✸✳ ❲❡ s❡❧❡❝t ❛ s♣❡❝tr❛ ❧✐st ❛♣♣❧②✐♥❣ s♦♠❡ ❝✉ts✳ ❲❡ s❡❧❡❝t t❤❡ ♥♦♥ r❡♣❡❛t❡❞✱ ✇✐t❤ ❣♦♦❞ r❡❞s❤✐❢t✱
❈▼❆❙❙ s♣❡❝tr❛✳ ✷

✹✳ ❚❤❡ ❢❛✐❧✉r❡ t❛r❣❡ts ❛r❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❛♥❞ ❝♦rr❡❝t❡❞ ❛s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❛ ❢✉rt❤❡r s✉❜s❡❝t✐♦♥✳

✺✳ ❚❤❡ s♣❡❝tr❛ t❛❦❡♥ ❛r❡ ♠❛t❝❤❡❞ t♦ t❤✐s t❛r❣❡t ❧✐st ❛♥❞ t♦ t❤❡ ❧❡❣❛❝② ❧✐st✳ ❙♦♠❡ ❧❡❣❛❝② ❞❛t❛ ❤❛✈❡
❇❖❙❙ s♣❡❝tr❛✳ ❚❤❡s❡ ❞❛t❛ ❛r❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❛t❛❧♦❣✱ ✇❡ ✢❛❣ t❤❡s❡ ♦❜❥❡❝ts ❛s ❉❯P▲■❈❆❚❊

✻✳ ❚❤❡ ✜❜❡r ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ♦❜❥❡❝ts ❛r❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❛♥❞ ❝♦rr❡❝t❡❞ ❛s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❛ ❢✉rt❤❡r s✉❜s❡❝t✐♦♥✳

✼✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛♥❞ t♦ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❡ s❛♠♣❧❡ ❛ ❝✉t ✐♥ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ✭❈
> ✵✳✼✮✳

✽✳ ❲❡ r❡str✐❝t t❤❡ s❛♠♣❧❡ t♦ t❤❡ r❡❞s❤✐❢t r❛♥❣❡ ③❂❬✵✳✹✸✱ ✵✳✼❪✱ t❤❡ ❧♦✇❡r ❧✐♠✐t ✐s s❡t t♦ s❡♣❛r❛t❡
❢r♦♠ ▲❖❲❩ ❝❛t❛❧♦❣ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ♦✈❡r❧❛♣ ✐♥ t❤✐s r❡❣✐♦♥✳

❱✳✶✳✹ ❚❛r❣❡ts ❉❡✜♥✐t✐♦♥

❉✉r✐♥❣ t❤❡ ✜rst ❝❤✉♥❦s ✉♣ t♦ ❈❤✉♥❦ ✶✺ t❤❡ ♣❤♦t♦♠❡tr② r❡❞✉❝t✐♦♥ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ t❛r❣❡t s❡❧❡❝t✐♦♥
❝❤❛♥❣❡❞✳ ■♥ ❚❛❜❧❡ ✷ t❤❡s❡ ❝❤❛♥❣❡s ❛r❡ ❡♥✉♠❡r❛t❡❞✳ ❚❤❡ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ t❛r❣❡t s❡❧❡❝t✐♦♥ ❣❡♥❡r❛t❡s
✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡✐t✐❡s ✐♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡✳ ❚❤❡ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ ♣❤♦t♦♠❡tr✐❝ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐♠♣❧✐❡s s♦♠❡ ❛♠❜✐❣✉✐t② ✐♥
t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❛r❣❡ts ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✜rst st❡♣ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ t❤❡ t❛r❣❡t
❧✐st ✐s t♦ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❡ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❢r❡❡③✐♥❣ t❤❡ t❛r❣❡t s❡❧❡❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ ✜♥❛❧ ✈❡rs✐♦♥✳ ❚❤❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s
♦❢ r❡❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ❝✉ts ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ s❡♥s❡ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ t❛r❣❡t s❡❧❡❝t✐♦♥✿

• ❊❛r❧② t❛r❣❡t s❡❧❡❝t✐♦♥ ♠♦r❡ ❘❊❙❚❘■❈❚■❱❊✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ ✇❡ ❧♦♦s❡ t❛r❣❡ts ❚❤❡ ♠✐ss✐♥❣ ♦❜❥❡❝ts
❧✐❡ ✐♥ t❤❡ ❜♦r❞❡rs ♦❢ t❤❡ ❝♦❧♦r ❝✉ts✱ ✇❤❛t ♠❛❦❡s ❞✐✣❝✉❧t t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦ ❝♦♠♣❡♥s❛t❡ ✉♣✲
✇❡✐❣❤t✐♥❣✳ ❍♦✇❡✈❡r ❛s t❤❡ ❧❛t❡st ❞❛t❛ ✐s ♠♦r❡ ♣❡r♠✐ss✐✈❡✱ ❛♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ♥✭③✮ ✇✐t❤ t❤❡
❡❛r❧✐❡r ❛♥❞ t❤❡ ✜♥❛❧ t❛r❣❡t s❡❧❡❝t✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡s✳
❚❤✐s ✐s t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ▲❖❲❩ s❛♠♣❧❡ t❤❛t ✐s ♥♦t tr❡❛t❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✳

• ❊❛r❧② t❛r❣❡t s❡❧❡❝t✐♦♥ ♠♦r❡ P❊❘▼■❙❙■❱❊✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡ ♦♥❧② ❡✛❡❝t ✇♦✉❧❞ ❜❡ t❤❡ ❧♦♦s❡ ♦❢
♦❜❥❡❝ts✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❈▼❆❙❙ s❛♠♣❧❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ t❛r❣❡t s❡❧❡❝t✐♦♥ ❝❤❛♥❣❡s ✐♠♣❧② ❛ ❧♦ss ♦❢
♦❜❥❡❝ts ♦❢ ✸✳✺✪ ❢♦r ▼❆■◆✵✵✽ ✭✼✳✽✪ ❢♦r ●❆❚❍✱ ❢♦r t❤❡ ❡♥t✐r❡ ❣❡♦♠❡tr②✮

✷❚❤❛t ✐s ✉s✐♥❣ ❇❖❙❙ ✢❛❣s ✭✭❇❖❙❙❚❆❘●❊❚✶✫✷ ❂✵✮✫ ✭P❘■▼❆❘❨❴❖❇❏❊❈❚❂✶✮ ✫ ✭❩❲❆❘◆■◆●❴◆❖◗❙❖ ❂
✵✮✮✳



✶✹✵

■♥ r❡❧❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♣❤♦t♦♠❡tr✐❝ r❡❞✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❛♠❜✐❣✉✐t② ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦
♣r♦❝❡❡❞ ✐♥ t✇♦ ✇❛②s✿

Main targets not in Gath
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❋✐❣✉r❡ ❱✳✹✿ ❚❛r❣❡ts ❢r♦♠ t❤❡ t❛r❣❡t r✉♥ ▼❆■◆✵✵✽ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ t❛r❣❡t ❧✐st ●❆❚❍ ❢♦r
❡❛❝❤ ✳

• ❚❤❡ ✜rst ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ✐s t♦ t❛❦❡ t❤❡ ❧❛t❡st ♣❤♦t♦♠❡tr✐❝ r❡❞✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ r❡❞❡✜♥❡ t❤❡ s❛♠♣❧❡✳ ❆s ❛
❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ ♣❤♦t♦♠❡tr②✱ s♦♠❡ ❣❛❧❛①✐❡s ♣❛ss❡s t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❝✉ts ✐♥ t❤❡ ✜♥❛❧
♣❤♦t♦♠❡tr② ❜✉t t❤❡② ✇❡r❡ ♥♦t t❛r❣❡t❡❞ ❛t t❤❡ t✐♠❡ ♦❢ ♦❜s❡r✈✐♥❣ ❛♥❞ ✐♥✈❡rs❡❧②✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t ✐s
t❤❛t ♠❛♥② ♦❜❥❡❝ts s❝❛tt❡r ❛❝r♦ss t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❛s ✇❡ s❡❡ ✐♥ ✜❣✉r❡ ❱✳✹ ✇❤❡r❡ ✇❡ ❡①♣❧♦r❡❞ t❤❡
✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ✉s✐♥❣ ❛ s✐♥❣✉❧❛r ♣❤♦t♦♠❡tr✐❝ r❡❞✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡♠✳

• ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝❤♦✐❝❡ ✐s t♦ t❛❦❡ t❤❡ s❡❧❡❝t❡❞ t❛r❣❡ts ❛t t❤❡ t✐♠❡ ♦❢ t❛r❣❡t✐♥❣✳ ❚❤✐s ❡✈♦❧✈✐♥❣
♣❤♦t♦♠❡tr✐❝ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐♠♣❧✐❡s t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✐s ✜①❡❞ ❜✉t t❤❡ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡
♣❤♦t♦♠❡tr✐❝ r❡❞✉❝t✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❣❡♥❡r❛t❡ ❛♥ ❡✈♦❧✈✐♥❣ ❝♦♠♦✈✐♥❣ ❞❡♥s✐t②✳ ■❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥
r❡❞✉❝t✐♦♥s ❞♦ ♥♦t ❣❡♥❡r❛t❡s ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♦✈✐♥❣ ❞❡♥s✐t② t❤✐s ♦♣t✐♦♥ ✐s ♣r❡❢❡r❛❜❧❡ ❛s t❤❡
❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✐s s❛❢❡✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝❤♦♦s❡ t❤❡ ❜❡tt❡r ♦♣t✐♦♥ t♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡ t❛r❣❡t ❧✐st ■ ✇✐❧❧ ❡①♣❧♦r❡ t✇♦ ❝❤♦✐❝❡s t♦ ❣❡♥❡r❛t❡
t❤❡ ❝❛t❛❧♦❣✳ ■ t❡st ✉s✐♥❣ ♣❤♦t♦♠❡tr② r❡❞✉❝t✐♦♥ ▼❆■◆✵✵✽ ✳ ❚❤❡ ❝❛t❛❧♦❣ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤✐s ♣❤♦t♦✲
♠❡tr✐❝ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ❝❛❧❧ ▼❆■◆✵✵✽ ✳ ■ ❣❡♥❡r❛t❡ ❛♥♦t❤❡r ❝❛t❛❧♦❣ ✉s✐♥❣ t❤✐s t✐♠❡ t❤❡ ♣❤♦t♦♠❡tr✐❝
r❡❞✉❝t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t t♦ ❡❛❝❤ ❝❤✉♥❦✳ ❋♦r t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ♣❤♦t♦♠❡tr② ✜❧❡✱ ■ ✉s❡



✶✹✶

❚❛❜❧❡ ✷✳ ❈❤❛♥❣❡s ✐♥ ♣❤♦t♦♠❡tr✐❝ r❡❞✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❛r❣❡t s❡❧❡❝t✐♦♥
❝❤✉♥❦ t❛r❣❡tr✉♥ t❛r❣❡t ✈❡rs✐♦♥ P❤♦t♦❴❈❛❧✐❜ P❤♦t♦❴❘❡s♦❧✈❡ P❤♦t♦❴s✇❡❡♣
❜♦ss✶ ❝♦♠♠ ❞❡❢❛✉❧t✵ ✈✶❴✵❴✹ ✷✵✵✾✲✵✻✲✶✹ ✷✵✵✾✲✵✻✲✶✹
❜♦ss✷ ❝♦♠♠✷ ❞❡❢❛✉❧t✵ ✈✶❴✶❴✷ ✷✵✵✾✲✵✻✲✶✹ ✷✵✵✾✲✵✾✲✷✽
❜♦ss✸✲✹ ♠❛✐♥✵✵✷ ❞❡❢❛✉❧t✵ ✈✷❴✵❴✶ ✷✵✵✾✲✵✻✲✶✹ ✷✵✵✾✲✶✶✲✶✻
❜♦ss✺✲✻ ♠❛✐♥✵✵✺ ❢❛❧❧✵✾✐ ✈✷❴✵❴✸ ✷✵✵✾✲✶✶✲✶✻ ✷✵✵✾✲✶✶✲✶✻✳✈✷
❜♦ss✼✲✶✶ ♠❛✐♥✵✵✼ ❢❛❧❧✵✾✐ ✈✷❴✵❴✺ ✷✵✵✾✲✶✶✲✶✻ ✷✵✵✾✲✶✶✲✶✻✳✈✷
❜♦ss✶✷✲✶✹ ♠❛✐♥✵✵✽ ❞r✽✜♥❛❧ ✈✷❴✵❴✾ ✷✵✶✵✲✵✺✲✷✸ ❞r✽✜♥❛❧
❜♦ss✶✺✲✯ ♠❛✐♥✵✵✾ ❞r✽✜♥❛❧ ✈✷❴✵❴✶✸ ✷✵✶✵✲✵✺✲✷✸ ❞r✽✜♥❛❧

❙✉♠♠❛r② ♦❢ ❈❤❛♥❣❡s ✐♥ ♣❤♦t♦♠❡tr② ❛♥❞ t❛r❣❡t s❡❧❡❝t✐♦♥
■ ❋✐❜❡r ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❧✐♠✐t ifib2 ❤❛s ❝❤❛♥❣❡❞ ❢r♦♠ ✷✶✳✼ t♦ ✷✶✳✺ s✐♥❝❡ ❝❤✉♥❦ ✶✺✳

✶✵✵ ✪ ♦❢ ▲❖❲❩ ❛♥❞ ✾✵✳✺✪ ♦❢ ❈▼❆❙❙ ✇❛s t❛r❣❡t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❉❘✽ P❤♦t♦♠❡tr②

t❤❡ ✜rst r♦✉t✐♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠✐♥✐✲♣✐♣❡❧✐♥❡ ▼❑❙❆▼P▲❊ ❝r❡❛t❡❞ ❢♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡ ✇✐t❤✐♥ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❜②
❇❡r❦❡❧❡② ●r♦✉♣✳ ❚❤✐s r♦✉t✐♥❡ ❜❡❣✐♥s ✇✐t❤ t❤❡ ❧❛t❡st ♣❤♦t♦♠❡tr✐❝ r❡❞✉❝t✐♦♥ ▼❆■◆✵✵✾ ❛♥❞ ❢♦r ❡❛❝❤
❝❤✉♥❦ ✇✐t❤✐♥ ✶✲✶✺✱ t❤❡ t❛r❣❡ts ❢r♦♠ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❝❤✉♥❦ ❛r❡ r❡♣❧❛❝❡❞ ❢♦r t❤❡✐r r❡s♣❡❝t✐✈❡ r❡❞✉❝t✐♦♥
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ t❛❜❧❡ ✷✳ ❚❤❡ ♦✉t♣✉t ✜❧❡ ✐s t❤❡♥ ✉s❡❞ ❛s t❤❡ t❛r❣❡t ❧✐st✳ ❚❤❡ ❝❛t❛❧♦❣ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤✐s
✜❧❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ❝❛❧❧❡❞ ●❆❚❍✳ ■♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s✱ ■ r❡✲❛♣♣❧② t❤❡ ✜♥❛❧ t❛r❣❡t s❡❧❡❝t✐♦♥ ❝✉ts ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❱✳✶✳✶ t♦
t❤❡ t❛r❣❡t ❧✐st ❛♥❞ t❤❡ ✈❡t♦ ♠❛s❦✳

■♥ ✜❣✉r❡s ❱✳✺ ❛♥❞ ❱✳✻ t❤❡ t❛r❣❡ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❡❛❝❤ ❝❤✉♥❦ ❛r❡ s❤♦✇♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t
t❛r❣❡t ❧✐st✱ ✐♥ ❜❧❛❝❦ t❤❡ t❛r❣❡ts ❝♦♠♠♦♥ t♦ ❜♦t❤ t❛r❣❡t ❧✐st ▼❆■◆✵✵✽ ❛♥❞ ●❆❚❍✱ ✐♥ r❡❞ t❤❡ t❛r❣❡ts
♦♥❧② ♣r❡s❡♥t ✐♥ ▼❆■◆✵✵✽ ❛♥❞ ✐♥ ❜❧✉❡ t❤❡ t❛r❣❡ts ♣r❡s❡♥t ♦♥❧② ✐♥ ●❆❚❍✳ ❆s ✇❡ ❝❛♥ ♦❜s❡r✈❡ ❢r♦♠
t❤❡ ✜❣✉r❡✱ ❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❛r❣❡t ❧✐st ❛r❡ s♠❛❧❧ ✱ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ♥♦t
r❛♥❞♦♠✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r r❡❣✐♦♥s ❛s t❤❡ ❜♦r❞❡rs ❜❡t✇❡❡♥ ❝❤✉♥❝❦s ❛♥❞ t❤❡ ❜♦r❞❡rs ♦❢ ♣❧❛t❡s✳ ◆♦✇
■ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ♠✐ss✐♥❣ t❛r❣❡ts ✐♥ t❤❡ ❝♦❧♦r s♣❛❝❡✳ ■♥ ✜❣✉r❡ ❱✳✹ ✱ ✐♥ ❧❡❢t ♣❛♥❡❧✱ t❤❡
t❛r❣❡ts ❢r♦♠ ▼❆■◆✵✵✽ ♥♦t ♠❛t❝❤❡❞ ✇✐t❤ ❛♥② t❛r❣❡t ✐♥ ●❆❚❍ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ t❛r❣❡ts ❢r♦♠ ●❆❚❍
♥♦t ❢♦✉♥❞ ✐♥▼❆■◆✵✵✽ ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ r✐❣❤t ♣❛♥❡❧✳ ❆s ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ ❢r♦♠ t❤❡ ✜❣✉r❡ t❤❡ s❝❛tt❡r❡❞ ♦❜❥❡❝ts
❢r♦♠ ▼❆■◆✵✵✽ ❛r❡ ♥♦t r❛♥❞♦♠ t❤❡② ❛r❡ ♣r❡❢❡r❡♥t✐❛❧❧② ❢r♦♠ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ✐♥ ❝♦❧♦r✲♠❛❣ s♣❛❝❡✱ ✐✳❡✳✱
❛t ♣r❡❢❡rr❡❞ r❡❞s❤✐❢ts✳

❚❤❡♥ ■ ❢♦❧❧♦✇❡❞ t❤❡ ♣r❡s❝r✐♣t✐♦♥s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✶✳✸ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ t❤❡ t✇♦ ❝❛t❛❧♦❣s✳ ❚❤❡
▲❡❣❛❝② ✐s ❡①❝❧✉❞❡❞✱ t❤❡ ✜❜❡r ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ❝♦rr❡❝t❡❞ ❛s ♠❡t❤♦❞ ✶ ❛♥❞ t❤❡ t❛r❣❡t ❢❛✐❧✉r❡s ❝♦rr❡❝t❡❞ ❛s
♠❡t❤♦❞ ✷ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❢✉rt❤❡r s❡❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❝✉t ✐♥ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ✐s ❈❂✵✳✼ ❛♥❞ t❤❡ ❝✉t ✐♥ r❡❞s❤✐❢t ✐s
❬✵✳✹✸✱✵✳✼❪✳ ❙♦♠❡ st❛t✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ ❝❛t❛❧♦❣s ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❚❆❇▲❊ ✸✳

❚❛❜❧❡ ✸✳ ❙t❛t✐st✐❝s ❢r♦♠ ●❆❚❍ ❛♥❞ ▼❆■◆✵✵✽ ❝❛t❛❧♦❣s
❙t❛rt✐♥❣ ✇✐t❤ ✷✱✷✽✽✱✺✺✵ ✶✱✺✾✶✱✵✷✾
❚❛r❣❡ts ❆❢t❡r ❇♦ss❚❛r❣❡t✶ ❝✉t ✶✹✶✵✵✽✶ ✾✾✵✾✺✽
❚❛r❣❡ts ❆❢t❡r ❈♦❧♦r ❝✉ts ✶✷✾✾✹✷✺ ✾✺✻✻✽✾
❈▼❆❙❙ ❣❛❧❛①✐❡s ♠❛t❝❤❡❞ ✇✐t❤ t❛r❣❡ts ✷✽✾✵✵✹ ✷✾✼✵✶✵
◆✉♠❜❡r ♦❢ ◆♦♥❈▼❆❙❙ ✐♥ ❙♣❆❧❧ ✶✺✼✸✹ ✶✺✹✺✷
♥♦♥ s♣❡❝tr❛ ❇❖❙❙✱ ❦♥♦✇♥ ♦❜❥❡❝ts✿ ✶✹✺✽✽ ✶✹✷✷✺
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Chunk 1

0 100 200 300 400
ra

-1.5

-1.0
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ec

Both       19505
only main         680
only gath         237

Chunk 2

105 110 115 120 125 130 135
ra

20
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d
ec

only gath         332
only main           1
Both       12911

Chunk 3

115 120 125 130 135
ra
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ec

Both        9392
only main         544
only gath         707

Chunk 4

120 140 160 180 200
ra

-4
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d
ec

Both       26716
only main        1734
only gath        2110

Chunk 5

180 190 200 210 220 230 240
ra

20
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ec
Both       22974

only main         506
only gath         286

Chunk 6

225 230 235 240 245
ra

0
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d
ec

Both       16819
only main         537
only gath         260

Chunk 7

190 200 210 220 230 240
ra

-4
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d
ec

Both       23379
only main        1152
only gath        1640

Chunk 8

240 245 250 255
ra

0
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d
ec

only gath         333
only main         224
Both        8714

Chunk 9

315 320 325 330
ra

0
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ec

only gath         191
only main         291
Both        8398

Chunk 10

245 250 255 260
ra

10
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40

d
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Both        7643
only main          44
only gath         206

Chunk 11

0 100 200 300 400
ra

-1.5
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d
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Both       19500
only main         680
only gath         237

Chunk 12

0 100 200 300 400
ra

0
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Both      191061
only main        6840
only gath        5501

❋✐❣✉r❡ ❱✳✺✿ ❚❛r❣❡ts ❢r♦♠ t❤❡ t❛r❣❡t r✉♥ ▼❆■◆✵✵✽ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ t❛r❣❡t ❧✐st ●❆❚❍ ❢♦r
❡❛❝❤ ❝❤✉♥❦ ❢r♦♠ ✶✲✶✷✳
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Chunk 13

0 100 200 300 400
ra

-10
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Both       26504
only main         913
only gath         468

Chunk 14

110 115 120 125 130 135
ra
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d
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Both       30139
only main           1

only gath         682

❋✐❣✉r❡ ❱✳✻✿ ❚❛r❣❡ts ❢r♦♠ t❤❡ t❛r❣❡t r✉♥ ▼❆■◆✵✵✽ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ t❛r❣❡t ❧✐st ●❆❚❍ ❢♦r
❡❛❝❤ ❝❤✉♥❦ ❢r♦♠ ✶✸✲✶✹✳

❚❤❡ ✜rst t❡st ■ ❛♣♣❧② ✐s t♦ st✉❞② ❤♦✇ t❤❡ ❝♦♠♦✈✐♥❣ ❞❡♥s✐t② ❡✈♦❧✈❡s ❢♦r ❡❛❝❤ ❝❤✉♥❦ ✐♥ ❜♦t❤
❝❛t❛❧♦❣s✳ ■♥ ✜❣✉r❡ ❱✳✼ t❤❡ ❝♦♠♦✈✐♥❣ ❞❡♥s✐t② ✐s s❤♦✇♥ ❢♦r ❡❛❝❤ ❝❤✉♥❦ ✐♥ ♣❛♥❡❧ ❆ ❢♦r ▼❆■◆✵✵✽
❛♥❞ ✐♥ ♣❛♥❡❧ ❇ ❢♦r ❝❛t❛❧♦❣ ●❆❚❍✳ ❆s ✇❡ ❝❛♥ ♦❜s❡r✈❡ ❢r♦♠ t❤❡ ✜❣✉r❡ ✐♥ ♣❛♥❡❧ ❇✱ t❤❡ ❝♦♠♦✈✐♥❣
❞❡♥s✐t② ❞♦❡s ♥♦t s❡❡♠ t♦ ❜❡ ❛✛❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ ♣❤♦t♦♠❡tr✐❝ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧
✢✉❝t✉❛t✐♦♥s✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ●❆❚❍ ❝❛t❛❧♦❣ s❡❡♠s t♦ ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ ❜❡st ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ t❤❡
❝❛t❛❧♦❣✳

Chunks 1-14 (MAIN)
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❋✐❣✉r❡ ❱✳✼✿ ❆✮ ❈♦♠♦✈✐♥❣ ❞❡♥s✐t② ❢r♦♠ t❤❡ t❛r❣❡t r✉♥ ▼❆■◆✵✵✽ ❢♦r ❡❛❝❤ ❝❤✉♥❦✳ ❇✮ ❈♦♠♦✈✐♥❣
❞❡♥s✐t② ❢r♦♠ t❤❡ t❛r❣❡t r✉♥ ●❆❚❍ ❢♦r ❡❛❝❤ ❝❤✉♥❦✶✲✶✹✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ■ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❜♦t❤ ❝❛t❛❧♦❣s✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ❝❛s❡ t❤❡ r❛♥❞♦♠
s✐③❡ ✐s ✺ t✐♠❡s t❤❡ s✐③❡ ♦❢ ❞❛t❛ s❡t✳ ❚❤❡ r❛♥❞♦♠ ❢♦❧❧♦✇s t❤❡ r❡❞s❤✐❢t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❞❛t❛ ❛♥❞ t❤❡
❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss✳ ■♥ ✜❣✉r❡ ❱✳✽ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❡❛❝❤ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❝❛t❛❧♦❣s✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥



✶✹✹

❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡✱ t❤❡ s♠❛❧❧ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❛r❡ ♣r♦❜❛❜❧② ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❢♦r t❤❡ s✐③❡ ♦❢
t❤❡ r❛♥❞♦♠✳

ALL SAMPLE
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MAIN008
GATH

❋✐❣✉r❡ ❱✳✽✿ ❈♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ♣❤♦t♦♠❡tr✐❝ ✜❧❡s ●❆❚❍ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤
s❛♠♣❧❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ♦♥❧② ♦♥❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ▼❆■◆✵✵✽

❱✳✶✳✺ ◆♦rt❤✴❙♦✉t❤ ❖✛s❡t

❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ❜✐❣ ❝♦♥❝❡r♥ ❛t ❡❛r❧② ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❉❘✾ ❞❛t❛ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❣r♦✉♣ ✇❛s t❤❛t ✐t ❤❛s
❜❡❡♥ ❢♦✉♥❞ ❛ ❝❧❡❛r ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ♠❡❛♥ ❞❡♥s✐t② ♦❢ s♦✉t❤ ✭❙●❈✮❛♥❞ ♥♦rt❤ ✭◆●❈✮ ❤❡♠✐s♣❤❡r❡ ✐♥
●❛❧❛❝t✐❝ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✳ ■♥ ✜❣✉r❡ ❱✳✾ t❤❡ ♠❡❛♥ ❞❡♥s✐t② ♦❢ ❈▼❆❙❙ ❣❛❧❛①② s❛♠♣❧❡ ❢♦r ❛❧❧ s❛♠♣❧❡ ❛♥❞
s❡♣❛r❛t✐♥❣ ◆♦rt❤ ❙♦✉t❤ ✐s s❤♦✇♥✳❚❤❡ ❣❛❧❛①② ♥✉♠❜❡r ❞❡♥s✐t② ❢♦r 0.43 < z < 0.7 ❈▼❆❙❙ s❛♠♣❧❡ ♦❢
t❤❡ s♦✉t❤ ❤❡♠✐s♣❤❡r❡ s❤♦✇s ❛ ∼ 3.4✪ ❤✐❣❤❡r ♥✉♠❜❡r ❞❡♥s✐t② t❤❛♥ t❤❡ ◆●❈✳ ✸✳

❙❝❤❧❛✢② ✫ ❋✐♥❦❜❡✐♥❡r ✭✷✵✶✵✮ ❤❛✈❡ ❢♦✉♥❞ ❛♥ ♦✛s❡t ✐♥ t❤❡ ❝♦❧♦rs ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥✳
❚❤❡② ❡①♣❧❛✐♥❡❞ t❤❡ ♦r✐❣✐♥ ♦❢ t❤❡ ♦✛s❡ts ❜② ❛ ♠✐①✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ❡rr♦rs ❛♥❞ ❡rr♦rs ✐♥ t❤❡
❝♦rr❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣❛❧❛❝t✐❝ ❡①t✐♥❝t✐♦♥✳ ❚❤✐s ♦✛s❡t ❛✛❡❝ts t❤❡ t❛r❣❡t s❡❧❡❝t✐♦♥ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❈▼❆❙❙
s❡❧❡❝t✐♦♥ ✐s s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ dperp ❝♦❧♦r ✭❛♥❞ ▲❖❲❩ s❛♠♣❧❡ ✐s s❡♥s✐❜❧❡ t♦ c|| ❝♦❧♦r✮✳ ❚❤❡✐r r❡s✉❧ts s❤♦✇s
❛♥ ♦✛s❡t ♦❢ ✵✳✵✵✻✹ ❜❡t✇❡❡♥ ◆♦rt❤ ❛♥❞ ❙♦✉t❤ ✐♥ dperp✳ ❘♦ss ❡t ❛❧ ❢♦✉♥❞ t❤❛t t❤✐s ♦✛s❡t ✐♥ dperp

❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ◆♦rt❤❡r♥ ❛♥❞ s♦✉t❤❡r♥ ❤❡♠✐s♣❤❡r❡ ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ✷✪ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r
❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ❈▼❆❙❙ t❛r❣❡ts ✭❘♦ss ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✷✮✳

❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ❙❝❤❛✢② ❡t ❛❧ ❛♥❞ ❘♦ss ❡t ❛❧✱ t❤✐s ♦✛s❡t ✐♥ dperp ✇❛s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ s♦✉t❤
❤❡♠✐s♣❤❡r❡ t❛r❣❡ts ❜❡❢♦r❡ ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ❝♦❧♦r✲❝✉ts ♦❢ t❤❡ t❛r❣❡t s❡❧❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✜❣✉r❡ ❱✳✶✵ s❤♦✇s t❤❡
❡✛❡❝t ✐♥ t❤❡ t❛r❣❡t s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤✐s ♦✛s❡t✳ ■♥ ❜❧✉❡ t❤❡ ♥♦rt❤ ❤❡♠✐s♣❤❡r❡ ❈▼❆❙❙ t❛r❣❡ts
✐♥ r❡❞ t❤❡ ❙♦✉t❤ ❤❡♠✐s♣❤❡r❡ ✇✐t❤ ♦✛s❡t✳ ❆s ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤✐s ♦✛s❡t ✐♠♣❧✐❡s ♠♦r❡ r❡str✐❝t✐✈❡ ❝✉ts ❢♦r

✸❋♦r t❤❡ ▲❖❲❩ s❛♠♣❧❡ ✐♥ t❤❡ r❡❞s❤✐❢t r❛♥❣❡ 0.2 < z < 0.4 t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ ♥✉♠❜❡r ❞❡♥s✐t② ✐s ❧❛r❣❡r ∼✶✷✪
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❋✐❣✉r❡ ❱✳✾✿ ▲❡❢t ♣❛♥❡❧✳ ▼❡❛♥ ♥✉♠❜❡r ❞❡♥s✐t② ♦❢ ●❆❚❍ ❝❛t❛❧♦❣ s❡♣❛r❛t✐♥❣ ◆♦rt❤ ❛♥❞ ❙♦✉t❤✱
✇✐t❤ ❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t ♦✛s❡t ❛♣♣❧✐❡❞✳ ❘✐❣❤t ♣❛♥❡❧✳ ▼❡❛♥ ♥✉♠❜❡r ❞❡♥s✐t② ♦❢ ▼❆■◆✵✵✽ ❛♥❞ ●❆❚❍
❝❛t❛❧♦❣s✱ ✇✐t❤ ❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t ❝♦rr❡❝t✐♦♥s ❢♦r ✇❤♦❧❡ s❛♠♣❧❡✳

s♦✉t❤ t❛r❣❡ts✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s ❛ ❧♦ss ♦❢ ♦❜❥❡❝ts ♦❢ ✪ t❤❛t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ♠❡❛♥ ❞❡♥s✐t②
❛s ✇❡ ❝❛♥ ♦❜s❡r✈❡ ❢r♦♠ t❤❡ ♣❛♥❡❧ ❇ ♦❢ t❤❡ ✜❣✉r❡ ❱✳✾✳

■ st✉❞② t❤❡ ❡✛❡❝t ✐♥ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤✐s ♦✛s❡t ✐♥ ❜♦t❤ ❝❛t❛❧♦❣s ●❆❚❍ ❛♥❞
▼❆■◆✳ ❆s ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ ❢r♦♠ ❋✐❣ ❱✳✶✶ t❤❡ ❡✛❡❝t ✐♥ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡✱ ✐t ♦♥❧② ❛❞❞s
s♦♠❡ s♠❛❧❧ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✐♥ ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡✳

◆♦✇ ✐♥ ♣❛♥❡❧ ❆ ♦❢ ✜❣✉r❡ ❱✳✶✷ ■ s❤♦✇ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ s❡♣❛r❛t✐♥❣ t❤❡ ◆♦rt❤ ❛♥❞ ❙♦✉t❤
❤❡♠✐s♣❤❡r❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♦✛s❡t ❝♦rr❡❝t❡❞ ❛♥❞ ♥♦t ❢♦r t❤❡ s♦✉t❤ t❛r❣❡ts✳ ❋r♦♠ t❤❡ ✜❣✉r❡ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❡
❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ◆♦rt❤ ❛♥❞ ❙♦✉t❤ s❡❡♠s t♦ ❢♦❧❧♦✇ ❞✐✛❡r❡♥t ❜❡❤❛✈✐♦rs✳❋r♦♠ t❤❡ s❛♠❡ ✜❣✉r❡✱
♣❛♥❡❧ ❇ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦✛s❡t ❞♦ ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡❧② t❤❡ s♦✉t❤ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥
❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❲❡ ✇✐❧❧ s❡❡ ❧❛t❡r t❤❛t ❛❢t❡r ❛❧❧ s②st❡♠❛t✐❝ ❝♦rr❡❝t✐♦♥s t❤❡ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝② ❜❡t✇❡❡♥ ◆♦rt❤ ❛♥❞
❙♦✉t❤ ✐s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s✳

❱✳✶✳✻ ❚❛r❣❡t ❋❛✐❧✉r❡ ❈♦rr❡❝t✐♦♥✳

❚❤❡ ❧❛st ❝♦rr❡❝t✐♦♥ t❤❛t ✇❡ ♠✉st ❛♣♣❧② t♦ t❤❡ t❛r❣❡ts ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ t❛r❣❡t ❢❛✐❧✉r❡s✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡
s♦♠❡ ❈▼❆❙❙ t❛r❣❡ts t❤❛t r❡s✉❧ts ✐♥ s♣❡❝tr❛ ♦❢ ♥♦ ❈▼❆❙❙ ♦❜❥❡❝ts✱ ❡✈❡♥ ✐❢ t❤✐s ❛ s♠❛❧❧ ❢r❛❝t✐♦♥ ✇❤❡♥
❛❝❝♦✉♥t✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ♦❢ t❤❡ s✉r✈❡② ✐t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ❞❡❛❧ ❝♦rr❡❝t❧② ✇✐t❤ t❤❡s❡ ♦❜❥❡❝ts ✇❡
❝❛❧❧❡❞ t❛r❣❡t ❢❛✐❧✉r❡s✳ ❆s ❛❧❧ t❤❡ s♣❡❝tr❛ ✇✐t❤ ♥♦ ❈▼❆❙❙ ♥❛t✉r❡ ❛r❡ ❡❧✐♠✐♥❛t❡❞✱ ❛ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ♠✉st
❜❡ ❞♦♥❡ ✐♥ t❤❡ t❛r❣❡ts ❧✐st t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t❤✐s ❢❛✐❧✉r❡ r❛t❡✳ ■❢ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❝♦rr❡❝t ❢r♦♠ t❤✐s ♥♦ ❈▼❆❙❙
♦❜❥❡❝ts ✐♥ t❤❡ ❞❡♥♦♠✐♥❛t♦r✱ ✐t ❣❡♥❡r❛t❡s ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ ❣❛❧❛❝t✐❝ ❧❛t✐t✉❞❡ r❡❧❛t❡❞ ✇✐t❤
t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ♣♦❧❧✉t❡r t❤❡ st❛rs✳ ■t ♣r♦✈♦❦❡s ❛♥ ✐♥✈❡rs❡ ✇❡✐❣❤t ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss r❡❧❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡
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❋✐❣✉r❡ ❱✳✶✵✿ ❚❤❡ t❛r❣❡ts ❢r♦♠ ●❆❚❍ ❝❛t❛❧♦❣ ✐♥ t❤❡ ❝♦❧♦r s♣❛❝❡✳ ■♥ ❜❧✉❡ t❤❡ ♥♦rt❤ ❤❡♠✐s♣❤❡r❡
❈▼❆❙❙ t❛r❣❡ts ✐♥ r❡❞ t❤❡ ❙♦✉t❤ ❤❡♠✐s♣❤❡r❡ ✇✐t❤ ♦✛s❡t✳ ❆s ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤✐s ♦✛s❡t ✐♠♣❧✐❡s ♠♦r❡
r❡str✐❝t✐✈❡ ❝✉ts ❢♦r s♦✉t❤ t❛r❣❡ts✳

st❛rs ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ t❛r❣❡ts✳ ❍❡r❡t♦❢♦r❡ ■ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ♠❡t❤♦❞ ✷✱ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ■ st✉❞②
❞✐✛❡r❡♥t ♠❡t❤♦❞s t♦ ❝♦rr❡❝t ❢♦r t❤✐s ❢❛✐❧✉r❡ r❛t❡✳ ■ t❡st❡❞ t❤r❡❡ ♠❡t❤♦❞s✿

• ▼❡t❤♦❞ ✶✳ ❲❡ ❡❧✐♠✐♥❛t❡ t❤❡ ♦❜❥❡❝ts t❤❛t ✇❡r❡ ❢♦✉♥❞ ♥♦t t♦ ❜❡ ❈▼❆❙❙ s♣❡❝tr❛ ✭✐✳❡✳ st❛rs✱
qs♦✮ ❢r♦♠ t❤❡ t❛r❣❡t ❧✐st ❢r♦♠ ❡❛❝❤ ♣♦❧②❣♦♥✳

• ▼❡t❤♦❞ ✷✳ ❲❡ ❡st✐♠❛t❡❞ t❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ♦❢ ✭t❛r❣❡ts ❢❛✐❧✉r❡s✮✴s♣❡❝tr❛ ❛♥❞ ✇❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t❤✐s
✇❡✐❣❤t t♦ t❤❡ t❛r❣❡ts ✐♥ ❡❛❝❤ ♣♦❧②❣♦♥ ✭r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡♠❛✐♥✐♥❣ t❛r❣❡ts ❜② t❤✐s
❢r❛❝t✐♦♥✮✳ ❚❤✐s ♦♣t✐♦♥ ✐s ❥✉st✐✜❡❞ ❜② t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ s✉r✈❡② ✐s ♥♦t ❝♦♠♣❧❡t❡✱t❤✉s ✐t ✐s ♥❛t✉r❛❧
t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❛t t❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ♦❢ ❢❛✐❧✉r❡s ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦♥st❛♥t ❢♦r t❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ t❛r❣❡ts ♥♦t
②❡t ♦❜s❡r✈❡❞✳ ❚❤❡✏t❛r❣❡t s✉❝❝❡ss r❛t❡✧ τ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ✿

τ = targets ∗ spectrasNoCMASS

spectrasCMASS
✭❱✳✶✻✮

• ▼❡t❤♦❞ ✸✳ ●✐✈❡♥ t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ ❢❡✇ ♦❜❥❡❝ts ♣❡r ♣♦❧②❣♦♥✱ ❞♦✐♥❣ ✭✷✮ ✐s st✐❧❧ s✉❜❥❡❝t t♦ ❧❛r❣❡
st❛t✐st✐❝❛❧ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s s♦ ✱ ❛s t❤✐s r❛t❡ ♦❢ ❢❛✐❧✉r❡s ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣❛❧❛❝t✐❝ ❧❛t✐t✉❞❡✱ ✇❡
❛♣♣❧✐❡❞ ❛ ❣❧♦❜❛❧ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣❛❧❛❝t✐❝ ❧❛t✐t✉❞❡ ✳ ❚♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✇❡
s❡♣❛r❛t❡❞ ♥♦rt❤ ❛♥❞ s♦✉t❤ s❡❡ ✜❣✉r❡ ❱✳✶✸✳ ❆s ✇❡ ♥♦t✐❝❡ t❤❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ s❡❡♠s t♦ ❜❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❢♦r
❜♦t❤ ❤❡♠✐s♣❤❡r❡s t❤✉s ✇❡ tr❡❛t ❡❛❝❤ ❤❡♠✐s♣❤❡r❡ s❡♣❛r❛t❡❧②✳ ❚❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ♦♥ t❤❡ ❣❛❧❛❝t✐❝
❧❛t✐t✉❞❡ ✐s ♥♦t ❡①❛❝t❧② ❧✐♥❡❛r✱ t❤✉s✱ ✇❡ ✜t ✇✐t❤ ❛ s♣❧✐♥❡ ✭s❡❡ ❋✐❣ ❱✳✶✸✳✮✳
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❋✐❣✉r❡ ❱✳✶✶✿ ❚❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤✐s ♦✛s❡t ✐♥ ❜♦t❤ ❝❛t❛❧♦❣s ●❆❚❍ ✭r✐❣❤t✮
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❋✐❣✉r❡ ❱✳✶✷✿ ❚❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤✐s ♦✛s❡t ✐♥ ❝❛t❛❧♦❣ ●❆❚❍ s❡♣❛r❛t✐♥❣
◆♦rt❤ ❛♥❞ ❙♦✉t❤ ✐♥ ❧❡❢t ✐♥ r✐❣❤t t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ s♦✉t❤ ❛❢t❡r ❛♥❞ ❜❡❢♦r❡ ♦✛s❡t ❝♦rr❡❝✲
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❋✐❣✉r❡ ❱✳✶✸✿ ❚❤❡✏t❛r❣❡t s✉❝❝❡ss r❛t❡✧ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣❛❧❛❝t✐❝ ❧❛t✐t✉❞❡✳

❲❡ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ r❡s✉❧ts ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡
✇✐t❤ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♥♦t ❛♣♣❧②✐♥❣ ❛♥② ❝♦rr❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ❱✳✶✹ ❛♥❞ ❱✳✶✺✳ ❚❤❡
t❤r❡❡ ♠❡t❤♦❞s ❣✐✈❡ r❛t❤❡r s✐♠✐❧❛r r❡s✉❧ts ❜✉t ♥♦t ❡①❛❝t❧②✿

• ▼❡t❤♦❞ ✶✿ ■♥ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss t❤❡r❡ s❡❡♠s t♦ r❡♠❛✐♥ ❛ ✈❡r② s♠❛❧❧ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✇✐t❤ ❣❛❧❛❝t✐❝
❧❛t✐t✉❞❡✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ ❡rr♦♥❡♦✉s ✐♥✐t✐❛❧ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤♦✉t
❝♦rr❡❝t✐♦♥✳

• ▼❡t❤♦❞ ✷✿ ❈♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ ❣❛❧❛❝t✐❝ ❧❛t✐t✉❞❡✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s
❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✇✐t❤ ♥♦ ❝♦rr❡❝t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ❡✈❡♥ ❤✐❣❤❡r t♦ ♠❡t❤♦❞ ✶✳

• ▼❡t❤♦❞ ✸✿ ❈♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ ❣❛❧❛❝t✐❝ ❧❛t✐t✉❞❡✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s
✈❡r② ❝❧♦s❡ t♦ t❤❛t ♦❢ ♠❡t❤♦❞ ✷✳

❲❡ ❝♦♠♣❛r❡ ✐♥ ❛ ❢✉rt❤❡r s❡❝t✐♦♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡t❤♦❞s ❢♦r ❝♦rr❡❝t✐♥❣ ❜❛❞ t❛r❣❡ts ✇✐t❤ t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r
✇❡✐❣❤ts ✐♥❝❧✉❞❡❞ ❛♥❞ ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡ ✇✐t❤ t❤❡ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ t❤❡ ♦✣❝✐❛❧ ❝❛t❛❧♦❣ ♦❢ ❇❖❙❙ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❣r♦✉♣✳
❋♦r t❤❡ ♠♦♠❡♥t✱ ✇❡ ✜①❡❞ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✷ t♦ ❝♦rr❡❝t ❢♦r t❤❡ t❛r❣❡t ❢❛✐❧✉r❡ r❛t❡ ❛s ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐t
♣❡r❢♦r♠s ❛ ❜❡tt❡r ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❛s ✐t ❝♦♥s✐❞❡rs t❤❡ r❛t❡ ♦❢ ❢❛✐❧✉r❡ ✐♥ ❛ st❛t✐st✐❝❛❧ ✇❛②✳ ❆s ✇❡ ✇✐❧❧ ❝♦rr❡❝t
✐♥ ❛ s✉❜s❡q✉❡♥t s❡❝t✐♦♥ ❢r♦♠ ❛♥❣✉❧❛r s②st❡♠❛t✐❝s✱ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✸ ❝♦✉❧❞ ❛✛❡❝t t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❛♥❣✉❧❛r ❝♦rr❡❝t✐♦♥s✳

❱✳✶✳✼ ❋✐❜❡r ❈♦❧❧✐s✐♦♥ ❈♦rr❡❝t✐♦♥

❚❤❡ ✜♥✐t❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ♣❧✉❣✐♥s ❢♦r t❤❡ ✜❜❡rs ✐♠♣♦s❡s ❛ ❧✐♠✐t ✐♥ t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❛r❣❡ts ♦❢ ✻✶ ❛r❝s❡❝
❛r♦✉♥❞ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♦❜s❡r✈❡ ❛t t❤❡ s❛♠❡ ♣❧❛t❡ ♦t❤❡r t❛r❣❡ts✱ t❤✉s ✐s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❣❡t
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Not accounting for target success rate
Removing bad targets
Correcting bad targets in polygons
Correcting bad targets Vs b

❋✐❣✉r❡ ❱✳✶✹✿ ❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣❛❧❛❝t✐❝ ❧❛t✐t✉❞❡ ❢♦r t❤❡ ✸ ♠❡t❤♦❞s ♦❢
❝♦rr❡❝t✐♥❣ t❤❡ ❜❛❞ t❛r❣❡ts✳

s♣❡❝tr❛ ♦❢ t✇♦ ❣❛❧❛①✐❡s ✇❤✐❝❤ ❛♥❣✉❧❛r s❡♣❛r❛t✐♦♥ ✐s ❧❡ss t❤❛♥ ✻✷ ❛r❝s❡❝✳ ❚❤❡ t❛r❣❡ts t❤❛t ❛r❡ ✇✐t❤✐♥
t❤✐s r❛❞✐✉s ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ ❝♦❧❧✐❞✐♥❣ t❛r❣❡ts✳ ❚❤❡ t✐❧✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ♦♣t✐♠✐③❡❞ t♦ ❛ss✐❣♥ t❛r❣❡ts t♦ ✜❜❡rs✱
tr②✐♥❣ t♦ ♦♣t✐♠✐③❡ t❤❡ ♥♦♥ ❝♦❧❧✐❞✐♥❣ t❛r❣❡ts✳ ❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤✱ t♦ r❡tr✐❡✈❡ ❛ ❄✪ ♦❢ t❤✐s ❝♦❧❧✐❞✐♥❣ t❛r❣❡ts
t❤❡ t✐❧❡s ❛r❡ ❞❡s✐❣♥❛t❡❞ t♦ ♦✈❡r❧❛♣✳ ❚❤❡ ✪ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ❛r❡❛ ❛r❡ ❝♦✈❡r❡❞ ❜② ♠♦r❡ t❤❛♥ ♦♥❡ ♣❧❛t❡s✳
❊✈❡♥ ❞♦✐♥❣ t❤✐s ❛ ✪ ♦❢ t❛r❣❡ts ❛r❡ ❧♦st✳ ❚❤❡ ✜❜❡r ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ❛✛❡❝ts t❤❡ s♠❛❧❧ s❝❛❧❡s ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ❤♦✇❡✈❡r
✐t ❤❛s ❛♥ ❡✛❡❝t ✐♥ t❤❡ ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡s ❛s ✇❡ ✇✐❧❧ s❡❡✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ✇❛②s t♦ ❝♦rr❡❝t ❢r♦♠ ✜❜❡r ❝♦❧❧✐s✐♦♥✳

• ❖♣t✐♦♥ ✶✳❚❤❡ ✜rst ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t❤❡ ✜❜❡r ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ✉s❡❞ ✐♥ ❙❉❙❙✲■✲■■ ✐s t♦ ✐♥❝❧✉❞❡
❛ ✜❜❡r ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ✇❡✐❣❤t ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ✐s t♦ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ t❛r❣❡ts ❤❛✈✐♥❣ ❝❧♦s❡
♣❛✐rs ❛♥❞ ♥♦t ❤❛✈✐♥❣ ❛ ✜❜❡r ❛ss✐❣♥❡❞✱ t❤❡ s♦ ❝❛❧❧❡❞ ❝♦❧❧✐❞✐♥❣ t❛r❣❡ts ❛♥❞ ❛❞❞ ❛ ✇❡✐❣❤t t♦ t❤❡
t❛r❣❡t ✇✐t❤ s♣❡❝tr❛ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❝♦♠♣❡♥s❛t❡ t❤❡ ✜❜❡r ❝♦❧❧✐s✐♦♥✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦
✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ❝❧♦s❡ ♣❛✐rs ✐♥ t❤❡ ❝❛t❛❧♦❣ ❛♥❞ ❛ss✐❣♥✐♥❣ t❤❡♠ t❤❡ r❡❞s❤✐❢t ♦❢ t❤❡ ❝❧♦s❡r ♣❛✐r ❢r♦♠
❧❡❣❛❝② ❞❛t❛ ♦r ❜♦ss ❞❛t❛✳ ❲❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t❤❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❢♦r♠✳ ❚❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t
t❤✐s ❝♦rr❡❝t✐♦♥ t❤❡ ✜♥❛❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ✐s✿

completeness =
spectra+ closepairs

targets+ closepairs
✭❱✳✶✼✮

❆s t❤❡ ❛ss✐❣♥❡❞ r❡❞s❤✐❢t ✐s ❡ss❡♥t✐❛❧❧② r❛♥❞♦♠ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❡✛❡❝t ✐s ❛ ❦✐♥❞ ♦❢ ♥♦✐s❡ ♦r✐❣✐♥❛t❡❞
❢r♦♠ t❤❡ r❛♥❞♦♠ ♦❢ t❤❡ r❡❞s❤✐❢t ❛ss✐❣♥✐♥❣✳

• ❖♣t✐♦♥ ✷ ❍♦♥❣ ✐♥ ♣r❡♣❛r❛t✐♦♥ ❤❛✈❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ t♦ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ t❤❛t ❣✐✈❡s ❛
♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❢♦r s♠❛❧❧ s❝❛❧❡s✳ ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❝♦♥s✐st ✐♥ s❡♣❛r❛t✐♥❣ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✐♥ t✇♦
♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s✳ ❆ ♥♦♥ ❝♦❧❧✐❞✐♥❣ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ N1 ❡❧❡♠❡♥ts t❤❛t ❝♦♥s✐st ✐♥ ❛❧❧ ❣❛❧❛①✐❡s t❤❛t ❛r❡
s❡♣❛r❛t❡❞ ❜② ❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ✜❜❡r ❝♦❧❧✐s✐♦♥ s❝❛❧❡✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ s❛♠♣❧❡ ✐♥❝❧✉❞❡s ❛❧❧
t❤❡ N2 ❝♦❧❧✐❞❡ ♦❜❥❡❝ts✳ ❚❤✉s✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ◆ ❣❛❧❛①✐❡s t❛r❣❡t❡❞ ❛♥❞ ♦♥❧② ◆✬ ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❛ss✐❣♥❡❞
❛ ✜❜❡r✱ N ′ ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ t❤❡ N1✱ ♥♦♥ ❝♦❧❧✐❞❡ t❛r❣❡ts ♣❧✉s ❛ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦❧❧✐❞❡ t❛r❣❡ts
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All Sample
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No account for bad targets

Bad targets removed
Bad target corrected
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❋✐❣✉r❡ ❱✳✶✺✿ ❈♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✇✐t❤ ●❆❚❍ ❝❛t❛❧♦❣ ✉s✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡t❤♦❞s ❢♦r
❝♦rr❡❝t✐♥❣ t❤❡ ❜❛❞ t❛r❣❡ts✳ ❚♦♣ ❧❡❢t ❢♦r t❤❡ ❤♦❧❡ s❛♠♣❧❡✱ t♦♣ r✐❣❤t t❤❡ ♥♦rt❤ ❤❡♠✐s♣❤❡r❡ ❛♥❞
❜♦tt♦♠ s♦✉t❤✳

N ′
2 = f(N2)✱ t❤❛t ✐s ✿

N = N1 +N ′
2 ✭❱✳✶✽✮

❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ❍♦♥❣ ❡t ❛❧ t❤❡ ❞❛t❛ ♣❛✐rs ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❣✐✈❡♥ ❜②✿

DD = D1D1 +D1D
′
2(N2/N

′
2) +D′

2D
′
2(N2/N

′
2)

2

DR = D1R+D′
2R ∗ (N2/N

′
2)

✭❱✳✶✾✮
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❚❤✐s ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❛ss✉♠❡s t❤❛t t❤❡ ❞❛t❛ ❝♦✉♥ts ♦❢ t❤❡ ❝♦❧❧✐❞❡ t❡r♠s ✇✐t❤ s♣❡❝tr❛ ❛r❡ s✐♠♣❧②
♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ ❛❧❧ t❤❡ ❝♦❧❧✐❞✐♥❣ ♦❜❥❡❝ts✳

❯♣ t♦ ♥♦✇ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✶ ❢♦r ❝♦rr❡❝t✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ✜❜❡r ❝♦❧❧✐s✐♦♥✳

❱✳✶✳✽ ▲❡❣❛❝② ❉❛t❛✳

❯♣ t♦ ♥♦✇ ✇❡ ❤❛✈❡ ✇♦r❦❡❞ ✇✐t❤ ❇❖❙❙ ❞❛t❛ ❡①❝❧✉s✐✈❡❧②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❛t
❢♦r t❤❡ t❛r❣❡ts ✇❤❡r❡ ❛ s♣❡❝tr❛ ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ ▲❡❣❛❝② ❞❛t❛✱ t❤❡② ❞♦ ♥♦t ❤❛✈❡ ❛♥ ❛ss✐❣♥❡❞ ✜❜❡r ✐♥ t❤❡
❇❖❙❙ s✉r✈❡②✳ ❚❤✉s ❇❖❙❙ ❞❛t❛ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ▲❡❣❛❝② ❉❛t❛✳ ■♥ ❢❛❝t t❤❡ ▲❡❣❛❝② ❞❛t❛
❛♥❞ ❇❖❙❙ ❞❛t❛ ❛r❡ ✐♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ t✇♦ s❡♣❛r❛t❡❞ s❛♠♣❧❡s✱ ❡❛❝❤ ♦♥❡ ✇✐t❤ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss✱ ❛♥❣✉❧❛r ❛♥❞
r❛❞✐❛❧ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤✉s ❜❡✐♥❣ str✐❝t ✇❡ ♠✉st tr❡❛t ❛s t✇♦ s❡♣❛r❛t❡❞ s❛♠♣❧❡s ❛♥❞ ❞✉♣❧✐❝❛t❡ ❛❧❧
❛♥❛❧②s✐s✳ ❇✉t ❜❡❝❛✉s❡ ▲❡❣❛❝② ❞❛t❛ r❡♣r❡s❡♥ts ❛ s♠❛❧❧ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ t❛r❣❡ts ✭✶✳✺✪✮ ✇❡ ♣r❡❢❡rr❡❞
t♦ ❝♦♠❜✐♥❡ t❤❡♠ ✐♥ ❛ ✉♥✐q✉❡ s❛♠♣❧❡✳ ▼❡r❣✐♥❣ ❜♦t❤ s❛♠♣❧❡s ✐s ♥♦t ❛ tr✐✈✐❛❧ ✐ss✉❡✱ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❛r✐s❡
✇❤❡♥ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ r❛♥❞♦♠ s❡t✳ ■♥ ❢❛❝t t❤❡ r❛♥❞♦♠ s❡t ♠✉st ♠✐♠✐❝ t❤❡ ❞❛t❛ s❡t✱ ❜✉t ❜❡❝❛✉s❡
t❤❡ ❞❛t❛ ✐s ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ s❛♠♣❧❡s✱ t❤❡ r❛♥❞♦♠ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♠✉st t❛❦❡ t❤✐s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳■♥
t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ st✉❞② t❤❡ ✇❛②s t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ t❤✐s ✐ss✉❡ ❛♥❞ t❤❡ ❡✛❡❝ts ✐♥ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ■
st✉❞② ❢♦✉r ❞✐✛❡r❡♥t ♦♣t✐♦♥s t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ❧❡❣❛❝② ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❧❡✈❡❧s ♦❢ ❛❝❝✉r❛❝②✱ t❤❡ ✐❞❡❛ ✐s t♦ st✉❞②
t❤❡ ❡✛❡❝t ✐♥ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ s❡❧❡❝t t❤❡ ❜❡st ❝❤♦✐❝❡ ❢♦r t❤❡ ❝❛t❛❧♦❣ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✳

• ❖♣t✐♦♥ ✶✳ ❆s t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦r ♥♦t ♦❢ ❦♥♦✇♥ ♦❜❥❡❝ts ❞♦ ♥♦t ❛✛❡❝t t❛r❣❡t✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✱ t❤❡
✐❞❡❛ ✐s t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ tr❡❛t t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ❢♦r ❜♦t❤ s❛♠♣❧❡s s❡♣❛r❛t❡❧②✳ ❚❤❡ ❧❡❣❛❝② ❞❛t❛ ✐s
t❛❦❡♥ ❛s ❛ ❦♥♦✇♥ s❛♠♣❧❡ ❛♥❞ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ❡q✉❛❧ t♦ ✶ ✐s ❛ss✐❣♥❡❞✳ ❚❤❡ ❇❖❙❙ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss
✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ s❡♣❛r❛t❡❧② ✉s✐♥❣ ♦♥❧② t❤❡ t❛r❣❡ts ✇✐t❤ ❛ ✜❜❡r ❛ss✐❣♥❡❞✳ ■t ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t s♦♠❡
s❡❝t♦rs ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ t♦ ✈❛❧✉❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss✳ ❲❤❛t ✐s ♣r♦♣♦s❡❞✱ ✐s t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ r❛♥❞♦♠
♣♦✐♥ts ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❜♦ss ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ❛♥❞ ✇❡✐❣❤t ❞❛t❛ ✇✐t❤ t❤❡✐r r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss✳

Completeness =
fibersassigned

targets
✭❱✳✷✵✮

• ❖♣t✐♦♥ ✷✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛② t❤❛t ♦♣t✐♦♥ ✶✳ ❚❤❡ ▲❡❣❛❝② ♦❜❥❡❝ts
❛r❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ s✉❜s❛♠♣❧❡❞ t♦ ♠✐♠✐❝ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ♦❢ ❇❖❙❙ ✳ ❚❤❡ ❝❧♦s❡ ♣❛✐r ❛r❡ s✉❜s❛♠♣❧❡❞
t♦ ❢♦❧❧♦✇ ❇❖❙❙ ❢r❛❝t✐♦♥s ✭❇♦ss✲❦♥♦✇♥✱ ❦♥♦✇♥✲❦♥♦✇♥✮✳ ■t ✐♠♣❧✐❡s ❛ ❧♦s❡ ♦❢ ❞❛t❛ ♦❢ ❄✪✳ ❚❤✐s
✐s t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❇❖❙❙ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ●r♦✉♣✳

• ❖♣t✐♦♥ ✸✳ ■♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ❦♥♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ♦♣t✐♦♥ ✐s ♥♦t ❡①❛❝t ❛s
▲❊●❆❈❨ ❞❛t❛ ✐s ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥ ❧✉♠✐♥♦s✐t②✱ r❡❞s❤✐❢t ❛♥❞ ❝♦❧♦rs✳ ❚❤✉s✱ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ♦❢ ❙❉❙❙
❝♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ❛♥ ✐♥❞✐❝❛t♦r ♦❢ ❇❖❙❙ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss✳ ❇✉t t❤❡ ✐❞❡❛ ✐s t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ❡rr♦r ❛ss♦✲
❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥❝♦rr❡❝t ❛❝❝♦✉♥t✐♥❣ ♦❢ ❧❡❣❛❝② ❞❛t❛

completeness =
spectra+ known

targets+ known
✭❱✳✷✶✮

• ❖♣t✐♦♥ ✹✳ ◆♦t ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❧❡❣❛❝② ❞❛t❛✳ ▲♦ss ♦❢ ❞❛t❛ ✭✶✳✺✪ ♦❢ t❛r❣❡t ❧✐st✮ ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ❛t t❤❡ ❝✉rr❡♥t
st❛t❡✳
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❇❡❢♦r❡ ♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ r❡s✉❧ts ■ ❜❡❣✐♥ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ ❦♥♦✇♥ s❛♠♣❧❡✳ ■t ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛❜♦✉t ✶✹✺✽✽ ♦❜❥❡❝ts
✭✶✳✺✪ ♦❢ t❛r❣❡t ❧✐st✮✳ ■♥ t❤❡ ❞❛t❛ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✉♣ t♦ ♥♦✇✱ ✾✶✹ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ r❡✲♦❜s❡r✈❡❞ ❛♥❞ ❢r♦♠ t❤❡♠
✺✶✼ ❛r❡ ❈▼❆❙❙ ♦❜❥❡❝ts✳ ❚❤❡ ❧❡❣❛❝② ❞❛t❛ ✐s ♥♦t r❛♥❞♦♠❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ✇✐t❤✐♥ ❇❖❙❙ ❝♦✈❡r❛❣❡✳
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❋✐❣✉r❡ ❱✳✶✻✿ ❈♦✈❡r❛❣❡ ♦❢ ▲❡❣❛❝② ❉❛t❛✱ ✐♥ ❝②❛♥ ❛❧❧ ❞❛t❛ ✐♥ r❡❞ ❧❡❣❛❝② ❞❛t❛

■♥ ✜❣✉r❡ ❱✳✶✼ t❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ s❤♦✇♥✳ ❆s ✇❡ ❝❛♥ ♦❜s❡r✈❡ ❢r♦♠ t❤❡ ✜❣✉r❡ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ❧❡❣❛❝②
❤❛s ♥♦t ❛ ❜✐❣ ❡✛❡❝t ✐♥ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ❧❡❣❛❝② ❞❛t❛ ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss s❡❡♠s
t♦ ❞❡❝r❡❛s❡ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❣❧♦❜❛❧❧② t❤✉s ✐t ❞♦❡s ♥♦t s❡❡♠ t♦ ❜❡ ❛ s♦❧✉t✐♦♥✱ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✶ s❡❡♠s
t♦ ❣✐✈❡ s✐♠✐❧❛r r❡s✉❧ts t❤❛♥ ♥♦t ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ❧❡❣❛❝② ❞❛t❛✱ ❚❤❡ s✉❜s❛♠♣❧✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ❞♦ ♥♦t s❡❡♠s
t♦ ❣✐✈❡ s✐♠✐❧❛r r❡s✉❧ts✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ s❡❡♠s t♦ ❜❡ ❞✐s♣❧❛❝❡❞ ❜② ❝♦♥st❛♥t ♥♦✐s❡✱ t②♣✐❝❛❧❧②
❣❡♥❡r❛t❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ r❛♥❞♦♠ ❞♦ ♥♦t ❢♦❧❧♦✇s t❤❡ s❛♠❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛♥ t❤❡ ❞❛t❛✳ ❋♦r t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ■ ❞❡❝✐❞❡ t♦ ❡①❝❧✉❞❡ t❤❡ ❧❡❣❛❝② ❞❛t❛✱ t❤✐s s❛♠♣❧❡ ❛t t❤✐s st❛❣❡ ❞♦ ♥♦t r❡♣r❡s❡♥t ❛ ❧❛r❣❡
❢r❛❝t✐♦♥✳

❱✳✶✳✾ ❙✉♠♠❛r②✿❋✐♥❛❧ ❈❛t❛❧♦❣

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ■ ❤❛✈❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡s t❛❦❡♥ t♦ ❝♦♥str✉❝t t❤❡ ❝❛t❛❧♦❣ ❛♥❞ ■ ❡①♣❧♦r❡❞ t❤❡
✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❥✉st✐❢② t❤❡ ❝❤♦✐❝❡s✳ ❚♦ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❡ s❡❝t✐♦♥ ■ ♣r❡s❡♥t ❛ s✉♠♠❛r② ♦❢ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡s
t❛❦❡♥ t♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ✜♥❛❧ ❝❛t❛❧♦❣ ❛♥❞ ■ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ❝❤♦✐❝❡s t❛❦❡♥ ✐♥ t❤❡ ♦✣❝✐❛❧ ❝❛t❛❧♦❣✳ ❆s ✇❡ ✇✐❧❧
s❡❡ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥✱ ♦♥❝❡ ❝♦rr❡❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ s②st❡♠❛t✐❝s✱ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞
✇✐t❤ ♦✉r ❝❛t❛❧♦❣ ❛r❡ ♣r❡tt② s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♦✣❝✐❛❧ ❝❛t❛❧♦❣✳

✶✳ ❚❤❡ ❝♦♠❜✐♥❡ ♣❤♦t♦♠❡tr✐❝ t❛r❣❡t ✜❧❡s ❤❛s ❜❡❡♥ ✉s❡❞ ❛s t❤❡ t❛r❣❡t ❧✐st✳ ❚❤❡ ♦✣❝✐❛❧ ❝❛t❛❧♦❣ ✉s❡s
t❤✐s ✈❡rs✐♦♥ ❛s ✇❡❧❧

✷✳ ❆♥ ♦✛s❡t t♦ t❤❡ r♦t❛t❡❞ ❝♦❧♦r ❞♣❡r♣ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ s♦✉t❤ ❤❡♠✐s♣❤❡r❡✳ ❚❤❡ ♦✣❝✐❛❧
❝❛t❛❧♦❣ ❛♣♣❧✐❡s t❤❡ ♦✛s❡t t♦♦✳
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❋✐❣✉r❡ ❱✳✶✼✿ ❈♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇❡✐❣❤t❡❞ ✇✐t❤ ▲❡❣❛❝②

✸✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❢♦r ❜❛❞ t❛r❣❡ts ✐s ❣✐✈❡♥✱ st❛t✐st✐❝❛❧❧② ✱ ♠✉❧t✐♣❧②✐♥❣ t❤❡ t❛r❣❡ts ❜② t❤❡ t❛r❣❡t
❢❛✐❧✉r❡✱ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ r❛t❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❱✳✶✻✳ ❚❤❡ ♦✣❝✐❛❧ ❝❛t❛❧♦❣ r❡♠♦✈❡s t❤❡ ❜❛❞ t❛r❣❡ts ❛♥❞
tr❡❛ts t❤❡ ❢❛✐❧✉r❡s ✐♥ r❡❞s❤✐❢t ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ✐♥ ❛ s✐♠✐❧❛r ✇❛② t♦ t❤❡ ✜❜❡r ❝♦❧❧✐s✐♦♥✱ ❛ss✐❣♥✐♥❣ ❛
✇❡✐❣❤t wf ✳

✹✳ ❚❤❡ ✜❜❡r ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ✐s ❞♦♥❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♥❡❛r❡st ♥❡✐❣❤❜♦r ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❚❤❡ ♦✣❝✐❛❧ ❝❛t❛❧♦❣
❛ss✐❣♥ ❛ ✇❡✐❣❤t wfct♦ t❤❡ ♥❡❛r❡st ♥❡✐❣❤❜♦r✱ t❤❡ t♦t❛❧ ✇❡✐❣❤t ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② wz = wfc + wf − 1

✺✳ ❚❤❡ ▲❡❣❛❝② ❞❛t❛ ✐s ♥♦t ✐♥❝❧✉❞❡❞✳ ❚❤❡ ♦✣❝✐❛❧ ❝❛t❛❧♦❣ ✐♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ❧❡❣❛❝② ❞❛t❛ s✉❜s❛♠♣❧❡ t♦
t❤❡ ❇❖❙❙ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss✳

✻✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ❝✉t ✐s ❈❂✵✳✼ ❛♥❞ t❤❡ r❡❞s❤✐❢t r❛♥❣❡❂❬✵✳✹✸✱✵✳✼❪

❱✳✷ ❖❜s❡r✈❛t✐♦♥❛❧ ❆♥❣✉❧❛r ❙②st❡♠❛t✐❝ ❊rr♦rs

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ■ t❡st ♣♦ss✐❜❧❡ s♦✉r❝❡s ♦❢ ❛♥❣✉❧❛r s②st❡♠❛t✐❝ ❡rr♦rs✳ ■ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ✇❛② ♦❢ ❝♦rr❡❝t t❤❡s❡
s②st❡♠❛t✐❝s ❞❡✜♥✐♥❣ ❛ s❡t ♦❢ ✇❡✐❣❤ts ❛♥❞ ✜♥❛❧❧② ■ st✉❞② t❤❡ ❡✛❡❝t ✐♥ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤❡
❣❡♥❡r❛❧ ✐❞❡❛ ❢♦r ❧♦♦❦✐♥❣ ♦❢ s♦✉r❝❡s ♦❢ s②st❡♠❛t✐❝s ✐s t♦ st✉❞② t❤❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♠❡❛♥ ❞❡♥s✐t② ❛s
❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s t❤❛t ❛r❡ ❜❡❧✐❡✈❡❞ t♦ ❤❛✈❡ ❛♥ ❡✛❡❝t ✐♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡✳ ■♥ ❘♦ss ❡t ❛❧ ✭✷✵✶✵✮
t❤❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♠❡❛♥ ❞❡♥s✐t② ❛s ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ✜✈❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ st✉❞✐❡❞✿ ❛✐r♠❛ss✱ s❦②✱
s❡❡✐♥❣✱ ❞✉st ❛♥❞ st❡❧❧❛r ❞❡♥s✐t②✳ ❘♦ss ❢♦✉♥❞ t❤❛t st❡❧❧❛r ❞❡♥s✐t② ✐s t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ s♦✉r❝❡ ♦❢ s②st❡♠❛t✐❝
❡rr♦rs ✐♥ ❇❖❙❙ ❣❛❧❛①✐❡s✳ ■ ❜❡❣✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ st✉❞②✐♥❣ ❝❧♦s❡❧② t❤✐s ✈❛r✐❛❜❧❡ ❜❡❢♦r❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t
t❤❡ ♦t❤❡r ✈❛r✐❛❜❧❡s r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ♦❢ ❛♥❣✉❧❛r s②st❡♠❛t✐❝s✳ ❚❤❡♥✱ ■ st✉❞② t❤❡ ✺ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❜②
❘♦ss ❛♥❞ ■ ❛❞❞ t♦ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦♥❡ ♠♦r❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ t❤❡ ♦✛s❡t ✐♥ ♣❤♦t♦♠❡tr②✳
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❱✳✷✳✶ ❙t❛rs

❆s ✇❡ ❤❛✈❡ s❛✐❞ ❜❡❢♦r❡ ❛♥ ❛♥t✐✲❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠❡❛♥ ❞❡♥s✐t② ♦❢ ❣❛❧❛①✐❡s ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢
st❡❧❧❛r ❞❡♥s✐t② ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❢♦✉♥❞✳ ❚❤❡ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ❢♦r ❡①♣❧❛✐♥✐♥❣ t❤✐s ❛♥t✐✲❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✐s
t❤❛t ✇❤❡r❡ st❡❧❧❛r ❞❡♥s✐t② ✐s ❤✐❣❤✱ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♠❛s❦❡❞ ❜② t❤❡ st❛rs ❜❡❣✐♥s t♦ ❜❡ ❤❛✈❡ ❛♥ ❡✛❡❝t ✐♥
t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ♠✐ss✐♥❣ ❈▼❆❙❙ t❛r❣❡ts t❤❛t ❝♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞✳ ❚❤✉s✱
✐♥❞✉❝✐♥❣ ❛♥ ❛♥t✐✲❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❞❡♥s✐t② ♦❢ st❛rs ❛♥❞ ❞❡♥s✐t② ♦❢ ❣❛❧❛①✐❡s✳ ❚❤❡ ❡✛❡❝t ✐s ✈✐s✐❜❧❡ ✐♥
❇❖❙❙ ❛♥❞ ♥♦t ✐♥ ♣r❡✈✐♦✉s st❛❣❡s ♦❢ ❙❉❙❙ ❜❡❝❛✉s❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ❡♥♦✉❣❤ ❛r❡❛ t❤❛t ❡✛❡❝t ♦❢ st❛rs ❜❡❝♦♠❡
✐♠♣♦rt❛♥t✳ ■♥ ❢❛❝t ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛♣♣❧② ❛ ❣❧♦❜❛❧ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ✐♥ ❘♦ss ✐♥ ♣r❡♣ t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ♦❢ ♠❡❛♥
❞❡♥s✐t② ❛♥❞ t❤❡ st❡❧❧❛r ❞❡♥s✐t② ❤❛s ❜❡❡♥ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✇❤♦❧❡ s❛♠♣❧❡✳ ❊✈❡♥ ✐❢ ✇❡ ❛❣r❡❡❞ t❤❛t
t❤❡ ❜❡st ✇❛② t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ✇❡✐❣❤ts ✐s ✐♥ ❛ ❣❧♦❜❛❧ tr❡❛t♠❡♥t✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡①♣❧♦r❡ ❛♥❞ ✉♥❞❡rst❛♥❞
t❤❡ ♦r✐❣✐♥ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠❛t✐❝ ❡rr♦r ■ ❤❛✈❡ ❞♦♥❡ t❤❡ s❛♠❡ ❦✐♥❞ ♦❢ ❡①❡r❝✐s❡ s❡♣❛r❛t✐♥❣ ◆♦rt❤ ❛♥❞ ❙♦✉t❤
❤❡♠✐s♣❤❡r❡s✳ ❋♦r t❤❡ st❛rs ❝❛t❛❧♦❣ ✇❡ ✉s❡ ❛❧❧ st❛rs ✐♥ t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ r❛♥❣❡ ❬✶✼✳✺✱✷✵❪✳

❚❤❡ ❧❡❢t ♣❛♥❡❧ ♦❢ ✜❣✉r❡ ❱✳✶✽ s❤♦✇s t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♠❡❛♥ ❈▼❆❙❙ t❛r❣❡t ❞❡♥s✐t② ❛♥❞ st❡❧❧❛r
❞❡♥s✐t② ❛♥❞ t❤❡ r✐❣❤t ♣❛♥❡❧ s❤♦✇s t❤❡ ♠❡❛♥ ❈▼❆❙❙ s♣❡❝tr❛ ✈❡rs✉s st❡❧❧❛r ❞❡♥s✐t②✳ ❚❤❡ ✜rst r❡♠❛r❦
✐s t❤❛t ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ❜❡t✇❡❡♥ t❛r❣❡ts ❛♥❞ ❈▼❆❙❙ s♣❡❝tr❛ ❞❡♥s✐t✐❡s✳ ❚❤❡
❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ s❧♦♣❡ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ t❛r❣❡ts t❤❛t ❛r❡ st❛rs ❤❛s ❛
♣♦s✐t✐✈❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ✇✐t❤ st❡❧❧❛r ❞❡♥s✐t②✱ s♦ t❤❡ t❛r❣❡t ❞❡♥s✐t② ✈s✳ st❡❧❧❛r ❞❡♥s✐t② ❤❛s ❛ ♠♦r❡ s❤❛❧❧♦✇
s❧♦♣❡ t❤❛♥ t❤❡ s♣❡❝tr❛ ❞❡♥s✐t② ✈s✳ st❡❧❧❛r ❞❡♥s✐t②✳
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All: slope = -0.014 +/-  0.003
North: slope = -0.013 +/-  0.004
South: slope = -0.013 +/-  0.006
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All: slope = -0.031 +/-  0.003
North: slope = -0.030 +/-  0.004
South: slope = -0.029 +/-  0.006

❋✐❣✉r❡ ❱✳✶✽✿ ❚❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♠❡❛♥ ❈▼❆❙❙ t❛r❣❡t ❞❡♥s✐t② ❛♥❞ st❡❧❧❛r ❞❡♥s✐t② ❛♥❞ t❤❡
r✐❣❤t ♣❛♥❡❧ s❤♦✇s t❤❡ ♠❡❛♥ ❈▼❆❙❙ s♣❡❝tr❛ ✈❡rs✉s st❡❧❧❛r ❞❡♥s✐t②✳

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ r❡♠❛r❦ ✐s t❤❛t ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ❜❡t✇❡❡♥ ◆♦rt❤ ❛♥❞ ❙♦✉t❤ ✐♥ ❡❛❝❤
❝❛s❡✱ ❤♦✇❡✈❡r t❤✐s ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ✉♥❝❡rt❛♥✐t②✳ ❆s t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s ❛r❡
❞✐✛❡r❡♥t ✇❡ ❝✉t ✐♥ ❢♦✉r r❡❣✐♦♥s ❬✲✾✵✱ ✲✹✵❪ ❬✲✹✵✱ ✵❪ ❬✵✱ ✹✵❪ ❛♥❞ ❬✹✵✱ ✾✵❪✱ t❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡
❱✳✶✾✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❛t ✐♥ t❤❡ ❤✐❣❤ ❧❛t✐t✉❞❡ r❡❣✐♦♥s ✭◆♦rt❤✴❙♦✉t❤✮ t❤❡ ❈▼❆❙❙ ❞❡♥s✐t② ✐s
❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✇✐t❤ ♥♦ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ✇✐t❤ st❡❧❧❛r ❞❡♥s✐t②✳ ■♥ t❤❡ r❡❣✐♦♥s ♦❢ ❧♦✇ ❧❛t✐t✉❞❡✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❡
❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ♦❢ ◆♦rt❤ r❡❣✐♦♥ ✐s t✇♦ t✐♠❡s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ ❙♦✉t❤ r❡❣✐♦♥✳

❚❤❡ ❧❛st r❡s✉❧t s❡❡♠s t♦ ✐♥❞✐❝❛t❡ s♦♠❡ ❛t♠♦s♣❤❡r✐❝ ❡✛❡❝ts ❛s t❤❡ s❡❡✐♥❣ ✐s s②st❡♠❛t✐❝❛❧❧② ✇♦rs❡
✐♥ s♦✉t❤✱ t❤✉s ❡♥❤❛♥❝✐♥❣ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ st❡❧❧❛r ❞❡♥s✐t②✳ ❲❡ ❡①♣❧♦r❡ t❤✐s ❤②♣♦t❤❡s✐s✱ ❢♦r t❤❛t ✇❡
✉s❡ ❛ ♣✐①❡❧✐s❡❞ ❍❡❛❧♣✐① ♠❛♣ ♦❢ t❤❡ s❡❡✐♥❣ ✇✐t❤ ◆♣✐①❂✷✺✻✳ ❋♦r ❡❛❝❤ st❛r ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡ ❛ q✉❛♥t✐t②
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-90 < b < -40
-40 < b < 0
0 < b < 40

40 < b < 90
All

❋✐❣✉r❡ ❱✳✶✾✿ ❚❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♠❡❛♥ ❈▼❆❙❙ t❛r❣❡t ❞❡♥s✐t② ❛♥❞ st❡❧❧❛r ❞❡♥s✐t② ❢♦r t❤❡
❜✐♥s ✐♥ ❣❛❧❛❝t✐❝ ❧❛t✐t✉❞❡✿ ❬✲✾✵✱ ✲✹✵❪ ❬✲✹✵✱ ✵❪ ❬✵✱ ✹✵❪

♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♠❛s❦❡❞ ✿

S∗ =
∑

i

seeing(p)2

< seeing >2
✭❱✳✷✷✮

■♥ t❤❡ ❧❡❢t ♣❛♥❡❧ ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ❱✳✷✵ ■ ♣r❡s❡♥t t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❈▼❆❙❙ t❛r❣❡ts
❛♥❞ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♠❛s❦❡❞ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞✳ ❆s ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ ❢♦r t❤❡ ✜❣✉r❡ ❝❧❡❛r❧② t❤❡ s❧♦♣❡ ♦❢ t❤❡ ✜ts ❡✈♦❧✈❡s
✇✐t❤ t❤❡ ❣❛❧❛❝t✐❝ ❧❛t✐t✉❞❡ ❜✐♥s ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ♥♦♥ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ s②st❡♠❛t✐❝ ❡✛❡❝t ✐♥ t❤❡
❙♦✉t❤ ♥♦ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♠❛s❦❡❞ ❜② t❤❡ st❛rs✳ ■♥ t❤❡ r✐❣❤t ♣❛♥❡❧ ♦❢ ✜❣✉r❡ ❱✳✷✵ ■ s❤♦✇ t❤❡
❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❧♦♣❡ ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ✜t ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣❛❧❛❝t✐❝ ❧❛t✐t✉❞❡✳

❙t❡❧❧❛r ❈♦rr❡❝t✐♦♥

■♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ♦❢ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ t❤❡ ♦r✐❣✐♥ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠❛t✐❝ ❡rr♦r t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ♣r♦❝❡❞✉r❡ t♦ ❝♦rr❡❝t
❢r♦♠ ❛ s②st❡♠❛t✐❝ ✐s t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛♥ ❈▼❆❙❙ ❞❡♥s✐t② ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡
s♦✉r❝❡ ♦❢ s②st❡♠❛t✐❝ ❡rr♦r✳ ■♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ r❡❛s♦♥ t♦ ✜♥❞ ❛ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❈▼❆❙❙
❞❡♥s✐t② ❛♥❞ ❡❛❝❤ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠❛t✐❝s✱ ❛♥❞ ✇❤❛t ✇❡ ♠✉st ♦❜s❡r✈❡ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❛ ✢❛t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳
❆ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❧✐♥❡ ✐♥❞✐❝❛t❡s ❛ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♦r ❛♥t✐✲❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ s②st❡♠❛t✐❝✳ ❚♦
❝♦rr❡❝t ❛ s②st❡♠❛t✐❝ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s t♦ ❛♣♣❧② ❛ ✇❡✐❣❤t ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♦❢ t❤❡
r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠❡❛♥ ❞❡♥s✐t② ❛♥❞ t❤❡ s②st❡♠❛t✐❝✳

❚❤❡ ✜rst q✉❡st✐♦♥ t❤❛t ✇❡ ♠✉st ♦✈❡r❝♦♠❡ ✐s ✇❤✐❝❤ ❡st✐♠❛t♦r ❢♦r ♠❡❛♥ ❞❡♥s✐t② ♦❢ ❣❛❧❛①② ✇❡ ✇✐❧❧
✉s❡ ❢♦r ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ s②st❡♠❛t✐❝ ❝♦rr❡❝t✐♦♥s✳ ❇♦t❤ ❡st✐♠❛t♦rs t❤❡ ♠❡❛♥ ❈▼❆❙❙ s♣❡❝tr❛ ❞❡♥s✐t② ♦r
t❤❡ ❈▼❆❙❙ t❛r❣❡t ❞❡♥s✐t② ❛r❡ ❜✐❛s❡❞✱ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ ❈▼❆❙❙ s♣❡❝tr❛ ✐s ❜✐❛s❡❞ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ s✉r✈❡② ✐s
♥♦t ❝♦♠♣❧❡t❡ ❛♥❞ ❈▼❆❙❙ t❛r❣❡ts ❞❡♥s✐t② ✐s ❜✐❛s❡❞ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ t❛r❣❡t ❢❛✐❧✉r❡ r❛t❡ ✐s ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ✇✐t❤
❣❛❧❛❝t✐❝ ❧❛t✐t✉❞❡✳ ❆s ✇❤❛t ✇❡ ✇❛♥t ✐s t♦ ❝♦rr❡❝t t❤❡ ❣❛❧❛①② s❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ ❝❤♦✐❝❡ ✐s t♦ ❡st✐♠❛t❡
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-90 < b < -40  slope = -0.100 +/-  0.027
-40 < b < 0  slope = -0.064 +/-  0.022
0 < b < 40  slope = -0.041 +/-  0.007

40 < b < 90  slope = -0.043 +/-  0.008
All  slope = -0.057 +/-  0.004
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❋✐❣✉r❡ ❱✳✷✵✿ ▲❡❢t ♣❛♥❡❧✳ ❚❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♠❡❛♥ ❈▼❆❙❙ t❛r❣❡t ❞❡♥s✐t② ❛♥❞ s✉r❢❛❝❡
♠❛s❦❡❞ ❜② st❛rs ❢♦r t❤❡ ❜✐♥s ✐♥ ❣❛❧❛❝t✐❝ ❧❛t✐t✉❞❡✿ ❬✲✾✵✱ ✲✹✵❪ ❬✲✹✵✱ ✵❪ ❬✵✱ ✹✵❪✳ ❘✐❣❤t ♣❛♥❡❧✳ ❚❤❡
s❧♦♣❡ ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ✜t ❢♦r t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ ♠❡❛♥ ❣❛❧❛①② ❞❡♥s✐t② ❛♥❞ s✉r❢❛❝❡ ♠❛s❦❡❞ ❜②
t❤❡ st❛rs ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜✐♥ ✐♥ ❣❛❧❛❝t✐❝ ❧❛t✐t✉❞❡

t❤❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥s ✉s✐♥❣ t❤❡ ❈▼❆❙❙ s♣❡❝tr❛ ❞❡♥s✐t②✳ ■♥ t❤❡ ❧❡❢t ♣❛♥❡❧ ♦❢ ✜❣✉r❡ ❱✳✷✶ t❤❡ ❈▼❆❙❙ s♣❡❝tr❛
❞❡♥s✐t② ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ t♦ t❤❡ ♠❡❛♥ ❞❡♥s✐t② ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st❡❧❧❛r ❞❡♥s✐t② ✐s s❤♦✇♥ ❛❢t❡r ❛♥❞ ❜❡❢♦r❡
❝♦rr❡❝t✐♦♥s✳ ■♥ r✐❣❤t ♣❛♥❡❧ ♦❢ ✜❣✉r❡ ❱✳✷✶✱ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s s❤♦✇♥ ❛❢t❡r ❛♥❞ ❜❡❢♦r❡ st❡❧❧❛r
❝♦rr❡❝t✐♦♥✳ ❆s ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❡ st❡❧❧❛r ❞❡♥s✐t② ❤❛s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ❡✛❡❝t ✐♥ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❛s
t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ st❛rs ✐s ♥♦ ❛❝❝♦✉♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ r❛♥❞♦♠✱ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❡✛❡❝t ✐s t♦ ❛❞❞ ❛ ❝♦♥st❛♥t ♥♦✐s❡
✐♥ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ✇❡✐❣❤ts ❛r❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t❤✐s ❡✛❡❝t ✐s t❛❦❡♥ ✐♥ ❛❝❝♦✉♥t ❛♥❞ t❤❡
❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ t❡♥❞s t♦ ③❡r♦ ❛s ♣r❡❞✐❝t❡❞✳

❱✳✷✳✷ ❈♦rr❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♦t❤❡rs s♦✉r❝❡s ♦❢ ❛♥❣✉❧❛r s②st❡♠❛t✐❝ ❡rr♦rs

❘♦ss ❡t ❛❧ ❢♦✉♥❞ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♠❡❛♥ ❞❡♥s✐t② ❛s ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ♦t❤❡rs ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ■♥
t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ■ st✉❞② t❤❡ ✇❛② t♦ ❝♦rr❡❝t ❢♦r ♠✉❧t✐♣❧❡ s♦✉r❝❡s ♦❢ s②st❡♠❛t✐❝ ❡rr♦r ❛♥❞ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢
t❤❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡①♣❧♦r❡❞ ❛r❡✿ ■✲❜❛♥❞ s❦② ❋❧✉① ✭✇❡ ✇✐❧❧
❞❡♥♦t❡ ❛s s❦② ✢✉①✮ ✱ t❤❡ ❣❛❧❛❝t✐❝ ❡①t✐♥t✐♦♥ ❆r ✭❊①t✐♥❝t✐♦♥✮✱ ■ ❜❛♥❞ P❙❋ ❋❲❍▼ ✭❙❡❡✐♥❣✮✱ t❤❡
❛✐r♠❛ss✱ t❤❡ ❙❝❤❛✢② ♦✛s❡t r✲✐ ❛♥❞ ❣✲r ✭t❤❛t ❝♦♠❜✐♥❡❞ ❣✐✈❡s ♣❧❛❝❡ t♦ t❤❡ ❞♣❡r♣ ♦✛s❡t✮✳ ■♥ t❤❡ ✜❣✉r❡s
❱✳✷✷✱❱✳✷✸ ❛♥❞ ❱✳✷✹ t❤❡ ♣✐①❡❧✐③❡❞ ❍❊❆▲P■❳ ♠❛♣s ✇✐t❤ ♥♣✐①❂✷✺✻ s❤♦✇s t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
♦❢ t❤❡ s②st❡♠❛t✐❝s ❡①♣❧♦r❡❞✳ ❚❤✐s ♠❛♣s ✇❡r❡ ♣r♦❞✉❝❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ✇♦r❦✐♥❣ ❣r♦✉♣ ❜② ❆✳
❘♦ss ❛♥❞ ❙✳ ❍♦✳ ■♥ ❛♥ ❛♥❛❧♦❣ ✇❛② ❛s st❡❧❧❛r ❞❡♥s✐t②✱ ✇❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❞❡♥s✐t② ♦❢
❈▼❆❙❙ ❣❛❧❛①✐❡s ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ s♦✉r❝❡ ♦❢ s②st❡♠❛t✐❝ ❡rr♦r✳ ■ ❡①❝❧✉❞❡ ❢♦r t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s
t❤❡ ♣✐①❡❧s ✇✐t❤♦✉t ❇❖❙❙ ❞❛t❛✱ ❛♥❞ t❤❡ ♣✐①❡❧s ♦✉ts✐❞❡ t❤❡ r❛♥❣❡s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤❡ t❛❜❧❡ ✭♦✉t❧✐❡rs ♦❢
❞✐str✐❜✉t✐♦♥✮✳ ■♥ ✜❣✉r❡ ❱✳✷✺ ❛♥❞ ❱✳✷✻ t❤❡ ❈▼❆❙❙ ❞❡♥s✐t② ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ t♦ t❤❡ ♠❡❛♥ ❞❡♥s✐t② ❛s ❛
❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ s♦✉r❝❡ ♦❢ s②st❡♠❛t✐❝ ❡rr♦r ✐s s❤♦✇♥✳ ❆s ✇❡ ❝❛♥ ♦❜s❡r✈❡ ❢r♦♠ t❤❡ ✜❣✉r❡s✱ ✇❡
✈❡r✐❢② t❤❛t t❤❡ ♠❛✐♥ s♦✉r❝❡ ♦❢ s②st❡♠❛t✐❝ ❡rr♦r ✐s t❤❡ st❡❧❧❛r ❞❡♥s✐t②✱ ✇❡ ✜♥❞ ❛ s♠♦♦t❤ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡
♦♥ t❤❡ s❡❡✐♥❣ ❛♥❞ ❞✉st ❛♥❞ ❛♥ ❛❧♠♦st ♥✉❧❧ ❡✛❡❝t ♦❢ s❦② ✢✉① ❛♥❞ ❛✐r♠❛ss✳
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❋✐❣✉r❡ ❱✳✷✶✿ ❚❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s s❤♦✇♥ ❛❢t❡r ❛♥❞ ❜❡❢♦r❡ st❡❧❧❛r ❝♦rr❡❝t✐♦♥

❲❤❡♥ ✇❡ ❤❛✈❡ ♠♦r❡ t❤❛♥ ♦♥❡ s♦✉r❝❡ ♦❢ s②st❡♠❛t✐❝ ❡rr♦rs ✇❡ ❝❛♥ ♥♦t ❛♣♣❧② ❞✐r❡❝t❧② t❤❡ st❛♥❞❛r❞
♣r♦❝❡❞✉r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜❡❢♦r❡ t♦ ❝♦rr❡❝t t❤❡♠✱ ✇❡ ♠✉st ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥
s②st❡♠❛t✐❝s✳ ■❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ✇❡ s❤♦✉❧❞ ❝♦rr❡❝t ❢♦r ❡❛❝❤ ♦♥❡ s❡♣❛r❛t❡❧②
❛♥❞ t❛❦❡ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ t❤❡ ✇❡✐❣❤ts ❞❡r✐✈❡❞ t♦ ❝♦rr❡❝t ❡❛❝❤ s②st❡♠❛t✐❝✳ ❚♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ♦❢
t❤❡s❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✇❡ ✇✐❧❧ ✉s❡❞ t✇♦ ♠❡t❤♦❞s✿ t❤❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ ✇❡✐❣❤ts ❛♥❞ t❤❡ ❧✐♥❡❛r
r❡❣r❡ss✐♦♥✳

❋✐❣✉r❡ ❱✳✷✷✿ ■✲❜❛♥❞ s❦② ✢✉① ✭❙❦②✮ ❛♥❞ ■ ❜❛♥❞ P❙❋ ❋❲❍▼ ✭❙❡❡✐♥❣✮ ♠❛♣s ✇✐t❤ ❍❊❆▲P■❳
♣✐①❡❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ♥s✐❞❡❂✷✺✻✳
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❋✐❣✉r❡ ❱✳✷✸✿ ●❛❧❛❝t✐❝ ❡①t✐♥t✐♦♥ ✭❆r✮ ❛♥❞ ❆✐r♠❛ss ♠❛♣s ✇✐t❤ ❍❊❆▲P■❳ ♣✐①❡❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢
♥s✐❞❡❂✷✺✻✳

❋✐❣✉r❡ ❱✳✷✹✿ ❙t❡❧❧❛r ❉❡♥s✐t② ❛♥❞ ❈▼❆❙❙ ❣❛❧❛①② ❞❡♥s✐t② ✇✐t❤ ❍❊❆▲P■❳ ♣✐①❡❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢
♥s✐❞❡❂✷✺✻✳

❱✳✷✳✸ ■t❡r❛t✐✈❡ ❲❡✐❣❤ts

❚❤❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❇❖❙❙ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥✳ ■t ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤
❡❛❝❤ s②st❡♠❛t✐❝ s❡♣❛r❛t❡❧② ✐♥ ❛ ✐t❡r❛t✐✈❡ ✇❛②✱ t❤❛t ✐s✱ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ♠❡❛♥
❞❡♥s✐t② ✇✐t❤ ♦♥❡ s②st❡♠❛t✐❝✱ ❝♦rr❡❝t ✐t ❛♣♣❧②✐♥❣ ❛ ✇❡✐❣❤t t♦ ❡❛❝❤ ❣❛❧❛①② ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡
♦❢ t❤✐s r❡❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ r❡❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛♥ ❞❡♥s✐t② ❢♦r ♥❡①t s②st❡♠❛t✐❝ ❛♥❞ ❝♦rr❡❝t ✐t ✐♥
❛ ✐t❡r❛t✐✈❡ ✇❛②✳ ❚❤❡ ✜♥❛❧ ✇❡✐❣❤t ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇❛② t❛❦❡s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥
✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❚♦ ❛♣♣❧② t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ■ ✜t ❛ s♣❧✐♥❡ ♦❢ ✺ ♥♦❞❡s t♦ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠❡❛♥ ❞❡♥s✐t②
❛♥❞ t❤❡ s②st❡♠❛t✐❝✳ ❚❤❡ ❞✐s❛❞✈❛♥t❛❣❡s ♦❢ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✐s t❤❛t t❤❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ♣✐①❡❧ t♦ ♣✐①❡❧ ❛r❡
t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ✐♥ t❤❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥s ✇❤❛t ❝♦✉❧❞ r❡s✉❧t ✐♥ ❛♥ ❡①tr❛ ♥♦✐s❡✳ ❲❡ ❝❛♥ tr② t♦ ❛✈♦✐❞ t❤✐s
♦✈❡r✲✜tt✐♥❣ ✉s✐♥❣ ❛ ❧✐♥❡❛r ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥st❡❛❞✱ ❜✉t ❡✈❡♥ ✐❢ ✇❡ ✉s❡ ❛ ❧✐♥❡❛r ❢✉♥❝t✐♦♥✱ t❤❡ r❡s✉❧t❛♥t ✇❡✐❣❤t
✇✐❧❧ ❜❡ ❛ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♥♦♥ ❧✐♥❡❛r ♦♥ t❤❡ s②st❡♠❛t✐❝s ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ ♥♦ r❡❛s♦♥ t♦
♣r❡❞✐❝t ❛ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② t❤❛♥ ❧✐♥❡❛r✳ ■♥ ❋✐❣✉r❡s ❱✳✷✺ ❛♥❞ ❱✳✷✻✱ t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ♦❢ t❤❡
♠❡❛♥ ❞❡♥s✐t② ✇✐t❤ t❤❡ s②st❡♠❛t✐❝ ✐s s❤♦✇♥ ❜❡❢♦r❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ s♣❧✐♥❡ ❧✐♥❡ ✜t✳

◆♦✇ ✱ ✐♥ ✜❣✉r❡ ❱✳✷✼ ■ s❤♦✇ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✇✐t❤✴✇✐t❤♦✉t t❤❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ ✇❡✐❣❤t
❢♦r ❜♦t❤ s❛♠♣❧❡s ▼❆■◆✵✵✽ ❛♥❞ ●❆❚❍✳ ❆s ✇❡ s❡❡ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ❝❛t❛❧♦❣ ❢♦❧❧♦✇s t❤❡ s❛♠❡ ♣❛tt❡r♥
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❋✐❣✉r❡ ❱✳✷✻✿ ❚❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ♠❡❛♥ ❞❡♥s✐t② ✇✐t❤ t❤❡ s②st❡♠❛t✐❝ ✐s s❤♦✇♥ ❜❡❢♦r❡
❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ s♣❧✐♥❡ ❧✐♥❡ ✜t ❢♦r t❤❡ ❞✉st ❛♥❞ s❡❡✐♥❣✳

t❤❛♥ ✇✐t❤♦✉t ✇❡✐❣❤ts✱ ✉s✐♥❣ ❜♦t❤ ❝❛t❛❧♦❣s ❣✐✈❡s ✈❡r② s✐♠✐❧❛r r❡s✉❧ts✱ t❤❡ s♠❛❧❧ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❝♦✉❧❞ ❜❡
❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ r❛♥❞♦♠ s❡t ✉s❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❝❤♦✐❝❡ t♦
✉s❡ ❛ ❧✐♥❡❛r ✜t ♦r ❛ s♣❧✐♥❡ ❞♦ ♥♦t ❛✛❡❝t t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✳

❱✳✷✳✹ ▲✐♥❡❛r ❘❡❣r❡ss✐♦♥ ▼❡t❤♦❞

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♠❡t❤♦❞ ❡①♣❧♦r❡❞ t♦ ❝♦rr❡❝t ❛♥❣✉❧❛r s②st❡♠❛t✐❝s ✇❛s ❛ ❧✐♥❡❛r r❡❣r❡ss✐♦♥ ❛♣♣❧✐❡❞ ♣✐①❡❧ ❜②
♣✐①❡❧✳ ❲❡ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❞❡♥s✐t② δg(p) = ng(p)/ < ng > ✐♥ ❡❛❝❤ ♣✐①❡❧ p
✐s ❛ ❧✐♥❡❛r r❡❣r❡ss✐♦♥ ♦❢ ✺ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❚❤❡s❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ❢r♦♠
t❤❡ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠❛t✐❝✳ ❚❤❡♥✱ ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❜❡st ❧✐♥❡❛r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs
t❤❛t ❢♦❧❧♦✇s t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥✳

δg = δg0

(

1 +

5
∑

i=0

ai ∗ δi
sys(p)

)

✭❱✳✷✸✮

✇❤❡r❡✱ ng(p) ✐s t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ♠❡❛♥ ❞❡♥s✐t② ❛t t❤❡ ♣✐①❡❧ p✱ δi
sys(p) ✐s t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡

✢✉❝t✉❛t✐♦♥ ♦❢ s②st❡♠❛t✐❝ ✐♥ r❡❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠❛t✐❝✱ ✇❤❡r❡ i r✉♥s ♦✈❡r t❤❡
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❋✐❣✉r❡ ❱✳✷✼✿ ❈♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ ✇❡✐❣❤ts ✉s✐♥❣ ❆✳ ❘♦ss ✜❧❡s ❛♥❞ ❛♣♣❧②✐♥❣
❛♥ ✐t❡r❛t✐✈❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤ s♣❧✐♥❡ ❢♦r t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❛♥❝❡ ✐♥ t❤❡ s②st❡♠❛t✐❝ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
♠❡❛♥ ❞❡♥s✐t②✳

♥✉♠❜❡r ♦❢ s②st❡♠❛t✐❝s st✉❞✐❡❞ ❛♥❞ δg0 ✐s t❤❡ r❡❛❧ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ♠❡❛♥ ❞❡♥s✐t② ✳

δi
sys(p) = sysi(p) −

〈

sysi
〉

✭❱✳✷✹✮

❯♥❞❡r t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t δ0 = n0/ < n0 >= 1✳ ❚❤❡♥✱ ✉s✐♥❣ ❛ ❧✐♥❡❛r r❡❣r❡ss✐♦♥ ✇❡ ✜♥❞ t❤❡
♣❛r❛♠❡t❡rs a t❤❛t ❜❡tt❡r ❛❣r❡❡s ✇✐t❤ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❞❡♥s✐t②✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡ ✇❡✐❣❤ts ✇✐❧❧ ❜❡ ❣✐✈❡♥ ❜②✿

w−1(p) =

5
∑

i=0

ai ∗ δi
sys(p) + 1 ✭❱✳✷✺✮

■♥ ✜❣✉r❡ ❱✳✷✽ ❛♥❞ ❱✳✷✾ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠❡❛♥ ❞❡♥s✐t② ❜❡❢♦r❡ ❛♥❞ ❛❢t❡r ❝♦rr❡❝t✐♦♥s ✐s
s❤♦✇♥✳ ❚❤❡ ❧✐♥❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❜❡st ❧✐♥❡❛r ✜t t♦ t❤❡ ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts✳ ❆s ✇❡ ❝❛♥ ♦❜s❡r✈❡ ❢r♦♠ t❤❡
✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ✜ts✱ ❛❢t❡r ❝♦rr❡❝t✐♦♥s t❤❡ ♠❡❛♥ ❣❛❧❛①② ❞❡♥s✐t② ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ❛♥② ♠♦r❡ ♦♥ t❤❡
s②st❡♠❛t✐❝s✳ ❋r♦♠ t❤❡ ♣❧♦ts ✇❡ ❝♦♥✜r♠ t❤❛t t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ s♦✉r❝❡s ♦❢ s②st❡♠❛t✐❝s ❡rr♦rs ❛r❡ ❣✐✈❡♥
❜② t❤❡ st❡❧❧❛r ❞❡♥s✐t② ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② t❤❡ ❞✉st ❛♥❞ t❤❡ s❡❡✐♥❣✳ ❚❤❡ ❛✐r♠❛ss ❛♥❞ t❤❡ s❦② s❡❡♠s t♦ ❤❛✈❡
♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ❡✛❡❝t✳

◆♦✇ ✇❡ ✇✐❧❧ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ t❤❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞ ✇✐t❤ t❤❡ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ ❧✐♥❡❛r r❡❣r❡ss✐♦♥
■♥ ♣r✐♥❝✐♣❡ t❤❡ ✇❡✐❣❤ts ❢r♦♠ ❧✐♥❡❛r r❡❣r❡ss✐♦♥ ♠✉st ❜❡ ❧❡ss ❛❣r❡s✐✈❡ ❣✐✈❡♥ t❤❡✐r ❧✐♥❡❛r ♥❛t✉r❡✳ ■♥
✜❣✉r❡ ❱✳✸✵ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ s❛♠♣❧❡ ❛♥❞ s❛♠❡ r❛♥❞♦♠ s❡t ❜✉t ✉s✐♥❣
✐♥ ♦♥❡ ❝❛s❡ t❤❡ ✇❡✐❣❤ts ❢r♦♠ t❤❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❝❛s❡ t❤❡ ✇❡✐❣❤ts ❢r♦♠ t❤❡ ❧✐♥❡❛r
r❡❣r❡ss✐♦♥ ✐s s❤♦✇♥✳ ❲❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t ❜♦t❤ ♠❡t❤♦❞s ❣✐✈❡ s✐♠✐❧❛r r❡s✉❧ts s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ r♦❜✉st♥❡ss ♦❢
t❤❡ r❡s✉❧ts ❢❛❝❡ t♦ t❤❡ ✇❡✐❣❤t✐♥❣ s❝❤❡♠❡✳
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LR Weights: 1.00001 +/-  0.00244 ,  0.02009 +/-  0.04584
No Weights: 0.99945 +/-  0.00245 , -0.35500 +/-  0.04573
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LR Weights: 0.99981 +/-  0.00243 ,  0.00158 +/-  0.01999
No Weights: 0.99941 +/-  0.00243 , -0.07618 +/-  0.02001

❋✐❣✉r❡ ❱✳✷✽✿ ❚❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ♠❡❛♥ ❞❡♥s✐t② ✇✐t❤ t❤❡ s②st❡♠❛t✐❝ ✐s s❤♦✇♥ ❜❡❢♦r❡ ❛♥❞
❛❢t❡r ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❧✐♥❡ ✜t ❢♦r ❞✉st ❛♥❞ s❡❡✐♥❣✳

❱✳✷✳✺ ❊✛❡❝t ♦❢ ❛♥❣✉❧❛r ❝♦rr❡❝t✐♦♥s ✐♥ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥

■♥ t❤❡ ❧❛st s✉❜s❡❝t✐♦♥ ■ t❡st❡❞ t❤❡ t✇♦ ♠❡t❤♦❞s t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ✇❡✐❣❤ts ❛♥❞ ■ s❤♦✇ t❤❡② ❣✐✈❡s s✐♠✐❧❛r
r❡s✉❧ts✳ ◆♦✇ ✇❡ ✇✐❧❧ ❡①♣❧♦r❡ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❡❛❝❤ s②st❡♠❛t✐❝ ✐♥ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❋♦r
t❤✐s t❡st ■ ✉s❡❞ t❤❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞✳ ■ ❝♦rr❡❝t ❢♦r ❡❛❝❤ s②st❡♠❛t✐❝ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ❛♥❞ ■ st✉❞② t❤❡
❡✛❡❝t ✐♥ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤❡♥ ■ t❡st t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ❢♦✉r s②st❡♠❛t✐❝s t♦❣❡t❤❡r
❡①❝❧✉❞✐♥❣ st❡❧❧❛r ❝♦rr❡❝t✐♦♥✳ ■♥ ✜❣✉r❡ ❱✳✸✶ t❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ s❤♦✇♥✱ ❛s ✇❡ ❝❛♥ s❡❡ ❢r♦♠ t❤❡ ✜❣✉r❡
t❤❡ ❧❛r❣❡r ❡✛❡❝t ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② st❡❧❧❛r ❞❡♥s✐t②✱ t❤❛t ❞❡❝r❡❛s❡ ❣❧♦❣❛❜❧❧② t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✐♥ ❄✪✱ t❤❡
♦t❤❡rs s②st❡♠❛t✐❝s ❞❡❝r❡❛s❡ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♦♥❧② ✐♥ ∼❄✪✱ ♦♥❧② t❤❡ s❡❡✐♥❣ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥
✈❛❧✉❡ ❣❧♦❜❛❧❧②✳

❋✐♥❛❧❧② ■ t❡st t❤❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❢r♦♠ ❛♥❣✉❧❛r s②st❡♠❛t✐❝s ✇✐t❤ t❤❡ ❝❛t❛❧♦❣s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡
❞✐✛❡r❡♥t ♠❡t❤♦❞s t♦ ❝♦rr❡❝t t❤❡ t❛r❣❡t ❢❛✐❧✉r❡✳ ❆s ✇❡ ❤❛✈❡ s❡❡♥ ❜❡❢♦r❡✱ t❤✐s ❝❤♦✐❝❡ ❤❛✈❡ ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t
❡✛❡❝t ✐♥ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✳■♥ ✜❣✉r❡ ❱✳✸✷ ❛♥❞ ✐♥ ❱✳✸✸ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✇✐t❤
t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❞✐✛❡r❡♥t t❛r❣❡t ❢❛✐❧✉r❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❜❡❢♦r❡ ❛♥❞ ❛❢t❡r ❝♦rr❡❝t✐♥❣ ❢r♦♠ ❛♥❣✉❧❛r s②st❡♠❛t✐❝s
✐s s❤♦✇♥✳ ■ ♣r❡s❡♥t t❤❡ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ ❤♦❧❡ s❛♠♣❧❡ ❛♥❞ s❡♣❛r❛t✐♥❣ ◆♦rt❤ ❛♥❞ ❙♦✉t❤✳ ❆s ✇❡ ❝❛♥
♦❜s❡r✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✜❣✉r❡s ❢♦r t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❛♥❞ ♥♦rt❤ s❛♠♣❧❡s t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦rs ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥
s❡❡♠s t♦ ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ s❛♠❡ ♣❛tt❡r♥s t❤❛♥ ✇✐t❤♦✉t ❝♦rr❡❝t✐♦♥s✱ t❤❡ s♦✉t❤ ❤❡♠✐s♣❤❡r❡ s❡❡♠s t♦ ♣r❡s❡♥t
❛♥ ❛t②♣✐❝❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r ✇✐t❤ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✳ ❚❤✐s r❡s✉❧t s❡❡♠s t♦ ♣♦✐♥t ♦✉t t❤❛t t❤❡ ❜❡st ✇❛② t♦ ❝♦rr❡❝t
❢r♦♠ ❜❛❞ t❛r❣❡ts ✐s t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✷✱ ✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡s ❝♦♥s✐st❡♥t r❡s✉❧ts ❜❡t✇❡❡♥ ❜♦t❤ ❤❡♠✐s♣❤❡r❡s✳
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LR Weights: 0.99997 +/-  0.00242 , -0.00301 +/-  0.01552
No Weights: 1.00013 +/-  0.00244 , -0.12164 +/-  0.01538
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LR Weights: 1.00005 +/-  0.00243 ,  0.00028 +/-  0.00141
No Weights: 1.00006 +/-  0.00244 , -0.00738 +/-  0.00140
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LR Weights: 0.99992 +/-  0.00243 ,  0.00000 +/-  0.00003
No Weights: 1.00337 +/-  0.00245 , -0.00056 +/-  0.00003

❋✐❣✉r❡ ❱✳✷✾✿ ❚❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ♠❡❛♥ ❞❡♥s✐t② ✇✐t❤ t❤❡ s②st❡♠❛t✐❝ ✐s s❤♦✇♥ ❜❡❢♦r❡ ❛♥❞
❛❢t❡r ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❧✐♥❡ ✜t ❢♦r ❞✉st ❛♥❞ s❡❡✐♥❣✳

❱✳✷✳✻ ❙✉♠♠❛r② ♦❢ ❈♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❋✉♥❝t✐♦♥ ❈♦rr❡❝t✐♦♥s

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ■ ❞❡s❝r✐❜❡❞ t❤❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢r♦♠ ❛♥❣✉❧❛r s②st❡♠❛t✐❝s ❡✛❡❝ts✳
■ ✈❡r✐❢② t❤❛t t❤❡ ♠❛✐♥ s②st❡♠❛t✐❝ ✐s t❤❡ st❡❧❧❛r ❞❡♥s✐t②✳ ■ st✉❞② t❤❡ st❡❧❧❛r ❞❡♥s✐t② ✐♥ ❞❡t❛✐❧✱ s❡♣❛r❛t✐♥❣
t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ♠❡❛♥ ❞❡♥s✐t② ❛♥❞ st❡❧❧❛r ❞❡♥s✐t② ✐♥ ❜✐♥s ♦❢ ❣❛❧❛❝t✐❝ ❧❛t✐t✉❞❡✳ ■ ❢♦✉♥❞ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t
❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ❜❡t✇❡❡♥ ❙♦✉t❤ ❛♥❞ ◆♦rt❤ ❛t ❧♦✇ ❣❛❧❛❝t✐❝ ❧❛t✐t✉❞❡✳ ■ ❡①♣❧♦r❡❞ t❤❡ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ❢♦r t❤✐s
s②st❡♠❛t✐❝ ❡✛❡❝t ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♠❛s❦❡❞ ❜② st❛rs ❛♥❞ ■ st✉❞✐❡❞ ✐ts ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ✇✐t❤ st❡❧❧❛r
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❋✐❣✉r❡ ❱✳✸✵✿ ❲❡✐❣❤ts ❝♦♠♣✉t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ ✇❡✐❣❤ts ❝♦♠♣✉t❡❞
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❋✐❣✉r❡ ❱✳✸✶✿ ❈♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ✇❡✐❣❤ts ❝♦♠♣✉t❡❞ s❡♣❛r❛t❡❧② ❢♦r ❡❛❝❤ s②st❡♠❛t✐❝

❞❡♥s✐t②✳ ❆♥ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❣❛❧❛❝t✐❝ ❧❛t✐t✉❞❡ ✇❛s ❢♦✉♥❞ ✇❤✐❝❤ ✐♥❞✐❝❛t❡s
❛♥ ✉♥❦♥♦✇♥ s②st❡♠❛t✐❝ ❛✛❡❝t✐♥❣ ❙♦✉t❤ ❤❡♠✐s♣❤❡r❡✳ ■ t❡st❡❞ ❞✐✛❡r❡♥t s♦✉r❝❡s ♦❢ s②st❡♠❛t✐❝s ❡✛❡❝ts
✭s❡❡✐♥❣✱ s❦②✱ ❡①t✐♥❝t✐♦♥✱ st❛rs✱ ❛✐r ♠❛ss✱ ❞♣❡r♣ ♦✛s❡t✮ ❛♥❞ ✷ ♠❡t❤♦❞s ✭■t❡r❛t✐✈❡ ✇❡✐❣❤ts ❛♥❞ ▲✐♥❡❛r
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All Sample
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❋✐❣✉r❡ ❱✳✸✸✿ ❚❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❞✐✛❡r❡♥t t❛r❣❡t ❢❛✐❧✉r❡
❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❜❡❢♦r❡ ❛♥❞ ❛❢t❡r ❝♦rr❡❝t✐♥❣ ❢r♦♠ ❛♥❣✉❧❛r s②st❡♠❛t✐❝s s❡♣❛r❛t✐♥❣ ◆♦rt❤ ❛♥❞ ❙♦✉t❤

r❡❣r❡ss✐♦♥✮ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ✇❡✐❣❤ts t♦ ❝♦rr❡❝t ❢r♦♠ t❤✐s s②st❡♠❛t✐❝ ❡rr♦r✳ ❇♦t❤ ♠❡t❤♦❞s ❣✐✈❡ s✐♠✐❧❛r
r❡s✉❧ts ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❡✛❡❝t ♦❢ ❝♦rr❡❝t✐♥❣ ❢r♦♠ ❛♥❣✉❧❛r s②st❡♠❛t✐❝s ✐s
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t♦ ❞❡❝r❡❛s❡ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❧❡✈❡❧ ❣❧♦❜❛❧❧②✳ ■ t❡st❡❞ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❢r♦♠ ❛♥❣✉❧❛r
s②st❡♠❛t✐❝s ❛♥❞ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❢r♦♠ ❝♦rr❡❝t✐♥❣ ❜❛❞ t❛r❣❡ts✳ ■ ❢♦✉♥❞ t❤❛t ♠❡t❤♦❞ ✷ ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t
❜❡t✇❡❡♥ ❜♦t❤ ❤❡♠✐s♣❤❡r❡s ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ✇❡✐❣❤ts✳

❱✳✸ ❈♦✈❛r✐❛♥❝❡ ▼❛tr✐①

■♥ t❤❡ ❧❛st s❡❝t✐♦♥ ■ ❤❛✈❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ t❤❛t ❣✐✈❡s r✐s❡ t♦ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢r♦♠
❇❖❙❙ ❞❛t❛ ❝♦rr❡❝t❡❞ ❢r♦♠ ❛♥❣✉❧❛r s②st❡♠❛t✐❝ ❡✛❡❝t✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❞♦ ❝♦s♠♦❧♦❣✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ✇✐t❤ t❤✐s
❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ✐♥❣r❡❞✐❡♥t ✐s ♥❡❝❡ss❛r②✱ t❤❡ ❡rr♦r ❡st✐♠❛t✐♦♥✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♠♣✉t❡
t❤❡ ❡rr♦rs t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❦✐♥❞ ♦❢ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇♦✉❧❞ ❜❡ t❡st❡❞✳ ■ ❜❡❣✐♥ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ ❜r✐❡✢② ❡❛❝❤ ❦✐♥❞ ♦❢
s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤❡♥✱ ■ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ❝♦♠♣✉t❡ ✇✐t❤ t❤❡♠✳ ■♥ ❛ ❧❛t❡r t✐♠❡ ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡
r❡s✉❧ts ❜❡t✇❡❡♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s t♦ s❡❧❡❝t ❛♥❞ ✈❛❧✐❞❛t❡ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ t♦ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡
♠❛tr✐①✳ ❚❤✐s ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❞♦ t❤❡ ❝♦s♠♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡
✜♥❛❧ ❝❤❛♣t❡r✳

❱✳✸✳✶ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥

▲❛s❞❛♠❛s

▲❛s❞❛♠❛s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✐s ❛ s❡t ♦❢ ❝♦s♠♦❧♦❣✐❝❛❧ ◆✲❜♦❞② s✐♠✉❧❛t✐♦♥s t❤❛t ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❞❛r❦
♠❛tt❡r ✐♥ t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❡✳ ❚❤❡ ❝♦s♠♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ✉s❡❞ ✐s Ωm = 0.25✱ ΩΛ = 0.75✱ Ωb = 0.04✱ h = 0.7✱
σ8 = 0.8 ❛♥❞ ns = 1.0✳ ❚❤❡ ♣♦✇❡r s♣❡❝tr✉♠ ✉s❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ✇❛s ❣❡♥❡r❛t❡❞
✇✐t❤ ❈▼❇❋❆❙❚ ✭❙❡❧❥❛❦ ✫ ❩❛❧❞❛rr✐❛❣❛ ✶✾✾✻✮✳ ❚❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥s ❛♥❞ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ✇❡r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞
❢♦r t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ✉s✐♥❣ t❤❡ ✷▲P❚ ❝♦❞❡ ✭❙❝♦❝❝✐♠❛rr♦✮✳ ❚❤❡ ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✇❛s ♣❡r❢♦r♠❡❞
✉s✐♥❣ t❤❡ ♣✉❜❧✐❝❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ●❛❞❣❡t✲✷ ❝♦❞❡ ✭❙♣r✐♥❣❡❧ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✺✮✳ ❚❤❡ ❤❛❧♦s ❛r❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ✉s✐♥❣ ❛
♣❛r❛❧❧❡❧ ❢r✐❡♥❞s✲♦❢✲❢r✐❡♥❞s ✭❋❖❋✮ ❝♦❞❡ ✇✐t❤ ❛ ❧✐♥❦✐♥❣ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❜❂✵✳✶✺✻ ✐♥ ✉♥✐ts ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r✲♣❛rt✐❝❧❡
s❡♣❛r❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇❡r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♣♦✇❡r s♣❡❝tr✉♠ ❜✉t ✇✐t❤ r❛♥❞♦♠
♣❤❛s❡s✳ ❚❤❡ ✈❡rs✐♦♥ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❢♦r ❇❖❙❙ ❛♥❛❧②s❡s ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❈▼❆❙❙ ●❛♠♠❛ ❲❡❛❦✳ ■t ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛
s❡t ♦❢ ✹✵ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s ❢♦r ✸ r❡❣✐♦♥s ❡❛❝❤ ♦♥❡ ❞❡♥♦t❡❞ ❆✱❇✱❈✱ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ✐♥ ✭❄✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t t♦ t❤❡
❡❛r❧② ❞❛t❛ ❝♦✈❡r❛❣❡✱ t❤❛t ✐s✱ t❤❡ ✜rst s❡♠❡st❡r ♦❢ ❇❖❙❙ ❞❛t❛ ✭❙❡❡ ❋✐❣✳ ❱✳✸✹✮✳ ❚❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
r❡❣✐♦♥s ❛r❡ ✐♥ t❛❜❧❡ ◆✳ ❚❤❡ ❝♦✈❡r❛❣❡ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ❱✳✸✹

❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❞♦ ♥♦t ✐♥❝❧✉❞❡ ✜❜❡r ❝♦❧❧✐s✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡② ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ r❡❞s❤✐❢t ❞✐st♦rt✐♦♥s ❢r♦♠
✈❡❧♦❝✐t✐❡s✳ ❚❤❡ ❣❛❧❛①② ♠♦❝❦s ❤❛✈❡ ✉♥✐❢♦r♠ r❛❞✐❛❧ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ ③❂❬✵✳✹✱ ✵✳✻❪✳ ❚❤❡
❤❛❧♦s ♦❢ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ✇❡r❡ ♣♦♣✉❧❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❍❆▲❖ ♠♦❞❡❧✱ ❛ ❍❖❉ ✇❛s ❛♣♣❧✐❡❞✱ ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤
❛ ❝❡♥tr❛❧ ❣❛❧❛①② ♣❧❛❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞❡❡♣❡st ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♣❛rt✐❝❧❡ ❛♥❞ t❤❡ ♠❡❛♥ ✈❡❧♦❝✐t② ✇❛s ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ ✐t✱
t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡ ❣❛❧❛①✐❡s ❛r❡ ♣❧❛❝❡❞ r❛♥❞♦♠❧② s❡❧❡❝t✐♥❣ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ♣❛rt✐❝❧❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❤❛❧♦ ✉s✐♥❣ t❤❡✐r
♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s✳ ❚❤❡ ✺ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ❍❖❉ ✇❡r❡ ✜tt❡❞ ✭❩❤❡♥❣✱ ❈♦✐❧✱ ❛♥❞ ❩❡❤❛✈✐ ✷✵✵✼✮
❣❧♦❜❛❧❧② ✐♥ t❤r❡❡ r❡❣✐♦♥s t♦ r❡♣r♦❞✉❝❡ t❤❡ ❣❛❧❛①② ♥✉♠❜❡r ❞❡♥s✐t② ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥
❢✉♥❝t✐♦♥ ♣❛♥❡❧ wr(rp) ✭❙❡❡ ❋✐❣✳ ❱✳✸✹✮✳

❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇❡r❡ ❝r❡❛t❡❞ ❢r♦♠ ❚❤❡ ❈❛r♠❡♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛t ❛ st❛t✐❝ r❡❞s❤✐❢t ③❂✵✳✺✷✱ ❡❛❝❤ ♦♥❡
♦❢ t❤❡♠ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛ ❜♦① ♦❢ 1Gpc/h s✐❞❡❧❡♥❣✳ ❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ r❡❣✐♦♥s ❆✱❇ ❛♥❞ ❈ ✇❡r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞
✉s✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ❜♦①❡s t❤✉s t❤❡② ♠✉st ❜❡ ❛♥❛❧②③❡❞ s❡♣❛r❛t❡❧②✳
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❋✐❣✉r❡ ❱✳✸✹✿ ▲❡❢t ♣❛♥❡❧✳ ❈♦✈❡r❛❣❡ ♦❢ ▲❆❙ ❉❆▼❆❙ ❈▼❆❙❙ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❘✐❣❤t ♣❛♥❡❧✳ ❚❤❡
♣r♦❥❡❝t❡❞ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ✜rst s❡♠❡st❡r ♦❢ ❇❖❙❙ ❉❛t❛ ✉s❡❞ t♦ ❝❛❧✐❜r❛t❡ t❤❡ s✐♠✉✲
❧❛t✐♦♥s

P❚❍❆▲❖❙ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s

P❚❍❆▲❖❙ ✭ ❘♦♠❛♥ ❙❝♦❝❝✐♠❛rr♦ ✫ ❘❛✈✐ ❙❤❡t❤ ✭✷✵✵✶✮ ✭❄✮ ✮ ✐s ❛ ❢❛st ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❤✐❝❤ ❣❡♥❡r❛t❡s
♣♦✐♥t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✇✐t❤ s✐♠✐❧❛r ❝❧✉st❡r✐♥❣ st❛t✐st✐❝s t♦ t❤♦s❡ ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❣❛❧❛①② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✳
❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ r❡♣r♦❞✉❝❡ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s r❡q✉✐r✐♥❣ ♠✐♥✐♠❛❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧
r❡s♦✉r❝❡s✳ ❚❤❡ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ❢♦r ✉s✐♥❣ P❚❍❆▲❖❙ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✐s t❤❛t t❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ❢❛st❡r
✐♥ r❡❧❛t✐♦♥ t♦ ♥✲❜♦❞② s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ ♣r♦✈✐❞❡ r❡s✉❧ts s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡♠✳ ❚❤❡ ❣❛✉ss✐❛♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❞♦
♥♦t ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❡①❛❝t❧② t♦ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✇✐t❤ ◆✲❜♦❞② s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡
♦❢ P❚❍❆▲❖❙ ✐s t❤❛t ✐♥ t❡r♠ ♦❢ t❤❡ st❛t✐st✐❝s ♦❢ ✷ ❛♥❞ ✸ ♦r❞❡rs t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✇✐t❤
P❚❍❆▲❖❙ ❛r❡ ❝♦rr❡❝t ✐♥ ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡ ❡✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ♥♦♥ ❧✐♥❡❛r r❡❣✐♠❡✳ ❚❤❡ P❚❍❆▲❖❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠
❝♦♥s✐sts ✐♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❞❡♥s✐t② ✜❡❧❞ ♦❢ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ❛t ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡ ✉s✐♥❣ ❧❛❣r❛♥❣✐❛♥ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥
t❤❡♦r② ❛t s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ❛♥❞ ✐t ❢♦❧❧♦✇s s♦♠❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥s ❛t s♠❛❧❧ s❝❛❧❡✳ ❚❤❡s❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥s ❝♦♥s✐st ✐♥
♣❛rt✐t✐♦♥ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ✜❡❧❞ ✐♥ ❤❛❧♦s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ s♣❤❡r✐❝❛❧ ❝♦❧❧❛♣s❡ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡ ♠❛ss ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞
t❤❡♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ✇✐t❤✐♥ ❤❛❧♦s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❢r♦♠ ◆✲❜♦❞② s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✭Pr♦✜❧❡s
◆❋❲✮✳ ❋✐♥❛❧❧② t❤❡ ❣❛❧❛①✐❡s ❛r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ❍❖❉ ♣r❡s❝r✐♣t✐♦♥ t❤❛t ✐s ✜tt❡❞ t♦ t❤❡ ❞❛t❛ ❛t
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s♠❛❧❧ s❝❛❧❡s ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥✳

❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s P❚❍❛❧♦s ❛r❡ ❞♦❝✉♠❡♥t❡❞ ✐♥ ▼❛♥❡r❛ ❡t ❛❧ ✷✵✶✷✳ ❚❤❡② ❝♦♥s✐st ♦❢ ✻✵✵ ♠♦❝❦s
❣❡♥❡r❛t❡❞ s❡♣❛r❛t✐♥❣ ◆♦rt❤ ❛♥❞ ❙♦✉t❤ ❍❡♠✐s♣❤❡r❡✳ ❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❛t ③❂✵✳✺✷✳ ❚❤❡
♠❛ss ♦❢ t❤❡ ❤❛❧♦s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝❛❧✐❜r❛t❡❞ ✇✐t❤ ▲❛s ❞❛♠❛s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✭▼❝ ❇r✐❞❡ ✷✵✶✷✮ ❚❤❡ ♠♦❝❦s
❢♦❧❧♦✇s t❤❡ ♠❛s❦ ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ❢r♦♠ ✶✽ ❥✉❧② ✷✵✶✶ ❢♦r t❤❡ ◆♦rt❤ ❛♥❞ ❍❖❉ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❤❛✈❡ ❜❡❡♥
s❡t t♦ ✜t t❤❡ ♣r♦❥❡❝t❡❞ wp(rp)✱ t❤❡ r❡❞s❤✐❢t ❞✐st♦rt✐♦♥s ❛r❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞✳ ❚❤❡ ♠♦❝❦s ❛r❡ ♥♦t ❛❝❝✉r❛t❡ ❛t
s♠❛❧❧ s❝❛❧❡s✱ ❜❡❧♦✇ ✷✳✺ ▼♣❝✴❤✳ ❚❤❡ ♠♦❝❦s ❢♦❧❧♦✇s t❤❡ r❛❞✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢r♦♠ ❞❛t❛✳

■♥ ✜❣✉r❡ ❱✳✸✺ ■ s❤♦✇ t❤❡ ♠❡❛♥ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✻✵✵ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ♥♦rt❤ ❛♥❞
s♦✉t❤ ♠♦❝❦s✳
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❋✐❣✉r❡ ❱✳✸✺✿ ▼❡❛♥ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ✻✵✵ P❚❍❆▲❖❙ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s

▲♦❣◆♦r♠❛❧

❚❤❡ ❧♦❣ ♥♦r♠❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ♥♦♥ ❧✐♥❡❛r s♣❡❝tr❛ ❢r♦♠ ❈❆▼❇ ✭❄✮ ✇✐t❤ t❤❡
s❛♠❡ ❝♦s♠♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛s ▲❆❙ ❉❆▼❆❙ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♥♦♥ ❧✐♥❡❛r s♣❡❝tr❛ ✐♥ ❣❡♥❡r❛t❡❞
❛t r❡❞s❤✐❢t ③❂✺✷✳ ❚❤❡ ♥♦♥ ❧✐♥❡❛r ❜❡❤❛✈✐♦r ✐♥ ❈❆▼❇ ✐s ❞♦♥❡ ✉s✐♥❣ ✜tt❡❞ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢r♦♠ ◆ ❜♦❞②
s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❞♦❝✉♠❡♥t❡❞ ✐♥ ✭❄✮ ✳ ❚❤✐s ♥♦♥ ❧✐♥❡❛r ❜❡❤❛✈✐♦r ❞♦ ♥♦ ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ❇❆❖✳ ❚♦ ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡
♥♦♥ ❧✐♥❡❛r ❜❡❤❛✈✐♦r t♦ t❤❡ ❇❆❖ s❝❛❧❡✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❧❛st ❝❤❛♣t❡r t❤❛t
✐s t♦ t❛❦❡ ❧✐♥❡❛r ♣♦✇❡r s♣❡❝tr✉♠ ❛♥❞ ✇❡ ❛♣♣❧② ❛ ❣❛✉ss✐❛♥ ❢❛❝t♦r t♦ ♠✐♠✐❝ t❤❡ ♥♦♥ ❧✐♥❡❛r ❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❇❆❖ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ r❡❞s❤✐❢t ❞✐st♦rt✐♦♥s ❛r❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ❛s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❧❛st ❝❤❛♣t❡r✳ ❚❤❡
✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❜✐❛s ❛♥❞ ❜❡t❛ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ✜tt❡❞ t♦ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣✳ ❚❤❡ ♠♦❝❦s ❢♦❧❧♦✇s t❤❡
❣❡♦♠❡tr② ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ♦❢ ❇♦ss✱ ◆♦rt❤ ❛♥❞ ❙♦✉t❤ ❤❡♠✐s♣❤❡r❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞✳ ❚❤❡ r❛❞✐❛❧ s❡❧❡❝t✐♦♥
❢✉♥❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ♥✉♠❜❡r ❞❡♥s✐t② ♦❢ ❇❖❙❙ ❞❛t❛✳ ❲❡ ❣❡♥❡r❛t❡ ✶✵✵✵ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ❛
r❛♥❞♦♠ s❡t ✺ t✐♠❡s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡✳
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❱✳✸✳✷ ❈♦✈❛r✐❛♥❝❡ ▼❛tr✐① ❈♦♠♣❛r✐s♦♥

■♥ ✜❣✉r❡ ❱✳✸✻ ■ s❤♦✇ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♠❛tr✐❝❡s ❢♦r t❤❡ ◆♦rt❤ ✭❧❡❢t✮ ❛♥❞ ❙♦✉t❤✭r✐❣❤t✮ ❤❡♠✐s♣❤❡r❡s
❣❡♥❡r❛t❡❞ ❢r♦♠ P❚❍❆▲❖❙ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ■♥ ✜❣✉r❡ ❱✳✸✼ ■ s❤♦✇ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐❝❡s ❢♦r t❤❡ ◆♦rt❤
✭❧❡❢t✮ ❛♥❞ ❙♦✉t❤✭r✐❣❤t✮ ❤❡♠✐s♣❤❡r❡s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❢r♦♠ P❚❍❆▲❖❙✳ ■♥ ✜❣✉r❡ ❱✳✸✽ t❤❡ ❇♦ss ❈♦✈❛r✐❛♥❝❡

❋✐❣✉r❡ ❱✳✸✻✿ ❇♦ss ❈♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♠❛tr✐❝❡s ❢♦r t❤❡ ◆♦rt❤ ✭❧❡❢t✮ ❛♥❞ ❙♦✉t❤✭r✐❣❤t✮ ❤❡♠✐s♣❤❡r❡s
❣❡♥❡r❛t❡❞ ❢r♦♠ P❚❍❆▲❖❙ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳
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❋✐❣✉r❡ ❱✳✸✼✿ ❇♦ss ❈♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐❝❡s ❢♦r t❤❡ ◆♦rt❤ ✭❧❡❢t✮ ❛♥❞ ❙♦✉t❤✭r✐❣❤t✮ ❤❡♠✐s♣❤❡r❡s
❣❡♥❡r❛t❡❞ ❢r♦♠ P❚❍❆▲❖❙ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳

♠❛tr✐① ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♠❛tr✐① ❢♦r t❤❡ ❛❧❧ s❛♠♣❧❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❢r♦♠ ▲❖● ◆❖❘▼❆▲ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s
❛r❡ s❤♦✇♥✳ ❋✐♥❛❧❧② ✐♥ ✜❣✉r❡ ❱✳✸✾ ■ s❤♦✇ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐❝❡s ❢r♦♠ ▲❛s❞❛♠❛s ❢♦r ❡❛❝❤ r❡❣✐♦♥

❋✐❣✉r❡ ❱✳✸✽✿ ❇♦ss ❈♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♠❛tr✐① ❢♦r t❤❡ ❛❧❧ s❛♠♣❧❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞
❢r♦♠ ▲❖● ◆❖❘▼❆▲ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳

❆✱❇ ❛♥❞ ❈ ❛♥❞ t❤❡✐r r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♠❛tr✐❝❡s✳
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❆s ✇❡ ❝❛♥ ✈❡r✐❢② ❢r♦♠ t❤❡ ✜❣✉r❡s ❱✳✸✻✱ ❱✳✸✽ ❛♥❞ ❱✳✸✾✱ ❛❧❧ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♠❛tr✐❝❡s ♣r❡s❡♥t ❛♥
❡♥❤❛♥❝❡❞ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❛s ❡①♣❡❝t❡❞✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❧♦❣ ♥♦r♠❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧
str✉❝t✉r❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ ▲❛s❞❛♠❛s ❛♥❞ P❚❍❆▲❖❙✳ Pr♦❜❛❜❧② t❤✐s ❡①tr❛ str✉❝t✉r❡
❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ r❡♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜♦① t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ t❤❡ ♠♦❝❦s ❝❛t❛❧♦❣s✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ▲❛s❞❛♠❛s ✇❡
♦❜s❡r✈❡ s♦♠❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ r❡❣✐♦♥s ♣r♦❜❛❜❧② ❞❡r✐✈❡❞ ♦❢ t❤❡✐r s♠❛❧❧ s✐③❡✳

❱✳✹ ❙✉♠♠❛r②

❚♦ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ❝❤❛♣t❡r ■ ♣r❡s❡♥t t❤❡ r❡s✉❧ts ✇✐t❤ t❤❡ ✜♥❛❧ ❝❛t❛❧♦❣ ✇✐t❤ ❡rr♦rs ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❞✐❛❣✲
♦♥❛❧ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐❝❡s ❢r♦♠ P❚❍❆▲❖❙ ❢♦r t❤❡ ◆♦rt❤ ❛♥❞ t❤❡ ❙♦✉t❤ ❱✳✹✵ ❛♥❞ t❤❡
❝♦♠❜✐♥❡❞ ❙❛♠♣❧❡ ❄❄ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ♣♦♥❞❡r❡❞ ♠❡❛♥ ♦❢ ◆♦rt❤ ❛♥❞ ❙♦✉t❤✳ ❆s ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ ❢r♦♠ t❤❡
✜❣✉r❡s ♦✉r r❡s✉❧ts ❛r❡ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♦✣❝✐❛❧ ❝❛t❛❧♦❣✳ ❋♦r t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ✇✐❧❧
✉s❡ t❤❡ ♦✣❝✐❛❧ ❝❛t❛❧♦❣ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ✐♥ ❝♦s♠♦❧♦❣②✳ ❚❤❡ ❛✐♠ ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❛s t♦
❣❡♥❡r❛t❡ ♦✉r ♦✇♥ ♣✐♣❡❧✐♥❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ❛♥❞ t♦ s❤♦✇ ✇❡ ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ r❡♣r♦❞✉❝❡ ❛❧❧ st❡♣s t♦ ❞♦
❧❛r❣❡ s❝❛❧❡ ❛♥❛❧②s✐s✳ ❚❤✐s ♣r♦❝❡❞✉r❡ ♣❡r♠✐t ♠❡ t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ ✈❡r② ✇❡❧❧ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✇❡ ❛r❡ ✉s✐♥❣ t♦
❝♦♥str❛✐♥ t❤❡ ❝♦s♠♦❧♦❣② t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥s ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❛t❛❧♦❣ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡
✇❡✐❣❤t✐♥❣ s❝❤❡♠❡✳
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Covariance matrix Region A
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Correlation matrix Region A
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Covariance matrix Region B
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Correlation matrix Region B
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Covariance matrix Region C
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Correlation matrix Region C
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❋✐❣✉r❡ ❱✳✸✾✿ ❇♦ss ❈♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♠❛tr✐① ❢♦r t❤❡ ❛❧❧ s❛♠♣❧❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞
❢r♦♠ ▲❆❙ ❉❆▼❆❙ ❈▼❆❙❙ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❢♦r r❡❣✐♦♥s ❆✱❇✱❈
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❋✐❣✉r❡ ❱✳✹✵✿ ❚❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ✜♥❛❧ ❝❛t❛❧♦❣ ❢♦r t❤❡ ◆♦rt❤ ❛♥❞ t❤❡ ❙♦✉t❤✳
❚❤❡ ❡rr♦rs ❜❛rs ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐❝❡s ❢r♦♠ P❚❍❆▲❖❙✳
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Method 2
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❋✐❣✉r❡ ❱✳✹✶✿ ❚❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ✜♥❛❧ ❝❛t❛❧♦❣ ❢♦r ❝♦♠❜✐♥❡❞ s❛♠♣❧❡ ❛♥❞ ✇❡✐❣❤t❡❞
s❛♠♣❧❡✳ ❚❤❡ ❡rr♦rs ❜❛rs ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐❝❡s ❢r♦♠
P❚❍❆▲❖❙✳
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❱■✳ ❙t✉❞②✐♥❣ ❘❡❞s❤✐❢t ❉✐st♦rt✐♦♥s ✇✐t❤
s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ ♠♦r❡

❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st ♣r♦♠✐s✐♥❣ t♦♦❧s t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ❣r❛✈✐t② ✐s r❡❞s❤✐❢t✲s♣❛❝❡ ❞✐st♦rt✐♦♥ ❡✛❡❝ts
❝❛✉s❡❞ ❜② ♣❡❝✉❧✐❛r ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ✐♥ ❣❛❧❛①② r❡❞s❤✐❢t s✉r✈❡②s✳ ■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ■ st✉❞② t❤❡ r❡❞s❤✐❢t ❞✐s✲
t♦rt✐♦♥s ✉s✐♥❣ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❝❤❛♣t❡r ✐s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ✐♥ t❤❡ ✜rst s❡❝t✐♦♥ ■ ✐♥tr♦❞✉❝❡
t❤❡ r❡❞s❤✐❢t ❞✐st♦rt✐♦♥s t❤❡♦r②✳ ❋✐rst ■ ❞❡s❝r✐❜❡ s❝❤❡♠❛t✐❝❛❧❧② t❤❡ r❡❞s❤✐❢ts ❡✛❡❝ts✱ t❤❡♥ ■ ♣r❡s❡♥t
t❤❡ ❧✐♥❡❛r r❡❣✐♠❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ❜② ❑❛✐s❡r ✭✶✾✽✼✮ ✐♥ ❋♦✉r✐❡r s♣❛❝❡ ✉♥❞❡r t❤❡ ♣❧❛♥❡ ♣❛r❛❧❧❡❧
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✭❍❛♠✐❧t♦♥✱ ✶✾✾✽✮ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥ s♣❤❡r✐❝❛❧ ❤❛r♠♦♥✐❝s✳ ❆s ✇❡ ✇✐❧❧ s❡❡✱
t❤❡ ♣♦✇❡r s♣❡❝tr✉♠ ✐♥ r❡❞s❤✐❢t s♣❛❝❡ ✇♦✉❧❞ ❛♣♣❡❛r ❛♠♣❧✐✜❡❞ ❜② ❛♥ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ❢❛❝t♦r ❞❡♣❡♥❞✐♥❣
♦❢ t❤❡ ❛♥❣❧❡ µk ❛♥❞ t❤❡ ❧✐♥❡❛r r❡❞s❤✐❢t ❞✐st♦rt✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r β✳ ❚❤❡ β ♣❛r❛♠❡t❡r ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡
❜✐❛s ❛♥❞ t❤❡ ♠❛tt❡r ❞❡♥s✐t② ✈✐❛ t❤❡ ❣r♦✇t❤ ❢❛❝t♦r r❛t❡ f(Ω)✳ ❚❤❡ β ♣❛r❛♠❡t❡r ❡♥❛❜❧❡s t♦ st✉❞②
t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❤②s✐❝❛❧ ❡✛❡❝ts ♦❢ t❤❡ ❣r♦✇t❤ ♦❢ str✉❝t✉r❡✱ t❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ❤✐st♦r② ❡♥❝♦❞❡❞ ✐♥ Ωm ❛♥❞
t❤❡ ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r② ❡♥❝♦❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ❣r♦✇t❤ ✐♥❞❡① γ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ✭▲✐♥❞❡r✱
✷✵✵✺✮ ♦❢ t❤❡ ❣r♦✇t❤ ♦❢ str✉❝t✉r❡ f(Ωm) = Ωγ

m✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ■ ✇✐❧❧ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ✇❛② ♦❢ ♠❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡
❧✐♥❡❛r r❡❞s❤✐❢t ❞✐st♦rt✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r β✳ ■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ s❡❝t✐♦♥ ■ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ st✉❞✐❡s ■ r❡❛❧✐③❡ ✇✐t❤
s✐♠✉❧❛t✐♦♥s t♦ st✉❞② t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦ ♠❡❛s✉r❡ β ♣❛r❛♠❡t❡r ❢r♦♠ ♠♦❝❦ ❝❛t❛❧♦❣s ♦❢ ❣❛❧❛①✐❡s✳ ❚❤❡
✜rst st✉❞② ✐s ❞♦♥❡ ✉s✐♥❣ ❧♦❣♥♦r♠❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇❤❡r❡ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ✜❡❧❞ ✐s ❧✐♥❡❛r ❛♥❞ t❤❡ ✐♥♣✉t ❝♦rr❡✲
❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❦♥♦✇♥✳ ■ ✉s❡❞ ❛♥♦t❤❡r ❦✐♥❞ ♦❢ ♠♦❝❦ ❝❛t❛❧♦❣s✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❦✐♥❞ ♦❢ ♠♦❝❦s ❝❛t❛❧♦❣s
✐s ✐ss✉❡❞ ❢r♦♠ ◆✲❜♦❞② s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ■♥ ◆✲❜♦❞② s✐♠✉❧❛t✐♦♥s t❤❡ ♥♦♥ ❧✐♥❡❛r ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✐s t❛❦❡♥ ✐♥t♦
❛❝❝♦✉♥t ❜✉t ❛r❡ ✈❡r② ❞❡♠❛♥❞✐♥❣ ✐♥ ❝♦♠♣✉t✐♥❣✲t✐♠❡✳ ❚❤✉s ■ ✉s❡❞ ❛ s✐♥❣❧❡ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ r❡s❛♠♣❧✐♥❣
♠❡t❤♦❞s ✇❡r❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡❞ s❡✈❡r❛❧ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡s❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇❡r❡ ✉s❡❞ t♦ ❝♦♠♣❛r❡
t♦ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❧♦❣♥♦r♠❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❢♦r ❛ r❡❛❧✐st✐❝ s❝❡♥❛r✐♦✳ ■♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s✱ ■ ❡st✐♠❛t❡❞
t❤❡ β ♣❛r❛♠❡t❡r ❢r♦♠ t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ r❡❛❧ t♦ r❡❞s❤✐❢t s♣❛❝❡ ♠♦♥♦♣♦❧❡✳ ■♥ s❡❝t✐♦♥ ❢♦✉r ■ ♣r❡s❡♥t s♦♠❡
♣r❡❧✐♠✐♥❛r② r❡s✉❧ts ✇✐t❤ r❡❛❧ ❞❛t❛✱ ❇❖❙❙✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❤❛✈❡ ❛❝❝❡ss ❞✐r❡❝t❧② t♦ t❤❡ r❡❛❧
s♣❛❝❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ t❤✉s t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ β ♣❛r❛♠❡t❡r ♠✉st ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡
♥♦r♠❛❧✐③❡❞ q✉❛❞r✉♣♦❧❡✳

✶✼✺
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❱■✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

■♥ r❡❞s❤✐❢t s✉r✈❡②s t❤❡ r❡❞s❤✐❢t ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡ts ✐s ✉s❡❞ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ r❛❞✐❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡✳ ❇❡❝❛✉s❡ t❤❡
❣❛❧❛①✐❡s ❤❛✈❡ ♣❡❝✉❧✐❛r ✈❡❧♦❝✐t✐❡s✱ t❤❡ r❡❛❧ ❞✐st❛♥❝❡ ✐s ❞✐st♦rt✐♦♥❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❡
❧✐♥❡✲♦❢✲s✐❣❤t ♦❢ ♣❡❝✉❧✐❛r ✈❡❧♦❝✐t✐❡s✳ ❚❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ tr✉❡ ❞✐st❛♥❝❡ r ❛♥❞ t❤❡ r❡❞s❤✐❢t ❞✐st❛♥❝❡ s
✐s✿

~s = ~r + ~v · ~r ✭❱■✳✶✮

❚❤❡s❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ r❡❞s❤✐❢t ❞✐st♦rt✐♦♥s✳ ❚❤❡ r❡❞s❤✐❢t ❞✐st♦rt✐♦♥s ❝♦✉❧❞ ❜❡ s❡♣❛r❛t❡❞ ✐♥
t✇♦ ❡✛❡❝ts t❤❛t ♦❝❝✉rs ❛t ❞✐✛❡r❡♥t s❝❛❧❡s✳ ■♥ t❤❡ ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡s✱ t❤❡ ❞♦♠✐♥❛♥t ❡✛❡❝t ✐s ♣r♦✈♦❝❛t❡❞ ❜②
t❤❡ ❜✉❧❦ ♠♦t✐♦♥s ♦❢ ❣❛❧❛①✐❡s ❛♥❞ t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❞♦♥❡ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡❛r r❡❣✐♠❡✳ ❇②
❝♦♥tr❛r② ✐♥ t❤❡ s♠❛❧❧ s❝❛❧❡ r❡❣✐♠❡ t❤❡ r❛♥❞♦♠ ♠♦t✐♦♥s ♦❢ ✈✐r✐❛❧✐③❡❞ ❣❛❧❛①✐❡s ✇✐❧❧ ❞♦♠✐♥❛t❡ ❛♥❞ t❤❡
❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❤❛✈❡ t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ♥♦♥ ❧✐♥❡❛r✐t✐❡s✳

❋✐❣✉r❡ ❱■✳✶✿ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ ❘❡❞s❤✐❢t ❉✐st♦rt✐♦♥s ❢r♦♠ ❍❛♠✐❧t♦♥ ✭❍❛♠✐❧t♦♥✱ ✶✾✾✷✮

■♥ ♦r❞❡r t♦ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ❡✛❡❝ts ❧❡t ✉s t❛❦❡ t❤❡ s❝❤❡♠❡ ❢r♦♠ ❍❛♠✐❧t♦♥ ✭❍❛♠✐❧t♦♥✱ ✶✾✾✷✮ ✐♥
✜❣✉r❡ ❱■✳✶✳ ■♥ t❤✐s s❝❤❡♠❡ ❛ s♣❤❡r✐❝❛❧ ♦✈❡r❞❡♥s✐t② ✐♥ t❤❡ ❝❡♥t❡r ✐s s❤♦✇♥ s✉rr♦✉♥❞❡❞ ❜② ❛ ✉♥✐❢♦r♠
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ♠❛tt❡r✱ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ ❝✐r❝❧❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❞♦ts ❛r❡ ❣❛❧❛①✐❡s ❛♥❞ t❤❡ ❛rr♦✇s t❤❡✐r
♣❡❝✉❧✐❛r ✈❡❧♦❝✐t✐❡s✳ ❚❤❡ t❤r❡❡ ❧❡✈❡❧s r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ r❡❞s❤✐❢t ❞✐st♦rt✐♦♥s ❛t ❞✐❢❡rr❡♥t s❝❛❧❡s✱
❢r♦♠ ❧❛r❣❡ ✭t♦♣✮ t♦ s♠❛❧❧ ✭❜♦tt♦♠✮ s❝❛❧❡s✳ ❆s ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ ❢r♦♠ t❤❡ ✜❣✉r❡ ✐♥ t❤❡ ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡ r❡❣✐♠❡
✐❧❧✉str❛t❡❞ ❜② t❤❡ ✜rst ❜❧♦❝❦✱ t❤❡ ♠❛✐♥ ❡✛❡❝t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❛♥ sq✉❛s❤✐♥❣ ❡✛❡❝t ✐♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧✐❣❤t
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♦❢ s✐❣❤t✱ ❜r❡❛❦✐♥❣ t❤❡ s♣❤❡r✐❝❛❧ s②♠❡tr② ♦❢ t❤❡ s❤❡❧❧ ✐♥ r❡❛❧ s♣❛❝❡ ✭❧❡❢t✮ ✇❤❡♥ ♣❛ss✐♥❣ t♦ t❤❡ r❡❞s❤✐❢t
s♣❛❝❡ ✭r✐❣❤t✮✳ ❲❡ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t ✐♥ ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡ r❡❣✐♠❡ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ❛r❡ s♠❛❧❧ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s❝❛❧❡s
t❤❛t ✇❡ ❛r❡ st✉❞②✐♥❣ ✭r❛❞✐✉s ♦❢ t❤❡ s♣❤❡r❡✮✳ ❉❡s❝❡♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ s♠❛❧❧❡r s❝❛❧❡s✱ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ❛r❡
❧❛r❣❡r ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ r❛❞✐✉s✳ ❚❤❡r❡ ✐s ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♣♦✐♥t ✇❤❡r❡ ♣❡❝✉❧✐❛r ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ❝❛♥❝❡❧s t❤❡
❍✉❜❜❧❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥✱ t❤✐s ♣♦✐♥t ✐s ❦♥♦✇♥ ❛s t✉r♥❛rr♦✉♥❞✱ ✐♥ t❤✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♣♦✐♥t ❛❧❧ t❤❡ ♣♦✐♥ts ✐♥ t❤❡
r❡❞s❤✐❢t s♣❛❝❡ ✇✐❧❧ ❝♦❧❧❛♣s❡ t♦ ❛ s✐♥❣❧❡ ♣♦✐♥t✳ ■♥ t❤❡ t❤✐r❞ ❜❧♦❝❦ t❤❡ s♠❛❧❧ s❝❛❧❡s ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞✱ ✐♥
t❤✐s ❝❛s❡ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ❛r❡ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ s❤❡❧❧ r❛❞✐✉s✱ t❤✉s✱ t❤❡ ♠✐①✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥
❞✐❢❡r❡♥ts ❝♦❧❧❛♣s✐♥❣ s❤❡❧❧s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ ✈✐r✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ✇✐❧❧ ♣r♦❞✉❝❡ ❛♥ ❡❧♦♥❣❛t❡❞ ♣❛tt❡r♥
❦♥♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❛s t❤❡ ❋✐♥❣❡rs ❖❢ ●♦❞ ✭❋❖●✮✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❡✛❡❝t ✐s ❛ r❛❞✐❛❧ str❡❝❤✐♥❣ ♣♦✐♥t✐♥❣
t♦ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡r✳

■♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥ ■ ♣r❡s❡♥t t❤❡ t❤❡♦r② ❜❡❤✐♥❞ t❤❡ r❡❞s❤✐❢t ❞✐st♦rt✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❧✐♥❡❛r r❡❣✐♠❡ ■
❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐st♦rt✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡ ❣r♦✇t❤ ♦❢ str✉❝t✉r❡s ❛♥❞ ✜♥❛❧❧② ■ ✇✐❧❧ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡
✇❛② ♦❢ ♠❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡ ❧✐♥❡❛r r❡❞s❤✐❢t ❞✐st♦rt✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r β✳

❱■✳✶✳✶ ▲✐♥❡❛r ❘❡❣✐♠❡ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥

❊✈❡♥ ✐❢ r❡❞s❤✐❢t ❞✐st♦rt✐♦♥s ❛❞❞ ❝♦♠♣❧❡①✐t✐❡s t♦ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡ str✉❝t✉r❡✱ t❤❡② ❛r❡ ✐♥t❡r✲
❡st✐♥❣ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② ❡♥❝♦❞❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ❣r♦✇t❤ ♦❢ str✉❝t✉r❡✳ ❚❤❡ ❧✐♥❡❛r r❡❣✐♠❡
❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ✇❛s ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ❜② ❑❛✐s❡r ✭✶✾✽✼✮ ✐♥ ❋♦✉r✐❡r s♣❛❝❡ ✉♥❞❡r t❤❡ ♣❧❛♥❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛✲
t✐♦♥ t❤❛t ♠❡❛♥s t❤❡ ♦❜s❡r✈❡r ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② ❢❛r ❢r♦♠ t❤❡ ♦❜❥❡ts t❤❛t t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✐s ❡✛❡❝t✐✈❡❧②
♣❛r❛❧❧❡❧✳ ❆ r❡✈✐❡✇ ♦❢ ❧✐♥❡❛r r❡❣✐♠❡ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ✭❍❛♠✐❧t♦♥✱ ✶✾✾✷✮✳ ■♥ t❤✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ t❤❡
♣♦✇❡r s♣❡❝tr✉♠ ✐♥ r❡❞s❤✐❢t s♣❛❝❡ t❛❦❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r♠✿

Ps(k) = (1 + βµ2
k)

2P (k) ✭❱■✳✷✮

✇✐t❤ P (k) t❤❡ ♣♦✇❡r s♣❡❝tr✉♠ ✐♥ r❡❛❧ s♣❛❝❡✱ t❤❡ s✉❜s❝r✐♣t s ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❛♥❛❧♦❣✉❡ ✐♥ r❡❞s❤✐❢t
s♣❛❝❡✱ µ ✐s t❤❡ ❝♦s✐♥❡ ♦❢ t❤❡ ❛♥❣❧❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❧✐♥❡ ♦❢ s✐❣❤t ❛♥❞ k ❛♥❞ β ✐s t❤❡ ❧✐♥❡❛r r❡❞s❤✐❢t
❞✐st♦rt✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r✳ ❚❤✉s t❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t ♣♦✇❡r s♣❡❝tr✉♠ ✐♥ r❡❞s❤✐❢t s♣❛❝❡ ✇♦✉❧❞
❛♣♣❡❛r ❛♠♣❧✐✜❡❞ ❜② ❛♥ ❛♥②s♦tr♦♣✐❝ ❢❛❝t♦r ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❛♥❣❧❡ µk ❚❤✐s ♣❛r❛♠❡t❡r ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡
♠❛tt❡r ❞❡♥s✐t② ❛♥❞ ❣✐✈❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣r♦✇t❤ ❢❛❝t♦r ✭❣r♦✇t❤ ♦❢ t❤❡ ♥❡✇t♦♥✐❛♥ ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧
♣♦t❡♥t✐❛❧ f(Ω)✮ ❛♥❞ ❜✐❛s✳

β = f(Ωm)bδm =
1

b

dLnD

dlna
✭❱■✳✸✮

✇❤❡r❡ D ✐s t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❞❡♥s✐t② ❣r♦✇t❤ ❢❛❝t♦r ❛♥❞ f t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❣r♦✇t❤ ❢❛❝t♦r✱ t❤❛t ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✇r✐tt❡♥
❛s✿

f(Ωm) = Ωm(a)γ ✭❱■✳✹✮

✇❤❡r❡ γ ✐s t❤❡ ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧ ❣r♦✇t❤ ✐♥❞❡① ✭▲✐♥❞❡r✱ ✷✵✵✺✮✱ Ωm(a) ✐s t❤❡ ♠❛tt❡r ❞❡♥s✐t②✳

❚❤✐s ♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣r♦✇t❤ ❢❛❝t♦r ❝♦♠❡s ❢r♦♠ ❛ ✜tt✐♥❣ ❢♦r♠✉❧❛ ❢♦r ❧✐♥❡❛r ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥
❣r♦✇t❤ ❢r♦♠ ✭▲✐♥❞❡r✱ ✷✵✵✺✮✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ✐s t♦ s❡♣❛r❛t❡ t❤❡ ❝♦s♠✐❝ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ❤✐st♦r② ♦❢ t❤❡ ❝♦s♠✐❝
❣r♦✇t❤ ❤✐st♦r②✳ ❚❤✐s ✜tt✐♥❣ ❢♦r♠✉❧❛ ✐s ❛❝❝✉r❛t❡ t♦ ✵✳✵✺✪ ✵✳✷✪✳ ■♥ t❤✐s ♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥ γ q✉❛♥t✐✜❡s
❞❡✈✐❛t✐♦♥s ❢r♦♠ st❛♥❞❛r❞ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ■♥ t❤✐s ✇❛② t❤❡ β ♣❛r❛♠❡t❡r ❡♥❛❜❧❡s t♦ st✉❞② t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t
♣❤②s✐❝❛❧ ❡✛❡❝ts ♦❢ t❤❡ ❣r♦✇t❤ ♦❢ str✉❝t✉r❡✱ t❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ❤✐st♦r② ❡♥❝♦❞❡❞ ✐♥ Ωm ❛♥❞ t❤❡ ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧
t❤❡♦r② ❡♥❝♦❞❡❞ ✐♥ γ✳ ❋♦r st❛♥❞❛r❞ ❣r❛✈✐t② t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❣❛♠♠❛ ✐s γ = 0.55 ❛♥❞ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡
❣r❛✈✐t② t❤❡♦r② ✐t t❛❦❡s ♦t❤❡r ✈❛❧✉❡s✳ ❚❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❛♥❛❧②s✐s ✐♥ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ s♣❛❝❡ ✇❛s ❞♦♥❡ ❜②



✶✼✽

❍❛♠✐❧t♦♥ ✭❍❛♠✐❧t♦♥✱ ✶✾✾✽✮✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s t❤❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ♣♦✇❡r s♣❡❝tr✉♠✱
❣✐✈✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ r❡❞s❤✐❢t s♣❛❝❡✿

ξs(r) = (1 + β(∂/∂z)2(∇2)−1)2ξ(r) ✭❱■✳✺✮

✇❤❡r❡ (∇2)−1 ✐s t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ❧❛♣❧❛❝✐❛♥✳

❱■✳✶✳✷ ▼✉❧t✐♣♦❧❛r ❞❡✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ♦❢ ✷P❈❋

▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r ❢♦r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♣❛✐rs ✐♥ t✇♦ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✱ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t
♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❡ ❧✐♥❡ ♦❢ s✐❣❤t rll ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥❡t ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r r⊥✳❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❱■✳✺ ❝♦✉❧❞ ❜❡
❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ s♣❤❡r✐❝❛❧ ❤❛r♠♦♥✐❝s✿

ξ(rll, r⊥) = ξ0(r)P0(µ) + ξ2(r)P2(µ) + ξ4(r)P4(µ) ✭❱■✳✻✮

✇✐t❤✿
ξ0(s) = (1 + 2

3β + 1
5β

2)ξ(r)

ξ2(s) = (4
3β

+ 4
7β

2)[ξ(r) − ξ̄(r)]

ξ4(s) = 8
35β

2[ξ(r) + 5
2 ξ̄(r) − 7

2
¯̄ξ(r)]

✭❱■✳✼✮

✇❤❡r❡ µ = r̂ · x̂ ✐s t❤❡ ❝♦s✐♥❡ ♦❢ t❤❡ ❛♥❣❧❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❧✐♥❡✲♦❢✲s✐❣❤t r ❛♥❞ t❤❡ ♣❛✐r s❡♣❛r❛t✐♦♥ x ✭❋✐❣✳❄❄✮✱
Pl ❛r❡ t❤❡ ▲❡❣❡♥❞r❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ✶ ❛♥❞ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r ¯ξ(r) ❛♥❞ ¯̄ξ(r)✿

ξ̄(r) ≡ 3r−3
∫ r
0 ξ(s)s

2ds
¯̄ξ(r) ≡ 5r−5

∫ r
0 ξ(s)s

4ds
✭❱■✳✾✮

■♥ ❋✐❣✳❱■✳✷ ■ s❤♦✇ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❢♦r ξ(rll, r⊥) ❢♦r ❛ ▲❈❉▼ ♠♦❞❡❧ ✐♥ t❤❡ ❧✐♥❡❛r r❡❣✐♠❡
✐♥ r❡❛❧ ❛♥❞ r❡❞s❤✐❢t s♣❛❝❡s✳ ❋r♦♠ ✜❣✉r❡ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ r❡❞s❤✐❢t ❞✐st♦rt✐♦♥s ✐♥ ❧✐♥❡❛r r❡❣✐♠❡
✐s ❛♥ sq✉❛s❤✐♥❣ ❡✛❡❝t ✐♥ t❤❡ ❧✐♥❡ ♦❢ s✐❣❤t ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ ❝✐r❝✉❧❛r ♣❛tt❡r♥s ❢♦r ❡❧❧✐♣s♦✐❞ ❞✉❡
t♦ t❤❡ ❜✉❧❦ ♠♦t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❣❛❧❛①✐❡s✳

■♥ t❤❡ ❋✐❣✳❱■✳✸ ■ s❤♦✇ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♠♦♥♦♣♦❧❡✱ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ❛♥❞ ❤❡①❛❞❡❝❛♣♦❧❡
❛❣❛✐♥ ✐♥ t❤❡ ❧✐♥❡❛r r❡❣✐♠❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♠♦♥♦♣♦❧❡ t❡r♠ ξ0 ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❛♥❣❧❡
❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✉s✉❛❧❧② ✉s❡❞ t♦ st✉❞② ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡ str✉❝t✉r❡✳ ■♥ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ r❡❞s❤✐❢t ❞✐st♦rt✐♦♥s
t❤❡ t❡r♠s q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ❛♥❞ ❤❡①❛❞❡❝❛♣♦❧❡ ♠✉st ❜❡ ♥✉❧❧✳ ❚❤❡ ♥❡❣❛t✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ t❡r♠ r❡✲
✢❡❝ts t❤❡ ❧✐♥❡✲♦❢ s✐❣❤t ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ ❝❧✉st❡rs ❝❛✉s✐♥❣ ❜② t❤✐s ✐♥❢❛❧❧✐♥❣ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s✳ ❚❤❡ ❤❡①❛❞❡❝❛♣♦❧❡
❛♥❞ ❛❧❧ t❡r♠s β2 ❛r❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♦❢ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s✳

✶❚❤❡ ▲❡❣❡♥❞r❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ❧❂✵✱ ✷✱ ✹ ❛r❡✿

P0 = 1
P2 = 3(µ2 − 1)/2
P4 = (35µ4 − 30µ2 + 3)/8

✭❱■✳✽✮



✶✼✾

❋✐❣✉r❡ ❱■✳✷✿ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ ξ(rll, r⊥) ✐♥ t❤❡ ❧✐♥❡❛r r❡❣✐♠❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐♥ r❡❛❧
❛♥❞ r❡❞s❤✐❢t s♣❛❝❡
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❋✐❣✉r❡ ❱■✳✸✿ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♠♦♥♦♣♦❧❡✱ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ❛♥❞ ❤❡①❛❞❡❝❛♣♦❧❡ ❢♦r ❧✐♥❡❛r r❡❞s❤✐❢t ❞✐st♦r✲
t✐♦♥s



✶✽✵

❱■✳✷ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▲✐♥❡❛r ❘❡❞s❤✐❢t ♣❛r❛♠❡t❡r β

❚❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s s❤♦✇♥ ✐♥ ❊q✳ ❱■✳✼ ♣❡r♠✐t ✉s t♦ ❛❝❝❡ss t♦ t❤❡ β ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s
✇❤❡♥ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛❝❝❡ss t♦ r❡❛❧ ξ(r) ❛♥❞ r❡❞s❤✐❢t ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭♠♦♥♦♣♦❧❡✮ ξ0(s)✿

ξ0(s)

ξ(r)
=

(

1 + 2
β

3
+
β2

5

)

✭❱■✳✶✵✮

✇❡ ✇✐❧❧ ✉s❡ t❤✐s ♣r❡s❝r✐♣t✐♦♥ t♦ ✜♥❞ t❤❡ β ♣❛r❛♠❡t❡r ✇✐t❤ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ ✇❤❡♥ ✇♦r❦✐♥❣
✇✐t❤ r❡❛❧ ❞❛t❛ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❤❛✈❡ ❛❝❡ss t♦ t❤❡ r❡❛❧ s♣❛❝❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❈♦♠♠♦♥❧② t❤❡ ✇❛② t♦
❡st✐♠❛t❡ t❤❡ β ♣❛r❛♠❡t❡r ✇✐t❤ r❡❛❧ ❞❛t❛ ✐s ✉s✐♥❣ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿

Q(s) =
ξ2(s)

ξ0(s) −
∫ s
0 ξ0(s

′)s′2ds′
✭❱■✳✶✶✮

✐♥ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✈❛❧✐❞ ✐♥ t❤❡ ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡ r❡❣✐♠❡ ✱ t❤❡ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ✐s r❡❧❛t❡❞ ❞✐r❡❝t❧② t♦ t❤❡
β ♣❛r❛♠❡t❡r ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

Q(s) =
4
3β + 4

7β
2

1 + 2
3β + 1

5β
2

✭❱■✳✶✷✮

■♥ ✭❈❛❜ré ✫ ●❛③t❛ñ❛❣❛✱ ✷✵✵✾✮ ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ξ0 ❛♥❞ ξ2 ❞❡♣❡♥❞s str♦♥❣❧② ♦♥ t❤❡ s❤❛♣❡
♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭ ✐✳❡ ✳ Ωm,Ωb, ns✱ t❤❡ ♥♦♥ ❧✐♥❡❛r ❜✐❛s ❛♥❞ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡✮✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡
♥♦r♠❛❧✐③❡❞ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥❧② ♦♥ β ❛♥❞ σv✳

❱■✳✷✳✶ ❙t✉❞② ❘❡❞s❤✐❢t ❉✐st♦rt✐♦♥s ✇✐t❤ ❧♦❣♥♦r♠❛❧ ❘❛♥❞♦♠ ❋✐❡❧❞s

❚❤❡ ✜rst ❣♦❛❧ ■ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ✐s ❤♦✇ ✇❡❧❧ ✇❡ ❝❛♥ r❡❝♦♥str✉❝t t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❛♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ r❡❞s❤✐❢t ♣❛✲
r❛♠❡t❡r β ✇✐t❤ ♠♦❝❦ ❝❛t❛❧♦❣s ✐ss✉❡s ❢r♦♠ ❧♦❣♥♦r♠❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ■♥ t❤❡ ❝❤❛♣t❡r ✹✱ ■ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ t❤❡
❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❣❛❧❛①② ♠♦❝❦ ❝❛t❛❧♦❣s ❢r♦♠ ❧♦❣♥♦r♠❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ ❢♦r t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❛♥ ❡①tr❛ ✐♥❣r❡❞✐❡♥t
✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✿ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s✳ ■♥ t❤❡ ❧✐♥❡❛r r❡❣✐♠❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ✜❡❧❞ ✐s r❡❧❛t❡❞ ✇✐t❤
t❤❡ ♠❛tt❡r ❞❡♥s✐t② ✜❡❧❞ ❜② ✿

v = − ∂

∂r
∇−2θ ✭❱■✳✶✸✮

✇❤❡r❡ ∇−2 ✐s t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ❧❛♣❧❛❝✐❛♥ ♦♣❡r❛t♦r ❛♥❞ θ = ∇·~v✳ ■♥ ❋♦✉r✐❡r s♣❛❝❡ t❤✐s ❡①♣r❡ss✐♦♥ s✐♠♣❧✐✜❡s
❛s t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ❧❛♣❧❛❝✐❛♥ ♦♣❡r❛t♦r ❜❡❝♦♠❡s ∂/∂r∇−2 = (k · r/k)2 = µ2✳

❯s✐♥❣ t❤✐s ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ✐♥ t❤❡ ❧✐♥❡❛r r❡❣✐♠❡ ✇❡ ❛ss✐❣♥ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s t♦ t❤❡ ♠♦❝❦
❣❛❧❛①✐❡s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❧♦❣♥♦r♠❛❧ ❞❡♥s✐t② ✜❡❧❞✳ ❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇❡r❡ ❞♦♥❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✉♥✐q✉❡❧②
❛ ❜✐❛s b = 1✳

❚❤❡ ♠♦❝❦s ✇❡r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✐♥ ❛ ❝✉❜✐❝ ❣❡♦♠❡tr②✱ ■ ❣❡♥❡r❛t❡ ❛ s❡t ♦❢ ✷✵✵ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ✸✵✱✵✵✵
❣❛❧❛①✐❡s ❡❛❝❤ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❛ r❛♥❞♦♠ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦❜❥❡❝ts✳ ◆♦ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ❡✛❡❝ts
✇❡r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✳ ■♥ ✜❣✉r❡ ❱■✳✹ ❛ s❧✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ❣❛❧❛①② ❞❡♥s✐t② ✐ss✉❡❞ ❢r♦♠ ❛ ❧♦❣✲♥♦r♠❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ✜❡❧❞ ✐♥ r❡❛❧ ✭❧❡❢t✮ ❛♥❞ r❡❞s❤✐❢t ✭r✐❣❤t✮ s♣❛❝❡ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ❧✐♥❡❛r r❡❣✐♠❡✳ ❲❡ ♥♦t✐❝❡
t❤❛t t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❡✛❡❝t ♦❢ r❡❞s❤✐❢t ❞✐st♦rt✐♦♥s ✐s t♦ ♠❛❦❡ t❤❡ ✈♦✐❞s ❛♣♣❡❛r ❡♠♣t✐❡r ❛♥❞ ❜✐❣❣❡r ❛♥❞
❛ sq✉❛s❤✐♥❣ ❡✛❡❝t ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❧✐♥❡ ♦❢ s✐❣❤t✳ ❆s ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ ❢r♦♠ t❤❡ ✜❣✉r❡✱ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ r❡❞s❤✐❢t



✶✽✶

❋✐❣✉r❡ ❱■✳✹✿ ❙❧✐❞❡ ♦❢ ❧♦❣♥♦r♠❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✐♥ r❡❛❧ ❛♥❞ r❡❞s❤✐❢t ❡s♣❛❝❡

❞✐st♦rt✐♦♥s ✐♥ r❡❛❧ ❞❛t❛ ❛r❡ s✉❜t❧❡✱ ❛r❡ ♥♦t ❡❛s② t♦ ♦❜s❡r✈❡ ❜② ❡②❡✱ ❜✉t ✇❡ ✇✐❧❧ s❡❡ t❤❛t st❛t✐st✐❝❛❧❧②
t❤❡ ❡✛❡❝t ✐s ♥♦t♦r✐✉s ✐♥ t❤❡ ✷ ♣♦✐♥t st❛t✐st✐❝s ❱■✳✻✳

❋r♦♠ ❡❛❝❤ ♠♦❝❦ ❝❛t❛❧♦❣ ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ✷ ♣♦✐♥t ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ▲❛♥❞②✲❙③❛❧❛②
❡st✐♠❛t♦r✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡ t❤❡r❡ ❡①✐st t✇♦ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✇❛②s ♦❢ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ✷❉ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✳
❚❤❡ ✜rst ♦♥❡ ✐s s❡♣❛r❛t✐♥❣ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡s ✐♥t♦ ✷ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✱ t❤❡ r❛❞✐❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥ rll ✭✉s✉❛❧❧② ❞❡♥♦t❡❞
π✮ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❧✐♥❡✲♦❢✲s✐❣❤t ✭▲❖❙✮ ❛♥❞ t❤❡ ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r ❞✐r❡❝t✐♦♥ r⊥✭✉s✉❛❧❧② ❞❡♥♦t❡❞ σ✮ ✭❱■✳✷✮✳ ❆♥
❡q✉✐✈❛❧❡♥t r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ ✷ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ✐s ξ(r, θ) ✇❤❡r❡ θ ✐s t❤❡ ❛♥❣❧❡
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❧✐♥❡ ♦❢ s✐❣❤t ~s ❛♥❞ ~r✳ ■♥ ✜❣✉r❡ ❱■✳✺ ❛♥❞ ❱■✳✻ t❤❡ r❡❛❧ ❛♥❞ r❡❞s❤✐❢t s♣❛❝❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥
❢✉♥❝t✐♦♥ ❛r❡ s❤♦✇♥✳ ❆s ✇❡ ❝❛♥ ♦❜s❡r✈❡ ❢r♦♠ t❤❡ ♣❧♦t t❤❡ ❞✐st♦rt✐♦♥s ❞✉❡ t♦ t❤❡ r❡❞s❤✐❢t ❞✐st♦rt✐♦♥s
✐♥ t❤❡ s♣❛❝❡ r − θ ❣❡♥❡r❛t❡s ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ❢r♦♠ ✈❡rt✐❝❛❧ ❧✐♥❡s ✳

❋♦r t❤❡ ♠♦♠❡♥t ✇❡ ❛r❡ ♦♥❧② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡ ❡✛❡❝t✱ ✐✳ ❡✳ t❤❡ ❧✐♥❡❛r r❡❣✐♠❡✳ ❋r♦♠ t❤❡
✷❉ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇❡ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ s♣❤❡r✐❝❛❧ ❤❛r♠♦♥✐❝s ✜tt✐♥❣ ❢♦r ❡❛❝❤ ❜✐♥ ✐♥ ri ❛ q✉❛❞r❛t✐❝
❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ✐♥ ξ(ri, µ2 = cos2θ) ❢♦r ❡❛❝❤ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ■♥ ✜❣✉r❡s ❱■✳✺ ❛♥❞ ❱■✳✻ ■ s❤♦✇
t❤❡ r❡s✉❧ts ✐♥ r❡❛❧ ❛♥❞ r❡❞s❤✐❢t s♣❛❝❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ■♥ t❤❡ ❧❡❢t ♣❛♥❡❧ t❤❡ ✷❞ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ■♥
t❤❡ r✐❣❤t ♣❛♥❡❧ ■ s❤♦✇ t❤❡ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ ❤❛r♠♦♥✐❝s s♣❤❡r✐❝ r❡s❝❛❧❡❞ ❜② t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ s2 ✭ ξ0(s)s2✱
ξ2(s)s

2 ❛♥❞ ξ4(s)s2✮ ❡st✐♠❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ✷✵✵ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s ♦❢ ❛ ❧♦❣♥♦♠❛❧
s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ■♥ ✜❣✉r❡ ❱■✳✺ t❤❡ r❡❞ ♣♦✐♥ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✐♥ r❡❛❧ ❡s♣❛❝❡ t❛❦✐♥❣ t❤❡
❣❛❧❛①✐❡s ✇✐t❤♦✉t ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s✳ ■♥ t❤❡ ✜❣✉r❡ ❱■✳✻ t❤❡ ❞♦ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ r❡❞s❤✐❢t
s♣❛❝❡✱ ✐✳❡✳ ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ♣❡❝✉❧✐❛r ✈❡❧♦❝✐t✐❡s✳ ❚❤❡ ❜❧✉❡ ❞♦tt❡❞ ❧✐♥❡ ✐s t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥
✇✐t❤♦✉t ❘❡❞s❤✐❢t ❞✐st♦rt✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ❣r❡❡♥ ❞♦tt❡❞ ❧✐♥❡ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ r❡❞s❤✐❢t
❞✐st♦rt✐♦♥s✳ ❆s ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ ❢r♦♠ t❤❡ ✜ts t❤❡ ✜tt❡❞ ξ0(s)s2✱ ξ2(s)s2 ❛♥❞ ξ4(s)s2 ❛r❡ ✐♥ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤
t❤❡ ❧✐♥❡❛r ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✐♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s ✉♣ t♦ ✺✵ ▼♣❝✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ξ4(s)s2 ✇❡ ❢♦✉♥❞ ✐s ✈❡r② ♥♦✐s②✳

◆♦✇ ✇❡ ✇✐❧❧ t❡st ✐❢ ✇❡ r❡❝♦✈❡r t❤❡ β ♣❛r❛♠❡t❡r s❡t ✐♥ t❤❡ ❧♦❣♥♦r♠❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡
♦❢ ❧♦❣♥♦r♠❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇❡ ❤❛✈❡ ❛❝❝❡ss t♦ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ r❡❛❧ s♣❛❝❡ t❤✉s ✇❡ ❝❛♥ ✉s❡
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❋✐❣✉r❡ ❱■✳✺✿ ▲❡❢t P❛♥❡❧ ξ(θ, s) ✐♥ r❡❛❧ s♣❛❝❡ ✭✇✐t❤♦✉t r❡❞s❤✐❢t ❞✐st♦rt✐♦♥s✮✱ ❚♦♣ ❘✐❣❤t ♣❛♥❡❧s
❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ξ0(s)s

2✱ ξ2(s)s
2 ❛♥❞ ξ4(s)s

2 ❡st✐♠❛t❡ ❢r♦♠ ✷✵✵ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s ♦❢ ❛
❧♦❣♥♦♠❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✐♥ r❡❛❧ ❡s♣❛❝❡ ✭r❡❞ ♣♦✐♥ts✮✱ t❤❡ ❜❧✉❡ ❞♦tt❡❞ ❧✐♥❡ ✐s t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥
❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤♦✉t ❘❡❞s❤✐❢t ❞✐st♦rt✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ❣r❡❡♥ ❞♦tt❡❞ ❧✐♥❡ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥
✇✐t❤ r❡❞s❤✐❢t ❞✐st♦rt✐♦♥s

❡①♣r❡ss✐♦♥ ❱■✳✼ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ β ♣❛r❛♠❡t❡r✳ ■♥ ✜❣✉r❡ ❱■✳✼ t❤❡ r❡❞ ♣♦✐♥ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡
❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ β ♣❛r❛♠❡t❡r ❢r♦♠ t❤❡ r❛t❡ ξs(r)/ξ0(r)✳❚❤❡ ❜❧❛❝❦ ❞♦tt❡❞ ❧✐♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ✐♥♣✉t
β ♣❛r❛♠❡t❡r ❢r♦♠ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❲❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛♥ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❡t❛ ♣❛r❛♠❡t❡r ✐s
♣♦ss✐❜❧❡✳

❱■✳✷✳✷ ❙t✉❞② ♥♦♥ ❧✐♥❡❛r ❜❡❤❛✈✐♦r ❡✛❡❝ts HORIZON ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥

❚❤❡ HORIZON− 4Π ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✭Pr✉♥❡t ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽✮ ✐s ❛♥ ◆✲❜♦❞② s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ 40963 ❞❛r❦ ♠❛tt❡r
♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ ❛ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❜♦① ♦❢ s✐❞❡ ✷ ●♣❝✴❤✳ ❚❤✐s s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✉s❡s t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡
♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ ❲▼❆P ✸ ②❡❛rs ❬Ωm = 0.24,ΩΛ = 0.76,H0 = 73.0,Ωb = 0.042, ns = 0.96, σ8 = 0.92❪ ✳
❚❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ✇❡r❡ ❡✈♦❧✈❡❞ ✉s✐♥❣ ♣❛rt✐❝❧❡ ♠❡s❤ s❝❤❡♠❡ ♦❢ t❤❡ ❘❆▼❙❊❙ ❝♦❞❡ ♦♥ ❛ ❛❞❛♣t✐✈❡❧② r❡✜♥❡❞
❣r✐❞ ✭❆▼❘✮ ✇✐t❤ ❛❜♦✉t ✶✹✵ ❜✐❧❧✐♦♥s ❝❡❧❧s ♣❡r♠✐tt✐♥❣ ❛ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛❜♦✉t 7kpch−1 ✐♥ ❝♦♠♦✈✐♥❣
❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✳ ❚❤❡ ♣♦✇❡r s♣❡❝tr✉♠ ❢r♦♠ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ❱■✳✽✳ ❯s✐♥❣ ♦♥❡ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ◆✲❜♦❞② s✐♠✉❧❛t✐♦♥ HORIZON− 4Π ■ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❛ s❡t ♦❢ ✷✵✵ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s ✉s✐♥❣ t❤❡ ❇♦♦tstr❛♣
♠❡t❤♦❞✳ ❚❤❡ ❜♦♦tstr❛♣ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❛ r❡s❛♠♣❧✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ✐♥ ❞r❛✇✐♥❣ r❛♥❞♦♠❧② ❢r♦♠
♦r✐❣✐♥❛❧ ❞❛t❛ s❡t ✱ N ♣♦✐♥ts ✇✐t❤ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ r❡✲❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥t✳ ■♥ ✜❣✉r❡ ❄❄ ❛ s❧✐❞❡ s❤♦✇✐♥❣ t❤❡
❢♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s✳

❯♣ t♦ ♥♦✇ ✇❡ ❤❛✈❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♦♥❧② t❤❡ ❧✐♥❡❛r r❡❣✐♠❡✱ ♥♦✇ ✇❡ ✇✐❧❧ ❡①♣❧♦r❡ ✇❤❛t ❤❛♣♣❡♥s ✇❤❡♥ ✇❡
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❋✐❣✉r❡ ❱■✳✻✿ ▲❡❢t P❛♥❡❧ ξ(θ, r✮ ✇✐t❤ r❡❞s❤✐❢t ❞✐st♦rt✐♦♥s ❢r♦♠ ❧♦❣♥♦r♠❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ ❚♦♣
❘✐❣❤t ♣❛♥❡❧s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ξ0r

2✱ ξ2r
2 ❛♥❞ ξ4r

2 ❡st✐♠❛t❡ ❢r♦♠ ✷✵✵ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s ♦❢
❛ ❧♦❣♥♦♠❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✐♥ r❡❞s❤✐❢t ❡s♣❛❝❡ ✭r❡❞ ♣♦✐♥ts✮✱ t❤❡ ❜❧✉❡ ❞♦tt❡❞ ❧✐♥❡ ✐s t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥
❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤♦✉t ❘❡❞s❤✐❢t ❞✐st♦rt✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ❣r❡❡♥ ❞♦tt❡❞ ❧✐♥❡ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥
✇✐t❤ r❡❞s❤✐❢t ❞✐st♦rt✐♦♥s

✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ♥♦♥ ❧✐♥❡❛r✐t✐❡s✳ ❋r♦♠ t❤❡ ✷✵✵ ❤✉♥❞r❡❞ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s ■ ❝♦♠♣✉t❡❞ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥
❛s ❜❡❢♦r❡ ✐♥ t❤❡ ♣❧❛♥❡ r− θ✳ ■♥ ✜❣✉r❡ ❱■✳✾ ✐♥ ❧❡❢t P❛♥❡❧ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ξ(r, θ) ♦❢ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✐♥ r❡❛❧
s♣❛❝❡ ✭✇✐t❤♦✉t r❡❞s❤✐❢t ❞✐st♦rt✐♦♥s✮ ❢r♦♠ HORIZON− 4Π s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ r✐❣❤t ♣❛♥❡❧s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s
❢r♦♠ t♦♣ t♦ ❜♦tt♦♠ t♦ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❤❛r♠♦♥✐❝s r❡s❝❛❧❡❞ ❜② s2 ✭ξ0(s)s2✱ ξ2(s)s2 ❛♥❞ ξ4(s)s2✮ ❡st✐♠❛t❡❞
❢r♦♠ ✷✵✵ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s ♦❢ ❤❛❧♦s ❢r♦♠ HORIZON− 4Π s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✐♥ r❡❛❧ ❡s♣❛❝❡ ✭r❡❞ ♣♦✐♥ts✮✳
■♥ ✜❣✉r❡ ❱■✳✶✵ t❤❡ ❛♥❛❧♦❣ ♣❧♦t ✇✐t❤ r❡❞s❤✐❢t ❞✐st♦rt✐♦♥s ❢r♦♠ HORIZON− 4Π s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡
❛s ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❤❛✈❡ t❤❡ ✐♥♣✉t ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❝❛♥ ♥♦t ♣❧♦t t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡❛r t❤❡♦r②✳

❆s ❛♥ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ■ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ❛♥❛❧♦❣ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ ✷❉ ✐♥ t❤❡
♣❧❛♥❡ r|| − r⊥ ✇❤❡r❡ rll ✐s t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥❡t ♦❢ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❡ ❧✐♥❡✲♦❢✲s✐❣❤t ✭▲❖❙✮ ❛♥❞
r⊥ ✐s t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r t♦ t❤❡ ❧✐♥❡ ♦❢ s✐❣❤t✳ ■♥ ✜❣✉r❡ ❱■✳✶✶ ✐♥ ❧❡❢t ♣❛♥❡❧ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡
ξ(rpar, π) ✐♥ r❡❛❧ s♣❛❝❡ ✭✇✐t❤♦✉t r❡❞s❤✐❢t ❞✐st♦rt✐♦♥s✮ ❢r♦♠ HORIZON− 4Π s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ ✐♥ t❤❡ t♦♣ r✐❣❤t
♣❛♥❡❧s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ξ0(s)s2 ❛♥❞ ξ2(s)s2 ❡st✐♠❛t❡❞ ❢r♦♠ ✷✵✵ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s
♦❢ ❤❛❧♦s ❢r♦♠ HORIZON− 4Π s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✐♥ r❡❛❧ ❡s♣❛❝❡ ✭r❡❞ ♣♦✐♥ts✮✳ ■♥ ✜❣✉r❡ ❱■✳✶✷ t❤❡ ❛♥❛❧♦❣ ♣❧♦t
✇✐t❤ r❡❞s❤✐❢t ❞✐st♦rt✐♦♥s ❢r♦♠ HORIZON− 4Π s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛♥❡ rll − r⊥
t❤❡ r❡❞s❤✐❢t ❞✐st♦rt✐♦♥s ❡✛❡❝t ✐s ♠♦❞✐❢② t❤❡ ❝✐r❝✉❧❛r ♣❛tt❡r♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛❞❞✐♥❣ ❛♥
sq✉❛s❤✐♥❣ ❡✛❡❝t ✐♥ t❤❡ r❛❞✐❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ✐♥ ✜❣✉r❡ ❱■✳✶✸ ✇❡ s❤♦✇ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ β ♣❛r❛♠❡t❡r ✉s✐♥❣ t❤❡ ξs(r)/ξ0(r) ✇✐t❤ ξ(s)
r❡❞s❤✐❢t ❞✐st♦rt✐♦♥s ❢r♦♠ HORIZON− 4Π s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡ ξ0(r) ✐s t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ r❡❛❧
❡s♣❛❝❡ ❛♥❞ ξs(r) ✐♥ r❡❞s❤✐❢t ❡s♣❛❝❡✳ ❚❤❡ ❜✐❛s ♦❢ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s b = 1 ❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❛s ✇❡ ❛r❡
✇♦r❦✐♥❣ ✇✐t❤ ❤❛❧♦s ♦❢ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r✳ ❚❤❡ ❜❧❛❝❦ ❞♦t❡❞ ❧✐♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ✐♥♣✉t ♣❛r❛♠❡t❡r ❢r♦♠
t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❲❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛♥ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❡t❛ ♣❛r❛♠❡t❡r ✐s ♣♦ss✐❜❧❡✳



✶✽✹

❋✐❣✉r❡ ❱■✳✼✿ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ β ♣❛r❛♠❡t❡r ✉s✐♥❣ t❤❡ ξs(r)/ξ0(r) ✇✐t❤ r❡❞s❤✐❢t ❞✐st♦rt✐♦♥s ❢r♦♠
❧♦❣♥♦r♠❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ✐♥♣✉t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❞♦tt❡❞ ❧✐♥❡✳

❱■✳✸ ▼❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ ▲✐♥❡❛r ❘❡❞s❤✐❢t ❉✐st♦rt✐♦♥ P❛r❛♠❡t❡r ✇✐t❤
❇❖❙❙

❚❤❡ ✜♥❛❧ ❣♦❛❧ ♦❢ ✇♦r❦✐♥❣ ✇✐t❤ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✐s ♣r❡♣❛r❡❞ t❤❡ ✇❛② t♦ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ r❡❛❧ ❞❛t❛ ❢r♦♠ ❇❖❙❙✱
✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ■ s❤♦✇ s♦♠❡ ♣r❡❧✐♠✐♥❛r r❡s✉❧ts✳

❈♦♥t✐♥✉✐♥❣ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❧✐♥❡ ♦❢ t❤❡ ❡①❡r❝✐s❡ ❞♦♥❡ ✇✐t❤ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ r❡❞s❤✐❢t
❞✐st♦rt✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r β ❢r♦♠ t❤❡ ✷❉ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❲❡ ❤❛✈❡ t❡st❡❞ ✇✐t❤ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s t❤❡
❡①tr❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❡t❛ ♣❛r❛♠❡t❡r ❢r♦♠ t❤❡ r❡❞s❤✐❢t✲t♦✲r❡❛❧✲s♣❛❝❡ ♠♦♥♦♣♦❧❡ r❛t✐♦ ✳ ❍♦✇❡✈❡r ✇✐t❤
r❡❛❧ ❞❛t❛ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❤❛✈❡ ❛❝❝❡s t♦ t❤❡ r❡❛❧ s♣❛❝❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❝❛♥ ❡st✐♠❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡
♣r♦❥❡❝t❡❞ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❜✉t t❤❡ r❡s✉❧t ✇♦✉❧❞ ❜❡ s✉❜❥❡❝t t♦ ❡rr♦r✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ ✇❡ ✉s❡ t❤❡
♥♦r♠❛❧✐③❡❞ q✉❛❞r✉♣♦❧❡✲t♦✲♠♦♥♦♣♦❧❡ r❛t✐♦ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❤❛✈❡ s❡❡♥ ✐s r❡❧❛t❡❞ ❛❧s♦ t♦ β ✐♥ ❧✐♥❡❛r t❤❡♦r②✳
■ ✇✐❧❧ ✉s❡ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❉❘✾ ❝❛t❛❧♦❣✳



✶✽✺

❋✐❣✉r❡ ❱■✳✽✿ ❚❤❡ ♣♦✇❡r s♣❡❝tr✉♠ ❢r♦♠ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ Horizon− 4Π ♠❡❛s✉r❡❞ ✇✐t❤
powergrid ✭Pr✉♥❡t ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽✮✳ ❚❤❡ ♣♦✇❡r s♣❡❝tr✉♠ ✐s ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ♣♦✇❡r
s♣❡❝tr✉♠ ❛♥❞ t❤❡ ♥♦♥ ❧✐♥❡❛r ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❙♠✐t❤ ❡t ❛❧ ✷✵✵✸✳✭❙♠✐t❤ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✸✮✳ ❋✐❣✉r❡
t❛❦❡♥ ❢r♦♠ ✭Pr✉♥❡t ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽✮
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❋✐❣✉r❡ ❱■✳✾✿ ▲❡❢t P❛♥❡❧ ξ(r, θ) ✐♥ r❡❛❧ s♣❛❝❡ ✭✇✐t❤♦✉t r❡❞s❤✐❢t ❞✐st♦rt✐♦♥s✮ ❢r♦♠ HORIZON− 4Π

s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ ❚♦♣ ❘✐❣❤t ♣❛♥❡❧s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ξ0(s)s
2✱ ❛♥❞ ξ2(s)s

2 ❡st✐♠❛t❡ ❢r♦♠ ✷✵✵ ▼♦♥t❡
❈❛r❧♦ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s ♦❢ ❤❛❧♦s ❢r♦♠ HORIZON− 4Π s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✐♥ r❡❛❧ ❡s♣❛❝❡ ✭r❡❞ ♣♦✐♥ts✮

■♥ ✜❣✉r❡ ❱■✳✶✹ ✐♥ ❧❡❢t ♣❛♥❡❧ ■ s❤♦✇ t❤❡ ✷ ♣♦✐♥t ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ rll ❛♥❞ r⊥
♠❡❛s✉r❡❞ ❢r♦♠ ❇❖❙❙ ❞❛t❛ ✭s❝❛❧❡❞ ❜② r2)✳ ❲❡ ❝❛♥ ♦❜s❡r✈❡ t❤❡ ❝✐r❝✉❧❛r r✐♥❣ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t t♦ t❤❡
❇❆❖ ❢❡❛t✉r❡ ❛t ❛ s❝❛❧❡ ♦❢ ✶✵✵ ▼♣❝✴❤✳ ■♥ r✐❣❤t ♣❛♥❡❧ ❛ ③♦♦♠ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥t❤❡ r❡❣✐♦♥
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❋✐❣✉r❡ ❱■✳✶✵✿ ▲❡❢t P❛♥❡❧ ξ(rr, θ✮ ✇✐t❤ r❡❞s❤✐❢t ❞✐st♦rt✐♦♥s ❢r♦♠ HORIZON− 4Π s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ ❚♦♣
❘✐❣❤t ♣❛♥❡❧s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ξ0(s)s

2 ❛♥❞ ξ2(s)s
2 ❡st✐♠❛t❡ ❢r♦♠ ✷✵✵ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s ♦❢

❢r♦♠ HORIZON− 4Π s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✐♥ r❡❞s❤✐❢t ❡s♣❛❝❡ ✭r❡❞ ♣♦✐♥ts✮
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❋✐❣✉r❡ ❱■✳✶✶✿ ▲❡❢t P❛♥❡❧ ξ(r‖, π) ✐♥ r❡❛❧ s♣❛❝❡ ✭✇✐t❤♦✉t r❡❞s❤✐❢t ❞✐st♦rt✐♦♥s✮ ❢r♦♠
HORIZON− 4Π s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ ❚♦♣ ❘✐❣❤t ♣❛♥❡❧s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ξ0(s)s

2 ❛♥❞ ξ2(s)s
2 ❡st✐♠❛t❡ ❢r♦♠

✷✵✵ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s ♦❢ ❤❛❧♦s ❢r♦♠ HORIZON− 4Π s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✐♥ r❡❛❧ ❡s♣❛❝❡ ✭r❡❞ ♣♦✐♥ts✮✳

♦❢ ✷✺▼♣❝✴❤ t♦ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ t❤❡ ✜♥❣❡rs ♦❢ ❣♦❞✱ ❛s ✇❡ ❝❛♥ ❛♣♣r❡❝✐❛t❡ t❤❡ ❡✛❡❝t ✐♥ s♠❛❧❧ s❝❛❧❡s ✐s ❛♥
❡❧♦♥❣❛t✐♦♥ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❧✐♥❡ ♦❢ s✐❣❤t✳

❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❛s ❜❡❢♦r❡ ■ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ s♣❤❡r✐❝❛❧ ❤❛r♠♦♥✐❝s ❢r♦♠ t❤❡ ✷❉ ❝♦rr❡✲
❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ■♥ ✜❣✉r❡ ❱■✳✶✺ t❤❡ ❜❧❛❝❦ ❧✐♥❡ s❤♦✇s t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ ❞❛t❛✱ ❛♥❞
t❤❡ ❡rr♦r ❜❛rs ❛r❡ t❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢r♦♠ P❚❍❆▲❖❙ s✐♠✉❧❛✲
t✐♦♥s ❢r♦♠ ❘♦ss ✐♥ ♣r❡♣✳ ▼♦r❡ ❞❡t❛✐❧s ❛❜♦✉t t❤✐s ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ❇❖❙❙
❝❤❛♣t❡r✳ ❚❤❡ ❧✐♥❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ✜t ❞♦♥❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡
s❛♠❡ ❝❤❛♣t❡r✳

❋✐♥❛❧❧② ■ ✜❣✉r❡ ❱■✳✶✻ ■ s❤♦✇ ✐♥ t♦♣ ♣❛♥❡❧ t❤❡ ❜❡t❛ ♣❛r❛♠❡t❡r ❡st✐♠❛t❡❞ ❢r♦♠ ❇❖❙❙ ❞❛t❛ ✉s✐♥❣
❡①♣r❡ss✐♦♥ ❱■✳✶✷✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ r❡s✉❧t ■ s❤♦✇ ✐♥ t❤❡ ❜♦tt♦♠ ♣❛♥❡❧ ♦❢ ✜❣✉r❡ ❱■✳✶✻ ❛ r❡s✉❧t
❢r♦♠ ✭❈❛❜ré ✫ ●❛③t❛ñ❛❣❛✱ ✷✵✵✾✮ ✇❤❡r❡ t❤✐s ♣r♦❝❡❞✉r❡ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❜❡t❛ ♣❛r❛♠❡t❡r ❤❛✈❡ ❜❡❡♥
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❋✐❣✉r❡ ❱■✳✶✷✿ ▲❡❢t P❛♥❡❧ ξ(r‖, π✮ ✇✐t❤ r❡❞s❤✐❢t ❞✐st♦rt✐♦♥s ❢r♦♠ HORIZON− 4Π s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ ❚♦♣
❘✐❣❤t ♣❛♥❡❧s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ξ0(s)s

2 ❛♥❞ ξ2(s)s
2 ❡st✐♠❛t❡ ❢r♦♠ ✷✵✵ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s ♦❢

❢r♦♠ HORIZON− 4Π s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✐♥ r❡❞s❤✐❢t ❡s♣❛❝❡ ✭r❡❞ ♣♦✐♥ts✮

✉s❡❞ ✇✐t❤ ❙❉❙❙✲❉❘✻ s❛♠♣❧❡✳ ❲❡ ❝❛♥ ♠❡❛s✉r❡ beta ✉s✐♥❣ t❤❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡
q✉❛❞r✉♣♦❧❡✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ✭❈❛❜ré ✫ ●❛③t❛ñ❛❣❛✱ ✷✵✵✾✮ t❤❡② ❢♦✉♥❞ β = 0.34 ± 0.06 ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡
✹✵✲✽✵▼♣❝✴❤✳

❚♦ ✜♥✐s❤ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ■ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ s❛② t❤❛t t❤✐s ✐s ❛ ✈❡r② ♣r❡❧✐♠✐♥❛r② ✇♦r❦✳✱ ■♥ ❛ ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦
■ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ t♦ ❝♦♥t✐♥✉❡✴❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤✐s ✇♦r❦ ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ t♦ t❤✐s s✐♠♣❧✐✜❡❞ ♣✐❝t✉r❡✱ t❤❡ ♥♦♥
❧✐♥❡❛r ❜❡❤❛✈✐♦r ❛♥❞ ✇✐❞❡ ❛♥❣❧❡ ❡✛❡❝ts ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ✜♥❣❡rs ♦❢ ❣♦❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣✳ ■♥ ❙❛♠✉s❤✐❛ ✷✵✶✶
✭❙❛♠✉s❤✐❛ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶✮ t❤❡s❡ ❡✛❡❝ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❉❘✼ ♣r♦❜✐♥❣ t♦ ❜❡
✐♠♣♦rt❛♥t ❛t ❛ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ✷✵ ♣❡r ❝❡♥t✳

■♥ ❛ s❡❝♦♥❞ t✐♠❡ ■ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ t❤❡ ✜tt✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✷❉ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ t❤❛t ✇♦✉❧❞
❝♦♥♥❡❝t t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇✐t❤ ❝❤❛♣t❡r ✼ ♦❢ ❝♦s♠♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♥str❛✐♥s✳



✶✽✽

❋✐❣✉r❡ ❱■✳✶✸✿ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ β ♣❛r❛♠❡t❡r ✉s✐♥❣ t❤❡ ξs(r)/ξ0(r) ✇✐t❤ r❡❞s❤✐❢t ❞✐st♦rt✐♦♥s
❢r♦♠ HORIZON− 4Π s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ ✇❤❡r❡ ξ0(r) ✐s t❤❡ ✐♥♣✉t ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ t❤❡
HORIZON− 4Π s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✐♥♣✉t ✐♥ β = 1 ♣❛r❛♠❡t❡r✳



✶✽✾

❋✐❣✉r❡ ❱■✳✶✹✿ ξ(rll, r⊥) ❢♦r ❇❖❙❙ ❈▼❆❙❙ ❣❛❧❛①✐❡s ✐♥ r❡❞s❤✐❢t s♣❛❝❡
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❋✐❣✉r❡ ❱■✳✶✺✿ ξ2(r) ❢♦r ❇❖❙❙ ❈▼❆❙❙ ❣❛❧❛①✐❡s ✐♥ ❜❧❛❝❦✱ ❜❡st ✜t ♠♦❞❡❧ ✐♥ ❜❧✉❡



✶✾✵
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❋✐❣✉r❡ ❱■✳✶✻✿ Q(s) ❢♦r ❇❖❙❙ ❈▼❆❙❙ ❣❛❧❛①✐❡s ✐♥ ❜❧❛❝❦ ✭P❘❊▲■▼■◆❆❘❨ P▲❖❚✮✳ ■♥ ❧❡❢t
♣❛♥❡❧ t❤❡ r❡s✉❧t ❢♦r t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ Q(s) ❢♦r ❙❉❙❙✲❉❘✻ ❢r♦♠ ✭❈❛❜ré ✫ ●❛③t❛ñ❛❣❛✱ ✷✵✵✾✮✳
▼❡❛s✉r❡❞ ◗✭s✮ ✐♥ ❞♦ts ✇✐t❤ ❡rr♦r ✐♥ ❣r❛② ❛♥❞ ✐♥ r❡❞ t❤❡ ❜❡st ✜t



❱■■✳ ❈♦♥str❛✐♥✐♥❣ ❈♦s♠♦❧♦❣② ✇✐t❤
❇❖❙❙

❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐s ❞❡✈♦t❡❞ t♦ t❤❡ ❝♦s♠♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♥str❛✐♥s ✇❡ ❝❛♥ ❣❡t ❢r♦♠ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❇❖❙❙ ❞❛t❛✳
■♥ t❤❡ ✜rst s❡❝t✐♦♥✱ ■ ❞❡s❝r✐❜❡ ❜r✐❡✢② t❤❡ ✜tt✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❡✈❡♥ ✐❢ ✐t ✐s ❛ st❛♥❞❛r❞ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳ ■♥
t❤❡ s❡❝♦♥❞ s❡❝t✐♦♥✱ ■ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✉s❡❞ t♦ ✜t t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤✐s ✇♦r❦ ❤❛s ❜❡❡♥
❞♦♥❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ♦❢ ❆✳ ▲❛❜❛t✐❡ ✇❤♦ ❤❛s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛ ❝♦❞❡ ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧❡♠❡♥ts t❤❡ ♠♦❞❡❧
❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ t❤✐r❞ s❡❝t✐♦♥ ■ ♣r❡s❡♥t ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❇❖❙❙ ❞❛t❛
❛♥❞ ✜♥❛❧❧② ■ ❣✐✈❡ s♦♠❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❛♥❞ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s✳

❱■■✳✶ ❋✐tt✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❛♥❞ ❈♦♥✜❞❡♥❝❡ ▲✐♠✐ts

❚❤❡ ✜tt✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡✶ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ♦❜t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❜❡st s❡t ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ❝❛r❛❝t❡r✐③✐♥❣ ❛ ❣✐✈❡♥ ❝♦rr❡❧❛✲
t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❞❛t❛✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ ✈❡❝t♦r ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s
✐♥ ✈❛r✐♦✉s ❜✐♥s ξo✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❛ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ξ(r) ✇✐t❤ ✈❛r✐♦✉s ❢r❡❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ~θ t♦ ❜❡ ✜tt❡❞✳ ❲❡ ❝♦♥✲
str✉❝t ❛ ✈❡❝t♦r ξ~θ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❣✐✈❡♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ❲❡ ❝♦♥str✉❝t t❤❡
❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① C = Cab(ξa, ξb) t❤❛t ❡♥❝♦❞❡s t❤❡ ❡rr♦rs ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t♦r ✐♥ ❡❛❝❤ ❜✐♥ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡
❝♦rr❡❧❛t❡❞ ❡rr♦rs ❜❡t✇❡❡♥ ❜✐♥s✳ ❆❞❥✉st✐♥❣ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs t♦ ♠❛①✐♠✐③❡ t❤❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t ♦♥❡ ♦❜t❛✐♥s
t❤❡ ❜❡st ✜t ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❆ ✜tt✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ♣r♦✈✐❞❡s ✉s t❤❡ ❜❡st ✜t ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ t❤❡ ❡rr♦r ❡st✐♠❛t❡s
♦♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ❛♥❞ ♣♦ss✐❜❧② ❛ st❛t✐st✐❝❛❧ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❣♦♦❞♥❡ss ♦❢ ✜t✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t
❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡s❡ r❡s✉❧ts✳ ❖♥❡ ✐s ❢r❡q✉❡♥t✐st ❛♥❞ t❤❡ ♦t❤❡r ✐s ❜❛②❡s✐❛♥✳

❱■■✳✶✳✶ χ2 ▼❡t❤♦❞

❚❤❡ ❢r❡q✉❡♥t✐st ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ χ2 ✭❧❡❛st sq✉❛r❡s✮ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ❛ ❣♦♦❞♥❡ss ♦❢ ✜t ❝❛♥ ❜❡
❡st❛❜❧✐s❤❡❞✳ ❚❤❡ χ2 st❛t✐st✐❝s ✐s ✇r✐tt❡♥ ❛s✿

χ2(~θ) = (ξo − ξ~θ)
TC−1(ξo − ξ~θ). ✭❱■■✳✶✮

✶❋♦r t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❛ ❢♦❧❧♦✇ ❝❧♦s❡❧② r❡❢❡r❡♥❝❡s ✭❲❛❧❧ ✫ ❏❡♥❦✐♥s✱ ✷✵✵✸✮✱ ✭❇❡✈✐♥❣t♦♥ ✫ ❘♦❜✐♥s♦♥✱ ✶✾✾✷✮✱ ✭❱❡r❞❡✱ ✷✵✶✵✮✱
✭Pr❡ss ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✷✮✱ ✭❆♥❞r❛❡✱ ✷✵✶✵✮ ✱✭▲❛❜❛t✐❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶✮✱

✶✾✶



✶✾✷

❚❤❡ ❜❡st s❡t ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐s ❢♦✉♥❞ ❜② ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ χ2 ✈❛❧✉❡✳ ❚❤❡ χ2 ♠❡t❤♦❞ ✐s ❛ ❝❧❛ss✐❝❛❧
♠❡t❤♦❞ ❢♦r ❇❆❖ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ♣❛r❛♠❡t❡r ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❚❤❡ χ2 ♠❡t❤♦❞ ✐s ❢✉❧❧② ♠♦❞❡❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥t✳
■t r❡q✉✐r❡s ❛ ❢✉❧❧ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ s②st❡♠❛t✐❝s ❡✛❡❝ts✳ ❲✐t❤✐♥ t❤❡
❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✐s ❛❧s♦ ✐♥❝❧✉❞❡❞ t❤❡ ♥♦✐s❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✱ ✐✳ ❡ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t♦r
ξ̂✳ ❚❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦❢ χ2 s✐♠♣❧✐✜❡s t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❛ss✉♠❡s t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ✐s ♠♦❞❡❧ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t✱
t❤❛t ♠❡❛♥s ❛ ❝♦♥st❛♥t ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐①✳ ❚❤❡ χ2 ✐s ❞❡s✐❣♥❡❞ ❢♦r ❤②♣♦t❤❡s✐s ✇❤❡r❡ ξ̂ ✐s ❣❛✉ss✐❛♥✳
■❢ ✇❡ s✉♣♣♦s❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ❝♦rr❡❝t ✇❡ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t t❤❡ ❡st✐♠❛t♦r ξ ∼ N(ξmod, C)✱ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡
χ2 st❛t✐st✐❝s ❢♦❧❧♦✇s ❛ ❝❤✐ sq✉❛r❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ χ2

n ✇✐t❤ ♥ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠✳ ❚❤❡ ❧❛st st❛t❡♠❡♥t ✐s
❜❛s❡❞ ♦✈❡r t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ s✉♠ ♦❢ ♥ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t st❛♥❞❛r❞ ♥♦r♠❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❢

∑n
i=0X

2
i ❢♦❧❧♦✇s ❛

χ2 ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳

●♦♦❞♥❡ss ♦❢ t❤❡ ✜t

■❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❡rr♦rs ❛r❡ ❣❛✉ss✐❛♥❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ❛ ❧✐♥❡❛r ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
♣❛r❛♠❡t❡rs✱ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ χ2 ❛t t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❢♦❧❧♦✇s ❈❤✐✲sq✉❛r❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
♦❢ η = n−m ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ✇❤❡r❡ m ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ n ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞❛t❛
♣♦✐♥ts✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ χ2 ❡✈❡♥ ❢♦r ❛ ❝♦rr❡❝t ♠♦❞❡❧ ✐s ❧❡ss t❤❛♥ ❛ ✈❛❧✉❡ χ̂2 ✐s ✿

P(χ2 < χ̂2, ν) = Γ(ν/2, χ̂2/2), ✭❱■■✳✷✮

✇❤❡r❡ Γ ✐s t❤❡ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ ●❛♠♠❛ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t ❣✐✈❡s ✉s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t t❤❡
♦❜s❡r✈❡❞ chi2 ❡①❝❡❡❞ ❜② ❝❤❛♥❝❡ χ̂2 ❡✈❡♥ ❢♦r ❛ ❝♦rr❡❝t ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ◗ q✉❛♥t✐t② ♣r♦✈✐❞❡s ❛ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡
♠❡❛s✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❣♦♦❞♥❡ss ♦❢ t❤❡ ✜t ✇❤❡♥ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❛t t❤❡ ❜❡st ♣❛r❛♠❡t❡rs ✭✐✳❡✳ χ2

mu✮

Q = 1 − P (χ̂2/2, ν/2) ✭❱■■✳✸✮

❈❤✐✲❙q✉❛r❡ ❇♦✉♥❞❛r✐❡s ❛s ❈♦♥✜❞❡♥❝❡ ❧❡✈❡❧s

❈♦♥✜❞❡♥❝❡ r❡❣✐♦♥s ❛r❡ t❤❡ ♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡r s♣❛❝❡ t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥s ❛ ❝❡rt❛✐♥ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡
t♦t❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ■t ✐s ❝✉st♦♠❛r② t♦ ❝❤♦♦s❡ ✶σ ✭✻✽✳✸✪✮✱ ✷σ ✭✾✺✳✹✪✮ ❛♥❞ ✸σ ✭✾✾✳✼✪✮✳
■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ✐❢ µ ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✜tt❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r ✇❤✐❝❤ ✇❡ ✇❛♥t t♦ ♣❧♦t t❤❡ ❥♦✐♥ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡
r❡❣✐♦♥ ❛♥❞ p ✐s t❤❡ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ❧✐♠✐t ❞❡s✐r❡❞✱ t❤✉s ②♦✉ ✜♥❞ t❤❡ ∆χ2 s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛
❝❤✐✲sq✉❛r❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✇✐t❤ µ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ❜❡✐♥❣ ❧❡ss t❤❛♥ p✳ ❆ t❛❜❧❡ ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ ♥✉♠❡r✐❝❛❧
r❡❝✐♣❡s ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ t❛❜❧❡❄❄✳ ❋♦r ♦t❤❡r ✈❛❧✉❡s ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❧♦♦❦ ❢♦r t❤❡ ∆χ2 s✉❝❤ t❤❛t

Γ(ν/2,∆χ2) = 1 − p. ✭❱■■✳✹✮

❱■■✳✶✳✷ ▲✐❦❡❧✐❤♦♦❞

❲❤✐❧❡ ❢♦r ❢r❡q✉❡♥t✐sts ❡✈❡♥ts ❛r❡ ❥✉st ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ♦❢ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡✱ ❜❛②❡s✐❛♥s ✐♥t❡r♣r❡t ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❛s
t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❜❡❧✐❡❢ ✐♥ ❛♥ ❤②♣♦t❤❡s✐s✳ ❇❛②❡s✐❛♥s ❝♦♥s✐❞❡r ❤②♣♦t❤❡s✐s ❛s ❡✈❡♥ts✳ ❲❡ ✇❛♥t t♦ ❦♥♦✇
t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s ❣✐✈❡♥ t❤❡ ❞❛t❛✿

P (H|D) =
P (H)P (D|H)

P (D)
, ✭❱■■✳✺✮



✶✾✸

✇❤❡r❡ P (H|D) ✐s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❣✐✈❡♥ t❤❡ ❞❛t❛ ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r✱ P (D|H)
t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ ❣✐✈❡♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞✱ t❤❛t ✐s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛
❣✐✈❡♥ t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s✱ ❛♥❞ P (H) ✐s t❤❡ ♣r✐♦r✳ ❚❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s H ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛ ♠♦❞❡❧✱ ✐♥ ♦✉r ❝❛s❡ t❤❡
ΛCDM ♠♦❞❡❧✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❛ s❡t ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❲❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢♦r t❤✐s ♠♦❞❡❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❛ s❡t ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs ~θ ❣✐✈❡♥ t❤❡ ❞❛t❛ P (θ|D)✳ ❋r♦♠
t❤✐s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇❡ ❝❛♥ ❡①tr❛❝t t❤❡ ♠♦st ❧✐❦❡❧② ✈❛❧✉❡ ❢♦r t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ t❤❡✐r ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ❧✐♠✐ts✳
❚❤✉s ✇❡ ✇✐❧❧ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ▲✐❦❡❧✐❤♦♦❞ P (D|H) ❛♥❞ P (D) = 1✱ ✐❢ t❤❡ ❞❛t❛ ✐s ❛❧r❡❛❞② t❛❦❡♥✱ ❛♥❞
❛ss✉♠✐♥❣ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❢♦r♠ ❢♦r t❤❡ ♣r✐♦r P (H) ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✳ ❚❤❡ ♣r✐♦r ♠❛②
❝♦♠❡ ❢r♦♠ ❛ ♣r❡✈✐♦✉s ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦r ❢r♦♠ ②♦✉r ❜❡❧✐❡❢✳ ❚❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ❢♦r t❤❡ ♣r✐♦r ❛✛❡❝ts t❤❡ ✜♥❛❧
r❡s✉❧t t❤✉s ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❛tt❡♥t✐♦♥ ♠✉st ❜❡ ♣❛✐❞✳ ❯s✉❛❧❧② ✢❛t ♣r✐♦rs ❛r❡ ✉s❡❞ ✐♥ s✉❝❤ ❛ ❝❛s❡ t❤❡ ❜❛②❡s✐❛♥
❛♥❞ ❢r❡q✉❡♥t✐st ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❣✐✈❡s t❤❡ s❛♠❡ r❡s✉❧t✳

■❢ ✇❡ ✐❣♥♦r❡ t❤❡ ♣r✐♦r✱ ✐♥ ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✇❡ ✇✐❧❧ ✜♥❞ t❤❡ ♠♦st ❧✐❦❡❧② ❤②♣♦t❤❡s✐s ✭♣❛✲
r❛♠❡t❡rs ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ ♠♦❞❡❧✮✳ ❚❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ L ❜②
❛ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ●❛✉ss✐❛♥✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐s ❥✉st✐✜❡❞ ❜② t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ❧✐♠✐t t❤❡♦r❡♠✳ ❚❤❡ ❈❡♥tr❛❧
▲✐♠✐t t❤❡♦r❡♠ st❛t❡s t❤❛t t❤❡ s✉♠ ♦❢ ♠❛♥② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✇✐❧❧ ❜❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧②
❣❛✉ss✐❛♥❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞✿

L =
1

(2π)n/2|detC|1/2
exp

[

−1

2
χ(θ)2

]

. ✭❱■■✳✻✮

❋♦r ❜❛②❡s✐❛♥s✱ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ r❡❣✐♦♥s ❛r❡ ❢♦✉♥❞ ❛s r❡❣✐♦♥s ❘ ✐♥ ♠♦❞❡❧ s♣❛❝❡ s✉❝❤ t❤❛t
∫

P (θ|D)dθ = p, ✭❱■■✳✼✮

✇❤❡r❡ p = 0.68, 0.95, etc✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❡ ♣r✐♦r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ t♦ r❡♣♦rt r❡s✉❧ts ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ♦❢ t❤❡
♣r✐♦r t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♦❢ t❤❡ ♣♦✐♥ts ✐♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r s♣❛❝❡ ✇✐t❤ t❤❡ Lmax ✐s ✉s❡❞✿

−2Ln

[

L(θ)

Lmax

]

≤ threshold. ✭❱■■✳✽✮

❚❤✐s t❤r❡s❤♦❧❞ ✐s ❝❛❧✐❜r❛t❡❞ ❜② ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ r❛t✐♦ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡
❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♠♦❞❡❧ ✐s t❤❡ tr✉❡ ♠♦❞❡❧✳

❱■■✳✶✳✸ ❇❆❖ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❙✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡

■♥ ❇❆❖ ❛♥❛❧②s✐s ✉s✉❛❧❧② ❜❡❢♦r❡ ♦❢ ❞♦✐♥❣ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ❧❡✈❡❧s ❛ ♣r❡❧✐♠✐♥❛r② t❡st ✐s ❞♦♥❡
t♦ ❡st❛❜❧✐s❤ t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❛r②♦♥✐❝ ❢❡❛t✉r❡✳ ❚❤❡ ❇❆❖ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✐s ❞♦♥❡ ❜② ❤②♣♦t❤❡s✐s t❡st✐♥❣✱
✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ✇❡ ❤❛✈❡✿

H0 : no BAO hypothesis
H1 : BAO hypothesis

❚❤❡ ❝♦♠♠♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s t♦ ❞❡s✐❣♥ ❛ t❡st st❛t✐st✐❝ t♦ ❛ss❡ss t❤❡ tr✉t❤ t♦ t❤❡ ♥✉❧❧ ❤②♣♦t❤❡s✐s
H0✭▲❛❜❛t✐❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶✮ ✱ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ st❛t✐st✐❝s ✇✐t❤ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✱ ❛♥❞ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ ✐ts p ✈❛❧✉❡
❛♥❞ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡✳ ■❢ t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s ✐s ❢♦✉♥❞ t♦ ❜❡ ❧❡ss ❧✐❦❡❧② t❤❛♥ ❛ ❣✐✈❡♥ t❤r❡s❤♦❧❞ ✉♥❞❡r H0✱ H0 ✐s
r❡❥❡❝t❡❞ ❛♥❞ H1 ✐s ❛❝❝❡♣t❡❞✳ ❚❤❡ ❞❛t❛ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✐s t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❇❆❖ ♠♦❞❡❧s
ξBAO ❛♥❞ ♥♦✲❇❆❖ ♠♦❞❡❧s ξNOBAO ❛r❡ ♣❛r❛♠❡tr✐③❡❞ ❜② ❛ s❡t ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳



✶✾✹

❚❤❡ χ2 ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ❇❆❖ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ χ2 st❛t✐st✐❝ ❢♦r t❤❡ t✇♦ ❝❧❛ss ♦❢
♠♦❞❡❧s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ t✇♦ ❤②♣♦t❤❡s✐s✳

χ2
BAO,θ = (ξ−o ξBAO,θ)C

−1(ξo − ξBAO,θ)

χ2
noBAO,θ = (ξo − ξnoBAO,θ)C

−1(ξo − ξnoBAO,θ)
✭❱■■✳✾✮

❚❤❡♥ ✇❡ ✇✐❧❧ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ❜❡st ✜t ❢♦r ❜♦t❤ ❝❧❛ss❡s ♦❢ ♠♦❞❡❧s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡ ♦❢ χ2✳ ❚❤✉s✱
t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ χ2

BAO,θ ✈❛❧✉❡ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ t❤❡ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ ✇✐t❤ t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s H1✳
❚❤❡ ❜❡st ✜t ✈❛❧✉❡ ❢♦❧❧♦✇s ❛ χ2

n−k ✇❤❡r❡ k ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ✜t✳ ❋♦r t❤❡ r❡❥❡❝t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ♥✉❧❧ ❤②♣♦t❤❡s✐s H0 ✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❛❞❞ ❛♥ ❛rt✐✜❝✐❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡r η ✐♥ t❤❡ ✜t✳ ❚❤✐s ♣❛r❛♠❡t❡r
✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛s ❛ ✇❡✐❣❤t ❢❛❝t♦r ♦❢ ξBAO ❛♥❞ ξnoBAO✿

ξη,θ = ηξBAO,θ + (1 − η)ξnoBAO,θ. ✭❱■■✳✶✵✮

■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ χ2 ✈❛❧✉❡ ❢♦❧❧♦✇s ❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ♥✉♠❜❡rs ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡
♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♥✉♠❜❡r ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✷ ❝❧❛ss❡s✳ ❇❡❝❛✉s❡ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ ♦♥❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ t✇♦ ❝❧❛ss❡s✱ t❤❡ ❜❡st ✜t ✈❛❧✉❡s ❢♦❧❧♦✇s ❛ chi21 ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✿

∆χ2 = minχ2
noBAO,θ −minχ2

β,θ ∼ χ2
1. ✭❱■■✳✶✶✮

■♥ ♣r❛❝t✐❝❡ minχ2
β,θ ✐s r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ❛ minχ2

BAO,θ✱ ❣✐✈✐♥❣✿

∆χ2 = minχ2
noBAO,θ −minχ2

BAO,θ ∼ χ2
1. ✭❱■■✳✶✷✮

❱■■✳✷ ▼♦❞❡❧✐♥❣ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥

❚♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦♥ ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡s ✇❡ ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ♦❢ ✭❊✐s❡♥st❡✐♥ ❡t ❛❧✳✱
✷✵✵✺✮✭❇❧❛❦❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶✮✳ ❚❤✐s ♠♦❞❡❧ ❝♦♥s✐❞❡rs t❤❡ ♣❧❛♥❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ ✈❛❧✐❞ ❢♦r s♠❛❧❧
❛♥❣❧❡s ♦❢ s❡♣❛r❛t✐♦♥✳ ■♥ t❤✐s ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇❡ ❞❡✜♥❡ ❛ ✜❞✉❝✐❛❧ ❝♦s♠♦❧♦❣② ❛♥❞ ✇❡ ❞❡✜♥❡ ❛
❞✐st♦rt✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r α ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t♦ ❛❝❝♦✉♥t ♦❢ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ♦❢ ✜❞✉❝✐❛❧ ❝♦s♠♦❧♦❣②✳ ❈♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ♥♦♥
❧✐♥❡❛r✐t✐❡s t❤✐s ♠♦❞❡❧ ❝♦rr❡❝ts t❤❡ ❧✐♥❡❛r ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❜② ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♥♦♥ ❧✐♥❡❛r ❝♦rr❡❝t✐♦♥ t♦
t❤❡ ❢✉❧❧ s❤❛♣❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❛ ❞❛♠♣✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❜✉❧❦ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s✳
❚❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥♦t❤❡r ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❘P❚ ✭❈r♦❝❝❡ ✫ ❙❝♦❝❝✐♠❛rr♦✱ ✷✵✵✽✮ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡
❧✐t❡r❛t✉r❡ ✭❙á♥❝❤❡③ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾✮✭❇❡✉t❧❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶✮ t❤❛t ❢♦r ❢✉rt❤❡r ✇♦r❦s ✐t ✇♦✉❧❞ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦
❝♦♠♣❛r❡ ✇✐t❤✳

❱■■✳✷✳✶ ❉✐❧❛t❛t✐♦♥ P❛r❛♠❡t❡r

❊ss❡♥t✐❛❧❧②✱ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♠♣❧✐❡s t❤❡ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ♦❢ ❞✐st❛♥❝❡s ❛♥❞ t❤✉s✱ s✉♣♣♦s❡ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡
♦❢ ❝❡rt❛✐♥ ❝♦s♠♦❧♦❣② t♦ tr❛❞✉❝❡ t❤❡ r❡❞s❤✐❢t ✐♥ ❞✐st❛♥❝❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ❚❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r
❇❆❖ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ ✜❞✉❝✐❛❧ ❝♦s♠♦❧♦❣② t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❆ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥
♣❛r❛♠❡t❡r α ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❛ ✇r♦♥❣ ❝♦s♠♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✿

ξ(r) = b2 × ξfid(αr), ✭❱■■✳✶✸✮

✇❤❡r❡ b ✐s t❤❡ ❜✐❛s✳
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❚❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❝❛❧❡ ♦❢ ❞✐st♦rt✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r α✱ ❛❢t❡r ♠❛r❣✐♥❛❧✐③✐♥❣ ♦✈❡r Ωmh
2

❛♥❞ b2✱ ❣✐✈❡ ✉s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ s❝❛❧❡ DV (zeffect) = αDV,fid(zeffect)
✈❛r✐❛❜❧❡ ✭❊✐s❡♥st❡✐♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✺✮ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧ ✐♥ ❛ ❢✉rt❤❡r s✉❜s❡❝t✐♦♥✳ ❚♦ ❣❡t t❤❡
❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢r♦♠ ♣♦✇❡r s♣❡❝tr✉♠ ✇❡ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ❍❛♥❦❡❧ tr❛♥s❢♦r♠✿

ξ(r) =
1

2π

∫

dk k2Pfid(k) sin(kr)/kr. ✭❱■■✳✶✹✮

❚❤❡ ✜❞✉❝✐❛❧ ❝♦s♠♦❧♦❣② ✐s ♦♥❡ ❛❞♦♣t❡❞ ✐♥ t❤❡ ✭❲❤✐t❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛ ✢❛t ΛCDM
♠♦❞❡❧✱ h = 0.71,Ω2

h = 0.0226, ns = 0.96, σ8 = 0.8 Ωbh
2 = 0.0224✳ ❚♦ ❝♦♥str✉❝t Pfid(k)✱ ✇❡ ❛r❡

❣♦✐♥❣ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♥♦♥ ❧✐♥❡❛r ❡✛❡❝ts ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ♦❢ ✭❊✐s❡♥st❡✐♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✺✮ ❛♥❞
✭❇❧❛❦❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶✮✳

❱■■✳✷✳✷ ◆♦♥ ❧✐♥❡❛r ❡✛❡❝ts

❚❤❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✐s s✉❝❤ t❤❛t ✇❡ ❝❛♥♥♦t r❡❧② ❡♥t✐r❡❧② ♦♥ ❧✐♥❡❛r t❤❡♦r② ❡✈❡♥ ❛t r >
10h−1✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ❡✛❡❝ts✳ ❲❡ ❤❛✈❡ s❡❡♥ ✐♥ t❤❡ ❇❆❖ ❝❤❛♣t❡r t❤❛t t❤❡ ♥♦♥ ❧✐♥❡❛r✐t✐❡s ❡r❛s❡ t❤❡
❤✐❣❤❡r ❤❛r♠♦♥✐❝s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♠❛tt❡r ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❜✉❧❦ ✢♦✇s✳ ❆ ❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ♣❡❛❦ ✐♥ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♣♣❡❛rs ❛s ❛ ❞❛♠♣✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ♣♦✇❡r s♣❡❝tr✉♠✳
❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❡✛❡❝t ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ s❝❛❧❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❣r♦✇t❤ ♦❢ str✉❝t✉r❡✱ ✐t ❛❝❝♦✉♥ts ❢♦r t❤❡
❛❧t❡r❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ♣♦✇❡r ❢r♦♠ ♥♦♥ ❧✐♥❡❛r ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦❧❧❛♣s❡✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♥str✉❝t t❤❡ ♥♦♥ ❧✐♥❡❛r ♣♦✇❡r s♣❡❝tr✉♠ ✇❡ st❛rt ❢r♦♠ ❛ Plin(k)✳ ❲❡ ❣❡♥❡r❛t❡ ❛ ♥♦♥
✇✐❣❣❧❡ ♣♦✇❡r s♣❡❝tr✉♠ Pnw✳ ❚♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ t❤❡ s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤✐❣❤❡r ❤❛r♠♦♥✐❝s✱ ❛ ❣❛✉ss✐❛♥
g(k) ✇✐t❤ ❛ ♥♦♥ ❧✐♥❡❛r r❛❞✐✉s σv ✐s ❝♦♥✈♦❧✈❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♣♦✇❡r s♣❡❝tr✉♠ ✿

Pdamp(k) = g(k)Plin(k) + [1 − g(k)]Pnw(k) ✭❱■■✳✶✺✮

✇❤❡r❡
g(k) = exp[−k2σ2

NL] ✭❱■■✳✶✻✮

■♥ ❢❛❝t✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❞❡r✐✈❛t❡ ❛♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ σNL ✉s✐♥❣ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s t❤❡♦r② ❣✐✈✐♥❣ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✭❈r♦❝❝❡ ✫ ❙❝♦❝❝✐♠❛rr♦✱ ✷✵✵✽✮✿

σNL =
1

6π2

∫

Plin(k)dk. ✭❱■■✳✶✼✮

■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❧❛st ❡①♣r❡ss✐♦♥✱ t❤❡ ♥♦♥ ❧✐♥❡❛r r❛❞✐✉s ✐s t②♣✐❝❛❧❧② ✜tt❡❞ t♦ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳

❲❡ ✉s❡ ■❈❖❙▼❖ ✭❘❡❢r❡❣✐❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶✮ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❛♥❞ t❤❡ ♥♦♥ ✇✐❣❣❧❡ ♣♦✇❡r
s♣❡❝tr✉♠✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✇❛②s t♦ ❣❡t t❤❡s❡ ♣♦✇❡r s♣❡❝tr✉♠ ❣✐✈✐♥❣ s✐♠✐❧❛r r❡s✉❧ts ❛s ✉s✐♥❣ t❤❡
✜tt✐♥❣ ❢♦r♠✉❧❛s ♦❢ ❊✫❍ ✭❊✐s❡♥st❡✐♥ ✫ ❍✉✱ ✶✾✾✽❜✮ t❤❛t ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ✉s✐♥❣ ❈▼❇❋❛st ✭❙❡❧❥❛❦ ✫
❩❛❧❞❛rr✐❛❣❛✱ ✶✾✾✻✮❀ ✭❩❛❧❞❛rr✐❛❣❛✱ ✶✾✾✽✮✮✳

❚♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ♥♦♥ ❧✐♥❡❛r ❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣✱ ✇❡ ❛♣♣❧② t❤❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥s
❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ ◆✲❜♦❞② s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❢r♦♠ ❤❛❧♦ ✜t ♠♦❞❡❧ ✭❙♠✐t❤ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✸✮✳ ❚❤❡s❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥s
❛r❡ ❝❛❧✐❜r❛t❡❞ ✇✐t❤ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ♣✉r❡ ❈❉▼ ♠♦❞❡❧s✳
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❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ✜rst ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❛✛❡❝ts t❤❡ ✇✐❣❣❧❡s ✇❤✐❧❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❛✛❡❝t t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡
♣♦✇❡r s♣❡❝tr✉♠ s♦✱ t❤❡ ♥♦♥ ❧✐♥❡❛r✐t✐❡s ✐♥ t❤❡ ❇❆❖ ♠✉st ❜❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ s❡♣❛r❛t❡❧②✿

Pdamped,NL(k) = PNL(k)/Pnw × Pdamp. ✭❱■■✳✶✽✮

❋♦r t❤❡ PNL(k) t❤❡ ❝♦♠♠♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s t♦ ✉s❡ t❤❡ ♥♦♥ ❧✐♥❡❛r ❢♦r♠✉❧❛ ♦❢ ✭❙♠✐t❤ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✸✮
✭♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ❈❆▼❇ ♦r ■❈❖❙▼❖ ✭❘❡❢r❡❣✐❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶✮✮✳ ■ ✉s❡❞ t❤❡ ❝♦❞❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ❆♥t♦✐♥❡
▲❛❜❛t✐❡ t❤❛t ❣❡♥❡r❛t❡s t❤❡ ❣r✐❞ ♦❢ xi ♠♦❞❡❧s✳ ❚❤✐s ❝♦❞❡ ✉s❡s t❤❡ ■❈❖❙▼❖ s♦❢t✇❛r❡ ❢♦r ❣❡♥❡r❛t✐♥❣
t❤❡ PL(k)✱ PNL(k) ❛♥❞ Pnw✳

❱■■✳✷✳✸ ▼♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❡ ❖✣❝✐❛❧ ❱❡rs✐♦♥

❋♦r t❤❡ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ♣❛♣❡r✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✉s❡❞ t♦ ✜t t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❛♥❣❧❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❞♦❝✉✲
♠❡♥t❡❞ ✐♥ ❳✐❛♦②✐♥❣ ❳✉ ✐♥ ♣r❡♣❛r❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s s❧✐❣❤t❧② s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♠♦❞❡❧ t❤❛t ■ ✉s❡❞✳ ❚❤❡
xim ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ❜②✿

ξ(r) = B2ξm(αr) +A(r), ✭❱■■✳✶✾✮

✇❤❡r❡ ❆✭r✮ ❝♦✉♥t ❢♦r t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ s②st❡♠❛t✐❝s✿

A(r) = a1/r
2 + a2/r + a3 ✭❱■■✳✷✵✮

❛♥❞ ξm(r) ✐s t❤❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢✿

Pm(k) = [Plin(k) − Pnw(k)] ∗ exp[−(σ2
nlk

2)/2] + Pnw(k), ✭❱■■✳✷✶✮

✇❤❡r❡ Pnw(k) ✐s t❤❡ ❞❡✲✇✐❣❣❧❡❞ ♣♦✇❡r s♣❡❝tr✉♠ ❢r♦♠ ✭❊✐s❡♥st❡✐♥ ✫ ❍✉✱ ✶✾✾✽❜✮✳ ❚❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛t❡
r❛♥❣❡ ♦❢ ✜tt✐♥❣ ✐s ∼ 30 − 200Mpc/h ✐♥ r ✇✐t❤ σNL = 8▼♣❝✴❤✳ ❚❤❡ ✜tt✐♥❣ ✇❛s ❞♦♥❡ ♦✈❡r ✺ ❢r❡❡
♣❛r❛♠❡t❡rs ✭a1, a2, a3, B, α✮✱ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ♦❢ ♠❡❛s✉r❡ ✐s ❬✹✵✱ ✷✵✵❪ ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ✹✺ ❜✐♥s✱ ❣✐✈✐♥❣
♣❧❛❝❡ t♦ ✹✵ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ t♦ t❤❡ ❞❛t❛ ❛t r = 50Mpc/h ❜❡❢♦r❡ ✜tt✐♥❣
✭N ∼ 2.5✮✳

❱■■✳✷✳✹ ❊①tr❛❝t✐♥❣ t❤❡ ❇❆❖ s✐❣♥❛❧

■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ✷❉ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❧✐♥❡ ♦❢ s✐❣❤t✱ t❤❡ ❇❆❖ ❞✐r❡❝t❧② ❝♦♥str❛✐♥s ❍✭③✮
❛t ❛ r❡❞s❤✐❢t zeffect✳ ❋♦r ❡❛❝❤ r❡❞s❤✐❢t s❤❡❧❧ ♦❢ t❤✐❝❦♥❡ss dz✱ t❤❡ ✷❉ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝♦♥str❛✐♥s
t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r ❞✐❛♠❡t❡r ❞✐st❛♥❝❡✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r ❛✈❡r❛❣❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭✶❉✮✱ ❛
❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❛♥❣❡♥t✐❛❧ ❛♥❞ r❛❞✐❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❛r❡ ♠✐①❡❞✳ ❈♦♠♠♦♥❧②✱ t❤❡ q✉❛♥t✐t②
DV ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ✭❊✐s❡♥st❡✐♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✺✮✱ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇✱ ✐s ✉s❡❞✿

DV (z) =

[

(1 + z)2D2
A(z)

cz

H(z)

]1/3

. ✭❱■■✳✷✷✮

■t ❝♦♥s✐sts ✐♥ t✇♦ ♣❛rts✱ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❛♥❣✉❧❛r ❞✐❛♠❡t❡r ❞✐st❛♥❝❡ DA ❛♥❞ t❤❡ r❛❞✐❛❧ ❞✐st❛♥❝❡ cz/H(z)✳
■t r❡✢❡❝ts t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ t❛♥❣❡♥t✐❛❧ ❛♥❞ r❛❞✐❛❧ ♠♦❞❡s ✐♥ t❤❡ ❇❆❖ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t
✭P❛❞♠❛♥❛❜❤❛♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽✮✳
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❚❤❡ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ Ωmh
2 t❤❛t ❝♦♥tr♦❧s t❤❡ st❛♥❞❛r❞ r✉❧❡r s❝❛❧❡✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❛✲

❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❝❛❧❡ ♦❢ ❞✐st♦rt✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r α✱ ❛❢t❡r ♠❛r❣✐♥❛❧✐③✐♥❣ ♦✈❡r Ωmh
2 ❛♥❞ b2✱ ❣✐✈❡

✉s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ DV (zeffect✮✷ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

DV (zeffect) = αDV,fid(zeffect) ✭❱■■✳✷✹✮

❋♦r t❤❡ ✜❞✉❝✐❛❧ ❝♦s♠♦❧♦❣② ✇❡ ❤❛✈❡ DV,fid(z = 0.5) = 2044.26✳ ❚❤✐s r❡❧❛t✐♦♥ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡
♠❡❛s✉r❡❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢DV r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ✜tt✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ✇✐❧❧ ❜❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ✜❞✉❝✐❛❧ ❝♦s♠♦❧♦❣②
✉♣ t♦ ✜rst ♦r❞❡r✳ ❆ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ ✜❞✉❝✐❛❧ ❝♦s♠♦❧♦❣② ❣❡♥❡r❛t❡s ❛ s❤✐❢t ✐♥ t❤❡DV ✇❤✐❝❤ ✐s ❝♦♠♣❡♥s❛t❡❞
❜② α ❛♥❞ s♦ ❧❡t t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❱■■✳✸✳✹ ✉♥❝❤❛♥❣❡❞✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❛❧♣❤❛ ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞
❛s✿

P (αi) =
exp[−χ2(αi)/2]

∫

exp[−χ2(αi)/2]dα
. ✭❱■■✳✷✺✮

❱■■✳✸ P❛r❛♠❡t❡r ❈♦♥str❛✐♥ts ❢r♦♠ ❇❖❙❙

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♥str❛✐♥ t❤❡ ❝♦s♠♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ✇❡ ✜t t❤❡ ♠♦❞❡❧✱ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧❛st s❡❝t✐♦♥✱
t♦ t❤❡ ❣❛❧❛①② ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♠❡❛s✉r❡❞ ♦♥ t❤❡ ❇❖❙❙ ❞❛t❛✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ✸ ❢r❡❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ΩMh

2✱
b✱ α✳ ❲❡ ✜t ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ [40, 200] ▼♣❝✳ ❆s ✇❡ ❤❛✈❡ s❛✐❞ ❜❡❢♦r❡ t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ✜t✱ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r
σNL ♠✉st ❜❡ ❝❛❧✐❜r❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ❲❡ ✉s❡❞ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❣❡♥❡r❛t❡❞
❢r♦♠ t❤❡ s✐① ❤✉♥❞r❡❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s P❚❍❆▲❖❙ ❛♥❞ ✇❡ ✜t ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ [60, 150] ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t t♦
t❤❡ ♣❡❛❦ ♦❢ ❇❆❖✳ ❋♦r t❤✐s ✜t✱ ✇❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❛ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❜❡❢♦r❡
♣❡r❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ ✜tt✐♥❣✳ ❚❤✐s ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ❣✐✈❡s ❛ ❢❛❝t♦r ♦❢ 2.25✳ ■♥ ✜❣✉r❡ ❱■■✳✶ ✐s s❤♦✇♥ t❤❡ ♠❡❛♥
♦❢ P❚❍❆▲❖❙ ◆♦rt❤ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ✜tt❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ r❛♥❣❡✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t❛♥t
r❛❞✐✉s ✇❛s σNL = 6.25✳

❆s ✇❡ ❤❛✈❡ s❡❡♥ ✐♥ t❤❡ ❝❤❛♣t❡r ♦❢ ❇❖❙❙ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ t❤❡r❡ s❡❡♠s t♦ ❜❡ ❛ t❡♥s✐♦♥
❜❡t✇❡❡♥ ◆♦rt❤ ❛♥❞ ❙♦✉t❤✳ ❚❤✉s✱ ❢♦r t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇❡ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ❢♦r
✹ s❛♠♣❧❡s✿ t❤❡ ◆♦rt❤ ❛♥❞ ❙♦✉t❤ ❣❛❧❛❝t✐❝ ❝❛♣s✱ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ s❛♠♣❧❡ ❛♥❞ t❤❡ ❙♦✉t❤ ❉❘✶✵ ✇❤✐❝❤
❝♦♥s✐sts ♦❢ ❞❛t❛ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✉♣ t♦ ❞❛t❡ ❢♦r t❤❡ ❙♦✉t❤ ❣❛❧❛❝t✐❝ ❝❛♣✳ ■ ✇✐❧❧ ❞✐s❝✉ss ✐♥ ❛ s✉❜s❡❝t✐♦♥ t❤❡
❞✐s❝r❡♣❛♥❝② ◆♦rt❤✴❙♦✉t❤ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ t✇♦ r❡❣✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥
❢✉♥❝t✐♦♥ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ✜ts ❛r❡ t❤❡ ♦✣❝✐❛❧ ✈❡rs✐♦♥s t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❝♦♠♣❛r❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♣❡♦♣❧❡ ✐♥ t❤❡
✇♦r❦✐♥❣ ❣r♦✉♣✳ ❲❡ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ❧❛st ❝❤❛♣t❡r t❤❛t ♦✉r ❝❛t❛❧♦❣s ❣✐✈❡ s✐♠✐❧❛r r❡s✉❧ts t♦ t❤❡
♦✣❝✐❛❧ ✈❡rs✐♦♥✱ t❤✉s t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❛♥❛❧②s❡s ❛♣♣② t♦ ♦✉r ❝❛t❛❧♦❣s✳ ❚❤❡ ♦✣❝✐❛❧ ξo ✐♥❝❧✉❞❡ st❡❧❧❛r
❞❡♥s✐t② ✇❡✐❣❤ts ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❜❛♥❞ i ❢♦r ♦♥❡ ✜❜❡r ifiber✱ ❛♥❞ ❋❑P ✇❡✐❣❤ts ✉s✐♥❣
❛ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ 20, 000✳ ❚♦ ❣❡♥❡r❛t❡ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ s❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ◆♦rt❤
❛♥❞ ❙♦✉t❤ s❛♠♣❧❡s ❛r❡ tr❡❛t❡❞ s❡♣❛r❛t❡❧②✳ ❚❤❡ ❙♦✉t❤ ❝❛t❛❧♦❣ ❞♦ ♥♦t ❤❛✈❡ ❝♦❧♦r ♦✛s❡t ❛♣♣❧✐❡❞✳ ❚❤❡
r❛♥❞♦♠ s❡t ❛r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ r❡❞s❤✐❢t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ r❡❣✐♦♥✳ ❚❤❡ ♣❛✐r ❝♦✉♥ts ❛r❡
❝♦♠♣✉t❡❞ s❡♣❛r❛t❡❧② ✭✐✳❡ DD✱ DR ❛♥❞ RR✮ ❢♦r ❡❛❝❤ ❤❡♠✐s♣❤❡r❡✳ ❚❤❡ ❝♦♠❜✐♥❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥
✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❝♦♠❜✐♥❡❞ t❤❡ ♣❛✐r ❝♦✉♥ts ✭✐✳❡✳ DDcomb = DDnorth +DDsouth✱ ❡t❝✳✮

✷❚❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ r❡❞s❤✐❢t ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✐s✿

zeff =

Nb
X

i

Nb
X

j

wiwj

2N2
b

(zi + zj) ✭❱■■✳✷✸✮

Nb ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❣❛❧❛①✐❡s ✇✐t❤✐♥ ❛ ❜✐♥✳ ❋♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❈◆▼❆❙❙ s❛♠♣❧❡ zeffect = 0.55



✶✾✽

❚❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐❝❡s ✇❡r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s✐① ❤✉♥❞r❡❞ P❚❍❆▲❖❙ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡
◆♦rt❤ ❛♥❞ ❙♦✉t❤ s❡♣❛r❛t❡❧②✱ ❛s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❤❛♣t❡r ♦❢ t❤❡ ❇❖❙❙ ❈♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❋♦r t❤❡
❝♦♠❜✐♥❡❞ s❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢r♦♠ ◆♦rt❤ CN

❛♥❞ ❙♦✉t❤ CS ❛s✿
C−1

T = C−1
N + C−1

S . ✭❱■■✳✷✻✮
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FIT  nl_radius      6.25000

❋✐❣✉r❡ ❱■■✳✶✿ ❈❛❧✐❜r❛t✐♥❣ t❤❡ σNL ✇✐t❤ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s P❚❍❆▲❖❙✳ ■♥ ❜❧❛❝❦ t❤❡ ♠❡❛♥ ♦❢ t❤❡ ✻✵✵
r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ P❚❍❆▲❖❙ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✉s✐♥❣ ♦♥❧② t❤❡ ♥♦rt❤ ❤❡♠✐s♣❤❡r❡✳ ❚❤❡ σNL = 6.25✳

❲❡ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ✜ts ✉s✐♥❣

t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ♠♦❞❡❧ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ✸ ❢r❡❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ♦♥❧② t❤❡ ❜✐❛s ❛s
♥✉✐s❛♥❝❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✳

❱■■✳✸✳✶ ❇✐♥ ❡✛❡❝t

❇❡❢♦r❡ t❡st✐♥❣ t❤❡ t✇♦ ♠♦❞❡❧s✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ♣❡r❢♦r♠ ❛ t❡st ♦❢ t❤❡ ❜✐♥♥✐♥❣✳ ❲❡ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ✜ts ✉s✐♥❣ t✇♦
❞✐✛❡r❡♥t s✐③❡s ♦❢ ❜✐♥✱ ♦♥❡ ✇✐t❤ ❜✐♥ ♦❢ 7Mpc ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ✷✺ ❜✐♥s ❢♦r t❤❡ r❛♥❣❡ ❞❡s✐r❡❞ ❛♥❞ ♦♥❡ ✇✐t❤
❜✐♥ ♦❢ 4Mpc ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ✹✸ ❜✐♥s✳ ❋♦r t❤✐s t❡st ✇❡ ✜①❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ Ωm t♦ t❤❡ ✜❞✉❝✐❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢
Ωm = 0.274 ✭❲❤✐t❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶✮✳ ❋♦r ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ ✜t ✇❡ ❝♦♥str✉❝t ❛ ❣r✐❞ 2002 ❜✐♥s ♦❢ ξmod ✇✐t❤
t❤❡ ✷ ❢r❡❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs α ❛♥❞ b ✈❛r②✐♥❣ ✐♥ ❛ r❛♥❣❡ [0.8, 1.2]✱ ❛♥❞ [1.5, 3]✳ ❲❡ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ χ2 ❢♦r ❡❛❝❤
♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ✇❡ ❧♦♦❦ ❢♦r t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠✳ ■ ✇✐❧❧ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ r❡s✉❧ts ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✷ ❜✐♥♥✐♥❣ s❝❤❡♠❡ ✐♥
t❡r♠s ♦❢ χ2 r❡s✉❧ts✳ ■♥ ✜❣✉r❡ ❱■■✳✷✱ ❄❄ ❛♥❞ ❱■■✳✸ ■ s❤♦✇ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ✜ts ✉s✐♥❣ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧
♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ ❜✐♥ ♦❢ 7Mpc✳ ■♥ t❤❡ ❧❡❢t ♣❛♥❡❧s✱ ■ s❤♦✇ ✐♥ ❜❧❛❝❦ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡
❡rr♦rs ❜❛rs ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ❛♥❞ ✐♥ r❡❞ t❤❡ ❜❡st ✜t ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛s
✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs t❤❛t ♠✐♥✐♠✐③❡s t❤❡ χ2✳ ■♥ t❤❡ r✐❣❤t ♣❛♥❡❧s✱ ■ s❤♦✇ t❤❡ ❝♦♥t♦✉rs ❢♦r 1 − 5σ
❢♦r t❤❡ ♣❧❛♥❡ α− b✳
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Best Fit chi2=       26.823463 alpha=      0.994000 bias=       2.1750000

❋✐❣✉r❡ ❱■■✳✷✿ ◆♦rt❤✿ ❋✐tt✐♥❣ ❛❧♣❤❛✱ ❜✐❛s ✳ ❲▼❆P ❛s ✜❞✉t✐❛❧ ❝♦s♠♦❧♦❣②✲❜✐♥ ✼▼♣❝✳
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BOSS North/South
Best Fit chi2=       27.514542 alpha=       1.00200 bias=       2.2049999
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Best Fit chi2=       27.514542 alpha=       1.00200 bias=       2.2049999

❋✐❣✉r❡ ❱■■✳✸✿ ❈♦♠❜✐♥❡❞✿ ❋✐tt✐♥❣ ❛❧♣❤❛✱ ❜✐❛s ✱❜✐♥ ✼▼♣❝ ✇✐❞t❤✳

■♥ ✜❣✉r❡ ❱■■✳✹✱ ❄❄ ❛♥❞ ❱■■✳✺ ■ s❤♦✇ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ✜ts ✉s✐♥❣ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡
❜✐♥♥✐♥❣ ♦❢ 4Mpc✳ ■♥ t❤❡ ❧❡❢t ♣❛♥❡❧s✱ ■ s❤♦✇ ✐♥ ❜❧❛❝❦ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❡rr♦r ❜❛rs
❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ❛♥❞ ✐♥ r❡❞ t❤❡ ❜❡st ✜t ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ✇✐t❤ t❤❡
♣❛r❛♠❡t❡rs t❤❛t ♠✐♥✐♠✐③❡s t❤❡ χ2✳ ■♥ t❤❡ r✐❣❤t ♣❛♥❡❧s✱ ■ s❤♦✇ t❤❡ ❝♦♥t♦✉rs ❢♦r 1− 5σ ❢♦r t❤❡ ♣❧❛♥❡
α− b

■♥ t❛❜❧❡ ❱■■✳✶✱ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t s❛♠♣❧❡s ✉s✐♥❣ t❤❡ ✷ ❜✐♥♥✐♥❣ s❝❤❡♠❡s
❛r❡ s❤♦✇♥✳ ■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝♦❧✉♠♥ ✐s ❣✐✈❡♥ t❤❡ χ2 ♣❛r ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ t❤✐r❞ ❝♦❧✉♠♥
✐s ❣✐✈❡♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❛❧♣❤❛ ♣❛r❛♠❡t❡r ❛♥❞ 1σ✲❡rr♦rs ♦❜t❛✐♥❡❞ ♠❛r❣✐♥❛❧✐③✐♥❣ ♦✈❡r t❤❡ ❜✐❛s✳ ❚❤❡
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Best Fitχ2=       41.008277 α=      0.996000 bias=       2.1750000

❋✐❣✉r❡ ❱■■✳✹✿ ◆♦rt❤✿ ❋✐tt✐♥❣ ❛❧♣❤❛✱ ❜✐❛s ❜✐♥ ✼▼♣❝✲✇✐❞t❤
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BOSS North
Best Fit χ2=       35.398317 α=       1.01400 bias=       2.2350001
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Best Fitχ2=       35.398317 α=       1.01400 bias=       2.2350001

❋✐❣✉r❡ ❱■■✳✺✿ ❈♦♠❜✐♥❡❞✿ ❋✐tt✐♥❣ ❛❧♣❤❛✱ ❜✐❛s ❜✐♥ ✹▼♣❝ ✇✐❞t❤✳

❢♦✉rt❤ ❝♦❧✉♠♥ ✐s t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❜✐❛s t❤❛t ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ χ2 ❛♥❞ ✜♥❛❧❧② t❤❡ ◗✲✈❛❧✉❡✳ ❆s ✇❡ ❝❛♥ s❡❡
❢r♦♠ t❤❡ ✜❣✉r❡s t❤❡r❡ ✐s ❛ ❞✐s❛❣r❡❡♠❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ ❙♦✉t❤ ❛♥❞ ◆♦rt❤ ❤❡♠✐s♣❤❡r❡s ♦❢ ❛❜♦✉t 1σ ✱ ❛s ❛
❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ s❛♠♣❧❡ ❞❡✈✐❛t❡ ❢r♦♠ t❤❡ ◆♦rt❤ ❝♦♥str❛✐♥s✳
■♥ t❡r♠s ♦❢ χ2✴❞♦❢ ❛♥❞ ◗✲✈❛❧✉❡s t❤❡② ✐♥❞✐❝❛t❡ ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡ ✜ts t♦ t❤❡ ❞❛t❛✳ ❚❤❡ ♥♦rt❤ ❣✐✈❡s ❜❡tt❡r
✜ts ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❙♦✉t❤✳ ❚❤❡r❡ ✐s ❛ ❝❧❡❛r ❞✐s❝r❡♣❛♥❝② ✐♥ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❞❡r✐✈❡❞ ❢♦r ◆♦rt❤ ❛♥❞ ❙♦✉t❤
t❤❛t ❣❡♥❡r❛t❡s t❤❡ ✜tt❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ s❛♠♣❧❡ t♦ ❜❡ ♣✉s❤❡❞ t♦ ❤✐❣❤❡r ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❛❧♣❤❛
❛♥❞ σ✳ ❇❡❢♦r❡ ❞✐s❝✉ss✐♥❣ t❤✐s t❡♥s✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ◆♦rt❤✴❙♦✉t❤ ❤❡♠✐s♣❤❡r❡s ❧❡t ✉s ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡ ✐♥ ◆♦rt❤
❤❡♠✐s♣❤❡r❡ ✭❛♥❞ t❤❡ ❈♦♠❜✐♥❡❞ s❛♠♣❧❡✮ t♦ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ❜✐♥♥✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts✳



✷✵✶

❚❛❜❧❡ ❱■■✳✶✿ ❈♦♥str❛✐♥s ❢♦r ✹▼♣❝ ❛♥❞ ✼▼♣❝ ❜✐♥s ◆♦rt❤ ✱ ❙♦✉t❤ ❛♥❞ ❈♦♠❜✐♥❡❞ ❙❛♠♣❧❡s

❙❛♠♣❧❡ χ2 α ❜✐❛s ◗
◆♦rt❤ ✹ ▼♣❝ ✹✶✳✵✵✽✴✹✶❂✶✳✵✵✷ ✵✳✾✾✻✵±0.016 ✷✳✶✼✺✵ ✵✳✺✷✾
◆♦rt❤ ✼ ▼♣❝ ✷✻✳✽✷✸✴✷✺❂✶✳✵✼✸ ✵✳✾✾✹✵±0.016 ✷✳✶✼✺✵ ✵✳✻✸✺
❈♦♠❜ ✹ ▼♣❝ ✸✺✳✸✾✻✴✹✶❂✵✳✽✻✸ ✶✳✵✶✹✵±0.015 ✷✳✷✸✺✵ ✵✳✷✽✸
❈♦♠❜ ✼▼♣❝ ✷✼✳✺✶✹✴✷✺❂✶✳✶✵✶ ✶✳✵✵✵✵±0.018 ✷✳✷✵✹✾ ✵✳✻✻✾
❙♦✉t❤ ✹ ▼♣❝ ✸✺✳✹✹✾✽✴✹✶❂✵✳✽✻✺ ✶✳✵✻✹✵± ✵✳✵✷✸ ✷✳✹✶✺✵ ✵✳✷✽✸
❙♦✉t❤ ✼ ▼♣❝ ✷✻✳✻✹✺✻✴✷✺❂✶✳✵✻✻ ✶✳✵✻✷✵± ✵✳✵✸✵ ✷✳✹✵✵✵ ✵✳✻✷✻

■t s❡❡♠s t❤❡ ✼ ▼♣❝ ❜✐♥ ❣✐✈❡s ❜❡tt❡r ◗✲✈❛❧✉❡s✳ ❚❤✐s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ♠♦r❡ ♥♦✐s② ❞❛t❛ ❢♦r
t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ s♠❛❧❧❡r ❜✐♥s ✇✐❞t❤✳■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ◆♦rt❤ t❤❡ r❡s✉❧ts ✇✐t❤ ❜♦t❤ ❜✐♥s ✇✐t❤ ❛r❡ ❛❧♠♦st
t❤❡ s❛♠❡✱ ✇✐t❤ ❛ s♠❛❧❧ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ❛❧♣❤❛ ✜tt❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡r ✐♥❢❡r✐♦r t♦ ✵✳✷✪✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡
❝♦♠❜✐♥❡❞ s❛♠♣❧❡ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❜✐♥♥✐♥❣ s❝❤❡♠❡s ❣❡♥❡r❛t❡s ❛ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ ✜tt❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ ∼ 1%
✐♥ α ❛♥❞ ❜✐❛s ❜✉t st✐❧❧ ✇✐t❤✐♥ ✶✲σ ❡rr♦rs✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❙♦✉t❤ ❤❡♠✐s♣❤❡r❡ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡
❜✐♥♥✐♥❣ ✐s ❧❡ss t❤❛♥ ✵✳✷✪ ❛♥❞ ✵✳✻✪ ❢♦r α ❛♥ t❤❡ ❜✐❛s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳✳ ❚❤❡ ♦✣❝✐❛❧ ❜✐♥♥✐♥❣ ❤❛s ❜❡❡♥
❝❤♦s❡♥ t♦ ❜❡ ✹ ▼♣❝ ❜✐♥s ❢♦r t❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♣t❡r✳

❱■■✳✸✳✷ ❙♦✉t❤ ❛♥❞ ❙♦✉t❤✭❉❘✶✵✮

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❞✐s❡♥t❛♥❣❧❡ t❤❡ ❞✐s❛❣r❡❡♠❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ◆♦rt❤ ❛♥❞ ❙♦✉t❤ s❛♠♣❧❡s ✇❡ ✇✐❧❧ ✐♥❝❧✉❞❡ ✐♥
t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s t❤❡ ❞❛t❛ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✉♣ t♦ ♥♦✇ ❢♦r t❤❡ s♦✉t❤ ❡✈❡♥ ✐❢ ❢♦r t❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ✇❡ ✇✐❧❧ tr② t♦
r❡str✐❝t t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s t♦ t❤❡ ❉❘✾ ❝❛t❛❧♦❣✳ ■♥ ✜❣✉r❡ ❱■■✳✻✱ ❱■■✳✼ ✱ ❱■■✳✽ ❛♥❞ ❱■■✳✾✱ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥
❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❙♦✉t❤ ❤❡♠✐s♣❤❡r❡ ❢♦r ❉❘✾ ❛♥❞ ❉❘✶✵ s❛♠♣❧❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❜❡st ✜t ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐s s❤♦✇♥ ❛s
✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❝♦♥t♦✉rs 1 − 5σ ❢♦r t❤❡ ✷ ❜✐♥♥✐♥❣ s❝❤❡♠❡ ✭ ✼▼♣❝ ❛♥❞ ✹ ▼♣❝ ❜✐♥ s✐③❡✮✳

▲❡t ✉s s✉♠♠❛r✐③❡ t❤❡ r❡s✉❧ts ❜❡❢♦r❡ ❞✐s❝✉ss✐♥❣ t❤❡ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝② ◆♦rt❤✴❙♦✉t❤ ❢♦r t❤❡ ❉❘✾✳ ■♥
✜❣✉r❡ ❱■■✳✶✵ t❤❡ ❝♦♥t♦✉rs ❛ 1σ, 2σ ❢♦r t❤❡ ◆♦rt❤ ❙♦✉t❤✱❛♥❞ t❤❡ ❈♦♠❜✐♥❡❞ s❛♠♣❧❡ ❛r❡ s❤♦✇♥✳ ❆s
✇❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❡ ❞✐s❛❣r❡❡♠❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ ◆♦rt❤ ❛♥❞ ❙♦✉t❤ ✐s ✇✐t❤✐♥ ✷σ ❢♦r t❤❡ ❉❘✾✳ ❇② ❝♦♥tr❛st t❤❡
❝♦♥t♦✉rs ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ♥❡✇ ❞❛t❛ ✭❉❘✶✵ ✮ s❡❡♠s t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❞✐s❛❣r❡❡♠❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts
t♦ ❛ 1σ ❧❡✈❡❧✳ ❚❤✐s ❢❛❝t s❡❡♠s t♦ ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❛t t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❜s❡r✈❡❞ ❛t ❙♦✉t❤ ❤❡♠✐s♣❤❡r❡
✐♥ ❉❘✾ ♣r❡s❡♥ts ❛♥ ❛t②♣✐❝❛❧❧② str♦♥❣ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✇❤❡♥ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ♠♦r❡ ❞❛t❛ t❤✐s ❜❡❤❛✈✐♦r ❛✈❡r❛❣❡
t❤❡ ✇❡✐r❞ ❡❛r❧② r❡s✉❧t✳ ■♥ t❤❡ ✜ts ✇❡ ❝❛♥ ♦❜s❡r✈❡ t❤✐s t❡♥❞❡♥❝② ✱ ✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ ✜ts ❜❡t✇❡❡♥
s♦✉t❤ ❉❘✾ ❛♥❞ s♦✉t❤ ❉❘✶✵✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❉❘✾ t❤❡ str♦♥❣ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♦❜s❡r✈❡❞ ♣✉s❤❡❞ t❤❡ ✜t
t♦ ❤✐❣❤❡r ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❛❧♣❤❛ ❛♥❞ ❜✐❛s✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ✜ts ❝♦r❡s♣♦♥❞❡♥ts t♦ ❙♦✉t❤✭❉❘✶✵✮ s❡❡♠s t♦ ❢♦❧❧♦✇
t❤❡ s❛♠❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ◆♦rt❤ ❉❘✾✳❚❤❡ ❡rr♦r ❜❛rs ❛r❡ ∼

√
2 s♠❛❧❧❡r ❢♦r ❉❘✶✵ ❚❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❡rr♦rs

✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❛t t❤❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥ ✐s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❄✳

■♥ t❛❜❧❡ ❱■■✳✷ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ✜ts ❛r❡ s❤♦✇♥ ✱ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ χ2 ✈❛❧✉❡s ❛♥❞ t❤❡ ◗✲✈❛❧✉❡s ✐♥❞✐❝❛t❡s
❛❣❛✐♥ ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡ ✜ts t♦ t❤❡ ❞❛t❛✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡ ❢♦r ❉❘✶✵ ✐s str❛♥❣❡❧② ❧♦✇ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♦t❤❡rs
❜✐♥♥✐♥❣ s❝❤❡♠❡s ❛♥❞ s❛♠♣❧❡s✳

■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❙♦✉t❤ ❉❘✶✵ t❤❡ r❡s✉❧ts ✐♥ t❤❡ ✜tt❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✇✐t❤ ❜♦t❤ ❜✐♥ ✇✐❞t❤s ♣r❡s❡♥t
❧❛r❣❡r ❞✐✛❡r❡♥❝❡s t❤❛♥ ❙♦✉t❤ ❉❘✾✳ ❚❤❡ α ♣❛r❛♠❡t❡r ✐s ✐♥ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤✐♥ ∼ 1% ✭❝♦♠♣❛r❡❞ t♦
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Best Fit chi2=       26.645634 alpha=       1.06200 bias=       2.4000001

South

0.90 0.95 1.00 1.05 1.10
alpha

1.8

2.0

2.2

2.4

b
ia

s

12

2

3

3

3

4

4

4

4

5

5

5

Best Fit chi2=       26.645634 alpha=       1.06200 bias=       2.4000001

❋✐❣✉r❡ ❱■■✳✻✿ ❙♦✉t❤DR9 : Fittingalpha, bias.Bin7Mpc
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BOSS South (DR10)
Best Fit chi2=       14.960148 alpha=       1.02800 bias=       2.2800000
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Best Fit chi2=       14.960148 alpha=       1.02800 bias=       2.2800000

❋✐❣✉r❡ ❱■■✳✼✿ ❙♦✉t❤ ❉❘✶✵✿ ❋✐tt✐♥❣ ❛❧♣❤❛✱ ❜✐❛s ✳ ❇✐♥ ✼ ▼♣❝

✵✳✷✪✮ ❛♥❞ t❤❡ ❜✐❛s ✇✐t❤✐♥ ✷✪✭❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ 0.6% ♦❢ ❉❘✾✮✳ ■❢ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ♦♥❧② t❤❡ ♦✣❝✐❛❧ ❜✐♥♥✐♥❣ t❤❡
❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✜tt❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❝♦♠♣❛r✐♥❣ ◆♦rt❤✴❙♦✉t❤ ❛♥❞ ◆♦rt❤✴❙♦✉t❤ ❉❘✶✵✱ t❤❡ ❞✐❢❡r❡♥❝❡
✐♥ t❤❡ ✜tt❡❞ α ♣❛ss ❢r♦♠ ✻✪ t♦ ✹✪✳ ❛♥❞ ✐♥ ❜✐❛s ❢r♦♠ ✶✵✪ t♦ ✻✪✳

❱■■✳✸✳✸ ❋✐♥❛❧ ❝♦♥str❛✐♥ts Ωm − α✱ Ωm − DV ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss✐♦♥

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❣❡t t❤❡ ✜♥❛❧ ❝♦♥str❛✐♥ts ✇❡ ✈❛r② t❤❡ ✸ ♣❛r❛♠❡t❡rs Ωmh
2✱ b✱ ❛♥❞ α✱ t♦ ❣❡t t❤❡ ❝♦♥❥♦✐♥t

❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ❧❡✈❡❧s α−Ω ✇❡ ♠❛r❣✐♥❛❧✐③❡ ♦✈❡r t❤❡ ❜✐❛s✳ ❲❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ s❡♣❛r❛t✐♥❣ t❤❡ ◆●❈ ✭❋✐❣✳ ❱■■✳✶✶✮✱
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Best Fitχ2=       35.449855 α=       1.06400 bias=       2.4150000

❋✐❣✉r❡ ❱■■✳✽✿ ❙♦✉t❤ ❉❘✾✿ ❋✐tt✐♥❣ ❛❧♣❤❛✱ ❜✐❛s ✳ ❇✐♥ ✹ ▼♣❝
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BOSS South(DR10)
Best Fit χ2=       33.385125 α=       1.04200 bias=       2.3250000
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Best Fitχ2=       33.385125 α=       1.04200 bias=       2.3250000

❋✐❣✉r❡ ❱■■✳✾✿ ❙♦✉t❤ ❉❘✶✵✿ ❋✐tt✐♥❣ ❛❧♣❤❛✱ ❜✐❛s ✳ ❇✐♥ ✹ ▼♣❝

❙●❈ ✭❋✐❣✳ ❱■■✳✶✸✮ ❛♥❞ t❤❡ ❈♦♠❜✐♥❡❞ ❙❛♠♣❧❡ ✭❋✐❣✳ ❱■■✳✶✷✮ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❙♦✉t❤ ❉❘✶✵ ✭ ❋✐❣✳ ❱■■✳✶✹✮✳
❆ s✉♠♠❛r② ♦❢ t❤❡ ❜❡st ✜tt✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❚❛❜❧❡ ❱■■✳✸✳✹ ✱ t❤❡ ❡rr♦r ❜❛rs ✇❡r❡
♣r❡❞✐❝t❡❞ ♠❛r❣✐♥❛❧✐③✐♥❣ ♦✈❡r t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳

◆♦✇ ✇❡ ❛r❡ ❣♦✐♥❣ t♦ tr❛♥s❧❛t❡ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❞✐st♦rs✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r α ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥
s❝❛❧❡ DV = αDV,fid✳ ■♥ ✜❣✉r❡ ❱■■✳✶✺ t❤❡ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ❝♦♥t♦✉rs DV = αDV,fid ❛r❡ s❤♦✇♥ ❛s ✇❡❧❧ ❛s
t❤❡ ✷ ❞❡❣❡♥❡r❛❝② ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❛s ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❊✐s❡♥st❡✐♥ ❡t ❛❧ ✷✵✵✺✳ ❚❤❡ ✜rst ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦
❛ ❝♦♥st❛♥t ♠❡❛s✉r❡❞ ❛❝♦✉st✐❝ ♣❡❛❦ s❡♣❛r❛t✐♦♥✿ rs(zd)/DV (z = 0.55) = cte✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❞❡❣❡♥❡r❛❝②
❞✐r❡❝t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ❝♦♥st❛♥t ♠❡❛s✉r❡❞ s❤❛♣❡ ♦❢ ❈❉▼ s♣❡❝tr✉♠ DV (z = 0.55)Ωmh

2 = cte✳



✷✵✹

❚❛❜❧❡ ❱■■✳✷✿ ❈♦♥str❛✐♥s ❢♦r ✹▼♣❝ ❛♥❞ ✼▼♣❝ ❜✐♥s ❙♦✉t❤ ❉❘✾ ❛♥❞ ❙♦✉t❤ ❉❘✶✵

❙❛♠♣❧❡ χ2 α ❜✐❛s ◗
❙♦✉t❤✭❉❘✾✮ ✹ ▼♣❝ ✸✺✳✹✹✾✽✴✹✶❂✵✳✽✻✺ ✶✳✵✻✹✵± ✵✳✵✷✸ ✷✳✹✶✺✵ ✵✳✷✽✸
❙♦✉t❤✭❉❘✾✮ ✼ ▼♣❝ ✷✻✳✻✹✺✻✴✷✺❂✶✳✵✻✻ ✶✳✵✻✷✵± ✵✳✵✸✵ ✷✳✹✵✵✵ ✵✳✻✷✻
❙♦✉t❤✭❉❘✶✵✮ ✹▼♣❝ ✸✸✳✸✽✺✶✴✹✶❂✵✳✽✶✹ ✶✳✵✹✷✵± ✵✳✵✷✽ ✷✳✸✷✺✵ ✵✳✷✵✹
❙♦✉t❤ ✭❉❘✶✵✮ ✼▼♣❝ ✶✹✳✾✻✵✶✴✷✺❂✵✳✺✾✽ ✶✳✵✷✽✵± ✵✳✵✸✵ ✷✳✷✽✵✵ ✵✳✵✺✼
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❋✐❣✉r❡ ❱■■✳✶✵✿ ✶✲✷σ ❈♦♥t♦✉rs ❢♦r ◆♦rt❤ ✭❜❧✉❡✮✱ ❙♦✉t❤✭r❡❞✮✱ ❈♦♠❜✐♥❡❞ ✭❜❧❛❝❦✮ ❛♥❞ t❤❡ ❙♦✉t❤
❉❘✶✵✭❣r❡❡♥✮✳ ❇✐♥ ✹ ▼♣❝

❚❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❧✐♣s❡s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡s❡ ❛①❡s ✐♥❞✐❝❛t❡s ✇❤❡♥ t❤❡ ✜ts ❛r❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡❞ ❜②
s❤❛♣❡ ♦❢ ❛ ♣✉r❡ ❈❉▼ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ❛❝♦✉st✐❝ ♣✐❝ ❡①❡rts ❛♥ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ✜t✳ ❋♦r ❝♦♠♣✉t✐♥❣
rs t❤❡ ✜tt✐♥❣ ❢♦r♠✉❧❛ ♦❢ ❊✐s❡♥st❡✐♥✫ ❍✉ ✐s ✉s❡❞✳

■♥ t❛❜❧❡ ❱■■✳✸✳✹ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ✐♥ t❡r♠s ♦❢ DV ❛♥❞ ΩMh
2 ❛r❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞✳ ❚❤❡ ❞✐st❛♥❝❡s

♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ DV (z = 55) ❛♥❞ Ωmh
2 ✉s✐♥❣ t❤❡ ✹ s❛♠♣❧❡s ❣✐✈❡s ❜r♦❛❞❧② ❝♦♥s✐st❡♥t r❡s✉❧ts t♦ ✶σ

❧❡✈❡❧✳
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Best Fit chi2=       36.884955 α=      0.991045 bias=      2.17500Ωm h
2
      0.13500001

❋✐❣✉r❡ ❱■■✳✶✷✿ ❈♦♥t♦✉rs ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ α− Ω ◆♦rt❤✴❙♦✉t❤

❋✐♥❛❧❧② ■ ✇✐❧❧ ❝♦♠♣❛r❡ ♦✉r r❡s✉❧ts t♦ ♦t❤❡rs st✉❞✐❡s ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss t❤❡ ❝♦s♠♦❧♦❣✐❝❛❧ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ■♥
t❛❜❧❡ ❄❄ ❛♥ ♥♦♥ ❡①❤❛✉st✐✈❡ ❧✐st ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ ❞✐✛❡r❡♥t s❛♠♣❧❡s ✴s✉r✈❡②s ✐s s❤♦✇♥✳ ❖✉r r❡s✉❧ts
❛r❡ ✐♥ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ ♣r❡✈✐♦✉s st✉❞✐❡s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ ♦t❤❡r s❛♠♣❧❡s✴s✉r✈❡②s✳

❲✐t❤✐♥ t❤❡ ✇♦r❦✐♥❣ ❣r♦✉♣✱ ♦t❤❡r r❡s✉❧ts ✐♥ ❝♦s♠♦❧♦❣② ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✱ ❳✐❛♦②✐♥❣ ✇✐t❤ ❛♥ ❛♥❛❧♦❣
χ2 ❛♥❛❧②s✐s ❝♦♥str❛✐♥t t❤❡ α ♣❛r❛♠❡t❡r ❛♥❞ ❑✉s❤❛❧ ✉s✐♥❣ ❉❘✾ ❈♦♠❜✐♥❡❞ s❛♠♣❧❡ ❞❛t❛ ❛♥❞ ✉s✐♥❣
▼❛①✐♠✉♠ ▲✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ❛♥❞ P✭❛❧♣❤❛✮ ❢r♦♠ ❳✐❛♦②✐♥❣✬s ❇❆❖ ✜ts ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛ ▼❈▼❈
t♦ ❝♦♥str❛✐♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♦t❤❡rs Ωmh

2✳ ■ ♣r❡s❡♥t t❤❡s❡ ♣r❡❧✐♠✐♥❛r② r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ t❛❜❧❡ t♦ ❝♦♠♣❛r❡ ✇✐t❤
t❤❡♠✳ ❆s ✇❡ ❝❛♥ ✈❡r✐❢② ✐♥ t❤❡ t❛❜❧❡ ♦✉r r❡s✉❧ts ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ α ♣❛r❛♠❡t❡r ❛r❡ ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤
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Best Fit chi2=       34.528926 α=       1.11244 bias=      2.41500Ωm h
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      0.12400000

❋✐❣✉r❡ ❱■■✳✶✸✿ ❈♦♥t♦✉rs ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ α− Ω ❙♦✉t❤ ❉❘✾

50 100 150 200
r[Mpc/h]

0

50

100

 ξ(
r)

r2

BOSS South(DR10)
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Best Fit chi2=       33.102582 α=       1.06269 bias=      2.32500Ωm h2      0.13000001

❋✐❣✉r❡ ❱■■✳✶✹✿ ❈♦♥t♦✉rs ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ α− Ω ❙♦✉t❤ ❉❘✶✵

❳✐❛♦②✐♥❣✬s r❡s✉❧ts ✱ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❛r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜❡❝❛✉s❡ ✇❡ ❛r❡ ♥♦t ✉s✐♥❣ ❡①❛❝t❧② t❤❡ s❛♠❡ ♠♦❞❡❧✳
■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ Ωmh

2 ♦✉r r❡s✉❧ts ❛r❡ ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ r❡s✉❧ts ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❢r♦♠ ▼❈▼❈ ❛❧s♦✳

❱■■✳✸✳✹ ❙✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡ ♦❢ ❇❆❖ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❇❖❙❙

❋✐♥❛❧❧② ✇❡ ❛ss❡ss t❤❡ q✉❡st✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t✇♦ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s
❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞✱ t❤❡ ✜rst ✐s ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ s❡t ♦❢ ♠♦❞❡❧s ✇✐t❤ ♥♦ ❛❝♦✉st✐❝ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s✱ t❤✉s r❡♣❧❛❝✐♥❣
ξmod = ξnowiggles ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ s❡t ♦❢ ♠♦❞❡❧s ✇✐t❤ ♥♦ ❜❛r②♦♥s✳ ■♥
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❋✐❣✉r❡ ❱■■✳✶✺✿ ❈♦♥t♦✉rs ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♠❛tt❡r ❞❡♥s✐t② ❛♥❞ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ s❝❛❧❡ Ωmh
2−

DV (z = 0.55)

❚❛❜❧❡ ❱■■✳✸✿ ❈♦♥str❛✐♥s ❢♦r DV ❛♥❞ Ωmh
2

❙❛♠♣❧❡ α DV Ωmh
2

◆♦rt❤✭❉❘✾✮ ✵✳✾✺✷±✵✳✵✷✽ ✶✽✹✾✳✼✼±✺✼✳✷✹ ✵✳✶✺✷✵±✵✳✶✵
❈♦♠❜✐♥❡❞✭❉❘✾✮ ✵✳✾✾✷±✵✳✵✷✻ ✷✵✵✼✳✽✵±✺✸✳✶✺ ✵✳✶✹✹✵±✵✳✵✵✼
❙♦✉t❤✭❉❘✾✮ ✶✳✶✶✷✹✹ ± ✷✺✷✾✳✽✵± ✵✳✶✷✹✵±
❙♦✉t❤ ✭❉❘✶✵✮ ✶✳✵✻✷✻✾± ✷✸✶✼✳✷✸± ✵✳✶✸✵✵±

✜❣✉r❡ ❱■■✳✶✻ t❤❡ ❜❡st ✜t ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r t❤❡ ♠♦❞❡❧s ♥♦ ✇✐❣❣❧❡s ❢♦r ❡❛❝❤ r❡❣✐♦♥ ✐s s❤♦✇♥✳

∆χ2
nonwiggles(s) = min(χ2

noW iggles) −min(χ2
BAO) ✭❱■■✳✷✼✮

∆χ2
nonwiggles(s) = min(χ2

noBaryons) −min(χ2
BAO) ✭❱■■✳✷✽✮

■♥ ✜❣✉r❡ ❱■■✳✶✼ t❤❡ ❜❡st ✜t ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r t❤❡ ♠♦❞❡❧s ✇✐t❤♦✉t ❜❛r②♦♥s✳ ❲❡ ❝♦♠❜✐♥❡ t❤❡s❡
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❚❛❜❧❡ ❱■■✳✹✿ ❈♦♥str❛✐♥s ❢♦r DV ❛♥❞ Ωmh
2 ❢r♦♠ ♦t❤❡r st✉❞✐❡s

❙❛♠♣❧❡ r❛♥❣❡ ✜tt✐♥❣ DV Ωmh
2

❲✐●●▲❊❩ ❇❧❛❦❡ ❡t ❛❧ ✷✵✶✶ ❬✸✵✱ ✶✽✵❪h−1 DV ✭③❂✵✳✻✮❂✷✶✷✼✳✼±✶✷✼✳✾ ✵✳✶✻✻±✵✳✶✹
❲✐●●▲❊❩ ❇❧❛❦❡ ❡t ❛❧ ✷✵✶✶ ❬✶✵✱ ✶✽✵❪h−1 DV ✭③❂✵✳✻✮❂✷✷✸✹✳✾±✶✶✺✳✷ ✵✳✶✸✷±✵✳✶✶
❙❉❙❙✲▲❘● ❑❛③✐♥ ❡t ❛❧ ✷✵✵✾ ❬✻✵✱✶✺✵❪h−1 DV ✭③❂✵✳✷✽✼✮ ❂ ✶✶✸✷ ±✹✵ ▼♣❝ ✖✖✲
❙❉❙❙✲▲❘● ❊✐s❡♥st❡✐♥ ❡t ❛❧ ✷✵✵✺ ❬ ❄ ✱ ❄❪h−1 DV ✭③❂✵✳✸✺✮❂✶✸✼✵±✻✹ ▼♣❝ ✵✳✶✸✵±✵✳✵✶
❇❖❙❙ ❉❘✾✭♣r❡❧✐♠✐♥❛r✮ ❬✷✵✱✶✽✵❪h−1 DV ✭③❂✵✳✺✺✮❂✷✵✵✼✳✽✵±✺✸✳✶✺ ✵✳✶✹✹✵±✵✳✵✵✼

❚❛❜❧❡✳ ❈♦♥str❛✐♥s ❢♦r α ❛♥❞ Ωmh
2 ❢r♦♠ ♦t❤❡r ❇❖❙❙ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t♦rs

❈♦✈❛r✐❛♥❝❡ α ✭❳✐❛♦②✐♥❣✮ ❈♦♥str❛✐♥s ▼❈▼❈
❙❛♠♣❧❡ α = 1.028 ± 0.019 Ωmh

2 = 0.1378 ± 0.0039
▼▲ α = 1.025 ± 0.021 Ωm = 0.289 ± 0.018
❆◆❆▲❨❚■❈ α = 1.026 ± 0.019 H0 = 69.1 ± 1.5km/s/Mpc

r❡s✉❧ts ✇✐t❤ t❤❡ ♠♦❞❡❧s ✇✐t❤ ❛❝♦✉st✐❝ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❜❡❢♦r❡ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡ ♦❢
t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥✳ ■♥ t❛❜❧❡ ❱■■✳✸✳✹ t❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞✳ ❚❤❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ s❛♠♣❧❡ ❣✐✈❡s ❛ ❞❡t❡❝t✐♦♥
✇✐t❤ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡ ♦❢ ✹✳✻σ ♦✈❡r ♥♦♥ ✇✐❣❣❧❡s ♠♦❞❡❧s✳

❇❆❖ ❙✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡ ♦❢ ❉❡t❡❝t✐♦♥
❙❛♠♣❧❡ χ2

nowiggles χ2
nobaryons χ2

BAO ∆χ2
NW ∆χ2

NB

◆♦rt❤✭❉❘✾✮ ✹ ▼♣❝ ✺✺✳✷✵✺✼ ✺✻✳✽✽✼✽ ✸✼✳✸✶✹✵ ✶✼✳✾✺✶✵✭✹✳✷✸σ✮ ✶✾✳✺✼✸✽✭4.42σ✮
❙♦✉t❤✭❉❘✾✮ ✹ ▼♣❝✯ ✹✼✳✼✺✹✵ ✹✼✳✹✵✺✾ ✸✹✳✺✷✽✾ ✶✸✳✷✷✺✷✭3.6σ✮ ✶✷✳✽✼✼✵✭✸✳✻σ✮
❈♦♠❜✐♥❡❞✭❉❘✾✮ ✹▼♣❝ ✺✽✳✶✽✷✸ ✺✾✳✹✵✷✹ ✸✸✳✼✶✻✼ ✷✺✳✻✽✷✹✭✹✳✾✺σ✮ ✷✹✳✹✻✵✵✭✺✳✵✼σ✮
❙♦✉t❤ ✭❉❘✶✵✮ ✹▼♣❝✯ ✹✼✳✽✾✽✺ ✹✶✳✼✻✺✷ ✸✸✳✶✵✷✺ ✶✹✳✼✾✻✵✭3.8σ✮ ✽✳✻✻✷✼✶✭2.9σ✮



✷✵✾
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BOSS North
Best Fit χ2=       55.299317 α=      0.947264 bias=      2.32500 Ωm h2      0.27400002
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BOSS NorthSouth
Best Fit χ2=       58.305134 α=      0.885572 bias=      2.17500 Ωm h2      0.27400002
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BOSS South
Best Fit χ2=       47.754087 α=       1.02488 bias=      2.32500 Ωm h2      0.21799999
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BOSS South(DR10)
Best Fit χ2=       42.420336 α=       1.04876 bias=      2.32500 Ωm h2      0.21400000

❋✐❣✉r❡ ❱■■✳✶✻✿ ❇❡st ✜t ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r ♠♦❞❡❧ ♥♦ ✇✐❣❣❧❡s

❙✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡ ❢r♦♠ ♦t❤❡r st✉❞✐❡s
❙❛♠♣❧❡ st❛t✐st✐❝ ♠❡t❤♦❞ ❙✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡
❙❉❙❙✲▲❘● ❉❘✸ ❊✐s❡♥✲
st❡✐♥ ✷✵✵✺

❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♥♦ ❜❛r②♦♥s ✸✳✹σ

✷❞❋●❘❙ ❈♦❧❧❡s ✷✵✵✶ ♣♦✇❡r s♣❡❝tr✉♠ ♥♦ ❜❛r②♦♥s ✷✳✺σ
❙❉❙❙ ▲❘● ❉❘✹ ❍✉ts✐
✷✵✵✻

♣♦✇❡r s♣❡❝tr✉♠ ♥♦ ✇✐❣❣❧❡s ✸✳✸σ

❙❉❙❙✲▲❘● ❉❘✺ P❡r❝✐✲
✈❛❧ ✷✵✵✺

♣♦✇❡r s♣❡❝tr✉♠ s♠♦♦t❤❡❞ ♣s ✸✳✵σ

❙❉❙❙✲▲❘●
❉❘✼P❡r❝✐✈❛❧ ✷✵✶✵

♣♦✇❡r s♣❡❝tr✉♠ s♠♦♦t❤❡❞ ♣s ✸✳✻σ

❙❉❙❙✲▲❘● ❉❘✼
❊✳❑❛③✐♥ ✷✵✶✵

❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♣✐❝ ♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✺σ

❲✐●●▲❊❩ ❇❧❛❦❡ ✷✵✶✶ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♥♦ ✇✐❣❣❧❡s ✸✳✷σ
❇❖❙❙ ❉❘✾ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♥♦ ✇✐❣❣❧❡s ✹✳✾✺σ
❇❖❙❙ ❉❘✾ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♥♦ ❜❛r②♦♥s ✺✳✵✼σ



✷✶✵
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BOSS North
Best Fit non baryons χ2=       57.078098 α=      0.969154 bias=      2.23500 Ωm h2      0.19800000
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BOSS North/South
Best Fit non baryons χ2=       59.568379 α=      0.969154 bias=      2.17500 Ωm h2      0.18200001
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BOSS South
Best Fit non baryons χ2=       47.405905 α=       1.19801 bias=      2.41500 Ωm h2      0.12400000
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BOSS South(DR10)
Best Fit non baryons χ2=       41.765291 α=       1.19602 bias=      2.32500 Ωm h2      0.11800000

❋✐❣✉r❡ ❱■■✳✶✼✿ ❇❡st ✜t ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r ♠♦❞❡❧ ♥♦ ❜❛r②♦♥s

❱■■✳✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ✭♣r❡❧✐♠✐♥❛r②✮ ❛♥❞ ❝♦♠♠❡♥ts

❚❤✐s ❛♥❛❧②s✐s ✐s ✈❡r② ♣r❡❧✐♠✐♥❛r② ✇❡ ❛r❡ ✇♦r❦✐♥❣ ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧ ✇✐t❤ t❤❡ ✇♦r❦✐♥❣ ❣r♦✉♣ t♦ ❝r♦ss❝❤❡❝❦
t❤❡ r❡s✉❧ts ❛♥❞ t❤❡ ❝♦s♠♦❧♦❣✐❝❛❧ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥✳ ❆t t❤✐s ♠♦♠❡♥t ♦✉r r❡s✉❧ts ❛r❡ ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✇✐t❤ t❤❡
r❡s✉❧ts ♦❢ ♦t❤❡r ♠❡♠❜❡rs ♦❢ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❣r♦✉♣ ✳ ■ ❡♥✉♠❡r❛t❡ s♦♠❡ ♣r❡❧✐♠✐♥❛r② ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s✳

✶✳ ❚❤❡ t❡♥s✐♦♥ ♦❢ ❙♦✉t❤ ✐♥ ❉❘✾ s❛♠♣❧❡ t❤❛t ✐s ♠♦r❡ t❤❛♥ 1 − σ ❢r♦♠ ◆♦rt❤ s❡❡♠s t♦ ❜❡ ❧❡ss
s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡ ✇❤❡♥ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ♠♦r❡ ❞❛t❛ ✭✐✳❡ ❉❘✶✵ ❞❛t❛✮✳ ❚❤✐s ❢❛❝t s✉❣❣❡sts t❤❡ ❙♦✉t❤ ✐♥ ❉❘✾



✷✶✶

♣r❡s❡♥ts ❛ ❧❛r❣❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥✳

✷✳ ❚❤❡ ♣r❡❧✐♠✐♥❛r② r❡s✉❧ts ✐♥❞✐❝❛t❡ ❛ Ωmh
2 = 0.144 ± 0.007 ❛♥❞ α = 0.992 ± 0.026✳ ❚❤❡ ❝♦♥✲

str❛✐♥ts ✐♥ α tr❛❞✉❝❡ ✐♥ ❝♦♥str❛✐♥ts ✐♥ ❞✐st❛♥❝❡ s❝❛❧❡ DV = 2007.80 ± 53.15✳ ❖✉r r❡s✉❧ts ❛r❡
✐♥ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ ♣r❡✈✐♦✉s st✉❞✐❡s✳

✸✳ ❚❤❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ s❛♠♣❧❡ ❣✐✈❡s ❛ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡ ♦❢ ✹✳✻σ ♦✈❡r ♥♦♥ ✇✐❣❣❧❡s ♠♦❞❡❧s
❢♦r t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ s❛♠♣❧❡✳ ❚❤❡ s♦✉t❤ ❤❛s ❛❞❞❡❞ ❛ ∆χ2 ∼ 7 ✈❡rs✉s ❛♥ ❡①♣❡❝t❡❞ ∆χ2 ∼ 4✳

❱■■✳✺ P❡rs♣❡❝t✐✈❡s

• ❆ ❢✉rt❤❡r ✇♦r❦ s❤♦✉❧❞ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ✇✐❞❡ ❛♥❣❧❡ ❡✛❡❝ts✱✳ ❆❝t✉❛❧❧②✱ ✐♥ t❤❡ ♣❛st✱ ❛s t❤❡
s✉r✈❡②s ✇❡r❡ s♠❛❧❧❡r✱ t❤❡ ❛♥❣❧❡ ♦❢ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ✇❛s ✇✐t❤✐♥ t❤✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳ ❙♦♠❡
r❡❢❡r❡♥❝❡s ❛❜♦✉t t❤✐s ❡✛❡❝t ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦♥s✉❧t❡❞ ✐♥ P❛♣❛✐ ✫❙③❛♣✉❞✐ ✷✵✵✽ ✭Pá♣❛✐ ✫ ❙③❛♣✉❞✐✱
✷✵✵✽✮✳

• ■♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ ❛ s❝❛❧❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t
❜✐❛s B(s)✳

ξf id(r) = B(s) ∗ ξdamp,NL(α ∗ r) ✭❱■■✳✷✾✮

✇❤❡r❡ ❇✭s✮ ✐s ✜tt❡❞ ❢r♦♠ ◆✲❜♦❞② s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✉s✐♥❣ t❤❡ ❤❛❧♦ ❝❛t❛❧♦❣s✳ ❚❤❛t ✐s ❞♦♥❡
❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ ♥♦♥ ❧✐♥❡r❛r r❡❞s❤✐❢t s♣❛❝❡ ❤❛❧♦ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐ss✉❡ ❢r♦♠ ◆✲❜♦❞②
s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ ❤❛❧♦s ❛♥❞ t❤❡ ♥♦♥ ❧✐♥❡❛r ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s✉❡ ❢r♦♠ ♦✉r
♠♦❞❡❧ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✳

• ❋♦r ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥♦t❤❡r ❛♣♣r♦❛❝❤ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ r❡♥♦r✲
♠❛❧✐③❡❞ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s t❤❡♦r②✳ ❚❤✐s ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✇❛s ❛❧r❡❛❞② ✉s❡❞ ❜② ✭❙á♥❝❤❡③ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾✮
❛♥❞ ✭❇❡✉t❧❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶✮

ξNL = b2[ξL(r) ∗ e(−k·r)2 +AMCξ
′

L(r)ξ
(1)
L (r)] ✭❱■■✳✸✵✮

✇❤❡r❡✱ ❜✱ ❦ ❛♥❞ AMC ❛r❡ ♥✉✐s❛♥❝❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ ✯ ❞❡♥♦t❡s ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥✱ ∂ξL/∂r ✐s t❤❡
❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ ❧✐♥❡❛r ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ ξ(1)L ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✿

ξ
(1)
L (r) ≡ r̂ · ∇−1ξL(r) = 4π

∫

PL(k)j1(kr)kdk ✭❱■■✳✸✶✮

t❤✐s ♠♦❞❡❧ ✐s ✐♥s♣✐r❛t❡❞ ❢r♦♠ ❘P❚ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♠❛tt❡r ♣♦✇❡r s♣❡❝tr✉✉♠ ✐s ✿

P = G2PL + PMC ✭❱■■✳✸✷✮

✇❤❡r❡ ● ✐s t❤❡ ♥♦♥ ❧✐♥❡❛r ❣r♦✇t❤ ❢❛❝t♦r ❛♥❞ PMC t❤❡ ♣♦✇❡r ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ ♠♦❞❡
❝♦✉♣❧✐♥❣✳
● ✐s ✇❡❧❧ ❛♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❜② ❛ ❣❛✉ss✐❛♥ ❢♦r♠✱ ❛♥❞ t❤❡ ❧❡❛❞✐♥❣ ♦r❞❡r ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ t♦ PMC ✐s
t❤❡ t❡r♠ ξ

′

L(r)ξ
(1)
L (r)

• ❚❤❡ ♥❡①t st❡♣ ✐s t♦ ✉s❡ t❡❝❤✐♥✐q✉❡s ❛s ▼❈▼❈ t♦ ❝♦♠❜✐♥❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❞❛t❛s❡ts ❛s ❈▼❇ ✲
❲▼❆P✼✱ ❙◆❡ ■❛ ❞❛t❛✱ ❉✐r❡❝t ❍✉❜❜❧❡ ❝♦♥st❛♥t ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❛♥❞✴♦r ♦t❤❡r ❇❆❖ ❞❛t❛✳



✷✶✷



❱■■■✳ ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥
❢✉♥❝t✐♦♥ ❡st✐♠❛t♦r ❢♦r ❇❖❙❙ s✉r✈❡②

❱■■■✳✶ ▼♦t✐✈❛t✐♦♥

❆❧♦♥❣ t❤❡ ❝❤❛♣t❡r ✹ ✇❡ ❤❛✈❡ st✉❞✐❡❞ ❞✐✛❡r❡♥t ❡st✐♠❛t♦rs ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭❍❛♠✐❧✲
t♦♥✱ P❡❡❜❧❡s✲❍❛✉s❡r✱ ❡t❝✮ ❛♥❞ ✇❡ ❤❛✈❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡❞ t❤❛t ❛♠♦♥❣ t❤❡♠ t❤❡ ❜❡st ♣r♦♣❡rt✐❡s ❢♦r ❛
❡st✐♠❛t♦r ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡s ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ▲❛♥❞②✲❙③❛❧❛② ❡st✐♠❛t♦r✳
❙✐♠✐❧❛r st✉❞✐❡s ❤❛✈❡ ♣r♦✈❡♥ t❤❛t t❤❡ ▲❛♥❞②✲❙③❛❧❛② ✐s t❤❡ ❜❡st ❡st✐♠❛t♦r ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♥♦
❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ✭▲❛♥❞② ✫ ❙③❛❧❛②✱ ✶✾✾✸✮✱ ❢♦r t❤❡ ✇❡❡❦ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❧✐♠✐t ✭❑❡rs❝❤❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✵✮ ❛♥❞
✐♥ ❙❉❙❙ ■✲■■ ❣❡♦♠❡tr② ✭▲❛❜❛t✐❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵✮✳ ❍♦✇❡✈❡r ✇❡ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ❜❡st ❡st✐♠❛t♦r
❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ♦❢ t❤❡ s✉r✈❡②✳ ❲❡ ❤❛✈❡ s❡❡♥ t❤❛t t❤❡ ❜❡st ❡st✐♠❛t♦r ♠♦st s❛t✐s❢②
♠✐♥✐♠✉♠ ❜✐❛s ❛♥❞ ✈❛r✐❛♥❝❡✳ ❚❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❜✐❛s ❛♥❞ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❡st✐♠❛t♦rs ❞❡✲
♣❡♥❞s ♦❢ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ✇❛s t❤❡ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ t♦ ❛s❦❡❞ ♦✉rs❡❧✈❡s ✐❢ ✐t ✇❛s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❝♦♥str✉❝t
❛ ❡st✐♠❛t♦r ♦♣t✐♠✐③❡❞ ❢♦r ❛ s✉r✈❡②✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ♦♣t✐♠✐③✐♥❣ t❤❡
❡st✐♠❛t♦r ❢♦r ❇❖❙❙ s✉r✈❡②✳ ■♥ ✜❣✉r❡ ❱■■■✳✶ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t♦r ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ✐s s❤♦✇♥ ✳ ■♥ t♦♣ ♣❛♥❡❧ t❤❡ ♠❡❛♥ ♦❢ ✸✵✵ ❧♦❣ ♥♦r♠❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✐♥ ❛ ❝✉❜✐❝
❜♦① ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ❧❡❢t ♣❛♥❡❧ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❇❖❙❙ ❣❡♦♠❡tr②✳ ■♥ ❜♦tt♦♠ ♣❛♥❡❧s✱ ✐♥ r✐❣❤t s✐❞❡ t❤❡
❜✐❛s ✭s❝❛❧❡❞ ❜② r2✮ ❛♥❞ ✐♥ r✐❣❤t t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✭s❝❛❧❡❞ ❜② r2✮ ❢♦r t❤❡ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❡st✐♠❛t♦rs
✐♥ ❛ ❈✉❜✐❝ ❛♥❞ ✐♥ ❇❖❙❙ ❣❡♦♠❡tr✐❡s✳ ❆s ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ ✐♥ t❤❡ ♣❧♦t t❤❡ ❜✐❛s ❛♥❞ ❡rr♦rs ❢♦r t❤❡
❡st✐♠❛t♦rs ❤❛✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr②✳ ❆♥ ❛♥❛❧♦❣ ♣❧♦t ❢♦r ❉❘✼
✇❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✹✳

❆s ❛ ♥❛t✉r❛❧ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ ❝❤❛♣t❡r ✹✱ ❤❛✈✐♥❣ ✐♥ ❤❛♥❞ t❤❡ t♦♦❧s ❛s t❤❡ ❧♦❣♥♦r♠❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s
❛♥❞ ❦♥♦✇✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❛ s✉r✈❡②✱ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ■ st✉❞② t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦ ♦♣t✐♠✐③❡ t❤❡
❡st✐♠❛t♦r ❢♦r t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡ ♦❢ ❇❖❙❙✳ ❚❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♣t❡r ✐s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐♥
t❤❡ ✜rst s❡❝t✐♦♥ ■ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ❢♦❧❧♦✇❡❞ t♦ ♦♣t✐♠✐③❡ t❤❡ ❡st✐♠❛t♦r✳ ■ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡
s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ❛♥❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ❚❤❡♥ ■ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❡st✐♠❛t♦r ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡
♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐✉♠✳ ❆s ✇❡ ✇✐❧❧ s❡❡ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❝♦♠♣r♦♠✐s❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
✈❛r✐❛♥❝❡ ❛♥❞ t❤❡ ❜✐❛s✳ ■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt ■ ❞✐s❝✉ss t❤❡ ❧✐♠✐t ❝❛s❡s✱ t♦ ❤❡❧♣ t♦ s❡t t❤❡ ❜❛r ♦❢
t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ✜♥❞ t❤❛t t❤❡ ❜❡st ❝♦♠♣r♦♠✐s❡ ✐s t❤❡ s♦ ❝❛❧❧❡❞ ♠❡❛♥ sq✉❛r❡ ❡rr♦r
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ λ = 0.5✳ ❖♥❝❡ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ❡st✐♠❛t♦r ✐s ❞❡✜♥❡❞ ■ st✉❞② t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢
t❤✐s ❡st✐♠❛t♦r✳ ❋✐rst✱ ■ s❤♦✇ ✇❤❛t ✐s t❤❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ✐♥ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ❡st✐♠❛t♦r t♦ ♦t❤❡r

✷✶✸
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❣❡♦♠❡tr✐❡s✳ ❚❤❡♥✱ ■ st✉❞② ✇❤❛t ✐s t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♦r❞❡rs✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t♦ ✈❛❧✐❞❛t❡
t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ✇❡ t❡st ✐❢ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♦✈❡r✲✜tt✐♥❣✳ ❚❤❡ ❧❛st s❡❝t✐♦♥ ✐s ❞❡✈♦t❡❞ t♦ t❤❡
❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❛♥❞ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s✳
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❋✐❣✉r❡ ❱■■■✳✶✿ ❘❡❧❛t✐✈❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❡st✐♠❛t♦rs ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ❣❡♦♠❡tr②✳ ■♥ t♦♣ ❧❡❢t ♣❛♥❡❧
t❤❡ ♠❡❛♥ ♦❢ ✸✵✵ ❧♦❣ ♥♦r♠❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✐♥ ❛ ❝✉❜✐❝ ❜♦① ❛♥❞ ✐♥ t♦♣ r✐❣❤t ♣❛♥❡❧ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡
❇❖❙❙ ❣❡♦♠❡tr② ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❡st✐♠❛t♦rs✳ ■♥ ❜♦tt♦♠ ♣❛♥❡❧s✱ ✐♥ ❧❡❢t s✐❞❡ t❤❡ ❜✐❛s ✭s❝❛❧❡❞ ❜② r2✮
❛♥❞ ✐♥ r✐❣❤t t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✭s❝❛❧❡❞ ❜② r2✮ ❢♦r t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❡st✐♠❛t♦rs ✐♥ ❛ ❈✉❜✐❝ ❛♥❞ ✐♥ ❇❖❙❙
❣❡♦♠❡tr✐❡s✳

❱■■■✳✷ ▼❡t❤♦❞♦❧♦❣②

❱■■■✳✷✳✶ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s

■♥ ♦r❞❡r t♦ ♦♣t✐♠✐③❡ t❤❡ ✷ ♣♦✐♥t ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❣❡♦♠❡tr② ✇❡ ✇✐❧❧ ✉s❡ t❤❡
❧♦❣♥♦r♠❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✹✳ ❚❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ♦❢ t❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✐s
t❤❛t ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❡ ✐♥♣✉t ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤✉s t❤❡ ❜✐❛s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ✇✐t❤♦✉t ❛♠❜✐❣✉✐t②✳
❋♦r t❤✐s st✉❞② ✇❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❛ s❡t ♦❢ ✸✵✵ ❧♦❣ ♥♦r♠❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ Λ❈❉▼ ❝♦s♠♦❧♦❣②
✇✐t❤♦✉t ✈❡❧♦❝✐t✐❡s✳ ❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇❤❡r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✐♥ ❛ ✶ ●♣❝ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❇♦① ✇✐t❤ 2563 ♣✐①❡❧s✳
❚❤❡ ❜♦① ✇❛s r❡♣❧✐❝❛t❡❞ ❛s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✹ t♦ ❝♦✈❡r t❤❡ ❡♥t✐r❡ ❇❖❙❙ ❣❡♦♠❡tr② ✳ ❚❤❡
❣❛❧❛①✐❡s ❛r❡ ❞r❛✇♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❧♦❣♥♦r♠❛❧ ❞❡♥s✐t② ✜❡❧❞ ✉s✐♥❣ t❤✐s ❛s ❛ P❉❋✳ ❚❤❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ♠♦❝❦
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❝❛t❛❧♦❣s ♠✐♠✐❝ ❇❖❙❙ ❣❡♦♠❡tr② ❛♥❞ ♥✉♠❜❡r ❞❡♥s✐t② ♦❢ ❈▼❆❙❙ s❛♠♣❧❡ ✭♥♦t ✉♣❞❛t❡❞ t♦ ❉❘✾✮✳
❚❤❡ r❛♥❞♦♠ ✉s❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛r❡ t❤r❡❡ t✐♠❡s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ❞❛t❛✳

❇❡❢♦r❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✇❡ t❡st❡❞ ♦✉r s✐♠✉❧❛t✐♦♥s t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ✐♥tr✐♥s✐❝
❜✐❛s ♦❢ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ ❢♦r t❤✐s ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ✐♥♣✉t ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥
❢✉♥❝t✐♦♥ ❢r♦♠ ▲♦❣✲♥♦r♠❛❧ ❞❡♥s✐t② ✜❡❧❞✱ ❛♥❞ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ ✸✵✵ ❣❛❧❛①② ♠♦❝❦s ✐♥ t❤❡ ❜♦① ❛♥❞
✐♥ ❇❖❙❙ ❣❡♦♠❡tr✐❡s✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ❱■■■✳✷ ✐♥ ❧❡❢t ♣❛♥❡❧✳

■♥ r✐❣❤t ♣❛♥❡❧✱ t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡
❈✉❜✐❝ ❛♥❞ ❇❖❙❙ ❣❡♦♠❡tr✐❡s ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥♣✉t ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭s❝❛❧❡❞ ❜② r2) ✐s s❤♦✇♥ ❛s
✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ✶ s✐❣♠❛ ✐♥t❡r✈❛❧s✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts s❤♦✇♥ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ r❡❧✐❛❜❧❡ ❞✐st❛♥❝❡ ✐s r❂✹✵ ▼♣❝✴❤✳
❲❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t ♠❡❛♥ ♦✈❡r t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❞♦ ♥♦t r❡♣r♦❞✉❝❡ ❡①❛❝t❧② t❤❡ ✐♥♣✉t ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥
❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤❡r❡ ✐s ❛ s❧✐❣❤t ✉♥❞❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❛t t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤❡ ❇❆❖ ♣✐❝✳
❋♦r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❡ ✇✐❧❧ ✉s❡ t❤❡ ♠❡❛♥ ♦✈❡r ❞❡♥s✐t② ✜❡❧❞ t♦ ❛✈♦✐❞ ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❛♥ ❡①tr❛ ❜✐❛s
❢r♦♠ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ■♥ r✐❣❤t ♣❛♥❡❧ t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢
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❋✐❣✉r❡ ❱■■■✳✷✿ ■♥ ❧❡❢t ♣❛♥❡❧ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✸✵✵ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡
❈✉❜✐❝ ❛♥❞ ❇❖❙❙ ❣❡♦♠❡tr✐❡s✱ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥♣✉t ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❧♦❣♥♦r♠❛❧ ❞❡♥s✐t② ✜❡❧❞✳ ■♥ r✐❣❤t ♣❛♥❡❧ t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢
s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❜♦① ❛♥❞ ❇❖❙❙ ❣❡♦♠❡tr② ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥♣✉t ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭s❝❛❧❡❞ ❜② r2)
✇✐t❤ t❤❡ ✶σ ✐♥t❡r✈❛❧s ❛r❡ ♣❧♦tt❡❞ ❛❧s♦✳

s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❜♦① ❛♥❞ ❇❖❙❙ ❣❡♦♠❡tr② ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥♣✉t ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭s❝❛❧❡❞ ❜② r2)
✇✐t❤ t❤❡ ✶σ ✐♥t❡r✈❛❧s ❛r❡ ♣❧♦tt❡❞✳ ❆s ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ ❢r♦♠ t❤❡ ✜❣✉r❡ t❤❡r❡ ✐s ❛♣♣❛r❡♥t❧② ❛♥ ✐ss✉❡
✇✐t❤ t❤❡ r❡♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛♥❞✴♦r ❞r❛✇✐♥❣ ♦❢ ❣❛❧❛①✐❡s ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❣❛❧❛①✐❡s
✭②❡❧❧♦✇ r❡❣✐♦♥✮ ✐s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ♠♦r❡ ❜✐❛s❡❞ t❤❛♥ t❤❛t ♦❢ t❤❡ ▲◆ ✜❡❧❞ ✐♥ t❤❡ ❜♦① ✭❜❧✉❡ r❡❣✐♦♥✮✳

❱■■■✳✷✳✷ ❊st✐♠❛t♦r ❉❡✜♥✐t✐♦♥

❆s ✇❡ ❤❛✈❡ s❡❡♥ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✹✱ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❡st✐♠❛t♦rs ❛r❡ ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛✐rs ❝♦✉♥ts
❞❛t❛✲❞❛t❛✭❉❉✮✱ r❛♥❞♦♠✲r❛♥❞♦♠✭❘❘✮✱ ❛♥❞ r❛♥❞♦♠✲❞❛t❛ ✭❘❉✮✳ ❲❡ ❝❛♥ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡ t❤❡ ❡st✐♠❛✲
t♦r t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡s❡ t❡r♠s✱ ❧✐♥❡❛r✱ q✉❛❞r❛t✐❝ ❛♥❞ ❤✐❣❤❡r
♦r❞❡rs ❛♥❞ ✇❡ ❝❛♥ ❧♦♦❦ ❢♦r t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs t❤❛t ♦♣t✐♠✐③❡ t❤❡ ❡st✐♠❛t♦r ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ s❛♠♣❧❡✳

ξnew(ri) =
∑

t

αtRt(ri) ✭❱■■■✳✶✮



✷✶✻

❚❤❡ ❧✐st ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ t❡r♠s ❛r❡ ✿

0◦order cte

1◦order
{

RR
DD ,

DR
DD ,

DD
RR ,

DR
RR ,

RR
DR ,

DD
DR

2◦order











DR×RR
DD2 , RR2

DD2 ,
DR2

DD2 ,
DR×DD

RR2

DD2

RR2 ,
DR2

RR2 ,
DD2

DR2 ,
RR2

DR2

DD×RR
DR2 , RR2

DD×DR ,
DR2

DD×RR ,
DD2

DR×RR

✭❱■■■✳✷✮

❚❤✉s ❢♦r ❡❛❝❤ ♠♦❝❦ ✇❡ ✇✐❧❧ ❝♦♠♣✉t❡ ❛♥❞ st♦r❡ t❤❡ ♣❛✐r ❝♦✉♥ts ✭❉❉✱ ❘❘✱ ❘❉✮✳

❱■■■✳✷✳✸ ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐✉♠

■♥ ❝❤❛♣t❡r ✹ ✇❡ ❤❛✈❡ s❛✐❞ ❛ ❣♦♦❞ ❡st✐♠❛t♦r ♠✉st ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❛♥❞ t❤❡ ❜✐❛s✱ t❤❡s❡
t✇♦ ❝r✐t❡r✐❛ ✇✐❧❧ ❣✉✐❞❡ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✳ ❚♦ ✜♥❞ ❜❡st ♣❛r❛♠❡t❡rs t❤❛t ♦♣t✐♠✐③❡❞ t❤❡ ❇❖❙❙
❡st✐♠❛t♦r ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✶✳ ❚♦ ❝♦♥s✐❞❡r ❜♦t❤ ❝r✐t❡r✐❛✱ ♠✐♥✐♠✉♠
✈❛r✐❛♥❝❡ ❛♥❞ ❜✐❛s✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ s❡t s❡♣❛r❛t❡❧② t❤❡ χ2 ❢♦r ❡❛❝❤ ❝r✐t❡r✐❛✳ ❋♦r ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡
✈❛r✐❛♥❝❡ t❤❡ χ2 ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❡❛❝❤ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥
❛♥❞ t❤❡ ✐♥♣✉t ❡st✐♠❛t✐♦♥✿

χ2
v =

∑

i

∑

s

(

ξnew,s(ri) − ξth(ri)

σLS

)2

✭❱■■■✳✸✮

❋♦r ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ❜✐❛s ✇❡ ♠✉st ❝♦♠♣❛r❡ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❡❛❝❤ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ ♠❡❛♥ ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ s❡t ♦❢ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ r❡❛❧ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ t❤✉s ✇❡ ♠✉st
♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ χ2 ❞❡✜♥✐❡❞ ❛s✿

χ2
b =

∑

i

(〈ξnew,s(ri)〉sim − ξth(ri)

σLS

)2

✭❱■■■✳✹✮

✇❤❡r❡✿
〈ξnew,s(ri)〉sim =

1

Ns

∑

s

ξnew,s(ri) ✭❱■■■✳✺✮

❚❤❡ ❡st✐♠❛t♦r t❤❛t s❛t✐s✜❡s ❜♦t❤ ❝r✐t❡r✐❛ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② χ2(λ)✿

χ2(α) = (1 − λ)χ2
v + λχ2

b ✭❱■■■✳✻✮

❚❤❡ ❡rr♦rs ❢♦r t❤❡ χ2 ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ▲❛♥❞②✲❙③❛❧❛② ❡rr♦rs t❤✐s ❝❤♦✐❝❡ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡ ♦♣t✐✲
♠✐③❛t✐♦♥ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ▲❛♥❞②✲❙③❛❧❛② ❡rr♦rs✳

✶■❢ ✇❡ s✉♣♣♦s✐♥❣ t❤❡ P❉❋ ✐s ❣❛✉ss✐❛♥✱ t❤❡ ▼❛①✐♠✉♠ ▲✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ χ2✳



✷✶✼

❱■■■✳✸ ❙❡tt✐♥❣ t❤❡ ❜❛r ❢♦r t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥

❆s ✇❡ s❡❡ ❢r♦♠ ❡q✉❛t✐♦♥ ❱■■■✳✻ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❝♦♠♣r♦♠✐s❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❜♦t❤ ❝r✐t❡r✐❛✿ ♠✐♥✐♠✉♠ ❜✐❛s
❛♥❞ ♠✐♥✐♠✉♠ ✈❛r✐❛♥❝❡✳ ❆t ✜rst ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐t ✐s ♥♦t ❝❧❡❛r ✇❤❛t ✐s t❤❡ ❜❡st ❝❤♦✐❝❡ t♦ ♦♣t✐♠✐③❡
t❤❡ ❡st✐♠❛t♦r✱ ✇❡ ✇✐❧❧ t❡st t❤❡ ❧✐♠✐t✐♥❣ ❝❛s❡s t♦ ❤❛✈❡ ❛ ❢❡❡❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r✳

❱■■■✳✸✳✶ ▼✐♥✐♠✉♠ ❱❛r✐❛♥❝❡

❚❤❡ ✜rst ❝❛s❡ ✇❡ ❡①♣❧♦r❡❞ ✐s t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❡st✐♠❛t♦r t❤❛t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ λ = 0✳ ■♥
✜❣✉r❡ ❱■■■✳✸ t❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ s❤♦✇♥✳ ■♥ t❤❡ ❧❡❢t ♣❛♥❡❧ t❤❡ ❜✐❛s ❛♥❞ ❡rr♦r ✭❘▼❙✮ ✐s s❤♦✇♥ ❢♦r
t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ❡st✐♠❛t♦r ❛♥❞ t❤❡ ▲❛♥❞②✲❙③❛❧❛② ❡st✐♠❛t♦r✳ ❆s ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ ❢r♦♠ t❤❡ ✜❣✉r❡ t❤❡
✈❛r✐❛♥❝❡ ❢♦r t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ❡st✐♠❛t♦r ✐s r❡❞✉❝❡❞ ❢♦r ❛❧❧ s❝❛❧❡s ✭❜❡✐♥❣ ❛t t❤❡ ❇❆❖ s❝❛❧❡s ❛ ❢❛❝t♦r
♦❢ ✷ s♠❛❧❧❡r✮ ❜② ❝♦♥tr❛r② t❤❡ ❜✐❛s ✐♥❝r❡❛s❡s ❜② ❛ ❢❛❝t♦r ♦❢ ✸✱ r❡st✐♥❣ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❧❡✈❡❧ ✳
■♥ ❢❛❝t t❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❡st✐♠❛t♦r ✐s t❤❛t ✐❢ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❦♥♦✇ t❤❡ ❜✐❛s ❛♥❞
❝♦rr❡❝t ✐t✱ t❤✐s ♦♣t✐♦♥ ✇✐❧❧ r❡❞✉❝❡ ❞r❛♠❛t✐❝❛❧❧② t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡✳ ❚♦ s❤♦✇ t❤❡ ❡✛❡❝ts ✐♥ t❤❡ ❧❡❢t
♣❛♥❡❧ ♦❢ ✜❣✉r❡ ❱■■■✳✸ t❤❡ s✐❣♥❛❧ t♦ ♥♦✐s❡ r❛t✐♦ ❢♦r t❤❡ ❜✐❛s ❝♦rr❡❝t❡❞ ❛♥❞ ♥♦♥ ❝♦rr❡❝t❡❞ ✐s s❤♦✇♥
❢♦r ❜♦t❤ ❝❛s❡s✱ ♦♣t✐♠❛❧ ❡st✐♠❛t♦r ❛♥❞ ▲❛♥❞②✲❙③❛❧❛②✳ ❲❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❡ ❣❛✐♥ ✐♥ s✐❣♥❛❧✴♥♦✐s❡ ♣❛ss❡
❢♦r t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❡st✐♠❛t♦r ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ▲❛♥❞②✲❙③❛❧❛②✳ ❚❤✐s ♦♣t✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ✐❢ t❤❡
❜✐❛s ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳
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Landy-Szalay - no bias correction
Optimized estimator - no bias correction

Landy-Szalay - bias corrected
Optimized estimator - bias corrected

❋✐❣✉r❡ ❱■■■✳✸✿ ▼✐♥✐♠❛❧ ❱❛r✐❛♥❝❡ ❡st✐♠❛t♦r ✭λ = 0✮✳ ■♥ ❧❡❢t ♣❛♥❡❧ t❤❡ ❜✐❛s ✭s♦❧✐❞ ❧✐♥❡✮ ❛♥❞
❡rr♦r ✭❞♦t❡❞ ❧✐♥❡✮ ❢♦r t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✭r❡❞✮ ❛♥❞ t❤❡ ▲❙ ✭❜❧✉❡✮ ❡st✐♠❛t♦rs✳ ■♥ r✐❣❤t ♣❛♥❡❧✱ t❤❡ s✐❣♥❛❧
t♦ ♥♦✐s❡ r❛t✐♦ ❢♦r t❤❡ ❜✐❛s ❝♦rr❡❝t❡❞ ✭❞♦t❡❞ ❧✐♥❡✮ ❛♥❞ ♥♦♥ ❝♦rr❡❝t❡❞ ✭s♦❧✐❞ ❧✐♥❡s✮ ❢♦r ▲❙✭r❡❞✮ ❛♥❞
❇❖❙❙ ✭❜❧✉❡✮ ❡st✐♠❛t♦rs✳

❱■■■✳✸✳✷ ▼✐♥✐♠✉♠ ❇✐❛s

◆♦✇ ❧❡ts st✉❞② t❤❡ ♦t❤❡r ❝❛s❡ ❡①tr❡♠❡✿t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❜✐❛s✱ ✇❤❡r❡ λ = 1✳ ■♥ ✜❣✉r❡ ❱■■■✳✹ ✐♥
❧❡❢t ♣❛♥❡❧ t❤❡ ❜✐❛s ❛♥❞ ❡rr♦r ✭❘▼❙✮ ✐s s❤♦✇♥ ❢♦r t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ❡st✐♠❛t♦r ❛♥❞ t❤❡ ▲❛♥❞②✲
❙③❛❧❛② ❡st✐♠❛t♦r ✭s❝❛❧❡❞ ❜② r2✮✳ ❆s ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ ❢r♦♠ t❤❡ ✜❣✉r❡ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❢♦r t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❡❞
❡st✐♠❛t♦r ✐s ❤✉❣❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ▲❛♥❞②✲❙③❛❧❛② ❢♦r ❛❧❧ s❝❛❧❡s✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❜✐❛s ✐s s♠❛❧❧❡r ✐♥



✷✶✽

r❡s♣❡❝t t♦ ▲❛♥❞② ❙③❛❧❛② ❡st✐♠❛t♦r✳ ❚❤✐s ❧✐♠✐t ✐s ♥♦t ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ♦♣t✐♠✐③❡ t❤❡ ❡st✐♠❛t♦r✳ ■♥
t❡r♠s ♦❢ s✐❣♥❛❧ t♦ ♥♦✐s❡✱ t❤❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜✐❛s ❞♦ ♥♦t ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ❡st✐♠❛t♦r✳
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Landy-Szalay - no bias correction
Optimized estimator - no bias correction

Landy-Szalay - bias corrected
Optimized estimator - bias corrected

❋✐❣✉r❡ ❱■■■✳✹✿ ▼✐♥✐♠❛❧ ❇✐❛s ❡st✐♠❛t♦r ✭λ = 0✮✳ ■♥ ❧❡❢t ♣❛♥❡❧ t❤❡ ❜✐❛s ✭s♦❧✐❞ ❧✐♥❡✮ ❛♥❞ ❡rr♦r
✭❞♦t❡❞ ❧✐♥❡✮ ❢♦r t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✭r❡❞✮ ❛♥❞ t❤❡ ▲❙ ✭❜❧✉❡✮ ❡st✐♠❛t♦rs✳ ■♥ r✐❣❤t ♣❛♥❡❧✱ t❤❡ s✐❣♥❛❧ t♦
♥♦✐s❡ r❛t✐♦ ❢♦r t❤❡ ❜✐❛s ❝♦rr❡❝t❡❞ ✭❞♦t❡❞ ❧✐♥❡✮ ❛♥❞ ♥♦♥ ❝♦rr❡❝t❡❞ ✭s♦❧✐❞ ❧✐♥❡s✮ ❢♦r ▲❙✭r❡❞✮ ❛♥❞
❇❖❙❙ ✭❜❧✉❡✮ ❡st✐♠❛t♦rs✳

❱■■■✳✸✳✸ ▼❡❛♥ ❙q✉❛r❡ ❊rr♦rs

❚❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ sq✉❛r❡ ❡rr♦r ❡st✐♠❛t♦r ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② λ = 0.5✷✳ ■♥ ✜❣✉r❡ ❱■■■✳✺ t❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡
s❤♦✇♥✳ ■♥ t❤❡ ❧❡❢t ♣❛♥❡❧ t❤❡ ❜✐❛s ❛♥❞ ❡rr♦r ✭❘▼❙✮ ✐s s❤♦✇♥ ❢♦r t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ❡st✐♠❛t♦r ❛♥❞
t❤❡ ▲❛♥❞②✲❙③❛❧❛② ❡st✐♠❛t♦r✳ ❆s ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ ❢r♦♠ t❤❡ ✜❣✉r❡ t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡
✈❛r✐❛♥❝❡ ❢♦r t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ❡st✐♠❛t♦r ✐♥ r❡s♣❡❝t t♦ ▲❛♥❞② ❙③❛❧❛② ✱ ❛♥❞ t❤❡ ❜✐❛s ✐s r❡❞✉❝❡❞
✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❜✉t ✐s st✐❧❧ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ▲❛♥❞② ❙③❛❧❛② ❤♦✇❡✈❡r ✇✐t❤✐♥ t❤❡
✈❛r✐❛♥❝❡ ❡rr♦r✳ ❚❤❡ ❛r❣✉♠❡♥t ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ✜rst ❝❛s❡ ✐s ❛❣❛✐♥ ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✳ ■❢ ✇❡
❝❛♥ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ❜✐❛s ✉s✐♥❣ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ ❛♥ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ✐♥ t❡r♠s ♦❢
s✐❣♥❛❧ t♦ ♥♦✐s❡ ❢r♦♠ ✶ t♦ ✷✳✺ ❛t t❤❡ s❝❛❧❡ ❇❆❖✳

❱■■■✳✸✳✹ ▲❛♥❞②✲❙③❛❧❛②

❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❧♦♦❦ ❢♦r λ t❤❛t ❣✐✈❡ ✉s ❛♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ▲❛♥❞② ❙③❛❧② ❡st✐♠❛t♦r✱ ❛♥❞ ✇❡ ✜♥❞ t❤❛t
λ = 0.96 ❣✐✈❡ ✉s t❤❡ ▲❛♥❞② ❙③❛❧❛② ❡st✐♠❛t♦r✳ ■♥ ✜❣✉r❡ ❱■■■✳✻ t❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ s❤♦✇♥✳

✷❚❤❡ ▼❙❊ ♦❢ ❛♥ ❡st✐♠❛t♦r ✐♥ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡r θ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s

MSE(θ̂) = E
ˆ

(θ̂ − θ)2
˜

. ✭❱■■■✳✼✮

❚❤❡ ▼❙❊ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❛♥❞ t❤❡ sq✉❛r❡❞ ❜✐❛s ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t♦r

MSE(θ̂) = Var(θ̂) +
“

Bias(θ̂, θ)
”2

. ✭❱■■■✳✽✮

❚❤❡ ▼❙❊ t❤✉s ❛ss❡ss❡s t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ ❛♥ ❡st✐♠❛t♦r ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ✐ts ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✉♥❜✐❛s❡❞♥❡ss✳
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Landy-Szalay - no bias correction
Optimized estimator - no bias correction

Landy-Szalay - bias corrected
Optimized estimator - bias corrected

❋✐❣✉r❡ ❱■■■✳✺✿ ▼❡❛♥ ❙q✉❛r❡ ❊rr♦r ❡st✐♠❛t♦r ✭λ = 0.5✮✳ ■♥ ❧❡❢t ♣❛♥❡❧ t❤❡ ❜✐❛s ✭s♦❧✐❞ ❧✐♥❡✮ ❛♥❞
❡rr♦r ✭❞♦t❡❞ ❧✐♥❡✮ ❢♦r t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✭r❡❞✮ ❛♥❞ t❤❡ ▲❙ ✭❜❧✉❡✮ ❡st✐♠❛t♦rs✳ ■♥ r✐❣❤t ♣❛♥❡❧✱ t❤❡ s✐❣♥❛❧
t♦ ♥♦✐s❡ r❛t✐♦ ❢♦r t❤❡ ❜✐❛s ❝♦rr❡❝t❡❞ ✭❞♦t❡❞ ❧✐♥❡✮ ❛♥❞ ♥♦♥ ❝♦rr❡❝t❡❞ ✭s♦❧✐❞ ❧✐♥❡s✮ ❢♦r ▲❙✭r❡❞✮ ❛♥❞
❇❖❙❙ ✭❜❧✉❡✮ ❡st✐♠❛t♦rs✳
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Landy-Szalay - no bias correction
Optimized estimator - no bias correction

Landy-Szalay - bias corrected
Optimized estimator - bias corrected

❋✐❣✉r❡ ❱■■■✳✻✿ ▲❛♥❞②✲❙③❛❧❛② ❡st✐♠❛t♦r ✭λ = 0.96✮✳ ■♥ ❧❡❢t ♣❛♥❡❧ t❤❡ ❜✐❛s ✭s♦❧✐❞ ❧✐♥❡✮ ❛♥❞ ❡rr♦r
✭❞♦t❡❞ ❧✐♥❡✮ ❢♦r t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✭r❡❞✮ ❛♥❞ t❤❡ ▲❙ ✭❜❧✉❡✮ ❡st✐♠❛t♦rs✳ ■♥ r✐❣❤t ♣❛♥❡❧✱ t❤❡ s✐❣♥❛❧ t♦
♥♦✐s❡ r❛t✐♦ ❢♦r t❤❡ ❜✐❛s ❝♦rr❡❝t❡❞ ✭❞♦t❡❞ ❧✐♥❡✮ ❛♥❞ ♥♦♥ ❝♦rr❡❝t❡❞ ✭s♦❧✐❞ ❧✐♥❡s✮ ❢♦r ▲❙✭r❡❞✮ ❛♥❞
❇❖❙❙ ✭❜❧✉❡✮ ❡st✐♠❛t♦rs✳

❱■■■✳✸✳✺ ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ rmin

▲♦♦❦✐♥❣ t♦ ❛♥s✇❡r t❤❡ q✉❡st✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❡st ❝r✐t❡r✐❛ ♦❢ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✇❡ ✇✐❧❧ st✉❞② t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r
♦❢ t❤❡ ♠❡❛♥ ❡rr♦r ❛♥❞ ♠❡❛♥ ❜✐❛s ✐♥ r❡s♣❡❝t t♦ ▲❛♥❞② ✲❙③❛❧❛② ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧
❞✐st❛♥❝❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ✜t rmin✳ ■♥ t♦♣ ♣❛♥❡❧ ♦❢ ✜❣✉r❡ ❱■■■✳✼ t❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ s❤♦✇♥✱ ❡❛❝❤ ❝♦❧♦r
r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ✈❛❧✉❡ ❢♦r rmin✳ ❋♦r ❡❛❝❤ rmin ✇❡ st✉❞② ❤♦✇ t❤❡ ♠❡❛♥ ❡rr♦r ❛♥❞ ♠❡❛♥ ❜✐❛s ✈❛r✐❡s
❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ λ ✈❛❧✉❡s✳ ▲❡t ✉s ❞✐s❝✉ss t❤❡ ❜✐❛s ✜rst✱ t❤❡ ❞♦t❡❞ ❧✐♥❡ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡
♠❡❛♥ ❜✐❛s ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❡st✐♠❛t♦r ✐s ❡q✉❛❧ t♦ ▲❛♥❞②✲❙③❛❧❛②✳ ❲❡ ♦❜s❡r✈❡ ❢♦r ❛ ✜①❡❞ ✈❛❧✉❡
♦❢ rmin✱ t❤❡ ❜✐❛s ❞❡❝r❡❛s❡s ❛s ✇❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ t❤❡ ❧✐♠✐t ♦❢ ♠✐♥✐♠✉♠ ❜✐❛s ❧✐♠✐t✭λ = 1✮✱ ❜✉t
♦♥❧② ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ rmin = 50 ✇❡ ❛❝❤✐❡✈❡ ❛ ❛✈❡r❛❣❡ ❧❡✈❡❧ ❜❡❧♦✇ ▲❛♥❞② ❙③❛❧❛② ❢♦r λ ✈❛❧✉❡s ♦✈❡r
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✵✳✾✳ ❲❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t ❢♦r ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✈❛❧✉❡s ♦❢ rmin t❤❡ ♠❡❛♥ ❜✐❛s ✐♥❝r❡❛s❡s ❛❧s♦✳ ❆t ❧♦✇ rmin

✇❡ ❛r❡ ❜✐❛s❡❞ ❜② t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ▲◆ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✐s ❜❛❞✿ ✐♥ ❛ ♣✐①❡❧✱ t❤❡ ❣❛❧❛①✐❡s ❛r❡ ❞r❛✇♥
✉♥✐❢♦r♠❧②✱ s♦ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♣♦✇❡r ❛t s♠❛❧❧ s❝❛❧❡s✳ ❈♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ❘▼❙✱ ❢♦r ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✈❛❧✉❡s ♦❢
rmin ✇❡ ❤❛✈❡ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ♠❡❛♥ ❡rr♦r s♠❛❧❧❡r ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ▲❛♥❞②✲❙③❛❧❛② ❢♦r ✭λ < 0.9✮✳ ❲❡
♦❜s❡r✈❡ ❛❧s♦ t❤❛t ✐♥ ❛❧❧ ❝❛s❡s ❢♦r λ ✈❛❧✉❡s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ✵✳✾ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❡①♣❧♦❝❡s✳
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❋✐❣✉r❡ ❱■■■✳✼✿ ▼❡❛♥ ❇✐❛s ❛♥❞ ♠❡❛♥ ❘▼❙ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✇✐t❤ λ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ♠✐♥✐♠❛❧ ❞✐st❛♥❝❡
❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ ✜t ✭rmin✮✳

❱■■■✳✹ ❇❡st ❈♦♠♣r♦♠✐s❡ λ = 0.5

❇❡❢♦r❡ t❤❡ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ✐t s❡❡♠s t❤❛t t❤❡ ♠❡❛♥ sq✉❛r❡ ❡rr♦r ❡st✐♠❛t♦r ❤❛s ✭λ = 0.5✮ ♣r❡s❡♥t❡❞
t❤❡ ❜❡st ❝♦♠♣r♦♠✐s❡✳ ■♥ ✜❣✉r❡ ❱■■■✳✽ t❤❡ ❜✐❛s ♦❢ ▲❛♥❞②✲❙③❛❧❛② ❛♥❞ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❡st✐♠❛t♦r ✐s
s❤♦✇♥ ❛♥❞ t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❡rr♦r ❜❛rs r❡s♣❡❝t t♦ ▲❛♥❞②✲❙③❛❧❛②✳ ❚❤❡ ❜✐❛s ✐s s♠❛❧❧❡r
t❤❛♥ ✶σ ❛♥❞ ♣r❡s❡♥ts ❛♥ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ✐♥ t❡r♠ ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✷✵✪ ❛♥❞ ✹✵✪ ✇✐t❤
r❡s♣❡❝t t♦ ▲❛♥❞②✲❙③❛❧❛②✳ ◆♦✇ t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ s❡t t❤❡ ❜❛r ✇❡ ✇✐❧❧ ♣❡r❢♦r♠ s♦♠❡ t❡sts t♦ t❤❡ ♥❡✇
❡st✐♠❛t♦r✿ ✇❡ ✇✐❧❧ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐❝❡s✱ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❛♣♣❧②✐♥❣ t♦ ♦t❤❡r ❣❡♦♠❡tr②
❛♥❞ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♦r❞❡rs✳

❱■■■✳✹✳✶ ❖r❞❡rs ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ t♦ ♦♣t✐♠✐③❡ ❡st✐♠❛t♦r

◆♦✇ ✇❡ ✇✐❧❧ ❡①♣❧♦r❡ ✇❤❛t ❛r❡ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t t❡r♠s ✐♥ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ❡s✲
t✐♠❛t♦r✱ ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❜② ✉s✐♥❣ ♦♥❧② ✜rst ♦r❞❡r t❡r♠s✱ ❛❞❞✐♥❣ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r
t❡r♠s✱ ✉s✐♥❣ ❛❧❧ t❡r♠s✳ ■♥ ✜❣✉r❡ ❱■■■✳✾✱ t❤❡ ❜✐❛s ✭s♦❧✐❞ ❧✐♥❡s✮ ❛♥❞ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✭❞♦tt❡❞ ❧✐♥❡s✮
❛r❡ s❤♦✇♥ ❢♦r t❤❡ ✸ ❝❛s❡s✱ ✜rst ♦r❞❡r ✭❣r❡❡♥✮✱ ❛❞❞✐♥❣ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ✭②❡❧❧♦✇✮✱ ✉s✐♥❣ ❛❧❧ t❡r♠s
✭r❡❞✮✱ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ t❤❡ ▲❛♥❞② ❙③❛❧❛② ❡st✐♠❛t♦r ✭❜❧✉❡✮✳ ❆s ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ ❢r♦♠
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Bias - λ=0.50
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❋✐❣✉r❡ ❱■■■✳✽✿ ❚❤❡ ❜✐❛s ♦❢ ▲❛♥❞② ❙③❛❧❛② ❛♥❞ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❡st✐♠❛t♦r ✐s s❤♦✇♥ ❛♥❞ t❤❡ r❛t✐♦
♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❡rr♦r ❜❛rs r❡s♣❡❝t t♦ ▲❛♥❞②✲❙③❛❧❛②

t❤❡ ✜❣✉r❡ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ t❤❡ ❜❡st ❝❛s❡ ✐s ❛❧✇❛②s ✉s✐♥❣ ❛❧❧ t❡r♠s✳ ❇✉t ❡✈❡♥ ✉s✐♥❣ ♦♥❧②
t❤❡ ✜rst ♦r❞❡r t❡r♠s ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ ❛ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡✳ ❚❤❡
❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ t❡r♠ ♦❢ ❜✐❛s ✐s ❧❡ss s✐❣♥✐✜❝❛t✐❢✳
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❋✐❣✉r❡ ❱■■■✳✾✿ ❚❤❡ ❜✐❛s ✭s♦❧✐❞ ❧✐♥❡s✮ ❛♥❞ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✭❞♦tt❡❞ ❧✐♥❡s✮ ❛r❡ s❤♦✇♥ ❢♦r t❤❡ t❤r❡❡ ❝❛s❡s✱
✜rst ♦r❞❡r ✭❣r❡❡♥✮✱ ❛❞❞✐♥❣ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ✭②❡❧❧♦✇✮✱ ✉s✐♥❣ ❛❧❧ t❡r♠s ✭r❡❞✮ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡
r❡❢❡r❡♥❝❡ t❤❡ ▲❛♥❞② ❙③❛❧❛② ❡st✐♠❛t♦r ✭❜❧✉❡✮✳ ❚❤❡ ②❡❧❧♦✇ ✐s s♦ ❝❧♦s❡ t♦ r❡❞ t❤❛t ✐t ✐s ❛❧♠♦st
✐♥❞✐st✐♥❣✉✐s❤❛❜❧❡✳
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❱■■■✳✹✳✷ ❱❛r②✐♥❣ ●❡♦♠❡tr②

❲❡ ❤❛✈❡ s❡❡♥ t❤❛t ✐♥ t❤❡ ❝✉❜❡ t❤❡ ❡st✐♠❛t♦rs ♣r❡s❡♥t❡❞ s✐♠✐❧❛r ❜❡❤❛✈✐♦rs ✭❜✐❛s ❛♥❞ ✈❛r✐❛♥❝❡✮
❛♥❞ ✇✐t❤ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ❣❡♦♠❡tr✐❡s t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✈❛r✐❡s✳ ◆♦✇ ✇❡ st✉❞② ❤♦✇ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❡❞
❡st✐♠❛t♦r ❢♦r ❛ ❝♦♠♣❧❡① ❣❡♦♠❡tr② ❜❡❤❛✈❡s ✇❤❡♥ ✐t ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❛ s✐♠♣❧❡r ❣❡♦♠❡tr②✳ ■♥
✜❣✉r❡ ❱■■■✳✶✵ ✇❡ ❡①♣❧♦r❡❞ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s✱ ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❡❞
❡st✐♠❛t♦r ❢♦r ❇❖❙❙ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❇❖❙❙ ✭✐♥ r❡❞ s♦❧✐❞ ❧✐♥❡✮ t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✐s
♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦✈❡r ❛ s✐♠♣❧❡r ❣❡♦♠❡tr② ❛s ❛ ❝✉❜❡ ❛♥❞ t❤❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❇❖❙❙ ✭❣r❡❡♥ s♦❧✐❞ ❧✐♥❡✮✳ ❆s
✇❡ ♦❜s❡r✈❡ ❢r♦♠ t❤❡ ✜❣✉r❡ t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t♦r
❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✇❛s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ ❛ s✐♠♣❧❡r ❣❡♦♠❡tr② ❛♥❞ t❤❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞
t♦ ❝♦♠♣❧❡① ♦♥❡✱ t❤❡ ❡rr♦rs ❜❡❝♦♠❡ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ▲❛♥❞②✲❙③❛❧❛② ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✳ ▲❡t ✉s ❡①♣❧♦r❡ t❤❡
♦♣♣♦s✐t❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❡st✐♠❛t♦r ✐s ♦♣t✐♠✐③❡❞ ❢♦r ❇❖❙❙ ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ s✐♠♣❧❡r ❣❡♦♠❡tr②
✭❣r❡❡♥ ❞♦tt❡❞ ❧✐♥❡✮✱ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ❡st✐♠❛t♦r ❝♦♥s❡r✈❡s t❤❡✐r ♣r♦♣❡rt✐❡s ❡✈❡♥ ✐❢ ✐t
✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❛ s✐♠♣❧❡r ❣❡♦♠❡tr②✳
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❋✐❣✉r❡ ❱■■■✳✶✵✿ ❊✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✐♥ ❛ ❣✐✈❡♥ ❣❡♦♠❡tr② ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❛ s✐♠✲
♣❧❡r✴❝♦♠♣❧❡① ♦♥❡✳
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❱■■■✳✹✳✸ ❈♦✈❛r✐❛♥❝❡ ▼❛tr✐❝❡s

❚❤❡ ✜rst t❡st ✇❡ ♣❡r❢♦r♠ ✐s t♦ ❛ss✉r❡ t❤❛t t❤❡ ❡st✐♠❛t♦r ❞♦ ♥♦t ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥
❜✐♥s✳ ❲❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐❝❡s ❛♥❞ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♠❛tr✐❝❡s t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ▲❛♥❞②✲
❙③❛❧❛② ❛♥❞ t❤❡ ❇❖❙❙ ❡st✐♠❛t♦r✳ ■♥ ✜❣✉r❡ ❱■■■✳✶✶ ■ s❤♦✇ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡s ♠❛tr✐❝❡s ✉s✐♥❣ t❤❡
▲❛♥❞② ✲❙③❛❧❛② ❡st✐♠❛t♦r ❛♥❞ t❤❡ ❇❖❙❙ ❡st✐♠❛t♦r ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♠❛tr✐❝❡s✳ ❆s ✇❡
♦❜s❡r✈❡ ❢r♦♠ t❤❡ ✜❣✉r❡ t❤❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✐s r❡♠❛r❦❛❜❧❡✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡ ✐❢
✇❡ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♠❛tr✐❝❡s ✇❡ ♥♦t✐❝❡ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❡①tr❛ ❡①tr❛ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥
❜❡t✇❡❡♥ ❜✐♥s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ♥❡✇ ❡st✐♠❛t♦r✳

❱■■■✳✺ ❚❡st✐♥❣ ✐❢ ♦✈❡r✲✜tt✐♥❣

❋✐♥❛❧❧② ✇❡ ♣❡r❢♦r♠ ❛ t❡st t♦ ✇❛rr❛♥t② ✇❡ ❛r❡ ♥♦t ♦✈❡r✲✜tt✐♥❣✳ ■♥ ❢❛❝t ❢♦r ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ t❤❡
♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✇❡ ✉s❡❞ t❤❡ s❛♠❡ s❛♠♣❧❡ t♦ ♦♣t✐♠✐③❡ t❤❡ ❡st✐♠❛t♦r ❛♥❞ t♦ t❡st t❤❡ ❡st✐♠❛t♦r✳
❚♦ t❡st ✇❡ ❛r❡ ♥♦t ♦✈❡r✲✜tt✐♥❣ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✇❡ ❞✐✈✐❞❡ t❤❡ s❛♠♣❧❡s ✐♥ ❛ s❛♠♣❧❡ t♦ tr❛✐♥✐♥❣ ❛♥❞

❋✐❣✉r❡ ❱■■■✳✶✶✿ ■♥ t♦♣ ♣❛♥❡❧✱ ❈♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐❝❡s ♦❢ ▲❛♥❞②✲❙③❛❧❛② ❡st✐♠❛t♦r ✭❧❡❢t✮ ❛♥❞ ♥❡✇
❡st✐♠❛t♦r ✭r✐❣❤t✮✳ ■♥ ❇♦tt♦♠ ♣❛♥❡❧ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♠❛tr✐❝❡s ❢♦r t❤❡ ▲❙ ❡st✐♠❛t♦r ✭❧❡❢t✮ ❛♥❞ ♥❡✇
❡st✐❛♠t♦r ✭r✐❣❤t✮
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❛ s❛♠♣❧❡ t♦ t❡st ✐t✳ ■♥ ✜❣✉r❡ ❱■■■✳✶✷ t❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ s❤♦✇✱ ✐♥ s♦❧✐❞ ❧✐♥❡s t❤❡ ❜✐❛s ❛♥❞ ✐♥ ❞♦tt❡❞
❧✐♥❡s t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡✳ ❲❡ ♣❧♦t t✇♦ ❝❛s❡s✱ ✐♥ ❣r❡❡♥ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❡st ❛r❡ ❞♦♥❡ ✇✐t❤ t❤❡
tr❛✐♥✐♥❣ s❛♠♣❧❡ ❛♥❞ ✐♥ r❡❞ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✐s ❞♦♥❡ ✇✐t❤ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ s❛♠♣❧❡ ❛♥❞ t❤❡ t❡st ✇✐t❤
❛♥♦t❤❡r s❛♠♣❧❡✳ ❆s ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ st✐❧❧ ✈❛❧✐❞ ❢♦r ❜♦t❤ ❝❛s❡s✳

λ=0.50
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❋✐❣✉r❡ ❱■■■✳✶✷✿ ❚❡st✐♥❣ ✐❢ ♦✈❡r✲✜tt✐♥❣✳ ■♥ s♦❧✐❞ ❧✐♥❡s t❤❡ ❜✐❛s ❛♥❞ ✐♥ ❞♦tt❡❞ ❧✐♥❡s t❤❡ r♠s✳ ❲❡
♣❧♦t ✷ ❝❛s❡s✱ ✐♥ ❣r❡❡♥ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❡st ❛r❡ ❞♦♥❡ ✇✐t❤ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ s❛♠♣❧❡ ✐♥ r❡❞ t❤❡
♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✐s ❞♦♥❡ ✇✐t❤ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ s❛♠♣❧❡ ❛♥❞ t❤❡ t❡st ✇✐t❤ ❛♥♦t❤❡r s❛♠♣❧❡

❱■■■✳✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❛♥❞ P❡rs♣❡❝t✐✈❡s

❲❡ ❤❛✈❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛ s✐♠♣❧❡ ❛♥❞ str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ✇❛② t♦ ♦♣t✐♠✐③❡ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥
❡st✐♠❛t♦r ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ s✉r✈❡②✳ ❚❤❡ ❡①tr❛ ❜✐❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ✈✐❛ t❤❡ λ ♣❛r❛♠❡t❡r
t♦ ❜❡ ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡✳ ❚❤❡ ❜✐❛s ❝❛♥ ❜❡ ❡①❛❝t❧② ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✈✐❛ t❤❡ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦
s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❝♦rr❡❝t❡❞✳ ❲❡ ❣❡t ❛ ❣❛✐♥ ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ✷✵✪ t♦ ✹✵✪ ✐♥ s✐❣♥❛❧ t♦ ♥♦✐s❡✳

❚❤❡ ✜♥❛❧ ❣♦❛❧ ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦ ✇♦✉❧❞ ❜❡ t♦ ❛♣♣❧✐❡❞ t❤✐s ♦♣t✐♠✐③❡❞ ❡st✐♠❛t♦r t♦ ❇❖❙❙ ❞❛t❛✳ ■♥
♦r❞❡r t♦ ✈❛❧✐❞❛t❡ t❤✐s ❡st✐♠❛t♦r t❤❡r❡ ✐s st✐❧❧ ❛ ❧♦t ♦❢ ✇♦r❦ ❞♦ ❜❡ ❞♦♥❡✳ ❆s ✇❡ ❤❛✈❡ s❡❡♥ t❤❡ ❜✐❛s
♣r❡s❡♥t ❛ ♣✐❝✱ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ✐ss✉❡ t❤❛t ♠✉st ❜❡ st✉❞✐❡❞ ✐s t❤❛t t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t ❣❡♥❡r❛t✐♥❣
❛♥ ❛rt✐✜❝✐❛❧ ♣❡❛❦ t❤❛t ❜✐❛s❡s t❤❡ ♠❡❛s✉r❡✳

❲❡ ♥❡❡❞ t♦ ✉s❡ ♠♦r❡ r❡❛❧✐st✐❝ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛s P❚❍❆▲❖❙ ❛♥❞ st✉❞② t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ✇❤❡♥ t❤❡ ♥♦♥
❧✐♥❡❛r ❜❡❤❛✈✐♦r ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✳ ❲✐t❤✐♥ t❤❡ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ t❤❡r❡ ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛ s❡t ♦❢ P❚❍❆▲❖❙
s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ❇❖❙❙ ❣❡♦♠❡tr② t❤✉s t❤❡ ♥❡①t st❡♣ ✐s t♦ ❛♣♣❧✐❡❞ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡
♦♥ t❤❡s❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ❲✐t❤ P❚❍❆▲❖❙ ♠♦❝❦s ✇❡ ✇♦✉❧❞ t❡st ✐❢ ✇❡ ❣❡t t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡
♦♣t✐♠✐③❡❞ ❡st✐♠❛t♦r ❢♦✉♥❞ ✇✐t❤ ❧♦❣ ♥♦r♠❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ♥❡①t t❡st ✇♦✉❧❞ ❜❡ t♦ ❞♦ ✐s
t♦ ✉s❡ t❤❡ ◆✲❜♦❞② s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✱ ▲❛s ❉❆▼❆❙ ❈▼❆❙❙✳ ❊✈❡♥ ✐❢ t❤❡② ❝♦✈❡r ♦♥❧② ❛ s♠❛❧❧ r❡❣✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❉❘✾ ✱ t❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✐s ❝❧♦s❡r t♦ t❤❡ r❡❛❧ ❣❛❧❛①② ❝❛t❛❧♦❣s✳ ■♥ ❢✉rt❤❡r st❛❣❡✱
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t❤❡ st✉❞② ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ t❡st t❤❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡r ❝♦♥str❛✐♥ts✳

❲❡ ✇❛♥t t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❋❑P ✇❡✐❣❤ts t❤❛t ❝♦✉❧❞ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❣❛✐♥ ✐♥ ❙✴◆ ❛s t❤✐s ✇❡✐❣❤t✐♥❣ s❝❤❡♠❡
✐❞ s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ ♦♣t✐♠❛❧❧② t❤❡ ❡st✐♠❛t♦r✳

❆♥♦t❤❡r ♣♦ss✐❜❧❡ ❛①❡ t♦ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✇♦✉❧❞ ❜❡ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❢♦r ❡❛❝❤ ❜✐♥ ❛s ✇❡ ❤❛✈❡ s❡❡♥
t❤❛t t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✳

❋✐♥❛❧❧②✱ t❤✐s ❜r✉✐t ❢♦r❝❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ♦♣t✐♠✐③❡ ❛♥ ❡st✐♠❛t♦r ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ❢♦r ❡❛❝❤ s✉r✈❡② ❛
s✐♠✐❧❛r ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ♠✉st ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❣✐✈✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✐♥ ❡❛❝❤ ❝❛s❡✳ ■♥
♦r❞❡r t♦ r❡❛❧❧② ❤❛✈❡ ❛♥ ✐♠♣❛❝t ❛ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ q✉❡st✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ❜❡ t♦ ✜♥❞ t❤❡ ♠❛❣✐❝ ♥✉♠❜❡rs t❤❛t
❣✐✈❡s t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❛❧ ❜❡st ❡st✐♠❛t♦r✳ ❚❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ st✉❞② ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✉s✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛s
♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts t♦ ✜♥❞ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ t❤❡ ❧❡❛❞✐♥❣ t❡r♠s t❤❛t ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✳ ■t
✇♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❛✈♦✐❞ t❤❡ ❤✉❣❡ ❞❡❣❡♥❡r❛❝② t❤❛t ❡①✐st ❛♠♦♥❣ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✉s❡❞ ❤❡r❡✱ r❡♠♦✈✐♥❣
❥✉st ❛ ❢❡✇ ♦❢ t❤❡♠ ❞♦❡s ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ r❡s✉❧ts s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧②✳
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❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s

❚♦ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤✐s ✇♦r❦ ■ ♣r❡s❡♥t ❛ ❧✐st ♦❢ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ✇❡ ❝❛♥ ❣❡t ❢r♦♠ ♠② r❡s❡❛r❝❤
❞✉r✐♥❣ t❤✐s ✸ ②❡❛rs✳ ❚❤❡s❡ ❡♥✉♠❡r❛t✐♦♥ ✐♥❝❧✉❞❡s s♦♠❡ ✈❡r② ♣r❡❧✐♠✐♥❛r② ❝♦s♠♦❧♦❣✐❝❛❧ r❡s✉❧ts
❢r♦♠ t❤❡ ❇❖❙❙ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ✐s ♥♦t ✜♥✐s❤❡❞ ✭❛s t❤❡ s✉r✈❡② ✐s st✐❧❧
t❛❦✐♥❣ ❞❛t❛✮ ❛♥❞ ❛s t❤❡ ❝♦s♠♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s ❛r❡ st✐❧❧ ❜❡✐♥❣ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ✇♦r❦✐♥❣
❣r♦✉♣✳

■ st✉❞✐❡❞ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t♦rs ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ s②st❡♠❛t✐❝ ❛♥❞
st❛t✐st✐❝❛❧ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ✉s✐♥❣ ♠♦❝❦ ❝❛t❛❧♦❣s✳ ❯s✐♥❣ ❧♦❣♥♦r♠❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ■ s❤♦✇❡❞ t❤❛t t❤❡
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t♦rs ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❛♥❞ t❤❡ ❜✐❛s ❞❡♣❡♥❞s ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s
♦❢ t❤❡ s✉r✈❡② ❛s t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r ♠❛s❦ ✭❣❡♦♠❡tr②✮ ✳ ■ s❤♦✇❡❞ t❤❛t ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❡st✐♠❛t♦rs ❝♦♠♠♦♥❧②
✉s❡❞ ✐♥ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛♥❛❧②s✐s ❍❛♠✐❧t♦♥ ❛♥❞ ▲❛♥❞②✲❙③❛❧❛② s❤♦✇ t❤❡ ❜❡tt❡r ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ ❧❡ss ❜✐❛s
❛♥❞ s♠❛❧❧ ✈❛r✐❛♥❝❡✳ ❲❡ ❣❡♥❡r❛t❡ r❡❛❧✐st✐❝ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s t❤❛t ♠✐♠✐❝s t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ▲❘●
s❛♠♣❧❡ ♦❢ ❙❉❙❙✲❉❘✼✱ s✉r✈❡② ❣❡♦♠❡tr②✱ r❡❞s❤✐❢t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ❜✐❛s ❛♥❞ ♠❡❛♥ ❞❡♥s✐t②✳ ❲✐t❤
t❤❡s❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇❡ st✉❞✐❡❞ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❛♥❞ t❤❡ r❛❞✐❛❧
s❡❧❡❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ■ ❛❧s♦ st✉❞✐❡❞ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ r❛❞✐❛❧ ✇❡✐❣❤ts ✐♥ t❤❡
❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✳

■ st✉❞✐❡❞ t❤❡ ❡rr♦r ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❉❘✼ ❞❛t❛ ✿ ❧♦❣✲♥♦r♠❛❧
s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ ❜♦♦tstr❛♣✱ s✉❜s❛♠♣❧❡ ❛♥❞ ❥❛❝❦❦♥✐❢❡ ♠❡t❤♦❞s✳ ■ s❤♦✇❡❞ t❤❛t ❛❧❧ ♠❡t❤♦❞s ♣r♦❞✉❝❡
❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐❝❡s t❤❛t ❤❛✈❡ ♦✛✲❞✐❛❣♦♥❛❧ ❡❧❡♠❡♥ts ❛s ❡①♣❡❝t❡❞✳ ❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤✱ ❢r♦♠ t❤❡ t❡st
♣❡r❢♦r♠❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❡rr♦r ❡st✐♠❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❢♦✉♥❞ t❤❛t ❞❛t❛✲❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞s ❣✐✈❡ ♥♦✐s②
❡st✐♠❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡s ♠❛tr✐❝❡s✱ t❤❡ ❡①tr❛ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢♦✉♥❞ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡
❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❜♦r❞❡rs ♦❢ t❤❡ r❡❣✐♦♥s ❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡ s✉❜s❛♠♣❧❡s✳ ❚❤❡ ❥❛❝❦❦♥✐❢❡ ✐s t❤❡
♠❡t❤♦❞ t❤❛t ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❜❡st ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛♠♦♥❣ t❤❡ ❞❛t❛✲❜❛s❡❞ ❡rr♦r ♠❡t❤♦❞s ❜✉t ❡✈❡♥ ✐t st✐❧❧
s❤♦✇s s♦♠❡ ❡①tr❛ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧ ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ❞❛t❛ ❡rr♦r ♠❡t❤♦❞s ♦✈❡r❡st✐♠❛t❡s
t❤❡ ❡rr♦rs✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❧♦❣♥♦r♠❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ♠❡❛♥ ♦❢ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✐s ✉♥❞❡r❡st✐♠❛t❡❞
❛♥ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t t♦ t❤❡ ✐♥♣✉t ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♠♦st ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❣❡t ❛ ♠❡❛♥ ❝❧♦s❡r t♦ t❤❡
❞❛t❛ ♠❡❛♥ ♦r ❛ r❡s❝❛❧✐♥❣ ♠✉st ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞✳

■ st✉❞✐❡❞ t❤❡ r❡❞s❤✐❢t s♣❛❝❡ ❞✐st♦rt✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❧✐♥❡❛r r❡❣✐♠❡ ✉s✐♥❣ ❧♦❣♥♦r♠❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ■♥
♣❛rt✐❝✉❧❛r ■ ❡①♣❧♦r❡❞ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦ ♠❡❛s✉r❡ β ♣❛r❛♠❡t❡r ❢r♦♠ ♠♦❝❦ ❝❛t❛❧♦❣s ♦❢ ❣❛❧❛①✐❡s
✉s✐♥❣ t❤❡ s♣❤❡r✐❝❛❧ ❤❛r♠♦♥✐❝s ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✷❞ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ■ ❛❧s♦ ❡①♣❧♦r❡❞ ❛❧s♦
t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ β ♣❛r❛♠❡t❡r ✉s✐♥❣ ♠♦❝❦s ❝❛t❛❧♦❣s ✐ss✉❡❞ ❢r♦♠ ◆✲❜♦❞② s✐♠✉❧❛t✐♦♥s t❤❛t
✐♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ♥♦♥ ❧✐♥❡❛r ❡✛❡❝ts✳ ■ ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❡t❛ ♣❛r❛♠❡t❡r ✐s
♣♦ss✐❜❧❡ ✐♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s✳ ■ ♣r❡s❡♥t❡❞ s♦♠❡ ♣r❡❧✐♠✐♥❛r② r❡s✉❧ts ✇✐t❤ r❡❛❧ ❞❛t❛ ❢r♦♠ ❇❖❙❙✳ ■♥ t❤✐s
❝❛s❡ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ β ♣❛r❛♠❡t❡r ♠✉st ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ q✉❛❞r✉♣♦❧❡
❛♥❞ ♥♦ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❞r❛✇♥❡❞ ②❡t✳
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❈♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ❆♥❛❧②s✐s ♦❢ ❇❖❙❙ ❞❛t❛ ■ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❈▼❆❙❙ s❛♠♣❧❡
✉s✐♥❣ t❤❡ ❞❛t❛ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✉♣ t♦ t❤❡ s✉♠♠❡r ✷✵✶✶✳ ❚❤✐s ❛♥❛❧②s✐s r❛♥❣❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❝❛t❛❧♦❣
❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ✉♣ t♦ t❤❡ ❝♦s♠♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♥str❛✐♥s✿ ■ st✉❞✐❡❞ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡s t❛❦❡♥ t♦ ❝♦♥str✉❝t t❤❡
❝❛t❛❧♦❣ ❛♥❞ ■ ❡①♣❧♦r❡❞ t❤❡ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❥✉st✐❢② t❤❡ ❝❤♦✐❝❡s✳ ■ ❞❡s❝r✐❜❡❞ t❤❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢r♦♠ ❛♥❣✉❧❛r s②st❡♠❛t✐❝s ❡✛❡❝ts✳ ■ ✈❡r✐✜❡❞ t❤❛t t❤❡ ♠❛✐♥ s②st❡♠❛t✐❝
✐s t❤❡ st❡❧❧❛r ❞❡♥s✐t②✳ ■ st✉❞✐❡❞ t❤❡ st❡❧❧❛r ❞❡♥s✐t② ✐♥ ❞❡t❛✐❧✱ s❡♣❛r❛t✐♥❣ t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ♦❢ t❤❡
♠❡❛♥ ❞❡♥s✐t② ❛♥❞ st❡❧❧❛r ❞❡♥s✐t② ✐♥ ❜✐♥s ♦❢ ❣❛❧❛❝t✐❝ ❧❛t✐t✉❞❡✳ ■ ❢♦✉♥❞ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❞❡♣❡♥❞❡♥❝②
❜❡t✇❡❡♥ s♦✉t❤ ❛ ♥♦rt❤ ❛t ❧♦✇ ❣❛❧❛❝t✐❝ ❧❛t✐t✉❞❡✳ ■ ❡①♣❧♦r❡❞ t❤❡ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ❢♦r t❤✐s s②st❡♠❛t✐❝
❡✛❡❝t ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♠❛s❦❡❞ ❜② st❛rs ❛♥❞ ■ st✉❞✐❡❞ ✐ts ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ✇✐t❤ st❡❧❧❛r ❞❡♥s✐t②✳
❆♥ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❣❛❧❛❝t✐❝ ❧❛t✐t✉❞❡ ✇❛s ❢♦✉♥❞ ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ ❛♥ ✉♥❦♥♦✇♥
s②st❡♠❛t✐❝ ❛✛❡❝t✐♥❣ s♦✉t❤ ❤❡♠✐s♣❤❡r❡✳ ■ t❡st❡❞ t❤❡ ❡✛❡❝t ✐♥ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢r♦♠
♦t❤❡rs s♦✉r❝❡s ♦❢ s②st❡♠❛t✐❝s ❡✛❡❝ts ✭s❡❡✐♥❣✱ s❦②✱ ❡①t✐♥❝t✐♦♥✱ st❛rs✱ ❛✐r ♠❛ss✱ ❞♣❡r♣ ♦✛s❡t✮ ❛♥❞
■ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✷ ♠❡t❤♦❞s ✭■t❡r❛t✐✈❡ ✇❡✐❣❤ts ❛♥❞ ▲✐♥❡❛r r❡❣r❡ss✐♦♥✮ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ✇❡✐❣❤ts
♥❡❡❞❡❞ t♦ ❝♦rr❡❝t ❢r♦♠ t❤✐s s②st❡♠❛t✐❝ ❡rr♦r✳ ❇♦t❤ ♠❡t❤♦❞s ❣✐✈❡ s✐♠✐❧❛r r❡s✉❧ts ✐♥ t❡r♠s ♦❢
t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❡✛❡❝t ♦❢ ❝♦rr❡❝t✐♥❣ ❢r♦♠ ❛♥❣✉❧❛r s②st❡♠❛t✐❝s ✐s t♦ ❞❡❝r❡❛s❡
t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❧❡✈❡❧ ❣❧♦❜❛❧❧②✳

❚♦ ✜♥✐s❤ t❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢r♦♠ ❇❖❙❙ ■ s❤♦✇❡❞ t❤❛t t❤❡
❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐ss✉❡❞ ❢r♦♠ ♠② ✜♥❛❧ ❝❛t❛❧♦❣ ❛♥❞ ❝♦rr❡❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r s②st❡♠❛t✐❝s
❛r❡ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♦✣❝✐❛❧ ❝❛t❛❧♦❣✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ✈❛❧✐❞❛t❡ ♠② ♣✐♣❡❧✐♥❡✱ s❤♦✇✐♥❣
t❤❛t ■ ✇❛s ❛❜❧❡ t♦ r❡♣r♦❞✉❝❡ ❛❧❧ st❡♣s t♦ ❞♦ ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡ ❛♥❛❧②s✐s✳ ❚❤✐s ♣r♦❝❡❞✉r❡ ♣❡r♠✐t ♠❡
t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ ✈❡r② ✇❡❧❧ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✇❡ ❛r❡ ✉s✐♥❣ t♦ ❝♦♥str❛✐♥t t❤❡ ❝♦s♠♦❧♦❣②✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t♦
✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥s ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❛t❛❧♦❣ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ✇❡✐❣❤t✐♥❣ s❝❤❡♠❡✳

■♥ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❆✳ ▲❛❜❛t✐❡ ✇❡ ✜tt❡❞ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♦❢
✭❊✐s❡♥st❡✐♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✺✮ ✇✐t❤ ✸ ❢r❡❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ΩMh

2✱ b✱ α✳ ❋♦r t❤❡ ✜ts ✇❡ ✉s❡❞ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡
♠❛tr✐① ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✻✵✵ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s P❚❍❆▲❖❙ ❛♥❞ t❤❡ ♦✣❝✐❛❧ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ t♦
❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❝♦♠♣❛r❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♣❡♦♣❧❡ ✐♥ t❤❡ ✇♦r❦✐♥❣ ❣r♦✉♣✳ ❚❤✐s ❛♥❛❧②s✐s ✐s ✈❡r② ♣r❡❧✐♠✐♥❛r② ✇❡
❛r❡ ✇♦r❦✐♥❣ ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧ ✇✐t❤ t❤❡ ✇♦r❦✐♥❣ ❣r♦✉♣ t♦ ❝r♦ss❝❤❡❝❦ t❤❡ r❡s✉❧ts ❛♥❞ t❤❡ ❝♦s♠♦❧♦❣✐❝❛❧
✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥✱ ❛t t❤✐s ♠♦♠❡♥t ♦✉r r❡s✉❧ts ❛r❡ ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ♦t❤❡r ♠❡♠❜❡rs
♦❢ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❣r♦✉♣✳ ■ ❡♥✉♠❡r❛t❡ s♦♠❡ ♣r❡❧✐♠✐♥❛r② ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s✳

✭❛✮ ❲❡ ♦❜s❡r✈❡ ❛ ❞✐s❛❣r❡❡♠❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ ◆♦rt❤ ❛♥❞ ❙♦✉t❤ ✇✐t❤✐♥ ✷σ ❢♦r t❤❡ ❉❘✾✳ ❚❤❡ t❡♥s✐♦♥
♦❢ ❙♦✉t❤ ✐♥ ❉❘✾ s❛♠♣❧❡ t❤❛t ✐s ♠♦r❡ t❤❛♥ 1−σ ❢r♦♠ ◆♦rt❤ s❡❡♠s t♦ ❜❡ ❜❡ ❧❡ss s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡
✇❤❡♥ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ♠♦r❡ ❞❛t❛ ✭✐✳❡ ❉❘✶✵ ❞❛t❛✮✳ ❚❤✐s ❢❛❝t s✉❣❣❡st t❤❡ ❙♦✉t❤ ✐♥ ❉❘✾ ♣r❡s❡♥t
❛ ❧❛r❣❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥✳

✭❜✮ ❚❤❡ ♣r❡❧✐♠✐♥❛r② r❡s✉❧ts ✐♥❞✐❝❛t❡s ❛ Ωmh
2 = 0.144 ± 0.007 ❛♥❞ α = 0.992 ± 0.026✳ ❚❤❡

❝♦♥str❛✐♥s ✐♥ α tr❛❞✉❝❡s t♦ ❝♦♥str❛✐♥s ✐♥ ❞✐st❛♥❝❡ s❝❛❧❡ DV = 2007.80 ± 53.15✳ ❖✉r
r❡s✉❧ts ❛r❡ ✐♥ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ ♣r❡✈✐♦✉s st✉❞✐❡s✳

✭❝✮ ❚❤❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ s❛♠♣❧❡ ❣✐✈❡s ❛ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡ ♦❢ ✹✳✻σ ♦✈❡r ♥♦♥ ✇✐❣❣❧❡s ♠♦❞❡❧s
❢♦r t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ s❛♠♣❧❡✳ ❚❤❡ s♦✉t❤ ❤❛s ❛❞❞❡❞ ❛ ∆χ2 ∼ 7 ✈❡rs✉s ❛♥ ❡①♣❡❝t❡❞ ∆χ2 ∼ 4✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ■ ❤❛✈❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛ s✐♠♣❧❡ ❛♥❞ str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ✇❛② t♦ ♦♣t✐♠✐③❡ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥
❡st✐♠❛t♦r ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ s✉r✈❡②✳ ❚❤❡ ♣r❡❧✐♠✐♥❛r② r❡s✉❧ts ❢r♦♠ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✐♥❞✐❝❛t❡s ❛ ❣❛✐♥ ♦❢ t❤❡
♦r❞❡r ♦❢ ✷✵✪ t♦ ✹✵✪ ✐♥ s✐❣♥❛❧ t♦ ♥♦✐s❡ ❛♥❞ t❤❡ ♣r✐❝❡ ✐s t♦ ❣❡t ❛ ❧❛r❣❡r ❜✐❛s✳ ❚❤❡ ❡①tr❛ ❜✐❛s
✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ✈✐❛ t❤❡ λ ♣❛r❛♠❡t❡r t♦ ❜❡ ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡✳ ❚❤❡
❜✐❛s ❝❛♥ ❜❡ ❡①❛❝t❧② ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✈✐❛ t❤❡ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❝♦rr❡❝t❡❞✳ ❚❤❡ ✜♥❛❧ ❣♦❛❧
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♦❢ t❤✐s ✇♦r❦ ✇♦✉❧❞ ❜❡ t♦ ❛♣♣❧② t❤✐s ♦♣t✐♠✐③❡❞ ❡st✐♠❛t♦r t♦ ❇❖❙❙ ❞❛t❛✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ✈❛❧✐❞❛t❡
t❤✐s ❡st✐♠❛t♦r t❤❡r❡ ✐s st✐❧❧ ❛ ❧♦t ♦❢ ✇♦r❦ ❞♦ ❜❡ ❞♦♥❡✳ ■ ♥❡❡❞ t♦ ✉s❡ ♠♦r❡ r❡❛❧✐st✐❝ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s
❛s P❚❍❆▲❖❙ ❛♥❞ st✉❞② t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ✇❤❡♥ t❤❡ ♥♦♥ ❧✐♥❡❛r ❡✛❡❝ts ❛r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛♥❞ ✜♥❛❧❧②
❛♣♣❧② ✐t t♦ ◆✲❜♦❞② s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ ▲❛s❉❛♠❛s ❈▼❆❙❙✳ ■♥ ❛ ❢✉rt❤❡r st❛❣❡✱ t❤❡ st✉❞② ❝♦✉❧❞ ❜❡
❡①t❡♥❞❡❞ t♦ t❡st t❤❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡r ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❲❡ ✇❛♥t t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡
❋❑P ✇❡✐❣❤ts t❤❛t ❝♦✉❧❞ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❣❛✐♥ ✐♥ ❙✴◆ ❛s t❤✐s ✇❡✐❣❤t✐♥❣ s❝❤❡♠❡ ✐s ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ ✐♠♣r♦✈❡
♦♣t✐♠❛❧❧② t❤❡ ❡st✐♠❛t♦r✳ ❲❡ ✇❛♥t ❛❧s♦ t♦ ♣❡r❢♦r♠ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❢♦r ❡❛❝❤ ❜✐♥ ❛s ✇❡ ❤❛✈❡ s❡❡♥
t❤❛t t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✳❲❡ ♣❧❛♥
❛❧s♦ t♦ ✉s❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛s ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛♥❛❧②s✐s t♦ ✜♥❞ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ t❤❡ ❧❡❛❞✐♥❣ t❡r♠s
t❤❛t ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✳ ■t ✇♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❛✈♦✐❞ t❤❡ ❤✉❣❡ ❞❡❣❡♥❡r❛❝② t❤❛t ❡①✐st ❛♠♦♥❣
t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✉s❡❞ ❤❡r❡✱ r❡♠♦✈✐♥❣ ❥✉st ❛ ❢❡✇ ♦❢ t❤❡♠ ❞♦❡s ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ r❡s✉❧ts s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧②✳
❲❡ ❤♦♣❡ t♦ ❝♦♥✈❡r❣❡ ✈❡r② s♦♦♥ ✐♦♥ t❤✐s t♦♣✐❝ ❛♥❞ ♣r❡♣❛r❡ ❛ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥✳
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❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤②

❆❧❜r❡❝❤t ❆✳✱ ❇❡r♥st❡✐♥ ●✳✱ ❈❛❤♥ ❘✳✱ ❋r❡❡❞♠❛♥ ❲✳ ▲✳✱ ❍❡✇✐tt ❏✳✱ ❍✉ ❲✳✱ ❍✉t❤ ❏✳✱
❑❛♠✐♦♥❦♦✇s❦✐ ▼✳✱ ❑♦❧❜ ❊✳ ❲✳✱ ❑♥♦① ▲✳✱ ▼❛t❤❡r ❏✳ ❈✳✱ ❙t❛❣❣s ❙✳ & ❙✉♥t③❡✛ ◆✳ ❇✳✱ ✷✵✵✻✱
❆r❳✐✈ ❆str♦♣❤②s✐❝s ❡✲♣r✐♥ts

❆♥❞r❛❡ ❘✳✱ ✷✵✶✵✱ ❆r❳✐✈ ❡✲♣r✐♥ts
❇❛❤❝❛❧❧ ◆✳ ❆✳✱ ❈❡♥ ❘✳✱ ❉❛✈é ❘✳✱ ❖str✐❦❡r ❏✳ P✳ & ❨✉ ◗✳✱ ✷✵✵✵✱ ❆♣❏ ✺✹✶✱ ✶
❇❡r♥st❡✐♥ ●✳ ▼✳✱ ✶✾✾✹✱ ❆♣❏ ✹✷✹✱ ✺✻✾
❇❡✉t❧❡r ❋✳✱ ❇❧❛❦❡ ❈✳✱ ❈♦❧❧❡ss ▼✳✱ ❏♦♥❡s ❉✳ ❍✳✱ ❙t❛✈❡❧❡②✲❙♠✐t❤ ▲✳✱ ❈❛♠♣❜❡❧❧ ▲✳✱ P❛r❦❡r ◗✳✱

❙❛✉♥❞❡rs ❲✳ & ❲❛ts♦♥ ❋✳✱ ✷✵✶✶✱ ▼◆❘❆❙ ✹✶✻✱ ✸✵✶✼
❇❡✈✐♥❣t♦♥ P✳ ❘✳ & ❘♦❜✐♥s♦♥ ❉✳ ❑✳✱ ✶✾✾✷✱ ❉❛t❛ r❡❞✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❡rr♦r ❛♥❛❧②s✐s ❢♦r t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧

s❝✐❡♥❝❡s
❇❧❛❦❡ ❈✳✱ ❉❛✈✐s ❚✳✱ P♦♦❧❡ ●✳ ❇✳✱ P❛r❦✐♥s♦♥ ❉✳✱ ❇r♦✉❣❤ ❙✳✱ ❈♦❧❧❡ss ▼✳✱ ❈♦♥tr❡r❛s ❈✳✱ ❈♦✉❝❤

❲✳✱ ❈r♦♦♠ ❙✳✱ ❉r✐♥❦✇❛t❡r ▼✳ ❏✳✱ ❋♦rst❡r ❑✳✱ ●✐❧❜❛♥❦ ❉✳✱ ●❧❛❞❞❡rs ▼✳✱ ●❧❛③❡❜r♦♦❦ ❑✳✱
❏❡❧❧✐✛❡ ❇✳✱ ❏✉r❡❦ ❘✳ ❏✳✱ ▲✐ ■✳✲❍✳✱ ▼❛❞♦r❡ ❇✳✱ ▼❛rt✐♥ ❉✳ ❈✳✱ P✐♠❜❜❧❡t ❑✳✱ Pr❛❝② ▼✳✱ ❙❤❛r♣
❘✳✱ ❲✐s♥✐♦s❦✐ ❊✳✱ ❲♦♦❞s ❉✳✱ ❲②❞❡r ❚✳ ❑✳ & ❨❡❡ ❍✳ ❑✳ ❈✳✱ ✷✵✶✶✱ ▼◆❘❆❙ ✹✶✺✱ ✷✽✾✷

❇❧❛♥t♦♥ ▼✳ ❘✳✱ ❉❛❧❝❛♥t♦♥ ❏✳✱ ❊✐s❡♥st❡✐♥ ❉✳✱ ▲♦✈❡❞❛② ❏✳✱ ❙tr❛✉ss ▼✳ ❆✳✱ ❙✉❜❜❛❘❛♦ ▼✳✱ ❲❡✐♥✲
❜❡r❣ ❉✳ ❍✳✱ ❆♥❞❡rs♦♥✱ ❏r✳ ❏✳ ❊✳✱ ❆♥♥✐s ❏✳✱ ❇❛❤❝❛❧❧ ◆✳ ❆✳✱ ❇❡r♥❛r❞✐ ▼✳✱ ❇r✐♥❦♠❛♥♥ ❏✳✱
❇r✉♥♥❡r ❘✳ ❏✳✱ ❇✉r❧❡s ❙✳✱ ❈❛r❡② ▲✳✱ ❈❛st❛♥❞❡r ❋✳ ❏✳✱ ❈♦♥♥♦❧❧② ❆✳ ❏✳✱ ❈s❛❜❛✐ ■✳✱ ❉♦✐ ▼✳✱
❋✐♥❦❜❡✐♥❡r ❉✳✱ ❋r✐❡❞♠❛♥ ❙✳✱ ❋r✐❡♠❛♥ ❏✳ ❆✳✱ ❋✉❦✉❣✐t❛ ▼✳✱ ●✉♥♥ ❏✳ ❊✳✱ ❍❡♥♥❡ss② ●✳ ❙✳✱
❍✐♥❞s❧❡② ❘✳ ❇✳✱ ❍♦❣❣ ❉✳ ❲✳✱ ■❝❤✐❦❛✇❛ ❚✳✱ ■✈❡③✐➣ ➎✳✱ ❑❡♥t ❙✳✱ ❑♥❛♣♣ ●✳ ❘✳✱ ▲❛♠❜ ❉✳ ◗✳✱
▲❡❣❡r ❘✳ ❋✳✱ ▲♦♥❣ ❉✳ ❈✳✱ ▲✉♣t♦♥ ❘✳ ❍✳✱ ▼❝❑❛② ❚✳ ❆✳✱ ▼❡✐❦s✐♥ ❆✳✱ ▼❡r❡❧❧✐ ❆✳✱ ▼✉♥♥ ❏✳ ❆✳✱
◆❛r❛②❛♥❛♥ ❱✳✱ ◆❡✇❝♦♠❜ ▼✳✱ ◆✐❝❤♦❧ ❘✳ ❈✳✱ ❖❦❛♠✉r❛ ❙✳✱ ❖✇❡♥ ❘✳✱ P✐❡r ❏✳ ❘✳✱ P♦♣❡ ❆✳✱
P♦st♠❛♥ ▼✳✱ ◗✉✐♥♥ ❚✳✱ ❘♦❝❦♦s✐ ❈✳ ▼✳✱ ❙❝❤❧❡❣❡❧ ❉✳ ❏✳✱ ❙❝❤♥❡✐❞❡r ❉✳ P✳✱ ❙❤✐♠❛s❛❦✉ ❑✳✱
❙✐❡❣♠✉♥❞ ❲✳ ❆✳✱ ❙♠❡❡ ❙✳✱ ❙♥✐r ❨✳✱ ❙t♦✉❣❤t♦♥ ❈✳✱ ❙t✉❜❜s ❈✳✱ ❙③❛❧❛② ❆✳ ❙✳✱ ❙③♦❦♦❧② ●✳ P✳✱
❚❤❛❦❛r ❆✳ ❘✳✱ ❚r❡♠♦♥t✐ ❈✳✱ ❚✉❝❦❡r ❉✳ ▲✳✱ ❯♦♠♦t♦ ❆✳✱ ❱❛♥❞❡♥ ❇❡r❦ ❉✳✱ ❱♦❣❡❧❡② ▼✳ ❙✳✱
❲❛❞❞❡❧❧ P✳✱ ❨❛♥♥② ❇✳✱ ❨❛s✉❞❛ ◆✳ & ❨♦r❦ ❉✳ ●✳✱ ✷✵✵✶✱ ❆❏ ✶✷✶✱ ✷✸✺✽

❇❧❛♥t♦♥ ▼✳ ❘✳✱ ▲✐♥ ❍✳✱ ▲✉♣t♦♥ ❘✳ ❍✳✱ ▼❛❧❡② ❋✳ ▼✳✱ ❨♦✉♥❣ ◆✳✱ ❩❡❤❛✈✐ ■✳ & ▲♦✈❡❞❛② ❏✳✱ ✷✵✵✸✱
❆❏ ✶✷✺✱ ✷✷✼✻

❇❧❛♥t♦♥ ▼✳ ❘✳✱ ❙❝❤❧❡❣❡❧ ❉✳ ❏✳✱ ❙tr❛✉ss ▼✳ ❆✳✱ ❇r✐♥❦♠❛♥♥ ❏✳✱ ❋✐♥❦❜❡✐♥❡r ❉✳✱ ❋✉❦✉❣✐t❛ ▼✳✱
●✉♥♥ ❏✳ ❊✳✱ ❍♦❣❣ ❉✳ ❲✳✱ ■✈❡③✐➣ ➎✳✱ ❑♥❛♣♣ ●✳ ❘✳✱ ▲✉♣t♦♥ ❘✳ ❍✳✱ ▼✉♥♥ ❏✳ ❆✳✱ ❙❝❤♥❡✐❞❡r
❉✳ P✳✱ ❚❡❣♠❛r❦ ▼✳ & ❩❡❤❛✈✐ ■✳✱ ✷✵✵✺✱ ❆❏ ✶✷✾✱ ✷✺✻✷

❇✉♥♥ ❊✳ ❋✳ & ❍♦❣❣ ❉✳ ❲✳✱ ✷✵✵✾✱ ❆♠❡r✐❝❛♥ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ P❤②s✐❝s ✼✼✱ ✻✽✽
❇✉r❧❡s ❙✳ & ❚②t❧❡r ❉✳✱ ✶✾✾✽✱ ❆♣❏ ✺✵✼✱ ✼✸✷
❈❛❜ré ❆✳ & ●❛③t❛ñ❛❣❛ ❊✳✱ ✷✵✵✾✱ ▼◆❘❆❙ ✸✾✸✱ ✶✶✽✸
❈❛♥♥♦♥ ❘✳✱ ❉r✐♥❦✇❛t❡r ▼✳✱ ❊❞❣❡ ❆✳✱ ❊✐s❡♥st❡✐♥ ❉✳✱ ◆✐❝❤♦❧ ❘✳✱ ❖✉tr❛♠ P✳✱ P✐♠❜❜❧❡t ❑✳✱ ❞❡

Pr♦♣r✐s ❘✳✱ ❘♦s❡❜♦♦♠ ■✳✱ ❲❛❦❡ ❉✳✱ ❆❧❧❡♥ P✳✱ ❇❧❛♥❞✲❍❛✇t❤♦r♥ ❏✳✱ ❇r✐❞❣❡s ❚✳✱ ❈❛rs♦♥ ❉✳✱
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❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤② ✷✸✷

❈❤✐✉ ❑✳✱ ❈♦❧❧❡ss ▼✳✱ ❈♦✉❝❤ ❲✳✱ ❈r♦♦♠ ❙✳✱ ❉r✐✈❡r ❙✳✱ ❋✐♥❡ ❙✳✱ ❍❡✇❡tt P✳✱ ▲♦✈❡❞❛② ❏✳✱ ❘♦ss
◆✳✱ ❙❛❞❧❡r ❊✳ ▼✳✱ ❙❤❛♥❦s ❚✳✱ ❙❤❛r♣ ❘✳✱ ❙♠✐t❤ ❏✳ ❆✳✱ ❙t♦✉❣❤t♦♥ ❈✳✱ ❲❡✐❧❜❛❝❤❡r P✳✱ ❇r✉♥♥❡r
❘✳ ❏✳✱ ▼❡✐❦s✐♥ ❆✳ & ❙❝❤♥❡✐❞❡r ❉✳ P✳✱ ✷✵✵✻✱ ▼◆❘❆❙ ✸✼✷✱ ✹✷✺

❈❛r❧s♦♥ ❏✳✱ ❲❤✐t❡ ▼✳ & P❛❞♠❛♥❛❜❤❛♥ ◆✳✱ ✷✵✵✾✱ P❤②s✳ ❘❡✈✳ ❉ ✽✵✭✹✮✱ ✵✹✸✺✸✶
❈❤♦❞♦r♦✇s❦✐ ▼✳ ❏✳✱ ✷✵✶✶✱ ▼◆❘❆❙ ✹✶✸✱ ✺✽✺
❈❧♦✇❡ ❉✳✱ ❇r❛❞❛↔ ▼✳✱ ●♦♥③❛❧❡③ ❆✳ ❍✳✱ ▼❛r❦❡✈✐t❝❤ ▼✳✱ ❘❛♥❞❛❧❧ ❙✳ ❲✳✱ ❏♦♥❡s ❈✳ & ❩❛r✐ts❦②

❉✳✱ ✷✵✵✻✱ ❆♣❏ ✻✹✽✱ ▲✶✵✾
❈♦❧❡ ❙✳✱ P❡r❝✐✈❛❧ ❲✳ ❏✳✱ P❡❛❝♦❝❦ ❏✳ ❆✳✱ ◆♦r❜❡r❣ P✳✱ ❇❛✉❣❤ ❈✳ ▼✳✱ ❋r❡♥❦ ❈✳ ❙✳✱ ❇❛❧❞r② ■✳✱ ❇❧❛♥❞✲

❍❛✇t❤♦r♥ ❏✳✱ ❇r✐❞❣❡s ❚✳✱ ❈❛♥♥♦♥ ❘✳✱ ❈♦❧❧❡ss ▼✳✱ ❈♦❧❧✐♥s ❈✳✱ ❈♦✉❝❤ ❲✳✱ ❈r♦ss ◆✳ ❏✳ ●✳✱
❉❛❧t♦♥ ●✳✱ ❊❦❡ ❱✳ ❘✳✱ ❉❡ Pr♦♣r✐s ❘✳✱ ❉r✐✈❡r ❙✳ P✳✱ ❊❢st❛t❤✐♦✉ ●✳✱ ❊❧❧✐s ❘✳ ❙✳✱ ●❧❛③❡❜r♦♦❦
❑✳✱ ❏❛❝❦s♦♥ ❈✳✱ ❏❡♥❦✐♥s ❆✳✱ ▲❛❤❛✈ ❖✳✱ ▲❡✇✐s ■✳✱ ▲✉♠s❞❡♥ ❙✳✱ ▼❛❞❞♦① ❙✳✱ ▼❛❞❣✇✐❝❦ ❉✳✱
P❡t❡rs♦♥ ❇✳ ❆✳✱ ❙✉t❤❡r❧❛♥❞ ❲✳ & ❚❛②❧♦r ❑✳✱ ✷✵✵✺✱ ▼◆❘❆❙ ✸✻✷✱ ✺✵✺

❈♦❧❡s P✳ & ❏♦♥❡s ❇✳✱ ✶✾✾✶✱ ▼◆❘❆❙ ✷✹✽✱ ✶
❈♦♦r❛② ❆✳ & ❙❤❡t❤ ❘✳✱ ✷✵✵✷✱ P❤②s✳ ❘❡♣✳ ✸✼✷✱ ✶
❈♦r❜❡❧❧✐ ❊✳ & ❙❛❧✉❝❝✐ P✳✱ ✷✵✵✵✱ ▼◆❘❆❙ ✸✶✶✱ ✹✹✶
❈r♦❝❝❡ ▼✳ & ❙❝♦❝❝✐♠❛rr♦ ❘✳✱ ✷✵✵✻✱ P❤②s✳ ❘❡✈✳ ❉ ✼✸✭✻✮✱ ✵✻✸✺✶✾
❈r♦❝❝❡ ▼✳ & ❙❝♦❝❝✐♠❛rr♦ ❘✳✱ ✷✵✵✽✱ P❤②s✳ ❘❡✈✳ ❉ ✼✼✭✷✮✱ ✵✷✸✺✸✸
❉❛✈✐s ▼✳ & P❡❡❜❧❡s P✳ ❏✳ ❊✳✱ ✶✾✽✸✱ ❆♣❏ ✷✻✼✱ ✹✻✺
❉✐❝❦❡ ❘✳ ❍✳✱ P❡❡❜❧❡s P✳ ❏✳ ❊✳✱ ❘♦❧❧ P✳ ●✳ & ❲✐❧❦✐♥s♦♥ ❉✳ ❚✳✱ ✶✾✻✺✱ ❆♣❏ ✶✹✷✱ ✹✶✹
❉♦❞❡❧s♦♥ ❙✳✱ ✷✵✵✸✱ ▼♦❞❡r♥ ❝♦s♠♦❧♦❣②✱ ❆❝❛❞❡♠✐❝ Pr❡ss✱ ❙❛♥ ❉✐❡❣♦✱ ❈❛❧✐❢
❊✐s❡♥st❡✐♥ ❉✳ ❏✳✱ ❆♥♥✐s ❏✳✱ ●✉♥♥ ❏✳ ❊✳✱ ❙③❛❧❛② ❆✳ ❙✳✱ ❈♦♥♥♦❧❧② ❆✳ ❏✳✱ ◆✐❝❤♦❧ ❘✳ ❈✳✱ ❇❛❤❝❛❧❧

◆✳ ❆✳✱ ❇❡r♥❛r❞✐ ▼✳✱ ❇✉r❧❡s ❙✳✱ ❈❛st❛♥❞❡r ❋✳ ❏✳✱ ❋✉❦✉❣✐t❛ ▼✳✱ ❍♦❣❣ ❉✳ ❲✳✱ ■✈❡③✐➣ ➎✳✱ ❑♥❛♣♣
●✳ ❘✳✱ ▲✉♣t♦♥ ❘✳ ❍✳✱ ◆❛r❛②❛♥❛♥ ❱✳✱ P♦st♠❛♥ ▼✳✱ ❘❡✐❝❤❛rt ❉✳ ❊✳✱ ❘✐❝❤♠♦♥❞ ▼✳✱ ❙❝❤♥❡✐❞❡r
❉✳ P✳✱ ❙❝❤❧❡❣❡❧ ❉✳ ❏✳✱ ❙tr❛✉ss ▼✳ ❆✳✱ ❙✉❜❜❛❘❛♦ ▼✳✱ ❚✉❝❦❡r ❉✳ ▲✳✱ ❱❛♥❞❡♥ ❇❡r❦ ❉✳✱ ❱♦❣❡❧❡②
▼✳ ❙✳✱ ❲❡✐♥❜❡r❣ ❉✳ ❍✳ & ❨❛♥♥② ❇✳✱ ✷✵✵✶✱ ❆❏ ✶✷✷✱ ✷✷✻✼

❊✐s❡♥st❡✐♥ ❉✳ ❏✳ & ❍✉ ❲✳✱ ✶✾✾✽❛✱ ❆♣❏ ✹✾✻✱ ✻✵✺
❊✐s❡♥st❡✐♥ ❉✳ ❏✳ & ❍✉ ❲✳✱ ✶✾✾✽❜✱ ❆♣❏ ✹✾✻✱ ✻✵✺
❊✐s❡♥st❡✐♥ ❉✳ ❏✳✱ ❙❡♦ ❍✳✲❏✳ & ❲❤✐t❡ ▼✳✱ ✷✵✵✼✱ ❆♣❏ ✻✻✹✱ ✻✻✵
❊✐s❡♥st❡✐♥ ❉✳ ❏✳✱ ❲❡✐♥❜❡r❣ ❉✳ ❍✳✱ ❆❣♦❧ ❊✳✱ ❆✐❤❛r❛ ❍✳✱ ❆❧❧❡♥❞❡ Pr✐❡t♦ ❈✳✱ ❆♥❞❡rs♦♥ ❙✳ ❋✳✱ ❆r♥s

❏✳ ❆✳✱ ❆✉❜♦✉r❣ ➱✳✱ ❇❛✐❧❡② ❙✳✱ ❇❛❧❜✐♥♦t ❊✳ & ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶❜✱ ❆❏ ✶✹✷✱ ✼✷
❊✐s❡♥st❡✐♥ ❉✳ ❏✳✱ ❲❡✐♥❜❡r❣ ❉✳ ❍✳✱ ❆❣♦❧ ❊✳✱ ❆✐❤❛r❛ ❍✳✱ ❆❧❧❡♥❞❡ Pr✐❡t♦ ❈✳✱ ❆♥❞❡rs♦♥ ❙✳ ❋✳✱ ❆r♥s

❏✳ ❆✳✱ ❆✉❜♦✉r❣ ❊✳✱ ❇❛✐❧❡② ❙✳✱ ❇❛❧❜✐♥♦t ❊✳ & ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶❛✱ ❆r❳✐✈ ❡✲♣r✐♥ts
❊✐s❡♥st❡✐♥ ❉✳ ❏✳✱ ❩❡❤❛✈✐ ■✳✱ ❍♦❣❣ ❉✳ ❲✳✱ ❙❝♦❝❝✐♠❛rr♦ ❘✳✱ ❇❧❛♥t♦♥ ▼✳ ❘✳✱ ◆✐❝❤♦❧ ❘✳ ❈✳✱ ❙❝r❛♥t♦♥

❘✳✱ ❙❡♦ ❍✳✱ ❚❡❣♠❛r❦ ▼✳✱ ❩❤❡♥❣ ❩✳✱ ❆♥❞❡rs♦♥ ❙✳ ❋✳✱ ❆♥♥✐s ❏✳✱ ❇❛❤❝❛❧❧ ◆✳✱ ❇r✐♥❦♠❛♥♥ ❏✳✱
❇✉r❧❡s ❙✳✱ ❈❛st❛♥❞❡r ❋✳ ❏✳✱ ❈♦♥♥♦❧❧② ❆✳✱ ❈s❛❜❛✐ ■✳✱ ❉♦✐ ▼✳✱ ❋✉❦✉❣✐t❛ ▼✳✱ ❋r✐❡♠❛♥ ❏✳ ❆✳✱
●❧❛③❡❜r♦♦❦ ❑✳✱ ●✉♥♥ ❏✳ ❊✳✱ ❍❡♥❞r② ❏✳ ❙✳✱ ❍❡♥♥❡ss② ●✳✱ ■✈❡③✐➣ ❩✳✱ ❑❡♥t ❙✳✱ ❑♥❛♣♣ ●✳ ❘✳✱
▲✐♥ ❍✳✱ ▲♦❤ ❨✳✱ ▲✉♣t♦♥ ❘✳ ❍✳✱ ▼❛r❣♦♥ ❇✳✱ ▼❝❑❛② ❚✳ ❆✳✱ ▼❡✐❦s✐♥ ❆✳✱ ▼✉♥♥ ❏✳ ❆✳✱ P♦♣❡
❆✳✱ ❘✐❝❤♠♦♥❞ ▼✳ ❲✳✱ ❙❝❤❧❡❣❡❧ ❉✳✱ ❙❝❤♥❡✐❞❡r ❉✳ P✳✱ ❙❤✐♠❛s❛❦✉ ❑✳✱ ❙t♦✉❣❤t♦♥ ❈✳✱ ❙tr❛✉ss
▼✳ ❆✳✱ ❙✉❜❜❛❘❛♦ ▼✳✱ ❙③❛❧❛② ❆✳ ❙✳✱ ❙③❛♣✉❞✐ ■✳✱ ❚✉❝❦❡r ❉✳ ▲✳✱ ❨❛♥♥② ❇✳ & ❨♦r❦ ❉✳ ●✳✱ ✷✵✵✺✱
❆♣❏ ✻✸✸✱ ✺✻✵

❋❡❧❞♠❛♥ ❍✳ ❆✳✱ ❑❛✐s❡r ◆✳ & P❡❛❝♦❝❦ ❏✳ ❆✳✱ ✶✾✾✹✱ ❆♣❏ ✹✷✻✱ ✷✸
❋✉❦✉❣✐t❛ ▼✳✱ ■❝❤✐❦❛✇❛ ❚✳✱ ●✉♥♥ ❏✳ ❊✳✱ ❉♦✐ ▼✳✱ ❙❤✐♠❛s❛❦✉ ❑✳ & ❙❝❤♥❡✐❞❡r ❉✳ P✳✱ ✶✾✾✻✱ ❆❏

✶✶✶✱ ✶✼✹✽
●♦♦❜❛r ❆✳ & ▲❡✐❜✉♥❞❣✉t ❇✳✱ ✷✵✶✶✱ ❆r❳✐✈ ❡✲♣r✐♥ts
●✉♥♥ ❏✳ & ❲❡✐♥❜❡r❣ ❉✳✱ ✶✾✾✺✱ ❞❛♥s ❙✳ ❏✳ ▼❛❞❞♦① ✫ ❆✳ ❆r❛❣♦♥✲❙❛❧❛♠❛♥❝❛ ✭❡❞✳✮✱ ❲✐❞❡ ❋✐❡❧❞



✷✸✸ ❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤②

❙♣❡❝tr♦s❝♦♣② ❛♥❞ t❤❡ ❉✐st❛♥t ❯♥✐✈❡rs❡✱ ♣♣ ✸✕✰
●✉♥♥ ❏✳ ❊✳✱ ❈❛rr ▼✳✱ ❘♦❝❦♦s✐ ❈✳✱ ❙❡❦✐❣✉❝❤✐ ▼✳✱ ❇❡rr② ❑✳✱ ❊❧♠s ❇✳✱ ❞❡ ❍❛❛s ❊✳✱ ■✈❡③✐➣ ➎✳✱

❑♥❛♣♣ ●✳✱ ▲✉♣t♦♥ ❘✳✱ P❛✉❧s ●✳✱ ❙✐♠❝♦❡ ❘✳✱ ❍✐rs❝❤ ❘✳✱ ❙❛♥❢♦r❞ ❉✳✱ ❲❛♥❣ ❙✳✱ ❨♦r❦ ❉✳✱
❍❛rr✐s ❋✳✱ ❆♥♥✐s ❏✳✱ ❇❛rt♦③❡❦ ▲✳✱ ❇♦r♦s❦✐ ❲✳✱ ❇❛❦❦❡♥ ❏✳✱ ❍❛❧❞❡♠❛♥ ▼✳✱ ❑❡♥t ❙✳✱ ❍♦❧♠
❙✳✱ ❍♦❧♠❣r❡♥ ❉✳✱ P❡tr❛✈✐❝❦ ❉✳✱ Pr♦s❛♣✐♦ ❆✳✱ ❘❡❝❤❡♥♠❛❝❤❡r ❘✳✱ ❉♦✐ ▼✳✱ ❋✉❦✉❣✐t❛ ▼✳✱
❙❤✐♠❛s❛❦✉ ❑✳✱ ❖❦❛❞❛ ◆✳✱ ❍✉❧❧ ❈✳✱ ❙✐❡❣♠✉♥❞ ❲✳✱ ▼❛♥♥❡r② ❊✳✱ ❇❧♦✉❦❡ ▼✳✱ ❍❡✐❞t♠❛♥ ❉✳✱
❙❝❤♥❡✐❞❡r ❉✳✱ ▲✉❝✐♥✐♦ ❘✳ & ❇r✐♥❦♠❛♥ ❏✳✱ ✶✾✾✽✱ ❆❏ ✶✶✻✱ ✸✵✹✵

●✉♥♥ ❏✳ ❊✳✱ ❙✐❡❣♠✉♥❞ ❲✳ ❆✳✱ ▼❛♥♥❡r② ❊✳ ❏✳✱ ❖✇❡♥ ❘✳ ❊✳✱ ❍✉❧❧ ❈✳ ▲✳✱ ▲❡❣❡r ❘✳ ❋✳✱ ❈❛r❡② ▲✳ ◆✳✱
❑♥❛♣♣ ●✳ ❘✳✱ ❨♦r❦ ❉✳ ●✳✱ ❇♦r♦s❦✐ ❲✳ ◆✳✱ ❑❡♥t ❙✳ ▼✳✱ ▲✉♣t♦♥ ❘✳ ❍✳✱ ❘♦❝❦♦s✐ ❈✳ ▼✳✱ ❊✈❛♥s
▼✳ ▲✳✱ ❲❛❞❞❡❧❧ P✳✱ ❆♥❞❡rs♦♥ ❏✳ ❊✳✱ ❆♥♥✐s ❏✳✱ ❇❛r❡♥t✐♥❡ ❏✳ ❈✳✱ ❇❛rt♦s③❡❦ ▲✳ ▼✳✱ ❇❛st✐❛♥ ❙✳✱
❇r❛❝❦❡r ❙✳ ❇✳✱ ❇r❡✇✐♥❣t♦♥ ❍✳ ❏✳✱ ❇r✐❡❣❡❧ ❈✳ ■✳✱ ❇r✐♥❦♠❛♥♥ ❏✳✱ ❇r♦✇♥ ❨✳ ❏✳✱ ❈❛rr ▼✳ ❆✳✱
❈③❛r❛♣❛t❛ P✳ ❈✳✱ ❉r❡♥♥❛♥ ❈✳ ❈✳✱ ❉♦♠❜❡❝❦ ❚✳✱ ❋❡❞❡r✇✐t③ ●✳ ❘✳✱ ●✐❧❧❡s♣✐❡ ❇✳ ❆✳✱ ●♦♥③❛❧❡s
❈✳✱ ❍❛♥s❡♥ ❙✳ ❯✳✱ ❍❛r✈❛♥❡❦ ▼✳✱ ❍❛②❡s ❏✳✱ ❏♦r❞❛♥ ❲✳✱ ❑✐♥♥❡② ❊✳✱ ❑❧❛❡♥❡ ▼✳✱ ❑❧❡✐♥♠❛♥
❙✳ ❏✳✱ ❑r♦♥ ❘✳ ●✳✱ ❑r❡s✐♥s❦✐ ❏✳✱ ▲❡❡ ●✳✱ ▲✐♠♠♦♥❣❦♦❧ ❙✳✱ ▲✐♥❞❡♥♠❡②❡r ❈✳ ❲✳✱ ▲♦♥❣ ❉✳ ❈✳✱
▲♦♦♠✐s ❈✳ ▲✳✱ ▼❝●❡❤❡❡ P✳ ▼✳✱ ▼❛♥ts❝❤ P✳ ▼✳✱ ◆❡✐❧s❡♥✱ ❏r✳ ❊✳ ❍✳✱ ◆❡s✇♦❧❞ ❘✳ ▼✳✱ ◆❡✇♠❛♥
P✳ ❘✳✱ ◆✐tt❛ ❆✳✱ P❡♦♣❧❡s✱ ❏r✳ ❏✳✱ P✐❡r ❏✳ ❘✳✱ Pr✐❡t♦ P✳ ❙✳✱ Pr♦s❛♣✐♦ ❆✳✱ ❘✐✈❡tt❛ ❈✳✱ ❙❝❤♥❡✐❞❡r
❉✳ P✳✱ ❙♥❡❞❞❡♥ ❙✳ & ❲❛♥❣ ❙✳✱ ✷✵✵✻✱ ❆❏ ✶✸✶✱ ✷✸✸✷

❍❛♠✐❧t♦♥ ❆✳ ❏✳ ❙✳✱ ✶✾✾✷✱ ❆♣❏ ✸✽✺✱ ▲✺
❍❛♠✐❧t♦♥ ❆✳ ❏✳ ❙✳✱ ✶✾✾✸✱ ❆♣❏ ✹✶✼✱ ✶✾
❍❛♠✐❧t♦♥ ❆✳ ❏✳ ❙✳✱ ✶✾✾✽✱ ❞❛♥s ❉✳ ❍❛♠✐❧t♦♥ ✭❡❞✳✮✱ ❚❤❡ ❊✈♦❧✈✐♥❣ ❯♥✐✈❡rs❡✱ ❱♦❧✳ ✷✸✶ ♦❢ ❆str♦✲

♣❤②s✐❝s ❛♥❞ ❙♣❛❝❡ ❙❝✐❡♥❝❡ ▲✐❜r❛r②✱ ♣♣ ✶✽✺✕✰
❍❛♠✐❧t♦♥ ❆✳ ❏✳ ❙✳ & ❚❡❣♠❛r❦ ▼✳✱ ✷✵✵✹✱ ▼◆❘❆❙ ✸✹✾✱ ✶✶✺
❍❡✇❡tt P✳ ❈✳✱ ✶✾✽✷✱ ▼◆❘❆❙ ✷✵✶✱ ✽✻✼
❍✉❜❜❧❡ ❊✳✱ ✶✾✷✾✱ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ◆❛t✐♦♥❛❧ ❆❝❛❞❡♠② ♦❢ ❙❝✐❡♥❝❡ ✶✺✱ ✶✻✽
❍✉❜❜❧❡ ❊✳ & ❍✉♠❛s♦♥ ▼✳ ▲✳✱ ✶✾✸✶✱ ❆♣❏ ✼✹✱ ✹✸
❑❛③✐♥ ❊✳ ❆✳✱ ❇❧❛♥t♦♥ ▼✳ ❘✳✱ ❙❝♦❝❝✐♠❛rr♦ ❘✳✱ ▼❝❇r✐❞❡ ❈✳ ❑✳✱ ❇❡r❧✐♥❞ ❆✳ ❆✳✱ ❇❛❤❝❛❧❧ ◆✳ ❆✳✱

❇r✐♥❦♠❛♥♥ ❏✳✱ ❈③❛r❛♣❛t❛ P✳✱ ❋r✐❡♠❛♥ ❏✳ ❆✳✱ ❑❡♥t ❙✳ ▼✳✱ ❙❝❤♥❡✐❞❡r ❉✳ P✳ & ❙③❛❧❛② ❆✳ ❙✳✱
✷✵✶✵✱ ❆♣❏ ✼✶✵✱ ✶✹✹✹

❑❡rs❝❤❡r ▼✳✱ ❙③❛♣✉❞✐ ■✳ & ❙③❛❧❛② ❆✳ ❙✳✱ ✷✵✵✵✱ ❆♣❏ ✺✸✺✱ ▲✶✸
❑✐r❦♠❛♥ ❉✳✱ ❚②t❧❡r ❉✳✱ ❙✉③✉❦✐ ◆✳✱ ❖✬▼❡❛r❛ ❏✳ ▼✳ & ▲✉❜✐♥ ❉✳✱ ✷✵✵✸✱ ❆♣❏❙ ✶✹✾✱ ✶
▲❛❜❛t✐❡ ❆✳✱ ❙t❛r❝❦ ❏✳✲▲✳ & ▲❛❝❤✐è③❡✲❘❡② ▼✳✱ ✷✵✶✶✱ ❆r❳✐✈ ❡✲♣r✐♥ts
▲❛❜❛t✐❡ ❆✳✱ ❙t❛r❝❦ ❏✳✲▲✳✱ ▲❛❝❤✐è③❡✲❘❡② ▼✳ & ❆r♥❛❧t❡✲▼✉r P✳✱ ✷✵✶✵✱ ❆r❳✐✈ ❡✲♣r✐♥ts
▲❛♥❞② ❙✳ ❉✳ & ❙③❛❧❛② ❆✳ ❙✳✱ ✶✾✾✸✱ ❆♣❏ ✹✶✷✱ ✻✹
▲❛rs♦♥ ❉✳✱ ❉✉♥❦❧❡② ❏✳✱ ❍✐♥s❤❛✇ ●✳✱ ❑♦♠❛ts✉ ❊✳✱ ◆♦❧t❛ ▼✳ ❘✳✱ ❇❡♥♥❡tt ❈✳ ▲✳✱ ●♦❧❞ ❇✳✱ ❍❛❧♣❡r♥

▼✳✱ ❍✐❧❧ ❘✳ ❙✳✱ ❏❛r♦s✐❦ ◆✳✱ ❑♦❣✉t ❆✳✱ ▲✐♠♦♥ ▼✳✱ ▼❡②❡r ❙✳ ❙✳✱ ❖❞❡❣❛r❞ ◆✳✱ P❛❣❡ ▲✳✱ ❙♠✐t❤
❑✳ ▼✳✱ ❙♣❡r❣❡❧ ❉✳ ◆✳✱ ❚✉❝❦❡r ●✳ ❙✳✱ ❲❡✐❧❛♥❞ ❏✳ ▲✳✱ ❲♦❧❧❛❝❦ ❊✳ & ❲r✐❣❤t ❊✳ ▲✳✱ ✷✵✶✶✱ ❆♣❏❙
✶✾✷✱ ✶✻

▲❛s❦❡r ❇✳ ▼✳✱ ▲❛tt❛♥③✐ ▼✳ ●✳✱ ▼❝▲❡❛♥ ❇✳ ❏✳✱ ❇✉❝❝✐❛r❡❧❧✐ ❇✳✱ ❉r✐♠♠❡❧ ❘✳✱ ●❛r❝✐❛ ❏✳✱ ●r❡❡♥❡ ●✳✱
●✉❣❧✐❡❧♠❡tt✐ ❋✳✱ ❍❛♥❧❡② ❈✳✱ ❍❛✇❦✐♥s ●✳✱ ▲❛✐❞❧❡r ❱✳ ●✳✱ ▲♦♦♠✐s ❈✳✱ ▼❡❛❦❡s ▼✳✱ ▼✐❣♥❛♥✐ ❘✳✱
▼♦r❜✐❞❡❧❧✐ ❘✳✱ ▼♦rr✐s♦♥ ❏✳✱ P❛♥♥✉♥③✐♦ ❘✳✱ ❘♦s❡♥❜❡r❣ ❆✳✱ ❙❛r❛ss♦ ▼✳✱ ❙♠❛rt ❘✳ ▲✳✱ ❙♣❛❣♥❛
❆✳✱ ❙t✉r❝❤ ❈✳ ❘✳✱ ❱♦❧♣✐❝❡❧❧✐ ❆✳✱ ❲❤✐t❡ ❘✳ ▲✳✱ ❲♦❧❢❡ ❉✳ & ❩❛❝❝❤❡✐ ❆✳✱ ✷✵✵✽✱ ❆❏ ✶✸✻✱ ✼✸✺

▲❡✇✐s ❆✳✱ ❈❤❛❧❧✐♥♦r ❆✳ & ▲❛s❡♥❜② ❆✳✱ ✷✵✵✵✱ ❆str♦♣❤②s✳ ❏✳ ✺✸✽✱ ✹✼✸
▲✐ ❲✳✱ ❈❤♦r♥♦❝❦ ❘✳✱ ▲❡❛♠❛♥ ❏✳✱ ❋✐❧✐♣♣❡♥❦♦ ❆✳ ❱✳✱ P♦③♥❛♥s❦✐ ❉✳✱ ❲❛♥❣ ❳✳✱ ●❛♥❡s❤❛❧✐♥❣❛♠

▼✳ & ▼❛♥♥✉❝❝✐ ❋✳✱ ✷✵✶✶✱ ▼◆❘❆❙ ✹✶✷✱ ✶✹✼✸
▲✐♥❞❡r ❊✳ ❱✳✱ ✷✵✵✺✱ P❤②s✳ ❘❡✈✳ ❉ ✼✷✭✹✮✱ ✵✹✸✺✷✾



❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤② ✷✸✹

▲✉♣t♦♥ ❘✳✱ ●✉♥♥ ❏✳ ❊✳✱ ■✈❡③✐➣ ❩✳✱ ❑♥❛♣♣ ●✳ ❘✳ & ❑❡♥t ❙✳✱ ✷✵✵✶✱ ❞❛♥s ❋✳ ❘✳ ❍❛r♥❞❡♥ ❏r✳✱
❋✳ ❆✳ Pr✐♠✐♥✐✱ ✫ ❍✳ ❊✳ P❛②♥❡ ✭❡❞✳✮✱ ❆str♦♥♦♠✐❝❛❧ ❉❛t❛ ❆♥❛❧②s✐s ❙♦❢t✇❛r❡ ❛♥❞ ❙②st❡♠s ❳✱
❱♦❧✳ ✷✸✽ ♦❢ ❆str♦♥♦♠✐❝❛❧ ❙♦❝✐❡t② ♦❢ t❤❡ P❛❝✐✜❝ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ❙❡r✐❡s✱ ♣♣ ✷✻✾✕✰

▼❛❞r✐❞ ❏✳ P✳ & ▼❛❝❝❤❡tt♦ ❉✳✱ ✷✵✵✾✱ ❆r❳✐✈ ❡✲♣r✐♥ts
▼❛r❛st♦♥ ❈✳✱ ✷✵✵✺✱ ▼◆❘❆❙ ✸✻✷✱ ✼✾✾
▼❛r❦❡✈✐t❝❤ ▼✳✱ ●♦♥③❛❧❡③ ❆✳ ❍✳✱ ❈❧♦✇❡ ❉✳✱ ❱✐❦❤❧✐♥✐♥ ❆✳✱ ❋♦r♠❛♥ ❲✳✱ ❏♦♥❡s ❈✳✱ ▼✉rr❛② ❙✳ &

❚✉❝❦❡r ❲✳✱ ✷✵✵✹✱ ❆♣❏ ✻✵✻✱ ✽✶✾
▼❛t❤❡r ❏✳ ❈✳✱ ❈❤❡♥❣ ❊✳ ❙✳✱ ❊♣❧❡❡✱ ❏r✳ ❘✳ ❊✳✱ ■s❛❛❝♠❛♥ ❘✳ ❇✳✱ ▼❡②❡r ❙✳ ❙✳✱ ❙❤❛❢❡r ❘✳ ❆✳✱ ❲❡✐ss

❘✳✱ ❲r✐❣❤t ❊✳ ▲✳✱ ❇❡♥♥❡tt ❈✳ ▲✳✱ ❇♦❣❣❡ss ◆✳ ❲✳✱ ❉✇❡❦ ❊✳✱ ●✉❧❦✐s ❙✳✱ ❍❛✉s❡r ▼✳ ●✳✱ ❏❛♥ss❡♥
▼✳✱ ❑❡❧s❛❧❧ ❚✳✱ ▲✉❜✐♥ P✳ ▼✳✱ ▼♦s❡❧❡②✱ ❏r✳ ❙✳ ❍✳✱ ▼✉r❞♦❝❦ ❚✳ ▲✳✱ ❙✐❧✈❡r❜❡r❣ ❘✳ ❋✳✱ ❙♠♦♦t
●✳ ❋✳ & ❲✐❧❦✐♥s♦♥ ❉✳ ❚✳✱ ✶✾✾✵✱ ❆♣❏ ✸✺✹✱ ▲✸✼

▼❛ts✉❜❛r❛ ❚✳✱ ✷✵✵✽✱ P❤②s✳ ❘❡✈✳ ❉ ✼✼✭✻✮✱ ✵✻✸✺✸✵
▼❝❉♦♥❛❧❞ P✳✱ ✷✵✵✼✱ P❤②s✳ ❘❡✈✳ ❉ ✼✺✭✹✮✱ ✵✹✸✺✶✹
▼❡✐❦s✐♥ ❆✳✱ ❲❤✐t❡ ▼✳ & P❡❛❝♦❝❦ ❏✳ ❆✳✱ ✶✾✾✾✱ ▼◆❘❆❙ ✸✵✹✱ ✽✺✶
◆❡tt❡r✜❡❧❞ ❈✳ ❇✳✱ ❆❞❡ P✳ ❆✳ ❘✳✱ ❇♦❝❦ ❏✳ ❏✳✱ ❇♦♥❞ ❏✳ ❘✳✱ ❇♦rr✐❧❧ ❏✳✱ ❇♦s❝❛❧❡r✐ ❆✳✱ ❈♦❜❧❡ ❑✳✱

❈♦♥t❛❧❞✐ ❈✳ ❘✳✱ ❈r✐❧❧ ❇✳ P✳✱ ❞❡ ❇❡r♥❛r❞✐s P✳✱ ❋❛r❡s❡ P✳✱ ●❛♥❣❛ ❑✳✱ ●✐❛❝♦♠❡tt✐ ▼✳✱ ❍✐✈♦♥ ❊✳✱
❍r✐st♦✈ ❱✳ ❱✳✱ ■❛❝♦❛♥❣❡❧✐ ❆✳✱ ❏❛✛❡ ❆✳ ❍✳✱ ❏♦♥❡s ❲✳ ❈✳✱ ▲❛♥❣❡ ❆✳ ❊✳✱ ▼❛rt✐♥✐s ▲✳✱ ▼❛s✐ ❙✳✱
▼❛s♦♥ P✳✱ ▼❛✉s❦♦♣❢ P✳ ❉✳✱ ▼❡❧❝❤✐♦rr✐ ❆✳✱ ▼♦♥tr♦② ❚✳✱ P❛s❝❛❧❡ ❊✳✱ P✐❛❝❡♥t✐♥✐ ❋✳✱ P♦❣♦s②❛♥
❉✳✱ P♦♥❣❡tt✐ ❋✳✱ Pr✉♥❡t ❙✳✱ ❘♦♠❡♦ ●✳✱ ❘✉❤❧ ❏✳ ❊✳ & ❙❝❛r❛♠✉③③✐ ❋✳✱ ✷✵✵✷✱ ❆♣❏ ✺✼✶✱ ✻✵✹

◆♦❤ ❨✳✱ ❲❤✐t❡ ▼✳ & P❛❞♠❛♥❛❜❤❛♥ ◆✳✱ ✷✵✵✾✱ P❤②s✳ ❘❡✈✳ ❉ ✽✵✭✶✷✮✱ ✶✷✸✺✵✶
P❛❞♠❛♥❛❜❤❛♥ ◆✳✱ ❙❝❤❧❡❣❡❧ ❉✳ ❏✳✱ ❋✐♥❦❜❡✐♥❡r ❉✳ P✳✱ ❇❛r❡♥t✐♥❡ ❏✳ ❈✳✱ ❇❧❛♥t♦♥ ▼✳ ❘✳✱ ❇r❡✇✐♥❣t♦♥

❍✳ ❏✳✱ ●✉♥♥ ❏✳ ❊✳✱ ❍❛r✈❛♥❡❦ ▼✳✱ ❍♦❣❣ ❉✳ ❲✳✱ ■✈❡③✐➣ ➎✳✱ ❏♦❤♥st♦♥ ❉✳✱ ❑❡♥t ❙✳ ▼✳✱ ❑❧❡✐♥♠❛♥
❙✳ ❏✳✱ ❑♥❛♣♣ ●✳ ❘✳✱ ❑r③❡s✐♥s❦✐ ❏✳✱ ▲♦♥❣ ❉✳✱ ◆❡✐❧s❡♥✱ ❏r✳ ❊✳ ❍✳✱ ◆✐tt❛ ❆✳✱ ▲♦♦♠✐s ❈✳✱ ▲✉♣t♦♥
❘✳ ❍✳✱ ❘♦✇❡✐s ❙✳✱ ❙♥❡❞❞❡♥ ❙✳ ❆✳✱ ❙tr❛✉ss ▼✳ ❆✳ & ❚✉❝❦❡r ❉✳ ▲✳✱ ✷✵✵✽✱ ❆♣❏ ✻✼✹✱ ✶✷✶✼

P❛❞♠❛♥❛❜❤❛♥ ◆✳✱ ❲❤✐t❡ ▼✳ & ❈♦❤♥ ❏✳ ❉✳✱ ✷✵✵✾✱ P❤②s✳ ❘❡✈✳ ❉ ✼✾✭✻✮✱ ✵✻✸✺✷✸
Pá♣❛✐ P✳ & ❙③❛♣✉❞✐ ■✳✱ ✷✵✵✽✱ ▼◆❘❆❙ ✸✽✾✱ ✷✾✷
P❡❡❜❧❡s P✳ ❏✳ ❊✳ & ❍❛✉s❡r ▼✳ ●✳✱ ✶✾✼✹✱ ❆♣❏❙ ✷✽✱ ✶✾
P❡♥③✐❛s ❆✳ ❆✳ & ❲✐❧s♦♥ ❘✳ ❲✳✱ ✶✾✻✺✱ ❆♣❏ ✶✹✷✱ ✹✶✾
P❡r❝✐✈❛❧ ❲✳ ❏✳✱ ❈♦❧❡ ❙✳✱ ❊✐s❡♥st❡✐♥ ❉✳ ❏✳✱ ◆✐❝❤♦❧ ❘✳ ❈✳✱ P❡❛❝♦❝❦ ❏✳ ❆✳✱ P♦♣❡ ❆✳ ❈✳ & ❙③❛❧❛②

❆✳ ❙✳✱ ✷✵✵✼✱ ▼◆❘❆❙ ✸✽✶✱ ✶✵✺✸
P❡r❝✐✈❛❧ ❲✳ ❏✳✱ ❘❡✐❞ ❇✳ ❆✳✱ ❊✐s❡♥st❡✐♥ ❉✳ ❏✳✱ ❇❛❤❝❛❧❧ ◆✳ ❆✳✱ ❇✉❞❛✈❛r✐ ❚✳✱ ❋r✐❡♠❛♥ ❏✳ ❆✳✱

❋✉❦✉❣✐t❛ ▼✳✱ ●✉♥♥ ❏✳ ❊✳✱ ■✈❡③✐➣ ➎✳✱ ❑♥❛♣♣ ●✳ ❘✳✱ ❑r♦♥ ❘✳ ●✳✱ ▲♦✈❡❞❛② ❏✳✱ ▲✉♣t♦♥ ❘✳ ❍✳✱
▼❝❑❛② ❚✳ ❆✳✱ ▼❡✐❦s✐♥ ❆✳✱ ◆✐❝❤♦❧ ❘✳ ❈✳✱ P♦♣❡ ❆✳ ❈✳✱ ❙❝❤❧❡❣❡❧ ❉✳ ❏✳✱ ❙❝❤♥❡✐❞❡r ❉✳ P✳✱ ❙♣❡r❣❡❧
❉✳ ◆✳✱ ❙t♦✉❣❤t♦♥ ❈✳✱ ❙tr❛✉ss ▼✳ ❆✳✱ ❙③❛❧❛② ❆✳ ❙✳✱ ❚❡❣♠❛r❦ ▼✳✱ ❱♦❣❡❧❡② ▼✳ ❙✳✱ ❲❡✐♥❜❡r❣
❉✳ ❍✳✱ ❨♦r❦ ❉✳ ●✳ & ❩❡❤❛✈✐ ■✳✱ ✷✵✶✵✱ ▼◆❘❆❙ ✹✵✶✱ ✷✶✹✽

P❡r❝✐✈❛❧ ❲✳ ❏✳✱ ❙✉t❤❡r❧❛♥❞ ❲✳✱ P❡❛❝♦❝❦ ❏✳ ❆✳✱ ❇❛✉❣❤ ❈✳ ▼✳✱ ❇❧❛♥❞✲❍❛✇t❤♦r♥ ❏✳✱ ❇r✐❞❣❡s ❚✳✱
❈❛♥♥♦♥ ❘✳✱ ❈♦❧❡ ❙✳✱ ❈♦❧❧❡ss ▼✳✱ ❈♦❧❧✐♥s ❈✳✱ ❈♦✉❝❤ ❲✳✱ ❉❛❧t♦♥ ●✳✱ ❉❡ Pr♦♣r✐s ❘✳✱ ❉r✐✈❡r
❙✳ P✳✱ ❊❢st❛t❤✐♦✉ ●✳✱ ❊❧❧✐s ❘✳ ❙✳✱ ❋r❡♥❦ ❈✳ ❙✳✱ ●❧❛③❡❜r♦♦❦ ❑✳✱ ❏❛❝❦s♦♥ ❈✳✱ ▲❛❤❛✈ ❖✳✱ ▲❡✇✐s
■✳✱ ▲✉♠s❞❡♥ ❙✳✱ ▼❛❞❞♦① ❙✳✱ ▼♦♦❞② ❙✳✱ ◆♦r❜❡r❣ P✳✱ P❡t❡rs♦♥ ❇✳ ❆✳ & ❚❛②❧♦r ❑✳✱ ✷✵✵✷✱
▼◆❘❆❙ ✸✸✼✱ ✶✵✻✽

P❡r❧♠✉tt❡r ❙✳✱ ❆❧❞❡r✐♥❣ ●✳✱ ●♦❧❞❤❛❜❡r ●✳✱ ❑♥♦♣ ❘✳ ❆✳✱ ◆✉❣❡♥t P✳✱ ❈❛str♦ P✳ ●✳✱ ❉❡✉st✉❛
❙✳✱ ❋❛❜❜r♦ ❙✳✱ ●♦♦❜❛r ❆✳✱ ●r♦♦♠ ❉✳ ❊✳✱ ❍♦♦❦ ■✳ ▼✳✱ ❑✐♠ ❆✳ ●✳✱ ❑✐♠ ▼✳ ❨✳✱ ▲❡❡ ❏✳ ❈✳✱
◆✉♥❡s ◆✳ ❏✳✱ P❛✐♥ ❘✳✱ P❡♥♥②♣❛❝❦❡r ❈✳ ❘✳✱ ◗✉✐♠❜② ❘✳✱ ▲✐❞♠❛♥ ❈✳✱ ❊❧❧✐s ❘✳ ❙✳✱ ■r✇✐♥ ▼✳✱
▼❝▼❛❤♦♥ ❘✳ ●✳✱ ❘✉✐③✲▲❛♣✉❡♥t❡ P✳✱ ❲❛❧t♦♥ ◆✳✱ ❙❝❤❛❡❢❡r ❇✳✱ ❇♦②❧❡ ❇✳ ❏✳✱ ❋✐❧✐♣♣❡♥❦♦ ❆✳ ❱✳✱
▼❛t❤❡s♦♥ ❚✳✱ ❋r✉❝❤t❡r ❆✳ ❙✳✱ P❛♥❛❣✐❛ ◆✳✱ ◆❡✇❜❡r❣ ❍✳ ❏✳ ▼✳✱ ❈♦✉❝❤ ❲✳ ❏✳ & ❚❤❡ ❙✉♣❡r♥♦✈❛



✷✸✺ ❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤②

❈♦s♠♦❧♦❣② Pr♦❥❡❝t✱ ✶✾✾✾✱ ❆♣❏ ✺✶✼✱ ✺✻✺
P✐❡r ❏✳ ❘✳✱ ▼✉♥♥ ❏✳ ❆✳✱ ❍✐♥❞s❧❡② ❘✳ ❇✳✱ ❍❡♥♥❡ss② ●✳ ❙✳✱ ❑❡♥t ❙✳ ▼✳✱ ▲✉♣t♦♥ ❘✳ ❍✳ & ■✈❡③✐➣

➎✳✱ ✷✵✵✸✱ ❆❏ ✶✷✺✱ ✶✺✺✾
P✐❡tr♦♥✐ ▼✳✱ ✷✵✵✽✱ ✶✵✱ ✸✻
P♦♥s✲❇♦r❞❡rí❛ ▼✳✲❏✳✱ ▼❛rtí♥❡③ ❱✳ ❏✳✱ ❙t♦②❛♥ ❉✳✱ ❙t♦②❛♥ ❍✳ & ❙❛❛r ❊✳✱ ✶✾✾✾✱ ❆♣❏ ✺✷✸✱ ✹✽✵
Pr❡ss ❲✳ ❍✳✱ ❚❡✉❦♦❧s❦② ❙✳ ❆✳✱ ❱❡tt❡r❧✐♥❣ ❲✳ ❚✳ & ❋❧❛♥♥❡r② ❇✳ P✳✱ ✶✾✾✷✱ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ r❡❝✐♣❡s ✐♥

❋❖❘❚❘❆◆✳ ❚❤❡ ❛rt ♦❢ s❝✐❡♥t✐✜❝ ❝♦♠♣✉t✐♥❣
Pr♦♣♦s❛❧ ❙✳✲❈✳✱ ✷✵✵✽✱ ❙❉❙❙✲■■■✿ ▼❛ss✐✈❡ ❙♣❡❝tr♦s❝♦♣✐❝ ❙✉r✈❡②s ♦❢ ❉✐st❛♥t ❯♥✐✈❡rs❡✱ t❤❡ ▼✐❧❦②

❲❛②✱ ❛♥❞ ❊①tr❛✲❙♦❧❛r P❧❛♥❡t❛r② ❙②st❡♠s
Pr✉♥❡t ❙✳✱ P✐❝❤♦♥ ❈✳✱ ❆✉❜❡rt ❉✳✱ P♦❣♦s②❛♥ ❉✳✱ ❚❡②ss✐❡r ❘✳ & ●♦tt❧♦❡❜❡r ❙✳✱ ✷✵✵✽✱ ❆♣❏❙ ✶✼✽✱

✶✼✾
❘❛✉❝❤ ▼✳✱ ▼✐r❛❧❞❛✲❊s❝✉❞❡ ❏✳✱ ❙❛r❣❡♥t ❲✳ ▲✳ ❲✳✱ ❇❛r❧♦✇ ❚✳ ❆✳✱ ❲❡✐♥❜❡r❣ ❉✳ ❍✳✱ ❍❡r♥q✉✐st

▲✳✱ ❑❛t③ ◆✳✱ ❈❡♥ ❘✳ & ❖str✐❦❡r ❏✳ P✳✱ ✶✾✾✼✱ ❆♣❏ ✹✽✾✱ ✼
❘❡❢r❡❣✐❡r ❆✳✱ ❆♠❛r❛ ❆✳✱ ❑✐t❝❤✐♥❣ ❚✳ ❉✳ & ❘❛ss❛t ❆✳✱ ✷✵✶✶✱ ❆✫❆ ✺✷✽✱ ❆✸✸
❘✐❝❤❛r❞ ❑✳✱ ●✉♥♥ ❏✳ ❊✳✱ ❲❡✐♥❜❡r❣ ❉✳ ❍✳✱ ❇♦r♦s❦✐ ❲✳ ◆✳ & ❊✈❛♥s ▼✳ ▲✳✱ ✷✵✵✽✱ ❋✐♥❛❧ ❘❡♣♦rt

t♦ t❤❡ ❆❧❢r❡❞ P✳❙❧♦❛♥ ❋✉♥❞❛t✐♦♥
❘✐❝❤❛r❞s ●✳ ❚✳✱ ▼②❡rs ❆✳ ❉✳✱ ●r❛② ❆✳ ●✳✱ ❘✐❡❣❡❧ ❘✳ ◆✳✱ ◆✐❝❤♦❧ ❘✳ ❈✳✱ ❇r✉♥♥❡r ❘✳ ❏✳✱ ❙③❛❧❛②

❆✳ ❙✳✱ ❙❝❤♥❡✐❞❡r ❉✳ P✳ & ❆♥❞❡rs♦♥ ❙✳ ❋✳✱ ✷✵✵✾✱ ❆♣❏❙ ✶✽✵✱ ✻✼
❘✐❡ss ❆✳ ●✳✱ ❋✐❧✐♣♣❡♥❦♦ ❆✳ ❱✳✱ ❈❤❛❧❧✐s P✳✱ ❈❧♦❝❝❤✐❛tt✐ ❆✳✱ ❉✐❡r❝❦s ❆✳✱ ●❛r♥❛✈✐❝❤ P✳ ▼✳✱ ●✐❧❧✐❧❛♥❞

❘✳ ▲✳✱ ❍♦❣❛♥ ❈✳ ❏✳✱ ❏❤❛ ❙✳✱ ❑✐rs❤♥❡r ❘✳ P✳✱ ▲❡✐❜✉♥❞❣✉t ❇✳✱ P❤✐❧❧✐♣s ▼✳ ▼✳✱ ❘❡✐ss ❉✳✱ ❙❝❤♠✐❞t
❇✳ P✳✱ ❙❝❤♦♠♠❡r ❘✳ ❆✳✱ ❙♠✐t❤ ❘✳ ❈✳✱ ❙♣②r♦♠✐❧✐♦ ❏✳✱ ❙t✉❜❜s ❈✳✱ ❙✉♥t③❡✛ ◆✳ ❇✳ & ❚♦♥r② ❏✳✱
✶✾✾✽✱ ❆❏ ✶✶✻✱ ✶✵✵✾

❘✐❡ss ❆✳ ●✳✱ ▼❛❝r✐ ▲✳✱ ❈❛s❡rt❛♥♦ ❙✳✱ ▲❛♠♣❡✐t❧ ❍✳✱ ❋❡r❣✉s♦♥ ❍✳ ❈✳✱ ❋✐❧✐♣♣❡♥❦♦ ❆✳ ❱✳✱ ❏❤❛
❙✳ ❲✳✱ ▲✐ ❲✳ & ❈❤♦r♥♦❝❦ ❘✳✱ ✷✵✶✶✱ ❆♣❏ ✼✸✵✱ ✶✶✾

❘♦ss ❆✳ ❏✳✱ P❡r❝✐✈❛❧ ❲✳ ❏✳✱ ❙❛♥❝❤❡③ ❆✳ ●✳✱ ❙❛♠✉s❤✐❛ ▲✳✱ ❍♦ ❙✳✱ ❑❛③✐♥ ❊✳✱ ▼❛♥❡r❛ ▼✳✱ ❘❡✐❞
❇✳✱ ❲❤✐t❡ ▼✳✱ ❚♦❥❡✐r♦ ❘✳✱ ▼❝❇r✐❞❡ ❈✳ ❑✳✱ ❳✉ ❳✳✱ ❲❛❦❡ ❉✳ ❆✳✱ ❙tr❛✉ss ▼✳ ❆✳✱ ▼♦♥t❡s❛♥♦
❋✳✱ ❙✇❛♥s♦♥ ▼✳ ❊✳ ❈✳✱ ❇❛✐❧❡② ❙✳✱ ❇♦❧t♦♥ ❆✳ ❙✳✱ ▼♦♥t❡r♦ ❉♦rt❛ ❆✳✱ ❊✐s❡♥st❡✐♥ ❉✳ ❏✳✱ ●✉♦
❍✳✱ ❍❛♠✐❧t♦♥ ❏✳✲❈✳✱ ◆✐❝❤♦❧ ❘✳ ❈✳✱ P❛❞♠❛♥❛❜❤❛♥ ◆✳✱ Pr❛❞❛ ❋✳✱ ❙❝❤❧❡❣❡❧ ❉✳ ❏✳✱ ❱❛r❣❛s
▼❛❣❛♥❛ ▼✳✱ ❩❡❤❛✈✐ ■✳✱ ❇❧❛♥t♦♥ ▼✳✱ ❇✐③②❛❡✈ ❉✳✱ ❇r❡✇✐♥❣t♦♥ ❍✳✱ ❈✉❡st❛ ❆✳ ❏✳✱ ▼❛❧❛♥✉s❤❡♥❦♦
❊✳✱ ▼❛❧❛♥✉s❤❡♥❦♦ ❱✳✱ ❖r❛✈❡t③ ❉✳✱ P❛r❡❥❦♦ ❏✳✱ P❛♥ ❑✳✱ ❙❝❤♥❡✐❞❡r ❆❧❛✐♥❛ ❙❤❡❧❞❡♥ ❉✳ P✳✱
❙✐♠♠♦♥s ❆✳✱ ❙♥❡❞❞❡♥ ❙✳ & ❩❤❛♦ ●✳✲❜✳✱ ✷✵✶✷✱ ❆r❳✐✈ ❡✲♣r✐♥ts

❘✉❜✐♥ ❱✳ ❈✳ & ❋♦r❞✱ ❏r✳ ❲✳ ❑✳✱ ✶✾✼✵✱ ❆♣❏ ✶✺✾✱ ✸✼✾
❘✉❜✐♥ ❱✳ ❈✳✱ ❋♦r❞ ❲✳ ❑✳ ❏✳ & ✳ ❚❤♦♥♥❛r❞ ◆✳✱ ✶✾✽✵✱ ❆♣❏ ✷✸✽✱ ✹✼✶
❙❛♠✉s❤✐❛ ▲✳✱ P❡r❝✐✈❛❧ ❲✳ ❏✳ & ❘❛❝❝❛♥❡❧❧✐ ❆✳✱ ✷✵✶✶✱ ❆r❳✐✈ ❡✲♣r✐♥ts
❙á♥❝❤❡③ ❆✳ ●✳✱ ❈r♦❝❝❡ ▼✳✱ ❈❛❜ré ❆✳✱ ❇❛✉❣❤ ❈✳ ▼✳ & ●❛③t❛ñ❛❣❛ ❊✳✱ ✷✵✵✾✱ ▼◆❘❆❙ ✹✵✵✱ ✶✻✹✸
❙❝❤❧❡❣❡❧ ❉✳ ❏✳✱ ❋✐♥❦❜❡✐♥❡r ❉✳ P✳ & ❉❛✈✐s ▼✳✱ ✶✾✾✽✱ ❆♣❏ ✺✵✵✱ ✺✷✺
❙❝♦❝❝✐♠❛rr♦ ❘✳✱ ✷✵✵✹✱ P❤②s✳ ❘❡✈✳ ❉ ✼✵✭✽✮✱ ✵✽✸✵✵✼
❙❝♦❝❝✐♠❛rr♦ ❘✳ & ❙❤❡t❤ ❘✳ ❑✳✱ ✷✵✵✷✱ ▼◆❘❆❙ ✸✷✾✱ ✻✷✾
❙❝r❛♥t♦♥ ❘✳✱ ❏♦❤♥st♦♥ ❉✳✱ ❉♦❞❡❧s♦♥ ❙✳✱ ❋r✐❡♠❛♥ ❏✳ ❆✳✱ ❈♦♥♥♦❧❧② ❆✳✱ ❊✐s❡♥st❡✐♥ ❉✳ ❏✳✱ ●✉♥♥

❏✳ ❊✳✱ ❍✉✐ ▲✳✱ ❏❛✐♥ ❇✳✱ ❑❡♥t ❙✳✱ ▲♦✈❡❞❛② ❏✳✱ ◆❛r❛②❛♥❛♥ ❱✳✱ ◆✐❝❤♦❧ ❘✳ ❈✳✱ ❖✬❈♦♥♥❡❧❧ ▲✳✱
❙❝♦❝❝✐♠❛rr♦ ❘✳✱ ❙❤❡t❤ ❘✳ ❑✳✱ ❙t❡❜❜✐♥s ❆✳✱ ❙tr❛✉ss ▼✳ ❆✳✱ ❙③❛❧❛② ❆✳ ❙✳✱ ❙③❛♣✉❞✐ ■✳✱ ❚❡❣♠❛r❦
▼✳✱ ❱♦❣❡❧❡② ▼✳✱ ❩❡❤❛✈✐ ■✳✱ ❆♥♥✐s ❏✳✱ ❇❛❤❝❛❧❧ ◆✳ ❆✳✱ ❇r✐♥❦♠❛♥ ❏✳✱ ❈s❛❜❛✐ ■✳✱ ❍✐♥❞s❧❡② ❘✳✱
■✈❡③✐❝ ❩✳✱ ❑✐♠ ❘✳ ❙✳ ❏✳✱ ❑♥❛♣♣ ●✳ ❘✳✱ ▲❛♠❜ ❉✳ ◗✳✱ ▲❡❡ ❇✳ ❈✳✱ ▲✉♣t♦♥ ❘✳ ❍✳✱ ▼❝❑❛② ❚✳✱
▼✉♥♥ ❏✳✱ P❡♦♣❧❡s ❏✳✱ P✐❡r ❏✳✱ ❘✐❝❤❛r❞s ●✳ ❚✳✱ ❘♦❝❦♦s✐ ❈✳✱ ❙❝❤❧❡❣❡❧ ❉✳✱ ❙❝❤♥❡✐❞❡r ❉✳ P✳✱
❙t♦✉❣❤t♦♥ ❈✳✱ ❚✉❝❦❡r ❉✳ ▲✳✱ ❨❛♥♥② ❇✳ & ❨♦r❦ ❉✳ ●✳✱ ✷✵✵✷✱ ❆♣❏ ✺✼✾✱ ✹✽



❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤② ✷✸✻

❙❡❧❥❛❦ ❯✳ & ❩❛❧❞❛rr✐❛❣❛ ▼✳✱ ✶✾✾✻✱ ❆♣❏ ✹✻✾✱ ✹✸✼
❙❡♦ ❍✳✲❏✳ & ❊✐s❡♥st❡✐♥ ❉✳ ❏✳✱ ✷✵✵✺✱ ❆♣❏ ✻✸✸✱ ✺✼✺
❙❤❡❝t♠❛♥ ❙✳ ❆✳✱ ▲❛♥❞② ❙✳ ❉✳✱ ❖❡♠❧❡r ❆✳✱ ❚✉❝❦❡r ❉✳ ▲✳✱ ▲✐♥ ❍✳✱ ❑✐rs❤♥❡r ❘✳ P✳ & ❙❝❤❡❝❤t❡r

P✳ ▲✳✱ ✶✾✾✻✱ ❆♣❏ ✹✼✵✱ ✶✼✷
❙❦r✉ts❦✐❡ ▼✳ ❋✳✱ ❈✉tr✐ ❘✳ ▼✳✱ ❙t✐❡♥✐♥❣ ❘✳✱ ❲❡✐♥❜❡r❣ ▼✳ ❉✳✱ ❙❝❤♥❡✐❞❡r ❙✳✱ ❈❛r♣❡♥t❡r ❏✳ ▼✳✱

❇❡✐❝❤♠❛♥ ❈✳✱ ❈❛♣♣s ❘✳✱ ❈❤❡st❡r ❚✳✱ ❊❧✐❛s ❏✳✱ ❍✉❝❤r❛ ❏✳✱ ▲✐❡❜❡rt ❏✳✱ ▲♦♥s❞❛❧❡ ❈✳✱ ▼♦♥❡t
❉✳ ●✳✱ Pr✐❝❡ ❙✳✱ ❙❡✐t③❡r P✳✱ ❏❛rr❡tt ❚✳✱ ❑✐r❦♣❛tr✐❝❦ ❏✳ ❉✳✱ ●✐③✐s ❏✳ ❊✳✱ ❍♦✇❛r❞ ❊✳✱ ❊✈❛♥s ❚✳✱
❋♦✇❧❡r ❏✳✱ ❋✉❧❧♠❡r ▲✳✱ ❍✉rt ❘✳✱ ▲✐❣❤t ❘✳✱ ❑♦♣❛♥ ❊✳ ▲✳✱ ▼❛rs❤ ❑✳ ❆✳✱ ▼❝❈❛❧❧♦♥ ❍✳ ▲✳✱ ❚❛♠
❘✳✱ ❱❛♥ ❉②❦ ❙✳ & ❲❤❡❡❧♦❝❦ ❙✳✱ ✷✵✵✻✱ ❆❏ ✶✸✶✱ ✶✶✻✸

❙♠✐t❤ ❘✳ ❊✳✱ P❡❛❝♦❝❦ ❏✳ ❆✳✱ ❏❡♥❦✐♥s ❆✳✱ ❲❤✐t❡ ❙✳ ❉✳ ▼✳✱ ❋r❡♥❦ ❈✳ ❙✳✱ P❡❛r❝❡ ❋✳ ❘✳✱ ❚❤♦♠❛s
P✳ ❆✳✱ ❊❢st❛t❤✐♦✉ ●✳ & ❈♦✉❝❤♠❛♥ ❍✳ ▼✳ P✳✱ ✷✵✵✸✱ ▼◆❘❆❙ ✸✹✶✱ ✶✸✶✶

❙♠♦♦t ●✳ ❋✳✱ ❇❡♥♥❡tt ❈✳ ▲✳✱ ❑♦❣✉t ❆✳✱ ❲r✐❣❤t ❊✳ ▲✳✱ ❆②♠♦♥ ❏✳✱ ❇♦❣❣❡ss ◆✳ ❲✳✱ ❈❤❡♥❣ ❊✳ ❙✳✱
❞❡ ❆♠✐❝✐ ●✳✱ ●✉❧❦✐s ❙✳✱ ❍❛✉s❡r ▼✳ ●✳✱ ❍✐♥s❤❛✇ ●✳✱ ❏❛❝❦s♦♥ P✳ ❉✳✱ ❏❛♥ss❡♥ ▼✳✱ ❑❛✐t❛ ❊✳✱
❑❡❧s❛❧❧ ❚✳✱ ❑❡❡❣str❛ P✳✱ ▲✐♥❡✇❡❛✈❡r ❈✳✱ ▲♦❡✇❡♥st❡✐♥ ❑✳✱ ▲✉❜✐♥ P✳✱ ▼❛t❤❡r ❏✳✱ ▼❡②❡r ❙✳ ❙✳✱
▼♦s❡❧❡② ❙✳ ❍✳✱ ▼✉r❞♦❝❦ ❚✳✱ ❘♦❦❦❡ ▲✳✱ ❙✐❧✈❡r❜❡r❣ ❘✳ ❋✳✱ ❚❡♥♦r✐♦ ▲✳✱ ❲❡✐ss ❘✳ & ❲✐❧❦✐♥s♦♥
❉✳ ❚✳✱ ✶✾✾✷✱ ❆♣❏ ✸✾✻✱ ▲✶

❙♥❡t❤❧❛❣❡ ▼✳✱ ✷✵✵✵✱ ❆r❳✐✈ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s ❡✲♣r✐♥ts
❙♣❡r❣❡❧ ❉✳ ◆✳✱ ❱❡r❞❡ ▲✳✱ P❡✐r✐s ❍✳ ❱✳✱ ❑♦♠❛ts✉ ❊✳✱ ◆♦❧t❛ ▼✳ ❘✳✱ ❇❡♥♥❡tt ❈✳ ▲✳✱ ❍❛❧♣❡r♥ ▼✳✱

❍✐♥s❤❛✇ ●✳✱ ❏❛r♦s✐❦ ◆✳✱ ❑♦❣✉t ❆✳✱ ▲✐♠♦♥ ▼✳✱ ▼❡②❡r ❙✳ ❙✳✱ P❛❣❡ ▲✳✱ ❚✉❝❦❡r ●✳ ❙✳✱ ❲❡✐❧❛♥❞
❏✳ ▲✳✱ ❲♦❧❧❛❝❦ ❊✳ & ❲r✐❣❤t ❊✳ ▲✳✱ ✷✵✵✸✱ ❆♣❏❙ ✶✹✽✱ ✶✼✺

❙t♦✉❣❤t♦♥ ❈✳✱ ▲✉♣t♦♥ ❘✳ ❍✳✱ ❇❡r♥❛r❞✐ ▼✳✱ ❇❧❛♥t♦♥ ▼✳ ❘✳✱ ❇✉r❧❡s ❙✳✱ ❈❛st❛♥❞❡r ❋✳ ❏✳✱ ❈♦♥♥♦❧❧②
❆✳ ❏✳✱ ❊✐s❡♥st❡✐♥ ❉✳ ❏✳✱ ❋r✐❡♠❛♥ ❏✳ ❆✳✱ ❍❡♥♥❡ss② ●✳ ❙✳✱ ❍✐♥❞s❧❡② ❘✳ ❇✳✱ ■✈❡③✐➣ ➎✳✱ ❑❡♥t ❙✳✱
❑✉♥s③t P✳ ❩✳✱ ▲❡❡ ❇✳ ❈✳✱ ▼❡✐❦s✐♥ ❆✳✱ ▼✉♥♥ ❏✳ ❆✳✱ ◆❡✇❜❡r❣ ❍✳ ❏✳✱ ◆✐❝❤♦❧ ❘✳ ❈✳✱ ◆✐❝✐♥s❦✐ ❚✳✱
P✐❡r ❏✳ ❘✳✱ ❘✐❝❤❛r❞s ●✳ ❚✳✱ ❘✐❝❤♠♦♥❞ ▼✳ ❲✳✱ ❙❝❤❧❡❣❡❧ ❉✳ ❏✳✱ ❙♠✐t❤ ❏✳ ❆✳✱ ❙tr❛✉ss ▼✳ ❆✳✱
❙✉❜❜❛❘❛♦ ▼✳✱ ❙③❛❧❛② ❆✳ ❙✳✱ ❚❤❛❦❛r ❆✳ ❘✳✱ ❚✉❝❦❡r ❉✳ ▲✳✱ ❱❛♥❞❡♥ ❇❡r❦ ❉✳ ❊✳✱ ❨❛♥♥② ❇✳✱
❆❞❡❧♠❛♥ ❏✳ ❑✳✱ ❆♥❞❡rs♦♥✱ ❏r✳ ❏✳ ❊✳✱ ❆♥❞❡rs♦♥ ❙✳ ❋✳✱ ❆♥♥✐s ❏✳✱ ❇❛❤❝❛❧❧ ◆✳ ❆✳✱ ❇❛❦❦❡♥ ❏✳ ❆✳✱
❇❛rt❡❧♠❛♥♥ ▼✳✱ ❇❛st✐❛♥ ❙✳✱ ❇❛✉❡r ❆✳✱ ❇❡r♠❛♥ ❊✳✱ ❇ö❤r✐♥❣❡r ❍✳✱ ❇♦r♦s❦✐ ❲✳ ◆✳✱ ❇r❛❝❦❡r
❙✳✱ ❇r✐❡❣❡❧ ❈✳✱ ❇r✐❣❣s ❏✳ ❲✳✱ ❇r✐♥❦♠❛♥♥ ❏✳✱ ❇r✉♥♥❡r ❘✳✱ ❈❛r❡② ▲✳✱ ❈❛rr ▼✳ ❆✳✱ ❈❤❡♥ ❇✳✱
❈❤r✐st✐❛♥ ❉✳✱ ❈♦❧❡st♦❝❦ P✳ ▲✳✱ ❈r♦❝❦❡r ❏✳ ❍✳✱ ❈s❛❜❛✐ ■✳✱ ❈③❛r❛♣❛t❛ P✳ ❈✳✱ ❉❛❧❝❛♥t♦♥ ❏✳✱
❉❛✈✐❞s❡♥ ❆✳ ❋✳✱ ❉❛✈✐s ❏✳ ❊✳✱ ❉❡❤♥❡♥ ❲✳✱ ❉♦❞❡❧s♦♥ ❙✳✱ ❉♦✐ ▼✳✱ ❉♦♠❜❡❝❦ ❚✳✱ ❉♦♥❛❤✉❡
▼✳✱ ❊❧❧♠❛♥ ◆✳✱ ❊❧♠s ❇✳ ❘✳✱ ❊✈❛♥s ▼✳ ▲✳✱ ❊②❡r ▲✳✱ ❋❛♥ ❳✳✱ ❋❡❞❡r✇✐t③ ●✳ ❘✳✱ ❋r✐❡❞♠❛♥ ❙✳✱
❋✉❦✉❣✐t❛ ▼✳✱ ●❛❧ ❘✳✱ ●✐❧❧❡s♣✐❡ ❇✳✱ ●❧❛③❡❜r♦♦❦ ❑✳✱ ●r❛② ❏✳✱ ●r❡❜❡❧ ❊✳ ❑✳✱ ●r❡❡♥❛✇❛❧t ❇✳✱
●r❡❡♥❡ ●✳✱ ●✉♥♥ ❏✳ ❊✳✱ ❞❡ ❍❛❛s ❊✳✱ ❍❛✐♠❛♥ ❩✳✱ ❍❛❧❞❡♠❛♥ ▼✳✱ ❍❛❧❧ P✳ ❇✳✱ ❍❛♠❛❜❡ ▼✳✱
❍❛♥s❡♥ ❇✳✱ ❍❛rr✐s ❋✳ ❍✳✱ ❍❛rr✐s ❍✳✱ ❍❛r✈❛♥❡❦ ▼✳✱ ❍❛✇❧❡② ❙✳ ▲✳✱ ❍❛②❡s ❏✳ ❏✳ ❊✳✱ ❍❡❝❦♠❛♥
❚✳ ▼✳✱ ❍❡❧♠✐ ❆✳✱ ❍❡♥❞❡♥ ❆✳✱ ❍♦❣❛♥ ❈✳ ❏✳✱ ❍♦❣❣ ❉✳ ❲✳✱ ❍♦❧♠❣r❡♥ ❉✳ ❏✳✱ ❍♦❧t③♠❛♥ ❏✳✱ ❍✉❛♥❣
❈✳✱ ❍✉❧❧ ❈✳✱ ■❝❤✐❦❛✇❛ ❙✳✱ ■❝❤✐❦❛✇❛ ❚✳✱ ❏♦❤♥st♦♥ ❉✳ ❊✳✱ ❑❛✉✛♠❛♥♥ ●✳✱ ❑✐♠ ❘✳ ❙✳ ❏✳✱ ❑✐♠❜❛❧❧
❚✳✱ ❑✐♥♥❡② ❊✳✱ ❑❧❛❡♥❡ ▼✳✱ ❑❧❡✐♥♠❛♥ ❙✳ ❏✳✱ ❑❧②♣✐♥ ❆✳✱ ❑♥❛♣♣ ●✳ ❘✳✱ ❑♦r✐❡♥❡❦ ❏✳✱ ❑r♦❧✐❦ ❏✳✱
❑r♦♥ ❘✳ ●✳✱ ❑r③❡s✐➠s❦✐ ❏✳✱ ▲❛♠❜ ❉✳ ◗✳✱ ▲❡❣❡r ❘✳ ❋✳✱ ▲✐♠♠♦♥❣❦♦❧ ❙✳✱ ▲✐♥❞❡♥♠❡②❡r ❈✳✱ ▲♦♥❣
❉✳ ❈✳✱ ▲♦♦♠✐s ❈✳✱ ▲♦✈❡❞❛② ❏✳✱ ▼❛❝❑✐♥♥♦♥ ❇✳✱ ▼❛♥♥❡r② ❊✳ ❏✳✱ ▼❛♥ts❝❤ P✳ ▼✳✱ ▼❛r❣♦♥ ❇✳✱
▼❝●❡❤❡❡ P✳✱ ▼❝❑❛② ❚✳ ❆✳✱ ▼❝▲❡❛♥ ❇✳✱ ▼❡♥♦✉ ❑✳✱ ▼❡r❡❧❧✐ ❆✳✱ ▼♦ ❍✳ ❏✳✱ ▼♦♥❡t ❉✳ ●✳✱
◆❛❦❛♠✉r❛ ❖✳✱ ◆❛r❛②❛♥❛♥ ❱✳ ❑✳✱ ◆❛s❤ ❚✳✱ ◆❡✐❧s❡♥✱ ❏r✳ ❊✳ ❍✳✱ ◆❡✇♠❛♥ P✳ ❘✳✱ ◆✐tt❛ ❆✳✱
❖❞❡♥❦✐r❝❤❡♥ ▼✳✱ ❖❦❛❞❛ ◆✳✱ ❖❦❛♠✉r❛ ❙✳✱ ❖str✐❦❡r ❏✳ P✳✱ ❖✇❡♥ ❘✳✱ P❛✉❧s ❆✳ ●✳✱ P❡♦♣❧❡s ❏✳✱
P❡t❡rs♦♥ ❘✳ ❙✳✱ P❡tr❛✈✐❝❦ ❉✳✱ P♦♣❡ ❆✳✱ P♦r❞❡s ❘✳✱ P♦st♠❛♥ ▼✳✱ Pr♦s❛♣✐♦ ❆✳✱ ◗✉✐♥♥ ❚✳ ❘✳✱
❘❡❝❤❡♥♠❛❝❤❡r ❘✳✱ ❘✐✈❡tt❛ ❈✳ ❍✳✱ ❘✐① ❍✳✱ ❘♦❝❦♦s✐ ❈✳ ▼✳✱ ❘♦s♥❡r ❘✳✱ ❘✉t❤♠❛♥s❞♦r❢❡r ❑✳✱
❙❛♥❞❢♦r❞ ❉✳✱ ❙❝❤♥❡✐❞❡r ❉✳ P✳✱ ❙❝r❛♥t♦♥ ❘✳✱ ❙❡❦✐❣✉❝❤✐ ▼✳✱ ❙❡r❣❡② ●✳✱ ❙❤❡t❤ ❘✳✱ ❙❤✐♠❛s❛❦✉



✷✸✼ ❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤②

❑✳✱ ❙♠❡❡ ❙✳✱ ❙♥❡❞❞❡♥ ❙✳ ❆✳✱ ❙t❡❜❜✐♥s ❆✳✱ ❙t✉❜❜s ❈✳✱ ❙③❛♣✉❞✐ ■✳✱ ❙③❦♦❞② P✳✱ ❙③♦❦♦❧② ●✳ P✳✱
❚❛❜❛❝❤♥✐❦ ❙✳✱ ❚s✈❡t❛♥♦✈ ❩✳✱ ❯♦♠♦t♦ ❆✳✱ ❱♦❣❡❧❡② ▼✳ ❙✳✱ ❱♦❣❡s ❲✳✱ ❲❛❞❞❡❧❧ P✳✱ ❲❛❧t❡r❜♦s
❘✳✱ ❲❛♥❣ ❙✳✱ ❲❛t❛♥❛❜❡ ▼✳✱ ❲❡✐♥❜❡r❣ ❉✳ ❍✳✱ ❲❤✐t❡ ❘✳ ▲✳✱ ❲❤✐t❡ ❙✳ ❉✳ ▼✳✱ ❲✐❧❤✐t❡ ❇✳✱
❲♦❧❢❡ ❉✳✱ ❨❛s✉❞❛ ◆✳✱ ❨♦r❦ ❉✳ ●✳✱ ❩❡❤❛✈✐ ■✳ & ❩❤❡♥❣ ❲✳✱ ✷✵✵✷✱ ❆❏ ✶✷✸✱ ✹✽✺

❙tr❛✉ss ▼✳ ❆✳ & ❲✐❧❧✐❝❦ ❏✳ ❆✳✱ ✶✾✾✺✱ P❤②s✳ ❘❡♣✳ ✷✻✶✱ ✷✼✶
❱❛❧❛❣❡❛s P✳✱ ✷✵✵✼✱ ❆✫❆ ✹✻✺✱ ✼✷✺
❱❡r❞❡ ▲✳✱ ✷✵✶✵✱ ❞❛♥s ●✳ ❲♦❧s❝❤✐♥ ✭❡❞✳✮✱ ▲❡❝t✉r❡ ◆♦t❡s ✐♥ P❤②s✐❝s✱ ❇❡r❧✐♥ ❙♣r✐♥❣❡r ❱❡r❧❛❣✱

❱♦❧✳ ✽✵✵ ♦❢ ▲❡❝t✉r❡ ◆♦t❡s ✐♥ P❤②s✐❝s✱ ❇❡r❧✐♥ ❙♣r✐♥❣❡r ❱❡r❧❛❣✱ ♣♣ ✶✹✼✕✶✼✼
❱❡r❞❡ ▲✳✱ ❍❡❛✈❡♥s ❆✳ ❋✳✱ P❡r❝✐✈❛❧ ❲✳ ❏✳✱ ▼❛t❛rr❡s❡ ❙✳✱ ❇❛✉❣❤ ❈✳ ▼✳✱ ❇❧❛♥❞✲❍❛✇t❤♦r♥ ❏✳✱

❇r✐❞❣❡s ❚✳✱ ❈❛♥♥♦♥ ❘✳✱ ❈♦❧❡ ❙✳✱ ❈♦❧❧❡ss ▼✳✱ ❈♦❧❧✐♥s ❈✳✱ ❈♦✉❝❤ ❲✳✱ ❉❛❧t♦♥ ●✳✱ ❉❡ Pr♦♣r✐s
❘✳✱ ❉r✐✈❡r ❙✳ P✳✱ ❊❢st❛t❤✐♦✉ ●✳✱ ❊❧❧✐s ❘✳ ❙✳✱ ❋r❡♥❦ ❈✳ ❙✳✱ ●❧❛③❡❜r♦♦❦ ❑✳✱ ❏❛❝❦s♦♥ ❈✳✱ ▲❛❤❛✈
❖✳✱ ▲❡✇✐s ■✳✱ ▲✉♠s❞❡♥ ❙✳✱ ▼❛❞❞♦① ❙✳✱ ▼❛❞❣✇✐❝❦ ❉✳✱ ◆♦r❜❡r❣ P✳✱ P❡❛❝♦❝❦ ❏✳ ❆✳✱ P❡t❡rs♦♥
❇✳ ❆✳✱ ❙✉t❤❡r❧❛♥❞ ❲✳ & ❚❛②❧♦r ❑✳✱ ✷✵✵✷✱ ▼◆❘❆❙ ✸✸✺✱ ✹✸✷

❲❛❧❧ ❏✳ ❱✳ & ❏❡♥❦✐♥s ❈✳ ❘✳✱ ✷✵✵✸✱ Pr❛❝t✐❝❛❧ ❙t❛t✐st✐❝s ❢♦r ❆str♦♥♦♠❡rs
❲❤✐t❡ ▼✳✱ ✷✵✵✺✱ ❆str♦♣❛rt✐❝❧❡ P❤②s✐❝s ✷✹✱ ✸✸✹
❲❤✐t❡ ▼✳✱ ❇❧❛♥t♦♥ ▼✳✱ ❇♦❧t♦♥ ❆✳✱ ❙❝❤❧❡❣❡❧ ❉✳✱ ❚✐♥❦❡r ❏✳✱ ❇❡r❧✐♥❞ ❆✳✱ ❞❛ ❈♦st❛ ▲✳✱ ❑❛③✐♥ ❊✳✱

▲✐♥ ❨✳✲❚✳✱ ▼❛✐❛ ▼✳✱ ▼❝❇r✐❞❡ ❈✳ ❑✳✱ P❛❞♠❛♥❛❜❤❛♥ ◆✳✱ P❛r❡❥❦♦ ❏✳✱ P❡r❝✐✈❛❧ ❲✳✱ Pr❛❞❛ ❋✳✱
❘❛♠♦s ❇✳✱ ❙❤❡❧❞♦♥ ❊✳✱ ❞❡ ❙✐♠♦♥✐ ❋✳✱ ❙❦✐❜❜❛ ❘✳✱ ❚❤♦♠❛s ❉✳✱ ❲❛❦❡ ❉✳✱ ❩❡❤❛✈✐ ■✳✱ ❩❤❡♥❣
❩✳✱ ◆✐❝❤♦❧ ❘✳✱ ❙❝❤♥❡✐❞❡r ❉✳ P✳✱ ❙tr❛✉ss ▼✳ ❆✳✱ ❲❡❛✈❡r ❇✳ ❆✳ & ❲❡✐♥❜❡r❣ ❉✳ ❍✳✱ ✷✵✶✶✱ ❆♣❏
✼✷✽✱ ✶✷✻

❨è❝❤❡ ❈✳✱ P❡t✐t❥❡❛♥ P✳✱ ❘✐❝❤ ❏✳✱ ❆✉❜♦✉r❣ ❊✳✱ ❇✉s❝❛ ◆✳✱ ❍❛♠✐❧t♦♥ ❏✳✱ ▲❡ ●♦✛ ❏✳✱ P❛r✐s ■✳✱
P❡✐r❛♥✐ ❙✳✱ P✐❝❤♦♥ ❈✳✱ ❘♦❧❧✐♥❞❡ ❊✳ & ❱❛r❣❛s✲▼❛❣❛ñ❛ ▼✳✱ ✷✵✶✵✱ ❆✫❆ ✺✷✸✱ ❆✶✹✰

❨♦r❦ ❉✳ ●✳✱ ❆❞❡❧♠❛♥ ❏✳✱ ❆♥❞❡rs♦♥✱ ❏r✳ ❏✳ ❊✳✱ ❆♥❞❡rs♦♥ ❙✳ ❋✳✱ ❆♥♥✐s ❏✳✱ ❇❛❤❝❛❧❧ ◆✳ ❆✳✱ ❇❛❦❦❡♥
❏✳ ❆✳✱ ❇❛r❦❤♦✉s❡r ❘✳✱ ❇❛st✐❛♥ ❙✳✱ ❇❡r♠❛♥ ❊✳✱ ❇♦r♦s❦✐ ❲✳ ◆✳✱ ❇r❛❝❦❡r ❙✳✱ ❇r✐❡❣❡❧ ❈✳✱ ❇r✐❣❣s
❏✳ ❲✳✱ ❇r✐♥❦♠❛♥♥ ❏✳✱ ❇r✉♥♥❡r ❘✳✱ ❇✉r❧❡s ❙✳✱ ❈❛r❡② ▲✳✱ ❈❛rr ▼✳ ❆✳✱ ❈❛st❛♥❞❡r ❋✳ ❏✳✱ ❈❤❡♥
❇✳✱ ❈♦❧❡st♦❝❦ P✳ ▲✳✱ ❈♦♥♥♦❧❧② ❆✳ ❏✳✱ ❈r♦❝❦❡r ❏✳ ❍✳✱ ❈s❛❜❛✐ ■✳✱ ❈③❛r❛♣❛t❛ P✳ ❈✳✱ ❉❛✈✐s
❏✳ ❊✳✱ ❉♦✐ ▼✳✱ ❉♦♠❜❡❝❦ ❚✳✱ ❊✐s❡♥st❡✐♥ ❉✳✱ ❊❧❧♠❛♥ ◆✳✱ ❊❧♠s ❇✳ ❘✳✱ ❊✈❛♥s ▼✳ ▲✳✱ ❋❛♥ ❳✳✱
❋❡❞❡r✇✐t③ ●✳ ❘✳✱ ❋✐s❝❡❧❧✐ ▲✳✱ ❋r✐❡❞♠❛♥ ❙✳✱ ❋r✐❡♠❛♥ ❏✳ ❆✳✱ ❋✉❦✉❣✐t❛ ▼✳✱ ●✐❧❧❡s♣✐❡ ❇✳✱ ●✉♥♥
❏✳ ❊✳✱ ●✉r❜❛♥✐ ❱✳ ❑✳✱ ❞❡ ❍❛❛s ❊✳✱ ❍❛❧❞❡♠❛♥ ▼✳✱ ❍❛rr✐s ❋✳ ❍✳✱ ❍❛②❡s ❏✳✱ ❍❡❝❦♠❛♥ ❚✳ ▼✳✱
❍❡♥♥❡ss② ●✳ ❙✳✱ ❍✐♥❞s❧❡② ❘✳ ❇✳✱ ❍♦❧♠ ❙✳✱ ❍♦❧♠❣r❡♥ ❉✳ ❏✳✱ ❍✉❛♥❣ ❈✳✱ ❍✉❧❧ ❈✳✱ ❍✉s❜② ❉✳✱
■❝❤✐❦❛✇❛ ❙✳✱ ■❝❤✐❦❛✇❛ ❚✳✱ ■✈❡③✐➣ ➎✳✱ ❑❡♥t ❙✳✱ ❑✐♠ ❘✳ ❙✳ ❏✳✱ ❑✐♥♥❡② ❊✳✱ ❑❧❛❡♥❡ ▼✳✱ ❑❧❡✐♥♠❛♥
❆✳ ◆✳✱ ❑❧❡✐♥♠❛♥ ❙✳✱ ❑♥❛♣♣ ●✳ ❘✳✱ ❑♦r✐❡♥❡❦ ❏✳✱ ❑r♦♥ ❘✳ ●✳✱ ❑✉♥s③t P✳ ❩✳✱ ▲❛♠❜ ❉✳ ◗✳✱
▲❡❡ ❇✳✱ ▲❡❣❡r ❘✳ ❋✳✱ ▲✐♠♠♦♥❣❦♦❧ ❙✳✱ ▲✐♥❞❡♥♠❡②❡r ❈✳✱ ▲♦♥❣ ❉✳ ❈✳✱ ▲♦♦♠✐s ❈✳✱ ▲♦✈❡❞❛②
❏✳✱ ▲✉❝✐♥✐♦ ❘✳✱ ▲✉♣t♦♥ ❘✳ ❍✳✱ ▼❛❝❑✐♥♥♦♥ ❇✳✱ ▼❛♥♥❡r② ❊✳ ❏✳✱ ▼❛♥ts❝❤ P✳ ▼✳✱ ▼❛r❣♦♥ ❇✳✱
▼❝●❡❤❡❡ P✳✱ ▼❝❑❛② ❚✳ ❆✳✱ ▼❡✐❦s✐♥ ❆✳✱ ▼❡r❡❧❧✐ ❆✳✱ ▼♦♥❡t ❉✳ ●✳✱ ▼✉♥♥ ❏✳ ❆✳✱ ◆❛r❛②❛♥❛♥
❱✳ ❑✳✱ ◆❛s❤ ❚✳✱ ◆❡✐❧s❡♥ ❊✳✱ ◆❡s✇♦❧❞ ❘✳✱ ◆❡✇❜❡r❣ ❍✳ ❏✳✱ ◆✐❝❤♦❧ ❘✳ ❈✳✱ ◆✐❝✐♥s❦✐ ❚✳✱ ◆♦♥✐♥♦
▼✳✱ ❖❦❛❞❛ ◆✳✱ ❖❦❛♠✉r❛ ❙✳✱ ❖str✐❦❡r ❏✳ P✳✱ ❖✇❡♥ ❘✳✱ P❛✉❧s ❆✳ ●✳✱ P❡♦♣❧❡s ❏✳✱ P❡t❡rs♦♥
❘✳ ▲✳✱ P❡tr❛✈✐❝❦ ❉✳✱ P✐❡r ❏✳ ❘✳✱ P♦♣❡ ❆✳✱ P♦r❞❡s ❘✳✱ Pr♦s❛♣✐♦ ❆✳✱ ❘❡❝❤❡♥♠❛❝❤❡r ❘✳✱ ◗✉✐♥♥
❚✳ ❘✳✱ ❘✐❝❤❛r❞s ●✳ ❚✳✱ ❘✐❝❤♠♦♥❞ ▼✳ ❲✳✱ ❘✐✈❡tt❛ ❈✳ ❍✳✱ ❘♦❝❦♦s✐ ❈✳ ▼✳✱ ❘✉t❤♠❛♥s❞♦r❢❡r
❑✳✱ ❙❛♥❞❢♦r❞ ❉✳✱ ❙❝❤❧❡❣❡❧ ❉✳ ❏✳✱ ❙❝❤♥❡✐❞❡r ❉✳ P✳✱ ❙❡❦✐❣✉❝❤✐ ▼✳✱ ❙❡r❣❡② ●✳✱ ❙❤✐♠❛s❛❦✉
❑✳✱ ❙✐❡❣♠✉♥❞ ❲✳ ❆✳✱ ❙♠❡❡ ❙✳✱ ❙♠✐t❤ ❏✳ ❆✳✱ ❙♥❡❞❞❡♥ ❙✳✱ ❙t♦♥❡ ❘✳✱ ❙t♦✉❣❤t♦♥ ❈✳✱ ❙tr❛✉ss
▼✳ ❆✳✱ ❙t✉❜❜s ❈✳✱ ❙✉❜❜❛❘❛♦ ▼✳✱ ❙③❛❧❛② ❆✳ ❙✳✱ ❙③❛♣✉❞✐ ■✳✱ ❙③♦❦♦❧② ●✳ P✳✱ ❚❤❛❦❛r ❆✳ ❘✳✱
❚r❡♠♦♥t✐ ❈✳✱ ❚✉❝❦❡r ❉✳ ▲✳✱ ❯♦♠♦t♦ ❆✳✱ ❱❛♥❞❡♥ ❇❡r❦ ❉✳✱ ❱♦❣❡❧❡② ▼✳ ❙✳✱ ❲❛❞❞❡❧❧ P✳✱ ❲❛♥❣
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❆✳✱ ❙✐❡♠❡rs ❚✳✱ ❙♠✐t❤ ❉✳✱ ❚✐❧❧❡♠❛♥ ❚✳✱ ❯r❜❛♥ ❙✳✱ ❲✐❡❞❡r ●✳✱ ❲✐♥t❡r ▲✳ & ❨♦✉♥❣ ❆✳✱ ✷✵✶✵✱
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▲❛♠❜ ❉✳ ◗✳✱ ▲❡❣❡r ❘✳ ❋✳✱ ▲♦♥❣ ❉✳ ❈✳✱ ▲♦✈❡❞❛② ❏✳✱ ▲✉♣t♦♥ ❘✳ ❍✳✱ ▼❝❑❛② ❚✳✱ ▼❡✐❦s✐♥ ❆✳✱
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