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Résumé

L’utilisation croissante d’appareils électroniques et la multiplicité des sourcesde perturbation ont
conduit à l’étude de nouveaux moyens d’essais permettant d’améliorer la répétitivité des mesures en
Compatibilité ElectroMagnétique (CEM), en particulier aux fréquences supérieures au GigaHertz. Dans
ce contexte, la Chambre Réverbérante à Brassage de Modes (CRBM) représente un outil attractif, tant
au niveau des mesures en immunité qu’en émission. Cependant, de nombreuses questions restent encore
ouvertes quant au comportement des CRBM, en présence ou non de l’équipement sous test : les travaux
présentés dans ce mémoire ont a pour but d’apporter une contribution auvolet probabiliste de l’étude du
champ électromagnétique en CRBM.

Il est tout d’abord vérifié, à partir de tests statistiques et de mesures expérimentales, la légitimité en
CRBM réelle, des différentes hypothèses relatives aux grandeurs électromagnétiques générées en en-
vironnement réverbérant " idéal ". Sous cette condition, l’étude d’uneligne de transmission a montré
l’influence de la directivité dans la relation entre les champs électriques de calibrage en chambre ané-
choïque et en CRBM, pour une valeur identique du courant induit à son extrémité.

Par ailleurs, il importe d’appréhender en quel sens l’environnement enCRBM peut être " comparé " à
celui généré à l’intérieur d’enceintes semi-fermées (véhicule automobile) soumis à un champ électroma-
gnétique perturbateur externe. Afin d’apporter des prémices de réponses à cette question, il est présenté
une comparaison des paramètres statistiques du champ électromagnétique, caractérisant ces deux types
d’environnements.

Enfin, les hypothèses vérifiées en haute fréquence (environnement réverbérant " idéal ", pertes des parois
prédominantes), ont conduit au développement d’un modèle probabiliste original consistant à assimiler la
CRBM à une cavité dont les parois sont caractérisées par une conductivité aléatoire. La loi de probabilité
de cette variable aléatoire est établie à partir de résultats de mesures et d’une formulation validée dans
les hautes fréquences. Ce modèle de conductivité est ensuite proposé pour la résolution des équations de
Maxwell par une méthode de collocation stochastique. Il est démontré qu’un faible nombre de simula-
tions de la cavité sans brasseur peut se substituer à la modélisation déterministede la CRBM dans son
ensemble, pour l’estimation des moments du premier ordre du champ électrique généré dans le volume
utile de la structure. Par ailleurs, l’application de la méthode de collocation stochastique à un formalisme
précédemment validé pour l’étude de structures filaires immergées dans unecavité a conduit à une mo-
délisation efficace et réaliste d’un dipôle rayonnant en CRBM.

Mots-Clés :

Chambre Réverbérante à Brassage de Modes (CRBM), Champ électromagnétique aléatoire, Densité de
probabilité, Ergodicité, Méthode de collocation stochastique.
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Abstract

Increasing use of electronic devices and multiplicity of sources of disturbance led to the study of new
test facilities making it possible to improve the repetivity of measurements of Electromagnetic Compa-
tibility (EMC), in particular at frequencies higher than the Gigahertz. In this context, the Reverberation
Chamber (RC) represents an attractive tool, as well in immunity measurements asin emission. However,
many questions remain still open for the behaviour of the RC, in presence ornot of the equipment under
test : the purpose of the work presented in this thesis is to contribute a shareto the probabilistic shutter
of the study of the electromagnetic field in RC.

Starting from statistical tests and experimental measurements, the legitimacy in real RC is verified with
the various assumptions relating to the electromagnetic fields generated in "ideal" reverberating environ-
ment. Under this condition, the study of a line of transmission showed the influence of directivity in the
relation between the electric fields of calibration in Anechoic Chamber (AC) and RC, for an identical
value of the current induced at its termination.

In addition, it is important to apprehend in which direction the environment in RCcan "be compared"
with that generated inside half-closed enclosures (vehicle) subjected to an external disturbing electroma-
gnetic field. In order to bring first steps of answers to this question, it is presented a comparison of the
statistical parameters of the electromagnetic field, characterizing these two types of environments.

Lastly, the assumptions checked in high frequency ("ideal" environment reverberating, losses of the pre-
valent walls), led to the development of an original probabilistic model consisting of assimilating the RC
to a cavity whose walls are characterized by a random conductivity. The probabilistic density function
of this random variable is established starting from formulation and measurement results validated in
the high frequencies. This model of conductivity is then proposed for theresolution of the Maxwell’s
equations by a stochastic collocation method. It is shown that a low number of simulations of the cavity
without stirrer can replace the deterministic modelling of the RC as a whole, for the estimation of the
statistical parameters of the electric field generated in the working volume of thestructure. In addition,
the application of the stochastic collocation method to the formalism previously validated for the study
of wires immersed in a cavity led to an effective and realistic modelling of a radiated wire in RC.

Keywords :

Reverberation Chamber (RC), Electromagnetic random field, Probability density function, Ergodicity,
Stochastic collocation method.
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Principales notations
R = (0,ex,ey,ez) repère cartésien de base canonique
Rs = (0,ur,uθ,uϕ) repère sphérique
t temps
F transformée de Fourier
f([•]) fonction de[•]
F vecteur de polarisation aléatoire d’une onde plane
(FR

θ ,F
R
ϕ,F

I
θ,F

I
ϕ) parties réelles et imaginaires deF

f fréquence d’étude
fm,n,p fréquences de résonance du modem,n, p
f0 fréquence de résonance du mode fondamental :

m = 1, n = 1, p = 0
flim fréquence limite d’utilisation de la CRBM
c vitesse de la lumière
ω pulsation
λ longueur d’onde
k nombre d’onde dans l’air
(S) sphère de rayon unité
s écart-type des parties réelles et imaginaires des

composantes du champ électrique en CRBM
s[•] écart-type de[•]
sm[•] facteur d’échelle issu de la moyenne de[•]
se[•] facteur d’échelle issu de l’écart-type de[•]
N nombre de réalisations i.e. de positions de brasseur
≪ [•] ≫N moyenne surN réalisations de[•]
‖ [•] ‖ module de[•]
N (0, s2) loi normale de moyenne 0 et d’écart-types
ρ coefficient de corrélation
H0 hypothèse vraie
H1 hypothèse alternative
α erreur de première espèce
β erreur de deuxième espèce
F[•] fonction de répartition estimée de[•]
P[•] densité de probabilité estimée de[•]
Dis fonction discriminante du test de Kolmogorov-Smirnov
ε permittivité du milieu
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ε0 permittivité du vide
εr permittivité relative du milieu
µ perméabilité du milieu
µ0 perméabilité du vide
µr perméabilité relative du milieu
(∆x,∆y,∆z) = pas de discrétisation spatiale sur les différents axes
(∆r1,∆r2,∆r3) 0x, 0y, 0z respectivement
Z0 impédance du vide
Zc impédance caractéristique d’un conducteur
γ exposant linéique de propagation d’une ligne de transmission
r ,l,c,g paramètres linéiques d’une ligne de transmission
κ1, κ2 coefficients de réflexion en entrée et sortie du conducteur
◦
G = (

◦
G1, . . . ,

◦
Gn) variable aléatoire gaussienne standard à valeurs dansRn

U variable aléatoire uniforme sur[0, 1]
Pr puissance reçue en CRBM
PCA

r puissance reçue en CA
Pnorm

r puissance reçue normalisée à sa valeur moyenne
sur une révolution de brasseur en CRBM

D directivité de l’équipement
‖ [•] ‖max valeur maximale du module de[•]
Is courant en sortie du conducteur en CRBM
ICA
s courant en sortie du conducteur en CA
θp, ϕ, θ angles de polarisation, d’azimut et d’élévation du

champ électrique en CA
‖ [•] ‖eff valeur efficace du module de[•]
Vco tension en circuit ouvert
heff hauteur effective d’une antenne
Rray résistance de rayonnement d’une antenne
Zin impédance interne d’une antenne
σ conductivité
T domaine de simulation
Ti, (i = 1, . . . , d) longueurs des arêtes du pavé dans les directions

desd axes cartésiens
τ0 retard temporel
τr retard spatial
ℓs largeur caractéristique d’une gaussienne
A constante
F intervalle fréquentiel d’étude
τ intervalle temporel d’étude
< [•], [•] > produit scalaire euclidien
ν = (νx, νy, νz) = (ν1, ν2, ν3) distance entre 2 points du repère cartésien
ϑ = (ϑ1, ϑ2, ϑ3) variable duale deν
L = 1, . . . ,L ensemble fini ordonné d’indices de

cardinalL > 1
E[•] opérateur espérance mathématique de[•]
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Ê = (Ê(f ; r), (f ; r) ∈ R+ ×D) représentation fréquentielle du champ électrique
avecD ∈ R

3 en CRBM
B̂ = (B̂(f ; r), (f ; r) ∈ R+ ×D) représentation fréquentielle du champ magnétique
avecD ∈ R

3 en CRBM

∀r ∈ D, Ê(f ; r) = F(E(t; r))
Êp, p = {x, y, z} composantep du champ électrique en CRBM

Ê
R
p , p = {x, y, z} partie réelle de la composantep du champ électrique

en CRBM

Ê
I
p, p = {x, y, z} partie imaginaire de la composantep du champ

électrique en CRBM

Ê
CA

champ électrique généré en CA

Ê
fais

champ électrique généré sur les faisceaux d’une voiture

Ê
hab

champ électrique généré dans l’habitacle d’une voiture

Σ = (Ê
R
; Ê

I
) champ électrique aléatoire dans l’habitacle de la voiture

RΣ fonction de corrélation deΣ
SΣ densité spectrale de puissance deΣ
CΣ fonction de covariance deΣ
[•]T transposée d’une matrice ou d’un vecteur
[•]∗ transposée conjuguée
Q facteur de qualité
δ épaisseur de peau
Pd puissance dissipée en CRBM
Pt puissance transmise en CRBM
U énergie emmagasinée en CRBM
V volume de la CRBM
S surface des parois
Zs impédance de surface du conducteur

CRBM Chambre Réverbérante à Brassage de Modes
CA Chambre Anéchoïque
FDTD Finite Difference in Time Domain
FVTD Finite Volume in Time Domain
SIBC Surface Impedance Boundary Condition
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Introduction

Les exigences essentielles de la Compatibilité ElectroMagnétique (CEM) visentà assurer un fonc-
tionnement optimal des systèmes électroniques vis-à-vis de phénomènes électromagnétiques extérieurs.
Elles conduisent également à limiter l’émission par ces mêmes appareils, de parasites électromagnétiques
susceptibles de perturber les systèmes et équipements voisins. L’utilisation croissante d’appareils électro-
niques et la multiplicité des sources de perturbation ont conduit à l’étude de nouveaux moyens d’essais
permettant d’améliorer la répétitivité des mesures CEM, en particulier aux fréquences supérieures au Gi-
gaHertz. Dans ce contexte, la Chambre Réverbérante à Brassage de Modes (CRBM) représente un outil
attractif, tant au niveau des mesures en immunité qu’en émission. En CRBM, l’évaluation du seuil de
susceptibilité d’un système électronique, soumis à un nombre fini d’ondes planes d’incidence et de po-
larisation aléatoires, est indépendante de sa position, contrairement aux essais en Chambre Anéchoïque
(CA). Cependant, certaines caractéristiques du système sous test, telles que sa directivité, sont occultées
par le principe même de fonctionnement de la CRBM. Par ailleurs, un paramètreimportant de cette struc-
ture, en l’occurrence sa fréquence minimale de fonctionnement reste difficile à déterminer de manière
simple. Ainsi, de nombreuses questions restent encore ouvertes quant au comportement des CRBM, en
présence ou non de l’équipement sous test. Actuellement reconnues parles normes en vigueur comme
une alternative à des moyens d’essais CEM tels que la CA, on peut encores’interroger sur la pertinence
des protocoles de mesure recommandés pour la phase de calibrage, ainsique pour les mesures en immu-
nité et émission. Il s’agit, lors des essais, de reproduire les conditions idéales correspondant à un nombre
infini de positions de brasseur. Chaque configuration de ce système dans la cavité correspondant à un
environnement spécifique, le champ électromagnétique représente alors,en un point donné du volume
utile, une variable aléatoire, et lesN positions du brasseur, lesN réalisations de cette variable aléatoire.
De nombreuses études ont alors été orientées vers l’analyse de propriétés de l’environnement en CRBM ;
par exemple, les travaux de Lehman en 1993 et ceux de Hill à la fin des années 90, ont permis d’établir
des propriétés et hypothèses liées à la nature aléatoire du champ électromagnétique en CRBM idéale.
Néanmoins, une étude stochastique du champ électromagnétique en CRBM réelle devient primordiale
pour l’estimation des prédictions théoriques. Les travaux présentés dansce mémoire ont pour but d’ap-
porter une contribution à ce volet probabiliste de l’étude du champ électromagnétique en CRBM.

Pour ce faire, nous vérifierons dans un premier chapitre, à l’aide de tests statistiques et de mesures
expérimentales, la légitimité en CRBM réelle, des différentes hypothèses relatives aux grandeurs élec-
tromagnétiques générées en environnement réverbérant " idéal ". Nous serons donc amenés à examiner
la valeur de la fréquence d’utilisation minimale de la CRBM du LASMEA. Ce paramètre est indispen-
sable pour l’analyse de l’immunité de systèmes électroniques. En effet, dansle cas où le comportement
de l’équipement sous test ne modifie pas l’environnement électromagnétiqueinitial, et est régi par une
formule analytique, l’idée est de s’affranchir de la simulation de la CRBM. Ainsi, pour une ligne de
transmission, il sera déterminé la loi de probabilité du courant induit, cette démarche étant illustrée par
un exemple précédemment traité dans la littérature. Par ailleurs, cette première étude aura aura pour ob-
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jectif une meilleure interprétation des résultats issus de mesures dans la CRBM àpartir de ceux, mieux
maîtrisés, obtenus en CA. En effet, de nombreux travaux ont porté sur l’influence de la directivité de
l’équipement lorsqu’il s’agit d’analyser le niveau d’immunité d’un systèmeen CA et en CRBM. Le cas
d’une ligne de transmission sera ainsi de nouveau examiné de manière à prédire la relation entre les
champs électriques de calibrage en CA et en CRBM, pour une valeur identique du courant induit à son
extrémité.

Les normes actuelles proposent la CRBM comme moyen d’essai en immunité rayonnée pour les équi-
pements confinés dans des enceintes métalliques fermées ou semi-fermées, les tests étant jusqu’alors
réalisés en CA. Il importe alors d’appréhender en quel sens l’environnement en CRBM peut être com-
paré à celui généré à l’intérieur de ces enceintes soumises à un champ électromagnétique perturbateur
externe. Afin d’apporter des prémices de réponses à cette question, une comparaison des paramètres sta-
tistiques du champ électromagnétique, caractérisant ces deux types d’environnements, sera réalisée dans
un deuxième chapitre. L’approche proposée s’appuie sur la comparaison des densités de probabilité du
champ électromagnétique en CRBM et dans un véhicule automobile. Nous considérerons alors les es-
timées de la densité de probabilité issues de données expérimentales pour la CRBM, et de résultats de
simulations numériques pour le véhicule automobile soumis à une perturbation électromagnétique ex-
terne. Cependant, une comparaison probabiliste complète nécessite l’estimation de paramètres tels que la
covariance du champ électromagnétique. Des techniques d’estimation de paramètres aléatoires emprun-
tées à la mécanique probabiliste seront utilisées à cette fin. Les algorithmes d’estimation des paramètres
probabilistes du champ aléatoire seront alors appliqués au champ électromagnétique issu du véhicule
automobile, afin d’analyser le comportement du champ dans cette structure. Cette phase d’estimation des
paramètres statistiques est essentielle pour celle de la modélisation du champ aléatoire. L’application de
ces algorithmes en CRBM aurait pu être envisagée dans le but, notamment, de vérifier les hypothèses
établies par Hill. Or, cette approche nécessite un nombre extrêmement important de données, conduisant
à des durées irréalistes de programmes de mesures. Par ailleurs, si le recours aux simulations numériques
déterministes peut être envisagé, ce choix se révèlera coûteux en termes de temps de calcul et d’espace
mémoire de par la prise en compte du brasseur à géométrie complexe. Cet inconvénient se vérifie d’au-
tant plus dans les plus hautes fréquences, soit dans la zone de fonctionnement optimale de la CRBM.
Il semble alors judicieux de développer une méthodologie dont l’objectif estde s’affranchir de la mo-
délisation explicite du brasseur, sans pour celà voiler la représentativité des champs électromagnétiques
générés dans la CRBM étudiée. Dans cet objectif, l’utilisation de méthodes probabilistes efficaces repré-
sente une alternative aux techniques déterministes, alternative qui pourrait se révéler d’un intérêt majeur
dans le cas d’une CRBM chargée.

Le troisième chapitre, sera consacré à l’étude d’un modèle probabiliste consistant à assimiler la CRBM à
une cavité dont les parois sont caractérisées par une conductivité aléatoire. La loi de probabilité de cette
variable aléatoire sera, dans une première étape, établie à partir de résultats de mesures et d’une formula-
tion validée dans les hautes fréquences. Ce modèle de conductivité sera ensuite proposé pour la résolution
des équations de Maxwell par une méthode de collocation stochastique. Nous montrerons qu’un faible
nombre de simulations de la cavité sans brasseur peut se substituer à la modélisation déterministe de la
CRBM dans son ensemble, pour l’estimation des moments du premier ordre du champ électrique généré
dans le volume utile de la structure.
Enfin, le cas d’un dipôle en émission illustrera une nouvelle fois l’intérêt de laméthode de collocation
stochastique, pour l’étude du comportement de la CRBM sur les caractéristiques de l’élément rayonnant.
Cette étude nécessitera, dans une première phase, l’estimation de la loi de probabilité du coefficient de
qualité à partir de résultats expérimentaux. La CRBM sera alors modélisée parce paramètre introduit
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dans l’équation de Hallén permettant l’évaluation du courant le long d’un dipôle. Ainsi, l’application de
la méthode de collocation stochastique à un formalisme précédemment validé pourl’étude de structures
filaires immergées dans une cavité conduira à une modélisation efficace et réaliste d’un dipôle rayonnant
en CRBM.

Préambule

Dans tout ce qui suit,D ⊂ IR3 désigne le volume utile,τ ⊂ IR l’intervalle temporel d’étude,F ⊂ IR
l’intervalle fréquentiel d’étude,r = (x, y, z) le point générique deD, t celui deτ , f celui deF .

On noteE le champ électrique indexé en temps etÊ le champ électrique indexé en fréquence, appelé
champ électrique fréquentiel.

Le champE = (E(t; r), t ∈ τ , r ∈ D) est à valeurs dans IR3 et tel que, pour tout(t; r) fixé dansD × τ ,
Ex(t; r), Ey(t; r), Ez(t; r) représentent ses coordonnées.

Le champ électrique fréquentielÊ = (Ê(f ; r), r ∈ D, f ∈ F) est à valeurs dans IC3 et tel que, pour tout
(f ; r) fixé dansD × F , les coordonnéeŝEx(f ; r), Êy(f ; r), Êz(f ; r) de la v.a.̂E(f ; r) s’écrivent :

Êp(f ; r) = Ê
R
p (f ; r) + jÊ

I
p(f ; r) , p = {x, y, z} (1)

Ê = (Ê(f ; r), r ∈ D, f ∈ F ) est la transformée de Fourier deE = (E(t; r), r ∈ D, t ∈ τ) (cf. annexe
F).
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1.1 Intérêt d’une approche probabiliste pour l’analyse de la CRBM

La recrudescence des systèmes électroniques au sein d’un même environnement est telle qu’il est
aujourd’hui impossible de faire abstraction des risques introduits par les interférences électromagné-
tiques. L’évolution des moyens d’essais utilisés dans le domaine de la CompatibilitéElectroMagnétique
(CEM) est par conséquent dictée par les caractéristiques du nouvel environnement électromagnétique.
Plus particulièrement, pour les mesures en immunité rayonnée, les solutions du site en espace libre et
de la Chambre Anéchoïque (CA) sont associées à l’illumination de l’Equipement Sous Test (E.S.T.) par
une onde plane, de polarisation et d’incidence bien définies. Si l’utilisationd’un plateau tournant permet
de multiplier les configurations d’incidence, la durée des programmes d’essais ne doit cependant pas
devenir prohibitive. Est-on alors certain d’accéder aux niveaux réels de susceptibilité de l’E.S.T. par un
nombre fini (et non trop important) de positions du plateau tournant ?
Par ailleurs, la multiplicité des technologies sans fils impose la nécessité de réaliser les essais en émission
rayonnée à des fréquences de plus en plus élevées. Le diagramme de rayonnement des équipements de-
vient dès lors très complexe, et se pose alors naturellement le problème de définir un paramètre pertinent
pour la caractérisation de l’E.S.T.. Pour ces différentes raisons, les CRBM représentent depuis quelques
années une alternative intéressante aux CA dans le domaine de l’immunité et del’émission rayonnées
[1, 2].

La CRBM est une cavité électrique à coefficient de qualité élevé, permettantde générer sous des niveaux
d’énergie relativement faibles un champ électromagnétique de forte amplitude. Grâce à son brasseur de
modes, système métallique de grandes dimensions, elle permet de créer un environnement électroma-
gnétique d’incidence et de polarisation aléatoires [15] dans lequel est immergé l’E.S.T., placé dans le
volume utile de la CRBM. On peut alors, sur une révolution de brasseur, déterminer le niveau d’immu-
nité de l’équipement. S’il s’avère impossible d’accéder à la directivité d’unsystème par ce type d’essai,
il permet en revanche d’obtenir une caractéristique pertinente en haute fréquence : la puissance totale
rayonnée. On dispose ainsi d’un moyen d’essai très utile en pratique, notamment en haute fréquence.

Les CRBM ont fait l’objet, ces dernières années, d’un certain nombre d’études et de programmes de re-
cherche dont l’un des objectifs était de préciser les protocoles de mesures. En effet, l’établissement d’un
compromis entre la durée des mesures et leur représentativité, nécessite de mener à bien des analyses
poussées de ce moyen d’essai. Pour ce faire, l’utilisation conjointe d’approches numérique et expérimen-
tale peut apporter des réponses aux nombreuses interrogations soulevées au sein de la communauté CEM.

La nature modale de la cavité implique la variation spatiale du champ électromagnétique pour une géo-
métrie donnée de la cavité ou pour une position fixée du brasseur de modes.Ainsi, les conditions expé-
rimentales se trouvent modifiées d’où l’illumination du système sous toutes les configurations possibles.
La position des maxima et minima du champ électromagnétique dans le volume utile de la cavité est
alors différente d’une position à l’autre du brasseur. On ne relève plusun seul résultat mais plusieurs
échantillons selon le nombre de configurations expérimentales. Le cas idéalcorrespond à un nombre
infini de positions de brasseur. Cependant, en pratique, ce nombre doitbien évidemment rester fini ce
qui amène l’opérateur à réaliser un traitement statistique des données d’unessai qui suit une procédure
déterministe. Par ailleurs, les phases d’analyse comportementale de la CRBM exigent de disposer d’un
nombre important, voire gigantesque, de données expérimentales afin d’appliquer les tests statistiques
utiles pour la vérification des différentes propriétés statistiques relatives au champ électromagnétique.
Cette base de données est donc associée à des durées prohibitives deprogramme d’essais d’où l’intérêt
de la simulation numérique.
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La modélisation numérique des CRBM n’est cependant pas triviale [3] en raison de la complexité du
système (présence du brasseur,..). Les méthodes fréquentielles et temporelles représentent le sujet de
nombreuses investigations [5, 6, 7, 8], ceci dans le but d’approfondir l’analyse de la structure.
Pour reproduire au mieux les conditions expérimentales, il est alors indispensable de prendre en compte
la rotation du brasseur. Afin d’assurer une efficacité de brassage optimale, la grande majorité des bras-
seurs présente des géométries complexes. Or, pour la plupart des approches temporelles volumiques
comme celles basées sur les schémas différences finies classiques ou desschémas TLM, la discrétisation
cartésienne des objets est dans ce cas un handicap. Les méthodes surfaciques fréquentielles conformes
peuvent relever ce défi. Toutefois, ces dernières sont plus coûteuses en termes de temps de calcul et une
discrétisation fine du brasseur se fera au détriment de la prise en compte d’éventuels équipements sous
test. De plus, la méconnaissance des valeurs réelles de certains paramètres, tels que la conductivité des
parois, rendent problématique une modélisation réaliste de ce moyen d’essai.

Depuis quelques années, des travaux de recherche sont consacrés à l’élaboration de modèles probabilistes
pour la représentation du champ électromagnétique dans une cavité, la simulation numérique de certaines
configurations trop complexes par des codes déterministes conduisant à des temps de calcul prohibitifs,
en particulier lorsque l’on introduit un équipement dans la CRBM. Des développements théoriques ont
été réalisés pour déterminer un modèle probabiliste du champ électromagnétiquedans la CRBM [16, 17].
Deux types d’approches sont utilisés : l’approche modale et l’approche intégrale.

Dans l’approche modale, la CRBM est considérée comme une cavité complexeavec une expression
du champ électrique dépendant des différents modes de résonance excités dans la cavité. Par exemple,
C.Fiachetti, dans sa thèse [14], propose un modèle probabiliste du champ électrique sous la forme d’un
développement modal qui prend en compte l’influence des parois de la CRBM. Cette approche a permis
d’établir un lien entre la propriété d’isotropie du champ électrique et les contraintes imposées par les
parois de la cavité. Hormis, l’analyse du couplage sur un équipement électronique en CRBM, le modèle
probabiliste proposé permet également de retrouver la structure modale duchamp électrique en CRBM
vide pour chaque position de brasseur. Cependant, la représentation analytique de ce champ électrique
est complexe pour ce type de développement [10].

Le modèle probabiliste proposé par Hill [15] est, quant à lui, basé sur unereprésentation du champ élec-
tromagnétique en CRBM en une somme d’ondes planes d’incidence et de polarisation aléatoires. Il a pu
ainsi proposer un modèle probabiliste pour les parties réelles et imaginairesdes composantes du champ
électromagnétique. Les propriétés d’homogénéité et d’isotropie du champ électrique déterminées par la
suite ont permis de déterminer un modèle du champ total.
Cependant, ce modèle s’applique à une CRBM idéale et ne prend pas en compte les imperfections d’une
CRBM réelle, d’où la nécessité de vérifier ces différentes hypothèses en CRBM réelle.
L’ensemble de ces travaux publiés récemment suscite un réel intérêt dansla communauté scientifique
de l’électromagnétisme pour cette approche probabiliste et nous avons choisi de l’adapter à l’analyse de
l’environnement dans des structures fermées.

Dans ce chapitre, nous nous appuierons sur les résultats des travaux de Hill [15] afin de vérifier, à partir
des mesures en CRBM, les hypothèses relatives aux lois de probabilité desgrandeurs électromagnétiques.
La fréquence minimale d’utilisation de la CRBM sera alors déterminée à l’aide de tests statistiques. Les
différentes hypothèses de Hill [15] seront adoptées à partir de cette fréquence afin d’étudier l’immunité
de systèmes électriques ne modifiant pas l’environnement électromagnétiqueen CRBM.
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1.2 Sur la détermination de la fréquence minimale d’utilisation des CRBM
par des tests statistiques

1.2.1 Principe général de fonctionnement d’une CRBM

L’environnement électromagnétique dans le volume d’essai d’une CRBM est caractérisé par un
champ homogène, isotrope et à polarisation aléatoire ; ainsi, un équipement électronique placé en tout
point de ce volume dit " utile ", est excité par un champ qui provient de toutesles directions avec la même
intensité. Pour un fonctionnement " idéal " de la CRBM, la norme IEC 61000-4-21 recommande de limi-
ter le volume utile à une distance supérieure àλ/4 des parois [64]. Le fonctionnement de la CRBM est
basé sur les propriétés physiques des cavités électromagnétiques fonctionnant en mode surdimensionné,
c’est-à-dire avec un champ excitateur de longueur d’onde bien inférieure aux dimensions : cette condi-
tion est nécessaire pour que l’enceinte adopte un comportement réverbérant.

Dans une cavité dont les parois sont considérées comme étant parfaitement conductrices, chaque mode
(caractérisé par les entiersm,n, p) n’est excité que pour une seule et unique fréquence qui dépend des
dimensions de la cavité. Si les trois dimensions de la chambre sonta, b etd, et la vitesse de la lumièrec,
les fréquences de résonance sont alors données par :

fm,n,p =
c

2

√

(m

a

)2
+
(n

b

)2
+
(p

d

)2
(1.1)

Pour la CRBM du LASMEA, de dimensions égales à8, 40m×6, 70m×3, 50m, la première fréquence de
résonancef0 qui correspond au mode fondamentalm = 1, n = 1, p = 0 est égale à28MHz. Le champ
dans la cavité idéale (sans pertes) correspond à un spectre de raies, chacune représentant un mode de
résonance de type transverse électrique (TE) ou transverse magnétique (TM), les composantes du champ
électromagnétique étant déterminées par les conditions aux limites au niveau des parois de la cavité.

Dans une CRBM réelle, la présence de pertes (conductivité non parfaitedes parois, ouvertures éven-
tuelles, câbles, équipements sous test, antenne source, . . .) a pour effet d’augmenter la largeur de bande
de la fréquence d’excitation. La probabilité d’exciter simultanément plusieurs modes de résonance est
alors plus élevée (ils sont nommés " modes contributeurs ") ; le champ électromagnétique généré corres-
pond alors à la superposition des champs créés pour chacun de ces modes (Fig. 1.1).

FIG. 1.1 –Recouvrement des modes excités
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Lorsque la densité de modes excités dans la cavité est suffisante, l’objectifdu brassage de modes sera
alors :

- de conduire à la génération d’un champ électromagnétique statistiquement homogène et isotrope.

- d’obtenir un champ d’amplitude suffisante, c’est-à-dire de recouvrir les fréquences de résonance, celles-
ci étant modifiées d’une position à l’autre du brasseur.

En effet, le fait d’introduire, à l’intérieur de la CRBM, un brasseur correspondant à un système métal-
lique de grandes dimensions par rapport à la longueur d’onde provoque une modification des conditions
aux limites, entraînant un déplacement des fréquences propres de résonance et la création de nouveaux
modes. Par conséquent, lors d’une rotation, chaque position du brasseur est associée à un environnement
électromagnétique spécifique.

A chaque cavité est associé un coefficient de qualité qui est un paramètre dépendant de la fréquence
et pouvant être assimilé au coefficient de surtension des circuits résonnants. Il permet de définir la puis-
sance nécessaire pour obtenir un niveau élevé du champ électrique dans le volume utile, et représente un
élément essentiel pour la caractérisation des pertes de la cavité. Le coefficient de qualité est un paramètre
déterminant pour évaluer la performance d’une CRBM.

Les propriétés d’homogénéité et d’isotropie du champ électromagnétique dans une CRBM idéale sont
issues du modèle de Hill [15] dont nous rappelons les éléments essentiels dans le paragraphe suivant.

1.2.2 CRBM idéale : Représentation intégrale de Hill

Le modèle de Hill [15] s’applique à une CRBM idéale et est basé sur une représentation analytique du
champ électrique qui s’écrit, pour chaque fréquence, comme la superposition intégrale d’ondes planes :

Ê(r) =

4π
∫

Ω=0

IE(r ,Ω)dΩ (1.2)

Chaque onde plane est donnée par :

IE(r ,Ω) = F (Ω) ejk(Ω).−→r (1.3)

où :

-−→r est le rayon position du point génériquer du champ électromagnétique sur une sphère de rayon
unité(S)
-F (Ω) est le vecteur polarisation
-Ω représente l’angle solide
-k (Ω) est le vecteur d’onde dans la direction de propagationur
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Pour chaque direction,Ω correspondant à la réalisation de la polarisation associéeF est fixée, et :







F(Ω) = Fθ (Ω) uθ + Fϕ (Ω) uϕ

Fθ (Ω) = FR
θ (Ω) + jFI

θ (Ω)

Fϕ (Ω) = FR
ϕ (Ω) + jFI

ϕ (Ω)

(1.4)

où (ur,uθ,uϕ) est la base orthonormée sphérique de l’espace vectoriel.
Le modèle permet de considérer une infinité d’ondes planes aléatoires de polarisation identiquement dis-
tribuée sur une sphère de rayon unité(S).

• Isotropie du champ électromagnétique interne à la cavité

Les parties réelles et imaginaires(FR
θ ,F

R
ϕ,F

I
θ,F

I
ϕ) de la polarisationF sont supposées indépendantes

et suivent la même loi normaleN (0, s2). Chaque onde plane étant affectée du même poids, le champ est
isotrope.

• Homogénéité du champ électromagnétique interne à la cavité

Les propriétés des parties réelles et imaginaires des différentes ondes planes (indépendance etN (0, s2))
permettent de démontrer que, sur la surface de(S), la moyenne du champ est nulle et que sa variance est
indépendante du point considéré. De là, découle la propriété d’homogénéité du champ électromagnétique
dans une CRBM idéale.

Pour chaque fréquence, et en chaque point du volume utile de la CRBM, lechamp électromagnétique
s’identifie à une variable aléatoire. Des réalisations de cette variable aléatoire peuvent être obtenues ex-
périmentalement en mesurant à chaque pas de brasseur et au point considéré du volume utile, les valeurs
des composantes du champ électrique.

Le modèle de Hill [15] s’applique au champ électromagnétique généré dans une CRBM idéale. Dans
le cas d’une CRBM réelle, la vérification des propriétés des grandeurs électromagnétiques internes au
volume utile peut être réalisée par comparaison des lois de probabilité expérimentale et théorique. Pour
ce faire, nous utiliserons dans le paragraphe suivant, des tests statistiques adaptés au type de données
obtenues dans la CRBM du LASMEA.

Il est à noter que l’incertitude sur les valeurs mesurées n’est pas uniquement due aux imperfections
de la CRBM. La précision des instruments de mesure peut également y contribuer [26].

1.2.3 Application de tests statistiques pour l’analyse desCRBM

Les tests statistiques d’hypothèses sont des outils qui permettent le rejet oule non-rejet des dif-
férentes hypothèses relatives au champ électromagnétique en CRBM réelle. Cependant, tous les tests
d’hypothèses ne peuvent pas être appliqués à la comparaison des lois deprobabilité théorique et expé-
rimentale des grandeurs électromagnétiques générées en CRBM. Dans ceparagraphe, nous présentons
une description des différents tests susceptibles d’apporter des informations dans le cadre de la caracté-
risation de la CRBM.
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L’application de tests statistiques requiert, cependant, un certain nombre dedonnées expérimentales de-
vant être indépendantes, cette propriété étant liée à l’efficacité du brassage.

1.2.3.1 Acquisition des données : critère de non corrélation

L’efficacité de brassage est fondamentale pour le fonctionnement correct d’une CRBM. La rotation
du brasseur est efficace pour le " mélange " des modes si la densité de modes est suffisamment élevée
à la fréquence considérée, cette propriété étant vérifiée aux hautes fréquences. Il suffit, dans ces condi-
tions, de modifier la position du brasseur d’un angle de valeur faible pour obtenir une structure du champ
électromagnétique indépendante de la précédente. En revanche, aux basses fréquences, les fréquences
correspondant à deux modes propres consécutifs sont plus espacées. Pour modifier la structure du champ
électromagnétique, il est donc nécessaire d’imposer un angle de rotation du brasseur plus important.
Un nombre élevé de configurations indépendantes du champ électromagnétique pendant une rotation du
brasseur, est donc une indication d’un brassage efficace.

Le coefficient de corrélation est un paramètre statistique utile qui donne le degré de dépendance de deux
variables aléatoires. Pour évaluer le lien entre les environnements électromagnétiques dans la CRBM
pendant une rotation du brasseur, le coefficient de corrélation est déterminé à partir des réalisations de
l’échantillon. La performance du brasseur est caractérisée, pour chaque fréquence et en un point donné
du volume utile, par l’estimée du coefficient de corrélation entre l’ensemble des réalisations relatives à
un nombreN de positions du brasseur et le même ensemble décalé d’un rang. Un tel coefficient s’obtient
par :

ρ =

∑N
i=1

(

ẋi −≪ ||Ê(f ; r)|| ≫N

)(

ẏi −≪ ||Ê(f ; r)|| ≫N

)

√

∑N
i=1

(

ẋi −≪ ||Ê(f ; r)|| ≫N

)2
∑N

i=1

(

ẏi −≪ ||Ê(f ; r)|| ≫N

)2
(1.5)

où les(ẋ)i,...,N sont les réalisations du module du champ électrique total et les(ẏ)i,...,N correspondent
aux mêmes réalisations après une permutation circulaire.
≪ ||Ê(f ; r)|| ≫N est la moyenne du module du champ électrique total surN positions du brasseur.

Le critère de " non corrélation " de deux échantillons est [4] :

ρj <
1

e
(1.6)

L’indice j correspond à l’échantillon relatif à une position du brasseur.

Pour, par exemple,500 échantillons sur360˚ de rotation, deux échantillons consécutifs correspondent
donc à un angle de0.72˚. L’angle minimal de rotation du brasseur, pour obtenir deux échantillons consé-
cutifs " non corrélés ", est celui à partir duquel le coefficient de corrélation devient inférieur à1/e. Il est
également appelé angle de " non-corrélation ".

La figure 1.2 représente la variation de l’angle de " non corrélation " pourla CRBM du LASMEA.
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En dessous de200MHz, le nombre d’échantillons non corrélés est donc très faible, l’angle de rota-
tion du brasseur devant être très élevé. L’insuffisance d’échantillonsqui en découle rend l’application
de tests statistiques très difficile voire impossible comme nous le verrons par la suite. En revanche, au
dessus de 200MHz, l’angle moyen de rotation du brasseur est approximativement de5˚ d’où un nombre
plus élevé d’échantillons "non corrélés".

FIG. 1.2 –Angle de rotation du brasseur pour avoir des réalisations " non corrélées " selon la norme
IEC 61000-4-21

Rigoureusement, pour pouvoir affirmer que deux échantillons sont non corrélés, leur coefficient de corré-
lation doit être nul. Rappelons par ailleurs que deux échantillons non corrélés ne sont pas nécessairement
indépendants.
Cependant, ce critère de " non-corrélation " sera utilisé pour l’acquisitiondes différents échantillons
nécessaires aux différents tests appliqués à la CRBM.

1.2.3.2 Tests d’adéquation de lois théoriques appliqués à la caractérisation des CRBM

L’application, en CRBM réelle, de tests d’adéquation de lois théoriques permet de vérifier le rejet ou
le non-rejet des différentes densités de probabilité théoriques concernant le champ électromagnétique en
CRBM réelle, à savoir la loi de Rayleigh d’ordre 2 pour les modules des composantes de ce champ et
la loi de Rayleigh d’ordre 6 pour le module du champ total. En effet, les partiesréelles et imaginaires
du champ électrique étant supposées indépendantes et suivre la même loi normaleN (0, s2), théorique-
ment, les modules des composantes du champ électrique suivent une loi de Rayleigh d’ordre 2 à facteur
d’échelles tandis que le module du champ électrique total suit une loi de Rayleigh d’ordre6 à facteur
d’échelles (cf. annexe B).

Le test d’adéquation habituellement utilisé dans le cadre de la caractérisationde la CRBM est le test
de Kolmogorov-Smirnov (test de KS) en raison de sa simplicité et de son efficacité. Ce test présente un
autre avantage qui est celui d’utiliser l’ensemble de l’information contenuedans les échantillons. Cepen-
dant, il ne peut pas être utilisé en tant que test d’adéquation à des lois théoriques de paramètres inconnus.
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Disposant de 500 échantillons de puissance reçue sur un tour de brasseur, nous nous proposons de dé-
terminer la fréquence limite d’utilisation de la CRBM par application, dans un premier temps, du test
d’adéquation du KS. Une manière pratique de remédier à l’inconvénient précédemment cité est de nor-
maliser la puissance reçuePr mesurée par une antenne placée dans le volume utile d’une CRBM, à sa
valeur moyenne≪ Pr ≫N obtenue sur une révolution de brasseur :

Pnorm
r =

Pr

≪ Pr ≫N
(1.7)

N étant le nombre de positions du brasseur. Un autre avantage de cette normalisation est de s’affranchir
de la puissance injectée.
En effet, si le module du champ électrique suit une loi de Rayleigh, la fonctionde répartition de la loi
théorique de cette puissance normaliséePnorm

r s’écrit [26] :

F0
P norm

r
= 1 − exp(−x) (1.8)

et ne requiert pas la connaissance de paramètres tels que la moyenne et l’écart-type.

Si FP norm
r

(x) représente les fréquences cumulées d’un échantillon d’effectifN de Pnorm
r , les hypo-

thèses à tester sont les suivantes :

• H0 : les valeurs observées dePnorm
r proviennent de la population décrite parF0

P norm
r

(x). H0 est
l’hypothèse à laquelle on croit ou celle qui permet de faire des calculs ou encore celle dont le rejet
est lourd de conséquences.

• H1 : H0 est fausse ; il s’agit de l’hypothèse alternative àH0.

La divergence entreF0
P norm

r
(x) etFP norm

r
(x) est caractérisée par le plus grand des écarts observésDis

(i.e. la fonction discriminante du test), soit :

Dis = max|FP norm
r

(x) − F0
P norm

r
(x)| (1.9)

Le risque d’erreur de première espèce est notéα et représente l’erreur qui consiste à rejeter une hypothèse
vraie. Le risque d’erreur de deuxième espèceβ représente, quant à elle, l’erreur commise en acceptant
une hypothèse fausse.
On peut alors, avec un risqueα fixé à l’avance et grâce à la table de Massey [21, 22, 23], conclure si
l’écart maximum entreF0

P norm
r

(x) etFP norm
r

(x) peut être imputé au hasard de l’échantillonnage ou, au
contraire, est dû au fait que l’échantillon n’est pas extrait d’une population décrite par la fonction de
distributionFP norm

r
(x).

Il est à noter que les tests statistiques ne nous aident qu’à rejeter une hypothèse fondamentaleH0, mais
jamais à l’accepter d’emblée (Tab. 1.1).
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Réalité H0 vraie H0 fausse
Décision

Non-rejet deH0 correct Manque de puissance
Risque de seconde espèceβ

Rejet deH0 Rejet à tort Puissance du test
Risque de première espèceα 1 − β

TAB . 1.1 –Critères des tests statistiques

Appliqué aux échantillons indépendants obtenus à partir des 500 mesures de la puissance reçue pour
différentes fréquences au point central de la CRBM (Mref ), le test d’adéquation de KS donne un " non-
rejet " de la loi théorique de la puissance, par conséquent celle du champélectrique, à partir de300MHz
pourα = 1% (Fig. 1.3). Pourα = 5% et pour l’erreur de première espèce la plus contraignante i.e.
α = 10%, l’adéquation à la loi théorique semble être respectée à partir de cette limite malgréla présence
de certaines fréquences ne respectant pas le seuil.

FIG. 1.3 –Test d’adéquation du KS appliqué à la puissance reçue normalisée à sa valeur moyenne pour
différentes valeurs de l’erreur de première espèceα

Nous nous proposons, dans un second temps, de vérifier la valeur de cette fréquence limite par applica-
tion d’un second test d’adéquation à savoir le test d’adéquation duχ2 de Pearson (cf. annexe C). Ce test,
contrairement à celui de KS, ne demande pas que la loi théorique soit entièrement spécifiée. Néanmoins,
le test duχ2 de Pearson nécessite, pour son application, un assez grand nombre d’observations puisque :

• aucune des classes ne doit avoir un effectif trop faible,

• le groupement par classes entraîne la perte d’une partie de l’information.
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Ce test ne peut donc pas être utilisé pour la caractérisation d’une CRBM aux basses fréquences, le nombre
d’échantillons " non corrélés " n’étant pas suffisant.

Appliqué aux différents échantillons de la puissance reçue normalisée à la valeur moyenne, le test d’adé-
quation duχ2 conduit à une valeur de la fréquence inférieure de " non-rejet " de la loi de Rayleigh égale
à 340MHz, pour une erreur de première espèce de1% (Fig. 1.4). Cette fréquence est globalement res-
pectée par les autres valeurs deα pour ce test d’adéquation.

FIG. 1.4 –Test d’adéquation duχ2 appliqué à la puissance reçue normalisée à sa valeur moyenne pour
différentes valeurs de l’erreur de première espèceα
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Le test duχ2 peut être utilisé à des fins diverses. Il permet, non seulement de juger sila loi théorique
F0

P norm
r

(x), choisie a priori pour caractériser une répartition expérimentaleFP norm
r

(x), doit être ou non
rejetée, mais également de juger si :

• plusieurs échantillons statistiques proviennent ou non d’une même population: test d’homogé-
néité,

• deux variables aléatoires dont on connaît des réalisations peuvent ou non être considérées comme
indépendantes : test d’indépendance.

Il est à noter que le principe du test d’homogénéité duχ2 est similaire à celui du test d’indépendance. La
différence réside dans les hypothèses confrontées et sur le type d’échantillon étudié.

Avec l’objectif de valider les résultats obtenus, ou encore de rechercher des informations complémen-
taires, ce test sera appliqué à la CRBM du LASMEA afin de préciser le domaine de fréquences où
l’homogénéité du champ électrique dans le volume utile peut être " garantie ".

1.2.3.3 Test d’homogénéité du khi deux pour l’analyse comportementale d’une CRBM

La norme IEC 61000-4-21 ne préconise pas l’application d’un test spécifique au contrôle de l’ho-
mogénéité du champ : seul un test d’uniformité est proposé. Il consiste à vérifier que les écart-types des
modules des composantes du champ en8 points du volume utile ne dépassent pas un certain gabarit. Le
critère d’uniformité a pour objectif de déterminer si la valeur maximale du module du champ électro-
magnétique peut être considérée comme " identique " en tous les points de la chambre et suivant toutes
les directions sur un tour de brasseur, aux incertitudes de mesures près. Notons ici que dans le cas de la
CRBM du LASMEA, le critère proposé par la norme est respecté dès80MHz.
Statistiquement, l’une des conditions nécessaires à l’homogénéité d’un champaléatoire est l’obtention
d’une moyenne constante en tout point de l’espace. Il a donc été nécessaire de procéder à des mesures
supplémentaires en80 points internes au volume utile, l’application du test d’homogénéité duχ2 né-
cessitant un nombre important de données expérimentales. Les positions des extrémités et du centre du
volume utile considéré sont données dans le tableau 1.2 :

Points X(m) Y(m) Z(m)
P1 1.25 0.75 1.46

P2 1.25 3.90 1.46

P3 5.45 0.75 1.46

P4 5.45 3.90 1.46

P5 1.25 0.75 2.06

P6 1.25 3.90 2.06

P7 5.45 0.75 2.06

P8 5.45 3.90 2.06

P9 3.35 2.32 1.76

TAB . 1.2 –Coordonnées des points délimitant le volume utile de la CRBM

Les points de mesure sont uniformément séparés dans chaque direction pour un total de 4, 4 et 5 points
sur les axes rectangulaires0x, 0y, 0z respectivement (Fig. 1.5).
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FIG. 1.5 –Emplacement des points de mesure du champ électrique dans le volume utilede la CRBM du
LASMEA

Des mesures du module des composantes rectangulaires du champ électriqueont été réalisées en chaque
point, dans la gamme de fréquences([250MHz − 1GHz]) pour51 positions du brasseur, soit un pas
angulaire de7˚. Cependant, les imperfections de la CRBM et les incertitudes sur les mesures font que
la moyenne du module du champ électrique ne peut pas être identique pour tousles points (Fig. 1.6), y
compris pour les fréquences où la densité de modes est très importante et où, a priori, le comportement
de la CRBM réelle tend vers celui de la CRBM idéale.

FIG. 1.6 –Moyenne du module du champ total en 80 points du volume utile

Le test d’homogénéité duχ2 appliqué à la CRBM peut apporter des informations sur l’homogénéité du
champ électromagnétique. Les hypothèses à tester sont les suivantes :

• H0 : La variableÊ(f ; r), représentant le module du champ total, se distribue de la même façon
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dans chacune des80 populations de référence (i.e.80 points).

• H1 : H0 est fausse.

Le test est appliqué, à chaque fréquence, entre les différents couples de points(Mref ,Mj)j=1,...,79,Mref

étant le point situé au centre du volume utile (Fig. 1.7).

FIG. 1.7 –Principe d’application du test d’homogénéité

Sur la Fig. 1.8, est représenté le pourcentage de tests (sur un total de 79tests effectués pour chaque
fréquence) pour lesquels nous observons un non-respect de la distance duχ2.

FIG. 1.8 –Pourcentage de couples de points (sur un total de 79) dépassant le seuil critique

A partir de340MHz, 20% des couples de points considérés sont inférieurs au seuil critique pourune
erreur de première espèce de5%. Ainsi, la tendance obtenue avec les tests d’adéquation de KS et duχ2

se confirme par le test d’homogénéité : le modèle probabiliste du champ défini par Hill [15] présente
ainsi des limites en-dessous de quelques centaines deMHz.
Nous admettons donc qu’en dessous de cette fréquence, il est nécessaire d’analyser le comportement
électromagnétique afin d’établir un modèle de champ représentatif du fonctionnement de la CRBM.
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1.2.4 Limitation en fréquence des études probabilistes

Dans une cavité, en l’absence du brasseur de modes, on peut identifiertrois zones de fréquences (Fig.
1.9) :

• la première où aucun, ou peu de modes sont excités,

• la deuxième (zone de transition) correspondant à un nombre de modes suffisamment élevé pour
que l’introduction d’un brasseur de modes soit efficace sur les propriétés du champ électromagné-
tique, interne à la cavité,

• le nombre de modes excités dans la troisième zone est suffisamment important pour que la pré-
sence du brasseur soit pratiquement inutile.

FIG. 1.9 –Illustration des différentes zones de fonctionnement d’une cavité

Dans la première zone, même en présence du brasseur, la cartographie du champ est quasiment la même
pour une rotation faible (2˚) de celui-ci tandis qu’aux plus hautes fréquences, les influences dela densité
de modes et du brasseur sont perceptibles sur la cartographie du champ(Fig. 1.10).

Pour modifier la structure du champ, il est donc nécessaire d’imposer un angle de rotation du brasseur
plus important et par conséquent un nombre d’échantillons " non corrélés " plus faible. A110MHz par
exemple où l’angle de non corrélation est de24.5˚, seuls14 échantillons " non-corrélés " peuvent être
obtenus. L’analyse probabiliste du champ électromagnétique en basses fréquences est impossible à réa-
liser en raison de cette insuffisance de données.

D’autre part, les propriétés d’homogénéité du champ n’étant pas valablesà ces fréquences, il nous est
impossible de simuler des trajectoires du champ (cf. annexe D) pour pallier le problème de manque
d’échantillons.
L’étude décrite dans le paragraphe suivant, relative à l’immunité de systèmes électroniques en CRBM, se
limitera donc aux hautes fréquences soit aux fréquences supérieuresà la fréquenceflim pour lesquelles
les hypothèses de Hill [15] seront considérées comme légitimes.
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FIG. 1.10 –Cartographie du module du champ total à320MHz et1GHz

1.3 Etude de l’immunité de systèmes électroniques

1.3.1 Approche probabiliste pour le calcul du courant induit en sortie d’une ligne de
transmission

En phase de conception, l’intérêt de la simulation numérique de systèmes complexes dans l’optique
de résoudre un problème de compatibilité électromagnétique (CEM) n’est plusà démontrer. Un autre
aspect important est la modélisation des moyens d’essais dont l’objectif estla génération d’un environne-
ment électromagnétique ; sa maîtrise conditionne l’analyse de la sûreté de fonctionnement des systèmes
électroniques. Parmi ces moyens d’essais, les avantages de la CRBM ne sont plus à démontrer. Cepen-
dant, un certain nombre d’interrogations subsistent au niveau des protocoles de mesures tant au niveau
de la phase de calibrage qu’au niveau des essais en immunité et, surtout, enémission.

En CRBM, l’équipement se trouve immergé dans un environnement électromagnétique d’incidence et de
polarisation aléatoires. Dans le but d’éviter la simulation de l’ensemble moyen d’essai / équipement sous
test pour l’étude du comportement du système sous test, l’approche proposée consiste à utiliser les lois
de distribution des grandeurs électromagnétiques générées dans la CRBMà partir des données expéri-
mentales ou théoriques. Hormis l’éviction de la simulation de la structure entière, cette approche permet
l’obtention d’une meilleure précision dans la simulation de la source de perturbation caractérisée par la
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loi de distribution du champ électrique.

Des recherches [26] fondées sur les travaux de Hill [15] et montrantque le champ électromagnétique
généré en CRBM peut être considéré comme une somme d’ondes planes, ont été menées. Les résultats
obtenus par Lucas Musso ont montré que le courant induit à l’extrémité d’une ligne de transmission
sans pertes en CRBM correspond à la valeur obtenue dans le cas d’un champ externe correspondant à la
superposition de vingt ondes planes de polarisation et d’incidence aléatoires.
La méthode proposée ici est basée sur la prise en compte des lois de probabilité des composantes du
champ. Cette approche utilise le formalisme d’Agrawal pour l’évaluation des courants et tensions induits
sur une ligne de transmission à deux conducteurs, illuminée par une onde plane.

1.3.1.1 Equations de couplage d’une ligne de transmission avec un champ électromagnétique ex-
terne

Considérons un conducteur sans pertes de longueurL et de hauteurh, fermé sur deux impédances
Z1 etZ2, situé au-dessus d’un plan de masse et illuminé par une onde plane caractérisée par le champ
électromagnétique(Ê(f ; r), B̂(f ; r)) = (Ê(f ;x, y, z), B̂(f ;x, y, z)), (x, y, z) étant les coordonnées car-
tésiennes du pointr (Fig. 1.11).

FIG. 1.11 –Conducteur sans pertes

D’après le formalisme d’Agrawal, le courant induit à l’extrémitéL de la ligne d’impédance caractéris-
tiqueZc, est solution de :

Is(f) = 1
(eγL−κ1κ2e−γL)

[

2Zc
(Z1+Zc)(Z2+Zc)

∫ h
0 Êz(f ; 0, 0, z)dz

− 1
Z2+Zc

(eγL − κ1e
−γL)

∫ h
0 Êz(f ;L, 0, z)dz

+ 1
Z2+Zc

(

∫ L
0 eγτ Êx(f ; τ, 0, h)dτ − κ1

∫ L
0 e−γτ Êx(f ; τ, 0, h)dτ

)

]

(1.10)

avec :
-γ : l’exposant linéique de propagation lié aux paramètres linéiquesr ,l,c,g de la ligne de transmission :

γ =
√

(r + jωl)(g + jωc) (1.11)
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-κ1 etκ2 : les coefficients de réflexion en entrée et en sortie de ligne.
-Êx, Êy, Êz : les composantes dêE dans la base orthonormée associée au repère cartésienR = (0,ex,ey,ez).

1.3.1.2 Loi de probabilité du courant induit en sortie de la ligne de transmission

Dans la mesure où le champ électrique excitateur de la ligne correspond au champ généré au sein du
volume utile de la CRBM et où le conducteur ne modifie pas l’environnement électromagnétique de la
CRBM, la source peut être considérée comme étant statistiquement homogèneet isotrope sur un tour de
brasseur.

En un pointr du volume utile, on a :

≪ Êx(f ; r) ≫N = ≪ Êy(f ; r) ≫N = ≪ Êz(f ; r) ≫N (1.12)

et en deux points de coordonnéesr1 et r2 :

≪ Êp(f ; r1) ≫N = ≪ Êp(f ; r2) ≫N , p ∈ {x, y, z} (1.13)

oùN est le nombre de positions du brasseur.
Autrement dit, la moyenne des composantes verticale et longitudinale du champ électrique externe est
indépendante de la position. Par suite, les deux premières intégrales intervenant dans l’expression du
courant peuvent être approchées par :

∫ h
0 Êz(f ; 0, 0, z)dz ≈ hÊz(f ; 0, 0, h)
∫ h
0 Êz(f ;L, 0, z)dz ≈ hÊz(f ;L, 0, h)

(1.14)

Soit :
Ê

R
z (f ; 0, 0, h), Ê

R
z (f ;L, 0, h), Ê

R
x (f ; τ, 0, h) et Ê

I
z(f ; 0, 0, h), Ê

I
z(f ;L, 0, h), Ê

I
x(f ; τ, 0, h) les parties

réelles et imaginaires des champs électriquesÊz(f ; 0, 0, h), Êz(f ;L, 0, h) et Êx(f ; τ, 0, h) respective-
ment.
Après quelques développements de l’équation (1.10), on obtient :

Is(f) = ℜ[Is(f)] + ℑ[Is(f)]

avec :

ℜ[Is(f)] =
(

a1Ê
R
z (f ; 0, 0, h) − b1Ê

I
z(f ; 0, 0, h) + a3Ê

R
z (f ;L, 0, h)

−b2Ê
I
z(f ;L, 0, h) + a3Ê

R
x (f ; τ, 0, h) − b3Ê

I
x(f ; τ, 0, h)

)

(1.15a)

ℑ[Is(f)] =
(

a1Ê
I
z(f ; 0, 0, h) + b1Ê

R
z (f ; 0, 0, h) + a2Ê

R
z (f ;L, 0, h)

+b2Ê
R
z (f ;L, 0, h) + a3Ê

I
x(f ; τ, 0, h) + b3Ê

R
x (f ; τ, 0, h)

)

(1.15b)
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où ai et bi(i = 1, 2, 3) correspondent respectivement aux parties réelles et imaginaires des coefficients
des composantes cartésiennes du champ électrique.

Hill [15] considère que les parties réelles et imaginaires des composantes rectangulaires du champ élec-
trique sont indépendantes, à distribution normale, à valeur moyenne nulle età écarts types égaux (s). Or,
toute combinaison linéaire de variables aléatoires gaussiennes est une variable aléatoire gaussienne. Par
suite,ℜ[Is(f)] etℑ[Is(f)] sont à distribution normaleN (≪ ℜ[Is(f)] ≫, s2ℜ[Is(f)]) etN (≪ ℑ[Is(f)] ≫, s2ℑ[Is(f)]).

Après développement et en tenant compte de l’indépendance des variables gaussiennes, nous en dé-
duisons queℜ[Is(f)] etℑ[Is(f)] sont des variables aléatoires gaussiennes, centrées, non corrélées, donc
indépendantes et de même variances2Is(f). Nous obtenons ainsi :

s2Is(f) = s2(a2
1 + b21 + a2

2 + b22 + a2
3 + b23) (1.16)

Par suite, le module du courant‖ Is(f) ‖ s’écrit :

‖ Is(f) ‖= sIs(f) ‖
◦
G ‖= sIs(f)

√

◦
G

2

1 +
◦
G

2

2 (1.17)

où
◦
G =

( ◦
G1,

◦
G2

)

est une variable aléatoire gaussienne standard à valeurs dansR
2.

Il en résulte que‖ Is(f) ‖ suit une loi de Rayleigh d’ordre 2 (Fig. 1.12) et de paramètresIs(f). Elle a
donc pour densité de probabilité, moyenne et écart-type :

P0
‖Is(f)‖(x) = x

sIs(f)
exp
(

− x2

2s2
Is(f)

)

1IR+
(x)

≪ ‖ Is(f) ‖ ≫ = sIs(f)

√

π
2

s‖Is(f)‖ = sIs(f)

√

2 − π
2

(1.18)

Observons que, d’après un résultat bien connu du calcul des probabilités, l’Eq.1.17 peut encore s’écrire :

‖ Is(f) ‖= sIs(f)

√
−2lnU (1.19)

oùU est une variable aléatoire uniforme sur[0, 1].
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FIG. 1.12 –Densité de probabilité du courant d’extrémité

1.3.1.3 Evaluation de la moyenne du courant induit en sortie de la ligne de transmission

Afin de valider cette approche probabiliste nous avons considéré une lignede transmission de para-
mètres identiques à ceux de la configuration étudiée par Lucas Musso danssa thèse, à savoir une ligne
sans pertes située au-dessus d’un plan de masse parfaitement conducteur, de longueurL = 50cm et de
hauteurh = 3cm. Ses résultats ont été obtenus en considérant que la source représentative de l’envi-
ronnement électromagnétique en CRBM correspond à un nombre fini d’ondes planes de polarisation et
d’incidence aléatoires. A partir des simulations de Monte-Carlo réalisées dans [26], dont les résultats ont
été validés par comparaison avec des mesures en CRBM, nous avons pu estimer l’écart-typesIs(f) des
parties réelle et imaginaire deIs(f). Les caractéristiques du champ de calibrage n’ayant pas été précisées
dans [26], seule la valeur de la moyenne≪ ‖ Is(f) ‖ ≫ de‖ Is(f) ‖ a pu être identifiée.

Les résultats obtenus sont présentés Fig. 1.13 où sont comparées, dans les mêmes conditions que dans
[26], les valeurs de≪ ‖ Is(f) ‖ ≫ déduites de simulations de Monte-Carlo à celles évaluées par notre
méthode.

FIG. 1.13 –Comparaison des estimées numériques de≪ ‖ Is(f) ‖ ≫ fournies par les deux méthodes
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La concordance correcte des deux courbes autorise la validation de la méthode proposée, basée sur les
hypothèses de Hill [15]. Le courant en sortie de la ligne de transmission peut ainsi s’obtenir simplement
à partir de la seule connaissance de l’écart-type des parties réelle et imaginaire du champ électrique de
calibrage en CRBM. L’intérêt d’une telle approche, outre sa simplicité de miseen oeuvre, est de faciliter
l’interprétation des mesures réalisées en CRBM.

Un second aspect important de cette étude est la recherche d’une analogie entre les niveaux d’immunité
mesurés en CA et en CRBM bien que ces moyens d’essais correspondent à des principes de fonctionne-
ment et de mesures différents.

1.3.2 Relation entre les amplitudes du champ électrique de calibrage en Chambre Ané-
choique et en Chambre Réverbérante à Brassage de Modes pour un même niveau
d’immunité

L’étude expérimentale de l’immunité de systèmes électroniques est généralement réalisée en CA.
Dans ce cas, l’équipement est soumis à une onde plane caractérisée parune polarisation et une incidence
bien définies. L’utilisation d’un plateau tournant permet alors de déterminerle niveau d’immunité le plus
pénalisant pour le système étudié. En revanche, en CRBM, l’équipement se trouve immergé dans un en-
vironnement électromagnétique d’incidence et de polarisation aléatoires. Peut-on envisager d’obtenir un
niveau d’immunité équivalent en CA et en CRBM ?

La " comparaison " entre les réponses des équipements est délicate : ces deux moyens d’essais sont as-
sociés à des principes physiques et des configurations de mesure différents. Ce problème a été à maintes
reprises étudié, l’objectif étant de préciser l’impact de la directivité sur lesrésultats de mesures sur équi-
pements.

Citons par exemple, Jansson et Bäckström [31] qui suggèrent d’ajouter une marge de10 − 15dB aux
valeurs mesurées en CRBM en raison des effets non négligeables de la directivité et de la polarisation en
CA.

Freyer et Bäckström [32, 33] ont prouvé que les essais en CA et en CRBM dépendent de la directivité
D de l’équipement. L’approche proposée montre que, sous certaines conditions d’essai, l’erreur biaisée
(rapport entre les valeurs mesurée et réelle du champ) est identique en CA et en CRBM.
Ladbury [30] a établi, expérimentalement, une relation entre les puissancesreçues par une antenne sans
pertes placée dans les deux moyens d’essais :

PCA
r

≪ Pr ≫ = 2D (1.20)

Enfin, une relation entre le module du champ‖ Ê
CA ‖ généré en CA et la valeur maximum‖ Ê ‖max du

module du champ électrique dans une CRBM a été introduite par Lucas Musso en considérant le champ
électrique dans la chambre réverbérante comme une somme finie d’ondes planes :

‖ Ê
CA ‖

‖ Ê ‖max

=

(

3
√
π

2

) 1
2 1√

D
.f(Pr) (1.21)
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avecf(Pr), une fonctionf de la puissance reçue.

Par conséquent, la recherche d’une relation théorique entre les champsde calibrage des deux moyens
d’essai peut conduire à une meilleure interprétation des mesures réalisées en CRBM, la CA étant, à ce
jour, le moyen d’essai le mieux maîtrisé et le plus souvent utilisé.

Afin de préciser les résultats obtenus précédemment, l’approche proposée prend en compte les proprié-
tés probabilistes du champ électromagnétique en CRBM. Pour cela, considérons de nouveau la ligne de
transmission dont les paramètres ont été précédemment précisés.

1.3.2.1 Courant induit à l’extrémité d’une ligne de transmission en environnement CRBM

Le champ électromagnétique généré en CRBM étant homogène et isotrope, ilest nécessaire de
prendre en compte la contribution des fils de descente de la ligne [28]. Le courant induit en sortie de
ligne de transmission peut s’exprimer par la formule suivante, issue du formalisme d’Agrawal et valable
quels que soient les angles de polarisation et d’incidence de la perturbation externe :

Is(f) = 1
J

∫ L
0 {Z20rsh(γx) + Zcch(γx)}Êx(f ;x, 0, h)dx+

1
J

∫ h
0 {Zcch[γ(h− z)] − Z20rsh[γ(h− z)]}Êz(f ; 0, 0, z)dz+

1
J

Zcch(γL)+Z20rsh(γL)
Zcch(γh)+Z2sh(γh)

∫ h
0 {Zcch[γ(h− z)] + Z2sh[γ(h− z)]}Êz(f ; l, 0, z)dz

(1.22)

avec :

J = Zc(Z20r + Z2Lr)ch(γL) + (Z20rZ2Lr + Z2
c )sh(γL)

oùZ20r etZ2Lr sont les impédances ramenées au niveau des brins verticaux en début et fin de ligne.

Conformément à l’hypothèse de Hill [15], en un point donné du volume utile de la CRBM, les valeurs
moyennes des modules des composantes cartésiennes du champ électrique peuvent être supposées égales.

Des mesures du champ électrique ont été effectuées en deux points distantsdeL = 50cm du volume utile
de la CRBM du LASMEA. Les trois composantes cartésiennes du champ électriques ont été mesurées
dans la gamme de fréquences[600MHz − 1.2GHz] et pour51 positions de brasseur. La moyenne et
l’écart-type du module des composantes du champ électrique de calibrage, respectivement égaux à3 et
2V/m, permettent alors, de déterminer les propriétés statistiques du second ordre du module du courant
induit à l’extrémité de la ligne, à savoir sa moyenne≪ ‖ Is(f) ‖ ≫ et son écart-type.

1.3.2.2 Courant induit à l’extrémité d’une ligne de transmission en environnement CA

En CA, la valeur maximale‖ Is(f)CA ‖max du module du courant induit est fonction des angles
θp, ϕ, θ de polarisation, d’azimut et d’élévation caractérisant le champ externe. Le courant est donné par
[26] :
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ICA
s (f) = 2hÊ

CA
(f)

cosh(γL)(Z1+Z2)+sinh(γL)(Zc+
Z1Z2

Zc
)

sin(khcosθ)
khcosθ {jkcosθ(−sinθpcosθsinϕ+ cosθpcosϕ)

[

1
2

(

1 + Z1
Zc

)

e(γ+jksinθsinϕ)L−1
γ+jksinθsinϕL − 1

2

(

1 − Z1
Zc

)

e−(γ+jksinθsinϕ)L−1
γ−jksinθsinϕL

]

+sinθpsinθ
[

1 −
(

cosh(γL) + sinh(γL)Z1
Zc

)

e(γ+jksinθsinϕ)L
]

}

(1.23)

aveck = ω
c , le nombre d’onde caractérisant la propagation dans l’air.

Afin de simuler les conditions expérimentales, l’angleϕ suit une loi uniforme sur l’intervalle [02π],
l’angleθ est pris égal à0.
Deux valeurs sont considérées pourθp :
θp = 0 caractérisant la polarisation verticale etθp = π

2 la polarisation horizontale.

1.3.2.3 Relation entre les champs de calibrage en CA et en CRBM pour un niveau d’immunité
équivalent

Il s’agit ici d’établir une correspondance entre le module du champ électrique de calibrage en CA :

‖ Ê
CA

(f) ‖max et la valeur moyenne≪ ‖ Ê(f) ‖ ≫N (sur une révolution du brasseur) du module du
champ électrique de calibrage en CRBM, pour un même niveau d’immunité. Cela revient à considérer,
dans le cas d’une ligne de transmission, que la valeur maximale du courant induit en CA à l’extrémité du
conducteur est identique à la valeur moyenne du module du courant induit en CRBM, soit :

‖ IsCA(f) ‖max= ≪ ‖ Is(f) ‖ ≫N (1.24)

Ceci nous conduit à l’évaluation du rapport :

‖ Ê
CA

(f) ‖eff

≪ ‖ Ê(f) ‖ ≫N

(1.25)

‖ Ê
CA

(f) ‖eff étant la valeur efficace du module du champ en CA.

Pour un rapport‖ Ê
CA

(f) ‖eff/≪ ‖ Ê(f) ‖ ≫N = 1, ce qui correspond à des niveaux de champ élec-
trique de calibrage équivalents pour les deux moyens d’essai, l’évolutiondes courants≪ ‖ Is(f) ‖ ≫N

et‖ IsCA(f) ‖max en fonction de la fréquence est donnée par la Fig. 1.14.
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FIG. 1.14 –Evolution de≪ ‖ Is(f) ‖ ≫N et ‖ Is
CA(f) ‖max en fonction de la fréquence et pour

‖ Ê
CA

(f) ‖eff = ≪ ‖ Ê(f) ‖ ≫N

Cette courbe met en évidence les différences de comportement de la ligne detransmission en CA et
en CRBM, au niveau de l’amplitude et de l’évolution en fonction de la fréquence du module du courant
induit. Afin d’interpréter ces résultats, assimilons la ligne de transmission à uneantenne sans perte.

Le courant circulant dans la chargeZ2 peut alors être obtenu à partir du schéma équivalent de Thé-
venin donné sur la Fig. 1.15,Vco désignant la tension en circuit ouvert etZin,Z2 les impédances d’entrée
et de charge de la ligne en réception.

FIG. 1.15 –Schéma de Thévenin équivalent à la ligne de transmission

Il en résulte qu’en CA, le module du courant induit sur la ligne s’obtient par :

‖ ICA(f) ‖max =
heff‖ Ê

CA
(f) ‖max

|Zin + Z2|
(1.26)

oùheff est la hauteur effective de l’antenne.
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Par ailleurs, en CRBM, l’application du théorème de réciprocité nous fournit un rapport entre la ten-
sion en circuit ouvert et la valeur moyenne du courant [29]. On obtientainsi la relation suivante, en
supposant l’antenne sans perte :

|Vco|2
4Rray

=
≪ ‖ Ê(f) ‖ ≫2

N

Z0

λ2

8π
(1.27)

où λ et Z0 sont respectivement la longueur d’onde et l’impédance du vide ;Rray est la résistance de
rayonnement de l’antenne.
A partir du schéma équivalent (Fig. 1.15) et de l’équation (1.27) nous obtenons :

≪‖ Is(f) ‖≫2 =
Rrayλ

2

2πZ0

≪ ‖ Ê(f) ‖ ≫2

N

|Zin + Z2|2
(1.28)

En identifiant les relations (1.26) et (1.28) il vient :

‖ Ê
CA

(f) ‖
2

max

≪ ‖ Ê(f) ‖ ≫2

N

=
Rray

Z0h2
eff

λ2

2π
(1.29)

Or la directivité maximale de l’antenne est donnée par :

D =
k2Z0h

2
eff

4πRin
=

π

λ2

Z0h
2
eff

Rin
(1.30)

Enfin, en associant les équations (1.29) et (1.30), nous en déduisons:

‖ Ê
CA

(f) ‖max

≪ ‖ Ê(f) ‖ ≫N

=
1√
2D

(1.31)

soit encore, puisque‖ Ê
CA

(f) ‖max =
√

2‖ Ê
CA

(f) ‖eff :

‖ Ê
CA

(f) ‖eff

≪ ‖ Ê(f) ‖ ≫N

=
1

2
√
D

(1.32)

où‖ Ê
CA

(f) ‖eff est la valeur efficace du module du champ électrique en CA.
Les résultats fournis par cette équation et ceux déduits des simulations de Monte-Carlo sont en très bon
accord, comme on peut l’observer sur Fig. 1.16.
Cette relation simple fait intervenir la directivité et a été établie pour une antennesans perte. Les di-
mensions du système utilisé sont assez faibles pour ne pas perturber les caractéristiques probabilistes de
l’environnement électromagnétique en CRBM.
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FIG. 1.16 –Evolution du rapport‖ Ê
CA

(f) ‖eff/≪ ‖ Ê(f) ‖ ≫N en fonction de la fréquence

Il est à noter que cette méthodologie, qui utilise les propriétés statistiques du second ordre du champ
électrique en CRBM, reste valable quelle que soit la loi de distribution suivie par cette grandeur. Rap-
pelons ici que l’avantage de la méthode probabiliste présentée est de s’affranchir de la simulation de la
CRBM, l’étude de la réponse d’un objet en environnement CRBM pouvant conduire en effet à des temps
de calculs prohibitifs.

Conclusion

Dans ce chapitre, le test d’adéquation de KS aux lois de probabilité théoriques issues des travaux de
Hill a permis de déterminer une fréquence minimale d’utilisation de la CRBM. La valeur de cette fré-
quence limite a pu être ajustée d’une part, par l’utilisation du test d’adéquationaux lois théoriques duχ2

de Pearson, et, d’autre part, par le test d’homogénéité duχ2. L’utilisation de ces différents tests ont per-
mis de définir une fréquence limite de fonctionnement optimale de la CRBM du LASMEA, située autour
de340MHz. Aux fréquences supérieures à ce seuil, l’étude de l’immunité d’un systèmeélectronique ne
modifiant pas l’environnement électromagnétique, en l’occurrence une ligne de transmission sans pertes,
a pu être réalisée en modélisant la source via les lois de probabilité des grandeurs électromagnétiques gé-
nérées en CRBM. En effet, dans le cadre de l’approche proposée, lechamp électromagnétique illuminant
l’objet sous test, a été pris en compte par les lois de probabilité de ses composantes. Cette méthode a per-
mis de déterminer la densité de probabilité du courant induit à l’extrémité d’une ligne de transmission en
CRBM, sans recourir à la modélisation de l’ensemble cavité/brasseur en rotation, et donc sans nécessiter
des temps de calculs importants. En vue d’une meilleure interprétation des résultats issus de la CRBM
à partir de ceux, mieux maîtrisés, obtenus en CA, une formule simple entre les champs électriques de
calibrage en CA et en CRBM a été établie en considérant un niveau d’immunitééquivalent dans les deux
structures. Nous avons en particulier montré que la connaissance de la variance des parties réelle et ima-
ginaire du champ électrique permet une évaluation rapide du module du courant en sortie d’une ligne de

Application de méthodes probabilistes à l’analyse des couplages en Compatibilité Electromagnétique et contribution à la
sûreté de fonctionnement de systèmes électroniques



CHAPITRE 1. CHAMBRE RÉVERBÉRANTE ET MODÉLISATION STOCHASTIQUE 46

transmission. Cependant, la connaissance d’un tel paramètre doit recourir à des techniques statistiques
d’identification du champ électromagnétique dans la CRBM.
Cette approche exige néanmoins de disposer d’un nombre important de données. Au niveau expérimen-
tal, la quantité de mesures nécessaires conduirait à des programmes d’essais de durée prohibitive. On
peut alors envisager de recourir à la modélisation numérique de la CRBM, cequi n’est pas sans difficul-
tés. En effet, les simulations sont liées notamment à la méconnaissance des paramètres électriques de la
structure, comme par exemple la conductivité des parois, ainsi que la nécessité de prendre en compte la
rotation du brasseur pour l’obtention de résultats réalistes.
Pour ces différentes raisons, les travaux présentés dans le second chapitre font référence aux résultats de
Hill pour la caractérisation de l’environnement électromagnétique en CRBM.Ce moyen d’essai permet-il
de reproduire de manière réaliste l’environnement réel ? Plaçons-nousdans le cas particulier des équi-
pements automobiles. Le problème alors posé est de déterminer, à partir d’une méthode d’estimation de
champ aléatoire, les paramètres probabilistes du champ électromagnétique généré à l’intérieur de struc-
tures semi-fermées, telles qu’un véhicule automobile. En effet, la question soulevée est de mesurer la
pertinence des mesures CEM sur équipements en CRBM vis-à-vis des caractéristiques réelles du champ
électromagnétique à l’intérieur de l’habitacle.
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La modélisation stochastique peut se définir comme une description simplifiée d’une conjoncture
dans un formalisme mathématique permettant de tenir compte de la réalité de l’incertain. Les modèles
stochastiques permettent d’analyser efficacement et avec réalisme des configurations complexes. Les
méthodes probabilistes qui leur sont associées commencent aujourd’huià intégrer la boîte à outils des
scientifiques, et ce dans des domaines très variés comme par exemple la gestion de production, l’op-
timisation, la fiabilité, les finances et assurances, le traitement d’images et de laparole, la biologie, la
mécanique, . . .

En électronique et en télécommunications, l’étude des processus aléatoiresprésente notamment un inté-
rêt dans le secteur des communications numériques où certains signaux sont impossibles à caractériser a
priori. L’exploitation des processus aléatoires est aussi à la base de nombreuses approches en traitement
du signal, tant pour caractériser le contenu fréquentiel du signal (analyse spectrale), que pour filtrer, coder
et tatouer un signal de parole. Plus généralement, les sources d’information telles que le son, les images
sont aléatoires et varient dans le temps. Enfin, les processus aléatoiresont une application directe dans le
cadre du traitement du trafic dans les réseaux et notamment pour l’analysedu temps de transfert et /ou
du temps de traitement d’un paquet d’informations de taille aléatoire, généré àdes intervalles de temps
aléatoires.

L’utilisation de ces processus s’impose pour étudier un système où, à chaque instant, plusieurs évolutions
sont possibles, chacune d’elles ayant une certaine probabilité d’être réalisée. Lorsqu’il n’est pas néces-
saire de connaître l’historique du système pour prédire son évolution future, mais que la connaissance
du présent suffit, l’évolution du système pourra être modélisée par un processus aléatoire particulier : le
processus de Markov. Généralement, ces modèles incluent des paramètres dont les valeurs exactes sont
inconnues. La statistique est donc encore appelée à jouer un rôle de pont entre le modèle théorique déter-
ministe et son utilisation pratique. En effet, on cherchera, à partir d’observations du phénomène étudié, à
obtenir des estimations de ces paramètres, à tester des hypothèses relatives à leur comportement ou, plus
globalement, à vérifier l’ajustement du modèle lui-même à la réalité.

Ces méthodes probabilistes sont ainsi devenues des outils classiques d’analyse et de modélisation de
signaux expérimentaux issus d’expériences de natures diverses. Cependant, un nombre important de
questions fondamentales demeurent quant à la simulation, l’identification de modèles ou encore l’esti-
mation de paramètres. Des progrès sur ces questions ne seront obtenusqu’à travers des interactions fortes
entre différentes spécialités (mathématiques, traitement du signal, statistiques et applications, . . .).

Ce chapitre présente une introduction aux méthodes probabilistes appliquées aux problématiques CEM,
pour l’analyse de l’environnement électromagnétique dans des structures semi-fermées.
Les temps de calcul et de mesure du champ électromagnétique pouvant devenir prohibitifs, la mise
au point de modèles de prédiction du comportement du champ électromagnétiquedans une cavité est
devenue une thématique d’actualité. Une difficulté fondamentale réside dansle fait que les propriétés
physiques du champ électromagnétique ne sont pas parfaitement connuesen tout point de l’espace. Un
cheminement consiste à modéliser l’environnement électromagnétique par un champ aléatoire et ensuite,
à identifier ce dernier. Les modèles probabilistes de champs aléatoires généralement utilisés sont, tout en
vérifiant des propriétés mathématiques fondamentales, pilotés par un petit nombre de paramètres com-
prenant notamment les grandeurs du second ordre (moyenne, variance, fonction de corrélation, densité
spectrale) ou des paramètres liés à ces grandeurs (longueur de corrélation, facteur d’échelle, . . .). L’étape
première de l’identification de champs aléatoires est donc l’estimation de ces différents paramètres. Ce
volet, nécessaire à la modélisation probabiliste et à l’identification de champs aléatoires, requiert ce-
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pendant un nombre important d’échantillons pouvant difficilement être obtenus expérimentalement ou
numériquement. En CRBM, notamment, les expérimentations s’avèrent longues et coûteuses tandis que
les codes numériques demandent d’importantes ressources informatiques.
C’est pourquoi, l’étude présentée dans ce chapitre est fondée sur les hypothèses de Hill concernant les
caractéristiques de l’environnement électromagnétique en CRBM : des données issues de la simulation
d’un véhicule automobile soumis à un champ électromagnétique externe ont été fournies par la société
PSA Peugeot Citroën. Les normes actuelles proposent la CRBM comme moyend’essai en immunité
rayonnée pour les équipements confinés dans des enceintes métalliques fermées ou semi-fermées (vé-
hicule automobile, avion,. . .). Il importe alors d’appréhender en quel sens l’environnement en CRBM
peut être «comparé» à celui généré à l’intérieur de ces systèmes soumis à un champ électromagnétique
perturbateur. Des prémices de réponses à cette question peuvent être obtenues par la comparaison des pa-
ramètres statistiques (densité de probabilité marginale d’ordre 1, fonction derépartition, corrélation,. . .)
du champ électromagnétique dans ces types d’environnements. Telle est la démarche que nous avons
adoptée dans ce chapitre. Mais, ne disposant pas d’un nombre suffisant d’échantillons en CRBM pour
l’estimation de l’ensemble des paramètres statistiques, la comparaison se fera ici uniquement par le biais
des estimées des densités de probabilité marginales d’ordre 1 du champ électromagnétique, désignées,
par la suite et dans un souci de simplification, par densités de probabilité.
Enfin, dans le but de déterminer les paramètres statistiques de l’environnement habitacle, des estimateurs
statistiques performants ont été appliqués à des données générées par un code FDTD (Finite Difference
in Time Domain) pour la modélisation d’un véhicule soumis à un champ électromagnétique aléatoire.

2.1 Comparaison des paramètres probabilistes des environnements CRBM
et véhicule automobile

Les équipements électroniques devant assurer des fonctions dans les véhicules automobiles rendent
incontournables l’évaluation des risques CEM. Les essais automobiles sont habituellement réalisés en
CA. Or, on constate un intérêt naissant et croissant du domaine industriel automobile pour les CRBM,
issu de la nécessité de rendre plus efficace le processus de contrôle des véhicules, allant jusqu’à l’homo-
logation CEM.

Ce processus (préconisation-validation-homologation) accompagne la conception et le développement
du véhicule depuis la phase de conception de chaque partie (équipements électriques et électroniques,
câblage, carrosserie) jusqu’à la phase d’homologation finale du véhicule. Le processus étant complexe,
il est impératif de rendre fiable chaque étape et de corréler les résultats entre les étapes successives afin
d’optimiser le processus global, en l’occurrence pour les mesures d’immunité rayonnée sur équipements
(«sur table») et sur véhicule. L’un des soucis est lié respectivement àla fiabilité, à la reproductibilité, et
à la corrélation des résultats de mesure, qui sont notamment obtenus en CA.Les résultats de mesure sont
affectés d’une incertitude liée à plusieurs causes difficilement maitrisables :configuration de mesure, ca-
ractéristiques différentes d’une CA à l’autre, . . .. Cela nuit à la reproductibilité des mesures et se traduit
concrètement par l’application de marges de sécurité sur les contraintes imposées aux équipements. Lors
des tests en CA, l’équipement est exposé à une illumination par une onde plane : se pose alors la ques-
tion de la représentativité du test vis-à-vis de l’environnement réel. En revanche, lorsque l’équipement
est embarqué, l’interaction avec les parties métalliques du véhicule provoque de multiples réflexions. On
peut alors penser assimiler l’habitacle du véhicule à une cavité, voire à uneCRBM. Ainsi, les normes
actuelles proposent cette structure comme un moyen d’essai alternatif pourles équipements automobiles
afin de rendre les mesures plus fiables et ainsi, optimiser le processus CEMglobal.
Néanmoins, la structure externe assez complexe du véhicule soulève beaucoup de questions concernant
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les caractéristiques du champ dans cet environnement comparé à un environnement réverbérant. En effet,
environ1/3 des bords extérieurs entourant le compartiment interne est constitué de vitres alors que le
reste est métallique (Fig. 2.1).

FIG. 2.1 –Représentation d’un véhicule automobile

Ainsi, la transposition des tests sur véhicule vers des essais sur table demeure toujours une question sans
réponse. Les études expérimentales antérieurement menées à ce sujet [38] ont porté sur le couplage sur
table et sur véhicule du réseau Laguna II, le réseau sur véhicule étantfixé à proximité de la caisse du
véhicule. Les conclusions ont notamment porté sur des différences entre les deux types d’essais, diffé-
rences notamment liées à un «effet d’écran» de la caisse du véhicule surle réseau.

Dans notre approche, la comparaison proposée porte sur les densités de probabilité du champ électrique
en CRBM et dans le véhicule. Afin de prendre en compte les imperfections des deux structures, notam-
ment liées à la présence d’ouvertures, les données sont d’une part issues de résultats expérimentaux de la
CRBM du LASMEA et, d’autre part, fournies par PSA Peugeot Citroën.

2.1.1 Estimation des densités de probabilité du champ électromagnétique en CRBM

Le module du champ électromagnétique est mesuré en80 points du volume utile et pour51 posi-
tions de brasseur dans la gamme de fréquences[250MHz − 1GHz], ce qui représente51 trajectoires
et 80 points d’échantillonnage de chaque trajectoire. Conformément aux tests statistiques et aux tra-
vaux de Hill correspondant à une CRBM idéale et, dans le but de contourner le problème du manque
de données, l’hypothèse d’homogénéité et d’ergodicité du champ électromagnétique sera admise à partir
de390MHz conformément aux résultats du chapitre 1. Cette hypothèse nous permettra de confronter
statistiques d’ensemble et statistiques trajectorielles et de supposer la densitéde probabilité du champ
indépendante de la variable d’espace.
Sur la base de cette hypothèse, nous pouvons alors admettre que nous disposons, pour chacun des mo-
dules‖ Êx(f ; r) ‖, ‖ Êy(f ; r) ‖, ‖ Êz(f ; r) ‖ des composanteŝEx(f ; r), Êy(f ; r), Êz(f ; r) du champ
électromagnétique de(51 × 80) réalisations des observations de ces modules. D’autre part, en complé-
ment au chapitre 1, les expressions des différentes lois théoriques et etcelles de leurs paramètres seront
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données. Afin de simplifier les notations,Êp(f ; r) sera ici noté̂Ep, p ∈ {x, y, z}.

2.1.1.1 Densité de probabilité du module d’une composante du champ électrique

Chaque composantêEp, p ∈ {x, y, z}, du champ électrique peut s’écrire :

Êp = Ê
R
p + jÊ

I
p (2.1)

où Ê
R
p et Ê

I
p sont respectivement les parties réelle et imaginaire deÊp.

D’après Hill [15], ∀p ∈ {x, y, z}, les observations dêE
R
p et Ê

I
p en tout point sont des variables in-

dépendantes gaussiennes, centrées et de même écart-types, i.e. Ê
R
p , Ê

I
p ∼ N (0, s2). Par conséquent,

∀p ∈ {x, y, z}, ||Êp|| =

√

(Ê
R
p )2 + (Ê

I
p)

2 peut s’écrire :

||Êp|| = s ‖
◦
G ‖= s

√

◦
G1

2

+
◦
G2

2

(2.2)

avec
◦
G = (

◦
G1,

◦
G2) est une variable aléatoire gaussienne standard à valeurs dansR

2, i.e.
◦
G ∼ N (02, I2×2).

Il en résulte que‖ Êx ‖, ‖ Êy ‖, ‖ Êz ‖ suivent une loi de Rayleigh d’ordre 2 à facteur d’échelles et
ont pour densité de probabilité (cf. annexe B) :

P‖Êp‖(x) =
xe−

x2

2s2

s2
1IR+

(x) (2.3)

Leurs moyenne≪ ‖ Êp ‖ ≫ et écart-types||Êp|| s’écrivent en outre :

≪ ‖ Êp ‖ ≫= s
√

π
2

s‖Êp‖ = s
√

2 − π
2

(2.4)

avecp ∈ {x, y, z}.
En pratique,s est choisi tel que :

s2 =
s2
m‖Êp‖

+ s2
e‖Êp‖

2
(2.5)

où :

sm‖Êp‖ = ≪ ‖ ˜̂Ep ‖ ≫ 1
√

2
π

se‖Êp‖ = s̃‖Êp‖
1√
2−π

2

(2.6)
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avec≪ ‖ ˜̂Ep ‖ ≫ et s̃‖Êp‖, les estimées statistiques de la moyenne et de l’écart-type du module deÊp.

Notons que, toujours d’après Hill [15], non seulement, en tout point,Ê
R
p et Ê

I
p sont isonomes et in-

dépendantes pour toutp, mais il en est de même des trois couples(Ê
R
p , Ê

I
p), p ∈ {x, y, z}, avec de plus

une indépendance d’ensemble. Par conséquent, en tout point, les six variables aléatoires
(

Ê
R
x , Ê

R
y , Ê

R
z ,

Ê
I
x, Ê

I
y, Ê

I
z

)

sont isonomes de loiN (0, s2) et indépendantes dans leur ensemble.

A titre d’exemple, la Fig. 2.2 présente une comparaison, à la fréquence de970MHz, des fonctions
de répartition théorique et estimée à partir des mesures expérimentales en CRBM de ‖ Êy ‖. On peut
observer une adéquation satisfaisante entre les deux distributions.

FIG. 2.2 –Comparaison entre les fonctions de répartition théorique et estimée de‖ Êy ‖

2.1.1.2 Densité de probabilité du module du champ électrique total

Le module du champ total s’écrit en chaque point :

‖ Êtot ‖=
√

∑

p=x,y,z

(ER
p )2 +

∑

p=x,y,z

(EI
p)

2 (2.7)

Or, nous venons de voir qu’en chaque point, ces six variables aléatoires sont indépendantes dans leur
ensemble et distribuées selon la même loi gaussienne centrée d’écart-types. Par conséquent, ce module
peut encore s’écrire :

‖ Êtot ‖= s ‖
◦
G ‖ (2.8)
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avec
◦
G = (

◦
G1, . . . ,

◦
G6) est une variable aléatoire gaussienne standard à valeurs dansR

6, i.e.
◦
G ∼

N (06, I6×6).
Il en résulte que‖ Êtot ‖ suit une loi de Rayleigh d’ordre 6 à facteur d’échelles et a donc pour densité
de probabilité, moyenne et écart-type (cf. annexe B) :

P‖Êtot‖(x) = x5e
− x2

2s2

8s6 1IR+
(x)

≪ ‖ Êtot ‖ ≫ = s15
√

2π
16

s‖Êtot‖ = s
√

6 − 225π
128

(2.9)

En pratique,s est choisi tel que :

s2 =
s2
m‖Êtot‖

+ s2
e‖Êtot‖

2
(2.10)

où :

sm‖Êtot‖ = ≪ ‖ ˜̂Etot ‖ ≫ 1
15

√
2π

16

se‖Êtot‖ = s̃‖Êtot‖
1

√

6− 225π
128

(2.11)

avec≪ ‖ ˜̂Etot ‖ ≫ et s̃‖Êtot‖, les estimées statistiques de la moyenne et de l’écart-type du module de

Êtot.

A titre d’illustration, la Fig. 2.3 montre une comparaison, à la fréquence de950MHz, de la fonction
de répartition théorique de‖ Êtot ‖ et celle estimée à partir des mesures expérimentales effectuées en
CRBM. Comme précédemment, on peut observer un accord tout à fait acceptable entre ces deux distri-
butions.

L’objectif est maintenant d’estimer la densité de probabilité du module du champ induit à l’intérieur
du véhicule automobile soumis à une onde électromagnétique externe. Il s’agit donc de déterminer les
caractéristiques de l’environnement électromagnétique correspondant,d’une part au centre de l’habitacle,
et d’autre part à l’emplacement des équipements électroniques.
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FIG. 2.3 –Comparaison entre les fonctions de répartition théorique et estimée de‖ Êtot ‖

2.1.2 Caractéristiques du champ électromagnétique dans levéhicule et comparaison avec
la CRBM

Avant de soumettre le véhicule complet aux tests, les différents équipements doivent être qualifiés
vis-à-vis des exigences CEM. Cependant, se pose le problème de la représentativité du test équipement
lorsque celui-ci est soumis à une onde plane. Dans quelle mesure peut-onassimiler l’habitacle incluant
un certain nombre d’équipements électroniques à une cavité résonante ?

Dans le cadre de cette étude, les données de simulation numérique du champ électromagnétique gé-
néré dans un véhicule automobile ont été fournies par la société PSA Peugeot Citroën. Le système est
soumis à une onde extérieure issue d’une antenne située sur le toit du véhicule. La comparaison de son
environnement interne à celui d’une CRBM fera l’objet de cette étude quisera divisée en deux parties.
La première portera sur une comparaison statistique du champ électromagnétique dans l’habitacle du
véhicule et dans le volume utile de la CRBM.
Par ailleurs, les appareils électroniques, et plus particulièrement les faisceaux des câbles, ne sont pas lo-
calisés dans l’habitacle, mais plutôt près de la caisse du véhicule. La deuxième partie se focalisera donc
sur l’environnement des équipements électroniques comparé à celui du volume utile de la CRBM.
Les fréquences d’étude sont les suivantes :27MHz, 85MHz, 146MHz, 172MHz, 390MHz, 433MHz
et900MHz.

2.1.2.1 Champ électromagnétique dans le compartiment véhicule

Les données du champ électromagnétique sont obtenues, pour une configuration de l’antenne d’émis-
sion, en8111 points représentés sur la Fig. 2.4. Ces points sont situés à l’intérieur de l’habitacle du véhi-
cule et loin des parois, la distance entre deux points étant de5cm.

Application de méthodes probabilistes à l’analyse des couplages en Compatibilité Electromagnétique et contribution à la
sûreté de fonctionnement de systèmes électroniques



CHAPITRE 2. CARACTÉRISATION PROBABILISTE DE L’ENVIRONNEMENT ÉLECTROMAGNÉTIQUE
DANS DES STRUCTURES SEMI-FERMÉES 55

FIG. 2.4 –8111 points de calcul dans l’habitacle du véhicule

A partir de 433MHz, les parties réelles et imaginaires du champ électrique suivent une distribution
gaussienne de moyenne nulle comme l’illustre la Fig. 2.5 à la fréquence particulière de900MHz.

FIG. 2.5 –Fonction de répartition de la partie réelle dêEx à 900MHz

On peut vérifier que les modules des composantes du champ suivent bien une loi de Rayleigh d’ordre 2
à facteur d’échelle, comme en témoigne la Fig. 2.6, toujours à la fréquence de900MHz.

Application de méthodes probabilistes à l’analyse des couplages en Compatibilité Electromagnétique et contribution à la
sûreté de fonctionnement de systèmes électroniques



CHAPITRE 2. CARACTÉRISATION PROBABILISTE DE L’ENVIRONNEMENT ÉLECTROMAGNÉTIQUE
DANS DES STRUCTURES SEMI-FERMÉES 56

FIG. 2.6 –Densité de probabilité de‖ Êy ‖ à 900MHz

On peut également constater que la loi de Rayleigh d’ordre 6 est en bonne adéquation avec la distri-
bution expérimentale du module du champ total dans la voiture comme le montre la Fig. 2.7.

FIG. 2.7 –Densité de probabilité de‖ Êtot ‖ à 900MHz

De plus, les densités de probabilité en CRBM et dans le véhicule sont en bonaccord, comme le montre
la Fig. 2.8 qui compare les densités de probabilité des modules du champ total normalisés par rapport à
la moyenne, dans les deux structures.
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FIG. 2.8 –Densité de probabilité de‖ Êtot ‖ dans l’habitacle et en CRBM à900MHz

Après estimation de la densité de probabilité des modules des composantes du champ aux différentes
fréquences pour lesquelles on dispose de données numériques, la concordance entre les estimées expéri-
mentales et les lois théoriques en CRBM s’est avérée satisfaisante à partir de433MHz (Fig. 2.9).

FIG. 2.9 –Densité de probabilité de‖ Êz ‖ dans l’habitacle à433MHz
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En dessous de cette limite, soit à la fréquence de390MHz, les densités de probabilité théoriques de la
CRBM ne sont plus en adéquation avec les densités estimées à partir des résultats de simulation numé-
rique du véhicule. La Fig. 2.10 illustre ce phénomène à la fréquence de146MHz.

FIG. 2.10 –Fonction de répartition de‖ Êtot ‖ dans l’habitacle à146MHz

L’environnement électromagnétique au centre du véhicule est donc comparable à celui d’une CRBM à
partir d’une certaine fréquence dépendant des dimensions de l’habitacle de la voiture. Il serait par consé-
quent judicieux de comparer les caractéristiques des deux types d’environnement sur une large gamme de
fréquences, afin de déterminer la fréquence minimale à partir de laquelle les deux environnements sont
"comparables". Ce point est important pour les essais d’immunité des dispositifs situés dans le centre
du véhicule (équipements, stimulateurs cardiaques de passager...) et également pour les conditions de
protection sanitaire notamment pour la mesure de la puissance absorbée pardes tissus biologiques (Débit
d’Absorption Spécifique : DAS).

Par ailleurs, les équipements électroniques, et plus particulièrement les faisceaux électriques, ne sont
pas localisés dans le volume central de l’habitacle véhicule, mais le long de la caisse du véhicule. Le
prochain paragraphe se focalisera donc sur l’environnement des équipements électroniques comparé à
celui du volume utile de la CRBM. Cette étude comprend deux parties :

• la première porte sur une comparaison entre le module du champ total dans l’habitacle et celui
prélevé au niveau des faisceaux électriques,

• le deuxième volet concerne le champ tangentiel aux faisceaux. Ce paramètre est très important
puisqu’il représente la source de tension intervenant dans les équations des lignes couplées dans le
formalisme d’Agrawal. Cette source de tension distribuée caractérise le couplage entre le champ
électromagnétique et les faisceaux.
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2.1.2.2 Champ électromagnétique induit au niveau des faisceaux

L’objectif est maintenant de caractériser l’environnement électromagnétique induit au niveau des
faisceaux électriques, situés à proximité de la caisse du véhicule. Les estimées des densités de probabi-
lité sont obtenues à partir de3072 points de calcul représentés sur la Fig. 2.11.

FIG. 2.11 –3072 points de calcul sur les faisceaux de la voiture

Pour les différentes fréquences étudiées, les parties réelles et imaginaires du champ électromagnétique
ne suivent pas une loi gaussienne comme l’illustre les résultats à900MHz (Fig. 2.12). Par conséquent,
les modules des composantes du champ ne suivent pas une loi de Rayleigh d’ordre 2 (Fig. 2.13) et la
densité de probabilité du module du champ total sur les faisceaux est différente de celle de l’habitacle
(Fig. 2.14).

FIG. 2.12 –Fonction de répartition de la partie imaginaire dêEx à 900MHz
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FIG. 2.13 –Fonction de répartition de‖ Êx ‖ à 900MHz

FIG. 2.14 –Fonction de répartition de‖ Êtot ‖ à 900MHz

En outre, le module du champ électrique tangentiel n’a pas les mêmes propriétésstatistiques que celui
du champ dans le compartiment intérieur du véhicule (Fig. 2.15).
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FIG. 2.15 –Fonction de répartition de‖ Êtang ‖ à 900MHz

L’environnement électromagnétique des appareils électroniques situés dans un véhicule est donc statisti-
quement différent de l’environnement électromagnétique d’une CRBM. Ces premiers résultats montrent
le besoin de réadapter les protocoles de mesure des équipements en CRBM et en particulier de préci-
ser l’utilisation d’un plan de masse. Une étude envisageable concerneraitla comparaison de ce champ
induit sur les faisceaux avec le champ électromagnétique généré à proximité des parois de la CRBM [65].

Néanmoins, l’environnement électromagnétique de l’habitacle du véhicule semble être comparable à
celui de la CRBM à partir d’une certaine fréquence à déterminer. Cette conclusion suppose que les hy-
pothèses, d’une part, de gaussianité des parties réelles et imaginaires duchamp électromagnétique et,
d’autre part, de leur indépendance, soient satisfaites à partir de433MHz. Cependant, pour une com-
paraison probabiliste complète, il serait judicieux d’estimer d’autres paramètres statistiques du champ
électromagnétique tels que la covariance du champ dans les deux environnements, estimation nécessi-
tant un nombre important d’échantillons. Par ailleurs, et comme nous l’avonssouligné précédemment, il
serait opportun de disposer de résultats dans une large gamme de fréquences, afin de préciser les limites
de nos conclusions. Pour ces différentes raisons, nous nous sommes orientés vers l’utilisation d’un code
"Finite Difference in Time Domain" (FDTD), dévéloppé au LASMEA pour la simulation d’un véhicule
automobile.
A partir des données ainsi obtenues, nous proposons une procédure d’estimation statistique, étape impor-
tante menant vers l’identification d’un champ aléatoire. Néanmoins, pour l’application de ces techniques,
il est nécessaire de disposer d’un nombre important d’échantillons. Le véhicule sera donc soumis à plu-
sieurs ondes planes de caractéristiques aléatoires afin d’obtenir un nombre important de trajectoires et de
points de mesure.
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2.2 Estimation statistique du champ électromagnétique aléatoire généré
dans un véhicule automobile

2.2.1 Acquisition des données : simulation du véhicule avecun code temporel

La configuration d’illumination par un champ électromagnétique extérieur correspond, dans cette
étude, à60 ondes planes de configurations différentes (Fig. 2.18) illuminant un véhicule de dimensions
4.5m× 1.7m× 1.3m. Le champ électromagnétique dans le véhicule est simulé par un code FDTD pour
la résolution des équations de Maxwell, développé au LASMEA [36, 37].

L’objectif de cette simulation est de déterminer la valeur du champ électromagnétique en différents points
de l’habitacle du véhicule, pour chaque configuration d’onde plane. Les points d’échantillonnage sont
contenus dans un parallélépipède que l’on désignera par domaine de simulation. Ce pavé, notéT , est tel
que :T = T1 × T2 × T3 avecT1, T2, T3 trois intervalles de la droite réelle, de longueur respectiveT1, T2

etT3, représentant les arêtes du pavé dans les directions des axes(0x),(0y) et (0z) du repère rectangu-
laire de référence, respectivement. Le bord deT est situé à, au moins,50cm(≈ 2λ) du bord du domaine
occupé par l’habitacle du véhicule. Les points d’échantillonnage (ou acquisition des mesures) constituent
les noeuds d’un maillage régulier deT (Fig. 2.16), de pas∆r = ∆x,∆y,∆z = ∆r1,∆r2,∆r3, compor-
tantN = Nx, Ny, Nz = N1, N2, N3 mailles, avec :

∆x = ∆r1 = 2.5cm , ∆y = ∆r2 = 2.5cm,∆z = ∆r1 = 2.5cm
Nx = N1 = 16 , Ny = N2 = 16 , Nz = N3 = 4
T1 = N1∆r1 = 40cm , T2 = N2∆r2 = 40cm , T3 = N3∆r3 = 10cm

(2.12)

FIG. 2.16 –Points d’acquisition du champ électromagnétique dans l’habitacle de la voiture

Les parois du véhicule sont considérées comme parfaitement métalliques. L’utilisation conjointe d’une
méthode de résolution temporelle FDTD et du logiciel commercial HypermeshR© permet une modélisa-
tion géométrique du véhicule (Fig. 2.17). Les détails relatifs à la méthode de simulation véhicule sont
donnés dans [36]. Nous nous limitons ici à rappeler deux caractéristiques importantes de la procédure :
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FIG. 2.17 –Résolution FDTD

• Les conditions de Mur électrique sur les bords du domaine parallélépipédique initial conduisent
à un temps de calcul raisonnable. Associé à une faible occupation d’espace mémoire, ce type de
conditions limites absorbantes est cependant moins efficace que l’utilisation de la technique des
« Perfectly Matched Layer » (PML).
Les domaines de calcul étant limités dans les simulations numériques, les conditions aux limites
absorbantes sont utilisées afin de supprimer les réflexions numériques.

• Les caractéristiques de la surface fictive (Huyghens) destinée à la génération de l’onde plane de
profil temporel gaussien sont les suivantes :

f(t;x, y, z) = Aexp

[

−
(

t− τ0 + (−k1x−k2y−k3z+τr

c )

ℓs

)2]

(2.13)

avec :
-A = 377.109V/m : amplitude de la gaussienne,
-(x, y, z) : position des facettes de la surface source de Huyghens,
-τ0 = 1.10−8s : retard temporel,
-ℓs = 4.0251.10−10m : largeur caractéristique de la gaussienne,
-τr = −0.48647m : retard spatial,
-(k1, k2, k3) : les coordonnées du vecteur d’ondek.

Les directions de propagation de ces ondes planes, réparties de manièreuniforme, sont déterminées à
partir d’une sphère illustrée sur la Fig. 2.18

Les valeurs temporelles du champ dans l’habitacle du véhicule sont données par la résolution FDTD
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FIG. 2.18 –Ondes planes

des équations de Maxwell. Une transformée de Fourier(cf. annexe F) permet ensuite d’obtenir l’ampli-
tude et la phase du champ électromagnétique. La fréquence maximale d’excitation est de1.2GHz. Il est
à noter que la simulation d’un tel véhicule au moyen d’un code fréquentiel nécessiterait des ressources
informatiques plus importantes.

2.2.2 Hypothèses sur le champ électromagnétique du véhicule automobile

Soit T ⊂ R
3 le domaine spatial de simulation,F ⊂ R+ l’intervalle fréquentiel d’étude,r =

(x, y, z) = (r1, r2, r3) le point générique deT etf celui deF .
La source de perturbation extérieure étant aléatoire, le champ électrique dans l’habitacle l’est aussi, et
donc également sa restriction au domaineT ×F qui est un champ aléatoirêE = (Ê(f ; r), r ∈ T , f ∈ F )
indexé surF × T , à valeurs dansC3. Par économie de notations et par souci de simplification, nous no-
terons encorêE le champ partiel déduit dêE en fixantf : Ê = (Ê(r), r ∈ T ). C’est un champ aléatoire
indexé surT et à valeurs dansC3, tel que :

Ê = Ê
R

+ iÊ
I

(2.14)

avecÊ
R

= (Ê
R
(r), r ∈ T ) et Ê

I
= (Ê

I
(r), r ∈ T ) deux champs aléatoires indexés surT à valeurs dans

R
3, tels que :

Ê
R

=







Ê
R
x

Ê
R
y

Ê
R
z






; Ê

I
=







Ê
I
x

Ê
I
y

Ê
I
z






(2.15)
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Posons :

Σ =

(

Ê
R

Ê
I

)

=























Ê
R
x

Ê
R
y

Ê
R
z

Ê
I
x

Ê
I
y

Ê
I
z























=

















Σ1

Σ2

Σ3

Σ4

Σ5

Σ6

















(2.16)

Se donner̂E est donc équivalent à se donner le champ aléatoireΣ = (Σ(r), r ∈ T ) indexé surT , à
valeurs dansR6.
Observons par ailleurs quêE etΣ peuvent aussi être vus comme des restrictions àT de champs aléatoires
indexés surR3. C’est le point de vue que nous adopterons dans toute la suite et, toujourspar souci d’éco-
nomie de notations, nous noterons encoreÊ et Σ ces restrictions. Donc, dorénavant,Ê et Σ désigneront
les processuŝE = (Ê(r), r ∈ R

3) et Σ = (Σ(r), r ∈ R
3) indexés surR3, à valeurs dansC3 et R

6

respectivement.
Notons enfin que les trajectoires des composantes de ces processus seront échantillonnées aux1024
noeuds du maillage utilisé pourT , et ce pour les60 trajectoires d’ondes planes considérées.

Conformément aux tests statistiques d’adéquation aux lois théoriques (lois normale et Rayleigh) accom-
plis à partir des réalisations du champ prélevées dans l’habitacle du véhiculeautomobile, les hypothèses
de Hill seront admises ici, pour̂E et donc pourΣ, à partir de510MHz comme illustré sur la Fig. 2.19.

FIG. 2.19 –Test d’adéquation du KS appliqué au module champ total normalisé à sa valeur moyenne
pour différentes valeurs de l’erreur de première espèceα

Le champ électrique est supposé homogène à partir de cette fréquence et,en tout point, les parties réelles
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et imaginaires de ses composantes sont des variables aléatoires indépendantes dans leur ensemble et
identiquement distribuées selon une loi gaussienne.
Il s’agit maintenant de disposer d’outils statistiques performants pour estimer les paramètres du second
ordre (moyenne, fonction de covariance, densité spectrale de puissance) de ce champ à partir d’un échan-
tillon de ses réalisations.

2.2.3 Estimation des paramètres du second ordre du champ aléatoire

Les paramètres du second ordre du champ aléatoireΣ sont définis par sa moyenne≪ Σ ≫, sa fonc-
tion de covarianceCΣ et sa densité spectrale de puissance (DSP)SΣ deΣ.

En désignant parE[.] l’opérateur espérance mathématique, par< ., . > le produit scalaire euclidien
canonique deR3 et en posant :
-ν = (ν1, ν2, ν3),
-ϑ = (ϑ1, ϑ2, ϑ3),
-dν = dν1, dν2, dν3,
ces grandeurs statistiques sont définies pour chaque valeur def , comme suit :

• ≪ Σ ≫ est l’élément constant deR6 tel que,∀ν ∈ R
3 :

≪ Σ ≫= E[Σ(r)] (2.17)

• CΣ est l’application matricielleν → CΣ(ν) deR
3 dansR6×6 telle que,∀ν ∈ R

3 :

CΣ(ν) = E

[

(Σ(r + ν)− ≪ Σ ≫)(Σ(r)− ≪ Σ ≫)T
]

(2.18)

T désignant la transposée.
• SΣ est l’application matricielleϑ→ SΣ(ϑ) deR

3 dansC6×6 telle que,∀ϑ ∈ R
3 :

SΣ(ϑ) =
1

(2π)3

∫

R3

CΣ(ν)e−i<ν,ϑ>dν (2.19)

Les termes de rangsp de≪ Σ ≫ et (p, q) deCΣ(ν) etSΣ(ϑ) notés respectivement≪ Σ ≫p, Cpq(ν) et
Spq(ϑ) ont pour expressions∀(p, q) ∈ {1, . . . , 6}2 :

≪ Σ ≫p= E[Σp(r)]

Cpq(ν) = E[(Σp(r + ν) −≪ Σ ≫p)(Σq(r) −≪ Σ ≫q)]

Spq(ϑ) = 1
(2π)3

∫

R3 Cpq(ν)e
−i<ν,ϑ>dν

(2.20)

oùΣp etΣq désignent respectivement lesp-ème etq-ème composantes deΣ.

L’efficacité de l’estimation de ces différentes grandeurs requiert l’utilisation d’estimateurs statistiques
performants. Les estimateurs que nous avons utilisés sont présentés de façon détaillée dans l’annexe E.
Rappelons simplement que la donnée de base est unL-échantillon(Σ(l), l ∈ L) de copies indépendantes
du champΣ, oùL = 1, . . . ,L est un ensemble fini ordonné d’indices de cardinalL > 1, et que les points
d’échantillonnage des élémentsΣ(l) de cet échantillon sont les noeuds du maillage utilisé pour discrétiser
le domaine d’étudeT (cf. paragraphe 2.2.1).
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L’estimation de la fonction de covariance est une étape importante car celle-ci nous renseigne sur la
dépendance entre les parties réelles et imaginaires du champ électromagnétique dans le domaine d’étude
T inclus dans l’habitacle de la voiture.
Le coefficient de corrélation entre les coordonnéesΣp etΣq deΣ en un même point est donné par :

ρpq(0) =
Cpq(0)

√

Cpp(0)
√

Cqq(0)
(2.21)

Le coefficient de corrélation entre les coordonnéesΣp etΣq deΣ en deux points distants deν est donné
par :

ρpq(ν) =
Cpq(ν)

√

Cpp(0)
√

Cqq(0)
(2.22)

Les maximums des termes diagonaux de la fonction de covariance sont obtenus à l’origineν = 0 et
correspondent aux variances des coordonnées.
Rappelons que les parties réelles et imaginaires des composantes du champ électromagnétique en CRBM
idéale sont supposées indépendantes : le coefficient de corrélation entre les coordonnées doit être nul.
Bien entendu, les imperfections de la CRBM réelle ne permettent pas d’obtenircette condition. Néan-
moins, l’estimation de leurs valeurs et de leurs évolutions en fonction de la distance en CRBM et dans
l’habitacle de la voiture constitue une information importante dans le processusde caractérisation du
champ électromagnétique des deux milieux.
L’estimateur de la fonction de covariance utilisé dans cette étude sera basé sur la connaissance préalable
de l’estimateur de la densité spectrale. L’estimateur de la fonction de covariance basé sur l’emploi direct
des trajectoires du champ aléatoire n’est pas employé car il est moins performant.

La Fig. 2.20 montre une estimée du terme diagonalS
Ê

R
x Ê

R
x

de la DSP deΣ vue du plan de coupe dé-

fini parz = 2.5cm tandis que la Fig. 2.21 montre une estimée du terme diagonalC
Ê

I
zÊ

I
z

vue de ce même

plan.

FIG. 2.20 –Terme diagonalS
Ê

R
x Ê

R
x

de la DSP estimée dans l’habitacle du véhicule à1.1GHz

En y = 17.5cm et z = 7.5cm soit suivant une direction proche de la caisse du véhicule, nous observons
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FIG. 2.21 –Terme diagonalC
Ê

I
zÊ

I
z

de la fonction de covariance à1.1GHz

une corrélation relativement faible entre les parties réelles et imaginaires duchamp électrique (Fig. 2.22
et Fig. 2.23).

FIG. 2.22 –Coefficient de corrélation entre les composantesÊ
I
x et Ê

I
z près de la caisse du véhicule

La valeur maximale du coefficient de corrélation spatiale est approximativement égale à0.15. Cette
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FIG. 2.23 –Coefficient de corrélation entre les composantesÊ
I
x et Ê

R
z près de la caisse du véhicule

corrélation devient plus faible au centre de l’habitacle du véhicule quelle que soit la fréquence, comme
le montrent les figures Fig. 2.24 et Fig. 2.25 obtenues eny = 17.5cm etz = 2.5cm.

FIG. 2.24 –Coefficient de corrélation entre les composantesÊ
I
x et Ê

I
z au centre de l’habitacle

La valeur du coefficient de corrélation ainsi déterminée constitue un estimateur de la valeur "vraie"ρ
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FIG. 2.25 –Coefficient de corrélation entre les composantesÊ
I
x et Ê

R
z au centre de l’habitacle

de ce dernier. La réalisation d’un test d’hypothèse portant sur la valeur estimée du coefficient de corréla-
tion devient intéressante dans ce cas où les variables aléatoires sont supposées normales.
Celà revient dès lors à tester l’hypothèse :H0 : ρ = 0 contreH1 : ρ 6= 0.
H0 est vraie si l’estimée deρ est inférieure à la valeurrα

ddl donnée dans la table du coefficient de cor-
rélation [24]. Par exemple, pour un degré de libertéddl = 60, les valeurs limitesrα

ddl, de l’estimée du
coefficient de corrélation sont données dans (Tab. 2.1).

α 0.1 0.05 0.02 0.01
rα
60 0.2108 0.2500 0.2948 0.3248

TAB . 2.1 –Seuil de l’estimée du coefficient de corrélation en fonction de l’erreur depremière espèceα
et pour un degré de liberté de 60

Les résultats obtenus portent à croire que l’indépendance des parties réelles et imaginaires du champ
électrique est vérifiée au centre de l’habitacle. En revanche, la corrélation entre ces composantes devient
de moins en moins faible lorsque l’on se rapproche de la caisse du véhicule et ce, quelle que soit la fré-
quence. D’autre part, nous ne constatons pas de dépendance linéaireentre les coefficients de corrélation
d’une fréquence à une autre. D’où la nécessité de procéder, à chaque fréquence, à une estimation des
paramètres.

En supposant les hypothèses de Hill vérifiées en CRBM, nous pouvonsdire qu’une zone de l’habi-
tacle du véhicule est comparable au volume utile du moyen d’essai, les dimensionsde cette zone restant
à préciser. En dehors de ce volume, l’influence de la caisse est caractérisée par des coefficients de cor-
rélation plus élevés entre les parties réelles et imaginaires des composantes du champ électrique. Cette
tendance se vérifie également avec les autocorrélations comme illustrée sur les Fig. 2.26 et Fig. 2.27.
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FIG. 2.26 –Coefficient de corrélation de la composanteÊ
R
x au centre de l’habitacle

FIG. 2.27 –Coefficient de corrélation de la composanteÊ
R
x près de la caisse

L’estimation des paramètres du champ électrique nous renseigne donc sur les dépendances et interdépen-
dances du champ aléatoire. Ceci n’est qu’une étape dans le processus menant vers l’identification et la
modélisation probabiliste du champ électrique. Les outils d’estimation d’un champ aléatoire homogène
sont ici présentés via une application au champ électromagnétique aléatoire dans un véhicule automo-
bile, les coordonnées canoniques de ce champ étant gaussiens. Si le champ à estimer n’est pas gaussien,
la première étape, avant l’utilisation des algorithmes, consistera à faire une normalisation gaussienne du
champ aléatoire, i.e. déterminer une relation entre la matrice de covariance de ce champ et celle de la loi
gaussienne.
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Conclusion

Dans ce chapitre a été proposée une comparaison entre les paramètres probabilistes caractérisant l’envi-
ronnement électromagnétique d’un véhicule automobile et ceux d’un environnement dans une CRBM.
Dans cette approche, la comparaison proposée porte sur les densités deprobabilité du champ électroma-
gnétique en CRBM et dans le véhicule automobile. Cette étude a été réalisée à partir des estimées de la
densité de probabilité issues des données expérimentales pour la CRBM, etde résultats de simulations
numériques pour le véhicule automobile illuminé par une onde électromagnétique extérieure. Ces don-
nées, fournies par PSA, peuvent ainsi prétendre à donner lieu à desconclusions réalistes.
La première étude concerne une comparaison statistique dans l’habitacle véhicule et dans le volume
utile de la CRBM. Après estimation de la densité de probabilité des modules du champélectrique aux
différentes fréquences pour lesquelles on dispose de données numériques, la concordance, entre les es-
timées expérimentales et les lois en CRBM, s’est avérée satisfaisante à partirde 433MHz. Ces pre-
miers résultats sont importants vis-à-vis des protocoles de mesures en immunité des dispositifs situés
dans l’habitacle du véhicule (équipements, stimulateurs de passagers,. . .),ainsi que pour la détermina-
tion des paramètres d’exposition pour l’évaluation des risques sanitaires (mesures du DAS). Par ailleurs,
les équipements électroniques, et plus particulièrement les faisceaux électriques ne sont pas localisés
dans le volume central de l’habitacle véhicule, mais le long de la caisse du véhicule. Nous avons donc
été amenés à analyser les paramètres de l’environnement électromagnétiqueà l’emplacement des fais-
ceaux électriques. Pour les différentes valeurs de fréquences étudiées, les parties réelles et imaginaires
des composantes du champ électrique ne suivent pas une loi gaussienne. Par conséquent, les modules
des composantes du champ électrique ne suivent pas une loi de Rayleigh d’ordre 2, et la fonction de
répartition du module du champ électrique induit à l’emplacement des faisceauxest différente de celle
estimée dans le volume central de l’habitacle du véhicule. L’environnement électromagnétique des équi-
pements électroniques situés à proximité de la caisse du véhicule, est donc statistiquement différent de
l’environnement CRBM. En outre, ces résultats mettent en évidence la nécessité de préciser l’utilisation
d’un plan de masse dans les protocoles de mesure de l’immunité des équipementsen CRBM. Il serait
également intéressant de réaliser une comparaison des paramètres statistiques de l’environnement interne
au véhicule, à l’emplacement des faisceaux électriques, et de l’environnement CRBM, à proximité des
parois.
L’environnement électromagnétique au centre du véhicule est donc comparable à celui d’une CRBM à
partir d’une valeur de fréquence dépendant des dimensions du véhicule. Cette étude n’ayant été réalisée
qu’à partir de quelques valeurs de fréquences, elle ne peut conduireà une détermination précise de cette
limite, d’où l’intérêt de disposer de données sur une large gamme de fréquences. Or, l’évaluation de tels
résultats par un code fréquentiel conduit à des temps de calculs prohibitifs. C’est pourquoi, nous avons
fait le choix, dans une seconde partie, de compléter cette étude par l’analyse de résultats d’un code tem-
porel.
L’utilisation d’estimateurs statistiques performants a été proposée pour l’estimation des paramètres sta-
tistiques du second ordre (moyenne, densité spectrale de puissance, fonction de covariance) du champ
électromagnétique à l’intérieur d’un véhicule automobile, soumis à une sourcede caractéristiques aléa-
toires. Il en a été déduit les estimées du coefficient de corrélation des parties réelles et imaginaires des
composantes du champ électrique, qui semblent montrer une absence de corrélation spatiale entre ces
variables. Cette étude correspond à la vérification des hypothèses, c’est-à-dire à la première étape de la
mise en oeuvre du processus d’identification et de modélisation de champ aléatoire.
Une autre application de cette méthode que l’on pourrait envisager s’il étaitpossible de diposer d’échan-
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tillons de tailles suffisantes, serait l’étude de l’environnement électromagnétique en CRBM. L’objectif
serait alors de vérifier, notamment, la validité du modèle théorique de Hill, à savoir l’importance du degré
de corrélation entre les parties réelles et imaginaires du champ électromagnétique au sein du volume utile
de la CRBM.
Ces travaux pourraient également aboutir à une vérification des expressions analytiques du coefficient de
corrélation spatiale données dans [35] et [18].
Un second objectif serait de procéder à une identification du champ aléatoire afin de construire un modèle
réaliste du champ électromagnétique en CRBM. Cependant une modélisation probabiliste acceptable en
CRBM nécessiterait la connaissance des parties réelles et imaginaires descomposantes du champ, ce
qui n’est pas réalisable d’un point de vue expérimental, seuls les modulesdes composantes du champ
étant accessibles par la mesure. L’identification du champ électromagnétiquedevra alors utiliser des tech-
niques de simulation spécifique basées sur des méthodes de résolution temporelles ou fréquentielles, ce
qui nécessite des ressources informatiques dont nous ne disposons pas à l’heure actuelle notamment du
fait de la modélisation des différents éléments présents dans la CRBM (brasseur, cavité). De plus, une
modélisation déterministe s’avère coûteuse pour des études en hautes fréquences dans la CRBM. Ainsi,
dans le chapitre suivant, est proposée une nouvelle approche pour l’estimation des paramètres du second
ordre du champ électrique dans le volume utile de la CRBM.
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Analyse comportementale de la CRBM par
une méthode de collocation stochastique
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L’accroissement des performances des outils informatiques et le développement de techniques de
modélisation déterministe permettent aujourd’hui de simuler des systèmes complexes, en intégrant diffé-
rents phénomènes physiques simultanés intervenant à des échelles variables. Cette évolution est liée au
besoin d’obtenir une information de plus en plus précise sur le comportementdu système étudié. Dans
de nombreux cas, une caractérisation statistique (moyennes, premiers moments,. . .) du système peut se
révéler plus pertinente, soit en raison d’une nature intrinsèquement stochastique, soit du fait d’une mé-
connaissance du système réel, ou encore de difficultés expérimentales dans l’estimation des paramètres
de la configuration étudiée. Si l’on connaît les distributions statistiques des diverses données incertaines
du problème, il est alors possible de déterminer l’incertitude des valeurs issues de la simulation numé-
rique. Les objectifs de la quantification de l’impact des incertitudes lors d’une simulation sont, entre
autres, de fournir des barres d’erreur numériques facilitant la comparaison avec des observations expé-
rimentales. Ceci permet de mieux juger de la qualité des modèles physiques employés, d’identifier les
paramètres incertains ayant l’impact le plus fort sur les résultats de simulation, et devant donc être mesu-
rés ou contrôlés avec le plus de précision. Il est également envisageable de mener une analyse de sûreté
(probabilité de dépassement de valeurs critiques), et de jauger du degré de confiance que l’on peut accor-
der aux calculs, lors de la prise de décisions de conception, par exemple.

Pour remplir ces différents objectifs, des méthodes spectrales [49] basées sur la théorie du chaos homo-
gène et le développement de fonctions aléatoires sur une base de polynômes chaos, ont été développées
(Wiener, Cameron et Martin). Ces techniques, bien que fondées sur des bases relativement anciennes,
ont émergé comme techniques de quantification d’incertitudes à la suite des travaux de Ghanem et Spa-
nos sur les éléments finis stochastiques appliqués aux problèmes en élasticité.A la suite de ces premiers
travaux, le développement de solutions numériques sur des bases de polynômes de chaos a rapidement
gagné en popularité et a été adapté aux problématiques rencontrées dansdifférents domaines : thermique,
écoulements dans des milieux poreux, génie chimique, . . ..

Les techniques spectrales permettent de représenter de manière beaucoup plus compacte la dépendance
de la solution vis-à-vis des paramètres incertains. De plus, le format de la représentation spectrale permet
une analyse plus fine des effets conjugués de plusieurs paramètres. Comparativement aux techniques de
type Monte-Carlo, par lesquelles l’analyse de l’influence de multiples paramètres incertains se révèle im-
possible du fait de la quantité élevée de réalisations nécessaire pour obtenir des statistiques convergentes,
les qualités des représentations spectrales ne présentent en fait une supériorité réelle que si le calcul
numérique des modes stochastiques n’est pas associé à un coût prohibitif: l’exploitation des avantages
potentiels de la représentation spectrale passe par le développement et la mise au point de techniques
numériques adaptées.

Les méthodes spectrales ont été introduites afin d’obtenir une précision élevée lors de la résolution nu-
mérique des équations différentielles. L’idée initiale consistant à utiliser une décomposition du champ en
série de Fourier tronquée [50] ne permet pas de prendre en compte desconditions aux limites non pé-
riodiques. Les bases de fonctions circulaires ont été rapidement remplacées par la suite par des bases de
polynômes orthogonaux (polynômes de Chebyshev ou de Legendre,..) cequi a conduit à l’introduction
de méthodes appelées pseudo-spectrales. Ces approches entrent dans la classe des méthodes de colloca-
tion, pour lesquelles la solution numérique doit satisfaire l’équation écrite sous forme différentielle en un
ensemble de points convenablement choisis, rendant ainsi les simulations moins coûteuses.

Si l’on s’intéresse plus précisément aux problématiques rencontrées enCEM, le besoin d’identifica-
tion et de modélisation de paramètres incertains s’avère primordial pour la prédiction de la mesure et
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l’élaboration de techniques de protection. La connaissance des incertitudes liées aux différents moyens
d’essai est également essentielle pour une bonne interprétation des mesures. Cependant, la modélisa-
tion et l’identification font appel à une phase d’estimation de certains paramètres, nécessitant un grand
nombre d’échantillons. Or, ces derniers peuvent difficilement être obtenus expérimentalement en raison
des temps de mesure importants et de l’inaccessibilité de certaines informations (par exemple : les parties
réelles et imaginaires du champ électromagnétique en CRBM).
Ces considérations sont en particulier valables pour les CRBM dont la simulation déterministe s’avère
coûteuse et délicate. En effet, la modélisation numérique de CRBM à partir de méthodes fréquentielles
ou temporelles représente le sujet de nombreuses investigations, ceci dans le but d’approfondir l’analyse
de la structure en présence ou non de l’objet sous test. Pour reproduire au mieux les conditions expé-
rimentales, il est alors indispensable de prendre en compte la rotation du brasseur. Afin d’assurer une
efficacité de brassage optimale, la grande majorité des brasseurs présente des géométries complexes. Or,
pour la plupart des approches temporelles volumiques comme celles basées sur les schémas différences
finies classiques ou des schémas TLM (Théorie des Lignes de transmissionMultifilaires), la discrétisation
cartésienne des objets est dans ce cas un handicap. Les méthodes surfaciques fréquentielles conformes
peuvent relever ce défi. Toutefois ces dernières sont plus coûteuses en termes de temps de calcul, et une
discrétisation fine du brasseur se fera au détriment de la prise en compte d’éventuels équipements sous
test. Il semble alors judicieux de développer une méthodologie dont l’objectifest de s’affranchir de la
modélisation explicite du brasseur, sans pour cela voiler la représentativitédes champs électromagné-
tiques présents dans la CRBM étudiée.

De plus, l’incertitude sur les différents paramètres caractérisant les pertes de la structure, rend alors quasi
indispensable le recours aux méthodes statistiques pour une meilleure modélisation du champ électro-
magnétique. Le champ en CRBM est régi par les équations de Maxwell : les solutions aléatoires peuvent
être obtenues, par les méthodes de collocation, en un ensemble de points convenablement choisis, rendant
ainsi les simulations moins coûteuses. L’identification d’un paramètre aléatoiredevient alors important
pour la détermination des points dits « points de collocation ». Notre choix s’estalors naturellement porté
sur la conductivité des parois de la CRBM pour des raisons évoquées dans le paragraphe 3.2.1.

Un modèle de la conductivité a ainsi été proposé pour la résolution des équations de Maxwell par une
méthode de collocation. L’utilisation d’une telle méthode permet une simulation de la CRBM en l’ab-
sence du brasseur ainsi qu’une introduction directe des pertes dans larésolution FDTD des équations de
Maxwell en vue de l’estimation des moments du premier ordre du champ électriquedans le volume utile
de la CRBM.
La deuxième partie de ce chapitre porte sur l’application d’une méthode de collocation pour l’estimation
des paramètres intrinsèques à un dipôle placé dans une CRBM. Dans l’équation de Hallen permettant
d’évaluer le courant le long du dipôle, l’utilisation de la fonction de Green des cavités permet de nous
affranchir de la simulation de la cavité. De plus, un modèle probabiliste du coefficient de qualité de la
CRBM est proposé, évitant la prise en compte de la rotation du brasseur demodes.
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3.1 Modèle déterministe d’une Chambre Réverbérante à Brassage de Modes

3.1.1 Sur l’importance du coefficient de qualité et sa relation avec la conductivité des
parois

La Chambre Réverbérante à Brassage de Modes est une cavité parallélépipédique blindée, exploi-
table tant que ses dimensions restent grandes devant la longueur d’onde. L’utilisation de la CRBM est
liée à l’excitation des modes résonnants de la cavité, toute cavité métallique pouvant entrer en résonance
à certaines fréquences définies par ses dimensions (Eq. 1.1).
Afin de prévoir la génération d’un champ électromagnétique homogène et isotrope, la densité de modes
doit être suffisamment élevée pour assurer le recouvrement des différentes courbes de résonance cor-
respondant aux modes excités. L’une des premières règles à observer est d’éviter les dégénérescences
dimensionnelles, et donc d’utiliser des cavités parallélépipédiques. Cependant, aussi élevée que soit la
densité de modes, il existe toujours des fréquences pour lesquelles le niveau de champ électromagnétique
généré reste faible. Par conséquent, les CRBM sont équipées de brasseurs de modes permettant de mo-
difier les conditions aux limites de la cavité, et ainsi de modifier légèrement les valeurs des fréquences
de résonance. Chaque position du brasseur correspond à une configuration électromagnétique propre
à laquelle sont associées de nouvelles fréquences de résonance. Lefonctionnement d’une CRBM est
donc conditionné par une densité de modes suffisante qui permet de réduire l’écart en fréquences entre
deux modes de résonance, et un brassage efficace. Dans les basses fréquences où la longueur d’onde
est nettement supérieure aux dimensions de la cavité, aucune résonancepropre à la cavité n’est excitée.
Cependant, d’autres paramètres sont liés au recouvrement des modes,et en particulier le coefficient de
qualité de la CRBM qui dépend de la capacité de la structure à emmagasiner de l’énergie, ainsi que de la
dissipation de puissance à l’intérieur de la cavité. Pour chaque mode de résonance excité à une fréquence
f , ce facteur est donné par :

Q =
f0

∆f
(3.1)

où ∆f est la largeur à mi-hauteur de la courbe de résonance ; ce paramètre peut donc être déterminé
uniquement si les courbes de résonance sont bien identifiées.
Il peut également s’exprimer sous la forme :

Q =
ωU

Pd
(3.2)

oùω est la pulsation,U est l’énergie emmagasinée etPd est la puissance dissipée.
Selon le principe de conservation de l’énergie, la puissance dissipée estconsidérée équivalente à la
puissance transmise par une antenne d’émission placée au sein de la CRBM.Si la valeur quadratique
moyenne du champ électrique total≪‖ Êtot ‖2≫ à l’intérieur de la cavité est constante dans tout le
volume de la chambre, alors≪‖ Êtot ‖2≫ peut être reliée à la puissance transmisePt par le facteur de
qualitéQ.
Dans ce cas, la densité moyenne d’énergie de la chambre≪W ≫ peut être exprimée par la relation :

≪W ≫=≪‖ Êtot ‖2≫ ε (3.3)

oùε est la permittivité du milieu interne à la cavité.

Application de méthodes probabilistes à l’analyse des couplages en Compatibilité Electromagnétique et contribution à la
sûreté de fonctionnement de systèmes électroniques



CHAPITRE 3. ANALYSE COMPORTEMENTALE DE LA CRBM PAR UNE MÉTHODE DE
COLLOCATION STOCHASTIQUE 79

De plus, l’énergie emmagasinée est liée au volume de la chambre et à la densité moyenne d’énergie. Elle
peut s’exprimer par l’équation :

≪ U ≫=≪W ≫ V =≪‖ Êtot ‖2≫ εV (3.4)

oùV est le volume de la CRBM.
Dès lors, si l’énergie transmisePt est équivalente à l’énergie dissipée, à partir des équations (3.2) et (3.4),
nous obtenons :

≪‖ Êtot ‖2≫=
≪ QPt ≫
ωεV

(3.5)

Ainsi, en considérant l’antenne de réception parfaitement adaptée dansla gamme de fréquences considé-
rée, la moyenne de la puissance mesurée sur une révolution du brasseurest donnée par [30] :

≪ Pr ≫=
λ2 ≪‖ Êtot ‖2≫

8πZ0
(3.6)

oùZ0 est l’impédance de l’onde.

Dans une cavité sans brasseur, il existe plusieurs sources de dissipation d’énergie [44] :
• les pertes associées à la dissipation d’énergie dans les parois, associées à la puissancePd1,
• les pertes engendrées par les ouvertures, associées à la puissancePd2,
• les pertes dues à l’absorption d’énergie par les objets présents dans la cavité, associées à la puis-

sancePd3,
• les pertes dues aux charges des antennes de réception, associées à lapuissancePd4.
La puissance totale dissipée dans la CRBM,Pdt, est alors donnée par :

Pdt = Pd1 + Pd2 + Pd3 + Pd4 (3.7)

Chacun de ces termes correspond à un coefficient de qualité partiel :Qi = ωU
Pdi

(i = 1 . . . 4). Le coefficient
de qualité théorique totalQ est alors défini comme suit :

1

Q
=

4
∑

i=1

1

Qi
(3.8)

Compte tenu de l’expression de la puissancePd1, associée à la dissipation d’énergie dans les parois,
établie en considérant des parois constituées de matériaux très conducteurs,Q1 est donné par :

Q1 =
3V

2µrδS
(3.9)

oùδ = 1√
πµ0µrσf

désigne l’épaisseur de peau,V est le volume de la chambre,S est la surface des parois,
µr etσ correspondent respectivement à la perméabilité relative et la conductivité des parois.f représente
la fréquence d’étude.
Il est généralement reconnu que la contribution des termesPd2 etPd3 est négligeable : en pratique, les
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dissipations d’énergie se produisant via les défauts de faradisation, lesouvertures et les équipements
(câbles, sonde, . . .) présents dans la structure restent minimes. En revanche, le coefficient de qualité
théorique caractérisant les pertes dues à la présence d’antennes doitêtre impérativement pris en compte :

Q4 =
16π2V

mηλ3
(3.10)

avecm représentant le nombre d’antennes etη l’effacité de l’antenne.
Dans le cas d’une CRBM, le coefficient de qualitéQ varie d’une position à l’autre du brasseur ; il en est
de même pourQ1.
La Fig. 3.1 présente les variations en fonction de la fréquence des facteurs≪ Q1 ≫,Q4 et≪ Q≫.
La valeur du coefficient de qualité total≪ Q≫, issue de l’eq. 3.5, a été obtenue à partir de mesures du
champ électrique total en80 points du volume utile de la CRBM du LASMEA, et pour51 positions de
brasseur. Le facteurQ4 correspond à la présence de l’antenne d’émission, antenne log-périodique dont
le rendement est estimé à0.75 [64].

FIG. 3.1 –Coefficient de qualité de la CRBM du LASMEA
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Le facteur de qualité lié à la présence de l’antenne d’émission étant prépondérant, nous pouvons as-
similer, dans la gamme de fréquences étudiée, le coefficient de qualité total dela CRBM au facteur
caractérisant les pertes dans les parois de la structure. Par conséquent, la valeur de la conductivité des
murs de l’enceinte, inconnue a priori, peut être obtenue par la formule suivante :

≪ σ ≫=
S2f

8100πµ0c2P 2
t

≪‖ Êtot ‖4≫ (3.11)

Ne pouvant pas dissocier, expérimentalement, la puissance transmise de la puissance injectée, l’hypo-
thèse :Pt = Pinj sera considérée.
Le facteur de qualité, directement lié à la conductivité des parois de la CRBM,représente un paramètre
essentiel. En effet, il permet de caractériser le signal généré dans le moyen d’essai considéré (amplitude,
largeur de bande), d’où la mise au point de méthodologies consistant à utiliser le facteur de qualité pour
l’intégration des pertes de la CRBM dans les simulations numériques temporelles [36, 37, 39]. La me-
sure du champ électrique, pour chaque fréquence étudiée, permet d’après Eq.3.11, d’obtenir une valeur
moyenne de la conductivité pouvant être directement utilisée dans des simulations déterministes.

3.1.2 Modélisation déterministe de la CRBM

La modélisation d’une cavité à parois métalliques s’appuie sur la résolution numérique des équations
de Maxwell, complétée par l’application des conditions aux limites au niveau de l’interface métal/air.
Connaissant maintenant la valeur moyenne de la conductivité des parois dans le domaine de fréquences
exploré, il devient possible d’envisager la réalisation de simulations numériques à partir de valeurs réa-
listes des paramètres de la CRBM.

3.1.2.1 Equations de Maxwell

Le système des équations de Maxwell a historiquement été obtenu en généralisant au cas des champs
et courants variables (dépendant du temps), les équations ponctuelles (ou différentielles) exprimant les
théorèmes fondamentaux de l’électrostatique et de la magnétostatique [63]. Le système des quatre équa-
tions de Maxwell peut être considéré comme formé de deux groupes indépendants de deux équations :
un groupe concernant les excitations électrique et magnétique, ainsi queles charges et les courants élec-
triques :

{

div(D) = ρc

rotH − ∂D
∂t = J

(3.12)

et un groupe concernant les champs électrique et magnétique :
{

div(B) = 0

rotE + ∂B
∂t = 0

(3.13)

avec :

• E : le champ électrique(V/m),
• H : l’excitation magnétique(A/m),
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• D : une induction électrique(C/m2),
• B : le champ magnétique(T ),
• ρc : la densité de charges(C/m3),
• J : la densité de courant électrique(A/m2).

On peut donc considérer, comme le suggère le premier groupe d’équations, que les «sources» (charges
et courants électriques) créent en tout point de l’espace, des vecteurs excitations indépendants du milieu
dans lequel ils sont définis, alors que les forces électromagnétiques s’exerçant sur d’autres sources sont
liées aux vecteurs champs. Pour pouvoir passer de l’effet à la cause (c’est-à-dire des sources aux forces),
il manque un maillon à la chaine, à savoir un groupe de relations permettant de relier, en tout point, les
excitations avec les champs. De telles relations, qui font intervenir les propriétés électromagnétiques du
milieu matériel, sont appelées «équations constitutives» et sont données par :

{

D = εE
B = µH

(3.14)

ε et µ représentant respectivement la permittivité électrique(F/m) et la perméabilité magnétique du
milieu (H/m).

Les équations de Maxwell écrites sous forme différentielles ou intégrales peuvent être résolues soit dans
le domaine temporel soit dans le domaine fréquentiel.

3.1.2.2 Résolution numérique des équations de Maxwell et modélisation déterministe de la CRBM

De nombreuses méthodes numériques ont été développées pour la résolution des équations de Max-
well. Leur efficacité, voire leur précision, est cependant affectée lorsque les géométries et les matériaux
mis en oeuvre deviennent trop complexes : le choix étant déterminé essentiellement par le type d’applica-
tion considéré. En ce qui concerne les problèmes de grande taille en l’occurrence la CRBM, la méthode
utilisée doit intégrer le maximum de paramètres dans la résolution ; les difficultés majeures étant liées à
l’intégration des pertes et à l’optimisation du temps de calcul.

Comme précédemment mentionné, on peut distinguer deux grands types de formulation des équations de
Maxwell :

• la formulation harmonique (ou dans le domaine fréquentiel),

• la formulation en temps écrite directement à partir des équations de Maxwell-Faraday (Eq.3.13) et
de Maxwell-Ampère (Eq.3.12).

Le choix d’une formulation et des méthodes numériques nécessaires à la résolution du problème posé
dépendent des configurations étudiées.
Pour la modélisation du champ électromagnétique en CRBM, les méthodes fréquentielles ont l’avantage
de donner des résultats plus immédiats pour la comparaison avec les mesures.Elles permettent notam-
ment une prise en compte naturelle des valeurs des différents paramètres (conductivité,. . .) qui varient
avec la fréquence.

Dans un problème avec sources, la méthode numérique la plus souvent utilisée pour la résolution des
équations de Maxwell écrites sous forme intégrale est la méthode des moments (MoM). Cette méthode,
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adaptée à l’électromagnétisme par Harrington en 1968, ne nécessite que le maillage des éléments du sys-
tème. Cependant elle requiert d’importantes ressources informatiques etnécessite autant de simulations
que de fréquences étudiées, contrairement aux méthodes temporelles quipermettent de travailler sur une
large gamme de fréquences.

En CRBM, les techniques temporelles sont les plus populaires car elles permettent d’exciter la cavité
sur une large gamme de fréquences à l’aide d’un signal impulsionnel. Les méthodes temporelles de ré-
solution, en coordonnées cartésiennes, des équations de Maxwell habituellement utilisées sont :

• le schéma Finite Difference Time Domain (FDTD) : La méthode des différencesfinies correspond
à la résolution directe des équations de Maxwell en discrétisant les espaces cartésien et temporel. Les
éléments du maillage sont donc tous parallélépipédiques. L’inconvénient majeur est, par conséquent, la
non-conformité du maillage aux surfaces courbes. En revanche, elle prend facilement en compte les mi-
lieux inhomogènes.

• le schéma Finite Volume Time Domain (FVTD) : La méthode des volumes finis permet unmaillage
conforme du système. Cependant, les coûts en termes de ressources informatiques sont plus importants.

La modélisation des CRBM présente cependant un problème lié à toutes les techniques temporelles :
la prise en compte des pertes de la CRBM.

L’un des critères permettant de choisir parmi les nombreuses méthodes numériques de résolution des
équations de Maxwell, concerne la description correcte des matériaux impliqués en respectant leurs pro-
priétés électromagnétiques (permittivité, perméabilité, conductivité) de manièreisotrope ou non. Les mé-
thodes temporelles FDTD et FVTD entre autres, respectent parfaitement cette condition. En outre, leur
capacité à accepter des études sur de larges gammes de fréquences leurconfère un avantage important
pour l’étude d’une CRBM, par rapport aux techniques fréquentielles.De plus, le recalage en puissance de
la source d’excitation peut également être traité avec plus ou moins de facilité selon la technique choisie.
L’intégration complète des différents éléments constitutifs d’une CRBM nécessite de tenir compte à la
fois des caractéristiques physiques et géométriques de la CRBM ainsi quedes différents éléments qui la
composent.
Jusqu’à présent, deux formalismes d’intégration des pertes en CRBM réelle sont utilisées :

• la méthode des pertes «modélisées»

• la méthode des pertes «simulées»

Méthode des pertes «modélisées»

L’approche la plus naturelle pour modéliser une CRBM réelle (par opposition à une cavité idéale)
est de modéliser les pertes par effet Joule des éléments conducteurs (parois, pales) par l’introduction
d’une conductivité finie. Toutefois l’utilisation directe d’une méthode numérique de type FDTD ou
FVTD conduirait à un pas de discrétisation extrèmement faible dans les conducteurs. Par exemple,
pour une conductivité électriqueσ = 107S/m et une fréquence de1GHz, la taille de cellule serait :
δx = δy = δz = 2, 23µm en FDTD.
De même, pour satisfaire le critère de stabilité des schémas numériques explicites, le pas de temps imposé
par les conducteurs serait très faible vis-à-vis de celui relatif à la propagation en espace libre. Nous nous

Application de méthodes probabilistes à l’analyse des couplages en Compatibilité Electromagnétique et contribution à la
sûreté de fonctionnement de systèmes électroniques



CHAPITRE 3. ANALYSE COMPORTEMENTALE DE LA CRBM PAR UNE MÉTHODE DE
COLLOCATION STOCHASTIQUE 84

sommes ainsi orientés vers le choix d’une méthode différentielle dans le domaine temporel, complétée
par une condition aux limites de type impédance surfacique (Surface Impedance Boundary Condition,
SIBC en anglais). Cette dernière peut alors être utilisée afin de limiter le nombre de cellules volumiques
utilisées pour modéliser des objets diélectriques à pertes.

La condition aux limites d’impédance de Leontovich du premier ordre relie ainsiles composantes de
champ tangentiel total entre elles et s’écrit, pour une fréquence de travail fixée :

Êtang(ω; r) = Zs(ω; r)
[

n × Ĥtang(ω; r)
]

(3.15)

où ω etZs(ω) représentent respectivement la pulsation et l’impédance de surface duconducteur. L’in-
dicetang désigne la composante tangentielle des champs etn est le vecteur unitaire normal à la surface
conductrice.

L’application des conditions aux limites de type SIBC consiste à remplacer une description volumique
par un modèle surfacique. Le conducteur n’est plus maillé dans son épaisseur et la taille des cellules de
discrétisation est donnée par la condition CFL (Courant, Friedrichs, Lewy) en espace libre. En pratique,
cette approche est associée à plusieurs approximations. En premier lieu onconsidère que le matériau se
comporte comme un bon conducteur sur l’ensemble de la gamme de fréquencesde l’étude (σ >> ωǫ).
Le comportement du matériau étant supposé inductif, l’équation précédentes’écrit alors :

Êtang(ω; r) = (Rs + jωLs)
[

n × Ĥtang(ω; r)
]

(3.16)

Afin d’intégrer cette relation dans un algorithme temporel, l’équivalent temporel de la relation précédente
est obtenu à l’aide d’une transformée de Fourier inverse et peut s’écrire pourEx(t; r), par exemple, en
supposant la direction de propagation suivant l’axe desz :

Ex(t; r) = RsHy(t; r) + Ls
∂

∂t
Hy(t; r) (3.17)

La discrétisation numérique en FDTD de ce modèle SIBC introduit une troisième approximation liée au
schéma Leap-Frog. Pour une cellulek donnée, le champ magnétique à l’instantn∆t est approximé par :

Hn
(

k +
1

2

)

≈ 1

2

[

Hn+ 1
2

(

k +
1

2

)

+Hn− 1
2

(

k +
1

2

)

]

(3.18)

Malgré ces approximations inhérentes à tout modèle numérique, les diverses expérimentations numé-
riques montrent que cette méthode reste adaptée à la résolution d’un problèmeà une fréquence particu-
lière [46]. Des modèles de SIBC dispersifs permettant l’utilisation d’une impédance de surface sur une
large bande de fréquences ont été développés. Néanmoins, leur implémentation est plus complexe et la
durée des calculs augmente singulièrement avec le traitement numérique des convolutions.

La Fig. 3.2 montre l’évolution temporelle de la composante suivantx du champ électrique en différents
points d’observation. Nous observons, après un phénomène transitoire, une stabilisation de l’amplitude
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FIG. 3.2 –Stabilisation de la composante suivantx du champ électrique en différents points d’observa-
tion. Les données brutes ont été posttraitées afin de visualiser uniquement l’enveloppe des courbes

à l’intérieur de la CRBM. Suivant la composante de champ et le point spatial, lemême phénomène sta-
tionnaire apparait mais avec des amplitudes différentes.

Naturellement, la valeur de la conductivité influe sur la rapidité de convergence vers la solution. Ainsi,
plus la valeur de la conductivité est forte, plus le matériau se rapproche d’un comportement de type
conducteur «parfait», moins les pertes sont importantes et plus le temps d’établissement vers le régime
stationnaire est long (Fig. 3.3, Fig.3.4 et Fig.3.5).

Si la discrétisation spatiale de la CRBM simulée n’est pas suffisante (< λ
30 ), un phénomène de conver-

gences multiples apparaît, dû au caractère dispersif du schéma FDTD. Cesinstabilités seront d’autant
plus précoces que la valeur de la conductivité sera grande, rendant laconvergence impossible. Ce pro-
blème peut devenir critique pour des valeurs de conductivité très élevées.

Méthode des pertes «simulées»

Dans ce deuxième formalisme, le principe consiste à faire une analogie entre laCRBM et un circuit
oscillantRLC série, la CRBM étant une cavité qui emmagasine de l’énergie sous forme magnétique et
sous forme électrique.
L’idée consiste alors à dimensionner une fenêtre rectangulaire temporellerectTmax de duréeTmax qui,
appliquée au signal issu de la simulation de la CRBM dont les parois sont infiniment conductrices, tradui-
rait la réponse de la CRBM réelle. Un filtre spécifique dont les caractéristiques font intervenir le circuit
RLC est alors appliqué afin de prendre en compte les pertes de la CRBM réelle.
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FIG. 3.3 –Stabilisation de la composante suivantz du champ électrique en un point et pour différentes
valeurs de la conductivité

FIG. 3.4 –Stabilisation de la composante suivantx du champ électrique pour différents points et diffé-
rentes valeurs de la conductivité

L’expression finale du champ électrique à la positionr et à l’instantt de la CRBM réelle est donnée par :

U(t; r) = rectTmax .gQ(t).Uσ∞(t; r) (3.19)
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FIG. 3.5 – Allure temporelle d’une composante du champ à l’intérieur d’une cavité résonnante de
conductivitéσ = 1719S/m simulée en utilisant un maillage «grossier»

avec :

gQ(t) ∼= πf0

Q
e
−πf0

Q
t (3.20)

le filtre temporel,Q le coefficient de qualité de la CRBM à la fréquencef0 etUσ∞(t; r), le champ élec-
trique obtenu en l’absence de pertes.

Pratiquement, la valeur du coefficient de qualité introduite dans les simulations est celle obtenue expéri-
mentalement en un point du volume utile , d’où la nécessité de réaliser autant demesures deQ que de
points où une solution est recherchée.
De plus, l’adoption d’une estimée du facteur de qualité à intégrer suscite desquestions car les choix sont
multiples entre :

• la valeur moyenne du facteur de qualité sur une rotation de brasseur et sur l’ensemble des points
de mesure,

• la valeur moyenne de la valeur maximale du facteur qualité sur une rotation de brasseur et sur
l’ensemble des points de mesure,

• la valeur théorique du facteur de qualité [40, 41],
• . . ..

Ainsi, la méthode choisie permet une intégration directe des pertes de la CRBM dès la résolution des
équations de Maxwell par une méthode FDTD complétée par des conditions aux limites de type SIBC.
En ce qui concerne la valeur de la conductivité, celle-ci, issue de l’équation Eq.3.11, peut correspondre
à :

• la valeur moyenne sur l’ensemble des positions du brasseur et des points de mesure,
• la valeur moyenne sur l’ensemble des positions du brasseur pris en un point de mesure donné,
• la valeur obtenue pour une position donnée du brasseur, en un point demesure donné,
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On en déduit donc la possibilité d’envisager différents types de modélisations déterministes, comme
nous le verrons dans la suite du document. Une autre alternative est de développer un modèle original,
fondé sur une analogie probabiliste entre le brasseur et la conductivité des parois, analogie consistant
à considérer la conductivité comme une variable aléatoire dans les équationsde Maxwell. La loi de
probabilité de la conductivité est déterminée à l’aide du critère de stationnaritédu champ aléatoire qui
précise que la valeur moyenne du champ est identique quel que soit le pointconsidéré dans le volume
utile. En revanche, dans la méthode dite «des pertes simulées», le champ électrique dépend du point
considéré et n’est donc pas stationnaire (Eq.3.19). De ce fait, l’analogie probabiliste proposée ne peut
pas s’appliquer à ce formalisme d’intégration des pertes.

3.2 Définition d’un modèle probabiliste d’une Chambre Réverbéranteà
Brassage de Modes

3.2.1 Analogie probabiliste

La conductivité est un paramètre physique déterministe. Pour un test donné, le processus réverbérant
en lui-même est déterministe : son évolution temporelle, à savoir l’essai CEM, est à la fois répétable
et reproductible lorsque l’on conserve les conditions initiales d’un test à l’autre. En d’autres termes,
lorsque l’évolution temporelle du champ électromagnétique excitateur, les positions du brasseur et celles
de l’équipement sous test sont fixées, les résultats de mesures doiventêtre identiques (aux incertitudes de
mesures près). C’est en fait au niveau «interne» d’un test que les données relatives aux différentes posi-
tions du brasseur apparaissent comme pseudo-aléatoires, chaque position de brasseur étant associée à un
environnement électromagnétique propre, et l’ensemble des distributions spatiales du champ électroma-
gnétique étant générées lors d’une rotation complète du brasseur. Idéalement, à savoir pour un nombre
infini de positions du brasseur, une réalisation de l’expérience inclut unprocessus aléatoire ce qui justifie
l’utilisation de méthodes statistiques. Cependant, en pratique, le nombre de positions de brasseur n’est
pas infini d’où des conditions d’expérimentation ne correspondant pasà une situation idéale, et il devient
ainsi indispensable de développer des modèles théoriques permettant de reproduire de la manière la plus
réaliste possible le déroulement d’un test déterministe CEM. Partant ainsi duprincipe que, pour une fré-
quence donnée et à chaque pas de brasseur, les conditions aux limites dela CRBM sont modifiées, la
principale hypothèse est que la conductivité diffère «virtuellement» d’uneposition à l’autre du brasseur.
Ceci suggère que toutes les incertitudes i.e. tous les phénomènes physiques non maîtrisés dans la CRBM
sont inclus dans ce paramètre. La précision des modèles probabilistes théoriques dépend bien entendu de
celle des formules théoriques, et surtout des approximations et des erreurs numériques. Il a été fait état,
dans quelques articles, de cette considération. Dans [42] par exemple, une approche probabiliste et des
simulations de Monte-Carlo ont été utilisées pour déterminer le comportement d’une antenne dans une
cavité avec un coefficient de qualité aléatoire. La comparaison avec les mesures en CRBM a donné des
résultats encourageants pour une telle approche.
Il est à noter que le modèle probabiliste proposé ne vise pas à reproduirele comportement du champ à
chaque pas de brasseur, mais à évaluer des estimées des paramètres du second ordre des grandeurs élec-
tromagnétiques par une méthode ne nécessitant pas une simulation lourde de laCRBM, en l’occurence
sans inclure le brasseur.
Le modèle probabiliste de la CRBM proposé dans ce chapitre s’appuie sur celui de la conductivité des
parois de la CRBM. L’estimation du modèle aléatoire de ce paramètre est décritedans le prochain para-
graphe.
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3.2.2 Loi de distribution de la conductivité des parois de la CRBM

Soitσ la conductivité des parois d’une CRBM à une fréquence donnée. Pour une position de brasseur
donnée, elle est liée à la norme‖ Êtot ‖ du champ total par une relation de la forme :

σ = bf ‖ Êtot ‖4 (3.21)

où bf est un coefficient> 0 donné par :

bf =
S2f

8100πµ0c2P 2
t

(3.22)

avecS l’aire de la surface totale des parois métalliques de la CRBM.σ se réécrit alors :

σ = bfs
4 ‖

◦
G ‖4 (3.23)

où s est l’écart-type des parties réelles et imaginaires du champ électrique et,
◦
G = (

◦
G1, . . . ,

◦
G6) une

variable aléatoire gaussienne standard à valeurs dansR
6, i.e.

◦
G ∼ N (06, I6×6).

σ suit alors une loi duχ4
6 à facteur d’échellebfs4 (cf. annexe B) et sa densité de probabilité, sa fonction

de répartition, sa moyenne et son écart-type sont respectivement donnés par :
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≪ σ ≫= 48bfs
4

sσ = 24
√
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4

La Fig.3.6 montre une bonne concordance entre la densité de probabilité expérimentale de la conductivité
et la densité théorique à690MHz.
La loi de distribution de la conductivité des parois de la CRBM étant établie, l’étape suivante consiste
à résoudre les équations de Maxwell pour chaque réalisation de ce paramètre et de déduire des résultats
obtenus par l’ensemble des simulations, les estimées du champ électromagnétique.
L’approche la plus naturelle est l’utilisation d’une méthode de Monte-Carlo.Cependant, une telle procé-
dure exige de considérer un nombre important d’échantillons pour assurer la convergence de la solution,
d’où des temps de calculs considérables. C’est pourquoi nous proposons une nouvelle méthode de ré-
solution des équations de Maxwell permettant d’intégrer les pertes de la chambre tout en optimisant le
temps de simulation : la méthode de collocation stochastique.
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FIG. 3.6 –Densité de probabilité de la conductivité à690MHz

3.3 Résolution des équations de Maxwell par une méthode de collocation
stochastique

3.3.1 La méthode de collocation déterministe

Les méthodes spectrales sont des méthodes d’ordre élevé pour la résolution numérique d’équations
aux dérivées partielles. Celles que nous utiliserons reposent sur un développement polynomial de la so-
lution. Dans les méthodes spectrales, les fonctions de base sont des fonctions globales, définies sur tout
le domaine et indéfiniment dérivables contrairement aux méthodes locales pour lesquelles le domaine
est subdivisé en plusieurs intervalles, et les fonctions de base de calcul correspondent à des fonctions
définies par morceaux sur ces intervalles. Le choix des fonctions test etdes fonctions de base détermine
les méthodes de Galerkin et de collocation.

Pour la méthode de Galerkin, les fonctions test sont identiques aux fonctions de base. Elles sont donc
indéfiniment dérivables et satisfont toutes les conditions aux limites. En électromagnétisme par exemple,
une approche appropriée pour le calcul numérique des équations non-linéaires semble être une méthode
Galerkin discontinue. L’adjectif «discontinue» provient du fait que l’on tolère que le champ puisse être
différent entre deux éléments (et donc discontinu à la frontière), l’adjectif «Galerkin» est lié au choix de
fonctions de base de l’espace d’approximation des champs, identiques aux fonctions de test de l’espace
d’approximation des équations.

Dans la méthode de collocation, les fonctions test sont des fonctions de Dirac translatées, centrées en
certains points, appelés «points de collocation». Cette méthode est une classe particulière de la méthode
des résidus pondérés. La méthode des résidus pondérés consiste à approcher partiellement l’annulation
du résidu d’une équation différentielle pour trouver une solution discrèteapproximative. La méthode de
collocation se distingue par sa facilité d’exécution, due au choix des fonctions de pondération. Celles-ci,
des fonctions de Dirac, simplifient beaucoup les calculs.
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En approchant numériquement une solution exacte, nous remplaçons unereprésentation infinie par une
représentation finie. Une telle approximation signifie nécessairement que l’équation ne peut pas être sa-
tisfaite partout dans la région d’étude et que nous ne pouvons satisfairequ’un nombre fini de conditions.
C’est le choix des conditions à satisfaire qui définit le type de méthode numérique. Pour la méthode de
collocation, l’équation différentielle n’est satisfaite qu’en quelques pointsdistincts de la région d’étude.

Une fois les fonctions de pondération déterminées, la collocation par points requiert la résolution de
trois problèmes :

• La position des points de collocation : le choix des points de collocation est d’une importance
cruciale pour la précision de la méthode, il est important de noter que la dimension de l’espace
d’approximation (i.e. le degré maximal des polynômes utilisés pour l’approximation de la solu-
tion) doit être égal à(N + 1),N étant le nombre de points.

• Le choix des fonctions de base : il est déterminant pour la stabilité numériquede la méthode. Il
existe une technique de projection sur des bases polynomiales. L’utilisation de bases polynomiales
peut cependant se révéler inadaptée pour le traitement de certains problèmes, en particulier dans
le cas de processus présentant une dépendance rapide ou discontinue vis-à-vis de un ou plusieurs
paramètres incertains. Le choix de la base de projection s’avère alors important,

• Le nombre de points de collocation : il est difficilement prévisible et dépend plutôt de la conver-
gence du problème.

On désigne donc sous le terme de collocation [50], les techniques d’estimationde variables déterministes
ou aléatoires, par recherche du meilleur prédicateur linéaire, connaissant un certain nombre d’observa-
tions ponctuelles.

En guise d’illustration, considérons une méthode de collocation déterministe pour la résolution numé-
rique d’équations aux dérivées partielles. Cette résolution fait appel aux segmentations spatiale et tem-
porelle de la solution. Dans le cas des méthodes classiques de résolution, l’objectif est d’approximer les
équations aux dérivées partielles par des équations différentielles ordinaires. Ces équations peuvent être
obtenues par des méthodes numériques bien connues telles que l’approche «différences finies» basée sur
l’utilisation des séries de Taylor pour obtenir des approximations des dérivées partielles spatiales. Ces
approximations peuvent être arrières, centrées ou avants selon la position des points utilisés pour réaliser
l’approximation.
Soit, donc, l’équation différentielle linéaire :

IL(x) = 0 (3.25)

avec,IL l’opérateur différentiel linéaire.

En utilisant une méthode de collocation, une approximation de la solution s’écritsous la forme :

x̄(t; r) =
N
∑

i=0

ci(t)ςi(r) (3.26)

Dans cette équation, lesςi(r) sont les fonctions de base prédéterminées alors que lesci(t) seront choisis
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pour obtenir la meilleure approximation possible. Cette approximationx̄(t; r) est introduite dans les
équations aux dérivées partielles originales afin de calculer les résidusRΩ. Ces résidus seront utilisés
comme mesure indirecte de l’erreur par rapport à la solution réelle du système. Le choix desci(t) est
donc fait en minimisant une pondération des résidus dans un espace fonctionnel déterminé par une base
de fonctionsψi. Ce qui correspond au problème suivant :

∫

Ω
RΩψidΩ = 0 (3.27)

Le choix des fonctions de pondérationψi détermine le type de méthode des résidus pondérés qui est
utilisée. Dans ce cas de collocation, des fonctions de Dirac sont employées. Cette approche permet de
minimiser la valeur des résidus uniquement en certains points. Elle a l’avantagede simplifier les calculs
car l’Eq.3.27 se ramène alors simplement à l’évaluation des résidus aux pointsde collocation. De plus, en
utilisant des polynômes de Lagrange comme fonctions de baseςi, il est possible de simplifier davantage
le problème. En effet, ils possèdent la propriété suivante :

ςi(r = rj) = δij =

∣

∣

∣

∣

1 pouri = j
0 pouri 6= j

(3.28)

Ainsi, si les racines de ces polynômes sont les points de collocation, la simplification suivante est pos-
sible :

x̄(t; rk) =

N
∑

i=0

ci(t)ςi(rk) = ck(t) (3.29)

Ce qui permet d’obtenir l’approximation suivante des variables aux pointsde collocation :

x̄(t; rk) =
N
∑

i=0

x̄(t; rk)ςi(rk) (3.30)

Aux points de collocation, il est donc maintenant possible d’approximer les dérivées partielles spatiales
de la façon suivante :

∂x̄(t;rk)
∂r =

∑N
i=0

dςi(rk)
dr x̄(t; rk)

∂2x̄(t;rk)
∂r2 =

∑N
i=0

d2ςi(rk)
dr2 x̄(t; rk)

(3.31)

La formulation du système d’équations différentielles ordinaires par collocation est donc formée deN+1
équations différentielles. Pour pouvoir utiliser cette approximation,N + 1 points de collocation doivent
être déterminés. Le choix de ces points est crucial pour obtenir une solution de bonne qualité.

Les paramètres relatifs au polynôme utilisé pour trouver les points de collocation doivent être choisis
pour ajuster la méthode de collocation. Intuitivement, le nombre de points devrait être maximal pour
obtenir une meilleure précision. Ce n’est pourtant pas le cas : un nombre de points trop important im-
plique l’utilisation de polynômes de Lagrange de degré élevé ; ce qui peut causer rapidement des erreurs
numériques lors de l’application.
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Fonctions test Méthode
ψi(x) = δ(x− xi) Collocation

ψi(x) = xi Méthode des moments
ψi(x) = ςi Galerkin

TAB . 3.1 –Fonctions test et méthodes associées

La nature de la méthode utilisée dépend donc des choix de la fonction test ou fonction poidsψi ainsi que
de la fonction «expansion» ou fonction de baseςi(Tab. 3.1) :

Pour la méthode de collocation, la fonction test est une impulsion de Dirac telle queψi(x) = δ(x− xi)
oùxi est un point de collocation.RΩ est telle queRΩ(xi) = 0 au point de collocationxi.

Dans ce chapitre, nous nous intéresserons particulièrement à un autre type de méthode de collocation :
la «méthode de collocation stochastique». Rappelons que notre objectif est l’estimation des paramètres
statistiques du champ électromagnétique dans la CRBM en un nombre élevé de points appartenant au
volume utile et pour des temps de calculs raisonnables. De ce fait, l’analogie probabiliste proposée entre
le brasseur et la conductivité sera associée à une occupation de taille mémoire relativement peu élevée
puisque seule la simulation de la cavité est nécessaire. L’approche la plus simple pour estimer ces diffé-
rents paramètres est la méthode de Monte-Carlo qui consiste à résoudre les équations de Maxwell pour
chaque échantillon de conductivité, et à réaliser ensuite les différents calculs relatifs aux estimées vou-
lues. Ceci s’avère donc peu raisonnable en termes de temps de simulation. L’utilisation d’une méthode de
collocation stochastique permet de retrouver les différentes estimées à partir d’un nombreN peu élevé
de valeurs de la conductivité choisies à l’aide de la loi de probabilité de cette dernière. Nous obtenons
alors(N + 1) équations différentielles dont la solution est approchée par une méthode SIBC-FDTD.
L’utilisation d’une telle méthode permet, dans ce cas, de remplacer une équation différentielle stochas-
tique en(N +1) équations différentielles déterministes afin d’estimer les paramètres du second ordre du
champ.
Les différentes étapes associées à ce type d’estimation seront directement présentées avec la résolution
des équations de Maxwell contenant une conductivité aléatoire.

3.3.2 Application d’une méthode de collocation stochastique aux équations de Maxwell

En tout point d’un milieu homogène, isotrope, linéaire, les équations de Maxwell s’écrivent à chaque
instantt :

{

ǫ∂E
∂t −∇× H + σE = 0

µ∂H
∂t + ∇× E = 0

(3.32)

où σ est la variable aléatoire définie précédemment qui suit une loi duχ4
6 de paramètres donnés par

l’Eq.3.24.

Les champs électrique et magnétique solutions dépendent de cette variable aléatoire. Ce sont donc des
champs stochastiques, que nous noterons respectivementE(t;x, y, z;σ) et H(t;x, y, z;σ). Nous nous
intéressons ici aux caractéristiques du second ordre du champE(t;x, y, z;σ) et plus précisément de son
dual spectral̂E(f ;x, y, z;σ). Pour calculer ces grandeurs, nous avons utilisé une méthode de collocation
stochastique basée sur l’idée de remplacer les champs stochastiquesE(t;x, y, z;σ) etH(t;x, y, z;σ) par
des champs approximants, qui pour simplifier sont notés de façon identique. Ces champs sont de la forme
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[48] :
{

E(t;x, y, z;σ) =
∑n

i=0 Ei(t;x, y, z)Li(σ)

H(t;x, y, z;σ) =
∑n

i=0 Hi(t;x, y, z)Li(σ)
(3.33)

avecn un entier≥ 0 à choisir et,Li, (0 ≤ i ≤ n), des polynômes de Lagrange d’ordren, tels que :

Li(u) =
n
∏

j=0

u− σj

σi − σj
, u ∈ IR avecj 6= i (3.34)

où lesσj , 0 ≤ j ≤ n sont les points de collocation d’ordren associés à la loi de probabilité deσ.
Ces polynômes vérifient en outre l’importante propriété :

∀(i, j) ∈ {0, . . . , n}, Li(σj) = δij (3.35)

où δij est le symbole de Kroneker.
Lesn+ 1 pointsσj , (0 ≤ j ≤ n), sont déterminés à partir de la loi deσ et sont donc connus [48].
Les inconnues du problème sont ici lesn+1 couples de fonctions déterministes(Ei(t;x, y, z),Hi(t;x, y, z)),
(0 ≤ i ≤ n), que, pour simplifier, nous noterons(Ei,Hi) par la suite :

{

Ei = Ei(t;x, y, z)

Hi = Hi(t;x, y, z)
(3.36)

En portant l’Eq.3.33 dans l’Eq.3.32 et en tenant compte de l’Eq.3.36, il vient:






∑n
i=0

(

ǫ∂Ei

∂t −∇× Hi + σEi
)

Li(σ) = 0
∑n

i=0

(

µ∂Hi

∂t + ∇× Ei
)

Li(σ) = 0
(3.37)

En écrivant ces équations aux points de collocationσj et en tenant compte de la propriété Eq.3.35 satis-
faite par les polynômesLi, on obtient :







∑n
i=0

(

ǫ∂Ei

∂t −∇× Hi + σjEi
)

δij = 0
∑n

i=0

(

µ∂Hi

∂t + ∇× Ei
)

δij = 0
(3.38)

avec0 ≤ j ≤ n

soit :
{

ǫ∂Ei

∂t −∇× Hi + σiEi = 0

µ∂Hi

∂t + ∇× Ei = 0
(3.39)

avec0 ≤ i ≤ n

On est ainsi conduit à la résolution den + 1 problèmes différentiels déterministes, pour lesquels on
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dispose de procédures numériques bien éprouvées. Pour résoudreces problèmes, nous avons utilisé une
méthode de type SIBC.
Une fois ces systèmes résolus, nous disposons desn+ 1 couples solutions(Ei(t;x, y, z),Hi(t;x, y, z)),
0 ≤ i ≤ n, qui ne sont connus, bien entendu, qu’aux noeuds de la grille spatio-temporelle utilisée par la
résolution numérique. A partir de ces fonctions déterministes, nous pouvons alors par l’Eq.3.33, obtenir
la solution stochastique approchée cherchée, puis, par transformation de Fourier de cette dernière, en
déduire son dual spectral(Ê(f ;x, y, z;σ), Ĥ(f ;x, y, z;σ)) qui s’écrit :

{

Ê(f ;x, y, z;σ) =
∑n

i=0 Ê
i
(f ;x, y, z)Li(σ)

Ĥ(f ;x, y, z;σ) =
∑n

i=0 Ĥ
i
(f ;x, y, z)Li(σ)

(3.40)

où lesÊ
i
(f ;x, y, z) et Ĥ

i
(f ;x, y, z), 0 ≤ i ≤ n, sont les transformées de Fourier desEi(t;x, y, z) et

Hi(t;x, y, z) respectivement ;

Notons que ces valeurs de champ ne peuvent être individuellement interprétées physiquement. Elles
représentent des réalisations particulières du champ électromagnétique. Et, comme dans toute étude sta-
tistique, ces réalisations permettent d’estimer les différents paramètres du champ. Néanmoins, l’estima-
tion des paramètres ne peut pas se faire avec la méthode classique de Monte-Carlo pour laquelle, par
exemple, l’espérance mathématique est obtenue par la moyenne arithmétique des différentes réalisations.
Des approximations numériques des caractéristiques du second ordre duchamp électrique aléatoire
peuvent alors être évaluées simplement à partir de la première relation de l’Eq.3.40, comme nous al-
lons le voir dans le paragraphe suivant.

3.3.3 Approximation des caractéristiques statistiques dusecond ordre du champ élec-
trique aléatoire

3.3.3.1 Approximation de la moyenne

SoitÊp(f ; r ;σ), r = (x, y, z), lap-ème coordonnée du champ aléatoire approximantÊ(f ; r ;σ) défini
par l’Eq.3.40. Sa moyenne s’écrit :

≪ Êp(f ; r ;σ) ≫=

∫

IR
Êp(f ; r ;u)Pσ(u)du (3.41)

soit, d’après Eq.3.24 et Eq.3.40 :

≪ Êp(f ; r ;σ) ≫=

n
∑

i=0

Ê
i
p(f ; r)Ii (3.42)

avec :

Ii =

∫ +∞

0

√
ue

− 1
2

√

u
(bf s4)

32(bfs4)
3
2

Li(u)du (3.43)

Cette intégrale est calculée par la méthode de Gauss-Laguerre qui donne:

Ii =
m
∑

j=0

ψjLi(σj) (3.44)
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avec :

uj =
σ

1/2
j

2s2b
1/2
f

ψj = 1
2

Γ(m+3)uj

m!(m+1)2[L2
m+1(uj)]2

(3.45)

où lesσj , 0 ≤ j ≤ n, sont les points de collocation associés à la loi deσ, Γ est la fonction Gamma et
Lm+1 est le polynôme de Laguerre d’ordrem+ 1.

Tenant compte de la propriété (Eq.3.35) desLi, il vient Ii = ψi et par suite, l’Eq.3.42 se réécrit :

≪ Êp(f ; r ;σ) ≫=
n
∑

i=0

ψiÊ
i
p(f ; r) (3.46)

3.3.3.2 Approximation de la variance

Soit s2
Êp(f ;r ;σ)

, r = (x, y, z), la variance de lap-ème coordonnéêEp(f ; r ;σ) du champ approximant

Ê(f ; r ;σ) défini par Eq.3.40. Elle est donnée par :

s2
Êp(f ;r ;σ)

=≪ (Êp(f ; r ;σ))2 ≫ −(≪ Êp(f ; r ;σ) ≫)2 (3.47)

Calculons le moment d’ordre deux≪ (Êp(r ; ȧ))2 ≫. Il est tel que :

≪ Ê
2
p(f ; r ;σ) ≫=

∫

IR
Ê

2
p(f ; r ;u)Pσ(u)du (3.48)

soit, d’après Eq.3.24 et Eq.3.28 :

≪ Ê
2
p(f ; r ;σ) ≫=

n
∑

i=0

n
∑

j=0

Ê
i
p(f ; r)Ê

j
p(f ; r)Iij (3.49)

avec :

Iij =

∫ +∞

0

√
ue

− 1
2

√

u
(bf s4)

32(bfs4)
3
2

Li(u)Lj(u)du (3.50)

où, comme dans le cas précédent, cette intégrale est calculée par la méthode de quadrature de Gauss-
Laguerre. On obtient tous calculs faits :

Iij =
m
∑

q=0

ψqδiqδjq (3.51)
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En portant ce résultat dans Eq.3.50 il vient :

≪ Ê
2
p(f ; r ;σ) ≫=

n
∑

i=0

ψi(Ê
i
p(f ; r))2 (3.52)

Soit en portant les Eq.3.46 et Eq.3.52 dans l’Eq.3.47 :

s2
Êp(f ;r ;σ)

=
n
∑

i=0

ψi(Ê
i
p(f ; r))2 − (

n
∑

i=0

ψi(Ê
i
p(f ; r)))2 (3.53)

Comme on peut le voir, en chaque point, les approximations obtenues (Eq.3.44et Eq.3.49), dépendent
des points de collocation et des poids relatifs au polynôme de Laguerre utilisé. Le degré de ce polynôme
i.e. le nombre de points de collocation nécessaire n’est pas connu d’emblée. Il dépend de la convergence
de la solution.
Dans notre cas, les points de collocation dépendent du polynôme de Laguerre : une quadrature de Gauss-
Laguerre étant utilisée. D’autres types de quadratures peuvent être utilisés, dépendant de la loi de proba-
bilité de la variable aléatoire et du changement de variable. Dans ces cas, les points de collocation seront
liés aux racines des polynômes utilisés.
En un point donné de l’espace, pour une fréquence donnée, les différentes étapes relatives à l’estimation
des paramètres du champ sont les suivantes :

• déterminer la loi de probabilité de la variable aléatoire intervenant dans les équations de Maxwell,

• définir ou calculer les points de collocation pour un nombre de points n fixé,

• résoudre les équations de Maxwell en chaque point de collocation par des méthodes classiques ;
ceci revient à réaliser(n+ 1) simulations du champ électrique,

• utiliser les estimateurs des paramètres du champ électrique (Eq.3.44 et Eq.3.49).

Cette méthode sera appliquée à la CRBM pour l’estimation des paramètres statistiques du champ élec-
trique. La validation se fera par comparaison avec les mesures expérimentales obtenues en80 points du
volume utile et pour51 pas de brasseur.

3.4 Application de la méthode de collocation stochastique à l’analyse com-
portementale de la Chambre Réverbérante à Brassage de Modes

Dans certaines situations, où l’on désire comparer le taux de dispersion des distributions alors que
leurs échelles de mesure respectives ne sont pas comparables, le coefficient de variation permet de fournir
un indice quantitatif permettant cette comparaison. Le coefficient de variationd’une grandeur donnée est
statistiquement défini comme étant le rapport de l’écart-type sur la moyenne.Aussi, n’ayant pas la pos-
sibilité de déterminer les grandeurs normalisées à la puissance transmise à la CRBM, cette information
n’étant pas numériquement accessible, l’analyse sera effectuée à partir des coefficients de variation des
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modules des coordonnées canoniques du champ électrique.
Les estimées expérimentales sont obtenues en considérant51 réalisations du champ en chacun des80
points du volume utile.

3.4.1 Détermination des points de collocation

Les points de collocation doivent être calculés pour chaque fréquencecar ils dépendent du facteur
d’échelle de la loi de la conductivité dont la valeur est fonction de la fréquence (Eq.3.43). Rappelons
qu’en vertu de l’application du principe d’ergodicité, ces valeurs ont étéobtenues à partir de mesures
réalisées en80 points du volume utile, pour51 pas de brasseur, dans la gamme de fréquences[250MHz−
1GHz] avec un pas de fréquence de10MHz. Rappelons que cette hypothèse est vérifiée, d’après les
résultats des tests statistiques du Chap.1, à partir de340MHz. Cependant, nous présenterons les résultats
de la présente étude aux fréquences plus faibles.
La Fig.3.7 présente la variation en fonction de la fréquence de la conductivité correspondant à4 points
de collocation.

FIG. 3.7 –Valeurs des4 points de collocation et de la conductivité moyenne en fonction de la fréquence

3.4.2 Résolution des équations de Maxwell-Modélisation de lacavité

La deuxième étape consiste à résoudre les équations de Maxwell pour chaque point de collocation.
Rappelons que l’ensemble de la structure cavité/brasseur n’est pas modélisée ; les conditions aux limites
du champ sont appliquées à la seule cavité. La modélisation est réalisée à partir d’une technique SIBC et
s’applique à une cavité avec ou sans équipement sous test.
Cette méthode permet donc une occupation réduite de l’espace mémoire. En effet, bien qu’une seule si-
mulation soit requise avec les méthodes récemment éprouvées, et ce, sur une large gamme de fréquences,
celles-ci incluent une modélisation du brasseur, d’où des temps de simulationet une utilisation de l’es-
pace mémoire plus importants. Il est à noter que la méthode présentée ici est applicable à des fréquences
où la CRBM atteint son fonctionnement optimal, i.e. aux fréquences où les hypothèses de Hill ne sont
pas rejetées.
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3.4.3 Evolution du champ électrique en fonction des points decollocation

La Fig.3.8 représente la cartographie du champ dans le volume utile à1GHz et pour différents points
de collocation.

FIG. 3.8 –Amplitude du module du champ total à1GHz

Nous pouvons noter que la cartographie n’est pas modifiée pour deux points de collocation différents :
seules les amplitudes du champ varient. La Fig.3.9 représente les valeurs du champ en fonction des points
de collocation. Ces valeurs sont numériquement prélevées, à620MHz, en80 points du volume utile dont
les coordonnées cartésiennes coïncident avec celles des80 points expérimentaux. Il est à noter qu’il peut
exister une légère différence entre les coordonnées cartésiennes expérimentales et numériques d’un point
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en raison du maillage de la cavité, le pas de discrétisation numérique variant enfonction de la fréquence.

FIG. 3.9 –Réalisations du module du champ total à620MHz pour différents points de collocation en
différents points du volume utile

Les points de collocation à 620MHz donnés Fig.3.9 correspondent àσ1 = 1583S/m, σ2 = 12255S/m,
σ3 = 50144S/m, σ4 = 163338S/m.
L’évolution du champ en fonction deσ s’explique par le fait que lorsque la conductivité augmente, le
coefficient de qualité de la cavité augmente conformément à l’Eq.3.9, et la puissance dissipée dans les
parois est plus faible. Par conséquent, le champ généré dans la cavité devient plus élevé.

3.4.4 Estimation de la moyenne et de l’écart-type

La première étape vers l’estimation des moyennes des coordonnées canoniques du champ consiste,
dès lors, à multiplier chaque réalisation du champ par son poidsψi. Pour un nombre de points de collo-
cationn = 4, les différents poids, qui sont indépendants de la fréquence, sont donnés dans le Tab. 3.2.

Conductivité Poids
σ1 0.36

σ2 0.53

σ3 0.10

σ4 2.18e− 3

TAB . 3.2 –Poids des points de collocation pourn = 4

En prenant en compte les poids des points de collocation, nous pouvons remarquer sur la Fig.3.10 que
l’analyse réalisée précédemment sur l’évolution du champ en fonction de la conductivité n’est plus vraie.
En effet, plus le point considéré est proche de la moyenne de la conductivité, plus son poids est important.
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FIG. 3.10 –Prise en compte du poids de chaque point de collocation à620MHz

La moyenne est obtenue en chaque point après application de l’Eq.3.44 i.e àpartir de la somme des quatre
valeurs obtenues dans l’étape précédente. La variance est déterminéeaprès application de l’Eq.3.49 en
chaque point. La Fig.3.11 présente les résultats obtenus pour la moyenne etl’écart type du module du
champ électrique, à la fréquence de620MHz.

FIG. 3.11 –Moyenne et écart-type du module du champ à620MHz

Il est à noter que seuls, 4 points de collocation ont été utilisés pour les calculs : la convergence étant
atteinte (Fig.3.12).
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FIG. 3.12 –Coefficient de variation numérique du module du champ total en fonction dunombre de
points de collocation

L’objectif est maintenant de valider le modèle probabiliste proposé en comparant les résultats qu’il four-
nit avec ceux issus des mesures expérimentales. Cette validation fait l’objetde la prochaine étape.

3.4.5 Valeurs expérimentale et théorique du coefficient de variation du champ électrique

La comparaison de ces résultats avec ceux obtenus expérimentalement se fera par le biais des co-
efficients de variation des modules du champ électrique. En effet, si les parties réelles et imaginaires
du champ peuvent être obtenues numériquement, les modules des composantes du champ sont les seuls
paramètres que nous fournit la mesure (effectuée au moyen d’une sonde triaxiale). De plus, de manière à
disposer d’une référence plus théorique pour le coefficient de variation, nous considérerons le cas d’une
CRBM idéale.
Si les composantes du champ électrique suivent une loi de Rayleigh d’ordre 2, leurs coefficients de va-
riation théoriqueCV t sont donnés par :

CV t‖Êp‖ =
se‖Êp‖

√

2 − π
2

sm‖Êp‖
√

π
2

≈ 0.5227 (3.54)

puisquese‖Êp‖ etsm‖Êp‖ doivent être idéalement égaux.
Quant au module du champ électrique total qui suit une loi de Rayleigh d’ordre 6 à facteur d’échelle, son
coefficient de variation est théoriquement donné par :

CV t‖Êtot‖ =
se‖Êtot‖

√

6 − 225π
128

sm‖Êtot‖
15

√
2π

16

≈ 0.294 (3.55)

Bien évidemment, le coefficient de variation du champ électrique en CRBM réelleest différent de celui
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du champ généré dans une CRBM idéale et ce, en raison des différentespertes liées à la structure et
des incertitudes liées aux mesures. Ces pertes et incertitudes ont des répercutions sur le facteur d’échelle
intervenant dans le coefficient de variation.
Comme illustré sur la Fig.3.13, ce décalage entre la valeur théorique du coefficient de variation et la
valeur réelle se réduit aux fréquences où la CRBM atteint son fonctionnement optimal.
Une première comparaison est réalisée entre le coefficient de variation dumodule du champ total élec-
trique déterminé à partir d’une méthode de Monte-Carlo, et celui obtenu à partir des données expérimen-
tales (Fig.3.14).

La première simulation consiste à appliquer, en chaque point du volume utile, une méthode de Monte-
Carlo à partir des51 valeurs expérimentales locales de la conductivité mesurées au point considéré et
correspondant aux51 positions de brasseur.
Par ailleurs, puisque la valeur moyenne de la conductivité a été déterminée à partir de4080 échantillons,
une méthode de Monte-Carlo est appliquée à partir de ces4080 échantillons obtenus en80 points du
volume utile.
L’écart entre les résultats obtenus pour le coefficient de variation par ces deux types de simulation reste
cependant faible dans la gamme des fréquences étudiées, sauf peut-être en quelques points. L’allure de
ces courbes est similaire à celle obtenue à partir des données expérimentales. Notons que la valeur du
coefficient de variation peut varier très rapidement car une faible variation sur la moyenne ou sur l’écart-
type du champ au point considéré a une conséquence directe sur cette valeur.

En outre, comme illustré sur la Fig.3.15, la comparaison avec le coefficient de variation issu de l’ap-
plication de la méthode de collocation montre que les résultats donnés par cette approche se rapprochent
des résultats expérimentaux lorsque la fréquence augmente.

Ceci peut s’expliquer par le fait que les lois de probabilités, donc les hypothèses de Hill considérées pour
le calcul des points de collocation, sont vérifiées pour les plus hautes fréquences. De plus, la moyenne
et l’écart-type de la conductivité utilisés pour le calcul des points de collocation, ont été déterminés à
partir des mesures et par application du principe d’ergodicité. Ceci suppose que les paramètres des lois
de probabilités soient identiques en tout point du volume utile, ce qui n’est pas rigoureusement le cas en
pratique, la moyenne et l’écart-type du champ électrique n’étant pas rigoureusement constants dans le
volume utile.

La différence entre les résultats obtenus par les méthodes de Monte-Carloet de collocation peut, quant
à elle, s’expliquer par le fait que la comparaison devrait être faite après convergence de la solution. Or,
avec seulement51 valeurs ou4080 réalisations de la conductivité, la convergence de la moyenne n’est
pas atteinte avec une méthode de Monte-Carlo.

Pour avoir une idée globale quantitative des différences entre les deux coefficients de variation (expé-
rimental et collocation), les analyses sont maintenant effectuées à partir de l’intervalle de confiance de la
valeur moyenne du coefficient de variation sur80 points.

3.4.6 Intervalle de confiance du coefficient de variation du champ électrique

D’après le théorème central limite, quand la taille de l’échantillon à étudier est grande(N > 30), la
distribution de la moyenneµCV tend vers une loi normale, quelle que soit la loi parente. De ce fait, si
σ2

CV est l’estimateur non biaisé de sa variance, l’intervalle de confiance à(1 − α) × 100% :
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FIG. 3.13 –Comparaison entre le coefficient de variation théorique du module du champ total et celui
calculé à partir des mesures expérimentales relevées en80 points du volume utile pour51 pas de brasseur
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FIG. 3.14 –Coefficient de variation en80points du volume utile
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FIG. 3.15 –Comparaison entre le coefficient de variation expérimental du module duchamp total et celui
issu de la méthode de collocation en80 points du volume utile (4 pts de collocation)
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-de la moyenne est donné par :
{

µCV ± FNorm
σCV√
N

}

(3.56)

avecFNorm = 1 − α
2 oùFNorm est la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite.

-celui de la variance est :
{

(N − 1)σ2
CV

χ2
N−1,1−α

2

,
(N − 1)σ2

CV

χ2
N−1, α

2

}

(3.57)

χ2
N−1,1−α

2
et χ2

N−1, α
2

sont données par la table de la loiχ2 de Pearson. Ces deux quantités satisfont
respectivement :

Prob
(

χ2
N−1 < χ2

N−1, α
2

)

= α
2

Prob
(

χ2
N−1 < χ2

N−1,1−α
2

)

= 1 − α
2

(3.58)

SimCV est la « vraie » moyenne du coefficient de variation, son intervalle de confiance est défini de telle
sorte que :

Prob
(

µCV − z1−α
2

σCV√
N

≤ mCV ≤ µCV + z1−α
2

σCV√
N

)

= 1 − α (3.59)

En comparant, ainsi, les moyennes et écart-types du coefficient de variation des champs issus de l’expé-
rimentation et de la simulation, nous obtenons :
-pour le champ total à400MHz (Tab.3.3) :

400MHz Expérimental (80 points) Collocation (80 points)
µCV 0.3572 0.3185

Iconf à90% 0.3510 − 0.3634 0.3124 − 0.3245

Iconf à95% 0.3498 − 0.3646 0.3113 − 0.3257

Iconf à99% 0.3475 − 0.3669 0.3090 − 0.3279

σCV 0.0336 0.0329

Iconf à90% 0.02959 − 0.03843 0.02897 − 0.03763

Iconf à95% 0.02892 − 0.0395 0.02832 − 0.03868

Iconf à99% 0.02769 − 0.04175 0.02711 − 0.04088

TAB . 3.3 –Comparaison entre les estimées expérimentales et numériques du coefficient de variation à
400MHz

A 400MHz, les intervalles de confiance des moyennes expérimentale et numérique du CV ne se che-
vauchent pas même si ceux des écarts-types se croisent à partir d’un risque d’erreur de première espèce
de5%.
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620MHz Expérimental (80 points) Collocation (80 points)
µCV 0.3271 0.3405

Iconf à90% 0.3205 − 0.3339 0.3312 − 0.3498

Iconf à95% 0.3192 − 0.33517 0.3294 − 0.35156

Iconf à99% 0.3167 − 0.33767 0.32596 − 0.35504

σCV 0.0364 0.0505

Iconf à90% 0.03205 − 0.04163 0.0445 − 0.058

Iconf à95% 0.03133 − 0.04279 0.04346 − 0.05937

Iconf à99% 0.03 − 0.04523 0.04161 − 0.0627

TAB . 3.4 –Comparaison entre les estimées expérimentales et numériques du coefficient de variation à
620MHz

-pour le champ total à620MHz (Tab.3.4) :

A 620MHz, les intervalles de confiance des moyennes expérimentale et numérique du coefficient de
variation ont une partie commune quelle que soit la valeur de l’erreur de première espèce. Quant aux
intervalles de confiance des écarts-types, ils se croisent lorsque l’erreur de première espèce est de1%.
La tendance globale obtenue avec cette méthode est la même que celle obtenue avec la Fig.3.13. En effet,
les intervalles de confiance ont une partie commune lorsque la fréquence augmente i.e. aux fréquences où
la CRBM atteint son fonctionnement optimal et pour lesquelles les lois de probabilités coïncident avec
les lois théoriques.

3.5 Application de la méthode de collocation à l’étude de l’émission d’un
dipôle en CRBM

Les CRBM sont traditionnellement utilisées pour des mesures en susceptibilité des dispositifs élec-
troniques. Il a été plus récemment montré que la CRBM permet également de mesurer l’efficacité de
rayonnement ainsi que l’impédance d’entrée d’antennes filaires[42].Cependant, l’étude du rayonnement
de systèmes en CRBM reste encore assez peu exploré tant dans le domaineexpérimental que numérique.
En effet, les différents phénomènes de réflexion qui existent en CRBM ne permettent pas une dissocia-
tion aisée entre le champ émis par l’équipement sous test et celui provenantdes divers phénomènes de
recouplage avec les parois. De ce fait, les mesures se déroulent généralement en deux phases :

• une phase de calibrage consistant à mesurer la puissance moyenne≪ Pcal ≫ générée dans le
volume utile au moyen d’une antenne de réception notéeAR, ce pour un niveau contrôlé de la
puissance transmise à la CRBM≪ Pt ≫,

• une seconde phase correspondant à la mesure de la puissance moyenne reçue≪ Prec ≫ parAR,
en présence du système rayonnant.

La puissance totale rayonnée par l’équipement sous test est alors donnée dans [29] par :

≪ Pray ≫=≪ Prec ≫
≪ Pt ≫
≪ Pcal ≫

(3.60)

D’un point de vue simulation numérique, tenir compte de la rotation du brasseurdans la cavité pour
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l’évaluation des caractéristiques d’une antenne placée dans le volume utile d’une CRBM, conduit à des
temps de calculs prohibitifs.

C’est pourquoi nous proposons de nous affranchir de la modélisationde la CRBM (cavité et brasseur),
cette structure étant caractérisée par son facteur de qualité. Nous considérerons pour cette étude l’exemple
d’un dipôle de longueurL = 25cm et de rayonι = 0.5mm, placé à la position :







x = a/2
y = b/4
z ∈ [−L/2 + d/2, L/2 + d/2]

(3.61)

de la CRBM du LASMEA de dimensionsa = 8.40m; b = 6.70m; d = 3.50m.
Notre approche fait intervenir trois étapes :

• L’utilisation d’une analogie probabiliste entre le brasseur de la CRBM et la conductivité et par
conséquent, entre le brasseur et le coefficient de qualité ; cette analogiea pour but de s’affranchir
de la simulation du brasseur,

• L’évaluation numérique du courant le long de l’antenne : cette étape correspond à la résolution
de l’équation de Hallén où intervient le nombre d’onde caractérisant la propagation dans la cavité
[51]. On peut ensuite envisager l’application d’une méthode de Monte-Carlo pour l’estimation de
l’influence de la cavité sur les paramètres intrinsèques au dipôle tels que la résistance interne et la
puissance d’alimentation.

• Cependant la méthode de Monte-Carlo s’avérant longue et coûteuse, l’application d’une méthode
de collocation stochastique permet une évaluation plus rapide de l’influencede la cavité sur les
divers paramètres.

3.5.1 Analogie probabiliste entre le brasseur et le coefficient de qualité

Dans le paragraphe précédent, nous avons assimilé la conductivité à unevariable aléatoire en esti-
mant qu’à chaque position de brasseur, correspond une valeur " virtuelle " de ce paramètre, la conductivité
étant physiquement une variable déterministe. Le caractère aléatoire de la conductivité est "vrai" lorsque
les conditions "idéales" de la CRBM sont observées. Considérer que la conductivité est une variable
aléatoire revient aussi à assimiler le coefficient de qualité de la CRBM à un paramètre aléatoire d’après
la relation suivante :

Q =
3V

2S

√

πµ0σf

µr
(3.62)

Le coefficient de qualitéQ est alors lié à la norme‖ Êtot ‖ du champ électromagnétique par :

Q = af ‖ Êtot ‖2 (3.63)
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oùaf est un coefficient positif donné par :

af =
V f

60cPt
(3.64)

avecV le volume de la CRBM,Pt la puissance transmise par l’antenne etc la vitesse de la lumière.
‖ Êtot ‖ suit une loi de Rayleigh généralisée d’ordre6 à facteur d’échelles, d’où l’expression deQ
suivante :

Q = afs
2 ‖

◦
G ‖2 (3.65)

Il résulte alors de ceci et d’un résultat mathématique bien connu (cf. annexe F), queQ suit une loi duχ2
6 à

facteur d’échelleafs
2. Sa densité de probabilité, sa fonction de répartition, sa moyenne et son écart-type

sont donc donnés par les expressions suivantes :

PQ(u) =
u2e

− u
2af s2

16a3
fs

5
1IR∗

+
(u)

FQ(u) =

[

1 − e
− u

2af s2

(

1 +
u

2afs2
+

u2

8a2
fs

4

)

]

1IR∗
+
(u) (3.66)

≪ Q≫= 6afs
2

sQ = 2
√

3afs
2

La comparaison entre la densité de probabilité théorique et l’estimée expérimentale du coefficient de
qualité valide ce modèle dans la zone fréquentielle où la CRBM atteint son fonctionnement optimal. La
Fig.3.16 illustre cette comparaison à250MHz et 690MHz. L’estimation de la densité de probabilité
expérimentale est réalisée à partir des échantillons prélevés aux points de mesures déterminés suivant le
protocole énoncé au paragraphe {1.2.3.3}.

Ce modèle étant validé, nous supposerons donc maintenant la CRBM modélisée par son seul coefficient
de qualité.
De plus, Gronwald propose dans [51], une méthode fondée sur la résolution numérique de l’équation de
Hallén pour l’évaluation du courant le long d’un dipôle placé dans une cavité. En effet, cette approche est
basée sur l’introduction d’un nombre d’onde caractérisant les phénomènes de propagation dans la cavité.
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FIG. 3.16 –Densité de probabilité du coefficient de qualité à250MHz et690MHz

3.5.2 Estimation du courant par une méthode des moments baséesur la fonction de
Green des cavités

Considérons le dipôle, précédemment décrit, situé dans une cavité rectangulaire. La distribution du
courant le long du dipôle est donné par l’équation intégrale de Hallén :

∫ L/2

−L/2
GA(z, z′)I(z′)dz′ = − j

η

(

Acos(kz) +
V0

2
sin(k|z|)

)

(3.67)

avec :
-η = µ

ǫ l’impédance du milieu,
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-I(z′) la distribution du courant le long du dipôle,
-A une constante,
-k le nombre d’onde,
-GA(z, z′) la fonction de Green de la cavité

3.5.2.1 Décomposition de la fonction de Green des cavités

La fonction de Green en espace libre est donnée par :

GA
EL(z, z′) =

1

4π

e−jk
√

ι2+(z−z′)2

ι2 + (z − z′)2
(3.68)

lorsque le rayonι << λ.
En revanche, dans une cavité, l’utilisation d’une fonction de Green fonction du nombre d’onde carac-
térisant les phénomènes de résonance dans la structure, permet de s’affranchir de la modélisation de la
cavité. En effet, le modèleQ de la cavité est introduit dans le nombre d’onde complexek suivant la
relation :

k =
2π

λ0

[

1 − j

2Q

]

(3.69)

Plusieurs représentations de cette fonction de Green sont parues dansla littérature [52, 53, 54]. Ce-
pendant, d’un point de vue numérique, il est important d’utiliser une représentation sans singularité i.e.
efficace tant au niveau de la zone source qu’au niveau de la résonance.
Pour cela, la fonction de Green d’une cavité rectangulaire peut être calculée en utilisant une technique
de sommation d’images et de modes, chacune d’elles correspondant à un mode excité. Ces méthodes
présentent toutefois l’inconvénient de converger lentement en particulier pour des cavités de dimensions
élevées telles que la CRBM du LASMEA. Une méthode de calcul rapide de la fonction de Green a ainsi
été introduite par Ewald en1921 [55, 56, 58, 60] : la composante est constituée de deux termesGA

z1 et
GA

z2 tels que :

GA
z = GA

z1 +GA
z2 (3.70)

avec :
• un termeGA

z1 défini comme suit :

GA
z1 =

µ

8abc

+∞
∑

m,n,p=−∞

7
∑

i=0

Az
i

e−
k2
0−k2

4E2

k2
0 − k2

ej(kxXi+kyYi+kzZi) (3.71)

• un termeGA
z2 donné par :

GA
z2 =

µ

8π

+∞
∑

m,n,p=−∞

7
∑

i=0

Az
i

[

ejkRi,mnperfc
(

Ri,mnpE + jk
2E

)

Ri,mnp
+
e−jkRi,mnperfc

(

Ri,mnpE − jk
2E

)

Ri,mnp

]

(3.72)
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avec :

Az
i =

{

+1, i = 0, 1, 6, 7
−1, i = 2, 3, 4, 5

Ri,mnp =
√

(Xi + 2ma)2 + (Yi + 2nb)2 + (Zi + 2pc)2

Xi =

{

x− x′, i = 0, 1, 2, 3
x+ x′, i = 4, 5, 6, 7

Yi =

{

y − y′, i = 0, 1, 4, 5
y + y′, i = 2, 3, 6, 7

Zi =

{

z − z′, i = 0, 2, 4, 6
z + z′, i = 1, 3, 5, 7





kx

ky

kz



 =





mπ/a
nπ/b
pπ/c





erfc représente la fonction d’erreur complémentaire donnée dans [57].
GA

z1 converge rapidement près d’une zone de résonance tandis queGA
z2 possède cette particularité près

de la zone source.
E est appelé le "splitting parameter" et son choix est prépondérant dans laconvergence de la fonction de
Green comme nous le verrons dans le prochain paragraphe.

3.5.2.2 Choix du "splitting parameter"

Le paramètreE appelé "splitting parameter" sert à ajuster les contributions deGA
z1 et deGA

z2. L’aug-
mentation de la valeur deE permet une contribution plus importante deGA

z1 et fait ainsi décroître l’in-
fluence deGA

z2 dans la somme. Réciproquement, lorsqueE diminue, la contribution deGA
z2 est plus

importante. D’un point de vue numérique, il est important de choisirE de telle sorte que les deux termes
GA

z1 etGA
z2 convergent rapidement avec un nombre peu élevé de termesm,n, p. La valeur :

Eopt =

(

π2 1/a2 + 1/b2 + 1/d2

a2 + b2 + d2

)1/4

(3.73)

est habituellement utilisée, cependant elle devient très faible pour les cavités de grandes dimensions
comme celle de la taille de la CRBM du LASMEA.
D’après les résultats de [56], une valeur approchée deE peut être donnée par :

E = max

(

Eopt,−
α000

x1
,
k

2x2

)

(3.74)
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avec :

xj =

√

√

√

√

√

√ln(cj) + ln

(

√

√

√

√

√cj + ln

(

√

√

√

√cj + ln

(

√

ln

(

cj

))))

, j = {1, 2}



















c1 = Real
(

10
(

α2
000abd
πR000

))

,

c2 = 10
√
π,

α2
mnp = (mπ

a )2 + (nπ
b )2 + (pπ

d )2 − k2

2 ,

R000 = max(Ri,000), i = (0, . . . , 7)

Avec une telle approximation,GA
z2

converge, dans notre étude, pourm,n, p variant de−3 à 3 ; ce qui
donne un total de7 termes, tandis que le nombre de termes nécessaires pour la convergence deGA

z1
varie

en fonction de la fréquence (Fig.3.17).

FIG. 3.17 –Nombre de termes nécessaires à la convergence deGA
z1

avec une cavité de la taille de la
CRBM

Nous aurions pu faire le choix de diminuer la valeur de "E" et ainsi, de diminuer le nombre de termes
nécessaires à la convergence deGA

z1
. Ceci aurait eu pour conséquence l’augmentation du nombre de

termes nécessaires à la convergence deGA
z2

. Cependant, l’évaluation numériqueGA
z1

étant plus rapide,
nous resterons sur ce choix permettant ainsi àGA

z de converger plus rapidement (Fig.3.18).
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FIG. 3.18 –Convergence de la fonction de Green

3.5.2.3 Evaluation du courant par une méthode des moments

Le courantI(z′) et la constanteA présentes dans l’équation intégrale de Hallén Eq. 3.67, sont évalués
par une méthode des moments [59, 61, 62].
La méthode choisie est la méthode Point-Segment pour laquelle les fonctions base et test correspondent,
respectivement, à des fonctions "porte" et des implusions de Dirac. En effet, l’objectif est d’appliquer
l’approche validée dans [51] au modèle probabiliste proposé.
Après projection sur la base choisie, le courant est donné par :

Iu(z) ≈
M
∑

u=1

αuPu(z) (3.75)

En introduisant cette expression dans l’équation intégrale 3.67 et les conditions limites sur les derniers
segments de l’antenne(α1 = αM = 0), il apparaît que :

M
∑

u=1

Apuau = bp

au = (α2, . . . , αM−1, A)u

bp = −jV0

2η
sin(k|zp|) (3.76)

ApM =
j

η
cos(kzp)

Apu =

∫ zu+h/2

zu−h/2
GA

z (zp, z′)dz′, u = 1, . . . ,M − 1

La distribution du courant le long du dipôle est alors, pour chaque fréquence, fonction du facteur de
qualité de la cavité.
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3.5.3 Influence de la cavité sur la distribution du courant lelong du dipôle

Pour différentes valeurs deQ, nous remarquons que seule la partie réelle du courant varie tandis
que sa partie imaginaire qui prédomine, reste constante (Fig.3.19 et Fig.3.20). Par conséquent, la valeur
absolue du courant reste indépendante de la valeur du coefficient de qualité.

FIG. 3.19 –Partie réelle du courant à600MHz pour différentes valeurs deQ

FIG. 3.20 –Partie imaginaire du courant à600MHz pour différentes valeurs deQ
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Sur la Fig.3.21 est représentée la distribution du courant à600MHz en considérant :

-d’une part : un calcul avec le coefficient de qualité moyenQmoy =≪ Q ≫ obtenu à partir des4080
échantillons expérimentaux

-d’autre part : le courant moyen obtenu par une méthode de Monte-Carloà partir des51 valeurs de
Q simulées selon la loi de probabilité établie au chapitre 3.5.1.

FIG. 3.21 –Partie réelle du courant le long du dipôle par une méthode de Monte-Carlo (51 valeurs de
Q) et pourQ = Qmoy

Là encore, nous observons une différence entre les parties réelles de ≪ I(Q) ≫ et deI(≪ Q ≫) =
I(Qmoy).
L’influence de la CRBM sur la résistance interne ainsi que sur la puissance d’alimentation de l’antenne
fera l’objet du paragraphe suivant.

3.5.4 Influence de la cavité sur la résistance interne du dipôle et la puissance d’alimenta-
tion

La résistance d’entrée de l’antenne et sa puissance d’alimentation sont respectivement données par :

Rin = real(V0
I0

)

Palim = Rin
2 |I0|2

(3.77)

avec :
-V0 = 500V , la valeur de la tension d’alimentation imposée, au centre de l’antenne et
-I0, la valeur du courant au centre du dipôle.
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Le comportement de ces deux paramètres a été étudié pour différentes valeurs du coefficient de qualité
(Fig.3.22) et à diverses fréquences. Comme nous pouvons le remarquer sur la Fig.3.23, une augmentation
du coefficient de qualité entraine une augmentation de la valeur de la résistance interne et en conséquence,
celle de la puissance d’alimentation.

FIG. 3.22 –Valeurs deQ

Dans cette étude appliquée à la CRBM du LASMEA, le calcul du courant pour une valeur deQ est asso-
cié à des temps CPU élevés, conséquence du nombre important de segments dans la discrétisation ainsi
que du temps nécessaire pour la convergence des termes deGA

z .
De plus, la méthode la plus immédiate pour le calcul de la moyenne de la puissance d’alimentation
est celle de Monte-Carlo qui nécessite un nombre important d’échantillons donc, de simulations pour
converger. A490MHz, par exemple,51 simulations ne suffisent pas à obtenir une moyenne convergente
de la puissance d’alimentation (Fig.3.24). De ce fait, l’utilisation d’une méthode deMonte-Carlo pour
l’estimation de la puissance d’alimentation du dipôle n’est pas la procédure à privilégier.

En revanche, le traitement de ce problème par une méthode de collocation stochastique présente l’avan-
tage de conférer une convergence plus rapide à l’estimation de la moyennedes paramètres intrinsèques
au dipôle. Ceci fera l’objet du prochain paragraphe.
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FIG. 3.23 –Rin etPalim en fonction deQ

3.5.5 Estimation de la moyenne des paramètres intrinsèques au dipôle par une méthode
de collocation stochastique

La première étape consiste à projeter les différents termes contenant l’aléaQ représentant le facteur
de qualité sur la base des polynômes de Lagrange à savoir :

GA
z1(Q) ≈∑n

q=0(G
A
z1)qLq(Q) avec(GA

z1)q = GA
z1(Qq)

GA
z2(Q) ≈∑n

q=0(G
A
z2)qLq(Q) avec(GA

z2)q = GA
z2(Qq)

(3.78)
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FIG. 3.24 –≪ Palim ≫ en fonction du nombre de simulations à490MHz

Après développement, réarrangement et utilisation des propriétés de Lagrange, nous obtenons :

M
∑

u=1

(Apu)q(au)q = (bp)q avecq = 0, . . . , n (3.79)

Or :

Palim(Q) =
1

2
real(V0I

∗
0 (Q)) (3.80)

Après développement, il apparaît que :

Palim(Q) ≈
n
∑

q=0

(Palim)qLq(Q) (3.81)

La valeur moyenne dePalim est alors donnée par :

≪ Palim ≫≈
n
∑

q=0

ψq(Palim)q (3.82)

avec(ψq)0≤q≤n le poids des différentes variables et(ȧq)0≤q≤n les points de collocation associés.
Il est à noter que la convergence de la puissance d’alimentation est obtenue avec seulement3 points de
collocation.

A 600MHz oùQmoy = 5805, les valeurs des points de collocation et leurs poids respectifs sont donnés
dans Tab. 3.5.

La première étape du calcul consiste donc à estimer les inconnues pour chaque valeur deQ (Fig.3.26).
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FIG. 3.25 –Convergence dePalim

Coefficient de qualité Poids
Q1 = 2839 0.5187

Q2 = 8068 0.4529

Q3 = 17161 0.0284

TAB . 3.5 –Points de collocation avec leur poids respectifs à600MHz

FIG. 3.26 –Palim en fonction des points de collocation
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FIG. 3.27 –Prise en compte des poids des points de collocation

La deuxième étape consiste à multiplier les différentes valeurs obtenues précédemment par leurs poids
respectifs (Fig.3.27). Enfin, la dernière étape consiste à évaluer la moyenne des paramètres en sommant
les différentes valeurs obtenues lors de la deuxième étape. Sur la Fig.3.28 sont représentées les valeurs
moyennes de la puissance d’alimentation obtenues par les différentes méthodes à savoir :

- la méthode de Monte-Carlo avec51 valeurs expérimentales du coefficient de qualité prélevées au
centre du volume utile,

- la méthode de collocation avec3 échantillons,

- une simulation avecQmoy.

Nous pouvons remarquer que la puissance d’alimentation obtenue avecQmoy est quasiment identique à
celle obtenue à partir des méthodes probabilistes. Néanmoins, l’avantage principal de ces méthodes est
de pouvoir obtenir les autres moments statistiques de la puissance d’alimentation.
Une méthodologie identique permet de déterminer la valeur moyenne de la résistance interne du dipôle
(Fig.3.29).

Des études antérieures [42] ont montré que le rapport entre la résistance interne d’un dipôle en cavité et
celle obtenue avec le même dipôle en espace libre (Fig.3.30), ne dépend pas de la longueur du dipôle. Ce
rapport dépend uniquement des propriétés de la cavité et doit être inférieur à1.
Ce résultat est obtenu à partir de l’approche proposée dès420MHz. En effet, rappelons que la valeur du
coefficient de qualité considérée dans cette étude correspond aux pertes dans les parois : cette hypothèse
n’est légitime qu’à partir de cette fréquence, si l’on se réfère aux résultats illustrés par la Fig.3.1.
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FIG. 3.28 –Valeurs moyennes de la puissance d’alimentation

FIG. 3.29 –Valeurs moyennes de la résistance interne

Dans ce paragraphe, le facteur de qualité de la CRBM est considéré commeune variable aléatoire, l’ob-
jectif étant d’estimer l’influence de la cavité sur la résistance interne et la puissance d’alimentation d’un
dipôle placé au centre de la CRBM. La distribution du courant le long du dipôle aainsi pu être obtenue
au moyen de la résolution de l’équation de Hallén par la méthode des moments, la cavité étant prise en
compte par le nombre d’onde fonction du facteur de qualité du système.
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FIG. 3.30 –RapportRin/Rray

Nous avons montré l’efficacité de la méthode de collocation stochastique proposée en utilisant des don-
nées expérimentales obtenues dans la CRBM du LASMEA. Seuls3 points de collocation sont nécessaires
pour obtenir des résultats comparables aux simulations de Monte Carlo.
Cette méthode a également permis de retrouver des résultats précédemment validés numériquement à
savoir le rapport entre les résistances internes du dipôle en cavité et en espace libre, d’où la validation du
modèle probabiliste de la CRBM.

Conclusion

Dans ce chapitre a été proposée une approche originale pour la modélisation numérique d’une CRBM.
Cette approche repose sur une analogie entre la CRBM et une cavité dontles parois sont caractérisées par
une conductivité aléatoire. Dans un premier temps, la loi de distribution de ce paramètre a été établie à
partir de mesures en CRBM et d’une formulation validée dans les hautes fréquences. L’application d’une
méthode de collocation stochastique aux équations de Maxwell a alors permis de caractériser numérique-
ment, au second ordre, le champ électromagnétique interne, à partir d’un faible nombre de simulations
de la cavité sans brasseur et d’une introduction directe des pertes réelles dans la résolution FDTD de
ces équations. La comparaison avec le coefficient de variation du module du champ électromagnétique
issu de mesures expérimentales en 80 points du volume utile de la CRBM du LASMEA a montré que
cette méthode est applicable dans la zone de fonctionnement optimale de la CRBMi.e. là où les lois
de probabilité théoriques semblent valables. Une fois cette approche validée dans une CRBM à vide,
l’étude de l’émission d’un dipôle dans cette structure a pu être réalisée. Ceci nous a amené à analyser le
comportement des paramètres intrinsèques à un dipôle placé dans une CRBM. Là encore, une analogie
probabiliste a été réalisée entre le coefficient de qualité de la CRBM et le brasseur, analogie permettant
de s’affranchir de la simulation de ce dernier. D’autre part, le courant apu être estimé par la résolution de
l’équation de Hallén par la méthode des moments, cette équation faisant intervenir une fonction de Green
de la cavité, dont l’intérêt est de s’affranchir de la simulation de la cavité. Les résultats ont pu montrer
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que seule la partie réelle de la résistance interne du dipôle varie. Par ailleurs, le fait que le rapport entre
les résistances internes du dipôle en cavité et en espace libre ne dépendepas de la longueur du dipôle et
qu’il doive être inférieur à l’unité, a pu être vérifié.
Cette approche a pu ainsi conduire à une amélioration importante en temps de calcul permettant d’envi-
sager des simulations plus complexes.
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Conclusion

Les travaux présentés dans ce mémoire contribuent à l’analyse du comportement de CRBM, en pré-
sence ou non de systèmes sous test, par des méthodes statistiques, afin d’accéder à des informations que
ni les mesures expérimentales, ni les simulations numériques déterministes ne peuvent fournir de ma-
nière directe.

Dans le premier chapitre, l’application de tests statistiques d’adéquation de loisthéoriques et d’homogé-
néité a été effectuée afin de vérifier, en CRBM réelle, la validité des propriétés et hypothèses relatives aux
grandeurs électromagnétiques. Cette opération a permis de déterminer une fréquence limite d’utilisation
de la CRBM du LASMEA pour l’analyse, à partir de méthodes probabilistes, de l’immunité de systèmes
électroniques ne modifiant pas l’environnement, en l’occurrence une ligne de transmission. En effet, la
connaissance des lois de probabilité des grandeurs électromagnétiques apermis de déterminer la densité
de probabilité du courant induit à l’extrémité de la ligne, sans nécessiter de temps de calculs importants.
Cette approche probabiliste a, par la suite, été validée par comparaison destravaux précédemment réa-
lisés pour lesquels le champ électromagnétique est considéré comme une somme finie d’ondes planes.
L’expression analytique du courant, en fonction du champ électromagnétique, utilisée prend en compte
l’influence non négligeable en CRBM, des fils de descente de la ligne de transmission. En vue d’une
meilleure interprétation des résultats issus de la CRBM à partir de ceux, mieux maîtrisés, obtenus en
CA, une relation simple entre les champs électriques de calibrage en CA et en CRBM a été établie en
considérant un niveau d’immunité équivalent. Cette relation qui fait intervenir la directivité de l’équipe-
ment sous test, apporte une précision aux études précédemment réaliséesdans ce cadre. L’avantage de
la méthode probabiliste présentée dans ce chapitre a été de s’affranchir de la simulation de la CRBM. Il
est à noter que la méthodologie proposée, qui utilise les propriétés statistiques du second ordre du champ
électrique, reste valable quelle que soit la densité de probabilité de ce dernier.

La CRBM étant proposée comme moyen d’essai alternatif en immunité rayonnéepour les équipements
confinés dans des enceintes métalliques fermées ou semi-fermées, il est important de bien interpréter
les résultats issus du moyen d’essais, mais aussi d’appréhender en quel sens l’environnement en CRBM
peut être comparé à celui généré à l’intérieur de ces enceintes soumises àun champ électromagnétique
perturbateur. Il a donc été proposé, dans un deuxième chapitre, une comparaison entre les densités de pro-
babilités des champs électromagnétiques en CRBM et dans un véhicule automobileilluminé par plusieurs
configurations d’ondes planes. Les résultats obtenus ont montré que l’environnement électromagnétique
des appareils électroniques situés dans un véhicule est statistiquement différent de l’environnement élec-
tromagnétique d’une CRBM. Ces premiers résultats montrent le besoin de réadapter les protocoles de
mesure des équipements en CRBM, et en particulier de préciser l’utilisation d’un plan de masse.
En revanche, l’environnement électromagnétique au centre du véhicule est comparable à celui d’une
CRBM à partir d’une certaine fréquence dépendant des dimensions de l’habitacle du véhicule. Ce point
est important pour les essais d’immunité des dispositifs situés au centre du véhicule et également pour les
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conditions de protection sanitaire notamment pour la mesure de la puissance absorbée par des tissus bio-
logiques. Afin d’approfondir l’étude des paramètres statistiques (interdépendances et intercorrélations)
du champ électromagnétique, une technique d’estimation de champ aléatoire a étéappliquée au champ
électromagnétique de l’habitacle du véhicule automobile. Les résultats obtenusportent à croire que les
hypothèses de Hill relatives à l’indépendance des parties réelles et imaginaires du champ électrique en
CRBM idéale sont vérifiées au centre de l’habitacle. En revanche, ces composantes deviennent corrélées
lorsque l’on se rapproche de la caisse du véhicule ; corrélation qui estfonction de la fréquence. Toutefois,
ces techniques d’estimation n’ont pas pu être appliquées en CRBM réelle dufait de la méconnaissance
de certaines données du champ électromagnétique (parties réelles et imaginaires des composantes), dif-
ficilement accessibles expérimentalement et numériquement.

De ce fait, a été proposée dans le troisième chapitre, une nouvelle méthode d’estimation des paramètres
statistiques du second ordre du champ électromagnétique. Pour cela, il a fallu proposer un modèle proba-
biliste de la CRBM reposant sur une analogie entre le brasseur de modes enrotation et la conductivité des
parois de la CRBM. L’utilisation d’une méthode de collocation stochastique permet alors une simulation
de la CRBM en l’absence du brasseur, ainsi qu’une introduction directedes pertes réelles dans la résolu-
tion FDTD des équations de Maxwell. La méthode présentée dans ce chapitrepermet une estimation des
paramètres probabilistes du champ électromagnétique dans la CRBM en l’absence du brasseur de modes,
rendant ainsi les simulations moins coûteuses. D’autre part, les résultats sont obtenus avec un nombre
restreint de valeurs de conductivité donc, de simulations de la cavité à vide.La comparaison avec les
mesures expérimentales tend à montrer que cette méthode est applicable dans lazone de fonctionnement
optimale de la CRBM i.e. là où les lois de probabilité théoriques ne sont pas rejetées.
Une fois cette approche validée dans une CRBM à vide, l’étude de l’émissiond’un dipôle dans cette
structure a pu être réalisée. Ces travaux ont conduit à l’analyse du comportement des paramètres in-
trinsèques à un dipôle placé dans une CRBM. Cette étude repose sur une analogie probabiliste entre le
coefficient de qualité de la CRBM et le brasseur, analogie permettant de s’affranchir de la simulation
de ce dernier. D’autre part, le courant a pu être estimé par la résolution del’équation de Hallén par la
méthode des moments, cette équation faisant intervenir une fonction de Greende la cavité, dont l’intérêt
est de s’affranchir de la simulation de la cavité. Les résultats ont pu montrerque, seule la partie réelle de
la résistance interne du dipôle varie. D’autre part le fait que le rapport entre les résistances internes du
dipôle en cavité et en espace libre ne dépende pas de la longueur du dipôleet qu’il doive être inférieur à
l’unité, a pu être vérifié.

Perspectives

L’utilisation des techniques statistiques pour l’étude des CRBM est récente.Les travaux présentés dans
ce mémoire concernent la CRBM soit à vide, soit chargée par des systèmesne modifiant pas l’environ-
nement électromagnétique. Il serait dès lors intéressant d’étudier le comportement statistique du champ
électromagnétique dans une CRBM chargée de systèmes électroniques complexes. Toutefois, comme
pour la CRBM à vide, la modélisation probabiliste nécessiterait un certain nombre de données pour l’es-
timation et la simulation du champ électromagnétique aléatoire. Cette phase de modélisation est néan-
moins nécessaire dans le domaine de la CEM où demeure l’incertain puisqu’ellepermet une meilleure
représentation des lois de probabilité des paramètres aléatoires. Des études de fiabilité et de sûreté de
fonctionnement peuvent alors être envisagées à partir de la connaissance des lois de probabilité des dif-
férents paramètres aléatoires.
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Annexe A

Quelques définitions

A.1 Variable aléatoire

Soit(A,A, P ) un espace de probabilité. On dit queX est une variable aléatoire définie sur(A,A, P ),
à valeurs dansRn si X est une application mesurable de(A,A, P ) dans(Rn,Bn), c’est-à-dire siX est
une application deA dansRn, mesurable de(A, P ) dans(Rn,Bn), B

n désignant la tribu borélienne de
R

n .
Terminologie

-Pour touta fixé dansA, X(a) est appelé une réalisation de la variable aléatoireX. C’est un élément de
R

n que nous désignerons parx̂ : X(a) = x̂ = (x̂1, . . . , x̂n) ∈ R
n, avecx̂i = Xi(a) ∈ R pour tout

i ∈ {1, . . . , n}
-Tirer une réalisation deX, c’est " choisir au hasard " una dansA et lui associer la valeur correspondante
X(a) = x̂ ∈ R

n deX.

A.2 Processus aléatoire

SoitT un ensemble de variables (temps, espace, espace-temps),(A,A, P ) un espace de probabilité,
(E,S) un ensemble d’états.
-Un processus indexé parT , d’espace des étatsE, basé sur(A,A, P ) est une famille de variables aléa-
toiresX = (Xt, t ∈ T ) définies sur(A,A, P ) et à valeurs dans(E,S).
-La fonctiont→ Xa(t) est une réalisation du processusX, appelée trajectoire deX.
-Le processusX est strictement stationnaire si sa loi de probabilité est invariante par translation tempo-
relle. Autrement dit, pour tout entierN , toute suite finie d’instants(t1, . . . , tN ) et toutν > 0, la loi du
vecteur aléatoire(X(t1), . . . ,X(tN )) est la même que celle du vecteur(X(t1 + ν), . . . ,X(tN + ν)).
-Le processusX est stationnaire du second ordre si et seulement si sa moyenne est constante et sa fonction
de corrélation ne dépend que deν.

A.3 Champ aléatoire

Un processusX = (Xt, t ∈ T ) défini sur(A,A, P ), indexé parT , à valeurs dansRn (n ≥ 1)
est appelé un champ aléatoire siT est un sous-ensemble deRd (éventuellementRd tout entier), avec
d > 1. Autrement dit,X est un champ aléatoire si sa variable d’indexationt est un élément vectoriel de
dimensiond > 1.
Pour les champs aléatoires, le qualitatif "stationnaire" doit être remplacé par "homogène".
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Annexe B

Quelques lois dérivées de la loi
gaussienne : loi de Rayleigh généralisée
d’ordre n, loi du khi-deux à n ddl, loi du
khi-quatre à n ddl

B.1 Notations

Dans tout ce qui suit,n désigne un entier≥ 1, p un entier≥ 0 etG̊ = (G̊1, . . . , G̊n) une variable aléatoire
(v.a.) gaussienne standard à valeurs dansR

n (i.e. gaussienne,n-dimensionnelle, de moyenne nulle et de
matrice de covariance unité), ce que l’on spécifiera par la notation usuelle :G̊ ∼ N (0n, In×n), où 0n

(moyenne de̊G) est l’élément nul deRn ∼ R
n×1 etIn×n (covariance de̊G) l’élément unité deRn×n. De

plus, on note classiquementΦ la fonction de répartition de la loi gaussienne standard scalaire, telle que,
∀x ∈ R :

Φ(x) =
1√
2π

∫ x

−∞
e−

u2

2 du (B.1)

Par ailleurs, beaucoup de formules dans ce qui suit contenant la fonction Γ, nous rappelons que cette
fonction est définie, pourx > 0, par :

Γ(x) =

∫ +∞

0
ux−1e−udu (B.2)

et se prolonge àR par la relation :

Γ(x+ 1) = xΓ(x) (B.3)

De plus, elle vérifie :

Γ(x)Γ(1 − x) =
π

sin(πx)
, 0 < x < 1 (B.4)

et est telle que,∀m ∈ N :

Γ(m+ 1) = m! (B.5)

Enfin, on retiendra ses trois valeurs remarquables :

Γ
(1

2

)

=
√
π , Γ(1) = Γ(2) = 1 (B.6)
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B.2 Loi de Rayleigh généralisée d’ordre n

On appelleloi de Rayleigh généralisée d’ordre nla loi de la v.a.X telle que :

X = ||G̊|| =

√

G̊
2
1 + · · · + G̊

2
n (B.7)

où G̊ = (G̊1, . . . , G̊n) est une v.a. gaussienne standardn-dimensionnelle :̊G ∼ N (0n, In×n).
On spécifie le fait queX suit une telle loi en notant :

X ∼ Rn (B.8)

Densité de probabilité

pX(x) =
xn−1e−

x2

2

2
n
2
−1Γ

(

n
2

)1R
∗
+
(x) , x ∈ R (B.9)

Fonction de répartition

FX(x) = P (X < x) = (1 −Hn(x))1R
∗
+
(x) , x ∈ R (B.10)

Hn(x) =







































2Φ(−x) si n = 1

2Φ(−x) +
2√
2π
e−

x2

2

(n+1)/2
∑

k=2

2k−2(k − 2)!

(2k − 3)!
x2k−3 si n impair≥ 3

e−
x2

2

(n−2)/2
∑

k=0

x2k

2kk!
si n pair≥ 2

Moment d’ordre p

µ
(p)
X

= E [Xp] =
2

p
2 Γ
(p

2 + n
2

)

Γ
(

n
2

) (B.11)

B.3 Loi de Rayleigh généralisée d’ordre n à facteur d’échelle

Soitλ un réel> 0. On appelleloi de Rayleigh généralisée d’ordren à facteur d’échelleλ, la loi de
la v.a.λX, avecX ∼ Rn, donc de la v.a.λ||G̊||, avecG̊ ∼ N (0n, In×n). Posant :

Xλ = λX = λ||G̊|| (B.12)

on spécifie le fait que cette v.a. suit une loiRn à facteur d’échelleλ en notant :

Xλ ∼ Rn,λ (B.13)

Densité de probabilité

pXλ
(x) =

1

λ
pX

(x

λ

)

=
xn−1e−

x2

2λ2

λn2
n
2
−1Γ

(

n
2

)1R
∗
+
(x) , x ∈ R (B.14)
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Fonction de répartition

FXλ
(x) = P (Xλ < x) = FX

(x

λ

)

= (1 −Hn,λ(x))1R
∗
+
(x) , x ∈ R (B.15)

Hn,λ(x) =











































2Φ
(

− x

λ

)

si n = 1

2Φ
(

− x

λ

)

+
2√
2π
e−

x2

2λ2

(n+1)/2
∑

k=2

2k−2(k − 2)!

(2k − 3)!

(x

λ

)2k−3
si n impair≥ 3

e−
x2

2λ2

(n−2)/2
∑

k=0

1

2kk!

(x

λ

)2k
si n pair≥ 2

Moment d’ordre p

µ
(p)
Xλ

= E
[

X
p
λ

]

= λpµ
(p)
X

= λp 2
p
2 Γ
(p

2 + n
2

)

Γ
(

n
2

) (B.16)

B.4 Loi du khi-deux à n ddl

On appelleloi du khi-deux àn degrés de liberté (ddl)la loi de la v.a.X2, avecX ∼ Rn, donc de la v.a.
||G̊||2, avecG̊ ∼ N (0n, In×n). Posant :

Y = X
2 = ||G̊||2 (B.17)

on spécifie le fait que cette v.a. suit une loi du khi-deux àn ddl en notant :

Y ∼ χ2
n (B.18)

Densité de probabilité

pY (y) =
y

n
2
−1e−

y
2

2
n
2 Γ
(

n
2

) 1R
∗
+
(y) , y ∈ R (B.19)

Fonction de répartition

FY (y) = P (Y < y) = (1 −Kn(y))1R
∗
+
(y) , y ∈ R (B.20)

Kn(y) =







































2Φ(−√
y) si n = 1

2Φ(−√
y) +

2√
2π
e−

y
2

(n+1)/2
∑

k=2

2k−2(k − 2)!

(2k − 3)!
yk− 3

2 si n impair≥ 3

e−
y
2

(n−2)/2
∑

k=0

yk

2kk!
si n pair≥ 2

Moment d’ordre p

µ
(p)
Y = E [Y p] =

2pΓ
(

p+ n
2

)

Γ
(

n
2

) (B.21)
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B.5 Loi du khi-deux à n ddl à facteur d’échelle

Soitα un réel> 0. On appelleloi du khi-deux àn ddl à facteur d’échelleα, la loi de la v.a.αY , avec
Y ∼ χ2

n, donc de la v.a.α||G̊||2, avecG̊ ∼ N (0n, In×n). Posant :

Yα = αY = α||G̊||2 (B.22)

on spécifie le fait que cette v.a. suit une loi duχ2
n à facteur d’échelleα en notant :

Yα ∼ χ2
n,α (B.23)

Densité de probabilité

pYα(y) =
1

α
pY (

y

α
) =

y
n
2
−1e−

y
2α

(2α)
n
2 Γ
(

n
2

)1R
∗
+
(y) , y ∈ R (B.24)

Fonction de répartition

FYα(y) = P (Yα < y) = FY

( y

α

)

= (1 −Kn,α(y))1R
∗
+
(y) , y ∈ R (B.25)

Kn,α(y) =















































2Φ
(

−
√

y

α

)

si n = 1

2Φ
(

−
√

y

α

)

+
2√
2π
e−

y
2α

(n+1)/2
∑

k=2

2k−2(k − 2)!

(2k − 3)!

( y

α

)k− 3
2

si n impair≥ 3

e−
y
2α

(n−2)/2
∑

k=0

1

2kk!

( y

α

)k
si n pair≥ 2

Moment d’ordre p

µ
(p)
Yα

= E [Y p
α ] = αpµ

(p)
Y = αp 2pΓ

(

p+ n
2

)

Γ
(

n
2

) (B.26)

B.6 Loi du khi-quatre à n ddl

On appelleloi du khi-quatre àn ddl la loi de la v.a.Y 2, avecY ∼ χ2
n, donc de la v.a.||G̊||4, avec

G̊ ∼ N (0n, In×n). Posant :

Z = Y 2 = ||G̊||4 (B.27)

on spécifie le fait que cette v.a. suit une loi du khi-quatre àn ddl en notant :

Z ∼ χ4
n (B.28)

Densité de probabilité

pZ(z) =
z

n
4
−1e−

√
z

2

2
n
2
+1Γ

(

n
2

)1R
∗
+
(z) , z ∈ R (B.29)
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Fonction de répartition

FZ(z) = P (Z < z) = (1 −Qn(z))1R
∗
+
(z) , z ∈ R (B.30)

Qn(z) =







































2Φ(−z 1
4 ) si n = 1

2Φ(−z 1
4 ) +

2√
2π
e−

√
z

2

(n+1)/2
∑

k=2

2k−2(k − 2)!

(2k − 3)!
z

k
2
− 3

4 si n impair≥ 3

e−
√

z
2

(n−2)/2
∑

k=0

z
k
2

2kk!
si n pair≥ 2

Moment d’ordre p

µ
(p)
Z = E [Zp] =

22pΓ
(

2p+ n
2

)

Γ
(

n
2

) (B.31)

B.7 Loi du khi-quatre à n ddl à facteur d’échelle

Soitβ un réel> 0. On appelleloi du khi-quatre àn ddl à facteur d’échelleβ, la loi de la v.a.βZ, avec
Z ∼ χ4

n, donc de la v.a.β||G̊||4, avecG̊ ∼ N (0n, In×n). Posant :

Zβ = βZ = β||G̊||4 (B.32)

on spécifie le fait que cette v.a. suit une loi duχ4
n à facteur d’échelleβ en notant :

Zβ ∼ χ4
n,β (B.33)

Densité de probabilité

pZβ
(z) =

1

β
pZ

( z

β

)

=
z

n
4
−1e

− 1
2

√

z
β

β
n
4 2

n
2
+1Γ

(

n
2

)1R
∗
+
(z) , z ∈ R (B.34)

Fonction de répartition

FZβ
(z) = P (Zβ < z) = FZ

( z

β

)

= (1 −Qn,β(z))1R
∗
+
(z) , z ∈ R (B.35)

Qn,β(z) =















































2Φ
(

−
( z

β

) 1
4
)

si n = 1

2Φ
(

−
( z

β

) 1
4
)

+
2√
2π
e
− 1

2

√

z
β

(n+1)/2
∑

k=2

2k−2(k − 2)!

(2k − 3)!

( z

β

) k
2
− 3

4
si n impair≥ 3

e
− 1

2

√

z
β

(n−2)/2
∑

k=0

1

2kk!

( z

β

) k
2

si n pair≥ 2

Moment d’ordre p

µ
(p)
Zβ

= E

[

Zp
β

]

= βpµ
(p)
Z = βp 22pΓ

(

2p+ n
2

)

Γ
(

n
2

) (B.36)
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Annexe C

Vérification de l’ajustement d’une loi
théorique à une distribution empirique par
le test d’adéquation duχ2

C.1 Introduction

Le test duχ2 (khi-deux) peut être utilisé à des fins diverses. Il permet, par exemple,de juger si plu-
sieurs échantillons statistiques proviennent ou non d’une même population (test d’homogénéité) ou si
deux variables aléatoires dont on connaît des réalisations peuvent ou non être considérées comme indé-
pendantes (test d’indépendance). On peut également y recourir pour décider si une loi théorique choisie
a priori pour caractériser une répartition expérimentale doit ou non être rejetée (test de conformité ou
d’adéquation). C’est dans cette fonction que nous le considérons ici.

C.2 Position du problème

Le problème à résoudre est le suivant : on dispose d’une répartition empirique issue du traitement sta-
tistique d’un échantillon expérimental et on cherche une loi théorique qui approxime au mieux cette
répartition. Or, même si la loi théorique est bien choisie, certains écarts entre celle-ci et la répartition
empirique sont inévitables. Une question se pose alors tout naturellement : ces écarts sont-ils dus uni-
quement aux incertitudes d’échantillonnage ou proviennent-ils de ce que nous avons mal choisi la loi
théorique approximante ? Le test duχ2 permet de répondre à cette question.

C.3 Principe du test

La donnée de départ est unN− échantillon expérimental ordonnéEN = {x̂1, . . . , x̂N}, supposé de taille
suffisamment grande. Les éléments de cet échantillon sont assimilés à des réalisations indépendantes
d’une variable aléatoire réelleX et on suppose qu’un certain nombre de raisons liées au contexte de
l’étude permettent de conjecturer pourX une répartition selon une loi de probabilité théorique donnée
PX. Les paramètres dont dépend cette loi ayant été déterminés (nous reviendrons sur ce point plus loin),
il s’agit alors de savoir si elle constitue une approximation acceptable de la répartition expérimentale.
Pour cela, on procède comme suit. SoitS le support de la loi théorique, dont on notera qu’il peut revêtir

plusieurs formes (par exemple,S =] −∞, b], S = [a,+∞[, S = [a, b], aveca et b des réels finis), mais
doit vérifier, dans tous les cas :S ⊃ [x̂1, x̂N ]. Ce support étant connu, on le partitionne enK intervalles
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I1, . . . , IK (K << N ) et on comptabilise les éléments deEN contenus dans chacun de ces intervalles.
Ce faisant, on obtient une répartition des données expérimentales enK classes disjointesC1, . . . , CK ,
telles que,∀j ∈ JK = {1, . . . ,K}, Cj est la famille des éléments deEN appartenant à l’intervalleIj .
On a donc :

⋃

j∈JK

Cj = EN ; Ci

⋂

i,j∈JK
i6=j

Cj = ⊘ (C.1)

et,Nj désignant l’effectif de la classeCj :
∑

j∈JK

Nj = N (C.2)

oùN est le cardinal deEN (i.e. l’effectif expérimental total).

Soitpj la probabilité que la v.a.X, supposée obéir à la loi théorique choisiePX, prenne des valeurs dans
l’intervalle Ij . NotantFX la fonction de répartition dePX, on a :

pj = P (X ∈ Ij) = PX(Ij) = FX(xmax,j) − FX(xmin,j) (C.3)

oùxmin,j etxmax,j sont, respectivement, les bornes inférieure et supérieure deIj .

A cette probabilité est associé l’effectif théoriqueNth,j deCj , tel que :

Nth,j = Npj (C.4)

On fait l’hypothèseH0 : "la loi théorique choisie représente bien la répartition expérimentale", au-
trement dit "les écarts entre les effectifs théoriques et expérimentaux dans les diverses classes sont
dus uniquement au hasard de l’échantillonnage". Il s’agit alors de comparer les effectifs théoriques
Nth,1 = Np1, . . . , Nth,K = NpK et les effectifs expérimentauxN1, . . . , NK .

Le test est basé sur l’indicateur de proximité suivant :

D =
∑

j∈JK

(Nj −Npj)
2

Npj
(C.5)

appelédistance duχ2.
Il est clair que cette grandeur sera d’autant plus petite que la distribution théorique sera proche de la
distribution empirique. Si la divergence entre les deux distributions est seulement due aux incertitudes
d’échantillonnage (i.e. au hasard), la valeur deD ne devrait pas dépasser, pour un seuil de signification
α fixé à l’avance, une certaine valeur limiteDα à déterminer.

K.Pearson a étudié la loi de la v.a.D conditionnellement à l’hypothèseH0. Il a montré que, sous l’hy-
pothèse : "∀j ∈ JK , Npi ≥ 5" (i.e. l’effectif théorique minimal de chaque classe est 5), cette v.a. suit
une loi duχ2 à K − r − 1 degrés de liberté (i.e.D ∼ χ2

K−r−1), où r est le nombre de paramètres
inconnus de la loi théorique devant préalablement être estimés à partir de l’échantillon expérimentalEN

(par exemple, si l’hypothèseH0 est : "X ∼ N (m,σ), m et σ connus", alorsr = 0 etD ∼ χ2
K−1 ; par

contre siH0 est : "X ∼ N (m,σ), m et σ inconnus", alors on estime d’abordm et σ à partir deEN et
dans ce casD ∼ χ2

K−3, carr = 2).

Le test est alors conforme à la procédure générale des tests, mais en utilisant ici pour statistique la
distance duχ2 :
1) Au seuilα choisi (par exemple,α = 0.05 ouα = 0.01), on détermine le nombreDα tel que :

P (D > Dα) = α (C.6)
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Ceci se fait soit en utilisant une table duχ2, soit en résolvant directement l’équation non linéaire enDα :

1 − FD(Dα) = α (C.7)

oùFD est la fonction de répartition de la loi deD, c’est-à-dire duχ2
K−r−1.

2) Si la distanceD calculée par (C.5) est supérieure àDα, alors on rejette l’hypothèseH0 au seuil de
significationα ; dans le cas contraire, on accepteH0 pour ce seuil. Toutefois, dans ce dernier cas, il
importe de souligner que la validité deH0 n’en est pas pour autant démontrée.
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Annexe D

Simulation d’un champ aléatoire vectoriel
gaussien, homogène, centré

D.1 Hypothèses sur le champ à simuler

Soientn et d deux entiers≥ 1 et (A, Φ, P) un espace de probabilité. Le champ aléatoire vectoriel
à simuler est un champX = (X(t), t ∈ R

d) défini sur (A, Φ, P), à valeurs dansRn, indexé surRd (i.e.
t ∈ R

d), gaussien, homogène, centré, continu en moyenne d’ordre deux (m.o.d.), de mesure spectrale
MX admettant une densitéSX : R

d → C
n×n par rapport à la mesure de Lebesguedω sur(Rd,Bd) (i.e.

∀B ∈ Bd, MX(B) =
∫

B SX(ω)dω). Ses coordonnées canoniques sont notéesX1, ...,Xn. Elles sont telles
queX = (X1, ...,Xn), où,∀p ∈ {1, ..., n}, Xp = (Xp(t), t ∈ R

d) est un champ aléatoire défini sur (A, Φ,
P), à valeurs dansR, indexé surRd, gaussien, homogène, centré, continu en m.o.d., de mesure spectrale
MXp admettant une densitéSXp : R

d → R+ par rapport àdω (i.e.∀B ∈ Bd, MXp(B) =
∫

B SXp(ω)dω)
et tel queXp =< X, ep >n, où< ., . >n est le produit scalaire euclidien canonique deR

n et(e1, . . . , en)
la base canonique de cet espace.

D.2 Hypothèses sur la densité spectrale du champ

On rappelle que, du fait de son statut de densité spectrale,SXvérifie,∀ω ∈ R
d :

. SX(ω)=S∗
X
(ω) (symétrie hermitienne)

. ∀u ∈ C
n, (SX(ω)u, u)n ≥ 0 (positivité)

. SX(−ω) = SX(ω)

où (., .)n est le produit scalaire euclidien canonique deC
n, tel que,∀(u, v) ∈ C

n × C
n : (u, v)n =

< u, v >n.
On suppose queSX satisfait, en outre, les hypothèses suivantes :

. Elle est à support compactΩ = Ω1 × ... × Ωd, avec,∀j ∈ {1, ..., d}, Ωj = [−Ωj ,Ωj ] ⊂ R, Ωj ∈
R
∗
+.
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. ∀ω ∈ Ω, SX(ω) est de rang plein (i.e.rang SX(ω) = n), donc est définie positive. Par consé-
quent,∀u ∈ C

n, u 6= 0, (SX(ω)u, u)n > 0 et (SX(ω)u, u)n = 0 ⇐⇒ u = 0.

. Elle est deux fois continuement différentiable surint(Ω) = int(Ω1) × ...× int(Ωd).

D.3 Factorisation deSX(ω)

Par hypothèse,∀ω ∈ Ω, SX(ω) ∈ C
n×n est définie positive, donc vérifie :∀ω ∈ Ω, detSX(ω) > 0.

Par conséquent, elle admet une factorisation de Cholesky de la forme :

SX(ω) = H(ω)H∗(ω), ω ∈ Ω (D.1)

où,∀ω ∈ Ω, H(ω) ∈ C
n×n est une matrice triangulaire inférieure. Dans tout ce qui suit, nous suppose-

rons cette factorisation réalisée.

D.4 Discrétisation du domaine spectral

On noteω = (ω1, ..., ωd) le point générique du support spectralΩ = Ω1 × ... × Ωd ; donc,∀j ∈
{1, ..., d}, ωj ∈ Ωj .
Chaque arêteΩj = [−Ωj ,Ωj ], 1 ≤ j ≤ d, de ce support est subdivisée enNj intervalles de même

longueur∆ωj =
2Ωj

Nj
, oùNj est une puissance entière de 2 (c.f. Fig.D.1).

Pour toutj ∈ {1, ..., d} et toutkj ∈ {1, ..., Nj}, on pose :

ωj,kj = −Ωj + (kj −
1

2
)∆ωj = (2kj − 1 −Nj)

∆ωj

2
(D.2)

et on noteMj,kj la kj-ème maille deΩj centrée au pointωj,kj , donc telle que :

Mj,kj =
[

ωj,kj −
∆ωj

2
, ωj,kj +

∆ωj

2

]

(D.3)

Cette subdivision de chaque arête définit une subdivision régulière du domaine spectralΩ enN = N1 ×
... × Nd maillesMk = M1,k1 × ... ×Md,kd

de centresωk = (ω1,k1 , ..., ωd,kd
), aveck = (k1, ..., kd),

kj ∈ {1, ..., Nj} etωj,kj donné par (D.2).

D.5 Discrétisation du domaine de simulation

On notet = (t1, ..., td) le point générique du domaine d’indexation, identifié àR
d. Soit fmax,j la

fréquence la plus élevée suivantωj dans la mesure spectrale deX. D’après le théorème de Shannon,
il faut alors échantillonner la composante correspondantetj de t à la fréquencefe,j = 2fmax,j , soit,

puisquefmax,j =
Ωj

2π ,fe,j =
Ωj

π . D’où le pas d’échantillonnage relatif àtj :

∆tj =
1

fe,j
=

π

Ωj
(D.4)

soit, en tenant compte de la relation∆ωj = 2Ωj/Nj :

∆tj =
2π

Nj∆ωj
(D.5)
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FIG. D.1 –Subdivision du domaine spectral

d’où l’on tire :

∆ωj∆tj =
2π

Nj
(D.6)

qui n’est autre que la règle d’échantillonnage de Shannon pourtj et sa variable dualeωj .

Pour toutj ∈ {1, ..., d}, on pose :

tj,mj = (mj − 1)∆tj , mj ∈ {1, ..., Nj} (D.7)

Lestj,mj , pourmj = 1, ..., Nj , sont les points d’échantillonnage detj . Ils sont tels que :
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tj,1 = 0, tj,Nj = (Nj − 1)∆tj = Tj − ∆tj

avec :

Tj = Nj∆tj = Nj
π

Ωj
(D.8)

On définit ainsid pavésT 1 = [0, T1], ..., T d = [0, Td] deR, dont le produit cartésienT = T 1×...×T d ⊂
R

d
+ constitue ledomaine de simulationdu champX (c.f. Fig.D.2), les points de simulation étant les

noeudstm deT tels que :

tm = (t1,m1 , ..., td,md
), m ∈ BN (D.9)

où nous avons posé :

m = (m1, ...,md) (D.10)

BN = {1, ..., N1} × ...× {1, ..., Nd} (D.11)

et où, d’après (D.7) :






















t1,m1 = (m1 − 1)∆t1, m1 ∈ {1, ..., N1}
.
.
.

td,md
= (md − 1)∆td, md ∈ {1, ..., Nd}

(D.12)

D.6 Approximation du processusX

L’algorithme de simulation proposé est basé sur la représentation spectraledeX. L’étape fondamen-
tale de son élaboration est la construction d’une approximation de l’intégraledéfinissant la représentation
spectrale. Cette approximation est obtenue en discrétisant l’intégrale spectrale à l’aide du découpage du
domaine spectral défini ci-dessus. Elle est notée :

X
N = (XN

1 , ...,X
N
n ) (D.13)

et est telle que,∀p ∈ {1, ..., n}, X
N
p = (XN

p (t), t ∈ R
d) est un champ aléatoire défini sur (A, Φ, P), à

valeurs dansR, indexé surRd, du second ordre, homogène d’ordre deux, centré et qui s’écrit,∀t ∈ R
d :

X
N
p (t) =

√
2∆ωℜé







∑

q∈An

∑

k∈BN

Hpq(ωk)Rq,k e
2iπUq,k+i<t,ωk>d







(D.14)

oùHpq(ωk) est le terme de rang (p,q) de la matriceH(ωk) et où nous avons posé :

N = N1 × ...×Nd (D.15)

An = {1, ..., n} (D.16)
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FIG. D.2 –Subdivision du domaine de simulation

BN = {1, ..., N1} × ...× {1, ..., Nd} (D.17)

k = (k1, ..., kd) (D.18)

ωk = (ω1,k1 , ..., ωd,kd
) (D.19)

∆ω = ∆ω1 × ...× ∆ωd (D.20)

∑

k∈BN

=

N1
∑

k1=1

...

Nd
∑

kd=1

(D.21)

∑

q∈An

=
n
∑

q=1

(D.22)
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avec(Uq,k, q ∈ An, k ∈ BN ) une famille deK = n × N = n × N1 × ... × Nd variables aléatoires
définies sur (A, Φ, P), uniformes sur [0,1], indépendantes dans leur ensemble, et pourRq,k deux variantes
possibles :

. variante 1: Rq,k = 1 (D.23)

. variante 2: Rq,k =
√

−LnVq,k (D.24)

où (Vq,k, q ∈ An, k ∈ BN ) est une famille deK = n × N variables aléatoires définies sur (A, Φ, P),
uniformes sur [0,1], indépendantes dans leur ensemble et indépendantes des variables aléatoiresUq,k.

D.7 Algorithme de simulation

Il s’obtient en échantillonnant l’approximationXN de X aux noeudstm = (t1,m1 , ..., td,md
) du

domaine de simulationT = [0, T1] × ...× [0, Td]. D’où, d’après (D.14), et pour toutp ∈ An :

X
N
p (tm) =

√
2∆ωℜé







∑

q∈An

∑

k∈BN

Hpq(ωk)Rq,k e
2iπUq,k+i<tm,ωk>d







,m ∈ BN (D.25)

Tenant compte de ce que :

< tm, ωk >d=
d
∑

j=1

tj,mjωj,kj

avec,∀j ∈ {1, ..., d} :

tj,mj = (mj − 1)∆tj , ωj,kj = (2kj − 1 −Nj)
∆ωj

2
, ∆tj∆ωj =

2π

Nj
(D.26)

il vient, tous calculs faits et après réarrangement :






































X
N
p (tm) =

√
2∆ωℜé

{

Y N
p (m)e

−iπ
∑d

j=1

(mj−1)(Nj−1)

Nj

}

, m ∈ BN

Y N
p (m) =

∑

k∈BN

Zp(k)e
2iπ

∑d
j=1

(mj−1)(kj−1)

Nj , m ∈ BN

Zp(k) =
∑

q∈An

Hpq(ωk)Rq,k e
2iπUq,k , k ∈ BN

(D.27)

avectm etωk donnés par (D.9), (D.19) et (D.26).

L’algorithme de simulation s’en déduit en passant aux réalisations. Soita ∈ A et soitxp = (Xp(t, a), t ∈
T ) la réalisation correspondante surT de la coordonnéeXp deX. Cette réalisation est approchée par la
réalisationxN

p = (XN
p (tm, a),m ∈ BN ) du processus à temps discret(XN

p (tm), m ∈ BN ) défini par
(D.27). D’où l’algorithme :







































zp(k) =
∑

q∈An

Hpq(ωk)rq,k e
2iπuq,k , k ∈ BN

yN
p (m) =

∑

k∈BN

zp(k)e
2iπ

∑d
j=1

(mj−1)(kj−1)

Nj ,m ∈ BN

xN
p (tm) =

√
2∆ωℜé

{

yN
p (m)e

−iπ
∑d

j=1

(mj−1)(Nj−1)

Nj

}

,m ∈ BN

(D.28)
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avec :

rq,k =

{

ou :
1 (variante 1)
√

−Lnvq,k (variante 2)
(D.29)

où (uq,k, q ∈ An, k ∈ BN ) et (vq,k, q ∈ An, k ∈ BN ) sont deux K-familles indépendantes de réalisa-
tions indépendantes d’une variable aléatoire uniforme sur [0,1], avecK = n×N = n×N1 × ...×Nd.

Remarque : On observera que, quelle que soit la variante retenue (variante 1 ou 2),les trajectoires
tj → X

N (t1, . . . , tj , . . . , td, a), a ∈ A, j ∈ {1, ..., d}, du champ approximantXN = (XN
1 , ...,X

N
n )

défini par (14) sont des fonctions périodiques, de périodes :

τj =
2π

1
2∆ωj

=
4π

∆ωj
, j ∈ {1, ..., d} (D.30)

soit, puisque, d’après (6),∆ωj = 2π
Nj∆tj

= 2π
Tj

:

τj = 2Tj , j ∈ {1, ..., d} (D.31)

Par suite, posantτ = (τ1, . . . , τd) ∈ R
d, la trajectoiret → X

N (t, a), a ∈ A, du champXN est pério-
dique, de périodeτ surRd.

D.8 Cas d’un champ vectoriel complexe

Supposons que le champ à simulerX = (X(t), t ∈ R
d) soit à valeurs dansCn et non dansRn.

Autrement dit, supposons ce champ défini sur (A, Φ, P), indexé surRd, gaussien, homogène, centré,
continu en m.o.d., de densité spectraleSX : R

d → C
n×n : ω → SX(ω) à support compactΩ ⊂ R

d, et tel
que :

X = X
R + iXI (D.32)

où X
R = (XR(t), t ∈ R

d) et X
I = (XI(t), t ∈ R

d) sont deux champs aléatoires définis sur (A, Φ,
P), indexés surRd, à valeurs dansRn, gaussiens, homogènes, centrés, continus en m.o.d., de densités
spectrales portées parΩ, et tels que :

X
R = Π1X (D.33)

X
I = Π2X (D.34)

oùΠ1 est le projecteur orthogonal deR
n×R

n sur son premier espace facteur,Π2 le projecteur orthogonal
deR

n × R
n sur son second espace facteur etX = (X(t), t ∈ R

d) est un champ aléatoire défini sur (A,
Φ, P), indexé surRd, à valeurs dansRn × R

n = R
2n, gaussien, homogène, centré, continu en m.o.d. et

tel que :

X =
(

X
R,XI

)

(D.35)

ce champ étant complètement caractérisé par sa densité spectraleSX : R
d → C

2n×2n : ω → SX(ω)
portée parΩ et de la forme,∀ω ∈ R

d :

SX(ω) =





SXR(ω) SXRXI (ω)

SXIXR(ω) SXI (ω)



 (D.36)
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avecSXR la densité spectrale deXR, SXI celle deX
I , SXRXI la densité interspectrale deXR et X

I , et
SXIXR celle deX

I etXR, ces quatre densités étant portées parΩ et vérifiant :






















SXR(ω) = S∗
XR(ω)

SXI (ω) = S∗
XI (ω)

SXRXI (ω) = S∗
XIXR(ω)

SXIXR(ω) = S∗
XRXI (ω)

(D.37)























SXR(−ω) = SXR(ω)

SXI (−ω) = SXI (ω)

SXRXI (−ω) = SXRXI (ω)

SXIXR(−ω) = SXIXR(ω)

(D.38)

Ainsi, la donnée deX équivaut à celle deX et par conséquent, simulerX revient à simulerX, ce que nous
savons faire d’après ce qui précède.
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Annexe E

Formules numériques pour l’estimation de
la moyenne, de la fonction
d’autocorrélation et de la densité spectrale
de puissance d’un champ aléatoire
vectoriel du second ordre, homogène
d’ordre deux

E.1 Hypothèses, notations

Soient (A, Φ, P) un espace de probabilité,d, n, L des entiers≥ 1, L = {1, . . . , L} une famille finie
ordonnée d’indices de cardinal|L| = L et(X(l), l ∈ L) uneL-famille de copies indépendantesX

(l) d’un
champ aléatoireX = (X(t), t ∈ R

d) défini sur (A, Φ, P), indexé surRd, à valeurs dansRn, du second
ordre, continu et homogène du second ordre, ergodique.
On noteX1, . . . ,Xn les coordonnées canoniques deX, X

(l)
1 , . . . ,X

(l)
n celles de sal-ième copieX(l)(l ∈ L)

ett1, . . . , td celles du paramètre vectoriel d’indexationt ∈ R
d : X = (X1, . . . ,Xn), X(l) = (X

(l)
1 , . . . ,X

(l)
n ),

t = (t1, . . . , td).
SoientT1, . . . , Td d réels> 0 finis etT = T 1 × · · · × T d le pavé deRd tel que,∀j ∈ {1, . . . , d}, T j =
[0, Tj ].
SoientN1, . . . , Nd d puissances entières de 2 etN l’entier pair tel queN = N1 × · · · ×Nd.
Pour toutj ∈ {1, . . . , d} et toutmj ∈ {1, . . . , Nj}, on pose :

tj,mj = (mj − 1)∆tj , ∆tj =
Tj

Nj
(E.1)

et on considère la subdivision0 = tj,1 < tj,2 < · · · < tj,mj < · · · < tj,Nj < tj,Nj+1 = Tj de l’arêteT j

deT enNj intervalles :

Pj,mj = [tj,mj , tj,mj+1] (E.2)

à intérieurs disjoints, de longueur constante∆tj . On définit ainsi une subdivision deT enN = N1 ×
· · · ×Nd pavésPm = P1,m1 × · · · × Pd,md

, m ∈ BN , avec :

m = (m1, . . . ,md) , BN = {1, . . . , N1} × · · · × {1, . . . , Nd} (E.3)
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les noeuds de cette subdivision étant les pointstm deT tels que :

tm = (t1,m1 , . . . , td,md
), m ∈ BN (E.4)

Pour toutl ∈ L, on suppose connue une réalisation de la famille des observations du champX
(l) =

(X(l)(t), t ∈ R
d) en ces points, c’est-à-dire une réalisation(X(l)(tm, a), m ∈ BN ), a ∈ A, de laN -

famille de v.a.n-vectorielles(X(l)(tm), m ∈ BN ).

E.2 Estimation de la moyenne

On noteµ = E[X(t)] la moyenne deX etµp sa coordonnée de rangp, telle queµp = E[Xp(t)], p ∈
{1, . . . , n}.

E.2.1 Expression de l’estimateur

L’estimateur de la coordonnéeµp deµ s’écrit,∀p ∈ {1, . . . , n} :

µ̂p,L,T =
1

L

L
∑

l=1

[

1

T

∫

T
X

(l)
p (t)dt

]

(E.5)

avec :

T = T1 × · · · × Td , T = [0, T1] × · · · × [0, Td] , t = (t1, . . . , td) , dt = dt1 . . . dtd (E.6)

E.2.2 Formule numérique pour le calcul d’une estimée

Elle s’écrit, poura ∈ A et∀p ∈ {1, . . . , n} :

µ̂p,L,T (a) =
1

L

L
∑

l=1





1

N

∑

m∈BN

X
(l)(tm, a)



 (E.7)

soit encore, en explicitant :

µ̂p,L,T (a) =
1

L

L
∑

l=1





1

N1 × · · · ×Nd

N1
∑

m1=1

. . .

Nd
∑

md=1

X
(l)(t1,m1 , . . . , td,md

, a)



 (E.8)

avec,∀j ∈ {1, . . . , d} :

tj,mj = (mj − 1)∆tj , ∆tj =
Tj

Nj
(E.9)

Dans tout ce qui suit, le champX est supposé centré(i.e.µ = 0).

E.3 Estimation de la fonction d’autocorrélation

On noteR : R
d → R

n×n : u → R(u) = E[X(t + u)XT (t)] la fonction d’autocorrélation de
X(centré) etRpq(u) le terme de rang(p, q) de la matriceR(u) ∈ R

n×n, tel que,∀u ∈ R
d, Rpq(u) =

E[Xp(t+ u)Xq(t)].
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E.3.1 Expression de l’estimateur

On pose,∀j ∈ {1, . . . , d}, T0j = 1
2Tj et on considère le pavé deRd :

T0 = [0, T01] × · · · × [0, T0d] (E.10)

de point génériqueu = (u1, . . . ud) tel que :u ∈ T0 ⇒ uj ∈ [0, T0j ], ∀j ∈ {1, . . . , d}.
L’estimateur deRpq(u) s’écrit alors,∀(p, q) ∈ {1, . . . , n}2 :

R̂pq,L,T0(u) =
1

L

L
∑

l=1

[

1

T0

∫

T 0

X
(l)
p (t+ u)X(l)

q (t)dt

]

, u ∈ T 0 (E.11)

avec :

T0 = T01 × · · · × T0d , t = (t1, . . . , td) , dt = dt1 . . . dtd (E.12)

E.3.2 Formule numérique pour le calcul d’une estimée

Introduisons les ensembles :

BN/2 =
{

1, . . . , N1
2

}

× · · · ×
{

1, . . . , Nd
2

}

,

B
′
N/2 =

{

1, . . . , N1
2 + 1

}

× · · · ×
{

1, . . . , Nd
2 + 1

} (E.13)

de points génériques respectifs :

m = (m1, . . . ,md) ,

m
′
= (m

′
1, . . . ,m

′
d)

(E.14)

tels que :

m ∈ BN/2 ⇒ mj ∈
{

1, . . . ,
Nj

2

}

, ∀j ∈ {1, . . . , d} ,
m

′ ∈ B
′
N/2 ⇒ m

′
j ∈

{

1, . . . ,
Nj

2 + 1
}

, ∀j ∈ {1, . . . , d}
(E.15)

et posons :

tm = (t1,m1 , . . . , td,md
) ,

um′ = (u
1,m

′
1
, . . . , u

d,m
′
d
) (E.16)

avec :

tj,mj = (mj − 1)∆tj , mj ∈
{

1, . . . ,
Nj

2

}

, j ∈ {1, . . . , d}
u

j,m
′
j

= (m
′
j − 1)∆tj , m

′
j ∈

{

1, . . . ,
Nj

2 + 1
}

, j ∈ {1, . . . , d}
(E.17)

En notant, comme habituellement,N = N1×· · ·×Nd, on a alors, poura ∈ A et∀(p, q) ∈ {1, . . . , n}2 :

R̂pq,L,T0(um′ , a) =
1

L

L
∑

l=1





2d

N

∑

m∈BN/2

X
(l)
p (tm + um′ , a)X(l)

q (tm, a)



 , m
′ ∈ B

′
N/2 (E.18)
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soit encore, en explicitant :

R̂pq,L,T0((m
′
1 − 1)∆t1, . . . , (m

′
d − 1)∆td, a) =

1

L

L
∑

l=1

[

2d

N1 × · · · ×Nd

N1/2
∑

m1=1

. . .

. . .

Nd/2
∑

md=1

X
(l)
p ((m1 +m

′
1 −2)∆t1, . . . , (md +m

′
d −2)∆td, a)Xq((m1 −1)∆t1, . . . , (md −1)∆td, a)

]

,

m.
′
1 ∈

{

1, . . . ,
N1

2
+ 1

}

, . . . ,m
′
d ∈

{

1, . . . ,
Nd

2
+ 1

}

(E.19)

E.4 Estimation de la densité spectrale

On noteS : R
d → C

n×n : ω → S(ω) la densité spectrale deX(centré) etSpq(ω) le terme de rang
(p, q) de la matriceS(ω) ∈ C

n×n, tel que,∀ω ∈ R
d :

Spq(ω) =
1

(2π)d

∫

Rd

Rpq(u)e
−i<u,ω>ddu (E.20)

où :

u = (u1, . . . , ud), ω = (ω1, . . . , ωd), < u, ω >d=
d
∑

j=1

ujωj , du = du1 . . . dud

E.4.1 Expression de l’estimateur

SoitWT : R
d → R la fenêtre de Hamming, telle que,∀t = (t1, . . . td) ∈ R

d :

WT (t) =
d
∏

j=1

WTj (tj) (E.21)

avec,∀j ∈ {1, . . . , d}, ∀tj ∈ R :

WTj (tj) =
1.5863
√

Tj

[

0.54 − 0.46 cos
(2πtj
Tj

)

]

1[0,Tj ](tj) (E.22)

L’estimateur deSpq(ω) s’écrit alors,∀(p, q) ∈ {1, . . . , n}2 :

Ŝpq,L,T (ω) =
1

(2π)d

1

L

L
∑

l=1

[

X̂
(l)
p (w)X̂

(l)
q (w)

]

, ω ∈ Ω (E.23)

avec,∀p ∈ {1, . . . , n} :

X̂
(l)
p (ω) =

∫

Rd

WT (t)X(l)
p (t)e−i<ω,t>ddt (E.24)
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E.4.2 Formule numérique pour le calcul d’une estimée

D’après la règle d’échantillonnage de Shannon, au domaine d’observationT = [0, T1]×· · ·× [0, Td]
est associé le domaine d’échantillonnage spectralΩ = [−Ω1,Ω1] × · · · × [−Ωd,Ωd], avecΩ1 =
N1π
T1
, . . . ,Ωd = Ndπ

Td
, et la subdivision choisie deT détermine celle deΩ nécessaire à l’estimation du

spectre. Cette subdivision spectrale est constituée deN = N1 × · · · ×Nd pavésMk, k = (k1, . . . , kd) ∈
BN , à intérieurs disjoints, tels que,∀k ∈ BN :

Mk = M1,k1 × · · · ×Md,kd
(E.25)

avec,∀j ∈ {1, . . . , d} :

Mj,kj =
[

ωj,kj −
∆ωj

2
, ωj,kj +

∆ωj

2

]

(E.26)

oùωj,kj , tel que :

ωj,kj = −Ωj +
(

kj −
1

2

)

∆ωj = (2kj − 1 −Nj)
∆ωj

2
(E.27)

est le centre de lakj-ème maille de laj-ème arêteΩj = [−Ωj ,Ωj ] deΩ, ∆ωj étant le pas de discrétisation
relatif à cette arête, donné par :

∆ωj =
2Ωj

Nj
=

2π

Tj
(E.28)

On voit ainsi que,∀k ∈ BN , le pavéMk est centré au pointωk deΩ, tel que :

ωk = (ω1,k1 , . . . , ωd,kd
) (E.29)

On a alors, poura ∈ A et∀(p, q) ∈ {1, . . . , n}2 :

Ŝpq,L,T (ωk, a) =
1

(2π)d

1

L

L
∑

l=1

[

x̂(l)
p (k, a)x̂

(l)
q (k, a)

]

, k ∈ BN (E.30)

avec,∀p ∈ {1, . . . , n} :

x̂(l)
p (k, a) =

∑

m∈BN

x(l)
p (m, a)e

−2iπ
∑d

j=1

(mj−1)(kj−1)

Nj (E.31)

et,∀m ∈ BN :

x(l)
p (m, a) = ∆tWT (tm)X(l)

p (tm, a)e
iπ
∑d

j=1

(mj−1)(Nj−1)

Nj (E.32)

Cette estimée peut encore s’écrire, en explicitant :

Ŝpq,L,T (ω1,k1 , . . . , ωd,kd
, a) =

1

(2π)d

1

L

L
∑

l=1

[x̂(l)
p (k1, . . . , kd, a)x̂

(l)
q (k1, . . . , kd, a)],

k1 ∈ {1, . . . , N1}, . . . , kd ∈ {1, . . . , Nd} (E.33)
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avec,∀p ∈ {1, . . . , n} :

x̂(l)
p (k1, . . . , kd, a) =

N1
∑

m1=1

. . .

Nd
∑

md=1

x(l)
p (m1, . . .md, a)e

−2iπ
∑d

j=1

(mj−1)(kj−1)

Nj (E.34)

où,∀m1 ∈ {1, . . . , N1}, . . . ,∀md ∈ {1, . . . , Nd} :

x(l)
p (m1, . . . ,md, a) = ∆t1 × · · · × ∆tdWT (t1,m1 , . . . , td,md

)X(l)
p (t1,m1 , . . . , td,md

, a) × . . .

· · · × e
iπ
∑d

j=1

(mj−1)(Nj−1)

Nj (E.35)

et où nous rappelons que,∀j ∈ {1, . . . , d} :

tj,mj = (mj − 1)∆tj , ωj,kj = (2kj − 1 −Nj)
∆ωj

2
(E.36)

Observons que pourq = p (i.e. pour les termes diagonaux deS(ω)), l’estimée(33) prend la forme :

Ŝpp,L,T (ω1,k1 , . . . , ωd,kd
, a) =

1

(2π)d

1

L

L
∑

l=1

|x̂(l)
p (k1, . . . , kd, a)|2,

k1 ∈ {1, . . . , N1}, . . . , kd ∈ {1, . . . , Nd} (E.37)

avecx̂(l)
p (k1, . . . , kd, a) donné par (E.34).

E.5 Retour sur l’estimation de la fonction d’autocorrélation

L’estimateur de la fonction d’autocorrélation présenté au paragraphe (E.3) est basé sur l’emploi di-
rect des trajectoires du champ aléatoire. Or, l’expérience montre que cetestimateur n’est pas efficace.
Nous proposons ici un estimateur plus performant, basé sur la connaissance préalable d’un estimateur
de la densité spectrale. La donnée de départ est donc un tel estimateur, par exemple celui présenté au
paragraphe (E.4).

E.5.1 Expression de l’estimateur

Il s’écrit, ∀(p, q) ∈ {1, . . . , n}2 :

R̂pq,L,T (u) =

∫

Rd

Ŝpq,L,T (ω)ei<u,ω>ddω (E.38)

avecu = (u1, . . . , ud) , ω = (ω1, . . . , ωd),< u, ω >d=
∑d

j=1 ujωj et Ŝpq,L,T (ω) donné par(E.23).

E.5.2 Formule numérique pour le calcul d’une estimée

Pour le calcul de (E.38), on utilise :

. un domaine d’intégrationΩ de la forme :

Ω = [−Ω1,Ω1] × · · · × [−Ωd,Ωd] (E.39)

avecΩ1, . . . ,Ωd des réels >0 à déterminer ;
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. une subdivision deΩ enN pavés fermés à intérieurs disjointsMk, k ∈ BN , centrés aux points
ωk, k ∈ BN , où :

N = N1 × · · · ×Nd (E.40)

BN = {1, . . . , N1} × · · · × {1, . . . , Nd} (E.41)

k = (k1, . . . , kd) (E.42)

ωk = (ω1,k1 , . . . , ωd,kd
) (E.43)

Mk = M1,k1 × · · · ×Md,kd
(E.44)

avecN1, . . . , Nd d puissances entières de 2 et,∀j ∈ {1, . . . , d} :

ωj,kj = −Ωj +
(

kj −
1

2

)

∆ωj , ∆ωj =
2Ωj

Nj
(E.45)

Mj,kj =
[

ωj,kj −
∆ωj

2
, ωj,kj +

∆ωj

2

]

(E.46)

Le domaine d’échantillonnage de la variableu est fixé par la règle d’échantillonnage de Shannon. C’est
un pavé fermé deRd de la forme :

U = [−U1, U1] × · · · × [−Ud, Ud] (E.47)

avecU1, . . . , Ud des réels >0 tels que,∀j ∈ {1, . . . , d} :

Uj =
πNj

2Ωj
(E.48)

Ce domaine est subdivisé enN = N1×· · ·×Nd pavés fermés à intérieurs disjointsPm = P1,m1 ×· · ·×
Pd,md

centrés aux pointsum = (u1,m1 , . . . , ud,md
),m = (m1, . . . ,md) ∈ BN , avec,∀j ∈ {1, . . . , d} :

uj,mj = −Uj +
(

mj −
1

2

)

∆uj , ∆uj =
2Uj

Nj
=

π

Ωj
(E.49)

Pj,mj =
[

uj,mj −
∆uj

2
, uj,mj +

∆uj

2

]

(E.50)

Relativement à ces discrétisations, l’évaluation de(E.38) donne, poura ∈ A et∀(p, q) ∈ {1, . . . , n}2 :

R̂pq,L,T (um, a) = ℜé
{

∆ω
∑

k∈BN

Ŝpq,L,T (ωk, a)e
i<um,ωk>d

}

(E.51)

soit, tous calculs faits et après réarrangement :

R̂pq,L,T (u1,m1 , . . . , ud,md
, a) = ℜé

{

E(m1, . . . ,md)r̂pq,L,T (m1, . . . ,md, a)
}

(E.52)
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avec :

E(m1, . . . ,md) = ∆ω1 × · · · × ∆ωd e
−i π

2

∑d
j=1

(Nj−1)(2mj−Nj−1)

Nj (E.53)

r̂pq,L,T (m1, . . . ,md, a) =

N1
∑

k1=1

. . .

Nd
∑

kd=1

ŝpq,L,T (k1, . . . , kd, a)e
2iπ

∑d
j=1

(mj−1)(kj−1)

Nj (E.54)

ŝpq,L,T (k1, . . . , kd, a) = Ŝpq,L,T (ω1,k1 , . . . , ωd,kd
, a)e

−iπ
∑d

j=1

(Nj−1)(kj−1)

Nj (E.55)

où,∀j ∈ {1, . . . , d} :

uj,mj = (2mj − 1 −Nj)
∆uj

2
, mj ∈ {1, . . . , Nj} (E.56)

ωj,kj = (2kj − 1 −Nj)
∆ωj

2
, kj ∈ {1, . . . , Nj} (E.57)
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Annexe F

Calcul par Transformée de Fourier des
formules de Kintchine pour les champs
aléatoires vectoriels homogènes

F.1 Position du problème

Soientn etd deux entiers> 0 etX = (X(t), t ∈ R
d) un champ aléatoire indexé surR

d, à valeurs dans
R

n, du second ordre, centré, continu et homogène en moyenne d’ordre deux, dont la mesure spectrale
admet une densitéS : R

d → C
n×n : ω → S(ω) par rapport à la mesure de Lebesguedω sur(Rd,Bd) et

dont la fonction d’autocorrélationR : R
d → R

n×n : t→ R(t) = E[X(t)XT (0)] est intégrable surRd.
Sous ces hypothèses, on sait queR etS sont liées par les relations de Kintchine :

S(ω) =
1

(2π)d

∫

Rd

R(t)e−i<ω,t>ddt , ω ∈ R
d (F.1)

R(t) =

∫

Rd

S(ω)ei<ω,t>ddω , t ∈ R
d (F.2)

avec :

ω = (ω1, . . . , ωd) , dω = dω1 . . . dωd

t = (t1, . . . , td) , dt = dt1 . . . dtd

< ω, t >d=

d
∑

j=1

ωjtj

Il s’agit alors de calculer numériquement (F.1) et (F.2) en utilisant un algorithme de transformée de
Fourier rapide (TFR).

F.2 Préparation du travail

Dans la perspective de ce calcul numérique, les intégrales (F.1) et (F.2)doivent d’abord être ap-
proximées par des intégrales sur des compacts, ce qui est possible ici compte tenu des propriétés de
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décroissance à l’infini des fonctionsR etS.
Soientǫ et η des réels> 0 "petits" donnés et soient{Ω1, . . . ,Ωd}, {T1, . . . , Td} deux familles de réels
> 0, choisies de telle sorte que les pavés deR

d :

Ω =
[

− Ω1,Ω1

]

× · · · ×
[

− Ωd,Ωd

]

(F.3)

T =
[

− T1, T1

]

× · · · ×
[

− Td, Td

]

(F.4)

vérifient :

1 −
∫

Ω

√

trS(ω)S∗(ω)dω
∫

Rd

√

trS(ω)S∗(ω)dω
≤ ǫ (F.5)

∀t ∈ R
d \ T ,

√

trR(t)RT (t)

trR(0)RT (0)
≤ η (F.6)

Alors, les intégrales(2π)−d
∫

T R(t)exp(−i < ω, t >d)dt et
∫

Ω S(ω)exp(i < ω, t >d)dω peuvent
être prises pour approximations deS(ω) etR(t), respectivement. Nous travaillerons désormais avec ces
approximations, encore notéesS(ω) etR(t) pour simplifier. D’où les nouvelles intégrales à calculer :

S(ω) =
1

(2π)d

∫

T
R(t)e−i<ω,t>ddt , ω ∈ R

d (F.7)

R(t) =

∫

Ω
S(ω)ei<ω,t>ddω , t ∈ R

d (F.8)

Notons que si la densité spectrale est à support compactΩS et siΩS est un pavé deRd (situation que l’on
rencontre quelquefois en pratique), alors il suffira de prendreΩ = ΩS et dans ce cas (F.8) sera la valeur
exacte de la fonction d’autocorrélation.

F.3 Calcul de la densité spectrale à partir de la fonction d’autocorrélation

On note respectivementSpq(ω) etRpq(t) les termes de rang(p, q) des matricesS(ω) etR(t). Il s’agit
alors,∀(p, q) ∈ {1, . . . , n}2 et∀ω ∈ R

d, de calculer l’intégrale :

Spq(ω) =
1

(2π)d

∫

T
Rpq(t)e

−i<ω,t>ddt (F.9)

avecT donné par ((F.4)-(F.6)).

F.3.1 Discrétisation du domaine d’intégration

SoientN1, . . . , Nd d puissances entières de 2 etN l’entier pair tel queN = N1 × · · · × Nd. Pour
tout j ∈ {1, . . . , d} et toutmj ∈ {1, . . . , Nj}, on pose :

tj,mj = −Tj +
(

mj −
1

2

)

∆tj , ∆tj =
2Tj

Nj
(F.10)
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et on considère laNj-partition suivante de l’arêteT j =
[

− Tj , Tj

]

deT :

PNj (T j) =
{

Pj,1, . . . , Pj,mj , . . . , Pj,Nj

}

(F.11)

avecPj,mj le sous-intervalle deT j centré au pointtj,mj , de longueur∆tj et tel que,∀mj ∈ {1, . . . , Nj} :

Pj,mj =











[

tj,mj −
∆tj
2 , tj,mj +

∆tj
2

[

si mj ∈ {1, . . . , Nj − 1}

[

tj,Nj −
∆tj
2 , tj,Nj +

∆tj
2

]

si mj = Nj

(F.12)

On définit ainsi une subdivision régulière deT enN = N1×· · ·×Nd pavésP1,m1 ×· · ·×Pd,md
centrés

aux pointstm = (t1,m1 , . . . , td,md
), m ∈ BN , avecm = (m1, . . . ,md), BN = {1, . . . , N1} × · · · ×

{1, . . . , Nd} et,∀j ∈ {1, . . . , d}, tj,mj donné par (F.10).

F.3.2 Discrétisation du domaine fréquentiel

Compte tenu de la règle d’échantillonage de Shannon, dès que le domaine d’intégration et son
maillage sont choisis, le domaine fréquentiel et sa partition d’échantillonnagesont fixés.
Le domaine fréquentiel est le pavéΩ =

[

−Ω1,Ω1

]

×· · ·×
[

−Ωd,Ωd

]

deR
d tel que,∀j ∈ {1, . . . , d} :

Ωj =
πNj

2Tj
(F.13)

Sa partition d’échantillonnage est formée deN = N1 × · · · × Nd pavésMk = M1,k1 × · · · ×Md,kd
,

k ∈ BN , aveck = (k1, . . . , kd) et,∀j ∈ {1, . . . , d} :

Mj,kj =











[

ωj,kj −
∆ωj

2 , ωj,kj +
∆ωj

2

[

si kj ∈ {1, . . . , Nj − 1}

[

ωj,Nj −
∆ωj

2 , ωj,Nj +
∆ωj

2

]

si kj = Nj

(F.14)

où :

ωj,kj = −Ωj +
(

kj −
1

2

)

∆ωj , ∆ωj =
2Ωj

Nj
=

π

Tj
(F.15)

chaque pavéMk (k ∈ BN ) étant centré au pointωk = (ω1,k1 , . . . , ωd,kd
).

F.3.3 Calcul de la densité spectrale

D’après (F.9),∀k ∈ BN , la valeur au pointωk de la densité spectraleSpq est donnée par :

Spq(ωk) =
1

(2π)d

∫

T
Rpq(t)e

−i<ωk,t>ddt (F.16)

Compte tenu du découpage choisi pourT , cette intégrale peut alors être approximée par :

SN
pq(ωk) =

∆t

(2π)d

∑

m∈BN

Rpq(tm)e−i<ωk,tm>d (F.17)
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avec∆t = ∆t1 × · · · × ∆td et
∑

m∈BN
=
∑N1

m1=1 . . .
∑Nd

md=1 .
Or :

< ωk, tm >d=
d
∑

j=1

ωj,kj tj,mj

et d’après (F.10) et (F.15), et compte tenu de la relation d’échantillonnage de Shannon :

∆ωj∆tj =
2π

Nj
(F.18)

ce produit scalaire s’écrit :

< ωk, tm >d=
d
∑

j=1

(2π(kj − 1)(mj − 1)

Nj
− π(Nj − 1)(mj − 1)

Nj
− π(Nj − 1)(2kj −Nj − 1)

2Nj

)

Portant cette expression dans(F.17), et après réarrangement, on obtient alors,∀(p, q) ∈ {1, . . . , n}2 :

SN
pq(ωk) = D(k)spq(k) , k ∈ BN (F.19)

avec,∀k ∈ BN :

D(k) =
∆t

(2π)d
e
i π
2

∑d
j=1

(Nj−1)(2kj−Nj−1)

Nj (F.20)

spq(k) =
∑

m∈BN

rpq(m)e
−2iπ

∑d
j=1

(kj−1)(mj−1)

Nj (F.21)

et,∀m ∈ BN :

rpq(m) = Rpq(tm)e
iπ
∑d

j=1

(Nj−1)(mj−1)

Nj (F.22)

où nous rappelons les notations utilisées :

ωk = (ω1,k1 , . . . , ωd,kd
) , k = (k1, . . . , kd) (F.23)

tm = (t1,m1 , . . . , td,md
) , m = (m1, . . . ,md) (F.24)

BN = {1, . . . , N1} × · · · × {1, . . . , Nd} (F.25)

∑

m∈BN

=

N1
∑

m1=1

. . .

Nd
∑

md=1

(F.26)

avec,∀j ∈ {1, . . . , d} :

ωj,kj = −Ωj +
(

kj −
1

2

)

∆ωj = (2kj − 1 −Nj)
∆ωj

2
(F.27)
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tj,mj = −Tj +
(

mj −
1

2

)

∆tj = (2mj − 1 −Nj)
∆tj
2

(F.28)

∆ωj =
2Ωj

Nj
=

π

Tj
(F.29)

∆tj =
2Tj

Nj
(F.30)

∆t = ∆t1 × · · · × ∆td =
2dT

N
(F.31)

T = T1 × · · · × Td (F.32)

N = N1 × · · · ×Nd (F.33)

Remarque : On sait que les termes diagonaux de la densité spectrale sont des fonctions réelles. Afin
d’éviter la présence d’une partie imaginaire factice dans (F.19) pourp = q, due à d’éventuels résidus
numériques, il est alors préférable de remplacer cette relation par :

SN
pq(ωk) =











ℜé(D(k)spp(k)) si q = p

D(k)spq(k) si q 6= p

(F.34)

Observons par ailleurs que l’expression (F.21) a la forme standard requise pour pouvoir être calculée à
l’aide d’un algorithme de TFR.

F.4 Calcul de la fonction d’autocorrélation à partir de la densité spectrale

Il s’agit cette fois de calculer,∀(p, q) ∈ {1, . . . , n}2 et∀t ∈ R
d :

Rpq(t) =

∫

Ω
Spq(ω)ei<ω,t>ddω (F.35)

avecΩ donné par ((F.3)-(F.5)).

F.4.1 Discrétisation du domaine d’intégrationΩ

SoientN1, . . . , Nd d puissances entières de 2 etN l’entier pair tel queN = N1 × · · · × Nd. Pour
tout j ∈ {1, . . . , d} et toutkj ∈ {1, . . . , Nj}, on pose :

ωj,kj = −Ωj +
(

kj −
1

2

)

∆ωj , ∆ωj =
2Ωj

Nj
(F.36)

et on considère laNj-partition suivante de l’arêteΩj =
[

− Ωj ,Ωj

]

deΩ :

PNj (Ωj) =
{

Mj,1, . . . ,Mj,kj , . . . ,Mj,Nj

}
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avecMj,kj le sous-intervalle deΩj centré au pointωj,kj , de longueur∆ωj et tel que,∀kj ∈ {1, . . . , Nj} :

Mj,kj =











[

ωj,kj −
∆ωj

2 , ωj,kj +
∆ωj

2

[

si kj ∈ {1, . . . , Nj − 1}

[

ωj,Nj −
∆ωj

2 , ωj,Nj +
∆ωj

2

]

si kj = Nj

(F.37)

On définit ainsi une subdivision régulière deΩ enN = N1 ×· · ·×Nd pavésMk = M1,k1 ×· · ·×Md,kd

centrés aux pointsωk = (ω1,k1 , . . . , ωd,kd
), k ∈ BN , aveck = (k1, . . . , kd),BN = {1, . . . , N1}× · · · ×

{1, . . . , Nd} et,∀j ∈ {1, . . . , d}, ωj,kj donné par (F.36).

F.4.2 Discrétisation du domaine temporel

Compte tenu de la règle d’échantillonage de Shannon, la donnée du domaine d’intégration et de son
maillage fixe le domaine temporel et sa partition d’échantillonnage.
Le domaine temporel est le pavéT =

[

− T1, T1

]

× · · · ×
[

− Td, Td

]

deR
d tel que,∀j ∈ {1, . . . , d} :

Tj =
πNj

2Ωj
(F.38)

Sa partition d’échantillonnage est formée deN = N1 × · · · × Nd pavésPm = P1,m1 × · · · × Pd,md
,

m ∈ BN , avecm = (m1, . . . ,md) et,∀j ∈ {1, . . . , d} :

Pj,mj =











[

tj,mj −
∆tj
2 , tj,mj +

∆tj
2

[

si mj ∈ {1, . . . , Nj − 1}

[

tj,Nj −
∆tj
2 , tj,Nj +

∆tj
2

]

si mj = Nj

(F.39)

où :

tj,mj = −Tj +
(

mj −
1

2

)

∆tj , ∆tj =
2Tj

Nj
=

π

Ωj
(F.40)

chaque pavéPm (m ∈ BN ) étant centré au pointtm = (t1,m1 , . . . , td,md
).

F.4.3 Calcul de la fonction d’autocorrélation

D’après (F.35),∀m ∈ BN , la valeur au pointtm de la fonction d’autocorrélationRpq est donnée par :

Rpq(tm) =

∫

Ω
Spq(ω)ei<ω,tm>ddω (F.41)

Compte tenu du maillage choisi pourΩ, cette intégrale peut alors être approximée par :

RN
pq(tm) = ∆ω

∑

k∈BN

Spq(ωk)e
i<ωk,tm>d (F.42)

avec∆ω = ∆ω1 × · · · × ∆ωd et
∑

k∈BN
=
∑N1

k1=1 . . .
∑Nd

kd=1

Or :

< ωk, tm >d=
d
∑

j=1

ωj,kj tj,mj
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soit, d’après (F.36) et (F.40), et compte tenu de la relation d’échantillonnage (F.18) :

< ωk, tm >d=
d
∑

j=1

(2π(kj − 1)(mj − 1)

Nj
− π(Nj − 1)(kj − 1)

Nj
− π(Nj − 1)(2mj −Nj − 1)

2Nj

)

Portant cette expression dans (F.42), et après réarrangement, il vient, ∀(p, q) ∈ {1, . . . , n}2 :

RN
pq(tm) = E(m)rpq(m) , m ∈ BN (F.43)

avec,∀m ∈ BN :

E(m) = ∆ωe
−i π

2

∑d
j=1

(Nj−1)(2mj−Nj−1)

Nj (F.44)

rpq(m) =
∑

k∈BN

spq(k)e
2iπ

∑d
j=1

(kj−1)(mj−1)

Nj (F.45)

et,∀k ∈ BN :

spq(k) = Spq(ωk)e
−iπ

∑d
j=1

(Nj−1)(kj−1)

Nj (F.46)

où nous rappelons les notations utilisées :

tm = (t1,m1 , . . . , td,md
) , m = (m1, . . . ,md) (F.47)

ωk = (ω1,k1 , . . . , ωd,kd
) , k = (k1, . . . , kd) (F.48)

BN = {1, . . . , N1} × · · · × {1, . . . , Nd} (F.49)

∑

k∈BN

=

N1
∑

k1=1

. . .

Nd
∑

kd=1

(F.50)

avec,∀j ∈ {1, . . . , d} :

tj,mj = −Tj +
(

mj −
1

2

)

∆tj = (2mj − 1 −Nj)
∆tj
2

(F.51)

ωj,kj = −Ωj +
(

kj −
1

2

)

∆ωj = (2kj − 1 −Nj)
∆ωj

2
(F.52)

∆tj =
2Tj

Nj
=

π

Ωj
(F.53)

∆ωj =
2Ωj

Nj
(F.54)
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∆ω = ∆ω1 × · · · × ∆ωd =
2dΩ

N
(F.55)

Ω = Ω1 × · · · × Ωd (F.56)

N = N1 × · · · ×Nd (F.57)

Remarque: On sait que tous les termesRpq de la fonction d’autocorrélation matricielle R sont à valeurs
réelles. Or, d’éventuels résidus numériques peuvent conduire à des approximations à parties imaginaires
non nulles. C’est pourquoi il est préférable de remplacer (F.43) par:

RN
pq(tm) = ℜé(E(m)rpq(m)) (F.58)

Observons par ailleurs que (F.45) a la forme standard requise pour pouvoir être calculée à l’aide d’un
algorithme de TFR.
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Résumé

L'utilisation croissante d'appareils électroniques et la multiplicité des sources de perturba-

tion ont conduit à l'étude de nouveaux moyens d'essais permettant d'améliorer la répétitivité

des mesures en Compatibilité ElectroMagnétique (CEM), en particulier aux fréquences su-

périeures au GigaHertz. Dans ce contexte, la Chambre Réverbérante à Brassage de Modes

(CRBM) représente un outil attractif, tant au niveau des mesures en immunité qu'en émis-

sion. Cependant, de nombreuses questions restent encore ouvertes quant au comportement des

CRBM, en présence ou non de l'équipement sous test : les travaux présentés dans ce mémoire

ont a pour but d'apporter une contribution au volet probabiliste de l'étude du champ électro-

magnétique en CRBM.

Il est tout d'abord véri�é, à partir de tests statistiques et de mesures expérimentales, la légi-

timité en CRBM réelle, des di�érentes hypothèses relatives aux grandeurs électromagnétiques

générées en environnement réverbérant " idéal ". Sous cette condition, l'étude d'une ligne de

transmission a montré l'in�uence de la directivité dans la relation entre les champs électriques

de calibrage en chambre anéchoïque et en CRBM, pour une valeur identique du courant induit

à son extrémité.

Par ailleurs, il importe d'appréhender en quel sens l'environnement en CRBM peut être " com-

paré " à celui généré à l'intérieur d'enceintes semi-fermées (véhicule automobile) soumis à un

champ électromagnétique perturbateur externe. A�n d'apporter des prémices de réponses à

cette question, il est présenté une comparaison des paramètres statistiques du champ électro-

magnétique, caractérisant ces deux types d'environnements.

En�n, les hypothèses véri�ées en haute fréquence (environnement réverbérant " idéal ", pertes

des parois prédominantes), ont conduit au développement d'un modèle probabiliste original

consistant à assimiler la CRBM à une cavité dont les parois sont caractérisées par une conduc-

tivité aléatoire. La loi de probabilité de cette variable aléatoire est établie à partir de résultats

de mesures et d'une formulation validée dans les hautes fréquences. Ce modèle de conductivité

est ensuite proposé pour la résolution des équations de Maxwell par une méthode de colloca-

tion stochastique. Il est démontré qu'un faible nombre de simulations de la cavité sans brasseur

peut se substituer à la modélisation déterministe de la CRBM dans son ensemble, pour l'esti-

mation des moments du premier ordre du champ électrique généré dans le volume utile de la

structure. Par ailleurs, l'application de la méthode de collocation stochastique à un formalisme

précédemment validé pour l'étude de structures �laires immergées dans une cavité a conduit à

une modélisation e�cace et réaliste d'un dipôle rayonnant en CRBM.

Mots-Clés :

Chambre Réverbérante à Brassage de Modes (CRBM), Champ électromagnétique aléatoire,

Densité de probabilité, Ergodicité, Méthode de collocation stochastique.



Abstract

Increasing use of electronic devices and multiplicity of sources of disturbance led to the

study of new test facilities making it possible to improve the repetivity of measurements of

Electromagnetic Compatibility (EMC), in particular at frequencies higher than the Gigahertz.

In this context, the Reverberation Chamber (RC) represents an attractive tool, as well in

immunity measurements as in emission. However, many questions remain still open for the

behaviour of the RC, in presence or not of the equipment under test : the purpose of the work

presented in this thesis is to contribute a share to the probabilistic shutter of the study of the

electromagnetic �eld in RC.

Starting from statistical tests and experimental measurements, the legitimacy in real RC is

veri�ed with the various assumptions relating to the electromagnetic �elds generated in "ideal"

reverberating environment. Under this condition, the study of a line of transmission showed

the in�uence of directivity in the relation between the electric �elds of calibration in Anechoic

Chamber (AC) and RC, for an identical value of the current induced at its termination.

In addition, it is important to apprehend in which direction the environment in RC can "be

compared" with that generated inside half-closed enclosures (vehicle) subjected to an external

disturbing electromagnetic �eld. In order to bring �rst steps of answers to this question, it is

presented a comparison of the statistical parameters of the electromagnetic �eld, characterizing

these two types of environments.

Lastly, the assumptions checked in high frequency ("ideal" environment reverberating, losses

of the prevalent walls), led to the development of an original probabilistic model consisting of

assimilating the RC to a cavity whose walls are characterized by a random conductivity. The

probabilistic density function of this random variable is established starting from formulation

and measurement results validated in the high frequencies. This model of conductivity is then

proposed for the resolution of the Maxwell's equations by a stochastic collocation method. It

is shown that a low number of simulations of the cavity without stirrer can replace the de-

terministic modelling of the RC as a whole, for the estimation of the statistical parameters of

the electric �eld generated in the working volume of the structure. In addition, the applica-

tion of the stochastic collocation method to the formalism previously validated for the study

of wires immersed in a cavity led to an e�ective and realistic modelling of a radiated wire in RC.

Keywords :

Reverberation Chamber (RC), Electromagnetic random �eld, Probability density function, Er-

godicity, Stochastic collocation method.
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