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Introduction générale

Le sujet principal de cette these est lié au probleme général de dérivation des
mesures (Rudin [15], Dudley [8]). Il trouve ses motivations dans ’étude de
problemes d’estimation quand les conditions de régularité habituelles ne sont
pas vérifiées. En effet, de nombreux théoremes de convergence font intervenir
des hypotheses de continuité qui ne sont en pratique pas toujours satisfaites.
Nous utilisons donc des conditions moins contraignantes permettant de plus
d’étudier la régularité de la densité associée a la mesure considérée.

Un parametre «, appelé indice de régularité apparait lorsqu’on essaie d’étudier
localement le comportement d’une fonction de densité dérivée d’'une mesure
quelconque. Ce parametre de régularité étant fortement local, son estima-
tion est difficile. Nous nous attacherons dans cette these a étudier certains
problemes d’estimation non paramétrique ou cet indice intervient et a trouver

différents estimateurs convergents de «,.

1.1 Cadre général

Pour d > 1, définissons B(R?) le champ borélien de R%. Nous considérons y
une mesure de probabilité sur (R4, B(R?)). Notons ) la mesure de Lebesgue
sur RY muni d’une norme notée ||.||. Soit z un point de R?, § un réel positif
et Bs(z) la boule ouverte de centre x et de rayon §. Afin de mesurer le com-
portement local de u(Bs(z)) par rapport a A(Bs(x)) nous pouvons considérer

le quotient de ces deux mesures. Ainsi, si pour x fixé la limite suivante

u(B)
f(z) = }SLO A(Bs(x)) (1.1)

existe, alors x est appelé point de Lebesgue de la mesure p. Si pu est absolument

continue par rapport a A nous pouvons sélectionner parmi toutes les densités
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obtenues & partir de u, une densité particuliere f, qui satisfait (1.1) en tout
point ou cette limite existe. Il est important de noter que la notion de point
de Lebesgue est plus large que la notion de continuité. Elle permet donc
d’élargir certains résultats en diminuant les contraintes sur les fonctions a
estimer. Dans ce contexte, Berlinet et Levallois [4] définissent un point p-

régulier de la mesure pu comme un point de Lebesgue z de i tel que

oy (@) < p0), (1.2)

ou p est une fonction mesurable telle que limgs)g p(9) = 0.

Par exemple, si d = 1 et si la mesure p a une densité f avec une dérivée
f" bornée par une constante quelconque C, dans le voisinage de x, alors
nous avons p(0) = C,0 et x est p-régulier. Il est aussi clair que, si f est
une fonction localement hélderienne en x avec un exposant «,., cela implique
p(0) = Cy/(a; + 1)6%. De plus, il est possible de trouver des exemples de
mesures p-régulieres mais avec un mauvais comportement local de la densité,
comme des discontinuités du second ordre. Par exemple la fonction f; (Figure
1.1), définie pour x € [—1,1] # 0 par

fi(x) = \/m —cos(1/x) + 2z sin(1/x) + 2’

C

avec ¢ = 4 4+ 4/3 + 2sin(1). Pour cette densité, 0 est un point ou nous
n’avons ni limite a droite ni limite a gauche. Il est cependant possible de
démontrer que le rapport entre p; la mesure associée a f; et A vaut 2/c en
0. Par conséquent, 0 est bien un point de Lebesgue de p;. Pour d’autres

exemples, nous renvoyons le lecteur a 'article de Berlinet et Levallois [4].

Précisons que la fonction p de (1.2) n’est pas unique et dépend de la norme
choisie sur RY. 1l est par ailleurs possible d’aller plus loin que la relation (1.2)

et de considérer qu’en z, point de Lebesgue de la mesure y, nous ayons

p(Bs(z))
A(Bs(x))

= f(x) + Cp0% 4+ 0(d*) quand § | 0, (1.3)

ou C, est une constante différente de 0 et «, un nombre réel strictement

positif que nous appellerons indice de régularité. Ces constantes sont alors
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uniques et, trivialement, cette relation implique la p-régularité en = avec
p(0) ~ Cp6%. Cette relation définissant I'indice de régularité joue un role

central tout au long de cette these.

0.5
|

0.4

0.3

0.2

-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0

FIGURE 1.1 — Graphique de la densité f;.

Notons que l'indice a, reflete le degré de régularité de la mesure p par rap-
port a la mesure de Lebesgue A. En effet, plus «, sera grand, plus la dérivée
de p sera lisse autour du point z. En reprenant rapidement l'exemple de
la fonction f; précédente, nous avions remarqué que 0 était bien un point
de Lebesgue de p. Il est également possible de démontrer que son indice de

régularité vaut 1/2.

La connaissance de cet indice est intéressante en pratique pour étudier le
comportement local de la mesure. En effet, il nous donne d’importantes in-

dications sur le caractere plus ou moins lisse d’'une mesure autour du point
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x. Il est important de noter que «, existe dans le cas d’une densité non
nécessairement continue, ceci nous garantissant un large cadre de travail.
Il intervient également dans différents problemes d’estimation intimement
liés au caractere lisse ou non lisse de la mesure. Nous pouvons citer notam-
ment ’estimation du nombre optimal de voisins pour 'estimateur des k,-plus

proches voisins de la densité que nous développons ci-dessous.

Un probleme souvent rencontré en statistique est ’estimation d’une densité f
ou de sa mesure de probabilité p (& valeurs dans RY) & partir d'un échantillon
de variables aléatoires réelles X1, ..., X,, indépendantes et identiquement dis-
tribuées (i.i.d.) et de méme loi p. Un estimateur de la densité simple et
facile & mettre en oeuvre est ’estimateur des k,-plus proches voisins défini
de la fagon suivante. Soit (k,),>1 une suite d’entiers positifs, 'estimateur des

k,-plus proches voisins de f au point x est alors

kn

fr, () = ABr (1))

ot By, () est la plus petite boule fermée de centre x contenant au moins
k, points de ’échantillon. L’entier k, joue donc le role d’'un parametre de

lissage. Plus explicitement, plus k,, sera grand plus f, sera lisse.

En analyse discriminante, Fix and Hodges [9] ont introduit la regle de clas-
sification basée sur les plus proches voisins (voir aussi plus récemment De-
vroye, Gyorfi et Lugosi [7]). Son application a l’estimation de la densité fut
étudiée par la suite par Loftsgaarden et Quesenberry [10] et Moore et Yackel
[11]. Pour une introduction complete sur le sujet, nous renvoyons le lecteur

au livre de Bosq et Lecoutre [5] ainsi qu’a l'article de Berlinet et Levallois [4].

Le choix du nombre de voisins k, est un probleme difficile, d’autant plus
si la densité a estimer est non lisse. Dans ce cas, van Es [16] a obtenu des
résultats pour le choix de la fenétre de 'estimateur a noyau en utilisant la

validation croisée.

Beirlant, Berlinet et Biau [3] ont présenté une approche nouvelle en optimi-

4



1.1 Cadre général

sant l'erreur quadratique moyenne

An() = E (fr,(x) = f(2))*,

ou 'espérance se calcule sur I’échantillon X1, ..., X,,. La valeur de k,, minimi-

sant A, (x) en un point de Lebesgue z vérifiant (1.3) est alors

20 /d d/(d+2az)
k;;; = (C;Vd—c,ngan/d(x)) n2o<x/(d+2am)’
o, CZ

ou V; est le volume de la boule unité de dimension d et C, et «, les
constantes de ’égalité (1.3). Nous remarquons que k augmente avec a,,

ce qui n’est pas surprenant du fait du lien entre «a, et la mesure de probabilité.

Dans le méme article, Beirlant, Berlinet et Biau proposent un estimateur
,g:) pour minimiser le biais de 'estimateur des k,,-plus proches voisins. Cet

estimateur est de la forme

) = fr,(2) — glag, d, fi, (2)),

g étant une fonction facile a calculer lorsque ses parametres sont connus.
L’indice de régularité «, tient une part importante dans ce terme correctif
qui améliore sensiblement 1’estimation de la densité comme nous pouvons le

voir sur ’exemple de la Figure 1.2 ci-dessous.

L’estimation f,i:)(O) est ici meilleure et beaucoup moins dépendante du
choix du nombre de voisins k,, que 'estimation classique f, (0). Cependant,
I'estimateur de a, proposé dans cet article et utilisé dans cette estimation
(pour «, dans f,gz)(O) nous choisissons la médiane de son estimation pour
des valeurs de k, entre 150 et 500) reste insatisfaisant au point de vue des
simulations, comme nous le verrons en détail dans le troisieme chapitre de
cette these. Il est en effet tres sensible a la valeur de k,, choisie. Un meilleur
estimateur de «, permettrait donc d’augmenter l'efficacité de f,g:) sans

condition de continuité nécessaire.
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FIGURE 1.2 — Estimations de la densité f(z) = 0.5exp(|z|) en x = 0 par f,gz)
(trait plein) et fy, (en pointillés) pour n = 1000.

L’indice de régularité tient donc une place importante dans ce probleme d’es-
timation fonctionnelle. Il nous fournit également d’importantes indications
sur le comportement d’'une mesure autour d’un point de Lebesgue. Afin de

I’étudier, nous avons décider de structurer notre travail en trois parties.

La premiere partie, intitulée Normalité asymptotique d’estimateurs de
la densité, nous permettra d’étudier un nouveau probleme d’estimation
fonctionnelle ou I'indice de régularité intervient. En effet, nous étudions les
lois asymptotiques de I'estimateur des k,-plus proches voisins de la densité et
de I'histogramme. Nous remarquons que l'indice de régularité apparait dans

ces problemes.

Dans la seconde partie, qui se nomme Estimateur du mode de densités
non continues, nous définissons un estimateur du mode ne nécessitant pas

de conditions de continuité sur la densité étudiée. Nous examinons également

6
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comment l'indice de régularité intervient dans cette problématique.

Nous nous attachons dans la troisieme partie, intitulée Estimateurs de I’in-
dice de régularité a I’aide d’estimateurs de la fonction de répartition,
a obtenir différents estimateurs de I'indice de régularité. Cette partie se divise
en deux chapitres. Le premier est consacré a ’obtention et la comparaison
de plusieurs estimateurs de I'indice de régularité en utilisant des estimateurs
de la fonction de répartition. Dans le deuxieme, nous réalisons une revue bi-
bliographique sur les différents estimateurs de la fonction de répartition afin
que la classe d’estimateurs de l'indice de régularité soit potentiellement la

plus large possible.

1.2 Normalité asymptotique d’estimateurs de
la densité

En notant B, (z) = B(z, R,(z)) la plus petite boule fermée de centre = conte-
nant au moins k,, points de I’échantillon, Berlinet et Levallois [4] démontrent

le résultat suivant : sous les conditions de convergence de fj,

lim £k, =00 et lim — = oo,

n—oo n—oo M

si x est un point p-régulier de la mesure p avec f(x) > 0, alors la condition

VEap(Ra()) 5 0

lorsque n tend vers linfini implique la convergence en distribution de la

variable aléatoire

T () = \/Efkn (?(;)f(w)

vers une loi N'(0,1).

Ils obtiennent ensuite comme corollaire de ce résultat que sous les condi-
tions de convergence évoquées précédemment et si de plus la densité f est
lipschitzienne d’ordre @ > 0 alors la condition

jit1/20

. n
lim =0
n—oo n

7
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implique la convergence en distribution de T},(x) vers une loi N'(0,1).

Une bonne estimation de I'indice de régularité est donc primordiale afin d’ob-
tenir la vérification des conditions et, par conséquent, la normalité asympto-
tique de T,,(z). En effet, comme nous pourrons le remarquer sur un exemple,
en ne tenant pas compte de la spécificité de la mesure étudiée et de son indice
de régularité il est possible de commettre une importante erreur d’estimation
de la densité. Nous nous attachons tout d’abord dans ce chapitre a élargir
les résultats de Berlinet et Levallois [4] sur Pestimateur des k,-plus proches
voisins. Nous obtenons une condition nécessaire et suffisante a la normalité
asymptotique de la loi limite de T,,(x) ainsi que I'expression de cette loi. Puis,
apres ’étude de différents exemples, nous donnons une nouvelle définition
moins contraignante de I'indice de régularité. Nous définissons I’ensemble E,

par

E, = {a > 0 tel que 3C' > 0,3)\g > 0, tels que VI € I, vérifiant A(I) < Ag

on ait '% — f(x)‘ < C)\([)a}

ou Z, est un ensemble d’intervalles contenant x. S’il existe un réel o, vérifiant
a, =sup E,

alors «, sera 'indice de régularité de la mesure p au point x. A I'aide de cette
définition, nous obtenons une condition suffisante pour la normalité asymp-
totique de T, (x). Cette nouvelle définition n’utilisant pas de développements
de boules centrées en x, le point d’estimation, elle nous permet également
d’étudier un estimateur de la densité tel que I’histogramme. En notant f,(x)
I'estimateur de la densité par la méthode de ’histogramme, nous énongons

des conditions suffisantes pour obtenir la normalité asymptotique de

H,(z) = \/nhn%\/_(_x];(x).

Enfin, nous testons nos résultats sur des données simulées.

8



1.3 Estimation du mode pour des densités non continues

1.3 Estimation du mode pour des densités
non continues

Considérons une mesure de probabilité x4 dans R? & partir de laquelle nous
obtenons une densité f. Nous nous intéressons au probleme de ’estimation
du mode 0 de f a partir d'un échantillon i.i.d. S, = {Xy,..., X, } distribué
selon p. Formellement, le mode d'une densité est I'argument ou la densité
est maximisée, c’est-a-dire la valeur pour laquelle on approche le plus (voire
on atteint) la borne supérieure essentielle de f. Ce probleme a suscité une
littérature considérable (Parzen [13], Nadaraya [12], Devroye [6]) comme nous
pourrons le voir plus en détails dans l'introduction de cette seconde partie.
Néanmoins, tous les estimateurs nécessitent des conditions de régularité forte,
au minimum la continuité autour du mode 6. Ainsi, pour tout z € R%, on
définit I'estimateur a noyau de la densité f;, (Akaike[2], Rosenblatt [14], Par-

zen [13]) par
“ JI—XZ
fhn(x):n_llldzk< h )’

ou k est un noyau et h, la fenétre de lissage strictement supérieure a 0 et

telle que h,, tend vers 0 quand n tend vers U'infini. Abraham, Biau et Cadre

[1] définissent un estimateur 6,, du mode par

0, € arg max(fn,),
Sn

plus précisément,

0, € {ZB € Syt fn,(r) = max fhn(Xi)}.

1<i<n

Cet estimateur converge alors presque strement vers le mode 6 si f est conti-
nue autour du mode. Ils obtiennent ensuite une bonne vitesse de convergence
et un intervalle de confiance asymptotique. En nous appuyant sur leurs tra-
vaux, nous démontrons la convergence de #, sous des conditions ne portant
pas sur la régularité de la densité f. Nous montrons ensuite que ces conditions
sont vérifiées pour € V ou V est un intervalle ou tout point est un point
p-régulier. Nous obtenons également des intervalles de confiance asympto-

tiques sous certaines hypotheses supplémentaires, qui sont vérifiées pour 6
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Introduction générale

appartenant a un intervalle de points de Lebesgue admettant un indice de
régularité. Enfin, nous terminons ce chapitre par une étude pratique sur des

données simulées.

1.4 Estimateurs de l’indice de régularité uti-
lisant des estimateurs de la fonction de
répartition

Nous avons pu remarquer que l'indice de régularité intervient dans différents
problemes d’estimation non paramétrique. Cependant, il est difficile a estimer
et le seul estimateur disponible a notre connaissance est celui de Beirlant,
Berlinet et Biau [3] qui utilise l'estimateur des k,-plus proches voisins de la

densité. Ils définissent leur estimateur &, ,, quelque soit 7 > 1, par
d . Jirk) (@) = [k (2)
log 7 flrka) (@) = flra) (@)

st [fir2k, ) () = Siowa) (O)/ U1 7hn] (2) = flr,)(@)] > 1 et @ne = 0 sinon, ||
étant la fonction partie entiere. Ils obtiennent la convergence en probabilité

Oénﬂ: =

et la normalité asymptotique de cet estimateur. Cependant, les simulations
s’averent perfectibles. En nous appuyant sur cet article, nous déterminons
dans la troisieme partie différents estimateurs de l'indice de régularité en
utilisant des estimateurs de la fonction de répartition. Ainsi, nous obtenons
un nouvel estimateur convergent, sous certaines hypotheses, de I'indice de

régularité
— d log 807%7'2511 (I) - SO'I‘L,’Tdn ('/L‘)
log T (pnﬂ'(sn (x) - (70”7677, (:B)

anx

Y
»

o ) B (@)

’ A(Bs, (x))
avec [, la mesure empirique. Comme pour I’estimateur de Beirlant, Berlinet
et Biau, cet estimateur prendra la valeur 0 si le quotient a I'intérieur du loga-
rithme est inférieur a 1. Lors des simulations, nous utiliserons également un

estimateur &, , qui est obtenu en lissant la fonction de répartition empirique

10



1.4 Estimateurs de l’indice de régularité utilisant des estimateurs
de la fonction de répartition

par un estimateur a noyau.

Un estimateur convergent de la fonction de répartition peut donner, sous
les conditions adéquates, un estimateur convergent de l'indice de régularité.
Nous réalisons par conséquent une large revue bibliographique des estima-
teurs de la fonction de répartition dans le second chapitre de la deuxieme
partie. Ce travail a fait 'objet d’un article a paraitre dans le Journal de la

Société Frangaise de Statistique.
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Normalité asymptotique
d’estimateurs de la densité

1.1 Introduction

Nous commencons ce chapitre en rappelant certaines définitions importantes
apercues lors de l'introduction. Nous considérons ;1 une mesure de probabilité
sur (R? B(R?)), x un point de R, § un réel positif et Bs(z) la boule ouverte

de centre x et de rayon 9. Si pour z fixé la limite suivante

. pu(Bs(z))
= lim ——————= 1.4
USRS & YD) (14)
existe, alors x est appelé un point de Lebesque de la mesure p. Dans ce
contexte, Berlinet et Levallois [2] définissent un point p-régulier de la mesure

4 comme un point de Lebesgue x qui vérifie
Sy — f@)] <), (1.5)

ou p est une fonction mesurable telle que lims_ p(d) = 0.

Cette définition est ensuite utilisée dans ’étude de f,,, 'estimateur des k,,-
plus proches voisins de la densité. En notant B, (z) = B(z, R,(x)) la plus
petite boule fermée de centre x contenant au moins k,, points de I’échantillon,

ils démontrent le théoreme suivant :

Théoréme 1.1.1 (Berlinet et Levallois [2])

Sous les conditions de convergence de fy,

kn
lim £k, =00 et lim — = oo,

n—oo n—oo M
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si x est un point p-réqulier de la mesure p avec f(x) > 0, alors la condition

Vkap(Ra(z)) 20

lorsque n tend vers linfini implique la convergence en distribution de la va-

riable aléatoire

T (z) = \/kan (?(;)f(if)

vers une loi N'(0,1).

Ils obtiennent ensuite comme corollaire de ce résultat que sous les conditions
de convergence du Théoreme 1.1.1 et si de plus la densité f est lipschitzienne

d’ordre a@ > 0 alors la condition

1+1/2
fl+1/2a

lim =0 (1.6)
n—o0 n

implique la convergence en distribution de T, (z) vers une loi N(0,1). IIs

proposent ensuite de considérer la densité f, suivante, définie pour x €

[—0.5,0.5),
fn) =1- 2 4

Pour 0 <t < y < 0.5 nous avons

fo(t) = foly) = (t - y)2—\/g

ou € € (z,y) alors que pour y > 0 nous avons

fo(0) = fo(y) = —\Y.

La densité fj est donc lipschitzienne sur [—0.5,0.5] d’ordre 1/2 en 0 et 1 par-
tout ailleurs. Ceci implique donc la p-régularité en tout point z € [—0.5,0.5]

avec

B C,0 pour z #0
pl0) = { C,6'? pour z = 0.

Si I'on prend a = 1 dans la condition (1.6) nous obtenons alors la condition

I
lim = 0.
n—oo N
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1.1 Introduction

(b) n = 10000

FIGURE 1.3 — Estimations de la densité de T,,(x) en différents points = avec

kn = /7.
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Ainsi, en choisissant k, = +/n, nous vérifions la condition précédente et
obtenons les estimations de la Figure 1.3, par la méthode du noyau, pour les
densités des statistiques T, (z) estimées en différents points x.

Nous remarquons donc que, pour x # 0, la distribution de 7},(z) a la forme
générale de la loi N(0,1). Cependant, pour x = 0, nous en sommes tres
éloignés. En effet, comme nous avons ay = 1/2, la condition (1.6) n’est pas
vérifiée en 0 pour k, = v/n. En ne tenant pas compte de la spécificité de cette
mesure et du changement brutal de 'indice de régularité, nous commettons
une importante erreur sur l’estimation de fy en 0 due a un choix inadapté
pour k,. Une bonne estimation de l'indice de régularité est donc nécessaire
en tout point de définition de la densité afin de déterminer avec précision le
nombre de voisins k,, a utiliser et la loi limite de ’estimateur. Nous obtenons
dans la suite de cette partie une condition nécessaire et suffisante pour la
normalité asymptotique de l'estimateur des k,-plus proches voisins de la
densité et mettons en avant I'importance de I'indice de régularité dans cette

loi limite.

1.2 Estimateur des k,-plus proches voisins

1.2.1 Définition de 'estimateur

Soit {k,,n > 1} une suite d’entiers strictement positifs, nous rappelons que

I’on définit I'estimateur des k,-plus proches voisins de la densité par

ky,

ot By, (z) = B (x, R,(x)) est la plus petite boule fermée de centre  conte-
nant au moins k, points de 1’échantillon. L’entier k,, jouera donc un roéle cru-
cial a la maniere de la fenétre h,, pour l'estimateur a noyau : si k, est choisi
trop grand l'estimateur sera trop lisse et inversement dans le cas contraire.

En analyse discriminante, Fix et Hodges [5] ont introduit la regle de classifi-
cation basée sur les k,-plus proches voisins (voir également Devroye, Gyorfi
et Lugosi [4] sur ce sujet). L’application de cette regle a lestimation de la

densité est due a Loftsgaarden et Quesenberry [7] en tout point ou la densité
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1.2 Estimateur des k,-plus proches voisins

est positive et continue. Ils démontrent également la convergence en proba-
bilité de leur estimateur, en tout point de Lebesgue x, sous les hypotheses

suivantes

k
lim k, = oo; lim — = 0. (1.7)

n—o0 n—oo N

Par la suite, Moore et Yackel [8] ont obtenu le résultat asymptotique suivant

\/k_nW L N(0,1)

si f est continue et a dérivées bornées dans un voisinage de x avec f(x) > 0
et en ajoutant la condition
. ky
s =Y
aux conditions (1.7). Puis, nous avons vu que Berlinet et Levallois [2] ont
utilisé la définition de p-régularité pour obtenir le méme résultat de normalité
asymptotique mais pour une densité f positive dans un voisinage de x, sous

les conditions (1.7) et

1+1/2a
.k
lim =0,
n—oo n

lorsque nous avons p(6) = C§*. Comme nous l'avons remarqué dans l'in-
troduction générale de cette these il est cependant possible de supposer
qu’'une relation plus précise que la p-régularité a lieu. Ainsi, il est possible de

considérer qu’en x point de Lebesgue de la mesure p nous ayons

p(Bs(x))

NBs(x)) W)+ 0% +0(0%) quand 0 L0, (1.8)

ou C, est une constante différente de 0 et «, un nombre réel strictement
positif que nous appelons indice de régularité. Ces constantes sont alors
uniques et il est clair que cette relation implique la p-régularité avec
p(0) = Cy6%. Cet indice joue un role primordial dans les résultats qui

suivent.
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1.2.2 Conditions Nécessaires et Suffisantes de Norma-
lité Asymptotique

Théoréme 1.2.1 Si x est un point de Lebesque ot (1.8) est vérifié avec

f(x) >0, et sous les conditions (1.7), la variable aléatoire

T(z) = \/Efkn (J;C)(;)f(x)

converge en loi si et seulement si la suite

Jlt1/20m

a une limite finie k. Lorsque cette condition est vérifiée, la loi asymptotique
de T,,(x) est
Coros (1 \*!
()
200\ f(x)

La démonstration de ce théoreme découle immédiatement des Lemmes 1.2.3
et 1.2.4 ci-dessous. O

Preuve :

Dans les preuves des lemmes ci-dessous, nous utilisons la décomposition sui-
vante de T),(x) :

T.(z) = an(b, + ¢)

a = —kn
" B

1 (@)
= Vi (S /@)

o = o= (2 up0)

Cette décomposition a été introduite par Moore et Yackel [8] qui ont prouvé

le lemme suivant :
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1.2 Estimateur des k,-plus proches voisins

Lemme 1.2.1 Dans la décomposition précédente de T,(x), on a, sous les

conditions de convergence (1.7),
an >1 et ¢, £>./\/’(0,1).
Nous énoncons maintenant les lemmes permettant d’établir le théoreme.

Lemme 1.2.2 Sous les conditions de convergence (1.7) et si (1.8) est vérifée,
, n\* 1 C, 1 \**!
lim [ — b, = —_— .
n—00 k‘n \/ kn 20 f(l‘)

De (1.8) il résulte que la fonction

nous avons

Preuve :

est telle que

En introduisant cette fonction ® dans I’expression de b,,, on obtient

b — () ()L KT
"o " k,, 20e f(x) noe

n\" 1 2nR,\ " 1
(k‘) Tk—f”:‘m")( e > 2o f(2)

Or, sous les conditions (1.7), nous avons

R, 50 et 25;% = fr.(2) = f(@).
On en déduit que
®(R,) > C,
et la conclusion du lemme en découle. O
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Lemme 1.2.3 (Condition suffisante)
Sous les hypotheses du Théoréeme 1.2.1, st

1+1/2a
kiR
lim — =&
n—oo n

alors

T(z) = \/Eflcn («?(;)f(x)

o az+1
est de loi asymptotique N (Cgfz (ﬁ) ,1) )

Preuve :

Les hypotheses et le Lemme 1.2.2 entrainent que

Cor® 1\
lim b, = n (—) en probabilité
e = e \F)
et le Lemme 1.2.1 permet de conclure. O

Lemme 1.2.4 (Condition nécessaire)
plt1/202

Sous les hypotheses du Théoreme 1.2.1, si la suite ( S— ) n’est pas

convergente alors la variable aléatoire

T(z) = \/Efkn (J;C)(;)f(x)

ne converge pas en loi.

Preuve :
plt1/200

141/2az
Si la suite < S ) n’est pas bornée, alors il existe une sous-suite (%)

qui tend vers l'infini donc

VM >0, P (|byn)| > M) — 1

n—od

et (b,), comme par conséquent (7},), ne converge pas en loi.

Si la suite (@) est bornée et non convergente alors il est possible d’ex-
traire deux sous-suites convergeant vers des limites différentes [y et [. Par ap-
plication du Lemme 1.2.1, les sous-suites correspondantes de (T,,) convergent
en loi respectivement vers NV (l1, 1) et N'(l2,1). (Z,) ne converge donc pas en

loi. O
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1.3 Nouvelle définition pour ’indice de régularité

1.3 Nouvelle définition pour I’indice de
régularité

Beaucoup d’estimateurs de la densité requierent un développement pour
un rapport de mesures d’ensembles non centrés au point d’estimation = et
n’étant pas forcément des boules. La premiere définition (1.8) est donc in-
utilisable dans ces cas précis. De plus, il est également intéressant de définir
une nouvelle notion qui soit intermédiaire entre la définition de l'indice de
régularité et la p-régularité. Par exemple, si on considere la densité

fi(2) = 2 — cos(l/x)c—i— 2z sin(1/x)

définie sur R pour z € [—1,1]\0 avec ¢ = 4 4 2sin1 et p; sa mesure de

probabilité associée.

La fonction de répartition F; associée a la densité fi est

0 pour z < —1
Fi(z) =< 1/2+ 2z +2*sin(1/z))/c pour —1 <z <1
1 pour x > 1.

Cette densité est différentiable en tout point de [—1, 1] sauf en 0 ou elle n’a

ni limite a droite ni limite a gauche. On a cependant

lim Fy(h) — Fi(=h) 2
h—0 2h c

0 est donc un point de Lebesgue de p; et, en posant f1(0) = 2/c, la discon-
tinuité du second ordre est toujours présente. Maintenant,

ERD g (0) = Lhsin G)

et en tout point de [—1, 1] nous avons p-régularité avec p(d) = §/c alors qu’en
0 nous n’avons pas d’indice de régularité.
Afin de fixer une nouvelle définition englobant le maximum de cas, nous al-

lons étudier quelques exemples.

1.3.1 Fonctions de répartition C'!

Lemme 1.3.1 Soit F une fonction de répartition C* et admettant F® bornée

par Cyp > 0 sur un voisinage I de x dans R. Si nous notons p la mesure de
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probabilité associée et [ sa densité, on a alors, pour tout € > 0,

h - )] < A

Preuve :
En utilisant un développement limité en x — hy avec hy > 0 nous avons,
2

F(x —hy) = F(z) — i F'(z) + %F@)(C—)

avec ¢~ € [x — hy, z[. Avec le méme type de développement en z + hy avec
ho > 0 et avec I = [x — hy,x + hs], on obtient

pl1) = ADF(x) + 5 [BFO(c) — 1FO(e)]

avec ¢t € ]z, x + hy]. Finalement, comme F'(z) = f(z) et F® bornée par
C,>0,on a

p(l) Co
‘m - f(a:)' < 7/\(1)-

O
Selon les cas, il sera bien entendu possible d’obtenir des inégalités avec des

puissances de A\(I) plus grandes.

Exemple 1 : la Loi Normale
Nous considérons la loi Normale N(0,1) définie sur R avec f; sa densité, uo

la mesure de probabilité associée et F, sa fonction de répartition donnée par

Fy(z) = 0.5 * (1 +erf (%))

avec
) 21+1
erf(zx
\/_ Z 22 (20 + 1)il”
Nous choisissons hy et g; deux entiers positifs avec 0 € I = [—hy, 1] et

A(I) < Xp. On a alors

Fy(g1) — Fo(—h1) = ( ( ) ( >)

B ( 1) 2z+1+h22+1
ﬁ — M it )i




1.3 Nouvelle définition pour ’indice de régularité

On obtient alors
g2z+1 h%H_l

pa(l) 1 f: B
XD~ Var \/_(91 +hi) \/§)QZ+1 (2 + 1)i!

=

Comme f5(0) = \/Lz?’ nous avons

2341 + h%z—i— 1

pra(1) 1 1y N
,;( 1 V2 @i+ )it

M) <O)‘ - V(g1 + M)

Clairement, le terme général de cette série est de la forme (—1)"v; ou (v;)
désigne une suite décroissante de nombres positifs convergeants vers 0. C’est
donc une série alternée convergente et son premier terme nous donne un

majorant en valeur absolue (Lelong-Ferand et Arnaudies [6]). On a donc

pa(1) 1 gi +hi
TR e V2

et finalement, comme (g} + h3)/(g1 + h1)® < 1

p2(1) ( >‘ g th)® AT
A1) - 6V2rm 6v2rm

Exemple 2 : la Loi Cauchy
Nous considérons la loi de Cauchy de parametre a = 1 définie sur R avec f3 sa

densité, pu3 la mesure de probabilité associée et Fj sa fonction de répartition

qui vaut
1 1
Fs(z) = —arctan(zx) + =
T 2
avec
e z 2z+1
t
arctan(z ; 22 1
Nous choisissons hy et g; deux entiers positifs avec 0 € I = [—hy,g1] et
A1) < Ag. On a alors
1 (=1) .
F F 21+1 h21+1
(91) = F( VT ZO % + 1 i)
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ce qui nous donne

[e.e]

ps(l) 1 1 S
AT —;+\/7_T/\(1).22i+1 (g8 + 1)

=1

Avec les mémes arguments que dans I’exemple précédent cette série est une
série alternée convergente et son premier terme nous donne un majorant
en valeur absolue. On a donc, comme f3(0) = 1/7 et en utilisant la méme

démonstration que précédemment,

ps(1) 1 2
o) - 1O <

Exemple 3 : Fonction exponentielle
Nous considérons la densité f; qui est définie sur [—1, 1] par

expx

fa(z) =

e—el

et sa mesure associée j4. Nous choisissons hy et g; deux entiers positifs avec
0€l=[-hy,q] et AMI)< A On a alors

ua(l) 1 i W o
X)) ~ AD(e—e) (91 Ty ol sty O(hl))) |

et, avec f1(0) = (e — e 1)L,

2D ) < sy (12528 otst - )] ).

En utilisant le fait que g2 — h? < A(I)?, on obtient finalement, pour tout
e >0,

1.3.2 Densité C°

Densité lipschitzienne d’ordre «

Lemme 1.3.2 Soit h une densité quelconque lipschitzienne en un point x de

R telle que, pour tout t,
() = h(t)] < Cp |z —t|",
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1.3 Nouvelle définition pour ’indice de régularité

et pp sa mesure associée. On a alors, pour tout intervalle I de mesure non

nulle contenant x,

‘“"m ~ h(x)| < O

Preuve :
En écrivant
(D) = [ hoyit = [ () = nO)dt + XDhGo)

et en utilisant le fait que h soit lipschitzienne en x, on obtient

Mh([) ‘ C:c / «a
—h(z)] < x—t]"dt
G B Y A
et |z — t| < A(I) nous donne le résultat final. O

Exemple 4 :

Reprenons la densité

o) =1- L2 4 R

définie sur R pour = € [—1/2,1/2] et po sa mesure de probabilité que nous
avons déja étudiée dans l'introduction de cette partie. En x = 0, la densité
est continue mais non dérivable mais il est possible de démontrer qu’elle est

%-lipschitzienne. Nous avons

0 pour z < —1/2,
Fo(x) = 1/2+(1—%§>x+§x\/|x| pour —1/2 <z <1/2,

1 pour z > 1/2.
Nous choisissons hy et g; deux entiers positifs avec 0 € I = [—hq,g1] et
A1) < Ag. On a alors

(D) _ 1— Q + EM

M) 3 3 (g1+ M)

5 9 24 3
— 1_\/__+_u)\([)1/2

3 3<g1 +h1)3/2

)~ B < A0
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Exemple 5 :

Soit la densité

f5(x) = 0.5 exp(—|z])

définie sur R pour x € [—1,1] et us sa mesure de probabilité. En z = 0, la
densité est continue mais non dérivable et elle est 1-lipschitzienne.

En utilisant le développement de la fonction exponentielle sous forme de
série et le méme type d’argument qu’a I’'Exemple 1 sur les séries alternées,

on arrive a

M)

—f5<x>] <MD

M5(I)
A(I)

Nous retrouvons donc les indices annoncés par le Lemme 1.3.2.

1.3.3 Discontinuité du second ordre

Nous pouvons revenir a la densité f; pour laquelle nous avons

0 pour x < —1,
Fi(z) =< 1/2+ 2z + 2%sin(1/z))/c pour —1 <z <1,
1 pour x > 1.
Nous choisissons hy et g; deux entiers positifs avec 0 € I = [—hy, 1] et

A1) < Ag. On a alors

pi(l) 2 g?sin(1/g1) + h3sin(1/hy)

AI) e cA(I)
et en posant f1(0) = 2/c (qui est la limite du rapport des mesures de boules),
on obtient
(1) gi +hi _ 1
- < < =\(1).

Ces résultats nous poussent donc a envisager une nouvelle définition pour
I'indice de régularité qui permettrait d’englober également les mesures comme

la mesure ;.
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1.3 Nouvelle définition pour ’indice de régularité

1.3.4 Nouvelle définition

Les exemples ci-dessus nous amenent a considérer la nouvelle définition sui-
vante. Soit y une mesure de probabilité différentiable en un point de Lebesgue
x de R de densité f(z). On définit 'ensemble E, par

E, — {a > 0 tel que 3C > 0,3\ > 0, tels que VI € Z, vérifiant A(I) < Ao
K3 - 1) = ex}

on ait

ou Z, est 'ensemble des intervalles contenant x.

S’il existe un réel a, vérifiant

9

alors a, sera l'indice de régularité de la mesure p au point z. Si sup £, = 400
alors nous aurons a, = +00. Nous donnons ci-dessous un exemple de ce cas

particulier.

Soit une densité quelconque d constante sur un intervalle I de mesure non
nulle et uy sa mesure associée. Alors, pour tout point x € I, il est possible

de vérifier que
pa(l) = /Id(t)dt = d(z).\(1)

ce qui nous donne

Nous nous trouvons alors dans le cas ou «a, = +oo. L’indice de régularité
augmentant avec la régularité de la mesure, il n’est pas étonnant que, dans
le cas d’une densité constante sur un intervalle, on trouve a, = +00 comme

1cl.

A Taide de cette nouvelle définition, nous pouvons définir un indice de
régularité dans chacun des exemples vus précédemment notamment pour la
mesure j1; ce qui n’est pas le cas avec la premiere définition. Cette nouvelle
définition peut donc nous permettre d’élargir certains résultats a des mesures

dont le développement ne permet pas d’obtenir un indice de régularité exact.
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Elle peut également étre utilisée pour des estimateurs de la densité n’utili-
sant pas des développements de boules centrées en x, le point d’estimation,

comme par exemple ’histogramme.

1.4 Application a DPestimateur des £k,-plus
proches voisins

En utilisant la nouvelle définition pour 'indice de régularité, nous énoncgons
un théoreme sur la normalité asymptotique de I'estimateur des k,,-plus proches
voisins.

Théoréme 1.4.1 Si x est un point de Lebesque ot (1.9) est vérifié avec

f(z) >0 eta, € E,, et sous les conditions (1.7), la condition supplémentaire

14+1/20s
. kn
lim — =0
n—oo n

implique la convergence asymptotique de la variable aléatoire

() = \/Efkn (J;C)(;)f(x)

vers une loi N'(0,1).

Ce théoreme nous permet d’élargir nos résultats précédents a des classes de
mesures p-régulieres mais n’admettant pas de développement exact du rap-

port des mesures de boules, comme par exemple la mesure ;.

Preuve :
Il est clair que la condition (1.9) avec «, € E, implique la p-régularité en x

avec p(d) = C6%. D’apres le Théoreme 1.1.1, la condition

Vkap(Ra(z)) 2 0

implique la normalité asymptotique de T,,(z). Or, nous avons

e () ()
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1.5 L’histogramme

Et, comme

et, pour f(z) >0 et R,(x) Zo (Loftsgaarden et Quesenberry [7]), alors

MB) 2
W(Boay T

ce qui permet de conclure. O

1.5 L’histogramme

1.5.1 Construction de 'estimateur

L’histogramme est un estimateur de la densité tres simple a mettre en oeuvre.
Pour le définir, nous avons besoin de séparer notre espace de maniere réguliere

et nous supposons donc qu’il existe une suite
P, ={Il,4; g € N}
de partitions équilibrées de R en boréliens, c’est-a-dire vérifiant

lim sup diam(m,,) =0 et limsup(5,/y.) < oo
"oq

avec v, = infy A(IL,,) et B, = sup, A(Il,).
Dans R, on construit une suite d’intervalles
an - [(Q - 1)hnaqhn[7q € Za

ol h, est un nombre réel positif dépendant de n. L’histogramme s’écrit alors

fulw) = 2na

" nh,

avec x € Il,,4, v, étant le nombre de points dans la geéme cellule et ¢ € Z. La

fonction f, est donc constante sur chacun des éléments de la partition. Afin
d’assurer la convergence de fj, vers f, il est donc nécessaire que les parti-
tions deviennent de plus en plus fines. Cet estimateur est alors convergent en
moyenne quadratique sous les conditions suivantes dans R (Bosq et Lecoutre

3)

lim A, =0 et lim nh, = +oc. (1.10)

n—oo n—oo
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1.5.2 Résultat sur la Normalité Asymptotique

Théoréme 1.5.1 Si z est un point de Lebesque ot (1.9) est vérifié avec

f(z) > 0 ety € E,, et sous les conditions (1.10), la condition supplémentaire

lim nh2=* =0

n—oo

implique la convergence asymptotique de la variable aléatoire

H,(z) = W%ﬂ_ﬂ”

vers une loi N'(0,1).

Preuve :
Nous avons
p(ng) 1
Hp(z) = Ry ()
b /F(@)
avec
P
Ry (x) = v/nhn (fa(2) = f(2)) | —=—-
,U(an)

Comme z est un point de Lebesgue ou f(x) > 0, le Lemme 1.5.1 nous donne
le résultat. U

Nous allons maintenant énoncer les lemmes permettant d’établir le théoreme.

Lemme 1.5.1 Nous avons, sous les hypothéses du Théoreme 1.5.1,

R,(x) EN N(0,1).

Preuve :
En posant
Sn(x) _ Vng — n:u(HTLQ>
nji(Ilg)
et

Pata) = Vo[ (M) o))

na)

un développement rapide nous permet de vérifier que
Ry (7) = Sp(x) + Pu(z),

les Lemmes 1.5.2 et 1.5.3 permettent alors de conclure. Il
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1.6 Simulations

Lemme 1.5.2 Sous les hypotheses du Théoreme 1.5.1, nous avons
Sul@) 5 N(0,1).

Preuve :
La variable aléatoire v, suit une loi binomiale de parametres n et p(Il,,)
et donc, par le Théoreme Central Limite pour la loi binomiale, on obtient le

résultat du lemme. [l
Lemme 1.5.3 Sous les hypothéses du Théoréeme 1.5.1, nous avons
P,(x) — 0.

Preuve :
D’apres la définition de P,(x) et la relation (1.9), nous avons, si a, € E, et
des que h,, < A,

he=+1C,
1P, (z)] < Vil Cy
1(ILng)
et comme z est un point de Lebesgue nous obtenons
h?{x‘f‘l/QCx
Pafa)] < VI0__Ce.
/()
Or, comme f(z) > 0 et lim, ., nh2**! = 0, nous obtenons finalement le
résultat. g

1.6 Simulations

1.6.1 Indice de régularité

Afin de calibrer le plus précisément possible les différents parametres des
estimateurs de la densité ci-dessus, il est tout d’abord nécessaire d’obtenir
une bonne estimation de I'indice de régularité de la mesure p étudiée. Pour
cela, nous utilisons l'estimateur &, , défini par Berlaint, Berlinet et Biau [1]
qui utilise 'estimateur des k,,-plus proches voisins de la densité qui est étudié
en détails dans la troisieme partie de cette these et qui est défini quelque soit

T > 1, par
log 7 " flek,) (%) = flaa (x)

Oénﬂ: =
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Si [f[r%nj (ZE) — fLTknJ (x)]/[fernj (l’) — kanJ (ZL’)] > 1 et O_én@ = 0 SiIlOIl. NOUS
ferons également appel aux estimateurs de l'indice de régularité utilisant les

estimateurs de la fonction de répartition que nous étudions dans la derniere

partie de cette these et qui sont définis, quelque soit 7 > 1, par

— 1 10 ¢n7725n (fL‘) B (pnﬂ'dn ('Z‘)
log T (70“,7671, (x) - (pn,én (:U) ’

anx

)

_ in(Bs, (@)
Prs, () = A(Bs (z))

avec [, la mesure empirique, et

1 An‘r - AnT
s = log 7 26, (%) = Pn,rs, (€)

log 7 (Ibnﬂ'dn (:E) - @n,csn (CL’)

Y

ou A
() — FnBsla)
’ A(Bs(z))
avec I, la mesure associée a l’estimateur a noyau de la densité. Comme pour
I’estimateur de Beirlant, Berlinet et Biau, ces estimateurs prendront la valeur

0 si le quotient a l'intérieur du logarithme est inférieur a 1.

Notons que les conditions pour obtenir un estimateur convergent de l'indice
de régularité sur 'estimateur des k,-plus proches voisins sont

k kaz+1/2

lim — =0 et lim = +00.
n—oo N n—oo N

Nous pouvons remarquer que la deuxieme condition est en contradiction
avec les hypotheses des Théoremes 1.2.1 et 1.4.1. Nous avons en effet besoin
d’un nombre k,, de voisins plus importants lors de I'estimation de I’indice de
régularité que lors du chapitre précédent. Cela s’explique par la nature méme
de cet estimateur de I'indice de régularité. Il joue en effet sur les différences
entre plusieurs estimations fy, avec différents k,,. Plus ces différences seront
marquées (avec un k, “grand”), plus l'estimateur de l'indice de régularité

s’approchera de sa valeur réelle.
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1.6 Simulations

L’indice de régularité a, étant inconnu la deuxieme condition n’est pas uti-

lisable en 1’état. On peut par contre montrer qu’elle est vérifiée si

k,1
lim En 0BT _ +00.
n—oo n

Cela nous amene donc a considérer des suites d’entiers k,, telles que, lorsque

n — oo,

<< k, << n.
logn

Pour les estimateurs utilisant les estimations de la fonction de répartition,
nous utilisons également différentes valeurs de 9, vérifiant les conditions
de convergence de l'estimateur (voir Proposition 1.2.1 dans la troisieme
partie) et prenons l'estimation médiane pour l'estimation de l'indice de
régularité. Concernant la fenétre de ’estimateur a noyau, nous choisissons
hy, = S,n~'% ~ 0.09n"'/5, pour des raisons qui seront détaillées dans la

troisieme partie.

Nous choisissons de tester nos différents estimateurs sur la densité f, définie
sur [—0.5,0.5] par

o) = 1= L2 1 T

et dont I'indice de régularité vaut

1 pourz#0
1/2 pour z = 0.

Pour chaque taille d’échantillon nous simulons une dizaine d’échantillons.
Afin d’éliminer certaines valeurs extrémes, nous retiendrons la médiane de
la dizaine d’estimations de l'indice de régularité. Nous obtenons alors les

résultats rassemblés dans les Tableaux 1.1 et 1.2 ci-dessous.

Meéme s’ils donnent une approximation relativement correcte, les différents
estimateurs ont tendance a surestimer la valeur de l'indice de régularité.
Néanmoins, les différentes estimations au point 0 sont inférieures aux autres.
De plus, 'estimateur des plus proches voisins réussit a s’en approcher de
maniere tres intéressante. Nous pouvons également noter que les estimations

s’améliorent logiquement avec 'augmentation de n. Afin d’obtenir encore
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plus de précisions, il serait intéressant d’aller au dela du million de points

mais les temps de calcul seraient alors encore plus longs (plusieurs jours).

Estimateurs ppv Estimateurs de la f.d.r.
x k, = W k, = \/gﬁ k, = W Empirique Noyau
—0.25 1.93 1.99 2.08 1.95 1.92
—0.125 1.63 1.66 1.70 1.91 1.74
0 0.67 0.78 0.87 1.70 1.35
0.125 1.42 1.43 1.57 2.00 1.88
0.25 1.85 1.96 1.9 1.99 1.91

TABLEAU 1.1 — Estimations de a, pour la densité f, pour n = 500000.

Estimateurs ppv Estimateurs de la f.d.r.
T k, = W k, = Jlgﬁ k, = W Empirique Noyau
—0.25 1.84 1.86 1.80 2.05 1.90
—0.125 1.34 1.23 1.31 1.88 1.59
0 0.36 0.65 0.71 1.30 1.29
0.125 1.25 1.44 1.32 1.95 1.62
0.25 1.82 1.90 1.91 2.00 1.94

TABLEAU 1.2 — Estimations de «, pour la densité f, pour n = 1000000.

L’estimateur des k,,-plus proches voisins s’avere donc meilleur. Par conséquent,
nous choisissons la médiane des estimations obtenues pour cet estimateur,
pour les différentes valeurs de k,,, comme estimation de 'indice de régularité.
Ces valeurs sont contenues dans le Tableau 1.3 et seront celles que nous uti-

lisons dans la section suivante.

r=—-025|2=-0125 |2 =0 |2=0.125 | 2 = 0.25
n = 500000 1.99 1.70 0.87 1.57 1.9
n = 1000000 1.85 1.34 0.71 1.44 1.9

TABLEAU 1.3 — Estimations de a, pour la densité f;.
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1.6 Simulations

1.6.2 Estimation de la densité

Nous traitons dans cette partie des jeux de données de taille 1 million avec
les estimations de l'indice de régularité du Tableau 1.3. Nous obtenons des
intervalles de confiance a 99% pour les estimations de la densité fy a l'aide
des théoremes de normalité asymptotique obtenus précédemment. Chaque
borne de l'intervalle de confiance sera la médiane des bornes obtenues pour

une quinzaine d’échantillons de méme taille.

Estimateur des k,-plus proches voisins

Pour 'estimateur des plus proches voisins, nous avons obtenu que les condi-

tions

i /200
lim k, =00 , lim —=0 et lim —— =0
n—o0 n—oo N n—oo n

impliquent la convergence de Z,, vers une loi N (0, 1).

Ceci nous permet donc de définir des intervalles de confiance pour I’estimation

de la densité fj. Les estimations de I'indice de régularité situées ci-dessus nous
0

permettent de choisir des suites k,, vérifiant les conditions de convergence.

063 alors qu’aux

Nous obtenons alors qu’au point 0 il nous faut k£, << n
autres k, << n** suffit. L’approximation donnée par l'estimateur de I'indice
de régularité est relativement bonne car les vraies conditions sur les suites &,
sont respectivement k, << n'/? en 0 et k, << n?/3 aux autres points. Ceci

nous donne les résultats du Tableau 1.4 suivant les valeurs de k,,.

r=—0.25 = —0.125 z =0 r=0.125 | =0.25

n
. =n?5 | [0.90:1.32] | [0.66;0.96] | [0.37;0.53] | [0.65,0.94] | [0.95;1.39]

e
ko = n'/3 | [0.74;1.25] | [0.72;1.22] | [0.34;0.55] | [0.63,1.06] | [0.75;1.28]
k [

[

kn = n00% [ [1.02;1.05] | [0.85:0.87] | [0.55:0.56] | [0.85;0.88] | [1.02;1.05]

fo(z) 1.03 0.88 0.53 0.88 1.03

TABLEAU 1.4 — Intervalles de confiances pour fy(x) a partir de l'estimateur
des plus proches voisins.

Toutes les estimations des intervalles de confiance contiennent fy(z) sauf

une. Cette erreur est obtenue lorsque la suite &, ne converge pas de maniere
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a vérifier les hypotheses de convergence, que ce soit avec la vraie valeur de
I'indice de régularité ou avec son estimation. Nous avons donc ici un nouvel
exemple de 'importance de 'indice de régularité dans le choix du nombre de

voisins k,,.
Histogramme
Pour I’histogramme, les conditions d’obtention de la normalité asymptotique

sont

lim h, =0 , lim nh, =+4ococ et lim nh2**! =0,

n—oo n—oo n—oo

En respectant ces conditions, nous obtenons le Tableau 1.5.

r=-02|z=-0125| 2=0 |z=0125] z=025
By = n 035 | [1.02:1.08] | [0.83;0.88] | [0.48;0.51] | [0.81;0.85] | [0.99;1.05]
By =n 04 | [1.01;1.09] | [0.82;0.89] | [0.47;0.53] | [0.81;0.86] | [0.99;1.05]
e =n23 | [0.76;1.16] | [0.71;1.15] | [0.25:0.55] | [0.61;1.04] | [0.75:1.16]
fol@) 1.03 0.88 0.53 0.88 1.03

TABLEAU 1.5 — Intervalles de confiances pour fy(z) a partir de I’histogramme

Pour des valeurs de h,, trop petites, I'estimation perd en précision et l'in-

n—0.35 les

tervalle de confiance grandit. De la méme maniere, pour h, =
conditions de convergence ne sont pas vérifiées au point 0 et fo(0) n’est
pas dans notre intervalle de confiance. L’erreur est cependant corrigée pour
h, = n~%%. Pourtant ceci vérifie les conditions de convergence avec 'estima-

tion de I'indice de régularité mais pas avec sa vraie valeur.
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Deuxieme partie

Estimation du mode pour des
densités non continues
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Estimation du mode pour des
densités non continues

1.1 Introduction

L’estimation du mode d’une densité de probabilité inconnue a suscité
récemment une littérature considérable. Ce phénomene est principalement
du aux récents progres en informatique. En effet, 'augmentation continue
des puissances de calcul a rendu possible 'expérimentation de nouvelles

méthodologies que nous abordons dans la suite de cette partie.

Considérons une mesure de probabilité 1 dans R? & partir de laquelle nous
obtenons une densité f. Nous nous intéressons au probleme de ’estimation
du mode 6 de f a partir d'un échantillon i.i.d. S, = {X,..., X,,} distribué
selon p. Formellement, le mode d'une densité est 'argument ou la densité est
maximisée, c’est-a-dire la valeur pour laquelle on approche le plus (voire on
atteint) la borne supérieure essentielle de f.

Soient K un noyau, c’est-a-dire une densité de probabilité, et h, une fenétre
qui tend vers 0 lorsque n tend vers U'infini. L’estimateur a noyau de la densité

(Rosenblatt [15], Parzen [12], Devroye [5]) est alors donné par

' 1 & [(o— X .

no=1

A partir de cet estimateur fn de f, un estimateur naturel du mode est alors

0, € argmax(f,).
R4
Cet estimateur du mode fut introduit sur R par Parzen [12] qui démontra

sa convergence en probabilité sous I’hypothese de la continuité uniforme de
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f. Ce résultat a été par la suite étendu & R? par Yamato [19]. Nadaraya
[11] sur R puis Van Ryzin [17] sur R? établirent par la suite la convergence
presque stre de 0, toujours sous l'hypothese de continuité uniforme de f.
Parzen [12] a également établi la normalité asymptotique de 6, sur R sous
la condition que f soit deux fois différentiable. Konakov [8] et Samanta [16]
en ont ensuite donné une version multivariée. Eddy ([6] et [7]) a amélioré le
résultat de Parzen en obtenant la loi limite de (6, — 6) sous des conditions
moins restrictives sur le choix du noyau K mais sous I’hypothese que f ait une
quatrieme dérivée bornée et absolument continue. Tous ces estimateurs font
intervenir des conditions globales sur la régularité de la densité f. Romano
[14] s’est affranchi de ce probleme en obtenant la convergence presque sire
et la loi limite de 6,, en supposant que f était continue uniquement dans un
voisinage du mode 6. Plus récemment, Vieu [18] a montré, sous les hypotheses

supplémentaires que f soit de classe C* (k > 2), que 6, convergeait vers 0 A

o { (logn)(kl)/(2k+l)}.
n

Ce résultat a été récemment amélioré par Leclerc et Pierre-Loti-Viaud [9] qui

o { <log log n) (k—1)/(2k+1) }
n

et conjecturent que c’est la vitesse presque stire exacte. Mokkadem et Pel-

la vitesse

ont obtenu la vitesse

letier [10] obtiennent également des résultats intéressants en modifiant les
hypotheses sur la fenétre h,,.

Néanmoins cet estimateur présente certains inconvénients. En effet, il faut
tout d’abord calculer fn puis son argument maximum sur l’ensemble du
domaine de définition. En pratique, un tel calcul est impossible. Il faut
alors choisir une grille de maniere plus ou moins arbitraire. Ce substitut
est généralement efficace mais souffre de sa dépendance au choix de la grille.
Ainsi, une grille choisie trop éparse dans les zones de fortes densités peut
conduire a une tres mauvaise estimation du mode. De plus, la taille de la
grille augmente avec la dimension d de la densité f et peut rendre rapide-

ment les calculs inextricables.
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1.2 Convergence

Afin de remédier a ces différents problemes, Devroye [4] a défini et étudié
d’autres estimateurs du mode. Il définit tout d’abord un estimateur récursif
a l'aide de fn et obtient sa convergence presque stre si f est de Lipschitz.

Puis il considere 'estimateur 8,, suivant

0, € argsmax( fa)-
Comme les points de 1’échantillon S,, sont naturellement concentrés dans les
zones de forte densité, S, peut étre vu comme la grille naturelle la mieux
adaptée a I'estimation du mode. De plus, contrairement a én, il ne nécessite
qu’un nombre fini d’opérations. Devroye obtient la convergence en probabi-
lité de cet estimateur si f est uniformément continue. Par la suite, Abraham,
Biau et Cadre [1] se sont affranchis de cette condition globale en démontrant
la convergence presque sure de 6, en supposant la continuité de f unique-

ment autour du mode 6.

Malheureusement, un certain nombre de densités ne vérifie pas cette derniere
condition. Il est possible d’en retrouver notamment dans des domaines tels
que lillumination, l'analyse de contours, ’analyse d’images ou la spec-
trométrie. Nous étudions de telles densités dans la partie Simulations. C’est
pourquoi nous définissons et étudions dans ce chapitre un estimateur du mode

sans conditions de continuité sur la densité f.

1.2 Convergence

1.2.1 Hypotheses et Notations

Nous munissons R? de la norme euclidienne ||.||. Dans toute la suite nous
notons supp(K) le support compact du noyau K et nous supposons qu’il

existe a un réel positif tel que
supp(K) € B(0,a)

ou B(0, a) est la boule fermée de centre 0 et de rayon a. De plus, afin d’utiliser

certains résultats de Pollard [13], nous prenons K de forme M(||.||), ou M
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est une fonction non croissante sur RT.

Pour tout £ > 0, nous définissons 1’ensemble de niveau € de la fonction f par
Ale) ={z € R?: f(z) > f(0) — ¢}
De plus, nous notons diam A(e) le diametre de A(e) défini par
diam A(e) = sup{||z — y|| : = € A(e),y € A(e)}.

Soit & présent y une mesure de probabilité sur (R? B(R?)), nous rappellons

que z est un point de Lebesgue de la mesure p si

B
A S By ~ @

existe ou A est la mesure de Lebesgue et B(z,d) la boule ouverte de centre
x et de rayon d. Nous avons vu qu’il est alors possible d’aller plus loin que
cette définition. Si z est un point de Lebesgue, Berlinet et Levallois [2] le

définissent comme un point p-régulier de la mesure p s’il satisfait

_— < p(d 1.11
ou p est une fonction mesurable telle que lims .o p(6) = 0. Nous supposons
en outre qu’il existe d suffisament petit pour assurer inf g s, (f) > 0.

Pour finir, pour toute fonction g et tout ensemble V' C R, nous notons
lgllec = sup|lg(z)[| et gl = sup|lg(x)]].
R4 v
On introduit les Hypotheses :
A1l diam A(e) — 0 quand € — 0;
A2 Ve >0, P{X € A(e)} > 0;
A3 3V, avec 0 € V; tel que ||E(f,) — fllv, — 0
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1.2 Convergence

1.2.2 Convergence de 6,

Théoreme 1.2.1 Si la densité f de la mesure de probabilité p est telle que
A1, A2 et A3 sont vérifiées, alors, si h, — 0 et nhl/logn — 400, nous

avons 0, — 0 p.s.

Remarques :

1. Une rapide analyse du Lemme 1 d’Abraham, Biau et Cadre [1] nous

montre que, pour toute fonction ¢ : R¢ — R, nous avons

Al < V>0, sup (g9) < g(0).
B(6,5)°
2. f est continue sur un voisinage quelconque W de § = A2 et A3.

Il est intéressant de noter que, par exemple sur R, W peut étre de type
[0,6] ou [0, 0].

3. Si 6 est un point de Lebesgue alors la condition A2 est vérifiée.

4. Si K est uniforme sur B(0, a), s'il existe une fonction p et un voisinage
V de 6 tel que tout point de V soit un point de Lebesgue p-régulier

alors la condition A3 est vérifiée.

Nous avons donc étendu les résultats d’Abraham, Biau et Cadre [1] en af-
faiblissant I'hypothese de continuité de f autour de son mode 6. De plus,
le probleme 1 de la page 94 de Bosq et Lecoutre [3] nous permet d’étendre
la Remarque 4 a tous les noyaux de Parzen-Rosenblatt pair et a variation

bornée.

1.2.3 Vitesse de convergence de 6,

, éealité suiv
Supposons que pour un réel x > 0, nous ayons l'inégalité suivante

0 < liminf LA AC) G dam AE) (1.12)

e—0 er e—0 el

Dans ce cas, k est appelé ["indice de pic de f. Cet indice mesure le degré de

“lissage” de la densité f. Plus concretement, plus la densité f sera “pointue”
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autour de son mode #, plus I'indice de pic sera grand. Nous étudions dans
la section suivante la relation existante entre 'indice de pic et I'indice de
régularité.

Dans cette section, nous supposerons que f admet un indice de pic k et que

e MA@}

1 f——"———>0. 1.13

e {diam A(e)}? (1.13)
Sans perdre de généralités, nous pouvons également admettre qu’il existe gg

suffisament petit pour que nous ayons la propriété suivante :
P1 1l existe L > 0 tel que diam A(e) < Le" pour € < .

Nous pouvons remarquer rapidement que P1 = A1. Nous introduisons deux
hypotheses supplémentaires afin de déterminer la vitesse de convergence de

notre estimateur. Nous introduisons donc les Hypotheses :

Il existe des nombres réels ¢ > 0 et 5 > 0 tels que
A4 k3 <1
et
A5 HE(JEn) — flB(o.5e) < chb.

Théoréme 1.2.2 Supposons que (1.12), (1.13), A4 et A5 soient vérifiés
avec
2
ho— (log nl)m‘

n26+d
Alors, pour tout p >0, on a
2
1 2p+d 1
P {116 =0, > {a+ (160)“L}M] —o(=).

K3
1, 26+d np

ou L est la constante définie dans P1 .

Nous pouvons donc noter que la vitesse de convergence de 6, vers 6 augmente

avec K.
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1.3 Convergence

1.2.4 Lien entre ’indice de pic et ’indice de régularité

Nous admettons qu’une relation plus précise que (1.11) existe en x :

p(B(z,0))
A(B(z,0))

ou C,, est une constante différente de 0 et a,, un nombre réel strictement posi-

= f(z) + Cp0* + 0(6*") as § | 0, (1.14)

tif. . est alors appellé ['indice de régularité et controle le degré de régularité
de la mesure symétrique de p par rapport a la mesure de Lebesgue A. En
fait, le parametre x semble étre dans la plupart des cas I'inverse de 'indice de
régularité de la mesure associée a la densité inconnue f. Par exemple, dans

le cas particulier ou d = 1, nous avons

St A1 est vérifiée, et si la densité [ satisfait
f(z) = f(0) + aplx — 0P + o(|z — 8|P) quand |z — 6] | 0, (1.15)

ot p >0 eta, <0, alors, au point 0, la densité f a un indice de pic k, la

mesure associée a un indice de réqularité ay et nous obtenons finalement
1 1

kK=—=—.
Qg P

Afin de comprendre ¢a, il faut noter que si la mesure associée a f a un indice

de régularité ay en 6 alors f(60+ ) — f(0) est d’ordre 6*¢ ce qui implique que

f(0+eY/20) — f(0) est d’ordre e. Par conséquent, D(g) est d’ordre '/ et f

a un indice de pic 1/ay en son mode #. Donc, un estimateur convergent de

ay est suffisant pour estimer 'indice de pic k.

Remarque :

5. Si K est uniforme sur B(0, a), s’il existe un voisinage W de 6 tel que,
Ve eV,
= f(z) + Cé* + R(z,d) lorsque ¢ | 0,

avec

1
a < — et sup|R(z,0)] = o(6%),
K zeV
alors les conditions A4 et A5 sont vérifiées pour les réels

c=Ca*+1 et f=a.
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1.3 Preuves

Preuve du Théoréme 1.2.1.

Soit 0 < e < f(#), alors

P {f<9>—sng%)fze} — [1-P{X € A(e)n B(,6)}]",

pour plus de détails nous renvoyons le lecteur & Abraham, Biau et Cadre [1]
qui ont étudié le cas continu.

A T'aide du lemme de Borel-Cantelli et de A2, nous obtenons

Yo >0 0) 1 .
> ,Snmm{a/>(<6)f—>f( ) lorsque n — oo

Avec ce résultat et la Remarque 1 nous pouvons maintenant prouver le
Théoréme 1 comme Abraham, Biau et Cadre [1], la condition A3 remplagant

le recours au lemme de Bochner. O

Preuve de la Remarque 2.

Soit € > 0, par continuité sur W, il existe 0 < hg < & tel que pour h € R?
with [|h]] < ho, f(0) — f(@ + h) < e. Cela implique W C A(e) et, par
conséquent, P {X € A(e)} > P {X € W}. Nous pouvons voir que le terme
de droite de cette inégalité est positif des que M{W} > 0, infy f > 0 et f

continue sur W. O

La condition A3 se démontre quant a elle par une simple application du

lemme de Bochner. O

Preuve de la Remarque 3.

Supposons que A2 ne soit pas vérifiée, nous avons
Je; >0, P{X ¢ A(e1)} =1,
qui nous donne
Je1 >0, Vo € RY, f(2) < f(0) —e1 pes.
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1.3 Preuves

par la définition de A(g). Ceci nous meéne a

w(B(x,8))  Jy 5 FAA(D)
A B(z,8)) 20
_ EU® - ejan
- 20
< f(0) —e; avec probabilité un.

Mais comme 0 < &4,

o 1(B(6.9))

dm X Bway </ ps

et 0 n’est pas un point de Lebesgue. O

Preuve de la Remarque 4.
Pour tout z € V,

A 1
Efula) = W/B(OJ (@ = hut)dt

p(B(z, hna))
AN B(z, hpa))

donc

Ef(@) = J(@)| < plhua)

v
puisque x est un point de Lebesgue p-régulier. Comme h,, tend vers 0 et que

lims_ .o+ p(0) = 0, alors la condition A3 est satisfaite. d

Preuve de la Remarque 5.

La condition A4 est bien vérifiée. D’autre part, pour tout = € V', nous avons

: 1(B(@, hna))
E - BZ\ et))
= B hoa)
= f(z)+ C (ah,)" + R(x, hya).
Ceci nous donne, pour n assez grand,

Efu(w) = f(z)] < (Ca®+1)h;
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ce qui acheve la preuve. Il

Preuve du Théoréme 1.2.2.
Remplacer V' par B(0, dy) dans la preuve d’Abraham, Biau et Cadre [1] nous

donne le résultat avec la méme démonstration. O

1.4 Simulations

Nous allons étudier sur un exemple les diverses performances de 6,,. Pour cela,
nous choisissons une mesure (et la densité associée) qui vérifie nos hypotheses
sans qu’il y ait continuité autour du mode. A savoir que le mode se trouve
en un point de Lebesgue non continu.
Soit

k=2/3+sinl

et f définie sur [0, 1] par f(0) = 3/k et

@) = % (2 —9V/F — cos (é) 4 22 sin (%)) Szl

dont la représentation graphique est la Figure 1.4.
En 0 nous n’avons pas de limite a droite et une discontinuité du second ordre.
Nous montrons cependant par la suite que 0 est un point de Lebesgue de la

mesure [y associée a la densité f.

1.4.1 Etude de f

! 1 4 NNk
/Of(x)dx:EPx—gmgﬂ—kxzsin (Eﬂozl.

Il suffit maintenant d’étudier soigneusement la fonction

Nous avons

9 i
p(u) = sinu) _ cosu
u

pour montrer que la fonction f est toujours positive ou nulle.

Par conséquent, la fonction f est bien une densité.
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1.4 Simulations

2.0

15

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

FIGURE 1.4 — Représentation graphique de la densité f.

1.4.2 Calcul du mode

Pour ¢ € N, soit
1

ty = ————.
T (2q+ )

La suite (t,) décroit strictement vers 0 et vérifie

3

lim — —

2
lim t,) = _— — —,
q—+00 f( q) g—+oo k A /(2(] + 1)7‘(’]{; k

Comme f est continue sur |0, 1], on en déduit que la borne supérieure essen-

3

tielle de f est supérieure ou égale a 3/k.
Pour montrer que la borne supérieure essentielle est 3/k il suffit maintenant
de montrer que 3/k est un majorant de f. Or, nous avons

f2) < 2—2\/§k—|—1+2x

en majorant simplement le cosinus et le sinus par 1 et

3-2/T+2 _3
k =k
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pour tout x € [0, 1].
Par conséquent, 3/k est bien la borne supérieure essentielle de la densité f

et elle est atteinte en 0.

1.4.3 Etude du point x =0

pel06] 2 4 6 (1
N R e b

et 0 est donc bien un point de Lebesgue de la mesure py avec 2/k comme

Nous avons

valeur pour la dérivée a droite de la mesure. De plus, la relation (1.14) est

vérifiée avec A

ag=1/2 et Cp= —3
1.4.4 Vérification des hypotheses

Il est possible de démontrer qu’en prenant g, suffisamment petit on a, pour
0 <e < ey,

diam A(e) < diam B(e) = diam {x € [0,1] : v < k*c?} < k%

Ceci nous permet de vérifier immédiatement la propriété P1 avec L = k? et

k = 2. Nous pouvons ainsi remarquer que nous obtenons bien
_ 1
g = K = 1/2

Les hypotheses (1.12), (1.13), A4 et A5 sont par conséquent également

vérifiées a l'aide des différentes remarques.

1.4.5 Résultats

Nous simulons des échantillons de taille n tirés a partir de la densité f et
étudions les résultats obtenus pour notre estimateur €, défini plus haut.
Cette densité a été choisie de telle sorte que I'extremum local atteint par f
en x ~ 0.4 perturbe notre estimateur du mode. En effet, si notre estimation
n’est pas assez précise, cette caractéristique de f a toutes les chances d’in-

duire 6, en erreur, c’est pourquoi nous choisissons h, = n~/? afin que f,
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1.4 Simulations

ne soit pas trop lissée. De plus, le fait que le mode se trouve sur un bord
du domaine de définition rajoute une difficulté supplémentaire, les effets de

bords dus a 'estimateur a noyau étant bien connus.

Pour chaque n, nous simulons une cinquantaine d’échantillons et calculons a
chaque fois 6,,. La Figure 1.5 représente la médiane de ces 6,, et nous donnons,

a la Figure 1.6, certains box-plots pour des valeurs de n.

0.25 0.30 0.35 0.40
| | | |

0.20
|

0.05
|

0 100 200 300 400 500

FIGURE 1.5 — 0,, en fonction de n pour la densité f avec h,, = n=%°.

Notons que notre estimateur 6,, converge vers = 0. Cependant cette conver-
gence est relativement lente et il faut n = 500k points pour obtenir une
médiane des #,, valant environ 0.04. Ceci s’explique par la forme de la den-
sité et par ses multiples oscillations lorsque x est proche de 0. Toutefois,
notre estimateur converge clairement et nous pouvons supposer qu’en aug-

mentant le nombre de points, I’estimation 6, ne ferait que se rapprocher de 6.
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FIGURE 1.6 — Box-plots basés sur une cinquantaine d’estimations de #,, en
fonction de n pour la densité f avec h, = n=%°.

Toutes les hypotheses étant vérifiées, il est également intéressant d’étudier

I’application du Théoreme 1.2.2 a cet exemple. Nous avons ici

a = 1
—4 4+ 3k
c = ———
3k
L = k°
kK = 2
= 1/2.
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1.4 Simulations

En prenant

comme dans le Théoreme 1.2.2, I'estimateur a noyau est bien trop lisse et on
obtient 6,, ~ 0.4 méme avec 500 000 points dans I’échantillon. Afin d’obtenir
des intervalles de confiance asymptotiques exploitables pour cet exemple plus

de travail serait donc nécessaire.
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Troisieme partie

Estimateurs de ’indice de
régularité utilisant des
estimateurs de la fonction de
répartition
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Chapitre 1

Estimateurs de I'indice de
régularité

1.1 Introduction

Soient B(R?) le o-champ borélien de R? d > 1 et x une mesure de proba-
bilité sur (RY, B(R?)). Nous notons A la mesure de Lebesgue sur R? et nous
munissons R? d’une norme notée ||.||. Pour x un point quelconque de R?,
nous notons Bs(x) la boule ouverte de centre x et de rayon ¢ un réel stricte-
ment positif. Afin d’étudier le comportement local de p(Bs(x)) par rapport
a A\(Bs(z)) il est naturel de considérer le quotient de ces deux quantités. Si,
pour z fixé, la limite suivante

- (Bs(x))
f(z) = }gm (1.1)

existe, alors x est appelé point de Lebesgue de la mesure p. Si p est absolument
continue par rapport a A, alors le théoreme de Radon-Nykodim nous dit que
1 et f coincident A-presque partout. De plus, dans ce cas, il est possible de
sélectionner parmi toutes les densités issues de p une densité particuliere,
toujours notée f, satisfaisant (1.1) en tout point ou la limite existe. Dans
ce contexte, Berlinet and Levallois [3] définissent un point p-régulier de la
mesure p comme un point de Lebesgue x de p vérifiant

(Bs(2))
By~ @] <00) (12)

ou p est une fonction mesurable telle que limgs)g p(d) = 0.
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Estimateurs de ’indice de régularité

Nous pouvons aisément remarquer que la fonction p dans (1.2) n’est pas
unique et dépend notamment de la norme choisie sur R%. Néanmoins, il est
possible de vouloir aller plus loin que cette relation en essayant notamment
de caractériser la vitesse de convergence du rapport des mesures de boules
vers la valeur de la dérivée de la mesure. Pour cela, nous supposons dans la

suite qu'une relation plus précise que (1.2) intervient en x point de Lebesgue,

p(Bs(7))
A(Bs(x))

ou C, est une constante différente de 0 et «, un réel strictement positif.

a savoir

= f(z) + C,0* + 0(6°*) quand ¢ | 0, (1.3)

L’indice «, est un indice de régularité qui controle le degré de régularité
de la dérivée symétrique de p par rapport a A. L’objectif de ce chapitre est
d’obtenir des estimateurs convergents de I'indice «,, a partir d'un échantillon
d’observations dans RY.

Un premier estimateur de l'indice de régularité a été donné par Beirlant,
Berlinet et Biau [2]. Ce dernier fait intervenir I'estimateur des k,,-plus proches
voisins de la densité que nous notons fy, . Ils définissent en effet &, , quelque

soit 7 > 1 par

a. — d 1o fLT2knJ(x)_fLTk7LJ(x)
Colog T 7 fleka (@) = fiea(x)

St [fir2kn) (@) = flrkn) @)/ [f1rkn) (@) = flea)(®)] > 1 et Gy, = 0 sinon. Ils
obtiennent la convergence en probabilité de cet estimateur ainsi que sa nor-

(1.4)

malité asymptotique. Néanmoins, lors des simulations, il s’avere peu stable
et améliorable.

Ils prouvent également le résultat suivant.

Proposition 1.1.1 Soit x € R? un point de Lebesque de o satisfaisant la
condition (1.3). Alors, pour tout T > 1,

lim r25(T) — or
6—0 ‘PT5($) — ©s

|
8
~—

ot nous notons

Une idée naturelle pour déterminer un estimateur de p(Bs(x)) est alors d’uti-

liser des estimateurs connus de la fonction de répartition. Nous adaptons
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1.2 Résultats de convergence

donc, dans la suite de ce chapitre, cette proposition avec des estimateurs
de la fonction de répartition dont nous avons réalisé une synthese bibliogra-
phique dans Servien [8]. Cette synthese est ici reproduite dans le deuxieme

chapitre de cette partie.

1.2 Reésultats de convergence

Afin d’estimer l'indice de régularité «,, nous considérons un échantillon
(Xi)1<i<n de variables i.i.d. définies sur un espace probabiliste (€2, A4,P) et

tirées a partir d’'une mesure de probabilité pu.

1.2.1 L’estimateur empirique

L’estimateur le plus naturel de la fonction de répartition est ’estimateur

empirique F), défini par

ou

{1$x€A

Iy = .

0 sinon.

Cet estimateur est extrémement simple a mettre en oeuvre car il ne fait
intervenir aucun parametre extérieur. Il reste cependant discontinu en de
nombreux points ce qui peut poser certains problemes, notamment ici en
terme de précision locale de I'estimateur. Pour cette raison, nous testerons
également dans la partie Simulations de ce chapitre un estimateur de I'indice
de régularité utilisant une version lissée (par un noyau) de l'estimateur em-

pirique.

Nous renvoyons le lecteur au chapitre suivant pour de plus amples informa-
tions sur les différentes caractéristiques de ces estimateurs de la fonction de

répartition.

Soit i, la mesure empirique associée a ’échantillon (X;)1<i<,. Nous avons

alors la proposition suivante.
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Estimateurs de ’indice de régularité

Proposition 1.2.1 Soit x € R? un point de Lebesque de p qui satisfait la

condition (1.3). Alors, sous les conditions

lim 6, =0 et lim nd?™* = 400

n—oo n—oo

et, pour tout T > 1, nous avons

lim Pn, 725, (]3) — Pn, 16, («T)
n—0o0 On 14, (z) — Pn,on (v)

Qg

=7 en probabilité |

 pnlBy ()
Pnan®) =3By )

Beirlant, Berlinet et Biau [2] obtiennent cette forme de convergence avec leur

estimateur des k,-plus proches voisins sous la condition

kozz +d/2
. n
lim =400
n—oo N

sur le nombre de voisins k. Ils utilisent 'estimateur de la densité f|,|(z) en
lieu et place de ¢, 4, ().

En modifiant les hypotheses sur la vitesse de convergence de 6, vers 0, il
est également possible de prouver la convergence presque complete de cet

estimateur.

Proposition 1.2.2 Soit x € R? un point de Lebesque de la mesure pi satis-

faisant la condition (1.3). Alors, sous les conditions

lim 6, =0 e lim —— =00
n—00 n—00 10gn

et, pour tout T > 1, nous avons

hm (10”’7—26,” (.1') - gpnﬂ'(sn (x) — TCMI

n—0o Oy r§, (I’) — ©n.b, (.I)

P.co.

1.3 Preuves
Afin de prouver la Proposition 1.2.1 nous avons besoin du résultat suivant.
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1.3 Preuves

Lemme 1.3.1 Sous (1.1) et pour tout 7 > 1, nous avons

{5"“’ N

nddt2es — oo

avec

_ Pnré, (QZ) — ¥n,bn (SC)
o) = @ (@)

De plus, la condition
0, — 0
nddt2es — 400

est nécessaire si f(x) > 0 et si A, (z) 20 ou B, (z) 20 ot

_ Pnrin (I) — V1o, (I) e ) = Pn,on (l’) — Ps, (I)
o) = o) P = ) T en )

Preuve du Lemme 1.3.1.

Tout d’abord, nous avons

1 n
fin(Bs, () = - Z 1{x,eBs, (=)}
=1

et
nitn(Bs, (7)) ~ B(n, u(Bs, (x))),

d’ou {E(Mn(Bgn(l'))) = M(B5n(l'))
V(pn(Bs,(2))) = n~'pu(Bs, (2))(1 — pu(Bs, (x)))-

D’autre part, nous utilisons par la suite la décomposition suivante

R,(z) =1+ A,(x) — Bu(x).

2y MBu (@) g, :
E(By(2)7) = (1= (B, () nA(Bs, ()82 (C (102 — 1) + 0(1))?

A(Bs, ()

nous donne F(B,(z)?) — 0 sous les conditions du lemme.
En utilisant une démonstration similaire, nous obtenons E(A,(x)?) — 0 sous

les mémes conditions ce qui acheve la preuve. O
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Estimateurs de ’indice de régularité

Preuve de la Proposition 1.2.1.

En remplacant 6,, par 76,, dans R, (z), nous obtenons

Sn(a:) — ()Onﬂ'z(sn (:'E) - ()077/77—577, (x) L_2> 1
()07'2571 ('T) - ()07'577. (x>
sous les hypotheses du Lemme 1.3.1.

De plus, comme nous avons

Pn,r26, (1’) — ©n,78, (:E) _ Pr2g, (,I) — Pro, (ZL’) Pn, 725, (ZIZ’) — Pn,ré, (l’)

Pn,r6,(T) = Pns, (T) Pro,(T) = 05, () Pr25,(T) — Prs,(7)
<90n776n ([E) — ©né, (I) ) -
¢rs, () — 05, ()
©r25,(T) = Prs, () Sn(2)
Pro,(T) — @5, (x)  Rn(x)

il suffit d'utiliser le Lemme 1.3.1 et la Proposition 1.1.1 pour conclure. [l

*

Preuve de la Proposition 1.2.2.

L’inégalité d’Hoeffding appliquée a une loi Binomiale nous donne, Vt > 0,
P(lpn(Bs, (x)) = u(Bs, (x))] > t) < 2exp (—2nt?).

En prenant

= eA(Bs, (2)) [@rs, () — @3, ()] = eA(Bs, (1)) [Cadp* (777 = 1) + 0(0,7)],
nous obtenons, Ve > 0,

P (|By(x)] > ) < 2exp (=20 [eA(Bs, (2))(Cody (7% = 1) + o(57))]%) -
Par le lemme de Borel-Cantelli, nous avons

B,(z) ™20
s
Zexp —2n [eA(Bs, (2))(C102% (79 — 1) + 0(62%))]?) < o0.

Or ceci est vrai s’il existe a > 1 tel que

exp (—2n [eA(Bs, (2))(Co00e (T — 1) + 0(50‘””))]2) < —.

n
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Ceci revient a
—2neC252 @) [(79 — 1) 4 0(5%)]* 4 alogn < 0

qui est impliqué par la condition

§2dtaz) ().

logn/né;

Finalement, avec le méme développement que dans le Lemme 1.3.1 nous

prouvons

Pn,m6, (x) Pn,bn ( )pig
R.(z) = s () = o (2) 1.

En remplagant 9,, par 76,, dans R, (), nous obtenons

90”772571(3:) Pn, 6, ( )pco.

) = @ (@)

sous les mémes hypotheses. De plus, comme nous avons

Pn, 726, (:L‘) — Pn, 18, (37) _ Pr25, (1‘) — Pro, (I) Sn(x)
On,r5,(T) = Pns, (T) Prs, () = 5, (2) " Rn(z)’

I'utilisation de la Proposition 1.1.1 suffit pour conclure. U

1.4 Simulations

1.4.1 Estimateur des k,-plus proches voisins

Comme nous avons pu le voir précédemment, Beirlant, Berlinet et Biau [2]
ont présenté un estimateur de I'indice de régularité o, faisant intervenir 'es-
timateur des k,-plus proches voisins de la densité a partir d'un échantillon
de variables aléatoires réelles X1, ..., X,, indépendantes et identiquement dis-

tribuées dans R? et de méme loi p.

A T'aide de cet estimateur ils définissent &, ,, quelque soit 7 > 1, par

o d ik () = flrkn) (@)
Oy = 0og
log T flrkn) () = fln) ()
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Si [ fir2n ) (€)= firkn) ()] /[firkn) (@)= flEa ()] > 1 et @y, = 0sinon. Nous pou-
vons noter que l'on obtient une estimation effective de I'indice de régularité

pour des valeurs de k, comprises entre 1 et |[n/72|. Cet estimateur est

convergent en probabilité sous les conditions suivantes

ag+d/2
n

lim k, = oo, lim ﬁ:oo et lim

n—oo n—oo N n—oo n%z

= OQ.

Nous avons remarqué dans l'introduction générale de cette these que I'esti-
mation de 'indice de régularité peut permettre d’améliorer ’estimation de la
densité. En effet, il intervient dans ’expression d’un estimateur modifié f,ﬁ?
des k,,-plus proches voisins de la densité qui s’est avéré moins dépendant du

choix du nombre de voisins k,, que l'estimateur usuel f, .

Nous testons tout d’abord l'estimateur &, , sur une densité de loi Normale
N(0,1). En x = 0, un rapide calcul permet de montrer que oy = 2. Nous

obtenons alors les graphiques regroupés dans les Figures 1.1 et 1.2 ci-dessous.

L’estimation de l'indice de régularité s’avere donc délicate méme si un palier
proche de la vraie valeur o peut étre observé pour des bonnes valeurs de
k,,. Ces simulations mettent en lumiére la nécessité d’avoir un échantillon de
grande taille. D’autre part, le choix 7 = v/2 semble étre plus judicieux méme
si I'influence de ce parametre sur le résultat final n’est pas prépondérante.
Il est en effet possible de s’assurer sur des exemples que pour des valeurs de

7 < 2, les résultats restent sensiblement identiques.

Nous nous intéressons maintenant a la densité f; définie pour ¢t € R par
1
Ailt) = £ exp(—i).

Cette densité est continue mais pas différentiable en 0 et on peut obtenir
facilement

p(Bs(0) 10

— L == —- 0) 1 010.

NB(0)) 2 1 + 0(6) lorsque 0 |
Par conséquent, nous avons ay = 1. Nous obtenons alors les graphiques des

Figures 1.3 et 1.4 ci-dessous, pour différentes valeurs de n et 7 = /2.
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T T T T T T
0 1000 2000 3000 4000 5000

(a) T =2

0 500 1000 1500 2000 2500

FIGURE 1.1 — Premier quartile (pointillés forts en bas), médiane (en gras),
moyenne et troisieme quartile (pointillés forts en haut) pour &, pour 100
échantillons de taille 10000 de loi N(0,1) et différentes valeurs de 7. Le trait
plein horizontal est la vraie valeur de ay.
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T T T T T T
0 10000 20000 30000 40000 50000

(a) T =2

T T T T T T
0 5000 10000 15000 20000 25000

(b) T=2

FIGURE 1.2 — Premier quartile (pointillés forts en bas), médiane (en gras),
moyenne et troisieme quartile (pointillés forts en haut) pour &, pour 100
échantillons de taille 100000 de loi N(0, 1) et différentes valeurs de 7. Le trait
plein horizontal est la vraie valeur de ay.
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1000 2000 3000 4000 5000

Kn
(b) n = 10000
FIGURE 1.3 — Premier quartile (pointillés forts en bas), médiane (en gras),
moyenne et troisieme quartile (pointillés forts en haut) pour &, pour 100

échantillons de densité f; pour différentes valeurs de n. Le trait plein hori-
zontal est la vraie valeur de ay.
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25

15

1.0

0.0

T T T T T T
0 5000 10000 15000 20000 25000

kn

(a) n = 50000

3.0

2.0

15

1.0

0.5

T T T T T T
0 10000 20000 30000 40000 50000

ko
(b) n = 100000

FIGURE 1.4 — Premier quartile (pointillés forts en bas), médiane (en gras),

moyenne et troisieme quartile (pointillés forts en haut) pour &, pour 100

échantillons de densité f; pour différentes valeurs de n. Le trait plein hori-
zontal est la vraie valeur de «y.
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Ces figures se rapprochent de celles obtenues précédemment. Elles mettent
également en lumiere I'importance d’un échantillon de grande taille et per-

mettent d’approcher la valeur de g pour de bonnes valeurs de k,,.

Comme nous I’avons remarqué précédemment, Beirlant, Berlinet et Biau [2]
définissent également un nouvel estimateur f,g:) faisant intervenir fy, et I'in-
dice de régularité a,. Ce nouvel estimateur s’avere moins dépendant du
nombre de voisins k,. Néanmoins, si nous essayons de remplacer fi, par
fli:) dans ’équation (1.5) le nouvel estimateur de l'indice de régularité ainsi
obtenu s’avere tres peu performant. Ceci est du au fait que &, , utilise les
différentes erreurs d’estimation de fy, selon les valeurs de k, alors que le

terme correctif introduit dans f,gi) permet de les corriger.

Dans cet article, ils démontrent également la normalité asymptotique de cet
estimateur de l'indice de régularité. Nous pouvons vérifier cette normalité
sur les graphiques de la Figure 1.5 qui sont réalisés en z = 0 pour la densité
f1- Nous observons bien une forte réduction de la variance pour des grands

échantillons renforcant 1'idée de la prépondérance de la taille de 1’échantillon.

1.4.2 Comparaison des estimateurs de I’indice de
régularité

Dans cette partie, nous notons respectivement «,, et &, les estimateurs de
I'indice de régularité utilisant respectivement la fonction de répartition em-
pirique et 'estimateur a noyau de la fonction de répartition. Nous prenons
pour la fenétre de I’estimateur & noyau h,, = S,n""/> (Bosq et Lecoutre [4]),
de légeres variations de h, n’ayant qu’une influence minime sur les résultats.
Nous comparons les différentes performances des estimateurs a,,, a,, et &,

pour différentes densités et différentes tailles d’échantillon.

Nous commencons ici aussi par tester nos estimateurs sur la densité de la loi

Normale centrée réduite. Nous rappelons qu’en x = 0, nous avons «y = 2.
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FIGURE 1.5 — Histogrammes de 100 valeurs de &, — « pour k, = n/4 et
différentes tailles d’échantillon

Concernant le choix de 4, la Propositions 1.2.1 nous donne par exemple
N << 5, << (logn)Tes |

Il est intéressant de noter que plus «, est petit, plus 9§, peut ’étre. Nous
obtenons alors les résultats des Figures 1.6 et 1.7.

Nous remarquons donc que &, produit un tres bon estimateur de l'indice
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de régularité quelles que soient les valeurs de n. Pour «,,, en revanche, nous
avons besoin de plus d’observations mais I’estimation est également tres cor-
recte. Il est possible qu’a cause de l'irrégularité de la fonction de répartition
empirique, «,, nécessite une plus grande taille d’échantillon que &, pour ar-

river a une bonne estimation de I'indice de régularité.

Nous étudions maintenant les performances de ces estimateurs pour une me-
sure moins lisse. Nous choisissons la densité f; définie plus haut dans ce
chapitre. En x = 0, nous avons ay = 1 et nous obtenons les résultats des
Figures 1.8 et 1.9.

Nous avons une surévaluation de 'indice de régularité pour de petites valeurs
de 9,,. Néanmoins, les estimations restent assez correctes bien que nécessitant
une grande taille d’échantillon n. Il parait donc logique, lorsque nous utili-
serons (comme dans le chapitre Simulations de la premiere partie de cette
these) ces estimateurs sur un seul jeu de données, d’en prendre la médiane

obtenue pour différentes valeurs de ¢,,.

Cependant, les simulations de la premiere partie de cette these, pour une
mesure ou l'indice de régularité vaut 1/2 en z = 0 et 1 partout ailleurs, nous
donnent des résultats relativement mauvais comparativement a l’estimateur
Qp Les estimateurs «, et &, chutent eux aussi progressivement en se rap-
prochant de x = 0 mais les estimations obtenues restent assez éloignées de

la vraie valeur.

Nos estimateurs nous donnent donc de bonnes approximations pour l'indice
de régularité mais, au niveau des quelques simulations présentées, ils s’averent
un peu moins performants que 'estimateur défini par Beirlant, Berlinet et
Biau. Ils peuvent cependant constituer une alternative intéressante et nous
permettre d’affiner 'estimation de l'indice de régularité. Un éventail de si-

mulations plus large permettrait néanmoins d’affiner la comparaison.
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T T T T T T
0.40 0.45 0.50 0.55 0.60 0.65

5

(a) n = 1000

T T T T T T T T
0.30 0.35 0.40 0.45 0.50 0.55 0.60 0.65

3

(b) n = 10000

FIGURE 1.6 — Médiane des estimateurs «,, (pointillés) et @&, (trait plein) en
fonction de 4, basée sur 100 simulations d’échantillons de taille n pour la loi
Normale centrée réduite.
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(a) n = 50000
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(b) n = 100000

FIGURE 1.7 — Médiane des estimateurs «,, (pointillés) et @&, (trait plein) en
fonction de 4, basée sur 100 simulations d’échantillons de taille n pour la loi
Normale centrée réduite.
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(b) n = 10000

FIGURE 1.8 — Médiane des estimateurs «,, (pointillés) et @&, (trait plein) en
fonction de §, basée sur 100 simulations d’échantillons de taille n pour la
mesure de densité f;.
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FIGURE 1.9 — Médiane des estimateurs «,, (pointillés) et @&, (trait plein) en
fonction de §, basée sur 100 simulations d’échantillons de taille n pour la

mesure de densité
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Chapitre 2

Estimation de la fonction de
répartition : revue
bibliographique

Ce chapitre a fait 'objet d'un article accepté dans le Journal de la Société
Francgaise de Statistique, Volume 150, numéro 2, pp.84-104, 2009.

2.1 Introduction

Un probleme récurrent en statistique est celui de l'estimation d'une den-
sité f ou d’une fonction de répartition F' a partir d’un échantillon de va-
riables aléatoires réelles X1, X, ..., X,, indépendantes et de méme loi incon-
nue. Les fonctions f et F', tout comme la fonction caractéristique, décrivent
completement la loi de probabilité des observations et en connaitre une es-
timation convenable permet de résoudre nombre de problemes statistiques.
Cette estimation tient donc naturellement une place importante dans 1’étude
de nombreux phénomenes de nature aléatoire. Elle peut étre menée, sous
des hypotheses restrictives, a 1’aide de techniques paramétriques comme la
méthode des moments ou celle du maximum de vraisemblance. Les approches
non paramétriques que nous privilégions ici sont plus flexibles et constituent
toujours un complément utile, méme lorsque certains modeles paramétriques
semblent s’imposer.

Meéme si les fonctions de répartition et de densité caractérisent toutes les

deux la loi de probabilité d'une variable, la densité a un net avantage sur

87



Estimation de la fonction de répartition : revue bibliographique

le plan visuel. Elle permet d’avoir un apercu tres rapide des principales ca-
ractéristiques de la distribution (pics, creux, asymétries, ... ), ce qui ex-
plique le volume important de littérature qui lui est consacré. La fonction
de répartition contient bien str cette information mais de maniere moins
visible. Néanmoins c’est en terme de comportement local de la fonction de
répartition que s’explique le plus facilement le comportement des estimateurs
fonctionnels (vitesse de convergence, normalité asymptotique) et c’est fina-
lement par un estimateur de la fonction de répartition que 1’on passe pour
estimer des probabilités d’ensembles : la probabilité qu'une variable se can-
tonne dans un intervalle donné ou qu'une observation au moins d’un nouvel
échantillon dépasse un seuil fixé. Lorsqu’on veut donner une borne inférieure
pour la probabilité qu'un parametre 6 inconnu appartienne a un intervalle
de la forme [0,, — €, 6,, + €], ou 0, est un estimateur de 6, on a en fait besoin
d’un estimateur de la fonction de répartition de 6,,.

Il est vrai que 'on peut souvent passer d’un estimateur de f a un estima-
teur de F' par intégration et d’'un estimateur de F' a un estimateur de f
par dérivation. Néanmoins une particularité est a souligner : c’est ’existence
de la fonction de répartition empirique F),, fonction de répartition de la loi
empirique associée a 1’échantillon. Il n’y a bien str pas d’équivalent pour la
densité, ce qui différencie la nature de chacun des deux problemes d’estima-
tion. Il est important de noter que la fonction de répartition empirique ne
fait appel a aucune structure algébrique ou topologique mais seulement a
des notions ensemblistes et que les techniques d’estimation ne sont pas autre
chose que des techniques de régularisation de cette référence empirique dont
la donnée est équivalente a celle de 1’échantillon.

Cette derniere remarque conduit donc a collecter en premier lieu les prin-
cipaux résultats disponibles sur la fonction de répartition empirique. Ils
constituent ’entrée en matiere de la présente revue bibliographique. Puis
nous passerons dans les sections suivantes a des estimateurs introduits plus
spécifiquement pour la fonction de répartition. La section 2.3 sera consacrée
au lissage local, dont un exemple bien connu est le lissage polynomial local.
La méthode de lissage local décrite permet de donner un cadre général a 'es-
timation de fonctionnelles de la fonction de répartition et de leurs dérivées.

Un cas particulier est la méthode du noyau dont ’application a la fonction
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de répartition est abordée dans la section 2.4. Les estimateurs a noyau sont,
avec les estimateurs splines décrits en section 2.5, les méthodes de lissage
les plus communément utilisées dans les logiciels statistiques. Les sections
suivantes abordent des approches plus récentes : les Support Vector Ma-
chines (S.V.M.) dans la section 2.6, le level-crossing dans la section 2.7 et les
Systemes de Fonctions Itérées (I.F.S.) dans la section 2.8. Nous mentionnons
rapidement en section 2.9 quelques méthodes développées pour la densité
et utilisables par intégration, comme celle des fonctions orthogonales, parti-
culierement celles des ondelettes. La section 2.10 traite du cas de la fonction
de répartition d’une loi conditionnelle. Enfin, la prise en compte d’un biais

éventuel sur les données est abordée en section 2.11.

2.2 Un estimateur naturel : la fonction de
répartition empirique

La fonction de répartition empirique sera notée
1 n
Fn(l‘) = E z; I}foo,a:}(Xi)
1=

ou
lsiz e A
0 sinon.

I(z) = {

Afin de passer en revue quelques résultats importants concernant cette fonc-
tion, nous notons Z,(x) = /n(F,(z) — F(x)) et définissons les statistiques
suivantes
Dt =sup Z,(z), D, =sup(—Z,(z)) et D, =supl|Z,(x)|
zeR z€R z€R
Kolmogorov [63] et Smirnov [88] introduisent et étudient ces trois statistiques
et démontrent que leur distribution ne dépend pas de F'. En outre, a 1’aide des
théoremes de Donsker [32] et Doob [33, 34], il est prouvé que les statistiques
D et D, ont la méme loi et que nous avons les résultats asymptotiques
suivants :
lim P(D; > \) = exp(—2)\?),

n—oo
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lim P(D, > \) =2 (=1)"" exp(—2k°\%).
Par la suite, Dvoretzky, Kiefer et Wolfowitz [35] déterminent une borne de
la forme

P(D;, > )\) < Cexp(—2)?),

ou C' est une constante indéterminée. L’ensemble de cette démarche et de ces
résultats sont analysés dans Hennequin et Tortrat [56]. Pour des propriétés
liées aux statistiques d’ordre et de rang on pourra consulter le livre de Ca-
peraa et Van Cutsem [20].

De nombreux auteurs essayent ensuite de trouver la meilleure constante C'
dans l'inégalité précédente. Devroye et Wise [30], Shorack et Wellner [86] ou
Hu [58] font peu a peu diminuer cette constante. Finalement, Massart [68]
démontre qu’il est possible de prendre C' = 1 pourvu que

lim P(D, > \) =exp(—2\?) < 1/2.

n—-+00

Il montre aussi que, quel que soit A,
P(D,, > \) < 2exp(—2)?),

et que ces bornes ne peuvent plus étre améliorées, ces inéquations étant
valides que F' soit continue ou pas.
D’autre part, le théoreme de Glivenko-Cantelli nous donne la convergence

uniforme presque stre de F;, vers F' c¢’est-a-dire

sup |F,(z) — F(z)| = 0 p.s.

z€R
Pour des variables dépendantes (plus précisément ¢-mélangeantes), ce résultat
est amélioré plus tard par Collomb, Hassani, Sarda et Vieu [24] en conver-
gence presque compléte sous certaines hypotheses, notamment 1'uniforme
continuité de f.
F,, est également I'estimateur non paramétrique du maximum de vraisem-
blance (Kiefer et Wolfowitz [62], Efron et Tibshirani [37]) et, en général, une
transformée t(F) a pour estimateur du maximum de vraisemblance t(F},).

D’autre part, parmi les estimateurs sans biais de F(z), F,,(z) est également
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I'unique estimateur de variance minimale (Yamato [102], Lehmann [66]).
Cette derniere vaut par ailleurs F(z) (1 — F(z)) /n. Yamato [102] élargit les

recherches a une famille de fonctions englobant F),. Il étudie les fonctions du

type
* 1 .
Fr(z) = - E Wi (x — X;)
j=1

ou W, est une fonction de répartition connue. Il démontre que, en tout point

de continuité z de F, F*(x) est asymptotiquement non biaisé et

Pl sup |F(x) = Fz)| — 0] =1

—oo<Tr<o0
si et seulement si W,, — ey avec

eo(x):{ 1siz>0

0 sinon.

Il obtient de plus la convergence vers une loi normale A/(0,1) de la distribu-
VAlF(x) ~ BF ()]
VE@)[1 = F(x)]

Pour évaluer I’écart entre F' et son estimateur, plusieurs autres criteres peuvent

tion de

étre utilisés. Ainsi, Devroye et Gyorfi [28] choisissent comme critere la varia-
tion totale V' qui se définit comme suit entre deux mesures de probabilité u

et v
V(p,v) = Sup [u(A) —v(A)],

avec le supremum calculé sur tous les boréliens A, et I’entropie relative I telle

que

I(,v) = sup ZJ: p(4;) log /;Ejj;

ou le supremum est pris sur I’ensemble des partitions finies en boréliens

mesurables {A;} de R. Au sens de ces criteres, F), est un mauvais estimateur.
En effet, ils obtiennent V'(u, p,) = 1 et I(, pt,) = 00 pour des mesures non-
atomiques. Mais ils démontrent ensuite la non-existence de bons estimateurs

* 4 *
F*. de mesure associée ), tels que

V(s pm) — 0 ou I(p, piy,) — 0,
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qui rend ces criteres non adaptés.

Aggarwal [2] introduit le probleme consistant & déterminer le meilleur estima-
teur invariant de F', au sens des transformations monotones, avec la fonction

de perte
L(F.a) = / (F(t) — a(t))2h(F(1))dF(1).

L’éventuelle admissibilité, c’est-a-dire la minimisation de L, et minimaxité
de 'estimateur sont également des questions importantes. Dans le cas par-
ticulier de fonction de perte de Cramér-von Mises, ott h(t) = t~1(1 — )71,
F,, est le meilleur estimateur invariant. Aggarwal [2], Brown [18] et Yu [103]
démontrent la non admissibilité de F,, pour h(t) = t*(1—1)?,a, 3 > —1 alors

qu’il est admissible pour

L(F,a) = /{F(t) —a(t)}*F()*(1 = F(t))’dW (1),

avec —1 < a, f < 1 et W une mesure finie (Cohen et Kuo [23]). Dvoretzky,
Kiefer et Wolfowitz [35] et Phadia [76] prouvent que F,, est asymptotiquement
minimax pour une grande variété de fonctions de pertes. Néanmoins, pour
celle de Kolmogorov-Smirnov, Friedman, Gelman et Phadia [49] déterminent
le meilleur estimateur invariant de F'. Celui-ci est une fonction en escalier
différente de F,,.

D’autres fonctions en escalier ont également été étudiées. Ainsi, si F' est
continue sur [0, 1], nous savons qu’il existe un estimateur [, linéaire par
morceaux et tel que la distribution de \/n[F,(x) — F(x)] converge faiblement
vers un pont brownien B(z) connu (Billingsley [14]). Beran [7] s’appuie sur

ce résultat pour définir un nouvel estimateur F), tel que

[ H@)  siosup, |Fux) — H@)| <n
F,.(x) sinon,

ou H est une fonction de répartition quelconque sur [0, 1]. Il obtient alors que,
hormis le cas trivial ot la distribution de échantillon est H, \/n[F), (x)—F(z)]
converge vers B(x). De plus, il démontre que tout estimateur E, régulier peut
étre représenté comme une convolution d’un pont brownien avec une autre

fonction de répartition de C[0, 1] dépendant uniquement de la densité f.
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2.3 Un estimateur naturel : la fonction de répartition empirique

La fonction de répartition empirique ne tient pas compte d'une éventuelle
information que nous pouvons avoir sur la fonction a estimer. Modarres [69]

utilise une possible symétrie pour batir un nouvel estimateur a partir de £, :

F3(x) = %(Fn(x) +1—F,(—z)) pourz <0

et démontre que cet estimateur est I'estimateur du maximum de vraisem-
blance sous une hypothese de symétrie. Il batit ensuite un nouvel estima-
teur F'9u* en utilisant de linformation amenée par une covariable Y. Un
échantillon auxiliaire (Y;)1<i<m avec m >> n permet de connaitre la fonction
de répartition empirique de la variable Y. En collectant ensuite un échantillon
Z; = (X, Yi)1<i<n et en maximisant sa vraisemblance, il obtient 'estima-
teur F9ue. Cet estimateur est relativement simple et ne fait intervenir qu'un
comptage des X; dans certaines zones. En croisant les 2 modeles, il obtient

Pestimateur F* suivant

A 1 - .
F'(z) = §(F““x(a:) +1— F*(—x)) pour z <0,

montre sa normalité asymptotique et étudie ses propriétés. Il faut noter que
cet estimateur ne maximise pas la vraisemblance de ce modele et ne s’avere
pas robuste envers I’hypothese de symétrie. Enfin, il montre sur des simula-
tions une amélioration du biais et de I'efficacité relativement a la fonction de
répartition empirique.

L’estimateur de Grenander [53] est également obtenu directement a partir
de la fonction de répartition empirique. Il est défini comme le plus petit
majorant concave de F,,. Pour une fonction F;, de support réel [a, b], Fg, est

la plus petite fonction concave telle que
Fe(t) > Fo(t) et Fgr(a) =0, Fg.(b) = 1.

Mais cet estimateur, bien qu’étant défini a partir de la fonction de répartition
et sans aucun parametre supplémentaire, est beaucoup plus souvent dérivé
pour estimer une densité f qu’utilisé directement pour déterminer F'. Dans
le cas ou la densité f est monotone, fg, 'est également et maximise la vrai-
semblance. Pour une étude plus approfondie de fg, nous renvoyons le lecteur

a Devroye [27].
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2.3 Estimateurs par lissage local

Afin d’obtenir une estimation plus réguliere de la fonction de répartition, Ber-
linet [8] puis Lejeune et Sarda [67] lissent la fonction de répartition empirique
dans différents espaces. Lejeune et Sarda utilisent la régression polynomiale
locale. La minimisation de la norme pondérée L? débouche sur des choix op-
timaux que l'on retrouve parmi les estimateurs a noyaux décrits en section
2.4. Ce résultat est ensuite élargi par Abdous, Berlinet et Hengartner [1]
qui proposent d’estimer différentes fonctionnelles ¢(x, F') de la fonction F' au
point z. Pour cela ils substituent ¢(z, F,) a ¢(x, F) et, dans le cas ou ¢(z, F)

a r dérivées continues, choisissent de minimiser le critere suivant

Tags . ay: ) = /%K (Z;m) {6z F) - i%(z—x)k}de.

k=0

Les dérivées successives de ¢(x, F') sont estimées par les ag(z), aq(z), ..., 4. ()
minimisant le critere J(ag,...,a,;x) au point z. Une expression explicite
est ensuite obtenue a l'aide d’une fonction K, une densité sur [-1,1], et
Qo(2), ..., Qn(2) une base orthonormale de L?(K) de l'espace P, des po-
lyndémes de degré au moins r. On définit
) K (u)
w=0

et on obtient alors le minimiseur ao(z), a;(z), ..., a,(x) par

. 1 ol (22— T
am:hmﬂ/qﬁn(z)[([ ’]( ; )dz.

En considérant 'estimateur

A(m 1 * o fz—x
3 0) = o [ ot R (20 as

de 0 (x) = ¢(™(x, F), ils démontrent ensuite sous certaines conditions

Klmorl (u) = (Z Qr(u) c;ziu_mek(w)

que éf:;? (z) converge p.s. vers ¢ (z, F). Berlinet [9] et Berlinet et Thomas-
Agnan [11] élargissent ce résultat a un espace V' de Hilbert & noyau repro-
duisant a la place de P,. L’estimation de la projection Iy (F') de F sur V est

alors déterminée par les équations

94



2.4 Estimateur a noyau

F(ho) = / My (F(z + b)) () K (u, v) Ko (w)d\ (1)

d"K(u,v)

dym

B ) () = / Iy (F(x + h.)) () Ko(u)d\(u)

ou K est un noyau et K le noyau reproduisant de V.

2.4 Estimateur a noyau

L’estimateur a noyau de la densité
= 1 < r—X;
n = k ' )
o) = k(5

avec un noyau k intégrable et d’intégrale 1 et une fenétre h > 0, est un

estimateur non paramétrique bien connu de f(z) introduit par Akaike [3],
Rosenblatt [80] et Parzen [74]. La littérature qu'il a suscitée est considérable.
Dans le présent paragraphe nous nous limitons a ses applications orientées

vers Pestimation de la fonction de répartition. On définit estimateur £, &

Fo(z) = %ZK (x _hX) ,

noyau de F' par

ou

Ses propriétés sont connues depuis longtemps, par exemple sa convergence
uniforme vers F avec f continue (Nadaraya [72], Winter [98], Yamato [102])
puis sans conditions sur f (Singh, Gasser et Prasad, [87]) ou sa normalité
asymptotique (Watson et Leadbetter, [97]). Winter [99] démontre aussi qu'’il

vérifie la propriété de Chung-Smirnov, c’est-a-dire

on (/2 .
li _ F,(t) — F(t <1
imsup (bglogn) sw IR0 - F)ly <

avec probabilité 1. Azzalini [4] trouve une expression asymptotique pour l'er-
reur quadratique moyenne ou M.S.E. (E(E,(z) — F(z))?) et détermine la
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fenétre asymptotiquement optimale permettant d’avoir un M.S.E. plus faible
que pour Fy,. Reiss [77] prouve que Uinefficacité relative asymptotique de F,
par rapport & F}, tend rapidement vers l'infini quand la taille de I'échantillon

augmente avec un choix approprié¢ de noyau, par exemple

bo) = 2 (1- 3 v

et certaines conditions vérifiées notamment lorsque le support de k est borné
et

/ T WK ()dt > 0. (2.1)

—00

Falk [39] donne ensuite une solution complete a ce probléme en établissant
la représentation de linefficacité relative de F, par rapport & F, sous les
conditions ci-dessus notamment lorsque le support de k est borné. Le nombre
(k) = [ 2k(z)K (z)xdz est introduit par Falk [40] comme une mesure de la
performance asymptotique du noyau k. Mais il démontre qu’aucun noyau de
carré intégrable ne minimise ¢. Il utilise alors le nombre ¢(k) = [ k(z)*dx
défini par Epanechnikov [38] comme une mesure de la performance du noyau

en estimation de la densité. Au sens de ¢, le noyau d’Epanechnikov suivant
k‘(l‘) = (3/4)(1 — 1‘2)](‘96|§1).

est le meilleur mais les noyaux gaussiens ou uniformes ont des performances
tres proches. En utilisant le critére ¢ le noyau d’Epanechnikov est alors de

loin le meilleur des trois.

Falk [40] montre ensuite que cette inefficacité relative s’applique aussi aux
estimateurs des quantiles g, de F, par rapport aux quantiles g, de F),.
Enfin, Golubev et Levit [51] donnent les conditions permettant de trouver
un estimateur minimax du second ordre pour la fonction de perte carrée
L(F,a) = [(F(t) — a(t))*dF(t).

Au sens de lerreur quadratique moyenne intégrée ou I.M.S.E., le meilleur
noyau est le noyau uniforme bien que les performances d’autres noyaux (Epa-

nechnikov, normal, triangulaire) ne soient, en pratique, que légérement moins
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2.5 Estimateurs splines

bonnes (Jones [61]). I est intéressant de noter que ce ne sera pas le meilleur
noyau dans le cadre d’estimation de la densité.

L’expression asymptotique de 'LM.S.E. est également étudiée par Swane-
poel [93]. Pour une fonction f continue, il prouve que le meilleur noyau
est le noyau uniforme k(x) = (1/2w)Ij_, . (x) pour une constante arbitraire
w > 0 (ce qui démontre que les criteres de Falk pour définir un noyau op-
timal ne sont en fait pas adaptés a la fonction de répartition) alors que,
pour f discontinue en un nombre fini de points, c’est le noyau exponentiel
k(z) = (¢/2) exp(—c|z|) pour une constante arbitraire ¢ > 0. F, est ici aussi

plus efficace que F,, pour h, = o(n~'/?) sous la condition (2.1).

Néanmoins, F, ne fournit pas toujours une meilleure estimation que F),. En
effet, dans le cas d'une fonction F' uniformément lipschitzienne Fernholz [45]
obtient que

\/EHFH — Fulls — 0 p.s.

et que /n||F, — F||o et \/n||F, — F||s ont la méme distribution asymp-
totique. De plus, Shirahata et Chu [85] démontrent que sous certaines hy-
potheses sur F', 'erreur quadratique intégrée (I.S.E.) (ffooo(ﬁn(a:)—F(x))QdF(x))
de F), est presque stirement supérieure a celle de F,.

2.5 Estimateurs splines

Les méthodes splines connaissent un large spectre d’applications de par la
simplicité de leur mise en oeuvre, de la régularité des courbes obtenues et de
la multiplicité des conditions que I’on peut imposer aux solutions. Néanmoins,
les fonctions a estimer doivent obéir a certaines conditions de régularité et le
nombre d’observations doit étre suffisament grand pour éviter les phénomenes
classiques de sur ou sous-lissage. Pour plus de précision sur le sujet on pourra
se référer a Besse et Thomas-Agnan [13], Wahba [96] ou Green et Silver-
man [52].

Berlinet [8] utilise des splines cubiques pour lisser la fonction de répartition
empirique et obtenir un estimateur uniformément asymptotiquement sans

biais de la fonction de répartition. Les splines cubiques sont ici définies comme
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un polynome de degré au plus 3 interpolant la fonction de répartition empi-
rique sur ’ensemble des points de ’échantillon S,, avec certaines conditions
aux limites.

Une approche différente est étudiée par Restle [78] qui définit Iestimateur
F,, de F' sous forme d’une spline naturelle cubique en définissant les valeurs

de F, aux points Xy, ..., X,, par

F, = (I+aW 'K)'F,
ol « est le parametre de lissage, la matrice W contient des poids et la matrice
aléatoire K ne dépend que des écarts H; = T;,1 —T; de I’échantillon. A cause
des conditions de continuité imposées aux splines naturelles cubiques, les va-
leurs aux points 71, ...,7;, caractérisent la fonction Fy, completement. Cet
estimateur posséde une erreur quadratique intégrée de l'ordre de O,(n™!) et
le supremum de la différence absolue de F et F,, est de I'ordre de O,(n~1/4).

De plus, la probabilité que cet estimateur soit monotone tend vers 1.

2.6 Les Support Vector Machines

L’idée originale des Support Vector Machines (S.V.M.) est publiée par Vap-
nik [94] puis reprise dans Burges [19], Scholkopf, Burges et Smola [83], Scholkopf
et Smola [84] et plus récemment dans Vapnik et Kotz [95]. Ces dernieres
années ont vu une explosion du nombre de travaux exploitant la méthode des
S.V.M. dont le but premier est de résoudre certains problemes de classifica-
tion. Elle est basée sur 'utilisation de fonctions dites noyaux qui permettent
une séparation optimale (sans probléme d’optimum local) des points observés
X1, ..., X, en différentes catégories. Afin de remédier au probleme de 1’ab-
sence de séparateur linéaire, I'idée des S.V.M. est de reconsidérer le probleme
dans un espace de dimension supérieure. Dans ce nouvel espace, il existe un
séparateur linéaire qui permet de classer au mieux les points observés dans
les groupes qui conviennent. On peut ensuite projeter le séparateur linéaire
dans ’espace d’origine pour visualiser le résultat de la classification. Le chan-
gement d’espace se fait au moyen d’une fonction symétrique (., .) répondant

au critere de Mercer, c’est a dire telle que, pour 1 < 4,5 < n, (k(X;, X;))i;
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2.7 Le level-crossing

est une matrice définie positive. Ce critere autorise un changement ”dans les
deux sens” ce qui permet a partir de ’expression de 'hyperplan dans I’espace
de dimension plus élevé de classer les éléments dans ’espace de description
initial.

Afin d’utiliser les S.V.M., le probleme d’estimation de la densité est vu comme
le probléeme suivant : on choisit tout d’abord un ensemble de densités f(z, «)

ol « est I’ensemble des parametres a déterminer. La résolution du probleme

/ﬂf f(t,a)dt = F(x)

revient donc a résoudre le probleme inverse
Af(.,a) =F(.,a)

ou A est une application linéaire de ’espace de Hilbert des fonctions f(., «)
dans celui des fonctions F'(., ). L’estimation de la densité est donc mainte-
nant traduite en un probleme inverse qui se résout en utilisant F}, pour esti-
mer F'. On peut alors utiliser les S.V.M. pour estimer la densité de différentes
manieres (Scholkopf, Burges et Smola [83]). Mohamed et Farag [71] choi-
sissent tout d’abord de coupler 'approche S.V.M. et la théorie de champ
moyen (qui permet des approximations efficaces). Puis ils incorporent 1’al-
gorithme EM & 'approche précédente (Mohamed, El-Baz et Farag [70]). Les

estimateurs de f(x) et F'(x) sont alors

iz sz (z, X;) et F(z Zwl (x, X;)

i=1
ou k est un noyau vérifiant certaines propriétés (Vapnik [94]) dérivé de K et
w; obtenus dans Mohamed, El-Baz et Farag [70]. L’algorithme EM est ensuite
utilisé pour trouver les parametres optimaux pour le noyau, ici la matrice de
covariance pour un noyau gaussien, et permet un gain substantiel (notam-
ment en terme de distance de Levy) par rapport a la premiere approche ou

on utilise les parametres ad-hoc.

2.7 Le level-crossing

Le level-crossing, passage a niveau en frangais, est défini dans Leadbetter [65].

Si nous notons X(yy, X(2), ..., X(n) les statistiques d’ordre de I’échantillon
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X1, X5,..., X, et prenons x € R alors on dit que l'intervalle [X(j), X))
"croise” le niveau x si et seulement si v € [X;), X)), 1 < j < k < n.
Il est ensuite possible de définir une fonction r,(z) comptant le nombre de
”croisements” se produisant au niveau x a partir d’'un échantillon de départ
{X;,i=1,...,n}.

L’espérance de cette fonction r,(z) s’exprime en fonction de F(x). Huang
et Brill [59] appliquent le level-crossing a l'estimation de la fonction de
répartition. L’estimateur obtenu differe de la fonction de répartition empi-
rique qui donne un poids équivalent de 1/n a chaque valeur de 1’échantillon.
Ils essayent d’améliorer l'efficacité en faisant varier les poids des observa-
tions. Des poids moins importants sont attribués aux données situées dans

les queues de I’échantillon. Le nouvel estimateur est alors défini par

i=1

avec

1 n—2 .
=1 — —}, our ¢ = 1,n,
Pni = 2|: 1 =l ’

) pour ¢ = 2,..,n — 1.

Nous remarquons que les valeurs X(;) et X(,) ont moins de poids que les
valeurs centrales de 1’échantillon. Ils obtiennent tout d’abord
P{ lim  sup |EF¥(x) — F(z)| = 0} =1
=0 _co<z<oo
et démontrent ensuite que pour toute fonction F' continue, il existe un nombre
réel z, € (0, %), tel que lefficacité de leur estimateur par rapport a F), est
plus grande que 1 sur les intervalles ouverts (0, z,) et (1 —z,,1). Ces résultats
théoriques sont ensuite complétés par des simulations sur lesquelles le level-
crossing donne de meilleures estimations que la fonction de répartition em-

pirique.

2.8 Les Systemes de Fonctions Itérées

Les systemes de fonctions itérées (I.F.S.), introduits dans Barnsley et

Demko [6], sont principalement utilisés pour la modélisation de fractales.

100



2.9 Les Systemes de Fonctions Itérées

Cette théorie est entierement basée sur la propriété d’invariance par chan-
gement d’échelle. Ainsi une application a I'approximation de fonction est
récemment proposée dans Forte et Vrscay [48]. Le principe est le suivant :
on suppose que w est une fonction contractante d’'un espace métrique M
dans lui-méme. Le théoreme du point fixe nous donne ensuite 'existence et
I'unicité d’un point fixe ' dans M tel que w(z’) = z’. De plus, pour tout
point de départ xg, la suite de points (z,,) définie par =, = w(z,) converge
vers ¢’ lorsque n tend vers l'infini. C’est pourquoi =’ est appelé attracteur
de 'LF.S.

On peut maintenant supposer qu’il existe n fonctions contractantes w;, i =
1,...,n, dans M. Chacune de ces fonctions w; a son propre point fixe x} et si
on applique une de ces fonctions, par exemple wy, alors la suite (z,,) converge
vers le point fixe z;].

Ce sont ces résultats que lacus et La Torre [60] utilisent en interprétant
I’estimation de F' comme la recherche du point fixe d’'une famille de fonc-
tions contractantes sur un espace métrique complet. Le probleme se définit
alors a ’aide de N fonctions affines w et d’un vecteur de parametres p. Pour
une famille donnée W, le résultat dépend uniquement du choix de p. Il faut
donc maintenant déterminer p en résolvant un probleme d’optimisation qua-
dratique sous contraintes. Cette approche est appelée approche inverse. 1ls
démontrent qu’une fois la famille de fonctions choisie le probleme inverse
revient a résoudre un probleme quadratique dépendant uniquement des mo-

ments non centrés de 1’échantillon.

Le choix p; = 1/N nous permet d’obtenir une version lissée de la fonction de
répartition empirique et, par conséquent, de bonnes propriétés asymptotiques
et cela meéme si le support de la loi n’est pas compact. Différentes simulations
sur des fonctions béta sont testées et I'lLF.S. apparait comme plus efficace
que les fonctions de répartition empiriques ou a noyaux en terme d’erreur
quadratique moyenne ou de norme infinie. Cette méthode est notamment tres
performante dans les cas de données manquantes ou de petits échantillons
mais nécessite une fonction a support compact ou au moins une connaissance

du support.
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2.9 D’autres estimateurs

Comme il a été dit précédemment tout estimateur de la densité fournit par
intégration un estimateur de la fonction de répartition. Nous évoquons donc
dans le présent paragraphe quelques familles importantes de tels estimateurs
qui n’ont pas été mentionnées auparavant. Nous resterons volontairement
succincts, le nombre de références sur le sujet concernant I’estimation de la
densité étant considérable. Les premiers travaux traitant de maniere unifiée
des estimateurs de la densité et des conditions de leur convergence sont ceux
de Foldes et Revesz [47] et Bleuez et Bosq [15, 16]. Ces auteurs ont considéré

la famille des estimateurs de la densité de la forme
1 n

fa(t) = n Z Krn) (Xj,1),
j=1

ou (K,(z,t),r € I) est une famille de fonctions réelles mesurables et I une
partie non bornée de R*. Cette famille contient les estimateurs & noyaux vus
précédemment et ceux utilisant la méthode des fonctions orthogonales qui

correspond au choix
T

Ko (z,t) =) ei(x)e(t),
i=0

r € N et ol les e; forment une base de hilbertienne de L*(R). Elle englobe
également les histogrammes, de nombreux estimateurs basés sur des parti-
tions (Bosq et Lecoutre [17], Berlinet et Biau [10]) et les estimateurs par
ondelettes.

La théorie des ondelettes s’est développée au milieu des années 80 et est tres
utilisée dans de nombreux domaines (analyse harmonique, traitement du si-
gnal, compression d’images, statistique fonctionnelle...). Son succes est du a
son adaptativité aux données et a sa facilité d’implémentation. Une ondelette
est une onde ”localisée”. Lorsqu’on décompose une fonction en séries de Fou-
rier, on la décompose en fait en fréquence. La décomposition en ondelettes
ajoute une dimension, la décomposition est double : fréquentielle et spatiale.
On décompose en effet une fonction comme une somme d’oscillations de
fréquences précises se produisant a un endroit précis. La construction d’une

base d’ondelettes dans un espace convenable permet d’estimer une fonction
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2.10 Fonction de répartition conditionnelle

si on sait estimer ses coordonnées dans la base choisie. On peut citer comme
références Donoho, Johnstone, Kerkyacharian et Picard [31], Hardle, Kerkya-
charian, Picard et Tsybakov [55] ou Herrick, Nason et Silverman [57]. Mais
la plupart sont appliquées a l’estimation de la densité et il n’existe pas, a
notre connaissance, d’application visant a obtenir des propriétés spécifiques

d’estimateurs de la fonction de répartition.

Nous pouvons aussi évoquer brievement une approche statistique différente :
I’approche bayésienne. Dans la perspective bayésienne un état de connais-
sance initial est traduit par une loi de probabilité a priori sur les parametres
du modele choisi. Le théoreme de Bayes permet de passer ensuite a une
loi dite a posteriori sur les parametres conditionnellement aux données ob-
servées. Cette approche est notamment développée en détails dans Robert [79]
et Bernardo et Smith [12]. Son application a 'estimation de la fonction
de répartition, sous différents modeles, est évoquée dans Korwar et Hollan-
der [64], Susarla et Van Ryzin [92] et Pantazopoulos, Pappis, Fifis, Costopou-
los, Vaughan et Gasparini [73]. En statistique non paramétrique la construc-
tion des estimateurs bayésiens est souvent difficile. On pourra consulter Bosq
et Lecoutre [17] au sujet de 'utilisation d’un processus de Dirichlet comme
loi a priori. L’estimateur résultant a des propriétés asymptotiques analogues

a celles de la fonction de répartition empirique.

Enfin, les méthodes combinatoires, développées par Devroye et Lugosi [29],
apportent un regard nouveau sur le choix efficace d’estimateurs non pa-

ramétriques et sont applicables aux estimateurs de la fonction de répartition.

2.10 Fonction de répartition conditionnelle

Lorsque les données sont disponibles sous la forme de couples (X, Y;)1<i<n ,
on peut chercher a estimer la fonction de répartition conditionnelle 7(y|z) =
P(Y; < y|X; = z). Roussas [81] définit son estimateur basé sur l'estimateur

a noyau par

ralule) = [ " (@) fpa(a)

—00
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1 r— X Yy =Y
pn(x)—E;K( ; )etqnxy ZK(hlm)K(hl/z)'

Sous certaines hypotheses fortes, il démontre sa convergence en probabilité
ainsi que celle de ses quantiles (voir aussi Samanta [82]). Stone [89] définit

lui un estimateur de type

Tn(A|X) = ZWm (Y7)

ou W,,; est une fonction de poids propre a chaque X;. Il obtient la consistance
de 'estimateur sous certaines conditions sur les fonctions de poids. En s’ap-
puyant sur ce travail, Cleveland [22] définit I'estimation polynomiale locale.
L’idée sous-jacente est en fait un simple développement de Taylor : soit x
et y fixés et supposons que la fonction qui & z associe m(y|z) est suffisament

réguliere dans un voisinage de x. Alors, par une approximation de Taylor,

) (y|x)

w(vle) &~ wlle) + (2 = a)a®yle) 4+ (2 =T

ot 7 (y|z) est la v®M€ dérivée de m(y|z) par rapport A 2, évaluée en z. Nous
approximons donc localement 7(y|z) par un polynéme de degré p en (z — ).
Fan [41, 42] et Fan et Gijbels [43, 44] montrent que cet estimateur présente
plusieurs avantages sur les autres méthodes de régression (comme celle du
noyau de Gasser et Miiller [50]) : elle contourne la principale difficulté des
estimateurs a noyaux classiques en corrigeant automatiquement les effets de
bord tout en conservant les propriétés d’optimalité théorique. Il est a noter
que Ferrigno et Ducharme [46] construisent un test permettant de rejeter (ou
de valider) un modele en fonction de sa ”distance” a ’estimateur polynomial
local.

Stute [90, 91] définit lui un estimateur de type plus-proche-voisins

Ta(ylz) = hZYK< hF”(X"))

ou K est un noyau. Sous certaines conditions, il obtient sa normalité asymp-

totique et celle de ses quantiles.
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2.11 Données biaisées

Hall, Wolff et Yao [54] proposent deux méthodes différentes pour estimer
cette fonction. Ils définissent ainsi un estimateur a noyau adapté (qui sera
équivalent & un estimateur localement linéaire) et un estimateur faisant in-

tervenir un modele logistique. L’estimateur a noyau se définit par

> Iyvi<ypi(x) K (%)
S pi() K (F5E)

ou K est un noyau de fenétre h et p;, pour 1 < ¢ < n, des poids uniquement

T(ylz) =

définis par plusieurs équations.
Le modele logistique général pour P(z) = m(y|z) admettant r — 1 dérivées

continues est de la forme
L(z,b) = Az, b)/{1 + A(x,b)}.

ou A(.,b) est une fonction non-négative dépendant du vecteur de parametres
b = (b, ..., b,) représentant P(z) et ses r — 1 dérivées. On peut noter qu’il est
possible de trouver des fonctions A relativement simples. Ce modele amene

a Pestimateur 7 (y|z) = L(0, b,,) ol b,, minimise la fonction

Ribiz,9) = Y orey — L% - 2 b)PE (1),

i=1
Ces deux estimateurs font intervenir un noyau K. Ils seront consistants selon
le choix toujours délicat de la fenétre h.

Il est aussi possible d’estimer F' en utilisant F;, et les techniques classiques

de régression dans le modele

En utilisant un estimateur localement linéaire de méme type que celui décrit
ci-dessus, Cheng et Peng [21]) déterminent un estimateur ayant une moyenne
d’erreur quadratique intégrée plus petite que I'estimateur a noyau classique.

2.11 Données biaisées

En pratique, il peut arriver qu’observer directement la variable X de densité

f soit impossible mais qu’on puisse, par contre, observer une variable Y a
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travers un échantillon Y7, ...,Y,, et possédant la densité

g(y) = w(y) f(y)/u(f)

ot w(z) va étre la fonction de biais et p(f) = Ef{w(X)} = 1/E,{w  (Y)}.
On rencontre également cette situation dans le cas de données manquantes
(Berlinet et Thomas-Agnan [11]). Dans ce qui suit on suppose que la fonction

w(x) est connue, intégrable et que
Ve, 0 < <w(x) < ey < o0.

Patil, Rao et Zelen [75] référencent les différentes propriétés de ces fonctions

biaisées pour laquelle Cox [25] propose la distribution suivante :

Fuo(@) = fin ' 3 07 () o
=1

avec
1

[ — .
Ty w (V)

Cet estimateur est celui du maximum de vraisemblance dans le cadre non-

paramétrique, il est asymptotiquement efficace et est un estimateur minimax
du premier ordre. Efromovitch [36] modifie I'estimateur de Cox et propose le

suivant :

Fu@) =+ 2} 03(nj)" sin(rja),

ou

0, =n"'V2j Z w1 (Y}) cos(3Y)),
I=1

ce qui est I'estimateur moyen de Cox pour 6;, et J une constante calculable,
fonction de n. Il obtient

~ o(1)
E{F(o)} = F@)l < o o

et la normalité asymptotique de son estimateur qui est de plus un estimateur

minimax du second ordre en x.
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2.13 Conclusion

2.12 Conclusion

L’estimateur le plus simple, la fonction de répartition empirique a de bonnes
propriétés de convergence mais possede certains inconvénients comme celui
de ne pas prendre en compte une éventuelle information supplémentaire ou
bien le fait d’étre une fonction en escalier. Des que 1'on restreint quelque
peu le modele envisagé pour les données il existe des estimateurs qui sont
préférables a la fonction de répartition empirique. Néanmoins 'existence de ce
premier estimateur, au contraire de ce qui se passe pour la densité, donne des
facilités quant a 1'utilisation de méthodes de lissage. Les méthodes d’estima-
tion que nous avons passées en revue fournissent en général une fonction qui
possede les propriétés caractérisant une fonction de répartition sauf parfois
en ce qui concerne la masse totale (lim, .., F'(z) = 1), ce qui est facilement
corrigé, ou bien en ce qui concerne la croissance. On peut alors penser a ap-
pliquer certaines méthodes d’estimation de fonctions monotones (Delecroix,
Simioni et Thomas-Agnan [26]), la régression ou les splines isotoniques (Bar-
low, Bartholomew, Brewner et Brunk [5] et Wegman et Wright [101]) afin de

garantir la croissance de ’estimateur.

2.13 Simulations

Nous testons certaines des méthodes présentées ci-dessus sur des échantillons
de tailles différentes. Les différents estimateurs sont explicités dans la biblio-
graphie citée ci-dessus sauf I'estimateur par splines monotones qui provient
d’un package développé par Stephan Ellner a partir de l'article de Wood
[100]. Nous pouvons remarquer assez logiquement l'importance de la taille
de I’échantillon mais aussi, comme annoncé par les auteurs de cette méthode,
la meilleure estimation de I'estimateur [.F.S. dans le cas de petits échantillons
(efficacité confirmée dans le cas d’échantillons avec des valeurs manquantes).
Nous n’utiliserons cependant pas ou tres peu cette caractéristique du fait du
grand nombre d’observations dont nous avons besoin pour estimer 'indice de

régularité en regle générale.
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Conclusion et perspectives

Dans ce travail de these, nous nous sommes attachés a étudier l'indice de
régularité d’une mesure de probabilité. Nous avons pu voir que cet indice
intervient dans différents problemes d’estimation fonctionnelle. Mais sa
définition étant relativement récente, ses propriétés sont encore méconnues
et il est probable qu’il apparaisse dans d’autres problemes. Il se pourrait
par exemple qu’il puisse expliquer certains problemes liés a la vitesse de

convergence de différents estimateurs.

Dans la premiere partie de ce travail, nous avons déterminé des conditions
nécessaires et suffisantes pour l'obtention d’une loi asymptotique pour
I’estimateur des k,-plus proches voisins de la densité. Cependant, beaucoup
d’estimateurs de la densité requierent un développement pour un rapport
de mesures d’ensembles non centrés au point d’estimation z et n’étant
pas forcément des boules. Nous avons donc adapté la définition de l'indice
de régularité. A T'aide de cette nouvelle définition, nous avons obtenu
des conditions suffisantes pour la normalité asymptotique de l'estima-
teur des k,-plus proches voisins ou pour l’histogramme. S’agissant de la
recherche future, il serait intéressant de déterminer la loi asymptotique
d’autres estimateurs de la densité, comme par exemple I'estimateur B.S.E.

ou celui de Barron, en utilisant la nouvelle définition de I'indice de régularité.

Dans la deuxieme partie, nous affaiblissons les hypotheses impliquant la
convergence de 'estimateur du mode d’une densité quelconque f défini par
Abraham, Biau et Cadre (2003) notamment ’hypothese sur la continuité de
la densité f autour du mode 6. Nous déterminons également un intervalle

de confiance asymptotique dépendant de différentes constantes. Une pro-
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chaine étape importante sera de définir des estimateurs convergents de ces
constantes sous les hypotheses de notre théoreme, plus explicitement sans
utiliser la continuité autour du mode. Il serait également utile de réaliser
une analyse de sensibilité de notre estimateur par rapport a la fenétre
de l'estimateur a noyau. De plus, il serait intéressant de ’appliquer a des
données réelles présentant des discontinuités, par exemple dans le domaine

de l'illumination ou de la spectrométrie.

Enfin, la derniere partie de cette these a permi de définir un nouvel esti-
mateur convergent de l'indice de régularité utilisant 1’estimateur empirique
de la fonction de répartition. Cependant, les simulations sur cet estimateur,
ainsi que sur un autre utilisant ’estimateur a noyau, ne donnent pas de
meilleurs résultats que l'estimateur défini par Beirlant, Berlinet et Biau
(2008). Nous avons également réalisé une revue bibliographique sur les
différents estimateurs de la fonction de répartition ce qui ouvre un certain
nombre de perspectives intéressantes. En particulier, un travail futur serait
de déterminer une condition sur un estimateur de la fonction de répartition
quelconque donnant un estimateur de I'indice de régularité convergent. Cela
nous donnerait alors une large classe d’estimateurs de I'indice de régularité.
Un certain nombre des estimateurs de la fonction de répartition ayant été
implémenté, un package pourrait alors étre créé et mis a la disposition de la

communauté scientifique.
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Résumé

L’objectif de cette these est d’étudier le comportement local
d’une mesure de probabilité, notamment au travers d’un indice
de régularité locale. Dans la premiere partie, nous établissons
la normalité asymptotique de l'estimateur des k, plus proches
voisins de la densité et de I'histogramme. Dans la deuxieme,
nous définissons un estimateur du mode sous des hypotheses
affaiblies. Nous montrons que l'indice de régularité intervient
dans ces deux problemes. Enfin, nous construisons dans une
troisieme partie différents estimateurs pour l'indice de régularité
a partir d’estimateurs de la fonction de répartition, dont nous
réalisons une revue bibliographique.

Mots-clefs : Indice de régularité locale, Mesure de probabilité,
Estimation non paramétrique, Estimation du mode, Estimateurs
de la fonction de répartition, Normalité asymptotique, Estima-
teur des k,, plus proches voisins de la densité.

Abstract

The goal of this thesis is to study the local behavior of a
probability measure, using a local regularity index. In first part,
we establish the asymptotic normality of the nearest neighbor
density estimate and of the histogram. In the second one, we de-
fine a mode estimator under weakened hypothesis. We show that
the regularity index interferes in this two problems. Finally, we
construct in third part various estimators of the regularity index.
The thesis ends with a review on distribution function estimators.

Keywords : Local regularity index, Probability measure, Non-
parametric estimation, Mode estimators, Distribution function
estimators, Asymptotic normality, Nearest neighbor estimate.



