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MONODROMIE SPECTRALE D’OPÉRATEURS NON
AUTO-ADJOINTS

Quang Sang PHAN

Résumé. — Nous proposons de construire dans cette thèse un invariant combinatoire, appelée la
"monodromie spectrale" à partir du spectre d’un seul opérateur h-pseudo-différentiel (non auto-
adjoint) à deux degrés de liberté dans la limite semi-classique.
Notre inspiration est issue de la monodromie quantique qui est définie pour le spectre conjoint
d’un système intégrable de n opérateurs h-pseudo-différentiels auto-adjoints qui commutent, don-
née par S. Vu Ngoc.
Le premier cas simple traité dans ce travail est celui d’un opérateur normal. Dans ce cas, son
spectre discret peut être identifié au spectre conjoint d’un système quantique intégrable.
Le deuxième cas plus complexe que nous proposons est une petite perturbation d’un opérateur
auto-adjoint en supposant une propriété d’intégrabilité classique. Nous montrons que son spectre
discret (dans une petite bande autour de l’axe réel) possède également une monodromie combina-
toire. La difficulté ici est qu’on ne connaît pas la description du spectre partout, mais seulement
dans un ensemble de type Cantor. De plus, nous montrons aussi que cette monodromie peut être
identifiée à la monodromie classique (qui est définie par J. Duistermaat). Ce sont les résultats prin-
cipaux de cette thèse.

Abstract
We propose to build in this thesis a combinatorial invariant, called the "spectral monodromy" from
the spectrum of a single (non-selfadjoint) h-pseudodifferential operator with two degrees of free-
dom in the semi-classical limit.
Our inspiration comes from the quantum monodromy defined for the joint spectrum of an inte-
grable system of n commuting self-adjoint h-pseudodifferential operators, given by S. Vu Ngoc.
The first simple case that we treat in this work is a normal operator. In this case, the discrete spec-
trum can be identified with the joint spectrum of an integrable quantum system.
The second more complex case we propose is a small perturbation of a selfadjoint operator with a
classical integrability property. We show that the discrete spectrum (in a small band around the real
axis) also has a combinatorial monodromy. The difficulty here is that we do not know the descrip-
tion of the spectrum everywhere, but only in a Cantor type set. In addition, we also show that the
monodromy can be identified with the classical monodromy (which is defined by J. Duistermaat).
These are the main results of this thesis.
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CHAPITRE 1

INTRODUCTION

1.1. Mécanique classique et mécanique quantique

Sur la voie du développement historique de la physique, à partir du début du XX-ième siècle,
les physiciens ont reconnu deux propriétés fondamentales de la matière et de la lumière. Ce sont
la nature corpusculaire et la nature ondulatoire. Il est souvent résumé par le terme de "dualité
onde-corpuscule" pour la matière et la lumière. Tandis que la nature corpusculaire est étudiée par
la mécanique classique (la dynamique des corpuscules), la nature ondulatoire fut l’origine de la
naissance de la mécanique quantique (la dynamique des ondes).

La mécanique newtonienne est une branche de la physique qui a une longue histoire avec des
grands noms tels que Euler, Cauchy, Lagrange, Newton, Einstein, Hamilton... Depuis les travaux
d’Albert Einstein au début du XX-ième siècle, elle est souvent qualifiée de mécanique classique.
Dans la mécanique classique, les objets se déplacent selon une vitesse donnée, avec une position
et une masse connues.
La mécanique classique ou mécanique newtonienne est comprise comme le domaine de la phy-
sique qui a pour objet l’étude du mouvement des objets macroscopiques lorsque leur vitesse est
très inférieure à celle de la lumière.
Un autre formalisme de la mécanique classique a été donné d’abord par Lagrange et puis par Ha-
milton, Poisson... C’est une approche différente de la mécanique classique "de façon analytique"
qui est en général équivalente à celle de Newton.
Dans la formulation hamiltonienne de la mécanique classique, chaque particule (un point matériel)
est décrite par des relations (des équations) entre sa position et sa vitesse. L’espace des positions
et des vitesses ou l’espace des phases, sous la forme moderne, mathématiquement est une variété
symplectique M . C’est à dire une variété différentielle munie d’une forme symplectique ω ( ω est
une 2- forme différentielle fermée et non-dégénérée). Pour une introduction à la géométrie sym-
plectique, on peut consulter [105], [106], [44], [7].
Chaque point de l’espace des phases m ∈ M représente un état du système et une observable est
une fonction f à valeurs réelles, définie sur l’espace des phases Dans cet espace, la dynamique
d’une particule est donnée par l’équation de Hamilton. Soit une fonction numériqueH ∈ C∞(M)

(un hamiltonien), on définit le champs hamiltonien associé χH par

ω(χH , .) = −dH.

Ce champ de vitesse définit un système dynamique t 7→ m(t) sur M par l’équation hamiltonienne

dm(t)

dt
= χH(m(t)).
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Par exemple, si on prend : l’espace des phases est l’espace cotangent T ∗Rn, l’hamiltonienH(x, ξ) =
ξ2

2m + V (x) est une fonction numérique, alors l’équation hamiltonienne devient :

dxj
dt

=
∂H

∂ξj
,
dξj
dt

= −∂H
∂xj

. (1)

Pour plus de détails de la mécanique classique, nous vous conseillons les références [5], [6], [1],
[68], [4].

La mécanique quantique est née au début du XX-ième siècle et s’est développée pour ré-
soudre des problèmes que la mécanique classique ne pouvait pas expliquer comme l’effet photo-
électrique, les fentes de Young, ou le rayonnement du corps noir... Plusieurs noms lui sont associés,
les premiers furent Max Planck et Albert Einstein et ensuite Arnold Sommerfeld, Niels Bohr, Wer-
ner Heisenberg, Erwin Schrödinger...
Elle permit notamment de comprendre le comportement des particules élémentaires et d’élucider
le mystère de la structure des atomes et des molécules.
La mécanique quantique devient une branche de la physique qui a pour but d’étudier et de dé-
crire les phénomènes fondamentaux dans les systèmes physiques, plus particulièrement à l’échelle
atomique et subatomique. C’est aussi la partie de la physique où apparaît la petite constante de
Planck. Pour plus de détail sur le développement de mécanique quantique, voir [73], [103].
Le fait radical ici est la reconnaissance de nature ondulatoire de la matière. Les particules (atomes...)
sont associées à des ondes ou fonctions d’ondes.
Dans la formulation mathématique actuelle de la mécanique quantique, l’espace des ondes est un
espace de HilbertH (par exempleH = L2(Rn)) dont chaque vecteur est une fonction d’onde. Une
telle fonction d’onde non nulle engendre un sous-espace vectoriel de dimension 1 qui représente
un état du système.
L’équation fondamentale de la mécanique quantique qui remplace l’équation de Newton est l’équa-
tion de Schrödinger.
Par exemple, sur l’espace des ondesH = L2(Rn), nous notons l’opérateur laplacien ∆ =

∑n
i=1

∂2

∂x2
i
.

Lorsque la particule de masse m subit l’action d’un potentiel V (x), sa fonction d’onde ψ(x, t) vé-
rifie l’équation de Schrödinger :

ih
∂

∂t
ψ(x, t) = Ĥψ(x, t), (2)

où Ĥ = − h2

2m∆ + V et h est la constante de Planck.
Une observable (l’observation de l’état du système) est un opérateur auto-adjoint, pas nécessaire-
ment borné sur l’espace de HilbertH.
Ainsi la mécanique quantique (non-relativiste) revient à l’étude d’opérateurs sur des espaces de
Hilbert qui est le centre de la théorie spectrale.

Pour des généralités sur la mécanique quantique, nous vous conseillons [67] , [43], [69], [12].
En particulier, le livre de S. Vu Ngoc [103] donne un bon panorama complet sur la mécanique
classique, la mécanique quantique ainsi que l’analyse semi-classique.

1.2. La limite semi-classique

La mécanique classique et la mécanique quantique, malgré leur différence radicale, ne sont pas
séparées. La quantification est une méthode mathématique qui nous permet d’associer, à chaque
système classique, un système quantique. Par exemple : (M,ω) une variété symplectique, un point
x ∈M , l’algèbre C∞(M), le crochet de Poisson {·, ·}, l’équation de Hamilton (1)...en mécanique
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classique sont respectivement associés à un espace de HilbertH ⊂ L2(X) (avecX est une variété),
un vecteur ψ ∈ H , l’algèbre d’opérateurs sur H, le commutateur [·, ·], l’équation de Schrödinger
(2)...en mécanique quantique.

Une telle théorie mathématique doit naturellement accepter la mécanique classique comme la
limite de la mécanique quantique lorsque un petit paramètre h tend vers 0 (la constante de Planck
h est considérée comme très petite). L’idée est que les développements asymptotiques lorsque
h → 0 donnent une approximation réaliste des systèmes quantiques. On parle ainsi de la limite
semi-classique de la mécanique quantique. C’est le principe de l’analyse semi-classique. Grâce à
l’analyse semi-classique, on peut récupérer des résultats quantiques (qui sont souvent difficile à
comprendre) à partir des résultats classiques. C’est une théorie mathématique très utile et puis-
sante. L’analyse semi-classique actuelle utilise principalement les outils d’analyse asymptotique,
la théorie des opérateurs pseudo-différentiels et opérateurs intégraux de Fourier.

Pour l’histoire de l’analyse semi-classique, voir [53], [103]. Pour la généralité, nous vous
conseillons les livres très intéressants [70], [41], [95], [97] et pour un peu plus fond sur l’ana-
lyse semi-classique, on peut lire les bons livres [83],[86], [49], [50], [32].

1.3. Cadre général

Le travail de cette thèse s’inscrit dans le cadre de la théorie spectrale en limite semi-classique.
Il a pour objectif de comprendre la structure du spectre de certaines classes d’opérateurs non
auto-adjoints. C’est vraiment un problème quantique que nous traiterons avec l’aide des tech-
niques semi-classiques en combinant avec la théorie spectrale générale et la théorie des opérateurs
pseudo-différentiels. La théorie spectrale des opérateurs pseudo-différentiels (en particulier non
auto-adjoints) est actuellement beaucoup étudiée avec les travaux de J.Sjöstrand, M.Hitrik, F. Hé-
rau, S. Vu Ngoc, N. Anantharaman... (voir par exemple [60], [56], [58], [92], [31]...).
Bien sûr, dans ce travail, comme une "nécessité philosophique" de l’analyse semi-classique (voir
[103]), nous ferons le lien avec des résultats classiques qui éclairent le problème quantique initial.

Théorème 1.3.1 ( Théorème 4.6.2). — La monodromie spectrale linéaire est l’adjoint de la mo-
nodromie classique linéaire

[Msp] = t[Mcl]
−1.

Pour plus de détails de cette idée dans ma thèse, voir la section 4.6.1.

1.4. Monodromie d’un opérateur h-pseudo différentiel non auto-adjoint

Plus explicitement, dans cette thèse, nous proposons de construire un nouvel objet caractéristique
de la structure du spectre d’un opérateur h-pseudo différentiel non auto-adjoint dans la limite semi-
classique.
Notre inspiration est issue de la monodromie quantique qui est définie pour le spectre conjoint (voir
la section 3.3.3 pour plus de détails) d’un système de n opérateurs pseudo-différentiels qui com-
mutent (i.e. un système quantique complètement intégrable). C’est un invariant quantique donné
par S. Vu Ngoc [99]([102]).



4 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

Définition 1.4.1. — Le spectre conjoint du système quantique intégrable de n degrés de liberté
(P1(h), . . . , Pn(h)) dans K ⊂ Rn est l’ensemble, noté σconj(P1, . . . , Pn) :

σconj(P1(h), . . . , Pn(h)) = {(E1(h), . . . , En(h)) ∈ K| ∩nj=1 Ker(Pj(h)− Ej(h)) 6= ∅}

Sous certaine condition, ce spectre conjoint sur un domaine U (K := U ) de valeurs régulières
de l’application des symboles principaux est un réseau asymptotique affine dans le sens qu’il
existe un symbole inversible, noté fα de toute petite boule Bα ⊂ U dans Rn qui envoie le spectre
conjoint sur une partie de Zn. Ces (fα, Bα) sont considérés comme des cartes locales deU dont les
fonctions de transition (modulo O(h∞)), notées Aαβ sont dans le groupe affine GA(n,Z) (voir
le théorème 3.3.2 ). La monodromie quantique est définie comme le 1-cocycle {Aαβ} modulo-
cobord dans la cohomologie de Čech Ȟ1(U,GA(n,Z)).
Pour plus de détails de cette monodromie, on peut consulter l’article [99] ou la section (3.3) de
cette thèse.

Depuis ces travaux, une question mystérieuse reste ouverte : Peut-on définir (et détecter) un
tel invariant pour un seul opérateur h-pseudo-différentiel ? Si c’est le cas, nous l’appellerons "la
monodromie spectrale".
D’un point de vue géométrique, puisque le spectre conjoint d’un système quantique intégrable est
un réseau asymptotique affine (un résultat de Charbonnel [20]), si on réalise le transport parallèle
sur le réseau d’un rectangle de base avec un sommet c le long d’un certain chemin fermé γc (de
base c) et revient au point de départ, alors le rectangle initial peut devenir un rectangle différent.
Dans la figure ci-dessous, on observe un réseau qui est localement identifiable mais globalement
non trivial. C’est l’existence de monodromie quantique. Par contre le spectre d’un opérateur auto-
adjoint étant contenu dans une droite (l’axe réel), il paraît impossible de définir un tel transport
parallèle. Nous ne savons pas définir une monodromie dans ce cas -là. Alors il nous semble que la
question n’est pas connue dans le cas auto-adjoint.

Figure 1. Spectre conjoint du pendule sphérique avec monodromie
(Image de S. Vu Ngoc)

Cependant, si on perturbe un opérateur auto-adjoint par un terme non-symétrique, le spectre de-
vient bidimensionnel, et on peut espérer retrouver une structure géométrique (réseau, monodro-
mie...). Nous proposerons dans cette thèse d’appliquer cette idée à certaines classes d’opérateurs
h-pseudo différentiels à deux degrés de liberté.

1.4.1. Le premier cas. — Le premier cas simple que nous proposons dans le chapitre 3 est un
opérateur h-pseudo différentiel de la forme P1 + iP2 avec deux opérateurs autoadjoints P1, P2

qui commutent. C’est la forme d’un opérateur normal. Grâce à un résultat spectral montré dans la
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chapitre 3 : le spectre discret de P1 + iP2 est identifié au spectre conjoint du système quantique
intégrable (P1, P2) (voir les théorèmes 3.5.12 et 3.5.11).

Théorème 1.4.2 (Théorème 3.5.12). — Soient A un opérateur normal et I1, I2 deux intervalles
quelconques de R tels que le spectre de A dans I1 × I2 est discret. On appelle la partie réelle et
la partie imaginaire de A par A1 et A2. Alors on a :

σ(A) ∩ (I1 + iI2) ∼= σconj(A1, A2) ∩ (I1 × I2).

On peut simplement définir la monodromie de l’opérateur P1 + iP2 comme la monodromie quan-
tique du spectre conjoint. Pour plus de détails, voir la section (3.5.3).

1.4.2. Le deuxième cas. — Le deuxième cas que nous étudions est plus complexe. Comme nous
le savons par l’article [99], la monodromie quantique est parfaitement déterminée par la monodro-
mie classique (qui est donné par Duistermaat [33]) du système classique intégrable (p1, p2), où
p1, p2 sont les symboles principaux correspondants de P1, P2. Si on ne garde au niveau quantique
que la propriété d’intégrabilité classique, nous proposerons de considérer une petite perturbation
d’un opérateur auto-adjoint de la forme Pε := P1+iεP2 en supposant que les symboles principaux
p1, p2 commutent, ε→ 0 et dans le régime h� ε = O(hδ) pour 0 < δ < 1. Le problème devient
plus compliqué car il n’y a plus de spectre conjoint. On ne peut donc pas appliquer la construc-
tion de la monodromie quantique [99]. Cependant avec l’aide des résultats de la théorie spectrale
asymptotiques de M.Hitrik, J.Sjöstrand, S. Vu Ngoc ([56], [57], [58] et surtout [60]) (sous des
conditions détaillées dans le chapitre 4) en revisitant la procédure de forme normale de Birkhoff
(la section (4.3)), le spectre de Pε est situé dans une bande horizontale de hauteur O(ε) et dans
certains petits "bons rectangles" R(χa, ε, h) (voir la définition 4.2.5) de taille O(hδ)×O(εhδ) de
cette bande qui sont associés à des tores diophantiens Λa, toutes les valeurs propres de Pε sont
données par développement asymptotique d’un fonction lisse P (ξ, ε;h) de la forme :

σ(Pε) ∩R(χa, ε, h) 3 λ = P
(
ξa + h(k − k1

4
)− S1

2π
, ε;h

)
+O(h∞), k ∈ Z2, (3)

uniformément pour h, ε petits, où ξa sont coordonnées action, S1 ∈ R2 est l’action et k1 ∈ Z2 est
l’indice de Maslov des cycles fondamentaux de Λa.
Il y a une correspondance bijective entre λ ∈ σ(Pε) ∩ R(χa, ε, h) et hk dans une partie de hZ2

par un difféomorphisme (une micro-carte) de la forme (voir la formule (100)) :

f : R(χa, ε, h) → E(a, ε, h)

σ(Pε) ∩R(χa, ε, h) 3 λ 7→ f(λ, ε;h) ∈ hZ2 +O(h∞). (4)

Pour plus de détail de cette idée, voir la section 4.4.
Néanmoins l’ensemble des tores diophantiens ne remplit pas tout l’espace des phases (voir [60],
[80]) et malgré sa densité, on ne connaît pas encore un tel développement défini globalement sur
n’importe quel petit domaine de la bande spectrale.
Toutefois, on va montrer l’existence globale (pour des tels rectangles) du premier terme de ce
développement sur n’importe quel petit domaine dans l’ensemble des valeurs régulières de l’ap-
plication (p, εq).

Le spectre de Pε est le modèle d’un ensemble discret particulier Σ(ε, h) sur un domaine U(ε)

que nous définirons dans le chapitre 4 et appellerons "pseudo-réseau asymptotique" (voir la dé-
finition 4.5.1) dont la différentielle des fonctions de transition entre des "pseudo-cartes locales"
adjacentes sont dans le groupe GL(2,Z) moduloO(ε, hε ). Cela nous permet de traiter le problème
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inverse : définir un invariant combinatoire (la monodromie spectrale) à partir du spectre de Pε.

f (·, ε, h)

B

B(ε)

U

f̃ (·, ε, h)
χ

∑
(ε, h)

h

R(a, h)

U(ε)

hZ2
R(χa, ε, h)

a

χa

Figure 2. Pseudo- réseau asymptotique

Théorème 1.4.3 (théorème 4.5.6). — Pour h� ε, soient (fα, Bα(ε)) et (fβ, Bβ(ε)) deux pseudo-
cartes d’un pseudo-réseau asymptotique telles que Bα ∩ Bβ 6= ∅. Posons f̃α = fα ◦ χ et
f̃β = fβ ◦χ où χ est la fonction (u1, u2) 7→ (u1, εu2). Alors il existe une unique matrice constante
Mαβ ∈ GL(2,Z) telle que

d(f̃α) = Mαβd(f̃β) +O(ε,
h

ε
),

sur Bα ∩Bβ 6= ∅.

La monodromie spectrale linéaire de Pε est définie comme 1-cocycle {Mαβ}modulo-cobord dans
la cohomologie de Čech Ȟ1(U,GL(2,Z)).
C’est le résultat principal de cette thèse, présenté dans le chapitre 4.

Il serait très intéressant d’étendre ces résultats au cas où p est une perturbation d’un système
intégrable, en utilisant les travaux de Broer, Cushman, Fassò et Takens [17].

1.5. Pourquoi étudier des opérateurs non auto-adjoints ?

1.5.1. Dissipation. — Pourquoi étudier des opérateurs non auto-adjoints ? C’est une question
naturelle mais la réponse n’est pas du tout évidente.

Nous avons déjà discuté qu’un système physique quantique est donné par l’équation de Schrö-
dinger (2). Théoriquement, l’énergie du système est conservée et la dynamique quantique du sys-
tème associé à l’opérateur de Schrödinger (auto-adjoint) Ĥ est formellement donnée par un groupe
unitaire e−i

t
h
Ĥ (voir [66], [32], [82]). Plus précisément, la dynamique au cours du temps t d’une

onde initiale ψ0 (en temps t = 0) est donnée par

ψ(x, t) = e−i
t
h
Ĥψ0.
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Cependant, en réalité, on n’a pas souvent un tel système idéal : l’énergie du système n’est pas
conservée à cause par exemple des phénomènes dissipatifs, des amortissements...Il y a une dissi-
pation dans la propagation d’ondes au cours de l’espace et du temps (|x| → +∞, t → ∞) ou un
amortissement par des milieux. C’est l’absorption d’énergie par des milieux impliquant la dimi-
nution d’énergie du système.
Ces phénomènes, en regardant l’énergie locale ou en tenant compte des milieux, mathématique-
ment sont modélisés par des opérateurs non auto-adjoints. La compréhension du spectre et d’autres
aspects de ces opérateurs est essentielle en mécanique quantique. C’est pourquoi, il est nécessaire
d’étudier des opérateurs non-auto adjoints.

Nous donnons ici un exemple de l’équation des ondes amorties étudié par beaucoup d’auteurs
(par exemple B. Helffer J.Sjöstrand, S.Nonnenmacher...).
Soient M une variété riemannienne compacte et une fonction d’amortissement a ∈ C∞(X,R+).
L’équation des ondes amorties est

(∂2
t −4+ 2a(x)∂t)v(x, t) = 0, v(x, 0) = v0, ∂tv(x, 0) = v1. (5)

Contrairement au cas auto-adjoint de l’équation de Schrödinger, ici en raison de la présence du
terme amorti positif a, nous allons perdre le comportement unitaire de la dynamique générée par
(5). De plus, l’énergie totale de l’onde au temps t qui est définie par

E(t) =
1

2

∫

M

(
(∂tv)2 + |∂xv|2

)
dx,

va décroître au cours du temps vers zéro lorsque t → ∞ sous certaines conditions (par exemple
a(x) ≥ γ > 0) par une estimation de forme exponentielle [77], [41] :

E(t) ≤ Ce−βt
(
‖v0‖2H1(M) + ‖v1‖2L2(M)

)
,

pour certaines constantes C, β > 0.
Pour l’étude du spectre de l’opérateur associé à l’équation (5), on peut consulter les articles [88],
[89], [77].

Durant ces dernières années, l’intérêt pour la théorie spectrale de ces opérateurs s’est accru.
Malgré l’aide des outils de l’analyse numérique, de l’analyse fonctionnelle, de la géométrie sym-
plectique, de l’analyse microlocale et semi-classique, des systèmes dynamiques...de nombreux
problèmes demeurent ouverts.

1.5.2. Résonance d’opérateur auto-adjoint. — La distribution asymptotique des valeurs propres
d’un opérateur non auto-adjoint et celle des résonances d’un opérateur auto-adjoint ont des carac-
téristiques similaires. De plus, la résonance et l’estimation de l’énergie locale sont étroitement
liées : la distance de résonance à l’axe réel détermine la taux de décroissance de l’énergie locale
dans des nombreuse situations [52], [111]. L’étude des résonances devient donc importante pour
comprendre l’évolution temporelle de ces systèmes.

Il existe dans histoire plusieurs approches différentes de la notion de résonance. Les résonances
peuvent être définies comme les pôles de la résolvante ou de la matrice de diffusion, mais aussi
comme les valeurs propres complexes d’un opérateur non auto-adjoint. Les travaux de Helffer-
Sjöstrand [52] ont essayé de donner une définition des résonances plus générale que celle anté-
rieure (comme l’approche de Sjöstrand, J. Aguilar- J.M. Combes, M. Zworski et beaucoup d’autres
auteurs) mais il reste encore des complexités.
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Par exemple, pour opérateur de Schrödinger en dimension impaire, les résonances sont les pôles
de la résolvente étendue à partir du demi-plan supérieur en une fonction méromorphe sur C :

C 3 λ 7→ RV (λ) := (−∆ + V − λ2)−1.

Pour plus de détails, on peut aussi consulter d’autres références comme [111], [2], [71].



CHAPITRE 2

GÉOMÉTRIE SYMPLECTIQUE ET MONODROMIE
CLASSIQUE

2.1. Introduction

Le but de ce chapitre est de rappeler la monodromie classique : monodromie affine et monodro-
mie linéaire d’un système complètement intégrable. Un système complètement intégrable, c’est la
donnée sur une variété symplectique (M,ω) de n fonctions f1, . . . , fn en involution par le crochet
de Poisson qui est défini par la structure symplectique ω.
Ce problème a une longue histoire et il est étudié par plusieurs auteurs, par exemple J. Duistermaat
[33] , N.T. Zung [110], S. Vu Ngoc [102] , M. Audin [8]...
Au début de ce chapitre, nous donnons quelques notations fondamentales de géométrie symplec-
tique qui peuvent être trouvées dans beaucoup d’ouvrages de géométrie symplectique comme [87],
[12], [72], [106]...
Ensuite, nous donnons le théorème de Liouville- Arnold- Mineur qui affirme l’existence locale des
coordonnées actions-angles [33], [8]...
Ce qui empêche l’existence globale des coordonnées actions est appelé monodromie classique et
se compose de deux types : monodromie affine et monodromie linéaire. Nous donnerons aussi la
relation entre ces deux types de monodromies.

2.2. Géométrie symplectique.

Nous rappelons ici quelques notations fondamentales de géométrie symplectique que on peut aussi
consulter dans [5],[105], [44], [7], [95] .
Notations : Nous donnons d’abord quelques notations que nous allons utiliser dans ce chapitre.
Dans ce chapitre, toute variété considérée est lisse et de dimension finie.
Soit M une telle variété, le fibré tangent est noté par TM et le fibré cotangent par T ∗M .
L’algèbre de Lie des champs de vecteurs sur M (section de TM ) est notée par χ(M).
On note Ωk(M) les formes différentielles de degré k sur M .
Soient X un champ de vecteur de M et une k−forme ω ∈ Ωk(M), on définit ιXω la forme
différentielle extérieure d’ordre k − 1 par

(ιXω)(X1, . . . , Xk−1) = ω(X,X1, . . . , Xk−1)

pour tous champs de vecteurs X1, . . . , Xk−1 sur M .
Si m0 un point fixé de M , alors l’équation différentielle (un système dynamique) :

dm(t)

dt
= X(m),m |t=0= m0
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a localement une solution m(t) = ϕt(m0).
L’application

(M,m0)→ (M,m(t)),m0 7→ m(t) = ϕt(m0)

est appelée le flot engendré de X au temps t. On le note aussi ϕt = exp(tX).

Pour ω ∈ Ωk(M), la dérivée de Lie LXω dans Ωk(M) est définie par

LXω =
d

dt
|t=0 ϕ

∗
tω

On rappelle aussi la formule de Cartan

LXω = ιXdω + d(ιXω) (6)

Définition 2.2.1. — Un espace vectoriel symplectique est la donnée d’un couple (E,ω) où E
est un espace vectoriel de dimension finie sur R et ω une forme bilinéaire antisymétrique non
dégénérée sur E.

Définition 2.2.2. — Une variétée réelle M est symplectique si elle est munie d’une 2−forme
différentielle ω fermée, i.e. dω = 0, et non dégénérée.
On l’écrit (M,ω).

Donc pour chaque point m dans M , l’espace tangent TmM muni de la structure symplectique
linéaire ω(m) est un espace vectoriel symplectique. On remarque qu’un espace vectoriel symplec-
tique est toujours de dimension paire. Par conséquence, la dimension de M doit être paire.
Un cas particulier, le fibré cotangent M = T ∗X d’une variété X a une structure symplectique
canonique ω = dα dans laquelle α est la 1−forme de Liouville, définie géométriquement par

α(x, ξ) = ξ ◦ dπ(x, ξ),

où π est la projection canonique de T ∗X sur X , x ∈ X et ξ ∈ T ∗xX .
En coordonnées locales x = (x1, . . . , xn) pour X , on note ξ1, . . . , ξn) les coordonnées asso-
ciées dans les fibres du cotangent. On a donc les coordonnées locales canoniques (x, ξ) =

(x1, . . . , xn, ξ1, . . . , ξn) sur T ∗X , alors on a α = ξdx =
∑
ξidxi et donc ω =

∑
dξi ∧ dxi.

Par le théorème de Darboux, toute variété symplectique est localement difféomorphe au modèle
précédent.

Définition 2.2.3 (Symplectomorphisme). — Un difféomorphisme (global)

ϕ : (M1, ω1)→ (M2, ω2)

entre deux variétés symplectiques est appelé symplectomorphisme (ou symplectique) si

ϕ∗ω2 = ω1.

Définition 2.2.4. — Soit (E,ω) un espace symplectique de dimension 2n et L un sous-espace
linéaire de E. L’orthogonal symplectique L⊥ de L est défini comme

L⊥ := {u ∈ E : ω(u, v) = 0,∀v ∈ L}.
L est appelé sous-espace lagrangien si L = L⊥.

On remarque que un sous-espace lagrangien doit être de dimension n et la forme symplectique ω
s’annule sur L.
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Définition 2.2.5. — Soient (M,ω) une variété symplectique de dimention 2n et N une variété.
S’il existe une immersion de rang n j : N →M , alors j (ou N ) est dit lagrangien si j∗ω = 0.
En d’autre terme, ω s’annule sur tout espace tangent de N .

En particulier, si N est sous variété de M et j est l’inclusion, alors pour tout m ∈ N , TmN est
sous-espace lagrangien de TmM .

Lemme 2.2.6. — Soit N ⊂ M une sous-variété lagrangien. Alors, pour tout m ∈ N , il existe
une cordonnée locale canonique (x, ξ) au voisinage de m dans laquelle (N,m) = {ξ = 0}.

Le lemme précédent peut être généralisé par le lemme suivant, voir [95], [103]...

Lemme 2.2.7 (Théorème de Weinstein). — Soit N ⊂ M une sous-variété lagrangienne. Alors,
il existe un voisinage de N qui est symplectiquement équivalent à un voisinage de la section nulle
du cotangent T ∗N .

2.3. Mécanique classique

Pour la base de mécanique classique, on peut consulter [4], [6], [61], [1], [68].
En mécanique classique, on dit l’espace des phases ou l’espace des positions et des vitesses, c’est
une variété symplectique (M,ω) de dimension 2n.
Un hamiltonien (ou observable classique)est une fonction f ∈ C∞(M) à valeur réelle.
Comme la forme symplectique ω est non-dégénérée, on a une dualité entre 1−forme (un vecteur
cotangent) et champs de vecteur (un vecteur tangent) sur M .
On note χf le champs hamiltonien correspondant donné par :

ω(χf , ·) = −df(·)⇔ ιχfω = −df.
Le flot ϕt engendré par χf est appelé flot hamiltonien associé à l’hamiltonien f au temps t (ou
simplement le flot engendré par f ). On le note quelque fois par ϕtf .

Crochet de Poisson : soient f, g ∈ C∞(M), le crochet de Poisson de f et g est une fonction
notée {f, g} ∈ C∞(M) définie par

{f, g} = ω(χf , χg) = −{g, f} = dg(χf ) = −df(χg) = χf (g). (7)

Remarque 2.3.1. — La formule de Cartan (6) nous donne Lχfω = 0, donc pour t petit le flot
hamiltonien de f préserve la forme symplectique ω i.e. le flot hamiltonien au petit temps est
symplectique.

Remarque 2.3.2. — Si ϕ est symplectique, on a :

{f, g} ◦ ϕ = {f ◦ ϕ, g ◦ ϕ}
et

χϕ∗f = ϕ∗χf = dϕ−1χf ◦ ϕ.
Alors, le flot hamiltonien de ϕ∗f := f ◦ ϕ est envoyé par ϕ au flot hamiltonien de f . C’est une
caractérisation importante de l’application symplectique.
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Remarque 2.3.3. — Si la fonction g est transportée le long du flot hamiltonien ϕ(t) de f , elle
vérifie donc l’équation

dg(ϕ(t))

dt
= {f, g}(ϕ(t)).

En particulier, le hamiltonien f est toujours constant le long son flot hamiltonien associé.
De plus, si un hamiltonien f admet un autre hamiltonien g tel que f est invariante le long du flot
engendré par g, alors g est aussi invariante le long du flot engendré par f .
Dans ce cas, on dit que g est une intégrale du mouvement.

Remarque 2.3.4. — En des coordonnées locales canoniques (x, ξ) = (x1, . . . , xn, ξ1, . . . , ξn),
on obtient explicitement

χf =

n∑

j=1

∂f

∂ξj

∂

∂xj
− ∂f

∂xj

∂

∂ξj

et

{f, g} =
n∑

j=1

∂f

∂ξj

∂g

∂xj
− ∂f

∂xj

∂g

∂ξj

2.4. Système intégrable

Soient (M,ω) une variété symplectique de dimension 2n.
Avec les notations comme dans la dernière section, l’algèbre commutative C∞(M) munie du cro-
chet de Poisson (7) peut admettre une structure naturelle d’algèbre de Lie. On l’appelle l’algèbre
de Poisson des hamiltoniens. Pour la référence, nous conseillons [8], [103].

2.4.1. Système complètement intégrable. — Soit un hamiltonien H dans C∞(M). On appelle
une intégrale (première) de H , une fonction f dans C∞(M) qui est invariante le long du flot
de H . C’est une fonction f telle que {H, f} = 0. On dit aussi que H et f sont en involution ou
commutent.
L’hamiltonien H est appelé complètement intégrable s’il existe n − 1 intégrales indépendantes
f2, . . . , fn de H ( c’est à dire {H, f} = 0 ) et de plus {fi, fj} = 0 pour tout i, j = 2, . . . , n.

Définition 2.4.1. — Un système complètement intégrable surM est la donnée n fonctions f1, . . . , fn
dans C∞(M) à valeur réelle en involution dont les différentielles sont presque partout indépen-
dantes au sens que df1(m), . . . , dfn(m) sont linéairement indépendants pour presque tout m ∈M
.
Dans ce cas, on appelle l’application F = (f1, . . . , fn) : M → Rn l’application moment.

La proposition suivante implique qu’un système complètement intégrable définit un feuilletage
lagrangien.

Proposition 2.4.2. — Soit F = (f1, . . . , fn) : M ⊇ U → Rn une application lisse telle que
df1, . . . , dfn sont linéairement indépendants en chaque point de U .
Alors les ensembles de niveau F−1(c) avec c ∈ Rn définissent un feuilletage lagrangien si et
seulement si les fi se commutent deux à deux (.i.e. les crochets de Poissons {fi, fj} = 0 ).
Dans ce cas, les champs hamiltoniens χf1 , . . . , χfn forme une base du tangent à F−1(c).
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2.4.2. Point régulier. — Soit F = (f1, . . . , fn) : M → Rn l’application moment.

Définition 2.4.3. — Un point m ∈ M est dit régulier pour F si sa différentielle dF (m) est de
rang maximal. C’est à dire, df1(m) ∧ · · · ∧ dfn(m) 6= 0 .

Si m régulier pour F , nous savons qu’il existe un feuilletage lagrangien par F−1(c) pour c proche
de F (m). Deplus, grâce au théorème de Darboux-Carathéodory suivant, il existe des coordonnées
symplectiques locales (x, ξ) près de m dans laquelle ce feuilletage est très simple et donné par
ξ = c− F (m).

Théorème 2.4.4 (Darboux-Carathéodory [103], [95] ). — Au voisinage d’un point régulier m,
F est symplectiquement conjuguée au système linéaire (ξ1, . . . , ξn) sur l’espace symplectique li-
néaire R2n muni des coordonnées canoniques (x1, . . . , xn, ξ1, . . . , ξn).
Autrement dit, il existe des applications x1, . . . , xn sur M telles que (x1, . . . , xn, ξ1, . . . , ξn) soit
un système de coordonnées canoniques au voisinage de m.
Par ailleurs, on peut choisir exactement ici ξi = fi ( ou ξi = fi − fi(m)), i = 1, . . . , n.

2.4.3. Flot conjoint. — Soit F = (f1, . . . , fn) : M → Rn l’application moment. On note ϕtifi le
flot hamiltonien associé à fi, ti assez petit dans R, i = 1, . . . , n.
Comme les fi sont commutents, donc ses champs hamiltoniens χfi commutent,

[χfi , χfj ] = χ{fi,fj} = 0

pour tout i, j = 1, . . . , n.
Par conséquence, ces flots hamiltoniens ϕtifi commutent deux à deux :

ϕtifi ◦ ϕ
tj
fj

= ϕ
tj
fj
◦ ϕtifi .

Alors, on peut définir une application appelée flot conjoint de F , noté ϕtF :

U ×M 3 ((t1, . . . , tn),m) 7→ ϕtF (m) = ϕt1f1
◦ · · ·ϕtnfn(m) ∈M,

t = (t1, . . . , tn) dans un petit voisinage U de 0 ∈ Rn.
En terme de l’action du groupe de Lie hamiltonien, on vient d’obtenir une action abélienne (locale)
de Rn sur M . Par la construction, cette action est une action hamiltonienne.
Pour un vecteur donné x ∈ Rn, la trajectoire

(R, 0) 3 t 7→ ϕtxF (m) ∈M
est engendrée par le champ hamiltonien du hamiltonien

〈F, x〉 :=
∑

xifi.

Remarque 2.4.5. — On note que pour le petit temps t ∈ Rn, par la remarque (2.3.1), le flot
conjoint définit un difféomorphisme symplectique :

m 7→ ϕtF (m).

Remarque 2.4.6. — Si m un point régulier de F , en coordonnées locales au voisinage de m
comme dans le théorème de Darboux- Carathéodory (2.4.4 ), on a

χfi = χξi =
∂

∂xi

et le flot de fi est donc linéaire

ϕtifi(x, ξ) = (x1, . . . , xi−1, xi + ti, xi+1, ξ).
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C’est justement une translation par ti. Alors, le flot conjoint est une translation par t,

ϕtF (x, ξ) = (x+ t, ξ).

Remarque 2.4.7. — Comme un corollaire important du théorème de Darboux- Carathéodory (2.4.4),
on obtient le résultat : si m est un point régulier de l’application moment F et si H un hamiltonien
invariant par le flot de fi (ou {H, fi} = 0, i = 1, . . . , n) . Alors, près de m, H est de la forme
H = g(f1, . . . , fn), où g ∈ C∞(Rn).

Dans ce cas, on remarque que l’hamiltonien H est localement invariant par le flot conjoint de F
car chaque fi l’est.
De plus, on intègre facilement que le flot de H près de m est encore linéaire sur chaque fibre.

2.5. Monodromie classique

2.5.1. Théorème Action-Angle. — Soit F = (f1, . . . , fn) : M → Rn un système complète-
ment intégrable sur une variété symplectique (M,ω) de dimension 2n.
On dira que Λc est une feuille de F si elle est une composante connexe de F−1(c) pour c ∈ Rn.
On dira que la feuille est régulière si tous ses points sont des points réguliers pour F .

Un théorème très connu qui s’appelle "théorème Action- Angle" de Liouville- Mineur-Arnold
affirme qu’au voisinage d’une feuille régulière compacte dans M , il existe (localement) des coor-
données canoniques (x, ξ) (i.e. (x, ξ) est un symplectomorphisme de ce voisinage) dans l’espace
symplectique T ∗Tn telles que toute feuille dans ce voisinage est symplectiquement un tore lagran-
gien invariant de rang n de la forme Tn × {ξ = constante} et que les fi deviennent uniquement
des fonctions de ξ . On appelle ces tores "tore de Liouville".

Il existe des démonstrations différentes qui peuvent trouver dans [74], [33],[61], [8],[27]. Pour
la topologie algébrique, on peut consulter le bon livre de M. J. Greenberg [45].
Ici, nous allons donner une courte description de ce résultat selon une procédure de S. Vu Ngoc.
Soit Λc une feuille régulière compacte de F−1(c), c ∈ Rn. Comme le flot de chaque fi reste sur
Λc et Λc est compacte, les flots ϕtifi sont donc complets (ils sont définis pour tout temps ti ∈ R).
Par conséquence, le flot conjoint définit une action localement libre du groupe (Rn,+) sur Λc :

ϕtF : Rn × Λc → Λc.

Soit m un arbitraire point de Λc. Notons O(m) l’orbite de m par l’action :

O(m) = {ϕtF (m) : t ∈ Rn}.
La connexité de Λc implique que

Λc = O(m). (8)

L’action est transitive et libre.
On note Sc, le stabilisateur ( ou sous-groupe d’isotropie ) qui est défini indépendamment du choix
de m dans Λc :

Sc = {τ ∈ Rn : ϕτF (m) = m}. (9)

Alors Sc est un sous-groupe discret de Rn.
D’autre part, on a un difféomorphisme entre O(m) et le quotient Rn/Sc. Le dernier et la formule
(8) nous donne

Λc = O(m) ∼= Rn/Sc.
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Comme Λc est compacte de dimension n, la dernière formule implique que Sc doit être un Z−réseau
de rang n et donc isomorphe à Zn.
Alors, Λc isomorphe à Tn := Rn/Zn i.e. Λc est un n−tore.
Soient (τ1(c), . . . , τn(c) une base de Sc.
On peut introduire un nouveau système intégrable F̃ = (f̃1, . . . , f̃n) qui au voisinage de Λc a
le même feuilletage que celui de F . Plus exactement, il existe un difféomorphisme local g :

(Rn, c) → (Rn, 0) tel que, avec F̃ = g ◦ F , le flot au temps 1 de chaque f̃i est l’identité
au voisinage de m. Alors, on peut maintenant supposer en remplaçant F par F̃ que le flot de
chaque fi est l’identité au voisinage de m et par combinaison linéaire avec des coefficients en-
tiers que (τ1(c), . . . , τn(c) est la base canonique de Rn. Par ailleurs, on peut supposer aussi que
F (m) = c = 0.
Ensuite, en utilisant les coordonnées de Darboux-Carathédory (x, ξ) proche de m. Pour un point
b proche c = 0 dans Rn, notons ξ(b) le point dans la transversale

∑
m = {x = 0} avec la coor-

donnée (x = 0, ξ = b).
Pour un petit disque ouvert D autour de c dans Rn, on peut définir l’application

Φ : Rn ×D →M, (t, b) 7→ ϕtF (ξ(b)). (10)

De plus, Φ est localement symplectomorphisme (ici sur Rn×D la forme symplectique est db∧dt)
et satisfait la condition Φ(t+ τi, b) = Φ(t, b) pour tout t ∈ Rn et b ∈ D.
Pour tout b ∈ D, l’image de Rn × {b} est ϕtF -orbite de ξ(b) et le groupe d’isotropie Sb est Zn.
En fin, en passant Φ au quotient

Φ̄ : (Rn/Zn)×D → Ω ⊂M
est un symplectomorphisme sur l’image.
On a bien sûr que Φ̄(Rn × {b}) est le n-tore Λϕ(b) pour tout b ∈ D ( proche de c ) et que F ◦ Φ̄

dépend que de b ∈ D.
Nous allons maintenant énoncer le théorème Action-Angle.

Théorème 2.5.1 (Théorème Action-Angle). — Soit F = (f1, . . . , fn) : M → Rn un système
complètement intégrable sur une variété symplectique (M,ω) de dimension 2n. Si Λc dans F−1(c)

(c ∈ Rn) est une feuille régulière compacte de F , alors il existe un voisinage Ω de Λc dans M , un
petit disque ouvert D de centre c dans Rn et un symplectomorphisme Ψ : Tn ×D → Ω tels que :

(i) Ψ(Tn × {c}) = Λc.
(ii) Ω est saturé, c’est à dire toutes feuilles qui passent par un point de Ω sont des tores inclus

dans Ω.
(iii) On a

F ◦Ψ(x, ξ) = ϕ(ξ)

pour tout x = (x1, . . . , xn) ∈ Tn, tout ξ = (ξ1, . . . ξn) ∈ D et ϕ : D → ϕ(D) est un difféomor-
phisme (local), ϕ(c) = c.
En particulier tous les flots de fi dans Ω sont complets.
Sur Ω on a

(x, ξ) = Ψ−1.

On dira que sur Ω (localement), x ∈ Tn sont variables angles et ξ ∈ D ⊂ Rn sont variables
actions.

Remarque 2.5.2. — Posons F̃ := ϕ−1 ◦F = ξ ◦Ψ−1. Les variables actions sont fonctions lisses
des fi et le flot de chaque composante f̃i de F̃ est donc périodique de période 1 sur Ω.
Par conséquence, il existe une action hamiltonienne du groupe Tn sur Ω qui est définie par le flot
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conjoint de F̃ . C’est à dire, l’application moment de cette action hamiltonienne est formée par les
variables actions ξ = (ξ1, . . . ξn). De plus, l’action préserve évidemment le système complètement
intégrable initial F .
En d’autre terme, Ω a la structure d’un fibré principal en tores

Ω 3 Λc → c

(ou F̃ : Ω → D) avec le groupe structural Tn, les fibres lagrangiennes et l’action de structure
groupe est hamiltonienne et son application moment est localement la projection du fibré.

2.5.2. Monodromie classique affine. — Soit F = (f1, . . . , fn) : M → Rn un système complè-
tement intégrable sur une variété symplectique (M,ω) de dimension 2n.
On rappelle que c ∈ Rn est une valeur régulière de F si tous les points de la fibre F−1(c) sont des
points réguliers de F .
NotonsBr ⊆ Rn l’ensemble de valeurs régulières de F etN := F−1(Br) ⊆M l’union des fibres
régulières.
Supposons que F est propre ( pour que les fibres soient compactes ) et que Br et les fibres F−1(c)

sont connexes.
Dans ce cas on peut appliquer le théorème Action-Angle en chaque point de N et Λc := F−1(c),
c ∈ Br sont des tores lagrangiens.
Alors F restreint à N devient une fibré lagrangien avec la base Br, voir [10] :

F : N 3 Λc → c ∈ Br.
Comme la remarque précédente, on sait bien que la fibration est localement triviale mais en géné-
ral elle peut être globalement non-triviale. Dans le cas si elle est globalement triviale, on obtient
des coordonnées actions globales sur N . Une obstruction à la trivialisation globale de ce fibré est
un phénomène appelé "monodromie" que nous allons étudier.
En fait, il existe en général une structure affine sur l’espace des feuilles régulières.
Dans l’article [33], nous savons que la monodromie en même temps avec la classe de Chern sont
des éléments obstruant la trivialisation globale du fibré.

2.5.2.1. Structure affine sur la base. — Supposons que Uα,Uβ deux ouverts quelconques choisis
assez petits dans Br avec l’intersection non-vide tels que sur F−1(Uα) ⊂M et F−1(Uβ) ⊂M , il
existe des coordonnées action-angle associées : il existe deux disques ouverts de centre 0 associés
avec l’intersection non-vide Dα, Dβ dans Rn et deux symplectomorphismes :

Ψα : Tn ×Dα → Ωα

Ψβ : Tn ×Dβ → Ωβ

tels que F ◦ Ψα(x, ξ) = ϕα(ξ) et F ◦ Ψβ(x, ξ) = ϕβ(ξ) pour ϕα et ϕβ deux difféomorphismes
locales de Rn,

ϕα : Dα → Uα = ϕα(Dα)

ϕβ : Dβ → Uβ = ϕβ(Dβ).

Sur Dα ∩Dβ 6= ∅, la fonction de transition ϕαβ := ϕ−1
α ◦ ϕβ satisfait la relation

ϕαβ ◦ ξ = ξ ◦Ψαβ (11)

avec Ψαβ := Ψ−1
α ◦Ψβ est un symplectomorphisme de Tn × (Dα ∩Dβ).

Comme le flots hamiltonien de toute fonction composante de la partie à droite de (11) est pério-
dique de période 1, il faut donc que la matrice Mαβ := [dϕαβ(ξ)] soit dans GL(n,Z) pour tout
ξ ∈ Dα ∩ Dβ . D’autre part Dα, Dβ étaient choisis assez petits et puisque GL(n,Z) est discret,
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Mαβ dépend de façons lisse de ξ ∈ Dα ∩Dβ , ça implique que Mαβ est une matrice constante de
GL(n,Z).
Par conséquence, la fonction de transition est de la forme :

ϕαβ(ξ) = Aαβ(ξ) = Mαβ · ξ + Cαβ,

avec une constante Cαβ ∈ Rn (Aαβ := Mαβ(·) + Cαβ).
C’est à dire, ϕαβ est un élément du groupe affineGAR(n,Z) qui est produit semi-direct du groupe
linéaire entier GL(n,Z) et Rn (GAR(n,Z) = GL(n,Z) oRn).
On dit que la base Br a structure d’une variété affine dont ici les cartes locales sont ϕ−1

α : Uα →
Dα ⊂ Rn, voir [33], [8], [110], [103].

Proposition 2.5.3 ([103]). — Soit F un système complètement intégrable. L’espace des feuilles
régulières du feuilletage lagrangien est muni d’une structure affine unique dont les cartes sont les
variables actions.

2.5.2.2. Monodromie classique affine. — Maintenant, soit c un point arbitraire dans Br. On
considère un chemin fermé γ de base c contenu dans Br. Supposons que {U1, . . . , UN , UN+1 =

U1} un recouvrement fini de petits ouverts (au sens de Leray) de γ dans Br tels que sur chaque
Ωi := F−1(Ui) on peut appliquer le théorème action-angle.
La structure affine entière de la base Br nous donne sur chaque intersection non-vide Ui ∩ Ui+1

une fonction de transition affine Ai(i+1) dans le groupe GAR(n,Z).
Posons

µ̃(γ) = A12A23 . . . AN(N+1) ∈ GAR(n,Z)

et
µ(γ) = µ̃(γ)/{∼}

où ” ∼ ” est la relation d’équivalence définie par la conjugaison dans GAR(n,Z).

Alors µ satisfait des propriétés suivantes :
(i) µ est invariant par changement de cartes sur Ui.
(ii) µ ne dépend pas du choix de recouvrement fini {U1, . . . , UN , UN+1 = U1} et de cartes

associées.
(iii) µ est invariant par petite perturbation de γ donc par homotopie.
(iv) Pour deux lacets de base c, γ1 et γ2, on a :

µ(γ1 · γ2) = µ(γ1) · µ(γ2).

(v) µ(γ) ne dépend pas de point basé c ∈ γ.
En résumé, µ(γ) (à conjugaison près) est bien défini par un élément [γ] du premier groupe d’ho-
motopie (groupe fondamental) de Br.
On obtient donc la définition suivante :

Définition 2.5.4. — Il existe un homomorphisme de groupe

µ : π1(Br)→ GAR(n,Z)/{∼}, (12)

γ 7→ µ(γ)

ici ” ∼ ” est la relation d’équivalence définie par la conjugaison.
Il est appelé monodromie affine du système.
Le système complètement intégrable F sera dit "avoir monodromie" si µ n’est pas triviale.
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Comme on a vu dans la remarque (2.5.2), il existe une action hamiltonienne du groupe Tn sur un
voisinage d’une feuille compacte régulière qui préserve F . Mais ce n’est pas généralement le cas
sur N− les fibres régulières de F . En effet, on a le théorème :

Théorème 2.5.5. — Soit F une application moment avec les hypothèses comme au début de cette
subsection. Alors les proposition suivantes sont équivalentes :

(i) Il existe une action hamiltonienne du groupe Tn sur N qui préserve F .
(ii) Il existe globalement des coordonnées actions sur N .
(iii) La monodromie associée du système est triviale.

Dans le cas du théorème, il existe globalement des coordonnées actions sur N .

2.5.3. Monodromie classique linéaire. — SoitF application moment avec les hypothèses comme
dans la dernière section. Dans cette subsection, on utilise les mêmes notations que précédemment.

2.5.3.1. Fibré des Stabilisateurs. — On rappelle que si c ∈ Br, le stabilisateur associé Sc du tore
Λc ⊂M est défini comme dans ( 9) par

Sc = {τ ∈ Rn : ϕτF (m) = m} (13)

pour n’importe quel point m dans Λc. Sc est un Z−réseau de rang n et isomorphe à Zn. Chaque
élément τ de Sc est appelé période du tore Λc.

Remarque 2.5.6. — Un n−uplet τ = (τ1, . . . , τn) ∈ Rn est tel que l’hamiltonien τ1f1 + · · · τn+

fn admette sur le tore Λc un flot 1−périodique si et seulement si τ ∈ Sc.

En utilisant des coordonnées actions-angles locales sur un voisinage Ω de Λc comme dans le
théorème Action-Angle, pour tout b ∈ ϕ(D) ⊆ Br proche de c, une base de l’ensemble des
périodes Sb du tore Λb ⊂ Ω dépend de façon lisse de b, notée (τ)(b) et peut être donnée par la
formule

(T )(b) =

{
τ (i)(b) :=

(
∂(ϕ−1)i(b)

∂b1
, . . . ,

∂(ϕ−1)i(b)

∂bn

)
, i = 1, . . . , n

}
,

ou τ (i)(b) = [d(ϕ−1)i(b)] et (T )(b) = (τ (1)(b), . . . , τ (n)(b)) = [d(ϕ−1)(b)].
Par conséquence, l’union distincte des stabilisateurs S :=

⋃
c∈Br Sc est un fibré lisse sur Br :

F : S → Br

Sc → c

Il est trivialement local mais en général, ce fibré est globalement non-trivial.

Maintenant, soient Uα,Uβ deux petits ouverts quelconques de Br comme dans la section 2.5.2.1,
Uα ∩ Uβ 6= 0.
Pour tout b ∈ Uα ∩ Uβ , il existe deux bases de Sb associées à deux coordonnées actions-angles
locales au voisinage de Λb : (Tα)(b) = [d(ϕ−1

α )(b)] et (Tβ)(b) = [d(ϕ−1
β )(b)].

On a une matrice inversible de changement de base Mαβ(b) telle que

(Tα)(b) = Mαβ(b)(Tβ)(b)

et donc
[d(ϕ−1

α )(b)] = Mαβ(b)[d(ϕ−1
β )(b)].



2.5. MONODROMIE CLASSIQUE 19

Cela implique

Mαβ(b) = [d(ϕ−1
α ◦ ϕβ)(ξb)],

avec ξb := ϕ−1
β (b).

En revoyant la subsubsection (2.5.2.1), on obtient

Mαβ(b) = [d(ϕαβ)(ξb)] = d(Aαβ) := Mαβ (14)

et donc matrice constante de GL(n,Z).
En résume, les fonctions transitives du fibré des stabilisateurs F : Sc 7→ c ∈ Br sont les {tM−1

αβ }
dans GL(n,Z) et elles sont la partie linéaire des fonctions transitives du fibré des tores

F : Λc 7→ c ∈ Br.
2.5.3.2. Monodromie classique linéaire. — Pour cette monodromie, on peut consulter dans les
articles voir [33], [101], [102], [100].
Soit c un point arbitraire dans Br. On considère un chemin fermé γ de base c contenu dans Br.
Supposons que (T )(c) = (τ (1)(c), . . . , τ (n)(c)) est une base du stabilisateur de Sc qui dépend de
façons lisse de c.
On sait que par la dernière partie, le changement de base lorsque c varie est un élément de
GL(n,Z). Donc quand c se déplace sur γ et revient au point initial c, la base initiale de Sc est peut-
être changée à une nouvelle base (T ′)(c) = (τ ′1(c), . . . , τ ′n(c)) avec (T ′)(c) = M(γ)(c)(T )(c),
M(γ)(c) ∈ GL(n,Z).
De plus, à conjugaison près, M(γ)(c) ne dépend pas du choix de point basé c ∈ γ ⊂ Br et dépend
que de classe homotopie de γ ⊂ Br dont on notera sa classe par M(γ).
On obtient alors un homéomorphisme

M : π1(Br)→ GL(n,Z)/{conjugaison}

γ 7→M(γ)

qui est appelé monodromie linéaire du système.
On dira que "avoir monodromie linéaire (ou holonomie)" si M n’est pas triviale.

Remarque 2.5.7. — Pour c ∈ Br, on a un isomorphisme entre des périodes de Λc et des classes
homologie du groupes d’homologie H1(Λc,Z) :

Sc ' H1(Λc,Z)

En effet : si τ = (τ1, . . . , τn) ∈ Sc, le champ de vecteur hamiltonien τ1χf1 + · · ·+ τnχfn a un flot
périodique de période 1 sur Λc. L’orbite O(m) de n’importe quel point m ∈ Λc par ce flot définit
un élément du groupe d’homologieH1(Λc,Z). Une base (τ (1)(c), . . . , τ (n)(c)) de Sc associe donc
à une base de H1(Λc,Z).
Inversement, si γc est un cycle sur Λc dépend lissement de c, par l’existante une primitive α de
la forme symplectique ω au voisinage de Λc, l’intégrale de α sur γc est bien définie une variable
d’action dont le gradient en c soit une période de Sc, voir [103]. En cette manière, une base de
H1(Λc,Z) associe donc à une base de Sc.

Alors on obtient le fibré en homologie H1(Λc,Z) → c ∈ Br dont les fonctions de transition sont
les {tM−1

αβ } dans GL(n,Z). (voir [33], [101]).

En résume, on a la proposition suivante :
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Proposition 2.5.8. — Les proposition suivantes sont équivalentes :
(i) La monodromie linéaire M définie au dessus est triviale.
(ii) Le fibré des stabilisateurs F : Sc → c ∈ Br est trivial.
(iii) Le fibré en homologie H1(Λc,Z)→ c ∈ Br est trivial.

2.5.4. Relation entre Monodromie affine et Monodromie linéaire. — Par la relation (14), on
a donc toute de suite que l’holonomie (monodromie classique linéaire) est la partie linéaire de la
monodromie classique linéaire :

M(γ) = dµ(γ)

pour tout γ ∈ π1(Br).

Par conséquence, si M est non-triviale, alors µ l’est et donc :

Proposition 2.5.9. — Le fibré de n−tore F : Λc → c ∈ Br est non-trivial si le fibré des stabili-
sateurs associé F : Sc → c ∈ Br est non-trivial.

2.5.5. Intégrale d’action. — On a vu que par le théorème d’Action-Angle, au voisinage d’un
tore régulière du système intégrableF , les variables actions ξ1, . . . , ξn admettent un flot 1-périodique
qui préserve F . On pose une question : est ce qu’il y a une autre méthode déterminant les variables
actions.
La construction de Mineur nous donne la réponse.

Définition 2.5.10. — On appelle une variable action pour le système intégrable F , un hamilto-
nien A ∈ C∞(M) dont son flot préserve F et est périodique de période 1.
Un système de n variables actions A1, . . . , An dont les différentielles sont indépendantes est ap-
pelé une famille complète des variables actions.

On remarque que si c une valeur régulière pour F , le tore Λc est lagrangien, le lemme de Poin-
caré pour une sous-variété affirme l’existence d’une primitive α de la forme symplectique ω au
voisinage de Λc : dα = ω.

Proposition 2.5.11 ([103], page 87). — Si α est une primitive de ω au voisinage d’un tore régu-
lier et si γ(c) est un cycle sur Λc dépendant de façon C∞ de c, alors l’intégrale d’action

∫

γ(c)
α

(vue comme une fonction sur M ) est une variable action pour F .

Par conséquence, soient γ1(c), . . . , γn(c) des cycles sur Λc, dépendant de façon lisse de c tels que
leurs classe d’homologie forment une base de H1(Λc,Z).
Posons

gi(c) =

∫

γi(c)
α

et

Ai = gi ◦ F.
Alors la famille (A1, . . . , An) est une famille complète des variables actions au voisinage de Λc,
voir [33].
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Remarque 2.5.12. — Pour tout γi(c) donné sur Λc, si on choisit une autre primitive α′ de ω, alors
l’action d’intégrale diffère une constance :∫

γi(c)
α′ =

∫

γi(c)
α+ C.

Si γ′1(c), . . . , γ′n(c) est une autre base de H1(Λc,Z) et α la primitive choisie de la forme sym-
plectique ω au voisinage de Λc, par l’existence de la monodromie linéaire, il existe une matrice
constante M ∈ GL(n,Z) telle que

(∫

γ′1(c)
α, . . . ,

∫

γ′n(c)
α
)

= M.
(∫

γ1(c)
α, . . . ,

∫

γn(c)
α
)
.





CHAPITRE 3

MONODROMIE QUANTIQUE ET MONODROMIE SPECTRALE
AFFINE

3.1. Introduction

La monodromie quantique qui est définie pour le spectre conjoint discret d’un système quantique
complètement intégrable de n opérateurs pseudo-différentiels qui commutent (voir la section 3.3.3)
est parfaitement donnée par S. Vu Ngoc [99]. Nous proposons de définir la monodromie pour un
seul opérateur pseudo-différentiel et dans ce chapitre, nous allons traiter un cas particulier simple
d’un opérateur normal. Pour le réaliser, nous donnerons une identification entre le spectre d’un
opérateur normal et le spectre conjoint d’un système quantique intégrale par des résultats de la
théorie spectrale (les théorèmes 3.5.12 et 3.5.11).

Nous allons d’abord rappeler brièvement les opérateurs pseudo-différentiels (de Weyl) et la
monodromie quantique présentée dans l’article [99]. Ensuite, nous donnerons quelques notations
fondamentaux mais nécessaires de la théorie spectrale en insistant sur les critères de spectre discret
d’un opérateur. Enfin, des résultats de la théorie spectrale nous permettent de définir la monodro-
mie d’un opérateur pseudo différentiel normal.

3.2. Opérateur pseudo-différentiel

Dans cette section, nous allons donner une description brève des opérateurs h-pseudo-différentiels
qui sont obtenus par la quantification de Weyl.
Pour un aperçu général, nous vous conseillons les livres très intéressants [70], [41], [95], [97] et
pour davantage de détails , on peut lire les livres [83],[86], [49], [50], [32].
Remarque dans la littérature de la théorie d’opérateur pseudo-différentiel (depuis les années 1970),
il existe une théorie sans petit paramètre, développée par Nirenberg, Hörmander [63], Duistermaat
(voir [35], [36]) , Taylor ([94]) et une théorie avec petit paramètre h, développée par Maslov,
Leray, Helffer, Robert...que nous utilisons ici. On utiliserons dans cette thèse la quantification de
Weyl (avec petit paramètre h) a plusieurs propriétés très utiles (par exemple : la formule de Moyal,
l’opérateur adjoint...).

3.2.1. Symbole. — Il y a une association entre un opérateur h-pseudo-différentiel et un symbole
(nous utilisons ici le symbole de Weyl).

Dans la littérature, il existe plusieurs classes de symboles différents, néanmoins il doit assu-
rer que la classe des opérateurs pseudo-différentiels associée est stable par la composition et par
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l’adjoint... Nous utilisons dans cette thèse une classe des symboles très utile et générale, définie
ci-dessous.

Définition 3.2.1. — Une fonction m : R2n → (0,+∞) est appelée fonction d’ordre (ou poids
tempéré dans le livre de D. Robert [83]) s’il existe des constantes C,N > 0 telles que

m(X) ≤ C〈X − Y 〉Nm(Y ),∀X,Y ∈ R2n,

avec notation 〈Z〉 = (1 + |Z|2)1/2 pour Z ∈ R2n.

Exemple 3.2.2. — On utilise souvent des fonction d’ordre standards m(Z) ≡ 1 ou

m(Z) = 〈Z〉m/2 = (1 + |Z|2)l/2,

avec une constante donnée l ∈ R.

Nous allons donner la définition des classes de symboles a = a(x, ξ;h) dépendant d’un petit
paramètre h, (x, ξ) ∈M = T ∗Rn = R2n

(x,ξ).

Définition 3.2.3. — Soit m une fonction d’ordre sur R2n et k ∈ R, on définit des classes de
symboles (des familles de fonctions ) (a(x, ξ;h))h∈(0,1] :

S(m) = {a ∈ C∞(R2n) | ∀α ∈ N2n, |∂αa| ≤ Cαm}, (15)

pour certaine constante Cα > 0.

Sk(m) = {a ∈ C∞(R2n) | ∀α ∈ N2n, |∂αa| ≤ Cαhkm}, (16)

pour certaine constante Cα > 0, uniformément pour h ∈ (0, 1].
On écrit aussi

S∞(m) = {a ∈ C∞(R2n) | ∀α ∈ N2n,∀N ∈ R |∂αa| ≤ Cα,NhNm}, (17)

pour certaine constante Cα > 0, uniformément pour h ∈ (0, 1].
C’est clair que nous avons S∞(m) = ∩k∈RSk(m).
Un symbole a est dit O(h∞) s’il est dans S∞(m).

Remarque 3.2.4. — Quand la fonction d’ordre est la fonction constantem ≡ 1, nous allons noter

Sk := Sk(1)

et remarquer en particulier que (k = 0)

S := S(1) = {a ∈ C∞(R2n) | ∀α ∈ N2n, |∂αa| ≤ Cα}
est l’espace des fonctions lisses bornées avec ses dérivées de R2n.

3.2.2. Quantification de Weyl. — À chaque symbole a = a(x, ξ;h) ∈ Sk(m), la quantification
de Weyl associe un opérateur h-pseudo-différentiel Ah = Opwh (a) sur L2(Rn) (en général non-
borné) par l’intégrale :

(Ahu)(x) = (Opwh (a)u)(x) =
1

(2πh)n

∫

R2n

e
i
h

(x−y)ξa(
x+ y

2
, ξ;h)u(y)dydξ. (18)

L’opérateur Ah est dit le quantifié de Weyl de a et a est dit le symbole de Weyl de Ah. L’ensemble
de tels opérateurs est noté par Ψk(m) et Ψk(1) := Ψk.

Remarque 3.2.5. — Par la méthode des intégrales oscillantes, on sait que si a ∈ S0(m), alors Ah
est bien défini de S → S et si a ∈ Sk(m), Ah est défini au moins de C∞0 (Rn) dans D′(Rn).
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Définition 3.2.6. — Un symbole a ∈ Sk0(m) est dit classique (d’ordre k0) lorsqu’il admet un
développement asymptotique

∑
hk0+jaj avec aj = aj(x, ξ) ∈ Skj (m) et est écrit

a ∼
∞∑

j=0

hk0+jaj .

Le premier terme dans le développement ci-dessus est appelé le symbole principal de a ou de
l’opérateur Ah.
A partir de maintenant, on ne considère que la quantification des symboles classiques.

Exemple 3.2.7. — Soit un opérateur différentiel Ah =
∑
|α|≤m aα(x)Dα, avec aα ∈ C∞(X) et

Dα := (hi )
α∂α. Alors son symbole principal est am(x, ξ) =

∑
|α|=m aα(x)ξα

Remarque 3.2.8. — Pour le calcul symbolique de ces opérateurs, on peut consulter les références
comme au début de cette section (voir aussi l’article [13], [62]).
En particulier, si a ∈ Sk1(m1) et b ∈ Sk2(m2), alors

Opwh (a) ◦Opwh (b) = Opwh (a]b),

avec a]b ∈ Sk1+k2(m1m2).
Si a ∈ S, Opwh (a)∗ = Opwh (a) et en particulier Opwh (a) est formellement auto-adjoint si et seule-
ment si a est réel.
Si on suppose a, b d’ordre 0, alors l’opérateur i

h [Opwh (a), Opwh (b)] est encore d’ordre 0 et son
symbole principal est {a, b}.

Théorème 3.2.9 (Calderon-Vaillancourt, [83]). — Si a ∈ S0(m) avec m une fonction d’ordre
borné (en particulier si a ∈ S), alors l’opérateur Opwh (a) est linéaire continu de L2(Rn) dans
L2(Rn). De plus, il existe des constantes C > 0 et M ∈ N tels que

‖Opwh (a)‖L2→L2 ≤ C
∑

|α|≤M

sup|∂αa| <∞.

3.3. Monodromie quantique

3.3.1. Introduction. — Soit un système quantique intégrable (P1(h), . . . , Pn(h)) de n opéra-
teurs pseudo-différentiels auto-adjoints qui commutent sur une variété de dimension n :

[Pi(h), Pj(h)] = 0.

Si son symbole conjoint principal p est propre, alors il est bien connu par les travaux de Charbonnel
[20] qu’au voisinage d’une valeur régulière de p, le spectre conjoint du système a la structure d’un
réseau asymptotique affine. Cela permet de définir un invariant- la monodromie quantique de ce
réseau. Cet invariant qui obstrue l’existence globale de la structure en réseau du spectre conjoint
a une relation familière avec un autre invariant qui empêche l’existence globale de coordonnées
action-angle.
Nous rappelons ici la construction de cette monodromie selon l’article [99] de S. Vu Ngoc.

3.3.2. Construction de la Monodromie quantique. — Soient U un ouvert de Rn, H un en-
semble des réels positifs ayant 0 comme un point d’accumulation et pour tout h ∈ H , Σ(h) un
sous-ensemble discret dans U .
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Pour un petit ouvert B de U , soit (f(h))h∈H ∈ S0(B) un symbole (local) classique d’ordre 0 sur
B au sens de la section précédente :

f(h) = f0 + hf1 + h2f2 + · · · ,
avec des fonctions lisses fi : B → Rn.
On dit que le symbole f(h) est elliptique si son symbole principal f0 est un difféomorphisme
(local) de B dans Rn. On note la valeur de f(h) en un point c ∈ B par f(c;h).
Par convention (ou par définition), une famille (r(h))h∈H d’éléments d’un espace vectoriel de
dimension finie est dite O(h∞) si pour tout N entier positif, il existe une constante C > 0 tel
que ‖r(h)‖ ≤ ChN , uniformément pour tout h ∈ H . De plus, si S(h) une famille d’ensembles
dépendants de h ∈ H , alors on note f(·;h)(∈ S(h) +O(h∞) si dist(f(·;h), S(h)) = O(h∞).
L’ensemble discret Σ(h) est un réseau asymptotique affine sur U s’il existe des symboles locaux
elliptiques sur U qui envoient Σ(h) dans hZn modulo O(h∞). Plus exactement :

Définition 3.3.1. — On dit que (Σ(h), U) est un réseau asymptotique affine si pour tout c ∈ U ,
il existe une petite boule ouverte B contenue c et un symbole elliptique f(h) : B → Rn d’ordre 0

tel que pour toute famille λ(h) ∈ B :
λ(h) ∈ Σ(h) ∩B +O(h∞)⇔ f(λ(h);h) ∈ hZn +O(h∞)

Si λ(h) et λ′(h) sont dans Σ(h) ∩ B, alors λ′(h) − λ(h) = O(h∞) si et seulement si pour h
petit, λ(h) = λ′(h).

f (h) h

hZn
U

B

Figure 3. Réseau asymptotique affine

On peut voir (f(h), B) comme une carte locale de Σ(h) sur U . Le fait important pour la "variété"-
réseau asymptotique affine qui nous permet de définir un invariant naturel est que les fonctions de
transitions sont dans le groupe affine GA(n,Z).
Ici, on note GA(n,Z) le groupe des transformations inversibles affines de Rn qui est le produit
semi-direct du groupe linéaire GL(n,Z) par le sous-groupe normal des translations de Zn. On
remarque si A ∈ GA(n,Z), alors A ∈ GA(n,R) tel que A et A−1 laissent globalement invariant
Zn.

Proposition 3.3.2 ([99]). — Soient (fα(h), Bα) et (fβ(h), Bβ) deux cartes locales de Σ(h) sur
U telles que Bα∩Bβ 6= ∅. Alors il existe unique une application affine Aαβ ∈ GA(n,Z) telle que(

fα(h)
h

)
◦
(
fβ(h)
h

)−1
= Aαβ +O(h∞).

Supposons que U est couvert par recouvrement localement fini des cartes locales {(fα(h), Bα)}.
Alors sur chaque intersection non vide Bα ∩ Bβ 6= ∅, par la proposition précédente, il existe une
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application affine Aαβ ∈ GA(n,Z). La famille {Aαβ} définit un 1-cocycle dans la cohomologie
de Čech avec valeur dans le groupe non-abélien GA(n,Z).

Définition 3.3.3. — La classe [M] ∈ Ȟ1(U,GA(n,Z)) est appelée la monodromie quantique de
(Σ(h), U).

Remarque 3.3.4. — Nous rappelons ici la définition de la cohomologie de Čech : soient une
variété M et un groupe (G, .). Supposons que {Uα}α∈I soit un recouvrement localement fini des
ouverts de M tel que l’intersection d’un nombre fini des Uα est soit contractile, soit vide. On note
C0(M,G) l’ensemble de 0-cochaînes et C1(M,G) l’ensemble de 1-cochaînes avec valeur dans G
par :

C0(M,G) = {(cα)α∈I | cα ∈ G},
C1(M,G) = {(cα,β) | Uα ∩ Uβ 6= ∅, cα,β ∈ G}.

On note Ž1(M,G) l’ensemble de 1-cochaînes qui satisfont la condition de cocycle :

cα,β.cβ,γ = cα,γ

si Uα ∩ Uβ ∩ Uγ 6= ∅.
On définit une relation d’équivalence, notée ” ∼ ” sur Ž1(M,G) : deux cocycles (cα,β) et (c′α,β)

sont équivalentes (cα,β) ∼ (c′α,β) s’il existe une 0-cochaîne (dα) ∈ C0(M,G) telle que
c′α,β = dα.cα,β.d

−1
β pour tout Uα ∩ Uβ 6= ∅.

Alors la cohomologie de Čech de M avec valeurs dans G est le quotient :

Ȟ1(M,G) = Ž1(M,G)/ ∼ .

Notons que elle ne dépend pas du choix de recouvrement {Uα}α∈I .

La théorie de la géométrie algébrique affirme (voir par exemple [54], [45], [47], [48]) qu’il existe
une correspondance bijective entre les éléments de Ȟ1(U,GA(n,Z)) et les classes d’isomor-
phisme de fibrés (fibré à isomorphisme près) sur U avec groupe de structure GA(n,Z) et fibre
Zn.
Alors on obtient un tel fibré de réseau associé à un 1-cocycleM, noté L : Lc → c ∈ U dont les
fonctions de transition entre deux trivialisations adjacentes de L sont les {Aαβ}.

On remarque que on peut voir ce fibré comme un revêtement car les fibres sont discrètes. Alors
l’holonomie de L donc est bien définie : soient c un point fixé dans U et un certain lacet fermé γ
de base c contenue dans U .
Si on fait tourner c le long de γ et revenir au point de départ, qu’est ce qui se passera intrinsèque-
ment sur la fibre Lc ?
En fait, comme les fonctions de transitions sont des applications affines localement constantes, ce
mouvement de c cause un transport parallèle noté γ.p d’un certain point p ∈ Lc, c’est à dire il
définit une application affine de Lc. De cette façon, l’holonomie de L est bien défini comme une
un morphisme de groupe :

µc : π1(U, c)→ GA(Lc).

D’autre part, on remarque que on peut toujours s’identifier GA(Lc) avec GA(n,Z) en choisissant
une base de Lc.
Le choix d’une telle base est équivalent à celui d’une trivialisation f de L au-dessus de c qui envoie
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cette base à la base canonique de Zn. Alors, l’holonomie µf ∈ GA(n,Z) est donc encore définie
par :

f(γ.p) = µf (γ)(f(p))

et on peut identifier
µc(γ) = µf (γ).

De plus, il est aussi équivalent au choix d’une carte affine f(h) de Σ(h) autour de c. SiM est un
cocycle associé à cette trivialisation (i.e. (f(h), Bc) ∈ {(fα(h), Bα)}), alors on a

µf (γ) = A1,l ◦Al,l−l ◦ · · ·A3,2 ◦A2,1,

oùAi,j dénote des fonctions de transition correspondantes à chaque couple d’intersection non-vide
(Bi, Bj), avec (B1, · · · , Bl) un recouvrement numéroté dans U de γ, Bi ∩Bi+1 6= ∅.
Remarque 3.3.5. — La non-trivialité de [M] est équivalente à celle du fibré L ou celle de l’holo-
nomie {µc} de L. Dans ce cas, la fonction f(h) ne peut pas être définie globalement sur U .

3.3.3. Le spectre conjoint. — Soit X une variété compacte de dimension n ou X = Rn et po-
sons M := T ∗X le fibré cotangent de X .
On appelle un système quantique intégrable se compose de n opérateurs (P1(h), . . . , Pn(h)) h-
pseudo-différentiels auto-adjoints, d’ordre 0 et qui commutent sur L2(X) : [Pi(h), Pj(h)] = 0.
Pour simplifier, on peut travailler avec des quantifications de Weyl Pj(h) ∈ Ψ0(M) au sens de la
section précédente 3.2.2.
Il y a plusieurs façons de définir le spectre conjoint d’un système quantique intégrable. Cependant,
nous présentons ici la définition donnée dans [103] qui convient bien à notre travail.

Notons pj0 le symbole principal de Pj(h), j = 1, . . . , n et supposons qu’ils soient indépendants.
On suppose toujours que l’application moment des symboles principaux p := (p1

0, . . . , p
n
0 ) est

propre, au moins dans la zone spectrale qui nous intéresse : pour tout compact K ⊂ Rn, p−1(K)

est compact dans T ∗X .
Le calcul symbolique affirme que l’opérateur P 2 := P 2

1 +· · ·+P 2
n est encore un opérateur pseudo-

différentiel de Weyl d’ordre 0, à symbole principal propre dans un certain compact. Il est connu,
par exemple [51] (ou chapitre 3 du livre [83]) que dans ce compact le spectre de P 2 est discret.
Soit λ une des ses valeur propres. Par la commutativité des Pj , l’espace propre associé à λ qui
est de dimension finie est stable par les opérateurs Pj sur lequel on peut donc diagonaliser simul-
tanément les Pj . Alors on obtient un certain nombre de n-uplets (E1, . . . , En) ∈ K qui sont les
valeurs propres des Pj pour la même fonction propre. On appelle spectre conjoint de (P1, . . . , Pn)

l’ensemble de tels n-uplets.

De même façon, on a :

Définition 3.3.6. — Le spectre conjoint du système quantique intégrable (P1(h), . . . , Pn(h)) dans
K est l’ensemble, noté σconj(P1, . . . , Pn) :

σconj(P1(h), . . . , Pn(h)) = {(E1(h), . . . , En(h)) ∈ K| ∩nj=1 Ker(Pj(h)− Ej(h)) 6= ∅} (19)

Alors il existe certaine fonction propre u(h) ∈ L2(X) normalisée vérifiant

Pj(h)u(h) = Ej(h)u(h), j = 1, . . . , n.

Proposition 3.3.7 ([20]). — Avec les hypothèses au-dessus, le spectre conjoint
σconj(P1(h), . . . , Pn(h)) est un ensemble discret dans K.
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Remarque 3.3.8. — Il existe aussi une autre façon plus général de définir le spectre conjoint, qui
n’est pas nécessairement discret. Elle est donnée par Charbonnel [20], réexpliquée également dans
([99], page 115) en construisant sur Rn une mesure dite "mesure spectrale conjointe". Le spectre
conjoint est donc définit à l’aide des projecteurs spectraux, de façon habituelle :

E(h) = (E1(h), . . . , En(h)) ∈ σconj(P1(h), . . . , Pn(h))

si le projecteur spectral sur tout cube ouvert contenant E(h) est non nul.
Et en particulier, le spectre conjoint discret est l’ensemble de telE(h) pour lequel il existe un cube
ouvert contenant E(h) dont le projecteur spectral est de rang fini.
Notons que les points du spectre conjoint discret sont isolés et que les espaces propres conjoints
correspondants ∩nj=1Ker(Pj(h)− Ej(h)) sont de dimension finie.
De plus, on peut montrer que les valeurs propres conjointesE(h) ∈ σconj(P1(h), . . . , Pn(h))∩K,
pour h assez petit sont simples lorsque K ne croise pas les valeurs critiques de p.

3.3.4. Monodromie quantique du système quantique intégrable. — Soit X une variété com-
pacte de dimension n ou X = Rn et posons M := T ∗X le fibré cotangent de X .
Soit (P1(h), . . . , Pn(h)) un système quantique intégrable de n opérateurs h-pseudo-différentiels
auto-adjoints qui commutent sur L2(X) : [Pi(h), Pj(h)] = 0.
On suppose qu’ils sont classiques et d’ordre 0 et leurs symboles principaux pj sont indépendants.
Cette construction suivante peut être validée pour plusieurs classes différentes d’opérateurs pseudo-
différentiels . Cependant, pour simplifier, on peut travailler ici avec Pj(h) ∈ Ψ0(M) au sens de la
section précédente 3.2.2.
Alors dans des coordonnées, leurs symboles de Weyl pj(h) admettent des développements asymp-
totiques de la forme :

pj(x, ξ;h) = pj0(x, ξ) + hpj1(x, ξ) + h2pj2(x, ξ) + · · · .

Par le calcul symbolique des opérateurs pseudo-différentiels, la commutativité des Pj induit la
commutativité des symboles principaux p1

0, . . . , p
n
0 par rapport au crochet de Poisson symplectique

sur T ∗X : {pi0, pj0} = 0. L’application des symboles principaux est donc une application moment,
notée par p :

p : T ∗X 3 (x, ξ)→ (p1
0(x, ξ), . . . , pn0 (x, ξ)) ∈ Rn. (20)

Nous supposons que p soit propre .
Notons Ur un sous-ensemble ouvert de valeurs régulières de p et soit U un certain sous-ensemble
ouvert avec l’adhérence K := U est compact dans de Ur.
Posons Σ(h) l’intersection avec U du spectre conjoint σconj(P1(h), . . . , Pn(h)) :

Σ(h) = σconj(P1(h), . . . , Pn(h)) ∩ U.

Comme on l’a rappelé, ce spectre est discret et pour h assez petit se compose des valeurs propres
conjointes simples.
De plus, on a le résultat suivant :

Proposition 3.3.9 ([20]). — Σ(h) est un réseau asymptotique affine sur U.

Alors cette proposition nous permet de définir un invariant du système comme la monodromie
quantique de (Σ(h), U) donnée par la définition 3.3.3. On a donc :
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Définition 3.3.10. — On appelle la monodromie quantique d’un système quantique intégrable
(P1(h), . . . , Pn(h)) sur U est la monodromie quantique de son spectre conjoint sur U .
On la note par [Mqu] ∈ Ȟ1(U,GA(n,Z)).

3.3.5. Relation entre monodromie quantique et monodromie classique. — On rappelle que
l’on a supposé que l’application moment des symboles principaux p dans (20) est propre.
Alors l’ensemble de niveau Λc = p−1(c), c ∈ Rn est compact. De plus on suppose que cette appli-
cation est de fibre connexe i.e. Λc est connexe. Alors, comme nous avons présenté dans la section
2.5.2.1 du chapitre 2, p|p−1(U) réalise un feuilletage lagrangien avec une structure affine entière.
On peut également donner la monodromie classique (linéaire) définie par un fibré plat en homolo-
gie H1(Λc,Z)→ c ∈ U . Ses fibres sont Zn et les fonctions de transition entre deux trivialisations
adjacentes sont dans le groupe GL(n,Z). On sait que ce fibré est localement trivial. L’existence
de la monodromie empêche la construction de variables d’action globales sur p−1(U).
On notera [Mcl] la cocycle (monodromie classique) dans Ȟ1(U,GL(n,Z)) associé au fibre pré-
cédent.

On remarque que la monodromie classique est donné de l’application moment p des symboles
principaux du système quantique intégrable (P1(h), . . . , Pn(h)), ce qui nous incite à chercher des
liens entre la monodromie classique et la monodromie quantique.
Il est bien connu des articles [20], [96] que l’on peut trouver une carte affine f(h) pour le spectre
conjoint Σ(h) autour d’un point c ∈ U telle que sa partie principale f0 est définie par les intégrales
d’action associées à une base (γ1(c), . . . , γn(c)) de H1(Λc,Z) : pour c varie dans une petite boule
dans U ,

f0(c) =
( 1

2π

∫

γ1(c)
α, . . . ,

1

2π

∫

γn(c)
α
)
,

où α est la 1-forme de Liouville sur T ∗X .

Soit ι l’inclusion de GL(n,Z) dans GA(n,Z) telle que pour tout M ∈ GL(n,Z), ι(M) laisse
invariant l’origine 0 ∈ Rn. Ce résultat nous mène bien à la relation entre les deux monodromies
comme suivant :

Théorème 3.3.11 ([99]). — La monodromie quantique est le "dual" de la monodromie classique
au sens suivant :

[Mqu] = ι∗(
t[Mcl]

−1).

En d’autre terme, pour tout c ∈ U , il existe les choix de base de H1(Λc,Z) et de carte affine de
Σ(h) proche de c tels que ces monodromies sont représentées par :

µcl : π1(U, c)→ GL(n,Z),

µqu : π1(U, c)→ GA(n,Z)

et que on a la relation
µqu = ι ◦ (tµ−1

cl ).

Remarque 3.3.12. — La monodromie classique du système est donc caractérisée par la struc-
ture géométrique du feuilletage lagrangien dans l’espace des phares T ∗X donné par l’applica-
tion moment. Le rangement des tores lagrangiens de Liouville est lié directement à la structure
de l’image de l’application moment (régulières et singulières). Alors comme une conséquence
du dernier théorème, on peut espérer que la monodromie quantique du système quantique inté-
grale (P1(h), . . . , Pn(h)) soit bien caractérisée par les singularités de symbole principal conjoint
p = (p1

0, . . . , p
n
0 ).
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Voici une image du spectre conjoint du pendule sphérique avec monodromie (une singularité de
type foyer-foyer) :

Figure 4. Spectre conjoint du pendule sphérique

Pour des singularités non-dégénérées (au sens de Williamson), on peut consulter [39], [40], ([103],
page 75), [98] et [109], [110] pour la classification des singularités.

En particulier, un résultat très remarquable est que tout système quantique intégrable à deux
degrés de liberté avec singularité de type foyer-foyer [76] a la même monodromie non-triviale,
voir [99], [108],[102], [100], [25]. Des exemples classiques connus typiques de ce cas sont le
pendule sphérique ([103], page 45), [24], [46], [34], la bouteille de Champagne [22], [11].

De plus, on peut consulter plus d’exemples typiques de singularités dans le livret de S. Vu Ngoc
[103] ou des autres articles [23], [85], [26], [84]...

3.4. Théorie spectrale

Dans cette partie, nous allons donner des connaissances nécessaires de la théorie spectrale, en
particulier concernant le spectre discret (le spectre essentiel) d’un opérateur normal (opérateur
auto-adjoint). Le but est donner la relation entre le spectre discret d’un opérateur normal et le
spectre conjoint d’un système quantique intégrable.
Nous vous conseillons les livres [28], [66], [29], [32],[14], [78], [81], [82].

3.4.1. Opérateur non borné et son spectre. — Dans toute cette section,H désigne un espace de
Hilbert complexe dont le produit scalaire est noté 〈, 〉. On suppose toujours que dim(H) =∞.
Un opérateur linéaire (non-borné) A sur H est dit être densément défini ou à domaine dense si
son domaine, noté D(A) est dense dans H : D(A) = H . On écrit souvent un opérateur avec son
domaine par (A,D(A)).
Par convention, on travaille dans cette section avec des opérateurs à domaine dense.
L’opérateur adjoint (A∗, D(A∗)) est donné par :

D(A∗) = {v ∈ H : ∃f ∈ H tel que 〈v,Au〉 = 〈f, u〉}, ∀u ∈ D(A),

et pour tout v ∈ D(A∗), on pose A∗v = f , où f est le vecteur vérifiant l’égalité précédente.
En résumé :

∀u ∈ D(A),∀v ∈ D(A∗), 〈A∗v, u〉 = 〈v,Au〉
et la densité de D(A) assure l’unicité de A∗v = f .
Notons que v ∈ D(A∗) si et seulement si ∃C > 0 tel que |〈Au, v〉| ≤ C ‖ v ‖ pour tout
u ∈ D(A).
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L’opérateur (A,D(A)) est dit fermé si son graphe Γ(A) := {(u,Au) ∈ H × H : u ∈ D(A)}
est fermé dans H ×H . C’est équivalent à dire que : pour toute suite (un)n∈N de D(A) telle que
(un)n∈N converge vers u et que (Aun)n∈N converge vers v dans H lorsque n → ∞, lors on a
u ∈ D(A) et v = Au.
On dit que (A,D(A)) est fermable s’il admet une extension fermée. Cela se passera si et seulement
si A∗ est densément défini : D(A∗) = H .
En particulier, si l’opérateur A est fermé, son adjoint A∗ est à domaine dense.
Remarquons que l’opérateur adjoint (A∗, D(A∗)) est toujours fermé.

Définition 3.4.1. — Soit un opérateur (A,D(A)), on définit l’ensemble résolvant de A par :

%(A) = {λ ∈ C tel que A− λ : D(A)→ H est une bijection avec un inverse borné}

et son complémentaire dans C, le spectre σ(A) = C \ %(A).
Pour z ∈ %(A), on appelle résolvante en z, l’opérateur (A− z)−1 qui est un opérateur borné de

B(H) et noté R(z,A).

Notons que si σ(A) 6= C, alors A doit être fermé. La proposition inverse peut ne pas être vrai.
Pour un opérateur fermé, l’ensemble résolvant %(A) est un ouvert et donc le spectre σ(A) est
fermé de C. De plus %(A) 3 z 7→ R(z,A) = (A−λ)−1 ∈ L(H) est une application holomorphe.
Néanmoins, comme ‖R(z,A)‖ ≥ 1/d(z, σ(A)) pour z ∈ %(A), cette application ne peut se
prolonger continûment holomorphe en dehors de %(A) et nous mènera à une notion méromorphe
dans la partie plus loin.
Dans le cas où A est un opérateur borné, σ(A) est toujours non-vide.
On appelle aussi l’ensemble des valeurs propres de A par spectre ponctuel de A et noté σp(A)

(⊆ σ(A)).

Lemme 3.4.2 (([78], page 66), ([29], page 216)). — Soit un opérateur A tel que les deux %(A) et
σ(A) sont non-vides , alors λ ∈ σ(A) s’il existe une suite de Weyl pour A en λ : c’est à dire une
suite (un)n∈N dans D(A) telle que ‖un‖ = 1 et limn→∞ ‖(A− λ)un‖ = 0.

Remarque 3.4.3. — On note que pour appliquer ce lemme, d’abord A doit être fermé.
Si de plus, une telle suite (un) comme dans ce lemme est de Cauchy (ou en particulier fortement
convergente), alors λ est une valeur propre de A.
Ce lemme est valide dans le cas A auto-adjoint, unitaire ou normal.
De plus, la proposition réciproque est vrai si A est normal, en particulier si A est auto-adjoint, voir
[78].

Remarque 3.4.4. — Si A est fermé, alors λ ∈ σ(A) ssi λ ∈ σ(A∗) et donc σ(A∗) = σ(A) et
(A∗ − z)−1 = [(A− z)−1]∗ pour z ∈ %(A).

Remarque 3.4.5. — Si on suppose que A soit fermé et que A − λ soit une bijection de D(A)

dans H , alors les deux conditions (A− λ)−1 ∈ B(H) et Ran(A− λ) = H sont équivalentes par
le théorème du graphe fermé. On peut donc définir le spectre de d’un opérateur fermé A comme
l’ensemble des nombres complexes λ dans deux cas suivant (mutuellement exclusifs) :

(i) A− λ n’est pas injectif, i.e λ est une valeur propre de A.
(ii) A− λ est injectif mais Ran(A− λ) 6= H .

La partie du spectre qui correspond au cas (ii) se répartit comme suit : le spectre continu σc(A) est
constitué de ces λ tel que Ran(A− λ) = H , tandis que le spectre résiduel σr(A) se compose des
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λ tels que Ran(A− λ) 6= H . De cette façon, le spectre se décompose en trois ensembles disjoints
(voir par exemple [14], page 26)

σ(A) = σp(A) ∪ σc(A) ∪ σr(A).

Pour tout opérateur à domaine dense surH , on peut associer à chaque ouvert Ω de C une projection
PΩ de H de façon suivante :
Soit (A,D(A)) un opérateur fermé à domaine dense dans H . Supposons que σ1 soit une partie
non-vide bornée de σ(A) et que Ω est un ouvert borné de C contenant σ1 et d’intersection vide
avec σ2 := σ(A) \ σ1.
Pour un certain chemin orienté Γ ⊂ Ω qui entoure σ1 (Γ ⊂ %(A)) et f ∈ H(Ω) une fonction
holomorphe sur Ω, on peut définir un opérateur de B(H) donné par l’intégrale suivante qui ne
dépend pas du choix de Γ (voir [82]) :

f(A) =
1

2πi

∫

Γ
f(z)(z −A)−1. (21)

En particulier avec f = 1Ω, alors PΩ(A) := 1Ω(A) définit une projection non nulle de H qui
commute avec A.
Ensuite, nous allons donner la définition de spectre discret et spectre essentiel de A.

Définition 3.4.6 ([82]). — Pour un opérateur fermé (A,D(A)) et λ un point isolé de σ(A) : il
existe ε > 0 tel que {µ ∈ C, | |z − λ| < ε} ∩ σ(A) = {λ}.
Pour tout 0 < r < ε, comme au-dessus, on peut définir la projection Pλ (pas nécessairement
orthogonale) par

Pλ =
1

2πi

∫

|z−λ|=r
(z −A)−1. (22)

On dit que λ ∈ σ(A) est dans le spectre discret de A, noté σdisc(A) si λ est isolé de σ(A) et Pλ
est de rang fini. On définit le spectre essentiel de A, noté σess(A) par

σess(A) = σ(A) \ σdisc(A)

Remarque 3.4.7. — Dans littérature, il existe des définitions alternatives de spectre essentiel
σess(A) (voir aussi chapitre 4 de [28], [32], [78] page 285, [14], page 99...), néanmoins elles
coïncident si A est auto-adjoint.

Remarque 3.4.8. — Pour plus propriétés des projections PΩ et Pλ, le lecteur peut consulter les
livres [82], [66], [32].
De plus, on a toujours Ker(A− λ) ⊆ Ran(Pλ).
D’autre part, par le théorème XII du livre [82] si λ ∈ σdisc(A) et si u ∈ Ran(Pλ) ⊂ D(A), alors
il existe n entier tel que (A− λ)nu = 0. C’est pourquoi, nous avons

Ker(A− λ) ⊆ Ran(Pλ) ⊆ Ker(A− λ)n,

pour certain n entier.
On en déduit que si λ est dans spectre discret de A, alors λ doit être une valeur propre de multipli-
cité finie de A.

Remarque 3.4.9. — L’appartenance (λ ∈ σdisc(A)) équivaut à (λ ∈ σdisc(A∗)).
On note qu’une valeur propre de multiplicité infinie est bien dans le spectre essentiel de A.
Le spectre essentiel σess(A) est un ensemble fermé de C.
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Théorème 3.4.10. — Si l’opérateur fermé (A,D(A)) a une résolvante compacte (A − z0)−1

pour un certain z0 ∈ %(A), alors le spectre de A est discret (multiplicité finie), σess(A) = ∅ et
σ(A) = {λn : n ∈ N} avec limn→∞ | λn |= +∞.

On a un résultat plus concret que le lemme (3.4.2) :

Proposition 3.4.11. — Une condition suffisante pour que λ ∈ σess(A) est l’existence d’une suite
de Weyl (un)n∈N dans D(A) pour A en λ ( ‖un‖ = 1, limn→∞ ‖(A − λ)un‖ = 0 ) qui (un)

converge faiblement vers 0 quand n→∞.

3.4.2. Opérateur auto-adjoint et son spectre. —

Définition 3.4.12. — On dit qu’un opérateur (en général non borné) à domaine dense (A,D(A))

est symétrique (ou hermitien)si A ⊂ A∗, i.e. D(A) ⊆ D(A∗) et Au = A∗u pour tout u ∈ D(A).
Il est équivalent à 〈u,Av〉 = 〈Au, v〉 pour tous u, v ∈ D(A).

Définition 3.4.13. — On dit que (A,D(A)) est auto-adjoint si A = A∗, i.e. A symétrique et
D(A) = D(A∗).
Un opérateur symétriqueA est dit essentiellement auto-adjoint si sa fermetureA est auto-adjointe.
Un théorème spectral dit qu’ un opérateur symétrique est essentiellement auto-adjoint ssi il a une
unique extension auto-adjoint (sa fermeture).

Pour un opérateur fermé A, un certain sous-espace D ⊂ D(A) tel que A|D = A est appelé un
cœur de A. En particulier, D est cœur d’un opérateur auto-adjoint A ssi A|D est essentiellement
auto-adjoint.

Remarque 3.4.14. — Un opérateur symétrique A est toujours fermable et sa fermeture A est en-
core symétrique. Si de plus, le domaine D(A) = H alors, A est nécessairement auto-adjoint et A
est donc borné par le théorème de Hellinger- Toeplitz.
Il existe aussi des opérateur fermés symétriques mais pas essentiellement auto-adjoint.
Il est bien connu que le spectre d’un opérateur auto-adjoint est non-vide et réel. Inversement, un
opérateur fermé symétrique devient auto-adjoint ssi son spectre est réel.

Pour un opérateur auto-adjoint, on peut définir (uniquement) une mesure correspondante noté PA
à valeur projection sur R, avec support σ(A) (voir par exemple [78], [28], [14]) :

A(R) 3 U 7→ PA(U) = 1U (A) ∈ B(H),

où A(R) noté σ-algèbre de Borel de R.
Elle est un cas particulier de la projection définie par (21).
On note que pour tout U ∈ A(R) borné, Ran(PA(U)) ⊂ D(A).

Théorème 3.4.15 (([78], page 285), ([78], page 171)). — SoitA un opérateur auto-adjoint et λ ∈
R. Alors,

1. λ ∈ σ(A) ssi PA(λ− ε, λ+ ε) 6= 0 pour tout ε > 0.

2. λ ∈ σp(A) ssi PA({λ}) 6= 0 et Ker(A − λ) = Ran(PA({λ})) est l’espace propre corres-
pondant à λ de A.

3. PA(R \ σ(A)) = 0, PA(σ(A)) = Id et l’opérateur A est borné ssi son spectre est borné.
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Une conséquence intéressante est :

Corollaire 3.4.16. — Soit A auto-adjoint. Si λ est un point isolé du spectre σ(A), alors λ doit
être une valeur propre de A.

A partir du théorème ci-dessus, nous obtenons un critère important pour qu’un point soit dans le
spectre discret d’un opérateur auto-adjoint.

Théorème 3.4.17 ([28], [32], [82]...). — Pour un opérateur auto-adjoint A, λ ∈ σdisc(A) si et
seulement si λ est une valeur propre isolée de σ(A) et de multiplicité finie.

Concernant le spectre essentiel, nous avons :

Théorème 3.4.18. — Pour un opérateur auto-adjoint A et λ ∈ R, les assertions suivantes sont
équivalentes :

1. λ ∈ σess(A).

2. Il existe une suite de Weyl (un)n∈N dans D(A) pour A en λ ( ‖un‖ = 1,limn→∞ ‖(A −
λ)un‖ = 0 ) qui (un) converge faiblement vers 0 quand n→∞.

3. dimRan(1(λ−ε,λ+ε)(A)) = +∞ pour tout ε > 0.

4. λ est un point d’accumulation de σ(A) ou une valeur propre de multiplicité infinie.

Dans ce théorème, on peut remplacer la condition : la suite (un) converge faiblement vers 0 quand
n→∞ par la suite (un) est orthogonale.
Pour une démonstration du théorème ci-dessus, on peut lire [32], [78] page 287), [14], page 173,
[28]...

Corollaire 3.4.19. — Soient un opérateur auto-adjoint A et un intervalle (a, b) ⊂ R. On a :

1. Si 0 < dim(RanPA(a, b)) <∞, alors le spectre de A dans (a, b) est discret :
σ(A) ∩ (a, b) ⊂ σdisc(A).

2. Si 0 < dim(RanPA(a, b)) =∞, alors σess(A) ∩ [a, b] 6= ∅.

Le théorème (3.4.10) en combinant avec le théorème ci-dessus et théorème 4.1.5 page 74 du livre
[28], on obtient :

Théorème 3.4.20. — Supposons que H soit séparable. Pour un opérateur auto-adjoint A, les
assertions suivantes sont équivalentes :

1. Le spectre de A est discret, σess(A) = ∅.
2. La résolvante (A− z)−1 est compacte pour un certain z ∈ %(A) (dans ce cas, la résolvante

est compacte pour tout z ∈ %(A).

3. Il existe dans H un ensemble orthonormal complêt (une base orthonormée) de vecteurs
propres (un)n∈N de A tel que les valeurs propres correspondantes λn convergent en valeur
absolue vers∞ quand n tend vers∞.
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3.4.3. Opérateur normal et son spectre. — Pour définir un opérateur normal, nous donnons le
théorème suivant (théorème 3.24 de [66])

Théorème 3.4.21. — Soient H,H ′ deux espaces de Hilbert et (A,D(A)) un opérateur fermé à
domaine dense, D(A) = H , A : H ⊇ D(A) → H ′. Alors, l’opérateur A∗A est densément défini
et auto-adjoint sur H et son domaine D(A∗A) est un cœur de A.

Définition 3.4.22. — Un opérateur (non-borné) (A,D(A)) sur H est appelé normal s’il est den-
sément défini, fermé et satisfait A∗A = AA∗.
L’ensemble de tous les opérateurs normaux sur H est noté Ln(H).

Dans cette définition, le rôle de A et A∗ sont pareils, si A est normal, alors A∗ l’est aussi. On
note que la définition inclut l’exigence d’égalité des domaines D(A∗A) = D(AA∗) qui n’est pas
toujours facile à vérifier.
Notons que pour deux opérateur fermés A et B de même cœur D et ‖Ax‖ = ‖Bx‖ pour tout
x ∈ D, alors D(A) = D(B) et ‖Ax‖ = ‖Bx‖ pour tout x ∈ D(A). D’autre part, nous savons
que D := D(A∗A) = D(AA∗) est un cœur commun de A et A∗. On a donc une autre critère utile
suivante :

Lemme 3.4.23 ([14]). — Un opérateur fermé, densément défini A est normal si et seulement si
D(A) = D(A∗) et ‖Ax‖ = ‖A∗x‖ pour tout x ∈ D(A).

Remarque 3.4.24. — En fait, la condition : D(A) = D(A∗) et ‖Ax‖ = ‖A∗x‖ pour tout x ∈
D(A) suffit pour montrer que A est fermé. On ne peut donc supposer la fermeture de A. Quelques
livres utilisent cette condition comme la définition d’un opérateur normal.
Tout opérateur normal est maximal dans le sens que il n’a pas d’extension normale non-triviale.

Théorème 3.4.25 ([14]). — Le spectre d’un opérateur normal A est non-vide, σ(A) 6= ∅.
Remarque 3.4.26. — Pour un opérateur normal, par le lemme (3.4.23), λ ∈ σp(A) ssi λ ∈
σp(A

∗) et les espaces propres correspondants coïncident :

Ker(A− λ) = Ker(A∗ − λ). (23)

Par ailleurs, le spectre résiduel est vide σr(A) = ∅ et donc

σ(A) = σp(A) ∪ σc(A)

σc(A) = σess(A) \ σp(A).

On a bien aussi que λ ∈ σp(A) ssi Ran(A− λ) 6= H . L’ensemble résolvant %(A) coïncide avec
son domaine régulier et l’opérateur résolvantR(z,A), z ∈ %(A) est encore normal, voir [66], [14].

Théorème 3.4.27 (([14], page 102)). — Pour un opérateur normal, les assertions suivantes sont
équivalentes :

1. λ ∈ σ(A).

2. Il existe une suite de Weyl pour A en λ : une suite unitaire un ∈ D(A) telle que
limn→∞ ‖(A− λ)un‖ = 0.

3. inf{‖(A− λ)u‖ : u ∈ D(A), ‖u‖ = 1} = 0.

4. Ran(A− λ) 6= H .

Notons que ce théorème est bien valide pour un opérateur auto-adjoint.
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3.5. Monodromie d’un opérateur pseudo-différentiel normal

3.5.1. Deux opérateurs qui commutent. —

Définition 3.5.1. — On dit que deux opérateurs (en général non-bornés) (A,D(A)) et (B,D(B))

sur un espace de Hilbert H commutent si AB = BA (c’est à dire, leur commutateur [A,B] :=

AB −BA = 0).

Remarque 3.5.2. — Cette définition inclut déjà la condition de domaine :

Ran(B) ⊆ D(A), Ran(A) ⊆ D(B), D(AB) = D(BA).

Dans le cas auto-adjoint, il existe d’autres façons équivalentes de définir la commutativité : deux
opérateurs auto-adjoints A et B commutent si les mesures spectrales correspondantes PA et PB
commutent : 1I(A) et 1J(B) commutent pour I, J boréliens quelconques de R (voir [14]).
Deux opérateurs auto-adjoints A,B commutent si et seulement si leurs résolvantes commutent
[66] :R(λ,A)R(µ,B) = R(µ,B)R(λ,A) pour tous λ, µ ∈ C\R. De plus, on a [f(A), f(B)] = 0

pour tout f ∈ L∞(R).
D’autre part, si un des deux opérateurs est borné, par exemple A, la commutativité est équivalente
à AB ⊂ BA.

Remarque 3.5.3. — On note que pour un opérateur (borné) auto-adjoint et compact A, H admet
une base hilbertienne de vecteurs propres de A et H est écrit comme une somme directe orthogo-
nale des espaces propres de A : H =

⊕
λ∈σp(A)N(Aλ), avec N(Aλ) := Ker(A− λ).

Ce résultat nous donne le lemme suivant concernant deux opérateurs auto-adjoints compacts qui
commutent :

Lemme 3.5.4. — Si deux opérateurs auto-adjoints compacts A,B commutent, H a une base or-
thonormée de vecteurs propres simultanées de A et B.

Preuve. — Pour chaque valeur propre λ de A, grâce la commutativité de A,B, l’espace propre
correspondant N(Aλ) = Ker(A − λ) et son complément orthogonal sont invariants par B. La
restriction de B sur N(Aλ) est encore auto-adjoint et compact et nous donne, par la remarque
ci-dessus, une base orthonormée de N(Aλ) de vecteurs propres de B. Ces vecteurs sont bien sur
vecteurs propres de A. Cette procédure est valide sur tout espace propre de N(Aλ) de A et la
représentation de H dans la remarque précédente nous donne une base orthonormée de vecteurs
propres simultanées de A et B pour H .

Notons que ce lemme est vrai aussi si la dimension de H est finie.

Remarque 3.5.5. — Pour un opérateur normal et compact A, en écrivant A comme la somme de
sa partie réelle et sa partie imaginaire : A = A1 + iA2 où les opérateurs A1 := (A + A∗)/2,
A2 := (A−A∗)/(2i) sont encore auto-adjoints et compacts (car A∗ compact).
Avec la relation (23), on note que siAu = λu, alorsA1u = (Reλ)u etA2u = (Imλ)u. Le lemme
précédent nous donne donc une base orthonormée {uα} de H telle que : A1uα = (Reλα)uα et
A2uα = (Imλα)uα. Les uα sont bien valeurs propres de A. On a donc un corollaire suivant :

Corollaire 3.5.6. — Si A est un opérateur normal et compact, alors H admet une base hil-
bertienne de vecteurs propres de A : c’est à dire A a le spectre purement ponctuel et donc
σ(A) = σp(A). De plus, H est écrit comme une somme directe orthogonale des espaces propres
de A.
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A partir du théorème (3.4.20) et avec une démonstration similaire du lemme (3.5.4), on obtient un
résultat plus général (pour des opérateurs non-bornés) :

Lemme 3.5.7. — Supposons que H soit séparable. Soient A,B deux opérateurs auto-adjoints
dont l’un est à résolvante compacte. Si A,B commutent, alors H admet une base orthonormée de
vecteurs propres simultanées de A et B.

3.5.2. Spectre discret d’un opérateur normal et Spectre conjoint. — Considérons un opéra-
teur normal (en général non-borné) A avec le domaine dense D(A) = D sur un espace de Hilbert
H . Par le lemme (3.4.23), l’opérateur adjoint A∗ a le même domaine D(A∗) = D(A) = D.
On rappelle la partie réelle imaginaire de A par : A = A1 + iA2 avec

A1 =
A+A∗

2
, A2 =

A−A∗
2i

,D(A1) = D(A2) = D (24)

C’est vrai que A1 et A2 définis par la formule (24) sont auto-adjoints. De plus, la commutativité
de A et A∗ est équivalente à celle de A1, A2 et donc A1A2 = A2A1.
Inversement, soient deux opérateurs auto-adjoints A1, A2,D(A1) = D(A2) = D dense dans H .
Si A1, A2 commutent, alors l’opérateur défini par A := A1 + iA2, D(A) = D est bien défini un
opérateur normal (et donc fermé) sur H .
Nous rappelons le définition de spectre conjoint (en particulier ici pour deux opérateurs auto-
adjoints qui commutent) que nous avons donnée au deuxième chapitre.

Définition 3.5.8. — SoientA1, A2 deux opérateurs auto-adjoints sur un espace de HilbertH avec
domaine D(A) = D(B) = D dense dans H tel qu’ils commutent, A1A2 = A2A1. Le spectre
conjoint du système (intégrable) (A1, A2) est défini par :

σconj(A1, A2) = {(λ1, λ2) ∈ R2 : ∃u ∈ D, ‖u‖ = 1, A1u = λ1u,A2u = λ2u}
Remarque 3.5.9. — Pour un opérateur normal compact A, comme dans la remarque 3.5.5 et le
corollaire 3.5.6, nous avons

σconj(A1, A2) = {(Re(λ), Im(λ)) ∈ R2 : λ ∈ σp(A)}.

En résume, si on s’identifie C ∼= R, on obtient :

σp(A) = σp(A1 + iA2) ∼= σconj(A1, A2).

On note que avec le lemme 3.5.7, ce résultat est encore vrai pour deux opérateurs (en général non-
bornés) auto-adjoints A1, A2 dont l’un est à résolvante compacte.
On va montrer que ce résultat peut généraliser dans des cas plus généraux.

Proposition 3.5.10. — Soient A1, A2 deux opérateurs auto-adjoints sur un espace de Hilbert H
avec domaine D(A) = D(B) = D dense dans H tels qu’ils commutent, A1A2 = A2A1.
Alors, on a :

1. Si λ ∈ σ(A1 + iA2), alors Re(λ) ∈ σ(A1) et Im(λ) ∈ σ(A2).

2. Si λ ∈ σp(A1 + iA2), alors Re(λ) ∈ σp(A1) et Im(λ) ∈ σp(A2).
De plus si λ est une valeur propre de multiplicité infinie de A1 + iA2, alors Re(λ), Im(λ)

sont aussi les valeurs propres de multiplicité infinie correspondantes de A1, A2.

3. Si λ ∈ σess(A1 + iA2), alors Re(λ) ∈ σess(A1) et Im(λ) ∈ σess(A2).
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Preuve. — Posons A = A1 + iA2, D(A) = D. Comme nous avons expliqué au début de cette
section, A est un opérateur normal d’adjoint A∗ = A1− iA2 . Pour tout nombre complexe λ ∈ C,
A−λ est encore un opérateur normal. Alors, pour tout u ∈ D, l’égalité ‖(A−λ)u‖ = ‖(A∗−λ)u‖
nous donne :

‖(A1 + iA2 − λ)u‖2 = ‖(A1 −Re(λ))u‖2 + ‖(A2 − Im(λ))u‖2 (25)

Cette équation implique que :

Ker(A− λ) = Ker(A1 −Re(λ)) ∩Ker(A2 − Im(λ)). (26)

Si λ ∈ σ(A1 + iA2), par le théorème 3.4.27, il existe une suite de Weyl pour A en λ : une suite
un ∈ D, ‖un‖ = 1 telle que limn→∞ ‖(A− λ)un‖ = 0.
Par l’équation (25), elle est aussi une suite de Weyl pour A1 en Re(λ) et pour A2 en Im(λ).
Encore par le théorème 3.4.27, on a Re(λ) ∈ σ(A1) et Im(λ) ∈ σ(A2).

Si λ est une valeur propre de (A1 + iA2), par l’équation (26) on a Re(λ) ∈ σp(A1) et Im(λ) ∈
σp(A2). De plus, c’est évident que si λ est une valeur propre de multiplicité infinie de A1 +

iA2, alors Re(λ), Im(λ) sont aussi les valeurs propres de multiplicité infinie correspondantes de
A1, A2.
On note aussi que si u est un vecteur propre correspondant à λ de (A1 + iA2), alors u est aussi
vecteur propre simultané de A1, A2.

Si λ ∈ σess(A1 + iA2), alors il existe une suite de Weyl orthogonale pour (A1 + iA2) en λ :
un ∈ D, ‖un‖ = 1 et limn→∞ ‖(A − λ)un‖ = 0. Par l’équation (25) et par le théorème 3.4.18,
on obtient Re(λ) ∈ σess(A1) et Im(λ) ∈ σess(A2).
La proposition est montrée.

À partir de cette proposition, on peut avoir un résultat plus général que celui dans la remarque
3.5.9 :

Théorème 3.5.11. — Soient A1, A2 deux opérateurs auto-adjoints qui commutent sur un espace
de Hilbert H avec domaine D(A1) = D(A2) = D dense dans H . Soient I1, I2 deux intervalles
de R tels que les spectres correspondants de A1,A2 dans I1, I2 sont discrets.
Alors le spectre de A1 + iA2 dans (I1 + iI2) ∼= I1 × I2 est discret et

σ(A1 + iA2) ∩ (I1 + iI2) ∼= σconj(A1, A2) ∩ (I1 × I2).

Démonstration. — On a toujours l’inclusion :

σconj(A1, A2) ∩ I1 × I2 ⊆ σp(A1 + iA2) ∩ (I1 + iI2) ⊆ σ(A1 + iA2) ∩ I1 + iI2.

Pour l’inclusion inverse. Pour tout λ ∈ σ(A1 + iA2)∩(I1 + iI2), la proposition précédente affirme
que : Re(λ) ∈ σ(A1) ∩ I1 et Im(λ) ∈ σ(A2) ∩ I2.
Comme les spectres correspondants de A1, A2 dans I1, I2 sont discrets, Re(λ) et Im(λ) sont des
valeurs propres isolés de multiplicité finie correspondantes de A1, A2.
De l’équation (26), λ doit être une valeur propre de multiplicité finie de A1 + iA2 et il existe un
vecteur propre commun pour A1, A2 : u ∈ D, ‖u‖ = 1, A1u = Re(λ)u,A2u = Im(λ)u. C’est à
dire

λ = (Re(λ), Im(λ)) ∈ σconj(A1, A2) ∩ I1 × I2.
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On va donner une version du ce théorème pour un opérateur normal avec le spectre discret dans
un domaine rectangle de C.

Théorème 3.5.12. — Soient A un opérateur normal et I1, I2 deux intervalles quelconques de R
tels que le spectre de A dans I1× I2 est discret. On appelle la partie réelle et la partie imaginaire
de A par A1 et A2. Alors on a :

σ(A) ∩ (I1 + iI2) ∼= σconj(A1, A2) ∩ (I1 × I2).

Démonstration. — C’est évident que

σconj(A1, A2) ∩ (I1 × I2) ⊆ σ(A) ∩ (I1 + iI2).

Pour l’inclusion inverse : si λ ∈ σ(A) ∩ (I1 + iI2), alors λ est une valeur propre de A car
σ(A) ∩ (I1 + iI2) est discret. La proposition 3.5.10 implique que Re(λ) ∈ σp(A1) ∩ I1 et
Im(λ) ∈ σp(A2) ∩ I2 avec un vecteur propre non-nul commun (par l’équation (26)) et nous
obtenons l’inclusion inverse.

Ce théorème nous permet de définir la monodromie d’un opérateur pseudo-différentiel normal en
revenant la monodromie quantique du spectre conjoint comme au-dessous.

3.5.3. Monodromie d’opérateur pseudo-différentiel normal. — Soit X une variété compacte
de dimension 2 ou X = R2 et posons M := T ∗X la variété cotangente de X .
On considère un opérateur h-pseudo-différentiel P (h) sur L2(X) obtenu par la quantification de
Weyl d’une certaine classe comme dans la section précédente.
On supposons que P (h) est normal. Comme la partie précédente, on écrit P (h) = P1(h)+ iP2(h)

où P1(h), P2(h) sont respectivement la partie réelle et imaginaire de P (h). La commutativité de
P1(h), P2(h) nous donne un système quantique intégrable (P1(h), P2(h)) et on peut définir sa
monodromie quantique que nous rappelons rapidement ici :
Supposons que P (h) est classique de symbole de Weyl p(h) d’ordre 0.
Dans une certaine coordonnée, p(h) admettent un développement asymptotique de la forme :

p(x, ξ;h) = p0(x, ξ) + hp1(x, ξ) + h2p2(x, ξ) + · · · .
Les opérateurs (P1(h), P2(h)) sont aussi classiques d’ordre 0, leurs symboles :

p(j)(x, ξ;h) = p
(j)
0 (x, ξ) + hp

(j)
1 (x, ξ) + h2p

(j)
2 (x, ξ) + · · · , j = 1, 2,

avec p(1) = Re(p) et p(2) = Im(p).
Assume que l’application moment des symboles principaux, notée aussi par p0 est propre et de
fibre connexe :

p0 : T ∗X 3 (x, ξ) 7→ (p
(1)
0 (x, ξ), p

(2)
0 (x, ξ)) ∈ R2, (27)

ici p(1)
0 = Re(p0), p

(2)
0 = Im(p0).

Soit U un ouvert avec adhérence compacte de valeurs régulières de p0.
Posons Σ(h) = σconj(P1(h), P2(h)) ∩ U qui est un réseau asymptotique affine.
Maintenant, on suppose que le spectre de l’opérateur normal P (h) dans U est discret. Alors, le
théorème 3.5.12 nous donne un lien entre le spectre de P (h) et le spectre conjoint associé de
(P1(h), P2(h)) :

σ(P (h)) ∩ U = Σ(h).
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Cette relation nous permet de définir la notion de monodromie de P (h) comme celle du spectre
conjoint Σ(h). On a donc :

Définition 3.5.13. — Monodromie d’un opérateur h-pseudo-différentiel normal P (h) sur U est
la monodromie quantique du système quantique intégrable (P1(h), P2(h)) sur U . On l’appelle
monodromie spectrale affine.





CHAPITRE 4

MONODROMIE SPECTRALE LINÉAIRE : LE CAS
CLASSIQUEMENT INTÉGRABLE

4.1. Introduction

Dans ce chapitre, nous proposerons de définir la monodromie d’un opérateur h-pseudo-différentiel
de deux degrés de liberté non-auto-adjoint particulier qui est une petite perturbation d’un opérateur
auto-adjoint, de la forme Pε := P + iεQ (P est auto-adjoint) avec les symboles principaux p, q
qui commutent pour le crochet de Poisson et en régime h� ε = O(hδ) pour certain 0 < δ < 1.
Ici, nous n’avons que la propriété d’intégrabilité classique des symboles principaux. C’est un cas
plus faible que celui du chapitre 3 où il y a la commutativité des opérateurs. C’est pourquoi, la
construction de la monodromie quantique [99] ne peut pas s’appliquer.
Cependant avec l’aide des résultats de la théorie spectrale asymptotique de M.Hitrik-J.Sjöstrand-
S. Vu Ngoc ([56], [57], [58] et surtout [60]) en revisitant la procédure de forme normale de Bir-
khoff, nous pouvons donner concrètement le développement asymptotique des valeurs propres de
Pε dans une fenêtre complexe adaptée de la bande spectrale. De plus, nous allons montrer l’exis-
tence globale (pour des telles fenêtres) du terme principal de ce développement sur n’importe quel
petit domaine dans l’ensemble des valeurs régulières de l’application (p, εq).

Le spectre de Pε est le modèle d’un ensemble discret particulier que nous définirons dans ce
chapitre et appellerons "pseudo-réseau asymptotique" (voir la définition 4.5.1). En calculant les
fonctions de transition entre des "pseudo-cartes locales" qui sont dans le groupe GL(2,Z), on
peut définir un invariant combinatoire (la monodromie) de ce réseau.
Cela nous permet donc de traiter le problème inverse : définir la monodromie à partir du spectre
de Pε que l’on appelle monodromie spectrale.

Nous allons d’abord rappeler et analyser des résultats importants de la théorie spectrale asymp-
totique générale ([60], [56], [57]...). Et après, nous détaillerons ces résultats dans notre cas par-
ticulier en retraitant la procédure de forme normale de Birkhoff. En suite, nous donnerons des
démarches nécessaires pour la construction de monodromie d’un pseudo-réseau asymptotique et
puis l’appliquerons pour le spectre de Pε.
Enfin, en remarquant qu’avec la propriété d’intégrabilité, la monodromie classique (donnée par
J.Duitermaat, [33]) est bien définie, nous donnerons aussi la relation entre deux types monodro-
mies.
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4.2. Asymptotique Spectrale

4.2.1. Hypothèses. — Nous allons donner d’abord des hypothèses générales sur notre opérateur
comme dans les articles [60], [55], [56], [57], [58] et des hypothèses sur le flot classique du sym-
bole principal de l’opérateur perturbé, ainsi que quelques résultats spectrales associés : le spectre
discret, la localisation du spectre, le développement asymptotique des valeurs propres...
M désigne R2 ou une variété (riemannienne) réelle analytique compacte connexe de dimension

2 et on note M̃ la complexification canonique de M , qui est soit C2 dans le cas euclidien, soit un
tube de Grauert dans le cas variété (voir [18], [65]).
Nous considérons un opérateur h-pseudo-différentiel non-auto-adjoint Pε sur M et supposons que

Pε=0 := P est formellement auto-adjoint. (28)

On note que dans le cas M = R2, la forme de volume µ(dx) est naturellement induite par la
mesure de Lebesgue sur R2, par contre dans le cas M variété compacte, la forme de volume rie-
mannienne µ(dx) est induite par la structure riemannienne donnée de M . Alors, dans tous les cas,
l’opérateur Pε est vu comme un opérateur (non-borné) sur L2(M,µ(dx)).
On désigne toujours le symbole principal de Pε par pε qui est défini sur T ∗M comme nous avons
discuté dans le chapitre 2.

On va faire la condition d’ellipticité à l’infini pour Pε comme suivant :
Quand M = R2, soit

Pε = P (x, hDx, ε;h) (29)

la quantification de Weyl d’un symbole total P (x, ξ, ε;h) dépendant de façon lisse de ε dans un
voisinage de (0,R) et prenant des valeurs dans l’espace des fonctions holomorphes de (x, ξ) dans
un voisinage tubulaire de R4 dans C4 sur lequel on suppose que :

|P (x, ξ, ε;h)| ≤ O(1)m(Re(x, ξ)). (30)

Ici m est une fonction d’ordre dans le sens de la définition 3.2.1.
On suppose que de plus m > 1 et que Pε est classique

P (x, ξ, ε;h) ∼
∞∑

j=0

pj,ε(x, ξ)h
j , h→ 0, (31)

dans l’espace des symboles choisi.
Dans ce cas, le symbole principal est le premier terme du développement ci-dessus, pε = p0,ε et
la condition elliptique à l’infini est

|p0,ε(x, ξ)| ≥
1

C
m(Re(x, ξ)), | (x, ξ) |≥ C, (32)

pour certain C > 0 assez grand.
Quand M est une variété, nous considérons Pε un opérateur différentiel sur M tel que dans des

coordonnées locales x de M , il est de la forme

Pε =
∑

|α|≤m

aα,ε(x;h)(hDx)α, (33)

où Dx = 1
i
∂
∂x et aα,ε sont des fonctions lisses de ε dans un voisinage de 0 à valeurs dans l’espace

des fonctions holomorphes sur un voisinage complexe de x ∈M .
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Nous supposons que les aα,ε soient classiques

aα,ε(x;h) ∼
∞∑

j=0

aα,ε,j(x)hj , h→ 0, (34)

dans l’espace des symboles choisi.
Dans ce cas, le symbole principal pε dans les coordonnées canoniques locales associés (x, ξ) sur
T ∗M est

pε(x, ξ) =
∑

|α|≤m

aα,ε,0(x)ξα (35)

et la condition d’ellipticité à l’infini est

|pε(x, ξ)| ≥
1

C
〈ξ〉m, (x, ξ) ∈ T ∗M, | ξ |≥ C, (36)

pour certain C > 0 assez grand. On remarque ici que M est muni d’une métrique riemannienne,
donc | ξ | et 〈ξ〉 = (1+ | ξ |2)1/2 sont bien définis.

Il est connu des articles [60], [56] avec les conditions précédentes, le spectre de Pε dans un
voisinage petit mais fixé de 0 ∈ C est discret, quand h > 0, ε ≥ 0 sont assez petits. De plus, ce
spectre est contenu dans une bande de taille ε :

|Im(z)| ≤ O(ε). (37)

Ceci donne la première localisation du spectre de Pε. Néanmoins, la distribution de spectre n’est
pas encore explicite.
Posons p = pε=0, il est symbole principal de l’opérateur non perturbé auto-adjoint P et donc réel.
On suppose que

p−1(0) ∩ T ∗M est connexe (38)

et le niveau d’énergie E = 0 est régulier pour p, i.e. dp 6= 0 le long de p−1(0) ∩ T ∗M .
Posons q = 1

i (
∂
∂ε)ε=0pε, donc

pε = p+ iεq +O(ε2) (39)

au voisinage de p−1(0) ∩ T ∗M .
Pour T > 0, on introduit la moyenne du temps T symétrique de q le long du flot de p, définie au
voisinage de p−1(0) ∩ T ∗M :

〈q〉T =
1

T

∫ T/2

−T/2
q ◦ exp(tHp)dt, (40)

où Hp = ∂p
∂ξ · ∂∂x −

∂p
∂x · ∂∂ξ est le champ hamiltonien de p.

Notons que Hp(〈q〉T ) = {p, 〈q〉T } = O(1/T ).
Comme expliqué dans [60], en introduisant un opérateur intégrale de Fourier (qui est défini

microlocalement proche de p−1(0)∩T ∗M ), on peut réduire notre opérateur à un nouvel opérateur,
noté encore par Pε, avec symbole principal p + iε〈q〉T + O(ε2) et Pε=0 est encore l’opérateur
imperturbé original. Alors on peut supposer que notre opérateur Pε est microlocalement défini au
voisinage de p−1(0) ∩ T ∗M avec le h-symbole principal

p+ iε〈q〉T +O(ε2). (41)

Par conséquence, avec l’aide de l’inégalité de Garding forte le spectre de Pε dans le domaine
{z ∈ C : |z| < δ}, quand ε, h, δ → 0 est confiné dans la bande (voir [90], [91]) :

]− δ, δ[+iε
[

lim
T→∞

inf
p−1(0)

Re〈q〉T − o(1), lim
T→∞

sup
p−1(0)

Re〈q〉T + o(1)
]
. (42)
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Or, avec plus d’hypothèses sur la dynamique de flot classique du premier terme du symbole non
perturbé (en un certain niveau d’énergie), on peut obtenir les résultats plus détaillés sur la distri-
bution asymptotique des valeurs propres individuelles dans une telle bande.
Soit une valeur donnée F0 ∈

[
limT→∞ infp−1(0)Re〈q〉T , limT→∞ supp−1(0)Re〈q〉T

]
, on veut

déterminer toutes les valeurs propres de Pε dans une rectangle de centre (0, εF0) et de taille
O(hδ)×O(εhδ) (qui est incluse dans la bande précédente) pour

h� ε ≤ O(hδ),

où δ > 0 est certain numéro assez petit mais fixé.

Remarque 4.2.1. — Le problème de déterminer asymptotiquement les valeurs propres de Pε dans
un tel rectangle de domaine spectral est proposé avec des hypothèses différentes sur le flot hamil-
tonien de p : ce flot est périodique sur un énergie E proche de 0, en particulier complètement
intégrable ou encore presque intégrable.
La force de la perturbation ε est traitée avec plusieurs régimes : hM ≤ ε ≤ O(hδ), pour M fixé
assez grand, h� ε ≤ O(hδ), h1/3−δ < ε ≤ ε0,... ainsi que la taille du rectangle : dépend de h ou
ne dépend pas de h.
On peut consulter les articles [56], [57], [60], [58], [59], [93].
Ici, nous allons présenter le cas complètement intégrable et h� ε ≤ O(hδ).

Maintenant, on suppose que p est complètement intégrable dans un voisinage de p−1(0) ∩ T ∗M ,
i.e. il existe une fonction réelle lisse f sur ce voisinage telle que {p, f} = 0 et df, dp sont linéai-
rement indépendants presque partout. Comme expliqué dans ([60], page 21-22 et 55), l’espace
d’énergie p−1(0) se décompose par feuilletage singulier :

p−1(0) ∩ T ∗M =
⋃

a∈J
Λa, (43)

où J est en général supposé un graphe connexe avec un nombre fini de sommets et d’arêtes, noté S
l’ensemble de ces sommets. Pour chaque a ∈ J , Λa est un ensemble compact connexe invariant par
rapport à Hp. De plus, si a ∈ J\S, Λa est un tore lagrangien invariant, dépendant analytiquement
de a.
Remarque chaque arête de J peut s’identifier avec un intervalle borné de R.

Ensuite, on suppose la continuité des tores : soit Λa0 , a0 ∈ J\S, pour tout µ > 0,∃γ > 0,
tels que si dist(a, a0) < γ, alors Λa ⊂ {ρ ∈ p−1(0) ∩ T ∗M : dist(ρ,Λ0) < µ}. On remarque
que cette hypothèse est vérifiée pour des systèmes intégrables avec singularités non-dégénérées
(analytiques).
Pour chaque tore Λa, a ∈ J\S, comme dans le chapitre 2, il existe des coordonnées action-angle
locales (x, ξ) au voisinage de Λa telle que Λa ' {ξ = 0} et que p devient une fonction que de
ξ, p = p(ξ) = p(ξ1, ξ2). La fréquence de Λa est définie comme un élément de la ligne projective
réelle par

ω(a) = [p′ξ1(0) : p′ξ2(0)]. (44)

Nous notons aussi que
R2 3 (p′ξ1(0), p′ξ2(0)) := ω̃(a). (45)

Par le théorème action-angle, on sait que ω(a) dépend analytiquement de a ∈ J\S et on suppose
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de plus que la fonction a 7→ ω(a) n’est pas identiquement constante sur toute composante connexe
de J\S.
Pour chaque a ∈ J , on définit un intervalle compact de R

Q∞(a) =
[

lim
T→∞

inf
Λa
Re〈q〉T , lim

T→∞
sup
Λa

Re〈q〉T
]
. (46)

Alors, la localisation (42) devient

Im(σ(Pε) ∩ {z ∈ C : |Rez| ≤ δ}) ⊂ ε
[

inf
⋃

a∈J
Q∞(a)− o(1), sup

⋃

a∈J
Q∞(a) + o(1)

]
, (47)

quand ε, h, δ → 0.

À partir de maintenant, pour simplifier, on va supposer que q est réel, sinon il suffit de rempla-
cer q par Re(q).
Pour chaque tore Λa, a ∈ J\S, on définit 〈q〉Λa la moyenne de q par rapport à la mesure lisse
naturelle sur Λa

〈q〉Λa =

∫

Λa

q. (48)

Remarque 4.2.2. — Dans des coordonnées action-angle (x, ξ) au voisinage de Λa telle que
Λa ' {ξ = 0}, nous avons

〈q〉(ξ) =
1

(2π)2

∫

T2

q(x, ξ)dx. (49)

En particulier 〈q〉Λa = 〈q〉(0).

Remarque 4.2.3 (([60], page 56-57)). — Pour a ∈ J\S :
- si ω(a) /∈ Q, alors Q∞(a) = {〈q〉Λa}.
-si ω(a) = m

n ∈ Q(m ∈ Z, n ∈ N), alors

Q∞(a) = 〈q〉Λa +O
( 1

k(ω(a))∞
)
[−1, 1], k(ω(a)) := |m|+ |n|.

En particulier ∑

a:ω(a)∈Q

|Q∞(a)| <∞.

On sait que 〈q〉Λa dépend analytiquement de a ∈ J\S et on suppose qu’il peut s’étendre continû-
ment sur J . De plus nous supposons que la fonction a 7→ 〈q〉(a) = 〈q〉Λa n’est pas identiquement
constante sur toute composante connexe de J\S.
Notons bien que p et 〈q〉 commutent au voisinage de p−1(0) ∩ T ∗M .

4.2.2. Asymptotique des valeurs propres. —

Définition 4.2.4. — Pour un tore Λa, a ∈ J\S et ω(a) défini comme (44) et soient α > 0 et
d > 0, on dit que Λa est (α, d)− diophantien si :

∣∣ω(a)− m

n

∣∣ ≥ α

n1+d
, ∀m ∈ Z, n ∈ N∗, (50)

ici ω(a) est vu comme un élément de R.
Notons aussi que l’inégalité ci-dessus est indépendante du choix de coordonnées action-angle.
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Définition 4.2.5. — Pour α > 0 et d > 0, on définit l’ensemble de "bonnes valeurs" G(α, d)

obtenu de ∪a∈JQ∞(a) en enlevant l’ensemble de "mauvaises valeurs" B(α, d) suivant

B(α, d) =

( ⋃

dist(a,S)<α

Q∞(a)

)⋃( ⋃

a∈J\S:|ω′(a)|<α

Q∞(a)

)⋃( ⋃

a∈J\S:|d〈q〉Λa |<α

Q∞(a)

)

⋃( ⋃

a∈J\S:ω(a) n’est pas (α,d)−diophantien

Q∞(a)

)
.

Remarque 4.2.6. — – La mesure de l’ensemble de mauvaises valeursB(α, d) dans∪a∈JQ∞(a)

est petite (O(α)) quand α > 0 est petit et d > 0 est fixé, à condition que la mesure de
( ⋃

a∈J\S:ω(a)∈Q

Q∞(a)

)⋃( ⋃

a∈S
Q∞(a)

)
(51)

soit suffisamment petite (voir [60]).
– Si F0 ∈ G(α, d) est une bonne valeur, alors par la définition de B(α, d) et la remarque 4.2.3,

le pré-image 〈q〉−1(F0) est un ensemble fini

〈q〉−1(F0) = {a1, . . . , aL} ⊂ J \ S.
Les tores correspondants Λa1 , . . . ,ΛaL sont des tores (α, d)-diophantiens de p−1(0)∩T ∗M .
De cette manière, quand F0 varie dans B(α, d), nous obtiendrons une famille de Cantor de
tores invariants (α, d)-diophantiens dans l’espace d’énergie p−1(0) ∩ T ∗M .

Définition 4.2.7 (([95], page 16, 42), [5], [19]). — Soit E un espace symplectique et sa grassma-
nienne Λ(E) (qui est l’ensemble des sous-espaces lagrangiens de E). On considère un fibré B en
E au dessus du cercle ou d’un intervalle compact muni d’un sous fibré lagrangien appelé vertical.
Soit λ(t) une section de Λ(B) qui est transverse à la verticale aux bords de l’intervalle dans le
cas où la base est un intervalle. L’indice de Maslov de λ(t) est le nombre d’intersection de cette
courbe avec le cycle singulier des lagrangiens qui ne coupent pas transversalement le sous fibré
vertical.

Théorème 4.2.8 ([60]). — Supposons que Pε est un opérateur avec symbole principal (39) et sa-
tisfaisant les conditions précédentes.
Soit F0 ∈ B(α, d) une bonne valeur. Comme dans la remarque 4.2.6, on écrit 〈q〉−1(F0) =

{a1, . . . , aL} ⊂ J \ S et les tores correspondants Λa1 , . . . ,ΛaL dans p−1(0) ∩ T ∗M .
Pour chaque j = 1, . . . , L, notons Sj ∈ R2 l’action (revoir la section 2.5.5) et kj ∈ Z2 l’indice
de Maslov des cycles fondamentaux (γ1,j , γ2,j) de Λaj qui sont définis par

κj(γl,j) = {x ∈ T2 : xl = 0}, l = 1, 2,

où κj est une coordonnée action-angle au voisinage du tore Λaj ,

κj : (Λaj , T
∗M)→ (ξ = 0, T ∗T2). (52)

On suppose que h� ε = O(hδ) pour 0 < δ < 1.
Alors les valeurs propres de Pε dans un rectangle de la forme

R(ε, h) =
[
− hδ

O(1)
,
hδ

O(1)

]
+ iε

[
F0 −

hδ

O(1)
, F0 +

hδ

O(1)

]
(53)

sont données avec leurs multiplicités par

P
(∞)
j

(
h(k − kj

4
)− Sj

2π
, ε;h

)
+O(h∞), k ∈ Z2, 1 ≤ j ≤ L. (54)
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Avec P (∞)
j (ξ, ε;h) est une fonction lisse pour ξ dans un voisinage de (0,R2) et ε dans un voisinage

de (0,R), à valeur réelle pour ε = 0 et admet un développement asymptotique dans l’espace de
symboles choisis

1 ≤ j ≤ L, P
(∞)
j (ξ, ε;h) ∼

∞∑

k=0

hkp
(∞)
j,k (ξ, ε) (55)

dont le symbole principal est

p
(∞)
j,0 (ξ, ε) = pj(ξ) + iε〈qj〉(ξ) +O(ε2). (56)

Ici pj , qj sont les expressions de p, q en variables action-angle proches de Λj données par (52) et
〈qj〉 est la moyenne de qj sur les tores, définie dans (49).

Remarque 4.2.9. — Les différentielles de pj , qj en ξ = 0 dans le théorème ci-dessus sont linéai-
rement indépendants.

On sait bien dans le cas du théorème au dessus que pour chaque j = 1, . . . , L, on obtient un
réseau déformé de spectre dans le rectangle (53) de taille (hδ × εhδ). Alors le spectre de Pε dans
ce rectangle est donc l’union de L ces réseaux.
Notons bien que ce n’est pas valide pour tout rectangle. Or, il est valable seulement pour un "bon
rectangle" dont le centre (0, εF0) avec F0 est une bonne valeur (le tore associé à F0 dans p−1(0)∩
T ∗M est (α, d)-diophantien). Cependant, comme nous avons dit dans la remarque 4.2.6, avec la
condition (51), le complémentaire de l’ensemble des bonnes valeurs a une petite mesure, donc
il existe beaucoup de tels bons rectangles dans la bande (47). Ce la signifie qu’ on peut donner
asymptotiquement presque toutes les valeurs propres de Pε dans cette bande.

Remarque 4.2.10. — Dans le cas où p est presque intégrable, le résultat du théorème est encore
vrai grâce à l’existence des tores invariants de KAM qui nous permet de réaliser microlocalement
la construction la forme normale quantique de Pε (voir section 7.3 de [60]).
Pour la théorie de KAM (Kolmogorov-Arnold-Moser), on pourra consulter les références [80],
[17], [15], [16], [30].

Idée principale de la démonstration du théorème 4.2.8. — Pour une preuve détaillée du théorème,
on peut consulter [60], [55].
Nous allons donner ici quelques idées principales de la démonstration du théorème.
Le principe est la construction formelle de forme normale quantique de Birkhoff pour Pε, micro-
localement près d’un tore diophantien fixé dans p−1(0) ∩ T ∗M , disons Λ1 ∈ {Λa1 , . . . ,ΛaL}.
La condition diophantienne est indispensable pour cette construction. Pour cette méthode, on peut
aussi consulter [104], [3], [79], [9], [37].
C’est la procédure dans laquelle on utilise (formellement) une transformation canonique (sym-
plectique) de variable pour que le symbole total de Pε soit réduit à la forme normale (55),(56)
modulo O(h∞) qui est indépendante de x et homogène en (h, ξ, ε) à touts ordres. L’opérateur Pε
est conjugué à un nouvel opérateur par un opérateur intégral de Fourier à phase complexe avec un
tel symbole total.
En effet, en introduisant des coordonnées action-angle près de Λ1, Pε est microlocalement défini
près la section ξ = 0 dans T ∗T2 et on suppose que son symbole principal (39) est de la forme

pε(x, ξ) = p(ξ) + iεq(x, ξ) +O(ε2) (57)
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avec p(ξ) = ω̃·ξ+O(ξ2), où ω̃ = (ω̃1, ω̃2) ∈ R2, défini dans (45) et la fréquence ω(a) = [ω̃1 : ω̃2],
définie dans (44) satisfait la condition (50).
En suite, par le changement canonique de variables et la procédure de forme normale de Birkhoff,
pour tout N arbitraire fixé assez grand, on peut construire une transformation canonique holo-
morphe κ(N)

ε définie dans un voisinage complexe de ξ = 0 dans T ∗T2 telle que le symbole total
P de Pε se réduise à un nouveau symbole :

P ◦ κ(N)
ε (x, ξ, ε;h) = p0 + hp1 + h2p2 + · · · , (58)

où tous les pj = pj(x, ξ, ε), j ≥ 1 holomorphe près de ξ = 0 dans T ∗T2, dépendant de façon
lisse de ε ∈ (0,R), indépendant de x à d’ordre N et il est important que le symbole principal p0

satisfait
p0 = pε ◦ κ(N)

ε (x, ξ) = p(N)(ξ, ε) + rN+1(x, ξ, ε), (59)

où p(N)(ξ, ε) = p(ξ) + iε〈q〉(ξ) +O(ε2), 〈q〉(ξ) donné par (49), rN+1(x, ξ, ε) = O((ξ, ε)N+1).
Ainsi en passant à la limite N →∞, p0 a la même forme que (56).
Au niveau opérateur, Pε est conjugué à un nouvel opérateur de la forme

P (N)(hDx, ε;h) +RN+1(x, hDx, ε;h), (60)

où P (N)(hDx, ε;h) a un symbole total indépendant de x dont le symbole principal est p(N) et
RN+1(x, ξ, ε;h) = O((h, ξ, ε)N+1). L’opérateur (60) agit sur l’espace L2

θ(T2) des fonctions pé-
riodiques de Floquet microlocalement définies sur T2 dont un élément u satisfait

u(x− ν) = eiθ·νu(x), θ =
S1

2πh
+
k1

4
, ν ∈ 2πZ2.

Une base orthonormale de cet espace est
{
x ∈ T2, ek(x) = eix(k−θ) = e

i
h
x.
(
h(k− k1

4
)−S1

2π

)
, k ∈ Z2

}
.

Par conséquence, les valeurs propres de Pε modulo O(h∞) sont données par (54).

Remarque 4.2.11. — Pour tout j = 1, . . . , L, de (56), en ξ = 0 on a p(∞)
j,0 (0, ε) = iεF0 +O(ε2)

et donc P (∞)
j (0, ε;h) = iεF0 +O(ε2) +O(h). Par conséquence, p(∞)

j,0 (0, ε) ∼ iεF0 quand ε→ 0

et P (∞)
j (0, ε;h) ∼ iεF0 quand ε, h→ 0, h� ε.

De plus, nous avons aussi d(pj)|ξ=0 := aj = (a1,j , a2,j) ∈ R2 et d(〈qj〉)|ξ=0 := bj = (b1,j , b2,j) ∈
R2 sont R-linéairement indépendants. On peut récrire le symbole principal (56) sous la forme

p
(∞)
j,0 (ξ, ε) = iεF0 + (aj + iεbj) · ξ +O(ξ2) +O(ε2). (61)

Proposition 4.2.12. — Soit λ = P (ξ; ε, h) une fonction lisse à valeur complexe de ξ au voisinage
0 ∈ R2 et de petits paramètres h, ε au voisinage de 0 ∈ R. Supposons que on peut écrire P sous
la forme

P (ξ; ε, h) = P0 +O(h)

avec
P0 = P0(ξ; ε) = g1(ξ) + iεg2(ξ) +O(ε2)

telle que dg1(0) ∧ dg2(0) 6= 0.
De plus si on suppose que h� ε, alors pour h et ε assez petits, il existe ρ, r > 0 assez petits tels
que P est un difféomorphisme local en ξ = 0 de B(0, ρ) dans son image, noté B(ε).
Pour le difféomorphisme inverse P−1, on peut prendre son domaine

B(ε) = χ(B(P0(0), r)),

ici χ est la fonction (u1, u2) 7→ (u1, εu2).
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Démonstration. — D’abord, en voyant P comme une fonction de R2, nous posons P̂ := χ−1◦P .
Alors on peut écrire

P̂ = g1(ξ) + ig2(ξ) +O(ε) +O(
h

ε
).

Notons a = (a1, a2) = dg1(0), b = (b1, b2) = dg2(0) et M =| a1b2 − a2b1 |> 0.
La différentielle de P̂ en ξ = 0 est

∂P̂

∂ξ
(0) = a+ iεb+O(ε) +O(

h

ε
) =

(
a1 +O(ε) +O(hε ) a2 +O(ε) +O(hε )

b1 +O(ε) +O(hε ) b2 +O(ε) +O(hε )

)

et donc

| det(∂P̂
∂ξ

(0)) |= M +O(ε) +O(
h

ε
).

Alors pour h, ε assez petits et h � ε, c’est clair que | det(∂P̂∂ξ (0)) |' M est non-nul. Or, le

théorème d’inversion locale assure que P̂ est difféomorphisme local en ξ = 0. D’où on arrive au
résultat voulu pour P .

Revenons au problème spectral de Pε discuté dans le cadre du théorème (4.2.8). Pour chaque
j = 1, . . . , L, comme une application de la proposition précédente avec P = P

(∞)
j , alors P (∞)

j

est un difféomorphisme local lisse en ξ = 0 ∈ R2 d’un voisinage de 0 dans son image, notéBj(ε).
On note que pour h assez petit, le bon rectangle R(ε, h) est toujours inclus dans Bj(ε).
On note Σj(ε, h) ⊂ R(ε, h) les quasi-valeurs propres de Pε dans R(ε, h) données par l’image par
P

(∞)
j de ξ = h(k − kj

4 )− Sj
2π , k ∈ Z2.

En écrivant hk = ξ + h
kj
4 +

Sj
2π et posant

fj := (P
(∞)
j )−1 + h

kj
4

+
Sj
2π
, (62)

alors fj = fj(λ, ε;h) est un difféomorphisme lisse local de Bj(ε) dans son image.
Notons Ej(ε, h) = fj(R(ε, h)) qui est proche de Sj

2π et Γj(ε, h) := fj(Σj(ε, h)), nous avons alors
Γj(ε, h) = hZ2 ∩ Ej(ε, h).

En résume, nous avons :

fj : R(ε, h)→ Ej(ε, h) (63)

fj |Σj(ε,h): Σj(ε, h)→ Γj(ε, h) ⊂ hZ2 (64)

Remarque 4.2.13. — D’autre part, si on suppose que L = 1, le théorème (4.2.8) affirme que dans
R(ε, h), les quasi-valeurs propres sont égales aux vraies valeurs propres de Pε modulo O(h∞) :

σ(Pε) ∩R(ε, h) = Σ1(ε, h) +O(h∞), (65)

dans le sens qu’il existe une bijection

χ : Σ1(ε, h)→ σ(Pε) ∩R(ε, h) (66)

telle que χ = Id+O(h∞).
Le difféomorphisme f := f1 dans (63) satisfait donc

f : R(ε, h) → E1(ε, h)

σ(Pε) ∩R(ε, h) 3 λ 7→ f(λ, ε;h) ∈ hZ2 +O(h∞). (67)
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f

σ(Pε)

h

hZ2

R(ε, h)

E1(ε, h)

Figure 5. Une "micro-carte" du spectre de Pε

En particulier, nous avons des bijections entre les ensembles

σ(Pε) ∩R(ε, h) ' Σ1(ε, h) ' Γ1(ε, h) ⊂ hZ2 (68)

4.2.3. Quelle est la taille de E(ε, h) ?— Comme nous savons, la taille de R(ε, h) est O(hδ) ·
O(εhδ), nous nous intéressons maintenant la taille de E := Ej(ε, h) qui est l’image de R(ε, h)

par le difféomorphisme (63). Est ce que E(ε, h) est de taille O(hδ) ?
La réponse est non ! Il est en fait de taille O(h

δ

ε ).

En fait, soit encore P un des P (∞)
j . Par la proposition (4.2.12), en régime h� ε, la différentielle

de λ = P (ξ, ε;h) en ξ = 0 est de déterminant de taille O(ε) :

| det(∂P
∂ξ

(0, ε;h)) |= Mε,

avec M > 0.
En écrivant le développent de Taylor de ξ = P−1 = g(λ, ε;h) en λ0 = P (0, ε;h), on a :

|ξ| ≤ 1

Mε
|λ− λ0|+O(|λ− λ0|2).

D’où, si λ ∈ R(ε, h), alors |λ− λ0| ≤ O(hδ) et donc

|ξ| ≤ 1

Mε
O(hδ) + (O(hδ))2 ≤ O(

hδ

ε
).

Par conséquence, à partir de la formule (62), nous avons que E := Ej(ε, h) est de taille O(h
δ

ε ).

4.2.4. Réseau de quasi-valeurs propres et réseau de spectre ?— Pour tout j = 1, . . . , L, de la
remarque 4.2.11 on peut exprimer P (∞)

j sous la forme

λ = P
(∞)
j (ξ, ε;h) = iεF0 + (aj + iεbj) · ξ +O(ξ2) +O(ε2) +O(h)

et donc
λ1 = aj · ξ +O(ξ2) +O(ε2) +O(h),

λ2 = iεF0 + εbj · ξ +O(ξ2) +O(ε2) +O(h).

Notons que nous travaillons en régime h� ε et que

d(λ1)|ξ=0 = aj +O(ε2) +O(h) ∼ aj
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et
d(λ2)|ξ=0 = εbj +O(ε2) +O(h) ∼ bjε.

Nous avons alors
|∆λ1| = |aj ||∆ξ|+O(|∆ξ|2)

et
|∆λ2| = ε|bj ||∆ξ|+O(|∆ξ|2).

D’où, si |∆ξ| = O(h), alors

|∆λ1| = |aj | · O(h) +O(h2) = O(h)

et
|∆λ2| = ε|bj | · O(h) +O(h2) = O(εh)(1 +O(

h

ε
) = O(εh).

Remarque que avec ξ = h(k− kj
4 )− Sj

2π , k ∈ Z2, alors |∆ξ| = h|∆k| et nous pouvons affirmer que
le spectre de Pε dans un bon rectangle R(ε, h) de la forme (53) est l’union de L réseaux déformés,
avec l’espacement horizontal h et l’espacement vertical εh.
Bien sur, les réseaux Σj(ε, h) se décrivent tous de la même façon.
Comme un corollaire, nous avons :

Remarque 4.2.14. — Le cardinal d’un tel réseau spectral dansR(ε, h) estO(h
δ.εhδ

h.εh ) = O(h2(δ−1))

qui converge vers∞ quand h→ 0. Cela signifie que le développement asymptotique est appliqué
pour un grand nombre de valeurs propres de Pε.

4.3. Forme normale de Birkhoff

4.3.1. Motivation. — Dans cette section, nous allons discuter de la procédure de forme normale
de Birkhoff d’un opérateur pseudo différentiel perturbé Pε qui dépend de petits paramètres positifs
h, ε près d’un tore diophantien Λ et la traiter explicitement dans un cas particulier (mais important
pour notre travail).
Pour la forme normale de Birkhoff, on peut consulter [104], [21], [3], [79].
Nous supposons que Λ est égal à la section {ξ = 0} dans Tn et que Pε soit défini microlocalement
près de {ξ = 0} ∈ Tn, avec un h-symbole de Weyl (total) P = P (x, ξ, ε, h) qui est holomorphe
en (x, ξ) près d’un voisinage complexe de ξ = 0 ∈ T ∗Tn et C∞ en (h, ε) proche de 0.
Dans l’article [60] (section 3) on a réalisé la construction de la forme normale de Birkhoff de Pε
dont le h-symbole principal de Pε (au niveau du développement formel de Taylor en ε) est de la
forme (57)

pε(x, ξ) = p(ξ) + iεq(x, ξ) +O(ε2)

et le symbole principal de la forme normale obtenue est de la forme (comme 56))

P
(∞)
0 = P

(∞)
0 (ξ, ε) = p(ξ) + iε〈q〉(ξ) +O(ε2).

Notre travail exige de traiter un cas plus précis quand le symbole principal de Pε ne dépendant
déjà pas de x et n’ayant pas de terme O(ε2) :

pε = P0(ξ, ε) = p(ξ) + iεq(ξ).

Est-ce que dans la formule de P (∞)
0 au-dessus, on peut enlever le terme O(ε2) et que P (∞)

0 est
encore P0 ? C’est un résultat important que nous souhaitons. Cependant, cela n’est pas évident : la
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démonstration dans [60] ne suffit pas pour l’expliquer parce qu’elle a utilisé des transformations
dépendant aussi de ε. C’est pourquoi, nous allons reprendre dans cette section la partie formelle
de la forme normale de Birkhoff dans la quelle nous proposerons de normaliser le symbole total
P (x, ξ, ε, h) en l’ensemble de trois variables (ξ, ε, h). D’autre part, l’approche que nous proposons
est différente de celle [60].

4.3.2. Série formelle et opérateur. — Notons E = Hol(Tnx)[[ξ, ε, h]] espace des séries for-
melles en (ξ, ε, h) à coefficients holomorphes en x ∈ Tn,

E =
{
a(E) =

∞∑

k,m,l=0

ak,m,l(x)ξkεmhl tel que ak,m,l(x) sont analytiques en x
}
.

Comme il y a une correspondance entre un opérateur h-pseudo différentiel de Weyl et un élément
de E : si on note A opérateur h-pseudo différentiel, a := σw(A) son symbole total de Weyl et
σ(E)(A) ∈ E la série formelle de Taylor de a en (ξ, ε, h), alors cette correspondance est donnée
par une application, notée σ(E) de l’algèbre des opérateurs pseudo différentiels (de Weyl) Ψ dans
l’espace des séries formelles E

σ(E) : Ψ → E
A 7→ σ(E)(A), (69)

σ(E)(A) =
∞∑

|α|,j,l=0

1

(|α|+ j + l)!

(
∂αξ ∂

j
ε∂

l
ha(x, ξ, ε, h)

∣∣
ξ=ε=h=0

)
ξαεjhl.

La formule de Moyal (voir [75], [42], [107]) pour la composition de deux opérateurs du calcul
semi classique de Weyl dit que si a := σw(A), b := σw(B), alors A ◦ B est encore un opérateur
h-pseudo différentiel dont le symbole de Weyl satisfait

σw(A ◦B) = (a]wb)(x, ξ, ε, h)

= eih[DηDx−DyDξ]a(x, ξ, ε, h)b(x, ξ, ε, h)
∣∣
y=x,η=ξ

∼
∑

α,β

h|α|+|β|(−1)|α|

(2i)|α|+|β|α!β!
(∂αx ∂

β
ξ a(x, ξ, ε, h))(∂αξ ∂

β
x b(x, ξ, ε, h)) (70)

= a(x, ξ, ε, h)b(x, ξ, ε, h) +
h

2i
{a(x, ξ, ε, h), b(x, ξ, ε, h)}+ · · ·

D’autre part, par le théorème de Borel toute série formelle aE ∈ E peut voir comme la série de
Taylor d’une fonction lisse a = a(x, ξ, ε, h) (qui n’est pas unique) et on peut lui associer un
opérateur h-pseudo différentiel en posantA = Opwh (a). On a alors a(E) = σ(E)(A). De cette façon
et de la formule de Moyal (70), on peut définir un produit sur E , noté ? : soient a(E), b(E) ∈ E ,
alors

a(E) ? b(E) = σ(E)(A ◦B)

est la série de Taylor de a]wb. E devient une algèbre avec ce produit. Le crochet associatif est donc
bien défini et est nommé le crochet de Moyal :

[a(E), b(E)] = a(E) ? b(E) − b(E) ? a(E).

Par conséquence, soit a(E) ∈ E , on peut définir sur E l’opérateur adjoint

ada(E) := [a(E), ·].
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Pour tout p(E) ∈ E , la série formelle

ead
a(E)p(E) =

∞∑

k=0

1

k!
(ad(E))kp(E)

est bien définie dans E car elle ne comporte qu’un nombre fini de termes de degré fixé. C’est à dire
l’opérateur exponentiel exp(ada(E)) est bien défini sur E .
De plus, pour deux opérateurs h-pseudo différentiels A et P , on a

σ(E)([A,P ]) = [σ(E)(A), σ(E)(P )]

et que σ(E) devient un morphisme d’algèbre (associative).
De même, nous avons aussi

exp(adσ(E)(A))(σ
(E)(P )) = σ(E)(exp(adA)P ),

où l’opérateur exponentiel exp(adA) est définie comme dans la section prochaine.

4.3.3. Action par conjugaison. — Soit A un opérateur borné sur un espace de Hilbert H . On
définit dans B(H) l’opérateur exponentiel eA ∈ B(H) par la série absolument convergente

eA =
∑

k≥0

1

k!
Ak. (71)

En suite, on associe à A un opérateur borné adA := [A, ·] ∈ B(B(H)) et par (71) l’opérateur
exp(adA) (ou eadA) est bien défini dans B(B(H)). De plus, nous avons le résultat suivant :

Lemme 4.3.1. — Soient A et P deux opérateurs bornés de B(H), nous avons

eAPe−A = exp(adA)P. (72)

Démonstration. — Pour t ∈ R, posons f(t) = etAPe−tA et g(t) = exp(adtA)P qui sont des
fonctions analytiques de R dans B(H). On va calculer ses dérivées. D’abord notant que d

dt(e
tA) =

AetA = etAA et donc
d

dt
(etA)P = AetAP = etAAP,

nous avons

f ′(t) = AetAPe−tA − etAPe−tAA = Af(t)− f(t)A = [A, f(t)]

et

g′(t) =
d

dt
(et·adAP ) = adA ◦ et·adAP = adAg(t) = [A, g(t)].

Alors, f(t), g(t) vérifient la même équation différentielle linéaire du premier d’ordre

u′ = [A, u].

Or la valeur initiale en t = 0, f(0) = g(0) = P et par conséquence nous avons f(t) = g(t) pour
tout t ∈ R. En particulier pour t = 1, nous avons bien eAPe−A = exp(adA)P .

Comme une application, nous avons :
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4.3.4. Idée de la construction de forme normale de Birkhoff. — L’idée principal de cette
construction est de chercher un opérateur pseudo différentiel A tel que l’opérateur intégral de
Fourier associé U(h) := e

i
h
A réduise l’opérateur initial Pε à son opérateur conjugué

e
i
h
APεe

− i
h
A = e

i
h

adA(Pε) := P̃ε (73)

dont la série formelle du symbole total σ(E)(P̃ε) dans E ne dépend pas de x. En remarquant
que σ(E)(P̃ε) = exp(adσ(E)(A))(σ

(E)(Pε)) comme dans la section précédente, le travail est donc
concentré à chercher σE comme une série des termes homogènes en (ξ, ε, h). Dans la recherche
de cette série, la condition diophantienne est essentielle, voir (84).

Remarque 4.3.2. —

1. L’opérateur P̃ε ci-dessus est encore un opérateur pseudo différentiel par le théorème d’Ego-
rov (voir par exemple [38], [103], [64]). Le cas particulier quand Â = hB̂, alors l’opérateur
U(h) := e

i
h
Â = eiB̂ est vraiment un opérateur pseudo différentiel et P̃ε est simplement la

composition des opérateurs pseudo différentiels.

2. La conjugaison au niveau opérateur est remplacée par l’action adjointe sur l’espace des séries
formelles.

4.3.5. La construction de la forme normale. — Dans cette partie, par convention, pour un
opérateur h-pseudo différentiel P , on l’identifie à son symbole total (de Weyl) P = P (x, ξ, ε, h)

et sa série formelle σE(P ).
Nous utilisons un classement particulier pour (ξ, ε, h) en comptant le degré en ξ plus deux fois

ceux en ε et h. La filtration associée est notée par le symbole O(j).
Notons aussiD(j) le sous-espace de E des polynômes homogènes de degré j par rapport à (ξ, ε, h)

dans ce classement. Ainsi, nous avons

D(j) = V ect{ξkεmhl|k + 2(m+ l) = j} ⊗Hol(Tnx)

et

O(j) =
⊕

n≥j
D(j).

Nous avons bien sûr D(j) ⊂ O(j) et O(j + 1) ⊂ O(j). Comme d’habitude, on s’autorise à noter
A = B +O(j) pour dire A−B ∈ O(j).
Si Kj = Kj(x, ξ, ε, h) ∈ O(j), alors c’est évident que le crochet de Poisson satisfait {Kj ,Kl} =

O(j + l − 1). Pour le crochet de Moyal i[Kj ,Kl], de (70), il peut s’exprimer comme une série en
(hi

∂
∂ξ ,

∂
∂x) et est bien d’ordre j + l + 1 puisque chaque fois que nous perdons un degré en ξ nous

gagnons un en h. De plus, nous avons

i[Kj ,Kl] = h{Kj ,Kl}+ hO(j + l) (74)

= hO(j + l − 1) = O(j + l + 1). (75)

Par conséquence, nous avons aussi

[O(j1), [O(j2), . . . ,O(jn)] . . .] = hn−1O
(
j1 + · · ·+ jn − (n− 1)

)

= O(j1 + · · ·+ jn + n− 1) (76)

et [. . . [O(j1), [O(j2)], . . . ,O(jn)] = hn−1O
(
j1 + · · ·+ jn − (n− 1)

)

= O(j1 + · · ·+ jn + n− 1). (77)
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Théorème 4.3.3. — Supposons que P = P (x, ξ, ε, h) l’opérateur analytique h-pseudo différen-
tiel de Weyl sur Tn (défini microlocalement près de ξ = 0) avec h-symbole principal P0 =

p(ξ) + iεq(ξ) tel que p(ξ) = 〈a, ξ〉 + O(ξ2) et a est diophantien comme dans la définition
4.2.4. Alors pour tout entier N ≥ 1, il existe une fonction G(N) =

∑N
j=2Gj (G(1) = 0) où

Gj = Gj(x, ξ, ε, h) ∈ D(j − 2) (pour j ≥ 2) est analytique en x, homogène en (ξ, ε, h) telle que

exp
(
iadG(N)

)
P = P0 + hP

(N)
1 + hRN−1, (78)

où P (N)
1 = P

(N)
1 (ξ, ε, h) ∈ E est indépendant de x et RN−1 = O(N − 1).

Démonstration. — Nous pouvons écrire P sous le forme

P = P (x, ξ, ε, h) = P0 + hP1,

avec P1 = P1(x, ξ, ε, h) holomorphe en (x, ξ) et analytique en (h, ε) proche de 0.
On va montrer la propriété (78) par récurrence sur N .
Pour N = 1, on prend G(1) = P

(1)
1 = 0, R0 = P1(x, ξ, ε, h) et la propriété (78) est valide.

On suppose qu’elle est valide pour N avec une fonction trouvée G(N). Il faut maintenant chercher
une fonction GN+1 ∈ D(N) telle que G(N+1) = G(N) + GN+1 vérifie bien l’équation (78). En
développant l’exponentielle et en utilisant (74) avec l’attention que P = O(1) et G(N) ∈ O(0),
nous pouvons écrire

exp
(
iadG(N+1)

)
P = exp

(
iadG(N)

)
P + iadGN+1

P + hO(N). (79)

En effet, en notant Aj := iadGj et A(N) =
∑N

j=2Aj nous avons le développement

exp
(
iadG(N+1)

)
P = exp

(
A(N) +AN+1

)
P

=
∑

k≥0

1

k!

(
A(N) +AN+1

)k
P

=
∑

k≥0

1

k!

k∑

l=0

(A(N))k−l ∗ (AN+1)lP

=
∑

k≥0

1

k!
(A(N))kP +

∑

k≥1

1

k!

k∑

l=1

(A(N))k−l ∗ (AN+1)lP

︸ ︷︷ ︸
Bk

= exp
(
A(N)

)
P +

∑

k≥1

Bk. (80)

Dans les formules ci-dessus, nous avons utilisé le symbole ” ∗ ” qui signifie que Am ∗ Bn est la
somme de toutes les compositions comportant de m fois l’opérateur A et n fois l’opérateur B.
En particulier, pour k = 1 nous avons

B1 = AN+1P = iadGN+1
P = iadG(N+1)

P.

Pour tout k ≥ 2, en utilisant la formule (76) avec remarque P = O(1), G(N) = O(0), G(N+1) =

O(N − 1), nous obtenons que

Bk = O(N + k) = hO(N + k − 2)

car pour l = 1, . . . , k tous ses termesA(N))k−l∗(AN+1)lP = O
(
(k−l)×0+l(N−1)+1+k

)
=

O
(
l(N − 1) + 1 + k

)
= O(h) et l’inégalité l(N − 1) + 1 + k ≥ N + k est toujours vrai.
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D’où la formule (79) est démontrée.
De (79), de l’hypothèse de récurrence (78) et des formules (74) en remarquant que l’on peut écrire

P = 〈a, ξ〉+O(ξ2) + iεq(ξ) +O(h) = 〈a, ξ〉+O(2),

On a donc

exp
(
iadG(N+1)

)
P = P0 + hP

(N)
1 + hRN−1 + iadGN+1

P + hO(N)

= P0 + hP
(N)
1 + hRN−1 + i[GN+1, 〈a, ξ〉+O(2)]

= P0 + hP
(N)
1 + hRN−1 + i[GN+1, 〈a, ξ〉] + i[GN+1,O(2)]

= P0 + hP
(N)
1 + hRN−1 + h{GN+1, 〈a, ξ〉}+ hO(N − 1 + 1)

+hO(N − 1 + 2− 1)

= P0 + h{GN+1, 〈a, ξ〉}+ hRN−1 + hP
(N)
1 + hO(N) (81)

Alors, l’équation pour GN+1 devient

P0 + h{GN+1, 〈a, ξ〉}+ hRN−1 + hP
(N)
1 + hO(N) = P0 + hP

(N+1)
1 + hO(N)

et elle est équivalente à l’équation cohomologique suivante

{GN+1, 〈a, ξ〉}+RN = KN +O(N), (82)

où KN := P
(N+1)
1 − P (N)

1 ne devrait pas dépendre de x.
Or, cette équation est bien solvable.
En effet : dans l’équation ci-dessus, comme le reste est d’ordre N , nous pouvons remplacer RN−1

par sa partie homogène d’ordre N − 1, notée RN−1 et nous allons résoudre l’équation :

{GN+1, 〈a, ξ〉}+RN−1 = KN . (83)

Développons GN+1 et RN−1 en série de Fourier de x ∈ Tn

GN+1 =
∑

k∈Zn
ĜN+1(k)eik·x

RN−1 =
∑

k∈Zn
R̂N−1(k)eik·x,

où ĜN+1(k), R̂N−1(k) sont des polynômes dans R[ξ, ε, h].
En notant que le crochet {GN+1, 〈a, ξ〉} = −(a · ∂x)GN+1 on peut écrire l’équation (83) sous la
forme

−
∑

k∈Zn
i(a · k)ĜN+1(k)eik·x +

∑

k∈Zn
R̂N−1(k)eik·x = KN

ou
R̂N−1(0) +

∑

k∈Zn\{0}

(
R̂N−1(k)− i(a · k)ĜN+1(k)

)
eik·x = KN .

Cette équation est bien résolue en posant

KN = R̂N−1(0)

(c’est aussi égal à la x-moyenne 〈RN−1〉 ) et pour k ∈ Zn\{0},

ĜN+1(k) = −i R̂N−1(k)

(a · k)
,
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(ici (a · k) 6= 0 par la condition diophantienne de a).
De plus, de la condition diophantienne de a (voir (50) ), il existe deux constantes C0, N0 > 0 telles
que pour tout k 6= 0 nous avons l’estimation

| ĜN+1(k) |= | R̂N−1(k) |
| (a · k) | ≤ C0 | k |N0 | R̂N−1(k) | (84)

qui assure la convergence et l’analyticité de GN+1 en x car RN−1 l’est.

Remarque 4.3.4. —

1. Dans le théorème ci-dessus, en prenant N converge à l’infini et en posant [A] := G1 +

G2 + · · · , alors [A] est la série formelle voulue discutée dans la subsection dernière et la
forme normale de Birkhoff de P = P (x, ξ, ε, h) est la limite dans E de P0 + hP

(N)
1 quand

N → ∞. D’autre part, il existe une fonction C∞, notée souvent par P (∞) qui admet cette
limite comme son développement asymptotique.

2. Nous voyons une chose importante que dans le cas du théorème, le premier terme (ou encore
le terme h- principal) le long de la procédure de forme normale de Birkhoff de P est toujours

P0 = p(ξ) + iεq(ξ).

Proposition 4.3.5. — Soit P̂ = P̂ (ξ;X) une fonction lisse à valeurs complexes de ξ au voisinage
0 ∈ R2 et de X au voisinage de 0 ∈ Rn. Supposons que P̂ admet un développement asymptotique
en X proche de 0 de la forme

P̂ (ξ;X) ∼
∑

α

Cα(ξ)Xα

avec Cα(ξ) sont des fonctions lisses et C0(ξ) := P̂0(ξ) est un difféomorphisme local en ξ = 0.
Alors, pour | X | assez petit, P̂ est aussi un difféomorphisme local en ξ = 0 et son inverse admet
un développement asymptotique en X près de 0 dont le premier terme est (P̂0)−1.

Démonstration. — On peut écrit P̂ sous la forme

P̂ (ξ;X) = P̂0(ξ) +O(X).

Le déterminant

| det(∂P̂
∂ξ

(0)) |=| det(∂P̂0

∂ξ
(0)) +O(| X |) |

est non-nul pour | X | assez petit et il assure que P̂ est un difféomorphisme local en ξ = 0.
Ensuite, par récurrence, on peut montrer que P̂−1 admet un développement asymptotique en X
près de 0 ∈ Rn.
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4.4. Opérateur Pε = P + iεQ, le cas {p, q} = 0

Dans cette section, nous allons travailler sur un cas particulier de l’opérateur Pε considéré dans la
section précédente quand les symboles principaux p, q commutent. C’est un cas simple mais très
intéressant. Plus explicitement :
Nous supposons maintenant que Pε est de la forme

Pε = P + iεQ, (85)

avec P,Q deux opérateurs h-pseudo-différentiels et P = Pε=0 est auto-adjoint ( Q n’est pas
nécessairement auto-adjoint).
Supposons que p, q sont les symboles principaux associés de P,Q. Notons que p est à valeurs
réelles, q n’est pas nécessairement à valeurs réelles mais pour plus simple, on va supposer aussi
que q est à valeurs réelles (sinon il suffit remplacer q par Re(q)).
Alors le symbole principal de Pε est

pε = p+ iεq.

Notons bien que le symbole principal dans (39) devient la même forme que celle dernière mais
sans terme O(ε2).
Nous supposons encore plus que p, q commutent i.e. {p, q} = Hp(q) = 0 par rapport au crochet
de Poisson sur T ∗M et que dp, dq sont linéairement indépendants presque par tout.

Remarque 4.4.1. — Au niveau opérateur, dans ce cas, P,Q ne sont pas nécessaires en involution,
par contre leur commutant est en puissance d’ordre 2 de h,

[P,Q] = O(h2).

4.4.1. Spectre asymptotique de Pε = P + iεQ, le cas {p, q} = 0. — On sait bien que par
la commutativité, q est invariant sous le flot de p, la fonction 〈q〉T (pour tout T > 0) dans (40)
est donc encore q et par le théorème Action-Angle, q est constante sur tout tore invariant Λa, la
moyenne de q sur Λa (définition en (48)) est encore q.
Par conséquence, nous remplacerons 〈q〉T et 〈q〉 dans tous les définitions, les hypothèses et les
affirmations de la section dernière par q.
En particulier, pour chaque a ∈ J , l’intervalle compact de Q∞(a) défini dans (46) devient un seul
point :

Q∞(a) = {q|Λa} (86)

et les localisations du spectre de Pε données dans (42), ( 47) deviennent :

Im(σ(Pε) ∩ {z ∈ C : |Rez| ≤ δ}) ⊂ ε
[

infp−1(0) q − o(1), supp−1(0) q + o(1)
]

⊂ ε
[

inf
⋃
a∈J q|Λa − o(1), sup

⋃
a∈J q|Λa + o(1)

]
, (87)

quand ε, h, δ → 0.
Dans des coordonnées action-angle (x, ξ) au voisinage de Λa telles que Λa ' {ξ = 0}, on a
p = p(ξ) et la formule (49) devient 〈q〉(ξ) = q(ξ). Alors microlocalement, le symbole principal
devient

pε = p(ξ) + iεq(ξ). (88)

Comme une application importante de la section 4.3.2 (le théorème 4.3.3), la construction micro-
locale de la forme normale quantique de Birkhoff de Pε au voisinage d’un tore diophantien ne
fait pas changer ce symbole principal. C’est à dire dans des coordonnées (x, ξ) près de la section
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ξ = 0 dans T ∗T2 telle que Pε a la forme normale, son h-symbole principal est encore de la forme
p(ξ) + iεq(ξ).

Alors, dans ce cas, concernant le théorème 4.2.8, les valeurs propres de Pε dans le rectangle
R(ε, h) (53) modulo O(h∞) sont données par développement asymptotique d’une fonction lisse
P

(∞)
j , j = 1, . . . , L en (ε, h) et en

ξ = h(k − kj
4

)− Sj
2π
, k ∈ Z2

dont le premier terme (le symbole principal (56) dans le cas du théorème 4.2.8) est

pj,0(ξ, ε) = pj(ξ) + iεqj(ξ), (89)

où pj , qj sont les expressions de p, q en variables action-angle proche de Λj de p, q.
Sous la forme réduite, on peut écrire :

σ(Pε) ∩R(ε, h) 3 λ = P
(∞)
j

(
h(k − kj

4
)− Sj

2π
, ε;h

)
+O(h∞)

= pj

(
h(k − kj

4
)− Sj

2π

)
+ iεqj

(
h(k − kj

4
)− Sj

2π

)

+ O(h), k ∈ Z2, (90)

uniformément pour h, ε petits.

Remarque 4.4.2. — On vient de donner le développement asymptotique des valeurs propres de
Pε dans un bon rectangle au voisinage de 0 ∈ C.
Cependant, si on suppose les mêmes hypothèses sur l’espace d’énergie p−1(E) ∩ T ∗M (E ∈ R)
que p−1(0)∩T ∗M et en introduisant de même façon la définition de l’ensemble de bonnes valeurs,
nous pouvons aussi construire le même pour des valeurs propres de Pε dans un importe quel bon
rectangle de centre de la forme E + iF0.

4.4.2. La formule spectrale détaillée. — Dans ce paragraphe, nous considérons l’opérateur Pε
comme dans le paragraphe précédent et de plus on va supposer toutes les mêmes hypothèses sur
l’espace d’énergie p−1(E) ∩ T ∗M que p−1(0) ∩ T ∗M et introduire la définition de l’ensemble
de bonnes valeurs de même manière de la définition 4.2.5. Ici, nous prenons E dans un intervalle
borné de R car nous voulons des estimations uniformes par rapport à E.

Comme nous avons dit dans la remarque précédente et avec l’aide des coordonnées action-
angle, nous allons donner explicitement le développement asymptotique des valeurs propres de Pε
dans un bon rectangle arbitraire de taille O(hδ)×O(εhδ) avec un bon centre E + iεF .
De plus, il est intéressant que l’on peut construire d’un tel développement dont le symbole princi-
pal est bien défini globalement pour tout bon rectangle proche d’une valeur régulière de (p, εq).
En effet, pour plus simple, on suppose que l’application moment Φ := (p, q) est propre et de fibre
connexe (chaque fibre régulière compacte est donc un tore invariant lagrangien de Liouville). Dans
ce cas L = 1.
Notons Ur l’ensemble de valeurs régulières de Φ = (p, q) et soit un point c ∈ Ur.
Nous rappelons que par le théorème Action-Angle 2.5.1 nous avons des coordonnées action-angle
au voisinage du tore Λc := Φ−1(c) dans M : il existe r > 0, un voisinage Ω := Φ−1(B(c, r))

de Λc, un petit ouvert D ⊂ R2 de centre 0, un symplectomorphisme κ : Ω → T2 × D et un
difféomorphisme ϕ : D → ϕ(D) = B(c, r) tels que : κ(Λc) = {ξ = 0}, Φ ◦ κ−1(x, ξ) = ϕ(ξ),
pour tout x ∈ T2, ξ ∈ D et ϕ(0) = c.
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Nous introduisons la fonction

χ : R2 3 u = (u1, u2) 7→ χu = (u1, εu2) ∼= u1 + iεu2 (91)

et notons
B(χu, r, ε) := χ(B(u, r))

pour une certaine boule B(u, r) (r > 0), Ur(ε) := χ(Ur).
Pour tout point χa ∈ B(χc, r, ε) telle que F := a2 est une bonne valeur,E := a1 et p−1(E)∩T ∗M
satisfait les mêmes hypothèses que celles de p−1(0) ∩ T ∗M dans la section 4.2.1. Nous allons
construire le développement asymptotique des valeurs propres de Pε dans un "bon rectangle" de
"bon centre" χa (qui est justement une translation du rectangle R(ε, h) dans (53)) :

R(χa, ε, h) = χa +R(0, ε, h), (92)

où

R(0, ε, h) =
[
− hδ

O(1)
,
hδ

O(1)

]
+ iε

[
− hδ

O(1)
,+

hδ

O(1)

]
= R(ε, h)− iεa2. (93)

Posons Λ1 = Φ−1(a), c’est un tore invariant de type (α, d)-diophantien, défini dans (50) et sup-
posons que ses coordonnées action-angle sont ξa, c’est à dire {ξ = ξa} = κ(Λ1) dans T ∗T2 ou
ξa = ϕ−1(a) ∈ D.
En suite, posons P̃ε := Pε − χa pour ramener le spectre de Pε proche de χa au spectre de P̃ε
proche de 0 en remarquant que

σ(Pε) = σ(P̃ε) + χa. (94)

Le symbole principal de P̃ε est p̃+ iεq̃, avec p̃ := p− a1, q̃ := q− a2. Notons que on a encore un
système intégrable (p̃, q̃) et si posons ξ̃ = ξ − ξa, alors ξ̃ est la nouvelle variable d’action pour ce
système dans laquelle Λa ' {ξ̃ = 0}, comme le cas standard du théorème 4.2.8.
Le symbole principal de P̃ε est microlocalement réduit à

ϕ1(ξ) + iεϕ2(ξ)− χa = ϕ1(ξa + ξ̃) + iεϕ2(ξa + ξ̃)− χa.

En appliquant le théorème 4.2.8 dans le cas de la subsection dernière pour P̃ε et de la formule
(94), nous avons : toutes les valeurs propres de Pε dans le bon rectangleR(χa, ε, h) défini par (92)
modulo O(h∞) sont données par développement asymptotique d’une fonction lisse P (ξ, ε;h) en
(ε, h) et en ξ au voisinage de ξa telle que sous la forme réduire ( c’est pareil que (90)),

σ(Pε) ∩R(χa, ε, h) 3 λ = P
(
ξa + h(k − k1

4
)− S1

2π
, ε;h

)
+O(h∞)

= ϕ1

(
ξa + h(k − k1

4
)− S1

2π

)
+ iεϕ2

(
ξa + h(k − k1

4
)− S1

2π

)

+O(h), k ∈ Z2, (95)

uniformément pour h, ε petits, où S1 ∈ R2 est l’action et k1 ∈ Z2 est l’indice de Maslov des
cycles fondamentaux de Λ1.

Avec la remarque 4.4.6 au-dessous, il existe une fonction c 7→ τc ∈ R2, localement constante
en c ∈ Ur (dépendant du choix de coordonnées action-angle locales au voisinage de c ∈ U ) telle
que S1

2π = ξa + τc. Alors la formule de λ devient :

λ = ϕ1

(
− τc + h(k − k1

4
)
)

+ iεϕ2

(
− τc + h(k − k1

4
)
)

+O(h). (96)
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Il y a une correspondance bijective entre λ ∈ σ(Pε) ∩ R(χa, ε, h) et hk dans une partie de hZ2

(par la proposition 4.2.12). De plus, comme en (62) et (67), il existe un difféomorphisme local
lisse f = f(λ, ε;h) qui envoie R(χa, ε, h) sur son image, noté E(a, ε, h) qui est proche de S1

2π

telle qu’elle envoie σ(Pε) ∩R(χa, ε, h) sur hZ2 modulo O(h∞) :

f = f(λ, ε;h) = τc + h
k1

4
+ P−1(λ).

Posons f̃ = f ◦ χ,

f̃ = τc + h
k1

4
+ P−1 ◦ χ.

Remarque 4.4.3. — Posons P̂ := χ−1 ◦ P . Comme P admet un développement asymptotique
en (ξ, ε, h), alors c’est évident que P̂ admet un développement asymptotique en (ξ, ε, hε ) (avec
h� ε) :

P̂ (ξ, ε, h) =
∑

α,β,γ

Cαβγξ
αεβ(

h

ε
)γ

= P̂0(ξ) +O(ε,
h

ε
), (97)

avec
P̂0(ξ) = ϕ1(ξ) + iϕ2(ξ)

est un difféomorphisme local.
De plus, en regardant la forme normale de Birkhoff par l’équation (78), on peut le réécrire sous la
forme :

P̂ (ξ, ε, h) = P̂0(ξ) +O(
h

ε
).

D’après la proposition 4.3.5, P̂−1 = P−1 ◦ χ admet aussi un développement asymptotique en
(ε, hε ) dont le premier terme est

P̂−1
0 = ϕ−1.

Par conséquence, f̃ admet un développement asymptotique en (ε, hε ) et de plus on peut l’écrire
sous la forme

f̃ = f̃0 +O(
h

ε
) (98)

dont le premier terme est
f̃0 = τc + ϕ−1. (99)

Nous avons une remarque importante que le premier terme f̃0 est bien définie globalement sur
B(c, r) dans le sens qu’il ne dépend pas de bon rectangle choisi R(χa, ε, h).

En résumé, pour toute valeur régulière c ∈ Ur, il existe un petit domaine B(χc, r, ε) = χ(B(c, r))

et pour toute bonne valeur a ∈ B(c, r) (qui est en dehors d’un ensemble de petite mesure), on
a un bon rectangle R(χa, ε, h) de bon centre χa et un difféomorphisme local lisse f qui envoie
R(χa, ε, h) sur son image, noté E(a, ε, h) de la forme :

f : R(χa, ε, h) → E(a, ε, h)

σ(Pε) ∩R(χa, ε, h) 3 λ 7→ f(λ, ε;h) ∈ hZ2 +O(h∞). (100)
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tels que f̃ = f ◦ χ admet un développement asymptotique en (ε, hε ) de la forme (98) avec le pre-
mier terme (99) est un difféomorphisme, défini globalement sur B(c, r).

f (·, ε, h, )

f̃ (·, ε, h)

B(χc, r, ε)

B(c, r)

c

E(a, ε, h)R(χa, ε, h)

R(a, h)

Ur

Ur(ε)

χ

hZ2

χc

h

σ(Pε)

a

χa

Figure 6. Pseudo-réseau asymptotique du spectre de Pε

Remarque 4.4.4. — On ne sait pas si f admet une développement asymptotique en (ε, hε ) mais
on peut exprimer f sous la forme :

f(λ, ε, h) =
∑

α,β

Cαβ(λ1,
λ2

ε
)εα(

h

ε
)β

avec

C00(λ1,
λ2

ε
) = τc + ϕ−1 ◦ χ−1(λ) := f0 (101)

qui est bien définie pour tout λ ∈ B(χc, r, ε).
De plus, on peut aussi écrire f = f0 +O(ε, hε ).

Remarque 4.4.5. — En terme de la définition 4.5.1, nous disons que des couples
(
f(ε;h), R(χa, ε, h)

)

comme au-dessus forment une pseudo-carte de σ(Pε) sur le domaine Ur(ε).

Remarque 4.4.6 (Intégrale d’action). — Si c ∈ Ur une valeur régulière de Φ et (x, ξ) des coor-
données action-angle données par κ comme précédent. Il existe une 1-forme primitive de Liouville
α de ω sur Ω := Φ−1(B(c, r)) ⊂M telle que dα = ω.
Notons ω̃ la forme symplectique canonique et α̃ =

∑
ξidxi une forme canonique sur T ∗T2 :

dα̃ = ω̃.
Comme κ est symplectique, nous avons κ∗ω = ω̃. C’est équivalent à d(κ∗α− α̃) = 0. C’est à dire
qu’il existe une 1-forme fermée β sur T ∗T2 telle que

κ∗α = α̃+ β.
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Pour tout tore invariant Λa ⊂ Ω, notons (γ1, γ2) deux cycles fondamentaux sur Λa qui sont en-
voyés sur les cotés du tore κ(Λa) = {ξ = ξa} par κ dans T ∗T2.
Alors, l’action de (γ1, γ2) est S1 = (S1,1, S1,2) calculé par : pour j = 1, 2,

S1,j =

∫

γj

α =

∫

κ(γj)
κ∗α =

∫

κ(γj)
(α̃+ β)

=

∫

{x∈T2:xj=0}
(
∑

ξidxi + β) = 2π(ξa + τc,j),

où
τc,j :=

∫

{x∈T2:xj=0}
β

est une constante indépendante de Λa ⊂ Ω par la fermeture de β.
Alors, il existe une fonction c 7→ τc ∈ R2, localement constante en c ∈ Ur telle que

S1

2π
= ξa + τc. (102)

4.5. Construction de la monodromie d’un pseudo-réseau asymptotique

Le spectre de l’opérateur Pε considéré dans la section précédente est un modèle d’un réseau plus
général que nous définissons et traitons ci-dessous.
Soit U un sous-ensemble de R2 avec fermeture compacte et notons U(ε) = χ(U) où χ est la fonc-
tion définie comme dans la section précédente. Soit Σ(ε, h) (dépend de petits h et ε) un ensemble
discret de U(ε).

Définition 4.5.1. — Pour h, ε assez petits et en régime h � ε, on dit que (Σ(ε, h), U(ε)) est un
pseudo-réseau asymptotique si : pour tout petit paramètre α > 0, il existe un ensemble de "bonnes
valeurs" dans R2, noté BV dont le complémentaire est de petite mesure dans le sens :

| CBV ∩ I |≤ Cα | I |
pour tout domaine I ⊂ R2 et C > 0 est une constante. Pour tout c ∈ U , il existe une boule
B(c, r) ⊂ U autour de c (r > 0) telle que pour toute "bonne valeur" a = (a1, a2) ∈ B(c, r) dans
le sens a ∈ BV , il existe un bon rectangle R(χa, ε, h) ⊂ χ(B(c, r)) de bon centre χa :

R(χa, ε, h) = χ(R(a, h))

où R(a, h) est un rectangle de taille O(hδ) ×O(hδ), 0 < δ < 1 et un difféomorphisme local (en
χa) lisse f = f(·; ε, h) qui envoie R(χa, ε, h) sur son image, noté E(a, ε, h) satisfaisant

f : R(χa, ε, h) → E(a, ε, h)

Σ(ε, h) ∩R(χa, ε, h) 3 λ 7→ f(λ; ε, h) ∈ hZ2 +O(h∞) (103)

tel que f̃ := f ◦ χ admet un développement asymptotique en (ε, hε ) pour la topologie C∞ pour la
variable u dans un voisinage de a et sous la forme réduite,

f̃(u) = f̃0(u) +O(ε,
h

ε
), (104)

où le premier terme f̃0 est un difféomorphisme, indépendant de α, défini globalement sur B(c, r)

et indépendant de la bonne valeur choisie a ∈ B(c, r).
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On dit aussi que la famille des (f(·; ε, h), R(χa, ε, h)) est une pseudo-carte locale surB(χc, r, ε) :=

χ(B(c, r) et qu’un couple (f(·; ε, h), R(χa, ε, h)) est une micro-carte de (Σ(ε, h), U(ε)).

f (·, ε, h, )

f̃ (·, ε, h)

B(χc, r, ε)

χ

B(c, r)

c

E(a, ε, h)R(χa, ε, h)

R(a, h)

U(ε)

U

hZ2

χc

h

∑
(ε, h)

a

χa

Figure 7. Pseudo-réseau asymptotique

Remarque 4.5.2. — C’est clair que le spectre d’un opérateur Pε = P + iεQ considéré dans la
section précédente est un bon exemple de cette définition. Dans ce cas, f̃0 est égal aux coordonnées
actions.

Nous voulons donner un invariant combinatoire (la monodromie spectrale) de Σ(ε, h) = σ(Pε).
Comme nous savons, dans ce cas P,Q ne commutent pas nécessairement, il ne peut donc pas y
avoir de spectre conjoint comme le cas intégrable que nous avons traité dans le chapitre 3. C’est
pourquoi, nous ne savons pas encore définir la monodromie pour le spectre de Pε.
D’autre part, on fait bien attention que l’application f dans (100) n’est pas une carte affine de U(ε)

définie au chapitre 3 car elle n’est définie que sur un domaine dépendant de h qui va se réduire
à un seul point quand h → 0. C’est pourquoi, on ne peut pas s’appliquer la construction de la
monodromie quantique pour un réseau asymptotique affine comme l’article [99].
Cependant, nous pouvons réussir à construire cet invariant du spectre discret de Pε grâce au fait
que le premier terme f̃0 est défini globalement sur une petite boule B(c, r).

Lemme 4.5.3. — Soient (Σ(ε, h), U(ε)) un pseudo-réseau asymptotique comme dans la défini-
tion 4.5.1 et un point χa ∈ B(χc, r, ε) avec a une bonne valeur. Alors, il existe une famille
λ(ε, h) ∈ Σ(ε, h) ∩R(χa, ε, h) telle que

|λ1(ε, h)− a1| = O(h) (105)

|λ2(ε, h)− εa2| = O(ε.h), (106)

uniformément pour h, ε→ 0.
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Démonstration. — Par la proposition 4.3.5, u := f̃−1 est aussi un difféomorphisme local en un
point fixé ξa admettant un développement asymptotique en (ε, hε ) et pour sa partie principale, si ξ
proche de ξa on a :

u(ξ) = f̃−1(ξ; ε, h) = (f̃0)−1(ξ) +O(ε,
h

ε
). (107)

En calculant la différentielle de u en ξa (c’est pareil que la démonstration de la proposition 4.3.5),
on peut affirmer que : si ξ(1), ξ(2) proches de ξa tels que |ξ(1) − ξ(2)| = O(h), alors

|u(ξ(1))− u(ξ(2))| = O(h)

uniformément pour h, ε→ 0.
Posons

ξ(1) := f̃(a, ε;h) ∈ E(a, ε, h).

D’autre part, on peut trouver

ξ(2) := hk = h.k(ε, h) ∈ hZ2 ∩ E(a, ε, h)

tel que |ξ(1) − ξ(2)| ≤ h en posant k = k(ε, h) la partie entière de ξ(1)

h .
En fin, avec la remarque χ(u(ξ(1))) = χa et il existe λ(ε, h) ∈ Σ(ε, h) ∩ R(χa, ε, h) tel que
λ(ε, h) = χ(u(ξ(2))) +O(h∞), nous obtenons le résultat du lemme.

Remarque 4.5.4. — Le résultat du lemme est encore valide pour le spectre d’un opérateur dans
le cas général comme dans le théorème 4.2.8.

Dans la preuve précédente, on peut aussi choisir k la partie entière de f̃0(a)
h et donc k = k(h).

4.5.1. Fonction de transition. — Soit (Σ(ε, h), U(ε)) un pseudo-réseau asymptotique.
Supposons Bα := B(c, r) et Bβ := B(c′, r′) deux petites boules dans U avec l’intersection non-
vide, Bαβ := Bα∩Bβ 6= ∅ telles qu’il existe deux pseudo-cartes locales sur Bα(ε) := B(χc, r, ε)

et Bβ(ε) = B(χ′c, r
′, ε) de (Σ(ε, h), U(ε)).

Notons Bαβ(ε) = Bα(ε) ∩Bβ(ε).
Comme les bonnes valeurs dans chaque Bα, Bβ sont en dehors des ensembles de petites mesure
O(α) , alors le complémentaire des bonnes valeurs dans Bαβ est encore de petite mesure O(α).
Soit a ∈ Bαβ une bonne valeur. C’est pourquoi, il existe un bon rectangle associé R(χa, ε, h) ⊂
Bαβ(ε) sur lequel nous avons deux micro-cartes de Σ(ε, h) en χa comme dans (103) de la défini-
tion précédente :

fα(ε;h) : R(χa, ε, h)→ Eα(a, ε, h)

fβ(ε;h) : R(χa, ε, h)→ Eβ(a, ε, h). (108)

Théorème 4.5.5. — Il existe une unique matrice constante Mαβ ∈ GL(2,Z) telle que

df̃α,0 = Mαβdf̃β,0

en toute bonne valeur a ∈ Bαβ .

Démonstration. — Dans cette démonstration, on garde la même notation que celle du lemme
4.5.3. Par ce lemme 4.5.3 et la remarque 4.5.4, soit

λ(ε, h) = f−1
α (hk(h)) +O(h∞) (109)

(avec hk(h) ∈ hZ2 ∩ Eα(a, ε, h)) la famille dans Σ(ε, h) ∩R(χa, ε, h) telle que

|λ1(ε, h)− a1| = O(h)

|λ2(ε, h)− εa2| = O(ε.h),
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uniformément pour h, ε→ 0.
Soit k0 ∈ Z2 arbitraire donné, pour h assez petit, on peut définir

hk′(h) := hk(h)− hk0 ∈ hZ2 ∩ Eα(a, ε, h). (110)

Alors il existe une famille λ′(ε, h) ∈ Σ(ε, h) ∩R(χa, ε, h) telle que

hk′(h) = fα(λ′(ε, h)) +O(h∞), (111)

uniformément pour ε, h petits.
On a aussi

hk(h) = fα(λ(ε, h)) +O(h∞), (112)

uniformément pour ε, h petits.
En remplaçant (111) et (112) dans (110) nous avons

fα(λ(ε, h))− fα(λ′(ε, h)) = hk0 +O(h∞), (113)

uniformément pour ε, h petits.
On note aussi que comme |hk′(h)−hk(h)| = hk0 = O(h), alors |hk′(h)− ξ(1)| = O(h) et donc
la famille λ′(ε, h) a la même propriété que celle de λ(ε, h). C’est à dire

|λ′1(ε, h)− a1| = O(h)

et

|λ′2(ε, h)− εa2| = O(ε.h),

uniformément pour h, ε→ 0. Nous rappelons la fonction

χ : Bαβ → Bαβ(ε)

u = (u1, u2) 7→ χu = (u1, εu2) (114)

Posons u(ε, h) = χ−1(λ(ε, h)) (i.e. u1 = λ1, u2 = λ2
ε ) et de même façon u′(ε, h) = χ−1(λ′(ε, h)).

Nous avons

|ui(ε, h)− ai| = O(h),

|u′i(ε, h)− ai| = O(h), (115)

pour i = 1, 2.
L’équation (113) devient donc

f̃α(u(ε, h))− f̃α(u′(ε, h)) = hk0 +O(h∞),

ou
f̃α(u(ε, h))− f̃α(u′(ε, h))

h
= k0 +O(h∞), (116)

uniformément pour ε, h petits.

Comme on peut exprimer

f̃α(u(ε, h)) = f̃α,0(u(ε, h)) +O(ε,
h

ε
)
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et en écrivant le développement de Taylor de f̃α,0(u(ε, h)) en a avec le reste intégrale, en refaisant
le même travail pour f̃α(u′(ε, h)) et de plus la remarque si R(u, ε, h) = O(ε, hε ), alors

|R(u(ε, h), ε, h)−R(u′(ε, h), ε, h)| = O(h)×O(ε,
h

ε
),

uniformément pour h, ε petits et h � ε car |u(ε, h) − u′(ε, h)| = O(h), l’équation (116) nous
donne

(df̃α,0)(a)
u(ε, h)− u′(ε, h)

h
= k0 +O(ε,

h

ε
)

Par conséquence, nous avons

u(ε, h)− u′(ε, h)

h
=
(
(df̃α,0)(a)

)−1
(k0) +

(
(df̃α,0)(a)

)−1(O(ε,
h

ε
)
)
. (117)

D’autre part, comme la norme de la différentielle
(
(df̃α,0)(a)

)−1 est une constante indépendante
de ε, h, l’équation (117) nous permet d’écrire

u(ε, h)− u′(ε, h)

h
=
(
(df̃α,0)(a)

)−1
(k0) +O(ε,

h

ε
), (118)

uniformément pour h, ε petits et h� ε.

Maintenant on va travailler avec fβ(ε;h). Posons aussi f̃β = fβ ◦ χ.
Comme λ(ε, h), λ′(ε, h) est dans σ(Pε) ∩ R(χa, ε, h), alors il existe une famille notée k′(ε, h) ∈
Z2 telle que

f̃β(u(ε, h))− f̃β(u′(ε, h))

h
= k′(ε, h) +O(h∞),

uniformément pour ε, h petits.
De même façon ce qui précédant, on obtient aussi

u(ε, h)− u′(ε, h)

h
=
(
(df̃β,0)(a)

)−1
(k′(ε, h)) +O(ε,

h

ε
), (119)

uniformément pour ε, h petits et h� ε.
Alors, l’équation (118) et l’équation (119) nous donnent

(
(df̃α,0)(a)

)−1
(k0) =

(
(df̃β,0)(a)

)−1
(k′(ε, h)) +O(ε,

h

ε
),

uniformément pour ε, h petits, h� ε et donc

(df̃β,0)(a)
(
(df̃α,0)(a)

)−1
(k0) = k′(ε, h) +O(ε,

h

ε
), (120)

uniformément pour ε, h petits et h� ε.
Comme la partie à gauche de la dernière équation est une constante, O(ε, hε ) est petit pour ε, h
petits, h � ε et k′(ε, h) ∈ Z2, il faut donc que k′(ε, h) ∈ Z2 soit une constante k′ ∈ Z2 et que
l’on ait

(df̃β,0)(a)
(
(df̃α,0)(a)

)−1
(k0) = k′ ∈ Z2 (121)

pour tout k0 ∈ Z2 donné.
Cela signifie que (df̃β,0)(a)

(
(df̃α,0)(a)

)−1 ∈ GL(2,Z).
D’autre part, df̃β,0 ◦

(
df̃α,0

)−1 est uniformément continue sur Bαβ et la mesure du complémen-
taire de bonnes valeurs dans Bαβ est O(α). En prenant α assez petit et avec le fait que le groupe
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GL(2,Z) est discret, la continuité uniforme implique qu’il existe donc une matrice constante
Mβα ∈ GL(2,Z) telle que

(df̃β,0)(a) = Mβα(df̃α,0)(a),

pour toute bonne valeur a ∈ Bαβ .

Comme sur l’intersection, la fonction f̃α,0 ◦ (f̃β,0)−1 est bien définie, lisse. En dehors d’un en-
semble de mesureO(α), la valeur de d(f̃α,0◦(f̃β,0)−1) est une matrice constanteMαβ ∈ GL(2,Z).
Notons aussi que d(f̃α,0 ◦ (f̃β,0)−1) est indépendant de α. En prenant α → 0, on arrive que
d(f̃α,0 ◦ (f̃β,0)−1) est égal à la matrice constante Mαβ en dehors d’un ensemble de mesure 0. Par
la continuité, il faut avoir d(f̃α,0 ◦ (f̃β,0)−1) = Mαβ partout.
Nous avons alors :

Théorème 4.5.6. — Il existe une unique matrice constante Mαβ ∈ GL(2,Z) telle que

df̃α,0 = Mαβdf̃β,0

sur Bαβ .

Remarque 4.5.7. — Pour le spectre d’un opérateur Pε = P + iεQ considéré dans la section
précédente, on peut voir que le résultat du théorème peut être retrouvé indépendamment à partir
des résultats classiques. En effet :
On se rappelle de (99) que les premiers termes sont

f̃α,0 = τc + ϕ−1
α

f̃β,0 = τc′ + ϕ−1
β . (122)

D’autre part, comme une application du théorème d’action-angle (revoir la section 2.5.2.1), on se
rappelle que sur Bαβ non-vide, il existe une application affine Aαβ ∈ GAR(2,Z) de la forme

Aαβ := M cl
αβ(·) + Cαβ,

avec une matrice M cl
αβ ∈ GL(2,Z), Cαβ ∈ R2 telle que

ϕ−1
α ◦ ϕβ = Aαβ. (123)

Les coordonnées action de Λa dans deux coordonnées d’action-angle associées à ϕα, ϕβ sont ξa
et ξ′a telles que

ξa = Aαβξ
′
a.

On a aussi les intégrales d’action sur Λa correspondantes satisfaisant la relation

S1 = M cl
αβS

′
1.

Deux dernières équations et l’équation (102) nous donnent

τc = M cl
αβτ

′
c − Cαβ. (124)

Par conséquence, nous obtenons
f̃α,0 = (M cl

αβ)f̃β,0. (125)

C’est à dire nous retrouvons bien le résultat du théorème avec l’aide du théorème action-angle.
De plus, si on note M sp

αβ la matrice Mαβ définie par le théorème 4.5.6, on a donc :

M sp
αβ = (M cl

αβ). (126)
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Remarque 4.5.8 (Perspectives). — Pour un pseudo-réseau asymptotique, nous souhaitons mon-
trer un résultat plus fort : il existe une unique matrice constante Mαβ ∈ GL(2,Z) telle que

f̃α,0 = Mαβ f̃β,0,

sur Bαβ .

Par la remarque 4.5.7, on vient de voir que ce résultat est vrai pour le spectre de l’opérateur discuté
Pε. Cependant, nous n’avons pas réussi à le montrer pour un pseudo-réseau asymptotique.

4.5.2. Définition de la monodromie d’un pseudo-réseau. — Soit (Σ(ε, h), U(ε)) un pseudo-
réseau asymptotique comme la définition 4.5.1. Supposons que U est couvert par un recouvrement
localement fini {Bα} et que (Σ(ε, h), U(ε)) est couvert par des pseudo-cartes locales associées
sur Bα(ε) := χ(Bα) :

{(f(·; ε, h), R(χa, ε, h)) a ∈ Bα est une bonne valeur }.

On peut voir {(f̃α,0(ε, h), Bα)} comme des cartes de U dont les fonctions de transition sont dans
le groupe linéaire GL(2,Z).
En effet, sur chaque intersection non vide Bα ∩Bβ 6= ∅, le théorème 4.5.6 affirme qu’il existe une
unique application linéaire Mαβ ∈ GL(2,Z) vérifiant

d(f̃α,0) = Mαβd(f̃β,0) ou d
(
f̃α,0 ◦ (f̃β,0)−1

)
= Mαβ. (127)

La famille {Mαβ} définit un 1-cocycle, notéM dans la cohomologie de Čech avec valeur dans le
groupe linéaire GL(2,Z). Nous avons donc

Définition 4.5.9. — La classe [M] ∈ Ȟ1(U(ε), GL(2,Z)) est appelée la monodromie du pseudo-
réseau asymptotique (Σ(ε, h), U(ε)).

Comme avec la monodromie quantique, on peut bien sûr associer cette classe cocycle avec une
classe d’isomorphisme de fibrés (fibré à isomorphisme près) sur U(ε) avec la structure du groupe
GL(2,Z) et la fibre Z2. Les fonctions de transition entre deux trivialisations adjacentes du fibré
sont les {Mαβ}.
SiM est un certain cocycle associé à une trivialisation du fibré et soit γ(ε) un lacet fermé contenu
dans U(ε).
On définit

µ(γ(ε)) = M1,N ◦MN,N−1 ◦ · · ·M3,2 ◦M2,1,

où Mi,j dénote la fonction de transition correspondante à chaque couple d’intersection non-vide
(Bi(ε), Bj(ε)), définie comme dans le théorème 4.5.6, ici (B1(ε), · · · , BN (ε)) un recouvrement
fini numéroté de γ(ε) dans U(ε) avec Bi ∩Bi+1 6= ∅.
La non-trivialité de [M] est équivalente à celle d’un morphisme de groupe, noté aussi µ, défini
comme suivant

µ : π1(U(ε)) → GL(2,Z)/{∼}
γ(ε) 7→ µ(γ(ε)), (128)

où {∼} noté modulo à conjugaison près.
On appelle µ la représentation de la monodromie [M].
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4.6. Monodromie spectrale linéaire

On reconsidère l’opérateur Pε = P+iεQ, le cas {p, q} = 0 que nous avons discuté dans la section
4.4.

Soit U un sous-ensemble ouvert avec fermeture compacte dans l’ensemble de valeurs régulières
Ur de l’application (p, q) et notons U(ε) = χ(U). Nous supposons de plus que le spectre de
Pε est discret dans U(ε). Alors c’est clair que (σ(Pε), U(ε)) est un pseudo-réseau asymptotique
adapté à la définition 4.5.1. On peut donc définir la monodromie de Pε comme la monodromie du
pseudo-réseau asymptotique (σ(Pε), U(ε)) d’après la définition 4.5.9. On l’appelle la monodromie
spectrale linéaire, notée [Msp] ∈ Ȟ1(U(ε), GL(2,Z)).

Définition 4.6.1. — Pour ε, h > 0 petits tels que h � ε ≤ hδ, 0 < δ < 1, la classe [Msp] ∈
Ȟ1(U(ε), GL(2,Z)) est appelée la monodromie spectrale de l’opérateur Pε sur le domaine U(ε).
On dit que Pε a la monodromie spectrale si la classe [Msp] ∈ Ȟ1(U(ε), GL(2,Z)) est non-
triviale.

4.6.1. Relation entre la monodromie spectrale et la monodromie classique. — Nous rappe-
lons que la monodromie classique (linéaire) qui est donnée par J.Duistermaat [33] (présentée dans
la section 2.5.3) est définie comme un fibré H1(Λc,Z)→ c ∈ U , associé à un cocycle, noté [Mcl]

dans Ȟ1(U,GL(2,Z)) des fonctions de transition :

{t(M cl
αβ)−1 = t(d(ϕ−1

α ◦ ϕβ))−1}.
La remarque 4.5.7 nous donne donc la relation suivante entre deux types monodromies :

Théorème 4.6.2. — La monodromie spectrale linéaire est l’adjoint de la monodromie classique
linéaire

[Msp] = t[Mcl]
−1.

En d’autres termes, si les représentations de monodromie correspondantes de [Msp] et [Mcl] sont

µsp : π1(U(ε)) → GL(2,Z)/{∼}
µcl : π1(U) → GL(2,Z)/{∼}, (129)

alors µsp = t(µcl)−1.

Remarque 4.6.3. — Un cas particulier si [P,Q] = 0, ça implique {p, q} = 0, on peut donc
avoir deux types monodromies spectrales : la monodromie spectrale affine définie au chapitre 3
et la monodromie spectrale linéaire définie dans ce chapitre. C’est évident que la monodromie
spectrale linéaire est la partie linéaire de monodromie spectrale affine.
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