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Introduction

1 Contexte

1.1 Motivation de I'étude

Le stockage des déchets radioactifs de haute activité etlangue est un probléme a traiter
dans un futur proche qui intéresse le C.E.A. La solution a long terpied probable est un
stockage en site géologique profond, ce qui implique une connaissance approfiondie
comportement du site géologique et de son évolution sur des milliers d’années.

Outre la difficulté de modéliser le comportement thermo-hydéganique non linéaire du
massif, se pose la simple question d’obtenir les données nécessaixecalculs (état de
fissuration, modules de rigidité, densités,...) a partir de mesaasctes en nombre limité.
En effet, cette identification de parametres est un problerh@asa —comme la plupart des
probléemes inverses— ce qui indique des soucis d'existence, d'unicikg® shbilité de la
solution. Les méthodes existantes de résolution de ce type de peshléites « méthodes
inverses ») sont relativement récentes (bases jetées daasniées 1960 par Tikhonov), et
principalement déterministes.

Or I'amélioration des prédictions déterministes de comportemenimdssif nécessite
d’utiliser une approche stochastique, en tenant compte de la veiédiile au faible nombre
de mesures, a I'imprécision des instruments,...) des paramétresd(dierttifier moyenne,
ecart-type, corrélation, lois de probabilité...). Ces parametragepe ensuite étre utilisés
comme donné de calculs stochastiques

Le but de cette étude est donc le développement de méthodes d’idemtifitzs données et
de représentation de ces données sous une forme utilisable danscdkssstathastiques
postérieurs.

1.2 Position de I'étude

Le développement de la science se fait dans le sens d'une é@aba@tmodeéles, dans la
recherche de lois immuables qui expliquent le monde. Au cours déssdies modeles se
font plus précis, les lois plus pertinentes. Cependant aussi pousggssgient, ils ne
pouvaient retranscrire gu’'imparfaitement la réalité, ou plutééalst trop simples et parfaits
pour notre monde complexe et frustre.
Le pouvoir de prédiction de la science ne peut donc étre qu’approxifpatifois
insensiblement, parfois visiblement). Les utilisateurs des mosiélsent entourés de marges
de sécurités qui permettaient de cacher ces incertitudedaitsliéviter d’avoir a y penser.
Mais dans tout calcul physique se nichent des incertitudes qui fééredison résultat de la
réalité :
* incertitude des mesures tout d’abord : les outils de mesure, plus ouprésiss plus
OuU moins justes ne permettent qu’une approximation des données réelles ;
e incertitude du modele ensuite : afin de se préter au calcul fiféeBonodeles doivent
simplifier la réalité, et par la méme s’écartent du comportement réesthnsy ;
* incertitude liée au calcul enfin : nombre limité de décimales en infayuggtarrondis.

Une nouvelle étape fut franchie quand la science chercha a pré¥eit ¢les incertitudes
dans un systeme. Les calculs probabilistes, ou stochastiques, petragt telle prédiction,
et se sont révélés particulierement utiles pour évaluealidifé d’un systeme (pont, moteur,
circuit électrique,...). Les outils de base pour modéliser lestinmes sont les variables
aléatoires et les champs aléatoires, caractérisés par des otistis|Sées.
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Un probleme se pose quand les données statistiques ne peuvent atgesndsectement,
comme dans le cas cité au 81.1. Le développement de méthodes intechestigues
s’impose alors.

2 Objectif

L’objectif de cette étude se trouve dans son sujet :
Identificationde I'état d’'un milieu et représentation de sa variabifig# une approche

stochastique

Cet objectif se compose de deux points complémentaires : I'élmmordiune méthode

inverse permettant d’identifier un champ aléatoire et la reptéSon de ce champ aléatoire

sous une forme qui autorise son utilisation ultérieure dans des calculs stochastique

En outre cette méthode devait pouvoir étre intégrée dans le codécdepar éléments finis

CAST3M afin de permettre sa capitalisation dans le savoir-faire du laleratoi

3 Plan

Un premier chapitre est tout naturellement consacré am&thodes inverses déterministes
Nous y examinons les caractéristigues des problémes inverses différentes méthodes
existantes pour les résoudre.

Ensuite dans ureuxiéme chapitre nous nous penchons une maniére tres répandue de
représenter et manipuler les champs aléatoireschéms polynomial qui constitue une
discrétisation des champs aléatoires en variables aléatadisséments finis stochastiques

qui constituent la principale méthode de calcul sont également égtedigsarticulier les
approches non intrusives

Un troisieme chapitre est consacré a @écomposition en série de Karhunen-Loevd'une

des méthodes permettant la discrétisation de champs aléatddssa( dire leur expression
sous la forme de variables aléatoires).

Un quatriéme chapitre est consacré arariogramme, qui est un outil statistique permettant
la caractérisation des parameétres statistiques des chadapairas. Allié par exemple a la
décomposition en série de Karhunen-Loéve il permet d’alimenter en ddeséaéthodes de
calcul stochastiques.

Enfin le dernier chapitre fera naturellement le lien entre les chapitres précédents, e
détaillant uneméthode inverse stochastiquaitilisant chacun des points vus précédemment
pour tenter d’identifier un champ aléatoire.
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Chapitre Il - Méthodes Inverses Déterministes

1 Introduction

A partir d’expériences et de raisonnements mathématiquesidesifiques ont identifié des
lois de comportement et des modeles permettant I'élaboration d’usegpéydéductive et
prédictive. Il est alors possible, connaissant les parameétresgatd’'un systeme physique
(par exemple la rigidité) et les sollicitations qui lui sappliquées (par ex. le chargement) de
prévoir le comportement du systeme (par ex. le déplacemens} lai@solution dprobleme
direct

A contrario unprobléme inversest un probleme qui nécessite d’inverser ces modeles et lois
physiques, pour accéder de maniere indirecte a une quantité nderdeetaccessible a la
mesure (par exemple connaissant la force et le déplacement déteanigielite).

Ces problemes inverses peuvent étre simples a résoudre, prineipakuand le probleme
direct est mathématiquement inversible : dans notre exemgle,csinsidéere un modéle tres
simple, il est évident de déduire le module d’Young d’'un échantillon d’acier lors dandes
traction a partir des mesures du déplacement appliqué et de la forantésilk peuvent étre
tres complexes, voire étre impossibles a résoudre, par exenopleansidere que la rigidité
varie spatialement dans notre échantillon.

Dans ce chapitre nous définirons les problémes inverses. Nous verribs&git’souvent de
problémes mal posés. Nous examinerons quelques méthodes de résolesomettrions en
ceuvre sur un exemple simple.

2 Définitions

2.1 Position du probleme
Un systéme physique peut se schématiser comme indiqué dans la figure 1 :

Figure 1 : schématisation d’'un systeme physique

avec

X : quantités en entrée du systéme (connues ou inconnues),

y : quantités en sortie du systéme (connues ou inconnues),

p : parametres internes du systeme (connus ou inconnus),

A(p) : opérateur reliant la sortie a I'entrée associée pariaule y:A( p) x. Cet opérateur

est connua priori suivant le modele utilisé.

Remarques
Nous nous intéresserons ici seulement aux cas yetp sont des fonctions appartenant aux
espaces de Hilbert respectivement X, Y et P (une restrictiorante est de prendre X=Y=P).
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Le produit scalairg est( f,g) =L2 f gds, lanorme esff|=,/(f,f). Ce sont des fonctions

de carré intégrablejg f? (s) ds posséde une valeur finie). Quant a A, il appartient a I'espace
des opérateurs de X dans Y.

2.2 Deéfinition des différents problemes
On peut définir trois problemes différents associés a un systgmeaé la relation

A(p)x=y:

Données| Inconnue Traduction
connaissant les causes et les parametres,
Probleme direct X p y trouver les effets en accord avec| le
modele
connaissant les effets et les parameétres,
de reconstruction| y p X trouver les causes en accord aveg le
Probleme modéle
inverse connaissant les causes et les e
d’identification X |y p retrouver les paramétres en accord av
modele

2.3 Probléemes inverses

2.3.1 Donnéesy

Dans un probléme inverse les données sont constituées de mesuresr@ldesigprtie du
systeme (déplacement, effort, température, pression,...). Comme pourntestee, les
données recueillies sont entachées d’une erreur inévitable. Oyf e données recueillies
et y° les données parfaites. Typiquement dans les problémes inversesninudéf borne
supérieures de I'erreur (estiméa priori) lors de la mesure des données :

(1) [y -y s<e

2.3.2 Inconnues x et p

Les inconnues d’un probléme inverse peuvent étre soit des paramiétieames au systeme a
identifier, soit un signal d’entréea reconstituer. Cependant il faut noter que souvent dans la
littérature on ne distingue pas ces deux problemes. Dans |lansugenotonx les données
inconnues, méme quand il s’agit de parametres de A n’ayant riamir @awec le signal
d’entrée.

2.3.3 Modeéle A(p)

Les problemes inverses reposent tous sur le choix d’'un modele liagnah dentréex a un
signal de sortig, utilisant des parametres intermepar la relation

2y Y=A(p)x
Dans les systemes réelsph est souvent de la forme :

5y (A=Kt (3 a

Q
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Il faut noter que cette formulation explicite n’est pas forcéraengessible : la relation entye
et x peut étre implicite (systéme d’équations aux dérivées pagiglar exemple). La
résolution du simple probléme direct (i.e. trouyezonnaissanx) peut alors étre elle-méme
tres complexe.

Comme nous I'avons indiqué précédemment souvent on ne fait pas la idisterdtex etp.
Pour simplifier I'écriture, on trouve généralement le modéle physique saursne. f

(4) y =AX

2.3.4 Formulation du probléme inverse

En tenant compte des simplifications d’écriturecpoentes, on peut formuler un probléme
inverse de la fagon suivante : connaissant les regsentachées d’erreyf et un modéle
physique A déterminer le signal d’entrée ou les paramétresnnusx® tels que

(5) y* =AX

2.4 Problemes mal posés

Au début du X¥™ siécle, Hadamard (1902,1932) introduisit la notierproblémeien posé
(well-posedl et, par opposition, celle de problemeal pos{ill-posed.
Un probléeme est dhien posési et seulement si :

» pour toutyllY, il existe une solution (existence);

» cette solution est unique dans X (unicité) ;

» cette solution est stable vis a vis des donnéabilisé).

Par opposition les problemes mal posés possedemhaius un des défauts suivants, le
troisieme étant le plus génant dans le cadre dddemes inverses :
e existence de solution non assuréee. pour ury donné il peut ne correspondre aucun
X);
* multiples solutions possibles(i.e. pour uny donné une multitude dg peuvent
correspondre, sans possibilité de discrimination) ;
» grande sensibilité des solutions aux données initiale§.e. d’'un changement
relativement petit dg résulte un changement relativement important dign’y a pas
de continuité de la solution par rapport aux doshée

On voit que le troisieme point est crucial dans daotution de n’importe quel probléme
physique : les données expérimentales sont bruitéest donc important que la solution ne
leur soit pas trop sensible (soit robuste poureaegre un terme utilisé en traitement du
signal), sous peine de perdre sa validité.

Au dela de la définition mathématique, ce concepspde un sens physique tres fort (voir [ll-
2] dans bibliographie en fin de chapitre). La plamkes problemes de I'ingénieur consistent a
déterminer un champ dans un domain€ (pouvant avoir une composante temporelle),
connaissant I'équation de comportement =%y et les conditions sur le bordQ. Il peut
sembler que n’'importe quelles conditions de bordnetétent la résolution du probleme,
pourvu qu’elles ne soient pas surabondantes. ti @& rien, et les conditions « convenables »
dépendent directement de I'opérateur A. Un problémae posé est donc un probléme pour
lequel les conditions et données initiales conveerpour 'opérateur A. Contrairement a
I'intuition de l'ingénieur, il ne s’agit donc pas dlisposer de la bonmpiantitéde données,
mais bien de disposer du btypede données.
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Presque tous les problémes directs de la physique sont bien posésst@as une heureuse
coincidence : en fait les chercheurs ont défini trés tét @sgmes bien posés des différentes
disciplines, et ne se sont pas intéressés aux autres (on a dogintrksjeu de problémes sur
lesquels travailler). Cependant il est tout a fait possible de mal poser un probiéche

Par contre la plupart des problemes inverses sont mal posés, marpaut pas trouver de
conditions initiales convenables. La difficulté de résolution vient doneedaractéristique
intrinséque propre au probléme inverse et pas d’'une simple insuffisance de données. En
particulier il est important de préciser que ce caractefgas® n’est pas li€ comme certains
peuvent le penser au fait que ces problémes sont résolus pour dessddiwtéetes en
nombre fini [l-1]. En effet méme si nous disposions de la fongtide maniére complete et
continue (mais sujette a des incertitudes), les difficultésspemsient. Dans I'exemple de la
poutre traité en annexe, nous voyons que la solution du probleme inversenaveécnnée
continlment connue est trés instable. La discrétisation inévitabl@rahléeme ameéne
cependant un autre souci :reauvais conditionnemertu probleme. Il faut donc séparer le
caractéranal poséu probléme d’'un éventuel caractaral conditionné

Des méthodes existent pour atténuer ou supprimer ces défauts gtapgment restaurer la
stabilité de la solution. Dans les années 60 le mathématicis@ Tulshonov jette les bases
théoriqgues des méthodes modernes d’inversion en introduisant le concesmiutden
régularisée formalisant un compromis entre fidélité aux données et stafitddsformer un
probléeme mal posé en probleme bien gue&heest appeléégularisationdu probléme.

Il est intéressant de noter qu’il existe un type de probléystgmatiquement mal posés :
ceux formulé a partir d’'une équation de Fredholm de premiére espéce, qui estrae |a f

6 JK(ey) (R e o y

Trouver la fonctiorf connaissang etk a partir d'une telle équation est un probleme poaie.
Or les systemes physiques obéissent souvent a ce demelation intégrale (voir I'équation

(3).
3 Reésolution des problémes inverses

3.1 Reégularisation

Nous avons vu précédemment gqu’'une caractéristignérgle des probléemes inverses était
gu'’ils étaient en général mal posés, ce qui comptdi@xistence, l'unicité et la stabilité de la
solution. Régulariser un probléme inverse congideetransformer en ysrobleme bien posé
proche Les méthodes de régularisation utilisent souypenir nourrir leurs algorithmes une
augmentation la quantité d’information disponibby pajout au probléme des données, soit
provenant de sources annexes (résultats d’expésenéelles ou numériques), soit
d’hypotheses considérées comme vraegriori (forme de résultat attendue, contraintes
d’évolution).

La résolution de probléemes inverses peut donc ameemsiliser de I'information totalement
subjective et hypothétique, mais considérée comnpdausible», et a formaliser des
caractéristiques parfois qualitatives. La validié ce jeu de données additionnelles
conditionne évidemment la validité du résultat.régularisation n’est donc pas une démarche
purement abstraite, mais bien la prise en compteadactére réel et physique d’'un probléme.

12
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3.2 Méthodes analytiques et méthodes numériques

Dans le cadre des problemes inverses, il existe claireteent sortes de méthodes que I'on
pourrait qualifier d’analytiques d’'une part et de numériques de dalitest bien sir délicat
de vouloir les classer ainsi. En effet les méthodes analytisjappuient sur des calculs
(d'intégrales, résolutions de systemes d’équations,...) ne pouvant rédisés que
numériquement, et les méthodes numériques nécessitent une formulation analytique.

Avant les années 80, le seul moyen de traiter un probléeme invaiseleé manipuler les
éguations de maniere analytigue pour régulariser le probleme gisteidre (certains
nostalgiques s’y réferent encore parfois comme a I'époque de 'ag’ de la résolution des
problemes inverses). Les méthodes analytiques, si elles possedeptiratée intrinséque
(elles s’appuient sur un raisonnement mathématique), comportent deux gros ireasveni
» chaque type de probleme améne une stratégie de résolution qui lui est propre ;
* une forte dose de mathématiques est requise pour trouver la solutimuetr son
unicité et sa stabilité (en particulier la connaissance degriptés de fonctions,
d’équations, d’espaces,...).

Du fait de ces inconvénients et avec le développement de la peisdancalcul des
ordinateurs, des méthodes numériques ont été développées, basées isimitation de
I'écart entre les données d’observation et de simulation. Ellesegest comme avantage
certain d’étre trés faciles a mettre en ceuvre, quel queles@robleme, et comme gros
inconvénient de nécessiter un colt de calcul conséquent, et elles sewarit utilisables
gue pour des problemes avec un nombre de variables réduit.

Les méthodes analytiques conservent comme avantage de ne néqeisit@odt de calcul

réduit (parfois il n'est méme pas nécessaire de résoudreoldépre direct). De plus
'augmentation de la puissance de calcul sert aussi les méthodbgiques : les moyens
informatiques permettent de calculer rapidement des quantitésileliffent accessibles
auparavant (calcul des intégrales, des dérivées, des systBémemtions, des valeurs
propres,...), et surtout d’appliquer des méthodes analytiques a desesmadéiulés par

eléments finis. Ainsi des méthodes analytigues peuvent étre cugaptus adaptées pour
résoudre des probléemes inverses, mais nécessitent un travdilggpédiotons aussi qu’au
cours des années passees de nombreux problemes inverses ont étédeesukusiere

analytique. Il est donc toujours avantageux de vérifier si unedellgion ne peut pas étre
réutilisée pour le probleme auquel on est confronté.

3.3 Méthode des champs virtuels

Un des schémas les plus utilisés pour résoudre analytiquement les problemses iomesiste
a utiliser la formulation faible du probleme direct. Si le commpoetet de notre modeéle est
défini par I'équation locale :

(7) Ax(t) = y(1) mjilo;

Alors on a la formulation faible suivante sur la totalité du dom@ine

(8) [Ax(De(t)dt=] (g (9 dt D¢

En jouant sur la fonctio@ et en manipulant les équations, on peut réussir a résoudre le
probléme inverse sans jamais résoudre le probléme direct.
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La méthode la plus connue s’appuyant sur cette idée est la mégmadbamps auxiliaires,
qui s’applique lorsque :

* le probleme direct est solvable (méme par une boite noire) ;

* la quantité recherchée est une perturbation d’un parameétre connu,destig ce
parameétre (Par exemple si I'on cherche le module d’Yd@&(rpdans une structure, on
ne peut I'appliquer que si ce module se décompode>9r= E(X) + &X), avecEq(X)
connu etE¢(x) >> £(X) ) ;

* nous disposons d’'un couple de résultats expérimentaux entrées/sorties.

La méthode des champs auxiliaires (sur laquelle nous reviendrons3w@3siste alors a
utiliser des résolutions du problemes avec un paramétre non pertimbél'extraire
linformation sur la perturbation par le biais de manipulations héraatiques de la
formulation faible (appelée aussi intégrale) du probleme.

3.4 Méthodes numériques

3.4.1 Minimisation

Cette méthode consiste a utiliser une procédure d’optimisation qui dafmsnse la plus
simple s’énonce comme suit : trouver les parametres ou entféed que I'écart entre les
données recueilliey® et les résultats calculés= Ax°* soit minimal en utilisant le critére des

moindres carrés. On cherche daxicqui minimise la fonctionnell@ suivante
(9) I(x)=[ax-y|

Nous pouvons ajouter des a présent un critere t'aeéla procédure de minimisation :
comme il est sans objet de chercher un résultat phécis que ne le sont les données
recueillies, nous pouvons arréter la procéduregdes® vérifie

(10) |ax -y | <e

Cette méthode de resolution de probleme inverseoesémporaine de I'invention du principe
des moindres carrés a la fin du XVfifsiécle : lors d’'une des premiéres utilisations de ¢
principe, Gauss a estimé le coefficient d’ellipglgéla Terre a partir de mesures de longueur
d’arc, en modélisant le profil de la terre soufotane d’une ellipse.

L'avantage de cette méthode est que le problemersevse réduit a deux problémes
"classiques" :

1. un probleme direcy = Ax pouvant étre résolu numériqguement (éventuellerpantdes

éléments finis ou autre code de calcul "boite ripire
2. un probleme d’optimisation typique.

Le résultat de la résolution du probléeme inverse d@enc dépendre en partie des
caractéristiques liées au probléme direct (modktEsg précision, etc...) , mais surtout de
celle de la méthode d’optimisation retenue :

= choix de l'algorithme de recherche du minimum,

= choix du point de départ,

= prise en compte des contraintes,

= etc...
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Un inconvénient de cette approche est que les algorithmes d’optimipativant nécessiter
un nombre conséquent d’appels au code de calcul donc, dans notre dastsptasolutions
du probleme direct. Lorsque I'on sait que chaque résolution peut étrédcuhpzer éléments
finis, on comprend que le temps de calcul puisse étre critiqueidrzce de I'optimisation est
heureusement maintenant assez développée et il est possible ed’'udtis méthodes
éprouveées pour limiter le codt informatique.

Il faut noter que sous la forme (9), le probléme n’est pas mgRlanous sommes juste
passés d'un probléme analytique particulier a un probléme numérigéealgéla solution
obtenue est potentiellement instable et non unique. Nous allons maintemactmment il
est possible de régulariser ce probleme d’optimisation.

3.4.2 Méthode de Tikhonov-Philips
[11-1]
Cette méthode consiste a utiliser la fonction de performancedeir&es mais en y ajoutant un

terme régularisateur. On recherche par une procédure d’optomisét® qui minimise la
fonctionnelle

a1y 39 =|Ax- y‘H2 +alB

avec :
a > 0 le parametre de régularisation (appelé patfasametre de Lagrange”) ;
B un opérateur de contrainte.

L'opérateur B peut avoir plusieurs formes. Ainsil'@n souhaite que la fonction solution soit
lisse, on peut choisir la dérivé@x|=|x|. Si l'on souhaite que la fonction trouvée soit
proche d'une valeur connue & priori, on peut pren@x|=|x-x|. Cependant le plus

souvent cette méthode est utilisée avec B=I, l'agénr identité dans I'espace X. Dans ce cas
la fonctionnelle devient :

(12) 3(x) =] Ax- YHZ +a|

La solution théorique obtenue par cette méthoden{euimum global) dépend de la valeur
choisie poura. En fait a doit étre le plus petit possible (cﬁmrz)(x"'f) = x°), mais avec une
a-

valeur suffisante pour régulariser effectivemerprgbleme (rappelons qu’aux alentours de la
limite a = 0 la solution obtenue n’est pas stable). Cetiigtion théorique est :

ae _ * -1
(13) X =(AA+a 1) Ay
ol A" est I'adjoint de A . On peut voir dans I'expression de la solutieéorique un effet

pratique de cette méthode sur le conditionnemersys$téme : on ajouterl a A"A pour
remplacer les valeurs singuliéres trop faibles yae valeur plancher, ce qui diminue la
sensibilité de la solution.

L’erreur maximale sur le résultat est donnée gat][t

Lie. (AX, y) = ( x A" y) et pour une matri«{eA*} = [(—1)_i+j det([ M, ])} ouM , =A, i ixg
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-

(10) s oy A, 9) <] g a4 of

Les résultats obtenus par cette méthode dépendechax du parametre : la stabilité et
I'erreur croissent toutes deux avec lui. Le chagxadest donc déterminant pour le succes de
la méthode. Il existe plusieurs principes pour déterminer optimal.

Le principe de sélection de Morozov [lI-1]repose sur l'idée de chercher une solution
compatible avec 'erreur sur les données. Ainsi on chaigiel qu’il soit solution de :

ye - AX<| =

(15) ‘
Le principe de sélection d’Arcangeli [lI-1] repose sur une idée similaire, et consiste a
choisira tel qu’il soit solution de :
£

a

ys _ A)(rg

(16) ‘

La modification du second membre est motivée par résultat de convergence
lim (x‘”) =X sou X estla solution exacte du probléme inverse.

-0

Sur le plan pratique, ces principes de sélections t&s colteux a mettre en ceuvre, car ils
imposent de résoudre plusieurs fois le probléeme de miaiimisjusqu’a trouver ler idéal par
itérations successives. Il existe cependant un gurineipe de sélection plus simple mais
moins rigoureux, proposé par Tikhonov :

(17) 97

avece I'erreur maximale commise sur les données efa solution du probléme inverse. Bien
sOr en réalité ces deux valeurs sont inconnues @tiezent donc étre estiméagriori pour
déterminer une approximation de la valeur optintden. Bien que cette expression doive
étre utilisée avec prudence, elle est intéressaateepque I'erreur maximale peut étre
remplacée par un parametre probabiliste, en pagicuhe valeur dérivée d’'un intervalle de
confiance sur les mesures.

Au minimum de la fonctionnelle ( 12 ) nous avons :
e =y [ -al %

12 ! E A ’ A
= <<
(18) £, avece, <<y le critere d'arrét

D’ou en remplagcandr par sa valeur :
2

2 y

R

2
o L A
X

(19)

Si x™¢ est proche dg , alors
e

X*

(20) =1+¢, £, <<1

Soit
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(21) | axe - VHZ =g/ ~g/(1+€,)

D’ou
e _ P2 L2 _o.2 242
(22) |ax =y | =g —e,f ~28 %6, +e ¢,
En utilisante, comme critere d’'arrét (donc en posapt = €, ), nous avons :

(23) HAXa ‘- YHZ = —Zeyzg; +5y25’X2

. . * 2
Donc si x?¢ est suffisamment proche de alors HAX‘“ - )f” est d’'un ordre de grandeur
inférieur a I'erreur de mesuee

3.4.3 Méthode de Levenberg-Marquardt

Les méthodes de régularisation classiques (comnmeéthode de Tikhonov) remplacent le
probleme de minimisation mal-posé initial par unlgpgme proche bien-pose€, qui est ensuite
résolu par minimisation. Cependant depuis peu (19885 méthodes de régularisation
itératives ont été développées comme la méthodd edenberg-Marquardt (LM). Ces
méthodes different des méthodes précédentes enecka gégularisation est obtenue par des
itérations successives plutét qu’une fois pourgau début.

La méthode de Levenberg-Marquardt [lI-4] est un¢hode de régularisation itérative qui est
une variante de la méthode de Gauss-Newton pourrenmation de ( 9 ). Etant donné une

approximationx, de X , Ax est remplacé par sa linéarisation autouxgdavant le processus

de minimisation qui doit déterminer un minimum de )( dans une région relativement
proche dex, (dite "région de confiance"). Une itération de la@thode de Levenberg-

Marquardt est donnée par
( 24) Xk+1 = Xk + h(

ou h, minimise la fonctionnelle

0A ’ 2
sy 107y a2 A eal

avec la contrainte que, +h appartienne a la région de confiance (ce quidpjtel a un
jugementa priori et correspond a um"petit").
Dans la fonctionnelld :

a, estle parametre de Lagrange adapté au probléme,

Ax, est la valeur déAx au pointx,,

0AX . L . R :
(a—j represente la dérivée premiéreAbe par rapport X au pointx, .
X Jxex,

Nous avons donc a réaliser une minimisation deiatfon linéarisée pour chaque itération.
La régularisation est obtenue par le choix de [Foré de confiance et par le terme de

pénalisationa, ||h||2 (analogue a celui de la méthode de Tikhonov).

D’autres méthodes de régularisation itérative sontiéveloppement, en utilisant par exemple
les dérivées secondes de [M-5].
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3.4.4 Algorithme de résolution

La plupart du temps les mesures effectuées donnent un jawdkeurs discréteg. Une
résolution numérique nous impose de rechercher un résultat égalenneid forme discrete
de m valeursx; (soit discret d’emblée, soit discrétisé au court de laluen). Or dans les
modeles physiques définis par I'équation (66ty sont la plupart du temps des fonctions.
Dans l'algorithme présenté on donc a supposé que A est modifié pour que la relatigreentre
y soit de la forme

(26) AXG={V
ou {x} et {y} sont des vecteurs de valeurs numeériques.
La modification du modeéle peut consister en une construction de laoforxcd partir des
valeurs &} (par exemple des coefficients polynomiaux) pour définir un chamyabiirsx,
puis aprés calcul en une discrétisation de y pour retouyher {

Apres avoir précisé ce point nous pouvons donner une forme généralelgbuthme de
résolution numérique de problemes inverses (Figure 1).
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Modéle physique

l

[ DEBUT ]

{%}

Point de départ Contraintes, forme,...

Résultats de mesures

{v}

l

Caleul de > Détermination de
4—
Ald N {X.}
+1
> (un pas d’optimisation)
Critere d’arrét
=i v} -Axd|<e
A
NON Critere
<

respecté ?

Oul

{x}={x.}

[ FIN ]

Figure 1. Algorithme de résolution numeérique générale de problémes inverses.

La détermination de;+; en fonction des;,... X et des informations fournies est le nceud du
probléme. L’algorithme de minimisation choisi doit permettre dkiiré au maximum le
nombre de résolutions du probleme direct, tout en donnant une solution stable et précise.
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3.5 Test des méthodes de résolution

Lors du test d'une méthode inverse, il est important de testeseudement la résolution en

tant que telle, mais aussi la régularisation du probleme. Pouortslianule des donnégsen
résolvant le probleme direct pour une entt@hoisie. Puis on ajoute a la sorgisimulée un

bruit pseudo-aléatoire. Le résultat de la méthode inverse poyrsteulé et bruité est
comparé aw choisi au départ. Tester une méthode inverse uniquement avec dessdonnée
exactes est parfois qualifié deme inverse

4 Exemple d’application

4.1 Définition de I'exemple d’application

Afin de mieux appréhender le concept de problemes inverses, nousasagé dans la suite
d’illustrer sur un méme exemple quelques méthodes de résolution. Pour cela nousarensideér
un probléme relativement simple : déterminer la rigidité exidh d’une poutre de Navier—
Bernoulli sollicitée en « flexion trois points », connaissant lacefappliquée, a partir de
guelques mesures de sa fleche.
Afin de situer le probléme, nous commencerons par traiter briéxel@erobleme direct
déterministe. Puis nous nous intéresserons au probleme inverseiméteran utilisant trois
méthodes différentes :

e linversion directe du probleme ;

* la minimisation ;

* les champs virtuels.

Les calculs sont réalisés avec le logiciel de calbdthematica 4.1de Wolfram Research,
Inc. Le systeme d'unités est supposé cohérent lorsqu’il n'estppassé sur certains
graphiques.

Le systeme étudié est une poutre sur deux appuis soumise a ungofctieelle, représentée
sur la Figure 2.

q
Figure 2. poutre en flexion trois points.

20



Chapitre Il - Méthodes Inverses Déterministes

Soit un pointSsur cette poutre. On note :
sl'abscisse du poirs;
P la charge appliquée ;
g I'abscisse du point d’application de la chaRye
L la longueur de la poutre ;

v(s) la fleche de la poutre &;
M, (s) le moment fléchissant e
El(s) le module de rigidité en flexion &

En hypothése de Navier-Bernoulli (pas de déformation en cisaiitgreecomportement en
flexion d’'une poutre obéit a I'équation locale suivante :

7y [EI) V(3 M(§=0

Trois types de problemes peuvent étres posés [lI-1] :

Connaissant ... Trouver...
Probléme direct Mz etEl Y,
Probleme inverse deeconstruction v etEl Mz
Probléme inversed’identification v etMz El

Table 1. Désignation des différents problemes associés a I'exemple

Dans la suite nous nous intéresserons au probleme direct et awnmrolmverse
d’identification. Dans les deux cas la valeur et le point d’appdicadu chargement
(respectivemer® etq) sont supposés totalement connus, ainsi que la longueur L. La structure
étant isostatique nous connaissons donc le moment en tout point :
P

—(L-g) s, s<o
L
z

P
I(L—s) q, s>c

) (28)
P, L etq etant connus.

4.2 Probleme direct

Afin de mettre en valeur le caractere particulier de ce pmabléverse, nous commencons
par résoudre le probleme direct : déterminer la fleche de la poireissant sa rigidité en
flexion sous un chargement connu. Nous serons amenés a examingrdpriétés des
solutions obtenues au probleme :
» la stabilité : un résultat est considéré stable (ou robuste) si une modification légere des
données (ici la rigidité donnée) n’entraine qu’'une modification légeresultat (ici
la fleche) ;
» l'existence qui signifie ici que nous pouvons trouver une fleche correspondant a la
rigidité donnée ;
» l'unicité, qui signifie ici que pour une rigidité donnée une seule fleche peut
correspondre sans équivoque.
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4.2.1 Formulation

La résolution du probleme direct consiste a déterminer la fliégehe poutre connaissant son
module de rigidité en flexion. Pour cela de I'équation ( 27 ) on tire la relation :

_ M. (s
) V(75

d’ou dans notre exemple :

" _TF;)L(L_q)S , s<q
(30) P
_TS)L(L_S)C‘ , S>(

Résoudre le probleme direct consiste a intégrer ( 30 ) pour olfgnites quatre conditions
aux limites que doit vérifier la solution sont :

(31) \/(q‘) =V

(32)

(33)

(34) v(a)=v(d)

Nous pouvons considérer deux c&3 constant sur toute la poutre, pHisvariable.

4.2.2 El constant

% Résolution
Si El est constant dans la poutre, I'intégration donne :

P
-———(L-q)S+As+ C , =<«

v(9=] GEL
—a(L—S)3q+ Bst+ D, s> ¢

(35)
avec

(36) A:_ﬂﬂ“i(“q”‘%(“qf d (L9’ q +f(L-9 A L4 @
sl

) D= | “5(L-0)d (-9 @ +i(L-9"q
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¢ Propriétés de la solution

o Existence et unicité

Si El est connu et constant tout le long de la poutre, I'équation ( 35 ) nous plercedtuler
la fleche en tout point de la poutre de maniére unigue.

% Stabilité
L’équation ( 35) montre qu’il y a proportionnalité inverse entre la valelEl et celle dev.
Nous pouvons donc écrire :
K(s)
(30) V(9 El

Si El varie de la quantit&El , alorsv varie de la quantitédv suivant la relation :

w9+ g=—FlL

(40) El + AE|
soit
1 K(s)
MAWQ:WQ El
(1) TN(g) T A
El
D’ou en utilisant (39 ) :
Av(s) 1 1
(42) (g, BET
El

Ainsi, si lors de la mesure d&l une erreur relative de +50% est commise, alors la fleche
calculée accusera une erreur relative He si I'erreur surEl est de —50%, alors I'erreur
relative sur la fleche sera de +100%. La Figure 3 donne la foenhee \chriation relative de
pour une variation relative dd entre —-50% et +100%
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Erreur sur le calcul de la fleche en fonction de I'erreur sur le
module de rigidité

100%

50%

0%

-50%

Erreur relative sur v

-100% T
-100% -50% 0% 50% 100%

Erreur relative sur El

Figure 3. Relation entre les erreurs relatives.

Nous pouvons conclure que la solution trouvée est stable autour de la sekabe : une
petite variation d&l autour de sa valeur entraine une petite variationalgour de sa valeur.
AEI

Lo L . Av
Pour unAEI négligeable devarkl, nous pouvons écrire I'approximatiep = — =
%

4.2.3 El variable

% Résolution

PrendreEl variable ne nous permet pas de réaliser l'intégratior’ & aussi facilement.

Afin de simplifier I'écriture et pour se rapprocher de la pdocé de calcul utilisée dans
Mathematicanous pouvons note (s) I'expression de/ (s) pours<qet\;(s) pours>q.

C’est a dire que nous réécrivons (30 ) en:

v'(s):{vl'(s) . SS

(43) V(s) . s>c
avec

aay 9= gl

V(8)= = (L-9 C

(45) El(s)L
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L’intégration de ( 43 ) nous donne :

(46)

La condition ( 31 ) nous donne :

En intégrant une seconde fois :

dxdy+ASfC , &

(48) v(s)=
Xdx dy+s M 9+ D, s

O Ot———n»
.r:'—.~< o'—.~<

La condition ( 32 ) nous donne

(49)
La condition ( 34 ) nous donne

(50) D=v(q)
Soit :

vi(x) dx dy+ A s , &

v() deay s Y hr o B s

|
Q) O

I
!

A peut étre calculée en résolvant I'équation ( 3D, :
Ly
(52) HVZ(X) dx dy+ L y( g+  9=0
Soit en substituant :
L| q ql y
(52 m dx+A+jg gd% jhlx()(dx }dyo
D'ou :

A X o

O ey O

V(X dx+jg %d%dy— [

__1§
(54) ‘_Iﬂ

0
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¢ Propriétés de la solution

o Existence et unicité

S .y
et sont intégrables sur g, Dans ce cas la

1
El(s) — EI(s)

Une solution n’existe que s
solution est unique.

o Stabilité
La solution reste stable face a un changement relafifi@: En effet si on considére deux
rigidités  proportionnelles, El,(s)=4 EI(s), avec A un scalaire, alors

L1 17 1
!

ds=—|—-= ds. Donc siv, est la fleche correspondant a la rigiditél ,, alors
El,(s) Ay EI(9

En outre comme l'intégration gomme les singularitéssolution du probléme direct reste
stable vis a vis de la forme @ : un changement minime de forme Elen’entraine pas de
modification radicale de (voir Figure 4).

(@)

(b) 3f

S
1 2 3 4 5

Figure 4. Résolution du probléme direct pour deux rigiditégiiites (courbes grise et
noire) ; (a) : rigidités ; (b) : fleches.

o Exemple de résolution
La Figure 5 montre deux résolutions du probléme direat gesi rigidités différentes.
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1
Expression El(s)= S E1(s) =11 2rS
deEl 1,1+ co{ ZTLJ (s)=11+co L
10 5
8
15
6
El .
4
2 05
02 04 06 08 1 02 04 06 08 1
02 04 06 08 0 04 06 : 1
02
5
04
V” _0‘6 '10
08 -
1
12 2
14 _5
04 2
02 1
V’
02 04 02 04 06 08 1
02 1
04
2
01
08
008
- 06
Vv
04 04
0 02
02 04 06 08 1
02 04 06 08 1

Figure 5. Deux résolutions du probleme direct pour deux fonstEl de forme différentes
(P=10N ,q=0.5m, L=1m).

4.2.4 Conclusion sur le probleme direct déterministe

Comme nous venons de le voir, la résolution du grobl direct ne pose pas de difficultés
particulieres : nous avons seulement besoin de mouwsalculer numériquement des
intégrales. Intéressons-nous maintenant au probléwerse, ou les choses seront bien
différentes.
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4.3 Probleme inverse

Le probléme inverse que nous nous sommes posé est de détermmjiditéaen flexion de la

poutre connaissant sa fleche sous un chargement donné. Nous tenteréssudeerce

probleme en utilisant trois méthodes différentes : I'inversion wiyda minimisation et les
champs virtuels.

Avec chacune de ces méthodes nous examinerons les propriétébitied,sexistence et

unicité de la solution trouvée. Nous comparerons également lesarelitenus pour des
données bruitées ou non aux résultats exacts, la rigidité exactécéla rigidité utilisée pour

simuler les données utilisées.

4.3.1 Inversion directe

Une idée naturelle est d’inverser I'équation du probleme direct 2@ calculerEl(s) en
fonction dev” () :

(55)

Contrairement au probleme direct, nous avons donc besoin de dériver une fenntarpas
d’en intégrer une. Nous verrons que cette difference va considérableomptiquer la
résolution.

% Fleche connue en tout point

Nous supposons ici que nous connaissons une mgsyue la fleche en tout point (par des
mesures optiques par exemple).

o Existence et unicité

La solution existe si v est au moil® et siv’(s) ne s'annule pas sur 1q, (avec le
chargement considéré, sinon il faudrait tenir compte des c84 siannule lui aussi). Cette
solution est unique : s{s) est fixé, alors il y a un et un setil(s) correspondant.

Ainsi supposons que la mesure de la fleche soit erronée dans unauwtouoe du point
d’application de la force, mais en restant dans le domaine Bi&ion de quelques pour-
cent, par exemple en remplacant le sommet du graphe par un @aicathole (Figure 6). Cette
fleche n'est pa<C? (physiquement la rotatiod n’est pas continue) mais la différence en
valeur avec la fleche exacte est des plus minimes.
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4,
3,
()
2,
1,
; S
1
\
41
v
408 |
(b)
406 |
a04 |
ae |
: : : 'S
24 25 26 27

Figure 6. Fleche mesurée ; poutre entiere (a) et zone erronée (b).

La résolution du probléme inverse pour cette fonctiolonne urgl discontinu et méme non
défini aux points de raccordement, fortement différent dans la zone modifiéedemigue a

la solution par inversion directe pour la fleche non perturbée ailleurs (Figure 7).
=}

PN W OO N

S

1 2 3 4 5
Figure 7. Rigidité de flexion correspondant a la fleche de la Figure 6.

Cette discontinuité est explicable : dans la zone erronée la papperait soudainement
moins rigide, sans transition, non pas a cause dadar de la fleche, mais bien a cause de sa
forme Les dérivées de ont un sens physique (rotation, courbure), ne pas respecter la
condition C? revient & se placer hors du champ d’application de la théoripadé®s. Pour

une modification minime en valeur de la fleche, la rigidit&cuée est donc totalement
différente.

o Stabilité
La solution restestable face a un changement relatif d&(s). En effet si on considéere deux
fleches proportionnellesy, (s)=A 9, avecA un scalaire, alors/; =1 V(). Donc si

El, est la rigidité correspondantg, alorsEl, (s) :% El(s).
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Cependant, et contrairement au probleme ditecolution est instable vis a vis de la forme
de la fleche: la dérivation seconde fait qu’un infime changement de forme peut danner
résultat tres différent.
Ainsi par exemple supposons que nous modifions de maniere infime la derita fleche sur
toute la poutre. Pour cela :

1. nous nous donnons une rigidE&,(S) que nous considérerons comemacte que
nous recherchons par la résolution du probleme inyerse
nous calculons une fleéckig(s) correspondant a cette rigidité ;
nous ajoutons a cette fleche exacte un terme oscillant, neisuae différence
relative de 1% maximum :

Vmes(s) _ Vex( 9 ) vex(S) COS(E 107) |

100 '

4. puis nous utilisons cette fonctiomeds) pour déterminer le module de rigidité
correspondariElne{S), que nous comparerons a la fonction initialg(s).

Sur la Figure 8, on voit que la modification de la fleche est inaldleca cette échelle, mais
gue par contre le module de rigidité calculé est totalemenhér(valeurs négatives et
infinies). Ce graphique est illisible mais la représentatiokfirderse de la rigidité (Figure 9)
permet de constater que la Iégere oscillation de la fleche pragiitmportante oscillation
de I'inverse du module de rigidité qui, en prenant des valeurs nulles, desnaleurs de
rigidité infinies. Cette amplification des oscillations des d@snest une des manifestations
typiques des problemes mal posés.

2.
3.

(56)
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(@)

o B BB

(b) I VY O

8 & 8

Figure 8. Résolution du probléme inverse pour deux fleches Iégérement diffétentbsg
grise et noire) ; (a) : fleches ; (b) : rigidités.

1H
15
125

1
075

= an it

V\/U\/zUUVVU“SS

Figure 9. Représentation de l'inverse de la rigidité présentée Figure 8b.

Ce calcul nous a permis de nous rendre compte que la solution du probléErse iétait
extrémement sensible aflarme de la fleche, contrairement au probleme direct, etogtie
instabilité n’était pas liée a un caractere fini, discreu insuffisant des mesurespuisque
ici nous considérons un continuum de données.

% Fléche connue en un nombre fini de points de mesure

Nous supposons maintenant que nous disposons d’'un jeu de 11 mesures disadteshde |
(en comptant deux valeurs nulles aux extrémites).

o Meéthode de résolution
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La méthode d’inversion suppose qu’'a partir des points de mesure nouslismms une
fonction d’approximation de la fleche au moiess:

1. A partir desh points de mesure simulés nous construisons une fonctiofs)

représentant une approximation de la fleche par régression. Pounotela
utilisons comme approximation un polynébme de degréléfini par m+1
coefficientsa; regroupés pour les notations dans le vectape{{ap a ... an".

(57) V(S{"}):]i) g ¢

2. Puis la fonction d’approximation est obtenue en ajustant les ceefiaj pour
minimiser I'écart au sens des moindres carrés eTr(tea{ e}) et les mesures.

(58) {a} =min _nl(‘_’(ﬁ”{ 3)- V)2

3. La fonctionv(s,{ a*}) d’approximation de la fleche est ensuite dérivéaxd

fois et nous obtenons une approximatiorEtipar la formule ( 55).
wils()=5 ]
) v(s{a})

a

Pour simplifier I'écriture dans la suite, on not@(s{ d})=‘v($, de méme que
Ei(s{a})= (3,

Nous avons choisi de tester cette méthode de tésola partir de différents jeux de 9
mesures non nulles de la fleche :

* mesures exactes ;

* mesures modifiées en un seul point ;

* mesures bruitées

Nous examinerons les résultats pour des fonctions d’aippation V(s) de degré 4 et 6.

o Mesures exactes

Une premiére phase consiste a simuler des mesures exalztdedee :
1. nous nous donnons une expressiotldgs), considérée étre haleur exacteque
nous recherchons par la résolution du problemerseyedans notre cas nous
choisissons une forme analogue a celle utilisée dans {11-8]

(60) El,,(s)=1+5 s-§

2. nous calculons la fleche correspondafdg;
3. enn points de mesurg, ,...S, nous prenons la valeur de la fleche v(s).

Nous obtenons les 11 points de la Figure 10.
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1
Figure 10. Données

S

2 3 4 5
non bruitées. L=5m, g=2m, P=10N

La 0 montre le résultat de I'inversion. On constate que que mémabserice de bruit les
résultats de I'inversion peuvent étre mauvais : les tres ggfférences entre la fonction
exacte et son approximation d’aprés les mesures sont amplifiées.

B E

8+

/
|

Degé 4 Degé 6

AN

\

4

10 +

/

N

N

! — S
5

S

1 2 3 4 1 2 3 5

Figure 11. Rigidités résultats de I’ inversion directe ; mesures non bruitéespalggon des
mesures par des polyndémes de degré 4 et 6 ; valeur exacte en gris

o Mesures modifiées en un point

Nous pouvons maintenant ajouter un bruit aux mesures exactes. Nous ceromepar les

modifier tres |légerement, en supposant que la troisieme mesut8% trop élevée (Figure
12)

Vv(s)

IR S S
Figure 12. Données légérement modifiées. L=5m, g=2m, P=10N

La Figure 13 montre bien que cette légere modification des donnéegecbensiblement la
forme des résultats par rapport & ceux obtenus a partir des mesures exactes.
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H B Degé 6

(0]

()]

A\ ST
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\ 1 2 3 4 ( 5
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‘ 1 2 3 4 5 5

Figure 13. Rigidités résultats de I’ inversion directe ; données Iégérement rasdifié
interpolation des mesures par des polyndmes de degré 4 et 6 ; valeur exacte en gris

o Mesures bruitées
Enfin nous considérons des mesures bruitées, en ajoutant aux meaates ée la Figure 10

-eme

un bruit blanc gaussien d’écart-type égal a 10% de la valeureexsiasi lai mesure
bruitée est obtenue par :

Vb. VeXaCt
ruit _ xact i
ey VY +”( 10]

Vv est la mesure bruitée simulée ;

v est la mesure exacte de la fleche ;
m( o) est une réalisation d’une variable aléatoire normale de moyeultes et
d’écart-typeo; les différentes réalisations sont indépendantes les unes des autres.

Nous nous situons cependant toujours dans un cadre déterministe en congiteregtte
variation par rapport aux valeurs exactes n’'est due qu’aux emleunsesure et pas a une
variabilité du modele que nous chercherions a caractériser.

Nous avons réalisé 4 simulations de 11 mesures avec un coeftieiergtriation de 10%,
présentées dans la Figure 14. Le premier jeu de mesures petrengiulier puisque par
hasard les quatre mesures centrales sont toutes inférieusegaelr exacte. Nous avons
néanmoins décideé de le conserver.
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1% jeu Z™jeu
4 .
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Figure 14. Données bruitées£4.0%); L=5m, q=2m, P=10N

Les résultats de l'inversion sont présentés dans la Figure 15.JWdgoas que la rigidité
trouvée differe considérablement selon le jeu de mesures considéo@irE nous pouvons
remarquer que lorsque la fonction d’approximation est de degré 4#sulétat est encore
relativement proche de la rigidité exacte, sans doute paiekegest justement elle-méme de
degré 4. Par contre, pour une fonction d’approximation de degré 6 (donc asyyedmiur),
les résultats sont totalement erronés.

Ces résultats sont explicables : méme_/év's) est une bonne approximation devideur de
V(s), elle peut étre une trés mauvaise approximation dersze et doncv'(s) peut étre

considérablement différent dé(s) sur la totalité de la poutre. Plus le degré du polyndme

d’approximation des mesures est €leve, plus la courbe d’approximatichahutée (méme
de maniére non visible) et le résultat instable : la modification point, méme sans changer
beaucoup I'approximation de la fleche, change totalement le résultat.
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-0 E i

mesures par des polyndmes de degré 4 (a) et 6 (b)

«» Conclusion sur l'inversion directe

Une inversion directe du probleme basée I'approximation de la flgaoghen polyndme n’est
pas une méthode satisfaisante : méme des mesures exactes donnent deserésudisit

Ces résultats montrent bien les effets du caractére matlpgs®bléme, qui se manifeste ici
concrétement par le fait que les dérivees de courbes obtenuegpgaimentation sont
instables vis a vis des mesures. Etant donné que cette instebifi®duit méme pour des
données en nombre infini [(§, les résultats ne peuvent pas étre améliorés par des mesures
supplémentaires. Nous observons donc que le caractére mal posé du pesbi@hépendant
de la quantité de mesures disponibles, comme indiqué dans [lI-7].rAéme des mesures
additionnelles de la rotatiori(s) ne permettraient pas de supprimer l'instabilité. .

Il serait cependant possible d’améliorer cette méthode en ajodésntcontraintes, par
exemple en imposant que la dérivée seconde de la fleche stiémreg@t du méme signe sur
toute la longueur de la poutre. Un prolongement de cette idée conswstg@er la forme de

la rigidité et a la faire varier pour se rapprocher dégleheE mesurée. C’est I'idée de base des
meéthodes de minimisation que nous allons voir maintenant.
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4.3.2 Minimisation

[I-1], [11-6], [11-8], [1I-9]

Une méthode générale de résolution de ce probleme inverse esedeafer le module de
rigidité pour minimiser la différence entre la fleche mésuet la fleche simulée par le biais
de résolutions du probleme direct. Il s’agit d'une méthodeedalage: on fait varier un
modéle théorique pour retrouver des résultats expérimentaux. Darsuiter nous
commencerons par présenter I'approche, puis nous I'appliquerons aux jeesuaes deéfinis
précédemment (exactes, ponctuellement modifiées, bruitées).

% Reformulation du probléme inverse

Nous allons reformuler le probléme inverse pour en faire un problém@nimisation. Nous
devons alors définir :

» des variables d'optimisation ;

* une fonction de performance ;

e éventuellement des contraintes.

o Variables d’optimisation

L’optimisation porte sur la fonctiokl(s). Nous devons donc passer par une discrétisation de
la rigidité, par exemple en cherchant un polyndme de deguée série de Fourier, ou tout
autre développement permettant la paramétrisatiomtaiscalaires. Dans tous les cas nous
définissons notre rigidité comme une fonction de I'abs@steden+1 scalaires;, qui seront

nos variables d’optimisation :

(62) El (s) = EI(s{})

avec :
63y A=

A partir de cette rigidité nous pouvons calculer dleehe V(s{/]}) correspondante en

utilisant la résolution du probleme direct.
On notera{/}*} le jeu de variables d’optimisation solution dulgéane de minimisation.

o Fonction de performance

Nous avons utilisé une fonction de performance gesure I'écart, au sens des moindres
carrés, entre les valeurs de la fleehenesurées aum points d’ abscisses et les valeurs

simulées v (5.{4}) :

6ay |90 =2(v(s{A)- v)

i=1

On peut toutefois imaginer d’autres expressiongdenction de performance. Nous pouvons
par exemple construire une fonctiames(s) d’approximation de la fleche par régression des

points de mesure, puis mesurer I'écart quadratigae cette fonction et la fonction
V(s{/]}) . Dans ce cas la fonction de performance serait :
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L 2

(65) J({”})ZQ[V(S{/‘})— Voo 9]

Cette formulation est beaucoup plus colteuse que ( 64 ), et auraiecavamage —relatif—
de clairement séparer I'aspect construction d’'une fleche & plas mesures et I'aspect
résolution du probléme inverse pour cette fleche.

o Contraintes

Les contraintes consistent en un certain nombre d'égalités ou ditAégglie les variables
d’optimisation solution doivent respecter. Du fait des limites algdrithme de minimisation
de Mathematica nous n’avons pas pu définir de contrainte. Mais il serait possiligo&er
gue la rigidité soit toujours positive ou toujours supérieure a une valeur minimale.

o Formulation du probleme inverse
Notre probleme inverse se formule maintenant sous la forme du probEmmenimisation
suivant : trouver le jeu de paramét{e’s*} qui minimise la fonctionJ ({/]}) .

¢ Propriétés de la solution

o Existence et unicité

L’existence et I'unicité de la solution du probleme de mininosatiépendent fortement de la
forme de la fonction de performance dans I'espace des varidbtks point de départ de la
minimisation, et de l'algorithme de recherche employé. Si la cgenee est trop lente, il
peut n'étre trouvé aucune solution. Si des minima locaux existentgysissolutions
différentes peuvent étre trouvées. D’un point de vue pratique on ne qgeatpgtori sar ni de
'existence, ni de l'unicité de la solution, comme dans la plupast gi®blemes de
minimisation complexes.

o Stabilite

Nous n’avons fait que reformuler le probléme sous une autre fofrest donc toujours
instable : pour modifier un peu la forme de la fleche, il faut merdifeaucoup la rigidité, ce
qui rend la solution sensible aux données. Toutefois une méthode de régularisatiqgpoakiste
la stabiliser, comme nous allons le voir plus loin.

“ Exemple de minimisation sans régularisation

o Mesures non bruitées

Commencons par tester la minimisation avec des données non bruitéeies déf
précédemment dans la Figure 10. Nous considérons donc une poutre de resaizxbet,
g=2m, P=10N avec une rigidité réelle définie par I'expression (60), soit
El,(s)=1+5 s-$, et nous calculons la valeur exacte de la fleche en 11 points
régulierement répartis.

Il nous reste a définir la forme de rigidité que nous cherchons. Neosisiedonc formuler
une hypothese forte, qui dans la réalité serait basée sur degssanoas a priori. Supposons
gue nous sachions que la rigidité peut étre exprimée comme un polynGegrde2. Nous

posons doncﬁ(s,{/]})= a+b s+ c §&. Le vecteur des variables d’optimisation est ici
{A=[a b {.
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Nous pouvons alors lancer la procédure de minimisation a partimpdinb de départ choisi
arbitrairement, par exemple @i= 1,b = 1,c = 1. Les résultats obtenus sont présentés dans la
Table 2 et la Figure 16

Variables d’optimisation — a b C
Exact 1 S -1
Calculé 0,999985 5,00002 -1,00001

Table 2. Résolution du probléme inverse par minimisation pour des données non bruitées
pour le point de départ (1 ;1 ;1).

Calouie

S

1 2 3 4 5
Figure 16. Rigidités exacte et calculée par minimisation pour des mesures exactes.

Nous voyons que dans notre exemple la minimisation nous donne un résceiégnt en
I'absence de bruit, méme si nous ne disposons que de mesures datmbesbre limité. Il
faut rappeler que la méthode précédente d’inversion et de régraesssomnesures ne
permettait pas ce résultat et que méme sans bruit le tgsulteait étre erroné. Cependant le
colt de calcul est beaucoup plus conséquent, mais peut sans doutédéiresait en
simplifiant la résolution du probleme direct (en utilisant demétdés finis par exemple), soit
en se tournant vers des techniques d’optimisation déja développées{agmoétat adjoint
par exemple).

o Mesures ponctuellement modifiées sans régularisation

Considérons maintenant le méme jeu de données, mais en considérant que la tresigmae
est 10% trop élevée (Figure 12), les autres étant exactes. Nensmbtes résultats présentés
dans la Figure 17. Nous voyons que cette légere modification des dahadge le résultat
de maniéere non négligeable (en particulier le coeffiaeast totalement erroné, ce qui fausse
le résultat a I'extrémité gauche de la poutre), mais que I'erreur egstadant limitée.
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Variables d’optimisation — a b C
Exact 1 S -1
Calculé -0,00841 5,64199-1,07565

Table 3. Résolution du probléme inverse par minimisation pour des mesures
ponctuellement modifiées pour le point de départ (1 ;1 ;1)

d
6 Bxact
5/
i
} Calauié
3t
2}
1
: : : : : s
1 2 3 4 5
Figure 17. Rigidités exacte et calculée par minimisation pour les mesures ponctoelleme
modifiees

o Données bruitées sans régularisation

Nous nous intéressons maintenant aux jeux de mesures bruitéeségrésastla Figure 14.
Ce bruitage est obtenu en ajoutant aux mesures exactes un bruigdoliasen d'écart-type
égal a 10% de la valeur exacte.

Une tentative de résolution par minimisation sans régularisatien @es données donne les
rigidités présentées dans la Figure 18.

40



Chapitre Il - Méthodes Inverses Déterministes

S

1 2 3 4 5
Figure 18. Rigidités calculées par minimisation sans régularisation pour les 4 jeux de
mesures bruitées

Nous pouvons constater au vu de ces résultats que la solution trouvéaipasation est
tres instable : des jeux de données relativement proches donnentuttessrées différents.
Cette sensibilité au bruit peut étre réduite par la méthodégigarisation que nous allons
voir maintenant.

% Présentation de la méthode de régularisation

Nous avons vu que la solutioﬁ(s,{/l*}) obtenue par minimisation est sensible au bruit.

Cela vient de ce que le probleme inverse considéndagbosé Régulariser un tel probleme
consiste a le transformer en un problgmnechebien posé (i.e. avec une solution stable). La
principale difficulté est alors de réaliser un compromis emdgdite aux données et stabilité.
La méthode de régularisation la plus largement répandue esinteltiuite par Tikhonov [II-
10] en 1963. Elle consiste a ajouter a la fonction de performance un terme ragpuaris
D’une maniere générale, si notre probleme inverse est écritladasme du probléme de
minimisation suivant :
. . . . 2
« connaissant I'observation o et la fonctionnelle F, trouver la fonction u tenla(m) - oﬂ
soit minimal »,

alors le probléme régularisé sera de la forme :

« connaissant I'observation o, la fonctionnelle F, le rée0 et 'opérateur B, trouver la
. 2 2 . .
fonction u tel qu#F(u)—oﬂ +aH B( u)H soit minimal ».

Typiquement, on utilise par défa@(u)=u, mais on peut également posfu)=u-u,

(uo étant une valeua priori de la solution recherchée), ou bien utiliser ppwn opérateur
différentiel (par exemple Tikhonov utilise dans [lI-10] une somme péedéesn premieres

dérivées deien posanB(u) (s :E K(g &@(3).

Dans notre cas la fonction de performance du probléme résgupgeut étre :
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ooy [Pl @) =S (v (s.00) V) <o B )

i=1

avecall R le parameétre de régularisation et :
- L
oy BTN =[E(s0) o
0

Cette intégration supplémentaire (67 ) ajoute urt caicalcul non négligeable a chaque
évaluation de la fonctionnelle, en contrepartie d'@mélioration espérée de la stabilité des
résultats. Le jeu de parametres solution du noupeabieme de minimisation dépend dge

nous notons donc dans la SL{iﬂs;} cette solution, appelépiasisolutiondu probleme.

Toute la difficulté est maintenant de choisir legmaetrea optimal. Ce parameétre doit étre tel
gue des jeux de données proches donnent des tgéquiteches et justes, ce qui revient a
assurer urcompromisentre fidélité a I'’équation initialea( petit) et robustesse du résultat (
grand).
D’apres Morrozov, la valeur optimale deest celle qui vérifie [11-9] :

(68) (nax HV(Sf '{Aa})_ VH =€

.....

Veraar(8) = V])-

Cela nous oblige a trouver la racine de la fonctmoplicite suivante :
o0y K(@=[v(s{a})-v|-2

La détermination dua optimal supposerait donc l'imbrication de deux gémures : les
valeurs de la fonctioK pour una donné étant obtenues par minimisation de la fonatie
performanceleq. Cette procédure est tres colteuse et est raramgibyee en pratique.

ou € est I'erreur maximale sur la mesure de la fIéchec:{masr)}((
Spyeee

Heureusement il est possible d’utiliser une vabgproximative dur optimal. Ainsi, d’apres
Tikhonov, elle peut étre calculée comme suit [II-1]

52

(10 e

avec :
£l'erreur maximale sur la mesure de la fleche ;

|El = J'OL El(s)’ ds, la norme de la rigidité exacte.

Dans le cadre de notre exemple ces deux quantitéscennues, mais il est intéressant de
noter que dans un cas réel elles sont difficilensatessibles, ce qui fait que mémeale
utilisé ne peut étre qu'une approximation de laewualdéja approximative recommandée par
Tikhonowv.

En outre il existe d'autres méthodes de choix dampatre de régularisation que nous n’avons
pas encore étudiées. La science de l'optimisatmunrgpit nous fournir quelques méthodes
intéressantes, car elle connait un probléeme similaur choisir le paramétre de Lagrange
dans les algorithmes de programmation quadrati§geestielle.
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“ Mise en ceuvre de la régularisation

o Remarques sur le choix du paramétre de régularisation

L’efficacité de la régularisation dépend de la valeur du paranme A partir des valeurs
exacte nous pouvons calculer I'approximation de la valeur optimale plarametre d’apres
Tikhonov par la formule ( 70 ). Dans un cas réel cette valeur detraiegtimée (a partir de
données a priori, d'un probleme simplifi€,...), mais ici nous disposons eleEl, nous
pouvons donc en calculer la valeur précise. La Table 4 présentddaessvdu paramétre de
régularisation recommandé obtenues par cette méthode. Nous voyotssquaelent entre
2010° et 510° selon le jeu de données.

Jeux de données

(voir Figure 10) aric
1 2,210°
2eme 5,3@0_3
3eme 3,910°
4eme 3,1&0—3

Table 4. Valeurs du paramétre de régularisation obtenues par la formule de Tikhonov
pour les 4 jeux de données.

La Figure 19 montre I'évolution de la rigidité trouvée par minatias pour le deuxieme jeu

de mesures bruitées de la Figure 14 quand le parametre deiségjolavarie entre 0 et 1 :
nous voyons que la rigidité solution varie fortement ameanais qu’il existe une valeur
optimale (ici autour de I6 voir Figure 20) donnant un résultat acceptable, c’est & dire dans
une zone proche de I'approximation donnée par la formule de Tikhonov.

Les autres jeux de données donnent des résultats équivalents (noentéprés) : les
rigidités varient fortement ave@. Nous allons donc maintenant réaliser une étude
paramétrique de I'influence du paramétre de régularisation.
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Figure 19. Rigidité trouvée par minimisation avec régularisation poufTéjéu de mesures
bruitées avec différentes valeurs du parametre de régularisation.

a=01

a est ici |
symbolea

S

1 2 3 4 5
Figure 20. Rigidité trouvée par minimisation avec régularisation poufT&jéu de mesures
bruitées avec un parameétre de régularisation autour de 0,01.

Chapitre 1  Etude paramétrique de I'effet du parametre de régularisation

Nous avons réalisé une étude paramétriqgue pour chacun des jeux de Inesifes de la
Figure 14, en faisant varier pour déterminer la valeur donnant le meilleur résultat. Afin de
pouvoir comparer les rigidités obtenues en forme et valeur, nous avbes uti critere
d’erreur quadratiqguErr mesurant I'écart entre la fonction solution et la fonction exacte :

(71y) E ({"a})= JL'(E| (s) -E(S{Aa} ))2 ds

0

avec :
El(s) larigidité exacte ;

a(s{)la}) la rigidité trouvée par minimisation pour le parameétre de régularisation
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La Table 5 donne I'erreur quadratique pour différentes valeusstéstées. Dans notre cas on
considérera arbitrairement qu’une erreur quadratique inférieutg andique un résultat
acceptable avec un coefficient de variation des mesures de 10%.

a ler Zéme 3éme 4éme
1 7,95 7,95 9,72 9,22
0,5 8,33 18,42 8,72 9,62
0,2 1,91 2,33 2,60 2,28
0,15 1,56 2,02 2,31 1,95
0,1 1,14 1,61 1,95 1,54
2001072 0,93 0,86 1,09 0,53
1007 1,18 0,92 1,06 0,42
5007 1,39 1,20 1,56 0,78
1103 1,65 3,89 4,91 2,37
10 3,11 4,92 11,35 6,41
100° 2,22 5,11 15,82 6,64
0 3,55 3,77 16,82 6,67

Table 5. Erreur quadratique (arrondie a la deuxieme décimale) en fonction du parametre
de régularisation pour les quatre jeux de mesures bruitées de la Figure 14.

Le tracé de ces données en utilisant une échelle logarithmiquenp@tigure 21) montre
clairement I'existence d'une zone de minimum commune aux 4 jeux de edomains
lintervalle 5 103< a < 5 107, Le point commun entre ces jeux de données étant la moyenne
et I'écart-type, nous pouvons supposer qu’un parametre statistigueudert lg¢ choix du
parametre de régularisation optimal. On notera également quedesapaes de régularisation
amenant un minimum d’erreur sont 2 et 5 fois supérieures a ceemusbpar la formule de
Tikhonov ( 70) indiqués dans la Table 4.

Au vu de ces résultats, il semble que la valest0? conviendrait pour notre exemple. Les
rigidités obtenues pour chaque jeu de données avec cette valeur momnenhdibonne
correspondance avec la rigidité exacte (Figure 22). Mémechaier jeu de données, qui est
singulier, donne un résultat tout a fait acceptable.
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Poutre en Flexion 3 Points

Influence du Parametre de Régularisation - Echelle Logarithmique Données utilisées (c=10%)
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Figure 21. Erreur quadratique en fonction du parameétre de régularisation pour quatre jeux de donnéesasierulgscoefficient de variation
de10%.
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Figure 22. Rigidités calculées par minimisation avec régularisatieh0™ pour les 4 jeux
de mesures bruitées

La comparaison de la Figure 18 et de la Figure 22 montre nettéenearactere stabilisateur
de la régularisation : si le paramétre de régularisatiora@apté, deux jeux de données
différents mais proches donnent un résultat similaire, certes wulifferent de la rigidité
exacte mais compatible avec les erreurs de mesure introduites.

o Comparaison de séries de mesures a niveau de bruit différent

Nous avons ensuite réalisé le méme test paramétrique pour 3 jdorrdEes avec cette fois
un coefficient de variation des mesuresb@g, c’est a dire moins bruitées. Les résultats sont
similaires (Figure 23) : il existe une plage du parametnegelarisation commune aux trois
jeux de données dans lequel I'erreur quadratiqgue admet un minimum.
Bien qu’il soit délicat de réaliser un traitement statistiguec aussi peu de données, nous
avons tenté de synthétiser les informations de ces deux étude£ipigiaes en représentant
sur la Figure 24 la moyenne de I'erreur quadratique de chaque(étudecluant toutefois les
résultats du premier jeul®% qui est trop singulier). Les résultats confirment I'existetee
minimum de la moyenne d’erreur différents pour chaque coefficientvariation des
mesures :

e pourc, = 10%, il se situe autour @02 ;

* pourc, = 5%, il se situe autour de005.
En outre plus la variation est faible, plus la cuvette de miniresinaplatie (une plus grande
plage de valeurs du parametre de régularisation convient).
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Poutre en Flexion 3 Points
Influence du Paramétre de Régularisation - Echelle Logarithmique

Données utilisées (c=5%)

Erreur Quadratique
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Figure 23. Erreur quadratique en fonction du paramétre de régularisation pour trois jeux de données aumclén coefficient de variation de

Paramétre de régularisation

5%

1.E+00
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14
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Moyenne de I'Erreur

1.E-05 1.E-04 1.E-03 1.E-02 1.E-01 1.E+00

Parameétre de régularisation

Figure 24. Erreur quadratique moyenne sur 2 séries de 3 jeux de données pour un coefficient
de variation des mesures de 5% et 10%

Chapitre 2  Exemple avec degré supérieur

Dans les simulations précédentes, nous cherchions une rigidité de 2le@n peut se
demander dans quelle mesure les résultats obtenus peuvents£ta fat que la rigidité
exacte est effectivement de degré 2. Nous allons donc examinas o aous cherchons une
rigidité de degré 4, i.e. :

(72) El(s{}) =4, +A,5+1,8 1,841 , &

L’introduction de ces deux variables d’optimisatsupplémentaires induit un colt de calcul
bien supérieur, aussi nous sommes nous limitésaudée le probléme pour le deuxieme jeu
de données présenté Figure 14, d’abord sans réggilan (@=0) puis avec le paramétre qui

convenait le mieux précédemmernt=0,01). Les résultats obtenus sont présentés dans |
Figure 25.

49



Chapitre 1l - Méthodes Inverses Déterministes

10 L
Bect

75 S R

5 a=0
25 2 '

. D a=0,01
: S
1 2 3 4 5

25

_5 L

Figure 25. Rigidités obtenues par minimisation en cherchant une rigidité de degré 4, avec et
sans régularisation pour le deuxieme jeu de mesures bruitées.

Nous constatons que dans le cas d'une minimisation sans régidarikatrésultat est
totalement erroné en forme et en valeur (erreur quadrat#é,d). Cela n’en rend que plus
frappant I'effet de la régularisation qui permet d’obtenir un rasgtesque aussi bon que
pour une rigidité de degre 2 (erreur quadratiqué,@iecontre0,9 précédemmeint

+» Conclusion sur la minimisation

Dans I'exemple testé, et dans la limite des paramétregpethéses choisis, la méthode de
minimisation a fourni des résultats excellents pour des donaéssbsuits, et des résultats
tout a fait convenables pour des données bruitées, a condition d'uélisen parametre de
régularisation (sinon I'erreur peut empirer).

L’inconvénient majeur de cette méthode est néanmoins clair ode de calcul est tres
important. Cependant il faut signaler que nous n’avons utilisé qu’'un seigdethme de
recherche de minimum déja intégré solMathematica qui n’est sans doute pas
particulierement efficace pour un travail de ce type. Il expsieailleurs des méthodes pour
réduire le colt de minimisation (comme la méthode de I'étatradjai permet de calculer un
gradient a moindre codt). Nous pourrions également envisager de mdalifre¢thode de
résolution du probleme direct (en utilisant des éléments finisxeanpe) afin de réduire le
colt d’évaluation de la fonction de performance.

Un autre inconvénient —qui serait critique dans un cas réel- esiie du paramétre de
régularisation utilisé nous avons en quelque sorte reporté I'instabilité du problemsur le
choix de ce paramétre le résultat obtenu varie énormément en fonction de la vateisie.
Celle recommandée par Tikhonov est relativement adaptée, maisgpa&shalculable telle
guelle dans un cas réel.
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4.3.3 Méthode des champs virtuels

[11-9]

La méthode des champs virtuels consiste a utiliser la forromlible (ou variationnelle) du
systeme pour réussir a formuler explicitement le probleme inverse.

+ Formulation faible
En utilisant I'’équation d’état ( 27 ) nous obtenons la formulation faible du systeme :

(73) jEl V(94( gds—j M(¥(sdq 0OgOL2

Cette expression est inutilisable en I'état puisque nous disposons ueigudgnmesures de
V(s) et pas de ses dérivées. Nous pouvons cependant utiliser une intégnapartipgpour
réécrire le membre de gauche :

ay [VEE0(3 os[ (3 B O8] b6 EN();

Puis une autre intégration par parties nous donne :

(75) IV' S EI(94(9 ds[ ( k H ()4, [(v)s( En) 9 ( ))'s}:i (Y(s (B9$)) s

Pour annulel[v'(s) EI( 9¢( :ﬂ ; nous pouvons choisir telle que :
$(0)=0
(76) ¢(|_) =0

De plus nous savons quél) = v(0) = 0, ce qui implique[v(s)( EI( 9¢( s)) } =0. Nous

0
obtenons donc la relation suivante :

(9 2 o (35 0

(77)

Mise a part la condition (76 ), les fonctiogsdoivent étre choisies de telle maniére que

v(s)(EI(94( s)) etM, (s)¢(s) soient intégrables sur [d,

 Détermination de la rigidité
Le terme de droite de I'expression ( 77 ) est un scalaire rendapt que du chargement et de
la fonction ¢ utilisée, car la poutre est isostatique — dans le cas hyjmprstde moment

dépendrait de la rigidité. Considérons que nous utilisons une familfe fdactions ¢, et
notons :

(78) M, (s) 4,(9) ds=p, j=1..m

O ey

Ensuite, a partir des mesures ponctuelles de la fleche, nous pouvonsiopatrrégression
une fonctionv__(s) d’approximation de la fleche. De plus afin de simplifier la nétsmh,

mes
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n

nous pouvons cherch&i(s) sous la forme d’'un polynome de degréEl (s)=>_ g $, mais
i=0

il est également envisageable de la chercher sous la formedliit@ale polynébmes simples

sur différents intervalles (ce qui nous approche des éléments finis).

Résoudre le probleme inverse revient donc a déterminer lescom@lia grace auxm

éguations suivantes :

(79) jvmes(s)(

0

n

[aié}¢j(3j dsg, j=1..m

Soit :
(80) :ijvmes(s)(&ém(#) d%=ﬁj j=1..m

! 0

oy | [dd(aze (30 w5 (] o sl )us]()s o8,

i{afvmes(s) (é‘2¢,-( 3+2 5% ( b+ ', ( )} %:

a2 [l 9(201(3 9/ (3] os -5 L

+80[ Vo 99, (9 s

0

Sous réserve que l'intégration soit possible, nous obtenons une expression lingaire en
L

(83) J-Vmes(s)(EI(S)¢J( g)
0

les coefficients\; sont des scalaires dépendant uniquemen, deet deg, .
Ce qui nous amene au systemerdéquations & inconnues suivant :

(84) Z_O:/}ija =p j=1..m

I

ds=> A, ¢ j=1..m
i=0

Si m=n nous obtenons un systéme linéairendéquations a inconnues pouvant se mettre
sous la forme :

ss) N ={A}

Ao Ao Ao 9 B,
ol [/\] _ /101 /1:11 Anl , {% - a1 , {q _ ,31
AOn /11n Ann an ﬁn
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Toute la difficulté de la démarche consiste maintenant a chesirfonctionsg. Une
condition nécessaire est que la matr[a,‘q soit bien conditionnée, mais ce n'est pas une
condition suffisante : méme pour un systéme bien conditionné le rgseltiaétre aberrant si
les fonctions ne conviennent pas.

Il est important de rappeler que nous aboutissons au systéme linéaire ( &aguesla poutre
est isostatique et a un comportement linéaire. Dans le casioenie moment dépendrait de
la rigidité et le terme de droite de I'équation ( 77 ) ne sphagt un scalaire mais une fonction
de la rigidité.

 Propriétés de la solution

o Existence
Nous sommes en face d'un systéme linéaire. La solution exqﬁtbtsﬁ).

o Unicité
La solution obtenue dépend du jeu méonctions ¢, choisies. Pour deux jeux différents la

solution sera différente. Il est difficile de déterminer @mprguelles fonctions permettent
d’obtenir la meilleure solution.

o Stabilité
A l'instabilité propre au caractere mal posé du probleme invagri® celle éventuellement
engendrée par un mauvais conditionnement du systeme ( 85 ), résultamt de jenctions
¢, mal choisis. Le rapport de la plus grande sur la plus petite aiepre de[/\] ne doit pas
étre trop important (inférieur a 30).
Il est par ailleurs difficile de se prononcer sur la robsstete cette méthode, nous pouvons
seulement la tester lors de la mise en ceuvre.

+» Mise en oceuvre

Nous utilisons trois jeux de données déja utilisés précédemment :
* un jeu de mesures exactes (Figure 10) ;
 un jeu de mesures ponctuellement modifié en ajoutant une erreur dea 18%
troisieme mesure (Figure 12) ;
e Quatre jeux de mesures bruitées (Figure 14).

La fonction v__(s) d’approximation de la fleche est obtenue par régression de cesesies

mes

avec un polynéme de degré 6 en utilisant la méthode des moindres carrés présentée au 84.3.2.
Nous utiliserons deux jeux différents de fonctions d’inspeagjon
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o Premier jeu de fonctions d’inspection
Le premier jeu de fonctions d’inspection choisi est le suivant :

¢1(s)=1—cos( 27%)

(ss) 1%2(5)= {1—%{ mfﬂ

,(s) =1~ co{ 1(21%)

j est ici le _ | / \
symboleg 3l

1 2 3 4 s
Figure 26. Premier jeu de fonctions d’'inspection.

Sur la Figure 27, nous voyons que pour les données non bruitées, lessréfidtaus sont
excellents, semblables a ceux obtenus par une procédure de minimssats régularisation,
mais pour un temps de calcul inférieur d’'un facteur 20 ou plus.

=

. Cak

N W~ 00 O N

S
1 2 3 4 5

Figure 27. Rigidités exacte et calculée par la méthode des champs virtuels aveciés e
de fonctions d’inspection pour des mesures exactes

Cependant des que l'on ajoute une erreur méme ponctuelle dans legsmesugsultat
s’écarte de la rigidité exacte (Figure 28) : le problenséerenal posé et le résultat est donc
tres sensible aux données. Ainsi les quatre jeux de mesures loitéent des résultats tres
différents et largement erronés (Figure 29), surtout pour haiprgeu qui est trés singulier.
Cependant il faut remarquer que ces résultats sont équivalentsx aolseenus par une
procédure de minimisation sans régularisation (Figure 18), touemardiant un temps de
calcul trés inférieur. Si nous pouvions trouver comment régulagserdbléme pour une
résolution par champs virtuels, nous pourrions obtenir une méthode trés performante.
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— Caoué

S

1 2 3 4 5

Figure 28. Rigidités exacte et calculée par la méthode des champs virtuels aveciés e
de fonctions d’inspection pour des mesures ponctuellement modifiées

Bxact
— ler pu
———————— 2eme U
S — — — 3eme gu
5 — — deme kU
10
a5 L

Figure 29. Rigidités calculées par la méthode des champs virtuels avec le prendier jeu
fonctions d’inspection pour les 4 jeux de mesures bruitées

Chapitre 3  Deuxieme jeu de fonctions d’inspection

Afin de se rendre compte de I'effet du choix des fonctions d’inspecgatisons les mémes
calculs avec les fonctions suivantes, tres proches des précée@asiass déphasés au lieu
d’étre décalés) :

$.(s)= cos( 27% +7—27j
(1) 19097 SCOS( mf%’j

:(s)= cos( 107% +%Tj
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] est ici le . ol .
symboleg K :

1 - K —

Figure 30. Deuxieme jeu de fonctions d’inspections

Les résultats sont totalement différents de ceux obtenus aywerteer jeu de fonctions
d’'inspection. Tout d’abord le résultat pour des mesures non bruitéésrgegnent erroné
(Figure 31). Anecdotiquement le résultat est meilleur pour lessiree modifiées en un point
(Figure 32), peut-étre parce que cette modification introduit ursyrdétrie des données.
Ensuite le résultat obtenu pour des mesures bruitées est totalemoné (Figure 33), plus
gu’'avec le premier jeu de fonctions d’'inspection et dBen que le systéeme d’équations
linéaires soit bien conditionng Ce qui prouve que le choix des fonctions d’inspection n’est
pas neutre, mais doit obéir & des criteres a déterminer, agoiesle simple bon
conditionnement du systéme d’équations linéaires. A titre de pispeuimoter quep, et ¢,
sont a moyenne nulle sur la longueur de la poutre —alors queresohs précédentes
restaient toujours positives— et que les données sont globalementricayeset La
combinaison de ces deux propriétés peut amener la nullité de cerdégrales, et donc une
perte potentielle d’information.
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— Caaué 21

21

Figure 31. Rigidités exacte et calculée par la méthode des champs virtuels auedéende
jeu de fonctions d’inspection pour des mesures exactes

B

7t

61

Exadt 5

4t

_ Caaeé 3
2L

10

S

1 2 3 4 5
Figure 32. Rigidités exacte et calculée par la méthode des champs virtuels auedéende
jeu de fonctions d’'inspection pour des mesures ponctuellement modifiees
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1 S \2\
™~
~ P
10

Figure 33. Rigidités calculées par la méthode des champs virtuels avec le deuniéee je
fonctions d’inspection pour les 4 jeux de mesures bruitées
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% Conclusion sur les champs virtuels

La méthode des champs virtuels présentée ici est peu colteusad@ent moins que la
minimisation), et peut se révéler intéressante dans le caslrél@wents finis (les fonctions
d’inspections pouvant alors étre limitées a chaque élément). dsutette méthode souffre
de deux handicaps :
» le résultat est toujours instable, une régularisation reste nécessaire ;
» le choix du jeux de fonctions d’inspection est primordial pour obtenir urrdsardtat
(I'utilisation des fonctions de forme des modeles éléments finisrgbw@tre une
piste).

4.4 Conclusion sur la mise en oeuvre

Nous avons tenté de résoudre par differentes méthodes un problemse isiveple a titre
d’exemple. Nous avons pu nous rendre compte que cette résolution étaibupealics
complexe que celle du probleme direct : cela provient du carantrposédes problemes
inverses, dont nous avons pu constater les effets : l'incertitudeaibiévites mesures entraine
ici des soucis de stabilité et d’existence de la solution, inhabituels pour les melleects.

Trois méthodes différentes de résolution ont été mises en ceuvre sur cet exemple

* linversion directe, trés simple mais totalement inadaptée a ce probleme edates
a beaucoup d'autres, du fait de la difficulté de construire, & prtmesures, des
fonctions fideles a la réalité jusqu’aux dériva&s®s;

* la minimisation avec régularisation colteuse mais efficace a condition de choisir le
bon parameétre de régularisation ;

* les champs virtuels peu colteuse, adaptée a des calculs par éléments finis, mais
instable et nécessitant des critéres de choix des fonctions d’inspection.

La minimisation avec régularisation, méthode a la fois robustengtie a mettre en oeuvre,
sera utilisée par la suite.

5 Conclusion

Ce chapitre nous a permis de détailler la nature d’'un probléemesénvein probléme dans
lequel données et résultats sont inversés par rapport au problésiguela€ette définition
subjective cache en fait une véritable difféerence objectiveédaations qui gouvernent la
physique possédent effectivement un sens préférentiel de résotdioncorrespondant au
probleme direct). En effet essayer de résoudre ces équationdedsess inverse donne
souvent naissance a des problemes mal posés, c’est a direodiesnps pour lesquels il
mangue I'existence, I'unicité ou la stabilité de la solution.

Des méthodes de résolution de ces problemes inverses existenis lcphue est basée sur
une minimisation de la différence entre les mesures et utie sonulée du systéme. Un
terme régularisateur peut étre utilisé afin de limiterstabilité des résultats. Nous avons mis
en ceuvre ces meéthodes sur un exemple simple afin de constater leur intérét.
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Chapitre Il - Représentation de Champs Aléatoires

1 Introduction

L’'une des difficultés principales associées aux calculshasiijues est la manipulation de
champs aléatoires, utilisés par exemple pour représenter &bilitfi spatiale de données
(densité, module d’Young,...). Le plus souvent il est nécessaimsdéidcrétiser, c’est a dire
les approximer sous une forme comprenant un nombre fini de varialéi@toires. Dans ce
chapitre nous verrons que cette discrétisation peut s’opérer en mirtgethamp aléatoire sur
un espace nommé chaos polynomial, constitué de polyndmes de variables aléatoires

2 Champs aléatoires
Afin de replacer le probléeme dans son contexte, nous allons rappetémcterment les

concepts de variables aléatoires et de processus aléatoireg @asanté entre autres dans
[1-1].

2.1 Variables aléatoires
Une variable aléatoire réell¢ est définie comme une application de I'espace de probabilité
(Q,LP,P) vers le corps des rééls. Q est l'univers des possibles, c'est a dire tous les

résultatsw (appelés aléas) possibles du phénomene considéré, un événemenpasiaide

Q et contient des aléas P est la mesure de probabilitd est lac-algebre associée@, la
collection d’événements d@ ayant une probabilité d'occurrence définie. Afin de simplifier
les notations nous écrivons que la variable aléatoire est dgfiniainivers des possible3,
afin d’associer a chaque aleeune valeur de réalisation d€«). Les variables aléatoires sont
définies par une loi de probabilité, qui donne la probabilité d’occurrdacehaque valeur
réelle. Elles peuvent posséder des moments dont les deux premigia snoyenne

(X =E[ X(w)]) et la varianceqy = E[(X (w) - mx)ZJ).

2.2 Processus et champs aléatoires

Soit H I'espace de Hilbert des fonctions définies sur un domRigevaleurs dank (E peut

étre le corps des réels par exemple). Soltespace des variables aléatoires associant a un
aléawde 'univers des possibl€s une valeur (de réalisation) ddas

Un processus aléatoire peut étre défini comme une fonction appéréetiaspaceH x 0O,
défini sur le domaindd xQ a valeur dang. En d’autres termes a chaque élémghtD est
associée une variable aléatoire@elonnant une réalisation daBset a chaque aléa(Q

est associée une fonction Hea valeurs dank. Par exemple si la densité d’une poutre est un
processus aléatoirep(s,w) dépendant de l'abscisse et de l'aléacw, il est possible de

concevoir cela de deux facons : pour sudonné, la densité en ce point est une variable
aléatoire, ou bien pour un aléa donné, la densité est une fonction (que I'te ap@etoire)

des.

Tout comme les variables aléatoires, les processus alégieureent posséder des moments.

Un processu$(d,«) est dit du second ordre lorsque ses deux premiers moments au moins
existent. Ces moments sont :

» lamoyenneF (d)=E[ F(d,w)] ;
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* la covariance

C. (% { % )=E[(F(d)- F()( F doe) - d))].

La covariance lie les réalisations du processus aléatoirevenpdéts d, et d, deD. Si le

processus est continu, alors les realisations en deux points infinpmoehes sont également
infiniment proches. Lorsque les deux points sont confondus la covarianaeerfeesariance

du processusa,’ (d) = C; (d, d) . On définit en outre la fonction d’autocorrélation par

ss) Re(dd)=H Fdeo)Hdad]=C¢(d d+ K JKJ

On distingue les processus stationnaires, dontrtggiptés sont invariantes par translation, et
les processus d’évolution ou elles ne le sontlpastationnarité d’ordre 2 (ou faible) ne porte
gue sur le deuxieme moment. Un processus du secdra sera stationnaire du second ordre
si sa fonction de covariance ne dépend que deslkardie entre les pointd, et d, (par

exempleC. (d,, d,) =| d, - dJ ou C (d,, d,) =exp(|d - d)).

Typiquement on appelle champ aléatoire un procesgasoire dont le domaine de définition
D est une partie de I'espace et/ou du temps, a urEusieurs dimensions (i.e. une partie de
0, 0%ou [0 3oull*. Par exemple la densité d’'un corps peut &trecameme un champ

aléatoire fonction des coordonnées spatiales, sgpé&mature comme un champ aléatoire

fonction des coordonnées spatiales et temporélesioterad ={ x} un élément d®.

2.3 Discrétisation des champs aléatoires

Les champs aléatoires sont des entités délicaappr@éhender et a manipuler, car nous avons
vu qu’un champ aléatoire peut se voir comme unimitafde variables aléatoires corrélées
associées a chaque point de I'espace. Une tendataelte pour les utiliser est de tenter de
d’en construire une approximation utilisant un noenfini de variables aléatoires (permettant
plus facilement le calcul ou la simulation). Poer faire plusieurs approches peuvent étre
envisageées :
* une discrétisation spatiale du champ, semblableééments finis, avec des
variables aléatoires égales a la valeur du champlesnpoints déterminés
(nceuds, centres d’éléments, points de Gauss,...) é@ganiti ou non des
fonctions de formes pour assurer la continuitétanp ;
* une discrétisation moyenne, ou les variables akéastsont des intégrales
pondérées du champ aléatoire ;
* une décomposition spectrale, ou le champ aléatesteapproximé par la
troncature d’'une série de produits de variableataikes et par des fonctions
déterministes.

Le chaos polynomial, qui fait 'objet de ce chagjtfait partie de cette derniere classe de
meéthodes.

3 Chaos polynomial de Wiener
3.1 Deéfinition

Wiener [llI-2] a le premier défini lehaos homogénghomogeneous chaos) comme I'espace
engendré par l'ensemble de tous les polyndbmes demitderde variables aléatoires
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gaussiennes orthonormales. Un de ces polyndmes est appele polynomia(polynomial
chaos). Ghanem et Spanos [l1l-3] en ont donné la définition suivante :

Soit {Zi (a))}i:l _ un ensemble infini de variables aléatoigerussiennes orthonormales
c’est a dire qui possédent la propriété :

(89) E[Zi (w) (j (w)] = CE

en d’autres termes ces variables aléatoires sont gaussiennes centrées mui&péndantes.

Soit I:p I'espace de tous les polyn(“)mes{cé(a))}izl”oo de degré inférieur p. Soit{l'p} le

jeu de tous les polynébmes df'q) orthogonaux éi:p_l. Enfin soitFp I'espace engendré par
ieme

{Fp} . Alors le sous-espacEp deQ est appelé I~ chaos homogene, et un polynébme de

{Fp} est appelé chaos polynomial d’orgixe

Le chaos homogene d’ordperegroupe donc tous les polyndmes orthogonaux de gegré
impliquant toute combinaison linéaire de tous les produitp dgariables aléatoireg’ (w)

orthogonaux a tous les chaos polynomiaux d’ordre inférieur strictesrq@nCette propriété
implique que les polynébmes des chaos polynomiaux d’ordre supérieur oulégahticentrés
(de moyenne nulle) car orthogonaux aux chaos polynomiaux d’ordre O (constant)

On note Fp(Zil(a)),...,Zip(w)) un chaos polynomial dordrep, par exemple

rl(Zl(a))) ={y(@).
Tous les polyndmes de méme degré seront pris tielsagpermutation des variables aléatoires
les laisse inchangés. Par exemple pour les polys@®esecond degré :

) T,(4(@).¢(w)=T,(¢ (w).{ () DGj)D02
De méme pour le troisieme degré :
ra(6(@).¢, (). 4 (@) =T2(4 () & (@) G ()
(91) =1,(¢) (@), ¢ (@), 4 (@)
=1(¢(@).¢) (@) ¢ ()
OG,jkO0°3

rs(4(d).¢(d). ¢(a)
M5(4 (@) 4 (o). ¢ ()

3.2 Expansion sur le chaos homogéne

En utilisant le théoréme de Cameron et Martin [lll4#a été démontré que toute variable
aléatoireu( ) possédant un second moment firadmet la décomposition en série suivante :
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p(w) =4, + g élrl(zil (a)))
+Zzéili2r2 (Zul (w) <, (w))
533 8,:(4,@).4,(0). (@)

i1=1i,=1i5=1
(92) =1 1=l

0o Iy 1o I3

+ZZZZ%I4(Q(C«J),<Z(0)),fg(w),(4(60))

i1 =1i,=1i,=1i ,=1
+...
ou :
lesT; sont les polynébmes du chaos polynomial de Wiener d’ardre
les i(a) des variables gaussiennes orthonormales ;
les & ; sontdes coefficients reels.

Par soucis de simplification, on peut réorganiser les indices pour noter :
(93) ,u(a)):éajz//j ()

ou les coefficientsa, et les t//j(a)) correspondent directement respectivement aux
coefficients et aux chaos polynomiaux apparaissant successivemsna dzrie. C’est a dire

8 =3, et (@) =T, a,=4 ety () =1,(4(a)). 8=, ety () =T,(&, ()0
s’agit uniquement d’'une réécriture de la série permettant ddéfre des indices et
sommations multiples. Ces polyn@m%j(cu) ont deux propriétés remarquables. Les
polyndmes de degré supérieur a 0 possedent une moyenne nulle :

(o) E[#(«)]=0 OO0
Les polyndmes sont tous orthogonaux entre eux @eutement les polyndbmes de degré

différents, mais aussi les polynémes de variabiesta@res différentes). lls ne sont cependant
pas orthonormés, leur variance n’est pas forcénnatdire :

(95) E[wi(w)w,-(&)}éE[wj(cﬂ 0(,j) 00 2

N’'importe quelle variable aléatoigg «) possédant un second moment fini peut en thétee é
décomposé selon la série (92) : le théoréme dee@m et Martin indique que cette série
converge. Cependant le taux de convergence eshaigxponentiel) pour une varialdécw)
gaussienne. Dans le cas contraire ce taux peutsétreusement détérioré, et il faut alors
envisager d’utiliser un jeu de variables aléatottedois différentes (ce qui peut impliquer des
polyndmes de forme différente).
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3.3 Construction du chaos polynomial de Wiener

Une approche directe, mais fastidieuse pour construire les chao®maux successifs de
maniére unique consiste a commencer avec le jeu de polynédmes hosnaipame

{Zi (w)}i:lmet d'utiliser une procédure d’orthogonalisation séquentielle. Les chaos

polynomiaux de degré 0 sont des constantes et peuvent étre normalisés :
r,=1

(96)

Les chaos polynomiaux de degré 1 ont comme forme générale :
o) Tld(@)=8+ad(w)
L'orthogonalité avec les polynémes d’ordre O implique que :
(88) E[T,M, (¢ (w)]=0 000"
Ce qui implique :
(00 E[&+8¢(w)]=5+3E[{ (w)]=0,0i00°
Comme les variables aléatoires sont centrées, ioglique que & =0. L'expression est

ensuite normalisée en imposaat=1. I'expression des polyndbmes de premier ordre est
alors :

rl(Zi(w)):Zi(w) .0ion”

(100)

Les chaos polynomiaux de second ordre ont comnnesfgeénérale :
01y T(4(@).4(@)=8+88 (@) + a4 () +ad(d) ¢ (4 000", 0o
L'orthogonalité avec les polyné6mes d’ordre 1 impbkoque :

102y E[T:(G(@)r(¢(@).¢ () ]=0 000", ooo”, okao’

Soit
(103) EL&4(@)+a¢ (@) 4 (@) + 8¢ (@) 4 (D +ad(d) §(d) (9] =0

En utilisant la linéarité de I'espérance :
(104 ) &E[{(w)]+aE[ ¢ (@) (@) ]+ BE[ { () ()] +BE[ {(a) §( o) {( 4] =0

Soit, en utilisant la relation (89 ) :

(105) a0, +a,0, +ad, =0 000", 000", Okdo®
avec
(106)  Cix :E[Zi (@) ¢ (w) & (a))]

Pour calculercix, il est nécessaire revenir a la définition de gé&since d'une variable
aléatoire :

b

(107) E[X(a))]:J-xfx(x) dx

a
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ou a etb sont les limites du domaine de définition de la fonction de densipFatabilité
fx(X) deX(«). Dans le cas qui nous intéresse (loi Normale) :
f(X)=—me 2

NP

Dans le cas d’'un produit de deux ou trois variabléatoires, on utilise la fonction de densité
conjointefx v(x ,y) oufxy AX,y,? :

(109) E[X(w)Y(W)]:Ejj xy £, (xy dxd

(108)

Q C—— T

(110) E[X(a))Y(a))z(a)]:Z EXYZIYZ Xy k dxdyc

Dans notre cas les variables sont indépendantesfoledions de densité conjointe de
probabilité s’obtiennent facilement pour deux et troisaldes aléatoires :

1 50e)
(111) fx,Y(X’ y) 2”82

Yrez)

(V2n)

(112) fx,\(,z(X1 Y, Z):

Nous trouvons ainsi que le coefficiegk est nul dans tous les cas, I'équation (105) se
simplifie donc en :

(113) &0 *+&4, =0 ,OiD0", 000", OkOo”

Puis en donnantlasuccessivement la valeur dpuis dg, nous obtenons :

A

(114) &=0  &=0

D’autre part I'orthogonalité des polynédmes de secdedré avec les polynbmes de degré 0
implique que :

15y E[M2(¢(@).¢ (@)]=0  oioo”, oo’
Soit :
(116) 4, +4a,09, =0 0007, gjoo”
En outred, ne peut étre nul (sinon le polyndme ne serait giudegré 2), donc :
(117) 8, = —a,, ,aio0”, Ojoon”

Une infinité de couples de coefficiends et &, vérifient cette équation et tous sont valables
par rapport aux propriétés d’orthogonalité que déitfier le polyndme de second ordre. Afin
de normaliser I'écriture nous imposons arbitrairethtgied, =1, ce qui nous donne :

(118) % =-¢ 0007, 000"

L’expression des chaos polynomiaux de second @sirdonc :

r (4 (@).¢ (@)= ¢ () ¢ (o)~ ¢| .Oi00", ojon’

(119)
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On remarque quE[FZ(Z. (w).¢, (a)))] =24 : ces polyndmes n'ont pas une norme unitaire.

La forme générale des polynédmes de troisieme ordre est :

M5(¢(@).¢ (@), (@) =&+ 8 (D + 3§ (D +2 { (D +3 (9 { ()

(120) +3, ¢, (W)Zk (w)+<'3&,-5k(w) Zj(a))'i_é‘jk {(@ ZJ(O‘) é(&)

(

(122)

De la méme maniere que précédemment, on détermine lescierdffi en imposant
'orthogonalité avec les polyndmes d’'ordre 0, 1 et 2, puis en naamdlie polynéme
résultant pour lever 'ambiguité sur le dernier coefficientrté&pguelques calculs, on trouve
gue lI'expression des chaos polynomiaux d'ordre 3 est :

1y [T36(@).4(@).4 (@)= 4(0) 4 (D ¢ (- g (9= g (9~ g4 9
Pareillement, I'expression des chaos polynomiaoxdie 4 est :
Mo(€a(@),62(0). 4 o(@). £ (@)= Cu(@) ¢ @ (& ¢ &
~04 il(w) Ziz(w)_ 4324(1(6‘) (3( C‘) - éZ?AZ]( c‘) |Zz( C‘)
~Oig iz(w)zia(w)_éns{z((*) {4(“)_"?12{:( (‘)izz( c‘)
+312934% FusPoat Q14925

On voit se dessiner un schéma directeur de créasnchaos polynomiaux dans le cas
gaussien. Sa formulation extensive est donnée [t&33, mais est lourde et peu intéressante
puisque nous allons voir qu’en se restreignant gewrini de variables aléatoires gaussiennes,
les chaos polynomiaux sont des polyndmes de Hermite.

3.4 Chaos polynomial de dimension finie

Nous avons indiqué précédemment que le jeu de \l/mialtéatoire$fi (a))}i:l“

Afin de pouvoir utiliser les chaos polynomiaux daies calculs, il est Iégitime de remplacer
ce jeu par un jeu contenant un nombre fini de bémaléatoires. On introduit ainsi le vecteur
{ (@)} contenanth variables aléatoires gaussiennes orthonormales :

(@)
(123) {Z(w)} =y
7y (@)

Le jeu de variables aléatoires étant fini, le cha&st plus homogéne. La relation (92)
devient :

. était infini.
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u(@) =8+ Y 4T (4 (@)

+§§aﬂzr2(4(w).<z(w))

b iy

(124) +ZZZ%3 (4.(@).4,(0).¢,(w)

ip=1i,=1i,=1

b s

+ZZZZ% (4.(@).4,(w),¢,(0),¢ ()

11=10,=1i,5=1i 4=

+...

Par contre cette limitation seule ne rend pas la série (i) puisque le degré des chaos
polynomiaux est toujours illimité. Il nous faut donc nous imposer une riewaitrainte de
degré maximal de chaos polynomial, afin de disposer d’une série tromtaréexemple pour
une troncature au troisieme degré du chaos polynomial avec deux \mara@éstoires

orthonormales gaussiennés(w) et ¢, (w), la relation ( 92 ) devient :

p(@) =8 o+ &r,({()+ af | {4 «)
+aul,(¢4(@), y(@)+ & {7{@). ({@)+ 8k {7, {a)
(125) +8,,.15(¢)(w), {i(w), ¢ w))+ &l {{{e).{(0).{{d)+a.f; (9. 6d. ()
+l (¢ o(), ¢ o(@), ¢ )

+e(w)

avece(a)) une variable aléatoire correspondant a I'erreur d’expansion. &gttession peut
s’écrire sous la forme analogue a (93) :

(126) ﬂ(w):;:ajl//j ({2(})

oum est le nombre de chaos polynomiaux utilisés dans I'expansion (yisacefui de degré
0), qui est directement lié au nombirele variables aléatoireg (a)) et au degré maximal

des chaos polynomiaux :

_(n+d)!_1
(127 M

Ecrire ¢, ({Z(a))}) plutdt que ¢, (a)) permet d’insister sur le jeu de variables aléatoires

{Z (a))} utilisé. Toutefois les deux notations sont valables et interchangeables.

La Table 6 donne le nombre de termes dans la série (126 hput entre 1 et 6. Nous
voyons que la taille de la série augmente tres vite, et quaigye il est difficile de concilier
jeu de variables aléatoires conséquent et degré de chaos polynomial élevé.
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d 1 2 3 4 5 6
n

1 2 4 5 6 7
2 3 6 10 15 21 28
3 4 10 20 35 56 84
4 5 15 35 70| 126/ 210
5 6 21 56 | 126| 252 464
6 7 28 84 | 210| 464 928

Table 6. Nombre de termes dans la série ( 126 ) en fonction du degré d des polynémes et
du nombre n de variables aléatoires ; on remarque le schéma de remplissage du
tableau : I'élément (i,j) est la somme de I'élément (i-1,)) et (i,j-1)

Il est a noter que si le chaos polynomial est utilisé pour exprieneésultat d'un calcul
stochastique, nous retrouvons les mémes variables aléatoires ereeemésortie, le choix du
nombre de variables est alors imposé par la représentation du champ d’entrée.

La rapidité de convergence de la série (92) est cruciale gisppser d'une bonne
approximation (i.e&a<<w(«) Ca). Or nous avons précisé que pour le chaos homogéne
considére (i.e. correspondant a un jeu de variables aléa{eﬂr@s)} gaussiennes) la vitesse

de cette convergence dépendait de la loi de la variable adédtmomposég(a) : elle est
optimale si cette variable aléatoire est gaussienng.c$in’est pas gaussienne, il faut trouver
la meilleure expansion. Pour cela nous pouvons nous tourner vers la théopeyth®mes
orthogonaux.

3.5 Liaison avec les polynbmes orthogonaux classiques

3.5.1 Polynémes orthogonaux
Soit {Qp ({>})} un systeme de polynbmes des/ariables regroupées dans le vectexjr {

dont le membreQ, ({x}) est de degrép. Ce systeme est un systeme de polyndmes
orthogonaux par rapport a une mesure réelle positsida relation d’orthogonalité suivante

est satisfaite :
(128) lQ({X})Qj({%)C@({%Fﬁé Oi, j OO

ou h, est une constante (égale a 1 si orthonormalité). La megeet avoir une densitg(x),

alors :
(129) J;Q({@)Q({%)”({%)C{*:M Oi,j 00 O

Cette densitéq({x}) est appelée fonction de pondération dans la théorie des polynémes
orthogonaux. Il se trouve que certains polynémes possedent pour fonction de pondérations des
fonctions de densité de probabilité de lois usuelles, ce qui permeenitoliacilement
I'expression du chaos polynomial, comme nous allons le voir pour les polym@mésrmite

et les variables gaussiennes. Notons tout d’abord que le vegjepedt étre un vecteur de
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fonctions, les polyn6mes devenant ainsi des fonctionnelles. En particaBefonctions
peuvent étre des variables aléatoires.

3.5.2 Polynébmes de Hermite
Les polynébmes de Hermite ont pour fonction de pondération :

1 1,4
sy 703 e 5 k)
Ce qui nous donne donc la condition d’orthonormalité entre deux polynémes de Hermite :

(131) !Q({%)Qj({*)ﬁexr{-%{f{}Xj{d}x=5ij Oi, j OO

Or si nous reprenons la relation ( 89 ) d'orthonormalité dans I'espaeke s’écrit :
(132) Vi ()¢ (w)dP=¢  0i,j OO
D

Si les variables sont gaussiennes, altiPsest la mesure gaussienne qui, pour le vecteur
{{(w)}, s’écrit :

(133) dP:(Z;ﬂ)nexp(El{((w)}T{Z(w)}jd{((w)} Oi, j OO

Soit pour deux chaos polynomiaux :

(134) iri({f(w)})rj({i(a))})dP:c)J' 0, j OO
Soit

(o) JT{<@h)r ({<(«})

T

J(;—)nexp(g{awwaw»jd{a@}=q oo o

Nous retrouvons exactement la relation d’orthonormalité (131) entre mdyxdmes de
Hermite, les polynbmes de chaos polynomiaux de variables gaussiennes sont donc des
polynémes de Hermite de ces mémes variables

En utilisant les formules de calcul de ces polynédmes, nous pouvons domgielite chaos
polynomial d’ordrep peut étre obtenu par :

sy o4 (@02, (@)= (-0 exd (e} { () j{ﬁ exp-51 el { ) ﬂ

Ip

ou {i,....ip} sont toutes les combinaisons pentiers de l'intervalle [1n].
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3.5.3 Correspondances

Il existe d’autres correspondances entre des fonctions de pondérapiotyni@gmes typiques
et des densités de probabilité usuelles, la plus remarquablecélle entre les polyndmes de
Legendre et la loi uniforme. La Table 7 reprend les équivalences connues.

Loi Polynbmes
Gauss Hermite
Uniforme Legendre
Gamma Laguerre

Béta Jacobi

Table 7. Correspondance entre les polynémes et les lois de variables aléatoires

L'utilité de ces correspondances est a lier avec la remaiqu&3.2 : lorsque le processus
aléatoire est de loi Uniforme, alors I'expansion qui convergeptukevite sera celle utilisant
des polynédmes de Legendre pour les chaos polynomiaux successifs.

Il existe également des correspondances avec des varialdesraesediscretes. La relation
d’orthogonalité ( 129 ) est dans ce cas :

(137) iq({&})Q({X})’h: i,

Les valeursy sont alors identiques aux densités de probabilité de certainekslmstinues.
La Table 8 récapitule les équivalences pour les lois discontinues.

Loi Polynbmes
Poisson Charlier
Binomiale Krawtchouk

Binomiale .
, . Meixner
négative

Hypergéométrique Hahn

Table 8. Correspondance entre les polynémes et les lois ddbhear aléatoires

3.6 Exemple de décomposition d’'une variable log-normale sur le
chaos polynomial

3.6.1 Calcul de la décomposition

Soit £« une variable aléatoire suivant une loi log-normale de moyeneé d'écart-typeo.
Cette variable aléatoiré(w) peut s’exprimer en utilisant une variable aléatoire gaussienne
centrée réduita(a) :

(138) &(w) = E(u(a))) =eXp()lu(a)) +,u)

avecA, 1 des parametres dépendant de la moyenne de la loi log-normale :
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1
(140) '“:m(mf)_?‘z

Nous utiliseronsla variable aléatoire normale(c) comme unique variable du chaos
polynomial :

(141) ¢ (@) = ¢ (u( )

Le chaos polynomial sera donc de dimension 1. laom@osition de la variable aléatoire
&(w) sur le chaos polynomial consiste a déterminer les caafferéels; tels que :

(142) q‘(a)):ga,.wi(a))

Pour cela nous projetongw) sur chaque polynome, (u(a))) du chaos polynomial. Dans
I'espace des variables aléatoires, cela revient a calculer

(143) A ~E[E(@)¢i()]

pour chaque.

Pour i=0, nous avong/, (w) =1. La projection donne :
(144) E[ & ()t (0)]=E[ () ]=m,
Pour i=1, nous avong, (w) =u( «). La projection donne :

(145) E[¢(w)en () ]=E[ {(Ju(d]

L’espérance du produit d'une variable aléatoirermale et d’'une variable aléatoire log-
normale qui en découle via la formule ( 138 ) perg évaluée en revenant a la définition de
'espérance :

(146) E[E(w)u(a))] = ]i xexp(Ax+ )¢ ¥ dx

ou ¢X) est la fonction de densité de probabilité deianbrmale. Aprés calcul (et vérification
par une simulation de Monte-Carlo) nous trouvons :

(147) E[¢(w)ty(w)]= )leXp("_ZZ+ ﬂj

Pour i=2, nous avong/, (w) =u( &)’ -1. La projection donne aprés intégration :

A? )2
(148) EI:E(CU)(/IZ(Q)) :?exp(?+ Iuj

Pour i=3, nous avong/, (w) = u(c«)3 -3u( o) . La projection donne apres intégration :

sy [ELE@u ] o] %
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Pour i=4, nous avong/, (w) =u( &)’ -6u( a)z +3. La projection donne aprés intégration :

A? 12
(150) E[¢é(w) (@) :ﬂeXp(_ng'“j

Les différents calculs font apparaitre un systedeensif qui s’avere étre :
A A?
(1s1) ELE(@)#i(e) —i—!exp(?+ ﬂj

Nous ne pouvons pas prouver cette formule ( 15&pemdant nous I'avons vérifié jusqu’a
i=4, ce qui est suffisant pour construire une appmaiion de la variable aléatoidc), par
exemple en montant jusqu’a I'ordBedu chaos polynomial :

/1 3

AZ /]2 A 2 2
sy € don{ 2l of Tl 4 oft
gue I'on note :

(153) 5(60):23:6\44(60)

i=0
3.6.2 Application numeérique et vérification
Prenons un exemple concret :
mgs = 1
0s=0,1
alors :

1=-0.00497517
A=0,0997513

Les différents coefficients du chaos polynomialtson

Polyndbme (@  Coefficient g

w(d 1

e 9,975.10°
) 9,950.10°
Us(@) 9,920.1¢'
Yn( ) 9,901.1C°

Table 9. Quatre premiers Coefficients du chaos polynomial poe variable log-
normale de moyenne 1 et d’écart-type 0,1,.
. . . Al A? Al
Pour les premiers termes le paramdtest si faible que—-exp ?+,u ==
il il
Afin de tester la validité de la décomposition ®ichaos polynomial, nous pouvons réaliser
une simulation de Monte-Carlo en comparant lesuwaléhéoriques aux valeurs obtenues par

le chaos polynomial et par la formule ( 138 ). éstidu Khi-deux nous permettra de valider la
distribution log-normale de I'approximation ( 153)
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Nous avons donc réalisé 50000 tirages d’une variable aléatoire ropmial calculé les
valeurs correspondantes de I'approximation en utilisant la formule ( 182 yésultats sont
présentés dans la Figure 34 et la Figure 35.

En y tracant également la distribution d’une variable gaussienng€n&® moyenne et écart-
type nous pouvons voir le décalage opéré par le chaos (Figure 36)strilaution s’écarte
d’une distribution normale pour se rapprocher d’'une distribution log-normale.

74



Chapitre Il - Représentation de Champs Aléatoires

4.5
4 .
- -l - Théorie
3.5
31 —e—— Approximation par
Chaos Polynomial
2.5

0.7 0.8 0.9 1 11 1.2 13 1.4 15

Figure 34. Fonction de densité de probabilité de I'approximation par un chaos polynomial
d’ordre 3 et de degré 1 d’'une variable aléatoire log-normale issue de 50000 tirages
répartis en 17 classes et comparaison avec la fonction de densité de probabilité
théorique.

1.2

0.8 -

0.6

- -l - Théorie
0.4
—e— Approximation par

Chaos Polynomial

0.2

0.7 0.8 0.9 1 1.1 1.2 1.3 1.4 1.5
Figure 35. Fonction de répartition de I'approximation par un chaos polynomial d’ordre 3 et

de degré 1 d’'une variable aléatoire log-normale issue de 50000 tirages répartis en 17
classes et comparaison avec la fonction de répartition théorique.
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45
4 l . .
—e— Approximation par
3.5 Chaos Polynomial
— G— Distribution
31 Gaussienne

0.7 0.8 0.9 1 11 1.2 13 1.4 15

Figure 36. A partir du méme tirage de 50000 d’'une variable aléatoire normale, comparaison
entre la fonction de densité de probabilité obtenue a partir du chaos polynomial et celle
d’une variable gaussienne de méme moyenne et écart-type.

Le test du Khi-deux nous permet de déterminer si une hypothése dbutist d'un
ensemble de valeurs est acceptable. Il consiste a mesuest Eatre la théorie et les mesures
surn classes, et de comparer cette valeur aveg ken—1 degrés de liberté pour un risque
déterminé de considérer comme fausse une hypothése vraiesoBiriee du carré des écarts
est inférieure & la valeur dyf, alors 'hypothése peut étre acceptée, sinon elle doit étre
rejetée.

Dans notre exemple, nous trouvons un écart mesuré sur 17 classes7d®©0Ja5valeur du
Khi-deux avec un risque de 1% pour 16 degrés de liberté est de 3,9. L'lsgpathde
distribution log-normale est donc acceptable pour le jeu de valeurs.

3.7 Extension aux champs aléatoires

Nous avons vu gque le chaos homogéne permettait de décomposer une Vidaamie sur
une base de polynémes de variables aléatoires. Dans [llI-3gi'&rn a la décomposition de
processus aléatoires stationnaires du second ordre est introduitee gaais de la
décomposition en série de Karhunen-Loéve (que nous verrons au chapitre suivant).

En effet, si le processus aléatoiu{{x} ,a)) est stationnaire du second ordre, il peut étre
décomposé sous la forme

sy A0 @)=E(3) 2T 4 (@) ol(3)

ou les A et ¢ sont issus de la décomposition en série de lationae covariance de
u({®,w). La distribution des variables aléatoirés(w) dépend de la loi du champ

aléatoire, mais si leurs deux premiers moments faaustelles peuvent étre décomposées sur
le chaos polynomial via I'équation (93) :
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00

(155) ¢ (@) =2 8¢ («)

j=0

Ce qui nous donne donc la décomposition suivante pour le processus aléé{t&}rﬁw) :

(156) ({4 ‘”):7’({>})+2§ﬂ¢?({>})4}‘/{(“)

Soit, en tronquant la décomposition de Karhunen-Loéve a I'ordtda décomposition sur le
chaos polynomial a I'ordmm I'approximation suivante du champ aléatoire :

(157) ({4 w):ﬂ({>})+ggﬂ¢?({>})ﬁ}‘/{(“)

Si la fonction de covariance du champ aléatoire est inconnue, il neseruwsrien de séparer
les termesl;, g et g; , nous pouvons poser :

(158) d; ({4)=vAa({R)a

Des lors :

m

>3 ald)av (@=3 (@34 (3)

n
(159) i=0 j=0 j=0 i=0

de méme nous pouvons poser
(160) ;du ({>}): d ({*)

Ce qui nous donne la formulation suivante pour la décomposition sur le chaasnpialydu
champ aléatoirg:({x} , w) :

(161) ({3 ""):7’({%)+Zm:dj {(%)e (4

i=0

Ainsi le chaos polynomial permet de séparer la variation stoghagle la variation physique
(espace, temps, température, etc...) d’'un champ aléatoire.
Cette partie n’a pour but que de justifier I'utilisation de la dgmusiiion ( 161 ), il faut bien

noter que la détermination des coefficieml§({x}) ne passe pas nécessairement par
I'utilisation de ( 154).

4  Utilité du chaos polynomial

L'utilité principale du chaos polynomial est de servir de base ajegtion pour les données
ou les solutions de calculs stochastiques [IlI-6].

4.1 Probleme typique
Soit le systéme décrit par I'équation de comportement suivante :

(162) F({%;“( }’("")): d{ k. o)
. u({ X} ,a)) et e({ % ,a)) sont des champs aléatoires ;
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. F est opérateur déterministe, impliquant typiquement des dérivatians pa
rapport au temps ou a l'espace ;
. {x} est le vecteur regroupant I'ensemble des variables déteresnisiisées

par le modele (espace, temps, température,...).

Par exemple, I'équation de la flect, «) d’une poutre une poutre dont la rigidité en flexion
est un champ aléatoikd(s, o) est, en I'absence de déformation en cisaillement :

o0°v(sw) __ M,(9

(163) d%s El( sw)

dans I'équation (162 ) est la flechev, e est le terme de droite de I'équationFetest la
dérivation par rapport a I'abscisse

Typiquement deux problemes peuvent se poser :
« dans le cas d’uprobléme direct, e({ % ,a)) est connu et I'on cherche({ X} ,a)) :

- dans le cas d'uprobléme inverseu({ %, w) est connu et 'on cherche({ ¥, w).

4.2 Discrétisation des données

Dans les deux cas, la premiere phase consiste a discrigtisekamp aléatoire constituant les
données afin d’en obtenir une formulation identique a ( 161 ). Cela revient a projé@mie c
sur un chaos polynomial comme nous l'avons fait a titre d’exemple 83.6.

4.3 Projection du résultat

La deuxieme phase consiste a projeter la solution sur un chaos polynomial uéitisaéties
variables aléatoires que les donnéeg&n effet le champ aléatoire résultat est dépendant, au
sens probabiliste du terme, du champ aléatoire d’entrée: ils smntvilh I'opérateur
déterministeF. Les variables aléatoires d’entrée et celles servantpéojaction du résultat
étant dépendantes, le plus simple est d'utiliser le méme jeulemmeux cas (mais il est
théoriquement possible d’utiliser des jeux différents mais dépendants).

Le champ recherchéz({ x} ,a)) (que ce soit le champou le champe) peut étre décomposé
via la formulation ( 161 ) :

ey H0H) =R 12 d (H)w (o

Pour résoudre le probléme il nous faut déterminer les foncltii;r@{sx}). Une phase de

paramétrisation de ces fonctions est donc nécessaire.
La détermination de ces fonctions peut donc se ramener a lanohétion de quelques
parametres. Pour cela on peut utiliser une projection de GalerKiggiation (162 ) sur

chaque polynome/; (a)) utilisé, puis requérir que I'erreur soit orthogonale a ces polynémes :

(esy  (F(0iu( k@) (d)=(d(¥. 4. ¢(q) i=01.m

Ce qui dans I'espad® s’écrit :
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sy ELF(0Ful ko) (@] =E[dl k. @ ¢(q] i=01..m

L'utilisation de l'orthogonalité des polynbmes nous permet d’obtenir urersgstdent1
eéguationgléterministescouplées.

La faisabilité des projections dépend bien évidemment de la formepmpirateurF. Un
opérateur linéaire simplifie ainsi énormément les choses.

4.4 Exploitation des résultats

La projection du résultat d’'un calcul stochastique sur le chaos polyndéonme une
expression analytique qui peut se préter a plusieurs traiteneenfgrticulier le calcul de
moments de la réponse et la mise en ceuvre d’analyses de fiabilité.

4.4.1 calcul de moments

L'un des traitements les plus simples des résultats corsige calculer les moments
(moyenne, écart-type,...). La formulation du chaos polynomial permetlcul aisé de ces
qguantités. La moyenne est ainsi donnée par la formule (167 ), lacenar la formule

(168):
(167) m, ({%)=d({})
(168) 05({%)=iE[t/fj (W)Z}dj ({3)

j=1
4.4.2 Analyse de fiabilité

L’'analyse de fiabilité consiste a déterminer la probabilité dééaillance d'un systéme
connaissant son comportement et la variabilité de certains parangéoa®(rie, chargement,
matériau). Le calcul revient a estimer la probabilité de veirctitere de défaillance
(contrainte, déplacement,...) dépassé. Le chaos polynomial pennaini traitement
analytique du probleme et évite de colteuses simulations.

5 Exemple de calcul

Nous donnons ici un exemple de calcul analytique, en précisant quapieelsuivant traite
de méthodes de calcul numériques.

5.1 Présentation

Considérons une poutre en flexion dont I'équation de comportement, en l'abdence
déformation en cisaillement est :

(169)

ou :

sest I'abscisse d’un point ;

Vv(s) est la fleche ;

El(s) est la rigidité ;

M4(s) est le moment fléchissant en
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Si nous considérons que la rigidité est un processus aléat(sre) dont nous connaissons
les premiers termes de la décomposition en série et queha Vs, «) est un champ aléatoire
gue lI'on cherche a déterminer, le moment restant déterministenau, alors I'équation
devient :

0*v(s w)

El(s, w) 22

(170) :_MZ(S)

On considére que le processus aléatoire de latégidt projeté sur un chaos polynomial de

degré 1. La mise en oeuvre de cette projectionqoéigre sera vue au chapitre suivant. On
obtient :

(171) El(s,w) = E|o(1+;ﬂzi (w) (p(s)j
oll les A sont des scalaires et lggs) des fonctions.

Tous les polyndmes du chaos polynomial seront des polyndertdsrdhite.

5.2 Mise en équation
En remplacant dans (17@)(s,w) et v(sw) par leurs décompositions sur le chaos

polynomial de mémes variables(, (w) (soity, (w)= ¢, ({ Z( a))})) :

n dzzm:aj ({él )‘/’i ({Z(w)}) .
(B}

Soit

oy (5 e £ et -5

Pour des raisons d’homogénéité du calcul, nous allons paser q

(174) 1+§ﬁé (@)@ (s) :;ﬂﬁ (@) @(9

C'est a dire que\/A, {,(w)@(s)=1. La variable aléatoir,(w) est donc déterministe et
égale a 1, comme l'est le premier terme du chaos polynafp{al) = ¢, ({ Z(a))}) :

sy [Sa02 @) £ () -1

i=0

Or les variables aléatoire§ (w) de la décomposition en série de Karhunen-Loévéade

rigidité sont les mémes que celles du chaos polja@lonhes n premiers polynémes
correspondant aux variables aléatoires de la décomposition sontedgédl, donc pour ces
premiers polynémes :

(176) ¥ ({Z (w)})=4(w) Ji=1.n

80



Chapitre Il - Représentation de Champs Aléatoires

On peut donc réécrire ( 175) sous la forme :
d’a; (s)

oy (Sau (<) STy (o) |-

Afin de mieux comprendre, prenons un chaos polynomial d’ordre 2 avec 4 variablesesdéat
gaussiennesiE4, m=15) :

N

(w

~—

w

N

2

o

(
(w
(

N

E

4

Pour simplifier dans la suite nous écrirapg @) au lieu dey; ({¢ (w)}), toutefois il faut se
rappeler que seules ces quatre variables aléatoires se retrouvens dififéréants polyndmes.

Wo(w) =1
()= & (w)
(@)= &(a)
W3 (w) = &(w)
(@)= 4(a)

Table 10. Polynébmes du chaos
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On rappelle que E[¢ (w)]|=0 000", OjO0°, que  E[¢,(w)]=1 et que
Ely (w)¢; (w)]=0 pouriz]

Une premiére application de l'opérateur d’espérance audtdmn (177 ) nous permet
d’écrire :
n m d?a (s) M, (s)
E A ' -—Z
- Kgm(w(@j@ 4 W)H 29
En utilisant I'orthogonalité des polynémes du chaogs obtenons :
__M(9
(180) 2\/7(‘? E[l// ) “)] - b(3S

Réalisons des projections sur les chaos polynomiacoessifs

(191) E[@m(sm(a»j(idzj—ﬁw(a)}m@}:E[-ﬁ;—gw( ) 10

j=0

Soit en simplifiant :
ey SO (@ (9 w(9)= - E w4

Les (mt1) x n équations s’obtiennent en calculant le coefficigptsuivant (on note que

Cijk=Cikj)
(183) G =E[¢ (@) ¢ () ¢ ( @] pouri=0,...n,j=0,..m, k=0,...m
L’équation ( 182 ) se réécrit alors :
n m dZO'- (S) M (S)
A o -0,...
(184) ;;\/_,(q(s) a2 EL (3 Qo| k=0,...m

Or il est facile de calculer ces coefficiemig, des tables sont d’ailleurs données dans [l11-3].
Il suffit de revenir a la définition de I'espérance d'wweiable aléatoire que nous avons
donnée p. 65. Nous trouvons ainsi que le coeffiagnest non nul dans 31 cas (voir Table
11).
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[—

Nl O R | O P| W N| P N O Rl Ol O | O] W| O] N O] k| O
©| ©| 0| | | Nl N N| ol oo g g M| | W[ W[ NN P Rl O] X

N o | w| ol w| O] M| M| Ol W N O V| O| M| k| O] W | Ol N R O] Pl O M O W Ol MV O] »,| O] O
|\JNHHl—\I\)NHl—\|—\HHHNNHH»—\HH»—\HHH»—\NHH»—\»—\HH»—\»—\H7—?

10 10
10
2 10
11 11
11
2 11
12 12
3 12
13 13
4 13
3 13
14 14
4 14

Table 11. Coefficientsycnon nuls, triés par k croissant (pour toutes les autres

combinaisons d’ indices les coefficienjs sont nuls)
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On remarque qu’existe au moins un coefficientjx non nul pour chaque valeur dek, ce

gui nous assure de disposemael equationsrf étant le nombre de polynédmes dans le chaos
polynomial).

Ces 31 coefficients non nuls nous permettent d’écrireddséquations suivantes :

k Equations

: (9o =t
1 a9 el g9 %09 o
: Poaf9 el 7 g (g Lo

=0
3 Vo (s) da3 L+ a9 ($=0
4 o)Ll (98 (9:0
5 2J% % (s) : 1§($ 0

: mo(s)dzj—;fshm (922 9@@ (3
T et a9 e (s ( =
: mo(s)dzjgfshm(s) SENEITE d{é <o
9 zmz(s)dz"z(sh Aocoo(s) LUL B

10 \/;TO%SO'ZLO(SMJ,T“ LCZE Iy H:o
1 o) a” +J_¢3 CINFNIE 3( ¥ o

12 zﬁg a(9" +zﬂoo a3 -
13 Jﬂ_o%(S)dZZ;;(S)WZ 3 \/—404 (
14 2JA, @ +2J_¢;0 9

Table 12. Les 14 équations pour les coeﬁ|0|eﬂtsmn nuls

\UV

Nous disposons donc d’'un systemendéquations différentielles couplées dont les incasn
sont lesm fonctionsai(s). Etant donné que la fleche aux extrémités est quidle que soit la
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réalisation des variables aléatoires du chaos polynomial, chacues denctions a comme
conditions aux limites :

a,(0)=0 0
(185) g (1)=0 i=0...m

5.3 Méthode de résolution

La premiére équation nous permet de calcaleliacilement : c’est la fleche de la poutre pour
une rigidité égale a/A, ¢ (s) Ely(S). Or nous avons posé quet, @, (s) =1 (voir (174)),
cette premiére fonction est donc la fleche obtenue pour la rigidité moyenne.
Connaissanty, les équations numérotées 1 a 5 nous permettent de détemmiaers de

maniere simple :
ca((3)__Jha(s) ¢ay
(186) ds’ JAw(s) d$

Soit

d*a,(s) _ JLe(9 M (9
(187)  d$ A @(s) Eb(9

Ce qui, compte tenu des conditions aux limites ( 185 ), représehdéeha ti’'une poutre pour

\//TO%(S) El
A

une rigidité de(—() o(s). Il est & noter que les fonctions se trouvant au dénominateur
A

peuvent s’annuler localement ou changer de signe, ce qui équivaut @idité mfinie ou
négative respectivement. Méme si ce fait peut poser des pexblgniosophiques, cela ne
pose pas de problémes calculatoires (en excluant la singulanstédé I'intégration), au
contraire d’une rigidité nulle (qui correspond a une rotule dans la poutre).

Enfin les équations suivantes permettent de déterminer, lestants, le calcul se ramenant
toujours a celui de la fleche d’une poutre sur deux appuis dont la rigidité est variable.

Nous pouvons voir ces différentes fonctions comme des perturbationséaterdds formes et

amplitudes autour de la fleche moyenne. Chacune est associéeaiable aléatoire ou a un
produit de variables aléatoires.

5.4 Application

5.4.1 Parametres utilisés

Nous avons résolu le systeme pour une poutre sur deux appuis soumisdargeeapartie
obéissant a la loi ( 170 ). La fonction de covariance de la rigidité est de pyqpeecexelle :

h
(188) (h)=0? eXp(‘Ej

ou h est la distance entre deux points. La décomposition ( 171 ) limitée a 4 esasddtoires
de la rigidité est obtenue en utilisant les formules de [l11-3].

Les valeurs numériques utilisées sont indiquées Table 13.
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Désignation Symbole Valeur
Longueur L 1m
Charge répartie q 1000N/m
Rigidité moyenne Elo 10°°N.m*
Longueur de corrélation I 1m
Ecart-type o 1

Table 13. Valeurs numériques utilisées pour I'exemple

5.4.2 Résultats

Apres résolution nous obtenons 14 fonctions, chacune étant associée au polynéme
correspondant de la Table 10. Nous avons donc tout d’abord la fonction correspitaa

solution moyenne et les fonctions associées aux variables isolées (Figure 37)

a;

000125

0001

000075

00005

000025

-000025

00005

ao

- — - as

a est ic
le
caracter
a

Figure 37. Fonctions du chaos polynomial pour les variables aléatoires isgé&sa ()

Nous obtenons ensuite les fonctions associées aux produits de vaiéhteses, que nous
avons séparés en carrés (Figure 38) et en produits croisés (Figure 39).

a

00001

00001

00002

00003

00004

00005

— - ag

- — — a1

a est ic
le
caracter:
a
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Figure 38. Fonctions du chaos polynomial associées aux carrés des variables aléatoires

(), (), ) et gha(w)
0002 ¢
I - a
~ - - =~ = ‘l\\\‘\ _ ‘ s a,
oo~ 02 04 06 T T 08 -1
R e UGS
AN - P - ag
~ ~
0002 f ~ -
>~ P —--- a9
F IR - - - an
oo
I - - a3
00006 |
I a est ici I
, caracteray
o008 L

Figure 39. Fonctions du chaos polynomial associées aux produits croisés de variables

aléatoiresys(a), (@), Yo, Yro( ), r1(a) et gz

6 Conclusion

Le chaos polynomial est un outil trés puissant permettant l&tisstion de variables ou de
champs aléatoires, aussi bien pour des données que des résultitalslstomhastiques. La
projection repose principalement sur des espérances de produits de pslyl®neiables

aléatoires gaussiennes (voir équation (182 )), qui sont calculable®iangotir toutes et

peuvent étre conservées pour des calculs ultérieurs.

Le principal frein a l'utilisation de cette méthode est la plaxité qu’elle atteint des que I'on
augmente le nombre de variables aléatoires ou le degré des patyrcammene le montre la
Table 6. Or cette complexité est requise pour représenter fidelement uym aléaroire.
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1 Introduction

Dans le chapitre précédent nous avons vu gu'il était possible détdiscun champ aléatoire
en le projetant sur le chaos polynomial. Cependant cette projectppligiee principalement
au résultat d'un calcul stochastique. Les données de tels calculsronte caractéristique
d’étre issues de mesures auxquelles on fait subir un traitestadistique. Pour un champ
aléatoire cela revient a identifier ses moments, au moinsldes premiers (moyenne et
fonction de covariance) et la loi de probabilité auquel il obéipattir de ces données
caractéristiques, la méthode de la décomposition en série de Kaittmeen permet de
discrétiser ce champ, s'il est stationnaire. Nous commencerons pdondétailler cette
meéthode dans ce chapitre.

Ensuite nous verrons quels outils existent pour projeter le résultaflcdul sur le chaos
polynomial. La premiere méthode est la méthode historique : leg@grimis stochastiques.
Devant ses inconvénients une seconde méthode a été développée : ladséfdanse
stochastiques non intrusifs, que nous verrons dans la suite.

Nous nous limiterons aux méthodes de calcul paramétriques : le ndedébenportement est
déterministe, seuls les paramétres (et les entrées iesy@euvent étre stochastiques. Il faut
savoir que des méthodes non paramétriques existent [IV-1], ou le enlodéhéme est
modifié pour se préter au calcul stochastique.

2 Deécomposition en série de Karhunen-Loéve

2.1 Définition
La décomposition en série de Karhunen-Loeve consiste a écrirchampcaléatoire
stationnaire du second ordye({x},w) sous la forme :

asey M0 =A((3) TVAL (@ a((})

ou :
e A, et ng]({ x}) sont respectivement les valeurs propres et ledtitors propres de la
fonction de covarianc€, ({ x} .{ x}) du processug({x}, ) ;

e les{, (w) sont des variables aléatoires indépendantes.

On notea({ x} ,a)) la partie de (189 ) correspondant a la perturbatiochamp déterministe

A({) -
(190) a({% ) :g\//]_nzn(w)%({%)
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Ce champ aléatoire possede une moyenne nEI[en:({ x} a))] =0

On remarquera que cette méthode permet en faitojagbion d’'un champ aléatoire sur un
chaos polynomial de degré 1 (c’'est a dire compas@alynbmes de Hermite de variables
aléatoires de degré unitaire).

Par soucis de simplification dans la suite les tsotu paramétred x} et{x,} seront notés
X1 etx, (sans accolade).

2.1.1 Propriétés des variables aléatoires
Le jeu de variables aléatoirés’i (w)} est obtenu en multipliant chaque membre de ( 190)
par la fonction propreg(x) :

(191) a(xw)@ Zfﬂ (d @(%

Soit, en intégrant sur le domaine de définition :
(192) Ja(xw)q(x) dx=3 {\/7Z j (%A% d%
D

L'orthogonalité des fonctions propres nous donne :

1
(103) Zn(a)):ﬁ'[t)a X, W

x) dx

Afin de définir et d’étudier les propriétés des iahltes aléatoiresd, (a)) exprimons
lintégrale ( 193 ) sous forme d’'un passage a la limite daomeme finie :

(194) \/7] X) dx= Ilm(\/i_igm& a(&ajqp(ag)}

ou lesx; , i=0...n sont les points d’évaluation des fonctionsAgt est l'intervalle élémentaire
(par exemple dans le cas unidimensiongl = x,,, — x ). Alors :

k=1

(195) Zn(“’)zLiE';(J—ZAX a(x, w)W(XK)]
AX,

Or a(x,w) est une variable aléatoirg(x,) est un réel, doncﬁa(xk,a))q(x() est une
variable aléatoire qui posséde le méme type deldorépartition que le champ aléatoire
a(x,w) au pointx. Notons :

(196) Bki(w):%a(xk’w)(g(xk)

Nous pouvons calculer les moments de ces varialésgoires, a condition que le champ
aléatoire possede des moments d’ordre 1 et 2 émpaant, ce qui n'est pas obligatoire (loi de
Cauchy par exemple) :
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(197) E[ 8 ( ]Aiji—l( E[ a(x.@)]|=0

(198) E[Hki(w)z}:Axkzj(ﬁ) el afx, o) | =25 A ¢ j:()&) (% %)

Les variables aléatoired(«) ne sont pas a priori indépendantes, mais sont liées via la
fonction de covariance du champ aléatoire :

(00, EL6.6,]=E [jﬁjﬁ )a(xh,wmmw(m]=“xk“jj¢fj%”(‘)q(as,as)

Ainsi nous voyons que la variable aléatofrie(a)) s’exprime comme une série de variables
aléatoires déterminées :

(200) & (w )—L'[Q(Z@.( )j
La moyenne de la variable aléataff@v) est alors :
(201) E[{,(w)]= E{Ilm(ZHk,( H—Ilm(an;E[Q, a)]j

Soit

(202) E[¢(w)]=0

La covariance entre deux variablg&v) et{i(w) est :

oy B0 @] =m[e][Za)[Sa ]| m S elata 6(9)

k=1 h=1

Soit :
oy LG (@)= i S a(x) S 0% 600 6 (x )

Or d’apres la définition que nous avons utilisée en (194 ) :

(205) L'”JQ(ZAXM”J( ) C. (% 4))2£W(>§9(% Xd
Donc (204 ) équivaut a :
(206) E[¢ (0)¢ (‘U)}:\/}T;\//Tiﬁf (I? (% %) d%j dx

De plus la définition des fonctions propres (214 ) nodmyire que
(20 [A(0)G06 %) dx=A4(%)

Soit
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(208) E[Zi(w)zj(w)]:\//]—?—j/xlcﬁ(x)(p(x)dx

Les fonctions propres étant orthonormales comme requis en ( 212 )etattinrse simplifie
en:

(209) E[Zi (@)¢, (w)]:f?j

Les variables aléatoireg (w) sont donc orthonormales.

Les relations (202) et (209) nous informent que si les fonctions premmet bien
orthonormales, alors les variables aléato'tfﬁéa)) de la décomposition spectrale du champ

aléatoire (189 ) somtentrées normées et indépendantegt ce quelle que soit la loi du
champ aléatoire, du moment que I'on puisse calculer sa fonctioovdeiance. De plus, la
relation ( 200 ) nous informe que ces variables aléatoires résidtéatcombinaison linéaire
de variables aléatoires issues du champ aléatoire en des poéntsiaés, donc de méme loi

gue ce dernier. Il en résulte gsele champ ,u(x,a)) est gaussien alors les variables

aléatoires ¢, (w) sont gaussiennes

2.1.2 Probléeme aux valeurs propres
Les valeurs et fonctions propres et ¢, (x) proviennent de la décomposition spectrale de la
fonction de covariance du champ aléatoire :

(210) Cy()‘u&):;/‘n%()i)%(xz)
En multipliant chaque membre p@g(x) et en intégrant sur le domaine de définition :

J o 0s ) (%) dx=2 [, A (%) @l 9 @l %) o

(211) =§An 2,(%) [, a(%) &(x) d

oudx, est I'éléement de volume (ou de surface dans le cas 2D, etcacj@as

La covariance est symétrique et définie positives $enctions propres existent, sont
orthogonales, et peuvent étre normalisées pour que :

(212) ID @ (x) 3 (x) dx= 4, (symbole de Kronecker)

Dans ce cas I'équation ( 211 ) se simplifie en :
(213) IDCp(X' Y) & (%) dﬂgﬂncon( Y O

Soit finalement :
(214) ,[DCIJ(Xl' XZ)%()S) dx= Amqam( )5)

La détermination des jeux de valeurs propres eteves propres{]} et {qq(x)} de
'expression ( 189 ) nécessite donc la résolutiofiGdpiation de Fredholm de seconde espece
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(214). Cette équation peut étre résolue numériguement ou analytiquBawes{lll-3] des
solutions analytiques sont données pour quelques fonctions de covariancee dzass |
unidimensionnel.

2.2 Détermination analytique des valeurs et fonctions propres

La détermination analytique des valeurs et fonctions propresunasg@éaire que dans certains
cas précis. Dans [llI-3] on donne ainsi la décomposition en désidonctions de covariance
exponentielle et triangulaire.

2.2.1 Expression sous forme d’équation différentielle

Afin d’expliquer la démarche de la résolution analytique prenomeriple d’'une fonction
de covariance triangulaire et d’'un domaine unidimensionnel de longueur

215y CulX:%)=x ( ‘Xlezj

En substituant ( 215 ) dans (214 ), il vient :
P P G LT

Soit en séparant le domaine d’intégration en deux intessatly etx=y :

1) J:(“lej% dx+j(l——j (x)dx—— ()

X<y X2y

Nous allons dériver cette expression par rappgrtllaest nécessaire de rappeler ici comment
dériver une intégrale :

b(y) b y) X, '
oy ] o= TEED by g - )

Dans notre cas en dérivant par rappqﬂrr@us obtenons :

(219) I(om )dx+% +f % )dx (Y= j(m @y

F

X<y x>y

En dérivant une nouvelle fois par rappoyt @ous obtenons :

oy g () 7B g 5) =22 )

X<y 2y

Soit finalement :

2 )
(221) _I(om(y)_)(_g%(y)

Nous obtenons donc I'équation différentielle suivante :

o2y |t R(Y) =

avec
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20 g 2K
(223) “h= L)lm’SOIMm_Laﬁ

En évaluant I'équation ( 219 ) en0 ety=L nous obtenons

[ 40 a1

(224) La}r?]
[, 2
(225) _£ L dx‘l_wrznﬁn(o)

Ce qui nous donne une premiere condition :

Ensuite, en évaluant I'équation ( 216 )ye® ety=L, nous obtenons :
L

(227) J;(l‘%jwm(x)dle_—;%m)

(. L-x 2
(228) J;(l_quom(x)dx_L—a}; %(L)
En additionnant ces deux expressions, nous avons :
fq_L=x X _ % (L) %(0)
oy 22 gm0

L of

Soit ;
i _ % (L)+ %(0)
(230) J;(qn(x)dx—z 7af

Nous pouvons simplifier cette expression en utilida relation ( 225 ), ce qui nous donne la
deuxieme condition aux limites :

~4.(0) = %(L):%(O)

(231)

2.2.2 Résolution
Maintenant que I'équation différentielle est posée, npmus/ons tenter de la résoudre.

La solution de I'équation (222 ) est de la forme :
(232) @, (x) = Acos( @,X) + Bsir( &, ¥
Les deux conditions aux limites ( 226 ) et ( 231 ) donnentd&me suivant :
-Ag,sin(L,) +B @,(1+cof L &) = 0
(233) | A(1+coqLw,))+B(La,+ si(La,)) = (

Afin d’obtenir une infinité de solutiong, non triviales, le déterminant du systeme linéaire
d’inconnuesA etB doit étre nul :

(234) wm(1+cos(me))2+a4n si(L «)(L e+ sifL ap)) = o
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D’ou en développant
(235) 1+2co{Lw,)+ cod(Lw,)+ sif(L @,) +L g, sifL @) =
(236) 2coqLw,)+La, sifL @,) =~
Une premiére infinité de solutions est :

T
(237)  Ch =(2m+1)E , m=0

Une deuxiéme infinité de solutions est donnée par la rEsolde I'équation :

| -
(238) sin(La,) = _E(“ cofL @,))

m

qui peut se mettre sous la forme :

sin(Law,) _ 2
(239)  1+coflw,) L,
sin(x) X N . . :
Or ——r._=tan| — | ; la deuxiéme infinité de solutions consiste dondes racines de
1+ cog(x) 2
I'équation :

tan ﬂ —i
(240) 2 L

m

Dans [llI-3] Ghanem et Spanos classent ainsi cette doofindété de solutions :
, . n+l.. . " , i
e pournimpair : w, est IaTlemesolutlon positive (i.e poun=1, c'est la £

solution, poun=3 c’est la 2™ etc...) de I'équation suivante :

tan| o= |=—2
(241) "o La)n
* pourn=2 pair :
T
(242) @ =(n 1)f

Déterminons maintenant les fonctions propres. Congorenpar le cas=2 pair. Les valeurs
a, associées permettent de simplifier la deuxieme équatisysiame (233 ) en :

(243) BLa=0

Ce qui implique qu® = 0.
La détermination du coefficierft se fait en imposant qufg|| =1, ce qui dans I'espace des
fonctions se traduit en :

L 2
(244) jo @(x) dx=1
Soit

L
(245) Azjo cos’ (@, s) ds= 1
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Or sin(2,s) = 0 ens=0 ets=L, donc :

2 —
(246) AE‘l
Soit finalement
]2
(2a7y  ATHT

La question du signe dese pose ici. En effet étant donné I'expression ( 24ap, si A est
positif, alors la fonction propre, (s) = Acos( & 9 sera positive a I'origines(= 0) et négative
a I'extrémité de la poutresE L), et vice versa. Les deux fonctions propres sout &oiSSi
valables I'une que l'autre et donnent la méme dawae, du fait du produit (x) ¢(y) de

(210). Le signe n'a dinfluence que dans l'expressapectrale du champ (190) ou

a(s,w):iﬂfn(w)%(s). Cependant les variables aléatoiig&d) sont obtenues en
n=0

utilisant les fonctions propres, par la formule( 1980 nous voyons que si nous inversons le
signe degq(s) en posanig,(s) = @ 1(s) nous avons la variable aléatoire correspondante :

\/7_[ (s.w)@,(s Ia(sa) -¢( § ds— _[c(sa)gq )s ds-
Donc ¢, (w) @.(s) = & (4 @.(9 . le signe des fonctions propres est donc quelconque.

Arbitrairement, nous posons comme dans [ll1-3] guest positif. D’ou les fonctions propres
pour les modes=>2 pair :

ey 897 2o

Les fonctions propres pour impair ne sont pas aussi simples. La premiére &oualu
systeme ( 233 ) nous permet d’écrire :

(1+coqLw,)) B

A=B
(250) sin(La,) tan(mej
2

Soit, en utilisant la relation (241) :
2A
B=——"
(251) W)

L 2
Comme précédemment nous allons détermfnen imposant qu<§0 @ (s) ds=1, qui s’écrit

ici :
2
. 2 ,
(252) A2J‘O (cos(%s)+l_—wn S|r(a%s)j ds= ¢

Apres intégration nous obtenons la relation :
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A2

(253) —4L2wn3[2La)n(6+ Lza%z) -4 @ Cos( 2 C‘n’) +(L2 qf _ 4 si(1 D Cﬁﬂ _
Soit :
- 2l w,
(254) AT* y
\/2L(6+ Lza)n) ~ 4L co§ 2@) +(L2a‘g —wj sif B «)
De la méme maniere que précédemment nous choisidgustif. Et donc :
A= 2lw,
(255) - Z
\/2L(6+ L’a,) - AL cof 2. {Lzag —wj sif 2 )
et
- 4
(256) B=

\/2L(6+L2a)n)—4L cog 2@)+(L2@—;j siff 2 «)

Ce qui nous donne pour les fonctions propres pampair :
2Lw, coq @s)+ 4sif @9

(257) %(S):\/ZI_(B"'LZCUH)_‘“_COS( la%){ﬁag—;'j sif 2 &)

n

Le point faible de cette solution est que I'équai{®41 ) doit étre résolue numériquement, ce
qui impose d’entrer une valeur approchée de laneacherchée, et donc a premiére vue limite
'automatisation de la procédure de décompositioapeddant il est trés intéressant de

constater que les racineg de I'équation ( 241 ) sont d’autant plus prochemd’l_za guen est

grand. Il est donc possible d’automatiser la résmiutumerique de cette equation en utilisant
cette approximation pour ™ racine.

On remarquera que cette décomposition, propre aoveriance triangulaire, ne préjuge en
rien du systeme considéré : nous n’avons utilidéguation, ni les conditions aux limites de
la poutre, mais seulement la fonction de covariance du chamipék.

En résumé, nous avons les fonctions propres suivantes :
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e pourn impair:
2Lw, cod @s)+ 4sif @9

%(S):\/ZL(& L%e,) - 4L cog ?La%){'-za%_cjj S 2 )

n

N n+l.. , " . , iare .
ouw), est IaTlemesqutlon positive (i.e pour=1, c’est la £ solution, poun=3

c'est la ™ etc...) de I'équation suivante :

[3)w
tan| w,— |=——
2) Lw,

* pourn>2 pair:
2
a(9= |2 cod
ou

n

@ =(n-1)F

2.2.3 Application

2) wl
donne le graphique de la Figure 40. Les racinestte fonction sont les valeurs d& pour
n=2 pair.

Pour n pair, une représentation graphique de la fonctfo(m):tan(aﬁkj ~2 hous

D F

- 1JJ34JSH
AN

Figure 40. f (w,) = tan(a%%j —ﬁ pour L=5m

n

Une résolution numérique solathematicanous donne les valeurs suivantes payr.
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n @, (mY) A, (M)

1 0,344133 0,0337758

2 0,628319 0,0101321

3 1,37025 0,0021304

4 1,88496 0,00112579
5 2,57492 0,000603299
6 3,14159 0,000405285
7 4.39823 0,000275305
8 5,65487 0,000206778
9 5,05811 0,000156344
10 5.65487 0,000125088

Table 14. Valeurs numeériques dget A, pour L=5m

An .
00 |

0025 |
002
0015 |
001
0005

Figure 41. Valeurs propred, (en m) de la covariance de la flexibilité pour L=5m

Avec les expressions (249) et (257 ) nous obtenons les fonctions propées tans la

Figure 42.
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002

001

001

002

Figure 42. Quatre premieres fonctions propres de la covariance de la perturbation de la
flexibilité

En utilisant ces fonctions propres et valeurs propres nous pouvons constngre
approximation de la fonction de covariance en tronquant la série (F@uwrdé=n calculant
'erreur relative par rapport a I'expression exacte deecetivariance, nous constatons la

convergence de la série (Figure 44).
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ees

7

nombre de termes dans la série.

e~
T

7=

7=

Figure 43. Approximation de la covariance de la perturbation de la flexibilité de la poutre

par des décompositions spectrales tronqu
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o /.A M
kﬁf%ﬁn’# () ,r‘#@’v;\"f;w /
S

o b
SRR N
IR RN

VAN /
I N

Figure 44. Erreur relative lors de la décomposition de la covariance de la perturbation de la
flexibilité de la poutre ;L=5my==10%

2.2.4 Conclusion sur la méthode analytique

Les méthodes analytiques de décomposition spectrale de la covaaagropres a chaque
type de covariance et nécessitent des développements mathématapersiadt on trouvera
dans la littérature les décompositions de fonctions de covariarssggeles (ainsi dans [l11-3]

les décompositions des covariances exponentielles et triangulaires sont indiquées
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2.3 Décomposition numérique

Nous avons vu que la décomposition analytique exigeait un effort matiqg@e important
(résolution d’'une équation de Fredholm) et était propre au domaine d'd@tedéste une
méthode de décomposition numérique, basée sur une minimisation d’errauettpet
d’obtenir les valeurs et fonctions propres de n’importe quelle fonad®ncovariance
admissible sur des domaines quelconques [llI-3].

2.3.1 Théorie
Soit {h ({)} )} un jeu complet de fonctions dans I'espace de HilbkerChaque fonction

propre ¢, ({ x}) de la covarianc€, ({ % { y}) peut étre décomposée en :

(258) @({g)zgdfk) h({ ¥)

La différenceg, entre les deux membres de 'égalité ( 214 ) obtenue lors denleature de
cette série all®"*terme pour 1&°™® mode propre est :

asoy SN2 A0 [] 03 y) 0 Y) A KT W]

Requérir que lerreur pour [e&k®™ mode propre soit orthogonale aux fonctions
d’approximation conduit a :

(260) <£k({x}),hj({>§)>:o i=1,...N

Soit :
ooy 2AVLLCEIT W) Y) o PR axAf, K KK deo

Cette équation permet de déterminek4® fonction propre et valeur propre. Etant donné
qu'il s’agit d’une équation &l+1 inconnues (les coefficientf™ et la valeur proprel, ),
introduisons une notation matricielle :

s2y =l LAY )NAY) oy n({ X) @
(263)  Bi=[n({¥)n({#) ox

Les matrices{C] et [B] sont symétriques et définies positives. L'équafi@®l ) peut alors
s’écrire pour le modk :

(264) [c{d®} =A[B]{ d*}

2.3.2 Analogie avec un probléme mécanique discrétisé (éléments finis)

Il est intéressant de constater que la formulati®®4 ) est identique aux notations pres a celle
d’'un probleme de détermination de fréquence prdjunee structure mécanique :

sy M} =S

Soit

104



Chapitre IV - Méthodes de Calcul Stochastiques Directes

N CIER R DICR,

Cette équation est similaire a celle définissant un probléme de vibrationssptapssle cadre
d’'une méthode de calcul par éléments finis. En effet, pour un sysi@ssédant une matrice

de rigidité [K] et de massgM], les K™ pulsation et vecteur propres sont obtenus en
résolvant I'équation :

(267) [K){a®}-af[m {a®} =0

Par conséquent il suffit d’ajouter au code le calcul des msfi@et [B] pour disposer d'un

outil de résolution de I'équation ( 264 ). Par commodité I'équation ( 265 ) iav&ésée en
(266 ) car la plupart des codes de calcul sont congus pour retourner les plus ggtitescts
propres en premier, alors que pour notre développement nous avons begbirs deandes
valeurs propres. Par conséquent notre procédure de calcul condudibrmegpondances
suivantes dans le modele :

Données :

- la matrice k] est remplacée par la matricg [

- la matrice (] est remplacée par la matricg |

- Aucune condition aux limites n’est imposée au systeme.
Résultats

- la K™ pulsationax retournée nous donne la valeur profiyselon la relation :

/1:1

(268) k E

- le vecteur propr({ q(k)} retourné suite au calcul nous donne les valeurs nodales de la
fonction propreg, ({ x}) qui peut ensuite étre interpolée en utilisantdsnctions de
forme N, ({%) (n étant le nombre de nceuds du modéle) :

(269) @({)}):éNi({%)dk)

2.3.3 Calcul des matrices [C] et [B] en utilisant un modele éléments finis

L'utilisation des fonctions de forme\, ({x}) comme base de fonctions dans I'expression
(262 ) conduit a:

ooy Gl GO INGR) d 4] (k) d
Considérons d’abord le premier niveau d’intégration de I'équatid® () 2

Gy =l G080 N ) o 4

Les fonctions de forme possédant un support compact, le domainégdiion peut étre
limité aux éléments entourant directement le néeddbter Di ce domaine eDe, le domaine
de I'élémenk nous permet d’écrire :

oy W09)= 2 ([ O R)INER) d 3]

k,CIDi
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Puis, en utilisant une intégration par points de Gauss :
nGauss

my $04)= 2 2G04 L8 N 8} weed 2, ])

De méme, pour la variableq:
(274y G =ID,- f({ad)N ({5 of 4

I’baLISS

sy Gr= 2 2, TR N (6}) w e[, )
Finalement, en substituahpar son expression ( 273 ), nous obtenons :

e =2 5 T S04 N0 woel(2.0) | () w oe([2.])

k,00Dj j& 1

Ou:
- Di est le jeu d’éléments entourant le naeud
- N; est la fonction de forme associée au neeud
- Ncauss€St le nombre de points de Gauss dans chaque élément ;

- {)g';i} est le vecteur des cqordonnéengﬂ‘epoint de Gauss de I'élément;
- Wig est le poids associé @f"°point de Gauss ;
- [ J,, | estlamatrice Jacobienne de I'élémignt

Pour la matriced] le calcul est plus simple : I'expression ( 263 ) correspond aatdaa de
masse du systeme pour une densité unitaire et un seul degré de liberté par nceud.

2.3.4 Implémentation

La procédure décrite préecédemment a été implémentée dandelele calcul par éléments
finis CAST3M. Les principales difficultés dans cette implémgon proviennent de
limpossibilité d'utiliser des matrices élémentaires poucadéul de €], a cause du double
niveau d’intégration dans I'expression (262 ). Classiguement dans lesn&éfmis les
intégrations sont réalisées dans chaque €lément puis additionnée®poer le résultat sur
le domaine entier. Cette méthode ne peut étre utilisée icineaintégration globale doit étre
réalisée (expression (272 )) avant une deuxiéme intégratiore¢siqun ( 274 )). Cependant,
de par le support compact des fonctions de forme ces intégratiovenpétre limitées aux
éléments possédant le nceud inspecté (le jeuDialéns I'expression ( 272 )). Un autre souci
plus pratigue concerne la manipulation de données internes : un superélément incluant tous les
nceuds du modéle doit étre utilisé pour stocker la matdtépjeine et non décomposable en
matrices élémentaires).

2.3.5 Test de la méthode numérique

Nous allons maintenant tester la méthode dans le cas d’un domaine ansidinmel pour
lequel les solutions théoriques sont connues. Cependant comme la méthodde n’
implémentée que pour des éléments tridimensionnels sous CAST3M, llomssla tester

pour une fonction de covariance unidimensionnelle (expression (286 )) sur un domaine
tridimensionnel : une poutre maillée avec des éléments parall@épipé (Figure 45). La
fonction de covariance choisie est donc :
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(277) C ({ X} Xz}) :eXIO(-| X1~ Xml)

ol x11 etxy; sont les premieres coordonnées des vectewyef { x,} respectivement.

Figure 45. Domaine maillé avec 50 éléments

Les résultats numériques convergent vers les \@akmnalytigues quand la densité de maillage
augmente (Figure 46).

15
MODE
1
10 o
——3
2 \\ —e -4
—-—5
5
0 - . ‘ ‘
0 10 20 30 40 50

Nombre d’'élémen

Figure 46. Différence relative entre les valeurs propres numériques et analyigdesction
du nombre d’éléments utilisés pour mailler la poutre

Pour les densités testées les plus élevées, leasrsgTable 15) et fonctions propres (Figure
47) sont tres proches de celles prévues par lai¢héo
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Différence
relative

1% Mode  7.388324E-01 7.388110E-01  0.0029%
2*™Mode  1.380217E-O1 1.380040E-01  0.0128%
3°™Mode  4.510630E-02 4.508800E-02  0.0406%
4°™Mode 2.134663E-02 2.132900E-02  0.0827%
5°™Mode 1.22967/7E-02 1.227900E-02  0.1448%
6°™Mode  7.963228E-03 7.945371E-03  0.2248%

Numérique  Analytique

Table 15. Valeurs propres numériques et analytiques pour 50 éléments

1° Mode

2°™ Mode T~

™ Mode 7%
4éme Mode %

Figure 47. Modes propres numériques (gauche) et analytiques (droites)

2.3.6 Conclusion sur la méthode numérique

La méthode numérique présentée ici permet de disposer, sous forakeus nodale, des
fonctions propres de la covariance d’'un champ aléatoire sur un domaime @é§ données
peuvent ensuite étre utilisées dans un calcul stochastique.

2.4 Analyse paramétrique de l'effet de la longueur de corrélation
sur la décomposition de Karhunen-Loéve

La décomposition en série de Karhunen-Loéve pose le probleme tendaeur de

corrélation. Pour une longueur de corrélation nulle, le processusiaéast un bruit blanc
(chaque point du domaine est une variable aléatoire indépendante) at pripé&tre simulé.
Avec la méthode des fonctions de forme, si la longueur de dwreldiminue, il faut

diminuer la taille des mailles du domaine pour continuer a simellehdmp. De la méme
maniére peut-on simuler des processus aléatoires de n'importe kpumgjueur de corrélation
avec la décomposition KL méme en augmentant le niveau de troncature ?

2.4.1 Présentation de I'analyse paramétrique

% Modele
Nous considérons ici une covariance exponentielle :
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X_
(278) C,(xy)=0? ex;{_g}

ou:
+ 0o’ estl'écart-type du processus aléatgiren un poink ;

» | estlalongueur de corrélation (c’est ce paramétre que nous allons fedre var
Afin de pouvoir représenter facilement les fonctions de covarianegpate est mono-
dimensionnel (comme l'abscisse le long d’'une poutxg) & [0, L].
Afin de simplifier I'étude I'écart-type du processus aléatoire sésacpnstant.

+ Solution analytique

Les valeurs et fonctions proprdset g¢(x) de cette fonction de covariance sont données dans
[111-3], en distinguant les cas pair etn impair :

Pour n impair
Lesw, sont les solutions successives de I'équation

1 L
——wtanl —w|=0
(279) | (2 j
Les valeurs propres sont alors données par :

_ 20°L
(280) "1+ sznZ

o)

(281) ()= \/L+sin(a)nL)

Les vecteurs propres sont :

2 2w

n

Pour n pair
Lesux, sont les solutions successives de I'équation

1 L
+= —_ =
(282) w | tan( a)j 0

Les valeurs propres sont données comme précédemment par :
_ 20°L
n— 2.2
(283) 1+ )

Les vecteurs propres sont cette fois :

" efafrt)

X) =
(284) @l L _sin(elL)

2

n
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Ces solutions numériques présentent I'inconvénient de nécessitéermidation numérique

des racines de deux fonctions, cette détermination étant rendue cempaidg caractere tres
variable de ces fonctions qui possédent des discontinuités multipldsegrdes racines,
surtout pour les pairs (Figure 48).

40 L
100

" I
236810246{3/10
0
2

Figure 48. Exemple de deux fonctions dont les racines donnent les valeurs propres de la
fonction de covariance (pour n impair a gauche et n pair a droite) ; L=1, &1,

% Données
L’écart-type du processus aléatoire sera pris arbitrairement &gal a

Nous ferons varier la longueur de corrélationéoe a L. La représentation de ces deux

covariances extrémes est donnée Figure 49 ; noumsdieffet de la longueur de corrélation
sur la forme de la fonction de covariance : plus elle dimirflus,l@ créte se resserre.

=0,2L

S
~
AT
SZRERER
j'

F
RGN

Figure 49. Covariances extrémes utilisées , L=1. L'effet « dntie » est due au logiciel
de tracage.

2.4.2 Résultats

% Spectres obtenus

Intéressons-nous d’abord aux spectres obtenus,&'dse aux premiéres valeurs propags
de I'équation ( 190 ). Sur la Figure 50 nous voyoms lgs spectres sont relativement proches
les uns des autres. En fait pour des longueurs délation importantes la covariance peut
étre approximée par une troncature aux tous premierggetela décomposition spectrale, ce
n'est plus le cas pour des longueurs faibles : labre de termes utilisés est insuffisant pour

110



Chapitre IV - Méthodes de Calcul Stochastiques Directes

représenter de telles variations (Figure 51). Ce n’est donc pasladapectre qu'il faut

chercher les effets de la longueur de corrélation, mais ¢emeur de troncature an

terme.

Valeur propre

0.006

ieme

0.005 -

0.004

0.003 -

0.002 -

0.001 -

0

LLLLLLL

100% 80% 60% 40% 20% 10% 2%

Rapport entre la longueur de Corrélation et la long ueur de l'intervalle de définition

Figure 50. Spectre pour différentes longueurs de corrélation
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Figure 51. Valeurs exactes et recompos

de la Figure 49
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7

d

Erreur de troncature
Une étude de la convergence des séries de Karhunen

X3

S

wifdienctions de

covariance a été realisée dans [IV-4], avec la conclusion quéapltection de covariance

était réguliere, plus la convergence était rapide,

eve poum

Lo

et donc quamdidn de covariance

triangulaire convergeait plus lentement qu’'une fonction de covarexpmnentielle, qui elle-

t plus lentement qu'une fonction de covarianceypse sinusoidale

méme convergeai

(= y)/(x= ).
On peut se poser la question de la relation entre I'erreurodeature et la longueur de

corrélation. On peut constater que plus la longueur de corrélatidailde, plus la fonction

de covariance varie rapidement et donc,

(sin

selon les conclusions dgl[@vreur de troncature

fie dans le tracé de I'erteswlae entre la covariance exacte et

eri
celle obtenue par troncature au dixieme terme de sa d

longueurs de corrélation (Figure 52).

doit augmenter. Cela se v
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7

is@éniepour diff
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Figure 52. Différence entre la fonction de covariance et sa recomposition a partir de la série
tronquée pour différentes longueurs de corrélation, L=1.LI'échelle des ordonnées est
différente pour chaque dessin.

Afin de pouvoir comparer les erreurs sur toute I'étendue du domaine idéial&f nous
relevons les valeurs en 2500 points selon une grille régulig&Xlivanix ety (représentée
Figure 53) et nous calculons la sommes des carres de lant#égatre la covariance exacte
et la covariance recomposée a partir de la troncature 'dlf t€&rme de la décomposition
spectrale. L'erreur est calculée avec la formule :

2
LR . L . L . L . L
err = C.li , —Cod | V) —
(285) ;;( ex( m+1 J p+1j p{ m+1J p+1D

Cex(X)y) la covariance exacte ;

CspedX,y) la covariance reconstituée a partir sa decomposition spectrale ;
mle nombre de points de mesure suivant

p le nombre de points de mesure suiwant

avec
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(@)

(b)

Somme des carrés des erreurs
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I

™~
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100%

Somme des carrés des erreurs
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Figure 54. Erreur au sens des moindres carrés en fonction de la longueur de corrélation
entre la covariance exacte et la covariance recomposée a partir de la troncature au
10°™terme de la décomposition spectrale en utilisant une grille de 2500 points de

mesure ; échelle linéaire (a) et logarithmique (b)

Nous voyons qu’une longueur de corrélation faible (par rapport ailla du domaine de
définition) entraine rapidement des erreurs importantes. On pealgrsander a quel point
cette erreur peut étre réduite par 'augmentation du nombre radegeutilisé dans la
décomposition spectrale (le niveau de la troncature de la semidqitHa Figure 55 montre

gue la covariance recomposée a partir de sa décomposition speotralene longueur de
corrélation de 40% de converge rapidement vers une valeur non nulle qui varie ensuite tres
peu avec le nombre de termes (insensible méme en utilisant leke dogarithmique),
méme si théoriquement pour un nombre infini de termes cette esteoulle. Il faudrait donc
utiliser un nombre important de termes pour réduire I'erreur de maniéere a@igige
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1.00E-01

1.00E-02 \
\\\0——‘ . . . i\

1I:II:|E'I:I3 T T T T T T T
a 2 4 a] g 10 12 14 16

Hombre de terme dans la décomposition

Somme du carré des erreurs

Figure 55. Erreur au sens des moindres carrés entre la covariance exacte et liamoar
recomposée en fonction du nombre de termes dans la décomposition spectrale en
utilisant une grille de 2500 points de mesure ; longueur de corrélation =0 échelle
logarithmique

2.4.3 Conclusion sur I'analyse paramétrique

Dans le cas général la décomposition spectrale d’une fonction déaooean’est exacte qu’a
la limite. Lorsque la série obtenue est tronquée, elle resthgdmla covariance exacte pour
des longueurs de corrélation suffisamment grandes, mais I'erreur aegmponentiellement
quand cette longueur diminue. La seule facon de réduire cettgr ewasiste alors a
augmenter de maniere extréme le nombre de termes de la wrenczdr si I'erreur croit
exponentiellement avec la diminution de la longueur de corrélatide, aédcroit
« logarithmiquement » avec le nombre de terme. Cette décoropositisérie ne peut donc
s’appliquer qu’a des processus aléatoires montrant une corrélatiisarge, c'est a dire une
longueur de corrélation suffisamment grande par rapport a l'idierda définition de la
fonction de covariance. Dans notre cas (covariance exponentielle), gas\résultats de la
Figure 52, la longueur de corrélation doit étre de I'ordre de grandeur de l'ifeatié@lde.

2.5 Conclusion sur la décomposition KL

La décomposition en série présentée n’est applicable que pourhdegpsc aléatoires
stationnaires du second ordre, c’'est a dire des champs aléagtoiredesquels les deux
premiers moments (moyenne et fonction de covariance) sont connus kiSouals la valeur
de la fonction de covariance pour un couple de points ne dépend que de |& distemces
deux points.

Une deuxiéme limitation découle de la partie §2.1.1 : si le ch#édapae n’est pas gaussien,
la décomposition en série de Karhunen-Loeve permet toujours de decréti champ
aléatoire, mais alors la loi suivie par les variables alemdi193 ) de la décomposition est en
général inconnue.

Enfin un dernier inconvénient provient de la lenteur de convergencae série, qui peut
nécessiter beaucoup de termes pour approximer convenablement le champ.aléatoire
Cependant au dela de ces inconvénients la possibilité d’utiliser udev@ément fini pour
calculer une décomposition d’'un champ aléatoire en fait un outres#&nt dans le cadre
d’'un calcul stochastique. Il faut noter que d’autres méthodes détdiation existent et sont
présentées comme plus adaptées que la décomposition KL ([IVepgn@ant leur usage est
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bien moins répandu que celui de cette derniére, mais peut-éte sisbplement di a sa
présence centrale dans le livre fondateur [111-3].

3 Eléments Finis Stochastiques

Nous allons présenter ici brievement la méthode des élémenss stiochastiques qui
représente la méthode historique de projection de résultats sur le chaos polyhie&jial [l

3.1 EF déterministes

Avant de parler d’éléments finis stochastiques, nous allons rapideapgeler la base des
éléments finis déterministes.

Soit un solidesS n’admettant qu’'un champ de déplacement mono-dimensi(ur(ﬁel}) . Nous

approximons le champ de déplacement en interpaldéplacements nodau]g(t) grace an
fonctions de formeN, ({ %) par la formule :

(286) af{ 4 ’t):iZ;:N({ ¥)a(d

Le champ de déformation correspondant a ce champ de déplatcdiscrétisé est
(287) ({x.1)= D<N({ x})>{ o 9}
ou D est un opérateur de différentiation. On note :
(288) <B>:D<N({ X})>

Le champ de contraintes correspondant s’obtient laianatrice de comportemenH],
dépendant du type d’élément (poutre, solide,...) :

(280) (91 =[H){8}
Nous aboutissons a une matrice de rigiditgdéfinie par

(200) Ki =£B({>o}) H, B({ %) dv

Le systeme a résoudre pour trouver les déplacemedtax est :
(291) [K]{q} ={F}

ou {F} est le vecteur des forces équivalentes appligegees nceuds.

Les conditions aux limites s’obtiennent par exemgsi@mposant une rigidité tres grande dans
[K] face aux déplacements nodaux devant rester oulbjen en annulant lignes et colonnes
relatifs a ces déplacements sauf la diagonale ggake a 1.

3.2 EF stochastiques

Dans le cas de parameétres stochastiques, la mpttjggosséde une partie stochastique, par
exemple due a une projection sur un chaos polydaomia

(292) [H(xa)] =[H(O)(X)](1+§;‘/’i (@) o X)j
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La matrice de rigidité stochastiqUé([a,)] s’obtient facilement :

(293) |J Ia ()ad)

K; (@)=

JOURCRIE dw;(mg BOR (3ol Xl K o

On reconnait une matrice de rigidité moyenne et ohedrices de rigidité dues a la
perturbation :

Oty

(294)

(295) [K(w)]:[K(O)]J’g‘/’i(@[K Y]
(206) K“”‘IB X)H” () B (% o

et

(297) K(I)_J-B XH” (Y@ (X B( N o

De méme le vecteur des déplacements nodghsdra différent du cas déterministe : il sera
composée de variables aléatoiggé&d), décomposées sur le chaos polynomial de mémes
variables que I'entrée (mais de degré éventuellementetiffe:

(298) () :Z;an‘/’j (@)
=
ou a; sont des coefficients réels. On peut écrire :
(299) {a(@)} =[al{¢(w)}
ot [a] =[{a}{a}--{a,}] sion note :
akO
a
(300) {a =17
akm

Ces vecteurzﬁak} sont les amplitudes des déplacements nodaux assochaque polyndme
aléatoirey, (w).

Les conditions aux limites, pour tous les vecte{m§} correspondant aux déplacements
nodauxgx(a) bloqués, sont prises en compte de maniére classique.

En considérant un chargement déterministe le systéme aréssi alors :
a1y LK(@)fa(«} ={F}

soit
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(302) ([K(o)}’g‘ﬂi (w)[K(i)]j{q(@} =

Des projections, via I'opérateur d’espérance, sumemlynémes du chaos polynomial nous
donnentm+1 équations :

sy 6([€1 S0 (k" aleh wl|=€[(8) w({ ¢ )] weon

Ce qui se réduit a :
{F} pourk=0,

E[{R ¢ d]=
(304) {F el 4] {{C} sinon

sosy €| 20K Ta(eh v (@ u(4]- [ e YeTs’
En notant

(306) ik GEW ()¢ (g (d]
il est alors possible de réécrire le systeme ( 301 ) sous la forme :

Qoo[K(i)] ;q@,o[Km} gqym'O[K (i)]_
OlI:K(i)} iZ:;q,l,l[K(”] gqm[}( (i)}

SR

I
o

NgE

n

o
-
o

|

Q,O,nI:K(i)} ;Q,on[K (i)] iq,m,n[K (iq {a]} _ 0
Clom[K(')} Z:‘CI’OM[K (i)} iCImnﬂ':K (l)] {arr} O
clOM[K")} Z;Q,lmz[K (i)] ZQmmZ[K (l)}

- it

I

o
I
o

Gom| K] Zn:Q,lm[K(i)] iqm,m[K o]

L i=0 i=0 a
(307)

v

I
o

Que I'on peut mettre sous la forme :
(308) [SH oA={ 7}

La matrice] 9¢T est une matrice symétrique (@jx = Cix,;) de dimensiongm+1) Ix(m+1)|

oum est le nombre de polynémes du chaos polynomiaést le nombre de degréS de liberté
de la discrétisation par éléments finis. La taille de aat#ice est donc un multiple (plus ou
moins grand) de celle de la matrice de rigidité du systdberministe correspondant. Pour
une poutre en flexion avec 10 nceuds de 2 degrés de liberté et un chaosn@llyle 5

119



Chapitre IV - Méthodes de Calcul Stochastiques Directes

variables et d’ordre 2, nous obtenons une matrice422( soit 176400 termes (a comparer
aux 400 termes de la matrice déterministe). Cependant de nomémnees e la matrice sont
nuls, l'utilisation d’algorithmes permettant la manipulation dericed creuses est donc
possible.

Il est & noter que cette méthode requiert une modification du caxidailé et débouche sur la
résolution d’'un systéme linéaire trés grand, qui peut toutefoisig@ifié via I'emploi de
pré-conditionneurs. La complexité de I'nmplémentation de cette métfpdpre a chaque
type de probleme) a conduit a rechercher des méthodes alternatives.

4  EF stochastiques non intrusifs

Parallélement a la méthode spectrale présentée précéderhmeste une autre classe de
meéthodes intéressantes a considérer : les méthodes dites nowestfydi3]. Comme ce
nom l'indique elles utilisent une approche externe au code de calesidéré. Parmi ces
méthodes on remarquera la méthode non intrusive par régression qui veerdcfe a la
méthode inverse déterministe. C’est cette méthode que nous détailleronstegperte.

4.1 Méthode non intrusive par régression avec une variable
aléatoire en entrée

4.1.1 Théorie
Soit un probleme classique :
(s00) 94=F[up)

ou

u est une entrée que I'on singularise (par exemple la rigidité du systeme)

g est la sortie (par exemple le déplacement)

p contient les autres parametres (conditions aux limites, propriétés non contersugs da

F est un opérateur représentant le comportement du systeme @léfmiautres par des
éguations de comportement)

En passant dans un cadre stochastique on obtient :
510, @) =Flula).p)

Supposons que l'on connaisséa), que l'ont peut exprimer via une variable aléatoire
normaled(«) et une fonctiory.

11y U@ =@

La méthode non intrusive présentée ici repose sur le choix d’un Nuvaieurs{i(l)..[(”)}

fixées de la variable aléatoiic), analogue a un plan d’expériences. Pour chacune de ces
réalisations les valeurs dieetg sont connues :

(312) u® = g(¢%)

(313) q" = F[g(z(k))’ p]

Afin de caractériseq(a), on cherche sa décomposition sur le chaos polynomial :
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(314) a({3 ""):Z::a‘/’i(g(w))

Il faut donc identifier lesn coefficientsa, regroupés ici dans le vectew}{ Pour chacune des
N réalisations?® nous disposons d’'une valeur de fléche dépendant desciemta;.

(315) qc({d)(k)=gawi(i‘k’)

Les coefficients solutionsa{} peuvent é&tre obtenus par une minimisation deatéeu sens
des moindres carrés entre la solution et le chaos polyhomia

(316) 18} :r?a{”g‘q(k) -a({4)"

Soit :

N
(317) {a} = r?a{nz

4.1.2 Résolution explicite du probléme de minimisation

Ce probleme d’optimisation peut se résoudre gracenaalgorithme de recherche de
minimum. Cependant comme nous sommes dans un &srdinl est possible d'obtenir
directement la solution :

g(q(k) -Yau(¢ (”)]2 =Zn( ¢ - ay, (Z“))j[ 4° -3 ay (Z(k’)j
(318) = aE s
:;((qw))z _zq(k)z ay (((k)) +Z=:|Z:: 3 ay ({Z(k)} )4//,- ({((k)} )]

En définissant les matrices et vecteurs suivants :

q®
{¢ =9 :

q™

%
(4=1:

a,

Alors
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D’ou I'expression de I'erreur au sens des moindres carrés :

a2y (29={d { b -l [wl{ 4 { o [wllv] {

En dérivant par rapport{éni} pour trouver I'extremum :

PN R VI CRE O ONE

Soit pourﬂ =0

d{g
(324) [w]lv] {d =[v]{d

Il s’agit d’'un systeme linéaire qui se résout e Mméthodes habituelles, dont la solul{ie}n
nous permet d’obtenir les coefficients du chaogmpmhial de la solution.

4.1.3 Remarque
Cette méthode repose sur le choix du plan d’expée® deN vaIeurs{Z‘l)...Z(N)}. Elles

doivent étre suffisamment nombreuses pour obtemirégultat précis et un systeme (324 )
bien conditionné, tout en gardant a I'esprit quarpchaque point un calcul déterministe est
réalisé, potentiellement colteux.

Le choix de ces points est encore empirique. llcestseillé de choisir comme point les
racines du polyndbme de chaos de degré immédiateswgdrieur a celui utilisé pour la
décomposition, mais un échantillon de valeurs unifament réparties fonctionne aussi.

Le nombre de points optimal est également empiridee études récentes suggerent que
(Z-1)P calculs sont nécessaires pour déterminer lesicmeffs d’'un chaos polynomial de
degréP deZ variables.

4.1.4 Exemple

+ Définition
Considérons une poutre sur deux appuis en flexiermgse a une force répartig=L00N/m
dont I'équation de comportement, en I'absence derohé@tion en cisaillement est :

0%v(s)

(325) EI(S)F:_Mz(S)

ou:

sest I'abscisse d’un point ;
Vv(s) est la fleche ;
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El(s) est la rigidite ;
M4(s) est le moment fléchissant snlu a la charge répartie.

g = 100N/m

/\ /\

Figure 56. Poutre utilisée dans I'exemple

La résolution de cette équation pour une rigidité constante donne l@ywiila fleche
suivante :

aX (13_,,2_.3
(326) 24E|(L Lx X)

Considérons maintenant que la rigidité de la poesteune variable aléatoire Gaussienne de
moyennarg, et d’écart-typeg, :

(327) El(w)=m, (1+% (a))j

ol  (w) est une variable aléatoire normale. Les valeutiségis sont définies dans la Table
16

Nom Symbole  Valeur
Moyenne m, 10'° N.m?
Ecart-type O, 10° N.m?2

Table 16. Parameétres de la rigidité
La flechev(s,a) est un champ aléatoire qui vérifie 'équation suivanig paut aléaw :
0°v(s w)

e1() 203

(328) :_MZ(S)

Le probleme est alors de déterminer la projecﬁtée, a)) dev(s,a) sur le chaos polynomial

de la variable aléatoirg (w) :

(329) V(S’“’)zge}(g‘/’j(z(w))

Nous nous limitons a un chaos de degré 4, donmo=di
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+ Solution théorique
En remplagant dans ( 328) (w) par son expression &(s w) par sa décomposition sur le
chaos polynomial ( 329 ) nous obtenons :

@ a9ul@)
(330) (1+mz5(w)j = q< =‘Mi@(l)

Soit

o [ (“’)J@dzzg(s)wj(Z(w))]:—“”z(s)

g,

On souhaite réaliser la décomposition de la flestiraun chaos polynomial d’ordre 4 présenté
Table 17.

¥ (¢ (w)) =1
(¢ () =¢(w)

¢, (¢(w)=¢(a)*-1
¢,(¢ (@)= ¢ () -3¢(a)
vu(¢ (@)= ¢(a) -64(w)" +3¢(a)

Table 17. Premiers polynémes du chaos d’'une variable aléatoire Gaussienne

Réalisons des projections sur les chaos polynonsaagessifs

(322) E{[ﬂ%f(w)j(z“d; )w(z(w))j%(zw))}=E[—MZT%(5(@)} K= 0,0.m

j=0

Soit :
5 20| o) ele @) (<)L (1) w2l
(333) MnZ]E(S) [wk(Z(W))]
| k=0,...m
Or:

(saa)  EL#(C(@)]= 3%
(335) E[¢, (¢ (@) % (¢(w)]= gk

Les (m+1) n équations s’obtiennent en calculant le coeffictgit

(ass) S =E[{(@)#({(@) w(4(«)]  pouj=0,..m k=0,.m
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En utilisant la formule indiquée dans [lll-1] nous trouvons :

(337) Cy = 10,4, +KIJ,

Les coefficients sont réunis dans la Table 18.

k j Cik
0 1 1
1 0 1
1 2 2
2 1 2
2 3 6
3 2 6
3 4 24
4 3 24

Table 18. Coefficientsianon nuls triés par k croissants

L’équation ( 333 ) se réécrit alors :

o g9, Fald M3,

. | =
(338) |m, & ag ok NTga m v

Ces coefficients non nuls nous permettent d’écrire lestiéggasuivantes :

k Equations
] oa 0a(9, Fa{3)__ M3
m, dg ds m
oy [d*a (9, d*a{g)], Fa(3_
1 mEl{ Zﬂg()” azd(é )} 3?‘0
ou [,9%a(9 , dal(s)), Fa(3_
: G i BT S
0u [ d*2(9) , ,, 9 ald)], (Fal3s_
3 mEl{G :2§()+24 and(§ )]+6 3£$—
gq °a (9, ,,Fa(9_
4 24mEI :; + 24 2§ =C

Table 19. Les 5 equations pour les coefficieptsan nuls

Nous disposons donc d’'un systemendéquations différentielles couplées dont les incasn
sont lesm fonctionsai(s). Etant donné que la fleche aux extrémités est nuiédle que soit la
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réalisation des variables aléatoires du chaos polynomial, chacues denctions a comme
conditions aux limites :

a(0)=0 _
(339) { 0 i=0...m

Apres réduction et simplification nous obtenons le systeme suivant :

Bt 2] of2)
R
sor | a2 ]

d*a(9_ m, Fa(3

ds’ o, dg
d*a (s __ M. (9

R EECE

Dans ce systeme la derniére équatmr(s) est I'équation de la fleche de la poutre du
probléme pour une rigiditél, déterministe égale a :

DR

Une fois ce coefficient connu, les suivants s’obtiennent facilemepieri€lant cette solution
n'est pas acceptable : pour certaines valeurs du coefficient deioraraucune solution

(341) FEla=Me

2
n’'existe pour certains coefficients. Par exemple orar!F—'j =4 le deuxieme coefficient est
JEI

nul pour touts. Cet effet est sans doute du au fait que la Higion Gaussienne utilisée
posseéde des valeurs négatives ou nulles sans icigioii physique et hors du champ
d’application du modele déterministe utilisé. Orédaolution analytique de ce probléme prend
en compte l'influence de ces valeurs.

% Résolution par la méthode non intrusive
Les coefficients du chaos polynomial de la solution setétgrminés en 11 points d’abscisses
{sj}‘ , On note :

j=0...10
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Deux plans d’expériences sont testés, un plan d’expériences uniforme :

(343) N 2

et un plan basé sur un cube latin de la loi normale

k+1 1
® — | KT+ _4
(344) ¢ CD( N 2)

ouk=0...(N —1) et® est la fonction de répartition de probabilité normale.
N prendra différentes valeurs afin d’examiner lawasgence de la solution en fonction de la
taille du plan d’expérience.
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%+ Résultats

Les résultats suivants sont obtenus avec une poutre de longueur 1mesauams force
répartie de 100N/m. Un plan d’expériences uniforme est utiliséFigare 57 donne les
coefficients du chaos polynomial de la fleche pour un plan d’expg&seuniforme de 1000
calculs qui servira de référence. Chaque coefficient est inférieur d'@wurfd@ au précédent.

1.5E-10

1E-10 -

5E-11 - —— A2

Coefficient du chaos polynomial

-5E-11

s (m)

1.4E-12

1.2E-12
1E-12

8E-13
6E-13

4E-13

2E-13

Coefficient du chaos polynomial

-2E-13

Figure 57. Coefficient du chaos polynomial pour un plan d’expériences uniforme de 1000
calculs.
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La Figure 58 montre quant a elle la convergence des coefficuamt rapport a la valeur
obtenue pouN=1000.

-1.00 -

-2.00

-3.00

1000 calculs

-4.00

-5.00 -

Différence en % avec le résultat a

-6.00

Nombre de calculs

Figure 58. Convergence des coefficients du chaos polynomial en fonction du nombre de
calculs réalisé pour un plan d’expériences uniforme

Nous voyons sur ce graphique que la différence entre 5 calculs etdlG08 est négligeable
(< 1%) pour les trois premiers coefficients, et acceptable (86) les autres. Pour 40
calculs méme le quatrieme coefficient rentre dans cet intervalle.

“ Importance du plan d’expériences

Le méme type d’expérience réalisé avec un plan d’expériencegpdehypercube latin
suivant la fonction de distribution de probabilité de la loi normale démmésultat montré
dans la Figure 59.

0.00 -+

-2.00

-4.00

-6.00

1000 calculs

-8.00

-10.00

Différence en % avec le résultat a

-12.00

Nombre de calculs

Figure 59. Convergence des coefficients du chaos polynomial en fonction du nombre de
calculs réalisé pour un plan d’expériences suivant une loi normale

Comme nous pouvons le voir avec ce plan d’expériences la convergsnoeefficients avec
le nombre de calcul est beaucoup plus lente. Au bout de 1000 calculs lesledriexs
coefficients n’ont toujours pas fini de converger. Cela s’explique Ipafait que les
réalisations du plan d’expériences sont concentrées autour de la meyeue I'information
manqgue dans les queues de distribution. Les deux plans d’expériencegeainvers des
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valeurs identigues mais a des vitesses différentes, le plan dénges a donc une
importance cruciale.

Le meilleur plan d’expériences semble étre celui constitu¢adéses du polynédme du chaos
de degré immédiatement supérieur au degré utilisé dans le calcul.

4.2 Méthode non intrusive par régression pour des champs
aléatoires

Apres avoir traité le cas d'une variable aléatair@)) en entrée, nous allons maintenant

examiner le cas d’'un champ aléatoiré{ x} ,a)) stationnaire de second ordre en entrée. Pour
simplifier le processus ce champ est considéré am@aussien.

4.2.1 Théorie

Réécrivons I'équation (310 ) mais en utilisant alramp aléatoire en entrée, et donc un
champ aléatoire en sortie :

a5y 06 = F[u(xa), B )]

Le champ aléatoire d’entrée( X, a)), connu, doit étre discrétisé pour pouvoir étrésgtidans

la méthode. Par exemple cela peut étre réaliskn\décomposition de Karhunen-Loéve (mais
éventuellement d’'une autre maniere) :

n

sas) U6 =3 A (@) 9

i=1

les valeurs/; et les fonctions¢gx) sont connues, les variables aléatoiréiw) sont
indépendantes, de loi fixée (en particulier normales sidenphest Gaussien).

De la méme maniére que précédemment un plan diexgés deN vaIeurs{{Z(l)} {Z(N)}}

du vecteur des variables aléatoil{aﬁ(w)}, est choisi, ce qui nous permet de calculer les
valeurs dei etq:

iy U =2 A R ()
(3a3) 900" = F{(Z\//‘_i(i(k)ﬂ(x)]’ o( ﬂ

g étant a présent un champ aléatoire, sa décomposition saoke pblynomial peut s’écrire:
K QX
(2a0y  %{a03)7 =2 (3w {e})

Ou lesm fonctionsdi(x) sont les coefficients du chaos polynomial a déiteer. Afin de
permettre cette détermination une premiére étapsiste a parameétriser ces fonctions, c’est a
dire les faire dépendre d’un jeu de parametidgdduits (par exemple les coefficients d’une
série de Fourrier, ou les valeurs nodales dans le cadre ddéleréléments finis) :

(350) di(X)ZQ(X{/]})
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De la méme maniere que précédemment une procédure de minimisationepetiligie pour
trouver le jeu de variablesif

N

(351) {2} :m'n;

2

a(9" -a(x{4)"

Soit :
(1) =S|S0 09) 000 |- oo )

Dans le cas d’'un espace discrétisée X avec I=1...ngs), par exemple un maillage éléments
finis, résoudre le probleme consiste a déterminageé scalaired, (x) (correspondant aux

valeurs aux nceuds en EF). Du fait de la linéaritgpmibleme, cela revient a considéngk
problémes de minimisation indépendants :

(353) d ()?) :minkZN:; q( )ﬁ)(k) _ q( X d( |X))(k)H2

Dans le cas ou le code de calcul utilisé est ure dofd, il est donc possible d’utiliser cette
méthode pour déterminer les valeurs aux nceuds deuchdes coefficients du chaos
polynomial, chacune de ces valeurs pouvant étrenabténdépendamment. On se retrouve
donc aveas probléemes analogues a ceux rencontrés lorsquewiesvariable aléatoire qui
est en entrée (84.1). Les mémes méthodes de résaslytimindres carrés explicites, voir
84.1.2) peuvent alors étre utilisés.

2

4.2.2 Remarques

L'usage de la méthode non intrusive avec un chalégitare discrétisé en entrée se heurte
surtout au nombre de variables impliquées. En effet 40 variables aléatoires en entrée le
chaos polynomial de degré 3 contient déja 285 termhenc autant de coefficients a calculer.
Il faut alors disposer de suffisamment de réalsetidu vecteur des variables aléatoires pour
déterminer tous ces coefficients, ce qui entraineguand nombre de calculs directs.
Cependant si ce colt de calcul peut empécheridatibn de cette méthode sur des cas
complexes (modeles éléments finis), elle ne 'empéeds sur des cas simples ou le temps
calcul déterministe est réduit.

En outre il est possible en recourant a un modéieldieé de déterminer a priori les
coefficients influents pour réduire le chaos polyma aux polyndmes prépondérants dans la
réponse (ce qui réduit le nombre d’'inconnues).

4.2.3 Exemple
++ Définition
Nous reprenons ici I'exemple précédent d’'une postre deux appuis en flexion (84.1.4).

Cependant cette fois la rigidité n’est plus uneialde aléatoire, mais un champ aléatoire
Gaussien de moyenme;, et de fonction de covariance :

X_
(354) G (x y)=0 exp{_Qj

Les valeurs utilisées dans I'exemple sont définies Table 20.
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Nom Symbole  Valeur
Moyenne m, 10'° N.m?
Ecart-type O, 10° N.m?2
Longueur de corrélation I 1m

Table 20. Paramétres de la rigidité

La flechev(s,) est un champ aléatoire qui vérifie I'équation suivante pour toatcalét
toute abscisse :

0°v(s w)

El(s, w) 32

(355) =-M, (9

% Discrétisation de I'entrée
Une premiere étape consiste a reéaliser la décotiposie Karhunen-Loéve du champ
aléatoire de la rigidité, c'est a dire a déterminee approximation du champ aléatoire

El(s,a)) en utilisant valeurs propred. et fonctions propresw({x}) de la fonction de
covariance de ce champ :

(356) El(s.@)=m, ’él‘ﬂﬂzi (@) o({ ¥)

Nous nous limitons a une décomposition a l'orare3. Les fonctions de covariance
exponentielle possedent une décomposition anabytiogiquée dans [llI-3], qui nous permet
d’obtenir les résultats présentés Table 21 et Eigx. La comparaison entre la fonction de
covariance réelle et son approximation par sa dposition spectrale (210) tronquée a
l'ordre 3 est présentée Figure 61, ce qui nous pedaeconstater qu’une approximation a
I'ordre 3 permet d’approcher convenablement la fonctiocodariance réelle.

Valeur propre Valeur
A 7,39 10"
A, 1.38 10/
A, 451 106°

Table 21. Trois premieres valeurs propres de la décomposgti série de Karhunen-
Loéve de la rigidité
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1383 2 ' | |
----- ------______‘_ L~ - H‘\ A’Q(S)
[ =, e ~ — T
e ~
7 N\
ok / ~a(s)
- K Sy
e N
- ; ,_,.,-rf/ @(S) -L-“_""--:-\-m-;
- 1383 _, ' ' : :
0 0.2 0.4 0.6 0.8
0 X !

Figure 60. Trois premieres fonctions propres de la décomposition en série de Karhunen-
Loéve de la rigidité

g101%]

&101]

#1017

Cv Cvrec
Figure 61. Fonction de covariance réelle (gauche) et reconstituée a partir des troiege
termes de sa décomposition spectrale (droite)

+* Projection de la sortie
Le probleme est maintenant de déterminer la projecﬁ()aw) de v(s,a) sur le chaos
polynomial des trois variables aléatoiréJw), &, (w), &(w) groupées dans le vecteur
{¢(a)} -

& (w)

(357) {¢(w} =1&(w)
&(w)

sy V(s9)=D 4 (3u ([ &})

i=0

Nous nous limitons a un chaos de degs8, ce qui représente déja 20 polyndmes.
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% Plan d’expériences

Comme nous avons 3 variables aléatoires dans notre probleme, lgorgudst plan
d’expériences se pose ici avec plus de force que précédemmeetieEavec une seule
variable aléatoire nous pouvions prendre un nombre de points d’expérigrscgsatnd sans
probleme : doubler le nombre de points pour augmenter la précision raitltglihombre de
calculs par deux.

Ici il nous faut balayer I'espace des variables aléatoires tfais directions différentes, afin

de varier les valeurs dé,(w), ¢, (w), etd,(w). Il ne s'agit plus de choisir des points sur

une droite mais dans un volume. Doubler la densité dans chaque directemt a multiplier
le nombre de calculs paf.Plusieurs solutions sont envisageables :
» diviser un intervalle de maniére uniforme, puis construire touess |
combinaisons possibles de triplets de valeurs ;
» faire de méme, mais supprimer les triplets extrémes (enigmla densité au
centre du domaine) ;
* générer aléatoirement les triplets de valeurs, au risque d’'phianplan
d’expériences insuffisant.

Notre modéle étant trés simple et demandant peu de calcusl, houspavieoss permettre
d’utiliser un plan d’expériences complet. Cependant dans des ca®plpbqués la question
de la réduction du plan d’expériences se pose : quels points peut-on sugamsienlever
trop d’information ?

% Résultats
Les résultats obtenus sont les 20 coefficied]t@s) du chaos polynomial utilisé. Ces résultats

ont peu dintérét en eux méme, et prennent leur sens lorsqu'une saprelsi champ
aléatoire de la fleche est nécessaire, pour des analyses de fiabiktémple.

La Figure 62montre le premier coefficient du chaos polynomial, qust fiié a aucune
variable aléatoire. Il s’agit donc de la partie constante de la solution.

La Figure 63 montre les trois premiers coefficients. Liésctéraent aux variables aléatoires
seules (polynébmes de degré un), ils représentent la partie Gaussienne deola soluti

Les seize autres coefficients, associés a des polynomesideariables aléatoires de degré
supérieur a deux, représentent la partie non Gaussienne de la sdllsgoait fastidieux de
tous les représenter en détail (un apercu sommaire est towisfbie sur la Figure 64), on

indiquera juste qu’ils ne sont pas forcément de niveau décroisdg(‘ﬂ;): est ainsi supérieur
ad(s) sur toute la longueur de la poutre (Figure 65).
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1.4E-10

valeur du coefficient

Figure 62. Partie constante)@) de la solution
2E-12

0 < ‘ —‘/‘/ﬁ/‘/’_‘\‘\’\
o\ =~ 02

0.4 0.6 0.8 1

-8E-12

valeur du coefficient

-1E-11 -

-1.2E-11

S

Figure 63. Trois premiers coefficiertys) a d,(s) du chaos polynomial de la solution,
représentant la partie gaussienne de la solution
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—X—D4
1E-12 | —+—D6
——D7
8E-13 - D8
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6E-13 - D10
D11
D12
D13

D14

0.2 0.4 0. 1, —=—D16
D17

S D18
D19

4E-13 -

2E-13 -

veleur du coefficient

0

-2E-13 4)

Figure 64. Apercu des coefficients, (s) & d,(s) représentant la partie non gaussienne de
la solution

valeur du coefficient

S

Figure 65. Coefficientsi, (s) et d,(s)

4.3 Méthode non intrusive par projection
Parallelement a ces méthodes par régression existe uge daséthodes par projection. En
effet déterminer les coeﬁicienm(x) dans I'équation ( 349 ) revient a évaluer :

= Ela(x@)e(a)]
9=
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Le dénominateur étant connu, résoudre cette équation revient élrca’ffl@ql(ax,cu)(//i (aﬂ
qui peut s’exprimer sous la forme d’'une intégrale :

(360) E[q(x,{((w)})tA({Z(w)})]ﬂq(x{}z)z//i({ 3 & (k) d

D

iy ({}) étant la fonction de densité de probabilité corides variables aléatoires du

chaos polynomial définie sur le domaibe

Il est possible de calculer cette intégrale pasiplurs méthodes. Toutefois la plus intéressante
consiste a utiliser des quadratures. La quadramlee&auss permet d’approcher la valeur
d’une intégrale par une somme finie :

(o)

ey 1 TOOWO) o= w ()

les pointsx, et les coefficientsy, étant fixes.
Dans le cas de l'intégrale ( 360 ), cela revient a écrire :

e[a(x{¢ (@})u ({<(«})]
oo S S sfe(a (el <)) 60 d) b (el el 2Y) ol 3)

k=1

Le calcul de lintégrale est réalisé alors via #cgl de M réponsesq(x,{((;<j )}) du

systéme{((zkj )} étant une valeur fixée du jeu de variables alézgaitilisées dans le calcul.

Nous retrouvons donc un plan d’expériences anal@gegelui utilisé dans la méthode par
régression, avec la différence qu’il n’est plusditment choisi mais fixé.

L'utilisation des schémas de Gauss néce&dltappel au code de calcid tant le nombre de
points d’intégration eN le nombre de variables aléatoires), ce qui conglnigénéral a un
nombre de calculs plus important que pour la ré&jpaes Cependant certains schémas
permettent de réduire considérablement ce nomhrpasiculier les schémas de cubature de
Smolyak [IV-7].

5 Conclusion

La méthode historique permettant de résoudre lgsigmes stochastiques est la méthode des
éléments finis stochastiques spectraux [l11-3]. Edlquiert une modification du code de calcul
et débouche sur la résolution d’'un systeme lindeée grand, qui peut toutefois étre simplifié
via I'emploi de pré-conditionneurs.

Parallelement a cette méthode spectrale il exisécawtre classe de méthodes intéressantes a
considérer : les méthodes dites non intrusives3VElles permettent de traiter tout probléme
stochastique paramétrique a partir du moment owésalution déterministe est possible.
L’inconvénient principal de ces méthodes est gagteposent sur un plan d’expériencéNde
valeurs dont le nombre et le choix reposent ensorales critéres empiriques. Cependant leur
simplicité d’utilisation et leur co(t de calcul érfeur a celui de la méthode historique en font
des ouitils tres utiles.
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En outre nous avons aussi examiné un préliminaire indispensable aubs cibchastiques
impliquant des champs aléatoires : leur projection sur un nombre tlenit@riables aléatoires
permettant leur traitement. La décomposition en série de Kartuggy@ constitue la
meéthode la plus connue pour atteindre cet objectif.
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Chapitre V - Le Variogramme

1 Introduction

Les méthodes de calcul que nous avons vues au chapitre précédesitandads connaitre

des caractéristiques statistiques du champ aléatoire utisge donnée : la moyenne et la
fonction de covariance. Cette derniére est en particulier requise ngaliser une
décomposition en série de Karhunen-Loéve d'un champ aléatoire. Dartsagiére nous
allons voir 'outil permettant d’obtenir cette information : le egramme. Afin de replacer

cet outil dans son contexte historique nous commencerons cependant par parler du krigeage.
Nous testerons ensuite cet outil sur des exemples simples afin d’examineésgin int

2 Krigeage et Variogramme

2.1 Contexte d'utilisation

A la fin des années 50 Georges Matheron développa la Théorieadablgs Régionnalisées,
en se basant sur I'énorme travail empirique de Danie Krige,ngénieur sud-africain
travaillant dans les mines qui avait proposé des concepts innovants'gsbunaltion de
ressources minieres. Matheron donna un cadre unique a ces concepip/{Xpait I'appela
kriging (soit krigeage en francais) en hommage a Krigepplieation de cette théorie a la
géologie et a la prospection miniére a donné naissance a la géqamtisti

Matheron désigne parariable régionaliséaune réalisation unique d’'un processus aléatoire
déterminé (par exemple la teneur en minerai du sol). C'estamutidn de I'espace ou du
temps dont on connait seulement quelques valeurs ponctuelles via dessme®tude de
cette variable régionalisée (sa cartographie) impligue donc I'édudprocessus aléatoire
sous-jacent. Le variogramme est l'outil qui permet d’évaluer lartavce de ce champ
aléatoire (sans avoir besoin d’en connaitre sa moyenne) aestimesures de la variable
régionalisée. Une fois la covariance du processus aléatoaet@asée, le krigeage permet
d’évaluer la valeur de la variable régionalisée en des points neurdése sous la forme d’'une
combinaison linéaire des autres valeurs mesurées.

2.2 Krigeage

Soit F({x}, w) un processus aléatoire #fx}) une trajectoire de ce processus. Le krigeage
permet d’estimer la valeui({x,}) du champ en un pointX} a partir d'un ensemble de
mesures f({x})} de ce champ en différents pointg}. Il s’agit d’'une méthode d’estimation
linéaire optimale sans biais :
* linéaire en ce sens qu'elle exprime la valeur recherchée sous forme d’une
combinaison linéaire des valeurs mesurees :

_ N
(363) f ({&}):éAif({x})
* sans biaixcar la somme des coefficients est 1 :
N
(364) ;"i =1

» optimalecar il minimise la variance d’estimation, qui s’exprime sausrme :

aosy Vel 1(0d)=T(4)]=var (((4) -2 1(04)
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Soit :
66 aj:Var[f(m)]wa{g;lif({x})}—z Co{ { &),gm i })}
D'ou
oz =varl 1({x4)]+ 3244, cof (4. 1( )]-22A cob { §). (X))

Soit finalement, en revenant aux parametres du champ aléatoire :

oy %=t X 3AC (04 ()26 (4 (F)

Les coefficientsA; sont déterminés en minimisant la variance d’estimation ( 367 ) aous |
contrainte ( 364 ). La valeur recherchée est alors obtenue pamlaldéof 363 ). Le krigeage
peut se voir comme une méthode d’interpolation tenant compte de éatiorr entre les
points.

Nous voyons que pour pouvoir utiliser cette méthode, il nous est néeedsaionnaitre la
covariance entre chacun des points de mesure, et entre le poimhatiest et les points de
mesure, afin d’obtenir la fonction de performance (367 ). Ces vassnis obtenues en
établissant le variogramme des mesures.

2.3 Variogramme
Le variogramme est un outil utilisé en géostatistique, comme prélimmakdageage [V-8].

2.3.1 Variogramme expérimental

Soit F({x}, @) un processus aléatoire stationnaire du second ordre de moyelad({x})

une trajectoire de ce processus. On dispose d’'un ens&mnbleN points de mesuresf de
cette trajectoird({x}) suivant une grilleréguliere (& une ou plusieurs dimensions), ou nous
recueillons donc lesl mesured({x}).

Soit Q(h) 'ensemble des différences de valeur entre des couples de pibu@s a la méme
distanceh les uns des autres :

(368) Q(h):{f({x})-f({ x}) ‘{x},{ $op el k-{ X[= ;}

Le variogramme expérimenta)(*(h) est la variance de I'ensemble de donn@és) pour
toutes les distancdsque permet la grille de mesure.

y (h)=Svarf (]
(369) 1

=SE[((n)’]-5 E e’

D’un point de vue pratique, le variogramme mesurgi@ point des observations situées a
une certaine distance se ressemblent en moyennsoles de simplification on considere
gue dans le domaine d'observation, le processusoal®d({x}, @) étant stationnaire, la
moyenne des différences des mesures est nulle [V-8] :
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(370) E[Q(h)] =0

Donc
any ¥ (W=5E[(@(n)]

La simplification (370) peut paraitre abusive, sarnous disposons de I'ensemble de
mesuresQ(h) nous pouvons en calculer la moyenne, qui a peechdmces d’étre nulle.
Cependant, dans les exemples que nous avons tfdétsllés plus loin) nous avons pu

constater queE[Q(h)]z« E[(Q(h))ZJ lorsque nous disposions de suffisamment de points

de mesure. Cela nous améne en pratique a la méme formulg. ( 371

En revenant aul points de mesurex{}, le variogramme expérimental s’écrit donc :

L (@)= () sofx [ -0 w

)
2y V(N Rm &

0 , sinon

OuN(h) est le nombre de couples de points}({ x}) séparés de la distanbe On note qu’'on
ne trouve pas de termé(h) — 1 au numérateur car il ne s’agit pas d’'un esgoratle la
variance a partir d'un échantillon, mais d’'une valgtatistique portant sur la totalité d’un jeu
fini de données.

En pratigue on admet une tolérance dans la lodalisates points de mesure (dans la
direction et la distance). Il est en effet diffecitle réaliser des mesures suivant une grille
exacte. En outre la grille n’a pas besoin d’étre detegour pouvoir dresser le variogramme
des mesures : des valeurs peuvent manquer a partimament ou l'on dispose de
suffisamment de points pour chaque parametiEmpiriquement, on essaie d’avoir au moins
30 mesures de différence pour chaque point du gramome, et on ne calcule pas le
variogramme pour lef pour lesquels on dispose de moins de 10 mesurds. r@aent
souvent a ne calculer que la premiére partie diogemme expérimental. En effet nous
pouvons constater dans la formule (372 ) que damadegénéral plus augmente, moins
nous trouvons de couples de points situés a cette distance.

Réciproguement, pour désfaibles nous disposons généralement de plus deédsnet la
toute premiere partie du variogramme sera statistigent plus juste (i.e. plus proche du
variogramme théorique que nous allons voir dansude). Cependant ce principe est
Iégérement écorné dans le cas de mesures réetlee pa’'on appelle « I'effet pépite », qui
rend incorrect le début du variogramme. En théorigxdmints infiniment proches varient
dans le méme sens et donc on s’attend a ce queitggkamme s’annule a l'origine, mais en
fait deux mesures trés proches sam pratique sensiblement différentes (du fait de
'imprécision des mesures notamment), et donc en pratique :

(373) y(0)>0

2.3.2 Intervalle de confiance du variogramme expérimental

Il est possible de calculer I'écart-type des meswed’en déduire un intervalle de confiance
pour les points du variogramme :
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o Var[ Var[ Q( ]}

-¢|(3el(atn)]) | -e[3eltatn) ]|

(374)

(375) o,(h) = L N‘(h) (f({ X})_Of({ XJ}))4 . si O{ %} ‘”{ % -{ % H2= I ) (h)?

Une fois la variance du variogramme déterminée, nous pouvons en calfcutgervalle de
confiance an%, c’est a dire I'intervalle dans lequel la valeur "réelilu variogramme a%
de chances de se trouver. Lorsque pour une variable alé&tajren dispose d’'une moyenne
X et d’'un écart-typegx estimée a partir d’'un échantillonmesures, la vraie moyenng a
a% de chances de se trouver dans lintervalle :

5= Tx p1(1-9 5+%% g1 1-9
(376) X \/ﬁcb (1 strr;( SX+J?]¢ (1 2)

ou@? est la loi normale inverse.

2.3.3 Variogramme théorique

Nous avons vu que le variogramme expérimental partdes mesures whe trajectoire du
champ aléatoire. Le variogramme théorique dépenddiluichamp aléatoire car il est
directement lié a la covariance. Contrairement aiogeamme expérimental, il s’agit d’'une
fonction continue. Il y a le méme type de relatiarire le variogramme expérimental et
théorique qu’entre un histogramme et une fonction de dedsiprobabilité.

En notant +h} les points situés a la distantedu point {}, le variogramme théorique
s’écrit :

y(h):%Var[F({ % ,a))— F({ x+ i} Cﬂ
=S varF (3 @] +val R x+ b -2Cof A koad. F{ x h.q)

Le processus aléatoire étant stationnaire du sewatrd, la fonction de covariance ne dépend
gue de la distande entre les points, et la variance est constante. Alors, siimearexiste :

(arg) V(0= -C(h)

Le variogramme est donc directement lié a la fonction derieoe.
On voit que lorsqué tend vers l'infini les deux réalisations du praaes aléatoiré-(x,c) et
F(x+h,a) seront décorrélées et donc que, si la variance existe; alors

(ar9y  my(h)=

(377)
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De plus, pour un processus corrélé, deux points infiniment proches \datente méme sens
et donc le variogramme théorique s’annule a I'origine :

(380) y(0)=0

Afin de tenir compte de I'effet pépite lié au bruit des mesuresjoute un coefficient, au
variogramme théorique, alors les formules (378 ) a ( 381 ) deviennent :

(381) V(h)=%Var[F({ % ,a))— F({ x+ 1} a)]+ G

(382) y(h)=dZ-C.(h+G

(383) M vin) = of + C,

(384) y(0)=G,

2.3.4 Utilisation du variogramme

En pratique I'utilisation du variogramme se fait en deuxspha
* une premiére étape consiste établir le variogramme exgétal des mesures ;
» la deuxieme étape consiste a utiliser ce variogrararpérimental pour caler
un variogramme théorique, qui nous donnera les parametresrchés.

Si le premier point est purement calculatoire, keogd utilise une bonne partie d’expérience
empirique. En effet a partir des points du variograrerpérimental et du contexte (type de
minerai par exemple), l'utilisateur doit choisir urfenction de covariance typique
(exponentielle, sphérique, triangulaire,...) et déteamirses parameétres (longueur de
corrélation, écart-type,...) pour que le variograminéotique associé a cette fonction de
covariance s'approche au mieux des points du viamome expérimental (en utilisant une
méthode type moindre carré, ou visuellement).

La méthode des moindres carrés consiste a mininasssmme du carré de I'écart entre les
données observées et les données calculées. Damescast nous cherchons a minimiser
I'écart surn pointsh; entre le variogramme expérimentafh) et le variogramme théorique
interpolé yi(h,{p}), avec comme variable de minimisation les paraese{p} de la fonction
de covariance choisie préalablement. Ce qui redeminimiser la fonction de performance
G({p}) suivante :

(sss) Gl @):Zn:(y*(h)‘%m(h"{ @))2

i=1

2.3.5 Extension aux fonctions continues

Nous avons vu que le variogramme expérimental étdgulé a partir de mesures ponctuelles,
cependant on peut étendre la formule (372 ) au eamabures continues. Cela a déja été
réalisé dans [V-9] pour un cas unidimensionnel.
Soit F(x,w) un processus aléatoire stationnaire du secon@ aieirmoyenne nulle défini sur
lintervalle [a,b], f(X) une trajectoire de ce processus entierement @l variogramme
expérimental de la trajectoif) est :
. 1 oeh 2
(ss6) Y (h)zz(b_—h_a)j(f(x)— f(x+h)" dx

a
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Dans le cas multidimensionnel (i.e. un champ fonction de plusieuebles) les choses se
compliquent un peu, car nous nous trouvons devant une infinité de directiordgsogeur
les intervalles. La solution la plus simple est peut-étre dedpgeun échantillon de mesures
suivant une grille aussi petite que possible, et de calculer uogramme expérimental
discret qui servira a caler un variogramme théorique.

3 Mise en oeuvre

3.1 Préliminaire : simulation de données

Un préliminaire au test de l'utilisation du variogramme essitaulation de données sur
lesquelles utiliser cette méthode. Pour cela il nous faut sindefe réalisations de champs
aléatoires. Nous allons brievement présenter les maniéres deeigéles réalisations de
variables aléatoires, et comment ces réalisations peuvenutdisées pour simuler des
champs aléatoires.

3.1.1 Simulation de variables aléatoires

% Variables aléatoires indépendantes

La génération de valeurs pseudo-aléatoires est intensémeséeutdans de nombreux
domaines : informatique, fiabilité, finance,...Les simulations de MoareGervent souvent
de référence pour des méthodes probabilistes, et peuvent requéagdéede millions de
valeurs. Le schéma de génération des valeurs est relativement simple :
1. génération de valeurs pseudo-aléatoires uniformément réparties ;
2. transformation des valeurs pour l'adéquation a une loi de distributsireelée
(normale, log-normale, etc...).

Dans le passé I'un des soucis dans la génération de valeurs psatdoed était la période
relativement courte des générateurs (i.e. au bout d’'un certain nombre d& taagéme suite

de valeurs réapparaissait). Aujourd’hui il existe des généradeuvsleurs pseudo-aléatoires
aux périodes quasi-infiniesf8°°pour Mersenne-Twister par exemple), nettement suffisantes
pour toutes les utilisations imaginables. Cependant les algesttampériode courte sont
encore largement répandus (typiqguement les générateurs implantdedalangages de
programmation), il convient donc d’étre prudent.

+* Variables aléatoires corrélées

Les geénérateurs de valeurs pseudo-aléatoires fournissent deblega aléatoires
indépendantes. Dans le cas Gaussien, il est possible de lesrcétogle cela il faut tout

d’abord générer un vecteur de variables aléatoires Gaussiéa(‘ze)% avec un générateur

classique, puis construite la matrice de corrélation [C]. @wdteice peut étre connue, mais Si
les variables aléatoires proviennent de points d’un champ aléafawe la calculer. Ainsi si
la variable aléatoire;j(«) est associée au point) et a(«) au point §}, alors les éléments
de la matrice de covariance se calculent a partir de la fonction de ooearia

(387) CIJ:CF({ )l(} { )f})

Ensuite il faut réaliser une décomposition de Cholesky, c’dsealéterminer la matrice [L]
triangulaire inférieure telle que :

sy [CI=ILILT
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On obtient alors le vecteur de variables aléatoires corrééegH{par la formule :

(389) {b(a)} =[L{a( )}
3.1.2 Simulation de champs aléatoires

¢ Discrétisation
Les champs aléatoires sont des entités délicates a appréaeadaanipuler, car nous avons
vu qu’un champ aléatoire peut se voir comme une infinité de varialéla®iees corrélées
associées a chaque point de I'espace. Une tendance naturellespatiliser est de tenter de
d’en construire une approximation utilisant un nombre fini de variabéedoires (permettant
plus facilement le calcul ou la simulation). Pour ce faire plusi@pproches peuvent étre
envisageées :
* une discrétisation spatiale du champ, semblable aux élémentsafiats,des
variables aléatoires égales a la valeur du champ en des pdietmidés
(nceuds, centres d’éléments, points de Gauss,...) en utilisant ou non des
fonctions de formes pour assurer la continuité du champ ;
* une discrétisation moyenne, ou les variables aléatoires sont dgsalaes
pondérées du champ aléatoire ;
* une décomposition spectrale, ou le champ aléatoire est approximé& par |
troncature d’'une série de produits de variables aléatoires ebratiohs
déterministes.

Une fois le champ discrétisé, il ne reste plus qu’'a tirer lebneme valeurs pseudo-aléatoires
requis pour disposer d’'une « pseudo-trajectoire » du processus aldafaue noter que la
discrétisation ne permet qu’'une approximation —plus ou moins exacte— dp ef@atoire
(puisque nous passons d’une infinité a un nombre limité de variablesirgi®atet donc que
les trajectoires obtenues peuvent étre tres différentes des tragetogelles ».

+» Discrétisation en série de Karhunen-Loéve
Une fois la discrétisation présentée au chapitre 2 réalisst,gossible d’obtenir une pseudo-
trajectoire du champ aléatoire en tirant les valeurs. Ehsften champ aléatoirg/(x, w) est

décomposé sous la forme
N
(390) A(xw)= %(X)J’Z:l:\ﬁ(i (@) 9(9)
Alors une réalisation de ce champ est obtenue en réalisargriables aléatoired () :

N
(391) A(x )= t(X) +Zﬂ:ﬂ4 (w) @(9
Par soucis d’abréviation, cette méthode sera mo#hode Kldans la suite du chapitre.

“ Méthode des fonctions de forme (SF)

La méthode des fonctions de forme est une métheldévement simple de simulation des
champs aléatoires basée sur une discrétisationypie éléments finis du domaine : des
variables aléatoires corrélées sont associées queh@oint du maillage et des fonctions de
forme interpolent leurs valeurs sur le reste du domaind]llLe champ simulé est alors :
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(392) A(x ) =2 N (%) u( %, )

[f(x w) estle champ aléatoire continu interpolé ;

» X estla coordonnée du nceiud
« N (X) estlafonction de forme associée au negud

« 4(x,w) est la valeur du champ aléatoire au nosudhacune de ces variables

aléatoires nodales est corrélée avec les autrearguia fonction de corrélation du
champ aléatoire ;

Une réalisation du champ aléatoire est alors oleteznu réalisant chacune des variables
aléatoires nodales.

Une premiére étape dans l'utilisation de cette ouithest de choisir le maillage et les
fonctions de forme. Ensuite il faut tir& variables aléatoires corrélées. La formule (392)
nous permet alors d’obtenir une trajectoire du proceséatodie.

Les fonctions de forme étant a support compact, uha@riable aléatoire n’intervient que
dans les éléments immédiatement voisins du nceuchrataire de la méthode de Karhunen-
Loéve ou chaque variable aléatoire possede ungemie globale. La corrélation globale du
processus aléatoire découle de la corrélation deables aléatoires nodales entre elles. Le
nombre de variables aléatoires utilisé dépend densité du maillage, qui doit étre adaptée a
la longueur de corrélation: moins le champ estééyrplus les mailles doivent étre
resserrées. Il en découle que pour un maillage éoplus la longueur de corrélation est
grande, plus la simulation est fidéle.

Par soucis d’abréviation, la méthode des fonctibmgorme sera notéméthode SKlans la
suite du chapitre.

3.2 Exemple discret

3.2.1 Présentation de I'exemple

Soit F(x,y,&) un champ aléatoire stationnaire Gaussien bidirnens| défini sur l'intervalle
[0,10]x[0,10] de moyenne nulle dont la fonction de covar@aentre deux points(y:) et

(X2,y2) est :

%) +H(h-w)’
|

(393) Ce (%, Wi % %) = OF €x

soit en notank la distance entre le poifitet le point2 :
h
— 42 _a
(394) C. (h) =0t exp( I j
On utilise les parametres de la Table 22.

On considere que des mesures non bruitées de cepchamh réalisées suivant une grille
10x10 points, ce qui nous donne 9 intervalles danquéhaens (Figure 66).
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Figure 66. Grille de mesure
Parametre Symbole | Valeur
Longueur de corrélation I 2,5
Variance du champ o’

Dimension du domaine

10

Pas de la grille

1

3.2.2 Simulation

Table 22. Parametres utilisés

On simule les valeurs du champ (100 variables aléatoires cejrgl@e la méthode des
fonctions de forme du 83.1.1. Le résultat d’'une simulation est prédensela Table 23, et

Figure 67.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1| 0.46] 0.46] -0.09 1.45 0.18] -0.04/ -0.70| -0.03| 1.24| -0.03
2| -0.11] 0.21] 0.13] -0.26] -0.11] -0.19| 0.16| 0.84 0.71] 0.83
3| -1.17| -1.09] -0.01] -0.93] -1.44] -0.72| -1.05 -0.35| 0.73] 0.61
4| -0.55 -0.28 0.11] -0.24] -0.96| -1.20, -1.75 0.13]| 0.37| 0.78
5| -0.15| 0.51] 1.50 0.31] -0.95 -1.62| -0.89| 0.12] 1.36/ 1.72
6| -0.51] -0.11] 1.16| 1.00 -0.47| -0.67| 0.07| 0.53] 1.31] -0.72
7| -0.67| -0.63] -0.99| -0.26] -0.38 -0.24{ -1.71| -0.71] 0.13] -0.98
8| -1.53] -0.40] -0.92| -1.47| -0.73 -1.27| -2.93| -2.62| -1.53] -0.78
9| -2.09 -1.64] -1.62| -1.60] -0.84| -1.74] -1.71| -1.73] -1.97| -1.06
10| -2.20] -1.91| -2.24| -2.78 -1.25 -0.66| -0.58| -1.15] -1.53] -0.67

Table 23. Mesures du champ pagf =1 etl=25

décimale

: valeurs tronquées a I&%
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Figure 67. Représentation des valeurs simulées du champ de la Table 23

3.2.3 Calcul du variogramme expérimental

En utilisant les deux directions horizontale et verticale, ®tdeux diagonales a 45°, la
formule ( 372 ) nous donne le variogramme expérimental de la Féguirgour chaque valeur
h nous avons reporté les points du variogramme expérimental pour chagtierdineerticale

et horizontale, ou les deux diagonales perpendiculaires), ce qui donne deux pointsupar val
multiple de 1 pour les directions verticales et horizontales,eak ghoints par valeuh

multiple de /2 pour les diagonales. Prendre d'autres directions compatibleslaggille
nous donnerait des points pour d’autres intervélles

2!l
°
°
15 + °
* °
y(h) c e e
1l o. % *
o ° °
° 4 °
05 H o o b
°
2 4 6 g8 1 1 h

Figure 68. Variogramme théorique (gris) et expérimental (points noirs)

On constate que le nuage de points est proche de la valeur théoriqua jusdnutervalleh
valant 1/3 de la largeur du domaine, aprés quoi les points divergeat théorie et se
dispersent.

3.2.4 Intervalle de confiance

Une premiéere étape dans la détermination de l'intervalle degaceef consiste a calculer
I'écart-type des mesures pour difféerentes longuéuen utilisant la formule (375). Le
résultat est présenté Figure 69, pour les directions horizontalegtieales uniquement pour
des raisons de facilité de calcul. Nous constatons que I'écaresyseipérieur a la moyenne,
ce qui témoigne de données tres dispersées, et donc que l'intéevaitmfiance sera large.
La grande dispersion des données risque d’amener une instabilitéudegg@ntre différents
tirages du champ.
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Figure 69. Moyenne et écart-type du variogramme expérimental pour les directions
horizontales et verticales

En utilisant les formules (375) et (376) nous avons représenté gtiguee 70 les
intervalles de confiance a 95% et 99%. On constate que le variogrdm@anigjue se trouve
toujours dans lintervalle de confiance a 95%, mais parfois suinste. Le tracé de
l'intervalle de confiance a 95% pour d’autres tirages du champ €~i)rmontre que parfois
le variogramme théorique se trouve hors de cet intervalle.
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Figure 70. Variogramme expérimental pour les dimensions verticales et horizotitales e
intervalle de confiance a 95% et 99%
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Figure 71. Intervalles de confiances a 95% du variogramme expérimental pour quelques

tirages du champ

3.2.5 Détermination des parametres de la fonction de covariance

Pour retrouver la fonction de covariance, nous devons d’abord en cleoigipd, puis
calculer ses parametres a partir du variogramme en utilisamtméthode de régression
comme la méthode des moindres carrés. Ici nous considérons que cloerehens une
covariance exponentielle. En pratique le choix du type de fonction @eiaose est issu du
contexte (type de gisement en particulier) et de I'expéegieln outre nous n’utilisons que le

nuage de points resserré du début (valeurs jusgBg qui est le plus juste.
Le variogramme théorique correspondant a une fonction de covariance expanestiell

oy Fult)=i{i-ond )
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Il nous faut donc déterminer deux paramétres (la variagcet la longueur de corrélatidh
qui seront nos variables d’optimisation. Si les mesures étaient bruitées, ihndratfen plus
déterminer I'effet pépit€,. La fonction de performance a minimiser est :

N . 2

(396) F(JF’I):;(VSO'(hi)_y(h))
L’algorithme de minimisation déMathematicanous permet de trouver comme solution
o2 = 2,04 etl = 4,98, ce qui est trés loin des valeurs exactes P15¢t mais est finalement
cohérent avec les mesures, comme on le voit enntrégaariogramme correspondant a ces
parametres (voir Figure 72). On rappelle que noasaris utilisé que les points aves3
pour construire le variogramme interpolé, mémee gyraphique laisse penser que les points
suivants sont utilisés.

°
35 ¢
3t
25 ¢t .
* [ ] [ )
y (h)
2t °
51 °
. . hd
o ° ‘0
1 . : ° o
05 | e o . ° 4
‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ h
2 4 6 8 10 12

Figure 72. Variogramme expérimental (points), théorique efg) et interpolé (noir).

Retrouver les paramétres de la fonction de coveeian partir d'un variogramme est donc
délicat, méme quand les mesures sont correctes.d&fimérifier ce fait nous avons réalisé
d’autres simulations de mesures (Figure 73).
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Figure 73. Exemples de variogrammes issus de quatre simulations différentes du champ

aléatoire et parametres de la fonction de covariance déduits ; valeurs exgetest
[=2,5

Ces exemples permettent de constater que la méthode du variogdamneedes résultats
instables. Deux variogrammes d'un méme processus aléatoire (heaitrajectoires
différentes) peuvent donner des résultats tres différents.

Cela se vérifie si on calcule les parametres de la fomatie covariance a partir des
variogrammes issus de dix simulations (Table 24). Méme si leemmeydes résultats est
conforme a la théorie, leur écart-type est énorme (plus de 50&mna@yenne), ce qui prouve
leur tres grande dispersion.
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2

Simulation OF I
1 0,60 1,29
2 0,78 1,97
3 1,60 4,17
4 1,63 3,21
5 1,43 3,32
6 1,28 3,45
7 1,02 2,53
8 1,85 4,45
9 0,44 1,34
10 0,64 1,39
Moyenne 1,13 2,71
Ecart-type 0,47 1,12

Table 24. Résumé des résultats de dix simulations du méme processus aléatoire ; moyenne
et écart-type des résultats ; valeurs exaags-1 et 1=2,5

3.2.6 Conclusion sur I'exemple discret

Avec cet exemple, nous avons constaté la grande instabiliténithade du variogramme
comme outil pour déterminer la fonction de covariance d’'un processatsigdé Un moyen
de compenser cette instabilité est sans doute de multiplipoiles de mesure. On peut alors
se demander quelle est la précision d’'un variogramme établi sur wesgusccontinu. C’est
ce que nous allons voir tout de suite.

3.3 Exemple continu

3.3.1 Présentation de I'exemple

Nous souhaitons déterminer la covariance de la rigidité de fledéota poutre présentée
Figure 74, a partir d'une mesure continue d’une trajectoire du processogaléat

S

s

S

L

Figure 74. Poutre

On note :
s l'abscisse ;
L la longueur de la poutre ;

El (s, a)) le module de rigidité en flexion, est un processus aléatoire choisi :

(s07) E (s.w) = Ely(9)(1+a( sw))

avec :
« Ely(s) une fonction déterministe, représentant la valeur moyenne de la

rigidité ;
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. a(s,a)) un champ aléatoir&aussiende moyenne nulle et de fonction de
covariance exponentielle :
(398) a(s)=0

X_
o ot 1)

La longueur de corrélation influence directement la forme du vanwoge (Figure 75) : plus
la longueur de corrélation est faible, plus la montée vepaller correspondant a la variance
est rapide.

[=0.0L =L
1 1
08 | 08 |
06 | 06 |
y(h) y(h)
04 04 |
02 02 |
1 2 3 4 5 N 1 2 3 4 5 °

Figure 75. Variogrammes théoriques du processus aléatrge) pour deux longueurs de
corrélation ; covariance exponentielleg>=1, L=5

Dans la suite nous allons simuler des trajectoires de la pararln(s,w) et tenter de
retrouver les parametres de la fonction de covariance utilissp&ametres de simulation
sont indiqués dans la Table 25. Une grande longueur de corrélatigiligse afin de réduire
I'erreur de simulation.

Parametre Symbole  Valeur
Longueur de la poutre L 5
Longueur de corrélation I 5
Variance de la perturbation o 1

Table 25. Parametres utilisés

3.3.2 Simulation

La Figure 76 montre deux exemples de trajectoire du proca¢suy simulées par les deux
méthodes dont nous avons parlé au §3.1.2. La différence est nette : Igpogitomen série
de Karhunen-Loéve donne une fonction plus lisse, car la continlliestCassurée, alors que
la méthode des fonctions de forme ne donne qu’une fonctfom@trant de brusques
variations.
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Méthode des fonctions de forme Méthode de décomposition en série de
Karhunen-Loéve

06

025 04

05

02
075

02

Figure 76. Exemples de trajectoires) simulées par deux méthodes différentes ; I=L=5

3.3.3 Résultats apres simulation par la méthode des fonctions de forme

La méthode des fonctions de forme a ceci d'intéressant qu’elle pesoset une approche
ponctuelle ou continue. On peut en effet soit réaliser un variogrammslisant les variables
aléatoires nodales en utilisant la formule ( 372 ), soit se serghalap interpolé en utilisant
la formule (386 ). Les deux approches donnent un résultat trés proghee(Fir), car les
valeurs entre les points nodaux n’apportent pas d’information supplémestairde
processus.
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Figure 77. Exemples de trajectoires du processus aléatoire et variogrammesnexpaux
continus et discrets correspondants,’=1, |=L=5
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Etant donné que le variogramme discret est, pour la premiére gardomaine, aussi juste
gue le variogramme continu, nous utilisons les points du variogrammeetdisour
déterminer, par la méthode des moindres carrés le variograndméqgtie correspondant le
mieux aux mesures. Les résultats de cette approche présiguies /8 montrent une grande
instabilité de la méthode, qui nous donne des paramétres erronés, parfois aberrants.

160



Chapitre V - Le Variogramme

y(h) .
08 | 04=0,79
05 1=3,17 .
a(s) S 06 | .
05 04 | - ® Variogramme discr
- — Variogramme interpo
1 02 +
== \/ariogramme théorigt
15
1 2 3 4 5 h
17 1
L ]
15 o5
15 04°=0,29 .
1 06 | 1=0,68
on 04 )
) ..
05 . v
02 | . .
025 . ‘e,
1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
1 1r
[ ]
05 08 1 5,°=307669
1=1,6.10° .
06 |
[ ]
1 4 5 04 |
05 02 |
1 1 2 3 4 5
05 1r
y(h) .
025 08 |
2
‘ ‘ S ‘ ‘ 0, =0,23
a(s) 1 3 4 5 06 | 1=0,81
025 .
04 | o’
05 . o, 0
075 02 | s
[ J
! h
1 2 3 4 5

Figure 78. Trajectoires et variogrammes théorique, expérimental et interpolé
correspondants ; parametres déterminés par interpolation ; parametres théoriques :
2
o, =1, |I=L=5

3.3.4 Résultats aprés simulation par la méthode de la décomposition en
série de Karhunen-Loéve

Tout d’abord, contrairement a la méthode des fonctions de forme, legraanme
expérimental discret donne un résultat trés différent de cehtinu (Figure 79), car les
points de mesure ne sont pas explicitement corrélés comme précédemment.

161



Chapitre V - Le Variogramme

l,
06 r ® Variogramme discn
05 | (h)OB | —— Variogramme contir
y . L
04 ¢ 06 | === \ariogramme théoriqgt
S
vs),
04 |
02 | ..
o1 [ o' .. 02 + ....oo..
. . e ® -
° [ e ® ° - L4 ° o .
L4 , ] o h
1 2 ¢ 3 4 5 1 2 3 4 5
1 1
y(h)
08 | 08 |
06 | 06 |
y(s) . s
04 | 04 | . .
® L ]
° L ]
02 | et 02} .
T e o . hd °
° ® e e @ * : *—e h
1 2 S 3 4 5 1 2 3 4 5
Figure 79.

Figure 80. Exemples de variogrammes expérimentaux continus et disgzgtd ,; I=L

Nous voyons aussi que la tangente a l'origine du variogramme exp&lroentinu est nulle.
Cela vient de ce que la méthode KL peine a simuler la var@ahiliale, contrairement a la
meéthode SF. La continuité est a ce prix.

L’interpolation du premier tiers du variogramme expérimental par variogramme
exponentiel par la méthode des moindres carrés donne des résedtatauvais (Figure 81) :
la régression est juste (les mesures sont respectées)lesa@iarametres de la fonction de
covariance deéduits sont totalement erronés. La tangente nulleriginBoest en partie
responsable de ce fait : les points erronés du debut faussermnelssigég, ce qui entraine une
interpolation linéaire (la courbure du variogramme n’est pas renbeg)résultats incorrects
sont alors plus dus a la méthode de simulation (KL) qu'a un problencelaaveéthode du
variogramme lui-méme.
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Figure 81. Trajectoires et variogrammes correspondants ; variogramme théorique,
expérimental et interpolé ; paramétres théoriques’=1, I=L=5
4  Conclusion

Les résultats obtenus par la méthode du variogramme se séldisréwop instables pour étre
utilisés de maniere automatique dans une optique de résolution de prablénse, ou les
trajectoires solutions sont déja instables. Le variogramme @étu pour étre employé dans
un domaine précis (la géostatistique), ou une forte part d’expérience peut étéeinje

Le principal probléme provenait de la trop grande longueur delaiore utilisée lors des
simulations. Une longueur de corrélation de grandeur égale a celle du domaide gamet
des simulations moins colteuses (que ce soit avec la méthodendesnk de forme ou la

méthode KL), c’est pourquoi nous I'avons choisie.

Une longueur de corrélation plus faible aurait permis I'apparition e palier » permettant
d’estimer directement la variance et par la méme réduisanht¢onnues a la seule longueur
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de corrélation. Cependant une faible longueur de corrélation induit un ca@alé plus
important pour conserver la précision de la simulation.

La prudence s'impose donc dans l'utilisation du variogramme, et unédan@ automatique
semble exclue.
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1 Introduction

Le but d’'une méthode inverse stochastique est de déterminerdesgbees d’'une variable ou
d’'un champ aléatoire « d’entrée », a partir de mesures de esostichant que les équations
gouvernant le systeme nous permettent de calculer la sortietiadeat’entrée (via, par
exemple, un code de calcul), mais pas l'inverse.

En effet nous avons vu dans le chapitre 1 que, méme si les équatmmmatement d’'un
systeme physique sont neutres, les calculs qu’elles permhett le sont pas : on distingue
ainsi lesproblémes directssolvables de maniere classique, etpesblemes inversesliont la
résolution pose des soucis. Les données nécessaires aux probléneglesr@copriétés des
matériaux, les conditions aux limites,...), accessibles a lasureg sont donc
traditionnellement les « entrées » des calculs, tandis quetdalfats attendus en sont les
« sorties ». Dans un probleme inverse les roles sont invetség, gui était un résultat
auparavant devient une donnée, et vice versa.

Dans ce chapitre nous proposons une méthode de résolution de problémess invers
stochastiques. Son cceur est constitué des méthodes stochastiques noesietrusilise une
procédure de minimisation pour faire coincider une sortie mesurée et une surkde si

La mise en ceuvre de cette méthode est présentée dans leucasxdmple simple :
l'identification du champ aléatoire de la rigidité d’une poutreréirdu champ aléatoire de sa
fleche préalablement projeté sur le chaos polynomial. L'influeecaifférents parametres est
étudiée et la stabilité des résultats est examinée.

2 Caractérisation des données

La méthode inverse stochastique proposée ici repose sur l'utiligitioneu de variables
aléatoires. Une étape préliminaire consiste donc a expletemesures de la sortie pour
déterminer ce jeu de variables aléatoires. Dans la plupartadda sortie est un champ, elle
est alors modélisable sous la forme d’'un champ aléatoire, qui pelteaktse discrétisé pour
obtenir un jeu de variables aléatoires.

Une premiére phase consiste a déterminer les parametcescti@amp aléatoire (moyenne et
fonction de covariance). Ces parametres permettent ensuitesdiutime des méthodes de
discrétisation de champs aléatoires, comme la décompositionierdeéKarhunen-Loéve.
Cette caractérisation est schématisée dans la Figure 82.
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Mesures

Analyse statistique

'

Loi et moments statistiques
des mesures

Discrétisation

v

Jeu de variables aléatoires
et fonctions déterministes

Figure 82. Caractérisation des données

2.1 Deétermination de la fonction de covariance des données

Un outil statistique permettant la détermination de la fonctionogariance des mesures est
le variogramme, que nous avons présenté au chapitre 4.

2.2 Discrétisation des données

Une fois la fonction de covariance d’'un champ déterminée, de nombreubesieséexistent
pour discrétiser ce champ. La plus connue, la décomposition en séatdsmen-Loeve, a
été présentée au chapitre 3. Elle consiste, rappelons-le, r& écri champ aléatoire

stationnaire du second ordpe({ x} ,a)) sous la forme :

(RS (EAENPRACEIEY

~

ol
A, etg({x}) sont respectivement les valeurs propres et lestitors propres de la

fonction de covarianc€, ({ x} .{ %}) du processug({x},w) ;

* les ¢, (a)) sont des variables aléatoires indépendantes @anss si le champ est
Gaussien.

La décomposition ( 400 ) est exacte pour une somfimeenSon utilisation pratique implique
sa troncature a un nivead permettant une erreur compatible avec I'étude. hanp

interpolé /2({x} ,w) est alors :
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oy A0 =) 2 A 4 (@ ()

La précision de cette méthode dépend du rappore datlongueur de corrélation de la
fonction de covariance et la taille du domaine :rpou méme niveau de troncature, plus ce
rapport est grand, plus la simulation sera fidele.

3 Paramétrisation du résultat

L’analyse des données a permit de caractérisereurdg variables aléatoires. Le résultat
recherché peut s’exprimer sur un chaos polynomial de cebles aléatoires.

Un raccourci a éviter est de chercher la décomipasite Karhunen-Loeve du résultat : cela
reviendrait a se limiter a un chaos polynomial @grd 1 et supprimerait toute partie du
résultat qui s’éloignerait de la loi du champ dam®es (par exemple la partie non gaussienne
du résultat dans le cas d’'un champ gaussien).

Dans le cas ou la solution recherchée est un ciaiéaxboireq({x} ,a)) projeté sur un chaos

polynomial, les coefficients de ce chaos sont dextions et il est donc nécessaire de
ramener ces fonctions a un jeu limité de paramém}zsé déterminer lors des calculs, ce qui
revient a limiter 'espace des solutions possibles :

oy 9O @)=a(1)+2a (3 v, ()

La Figure 83 schématise cette opération de paraméirnisati
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Jeu de v.a. Parametres {1}
Construction
des polynémes
du chaos
polynomial
l v
Coefficients
Polynémes du parameétriseés
chaos du chaos
polynomial

l

Chaos polynomial
paramétrisé du résultat

Figure 83. Paramétrisation du résultat

3.1 Valeurs aux noeuds

Il est possible d’adopter une démarche similaire a celle ldesests finis : les valeurs des
coefficients du chaos polynomial sont recherchés en des points fexisceuds d'un
maillage), et interpolés sur 'ensemble du domaine via des foncd@f@me. Cela revient a

oz @ OH ) ={NGHE A

{ N ({% )} est le vecteur des fonctions de forme ;

{)l} est le vecteur des valeurs nodales.

Cette méthode a comme avantage de permettre de reprédentdonctions de forme
guelconques, dans les limites que permet la densité du maillageorivénient est que des
fonctions trés torturées nécessitent de nombreux noeuds pour étre appsoxim
convenablement, ce qui augmente le nombre de parametres a déterminer.
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3.2 Décomposition sur une base de I'espace des fonctions

Une deuxieme approche consiste a rechercher la projection dexientffisur une base
incompléete de I'espace des fonctions (polynémes, série de Fourier). dtcest possible
d’utiliser comme base les fonctions déterminées lors de la décompositionhde&miloéve.
Comme précédemment une fonction peut nécessiter un nombre de tepmearibde la base
choisie pour étre correctement représentée.

4 Couplage méthodes inverses et méthodes non
intrusives

Apres avoir rappelé les moyens de caractériser les donnéeslé§2arameétriser la solution
(83), nous allons maintenant proposer une méthode de résolution des problemss inve
stochastiques. Au chapitre 3 nous avons discuté d'une méthode de réstdupicoblemes
stochastiques tres intéressante : les éléments finis stockesstion intrusifs par régression.
Celle-ci vient faire écho a la méthode inverse déterministenpaimisation présentée
chapitre Il. L'idée est de coupler ces deux minimisations.

4.1 Méthodes inverses déterministes

Il est nécessaire de rappeler brievement ici ce que ldand parproblémes inverses
Reprenons I'équation définissant le comportement d’'un systéeme :

osy A09= FLu(). (3]

g étant la sortie ai I'entrée. Généralement les équations de comportesoern telles gu'il est
possible de détermingrconnaissantt mais pas l'inverse. Souvent ce phénomene prodient
ce queF est un opérateur d’intégration, or déterminentégrande d’'une équation intégrale
est un probléeme mal posé, ce qui signifie que $&xice, l'unicité et/ou la stabilité de la
solution n’est pas assurée. Parfois également tEhsation méme du comportement inverse
du systeme est impossible, seul le calcul direcsrest accessible (typiquement c’est le cas
des codes de calcul).

Une méthode générale pour résoudre le problémesavesnsiste a déterminer I'entrée
minimisant la différence entre les mesutg)” et une sortie simulée, soit :

osy U (0=minfa( - FLu(y, o ¥

Cette minimisation est généralement instable (dedifications mineures des donnégfx)”

entrainent des modifications majeures du résulta), le probleme méme reformulé est
toujours mal posé. Il est cependant possible de&delariser, généralement en ajoutant un
terme dans la fonction de performance (voir le @hal)
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Parameétres de| Sortie

minimisation =g u'(zxn?)le; —>| Systeme P =B q(xw)= F[u(x{4). /(3]

{1} i
Fonction de performance

Mesures

MinimIisation e J({)I}):Hq(x)g B F[ u( x{)l}), F( ))]Hz <

Figure 84. Procédure de résolution d’un probléme inverse par minimisation

4.2 Probleme direct stochastique

Nous avons vu au chapitre Il la méthode des éléments finis stioctegshon intrusif que
nous allons utiliser ici pour résoudre le probléme direct.

Dans le cadre de cette méthode, I'entrée stochastj(mew) engendre la sortie stochastique
q(xw) :

ios) A(x@)= FLu(xe), o 3]

Le champ aléatoire d’entrée( X, a)), connu, doit étre discrétisé pour pouvoir étrésgtidans

la méthode. Par exemple cela peut étre réaliskn\décomposition de Karhunen-Loéve (mais
éventuellement d’'une autre maniere) :

n

ory (6@ =32 (@) 9

i=1

les valeurs/; et les fonctions¢gx) sont connues, les variables aléatoirés{a)) sont
indépendantes, de loi fixée (en particulier normales sidenphest gaussien).

Un plan d’expérience d&l valeurs {{Z‘”} {Z(N)}} du vecteur des variables aléatoires

{Z(w)} , est choisi, ce qui nous permet de calculer les valewrstig:

(408) U(X)(k)ziZ;:\//TiZi(k)W(x)
(a00) 900" = FKZ\/ATZ&%(X)], o( ﬂ

g étant un champ aléatoire, sa décomposition sur le chaopuobimpeut s’écrire:

a0y %{0)" =2 a0 ((e})
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Ou lesm fonctionsdi(x) sont les coefficients du chaos polynomial & déterminer. Afin de
permettre cette détermination une premiere étape consistaragvaser ces fonctions, c’est a
dire les faire dépendre d’un jeu de paramét@gdduits :

(411) d (x)=d(x{1})

Une procédure de minimisation peut étre utilisée pour trouver le jeu de varidbples {

(412) {/1} = minkZN:;HCI(X)(k) _ q:( x,{/l} )(k)

2

Soit :

N
(413) {1} :mi”;

- Kz T 9] p(x)} -3 a( x4 ((e))

N réalisations des v.{li (a))}

v

Valeurs des N Eniré N Sort
polynémes NULES —Pp| Systeme F orties
du chaos ue()" ’ q()"

l CNcaleuk

Parametres de - ik
N N Sorties paramétrisees
minimisation _>
x{ A

Fonction de performancedistance au champ
Minimisation  jm aléatoire mesuré —

3(A)=3]a(x - a ({4

lr—

Figure 85. Procédure de résolution d’un probléme stochastiipeet par minimisation

4.3 Probleme inverse stochastique

La similitude entre la méthode inverse et la méghodn intrusive est intéressante. Dans les
deux cas nous effectuons une minimisation. Commiéantiit un probleme inverse dans le
cadre de la méthode non intrusive présentée au chapitre 3 ?

Tout d’abord notre donnée n’est plugl’entrée) maisg (la sortie). C’est dong que I'on
discrétise, par exemple via une analyse statisequae décomposition de Karhunen-Loéve
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(mais éventuellement d’'une autre manie@gst ce que nous avons vu 8Dn obtient alors
la sortie mesurée, (X w) :

a1y O (x)= 2R (@) ()

u par contre est inconnu, on cherche donc les caomifed(x) de sa décomposition sur un
chaos polynomial. Pour cela on paramétrise cesiceffs via des variables d’optimisation

{A}. Cest ce que nous avons vu §®n obtient l'entrée simulée, (x {4} ) :

(415) o, ({4 @)= d ({4 ) ({<(w})

m
i=0
En outre a cette entré@(x,{/]} ,a)) il est possible d’associer une sortie simulée.

(416) o (x{4} )= F[uc(x,{/i} @) K ﬂ

Suivant la méthode non intrusive présentée on sealdl réalisations du vecteur des
variables aléatoiref(} . Nous obtenons alors :

(417) a ()" =X 2% () k=1..N
i=1
et

(418) “c(’ﬁ{)'})(k):zm: (X{/l})wi({f(k)}) k=1..N

i=0
En outre pour chacune dbkréalisations du vecteur des variables aléatoiress pouvons

calculer une sortiey, (x{/} )(k) correspondant a I'entrée ( x {4 )(k) ;

< (k) )
a1y E({A)" = Fu(x{4)" H3)]
Le probléme est maintenant de déterminer le jevadables d’'optimisatiof A} permettant a

a, (x{4 )" de s'approcher au mieux dg(x)" pour les\ réalisations{{(“)}...{(<N)}} du

vecteur de variables aléatoirég (w)} . Pour cela deux méthodes relativement différentes
s’offrent a nous.

4.4 Premiere méthode ;: deux minimisations

Une premiére méthode peut consister a utiliseréeie &2 méthode inverse déterministe avec
les méthodes non intrusives.
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La sortie qc(x{A},w) peut étre décomposée sur un chaos polynomial éisant les

méthodes de résolution de problemes directs stighas, en particulier les méthodes non
intrusives.C’est que nous avons vu au chapitre.3d.a projectionc:]c(x,{A} ,a)) de la sortie

simuléeq, (x{A} @) sur le chaos polynomial s’écrit alors :
(420) & (x{4 @) :2‘1( x{4 ) ({¢(w})

en gardant a l'esprit que la notaticdj(x,{A}) signifie que les fonctionsl' dépendent

implicitement des paramétre{ﬁ}, et qu’'en aucun cas il ne s’agit d'une paramétarat
directe de la fonction.

L'idée est de calculer explicitement pour un jeupdgamétres d’'optimisation{ A} les m’
fonctions di’(x,{/}}) provenant de la projection sur le chaos polynoif0 ) de la réponse
qc(x,{/]} ,a)) a l'entrée connueuc(x,{A} ,a)) (ce qui revient a résoudre le probléme direct
pour cette entrée. Les coefficierrﬂ$( x,{A}) dépendantmplicitementde {)l} , il nous faut
introduire un jeu de paramétrexplicites{,&’} qui définissent les coefficients. On introduit
donc un champqc(x,{/}} {5} ,a)) .

oy C(UHE @)= 2 a(xA)u({e(e})

L'objectif du calcul direct est de déterminer leu jale paramétres{ﬂ*} tel que

qc(x,{)l} {,B}a)) s’approche autant que possible d@(x{A},w). Etant donné qu’une

paramétrisation a été réalisée, une erreur d’apmabon se produit, et les deux sorties
peuvent ne pas coincider.

Apres avoir calculé lebl sortiesqc(x,{)l} )(k) pour un jeu de variables d’optimisation , nous
pouvons utiliser la méthode non intrusive par reégian présentée au chapitre 3 pour
déterminer le jeu de variabh{:ﬁ*} solution du probléme d’optimisation :

oy (B} =mnfa(xi4)" -0 (x4 ()"

Cette minimisation peut se faire de maniere explicite ceraxpliqué au chapitre 3.
Il est ensuite possible de construire une fonctienperformancel ({)l}) mesurant une

2

distance entre cette sortie simulée et la sprésurée (qui est, rappelons-le, discrétisé avec
les mémes variables aléatoires):

zay @)=} w)-a(x{A{ B

Dans le cas général une mesure de distance dapade stochastique peut étre réalisée via

'espérance :
6. (xa)-a(x{d @)= a(xa)-a( { ¢ ]

(424)
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Les deux champs aléatoires étant explicitement discrétisés les mémes variables
aléatoires, cette mesure est simple a évaluer de maniere analytique.

Cette procédure est réitérée jusqu’a I'obtention d’'un minimum denletion J({/]}) La
Figure 86 montre la procédure dans son ensemble.

N réalisations
desv.a. {(a)}

v

Valeurs des
polynbmes
du chaos

Parametres de l

ot N Entrées N N Sorties
MINIMISAtoN iy =g Systeme F
A Ue(x{ A Y a(x{ AN Y

n N aleut: !

Minimisation pour déterminer les
coefficients du chaos polynomia

de la sortige(x,{ A}, &)

y

Fonction de performancedlistance au champ q ({ %} a)) champ
et MINIMISALION  joen aléatoire mesure < ©

aléatoire discrétisé

IA)=|a (¥ @)-a(x{4 o)

Figure 86. Méthode inverse stochastique

Cette méthode utilisant deux minimisations est la strictasp@sition dans un cadre
stochastique de la méthode inverse déterministe, a la diffégerecée systeme fournit une
réponse stochastique, et que la fonction de performance mesure taneeddans I'espace
des probabilités. L’inconvénient principal est qu’elle oblige a patréseé la sortie , ce qui
engendre des erreurs d’approximation.

On remarquera que la minimisation pour déterminer les coefictkntchaos polynomial de
la sortie peut se faire de maniéere explicite via un Byst@eéquations linéaires comme il a
été détaillé au chapitre 3 seule la deuxieme minimisation &nnécessiterait alors un
algorithme de recherche de minimum.
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4.5 Deuxieme méthode : une seule minimisation

Plutdt que d’emboiter les deux minimisations, peut-étre estsljpdicieux de les regrouper
en une seule. Pour ce faire nous allons introduire I'écart averclasres directement dans la

fonction de performance de la méthode non intrusive. Connaissant Imépa&[/i} , lesN

réalisations{{Z(l)}---{Z(N)}} du vecteur de variables aléatoir{aé (a))} nous donnentN

. . , (k) . T . (k) .
sorties simuléesy, (x{4} )" mais aussN réalisationsq, ({% )~ des mesures. La fonction de
performance a minimiser devient alors :

(425) 1A =2]a(3)" -a(x4)"

k=1
La procédure est détaillée dans la Figure 87.

2

N réalisations

l des v.a. ()}

Valeurs des
polyndmes

du chaos Mesuresy: ({x}, @)

l discrétisée

Parametres de N Entrées N Sorties
MINIMISAtion iy =) Systeme F
N ue(x{ An Y a(x{ Y

C N caloul: |

v

Fonction de performance
Minimisation e

> | g Mesures (x) ®

()= fel(3)" -al(x())"

Figure 87. Méthode inverse stochastique

Cette méthode a comme avantage sur la précédeni miegcessiter que la paramétrisation de
I'entrée uc(x{)l} ,a)) via le jeu de paramétres de minimisat{ot} , les éventuelles erreurs

d’approximation engendrées au niveau d’'une parasaébn de la sortie sont donc évitées.
En contrepartie il n'est plus possible ici de colatrda projection de la sortie sur le chaos
polynomial.

4.6 Limitation

La principale limitation des méthodes proposéeseasbmbre de calculs nécessaires. En effet
a chaque appel de la fonction de performaXaglculs directs doivent étre réalisés. Plus le
nombre de variables aléatoires est grand, plusoogbre de calculs est grand (une étude
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empirique des plans d’expérience indique due(n—1)P calculs sont nécessaires pour
déterminer les coefficients d’'un chaos polynomial de degién variables).

Cependant la résolution de ce type de probléme suppose d’accepter ykeriepgrix :
considérés isolements méthodes inverses et méthodes stochasiiquetasune codteuses,
leur combinaison ne peut donc étre que colteuse. Cela ne veut pas detegdémarche est
inapplicable, il faut seulement simplement évaluer le prix qu#idateur est prét a mettre
pour obtenir I'information recherchée : ce calcul en vaut-il éng ou bien est-ce un
gaspillage de ressources ?

5 Exemple Simple

La méthode stochastique inverse non intrusive par régression aveeul@eninimisation est
mise en ouvre en utilisant CAST3M [VI-5] comme code de calcllAdtlF comme outil
d’optimisation. Seule la méthode utilisant une seule minimisatioamsiquée car elle est
moins colteuse et répond plus strictement au probléme posé.

5.1 Définition de I'e xemple

5.1.1 Probleme inverse stochastique

L’exemple choisi est la poutre sur deux appuis en flexion utifisgeedemment. Considérons
cette fois que la décomposition de la fleche sur le chaos polynesti@onnue, et que le
champ aléatoire de la rigidité est a déterminer.

g = 100N/m

/\ /\

L=1m

Figure 88. Poutre utilisée dans I'exemple

5.1.2 Simulation des données

La simulation des données (ici la fleche en tout point) est réalisée en se doredgidité et
en résolvant le probléme direct. Pour simplifier le probléme nous ne simulons passiess
de la fleche, mais directement le chaos polynomial de son champ aléatoire.

A partir d'une moyenne et d’une fonction de covariance connue (voimpines Table 26),
nous réalisons le développement en série de Karhunen-Loéve du chawipeatieda rigidité
(les données « d’entrée »). Nous utilisons ensuite cette décompopibur obtenir la
projection sur le chaos polynomial du champ aléatoire de la fE@chdlisant la méthode non
intrusive par régression (les données de « sortie »). Nous nousnbnit trois variables
aléatoires dans la décomposition en série de Karhunen-Loéve de la rigidité.
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Nom Symbole  Valeur
Moyenne m, 10'° N.m?2
Ecart-type O, 10° N.m?2

Fonction de covariance Ca(xy) Cu(xy)=0d3 eXp{_|X|_ y|j

Longueur de corrélation I 1m
Table 26. Parameétres de la rigidité

Le but de la méthode inverse est alors de déterminer les donagtgel’a partir des données
de sortie, c’est a dire déterminer la décomposition de Karhunen-ladgJa rigidité en
utilisant la décomposition sur le chaos polynomial de la fleche.

5.2 Préliminaires aux calculs

Plusieurs points doivent étre examinés avant tout calcul : le mod&anique déterministe
utilisé, la paramétrisation du résultat, le choix du plan d’expémentale la fonction de
performance et enfin le choix du logiciel et des algorithmes de minimisation.

5.2.1 Modele mécanique déterministe

Le modele mécanique est réalisé sous CAST3M. La poutre eséerailec 10 €léments de
poutre. Le chargement consiste en une force répartie de 100N/m.

5.2.2 Paramétrisation du résultat

Le résultat recherché est la projection de la rigiditélsuwhaos polynomial des variables
aléatoires de la fleche. Deux solutions s’offrent a nous. La premonsiste a rechercher les
valeurs nodales des coefficients du chaos polynomial aux nceuds du mdillagedéle
meécanique, soit 11 valeurs par coefficient pour le maillage a dix éléméiss. La Table 27,
indigue le nombre de parameétres a déterminer suivant le degréatupdignomial recherché
et le nombre de variables aléatoires. Nous voyons que méme pounldesmaléatoires le
nombre de parametres de minimisation est important.

. d 2 3 | 4 5 6
1 22 | 33| 44| 55| 66| 77
2 | 33| 66| 110/ 165 231 308
3 | 44 | 110| 220/ 385 616 924
4 | 55 | 165| 385/ 770 13862310
S | 66 | 231| 616| 13862772| 5104
6 | 77 | 308| 924| 2310510410208

Table 27. Pour 'exemple a 11 noeuds, nombre de parametres a déterminer lors de la
minimisation pour un degré d du chaos polynomial et un nombre n de variables
aléatoires
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La deuxieme possibilité est de paramétriser les coefficidntchaos polynomial. Nous
choisissons de rechercher les coefficients de leur décompagitiame base sinusoidale (par
analogie avec les fonctions propres sinusoidales de la décompositséniee de Karhunen-
Loéve) :

3
(426) El ({4 ,s,w):/loo+iz:1:zi (@)[ Aocoq(A ,5+A 5) +A ysir(A , s, J ]
Les parametres a déterminer etant les 13 réeldu fait de la symétrie du probleme, nous

imposons quel, = ——; , Ce qui réduit le nombre de parametres a 9. Leuesirsacibles sont

données dans la Table 28.

Parameétre A

i j Valeur théorigue
0 0 107

1 0 9,22 16
1 1 0

1 2 1,31

2 0 0

2 1 —4,9319H
2 2 3,67

2 0 2,94 10
2 1 0

2 2 6,58

Table 28. Valeurs théoriques des parametres

5.2.3 Plan d’expériences

Le plan d’expérience choisi est un hypercube latmforme sur un domaine de largeur
déterminé. Chaque variable aléatoire prend un nométerminé de valeurs uniformément
réparties sur un intervalle donné et toutes lesbtoamsons de valeurs de toutes les variables
aléatoires sont utilisées pour construire le plaxpgerience. Par exemple pour 3 variables
aléatoires et 5 valeurs pour chaque variable, le glexpérience contiendr& 5 125 triplets

de valeurs.

Un second plan d’expérience a été testé dans la suite ciles des polynémes de Hermite de
degré immédiatement supérieur a celui utilisé. Ga gist supposé donner de bons résultats
[VI-3].

5.2.4 Fonctions de performance

Plusieurs fonctions de performance seront testéells classigue mesure la somme des
carrés des écarts absolus entre la mesure et la simulatiarfiéche pour tous les noeuds :

R (k) ®\?
ary =22 (w ()7 - w(s(4)")
ou
Y/ (s) est la décomposition sur le chaos polynomial de la flechanges

£
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V, (s,{)l}) est la projection sur le chaos polynomial de &tk calculée a partir des

Cc
paramétre§ A} ;
s est la coordonnée dt"™nceud du modéle ;
m est le nombre de nceuds du modele ;_
I'indice (k) indique que le calcul se fait &1"°point du plan d’expérience ;
N est le nombre de points du plan d’expérience.

La seconde fonction de performance mesure le darfé&cart en un seul point :

(428) J({/‘} ) :ZN:(VS(Sf)(k) - Y( {1} )(k))2

| étant un numéro de nceud fixé.

La derniéere fonction de performance mesure la somesecarrés des écarts relatifs entre la
mesure et la simulation de la fleche pour tous les nceuds :

(429) J({A})=ii wls)"vls{d)

k=1 i=1 V, ($)(k)

5.2.5 Logiciel de minimisation
La minimisation est réalisée en utilisant le logidfalif. Ce programme permet de piloter un
code de calcul et possede cing algorithmes d’opétion :

* simplexe ;

* Powell;

» Gradients conjugués

* Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno (Bfgs) ;

» Bfgs avec recherche linéaire par la méthode d’Armijo

Sans détailler les algorithmes, on peut signaler lggs méthodes du simplexe et de Powell
n’utilisent pas le gradient pour déterminer le mMmom, et se sont avérées les plus efficaces
dans la mise en ceuvre de la méthode.

5.3 Mise en ccuvre

5.3.1 Calcul préliminaire

Un premier fichier sous CAST3M permet de créer la liEsdonnées des sorties « réelles »
(c’est a dire la fleche de la poutre). Pour celmtalele probabiliste de la sortie est défini (un

chaos polynomial dans notre cas) et le plan d’égpées des valeurs de variables aléatoires
est créé. La valeur de la sortie pour chacune diesirs de variables aléatoires est calculée et
sauvegardée.
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Plan d’expériences des Modélisation probabiliste
valeurs des variables de la sortie
aléatoires (chaos polynomial)
Sorties
« réelles »

Figure 89. Calcul préliminaire

5.3.2 Calcul déterministe

Un deuxieme fichier de calcul simule le résultat. Pour el@odele mécanique est défini
dans ce fichier. Le chaos polynomial de I'entrée (la rigidééla poutre) est paramétrisée.
Pour chaque valeur des variables aléatoires du plan d’expériencaicuh mécanique est
réalisé. Une fonction de performance compare ensuite ces valgxrsorties « réelles »
obtenues dans la phase préliminaire.
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Plan d’expériences des Modéele Sorties
valeurs des variables Paramétres de I'entrée mécanique « réelles »
aléatoires

v

Modélisation probabiliste
de l'entrée
(chaos polynomial)

'

Plan d’expériences
d’entrée

v

[ Calcul mécanique]

v

Sorties « simulées »

v

Fonction de
performance

Valeur de la fonction de
performance

Figure 90. Calcul déterministe

5.3.3 Pilotage du code

A partir d’'un jeu de valeurs de départ des parametres de is@tiom, le logiciel de
minimisation Kalif lance CAST3M avec le second fichier eupre la valeur de la fonction
de performance. Il modifie ensuite la valeur des parametrésrdeée dans ce fichier selon
les instructions de son algorithme de minimisation. Le procesgugpété jusqu’a ce que le
critere d’arrét typique des minimisations soit atteint (modifon relative de la fonction de
performance sur les dernieres itérations inférieure a une valeurfixéigepar I'utilisateur).
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'

Parameétres de
I'entrée

|

KALIF CAST3M

1 v
Valeur de la

fonction de
performance

Figure 91. Processus de minimisation

Le point de départ et les intervalles utilisés lors de lamsaition sont précisés dans la Table
29. On utilise des points de départ de I'ordre de grandeur des pasaééterminer (£0
pour les amplitudes, 1 pour les pulsations), et un intervalle tiés (&e 0 & 100 fois le point
de départ pour les coefficients, 10 fois pour les pulsations)

i j Valeur théorique Point de départ Intervalle
0 0 10 10 [0, 104
1 0 9,22 10 10° [0, 107
1 1 0 1§ [0, 107
1 2 1,31 1 [0, 10]
2 0 0 -10 [- 10, 0]
2 1 —4,931H -10° [- 10, 0]
2 2 3,67 1 [0, 10]
2 0 2,94 16 10° [0, 107
2 1 0 1§ [0, 107
2 2 6,58 1 [0, 10]

Table 29. Points de départ de la minimisation

5.3.4 Remarques

La mise en ceuvre de la minimisation nous a permis de constater que restdifféefficients
du chaos polynomial de I'entrée avaient des poids extrémememeédaigns la fonction de
performance (Figure 92) : le gradient dans certaines direcgirtses supérieur a ce qu'il est
dans les autres directions. Il est facile de déterminarel@ier terme du chaos polynomial (la
moyenne), mais I'échelle de variation de la fonction de performaudé induit rend
négligeable les variations dues au second terme (qui a lui rp&mede poids que le
troisieme, etc...). Face a cette situation I'algorithme demigation se comporte comme si
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seul le premier terme avait de I'influence sur la fonctiopeidormance et laisse les autres a
leur valeur de départ.

(308, ¥y, Z5)
Figure 92. Exemple de fonction de performance ; coefficients du chaos polynomial sur les
axes horizontaux, valeur de la fonction de performance sur I'axe vertical

Pour corriger ce probléme il a été nécessaire de modiffentdion de performance : plutot
gue de représenter la somme des carrés des différences, nougravienwgarithme de cette
somme. Cette modification tend a réduire la différence deuvala gradient selon les
directionsdans le cas qui nous intéresse permet d’amplifier le gradient autour du minimum
(Figure 93). Il est probable que d'autres problemes demanderaietied’&aitements. Le
développement d’algorithmes de minimisation spécifiques tenant co® gt écart de poids
des coefficients pourrait s’avérer nécessaire.
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e, ¥y, 2t
Figure 93. Exemple de fonction de performance utilisant une correction logarithmique ;
coefficients du chaos polynomial sur les axes horizontaux, valeur de la fonction de
performance sur I'axe vertical

Au niveau des algorithmes, la méthode du simplexe s’est révéhéeslafficace (en terme de
convergence) pour atteindre le minimum, mais également la plusngnde en appels a la
fonction de performance. Les autres méthodes n'ont souvent pas ré@msieiger, sans
doute du fait de la forme particuliéere du gradient de la fonctiopettormance (méme
corrigée).

Un autre point est a noter : au départ nous avions choisi le plan déngesride valeurs des
variables aléatoires pour que toutes les valeurs donnent une rigidit&’ep@®ur les
parameétres de minimisation optimaux (étant donné la moyenrézaitltype). Or au cours de
la recherche du minimum I'algorithme peut faire prendre a cesmgdres des valeurs qui,
pour certains points du plan d’expérience, donnent une rigidité négatig&agit d’'un
probleme de contraintes d’optimisation : les bornes des paramétremiddasation doivent
étre choisies en fonction du plan d’expériences (ou vice versaglldentaniere que ces
situations ne se présentent pas.
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5.4 Reésultats

5.4.1 Influence de la fonction de performance

Les trois fonctions de performance présentées 85.2.4 ont été tastéas plan d’expérience
de 125 points dans lintervalle [- 0,1 ; 0,1] (ce nombre de point est le nonmaxienum
autorisant un temps de calcul convenable et cet intervalle lasigoe donnait les meilleurs
résultats aprés une breve étude paramétrique).

Une premiére minimisation en utilisant la fonction de performanesurant le carré des
erreurs donne la solution présentée Table 30 et Figure 94.

i j Valeur théorique Arrivée Erreur%
0 0 107 10 0

1 0 9,22 1§ 9,01 1§ -2 %
1 1 0 0 0

1 2 1,31 0,49 -62%
2 0 0 —7,97 16

2 1 -4,93 19 —8,0116 63 %

2 2 3,7 1,98 — 46 %
2 0 2,94 10 1,34 1§ —55%
2 1 0 0 0

2 2 6,58 1,01 -85%

Table 30. Résultats pour un plan d’expérience de 125 points dans lintervalle [-0,1 ; 0,1] ;
comparaison entre les valeurs théoriques des parameétres et celles obtenues par
minimisation

1.00E+09
——Fthl
— Fth2
0.00E+00 \ Fth3
— Fopt2
Fopt3
-1.00E+09
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Figure 94. Fonction de performance de la somme des carrés des écarts absolus ; résultats
pour un plan d’expérience de 125 points dans l'intervalle [-0,1 ; 0,1] ; comparaison pour
les trois premiers modes KL entre fonctions théoriques (Fth, en trait fiop&idns
obtenues aprés minimisation (Fopt en gras).

Ce premier résultat appelle plusieurs remarques :
= La partie déterministe du champ (icl,,) est atteinte sans probleme lors de la

minimisation. S’il s’agissait d'un champ cela serait sans dplis délicat et on
retrouverait les soucis rencontrés dans les problemes inverses détesministe

= Les deux coefficients suivants sont approximativement obtenus : leundee valeur
est correct, mais la courbure originelle n’est pas restituée.

= Le dernier coefficient est tres mal retrouvé : il représéageplus petites variations
modélisées et il 'y a pas assez d’information pour obtenir toasegasiations. Cela
peut étre du a un manque de points dans le plan d’expérience ou tendarrét
trop sévére dans I'algorithme d’optimisation.

Afin d’examiner les effets dus a la prise en compte de taipdents dans la fonction de
performance, nous avons ensuite utilisé une fonction de performagsigant uniquement
I'écart sur un point de la poutre.

Deux nceuds de mesure ont été choisis : le premier nceud libre deréa(pabte 31 et Figure
95) et le nceud central (Table 32 et Figure 96).

i j Valeur théorique Arrivée Erreur%
0 0 107 10 0

1 0 9,22 10 9,73 10 6 %

1 1 0 218

1 2 1,31 1,32 2%
2 0 0 —1,2318

2 1 —4,93 19 —6,0118 23 %
2 2 3,7 3,2 ~13%
2 0 2,94 10 2,20 16 —24%
2 1 0 2,66 19

2 2 6,58 2,76 —58%

Table 31. Fonction de performance mesurant seulement I'écart sur le nceud le plus a
gauche ; résultats pour un plan d’expérience de 125 points dans l'intervalle [-
0,1; 0,1] ; comparaison entre les valeurs théoriques des paramétres et celles obtenues
par minimisation
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1.00E+09 i —
i — Fthl
i —— Fth2
0.00E+00 I Fth3
0 0.2 1—Fopt1
i — Fopt2
Position dt Fopt3
nceud de
mesure
-1.00E+09

Figure 95. Fonction de performance mesurant seulement I'écart sur le nceud le plus a
gauche ; résultats pour un plan d’expérience de 125 points dans l'intervalle [-0,1 ; 0,1] ;
comparaison pour les trois premiers modes KL entre fonctions théoriques (Fth, en trait
fin) et fonctions obtenues apres minimisation (Fopt en gras).

[ j Valeur théorique Arrivée Erreur%
0 0 10" 107 0

1 0 9,22 10 9,32 10 1%

1 1 0 218

1 2 1,31 1,40 7 %
2 0 0 —2,96 10

2 1 -4,93 19 -1,11 18 124 %
2 2 3,7 8,6 134 %
2 0 2,94 1G 2,73 10 -7 %
2 1 0 9,61 19

2 2 6,58 1,64 —-73%

Table 32. Fonction de performance mesurant seulement I'écart sur le nceud médian ;
résultats pour un plan d’expérience de 125 points dans lintervalle [-0,1 ; 0,1] ;
comparaison entre les valeurs théoriques des paramétres et celles obtenues par

minimisation
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1.00E+09
—Fthl
— Fth2
0.00E+00 Fth3
0 0.2 0.4 | 1—Fopt1
i — Fopt2
Position dt Fopt3
nceud de
mesure
-1.00E+09

Figure 96. Fonction de performance mesurant seulement I'écart sur le nceud médian ;
résultats pour un plan d’expérience de 125 points dans lintervalle [-0,1 ; 0,1] ;
comparaison pour les trois premiers modes KL entre fonctions théoriques (Fth, en trait

fin) et fonctions obtenues apres minimisation (Fopt en gras).

Ces résultats nous permettent plusieurs remarques :
a. La partie déterministe du champ (ikj},) est toujours atteinte sans probleme

b.

lors de la minimisation

Bien que seul un nceud soit utilisé pour evaluer I'écart entre lelened&a
mesure, les valeurs obtenues ne sont pas déraisonnablement éloigteées de
théorie, et peuvent méme étre considérés comme meilleurs podeugs
premiers modes que pour la somme des carrés des erreurs.

Les deux nceuds de mesure donnent des résultats différentsudlextoéme
permet une meilleure approximation de tous les coefficients gler le nceud
meédian donne un tres bon résultat pour le premier mode, mais déstséses
éloignés de la théorie pour les modes suivants.

Une fonction de performance utilisant seulement un point de mesunmaiment
pas nécessairement des résultats médiocres, car I'infornzgupmmtée par ce
point de mesure est a multiplier par le nombre de calculs du plan
d’expériences. Toutefois un seul noeud peut étre insuffisant pour deser
ambiguités propres aux problemes inverses: plusieurs configuratisns de
parameétres d’entrée peuvent produire le méme résultat pour chexcualculs

du plan d’expériences aux points de mesure. En outre I'information contenue
en ce point peut étre insuffisante pour obtenir un résultat de lasipreci
souhaitée.

Un dernier type de fonction de performance découle des deux exepmplEdents: la
somme du carré des erreurs produit un résultat trop lisse, tands pjuge en compte d’un
seul point produit un résultat qui s’éloigne facilement de la thddnie.troisieme fonction de
performance peut alors étre testée : la somme des carrésrel@s relatives, qui permet de
donner a chaque point le méme poids dans la fonction de performanddesipstits écarts
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aux extrémités, qui apportent autant d’information que les grandss earmilieu de la
poutre, sont pris en compte au méme niveau.
Les résultats sont présentés Table 33 et Figure 97.

i j Valeur théorique Arrivée Erreur%
0 0 107 10 0

1 0 9,22 10 9,13 10 1%

1 1 0 0 0

1 2 1,31 1,04 7 %
2 0 0 —7,9810

2 1 -4,93 19 -8,87 108 80 %
2 2 3,7 1,76 —52 %
2 0 2,94 1§ 1,35 16 —54 %
2 1 0 0 0

2 2 6,58 2,55 —-61%

Table 33. Fonction de performance de la somme des carrés des écarts relatifs ;srésultat
pour un plan d’expérience de 125 points dans l'intervalle [-0,1 ; 0,1] ; comparaison
entre les valeurs théoriques des parametres et celles obtenues par minimisation

1.00E+09
——Fthl
— Fth2
0.00E+00 \ Fth3
— Fopt2
Fopt3
-1.00E+09

Figure 97. Fonction de performance de la somme des carrés des écarts relatifaisésult
pour un plan d’expérience de 125 points dans l'intervalle [-0,1 ; 0,1] ; comparaison pour
les trois premiers modes KL entre fonctions théoriques (Fth, en trait fio)&tidns
obtenues aprés minimisation (Fopt en gras).

Ces résultats montrent que le premier mode est trouvé avettésnbonne précision. Le
second est convenablement approximé. Le troisieme n’est pas convemalvktneve, mais
la valeur trouvée en est une approximation lointaine.
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En conclusion nous pouvons estimer que la fonction de performance meswa@niia des
carrés des erreurs relatives semble un critere intéreasaniliser comme fonction de
performance.

5.4.2 Influence du plan d’expériences

Deux points peuvent étre examinés dans l'influence du plan d’expésiele nombre de
points et la largeur de l'intervalle dans lequel ils sont chdixisrappelle que ces points du
plan d’expériences sont des valeurs que I'on donne aux variablesragtai définissent le
champ aléatoire de la rigidité de la poutre.

“ Influence de la répartition des points dans le plan d’expérience

Les résultats obtenus dépendent beaucoup de la répartition des valplas diexpérience

utilisé : d’'une maniére geénérale les plans contenant des pointsoch@prdonnent de
meilleurs résultats que ceux répartissant les points sur unigtandhlle. Cependant un plan
d’expérience trop resserré donne également de mauvais résutliabptimum est a trouver
(ici il se situe autour de I'intervalle [-2,5 ; 2,5]).
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Figure 98. Résultats en fonction de la largeur d'un plan d’expérience de 125 points ; valeurs
théoriques en trait fin, valeurs expérimentales en trait gras.

% Influence du nombre de points dans le plan d’expériences

Afin d’examiner I'influence du nombre de points dans le plan d’expégisnr les résultats,
nous avons traité le probléme pour un plan d’expériences ou chaque vagabiare prend

n valeurs régulierement réparties dans lintervalle [-2,5; 2,5plde d’expériences étant
constitué de toutes les combinaisons dencealeurs. Les résultats (Figure 99) montrent que
méme un plan d’expérience réduit (3 points par v.a. soit 27 points audotedg de bons
résultats. Des plans plus fournis donnent de meilleurs résultatssams gain extraordinaire
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au vu du nombre de calculs supplémentaires consentis. Une dégradaticdsuléats est
méme possible : nous n'avons pas ajouté de points en dehors de lintarealelavons

seulement divisé d’'une autre maniéere. Le plan d’expériencecestrabdifié et peut donner
des résultats moins bons. Par exemple ici pour 6 points nous perdounsbiare du premier

coefficient.
i 4 points
3 pomts 1.00E+09 p

1.00E+09 7a<

0.00E+00 ‘ -~ ‘ 0.00E+00 ‘ N— ‘
02 o4 ML > 0'4\\“‘%%L

-1.00E+09 -1.00E+09
5 points 6 points
1.00E+09 1.00E+09
x\ x\
0.00E+00 }———— — 0.00E+00 :
0.2 0.4 0.8 ] 0.2 0.4 0.8 |
-1.00E+09 -1.00E+09

Figure 99. Résultats pour différents nombres de point par v.a. dans le plan d’expérience ;
résultats théoriques en trait fin, résultats expérimentaux en gras

Ces graphiques montrent en outre qu’il est difficile d'augmeanteguaélité des résultats de la
méthode en augmentant le nombre de points dans le plan d’expériences.

“ Plan d’expériences aux racines du polynédme

Il nous reste a examiner la pertinence d’'un plan d’expérieftcgsasix racines du polynéme

de degré immédiatement supérieur a celui utilisé. Ici nousandi le second degré au
maximum (dans la décomposition de la fleche), il nous faut donc reréesl racines d’un
polynéme de Hermite de degré 3, c’est a dire de :

(430) H(x)=x*-3x

Ses racines, arrondies a la troisieme décimale, sont: —-1,732; 0; 1,732s Tesit
combinaisons de ces trois valeurs sont utilisées pour formerHredf@apériences, soit 27
points au total ce qui est égal au plus petit plan d’expériencermeifutilisé. La Figure 100
montre qu’un tel plan donne des résultats comparables a ceux obtenus pownun pl
d’expériences comptant huit fois plus de points.
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1.00E+09

0.00E+00

-1.00E+09

Figure 100. Résultats pour un plan d’expérience aux racines du polyndme de Hermite ;
résultats théoriques en trait fin, résultats expérimentaux en gras

En outre il faut noter qu’ici I'ajout de points supplémentaire danqdae d’expériences peut
encore améliorer les résultats (au prix d’'une multiplication dubmende calculs) : par
exemple la Figure 101 montre les résultats quand les valeurs —2,5 sbnt ajoutées.
Cependant cette amélioration ne se produit que pour certaines vaiesirsjuand les valeurs
-1 et 1 sont ajoutées au plan d’expériences les résultats ne chgongemtarginalement

(Figure 102).

1.00E+09
— e —
0.00E+00
(P 0.2
-1.00E+09

Figure 101. Résultats pour un plan d’expérience aux racines du polyndme de Hermite enrichi
des deux valeurs —2,5 et 2,5 ; résultats théoriques en trait fin, résultats expérimentaux en
gras
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1.00E+09

0.00E+00 ‘

-1.00E+09

Figure 102. Résultats pour un plan d’expérience aux racines du polyndme de Hermite enrichi
des deux valeurs —1 et 1 ; résultats théoriques en trait fin, résultats expérimentaux en
gras

Ces résultats montrent que plus que la quantité de points dans téepla@riences c’est leur
position qui influence la qualité des résultats. Dans cette optigaemble que le plan
d’expérience constitué des racines du polyndme de degré immédiatupéneur a celui
utilisé dans les calculs constitue un choix intéressant.

5.4.3 Stabilité des résultats

Un point important & examiner dans les problemes inverses eabilitétdes résultats. Les
procédures de minimisation donnent la fausse impression que le probléarsej auparavant
insoluble, devient un probleme classique. Il n’en est rien : si weitieode permet de corriger
'absence d’existence et —si la minimisation est convenablentdisee— d’unicité de la

solution, elle ne modifie pas sa stabilité : si les points sontdisgersés autour de leurs
valeurs exactes, le modeéle physique se révele incapable rdectdncider les mesures
simulées et les mesures réelles lors de la minimisatms snodifier profondément les
parametres de I'entrée.

Cependant dans le cas de cette méthode stochastique une question: sguptlsedonnée
sera perturbée en pratique ? Contrairement a un probléme invezsaidiste type, ici les
mesures ne sont pas utilisées telles quelles mais sonbtragsk en utilisant des méthodes
statistiques et probabilistes (variogramme et décomposition iendgeKarhunen-Loéve par
exemple). Des lors le bruit des données est pris en compte loedtelecaractérisation (c’est
« l'effet pépite » du variogramme par exemple). La décompos#ous forme de chaos
polynomial permet de hiérarchiser I'aléatoire et donc de staffria a priori du bruit blanc
(en représentant d’abord les corrélations entre les points). Utadbiiité analogue a celle
rencontrée dans les problemes inverses déterministes est a priori exclue.

Deés lors ce que I'on peut considérer comme du bruit dans les dastaase sous- ou sur-
estimation des coefficients du chaos polynomial de la fleche. ddus-estimation des
coefficients de 10% donne les résultats présentés Figure 103dification du résultat reste
de l'ordre du raisonnable pour le premier coefficient. Si la sdiusaon atteint
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20%,l'erreur sur le premier coefficient reste encore raisonn@idgire 104). Le deuxiéme
coefficient est par contre tres affecté par I'erreurlesidonnées, sans que cela ne sorte des
limites du raisonnable (il N’y a pas de divergence nette comme wla probleme inverse
déterministe).
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Figure 103. Comparaison des résultats pour des coefficients de la fleche sous-estimés de
10% (courbes F10%n) et les coefficients trouves pour des données exactes; plan
d’expérience de 5 points par v.a. dans l'intervalle [-2,5 ; 2,5]
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Figure 104. Comparaison des résultats pour des coefficients de la fleche sous-estimés de
20% (courbes F20%n) et les coefficients trouvés pour des données exactes; plan
d’expérience de 5 points par v.a. dans l'intervalle [-2,5 ; 2,5]

6 Exemple complet

Cet exemple reprend le cas de la poutre déja étudié au paedraphmais en utilisant la
totalité de la méthode proposée. C’est a dire que cette famiep aléatoire de la fleche sera
simulé et des mesures de ce champ serviront de données pour retrouver la rigidité.

6.1 Données

La rigidité de la poutre est modélisée par un champ aléataissiga de moyenngly et de
fonction de covariance exponentielle. Les données numériques, identigedes ae
'exemple précédent, sont rappelées dans la Table 34.

Nom Symbole  Valeur
Moyenne m, 1,667 16 N.m?
Ecart-type o, 1,667 10 N.m?
X_
Fonction de covariance Ca(xy) Cu(xy) =03 exp[—@j
Longueur de corrélation I 1m
Longueur de la poutre L 1m
Chargement q 100 N/m

Table 34. Parametres de la rigidité

6.2 Geénération des mesures

Les mesures sont générées en réalisant une décompositioreated€arhunen-Loéve de la
rigidité, en se limitant a trois variables aléatoires :
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3
(o) EV(s@)=BL+ 324 (@) 9(9
Ensuite une réalisation des variables aléatoires nougdorntrajectoire de la rigidité :
3
(a32) El(s@)=El +2 A4 (@) 9(9)
i=1

La fleche correspondant au champ aléatoire degldité est alors obtenue par un simple
calcul déterministe ekl=1000 pointss régulierement espacés sur la longueur de la poutre.

(433) v =Vv(El(sa), s) i=1...M
Les mesures générées par cette méthode sont présentekskigare 105.
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Figure 105. Mesures de la fleche générées pour I'exemple

6.3 Détermination de la fonction de covariance de la fleche
(variogramme)

6.3.1 Etablissement du variogramme des mesures

Le variogramme mesure la covariance d’'un champ dgenme nulle. Une premiére étape
consiste donc a soustraire aux mesures une fleche moyegiteefl€he moyenne est obtenue
en minimisant I'écart au sens des moindres cam@fe é&s mesures et une fleche simulée par
une rigiditéEl, (variable de minimisation) constante sur toute la poutre :

a0y Elo= rryln(i(v( Ely,§) - v)zj

V(EI;,S) est alors considéré comme la fleche moye@(m). Si la variance du champ est

faible alors cette valeur peut étre considérée cerfammoyenne du champ a déterminer. Il
s’agit d’'une linéarisation du probleme, la moyeneepouvant pas en théorie étre séparée des
autres coefficients du chaos polynomial de cetteria

Dans notre cas la valeur déterminée EEt= 1,701 16, soit une différence de seulement 2%
avec la vraie moyenne.

Il ne reste plus ensuite qu’a soustraire la vatieula fleche moyenne aux mesures
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(435) Vi=y-y(s)  i=1.M

Il est ensuite possible de tracer le variogramme des pointsut d’abord en calcularm(h)
'ensemble des différences de valeur de fleche entre des points a la m@meeHis

[ [} 2
(436) Q(h)z{vi —V ‘ H‘s_?H =ﬁ}
Le variogramme expérimental des mesures est alors la variancectisemble :
. 1
(az7y YV (n)=Zvara(h)]

Dans notre exemple nous déterminons ainsi le variograméserge Figure 106.

1510 I I I I

| | | |
0 200 400 600 800 1000

h (mm)

Figure 106. Variogramme expérimental des mesures

6.3.2 Recalage du variogramme théorique

Cette phase consiste a déterminer les parametrds fiaction de covariance choisie en
minimisant I'écart entre le variogramme théoriggsaxié a cette fonction et le variogramme
expérimental des mesures.

Nous choisissons ici d’attribuer une fonction de covaga@onentielle ( 438 ) a la fleche.

(438) CV(X’V)ZUVZGXP{ |

Les deux paramétres a déterminer sont donc la éangie corrélatioh, et I'écart-typeo, du

champ aléatoire. Nous avons vu dans le Chapitreedajdétermination brute de ces valeurs
par une procédure de minimisation de I'écart aws s moindres carrés donne des résultats
décevants. Nous allons donc dans ce cas essaydttetenther ces parameétres de maniére
plus « manuelle ».

Les derniéres valeurs d’'un variogramme sont ermukefait de la réduction du nombre de
couples de points a la méme distahc&n théorie la courbe devrait converger vers urepali
identifiant la variance du champ. Cette limite sembé situer ici ver§=500 : un palier
semble vouloir se dessiner. Nous forcons son appaeh effacant donc les derniéres valeurs

\
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de ce variogramme pour les remplacer par une valeur que I'on cenéideéda valeur palier
moyenne. Ensuite nous pouvons lancer une procédure de minimisation poonirckétées
deux paramétres du variogramme théorique.

13

1510
-13 | ’ |
Variogramme : 1-10
expérimental ! .
----- théorique u
510 | ¢ —
ok | | | |

0 0.2 0.4 0.6 0.8
h (m’

Figure 107. Variogrammes expérimental et théorique

Les parametres déterminés via cette proceédure sont présentés darie B5T

Nom Symbole  Valeur déterminée
Longueur de corrélation l, 0,232 m
Ecart-type o, 3,584 10' m

Table 35. Parametres du champ aléatoire de la fleche déterminés en utilisant le
variogramme

6.4 Décomposition KL du champ de sortie

Une fois la fonction de covariance du champ aléatoire de la fletbeiéée, il est possible
de réaliser une décomposition en série de Karhunen-Loéve demmg.c Nous utilisons les
formules analytiqgues présentées dans le Chapitre 3 pour réstserdécomposition. La
Figure 108 montre les fonctions propres trouvées et la Figure 109 nt@rfvaction de
covariance théorique et celle obtenue apres décomposition.
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Figure 108. Trois premieres fonctions propres de la covariance de la fleche

51071

Figure 109. Fonction de covariance de la fleche théorique (gauche) et reconstituée a partir
de la décomposition KL (droite)

6.5 Parameétrisation du résultat

A partir de ce point nous disposons d’une décomposition de la flecheirgrailee que nous
possédions dans I'exemple du 85. La méme méthode peut alors étre déroulée.

Le champ aléatoire de la rigidité étant I'inconnue a déteminous cherchons sa
décomposition sur un chaos polynomial des variables aléatoires de denpibéition
expérimentale de la fleche. Ce chaos polynomial sera limit& awaxiables aléatoires de la
décomposition de la fleche et nous arrétons le degré maximal de®pely a 2, ce qui
représente 10 polynémes indiqués dans la Table 36.

202



Chapitre VI - Proposition de Méthode Inverse Stochastique

Table 36. Polyndmes du chaos polynomial de la rigidité

La rigidité se décompose comme suit sur le chaos polynomial :
(439) Ele ({4 ,s,a)):;z//j ({Z(w)} ) d({4)

La paramétrisation retenue pour les fonctidrﬂ(ss,{/}}) est un polyndme de degré 2 :

(aa0y Ele ({A sw)= gl//,- ({Z(w)} )(/1,»0 +/1j1(s—%j +4 2( s—%]z]

6.6 Minimisation
La fonction de performance choisie mesure la sordesecarrés des écarts relatifs entre la
mesure et la simulation de la fleche pour toud lepoints de mesure :

i{vg(s)(k’—\é(%{ﬂ} )]

v, (.,:,f )(k)

Le plan d’expériences choisi est constitué desemcdes polynédmes du chaos polynomial de
la fleche, c'estadire: —2,5;-1,732;0; 1,725.

(441) I({4)=

N
k=1 i=1

L’algorithme d’optimisation retenu est le simplexgui a donné de bons résultats dans
I'exemple précédent.
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6.7 Reésultats
Les coefficients trouvés via la méthode inverse sont présentés dans lalBi@ure
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Figure 110. Coefficients du chaos polynomial

Il est difficile de se prononcer a priori sur la forme etddeur de chacun des coefficients.
Toutefois un test simple peut étre effectué : le calcul derlanee du champ aléatoire décrit
par ce chaos polynomial. En effet au chapitre 2 nous avons vu quélzceate la projection
d’'un champ aléatoire sur le chaos polynomial s’obtient a partircdefficients via la
formule :

m

(442) a*(s) ZZE[‘/’J' (“))2} d(9°

j=1

L’écart-type obtenu de cette maniére de ce calcul est préseanté Eifl et comparé a I'écart-
type théorique.
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Figure 111. Ecart-type expérimental et théorique

Nous pouvons observer que I'écart-type est de 45% a 70% supétewal@ur théorique,
cependant de nombreuses approximations ont été réalisées, en partiotdre de la
décomposition en série de Karhunen-Loeve des données et le degapdipatynomial du
résultat (deux paramétres influencant le nombre de calculs de maniére noe)linéair
L'utilisation de plus de variables aléatoires, et d'un degré @legé du chaos polynomial
permettrait de réduire ces approximations, mais pour un codt de calcul plus important
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7 Conclusion

Les méthodes stochastiques non intrusives sont un outil permettant aEmJes résolution
de problemes inverses stochastiques. La méthode retenue, basée sordexpkxiences et
une minimisation, nécessite :
e un code de calcul résolvant le probleme direct ;
e une décomposition des données (la sortie) sur le chaos polynomial ;
e une paramétrisation des coefficients du chaos polynomial du résultat
('entrée) ;
* un outil de minimisation pouvant appeler le code de calcul.

La méthode consiste alors a faire coincider pour un certain nomsbpmidts une sortie
simulée a partir d'une entrée paramétrisée et la sortisunde projetée sur le chaos
polynomial. Le nombre de calculs nécessaires dans une telle mébiodaportant (pour
chacun des points du plan d’expériences un calcul est réalise€,aetleque appel a la
fonction de performance), mais est inévitable car les problenvesses et les problemes
stochastiques sont chacun tres gourmands en calculs. La réduction dwe mEmdalculs
nécessaire passe par
» lutilisation du plan d’expériences le plus restreint possible ;
o lutilisation d'un algorithme de minimisation adapté au probleme (de
nombreux types d’algorithmes existent, permettant peut-étre diereéle
nombre d’appels a la fonction de performance).

La mise en ceuvre de la méthode sur un exemple complet (a parasdees simulées) nous
a permis de constater la somme d’approximations que requétaitregthode : choix a priori
d’'une fonction de covariance pour les données et discrétisation lds-aelprojection du
résultat sur un chaos polynomial tronqué (nombre de variables aéattirdegré des
polyndmes limités) via une paramétrisation de coefficientsetlgorithme de minimisation.
Les sources de perte d’information sont nombreuses, cette méthode do#étondtilisée
avec précaution.

Nous n’avons testé ici qu’une des voies possibles. Une autre méthodéecamssoupler les
deux minimisations du problémes inverses et a les imbriquer (84.4) : la prenmignésation
permet de trouver la sortie simulée et la deuxieme la fait coincidetaasexie mesurée.

Un autre choix peut consister a utiliser les schémas de quadietapetre 3) pour résoudre
de maniére non intrusive le probléme stochastique direct, ce daisee alors plus qu’'une
procédure de minimisation.
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1 Conclusion

Le but de cette thése était de développer une méthode permatiantification et la
représentation d’un champ aléatoire. Deux domaines étaient concernésthlagesméverses
et les méthodes probabilistes, chacun portant son lot de diffidudtéséthode détaillée dans
le chapitre 5 propose de résoudre ce probleme d’identification en couplantnéthode
inverse par régression avec la méthode de calcul stochastiquetngive basée elle aussi
sur la régression.

Une premiére phase consiste a modéliser les mesures sousorome gtochastique.
Typiquement on cherchera a modéliser les mesures sous la foomged’ de variables
aléatoires. Pour cela plusieurs méthodes existent : on citergoatépga possibilité d’utiliser
des méthodes de geostatisticiens pour déterminer la fonction déanceadu champ sous-
jacent, puis d'utiliser la décomposition en série de Karhunen-Loéve gloianir le
développement spectral du champ aléatoire d’entrée sur un jeu de variabtéealéat

Une fois les données exprimées sous forme de champs aléatmiecsieuxieme phase
consiste a paramétriser le champ aléatoire que I'on cherdh&eaminer. Une base de
I'espace aléatoire est le chaos polynomial. Il est donc natmehercher la décomposition de
'entrée sur un chaos polynomial tronqué a un degré compatible apegskance de calcul
disponible. Pour simplifier considérablement le probleme le jeu dables aléatoires utilisé
est le méme que celui de la sortie. La paramétrisation edgrde porte alors sur les
coefficients du chaos polynomial, qui sont des fonctions (de I'espacemghs tau d'autres

parametres) dans le cas d’'un champ aléatoire ou des réels dans le casblecal@atoire.

L’entrée étant discrétisée et paramétrisée, il ne resseqoi'a la faire coincider avec la sortie,
elle aussi modélisée et discrétisée a partir des medlmesméthode de calcul attirante pour
réaliser la correspondance est la méthode non intrusive pasgiégreCette méthode est
basée sur un plan d’expériences de réalisations des variabddsirag: a chacun des
membres du jeu de variables aléatoires sont attribuées plusideussvedéterminées. Le
calcul déterministe est alors lancé pour chacunndasints de ce plan d’expériences. @es
résultats de calcul (un résultat pouvant étre par exemple lescdépints nodaux dans le cas
d’'un calcul éléments finis, mais aussi un champ de températigedurde de vie, etc...)
seront les sorties « simulées ».

Les variables aléatoires de sortie étant les mémes dee dantrée, nous obtenons aussi
sorties « réelles ».

C'est alors qu'intervient la régression: un algorithme d'optinteatest utilisé pour
minimiser la différence entre la sortie réelle et laisastmulée. Pour cela il modifie les
parametres de I'entrée et relance esalculs du plan d’expériences autant de fois qu'il le
faut. Quand le critere d’arrét est atteint nous obtenons une solutipmoléme inverse
stochastique.

Cette méthode souffre de plusieurs limitations :
* le colt de calcul nécessaire pour obtenir mesésultats a chaque itération de
I'algorithme de minimisation ;
* les approximations successives qu’elle nécessite, en partikuBede la projection
des données et du résultat sur le chaos polynomial ;
* la quantité d'information (mesures) nécessaire pour la mettre en ceuvre.
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Cependant elle possede I'avantage d’étre particulierement simple a enettnavre :
e aucune modification du code de calcul n’est nécessaire ;
* seul un logiciel d’optimisation permettant de piloter ce code est requis ;
 les résultats obtenus, les coefficients du chaos polynomial, sorttedient
exploitables.

2 Perspectives

La méthode présentée combine deux minimisations en une, principalemeinepaaisons
de simplicité (elle fonctionne ainsi avec un code de calcul &igiciel de minimisation sans
gu'’il soit besoin de leur apporter de modification). Il seraitredgant d’examiner 'intérét de
découpler ces deux minimisations : peut-étre la forme de la foradigrerformance serait-
elle alors différente, et la minimisation plus aisée (ce guraduirait par un codt de calcul
moindre).

De plus il est également possible de calculer la sortie &emeih utilisant la méthode non
intrusive par quadrature, ce qui ne laisserait plus alors qu’'une swuoieisation. Cette
meéthode de calcul enregistre un regain d’intérét en raison de $&iptes d’utiliser des
schémas de cubature réduisant le nombre de calculs.

En outre l'influence du type de paramétrisation choisie pour tdtaégpolynémes, série de
Fourrier,...) reste a examiner.

Enfin il apparait nécessaire d’examiner plus attentivememédassité ou non de régulariser
ce genre de probleme. Bien que les exemples traités n'ont pas wiorgtabilité, cependant
il n'est pas possible d’en déduire une propriété géenérale. De nasebrenéthodes de
régularisation existent pour les problémes inverses déterrsinigtepeuvent étre transposées
dans le domaine stochastique si besoin était.
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