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Introduction

Cette these se place dans le domaine de la distribution de valeurs des fonctions méromor-
phes. On se propose d’étudier des propriétés des fonctions méromorphes dans un corps ul-
tramétrique complet, algébriquement clos de caractéristique 0 qui sera noté K (ex: K = C,),
ainsi que des propriétés des fonctions méromorphes dans un disque ouvert contenu dans K.

Beaucoup d’études ont été faites au cours de ces dernieres années sur la distribution de
valeurs des fonctions méromorphes complexes, notamment de la part de G. Gundersen, M.
Reinders, E. Mues, G. Franck, C.C. Yang, Ping Li, Liangwen Wao, Ilpo Laine..., etc. Les
problemes étudiés concernent d’une part la répartition des zéros de fonctions méromorphes
complexes et d’autre part des problemes d’unicité pour des fonctions méromorphes com-
plexes satisfaisant certaines équations fonctionnelles.

Il était donc naturel d’examiner des problemes analogues de distributions des zéros pour
différents types de fonctions méromorphes ultramétriques dans K ou dans un disque ouvert
contenu dans K : par exemple, leurs valeurs exceptionnelles. De méme, des problemes d’uni-
cité pour des fonctions méromorphes ultramétriques dans K ou dans un disque ouvert de
K, qui satisfont certaines conditions : par exemple, qui partagent une fonction méromorphe
en prenant ou non en compte les multiplicités. Ce dernier type de probleme comporte
naturellement des liens avec les problemes portant sur les polynomes d’unicité pour des
fonctions méromorphes dans K [24], [37], et aussi avec les ensembles d’unicité (URSCM)
[22] dans K.

Plus généralement, ces travaux sont en relation avec ceux effectués ces dernieres années
en distribution de valeurs pour des fonctions méromorphes ultramétriques, exposés notam-
ment aux congres de PAMS a Phoenix en 2004 et San Antonio en 2006 et aux derniers
congres d’analyse p-adique (Clermont-Ferrand (2004), Concepcién (2006-Chili) et Lansing
(2008—EEUU)). Les chercheurs les plus en vue dans ce domaine sont W. Cherry et Min Ru
(Texas), Pitman Wong, C.C. Yang (Hong Kong), Peichu Hu (Chine), Julie Wang (Taiwan),
Ta Thi Hoai An (Vietnam), ainsi que A. Boutabaa et A. Escassut.



10 Introduction

La méthode la plus utilisée dans ce travail est la Théorie de Nevanlinna ultramétrique,
due a A. Boutabaa [10], qui s’applique non seulement a des fonctions méromorphes dans
tout le corps K, mais aussi aux fonctions méromorphes non bornées dans un disque ouvert
de K. Les théoremes les plus fréquemment utilisés sont le Deuzieme théoreme fondamental
de Nevanlinna [15] ainsi que le Théoréme de Nevanlinna sur trois petites fonctions [39], avec
toutes ses applications, notamment aux fonctions entieres ou analytiques dans un disque
ouvert.

Le premier et le deuxieme chapitre sont essentiellement destinés a rappeler des pro-
priétés classiques des éléments analytiques (dans un disque, dans une couronne) et leurs
applications aux fonctions analytiques et méromorphes ultramétriques. En général on donne
seulement la référence bibliographique de ces résultats car en principe ils sont bien connus
des spécialistes. Néanmoins, si la référence n’est pas spécifiée, ils constituent des résultats
originaux (ou tout au moins, des résultats que 'on n’a pas trouvés dans les ouvrages déja
publiés...). Par exemple dans la Section 1.7 du Chapitre 1, on introduit la définition des va-
leurs spéciales d’une fonction méromorphe et on s’intéresse a ces valeurs pour une fonction
méromorphe ultramétrique et sa dérivée. Dans la Section 2.2 du Chapitre 2, on montre
une inégalité de Milloux pour les fonctions ultramétriques, on donne des propriétés des
petites fonctions, notamment le Théoreme de Nevanlinna sur trois petites fonctions [39],
et on rappelle le classique probleme de Lazard [44] sur les zéros des fonctions analytiques
dans un disque ouvert qu’on peut contourner, dans nos travaux, en considérant une exten-
sion de K sphériquement complete [21]. Dans ces derniers cas on donne tous les détails des
démonstrations.

Dans le Chapitre 3, on s’intéresse a la distribution des zéros de fonctions méromorphes,
en particulier a la Conjecture de Hayman ultramétrique : la répartition des zéros de la fonc-
tion f'+7 f™ ou f est méromorphe dans K ou dans un disque ouvert, et 7 est une fonction
rationnelle. On montre que la conjecture de Hayman est résolue pour m = 1 et m > 5,
et on donne des solutions particulieres, en utilisant des fonctions méromorphes optimales,
quand m = 3 ou m = 4. Le cas m = 2 reste une question ouverte. Puis on étudie un
probléme voisin : la répartition des zéros de fonctions de la forme oy P'(f)f" — o ot P est
un polynome a coefficients dans K tel que P’ n’ait que 2 zéros distincts, et ol oy et oy sont
des petites fonctions par rapport a f. On montre que, par exemple, la fonction P'(f)f — «
admet une infinité de zéros quand f est une fonction analytique transcendante dans K ou
non bornée dans un disque ouvert et que le degré du polynome P’ est au moins 2, ou bien
quand f est une fonction méromorphe transcendante dans K ou non bornée dans un disque
ouvert et que le degré du polynéme P’ est au moins 4.

Dans le Chapitre 4, on s’intéresse a des problemes d’unicité pour des fonctions de la
forme f'f™ et ¢’¢g™ qui partagent une fonction constante, en comptant ou non les multi-
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plicités. Si f et g partagent une constante , en comptant les multiplicités, on montre que
f=dgoudt =1, quand f et ¢ sont des fonctions méromorphes dans K ou non bornées
dans un disque ouvert et n > 11. On montre aussi que f = dg ou d"™! = 1, quand f et
g sont des fonctions analytiques dans K ou non bornées dans un disque ouvert et n > 4.
On obtient également des résultats dans le cas ou les fonctions partagent une constante
sans prendre en compte les multiplicités (un probleme qui, bien sur, s’apparente a celui
des URSIM). D’autre part suivant une série de problemes nouveaux dans C, on s’intéresse
a des problemes d’unicité pour des fonctions de la forme P'(f)f" et P'(g)g’ qui partagent
une petite fonction o en comptant les multiplicités : f = ¢ si f et g sont des fonctions
méromorphes transcendantes dans K et P est un polynome a coefficients dans K tel que P’
admette exactement deux zéros distincts chacun d’ordre au moins 2. Mais si 'un des zéros
de P’ est d’ordre 1, alors f et g ne sont pas nécessairement égaux. On montre a cette occa-
sion que les polynomes P a coefficients dans K tels que P" admette exactement deux zéros
distincts dont 1'un est d’ordre 2 et ’autre d’ordre au moins 3 sont des polynomes d’unicité
pour les fonctions méromorphes non bornées dans un disque ouvert, ce qui rapproche ce
probleme de ceux concernant les fonctions méromorphes dans K.

Finalement, dans le Chapitre 5, on s’interesse a 1’existence ou non de solutions pour des
équations fonctionnelles du type Diophantien. Dans un corps ultramétrique K, le Théoréme
de Picard-Berkovich [9] montre qu’il n’existe pas de fonctions méromorphes dans K qui satis-
font I’équation F'(z,y) = 0 d’une courbe algébrique de genre > 1. Ici, on étudie l'existence
ou non de solutions admissibles pour des équations fonctionnelles du type P(z) = Q(y)
ou P et () sont des polynomes dont les coefficients sont des fonctions méromorphes et on
donne des conditions suffisantes pour montrer qu’il n’existe aucune paire de solutions ad-
misstbles pour une telle équation et, s’il existe une paire de solutions admissibles pour une
telle équation, elle a une forme tres particuliere. Le sujet de ce chapitre avait été aimable-
ment proposé par Monsieur C. C. Yang pendant un séjour a I'Université Blaise Pascal en
Juillet 2006.






Chapitre 1

Propriétés des fonctions
méromorphes ultramétriques

Ce chapitre est essentiellement destiné a rappeler des propriétés déja connues des fonc-
tions analytiques ultramétriques (dans un disque, dans une couronne, dans le corps tout
entier) et leurs applications aux fonctions méromorphes ultramétriques.

En effet ’'abondance des résultats, en principe bien connus des spécialistes, nécessaires
dans la suite de ces travaux, rendait souhaitable une compilation initiale des propriétés
classiques de ces fonctions. En général, on donne seulement des références bibliographiques,
par exemple [21] ou [23], dans le cas ou le lecteur souhaite approfondir les démonstrations.
Néanmoins, la Section 1.7 comporte une étude des valeurs spéciales de fonctions méromorphes
comportant des résultats originaux et on donne alors tous les détails des démonstrations.

1.1 Valuation ultramétrique

D’abord on a besoin de rappeler quelques définitions basiques qui concernent des corps
ultramétriques et aussi quelques propriétés immédiates de polynomes sur ce corps.

Définition. Soit L un corps. Une valeur absolue ultramétrique sur L est une application
|-|: L — Ry telle que :

(i) || >0 Vze L.

(17) || = 0 si et seulement six =0 Vz € L.
) |
) |

(i1 +y| <max{|z|,|y|} Vz,ye L.

X
() |zy| = |z[ly| Vz,y € L.

13
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La propriété (iii) est connue comme ['inégalité triangulaire forte. De plus, il est facile a
montrer que si | - | est valeur absolue ultramétrique sur L et a,b € L tels que |a| < ||, alors
|b—al = 0.

Ezemple. Soit p un nombre premier et soit m €]1, +00[. Remarquons que chaque n € Z*
peut étre écrit d’'une fagon unique sous la forme p®q ou g € Z*, et p et ¢ premiers entre eux.
En prenant |n|, = 7%, on montre facilement que |- |, est une valeur absolue ultramétrique
sur Z.

Notation. Soit L un corps muni d’une valeur absolue ultramétrique non-triviale | - |. On
note Uy, I'ensemble {x € L : |z| < 1} et Wy, Pensemble {z € L : |z| < 1}. Alors, Uy, est
un sous-anneau local de L appelé anneau de valuation de L et Wy, est son idéal maximal.

U
L= WL est appelé le corps résiduel de L. Pour tout a € L, on note a la classe résiduelle
L

de a. La caractéristique de L est appelé la caractéristique résiduelle de L.

On note log une fonction logarithmique réelle de base m > 1 et on pose v(z) = — log|z|
Va € L. Cette fonction v, définie sur L, est appelé la valuation associée a la valeur absolue
| -]. Soit L* = L\ {0}. Alors |L*| est un sous-groupe du groupe multiplicatif (R*,-) et
I'image de L* par la valuation v est alors un sous-groupe du groupe additif (R, +) qui est
appelé le groupe de valuation de L. La valuation de L est appelée discrete si son groupe de
valuation est un sous-groupe discret de R. De plus, si le groupe de valuation est dense dans
R, alors la valuation est appelée dense.

Lemme 1.1.1. (Lemme 1.5 [21]) Si L est un corps algébriqguement clos, alors son groupe
de valuation est dense dans R.

Théoreme 1.1.1. (Théoréme 1.3 [21]) Soit L un corps complet pour une valeur absolue
non-triviale et soit F une extension algébrique de L. Alors il existe un unique prolongement
de la valeur absolue de L a F.
a

= &, on voit
p ‘b’p
que | - |, est une valeur absolue sur Q qu’on appelle la valeur absolue p-adique. N est dense
dans Z par rapport a cette valeur absolue. Le corps résiduel de Q est le corps fini [F,, et la
caractéristique résiduelle de Q est p. Soit Q, la complétion de Q par rapport a la valeur

- a
Remarque. En prenant en compte '’exemple précédent et en posant ‘Z

absolue p-adique et soit Q, la cloture algébrique de @QQ, munie de 1'unique valeur absolue

qui prolonge celle de @,. On note C, la complétion de QQ,. C, est un corps algébriquement
clos [21].
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1.2 Polynomes

Notation. A partir d’ici et tout au long de ce travail, on notera K un corps algébriquement
clos, complet par rapport a une valeur absolue ultramétrique |-|. On note v(x) = —log |z,
r € K, la valuation associée a cette valeur absolue.

Soient R € R* et r €]0, R[. Soit § € K. On note d(¢,r) I'ensemble {z € K: |z —0| < r}
et I'on appelle disque fermé, on note d(6,r~) 'ensemble {x € K : |[x—60| < r} et 'on appelle
disque ouvert et on note C'(6,7) = d(0,r) \ d(0,r~) le cercle de centre 6 et rayon r. Soient
1,72 €]0, R[ tels que 1 < 79, on note I'(6, 71, 72) P'ensemble {z € K:r; < |z — 0| <ro} et
I’on appelle couronne.

En utilisant des propriétés associées a une valuation ultramétrique, on montre, par
exemple, que si b € d(0,r) alors d(b,r) =d(f,r). De méme, si b € d(d,r") alors
d(b,r7) =d(0,r7). De plus, si deux disques D; et Dy sont tels que D; N Dy # () alors
ou bien D; C D5 ou bien Dy C D;.

Par ailleurs, les disques d(b,r~) contenus dans d(a,r) (resp. dans C(a,r)) sont les
disques d(b,r) tels que b € d(a,r) (resp. be Cfa, r)) On les appelle les classes de d(a,r)
(resp. de C(a,r)).

Définition. Soit P(z Za]xj € Klz]. Alors, on définit ||P|| := sup |a,|.

<i<q
Lemme 1.2.1. (Lemme 4.1 [21]) |- || est une norme multiplicative. Elle est appelée la
norme de Gauss.
Théoréme 1.2.1. (Lemmes 4.2 - 4.3 [21]) Soit P(x Zajxj € Klz] non nul et soit
€0, +oo[. Alors |P(z)| admet une limite |P|(r) quand |as\ tend vers r mais |x| # r et

|P|( )= max la;|r?. De méme, pour a € d(0,r), |P(x)| admet la méme limite |P|(r) quand

|z — al tend vers r mais |r —al #r.

Soit x € d(0,r). Alors |P(x)| < |P|(r). Si P n’a pas de zéros dans la classe de x dans d(0,r),
alors |P(x)| = |P|(r). Si P admet au moins un zéro dans cette classe, alors |P(x)| < |P|(r).

La fonction qui va de K[z| sur Ry définie par P +— |P|(r) est une valeur absolue sur Klz]
qui prolonge celle de K.



16 J. Ojeda - Fuentealba

Le corollaire suivant est une application immédiate des Théoremes 1.2.1.

Corollaire 1.2.1.1. (Lemmes 4.2 - 4.3 [21]) Soit h € K(z) et soit r € R}.. Pour chaque
a€d0,r), on al ‘ lir|n ” \h(z)| = |h|(r).

Soit x € C(0,r). Si h n’a ni zéros, ni poles dans la classe de x dans C(0,r), alors
r

()] = |h](r).

q

Théoréme 1.2.2. (Théoréme 4.5 [21]) Soit P(z) = Zajxj un polynéme unitaire sur
=0

Kl[z], tel que chaque a; € d(0,1). Alors les q zéros du polynéme P appartiennent au disque

d(0,1).

Remarque. Ces valeurs absolues ultramétriques définies sur K[z] sont prolongées d’une

P P
fagon naturelle aux valeurs absolues ultramétriques définies sur K(x) par 0 ‘ (r) = : Q:ET;
r
Notation. Soit i € K(z) et soit r €]0, +oo[. On note v(h, —logr) := —log (|h|(r)).

q

Lemme 1.2.2. (Lemmes 4.7 - 4.8 [21]) Soit P(z) = Zajxj € K[z] non nul et soit
=0

r e R, Alors v(P,—logr) = Ogiqv(aj) — jlogr.

Pour tout x € K, on a U(P(a:)) > U(P, —logr). De plus, U(P(ZL‘)) = U(P,—logr) si et

seulement si P n’a pas de zéros [ tels que v(x) < wv(x — ), c’est-a-dire que

U(P(:E)) = U(P, — log r) si et seulement si x n’appartient pas a la classe des (3.

Soit h € K(x) non nulle et soit x € K. Si h n’a pas de zéros (3 tels que v(x — ) > v(x) et
h n'a pas de péles y tels que v(z — ) > v(z), alors v(h(z)) = v(h, —logr).

Lemme 1.2.3. (Lemme 4.9 [21]) Soient hy, hs € K(z) non nulles et soit r € RY.. Alors
v(hy + ha, —logr) > min {v(hy, —logr),v(he, —logr)} et si v(hi, —logr) < v(he,—logr),
on a v(hy + hg, —logr) = v(hy,—logr). De plus

v(hy - hg, —logr) = v(hy, —logr) + v(he, —logr).
q .
Notation. Soit P(x) = Zajx’ € K[z] non nul et soit r € R%. On note v™(P,r) (resp.
=0

v (P, r)) le plus grand (resp. le plus petit) indice j € Ntel que v(a;) — jlogr = v(P, —logr).
Si vt(P,r)=v (P,r), on écrit simplement v(r, f).
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q
Théoréme 1.2.3. (Théoreme 4.11 [21]) Soit P(z) = Zajxj € K[z] non nul. Pour chaque
=0
reRY, vT(P,r)—v=(P,r) est égal au nombre de zéros de P dans le cercle C(0,r). La fonc-
tion vt (P, ") (Tesp. v (P, )) est décroissante et continue a gauche (resp. a dmz’te). De plus,

pour @ € K[z], on a vt (P-Q,r) =vH(P,r)+vT(Q,r) et v (P-Q,r) =v (P,r)+v (Q, 7).

D’autre part, la fonction v(P,-) définie par —logr — v(P, —logr) est continue, affine par
morceaux, croissante, concave et dérivable a gauche et a droite en chaque point —logr. Sa
dérive a gauche en —logr est égale a vt (P,r) et sa dérivée a droite en —logr est égale d
v (P,r).

Remarque. La représentation de la fonction v(P,-) est connue en analyse ultramétrique
comme “polygone de valuation”.

Le corollaire suivant est une généralisation du théoreme précédent aux fonctions ration-
nelles et pour le montrer on applique le Lemme 1.2.2 et le Théoreme 1.2.3 au numérateur
et au dénominateur de cette fonction rationnelle.

Corollaire 1.2.3.1. (Corollaire 4.12 [21]) Soit h € K(xz) non nulle et r € R’,. La fonction
v(h,-) est continue et affine par morceauz.

Si le disque d(0,1) contient s zéros et t poles de h, en prenant en compte les multiplicités,
mais si h n’a ni zéros ni poles dans C(0,71), alors v(h,-) est dérivable en —logr et sa dérivée
est égale a s —t.

Si le cercle C(0,r) contient s zéros et t péles de h, en prenant en compte les multiplicités,
alors vt(h,r)—v~(h,r) = s—t. De plus, si la fonction v(h,-) est non dérivable en —logr,
alors —logr € v(K).

D’apres le Lemme 1.2.2, on obtient aussi le corollaire suivant.

Corollaire 1.2.3.2. (Théoreme 4.13 [21]) Soit h € K(z) et soient 11,75 € RY tels que
r1 < ro. Si h admet s zéros et t péles dans d(0,71) et si h n’a ni zéros ni poles dans
['(0,7r1,72), alors v(h(z)) est de la forme A+ (s — t)v(z) sur la couronne I'(0,71,73).

Ezxemples :
(a) Soient r,s €]0, +o00] tels que r < s, et soit P(x) = asx? + a1z + ag € K[z] ot ag # 0.

(i) Supposons |ag| = |ai|r > |as|r?, on a |P(z)| = |ag|. Donc vT(P,r) =1 et
v=(P,r) = 0. Par conséquent, le polynéme P admet un zéro dans le cercle
C(0,7).
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(i1) Supposons maintenant |ai|s = |ag|s* > |ag|. Alors v (P,s) =2 et v~ (P,s) = 1.
Par conséquent, le polynome P admet un zéro dans le cercle C(0,s). D’autre
part, v (P, p) =v=(P,p) =1 Vp€]r,s[ et v (P,p)=v"(P,p)=2 Vp>s.

. z(r — 1)
(b) Soit h(zx) = Tr—p)? € Qp(7).
(¢) Supposons — log |z|, > —log |p|,.
Comme |z|, < p~',ona|z|, <1letdonc|z—1],=1et|z—pl,=|pl, =p"
Par conséquent |h(z)|, = p2|x|p et alors, pour —log|z|, > 1, ona
U<h7 —log ]x|p) = —2 —log |z|,.

(77) Supposons 0 < —log |z|, < —log|p|,.
Comme 1 > |z|, > p~!, on en déduit que |z — 1|, < 1 et |z — p|, = |z|,. Par

conséquent |h(x)|, = —— et alors, pour 0 < —log|z|, < —log|p|,, on a

BN
v(h, —log|z|,) = log |zl,.

(i4) Supposons — log|z|, < 0.

Comme |z|, > 1, on en déduit que |x—1|, = |z|, et |z—p|, = |z|,. Par conséquent
\h(z)|, = |z|, et alors, pour —logl|z|, <0, ona v(h,—logl|z|,) = —log|z,.

1.3 Eléments Analytiques

Définition et Notations. Un ensemble D C K est appelé infraconnexe si, pour tout

R+
a € D, lensemble I = {|z —a|: 2 € D}  est un intervalle.

D’ici et tout au long de ce chapitre, sauf précision, D est un ensemble ouvert-fermé
infraconnexe. On note R(D) la K-algebre des fonctions rationnelles sans poles dans D et
Ry(D) la sous-K-algebre des fonctions rationnelles bornées dans D. En particulier, si D est

bornée alors R(D) = Ry(D). On note alors H(D) la complétion de R(D) pour la norme
de convergence uniforme sur D donnée par

[hl[p = sup |h(z)|, h € R(D).
zeD

Cette norme est une norme K-algebre semi-multiplicative. Les éléments de H (D) sont ap-
pelés éléments analytiques sur D. On peut montrer aussi que H (D) est un K-espace vectoriel
et un groupe topologique complet par rapport a la topologie de convergence uniforme sur D.
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Lemme 1.3.1. (Lemme 10.3 [21]) Si f € H(D), alors 1nlf)|f(x)| > 0 si et seulement si
Te
=Y appartient o H(D), c’est-a-dire que f est inversible dans ’ensemble H(D).

Théoréme 1.3.1. (Théoreme 13.1 [21]) Soit r €]0,+oo[. Alors H(d(0,7)) est I’ensemble

+oo
des séries entiéres f(x) = Z ap,x” telles que lim |a,|r" =0, et
=0 n—-+400
[ flla.ry = sup fan|r™ = Tim | f(z)].
neN |z|—r, |z|<r

+o0
H(K\d(0,r7)) est l’ensemble des séries de Laurent f(z) = Z I elles que hT lap|r~™ =0
xn n—-+4o0o

n=0
et
1/ l[x\a@s—) = sup|an[r" = lim — [f(z)].
neN |z[—r, |z[>r

+o0
Définition et Notations. Soit f = Zan:p” une série entiere a coefficients dans K.

n=0 1
Comme en analyse archimédienne, si limsup {/|a,| # 0, on pose r = ——— . Le

n—+00 lim sup v/ |ay,|

n—-+00
nombre 7 est appelé le rayon de convergence de f. Donc, pour z € K, on a les situations

suivantes :

(i) |x| <7 . Donc lim |a,|lz|™ = 0 et alors la série est convergente.
n—+oo

(73) |x| > r. Donc la série est divergente.

(i43) || = r. Donc on peut avoir ou bien lir}rq la,||z|" = 0 et alors la série est conver-
n—-roo

gente sur la totalité du cercle C'(0,7), ou bien limsup |a,||z|" # 0 et alors la série est

n—+00
divergente dans le cercle C(0,r).
D’autre part, quand limsup {/|a,| = 400, on a r =0 et donc f est convergente
n——+00
seulement quand x = 0. Quand limsup {/|a,| = 0, on dit que le rayon de convergence de

n——+0o00
f est égal a +00 et dans ce cas f est convergente pour tout x € K.

On note A(K) I'ensemble des séries entieres en x dont le rayon de convergence est infini
et on les appelle fonctions entiéres.
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A partir d’ici et tout au long de ce travail, sauf précision, # € K et R € R7. On
note A(d(f, R~)) l'ensemble des séries entieres en  — 6 dont le rayon de convergence est
supérieur ou égal a R et on les appelle fonctions analytiques sur le disque ouvert d(6, R™).

Proposition 1.3.1. (Proposition 13.3 [21]) Soit  f(x Zan x — 0)". Alors, les

conditions suivantes sont équivalents :

(i) f e A(d(0,R7)).
(17) La série f(x) est convergente pour tout v € d(6, R™).

(itd) f€ () H(d(O,r)).

r'<r
Démonstration. — La preuve découle du fait que (i7) et (i7i) sont équivalents a la condition
1
lim |a,|r" = 0 quand r €]0, R[ et celle-ci est équivalente & lim sup {/|a,| < —= O
n—-+00 n—-+oo R

Corollaire 1.3.1.1. (Corollaire 13.4 [21]) Soit f € A(d(0,R™)) non nulle. Pour chaque

a€d0,R7), ona f(z Zb (x —a)". De plus, si f(a) =0, a est un zéro isolé et il

existe ¢ € N unique tel que f puzsse étre écrite dans A(d(0, R™)) sous la forme (v —a)%g(x)

ou g€ A(d(0,R7)) et g(a)#0.

Définition. Soit f € A(K) (resp. f € A(d(0,R7))) et soit v € K (resp. v € d(6,R7)).

Soit r G]O +o00[ tel que d(v,r) C K (resp. Soit r €]0, B[ tel que d(v,r) C d(§, R™)) et soit
Zb x—~)" chaque fois que = € d(y,r), ol by(y) #0 et ¢ > 0. On dira que 7y

est un zero de f d’ordre de multiplicité g ou simplement que ~ est un zéro de f d’ordre q.
De méme, g sera appelé ['ordre de multiplicité de .

Si f admet un zéro v d’ordre ¢, on posera w,(f) = ¢q. Si f(7y) # 0, on posera
simplement w.(f) = 0.

Théoréme 1.3.2. (Théoréme 13.9 [21]) Soit f(x Zan A(d(0,R7)). Alors

[ est bornée dans d(0, R™) si et seulement si la suite (|an]R")n6N est ausst bornée, c’est-a-
dire si limsup |a,|R" < +00. De plus, si f est bornée, alors || f|lae,r-) = sup |a,|R".
neN

n—-+o0o
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Notation. On note A,(d(6, R~)) I'ensemble de séries entieres bornées qui convergent dans

d(0, R™) et on les appelle fonctions analytiques bornées dans le disque d(6, R~). De méme,
on note A,(d(¢, R™)) 'ensemble A(d(6,R7)) \ Au(d(d,R~)) et on les appelle fonctions
non bornées dans le disque d(6, R™).

Théoréme 1.3.3. (Théoreme 13.10 [21]) A,(d(6, R™)) est une K sous-algebre de A(d(6, R™))
et c’est une K-algebre de Banach pour la norme || - ||a@,r-)-

Remarque. A,(d(f, R™)) contient strictement H (d(6,77)).

1.4 Dérivée des fonctions analytiques

Maintenant, quelques rappels a propos des propriétés des fonctions analytiques.
+o00
Théoréme 1.4.1. (Théoreme 13.5 [21]) Soit f(z) = Zan(x —0)" € H(d(0,r)). La
n=0

+o0
série g(x) = Znan(aj —0)"' appartient aussi H(d(&,r)). Pour chaque v € d(0,r),
n=0

1
[ est dérivable en v, [" vérifie || f'l|apr < ;Hf”d(gﬂ et f'(x) = g(x). De plus, sila
_ ™)

caractéristique de K est nulle, alors a, = '
n

zéro de f d’ordre de multiplicité égal a q, on a alors f9y) =0 pour chaque j < q et

fOv) # 0.

pour chaque n € N, et si v est un

“+o00

Corollaire 1.4.1.1. (Corollaire 13.6 [21]) Soit f(z) = E In ¢ H(K\ d(0,r7)). La
xTL
n=0
+oo
s . nan - Y — 3 U
série g(r) = — E T appartient aussi a H(K \ d(0,r )) La fonction g est la dérivée
$TL
n=0

. 1
de f et f vérifie || f'lxaor—) < ;HfHK\d(O,r—)-

Le théoreme suivant est déduit a partir du Théoreme 1.4.1 et du Corollaire 1.4.1.1.

+oo
Théoréme 1.4.2. (Théoreme 13.8 [21]) Soit f(z) = Zanﬂc" € A(d(0,R™)). La série

n=0

400
entiere Znanx"_l appartient aussi a A(d(0, R™)) et elle est égale a la dérivée de f dans
n=1
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d(0, R™). De plus, si la caractéristique de K est nulle, le rayon de convergence de f' est
égal au rayon de convergence de f.

Remarque. Quand la caractéristique de K est égale a p # 0, la série entiere égale a la

dérivée de f peut avoir un rayon de convergence plus grand que celui de f, comme dans
“+oo

le cas suivant : le rayon de convergence de f(z) = qu"p est 1 tandis que celui de f’ est

n=0

+o0.

Théoréme 1.4.3. (Corollaire 13.14 [21]) Si la caractéristique de K est nulle, alors une
fonction f € A(d(0,R™)) a une dérivée identiquement nulle si et seulement si f est une
constante.

Si K a une caractéristique p # 0, alors une fonction f € A(d(0, R™)) a une dérivée identi-
quement 0 si et seulement s’il existe une fonction g € A(d(0, R7)) telle que f(z) = (g(z))".

Démonstration. — La premiere partie du théoreme est obtenue d’apres le Théoreme 1.4.1,
car a partir de celui-la il est possible de montrer que si la caractéristique de K est nulle
alors f € H(d(0,7)) a une dérivée identiquement nulle si et seulement si f est une constante.

Dans la deuxieme partie du théoreme, la condition nécessaire est immédiate. Pour la

+o0o

condition suffisante, on pose f(z) = E a;z’? ou lim |a;[r? = 0 et on construit une
X J—+0o0
J=0

suite (¢j)jen C K telle que, pour chaque j € N, (¢;)? = a;. Alors lliI_El lc;|r’ = 0. En
J—T00
+oo
considérant ces éléments, on pose g¢g(z) = chm” laquelle appartient a H (d(O,T)) et

n=0
puisque la caractéristique de K est p # 0 la conclusion est déduite. O]

Notation. Soit r €]0,+00[ et soit f € H(D). On pose

—log (If|(r)) , si|f](r) 70

T R s I 20

En généralisant la notation introduite pour les polynoémes, on note v*(f,r) (resp.
v=(f,r)) le plus grand (resp. le plus petit) entier j € Z tel que

v(a;) —jlogr = ingv(an) —nlogr,
ne

cest-a-dire que |a;|r? = sup |a,|r". Si vT(f,r) =v(f,r), on écrit simplement v(f,r).
nez
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Lemme 1.4.1. (Lemme 20.5 [21]) Soit f(x Zan x—0)" € H(C(0,r)). L’ensemble

{j eN : ing {v(a,) —nlogr} = v(a;) —jlogr} est un ensemble fini.
ne

+o0
Proposition 1.4.1. (Proposition 20.7 [21]) Soit f(z) = Zan(x —9)" € H(C(6,r)).

Alors v(f,—logr) = ingv(an) —nlogr etona v(f(z)) >v(f,—logr) Yz € C(0,r). De
ne

plus, 1’égalité est vraie dans toutes les classes de C(0,1) sauf dans un nombre fini.

D’autre part, si v*(f,r)=v=(f,r) alors v(f(as)) =uv(f,—logr) Vz e C(0,r).

La proposition suivante généralise la proposition précédente, en utilisant les séries de
Laurent sur une couronne.

Proposition 1.4.2. (Proposition 20.8 [21]) Soit r €]0,+oo[ et soient 71,12 €]0,7] tels
+oo
que 11 <r9. Soit f(x)€ H(T(0,r1,1r2)) et soit Zan(w —0)" sa série de Laurent. La

fonction —logr — v(f,—logr) est bornée dans |ri,rs| et égale a in%v(an) —nlogr.
ne

De plus, v(f(x)) > (f, —log 7’) quand x € T'(0,r1,r9) et I’égalité est vraie dans toutes
les classes de T'(0,r1,13). La fonction v(f,-) est dérivable a gauche en —logr et sa dérivée
est égale a vt (f,r). De méme, v(f,-) est dérivable aussi a droite en —logr et sa dérivée
est égale a v—(f,r). Sila fonction v(f, —logr) n’est pas dérivable en —logr alors —logr
est un élément de v(K). De plus, la fonction v(f,-) est concave dans |ry,rs|.

Proposition 1.4.3. (Proposition 20.9 [21]) Soit r €]0, +o0[ et soient f,g € H(C(0,7)).

Alors vt (fg,r) =vt(f,r)+vt(g,r) et v (fg,r)=v (f,r)+v (g9,r). De plus, si f est
1 1

inversible dans H(C(0,7)), alors v (f,r)=v"(f,r) = —VJF(?,T) = —y’(?,'r).

Démonstration. — La premiere partie de la démonstration découle des Propositions 1.4.1

et 1.4.2, en considérant d’abord f,g € R(C’(@,T)) et du fait qu’il existe une couronne

[0, r,m) C C(0,r) telle que f,g € R(F(G, r1, 7’2)). Ensuite le résultat peut étre étendu a

1
Supposons ? (C’(@ r)) D’apres la premiere partie de la proposition, on a
1
vi(f,r) V+(? r) et v~ ( ) De plus, par définition, v+ (f,r) > v=(f,r)
VfEH( r)). AlnSlV+(fT’>—V (f 7") O
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Théoréme 1.4.4. (Théoreme 14.1 21]) Soit v € D et soit f € H(D) tel que f(y) = 0.
Alors f peut étre factorisé dans H(D) sous la forme (x—~)g ot g € H(D). S’il n’existe

aucun voisinage V- de ~y tel que f(x) = 0 quand x € V, alors il existe un unique entier
qeNethe H(D) tel que f(zx) = (x —~)h(x) et h(y)#0.

Corollaire 1.4.4.1. (Corollaire 14.2 [21]) Soit f € H(D) et soit v un zéro de f dans D.
Alors il existe un disque d(v,r) tel que f(x) # 0 quand x € d(vy,r) \ {7} ou bien il existe
un disque d(vy,r) tel que f(x) =0 dans d(vy,T).

Définition. Soit A C D et soit f € H(D) ayant un nombre fini de zéros 71, ..., ¥, dans A
n
avec ordre de multiplicité ¢, ..., ¢, respectivement. Le polynome H(x — ;)% sera appelé

i=1
le polynome des zéros de [ dans A.

Corollaire 1.4.4.2. (Corollaire 14.5 [21]) Soit A C D et soit f € H(D) ayant un
nombre fini de zéros dans A. Soit P le polynome des zéros de f dans A. Alors f peut étre
factorisé sous la forme f = Pg ou g€ H(D) et g(x)#0 Vx e A.

1.5 Zéros des fonctions analytiques

Dans cette section on étudiera le comportement des séries entieres et des séries de
Laurent. Particulierement, on étudiera le lien qui existe entre le polygone de valuation et
leurs zéros.

Théoréme 1.5.1. (Théoreme 23.1 [21]) Soit f € H(C(0,r)). Le nombre de zéros de f

dans C(0,7), en prenant en compte les multiplicités, est égal a v (f,r) —v=(f,r).

Corollaire 1.5.1.1. (Corollaire 23.2 [21]) Soit f € H(C(0,7)) ayant q zéros in C(0,r),
TR . _ Qg
en prenant en compte les multiplicités et soit t = v=(f,r). Alorsr = g/ ’—‘
(g+t

+oo
Théoréme 1.5.2. (Théoreme 23.3 [21]) Soit f(z) = Zan(x—ﬁ)” € H(C(0,r)) n'ayant

pas de zéros dans C(0,r) et soit ¢ =v*(f,r). Alorsvt(f,r)=v=(f,r) et |f(x)] =|f|(r)
quand x € C(6,r)
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Théoréme 1.5.3. (Théoreme 23.4 [21]) Soit r €]0, 400 et soient r1,ro €]0, 7 tels que
+o0o

e <re. Soit f(x)= Z an(z—0)" € H(T(0,7r1,72)) n'ayant pas de zéros dans T'(6,r1,75).

Alors vH(f,p) = v (f.p) = q € Z quand p €lryyral et |f(@)] = laglw — 0)7] quand
xef‘(@,rl,rg).

Théoréme 1.5.4. (Théoremes 23.5 - 23.6 [21]) Soit f € H(d(0,7)). Le nombre de zéros
de f dans d(0,r), en prenant en compte les multiplicités, est égal a v (f,r). Supposons
maintenant A = d(0,r) ou A = d(0,r~). Si f € H(A) n'a pas de zéros dans A alors
v(f,p) =0 VYp€l0,r[ et |f(x)| est égal a une constante dans A.

Démonstration. — La deuxiéme partie du théoreme découle du fait que si A = d(6,r) ou
A =d(0,r7), le nombre de zéros de f dans A est égal a v*(f,r) et alors v (f,p) = v~ (f, p)
quand p €]0,r[. Par conséquent, d’apres le Théoreme 1.4.2, la dérivée de v(f, —logr) est
égale a 0 et donc cette fonction est égale a une constante dans |0, r[. Alors

v(f(z)) =v(f, —logr) et ainsi v(f(z)) est égal & une constante dans A. O

Théoréme 1.5.5. (Théoreme 23.7 [21]) Soit A =d(0,7) ou A =d(0,77) ou A =C(6,7).
Soit f € H(A) non nulle et soit h € H(A) satisfaisant |f — h|(r) < |f|(r) pour r assez
grand. Alors f et h ont le méme nombre de zéros dans A, en prenant en compte les
multiplicités.

Démonstration. — Puisque |f — h|(r) < |f|(r) pour r assez grand, on a

o(f — h,—logr) > v(f,—logr) et donc v (f,r) = vt(h,r) et v (f,r) = v (h,1),
d’apres les Théoremes 1.5.1 et 1.5.4, on déduit que f a le méme nombre de zéros que h
dans A = d(0,7) ou A = C(0,7). Pour le cas A = d(0,77) le théoreme découle du Théoréme
22.9 [21] et du fait qu’il existe un disque d(0, p) C A tel que h contienne tous les zéros de h
dans A : f et h ont le méme nombre de zéro dans d(0, p) et f n’a pas de zéros dans C(0, s)
quand s €]p,r|. O

Corollaire 1.5.5.1. (Corollaire 23.8 [21]) Soit A = d(0,7) ou A = d(6,77) ou A = C(6,7)
et soit A C D. Un élément f € H(D) a seulement un nombre fini de zéros dans A et peut
étre factorisé sous la forme f = Pg ou P € Klz| est le polynome unitaire des zéros de f
dans A et g € H(D) est telle que g(x) # 0 quand x € A. De plus, si f € H(C(O,T’)) alors
|[f(@)| < |fl(r) Yz e C0,r) et |f(x)] =]|f|(r) dans toutes les classes qui ne contiennent
pas de zéros de f.

Corollaire 1.5.5.2. (Corollaire 23.9 [21]) Soit f € A(d(f, R7)) ayant un nombre infini
de zéros dans d(0, R™). Alors l’ensemble des zéros de f dans d(6, R™) est une suite (Vn)nen,
telle que liIJ{l v — 0] = R.
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Théoréme 1.5.6. (Théoreme 23.10 [21]) Soit f(x Zanx € A(d(0,R7)). Alors

f a un nombre fini de zéros dans d(0,R™) si et seulement si 1l existe ¢ € N tel que
lag|R? > sup |a,|R".
neN
De plus, sit € N est le plus petit de tous les entiers q tel que |a,|R? > sup |a,|R", alors f
neN
a exactament t zéros dans le disque d(0, R™).

Démonstration. — Supposons que t € N est le plus petit de tous les entiers ¢ tel que

lag|RT > sup la,|R". Alors |a,|R" < |a;|R" Vn < t. Donc, pour chaque n < t, il existe

p(n) €]0, R[ tel que |a|rt > |a,|r™ Vr €]p(n), R[. Posons p = maix;p(n). Alors, pour tout
n<

r €]p, R[, on a |a;|r* > |a,|r™ si n < t. D’autre part, pour r €]0, R[, on a |a,|r"™ < |a|r si
n >t + 1 parce que |a;|R" < |a,|R™ et n > t. Par conséquent, on en déduit que

vi(f,r) = v (f,r) =t ¥r €]p, R, ce qui entraine que f a exactement ¢ zéros dans le
disque d(0, R™), en prenant en compte les multiplicités. ]

D’apres le Théoremes 1.3.2 et 1.5.5, les corollaires suivants sont immédiats.

Corollaire 1.5.6.1. Soit f € A(K) non constante. Alors f admet au moins un zéro dans
K. De plus, si f n’est pas un polynome, alors f a une infinité de zéros dans K

Corollaire 1.5.6.2. (Corollaire 23.11 [21]) Soit f € A,(d(6,R7)), alors f a une infinité
de zéros dans d(6, R™)).

Remarque. Une fonction f € A,(d(f, R™)) peut aussi avoir une infinité de zéros dans
d(0, R").

Théoréme 1.5.7. (Théoreme 23.16 [21]) Soit f(x Zanx € A(d(0,R7)). Les

n=0
conditions suivantes sont équivalentes :

(i) f n'a pas de zéros dans le disque d(0, R™).
(13) |f(x)| est égal a une constante non nulle dans le disque d(0, R™).

(i13) f est inversible sur Ay(d(0, R7)).

Démonstration. — Supposons que f n’a pas de zéros dans d(0, R~). Alors, d’apres le
théoreme précédent, on a |ag| > |a,|r™ Vn € N, ce qui entraine |f(z)| = |ag| Vo € d(0,R™)
et on obtient (7).
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Supposons, maintenant, que |f(x)| est égal & une constante non nulle dans le disque
d(0, R™). Donc, pour chaque r €]0, R|, la fonction f appartient a H(d(O, 7“)) et donc, d’apres
le Lemme 1.3.1, la fonction f est inversible sur H(d(O, r)) Par conséquent f~! € H(d(O, 7"))
pour chaque 7 €]0, R[ et alors f~! € A,(d(0, R7)), ce qui entraine (4ii).

Finalement, si f est inversible sur A,(d(0, R~)) la condition (i) est évidente, c’est-a-dire
que f n’a pas de zéros dans le disque d(0, R™). O]

Théoréme 1.5.8. (Lemme 23.12 [21]) Soit f € A(d(0,R7)) et soient r1,75 €]0, R[ tels

que ry < ro. Sila fonction f admet q zéros dans le disque d(0,71), en prenant en compte les

multiplicités, et si f n’admet pas de zéros dans la couronne I'(0,11,73), alors elle satisfait
[fI(r2) _ (7”2>q

Ty~ \ny

Démonstration. — Puisque f n’admet pas de zéros dans la couronne I'(0,71,75), on a
v (f,r1) = q et donc, d’aprés le Théoreme 1.5.2; on voit que

o(f, —logr) —v(f,—logri) = (v(ag) — qlogr) — (v(ag) — qlogry) = q(logry —logr)
pour tout r €|ry,re[. Donc, par continuité, on obtient que
v(f,—logry) —v(f,—logry) = q(logr; —logrs),
ce qui acheve la démonstration. O
Théoréme 1.5.9. (Théoreme 23.13 [21]) Soit f € A(d(0, R™)) et soient 71,72 €]0, R tels
que ry < ry. Si f admet q zéros dans le disque d(0,711), en prenant en compte les multipli-

cités, et t zéros différents y1, ...,y avec ordre de multiplicité s; (1 < i <t) respectivement
dans I'(0,71,72) et tels que || < |viya| (1 <i<t), alors f satisfait

~+

v(f, —logry) —v(f,—logr)) = — ZSi(U(’Yj) +logrs) — g(logrs — logr).

i=1

Démonstration. — Pour chaque 1 < i <t — 1, posons m; le nombre de zéros de f dans
le disque d(0, |v;|), en comptant les multiplicités. Donc, d’apres le Théoréme précédent, on
obtient

v(f, U(%’H)) - U(fW(’Yj)) =my (U(%’H) - U(%’))7
o(fov(mn)) —o(f,—logr)) = q(v(m)+logr),
o(f, —logrs) —v(f,v(n)) = my( —logrs — v(7)).

Par conséquent, par récurrence, on obtient I'égalité désirée. O
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D’apres le Corollaire 1.5.6.2 et le Théoreme 1.5.9, on obtient le Corollaire suivant :

Corollaire 1.5.9.1. (Corollaire 23.14 [21]) Soit f € A(d(6, R™)) telle que I’ensemble des
zéros de f dans d(0, R™) est une suite (Y, )nen €t Uordre de multiplicité de chaque 7y, est s,
respectivement. Alors ligl v — 0l = R. De plus, f € A,(d(8,R™)) si et seulement si la

+o00o
. . . Tn Sn .
suite (Yn)nen Satisfait H <E) = 0.

n=0

Pour énoncer le prochain théoreme on aura besoin de la définition suivante.

Définition. Une suite (ay,)nen CJ0, R[ est appelée suite a distance croissante si la suite
|an41 — Gy est strictement croissante et si (an)nen @ une limite dans R

+oo

Théoréme 1.5.10. (Théoreme 23.15 [21]) Soit f(z) = Y ana™ € A(d(0,R7)). L'en-
n=0

semble des zéros de [ dans le disque d(0, R™) est une suite de zéros simples a distance

croissante si et seulement si la suite l’est aussi. De plus, st la propriété précédente

Ant1
est satisfaite, alors la suite de zéros de f dans le disque d(0, R™) est une suite (7),en telle
a
que |v,| =|——| et lim |y,| =R.
An+1 n—+00

1.5.1 Image d’un disque

L’image d’un disque fermé d(0,r) par un élément analytique est un disque de méme na-
ture et I'image d’'un disque ouvert d(0,r~) par un élément analytique ou par une fonction
analytique bornée est aussi un disque de méme nature.

+o0
Théoréme 1.5.11. (Théoreme 26.1 [21]) Soit f(z) = anz" € H(d(0,r)) et soit
n=0
t =sup|a,|r". Alors f(d(0,r)) =d(ag,t) et |f—aol(r) ="t.
n>1
400
Corollaire 1.5.11.1. (Corollaire 26.2 [21]) Soit f(z) = Zanx" € Ay(d(0,R™)) et soit
n=0

t =sup|a,|R". Sit>0 alors f(d(0,R7)) = d(ag,t7).

n>1
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Corollaire 1.5.11.2. Soit f € A,(d(0, R7)). Alors f(d(0,R™)) =K.

Lemme 1.5.1. (Lemme 26.5 [21]) Soit f € H(d(0,7)) satisfaisant v™(f,r) > 1 et soit
be f(d0,r)). Si g=f—b alors v*(g,r)=v"(f,r).

Lemme 1.5.2. (Lemme 26.6 [21]) Soit f € H(d(0,7)) ayant s > 1 zéros dans le disque
d(0,7), en prenant en compte les multiplicités, et soit b € f(d(O,r)), Alors f — b admet
aussi s zéros dans le disque d(0,r), en prenant en compte les multiplicités.

Lemme 1.5.3. (Lemme 26.7 [21]) Soit f € H(d(0,7)) et soit s = v (f,r) o s> 1.
Sotent  y1,...,7, les zéros de f' dans le disque d(0,r). Pour chaque

b e f(d(O,r)) \f({’yl, ...,yq}), f — b admet exactement s zéros simples dans le disque
d(0,r).

1.6 Le probleme de Lazard

Notations et Définition. Une application T' définie dans K (resp. dans d(#, R*))
a valeurs dans N est appelée un diviseur sur K (resp. sur d(G,R_)) si son support est
dénombrable et il a une intersection finie avec chaque disque d(6,7) Vr €]0,+o00[ (resp.
Vr €]0, R[). Alors, un diviseur sur K (resp. sur d(f, R7)) est caractérisé par une suite
(Vs @n)nen OO g, € N et 7, € K| nl—lgloo 7| = +00 (resp. Yn € d(0, R7), nEToo Y| = R) et
Y| < |yme1] Vn € N. Régulierement on identifie un diviseur avec la suite (7, ¢n)nen qui
le caractérise.

L’ensemble des diviseurs sur K (resp. sur d(@,R‘)) est pourvu d’une loi d’addition
naturelle et aussi d'une relation d’ordre naturelle. Soient T et T" deux diviseurs. Alors

T(y)<T'(y) Vyed®,R) = T<T.

De plus, si T et T" sont deux diviseurs tels que T'(y) > T'(y) Vv € d(6, R™), on peut définir
le diviseur 7' — 1".

Maintenant nous pouvons définir le diviseur d’une fonction analytique. Soit f € A(K)
(resp. f € A(d(#,R7))). On définit le diviseur D(f) sur K (resp. sur d(§, R™)) comme

D =] 5 B Z e el =
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De méme, on définit le diviseur D(f) sur K (resp. sur d(6, R~)) comme

D(f)(7) = { AN

Soit T = (Yn, @n)nen un diviseur sur K (resp. sur d(6, R_)). Supposons que v, # 0 quel

que soit n € N. Pour tout r €]0, +o0] (resp. r €]0, R[) on pose |T'|(r) = H <ﬁ>% Un
i
[vil<r
diviseur T sur d(6, R7) \ {0} est appelé un diviseur borné si lim |T|(r) < +oo et alors,

r—R~
on pose |T|| = lim |T|(r).
r—R~

Remarque. Soit f € A(d(f, R™)) et soit D(f) = (Vn, @n)nen. Alors, pour chaque n € N,
onaw,(f)=¢ et wy(f)=0 Vyedl R )\{y:neN}

1.6.1 Le probleme de Lazard

En 1962, M. Lazard [44] pose la question suivante :

S0it (Yn, @n)nen une suite contenue dans K\ {0} x N (resp. d(6, R7)\ {0} x N). Existe-t-il
une fonction f € A(K) (resp. f € A(d(,R™))) qui a exactement d chaque 7y, comme un
zéro d’ordre q,, ¢

En utilisant la définition de diviseur sur un corps donnée ci-dessus, le probleme précedent
est équivalent a :

Soit T'" un diviseur sur K (resp. sur d(0, R~ )) Emste t-il une fonction une fonction

f € AK) (resp. f € A(d(0,R7))) telle que D(f) =

Le Théoreme 1.6.1 et le Corollaire 1.6.1.1 ci-dessous permettent de donner une réponse
positive dans le cas f € A(K), c’est-a-dire que pour tout diviseur 1" = (v, gn )nex sur K tel
que hIE |7 = 400, il existe une fonction f € A(K) telle que D(f) est exactement égal

a T. On donne seulement un résumé de la démonstration .

Théoréme 1.6.1. (Théoréme 2. 1 6 [25]) Soit (Vn, Gn)nen une suite dans K\ {0} x N telle

T\ 9n
que hm [7n| = +oo.  Alors H <1 — —) converge uniformément sur tout ensemble

Tn
borné de K et il définit une fonctzon f € A(K) qui admet chaque v, comme un zéro d’ordre
de multiplicité q, et qui n’admet aucun autre zéro.
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m

qn
Démonstration. — Supposons |V,| < |vn41] Vn € N. Posons f,(z) = H <1 - £> :
Tn
n=1
Soit p €]0, 4o00[ fixé et soit N € N tels que |an| > p. On remarque que |f,|(p) = |fn](p)
p

VYm > N. Posons M = |fy|(p). On peut montrer que |fn11(z) — f(z)| < M

h/erl‘

Vo € d(0,p) et donc |fims1 — fl(p) < M%, ce qui entraine que (f,)men converge
Ym41
uniformément dans d(0, p) vers un élément de H (d(0, p)) et donc vers une série entiere.

Puisque cela est valable pour tout p €]0, +o0l, il existe f € A(K) telle que la suite (f,)
converge vers [ uniformément dans tout le disque d(0, p). Maintenant, pour chaque m € N,
posons 7, = |ym|. De plus, les zéros de f,, dans d(0,r,,) sont les v, (1 < n < m) avec

=1 vn>m Vo e d(0,ry,).

T\ ¢

ordre de multiplicité ¢, respectivement. Ensuite ‘ (1 — —)
Tn

Ainsi, les zéros de f dans le disque d(0,r,,) sont exactement les zéros de f,,, ce qui acheve

la démonstration. O

Corollaire 1.6.1.1. (Corollaire 2.1.7 [25]) Soit T = (v, qn) un diviseur sur K ot v, # 0
Vn € N. Alors, il existe une fonction f € A(K) telle que T = D(f). De plus, si f(0) =1,
alors | f|(r) = |T|(r) Vr €]0,+o0].

On aborde maintenant le probleme sur le disque d(6, R~). D’abord on montrera quelques
résultats donnés par A. Escassut [25] qui construit une fonction f € A(d(f, R~)) dont le
diviseur est plus grand que le diviseur donné mais approche celui-ci.

Lemme 1.6.1. (Lemme 2.2.1 [25]) Soit T = (Yn,qn)nen un diviseur sur d(,R™) ot
Y #0 VYn e N. Soit fe A(d(0, R™)) satisfaisant f(0) =1, D(f) > T et |f|(r) = |T|(r)
Vr €]0,R[. Alors D(f) =T.

“+o0o
Lemme 1.6.2. (Lemme 2.2.2 [25]) Soit (A;)nen une suite dans Ry telle que Z Ap < +00.
n=0
“+o0
Soit A = Z An et soit B > A. Il existe une suite croissante (¢, )nen telle que lirf qn = +00
n=0
+o0
et telle que an/\n < B.
n=0

Théoréme 1.6.2. (Théoreéme 2.2.3 [25]) Soit T = (Yn, gn)nen un diviseur sur d(6, R™) ot
Y #0 Vn €N, et soit e >0. Il existe f € A(d(8,R™)) telle que f(0) =1, D(f) > T et
[f1(r) <TI(r)(1 +¢) Vr €0, R,
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Pour aborder d'une facon plus précise le probleme de la recherche d’un fonction
f € A(d(0, R™)) admettant pour diviseur un diviseur donné 7" sur d(6, R~) , on introduit
la définition suivante :

Définition. Un corps ultramétrique L est appelé sphériqguement complet si toute suite
décroissante de disques contenue dans L a une intersection non vide.

Le probleme a été abordé par M. Lazard dans [44] qui montre que la réponse dépend
du corps K suivant qu’il est ou non sphériquement complet.

Théoreme 1.6.3. (Théoréme 2.3.1 [25]) Soit K un corps qui n’est pas sphériquement
complet. 1l existe une suite (V,)nen de d(0, R™) telle que lirf || = R et telle qu’il

n'eziste aucune une fonction f € A(d(0, R™)) qui admette T = (Yn, 1)nen pour diviseur.

Démonstration. — Puisque K n’est pas un corps sphériquement complet, il existe une suite
+0o0

décroissante de disques (Dy)nen C K telle que ﬂDn = (. Supposons que
n=0

1
lir+n diam(D,,) = I Par ailleurs, sans perte de généralité, on suppose R > 1. Alors

1
I < 1 < R et ainsi, on peut considérer que Dy C d(0, R™).
Pour chaque n € N, posons r, = diam(D,,). Donc r, > r,,1. Pour chaque n € N, on

considere v, € D, \ D, ;1. En posant 3, = 7,11 — Y, on obtient que 7,11 < |Ga] < ra.

On suppose maintenant qu'il existe une fonction f € A(d(0, R~)) qui admet pour divi-

1
seur 1" = (

—, 1> . Alors, sans perte de généralité, on peut poser f = H(l — Bux) e,
571 neN

neN
—+00

par conséquent, f(z) peut étre écrite sous la forme 1 + Z a,x". Ensuite, on montre que

=1
" +o00

v1 —ay € D, quel que soit n € N, ce qui contredit le fait que ﬂ D,, = 0, ce qui acheve la
n=0

démonstration. O]

Définition. Soit r €]0,4+00[. Un polynéme P € K]z] est appelé polynéme r-extrémal si
tous ses zéros sont dans le cercle C(0,r).

Soit f € H(C(0,r)) et soit P € K[z] r-extrémal. On appelle division r-extrémale
lopération de trouver une fonction g € H (C (0, 7")) et un polynoéme R € K|x] qui satisfont
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f=Pg+Q o deg(P) >deg(Q), |P|(r)=|Q[(r) et [P|(r) = ]g|(r).

Théoreme 1.6.4. (Théoréme 2.3.4 [25]) Supposons que K est un corps sphériquement
complet. Soit T un diviseur sur d(0, R™) et P € K|z] r-extrémal. Il existe une fonction
f e A(d(0,R™)) qui satisfait

(i) f(0) =1,
(i) [fI(r) < |T|(r) Vr €]0, R],
(i13) P divise f dans A(d(0, R7)).

Démonstration. — La démonstration initiale de ce théoreme a été d’abord donnée par M.
Lazard [44] et ensuite a été reécrite par L. Haddad dans un document personnel repris par
A. Escassut dans [25]. Cela consiste a construire une suite de fonctions (f,,)nen lesquelles
appartiennent & A(d(0, R™)) et qui convergent dans A(d(0, R™)) vers une fonction f et qui
satisfont (2), (ii) et (ii1). O

En suite, le théoreme qui permet de donner une réponse positive a notre probleme.

Théoreme 1.6.5. (Théoréme 2.3.7 [25]) Supposons que K est un corps sphériquement
complet. Pour tout diviseur T sur d(0, R™), il existe une fonction f € A(d(0,R™)) telle
que D(f)=T.

Démonstration. — Soit T = (7, ¢,) un diviseur sur d(0, R~) ou 7, # 0 Vn € N et soit

" i
P = H (1 — 2) € K[z] r-extrémal. D’apres le Théoreme 1.6.4, il existe une fonction
Yi

i=1
f e A(d(0,R7)) telle que f(0) = 1, |f|(r) < |T|(r) Vr €]0,R] et P divise f dans
A(d(0, R7)). De cette derniere propriété, on déduit que D(f) > T. Ensuite, pour montrer
que D(f) < T, on suppose que T # D(f) et on conclut que |f|(r) > |T|(r) Vr €]0, R][, ce
qui contredit 'hypothese et, par conséquent, on obtient la conclusion desirée. O

1.7 Fonctions méromorphes ultramétriques

Notation. On note M(K) (resp. M(d(0, R™))) le corps des fonctions méromorphes dans K
(resp. dans d(6, R7)), c’est-a-dire le corps de fractions de A(K) (resp. de A(d(#, R7))). En
considérant la K-sous-algebre A, (d(6, R~)) des fonctions analytiques bornées dans le disque
d(0, R™), on note M, (d(f, R™)) son corps de fractions. Finalement, on note M, (d(6, R™))
I'ensemble des fonctions méromorphes non-bornées dans le disque d(6, R™) qui est par

définition M(d(0, R™)) \ M,(d(0,R7)).
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La valeur absolue | - |(r) définie sur A(K) (resp. sur A(d(¢, R7))) quand r €0, +oo]
(resp. 7 €]0, R[), s’étend d’une maniere naturelle & M(K) (resp. & M(d(0,R™))) en po-

sant | f|(r) = % quand f = ? et h, I € A(K) (resp. h, I € A(d(0, R7))). La valuation

(-, —logr) définie sur A(K) (resp. sur A(d(f, R~))) s’étend aussi d’une maniére naturelle
a M(K) (resp. & M(d(0,R7))) en posant v(%, —1og7’) = v(h,—logr) — v(l,—logr) ou
h, 1 € A(K) (resp. h, | € A(d(0,R7))).

Le théoreme et le corollaire suivants nous permettent d’appliquer les propriétés des
éléments analytiques a des fonctions méromorphes.

Théoréme 1.7.1. (Théoreme 2.4.1 [25]) Soient r,s €]0, R[ tels que r <s. Soit
f e A(d(0, R™)) non nulle et soient 7i,...,7, les zéros de f dans le disque d(6,s). Soit

1
D= {x ed(a,s):|lx—y|>rVi=1, ...,q}. Alors ? appartient a H(D).

Corollaire 1.7.1.1. (Corollaire 2.4.2 [25]) Soient r,s €]0,R[ tels que r <s. Soit
f e M(d(0,R™)) non nulle et soient [3,...,0, les pdles de f dans le disque d(0,s). Soit
D = {x ed(a,s): |z — G| >rVi=1, ...,q}. Alors f appartient a H(D).

Le Théoreme qu’on énonce ci-dessous sera tres utilisé dans les prochains chapitres et il
est une généralisation du Théoreme 1.4.1.

Théoréme 1.7.2. (Lemme 4 [13]) Soit f € M(d(0,R™)). Pour tout r €]0,R[, on a
, 1
710) < 21110,

h
Démonstration. — Posons f = 7 ou h,l € A(d(0,R™)). Pour r €]0,R[, on a
[f1(r) [P = Rl'(r)
[£1(r) || (r)

/ h/ l/
entraine que 1) < max | |<T), 71(r) . Alors, d’apres le Théoreme 1.4.1, on a
[f1(r) |2 (r) " J2I(r)

F|(

I(r) _ 1 s . :
I7i(r) < —, ce qui acheve la démonstration. O
,

1](7)

mais évidemment |A'l — hl'|(r) < max {|1/l|(r), |hU'|(r)}, ce qui

3

—
=
S~—

1
< — et
r

Théoréme 1.7.3. (Théoreme 2.1.1 [25]) Soit f € M(K) (resp. f € M(d(0,R™))) loca-
lement constante. Alors f est constante dans K (resp. dans d(6, R™)).
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Démonstration. — La démonstration découle du fait que les zéros et les poles d'une fonction
méromorphe non nulle sont isolés et par conséquent si la fonction est constante dans un
disque, elle est constante sur tout son ensemble de définition. O

Théoréme 1.7.4. (Théoreme 2.1.2 [25]) Soit f € M(K) (resp. f € M(d(8,R7))) sans
poles dans K (resp. dans d(0, R7)). Alors f € A(K) (resp. f € A(d(6,R™))).

Démonstration. — Ici il suffit de montrer que, pour tout r €]0, 00| (resp. r €0, RD, la

fonction f appartient a H (d(@,r)). Pour montrer cela on écrit f sous la forme f = —

ou h,l € A(K) (resp. h,l € A(d(f, R7))) et donc, pour r €]0, +o0[ (resp. r €]0, R7[), les
fonctions h,l appartiennent a H (d(@, 7‘)) et ensuite on utilise le fait qu’elles peuvent étre
écrites sous la forme P¢ et Qv respectivement ot ¢ et 1 sont inversibles dans H (d(@, 7"))
et P et @ sont polynomes dont les zéros appartiennent a d(6, ). O

Corollaire 1.7.4.1. (Corollaire 2.1.3 [25]) Soit f € M(K) (resp. f € M(d(6,R7)))
n’ayant ni zéros ni poles dans K (Tesp. dans d(0, R_)). Alors f est une constante (Tesp.
est un €élément inversible de Ay(d(9, R™))).

Corollaire 1.7.4.2. (Corollaire 2.1.4 [25]) Soient h,l € A(K) (resp. h,l € A(d(6,R7)))

deux fonctions qui ont les mémes zéros avec les mémes multiplicités. Alors 7 est une

constante (resp. est un élément inversible de Ay(d(6, R™))).

1.7.1 Application du probleme de Lazard a des fonctions méromor-
phes sur un disque

Les théoremes suivants permettront de supposer, sans perte de généralité, dans les
démons-trations a venir que toute fonction f € M(d(6, R™)) pourra étre écrite comme
le quotient de deux fonctions h,l € A(d(f, R™)) sans zéros communs ce qui n’est pas tou-
jours possible, comme on a vu précédemment. Le premier théoreme est un résultat bien
connu (voir [21] sur une démonstration de Bertin Diarra).

Théoreme 1.7.5. (Théoréme 7.4 [21]) Soit L un corps ultramétrique algébriquement clos.
Alors L admet une extension algébriquement close sphériquement complete.

Notation. Puisque K satisfait les hypotheses du Théoreme 1.7.5, il admet une extension
algébriquement close sphériquement complete. On note K cette extension de K et on note
d(, R™) le disque ouvert {z € K : |z — 6] < R} contenu dans K.
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Lemme 1.7.1. Soit f € A(d(0,R7)) et soit f la fonction définie par f dans c?(@,R*).
Les zéros de f dans d(6’ R™) sont exactement les zéros de f dans d(0, R~) en prenant en
compte les multiplicités.

Démonstration. — Soit r €]0, R[. D’ aprés le Corollaire 1.5.5.1, f peut étre factorisée dans
le disque d(#, ) sous la forme f ( ) = P.(x)h.(z) ou P, € K[x] est unitaire ayant tous ses
zéros dans d(6,r), et h € A(d(, R™)) est telle que h,.(z) #0 V€ d(f,r).

Supposons h,.(z) = ag + a;(x — 0) + .... D’apres le Théoreme 1.5.6, on en déduit que
lag| > |ax|r® Vk > 1. Dot h.(z) #0 Vz € c/i\(@,r) Alors la factorisation de f et f est la
méme dans tout d(,r) avec r €]0, R]. Par conséquent P = P,, ce qui entraine que f et f
ont les mémes zéros dans d(f, R™), en comptant les multiplicités. O

Le Théoreme suivant est immédiat d’apres le Théoremes 1.7.5 et le Lemme 1.7.1.

Théoreme 1.7. 6 Soit f € M(d(0,R™)) et soit f la fonctzon méromorphe définie par f
dans d(0,R™) C K. Alors, les zéros et les poles de f dans d(@ R™) sont exactement les
mémes zéros et les mémes poles que ceuz de f dans d(0, R™), en comptant les multiplicités.

Remarque. Soit f € M(d(6,R™)) et soit f la fonction méromorphe définie par f dans

~ h
d0,R™) C K. D apres le Théoreme 1.7.5, la fonction f peut étre écrite sous la forme l_o
0

ou ho,ly € A(d ( R™)) sans zéros communs. De plus, d’apres le Théoreme 1.7.6, tous les

zéros et tous les poles de f sont dans K. Donc d’apres le Théoreme 1.6.2, il existe une
fonction h € A(d(f, R™)) telle que h e A(d(, R™)) satisfait

(1) ho divise T dans A(d(@, R7)).

~

(77) La fonction ¢ = hﬁ appartient a A,(d(0, R7)).

Alors, on pose | = ¢l € A(d(ﬁ, R7)). De plus, on peut vérifier que [ a tous ses
h
coefficients dans K car f = 7 donc I = fh € M(d(0,R™)) n’a pas de poles dans d(6, R™).

1.7.2 Valeurs spéciales des fonctions méromorphes

Définition. Soit (a,)nen une suite dans K (resp. dans d(0, R™)) telle que lilil la,| = +o0

lim |a,| = R). Pour chaque n € N, on note D, le disque d(ay,, |a,|~) respectif.

n——4oo

(resp.
On appelle partie canonique de K (resp. de d(O,R’)) tout sous-ensemble de K (resp. de
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+o00 +oo
d(0,R7)) de la forme K\ U D, (resp. d(0,R)\ U Dn>. Notons Fo (resp. Fr) le filtre
n=1 n=1

qui a pour base la famille des parties canoniques d_e K (resp. de d(0, R_)).

(i) Soit f € M(K) non constante (resp. f € M,(d(0,R7))). Alors b € K est appelé
une valeur exceptionnelle de Picard de f (ou seulement une valeur exceptionnelle) si
f(x) #b Vo €K (resp f(z) #b Va € d(0,R7)).

(i) Soit f € M(K) \ K(z) (resp. f € M,(d(0,R7))). Alors b € K est appelé une valeur
quasi-exceptionnelle de f sila fonction f— b admet seulement un nombre fini de zéros
dans K (resp. dans d(0, R™)).

(i7) Soit f € M(K) non constante (resp. f € M,(d(0,R7))). Alors b € K est appelé une
valeur spéciale de f si lir+n |f—0b|(r)=0 <resp. hIII%l_ |f—0b|(r) = O).

D’apres 'unicité de la limite d’une fonction et d’apres le Théoreme 1.5.3, le théoreme
suivant est immédiat :

Théoréme 1.7.7. Soit f € M(K) non constante (resp. f € M,(d(0,R™))). Si f admet
une valeur spéciale b € K, celle-ci est unique. De plus, f admet une valeur spéciale b € K
si et seulement si f — b tend vers 0 suivant Fu (resp. susvant ]:R).

Démonstration. — La premiere partie du Théoreme est immédiate a partir du fait que si
la limite d’une fonction existe, elle est unique.

Montrons maintenant la deuxieme partie du Théoreme. Supposons que l}m f—b=0.

Alors, il existe une suite croissante {r,},ey ou lim 7, = +o0 (resp. lim r, = R)
n—-+00 n—-+00

telle que, la fonction f — b n’a ni zéros ni poles dans la couronne I'(0, 7, 7,41) Vn € N et
donc, d’apres le Théoreme 1.5.3, on a [(f —b)(z)| = [f —b[(r) Y7 €]ry, Tnya[ Vn € N. Par
conséquent, on déduit que hI_El | f=b|(r) =0 (resp. 11%17 |f = b|(r) = 0). Réciproquement,

supposons que b est une valeur spéciale de f. Supposons, sans perte de généralité, que b = 0.
On a donc lir+n |f|(r) =0 (resp. lirlr%l_ |f|(r) = 0). Soit
D ={z €K: |z —a| > |a| pour tout zero |a| et pour tout pole |a| de f}
(resp. D = {z € d(6,R™) : |z — a| > |a| pour tout zero |a| et pour tout pole |a| de f}).

On voit que D appartient a F., (resp. a F R). Or, dans chaque classe de chaque cercle
C(6,r) our €]0, +o00| (resp. r €]0, R[), qui est incluse dans D, on voit que |f(z)| = | f|(r),
d’ou I}m f(z) =0 (resp. ljitm f(z)=0). O

0o R
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Théoreme 1.7.8. Soit f € M(K) (resp. f € M(d(0,R7))) et soit b € K. Si f est non
constante (resp. fe M,(d@, ))) et st b est une valeur exceptionnelle de f alors b est
une valeur spéciale de f. Si f € M(K)\ K(z) (resp. f € My(d(8,R7))) et sib est une
valeur quasi-exceptionnelle de f alors b est une valeur spéciale de f.

Démonstration. — D’abord supposons que f € M(K) est non constante (resp.
f € My(d(0,R))) et que b est une valeur exceptionnelle de f. Puisque f —b € M(K)

(resp. f € M(d(A,R™))) sans zéros dans K (resp. dans d(#, R7)), la fonction

1
f—0o

€ A(K) est non constante <resp.

1
est une fonction sans poles dans K et alors b
1
=0 € Au(d(Q,R_))>. Par conséquent, d’apres le Corollaire 1.5.6.1 (resp. Corollaire
1
1.5.6.2), I ‘—‘
), ona lim |

premiere partie de la démonstration.

r) = 400 (resp. lim = 400 ), ce qui acheve la

r—R~ f

Supposons maintenant que f € M(K) € K(z) (resp. f € M,(d(,R7))) et que b est
une valeur quasi-exceptionnelle de f. Alors, il existe P € K[z]| et l € A(K) transcendante

P P
(resp. l € Au(d(Q,R*))) tels que f = T et donc, on obtient f —b = Tbl Puisque

P eKlz] et | € AK)\Klz] (resp. | € A,(d(f, R7))), il est clair que, pour r assez grand
(resp. assez proche de R), on a |P|(r) < |bl|(r) et par conséquent, |P —bl|(r) = [bl|(r),

bl
ce qui entraine que |f —b|(r) = % = |b|. Ainsi, quand r tend vers +oo (resp. vers R‘),
r
on déduit que b est une valeur spéciale de f. O

Corollaire 1.7.8.1. Soit f € A(K) (resp. f € A,(d(0,R7))). Alors f n'admet aucune
valeur spéciale et donc, f n’admet aucune valeur exceptionnelle. Si f € A € K|x] (resp.
fe A.d, R_))), alors f n’admet aucune valeur quasi-exceptionnelle non plus.

Soit f € M(K) (resp. f € M(d(6,R7))). Alors f admet au plus une valeur exceptionnelle.
Si f € M(K)\ K(z) (resp. f € My(d(6,R7))), alors f admet au plus une valeur quasi-

exceptionnelle

Corollaire 1.7.8.2. Soit f € M(K) (re p f € M(dO,R™))). S'il existe a,b € K tels
que f(z) # a,b Yr € K (resp. Vo € d(0, R ), alors f est une constante dans K (resp.

f € My(d(6, R))).

Théoréme 1.7.9. Soit f € M(K)\K(z) (resp. f € My (d(6,R7))) ayant un nombre fini
de zéros dans K (resp. dans d(9,R™)). Alors, pour tout b € K\ {0}, la fonction f —b
admet une infinité de zéros dans K (resp. dans d(0, R~ ))



Chap. 1 : Propriétés des fonctions méromorphes ultramétriques 39

Démonstration. — Puisque f n’a qu'un nombre fini de zéros dans K (resp. dans d(6, R*)),
0 est une valeur spéciale de f. Soit b # 0. Alors, d’apres le Théoreme 1.7.7, b n’est
pas une valeur spéciale et donc, d’apres le Théoreme 1.7.8, b n’est pas une valeur quasi-
exceptionnelle. Par conséquent, f a une infinité de zéros dans K (resp. dans d(#, R_)). O]

1.7.3 Valeurs spéciales de la dérivée d’une fonction méromorphe
Lemme 1.7.2. Soient h,l € A(K) (resp. h,l € A(d(, R7))) telles que W'l — hl' = ¢ ot
c € K. Alors,
(i) Si h et l appartiennent a A(K) et si l'une des fonctions h,l n'est pas affine, alors
c=0 et 7 est une constante.
(ii) Si h et | appartiennent a A(d(6,R™)) et ¢ # 0, alors il existe ¢ € A(d(0,R™)) telle
que h"" = ¢h et " = ¢l.
(1ii) Si K est de caractéristique résiduelle nulle et h € A(d(8, R™)) est non affine et admet
au moins deuz zéros dans d(6, R™), alors ¢ =0 et 7 est une constante.

Démonstration. — Supposons ¢ # 0. Puisque h'l — hl’ = ¢, on en déduit que tous les zéros
de h et [ sont des zéros simples et h et [ n’ont pas de zéros communs. En plus, comme

Wl —hl'=¢c, onah”l —hl” =0 et donc

h// l//

Alors, tout zéro simple de h est aussi un zéro simple de h”. En effet, soit v un zéro simple
"

de h qui n’est pas un zéro de h”, donc v est un podle simple de W et, d’apres (1.1), est
"
un poéle simple de T Par conséquent, v est un zéro de [, une contradiction. D’ou on en

déduit que ¢ = %” n’a pas de poles et donc ¢ € A(K) (resp. ¢ € A(d(0, R_))). D’une
maniere similaire, on montre que chaque zéro simple de [ (?/St aussi un zéﬁ“o de”l” et donc, il
existe ¢ € A(K) (resp. v e A(d(6, R_))) telle que ¢ = ZT Puisque % = 17’ on conclut
que ¢ = 1. D’ou on obtient (7).

Prenons maintenant h € A(K) non affine. Du fait que h” = ¢h, on a
o L 1
|R"|(r) = |o|(r)|h|(r) Vr €]0,+00[. Mais, d’apres le Théoreme 1.7.2, |h"|(r) < T—2|h|(7‘)
Vr €]0, +oo[. Puisque h n’est pas affine, h” n’est pas identiquement nulle. Par conséquent

|| (r) < =3 et donc, quand r tend vers +oo, |¢|(r) tend vers 0 une contradiction. Ainsi
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: . h . : ,
¢ =0, ce qui entraine h'l — hl' =0 et 7 constante. D’olt on obtient (7).

Supposons maintenant que la caractéristique résiduelle de K est nulle et h € A(d(6, R™))
0 =

admet au moins deux zéros dans d(f, R~). Sans perte de généralité, on suppose 0.
+oo
Comme h € A(d(0,R7)), elle peut étre écrite sous la forme Z a,x" et on peut trouver

n=0

un disque d(0,s) ou s €]0,R[, tel que h a au moins ¢ > 2 zéros dans d(0,s). Soit
t €]s, R] tel que h a exactement ¢ zéros dans d(0,t). Donc, d’apres le Théoreme 1.5.3, on
a |h|(r) = |a,r? Vr €]s,t[. Par conséquent, on en déduit que |h"|(r) = |q(qg — 1)|]ay|r??
Vr €ls,t[. Mais, puisque K est de caractéristique résiduelle nulle, on a |g(¢ — 1)| = 1 et

1
donc |W'|(r) = |a,|r9™? Vr €]s,t], c’est-a-dire |h"|(r) = ﬁ|h|(7‘) Vr €]s,t], ce qui entraine
1
lo|(r) = = Vr €]s,t]. Mais ¢ € A(d(0, R™)) est non constante, donc elle ne peut pas étre
r

h
une fonction décroissante de r. Ainsi c =0 et T D’ou on obtient (#ii). [

Remarque. L’hypothese “h ou [ non affine” est indispensable dans le théoreme précédent
car, par exemple, si h(z) =3x—2et l(z) = 2+5,ona (h'l—hl")(x) = 3(x+5)—(3x—2) #0
Vo € K une contradiction au théoreme précédent.

De méme, ’hypothese “h a au moins deux zéros” est aussi indispensable dans le théoreme
précédent. Voyons I’ exemple suivant :
Soit h(x) = exp(z) + exp(—z) et soit [(z) = exp(x) — exp(—=x). Le rayon de conver-
1
gence de h et [ est p~ »—1 si la caractéristique résiduelle de K est p et 1 si la caractéristique

résiduelle de K est 0. Si la caractéristique résiduelle de K est 2, h a un zéro et si la
caractéristique résiduelle de K est p # 2, h n’a pas de zéros. Donc h a au plus un zéro

et W' (z)l(z) — h(z)l'(z) = 4 Vx € d(O,pfp%l). On voit donc que h'l — hl’ peut étre une
constante non nulle.

Remarque. Ici, on retrouve aussi le résultat suivant qui est bien connu et qui ne nécessite
pas des propriétés ultramétriques pour sa démonstration :

”Soit F' un corps algébriquement clos de caractéristique nulle et soient P,Q € F[z] ou
deg(P)>2. Si P'Q— PQ =c, alorsc=10".

Démonstration. — En effet, supposons ¢ # 0. Il est clair que P et () n’ont pas de zéros
communs et tous les zéros de P et () sont simples. Donc ?, n’a pas de poles et P” est un
multiple de P. Ainsi deg(P"”) > deg(P) une contradiction. Alors ¢ = 0.
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Théoréme 1.7.10. Soit f € M(K) qui n'est pas une homographie. Si f n’admet aucun
pole multiple, alors la dérivée de f n’admet aucune valeur exceptionnelle.

Démonstration. — Soit f € M(K) et soient h,l € A(K) sans zéros communs, telles que

h il — hl
f= T Alors [/ = —
tions A/l — hl’ et [ n’ont pas de zéros communs. Donc, les zéros de f’ sont exactement les

zéros de h'l — hl'.

. Par conséquent, si [ a seulement des zéros simples, les fonc-

Supposons que f’ n’a pas de zéros. Donc h'l —hl’ non plus. Alors, il existe une constante
c € K\ {0} telle que h'l — hl’ = ¢, une contradiction au Lemme 1.7.2. Par conséquent f’ a
al moins un zéro.

Supposons maintenant qu'’il existe b € K\ {0} qui soit une valeur exceptionnelle de f’.
Mais f—bx et f ont les mémes poles donc, d’apres le paragraphe ci-dessus, (f —bx) = f'—b
a au moins un zéro, une contradiction. Ainsi f’ n’a pas de valeurs exceptionnelles, ce qui
acheve la démonstration. O]

Remarque. L’hypothese “f n’a que des poles simples” ne peut pas étre omise puisque,

par exemple, si f(z) = — on a donc f(z) = ——, ce qui entraine que 0 est une valeur
x x

exceptionnelle.

Théoréme 1.7.11. Soit f € M(K) € K(z) (resp. f € M,(d(8,R7))). S’il existe une
valeur b € K tel que f — b n’a qu’un nombre fini de zéros, alors pour chaque valeur ¢ € K
non nulle, la fonction f' — ¢ a une infinité de zéros.

Démonstration. — Sans perte de généralité, on suppose 6 = 0.

Supposons que f —b et f'—c¢ n’ont qu'un nombre fini de zéros, avec ¢ # 0. Alors

P
ces fonctions peuvent étre écrites sous la forme n et % respectivement ou P, Q) € K[z] et
P'h — Ph' — ch?
h,l € A(K) (resp. h,l € A(d(0,R7))). Alors f' —c = 72 % et on a donc

(P'h— PH —ch?) 1= Q 2. (1.2)

Puisque f € M(K)\K(z) (resp. f € M,(d(f,R™))), on en déduit que h aussi est trans-
cendante dans K (resp. non bornée dans d(0, R_)) et donc, pour r assez grand (resp.
assez proche de R), on a max {|P'h|(r), |PK|(r)} < |h*|(r) ce qui entraine
|P'h — Ph' — ch?|(r) = |c||h?|(r). Par conséquent, d’apres (1.2), on en déduit que
el (IR21) = |QUMIEI(r), eestrandire que |efli|(r) = |QI(r).
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D’autre part, d’apres le Théoreme 1.7.2, pour r assez grand (resp. assez proche de R),

P h
ona |P'h—PHN|(r) < M Mais, d’apres (1.2), ona P’h—hP' = (Q+cl)h? et on a
r

donc |Q+-cl|(r)|h|(r) < w Alors, du fait que h € A(K)\K[z] (resp. h € A,(d(6, R7))),

on en déduit que |Q + cl|(r) tend vers 0 quand r tend vers +oo (resp. vers R™). Par
conséquent Q + ¢/ = 0 et donc f/ = 0 ce qui entraine que f est une constante, une
contradiction & I'’hypothese. Ainsi f/ — ¢ a une infinité de zéros. O

Remarque. D’apres le théoreme précédent on peut déduire que si f € M(K) \ K(x) ou
bien si f € M, (d(8, R7)), alors 'unique valeur quasi-exceptionnelle que f’ peut admettre
éventuellement est 0.

Le théoreme précédent est seulement intéressant pour des fonctions méromorphes puisque
si f € A(K) € K[z] (resp. f € A,(d(f,R7))), d’apres le Corollaire 1.7.4.1, la conclusion
est immédiate, c’est-a-dire que f et f’ prennent tous les valeurs finies une infinité de fois.

1.7.4 Application du Lemme 1.7.2 a des équations fonctionnelles
de la forme y™ — ¢y = 0

Les théoremes suivants sont une application du Lemme 1.7.2, c’est-a dire, sont une
application du probleme du wronskien associé a deux fonctions analytiques.

Théoréme 1.7.12. Soit) € A(K) (resp. v e A(d(9, R‘))) et soit € l’équation différentielle
y™ — oy = 0. Soit E le sous-espace vectoriel de A(K) (resp. de A(d(0, R™))) des solutions
de €. Si ¢ € A(K) est non constante (resp. v € A,(d(0,R7))), alors E = {0}. De plus,

. 1
sip € Ap(d(0,R7)) et |[¢]laeo,r-) > T alors E = {0}.

Démonstration. — Soit h € E C A(K). Supposons d’abord que h est non nulle et que
Y € A(K) est non constante. Comme h est solution de &, on a |[h™|(r) = |¢|(r)|h|(r)

Vr €]0,+oo[. Mais, d’apres le Théoreme 1.7.2, on a |[¢|(r) < — une contradiction. Donc
r’n
E ={0}.

Maintenant, sans perte de généralité, on assume 6 = 0. Soit h € A(d(0, R™)). Suppo-
1
sons que h est non nulle et ¢ € A,(d(0, R7)). D’apres le Théoreme 1.7.2, on a [¢|(r) < —

r’I’L

1
Vr €]0, R[. Donc [|9||40,5-) < T c’est-a~dire que ¢ € A,(d(0, R7)), une contradiction.
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1
Alors = {0}. De méme, si ¢ € Ay(d(0, R7)) et ||[¥]ao,r-) > T Ce qui contredit le fait
(n) 1
ue 1) < — Vr €]0, R]. O
|hl(r) =

Théoréme 1. 7 13. Soit v € M(K) (resp. v € M(d ) et soit € 1 equatwn
différentialle y" — 1y = 0. Soit E le sous-espace vectomel de A (resp de A(d _)))
des solutions de £. Alors la dimension de E est ou bien 0 ou bzen 1.

Démonstration. — Soient h,l € E non nulles. Donc h”l — hl” = 0 ce qui entraine
Wl — hl' = c ou ¢ € K. De plus, comme h et [ sont non nulles, on en déduit que h”
et I” sont non nulles également et donc, h et [ sont non affines.

Supposons d’abord i € M(K). Siv¢ € A(K), d’apres le Théoreme 1.7.12, on a E = {0}
et donc, la dimension de E est 0. Supposons maintenant ¢ € M(K) \ A(K). Sic # 0,
d’aprés le Lemme 1.7.2, on a ¢ € A(K), une contradiction. Donc ¢ = 0 et h'l — hl’ = 0.

h
Par conséquent 7 est une constante et donc la dimension de E est au plus 1.

Maintenant supposons ¢ € M,(d(f, R™)). Si c # 0, d’apres le Lemme 1.7.2; on en
déduit que ¢ € A(d(0, R™)) ce qui entraine ¢ € A,(d(0, R™)). Par conséquent, d’apres le
Théoreme 1.7.12, on a £ = {0} et donc, la dimension de E est 0. Sic=0,onah/l—hl' =0

et donc 7 est une constante, ce qui entraine que la dimension de E est au plus 1. O






Chapitre 2

Théorie de Nevanlinna sur un corps
ultrameétrique

2.1 Propriétés classiques de la théorie de Nevanlinna
liées aux fonctions méromorphes

Parmi les méthodes utilisées dans les problemes de distribution de valeurs (complexe
aussi bien que p-adique) la Théorie de Nevanlinna joue un role majeur.

La théorie de Nevanlinna p-adique a été introduite en 1989 par A. Boutabaa [10] dans
M(K) et ensuite, en 2001, lui et A. Escassut ont étendu cette théorie aux fonctions dans
M(d(0, R™)) en tenant compte du probleme de Lazard.

Comme on 'a déja expliqué dans le chapitre précédent, au contraire des fonctions ra-
tionnelles, les fonctions méromorphes transcendantes dans K ou les fonctions méromorphes
non-bornées dans d(f, R~) ont, en général, une infinité de zéros ou une infinité de poles.
Néanmoins, elles n’ont qu’un nombre fini de ceux-ci dans un disque fermé de rayon r
ot 7 €]0,+oo[ (resp. r €]0, R~[). Afin d’étudier la distribution des valeurs d’une fonc-
tion méromorphe dans ce disque-la, la théorie de Nevanlinna associe a chaque fonction
méromorphe trois fonctions de 7.

Soit f € M(K) (resp. f e M(d(0, R’))) n’ayant ni zéro ni pole en 0, et soit r €]0, 00|
(resp. r €]0, RD On note Z(r, f) la fonction de comptage des zéros de f dans d(0,r), ¢’est-
a~dire si {a, }nen est la suite finie ou infinie des zéros de f dans d(0, R~) avec un ordre de
multiplicité respectif s,,, on pose

Z(r, f):= Z sn(logr —log |ay|).

lan|<r

45
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De méme, on note Z(r, f) la fonction de comptage des zéros de f sans prendre en compte
les multiplicités. On pose

Z(r, f) = Z (logr — log|an)).

lan|<r

D’une fagon analogue, on définit la fonction de comptage des péles de f dans d(0,r) et
pour cela on considere la suite finie ou infinie {b, },en des poles de f dans d(0, R™) avec un
ordre de multiplicité respectif ¢,. On pose, comme on l'a fait ci-dessus,

N(r, f) = Z tn(logr — log|bn|) et N(r, f):= Z (logr — 10g|bn|).

[bn|<r [bn|<r

Finalement, on définit la fonction de Nevanlinna (appelé aussi la fonction caractéristique)
de f, quand f n’a ni zéro ni pole en 0, par

T(r, f) = max{Z(r, ) +log|f(0)], N(r, f)}

Remarquons que les fonctions Z(r, f), N(r, f) et T'(r, f) ne changent pas, a une constante
pres, si on change l'origine. Par conséquent, si une fonction f admet un zéro ou un pole en
0, on peut réaliser un changement d’origine pour redéfinir les fonctions Z(r, f), N(r, f) et

T(r, f).

Tout au long de cette these, on supposera que la fonction p intervenant dans les fonc-
tions Z(r, p), N(r,p) et T(r, p) n’a pas de zéro en 0, si p € A(K) (resp. o€ A(d(0, R_))),
et n’a ni zéro ni poles en 0, si p € M(K) (resp. p € M(d(0,R7))).

Avant de donner quelques propriétés liées a la théorie de Nevanlinna on introduira les
notations suivantes.

Notations. Soient ¢, ¢ et ¢ trois fonctions réelles définies dans un intervalle I =]6, 4o00|
(vesp. I =]0, R]) et soit r € I. S’il existe une constante ¢ € R telle que ¢(r) < 1(r)+cp(r),
on écrira simplement ¢(r) < ¥(r) + O(p(r)). Si|p(r) — ¥(r)| est bornée par une fonction
de la forme cp(r), on écrira ¢(r) = ¥ (r) + O(¢p(r)).

Ezxemple :
q
(1) Soit P(x) = Z apxz" € Kz]. Alors Z(r, P) = deg(P)logr + O(1) pour r assez grand
n=1

dans |0, +oo[.7
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En effet, soit {7,...,7} Uensemble des zéros de P ou t < ¢, et soient sy, ...,s; les
ordres de multiplicité respectifs. Supposons A = sup |vy;|. Sir €]A,+o0[, on a

1<5<t
t t
r A
Zs]log ZsjlogZ+Zsjlogm

7j=1 7j=1

A

= Zsjlogr — logA+Zsjlog|—|
Jj=1 j=1 R

Mais Z s; =4q et Z 8, log —log A =0O(1). Par conséquent
7j=1

Z(r, P) =deg(P)logr + O(1).

(73) Soit P(x Zan:v € Klz] et Qx Z b,z € K|z] deux polynomes premiers

P
entre eux. Soit G = 0 € K(z). Alors T(r,G) = deg(G)logr + O(1) pour r assez
grand dans |0, +o00].

En effet, soit {7;}ier et soit {§;},es I'ensemble des zéros de P et () respectivement.
Supposons B = sup {|’yl-|, ]ﬁj|}. D’apres I'exemple précédent, pour r €]B, +oo[, on a
Z(r,P) = deg(P)Zvljogr +O0(1) et Z(r,Q) = deg(Q)logr + O(1). Par conséquent
T(r,G) = max {Z(T, P) +log |P(0)], Z(r, Q)} = max { deg(P), deg(Q)} logr 4+ O(1)
olt, par définition, max { deg(P), deg(Q)} = deg(G).

Le théoreme suivant est une conséquence de ’exemple précédent.

Théoréme 2.1.1. (Corollaire 2.7 [38]) Soit f € M(K) n'ayant ni zéro ni péle en 0. Alors

. . T f)
K t seul tsi 1 =
f ¢ K(x) si et seulement si Jim log r +o0
Démonstration. — Supposons d’abord que f € K(z). Donc, d’apres I'exemple précédent,
T(r, f)

T(r, f) =deg(f)logr+ O(1) pour r assez grand. Par conséquent lir+n 1
r—+oo logr

= deg(f).

Supposons maintenant que f € M(K) \ K(x). Alors, f admet ou bien une infinité de
zéros ou bien une infinité de poles et on a donc, T'(r, f) > Alogr VA > 0 Vr €]0,+oo].

T
Par conséquent lim (r, /) = +00. O]
r—+o0 logr




48 J. Ojeda - Fuentealba

Pour le cas f € M(d(0,R™), on a le théoréme suivant.

Théoréme 2.1.2. (Théoreme 1.1 [15]) Soit f € M(d(0, R™)) n'ayant ni zéro ni pole en
0. Alors f € My(d(0,R™)) si et seulement si T'(r, f) est bornée dans |0, R].

Le théoreme suivant sera tres utilisé au long de tous les prochaines chapitres.

Théoréme 2.1.3. Soient f,g € M(K) € K(z) (resp. f,g € M,(d(0, R™)) n'ayant ni zéro

o - Z(r.9) . Z(r,g) S

ni pole en 0. Si limsup >0 (resp. lim sup > O) alors g a une infinité
r—+00 T(T7 f) r—R~ T(?”, f)
de zéros.
Démonstration. —  Supposons que ¢ a seulement un nombre fini de zéros. Si
g € M(K)\ K(z) (resp. g € M,(d(0,R7))), il existe un polynome P € K[z] et une
P
fonction h € A(K) € K[z] (resp. h € A,(d(0,R7))) tels que g(z) = h((x)) et que P et h
x
n’aient pas de zéros communs.
Z VA
Puisque lim sup (r,9) >0 (resp. lim sup (r,9) > O) il existe A > 0 et une suite
r—-+00 T(T’ f) r—R— (7” f)

d’intervalles {]r, [}, oy avec n]_l){ll_loo rn = 400 (resp. avec nI—IEloo Tn = R) tels que

Z(r,g) >T(r, f)+ A ¥r €]r,,rl[. Mais Z(r,g) = Z(r, P) = deg(P)logr + O(1). Donc

T(r, f) < deg(P)logr — A+ O(1) ¥r €]ry,r]. (2.1)

Supposons d’abord que f € M(K) \ K(z). D’apres le Corollaire 2.1.1, on a

o T )

im — ==
r—+oo logr

le Théoreme 2.1.2, T'(r, f) est non bornée dans |0, R[ ce qui contredit de nouveau (2.1). [

= 400 ce qui contredit (2.1). Maintenant, si f € M,(d(0,R™)) d’apres

Le Théoreme 2.1.4 est immédiat d’apres le Théoreme 1.7.6.

Théoréme 2.1.4. Soit f € M(d(0,R7)) n ayant ni zéro ni pole en 0, et soit f la fonction
méromorphe définie par f dans d(0,R™) C K. Alors, les fonctions f et f ont la méme
fonction de Nevanlinna, c’est-a-dire que T(r, f) = T(r, f).

Maintenant, la formule qu’on donne dans le Théoreme 2.1.5 ci-dessous est la version
ultramétrique de la Formule de Jensen bien connue et qu’on utilisera assez fréquemment
au long de tout notre travail.
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Théoréme 2.1.5. (Lemme 2.1 [15]) Soit f € M(K) (resp. f € M(d(0,R7))) n'ayant ni
zéro ni pole en 0. Alors,

log (\f](r)) =Z(r,f) = N(r, f) + log (|f(0)|) Vr €0, +o0o| (resp. Vr €]0, R[)

Démonstration. — D’apres le Théoreme 1.5.9, on déduit que
o(f,—logr) =v(f(0)) — Z(r, f) + N(r,f) Vr€]0,4o00[ (resp.Vr €]0,R][).

Mais, comme on a déja vu dans le chapitre précédent, v(f, —logr) = —log (|f|(r))
v(f(O)) = —log (\f(0)|), ce qui acheve la démonstration. ]

Corollaire 2.1.5.1. Soient f,g € A(K) (resp. f,g € A(d(0,R™))) non nulles en 0.
Supposons qu’il eziste p €]0,+oo| (resp. p €]0,R[) tel que |f|(r) = |g|(r) Vr €]p,+o0]
(resp. Vr €]p, R), alors il existe n € RY tel que Z(r, f) = Z(r,9) +n Vr €|p,+oo[ (resp.
Vr €lp, R[).

Démonstration. — Le corollaire est immédiat d’apres le Théoreme 2.1.5 puisque
9(0)
N(r,f)=N(r,g) =0 et n=log ‘ m

Corollaire 2.1.5.2. (Lemme 2.12 [15]) Soit f € M(K) (resp. f € M(d(0,R™))) telles
que [ et [ naient ni zéro ni pole en 0. Alors Z(r,f7> < N(r, f7> — logr + O(1)
Vr €]0, +o00| (resp. Vr €]0, R]).

|/1(r)
|71(r)

considérant la croissance de la fonction logarithmique, que log(

Démonstration. — D’apres le Théoreme 1.7.2, on sait que <

1 :
— ce qul entraine, en
T

(r)) < —logr. Par

!
conséquent, en appliquant a = le théoreme précédent, on obtient 1'inégalité désirée. O

f

Comme on avait déja dit précedement, la théorie de Nevanlinna s’exprime par deux
théoremes fondamentaux. Pour montrer le premier on aura besoin de la définition suivante.

Définition. Soit f € M(K) (resp. f € M(d(0,R™))) non identiquement nulle. On note

m(r,f)—max{log(|f| ) }

La fonction m(r,-) est appelée fonction compensation.
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En considérant la définition ci-dessus, on obtient facilement le théoreme suivant :

Théoréme 2.1.6. (Théoreme 1.1 [10]) Soient f,g € M(K) (resp. f,g € M(d(0,R7))).
Alors, quand les quantités intervenant ci-dessous sont bien définies, on a :

(i) m(r, f+ g) < max {m(r, f),m(r,g)} + O(1) Vr €]0,4o0| (resp. Vr €]0, R]).
(i5) m(r,f —a)=m(r,f)+ O(1) Va €K, Vr €]0,+oc[ (resp. Vr €0, R]).
(iti) m(r, f-g) < m(r, f) +m(r,g) + O(1) Vr €]0,+oo[ (resp. Vr €]0, R]).
(iv) m(r,a- f)=m(r, f)+O(1) Vr €]0,4o0| (resp. Vr €]0, R[).
7
f

Démonstration. — Puisque |- |(r) est une valeur absolue ultramétrique pour M(K) (resp.
pour M(d(O,R*))), elle satisfait l'inégalité triangulaire ultramétrique, c’est-a-dire que
17+ gl(r) < max {|71(r), |g1(r)}, et aussi | - g|(r) = | F|(r) - |g|(r). Par conséquent, grace
a la croissance de la fonction logarithmique, on déduit sans difficulté (i), (ii7) et (iv).

(v) m( ) =0 Vre[l,+oo[ (resp. Vr € [1, R[).

Si |f|(r) > |a|, pour r assez grand (resp. assez proche de R™), on a |f — al|(r) = | f|(r),
d'ou m(r, f —a) = m(r, f). Alors que, si |[f|(r) < |a|, on a |f — a|(r) < |a|, ce qui en-
traine |m(r, f—a)—m(r, f)| <logla| et ainsi m(r, f—a) = m(r, f)+O(1) et alors on a (ii).

!/
1
D’apres le Théoreme 1.7.2, on a ||J}‘|(<T)) < —. Par conséquent, pour » > 1, on a
r r
/
m(r, f7) = 0 ce qui entraine (v). O

On appelle le Premier Théoréeme Fondamental de Nevanlinna le Théoreme 2.1.7 et il est
un analogue du Théoreme 1.2 [34] sur C, mais sa démonstration est beaucoup plus simple.

Théoreme 2.1.7. (Théoréme I.1 [10]) (Premier Théoreme Fondamental de Nevanlinna)
Soit f € M(K) (resp. f € M(d(0,R7))) non identiquement nulle et n’ayant ni zéro ni
pole en 0. Alors,

T(r,f)=m(r,f)+ N(r, f) ¥r €]0,4o00] (resp. vr E]O,R[).
Démonstration. — D’apres le Théoreme 2.1.5, on a
Z(r, f) + log (|f(0)|) = log (|f|(r)) N(r, f) Vr €]0,+o0] (resp. Vr €]0, R[)

Par conséquent, max {Z(r, f) + log (|F(O)),N(r, )} = max{log (|f|(r)),0} + N(r, f).

Mais, comme T'(r, f) = max { Z(r, f)+log (|f(0)]), N(r, f)} et m(r, ) = max{log (| f|(r ), }
la démonstration est achevée.
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Comme une conséquence immédiate du théoreme précédent, on a les corollaires suivants.

Corollaire 2.1.7.1. Soit f € A(K) (resp. f € A(d(0,R7))) non nulle en 0. Alors,

T(r,f) = Z(r, f) + O(1) Vr €]0,+o0[ (resp. Vr €]0,R[). De plus, il existe p €]0,+00]
(resp. p €]0, R[) tel que, pour b # f(0), on a Z(r,f) = Z(r,f —b) Vr €]p,+oo (resp.
Vr €lp, R[).

Corollaire 2.1.7.2. (Théorémes 1.2 - 1.3 [10]) Soit f € M(K) (resp. f € M(d(0,R7)))
1
non nulle et telle que f n’a ni zéro ni pole en 0. Alors T(r, ?> = T(r, f) + O(1)

Vr €]0,400[ (resp. Vr €]0,R7[). Soit a € K non nulle et différente de f(0). Alors
T(riaf) = T(r,f) + OQ1) and T(r,f —a) = T(r,f) + O(1) Vr €)0,+oo[ (resp.
vr €]0,R7[).

Démonstration. — En sachant que les poles de f, af et f — a sont les mémes, la premiere
et la deuxieme égalité sont évidentes d’apres le Théoreme 2.1.6 (ii)-(iv) et le Théoreme
2.1.7.

Soit r €]0, +o00] (resp. r €]0, R[). D’apres la définition de m(r,-), on déduit que

m(r, f) — m(r, %) = max{log (|f|(r)),0} + min{log (|f|(r)),0},

1
c’est-a-dire que m(r, f) — m(r, ?) = log (|f|(r)) Donc, d’apres les Théoremes 2.1.5 et
1
2.1.7, on déduit que T'(r, f) = T(r, ?) +log (| £(0)]). O

Les propriétés opératoires sont assez semblables a celles connues dans C. Toutefois la
propriété (iv) ci-dessous est spécifique a l’analyse ultramétrique.

Théoréme 2.1.8. (Théoréme I.1 [10]) Soient f,g € M(K) (resp f,g€ M(d(O,R_))) non
identiquement nulle et n’ayant ni zéro ni poles en 0. Alors,

(&) T(r, f+9) <T(r, )+ T(r,g)+0(1)
(ii) T(r, f-g) <T(r,f)+T(r,g) +O(1).
Si h est une fonction homographique, alors
(i1) T(r,ho f)="T(r, f)+ O(1).
De plus, si f,g € AK) (resp. f,g € A(d(0,R7))), alors
(iv) T(r, f +g) < max {T(r, ), T(r,g)} + O(1).
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Démonstration. — (i) D’apres le Théoreme 2.1.6(i), on déduit que

m(r, f +g) + N(r, f + g) < max {m(r, f),m(r,g)} + N(r, f) + N(r, 9)
<m(r, f)+ N(r, f) +m(r,g) + N(r, g),

douT(r,f+g) <T(r,f)+T(r,g) +O(1).

(1) De méme, d’apres le Théoreme 2.1.6(7iz), on déduit que
m(r,f g) +N(Tafg) < (m(rvf) +m(r,g)) +N(Taf> +N(Tag)a
ot T(r, f-g) <T(r,f)+T(r,g) +O(1).

(73i) Si h est affine, (i) est évident. Supposons maintenant que h n’est pas une fonction

affine, alors on peut écrire h o f sous la forme a + —. Donc, d’apres le corollaire 2.1.7.2,

f
b
T(r,ho f)= T(T, ?> =T(r,f)+0().
(iv) Puisque N(r,f) = N(r,g) = 0, l'inégalité est immédiatement déduite du
Théoréme 2.1.6 (7). O

Lemme 2.1.1. (Lemme 2.4 [15]

h,l € A(d(0,R™)) telles que f =
Vr €]0, R|.

Soit f € M(d(0,R™)) et soit ¢ > 0. 1l existe alors
vérifiant Z(r,h) < Z(r, f)+e et Z(r,l) < N(r, f)+e

Corollaire 2.1.8.1. Soit f € M(K) (resp. fe M(d(O,R_))) n’ayant ni zéro ni pole en
0. Il existe h,l € A(K) (resp. h,l € A(d(0,R7))) telles que f = % vérifiant

max {T(r, h),T(r,l)} <T(r,f)+O(1).

h
Démonstration. — Si f € M(K), il existe h,l € A(K) telles que f = 7 et

Z(r,h)=Z(r, f)+0() et Z(rl) = N(r,f) + O(l) Vr €]0,4o00[. Par conséquent
max {Z(r,h), Z(r,1)} <max{Z(r, f)+ N(r, )} + O(1) Vr €]0,+ocl.

Maintenant, si f € M(d(0, R7)), d’apres le Lemme 2.1.1, pour ¢ > 0 fixé, il existe
h
h,l € A(d(0,R™)) telles que f = 7 et Z(r,h) < Z(r,f) +eet Z(rl) < N(r,f) + ¢
Vr €]0, R[. Donc, max {Z(r,h), Z(r,1)} <max {Z(r, f),N(r, f)} +e Vr €]0, R].
En sachant que max {Z(r, f), N(r, f)} < T(r, f)+O(1) Vr €]0,+oo[ (resp. Vr €]0, R])

et en sachant que, d’apres le Corollaire 2.1.7.1, Z(r,h) = T(r,h) + O(1) et
Z(r,1) =T(r,1)+ O(1) Vr €]0,+oo[ (resp. Vr €]0,R[), on achéve la démonstration. [
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2.2 Propriétés classiques de la Théorie de Nevanlinna
liées aux fonctions méromorphes et leurs dérivées

Ici, on montrera quelques applications de la théorie de Nevanlinna, lesquelles établissent
des liens entre des fonctions méromorphes et leurs dérivées. Nous allons d’abord montrer
une version ultramétrique d’une inégalité classique bien connue dans la théorie de distribu-
tion des valeurs, ['inégalité de Millouz.

Théoréme 2.2.1. (Lemme 2.6 [15]) Soit f € M(K) (resp. f € M(d(0,R7))) telle que
f® (k € N) n'a ni zéro ni péle en 0. Alors

N(r, f(k)) = N(r, f) + kN(r, f) —logr 4+ O(1) ¥r €]0, +o0] (resp. Vr €]0, R_[)
et
Z(r, f®) < Z(r, f) + kN(r, f) — logr + O(1) V¥r €]0, +oo[ (resp. Vr €]0, R7).

Démonstration. — Pour obtenir la premiere inégalité il suffit voir que chaque pole v de f
d’ordre s est un pole de f*) d’ordre s + k.

Montrons maintenant la deuxieme inégalité. Soit r €]0, +o0[ (resp. r €]0, R[) D’apres
le Théoréme 2.1.5, on sait que Z(r, f') — N(r, f') + log (\f’(O)\) = log (\f’|(r)) et
Z(r, f) = N(r, f) 4+ log (| f(0)]) = log (|f|(r)). Mais, d’aprés le Théoréme 1.7.2, on a

|£1(r)

If'|(r) < === et donc, en considérant la croissance de la fonction logarithmique,

log (|f/|(r)) <log (|f|(r)) —logr. Par conséquent,
Z(r. f') < Z(r, f) + N(r, f') = N(r, f) — logr + O(1).
Mais, d’aprés la premicre inégalité, N(r, f) — N(r, f) = N(r, f). Donc,
Z(r, f') < Z(r, f) + N(r, f) — logr + O(1).

La généralisation de cette inégalité est obtenue par récurrence. Supposons que l'inégalité
précédente est vraie pour tout k& < ¢. Alors Z(r, f¢D) < Z(r, fO)+N(r, f®)—logr+O(1)
et donc,

Z(r, f(t+1)) < Z(r f) +\N(r, f)+ ...+ N(r, f)J+N(r, f(t)) —logr+ O(1),

(t—1)—fois

ce qui acheéve la démonstration puisque N(r, f (t)) = N(r, f). ]
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Remarque. L’inégalité du théoreme précédent n’est pas valable si on considere des fonc-
tions méromorphes dans C. Voici un contre-exemple :
Soit f(z) = @, 1l est facile de voir que f € A(C) n’a pas de zéros dans C. Donc
Z(r,f) =0 Vr €]0,4+o0[. Puisque f'(x) = cos(x)e™® on a

lir+n Z(r, f') = Z(r,cos(z)) = +oo.
Par conséquent liljrn Z(r, f'y — Z(r,f) = +o0, ce qui contredit linégalité du
Théoreme 2.2.1.

Corollaire 2.2.1.1. (Lemme 2.7 [15]) Soit f € M(K) (resp. f € M(d(0,R7))) telle que
f® (k € N) n'a ni zéro ni pole en 0. Alors T (r, f®) < (k+1)T(r, f)+O(1) Vr €]0,+o0]
(resp. Vr €]0, R7).

En particulier, si f € A(K) (resp. fe A(d(O,R_))) est telle que ) (k € N) n’a pas de
zéro en 0. Alors T (r, f®) <kT(r, f) + O(1) Vr €]0,400[ (resp. Vr €]0, R7[).

Démonstration. — Le corollaire est immédiat puisque dans le théoreme précédent on a
N(r,f) < N(r,f) et max{Z(r, f),N(r, f)} < T(r,f) + O(1) Vr €]0,+oo[ (resp.
vr €]0, R]). O

Corollaire 2.2.1.2. Soit f € M(K) (resp. f € M(d(0,R7))) et soit f une primitive de
f telles que f et f n’ont pas de zéro ni pole en 0. Alors

T(r, f) <T(r, f) + Z(r, ) — Z(r, f) + O(1) ¥r €]0, +o0[ (vesp. ¥r €]0, R]).

Démonstration. — D’apres le Théoréme 2.2.1, f et [ satisfont N(r, f) = N(r, f) + N(r, f)
et Z(r, f) < Z(r, f) + N(r, f) —logr + O(1) Vr €]0,4o00[ (resp.Vr €]0,R[). Par suite

N(r, f) < N(r, f) + N(r, f) + Z(r, ) = Z(r, ) = logr + O(1)
=N(r,f)+ Z(r, f) = Z(r, f) —logr + O(1).
Mais N(r, f) < T(r, f) + O(1) et donc
N, ) <T(r, f)+ Z(r, f) — Z(r, f) —logr + O(1) Vr €]0, 4o0] (resp. Vr €]0, R]).
D’autre part, puisque Z(r, f) < T(r, f) +O(1), on a
Z(r, f) <T(r )+ Z(r. f) = Z(r, f) + O(1) Vr €]0, +o0[ (resp. Vr €]0, R]).

Par conséquent, en considérant que T'(r, f) = max{Z(r, f)+log|f(0)|, N(r, f)}, on obtient
I'inégalité désirée. O
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Le lemme suivant est facile a vérifier et on 'utilise assez fréquemment dans le Chapitre 4.

Lemme 2.2.1. Soit f € M(K) (resp. f € M(d(0,R7))) telle que f et f' n'ont ni zéro ni
pole en 0. Soient n,k € N et soit a € K non nulle et différente de f(0). Alors

Zr, f"(f —a)*f)=nZ(r, f) +kZ(r, f —a)+ Z(r, f) Vr €]0, +oo| (resp. Vr €]0, R[).

Démonstration. — Puisque les poles de f*(f — a)*f’ sont exactement les poles de f, sans
compter les multiplicités, on en déduit qu’ils ne sont pas zéros de f ni de f — a ni de f'.
Par conséquent, si v est un zéro de f ou bien de f — a ou bien de f’, alors v sera aussi un
zéro de f(f — a)*f’ et donc, wy (f"(f — a)*f') = nw,(f) + kw,(f — a) + w,(f) >0 d’ou
on déduit que

Z(r, f*(f =)' f) =nZ(r, f) + kZ(r, f —a) + Z(r, f')

quel que soit r €]0, +00| (resp. r €]0, R] ), ce qui acheéve la démonstration. ]

Notation. Pour mieux exprimer les prochains énoncés, on introduit les notations suivantes.
Soit f € M(K) ou f € M(d(0,R™)), et soit P une propriété vérifiée dans une partie de
K. On note Z(r, f : x satisfaisant P) (resp. Z(r, f : x satisfaisant 73)) la fonction de comp-
tage des zéros de f quand la propriété P est satisfaite, en prenant en compte (resp. sans
prendre en compte) les multiplicités. De plus, on note Z;(r, f) (resp. Ny(r, f)) la fonction
de comptage des zéros (resp. des péles) simples de f dans le disque d(0,r).

Le lemme ci-dessous est un lemme classique et facile a vérifier.

Lemme 2.2.2. (Lemme 2.10 [15]) Soient aq, ...,a, € K tels que a; # a; pour tout i # j,
et soit f € M(K) (resp. f € M(d(0,R™))) telle que f, f',f —a; (i =1,...,q) n'ont pas de
zéro en 0. Alors,

Z (Z(r,f —a;) — Z(r, f — ai)) =Z(r,f") = Z(r, f': f(z) # 0,a;) Vr €)0,+o0[ (resp.

r €0, R|).

Démonstration. — Pour montrer le lemme on utilise les propriétés suivantes. D’abord
Z(r, f) — Z(r, f) compte tous les zéros de f en diminuant de une unité son ordre de mul-
tiplicité. Ensuite, si v est un zéro d’ordre s de f, alors v est un zéro d’ordre s — 1 de
1. m
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2.2.1 L’inégalité de Milloux ultramétrique

L’inégalité de Millouz est bien connue dans C (voir Théoréme 3.2 [35]) pour établir
des liens entre les zéros d’une fonction méromorphe et les zéros de ses dérivées. Nous al-
lons montrer ici une inégalité analogue pour des fonctions entieres (resp. analytiques dans
(e, R_)) ultramétriques qui sera utile pour ’étude d’unicité des fonctions qui partagent
une valeur en ignorant les multiplicités.

Théoréme 2.2.2. (Inégalité de Milloux ultramétrique)
Soit f € A(K) (resp. f € A, (d(0,R™))) telle que £(0)f'(0)f"(0) # 0, et soit a € K\ {0}.
Alors, pour r €]0, +00] (resp. r€]0, R- [), on a

T(Tv f) < 27(7’, f)—i-Z(T, f’—a)—Z(r, f” : f/(x) 7é a, (f(x)v fl(x)) 7é (07 0)) _Zl(rv f)—lOgT—l—O(l)

Démonstration. — Soit r €]0,+o00[ (resp. pour r €]0, R[). D’aprés le Lemme 2.2.2, on
déduit que

Z(T,f)-?(’f’,f):Z(T,f,)—Z(T,f/Zf(.l’)?éO). (22)
Donc, on a aussi Z(r, f' —a) = Z(r, f' —a) + Z(r, f" —a) = Z(r, f" — a: f'(z) # a). Mais
f" est analytique donc, d’apres le Corollaire 2.1.7.1, on déduit que
Z(r, fY=Z(r f —a)+ Z(r, f") = Z(r, " ['(x) # a) + O(1). (2.3)
Ainsi, d’apres (2.2) et (2.3), on obtient

Z(r,f):Z(r,f)+Z(r,f’—a)+Z(r,f”)—Z(r,f”:f’(x)#a)—Z(r,f’:f(x)#0)+0((1).)
24

Par ailleurs, remarquons que la différence entre Z(r, f) et Zy(r, f) correspond & la fonc-
tion de comptage des zéros multiples de f sans prendre en compte les multiplicités, c’est-
a~dire que

Z(r, f) = Zi(r, /) =Z(r, f': f(z) =0) — Z

(r,
Remarquons aussi que Z(r, = ( )
).
f(

/

Z(r, f': f(z) #0) et, d’apres le
onc, on obtlent

[ fl(@) = fx) =0). (2.5)
D

/)
Théoreme 2.2.1, on a Z(r, f") < Z(r, ') — 10g7‘+0(1

Z(T,f”)gZ(r,f’:f(m):O) ( x) # ) logr + O(1).

Alors, d’apres (2.5), on a

Z(r, [") < Z(r, f) = Zu(r, )+ Z(r f": f'(2) = f(2) = 0) + Z(r, [': f(z) #0) -
—logr + O(1). (2.6)
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Par conséquent, en considérant (2.6) dans (2.4), on obtient

Z(r, f) < 2Z(r, f)

VD0 ' —a) = () + 20 7 £ @) = () = 0) -
A

x) # a) —logr + O(1). (2.7)

Mais,

2o ")) <2007 0) =) =)
( f”'fl(ff)?é ’f/ 7&0)—}—2(7“, 1 f/ >f<x)7é0)
>Z(r £1: (@) # a,(£(2). £1(2)) # (0.0).

d’ou

Z(r, f" (@) = fl@) =0) = Z(r, f": f'(2) # a) < =Z(r, f": f'(2) # a,(f(2), f'(2)) # (0,0)).

Donc, d’apres (2.7), on obtient
Z(Ta f) < 27(7'7 f)—f—?(’l“, f/—a)—Zl(T, f)_Z(Ta f” : f/(flf) 7é a, (f((]?), fl(x» 7é (07 0)) —10gT+O(1).

Mais f € A(K) (resp. f € A(d(0,R7))) et donc, d’apres le Corollaire 2.1.7.1, on a
Z(r,f)="T(r, f) +O(1). Ainsi, on obtient 'inégalité désirée

T(r,f) <2Z(r, )+ Z(r, f'=a)=Z1(r, [) = Z(r, [" : ['(2) # a,(f(2), f'(z)) # (0,0)) —logr+O(1).

O

2.2.2 Deuxieme Théoréeme Fondamental de Nevanlinna

Comme l'on avait déja signalé, le Deuzieme Théoréeme Fondamental de Nevanlinna est
I'un des théoremes les plus utilisé dans la théorie de distribution de valeurs. La version
ultramétrique a été d’abord introduite par A. Boutabaa [11], en considérant le corps tout
entier K, et ensuite lui méme et A. Escassut [15] ont étendu ce théoreme a d(0, R™). Les
deux théoremes suivants montrent ce théoreme sous deux formes différentes. Pour avoir
une idée de son procédé, on reproduira 1'une des démonstrations qui découle des lemmes
2.1.1, 2.2.2 et du lemme suivant :

Lemme 2.2.3. (Lemme 2.9 [15]) Soient ay,...,a, € K tels que a; # a; quand i # j.
Soient h,l € A(K) (resp. h,l € A(d(0,R7))). Il eziste A € R et, pour chaque r €]0, +00]
(resp. 7 €]0, R), il existe A(r) € {1,...,q} tels que Z(r,h—a;l) > max {Z(r,h), Z(r, 1)} + A
Vi£Nr) (i=1,...,q), Vr€)0,+oo[ (resp. Vr €0, R]).
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Théoreme 2.2.3. (Théoréme 1.4 [15]) (Deuxiéme Théoreme Fondamental de Nevanlinna (1))

Soient ay,...,aqy € K (¢ >2). Soit f € M(K) (resp. f € M(d(0,R™))) n'ayant ni zéro ni
pole en O et telle que f' et f—a; ne sont pas nulles en 0. Alors

(q— <ZZ a)+Z(r, fY=Z(r, f": f(x) #a; Vi=1,...,q) —logr+ O(1)
Vr €]0, +o0] (resp V?“ €]0,R[). De plus, si f € A(K) (resp. f € A(d(0,R7))), alors
ZZ Y+ Z(r, f) = Z(r, f - flz) # a; Yi = 1,...,q) — logr + O(1)

Vr €]0, 400 (7"68]9 Vr €]0, R[)

Théoréme 2.2.4. (Théoréme 1.4’ [15]) (Deuxiéme Théoreme Fondamental de Nevanlinna (2))

Soient ay, ...,a; € K ot ¢ > 2. Soit f € M(K) (resp. f € M(d(0,R7))) n'ayant ni zéro
ni pole en 0 et telle que f' et f — a; ne sont pas nulles en 0. Alors

(=) T, ) £ 70T ) 4 Nr, f) = 205+ f(a) # 00 ¥i = 1, q) ~ logr + O(1)
Vr €]0, 400 (reszo_.lVr €10, RY).

Démonstration. — Soit f € M(K

h,l € A(d(0,R™))) telles que f =
chaque r €]0, +oo[ (resp. r €]0, R[), il existe A(r) € {1, ...,q} tel que

resp. f € M(d(0,R7))). Il existe h,l € A(K) (resp.

h
T D’apres le Lemme 2.2.3, il existe A € R et, pour

Z(r,h —a;) > max {Z(r,h), Z(r,1)} + A Vi # A(r).

Si f € M(K), on sait que Z(r,h) = Z(r,f) + O(1) et Z(r,l) = N(r, f)+ O(1)
Vr €]0,4+o00[. Maintenant, si f € M(d(0,R~)) d’aprés le Lemme 2.1.1, on a
Z(r,h) < Z(r, f)+1 et Z(r,l) < N(r,f) +1 Vr €]0,R™[. Par conséquent, il existe
B € R tel que

Z(r,h —a;l) > T(r, f) + B Vi# \r), Vr€]0,+oo] (resp. Vr €]0, R]). (2.8)

D’autre part, rappelons qu’un diviseur défini dans K ou dans d(6, R~) est une fonction a

support fini, a valeurs dans N. On peut donc définir la différence de deux diviseurs, qui est
h [
alors une fonction a support fini, a valeurs dans Z. On a alors D(h)—D(l) := D (7) -D (E) .

Par conséquence

D(h — ail) = D(f — a;) + D(1) —D(f_lg) =D(f —ai) + D(I) _D(%
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et donc, en considérant la fonction de comptage des zéros, on déduit que
Z(rh — al) = Z(rf — a) + Z(r1) — Z(r, %) Mais Z(r, %) — N(r,f) et
Z(r,l) < N(r, f) + 1. Donc

Z(r,h—ail) < Z(r, f —a;)) +1 Vi€ {1,...,q}, Vr €]0,400[ (resp. Vr €]0,R[).  (2.9)
Par conséquent, d’apres (2.9) et (2.8), on obtient

q q

@-1) [T+ B < > Zh-ah< > Z0f-a)+a-1)

i=1, i#N(r) i=1, i#N(r)
Vr €0, +oo[ (resp. Vr €]0, R[) et donc, en prenant C' = (¢ — 1)(1 — B), on obtient

(¢—1) ) < ZZ )+ C = Z(r, f —axy) Vr €]0,+o00] (resp.r €]0, R]).

Ainsi, d’apres le Lemme 2.2.2, on a

q
(q_l SZZ +Z(Tf) (r,f—a)\(r))—Z(r,f’:f(:):)#aiVizl,...,q)—i—C
B (2.10)
Vr €]0, +o00| (resp. Vr €]0, R]).
Par ailleurs, puisque f et f — a; ont les mémes dérivées, pour chaque i € {1,...,q}, il
existe une constante ¢; € R telle que

Z(r, [ =Z(r,(f —@)) = Z(r, f —a;) + N(r, f —a;) + ¢; —logr Vr €]0,+o0[ (resp.

Vr €]0, R[) En particulier, pour i = A(r), en posant M = 1maX {¢;}, on obtient

Z(r, [") < Z(r, f —axw) + N(r, f — axey) + M —logr.
Mais N (r, f — ax) = N(r, f) et donc,
Z(r, f)) < Z(r, f —axm) + N(r, f) + M —logr Vr €]0,+oo| (resp. ¥r €]0, R[). (2.11)
Par conséquent, si f € M(K), d’apres (2.10) et (2.11), on obtient
(g—1) T(r, f) < ii(r,f—amﬁ(r, =20, f': flx) £a;Vi=1,...,q)—logr+(C+M)

i=1
Vr > 0.

Si f e M(d(0,R7)), il existe N € R tel que pour r assez proche de R, on a —logr < N et
donc (¢—1) T <ZZ a;)+ N f)—Z(r, f : f(x) #a; Vi=1,....,q) + O(1)

Vr €]0, R[, ce qui achéve la démonstration. O
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Remarque. Le terme —logr est trés utile quand f € M(K). Par contre, il devient sans
effet quand f € M(d(f, R™)). On utilisera cette propriété assez fréquemment surtout dans
le Chapitre 4, ce qui permet d’améliorer les résultats obtenus dans C par rapport a I'unicité
des fonctions.

2.3 Petites Fonctions

Définition et Notation. Soient f,a € M(K) (resp. f,a € M(d(0,R™))) n’ayant ni zéro
ni pole en 0. La fonction « est appelée petite fonction par rapport a f si elle satisfait :

T(r,a) _ T ae)
A e =0 (resp. . T(r f) ).

On note M;(K) (resp. M;(d(0, R7))) I'ensemble des fonctions méromorphes qui sont
petites par rapport a f dans K (resp. dans d(O,R_)) et de méme, on note

Af(K) = My(K)NA(K) (resp. Ag(d(0,R7)) = My(d(0,R™)) N A(d(0,R7))).

Si f ou o admettent 0 comme un zéro ou un pole, par un changement de variable on
)
peut se ramener a ce que l’'origine ne soit ni un zéro, ni un poéle de f et de « et par suite,
la propriété ne dépend pas de l'origine.

Si une fonction réelle ¢ définie dans ]0,+oo[ (resp. dans ]0,R[) satisfait que
. o(r) o Y(r)
1 =0 (vesp. lim —-"
N N SR Y e
ou bien on dit que “ est de la forme S;(r)

= O>, on écrit simplement S;(r) a la place de 9 (r)

»

D’apres le Théoreme 2.1.8, on peut déduire facilement le lemme suivant :

Lemme 2.3.1. Ay(K) (resp A(d(6,R™))) est une K—sous-algébre de A(K) (resp. de
A(d(6,R7))) et My(K) (resp. M(d(0, R7))) est son corps de fractions.

Le théoreme suivant est déja bien connu en analyse complexe et en analyse ultramétrique
(voir Théoreme 5.2 [38]). Il généralise d’une certain fagon le Théoréme 2.1.8. Ici, on donnera
une nouvelle démonstration.

Théoréme 2.3.1. Soit f € M(K) (resp. f € M(d(0,R7))) et soit P € M;(K)[X] (resp.
P € M;(d(0,R™))[X]) de degré n, tels que f et P(f) n'ont ni zéro ni pole en 0. Alors,
pour tout r €]0,+o0[ (resp. v €]0,R[), on a T(r,P(f)) = nT(r, ) + S¢(r). De plus, si
P e K[X], alors T'(r, P(f)) = nT(r, f) + O(1).
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Démonstration. — Supposons d’abord f € M(K). Il existe h,l € A(K) sans zéros
ZA i
communs et telles que f = h Soit P(X Za .X". Donc P(f) = =———— ol
=T 2 Bl
A; € My(K) (i=1,...,n). Alors, pour r €]0,+oo[, ona Z(r, P(f ( ZA RU™ J)

et, d’apres le Théoreme 2.1.8, on voit que

Z(T,ZAihil"j> < max Z(r, AR < nT(r, f) + Sy(r).

0<i<n
Donc Z(r, P(f)) < nT(r, f) + Sg(r).

D’autre part, pour r €]0,4+oco[, on a N(r,P(f)) < N(r,Bl") et, d’apres le
Théoreme 2.1.8, N(r, BI") < nT(r,f) + Sp(r). Ainsi N(r,P(f)) < nT(r,f) + Sy(r).
Par conséquent,

T(r, P(f)) = max {Z(r, P(f)) +1log |(P o [)(0)],

(r,P(f))} < nT(r, f) + Sg(r).

Maintenant, il nous reste a montrer que n1'(r, f) + S¢(r) < T(r,P(f)). Supposons
le contraire. Donc, il existe p > 0 suffisamment petit, et il existe une suite d intervalles

{]r;n,rxl[}meN ou ml—lgloor = +o0, tels que T'(r, P(f)) < pnT(r Vr € U |
+oo

Alors, en particulier, N (r, P(f)) < pnT'(r, f) Vr e U riore [ Mais
m=1

N(r,P(f)) > N(r, BI") ( ZA) (r, BI) + Sy (r)

+oo
et donc, il existe ¢ € N et A > p assez petit, tels que AnT(r, f) > N(r, Bl") Vr € U |

m=q

+oo
d’ou on déduit que T'(r, f) =T(r,h) + O(1) Vr € U |, ri [ et donc

m=q

T(r, P(f)) =T(r, ZAW ) vre U . (2.12)

Par ailleurs, on peut remarquer aussi qu’il existe s € N tel que

AT(r, A,h™) > T(r, AR V) = 1,..,n—1 Vr € U]r’ r" [, ce qui implique que
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) Zn: AR () =
1=0

entieres, on a T( ZA R 3) =T(r,A,h") +O(1) Vr e U Jri . [ Par conséquent,

|A,R"|(r) Vr e U r [ et ainsi, comme ce sont des fonctions

il existe u > A assez petlt et teN (t>s) tels que
( ZAth” ’>>/mT VTGU Tros Tl

ce qui entraine d’apres (2.12) que T'(r, P(f)) > pnT(r Vr e U T, [, une contra-

diction a ce qu’on avait supposé et cela acheve la démonstration pour f e M(K).

Dans le cas f € M(d(0, R7)), on considére la fonction méromorphe f définie par f dans
d(() R™) C K et, d’apres le Théoreme 1.7.5 sans perte de généralité, on peut supposer K

h
sphériquement complet. Alors f = 7 ou h,l € A(d(0, R™)) n'ont pas de zéros communs,

et d’apres le Théoreme 2.1.4, les fonctions T'(r, f) et T(r, f) sont exactement les mémes.
Le reste de la démonstration est analogue au cas f € M(K). O

Grace au théoreme précédent, on peut montrer assez facilement les théoremes qui
suivent :

Théoréme 2.3.2. Soit f € M(K) (resp. f € M(d(0,R7))). Alors M;(K)
(resp.  My(d(0,R7))) est un corps algébriquement fermé dans M(K)
(resp. dans M(d(0,R7))).

Démonstration. — Soit g € M(K) (resp. g € M(d(6,R7))). Supposons que g est
algébrique sur M ;(K) (resp. sur Mf(d(ﬁ, R7))). Soient o, ..., g dans M(K) (resp. dans

My (d(6, R7))) et soit P(g Zan 2)g" le polynéome minimal de g sur M (K) (resp. sur
n=0

M;y(d(0,R7))). Donc () = 1.

Sans perte de généralité, on peut suppose que 6 = 0 et qu'aucune «,, (n =0,...,q — 1)
n’admet ni zéro ni pole en 0. Posons Q(g) = —Zan(:c)g". D’apres le Théoreme 2.3.1,
pour r €]0,400[ (resp. r €]0, R[), on a T'(r, g) i:qo T(r,g) +O(1) et de plus,

T(r,Q(g)) < (qg—1)T(r, g)+S;(r). Par conséquent T'(r, g) est de la forme Sy(r), c’est-a-dire
que g € My(K) (resp. g € My(d(0,R7))) ce qui achéve la démonstration. O
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D’une fagon analogue on peut montrer le théoreme suivant :

Théoréme 2.3.3. Le corps K(z) (resp. My(d(6,R™))) est algébriquement fermé dans
M(K) (resp. dans M(d(6, R7))).

A partir des théoremes précédents, le corollaire qui suit est immeédiat.

Corollaire 2.3.3.1. Soit f € M(K) \ K(z) (resp. f € M,(d(8,R7))). Alors [ est
transcendante sur My(K) (resp. sur My(d(6, R7))). En particulier, f est transcendante
sur K(z) (resp. sur My(d(6, R™))).

Le Corollaire 2.3.3.1 justifie la définition suivante :

Définition. Soit f € M(K). On dira que f est transcendante si f ¢ K(z).

Le Lemme 2.3.2 est une application du Théoreme 2.3.1 qu’on utilise plus fréquemment
dans le Chapitre 4.

Lemme 2.3.2. Soit f € M(K) (resp. f € M(d(0,R7))) et soit o € My(K) (resp.
o € My(d(0,R™))) telles que f et o mont ni zéro ni péle en 0. Soient a € K\ {0} et

frf —a)*f’

«

T(r,F) > (n+k)(r, f)— Sp(r) Vr €]0,4o00] (resp. Vr G]O,RD.

n,k € N. Supposons F = . Alors

De plus, si o € K(x), on a
T(r,F)> (n+k)T(r, f) — deg(a) logr Vr €]0, 400 (resp. Vr €]0, R]).

Démonstration. — 1l est clair que Z(r, F) > Z(r, f*(f —a)*f') — Z(r,a). Mais, d’apres le
Lemma 2.2.1, Z(r, f*(f—a)* ') > Z(r. *(f—a)*). Done Z(r, F) > Z(r, f"(f—a)*)—Sy(r).

D’autre part, on voit que N(r, F) > N(r, f*(f — a)¥) — N(r,a). Comme N(r,a) est de la
forme S;(r), on en déduit que N(r, F') > N(r, f*(f —a)*) — Sp(r). Ainsi,
T(r,F) =max{Z(r, F) + log |F(0)|, N(r, F)}
> max{Z(r, f"(f = a)*) = S;(r) + O(1), N(r, f*(f — a)*) = Sy(r) + O(1)}
=T(r, f*(f —a)*) = S¢(r).

Mais, d’apres le Théoreme 2.3.1, on a T(r, f*(f — a)¥) = (n + k)T(r, f) + O(1). Par
conséquent, l'inégalité ci-dessus est réduite a T'(r, F) > (n+ k)T'(r, f) — S¢(r) + O(1), ce
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qui acheve la premiere partie de la démonstration.

P
Supposons maintenant o = 0 € K@) ou PQ € Klz]. Alors
Z(r,a) = deg(P)logr +O(1), N(r,a)=deg(Q)logr+ O(1) et
T(r,o) = deg(a) logr+0(1) > max {Z(r,a), N(r, ) }, ce qui achéve la démonstration. [

Corollaire 2.3.3.2. Soient f,a € M(K) (resp. f,a € M(d(0,R7))) et soient n,k € N
et a € K\ {0}. Supposons F = f"(f —a)*f'. Sia € My(K) (resp. a € My(d(0,R7)))
alors o € Mp(K) (resp. a € Mp(d(0,R7))).

Un théoreme utile et classique, bien connu sur C, est le Théoréeme Fondamental de Ne-
vanlinna sur trois petites fonctions qui permet de remplacer trois valeurs aq, as, az € C par
trois petites fonctions ay, as, ag € M(C) dans I'application de ce Théoréme. Ce théoréeme
a été généralisé sur C a n petites fonctions par Katsutoshi Yamanoi [58].

Le Théoreme de Nevanlinna sur trois petites fonctions a été aussi établi pour des fonc-
tions méromorphes ultramétriques dans K par P. C. Hu et C. C. Yang [39] en suivant la
démonstration connue dans C. Cette démonstration permet d’établir également le théoreme
pour des fonctions méromorphes ultramétriques dans le disque d(0, R~). Jusqu’a présent
dans le contexte ultramétrique, il n’existe aucun théoreme analogue a celui de K. Yamanoi
qui généraliserait le Théoreme de Nevanlinna sur trois petites fonctions a n petites fonctions.

Ici, on insistera sur une version particuliere pour des fonctions analytiques et quelques
corollaires qu’on utilisera par la suite.

Théoreme 2.3.4. (Théoréme 2.21 [39]) (Théoréme de Nevanlinna sur trois petites fonctions)
Soit f € M(K) (resp. f € M(d(0,R7))) non- constante et n’ayant ni zéro ni pole en 0.
Sotent ay, ag, az € M (K) (resp ar, oo, a3 € My(d ) distinctes et telles que, si «;
n'est pas identiquement nulle, elle vérifie o;(0) # 0, 00 ( 1,2,3). Alors, pour r €]0, +o0]
(resp. r G]O,R[), on a

-

T(?", f) < 7<7ﬂ7f_05i)+5(71)7

=1

ou S(r) = 4T (r,on) + 4T (r, ae) + 5T (1, a3) + O(1).

Corollaire 2.3.4.1. Soit f € M(K) (resp. f € M(d(0,R7))) non-constante et n'ayant ni
zéro ni pole en 0. Soit a € M;(K) (resp. a e Ms(d(0,R ))) n’ayant ni zéro ni pole en 0.
Alors, pour r €]0, +00] (resp. r €]0, R[), on a

T(T,f) §7<T7f) +7(7’,f—0&) +N(T,f) —FS(T),
ot S(r) =4T(r,a) + O(1).
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Démonstration. — En prenant a; = —1, ap = et a3 =0 dans le Théoréeme 2.3.4

a—1

1
et en appliquant cela a ¢ = ﬁ, on obtient le corollaire. O
Remarque. Dans le théoreme et dans le corollaire précédent, comme S(r) dépend seule-
ment de T(r, ;) et a; € My(K) (resp. a; € My(d(0,R™))), toutes les T'(r, ;) sont de la
forme S¢(r) et donc, sans perte de généralité, on peut remplacer S(r) par S¢(r).

D’apres le Corollaire 2.3.4.1, le corollaire suivant est immédiat.

Corollaire 2.3.4.2. Soient f,g € M(K) (resp. f,g € M(d(0,R™))) n'admettant ni zéro
ni pole en 0. Soit o« € My(K) (resp. o« € My(d(0, R7))) n'ayant ni zéro ni péle en 0. Si
[+ g =a alors, pour r €]0,+oc[ (resp. r €]0, R[), on a

T(r.f) < Z(r, f)+ Z(r.g) + N(r, f) + S;(r).

Corollaire 2.3.4.3. Soit f € M(K) (resp. f € M(d(0, R~ ))) non constante et n’ayant
ni zéro ni pole en 0. Soit v € My(K) (resp. a € My(d(0,R7))) telle que o(0) # 0,00 et
soit n > 2 un entier. Alors, pour r €]0,+oc[ (resp. r €]0, R[), on a

(n—2)T(r, f) < Z(r, f" — @) + Sy(r).

Démonstration. — Comme f* € M(K) et o € My (K) (resp. f* € M(d(0,R7))), et
o € My (d(0,R7)), en appliquant le Corollaire 2.3.4.1 & f™, pour r €]0,+oo[ (resp.
r €]0,R[), on a

T(r, f*) < Z(r, f*) + Z(r, f* — @) + N(r, f") + S(r).
Mais Z(r, f*) < Z(r, f), N(r, f") < N(r, f) et max{Z(r, f),N(r, f)} < T(r, f) +O(1).
De plus, d’apres le Théoreme 2.3.1, T'(r, f*) = nT(r, f) + O(1). Par conséquent, pour
n > 2,0n a
(n—2)T(r, f) < Z(r, f" — ) + Sy(r)

ce qui acheve la démonstration. O

Le théoreme suivant est ’analogue du Théoreme 2.3.4 mais cette fois en prenant des
fonctions analytiques dans K (resp. dans d(0, R™)).

Théoréme 2.3.5. Soit f € A(K) (resp. f € A(d(0,R™))) non constante et non nulle
en 0. Soient ai, as € As(K) (resp. aj,az € Ap(d(0, R )) distinctes et telles que, si o
n’est pas identiquement nulle, elle vérifie a;(0) # 0, f(0) (i = 1,2). Alors, pourr €]0,4o00|
(resp. r €]0, R[), on a

T(Tv f) < 7(T7 f - al) _'_E(Tv f - Oég) + S(T)v

ot S(r)=2T(r,ai)+ 3T (r,as) + O(1).
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-«
/ Lot supposons, sans perte de généralité, que 0 n’est
ni zéro ni pole de ¥. En considérant les propriétés basiques de la fonction de Nevanlinna

qu’on a déja montrées dans les théoremes précédents, on obtient

Démonstration. — Posons ¢ =

T(r f) < T(r,f—a)+T(r,az)+O(1)
< TQf?;$)+TQ%wi%)+Twﬂﬂ+Oﬂ)
gz(n 1)+ﬂW@ﬁ+T@@Q+Om

T(r,v) + 2T(r az) +T(r,aq) +O(1),

pour tout 7 €]0, +00] (resp. r €]0, R[) Mais, d’apres le Théoreme 2.2.4, on a

T(r,p) < Z(rap)+ Z(r,p — 1)+ N(r,2p) +O(1)
< Z(r,f —aq)+ Z(r,ar — ag) + Z(r, f — ag) + O(1)
< Z(r,f—a1)+T(ran — ) + Z(r, f — as) + O(1)
< Zrf—a)+ Z(r, f —ag) + T(r,aq) + T(r, a2) + O(1),
ce qui entraine l'inégalité désirée. O]

Le Corollaire 2.3.5.1 est facile a vérifier, en prenant en compte que S(r) dépend seule-
ment de T'(r, ;) qui, d’apres le Théoreme 2.1.2, est bornée dans |0, R.

Corollaire 2.3.5.1. Soit f € A,(d(0, R™)) non nulle en 0. Soient ay,ay € Ay(d(0,R7))
distinctes et telles que, si a; n'est pas identiquement nulle, elle vérifie a;(0) # 0, f(0)
(1 =1,2). Alors, pour r €0, R[, on a

T(r,f) < Z(r,f — 1) + Z(r, f — az) + O(1).



Chapitre 3

Distribution des zéros des fonctions
méromorphes sur un corps
ultramétrique ou sur un disque

3.1 Conjecture de Hayman sur un corps ultramétrique

3.1.1 Introduction

Le but de ce chapitre est d’étudier la distribution des zéros des fonctions méromorphes
dans le corps K et dans le disque d(f, R~) C K. On va d’abord étudier la fameuse conjec-
ture de Hayman dans le contexte ultramétrique. Ensuite, dans le prolongement de cette
étude, on étudie la distribution des zéros des fonctions méromorphes de la forme P'(f)f’
ou P est un polynome.

Conjecture :

Soient f € M(K) transcendante (resp. f € M, (d(0,R™))), T € K(z) et m € N*. Alors
la fonction '+ T f™ a une infinité de zéros dans K (resp. dans d(0, R‘)) qui ne sont pas
zéros de f.

Remarque. Tout zéro multiple de f est évidemment un zéro de f' + 7 f™ sauf peut-étre
un nombre fini d’eux qui sont poles de 7. C’est pourquoi on ne s’intéresse qu’aux zéros de
f"4+ T f™ qui ne sont pas zéros de f.

D’autre part, posons g =

! m 1 m— /
+Tf :—g—m(g 2g—T). (3.1)

67
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Dong, il est facile de voir que les zéros de f’ + 7 f™ qui ne sont pas zéros de f sont les
zéros de g™ 2¢' — T quand m > 3. Par conséquent, en prenant n = m — 2, la conjecture
précédente implique que :

Si g € M(K) est transcendante (resp. g € M,(d(0,R7))), T € K(z) et n € N*, alors la
fonction ¢'g™ — T a une infinité de zéros dans K (resp. dans d(6, R_)).

Cette question a été étudiée dans C durant plus de 35 ans en prenant pour 7 une
constante complexe non nulle a. En 1967 ([36], Probleme 1.19)7 W. K. Hayman conjecture
que si
g € M(C) est non constante et n € N, alors ¢’¢g" prend chaque valeur finie non nulle.
Antérieurement il avait montré cela pour n > 3. Plus précisément, en 1959, il avait montré
que si g est une fonction méromorphe transcendante, ¢’¢g” prend chaque valeur finie non
nulle une infinité de fois quand n > 3 ([34], Théoreme 9). Il obtenait la méme conclusion
quand ¢ est entiere et n > 2 ([34], Théoreme 10). En 1967, J. Clunie a obtenu cette
conclusion dans [20] quand g est entiere et n = 1. Douze ans plus tard, en 1979, E. Mues
([50], Satz 3) a résolu le cas ¢ méromorphe et n = 2. Finalement, en 1995, W. Bergweiler
et A. Eremenko dans [8] et séparément H. H. Chen et M. L. Fang dans [17] ont résolu le
cas ¢ méromorphe et n = 1. Ainsi, la conjecture de Hayman est résolue dans C, c¢’est-a-dire
que “la fonction f'+ af™ a une infinité de zéros dans C qui ne sont pas zéros de f quand
f € M(C) est transcendante et m > 3”7. De plus, dans C, on trouve des contre-exemples
montrant que '+ f™ peut ne pas avoir de zéros quand m = 1 ou m = 2.

Contre-exemples bien connus de la conjecture dans C :

1 La fonction f’ 4 f n’a pas de zéros si f(z) = e”.

m
m =2 La fonction f’ + f? n’a pas de zéros si f(z) = tan(—zx).

3.1.2 Développement de la Conjecture de Hayman

Voici maintenant les résultats obtenus apres avoir étudié la conjecture de Hayman sur
le corps ultramétrique K et aussi sur le disque ouvert d(f, R~). Les démonstrations sont
assez différentes de celles données dans le corps complexe C.

La conjecture de Hayman pour des fonctions analytiques

D’abord, la solution de la conjecture pour des fonctions analytiques ultramétriques est
presque immédiate et un peu plus générale que dans le cas classique. Pour I'obtenir on
utilisera des propriétés élémentaires de 'analyse ultramétrique et on supposera pour des
raisons techniques que R > 1.
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Théoréme 3.1.1. Soit f € A(K) transcendante (resp. f € A,(d(0,R7))) et soit
a € Ay(K) non identiguement nulle (resp. soit o € Ay(d(9,R7)) telle que
hr}?, lal(r)R > 1). La fonction "+ af™ a une infinité de zéros qui ne sont pas zéros

de f pour tout m € N*.

Démonstration. —  Supposons que f € A(K) (resp. f € A, (d(f,R7))). 1l existe
p €]0,4o00] tel que |a|(r) >0 Vr €]p, +o00] (resp. puisque lirgi la|(r)R > 1, par continuité

1
il existe p €]1, R| tel que |a|(r) > = Vr €]p, R[) De plus, d’apres le Théoreme 1.7.2, on sait
r

que |f'|(r) < %|f|(r) Vr €]0, +o00| (resp. Vr 6}1,R[), ce qu'implique que |f'|(r) < |af|(r)

Vr €]p,+oo[ (resp. Vr €]p, R[). Par conséquent |f'|(r) < |af™|(r) Vr €]p,+oo[ (resp.
Vr €lp, R[), ce qui entraine |f' + of™|(r) = |af™|(r) Vr €]p,+oo| (resp. Vr €]p, R[).

Soit {7, }nen une suite croissante ou lim r, = +00 (resp. lim r, = R), telle que f

n—-+o0o n—-+o0o
admette au moins un zéro dans C(6,7,) et |f' + af™|(r) = |af™|(r) Vr € [r1, +00[ (resp.
Vr € [r1, R[). Puisque |f' + af™|(r) = |af™|(r) dans un voisinage de r,,, on en déduit que

V+(f/+afm,’l“n) —V_(f/—{—afm,’l“n) - V+<Oéfm77nn) - V_(O‘fmarn)

pour chaque n € N et r,, €]p, +o0 (vesp. r,, €]p, R[), car v (f'+af™, r) —v~ (f'+af™, 1)
et v (af™ r,) — v (af™, r,) correspondent au nombre de zéros de f’ + af™ et af™ dans
C(6,r,) respectivement. Alors, le nombre de zéros de f' + af™ dans C(0,1,) est égal au
nombre de zéros de af™ dans C(6,7,), en prenant en compte les multiplicités.

D’autre part, si w,(f) > 0, on a w,(f'+af™) =w,(f)—1. Donc, chaque zéro de f dans
C(0,r,) est ou bien un zéro de f’ + af™ d’ordre strictement inférieur a I'ordre comme zéro
de f, ou bien il n’est pas un zéro de '+« f™. Mais, puisque le nombre de zéros de f'+a f™
dans C(0,1,) est égal au nombre de zéros de af™ dans C(6,7,), en prenant en compte les
multiplicités, la fonction f' + «af™ doit avoir au moins un zéro dans C'(6,r,) qui n’est pas
un zéro de f. Comme ceci est vrai pour tout n € N, on peut conclure que f' 4+ af™ a une
infinité de zéros dans K (resp. dans d(#, R‘)) qui ne sont pas zéros de f. O

Remarque. Jusqu’a présent, dans C, le résultat précédent est valable seulement si on
prend pour o une constante complexe non nulle et m > 3. Pour m =1 et m = 2, il existe
des contre-exemples.

Remarque. Comme conséquence des Corollaires 1.5.6.1 et 1.5.6.1, on déduit que la fonc-
tion ¢"¢g’ n’a pas de valeurs quasi-exceptionnelles dans K (resp. dans d(Q,R_)) quand
g € A(K) transcendante (resp. g € A,(d(6, R7))) et n € N*.
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En prenant en compte la premiere partie de la démonstration du théoreme précédent
et puisque, au contraire du cas classique, toute fonction f € A(K) transcendante (resp.
fe A d, R‘))) n’admet pas de valeurs quasi-exceptionnelles, alors le Théoreme 3.1.2,
analogue au Théoreme 8 [34], est immédiat.

Théoréme 3.1.2. Soit f € A(K) transcendante (resp. f € A,(d(0,R7))) et soit
o € A¢(K) non identiquement nulle (resp. soit a € A(d(6, R™)) telle que hrél_ a|(r)R > 1).

La fonction f'+ af™ prend chaque valeur finie une infinité de fois quel que soit m € N*.

La conjecture de Hayman dans un corps ultramétrique de caractéristique résidue-
lle quelconque

Maintenant, on étudiera la conjecture de Hayman pour des fonctions méromorphes ul-
tramétriques dans K et dans le disque d(6, R~). D’abord on I’étudie sur un corps de
caractéristique résiduelle quelconque et ensuite sur un corps de caractéristique résiduelle
nulle. Dans les Théoremes 3.1.3 et 3.1.4 et les corollaires qui suivent le Théoreme 3.1.4, on
supposera pour des raisons techniques que R > 1

Théoréme 3.1.3. Soient f € M(K) transcendante (resp. f € M,(d(6,R7))) et

T € K(z). Si T‘EI—EIOO|T‘(T) > 0 (resp. rlir}r%l_ T|(r)R > 1), alors '+ T f a une infinité
de zéros qui ne sont pas zéros de f.

Démonstration. — D’abord on montrera qu’il existe p €]0,4o00[ (resp. p €]1,R]) tel
que |f'|(r) < |T f|(r) Vr €]p,+oo[ (resp. Vr €]p, R[). D’apres le Théoreme 1.7.2, on sait
que |f'|(r) < %]f|(r) Vr €]0,4o0[ (resp. Vr €]1,R[). Si f € M(K), lexistence de p
est immédiate puisque TEIEOO |7|(r) > 0. Supposons maintenant que f € M,(d(0, R7)).
Comme .

Tl_i)rjl:ili |7|(r)R > 1, par continuité il existe p €]1, R[ tel que |T|(r) > . Vr €lp, R[ et

donc |f'|(r) < |T f|(r) ¥r €]p, R|. Par conséquent, on déduit que |f" + 7 f|(r) = |7 f|(r)
Vr €]p, +oo| (resp. Vr €]p, R]).

Si on suppose que f a un nombre fini de poles, alors il est clair que f a une infinité

de zéros car f € M(K) est transcendante (resp. fe M., (d®, R_))). De plus, comme f a
seulement un nombre fini de poles et 7 € K(x), il existe une suite croissante {r, },en ol
lim r, = 400 (resp. lim r, = R), telle que f admette des zéros mais aucun pole dans

n—+00 n—-+00
C(0,7,), T n’admette ni zéro ni de pole dans C(0,r,) et |f' + T f|(r) = |T f|(r) ¥r > r
(vesp. Vr € [r1, R[). Puisque |f'+ 7 f|(r) = |7 f|(r) dans un voisinage de r,, on a donc

V+(f/+Tf7rn)_V_(f,+7farn) :V+(f7rn)_y_(fvrn>’ (32)



Chap. 3 : Distribution des zéros des fonctions méromorphes ultramétriques 71

onvt(f'+Tfrn)—v (f'+Tfrn) et vt (f,r,) — v (f,r,) correspondent au nombre de
zéros en prenant en compte les multiplicités, de f'+7 f et f dans C(6,r,) respectivement.
Donc, f'+ 7T f a des zéros dans C(6,r,) et le nombre de zéros de f'+ 7 f dans C(6,r,,) est
égal au nombre de zéros de f dans C'(0,r,) en prenant en compte les multiplicités.

D’autre part, chaque zéro de f dans C(6,r,) est ou bien un zéro de f' + 7 f d’ordre
strictement inférieur a l'ordre comme zéro de f, ou bien il n’est pas un zéro de '+ 7 f.
Donc, d’apres (3.2), il existe au moins un zéro de f'+ 7 f qui n’est pas un zéro de f dans
C(0,r,). Comme c’est vrai pour tout n € N, on conclut que '+ 7 f a une infinité de zéros
qui ne sont pas zéros de f.

Maintenant, si on suppose que f a une infinité de poles, alors il existe une suite {7, }nen
ou lim r, = 400 (resp. lim r, = R), telle que f admette des poles dans C(6,r,),

n—-+o0o n—-+00
T n’admette ni zéro ni de pole dans C(0,r,) et |f' + T f|(r) = |T f|(r) Vr > ri (resp.
Vr € [r1, R]).

Notons s,, et ¢, le nombre de zéros et de poles de f dans C(6,r,) respectivement, et -,
et 7, le nombre de zéros et de poles de f' + 7 f dans C(6,r,) respectivement. Alors,
vi(forn) — v (fyrn) = sn—tn et v (f'+Tfiry) —v (f'+7f, 1) =Y — 7. Comme
|+ T fl(r) =|T f|(r) dans un voisinage de r,, on a

vi(forn) v (fora) = v (f T for) — v (f + T fora),

c’est-a-dire, s, — t, = 7y, — 7, dans C(0,7,). Mais 7, est aussi le nombre de poles de f’
dans C(6,r,) en prenant en compte les multiplicités, et comme 7 n’admet pas de zéros ni
de poles dans C'(0,1,), on déduit que 7,, > t, ce qui entraine v, > s,. Alors, f'+7f a
au moins un zéro dans C'(0,7,) qui n’est pas un zéro de f. Puisque c’est vrai pour tout
n € N, on conclut que f’ + 7 f a une infinité de zéros qui ne sont pas zéros de f. n

Remarque. Le théoreme précédent n’est pas valable dans C puisque, si on considere
f(z) =€®, lafonction f'+ f n’a pas de zéros dans C.

Théoréme 3.1.4. Soit f € M(K) transcendante (resp. feMu(dO,R)), soit
A
T = 3 € K(z) ot deg(A) > deg(B) et soit m € N. Si limsup|f|(r) >0 (resp.
r—-+00
limsup |f|(r) = +oo) etm >3, alors f'"+T f™ a une infinité de zéros qui ne sont pas zéros

Démonstration. — D’abord on montrera qu’il existe une suite croissante d’intervalles
{Jrnril} ey O p < <rp<rh et lim r)=-oo (resp. lim 7, = R), telle que

n''n n
n—-+o00 n—-+o00
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|f T () =T f"|(r) Vr €]ry, ml.

nr'n

Supposons d’abord que f € M(K). Puisque limsup |f|(r) > 0, il existe une suite

r—-+00
de couronnes {I'(0,7], 7)) ey ol p < 1l < 7/ et lim 7 =+oo, et une constante
n—-+00
¢ > 0 telle que |f|(r) > ¢ ¥Vr €]rl,r!]. Comme 7 € K[z]|, on peut supposer qu’il
n'y a pas de zéros ni de poles dans I'(0,r],r"). De plus, puisque deg(A) > deg(B),

on peut aussi supposer qu’il existe une autre constante A > 0 telle que [T|(r) > A
Vr o€l . Alnsi, |7 f™[(r) > ¢™A Vr €l . Mais, d’apres le Théoreme 1.7.2, on

T " 1 /1ym1
/
a ‘f|(7’) S ;|f‘(?") et dOHC, T—fm‘(r) S m < E(E) Vr G]T’;,T;{[, ce
1 1\m—1
qui entraine —(— < 1 pour r assez grand. Ainsi |f'|(r) < |7 f™|(r) pour r as-

r\c
sez grand et donc, |f' + T f™|(r) = |7 f"|(r). Par conséquent, cela est valable dans
chaque couronne I'(0,r),r") pour r!/ assez grand et donc, sans perte de généralité, on a

y'nr'n

[f + T () = [T f7(r) Vr €], ml.

Supposons maintenant f € M, (d(f, R~)). Sans perte de généralité, on suppose ¢ = 0.

Puisque limsup |f|(r) = 400, il existe une suite de couronnes {I'(0,7/,,7)}neny OU
r—R*t
p<rmr, <rn et lirf r" = R, telles que |f|(r) > n Vr €]r],r![. Puisque T € K(z), il existe
une constante A > 0 tel que i[rllfR[ |T|(r) = X et donc, [T f™|(r) > A f|(r)n™ 1 Vr €]l .
re|l,

pour n assez grand, on obtient |f'|(r) < |f|(r) < An™ Y [f|(r) < |T f™(r) Vr €]r,r], ce
qui entraine que |f' + 7 f™|(r) = |T f™|(r) Vr €]r.,r"[.

n''n

Comme |f'|(r) < l|f|(r) et rl > 1, on déduit que |f'|(r) < |f|(r) ¥r €]rl,rl]. Ainsi,
r

Ensuite on montrera que f € M(K) (resp. f € M(d(0,R7))) a une infinité de zéros
dans K (resp. dans d(0, R™)).

Supposons f € M(K). Puisque limsup|f|(r) > 0, il existe une suite de couronnes

r——400

{r(0,r, r;{)}neN ol nginoo r" = 400 ainsi qu'une constante ¢ > 0 telles que

Z(r, f) > N(r, f)+c Vre U]r;,rg[. Si f a un nombre fini de zéros, il existe ¢ € N tel que
neN

Z(r,f) =qlogr+0O(1) et donc, N(r, f)+c <qlogr+O(1). Par conséquent f a aussi un

nombre fini de poles, une contradiction car f est transcendante. Supposons maintenant que

f € My(d(0,R™). Si f aun nombre fini de zéros dans d(0, R~), on a lir}r%l_ Z(r, f) < 400

et donc, limsup |f|(r) < 400, une contradiction a ’hypothese.
r—R~

Finalement, on montrera que f’ + 7 f™ admet au moins un zéro dans K (resp. dans
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d(0, R*)) qui n’est pas zéro de f.

Puisque f admet une infinité de zéros dans K (resp. dans d(0, R_)), il existe une suite
croissante {r, },en Ol lir}rq rn = 400 (resp. lim r, = R), telle que f admette au moins
n—-+oo

n—-+0o

un zéro dans chaque C(0,7,), 7 n’admette ni zéros ni poles dans C(0,7,) quel que soit
neN et |f +Tf|(r)=|Tf|(r) ¥Yr>nr.

Soit n € N fixé. Puisque |f" + 7T f™|(r) = |Tf™|(r) dans un voisinage de r,, on déduit
que

v, f + T —v (ro, [+ Tf™) =v (g, Tf™) —v (rp, TfM). (3.3)

Mais f'+ 7 f™ et T f™ ont les mémes poles avec la méme multiplicité dans C'(0,7,) quand
m > 3 et, 7 n’a ni zéros ni poles dans C(0,7,). Donc, le nombre des zéros de '+ 7T f™
est le méme que celui de f dans C(0,7,), en comptant les multiplicités. Alors chaque zéro
de f dans C(0,r,) est ou bien un zéro de '+ 7 f™ avec ordre de multiplicité strictement
inférieur a 'ordre de multiplicité de celui comme zéro de f, ou bien il n’est pas un zéro de
f'+T f™. Par conséquent, d’apres (3.3), il existe au moins un zéro de f'+7 f™ qui n’est pas
un zéro de f dans C(0,7,). Comme cela est vrai pour tout n € N, on déduit que f'+ 7 f™
a une infinité de zéros qui ne sont pas zéros de f, ce qui acheve la démonstration. O

Le corollaire suivant est déduit d’apres le Théoreme 3.1.4 en appliquant la formule de
Jensen ultramétrique (Voir Théoreme 2.1.5).

Corollaire 3.1.4.1. Soit f € M(K) transcendante (resp. f € M,(d(0,R7))). Soit
A
T = 5 € K(z) ou deg(A) > deg(B) et soit m € N. Si f a un nombre fini de pdles et

m >3, alors f'+ T f™ a une infinité de zéros qui ne sont pas zéros de f.

Démonstration. — Tl est clair que f a une infinité de zéros car f € M(K) est transcendante
(resp. f € M, (d(0,R7))). Alors 11141_1 |f|(r) = +o0 (resp. 111}1%17 lfl(r) = —|—oo) et donc,
on déduit le corollaire du Théoreme 3.1.4. [l

Corollaire 3.1.4.2. Soit g € M(K) transcendante (resp. g € M,(d(0,R7))). Soit

A
T = 5 € K(z). Sig a un nombre fini de zéros, alors g"g — T a une infinité de zéros

quelque soit n € N*,

: 1
Démonstration. — Puisque g a un nombre fini de zéros, f = — a un nombre fini de poles.

Donc, en appliquant le Corollaire 3.1.4.1 a f, la fonction f' + 7 f™ a une infinité de zéros
qui ne sont pas zéros de f quand m > 3. Ainsi la conclusion est obtenue d’apres (3.1). [
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Dans le contexte ultramétrique, le théoreme suivant est un peu plus général que celui
montré par W. Hayman (Théoréme 9 [34]). Le Théoreme 3.1.4 joue un role fondamental
dans sa démonstration.

Théoréme 3.1.5. Soient f € M(K) transcendante (resp. f € M,(d(0,R™))). Soit

A
T = B € K(x) tel que deg(A) > deg(B), et soit m € N. Sim > 5, alors f'+ T f™ a une
infinité de zéros qui ne sont pas zéros de f. De plus, si f € M(K), f'+ f* doit avoir au
moins un zéro dans K qui n’est pas un zéro de f.

Démonstration. — Sans perte de généralité, on assume que K est un corps sphériquement
h
complet et § = 0. Posons f = 7 ou h,l € A(K) (resp. h,l e A(d(O,R_))) n’ont pas de

zéros communs. Ecrivons h sous la forme i h ot les zéros de h sont les zéros différents de
h sans prendre en compte les multiplicités. De plus, i’ sera de la forme uh oun u € A(K)

A
(resp. u € A(d(0,R7))). Paralltlement, soit 7 = B ou A, B € K[z] n’ont pas de zéros
communs.

Supposons que '+ 7 f™ a un nombre fini de zéros dans K (resp. dans d(0, R‘)) qui ne
sont pas zéros de f. Il existe un polynome P € K|x] sans zéros communs avec B, tel que

Ph
f'+ T f™= ——, ce qui entraine

- BIm
' Ph—AR™ h /P — Ahh™ 1
Jo_mmmav b mm Ay 4
fm Bh™ hm< B ) (34)
D’autre part,
CWL- ) h -
L ( ) _ — (I"2(ul — Al")). (3.5)

Donc,d’apres (3.4) et (3.5), on a BI™ 2(ul — hl') = P — Ahh™ 1.

Puisque '+ 7 f™ a un nombre fini de zéros dans K (resp. dans d(0, R_)) qui ne sont
pas zéros de f, d’apres le Théoreme 3.1.4, on a lir+n |f|(r) = 0. Donc, comme f € M(K)

est transcendante, on en déduit que | € A(K) est transcendante. De méme, d’apres le
Théoréme 3.1.4, on a limsup | f|(r) < +o00. Donc, comme f € M, (d(0, R™)), on en déduit

r—R—~
que | € A,(d(0,R7)) sinon [ € Ay(d(0,R™)) et h € A,(d(0,R™)), ce qui entraine

limsup |f|(r) = +o00, une contradiction. Par conséquence, en posant F = BI™2(ul — hl'),
r—R™



Chap. 3 : Distribution des zéros des fonctions méromorphes ultramétriques 75

on conclut que F' € A(K) est transcendante (resp. F € A,(d(0,R7))).

Soit r €]0, +00] (resp. r €]0, R[) D’apres le Théoreme 2.3.5, on obtient

T(r,F)< Z(r,F)+ Z(r,F — P) 4+ 3T(r, P) — logr + O(1)
< Z(r,B) + 7(7‘, lm_g) + Z(r,ul — hl)) + Z(r, A) + 7(7“, Ehm_l) +3T(r, P) —
—logr 4+ O(1).

Mais A, P € K[z]. Donc Z(r,A) < T(r,A) + O(1) = deg(A)logr + O(1) et

T(r, P) = deg(P)logr + O(1). De plus, il est clair que Z(r,h) = Z(r,hh™"') = Z(r, h).
Ainsi,
T(r,F) < Z(r,B) + Z(r,l) + Z(r,ul — hl") + Z(r, h) + (deg(A) + 3deg(P) — 1) logr + O(1).
(3.6)

D’autre part, comme F € A(K) (resp. F' € A(d(0,R7))), T(r,F) = Z(r,F) + O(1) et
donc

T(r,F) = Z(r,B) + (m —2)Z(r,1) + Z(r, ul — hl') + O(1). (3.7)
Ainsi, d’apres (3.6) et (3.7), on obtient
(m —3)Z(r,1) < Z(r,h) + dlogr + O(1), (3.8)

ot d = deg(A) + 3deg(P) — 1.

Comme I'ensemble des zéros de [+ 7 f™ qui ne sont pas zéros de f est un ensemble
fini, on en déduit que limsup |f|(r) =0 (resp. lim sup | f|(r) < —l—oo) et donc,

T—+00 r—R—
limsup[Z(r,l) — Z(r, h)] = +o0 (resp. limsup[Z(r,h) — Z(r,1)] < —i—oo). Ainsi, il existe
r——+00 r—R—

une suite {7, }pey ou lim 7, = 400 (resp. lim r, = R), et une constante ¢ > 0 telles
n—+oo n—-00

que Z(rp, h) < Z(rp,l) + ¢ ¥Yn € N. Alors, d’apres (3.8), on a
(m—4)Z(r,, 1) < dlogr, + O(1). (3.9)

Mais [ € A(K) est transcendante. Donc, d’apres le Théoreme 2.1.1 et le Corollaire 2.1.7.1,
Z(rp, 1)

= 400, une contradiction a (3.9) quand m > 5. De méme, comme

l € A,(d(0,R7)), d’apres le Théoreme 2.1.2, lirf Z(rp,l) = 400, une contradiction a (3.9)
encore. Par conséquent, f'+ 7 f™ a une infinité de zéros dans K (resp. dans d(0, R_)) qui

ne sont pas zéros de f quand m > 5.
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Maintenant, supposons que f € M(K), que 7 =1 et que f'+ f* n’a pas d’autres zéros
dans K que ceux de f. Doncd = —1. Par conséquent, d’apres (3.9),ona 0 < —logr,+0(1)
VYn € N, une contradiction quand n tend vers +o0o. Ainsi, f'+ f* a au moins un zéro dans
K qui n’est pas un zéro de f. n

Le Corollaire 3.1.5.1 est immédiat d’apres le Théoreme précédent et (3.1).

Corollaire 3.1.5.1. Soit ¢ € M(K) transcendante (resp. g € M,(d(0,R™))). Soit
A
T = B € K(x) tel que deg(A) > deg(B) et soit n € N. Sin > 3 alors g"¢' — T a

une infinité de zéros. De plus, si g € M(K), g°¢' — 1 admet au moins un zéro dans K.

Le théoreme suivant permet de généraliser le corollaire précédent et d’une certaine
fagon, d’apres (3.1), le Théoreme 3.1.5, puisqu’il prend une fonction a € My(K) (resp.
o € My(d(0,R7))) ala place de T € K(x).

Théoréme 3.1.6. Soient g € M(K) transcendante (resp. g € M, (d(6, R™))) et o« € M,(K)
(resp. a e M,(d(b, R*))) et n € N. La fonction ¢g"g' — « a une infinité de zéros quel que
soit n > 3.

Démonstration. — Supposons sans perte de généralité que § = 0. Posons G = ¢g"¢g’ et
1
G, = m 1g"“. Alors (G7) = G. Par conséquent, d’apres le Corollaire 2.2.1.2, pour
n

r €]0, +oo[ (resp. r €]0, R[), on a
T(r,Gy) <T(r,G)+ Z(r,G1) — Z(r,G) + O(1).

Puisque a € M, (K) (resp. a € My (d(0, R7))), d’apres le Corollaire 2.3.3.2, on a a € Mg (K)
(resp. a € M (d(0,R™))) et donc, en appliquant le Théoréme 2.3.4 & G, on obtient

T(r,G) < Z(r,G)+ Z(r,G —a)+ N(r,G) + 4T (r,a) — logr + O(1).
Par conséquent, en considérant les deux inégalités précédentes, on obtient

T(r,Gq) < (7(7“, G)— Z(r, G)) + Z(r,G1) + N(r,G) + Z(r,G — o) + 4T (r,a) — logr + O(1).
(3.10)

Mais Z(r,G)—Z(r,G) < Z(r,9)+Z(r,g')—nZ(r,9)—Z(r,g') < (1—-n)Z(r,g) et, d’apres le
Théoreme 2.3.1, on a T(r,G1) (n + 1)T( g) + O(1). De plus

Z(r,Gy)=(n+1)Z(r,g) + O(1) et N(r,G) = N(r,g). Par conséquent, (3.10) se réduit a

m+1)T(r,g) < (1 —-n)Z(r,g) +(n+1)Z(r,g) + N(r,g) + Z(r,G — o) + 4T (r,a) — logr + O(1)
<3T(r,g)+ Z(r,G — a) +4T(r,a) — logr + O(1),
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c’est-a-dire que (n —2)T(r,g) < Z(r,G — a) + 4T (r,a) — logr + O(1).

Alors, puisque n > 3, on voit que

Z(r,G — ) S AT (r,a) — logr + O(1)
T(r,9)  ~ T(r,9) ’

et on en déduit que

, Z(r,G — «) >1)
resp. limsup ——= > 1.
r—~00 T(T7 g)

r—R~ T(T’, g)

Par conséquent, d’apres le Théoreme 2.1.3, la fonction G — o a une infinité de zéros, c’est-
a-dire que la fonction ¢"¢’ — « a une infinité de zéros. O

1
Remarque. Puisque f'+ af™ = ——m(gm’Qg' — a), si v n’est pas un zéro de f, on peut

déduire que v sera un zéro de f' + af™ ¢'il satisfait 'une des conditions suivantes :

(i) 7 est un zéro de g™ 2¢' — a et y n’est pas un zéro de g.

m—2 ./ m—2 ./

(ii) v est un zéro de g™ ¢’ — o et de g a la fois et w, (g g — a) > mws(g).

Apres cette remarque, considérant (3.1), le théoreme suivant généralise d’une certain
facon le Théoreme 3.1.5.

Théoréme 3.1.7. Soient f € M(K) transcendante (resp. f € M,(d(0,R™))) et
a € My(K) (resp. o € My(d(0,R7))). Si m > 5 est un entier, alors f' + of™ a une
infinité de zéros qui me sont pas zéros de f sauf peut-étre si f admet une infinité de poles
qut sont des zéros de «.

La conjecture de Hayman pour les cas m =3 et m =4

Dans les démonstrations des Théoremes 3.1.3 et 3.1.5, on peut remarquer que les
procédés utilisés ne sont pas suffisants pour pouvoir conclure que f'+ f™ a une infinité de
zéros dans les cas m = 3 et m = 4. Tout de suite, on examine la conjecture de Hayman
dans sa forme la plus simple, f'+ f™ ou f € M(K), et on décrit son polygone de valuation.

h
Comme f € M(K), il existe h,l € A(K) sans zéros communs, telles que f = T Alors,

Im=2(W1 — hl') + hm

lm

f+fm= (3.11)
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Remarquons que les zéros de f'+ f™ sont exactement les zéros de I 2(h/l—hl')+h™ qui
ne sont pas zéros de [ mais I’ensemble des zéros de I"™~2(h/l—hl")+h™ et 'ensemble des zéros
de [ sont disjoints. Donc, les zéros de f'+ f™ sont exactement les zéros de ™~ 2(h/l—hl')+h™.

Supposons h € K[z]. Alors | € A(K) est transcendante puisque f € M(K) est trans-
cendante. Par conséquent, pour m # 2, on en déduit que I™2(h/l — hl’) est transcendante
et donc I 2(h'l — hl’) + h™ Test aussi. Comme h n’a qu’un nombre fini de zéros, on déduit
que I™72(W'1 — Wl') + h™ a une infinité de zéros qui ne sont pas zéros de h et donc de f.
Ainsi le probleme est résolu quand h € K[z] et m € N\ {2} quelconque.

Supposons maintenant que h € A(K) est transcendante. Puisque, d’apres les Théorémes
3.1.3 et 3.1.5, la fonction f' + f™ a une infinité de zéros quand m > 5 ou quand m = 1,
il nous reste a analyser seulement les cas m = 3 et m = 4. Supposons, par exemple, que
m = 4.

Supposons que la fonction f’ + f* n’a qu'un nombre fini de zéros dans K. Alors

;4 PWI—=hU)+R? P 277 / 4
f+f= 7i estdela,formel—4 ou P € K[z]. Donc I*(h'l —hl") + h* = P.
Puisque f est transcendante, on sait que | € A(K) \ K[z] car si | € K[z], d’apres le
Théoréme 3.1.4, f'+ f* a une infinité de zéros qui ne sont pas zéros de f. Par conséquent
?(R'1—hl") € A(K) est transcendante, ce qui entraine que P € Ag i (K). En appliquant

A I2(W'I — hl’) le Théoréme 2.3.5, on obtient

T(r,(Kl—nl')) < Z(r,?(Kl—nl")) + Z(r, (W'l — hl') = P) + 3T (r, P) + O(1)
< Z(r, 1)+ Z(r, 'l — hl') + Z(r, h*) + 3deg(P)logr + O(1).
Mais T'(r,2(W'l—hl')) = Z(r, (Rl — hl')) + O(1) et

Z(r, 12(n'l — hl/)) =2Z(r,l) + Z(r,h'l — hl"). Donc, d’apres 'inégalité précédente, on ob-
tient

Z(r,l) < Z(r,h) + 3deg(P)logr + O(1). (3.12)

1
Posons ¢ = —. Comme on a supposé que la fonction f'+ 4 n’a qu'un nombre fini de zéros,
d’apres le Théoreme 3.1.4, on a lim |f|(r) = 0 et , par conséquent, lim lgl(r) = 4o0.
’]”—)
Alors, il existe une suite {ry}reny ol hm ry = 400, telle que g admette au moins un zéro

——+00
ou un pole dans chaque cercle C(0, rk) et n’admette ni zéros ni poles dans chaque couronne

F(O, Tk, Tk+1).
Soit k£ € N fixé. Comme g € M(K), ¢*> admet un developpement de Laurent dans

la couronne I'(0, 7y, 75+1). Donc, pour 1 < |x| < rpyq, on a ——g E an k" et sa
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derivée I = i( - 1g3(x)) = fna gzt
ft dx 3 — " '
Soient (1, Ba, ..., B, les zéros de P et soit B = max |8;]. Alors, il existe A > 0 tel que
YA
h
|P|(r) = Ar? ¥r > B. Comme h € A(K) est transcendante, liin | |ET) = 400 pour tout
r—-+00 T
1 P
entier ¢ fixé. De plus —( — —93) + 1 = — et, en particulier, on voit que |aj x| = 1.
Pl dx 3 h4 ’
r
Notons ¢(r) = ———=. Donc,
|h*](r)
lim ¢(r)r' =0 (3.13)

r—+00

d 1
quel que soit ¢t fixé. Puisque le développement de Laurent de d_< — §g3> + 1 est de la
x
+oo

forme Z na, "t +c; , d’apres (3.13), on en déduit que
—o00, n#l

6(r) = max {|ar], sup |nas i}, (3.14)
n#l

Pour tout r €]ry, rii1[, soit d(k) = v(g®,7). Comme v(g,r) = 3v(g,r), il est clair que
d(k) est un multiple de 3 et donc d(k) # 1.

Puisque lim |g|(r) = 400, on voit que, pour r assez grand dans |rg,rgy1[, on a
r—-+00

lg|(r) > 1 et donc
|| r™™ > 1. (3.15)

Fixons ¢ > 0. D’apres (3.13) et (3.14), pour r assez grand dans |y, rp1[, on arg(r) < e
et donc 7 |d(k) aguy|r®™ " < ¢, clest-a-dire que |d(k)||aqm|ri*) < e. Par conséquent,
d’aprés (3.15), |d(k)| < e. Ceci montre que klim |d(k)] = 0. Alors, dans la couronne

— 400

L(0, 7, Tk41), d(k) est de la forme p**)g, olt p est la caractéristique résiduelle de K,
(p,qr) =1et lim s(k) =+o0 quand s(k) # 0.
k—+o00

Quand on considere le polygone de valuation de g3, ca donne, pour k assez grand, une
“ligne” affine par morceaux dont les pentes sont multiples de p*"™, positives, négatives ou
nulles. Maintenant dans le cas f’ + f*, d’apres (3.12), il en resulte que la valuation de g
est coincée entre 1'axe des abscisses et la droite y = deg(P)logr + O(1). Ce phénomene
entraine des cassures de pentes tres nombreuses et de plus en plus fortes pour que la ligne
affine ne creve aucune de ces deux droites. La ligne, affine par morceaux, zigzague donc
entre ces deux droites avec des pentes de plus en plus grandes ou nulles. Par conséquent,
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on n’a pas le moyen d’apporter une conclusion dans les cas m = 3 ou m = 4. Néamoins
le lemme suivant nous permettra de donner des conditions suffisantes pour obtenir une
réponse quand m = 3 ou m = 4.

+oo
Lemme 3.1.1. Soit f(x) = Zanx” une série de Laurent convergente dans I'(0,r',7")
— 0o

n’ayant ni zéros ni poles dans T'(0,r",r") et soit ¢ = v(f,r) quand r €]r’,r"[. Si la ca-

ractéristique résiduelle de K ne divise pas q, alors |f'(z)] = ‘m‘ Vo e I'(0,r, 7).
x

Démonstration. — Comme f n’a ni zéros ni poles dans I'(0,7,7"), d’apres le Théoreme
1.5.3,ona vt(f,r) =v (f,r) Vr e, r"[. Puisque ¢ = v(f,r), on a |a,||z|? > |a,||z|”
Vg # n et donc, |f(x)] = |ag||x|? Vo € T(0,7',7"). Par conséquent, |f'(z)| = |q||ay||z|¢""
Ve € I'(0,7,7"). Mais, comme la caractéristique résiduelle de K ne divise pas ¢, on a

lgf =1 et donc,
! 1 / " I p : ! f(x) !/ 1
|f' ()] = ﬂ|aq||x|q Vo € T(0,7,7"), c’est-a-dire que | f'(z)| = ’—‘ Ve e (0,7, 7). O
T T

Corollaire 3.1.7.1. Soit f € M(d(0,7")) ayant s zéros et t poles dans d(0,1") et n’ayant
ni zéros ni poles dans T'(0,7',7"). Si la caractéristique résiduelle de K ne divise pas s —t,

alors |f'(z)] = ‘@’ YV e T(0,7,7").

Démonstration. — Puisque f € M(d(0,7")) a s zéros et t poles dans le disque d(0,7”)

et n’a ni zéros ni poles dans la couronne I'(0,7’,r"), d’aprés le Théoreme 1.5.3, on a
h

vi(f,r)y=v(f,r) Vr €}r’;r"[. Donc, en posant [ = T avec h,l € A(d(0,7")), on

obtient

v(f,r)=v(h,r)—v(l,r) =s—t ¥r €]r’,7"]. La conclusion est obtenue d’apres le lemme

précédent. n

Le Lemme 3.1.1 nous incite a introduire les définitions suivantes.

Définition. Soit f € M(K) (resp. f € M(d(6,R™))).

() On dira qu'un nombre r €]0,+o0o[ (resp. r €]0, R[) est f-convenable si la différence
entre le nombre de zéros et de poles de f dans d(f,r) en prenant en compte les
multiplicités, n’est pas un multiple de la caractéristique résiduelle de K.

(it) On dira qu'une suite {r, }nen CJO, +00[ (resp. {ry}nen CJO, R[) est f-convenable si
chaque r, est f-convenable et lim r, = +o0 (resp. lim r, = R).

n—-+o0o n—-+00
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(#17) On dira que f est optimale s'il existe une suite {r, }nen CJ0, +00[ (resp. {ry}nen CJ0, R])
qui soit f-convenable.

Théoréme 3.1.8. Soit g € M(K) transcendante et optimale (resp. g € M, (d(6,R™))
/

optimale). La fonction I o une infinité de zéros.
g

Démonstration. — D’abord supposons, sans perte de généralité, que 6 = 0. Puisque
f € M(K) (resp. f € M,(d(0,R7))) est une fonction optimale, il existe une suite {r, }nen
g-convenable dans |0, +oof (resp. dans ]O,RD. Donc, pour chaque n € N, il existe

rl Elrn, ras1| tel que g n’ait ni zéros ni poles dans la couronne I'(0,7,,7/). Ainsi, d’apres

! 1
J (I)‘ = — Va € I'(0,7,,7), ce qui entraine que V(g—,r> = -1
g(x) g 7

]
Vr €lry, rl [ et donc, la différence entre le nombre de poles et de zéros de la fonction 7 dans

g
le cercle C'(0,7) est 1.

le Lemma 3.1.1, on a

/
D’autre part, observons que tous les poles de g sont des poles simples et ils corres-

/
pondent aux zéros et aux poles de g. Donc, g a une infinité de poles dans K (resp. dans

d(0,R7)) car f € M(K) est transcendante (resp. f € M,(d(0,R7))). Ainsi, quand n tend
/

vers 400 (resp. Vers R_), on déduit que la fonction g a une infinité de zéros ce qui acheve
g
la démostration. O

Corollaire 3.1.8.1. Soit g € M(K) transcendante et optimale (resp. g € M, (d(6, R7))

/
et optimale). Alors, les fonctions g'g™ et I ont une infinité de zéros quel que soit n € N
gn

g/ g/ g/
Démonstration. — 1l est clair que ¢'g" = (—)g”Jrl et — = <—> ( —
, 9 g \g/\g"

De plus, chaque zéro de g n’est pas un zéro ni un pole de g car chaque zéro et chaque pole

) pour tout n € N.

/
de g est un pole simple de g
g

/
D’apres le Théoreme 3.1.8, la fonction g a une infinité de zéros, ce qui entraine que ¢'g"
g
/

et el ont une infinité de zéros aussi dans K (resp. dans d(0, R_)) quel que soit n € N. [
gTL
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Remarque. Le Théoreme 3.1.8 et le Corollaire 3.1.8.1 ne sont pas valables dans le corps
C. Pour avoir un contre-exemple il suffit de prendre f(x) = e”.

En prenant des fonctions optimales, les théoremes suivants améliorent les précédents et
ils nous permettent de donner des réponses a la conjecture dans tous les cas sauf m = 2.

A
Théoreme 3.1.9. Soit f € M(K) transcendante et optimale. Soit T = 3 € K[z] ou

deg(A) = deg(B). Sim € N*\ {2}, alors la fonction f'+ T f™ a une infinité de zéros qui
ne sont pas zéros de f.

Démonstration. — Comme dans la démonstration du Théoreme 3.1.5, posons f = 7 ou

h,l € A(K) n’ont pas de zéros communs, et écrivons h sous la forme h h ot les zéros de h
sont les zéros différents de h en ne prenant pas en compte les multiplicités. Alors, A’ sera

~ A
de la forme uh ot u € A(K). Parallelement, 7 = B ou A, B € K[z] n'ont pas de zéros
commun.

Observons que

m—2 T \Nm (B \m—1\7
FoTem = (BI™2(ul — hl') + A(h)™(h) )h‘
BI™

11 est clair que tout zéro v de BI™2(ul — hl') + A(h)™(h)™ ! qui n’est pas un zéro de
f'+T f™ doit étre un zéro de B ou [. Mais, si 7y est un zéro de [, v est un zéro de A. Donc,
tous les zéros de f'+7T f™ sont zéros de BI™2(ul —hl')+ A(h)™(h)™ ! sauf un nombre fini
qui peuvent étre des zéros de A ou B. De plus, un zéro y de BI™=2(ul — hl') + A(h)™(h)™
est un zéro de f uniquement si 7y est un zéro de B puisque v n’est pas un zéro de u. En
conclusion, tous les zéros de f' + 7 f™ qui ne sont pas des zéros de f sont les zéros de

BI™=2(ul — hl') + A(h)™(h)™! sauf un nombre fini qui peuvent étre des zéros de A.

Supposons que [+ 7 f™ a seulement un nombre fini de zéros qui ne sont pas des zéros

Ph ~
de f. Dongc, il existe un polynome P € K|z] tel que f'+7 f™ = Bim ou Ph et BI™ n’ont
pas de zéros communs.

Remarquons que h € A(K) est transcendante. En effet, supposons h € K[z]. Alors
I € A(K) \ K[z] car f ¢ K(z), et donc BI™ 2(ul — hl') + A(R)™(h)™ ' ¢ K[z] et alors,

d’apres le Corollaire 1.5.6.1, BI™~2(ul — hl') + A(h)™(h)™ ! a une infinité de zéros. Par
conséquent, f'+ 7 f™ a une infinité de zéros qui ne sont pas zéros de f, une contradiction.



Chap. 3 : Distribution des zéros des fonctions méromorphes ultramétriques 83

P
Alors, comme h € A(K) est transcendante, on a lim Ll’ =0 et, comme
jel—to0 | (Bhm=1) ()

deg(A) = deg(B), A et B ont le méme nombre de zéros en prenant en compte les multipli-

cités. Donc, lim ’A(m) ) =c ouceRT. Alors,
(Ph)(z)  A(x) P(z) Alz

. (
" falrtoo | (Bh)(x) ~ B(x) - ol | (Bhm—1h)(x) Bl

. f'(x) )
el ) | ) =

En conséquence, il existe p > 0 tel que

V(J‘Cf—;,r) =0 VYr>p. (3.16)

D’autre part, comme f est une fonction optimale, il existe une suite {r, },en Clp, +00|
qui est f-convenable et telle que lim r, = +00. Soit {s,}neny une autre suite telle que

n—-4o0o

Tn < Sp < rna1 et telle que v(f,r) soit constante dans |r,, s,[. D’apres la Proposition 1.4.3,
/

on a V(}f—m,r> =v(f',r) —mv(f,r) et d’apres le Corollaire 3.1.7.1, v(f',r) =v(f,r)—1

Vr €|rp, sp|. Ainsi,

/
V(J{—m,r) =1 —=mv(f,r)—1 Vr€]r,, sa| (3.17)

Alors, d’apres (3.16) et (3.17), on a (1 — m)v(f,r) — 1 = 0 ¥r €|ry, s,[, contradiction
quand m # 2. Par conséquent, si m # 2, la fonction '+ 7 f™ a une infinité de zéros dans
K qui ne sont pas zéros de f. O

Le théoreme précédent est aussi valable si on considere f € M, (d(6, R™)).

Théoreme 3.1.10. Soit f € M,(d(0,R")) wune fonction optimale et soit

U= % € My(d(0, R™)) ayant le méme nombre fini de zéros et de péles dans d(6,R™).

Sim € N*\ {2}, alors la fonction f'+Uf™ a une infinité de zéros qui ne sont pas zéros de

f.
Démonstration. — Sans perte de généralité, on suppose que K est un corps sphériquement

complet et § = 0. Comme dans la démonstration du Théoreme 3.1.5, posons f = 7 ol

h,l € A(d(0, R™)) n’ont pas de zéros communs, et on écrit h sous la forme o h ot les zéros
de h sont les zéros différents de h en ne prenant pas en compte les multiplicités. De plus,
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W = uh ot u € A(d(0, R™)). Paralltlement, U = % ol ¢, € My(d(0,R7)) n’ont pas de

7éros communs.

Comme f € M(d(0,R™)) est une fonction optimale, il existe une suite {7, }nen C]0, B[
qui est f-convenable et telle que lim r, = R. Soit {s, }nen une autre suite telle que

n—-—4o00

Tn < Sn < Tpi1, et telle que v(f,r) soit constante dans |r,,s,[. D’apres le
Corollaire 3.1.7.1, on a v(f',r) = v(f,r) — 1 Vr €]r,, s,[, et d’apres la Proposition 1.4.3,

/
on a u(f—m,'r> =v(f',r) —mv(f,r), cequi entraine

f/
V<f—m,r> = (L—m)u(f,r) —1 Vr €]rn, sal. (3.18)

D’autre part, on observe que

(01" (ul = Bl') + $(R)™ (R)™ ") P
pim '

Supposons que f' 4+ U f™ a seulement un nombre fini de zéros qui ne sont pas zéros
de f. Il est clair que h € A,(d(0,R™)). En effet, supposons h € Ay(d(0,R~)). Alors
I € Au(d(0,R)) car f € My (d(0, R7)) et donc, ™ 2(ul—hl')+¢(R)™(h)™* € A,(d(0, R7)),
c’est-a-dire que d’apres le Corollaire 1.5.6.2, la fonction 1™ =2(ul — hl') 4+ ¢(h)™(h)™ ! a
une infinité de zéros. Mais, comme dans le Théoreme 3.1.9, les zéros de f' + U f™ qui ne
sont pas zéros de f sont les zéros de 1™ 2(ul — hl') + ¢(h)™(h)™ ! sauf un nombre fini qui
peuvent étre des zéros de ¢ (voir les arguments de la démonstration du Théoreme 3.1.9).
Par conséquent, on conclut que [+ U f™ a une infinité de zéros qui ne sont pas zéros de
f, ce qui contredit ce qu’on avait supposé.

f+ufm =

D’autre part, comme on a supposé que f'+U f™ a seulement un nombre fini de zéros qui
ne sont pas des zéros de f, il existe un polynome P € K|x] tel que f'+U f™ est de la forme

Ph ~ I P )

—— ou Ph et YI™ n’ont pas de zéros communs. Par conséquent = = - — =

o Y p q f Vvhm=1h
P

Comme h € A,(d(0, R7)), on a liIII{l* =D (r) =0 et comme ¢ et ¢ ont les mémes

zéros en prenant en compte les multiplicités, on a lim ‘g‘(r) = couc € RY et donc,
r—R~
!

(r) = c. Ainsi, il existe p €]0, R[ tel que 1/<]{—m, 7") =0 Vr€lp, R].

La fin de la démonstration est similaire a la fin de la démonstration du Théoreme 3.1.9,
c’est-a-dire que d’apres (3.18), ona (1 —m)v(f,r)—1=0 ¥r €]r,, s,], ce qui est absurde
quand m # 2. Ainsi, si m # 2, on déduit que la fonction '+ U f™ a une infinité de zéros
dans d(0, R~) qui ne sont pas zéros de f. O]

lim ‘]{—7;

r—R~
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En considérant (3.1), le corollaire suivant est immédiat.

A
Corollaire 3.1.10.1. Soit g € M(K) transcendante et optimale et, soit T = 3 € K(z)
ot deg(A) = deg(B). Alors ¢'q" — T a une infinité de zéros dans K quel que soit n € N*.

De méme, soit g € M, (d(0, R™)) optimale et soitU € M,(d(0, R™)) ayant le méme nombre
fini de zéros et de péles dans d(0, R™). Alors g'g" —U a une infinité de zéros dans d(0, R™)
quel que soit n € N*,

La conjecture de Hayman dans un corps ultramétrique de caractéristique résiduelle
nulle

Dans un corps de caractéristique résiduelle nulle presque toutes les fonctions méromorphes
sont optimales. Si une fonction n’est pas optimale, dans chaque cercle C'(6,7) son nombre
de zéros est égal a son nombre de poles et donc, |f|(r) est une constante. Par conséquent,
une fonction f € M(K) non optimale satisfait I'hypothese du Théoreme 3.1.4. D’apres les
Théoremes 3.1.4, 3.1.9 et 3.1.10, les corollaires suivants sont immédiats.

A
Corollaire 3.1.10.2. Soit f € M(K) transcendante et soit T = 5 € K(z) ou

deg(A) = deg(B). Si K a une caractéristique résiduelle nulle et m € N*\ {2} est un entier,
alors la fonction "+ T f™ a une infinité de zéros qui ne sont pas zéros de f.

Corollaire 3.1.10.3. Soit f € M, (d(0,R™)) telle que |f|(r) n'est pas constante quand r
tend vers R~. SoitU € M,(d(0, R™)) ayant le méme nombre fini de zéros et de péles dans
d(0,R™). SiK a une caractéristique résiduelle nulle et m € N\ {2} est un entier, alors la
fonction f'+ U™ a une infinité de zéros qui ne sont pas zéros de f.

Enfin, d’apres (3.1), les corollaires suivants sont immédiats.

A
Corollaire 3.1.10.4. Soit g € M(K) transcendante et soit T = 5 € K(z) ou

deg(A) = deg(B). SiK a une caractéristique résiduelle nulle, alors ¢'g™ — 7T a une infinité
de zéros quel que soit n € N*.

Corollaire 3.1.10.5. Soit g € M, (d(0, R™)) telle que |f|(r) n’est pas constante quand r
tend vers R~. SoitU € M,(d(0, R™)) ayant le méme nombre fini de zéros et de péles dans
(o, R*)). Si K a une caractéristique résiduelle nulle, alors g'g™ —U a une infinité de zéros
quel que soit n € N*.
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Remarque. Si la caractéristique résiduelle de K est p # 0, le probleme n’est pas résolu
quand m = 2 ou m = 3 ou m = 4. En particulier, dans un corps ultramétrique, on ne
sait pas construire un contre-exemple tel comme f(z) = tan(—z) qui montre dans le corps
C que la conjecture de Hayman n’est pas valable pour m = 2. On ne peut pas utiliser

la méme fonction puisque la fonction f(z) = tan(—z) appartient a Mb(d(O,pﬁD si la

caractéristique résiduelle de K est p # 0 et appartient a ./\/lb(d(O, 1)) si la caractéristique
résiduelle de K est nulle.

La conjecture de Hayman dans le cas particulier m = 2

Pour des raisons de caractere technique, les théoremes précédents ne permettent pas de
résoudre la conjecture dans le cas particulier m = 2. Le théoreme suivant ne résout pas
ce probléeme mais il permet au moins de donner une condition suffisante sur f qui assure
I'existence d’au moins un zéro de f’ + f2. Pour montrer cela on introduit le lemme sui-
vant qui est valable sur K (resp. sur d(6, R‘)) mais aussi sur le corps de nombre complexe C.

Lemme 3.1.2. Soit f € M(K) (resp. f € M(d(6,R™))) non constante et soit v € K

!

(resp. v € d(b, R‘)) un zéro de % + 1 qui n’est pas un zéro de f'+ f2. Alors v est un péle
simple de f et le résidu de f en v est 1.

Démonstration. — Supposons d’abord f € M(K). Alors, il existe h, | € A(K) sans zéros

h h'l— Wl + h? ! R'l— Wl + h?
communs, tels que f = 7 Donc f' + f% = l—2+ et %—l— 1= T+
Comme ~ n’est pas un zéro de f’ + f2, alors c’est un zéro de [ et donc un pole de f. Par
conséquent, h(y)l'(y)—h?(v) = 0. Mais h et [ n’ont pas de zéros communs donc I'(y) = h(7)

h(v) _
—— =1
()
Supposons maintenant f € M(d(¢, R~)). Sans perte de généralité on suppose 6 = 0.
h
Soit r €]|vy|, R[. Donc f € M(d(0,77)) et donc f = n ou h, I € A(d(0,r7)) sans zéros

communs. La démonstration continue comme dans le cas f € M(K) ci-dessus. []

et h(y) # 0. Ainsi, v est un pole simple de f et le résidu de f en 7 est

1
Théoréme 3.1.11. Soit f € M(K) non constante et supposons que 7 n’est pas une

fonction affine. Si f' + f? n’a pas de zéros, alors f admet au moins un pole simple v dont
le résidu est 1.

Démonstration. — Supposons que f' + f2 n’a pas de zéros dans K. Donc, tous les zéros
/

de f sont simples et sont poles de <= + 1 d’ordre 2. Par conséquent, si v est un zéro de

f2
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/
F + 1, d’apres le lemme précédent, v est un pole simple de f et le résidu de f en 7 est 1.
/ !/
Supposons maintenant que F + 1 n’a pas des zéros. Puisque chaque pole de F +1 est

!/
1
un zéro de f, chaque pole de — + 1 est d’ordre 2 et dongc, la fonction —— + z a seulement

) f? f
des poles simples. Si —} -+ x n’est pas une homographie, d’apres le Théoreme 1.7.10, sa
!/
1
dérivée <= + 1 admet au moins un zéro, une contradiction. Maintenant, si —— +z est une
.. 1 ur +e
homographie, c’est-a-dire que —— + z est de la forme 7 ouetekK, useKet
ST

e t
—# —,ona
u’ s

1 ur+e sr?+tr—ur—e

— =1 — —=

f sr 41 sr+1

Posons D = sz? — tx — ux — e, on obtient

—sD + (sx +t)(—sz + u)
D? '

frtr=

Remarquons —sD + (sx +t)(—sz +u) et D? n’ont pas de zéros communs. En effet, soit

v un zéro commun & —sD + (sx +t)(—sz 4+ u) et D. Donc D() =0 = (s +t)(—sy + u).
e

Si —sy+u=0,0onasy+t=0=ua+e et donc, ut = es une contradiction car — # —.

s
Maintenant, si —sy+wu = 0, on a ty+e = 0 et alors, ut = es une contradiction de nouveau.

Par conséquent, les zéros de f’'+ f? sont exactement les zéros de —sD + (sx +t)(—sx + u).
Ainsi, puisque —sD + (sz + t)(—sz + u) n’est pas constante, f + f? admet au moins un
zéro, une contradiction. O

1
Remarque. Si - est une fonction affine, évidemment '+ f2 n’a pas des zéros sauf si elle

est idéntiquement nulle. Si elle n’est pas idéntiquement nulle, le résidu dans chaque pole
simple est différent de 1, dans le cas général.

D’apres le théoreme précédent, si f € M(K) n’a pas de poles simples dont le résidu est
égal a 1 et si — n’est pas une fonction affine, alors f" + f™ admet au moins un zéro pour

tout entier m € N sauf peut-étre m = 3.

Dans le corps C, le fameux exemple f(z) = tan(—x) montre qu’'une fonction méromorphe
f peut étre telle que la fonction f’ 4+ f? n’a pas de zéros. Précisément ici, chaque pole est
simple et le résidu de f dans chaque pole est 1. Par conséquent, dans le corps K, au moins,
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on peut se demander s’il existe des fonctions méromorphes ultramétriques qui ont seule-
ment des poles simples, avec un résidu égal a 1 en chaque pole, telles que f'+ f2 n’admette
aucun z€ro.

3.2 Distribution des zéros des fonctions méromorphes
de la forme P'(f)f’

Apres avoir étudié la Conjecture de Hayman dans un contexte p-adique, il est naturel de
se demander s’il est possible de trouver des résultats analogues en considérant des fonctions
du type P'(f)f" ou f € M(K) (resp. f € M(d(0,R7))) et P € K[z]. Le probleme

qu’on etudiera est le suivant :

Probléeme.

Soit f € M(K) transcendante (resp. f € M,(d(0,R7))) et soit a € My(K) (resp.
o € My(d(8,R7))). Soient n,k € N* et a € K\ {0}. Peut-on conclure que la fonction
f*(f —a)*f — o admet une infinité de zéros dans K (resp. dans d(6, R_)) ?

Comme on voit dans le Théoreme 3.2.1, dans le cas f € A(K) (resp. fe A9, R_))),
la réponse est presque immédiate.

Théoreme 3.2.1. Soit f € A(K) transcendante (resp. f € Au,(d(0,R7))) et soit
o € As(K) (resp. o € Ap(d(9,R7))). Soit a € K\{0}. Alors la fonction f*(f —a)*f'—«
a une infinité de zéros quels que soient n, k € N*.

Démonstration. — Supposons, sans perte de généralité, que # = 0. Si la fonction
f™(f — a)*f" — @ a un nombre fini de zéros, il existe h € Kz] (resp. h € A,((d(0, R7)))
telle que f*(f —a)kf' —a = h.

Puisque o, h € Ap(K) (resp. a,h € Ap(d(0,R7))), ona a+h e Ap(K) (resp.
a+h € Ap(d0,R7))) et done, f(f—a)*f' € Ap(K) (resp. f*(f—a)ff" € Ap(d(0,R7)))
Par conséquent, dans |0, +oo[ (resp. dans |0, R[), T'(r, f*(f —a)*f') est de la forme Sy (r)
Mais, comme f"(f —a)*f" € A(K) (resp. f"(f —a)*f" € A(d(0,R7))), on a

T(r, f"(f =)' f) = Z(r, f"(f = a)"f') + O(1)

et Z(r, f*(f —a)*f") = nZ(r, f) > T(r, f) + O(1). Ainsi T(r, f) est de la forme S;(r) ce
qui est absurde. O
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Pour répondre a la question, dans le cas f € M(d(K)) (resp. f e M(do, R*))), on
utilisera des techniques différentes de celles utilisées dans la Conjecture de Hayman. On
utilisera surtout des propriétés liées aux petites fonctions.

Théoréme 3.2.2. Soit f € M(K) transcendante (resp. f € M,(d(0,R™))) et soit
a € K\ {0}. Alors la fonction f*"(f — a)*f' a une infinité de zéros quels que soient
n, k € N*.

Démonstration. — Sans perte de généralité, on suppose que K est sphériquement complet
et @ =0. Alors, il existe h,l € A(K) (resp. h,l € A(d(0, R_))) sans zéros communs, telles

h
quefzj.

Comme f € M(K) est transcendante (resp. f € M,(d(0,R™))), d’apres le Corollaire
_ h(h — al)®
ln+k
a une infinité de zéros. Mais h et [ n’ont pas de zéros communs donc, les ensemble de zéros
de h"(h —al)* et I™"* sont disjoints. Ainsi f*(f —a)* a une infinité de zéros qui ne sont
pas des zéros de [ et donc, des poles de f. Par ailleurs, puisque chaque pole de f est aussi
un pole de f/, on en déduit que chaque zéro de f*(f — a)* qui n'est pas un pole de f est
aussi un zéro de f*(f —a)¥f'. Par conséquent f"(f — a)¥f’' a une infinité de zéros, ce qui
acheve la démonstration. O]

1.7.8.2, f admet au plus une valeur quasi-exceptionnelle. Par suite f"(f—a)"

Théoréme 3.2.3. Soit f € M(K) transcendante (resp. f € M,(d(8,R™))). Soient
a1, o € My(K) (resp. ar, as € My(d(0, R7))) non nulles et telle que ay ait seulement un
nombre fini de poles. Alors la fonction asf™(f —ay)* a une infinité de zéros dans K ('resp.
dans d(0, R_)) qui ne sont pas poles de f quels que soient n, k € N*.

Démonstration. — Supposons, sans perte de généralité, que K est sphériquement complet
et que 6 = 0.
. N _ , ,
Soit f = 7 ot h,l € A(K) (resp. h,l € A(d(0,R7))) n’ont pas de zéros communs

A A
dans K (resp. dans d(0, R7)). Soient oy = Lot o =22 onl A, A, 01,09 € A (K)

01 09
h" Ao (hoy — I
(resp. A, Ao, 01,02 € Ap(d(0, R‘)). On a donc agf™(f —ay)f = ligkallk@ )

n
a une infinité de zéros le probleme est résolu. Alors, supposons

h’n

ln+kJ{c02

Sila fonction ————
ln+k0"fO'2

le contraire, c’est-a-dire que la fonction n’a qu’'un nombre fini de zéros. Par

n

conséquent, pour r assez grand (resp. assez proche de R’) la fonction Z (r, WT) est
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de la forme S¢(r).

Comme h et [ n’ont pas de zéros communs, on voit que

n

Z(r,h) < Z(r ) + Z(r, 0k 0y). (3.19)

’ l"+ka’f02
Mais, d’apres I'hypothese, pour r assez grand (resp. assez proche de R*), la fonction
Z(r,oY0y) est aussi de la forme S;(r). Par conséquent, d’apres (3.19), on déduit que
h € Af(K) (resp. h € Af(d(O,R_))), ce qui entraine, pour r assez grand (resp. assez
proche de R_),

Z(r,l) =T(r, f) + O(1). Alors, pour r assez grand (resp. assez proche de R7), on a
lIA1](r) > |hoy|(r) et donc, on obtient que |hoy — IA|(r) = |IA|(r). Par conséquent,
d’apres le Théoreme 2.1.5, il existe n > 0 tel que

Z(r hoy —1IN) = Z(r,I\) +n=Z(r, 1)+ S¢(r) =T(r, f) + S¢(r),

. trai i Z(T, hO'l —l)\l) 1 < i Z(T, hO'l —l)\l)
ce qul entraine que 1m = res 1m
d e ™ T ) P AT T

d’apres le Théoreme 2.1.3, la fonction hoy — [\ a une infinité de zéros.

= 1). Alors,

Nous allons maintenant, plus précisément, montrer que cette fonction a une infinité de
zéros qui ne sont pas poles de f. Pour cela nous évaluons la fonction

Z(r, anf™(f —ar)* : U(z) #0).
D’abord voyons que

Z(r, o f™(f —on)® : l(z) #0) > kZ(r,hoy — IN) — Z(r,01) — Z(r,00)— (3.20)
—(n+k)Z(r,1: (hoy —I\y)(z) #0)
> kZ(T, hoi1 — l)\l) - (n+ k)Z(T,Z : (hUl — l)\l)(:c) #* O) — Sf(?").

Evaluons maintenant Z(r,l = (hoy — IN)(z) = 0). Soit v un zéro de I tel que
(hoy — A1) (y) = 0. Alors h(y)o1(y) = 0 ce qui entraine oy(y) = 0. Par conséquent, les
zéros v de | quand (hoy — I\)(y) = 0 sont en nombre fini et par suite,
Z(r,l: (hoy — I\)(z) #0) = O(logr). Finalement, d’apres (3.20), on obtient

Z(raof"(f —ar)¥ : l(z) #0) > kZ(r,1) — O(logr).
<Z(r, o f(f — )k l(z) # 0)

)=

Par conséquent, on voit que limsup

r——4oo T(T’, l)
Z "(f =)kl 0
(resp. lim sup ( (T’ az] (fT (:ql; (z) 7 )> >k ) Alors, comme [ est transcendante,
r—R~ )

d’apres le Théoréme 2.1.3, on en déduit que I'ensemble des zéros de ap f*(f — a1)* qui ne
sont pas zéros de [ est infini, ce qui acheve la démonstration. O
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Corollaire 3.2.3.1. Soit f € M(K) transcendante (resp. f € M,(d(6,R7))). Soient
a1, o € My(K) (resp. ar, as € My(d(0, R7))) non nulles et telle que oy ait seulement un
nombre fini de péles. Alors la fonction ay f*(f —a1)*f’ a une infinité de zéros quels que
sotent n, k € N*.

Démonstration. — Puisque chaque pole de f est aussi un pole de f’, on déduit que chaque
zéro de anf™(f — a1)* qui n’est pas un pole de f est aussi un zéro de anf™(f — a1)*f’.
Donc, d’aprés le théoreme précédent, la fonction ao f™(f — ay)¥f’ a une infinité de zéros
dans K (resp. dans d(6, R7)). O

Théoréme 3.2.4. Soit f € M(K) transcendante (resp. f € M,(d(,R™))) et soit
a € My(K) (resp. a € My(d(0,R7))). Soit a € K\ {0} et soient n,k € N* tels que
n+k > 4. Alors la fonction f*(f —a)*f' — a a une infinité de zéros.

Démonstration. — Supposons, sans perte de généralité, que K est sphériquement complet
et § = 0. Puisque f,a € M(K) (resp. f,a0 € M(d(0,R7))), il existe h,l,01,02 € A(K)
h
(resp. h,l,01,09 € A(d(O,R‘))) telles que f = 7 et o =2 o h et [, respectivement o
02
et 09, n'ont pas de zéros communs.
Posons F = f*(f —a)*f" et Q = ooh™(h — al)*(W'l — hl') — o1 1""**2. On voit que

F—a= oyln k2’

D’abord on montrera que
Z(r,Q) < Z(F —«a) 4+ 2Z(r,09) + Z(r,l) ¥r €]0,400] (resp. Vr G]O,R[).

Soit v un zéro de @), considérons les 4 cas suivants :

Cas 1. (o3l)(y) # 0.
Siog(y) #0 et l(y) #0, on a w,(Q) = wy(F — a).

Cas 2. o9(y) #£0, I(y) =0.
Sioa(y) #0 et I(y) =0, on a wy(h) = w,(h —al) =0 et donc, on a
wy (o2h™(h — al)k (W1 — hl'")) = wy (W'l — hl') = w, (1) — 1 et
wy (0" 2) = . (01) + (n + k + 2)w, (1), ce qui entraine
wy (011" 2) > w, (o2h™(h — al)* (KW'l — hl')). Par conséquent w,(Q) = w,(l) — 1.

Cas 3. a3(y) =0, I(vy) #0.

Sioa(7) =0 et I(y) #0, ona o1(y) #0 et donc, o1l""*(y) # 0 ce qui entraine
Q(y) # 0, une contradiction.
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Cas 4. 02(7) =0, I(7) =
Sioa(y) =0 et I(y) =0, ona wy(o1) =wy(h) =wy(h—al) =0 et donc, on a

wy (2h™ (h — al)" (W'l = hl'")) = wy(02) + wy ('l = hl') = w(02) + w, (1) — 1

et wy (01" ) = (n+ k + 2)w, (1).

Si wy(o2h™(h — al)*(h'l = hl')) > w, (01" *2), on a

wy(Q) = wy (0" 2) < w. (02) + w, (1) — 1.
Si wy(oah™(h —al)* (Wl — hl')) < wy (011" 2), on a
wy(Q) = wy (o2h™(h — al)* (W1 — hl')) = w,(02) + w, (1) — 1.

Si wy(o2h™(h — al)* (W'l — hl')) = w, (010" ™**2), on déduit que

wy(02) + wy(l) = 1 = w,(I"*2) et aussi que w,(Q) > wy(o2h™(h — al)* (W'l — hl')).

Mais
wy(Q) S wy(F —a) + wy(azl”“”?) = wy(F — a) +w,(02) + wﬁy(ln+k+2)’

ce qui entraine
r(Q) < wy(F — )+ 2u,(0n) + w5 (1) — 1.

Dong, si 9(y) = 0 et {(y) = 0, on en déduit que
,(Q) < w(F = @) + 2,(02) + w, (1)
Par conséquent, en considérant les 4 cas précédents, on obtient que
0,(Q) < wy(F = a) + 2, (02) + w5 (1)
pour tout zéro v de ). Donc, on peut conclure que
Z(r,Q) < Z(r,F — ) +2Z(r,09) + Z(r,1)

quel que soit r €]0, +o0| (resp. r €]0, R[)

Supposons maintenant que Z(r, F' — «) est de la forme S¢(r) pour tout r €]0, +o0]
(resp. r €]0, R[). Donc, comme o3 € Af(K) (resp. o2 € A(d(0,R7))), on déduit aussi
que Z(r, F —a)+2Z(r,05) est de la forme Sy(r) quand r €]0, +oo[ (resp. quand r €]0, R[).
Par conséquent

Z(r,Q) < Z(r,l) + S¢(r) <T(r, f)+ Sf(r) Vr €]0, +o00[ (resp. Vr E]O,R[).
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Donc, d’apres le Théoreme 2.1.5, on a

log (IQ[(r)) < T(r, f)+ S¢(r) Vr€)0,+oo] (resp. Vr €]0, R]). (3.21)

D’autre part, on voit que Z(r,o2[h"(h — al)*(h'l — Rl')]) > nZ(r,h) = nZ(r, f)
Vr €]0,+oo[ (resp. Vr €]0, R[) et aussi que

Z(r, o™ > (n+ k+2)Z(r,1) = (n+ k+2)N(r, f) > nN(r, f)
Vr €]0, +o00| (resp. Vr €]0, R[). Donc, on obtient

max { Z(r, o5 [ (h — al)* (W1 — hI")]), Z(r, o10" )} > nmax { Z(r, f), N(r, f)} =
= nT(r, f)+ O(1)

Vr €0, +oof (resp. Vr €]0, RD Par conséquent, d’apres le Théoreme 2.1.5,
max { log |o2[h"(h — al)* (Kl — hI')]|(r), log|o " *2|(r)} > nT(r, )+ O(1)  (3.22)

Vr €]0, +o00| (resp. Vr €]0, R[). Ainsi, d’aprés (3.21) et (3.22), on en déduit qu'il existe
p €]0,4o00] (resp p €]0, R) tel que, si r €]p, +00] (resp. sir €]p, RD, on obtient

Q|(r) < max{|02 [h”(h —al)* (W'l — hl’)] |(T) ,

o ln+k+2 | (7’)

et donc, |02 [h"(h — al)*(h'l — hl)] )(r) = |o1 "™ *2|(r). Alors, d’apres le Corollaire 2.1.5.1,
on a
Z(r,oz[h"(h— al)* (W'l = Wl')]) = Z(r, 010" %) + 1, (3.23)
oo [l (h — al)k (W'l — h") ,
ol n—log‘( py TR ]>(O)‘ Mais
Z(r,o ") = (n+ k +2)Z(r, 1) + Sp(r)
et

Z(r, o2 [h"(h—al)* (W'l = hl")]) < nZ(r,h) + (k +2)max {Z(r,h), Z(r,1)} + S;(r)
Donc, d’apres (3.23), on a Z(r,h) > Z(r,l) + S¢(r). Par conséquent,

Z(r, f)=T(r, f)+ S¢(r). (3.24)
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Posons, maintenant,

Fl — 1 fn+k+1 _ (?) @ fn+k 4.+ <k E 1) (_a)kilfn—&-Q + (_CL)kfn-i—l_

n+k-+1 n+k n+2 n+1
a1 L\ qnth L (_a)n+k+1 (_a)n+k+1
—[—— -— .+ + .
n+k+1 1) n+k k—1 n+2 n+1

Clairement, il existe P € K[z] avec deg(P) = n, tel que F} peut écrit sous la forme
(f —a)**1P(f). De plus, on voit que (F}) = F et donc, d’apres le Corollaire 2.2.1.2, on a

T(TvFl) S T(’I",F) +Z(T>F1) - Z(TaF> +O(]‘)
Mais, d’apres le Théoreme 2.3.1, on a T'(r, F}) = (n+ k+ 1)T(r, f) + O(1), ce qui entraine
(n+k+0)T(r, f)<T(r,F)+ Z(r,Fy) — Z(r,F)+ O(1). (3.25)

Par ailleurs, puisque a € M ;(K) (resp. a € M (d(0, R_))), d’apres le Corollaire 2.3.3.2,
on a aussi &« € Mp(K) (resp. a € Mp(d(0,R7))). Donc, en appliquant le Théoréme 2.3.4
a F, on obtient

T(r,F)< Z(r,F)+ Z(r,F —a) + N(r,F) + Sp(r)
et ainsi, d’apres (3.25), on a
(n+k+1)T(r,f) < (Z(r, F) - Z(r, F)) Y Z(r, F —a) + N(r, F) + Z(r, Fy) + Sp(r).  (3.26)

Mais, d’apres le Lemme 2.2.1, on a Z(r, F)) =nZ(r, f) + kZ(r, f —a) + Z(r, ') et
Zir,EY=Z(r, )+ Z(r,f —a)+ Z(r, f) < Z(r, f)+ Z(r, f —a) + Z(r, f'). Donc,

Z(r,F) = Z(r,F)>(n—-1DZr, f)+(k—-1DZ(r, f —a). (3.27)
De plus,
N(r,F)=N(r,f) < N(r,f) et Z(rF)<(k+1DZ0r f—a)+Z(r,P(f)) (3.28)
Maintenant, en considérant (3.27) et (3.28) dans (3.26), on obtient

m+k+D)T(rH<A-n)Zr, )+ Q-KZ(r,f—a)+ N, )+ k+1)Z(r, f—a) +
+ Z(r,P(f)) + Z(r,F —a) + Sg(r),

c’est-a-dire que

(n+k+ 1T f) < ( —nZ(r, f) +T(r, P(f))) AT (r, f) + Z(r, F — a) + Se(r).
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Alors, d’apres le Théoreme 2.3.1, on a T(r, P(f)) = nT(r, f) + O(1) et comme, d’apres
(3.24), on a Z(r, f) =T (r, f) + S¢(r), I'inégalité précédente est réduite a

(n+k—=3)T(r,f) < Z(r,F —a) + Sg(r),

une contradiction car n + k > 4 et on avait supposé que Z(r, F' — a) est de la forme S¢(r).

p , ; I Z(r,F — «) >0 ( I Z(r,F —« >O> ,

ar conséquent, on a limsup ———= resp. limsup ——~—~ ce qui
b T*”rOOp T(T, f) P 7"—>R—p T(T, f) a

entraine, d’apres le Théoreme 2.1.3, que la fonction F' — « a une infinité de zéros dans K

(resp. dans d(0, R‘)), ce qui acheve la démonstration. ]

D’aprés le Théoreme 3.2.4, le corollaire suivant est immédiat.

Corollaire 3.2.4.1. Soit f € M(K) est transcendante (resp. fe Mu(d(G,R_))). Soit
a € K non nulle et soient n,k € N* tels que n+ k > 4. Alors, la fonction f*(f —a)kf’
n’admet pas de valeurs quasi-exceptionnelles dans K (resp. dans d(0, R_)).






Chapitre 4

Unicité des fonctions méromorphes
qui partagent une certaine fonction

4.1 Introduction

Dans ce chapitre on étudie I'unicité de fonctions méromorphes ultramétriques satisfai-
sant certaines équations fonctionnelles. Ce type de problemes provient d’un grand nombre
d’autres problemes étudiés durant ces dernieres années, particulierement des problemes as-
sociés aux ensembles d’unicité avec (ou sans) multiplicité et des problémes associés aux
poynomes d’unicité pour des fonctions analytiques ou des fonctions méromorphes dans le
corps C ou dans le corps ultramétrique K (Voir, par exemple, [7], [12], [15], [18], [19], [22],
23], [30], [32], [33], [37], [40], [42], [45], [49], [51], [59]).

Les polynomes d’unicité ont été introduits et étudiés dans C par X. Hua et C. C.
Yang (voir [41], [42]), et par H. Fujimoto (voir [31]). En analyse ultramétrique ils ont été
étudiés d’abord par T. T. H. An et H. K. Ha et plus tard par T. T. H. An, J. T-Y Wang et
P. Wong (voir (3], [4], [5], [6]).

Définition.

(7) Un polynéme P est appelé polynome d’unicité pour une famille des fonctions F, si
pour f,g € F telles que P(f) = P(g),ona f=g.

(77) Une fonction méromorphe h définie dans un corps E (E =KouF = C) est ap-
pelé fonction d’unicité pour une famille de fonctions F définie sur un sous-ensemble
convenable de E, si pour f,g € F satisfaisant ho f = ho g, f et g sont égales.

97
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Dans C, H. Fujimoto [31] a introduit la condition suivante pour obtenir des polynomes
d’unicité :

Soit P € Clx], soient 71,72, ..., Y, les zéros différents de P’ et soit (4.1) la condition

P() £ Ply) 1<i<j<q. (4.1)

Dans K, A. Escassut généralise certains résultats obtenus par H. Fujimoto dans C [31]
et par T. T. H. An et H. K. Ha [2] qui concernent des polynomes d’unicité, pour caractériser
d’une certaine facon les fonctions d’unicité. II montre, par exemple dans le Théoreme 3
[22], que :

Si P € K|[z] est de la forme 2" —bx" ' +¢ (¢t € K), alors il n’est pas une fonction d’unicité

pour M(K) .

Une généralisation immédiate montre que la conclusion précédente est vraie aussi quand
P’ a exactement deux zéros différents et que I'un d’entre eux est d’ordre 1.

En supposant que 'ensemble de zéros S d’un polynome P € K|z] est affinement rigide,
c’est-a-dire que 'unique transformation affine qui préserve ’ensemble S est 'identité, et
en supposant que P satisfait ’hypothese (4.1), le Théoreme 1 [5] montre que : si P’ a
exactement deux zéros différents v, et vo d’ordre ¢y et co respectivement, alors P est une
fonction d’unicité si et seulement si min{cy, ca} > 2. Le Théoreme 4.1.1 suivant montre que
I'hypothese affinement rigide et 'hypotheése (4.1) ne sont pas nécessaires pour caractériser
une fonction d’unicité qui concerne des polynomes P tels que P’ ait exactement deux zéros
différents. Ce résultat a été obtenu par A. Escassut [24] et N. T. Hoa [37] séparément.

Théoréme 4.1.1. (Théoreéme 2.3 [37]) Soit P € Klz] tel que P’ admet exactement deux
zéros distincts 1 et vy d’ordre ¢1 et co respectivement. Alors P est une fonction d’unicité
pour A(K). De plus, si min{cy,co} > 2, alors P est un polynome d’unicité pour M(K).

Remarque. Remarquons qu’on ne sait pas si le Théoreme 4.1.1 est vrai si on considere
des fonctions f € A,(d(0,R™)) ou f € M,(d(#, R™)) parce que la démonstration requiert
une théorie de courbes algébriques sur d(f, R~). V. Berkovich dans [9] introduit justement
une théorie de courbes algébriques qui est valide, pour le moment, seulement sur le corps K.
Néanmoins, en suivant d’une maniere particuliere le travail de A. Boutabaa et A. Escassut
dans [15] et [16] et ensuite, le travail de G. Frank et M. Reinders dans [30] nous obtenons
les résultats suivants qui concernent des polynomes d’unicité pour ’ensemble des fonctions
A,(d(6, R™)) et pour 'ensemble des fonctions M, (d(0, R™)).

Théoréme 4.1.2. Soit P € K[z] tel que P' admet seulement deux zéros distincts, l'un de
deux d’ordre 1. Alors P est un polynéme d’unicité pour A,(d(0,R™)).
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Démonstration. — Soient x1, o € K les zéros de P’ avec x1 # x5. D’apres I'hypothese,
on suppose x; d’ordre n — 2 (n > 3), et x5 d’ordre 1. Alors

P(z) = (z —2)" " ((x —x1) + (r1 — x2)> + ¢,

n—1

ouceKetn>3.

Soient f,g € A,(d(8, R7)) telles que P(f) = P(g). Posons fi = f—x et g1 =g — 1.
Alors

P (2 —22)) = g7 (g1 + (21 — 22)).

Posons maintenant h = ﬂ et supposons h # 1. D’apres 1’égalité précédente, on a
g1

hr 1t —1

0 = (@ =o) (o)
Soient 1, 7a, ..., Yn—1 les racines de I’équation x™ — 1 = 0 différentes de 1. Alors, chaque

v (i =1,..,n — 1) n’est pas une racine de 1’équation z"~! —1 = 0. Donc, si h(z) = v
pour un 1 < i < n—1, x est un pole de ¢;. Mais g; € A(d(f, R~) et donc, chaque ~;
(1t =1,...,n — 1), est une valeur exceptionnelle de h. Puisque n > 3, h admet au moins
deux valeurs exceptionnelles et par suite, d’apres le Corollaire 1.7.8.2, h € M,;(d(0, R™)).
Par conséquent g; € A,(d(0, R™)), une contradiction a 'hypothese. Ainsi h = 1 et f; = ¢
et donc f = g, ce qui acheve la démonstration. O

Remarque. Le polynéme P(x) = (x — x1)" !(x — x5) (n > 3), n’est pas un polynome
d’unicité pour M(K) ou pour M, (d(6, R™)) (voir [22] et [41]).

¢ € K. Considérons alors h € M(K) (resp. h € M(d(6,R7))) et posons g = —— ¢t
f = hg. Alors on vérifie que P(f) = P(g).

Pour montrer le Théoreme 4.1.3, on aura besoin du lemme suivant. En général, il
est valable pour un corps algébriquement clos de caractéristique zéro comme l'est K. La
démonstration ci-dessous est nouvelle et purement algébrique, cela ne requiert pas I'usage
de I'analyse complexe.
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Lemme 4.1.1. Soit n > 3 un entier, et soit
Q(z)=(n—1)>*2" - 1)(z"?—=1) —n(n—2)(z" ' - 1)* € K[z]

ot deg(Q) = 2n — 2. Alors 1 est un zéro du polynome @ d’ordre de multiplicité 4 et tous
les autres zéros de () sont simples.

Démonstration. — Remarquons qu’on peut aussi écrire () sous la forme
2% —(n—1)2%" + 2n(n — 2)2™ "t — (n — 122" % 41,

dot Q'(z)=2(n—1z* 3 —nn—-1)>%2""1+2n(n—-1)(n—2)2" 2 - (n—1)*(n — 2)z" 3
et, de la méme facon, on peut obtenir les dérivées restantes. Donc, il est facile de voir que
QW) =0 quand k=0,1,2,3 et, QW(1) =2n(n—1)*(n —2) # 0 pour tout n > 3.
Ainsi, 1 est un zéro de () d’ordre 4.

Maintenant, il nous reste seulement a montrer que tous les autres zéros de () sont
simples. Supposons qu'il existe z € K tel que Q(z) = Q'(x) = 0. Si @'(z) =0, on a

(n —1)a"? <2x” —n(n—1)z*+2n(n —2)z — (n — 1)(n — 2)> = 0.
Mais, comme évidemment x # 0, on a
22" —n(n — )2 +2n(n — 2)x — (n — 1)(n — 2) = 0. (4.2)
Donc, en faisant Q(z) = 0 et en considérant (4.2), on obtient
(n—1)(n—2)2" —2n(n —2)a" +n(n— 12" 2 -2=0
c’est-a-dire que
2x”<(n —1)(n —2)2* — 2n(n — 2)x +n(n — 1)) = 427
Alors, en considérant (4.2) dans 1’égalité précédente, on a
(n(n —1)2% — 2n(n — 2z + (n— 1)(n — 2)) ((n 1) (n—2)a? — 2n(n — 2)z + n(n — 1)) — 422,
Par conséquent, en résolvant 1’équation ci-dessus, on obtient
vt — 42?4627 —da+ 1= (2 —1)* =0,

et donc, on en déduit que 1 est 'unique zéro commun de @Q et @', c’est-a-dire que 1 est
I'unique zéro multiple de ). Ainsi

Q(z) = (z — D)z — 7)(x — 72)-( — Y2n—0)

d’ou chaque v; € K\ {0,1} et v; # ; pour tout i # j et i = 1,...,2n — 6. O]
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Le polynome
P(z)=(n—2)(n—1)z" —2n(n —2)2" ' +n(n —1)z" 2% ¢

ouc € C\{0,1}, a été introduit dans C par G. Frank et M. Reinders dans [30]. Il a
permis la découverte d’'URSCM de seulement 11 points pour les fonctions méromorphes
complexes. Ci-dessous, on utilise un polynéme similaire mais a coefficients dans K. On
montre que celui-la est un polynéome d’unicité pour M, (d(0, R™)).

Théoreme 4.1.3. Soit P € K|x] tel que P' admet seulement deuz zéros distincts d’ordre
c1 et ¢y respectivement. Si deg(P) > 6 et min{cy, co} = 2, alors P est un polynome d’unicité
pour M, (d(0, R™)).

Démonstration. — Soient x1, x5 € K les zéros de P' avec x7 # x5. D’apres 'hypothese,
on suppose x; d’ordre ¢; =n — 3 (n > 6) et g d’ordre co = 2. Alors

_ 1 n L1 — 22 n—1 (‘rl — x2)2
P(J:)—n(x 1) 2n—1 (x — 1) + p—

(x—2)"? + ¢
ouceKetn>6.

Soient f,g € M, (d(0, R™)) telles que P(f) = P(g). Posons f; = f —x1 et g = g— 1.
Si h € M(d(0,R™)) est telle que f; = hgy, on obtient

(n—1)(n—2)(h" = 1)g; — 2an(n — 2)(K" ' —1)g; + a®n(n — 1)(K" 2 —=1) =0. (4.3)

Supposons h # 1. On remarque que h™ —1#0 carsi h" =1, alors h" ! —1 est
une constante non nulle, ce qui entraine que g; est une constante, une contradiction car

g9 € My (d(0, B7)).
Supposons d’abord h € M,(d(0, R™)). D’apres (4.3), pour r €]0, R, on obtient
T(r,(n—1)(n = 2)(h" = 1)g7) = 2T(r, g1) + O(1)

et
T(r,2an(n —2)(R" " = 1)g1 — a’n(n — 1)(h" > — 1)) < T(r, g1) + Sy(r),

une contradiction.

Supposons maintenant h € M, (d(0, R~)). Avec un simple calcul, on peut écrire (4.3)
sous la forme

((n 1) (n—2)(A" — 1)g1 — an(n — 2)(h"* — 1))2 — —a%n(n — 2)Q(h) (4.4)
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ot Qz) = (n—1>2*2"-1)(z"2-1) —n(n —2)(@" ' —1)? est un polynéme de degré
2n — 2. Puisque n > 6, d’apres le Lemme 4.1.1, on en déduit que Q(z) est de la forme
(z — )"z — 1) (@ — 72)...(x — Y2n-6), ol chaque ; € K\{0,1} (i=1,...,2n—6), est un
zéro simple de ). Par conséquent, d’apres (4.4), chaque zéro de h — ~; (z =1,...,2n— 6)
a un ordre de multiplicité au moins 2 et donc

2n—6 2n—6

> Z(r,h =) < (n = 3)T(r,h) + O(1).

Ainsi, en appliquant a h le Théoreme 2.2.4 aux points ; (z =1,.., 2n—6) et en considérant
que N(r,h) < T(r,h), on obtient

2n—6

(2n = T)T(r,h) < > Z(r,h — a;) + N(r,h) + O(1)
< (Z — 2)T(r,h) + O(1).

Puisque, d’apres le Théoreme 2.1.2, T'(r, h) est non bornée dans |0, R[, on a une contradic-
tion quand n > 6.

Par conséquent h =1, ce qui entraine f; = g; et acheve la démonstration. O

Remarque. Le Théoreme 4.1.1 montre que si un polynéome P est tel que P’ admette
seulement 2 zéros distincts, tous les deux d’ordre > 2, alors P est un polynéme d’uni-
cité pour M(K). Aucun résultat analogue n’existe pour M,(d(f, R~)) ni méme pour
A, (d(0, R™)) puisque pour obtenir la réponse positive pour M(K) on utilise des propriétés
d’imparamétrabilité des courbes de genre > 1 qui ne sont pas disponibles dans M(d(6, R™)).

Ici, on a pu montrer que si 'ordre de multiplicité de I'un des deux zéros de P’ est
exactement 2 (I'autre > 3), alors P est un polynéme d’unicité pour M, (d(0, R~)). Cette
constatation pose la question de savoir si les polynomes P tels que P’ n’ait que 2 zéros
distincts d’ordre > 2, sont tous des polynémes d’unicité pour M, (d(6, R~)) ou, au moins,
pour A(d(0, R7)).

En fait, dans la démonstration du Théoreme 4.1.3, on utilise cette propriété élémentaire :
“az® + bx + ¢ peut toujours s’écrire sous la forme (ax + 3) +” , mais il n’en va pas de
méme pour un polynéme az® + bx? +cx +d ...
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Exemple des polynéme d’unicité pour A, (d(¢,R™)) et M, (d(8,R7)) :

Soit a € K\ {0} et soit n € N*. D’apres les Théoremes 4.1.2 et 4.1.3 respectivement, on

1
en déduit que le polynéme P(z) = n 2x”+2 j_ 1x"+1 ou n > 1, est un polynome
n n
L .43 2a 22 a? 2
n 4+ 3 n—+ 2 n—+1

d’unicité pour A,(d(f, R7)), et le polynome P(z) =
ou n >3, est un polynome d’unicité pour M, (d(8, R™)).

4.2 Unicité des fonctions méromorphes qui partagent
une constante

D’abord rappelons la définition suivante :

Définition. Soient f,g € M(K) (resp. f,g € M(d(6, R™))) non-constantes et soit a € K.
On dira que les fonctions f et g partagent la valeur a C. M. (resp. L. M.), si les fonctions

f—aet g—a ont les mémes zéros avec les mémes multiplicités (resp. en ignorant les mul-
tiplicités) dans K (resp. dans d(6, R7)).

Le probleme qu’on étudiera ici est tres lié a la définition ci-dessus. Ce probleme est le
suivant :

Probléme.

Soient f, g € M(K) ou bien soient f,g € M(d(0, R™)) telles que f"f’ et g"¢’ partagent une
valeur finie @ € K\ {0} C. M. ou bien I. M.. Peut-on conclure que f = dg ot "™ =17

Pendant les dix dernieres années, ce type de probleme a été étudié en analyse complexe
dans plusieurs articles (voir, par exemple, [28], [41], [57], [59]) qui concernent des fonctions
analytiques ou des fonctions méromorphes dans C en obtenant quelques conclusions. Dans
plusieurs cas ils donnent une réponse positive a notre question, dans d’autres cas la réponse
est fg=1.

Ici, on obtient toujours la méme conclusion. De plus, on peut aussi conclure quand on
considere f,g € A,(d(0, R™)) ou bien f,g € M,(d(8,R7)).
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4.2.1 Fonctions méromorphes qui partagent une valeur CM.

Théoréeme 4.2.1. Soient f,g € M(K) non-constantes (fresp. f,g9 € M, (d(, R_))) et soit
n un entier > 2 (resp. > 3). Si frf' = g"qg', alors f =dg ou d*"'=1.

Démonstration. — Si f*f" = g"¢’, il existe une constante ¢ € K telle que f** = ¢"*! +c.
Supposons ¢ # 0. D’apres le Théoréme 3 [14], les fonctions f et g sont constantes (resp.
f,9 € My(d(6,R™))), ce qui contredit I'hypothese. Donc f" = g™t dou f =dg et
atl =1. ]

Théoréme 4.2.2. Soient f,g € M(K) non-constantes et soient a,b € K\ {0} et n un
entier > 3. St w,(f" —a) = w,(¢" — b) pour tout v € K, alors il existe d € K tel que
=2 et f=dg.

b
Démonstration. — Puisque w,(f" — a) = w, (g™ — b) pour tout v € K et n > 3, on déduit

que f" — a et g" — b partagent les mémes zéros et les mémes poles dans K en prenant en

/"—a

g" —b
poles dans K. Alors, il existe une constante ¢ € K non nulle, telle que

ff—a=c(g" —b). (4.5)

compte les multiplicités, ce qui entraine que la fonction € M(K) n’a ni zéros ni

Clairement "'’ = cg"'¢’. Donc, en posant (" = ¢ et g, = lg, on obtient
P =gt g, Comme n — 1 > 2, d’apres le Théoréme 4.2.1, il existe k € K\ {0} tel
que f =kg; et k™ =1, c'est-a-dire que f = (kl)g et (k)" = c. Donc, d’apres (4.5),
7 Ainsi, il existe d = kl € K\ {0} tel que

f:dgad”:%. O

on a cg"” —a = cg™ — cb, ce qui entraine c =

Pour montrer le théoreme suivant on utilisera des éléments classiques de la théorie
de Nevanlinna ultramétrique, principalement le Théoreme de Nevanlinna sur trois petites
fonctions.

Théoréme 4.2.3. Soient f,g € M, (d(0,R™)) et soient a,b € K\ {0} et n un entier > 4.
St wy(f" —a) = wy (g™ —b) pour tout v € d(0, R™), alors il existe d € K tel que d" = — et
f=dg.

Démonstration. — Puisque w,(f" —a) = wy(¢g" — b) pour tout v € K, alors f* —a et

g" — b partagent les mémes zéros et les mémes poles dans d(f, R~) en prenant en compte
n

g —b

Sl

les multiplicités. Donc, la fonction ¢ = n’a ni zéros ni poles dans d(0, R™), ce qui
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entraine que ¢ € Ay(d(0, R™)).

a
Sans perte de généralité, on assume # = 0. Supposons ¢ # —. Posons ¢ = a — ¢b.

Clairement ¢, ¢1 € As(d(0,R7)) N Ay (d(0,R™)) car f,g € M,(d(0,R™)). Donc, en
appliquant le Corollaire 2.3.4.1 & f™, pour r €]0, R, on a

T(r, [*) < Z(r, f) + Z(r, [ — ¢1) + N(r, f") + Sy(r). (4.6)

Remarquons que Z(r, f" — ¢1) = Z(r,¢g") < Z(r,¢) + Z(r,g) < T(r,¢) + T(r,g) et
donc, Z(r, f"—¢1) <T(r,g)+ Sy(r).  De plus Z(r, f*)y=Z(r, f) <T(r, f),

N(r, f*) = N(r, f) <T(r, f) et, d’apres le Théoreme 2.3.1, on a T(r, f*) = nT(r, f)+O(1).

Par ailleurs, comme ¢,¢1 € My(d(0,R™)) et [ = ¢g" + ¢, dapres le
Théoreme 2.3.1, on déduit que T'(r, f) = T'(r,g) + Sy(r). Donc, d’apres I'équation (4.6),
on a

nT(r, f) < 3T(r, )+ Ss(r),

une contradiction quand r tend vers R~ car T'(r, f) est non bornée dans |0, R| et n > 4.
a a a
Ainsi, ¢ = 7 et "= Eg". Par conséquent, il existe une constante d € K ou d" = 7 et

donc, f peut étre écrite sous la forme dg. O]

En utilisant un procédé analogue a celul utilisé pour la démonstration du Théoréeme
4.2.2 (resp. Théoreme 4.2.3) et en considérant que N(r,g) = 0 (resp. N(r, f) = 0), on
obtient le résultat suivant :

Théoréme 4.2.4. Soient f, g € A(K) non-constantes (resp. f,g € A,(d(0, R™))). Soient
a,b e K\ {0} et n un entier > 2 (resp. > 3). Siw,(f"—a) =w,(g" —b) pour tout v € K

(resp. v € d(0,R™)), alors f =dg ou d"* = —.

S

Pour la démonstration du corollaire suivant, il suffit de supposer que a = b dans le
Théoreme 4.2.4.

Corollaire 4.2.4.1. Soient f,g € A(K) non-constantes (resp. frg € Au(d(0, R_))).
Soient a € K\ {0} et n un entier > 2 (resp. > 3). Si f" et g" partagent la valeur a
C. M., alors et f =dg ou d"=1.

Théoréme 4.2.5. Soient f,g € A(K) non-constantes. Soient a € K\ {0} et n un entier
> 2. Si f*f" et g"g partagent la valeur a C. M., alors f =dg ou d**' =1.
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Démonstration. — Puisque f"f" et ¢g"¢' partagent la valeur a C. M., on en déduit que
frf'—a
gngl —a
constante ¢ € K non nulle.

la fonction € M(K) n’a ni zéros ni poles dans K et donc elle est égale a une

Supposons ¢ # 1. Donc f"f' = ¢ ¢"¢' + a(l — ¢) et alors il existe ¢y € K tel que
949

1 — g™t = (n 4 1)a(l — )z + co.

n+1

Mais "1 — cg™*! peut étre écrit sous la forme H(f — b;g) ou chaque b; (z =1,..,n+ 1)
i=1

est une (n + 1)-iéme racine de c. Donc,

(n+1Da(l—c)z+co=(f —b1g)(f — b2g)...(f — bpy19).

Par conséquent, il existe au plus une de ces fonctions f —b;g qui a un zéro. Comme n > 2,
on voit qu’au moins deux de ces fonctions f — b;g sont constantes. Donc, on en déduit que
f et g sont constantes, ce qui contredit 'hypothese. Ainsi ¢ =1 et

ST ="+ q. (4.7)

Supposons maintenant ¢y # 0. En appliquant le Théoréeme 2.2.4 & f**!, pour
€]0, +oo], on obtient

< Z(r, Y 4+ Z(r, f7 —¢y) —logr + O(1)
< Z(r, f)+ Z(r,g) —logr 4+ O(1)
<T(r,f)+T(r,g) —logr+ O(1).

Mais, d’apres (4.7) et le Théoreme 2.3.1, on en déduit que T'(r, f) = T(r,g) + O(1). Alors
(n+ 1)T(r, £) < 270, f) — logr + O(1)

Comme f € M(K) est transcendante, on a n < 1 quand r tend vers +o00, ce qui contredit
'hypothese. Par conséquent ¢y = 0 et f*! = g"*L. En conclusion, il existe d € K tel que
f=dg et d"t =1. m

En considérant le théoreme sur trois petites fonctions, on peut montrer aussi un théoreme

analogue au précédent pour des fonctions dans A, (d(0, R7)).

Théoréme 4.2.6. Soient f,g € A,(d(0,R7)) et a € K\ {0} et soit n un entier > 4. Si
f"f et g"g" partagent la valeur a C. M., alors f =dg ou d"™' =1.
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n gl
M. Puisque f™f’ et ¢g"¢’ partagent la valeur a C. M.,
99 —a

on en déduit que la fonction ¢ n’a ni zéros ni poles dans d(0, R~). Donc ¢ € A,(d(0, R7)).

Démonstration. — Posons ¢ =

Sans perte de généralité, on assume # = 0. Supposons ¢ # 1. Posons F' = f*f" et
¢ = a(1—¢). Clairement F' € A,(d(0,R7)) et ¢1 € Ay(d(0,R™)). Donc ¢y € Ap(d(0,R7)).

Soit r €]0, R[. En appliquant le Théoreme 2.3.5 & F', on obtient
T(r,F)<Z(r,F)+ Z(r,F — ¢1) + S¢(r). (4.8)

Remarquons que Z(r, F —¢1) = Z(r,¢g"g') < T(r,¢)+T(r,g)+T(r,g'). Mais, T(r, ¢)
est de la forme Sy(r), et d’apres le Lemme 4.3.4, on a T'(r,¢") < T(r,g) + O(1). Donc,
Z(r,F—¢1) < 2T(r,g)+S¢(r). De plus, il est facﬂe de voir que Z(r, F) < T(r, f)+T(r, ')
et T(r,F)=nT(r,f)+T(r,f"). Ainsi, d’apres l'inégalité (4.8), on a

(n=1)T(r, ) < 2T(r, g) + S¢(r).
En appliquant une procédé semblable a la fonction G = ¢"¢’, on obtient
(n—1)T(r,g) <2T(r, f) + Sy(r).
Par conséquent, en additionnant les deux inégalités ci-dessus, on obtient
(n—=1[T(r, f)+T(r,g)] <2[T(r, f)+T(r,g)] + Ss(r) + Sy(r),

une contradiction quand r tend vers R~ car n > 4 et T'(r, f) et T(r, g) sont des fonctions
non bornées dans |0, R[. Donc ¢ = 1.

La fin de la démonstration est analogue a la fin de la démonstration du Théoreme 4.2.5,
en considérant que, d’apres le Théoreme 2.3.1, on a T'(r, f) =T (r,g) + S, (7). O

Le Théoreme 4.2.7 est destiné a établir un résultat comparable au Théoreme 4.2.6 en
s’appliquant a des fonctions méromorphes, sa démonstration nécessitera d’abord d’établir
les Lemmes 4.2.1, 4.2.2 et 4.2.3 qui suivent.

Lemme 4.2.1. Soit f,g € A(d(0,R™)). Si~y est un zéro simple commun de f—1 et g—1,
alors 7y est aussi un zéro de la fonction

f/l 2 fl g/l + 2 gl

ffof=1 g Tg—1
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Démonstration. — Supposons f(x Zan x—60)". Sans perte de généralité, on suppose

=0 et y=0. Grace au développement en série de Taylor de f en 0, on a
1 1
flz)—1 = al_x + fi(z) ou f1 € A(d(0,R7)) et a; # 0, d’ou on déduit que

flo) 1
Fo—17 a1 (49)

1
= —+gi(xr) ot g € A(d(0,R7)) et b #0,

De méme, on obtient que

g(x) =1 b
d’out
#‘,ﬁ)l)z = —b%—l-gi(x). (410)

Donc, d’apres (4.9) et (4.10), on a

f') (9(3?)—1)2_?11— fo(x)_u va? + wa
(f(z) —1)° g 5 —adi() T

ou u,v # 0. Alors,
1 f'(x) (g(a:) — 1)
v (J(a:)—l)Z‘ g'(x) 1+< ) +<U) i

et donc, pour x voisin de 0, on peut appliquer la fonction logarithme ultramétrique log(1+-¢)
définie pour t € d(0,17) et alors on obtient

"(x () — 2 v w v? w?
(s G ) = @ () () ()

Par conséquent, en appliquant la derivée logarithmique, on a

LGP G WP (G s P PR s IR T O

u2

flle)y “flx)-1 g(z) Tgla)-1

f// f/ g// g/
D’ou, on voit clairement que x = 0 est un zéro de la fonction ~— — 2 2 ,

o r=1 9 g-1
ce qui acheve la démonstration. O

Notation. Soit f € M(K) (resp. f € M(d(0,R™))). Dorénavant, pour r €]0, +oo] (resp.
r €]0,R(), on pose Zy(r, f) := Z(r, f) = Zu(r, f) et Za(r,f) = Z(r,f) = Zu(r, f). De
mémeaOHPOSGNQ)(T f)=N(r,f) = Ni(r, f) et N2)( 7, f) 3:N(af) Ni(r, f)
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Lemme 4.2.2. Soient f,g € M(K) (resp. f,g € M,(d(0,R™))) non-constantes. On
suppose que 0 n’est ni zéro ni pole de f, f', g et ¢'. Si f et g partagent la valeur 1 C. M.,
alors l'une des trois conditions suivantes est satisfaite

(Z) T(Ef) < N<T7 f) + N?)(h f) + N(n g) + N?)(ra g) + 7(T7 f) + 72)(7”7 f) + E(Tv g) +
+ Zy)(r,g) — 2logr + O(1) pour r €]0,+o00| (resp. pour r €]0, R[). De plus, la méme
mégalité est vraie si on échange f et g.

(i) f=g.
(17i) fg=1.
Démonstration. — Notre démonstration prend comme référence la démonstration du

Lemma 5 [41], mais on doit vérifier chaque inégalité pour aboutir a une conclusion ou in-
tervient — logr.

1 li ! /
Posons \I/:f——2 / —g—+2 g
I -1 g g-1

5 o= (e ()

Pour la démonstration, sans perte de généralité, on suppose § = 0. On va considérer
d’abord le cas ¥ # 0 et ensuite le cas W = 0.

. Clairement ¥ peut étre écrite sous la forme

Cas 1. W(z) #0 Vz€K (resp. Vz € d(0,R")).
Soit r €]0, 00| (resp. Soit r €]0, R[). En appliquant le Théoréme 2.2.4 & f on obtient

T, )< Z(r,f)+Z(r,f —1)+ N(r, f) — Z(r, o f(x) #0, 1) —logr+0O(1) (4.11)

/

Puisque W est de la forme %, d’apres le Corollaire 2.1.5.2, ona Z(r, V) < N(r, V)+0(1).

Mais, comme f et g partagent la valeur 1 C. M., si w,(f — 1) =1, d’apres le Lemme 4.2.1,
on a wy(¥) > 0, c’est-a-dire que Z;(r, f —1) < Z(r, ¥). Ainsi, on obtient

Zy(r, f = 1) < N(r,¥) + O(1). (4.12)

! /

etg
=1 g—1

ont un pole simple avec le méme résidu en chaque point 3 tel que f(3) = 1. Par suite ¥
n’a pas de pole aux points § ou f(5) = 1. De plus, quand f a un pole simple v, le résidu
/ "

de

D’autre part, puisque f et g partagent la valeur 1 C. M., on voit que

en v est —1 tandis que le résidu de — en v est —2, donc ¥ n’a pas de pole en

f-1 f
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~. Par conséquent, si ¥ a un pole, ou bien f ou g a un pole multiple ou bien f’ ou ¢’ a un
zéro. Alors, d’apres (4.12), on a

Zy(r, f = 1) < Noy(r, f) + Noy(r,g) + Z(r, f": f(x) £0,1) + Z(r,g - g(x) #£0,1) +
+ Zoy(r, f) + Zay(r,g) + O(1). (4.13)

Maintenant, en considérant la définition de 7(7’, g g(x)#0, 1), on en déduit que
Z(r,g' : g(a) # 0,1) + Zy(r,g — 1) + Zy)(r,9) — Zo)(r, g) < Z(r,4).
Mais, d’apres le Lemme 4.3.1, on a Z(r,¢') < Z(r,g) + N(r,g) —logr + O(1). Alors,
Z(r,g : g(x) #0,1) + Zoy(r,g — 1) < Z(r,g) + N(r,g) — logr + O(1). (4.14)

De plus, comme f et g partagent la valeur 1 C. M., ona Z(r, f —1) = Z(r,g—1). Ainsi,
il est clair que

Z(T,f - 1) = 71(767 f - 1) +72)(Tag - 1) < Zl("“,f - 1) +72)(Tag - 1) (415)
En conclusion, d’apres (4.11), (4.12), (4.13), (4.14) et (4.15), on obtient ()
T(r,f) < N(r, f) + Noy(r, f) + N(r,9) + Noy(r,g) + Z(r, f) + Za)(r, f) + Z(r, 9) + Z2(r,9)—

—2logr+ O(1).

Cas 2. ¥(z) =0 Vz€K (resp.Vz € d(0,R")).

u' f (g —1)
Rappelons que W est de la forme — ou u = ((f 1>2>< p ) Comme ¥ = 0, il
u - Y
/ /
existe une constante ¢ € K telle que 7 / )2 =c ( g 2 et donc, il existe une autre
R g —_
o
f-1 g-1

ou A, B,C,D e K.

— d. Par conséquent, f peut étre écrite sous la

constante d € K telle que

Ag+ B

forme CotD

A B-42
Supposons AC' # 0. Donc f — c=C +%. En appliquant le Théoreme 2.2.4 a f,
g

on a

C

T(r, f) < 20 )+ Z(r, f - é) + N(r, ) — logr +O(1)
+ N(r,g) + N(r, f) —logr+ O(1)

et on en déduit (7).



Chap. 4 : Unicité des fonctions méromorphes qui partagent une fonction 111

B A
Supposons maintenat A # 0 et C' = 0. Donc f — =09 Si B#0,o0na

N

T(. ) < 20, )+ Z(r.f = ) + N, )~ logr + O()
Z(r, f)+Z(r,g) + N(r, f) —logr + O(1)

et donc, on en déduit (7).

SiB=0,onaf= % g. Supposons % # 1. Comme f et g partagent la valeur 1 C.M.,
il est clair que si f(z) #1 Vo € K (resp. Vo € d(0, R7)), on aura g(z) #1 Vo € K (resp.
Vz € d(0,R™)) et donc, f(z) # % Vz € K (resp. Va € d(0, R7)). D’apres le Corollaire
1.7.8.2, la fonction f est une constante (resp. f € My(d(0, R7))), une contradiction & I'hy-
pothese. Par conséquent D= 1 et donc f =g.

Ensuite, supposons A =0et C'# 0. Donc g+ g = C% SiD#0,o0na

T(r,g) < Z(r,g) 7(7’,9 + g) + N(r,g) —logr + O(1)

+
=Z(r,9) + N(r, f) + N(r,g) — logr + O(1)

et donc on a (7).

B B

SiD=0,onag= C_f Supposons 1o # 1. Comme f et g partagent la valeur 1
B

C. M., il est clair que g(z) # 1 Vz € K (resp. Vo € d(0,R™)) et g(x) # ol Ve € K

(resp. Va € d(0, R*)). Donc, d’apres le Corollaire 1.7.8.2, la fonction g est une constante

B
(resp. g € My(d(0, R_))), une contradiction & I’hypothese. Par conséquent o 1 et donc

fg=1 O
Lemme 4.2.3. [l n’eziste pas de fonctions f,g € M(K) transcendantes (resp.
f,9 € My(d(,R™))) telles que f'f"g'g" =1 quand n > 2.

Démonstration. — Supposons que f a un zéro v d’ordre s dans K (resp. dans d(6, R‘)).
Puisque f'f"¢'¢g™ = 1, on en déduit que ~ est un pole de g d’ordre par exemple ¢t. Alors

ns+s—1=nt+t+1,

c’est-a-dire que (s—t)(n+1) = 2, ce qui est impossible parce que n > 2 et s,t sont entiers.
En remplacant f par g, on obtient la méme conclusion. Par conséquent, on en déduit que
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f et g n’ont pas de zéros dans K (resp. dans d(#, R*)).
Comme f,g € M(K) sont transcendantes (resp. f,g € Mu(d(H,R_))) et n’ont pas
de zéros dans K (resp. dans d(H,R_)), il existe ¢, € A(K) transcendantes (resp.
1 1
o, € A, (d(6, R*))) telles que f = p et g = v Par conséquent
1 ¢ 149 Y

VIS SE T e

et donc, ¢4/ = (¢)"2.

Comme ¢,9 € A(K) (resp. Q) € Au(d(ﬁ,R_))), d’apres le Théoreme 1.4.1, on a
#](r) < ~10l(r) ¥r > 0 (resp. ¥r €]0, RY) et |u/|(r) < ~h|(r) ¥r >0 (resp. ¥r €]0, R]).

Ainsi. (6v]()**2 = |6/ (r) < 220

des fonctions non-bornées quand r tend vers 4oo (resp. vers R*). O

, une contradiction parce que |¢|(r) et |¢|(r) sont

Dans le cas classique (voir Théoréme 1 [41]) les auteurs montrent que :

Si deux fonctions méromorphes f et g dans C sont telles que ™ f’ et g"¢’ partagent la valeur
a € C ol a n’est ni 0 ni oo, et si n est un entier > 11, alors ou bien f = dg ot d"*! =1 ou
bien f et g sont des fonctions exponentielles, c;e™ et coe®® respectivement ou ¢, ¢ et co

sont des constantes et (cjco)"1c? = —a.

Ici, sous une hypothese similaire, on peut montrer la premiere conclusion, tandis que la
deuxieme est exclue.

Théoréme 4.2.7. Soient f,g € M(K) transcendantes (resp. f,g € M,(d(0,R™)) et
sotent a € K\ {0} et n un entier > 11. Si f*f’ et g"g’ partagent la valeur a C. M., alors
f=dg ou d"'=1.

, : e g . ngl oy
Démonstration. — Posons F' = m et G = m. Puisque f"f" et g"g" par-
tagent la valeur a C. M., on voit que F’ et G’ partagent la valeur 1 C. M.

Soit r €]0, +00] (resp r €]0, R) Sans perte de gnéralité, on suppose § = 0. Puisque
N(r,F') = N(r,F) + N(r,F) = (n+ 1)N(r, f) + N(r, f),
onanN(r, f)=N(r,F") — N(r, f) — N(r, f). Mais
N

N(r,F') = N(r, f) = N(r, f) < N(r, F") = N(r. f) + Z(r, f) = Z(r. ') + O(1)
<T(r, F')+T(r. f) = N(r, f) = Z(r, [') + O(1).
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Donc,
nN(r, f)<T(r,F"Y+T(r,f)— N(r,f)— Z(r, f') + O(1). (4.16)

D’autre part, comme aF’ = f"f' on en déduit que Z(r,F') = nZ(r, f) + Z(r, '),
c’est-a-dire que nZ(r, f) = Z(r,F') — Z(r, f'). Mais,

Z(r F') = Z(r, ') = Z(r, )+ N(r, f) = N(r, f) = Z(r, [')
<T(r,F"Y+T(r,f)—N(r, f) = Z(r, f') + O(1).
Donc,
nZ(r, f) <T(r,F'Y+T(r,f)—N(r, f)—Z(r, f')+ O(1). (4.17)
Par conséquent, d’apres (4.16) et (4.17), on voit que
nT(r, f) = max{nZ(r, f)+0(), nN(r, f)} <T(r,F'Y+T(r,f)—N(r,f)— Z(r, ')+ 0(1),

ce qui entraine

211, f) + 201, 1) = —— (0= VT, )+ 20 1)) + 2 20, 1)
<- 2 (T F) = N ) + f‘i’ (2(r.))+ N (. ) +001)
< 2 (T, F) = N 1) + 2= (T, £) + N, ) +001)
< 2 (T0F) - NG ) + 2 (L T F) + NG ) + O()
< (i”__l‘; T(r,F') + —— N(r, f) + O(1) (4.18)
Mais,
- _ _ |
N ) = Nl F) = Nofr, ) < pomgs N F) < g T F) 4 0(1). (419

Donc, d’apres (4.18) et (4.19), on en déduit que

An? —5n —5

2T(r, f)+ Z(r, f') < nt 2)(n—1)

T(r, F') + O(1). (4.20)

Par ailleurs, remarquons que
Z(r, F') + Zoy(r, F') = 2Z(r, f") + 2Z(r, f') = Zu(r, f') < 2T(r, f) + Z(r, ') + O(1).
Donc, d’apres (4.20), on a

4n? —5n —5
(n+2)(n—1)2

Z(r,F') 4+ Zy(r, F') < T(r,F")+ O(1). (4.21)
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De méme pour G', d’apres (4.19) et (4.21), on obtient

~ 7 N __ AT / 1 / 1 /
N(r,g) = N(r,G") = Nyy(r,G") < (n+2)N(r,G)§ (n+2)T(r,G)+O(1) (4.22)
et
An® —5n—5

Z(r,G" 4+ Zy(r,G") < T(r,G") +O(1). (4.23)

(n+2)(n—1)2

En appliquant le Lemme 4.2.2 & F’ et G', on doit considérer les 3 cas suivants :

Cas 1.

Supposons (i) du Lemme 4.2.2, c’est-a-dire que

T(r,F") < N(r,F') 4+ Noy(r, F') + N(r,G') + Noy(r,G') + Z(r, F') + Zoy(r, F'))+

<
+ Z(r,G') + Za(r,G") — 2logr + O(1).

Supposons qu’il existe un ensemble Z non-borné tel que T'(r,G") < T(r, F’) pour tout
r € Z. Prenons r € Z et considérons (4.19), (4.21), (4.22) et (4.23) dans I'inégalité ci-dessus.

12n% — 18n —
Ona T(r,F') < t sn— 0

(n+2)(n— 1)2T(r, F') —2logr+ O(1), cest-a-dire que

nd —12n® +15n + 8

(n+2)(n — 1) T(r, ') < =2logr + O(1). (4.24)

Posons P(n) = n®—12n*+15n+8. On voit que P(11) = 52 et P'(n) = 3n? — 24n + 15
est strictement positif quand n > 8. Donc le polynome P(n) est strictement positif quand
n > 11, une contradiction d’apres (4.24).

Cas 2.

Supposons (77) du Lemme 4.2.2, c’est-a-dire que F' = G’. Alors, il existe ¢ € K tel que
frtl = gt 4 ¢, Supposons ¢ # 0. En appliquant le Théoréme 2.2.4 & f*1, on obtient

T(r, f*) Z(r, f** =) + N(r, f**) = logr + O(1)
Z

(r,g"™") + N(r, f**%) —logr + O(1)

VAN VAN VAN VAN

2T(r, )+ T(r,g) —logr + O(1),

c’est-a-dire que
T(r, f*) < 20(r, f) + T(r, g) — logr + O(1).
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Mais d’apres le Théoreme 2.3.1, on a T(r, f*™) = (n + 1)T(r, f) + O(1) et puisque
[t = g™ 4+ ¢, on déduit que T(r,f) = T(r,g) + 0(1). Donc, l'inégalité ci-dessus se
réduit a

(n+ V)T (r, f) <3T(r, f) —logr + O(1),

une contradiction quand n > 11 et r tends vers +o0 (resp. vers R_). Par conséquent ¢ = 0
et donc, f*t = ¢"*l. Ainsi, on voit qu'il existe d € K tel que d"*! =1 et f = dg.

Cas 3.
Supposons (7ii) du Lemme 4.2.2; c’est-a-dire que F'G’ = 1. Alors a 2f"f'g"¢' = 1.

Soit b une (n + 1)-ieme racine de . Posons f = bf et § = bg. Donc f"f'g"g =1
une contradiction d’apres le Lemme 4.2.3 car n > 11. O

4.2.2 Fonctions analytiques qui partagent une valeur IM.

Nous allons maintenant étudier des problemes d’unicité de fonctions analytiques de la
forme f"f’ et ¢"¢ qui partagent une valeur finie, mais, ici, en ignorant les multiplicités.

Pour cela, on considere la définition donnée dans la sous-section précédente ainsi que les
travaux de Y. Xu et H. Qu (voir [57]).

Dans le cas classique, Y. Xu et H. Qu ont montré que :

Si f et g sont des fonctions entieres non constantes telles que f"f’ et ¢"¢' partagent
une valeur finie non nulle @ € C quand n > 12, alors ou bien f = dg ou d"*' = 1,
ou bien f(z) = cre= et g(z) = ™% ol ¢,¢q et ¢y sont des constants qui satisfont

(CICQ)n-‘rlCQ — —CLQ.

Ici, on montrera un résultat analogue qui est plus précis que le précédent et qui exclut
évidemment la deuxieme conclusion.

Notations. D’abord on doit rappeler la notation suivante, bien connu en analyse complexe
[35] et analyse ultramétrique [39].

Soit f € M(K) (resp. f e M(d(0, R_))) et soit a € K, telles que f et f —a n’ont pas
ni zéro ni pole en 0. On définit

O(a, f) :=1— limsup Z

Ctee T(r f) (resp. O(a, f) :=1— limsup Z(L;)a))

r—R~ T<T7
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Soient f,g € M(K) (resp. f,g € M(d(0, R*))) non constantes telles que f et g par-
tagent la valeur 1 I. M. Supposons que f — 1 et ¢ — 1 n’ont ni zéros ni poles en 0. On
note Z.(r,f —1,g — 1) la fonction de comptage des zéros v communs de f — 1 et g — 1
quand w,(f — 1) > w,(g — 1), étant compté sans multiplicité. D’autre part, on note
Zy(r, f — 1,9 — 1) la fonction de comptage des zéros simples communs de f — 1 et g — 1.

Lemme 4.2.4. Soient f,g € A(K) non affines (resp. f,g € Au(d(0,R™))) n'ayant zéro
en 0, et telles que limjnf [T(r, f) = 9Z(r, f)] > —oc0 et hmﬁnf [T (r, ) 9Z(r,g)] > —oc0

8 8
<resp. telles que f',¢" € A,(d(0,R7)), ©(0, f) > 9 et ©(0,9) > 5) Si f' et g’ partagent
la valeur 1 1. M., alors f = g.
f/// f// g/// g//

Démonstration. — Posons U = F — o1 — ? + 29/ —7

r_ 1)2).

9

Clairement W peut étre

écrite sous la forme %/ ol 1; = ((f’ f_”1)2> ((g

/

Supposons v # 0. Puisque U est de la forme % d’apres le Corollaire 2.1.5.2, pour

€]0, 400[ (resp. r €]0, R[), on a Z(r, U) < N(r, W) +0(1). Mais, si v est un zéro simple
commun a f' — 1 et g’ — 1, alors d’apres le Lemme 4.2.1, v est un zéro de . Donc
Zyu(r f' =1, —1) < Z(r,¥). Ainsi, on en déduit que

Zy (r, ff=1,4 - 1) < N(r, ‘Tj) +O(1).

Mais remarquons que, d’apres la définition de \If, les poles de U sont trouvés uniquement
parmi les zéros de f” et ¢” et parmi les zéros de f' — 1 et ¢’ — 1 qui n’ont pas la méme
multiplicité. Donc,
N(r, W) < Z(r, f) + Z(
—|—Z(r,f”:f’( ) £ 1

,9) + Ze(r, [ — 19—1)+Z(7"9—1 fr=1)+
(z g

(f(@), [ ))#(00)+ r.g" g (x) # 1, (9(x),g'(x)) # (0,0)).

Par conséquent, en considérant les deux inégalités précédentes, on obtient

Zu(r f =19 =1) < Z(r, f) + Z(r,9) + Ze(r, [ — 1, g'—1)+7( -Lf =1+
Z(r f": () # 1, (f(2), f'(2)) ))+
+Z(r.g": g'(z) #1,(g(x), ¢'(x)) # (0,0)) + O (4.25)

D’autre part, d’apres le Théoreme 2.2.2, on a
T(r, ) +T(r,g) <2Z(r, f) +2Z(r,9) — Z(r, f": f'(x) #1,(f(2), f'(x)) # (0,0)) +  (4.26)
+Z(r f =)+ Z(rg —1) = Z(r.g" : d'(2) # L, (9(x), ¢ (x)) # (0,0)) - 2logr + O(1).
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Remarquons aussi que

Zr,f' =)+ Z(r,gd —1) < Zu(r,f —1,d =)+ Z(r,f — 1)+ Z(r,gd — 1).

Mais ¢’ — 1 € A(K) (resp. ¢ — 1 € A(d(0,R7)) donc, d’apres les Corollaires 2.1.7.1 et
2.2.1.1, on en déduit que Z(r,¢' —1) =T(r,¢' — 1)+ O(1) < T(r,g) + O(1). Ainsi, on
obtient

Zr f =)+ Z(r,d — 1)< Zyu(r, f' =1, =)+ Z(r,f — 1,9 — 1) +T(r,g) + O(1)

et, d’apres (4.26), on a

T(r, f)+T(r,9) < 2Z(r, f)+ Ze(r, f' = 1,9’ = 1) = Z(r, f”'f’( ) # L (f(), f'(2)) # (0,0))+
—|—2Z((7)",g)+Z11(r,f’—1,g’—1)—Z(T,g":g'(x);«él,(g( ) ( 7é<070))+ (r?g —210g7“+
0(1),

c’est-a-dire que

T(r, f) <2Z(r, [)+2Z(r,9) + Zua(r, [/ = 1,9 = 1) = Z(r, " = f/(x) # 1, (f(2), f'(x)) # (0,0))
+ Ze(r, [ =1, = 1) = Z(r,¢" : ¢'(x) # 1, (g(x), g'(x)) # (0,0)) — 2logr + O(1).

Ainsi, en considérant (4.25) dans 'inégalité de ci-dessus, on obtient
T(r, f) <3Z(r, f)+3Z(r,g) +2Z1(r, f' = 1)+ Zy(r,g — 1) — 2logr +0(1).  (4.27)
Par ailleurs, d’apres les Lemmes 4.2.2 et 4.3.1, on sait que
Zo(r f' =19 = 1) < Z(r.f' = 1) < Z(r, f) = logr + O(1).
Donc, d’apres (4.27), on obtient

T(r, f) <5Z(r, f) +4Z(r, g) — 3logr + O(1). (4.28)

Avec une procédé analogue pour g, on en déduit aussi que

T(r,g) <5Z(r,g) +4Z(r, f) — 3logr + O(1). (4.29)

Supposons d’abord que f, g € A(K). Alors, d’apres (4.28) et (4.29), on en déduit que

liminf |T(r, f) — 9Z(r, f)] =—-c0 et lim inf [T(r, g) —9Z(r, g)} = —00,

T—~+00 r—-+00

une contradiction a I’hypothese.
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Supposons maintenant f,g € A,(d(0, R~)). Puisque, d’apres (4.28) et (4.29), on a
[T(Tv f) - 97(T7 f) + T(T7 g) - 97(T7 g)} < —6 IOg’f’ + 0(1)7

on en déduit que

)+ Trg)(1- 9?5 gm < +00. (4.30)

Z(r.f)
T(r, f)

lim sup [T(r, f) (1 -9

r—R~

Mais, d’apres 'hypothese, on a ©(0, f) >

Z(r, f)

8
et ©(0,9) > 9 donc, il existe & > 0 et

_ oZ(r,9)
Y >0 Vrep,R[ et 1 9_T(r,g)

: Z(r, f) . Z(r,9)
Jim T(r,£) (1~ T(r, f)) =-+o0 et lim T(r,9)(1- "T(r.g)

tion a (4.30). Par conséquent U =0quand f,g € A(K) (resp. quand f, g € A(d(0,R™))).

©| o

p €0, R[ tels que 1—9

>4§ Vr e [p,R[. Ainsi

) = +00, une contradic-

" J/ _ £ (g/ _ 1)2
Remarquons que, comme V¥ est de la forme E ou ¢ = ((f’ — 1)2) ( 7 >, quand

U =0, il existe ¢,d € K tels que

1 dg'+c—d
=1 g1

oundg(r)#d—c VreK (resp. Vo € d(O,R’)).

(4.31)

Counsidérons les 3 cas suivants :

Cas 1. d#0, c#d.

—d
Supposons d # 0 et ¢ # d. D’apres (4.31), il est clair que ¢ + CT #£0.

En appliquant le Théoreme 2.2.2 & g, on a

_ _ —d
T(r,g) <2Z(r,9) +Z<r,g’—|— CT> —logr+ O(1)

2
27(r,g) —logr + O(1).

Si g € A(K), d’apres I'inégalité précédente, on obtient une contradiction quand r tend vers
+00 parce que comme ¢ est non-affine, on a liminf (T(r, g) — 2Z(r, g)> < —o00, ce qui
r—400

contredit I’hypothese. De méme, si g € A(d(0, R7)), on obtient aussi une contradiction
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N

(1,9)
(1,9)

1
parce que d’apres l'inégalité précédente, on a 3 +0(1) < , ce qui contredit 1’hy-

S

pothese quand r tend vers R™.

Cas 2. d#0, c=d.

1 1
Supposons d # 0 et ¢ = d. 1l est clair, d’apres (4.31), que [ = 1+ T a0 ol
g
g(x) #0 VxeK (resp. Vz €d(0,R)).
Supposons d = —1. Donc f'¢’ =1 et alors f’ et ¢’ sont des constantes. Par conséquent

f(x) = ax +b et g(r) = cx + d, une contradiction car f et g sont non affines (resp.

1 1
f,9 € M,(d(0,R™))). Supposons maintenant d # —1. Donc f' — (14 =)= 7 #0

)
En appliquant le Théoreme 2.2.2 a f, on a

T(r, f) < 2Z(r, f) + 7(r, s (1 + é)) —logr + O(1)
=2Z(r, f) —logr + O(1).

Par conséquent, comme dans le Cas 1, on obtient une contradiction de nouveau.

Cas 3. d=0, c#d.
Supposons d = 0 et ¢ # d. D’apres (4.31), il existe ¢g € K tel que f = J + L(zx), on
c

L(z) = (1 - 1)91: + co.

C
/

Supposons L(z) = 0. Donc f = g, ce qui entraine f' = g Puisque f, g € A(K) sont
c c

non affines (resp. d’apres Uhypothes f, ¢ € A,(d(0, R7)), on voit que f/,¢' € A(K) sont
non constantes et donc, elles n’ont pas de valeurs exceptionnelles. Par conséquent, il existe
au moins une valeur v € K telle que f’(y) = 1. Mais, comme [’ et ¢’ partagent la valeur 1
[. M., on sait aussi que ¢’(v) = 1. Donc, on voit que ¢ = 1. Ainsi f = g.

Supposons maintenant L(z) # 0. Clairement L(z) € A;(K). Donc, en appliquant le
Théoreme 2.3.5 & f, pour r €]0, +oo[ (resp. r €]0, R[), on a

T(r,f) < Z(r, f)+ Z(r, f — L(2)) + 3logr + O(1),
c’est-a-dire que

T(r,f) < Z(r, f)+ Z(r,g) + 3logr + O(1) (4.32)
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Supposons d’abord f,g € A,(d(0, R7)). D’apres I'inégalié précédente, on a

I

Mais, comme f,g € M,(d(0,R™)) et que f est de la forme J 4 L(zx), on déduit que
c
T(r,g) <T(r, )+ O(1). Donc,

T(r, f) < T(r, f) {1 _ (1 _

_Z(r,f) _ Z(r.g)\ 3logr + O(1)
C-Fen) (O 7wy) =Ty
Par conséquent, puisque f € A,(d(0, R7)), on voit que O(0, f) +©(0,¢g) < 1, une contra-

8 8
diction puisque O(0, f) > 5 et ©(0,9) > 9

Supposons maintenant f, g € A(K). D’apres 'hypothese, on voit quil existe 7 € R tel
que T(r,f)>9Z(r,f)—n et  T(rg)>9Z(r,g)—n  De plus, puisque
T(r,g) <T(r,f)+O(1), il vient

2

T(r, f) > %(T(r, 1)+ 7(.9)) > 3(Z(r.f) + Z0,9)) — 3 (4.33)

Donc, d’apres (4.32) et (4.33), on obtient

3(7(7’, )+ Z(r, g)) — Qg < Z(r, f)+ Z(r,g) +4logr + O(1),

ce qui entraine

Z(r, f)+Z(r,g) < 2logr + O(1),

une contradiction car f,g € A(K) sont non affines. O

Théoréme 4.2.8. Soient f,g € A(K) (resp. f,g € Au(d(0,R7))) et soient a € K\ {0}
et n un entier > 8 (resp. > 9). Si frf" et g"g partagent la valeur a I. M., alors f = dg
ou d" =1.

fn-i—l ot G _ gn-l—l

a(n+1) a(n+1)
sont des fonctions non affines (resp. comme F et G dépendent seulement de f et g, les
fonctions F, G, F',G" € A,(d(0, R_))). De plus, puisque f™f’ et ¢g"¢' partagent la valeur a
I. M., on en déduit que F’ et G’ partagent la valeur 1 I. M.

Démonstration. — Posons F' = Il est clair que F, G € A(K)

Sans perte de généralité, on suppose # = 0. Remarquons que chaque zéro de F' et G a
un ordre de multiplicité > n + 1. Donc

(n+D)Z(r,F)<T(r F) et (n+1)Z(r,G)<T(r,G). (4.34)
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Supposons d’abord f,g € A(K). Puisque n > 8, d’apres (4.34), on obtient

liminf (T'(r, F) = 9Z(r,F)) >0 et liminf (T(r,G) —9Z(r,G)) >0

r—+00 r—~+00

respectivement. Alors F' et G satisfont 'hypothese du Lemma 4.2.4, ce qui entraine F' = G.

Z(T,F)< 1
ce
T(r,F) —

Supposons maintenant f,g € A, (d(0, R7)). D’apres (4.34), on a T
n

Z(r, F
qui entraine ©(0,F) =1 — h:ils%lip TE:: F; > nj— T

De méme pour G, c’est-a-dire que

9 8 8
0(0,G) > é"H” T Puisque n > 9, on obtient nj—l > 079 et donc ©(0, F) > 9 et
0(0,G) > 9 Par conséquent, d’apres le Lemme 4.2.4, on a F' = G de nouveau.

Puisque F' = G quand f, g € A(K) (resp. quand f, g € A,(d(0,R7))),ona f"+! = g"L
Dong, il existe d € K tel que f = dg et d"™' =1, ce qui achéve la démonstration. n

4.3 Unicité des fonctions méromorphes ultramétriques
de la forme P'(f)f’

4.3.1 Unicité des fonctions méromorphes ultramétriques de la
forme P'(f)f’ qui partagent une fonction

Comme dans la section précédente, on peut maintenant étudier I'unicité des fonctions
du type P'(f)f ou P € K|z], et obtenir des conclusions concernant des fonctions qui par-
tagent non plus une valeur constante mais une certaine fonction méromorphe. La définition
suivante généralise la définition déja vu dans la Section 4.2.

Définition. Soient f, g, € M(K) (resp. f, g, € M(d(6,R™))). On dira que f et g par-
tagent la fonction o en comptant les multiplicités (C. M.), si les fonctions f—a et g—a ont
les mémes zéros avec les mémes multiplicités dans K (resp. dans d(6, R_)). Evidemment,
sia € M(K) (resp. a € M(d(f, R7))) est une constante, on retrouve la définition donnée
dans la Section 4.2.
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Le probleme qu’on étudiera ici est le suivant :

Probléme.

Soient f,g € M(K) transcendantes (resp. f,g € M,(d(f,R™))). Soient n,k € N et
a € K\ {0}. Soit @ € MyK) N My(K) (resp. & € My(d(6,R7)) N My(d(¢,R™)))
telle que f*(f —a)kf' et g"(g —a)kg’ partagent la fonction o en prenant en compte les
multiplicités. Peut-on conclure que f =g¢7?

La question ci-dessus a été déja étudiée dans C dans plusieurs articles, par exemple
[29], [41], [43], [48], en considérant des fonctions analytiques ou des fonctions méromorphes
dans C et en obtenant diverses conclusions. Dans K, ce probleme est tres lié a la recherche
de polynomes d’unicité pour M(K) ou M(d(0, R™)). Ici, on obtient des conclusions qui
sont, d'une certaine facon, un peu plus fines grace aux propriétés spécifiques des fonctions
ultramétriques. Pour obtenir ces conclusions, on utilisera de nouveau la théorie de Nevan-
linna et d’autres techniques plus ou moins différentes de celles utilisées précédemment.

Pour démontrer notre premier théoreme on aura besoin du lemme suivant.

Lemme 4.3.1. Soient f,g € M(K) transcendantes (resp. fig € Mu(d(G,R_))). Soient
a € K\ {0} etn,k €N tels quen >k +2 (resp. n >k +3). Soit

_ 1 ntkt1l (K a otk k (_a)k_l n+2 (_a)k n+1
P(x)—n+k+1x <1>n+kx LRI ol (P 2 +7n+1x
(4.35)
un polynome a coefficients dans K. Si P'(f)f' = P'(g)g’, alors P(f) = P(g).

Démonstration. — On voit que P(z) peut étre écrit sous la forme z"'Q(x) ou Q € K|x]
et deg(Q) = k. De plus, puisque P'(f)f' = P'(9)g’, ona P(f)— P(g) =c oucekK.

Sans perte de généralité, on suppose § = 0. Supposons ¢ # 0 . Soit r €0, +o0o| (resp.
r €]0, R[) En appliquant le Théoréeme 2.2.4 & P(f), on obtient

T(r,P(f)) < Z(r,P(f)) + Z(r,P(f) — ¢) + N(r, P(f)) —logr + O(1). (4.36)

Remarquons que ?(r, P(f)) Z(r, f) + ( Q(f)) < T(r, f)+ T(’I’,Q(f)) mais,
d’apres le Théoreme 2.3.1, T'(r,Q(f)) = kT'(r, f) + O(1) et donc,
Z(r, P(f)) < (k+1T(r, f) +O(1).

dDedméme, comme 7(7’, P(f) — c) < Z(r,g) + Z(r,Q(g)) < T(r,g9) +T(r,Q(g)). On en
éduit que
7(7“,P(f) - c) < (k+1)T(r,g)+0().
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De plus, puisque N(r, P(f)) = N(r, f),on a
N(r,P(f)) <T(r, )+ O(1).
Par conséquent, en considérant les inégalités précédentes dans (4.36), on obtient
T(r,P(f)) < (k+2)T(r, f)+ (k+1)T(r,g) — logr + O(1).
Mais, d’apres le Théoreme 2.3.1, on a T'(r, P(f)) = (n+k+1)T(r, f) + O(1). Donc, on a

nT(r, f) < T(r, f) + (k+1)T(r,g) —logr + O(1). (4.37)

Puisque P(g) satisfait les mémes hypotheses que P(f), avec un procédé analogue, on a

nT(r,g) < T(r,g) + (k+ 1)T(r, f) —logr + O(1). (4.38)

Par conséquent, d’apres (4.37) et (4.38), on obtient
n[T(r, ) +T(r.g)] < (k+2)[T(r, ) + T(r,9)] = 2logr + O(1),

une contradiction quand n > k+2 et r tend vers +o0o car f,g € M(K) sont transcendantes
(resp. quand n > k +2 et r tend vers R~ car T(r, f) et T(r, g) sont non-bornées dans
10, R~ [) Ainsi ¢ = 0, ce qui achéve la démonstration. ]

Lemme 4.3.2. Soit P € K[z] tel que deg(P) =g > 2. Soit f € A(K) non constante (resp.

f € Aud0,RY))) et soient ar, ar € Ap(K) (resp. au, as € Ap(d(6,R))).

Si P(f +a1) — P(f) = ag, alors a; = ay = 0.

Démonstration. — Sans perte de généralité, on assume § = 0. Supposons a; # 0. Posons

P(x4a1)—P(z) = Q(z) ou Q € As(K)[z] (resp. Q € Ag(d(®, R*))[x]) et deg(Q) =q—1.
D’apres le Théoréme 2.3.1, pour tout r €]0, +-00| (resp. r €]0, RD, on a

T(T,P(f +ay) — P(f)) =(q—1)T(r, f)+ Sg(r).

Mais, d’apres 'hypothese, on déduit que T(r, P(f+aq) — P(f)) est de la forme S¢(r), ce
qui entraine que 7T'(r, f) est aussi de la forme Sy(r) ce qui est impossible. Par conséquent
a1 = 0 et Qg = 0. [

Lemme 4.3.3. Soient f,g € A(K) transcendantes (resp. f,g € Au(d(8,R™))) et soit
P e K|x] tel que deg(P)=q >2. Si P'(f)f = P'(9)g’, alors P(f) = P(g).
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Démonstration. — Supposons que P'(f)f =P (9)g. Alors P(f)— P(g) est égal a une
q

constante ¢. Posons P(z Z a,x". Donc Z a,(f" —g") =c.

n—1
Supposons ¢ # 0. Pour tout n = 1,....g — 1, posons H,(z,y) = Za:jy”_j. Alors
=0
g—1 ’
2" —y" = (x —y)Hu(x,y) dot P(f)—P(g)=(f—9) Y Hulf,9) =c.

I
o

n

Remarquons que f — g est une constante (resp. f — g € Ay(d(6,R7))) car si

f —g nest pas constante (resp. f —g ¢ Ay (d(0,R ))), d’apres le Corollaire 1.5.6.1
qfl

(resp. Corollaire 1.5.6.2), la fonction H,( est non constante <resp.
n=0

(f—9) Z H,(f,g) & Ap(d(8, R‘)))), une contradiction.

Posons b= f—g. Alors P(f)— P(f—0b) = c. Par conséquent, d’apres le Lemme 4.3.2,
b=c=0et donc P(f) = P(g) ce qui achéve la démonstration. O

Théoréme 4.3.1. Soient f,g € A(K) transcendantes et soit a € Ay(K) N A (K) (resp.
a e K\ {0}). Soit a € K\ {0} et soient n, k € N satisfaisant n+k > 6 (resp. n+k > 5).
Si fr(f —a)*f et g"(g — a)*g’ partagent la fonction o C. M., alors f = g.

Démonstration. — Comme f"(f —a)*f et ¢"(g — a)*q’ sont des fonctions entieres qui
fr(f —a) f —
g*(g —a)*y —a
méromorphe sans zéros ni poles dans K. Donc, d’apres le Corollaire 1.7.4.1, f est égale a
une constante ¢ € K non nulle.

partagent la fonction o C. M., on déduit que la fonction est une fonction

Supposons ¢ # 1. En posant F = f*(f — a)*f’, on obtient
F=c(¢"(g—a)q) +all—c). (4.39)

Clairement (1l —¢) € Af(K) et d’apres le Corollaire 2.3.3.2, on en déduit aussi que
a(l —¢) € Ap(K). Donc, en appliquant le Théoreme 2.3.5 a F', on a

T(r,F)<Z(r,F)+ Z(r,F —a(l —c)) + Sp(r), r€)0,+ool. (4.40)
De plus, d’apres le Lemme 2.2.1, on a

Z(r,F) = Z(r, f*) + 7(7’, (f — a)k) +Z(r, f) <2T(r, )+ T(r, f) + O(1)
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et
Z(rF—a(l=c)=2Z(r.g")+Z(r,g—a)+ Z(r,g') <T(r,9) + T(r,g") + O(1).
De méme comme f € A(K), on a
T(r,F)=nT(r,f)+kT(r,f —a)+T(r,f)+0(1) = (n+k)T(r, f)+T(r ).
Alors, en considérant les inégalités précédentes dans (4.40), on obtient

(n+k)T(r, f) < Z[T(r, f)+T(r, g)] +T(r,g") + S¢(r). (4.41)

Comme g satisfait les mémes hypotheses que f, avec un procédé analogue, on obtient
(n+E)T(r,g) < 2[T(r, f) + T(r,g)] + T(r, [') + Sy(r). (4.42)
Par conséquent, d’apres (4.41) et (4.42), on obtient
(n+K)[T(r, f)+ T(r,9)] <A[T(r, ) +T(r,g)] + [T(r, f') + T(r,g')] + Sp(r) + Sy(r).

Puisque, d’apres le Corollaire 2.2.1.1, T'(r, f')+T(r,¢') <T(r, f)+T(r,g) +O(1), on
obtient
(n+k)[T(r, f) +T(r,9)] <5[T(r,f)+T(r,g)] + Ss(r) + Sy(r),
d’ou n+k <5 quand r tend vers +o0, ce qui contredit I’hypothese. Par conséquent ¢ =1

et donc, d’apres (4.39), on a f*(f —a)*f' = g"(g — a)*q".

Posons maintenant

1 E\ a (—a)*
P - = ntkt+l . ntk o n+1‘
(=) ntk+1 Utk * +n+1x

Puisque P'(f)f' = P'(9)g’ et deg(P) =n+k+1> 2, dapresle Lemme 4.3.3, on a
P(f) = P(g). Mais, d’apres le Théoreme 4.1.1, P est un polynéme d’unicité pour A(K)
quels que soit n et k dans N, donc f = g.

Maintenant supposons « € K\ {0}. L’application du Théoreme 2.2.4 a4 F', permet de
remplacer S¢(r) et S,(r) par —logr+ O(1) dans (4.41) et (4.42). Par conséquent, on
obtient

(n+k) [T(r, f)+T(r, g)} < 5[T(r, f)+T(r, g)] —2logr 4+ O(1),

dou n+ k <4 quand r tend vers +oo, ce qui contredit de nouveau 'hypothese. Par
conséquent P'(f)f" = P'(g)g’. La conclusion est obtenue d’apres le Lemme 4.3.3 et le
Théoreme 4.1.1. 0
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Théoreme 4.3.2. Soient f,g € A,(d(0,R7)) et soit a € As(d(8,R™)) N Ay(d(8,R7)).
Soit a € K\ {0} et soit n un entier > 4. Si f*(f —a)*f" et ¢"(g — a)*q’ partagent la
fonction o C. M., alors f = g. De méme, si f"(f —a)f' et ¢"(g —a)g partagent la
fonction o quand n > 5, alors f = g.

Démonstration. — Sans perte de généralité, supposons 6 = 0. Soit & € N. Supposons que
M (f —a)kf et g"(g—a)kg partagent la fonction o C. M..
f"(f—a)f —a

La fonction = u(x) est une fonction méromorphe sans zéros ni poles

g(g —a)g —a

dans d(0, R™) et donc, u(z) € M,(d(0, R7)). Supposons u # 1. Alors,
=) f =ulg"(g —a)'g') +a(l —u).

Puisque f,g € A,(d(0,R7)), il est clair que u(x) € Ag(d(0,R™)) N Ay (d(0,R7)) et
donc, d’apres le Corollaire 2.3.3.2, «(1 — u) est aussi une petite fonction par rapport
a f*(f —a)*f. Par conséquent, en appliquant le Théoreme 2.3.5 & f*(f — a)*f’, pour
r €]0, R[, on obtient

T(r, f"(f = a)*f) < Z(r, f"(f = )" F) + Z(r, f*(f = @) f' = a(1 = w)) + Sp(r). (4.43)

Comme on a pu le constater dans la démonstration du théoreme précédent, puisque
feAd0,R7)), onaT(r, f*(f —a)*f) = (n+k)T(r, f) +T(r, f') + O(1). De plus,
Z(r, fM(f —a)*f') <2T(r, f) + T(r, f) + O(1) et

Z(r, fr(f —a)* f' = a(l —u)) < 2T(r,g) + T(r,¢') + O(1)

Par conséquent, le méme raisonnement utilisé dans le Théoreme 4.3.1 permet conclure

que
(n+k)T(r, f)+T(r, f)) <2T(r, f) +T(r, ') +2T(r,g) + T(r,g) + S¢(r)

et de méme
(n+k)T(r,g)+T(r,g') <2T(r,g) +T(r,g") + 2T (r, f) +T(r, f) + Sy(r)
d’ou
(n+ k) |[T(r, )+ T(r,g)| < 4[T £+ T(r,0)| + [T, £) + T(r, )| + S5(r) + Sy (9,
ce qui entraine
(n+k = 5)[T(r, f) + T(r.9)| < Sy(r) + Sy(g).

Par conséquent, quand r tend vers R~, n + k < 5, ce qui contredit ’hypothese si on
prend k = 1 ou k = 2. Alors la fonction u(z) € M,(d(0, R™)) est une constante égale a 1
dans ces deux cas et donc, on en déduit que f*(f — a)*f' = g"(g — a)kqg'.
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1
Supposons d’abord k=1 et posons P(x) = —2x”+2 + %x”“. Comme
n
f"(f —a)f' = g*(g —a)g, cest-a-dire que P'(f)f" = P'(g)g’, d’apres le Lemme 4.3.3, on

a P(f) = P(g). Mais, comme on I’a montré dans le Théoréme 4.1.2, le polynéme P est un
polynome d’unicité pour A,(d(0, R™)). Par conséquent f = g.

1 2a a
S intenant k = 2 et - gt T g2
upposons maintenan et posons Q(x) - 57 + . 5% + -y 1%
Puisque f*(f—a)*f = g"(g—a)*g’, d’apres le Lemme 4.3.3, on a Q(f) = Q(g) et comme,
d’apres le Théoreme 4.1.3, le polynome @) est un polynéme d’unicité pour A,(d(0, R~)), on

conclut que f =g de nouveau, ce qui acheve la démonstration. O

n+1

Les Lemmes suivants 4.3.4, 4.3.5 et 4.3.6, nous permettront d’établir des théoremes ana-
logues aux Théoremes 4.3.1 et 4.3.2 mais cette fois en considérant des fonctions méromorphes.

Lemme 4.3.4. Soit f € M(K) (resp. f € M(d(0,R7))) telle que f(0) # 0,00. Alors,
2Z(r f) — Zi(r, f) < Z(r, f)  ¥r >0 (resp. Vr E]O,R[).

Démonstration. — Soit r €]0, +00[ (resp. r €]0, R[). Soient i, 3, ..., 3 les zéros simples
de f dans d(0, ), soient vy, Y2, ..., Ym les zéros d’ordre 2 de f dans d(0, r) et soient (1, (o, ..., (p
les zéros d’ordre > 3 de f dans d(0, 7).

Notons Zs(r, f) et Z>3(r, f) les fonctions de comptage des zéros d’ordre 2 et > 3 de
f dans d(0,r) en ignorant les multiplicités. Donc Z(r, f) = Zi(r, f) + Za(r, f) + Z>3(r, f)
et

Zy(r, f) + Za(r, ) + Zs(r Zlog + Zlog + Zlog =Z(r.1).
|6il vl =7 1G]
Mais,
27(T7 f) - Zl(ra f) < 27<T7 f) + Z(Z3(T7 f) - Zl<r7 f) =71+ 222(T7 f) + 37(23(T7 f)
et évidemment a a
Zy(r, )+ 2Z5(r, f) +3Z>3(r, f) < Z(r, f).

D’ou la conclusion de la démonstration. O

Lemme 4.3.5. Soient f,g € M(K) non constante (resp. f,g € M,(d(0,R7))), n'ayant
ni zéro ni pole en 0 et partageant la valeur 1 C. M. Soit

B f_// B f/ g// g/
R = Ry
Si ® =0 etsi T(r,f)— [7(7", f)+ N(r, f) + max {Z(r,g), N(r, g)}} tend vers oo

quand r tend vers 400 (resp. vers R’), alors f = g ou bien fg=1.

(4.44)
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/

/ -1 2
Démonstration. — Supposons ¢ = 0. Puisque & = é ou ¢ = ( / )((g ) ), il

: ¢ (f —1)? g
existe a,b € K ou a # 0, tels que o1 S 1 + b, c’est-a~dire que f est de la forme
p— g —
Ag+ B
4.45
Cg+ D (4.45)
ouA,B,C,D € K.
Considérons les 3 cas suivants :
Cas 1. A#0,C =0.
. . B A
SiA#0 et C =0, dapres (4.45), ona f— D= pY Supposons B # 0. Donc

_ B _
Z<r,F — 5) = Z(r,G). En appliquant a f le Théoreme 2.2.4, pour r €]0, 00| (resp.
r €]0, R[), on obtient

Z(r f— %) + N(r, f) —logr + O(1)
(r, f

_|_
=Z(r, )+ Z(r,g) + N(r, f) — logr + O(1)
< Z(r, )+ N(r, f) + max {Z(r.g). N(r,g)} +0(1),
. : X . A
ce qui contredit I’hypothese. Par conséquent B =0 et donc f = D qg.

A A
Supposons D # 1. Comme f et g partagent la valeur 1 C. M. et f = D9 ona
(f(z),g(z)) #(1,1) Vz € K (resp. Vz € d(0,R™)), parce que si f(z) =1, ona g(z) =1

et donc, = 1, une contradiction. Mais g(z) = 1 si et seulement si f(z) = D Donc

D
A
flz) # D Ve € K (resp. Vo € d(O,R_)). Par conséquent, f a deux valeurs excep-

tionnelles. Donc, d’apres le Corollaire 1.7.8.2, on en déduit que f est une constante (resp.

A
f e My(d(0, R‘))), ce qui contredit I'hypothese de nouveau. Ainsi D= 1 et donc f=g.

Cas 2. A=0, C#0.

B D
SiA=0 et C #0,d’apres (4.45),ona g= ci o Supposons D # 0. Alors, pour
D

r €]0, +o0] (resp. r G]O,R[), on en déduit que 7<r, 7o E) = Z(r,g). Par conséquent,
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1
en appliquant le Théoreme 2.2.4 a ?, on obtient
1 —r 1 —¢r 1 D —7 1
T('r,— §Z<r,—>—|—Z<7’,———> N(r,—)—log’r+01
f) f [ B f @)

Z(r,g) + N(r, f) —logr + O(1)

N(r, f)+ maX{Z(r, g), N(r, g)} + O(1).

Z(r, [) +

< Z(r.f) +
1

Puisque T (r, ?> =T(r, f) + O(1), l'inégalité précédente est équivalente a
T(r,f) < Z(r, f) + N(r, f) + max {7(7", g), N(r, g)} + O(1),

B
ce qui contredit I’hypothese. Donc D =0 et f = ol qg.

B
Supposons maintenant ° # 1. Avec un procédé analogue au cas precédént, on conclut
que f(z) #1 et g(x) #1 Vo € K (resp. Vo € d(0,R™)). De plus, g(z) = 1 si et
B B
seulement si f(x) = Yok Alors, il est clair que f(x) # ol Vo € K (resp. Vo € d(0,R7)).

Donc, comme dans le cas precédént, f a deux valeurs exceptionnelles et donc, d’apres le
Corollaire 1.7.8.2, on en déduit que f est une constante (resp. f € M,(d(0,R™))), ce qui

B
contredit I’hypothese. Par conséquent o= 1 et fg=1.

Cas 3. AC # 0.
A _ AD
D’apres (4.45), on a f — o o +% et donc, pour r €0, +o00| (resp. r G]O,R[),
— A —
Z(r, f— 5) = N(r,g). En appliquant a f le Théoreme 2.2.4, on obtient
— — A —
T(rf) < Z(r f)+ Z(r f = =) + Nr. ) —logr +0(1)

=Z(r,f)+ N(r,g) + N(r, f) = logr + O(1)

< Z(r,f) + N(r, f) + max {?(r, g); N(r, g)} +0(1),
ce qui contredit I’hypothese de nouveau et acheve la démonstration. O

Lemme 4.3.6. Soit T € K(z) non nulle. Soit a € K\ {0} et soient n,k € N satisfaisant
n > 3k + 1. [l n’existe pas de fonctions transcendantes f,g € M(K) (resp. de fonctions
f.9 € My(d(8,R™))) telles que

ff=a)fg'(g—a)g =T. (4.46)
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Démonstration. —  Supposons le contraire, c’est-a-dire qu’il existe deux fonctions
f,9 € M(K) transcendantes (resp. frg € M,(d(0, R_))) satisfaisant (4.46). Puisque
T est une fonction rationnelle, il existe p €]0, +oo[ (resp. p €]0, R]) telle que tous les zéros
et tous les poles de 7 soient a I'intérieur du disque d(0, p) (resp. (e, R‘)). Soit v un zéro
de g d’'ordre s dans K\ d(0, p) (resp. dans d(6, R~)\d(6, p)). D’apres (4.46), v est un pole
de f d’ordre, par exemple, ¢t dans K\ d(0, p) (resp. dans d(f, R~)\ d(6,p)). Et, comme v
n’est ni zéro ni pole de 7', on en déduit que

w’y(gn) + w’y((g - a)k> + w’y(g/) = w'y(]m) + W’y((f - a)k) + w'y(f/)-
Comme w,(g — a) = 0, on obtient la relation suivante
ns+s—1=nt+kt+1t+1, (4.47)

c’est-a~dire que (s —t)(n+1) =kt +2. Maiskt +2>0 et n+1>0, alors s—1¢> 1.
—1

Donc kt+2 > n+1, clest-a-dire que t > nT En considérant cette inégalité dans

n>—1+k(n+1) Mm+Dn+k-1)

(4.47), on obtient s(n+1)=tn+k+1)+2 > - = p ,

¢’est-a-dire que

kE—1
s> AT (4.48)
k
Supposons maintenant que v est un zéro de g — a d’ordre s dans K\ d(0, p) (resp.
dans d(0, R7) \ d(0,p)). Clairement v n’est ni zéro ni pole de 7, ni zéro de g non plus.
Mais, il est un pole de f d’ordre, par exemple, t. Donc, d’apres (4.46), on en déduit que
ks+s—1=mnt+kt+t+1, cest-a-dire que s(k+1)=n+k+1)t+2>n+k+3 car
t > 1. Par conséquent, on a
n+k+3

Puisque chaque pole de f a l'extérieur de d(0, p) est ou bien un zéro de ¢g(g —a) ou
bien un zéro de ¢’, on voit que pour 7 €lp, 00| (resp. r €lp, R[), on a

N(r,f)< Z(r,g) + Z(r,g —a) + Zo(r,g") + O(log 7).

k—1
Mais, d’apres (4.48), chaque zéro de g a au moins un ordre de multiplicité % et,
k+3
d’apres (4.49), chaque zéro de g — a a au moins un ordre de multiplicité % Ainsi,
en considérant les inégalités précédentes, on obtient
_ k k+1 /
N(r f) < Z(r, g) + Z(r,g —a) + Zo(r,g') + O(logr). (4.50)

n+k—1 n+k+3
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Puisque les fonctions f et g satisfont les mémes propriétés, avec un procédé analogue au
précédent, on déduit que les zéros de f et f—a satisfont aussi (4.48) et (4.49) respectivement.
Donc, en appliquant a f le Théoreme 2.2.4 et en considérant (4.48), (4.49) et (4.50), on
obtient

T(r,f) < Z(r, f) + Z(r, f —a) + N(r, f) = Zo(r, f') = logr + O(1)

k k+1 k k+1
<" 7z P g fea)+ —— 7 B g
S wrro 2Dt e e e A —at
+ ZO(Ta gl) - ZO(Ta f,) + O(log T)'
Comme

max {Z(r, f), Z(r,f —a)} <T(r, /) + O1) et max{Z(r,g),Z(r,g—a)} <T(r,g) +O(1),

on en déduit que
k kE+1 k k+1
<
7T(r,f)_ <n+k—1+n+k+3>T(r’f) <n+k—1+n+k‘+3
— Zo(r, f') + O(log ).

)T(r.9) + Zo(r.g') —

Par conséquent, on a

n—1 k+1 k k+1 =
—_ < _ .
(A 5) T D < (s T 9)+ Zolrg) ~Zo(r. )+ Ollog 1)

De méme pour g, on a

n—1 k+1 k k+1 =,
— T < T A —-Z 1 .
(g )T < Gy o g D D4 2o £) = Zolr. ')+ O(log )

En additionnant les inégalités précédentes, on obient

(n—k)> —4(k + 1)
(n+k—1)(n+k+3)

[T(r, f)+T(r, g)} < O(logr),

une contradiction quand r tend vers +oo (resp. vers R*) car f,g € M(K) sont transcen-
dantes (resp. car T'(r, f) et T'(r, g) sont non-bornées dans |0, R[) et n > 3k + 1. O

Théoréme 4.3.3. Soient f,g € M(K) transcendantes et soit o« € K(x). Soit a € K\ {0}
et soient n,k € N satisfaisant k >3 et n > max{3k+ 1,15 —k}. Si f*"(f —a)*f et
g"(g — a)kg’ partagent la fonction o C. M., alors f = g.

Démonstration. — Puisque o € K(z), il est clair que o € M;(K) N M,(K). Ecrivons o

sous la forme % ou @, R € K[z] sans zéros communs.
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Posons

_ b (R e ko (=a)t  (—a)f
V(x)_n+k+1x (1)n+km +”'+(k—1) nt2 Tt

et notons P(z) = 2"V (x).

n _ \k g/ n _ 2\k,
Posons maintenant F = M et G = M

« «
en déduit que F' et G partagent la valeur 1 C. M et, de plus, on voit que (P( f))/ = aF

. D’apres I'hypothese, on

et (P(g))' = aG respectivement. Ainsi, d’aprés le Corollaire 2.2.1.2, on a
T(r,P(f)) <T(r,F)+ Z(r,P(f)) — Z(r,F)+ T(r,a) + O(1), r€)0,+ool.  (4.51)
Remarquons que
nZ(r, f)+kZ(r, f—a)+Z(r, f')—deg(Q)logr < Z(r, F) < nZ(r, f)+kZ(r, f—a)+Z(r, f )+deg(R) logr
et Z(r,P(f)) = (n+1)Z(r,f)+ Z(r,V(f)). Donc,
Z(r,P(f)) = Z(r,F) < Z(r, /) + Z(r,V(f)) = kZ(r, f — a) — Z(r, f') + deg(Q) log -
Par conséquent, puisque
T(r,a) = deg(a) logr + O(1) = max { deg(Q), deg(R) } log r + O(1),
on obtient d’apres (4.51) que

T(r, P(f)) <T(r,F)+Z(r f)+ Z(r, V(f)) —kZ(r,f —a) — Z(r, f') + 2deg(a)logr + O((l). |
4.52

Par ailleurs, posons

F// Fl Gl/ G/
= 2

b _o " T .
POCFo1 o o

(4.53)

/ F —1)?
Avec un simple calcul, on voit que ® est de la forme % ou ¢ = <(F — 1)2) <(G el ) )

Supposons ® # 0. Puisque F' et G partagent la valeur 1 C. M., on a
Z(r,F—1)=Z(r,G—1) = Zy(r,G = 1)+ Zi(r, F — 1). (4.54)

De plus, si v est un zéro simple commun de F'—1 et G—1, alors d’apres le Lemme 4.2.1, v est
aussi un zéro de ®. Donc Zy(r, F—1) = Z1(r,G—1) < Z(r,®). Comme P est une dérivée
logarithmique, d’apres le Corollaire 2.1.5.2; on a aussi que Z(r, ®) < N(r, ®)—logr+O(1).
Alors, il est clair que

Zy(r,F—1) < N(r,®) — logr + O(1).
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Mais, comme F' —1 et G — 1 partagent les mémes zéros, en prenant en compte les multipli-
cités, on voit que si v est un zéro de F'—1, il ne peut pas étre un pole de ®. Par conséquent,
d’apres (4.53), les poles de ® sont uniquement les poles multiples de F' et G et, les zéros de
F’ et G', ce qui entraine

N(r,®) < Noy(r, F) + Noy(r,G) + Zo(r, F' : F(z) #0,1) + Zo)(r, F) +
7

<
+ Zo(r,G": G(z) #0,1) + Za(r,G).
Ainsi, en considérant les deux dernieres inégalités, on obtient
Zy(r,F —1) < Noy(r, F) + Noy(r,G) + Zo(r, F' : F(z) #0,1) + Zo)(r, F) +
+ Zo(r,G": G(z) #0,1) + Zy(r,G) — logr + O(1). (4.55)
Mais, d’apres la définition, Zy(r,G' : G(x) # 0,G(x) # 1) correspond a la fonction de

comptage des zéros multiples de G’ qui ne sont pas zéros de G ni zéros de G — 1. Donc, on
en déduit que

Zo(r,G': G(z) #0,1) + Zoy(r,G — 1) + Zo)(r, G) — Zoy(r,G) < Z(r,&).
Comme
Zy(r,G) — Zoy(r,G) = Z(r,G) — Z(r,G) et Z(r,G') < Z(r,G) + N(r,G) —logr + O(1),
on obtient
Zo(r,G' : G(z) #£0,1) + Zoy(r,G — 1) < Z(r,G) + N(r,G) — logr + O(1). (4.56)

Par conséquent, en appliquant le Théoréme 2.2.4 a F et, en considérant (4.54), (4.55) et
(4.56), on obtient

T(r,F)<Z(r,F)+ Z(r,F = 1)+ N(r,F) — Zo(r, F'(z) : F(z) #0,F(z) # 1) —logr + O(1)

=Z(r,F)+ Zy)(r,G = 1)+ Z1(r, F =1) + N(r, F) = Zo(r, F'(z) : F(x) #0,F(z) #1) —
— logr+0(1)

< Z(r,F) 4 Zg)(r,G = 1) + Noy(r, F) + Noy(r,G) + Zo(r,G'(z) : G(x) #0,G(x) #1) +
+ Zy)(r, F) + Zy(r,G) + N(r, F) — 2logr + O(1)

<Z(r,F)+ Z(r,G) + N(r,G) + N(r, F) + Noy(r, F) + Noy(r,G) + Zy(r, F) +

+ Zgy(r,G) — 3logr + O(1). (4.57)

Mais, d’apres la définition de 72) (r, F') et d’apres le Lemme 2.2.1, on voit que

Z(r, F) + Zoy(r F) < 3Z(r. [) + 22(r. [ — @) + 2Z(r. ') — Zs(r. ') + 2des(@Q) log
2Z(r, f)+2Z(r, f —a)+ Z(r, f') + 2deg(Q) log r.

IN
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De méme, d’apres la définition de Ng) (r,F), on a
N(r,F)+ Ny(r, F) < 2N(r, f) + 2deg(R)logr < 2N(r, f) + 2 deg(R) log r.
Puisque F et G satisfont les mémes hypotheses, on a aussi

Z(r,G) + Zay(r,G) < 2Z(r,g) + 2Z(r,g — a) + 2Z(r,¢') — Z1(r, ¢') + 2 deg(Q) log r
<2Z(r,g) +2Z(r,g —a) + Z(r,g') + 2deg(Q) log r

et
N(r,G) + Noy(r,G) < 2N(r,g) + 2deg(R)logr < 2N(r, g) + 2deg(R) log r.

Par conséquent, on a

Z(r,G) + 72) (r,G)+ N(r,G) + Ng) (r,G) <2Z(r,g) +2Z(r,g —a) + Z(r,g") +
+ 2N(r,g) + 4deg(a)logr.

En considérant I'inégalité précédente dans (4.57), on voit que
T(r,F)<2Z(r, f)+2Z(r,f —a)+ Z(r, f) + 2N(r, f) + 2Z(r,g) + 2Z(r,g — a) +
+ Z(r, g ) +2N(r,g) + [8 deg(a) — 3] logr + O(1). (4.58)

D’autre part, d’apres le Théoreme 2.3.1, on a T'(r, P(f)) = (n+ k + 1)T(r, f) + O(1).
Dongc, en considérant cela et (4.58) dans (4.52), on obtient
(n+k+1)T(r, f) <3Z(r, f)+ (2—k)Z(r, f —a) + 2N(r, f) + 2Z(r,g) + 2Z(r,g — a) +
+ Z(r,g") +2N(r,g) + Z(r, V(f)) + [10 deg(a) — 3} logr +0(1). (4.59)

Mais, d’apres le Théoreme 2.2.1, ona Z(r, (g—a)') < Z(r,g—a)+N(r,g—a)—logr+0(1)
et comme g et g — a ont les mémes dérivées et ont les mémes poles, on en déduit que

Z(r,g") < Z(r,g —a) + N(r,g) —logr + O(1).

De plus, il est bien connu que max{Z(r, f), N(r, f)} < T(r,f) + O(1) et, d’apres le
Théoreme 2.3.1, on a Z(r,V(f)) < T(r,V(f)) = kT(r, f) + O(1). Alors, en considérant
ces dernieres inégalités dans (4.59), on obtient

m+k+0D)T(r, /) <(B+E)T(r,f)+5T(r,g)+(2—k)Z(r,f —a)+3Z(r,g — a)+
+ [10 deg(a) — 3} logr + O(1).

Avec un procédé analogue, cette fois pour G, on obtient

n+k+1)T(r,g) <(b+k)T(r,g)+5T(r,f)+(2—-k)Z(r,g—a)+3Z(r,f —a) +
+ [10 deg(a) — 3} logr + O(1).
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En addionnant, les deux dernieres inégalités, on a
(n+k+1)[T(r, f)+T(r,9)] <Q0+k)[T(r,f)+T(r,g9)]+G—k)[Z(r,f—a)+ Z(r,g —a)|+
+ [QOdeg(a) - 6} logr + O(1).

Comme Z(r,f—a)<T(r,f—a)=T(r,f)+O(1) et
Z(r,g—a) <T(r,g—a)=T(r,g) + O(1), I'inégalité précédente est réduite a

(n+k+1)[T(r, f)+T(r,g)] <15[T(r,f)+T(r,g)] + [20 deg(a) — 6| logr + O(1).

Par conséquent, quand r tend vers 400, on a n+ k+ 1 < 15, une contradiction a 1'hy-
pothese. Ainsi ® = 0.

/ F/ _12
Puisque @:% ot ¢ = <(F—1)2><(GG’ ) ) quand ® = 0, il existe A, B € K
ou A#0, tels que

1 A
-7 18 (4.60)

Analysons les deux cas suivants : B =0 et B # 0.

Cas 1. B=0.
1 1
Supposons A # 1. D’apres (4.60), on a F = ZG + (1 — Z) En appliquant le
Théoreme 2.2.4 a F, on a

T(r,F) < Z(r, F) + 7(r, Fo (1 - %)) + N(r, F) —logr + O(1) (4.61)
Zr )+ Z(r,f—a)+Z(r, f)Y+ Z(r,g) + Z(r,g —a) + Z(r,g") + N(r, f)+

<
+ (2s+qg—1)logr + O(1).

Mais, on sait que max{Z(r, f),N(r,f)} < T(r,f) + O(1) et, on sait aussi que
Z(r,f=a) <T(r,f—a) <T(r, /) +OQ1) et Z(r,f') < T(r, f') < 2T(r, f) + O(1). De
méme pour g et ¢'. De plus, d’apres le Lemme 2.3.2, on a

T(r,F) > (n+k)T(r, f) — deg(a) log .
Par conséquent, en considérant cela dans (4.61), on en déduit que
(n+ k)T(r, f) < 5T(r, f) + 4T(r, g) + [3 deg(a) — 1} logr + O(1),
c’est-a-dire que

nT(r, f) < (5 — k)T (r, f) + 4T(r, ) + [3 deg(a) — 1} logr + O(1).
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Puisque F' et G satisfont les mémes hypotheses, on obtient de méme
nT(r,g) <AT(r, )+ (5 —k)T(r,g) + [3 deg(ar) — 1} logr + O(1).
Donc, en addionnant ces deux dérnieres inégalités, on obtient
n[TG, f) + T(r,9)] < (9= B)[T(r, )+ T(r,9)] + |6deg(a) - 2] logr + O(1),

d'ot n < 9 — k, une contradiction a ’hypothese. Ainsi A = 1 et, d’apres (4.60),
on a F = (G. Par conséquent, on en déduit que (P(f))/ = (P(g))/, c’est-a-dire que
P'(f)f' = P'(9)¢g’. Comme n > 3k+1 (> k+2), d’apresle Lemme 4.3.1, on a P(f) = P(g).
Mais, d’apres le Théoreme 4.1.1, le polynome P est un polynéme d’unicité pour M (K) car

k >3, et donc f =g.

Cas 2. B # 0.

D’abord on montrera que F' et GG ont une infinité de zéros et une infinité de poles dans
K. Supposons que F' a seulement un nombre fini de zéros dans K. Alors il existe ¢; € N
tel que Z(r, F') est de la forme ¢ logr+ O(1) pour r assez grand dans |0, +o00[. De méme,
puisque « € K(z), il existe aussi gz € N tel que Z(r, ) est de la forme ¢, logr+ O(1) pour
r assez grand dans |0, +oo[. Par conséquent, comme Z(r, f*(f—a)*f') < Z(r, F)+Z(r,a),
on a donc Z(r, fm(f - a)kf’) < (q1 + q2) logr + O(1) pour r assez grand dans |0, +oof et
par suite, on déduit que f"(f —a)*f’ a seulement un nombre fini de zéros dans K, une
contradiction d’apres le Théoreme 3.2.2. Méme procédé pour G. Donc F et G ont une
infinité de zéros dans K.

Maintenant il nous reste montrer que F' et G ont une infinité de poles dans K. Suppo-
sons le contraire. Comme F et F' — 1 ont les mémes poles, il n’y a qu’un nombre fini de

1
x € K tels que 7 () = 0. De méme pour G — 1, c’est-a-dire qu’il n’y a qu'un nombre

1
fini de z € K tels que
1 1

o1 (x) = 0. Ainsi, la valeur 0 est une valeur quasi-exceptionnelle

Si

() = B, d’apres (4.60), on a () = 0. Mais, comme on a supposé

G-1 F—-1
qu’il existe seulement un nombre fini de x € K tels que
1
G-1

valeur quasi-exceptionnelle de

7 1(m) = 0, on en déduit

(r) = B a seulement un nombre fini de solutions. Par conséquent, B est une

que

1
o1 une contradiction d’apres le Corollaire 1.7.8.2 car
1 1 B
o1 € M(K) est transcendante. D’une facon analogue, si 7 l(x) = ——, d’apres

A?
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(4.60), on a e 1(x) = 0. Mais, on a supposé qu’il n'y a qu'un nombre fini de z € K
1 B

tels que a1 () =0, et donc i 1(3:) =-7 2 seulement un nombre fini de solu-

. , B _ _ 1

tions. Par conséquent 0 et 1 sont deux valeurs quasi-exceptionnelles de 1 une

contradiction d’apres le Corollaire 1.7.8.2 car elle est transcendante aussi. Ainsi, d’apres
les arguments précédents, F' et G ont une infinité de poles dans K.

D’autre part, on sait que
Z(r,F) < Z(r, )+ Z(r, f—a)+Z(r, f')+deg(R) log r+O(1) < 4T (r, f)+deg(R) logr+O(1)

et
N(r,F) < N(r, f) + deg(Q)logr + O(1) < T(r, f) + deg(Q)logr + O(1).

_ De méme pour G, cest-a-dire Z(r,G) < 4T(r,g) + deg(R)logr + O(1) et
N(r,G) <T(r,g)+ deg(Q)logr + O(1). Par conséquent, on a

Z(r,F)+ Z(r,G)+ N(r,F) + N(r,G) <5[T(r, f) + T(r,g)] + 4deg(a)logr + O(1). (4.62)

Mais, d’apres (4.60), on déduit que T'(r, F) = T'(r,G) + O(1) et, d’apres le Lemme 2.3.2,
on a

1 1
< — < —
T(r,f) < - kT(r, F)+deg(a)logr+0O(1) et T(r,g) < - kT(T, G)+deg(a)logr+0(1),

2
douT'(r, f)+T(r,g) < —kT(r, F)+2deg(a)logr+0O(1). Par conséquent, d’apres (4.62),
on a nt
10
n+k

Z(r,F)+ Z(r,G)+ N(r,F) + N(r,G) < T(r,F)+ nl—lilk deg(a) logr + O(1).

Mais n 4+ k > 16. Donc, I'inégalité précédente est réduite a

10
Z(r,F)+ Z(r,G) + N(r, F) + N(r,G) < ET(r, F)+ 1—6deg a)}logr+O(1).  (4.63)
Puisque
Z(r,F)+Z(r,G)+N(r,F)+N(r,G)-min { Z(r,G), N(r,G)} = Z(r, F)+N(r, F)+max { Z(r,G), N(r,G)},
on déduit d’apres (4.63), que
5

Z(r,F) 4+ N(r, F) + max {Z(r,G), N(r, G)} §T( JF) + glogr —min{Z(r,G),N(r,G)} + O(1)

Comme G a une infinité de zéros et une infinité de poles dans K, on a

min {Z(r,G),N(r,G)} > glogr +O(1) Vr €]0,+o0.
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Par conséquent,

— — — — 2

Z(r, F) + N(r, F) + max {Z(r, G), N(r, G)} < ST(rF).

Alors, d’apres le Lemme 4.3.5, on peut conclure que F' =G ou bien FG = 1.

2
d’apres le Lemme 4.3.6 car n > 3k+1 et o® € Klz]. Ainsi F = G et donc, comme
dans le Cas 1, on conclut grace aux Lemme 4.3.1 et Théoreme 4.1.1. O]

1
Supposons FFG = 1. Alors —[f”(f — a)kf’g"(g—a)kg’} = 1, une contradiction
a

Remarque. Le théoreme précédent n’est pas valable si on considere des fonctions méromor-
phes dans C parce que la propiété Z(r, f') < Z(r, f) + N(r, f) + O(1) (Théoréme 2.2.1)
qu’on utilise dans la démonstration n’est pas vraie. Un contre-exemple pour montrer cela
est le suivant :

Soit f(z) = e"®. Clairement f € A(C) n’admet pas de zéros dans C, alors Z(r, f) = 0
Vr €]0, +o00[. Remarquons aussi que f’(x) = (cosz)e™ et on voit que les zéros de f’ sont
exactement les zéros de cosx. Donc Z(r, f') = Z(r,cosx) et ainsi lir+n Z(r, f') = 4o0.

Par conséquent, on a Z(r, f') — Z(r, f) = 400, une contradiction a la propriété.

Pour terminer ce chapitre, on va étudier les relations entre les fonctions f et g méromor-
phes, dans K ou dans d(8, R™), quand P'(f)f = P'(g)g partagent une petite fonction «
et k=1ouk=2.

Dans la démonstration du Théoreme 4.3.4, le Théoreme 4.1.3 est essentiel. Il affirme
qu'un polynome P, de degré > 6 dont la dérivé a seulement deux zéros distincts, I'un étant
d’ordre 2 et l'autre étant d’ordre > 3, est un polynéme d’unicité pour M, (d(#, R~)). On
ne connait pas de généralisation a ce théoreme et c’est 'obstacle a une généralisation du
Théoreme 4.3.4 pour pouvoir prendre k£ € N au lieu de £k =1 ou k = 2.

Théoreme 4.3.4. Soient f,g € M(K) transcendantes (Tesp. frg€ M, (d6, R~ )) et sozt
a € K(z). Soit a € K\ {0} et soit n > 13 un entier. Si f"(f —a)?f' et g"(g — a)?g

partagent la fonction o C. M., alors f = g. De plus, si f"(f —a)f' et ¢g*(g —a)d
partagent la fonction o C. M., quand n > 11, alors il existe une fonction h € M(K) (resp

_ a(n+2) A"t —1 a(n+2) (A"t —1
e 1) g - (I

)
"

bien f=g.
Démonstration. — Sans perte de généralité, supposons # = 0. Puisque o € K, il existe

Q, R € K[z] sans zéros communs, tels que o = = € K(z).

S
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frf —a)tf

n _ k
o o= 9l9—a)y
a «
valeur 1 C. M. car d’apres I'hypothese, f*(f—a)*f’ et g"(g—a)¥g’ partagent la fonction

a C. M. quand k£ =1 ou quand k = 2.

Posons F = . Il est clair que F' et G partagent la

Posons ® comme dans (4.53). Avec un procédé analogue a celui utilisé dans la démonstra-
tion du théoreme précédent, on en déduit que ® = 0. Donc, il existe A, B € K ou A # 0,
tels que

A 1

1 =a-1 B (4.64)

Considérons les 2 cas suivants : B =0 et B # 0.

Cas 1. B=0.
1 1
Supposons A # 1. D’apres (4.64),ona F = ZG+ (1 — Z) En appliquant le Théoreme
2.2.4 a F, on obtient, pour r €]0, +00] (resp. r €]0, R[), que
— — 1 —
T(r,F) < Z(r, F) + Z(r, F = (1~ Z)> + N F) —logr+0(1).  (4.65)

— 1
Mais Z(r, F—(1- Z)> <Z(r,g)+ Z(r,g—a)+ Z(r,q') + deg(R) logr + O(1) et donc,
1
d’apres le Théoreme 2.2.1, on a Z(r, F — (1 — Z)> < AT(r,g) + deg(R)logr 4+ O(1). De
meme, on a

Zr,F) < Z(r, )+ Z(r, f—a)+Z(r, f)+deg(R) logr+O(1) < 4T (r, f)+deg(R) logr+0O(1)

et N(r,F) < N(r, f)+deg(Q)logr+0O(1) < T(r, f)+deg(Q)logr+O(1). De plus, d’apres
le Lemme 2.3.2, on a T(r,F) > (n+ k)T(r, f) — deg(a)logr + O(1). Alors, I'inégalité
(4.65) est réduite a

nT(r,f) < (5b—=Fk)T(r, f)+4T(r,g) + 4deg(a)logr + O(1).
Puisque G satisfait les mémes hypotheses que F', on a aussi
nl(r,g) < (b —k)T(r,g) +4T(r, f) + 4deg(a)logr + O(1).
Dongc, en additionnant les deux inégalités précédentes, on obtient
n[T(r, f)+T(r, g)} <(9—-k) [T(r, f)+T(r, g)} + 8deg(a) logr + O(1)

d’ou n <9 —k, une contradiction a I’hypothese quand r tend vers +oo (resp. vers R_)
et k=1 ou k=2. Par conséquent A=1 et donc F =G.
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Pour k = 1, posons P(z) = x”+1<nf_2 — nj— 1) et, pour k = 2, posons
P(z) = x”“( ! r? — 20 x+ « ) Alors (P(f))/ = aF et (P(g))/ = aG et
n-+3 n+2 n+1/ ’

comme F =G, on en déduit que P'(f)f' = P'(g)g’. Par conséquent, d’apres le Lemme
4.3.1, on a P(f) = P(g).

Pour k = 1. Comme P(f)= P(g), on a

f”“( f a >:gn+1< g __a )
n+2 n+1 n+2 n4+1/

Posons f = h g. Clairement h € M(K) (resp. h € /\/l( (0,R7))). Supposons h # 1.

g (R 1) = g AT 1), clest-a-dire

D (e n

Donc, d’apres ’égalité précédente,

a(n +2) (h"“ —1
ue g =
WEI="0 1 21
Si h =1, évidement, f = g.

n+2
). Comme f = h g, on déduit que f =

Pour k = 2. D’apres le Théoreme 4.1.1 (resp. Théoreme 4.1.3), P est un polynome
d’unicité pour M(K) (resp. pour M,(d(0,R7))) et donc f = g ce qui acheve la
démonstration.

Cas 2. B #0.

Avec un procédé analogue au Cas 2 de la démonstration du Théoreme 4.3.3, on déduit
que

Z(r,F)+ N(r,F) + max {Z(r,G), TG}<%T(TF —min{Z(r,G), N(r,G)} +
14
+k

Mais, comme dans la démonstration du Théoreme 4.3.3, F' et G ont une infinité de zéros
et une infinité de poles dans K (resp. dans d(0, R’)). Donc

+ " deg(a)logr + O(1).

min {Z(r,G), N(r,G) >

14k deg(a)logr + O(1) Vr €]0,+o0| (resp. Vr €]0, R]).

n
Alors, on a

Z(r,F)+ N(r, F) + max { Z(r,G), N(r,G) 10

(r, ') + O(1).
Par conséquent, pour £ = 1, on obtient

Z(r,F)+ N(r,F) + max { Z(r, G), TG}< T(r, F)
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et pour k = 2, on obtient
3
Z(r,F) + N(r,F) + max {Z(r, G), TG}< T(r,F).

Ainsi,
T(r,F)>limsup{Z(r F)+ N(r,F) + max {Z(r,G), N(r, G’)}}

r——+00

<resp. T(r, F) > limsup{Z(r F)+ N(r,F) + max {Z(r,G), N(r, G)}}) Comme F et
r—R~

G sont transcendantes (resp. T'(r, F) et T'(r, G) sont non-bornées dans |0, R[), d’apres le
Lemme 4.3.5, on a F =G ou bien FG =1.

Si FG=1, ona f*(f—a)*f'g"(g—a)*q = a? une contradiction d’apres le Lemme
4.3.6 quand n > 11 et k = 1, ou bien quand n > 13 et £k = 2. Ainsi F = G, c’est-a-dire
P'(f)f' = P'(g9)¢’, et donc, d’apres le Lemme 4.3.1, on a P(f) = P(g). Mais, d’apres le
Théoreme 4.1.2 (resp. Théoreme 4.1.3), le polynome P est un polynome d’unicité pour
M(K) (resp. pour M(d(0,R7))) et donc f = g, ce qui achéve la démonstration. O

Remarque. Dans le Théoreme 4.3.4, quand k = 1, on obtient deux conclusions possibles :
a(n + 2) (h”“ -1

n+1 \Art2 -1
n'est pas surprenante et s’impose de facon triviale. En effet, soit h € M(K) (resp.
h € M(d(§,R™))) et soient f et g définies comme ci-dessus. D’aprés le remarque qui
L ) satisfait
n+2 n+
P(f) = P(g), donc P'(f)f' = P'(g9)g’. Par conséquent, les fonction P'(f)f" et P'(g)g

partagent trivialement n’importe quelle fonction.

ou bien f =g ou bien g= > et f=hg. Cetteseconde conclusion

suit le Théoreme 4.1.2, on voit que le polynome P(x) = x"“(






Chapitre 5

Solutions admissibles pour des
équations fonctionnelles du type
Diophantienne

5.1 Introduction

Dans C, on sait que les courbes algébriques de genre > 2 n’admettent pas de pa-
ramétrisation par des fonctions méromorphes non constantes (Voir Théoreme de Picard
[56]). Alors que, dans un corps ultramétrique, le Théoreme de Picard-Berkovich montre
que toute courbe algébrique de genre non nul n’admet aucune paramétrisation par des fonc-
tions méromorphes ultramétriques non constantes.

Théoréme 5.1.1. (Théoreme 4.5.1 [9]) (Théoréme de Picard-Berkovich)

Soit C une courbe algébrique irréductible sur K de genre > 1. Soit (ay)neny C K une suite
bornée et soient f,g € M(K) satisfaisant (f(an),9(a,)) € C Vn € N. Alors f et g sont
constantes.

Notation. Dorénavant, pour m,n € N, on note (m,n) le plus grand commun diviseur de
m et n.

En utisant la théorie de Nevanlinna p-adique, A. Boutabaa et A. Escassut montrent le
résultat suivant, qui entraine facilement le Théoreme de Picard-Berkovich pour des courbes
de genre 1 et 2.

143
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s t
Théoréme 5.1.2. (Théoreme 2 [14]) Soient P(z) = aH(m—ai)p" et Q(z) = bH(m—bj)qf
i=1 j=1
deux polynomes a coefficients dans K ot a; et b; sont tous distincts. Soit m € N et soient

f,9 € M(d(0, R™)) satisfaisant (g(z))™ Q(f(z)) = P(f(z)) Vx € d(0,r) our €]0,R|.

deg(P) — deg(@Q)] ) + Y- (m.pi) + Y- (m.q))),
alors f,g € My(d(0,R™)). - "~

N 1
(i) Si S+t>1—|—E((m,

s

De plus, si f € A(d(0,R™)) et si s+t > 1+ %(Z(m,pi) + Z(m,qﬂ), alors
i=1 =1
Fe A0, R)) et g My(d(0, B)). ’

s t

(13) Sif,g € M(K) et sis+t > 1—1—% <(m, } deg(P)—deg(Q)|OO)+Z(m,Pi)+Z(m, qj)>,

alors f et g sont constantes.

Chaque courbe algébrique de genre 1 (resp. 2) est birationnellement équivalente a une
courbe elliptique (hyperelliptique) plane [56]. Donc, en prenant m = 2, deg(Q)) = 0 et
deg(P) = s = 3 dans le Théoreme 5.1.2 (ii), on obtient :

Corollaire 5.1.2.1. Soit C une courbe algébrique sur K de genre 1 ou 2. Si f,g € M(K)
sont telles que (f(z),g(x)) € C Va €K, alors f et g sont constantes.

De méme, en prenant deg(P) > 4 et s > 4 dans le Théoreme 5.1.2 (ii) (resp.
Théoreme 5.1.2 (i), on obtient :

Corollaire 5.1.2.2. Soit C une courbe algébrique sur K de genre 2. Si f,g € M(K) (resp.
f,9 € M(d(0,R7))) telles que (f(z),g(z)) € C Yz € K (resp. Va € d(0,r) ot r €]0, R[),
alors f et g sont constantes (resp. f,g € My(d(0,R7))).

Au cours des dernieres années, plusieurs chercheurs se sont intéressés a l’existence ou
non de fonctions méromorphes qui sont solutions des équations fonctionnelles de la forme
P(f) = Q(g) ou P et @ sont des polynémes non constants sur un corps. Par exemple, dans
C, H. Ha et C. C. Yang [33] obtiennent des résultats concernant les singularités et le genre
des courbes algébriques, résultats qui sont améliorés par P. Li et C. C. Yang [46] en utilisant
la théorie de distribution de valeurs.

Remarque. Dans [46], P. Li et C. C. Yang proposent des exemples qui nous font penser
que la conjecture suivante est vraie dans C.
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Soit F € Z[X,Y| un polynome de degré > 3. Si l’équation diophantienne F(x,y) = 0 est
wrréductible et n’admet pas ou bien admet au plus un nombre fini de solutions rationnelles,
alors l’équation fonctionnelle correspondant F(f,g) = 0 n’admet pas ou bien admet au plus
un nombre fini de solutions méromorphes non constantes dans C.

L’exemple suivant montre la conjecture pour le cas ultramétrique :

3
Ezemple. 1’équation diophantienne 23 +22+y3 = 1 admet une solutions rationnelle (Z’ 4_1)

Mais elle représente une courbe elliptique de genre 1 et donc, d’apres le Théoreme 5.1.1,
elle n’admet aucune paramétrisation par des fonctions méromorphes non constantes dans K.

A. Escassut et C. C. Yang [23], inspirés par les travaux précédents, ont étudié 1'existence
de fonctions méromorphes qui sont solutions de ces équations fonctionnelles P(f) = P(g),
mais cette fois sur le corps ultramétrique K. Ils ont obtenu des conditions suffisantes, no-
tamment en utilisant les zéros de P’ et ()’, qui permettent de caractériser les fonctions f et
g, solutions de cette équation.

Ici, on considere un probleme similaire & celui de P. Li et C. C. Yang [47] dans C ou ils
ont établi une sorte de généralisation des résultats précédents en considérant des équations
fonctionnelles de la méme forme, mais cette fois les polynomes P et () ont des coefficients
méromorphes dans K (resp. dans d(a, R_)). On obtient des résultats analogues sur 1'exis-
tence ou non de “solutions admissibles” pour cette équation, sauf peut-étre les résultats qui
concernent la fonction exponentielle dans C. Pour cela on utilise la théorie de Nevanlinna
p-adique et quelques propriétés spécifiques de fonctions analytiques ultramétriques.

Rappelons d’abord la définition de “solution admissible” donnée par P. Li et C. C. Yang
dans [47].

Définition. Soit P; € M(K)[X,Y] (resp. P; € M(d(0, R7))[X,Y]) (1 < j < q) et soit
& (1 < j < q) un systeme d’équations de la forme Pj(f,g) = 0 (1 < j < ¢). Soient
f,9 € M(K) (resp. f,g € M(d(0,R™))). La paire (f,g) est appelée une paire de solutions
admissibles de &;, si pour chaque j = 1,2,...,q, tous les coefficients de P; sont des petites
fonctions par rapport a f et g a la fois.

De méme que le Théoreme de Picard sur C et le Théoreme de Picard-Berkovich sur K,
ont pour but de montrer l'inexistence d’une paire (f, g) de solutions admissibles pour une
équation algébrique de genre > 2 ou > 1, dans ce chapitre on va chercher des conditions
montrant I'inexistence d’une paire de solutions admissibles pour des équations fonctionnelles
dont les coefficients seraient des fonctions méromorphes : de telles équations ont peut-étre
des paires de solutions (f, g) mais alors les coefficients ne sont pas tous des petites fonctions
par rapport a f et g.
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5.2 Solutions admissibles pour quelques équations fonc-
tionnelles

Théoréme 5.2.1. Soit ay,as,a3 € M(K) (Tesp. ai, az,az € M(d(0, R*))) telles que a;
k(m + 2)

E—1
Alors, Uéquation & : x"+a 2™ ™+ ayy® —as = 0 n’admet aucune paire (f,g) de solutions
admassibles.

ou ag est non nulle. Soient n,m,k € N* satisfaisant n >m, k>1 et n >

Démonstration. — D’apres le Corollaire 2.3.3.1, f € M(K) (resp. f € M(d(0,R™))) est
transcendante sur M(K) (resp. sur M;(d(0, R7))). Donc, évidement ay # 0.

Supposons que la paire (f, g) est une paire de solutions admissibles de I’équation £. Donc
" + afr™ = a3 — axg” et, d’apres la définition précédente, on a

ai, az, a3 € M¢(K) N M, (K) (resp. ai, az, a3 € Mg(d(0, R~) N M, (d(0, R‘))).

Posons F' = f" 4 a, f*~™. Puisque a3 € M;(K) (resp. as € Mg(d(0,R™) ) et puisque
0 <n—m < n, il est clair que a5 € Mp(K) (resp. a5 € Mp(d(0, R7))). Donc, on peut
appliquer & F' le Corollaire 2.3.4.1 et alors, pour r €]0, +00[ (resp. r €]0, R[), on a

T(r,F) < Z(r, F) + Z(r, F — a3) + N(r, F) + S (r). (5.1)

Remarquons que Z(r,F) < Z(r, f) + mZ(r, f) + Sp(r) < (m + V)T (r, f) + Ss(r),
Z(r,F —a3) < Z(r,9) + f(r)<T(r g) + Sg(r) et

N(r,F) = N(r, f) + Sg(r) < T(r, f) + S¢(r). De plus, d’aprés le Théoreme 2.3.1, on a
T(r,F)=nT(r, f)+ S¢(r). Ainsi, d’apres (5.1), on obtient

(n—m—2)T(r, f) < T(r.g) + Sy (r). (5.2)

‘ kT(r,q)
Puisque kT(r, g) + Sy(r) = nT'(r, f) + Sy(r), on déduit que i nT(r, f)
kT (r,g)

Jim T f) = 1). Par conséquent 7'(r, g) = % T(r, f)+S¢(r). Ainsi, d’apres (5.2), on a
k(m + 2)
E—1 "7

une contradiction d’apres I'hypothese et donc, la paire (f, g) n’est pas une paire de solutions
admissibles de 1’équation &. n

=1 <resp.

kn—k(m-+2) <n quand r tend vers +oo (resp. vers R_), c’est-a~dire que n <

Corollaire 5.2.1.1. Soient a;, b;,¢; € M(K) (resp. a;, b, ci € M(d(O,R_))) (i =1,2),
telles que by # 0 et, — # 0 ou c1by — caby # 0. Soit F(x,y) un polynéme dont
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les coefficients sont des fonctions méromorphes dans K (resp. dans d(O,R*)). Soient

k 2
m,n, k € N* satisfaisant n >m, k>1 et n > % Alors, le systéme
"+ ary® + b1 F(z, y) =
82 : n—m k
x +ay” + b F(z,y) =c

n‘admet aucune paire (f,g) de solutions admissibles.

Démonstration. — D’apres le systeme &, on déduit facilement que
—b1 a1b2 — agbl k Clbg — Cle
SR AL by

Donc, d’apres le Théoreme 5.2.1, I’équation fonctionnelle ci-dessus n’admet aucune paire
(f,g) de solutions admissibles, ce qui entraine que (f,g) n’est pas non plus une paire de
solutions admissibles du systeme &,. O

Théoréme 5.2.2. Soient ay, az, az € M(K) (resp. ay, s, a3 € M(d(O,R‘))) telles que aq
ou ag soit non nulle. Soient m,k € N tels que m =2 et k>3 ou m=3 et k> 6.
Alors Uéquation € : 2°+ ay2>™™ + agy® — a3 = 0 n’admet aucune paire (f,g) de solutions
admissibles.

Démonstration. — Soient m = 2 et k > 3. Supposons que la paire (f, g) est une paire
de solutions admissibles de I'équation £. Donc, ay,as, as € M;(K) N M (K) (resp.

ar, a, a3 € M (d(0, R™)) 0 M, (d(0, R—)) et f5+aif™ = ag — asg".

Posons F = f° + a,f°™. Comme dans la démonstration du Théoréme 5.2.1, on a
az € Mp(K) (resp. az € Mg(d(0, R‘))). Donc, en appliquant le Corollaire 2.3.4.1 a F', on
obtient

T(r,F)<Z(r,F)+Z(r,F —a3z) + N(r, F) + S¢(r). (5.3)

Clairement N(r, F) = N(r, )+ S;(r). Comme chaque pole de f a un ordre de multiplicité
— 1 1

au moins égal & k, on déduit que N(r, F) < EN(?“, f)+Se(r) < ET(T’, f)+S¢(r). De plus,

comme dans la démonstration du Théoreme 5.2.1, on a Z(r, F) < (m + 1)T(r, f) + Sy(r),

Z(r,F —a3) < T(r,g)+ S¢(r) et T(r,g) = éT(r, f) + S¢(r). Ainsi, d’apres (5.3), on

obtient . kl
5T(r, f) < (m +1+ %)T(r, )+ S¢(r),
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6
ce qui entraine 5 < m+1+ — quand r tend vers 400 (resp. vers R*). Mais, pour m = 2,

on obtient k < 3 ce qui contredit I’hypothese. Par conséquent, I’équation £ n’admet aucune
paire (f, g) de solutions admissibles.

Pour les cas m = 3 et k > 6, on peut suivre une méthode analogue pour conclure. [

Les Théoremes 5.2.1 et 5.2.2 suggerent la question suivante a laquelle on ne peut pas
répondre pour le moment.

Question OQuverte. Soient aq,as, a3 € M(K) (resp. ay, a9, a3 € M(d(O,R_))) telles que
a; ou az sont non nulles et soit k& € N. Existe-t-il des fonctions f,g € M(K) (resp.
f,9 € M(d(0, R_))) telles que la paire (f, g) soit une paire de solutions admissibles pour
les équations fonctionnelles & :  f5 + a;f® + ag® = a3 quand 1 < k < 4 et
E: PrafP+agf=a3 quand 1 <k <77

Théoréme 5.2.3. Soient n,k € N* et soit P(x) = co+ c1(x —x1)"™ (x — x2)"2...(x — x))"*
un polynome de degré n a coefficients dans K, tels que cocy # 0 et x; # x; Vi # 5. Soit
a € M(K) (resp. a € M(d(0,R7))). Sin > 2k+ 1, alors I'équation € : P(x) = aP(y)
n‘admet aucune paire (f,g) de solutions admissibles.

Démonstration. — En posant Q(z) = P(z) — ¢y, 'équation & est équivalente a I’équation
& Qr) —aQ(y) = cola —1).

Supposons que la paire (f,g) est une paire de solutions admissibles de £’. Puisque

co(a—1) € My(K) (resp. cola—1) € M;(d(0,R7))) et puisque T(r, f) < T(r,Q(f)) pour

€]0,400[ (resp. r €J0,R[), on déduit que co(a — 1) € ./\/lQ n(K)  (resp.
co(a—1) € Mg(s)(d(0,R™))). Donc, en appliquant le Corollaire 2.3.4.1 & Q(f), on obtient
r).

T(r,Q(f) < Z(r.Q(f)) + Z(r,aQ(9)) + N(r, Q(f)) + S (r (5.4)

k
Mais, on sait que 7(7’,@(]”)) = 27(7@ f—x) <kT(r,f)+O(1). De méme

=1

Z(r,aQ(g)) < k T(r,g) + Sy(r) et N(r,Q(f)) < T(r,f)+ O(1). De plus, d’apres le
Théoreme 2.3.1, on a T'((r, Q(f)) = nT(r, f) + S¢(r ) Ainsi, I'inégalité (5.4) nous donne

nT(r, f) < (k+ )T (r, f) + KT(r,g) + Sp(r) + Sy(r).

D’autre part, puisque Q(f) = aQ(g) + co(a — 1), d’apres le Théoreme 2.3.1, on a
T(r, f) =T(r,g) + Sy(r). Mais ici, il est clair que S¢(r) = Sy(r). Donc, d’apres l'inégalité
précédente, on obtient

nL(r, f) < (2k+ 1)T(r, f) + S¢(r).
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Par conséquent, quand r tend vers +oo (resp. vers R*), on obtient n < 2k + 1, contra-
diction. Donc, 'équation £ n’admet aucune paire (f, g) de solutions admissibles et alors £
non plus. [

Dans les deux théoremes suivants on montre que si 1’équation fonctionnelle
P(z) = aP(y) ou P € Klz], admet une paire de solutions admissibles, alors elles ont
une forme tres particulaire. Ceci généralise les résultats connus sur les courbes algébriques,
ainsi que le Théoreme 4.3.4 du Chapitre précédent.

Théoréme 5.2.4. Soit n € N* et soit P(x) = (z — )" (2 — z3) un polynome de degré
n d coefficients dans K, tels que x1 # 5. Soit a € M(K) (resp. a € M(d(0,R7))). Sila
paire (f,g) est une paire de solutions admissibles de ’équation & : P(x) = aP(y), alors

(g — 1) (Rt —a) h
h" —a

(rg — 1) (R — a)'

f=ot h" —a

et g=1x+

De plus h € M(K) (resp. h € M(d(0,R™))) et a € My(K) (resp. a € My(d(0,R™))).

Démonstration. — Supposons que la paire (f, g) est une solution admissible de I’équation
£. Donc,

(f_xl)"_l(f_‘“) ~a. (5.5)

g— I g — 22

Posons fi=f—21,g1=9g— 11 et h= ﬁ Dans (5.5), on obtient
g1

h”_l(glh + (x1 — ZL’Q)) = a(g1 + (1 — l’g))
Par conséquent, on en déduit que

(29 — 1) (R —a)

h" —a

g1 =

et, comme f; = hg;, on obtient

(29 — x1)h(A"! — a)
h" —a ‘

fi=

Remarquons que, puisque (f, g) est une paire de solutions admissibles, on a a € M,(K)
(resp. a € My(d(0,R™))) et donc a € My, (K) (resp. a € M, (d(0,R7))). Sia € My(K)

(resp. a € M,(d(0, R7))), on a donc la conclusion annoncée.
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Supposons que a ¢ M, (K) (resp. a ¢ My,(d(0,R7))). Puisque a € M,, (K) (resp.
a € ./\/lgl(d((),R_))), on peut déduire assez facilement que, pour r €0, +o0| (resp.
r €]0, R[), on a

T(r,g1) < (2n—1)T(r,h) + Sy, (1). (5.6)

D’autre part, puisque a ¢ M,,(K) (resp. a ¢ M, (d(0, R7))), il existe une constante

M > 0 et une suite {r, }nen C|0, +00[ out lirf Ty = +00 (resp. une suite {r, }nen C |0, R|

ou lim r, = R) telles que T'(r,,, h) < M T(r,,a) Vn € N. Par conséquent, d’apres (5.6),

n—-+00

ona T(rp,g1) < (2n—1) M T(rp,a) + Sy (r,) Vn € N, ce qui contredit I'hypothese
a € Mgy, (K) (resp. a € M, (d(0,R7))) quand r tend vers +oo (resp. vers R™). O

Notation. Soient f,g € M(K) (resp. f,g € M(d(0,R7))) et soit r €]0,+oo[ (resp.
r €]0,R[). Soit m € N. Dans le théoréme suivant on note Z,(r, f) (resp. Zn(r, f))
la fonction de comptage des zéros de f avec ordre de multiplicité > m, en prenant en
compte les multiplicités (resp. en ignorant les multiplicités) dans d(0,7). De méme, on
note Z(r,f ; g) la fonction de comptage des zéros communs de f et g, en ignorant les
multiplicités, dans d(0, r).

Théoréme 5.2.5. Soient ay,az,by,bo,c € M(K) (resp. ai,as,b1,bs,c € M(d(0,R7)))
non identiquement nulles. Soient n,m € N* tels que (n,m)=1, m>2 et n>2m+3.
Alors, I’'équation

£ 2"+ a """+ b =c (y” + agy" " + bg)

admet une paire (f,g) de solutions admissibles si et seulement si ¢ = % et f=~hg ou
2
h € M(K) (resp. h € M(d(O,R*))) satisfait h" =c et h™ = ar
a2

b
Démonstration. — Supposons d’abord que ¢ = b—l, W =c et h™ =21 Soit g € M(K)
2 a
(resp. g € M(d(0,R7))) telle que ar,az,bi,bp € My(K) (resp.
ai, az, by, by € M, (d(0, R_))) et soit f = hg. Alors, il est clair que (f,g) est une paire
de solutions admissibles de ’équation £.

Supposons maintenant que (f,g) soit une paire de solutions admissibles de I’équation
E. Posant f1 = f"+a f"™ et g1 = —cg" —cayg"™™, ona fi1+ g3 = cby — by et puisque
b1 et by sont des petites fonctions par rapport a f, la fonction cby — by 'est aussi.



Chap. 5 : Solutions admissibles pour des équations fonctionnelles . . . 151

Supposons que cby — by # 0. Soit r €0, 00| (resp. r G]O,R[). En appliquant le
Corollaire 2.3.4.2 a f;, on obtient

T<T’ fl) S E(Tv fl) +7(Ta gl) +N(T7 fl) + Sfl(r>'

Mais

Z(r, J1) < Z(r, ")+ Z(r, [+ ar) < Z(r, f)+mZ(r, [)+Sp(r) < (m+1)T(r, f)+8S¢(r),
Z(r,g1) < Z(r,g" ")+ Z(r, g™ + az) < Z(r, g)+mZ(r,g)+ S,(r) < (m-+1)T(r,g) + S, (r)
et N(r, f1) < N(r, f) + S;(r) < T(r, f) + Ss(r). De plus, d’apres le Théoreme 2.3.1, on a
T(r, fi) =mT(r, f) + Sf( ). Donc, on déduit que

nT(r, f) < (m+2)T(r, f) + (m+ 1)T(r, g) + Sy(r) + S¢(r). (5.7)

D’autre part, d’apres le Théoreme 2.3.1, on a T'(r, f* + a1 f*™) = nT'(r, f) + Ss(r) et
T(r,c(g" + azg™™™) + cbo — b)) = nT(r,g) + Sy(r) et, puisque

MHafr ™= c(g" + agg"’m) + cby — by,
on déduit que T'(r,g) = T'(r, f) + S¢(r) — S,(r). Par conséquent, d’apres (5.7), on a
nT'(r, f) < (2m+3)T(r, f) + S¢(r) + Sy(r).

Mais, quand r tend vers -+oo (resp. vers R_), on a Sy(r) = Sy4(r) et donc, on voit que
b

n < 2m + 3 ce qui contredit I’hypothese. Donc cby — by = 0 implique ¢ = bl

2

Maintenant, puisque cbs — by = 0, on en déduit que ¢" " (f" + a1 f*~™) = (9™ + as).

Donc, en posant h = i, on obtient
g"(h" —c¢) = —a A" + cas. (5.8)
Supposons que h"™ — ¢ # 0. D’apres (5.8), on a

m

—a1h"™™ 4+ cas
g = .

hn — ¢

Remarquons que, puisque (f, g) est une paire de solutions admissibles de I’équation &, on
en déduit que ay, ag, ¢ € My(K) (resp ai, az,c € My(d (O,R’))) et donc, pour r €]0, +o0|
(resp. r €]0, R[), on a mT( 9) < (2n—m)T(r,h) + Sy(r). Mais, comme m > 2, on a

T(r,g) < (2n—m) T(r,h) + Sy(r). (5.9)

Par ailleurs, on va vérifier que a;, as,c € My(K) (resp. ai,as,c € My (d(0,R7))). En
effet, supposons que ce ne soit pas le cas. Alors, il existe une constante M > 0 et une suite
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{ru}tnen CJO, +00[ ot lim 7, = 400 (resp. une suite {7, }reny CJ0, R[ ou lim 7, = R)

n—-+o0o n—-+o00
telles que

T(rp,h) < M max{T(ry,a1),T(rn,a2),T(rn,c)}.

Donc, d’apres (5.9), on a
T(rn,g9) < (2n —m)M max {T(rn, ar), T(rp,a2), T(rp, c)},

une contradiction quand n tend vers 4+o0o (resp. vers R_) puisque ay,az, c € My (K) (resp.
ar, as, c € Mgy(d(0, R‘))). Par conséquent @, c € My(K) (resp. %, c € My(d(0, R’))).
ay aq

Ccag\ ™ — ca
Supposons maintenant que (—2> # "™, Sila fonction Z (7’, ht — —2; h" — c)
ay 3]

n’est pas de la forme Sp,(r), il existe une constante M > 0 et une suite {r, },en CJ0, 00|

ou lim r, =400 (resp. une suite {r;}sen CJ0, R| out 1i£rn rs = R telles que

n—-+00
— _ Ccag
Z(rs, R"T™ — —; h" — c) > M T(rs,h) VseN. (5.10)
ai
Soit xp un zéro commun de A" — e R Puisque A" ™(z9) = <%> (o) et
ay 3]
h™(zo) = c(xp), on obtient
—m)n n—m n Cag\™ n—m)n n n—m n—m
RO ) = (B (@0)" = (S2) (w0) et AT (ag) = (o))" = " (a).
1
Donc <%)n(x0) — "™(xg) = 0, c’est-a-dire que zg est un zéro de (@)n — "™ Par
a1 a1
conséquent, d’apres (5.10), on a
7(7“3, (@)71 — c"_m> > M T(rs,h) VseN,
3]

o . Caz\"™ - Cag\" — -
une contradiction puisque (—) - e Mp(K) (resp. <—> —c"" e Mp(d(0, R )))
ay a1
Ainsi, la fonction 7(7“, h ™ — @; h" — c) est de la forme Sp,(r). Mais h = i et on

ay g

sait que T'(r,f) = T(r,g) + Sy(r) donc T(r,h) < 2T(r,g) + Sy(r). Par conséquent

7(7‘, Rt — @; h™ — c> est de la forme S,(r).
3]

—a hn—m + cas

Remarquons que, comme ¢" = , chaque zéro de h"™ — ¢ d’ordre de

h" —c
multiplicité strictement inférieur a m n’est pas un zéro de g™ et donc il doit étre un zéro de
ca — _
p=m — =2 Par conséquent, Z(r, h" — ¢) — Zmy(r, k™ — ¢) est de la forme Sy(r). De plus,

a1
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_ 1

Zmy(r,h" —¢) < — Zpy(r,h" —c¢) et Zpy(r,h" —c¢) < T(r,h* —¢) < nT(r,h) + Si(r).
m

Alors, en appliquant le Corollaire 2.3.4.3 a h, on obtient

(n —2)T(r,h) < Z(r,h™ — ¢) + Su(r),
ce qui entraine (n —2)T'(r,h) < 2T(r, h) + S,(r) + Sp(r). Donc, quand r tend vers +oo
m
(resp. vers R_), ona n—2< ﬁ, c’est-a-dire que n(m — 1) < 2m, ce qui contredit

I’hypothese. On a donc montré que <6a2)

D’autre part, comme (n,m) = 1, il existe s et t dans N tels que sn + t(n —m) =
c ca
1. En posant u = ¢* (—) ., on obtient ¢ = ¢ = ¢ (—2> = u" et
a aq
ca ca sn o/ cq, t(n—m) ca t(n—m)
i R (—2> (—2> = cs("_m)<—2> = u"""™. De plus, on voit clairement
aq aq ay a1

que u € M, (K) (resp. u € M, (d(0, R7))).

Posons hy = —. En considérant que D2 _ Mot ¢ = un , d’apres (5.8), on a
u aq
e
Mais a; € My (K) (resp. a; € M,( 7)))- Donc a; € M,y (K) (resp. a; € My,y(d(0, R7)))

et alors, a; € /\/lhl( ) (resp ay G Mhl( (07R )))

D’autre part, comme (m,n) = 1, les équations 2"~ —1 =0 et 2" —1 = 0 ont seulement
une racine commune, z =1, et (n—m — 1)+ (n— 1) racines différentes.

—m

Soient [; (z =1,..n—m— 1) les zéros de 2"~™ — 1 différents de 1 et soient ~;

(j =1,...,n— 1) les zéros de z™ — 1 différents de 1.

Fixons 7. On a
(T hl 61) = (7” hl ﬁz . al(q:) = O) —FZ(T, hl — ﬁz . CLl(.CL’) % 0)
Quand a(x) # 0, on voit que tout zéro de hy — [3; est d’ordre au moins m et donc, on obtient

(7’ hy — G s ar(x) # O) < i Z(r,hy — 03;), ce qui entraine

Z(r by — B) < % (r by — B5) + Z(r, ay).
Mais a; € My, (K) (resp. a1 € My, (d(0, R7))). Donc
1
m

Z(r,hy — i) < —Z(r,ha — B;) + Sy, (7).
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De méme pour les zéros de hi — 1. Tout zéro de h; — «y; est un pole d’ordre au moins m de
- 1
(ug)™ sauf peut-étre si c’est un pole de ay, d’ott Z(r, hy — v;) < —Z(r,hy — ;) + S, (7).
m
Par conséquent, en appliquant le Théoreme 2.2.4 a hq, on obtient

n—m—1 n—1

(@n—=m=2)=1)T(r,h1) < Y Z(r,hy = i)+ Y _Z(r,ha — %) + N(r, ) + Sn, (r),

i=1 j=1

o —m — 2

nmmes + 1) T(r,hy)+ S, (r). Donc, quand r tend vers

243m—2

+00 (resp. vers ™), ona (2n—m —3)m < 2n — 2, ce qui entraine n < mz(Jr ml) -
m PR—

d'ou 2n—m—3) T(r,hy) < (
m

2
. . . . m* +3m — 2 .
Mais I'hypothese n > 2m+3 et m > 2 implique n > ﬁ, une contradiction.
m _—

c

Par conséquent, on en déduit que h™ — ¢ = 0. Ainsi, d’apres (5.8), on a h"™ " = —2, ce qui
a

a g

entraine A" =
a2
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DISTRIBUTION DE VALEURS DES FONCTIONS MEROMORPHES ULTRAMETRIQUES,
APPLICATION DE LA THEORIE DE NEVANLINNA

On étudie des propriétés des fonctions méromorphes dans un corps ultramétrique complet, algébriquement
clos de caractéristique nulle qu'on note K (ex: K = C,) ainsi que des propriétés de fonctions méromorphes
dans un disque ouvert de K, prenant en compte pour cela le probleme de Lazard, qu’on contourne en
considérant une extension de K sphériquement compléte.

Les problemes étudiés concernent d’une part la distribution des zéros, les valeurs exceptionnelles, pour
différents types de fonctions méromorphes ultramétriques dans K ou dans un disque ouvert de K, avec notam-
ment la Conjecture de Hayman. Et d’autre part, des problemes d’unicité pour des fonctions méromorphes
ultramétriques dans K ou dans un disque ouvert de K, qui satisfont certaines hypotheses: des fonctions du
type (Po f) et (Pog) ol P est un polynoéme qui satisfait certains conditions, ces fonctions partagent une
autre fonction méromorphe qui est petite par rapport a f et g, en comptant les multiplicités. Ce dernier
type de problemes comporte naturellement des liens avec les problemes portant sur les polynomes d’unicité
pour des fonctions méromorphes dans K, et sur les ensembles d’unicité (URS), en particulier on étudie des
fonctions de la forme f™f’ et g"g’ qui partagent une constante, en comptant ou non les multiplicités. Fi-
nalement, on s’intéresse & ’existence ou non de solutions des équations fonctionnelles du type Diophantien:
des équations fonctionnelles du type P(z) = Q(y) ot P et @ sont des polyndémes dont les coefficients sont
des fonctions méromorphes. On donne des conditions suffisantes pour montrer qu’il n’existe aucune paire de
solutions admissibles pour ces type d’équations et, si elles existent, elles ont alors une forme tres particuliere.

La méthode la plus utilisée est la Thedrie de Nevanlinna p-adique qui s’applique non seulement a des
fonctions méromorphes ultramétriques dans le corps K mais aussi aux fonctions méromorphes ultramétriques
non bornées dans un disque ouvert de K. Les théorémes les plus fréquemment utilisés sont: le Deuzxiéme
théoréme fondamental de Nevanlinna ultramétrique, le Théoreme de Nevanlinna sur trois petites fonctions
et Linégalité de Millouz ultramétrique.

Most-Clés: Distribution de valeurs des fonctions meromorphes ultramétriques, Fonction méromorphe ul-
tramétrique, Théorie de Nevanlinna p-adique, Distribution des zéros, Unicité des fonctions, Solution admis-
sible.

VALUE DISTRIBUTION OF ULTRAMETRIC MEROMORPHIC FUNCTION, APPLICA-
TION OF NEVANLINNA’S THEORY

We study properties of meromorphic functions in a complete ultrametric algebraically closed field of
characteristic zero that we denote K (ex: K= (Cp) and similar properties in an open disk of K, taking into
account Lazard’s problem, that we avoid considering a spherically complete extension of K.

On one hand, the problems studied concern the distribution of zeroes, exceptional values, for various type
of ultrametric meromorphic functions in K or inside an open disk of K and particularly Hayman’s Conjecture
in an ultrametric field. On the other hand, problems of uniqueness are examined for meromorphic functions
in the whole field K or in an open disk of K satisfying certain hypotheses: functions of the form (Po f)" and
(Pog)’ where P is a polynomial satisfying certain condition and sharing a small function with respect to f and
g, counting multiplicities. This last type of problems show some connections with questions on polynomial
of uniqueness for meromorphic functions and with questions on Unique Range Sets (URS), particularly
we study functions of the form f™f’, ¢g"¢g’ sharing a constant, counting or not multiplicities. Finally, we
look for the existence of solutions of functional equations of Diophantine type: functional equation such
as P(z) = Q(y) where P and @ are polynomials whose coefficients are meromorphic functions. Sufficient
conditions are given in order to show that there exist no pair of admissible solutions for such equations or
in certain cases, solutions exist with a very particular form.

The most used method is the p-adic Nevanlinna Theory which no only applies to ultrametric meromorphic
functions in the whole field K, but also applies to unbounded meromorphic functions inside an open disk. The
most used theorems are: the Ultrametric Nevanlinna’s second main theorem, the Ultrametric Nevanlinna’s
theorem on 8 small functions and the Ultrametric Millouz’s inequality.

Key Words: Value distributions of ultrametric meromorphic functions, P-adic Nevanlinna’s theory, Zeros
distribution, Functions uniqueness, Admissible solution.
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