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Résumé

Nous nous intéressons dans cette these aux problemes d’optimisation de systemes de
grande taille en environnement incertain et plus particulierement a la résolution de leurs
équivalents déterministes par des méthodes de décomposition de type proximal. L’applica-
tion sous-jacente que nous avons a l’esprit est celle de la gestion optimale de la production
électrique d’EDF soumise aux aléas climatique, de marché et de consommation.

Nous mettons a plat les couplages naturels espace-temps-aléas liés a cette applica-
tion et proposons deux nouveaux schémas de discrétisation pour le couplage des aléas,
basés sur I'estimation non-paramétrique de ’espérance conditionnelle, qui constituent des
alternatives a la construction d’arbres de scénarios. Nous nous intéressons ensuite aux
méthodes de décomposition en travaillant sur un modele général, celui de la minimisation
d’une somme de deux fonctions convexes, la premiere séparable et I’autre couplante. D’une
part, ce modele simplifié nous éxonere de la technicité due a un choix particulier de cou-
plage et de sous-systeme. D’autre part I’hypothese de convexité permet de tirer parti de la
théorie des opérateurs monotones et de l'identification des méthodes proximales comme
des algorithmes de points fixes. Nous mettons 'accent sur les propriétés différentielles
des opérateurs de réflexion généralisée dont on cherche un point fixe, qui permettent de
borner la vitesse de convergence. Nous étudions ensuite deux familles d’algorithmes de
décomposition-coordination issues des méthodes dites d’éclatement d’opérateurs, a savoir
les méthodes Forward-Backward et de type Rachford.

Nous suggérons quelques techniques d’accélération de la convergence des méthodes de
type Rachford. Pour cela, nous analysons dans un premier temps la méthode d’un point
de vue théorique, fournissant ainsi des explications a certaines observations numériques,
avant de proposer des améliorations en réponse. Parmi elles, une mise a jour automatique
du facteur d’échelle permet de corriger son éventuel mauvais choix initial. La preuve de
convergence de cette technique se voit facilitée grace aux résultats de stabilité de certaines
lois internes vis a vis de la convergence graphique établis en amont. Nous soumettons aussi
I'idée d’introduire des “sauts” dans la méthode lorsqu’elle est appliquée a des problemes
polyédraux, en fondant nos argument sur la géométrie formée par la suite des itérés. En
dernier lieu, nous montrons qu’il est possible, en ajoutant un mécanisme de controle, de
s’affranchir de la résolution de tous les sous-problemes a chaque itération en préservant
la convergence globale.

L’intéret pratique de ces suggestions est confirmé par des tests numériques sur le
probleme de gestion de production électrique.

vil
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Abstract

We focus in this thesis, on the optimization process of large systems under uncertainty,
and more specifically on solving the class of so-called deterministic equivalents with the
help of splitting methods. The underlying application we have in mind is the electricity
unit commitment problem under climate, market and energy consumption randomness,
arising at EDF.

We set the natural time-space-randomness couplings related to this application and
we propose two new discretization schemes to tackle the randomness one, each of them
based on non-parametric estimation of conditional expectations. This constitute an alter-
native to the usual scenario tree construction. We use the mathematical model consisting
of the sum of two convex functions, a separable one and a coupling one. On the one hand,
this simplified model offers a general framework to study decomposition-coordination
algorithms by elapsing technicality due to a particular choice of subsystems. On the
other hand, the convexity assumption allows to take advantage of monotone operators
theory and to identify proximal methods as fixed point algorithms. We underly the dif-
ferential properties of the generalized reflections we are looking for a fixed point in or-
der to derive bounds on the speed of convergence. Then we examine two families of
decomposition-coordination algorithms resulting from operator splitting methods, namely
Forward-Backward and Rachford methods.

We suggest some practical method of acceleration of the Rachford class methods. To
this end, we analyze the method from a theorethical point of view, furnishing as a by-
product explanations to some numerical observations. Then we propose as a response
some improvements. Among them, an automatic updating strategy of scaling factors can
correct a potential bad initial choice. The convergence proof is made easier thanks to
stability results of some operator composition with respect to graphical convergence pro-
vided before. We also submit the idea of introducing “jumps” in the method when applied
to polyedral problems based on the goemetry shaped by the sequence of iterates. Finally,
we prove it is possible to preserve global convergence while not taking into account all
subproblems at every iteration but only a subset, via the addition of a control mecanism.

The practical interest of theses propositions is corroborated by numerical experiments
performed on the electric production management problem.
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Introduction

Avant-propos

L’ optimisation est le processus de recherche de la “meilleure décision” parmi plusieurs
alternatives. Cette décision optimale est usuellement modélisée comme la solution d’un
programme mathématique qui s’écrit de fagon générique :

inimiser f(z)

La variable x identifie une décision ; X est I’ensemble des alternatives et f : X — R fournit
le critere sur lequel le décideur se base pour départager deux décisions. Par définition, une
décision x; “est meilleure que” xq si f(z1) < f(xg).

La nature des objets mathématiques X et f établit une classification des problemes
d’optimisation en diverses sous-catégories. On parlera d’optimisations continue, combina-
toire, mixte, déterministe, stochastique, différentiable, linéaire, convexe, .... Cette taxi-
nomie permet de mettre en place les approches algorithmiques et théoriques les plus
adaptées aux propriétés du probleme étudié et a donné lieu depuis de nombreuses années
a des branches de recherche séparées.

Nous nous intéressons dans cette these a la programmation :

1. convexe : f est une fonction convexe et X un ensemble convexe
2. déterministe : x est un vecteur de R"”

3. stochastique : z est un vecteur aléatoire de R"

4. de grande taille : n possede une “valeur élevée”

et plus précisemment aux combinaisons 1-2-4 et 1-3-4. L’optimisation convexe détermi-
niste de grande taille doit faire face a deux difficultés :

— la taille des problemes a résoudre, qui ne peuvent parfois pas étre représentés dans

la mémoire d’un ordinateur

— la non différentiabilité des fonctions manipulées

Historiquement, le traitement de la premiere difficulté a débuté avec les travaux de
Dantzig et Wolfe [25] sur la décomposition en programmation linéaire. Une riche exposi-
tion des méthodes de décomposition pour les problemes de grande taille peut étre trouvée
dans l'ouvrage de référence [51]. Le deuxieme obstacle, celui de la non différentiabilité a
été abordé par deux grandes voies, celle des approches directes, a savoir les algorithmes
de sous-gradient [17], [109] et de faisceaux [57], puis celle de la régularisation [74], [10],
[19].

L’optimisation stochastique, quant a elle, a vu le jour avec les travaux de Dantzig
[21] dans lesquels il souligne I'importance de prendre en compte le caractere aléatoire des
parametres dans les applications. Le lecteur pourra se référer a [51], [88], [L04] pour un
tour d’horizon plus complet du domaine.



2 NOTATIONS

L’interaction entre optimisations déterministe et stochastique est tres forte et inter-
vient ici a deux niveaux.

Du déterministe au stochastique

Les programmes stochastiques sont la plupart du temps issus d’un probleme détermi-
niste sous-jacent possédant des parametres dont on ne connait pas la valeur avec certi-
tude. Ces parametres sont alors remplacés naturellement par des variables aléatoires. Les
décisions deviennent alors elle-méme des variables aléatoires et un nouveau critere doit
étre défini. Ce peut étre, par exemple, I'espérance du critere déterministe ou bien une
combinaison avec un critere de risque.

Du stochastique au déterministe

Les variables aléatoires de décision manipulées dans un probleme d’optimisation sto-
chastique sont des vecteurs soit de dimension finie (lois sous-jacentes discretes) soit de
dimension infinie. Dans le premier cas, le probleme se met naturellement sous la forme d'un
programme déterministe en écrivant les espérances comme des sommes. Dans le second
cas, il faut nécessairement effectuer une approximation. Une approche usuelle consiste a
écrire un équivalent déterministe en utilisant une loi approchée discrete des aléas et en
discrétisant les contraintes de mesurabilité, par quantification par exemple [2].

Objectifs, cadre de I’étude

Ce doctorat a été effectué au Laboratoire d’Informatique de Modélisation et d’Op-
timisation des Systemes (LIMOS) de Clermont-Ferrand. Il prolonge une collaboration
entamée en 2004 entre le LIMOS et le département Optimisation SImulation, RlIsque et
Statistiques (OSIRIS) de la division Recherche & Développement d’EDF sur le theme de
I'optimisation des grands systemes.

Le département OSIRIS intervient dans le domaine de la gestion de production,
de la gestion des risques et de 'analyse de portefeuilles. Il participe en particulier au
développement de méthodes et d’outils de statistiques, de modélisation et d’optimisa-
tion. Cette these s’inscrit plus précisemment dans 1’étude de la gestion de production
a 1’horizon moyen terme. Le but est de valoriser un certain nombre de stocks d’énergie
(par exemple des réserves hydrauliques, du combustible nucléaire ou bien des produits
financiers de type options) afin de permettre un arbitrage entre leurs utilisations. Il s’agit
essentiellement d’un programme stochastique convexe. La démarche de résolution adoptée
consiste a écrire un probleme équivalent déterministe dont les solutions approchent celles
du probleme stochastique.

Une premiere difficulté provient de la taille du probleme. En effet, le systeme qu’il
modélise - le parc de production électrique - comprend plus d'une centaine de centrales aux
comportements hétérogenes qu’il faut étudier a un horizon de plusieurs années. De plus,
afin de prendre en compte des aléas qui impactent leur fonctionnement, il est nécessaire
d’envisager un éventail de scénarios, amplifiant encore la taille du probleme. En outre, les
modeles résultants sont non différentiables voire non convexes.

Dans ce cadre, nous étudions les méthodes d’éclatement d’opérateur, qui permettent
de décomposer le probleme tout en supportant son caractere non différentiable. L’objectif
est de comprendre le fonctionnement de cette famille de méthodes, en nous appuyant sur



les travaux connexes [52], [81], [36], pour appliquer de maniere adaptée au probleme de
gestion de production.

Contributions

Nous avons suivi deux axes principaux de réflexion. Le premier concerne la représen-
tation des aléas et notamment la discrétisation des contraintes de non-anticipativité en
optimisation stochastique multi-étapes. Cette partie correspond a la section 1.4 et est le
fruit d’un travail conjoint avec Jean-Sébastien Roy. Ce travail a été présenté en 2007 a la
conférence Euro XXII [102] et a fait 'objet de Iarticle [103].

Le deuxieme axe concerne globalement 'accélération numérique des méthodes d’écla-
tement d’opérateur. L’apport principal est ’analyse du comportement asymptotique et
les modifications algorithmiques apportées en réponse. Nous introduisons notamment une
mise a 1’échelle “globale” du probleme a la fin du chapitre 3 qui permet d’ajuster le
conditionnement des sous-problemes les uns par rapport aux autres. Dans le chapitre 4,
la sous-section 4.4 porte sur le cas de 'optimisation polyédrale oui un comportement bien
spécifique est identifié. Cette partie a fait 'objet de la présentation [67] et de l'article
[66]. Les sections 4.2 et 4.3 portent sur le réglage des parametres proximaux en utilisant
les propriétés d’ordre 2 des opérateurs. Ces sections peuvent étre retrouvées partiellement
dans le rapport interne du LIMOS [64] et I'article en ligne [65]. Elles ont fait I'objet
d’une présentation en 2006 lors de la conférence CIMODE [63]. Nous donnons aussi des
conditions générales de convergence lorsque les parametres de mise a I’échelle proximaux
varient au cours de 'algorithme. L’application a la gestion de production électrique a été
présentée lors de la conférence ENGOPT [62].

Organisation du mémoire

Le premier chapitre décrit le probleme de gestion de production électrique et ana-
lyse ses couplages naturels espace-temps-aléas. Nous y proposons deux nouveaux schémas
de discrétisation pour le couplage des aléas, basés sur I'estimation non-paramétrique de
I’espérance conditionnelle.

Le reste de 1’étude est dédié aux méthodes d’éclatement d’opérateur et aux algorithmes
de décomposition-coordination qui en résultent. Nous nous sommes efforcé de rester dans
un contexte assez général en nous basant sur la théorie des opérateurs monotones qui est
rappelée partiellement en annexe.

Le chapitre 2 met I'accent sur 'identification des méthodes proximales comme des algo-
rithmes de points fixes. Nous nous intéressons aux propriétés différentielles des opérateurs
de réflexion généralisée dont on cherche un point fixe, qui permettent de borner la vitesse
de convergence. Nous fournissons aussi certains résultats préliminaires de stabilité de la
composition vis a vis de la convergence graphique qui faciliterons ’analyse des méthodes
d’éclatement dans les chapitres suivants.

Le chapitre 3 détaille deux familles d’algorithmes de décomposition-coordination issues
des méthodes d’éclatement, a savoir les méthodes Forward-Backward et de type Rachford,
ainsi que leur implémentation. Nous introduisons en fin de chapitre la mise a 1’échelle
“globale” du probleme consistant a ajuster individuellement le conditionnement des sous-
problemes.



4 NOTATIONS

Le chapitre 4 final contient une analyse des méthodes de type Rachford d’un point de
vue théorique. Il est le lieu de trois suggestions d’améliorations algorithmiques a savoir :
la mise a jour automatique des facteurs d’échelle; 'introduction de “sauts” dans le cadre
de 'optimisation polyédrale ; la résolution d’un nombre partiel de sous-problemes.

Les modifications algorithmiques que nous proposons ont été testées sur diverses ins-
tances du probleme de gestion de production. Les résultats sont reportés dans les sous-
sections 1.4.3, 3.4.4, 4.3.3, 4.4.3 et 4.5.3.



Chapitre 1

Gestion de la production électrique
dans l’incertain : étude d’un grand
systeme

1.1 Introduction

Nous nous intéressons dans ce chapitre a 'optimisation d'un grand systéme, c’est a
dire d’un systeme dont le fonctionnement fait intervenir beaucoup de parametres ([54],
[17]). La taille a partir de laquelle un systeme devient “grand” est relativement subjective.
Le consensus délivre ce qualificatif si les techniques frontales de résolution ne s’appliquent
pas, soit parce que le temps de calcul est prohibitif, soit tout simplement parce que le
modele n’est pas implantable dans la mémoire d'un ordinateur. Il est alors nécessaire
de mettre en place des méthodes de résolution alternatives en tirant profit d’éventuelles
caractéristiques additionnelles du probleme.

Nous nous focalisons ici sur les grands systemes résultant de I'interconnexion de mul-
tiples sous-systémes, numérotés par ¢ € {1,...,p}, un parc de production électrique se
divisant en plusieurs centrales par exemple. Les sous-systemes sont soumis a des décisions
locale y;,7 =1, ..., p dont 'aggrégation forme la variable de décision globale du probleme
d’optimisation :

y=(Y,--,Y)

Le choix de y; & un niveau local génére un cott F;(y;) indépendant des décisions exogenes
Yj+i- A ce stade, si les sous-systemes étaient indépendants les uns des autres, il s’agirait
donc de résoudre le probleme :

P
Minimiser F(y) = Z Fi(y:) (1.1)
y ,
=1

dont les solutions sont obtenues en agrégeant les arguments minimum y; des F;. L’écueil
provient de 'existence d'un couplage entre les sous-systemes, c’est a dire d'une incidence
du choix de la décision y; sur le choix optimal des autres décisions. Il provient en général
de la présence dans 'objectif d'une fonction couplante C(-) dépendant simultanément de
toutes les décisions yy, ..., yp.

Minimiser f(y) = Z Fi(yi) +Clyr, .., yp) (1.2)

v =1
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L’idée principale des méthodes de décomposition-coordination est de décentraliser la prise
de décision vers les sous-systemes en les rendant artificiellement indépendants comme dans
le probleme (1.1).

Nous analysons dans ce chapitre un probleme de gestion de production électrique
rencontré a EDF qui servira de support illustratif dans tout le manuscrit. Ce proble-
me (décrit dans la section 1.2) présente deux couplages naturels, I'un spatial et 1'autre
temporel. La prise en compte du caractere stochastique de certaines données (section
1.3) et la modélisation de décisions de recours introduisent une troisieme dimension de
couplage, en aléas dont la formulation varie en fonction du schéma de discrétisation choisi.
Le plus répandu, celui des arbres de scénarios se prete bien au découplage du probleme
mais fournit des solutions peu précises. Nous proposons deux nouveaux schémas dans les
sous-sections 1.4.3 et 1.4.4 permettant de mieux approcher les solutions mais de structure
plus difficiles a découpler.

1.2 Modele de gestion de la production électrique

Nous considérons un probleme de gestion de production électrique. Il consiste a trouver
I'utilisation optimale d’'un ensemble de centrales pendant une période donnée. Nous devons
trouver un planning de production de cotit minimal et qui permet de satisfaire la demande

en électricité. Nous nous plagons sur un horizon de T périodes indexées par t = 1,...,T
et de durées respectives 01, ...,07. Nous disposons d’usines de production d’électricité
indexées par la lettre w = 1,...,U. Chacune d’entre elles fournit pendant la période ¢ une

puissance p,; € R. Le cout instantané de cette production est donné par une fonction
fut : R — R. De plus il existe un cout C, dépendant de la stratégie de production sur
tout 'horizon (pu1,Puz2,---,pur) € RT. A titre d’exemple, nous donnons les fonctions
utilisées pour plusieurs types d’usines.

1.2.1 Centrales thermiques a flamme

Les centrales thermiques a flamme brilent un combustible fossile (charbon, fuel ou
gaz). Leurs caractéristiques physiques limitent la puissance productible :

Vt=1,....,T 0<p,<P,

En premiere approximation, le cotit de fonctionnement est linéaire en fonction de la pro-
duction et indépendant du temps. La fonction cott instantané associée sera alors :

CuPup  Sipu € [0, Py
fu,t(pu,t) - { ! .
+00 sinon.

Les décisions sont indépendantes dans le temps d’ou C,, = 0.

1.2.2 Centrales hydrauliques

Une usine hydraulique utilise 1’énergie cinétique de 1’eau contenue dans un réservoir,
un lac en général et la transforme en énergie électrique via un alternateur. Le niveau
initial du réservoir (donné) est noté [, o, il varie au cours du temps et son niveau a la fin
de la période t = 1,...,T est noté [,,. Au début de chaque période ¢t un apport naturel
noté a,, du aux précipitations et a la fonte des neiges vient alimenter le réservoir. II est
alors décidé :
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— soit de le vider partiellement pour entrainer ’alternateur
— soit de facon symétrique de pomper '’eau depuis ’aval pour reconstituer du stock
en consommant cette fois-ci de I’électricité.
Si nous notons v, le volume d’eau (signé) transitant de l'amont vers l'aval, le débit
traversant I'usine vaut v, ;/d;. Celui-ci donne alors la puissance fournie pendant la période
(toujours notée p, ) grace a une fonction de rendement r, : R — R :

Put = 7,u(vu,t/ét) (13)

La puissance est positive en cas de turbinage et négative en cas de pompage; il s’agira
dans le deuxieme cas d'une consommation d’énergie plutot qu'une réelle production.
Comme pour les usines thermiques a flamme, la puissance est limitée inférieurement et
supérieurement dans un intervalle [P,, P,]. Enfin, le niveau du réservoir est astreint & des
capacités maximum et minimum :

Afin de respecter cette contrainte, nous devons envisager la possibilité dans certains cas
de déverser un éventuel surplus d’eau sans 1'utiliser pour produire. Ainsi, I’équation de
dynamique du réservoir s’écrit :

lu,t = min(luﬂf—l + Aoyt — Vuty Lu) (15)

Enfin, le cott de fonctionnement des usines hydrauliques dépend de la hauteur du réservoir
final, valorisée a I’aide d’une fonction V,, : R — R. Cette hauteur finale dépend de ’en-
semble des productions sur I'horizon via la fonction :

—Vu(lur) si(1.3),(1.4),(1.5);

+00 sinon.

Ou(pu,h cee 7pu,T) = { (16)

Le cout instantané est indépendant de la quantité d’eau utilisée et donc de la puissance
produite. Il est donc choisi nul sous la contrainte de satisfaire les bornes de puissance :

0 Si pu,t c [Buypu]

+00  sinon.

fu,t (pu,t> = {

1.2.3 Centrales thermiques nucléaires

Une centrale nucléaire de type REP (Réacteur a Eau Préssurisée) utilise la chaleur
issue de la fission d’'un combustible nucléaire pour mettre sous pression de I’eau qui va en-
trainer un alternateur et ainsi produire de 1’électricité. La puissance p,,; produite pendant
la période ¢ doit appartenir & I'intervalle [P, ,, Py].

Pour des raisons de sécurité, de stireté et de performances, une centrale nucléaire subit
régulierement des opérations de maintenance qui la rend indisponible pendant plusieurs
périodes consécutives. Une telle plage d’inactivité est appelée arrét. Nous notons 2 1’en-
semble des périodes d’arrét et ® C 2 le sous-ensemble des périodes marquant leurs débuts.
Si la centrale est au repos, nous aurons P, , = ?u,t = 0, impliquant ainsi p,; = 0. Le reste
du temps, c’est a dire lorsque la centrale produit de 1’électricité, le stock de combustible
nucléaire noté [, ; diminue selon la dynamique :

lu,t = lu,t—l - 5tpu,t Vi ¢ 2 (17)
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avec [, o donné. Les périodes d’arrét sont aussi 'occasion de recharger le réacteur. Cette
opération consiste a remplacer une fraction 0 < g,; < 1 du combustible présent par une
quantité L, , de combustible neuf. Elle s’effectue lors de la premiere période de l'arrét.
Autrement dit, si t € ® est une période de début d’arrét, alors :

lu,t = (]- - qu,t)lu,t—l + Lu,t (18)

et pour les autres périodes d’arréet, le stock reste constant :
lu,t - lu,t—l Vt € Ql \ D (19)

Une contrainte physique vient limiter la puissance en fonction du niveau de combustible
a l'aide d’une fonction b, : R — R :

Put S bu(lu,tfl) (110)

Comme pour les centrales hydrauliques, le cout de production est égal a la valorisation
par une fonction V,, : R — R du stock de combustible final [, 7. Ce cotit de production
dépend donc conjointement de ’ensemble des productions sur ’horizon :

min(lu)eRT _Vu(lu,T>

s.c (1.7)(1.8)(1.9)(1.10) (L11)

Cu(pu,h cee 7pu,T) = {

Le cout instantané est la aussi choisi nul sous la contrainte de satisfaire les bornes de
puissance :

0 si pu,t € [Bu,ﬂﬁu»t]

+00 sinon.

fu,t (pu,t) = {

1.2.4 Satisfaction de la demande

A chaque période, la puissance totale a fournir notée D; doit étre répartie entre toutes
les usines. Les variables de production sont donc liées par la contrainte de satisfaction de
la demande qui s’écrit :

Vi=1,...,T > pus=D

Le programme mathématique que 'on vient de décrire prend finalement la forme :

Minimi wt(Du Cou(Puts-- s Pu 1.12
miwiser 32 fuslpne) + 32 Culpuss - pu) (1.12a)
Vi=1,...T > pu=D (1.12b)
On peut réécrire ce probleme en définissant pour ¢ = 1,...,T la fonction indicatrice

C,:RV SR

0 si Zu Pugt = Dt
+00  sinon.

Ot(th, ce 7pU,t) = {
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qui assure la satisfaction de la demande. Le probleme (1.12) se réécrit :

Minimiser Z fu,t(pu,t) + Z Cu(pu,h s 7pu,T) + Z Ct(pl,t7 s 7pU,t)
u,t u t

Pu,t

La décomposition la plus intuitive correspondant a la notion de systeme physique, consiste
alors a considérer les usines comme sous-systemes, couplés par la satisfaction de la de-
mande :

Pu

Minimiser Z [Z fu,t(pu,t) + Cu(pu,h . >pu,T)
t

+ Z Ci(pigs - - - pus)
t

u
/

v~

qu;u) C(pl,...,py)

Une alternative est de considérer les périodes plutot que les usines comme sous-systemes :

Minimiser Z [Z fut(Dut) + Ce(Prss - - - DUL)

Pt
t
NS

+ Z Cu(pu,b v 7pu,T)

S

-~ -~

Ji(pt) C(p1,.-pT)

La troisieme décomsposition possible est le croisement des deux précédentes, c’est a dire
une décomposition spatio-temporelle qui définit un sous-systéme comme une usine étudiée
sur une période :

min Y fur(pus) + Y Culpuns - pur) + Y Colpre. - pua)
u t

Du,t
’ u,t
7

-

C(p1,1ymseemy PU,T)

Les problemes pratiques a résoudre possedent environ 80 centrales thermiques, 60
centrales nucléaire 20 centrales hydrauliques et 1 marché, soit U =~ 160. Le nombre de pas
de temps peut varier de 365 (une année avec une période par jour) a 5475 (cing années
avec trois périodes par jour).

1.3 Modélisation des incertitudes

1.3.1 Caractere aléatoire des données

La modélisation précédente souleve la question de ’acquisition de certaines données
telles que la demande, les apports naturels des centrales hydrauliques ou encore les prix
de marché. Par nature, ces quantités ne sont connues que de facon incertaine au moment
ol nous écrivons notre probleme d’optimisation et ne seront observées que dans le futur.

Afin de simplifier la discussion et d’étendre nos propos a d’autres modeles d’opti-
misation dans l'incertain, on reconsidere le probleme d’optimisation (1.12) en mettant
en relief les deux composantes d’intérét, a savoir les décisions et les parametres incer-
tains. Nous notons z; € R™ l'’ensemble des décisions a prendre a la date t 7.e. 'en-
semble des productions des centrales et x = (21,29, ...,27) € R Paggrégation de ces
décisions sur tout I’horizon. La lettre & € R™ représentera ’ensemble des parametres
incertains observés au début de la période ¢ (les apports en début de période t, la de-
mande, ...) et &€ = (£, &, ..., &) € R™ leur aggrégat. On note aussi de fagon condensée
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f R x R™ — R la fonction objectif. Le probleme (1.12) se réécrit alors de maniere
abstraite :

Minimiser  f(z1,...,27;&,...,¢7) (1.13)

(x1,...,x7)ERMT

L’incertitude sur la valeur de £ est modélisée mathématiquement a ’aide d’un vec-
teur aléatoire défini sur un espace probabilisé (2, F, u). Il s’agira en fait d’un processus
aléatoire :

£:(QF 1) — R™,B)
w= (W) &r(w))

dont les réalisations sont communémment appelés scénarios. B est la tribu borélienne de
R™T.

La question qui nous intéresse ici est la suivante : quel probleme d’optimisation poser
si I'on veut intégrer ce caractére aléatoire au probleme (1.13)? Plusieurs réponses ont
été apportées dans la littérature et de nombreuses méthodologies proposées. Le choix de
la méthode est en grande partie dirigé par la nature des informations dont on dispose
sur € mais aussi par la complexité du probleme que l'on est prét a accepter ainsi que de
I’aversion au risque des décideurs.

1.3.2 Choix du critére

Optimisation robuste On ne dipose parfois que du support de € noté supp(&), c’est
a dire d'un ensemble d’incertitude pour la valeur du parametre s. L’esprit des modeles
d’optimisation robuste est d’envisager toutes les valeurs possibles des parametres et d’op-
timiser la “pire” occurence dans le sens suivant :

Minimiser sup f(z ;§) (1.14)
z€R™ cesupp(€)

Ce type de technique est a privilégier lorsque I'on cherche une solution fiable (robuste)
permettant de faire face a toutes les réalisations possibles de 'aléa et sera donc préferée
par un décideur averse au risque.

Optimisation en espérance Pour les décideurs plus enclins au risque, optimiser le
pire des cas n’est pas souhaitable. Ces pires cas engendrent un cout élevé pour se couvrir
contre des scénarios ayant des probabilité faibles d’arriver. Ils préfereront alors optimiser
un critere moyen, comme minimiser un cott de production ou maximiser un bénéfice
moyens. Cette approche nécessite le calcul d’une espérance et donc la connaissance de la
loi de & en plus de son support. Le probleme a résoudre est alors :

Minimiser E (f(x ;£)) (1.15)
zeRnT

Les deux criteres, robuste et en espérance présentés sont du type “ici et maintenant”
selon la terminologie de [124]. Tls visent a déterminer tout de suite I’ensemble des décisions
sur ’horizon et ne prennent pas en compte la possibilité qu’a le décideur en pratique
d’adapter ses décisions en temps réel. Nous adressons donc deux reproches. D’une part,
on dispose d'une telle possibilité de recours dans la réalité et s’en priver, c’est a dire ne
pas la modéliser, ne donnera qu’une solution sous-optimale. D’autre part, beaucoup de
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problemes ne peuvent tout simplement pas étre formulés sans exprimer ce recours, car des
décisions nécessitent pour étre réalisables d’avoir observé certains aléas encore inconnus au
début de I'horizon. Il est par exemple impossible de choisir dés maintenant une production
satisfaisant toutes les demandes possibles! Une solution de secours consiste a relacher la
contrainte en la pénalisant. La deuxieme option présentée ci-apres est d’introduire les
recours dans le modele.

1.3.3 Problemes avec recours

La programmation multi-étapes avec recours consiste en 'optimisation d’un systeme
ol les décisions doivent étre prises successivement, a certaines étapes d’indicest =1,...,T
et étre basées sur des informations acquises progressivement. En regle générale, pour
modéliser la dépendance d'une décision a une certaine information, on procede comme
suit :

1. On modélise I'information en question a ’aide d’une sous-tribu G C F qui définit
les évenements de 2 distinguables par le décideur.

2. On exprime la décision comme une fonction appelée fonction de recours ou politique
) — R", c¢’est a dire un vecteur aléatoire.

3. On force cette fonction a étre mesurable par rapport a G.

Dans notre cas, I'information accessible au décideur a ’étape ¢ est modélisée par la tribu
F: engendrée (complétée avec les ensembles de mesure nulle) par le vecteur :

7Tt:<€17---a€t)

qui représente le passé du scénario a la période ¢, c’est a dire les aléas que 1'on aura
observé et sur lesquels on pourra se baser pour prendre la décision x;. La séquence F; C
Fy C ... C Fr C F définit une filtration ; la propriété d’emboitement signifiant que
I’acquisition d’information est progressive et sans perte de mémoire.

Nous notons désormais X; € L>®(Q, F, u, R™) la décision prise a I’étape t qui rappelons-
le doit étre F;-mesurable. Ces contraintes de mesurabilité sont appelées dans la littérature
contraintes de non-anticipativité : X, n’anticipe pas le futur, vu depuis la période t. Dans
ce cas, il existe une fonction mesurable ¢, vérifiant :

Xt = Pt O Ty (116)

explicitant la dépendance de la décision a l'information. On trouve aussi parfois la ter-
minologie de wariable en boucle fermée pour les fonctions de recours par opposition a
variable en boucle ouverte pour les variables non stochastiques.

Le probleme de minimisation en espérance incluant la possibilité de recours s’écrit
finalement :

Minimiser E (f(Xy,..., X5 €. ., 1.17
linimiser (f( Xy ;&1 &r)) (1.17a)
sc Xi,...,Xp € L®(Q,F,uR") (1.17b)
X, est Fi-mesurable (1.17¢)

Ce probleme n’est pas abordable numériquement puisqu’il manipule en général des ob-
jets de dimension infinie (des fonctions). La section suivante aborde la problématique de
I'approximation de (1.17) en met en avant les couplages induit par sa discrétisation.
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t=1 t=2 t=3 t=1 t=2 t=3

>
= >
> >
M ,
e b 2nd T \\\
] aléas identicues
ensemble des regroupement sous la
scénarios envisagés forme d’arbre de scénarios

FIGURE 1.4.1 — Aggrégation de scénarios sous la forme d’un arbre

1.4 Discrétisation des problemes multi-étapes

Le probleme (1.17) ne peut étre résolu qu’approximativement a cause de sa nature
infini-dimensionnelle. En outre, dans beaucoup d’applications, on ne connait pas la loi
de & mais uniquement un ensemble de scénarios {5 M. S)} provenant de résultats
d’expériences ou bien de relevés historiques. Dans ce cas, une fagon naturelle d’approcher
le probleme est de remplacer & par une variable aléatoire discrete E (El, .. £T) prenant
la valeur £ avec probabilité p, ; Zsszl ps = 1. Nous définissons alors I’ analogue de 7r; qui

décrit le passé de é :

~

7= (&1,....&)

elle aussi discrete. Elle prend ses valeurs dans l’ensemble {7‘('151), o ,Wgs)} avec ﬂt(s) =

( §S), o ,§ts)) par construction.

1.4.1 Arbres de scénario

Le processus € = (£;,...,€&r) engendre lui aussi une filtration F; C ... C Fr que
I’'on peut employer pour exprimer la non-anticipativité. Le probleme approché est alors le
suivant :

Minimiser ]E( X,...,X;A,...,A > 1.18a
[inimise (X ;&1 &r) ( )
st Xi,...,Xr e L>®(Q,F, u,R") (1.18b)

X, est F-mesurable (1.18¢)

La nature discrete du processus é permet de représenter graphiquement 1’évolution
dans le temps de l'aléa sous la forme d'un arbre de scénarios (voir figure 1.4.1). La
racine représente le début de la période 1 et Chaque chemin reliant la racine a une feuille
représente une suite possible de valeurs de (&; @ éf )) = ¢, Deux scénarios (s) et (s')
sont donc identiques jusqu’a la période t, ¢ est a dire Wfs) = mﬁs’) si les deux chemins les
représentant ont leurs ¢ premiers nceuds identiques. On dit alors qu’ils sont indissociables

a la date t.
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L’ensemble des vecteurs aléatoires F;-mesurables dans lequel nous cherchons X; est
un espace vectoriel de dimension finie. En effet, X, est caractérisé par ses S images :

1 1
xﬁ ) SDt(Wt( ))

= ; c R™ (1.19)

s S
xﬁ ) SOt(WIE ))

ou ¢, est la fonction de 'équation (1.16). La non-anticipativité s’exprime alors ainsi : si
a la date t, le décideur ne peut pas distinguer deux scénarios (s) et (s) i.e. n) = 7T£S ),

alors il doit prendre la méme décision pour ces deux scénarios :

=7 — ) = ) (1.20)

Nous arrivons alors au résultat attendu : le probleme (1.18) est en fait un probleme en
dimension finie :

s
i (s) . ¢(s) 1.91
min ;psf(fc ;) (1.21a)
se 2 =2 (s, ¢, ) /r =l (1.21b)

~

Si € permet de bien approcher la loi de &, 'approximation de la structure d’informa-
tion i.e. de la filtration engendrée est quant a elle catastrophique ([2]). En effet, dans

les applications courantes la filtration {]:'t} décrit un peigne de scénarios qui ne
t=1,..,T

reflete aucunement la structure diffusive de 1’aléa, rendant le modele anticipatif. Des tech-
niques de construction d’arbre ([10] [15], [16, 99, 39, , 118]) consistentes au sens de
I'épiconvergence ([$0]) ont été développées afin de mieux aprocher la structure d’informa-
tion. Elles consistent essentiellement a perturber I’ensemble des scénarios {f OIS (S)}
afin d’améliorer la qualité de ’approximation de la filtration.

Voici deux freins a l'utilisation d’arbres. Comme nous venons de le mentionner, si
nous disposons uniquement de scénarios 7.e. nous n’avons pas de mécanisme de simulation
des lois conditionelles du processus &, alors un effort doit étre produit pour transformer
un paquet de scénarios en un arbre. Deuxiemement, lorsque l'on traite un programme
stochasique multi-étapes, le décideur est souvent interessé par la premiere décision mais
aussi par les premieres décisions de recours. Malheureusement, la topologie des arbres ne
fournit généralement pas assez de nceuds a la premiere étape pour permettre de construire
une approximation fonctionnelle (voir [23, 18] pour une discussion sur le sujet).

Nous proposons dans les sections suivantes deux méthodes qui ne requierent pas de
modification de I’échantillon de données comme dans les techniques basées sur les arbres
de scénarios mais qui le gardent tel quel. Les contraintes de non-anticipativité seront prises
en compte via un schéma de discrétisation basé sur des idées de ’estimateur de régression
non-paramétrique de Nadaraya-Watson.

1.4.2 Estimation non-paramétrique

Nous disposons d'un échantillon {f(l), e ,f(s)} et nous cherchons a déterminer une
approximation ponctuelle de X,;, ¢t = 1,...,T, sous la forme (1.19). Le cout espéré peut
alors étre approché par :

s

E(f(X:€) ~E (f(X:€) = pof (217 569 (1.22)

i=1



14CHAPITRE 1. GESTION DE PRODUCTION ELECTRIQUE : UN GRAND SYSTEME

Les contraintes informationnelles (1.17¢) peuvent se réécrire de maniere analytique a 1’aide
de I'opérateur d’espérance conditionnelle :

Minimi E(f( Xy ... Xp&.... 1.2
([nimiscr (f(X1,...,X7;&1,...,€7)) (1.23a)
s.c Xq,...,Xp € L™(Q,F,u,R") (1.23b)
Xt = E (Xt’ﬂ-t) (123C)

Pour un couple donné de vecteurs aléatoires (A, B) a valeurs dans R™ x R™, l'esti-
mateur & noyau proposé par Watson ([123]) et Nadaraya ([79]) s’inscrit en estimation
non-parametrique, comme un outil rodé pour estimer la fonction de régression g(b) =
E (A|B = b). 1l se base sur la connaissance d’un échantillon de variables aléatoires :

(A(l),B(l)), i (A(S),B(S))

indépendantes et identiquement distribuées de méme loi que le couple (A, B).
Si 'on choisit une fonction noyau K : R™ — R* et hg > 0 une largeur de bande
dépendant de S, 'estimateur est défini comme la fonction aléatoire :

S5 AGK (%)
S SNy . T s ~
gs (A", BY),..., (A¥), B¥);b) = — * (2] ~ g(b)
Zi:l hs

ou 0/0 vaut 0. Les propriétés de convergence de cet estimateur ont été largement étudiées
par Devroye et al. [20, 28]. Nous mentionnons en particulier la propriété de consistance
universelle prouvée par Devroye et Wagner [29] et séparemment par Spiegleman et Sacks

[112] :

Théoreme 1.4.1. Supposons qu’il existe des constantes Ry, Ry, ¢, c, > 0 pour lesquelles
le noyau K satisfait :

alpo,r) < K < culpo,r,)
et que h — 0, Sh™ — 0. Alors, pour tout p > 1 tel que ||A|;, < 400 :
E (Hgs (AD,BM), .. (A® B®);B) —E (A\B)H’;) =0
ou l’espérance extérieure est prise par rapport au tirage de l’échantillon.

D’apres la caractérisation de la mesurabilité grace a 1’espérance conditionnelle, nous
obtenons le corollaire :

Corollaire 1.4.1. A est o(B)-mesurable si et seulement si :
(A7, 59..(4%5,)-AE,)

Démonstration. C’est une conséquence directe du fait que A est o(B)-mesurable si et
seulement si A = E (A|B) et de 'unicité de la limite dans le théoreme 1.4.1. O
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Ce résultat est a l'origine des schémas de discrétisation que nous proposons par la

suite. Etant donné un échantillon (¢W, ... ¢ (S)), et I’échantillon de passés correspondant
(7‘[',5(1), . ,7rt(s)) pour t = 1,...,T, nous approchons le membre de droite de la contrainte
(1.23c) par :

B (Xlm = m) ~ gs (o, n"), . @fF 2 m) (1.24)

ou les args) sont les variables de décision du probleme discrétisé qui constituent I’approxi-

mation ponctuelle de X;. Maintenant, afin d’approcher entierement la contrainte (1.23c),
une idée immédiate (mais naive) serait d’ajouter les S x T' égalités suivantes :

2 = g ((:c§1>,7r§”), o (x§s>,7r§5));7r§5)) ~E <Xt\7rt - wt(s)) Vs,¥t  (1.25)
Cette discrétisation est en fait catastrophique car 'approximation résultante est inévi-

tablement constante, ou dans le meilleur des cas, constante sur les parties connexes de
supp(m;). Pour mieux visualiser ce fait, notons :

i o

K (—”5 i >>
hs

/ / /
ol = et A = o=,
s (5)__ ("
5, K (nlmt
s//: hS

avec I, la matrice identité de rang n. L'égalité (1.25) se réécrit z1” = 325 _ al**)2{*) ou

!
xr; = Ayxy avec Ap = (A,ES’S ) )s,s définie par bloc. Deux scénarios s et s’ sont dit voisins si
!
a§3’s) > (. En rassemblant les scénarios 1 < s, s’ < N connectés par un chemin de voisins,

nous obtenons la relation d’équivalence A\; :

et ks ky € {1,...,5)
s = (ky=s,k, =4
Yv=1,...,p—1 agk”’k”“) >0

Supposons pour le moment que n = 1; qu’il n’y ait qu’une seule classe i.e. la matrice
A= (ags’s/))s,s/ est irreductible. Cela arrive par exemple si le noyau K(-) est choisi de
support R tout entier, comme un noyau gaussien par exemple. Notons £ le sous-espace
défini par le systeme de contraintes (1.25) et montrons qu’il est égal a I'espace & des
vecteurs dont les composantes sont identiques les unes aux autres :

&= {a:t/a:gl) =...= a;,§5>}

Clairement, & C &€ car A calcule une moyenne pondérée. Maintenant, A est une matrice
stochastique, donc son rayon spectral vaut 1. L’espace propre associé est par conséquent de
dimension 1, par 'irréductibilité de A et par le théoreme de Perron-Frobenius. Cet espace
propre coincide avec £ par définition et doit par conséquent se réduire a £’ puisqu’il
est lui méme de dimension 1. Ce raisonnement s’étend a la dimension n en raisonnant
composante par composante.

La convergence des estimateurs requiert généralement que chaque scénario ait beau-
coup de voisins. Par conséquent, les classes d’équivalence correspondront aux parties
connexes de supp(m;).
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1.4.3 Pénalisation de 'anticipativité

Nous venons de mettre en évidence qu’imposer 1’égalité ponctuelle entre I'estimation de
la fonction de régression et les décisions (xgl), e mis)) amenait une tres mauvaise approxi-
mation de 'espace des fonctions F;-mesurables. La premiere idée que nous développons
consiste a relacher légerement ces T' ensembles de N égalités en les pénalisant. Si P(-) est

une fonction de pénalisation, a titre d’exemple :

C . 2 0 siflz)l <€
P(x) =5zl Plz)=Clall, Pz)= { . (1.26)
+00  sinon.
nous proposons de résoudre le programme suivant en dimension finie :
Mlmmlser Z psf xé‘f), ISR IC) (1.27a)
s 1 1 S s
+ZP(@> gs((@f", 7). @ 7 m)) (1.27h)

Nous testons la validité numérique de cette approche en 'appliquant a un probleme de
gestion d’une usine hydraulique. Deux décisions de production successives p; > 0 et ps > 0
doivent étre prises. Le réservoir contient initialement une quantité d’énergie [y, de sorte
que nous imposons p; + ps < lg. Ces décisions doivent eétre prises apres avoir observé
des prix de ventes aléatoires &; et &. La décision p; est soumise a une contrainte de
non-anticipativité, elle doit étre prise avant de connaitre &;. Le cotit de production est le
suivant :

f(p1,p2:61,62) = — [&p1 + Sap2 + V (lo — p1 — p2)]

ou V(-) est la fonction de valorisation du stock final & la fin des deux périodes. Nous la
choisissons ici quadratique :

V(r) =az?+br+n

avec a = —0.3683, b = 1.1009 et n = 0.3162. & et & suivent des lois uniformes
indépendantes sur l'intervalle [0.4,2] et [, = 1. Notre probleme d’optimisation est par
conséquent :

J=min E(-pi& —p2£2 — V(o — p1 — p2))

P1,P2
s.c p1 €10,1] presque surement

p2 € [0,ly — pi] presque siirement

Ce probleme peut étre résolu avec une grande précision par programmation dynamique.
Nous comparons cette solution de référence avec ’approximation obtenue en utilisant une

( f), él)),...,( §S),§§5))} un ensemble de
réalisations des prix. Le probléeme approché est le suivant :
/ 2
&) e\ (g
YK ( g ) )

S
~ < (s)  s'#s
Jy = (rsx)ul(lb SZf p1 ;pg 751 752 +SZ Py (és)_és/))
h1

fonction de pénalisation quadratique. Soit {

s=1 ZK

s'#s
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FIGURE 1.4.2 — Approximation de ¢4 (+) pour S = 100 scénarios en fonction de la largeur

de bande h; et de la pénalité c.
ou nous avons choisi comme noyau la fonction K (-) = ¢~ I*. Une fois ce probleme résolu,
nous synthétisons les stratégies en utilisant :
s

(s)

—£ ()

> (S50 ) ot
p1(6r) = =5

&g
> (452)
s=1

5 (s) ¢(s)
ZK ((51 152 )_(51752)) pgs)

ho
@2(51, 52) — =1
(fis),fﬂ)—(gl,gz))

S
ZK < ha
s=1

%. Les figures 1.4.2 et 1.4.3 présentent les

ol nous avons choisi empiriquement hy, =
politiques obtenues pour différentes valeurs de c et de h;. La qualité de ces approximations
est évaluée par une simulation de Quasi-Monte-Carlo. Les cotits obtenus pour S = 100

scénarios sont reportés dans le tableau 1.1. Ces résultats doivent étre comparés
— a la valeur optimale J = —1.7414. La figure 1.4.5 présente la politique optimale

pa (-, ) (la politique p; (+) est tracée sur chaque graphe représentant une approxima-

tion de py (+)).
— a la valeur —1.786 obtenue sans le terme de pénalisation i.e. sans modéliser la non-

anticipativité
— a la valeur —1.69563 de la solution obtenue en synthétisant des feedbacks comme
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FIGURE 1.4.3 — Approximation de s (-, -) pour S = 100 scénarios en fonction de la largeur
de bande h; et de la pénalité c.

hi=002| hy =01|h; =05
1 | -1.6788 | -1.72698 | -1.67559
5 | -1.67757 | -1.73394 | -1.66757
25| -1.67638 | -1.72863 | -1.58707

C
C
C

TABLE 1.1 — Cout de production des stratégies approchées pour S = 100 scénarios en
fonction de la largeur de bande h; et du parametre de pénalité c.
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FIGURE 1.4.4 — Approximations de ¢ (+) et ¢ (+,-), pour S = 100 scénarios, avec une
largeur de bande €; = 0.1 et sans pénalité i.e. ¢ = 0.

Optimal feedback

FIGURE 1.4.5 — Politique optimale ¢y (-, )

décrit ci-dessus a partir de la solution anticipative avec €; = 0.1. Cette solution est
représentée sur la figure 1.4.4.

Les parametres h; et ¢ peuvent étre choisis de maniere a optimiser le cout durant la
simulation. Les figures 1.4.6 et 1.4.7 présentent les meilleures approximations obtenues
pour S = 10, 27,129 et 999. Le tableau 1.2 résume la qualité de ces approximations, ainsi
que les parametres choisis. Il semble que le cotit optimal ainsi que les politiques convergent
vers les solutions exactes lorsque le nombre de scénarios disponible croit.

‘ S ‘ hy c Cout
10 | 0.215443 | 5.99484 | -1.70561
27 | 0.129155 | 2.15443 | -1.72187
129 | 0.0774264 | 5.99484 | -1.73369
999 | 0.016681 1000 | -1.74018

TABLE 1.2 — Cotit optimal et valeurs de h; et ¢ fournissant les meilleures solutions pour

S =10, 27,129et999.
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FIGURE 1.4.6 — Meilleure approximation de ¢ (-) pour S = 10, 27,129 et 999.
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FIGURE 1.4.7 — Meilleure approximation de 5 (-, ) pour S = 10, 27, 129 and 999.
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1.4.4 Partition de ’unité

Nous adoptons maintenant un autre point de vue sur les estimateurs non-parame-
triques en interpretant la fonction gg dans (1.24) comme la somme de S fonctions de
bases pondérées par des coefficients xgs). Cette base contient pour ¢ donné, les fonctions
) définies par :

(1.28)

et nous nous intéressons aux fonctions 1, : R™ — R" sous la forme ¢ (+) = Zle W) (-)vt(s) :
Cette famille définit une partition de 'unité dans le sens ou :

S S
Zq/)gs) =1 sur U {Wt(s) + hgsupp(K)}
s=1

s=1
Nous noterons W, - v; I’élément de cet espace de coefficients (Ut(l), o ,UES)) = € R,
Alors :
(e v)(m?) = gs (0, 7). o (@, 7)) (1.292)

S
=3 [u )] o (1.29b)

s'=1

Au lieu d’essayer de relier les valeurs ponctuelles de vy = W, - v; avec les valeurs de ses
coefficients comme dans la section précédente, nous les différencions en introduisant de
nouvelles variables. Pour s =1,...,S et t =1,...,T, nous posons x,gs) = (U, - vt)(mgs)) et
en utilisant (1.29b), nous proposons de résoudre le probleme suivant :

S
Minimi i (s) (). ¢(s) 1.30
ir(ls%r%%s?er;pf(% s Ty 6) (1.30a)
S
o = 3 [ o (1.300)
s'=1

Il est a noter que cette approche n’est pas nouvelle. L'utilisation d’une partition de I'unité
pour le calcul numérique d’intégrales a déja été utilisé (][I, section 2]) pour résoudre
des équations aux dérivées partielles et pour 'intégration en régression. Nous présentons
maintenant certain faits sur la consistance de cette approche.

Nous omettons 'indice de I’étape t et posons II = 7(Q2) en le munissant de la mesure
transportée A = p o w1 et de sa tribu borellienne. Ensuite, nous considérons une suite
{As}g de mesures sur II de supports atomiques {7'('(1), . ,W(S)}. La probabilité assignée
a chaque atome importe peu ici puisqu’on ne s’interesse pas a I’évaluation du cotut mais
uniquement & la structure des fonctions de base 1) qui ne dépendent que de la localisation
des atomes dans l’espace.

Pour tout .S, une largeur de bande hg est choisie et nous définissons ’ensemble :

S
Eg = {¢ — Zv(s)w(s)’ (W, .. o)) e RnS}
s=1
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qui est ’espace de dimension finie des approximations. Nous nous intéressons en particulier
aux fonctions qui peuvent étre representées par des suites de {Es}q. La convergence sera
étudiée pour la norme LP avec 1 < p < oo sous les hypotheses suivantes :

i) limg oo hs =0;
i) limg oo A (Ule {W(S) + hgsupp(K)}) =1;
iii) il existe ¢, Ry, ¢y, Ry > 0 tels que K satisfait les hypotheses du théoreme 1.4.1.

Lemme 1.4.1. Soit | définie sur I, continue a support compact. Alors sous i, i, 11, il
existe une suite {ls}q ; ls € Es convergeant vers | pour la norme LP.

Démonstration. Construisons la suite {lg}¢ définie pour tout S :

S
m) =Y Ux)y(m)

Choisissons € > 0. En notant Ag = U§=1 {71'(8) + hgsupp(K )} I’ensemble de I’hypothese
i1, nous pouvons alors choisir S assez grand pour avoir :

a) hg est si petit que Sup | _.<p,ns [I1(7) = U7 < €.
b) Mds) = 1 = iy

Pour chaque 7, nous avons :

25 () = 1)l =

) _ o
Z“K(”(S >Zz ( - )—Z(m (1.31)

Les élements de la somme sont non nuls pour les indices s tels que === € supp(K). S’il
n’y a pas de tel s, cela signifie que m € Ag et que la somme est nulle. SIHOH m € Ag et pour

chaque terme non nul, nous avons ||7*) — 7| < R,hg d’apres iii donc [|I(x*) — I(7)]|| < €
d’apres notre choix de hg. Maintenant, la somme dans (1.31) correspond & une combinai-

1 1
son convexe de points de B(l(m), €7 ), la boule ouverte centrée en [(7) et de rayon e» donc
le résultat est aussi dans cette boule d’ou :

s (m) = Um)|” < e

Maintenant, nous pouvons intégrer cette inégalité :

s e = [ s e [ s 1o

< AMAg)e+ AT\ As) [l1]l
<e+te
La conclusion vient du fait que ceci est vrai pour tout e. O

Nous inférons de ce résultat un corollaire similaire a la consistance forte universelle du
théoréeme 1.4.1 :

Corollaire 1.4.2. Pour tout | € LP(Q), F, p). 1l existe une suite {ls}s; ls € Es conver-
geant vers | dans LP.

Démonstration. Ceci est direct d’apres la densité de I'ensemble des fonctions continues a
support compact dans LP. O
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1.4.5 Couplages des aléas

Les problemes d’optimisation stochastique discrétisés (1.21), (1.27), (1.30), font ap-
paraitre les scénarios comme sous-systemes naturels. Ils sont couplés par les contraintes
issues de la discrétisation de la non-anticipativité. Ainsi ces trois probléemes peuvent étre
réécrits sous la forme générique :

s
Minims (@) £ O, ®
1n501g>1186r; fio (@) +C2", ..., a™))

avec f(y(z®) = psf(2 .. ,xéf); ) et C(zM, ..., 209) égal, selon le schéma de discré-
tisation choisi, a :

pour (1.21) :
C(:U(l), o ,:E(S)) _ 0 si :L’ES) — x§8) Y(s, 5”t)/7r§5) — 7r§8)
400 sinon.
pour (1.27) :
CzW,... ., 2¥)) = Z P (:Bﬁs) — gs((mﬁl),ﬂg)), . (x§5>, ﬂt(s)); 7Tt(5))>
st
pour (1.30) :

. s S s s s
0 sial® =5 W@ Vs, 8 1)

+o00  sinon.

ClzW, ... 2¥)) = {

Conclusion

Nous avons mis en évidence les trois couplages naturels du probleme de gestion de
production en environnement incertain, déja étudiés dans [71] :
— en espace : les décisions sur les différentes usines sont liées par le fait de devoir
satisfaire la demande
— en temps : les décisions sur les différents pas de temps sont liées par des contraintes
dynamiques de fonctionnement des usines
— en aléa : les décisions sur les différents scénarios sont liées par la nécessité de ne pas
anticiper le futur
Le probleme présente ainsi la structure :

min £ () (1.32a)
Pyt u,t,s
S
+ 3 Cupl ) (1.32b)
u,t
+3 0P, ) (1.32¢)
t,s
+3COEN, ) (1.32d)

(s)

i représente le colit de I'usine u au pas de temps ¢ du scénario s; Cy(+) le couplage

ou

en aléa, C't(s)(-) le couplage spatial et Cff)(-) le couplage temporel. Nous disposons ainsi de
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plusieurs visions du systeme global, chacune basée sur une définition différente de sous-
systeme : usine, période, scénario ou bien des intersections usine-période, usine-scénario,
période-scénario et enfin usine-période-scénario.

Cette énumération des couplages permet d’envisager de nouvelles fagons de décomposer
le probleme. En effet, jusqu’ici la démarche communément adoptée a consisté a briser le

couplage spatial [90, 85, 80, 27, | conjointement ou non au couplage temporel grace
a des approches de type programmation dynamique [119, | ou bien uniquement le
couplage en aléas [97, , |. L’éventualité de sous-systemes de type usine-scénario ou

usine-période-scénario n’a jamais été testée a notre connaissance.

Nous avons aussi proposé deux nouvelles formulations du couplage en aléa. Si elles
présentent I'avantage combiné d’éviter la construction d’un arbre de scénarios et de fournir
une meilleure approximation des solutions relatives aux premieres périodes, elles couplent
en contrepartie plus fortement les scénarios, laissant penser que la décomposition en sera
d’autant plus difficile.

Comme annoncé en introduction, le but sous-jacent a cette analyse des couplages est
la mise en place de méthodes de décomposition traitées dans les chapitres 3 et 4 permet-
tant de faire face a des problemes de grande taille en tirant profit de leur structure. Le
caractere non différentiable du modele constitue une difficulté préliminaire, qu’il convient
de contourner a l’aide de techniques de régularisation. Le chapitre 2 suivant est dédié a
ces procédures.



Chapitre 2

Résolution d’inclusions monotones
par régularisation

2.1 Introduction

Nous posons dans ce chapitre le cadre théorique de notre étude : celui de 'optimisa-
tion convexe non différentiable. Les fonctions F' et C' sont donc supposées convexes dans
le probleme (1.2) qui peut par conséquent étre laissé de coté (voir annexe A) pour un
probleme équivalent de recherche de zéros d’un opérateur 7" monotone maximal :

Trouver y* € R" tel que 0 € T'(y")

Les méthodes itératives permettant de chercher un tel y* peuvent étre classées en deux
grandes familles. La premiere regroupe les généralisations de la méthode du gradient,
consistant a l'itération k a :

— calculer en un point y* € R un vecteur @* ~ u* € T(y*)

— choisir un pas pF > 0

— et effectuer I’équivalent d’un pas de descente y*+1 = y¥ — pFa*
Le deuxieme type de méthode effectue la méme opération mais de maniere implicite.
Autrement dit, litérée y*+! vérifie :

Y = gk gkt
ak-&-l ~ uk—l-l e T(yk-i-l)
Les versions exactes de ces deux méthodes (obtenues en remplagant I’approximation par
une égalité) sont développées en détail dans la section 2.2. Elles peuvent étre vues toutes
les deux comme des cas particuliers d'un algorithme de point fixe 2.2.3 appliqué a une
opérateur de réflexion généralisée. Afin d’étudier la convergence de cet algorithme, nous
creusons les propriétés de cette classe d’opérateurs dans la section 2.3.

2.2 Algorithmes de points fixes pour la recherche de
ZEéros

2.2.1 Algorithme forward

Pour une suite de pas pr > 0, la méthode du gradient appliquée a la minimisation
d’une fonction différentiable F' (algorithme 2.2.1) se généralise naturellement a la recherche

25
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Algorithme 2.2.1 Algorithme du gradient
1. k =0; Choisir 3° € R"
2.yl = yb — p VI (yF)
3. k<« k+1; Aller a I'étape 2

T I e

solution

v

FIGURE 2.2.1 — Itérations de l'algorithme de gradient généralisé.

de zéros d’opérateurs monotones T : R" — R™ a travers 'algorithme forward 2.2.2.
Nous représentons graphiquement la suite des itérés sur la figure 2.2.1 pour un opérateur

Algorithme 2.2.2 Algorithme forward
1. k= 0; Choisir 1° € R"
2. yf = yF — p T ()
3. k«— k+1; Aller a I'étape 2

T : R — R. Le passage de y* & y**!

réécrit aussi pour tout v > 0 :

s’effectue en appliquant 'opérateur I — p;T" qui se

[—pT =157+ 221 —vr)
14 14

, . , d P
Les zéros de T sont les points fixes de 'opérateur N g Alinsi, si nous posons

Qg o Lk T'algorithme 2.2.2 peut étre interprété comme des applications successives de
v

lopérateur N avec un facteur de sous-relaxation oy (algorithme 2.2.3) dont le but est de
trouver s € fiz(N). Les théorémes généraux présentés en annexe B permettent d’établir
des conditions simples sur T, v et p* pour obtenir la convergence.

Proposition 2.2.1. Si T : R — R" est co-coercif de module b (voir définition A.1.3),
alors ’algorithme forward 2.2.2 avec une suite de pas py satisfaisant :

0< pr<2b (2.1)
+oo
> pi(2b— pi) = +oo (2.2)
k=0

converge vers un zéro de T' sil en existe.
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Algorithme 2.2.3 Itérations de point fixe avec sous-relaxation
1. k= 0; Choisir s° € R"
2. M = (1 — ay)s® + apN(s¥)
3. k«— k+1; Aller a I'étape 2

Démonstration. Les zéros de T sont les points fixes de 'opérateur N I 1 _9bT. Considérons
k k
Popérateur I — p, T = (1 — &)1 + (I — 2bT") pour k fixé. L'opérateur bT" est pseudo-
contractant d’apres le lemme B.2.1, [ — 20T est donc faiblement contractant. Si la suite
p

des py. satisfait (2.1), alors la suite oy = 2—: satisfait ’hypothese B.3.1 et la proposition

B.3.1 nous fournit la convergence. [

Dans les problemes pratiques, la propriété de co-coercivité est assez rare. Elle nécessite
en particulier que l'opérateur en question soit une application, excluant ainsi les sous-
différentiels issus de I'optimisation non différentiable. Néanmoins, elle peut étre fabriquée
artificiellement par la procédure de régularisation de Moreau-Yosida que nous présentons
maintenant.

2.2.2 Algorithme du point proximal généralisé

Etant donnée une fonction convexe F' s.c.i propre et un point s € R”, considérons le
probleme d’optimisation suivant :

1 2
in F' — |y — 2.3
min F(y) + 5 [ly — sl (2.3)
La fonction F(-)+ 3 || — s||* étant fortement convexe, elle admet un et un seul argument

minimum noté P(s) appelé le point proximal de s relativement a F :
. 1 2
P(s) = argmin F(y) + 5 [ly — | (2.4)

La fonction £ qui & s associe le minimum dans (2.3) :

Y]

F(s) = min F(y) + 5 ly = sI* = F(P(s)) + 5 |1P(s) - oI (2.5

est appelée régularisée de Moreau-Yosida de F ([77, 78, 50]). Graphiquement, F est
obtenue en déplacant une parabole concave sur le graphe de F' (voir figure 2.2.2). Cette
fonction régularisée possede exactement les mémes minimums et arguments minimums
que ceux de F. De plus, elle est différentiable et son gradient donné par la formule :

VE(s) = s — P(s) (2.6)

est pseudo-contractant. Ce dernier constitue donc un candidat idéal pour remplacer T'
dans 'algorithme forward 2.2.2 au vu de la proposition 2.2.1.

Ce procédé de régularisation s’étend aux opérateurs monotones généraux. En effet,
I'opérateur P qui calcule les solutions du probleme 2.3 et qui prend la forme :

P(s)={y € R"/0 € OF (y) +y — s}
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FIGURE 2.2.2 — Graphe d’une fonction F' et de sa régularisée de Moreau-Yosida F.

se transpose naturellement pour un opérateur 7' monotone maximal a :
P(s) ={y e R"/0 € T(y) +y — s}

P est appelé opérateur résolvant ou proximal associé a T' et s’écrit algébriquement P =
(I +T)"'. L’existence et I'unicité de la solution & I'inclusion 2.7 :

Trouver y tel que 0 € T'(y) +y — s (2.7)
vient comme corollaire de la proposition suivante, due a George Minty ([76]) :

Proposition 2.2.2 (Minty). Soit T mazimal monotone. Son résolvant P = (I +T)~! est
pseudo-contractant et dom(P) = R".

Le gradient VF au vu de la formule 2.6 possede son analogue :
Q=I-P=UI+TH" (2.8)

appelé opérateur régularisé de Moreau-Yosida de T, qui est le résolvant de T~1. Q = %]—I—
%(I —2P) est pseudo-contractant lui aussi et partage les mémes zéros que T, justifiant ainsi
son appélation d’ “opérateur régularisé”. L’application de I’algorithme 2.2.2 a 'opérateur ()
constitue le célebre algorithme du point proximal 2.2.4. On parle parfois de pas “backward”

Algorithme 2.2.4 Algorithme du point proximal généralisé
1. k= 0; Choisir ¢ € R"
2. Y =yF — QYY) = (1 = pr)y* + prP(y")
3. k«— k+1; Aller a I'étape 2

pour I’étape 2 de l'algorithme 2.2.4 par opposition au pas “forward” de ’algorithme 2.2.2
afin d’identifier le caractere implicite ou explicite de la résolution de l'inclusion (2.7). La
convergence est donnée par la proposition 2.2.3 suivante.
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Proposition 2.2.3. Soit T : R® = R™ monotone mazimal et () son opérateur régularisé.
Si

0<pr<2

+o0
> p(2— pr) = +o0
k=0

alors la suite {yk}k générée par l'algorithme 2.2.4 converge vers un zéro de T

Démonstration. 11 s’agit en fait d’un corollaire de la proposition 2.2.1 en observant que @)
est pseudo-contractant, c’est a dire co-coercif de constante b = 1. O

L’algorithme 2.2.4 fut initiée par Martinet dans [71] et [75] pour T'= 0F et T' = 0L
sous le nom de “méthode de régularisations successives”. Rockafellar la généralisa ensuite
(193], [91]) au cas d’opérateurs monotones quelconques en la rebaptisant “méthode du
point proximal”. L’introduction de coefficients de sous-relaxation est enfin due a Eckstein
et Bertsekas [35].

2.2.3 Applications a optimisation
Changement de variable

En regle générale, avant d’appliquer un algorithme pour chercher un zéro d’un opérateur,
il est souvent souhaitable d’effectuer un changement de variable afin d’obtenir un opérateur
mieux “conditionné” sur lequel l'algorithme en question peut potentiellement conver-
ger plus vite. Soit M une matrice inversible. Si T" est monotone maximal, alors 7 =
M~=TTM~ Vest aussi ([98, Théoreéme 12.43]) et la correspondance entre les graphes de T
et 7 est donnée par :

uweT(y) <= M "ueT(My)
en particulier, les zéros de T et de 7 sont liés par la relation :

0e7(z)

0€T(y) — {z:]\/[y

Les algorithmes de recherche de zéro appliqués a T" peuvent donc aussi I'étre a 7 et les
solutions recouvrées par le changement de variable inverse y = M~'z. L’inclusion du
probleme (2.7) se transforme alors en :

0eM "T(M™'2)+2—s
0€T(M™'2)+M"(z—5s)

et en revenant aux variables originales du problemes y :

0e€T(y)+Aly —s) (2.9)

avec A = M T M. Un changement de variable usuel consiste pour A > 0 & poser M = v/l
c’est a dire A = AI. Nous pouvons imaginer sur la figure 2.3.1, 'impact du choix de la
matrice A dans (2.9) qui remplace l'espace d’équation y + u = s par celui d’équation
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solution

F1GURE 2.2.3 — Effet du parametre A sur la convergence de ’algorithme du point proximal.

Algorithme 2.2.5 Algorithme proximal appliqué a T' = OF avec mise a 1’échelle
1. k= 0; Choisir ¢ € R"
2. ZM = argmin, F(2) + 5 (z — y*, A(z — ¢¥))
3.yt = (1= pr)y" + 2t
4. k — k+1; Aller a I'étape 2
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My + M "u = s. En dimension 1, plus A est grand et plus la droite devient “horizontale”.
La conséquence sur la convergence de l'algorithme est schématisée sur la figure 2.2.3 :
plus A est choisi grand, plus la convergence est rapide. A titre d’exemple, la méthode
proximale 2.2.4 avec T' = JF devient dans ce cas 'algorithme 2.2.5.

De prime abord, 'algorithme du point proximal apparait étre inutilisable en pra-
tique car les étapes 2 des algorithmes 2.2.4 ou 2.2.5 semblent présenter une complexité
équivalente, voire supérieure a celle du probleme de départ. Une facon de rendre 'ap-
proche moins rédhibitoire, et tres suivie dans la littérature [94, | est d’effectuer un
calcul approché dans (2.7). Néanmoins, dans certains cas d’intérét, le calcul de P est aisé,
par exemple si T = 9H ou T = 0L avec L et H le lagrangien et la fonction duale du
probleme perturbé (A.8). Le calcul de P est alors de complexité équivalente a celui de T,
tous deux nécessitant la résolution d’un probleme d’optimisation. L’algorithme du point
proximal coincide alors avec les méthodes de Lagrangien Augmenté, proposées pour la
premiére fois dans les années 60 par Hestenes ([18]) et de Lagrangien Augmenté proximal
([93]) présentées juste apres. Enfin, lorsque 1'on a affaire & un probléeme d’optimisation a
structure décomposable comme le probleme (1.2) qui nous intéresse, et lorsque 7" est un
opérateur d’éclatement (voir le chapitre 3), le calcul de P deviendra plus facile que celui
de T puisqu’il donnera lieu & une décomposition du probleme.

Lagrangien augmenté

L’algorithme de lagrangien augmenté appliqué au probleme d’optimisation (P;) peut
se voir comme l’application de la méthode proximale pour résoudre le probleme dual D :

Minimiser H (u) — (y, u) (2.10)

uER™

Le probleme résolu a chaque itération s’écrit :

0 € OH (u"™) + AuF™ —u¥) — g
)\(uk - uk—i—l) + g c aH(uk-l-l)
(@™ A uh — ") + 7)€ 9" (0, u" )

En posant y**! = A(u” — u*) + 7, cette inclusion se rééerit :

(0,0) € dp(a™* 1,y 1) + (0, A7 (¥ = §) — )

k—f—l)

(C(Jk+1,y

. 1 2 k
carg _min  o(v,y) + 57 |y =9l = (u".y)

et nous retrouvons finalement la forme classique de I'algorithme de lagrangien augmenté :

Algorithme 2.2.6 Algorithme de lagrangien augmenté
1. (v°u’) € R™ x R™ donné
2. (warlv ykJrl) € arg minmER",yERm 90(1'7 y) + % ||y - g”2 - <uk7 y>
3. uk;—i—l — uk _ )\—l(yk+1 - y)

4. k — k+1; Aller a I'étape 2
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Lagrangien augmenté proximal

En remplagant maintenant 7" par L — (0, §) plutdt que OH — g dans 'algorithme 2.2.4,
on obtient cette fois ci 'algorithme de lagrangien augmenté proximal ([93]). Le probleme
résolu a chaque itération s’écrit :

( 7) c aL( k+1 k+1) +)\{( k:—i-l’uk—i-l) . (xk:’uk:)}
()\(l’k . karl)’ )\(U k+1 _|_ y) c aL k+1 k+1
(/\(.l’k . Ic—f—l)7 k+1) c @QO( k+1 )\(uk k+1) + y)

en posant cette fois encore y*! = A\(u* — u**t1) + 7

(0,0) c a(p(xk-i-l’yk-&—l) + ()\(xk:—i-l . xk), A—l(yk-&-l . Zj) o uk)

L’algorithme de lagrangien augmenté proximal prend la forme de 'algorithme 2.2.7.

Algorithme 2.2.7 Algorithme de lagrangien augmenté proximal
1. (3%, 2% u®) € R™ x R™ x R™ donné

. 2 _
2. (aF g € argming, o(z,y) + 3 [Jo — |7+ 5 ly — gl° = (ub,y)
3. uk—i—l — uk o )\—l(yk-i—l o g)
4. k — k+1; Aller a I'étape 2

Il s’agit de I'algorithme 2.2.6 auquel on a ajouté le terme proximal % Hx — kaQ

Lors de I'étude de la convergence de 'algorithme du point proximal 2.2.4, nous nous
sommes servis des propriétés de faible contraction de I'opérateur N = I — 2() intervenant
dans le calcul I —p, T = (1 —2)1 4 £:(1 —2Q). Cet opérateur peut étre interprété comme
une généralisation des opérations de réflexion par rapport a des sous-espace affines de R™.
Nous étudions dans la section 2.3 suivante ces réflexions généralisées qui sont a la base

des méthodes d’éclatement présentées aux sections 3.3 et 3.4.

2.3 Quelques propriétés des réflexions généralisées

Nous étudions dans cette section les réflexions généralisées faisant ’'objet de la définition
2.3.1.

Définition 2.3.1. Soit T : R® = R™ monotone mazimal, P = (I +T) ' et Q =1— P.
L’opérateur :

N=P-Q=2P—-1=1-2Q
est la réflexion généralisée associée a T

Cette terminologie provient du cas ou 7" est le cone normal N4 a un espace vectoriel
A C R"™ (voir la sous-section A.1.4 en annexe pour une définition). L’opérateur P est
alors le projecteur sur l’espace A: @ le projecteur sur l’espace At et N correspond &
la réflexion usuelle par rapport a A. La formule N = 2P — [ fournit la procédure pour
calculer d = N(s).
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1 Trouver y tel que 0 € T(y) +y — s i.e. y = P(s)
2 Poser d =2y — s

Les réflexions généralisées correspondent exactement aux opérateurs faiblement contrac-
tants de domaine R™ tout entier. Ces derniers peuvent donc étre réinterprétés systéma-
tiquement comme la réflexion généralisée associée a I'opérateur maximal monotone sous-
jacent (%I + %N )~! — I. Cette relation donne lieu & la correspondance de la proposition
2.3.1 suivante entre les graphes de 7" et de N.

Proposition 2.3.1. Soit T': R” = R" monotone mazimal et N : R — R" sa réflexion
généralisée. u € T(y) si et seulement si d = N(s) avec de fagon equivalente :

s =y+t+u Yy =
ou
d =y—u u =

De la méme maniere, tout opérateur pseudo-contractant P de domaine R™ peut s’in-
terpréter comme 'opérateur résolvant de P~! — I ou bien comme le régularisé de (P~ —
I)~1 qui sont tous deux monotones et maximaux. La proposition 2.3.1 possede alors ’ana-
logue :

(d+s)
(d—s)

N [— N+

Proposition 2.3.2. Soit T': R® — R"™ monotone mazimal et s € R". Les trois proposi-
tions suivantes sont équivalentes.

i) ueT(y)
ii) y=P(s) et s=y+u
i) u=Q(s) et s=y+u

Autrement dit, il existe un unique couple (y,u) € gr(T) tel que y+u = s. Ce couple étant
donné par Uapplication s — (P(s),Q(s)) qui est donc une bijection de R™ dans gr(T).

Cette décomposition de s est appelée décomposition prorimale sur le graphe de T' ou
encore décomposition de Moreau ou de Minty. Elle est représentée graphiquement pour
T :R — R sur la figure 2.3.1. Il s’agit de 'unique point d’intersection entre le graphe de
T et le sous-espace affine {(y,u)/y +u = s}. Une autre représentation est donnée sur la
figure 2.3.2 pour T' = VF : R? — R? lopérateur gradient d’une forme quadratique F'.
L’image de s par la réflexion généralisée N correspondante est dessinée sur la figure 2.3.3.

Si T'= N4 (le cone normal a l'espace vectoriel A4), alors il s’agit de la décomposition
classique d’un vecteur s en la somme de deux éléments orthogonaux y € A et u € A*. Si
T = N¢ est le cone normal d’un cone convexe fermé ', alors la décomposition coincide
avec la décomposition en deux éléments mutuellement polaires y € C et u € C°.

Le tableau 2.1 récapitule la correspondance bijective entre les trois classes d’opé-
rateurs : monotones maximaux, faiblement contractants de domaine R™ tout entier et
pseudo-contractants de domaine R"™ tout entier.

2.3.1 Propriétés de contraction

L’algorithme du point proximal 2.2.4 est l'algorithme 2.2.3 appliqué a N en posant
ay = & pour tout k. Sous certaines hypotheses sur 7', sa réflexion généralisée N possede
des propriétés de contraction supplémentaires qui permettent d’établir la convergence de
2.2.4 dans des cas limites.
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A

Q(s)

>

{y.u)ly+u=s}

FI1GURE 2.3.1 — Décomposition proximale de s sur le graphe de 7T'.

' 7K F
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= ;ai/, Qgs)f/,:p'"ﬂ.
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FIGURE 2.3.2 — Décomposition de Moreau de s sur le graphe de VI ou F' est une forme
quadratique.

Monotone Faiblement contractant | Pseudo-contractant
T 20+T)' -1 (I+7)!
(N+I)to2l -1 N %(N%—I)
P17 2P — 1 P

TABLE 2.1 — Bijection entre les trois types d’opérateurs : monotones, faiblement contrac-

tants et pseudo-contractants.
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FIGURE 2.3.3 — Image N(s) d’un point s par la réflexion généralisée N associée au sous-
différentiel d’une forme quadratique

Lemme 2.3.1. Soit T : R = R" monotone mazximal et N : R* — R" sa réflexion
généralisée.
IN(s) = N(s")[* < | P(s) = P(s)[|”
+[Q(s) = Qs I* =2 (P(s) = P(s),Q(s) = Q) (2.11)
IN(s) = N()I* < [|s = s'II* = 2(P(s) = P(s), Qs) — Q(s) (2.12)

Si T est fortement monotone ou co-coercif, alors N possede des propriétés plus fortes
que la contraction faible, réunies dans la proposition suivante.

Proposition 2.3.3. Soit T : R® = R"™ monotone maximal et N : R® — R" sa réflexion
généralisée.
i) Si T est co-coercif de constante b alors N est H%—moyenné.
2
ii) Si de plus, T est fortement monotone de constante a alors N est contractant de
2ab

a+b
ii1) SiT est strictement monotone alors N est strictement contractant.

< 1.

rapport /1 —

Démonstration. D’apres la proposition 2.3.2, Q(s) € T(P(s)) et Q(s') € T(P(s')). La
co-coercivité se traduit par :

(P(s) = P(s'),Q(s) = Qs")) = b[|Q(s) — Q(s")|” (2.13)
impliquant ainsi :

IN(s) = NOI* < lls = 'II° = 201Q(s) — Q&)
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et puisque Q) = %(I — N), nous obtenons :

IN(s) = N(HI* < lls = '|I° — g It = N)(s) = (I = N)(s)]

ui caractérise d’apres le lemme B.1.1 un opérateur a-moyenné avec i=2¢ = 2 gsoit o =
@ 27

—+ < 1 prouvant ainsi i). Enfin, si T est aussi fortement monotone, ce qui se traduit

145
symétriquement a (2.13) par :

(P(s) = P(s'),Q(s) = Q(s)) = a|[P(s) = P()|I" (2.14)
alors la multiplication de (2.14) par #) et de (2.13) par % ajoutées I'une a I'autre donne :

ab

——(I1P(s) = P+ 1Q(s) = Q(II")

—(P(s) = P(s),Q(s) = Q(s)) <

qui insérée dans 2.11 permet d’obtenir i) :

IN(s) = N(sHII* < (1 -

2ab 2 2
a+b)£l|P(S)—P(S)II JVrIIQ(S)—Q(S)II )

<ls—s'|>

Nous obtenons les corollaires suivant quant a la convergence de I'algorithme 2.2.4.

Corollaire 2.3.1. Soit T : R® = R™ monotone mazximal et () son opérateur régularisé.
Si T est co-coercif de constante b et :

0<p, <240

+oo
Zﬂk(2+b—/)k):+oo
k=0

alors la suite {yk}k générée par l'algorithme 2.2.4 converge vers un zéro de T

Démonstration. Soit N la réflexion généralisée de T' et J = (1 — &)1 + 2N effectuant
I'itération k. Puisque N est 1+Lg—moyenné,
2

(o) ()

pour un certain opérateur N faiblement contractant ayant les mémes points fixes, soit en
simplifiant.

Pk Pk
J=01-—=)+—

Pk Pk
J=(1- I N
s T A
et la convergence vient de la proposition B.3.1 appliquée avec oy, = ;—fl). O
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Corollaire 2.3.2. Soit T : R™ = R"™ monotone maximal. SiT est co-coercif de constante
b et fortement monotone de constante a alors la suite {y"‘}k générée par l’algorithme 2.2.4
avec :

0<pp<2
+oo

Zpk = +00
k=0

converge vers y l'unique zéro de T'. Si de plus, liminf p,, = p > 0, la vitesse est linéaire
de taux :

-y 2ab
hmsupHyk—_yHg1—£ 11—y 1= 222 ) <1
P ARl 2 a+b
Démonstration. 11 s’agit de I'application directe de la proposition B.3.2. O

Nous nous penchons maintenant sur les propriétés de différentiabilité et de proto-
différentiabilité des réflexions généralisées, deux notions rappelées en annexe C.

2.3.2 Vitesse de convergence de ’algorithme proximal

Si T : R™ = R™ monotone maximal est proto-differentiable en § pour w, alors DT (y|u)
est aussi un opérateur monotone maximal ([98, p. 569]) et positivement homogene ([90]).
De plus P est semi-differentiable en 5 = § 4 @ et sa semi-différentielle est le résolvant de
DT (glu) ([98, Proposition 9.50]). On montre aussi que Q@ = I — P et N = 2P — I sont
semi-différentiables en § = § + @ respectivement pour @ et d = § — u et que :

DP(3) = (I, + DT (y|u)) " (2.15a)
DQ(5) = (I, + DT (gla) )" (2.15b)
DN(5) = DP(5) — DQ(s) (2.15¢)
—2DP(s5) - I, (2.15d)
— I, — 2DQ(5) (2.15¢)

Ces trois opérateurs sont positivement homogenes et possedent un développement de type
Taylor, par exemple pour N :

N(s) = N(5)+ DN(5)(s—35)+o(||s — s]|) (2.16)
Supposons que la suite des s* générée par 1'algorithme 2.2.4 converge vers un point 5 ol
N possede un tel développement. Alors 'opérateur effectuant une itération noté :

T (1= o)+ "N

est aussi semi-différentiable en 5. Nous avons alors le développement :

Jar (8) = Jar (5) + DJor (8)(s — 5) + o(||s — 5))

k k k

En remplacant s par s”, ’erreur commise a chaque itération notée e” = s¥ — 5 est donnée

récursivement par :

" = DJk(5)e" + 0(H€kH)
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Nous introduisons pour un opérateur moyenné positivement homogene J la notation :

J
11 = sup 1€l < 4
2 el

qui généralise la norme classique des opérateurs linéaires. L’inégalité triangulaire fournit
alors :

e ] < 1D Tar ()11 [ e¥]] + ol

Si I'algorithme ne converge pas en un nombre fini d’étapes, alors

et i Ul
< ||DJ, +
e R P
et le taux de convergence est borné par :
U aaid e
limsup ———— < limsup || DJ.x(5)|| (2.17)
ko llef k

2.3.3 Conditions de différentiabilité

Lorsque T'= 0F, alors N = [ — OV F ou F est la régularisée de Moreau-Yosida de F'.
Les propriétés d’ordre 1 de N sont alors liées aux propriétés du second ordre de F. La
question de la différentiabilité a 1'ordre 2 de Fa re¢u un grand intérét dans ’étude de la
version exacte [12] ou de versions inexactes [01] de I'algorithme du point proximal afin de
développer des méthodes de type quasi-Newton. L’existence d’une matrice hessienne V2EF
a été étudié dans le cas convexe par Lucet [09], Lemaréchal et Sagastizabal ([58], [59]) et
dans un cadre plus général par Poliquin et Rockafellar ([39]). Il est souligné dans [69] et
[89] que la propriété clé pour obtenir la differentiabilité a l'ordre 2 de F est la linéarité
au sens généralisé de D[OF|(y|u), c’est a dire la linéarité de son graphe :

Définition 2.3.2. D[OF](y|u) est linéaire au sens généralisé si D[OF](y|u) = S + Ny
ou H est un sous-espace vectoriel de R™ et S est une matrice symétrique semi-définie
positive.

La linéarité générale pour les opérateurs multivoques est définie en toute généralité
comme la linearité du graphe. Cette caractérisation pour les opérateurs sous-différen-
tiels monotones maximaux apparait dans [95, Proposition 4.1]. La proposition suivante,
adaptée de [09] caractérise la differentiabilité a I'ordre 2 de F et fournit la formule explicite
de la matrice Hessienne par la méme occasion.

Proposition 2.3.4. Les assertions suivantes sont equivalentes :

i) OF est proto-differentiable en § pour u avec une proto-différentielle linéaire au sens
généralisé D[OF](y|u) = S + Ny.

i) F est deus fois differentiable en s =y + u et

V2p(=§> = VQ(g) = [Him(S)—l—Hi ®) []n + (H')—(SHH)T] o Him(s)+HL]T
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Si un opérateur sous-differentiel est linéaire au sens généralisé, il est le sous-differentiel
d’une fonction partiellement quadratique. Comme il est noté dans [29], cette classe de fonc-
tions peut étre vue comme une extension des formes quadratiques classiques auxquelles
on permet d’avoir des valeurs propres égales a +o0o. Afin de simplifier les notations, nous
exploiterons une decomposition de l'espace en la somme directe de trois sous-espaces,
correspondant respectivement a des valeurs propres dans {0}, |0, +oo[ et {+o0}.

Proposition 2.3.5. Dans la définition 2.5.2, S peut étre choisie de telle sorte que im(S) C
H.

Démonstration. D[OF](y|u) est de la forme :

Sy+H- siyeH

0 sinon.

Sy + Nn(y) = {

Dans le premier cas, y = Ilyy et Sy + HL = IIx(Sy) + H* donc S peut étre remplacé
par 11,5113, symmétrique semi-définie positive et qui satisfait clairement im (I13,STl3) C
H. ]

Dans ce qui suit, R" sera décomposé selon la somme directe :

H,® Hy b Hy =R"
Hy =HNim(S) =im(S)
HQ == H N k@T(S)
Hy = H*
Les dimensions respectives sont notées ni, ns, ng avec ny + ny + n3 = n. Ces espaces

sont mutuellement orthogonaux puisque ker(S) = im(S)+. Nous donnons la preuve que
la somme est directe :

Démonstration. Soit s € R". s se décompose ainsi :

§ = szer(S)S + Him(S)S
= HHerr(S)S + HHiner(S)s + Him(S)s

Nous avons clairement :

Him(S)S S zm(S) =H;
H'HJ_erT(S)S e Ht = Hs
HHerT(S)S €eH

Il reste & montrer que Iy Il sy appartient aussi a ker(S). L’inclusion im(S) C H donne
H+ C ker(S) dou :

HHerr(S)S = err(S)S - HHLerr(S)S € ker(S)
—_———

cker(S)
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Cette décomposition est tres liée a la décomposition Y-V de [60]. Plus précisémment,
U = H est Pespace suivant lequel F est différentiable et V = H* est son complémentaire,
I’espace parallele au sous-différentiel. Ici, nous faisons I’hypothese supplémentaire que
F' possede une matrice hessienne dans l’espace U. Nous considérons alors une sous-
décomposition de cet espace en d’une part le sous-espace associé aux valeurs propres
nulles, dans lequel F' est localement linéaire et d’autre part le sous-espace associé aux
valeurs propres strictement positives dans lequel F' est fortement convexe.

Désormais, nous nous plagons dans une base orthonormale B adaptée a H; X Ha X Hs.
S s’écrit dans cette nouvelle base :

L
B'SB = 0 (2.18)
0

ou L est une sous-matrice ny X n; symétrique définie positive. Ces notations permettent
de simplifier les calculs dans la proposition suivante :
Proposition 2.3.6. Les assertions suivantes sont equivalentes :

i) OF est proto-differentiable en § pour @ avec une proto-derivée linéaire au sens généralisé

D[0F](ylu) = S + Ny,an, et im(S) = H;.

ii) La régularisée de Moreau-Yosida F est deuz fois différentiable en 5 =y + u et
(In, + L7171
V2F(5) =VQ(3) = B 0 B!
I,
ii1) N est différentiable en s =y + u et
2(I,, + L)' -1,
VN(3) =B I, B! (2.19)
—1I,,

Démonstration. i et i sont de simples reformulations des points ¢ et i de la proposition
2.3.4 tandis que 7 provient de (2.15¢). Nous détaillons la formule de VQ(5) :

VQ(5) = V2F(5)
= [HH1@H3 © [In + (HH1@H2 oSo HH1®H2)T} © HHI@HS]
= Myyet; © [In+ ST o HHleaH:JT

= [HH169H3 + ST]T

(Ln, + L7~
=B 0 B!
I,

T

3

]

Lamatrice ST est la pseudo-inverse de Penrose-Moore de S. Pour une matrice symétrique
définie positive, elle est obtenue en inversant les valeurs propres strictement positives et
en conservant les valeurs propres nulles.

Pour finir, nous mettons en exergue deux situations extremes de la formule (2.19),
correspondant respectivement aux cas Hs = {0} et H; = {0}.
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Lorsque Hs = {0}

D[0OF](y|u) est alors réduit a ’application linéaire S et OF est différentiable. La formule
de V2F'(5) donnée par la proposition 2.3.7 est alors un résultat classique figurant par
exemple dans [59] et ses références.

Proposition 2.3.7. Si OF est differentiable en § avec D[OF](y) = S et OF (y) = {u},
alors F' est deux fois différentiable en s =y + u et :

VQ(s) = V2F(s) = I, — (I, + )

Corollaire 2.3.3. Si OF est différentiable en § avec D[OF|(y) = S et OF (y) = {u}, alors
N est differentiable en s =1y + u et :

VN(3) = 2(I, + S)"! — I,

Notons que l'opérateur 7(-) = M~TOF(M~') obtenu grace au changement de va-
riable :

(z,w) < (My, M~ "u)

est alors proto-différentiable en (z,w) = (My, M~ %) et sa réflexion généralisée notée N
est différentiable en o = zZ + w avec les formules :

M-TSM™!

21y, + M~ TSMH — 1,

DI[T](z|w)
VN (3)

Lorsque H; = {0}

Dans cette deuxieme situation, la proto-derivée D[OF](y|u) se résume a Nyp. Cela
implique Hs = H, Hs = H* et d’apres la proposition 2.3.6, N est différentiable avec :

VN(3) =B ( Ins 1, ) B~ = Ry (2.20)

Il s’agit de 'opérateur de réflexion par rapport a l'espace H. Notamment, si F' est une
fonction polyédrale, alors OF possede partout une proto-dérivée qui est presque partout
linéaire-generalisée avec H; = 0. Nous avons considéré sur la figure 2.3.3 les opérateurs P,
( et N associés a une fonction polyédrale et représenté leur proto-dérivée en deux points
distincts. Remarquons au passage que d’autres fonctions, qui ne sont pas polyédrales
peuvent néanmoins présenter un sous-différentiel de proto-dérivée linéaire-généralisé ayant
H;, = {0}. Par exemple :

L 3 y? ity >0
F:y— - VF :y—
Y 3|y| Y {—y2 ify<0

VI est différentiable en zéro, de dérivée égale a y — 0. De méme V F™* a une proto-dérivée
égale au cone normal Nygy en 0 pour 0.
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FIGURE 2.3.4 — Opérateurs proto-dérivées associés a une fonction polyédrale

2.3.4 Lois internes ¢ et x

L’ensemble des opérateurs faiblement contractants est stable par composition. Les
correspondances du tableau 2.1 permettent alors d’induire une loi interne ® sur ’ensemble
des opérateur pseudo-contractants et une autre x sur I’ensemble des opérateurs monotones
([55]). La premiere est définie pour tout couple d’opérateurs pseudo-contractants (P, P;)
par :

1 1
PQ*P1:§I+§ \(2P2—[>JO£2P1—I)

Ny N,
et la deuxieme est définie pour tout couple d’opérateurs monotones (75, 7}) :

T,oT = ((I+ TQ)*i*\([ v T

Py Py

Stabilité vis a vis de la convergence graphique

Nous montrons maintenant que ces lois sont stables par passage a la limite graphique
(définition C.2.2). Dans ce but, nous nous attachons d’abord a la stabilité des correspon-
dances du tableau 2.1.

Lemme 2.3.2. Soit pour tout k € N, T% : R® = R™ monotone mazimal, P*¥ : R* — R"
son résolvant et N* : R" — R" la réflexion généralisée associée. Alors :

TF T = P" =P = N =N
9 9 9
et alors T est monotone maximal, P est son résolvant et N la réflexion généralisée as-
sociée.

Démonstration. D’apres la proposition 2.3.1, le graphe de N* est obtenu & partir de celui
de 7% par la transformation linéaire :

(y,u) = (y +u,y —u)
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Celui ce P* est obtenu a partir de celui de A% par 'application :
1
(Sa d) = (‘97 58 + d)

Enfin, le graphe de 7% est obtenu & partir de celui de P* par :

(5,p) = %(p,s —p)

Par continuité et coercivité de ces trois application, nous obtenons directement 1’équivalence

grace a 98, Théoreme 4.26]. Enfin si 7% converge, sa limite est nécessairement monotone
maximale [03, Théoreme 12.32], N et P sont donc par continuité, la réflexion généralisée
et le résolvant associés. O

Afin d’établir la stabilité de x et ® vis a vis de la convergence graphique, il suffit donc
de montrer celle de la composition pour les réflexions généralisées.

Lemme 2.3.3. Soit pour tout k € N NF et N¥ deuz réflexions généralisées. Alors :

NE= N NE = Mo, — [N o ] = [Na o M

Démonstration. Nous utilisons le fait (voir [98, Corollaire 5.45 et Théoréme 5.43]) que
pour une suite d’opérateurs equi-continue, ce qui est le cas de la suite {le} ., dont tous
les éléments sont lipschitziens de constante 1, la convergence graphique implique la conver-
gence continue, c’est a dire que pour toute suite { sk} ., — $ OuS avons :

N (s%) = Mi(s)

Soit (s,t) € gr(Na o Np) et posons d = Ni(s) (nous avons donc t = Ny(d)). Soit {s*},
une suite convergente vers s avec pour tout £ :

Jr ! NE(sP)

4k et NE(dr)
Par construction, (s*,t*) € gr(N} o Nf). La convergence continue de {N{'} implique
d* — d, puis celle de {N}}, donne t* — t. La suite NJ o N} converge donc ponctuellement

vers N3 o N1, ce qui est équivalent & la convergence graphique puisqu’il s’agit d’une suite
équi-continue ([98, Théoreme 5.40]). O

Proposition 2.3.8. Les lois ® et x sont stables par passage a la limite graphique.

Démonstration. 11 suffit de combiner le lemme 2.3.3 avec la proposition 2.3.2. O

Conclusion

Ce chapitre a constitué l'occasion d’un bref rappel sur les méthodes de régularisa-
tion en optimisation convexe non différentiable. Nous avons choisi de mettre I’accent sur
I'interprétation qu’elles ont en terme d’applications successives d’un opérateur de réflexion
généralisée N (algorithme 2.2.3) pour 'aisance qu’elle offre dans ’analyse de convergence.
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L’intérét pour la différentiabilité de 'opérateur N dans I’étude de la convergence de
I’algorithme du point proximal est a notre connaissance nouveau, l’opérateur regardé
étant le plus souvent P ou (). De méme, la question de la stabilité des lois ® et x quant a
la convergence graphique semble n’avoir jamais été abordée auparavant. Elle se révelera
fort utile dans le chapitre suivant pour étudier la convergence des méthodes d’éclatement
(splitting methods en anglais) développées spécifiquement pour tirer profit de la structure
décomposable du probleme (1.2), ce dont ne sont pas capables les applications directes de
I'algorithme du point proximal (algorithmes 2.2.5, 2.2.6 et 2.2.7).



Chapitre 3

Eclatement d’opérateurs :
décomposition et coordination

3.1 Introduction

Nous rappelons notre objectif développé au chapitre 1, d’exploiter la structure décom-
posable du probleme générique (1.2) :

p

Minimiser f(y) = Z Fi(yi) + C(y1, -, up)

cRn
v =1

qui en plus de notre probleme de gestion de production et de la programmation sto-

chastique en général ([97, 91]), trouve des applications dans d’autres domaines [37, 52],
notamment les télécommunications ([$1, 9]), le controle optimal ([30]) et le traitement du
signal [1].

Soit T} et Ty deux opérateurs monotones maximaux (par exemple T3 = OF et Ty =
0C'). Nous ferons dans la suite ’hypothese 3.1.1, c’est a dire qu’il existe un couple de

solutions primale-duale au probleme de trouver un zéro de la somme T’ = T + 1.
Hypothese 3.1.1. [l existe y*, u* € R™ tels que :

u* e T (y") (3.1a)
—u* € Ty(y") (3.1b)

Dans le cas (T1,T2) = (OF,0C), un couple satisfaisant (3.1) vérifie 0 € OF (y*) +
0C (y*) C O[F + Cl(y*) et y* minimise alors F' 4+ C. Cependant, les minimiseurs de F' 4+ C'
ne sont pas en toute généralité les zéros de OF + OC'. Les deux opérateurs OF + 0C' et
J[F + C] coincident en particulier sous les conditions suffisantes de la proposition A.1.2.

Le principe des techniques d’éclatement d’opérateur est de chercher un zéro de la
somme T = Ty + T; ou T7 et Ty sont monotones maximaux (mais pas nécessairement 1)
en effectuant des calculs séparés sur T et Ty. La manipulation des opérateurs résolvants
P=(I+T)) et P,=(I+T)"! est autorisée mais pas celle de P = (I +T)~!, dont le
calcul est jugé “trop difficile”. L utilisation de ce principe s’avere d’autant plus bénéfique
que I’évaluation de P; et de P, est simple. C’est le cas par exemple :

— lorsque I'un des opérateurs, disons T}, est une somme séparable T1(y) = T11(y1) +

45
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...+ T ,(y,). P1 présente alors une structure bloc-angulaire :

Pl,l(yl)
Pi(y) = : (3.2)
Pl,p(?/p)

et son calcul peut étre parallélisé. L’opérateur OF dans le probleme (1.2) présente
une telle structure.
— lorsque 17 est l'opérateur cone normal d’un ensemble de structure simple comme

une boule en normes ||-||;, [||l5, |||l ou un espace vectoriel de structure simple. P,
est alors un opérateur de projection qu’il est facile de calculer analytiquement.
La these de Jonathan Eckstein [33] contient une revue fournie de ces techniques. Nous

nous contentons ici de présenter les méthodes qui ont suscité le plus d’attention dans la
littérature, a savoir la méthode “Forward-Backward” (section 3.2) et les méthodes de type
“Rachford” (sections 3.3 et 3.4) .

3.2 Meéthode Forward-Backward

3.2.1 Probleme de point fixe équivalent

Les opérateurs T} et Ty peuvent étre respectivement remplacés dans le systeme (3.1)
par 7; = ATy et T, = A~ 1T5, pour A > 0 fixé et donnent lieu, en effectuant le changement
de variable w <+ A\"'u, au probléme équivalent :

Trouver w*,y* € R" tel que w* € T1(y*) et —w™* € To(y")
La premiere inclusion se réécrit :
y'—w' e (I =)y (3.3)
tandis que (3.1b), a l'aide de la proposition 2.3.2 peut se réécrire :
y' = +T%)(y —w) (3.4)

En composant avec (3.3), y* est une solution si et seulement si elle vérifie I'’équation de
point fixe :

y eI +T)(I-T)y (3.5)

3.2.2 Algorithme

La méthode Forward-Backward (algorithme 3.2.1) fut proposée par Lions et Mercier
([68]) Passty ([¢3]) et par Han et Lou [12]. Elle exécute des itérations successives de
lopérateur (I +7T3)~ (I — 77) pour résoudre (3.5). Le calcul de 'opérateur a 1'étape 2 est
détaillé dans l'algorithme 3.2.2. Si T} = VF et Ty, = N4, alors il s’agit de ’algorithme de
gradient projeté proposée par Goldstein et par Levitin et Polyak ([0]) pour le probleme
de minimisation de F' sur A. Pour deux opérateurs a valeurs dans R, les itérations sont
représentées schématiquement sur la figure 3.2.1.

La méthode Forward-Backward est tres liée au principe du probleme auxiliaire in-
troduit par Guy Cohen [15], [16], [17] pour les problemes d’optimisations puis généralisé
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Algorithme 3.2.1 Algorithme forward-backward

1. Choisir ¢° € R"
2. Yy e (I +T) (I — T)y*
3. k«— k+1; Aller a I'étape 2

Algorithme 3.2.2 Algorithme forward-backward : version détaillée

1. Choisir y° € R"

2. ub =Ty (y%)

3. Trouver y**1 tel que 0 € To(y*) + A(yFH — o) + u*
4. k — k+1; Aller a I'étape 2

FIGURE 3.2.1 — Suite des itérés de 'algorithme Forward-backward
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par la suite aux problemes d’inéquations variationnelles. Ce principe algorithmique qui
généralise et relie un grand nombre de méthodes variationnelles permet entre autre de
remplacer I'opérateur identité dans le calcul du résolvant par un opérateur auxilaire non
linéaire.

3.2.3 Application a la décomposition

Appliquée a la décomposition ; la méthode forward-backward 3.2.2 permet d’obtenir
les méthodes de décomposition par les prix et par les ressources (ou quantités) ([54], ).
En effet, soit le probleme d’optimisation suivant.

Minimiser filzr) + ..o+ filzy)

T1,T2,.,Tp
s.c Gix1 + Gexg + ...+ Gpzp, = R

qui modélise le probleme du partage optimal d’une quantité de ressource R entre p unités.

Décomposition par les ressources

Supposons que les fonctions implicites F;(y;) = ming,,—,, fi(x;) soient s.c.i. Le probleme
se met sous la forme équivalente :

Minimiser — Fi(y1) + ... + Fp(yp) (3.6a)
Y1,Y25--Yp
s.c ity +...+y=R (3.6b)

Notons que cette formulation rentre dans le cadre du probleme (1.2) en posant C' = d4 la
fonction indicatrice de I'espace affine :

"4:{<y1ay2>"'7yp)/y1+y2+"'+yp:R}

L’application de la méthode forward-backward donne alors I'algorithme de décomposition
par les ressources 3.2.3.

Algorithme 3.2.3 Algorithme de décomposition par les ressources
1. Choisir y° € R"
2. ub = VF(y~)
3.yt = ILu(y* — M)
4. k— k+1; Aller a I'étape 2

Décomposition par les prix
Soit pour i = 1,...,p H; = F; la conjuguée convexe de F;. Le probleme dual (voir
annexe A.3) s'écrit :

Minimiser Hi(w)+ ...+ Hpy(uy)

UL,U2,...,Up
S.C Uy =Uz = ... = U

Ce probleme rentre aussi dans le cadre (1.2) avec F' «— H et C' « 4. la fonction
indicatrice de ’espace vectoriel :

AL = {(uy,ug, . up) /ug =ug = ... =u,}
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Algorithme 3.2.4 Algorithme de décomposition par les prix
1. Choisir u° € R
2. y* = VH(u)
3. uFtt =Tl 4 (u® — \yb)
4. k — k+1; Aller a I'étape 2

3.2.4 Convergence

Passty montre en supposant la suite des itérés y* bornée, que 1'utilisation d’une o-suite
a la place du parametre A entraine la convergence ergodique de y* ([33]). Gabay [35] quant
a lui donne des garanties de convergence reposant sur la co-coercivité de 717 :

Proposition 3.2.1 (Gabay). Si Ty est co-coercif de module a et si 0 < \™! < 2a alors
Ualgorithme forward-backward 3.2.1 converge vers une solution du systéme (3.1).

Démonstration. La preuve utilise celle de la proposition 2.2.1. En suivant les mémes
étapes, nous obtenons le caractére moyenné de I — 77. L'opérateur (I + 75)~ ! est de
son cOté pseudo-contractant en tant qu'opérateur résolvant de 7y d’apres la proposition
2.2.2. L’opérateur (I + T5)~'(I — 7T;) est par conséquent moyénné grace a la proposition

B.1.3 et {yk} ., converge en se référant a la proposition B.3.1. O
Tseng [120] a étendu ce résultat au cas d’un pas A pouvant varier dans une certaine
plage au cours des itérations. Dans [125], Zhu reprend la méthodologie de [70] pour étudier

le comportement asymptotique en introduisant des propriétés quantitative de croissance
“locales” de T} et Ty autour de la solution par opposition aux propriétés globales plus
contraignantes utilisées jusque la. Dans [13], Chen et Rockafellar passent en revue les
résultats de convergence linéaire et s’intéressent au cas ou 7 est lipschitz continu de
domaine tout R™ et la somme T} + T3 est fortement monotone avec A dans une certaine

plage.

Vitesse de convergence

Si lalgorithme converge vers (y,w) et que 7; est semi-différentiable en y et 75 est
proto-différentiable en y relativement a w, alors 'opérateur effectuant une itération :

J=(I+T)"'(-T)
est semi-différentiable en y et :

DJ(y) = (I + DT:(ylw)) "' (I — DTi(y))

et la vitesse de convergence est bornée par :

e

lim sup

—— < limsup || DJ(7)|| (3.7)
ko lleFl k

En particulier si D7; = I, alors DJ(y) = 0 et la convergence est super-linéaire.
Tous les résultats de convergence globale cités nécessitent des propriétés de croissance
(co-coercivité ou forte monotonie) sur au moins I'un des deux opérateurs mis en jeu. Cette
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régularité est absente de beaucoup d’applications notamment celles faisant intervenir des
programmes linéaires. De plus, le choix de A doit toujours s’effectuer, sous peine de di-
verger, dans un intervalle dépendant des constantes de lipschitz ou de forte monotonie, la
plupart du temps inconnues.

Cette limitation, essentiellement due a l'utilisation directe de l'opérateur T; sans
régularisation est palliée dans les méthodes de Peaceman-Rachford et Douglas-Rachford
présentées respectivement dans les sections 3.3 et 3.4 qui viennent.

3.3 Méthode de Peaceman-Rachford

Les méthodes présentées ici et dans la section 3.4 furent proposées par Lions et Mercier
dans [08]. Le nom de Rachford leur est associé car il s’agit d’extensions aux opérateurs
monotones de techniques développées pour les opérateurs linéaires dans les travaux de
Peaceman et Rachford [31] puis de Douglas et Rachford [30]. Une introduction éclairante
peut étre trouvée dans [30].

3.3.1 Probleme de point fixe équivalent

Soit N et Ny les réflexions généralisées associées respectivement a 17 et 1. Grace a
la proposition 2.3.1, les équations d’optimalité (3.1) peuvent se réécrire :

yr—ut = Ni(y* +u”) (3.8a)
Yy +ut = No(y* —u¥) (3.8b)

En combinant ces égalités, les solutions (y*,u*) de (3.1) sont caractérisées par I’équation
de point fixe :

Yy +u" = Nyo Ni(y" +u”) (3.9)

L’opérateur Ny o Ny est faiblement contractant de domaine R™ comme composition d’opé-
rateurs ayant cette propriété. L’algorithme de Peaceman-Rachford (3.3.1) consiste alors
a I’évaluer itérativement.

3.3.2 Algorithme

Algorithme 3.3.1 Algorithme de Peaceman-Rachford
1. k = 0; Choisir s € R
2. st =[Ny o N| s
3. k«— k+1; Aller a I'étape 2

Les étapes a suivre sont détaillées dans I'algorithme 3.3.2 en nous aidant de la procédure
du calcul de N de la page 32 et en posant pour tout £ :

sk:yk—i-uk

gk—i-l — P1<yk 4 uk)
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Algorithme 3.3.2 Algorithme de Peaceman-Rachford (version détaillée)
1. k= 0; Choisir (y°,u’) € R™ x R™

2. Trouver 7**1 tel que 0 € Ty (g%) + (gFH! — y*) — u¥

3. ,ak:Jrl — uk + (yk _ gk+1)

4. Trouver y**1 tel que 0 € To(y*™h) + (y*! — ghtl) + aht!
5. uk—i—l — ak—f—l o (gk—&-l o yk+1>

6.

k< k+1; Aller a ’étape 2

Facteur d’échelle

La méthode de Peaceman-Rachford est usuellement mise en pratique apres avoir ef-
fectué un changement de variable préalable. Ce changement consiste essentiellement a
remplacer T et T, par les opérateurs monotones maximaux a7} et a1y ou bien encore
aTy (b)) et aTy(b™1) otta > 0 et b > 0. Ces coefficients ont pour role de dilater les espaces
des variables primales et duales I'un par rapport a 'autre afin de modifier le condition-
nement des opérateurs. Nous montrons maintenant que la méthode n’est sensible qu’au
rapport des dilatations % et que par conséquent, un seul parametre suffit. Le probleme
résolu est le suivant :

Trouver 2%, w* € R" tels que w* € T1(z") et —w* € To(2")

avec T1(-) = aTy(b™") et To(-) = aTy(b™'-) Nous considérons donc les opérateurs non-
expansifs NV et Ny associés respectivement & 7; et & 7 ainsi que lopérateur effectuant
une itération Ny o V.

En effectuant simultanément les changements y* = b='y*, u* = a~'*, 7% = b~ 1gF,
i =btak )\ = g, I’algorithme 3.3.2 appliqué au couple (77,75) se spécialise en ’algo-
rithme 3.3.3. Nous remarquons en premier lieu que les parametres a et b ont disparu et

Algorithme 3.3.3 Algorithme de Peaceman-Rachford avec facteur d’échelle
1. k= 0; Choisir (y°,u’) € R™ x R™

Trouver y**1 tel que 0 € Ty (¥%+1) + A(F*! — y*) — uF

Tt = + /\(Yk _ yk-ﬁ-l)

Trouver y**1 tel que 0 € Ty(y*+1) + A\(yFHL — gF 1) 4 g+t

uk-i—l — ﬁk+1 o /\(yk—&-l o yk-i-l)

SRR A el

k «— k+1; Aller a I'étape 2

que seul leur ratio A intervient dans cette version finale. De plus, les suites y*, u*, y*, a*

convergent respectivement 3 la méme vitesse que les suites y*, u¥, 4%, @*, le second groupe
étant obtenu a partir du premier par simple dilatation de facteur a ou b. En particulier,
les trois choix suivants seront équivalents en terme de vitesse de convergence :

T.() =Ty(\ et T() = To(A 1) (3.10a)
) (3.10b)

( (
Ti() = A 2Ty (N 2) et To(-) = A2 Ty(A72) (3.10¢)
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Nous opterons pour la derniere écriture qui possede 'avantage de se généraliser au cas ma-
triciel. En effet, si une matrice A est symétrique définie-positive, alors elle possede une ra-
cine carrée notée Az (telle que (A2)2 = A) elle aussi symétrique et définie-positive et d’in-
verse notée A~z. Si pour 7' monotone maximal, les opérateurs T(A~*-) et A=27(+) ne sont
pas nécessairement monotones, ’opérateur A3T (A_% -) quant a lui 'est systématiquement.
Dans ce cas le couple d’opérateurs suivant est un candidat valide pour 'application de
I’algorithme.

Ti(-) = A2 Ty (A2 To(-) = A2 Ty(A72)
D’une maniere plus générale le choix d’une matrice inversible M telle que M "M = A et :
() = MR (M) () = MM (3.11)

convient aussi on montre en suivant la méme démarche que la vitesse de convergence ne
dépend pas du choix de M, mais uniquement de celui de A. Les parametres \ et A seront
appelés par la suite facteurs d’échelle ou parametres de mise a [’échelle.

Application a la décomposition

Nous portons maintenant sur le papier la spécialisation de I’algorithme 3.3.3 au proble-
me qui nous motive, a savoir le probleme d’optimisation décomposable 1.2 avec T7 = OF et
T, = 0C'. La matrice de mise a 1’échelle doit étre choisie bloc-diagonale afin de permettre
la séparabilité du calcul de N :

Algorithme 3.3.4 Algorithme de Peaceman-Rachford appliqué a la décomposition
1. k= 0; Choisir ¢°,u® € R™

Pour i =1, ..., p faire

gjf“ € arg min,, F;(y;) + % <yi —yr Ny — yzk)> - <Uf> y¢>

@t =+ Aa(yF - g7
Fin pour

y* = argmin, C(y) + 3 (y — ™, A(y — %)) + (@, y)
uk+1 — ﬂkJrl _ A(gk+1 _ yk+1)

® N o Ot W

k «— k+1; Aller a I'étape 2

3.3.3 Convergence

Sans hypotheses supplémentaires, la convergence n’est pas garantie comme le montre
le contre-exemple de la figure 3.3.1. Nous pouvons tout de méme en nous inspirant des
résultats de la section 2.3 déduire quelques résultats de convergence en effectuant des
hypotheses supplémentaires sur 17 et T.
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F1GURE 3.3.1 — Exemple ou la méthode de Peaceman-Rachford ne converge pas.

Proposition 3.3.1.

i) Si'Ty (respectivement Ty) est fortement monotone alors §* (respectivement y* ) converge
vers l'unique solution primale .

i) Si Ty (respectivement Ty) est co-coercif alors u* (respectivement u*) converge vers

l'unique solution duale .

k

iii) Si Ty et Ty sont co-coercif alors les suites §*, y*, a*, u* convergent.

iv) Si Ty (respectivement Ty) est fortement monotone de constante a et co-coercif de

constante b alors les suites §*, y*, i*, u* convergent linéairement vers l'unique solution

primale-duale.

Démonstration. D’apres I'équation 2.12 du lemme 2.3.1, nous avons pour tout s,s’, d =
Ni(s),d = Ni(¢) :
1Nz 0 Mi)s — [No o NA]S'[1* < ls = &|I* = (Prs — Prs’, Qus — Qus')
— (Pad — Pad', Qod — Qad')

Soit 5 € fix(NaoNy), d = N15, § = P15 = Pad et i = Q15 = —Qsd. Les substitutions
respectives de s* et 54 s et s’ donne :
2 112 . _ _
0 =] <l = - (1 g — )
_ <yk+1 — g uktt = (—ﬂ)>

Par monotonie de 77 et 75, les deux produits scalaires du membre de droite sont positifs.
En notant ¢* leur somme, I'application du lemme B.3.1 avec di = [|s* — §H2, (hi, gi) =

(1, (g =g, "™ —a@)), (h, g7) = (1, (""" — g, u*" — (—a))) donne :
(g — g, @t —a) — 0
(! — gt — (—@)) — 0

Si de fagon indépendante,
I) Ti est fortement monotone de constante a;

IT) T3 est fortement monotone de constante as
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IIT) T} est co-coercif de constante b,
IV) T3 est co-coercif de constante by
alors :
1) a Hgkﬂ _ gHQ < <,gk+1 — g, @kt — a> 0
1) a, Hyk—H _ gHZ < <yk+1 — g, uktt — (—ﬂ)> 0
I11) b, HakJrl _ aHQ < <gk+1 — g, @kt — ﬂ> 0

V) by ||ub ' = al]” < (5 = g, ub = (@) — 0

prouvant ainsi ¢ et 2. Montrons maintenant 7. Si 77 et T sont co-coercifs, il en est de
méme pour 7; et 7, ce qui implique via la proposition 2.3.3 que N; et Ay sont moyennés.
Leur composition Ny o N lest par conséquent aussi assurant ainsi la convergence de s*
d’apres la proposition B.3.1 et de toutes les autres suites par continuité. Enfin, toujours
d’apres la proposition 2.3.3, si 7; est a la fois fortement monotone et co-coercif, alors N;
est contractant et Ay o V] est aussi, assurant la convergence linéaire de toutes les suites
et donc 7v. Il en est de méme pour 7s. O]

3.4 Meéthode de Douglas-Rachford généralisée

La convergence de la méthode de Peaceman-Rachford nécessite des propriétés fortes
sur les opérateurs 17 et Ts. Pour forcer la convergence a moindres frais et sans hypotheses
autres que la monotonie et la maximalité, il suffit simplement de moyenner 1'opérateur
N5oN; comme affirme la proposition B.3.1. Le choix oy, = % correspond historiquement a
la méthode de Douglas-Rachford (algorithme 3.4.1) et le qualificatif généralisé correspond

Algorithme 3.4.1 Algorithme de Douglas-Rachford
1. k = 0; Choisir s° € R"
2. gkt = [%I + %/\/’2 o,/\/l} sk
3. k«— k+1; Aller a I'étape 2

simplement aux autres choix de coefficients de relaxation o (algorithme 3.4.2).

L’opérateur intervenant dans ’algorithme 3.4.1 est en fait 'opérateur P, x Py, c’est a
dire le résolvant de I'opérateur monotone maximal 7o ®7;. Ce dernier est appelé opérateur
d’éclatement dans [32] et [33]. Il permet d’interpréter I'algorithme de Douglas-Rachford
comme un cas particulier de la méthode du point proximal.

Algorithme 3.4.2 Algorithme de Douglas-Rachford généralisé
1. k= 0; Choisir s° € R"
2. " = [(1—a") I+ aF(NyoNj)] s*
3. k«— k+1; Aller a I'étape 2

Sa convergence est assurée par la proposition B.3.1 si la suite des ay, vérifie I’hypothese
B.3.1. Il existe une multitude de facons, toutes équivalentes entre elles, de mettre en
oeuvre l'algorithme qui different uniquement par le choix des variables primales et duales
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a moyenner. Nous en détaillons deux, les algorithmes 3.4.3 et 3.4.4. Introduisons d’abord
dans I’algorithme 3.4.2 les variables intermédiaires :

dk-i—l — M(Sk)
tk+1 — NZ(korl) — [N2 ONl] (8k)

Nous avons dans 'algorithme 3.4.3 :

Mgk—i—l _ Pl(Myk + MTuk:>
MﬂkJrl — Ql(Myk —|—MTuk)
Mgk—‘rl _ Pg(M@kH _ MTak—‘rl)
Mkt = —QQ(MﬂkH o MTak—l—l)

et I’équivalence avec l'algorithme 3.4.2 est obtenue en posant pour tout £ :
st = My* + M T
dk — Mgk+1 . MTka+1 — NI(Sk)
tk — M’gk+1 + MT,ak:—i—l :./\/’Q(dk)

En ce qui concerne ’algorithme 3.4.4, nous avons :

Mgk-Fl — PQ(Myk . MTuk>
MﬁkH — _QQ(Myk; o MTuk)
Myk+1 — Pl(Mgk+l o MT/&k+l)
Muk:+1 — Ql(Mngrl . MTﬂkJrl)

et I’équivalence avec I'algorithme 3.4.2 est obtenue en posant :

st = My" + MTu*
dk :Myk_MT k :N1<Sk)
tk: — Mgk+1 + MTak—l—l :NQ(dk)

Nous différencions ces deux algorithmes en leur associant la lettre A et la lettre Y, repérant
ainsi la géométrie formée par la suite des itérés en dimension 1, représentée sur les figures
3.4.1 et 3.4.2. Notons qu’en pratique, la requéte (y°, u®) € gr(T}) au début de I’algorithme
3.4.4 est superflue car elle est obtenue automatiquement des k& > 1.

3.4.1 Application a la décomposition

Nous retranscrivons maintenant la spécialisation de ’algorithme 3.4.4 a la résolution
du probléme séparable (1.2). Comme pour 'algorithme 3.3.4, la matrice de mise a I’échelle
doit étre choisie bloc-diagonale afin de permettre la séparabilité du calcul de M.

Les étapes 2, 3 et 4 de cet algorithme tout comme les étapes 6 et 7 de I’algorithme 3.3.4
consitituent une macro-étape appelée coordination. Elle s’interprete comme ’action d’un
agent virtuel, le coordonateur, controlant la procédure d’optimisation. Les itérations suc-
cessives de I'algorithme peuvent alors étre vues comme une négociation entre le coordona-
teur et les sous-systemes 2 = 1, ..., p dans lequel chaque partie va proposer successivement
une décision y; en s’adaptant aux propositions précédentes jusqu’a s’entendre.
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Algorithme 3.4.3 Algorithme de Douglas-Rachford généralisé : version A
1. k= 0; Choisir (y°,u°) € R" x R"

Trouver g+ tel que 0 € Ty (%) + A(FFH — %) — u¥

A = b Ak — g

Trouver 7**1 tel que 0 € To(g*+1) + A(gFH — grtL) + aktt

ak‘i‘l — ,&k—i—l _ A@k+1 _ gk-i-l)

(1,01 = (1= ab) (4, 55H) + by, ub)

k— k+1; Aller a I’étape 2

N o W

v

FI1GURE 3.4.1 — Algorithme de Douglas-Rachford en A

Algorithme 3.4.4 Algorithme de Douglas-Rachford généralisé : version Y
1. k= 0; Choisir (y°,u°) € gr(11)

Trouver ¢! tel que 0 € To(y**1) + A(g*+ — %) + uF

,ak‘—Fl — 'U/k _ A(yk} _ gk‘-ﬁ-l)

(41, 0547) = (1 - ab) (g, ub) + k(g @)

Trouver y*** tel que 0 € T (y**1) + A(y*+t — g*+1) — aktt

uk—l-l — ak—i—l _ A(Z_/k+1 _ yk;-i-l)

N O R

k «— k+1; Aller a ’étape 2
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v

FI1GURE 3.4.2 — Algorithme de Douglas-Rachford généralisé en Y

Algorithme 3.4.5 Algorithme de Douglas-Rachford généralisé (version Y) appliqué a la
décomposition

1. k= 0; Choisir (y°,u°) € R" x R"

y*tt = argmin, C(y) + 5 (y — v* Ay — ")) + (u*,y)
@ = b — A(yF — )

(gk—l—l’ak—i-l) — (1 _ Ozk)(yk, uk) + ak(gk—kl’ak—i—l)

Pour i =1, ..., p faire

yi e argming, Fi(yi) + 5 (vi — 0F, Moy — 05)) — (¥, i)

k+1 _ ok k1 k+1
ui =y A+ NG -y )
Fin pour

k «— k+1; Aller a I'étape 2

L ® N e oW
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Relaxation séquentielle et méthode des directions alternées

L’algorithme 3.4.5 peut s’interpréter comme une relaxation séquentielle de la méthode
de lagrangien augmenté. Soit le probleme d’optimisation :

min - f(z) + g(y) (3.12)
sc Gr—y=0 (3.13)

Le lagrangien augmenté de parametre A associé a la dualisation de la contrainte s’écrit :
A 2
Lz, y;u) = f(2) + 9(y) = (u, Gz —y) + 5 |Gz — y]

et I'algorithme de lagrangien augmenté 2.2.6 devient I'algorithme 3.4.6. Il n’est pas sépa-

Algorithme 3.4.6 Algorithme de lagrangien augmenté
1. k= 0; Choisir u° € R™
2. (2", yF ) = argmin,, f(2) + g(y) — (u, Gz —y) + 3 |Gz — y|’
3. uFtl = b — NGkt — yF Y

4. k — k+1; Aller a I'étape 2

rable ; ’étape 2 est structurellement aussi difficile a résoudre que le probleme de départ.
Une maniere de décomposer la résolution en faisant intervenir f et g indépendamment est
d’effectuer une relaxation séquentielle. La méthode des directions alternées (algorithme
3.4.7) propose de résoudre le probleme de l'étape 2 en deux sous-étapes, d’abord par
rapport a x a (y*, u”*) fixé, puis par rapport a y en fixant 2! et u*. Différentes applications

Algorithme 3.4.7 Méthode des directions alternées
1. Choisir y°,u° € R®
. 2F = argmin, f(z) — (u*, Gz) + 5 |Gz — ka2

2

3. y* = argmin, g(y) + <uk,y> + % Hy — G:L'k“H2
4. uk—l-l — uk _ )\(G.ﬁlﬁk+1 _ yk+1)

5. k «— k+1; Aller a I'étape 2

sont étudiées dans [52]. La filiation entre cet algorithme et la méthode 3.4.2 d’éclatement
de Douglas-Rachford est établie dans [32].

3.4.2 Méthodes de ’inverse partielle ou de décomposition proxi-
male

En pratique, beaucoup de modeles d’optimisation de la forme (1.2) ménent vers un
opérateur T, égal au cone normal d’un sous-espace vectoriel A de R™. Les conditions
d’optimalité 3.1 avec 7 = T} se résument alors a :

Trouver y* € A, u* € A* tel que u* € T (y*) (3.14)
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Opérateur et méthode de l’inverse partielle

La méthode de l’inverse partielle développée par Spingarn dans [113] est spécialisée
dans la résolution du probleme d’inclusion (3.14). Elle est basée sur 'opérateur 74 de la
définition 3.4.1.

Définition 3.4.1. L’inverse partielle d’un opérateur T par rapport a ’espace vectoriel A
est l'opérateur dont le graphe est défini par :

gr(Ta) = {(ya + uar,yar +ua),u €7 (y)}
ot les indices 4 et 4o indiquent les projections sur A et A+,

Il s’agit d’inverser uniquement les composantes suivant le sous-espace vectoriel A+
des éléments de départ et de leurs images. Cette transformation généralise l'effet de la
conjuguaison partielle (A.9) obtenu en prenant A = R" x {0,,}. 74 est maximal monotone
si et seulement si 7 'est lui méme et par construction, nous avons :

0€ Ty(s) <= sy €T(sa)

Autrement dit, les projections sur A et sur A+ d’un zéro de 74 sont respectivement des
solutions primale et duale du probleme (3.14). La méthode de l'inverse partielle (algo-
rithme 3.4.8) consiste alors a appliquer I'algorithme du point proximal a 74. Le probleme

Algorithme 3.4.8 Méthode de I'inverse partielle
1. Choisir s € R"
2. sFH = (I +T4)7*(s%)
3. k+— k+1; Aller a I'étape 2

d’inclusion de 'étape 2 se réécrit :
st — sh 1 e T (sH+1)
soit, par construction de 74 :
(s% — s5+1) ( + Sk+1 € T (s RFL g (gh gLy )
0€ T(sh' — 5+ sh) + s =i =6

~k+1 Gkl k+1

en posant y =Sy + sk AL ce probleme peut encore se réécrire :

O e T(F*) + g+ — s
— HAyk+1 + HAJ_ (S . ngrl)
En décomposant s¥ comme la somme de deux éléments primal y* = 51“4 et dual v* = si 1,
la méthode prend enfin la forme : Plusieurs applications sont présentées dans [113], [114],

[115], [116] et [19]. Etant donné que I’algorithme du point proximal converge en un nombre
fini d’itérations lorsque T'= OF ou F est une fonction polyédrale, certains auteurs ([50],
[55] et [22]) se sont posés la question de la convergence finie de la méthode de I'inverse

partielle dans le méme contexte. La réponse est un peu décevante; il ne suffit pas que
F' soit polyédrale pour que 'algorithme appliqué a (OF)4 converge en un nombre fini
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Algorithme 3.4.9 Méthode de l'inverse partielle (version détaillée)
1. Choisir 4°, u® € R"
2. Trouver §**1 tel que 0 € T (gF+1) + gFHt — % — ok
3. yF+l = [~
4wt = F Tt
)

. k— k+1; Aller a I'étape 2

d’étapes, une condition nécessaire consiste en la non vacuité de 'intérieur relatif a A (ou
a A1) des solutions primales (ou duales). Nous mentionnons enfin le développement de
calculs approchés des itérations grace a des méthodes de plans coupants dans [32] puis

dans [11].
L’opérateur d’inverse partielle est aussi donné par la formule :

Ty=N,OT

ce qui classe cette méthode comme un cas particulier de la méthode de Douglas-Rachford
appliquée au couple (N4, 7). Notons d’ailleurs que l'opération ® s’exprime tout comme
I'inverse partielle en termes de graphe :

gr(Ta©Th) = {(y — Q2y —w),u+ Qa2y —w))/u € Th(y)}

Méthode de décomposition proximale

Notons P = (I +7) ! et Q = I — P les opérateurs résolvant et régularisé de 7. Le
probleme (3.14) peut se réécrire :

P(s) e A

Trouver s € R" tel que :
E {Q(s) e A

Si nous notons y = P(s) et u = Q(s), ceci est équivalent d’apres la proposition 2.3.2 a :

Ply+u)=yeA

Trouver y,u € R" tel que :
Y b {Q(y—ku):ue.AL

En utilisant le fait qu’un vecteur appartient a un sous-espace si et seulement s’il est égal
a sa projection sur ce sous-espace, on peut encore réécrire (3.14) sous la forme :

Trouver y,u € R" tel que : {y = LaPly +u) (3.15)
u=TI419(y + u)
L’opérateur :
D (y,u) = (aP(y + u), M4 Qy + u))
dont les points fixes sont les solutions de (3.15), est prouvé dans [73] étre pseudo-contractant

sur l'espace A x A*t. La méthode de décomposition proximale consiste & effectuer des ap-
plications successives de D. Etant donné un couple (y*, u*), une itération calcule donc la
décomposition de Moreau (751, 7**1) de s* = y*+u* avant de la projeter sur A x A+, Cet
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y A Solution T
optimale 1
Y1
> U
u ~
\\\\\ _T2
Yo

FIGURE 3.4.3 — Schéma des itérés de la méthode de Spingarn pour deux opérateurs

algorithme donne un autre point de vue sur la méthode de l'inverse partielle a laquelle il
est équivalent. Appliquée a des problemes d’optimisation a structure décomposable ([11],
[72], [31]), la méthode s’interprete comme une méthode de décomposition par les prix
augmentée par des termes de “freinage” qui interdisent de trop s’éloigner de la solution
courante.

Eclatement d’une somme quelconque d’opérateurs

Le probleme d’inclusion (3.14) permet en particulier de traiter le probleme suivant qui
fait intervenir une somme de p opérateurs monotones maximaux :

Trouver y* € R" tel que 0 € T1(y*) + Ta(y*) + ... + T, (y") (3.16)

en nous placant dans I'espace plus grand R, et en considérant 'opérateur produit 7 =
Ty x Ty x ... x T, qui est monotone maximal :

7T :R"” - R™
2= (Th(21), Ta(22), - -, Tp(2p))

ainsi que 'espace A :
A={z2€R™/z; =29 =...=2,}

nous pouvons alors réécrire le probleme sous la forme (3.14). Pour le cas de deux opérateurs
(p = 2), la suite des itérés est représentée graphiquement sur la figure 3.4.3. Comme pour
les méthodes précédentes, il est possible d’introduire un facteur d’échelle A. Contrairement
a l'algorithme du point proximal, le choix du facteur d’échelle est ici délicat. L’exemple
schématisé sur la figure 3.4.4 montre qu’un choix trop grand ou bien trop petit conduira
a une convergence ralentie par rapport a un choix “compromis”.
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Y A Solution Yy A Solution

optimale T optimale T

Y1 \\ (UO, yo) Y1 \\\ (UO, yo)

A 1

FIGURE 3.4.4 — Influence du parametre A sur la convergence de la méthode de Spingarn.

3.4.3 Vitesse de convergence

Supposons que la suite (z*, w*) converge vers (z,w); s* converge vers § = z + w et

d* = Ni(s*) converge vers d = z — w = N,(5). L'opérateur effectuant une itération est
noté :

T = (1 =)+ a*Ny o M (3.17)

Si 71 et 7y sont proto-différentiables en (Z|w) et (Z| — w), alors N} et Ny sont semi-
différentiables en s et d et J, « 1'est aussi en 5 avec :

DT (5) = (1 — a®)I 4+ o" DNy (d) o DN (5)

et le taux de convergence de 'algorithme est borné d’apres (2.17) par :

lim sup

< limsup | DI (3)] (3.18)
k

3.4.4 Applications a la gestion de production

Nous passons en revue les diverses applications possibles de I'algorithme de Douglas-
Rachford au probleme (1.32).

Décomposition des aléas : méthode de couverture progressive (progressive
hedging)

La méthode de Douglas-Rachford a déja été appliquée pour résoudre des problemes
d’optimisation stochastique. Dans [97], le modele (1.21) est décomposé grace a la méthode

de décomposition proximale ou 'espace couplant est celui des décisions non-anticipatives

défini par les contraintes (1.21b). En notant &,(s) = {s’/wf) = 71'75(8/)}, cet espace s'écrit :

s S s s’
A:{y:(y%l),...,yt(),...,y(T))/Vt s e By(s) = yt():yf )}

dont 'orthogonal est :

At = u:(ugl),...,ugs),...,ugws))/Vt,s Z u§3>:0
s'€G(s)
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Algorithme 3.4.10 Algorithme de couverture progressive
1. Choisir (y,u) € A x A+

2. Pour s =1,...,S faire
3. 20 —argmin, pof(x®);E@)) 4+ & ||z — y(s)H2 — (u®, z)
4. fin pour
5. Pour t =1,...,T faire
6. Pours=1,...,5 faire
-1
Tow = > Y Y e
s'€6¢(s) s'eBy(s)
fin pour
9. fin pour

10. u—u— Az —y)

donnant ainsi lieu a ’algorithme 3.4.10.

L’étape 3 consiste a minimiser le cott du scénario s en tenant compte de la solution
non-anticipative de référence y*) et du prix «'®). La non-anticipativité est ensuite obtenue
progressivement au cours des itérations, d’ott le nom de couverture progressive. L’étape 5
de projection consiste simplement, pour chaque noeud de I'arbre, a calculer la moyenne
des variables de décision, c¢’est a dire a calculer ’espérance conditionnelle sachant le passé
des observations.

Cette approche a ensuite été étendue dans [91] pour gérer des contraintes couplantes
supplémentaires sur les scénarios. L’exemple développé dans cette référence possede par
exemple des contraintes faisant intervenir I’espérance de certaines variables. Dans [107], un
probleme de gestion de réserve hydraulique sur un arbre de scénarios est étudié. Il s’agit
d’un probleme de point-selle séparé en deux grace a la méthode de l'inverse partielle
via la reformulation préalable (3.16). Le choix spécial de 'éclatement donne lieu d'une
part a un probleme dynamique linéaire quadratique sans contrainte pouvant étre résolu
par programmation dynamique et d’autre part a des problemes mono-dimensionnels avec
contraintes de bornes résolus analytiquement. Ces deux derniers modeles sont repris et
expérimentés dans [37].

Décomposition en espace : lagrangien augmenté séparable

L’algorithme de lagrangien augmenté séparable (|11, 31] peut étre vu comme une
généralisation (au cas non convexe) de la méthode de décomposition proximale appliquée
au probleme de partage de ressources (3.6), avec le méme choix d’éclatement qu’a la
page 48. Il s’agit en quelque sorte d'un intermédiaire entre les algorithmes 3.2.4 de
décomposition par les prix et 3.2.3 de décomposition par les ressources. Il peut étre
appliquée pour découpler le probleme 1.32 en espace, c’est a dire centrale par centrale
1t =1,...,p. L’étape 3 consiste alors a optimiser individuellement la gestion des centrales.
Le vecteur y; joue le role d’un planning de production (sur ’ensemble des scénarios) dont
on ne veut pas trop s’écarter et u est homogene a un prix de 1’électricité. Lors de 1’étape
de coordination, la quantité r (étape 5) représente le défaut de production pour satisfaire
la demande. Cette charge de production manquante est alors partagée entre les centrales a
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Algorithme 3.4.11 Algorithme de lagrangien augmenté séparable
1. Choisir (y,u) € A x A+

2. Pouri=1,...,p faire

3. T; «— argming, fz(%) + % <Gz‘9€i - Y Ai(Gixi - yz)> - (U, Gixz‘)
4. fin pour

5. r«—R—=>" G

6. Pour v =1,...,p faire

Ty G+ AT AT

8. fin pour

9. ve—ov+ (X Ay

J=1°"J

I’étape 7. Enfin, le prix u est mis a jour dans le but d’inciter ou de décourager les centrales
a produire suivant le signe de 7.

Lors de I'étape 7, les centrales possédant des poids A; faibles recevront une charge de
production plus élevée que les autres. Cette fonctionnalité est absente de la version clas-
sique de 'algorithme ([11],[31]) ; nous la baptisons mise a [’échelle globale. Elle permet de
pondérer I'importance de chaque sous-systeme vis a vis de la redistribution des quantités
violées dans le couplage. Cette possibilité est étudiée sur des exemples dans [(4] et d'un
point de vue théorique dans [65]. Nous mentionnons ici l'intérét pratique d’une telle mise
a l’échelle “distribuée” sur un exemple en dimension 4. Il s’agit de minimiser la somme
de deux formes quadratiques z; — %:clTlel + clTxl et x9 — %xQTan:g + CQTJ:Q sous la
contrainte Gix1 + Gaxa = by + by avec les données numériques :

100 50
Ql:(50 100)’Q2:< >
“(2) = ()
cl = 9 ,Co = 4
-c(} 9)
o=ne(})

La figure 3.4.5 reporte a gauche le nombre d’itérations obtenu avec un facteur d’échelle
par sous-probléeme, c’est a dire A; = A\ I, pour divers couples (A1, \2); et a droite le
cas d'un unique facteur d’échelle, que 'on peut voir comme la restriction aux couples
vérifiant Ay = Ay (i.e. au plan vert). Il est clair sur cette instance que les performances de
I’algorithme peuvent étre améliorées en autorisant \; # 9. Une analyse plus approfondie
sur le role des A; est effectuée dans la section 4.3.

N = =t
— N =

Conclusion

Ce chapitre a joué un role dual. Le premier est celui de support de présentation des
méthodes d’éclatement et de leurs applications a I'optimisation. Son deuxieme role a été
d’éclaircir certains points techniques souvent laissés au lecteur dans la littérature tels que
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200 — 150 T
160 —
140 | \
120+

100 —

number of iterations

.

log(A,) log(A,)

F1GURE 3.4.5 — Nombre d’itérations avec un facteur d’échelle par sous-probleme puis avec
un facteur d’échelle unique.

le fait qu’on peut se contenter d’un seul facteur d’échelle A plutot que deux parametres
multiplicatifs a et b ou encore la mise en avant de différentes facons d’implanter la méthode
de Douglas-Rachford (dont les versions A et Y'). Les formulations (3.7) et (3.18) des taux
de convergence grace a la semi-différentielle est aussi a notre connaissance nouvelle et
sera réutilisée intensivement dans les sections 4.3 et 4.4 du chapitre 4. C’est justement
dans ce chapitre que nous allons développer I'essentiel de nos contributions en tentant de
répondre a la question : “Comment accélérer la convergence de ce type de méthodes ?”.
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Chapitre 4

Accélération de la convergence

4.1 Introduction

L’algorithme de Douglas-Rachford généralisé 3.4.2 est usuellement appliqué au probleme :

Trouver z* tel que 0 € 71 (2*) + T5(2")
Ti() =M "Ty(M™)
() =M "T(M™")

(voir (3.11)) avec le choix M "M = A = M. Il a été reporté dans de nombreuses études
numériques ([33, 73, 41, 72, 206, , ) que la vitesse de convergence dépend tres
fortement de . Nous avons tracé sur la figure 4.1.1 un exemple typique de la variation du
nombre d’itérations en fonction de ce choix. Pour des valeurs trop élevées ou trop faibles,
il croit fortement et il existe une plage de valeurs compromis pour lesquelles la méthode
atteint ses meilleures performances. Cette observation nous conduit dans la section 4.2 a
étudier la convergence de la méthode lorsque 'on désire modifier la matrice A = M "M
au cours de I’algorithme pour corriger un éventuel mauvais choix initial.

Le comportement vis a vis de A est analysé d’un point de vue théorique dans [(8]
puis dans [73] et expliqué partiellement lorsque T} est a la fois lipschitz de constante L et
fortement monotone de module a. La moyenne géométrique vaL des deux constantes est
alors une bonne valeur pour \. Il semble donc que le facteur d’échelle A devrait refléter
une certaine “croissance moyenne” de 77 ou encore une croissance moyenne a l'ordre 2
de F si Ty = OF. Nous confirmons cette intuition dans la section 4.3 et proposons une
procédure de mise a jour automatique de A a partir d’informations d’ordre 2 obtenues au
cours des itérations.

D’autre part, dans la plupart des applications, comprenant la programmation linéaire
ou quadratique de grande taille une convergence (linéaire) s’effectuant en spirale est ob-
servée ([55], [33], [34]); les composantes des itérés oscillent autour de leur valeur limite.
La figure 4.1 représente ce phénomene pour un exemple en dimension 4. Cette géométrie
particuliere expliquée dans [55] pour des probléemes d’optimisation polyédrale est étudiée
dans la section 4.4. Nous proposons notamment une adaptation de I'algorithme permet-
tant d’accélérer la convergence dans certaines situations.

Les analyses des sections 4.3 et 4.4 sont menées dans un cadre unifié et reposent sur
les résultats généraux de convergence présent en annexe B et dans la section 3.4.3. Ces
résultats se basent essentiellement sur la notion de proto-différentiabilité présentée a la
section 2.3 appliquée aux opérateurs de réflexions généralisées Ny et N intervenant dans
I’algorithme.

67
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FIGURE 4.1.2 — Comportement de convergence oscilatoire typique
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Enfin dans la section 4.5, nous nous intéressons a la possibilité de ne résoudre qu’une
partie des sous-problemes. Nous analysons la convergence dans ce cas et discutons des
résultats obtenus numériquement.

4.2 Facteur d’échelle variable

Il est admis que le choix du facteur d’échelle se révele dans la pratique crucial pour
obtenir des taux de convergence raisonnables. Il serait donc intéressant de pouvoir changer
sa valeur a chaque itération, d’une part pour corriger un choix initial difficile a effectuer
et d’autre part car la valeur “idéale” de A est sans doute inhomogene dans I'espace. Un
prérequis est donc ’étude de la convergence lorsque 7; et 75 sont remplacés a 'itération
k par :

TF = My "M )

T, = M " To(M )
La principale difficulté réside dans l'observation suivante. Dans l'algorithme classique,
c’est a dire lorsque M* = M, la solution est cherchée sous la forme d’une somme d’éléments
primal et dual s = My + M "u et génere le couple (y,u) comme produit dérivé. La
convergence globale est alors assurée par le fait que les opérateurs Jp = ofI + (1 —

a®)N1 o Ny définis en (3.17) partagent le méme ensemble de points fixes qui dépend de
M

fit(Tu) = ... = fia(Top) = ... = {My* M {“ € Tl(y*>}

—u* €T (y*)
Le fait de changer le facteur d’échelle M* & chaque itération modifie par la méme occasion

I'ensemble des points fixes traqué par l'algorithme. Autrement dit, en notant AF et NF
les opérateurs faiblement contractants associés & 7;F et a T,F et
Th =T + (1 — "N o Ny (4.1)
I'opérateur effectuant I'itération k, alors fiz(J c]fk) varie aussi a chaque itération :
. k * —T % u* S Tl(y*>
w(Tow) = § Mpy™ + M, u

Par conséquent, si nous notons s* et 57! les sommes primal-dual en entrée et en sortie
de l'itération k :

gk—i-l — jolfk (Sk)

§"1 sera plus proche de I'ensemble fiz(JF,) que ne Dest s* (voir formule (4.2) plus bas),
mais rien ne garantit qu’il se rapproche aussi de fix(J f,:,) pour k' > k ce qui peut compro-
mettre la convergence. Pour effectuer la transition entre deux itérations successives, nous
aurons recours au couple (y*!, uf*1) servant dans les calculs intermédiaires et vérifiant :

= Myt + M TuM !
pour former 'itérée suivante :
k+1 __ k+1 -1, k+1
§ = Myny™ + My u

en changeant simplement la pondération de la somme.
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4.2.1 Algorithme

Le choix entre les formulations A et Y n’est ici plus anodin puisque nous travaillons
maintenant aussi sur le couple (y,u). Nous étudions une adaptation de la formulation Y
3.4.4 qui présente I'avantage de manipuler une suite (y*,u*) incluse dans gr(T}) ce qui
facilite ’analyse.

Algorithme 4.2.1 Méthode de Douglas-Rachford généralisée avec facteur d’échelle va-
riable
1. k= 0; Choisir (y°,u") € R"
Trouver 7**1 tel que 0 € To(g*™!) + Ap(F*™ — %) + u*
ﬂk+1 — u _ Ak(y _ yk+1)
(7 85) = 0 ub) + (1= ) )
Trouver y**1 tel que 0 € Ty (y*™!) + A (yFt — gFth) — bt
WL =GR A (R — )

k «— k+1; Aller a I'étape 2

NS e N

De telle méthodes a métriques variables ont déja été introduites dans la littérature
([72, 53, 43]). Dans [53], une matrice variable est employée dans la méthode des direc-
tions alternées. La convergence est prouvée sous ’hypothese que la différence entre deux
matrices successives est semi-définie positive a partir d’un certain rang. Dans [14, 13] la
cas d'un facteur d’échelle scalaire est traité et les conditions sous lesquelles la convergence
est démontrée implique notamment :

+0o0
D M= M| < oo
k=0

Nous prouvons la convergence de l'algorithme 4.2.1 sous une hypothese similaire (hy-
pothese 4.2.3).

4.2.2 Convergence globale

Soit (y*,u*) une solution du systeme (3.1). Nous introduisons la suite {o}},,0% €
fix(T fk) de points fixes qui lui est associée définie pour tout k£ par :

o = Mpy* + M; Tu

Comme nous I'avons déja mentionné, I'itération k£ rapproche de I’ensemble des points fixes
de J :k En effet, par définition, nous avons pour tout k :

= T ()
o"“ = Ja (@)
et d’apres la définition 4.1, il vient par le lemme B.1.1 I'inégalité :
[ = oM < s = ot — (1 = o) NG o AT (s*) = (4.2)

Il reste maintenant a quantifier 'effet du changement de métrique pour passer de 55! &
sk*1. Nous effectuons I’hypothese suivante :
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Hypothese 4.2.1.
a) My est inversible pour tout k
b) My — My, inversible

qui s’exprime de maniere équivalente sur la suite de matrice Ay = M, M, par :
Hypothese 4.2.2.

a) Ay est symétrique définie-positive pour tout k
b) Ay — Ao définie positive

Lemme 4.2.1. Soit (y*, u*) une solution de (3.1) et 0¥ = Myy*+M, "u*. Sous Uhypothése
4.2.1, il existe une constante ¢ > 0 et une suite de réels positifs {ui} telle que Uerreur
commise lors du changement de facteur d’échelle est donnée par :

Hsk—H . Uk+1H2 < (14 ) H§k+1 . UkHQ (4.3)
avec :
pe < e[ Apyr — Agll

Démonstration. Nous développons d’une part :

Hsk+1 . Uk+1H2 _ HMkJrl(ka — )+ Mk_Jl(ukH — ) 2

= <yk+1 _ y*,Ak+1(yk+1 _ y*)> + <uk+1 . u*’AI;il(uk—&—l _ U*)>
+ 9 <yk+1 - y*’ukJrl o U*>

et d’autre part :

H§k+1 _ 0_k||2 _ HMk:(ka — )+ Mk—T<uk+1 — ) 2

— <yk+l o y*,Ak(yk+l . y*)> + <uk+1 . u*’Alzl(uk-‘rl o u*)>
+ 2 <yk+1 . y*7uk+1 . U*>

La différence des deux termes donne :

2 _ 2
Hsk+1 . O_kJrlH o Hsk+1 o O_kH

= (P =g (s — A — )+ (@R — e, (AfL, — ALY (@ — )
< Ak = Al = |7+ 1Ak = A la* = o]
< HA;H |(Aks1 — Ag)|| <yk+1 — oy Ay — y*)>
AR Apfy = A (e =t A (W =)
< [k [<yk+1 — y*’Ak(yk:H . y*)> + <uk+1 . u*’AI;1<uk+1 _ u*)ﬂ

avec fig = max(|[ Ay || 1 Aksr = Arll, [ Axll [[Al; — ALY||). Par construction uf*! € Ty (y*+1)
et puisque la solution satisfait aussi u* € T (y*), la monotonie de T} donne :

<yk+1 oy Ut - u*> >0
d’ott :

2 _ 2 _ 2
||Sk+1 o O_k+1|| . HSkJrl - O_k” < m H8k+1 o O_k:H
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Nous avons par ailleurs :

At = A = (A (AAgy, = D]
= | AT (AR — M) AL
< A A 1A = A

En nous rappellant que la suite {A}, converge vers une limite définie positive et que par
conséquent {[|Ax||}, et {||A"]} . sont bornées, nous concluons en posant :

¢ = sup(JAL [ 1Al AL [ Akl l) < oo

]

Afin de prouver la convergence de ’algorithme 4.2.1, nous allons profiter de la conver-
gence graphique des opérateurs mis en jeu, que nous nous attachons a démontrer main-
tenant.

Lemme 4.2.2. Sous ’hypothese J.2.1 les suites {le}k et {Tf}k convergent graphique-
ment vers T, et Iy définis par :

Ti=M "Ty(M™")
Ty =M "To(M™")

Démonstration. Ecrivons la preuve pour 7;. Soit w € 7;(z) et considérons la suite définie
pour tout k par :

(2, wi) = (MM ™'z, My "M Tw) € gr(T})
Elle converge vers (z,w) par continuité de 'inversion d’ou :
gr(7y) C liminf {gr(’flk)}k (4.4)

Soit maintenant (z,w) € limsup {gr(7})},. Il existe par définition une sous-suite

{(zuk), wory) },, convergente vers (z,w) et telle que (zy(k), wyr)) € gr(Tf(k)), c’est a dire :

T _
Wy € My Ti (Mg )

v

M) ywumy € (M, 20k))

La suite {(M;(}C)z,,(k), M VT(k)w,,(k))} est donc incluse dans le graphe de 77 qui est fermé
k

puisque T} est monotone maximal. La limite (M 'z, M Tw) est donc aussi dans gr(T}) :

M"w e Ty(M™'z)
w e Ti(2)

ce qui permet d’affirmer que :
lim sup {gr(T)}, © gr(Th)

Combinée a (4.4), cette inclusion donne la convergence graphique de 7,* vers 7;. O
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Nous prouvons maintenant la convergence de 'algorithme 4.2.1 sous des hypotheses
similaires & celles de [13], c’est a dire :

Hypothése 4.2.3. 7% [ Aps1 — Ayl < 400

Lemme 4.2.3. Sous les hypothéses 4.2.2 et 4.2.3, la suite {sk}k générée par l'algorithme
4.2.1 est bornée.

Démonstration. En combinant (4.2) et (4.3), nous obtenons pour tout k :

2 2
||Sk+1 _ 0k+1H < (14 ) ”Sk _ UkH (4.5)
L’hypothese 4.2.3 donne Z;:iz e < +00 ou de maniere equivalente :
+oo
[J+m) <T <400 (4.6)
k=0

pour un certain I' > 0. L’utilisation récursive de (4.5) pour k allant de 0 & I — 1 fournit :

I~ < (H<1+uk>> o

k=0
[s' =o' < T = o°
Par conséquent, la suite {Hsk — akHQ}k est bornée. Par ailleurs, puisque M, converge, il

en est de méme pour {ak} . ce qui permet de conclure. O

Proposition 4.2.1. Soit Ni et N3 les reflexions généralisées associés aux opérateurs
limites Ty et Ty. Sous les hypothéses B.3.1, }.2.2 et 4.2.3, la suite {sk}k générée par
lalgorithme 4.2.1 converge vers un point fize de Ny o Nj.

Démonstration. Notons d’abord que le lemme 4.2.3 fournit 1’existence de points d’accu-
mulation de la suite {s*} . La combinaison de (4.2) et (4.3) donne pour tout k :

[Caaar= 0k’+1H2 < (14 ) [”Sk _ JkHQ — af(1 — a¥) || - SkHQ]

avec th+1 % NF o NF(s*). En sommant cette relation de 0 jusqu’a [ — 1, nous obtenons :

1—

—_

(1+ p)at(1 — ob) [t — ]

0

i

-1
< s' = oI = 110 = 0P+ D7 e[|+ = o
k=0

Chaque terme du membre de droite est borné, la série du membre de gauche est donc
convergente ce qui donne liminf [|t#*! — s*|| = 0 grace & I'hypothese B.3.1. En utilisant le
fait que N5 o NF est faiblement contractant pour tout k, la suite {(sk, tk“)}k est bornée
d’apres le lemme 4.2.3 et possede donc un point d’accumulation de la forme (s, 5).

D’autre part N¥ o NF converge graphiquement vers N5oN; d’apres les lemmes 4.2.2 et
2.3.3. Nous en concluons que (5, 5) € gr(NyoN7) et que tous les points d’accumulation de
{s*} . sont des points fixes de N o ;. Montrons maintenant que ce point d’accumulation
est unique. Soit (7, %) la solution associée au point d’accumulation s. La suite o* =
My + M,;Tu converge vers s. Soit € > 0 et K un rang tel que :
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a) {Jk}kzl( C B(S,¢€)
b) sk € B(3,¢)

Nous avons d’apres a) et b) :
Jo# - o] < 2

L’utilisation récursive de (4.5) pour k allant de K jusqu’a [ — 1 donne :

-1

Is' =" < | TT 2+ m) | [ = o™
[ k=K _
[K—1 1 i1 ,
RS [ ()| [ =%
L k=0 1 Lk=K
< A4T€?
et :
Is* =5l < [|s" = '] + [|o" - 5]
< VA4l'e?2 + ¢
< (142VT)e
Ceci est vrai pour tout € > 0 donc s¥ — s. ]

Nous étudions dans la section suivante le comportement asymptotique des algorithmes
3.4.3 et 3.4.4 en utilisant les propriétés locales des opérateurs mis en jeu. Les résultats ob-
tenus sont ensuite étendus a généralisés au cas d'un facteur d’échelle variable (algorithme
4.2.1).

4.2.3 Vitesse de convergence

Nous dérivons maintenant un résultat analogue a (3.18) lorsque le facteur d’échel-
le varie en suivant la méme démarche. Si 77 et Ty sont proto-différentiables en (y|u) et
(y]|—a). Alors, pour tout k, 7,F et T,F sont proto-différentiables en (2|w) = (M,y| M, 'a) et
(2| —w) et puis NF¥ et NF sont semi-différentiables en 5§ = z+w et d = Z —w. L’opérateur
J olfk I'est finalement aussi en § avec :

DJE(3) = (1 — o™ + o DNy (d) o DN(3) (4.7)

Le développement de [J fk en son point fixe o = My + M, T4 et évalué en s* s’écrit

Th(s) = Th(0) + DIE(0")(* = 0) + ol |s* - o*])
" = o* + DIE (o) (8" — o) + o(Hsk - akH)

k+1

= — 0 :
En posant e = s k+1 nous obtenons

ek+1 — Dj:k(o_k)(ek) —I—O’k o O.k+1 4 8k+1 - §k+1 +0(H€k”>
M = DN (0") (") + (Mya — Mi) (" = )
+ (Miq — My) T (WP — @) + o(||€"]])
[ < [[DTR (M) ]| + [ My M = I | My — 5|
+ [[M M = I[P = @)+ o)
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Par monotonie de 77", nous avons ||M;(y**! —gj)” < ||e’”rl , et HM,CT(UHI —ﬂ)H <

||ek+1H. La suite définie pour tout k& par p ] ||Mk+1Mk_1 — I|| + HM,IHM,;T - IH tend
vers 0 puisque M), converge et nous avons :

71 1052l e
k+1 0( ek

el

et nous obtenons ainsi par passage a la limite supérieure la borne suivante sur le taux de
convergence :

le
[le*]]

< ||DTE(M)|| + pr, +

< limsup || DJ% (o) (4.8)
k

Il est difficile dans le cas général d’obtenir des informations sur DJ olfk Plus de choses
peuvent étre dites lorsque NF et/ou N¥ sont différentiables, c’est & dire lorsque DN et
DN sont les opérateurs linéaires VAT et VAF. DJFE = V.J% est alors lui aussi linéaire
et la formule (4.7) se spécialise en :

DJy(5) = (1 — ") + a* VNG (d) VNT(5)

Nous distinguerons dans les sections 4.3 et 4.4 deux cas dans lesquels il est possible
de déterminer l'influence des parametres de ’algorithme sur la vitesse de convergence. I1
s’agit d'une part du cas ou 'un des deux opérateurs T} ou T; est différentiable et d’autre
part du cas ou 717 et Tb sont les sous-différentiels de fonctions polyédrales.

4.3 OF ou 0C sont différentiables

4.3.1 Convergence super-linéaire

Nous étudions l'algorithme 4.2.1. en supposant qu’il converge vers (g,u), § = My +
M~"4. Nous étudions le cas ou1 OF est différentiable en § avec V[0F inversible. En repre-
nant les notations de la section 2.3.3, cela correspond a Hs = {0} pour la différentiabilité
et Hy = {0} pour I'inversibilité, ainsi nous avons tout simplement :

VIOF|(y) = 5

avec S une matrice symétrique définie positive. A I'itération k, Uopérateur 7% = M, OF Mj,
est différentiable et

VTF (M y) = M, SM,,
VN (op) = 2(1, + M, SM) ™ — 1,

Nous avons :

|DTE ()| = ||(1 = o*)I + o* DN (d V/\/l )|
= ||(1 = &) + &*DNG(D)[2(1,, + M| SMy) ™" — L)(5) ||
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En particulier, si M, — Sz, la formule (4.8) devient alors :

k+1H

limsup “——— < limsup(1 — o®)
P b

L’hypothese B.3.1 autorise le choix d’une suite {ak} . de limite égale a 1 avec ZZ:S(l —
a*) = 400, procurant alors une vitesse de convergence super-linéaire. Notons ici que la
méme démarche peut étre appliquée a 0C plutot qu’a OF.

4.3.2 Mise a jour du facteur d’échelle

Nous proposons ici une famille de stratégies pour accélérer la convergence de 1’algo-
rithme. Elles sont plus particulierement adaptées au cas differentiable mais s’appliquent
dans le cas général. Lorsque OF est différentiable en , il serait souhaitable d’obtenir des
informations sur V2F(y*) au fur et a mesure que I'algorithme progresse en utilisant les
itérés intermediaires y* et u* qui satisfont :

ub € OF (y¥)
La différence entre deux couples d’itérés vérifie donc :
uk—l—l . uk c VQF(yk)(yk—l-l . yk) + O(Hyk—l-l . ka)B(O, 1)

L’idée consiste a effectuer une mise a jour matricielle afin d’obtenir une suite approchant
V2F(3) lorsque y* — 7, tout en respectant ’hypothese 4.2.3. Pour cela, nous mettons a
jour la matrice de mise a 1’échelle a chaque itération en prenant une combinaison convexe
(de coefficients 0 < (3 < 1) de la matrice courante Ay, et d’'une matrice Dy, que 'on espere
étre proche de VT'(7%).

Aprr = (1 = Br)Ag + Br Dy, (4.9)

Nous imposerons pour assurer I’hypothese 4.2.3 a la suite des ), et des Dy, de se conformer
aux hypotheses du lemme suivant :

Lemme 4.3.1. Soit {A}, une suite de matrices satisfaisant (4.9). Notons 0 < df <
... <d* les m valeurs propres de Dy. S’il existe 0 < d < d < +oo tel que :

d<di<...<d<d

et la série de terme (B, > 0 est convergente :
+o0
> Bi=5<+o
k=0

alors la suite {A\y}, satisfait les hypothéses 4.2.2 et 4.2.5.

Démonstration. Choisissons [d, d] contenant les valeurs propres de Ag. Alors, 'ensemble S

des matrices symétriques dont les valeurs propres sont dans [d, d] est convexe et compact.
Il contient la suite { Dy}, ainsi que Ay, et par conséquent toute la suite des {Ay}, d’apres
(4.9) ainsi que ses points d’accumulation. De plus, pour tout & :

Aps1 — Ny = =B\ + B Dy
| Aki1 — Agll < Bx (JJA]] + | D))
< 2dfy,

done 337 [[Apsr — Al = S’ € R. O
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Nous pouvons aussi définir la récurrence :
Agr = AT D (4.10)

au lieu de (4.9). En utilisant les mémes arguments, nous obtenons que la suite {In(Ax)},
est incluse dans l’ensemble des matrices dont les valeurs propres sont dans [In(d), In(d)]
obtenant ainsi la définie positivité stricte de {Ay}, et de sa limite. En utilisant enfin le fait
que le logarithme est lipschitzien sur tout compact, nous obtenons aussi la convergence
absolue.
La mise en ceuvre pratique d’une métrique variable nécessite un compromis entre :
— choisir des matrices de structures simples (diagonales) faciles & implanter, mais qui
ne fournissent qu'une approximation frustre de la matrice a approcher.
— choisir des matrices permettant d’approcher finement les informations de second
ordre, mais dont le calcul peut ralentir la progression globale de I’algorithme.
Nous avons implémenté en pratique les techniques suivantes.

Un parameétre unique En nous restreignant & un parametre réel i.e. Ay, = M1, une
facon d’utiliser des informations du second ordre est de tirer directement profit du ratio :

_ et =

o lgEt — g

Dans le cas général, nous n’avons aucune idée sur le caractere borné de {~;},. Nous
considérerons donc un intervalle [y, 5] et mettrons en ceuvre :

ol

Dy = (T 7)1 (4.11)

ot IT, 51(-) = max(y, min(:,¥)) représente la projection sur I'intervalle [v,7].

Mise a jour sous-probléeme par sous-probleme Lorsque 7} a une structure bloc-
angulaire :

T11(y1)
Ti(y) = : (4.12)
Tl,p(?/p)

et que son calcul se décompose (voir étape 7 de I'algorithme), il est avantageux d’appliquer
la méme politique, mais séparemment dans chacun des sous problemes i.e. pour i =
1,...,p, nous posons :

k+1 _ H i ~k“ 4.1
71 H~k+1 H ( : 3)
et Dy est la matrice diagonale :
(T 5 78) I

Dy =
(M 570
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Remarque 4.3.1. 5@ T; est fortement monotone de module a; et lipschitzien de constante
L; alors :

Huk—i-l ~I<:H
= ] <
et
min a; < H~k+l ~]€H<maXL-
e S/l A

par conséquent, les suites % et v¥ définies dans (4.11) et (4.13) sont systématiquement
bornées et on peut se passer de la projection sur [1, ).

Mise a jour composante par composante Il s’agit ici de manipuler une matrice

diagonale en calculant pour 2 =1,...,p,j =1,...,m le ratio :
E4+1 _ ” ~k+1)3 T (af)JH
Vi ) ,
[ (5,

La matrice Dy, sera la matrice diagonale :

I 5175

578

4.3.3 Expériences numériques

Nous avons généré des programmes quadratiques de fonctions objectifs :

! (w5, Qi) + (ciy T7)

fz(%) = 9

pour différentes valeurs de p et m et nous avons comparé les performances de la méthode
avec et sans strategies de mise a jour. p varie dans [2,5,10,20] et m dans [5,10,20]
avec n; = m. Les coefficients de b et ¢ sont tirés log-uniformément dans [—100, —0.01] U
[0.01,100]. Les @; sont construites en générant d’abord des matrices P; et des vecteurs p;,
dont les coefficients sont tirés log-uniformément respectivement dans [—10, —0.1]U[0.1, 10]
et [0.1,1], et en posant Q; = P," P,+diag(p;). Les coefficents des G sont tirés uniformément
entre —10 et 10. L’algorithme est stoppé quand Hyk“ k”z + Hﬁkﬂ — ukH2 devient plus
petit que p.107° ou lorsque le nombre d’itérations dépasse 5000.

Nous avons utilisé A¥=% = X\°I en guise de valeur de départ, avec A\ parcourant
Iintervalle [1073,100]. La mise & jour implémentée est celle de I'équation (4.10). Nous
avons choisi B, = (k+ 1)

Pour chaque politique de mise a jour, nous avons lancé 1’algorithme avec plusieurs va-
leurs de départ A\° dans [1073,100]. Le tableau 4.1 reporte le nombre d’itérations minimum
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Regle de mise a jour
p | m | aucune | parametre scalaire | sous-problemes | matrice diagonale
5 39 41 48 37
2 |10 78 74 74 89
20 93 81 81 86
5 61 81 53 59
5 | 10 7 83 80 88
20 104 101 99 110
5 85 102 104 127
10 | 10 126 141 135 152
20 126 161 149 178
5 150 178 143 160
20 | 10 187 256 191 200
20 181 268 236 244

TABLE 4.1 — Nombre d’itérations minimal pour A\’ € [1072,100] pour différentes stratégies
de mise a jour.

obtenu. Nous pouvons voir que le meilleur des cas est comparable que 1’on utilise ou non
une mise a jour. Cependant, le besoin de choisir une bonne valeur initiale disparait. Le
tableau 4.2 contient 1’écart type du nombre d’itérations en fonction de \°. Le symbole ">’
dans la premiere colonne signifie que la valeur est sous-estimée car plusieurs lancements
ont dépassé le seuil des 5000 iterations. Les algorithmes implémentés avec une stratégie
de mise a jour sont moins sensibles a la valeur initiale que la méthode classique. Comme
illustration de ce fait, nous avons tracé pour chaque stratégie le nombre d’itérations en
fonction de \¥=0 dans le cas p = 20 et m = 10 sur la figure 4.3.1.

Il est & souligner que la mise a jour de type (4.9) a un comportement asymétrique selon
que l'ordre de grandeur du parametre de départ. Plus précisémment, les petites valeurs
seront bien mieux corrigées que les valeurs élevées a cause de la difficulté a faire décroitre
l'ordre de grandeur avec l'expression (4.9). La mise a jour la plus adaptée semble donc
étre (4.10). Nous tragons a titre d’exemple pour I'instance (p = 2, m = 20) les trajectoires
suivies par la suite \* dans le cas d’un seul parametre (figure 4.3.2) et par les suites
(AR, X\E) pour le cas d’un parametre par sous-probleme (figure 4.3.3).

4.4 F et C sont polyédrales

Nous étudions dans cette section le cas particulier ou 77 = OF et Ty, = OC avec F et
C deux fonctions polyédrales. Nous nous restreignons au cas ou le facteur d’échelle est
fixe et nous supposons toujours que l'algorithme 3.4.2 converge vers s avec y = Pi(3) et

u=Q1(38),d=1y—u.

4.4.1 Comportement local

Supposons que 17 et T soient proto-différentiables en y relativement a u et a —u
respectivement et de proto-dérivées linéaires au sens général. En reprenant les notations
de la section 3.4.4, nous avons ‘H; = {0}, la proto-derivée DTi(y|u) se résume & Ny et
d’apres la proposition 2.3.6, Ny et N, sont différentiables respectivement en 5 et en d. De
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Regle de mise a jour
p | m | aucune | parametre scalaire | sous-problemes | matrice diagonale
5 | > 415 17 9 21
2 | 10| > 2076 56 62 93
20 | > 1776 60 56 58
5 | > 2038 38 39 54
5 10| > 2129 37 31 58
20 | > 2158 59 51 55
5 | > 2104 72 39 54
10 | 10 | > 2112 79 55 112
20 | > 2129 180 123 354
5 | > 2108 119 67 430
20 | 10 | > 2081 251 133 320
20 | > 2092 220 131 321

TABLE 4.2 — Ecart-type du nombre d’itérations en fonction de A’ pour différentes
stratégies de mise a jour.

E000 T T T T
1
I|I —&— none Ill
45001 | w single |
i zubProblam I|I
1 .
so00f | —&— componentwise II|
I| 1
|I |I
3500} | |
|I I|
1 I|
3000 &\) '?'
| /
2500} i
2000 {
& @
1500 Y #_,,a
\ /
\_\ _{,-’
1000f \3\ -/
- ;._,_.- f/lg
500} \-\ e -4 o
x\iu@ _:e’?-‘-*ée——-e— PPN e
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FI1GURE 4.3.1 — Nombre d’itérations de SALA pour différentes stratégies de mise a jour.
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trajectoire de A pour plusieurs points de depart
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FIGURE 4.3.2 — Trajectoires du parametre de mise a 1’échelle.
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FIGURE 4.3.3 — Trajectoires des parametres de mise a 1’échelle associés a chaque sous-
probléme pour différentes valeurs de départ (A7, \9).
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plus, ils possedent un développement exact pour € assez petit :

Ni(s)
Ny(d)

Ni(3) + VNi(5)(s = 5) Vs € B(s,¢) (4.14a)

Ny(d) + VNy(d)(d —d)  Vd € B(d,e) (4.14b)

Nous avons alors des que HekH <e€:

e = [(1 — ap)] + aVNo(d)V Ny (5)] €F (4.15)

Toujours d’apres la proposition 2.3.6 et la formule (2.20), VN5(d)V N{(S) est le produit
de deux réflexions et donc une isométrie. Par conséquent, il s’écrit dans une certaine base
orthonormale B :

_Iq
VNQ(CZ)VNl(g) =B El B_l

E,

cos(6;) —sin(6;)
sin(0;)  cos(6;)
0<6; <...<0, <m Lopérateur J,, = (1 —ag)l + VN2 (d)V N (5) s’écrit dans cette
base :

avec p+q+2r=net £, = < ) est la rotation dans R? d’angle 6; avec

I

(1 - 2ak’>Iq
T = D (1 — o) Lo + B D™' (4.16)

(1 — Oék)fz + OékET

Le vecteur erreur exprimé dans la base D peut se décomposer en 2 + r sous-vecteurs,
indépendants les uns des autres. Le premier sous-vecteur (de taille p) est constant, donc
il doit étre égal a 0 € RP a partir d'un certain rang i.e. I'algorithme converge en un
nombre fini d’itérations dans ce premier sous-espace. Le deuxieme sous-vecteur (de taille
q) converge linéairement a un taux |1 — 2ay| dans une droite vectorielle &, et en nombre
fini d’étapes si aj = % Les r sous-vecteurs de dimension 2 restants sont donnés d’une
itération a ’autre par une rotation a-moyennée d’angle 6;.

Remarque 4.4.1. L’exactitude du développement (4.14) est indispensable pour affirmer
que le premier sous-vecteur converge en un nombre fini d’étapes. Autrement, on ne saurait
rien dire de plus qu’il converge sous-linéairement. Cela arrive par exemple dans le contre-
exemple suivant :

1
F(y)=§\yl3;0(y)=0;s°>0

ot la suite {s*}, est donnée par la récurrence s"*1 = (5 + sF)z — (i)%.

Il est possible d’obtenir un borne supérieure sur le taux de convergence en considérant
le maximum des normes des blocs de J,, (excepté le premier). Nous avons déja mentionnné
que la norme du deuxieéme bloc est |1 — 2al. Celle des blocs restants est donnée par le
lemme 4.4.1.
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Lemme 4.4.1. La rotation moyennée (1 — a)ly + aE; a pour norme :

I ehrafl = {(1 ~ 2a)"sin <%) + cos” (%)} %

Démonstration. Choisissons v € R? et calculons la norme de son image v = (1 — a)v +
aFEv. En utilisant le fait que ||Ev|| = ||v|| et (v, E;v) = cos(6;), il vient :

11" = (1 = a)o + aBw]?
1 1 ?
=1(1- 2a)§ (v — Ew) + 5 (v+ E)

1 9 1 9 1 2 2
- (1—2@)21 lv — E|| +4_1 v+ E;v|| —1—1(1 —2a) | ||lv|I” = || Ewv]|
—_—

=0

1 1
= (1= 20)5 (Il + 1ol = 20, o)) + 7 (loll* + |1 Biol +2 (v, E)

= (1- 2022 =20 2, ol

= (1 — 2a)? sin® <%) [v]|* + cos? (é) |v]|?
0, 6:\1°
V|| = {(1 — 2a)%sin? (5) + cos® (§>} vl

Nous déduisons des observations que nous venons de faire la borne suivante sur le taux
de convergence :

e _ ) NE
lim sup o] < max {(1 — 2a)%sin? (51) + cos? <§Z>}

qui est minimisée pour le choix a = % et se réduit alors a :

lim sup H kH” < max |:COS (@>] = cos (ﬁ)
e =t 2) ] T

Pour un facteur d’échelle fixe, la méthode de Douglas-Rachford classique oy = % est donc
supérieure en terme de taux de convergence asymptotique que n’importe quel autre choix
de suite ay,.

1+cos( i)

O

Q)

4.4.2 Lien avec les opérateurs de pliage

Cet algorithme a déja été étudié dans le cas ou I’ et C' sont polyédrales et de plus avec
OF et OC ayant des proto-dérivées non nécessairement linéaires au sens généralisé. N; et
N5, ainsi que leur composition Ny o Ny appartiennent a une classe spéciale d’opérateurs
appelés pliages introduite dans [55]. Un pliage est un opérateur faiblement contractant
isometrique par morceau F : R” — R"™ avec un nombre de morceaux fini localement. Ces
morceaux appelés replis sont des polyedres convexes fermés d’intérieurs disjoints deux
a deux et non vides. En fait, lorsque F' (ou de fagon equivalente C') est polyédrale, les
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Epigraph of F Folds of Ng
A

>

Projected faces X, +0F (x,)

X, +0F (X,)

FIGURE 4.4.1 — Replis Uy, associés a la projection f; d'une face d'une fonction polyedrale
convexe de R? dans R.

replis de N; (respectivement de de Ns) sont en bijection avec les projections sur 'espace
R™ x {0} des faces de epi(F), I'épigraphe de F. Plus précisemment, si f est la projection
d’une telle face, alors le polyedre Uy = f + OF(f) est un repli (voir la figure 4.4.1 pour
un exemple d’une telle construction). Si 'on note dy la projection de OF(f) sur lin(f) le
sous-espace vectoriel engendré par f (c’est un singleton puisque OF(f) est orthogonal a
lin(f)), alors la restriction de Ny a Uy est Ryyp(s) — 2dy, i.e. la composition de la réflexion
a travers l'espace affine engendré par f et de la translation de —2d;.

Dans [55], Lawrence et Spingarn ont étudié le comportement asymptotique d’applica-
tions successives de pliages moyennés dans le cas a = % :

1 1
k+1 k k
s = —s" 4 —F (s
55 + 57 (s%)
en se restreignant a la classe des pliages positivement homogenes, en centrant F autour du
point de convergence et en considerant uniquement un voisinage de 0. Cette manipulation
consiste en fait a considérer la semi-différentielle DF(s) de F en 5 et a étudier la suite
des vecteurs d’erreur {ek}k donné par la récurrence :

el = 1ek + 1DJ:(E)(ek)
2 2

Leur résultat principal librement adapté dans le théoreme 4.4.1 établit qu’a partir d'un

certain rang, la suite {ek} . stagne dans un certain sous-espace V(e®) (qui dépend de

erreur initiale ) et que la restriction de DF(5) & V(€°) est une isométrie. De maniere

plus précise, les conséquences @) et ii) affirment que la suite {ek} , converge en spirale

dans V(e%).

k1 _

Théoréme 4.4.1 (Lawrence-Spingarn [55]). Soit F un pliage et e (I + DF)e*

convergeant vers 0. Alors :

1
2
i) Il existe un sous-espace V(e°) C R™ et un rang K tel que :

k> K = vect(e® "t .. ) = V(%) = cone(eF, et .. )
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ii) La restriction de DF a V(e°) est une isometrie.

vect(eF, eFt1 ) et cone(eF, el . .) représentent I'espace vectoriel et le cone en-

gendrés par la suite e¥, eF*1 . .. Ce résultat est plus général que notre développement
puisqu’il ne suppose pas la différentiabilité de F mais simplement sa semi-différentiabi-
lité, propriété vraie partout pour des pliages associés a des fonctions polyédrales. Il est
important de noter que méme dans le cas differentiable, la conclusion ¢) ne s’étend pas
en général a des choix a < % a cause du second bloc dans (4.16) qui préserve la compo-
sante associée dans une demi-droite. Remarquons aussi que la conséquence i) certifie que
la restriction de (I + DF(5)) a V(e°) a la méme structure que .J, _1 dans (4.16). Par

2
conséquent, le taux de convergence satisfait aussi pour 0 < 6; < 0, < ... <0 <7 :

(O 0,
lim sup ] Sr?:alxcos B = CoS 5

Cette interprétation géométrique de convergence en spirale sera utilisée dans la section
suivante afin de proposer une possible accélération de la méthode.

4.4.3 Accélération de la convergence
Introduction de sauts dans la méthode

Le théoreme 4.4.1 affirme que la suite des erreurs décrit asymptotiquement une spirale
autour de 0. Nous proposons ici une légere modification de la récurrence et de 1'algorithme
de cotit de calcul additionnel négligeable. L’idée consiste a suivre les “cordes” de la spirale
plutot que la spirale elle-méme.

Nous avons montré que le taux de convergence dépend du plus grand angle 6;. Plus cet
angle sera proche de 7, plus rapide sera la convergence. Maintenant, si nous appliquons
plusieurs fois F avant de moyenner, disons L fois, alors ’ensemble des angles (64, ...,0,)
sera remplacé par (L#y, ..., L6,). Par conséquent, si certains angles sont petits, il peut étre
profitable d’alterner le nombre d’applications de F avant d’effectuer la relaxation. For-
mellement, on choisit une séquence de a + 1 entiers Ly, ..., L, avec Ly = 1 correspondant
au nombre de ces applications, et en posant o = Y ;' , L;, on applique la récurrence :

glatho — % (I+F™)o...0 % (1 4 Fhe) sk (4.17)

L’exposant de s fournit le nombre de calculs de l'opérateur F requis. La figure 4.4.2
montre graphiquement 1’accélération obtenue pour plusieurs choix de séquence, a nombre
d’applications de F constant. L’opérateur sous-jacent :

R=(I+F)og (I+F)o. o0 (I+F)

est moyenné en tant que composition d’opérateurs moyennés donc la suite converge vers
un élément de fiz(R) = (., fiz(F) = fiz(F). Les itérations modifiées (4.17) donnent
lieu a l'algorithme 4.4.1.

Comportement asymptotique

Nous avons :

Je‘De]
lim sup W = E}aXT
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FIGURE 4.4.2 — Amélioration du taux de convergence pour plusieurs choix de séquences.

Algorithme 4.4.1 Algorithme de Douglas-Rachford avec sauts de moyenne

1. k= 0;q = 0 Choisir y°,u’ € R"

2. Pour [ =0,...,a faire //calcul de R

3. (hah) = (vt uh)

4. Pour j =1,..., L; faire //calcul de F&

5. gt = argmin, F(y) + 3 (y — 7 Ay — §)) — (@)
6. = aF + A - g

7. gFt = argmin, C(y) + 3 (y — *, A(y — g*™)) + (@, y)
8. G = gL A (R gt

9. k—k+1
10. Fin Pour
11. (¥*,uh) — a@®, a*) + (1 — o) (y* w0
12. Fin Pour
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Afin d’exprimer la vitesse de convergence en termes de nombre d’appels a l'opérateur F,
nous nous ramenons a un taux moyenné consistant en la racine o-ieme :

7(0) = max. { Hcos (Ll;z) ‘}
1=0

La question de 'accélération ou non de la convergence en comparaison de ’algorithme
classique (a = 0) dépend de la répartition des 6; dans Uintervalle |0, 7[. Si 6; est proche
de 0, alors la convergence sera accélérée. Au contraire, lorsque tous les #; sont proches de
7, la méthode classique est déja tres rapide et effectuer plusieurs applications du pliage
avant de relaxer ralentira la convergence. Certains calculs de F seront utilisés pour faire
de petits pas tandis qu’ils auraient été utilisés pour faire de grands pas dans la méthode
originelle.

Nous considérons sur la figure 4.4.3 le cas ot dim(V (e°)) = 4. L’aire bleutée est une
sous-partie de |0, 7[x]0, 7[, #; < 05 ot le taux de convergence décroit pour a = 1 et Ly = 2
i.e. laire ou 7(0) < p(0) = |cos(f)|. 1l semble difficile de déduire a priori les valeurs

1[81.1:'!2] = p[&ll .szl

25 3 35

FIGURE 4.4.3 — Domaine de |0, 7[x]0,7[, #; < 65 ou la convergence est accélérée pour
a = ]_, L1 =2

de ces angles d’apres les données du probleme et a plus forte raison de déterminer une
séquence de relaxation adéquate. Nous effectuons maintenant quelques essais de séquences
en observant les résultats sur un probleme de gestion de production.

Expériences numériques

Nous comparons ici I'algorithme classique (¢ = 0) et sa version modifée (a = 1 et
Ly = 2) sur un probleme de gestion de centrales électriques. Nous appliquons les deux al-
gorithmes pour plusieurs valeurs d’un parametre de mise a 1’échelle scalaire \. L’économie
en terme du nombre de résolutions de sous-problemes et de temps CPU est reporté sur
les figures 4.4.4 et 4.4.5. Le chiffre indiqué représente le temps de calcul de 1’algorithme
modifiée rapporté a celui de 'algorithme classique.

Dans la plupart des cas, on observe entre 20% et 40% d’économie de temps CPU. De
facon intéressante, I’économie maximum est obtenue pour les valeurs de A ou la méthode
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FIGURE 4.4.6 — Evolution de ||s% — s77~1||2 pour différent choix de séquences.

classique est la plus efficace. Nous avons aussi comparé plusieurs choix de séquences, [1];
[1,2]; [1,2,3] et [1,2,3,4] sur un probleme plus grand. L’algorithme est stoppée lorsque
|| 527 — sq"_1||2 est plus petit que 1075, Cette quantité est tracée en fonction du temps
CPU sur la figure 4.4.6. Sur cet exemple, nous avons réussi a réduire le temps de calcul
d’un facteur 3 a l’aide des deux dernieres séquences.

4.5 Meéthode itérative par bloc

La version A de I'algorithme 3.4.2 avec a;, = 1, appliquée au probleme décomposable

(1.2) - Y

min  f(y) = ZFZ(%) +C(y1, -5 Yp)

Y
i=1

donne I'algorithme 4.5.1. Nous nous intéressons dans cette section a la possibilité de ne

Algorithme 4.5.1 Algorithme de Douglas-Rachford (version A) appliqué a la décompo-
sition

1. k= 0; Choisir y°,u’ € R"
Pour i =1,...,p faire

gitt € arg min,, Fi(y;) + <yi —yF, Ny — yf)> —uf

aftt =+ Ayl - )
Fin pour

g = argmin, C(y) + (y — ¥, Ay — §*F)) + abt?
Ek"'l — ak—i—l o A(ﬂk‘H o —k:+1)

Y
(U0 = B ) + @ )

k<« k+1; Aller a I'étape 2

e B A T
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résoudre qu'une partie des sous-problemes durant les étapes 2 a 5, le but étant de réaliser
des économies en termes de temps de calcul. Ceci peut étre utile dans deux cas :

— lorsque le temps de résolution de certains sous-problemes est plus long que les autres.
Il est alors possible de résoudre les sous-problemes les plus rapides plusieurs fois
pendant que les plus longs ne le sont qu’une seule et ainsi progresser vers ’optimum
global plus rapidement.

— lorsque I'architecture matérielle ne permet pas de résoudre tous les sous-problemes
simultanémment en parallele. Nous pouvons alors choisir de ne résoudre qu’un
nombre de sous-problemes égal au nombre de processeurs disponibles

L’opérateur effectuant une itération de ’algorithme 4.5.1 est noté :

1 1
P:§]+§NQOM

N possede une structure décomposable par bloc :

N1,1
N =
M,

dont le calcul de chaque bloc N7 ; : R™ — R™ correspond a la résolution du sous-probléeme
i. Le calcul de NV, correspond quant a lui & I'étape de coordination. Nous notons aussi :

Q=1-7P

Iopérateur régularisé de 75 ® 77 qui permet de réécrire ’algorithme 3.4.2 sous la forme
4.5.2.

Algorithme 4.5.2 Algorithme de Douglas-Rachford
1. k= 0; Choisir s° € R"
2. Pouri = 1,...,p faire
3. sHHL = gk — Q(sh)
4. Fin pour
5. k«— k+1; Aller a I'étape 2

La méthode que nous proposons est basée sur le principe suivant. Lors d’une itération
de lalgorithme 4.5.2 donnée, si nous projetons le vecteur Q(s*) sur I'espace G; :

G ={0} x...x {0} xR™ x {0} x...x {0}

avant d’effectuer I'étape 3, alors l'itérée suivante s**' est obtenue & partir de litérée
courante s* en remplacant uniquement le sous-vecteur i par le bloc correspondant dans
la solution issue de la coordination. Par conséquent, durant l'itération suivante, seul le
sous-probleme ¢ devra étre résolu de nouveau, les autres 'ayant déja été.

La projection permet ainsi de simuler le fait que certains sous-problémes ne sont
pas résolus et gardent la solution qu’ils avaient a l'itération précédente. Afin d’expliciter
'algorithme que nous venons de décrire, introduisons quelques notations. Z, C {1,...,p}
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est ’ensemble des indices des sous-problemes qui ne sont pas résolus a l'itération k+1 > 1

et pour tout Z C {1,...,p}, nous notons la somme directe :
G =P
i€T

IT; et 117 les projecteurs sur G; et Gr ainsi que les opérateurs projetés :
~ Q;=ILoQet 9z =170 Q
- PZ‘:I—QietPI:I—QI

La méthode proposée prend alors la forme de I’algorithme 4.5.3. ot d'une maniere faisant

Algorithme 4.5.3 Algorithme de Douglas-Rachford par bloc
1. k= 0; Choisir s° € R"

2. Pour ¢ € 7, faire

3. sFTL = Py(sF) = sF — Q;(s¥)
4. Fin pour

5. Pour i &€ 7}, faire

6. shtl = gk

7. Fin pour

8.

k «— k+1; Aller a I'étape 2

intervenir explicitement la résolution partielle des sous-problemes, 1’algorithme 4.5.4.

Algorithme 4.5.4 Algorithme de Douglas-Rachford par bloc (détaillé)
1. k= 0; Choisir s° € R"
Pour i =1,...,p faire
it = Nua(st)
Fin pour
shtl = gk — %sz(sk — Nad")
k=1

Pour i =1, ..., p faire

Sii € Zy_q alors
dFtl = gk
1 (]
Sinon

d;ﬁ_l = NLZ‘(SI?)

7

S e B AN B

— = =
s

Fin si

—_
w

. Fin pour
ghtl = gk _ %sz(sk — Nad")

. k<—k+1; Aller a I'étape 7

—_
ov o

Les implémentations itératives par bloc, et plus généralement asynchrones de 1’algo-
rithme 3.4.2 ont beaucoup été étudiées par Bertsekas, Tsitsiklis et al ([7], [121], [122], [8])
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pour des classes générales d’opérateurs comme les gradients dans un contexte déterministe
ou bien stochastique. Plus récemment, dans [5] Benhamed fournit des conditions suf-
fisantes pour la convergence de la méthode du point proximal asynchrone. Ces condi-
tions sont quelque peu séveres; elles imposent notamment que P soit une contraction
pour la norme ||s||, = max;—1__, ||s;|| ou plus généralement une norme infinie pondérée.
Cette condition n’est généralement pas satisfaite pour 'opérateur de Douglas-Rachford en
pratique. Les expérimentations numériques ([111]) montrent que les implantations asyn-
chrones divergent si I’on s’éloigne trop de la version synchrone.

Nous proposons ici de forcer la suite des itérés a satisfaire une certaine propriété
de monotonie (définition 4.5.1) qui assure la convergence. Nous ajoutons pour cela un
mécanisme de controle qui teste a la fin de chaque itération si I’ensemble Z;, qui a été choisi
a permi de satisfaire cette propriété ; en ’enrichissant et en recommencant 'itération dans
le cas contraitre.

4.5.1 Algorithme

Une propriété importante dans ’analyse de la convergence des algorithmes de type
proximaux est la forte Fejér-monotonie ([10%], [3], [20]) :

Définition 4.5.1. Une suite {xk}k, 2% € R" est fortement Fejer-monotone de rapport a
relativement o Uensemble X C R™ si pour tout T € X :

_112 _112 2
|l = 2] <l — 2" - a[la" — 2|

Notons que cette propriété implique en particulier le caractere borné et la régularité
asymptotique de {xk}k (c’est a dire Ha:k“ — :17’“” — 0), mais pas la convergence en général.
La suite générée par 'algorithme du point proximal (algorithme 2.2.4 avec aj = «) et en
particulier par I'algorithme de Douglas-Rachford 4.5.2 sont par exemple Fejér-monotone
par rapport a fiz(P). En effet, le lemme B.1.1 donne pour tout s* € fixz(P) :

e L
De méme, toujours d’apres le lemme B.1.1, la suite duale :
qk def Q(Sk;) _ Gkl gk (4.18)

est elle aussi Fejér-monotone relativement au singleton {0} :
a1 < Ml =l = o

Nous proposons de forcer pour un certain a < 1 donné, la forte Fejér-monotonie de
rapport a de la suite des {qk} , générée par l'algorithme 4.5.3. Nous procédons pour cela
par essais. Nous calculons d’abord Qz, pour un sous-ensemble prédéterminé d’indices Z.
Si la a-Fejér-monotonie forte n’est pas atteinte, alors nous enrichissons 7 jusqu’a obtenir
I'inégalité désirée. Notons que nous sommes certains de 'obtenir, quitte a inclure tous les
indices dans Z;, d’apres le lemme B.1.1. L’algorithme 4.5.5 correspondant est décrit par le
schéma de la figure 4.5.1.
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Choose x

Y
»
A

Choose J

A

Yy < PJ (X)

QI = [RM)|* - a|Q(y) —Qx)|" ?

Improve

93

FIGURE 4.5.1 — Schéma algorithmique de la Méthode de Douglas-Rachford itérative par

bloc

Algorithme 4.5.5 Algorithme de Douglas-Rachford par bloc avec controle de conver-

gence
1. k = 0; Choisir s € R”
2. Choisir Z, C {1,...,p}
3. Faire
4. §k+1 = szsk
5. Tp— T, U{i}
. 2 2 . 2
6. Tant que [|Q(3"1)[|” > ||Q(s")||” — a || Q(E**1) — Q(s")||
7. Sk+1 — §k+1
8.k« k+1; Aller a I'étape 2
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4.5.2 Analyse de la convergence

Nous aurons besoin, pour établir la convergence de 'algorithme 4.5.5 de I’hypothese
sulvante.

Hypothese 4.5.1. I existe une constante L telle que pour tout v =1,...,p :

I+L
Vi>0 ic ﬂzk
k=l

Pour tout k, nous notons ¢* = Q(sk). Nous commencons par montrer que si la suite
{(sk,qk)} . générée par l'algorithme l'algorithme 4.5.5 admet un point d’accumulation
alors il est de la forme (S,q) = (5,0). Introduisons pour cela ’ensemble des indices des
composantes nulles de ¢ :

Izer = {Z < {17 te >p} /qu = 0} (419)

ainsi que sont complémentaire :

Ty ={ie{l,....p}/ILg# 0} ={1,....p} \ Leer (4.20)

Le lemme technique suivant montre que la sous-suite {(s?®),¢*™))} = convergente vers

(8, q) peut étre choisie de telle sorte que Z%W) contient infiniment souvent le méme indice
de Z,.

Lemme 4.5.1. Soit (5,q) un point d’accumulation de la suite {(s*,Q(s*))}, générée par
Ualgorithme 4.5.5, T, défini par (4.19) et T, défini par (4.20). Si Z, # 0, alors il existe
i € I, et une sous-suite {(s”), q‘z’(”))}y — (8,q) tels que :

1 € I¢(V) Yv >0

Démonstration. Soit {(s“’(”),q“”(”))}y une sous-suite convergente vers (§,q) et considé-
rons les L suites {SW(V)”}V obtenues par translation d’indices pour 1 < [ < L ou L
est la constante de I’hypothese 4.5.1. Pour tout v, au moins I'un des L + 1 ensembles

Zow), Zow)+1s - - - L)+ intersecte I, Il existe donc au moins un [ € {0,..., L} tel que :

Z, Nlimsup {Zyu)u}, # 0

Notons [* le plus petit de ces indices :
I"=min{l € {0,..., L} /T, Nlimsup {Z,o)4i}, # 0}

et montrons d’abord que {(s“”””, qso(”)*l*)}y converge aussi vers (8§, g). Par construction
de [*, il existe un rang K > 0 tel que pour tout 0 < [ < [*—1et pour v > K, Zy,)41 C Leep.
Or, nous avons par ailleurs :

*—1
gPWH o (5‘%7(”) _ 27¢(V)+l> —3 (4.21)
=0

*—1
s = < s = s+ 3 | (122
=0
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et pour 0 <[ <"

705 = | @577

S H QIzer (S‘P(V)+l> H

-1
< HQIzer(scp(y))H + Z HQIM(SQ(V)HIH) — Q.. (5P

<||Qz...(s*)|| + en (4.23)

avec

*—1

=Y H gL qw)wH
I'=0

En injectant (4.23) dans (4.22), nous obtenons :
57+ = 5| < [|s7) = 5| + 1 [| Q... (7| + Tes

D’une part, H Or.. (s H — ||9Qz...(5)]| = 0 par continuité de Qr.,,, d’autre part e, — 0
par la régularité asymptotique de {q*} .- Ainsi, {s#37}  converge elle aussi vers 5. Le
fait que {q“’(”)”* }V converge vers ¢ vient de I'inégalité triangulaire :

oot g < 47 g + e
Rappelons enfin que par construction :
Z, Nlimsup {Zyp)4- }, # 0

Il existe donc i € Z, tel que i € limsup {Iw(y)ﬂ*}u, c’est a dire tel qu'il existe ¥(-) et
i € Ly(p(v))+1+ Pour tout v. Nous pouvons alors conclure en posant ¢(-) = (¢ (-))+1*. O

Lemme 4.5.2. Si la suite {(sk, Q(sk))}k générée par lalgorithme 4.5.5 admet un point
d’accumulation (s, q), alors ¢ = 0.

Démonstration. Nous allons montrer que pour tout point d’accumulation ¢ I’ensemble Z...,
défini par (4.19) est nécessairement vide en suivant un raisonnement par I’absurde qui sup-
pose sa non vacuité. Soit (5, ) un point d’accumulation de la suite {(sk, qk)}k D’apres
le lemme 4.5.1, nous pouvons choisir ¢ € Z, ainsi qu'une sous-suite {sd’(”),qd’(")}y —
(59 q) tels que i € Ty pour tout v. Il existe alors un sous ensemble d’indices yAQ)
et une suite extraite Loy 2 ¢ telle que Z¢(¢(V)) = I() pour tout v. La sous-suite

{590 0N} - — (59, 7). Posons enfin 5" = P (5). Nous avons pour tout k,
|Q(s*t1) H < ||o(sk H —a||Q(s* ) — Q(sY) H . En particulier, pour tout v,
HQ +1 H < HQ ¢(V) H — HQ Y((v)) +1> Q(STZJ(QL’(V)))‘P

Le passage a la limite donne :

12D < |2 - al|oW) — o)
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mais {||Q(s*)||} . converge puisque {Q(s")}, est Fejer-monotone donc

o) - 2 <o

et Q(5) = Q(5). En répétant ce processus en partant de 5, nous obtenons par
construction une suite de points d’accumulations (5,51 ... 55) ) satisfaisant :
1= Q") = () = .. = Q(s) =
avec Z®) N T, # () pour tout k. Le point d’accumulation %) s’écrit :
55 = 50 _ Z HI(Z) (4.24)

Soit s* un zero de Q. Nous avons, puisque Q est pseudo-contractant :

[QE|° < (519 — 57, Q(s")
P < (5%~ s7,q)

qui, combiné a (4.24) donne :

=

(70 (9), q) < (39 —s*,q) - |1ql” (4.25)

I
o

Par construction, Z, N lim sup {I(l)}l # (). En choisissant i € Z, N lim sup {I(l)}l, et en
extrayant une sous-suite Z®) 5 4, I'inégalité (4.25) s’écrit :

N N
STIL@I <Y (Hpwen (@), @) < (59 - 5,¢) — ||l
v=0 v=0

d’ou [|II;(¢)|| = O contradisant ainsi le choix de ¢ € Z,. Nous en déduisons donc que
I+ — @ D

Proposition 4.5.1. Soit {(sk, Q(sk))}k la suite générée par lalgorithme 4.5.5. Si l'opé-
rateur Q est coercif, c’est a dire :

lim ||Q(s)]| = +o0
lIsll—+o0

alors Q(s¥) — 0.

Démonstration. Le test 6 de 'algorithme 4.5.5 implique que {qk} ., est a-fortement Fejer-
monotone et donc bornée. La coercivité de Q implique alors que {sk } , est bornée elle
aussi. La suite {(sk,qk)} . admet donc un point d’accumulation (3,0) d’apres le lemme
4.5.2 et lim inf quH = 0. Or, la suite {quH}k est décroissante car Fejér-monotone d’ou
liqukH =0. [
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6000 -
R\ i 5600
2
o 4000 + ——classique
3 -=-cycle
E 3000 - -+ plus éloigné
2660
T T T T 0
0.00001 0.0001 0.001 0.01 0.1 1

lambda

FIGURE 4.5.2 — Temps d’exécution de l’algorithme 4.5.4 pour différentes stratégies de
sélection des sous-problemes.

4.5.3 Expériences numériques

Nous avons appliqué 'algorithme bloc-itératif 4.5.4 a un probleme de gestion de 24
réserves hydrauliques. Celles-ci sont gérées sur un arbre de scénario comportant 1750
noeuds. Deux stratégies pour choisir les sous-probléemes a résoudre ont été envisagées.

— La premiere consiste a résoudre les problemes cycliquement, les uns apres les autres.

— La deuxieme choisit en priorité le sous-probléeme ¢ de composante ||Qz(sk)H la plus

élevée.

La figure 4.5.4 montre la fagon dont décroit ||Q(sk)H en fonction du temps CPU pour
ces deux stratégies et pour I'implémentation classique de la méthode. Les sous-problemes
sont incorporés un a un dans ’ensemble 7 et le test 6 est répété a chaque inclusion d'un
nouveau sous-probleme. L’algorithme s’arréte lorsque H Q(sk)H < 1073 ou bien lorsque le
nombre d’itérations dépasse 3000. La stratégie de la composante “la plus éloignée” entraine
la décroissance de HQ(sk)H la plus rapide au début de l'algorithme pour la plupart des
valeurs de \. Le temps d’exécution des trois versions en fonction du parametre A est
reporté sur la figure 4.5.2. La méthode itérative par bloc semble montrer son intéréet
uniquement dans une certaine plage de valeurs, la ou la méthode classique est déja la plus
efficace.

Nous représentons sur la figure 4.5.3 la maniere dont se répartit le temps de calcul entre
coordination et résolution des sous-problemes pour A = 0.005. Nous pouvons observer
qu’a partir d’'un certain rang, le test de I’étape 6 échoue systématiquement. Tous les sous-
problémes sont alors inclus dans Z, = {1,...,p} avant de passer a I'itération suivante et
I’algorithme 4.5.4 agit comme ’algorithme classique. Ceci explique la contre-performance
des méthodes par bloc dont une telle itération incluant tous les sous-problemes est a
peu pres 30% plus cotteuse en temps de calcul que dans la version classique ; cet écart
provenant des évaluations de Ny (étape 14 dans I’algorithme 4.5.4) inutiles. Pour résumer,
cette méthode est donc a proscrire si elle est associée a un mauvais facteur d’échelle. Elle
devrait dans ce cas étre employée uniquement pour les premieres itérations puis remplacée
par l'algorithme classique ensuite.



98 CHAPITRE 4. ACCELERATION DE LA CONVERGENCE

Il . , . .
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FIGURE 4.5.3 — Répartition du temps de calcul entre résolution des sous-problemes et
coordination pour différentes stratégies dans 'algorithme 4.5.4, A = 0.005.
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FIGURE 4.5.4 - Profil de H Q(s") H en fonction du temps de calcul pour différentes stratégies
et différentes valeurs de \ dans l'algorithme 4.5.4.



100 CHAPITRE 4. ACCELERATION DE LA CONVERGENCE

Conclusion

Nous nous sommes intéressés dans ce chapitre a ’amélioration des performances de
I’algorithme 3.4.2 et au bon usage des parametres ay et Ag. Des explications partielles
ont été apportées aux observations numériques relevées dans 'introduction et nous ont
permis de suivre plusieurs axes d’amélioration. Le premier était de montrer qu’il était
possible d’'une maniere générale de faire varier la matrice de mise a 1’échelle Ay, pierre
d’angle des performances de la méthode, si en contrepartie elle converge assez rapidement.
Nous avons ensuite pu déduire d’apres les résultats de la section 2.3 des comportements
différents suivant la structure des fonctions F' et C'. Si l'une des deux possede une matrice
hessienne généralisée S au point de convergence, alors une valeur idéale du facteur d’échelle
est S. Il est alors possible en théorie d’obtenir une convergence superlinéaire en faisant
tendre A vers S et ay vers 0.

Dans un second temps, I’analyse du cas de 'optimisation polyédrale a montré que la
vitesse de convergence s’effectuait en spirale, rejoignant ainsi des résultats connus de [55].
L’algorithme peut alors étre accéléré en effectuant des sauts de moyenne et ainsi “prendre
la corde” de la spirale.

La derniere section s’inscrit quant a elle a part puisqu’il n’y est pas fait mention
de vitesse de convergence. Nous avons montré qu’il était possible, modulo 'ajout d'un
mécanisme de controle, de ne pas résoudre tous les sous-problemes a chaque itération en
préservant tout de méme la convergence globale.



Conclusion et perspectives

Les contributions de cette these sont présentes dans les quatre chapitres du mémoire
mais en proportion plus importante dans les chapitres 1 et 4, les deux autres servant
principalement a présenter les méthodes de régularisation et de décomposition étudiées.

Nous avons mis en évidence dans le chapitre 1 les trois couplages naturels du probleme
de gestion de production en environnement incertain, offrant plusieurs visions du systeme
global, chacune basée sur une définition différente de sous-systeme. Cette énumération
systématique des couplages permet d’envisager de nouvelles facons de décomposer le
probleme, résumées jusqu’alors aux découplages spatial, spatio-temporel ou aléatoire. Il
serait intéressant dans des travaux futurs, d’effectuer des comparaisons de ces différentes
options de décomposition d'un point de vue numérique, travail esquissé lors du stage [11],
en y incorporant notamment les décompositions aléa-espace et aléa-espace-temps.

Nous avons aussi proposé deux nouvelles formulations du couplage en aléa présen-
tant ’avantage combiné d’éviter la construction d’un arbre de scénarios et de fournir une
meilleure approximation des solutions relatives aux premieres périodes. L’intérét de ces
approches demande maintenant a étre confirmé sur des problemes multi-étapes avec un
grand nombre de variables en les comparant a l’approche classique par arbre.

Le chapitre 2 sert d’appui a I’étude des méthodes d’éclatement menée dans les chapitres
lui succédant. Sa tache principale est de présenter 'importance de la différentiabilité de
lopérateur de réflexion généralisée dans 1'étude de la convergence de l'algorithme du
point proximal. Un résultat nouveau de stabilité des lois internes ® et x vis a vis de la
convergence graphique y est aussi donné, facilitant les analyses des méthodes d’éclatement
développées apres.

La contribution du chapitre 3 consiste essentiellement en une présentation relative-
ment complete des méthodes d’éclatement et de leurs applications a l'optimisation en
éclaircissant plusieurs points techniques souvent obscurs dans la littérature.

Les développements du dernier chapitre sont a notre connaissance originaux. Les for-
mulations des taux de convergence grace a la semi-différentielle du chapitre 2 y est utilisée
intensivement, premierement dans la section 4.3 ot nous nous concentrons sur le cas ot un
des deux opérateurs est différentiable puis dans 4.4 ou nous regardons le cas de 1'optimi-
sation polyédrale. Ces deux chapitres nous semblent importants a double titre. Ils offrent
une justification aux observations numériques : dépendance de la vitesse de convergence
au facteur d’échelle et convergence en spirale, et permettent par la méme occasion de
mettre en ceuvre assez naturellement des techniques d’accélération.

La poursuite de ces travaux nous semble passer par plusieurs étapes. Premierement, un
recouvrement complet, puis une extension des travaux de Spingarn a l’aide du formalisme
des semi-dérivées, ensuite une unification des sections 4.3 et 4.4 pour établir un résultat
de convergence plus global qui permettrait par exemple de fournir les réglages optimaux
des algorithmes en programmation quadratique. Il serait d’autre part intéressant d’étudier
Ieffet d’'un parametre multi-dimensionnel dans la section 4.4.
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L’originalité de la derniere section tient dans ’approche adoptée pour interpréter
I’algorithme par blocs, puis analyser sa convergence. Deux progres théoriques consé-
quents seraient le relachement de I'hypothese de coercivité de l'opérateur Q et aussi
la généralisation a un opérateur seulement moyenné, mais pas nécessairement pseudo-
contractant.

D’une maniere plus pragmatique, du temps devrait étre consacré a 'implantation des
idées proposées dans le chapitre 4 sur des problemes de tailles réelles, afin de confirmer
ou bien invalider les résultats encourageants obtenus ici.



Annexe A

Optimisation convexe et inclusions
monotones

A.1 Minimisation d’une fonction convexe
Considerons le probleme d’optimisation suivant :

Minimiser f(z) (A.1)

z€R™

ol f est convexe & valeurs dans R = R U {—00, +00}. Nous noterons :
dom(f) = {x € R"/f(z) < +o0}

le domaine de f et epi(f) = {(z,v) € R" x R/ f(z) < v} son épigraphe. Nous supposerons
de plus que f est propre, c’est a dire qu’elle ne prend ni la valeur —oo, ni son domaine
n’est vide. De facon équivalente, son épigraphe n’est pas vide et ne contient pas non plus
de droite verticale {(z,v),v € R} pour z € R™.

La classe des fonctions pseudo-polyédrales caractérisée par la définition A.1.1 inclut la
plupart des fonctions rencontrées en pratiques, par exemple celles issues de la program-
mation linéaire et quadratique.

Définition A.1.1 (Fonctions pseudo-polyédrales). f : R — R est pseudo-polyédrale si
elle s’écrit comme la somme

f=g+dc

d’une fonction g de domaine dom(g) = R" et de la fonction indicatrice oc d’un polyédre
conveze fermé C C R™.

En particulier, une fonction polyédrale (dont I’épigraphe est un polyedre) est pseudo-
polyédrale.

Afin de faciliter 'analyse des problemes d’optimisation convexes et de leur algorithmes
de résolution, il est commode d’introduire les opérateurs monotones multivoques.

A.1.1 Opérateurs multivoques

Un opérateur est multivoque s’il peut “prendre plusieurs valeurs”. Il s’agit rigoureu-
sement d'une application T de R™ a valeur dans les parties de R"™, notée usuellement
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T : R" = R" a l'aide d'une double fleche ==. Si T'(x) est réduit & un singleton pour
tout x, alors nous confondrons 7' avec I’application correspondante, que nous noterons
aussi alors de facon indifférente a ’aide d’une simple fleche T' : R — R™. Un opérateur
multivoque est entierement caractérisé par son graphe :

gr(T) “ {(y,u) € R* x R"Ju € T(y)}

consituant un sous-ensemble de R™ x R™. L’opérateur inverse T~! existe toujours; il est
défini pour tout v € R™ par :

T ()Y {z e R v e T(z)}

ou bien en terme de graphe par gr(T—') = {(u,y) € R" x R"/u € T(y)}. Enfin, le domaine
de T" est ’ensemble des éléments de R™ ayant une image non vide :

dom(T) ™ {z € R"/T(z) # 0}

A.1.2 Opérateurs monotones

Un opérateur T : R™ = R™ est monotone si :
vyu yl € Rn7 u e T(y)a U’l € T(y/> <y - y/7 u— Ul> > 0

Il est maximal si en plus son graphe n’est pas strictement contenu dans celui d’un autre
opérateur monotone. Deux sous-classes sont a distinguer ; les opérateurs fortement mono-
tones et les opérateurs co-coercifs.

Définition A.1.2 (Opérateurs fortement monotones).
Lopérateur T : R™ = R"™ est fortement monotone de constante a st

Vy,y € R"u e T(y),u € T(y) (y—yu—u)>ally—y|

Notons que T est alors injectif. Si la monotonie généralise la définie-positivité pour
les opérateurs linéaires, la forte monotonie quant a elle correspond a la stricte définie-
positivité, le role de a étant joué alors par la plus petite valeur propre. La co-coercivité
constitue la propriété duale.

Définition A.1.3 (Opérateur co-coercifs).
Un opérateur T : R™ — R™ est co-coercif de module a (ou a la propriété de Dunn avec la
constante a™1) si :

n 2
Vy,y' € R (=o', TW)—TW)) =2 alTl)—TW)l
Un opérateur est co-coercif de module a si et seulement si son inverse est fortement mo-

notone de module a. Une application linéaire symétrique semi-définie positive est toujours
co-coercive.
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f(x)

v

A

dom(f)

FIGURE A.1.1 — Fonction convexe qui n’est pas semi-continue inférieurement (au bord
gauche) et qui n’est pas sous-différentiable (en son bord droit)

A.1.3 Opérateur sous-différentiel

Le premier opérateur auquel nous nous intéressons est l'opérateur sous-différentiel
associé a une fonction f : R"™ — R, noté df. Il est défini pour tout z € R™ par :

of(z) = {v eR" 7€ arg max (v,x) — f(x)} (A.2)

Si f est une fonction convexe, alors J0f est un opérateur monotone. Il est maximal si de
plus f est s.c.i ([92, Corollary 31.5.2]). df(z) peut étre vide i.e. T & dom(Jf) méme si T €
dom(f). Dans le cas contraire, c’est & dire si 0f(T) # () alors f est sous-différentiable en T
et les éléments v € Jf () sont appelés les sous-gradients de f en z. La fonction de la figure
A.1.1 n’est par exemple pas sous-différentiable au bord droit de son domaine ou “la pente
devient infinie”. Ce cas de figure n’intervient pas pour les fonctions pseudo-polyédrales
qui vérifient dom(0f) = dom(f). Nous dirons par ailleurs que f est différentiable en T si
JOf(Z) est réduit a un singleton.

A.1.4 Cone normal

Les opérateurs cones normauz constituent une sous-famille remarquable d’opérateurs
sous-différentiels. Il s’agit de ceux associés a une fonction indicatrice ¢ d’un ensemble C.
Le sous-différentiel J[dc] noté alors N¢ prend la forme :

Ne(z)={veR"/VxeC (x—z,v) <0}

I est monotone si C est convexe et maximal si C est de plus fermé. En un mot, N¢(z)
désigne ’ensemble des directions qui forment un angle négatif avec toutes les directions
permettant de se déplacer dans C depuis . N¢(Z) est toujours un cone, vide si & n’ap-
partient pas a C et réduit au vecteur nul si = est dans I'intérieur de C. Lorsque C est un
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3 (x)+0g(x) = E” a[f +g](x)=0?
A A
f+9=0y
g
/f:dE f+g:6{;}

. /. » >
Tegx)0E” | )

:' f: o X

v E v

X
af(x)=E"

FIGURE A.1.2 — Exemple de non distributivité de la sous-différentiation.

sous-espace vectoriel C = A, alors il prend la forme spéciale :

At siye A;

0 sinon.

Naly) = {

A.1.5 Caractérisation des solutions de (A.1)

L’opérateur sous-différentiel permet entre autre de caractériser les solutions du probleme
(A.1) via la proposition A.1.1 suivante.

Proposition A.1.1. z* est une solution optimale du probléeme (A.1) si et seulement si :
0€df(z") (A.3)
Démonstration. La définition A.2 du sous-différentiel donne :

" € argmax (0, ) — f(z) = arg min f(z)

z€R™ z€R™
O
Ainsi, le probleme d’optimisation (A.1) est équivalent au probleme d’inclusion :
Trouver z* tel que 0 € df(z") (A.4)

A.1.6 Distributivité de la sous-différentiation

La fonction objectif intervenant dans le probleme décomposable 1.2 est la somme de
deux fonctions F' et C. Pouvons nous ajouter dF et OC pour obtenir 9[F + C]? Comme
le montre le contre-exemple de la figure A.1.2, la réponse est non en général. L’opération
de sous-différentiation n’est pas distributive ; seule I'inclusion OF + 0C' C O(F + C') est
toujours vraie. Linclusion réciproque peut tout de méme parfois étre assurée ; par exemple
sous les conditions de la proposition suivante (]33, proposition 3.23]).
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Proposition A.1.2. Soit f,g: R"™ — R convezes, s.c.i. Si l'une des conditions suivantes
est vérifiée

a) rint(dom(f)) Nrint(dom(g)) # 0

b) dom(f) N rint(dom(g)) # 0 et f est pseudo-polyédrale

c) dom(f)Ndom(g) # 0 et f et g sont pseudo-polyédrales

alors Of +0g =0(f +g).

A.2 Problemes de minimisation paramétrique
Tres souvent, le probleme (A.1) prend la forme :

Minimiser f(z) = ¢(z,7) (Fy)

z€eR™

ou la fonction

¢:R"xR™ - R
(z,y) — o(z,y)

est convexe s.c.i (sous-entendu conjointement en z et en y). Le calcul du cott de fonc-
tionnement d’une centrale en fonction d’un planning de production g fixé (1.6) nécessite
par exemple la résolution d’un tel probleme d’optimisation paramétrique. Les techniques
se basant sur la dualité utilisent la structure de ¢ plutét que celle de f pour résoudre ce
probleme. Cela permet ainsi :
— d’une part d’évaluer la sensibilité du modele (en terme de cout optimal) relativement
a des variations du parametre y,
— d’autre part de mettre en ceuvre des algorithmes pour des problemes d’optimisation
sous contraintes du type :

Minimiser  fo(x) (A.5a)
s.c gi(x) <0 i=1,...,p (A.5b)
Ai(z) =0 j=1,...,q (A.5¢)

ou les fonctions fy et g; sont convexes s.c.i et les A; sont affines. La sensibilité du cout
optimal pour y variant autour de g est établie grace a la fonction wvaleur F : R™ — R
définie implicitement pour tout y € R™ par :

F(y) = inf

(y) = inf o(z,y)

donnant le cotut optimal a y fixé. Si F' est sous-différentiable en g, I'ensemble OF(y)
fournit alors une sous-estimation de 'augmentation du cotuit optimal pour des variations
marginales de y autour de 3 :

Yu € OF(y),Ve € R™ F(y+e¢e) > F(y) + (u,e)

F' est toujours convexe mais pas nécessairement propre ni s.c.i méme si ¢ Uest (voir [92,
page 72] pour un contre-exemple). L’hypotheése A.2.1 suivante constitue une condition
suffisante a ces deux caractéristiques.
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Hypothese A.2.1. Pour touty € R™, la fonction x — p(x,y) est coercive i.e. im0 ¢(,y) =
+00.

Proposition A.2.1. Soit ¢ : R"xR™ — R convexe propre s.c.i et satisfaisant Ihypothése
A.2.1, alors :

i) F est convexe propre et s.c.i

it) La relation suivante entre les graphes de OF et de Oy existe.

Yy, u € R™ u € 0F(y) < Jx € R"/(0,u) € 0p(z,y) (A.6)
Démonstration. i viens de [92, Theorem 9.2] et i est obtenu en écrivant les définitions
des sous-différentiels et en utilisant la défintion de F'. ]

Les conditions d’optimalité du probleme (A.1) mis sous la forme (F;) sont données
par la proposition suivante :
Proposition A.2.2. §i ['une des deuzr conditions suivantes est satisfaite
a) ¢ est pseudo-polyédrale.
b) Il existe x € R™ tel que (z,7) € rint(dom(p))
alors,

i) x* est une solution optimale du probleme (A.1) si et seulement s’il existe u* € R™
tel que (0,u*) € Op(z*, 7).

Si un tel couple (x*,u*) existe, alors :
i) u* € 0F(y)
Démonstration. Considérons le sous-espace affine de R™ x R™ :

E={(z,y) e R" xR"/y =y}

Minimiser f équivaut & minimiser ¢ + dg. Sous a) ou b) nous avons J[¢ + 0g] = dp + g
d’apres la proposition A.1.2. Ainsi, (z*,y*) € R" x R™ est solution d’apres la proposition
A.1.1 si et seulement si :

(0,0) € Op(z*,y") + O0p(z™, y")
(0,0) € dp(a”,y") + B et (27y") € B
c’est & dire §'il existe (v*,u*) € dp(z*,y*) tel que —(v*,u*) € E+ et (z*,y*) € E, ou plus

simplement il existe u* € R™ tel que (0,u*) € dp(z*,y). Enfin, si * est une solution
optimale et (0,u*) € dp(z*,y), alors pour tout z,y :

o(r,y) > @(a*,9) + (u*,y)

o(z*, ) est par définition égal & F'(y). La conclusion vient alors en remarquant que = —
©(x,y) est bornée inférieurement et en faisant tendre ¢(x,y) vers F(y) qui existe. O
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A.3 Dualité

Les techniques de dualité lagrangienne reposent sur I'opération de conjuguaison. Etant
donnée une fonction convexe f : R"™ — R, sa conjuguée notée f* : R — R est définie
pour tout v € R comme le maximum (éventuellement +o00) dans (A.2) :

£(v) = max (v,7) — f(2) (A7)

*

Pour les fonctions s.c.i, 'opération de conjuguaison est involutive, c’est a dire que (f*)* =
f et inverse les opérateurs sous-différentiels, c’est & dire df* = [0f]~!. Par analogie au
sous-différentiel d'une fonction convexe, une fonction concave h possede un opérateur sur-
différentiel Oh : R" =% R™ défini comme le sous-différentiel de son opposé Oh = 9[—h] =
{z € R"/v € argmax, —h(v) — (z,v)}.

Le lagrangien associé au probleme () est la fonction définie par conjuguaison par-
tielle, c’est a dire uniquement par rapport au parametre y :

(z,u) = L(z,u) = inf o(z,y)— (u,y)

yeR™
qui est convexe en x et concave en u. A titre d’exemple, la fonction :

(A.8)

+0o0 sinon.

@@w:{mm si fulw) S ot fola) = v,

correspondant a une perturbation du second membre dans le probleme (A.5), donne lieu
au lagrangien classique :

L(z,u) = {fo(x) — (uy, fi(z)) — (ua, fo(z)) siug <0

—00 sinon.

Sous-différentiel du lagrangien

Pour tout z et tout u les fonctions L, : u +— L(z,u) et L, : x +— L(x,u) sont respec-
tivement convexe et concave. Le sous-différentiel de L est alors défini comme 'opérateur
multivoque :

OL:R" x R™ = R" x R™
(x,u) — OL(z,u) = OLy(x) X OL,(u)

La conjuguaison partielle a 1'effet d’une inversion partielle sur le sous-différentiel dip(-, ),
c’est a dire une inversion uniquement par rapport a la deuxiéme composante ({92, Theorem

37.5]) :
(v,u) € Op(z,y) <= (v,y) € IL(z,u) (A.9)
ce qui permet d’obtenir la caractérisation suivante des solutions de (F;).

Proposition A.3.1. Si ['une des deux conditions suivantes est satisfaite
a) ¢ est pseudo-polyédrale.
b) Il existe x € R™ tel que (z,7) € rint(dom(p))
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alors,

i) x* est une solution optimale du probléme (P;) si et seulement s’il existe u* € R™ tel
que :

(0,0) € OL(z*,u*) — (0,79) (A.10)

Démonstration. 11 s’agit de la proposition A.2.2 réécrite a l'aide de I'inversion partielle

(A.9). O
Le probleme primal (P;) est alors équivalent au probleme d’inclusion :

Trouver (z*,u") tel que (0,0) € OL(z",u*) — (0,7) (A.11)

Si @ est convexe s.c.i alors OL est un opérateur monotone maximal [92, Corollary 37.5.2]
et 0L — (0,y) 'est aussi par translation.

Probleme dual

La condition d’optimalité (A.10) fait apparaitre une symétrie dans les roles joués
par z et u. Un probléme dual est habituellement ainsi défini de maniere artificielle en
intervertissant les roles de x et u. Associons pour ce faire au probleme (P;) la fonction
duale :

u— H(u) = ¢"(0,u) (A.12)
La premicre variable de ¢* tient lieu de parametre susceptible d’étre perturbé autour de
sa valeur 0, u devient la variable de décision et la variable d’origine x joue maintenant le

role de variable duale associée a la perturbation. H est convexe s.c.i et OH est relié a 0L
par la relation :

Yy, u € R™ y € 0H(u) <= dx € R"/(0,y) € OL(x,u)

Le probleme dual consiste alors a trouver u* tel que y € 0H (u*), c’est a dire :

Trouver u* tel que 0 € 0H (u*) — ¥y (A.13)
ou encore :
Mini%liser H(u) — (g, u) (Dy)
ue m

Proposition A.3.2. §i l'une des deuz conditions suivantes est satisfaite
a) ¢ est pseudo-polyédrale.
b) Il existe x € R™ tel que (x,7) € rint(dom(p))
alors, u* est une solution optimale du probléme dual (Dy) si et seulement s’il existe
x* € R"™ tel que :
(0,0) € OL(z", u") — (0,7)
auquel cas x* est solution du probléme primal (FPy).

Les problemes d’inclusion (A.4), (A.11) et (A.13) peuvent étre étudiés sous une méme
forme abstraite :

Trouver y* tel que 0 € T'(y") (A.14)

ou T : R"™ = R" est monotone maximal et joue le role au choix de df, 0L ou OH. Un tel
élément y* est appelé un zéro de I'opérateur T



Annexe B

Algorithmes de points fixes

Cette annexe est consacrée aux résultats de convergence d’algorithmes de point fixe.
Plus précisémment, si N : R" — R™ est un opérateur et fiz(N) ’ensemble de ses points
fixes (potentiellement vide) :

fiz(N) 2 {s e R*/N(s) = s}

nous nous intéressons a l’algorithme générique B.3.1 et a sa convergence éventuelle vers
un élément de fiz(N).

B.1 Opérateurs contractants, faiblement contractants
et moyennés

Définition B.1.1 (Opérateurs contractants et faiblement contractants).
Un opérateur N : R" — R" est contractant s’il existe une constante a < 1 telle que pour
tout s,s' € R™ :

IN(s) = N(s)[ < alls =5
et faiblement contractant (ou non-expansif) si a = 1.

En particulier via I'inégalité de Cauchy-Schwarz, les opérateurs co-coercifs de module
a sont contractants de rapport a=! si @ > 1 et faiblement contractants si a = 1. Une
combinaison convexe aNj + (1 —«) Ny d’opérateurs faiblement contractants est faiblement
contractante et si la combinaison est stricte (i.e. 0 < a < 1) alors les points fixes de la
combinaison sont donnés par la proposition B.1.1 suivante.

Proposition B.1.1. Soit N1, Ny : R" — R" faiblement contractants et 0 < a < 1, alors :
fix(aNy + (1 — a)Ny) = fix(Ny) N fiz(Ny)

Dans ce cas, si I'un des deux opérateurs est contractant, alors la proposition B.1.2
établit que la combinaison 1’est aussi.

Proposition B.1.2. Si J : R" — R" s’écrit J = aN;+(1—a)Ny pour 0 < a < 1 avec Ny
contractant de rapport a et Ny faiblement contractant, alors J est lui-méme contractant
de rapport 1 — (1 —a) < 1.

111
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N(s")

J=(-a)+aN

FI1GURE B.1.1 — Propriété de contraction d’un opérateur moyenné

Démonstration. L’inégalité triangulaire donne :

[J(s) = J()]| < a[[Ni(s) = Ni(s)]| + (1 = @) || Na(s) — Na(s)]]
<(awa+1—a)l|s—4|

[]

On parle d’opérateur moyenné si I'un des deux opérateurs est l'identité et que la
combinaison est stricte.

Définition B.1.2 (Opérateurs moyennés).
Un opérateur J : R™ — R"™ est moyenné ou a-moyenné s’il s’écrit sous la forme :

J=(1—-a)l,+aN
avec N un opérateur faiblement contractant et 0 < av < 1.

Puisque fiz(1,) = R", 'opération de “moyennisation” conserve ’ensemble des points
fixes d’apres la proposition B.1.1. Les opérateurs moyennés possedent la propriété de
contraction exprimée par le lemme B.1.1 ([21, Lemma 2.1 -ii)]). Elle est traduite graphi-
quement sur la figure B.1.1. Etant donné un point s et son image J(s) par un opérateur
moyenné. La boule de droite sur la figure B.1.1 représente la zone ou se situe N(s'), et
celle de gauche celle ou se situe J(s'). Cette propriété peut aussi s’exprimer a I'aide de
I'opérateur N via le corollaire B.1.1 qui suit.

Lemme B.1.1. J : R" — R" est a-moyenné si et seulement si :

1l -«

175 = Js|I* < ||s = s'|I — I = J)s = (L = J)s'||” (B.1)

«

Démonstration. Par hypothese, J = (1 — a)l + aN avec N = (1 —a I +a'J. Le
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développement de || Ns — Ns'||> donne :

INs —Ns|P=(1 -2 +a ) |s— | +a 2| Js — Js|
+at1—a™H{(I-J)s—(I—-J)s,s—5)
—(l—aY|s=s>+a | Js—J|
+(—at+a ) s =P+ (@ 2—aV) || Js — |
a1l —a (I —J)s—(I—-J)s' s—5)
INs = N&|* = |ls = &|I" =" [|s = &' + a7 || Js = J||”

ta Mo =) ||(I = J)s — (I = D)8 (B.2)
qui, conjointement a la non-expansivité de N donne le résultat. O

Corollaire B.1.1. Si J : R* — R" s%écrit J = (1 — a)l + aN avec N faiblement
contractant avec 0 < oo < 1 (nous ne parlons pas d’opérateur moyenné puisque o« = 1 est
exclu de la définition), alors :

175 = Js'I” < lls = 'II* = a(t = @) |1 = N)s — (I = N)s'||” (B.3)

Démonstration. Le résultat est trivialement vrai pour o = 0 et @ = 1 puisqu’il s’agit
de la faible contraction des deux cas extremes J = [ et J = N. Dans les autres cas,
puisque a > 0, nous pouvons utiliser la formule du lemme B.1.1 dans lequel 1'égalité
I—J=1-(1-a)l—aN =«a(l — N) donne le résultat. O

En plus d’étre convexe, ’ensemble des opérateurs moyennés est stable par composi-
tion :

Proposition B.1.3. Si J;, J> : R™ — R"™ sont respectivement moyennés avec les constantes
ay et ag alors Jy o Jy est aussi moyenné (avec la constante 1 — (1 — aq)(1 — az)).

Nous traitons maintenant a 1’écart les opérateurs moyennés affines, qui de par leur
structure, peuvent étre assimilés a des opérateurs contractants (voir la proposition B.1.4
qui suit).

B.1.1 Cas des opérateurs affines

Lemme B.1.2. Un opérateur moyenné J : R™ — R" affine s’écrit dans une certaine
base :

J:sr—n](s):([gl 2>S+j

avec ny < n, A une matrice carrée de dimension n —ny de norme ||A|| < 1. De plus, si
fiz(J) # 0 alors j = (0,a")T ot a est de taille n — ny.

Autrement dit, I'espace se décompose en un produit cartésien ; dans le premier espace,
J effectue une simple translation tandis qu’il se comporte comme une contraction dans le
deuxieme.
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Démonstration. J = (1 — )l + aN avec N affine et faiblement contractant :
N:s— N(s)=Gs+n

Sa faible contraction donne |G| < 1. Notons H = (1 — a)I + aG la partie linéaire de J.
Montrons tout d’abord 1’équivalence suivante.

|Hs|| =||s|]| <= Hs=s (B.4)
Le sens < est évident. Soit maintenant s € R".

1Hs||* = [|(1 - a)s + aGs|’
= (L= a)[ls|” +a®|Gs|* + (1 — a)a(Gs, s)
Or, |Gs||> < ||s]|* et (Gs,s) < ||s||* donc ||Hs|* = |s||* implique les deux égalités
IGs|* = ||s||* et (Gs,s) = ||s||°. Cette dernitre égalité, avec le fait que :
IGs — s[I” = [|s|I* + | Gs||* — 2 (Gs, s)
< 2(|ls[* — (G, 5))

donne Gs = s et par conséquent Hs = s prouvant ’équivalence. En notant £ C R" le
sous espace E = fix(G) = fiz(H), H prend donc la forme dans une base adaptée au

produit £ x E+ :
(1, B
p= (%)

Montrons maintenant que la sous-matrice B est nulle. Pour tout s = (s],s)", s; € R™,
sy € R"™™  nous avons puisque [|[H|| <1 :

2 2
[Hs[|” < [|s]]
st + Bsal|* + [|Asa]|* < [[s1]|* + [|sa|”
1Bsal|* + 2 (51, Bsa) + || Asal|* < |52
Procédons par ’absurde en supposant que B n’est pas nulle. Nous pouvons alors choisir

s9 tel que b = Bsy # 0. En choisissant alors s; = tb avec t > 0, le produit scalaire du
membre de gauche vérifie :

(s1, Bsy) = (tb,b) = t||b]|”

et en faisant croitre ¢ arbitrairement, nous obtenons la contradiction voulue, d’ou B = 0.
Le fait que ||A|| < 1 vient enfin de I’équivalence B.4. Pour tout sy # 0, (0,59 )" ¢ E donc
|H(0,s5)"|| # [(0,s3)7||- Mais [|H|| < 1 donc ||H(0,s5)"|| < ||(0,53)7|| c’est a dire
| Asa|| < |Is2]|. En ce qui concerne la derniére partie du lemme, si 5 = (5,5, )" € fiz(J)
et j=(b",a")" alors J(s) = ((5;1+b)7, (A5 +a)")" = (5],5) )" implique b = 0. O

Proposition B.1.4. Soit J : R" — R" un opérateur moyenné affine tel que fix(J) # (.
Alors, il existe k, 0 < k < 1 tel que pour tout s € R™ :

dist(J(s), fix(J)) < k dist(s, fiz(J))
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Démonstration. Soit s = (s{,s9)" € R" et 5= (5],5,)" € fiz(J) la projection de s sur

fiz(J). Alors le vecteur § = (s/,5, )" est aussi un point fixe de J et ||s — 3| < ||s — 5|
donc § = § et s; = 51. Nous avons alors dist(s, fix(J)) = ||sa — S2|.

17(s) = TS = [ Asz + a — A5 — a
17(s) = 51l < 14] sz — 2
< || Al dist(s, fiz(]))

Enfin, puisque dist(J(s), fiz(J)) < ||J(s) — §||, nous obtenons notre inégalité avec k =
LAl O

Revenons maintenant dans le cadre non linéaire. Les opérateurs moyennés de constante
a= % forment une classe a part du fait de ses liens étroits avec les opérateurs monotones.
Il s’agit des opérateurs pseudo-contractants.

B.2 Opérateurs pseudo-contractants

Définition B.2.1. Un opérateur P : R" — R™ est pseudo-contractant (ou fermement
non-expansif ) s’il est %—moyenné.

Il est habituel de rencontrer la caractérisation suivante en guise de définition.

Proposition B.2.1. P : R" — R" est pseudo-contractant si et seulement s’il est co-
coercif de constante 1 :

Vy,y' €R" |P(y) — P)|* < (y— v, Ply) — P(y))

Démonstration. Soit P : R™ — R™ un opérateur quelconque et N = 2P—1. Soit s, s’ € R™,
d= N(s)etd = N(s).

IN(s) = N()* = [2P(s) = 2P(s)) + ' = 5|
= |12P(s) — 2P(s))| +||s su = 2(2P(s) ~ 2P(s)), 5~ §)
= |ls = I + 4 (IP(s) = P(s)II* = (P(s) = P(s),s = o))

Nous avons bel et bien [|[N(s) — N(s')|| < ||s — §|| pour tout s,s" € R" si et seulement si
|P(s) — P(s")||* < (P(s) — P(s),s — &) pour tout s,s" € R". O

Un opérateur co-coercif devient pseudo-contractant par simple multiplication scalaire :

Lemme B.2.1. S T : R* — R" est co-coercif de module a, alors al est pseudo-
contractant.

Démonstration. Multiplions par a I'inégalité de la définition A.1.3.
| T(y) = TW)|* <a(Ty) =T().y—y)
laT(y) = aT(W)* < (aT(y) = aT(y).y — y/)

O

Nous passons maintenant en revue plusieurs conditions sous lesquelles 1’algorithme
B.3.1 converge.
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Algorithme B.3.1 Itérations de point fixe avec sous-relaxation
1. k= 0; Choisir s° € R"
2. M = (1 — aF)sk + a*N(s¥)
3. k<« k+1; Aller a I'étape 2

B.3 Théoremes de convergence

Nous nous intéressons a la convergence de I'algorithme générique B.3.1.
La grande majorité des preuves de convergence présentes dans ce manuscrit reposent
sur le lemme technique suivant.

Lemme B.3.1. Soit {dy},, une suite de réels positifs et {(h, g0) . -, {(hl, gD}, ¢
suites de couples de réels positifs. Considérons les hypothéses suivantes.
a) dps1 < dp — higi — higi... — hlgl pour tout k >0
b) >, hj =+
¢) liminfy hf > 0
Nous avons les conséquences suivantes.
i) a = {dy}, converge.
i) aeth = limkiggoggzo
iii) o et ¢ = ]}Lrilogizo
Démonstration. ¢ vient du fait que la suite des dj, est décroissante et positive. Pour 7,
nous procédons par l'absurde. Supposons que liminfy_ .. g # 0, alors il existe g > 0 et

un rang K > 0 tel que g < gi. pour tout k > K. Par conséquent, d’apres a, pour tout
[ > K, nous avons

-1 -1
9> hp <Y hpgr < df
k=K k=K

La série de gauche est donc bornée contradisant ainsi b. Finissons maintenant par 7.
L’hypothese ¢ implique I'existence d’un > 0 et d'un rang K’ & partir duquel A}, > h. En
sommant encore une fois I'inégalité de a pour k variant de K’ a [ — 1, nous obtenons :

-1 -1
hY g <> high <d®

k=K k=K

et cette fois, le caractere borné de la série de gauche implique 7. ]

Lorsque N est faiblement contractant, I'opérateur effectuant une itération dans I’algo-
rithme B.3.1 est moyenné et I'inégalité clé (B.1) assure alors essentiellement la convergence
vers un point fixe de N. L’hypothese principale sur les ay sera la suivante.

Hypothese B.3.1. {ak}k est une suite de réels telle que :

0<af<i1 pour tout k

+oo
Zak(l — o) = 400
k=0
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La deuxieme requéte est notamment vérifiée si o* ou 1—a®

converge en série divergente
vers 0; si af = « € ]0, 1] est constant ou bien encore si les limites inférieures et supérieures

de o sont dans 0, 1].

Proposition B.3.1. Soit N : R" — R" un opérateur faiblement contractant tel que
dom(N) = R™ et possédant au moins un point fize et {ozk}k une suite vérifiant I’hypothese
B.3.1. Alors l’algorithme B.3.1 converge vers un point fixe de N.

Démonstration. Soit § un point fixe de N. Le corollaire B.1.1 appliqué a l'opérateur
J = (1—ag)I + apN avec s = s* et s = 5 donne :

Hsk+1 — §H2 < Hsk — §H2 — a1 —ab) HN(sk) — skHQ (B.5)
Les suites définies pour tout k par dy = Hsk — .§H2 et

(hiy g1) = (@*(1 — ¥), ||N(s*) — s*||")

vérifient les hypotheses a et b du lemme B.3.1 qui fournit alors :

lim inf [|[N(s*) —s*|| =0

k—o0

ainsi que la convergence de la suite {”sk -5 Hz} et donc le caractere borné de {sk} !

existe par conséquent une sous-suite extraite {s”(’“)}k telle que :
|V (525 — s¢®)| = 0

, bornée elle aussi et donc possédant un point d’accumulation s* qui est un point fixe de
N. Par définition ce point d’accumulation vérifie liminf,_, Hsk — s°°H = 0. Or, d’apres
B.5 en remplacant § par s>, la suite {Hsk — s°°||}k est décroissante entrainant aussi
limy,_ o ||sk — 3°°H = 0. ]

Si N est contractant, alors I’hypothese B.3.1 peut étre relachée quelque peu en auto-
risant o & prendre la valeur 1 infiniment souvent.

Hypothese B.3.2. {ak}k est une suite de réels telle que :

0<af<1 pour tout k
+o00

Zak:+oo

k=0

Proposition B.3.2. Soit N : R® — R" un opérateur contractant de rapport a tel que
dom(N) = R™ et 5 son unique point fize, {ak}k une suite vérifiant I’hypothese B.3.2. Alors
la suite {sk}k générée par l'algorithme B.3.1 converge vers 5. Si de plus, liminf,_ . ap =
a > 0 alors la convergence est linéaire de taux :

Hsk—H

— ]

lim sup <l—-a(l—a)<1

ko st =5l
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Démonstration. En suivant la proposition B.1.2, nous avons pour tout £ :

HskH — §H <(1- ak(l —a)) Hsk — §H

Is**" = s < [|s* = sl = a*(1 = a) [s" — 5]

En posant alors di = ||s* — 5|, (hy, i) = (ak(l —a), ||s" - 5”2), les hypotheses a et b

= 0 et comme il s’agit d'une suite
* ne converge pas en un nombre

du lemme B.3.1 sont vérifiées donc liminf Hsk -5 ‘
décroissante s* converge en fait vers 5. Maintenant, si s
fini d’étapes, alors :

Js*+! — 5]

k
sy St

et le passage a la limite supérieure donne le résultat. O



Annexe C

Convergence graphique et
proto-différentiabilité

C.1 Différentiabilité

La différentiabilité pour les opérateurs multivoques est définie comme suit.
Définition C.1.1. T : R" = R" est différentiable en § si T(y) est réduit a un singleton
T(y) = {u} et s’il existe une application linéaire S telle que :

T(y) Cu+ Sy —19) +ollly —yll)B(O,1)

Pour T = OF, cela correspond a l'existence d’un développement a l'ordre 2 pour F :

F(y) = F@) +{.) + 3 (v~ 5.5~ 5)) +ofly ~ 91

Il est a noter que F' peut posséder un tel développement et OF étre différentiable sans
que F' ne posséde de matrice hessienne V2 au sens classique. C'est le cas par exemple si
OF n’est pas continu sur un voisinage de g (voir figure C.1.1). F' possede alors des points
de non différentiabilité dans tout voisinage de y. ~

Dans [96], Rockafellar propose la notion de proto-différentiabilité afin de généraliser ce
type de développements a ’ordre 2 pour les fonctions convexes. Sa définition fait intervenir
la notion de convergence graphique d’opérateurs comme la convergence des graphes.

C.2 Convergence graphique d’opérateurs

Définition C.2.1. Soit {Ek}k une suite de sous-ensembles de R".

- La limite inférieure de {Ek},C est [’ensemble noté :
liminf BF %/ {e € R"/Vk € N,3e* € OF, % —, e}
- La limite supérieure de {Ek}k est I’ensemble noté :
lim sup E* = {e € R"/3v: N — N croissante ,Vk € N, 3e" € vk ek, e}

Ces deuzx ensembles existent toujours. S’ils sont égaux i.e. liminf E¥ = limsup E¥ = E,
alors {Ek}k converge vers E ce que nous notons :

EF S F
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Ficure C.1.1 — Opérateur monotone maximal différentiable multivoque dans tout voisi-
nage de 7.

Cette notion permet de définir la convergence graphique d’une suite d’opérateurs mul-
tivoques.

Définition C.2.2. Soit {Tk}k une suite d’opérateurs, TF : R* = R". {Tk}]C converge
graphiquement vers T', noté :

T =T
g

st la suite d’ensemble {gr(T’“)}k converge vers gr(T).

C.3 Proto-différentiabilité

La proto-différentiabilité d’un opérateur 71" est définie comme la convergence graphique
de la famille d’opérateurs indexée par 7 > 0 :

T(g+1h)—u
T

Ar(glu) : hi—

(C.1)

Le graphe de cet opérateur est obtenu en “zoomant” d’un facteur 77! sur le graphe de
T'. Intuitivement, si un “zoom” infini donne une image stable, alors cette image stabilisée
est I'opérateur proto-différentiel. Plus rigoureusement :

Définition C.3.1 (Proto-différentiabilité). T' est proto-differentiable en y pour u € T(y)
si {2k (y|u)}, converge graphiquement lorsque T tend vers 0 par valeurs positives. L opé-
rateur limite noté DT (y|u) est 'opérateur proto-différentielle.

La figure C.3.1 présente un opérateur qui n’est pas proto-différentiable en y. La limite
supérieure représentée en haut a droite est différente de la limite inférieure dessinée juste en
dessous. Pour fixer les idées, nous mentionnons le fait que 7" est différentiable s’il est proto-
différentiable et que la proto-différentielle est une application linéaire (qui correspond alors
a la différentielle).
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FiGURE C.3.1 — Opérateur qui n’est pas proto-différentiable en ¥
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