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Premiére partie

Introduction






Depuis des millénaires, I’homme a cherché a résoudre de nombreux problémes. La
conclusion de ces recherches était, la plupart du temps, infructueuse et les objectifs durs,
voir impossible & atteindre sans méthode rigoureuse. L’étre humain a ainsi créé et utilisé
des outils I'aidant & calculer et & automatiser diverses taches afin d’aboutir a une solution

ou de montrer que celle-ci n’est pas atteignable.

Ainsi la logique a fait son apparition, et on a assisté & un développement fulgurant de
I’approche mathématique et informatique de la logique au courant du vingtiéme siécle.
L’électronique et 'apparition de 'ordinateur permirent ainsi d’automatiser les différents
calculs a effectuer et d’accélerer considérablement le temps menant a la résolution d’un

probléme.

Mais malgré les avancées technologiques et 'augmentation permanente de puissance
des machines, certains problémes nécessitent toujours un temps de calcul qui n’est
pas envisageable en terme de traitement pratique. Un des facteurs prépondérants est
I’augmentation incessante de la taille des données qui doivent étre traitées. C’est ce que
I’'on appelle 'explosion combinatoire. Il suffit de considérer un ensemble de données de
cardinalité n pour constater que l’ensemble des parties comporte 2" éléments ce qui
représente un nombre exponentiel de configurations possibles et donc un ensemble trés
large de possibilités de réponse et de solutions a tester.

De ce fait, de nombreux problémes de recherche restent encore a ce jour ouverts, c’est a

dire ne possédent pas d’algorithme efficace permettant d’arriver a la solution souhaitée.

Les chercheurs étudient ces problémes a la recherche de méthodes et de structures
mathématiques permettant d’aboutir & des algorithmes pertinents ou bien au contraire
de démontrer que le probléme étudié n’est pas traitable.

Depuis plus d'un demi siécle, les études sur les structures d’ordres [24] et la logique
se sont multipliées afin de modéliser et traiter les problémes dans divers domaines
tel que l'intelligence artificielle, les bases de données ou encore le datamining pour ne
citer qu’eux. Elles sont devenues prépondérantes dans la validation et la résolution de
beaucoup de problémes.

Les treillis et les systémes de fermeture représentent des structures algébriques et combi-
natoires qui sont des outils de modélisation naturels [14, 17, 18, 25, 26, 28, 54, 75, 101].
Nous retrouvons fréquemment en informatique des relations sur les objets qui peuvent
ainsi étre modélisées par ces outils.

De ce fait, plusieurs représentations ont été étudiées pour appréhender efficacement les



systémes de fermeture mais aussi pour qu’ils soient un outil efficace dans divers domaines.
Parmi celles-ci, nous pouvons distinguer 'opérateur de fermeture associé & un systéme
de fermeture F, qui, appliqué & un ensemble A, renvoie le plus petit ensemble fermé de
F contenant A. [’ensemble des éléments inf-irréductibles d’un systéme de fermeture le
caractérise de la méme maniére. Ainsi un systéme de fermeture peut étre construit a partir
de la fermeture par intersection de ses éléments inf-irréductibles. Une autre représenta-
tion, trés importante de par ses applications, est le systéme d’implications complet ou
base d’implications, lié & un systéme de fermeture. Cette base d'implications associée a un
systéme de fermeture permet de reconstituer les ensembles fermés et met aussi en relation

de cause a effet les éléments de ’ensemble sur lequel est construit le systéme de fermeture.

Nous nous sommes ainsi intéressés pendant cette thése aux aspects algorithmiques
et structurelles sur les systémes de fermeture et aux répercussions sur leurs différentes
représentations.

Un premier travail fut réalisé au début de cette thése avec la collaboration de Alain
Gély. Le but de ce travail était de caractériser la famille des systémes de fermeture
partageant le méme ensemble d’implications non unitaires (implications du types X — Y
tel que |X| > 1) dans leur base de Guigues Duquenne. Nous avons caractérisé le plus
grand systéme de fermeture partageant les mémes implications non unitaires dans
leur base d’implications de Guigues-Duquenne [38]. Nous avons ainsi défini 'opération
d’atomisation qui permet d’obtenir un tel systéme de fermeture. Ce travail avait fait état
d’une publication a la conférence ICFCA05 [57]. Nous ne le développerons pas dans ce
manuscrit puisqu’il a déja été traité dans le manuscrit de thése de Alain Gély. Divers
travaux autour des aspects algorithmiques sur les systémes de fermeture ont ainsi été

effectués au sein de notre équipe de recherche |76, 82, 83|.

Nous avons continué nos travaux sur différents aspects et représentations des sys-
temes de fermeture. Ce manuscrit de thése se décompose en trois grandes parties qui sont

détaillées ci-dessous.

II. Systémes de fermeture et fonctions de Horn : Défi-

nitions et relations

La deuxiéme partie (chapitre 1 et 2) est une introduction générale sur les systémes de

fermeture et les fonctions de Horn en logique propositionnelle.



Le chapitre 1 donne les définitions sur les systémes de fermeture et présente les

différentes représentations qui peuvent lui étre associées. Il se décompose en cing sections.

Dans la premiére section, nous donnons les définitions des ordres partiels et des
treillis.
Les systémes de fermeture et les treillis sont des structures mathématiques fortement
lies. Nous donnons ainsi les différentes définitions sur les systémes de fermeture dans la
deuxiéme section et définissons le treillis des systémes de fermeture dans la section 3.
La quatriéme section présente différentes représentations des systémes de fermeture en
s’attardant plus particuliérement sur les bases d’implications.
Enfin une derniére section rappelle les différents liens qui existent entre les différentes

notions exposées précédemment.

Le chapitre 2 traite des théories de Horn en logique propositionnelle et de leurs liens
avec les systémes de fermeture.
Dans un premier temps, nous donnons les définitions en logique propositionnelle néces-
saires afin d’appréhender les théories de Horn. Puis nous exposons la bijection qui existe

entre les théories de Horn et les systémes de fermeture.

ITI. Différentes opérations sur les systémes de fermeture

La partie 3 (chapitre 3 & 6) présente trois opérations ensemblistes sur les systémes de
fermeture.

— La borne inférieure de systémes de fermeture.

— La borne supérieure de systémes de fermeture.

— La différence de deux systémes de fermeture.
Outre un intéret théorique, ces trois opérations sont appliqués et appliquables dans dif-
férents domaines tel que l'intelligence artificielle, la logique, les bases de données et bien
d’autres. Les représentations des systémes de fermeture considéréés peuvent ainsi étre
différentes selon les problémes auquels nous les rattachons. Nous étudions donc ces trois
opérations sur trois représentations des systémes de fermeture que sont :

— Les éléments inf-irréductible.

— La base d’implications.

— L’opérateur de fermeture.



Le but de cette partie est donc d’étudier ces trois opérations en considérant les différentes
représentations des systémes de fermeture évoquées ci-dessus.

L’introduction de cette partie expose ces trois opérations et les met en relation avec
leurs problémes équivalents étudiés sur les théories de Horn en logique propositionnelle
[41, 42, 44].

Dans le chapitre 4, nous étudions 'opération de borne inférieure de systémes de ferme-
ture. Cette opération est équivalente & I’opération d’intersection sur les théories de Horn.
Nous transcrivons ainsi les résultats exposés dans [42] sur les systémes de fermeture. De
plus, nous définissons un opérateur de fermeture associé a la borne inférieure de systémes
de fermeture qui utilise uniquement les opérateurs de fermeture de chaque systéme de
fermeture considéré.

Le chapitre 5 traite de I'opération de borne supérieure de systémes de fermeture. Nous
avons ainsi remarqué que cette opération est équivalente au calcul de I’enveloppe de Horn
de la disjonction de théories de Horn qui a été étudié dans [41]. Nous exposons ainsi leurs
résultats en les exprimant sur les systémes de fermeture. Nous nous attardons plus parti-
culiérement sur la représentation des systémes de fermeture par les bases d’implications.
Il a été montré dans [41] qu’il n’existe pas d’algorithme polynomial permettant de calculer
une base d’implications de la borne supérieure de systémes de fermeture étant données
leurs bases d’implications respectives. Une contribution de cette thése est d’avoir mon-
tré que ce probléme est polynomial si nous considérons que les bases d’implications des
systémes de fermeture considérés sont directes. L’algorithme qui en découle a fait 'objet
d’une publication lors de la conférence MCO’08 [89].

Le chapitre 6 traite de 'opération de la différence de deux systémes de fermeture. Ce
probléme étant équivalent au probléme de différence de deux théories de Horn qui a été
étudié dans [44], nous avons retranscrit leurs résultats sur les systémes de fermeture.
Cette derniére opération n’est pas défini sur les systémes de fermeture mais peut avoir

des applications dans divers domaines.

IV. Probléme de génération des bases d’implications

mixtes

Enfin, la quatriéme partie de cette thése (chapitre 6 et 7) porte sur le probléme de
génération des bases d’implications mixtes. Nous avons vu qu’une base d’implications
est une représentation des systémes de fermeture trés utilisée dans différents domaines.

Mais celle-ci permet seulement des associations positives entre les éléments. Le but



de cette partie est d’étudier les bases d’implications prenant en compte a la fois la
présence et ’absence d’éléments dans les implications. Nous appelons ces implications
des “implications mixtes”.

Le chapitre 6 présente ainsi les notations et les définitions que nous allons utiliser pour
les bases d’implications mixtes. Nous introduisons une méthode naive de générations
des implications & partir d’un contexte formel. Nous regardons ensuite différentes pro-
blématiques liées a la génération des bases d’implications purement positives, purement
négatives et mixtes.

Dans le chapitre 7, nous nous concentrons plus particuliérement sur le probléme de la
génération d’'une base d’implications mixtes a partir des bases d’implications purement
positives et purement négatives associées a un contexte formel R. Nous verrons ainsi,
qu’a partir de cette information, nous n’avons aucune garantie d’obtenir une base d’im-
plications mixtes compléte pour un contexte R considéré. Cependant, nous exhiberons
un certain nombre de propriétés et de régles d’inférence qui nous permettent de déduire
certaines implications mixtes de R. Ce travail a fait état d’une publication lors de la
conférence ICFCA 08 [78].

Nous montrerons aussi que dans le cas particulier d’'un contexte réduit, nous obtenons
une nouvelle régle d’inférence qui nous permet de démontrer la justesse et la complétude
de la base d’implications mixtes déduite de toutes les régles d’inférences que nous avons

trouvées et ceci uniquement & partir des bases d’implications positives et négatives.

Enfin un chapitre de conclusion permettra de faire le bilan de cette thése et proposera

quelques perspectives de recherche.






Deuxiéme partie

Systémes de fermeture et théories de

Horn : Définitions et relations






Chapitre 1

Systémes de fermeture
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1.4.2  Systémes d’implications . . . . . . .. ... 19
1.5 Récapitulatif . ... ... ... ... 0000000 23

1.1 Ordre partiel et treillis

Dans cette section, nous rappelons quelques définitions sur les ordres partiels et les
treillis. Les différentes notations et définitions que nous utilisons sont tirées des différents

ouvrages connus sur ces notions [28, 54, 24|.

Définition 1 Ordre partiel
Soit G un ensemble. Un ordre partiel sur G est une relation binaire < sur G telle que,

pour tout x,y,z € G,

(i) x <z (réflexivité)

(i) x <y ety < x implique x =y (antisymétrie)
(i1i) © <y ety <z implique v < z (transitivité)

Un ordre partiel sur un ensemble G est noté (G, <).

11



12 Chapitre 1. Systémes de fermeture

Définition 2 Relation de couverture
Soit (G, <) un ordre partiel et x,y € G. On dit que x est couvert par y (ouy couvre x) et
onnotex <y six <y etr<z<yimplique z=x. Autrement dit, il n’existe pas z € G

avec x < z < y.

Définition 3 Idéal et filtre

Soit (G, <) un ordre partiel et A C G,
— A est un idéal si, pour tout r € A, ye G ety <z, onay € A.
— A est un filtre si, pour tout t € A, ye G ety >z, onay € A.

Pour j € G, on notera l'idéal (resp. le filtre) principal de j par | j ={x € G | x < j}
(resp. T j ={z € G|z > j}). Pour A C G, on notera | A = ;s | J (resp.
T A=Ujca 1J) lidéal (resp. le filtre) associé a A.

Définition 4 Borne supérieure, borne inférieure
Considérons un ordre partiel (G,<). Un élément x € G est la borne supérieure (ou su-

premum) de y,z € G si les deuz propriétés suivantes sont vérifiées :
lL.y<zetz<uz, et
2. Pour toutt e G tel que y <tetz<t, onax<t.

On définit de fagon duale la borne inférieure (ou infimum).

On note par z V y (resp. = A y) le supremum (resp. I'infimum) de x et y.

Définition 5 Demi-treillis et treillis

Soit T = (G, <) un ordre partiel non vide. T est un inf-demi-treillis si toute paire {z,y}
de ses éléments admet un infimum z A y. C’est un sup-demi-treillis si toute paire {z,y} de
ses éléments admet un supremum z NV y. T est un treillis s’il est a la fois inf-demi-treillis

et sup-demi-treillis.

Un treillis T" posséde un plus grand élément, noté T, ainsi qu’un plus petit élément, noté

1.

La figure 1.1 présente différents ordres partiels. La figure a) représente un treillis puisque
toute paire de ses éléments {z,y} admet un infimum z V y et un suprémum x Ay. L’ordre
partiel b) n’est donc pas un treillis puisque qu’il n’admet pas ces propriétés. En revanche
l'ordre partiel ¢) représente un inf-demi-treillis puisque tout couple d’éléments admet un

infimum.

Définition 6 Atomes et éléments irréductibles :
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F1G. 1.1 — a)Treillis , b) Un ordre partiel, ¢) Un demi-treillis

— Les éléments couverts par T se nomment les co-atomes du treillis.

— Les éléments qui couvrent 1. se nomment les atomes du treillis.

— g €T est dit V-irréductible si quels que sotent x,y € T, xNy=j=>x=jouy =j.
- m €T est dit N-irréductible si quels que soient v,y € T, t Ny =m = x =m ou

Yy =m.

On peut aussi noter que les éléments V-irréductibles sont les éléments qui couvrent
un seul élément et les éléments A-irréductibles sont les éléments qui sont couverts par un

seul élément.

1.2 Systémes de fermeture

Nous allons voir & présent les différentes définitions sur les systémes de fermeture.
Nous montrons que les systémes de fermetures, les opérateurs de fermeture et les treillis
sont des structures mathématiques fortement liées. Un systéme de fermeture ordonné par
inclusion est un treillis. De plus, & tout treillis correspond un systéme de fermeture et par

conséquent un opérateur de fermeture.

Définition 7 Systeme de fermeture
Soit G un ensemble d’éléments. Une famille d’ensembles F sur G est un systéme de
fermeture si :
-a)GeF.
- b) X, YeF impligue XNY € F.

Si F € F, alors F est dit F-fermé ou simplement fermé.
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Remarque : Une famille qui vérifie la propriété b) de la définition 7 est appelée
une théorie de Horn en logique. Si elle respecte les deux propriétés, elle est appelée

fonction de Horn stricte (pour plus de détails, se référer au Chapitre 2).

Le terme famille de Moore est aussi usuellement utilisé pour un systéme de fermeture.

Considérons ’exemple suivant d’un systéme de fermeture :

Exemple 1 Soit G={a,b,c,d} un ensemble d’éléments. Alors la famille d’ensembles
F={0, a, b, ¢, ab, ad, be, abed} est un systéeme de fermeture sur G puisque tout ensemble

peut étre obtenu par intersection des ensembles le contenant.

Il existe une correspondance entre la notion de systéme de fermeture et celle d’opéra-

teur de fermeture définie comme suit :

Définition 8 Opérateur de fermeture
Soit G un ensemble d’éléments. L application ¢ : 2¢ — 2 est un opérateur de fermeture
st les conditions suivantes sont vérifiées :

- X C p(X) (extension)

- XC Y= p(X)C p(Y) (monotonie)

- pp(X) = p(X) (idempotence)

Un ensemble X C G est dit fermé si X = ¢(X). L’ensemble des fermés par ¢ définit
ainsi un systéme de fermeture [28].
On notera qu’un ensemble d’éléments inf-irréductibles est une représentation du systéme
de fermeture associé. La fermeture de M(F) par intersection est ainsi égale a F sachant
que I’ensemble G appartient & F. De maniére plus formelle, nous pouvons le définir comme

suit :

Proposition 1 Soit F un systeme de fermeture sur G. Alors la famille des fermés définis
par Uopérateur or(A) = ({Me M(F) | A C M} est égale o F.

On notera par ¢ l'opérateur de fermeture associé au systéme de fermeture F.

Proposition 2 Soit ¢ un opérateur de fermeture. F, = {X C G|X = ¢(X)} est un

systeme de fermeture.

Proposition 3 Soit F un systeme de fermeture sur G. Alors (F,C) est un treillis avec :
- X\Y = XnY
- XVY = pr (XUY) =N{F € F | XUY C F}



1.3. Treillis des systémes de fermeture 15

abcde

abd

F1G. 1.2 — Treillis correspondant au systéme de fermeture de ’exemple 2.

Exemple 2 Soient G ={a,b,c,d,e} et le systéme de fermeture sur G suivant :
F={0,{a}, {b}, {c}, {e}, {ab}, {ad}, {abd}, {abce}, {abede}}.

Nous avons alors ’ensemble des éléments inf-irréductibles de F : M(F) = {b, ¢, e, ad,
abd, abce} et l'ensemble des éléments sup-irréductibles de F : J(F) = {a, b, ¢, e, ad}.

Le treillis correspondant a ce systéme de fermeture est présenté dans la figure 1.2.

1.3 Treillis des systémes de fermeture

Nous avons vu précédemment la notion de systéme de fermeture et de treillis. Nous
nous intéressons a présent a I'ensemble de tous les systémes de fermeture définis sur un
ensemble G que I’on note K. Cet ensemble définit ainsi lui méme un systéme de fermeture

mais cette fois-ci sur I’ensemble 2€.

Proposition 4 K = {F C 2¢ | F est un systeme de fermeture} est un systéeme de
fermeture avec o (F) = (\{F' € K| F C F'}, ou F est une famille arbitraire sur G.

Corollaire 1 (K, C) est un treillis avec pour tout F, F' € K on a :
- FANF =FnF.
~FVF =o(FUF) ={FNF :FF'e FUF'}.

La figure 1.3 illustre les opérations de l'infimum et du suprémum de deux systémes de

fermeture sur un ensemble G.
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FiG. 1.3 — Opérations sur les systémes de fermeture.
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1.4 Représentation des systémes de fermeture

Nous allons voir dans cette section les différentes représentations les plus utilisées
pour les systémes de fermeture. Nous avons déja vu dans la section 1.2 la correspondance
entre les systémes de fermeture et les opérateurs de fermeture ainsi que les ensembles des
éléments inf-irréductibles associés. Nous nous intéressons a présent a la représentation des

systémes de fermeture par les contextes formels et par les bases d’implications.

1.4.1 Contextes formels

La notion de contexte formel est une notion basique en analyse de concepts formels
initiée par Ganter et Wille [54].
On note par R = (G, M, I) un contexte formel ou G représente I’ensemble des objets et
M TP’ensemble des attributs du contexte. I exprime la relation entre G et M. Dans le but
d’exprimer le fait qu’un objet g € G est en relation I avec un attribut m € M, on note
glm ou (g,m) € I qui est interprété comme “I’'objet g contient I'attribut m” . La relation I
est ainsi appelée relation d’incidence du contexte formel. On notera les objets du contexte

par des nombres (1, 2, 3,...) et les attributs par des lettres (a, b, ¢, ....).

Définition 9 Soit R—(G,M,I) un contexte formel.

On définit :
—f:29 =2M f(X) = X' = fa€ M|V z € X, zla}
—g:2M 20 g(Y) =Y ={ye G|V ac,yla}

Définition 10 Un concept formel d’un contexte R = (G, M, I) est une paire (A, B) avec
ACG BCM A =BetB = A

On note par C(R) I’ensemble de tous les concepts formels que I'on peut extraire d’un

contexte formel R. Ces concepts sont ainsi partiellement ordonnés par :

(X17}/1) S (XQa}/Q) = Xl g XQa}/Q g }/1

Un treillis des concepts associé a un contexte R est ainsi un treillis complet (C(R),<) que

'on notera par B(R).

Proposition 5 Soit R = (G,M,I) un contexte. p; : 25 — 29 avec ¢ (A) = fo g(A) est
un opérateur de fermeture sur G et g : 24 — 2M quec o (A) = g o f(A) est un opérateur

de fermeture sur M. Les systémes de fermeture associés sont ainsi les suivants :

1 Fe ~{A | p1(A) = A)
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2. Fu ={B | p2(B) = B}
Nous pouvons voir sur la figure 1.4 un contexte formel représenté sous forme matricielle

ainsi que les représentations des systémes de fermeture associés sur les ensembles M et G

du contexte R.

Ria b ¢ d
111 1 0 1
211 0 1 1
310 1 0 1
410 1 1 0
1) R = (G, M, I)
abcd 1234

acd

. '4

P

be

A
N

&

2) Fur 3 Fo

Fi1G. 1.4 — 1)Un contexte formel R, 2)Treillis représentant le systéme de fermeture Fjy,

3) Treillis représentant le systéme de fermeture Fg.

Définition 11 Un contexte R —=(G,M,I) est dit réduit si tout objet g de G ne peut étre
obtenu par intersection d’autres objets et si tout attribut m de M ne peut étre obtenu par

intersection d’autres attributs.

Remarque : Nous considérons, dans la suite de ce manuscrit, qu’'un contexte réduit ne

contient pas d’objet composé de tous les attributs du contexte.

Proposition 6 [5/] Soient R un contexte formel et R’ son contexte réduit associé. Alors

les treillis associés a R et R’ sont isomorphes.

Il existe ainsi un unique contexte réduit associé & un contexte formel.
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1.4.2 Systémes d’implications

Une des représentations possibles pour un systéme de fermeture est une base d’im-
plications. Nous allons voir dans cette section les différentes notations et définitions sur
les bases d’implications ainsi que les relations existantes entre les notions de systémes de

fermeture et de bases d’implications.

Implications

Définition 12 Soit G un ensemble d’éléments. Un couple (X,Y) € 26 x 29, noté X —
Y est dit une implication sur G. X est appelé la prémisse de implication (ou encore

Uantécédent), et Y la conclusion. On notera X une famille d’implications sur G.

Définition 13 Soient X — Y une implication et F un sous-ensemble de G. On dit que
Uimplication X — 'Y est satisfaite pour F' (ou encore que F' satisfait l'implication X —Y')
si et seulement si :

XCF=YCF

Plus généralement, on dira qu’une famille d’implications est satisfaite pour un ensemble

F C G si et seulement si F' satisfait toutes les implications de 3.

Dans le cas ot un ensemble F' satisfait la famille d’implications X, on dira que F' est un
ensemble Y-fermé. Dans le cas ou F' ne satisfait pas la famille d’implications ¥, le plus
petit ensemble Y-fermé contenant F est appelé la fermeture de F par X, notée F>.
Etant donné un ensemble F, il existe des algorithmes permettant de calculer sa fermeture
en temps linéaire par rapport a la taille de ¥ [9, 71]. La taille d’une base d’implications
est définie par |X| qui correspond au nombre d’implications dans > .

Soit Y un ensemble d’implications sur GG. La famille des ensembles >-fermés constitue un
systeme de fermeture, noté Fy = {F* | F C G}.

Dans le cas ot plusieurs systémes de fermetures F, ', F” sont manipulés en méme temps,

on notera Xz, Xz, X v les familles d’implications vérifiées correspondantes.

Propriété 1 Soient X une famille dimplications sur G et X — Y wune implication. On
dira que X —'Y dérive de 3 (ou, de fagon équivalente, que 3 infére X — Y, ou encore

que 3 implique logiquement X — Y ), si et seulement si Y C X*.

On notera ¥ - X — Y limplication logique de X — Y par X.

De la méme facon qu’une implication dérive d’une famille d’implications ¥, on
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dira qu’une famille d’implications ¥’ dérive de ¥ (noté X  X') si et seulement si, pour
tout X - Y e, XX Y.

Définition 14 Deux familles d’implications X et X' sont équivalentes si et seulement si :
YEY et RY

ou

Frn=Fr

A un systéme d’implications, on peut associer de fagcon unique un systéme de fermeture. En
revanche, un systéme de fermeture peut correspondre a plusieurs familles d’implications.

Dans ce cas, ces familles d’implications sont toutes équivalentes.

Base d’implications

Définition 15 Soit F un systeme de fermeture. On dira que X est une base d’implica-

tions pour F ssi F = Fx. On note par px, 'opérateur de fermeture associé a Fr.

Les bases d’implications pour un systéme de fermeture peuvent étre de taille expone-
nielle par rapport a la représentation que nous avons du systéme de fermeture auquel nous
pouvons l'associer (par exemple les éléments inf-irréductibles de ce systéme de fermeture).
Il est alors plus intéressant de se focaliser sur les plus petites d’entre elles en terme de

nombre d’implications ou celles qui ont de bonnes propriétés.

Définition 16 Soient F un systéme de fermeture et 3 une base d’implications de F. On

dira que > est
1. Non redondante, si pour tout X - Y € ¥, E\{X =Y} X Y.

2. Minimum, si pour tout ¥’ une base équivalente a X, on a |X'| > ||, ou |X| est le

cardinal de X

De la définition ci-dessus, on déduit qu'une base minimum est une base non redon-

dante, mais une base non redondante n’est pas forcément minimum.

Propriété 2 Aziomes d’Armstrong
Une base d’implications complétes associée a un systeme de fermeture sur G est un systéme

dimplications qui vérifie les axiomes suivants :

1.V A B,CC G, A— B et B— C impliqguent A — C (transitivité)
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2.V A B, Z C G, A— B implique AZ — BZ (augmentation)
3. VA BC G, AC B implique B — A. (réflexivité)

Les axiomes d’Armstrong [5] permettent ainsi de dériver toutes les implications qui
sont satisfaites par un systéme de fermeture F a partir d’une base d’implications de ce

systéme de fermeture.

Parmi les différentes bases d’implications connues, nous nous intéressons plus particu-
lierement & trois bases d’implications que sont la base des générateurs minimaux ou base
générique[85], la base des prémisses propres [101] et la base canonique plus communément,
appelée la base de Guigues Duquenne [38] ou bien encore la "stem base" dans [54]. Les
deux premiéres bases d’implications évoquées sont des bases d’implications directes. On
dira qu’une base d’implications est directe si pour tout ensemble A C @G, il suffit d’un seul
passage de ¥ pour obtenir ¢x(A). La base des générateurs minimaux est ainsi une base
d’implications directe et la base des prémisses propres a la particularité d’étre une base

directe minimale.

Base des générateurs minimaux (générique)

La base des générateurs minimaux est construite a partir d’ensembles particuliers que
sont les générateurs minimaux. Elle est uniquement définie mais n’a pas de propriété sur

sa taille. De plus, cette base d’implications peut étre redondante.

Définition 17 Soit F un systéme de fermeture sur G. On appelle B un générateur mi-
nimal d’un ensemble fermé F € F si A B’ C F tel que px(B’) = F.

Théoréme 1 Soit F un systéme de fermeture sur G. Alors ¥y = {B— F\B| B C G |

B est un générateur minimal} est une base d’implications pour F.

Exemple 3 Si nous considérons le systéme de fermeture de l'exemple 2, la base des gé-
nérateurs minimaux associée a ce systeme de fermeture est la suivante :

Y5 = { d—a, bd—a, ac—be, be—ae, ae—bec, be—ac, ce—ab, cd— abe, de—abc}

Nous pouvons voir dans I'exemple 3, que cette base d’implications est redondante. Si
nous considérons les régles d—a et bd—a, nous remarquons que bd—a est redondante

par rapport a d—a. En général, cette base n’est donc pas forcément minimum.
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Bases des prémisses propres [101]

Cette base d’implications est basée sur des éléments particuliers appelés "prémisses
propres". Nous verrons que cette base est définie de maniére unique et peut étre redon-

dante.

Définition 18 Soit un ensemble ACG, on note par :
A* =p(A)\ (AU UA o(A\{z}))
xe

lensemble des éléments de p(A) qui n’appartiennent ni 4 A ni a la fermeture d’aucun

sous ensemble propre de A. On appelle A une prémisse propre si A* # (), c’est a dire :
p(A) # AU UA o (A\{x})
BAS

En particulier, () est une prémisse propre si () # 0.

Théoréme 2 Soit F un systéeme de fermeture sur G. Alors Xy = {A — A* | A est une

prémisse propre} est une base d’implications pour F.

Exemple 4 Si nous considérons le systéme de fermeture de [’exemple 2, la base des pré-
misses propres associée a ce systéme de fermeture est la suivante :

v = { d—a, ac—be, bc—ae, ae—bec, be—ac, ce—ab, cd—be, de— bc}

Nous pouvons voir dans cet exemple que I'ensemble des premisses propres de cette base
d’implications est un sous-ensemble de l'ensemble des générateurs minimaux associé au

méme systéme de fermeture.

Base de Guigues Duquenne [38]

La base de Guigues Duquenne [38] est construite sur des éléments particuliers appe-
lés ensembles pseudo-fermés qui sont basés sur la définition des ensembles quasi-fermés.
Elle est uniquement définie et a la propriété d’étre minimum. En revanche, il n’est pas
toujours possible de calculer la fermeture d’un ensemble en un seul passage de cette base

d’implications.

Définition 19 Un ensemble Q C G est un ensemble quasi-fermé si et seulement si FUQ)

est un systeme de fermeture.

Une caractérisation classique des ensembles quasi-fermés est la suivante :
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Propriété 3 [38] Soit un ensemble Q C G. Q est quasi-fermé ssi pour tout A C Q,
A = Q¥ ou A C Q.

Enfin, & partir de la définition d’ensemble quasi-fermé, on peut donner la définition

d’ensemble pseudo-fermé.

Définition 20 Un ensemble quasi-fermé P est un ensemble pseudo-fermé s’il n’existe pas
d’ensemble quasi-fermé ) avec QQ C P et QEF = p¥”,

Exemple 5 Si nous considérons le systéeme de fermeture de 'exemple 2, la base de
Guigues Duquenne associée a ce systeme de fermeture est la suivante :

»* = [d —a, ae — bc, be — ac, ce — ab, ac — be, bc — ae}.

[’ensemble des pseudo-fermés permet ainsi de définir la base d’implications de Guigues

Duquenne.

Théoréme 3 Base minimum de Guigues-Duquenne[38].
Soit F un systeme de fermeture, [’ensemble X7 = {P — PE” | P est un ensemble pseudo-

fermé} est une base d’implications minimum pour F.

De plus, a partir d’une base d'implications quelconque, il existe un algorithme permettant
de trouver la base de Guigues Duquenne associée. Cet algorithme a été découvert par

Mayer puis Shock I’a simplifié [92].

Algorithme 1 : MINIMUM(X)
Données : X une base d’implications de F

Résultat : X,,;, une base minimum d’implications de F
début

pour chaque X — Y € ¥ faire
| Remplacer X — Y par X — X7,

pour chaque X — X* € ¥ faire
t si XZ\X-XT) ¢ 7 alors B \{ X =Y} =X

fin

1.5 Récapitulatif

Dans cette section, nous rappelons de maniére bréve les différents liens entre les notions
définies dans ce chapitre.

Soit F un systéme de fermeture sur G. Alors
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— Popérateur de fermeture ¢ : 2¢ — 2¢ avec p(X) = ({F € F | X C F} ou encore
o(X)=({FeF|FeM(F), XCF} correspond au systéme de fermeture F.

— F est isomorphe a la fermeture par intersection de la collection M(F) U G. Les
éléments de M(F) peuvent donc servir a représenter le treillis.

— (F, Q) est un treillis. Notons que pour un treillis, on peut associer plusieurs systémes
de fermeture.

— Notons qu’on peut associer a F plusieurs bases d’implications équivalentes, mais
une seule est sous la forme de Guigues-Duquenne et une seule est sous la forme de
base de générateurs minimaux.

— F est égal a I’ensemble des ensembles Y-fermés ot ¥ est une base de F. Notons
qu’une base minimum d’implications pour F peut étre calculée en temps polynomial

a partir de F. Par contre a partir de M(F), ce probléme reste ouvert.

Les différentes représentations que nous avons vu dans ce chapitre sont donc trés liés
au systéme de fermeture correspondant. Malheureusement le passage entre ces différentes
représentations reste, en général, assez difficile a effectuer. Le calcul d’'un opérateur de
fermeture pour un systéme de fermeture est une tache facile si nous considérons son en-
semble d’éléments inf-irréductibles ou bien une base d’implications associée. En revanche,
concernant les autres représentations que nous avons étudiées, il n’existe pas a ce jour
de méthode efficace permettant de passer de 'une a ’autre. Nous exhibons ces différents
liens sur la figure 1.5 et regardons les proportions sur les tailles des représentations d’un

systéme de fermeture dans le pire des cas sur la table 1.1.

M(F) Y F

IM(F)|=m m 2m 2m
Xr|=m 2m m 2m
|Fl=m m |G| x m m

TAB. 1.1 — Taille des différentes représentations d’un systéme de fermeture F sur G au

pire des cas.
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Opérateur de fermeture

polynomial polynomial

ouvert ouvert

ouvert

Eléments inf-irréductibles Base d'implications

A

ouvert

Fic. 1.5 — Passage entre les différentes représentations des systémes de fermeture

25



26

Chapitre 1. Systémes de fermeture
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Théories de Horn : Relation avec les

systémes de fermeture
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Il existe une forte relation entre les systémes de fermerture et les fonctions de Horn
en logique propositionnelle. Dans ce chapitre, nous donnons les définitions et les nota-
tions nécessaires pour définir les fonctions de Horn. Ensuite, nous nous intéressons plus
particuliérement aux relations qui existe entre les fonctions de Horn et les systémes de

fermeture.

2.1 Définitions

On note par {0,1}" le produit cartésien II?_,{0,1}. Un tuple v € {0,1}" sera noté
v = (21, ...,o,) et v; représente la i-éme composante, c’est & dire z;. Si nous considérons
un ensemble G tel que |G| = n, il y a une bijection entre {0,1}" et P(G), 'ensemble des
parties de G.

Définition 21 Fonction booléenne
On appelle fonction booléenne a n variables (ou fonction logique) toute application de la

forme :

27
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f:4{0,1}" — {0,1}

(X1, ) — f(21, .00y 20)

On peut décrire une fonction booléenne par une table de vérité ou bien utiliser des
formules mathématiques & base d’opérateurs logiques. Ainsi le A représente le “ET”, V
représente le “OU” et “7 représente le “NON”.

[’étude des fonctions booléennes sur n variables est équivalente & ’étude de ’ensemble
des parties de {0,1}" que l'on notera B,. On a de ce fait que |[B,|] = 2% ou |B,|

représente le nombre de fonctions possibles sur n variables.

Nous pouvons ainsi représenter une famille F d’ensembles de G par sa fonction

caractéristique fr comme suit :

1 siM ¢F

0 sinon

De la méme maniére, on peut associer a une fonction booléenne f dans {0, 1}, une famille

d’ensembles sur G que ’on nomme les modéles de f.
Fr={M CG|f(M) =1}

La bijection entre une fonction booléenne et une famille d’ensembles s’exprime de la

maniére suivante :
G
B, — 22
Ainsi ces deux notations sont échangeables.

Définition 22 Littéral :
Un littéral est une fonction booléenne de la forme p (littéral positif) ou p(littéral négatif),

ot p est une variable.

Définition 23 Modéle et théorie :

Une théorie T est un sous-ensemble de {0,1}". Les éléments de T sont appelés modéles.

Les modeéles (0,0, ...,0) et (1,1,...,1) seront respectivement notés par 0 et 1.
Deux modéles v, w sont dits comparables (noté v < w) si pour tout i € {1,..,n}, v; < w;
avec 0 < 1.

Définition 24 T'(f) :
Soit f une fonction booléenne, T(f) = {v € {0,1}" | f(v) = 1} représente I’ensemble de

tous les modeles de la fonction f.



2.2. Formes Normales 29

On dira que deux fonctions booléennes f; et f, sont équivalentes si et seulement si T'(f;)
= T(fa)-
Exemple 6 La fonction f = (a Ab)V c est une fonction booléenne & trois variables.

T(f) ={(0,0,1),(1,0,0),(1,0,1),(0,1,1),(1,1,1)}.
La fonction f' = (aVe)A(bVc) est équivalente a la fonction f puisque T(f) = T(f)

2.2 Formes Normales

En logique, les formes normales sont une normalisation des fonctions logiques. Il existe
ainsi plusieurs types de formes normales. Nous nous intéressons ici plus particuliérement

a la forme normale conjonctive et a la forme normale disjonctive.

Définition 25 Clause et FNC :
— Une clause est une fonction de la forme ¢ =11V ....V1,, n > 0, ot chaque l; est un
litteral.
— Une fonction booléenne est dite en forme normale conjonctive (FNC) si et seulement

st elle est de la forme cy A\ ... A\ ¢, m > 0, ot chaque ¢; est une clause.

Définition 26 Terme et FND :
— Un terme est une fonction de la forme t=101, N .... Nl,, n > 0, ot chaque l; est un
litteral.
— Une fonction booléenne est dite en forme normale disjonctive (FND) si et seulement

st elle est de la forme t; V ...V t,,, m > 0, ou chaque t; est un terme.

Nous noterons la clause vide (n = 0) par L et le terme vide par T. L’ensemble des

littéraux positifs d’une clause c sera noté P(c) et I’ensemble des littéraux négatifs par
N(c).

Théoréme 4 Soit f une fonction booléenne.
— 1l existe une fonction f; en FND telle que fi est équivalente a f.

— Il existe une fonction fo en FNC telle que fy est équivalente a f.

Le théoréeme 4 exprime le fait que I'on peut transformer une fonction f quelconque en
une fonction ne contenant qu’une conjonction de clauses (FNC) ou bien une fonction ne

contenant qu'une disjonction de termes.

Définition 27 Un terme t est un impliquant d’une fonction booléenne f si t implique f,
c’est a dire ¥V v € {0,1}", t(v) < f(v). Il est impliquant premier si tout sous-ensemble de

conjonction de littérauzx de t n’est pas un impliquant de f.



30 Chapitre 2. Théories de Horn : Relation avec les systémes de fermeture

Définition 28 Une clause ¢ est un impliqué d’une fonction booléenne f si f implique c,
c’est a dire ¥ v € {0,1}", f(v) < ¢(v). Il est impliqué premier si tout sous-ensemble de

disjonction de littéraux de ¢ n’est pas un impliqué premier de f.

Exemple 7 Si nous considérons la fonction booléenne suivante :
f=(r1 Nx3) V(22 ANT4) V (23)

nous avons :
— (x1 N x3), (x2 NTg) et x3 sont des impliquants

— (z1 A\ x3) nest pas un impliquant premier.

De la méme maniére, si nous considérons la fonction booléenne qui suit :
f’ :(1’1 V .Tg) VAN (SL’Q \/ZL’_4) A (.Tg)
— (x1V x3), (22 VTg) et (x3) sont des impliqués.

— (x1 V x3) nest pas un impliqué premier.

2.3 Fonctions de Horn

Il existe des classes particuliéres pour les fonctions booléennes. Les fonctions boo-
léennes de Horn forment ainsi une classe ayant des propriétés intéressantes que nous
allons voir dans cette section. Il existe une forte relation entre les fonctions de Horn et les
systémes de fermeture. Plus exactement, les systémes de fermeture sur un ensemble GG et
les fonctions de Horn strictes (c’est a dire qui peuvent étre représentée par une conjonction

de clauses strictes) sont en bijection.

2.3.1 FNC de Horn et bases d’implications

Définition 29 Une clause de Horn est une clause comportant au plus un littéral positif.

La dénomination "clause de Horn" vient du nom du logicien Alfred Horn qui mit en
évidence l'intérét de telles clauses en 1951 [60].
Il existe ainsi deux types de clauses de Horn distincts qui nous intéressent :
— Les clauses de Horn strictes (ou pures) : elles comportent un littéral positif
et au moins un littéral négatif.
— Les clauses de Horn négatives : elles ne contiennent que des littéraux négatifs.

L’exemple 8 illustre ainsi les différents types de clauses de Horn.

Exemple 8
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~ (aVbVe) est une clause de Horn stricte.
— (@VbVe) est une clause de Horn négative.

~ (aVbVeé) nest pas une clause de Horn.

Les clauses de Horn forment ainsi un sous-ensemble des formes normales disjonctives dans

lesquels un seul terme est positif.

Définition 30 Une fonction booléenne est dite de Horn si elle est composée d’une

conjonction de clauses de Horn.

L’ensemble des modéles d’une fonction de Horn est appelé une théorie de Horn. Si nous
considérons que v A w correspond a I'operation “et” entre les deux vecteurs v,w € {0,1}"

et que Cl,(S) est la fermeture de S C {0,1}" par A, nous avons la propriété suivante :
Proposition 7 7 est une théorie de Horn si et seulement si (T) = CIx(T).

Nous pouvons ainsi déduire de la proposition 7 que la théorie de Horn 7 admet un

unique modéle minimal v = A, . 7 w.

Théoréme 5 Une fonction booléenne h de n variables {x1, .....,x,} est une fonction de
Horn si et seulement si la famille composée de ses modéles et de (1....1) forme un systéme

de fermeture sur G = {x1, ..., T, }.

Ce dernier théoréme a été montré dans [60], évoqué par Dechter et Pearl dans [30] et
utilisé dans [13] .

Il met ainsi en évidence I’équivalence entre les ensembles fermés d’un systéme de fermeture
et les modéles d’une théorie de Horn. Nous avons vu que les clauses de Horn strictes sont
de la forme 77 V ...z} V y. Ces clauses sont alors équivalentes a {x1,.....,zx} F y . Elles
représentent donc des régles de type “si.... alors....”. Si nous les représentons sous forme
implicationnelle, elles sont alors équivalentes a ...z — y pour une base d’implications.
Une FNC de Horn étant une conjonction de clauses de Horn, une représentation

équivalente sera un ensemble d’implications.

2.3.2 Modéles caractéristiques et éléments inf-irréductibles

Définition 31 Un modéle v d’une théorie de Horn T est appelé modéle caractéristique

siv & Cl(T\{v}).
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Nous appelerons I’ensemble des modéles caractéristiques de 7 1’ensemble caractéristique
de 7 que nous noterons C*(7). Nous pouvons noter que chaque théorie de Horn admet
un seul et unique ensemble de modéles caractéristiques et que les éléments maximaux

d’une théorie appartiennent a son ensemble de modéles caractéristiques.

Remarque : Il existe différentes appellations de ces modeéles dans la littérature.
Nous avons vu la notion de “caractéristique” qui a été introduite dans [58] par Kautz,
Kearn et Selman en 1993, mais il existe aussi le terme “extréme” introduit dans [31] par
Dechter et Pear en 1992. Dans la suite de ce manuscrit, nous utiliserons seulement la

premiére notation afin d’éviter toute confusion.

Exemple 9 Considérons les théories suivantes :

T, = {(000), (010), (001), (110), (101)} et 7, = {(000), (010), (001), (110), (101), (100)}.

Si nous considérons v = (110) et w = (101), nous avons v et w qui appartiennent
71 tandis que v Aw = (100) n’appartient pas a T;. Cela signifie donc que Ty n’est pas de
Horn.

En revanche, nous avons Cl\(Tz) = T, ce qui signifie que Ty est une théorie de Horn.

Les modeles caractéristiques de Ty sont les suivants :
C*(7z) = {(010), (001), (110), (101)}

Si nous considérons ainsi les ensembles fermés du systéme de fermeture F correspon-
dants aux modéles caractéristiques de 7, cela signifie que ces ensembles ne peuvent pas
étre obtenus par intersection d’autres fermés de F. Ces ensembles fermés correspondent
donc aux éléments inf-irréductibles du systéme de fermeture F plus G.

La table 2.1 présente les différentes équivalences entre les notions sur les systémes de

fermeture et celles sur les théories de Horn.
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Théorie de Horn stricte

Systéme de fermeture

FNC de Horn

Modéles caractéristiques

Modéles

Base d’implications

Eléments inf-irréductibles + G

Ensembles fermés
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TAB. 2.1 — Equivalences entre notions sur les systémes de fermeture et les théories de

Horn.
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Troisiéme partie

Différentes opérations sur les systémes

de fermeture
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Introduction

Les langages logiques sont souvent utilisés pour représenter la connaissance dans les
bases de connaissances. La connaissance peut étre ainsi consultée a l'aide de requétes ce
qui se traduira par une compilation de connaissance.

La compilation de connaissance (traduction littérale de “Knowledge compilation”) a
pour but de mettre en évidence les inférences d’une maniére plus efficace. La majorité
des travaux qui ont été menés dans ce domaine se sont restreints a une representation
propositionnelle afin d’exprimer la connaissance de maniére conscise. Plus récemment,
des travaux ont considéré une représentation basée sur des modéles afin, dans ce cas la,
d’exprimer la connaissance de maniére plus efficace. Si nous considérons le probléme d’in-
férence propositionnelle, il consiste & vérifier si oui ou non X F « ol X et « représentent
des fonctions propositionnelles et - représente l'inférence logique. Malheureusement,
dans le cadre de fonctions propositionnelles quelconques, ce probléme est co-NP-complet
et par conséquent non résolvable en temps polynomial hormis si P = NP. Cependant, ce
méme probléme peut étre résolu en temps polynomial si nous considérons que la fonction
propositionnelle > est une fonction de Horn.

Une question en a ainsi découlé : “Est-il possible de calculer une fonction de Horn ¥’ a
partir d’une fonction propositionnelle quelconque X tel que la plupart des inférences que
I’on peut obtenir & partir de ¥ puissent étre obtenues en temps polynomial & partir de
P

Cette question revient donc a savoir s’il est possible de faire une approximation d’une
fonction propositionnelle quelconque Y par une fonction de Horn Y et ainsi, permettre
une accéleration du processus de vérification des inférences. Selman et Kautz ont ainsi
étudié dans [91] cette question et proposent une méthode de résolution qu’ils appellent
“approximation de Horn” (traduction littérale de “Horn approximation”). Cette méthode
consiste & calculer deux fonctions de Horn encadrant la fonction propositionnelle de
départ. La premiére fonction représente ainsi une fonction de Horn minimale X, tel
que l'ensemble des modéles de X soit inclus dans I'ensemble des modéles de ¥,;,. On

I’appelle, dans la littérature, la plus petite borne supérieure de Horn ou bien 1’enveloppe

37
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de Horn. A l'inverse, la deuxiéme fonction représente ainsi une fonction maximale X,
tel que I'ensemble des modéles de X, soit inclus dans I'ensemble des modéles de >. On
I’appelle, dans la littérature, la plus grande borne inférieure de Horn ou le noyau de Horn.
Nous pouvons voir sur la figure 1 une représentation schématique de ces approximations.
Malheureusement, le calcul de ces deux fonctions d’approximation restent difficiles
puisqu’il est NP-difficile dans les deux cas. Divers travaux ont ainsi été menés sur ce
sujet [32, 21].

> wm
' noyaude Horn \\)
" | ’

A
- // o
L
""--._\__\_\_\___\_\—'_'__'_'_'__,_,_,-‘

enveloppe de Horn de ¥

F1G. 1 — Représentation du noyau et de I'enveloppe de Horn d’une théorie X représentée

par ses modéles

De ce fait, d’autres approches ont ainsi été étudiées en considérant des cas particuliers.
Eiter et al.[41] ont ainsi étudié la méthode d’approximation utilisant les enveloppes et les
noyaux de Horn sur la disjonction de théories de Horn. La nécéssité de ’approximation
vient du fait que la disjonction de théories de Horn n’est pas forcément de Horn. Ils ont
ainsi considéré le cas ou les théories de Horn sont représentées sous leur forme proposi-
tionnelle, c’est & dire sous forme de FNC de Horn. Ils ont par la méme occasion considéré
le cas ou les théories de Horn sont représentées par leurs modéles caractéristiques.
Cette approche peut ainsi avoir des applications dans la compilation de connaissance. Si
nous considérons que nous avons plusieurs théories de Horn représentants des bases de
connaissances, il est ainsi plus efficace de tester si une fonction ¢ est inférée a partir de

la disjonction de ces théories plutot que de tester cette inférence sur chacune d’entre elle.

De la méme maniére, ces mémes auteurs ont étudié dans [44] ces mémes méthodes
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d’approximations sur la différence de deux théories de Horn.

D’autre part, une étude a été menée dans [42] sur l'intersection de théorie de Horn. Ce
travail a été réalisé en considérant la représentation de la théorie de Horn basée sur les

modéles caractéristiques.

Nous avons vu dans la partie précédente la relation trés forte qu’il existe entre les
fonctions de Horn pures et les systémes de fermeture. Ainsi, les différentes operations
évoquées précédemment sur les théories de Horn peuvent étre vues comme des opérations
ensemblistes sur les systémes de fermeture. Le calcul d’une enveloppe de Horn de la
disjonction de théories de Horn correspondra au calcul de la borne supérieure de systémes
de fermeture. De la méme maniére, le calcul de l'intersection de théories de Horn
correspondra au calcul de la borne inférieure de systémes de fermeture. Concernant la
différence de deux théories de Horn, elle n’a pas d’équivalence propre dans la littérature
sur les systémes de fermeture, nous considérerons juste donc qu’elle représente la

différence de deux systémes de fermeture.

Le but de cette partie est donc d’étudier ces différentes opérations sur les systémes
de fermeture en considérant les différentes représentations de ceux-ci vus dans la partie
précédente. Nous considérerons ici que le nombre de systémes de fermeture considérés
pour les opérations de borne supérieure et de borne inférieure est fini et borné par une

constante k connue.

Pour illustrer ces différentes opérations relatives aux représentations considérées,
nous exploiterons dans la suite de cette partie ’exemple 10. Dans cet exemple nous
considérons seulement deux systémes de fermeture F; et Fy qui sont ici représentés par
leur diagramme de Hasse. Les éléments entourés de chaque systéme de fermeture corres-
pondent aux éléments inf-irréductibles de chacun d’entre eux. Les bases d’implications
présentes sous les deux diagrammes correspondent ainsi aux bases de Guigues Duquenne

Y7, and Xz, respectives pour Fj et Fo.
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Exemple 10

b c'\// f./. Rt

T \\\ S/ -
N\ S /
g
]

=

Fi Fa
Y5 ={ a— ¢, ce — d} Yr ={b—d, de— ¢}

La suite de cette partie sera organisée de la maniére suivante :

Dans le chapitre 3, nous nous intéressons a la borne inférieure de systémes de fermeture.
Nous verrons comment se caractérise cette opération selon les trois représentations que
sont la base d’implications, I’ensemble des inf-irréductibles et 'opérateur de fermeture.
Nous verrons en particulier qu’il est possible de définir un opérateur de fermeture pour
la borne inférieure de systémes de fermeture uniquement & partir des opérateurs de

fermeture de chacun d’entre eux.

Dans le chapitre 4, nous effectuons le méme travail pour la borne supérieure de
systémes de fermeture. Nous nous intéressons plus particuliérement & la représentation
sous forme de base d’implications. Dans le cas général, il n’existe pas d’algorithme
polynomial permettant de générer une base d’implications correspondant au systéme
de fermeture résultant de la borne supérieure de systémes de fermeture si ceux-ci sont
représentés par des bases d’implications. Nous montrons ici qu’il existe un algorithme
polynomial permettant cette génération lorsque les bases d’implications des systémes de

fermeture considérés sont directes.

Enfin, dans le chapitre 5, nous exposons les résultats sur le calcul de la fermeture
de la différence de deux systémes de fermeture selon leur représentation. Cette opération
n’est pas définie sur les systémes de fermeture. Nous retranscrivons ainsi les résultats

obtenus en logique sur les systémes de fermeture. Nous faisons par la méme occasion une
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conclusion générale sur ’ensemble des opérations étudiées dans cette partie ainsi qu’un

bilan sur les différentes complexités de ces opérations.
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Nous allons voir dans cette section la difficulté du calcul de la borne inférieure de
systémes de fermeture selon la représentation que nous considérons en donnée de départ.
La figure 3.1 représente ici le systéme de fermeture obtenu par la borne inférieure des

systémes de fermeture F; et Fy de 'exemple 10.

3.1 Eléments inf-irréductibles

Nous voulons voir ici comment trouver 1’ensemble des éléments inf-irréductibles du
systéme de fermeture défini par la borne inférieure de systémes de fermeture représentés
par leurs ensembles d’éléments inf-irréductibles respectifs.

Il a été montré dans [42] que le probléme de génération de I'ensemble des modéles carac-
téristiques de l'intersection de théories de Horn représentées par leurs modéles caractéris-
tiques est NP-difficile. Ce probléme est équivalent au probléme BORNE INF :INF si nous

le considérons sur les systémes de fermeture :

43
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abcde
abcd acde bcde
acd cde
ac Q cd
C de e

F1G. 3.1 — Systéme de fermeture associé a F; A F» de I’exemple 10.

Probléme 1 :BORNE INF :INF
Données : Ensembles d’éléments inf-irréductibles M(F;) des systémes de fermeture F;
pouri € {1,...k}.

Résultats : L’ensemble des éléments inf-irréductibles de F — /\f:1 Fi.

L’exemple qui suit montre qu’il n’existe pas d’algorithme en temps polynomial pour
le probléeme BORNE INF :INF. Cette exemple est tiré de [42] et retranscrit sur les
systémes de fermeture.

Exemple 11 Soit G ={x1, ..., x4, } un ensemble fini d’éléments de taille 4n o n est un

entier.

Nous considérons quatre ensembles d’éléments de G :

Vo Vi Va Vs

{.Tl.]?n} {xn+1...x2n} {x2n+1...x3n} {x3n+1...x4n}

Nous considérons deur systéemes de fermeture Fy et Fo dont les ensembles d’éléments

inf-irréductibles M(Fy) et M(Fz) sont définis a partir des ensembles précédents :
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- M(F) = {G\(VaU{zj,230451), 1 < j <} U {G\(VaU{@psj, 30451), 1 < j < f
- M(F2) = {G\(VaU{zj,220451), 1 < j <} U {G\(V3 U {@psj, 22n45}), 1 < j <}

Notons qu’il n’y a pas d’élément inf-irréductible dans M(Fy) qui inclut [’ensemble Vo ni

d’élément inf-irreductible dans M(Fz) qui inclut [’ensemble Vs.

Nous pouvons en déduire que pour tout ensemble F' appartenant a Fi N\ Fo, F est inclus

dans Vo U V7.

L’ensemble des éléments inf-irréductibles de Fy N\ Fy est définit comme suit :
MFINF) = {M| M C VoUWV, tel que v; € M ssi xpj & M, 1< j<n}

Nous pouvons voir que M(Fy N Fz) C Fi1 AN Fs et qu’il n'existe aucun autre élément inf-

irréductible du fait qu’il n’existe pas d’ensemble fermé contenant a la fois z; et x,.; que

se soit dans Fi; comme dans Fo. Cette déduction est obtenue a partir de la définition de

M(Fy) et M(F).

Ainsi, la taille de M(F; N Fy) est egale a 2" alors que les tailles de M(Fy) et M(F3)

sont égales a 2n.

Considérons a présent le probléme de décision associé au probleme BORNE INF :INF.

Probléme 2 :DECISION BORNE INF :INF

Données : Ensembles d’éléments inf-irréductibles M(F;) des systéemes de fermeture F;
pour i € {1,..,k} et une famille d’ensemble S C /\/l(/\f:1 Fi) .

Résultats : M(N_, Fi) \ S # 0

Théoréme 6 [/2] Le probléeme DECISION BORNE INF :INF est NP-complet.

Preuve. Le probléme équivalent sur les théories de Horn a été démontré NP-complet
[42]. [ |

Du théoréme , on déduit le résultat suivant :

Théoréme 7 A moins que P = NP, il n’existe pas d’algorithme en temps total polynomial
pour le probléme BORNE INF méme si nous considérons seulement deuzr systémes de

fermeture.

Preuve. Le probléme équivalent sur les théories de Horn a été démontré NP-difficile [42].
|
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3.2 Base d’implications

Nous considérons a présent, le cas o les systémes de fermeture sont représentés sous la
forme de bases d’implications et nous voulons ainsi calculer une base d’implications pour

le systéme de fermeture résultant de la borne inférieure de ces systémes de fermeture.

Probléme 3 BORNE INF :IMPLICATION

Données : Xz ,YXx5,, ..., 25, des bases dimplications pour les systémes de fermeture
F1, Fo, ooy Fi sur un ensemble fini G.
Résultat : X une base d’implications de /\lefi.

Nous montrons dans le théoréme suivant que le calcul d’une base d’implications mi-
nimum correspondant a la borne inférieure des systémes de fermeture définis par leurs

bases d’implications respectives se fait en temps polynomial.

Théoréeme 8 Soient X1, Yo,..., X des bases d’implications minimums pour les systémes
de fermeture Fy, Fo,..., Fy . Alors Ule Y est une base d’implications pour /\f:1 Fi.

Ce résultat provient du fait que les ensembles fermés de la borne inférieure des sys-
téemes de fermeture considérés doivent satisfaire les implications des bases d’implications
de chacun d’entre eux et par conséquent I'union ensembliste de chacune des base d’impli-
cations.

Il est ainsi facile de voir ici que la taille de la base d’implications pour /\f:1 F; est poly-
nomiale en la taille des ¥; pour i dans {1..k} sachant que nous considérons un nombre
de systémes de fermeture borné par une constante (ici k). Ainsi, du fait que le calcul
d’une base d’implications minimum & partir d’une base d’implications quelconque se fait
en temps polynomial (algorithme de Shock), le calcul d’une base d’implications minimum

pour /\f:1 F; peut donc se faire en temps polynomial.

Théoréme 9 Etant données 3; pour i dans {1..k} des bases d’implications pour les sys-
temes de fermeture F; pour i dans {1..k} sur un ensemble G. Le calcul d’une base d’im-

plications minimum de /\/f:1 F; se fait en temps polynomial.

Exemple 12 Considérons ['exemple suivant : 1 et Yo sont des bases d’implications

minimum respectivement pour les systemes de fermeture Fi et Fy :
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¥n= Yo =
c—d d—c
ab—d ac—d
ad—0b ae—b
ae—bcd bc—d
bd—a cde—b
de—abc }
abcd—e

/

Ainsi, si nous calculons X1 U Yo, nous obtenons la base d’implications suivante :

S1UX=

c—d
ab—d
ad—b
ae—bcd
bd—a
de— abc
abecd—e
d—c
ac—d
ae—b
bc—d

cde—b

/

Nous appliquons ensuite [’algorithme de Shock afin d’obtenir une base d’implications mi-
Yomin= {
ac—bde
bc—ade
ae—bed
d—c
c—d
cde—ab

ab— cde
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3.3 Opérateur de fermeture

Dans cette partie, nous nous intéressons a la définition d’un opérateur de fermeture
de la borne inférieure de systémes de fermeture. Nous allons voir qu’il est possible de
définir un opérateur de fermeture uniquement a partir des opérateurs de fermeture de
chacun des systémes de fermeture. Nous définissons donc 'opérateur ¢ dans la définiton
32 et montrons que cet opérateur est un opérateur de fermeture. Nous déduisons ensuite
que cet opérateur de fermeture définit bien la borne inférieure des systémes de fermeture

considérés.

Définition 32 Soient A C G, ¢z, les opérateurs de fermeture associés auzx systémes de
fermeture F; pour i € {1..k} et p(A) = AU A' U A% ...
ot :
- A% =4
A = ATl Y OF ot (Aj—l)
Notons que o(A) = A7 quand A7 = AT™ pour tout t appartenant a {1..k-1}

Proposition 8 ¢ est un opérateur de fermeture.

Preuve. Soit A C G.

— A C ¢(A) par définition de ().

— Soit A C D, nous avons donc p(A) = A° U At U A? ... et (D) = D% U D' U D?
..... Alors AV = AT MU g (A1) et DY = DI MU pg
sont des opérateurs de fermeture, alors ¢x (A) C ¢ (D). Nous avons donc ¢(A) C
¢(D).

— (p(A)) = p( AY U AT U A%.) = p(A"). Du fait que A7 = A7 pour t appartenant
a {1..k}, nous avons (A7) = A7 = p(A).

1 X
jmodk) jmodk) (D] ) Plllsque ()0]:1

Théoréme 10 Soit Fi, Fo,..., Fi des systemes de fermeture définis sur G. Alors ﬂle F;
={Ac2¢ | A=p(A)}

Preuve. Soit F € Fi N Fy N ... N Fy. Alors F € F; pour tout i dans {1..k}. Ainsi, nous
avons donc F7 = F pour tout j dans {1..k}. Nous pouvons ainsi déduire a 'aide de la
définition précédente que p(F) = F. Nous en concluons que FyNFo N ... N F, C {A
€29 A=p(A)}

Maintenant, considérons F € {A € 2% | A — ¢(A)}. Si nous nous référons a la définition
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précédente, nous avons F° = F7 pour j dans {1..k}. Cela veut donc dire que F € F;
pour i dans {1..k}. Nous pouvons donc conclure que F' € ﬂle F; et ainsi que {A € 2¢ |
A:(p(A)}gflmféﬁﬂfk [ |

L’opérateur de fermeture que nous avons défini consiste en des itérations successives
des différents opérateurs de fermeture associés a chacun des systémes de fermeture consi-
dérés sur un ensemble fini G. Nous pouvons remarquer que le nombre d’itérations de cet
opérateur est borné par le nombre de systémes de fermeture multiplié par le nombre d’élé-
ments de I’ensemble G. Cette borne est la conséquence directe de la condition d’extension
d’un opérateur de fermeture (A C p(A)) et de la condition d’arrét de notre opérateur
de fermeture. De part la condition d’arrét, nous ne pouvons obtenir que k fois le méme
ensemble fermé par applications successives des différents opérateurs de fermeture. Si la
fermeture de ’ensemble considéré est différent de ’ensemble de départ, il comporte au
moins un élément de plus par la condition d’extension et est au plus égale a G.

Cet opérateur de fermeture effectue un nombre polynomial d’itérations de chaque opé-
rateur de fermeture associé aux différents systémes de fermeture par rapport a la taille
de G et aux nombres de systémes de fermeture pour l'obtension de la fermeture d’une

ensemble.

Exemple 13 5% nous considérons [’exemple 10, et nous voulons obtenir le fermé corres-

pondant & ’ensemble {ab}. Nous appliquons ainsi I’ opérateur de fermeture vu précédem-

ment :
ab® = ab.
ab' = abe.
ab® — abed

ab® = abed — ab?

L’ensemble fermé de {ab} est donc {abed} dans le systéme de fermeture représentant la

borne inférieure de F, et de F.

3.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons étudié l'opération de la borne inférieure de systémes de
fermeture selon différentes représentations de ceux-ci.
Dans un premier temps, nous voyons que si nous considérons la représentation des

systémes de fermeture par leurs ensembles d’éléments inf-irréductibles, il est difficile de
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calculer ’ensemble des éléments inf-irréductibles résultant de leur borne inférieure. De
maniére formelle, il n’existe pas d’algorithme en temps total polynomial permettant de
calculer I'ensemble des éléments inf-irréductibles hormis si P = NP.

Si nous considérons cette opération en prenant comme données des bases d’implications
associées aux systémes de fermeture, le calcul d’une base d’implications minimum associée
au systeme de fermeture résultant de la borne inférieure se fait en temps polynomial. Si
nous considérons le probléme équivalent sur les fonctions de Horn, ce probléme revient &
faire une conjonction de FNC de Horn qui reste une FNC de Horn.

Enfin, nous avons défini un opérateur de fermeture associé a la borne inférieure de
systémes de fermeture. Cet opérateur de fermeture utilise uniquement les opérateurs
de fermeture de chaque systéme de fermeture considéré. De ce fait, selon le contexte
d’applications, les opérateurs de fermeture peuvent ainsi étre définis par rapport aux

éléments inf-irréductibles ou bien les bases d’implications ou toute autre représentation.
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Nous allons voir a présent ’opération de borne supérieure sur les systémes de fermeture
selon la représentation que nous nous donnons de ceux-ci. Cette opération correspond a
la fermeture de I'union de systémes de fermeture. De maniére équivalente sur les théories
de Horn, cela correspond au calcul de I’enveloppe de Horn de la disjonction de théories de
Horn. Nous pouvons voir dans la figure 4.1, le systéme de fermeture obtenu par la borne

supérieure de F; et Fy de I'exemple 10.

4.1 Eléments inf-irréductibles

Nous allons voir dans cette section le probléme de génération des éléments inf-
irréductibles de la borne supérieure de systémes de fermeture étant donnés leurs éléments

inf-irréductibles respectifs. Le probléme est ainsi posé ci-dessous :

51
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F1G. 4.1 — Systéme de fermeture associé a F; V F, de 'exemple 10

Probléme 4 :BORNE SUP :INF
Données : M(Fy), M(Fs), ..., M(Fi) les ensembles d’éléments inf-irréductibles des sys-
temes de fermeture respectifs Fi, Fa, ..., Fi sur un ensemble fini G.

Résultats : L’ensemble des éléments inf-irréductibles du systéme de fermeture F =
Vi, i

Théoréme 11 Etant donnés M(F1), M(Fs),..., M(Fy) les ensembles d’éléments inf-
irréductibles des systemes de fermeture Fi, Fo, ..., Fr sur un ensemble fint G. Le calcul
de M(\/lefl) se fait en temps polynomial.

Preuve. Ce théoréme est déduit directement du fait que I'union des éléments inf-
irréductibles de chacun des systémes de fermeture représentent un sur-ensemble de 1’en-
semble des éléments inf-irréductibles de la borne supérieure de ces systémes de fermeture.
I1 suffit ainsi de supprimer les ensembles qui peuvent étre obtenus par intersection d’autres

ensembles pour obtenir ’ensemble voulu. |

Exemple 14 Considérons ['exemple 10. L’union des deux ensembles d’éléments inf-
wrréductibles associés aur systéemes de fermeture Fi et Fo est le suivant :

M(F) UM(F,) = {be, abe, bde, abed, acde, bede, ae, ace}

Dans ce cas précis, il n’existe aucun ensemble pouvant étre obtenu par intersection d’autres

ensembles de cette famille. Nous obtenons ainsi :
M(F1V F) = {be, abe, bde, abed, acde, bede, ae, ace}
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4.2 Base d’implications

Nous présentons ici le probléme du calcul d’'une base d’implications correspondant a
la borne supérieure de systémes de fermeture représentés par des bases d’implications.

Nous décrivons ce probléme ci-dessous de maniére formelle :

Probléme 5 BORNE SUP :IMPLICATION

Données : Xz, Y5, ..., 27 des bases dimplications pour les systémes de fermeture
Fi, Fa, ..., Fi sur un ensemble fini G.
Résultat : X une base d’implications de \/f:1 Fi.

Ce probléme correspond a la génération d’une enveloppe de Horn de la disjonction
de fonctions de Horn représentées sous forme propositionnelle. Ce probléme a été étudié
dans [41]. Tl en résulte qu’il n’existe pas d’algorithme polynomial pour ce probléme.

La proposition 9 retranscrit ce résultat sur le probléme associé sur les systémes de ferme-

ture. L’exemple 15 est ainsi tiré de [41].

Exemple 15 [/1] Soit ¥, et ¥y deuz bases d’implications minimum pour les systémes de

fermeture Fx, et Fx,.

Y1={0 — z}

Yo={x1..kp — X, Y1 — T1yeeren; Yo — Tp}
La base de Guigues Duquenne obtenue pour Fx, V Fx, est la suivante :
Y ={z...zn = x0, 2 € {xiyi} Vi€ {1.n}}

Proposition 9 [/1] 1l existe des systémes de fermeture Fy et Fo tel que Xr vy, a une

taille exponentielle en la taille de Xr, et Xg,.

Preuve. Si nous considérons ’exemple 15, le fait qu'une base de Guigues Duquenne est
minimum et que % posséde un nombre exponentiel d’implications en la taille de XJ; et X

infére cette proposition. [ |

Nous allons voir dans ce qui suit qu’il existe une classe particuliére de base d’impli-
cations pour laquelle ce probléme peut étre résolu en temps polynomial. Afin d’aboutir &
un tel algorithme, nous allons voir qu’il est suffisant d’avoir un algorithme permettant le
calcul de la borne supérieure de deux systémes de fermeture.

Dans la section suivante, nous considérerons la représentation des systémes de fermeture

par des bases d’implications directes.
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4.2.1 Cas particulier : bases d’implications directes

Nous allons voir dans cette section que le probléeme BORNE SUP :IMPLICATION est
polynomial en la taille de I’entrée si nous considérons que les bases d’implications prises

en compte sont directes.

Proposition 10 Le probléeme BORNE SUP :IMPLICATION est polynomial en la taille

de l’entrée si les bases d’implications considérées sont des bases directes.

Preuve. La preuve se déduit directement de la définition 33 et du théoréme 12. |

Définition 33 Soit ¥1={A; — a1,... A, — a;} et Yo—={B; — by,... By, — by} deux

bases dimplications directes associées a deux systemes de fermeture. Nous définissons par :

ED -
{

A;Bj —((A;B;)™ N (4;B;)™ )\ A;B;
}

pour tout 1 €{1..1}, je{1..m}
Avec ce nouvel ensemble d’implications, nous déduisons le théoréme 12 décrit comme suit :
Théoréme 12 Fy, — Fy, V Fy,.

Preuve. Nous devons montrer que Fy, V Fy, C Fy,,.
Soit F' € Fyx, V Fyx,. Deux cas sont alors possibles :

— Soit F € Fy, U Fy,. Nous devons montrer que F est fermé par ¥p. Soit A—x € ¥p
et A C F. Alors x € (A¥ N A*2)\ A. Cela implique x € A*! et donc que x € F.

— Soit F ¢ Fx,, U Fy,. Nous avons F = Fy N F, tel que Fy € Fy,, Fy € Fy,. Soit A—x
€ Yp et A C F, par construction de ¥p, nous obtenons x € (A*¥ N A*2)\ A. Cela
implique x € A et x € A*2 doux € Fcar A C Fy et A C F.

Maintenant, il nous faut prouver que Fy, C Fy, V Fy,. Ainsi, nous devons prouver que
F € Fs,\(Fx, UFy,) implique F € Fx, V Fy, c’est a dire que F = F¥1 0 F*2,

Supposons que F # F¥1 N F¥2. Alors 3 x¢ F tel que x € F*' et x € F*2. Du fait que
¥ et 35 sont des bases d’implications directes, nous avons F*1 = F U|J{p(A)|A — C €
Yiet ACF}et F* = FUJ{¢(B)|B— D € Xyet BC F} . Alors il existe A—C € 3,
tel que x € C et B—D € Y, tel que x € D. Par la définiton 33 , AB — x € ¥p et AB C

F. Il y a donc une contradiction puisque F est un ensemble fermé de Fy,,. En conclusion,
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Fsp € Fs, V Fay.
|

Avec le résultat du théoréme 12, ¥ représente une base d’implications pour Fy, V Fy,.

Nous pouvons donc calculer en temps polynomial une base d’implications pour Fy, V Fs,

avec Xy et .

Théoréme 13 Soient X1, Yo deuzr bases d’implications directes. Le calcul d’une base

dimplications de Fx, V Fyx, se fait en temps polynomial.

Exemple 16 Considérons Yz, et Xx, deux bases d’implications directes respectives pour

les systemes de fermeture Fy et Fo de [’exemple 10.

Xn = { Xrmo= {
a—c b—d
ab—c ab—d
ce—d de—c
ad—c be—d
bce—d ade—c
abd—c abc—d
ae—cd be— cd
abe—cd abe—cd

/ /

Nous calculons Xx, V Xg, avec l'algorithme 2. Nous avons enlevé ici toutes les implications

générées a plusieurs reprises lors de ['execution de [’algorithme.

Xp = {
ade—c
abe—cd
bce—d
abde— ¢

abce— d
}

Cet algorithme peut ainsi étre généralisé pour un nombre constant de systémes de fer-
meture. Le nombre de régles générées dans ce cadre restera polynomial par rapport aux
bases d’implications prises en données puisque leur nombre est borné par une constante
k. Nous présentons ainsi I’algorithme généralisé (algorithme 3) pour un nombre constant

de systémes de fermeture.
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Algorithme 2 : BORNE SUP : IMPLICATION DIRECTE : 2 SF
Données : 31, Y, deux bases d’implications directes respectives pour F; et Fy

Résultat : X p Une base d’implications pour F; V F>
début

Xp ={}

pour tous les implications A — C dans Y, faire

pour tous les implications B — D dans Y, faire
Calculer Ext= ((AB)*' N (AB)>2)\ AB

si Ext # () alors
L ED:(pDUAB—)EXt

retourner > p

fin

Algorithme 3 : BORNE SUP :IMPLICATION DIRECTE : k SF
Données : X1,..., X, k bases d’implications directes respectives pour Fi,..., Fj

Résultat : X p Une base d’implications pour \//f:1 Fi
début
Xp ={}
pour chaque ¥; i € {1..k} faire
pour chaque A; — B; € X, faire
. Calculer Ext= (), (A;...A,) "\ (A;... Ay)

si Ext # () alors
L ED — ED U {AlAk — EXt}

retourner > p

fin
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4.2.2 Cas général

Nous avons vu que dans le cas général, il est impossible de calculer en temps polyno-
mial une base d’implications de la borne supérieure de systémes de fermeture représentés
sous leur forme implicationnelle méme si nous ne considérons que deux systémes de fer-
meture. Kautz and Selman ont donné dans [91] un algorithme qui résout le probléme
équivalent dans sa formulation logique. Nous décrivons ainsi cet algorithme retranscrit
sur les systémes de fermeture.

Remarque : Kautz et Selman ont proposé cet algorithme dans le cadre de la gé-
nération d’une enveloppe de Horn associée a une fonction booléenne en forme normale

conjonctive quelconque qui est un cas plus général du probléme que nous étudions.

Notation 1 Soit 31,3, ..., X des bases d’implications respectives pour Fi, Fo, ..., Fk.

On note :
R = {XlXQXk- — 1 V2 V..V {L‘k|XZ —xT; € Z]:i,’i S {1]{3}}

Nous pouvons voir que toutes les régles de R sont satisfaites par tous les ensembles
appartenant a Fyx, U Fy, U..U Fy,.

Nous décomposons ainsi R en deux ensembles de régles. Le premier ensemble contient
ainsi les régles d’implications tandis que le deuxiéme contient toutes celles qui ne sont pas

des régles implicatives c¢’est a dire qui contiennent un “ou logique” (V) dans leur conclusion.

- Ry ={ XiXo.. Xy — x| X; — a; € ¥ i € {1.k}}
- Rg = { X1 X0 X, > V.V | Xy —a; € 50 € {1k} }

Théoréme 14 [91] L’algorithme 4 calcule une base d’implications pour FiN FoV ...V Fy.

Exemple 17 Considérons les bases de Guigues Duquenne des systéemes de fermeture de
I’exemple 10 et appliquons ’algorithme 4. Nous obtenons ainsi [’ensemble de régles Ry

and Rz suivants :

Ry = {ade — ¢, bece — d}
Rg = {ab— ¢V d, cde — ¢V d}

Apres application de l’algorithme , nous obtenons :

Y = {ade — ¢, bee — d, abe —c¢, abe — d}
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Algorithme 4 : Borne supérieure :base d’implications
Données : Ry, R ensemble de régles déduites de R

Résultat : X une base d'implications de F; V F5 V ... V F}
début

tant que un tel choizx est possible faire
Essayer de trouver un couple (r1,72), 71 € Ry et ro € R tel que r; = (zX

—a) et ry = (Y — \/'_, 2; V) qui n’ai pas été considéré
si un tel couple existe alors
r=XY -av\V_,z Ve
si r est une régle d’implication alors
| RH - RHU XY —a
sinon
L Rg=RpgUXY —>a\/\/i:1:vl-\/:c

S — Ry

retourner %

fin

4.3 Opérateur de fermeture

Dans cette section, le but est de définir un opérateur de fermeture correspondant a la
borne supérieure de systémes de fermeture n’ayant pour information sur ceux-ci que leurs
éléments inf-irréductibles respectifs.

Nous définissons ainsi un opérateur ¢() que nous démontrons étre un opérateur de ferme-
ture. Nous déduisons ensuite que ¢() définit I'ensemble des éléments fermés de la borne

supérieure des systémes de fermeture considérés.
Définition 34 Soit ¢(A) = {Be U, M(F)) | A C B}
Proposition 11 ¢ est un opérateur de fermeture.

Preuve. Soit A C G.
— A C ¢(A) par définition de ¢().
~ Soit A C D. Nous avons ¢(A) = () {B € U, M(F)) | A C B} et ¢(D) = {B
€ Ulej\/l(fi)) | D C B}. Alors, A C ¢(A) et D C ¢(D). Nous avons donc ¢(A) C
6(D).
- 0(0(4) = (N {B € UL M(F) | A S BY) =N {B e UL M(F) | A CB} =
¢(A).
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Théoréme 15 Soit F1, Fo, ..., Fi des systémes de fermeture sur G. Alors \//f:1 Fi = {F
€20 | F=¢(F)}

Preuve. Il nous faut montrer que \/¥_, 7; C {F € 26 | F = ¢(F)}. Soit F € \/*_, Fi.
Deux cas sont alors possibles :
- Soit F € Ule F; . Alors F appartient au moins a 'un des systémes de fermeture.
Or ¢(F) = N {B € U, M(F)) | F € B}. Nous avons donc ¢(F) = F.
~ Soit F e \/I_, F \ UL, F. Alors il existe F; € F; pour tout i dans {1..k} tel que F
— N, F,.Or ¢(F) =N {B e U, M(F)) | F CB}. Nous avons donc ¢(F) = F.
Ainsi, nous obtenons que \/¥_| F; C {F € 26 | F = ¢(F)}.
T nous faut, alors montrer que {F € 26 | F = ¢(F)} C \/©_, F.
Soit F € 29 tel que F = ¢(F). Alors ¢(F) = N {B € Ul M(F)) | F C B}. Nous
concluons donc que F € \/%_, F; et donc que \/¥_| F; C {F € 26 | F = ¢(F)}. [ |

Exemple 18 Si nous considérons l'exemple 10, nous voulons obtenir [’ensemble fermé
associé a l'ensemble {ab} dans Fy vV Fo . Nous appliquons alors l'opérateur de fermeture

obtenu sur cet ensemble :

¢(ab) = {B € M(F) U M(F) | ab C B} = abed N abe N abd= ab.

L’opérateur de fermeture défini pour la borne supérieure de systémes de fermeture
considére 'union des ensembles d’éléments inf-irréductibles de chaque systéme de ferme-
ture. Le cacul de la fermeture d’un ensemble donné se fait donc en temps polynomial
par rapport aux ensembles des éléments inf-irréductibles de chaque systéme de fermeture

considéré.

4.4 Conclusion

Nous avons vu pour 'opération de borne inférieure sur les systémes de fermeture que
la difficulté de calcul différe selon la représentation prise en compte. Si nous considérons
la représentation par les ensembles d’éléments inf-irréductibles, I’opération de borne in-
férieure est une opération difficile. A 'inverse, si nous considérons 'opération de borne

supérieure sur cette méme représentation, il existe un algorithme polynomial en la taille
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de ’entrée qui permet de la réaliser.

De maniére duale, si nous considérons la représentation des systémes de fermeture par
les bases d’implications, 'opération de borne inférieure se fait en temps polynomial alors
que l'opération de borne supérieure peut engendrer, dans le cas général, une explosion
combinatoire. Nous nous sommes ainsi intéressés a une classe particuliére de bases d’im-
plications que sont les bases d’implications directes. Nous proposons, dans ce cas précis,
un algorithmeen temps polynomial permettant de résoudre l'opération de borne supé-
rieure de systémes de fermeture représentés sous forme implicationnelle.

Le probléme de génération d’'une base d’implications de la borne supérieure de systémes
de fermeture représentés sous forme implicationnelle a été récemment classé [45]. 11 a
ainsi été montrer qu’il n’existe pas d’algorithme polynomial pour résoudre ce probléme
en temps total polynomial hormis si P = NP.

Il existe des algorithmes permettant de générer une base d’implications directe a partir
d’une base d’implications quelconque. Ces algorithmes restent exponentiels en la taille de
I’entrée et de la sortie mais ont de bonnes propriétés en pratique.

Nous pouvons ainsi adapter l'algorithme sur les bases d’implications directes au cas gé-
néral. Il suffit pour cela d’appliquer un algorithme de génération de bases d’implications
directes a partir de bases d’implications quelconques et d’appliquer I'algorithme 2 pour
répondre au probléme 5. Il serait ainsi intéressant de tester, de maniére pratique, I'algo-

rithme ainsi obtenu est de comparer ses performances avec les autres algorithmes existants.
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Nous allons voir dans cette section 'opération de différence de deux systémes de fer-
meture selon la représentation que nous considérons en donnée de départ. Cette opération
n’est pas définie formellement sur les systémes de fermeture. La différence entre deux sys-
témes de fermeture F; et Fy, notée Fi\Fz, consiste a construire la famille des ensembles
appartenant a F; qui n’appartiennent pas a Fs. Il est clair ici que la différence de deux
systémes de fermeture n’est pas toujours un systéme de fermeture. Nous considérerons
donc ici le plus petit systéme de fermeture qui contient les ensembles de la différence des
deux systémes de fermeture. Ce probléme correspond au calcul de I'enveloppe de Horn de
la différence de deux théories de Horn en logique. La figure 5 montre ainsi le systéme de
fermeture obtenu en faisant la différence des systémes de fermeture F; et F5 de 'exemple
10.

5.1 Eléments inf-irréductibles

Nous voulons voir ici comment calculer les éléments inf-irréductibles de la fermeture
de la différence de deux systémes de fermeture & partir de leurs ensembles d’éléments

inf-irréductibles respectifs.

61
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° abcde

abc bde

bc be de

F1G. 5.1 — a) Famille d’ensembles F;\F3, b) Systéme de fermeture associé a la fermeture
de Fi\Fo.
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Probléme 6 :DIFFERENCE :INF
Données : Ensembles d’éléments inf-irréductibles M(Fy) et M(F,) des systéme de fer-
meture Fp et Fs.

Résultats : L’ensemble des éléments inf-irréductibles de la fermeture de F = F1\Fo.

Le probléme 6 a été étudié dans sa formulation logique dans [44]. Les auteurs ont ainsi
montré que ce probléme peut étre résolu en temps polynomial. Nous retranscrivons ainsi

ce résultat sous sa formulation basée sur les systémes de fermeture.

Définition 35 Soit M(Fy) et M(F3) les ensembles d’éléments inf-irréductibles respecti-

vement aux systemes de fermeture Fi et Fo. On définit :
S= M(Jfl) U {Mﬂ M’| M, M e M(Jfl)}
et

S, ={SeS|S¢F)
S, = S\S

Théoréme 16 [//] Soient M(F1) et M(F,) les ensembles d’éléments inf-irréductibles
respectivement aux systemes de fermeture Fi et Fo. Alors Sy est un sur-ensemble des
inf-irréductibles de la fermeture de la différence de Fi et Fs.

Corollaire 2 [/4] Soient M(Fy) et M(Fz) les ensembles d’éléments inf-irréductibles res-
pectivement aux systémes de fermeture Fi et Fo. Alors ’ensemble des inf-irréductibles de

la fermeture de la différence de F et Fy peut étre calculé en temps polynomial en la taille

de M(Fy) et M(F).

Preuve. Les preuves de ces théorémes sont donnés dans [44]. [ |

L’algorithme 5 présente la méthode pour calculer ’ensemble des éléments inf-irréductibles

de la fermeture de la différence de deux systémes de fermeture étant donnés leurs éléments
inf-irréductibles respectifs. La fonction Réduire() supprime les ensembles pouvant étre

obtenus par intersection d’autres ensembles.

Exemple 19 Considérons 'exemple 10. En appliquant [’algorithme 5 nous obtenons les
ensembles S et S suivants :
S = {abcd, acde, bede, abe, bde, be, bed, acd, cde, be, ac, b, e}
S1 = {abc, bde, be, be, b}
L’application de la procédure Réduire() supprime ici l’élément b de Sy puisque b = {bc}N
{be}. Nous obtenons ainsi l’ensemble d’ éléments inf-irréductibles suivants pour Fi\F :
M(F\F,) = {abc, bde, be, be} .
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Algorithme 5 : Différence : représentation par les inf-irréductibles
Données : M (F;) et M(F,) les ensembles d’éléments inf-irréductibles de F; et

Fa
Résultat : M(F;\F,) I'ensemble des éléments inf-irréductibles de F;\F;

début
S=MF)H)uU{MNOM |M M e M(F)}
S ={SeS[S¢ R}
M(fl\./fz) — Réduire(Sl)
retourner M (F;\F>)
fin

5.2 Base d’implications

Dans cette section, nous voyons comment se traduit la difference de deux systémes de

fermeture si nous considérons leurs représentations sous forme de bases d’implications.

Probléme 7 DIFFERENCE :IMPLICATION
Données : X1, Yo deux bases d’implications respectives par rapport aux systéme de fer-
meture F, et Fs.

Résultats : X une base d’implications pour la fermeture de la différence entre Fp et F».

Il a été montré dans [44], que le probléme équivalent en logique c’est a dire le calcul
de I'enveloppe de Horn de la différence de deux théories de Horn, est co-NP difficile.
Par ce résultat, il parait donc évident qu’il y a peu de chance qu’il existe un algorithme
polynomial permettant de résoudre ce probléme.

Ceci est dii au fait que la taille de la nouvelle base peut étre exponentielle en la taille
des deux bases d’implications prises en entrée. De plus, le probléme de décision associé

est lui méme co-NP-complet.

Probléme 8 DECISION DIFFERENCE :IMPLICATION

Données : X1, Yo, des bases d’implications respectives par rapport auz systémes de fer-
meture F, et Fo. X une base d’implications

Résultats : Fs, = fermeture de Fx, \ Fx,.

Théoréme 17 [//] Etant données X1, o, des bases d’implications respectives par rapport
aux systemes de fermeture F, et Fo et X une base d’implications, décider si 3 représente

une base d’implications pour la fermeture de la différence de Fy et Fy est co-NP-complet.
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Le théoréme suivant en est ainsi déduit :

Théoréme 18 [/4] Etant donné X1, Yo deuz bases d’implications, il n’existe pas d’al-
gorithme en temps total polynomial permettant de calculer une base d’implications de la

fermeture de la différence des systéemes de fermeture hormis si P = NP.

Ce théoréme a été prouvé dans [44] sur le probléme équivalent en logique proposition-

nelle pour ’enveloppe de Horn de la différence de deux théories de Horn.

5.3 Opérateur de fermeture

Nous allons voir a présent 'opérateur de fermeture que ’on peut définir a partir des
éléments inf-irréductibles des deux systémes de fermeture pris en considération pour la
fermeture de la différence.

Nous définissons ainsi un opérateur v et nous démontrons qu'’il représente un opérateur
de fermeture. Nous montrons ensuite I’équivalence entre la famille d’ensembles fermés par
1 et les ensembles fermés de la différence des deux systémes de fermeture pris en compte.
Pour ceci nous nous servons des ensembles S et S; définis dans la section 5.1 concernant
la représentation par les éléments inf-irréductibles. L'opérateur de fermeture ainsi défini
permet un calcul en temps polynomial de la fermeture d’un ensemble donné par rapport

aux éléments inf-irréductibles de chaque systéme de fermeture.
Définition 36 Soit v(A) = {B€ S | A C B}.
Proposition 12 () est un opérateur de fermeture.

Preuve. Soit A C G.

— A C ¢(A) par définition de ().

— Soit A C D. Nous avons ¢(A) = {Be S; |ACB}etyy(D)={BeS,|DC
B}. Cela implique que A C ¢(A) et D C 1(D). Nous avons donc ¢(A) C (D).

~Y@(A) =4(N{Be S |ACB}) =N{BeS |ACB}=v(A).

Théoréme 19 Soient Fy et Fy deuz systémes de fermeture sur G. Alors Fi\ Fy = {F
c2¢ | F =y(F)}.
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Preuve. Nous savons par définition que F1\ Fo = {F € G|F = [{M € M(F\F>) |

F C M}.

D’aprés le théoréme 16, nous avons S; est un sur-ensemble des éléments inf-irréductibles
de Fi\Fo.

Nous avons donc F\ Fo = {F € 2¢ | F = (F)}. |

Exemple 20 Considérons l’exemple 10. Nous voulons obtenir ’ensemble fermé de {b}

dans F1\ Fo. Nous appliquons alors l'opérateur de fermeture obtenu sur cet ensemble :

¥(b) = (B € Si[{b} € B} = {be} N {bc} N{b} = {b}.

5.4 Conclusion

L’opération de différence entre deux systémes de fermeture est la derniére opération
étudiée dans cette partie. Nous voyons ici, de la méme maniére que les opérations
précédentes, que les difficultés de calcul ne sont pas les mémes selon les représentations
que nous considérons des systémes de fermeture.

Tout d’abord, nous voyons que le calcul de ’ensemble des éléments inf-irréductibles de la
fermeture de la différence de deux systémes de fermeture s’effectue en temps polynomial
a partir des éléments inf-irréductibles de chacun d’entre eux.

En revanche, cette méme opération s’avére difficile si nous considérons une représentation
implicationnelle des systémes de fermeture. Plus formellement, il n’existe pas d’algo-
rithme en temps total polynomial permettant de calculer une base d’implications de la

fermeture de la différence des systémes de fermeture hormis si P = NP.

Si nous regardons a présent, de maniére globale, I'’ensemble des opérations de cette
partie, nous remarquons que les difficultés de calcul ne sont pas liées a la représentation
considérée des systémes de fermeture. Si nous considérons 'opération de borne inférieure,
nous voyons que pour la représentation par les éléments inf-irréductibles, 'opération
est difficile tandis que si nous considérons la représentation implicationnelle, I'opération
se fait en temps polynomial. A I'inverse, pour les opérations de borne supérieure et de
différence, la difficulté porte sur le calcul sur la représentation implicationnelle tandis
que pour la représentation par les éléments inf-irréductibles, cette opération se fait en
temps polynomial.

Ces opérations seront ainsi plus ou moins appliquables selon la représentation des
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Borne inférieure | Borne supérieure Différence
Inf-irréductibles NP-difficile Polynomial Polynomial
Bases d’'implications Polynomial co-NP-difficile | co-NP-difficile
Bases d’'implications directes Polynomial Polynomial ouvert,
Opérateur de fermeture Polynomial Polynomial Polynomial

TAB. 5.1 — Récapitulatif des complexités des différentes opérations sur les systémes de

fermeture selon leur représentation.

données que nous considérons. Les complexités de chaque opération par rapport a leurs

différentes représentations sont exposées dans la table 5.1
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Introduction

Nous avons vu dans la partie précédente qu’une base d’implications est une re-
présentation compacte d’un ensemble de données. La génération de telles bases a été
trés étudiée et reste toujours un probléme d’actualité. Cette étude est ainsi présente
dans de nombreux domaines de l'informatique tel que le data mining, la théorie des
graphes, la logique... Ainsi le probléme d’extraction de régles d’association a partir d’un
ensemble de données [2] est un des domaines o cette recherche est toujours d’actualité.
Une régle d’association est une implication de la forme X — Y [sup,conf]|, ou X et Y
sont des sous-ensembles d’attributs (appelés itemsets) tel que XNY = ) et tel que conf
représente la confiance et sup représente le support. Le support d’une régle est défini par
la probabilité qu’un ensemble d’objets posséde X et Y tandis que la confiance représente
la probabilité que Y appartienne & un objet sachant que X appartient & cet objet.

Une approche intéressante fut 'utilisation de I’analyse de concepts formels afin de calculer
un ensemble réduit de régles d’associations. De ce fait, plusieurs études ont conduit a la
génération de représentations concises de ces ensembles de régles telles que la base des
générateurs minimaux (ou base générique) [85] et la base de Guigues-Duquenne [38, 54].
Les deux derniéres bases de régles d’associations ont la propriété d’étre composées
uniquement de régles dont la confiance est égale & 1 que I’on nomme régles exactes. Elles
correspondent ainsi & des bases d’implications.

La plupart de ces études ont été développées afin de trouver des associations positives
entre les différents éléments considérés. Si nous prenons ’exemple bien connu du panier
de la ménagére, une association positive possible serait : “Les consommateurs qui acheétent
de la biere et du whisky, achétent aussi des cacahuétes”.

D’autres régles peuvent étre intéressantes si nous considérons la négation sur les
éléments. Nous appellerons ici ces régles “régles mixtes”. Cette négation peut ainsi
permettre d’obtenir de nouvelles informations pertinentes que ne permettent pas les
régles d’associations positives. Si nous reprenons l’exemple du panier de la ménagére,
une association avec négation pourra étre du type “les consommateurs qui achetent de la

biere et du whisky, achetent ausst des cacahuétes mais n’acheétent pas de couche culotte”.
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L’ajout dans I'implication du non achat des couches culottes rajoute une information qui
permet de faire de nouvelles déductions et d’étayer les analyses faites sur les données
considérées.

Différents travaux ont ainsi été ménés sur ce sujet. La notion d’association négative
entre itemsets fut étudiée en premier par Brin et al. [20]. Le manque d’expressivité des
régles d’associations positives conduit ainsi & la recherche de nouvelles informations que
peut amener les régles d’association mixtes. L’introduction de la négation dans les régles
d’associations peut ainsi étre utile pour 'identification d’exceptions [93] et de correlations
négatives [3, 90]. Elle a permis d’aboutir a différentes perspectives dans la littérature et se
révéle étre un défi important dans les différents domaines évoqués. Différentes techniques
et mesures de qualité sont explorées dans divers travaux de recherche récents [19, 102].
Malheureusement, il n’existe que trés peu d’algorithmes de génération efficaces permet-
tant d’obtenir un ensemble valide et complet de régles d’association mixtes a partir d’'un
ensemble de données (La validité d’un ensemble de régles d’association représente le fait
que toutes les régles d’association satisfont I'ensemble de données et la complétude d’un
ensemble de régles d’association le fait que toutes les régles d’association qui satisfont
un ensemble de données peuvent étre déduites de l'ensemble de régles d’association
généré). Dans cette partie, nous nous intéressons donc au probléme de génération d’une
base d’implications mixtes (c’est a dire prenant en compte la présence et 1'absence des
attributs dans le contexte) a partir d’un contexte formel R = (G,M,I). Ce probléme est
ainsi équivalent a la génération de régles d’association dont la confiance est égale a 1.
Nous verrons ainsi les différentes problématiques qui peuvent exister sur ces bases d’im-
plications selon le choix de données de départ que nous considérons. Nous regarderons
ainsi la faisabilité et la complexité de chacune.

Nous nous focaliserons plus particuliérement sur le probléme de la génération d’une base
d’implications mixtes a partir des bases d’implications purement positives et purement

négatives associées a un contexte R.
Cette partie est structurée comme suit :

Le chapitre 6 présente les notations et les définitions que nous allons utiliser pour
les bases d’implications mixtes. Nous introduisons une méthode naive de génération
des régles d’implications a partir d’'un contexte formel R = (G,M,I). Nous regardons
ensuite différentes problématiques liées a la génération des bases d’implications purement
positives, purement négatives et mixtes. Nous verrons que la plupart des problémes

évoqués sont a ce jour encore ouverts.
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Dans le chapitre 7, nous nous concentrons plus particuliérement sur le probléme
de la génération d’une base d’implications mixtes a partir des bases d’implications
génériques purement positives et purement négatives associées a un contexte R. Nous
verrons ainsi, qu’a partir de cette information, nous n’avons aucune garantie d’obtenir
une base d’implications mixtes compléte pour un contexte R considéré. Cependant, nous
exhiberons un certain nombre de propriétés et de régles d’inférence qui nous permettent
de déduire un certain nombre d’implications mixtes de R.

Nous montrerons aussi que dans le cas particulier d’'un contexte réduit, nous obtenons
une nouvelle régle d’inférence qui nous permet de montrer la validité et la complétude
de la base d’implications mixtes déduite pour un contexe a partir des régles d’inférences
que nous avons trouvées en considérant en données les bases d’implications génériques

positives et négatives de ce contexte. Un contexte particulier, que I’on nomme “contexte

complet” sera traité indépendemment pour arriver a ce résultat.
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Définitions et Problématique
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Nous allons voir dans ce chapitre les définitions et les notations qui vont nous servir
pour les implications mixtes tout au long de cette partie. Nous verrons ensuite les problé-
matiques qui peuvent se poser sur ce sujet ainsi que l'analyse de leur complexité connue

a ce jour.

6.1 Deéfinitions et notations

6.1.1 Contexte complémentaire et apposition de contextes

Définition 37 Contexte complémentaire :
Soit R = (G,M,I) une contexte formel. On définit par R = (G, M, (M x G) \I) le

contexte complémentaire de R.

La contexte formel complémentaire R a pour but de représenter 'absence des attributs
dans les objets du contexte R. Il matérialise ’aspect négatif du contexte de départ. Ainsi,
si nous considérons une représentation matricielle du contexte complémentaire R les 1

correspondront aux 0 dans le contexte R et vice et versa.

Notation 2 Soit R = (G,M,I) un contexte formel. On note par :

— M : Uensemble des attributs négatifs associés a M.

75
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RR|a |blc |d|a|b|é|d
1 [1 (o]0 |10 [1]1]0
2 o1 o |1 1|01 |0
3 (11 |o|o]o|o |1 |1
4 o1 11100 |0

TAB. 6.1 — L’apposition de deux contextes complémentaires R|R.

— % : la négation d’un élément de M i.e un élément de M.

— X : un ensemble d’éléments inclus dans M.

Définition 38 Apposition de contextes :
Soit Ry = (G, My, I1) et Ry = (G, My, I5) deux contextes formels. On définit par R =
Ry|Ry=(G, M1UM,,1,UI,) lapposition de Ry et Ry.

Si nous considérons la représentation matricielle des contextes formels, 'apposition de
deux contextes R; et Ry correspond & la concaténation des matrices partageant le méme
ensemble d’objets [54]. Nous pouvons ainsi voir dans la table 6.1 I'apposition de deux

contextes formels complémentaires.

6.1.2 Implications positives, négatives et mixtes

Nous considérons ici les implications sur ’ensemble des attributs d’un contexte formel.
Nous associerons donc a chaque contexte son systéme de fermeture sur ’ensemble des

attributs de ce contexte.

Notation 3 Soit R = (G,M,I) un contexte formel. on notera par Fg le systéme de fer-

meture sur 'ensemble M des attributs de R.

Nous allons ici distinguer trois types d’implications.
— Implications positives : X — Y avec X C M et Y C M.
— Implications négatives : X — Y avec X

— Implications mixtes : XZ — YT avec Z

MetY C M.
C B

-
T C MetX, Y CM.

Nous pouvons remarquer que les implications positives et négatives sont des cas particu-
liers des implications mixtes. L’ensemble des implications mixtes associé a un contexte
formel représente ainsi un sur-ensemble des implications positives habituellement consi-

dérées.
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positives | négatives mixtes
c— bd b— ¢ a— ¢ abd — abeed
ac—bd | d— ¢ bd — a ac — abbédd
abd — ¢ | ab—éd | ad — be ad — abbecd
ad — bé | ¢ — abd bd — aabced
bd — a¢ | ab — &d ab — abcédd
a — bd ai@ — bbeedd
b — adé bb — aacedd
d — abé c¢ — aabbdd
aé — bd dd — aabbcé
béd — @ be — adbédd
cd — aabbéd

TAB. 6.2 — Implications positives, négatives et mixtes associées au contexte R de la table
6.1.

Une solution simple pour le probléme de génération des régles mixtes d’un contexte
formel donné R consiste a faire Papposition de R avec R. Le calcul des implications
mixtes de la relation R revient ainsi a calculer les implications positives de la relation
R|R. Malheureusement, cette méthode n’est pas trés efficace. Un des facteurs majeurs
est le fait que, dans des applications réelles, les collections de données représentées sont
relativement éparses et ainsi les contextes formels complémentaires correspondants sont
denses. Ainsi la génération d’une base d’implications mixtes peut étre trés cotiteuse du
fait du doublement du nombre d’attributs du contexte formel et du nombre de concepts

associés a ce nouveau contexte.

Notation 4 Soit R = (G,M,I) un contexte formel. On notera par :
— Yg :une base d’implications pour le contexte R (c’est a dire les implications positives
de R).
— X 2 une base d’implications pour le contexste R (c’est a dire les implications néga-
tives de R).
- ZR\R : une base d’implications pour le contexte R|R (c’est a dire les implications
miztes de R).

Nous pouvons voir dans la table 6.2 les bases d’implications génériques positives, négatives

et mixtes du contexte formel R de la table 6.1.
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Pour chaque ensemble d’implications, nous distinguons deux types d’implications :

— Les implications a support strictement positif du type X — Y : Ce sont les impli-
cations tel qu’au moins un objet vérifie cette implication.

— Les implications & support nul du type X — M [0] : Ce sont les implications
telles qu’aucun objet de la relation comporte tous les attributs de la prémisse. Ils
représentent, pour les systémes de fermeture, les ensembles non fermés tels que leur

fermeture est égale a M.

Ces notions seront appliquées par la suite sur les différents types d’implications c’est a

dire les implications positives, négatives et mixtes.

6.2 Problématique

Dans cette section, nous identifions un ensemble de problémes relatifs a la génération
de bases d’implications positives, négatives et mixtes & partir d’un contexte formel R
=(G, M, I) donné ou non. Nous donnons pour chacun d’entre eux leur compléxité associée

connue a ce jour.

Probléme 9 GENERATION IMPLICATIONS POSITIVES (GIP)
Données : Un contexte formel R = (G, M, I).

Résultat : Yy une base d’implications associée a R.

Le probléme GIP a pour but de calculer une base d’implications étant donné un contexte
formel R. Ce probléme est un probléme classique en analyse formelle de concepts. L’étude
intensive de ce probléme dans différents domaines a conduit a 'appariton de divers algo-
rithmes pour la génération de ces bases d’implications 38, 54, 85|. La complexité de ce
probléme est & ce jour toujours ouvert méme si nous considérons des cas particuliers de
celui-ci [47].

Probléme 10 GENERATION IMPLICATIONS NEGATIVES (GIN)
Données : Un contexte formel R = (G, M, I).
Résultat : Xj.

Le probléme GIN consiste a générer un ensemble d’implications négatives étant donné
un contexte formel R. Ce probléme est ainsi équivalent au probléme GIP a une étape de

prétraitement prés. Pour obtenir I’ensemble des implications négatives, il suffit de calculer



6.2. Problématique 79

le contexte complémentaire R du contexte R et d’appliquer les algorithmes de génération

proposés pour le probléme GIP sur ce nouveau contexte ainsi obtenu.

Probléme 11 GENERATION IMPLICATIONS MIXTES (GIM)
Données : Un contexte formel R = (G, M, ).
Résultat : YRR

Le probléme GIM est lui aussi équivalent au probléme GIP. Pour obtenir I’ensemble des
implications de Xp z, il suffit de faire 'apposition des deux contextes formels R et R, et

de lui appliquer les algorithmes connus pour le probléme GIP.

Probléme 12 GENERATION IMPLICATIONS DUALES (GID)
Données : Un contexte formel R = (G, M, I) et Yg.
Résultat : 2.

Le probléme GID prend en entrées le contexte formel R = (G,M,I) ainsi que I’ensemble
des implications positives associées afin de calculer I’ensemble des implications négatives
Y5 associé a R. La taille du résultat peut étre exponentielle en la taille de la donnée si
nous considérons que les bases d’implications sont des bases génériques. Il ne peut donc
pas exister d’algorithme polynomial en la taille de I’entrée. Nous montrons dans I’exemple

21 un contexte illustrant cette observation.

Exemple 21 Considérons le conterte formel R =(G,M,I) avec G={1,...,n-1},
M={ay,...,an} et (i,a;) € I si j =n—1i+ 1. Cela signifie en particulier qu’il n’existe
pas d’objet ayant la propriété a,. Alors les bases génériques respectives de R et R sont
données respectivement par :

- Yp={ag - M\{a1}} U{aa; — a1 | 1,5 €{2,...,n},i # j}.

~Yp={A—a |0cAcC M\{a}}

Alors |[Sgl=1+(n—1)(n—2)/2 et |Zp] =21 - 1.

Probléme 13 GENERATION CONCEPTS NEGATIFS (GCN)
Données : Un contexte formel R = (G, M, I) et B(R) le treillis associé a R.
Résultat : B(R) le treillis associé & R.

Le but du probléme GCN est de générer le treillis des concepts associé a la relation
complémentaire R étant donnés la relation R et le treillis des concepts B(R) qui lui est
associeé.

Pour ce probléme, la taille du treillis B(R) peut étre exponentielle en la taille de B(R)
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(voir Pexemple 22). Cependant les concepts de B(R) peuvent étre générés en temps total
polynomial & partir de R (c’est a dire en temps polynomial par concept) en utilisant un

algorithme de génération de concepts [82].

Exemple 22 Considérons le conterte formel R =(G,M,I) avec G = {1,...n}, M=
{a1,aq,...;a,} et (i,a;) € I si j = i. Le conteste R admet n + 2 concepts alors que

sa relation complémentaire R en comporte 2".

Probléme 14 GENERATION COMPLETE DES IMPLICATIONS DEPUIS
CONCEPTS (GCIC)

Données : Un contexte formel R — (G, M, I) et B(R), B(R) les treillis respectivement
associés a R et & R.

Résultat : Xp 5.

Le probléme GCIC peut étre résolu en assemblant d'une part B(R) et B(R) en une sous-
structure du produit direct de ces deux treillis [98]. La taille du treillis résultant B(R|R)
est ainsi inférieure ou égale a la taille du produit cartésien des deux treillis de départ.

Y i e déduit ainsi en temps polynomial & partir de B(R|R).
Corollaire 3 Le probleme GCIC est polynomial.

Probléme 15 GENERATION COMPLETE IMPLICATIONS BIS (GCIB)
Données : Xy et X5 les bases d’implications génériques respectives de R et R.
Résultat :ZR|R'

Le probléme GCIB prend en entrée les bases d’implications positives et négatives d’un
contexte R afin d’obtenir une base d’implications mixtes de ce contexte.
Ce probléme est a ce jour, & notre connaissance, encore ouvert et sera étudié plus en
détails dans le prochain chapitre.
La table 6.3 résume les divers problémes évoqués en terme de données, de résultat et de

complexité.
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Probléme Données Résultat | Classe de Complexité | Taille des données
GIP R YR ouvert exponentielle
GIN R Xg ouvert exponentielle
GIM R Xpik ouvert exponentielle
GID R, Xg Xi ouvert exponentielle
GCN R, B(R) B(R) | temps total polynomial exponentielle

GCIC | R, B(R), B(R) YRR polynomiale polynomiale
GCIB YR, Xp ER“;, ouvert ouvert

TAB. 6.3 — Liste des problémes et leur complexité relative
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Dans le chapitre précédent, nous avons décrit différents scénarios possibles pour générer

des bases d’implications mixtes ainsi que leur complexité connue a ce jour.

Dans le présent chapitre, nous allons nous intéresser plus particuliérement au probléme

(GCIB), c’est a dire le probléme de génération d’une base d’implications mixtes d’un

contexte étant données ses bases d’implications positives et négatives Yr et X z. Dans le

reste de ce chapitre, nous supposons que les bases positives et négatives considérées sont

des bases génériques. Ce choix est dii au fait que cette base d’implications est uniquement

définie et trés utilisée dans différents domaines applicatifs.

83
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7.1 Propriétés et régles d’inférence sur les implications

mixtes

Nous exhibons dans cette section quelques propriétés sur les implications mixtes ainsi
que des régles d’inférences permettant de déduire un ensemble partiel d’implications
mixtes seulement a partir des implications positives ou des implications négatives.

Par souci de clarté, nous présentons les différentes propriétés et les différentes régles d’in-

férence sous la forme de tableaux ot nous leur associons un identifiant :

Identifiant | Propriété

Py propriété 4
b propriété 5
b propriété 6
P, propriété 7

TaAB. 7.1 — Liste des propriétés sur les régles mixtes

Identifiant | Proposition/Corollaire
I proposition 13

Iy corollaire 4

I3 proposition 14

1 corollaire 5

I5 proposition 15

I proposition 17

TAB. 7.2 — Liste des régles d’inférence sur les implications mixtes

7.1.1 Propriétés

Nous allons voir ici différentes propriétés concernant les implications mixtes a partir

des implications positives et négatives.

Propriété 4 Soient R — (G,M,I) un contezte formel, A=B € Ny et C — D € Xp siet
seulement si ZR\R HA—B et ZR\R FC —D.

Nous avons vu dans l'introduction de cette partie que les implications positives et néga-

tives sont des implications mixtes particuliéres.
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Si nous considérons un contexte R, les implications positives associées a R et les implica-
tions négatives associées a R sont aussi des implications pour le contexte R|R puisque R
et R sont des sous contextes de R\E’ partageant le méme ensemble d’objet. La propriété
4 en découle. Elles représentent donc des implications mixtes pour le contexte R.

Une précision est a apporter sur les implications de support nul. Puisque les implications
mixtes sont définies sur ensemble des attributs M U M, les implications positives et
négatives restent bien valides mais portent sur ce nouvel ensemble d’attributs. Ainsi une
implication de R du type X — M deviendra X — MM pour le contexte R\E’

Propriété 5 Pour tout x € M, on a Xpp b 22 — MM [0].

Les implications mixtes d’un contexte R correspondent aux implications du contexte
résultant de 'apposition du contexte R et de son complémentaire R. Ainsi, tout objet du
contexte R|R ne peut contenir a la fois un attribut et son attribut complémentaire. En
d’autres termes, un attribut ne peut pas étre présent et absent en méme temps dans un

objet. La propriété 5 découle ainsi de cette constatation.

Propriété 6 Soit R = (G, M,I) un contezte formel. Si un objet dans R est composé de
tous les attributs de M, alorsN A C M etV & € M, ERIR HA—ZT.

Preuve. Soit A C M et g un objet de G tel qu’il contienne tous les attributs de M. Il

est clair que ¢ ne contient aucun attribut de M et par conséquent A¥rIR C M. |

Exemple 23 Nous modifions le contexte formel de 'exemple 6.1 en ajoutant l'objet 5 qui

contient tous les attributs de M.

RR|a b ¢ dila b ¢ d
11 0 0 100 1 1 0
2 1o 1 0 1)1 0 1 0
$ |1 1 0 0o 0 1 I
410 1 1 11 0 0 0
511 1 1 100 0 0 0

Nous pouvons ici voir que tout sous-ensemble A C M ne peut pas impliquer un attribut
de M. Y = {c — bd,ac — bd,abd — ¢, a— bd, b — aéd, aéd — b, a¢c — bd, béd —
a, d — abc, abé — d, ac — bd, cd — aabbéd|0], ad — abbceed[0], ab — abeedd[0], be —
aabédd[0), bd — aabced|0], abéd — abed|0], aa — bbeédd[0], bb — adacédd|0], cé —
aabbdd|0], dd — aabbce[0])
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La propriété 6 montre qu’un objet composé de tous les attributs du contexte R peut em-
pécher la présence d’un type d’implications mixtes, en 'occurrence des implications dont
la prémisse est constituée d’attribut de M et dont la conclusion comporte des attributs
de M. La présence d’un tel objet dans R se traduit sur sa base générique associée Xp par
le fait qu’elle ne contient aucune implication dont le support est nul.

Nous pouvons alors appliquer le méme raisonnement sur la relation complémentaire R.

La propriété 7 en découle.

Propriété 7 Soit R = (G,M,I) un contexte formel. Si un objet dans R n’est composé
d’aucun attribut de M, alors ¥V ACMetVuze M, ZR\R H A=z

Preuve. Si un objet dans R n’est composé d’aucun attribut de M, alors il existe un objet
dans R composé de tous les attributs de M. Ainsi le raisonnement de la preuve est le

méme que pour la propriété 6. |

7.1.2 Reégles d’inférence

Nous allons voir dans cette section que nous pouvons déduire des implications mixtes
a partir de I’ensemble des implications positives et négatives. Ainsi, un sous-ensemble des
implications mixtes peut étre généré de maniére efficace.
Pour illustrer les différentes propositions et résultats que nous avons obtenus sur ce pro-
bléme, nous considérons 1’exemple présenté dans la figure 7.1. Dans cet exemple, nous
avons représenté un contexte formel R sous sa forme matricielle ainsi que son contexte
complémentaire R et 'apposition de ces deux contextes. Nous donnons aussi les bases
génériques associées a chacun de ces contextes. La figure 7.2 représente les systémes de

fermeture associés a ces différents contextes.

Proposition 13 Soit R = (G,M,I) un contexte formel et Ax — y € Xg. Alors Ype b
Ay — 7.

Preuve. Nous considérons ici deux cas distincts :
— 3F € Fp tel que Ay C F. Puisque Az — y (par la propriété 4), x¢ F sinon y
appartiendrait a F. Ainsi nous avons X RIR Ay — 7.
~ AF € Fpi tel que A C F. Alors Xpz = A — MM [0] et par conséquent Xp 7
Ay — .
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Ot = W NN = 5
O O = = W

o O O = =T
_ o O O = |0

= O O O &
S L =
== O O O 2
e e e == -
O = = = O
= = R e =

Yr = {b—a,ac — b,bc — a,ad — bc[0],bd — ac|0]}
Y5 ={a— bbd — ¢aé — b,ad — bé[0]}

FIG. 7.1 — Un contexte formel R et son complémentaire R

abcd

abc

FIG. 7.2 — Systémes de fermeture associés a R et R de la figure 7.1
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La proposition 13 permet ainsi de générer des implications mixtes a partir d’implications

positives. Nous pouvons appliquer le méme raisonnement & partir des implications néga-
tives puisqu’elles sont obtenues & partir du contexte complémentaire R. Nous déduisons

par ce fait le corollaire suivant :

Corollaire 4 Soit R = (G,M,I) un conteste formel et AT — §j € S5. Alors Yria Ay

— X.

Preuve. La preuve de ce corollaire est similaire a celle de la proposition 13 en considérant

le systéme de fermeture Fj associé au contexte R. |

Exemple 24 Si nous considérons les bases d’implications positives et négatives de la

figure 7.1, nous pouvons ainsi inférer les implications mixtes suivantes qui sont induites

par ZR|R'

Implications de Yg Implications induites

b—a =1 = a—b

ac — b =1 = ab — @

ch — a

bc — a =1L = ci — b

ba — ¢
Implications de X Implications induites

i—b = I, = b—a

bd — ¢ = IH) = de — b

be — d

ac — b = I, = & — a

ab — ¢

De la méme maniére que la proposition 13 et le corollaire 4, nous pouvons déduire d’autres

implications mixtes a partir des implications positives et négatives ayant un support nul.

Proposition 14 Soit R = (G,M,I) un conteste formel et Az — M [0] € Ep. Alors Xpp
= A — &. De maniére duale, si A — & € Ypp alors g = Av — M [0].

Preuve. Soit Az — M [0], alors (Az)”#1% = M M. Alors pour tout F € Frp F# MM tel
que A CF, z ¢ F, et par conséquent 7 € F.

Inversement, si Xp 5 = A — 7. Il n’existe pas de F € Fg tel que Ax C F hormis M. N
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Corollaire 5 Soit R = (G,M,I) un conteste formel et Az — M [0] € 5. Alors Sria

A — z. De maniere duale, si A — x € Ypp alors Xp F Az — M [0]

Preuve. Le raisonnement de la preuve est le méme que la preuve de la proposition 14. B

Exemple 25 Si nous considérons les bases d’implications positives et négatives de la

figure 7.1. Nous pouvons ainsi inférer les implications miztes suivantes qui sont induites

par ZR|R'

Implications de Xg Implications induites

ad — be [0] = I = a—d

d—a

bd — ac [0] = I3 = b—d

d—b
Implications de X Implications induites

ad — be = I, = a—d

d—a

La proposition 14 et le corollaire 5 peuvent ainsi étre généralisés et exprimés sous forme

d’équivalence d’implications comme suit :

Proposition 15 L’%mplication A — T € Xpii pour A C MM est équivalente o Az —
MM 0].

Preuve. Cette proposition peut ainsi étre prouvée en conduisant le méme raisonnement

qui celui utilisé pour la Proposition 13. |

7.1.3 Récapitulatif

Nous pouvons voir dans la table 7.3 un récapitulatif des différentes propositions évo-
quées dans ce chapitre.
Ceci nous permet ainsi de générer un ensemble d’implications mixtes d’un contexte donné
R a partir de ses bases d'implications génériques positives et négatives Xp et X 5. Mal-
heureusement, ces ensembles d’implications ne définissent pas dans tous les cas une base

d’implications pour le contexte R|R
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Implications considérées Implications déduites
Ar — y € ¥ =1 = Ay —
fl;%—mgeER =1L = Ay —

Ax — M [0] € g = I3 = A—z
AiﬁM[O]EZR = Iy = A—

TAB. 7.3 — Récapitulatif des différentes propositions sur les implications mixtes

7.2 Complétude de la génération des implications

mixtes

Nous allons voir dans cette section qu’il est impossible de calculer I’ensemble complet
des implications mixtes uniquement a partir des bases d’implications positives et négatives
d’un contexte R.

Ceci vient du fait que I'on peut associer a un couple de bases d’implications positives et
négatives X et M différents contextes formels qui respectent ces bases d’'implications.

L’exemple qui suit présente le cas ol nous considérons deux contextes R, et Ry tel que
leurs bases d’implications positives et négatives respectives sont équivalentes et tel que

leurs bases d’implications mixtes sont différentes.

Exemple 26 Considérons les contextes formels Ry et Ry de la figure 7.3. Nous pouvons
voir que Ry est un contexte réduit de Ry puisque [’objet 6 dans Ry peut étre obtenu par
[intersection de [’objet 3 et [’objet 4. De plus puisque [’objet 6 est ['union de [’objet 1 et
de Uobjet 2, lobjet 6 dans Ry devient ainsi Uintersection de Uobjet 1 et de l'objet 2 . Ry
est ainsi un contexte réduit de Rs. Les bases d’implications positives et négatives de Ry et
Ry sont donc équivalentes entre elles.

Or si nous considérons les bases d’implications génériques associées a Rl\él et RQ\B;Q,
elles sont différentes (figure 7.4). Ainsi, si nous considérons l’ensemble abéci, nous avons
(abed)"mIFy = abéde et (abéd) Rz = abéd.

La proposition 16 découle ainsi de I’exemple 26.

Proposition 16 Soit X et X des bases d’implications pour un contexte formel R et
son complémentaire R. Il n’est pas possible de générer une base d’implications compleéte

pour le conterte R|R.

Nous ne pouvons donc pas générer une base d’implications mixtes compléte pour un

contexte R si les seules données dont nous disposons sont ses bases d’implications géné-
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Ryla b ¢ d e
Rila b ¢ d e
111 1 0 0 O
1171 1 0 0 0
211 0 0 0 1
211 0 0 0 1
311 1 1 0 1
311 1 1 0 1
411 1 0 1 1
411 1 0 1 1
510 1 0 0 1
510 1 0 0 1
6 ({1 1 0 0 1
Ry Ry
F1G. 7.3 — Ry est un contexte réduit de Ry
€ — abcd bb — aaccddeé]0)
abcd — € cb — aabcddee|0 = —
N - - - ~[ ] e — abed dée — aabbecde|0]
b — aecd db — aabccdeé|0] - s ~ -
S ~ . b — aecd eé — aabbeédd|0]
aecd — b eé — aabbeedd|0] ~ . —
~ ~ - ¢ — abed ca — abbcddee|0]
c — abed aa — bbccddee|0] ~ ~ L
~ e o d — abec da — abbcédee|0]
abed — ¢ ab — abecddee|0] ~ - . -~
~ ~ - a — becd ae — abbecdde[0]
d — abec ca — abbcddee|0] ~ . - o
5 R -~ aa — bbecddee0) ab — abceddee]0)
abe¢ — d da — abbcedee|0] ~ . - L
~ . o - dd — aabbccee|0] bb — aaccddee|0]
a — becd ae — abbeedde|0] B e - -
. ~ L c¢ — aabbddee|0] bé — aabecdde|0]
becd — a cé — aabbedde[0] e ~ o
~ e - - cd — aabbédee|0] cb — aabcddee|0]
c¢ — aabbddee|0] bé — aabecdde|0] ~ . - L
~ e B - cé — aabbcdde[0] db — aabcédee|0]
cd — aabbédee|0] dée — aabbccde|0]
dd — aabbecee0) abecd — abedel0)
ER1|R1 ERQ‘RQ

F1G. 7.4 — Bases d’implications génériques pour Rl\R~1 et RQ\B;Q de la figure 7.3
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riques positives et négatives. Ceci est en partie du au fait qu'une base d’implications peut

représenter plusieurs contextes.

7.3 Cas particulier : Contexte réduit

Nous nous concentrons dans cette section a une restriction des contextes généraux : les
contextes réduits. L’intérét principal de ces contextes est leur unicité. Une base d’implica-
tions ne peut ainsi représenter qu’un seul et unique contexte réduit. Malheureusement, les
propriétés et les régles d’inférence que nous avons énoncées dans la section 7.1.2 ne per-
mettent pas une génération compléte d’une base d’implications mixtes & partir des bases
d’implications positives et négatives d’un contexte R réduit. L’exemple 27 représente ainsi
un contexte R réduit ainsi que ses bases d’implications génériques positives et négatives
associées. Nous pouvons voir que 'implication mixte abéd — cde&i)é[O] est valide pour le
contexte R|R Or nous ne pouvons pas l'obtenir & partir des bases d’implications positives

et négatives de R en utilisant les propriétés et régles d’inférence évoquées précédemment.

Exemple 27 Soit R un contexte formel décrit ci-dessous avec ses bases d’implications

génériques positives et négatives associées :

Ria b ¢ d e
111 1 0 1 0
211 1 1 0 0
310 1 0 0 1
411 0 0 0 0

Yr ={e—b,d— ab,c — ab,cd — abe[0],ae — bed|0], ce — abd|0], de — abc|0]}
Y; = {a— éd,b— édé, édé — b, ab — édef0], aé — bed[0]}

Nous introduisons ainsi dans cette section une nouvelle régle d’inférence spécifique aux
contextes réduits. Cette derniére nous permet de montrer, avec ’aide des précédentes
régles d’inférence, que nous pouvons générer une base d’implications mixtes valide et
compléte d’un contexte réduit R & partir de ses bases d’implications positives et négatives
associées. Pour arriver a ce résultat, nous traiterons un cas particulier que nous appellerons
“contexte complet” indépendemment des autres cas. Un “contexte complet” se traduit par
le fait que 'une de ces deux bases d’implications (positives ou négatives) est vide, c¢’est
a dire ne contient aucune implication. Si nous I’exprimons sur le systéme de fermeture

associé, cela signifie que toutes les parties de G sont des ensembles fermés.



7.3. Cas particulier : Contexte réduit 93

7.3.1 Contexte complet

Il existe des contextes formels tel que leur base d’implications positives associée (ou
bien leur base d’'implications négatives) est vide. Il existe ainsi un unique contexte réduit
qui représente cette base d’implications positive vide (le contexte complémentaire pour

la base d’implications négatives vide). Les objets de ce contexte R contiennent tous

thwh\m
e = R
= = O =T
—_ o = |0
(=l =Y

Xr={}
Y5 = {ab — &d[0], aé — bd[0], ad — be[0], bé — ad|0],bd — ac[0], éd — abl0]}

Fi1G. 7.5 — R un contexte complet a 4 attributs et ses bases d’implications génériques

positives et négatives associées

les attributs de R hormis un. La taille de I'ensemble des objets est égale a la taille de
I’ensemble des attributs puisque tous les objets sont caractérisés par ’absence de chacun
des attributs. La figure 7.5 représente ainsi un contexte complet & quatre attributs avec
ses bases d’implications positives et négatives associées.

Si nous considérons un contexte complet R=(G, M, I) de taille k ot M = (ay, ..., ax),
les bases d’implications positives et négatives associées sont construites de la maniére

suivante :

“Se={b

Par la construction du contexte complet R, la base d’implications mixtes générique est

construite de la maniére suivante lorsque 1’ensemble des attributs est de taille k :

Spi = {d;a; — MMI0],Vi € {1..k},Vj € {1.k},i # j}
{@; — a;,¥i € {1.k},Vj € {1.k},i # 5}
ay...ap — dldk[()]

{a;d; — MM]I0],Vi € {1..k}}

C C C C
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Or il n’est pas possible, & partir des bases d’implications positives et négatives et des
différentes propriétés et régles d’inférence que nous avons proposées, d’obtenir une base
d’implications mixtes compléte pour un contexte complet.

Ceci vient du fait que la base d'implications positives d’un contexte complet est vide. Nous
ne pouvons donc pas générer les régles mixtes du type “M\a; — a;” avec les propriétés et
régles d’inférence que nous avons.

Nous pouvons caractériser la base d’implications mixtes d’un contexte complet étant
donné la taille de I’ensemble des attributs du contexte considéré. Ainsi, si nous avons
une base d’implications positives vide et le nombre d’attributs d’un contexte réduit, nous
pouvons déduire sa base d’implications mixtes de part sa construction.

D’autre part, nous avons remarqué qu’'un contexte complet de taille k posséde en réalité

une implication positive induite :
ai...ar, — {}[0]

Cette implication n’est jamais prise en compte dans les bases d’implications positives
classiques car, par elle seule, elle est obsoléte par rapport au contexte complet.

En revanche, nous nous sommes rendu compte qu’elle permet de determiner une base
d’implications mixtes pour les contextes complets en utilisant les propriétés et régles
d’inférence de la section précédente. Si nous ajoutons cette nouvelle implication & la
base d’implications positives du contexte complet, nous obtenons les bases d’implications

positives et négatives suivantes :

- Yr = {a1...ax HN{}[O]}
2y = {ad; — M\{ad 0] Vi € {1k}, V) € {1k}, i 4 j}

En appliquant les différentes régles d’inférence sur ces deux bases d’implications nous

obtenons les implications mixtes suivantes :

Implications de X g Implications induites
ai...ap — {} [0] = I3 = M\O,Z — dZ,V’l € {1]{}}

Implications de Xz Implications induites
didj — M[O] = I, = a; — a;
En utilisant la propriété 4 nous retrouvons toutes les implications positives et négatives
plus les implications de la forme a;d; — MM][0] grace a la propriété 5.

Nous obtenons ainsi toutes les implications mixtes d’un contexte complet de taille k.
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7.3.2 Nouvelle régle d’inférence

Nous avons trouvé un exemple (exemple 27) tel que nous ne pouvons pas inférer toutes
les implications pour un contexte R—=(G, M, I) réduit en utilisant les régles d’inférence et
les propriétés étudiés précédemment.

Les régles d’inférence et les propriétés que nous avons actuellement ne nous suffisent donc
pas a la génération d'une base d’implications mixtes d’'un contexte réduit R étant donné
ses bases d'implications génériques positives et négatives.

Nous avons aussi obtenu une nouvelle régle d’inférence s’appliquant sur les contextes

réduits :

Proposition 17 Soit R =(G, M, I) un contexte réduit. Alors YpatA—w, A€ MM
avec A = AT U A~ tel que At C M et A~ C M, x € M si et seulement ¥V y € M\AT,
e Ay — x et AT n’est pas un inf-irréductible de Fg.

Preuve. Nous allons donc prouver les deux sens.

— = : Supposons que ZR\R F A — x. Par la régle d’augmentation d’Armstrong nous

avons Vy € M\A, Xpp - Ay — z.

— < : Supposons que V' y € M\ AT, Ypett Ay — x et AT n’est pas un élément
inf-irréductible de Fgr. Deux cas sont alors possibles :

— Il n’existe pas d’objet g € G tel que les attributs de A appartiennent a g. Par
définition, nous avons Xp 5 = A — MM]I0] et donc YprtA—2eG.

— Il existe au moins un objet g tel que les attributs de A appartiennent a g. Or,
pour tout objet g € G tel que les attributs de A appartiennent a g, il existe z €
M\AT tel que z appartient & g puisque AT n’est pas un inf-irréductible de Fg.
D’aprés ’hypothése, V y € M\ A™, Ypie = Ay — x, nous avons donc Xpp F
A — .

[ |

La condition sur le fait qu’'un ensemble ne soit pas un élément inf-irréductible d’un

systéme de fermeture peut étre testé a partir d’une base d’implications lui étant associée.
Cette inférence peut donc étre réalisée en ne considérant que les bases d’implications
génériques positives et négatives d’un contexte réduit. Cette nouvelle régle d’inférence
nous permet ainsi de trouver de nouvelles implications mixtes pour un contexte réduit
donné, que nous n’arrivions pas a obtenir avec les régles d’inférences précédentes. Ainsi,
pour ’exemple 27, 'application de cette régle permet de trouver I'implication abéd —
MM][0]. Nous avons ici AT — ab et A~ — & et A* n’est pas un inf-irréductible de Fp.
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Nous regardons alors si, pour tout y appartenant a M\ A™, Ype abyéd — MMI0].
Nous obtenons les cas suivants :

- Xpat abcéd — M MI0] puisque Ypp et — MM][0] d’aprés P;.

~ Xpp b abdéd — MM(0] puisque Xp 5 = dd — MM[0] d’aprés Ps.

~ Ygp b abeed — MMI0] puisque Xz F ae — MMI0] du fait que ae — M][0]

appartient a X et de la propriété P;.

En appliquant la proposition 17, nous aboutissons au fait que Xp 5 abéd — MM]I0].
Nous allons voir dans la section suivante que cette régle permet d’obtenir un ensemble
valide et complet d'implications mixtes pour un contexte réduit R étant données ses bases

d’implications génériques positives et négatives associées.

7.3.3 Complétude de la génération d’implications mixtes

Dans cette section, nous allons voir que les différentes propriétés et les différentes régles
d’inférence permettent, a partir des bases d’implications génériques positives et négatives
d’un contexte réduit R, d’obtenir un ensemble d’implications mixtes pour R valide et
complet.

Dans la suite de cette section, nous supposons que le contexte pris en considération n’est
pas un contexte complet et donc qu’il existe au moins une implication contenue dans X .

Nous ennoncons ci-dessous le probléme associé :

Probléme 16 INFERENCE :
Données : Soient X et X les bases d’tmplications génériques positives et négatives d’un
contexte réduit R.

Résultats : X RIR

Nous allons voir, avec le théoréme 20, que nous pouvons répondre au probléme IN-
FERENCE grace aux différentes régles d’inférence que nous avons proposées. Afin de
démontrer la validité et la complétude de la base d’implications inférée nous exhibons
la propriété 8 ainsi que les lemmes 1 et 2. Nous notons ainsi par >,,;... 'ensemble des
implications obtenu par les régles d’inférence et les propriétés définies dans ce chapitre.

Un rappel des différentes propriétés et régles d’inférence est visible dans la table 7.4.

Propriété 8 Soit Xp - F — x tels que F = FYUF~ avec Ft C M et F~ C M etV
z€ Ft, 2 F~. AlorsV F' C Mtel que F* CF, 2 ¢ F etVye F\F",yd F~, on
a F’ gM(fR)
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Identifiants | Propriétés et Régles d’inférence

P YphtA—2 & Y et A—

P SpiFA—i e ShimFA— &

P SpbkA— M[0] © Spgte - A — MM][0]

P, Sk A— M0 © Shise H A — MM0]

P, Smiste F a@ — MM, Ya € M

I SrEFAx =y = Yise Ay — T

I, Spb A= g= Ay — o

I Spb Az — M[0] = Spgte - A — &

I Spk AZ — M[0] = Shise F A — @

Iy Smizte F A — &, AC MM < Spigie b Az — MMI0]

I Spmiwte F A — 2, AC MM avec A= AT UA, AAC M, A~ CMetzeM
~
Yy € M\A", ¥ izte B Ay — x et AT n’est pas un inf-irréductible de Fp

TAB. 7.4 — Récapitulatif des différentes propriétés et régles d’inférence engendrant les

implications de X,,.tes
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Preuve. Nous prouvons cette propriété par contradiction.
Supposons que Xy - F —  tels que F = FtUF~ avec F* C M et F~ C M et qu'il
existe F' € M(Fg) tel que F* C F’ et x & F'. Alors il existe un objet g € G du contexte
R\E’ tel que les attributs de F* U F'~ sont contenus dans g avec x n’est pas contenu dans

g. Cela contredit le fait que YRk FE — . ]

Lemme 1 Soient F C MM et x € M. Alors ERU% FF — x implique X0 B F — .

Preuve. Soit Yp 5 = ' — 2. Nous considérons ici que F' = FtUF avec FT CM
et F~ C M.Si3dz e F' tel que 2 € F~, daprés Py Yt B 22 — MM]I0] et donc
Yomizte E F— 2. Dans la suite de cette preuve, nous considérons donc que Vz € F*, Z ¢
F'~. Deux cas sont alors possibles :

— Soit F' = F7, alors il existe A — x € Xpp tel que A C F'* et tel que x ¢ F'F.
D’aprés la propriété P; nous avons X H A — x et donc X, H A — 2z d'ou
Yomizte - F — T.

— Soit F' = FTUF~, tels que F* # {}, F~ # {}. Deux cas sont alors possibles :

1. Soit F'* n’est pas un inf-irréductible de Fgr. D’aprés la régle d’inférence I,
Ypat F— 2, FTUF~, x € M si et seulement si Vy € M\F", Xpp5 F
Fy — x et F™ n’est pas un inf-irréductible de Fg. Il faut ainsi montrer que
Ynizte = F — 2. Pour cela nous regardons si Vy € M\F', 3, ipe E Fy — .

Deux cas sont alors possibles :

(a) Soit g € F~. Alors X,ine & Fy — x puisque d’aprés Py, Xie E yy —
MM[O] et par augmentation Fy — MM et donc Spze F Fy — .

(b) Soit y ¢ F~. Deux cas sont alors possibles :

i. Soit F* Uy € M(Fg). F* Uy ne peut pas étre un inf-irréductible de
Frsiz € FT Uy et g & F~ d’aprés la propriété 8. F'™ ne peut étre
un inf-irréductible que si x € F*. Dans ce cas, Xipe - FUYy — x

puisque x € F'Uy.
ii. Soit F* Uy & M(Fg). Il faut alors vérifier que 2,00 = F Uy —  en

recommencant le méme raisonnement. A chaque itération, la prémisse
de l'implication a tester est augmentée d’un élément de M qui n’est
pas déja présent dans celle-ci. La derniére itération de ce processus
correspond donc a tester si X, F M UF~ — 2. Or, 4 2z € M
tel que Z € F~. D’aprés la propriété Py Y,ipe B 22 — MM[O] Par
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augmentation, nous avons donc X, - M U F~ — x et par la régle
167 Zmixte FE — .

2. Soit F'* est un inf-irréductible de Fx,. F'™ ne peut pas étre un inf-irréductible
siz g F'oet Ypp b F — x daprés la propriété 8. F* ne peut étre un inf-
irréductible que si x € F'. Dans ce cas, Xpizte = F — x puisque z € F

Le dual du lemme 1 est faux puisque le contexte R n’est pas toujours réduit. Nous

exhibons ainsi le Lemme 2.
Lemme 2 Soient F C MM et & € M. Alors ZRIR FEF — x implique X0 H F — T.

Preuve. Soit ERIR + F — 2. Nous considérons ici que F — F* U F~ avec F* C M

et F~ C M. Deux cas sont alors possibles :

1. Soit F = F~, alors il existe A — & € Ypp tel que A C F~ et tel que & g F~.
D’aprés la propriété P, nous avons Y A — 7 et donc SDppe - A — 7. Alors
2mi:):te HF— 1.

2. Soit F = FtUF~, tel que F™ # {}, F~ # {}. Deux cas sont alors possibles :

(a) Mlexistey € F™ tel que gy € F~. D’apreés la propriété Py X0 E Yy — MM[O]
Par augmentation X,z - F — MM [0] et donc Xipe B F — .

(b) Tl n’existe pas x € F* tel que £ € F~. D’aprés la régle I5, Ypat F—Isiet
seulement si Xp z = FFUy — MM[0]. Alors, il existe Z € F'~ avec z € M tel que
2R|R FEFUy — z. D’aprés le lemme 1, X, = F' Uy — 2. Par conséquence,
Yimizte = F — .

Théoréme 20 Soient F C MM et z € MM. Alors ZR\R F F — x si et seulement si
Zmizte l_ F — XI.

Preuve. Il nous faut montrer les deux sens :
— Yizte FF— 1 = ZR|R F F — x : Ce sens est trivial du fait que les implications
obtenues par les régles et propriétés sont inférées par X RIR

— 2R|R FF — 2= Y, - F — x:Cesens se déduit directement des lemmes 1 et2.
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Le théoréme 20 montre que nous pouvons générer une base d’implications mixtes
valide et compléte d’'un contexte réduit R étant données ses bases d’implications positives

et négatives.

7.3.4 Exemple complet

Nous reprenons ici 'exemple 27. Nous considérons ainsi la base d’implications géné-
riques mixtes associée au contexte formel R. Pour chacune des implications de cette base,
nous associons les implications et les différentes propriétés et régles d’inférence qui nous
permettent d’inférer ces implications a partir des bases d’implications génériques positives

et négatives associées a R.

YRk YR Y5 Propriétés/Axiomes
aa — bedebédel0) P,
bb — acdeacdé|0] P,
& — abdeabdé|0] P,
dd — abceabéé|0] P,
eé — abedabéd|0] P,
cd — abeabéde|0] | cd — abel0) P
ae — bedabéde|0] | ae — bed|0)] P
ce — abdabéde|0] | ce — abd|0)] P
de — abcabéde|0] | de — abcl0) P
ab — abedecdé|0] ab — éde0) P
aé — abedebéd|O] aé — béd|0)] P
cb — abdeacdé|0] b — cde P, P,
db — abceacdé|0] b — cde P, P,
eb — abedacdé|0] b — cde P, P,
¢t — abdebédé|0] a— éd P, P,
da — abcebédé|0] a— éd P, P,
béde — acdeab|0] édé — b L, P,
abéd — cdeabé|0] Is
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Xrik YR X5 Propriétés/Reégles d’inférence
€—a ae — bed|0] 1y
a—¢é | ae— bed]0] I3
bé —a aé — bed|0) I
ab — ¢ | ae — bed[0] I3
i —a aé — bed|0] I
ac¢ — € | ae — bed[0] I3
dé — a aé — bed|0)] I
ad — & | ae — bed[0] I3

d — abce d— ab P
cd — abe0] I3
de — abc|0] I3

béé — ad édé — b I

d— ab P

abc — de I

¢ — abdé c— ab P
ce — abd|0] I3

aé — béd|0)] I
bdé — ac édé — b I
aé — bee|0] I
abd — cé I
a — beéd a—cd P
ab — ¢de|o] I
aé — bed|0] I

e—bacd| e—b P
ae — bed|0] I3
ce — abd|0] I3
de — abc0] I3

béd — ed Is

b — acdé b — éde P

aé — bed|0)] I
aéd — be Is

édé — ab édé — b P

aé — bed|0)] I

101
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7.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons étudié le probléme de génération des implications mixtes
d’un contexte formel & partir des bases d’implications génériques positives et négatives qui
lui sont associées. Nous avons ainsi exhibé différentes propriétés et régles d’inférence qui
nous permettent de générer des implications mixtes a partir de ces données. Malheureu-
sement cet ensemble d’implications mixtes ne suffit pas & définir une base d’implications
mixtes complétes pour ce contexte formel. Cette non complétude s’explique en partie par
le fait qu’il est impossible de calculer une base d’implications mixtes seulement & partir
des bases d’implications positives et négatives, ces bases pouvant correspondre a diffé-
rents contextes formels. Une suite logique de ce travail est de faire une étude qualitative
et quantitative sur I’ensemble des implications que nous pouvons générer par rapport a la
base d’implications compléte recherchée. Cela permettrait ainsi de voir si I’ensemble des
implications que nous générons sont pertinentes. Une autre question reste ici en suspend :
Existe-t-il d’autres régles ou propriétés permettant de déduire d’autres régles mixtes a
partir des implications positives et négatives?

utr rt, nous avon nsidéré le méme probléme en ajoutan ntrain u
D’autre part, nous avons considéré le méme probléme en ajoutant la contrainte que le
contexte considéré est réduit. Cette considération nous a permis de trouver une nou-
velle régle d’inférence permettant de déduire de nouvelles implications mixtes. Ce dernier,
couplé avec les différentes propriétés et régles d’inférence trouvées ainsi que les axiomes
d’Armstrong, nous a permis de montrer qu’il est possible de générer une base d’implica-
tions mixtes valide et compléte pour un contexte formel réduit étant données ses bases

implications génériqu itiv négativ iées. Nous avons di pour raiter
d’implications géné es positives et négatives associées. Nous avons dii pour cela traite
le contexte complet comme un cas particulier.
Ayant ce résultat, on peut se demander s’il n’existe pas des propriétés ou régles d’inférence
qui nous permettent de définir une base d’implications négatives d’un contexte réduit, a
partir de sa base d’implications génériques positives associée. Si tel était le cas, cela si-
gnifirait qu’il est possible de générer une base d’implications mixtes valide et compléte
pour un contexte formel réduit seulement a partir de sa base d’implications positives.
Enfin, est-ce-que toutes les implications positives et négatives sont nécessaires pour pou-
voir définir une base d’implications mixtes ? La méme question peut ainsi se poser sur les

différentes régles d’inférence que nous avons proposées.



Cinquiéme partie

Conclusion
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Chapitre 8
Conclusion et Perspectives

Dans la troisiéme partie de cette thése (Différentes opérations sur les systémes de
fermeture), nous avons étudié trois opérations qui sont la borne inférieure de systémes
de fermeture, la borne supérieure de systémes de fermeture et la différence de systémes
de fermeture. Ces différentes opérations ont été étudiées sur différentes représentations
des systémes de fermeture. Les éléments inf-irréductibles, les bases d’implications et
I'opérateur de fermeture associé a un systéme de fermeture les constituent.

Cette étude a été mené en faisant le lien avec des opérations équivalentes en logique
propositionnelle sur les théories de Horn. Nous avons ainsi retranscrit sur les systémes de
fermeture les résultats obtenus sur les théories de Horn et apporté de nouveaux éléments
sur ces différentes opérations.

Dans le cas de l'opération de borne inférieure sur les systémes de fermeture, nous
concluons qu’il est facile de la réaliser si nous considérons la représentation par des
bases d’implications. En revanche, cette opération s’avére délicate si nous considérons la
représentation des systémes de fermeture par les inf-irréductibles puisque ce probléme ne
posséde pas d’algorithme en temps total polynomial hormis si P = NP. De plus, nous
proposons un opérateur de fermeture basé sur les opérateurs de fermeture de chaque
systéme de fermeture.

Concernant 'opération de borne supérieure de systémes de fermeture, les difficultés ne se
trouvent pas sur les mémes représentations que pour 'opération précédente. Ainsi, cette
opération est réalisable en temps polynomial si nous considérons la représentation par
les éléments inf-irréductibles alors qu’elle ne I'est pas pour les bases d’implications dans
le cas général. La considération d’une classe particuliére de bases d’implications nous a
permis d’aboutir & un résultat intéressant. Nous proposons un algorithme polynomial en

la taille des données permettant de résoudre l'opération de borne supérieure de systémes
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de fermeture représentés sous forme de bases d’implications directes.

D’un point de vue pratique, il serait intéressant de tester les performances de cet
algorithme en considérant les critéres de temps et d’espace, et de les comparer avec celles
des algorithmes existants. D’autre part, 'inconvénient des bases d’implications directes
réside dans le fait qu’elles peuvent étre beaucoup plus grande (taille exponentielle), en
nombre d’implications, qu'une base minimum (base canonique de Guigues Duquenne).
En revanche, elles possédent des propriétés algorithmiques que n’a pas une base mini-
mum (exemple : calcul de la fermeture d’'un ensemble en un seul passage de la base
d’implications). Trouver une base d’implications “hybride” entre les bases d’implications
directes et la base d’implications minimum pourrait ainsi permettre de résoudre des
problémes plus efficacement tout en ayant une taille des ensembles d’implications proche
de celle de la base d’implications minimum.

Pour ce qui est de l'opération de la différence de systémes de fermeture, nous avons
retranscrit les résultats provenant de la logique propositionnelle. Cette opération n’étant
pas propre aux systémes de fermeture, il nous a paru intéressant de I’aborder puisqu’elle
peut aboutir & beaucoup d’applications dans divers domaines. Nous avons ainsi remarqué
des résultats assez similaires a l'opération de borne supérieure. L’opération est ainsi
réalisable en temps polynomial si nous considérons la représentation par les éléments
inf-irréductibles alors qu’elle ne I’est pas pour les bases d’implications. Une perspective
de travail est alors de considérer, de la méme maniére que pour l'opération de borne
supérieure, 'opération de différence de systémes de fermeture représentés par des bases

d’implications directes. Permettraient-elles d’aboutir a un algorithme polynomial ?

Dans la quatriéme partie de ce manuscrit, nous nous sommes intéressés au probléme
de génération d’une base d’implications mixtes associée a un contexte formel & partir
de ses bases d’implications génériques positives et négatives. Le travail que nous avons
réalisé nous a permis d’obtenir des propriétés et des régles d’inférence caractérisant un
ensemble d'implications mixtes a partir des implications positives et négatives. De plus,
nous sommes arrivés a la conclusion qu’il n’est pas possible de générer une base d'impli-
cations mixtes d’un contexte uniquement a partir de ses bases d’implications positives et
négatives. Nous avons alors considéré le cas ot le contexte pris en compte est réduit. Dans
ce cas particulier, une régle d’inférence est exhibée et permet, a4 I'aide des autres régles
et propriétés, de générer une base d’implications mixtes valide et compléte a partir des
bases d’implications positives et négatives. Une suite logique de ce travail est de faire une
étude qualitative et quantitative sur l’ensemble des implications mixtes que nous pou-

vons générer par rapport a la base d’implications compléte recherchée pour le cas d'un
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contexte quelconque. En vue de ces résultats, est-ce-que toutes implications positives et
négatives sont nécessaires pour pouvoir définir une base d’implications mixtes? Cette
question améne la suivante : Peut-on générer les implications négatives a partir des impli-
cations positives a partir des régles d’inférence existantes ou d’autres régles d’inférence ?
Enfin, une étude pourrait étre faite sur les régles d’association en base de données, qui
prendrait en compte la notion de support. Pour ce méme domaine, il serait intéressant
de caractériser des contraintes permettant d’élaguer de la génération certaines régles qui
ne sont pas pertinentes et ainsi réduire la quantité de régles générées qui peut étre tres

importante.
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Nous présentons dans cette these les définitions et notations liées aux systemes de
fermeture et montrons leur relation avec les théories de Horn. Nous nous intéressons
ensuite a trois opérations sur les systemes de fermeture: la borne supérieure, la borne
inférieure et la différence. Nous proposons une caractérisation de ces différentes
opérations selon la représentation des systemes de fermeture que nous considérons.

On s'intéresse ensuite au probleme de génération d'une base d'implications mixtes d'un
contexte formel. Nous étudions ce probleme lorsque la donnée prise en considération est
constituée des bases d'implications génériques positives et négatives de ce contexte.
Trois résultats majeurs sont présentés: l'apport de propriétés et de regles d'inférence
pour déduire des implications mixtes, 1'impossibilité de générer une base d'implications
mixtes juste et complete a partir de ces données dans le cas général, et la faisabilité dans
le cas ou le contexte est considéré réduit.



This thesis deals with some algorithmic aspects on closure systems and their different
representations. We present different definitions and notations on closure systems and
the link between closure systems and Horn theories, we are interrested in three
operations on closure systems: join, meet and difference. This thesis propose a
characterization on this operation with respect to representation of closure systems we
consider. We translate results of equivalent problems studied on Horn theory and give
some new contributions.

Then, we deal with generation of a mixte implicational basis of a formal context. We are
particularly interrested in this problem where the input is positive and negative
implicational basis of this context. Three results are presented: properties and rules are
given to find mixte implications, the impossibility of generating a complete mixte
implicational basis having just this data in general case and feasibility in case where
context is considered reduced.
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