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Avis aux concepteurs de bip�edes

Je me mis en route� Quelle allure� Raideur des membres inf�erieurs� comme

si la nature m�avait refus�e des genoux� �ecart extraordinaire des pieds de part

et d�autre de l�axe de la marche� Le tronc� en revanche� comme par l�e�et d�un

m�ecanisme compensatoire� avait la mollesse d�un sac n�egligemment rempli de

chi�es et se ballottait �eperdument selon les impr�evisibles saccades du bassin�

J�ai souvent essay�e de corriger ses d�efauts� de raidir le buste� de ��echir le

genou et de ramener les pieds les uns vers les autres� car j�en avais au moins

cinq ou six� mais cela �nissait toujours de la m	eme mani
ere� je veux dire par

une perte d��equilibre� suivie d�une chute� Il faut marcher sans penser 
a ce que

l�on fait� comme on soupire� et moi quand je marchais sans penser 
a ce que

je faisais� je marchais comme je viens de le dire� et quand je commen�cais 
a

me surveiller je faisais quelques pas d�assez bonne facture et puis je tombais�

J�ai pris donc le parti de me laisser aller� Ce port est d	u� 
a mon avis� tout au

moins en partie� 
a un certain penchant dont je n�ai jamais pu enti
erement me

d�elivrer et dont mes ann�ees impressionnables� celles qui pr�esident 
a la confec�

tion du caract
ere� ont naturellement fait les frais� je parle de la p�eriode qui

s��etend� 
a perte de vue� entre les premiers tr�ebuchements� derri
ere une chaise�

et la classe de troisi
eme� terme de mes humanit�es� J�avais donc la facheuse

habitude� ayant compiss�e ma culotte� ou l�ayant conchi�ee� ce qui m�arrivait

assez r�eguli
erement au d�ebut de la matin�ee� vers dix heures dix heures et

demie� de vouloir absolument continuer et achever ma journ�ee� comme si de

rien n��etait� La seule id�ee de me changer� ou de me con�er 
a maman qui ne

demandait pourtant qu�
a m�aider� m��etait intol�erable� je ne sais pourquoi� et

jusqu�
a mon coucher je me tra	
nais� avec entre mes petites cuisses� ou plaqu�e


a mes fesses� br	ulant� croustillant et puant� le r�esultat de mes d�ebordements�

D�o
u ces mouvements pr�ecautionneux� raides et largement �evas�es des jambes

et ce balancement d�esesp�er�e du buste� destin�e sans doute 
a donner le change�


a faire croire que j��etais sans soucis� plein de ga	
t�e� et 
a rendre vraisemblables

mes explications au sujet de ma rigidit�e de base� que je mettais sur le compte

de rhumatismes h�er�editaires�

Samuel Beckett	 L
expuls�e	 ����
����	 extrait
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Avant�propos

La conception d
un robot marcheur comporte di��erentes �etapes� La premi�ere �etape
technique �apr�es les choix r�ealis�es pour remplir le cahier des charges� est la mo

d�elisation� Le but de cette �etape est l
obtention deux mod�eles � un premier mod�ele
repr�esentant la r�ealit�e de la mani�ere la plus �d�ele possible	 un second obtenu apr�es
simpli�cation du pr�ec�edent	 appel�e mod�ele de commande� Le second mod�ele devra
�etre su�samment simple pour permettre de d�evelopper une strat�egie de commande
coh�erente dont la robustesse sera �eprouv�ee �a terme sur le premier mod�ele�
Cette th�ese se pose le probl�eme de l
obtention d
un mod�ele complet� C
est un pro

bl�eme di�cile de mod�elisation d
un syst�eme en interaction avec son environnement�
Tous nos e�orts vont porter sur la r�esolution de probl�emes acad�emiques permettant
de d�ebroussailler l
�etude sur les robots marcheurs�

L
une des caract�eristiques primaires de la marche �bip�ede ou multip�ede� r�eside dans
l
alternance des appuis au sol � un cycle de la marche humaine est compos�e d
une
phase de simple appui	 durant laquelle la jambe libre est balanc�ee vers l
avant pour
venir prendre contact avec le sol	 cette prise de contact donnant g�en�eralement lieu
�a un impact	 suivie d
une phase de double appui	 o�u les deux pieds sont en contact
avec le sol	 phase se terminant par le d�ecollage de la jambe ayant pr�ec�edemment
servi d
appui� Du point de vue du m�ecanicien	 le robot en phase de locomotion
constitue un syst�eme m�ecanique de corps rigides soumis �a des contraintes unila�
t�erales traduisant la non
interp�en�etrabilit�e des corps suppos�es rigides sous forme
d
in�egalit�es	 en pr�esence de frottement sec� Il est a d�eplorer que peu de travaux
sur les robots marcheurs soient bas�es sur une mod�elisation rigoureuse de la m�eca

nique intrins�eque �a de tels syst�emes� Une explication peut r�esider dans le fait que
la communaut�e des chercheurs dans le domaine des robots marcheurs est constitu�ee
essentiellement d
automaticiens roboticiens	 ayant pris l
habitude de mod�eliser le
robot dans ses di��erentes phases d
appui par autant de mod�eles de manipulateurs�
Ces mod�eles consid�erent que le robot est riv�e au sol	 ce qui	 en m�ecanique	 corres

pond �a l
introduction de contraintes bilat�erales traduisant des extr�emit�es �xes sous
forme d
�egalit�es�
A l
oppos�e	 durant tout type de locomotion �a pattes	 aucun point du robot ne reste
constamment li�e au sol� Cela provient du caract�ere unilat�eral des liaisons robot sol	
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tout point d
appui du robot avec le sol pouvant �etre amen�e �a red�ecoller� Un autre d�e

faut majeur de la formulation des contacts sous forme de contraintes bilat�erales est
qu
elle ne prend pas en compte de mani�ere explicite le frottement suivant la tangente
au contact � le point de contact �etant suppos�e riv�e au sol	 tout glissement se retrouve
donc intrins�equement exclu� En cons�equence la validit�e d
une loi de commande n
est
g�en�eralement v�eri��ee qu
a posteriori	 en rejouant la dynamique et en v�eri�ant que
les forces d
interactions aux points de contact restent bien �a l
int�erieur des c�ones
de frottement associ�es� En commande optimale	 que faire si la trajectoire optimale
obtenue ne v�eri�e malheureusement pas le caract�ere unilat�eral des contacts! Remar

quons en�n que la mani�ere a priori naturelle pour d�ecider du d�ecollage d
un point
dans le formulation bilat�erale	 bas�ee sur la d�etection du changement de signe du
multiplicateur de Lagrange associ�e	 constitue une faute encore classiquement com

mise alors que Delassus "Delassus	 ����# avait d�ej�a exhib�e des contre
exemples de ce
fait en �����

Aussi nous sommes
nous tourn�es vers des travaux plus g�en�eraux de la communaut�e
des m�ecaniciens	 bas�es sur une formulation unilat�erale des contact� Notre �etude
nous a amen�e �a regarder les robots marcheurs comme faisant partie de la classe des
syst�emes hybrides caract�eris�es par des dynamiques continues �correspondant aux
phases durant lesquelles l
ensemble des points de contact reste invariant� ponctu�ees
par des �ev�enements discrets	 les impacts et les d�ecollages� Comme le fait remarquer
�a juste titre Hurmuzlu "Hurmuzlu et al�	 ����#	 dans le cas des bip�edes	 l
impact avec
le sol du pied de la jambe en balancement peut jouer un r�ole stabilisateur sur la
locomotion� Aussi para��t
il crucial d
en donner une mod�elisation convenable� A ce
stade	 deux approches s
a�rontent� La premi�ere pr�econise l
emploi du mod�ele rigide
aux points de contact	 la seconde	 un mod�ele compliant	 allant du simple ressort �a
des mod�eles plus complexes comme celui de Hertz�
Il para��t di�cile de rejeter de mani�ere d�e�nitive l
une ou l
autre de ces approches�
Un des arguments majeurs allant �a l
encontre de la premi�ere est qu
il n
existe au

cun corps parfaitement rigide	 m�eme si l
hypoth�ese de rigidit�e est classiquement
faite en robotique� De plus	 comme nous l
illustrerons dans le chapitre consacr�e �a
l
exemple de Painlev�e	 il existe des con�gurations o�u le probl�eme du calcul des forces
de contact n
a pas de solution �on parle alors d
inconsistance� ou bien a plusieurs so

lutions donnant lieu �a des trajectoires distinctes �on parle alors d
ind�etermination��
Cette approche poss�ede n�eanmoins l
avantage de proposer une formulation simple de
la dynamique faisant intervenir un minimum de param�etres du syst�eme facilement
identi�ables�
La seconde approche introduisant de la compliance pose	 elle aussi	 de nombreux
probl�emes� Du point de vue de la validit�e de mod�ele approximant	 le minimum re

quis est que ce mod�ele	 lorsqu
on le fait tendre faire le mod�ele rigide �en faisant
tendre par exemple les raideurs vers l
in�ni dans le cas de ressorts�	 livre une so
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lution admissible du mod�ele purement rigide� Il para��t clair que l
introduction de
compliance raide �raideur de l
ordre de ��� N m� pour approcher le cas rigide donne
lieu �a de nombreux probl�emes de stabilit�e num�erique � l
�equation di��erentielle du
mouvement qu
il s
agit d
int�egrer devient raide et il est n�ecessaire d
avoir recours
�a des pas d
int�egration tr�es faible imposant des temps de simulation important�
L
identi�cation des param�etres du mod�ele �raideurs et autres amortisseurs� aux dif

f�erents points de contact est loin d
�etre facile �a r�ealiser du point de vue pratique�
En�n	 une des critiques les plus profondes �a l
�egard de cette approche r�eside dans
la sensibilit�e du r�esultat du processus de choc vis �a vis du choix des raideurs� Une
�etude d�etaill�ee de l
exemple des � boules ��Newton
s cradle�� dans "Daniela	 ����#
illustre di��erents probl�emes � � boules �ou sph�eres ou particules� sont en contact au
repos sur le sol� Il n
y a pas de dissipation entre les boules et le sol� Une troisi�eme
boule vient percuter la premi�ere �ce qui donne lieu �a un impact double� et on s
int�e

resse aux vitesses post
impact� L
�etude montre que si l
on mod�elise les contacts par
des ressorts	 le r�esultat du choc est une fonction directe du rapport entre les deux
raideurs� Plus pr�ecisement il s
av�ere que la variation du rapport des raideurs d
un
facteur �� entra��ne une variation des vitesses post
impact des � premi�eres boules
d
un facteur � ou �� Par cons�equent	 un facteur d�eterminant dans ces ph�enom�enes
de chocs multiples est la dur�ee relative des temps de contact en chaque point de
contact� De plus	 cette in$uence est ind�ependante des valeurs absolues des raideurs �
on est confront�e au m�eme probl�eme si l
on choisit des raideurs de ��� et ��� �ou ���

et ���� que si l
on avait choisi un choc plus mou avec �� et ��� �ou �� et ���� Il
est alors ais�e de comprendre que pour un syst�eme plus complexe �comme celui d
un
multipode� comprenant par exemple �� degr�es de libert�e et � points de contact	 les
r�esultats d
un choc seront tr�es di��erents en fonction du choix des di��erentes raideurs
aux contacts et la sensibilit�e sera di�cile �a quanti�er�
Aussi peut
il sembler naturel de s
orienter	 comme nous l
avons fait	 vers des r�egles
de chocs multiples pour le cas rigide qui nous permettent de �savoir o�u l
on va�	
pouvant certes para��tre parfois l�eg�erement arbitraires	 mais qui ont n�eanmoins �et�e
valid�ees en grande partie par des �etudes exp�erimentales�

Dans cette th�ese	 nous d�ebuterons dans le chapitre � par un �etat de l
art des contri

butions r�ecentes dans le domaine de la m�ecanique des syst�emes de corps rigides avec
contraintes unilat�erales avec ou sans frottement sec� Ce chapitre nous permettra de
pr�esenter les questions fondamentales cons�ecutives au choix de cette mod�elisation
qui portent sur les di�cult�es de l
int�egration de la trajectoire de tels syst�emes % nous
verrons que le probl�eme de calcul des forces de contact peut se ramener �a la r�esolu

tion d
un LCP ��Linear Complementarity Problem�� n
admettant pas toujours de
solution �unique��
Le chapitre � est d�edi�e �a l
�etude d�etaill�ee de l
exemple de Painlev�e qui constitue une
sorte de cas d
�ecole sur les inconsistances et ind�eterminations auxquelles on peut
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�etre confront�e durant l
int�egration de tels syst�emes� Ce chapitre constitue la contri

bution principale de cette th�ese	 car il tend �a prouver sur la base de cet exemple
simple et contrairement �a ce qui �etait consid�er�e jusqu
ici comme un fait accompli
depuis un si�ecle que m�eme s
il existe des r�egions de l
espace des �etats o�u le mo

d�ele est inconsistant	 �a partir du moment o�u le syst�eme est initialis�e dans un mode
consistant	 ces r�egions ne sont atteignables que par le choix d
une solution parti

culi�ere �a partir d
un mode ind�etermin�e� Nous montrerons que	 pour des coe�cient
de frottement sup�erieurs �a une valeur seuil inconnue jusqu
ici de la communaut�e	
la force de contact peut prendre des valeurs in�nies� Nous verrons que ce r�esultat
commun�ement utilis�e comme une preuve de l
existence d
une incompatibilit�e entre
la m�ecanique des corps rigides et la loi de frottement d
Amontons
Coulomb �aucun
corps ne demeurant rigide sous l
action d
une force in�nie	 "Pfei�er et al�	 ����#� ne
pose pas de probl�eme th�eorique	 l
impulsion de la force de contact demeurant quant
�a elle born�ee�
Dans le chapitre �	 nous partirons de la constatation que les di��erents modes de
locomotion �a pattes que l
on rencontre dans la nature ont tous pour caract�eristique
commune d
�eviter tout glissement au niveau des points d
appui� Nous exhiberons	
sous des hypoth�eses g�en�eralement r�ealis�ees	 des conditions n�ecessaires et su�santes
sous forme d
in�egalit�es mettant en jeu la commande et l
�etat courant du syst�eme	
pour garantir le maintien en contact statique de certains appuis et forcer le d�ecol

lage en d
autres points� Nous verrons que les hypoth�eses qui nous ont �et�e n�ecessaires
concernent un type d
ind�ependance entre les contraintes et permettent le calcul ex

plicite des forces d
interactions du LCP pr�ec�edemment cit�e� Une seconde �etude bas�ee
sur une loi de choc plastique �aboutissant au m�eme type de LCP� nous permettra
de donner des conditions similaires mettant en jeu l
�etat pr�e
impact pour garantir
le non
glissement en post
impact�

En�n	 il para��t important de rappeler ici que cette th�ese traite de la mod�elisation
de syst�emes de corps rigides soumis �a un nombre �ni de contraintes unilat�erales�
Comme toute mod�elisation	 celle
ci ne constitue au mieux qu
une approximation de
la r�ealit�e� Pour des architectures lourdes comme les robots marcheurs	 les masses
importantes des di��erents segments peuvent remettre en cause l
hypoth�ese de rigi

dit�e des corps	 du moins �a l
instant des impacts� Notons n�eanmoins que les ph�e

nom�enes vibratoires aux moments des chocs ne remettent nullement en question
l
aspect �corps rigides�	 comme l
a montr�e r�ecemment Hurmuzlu dans "Hurmuzlu	
����# en d�e�nissant un coe�cient de restitution prenant en compte de mani�ere expli

cite l
�energie dissip�ee par les vibrations� Une autre critique potentielle de l
approche
pour laquelle nous avons opt�e est que les appuis au sol peuvent �etre r�ealis�es par l
in

term�ediare de structures molles	 en collant par exemple des semelles en caoutchouc
pour lesquelles la loi de frottement sec d
Amontons
Coulomb ne constituerait qu
une
pi�etre approximation �il serait alors n�ecessaire d
avoir recours �a un mod�ele incluant
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du frottement visqueux�� Notons encore que des r�esultats exp�erimentaux r�ecents
"Stoianovici et al�	 ����# concernant des chocs de barres �pouvant constituer une
premi�ere approximation d
une jambe d
un bip�ede� avec un sol rigide ��slender rod
benchmark example�� montrent que le mod�ele tr�es simple d
Amontons
Coulomb
appliqu�e au niveau impulsionnel livre des r�esultats acceptables�
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Chapitre I

M�ecanique des corps rigides avec

contraintes unilat�erales et

frottement sec
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Ces derni�eres ann�ees ont vu grandir l
int�er�et que portent les communaut�es des ro

boticiens et des automaticiens pour les syst�emes m�ecaniques soumis �a des impacts�
Une mani�ere de mod�eliser de tels syst�emes consiste �a introduire un ensemble de
contraintes unilat�erales sous la forme �

F �q� � �� q � Rnq � F � Rnq �� Rm

q repr�esente ici le vecteur complet des coordonn�ees g�en�eralis�ees� En d
autres termes	
nq correspond au nombre de degr�es de libert�e du syst�eme sans contrainte	 c
est
�a

dire dans la r�egion F �q� � �� Ces contraintes signi�ent que les corps qui constituent
le syst�eme m�ecanique ne peuvent pas s
interp�en�etrer� Il est clair que d
autres mo

d�eles de contact et d
impact existent	 comme ceux incorporant une compliance aux
points de contact� Notre but est non pas de discuter dans les d�etails les avantages
et inconv�enients propres �a ces deux approches	 mais bien plut�ot de nous concentrer
sur certains probl�emes relatifs �a l
hypoth�ese des corps rigides�

La dynamique d
un syst�eme m�ecanique �a nq degr�es de libert�e soumis �am contraintes
unilat�erales peut s
�ecrire sous la forme du syst�eme d
�equations ��� suivant �

M�q��q &N�q� �q� � Tu&rF �q��n & Pt�q� �q� �I���

�TnF �q� � �� �n � �� F �q� � � �I���

Loi de restitution & dynamique des chocs �I���

Mod�ele de frottement sec d
Amontons
Coulomb �I���

M�q� d�esigne la matrice d
inertie	 N�q� �q� regroupe les termes provenant de la gra

vit�e	 de la force centrifuge ainsi que de la force de Coriolis	 Tu correspond aux
actions ext�erieures� Les autres termes et variables seront d�e�nis ult�erieurement�
Il est clair que la dynamique �I���
�I��� englobe aussi bien la classe des robots bip�edes
que celle des robots manipulateurs ou des jongleurs	 ainsi que celle des syst�emes avec
jeux ��backlash���
L
�equation �I��� repr�esente la dynamique continue lorsque le syst�eme �evolue soit en
mouvement libre �phase de vol pur�	 soit dans une phase de contact permanent	
c
est
�a
dire � �

Fi�q� � � pour certains i � I�q� 	 f�� � � � � mg
Fj�q� � � pour j �� I�q� �I���

L
ensemble des �equations dans �I��� formule les conditions de compl�ementarit�e entre
les forces normales �n � Rm et les positions� En cons�equence	 dans �I��� �

rF�n �
i	mX
i	�

rFi�n�i
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Notons que pour tout i � I�q�	 on peut exprimer �I��� sous la forme

�n�i �Fi�q� � �� �n�i � �� �Fi�q� � � �I���

ou bien
�n�i �Fi�q� � �� �n�i � �� �Fi�q� � � �I���

voir "Jean	 ����# ainsi que les conditions de Signorini pour d
autres formulations des
relations de compl�ementarit�e�
Les relations �I���	 �I��� et �I��� ne sont pas �equivalentes� En e�et il est envisageable
d
avoir Fi�q�	��� � � et �Fi�q�	��� � � ou bien �Fi�q�	��� � �� Dans le premier cas	
d
apr�es �I���	 on aurait �n�i � �	 alors que de �I���	 il vient que �n�i � � % il en
va �evidemment de m�eme pour le second cas	 en utilisant �I���� Plus pr�ecis�ement	
analysons le cas o�u une contrainte active i devient passive �a t � 	�	 voir "L�oststedt	
����#� Sur ��� 	�#	 on a �

Fi � ��
�Fi � rF T

i �q � ��
�Fi � rF T

i �q & f�q� �q� � ��

Le fait que la contrainte active i devienne passive �a l
instant 	� se traduit par le fait
qu
il existe 
� � � pour lequel sur �	�� 	� & 
��	 on a Fi � �� Or �

Fi�t� � rF T
i �	�� �q�	���t� 	�� &O��t� 	��

�� � �

Par cons�equent	 il existe 
� � �	 
� � 
�	 tel que sur �	�� 	� & 
��	 �Fi � ��
De mani�ere similaire	 il existe 
� � �	 
� � 
�	 pour lequel sur �	�� 	� & 
��	 �Fi � ��
Par cons�equent	 �I��� est valable sur ���&
�	 �I��� sur ��� 	�&
�� et �I��� uniquement
sur ��� 	� & 
���
Remarquons que ce proc�ed�e de d�erivation successive peut �etre r�eit�er�e ad libitum �
van der Schaft "van der Schaft et al�	 ����b# parle alors de DCP ��Dynamical Com

plementarity Problem��� Notons en�n que comme la suite �
j�j�N est strictement
d�ecroissante	 la simulation num�erique n�ecessitera un pas d
int�egration d
autant plus
petit que l
on choisira de travailler avec une formulation faisant intervenir une d�eriv�ee
par rapport au temps d
ordre plus �elev�e de la distance relative aux points de contact�

L
int�er�et de la formulation dans �I��� r�eside dans le fait qu
en utilisant �I���	 elle
permet l
�ecriture d
un LCP ��Linear Complementarity Problem�� dont les incon

nues sont les forces d
interaction� L
obtention d
un unique couple ��n� �t� constitue
en retour une condition su�sante pour l
int�egration �num�erique	 par exemple� de ���
sur �	�� 	� & 
�	 pour un 
 � � su�samment petit	 voir "Moreau	 ����#� N�eanmoins	
l
int�egration peut �etre trait�ee sous une forme implicite	 c
est
�a
dire sans calcul expli

cite des forces de contacts	 comme propos�e par le �sweeping process�	 voir "Moreau	
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����# et la section ��� pour une introduction % �q�	�� � est obtenu directement �a partir
de �q�	�� � et de la force g�en�eralis�ee Tu�N�q� �q�	 par l
interm�ediaire d
une proc�edure
de projection garantissant la non
violation des contraintes �a l
instant 	�� �
Finalement les mod�eles dans �I��� et �I��� sont n�ecessaires pour compl�eter la dy

namique� En particulier	 il est indispensable de relier les vitesses post
impact aux
donn�ees pr�e
impact pour �etre capable d
int�egrer le syst�eme et pour pouvoir rendre

le domaine '
�
� fq j F �q� � �g invariant�

Le mod�ele classique de frottement sec dans �I��� fournit l
expression de Pt�q� �q� dans
�I���	 comme cela sera expos�e dans la section ����

Il semble que l
ensemble des �equations �I���
�I��� d�e�nit un syst�eme dynamique
hybride complexe	 dans le sens o�u il combine des ph�enom�enes continus �a des ph�e

nom�enes �a �ev�enements discrets� Les �etats du syst�eme �a �ev�enements discrets �SED	
�discrete
event system�� sont d�e�nis par les �m modes provenant des conditions de
compl�ementarit�e dans �I���� En fait	 l
int�egration de ces syst�emes pose bien plus de
di�cult�es que celle des �equations di��erentielles ordinaires �EDO� ou des �equations
alg�ebro
di��erentielles �EAD�� En e�et	 supposons que l
�etat initial continu �q�� �q��
appartienne �a un certain mode	 que nous noterons I�q�� �a partir de �I���	 et que
l
EAD associ�ee soit bien pos�ee �il semble que la condition minimale requise pour
que ��� soit bien pos�e soit qu
�a tout mode I�q� corresponde un syst�eme bien
pos�e
d
EADs	 voir "van der Schaft et al�	 ����b#�� Il peut alors arriver que l
�etat �q�t�� �q�t��
atteigne la fronti�ere entre deux �ou plusieurs� modes possibles � une �ou plusieurs�
contrainte�s� active�s� �Fi�q� � �� peu�ven�t devenir inactive�s� �Fi�q� � �� alors
qu
une �ou plusieurs� autre�s� qui �etai�en�t inactive�s� devien�nen�t active�s�� Plu

sieurs questions se posent alors �

( Une telle transition est
elle lisse! En d
autres termes � l
�etat continu atteint

il la fronti�ere d
une mani�ere telle qu
il entre de fa)con �naturelle� �ou bien
�tangentiellement�� dans un autre mode! Ou bien	

( Est
il n�ecessaire de modi�er de mani�ere abrupte la direction du champ de
vecteur continu �ce qui implique un saut dans l
�etat�!

( Le prolongement de la trajectoire continue est
il unique! S
e�ectue
t
il dans
un mode unique! Il existe des cas pour lesquels la trajectoire est unique mais
appartient �a plusieurs modes	 c
est
�a
dire qu
elle �evolue sur une vari�et�e de codi

mension � � de l
espace des con�gurations correspondant �a un cas ind�etermin�e
"van der Schaft et al�	 ����b#� D
autres exemples existent aussi o�u plusieurs
trajectoires �q�t�� �q�t�� �emergent d
un �etat	 li�ees �a des SEDs di��erentes	 et ceci	
m�eme si le syst�eme est autonome "van der Schaft et al�	 ����a	 exemple ���# ou
si les forces de contact �n sont d�etermin�ees de mani�ere unique "Bressan	 ����#�
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En�n	 il est aussi important de noter que ces syst�emes di��erent fondamentalement
dans leur nature de ceux �etudi�es dans "Bainov et al�	 ����#	 qui reviennent globale

ment �a des EDOs avec perturbations impulsionnelles�
Dans la suite	 nous allons essayer de passer en revue les principales contributions
concernant �

�� les mod�eles particuliers d
impact multiple dans �I��� avec ou sans frottement	

�� les probl�emes d
existence de solution�s� au�x� LCP�s� relatif�s� �a �I��� ou plut�ot
�I��� avec ou sans frottement	

�� l
existence et l
unicit�e de solution�s� au syst�eme hybride dynamique complet
��� dans �I���
�I����

Du point de vue de l
ing�enieur m�ecanicien	 l
int�egration du syst�eme �I���
�I��� n�e

cessite de r�epondre �a deux questions "Moreau et al�	 ����#�

Q� Supposons que I�q� soit non vide �a l
instant 	� et que la vitesse �q�	�� � pointe vers
l
int�erieur de ' ou bien soit orient�ee tangentiellement �a ' � � il faut d�eterminer
quel�s� contact�s� i � I�q� va �vont� persister �a 	�o � En d
autres termes	 il
s
agit de d�eterminer le mode suivant �c
est
�a
dire l
�etat du SED��

Q� A l
instant tk	 on a �q�t�k �
TrFi�q�tk�� � � pour certain�s� i � f�� � � � � mg avec

Fi�q�tk�� � �� En cons�equence	 un choc intervient �a l
instant tk� Il s
agit de
d�eterminer la vitesse �a droite �q�t�k �� Ceci revient �a d�eterminer une r�einitialisa

tion "van der Schaft et al�	 ����b# de l
�etat �continu� �a partir du moment o�u
une �ou plusieurs� condition�s� de compl�ementarit�e dans �I��� va �vont� �etre
viol�ee�

Dans la suite	 tk� k � �� �� � � � � correspondra de mani�ere g�en�erique aux instants
d
impact successifs�

Les r�eponses aux questions pr�ec�edentes sont loin d
�etre triviales et elles ont fait
l
objet de nombre de travaux de recherche�
La premi�ere question est reli�ee �a la r�esolution du LCP associ�e au syst�eme	 c
est
�a
dire
au probl�eme d
�etre capable de calculer �a chaque instant d
une phase sans collision

ni inactivation de contrainte�s� les forces d
interactions Pq
�
� rF �q��n &Pt�q� �q�	 et

par
del�a l
acc�el�eration �q et le mouvement r�esultant� Delassus "Delassus	 ����# est le
premier �a avoir soulev�e cette question�
La seconde question est celle de d�e�nir des lois propres de restitution	 ou de collision�

�� Dans le cas o�u � est non�di��erentiable� correspondant �a une surface de codimension � 	 dans
R
nq � il est n�ecessaire d
�etendre les notions d
espace normal et d
espace tangent �a celles de c�one

normal et c�one tangent respectivement� voir �Moreau et al�� �
����
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Cela nous ram�ene au ��e si�ecle	 �a la c�el�ebre conjecture de Newton	 voir "Brogliato	
����% Kozlov et al�	 ����# pour de plus amples d�etails� En particulier	 si plusieurs hy

persurfaces �i � fq j Fi�q� � �g sont atteintes simultan�ement �ou bien si le syst�eme
rebondit ind�e�niment sur plusieurs �i avec un point d
accumulation �ni d
instants
d
impact tk�	 un impact multiple se produit �� D�e�nir des lois de restitution pour
les impacts multiples telles que le syst�eme �I���
�I��� reste bien
pos�e est loin d
�etre
�evident �m�eme le cas d
un impact simple entre deux corps n
est pas �evident si le
frottement n
est pas n�egligeable	 voir "Brach	 ����% Stronge	 ����#�	 voir "Ivanov	
����#�

En r�esum�e	 le syst�eme dynamique hybride dans �I���
�I��� �ou bien dans �I���

�I���	�I���� n�ecessite	 a�n de pouvoir �etre int�egr�e	 d
une part de r�epondre aux deux
questions Q� et Q� mentionn�ees plus haut et	 d
autre part	 que les mod�eles choisis
pour r�epondre �a ces questions le rendent bien
pos�e� Cela signi�e que l
on doit �etre
en mesure de calculer de mani�ere unique	 �a chaque instant t	 l
�evolution de l
�etat	 ce
qui implique en particulier l
�etude des LCPs	 c
est
�a
dire les algorithmes de calculs
des forces de contacts�

En�n	 l
approche que l
on choisit pour r�esoudre ce probl�eme est �evidemment fonc

tion des objectifs personnels� Le fait est que des chercheurs en informatique "Bara�	
����% L�oststedt	 ����#	 en math�ematiques appliqu�ees "Bara�	 ����% L�oststedt	 ����%
Trinkle et al�	 ����% Pang et al�	 ����% Paoli et al�	 ����% Paoli	 ����% Monteiro

Marques	 ����% Stewart et al�	 ����#	 en robotique "Trinkle et al�	 ����% Pang et al�	
����% Dupont	 ����#	 en m�ecanique "Moreau et al�	 ����% Han et al�	 ����a% Han et
al�	 ����b% Haug et al�	 ����% Pfei�er et al�	 ����# ainsi qu
en automatique "Brogliato
et al�	 ����% van der Schaft et al�	 ����a% van der Schaft et al�	 ����b% Tendam et al�	
����# ont fait r�ecemment des avanc�ees signi�catives concernant les syst�emes dyna

miques avec contraintes unilat�erales�
L
objectif de ce chapitre est de donner un bref �etat de l
art de ces r�ecents travaux�

	� Ce serait un erreur de confondre un tel ph�enom�ene avec ce que l
on appelle classiquement
des micro�collisions� Les micro�collisions correspondent �a une s�erie d
impacts s�equentiels entre
deux corps �m � ��� Ils proviennent des �exibilit�es et des vibrations r�esultantes induites par les
chocs entre les corps� Au niveau macroscopique la dur�ee de la phase totale de contact est tr�es
courte et le ph�enom�ene est consid�er�e comme instantan�e �Marghitu et al�� �

�� Stoianovici et al��
�

��� Les micro�collisions sont parfois appel�ees collisions multiples dans la litt�erature ce qui peut
naturellement porter �a confusion�
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� Int�egration de ��� � une pr�esentation des contri�

butions r�ecentes

Comme nous l
avons d�ej�a mentionn�e plus haut	 dans l
introduction	 l
int�egration et
la mod�elisation de syst�emes comme ��� a r�ecemment int�eress�e nombre de chercheurs
d
horizons tr�es vari�es� Malgr�e le fait que leurs objectifs peuvent di��erer �a plus d
un
titre	 le probl�eme fondamental demeure celui d
�etre capable d
int�egrer dans tous les
cas la trajectoire �a partir d
une donn�ee initiale admissible q���� �q���� A la base	 la
propri�et�e d
existence et d
unicit�e de la solution de ��� ne peut que contribuer �a
cet objectif� Ce chapitre ambitionne non pas de faire une classi�cation parmi les
contributions	 mais bien plut�ot de donner une esquisse des probl�ematiques sous

jacentes� De plus dans l
optique lointaine de la conception de loi de commande
pour de syst�emes m�ecaniques de corps rigides avec contraintes unilat�erales comme
les bip�edes	 nous nous restreindrons essentiellement aux travaux traitant du cas de
plusieurs contraintes simultan�ement actives� En cons�equence	 nous n
aborderons pas
les di��erentes lois et coe�cients associ�es de restitution pour le cas basique de deux
corps entrant en collision � ce sujet est abord�e de mani�ere d�etaill�ee dans "Brach	 ����%
Brogliato	 ����% Chatterjee	 ����# ainsi que dans les r�ef�erences qui y sont inclues�

��� Contacts sans frottement

Le premier paragraphe constitue une �etude du LCP dans �I���	 c
est
�a
dire des m�e

thodes de calcul des forces de contact� Le second paragraphe traite	 lui	 des impacts
multiples�


���� Mouvement continu

En l
absence de frottement	 ��� se r�esume �a �I���	 �I��� et �I���	 avec Pt�q� �q� �
�� Notons que la relation de compl�ementarit�e �I��� exprime le fait qu
il n
existe
pas de force d
attraction ou d
adh�esion entre les corps en contact� En particulier	
P�er�es "Peres	 ����# a prouv�e dans le cas m � � que l
�equation dynamique �I���
accompagn�ee du caract�ere unilat�eral du d�eplacement	 c
est
�a
dire �F �q� � � ou bien
�F �q� � �	 implique que le contact entre les deux corps ne peut casser tant que
�n � �� A notre connaissance ceci constitue l
unique cas o�u il a e�ectivement �et�e
prouv�e que la relation de compl�ementarit�e �I��� �etait n�ecessaire�
Moreau "Moreau	 ����% Moreau	 ����#	 en utilisant le fait que �F � rF T �q&f�q� �q� et
en posant h�q� �q� � Tu�N�q� �q�	 a prouv�e que	 dans le cas de contraintes multiples
m � �	 la relation de compl�ementarit�e �I��� combin�ee �a �I��� se traduit en un LCP
de la forme

�F � A�n & b � �� �n � � et �n �F � � �I���
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o�u

A � rF TM��rF
et

b � rF TM��h�q� �q� & f�q� �q�

"Cottle et al�	 ����# constitue une introduction aux LCPs et pr�esente les principaux
r�esultats�
Si les contraintes actives �i � I�q�� sont ind�ependantes	 alors A est une matrice sy

m�etrique d�e�nie positive �SDP� et il est connu que le LCP dans �I��� poss�ede alors
une solution �n unique	 voir "Cottle et al�	 ����#� Par contre	 si plusieurs contraintes
actives sont d�ependantes	 alors A est seulement sym�etrique semi
d�e�nie positive et
l
unicit�e n
est valable qu
au niveau de l
acc�el�eration �F � En cons�equence	 rF�n est
aussi unique �voir "L�oststedt	 ����	 lemme ���#� et il en va �nalement de m�eme de
la dynamique globale �q dans �I���� Un exemple classique est donn�e par une chaise �a
quatre pieds en appui sur un sol rigide � m�eme si les forces d
interactions ne peuvent
pas �etre d�etermin�ees de mani�ere unique	 l
acc�el�eration du centre de gravit�e demeure
d�e�nie de mani�ere unique�
En utilisant la th�eorie de Kuhn
Tucker "Kuhn et al�	 ����#	 il est possible de prou

ver que toute solution �n au LCP dans �I��� est aussi une solution du probl�eme
quadratique �PQ�

min
�n��

�

�
�TnA�n & �Tnb �I���

De "Dorn	 ����#	 ceci est �a nouveau �equivalent �a la r�esolution du probl�eme dual
associ�e

min
�n

�

�
�TnA�n� A�n & b � � �I����

En substituant dans �I���� rF�n par M �q&N�q� �q��Tu extrait de �I���	 on obtient
�nalement un nouveau probl�eme �equivalent

min

q

�

�

�
�q �M��h�q� �q�

�T
M
�
�q �M��h�q� �q�

�
� rF �q & f�q� �q� � � �I����

qui est connu comme le principe de Gauss �principe des moindres d�eviations�	 voir
"Moreau	 ����% L�oststedt	 ����#�

D
un point de vue algorithmique	 il est �a d�eplorer qu
�a l
exception de la derni�ere
d�ecennie la communaut�e des math�ematiciens appliqu�es s
est plus consacr�ee �a l
�ela

boration de m�ethodes performantes pour la r�esolution de PQ que pour la classe
particuli�ere des LCPs� D
o�u l
int�er�et de la pr�ec�edente suite d
�equivalences�
Notons que les travaux r�ecents proposent de r�esoudre les LCPs	 ou plus g�en�eralement
les NCPs ��Nonlinear Complementarity Problem�� par le biais de l
optimisation
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sans contrainte "Fischer	 ����% Kanzow	 ����#	 en introduisant ce que l
on appelle
des fonctions NCP � � R� �� R satisfaisant la condition de compl�ementarit�e �

��a� b� � �� a � �� b � �� ab � �

Des exemples de fonctions admissibles sont �

��a� b� � �
�
min��a� b��

��a� b� � �
�

�p
a� & b� � a� b

��
�

Dans notre cas a � �F et b � �n sont des vecteurs de dimension p � card�I�q���
Consid�erons la fonction �

* � Rp �� R� *��n� �
X

i�I�q�
���n�i� �Fi��n��

Les algorithmes se basent alors sur le lemme suivant "Fischer	 ����# �

Lemme I��

Supposons que le probl�eme de compl�ementarit�e admette une solution et
que � soit une fonction NCP avec ��a� b� � �� 
�a� b� � R�� Alors �

��n est un minimum global de * � ��n est une solution du probl�eme
de compl�ementarit�e�

En r�esum�e il est clair que si l
on est capable d
obtenir �a gauche de l
instant 	� une
valeur de �n	 alors l
introduction de cette derni�ere �a l
int�erieur de �I��� permet de
d�eterminer quel�s� contact�s� va�vont� persister �a 	�� et quel�s� contact�s� va �vont�
casser �devenir inactif�s�� sur �	�� 	� & 
�	 
 � �	 
 su�samment petit�

Remarque

Comme nous l
avons d�ej�a dit dans l
introduction	 la r�eponse �a la question Q� ne
n�ecessite pas forc�ement le calcul explicite de la forces de contact �n� Consid�erons
l
exemple simple �nq � �� d
une balle pos�ee sur le sol �m � �� �a gauche de l
ins

tant 	�� Supposons qu
une force ext�erieure f soit appliqu�ee �a la balle �a l
instant 	��
L
acc�el�eration �q est alors donn�ee par �

�q � max��� f� �I����

La formulation discr�ete de �I���� par le sch�ema d
Euler avec un pas de temps T
s
�ecrit � �

qi�� � qi & T �qi
�qi�� � prox

h
R�� �qi & Tf

i �I����



�� I�� Int�egration de ��� � une pr�esentation des contributions r�ecentes

Ce sch�ema implicite peut �etre g�en�eralis�e �a des syst�emes plus complexes �nq � �	
m � ��	 comme le propose Moreau "Moreau	 ����#� La proc�edure de �proximation�

prox
h
R�� x

i
� max��� x� n
a �et�e introduite ici qu
en vue de l
extension �a la r�esolu


tion du probl�eme des impacts multiples comme nous allons l
illustrer dans la section
suivante�


���
 Impacts multiples

Le paragraphe pr�ec�edent �etait consacr�e �a donner une r�eponse partielle �a la question
Q�� Nous nous concentrons maintenant sur la question Q��
En g�en�eral les robots marcheurs se servent de plusieurs points de support durant
leur locomotion �robots bip�edes "Hurmuzlu et al�	 ����% Hurmuzlu et al�	 ����% Hur

muzlu	 ����#	 robots quadrup�edes "Chevallereau et al�	 ����% Perrin et al�	 ����#��
En d
autres termes m � �� Cela signi�e que la fronti�ere �' du domaine admissible
' n
est pas r�eguli�ere� Ses singularit�es correspondent �a des surfaces de codimension
� �� En cons�equence l
�eventualit�e que l
�etat vienne entrer en collision dans un voisi

nage d
une singularit�e ne peut �etre exclu pour des syst�emes m�ecaniques comme ����
Dans le cadre de la locomotion bip�edale	 de tels �ev�enements font intrins�equement
partie de la dynamique de la marche� Consid�erons par exemple le probl�eme d
une
cha��ne cin�ematique de corps rigides qui entre en collision avec le sol en un point
Aj� j �� I�q�	 tout en ayant d�ej�a plusieurs points de support Ai� i � I�q�� D
une
mani�ere plus formelle	 il existe un intervalle T � "tk � 
� tk� tel que I�q� demeure
invariant sur T alors que �j �� I�q�j �q�t�k �TrFj�q�tk�� � � et Fj�q�tk�� � �� Le pro

bl�eme principal et de loin non trivial est celui de d�eterminer dans quelle mesure
l
impact en Aj va in$uencer les points Ai � les points initialement en contact vont
ils
quitter le sol et que se passe
t
il en Aj !
Dans le cas particulier des robots marcheurs	 il semble important de noter que ces
�ev�enements de collision correspondent principalement aux collisions avec le sol du
pied d
une jambe en phase de balancement� Notre but est non pas de discuter ici
l
hypoth�ese classique du caract�ere in�elastique de ces chocs mais bien plut�ot de pr�e

senter les di��erentes approches propos�ees dans la litt�erature permettant de r�esoudre
le probl�eme d
un point de vue g�en�eral� En d
autres termes	 consid�erons le robot bi

p�ede comme un point R�t� dans un espace g�en�eralis�e de con�gurations de dimension
�� L
hypoth�ese classique standard de locomotion peut �etre consid�er�ee comme un
�mouvement bilat�eral de glissement� du point g�en�eralis�e R�t� con�n�e aux fronti�eres
des deux contraintes comme cela est illustr�e dans la �gure I���a�� La phase de simple
support correspond �a R�t� � "A�B� � �B�C#	 alors que la phase de double appui �a
R�t� � B� On ne peut n�eanmoins pas exclure �

( des chocs multiples avec rebonds en B	 voir �gure I���b�

( des d�ecollages durant la phase de simple support	 comme cela a �et�e pr�esent�e
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dans le paragraphe pr�ec�edent et est illustr�e dans la �gure I���c��

���
���
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���
���
���

���������
���
���
���
���
���

���������
���
���
���
���
���

������

A

B

C

R(t)

a) b) c)

R(t) R(t)

Fig� I�� ( Mouvements et r�esultats des chocs possibles

Les travaux les plus r�ecents dans le domaine peuvent �etre divis�es en trois approches
distinctes �

�� La premi�ere "Hurmuzlu et al�	 ����% Han et al�	 ����a# consiste en une pro

c�edure d
�enum�eration� Leurs auteurs appliquent une loi de restitution pour
simple impact en Aj et propagent s�equentiellement ses e�ets aux autres points
de contact Ai� i � I�q�� Le processus global est n�eanmoins consid�er�e comme
instantan�e	 c
est
�a
dire que tous les chocs ont lieu simultan�ement en tous les
points de contacts � il s
agit donc bien d
un impact multiple comme nous l
avons
pr�esent�e dans l
introduction� Ils examinent en chaque point de contact si l
hy

poth�ese d
une percussion locale nulle ou non nulle m�ene �a un r�esultat global
consistant� L
un des principaux inconv�enients de ces �etudes r�eside dans le fait
que les auteurs ne se prononcent ni sur la terminaison de les algorithmes	 ni
sur l
unicit�e de la solution trouv�ee� En particulier	 dans le cas de plusieurs
solutions admissibles	 ils ne donnent aucun crit�ere de s�elections permettant
d
e�ectuer un choix parmi les solutions� D
un autre cot�e ceci ne doit pas �etre
vu forc�ement comme un inconv�enient majeur �sauf dans l
objectif de concep

tion d
un outil de simulation�	 �etant donn�e que toute heuristique permettant
d
e�ectuer le bon choix	 excluant en m�eme temps certaines solutions admis

sibles	 va �a l
encontre de la l
hypoth�ese des corps rigides�

�� La seconde approche correspond �a la d�e�nition d
une application de collision
��collision mapping��

Pc � �'� f�V �q�tk��g �� �'� f&V �q�tk��g
�q�tk�� �q�t

�
k �� ��� �q�tk�� �q�t

�
k ��

o�u V �q� � fv � Rnq � 
i � I�q�� vTrFi�q� � �g d�esigne le c�one tangent �a �'
en q�t�	 c
est
�a
dire l
ensemble des vitesses post
impact admissibles� Il est g�en�e

ralement n�ecessaire "Moreau	 ����# de supposer que V �q�tk�� est non vide� Il est
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clair que le choix de Pc doit mener �a une formulation du ph�enom�ene coh�erente
au niveau aussi bien math�ematique que m�ecanique et num�erique� Ce que l
on
appelle �sweeping process� ou �proc�ed�e de Moreau� "Moreau	 ����% Moreau et
al�	 ����# est une formulation g�en�erale de la dynamique dans �I���
�I��� bas�ee
sur des outils de l
analyse convexe� Elle permet d
�ecrire la dynamique comme
une inclusion di��erentielle de mesure particuli�ere� Elle d�e�nit implicitement
une application de collision bas�ee sur le calcul du mouvement post
impact par
l
interm�ediaire d
une proc�edure de �proximation� dans la m�etrique cin�etique �

�q�t�k � � proxM�q�tk��

h
�q�t�k �� V �q�tk��

i
�I����

Les principales contributions quant �a l
existence de solution�s� relatives �a cette
approche sont �a trouver dans le livre de Monteiro
Marques "Monteiro
Marques	
����#� Elles utilisent une proc�edure de discr�etisation du temps similaire �a celle
de �I���� et prouvent que les solutions discr�etis�ees convergent vers une fonc

tion solution de ���� Pour l
instant	 ces preuves sont restreintes au cas m � ��
"Paoli et al�	 ����# livre d
autres r�esultats % en particulier "Paoli	 ����# prouve
l
existence de solutions �q�t� absolument continues et �q�t� � RCLBV 
 � dans
le cas m � � avec T �t�k � � T �t�k � o�u T �t� d�esigne l
�energie cin�etique�
"van der Schaft et al�	 ����a# introduit une autre application de collision de la
mani�ere suivante � soit J �q�tk�� l
ensemble des contraintes qui �etaient actives
avant tk et qui demeureront actives dans un futur proche	 union l
ensemble
de celles qui vont �etre viol�ees� Pc est implicitement d�e�ni par la condition
�q�t�k �

TrFj�q�tk�� � �� 
j � J �q�tk��� Les deux applications de collision sont
�equivalentes dans le cas card�J �q�tk��� � �	 mais elles sont g�en�eralement dif

f�erentes	 comme cela est illustr�e dans la �gure I��� L
existence et l
unicit�e de
la solution de ��� en utilisant cette application de collision a �et�e d�emontr�ee
dans "van der Schaft et al�	 ����a# pour des syst�emes bi
modaux �cas m � ��
en l
absence de toute force ext�erieure �u � � et pas de gravit�e��
Il nous semble important de mentionner que ces applications appliqu�ees au
choc de deux corps rigides correspondent au choix d
un coe�cient de restitu

tion nul� C
est pour cette raison qu
elles sont parfois appel�ees �lois de choc
dissipatives g�en�eralis�ees� ��generalized dissipative impact rules��� Il est mal

gr�e tout possible d
introduire une sorte de restitution 
 � "�� �# en substituant

dans �I���� �q�t�k � par
�

�
�� & 
� �q�t�k � &

�

�
��� 
� �q�t�k ��

�� La troisi�eme approche "L�oststedt	 ����# peut �etre vue comme une extension
du principe de Gauss �I���� �a la dynamique des impacts� La dynamique du
choc est donn�ee par

M�q�+ �q � rF �q�,n �I����

�� continues �a droite et �a variations locales born�ees ��Right Continuous with Local Bounded
Variation��
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�
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v� v�

v� � �

Sweeping Process

v�

v� � �

van der Schaft � Schumacher

v�
�

v�
�

v�
�

Fig� I�� ( Applications de collision

o�u + �q � �q�t�k �� �q�t�k � correspond au saut en vitesse �a l
instant de l
impact mul

tiple t � tk % ,n d�esigne l
impulsion suivant la�les� normale�s� au�x� contact�s��
En g�en�eralisant la relation de compl�ementarit�e �I��� au niveau impulsionnel
sous la forme

rF T �q�t�k � � �� ,n � �� ,T
nrF T �q�t�k � � � �I����

et en ins�erant l
expression de la vitesse post
impact �q�t�k � tir�ee de �I����	 on
aboutit �nalement au LCP suivant �

rF T �q�t�k � � rF TM��rF,n &rF T �q�t�k � � �� ,n � �� ,T
nrF T �q�t�k � � �

�I����
De mani�ere similaire au cas du mouvement continu	 on peut prouver que le
LCP ainsi d�e�ni admet toujours une solution ,n� On en d�eduit aussi querF,n

est unique�
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Le LCP dans �I���� est �equivalent au probl�eme quadratique

min
�q�t�

k
�

�

�

�
�q�t�k �� �q�t�k �

�T
M
�
�q�t�k �� �q�t�k �

�
� rF T �q�t�k � � � �I����

qui peut �etre vu comme une g�en�eralisation du principe de Gauss aux impacts
multiples� De �I���� il est apparent que tant que V �q�tk�� est un c�one convexe
non vide	 �I���� est �equivalent au proc�ed�e de Moreau "Moreau et al�	 ����#�

Il est int�eressant de noter que la d�ecomposition classique du ph�enom�ene d
impact en
une phase de compression "tA � t�k � tC # suivie d
une phase d
expansion "tC � tE � t�k #
avec un coe�cient de Poisson nul	 comme propos�e dans "Pfei�er et al�	 ����#	 m�ene
au m�eme r�esultat� La phase de compression peut �etre formul�ee comme dans �I����
en substituant t�k 	 t

�
k et ,n par tA	 tC et ,nC respectivement� Puis	 en utilisant

une substitution similaire pour la phase d
expansion	 on aboutit �nalement au LCP
suivant �

rF T �q�tE� � rF TM��rF,nE &rF T �q�tC� � �� ,nE � �� ,T
nErF T �q�tE� � �

avec comme solution particuli�ere ,nE � � correspondant �a l
unique solution �q�t�k � �
�q�tC�	 pour les m�emes raisons que pr�ec�edemment� En e�et la solution unique de la
phase de compression garantit que rF T �q�tC� � ��

Nous illustrons les di��erentes approches explicit�ees plus haut sur l
exemple des �
balles connu sous le terme de �Newton
s cradle�	 voir �gure I�� et tableau I��� Les
donn�ees initiales sont q���� � q����� q���� � q
��� et �q���� � �� �q���� � �� �q
��� � ��
Dans l
espace des con�gurations	 le syst�eme est en glissement le long de la contrainte
q��t�� q
�t� � � et l
impact multiple se produit �a l
instant t � tk� La perte d
�energie
cin�etique est not�ee TL � T �t�k �� T �t�k ��

���������������
���������������

q1 q2
q3

(sliding, no friction)

Fig� I�� ( Le syst�eme des � balles
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�q��t
�
k � �q��t

�
k � �q
�t

�
k � TL

"Han et al�	 ����a# ���� ��� ��� �
� � � �

"Pfei�er et al�	 ����# ���� ��� ��� �
"van der Schaft et al�	 ����a# ��� ��� ��� � �

"Moreau et al�	 ����# ��� ��� ��� � �
���� ��� ��� �

"L�oststedt	 ����# ��� ��� ��� � �
"Haug et al�	 ����# ���� ��� ��� �

��� ��� ��� � �

Tab� I�� ( R�esultats de l�impact sur le syst�eme des � balles

Remarques

�� En r�esum�e	 le caract�ere bien pos�e de ��� d�epend de celui du LCP	 de la d�e

�nition de l
application de collision �de mani�ere implicite ou explicite� et des
forces ext�erieures appliqu�ees �Tu dans �I����� Il a par exemple �et�e prouv�e dans
"Bressan	 ����# que la trajectoire �q� �q� de ��� peut ne pas �etre d�e�nie de
mani�ere unique alors que le LCP dans �I��� admet une solution unique� A
l
oppos�e	 et comme nous l
avons d�ej�a remarqu�e plus haut	 il existe des cas o�u
le LCP poss�ede plusieurs solutions distinctes en termes de forces de contact	
alors que ��� poss�ede lui une trajectoire unique �q� �q��

�� Tant que ��� est bien pos�e	 on n
est pas contraint par le choix de l
application
de collision� C
est un autre probl�eme de v�eri�er leur int�er�et pratique�

�� Tous les r�esultats post
impact pr�esent�es dans la �gure I�� sont acceptables
a priori� L
�etude d
une s�equence de probl�emes compliants approximants	 les
contacts entre les balles �etant mod�elis�es par des ressorts lin�eaires de raideurs
respectives k� et k�	 montre que l
on peut obtenir une in�nit�e de r�esultats

en fonction du rapport � �
k�
k�

� Les deux solutions de la �gure I��	 �q�t�k � �

���


� �


� �


�T et �q�t�k � � ��� �� ��T 	 correspondent respectivement au cas � � � et

� � &
	 voir "Brogliato	 ����% Newby Jr�	 ����% Ivanov	 ����#�

�� Haug et al� "Haug et al�	 ����# traite de cha��ne cin�ematique avec un seul point
de collision auquel ils appliquent la conjecture de Newton� Il est suppos�e que
toutes les contraintes actives demeurent actives apr�es le choc � dans la �gure
�I���	 ceci correspond aux trajectoires de A �a B et de B �a A� Il est apparent
que ceci n
est pas su�sant pour mod�eliser un robot marcheur�
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�� Il est int�eressant de noter que m�eme si les lois de chocs pr�esent�ees ici "Han et
al�	 ����a% Pfei�er et al�	 ����% Moreau et al�	 ����% Haug et al�	 ����# se contre

disent entre elles	 elles livrent toutes le m�eme r�esultat �q�t�k � � ���



� �


� �


�T 	 dans

le cas o�u TL � �� Remarquons tout de m�eme que la solution classique des livres
est plut�ot donn�ee par �q�t�k � � ��� �� ��T 	 correspondant au mouvement post

impact si l
on suppose que q��tk� � q
�tk� et que le coe�cient de restitution e
est nul entre les � balles �il s
agit alors d
une succession de chocs in�elastiques
simples��

��� Contacts avec frottement d�Amontons�Coulomb

Nous venons de voir qu
en l
absence de frottement le LCP �I��� �etait �nalement
bien pos�e �etant donn�e que la seule ind�etermination	 provenant de contraintes ac

tives d�ependantes	 n
in$uence pas le mouvement global du syst�eme m�ecanique �il y
a unicit�e de l
acc�el�eration du centre de gravit�e�� Nous allons voir dans la suite que le
probl�eme se complique fortement par l
introduction du frottement sec qui constitue
un �el�ement indispensable de la locomotion �a pattes� Dans la partie consacr�ee au
mouvement continu	 nous allons voir que la d�ecomposition des caract�eristiques tan

gentielles forces et acc�el�erations nous m�ene �a nouveau �a un LCP	 dont les inconnues
sont li�ees �a l
ensemble des forces d
interactions �n et �t�


�
�� Mouvement continu

Une premi�ere �etape consiste �a formuler la loi de frottement d
une mani�ere ad�equate
a�n de d�eterminer les forces tangentielles g�en�eralis�ees Pt�q� �q��
D�e�nissons �Ft�i�q� �q� � GT

i �q� �q� i � I�q� comme le vecteurs de vitesses tangentielles
relatives aux points de contact� Sans perte de g�en�eralit�e	 nous nous concentrerons
sur la loi de frottement d
Amontons
Coulomb dans le cas �D qui est formul�ee clas

siquement par


i � I�q� �
���
��

�Ft�i�q� �q� � � �� j�t�ij � ���i�n�i
�Ft�i�q� �q� � � �� �t�i � &�i�n�i
�Ft�i�q� �q� � � �� �t�i � ��i�n�i

�I����

o�u ���i et �i correspondent aux coe�cients de frottement statique et dynamique au
point de contact i	 et Pt�q� �q� �

X
i�I�q��

Gi�q��t�i�

Soit I��q� �q� � I�q� l
ensemble de points de contacts potentiellement statiques

I��q� �q� �
n
i � I�q� j �Ft�i�q� �q� � �

o
De �I���� il vient que les forces tangentielles aux points contact en glissement �dy

namique� sont directement reli�ees �a leurs forces normales respectives par


i � I�q�nI��q� �q�� �t�i � ��i�n�isign� �Ft�i� �I����
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Etant donn�e que les acc�el�erations et vitesses tangentielles relatives ont le m�eme signe
lors des transitions de l
�etat statique vers l
�etat dynamique	 un mod�ele complet pour
les points de contact potentiellement statique peut �etre exprim�e sous la forme


i � I��q� �q�
���
��
j�t�ij � ���i�n�i �� �Ft�i � �

�t�i � &���i�n�i �� �Ft�i � �

�t�i � ����i�n�i �� �Ft�i � �

�I����

La principale di�cult�e consiste maintenant �a r�e�ecrire les �equations pr�ec�edentes avec
des variables uniquement positives ou nulles	 a�n d
obtenir une formulation de com

pl�ementarit�e standard� Ceci peut �etre r�ealis�e en introduisant des variables positives
ou nulles ��slack variables�� �


i � I��q� �q� �

�����������������������
����������������������

��t�i � �
�
�j�t�ij& �t�i�

��t�i � �
�
�j�t�ij � �t�i�

��t��i � ���i�n�i � ��t�i

��t��i � ���i�n�i � ��t�i

�F�
t�i � �

�
�j �Ft�ij& �Ft�i�

�F�t�i � �
�
�j �Ft�ij � �Ft�i�

�I����

On a alors �


i � I��q� �q� �
�
�t�i � ��t�i � ��t�i
�Ft�i � �F�

t�i � �F�t�i

Ceci nous permet d
interpr�eter �I���� comme l
ensemble de conditions de compl�e

mentarit�e suivant "Pfei�er et al�	 ����% Trinkle et al�	 ����# �


i � I��q� �q� �

�������������
������������

�F�
t�i � �� ��t�i � �� �F�

t�i�
�
t�i � �

�F�t�i � �� ��t�i � �� �F�t�i�
�
t�i � �

��t��i � �� �F�t�i � �� ��t��i �F
�
t�i � �

��t��i � �� �F�
t�i � �� ��t��i �F

�
t�i � �

�I����

Par exemple	 si �Ft�i � �	 alors �F�t�i � � alors que �F�
t�i � � % par cons�equent	 ��t�i �

��t��i � �	 alors que ��t�i � � et ��t��i � �� De ��t��i � �	 on d�eduit que ��t�i � ���i�n�i et
donc	 �nalement	 �t�i � ���i�n�i�
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Posons p � card�I�q�� � m et r � card�I��q� �q�� � p�
A la vue de �I��� et �I����	 les variables de compl�ementarit�e sont d�e�nies de mani�ere
naturelle par � ����������������������������

���������������������������

y �

�
BBBBBB	

�F
�F�
t
�F�t
��t�
��t�



CCCCCCA
� Rp��r

x �

�
BBBBBB	

�n
��t
��t
�F�t
�F�
t



CCCCCCA
� Rp��r

y � �� x � �� yTx � �

De m�eme que dans le cas sans frottement	 il est maintenant n�ecessaire d
ins�erer
l
�equation de la dynamique �I���	 reliant toutes les inconnues	 a�n d
obtenir le LCP
complet	 c
est
�a
dire �

�
y � Ax & b
y � �� x � �� yTx � �

�I����

Introduisons "Pfei�er et al�	 ����# �

����������������������������������
���������������������������������

Gstick � fGi�q�� i � I��q� �q�g � Rnq�r

Gslide � fGi�q�� i � I�q�nI��q� �q�g � Rnq��p�r�

�slide �
n
��isign� �Ft�i�� i � I�q�nI��q� �q�

o
� R�p�r��p

�stick � f���i� i � I��q� �q�g � Rr�p

� �

�
B	 �n
��t
��t



CA � Rp��r

W �
�
rF &Gstick �Gstick

�
� Rnq��p��r�

Nslide �
�
Gslide�slide �nq�r �nq�r

�
� Rnq��nq��r�

�I����
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Notons que les matrices dans �I���� sont construites de la mani�ere suivante� Sup

posons que le vecteur des contraintes F ait �et�e r�eordonn�e de telle fa)con que les
p � r premiers indices correspondent aux points de contact en glissement et que
les r indices correspondent �a ceux en contact statique� On aurait alors �slide ��
diag"��isign� �Ft�i�# ��p�r��r

�
� �stick est construit de mani�ere analogue�

De �I����	 on obtient �nalement une r�e�ecriture compacte de la dynamique sous la
forme

M �q � h& �W &Nslide�� �I����

�I���� est une reformulation de la dynamique dans �I��� exploitable dans l
optique de
calculer les forces de contact par le biais d
un LCP � les forces de frottement Pt�q� �q�
sont d�esormais d�ecompos�ees de mani�ere ad�equate�
Etant donn�e que �F � rF �q�T �q & f�q� �q� et que �Ft � G�q�T �q & ft�q� �q�	 en posant �

���������������
��������������

ft�stick � fft�i� i � I��q� �q�g � Rr

w �

�
B	 f

&ft�stick
�ft�stick



CA � Rp��r

Nstick �

�
�stick �r�r �r�r
�stick �r�r �r�r

�
� R��r���p��r�

�I����

puis �

���������������
��������������

I �

�
�r�p Idr�r �r�r
�r�p �r�r Idr�r

�
� R��r���p��r�

A �

�
W TM���W &Nslide� IT

Nstick � I ���r����r�

�
� R�p��r���p��r�

b �

�
W TM��h& w

��r

�
� Rp��r

�I����

o�u Id d�esigne la matrice identit�e	 on obtient les expressions �nales des di��erents
�el�ements du LCP dans �I�����

Remarques

�� Les �slack
variables� ��t��i et �
�
t��i dans �I���� sont introduites uniquement pour

des raisons de lisibilit�e du LCP dans �I�����
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�� La formulation donn�ee ci
dessus se base sur les relations de compl�ementa

rit�e entre acc�el�erations et forces	 de m�eme que dans �I���� C
est une mani�ere
pratique pour calculer les forces d
interaction� N�eanmoins	 si l
objectif est sim

plement d
�etudier le caract�ere bien pos�e de ��� sans se soucier explicitement
des expressions des forces d
interaction	 alors les formulations telles que celles
dans �I��� ou �I��� peuvent �etre su�santes "Monteiro
Marques	 ����#� En par

ticulier "van der Schaft et al�	 ����b# formule la loi de frottement d
Amontons

Coulomb au niveau des vitesses �il ne descend pas jusqu
aux acc�el�erations� par
l
introduction de �slack
variables� similaires �a celles introduites dans �I���� �

�������������
������������

���t�i � ���i�n�i & �t�i

���t�i � ���i�n�i � �t�i

�F�
t�i � �

�
�j �Ft�ij& �Ft�i�

�F�t�i � �
�
�j �Ft�ij � �Ft�i�

�I����

Le mod�ele de frottement est exprim�e par les relations de compl�ementarit�e
suivantes �


i � I�q� �
���
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Notons que les LCPs d�e�nis dans �I����	 �I����	 �I���� d
une part	 et �I����	
�I���� d
autre part	 sont de natures di��erentes� Le premier traite les transi

tions entre frottement statique et frottement statique ou glissement	 les points
de contact en glissement ayant d�ej�a �et�e trait�es dans �I����� Le second LCP
constitue une reformulation directe de la loi d
Amontons
Coulomb� En d
autres
termes	 le premier correspond �a un mode particulier du second�

�� C�one de frottement g�en�eralis�e
Il est important de rappeler que l
image du c�one de frottement r�eel �c
est
�a

dire le c�one en chaque point de contact dans l
espace cart�esien �D ou �D� dans
l
espace des con�gurations n
est g�en�eralement pas un c�one de r�evolution autour
de rF �q� de sommet le point de contact	 voir "Erdmann	 ����% Moreau	 ����#�
Cette remarque est valable m�eme dans le cas o�u l
espace des con�gurations est
de dimension �	 voir l
exemple de Painlev�e trait�e plus loin�

�� Cas du contact �D
La formulation pr�ec�edente peut �etre �etendue au cas �D en d�ecomposant la
composante tangentielle force acc�el�eration aux points en contact statique en
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deux directions orthogonales t et o dans le plan tangent� La loi d
Amontons

Coulomb stipule que la force de contact demeure �a l
int�erieur ou sur le bord
du c�one de frottement	 c
est
�a
dire


i � I�q�� ��t�i & ��o�i � ��n�i �I����

Ces contraintes non
lin�eaires rendent le mod�ele non
lin�eaire	 ce qui aboutit �a
un �Nonlinear Complementarity Problem� �NCP�	 voir "Trinkle et al�	 ����%
Stewart et al�	 ����#� Une mani�ere de contourner cette di�cult�e consiste en
une approximation des c�ones aux points de contact statique par des pyramides
de frottement �a quatre cot�es	 ce qui ram�ene le probl�eme �a la r�esolution d
un
LCP� De plus amples d�etails sont �a trouver dans "Trinkle et al�	 ����#	 ainsi
que dans "Pang et al�	 ����# au sujet d
une extension aux r�egions localement
planes �a nombre �ni de points de contact transmettant des moments autour
des directions normales aux points de contact distribu�es�

�� Existence et unicit�e de	s
 solution	s
 du LCP
De m�eme que pour toute formulation en LCP	 le probl�eme de l
existence et
de l
unicit�e de la solution est directement reli�e aux propri�et�es de positivit�e de
la matrice A dans �I����	 c
est
�a
dire �I���� et �I����� Rappelons les d�e�nitions
suivantes "Trinkle et al�	 ����# �

D�e�nition I��

A est dite une P��matrice si toutes ses principales sous�matrices ont
des d�eterminants positifs ou nuls�
A est dite une P�matrice si toutes ses principales sous�matrices ont
des d�eterminants strictement positifs�

Le principal r�esultat concernant l
existence de solution�s� aux LCPs g�en�eraux
est le suivant "Trinkle et al�	 ����# �

Lemme I�


Si A est une P�matrice� alors pour tout vecteur b� le LCP sous la
forme �I�	
� a une solution unique� L�unicit�e de la solution est perdue
si A est seulement une P��matrice

Regardons de plus pr�es la d�e�nition de la matrice A dans �I���� et �I����� No

tons qu
en l
absence de frottement ����i � �i � �� 
i � I�q��	 �I���� se r�eduit
directement �a �I��� o�u A est au minimum une P�
matrice �dans le cas o�u les
contraintes actives sont d�ependantes��
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Une propri�et�e importante des P
matrices et P�
matrices r�eside dans le fait
qu
elles ne perdent pas leurs propri�et�es sous l
e�et de petites perturbations�
En d
autres termes	 si A est uneP
matrice ou bien uneP�
matrice �ce qui est le
cas pour les mouvements sans frottement�	 alors toutes les matrices -A su�sam

ment proches de A sont aussi des P
matrices	 ou P�
matrices respectivement�
A la vue de cette propri�et�e	 on peut maintenant comprendre intuitivement le
r�esultat th�eorique le plus avanc�e de la litt�erature �a notre connaissance "Trinkle
et al�	 ����# �

Proposition I��

Si les contraintes sont ind�ependantes� alors il existe un scalaire stric�
tement positif .� tel que si �i � "�� .�#� 
i � I�q�nI��q� �q�� le probl�eme
de contact 
D avec c�one de frottement ou son approximation pyra�
midale admet toujours une solution�

En d
autres termes	 si les coe�cients de frottement aux points de contact en
glissement sont su�samment faibles	 alors le LCP a toujours une solution� De
plus

Proposition I�


Si �i � "�� .�#� 
i � I�q�� alors l�unicit�e de la solution est aussi garan�
tie�

La principale di�cult�e est maintenant de trouver une estim�ee correcte de la
borne sup�erieure .�� Le calcul d
une telle borne est loin d
�etre facile	 �etant
donn�e que A est aussi une fonction de l
�etat �q� �q�� De plus	 il est fortement
probable que cette estim�ee ne soit pas acceptable en s
av�erant trop petite pour
mod�eliser des syst�emes r�eels� Ceci provient probablement du fait que la P

propri�et�e ou la P�
propri�et�e de A	 sur laquelle se base les r�esultats pr�ec�edents	
est une hypoth�ese trop forte concernant l
existence de solution�s� du LCP�
Il s
agit juste d
une condition su�sante	 et il faudrait tenter de la relaxer�
En e�et	 comme nous l
avons dit plus haut	 la P
propri�et�e ou P�
propri�et�e
de la matrice A garantit l
existence de solution�s� au LCP �I���� pour tout
vecteur b� En reprenant �a notre avantage le fait que A et b d�ependent non
seulement du coe�cient de frottement mais aussi et surtout de l
�etat	 une
question int�eressante d
un point de vue pratique se pose alors �
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Etant donn�es �i de borne sup�erieure �max � max
i�f������mg

�i non n�e�

cessairement � .�� alors� partant d�une con�guration consistante �a
l�instant t�� c�est��a�dire que le LCP 	I�
�
 admet une solution 	A�t��
n�est pas n�ecessairement une P�matrice ou une P��matrice
� com�
ment le syst�eme� et par del�a A et b� �evoluent�ils�

En d
autres termes �

Si le syst�eme est initialis�e dans une con�guration consistante au
sens du LCP� le syst�eme atteint�il durant son �evolution les con�gu�
rations inconsistantes dans le cas o�u de telles con�gurations existent
du point de vue math�ematique�

A notre connaissance	 cette question qui est d
un int�er�et pratique ind�eniable ne
semble pas avoir �et�e abord�ee de mani�ere s�erieuse jusqu
ici et demeure en cons�e

quence compl�etement ouverte� Une des raisons possibles r�eside probablement
dans les di�cult�es math�ematiques sous
jacentes� Notons que l
introduction de
la loi de frottement d
Amontons
Coulomb au niveau tangentiel augmente le
nombre de modes dans lesquels le syst�eme peut �evoluer� En e�et	 de �I����	
il vient que chaque contrainte active ajoute � modes	 o�u celui correspondant
au cas o�u �F�

t�i � � et �F�t�i � � est n�eanmoins irr�ealisable �a la vue de �I�����
L
�etude que nous avons e�ectu�ee plus loin sur l
exemple de Painlev�e qui fascine
la communaut�e depuis plus d
un si�ecle pr�esente quelques �el�ements de r�eponse
"G�enot et al�	 ����#�

�� Une mani�ere de contourner le probl�eme de l
existence et de l
unicit�e des solu

tions au LCP et �a ��� consiste en l
introduction d
une compliance aux points
de contact "Neimark	 ����#� D
autres auteurs proposent des modi�cations de
la loi de frottement sec d
Amontons
Coulomb au niveau de la proc�edure de
discr�etisation "L�oststedt	 ����% Stewart et al�	 ����# � il est d�eplor�e que ces
derniers ne donnent aucune justi�cation physique de leurs choix�


�
�
 Impacts multiples

Les trois approches pr�esent�ees pour le cas sans frottement dans la section �����
peuvent �etre �etendues �avec des fortunes vari�ees� au cas avec frottement�

( Les proc�edures dans "Han et al�	 ����a% Han et al�	 ����b% Hurmuzlu et al�	
����# sont compl�et�ees par une �enum�eration des di��erentes issues possibles	 �a
savoir glissement vers la gauche	 glissement vers la droite et contact statique	
en chaque point de contact�
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( Moreau propose une formulation dans le cas d
un seul choc purement in�elas

tique en �D dans "Moreau et al�	 ����#	 et dans le cas de chocs multiples dans
"Moreau	 ����#�
Le premier algorithme dans "Moreau et al�	 ����# est bas�e sur une extension
de la loi d
Amontons
Coulomb au niveau impulsionnel	 de mani�ere similaire
aux algorithmes de Whittaker "Whittaker	 ����# et P�er�es "Peres	 ����#	 dans
lesquels on suppose que la direction de l
impulsion est d�e�nie �a partir de la
vitesse tangentielle post
impact�
Le second algorithme dans "Moreau	 ����# fait partie de la loi de contact com�
pl�ete ��Complete Contact Law�� et traite les chocs multiples �elastiques avec
coe�cients de restitution dans les directions normales et tangentielles bas�es sur
l
introduction de ce que l
on appelle la �vitesse moyenne� ��average velocity��
en chaque point de contact� L
accent est mis sur l
application aux mat�eriaux
granulaires�

( L�otstedt dans "L�oststedt	 ����# sugg�ere une g�en�eralisation a priori �naturelle�
du principe de Gauss au cas avec frottement en r�e�ecrivant le LCP dans �I����
en le probl�eme quadratique suivant �

min �
�
,THTM��H,& ,THT �q�t�k �

,n � �� ��i,n�i � ,t�i � �i,n�i

o�u , �

�
,n

,t

�
et H �

�
rF G

�
� Il montre que les conditions de Kuhn


Tucker au point optimal livrent que �

,THT �q�t�k � � � �I����

M�eme si ceci ressemble �a une relation d
orthogonalit�e entre les impulsions et
les vitesses post
impact	 �I���� accompagn�ee du fait que l
impulsion appartient
au c�one de frottement n
implique aucune relation de compl�ementarit�e entre les
impulsions et les vitesses post
impact dans la direction de la normale	 ce qui
est le minimum requis pour un choc plastique� Cela signi�e de fa)con g�en�e

rale que cette loi peut donner lieu �a des rebonds� De plus	 cette loi n
est pas
coh�erente du point de vue �energ�etique dans le cas d
inversion de la vitesse
tangentielle �tangential velocity reversal��

Pfei�er et Glocker dans "Pfei�er et al�	 ����	 Chapitre �# utilisent la loi d
im

pact de Poisson �avec une phase de compression et une phase d
expansion�� Ils
�etendent la loi de frottement d
Amontons
Coulomb au niveau impulsionnel�
L
introduction de �slack
variables� similaires �a celles introduites dans le cas
du mouvement continu leur permet de formuler un LCP pour chaque phase	
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dont les inconnues sont les vitesses terminales �en �n de phase� et les im

pulsions� Des modi�cations des lois	 de restitutions de Poisson d
une part	 et
d
Amontons
Coulomb d
autre part	 pour la phase d
expansion sont propos�ees
a�n de traiter les contraintes de non
p�en�etrabilit�e et de rester coh�erent du
point de vue �energ�etique� En particulier	 �etant donn�e que la matrice du LCP
pour la phase de compression a la m�eme forme que celle correspondant au
mouvement continu	 ils ne peuvent garantir ni l
existence ni l
unicit�e de�s�
solution�s��

( Il est �a noter que les lois pr�ec�edemment cit�ees assurent soit l
existence de
solutions au d�epend de la consistance physique du r�esultat de l
impact	 soit
des solutions ayant un sens physique au d�epend de la propri�et�e d
existence et
d
unicit�e de la solution�

( Certains auteurs s
int�eressent �a ce que l
on appelle les �collisions tangentiel�
les� ��tangential collisions��	 c
est
�a
dire au comportement des lois de chocs
lorsque la vitesse d
approche suivant la normale tend vers z�ero "Wang et al�	
����% Chatterjee	 ����% Batlle	 ����% Brach	 ����#� Il est important de noter
que ce type de chocs fr�olants di��erent totalement de l
analyse des phases de
glissement o�u la force de contact peut tendre vers l
in�ni	 voir l
exemple de
Painlev�e trait�e plus loin� En e�et	 dans ces �etudes	 la d�eriv�ee seconde de la
distance par rapport au temps est strictement n�egative juste avant le contact
alors que toutes les d�eriv�ees d
ordres sup�erieurs de la vitesse relative normale
sont identiquement nulles durant une phase de glissement continu�

� R�esum�e

Nous concluerons par une �enum�eration des di��erentes questions abord�ees dans cet
�etat l
art et des contributions r�ecentes associ�ees�

�� Frottement

�a� Contraintes sans frottement "L�oststedt	 ����% Bara�	 ����% Bara�	 ����%
Trinkle et al�	 ����% Moreau et al�	 ����% Pfei�er et al�	 ����% Han et al�	
����b% Stewart et al�	 ����% van der Schaft et al�	 ����a% van der Schaft
et al�	 ����b#

�b� Loi d
Amontons
Coulomb statique "Bara�	 ����% Trinkle et al�	 ����% Mo

reau et al�	 ����% Pfei�er et al�	 ����% Han et al�	 ����b% van der Schaft
et al�	 ����b#

�c� Loi d
Amontons
Coulomb dynamique "L�oststedt	 ����% Bara�	 ����% Ba

ra�	 ����% Trinkle et al�	 ����% Moreau et al�	 ����% Pfei�er et al�	 ����%
Han et al�	 ����b% van der Schaft et al�	 ����b#
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�d� �D "Bara�	 ����% Trinkle et al�	 ����% Stewart et al�	 ����#

�� Loi de restitution pour les impacts multiples "L�oststedt	 ����% L�oststedt	 ����%
Moreau et al�	 ����% Pfei�er et al�	 ����% Han et al�	 ����a% van der Schaft et
al�	 ����a% Hurmuzlu et al�	 ����#

�� Formulation avec LCP ou NCP "L�oststedt	 ����% L�oststedt	 ����% Bara�	 ����%
Bara�	 ����% Trinkle et al�	 ����% Stewart et al�	 ����% Pfei�er et al�	 ����#

�� Analyse des inconsistances ��Impact WithOut Collision� IW OC� "Bara�	
����% Moreau et al�	 ����% Stewart et al�	 ����#

�� Analyse of ind�eterminations � plusieurs solutions au LCP

�a� Ind�eterminations provenant de la loi de frottement "L�oststedt	 ����% Ba

ra�	 ����% Ivanov	 ����#

�b� Ind�eterminations provenant du fait que rankrF � m "L�oststedt	 ����#

�� Aspects de simulation

�a� Proc�edure de la discr�etisation de la dynamique "L�oststedt	 ����% Moreau
et al�	 ����#

�b� Algorithme de r�esolution des LCPs ou NCPs

i� Lemke "Bara�	 ����% Pfei�er et al�	 ����#

ii� Sp�eci�ques "L�oststedt	 ����% Bara�	 ����% Trinkle et al�	 ����% Mo

reau	 ����% Moreau et al�	 ����#

�� Probl�emes d
existence de solution

�a� LCP "L�oststedt	 ����% Trinkle et al�	 ����% Stewart et al�	 ����#

�b� NCP "Trinkle et al�	 ����#

�c� Caract�ere bien pos�e de ��� "Monteiro
Marques	 ����% van der Schaft et
al�	 ����a% van der Schaft et al�	 ����b% Paoli et al�	 ����% Schatzman	
����% Schatzman	 ����% Percivale	 ����% Percivale	 ����#

Rappelons en�n que la question fondamentale demeurant encore ouverte �a ce jour
est celle relative au caract�ere bien pos�e de ��� en pr�esence de frottement sec� Cer

tains auteurs proposent de l�eg�eres modi�cations de la loi de frottement d
Amontons

Coulomb "Stewart et al�	 ����# ou bien du sch�ema de discr�etisation "L�oststedt	 ����#
permettant d
aboutir �a un probl�eme bien pos�e�
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Dans le chapitre �	 nous allons essayer d
illustrer	 sur un exemple simple	 que m�eme si
le probl�eme originel demeure tr�es di�cile	 il serait peut
�etre un peu hatif de conclure
sur une r�eelle incompatibilit�e entre la loi de frottement d
Amontons
Coulomb et
l
hypoth�ese des corps rigides�





��

Chapitre II

L�exemple de Painlev�e
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� Introduction

Le but de ce chapitre est d
illustrer	 sur la base d
un exemple simple	 les di�cul

t�es sous
jacentes �a toute tentative de preuve d
existence et d
unicit�e de solution�s�
au syst�eme ��� d�ecrit pr�ec�edemment� Nous pr�esenterons en particulier le probl�eme
d
ind�etermination ��indeterminacy�� qui appara��t parfois dans la dynamique des
corps rigides	 c
est
�a
dire le cas o�u il est impossible de justi�er un choix parmi
plusieurs comportements pr�edits par la th�eorie� Nous aborderons �egalement un pro

bl�eme voisin constitu�e par les inconsistances ��inconsistency��	 �a savoir l
existence
de con�gurations du syst�eme pour lesquelles la th�eorie ne donne aucune solution
du tout� Plus pr�ecis�ement	 il n
existe pas de solution born�ee au probl�eme si bien
qu
il est n�ecessaire d
augmenter l
espace de recherche des solutions pour inclure des
vitesses discontinues permettant ainsi au syst�eme de �s
�echapper� instantan�ement
de la zone inconsistante en sautant dans une autre zone� Au niveau des forces d
in

teractions	 ceci se traduit par l
introduction de forces impulsionnelles �au sens des
distributions��
Par exemple	 l
introduction de la loi de frottement d
Amontons
Coulomb peut don

ner lieu �a un ph�enom�ene appel�e impact sans collision ��Impact WithOut Collision�	
IW OC� � il y a un saut en vitesse alors que la vitesse normale initiale est nulle� Ce
ph�enom�ene est �a mettre en correspondance avec le principe des contraintes de Kil

mister "Kilmister et al�	 ����# selon lequel	 pour v�eri�er une contrainte unilat�erale	
on doit avoir recours �a une solution dans l
espace des impulsions si et seulement si
il n
existe pas de solution dans l
espace des forces�
De nombreux probl�emes relatifs aux inconsistances cons�ecutives �a l
introduction de
la loi de frottement d
Amontons
Coulomb ont �et�e identi��es depuis le d�ebut du si�ecle	
voir "Brogliato	 ����	 p� ���# pour une liste non exhaustive� D
un point de vue his

torique	 Jellet "Jellet	 ����# et Painlev�e "Painlev�e	 ����% Painlev�e	 ����# furent les
premiers �a identi�er ce type d
inconsistance	 alors que l
id�ee d
avoir recours �a une
solution impulsionnelle fut propos�ee pour la premi�ere fois par Lecornu "Lecornu	
����#�
Dans ce chapitre nous nous concentrerons sur un exemple simple �mais n�eanmoins
tr�es riche� avec une seule contrainte unilat�erale	 constitu�e par ce que l
on appelle
parfois "Matrosov et al�	 ����# l
Exemple de Painlev�e "Painlev�e	 ����#� L
analyse de
ce cas d
�ecole en tant que syst�eme hybride dynamique constitue la principale origi

nalit�e de ce travail� Nous verrons que cette analyse passe par une �etude �ne d
une
�equation di��erentielle singuli�ere�
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� Pr�esentation du mod�ele

L
Exemple de Painlev�e correspond �a une barre rigide	 mince	 homog�ene et plan de

masse m	 de longueur �l et d
inertie I �
ml�

�
� Nous �etudierons le cas o�u la barre

est en contact ponctuel en une seule de ses extr�emit�es	 que nous d�enoterons A	 avec
une surface plane rigide	 voir Fig� II���

l

l

A

G

X

θ

-g

Y

Fig� II�� ( L�Exemple de Painlev�e

Soit G � �x� y�T et A � �xA� yA�
T respectivement les coordonn�ees cart�esiennes par

rapport �a un r�ef�erentiel galil�een du centre de gravit�e de la barre et du point de
contact A� Le syst�eme est param�etr�e par le vecteur des coordonn�ees g�en�eralis�ees
q � �x� y� ��T 	 o�u � d�esigne l
angle �mesur�e dans le sens trigonom�etrique� entre la
barre et le sol�

La contrainte unilat�erale est alors donn�ee par �

F �q� � yA � y � l sin � � � �II���

Le frottement au niveau du point de contact est r�egi par la loi d
Amontons
Coulomb
pour laquelle � � � d�esigne le coe�cient de frottement� Les actions ext�erieures agis

sant sur la barre sont la gravit�e	 ����mg�T 	 et la force de r�eaction au point de
contact A	 �FN � FT �

T �

Etant donn�e qu
aucun couple n
est appliqu�e �a la barre en A	 la dynamique g�en�erale
du syst�eme est r�egie par �

���
��

m�x � FT

m�y � �mg & FN

I �� � l �� cos �FN & sin �FT �
�II���
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avec �����
����

yAFN � �� yA � �� FN � �
�xA � �� ��FN � FT � �FN

�xA � �� FT � ��FN

�xA � �� FT � �FN

Comme le mentionnent Van der Schaft et Schumacher "van der Schaft et al�	 ����b#	
il est ais�e de voir que le syst�eme m�ecanique consid�er�e peut
�etre vu comme un syst�eme
hybride dynamique ayant quatre modes�

D�e�nition II��

Soit X le vecteur d��etat du syst�eme �

X �

�
q
�q

�
�

�
BBBBBBBB	

x
y
�
�x
�y
��



CCCCCCCCA

Les quatre modes du syst�eme hybrides sont d�e�nis par �

� MI �
n
X � R�

o
avec yA�y� �� � �� On a �

FN � FT � �

� MII �
n
X � R�

o
avec yA�y� �� � � et �xA��� �x� ��� � �� On a �

FN � �� FT � �FN

� MIII �
n
X � R�

o
avec yA�y� �� � � et �xA��� �x� ��� � �� On a �

FN � �� FT � ��FN

� MIV �
n
X � R�

o
avec yA�y� �� � � et �xA��� �x� ��� � �� On a �

FN � �� ��FN � FT � �FN

Le mode MI correspond �a la phase de vol	 et aucune force de contact ne s
exerce
sur la barre� Les modes MII et MIII sont identiques �a une red�e�nition du r�ef�eren

tiel galil�een pr�es� En�n le mode MIV ne pose pas r�eellement de di�cult�es� En e�et	
comme l
ont prouv�e successivement L�otstedt "L�otstedt	 ����# et Bara� "Bara�	 ����	
th�eor�eme �#	 le probl�eme de d�etermination des forces de contact est toujours bien
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ele ��

pos�e dans le cas planaire avec une seule contrainte unilat�erale active �a l
instant cou

rant	 et en frottement statique	 c
est
�a
dire qu
il admet toujours une solution unique�

Dans la suite	 nous e�ectuerons une �etude approfondie du mode MII �

Hypoth�ese II��

Nous supposerons que le syst�eme a �et�e initialis�e dans le modeMII � c�est�
�a�dire � ���

��
yA�t�� � �
�yA�t�� � �
�xA�t�� � �

En cons�equence	 les seules transitions possibles sont celles du mode MII vers les
modes MI 	 MIV 	 c
est
�a
dire le d�ecollage de la barre ou bien l
arr�et de glissement
du point A�
Dans le modeMII 	 l
expression de la composante tangentielle de la force de r�eaction
est donn�ee par FT � �FN � La dynamique du syst�eme �II��� dans le r�egime de
glissement �etudi�e se r�e�ecrit �

���
��

m�x � �FN

m�y � �mg & FN

I �� � l�� cos � & � sin ��FN

�II���

A�n de prendre en compte le caract�ere unilat�eral du contact en A	 il est n�ecessaire
d
�ecrire la relation de compl�ementarit�e qui lie la force normale FN et l
acc�el�eration
normale �yA� En d�erivant deux fois par rapport au temps l
expression de yA don

n�ee dans �II��� et en substituant les expressions de �y et �� extraites de �II���	 nous
obtenons �nalement �

�yA � �A& BFN � �� FN � �� FN �yA � � �II���

o�u

A��� ��� � g � l ��� sin � �II���

et

B��� �� � �

m
�� & � cos ��cos � � � sin ��� �II���

Il est �a noter que la transition du mode ��yA � �� FN � �� vers le mode ��yA �
�� FN � �� du LCP en �II��� correspond �a la transition du mode MII vers le mode
MI du syst�eme hybride�
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� Analyse pr�eliminaire

	�� Les zones d�inconsistance et d�ind�etermination

Suivant les signes de A et B	 il est ais�e de conclure quant au nombre de solution�s�
du LCP �II���	 voir tableau II���

mode sgn�A� sgn�B� Solution�s� du LCP

��� & & FN �
A
B

��� & 
 �
��� 
 & FN � �

��� 
 
 FN � � et FN �
A
B

Tab� II�� ( Solutions du LCP

D�e�nition II�


On notera �

� Mi l�ensemble des �etats du syst�eme o�u la barre est dans le mode
MII du syst�eme hybride et dans le mode �i� du LCP�

� M�
i et M�

i � les sous�ensembles de Mi avec �� � � et �� � � respec�
tivement�

Exemple

M�
� �

n
X � R�

o
avec X �

�
BBBBBBBB	

x
y
�
�x
�y
��



CCCCCCCCA

et

�����������
����������

yA�y� �� � �

�yA� �y� �� ��� � �

�xA� �x� �� ��� � �

A��� ��� � �
B��� �� � �
�� � �

Les �etats inconsistants sont ceux pour lesquels A � � et B � �	 alors que les �etats
ind�etermin�es sont caract�eris�es par A � � et B � �� Il para��t donc important d
�etu

dier sgn�B��

Une �etude rapide et facile de la fonction B��� �� permet de voir que �

( si � � � �
�

�
	 alors 
�� B��� �� � � et le syst�eme est toujours consistant�
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( si � � �

�
	 alors	 en posant �

������
�����

�c���� � arctan

�
���p��� � ��

�

�

�c���� � arctan

�
��&

p
��� � ��

�

� �II���

il vient que �

( 
� � "�� �c�����
S
��c�����&
�� B��� �� � � et le probl�eme est consistant�

( 
� � ��C����� �C������ B��� �� � � et le probl�eme est soit inconsistant	
soit ind�etermin�e	 suivant le signe de A��� ���	

( B��c����� �� � B��c����� �� � ��

De m�eme pour A��� ��� il vient �

( si �� �
r

g

l sin �
	 alors A��� ��� � �	

( si �� �
r

g

l sin �
	 alors A��� ��� � �	

( A����
r

g

l sin �
� � ��

Il est �a noter que les deux valeurs critiques dans �II��� v�eri�ent � � �c� � �c� �
�

�
�

Dans la suite de ce chapitre	 nous nous int�eressons plus particuli�erement au cas

� � �

�
�

Il est int�eressant de constater que si la solution FN � � est �choisie� �cas o�u le
syst�eme se trouve dans le mode ind�etermin�e M�� ou �impos�ee� �cas o�u le syst�eme
se trouve dans le mode consistant M
�	 alors	 d
apr�es �II���	

�� � �

De m�eme	 pour le mode consistant M� et pour le mode ind�etermin�eM�	 la substi


tution de la solution FN �
A��� ���

B��� �� dans �II��� m�ene �a l
�equation di��erentielle

�� �
�

l
�� cos � & � sin ��

g � l ��� sin �

� & � cos ��cos � � � sin ��
�II���
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qui peut se r�e�ecrire	 en posant C��� �� � �

ml
�� cos � & � sin ��

�� � C��� ��A��� ���

B��� �� �II���

Cette �equation di��erentielle	 fortement non lin�eaire	 sera au coeur de nos analyses
futures�
Posons � ������

�����
���c� � �

s
g

l sin �c�

���c� � �
s

g

l sin �c�

D�e�nition II��

Nous appellerons points singuliers du LCP �II�
� les points

P�c� �

�
�c�
���c�

�
et P�c� �

�
�c�
���c�

�

La �gure II�� illustre	 pour le cas � � ���	 les modes associ�es du LCP �II��� ainsi
que la direction du champ de vecteur dans les di��erentes r�egions�

	�� Repr�esentation du c
one de frottement dans l�espace de

con�guration

La contrainte cin�ematique de non
p�en�etration dans le sol est repr�esent�ee par une
hyper
surface dans l
espace des con�gurations� Aussi peut
il para��tre int�eressant
d
�etudier la transposition de cette contrainte dans l
espace des forces g�en�eralis�ees
accompagnant l
espace des con�gurations	 comme le propose Erdmann "Erdmann	
����#� L
id�ee est de r�e�ecrire la dynamique du mouvement �II��� sous la forme

�q � FNnq & FT tq & Fe

sous la contrainte � �j FT j� �FN 	 o�u Fe � M��

�
B	 �
�g
�



CA d�esigne le vecteur des

actions ext�erieures	 M �

�
BBB	
m � �
� m �

� �
ml�

�



CCCA est la matrice d
inertie du syst�eme m�e
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��
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��
��
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Fig� II�� ( Les modes du LCP pour � � ��� 	m � � kg� g � ��� m�s�� l � � m


canique�
Il est ais�e de v�eri�er �a partir de ��� que	 dans notre cas �

��������������
�������������

nq � M��rF �q� �
�

m

�
BBB	

�
�

��

l
cos �



CCCA

tq � M��G�q� �

�
BBB	

�
�

�

l
sin �



CCCA

�II����



�� II�� Analyse pr�eliminaire

On en d�eduit que les bords du c�one de frottement dans l
espace des con�gurations
sont d�ecrits par les vecteurs directeurs �

e� � nq � �tq �
�

m

�
BBB	

��
�

�

l
�� cos � � � sin ��



CCCA

Force est de constater que les vecteurs nq et tq	 images des vecteurs n� �

�
�
�

�

et t� �

�
�
�

�
dans l
espace des con�gurations	 d�e�nis dans �II����	 ne sont plus

orthogonaux pour la m�etrique cin�etique� De plus	 le c�one d�elimit�e par les droites
�q� e�� et �q� e�� n
est pas sym�etrique par rapport �a la normale nq� En d
autres
termes	 e� sont les images de n���t� par l
applicationM��JT 	 o�u J est la jacobienne
entre � �xA� �yA� et �q�
Introduisons les vecteurs du plan tangent dans la m�etrique cin�etique M �������������

�����������

tr �

�
B	 �l sin �

l cos �
�



CA

t	r �

�
BBB	

� & � cos �
� sin � cos �

�

l
sin �



CCCA

Il est possible qu
un bord du c�one plonge en dessous du plan tangent �tr� t
	
r � dans

la m�etrique cin�etique M �
En e�et �

nTqMe� �
�

m
�� & � cos � �cos � � � sin ��� � B��� ��

Or dans le mode de glissement MII que nous �etudions	 la force de frottement est
colin�eaire �a e�� D
o�u le r�esultat suivant �

Lemme II��

La force de contact g�en�eralis�ee passe en dessous du plan tangent �tr� t
	
r �

dans la m�etrique cin�etique si et seulement si � � �

�
et �c���� � � �

�c�����

D�emonstration

Ce r�esultat est imm�ediat �a partir de l
analyse sur le signe de B��� �� faite pr�ec�edem

ment� �
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Remarques

( La �gure II�� illustre l
�evolution du c�one de frottement g�en�eralis�e avec � pour
� � ��� �l � � m	 m � � kg��
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� � �c�

c�one g�en�eralis�e

normale

�

y

F �q� � y � l sin � � �

tangente

� � �c�

Fig� II�� ( L��evolution du c�one de frottement g�en�eralis�e pour � � ��� 	l � � m�
m � � kg


( Erdmann "Erdmann	 ����# commente que le probl�eme de d�etermination de la
force de contact dans le cas o�u le c�one g�en�eralis�e passe en dessous du plan
tangent	 est alors mal
pos�e	 ce que nous avons illustr�e plus haut� En e�et	 cela
signi�e qu
en pr�esence d
un coe�cient de frottement su�samment �elev�e	 le
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contact serait capable de r�esister �a une force ext�erieure orient�ee vers l
ext�erieur
de la surface de contact	 c
est
�a
dire	 visant �a faire d�ecoller la barre	 ce qui peut
para��tre pour le moins �etrange�

Dans la suite	 nous commencerons par prouver que la solution FN � �	 valable dans
les modes M
 et M�	 implique le d�ecollage instantan�e de la barre	 et donc	 une
transition vers le mode MI du syst�eme hybride� Puis	 nous discuterons de l
ind�eter

mination dans le mode M�

� et nous prouverons que	 si l
on choisit comme solution

FN�t� �
A�t�

B�t� 	 alors la barre �nit par s
arr�eter de glisser et d�ecolle au m�eme ins


tant	 avant d
atteindre la singularit�e � � �c�� Une �etude similaire nous permettra de
prouver que dans les modes M�

� et M�
� 	 le syst�eme sort du mode au plus tard en

coupant la courbe A��� ��� � �� Soit tA cet instant� Nous prouverons alors que	 dans

le mode M�
� 	 si

�
��tA�� ���tA�

�T �� P�
c�	 alors la barre d�ecolle �a l
instant tA� Pour le

mode M�
� 	 si

�
��tA�� ���tA�

�T �� P�c�	 seul un impact sans collision pourra �eviter de

rentrer dans le mode inconsistant M�
� � Nous continuerons par une �etude d�etaill�ee

des points singuliers P�
c� et P

�
c� atteignables par le modeM�

� etM�
� respectivement	

pour traiter le cas o�u
�
��tA�� ���tA�

�T � nP�
c�� P

�
c�

o
% �a la vue des champs de vecteurs	

il est facile de comprendre que les points singuliers P�
c� et P�c� sont inatteignables �a

partir des autres modes du LCP� Cette �etude nous permettra de conclure quant aux
transitions possibles �a partir de ces deux modes�

� Discussion sur l	ind�etermination du mode M&
�

Nous commencerons par prouver le r�esultat suivant �

Proposition II��

Supposons que � t� j X�t�� � M

SM��

Si FN�t�� � �� alors �yA�t�� � ��

D�emonstration

On a A�t�� � � car X�t�� � M

SM�� Or d
apr�es �II���	 �yA�t�� � �A�t�� d
o�u le

r�esultat� �

Hypoth�ese II�


Nous supposerons que � t� j X�t�� � M�
� �
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Lemme II�


Si l�on choisit FN �t� �
A�t�

B�t� comme solution pour t � t� tout en sup�

posant que �xA�t� � �� 
t � t�� alors le syst�eme s��echappe en temps �ni
vers des vitesses in�nies�

D�emonstration

Il est imm�ediat que C��� �� �
�m

l
�� cos � & � sin �� � � pour arctan

�

�
� � � �	

donc �� � C��� ��A��� ���

B��� �� � � est vrai tant que l
�etat demeure dans M�
� 	 car

arctan
�

�
� �c� � ��t� � �c�� 
t � t�

En cons�equence	 ���t� est une fonction du temps strictement croissante	 sous la m�eme
condition� Il en va naturellement de m�eme pour ��t� �etant donn�e que ���t�� � ��
Finalement	 on en d�eduit que la seule solution pour sortir de M�

� est de couper la
droite verticale � � �c��
Supposons maintenant que ���t� �M � &
� 
t � t� avec ��t� � �c�	 c
est
�a
dire que
���t� reste born�ee� Il existe donc tc� � t� tel que ��tc�� � �c�� Notre but est de prouver
que limt�t�c�

���t� � &
	 d
o�u une contradiction avec l
hypoth�ese pr�ec�edente�

Posons F �t� � � ���t����t� qui est bien d�e�nie en tant que produit de deux fonctions
continuement di��erentiables pour t� � t � tc�� En cons�equence G�t� �

R t
t�
F �	�d	

est d�e�nie sur le m�eme domaine� Plus pr�ecis�ement �

G�t� � ����t�� ����t�� �II����

Regardons maintenant l
expression de ���t�	 donn�ee dans �II���	 plus en d�etails �

( C���t�� �� est une fonction continue et �KC � � j 
� � "��t��� �c�#� C��� �� � KC	

( A���t�� ���t�� � �� 
t � "t�� tc���
�A � �l ��

�
��� cos � & � ���� sin �

�
� � car � � �c� � ��t� � �c� � ���	 ce qui

signi�e encore une fois que l
orbite ne peut couper la courbe A��� ��� � ��
D
o�u	 en posant KA � A���t��� ���t��� � �	 il vient que �


t � "t�� tc���A���t�� ���t�� � KA

De ces deux observations �rappelons que B���t�� �� � �� et en posant K � �KCKA �
�	 on en d�eduit que �

F �t� � K
���t�

B��� �� � 
t � "t�� tc��
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D
o�u

G�t� � K
Z t

t�

���t�dt

B��� �� � K
Z ��t�

��t��

d�

� & � cos ��cos � � � sin ��

En utilisant un outil de calcul formel	 il est alors facile de voir qu
une primitive de

�

� & � cos ��cos � � � sin ��

est donn�ee par �

L��� � �

arctanh

��� tan � & ��p
��� � ��

�
p
��� � ��

et que lim����c�
� �L���� � �
�

La �gure II�� donne le graphe de la fonction � �L���� pour � � ����
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Fig� II�� ( Graphe de � �L����� � � ���

De �II���� et comme K � �	 on en d�eduit que lim����c�
�� � &
	 achevant la d�e


monstration� �
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Lemme II��

Si l�on choisit FN�t� �
A�t�

B�t� pour t � t�� alors le point A s�arr�ete de

glisser �a t� avec ��t�� � �c� et la barre d�ecolle au m�eme instant�

D�emonstration

Supposons que l
on choisisse cette solution �a partir de l
instant t� et que le sys

t�eme demeure dans le modeM�

� � D
apr�es le lemme II��	 nous savons que la solution

FN �
A
B est inacceptable d
un point de vue �energ�etique� Plus pr�ecis�ement	 notons

Em�t� l
�energie m�ecanique du syst�eme constitu�e de la barre� Comme la seule action
agissant sur la barre e�ectuant un travail est la force tangentielle FT � �FN 	 il vient
que �Em�t� � �FN�t� �xA�t�� �Em�t�� � �	 car �xA�t� � � et FN�t� � � �le syst�eme est
dissipatif��
D
o�u d
apr�es le lemme II��	 � t� � t� j Em�t�� � Em�t�� et X�t�� � M�

� � En appli

quant le th�eor�eme des valeurs interm�ediaires	 � t� �#t�� t�# j �E�t�� � �� On en d�eduit
que �xA�t

�� � ��
En cons�equence	 la barre entre �a l
instant t� dans le mode MIV du syst�eme hybride�
Comme dit dans la sous
section �	 L�otstedt "L�otstedt	 ����# a prouv�e que dans ce
mode	 il existe toujours une solution unique au probl�eme de d�etermination de la
force de contact� Or FN�t

�� � � est solution	 �etant donn�e que �yA�t
�� � �A�t�� � �	

achevant la d�emonstration� �

Proposition II�


� Si l�on choisit �a un instant t � t� la solution FN �t� � �� la barre
d�ecolle �a l�instant t��

� Si l�on choisit FN�t� �
A�t�

B�t� � pour t � t�� alors le point A �nit par

arr�eter de glisser et d�ecolle au m�eme instant�

D�emonstration

Evidente �a partir de la proposition II�� et du lemme II��� �

Conclusions

( Si l
on choisit comme solution FN �t� �
A�t�

B�t� 	 pour t � t�	 alors le syst�eme

quitte le modeMII �et en cons�equence le modeM�
� � �a l
instant t

� et se retrouve



�� II�� Etude des transitions possibles 
a partir des modesM�
� etM�
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�a la fronti�ere entre les modes MI et MIV pour �nalement entrer dans le mode
MI �

( Il existe une in�nit�e de trajectoires admissibles �a partir de l
instant t�� En
e�et	 �a tout instant t tel que t� � t � t�	 on a le choix entre la solution FN � �

et la solution FN �
A
B � Ceci est tr�es g�enant du point de vue de la simulation	

�a moins que l
�echappement soit tr�es rapide�

( Une d�emonstration similaire �a celle du lemme II�� �que nous ne d�etaillerons
pas ici� permet de prouver que la droite verticale � � �c� ne peut �etre atteinte
�a partir du mode M�

� �


 Etude des transitions possibles �a partir des modes

M&
� et M�

�

Dans un premier temps	 nous prouverons que les orbites ne peuvent pas traverser la
droite � � �c�	 �a part aux points singuliers P�

c� et P�c�� Puis	 nous e�ectuerons une
�etude d�etaill�ee de ces deux points�

��� Comportement des orbites au voisinage de � � �c�

Hypoth�ese II��

Nous supposerons que � t� j X�t�� � M�
�

SM�
� �

A la base	 dans le mode M�
� 	 �� � � et	 si ��t�� � �c�	 alors B��� �� est d�ecroissante

vers �� Dans le mode M�
� 	 �� � � et B��� �� est croissante vers ��

A ce stade	 Pfei�er et Glocker "Pfei�er et al�	 ����# a�rment que la force de contact

FN�t� �
A�t�

B�t� tend vers des valeurs in�nies � on parle alors d
impact sans collision

��Impact WithOut Collision�	 IW OC�� Ils concluent que	 �etant donn�e que les forces
in�nies n
existent pas dans la nature	 ce ph�enom�ene est d�u �a une incompatibilit�e
entre la loi de frottement d
Amontons
Coulomb et la th�eorie des corps rigides� Ils
proposent de rejeter l
hypoth�ese des corps rigides	 en argumentant qu
aucun corps
ne demeure rigide sous l
action de forces in�nies	 voir aussi "Neimark	 ����#� Mason
et Wang "Mason et al�	 ����#	 de leur c�ot�e	 disent qu
il s
agit d
une inconsistance
de la m�ecanique des corps rigides avec frottement et qui m�ene �a un impact sans
collision�
Notre but est de prouver qu
un tel ph�enom�ene n
a pas lieu syst�ematiquement	 c
est

�a
dire que selon la vitesse de glissement au voisinage du point singulier P�c�	 soit la
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force de contact demeure born�ee	 soit elle tend vers des valeurs in�nies mais l
im

pulsion demeure quant �a elle born�ee�

Il convient de remarquer dans un premier temps que	 si X�t�� � M�
� et ��t�� � �c�	

alors	 �a la vue de l
orientation du champ de vecteur	 le syst�eme ne peut revenir
vers la singularit�e � � �c�� En cons�equence	 pour l
�etude du mode M�

� 	 nous nous
limiterons au seul cas int�eressant	 �a savoir ��t�� � �c��

Lemme II��

Si l�on suppose que �xA�t� � �� 
t � t�� et que

arctan
�

�
� ��t�� � �c� dans le cas o�u X�t�� � M�

� � alors

� tA � t� j A���tA�� ���tA�� � � et

�
��tA� � �c� si X�t�� � M�

�

��tA� � �c� si X�t�� � M�
�

D�emonstration

La d�emonstration se base sur un raisonnement par l
absurde	 du m�eme style que
celui de la d�emonstration du lemme II���

La condition ��t�� � arctan
�

�
est toujours v�eri��ee dans le mode M�

� �

En cons�equence	 C���t�� �� � � et donc ���t� � �� 
t � t�	 tant que le syst�eme reste
dans M�

�

SM�
� � En cons�equence	 sous la m�eme condition	 ���t� est une fonction

strictement croissante du temps� On en d�eduit que si la barre ne s
arr�ete pas de
glisser	 le seul moyen de quitter M�

�

SM�
� est de croiser l
une des deux courbes

A��� ��� � � ou B��� �� � � �ou bien les deux��
Supposons que le point A ne s
arr�ete pas de glisser et que

�KA

�
KA � � et 
t � t��A���t�� ���t�� � KA� si X�t�� � M�

�

KA � � et 
t � t��A���t�� ���t�� � KA� si X�t�� � M�
�

On peut remarquer que	 dans le cas o�u X�t�� � M�
� 	 on a

KA � A��c�� ���tc���

car �A � �l ��
�
��� cos � & � ���� sin �

�
� ��

L
hypoth�ese pr�ec�edente revient �a supposer que de l
orbite ne coupe pas la courbe
A��� ��� � �� Il est imm�ediat que cette derni�ere entra��ne que ���t� reste born�ee tant que
le syst�eme reste dans le modeM�

�

SM�
� � Il existe donc tc� � t� tel que ��tc�� � �c��

On sait que �KC � � j C��� �� � KC� 
� � "��t��� �c�#�



�� II�� Etude des transitions possibles 
a partir des modesM�
� etM�

�

En utilisant la �n de la d�emonstration du lemme II��	 on a aboutit de la m�eme
mani�ere �a une contradiction�
On en conclut l
existence de l
instant tA recherch�e� �

Le probl�eme est maintenant de d�ecider si l
orbite coupe la courbe A��� ��� � � avant
que ��t� � �c��

Lemme II�	

Si � tA j A�tA� � � et

�
��tA� � �c� si X�t�� � M�

�

��tA� � �c� si X�t�� � M�
�

� alors

� si X�t�� � M�
� � alors la barre quitte le modeM�

� pour entrer dans
le mode M�


 et d�ecolle�

� si X�t�� � M�
� � alors un impact sans collision est n�ecessaire pour

ne pas entrer dans le mode inconsistant M�
� �

D�emonstration

A tA	 le syst�eme se trouve �a la fronti�ere entre les modesM�
� etM�


 si X�t�� � M�
� 	

ou bien sur celle entre les modes M�
� et M�

� 	 si X�t�� � M�
� �

On a FN�tA� �
A�tA�
B�tA� � �	 car par hypoth�ese B�tA� �� �	 et �yA�tA� � �A�tA� &

B�tA�FN�tA� � �� On ne sait donc pas	 a priori	 si la barre d�ecolle ou non� Or
�A�tA� � �l ����tA� cos ��tA� � � donc A�t�A� � � et	 par cons�equent	 X�t�A� � M�


 	
si X�t�� � M�

� 	 et X�t�A� � M�
� 	 si X�t�� � M�

� �
La proposition II�� permet alors de conclure que la barre d�ecolle si X�t�� � M�

� � �

Remarque

Il aurait �et�e tentant d
essayer la solution FN �t
�
A� � �	 �a la fronti�ere des modes M�

�

et M�
� 	 dans l
espoir de transiter vers le mode MI du syst�eme hybride� Mais donc

ce cas	 on aurait �yA�t�A� � �A�t�A� � � �on est rentr�e dans le modeM�
� �	 ce qui est

impossible�

Conclusion

Nous sommes confront�es �a une �equation di��erentielle ordinaire
dx

dt
� f�x� t� o�u

f�x� t� diverge sur un certain sous
espace D de l
espace d
�etat� N�eanmoins l
�etude
pr�ec�edente nous permet de comprendre que notre cas ne tombe pas dans le cadre des
r�esultats r�ecents de Filipov "Filipov	 ����# sur ce type de syst�eme� En e�et	 Filipov



II�� Etude des transitions possibles 
a partir des modesM�
� etM�

� ��

fait l
hypoth�ese que les solutions soit rebondissent sur	 soit traversent le sous
espace
singulier D	 alors que dans notre cas	 le champ de vecteur est clairement vertical	
c
est
�a
dire parall�ele au sous
espace singulier� Il reste n�eanmoins �a �etudier le cas o�u�
��tA�� ���tA�

�T
est un des points singuliers P�

c� ou P�c��

��� Etude des points singuliers

Nous nous cantonnerons �a l
�etude des points P�
c� et P�c�	 seuls points singuliers at


teignables tant que le syst�eme demeure dans le mode MII du syst�eme hybride�

Hypoth�ese II��

On supposera que � tc� j
�
��tc��� ���tc��

�T
� Pc� �

n
P�c�� P

�
c�

o
et que ce

point est atteint par la solution FN�t� �
A�t�

B�t� �

A la vue de la direction des champs de vecteurs �Fig� II���	 il est imm�ediat que

( si Pc� � P�
c�	 alors X�t�c�� � M�

� 	

( si Pc� � P�c�	 alors X�t�c�� � M�
� �

Le but de cette �etude est de d�eterminer si limt�t�c�
FN�t� �

A�t�

B�t� existe et est �nie

ou in�nie�
Comme C���t�� �� est une fonction born�ee positive au voisinage de Pc�	 de �II��� on
voit que l
existence de cette limite est �equivalente �a celle de limt�t�c�

���t��

Posons x��t� � ��t� et x��t� � ���t��
L
�equation di��erentielle �II��� peut se r�e�ecrire sous la forme du syst�eme d
ordre �

�����
����

dx�
dt

� x� �a�

dx�
dt

� C�x�� ��A�x�� x��

B�x�� �� �b�
�II����

Remarquons d
abord que	 dans tout voisinage du point singulier Pc� priv�e de ce
point	 l
�equation �b� de ce syst�eme peut s
�ecrire de mani�ere �equivalente

B�x�� ��dx�
dt

� C�x�� ��A�x�� x��
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	�
�� Changement d��echelle de temps

Il para��t tentant d
e�ectuer le changement d
�echelle de temps

dt

ds
� B�x�� �� �II����

Ce changement est valable s
il est bijectif	 ce qui est garanti par le fait que B�x�� ��
garde un signe constant	 positif ou n�egatif suivant que le syst�eme atteint P�

c� �en
venant du mode M�

� � ou P�c� �en venant du mode M�
� ��

Le syst�eme �II���� est alors �equivalent �a

���������
��������

dx�
ds

� B�x�� ��x�
dx�
ds

� C�x�� ��A�x�� x��

dt

ds
� B�x�� ��

�II����

	�
�
 D�etermination de limt�t�c�
s�t�

Soit t� � tc� j X�t�� � M�
� si Pc� � P�

c� et X�t�� � M�
� si Pc� � P�c�� Soit

H�t� �
Z t

t�

���	�d	

B���	�� �� �
On a �

H�t� �
Z ��t�

��t��

d�

� & � cos � �cos � � � sin ��

En utilisant un outil de calcul formel	 il est facile de voir qu
une primitive g�en�erale
de

�

� & � cos � �cos � � � sin ��

est donn�ee par �

L��� � �

arctanh

��� tan � & ��p
��� � ��

�
p
��� � ��

et que

lim
����c�

� �L���� � &


D
o�u

lim
t�t�c�

H�t� � &
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Du changement d
�echelle �II����	 il vient que

H�t� �
Z t

t�

���	� �s�	�d	

Sachant que	 ���	� reste born�ee	 non nulle	 sur "t�� tc�#	 � ���	� � 
 � � au voisinage de
P�
c� et ���	� � 
 � � au voisinage de P�c��	 on d�eduit �nalement que

Lemme II��

� Si Pc� � P�
c�� alors limt�tc��

s�t� � &
�

� Si Pc� � P�c�� alors limt�tc��
s�t� � �
�

	�
�� Lin�earisation locale du syst�eme �II���� autour de Pc�

Notons Y �s� �

�
B	 x��s�
x��s�
t�s�



CA la variable d
�etat du nouveau syst�eme �II���� que l
on

peut �ecrire sous la forme compacte

dY

ds
� F �Y � �II����

La clef de notre analyse r�eside dans le fait que Y �
c� �

�
B	
�c�
���c�
tc�



CA sont des points

d��equilibre de �II����	 c
est
�a
dire que F �Y �c� � � ��
Le mod�ele lin�earis�e local autour de Y �c� est donn�e par

dY

ds
� A��Y � Y �c� � �II����

o�u

A� �
�F

�Y
�Y �c� � �

�
B	 ��� � �

��� ��
 �
��� � �



CA �II����

avec	 apr�es simpli�cations	��������������
�������������

��� �
�B
��

��c�� �� ��
�
c� �

� ���c�
m

��� � cos �c� �sin �c� & � cos �c���

��� � C��c�� ���A
��

��c�� ��
�
c�� � �

���c�
m

��
 � C��c�� ���A
� ��

��c�� ��
�
c�� �

�

m
�cos �c� � � sin �� ���c� sin �c�

��� �
�B
��

��c�� �� �
�

m
��� � cos �c� �sin �c� & � cos �c���

�II����
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L
�evolution de ces di��erentes grandeurs en fonction du coe�cient de frottement sont
repr�esent�ees dans les �gures II�� et II�� pour Pc� � P�

c� et Pc� � P�c� respectivement�

0.0

1.333 1.666 2.000 2.333 2.667 3.000

-39.5

-32.1

-24.7

-17.3

-9.8

-2.4

5.0

��c�
���c�
���

���
���
���

Fig� II�� ( Visualisation des courbes caract�eristiques pour P�
c� en fonction du coef�

�cient de frottement 	m � � kg� g � ��� m�s�� l � �m


	�
�� Etude de stabilit�e autour de Pc�

Il est ais�e de voir que les valeurs propres de la jacobienne A� donn�ee dans �II����

sont
n
�� ��� � �

�



o
� On sait que �

( sgn���� ���� � ��� 
� �
�

�
	

( ��� �
�

�
� � �	
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-12.7

-2.3

8.0

18.3

28.7

39.0

���c�

�c�

���

���
���
���

�

Fig� II�� ( Visualisation des courbes caract�eristiques pour P�c� en fonction du coef�
�cient de frottement 	m � � kg� g � ��� m�s�� l � �m


( sgn���
 ���� � ��� 
� � �

�
�

Comme A� a � comme valeur propre	 nous ne pouvons conclure directement quant
�a la stabilit�e ou l
instabilit�e du syst�eme non
lin�eaire �II�����

( Cas � �
�

�
�

Dans ce cas	 A� a trois valeurs propres distinctes � �� ��� � �
�

 �

E�ectuons d
abord la translation -Y � Y �Y �
c� a�n d
e�ectuer une �etude autour

de l
origine� Le syst�eme non
lin�eaire �II���� s
�ecrit sous la forme

�-Y � A� -Y &
�
F � -Y & Y �c� �� A� -Y

�
� A� -Y & -f� -Y � �II����

Soit J� la forme de jordan de la matrice A� et P� la matrice du changement
de variable associ�e � P�TA�P� � J��
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On a �

J� �

�
B	 � � �

� ��� �
� � ��




CA

et

P� �

�
BBBBBB	

� � ��
�
�

���
� � �

�
��
 � ���

���
�



CCCCCCA

E�ectuons le changement de variable �

�
y
z

�
� P� -Y � y � R� z � R�

On a � ��������
�������

y � -Y� � ���
���

-Y


z� � -Y�

z� � -Y� � ��� � ��

���

-Y�

�II���� s
�ecrit alors	 apr�es simpli�cations �

���������������
��������������

�y �
���

��� � ��

B ��c� & z�� �� �z� � z��

�z� � ��� z� & B ��c� & z�� ��

�
���c� &

���
��� � ��


�z� � z��

�

�z� � ��
 z� & B ��c� & z�� ��

�
��c� &

���
��� � ��


�z� � z��

�
�

A
�
�c� & z�� ��

�
c� &

���
��� � ��


�z� � z��

�
C ��c� & z�� ��

��� � ��

���

�II����
Consid�erons la vari�et�e z � h�y� � ��
Il est imm�ediat que cette vari�et�e est invariante par �II���� et que h��� �

�%
�h

�y
� �� En cons�equence	 z � � est une vari�et�e centrale pour �II�����

L
�evolution du syst�eme le long de cette vari�et�e centrale est d�e�nie par �y � ��
Ce sous
syst�eme est stable au sens de Lyapounov�



II�� Etude des transitions possibles 
a partir des modesM�
� etM�

� ��

D
o�u	 d
apr�es le principe de r�eduction "Khalil	 ����	 p� ���#	 on en d�eduit
�nalement le r�esultat suivant �

Lemme II��

Si � �
�

�
� alors le syst�eme non�lin�eaire �II��
� est stable localement

autour de Pc��

( Cas o�u � � �


�

Dans ce cas	 A� n
a qu
une valeur propre non
nulle � ��
 �
On e�ectue exactement la m�eme analyse que pour le cas � � �



�

La jacobienne donn�ee dans �II���� s
�ecrit

A� �

�
B	 � � �
��� ��
 �
� � �



CA

E�ectuons la translation -Y � Y � Y �c� a�n d
e�ectuer une �etude autour de
l
origine� Le syst�eme non
lin�eaire �II���� s
�ecrit sous la forme

�-Y � A� -Y &
�
F � -Y & Y �c� �� A� -Y

�
� A� -Y & -f� -Y � �II����

Soit J� la forme de jordan de la matrice A� et P� la matrice du changement
de variable associ�e � P�TA�P� � J��
On a �

J� �

�
B	 � � �

� � �
� � ��




CA

et

P� �

�
BBB	

� � �
� � �

�
��

���

�



CCCA

E�ectuons le changement de variable�
y
z

�
� P� -Y � y � R�� z � R

On a � ������
�����

y� � -Y�
y� � -Y


z � -Y� &
��

���

-Y�
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�II���� s
�ecrit alors	 apr�es simpli�cations ��������������
������������

�y� � B ��c� & y�� ��

�
���c� �

���
��


�y� � z�

�

�y� � B ��c� & y�� ��

�z � ��
 z & B ��c� & y�� ��

�
���c� �

���
��


�y� � z�

�
&

A
�
�c� & y�� ��

�
c� �

���
��


�y� � z�

�
C ��c� & y�� ��

��

���

�II����

Contrairement au cas o�u � �
�

�
	 la vari�et�e triviale z � h�y� � � n
est pas

invariante par �II�����
Posons �

g��y� z� � �y
g��y� z� � �z � ��
 z

Une vari�et�e centrale z � h�y� doit v�eri�er l
�equation di��erentielle partielle
"Khalil	 ����	 p� ���# �

�h

�y
g��y� h�y��� ��
 h�y�� g��y� h�y�� � � �II����

avec les conditions aux bornes

h��� � �%
�h

�y
��� � � �II����

L
�equation �II���� sous les contraintes �II���� ne peut �etre r�esolue exactement
dans le cas pr�esent �car cela impliquerait qu
il existe une solution analytique
pour le syst�eme �II�����	 mais sa solution peut �etre approxim�ee de mani�ere
arbitrairement proche par une s�erie de Taylor "Khalil	 ����	 p� ���#�
Notons que �

B ��c� & y�� �� �
��B
���

��c�� �� y
�
� &O�jy�j
�

Posons z � h�y� � O�kyk��� Le syst�eme r�eduit est donn�e par

�y �

�
BB	

��B
���

��c�� �� ��
�
c�y

�
�

��B
���

��c�� �� y
�
�



CCA&O�kyk
�� �II����

Or a �
��B
���

��c�� �� �
��

m
�� �	 donc l
origine du syst�eme r�eduit est instable�

D
o�u	 d
apr�es le principe de r�eduction "Khalil	 ����	 p� ���#	 on en d�eduit
�nalement le r�esultat suivant �
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Lemme II��

Si � �
�

�
� alors Pc� est un point d��equilibre instable pour le syst�eme

non�lin�eaire �II��
��

Ce dernier r�esultat peut para��t tr�es p�enalisant quant �a l
�etude locale du com

portement du syst�eme autour du point singulier Pc�� N�eanmoins force est
de constater que les orbites qui nous int�eressent sont celles pour lesquelles
y��s� � -Y
�s� � t�s�� tc� � � et

�
y��s� � -Y��s� � ��s�� �c� � �� si Pc� � P�

c�

y��s� � -Y��s� � ��s�� �c� � �� si Pc� � P�c�

L
int�egration de �II���� nous livre

����������
���������

y��s� �
�

a ���c��s� � s� &
�

y��s��

y��s� � y��s��� y��s��
���c�

&
�

���c�

�
a ���c��s� � s� &

�

y��s��

�

On obtient �nalement���
��

lims��
 ��s� � ��c�

lims��
 t�s� �

�
t�s��� ��s��� �c�

���c�

��

Puisque ce r�esultat est vrai sur la vari�et�e centrale	 on en d�eduit que toutes les
orbites passent par le point Pc��

	�
�	 D�etermination de limt�t�c�
���t�

Hypoth�ese II�	

Nous supposerons dans cette section que � �
�

�
�

Supposons maintenant qu
�a l
instant tV 	 le syst�eme entre dans un voisinage V de
P�c� dans lequel la lin�earisation pr�ec�edemment cit�ee est �valable�	 c
est
�a
dire que le
syst�eme lin�eaire �II���� repr�esente correctement le syst�eme non
lin�eaire �II����� Ce
voisinage existe d
apr�es le lemme II���
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�

Une premi�ere �etape consiste �a int�egrer le mod�ele lin�earis�e �II�����

Posons YV �

�
B	
��tV�
���tV�
tV



CA et s�tV� � �� On obtient �

���
��

x�� �s� � �c� � ��c� � �v� e
��� s

t��s� � tV &
���
���

��c� � ��tV��
�
�� e�

�

� s
� �II����

De plus	

( si ��� �� ��
 �

x�� �s� � ���c��
�
���c� � ���tV�

�
e�
�

� s&
���

��� � ��

��c� � ��tV��

�
e�
�

� s � e�
�

� s
�

�II����

( si ��� � ��


x�� �s� � ���c� �
�
���c� � ���tV� & ��� ��c� � ��tV�� s

�
e�
�

� s �II����

Nous nous int�eressons �a lim
t�t�c�

����t�	 soit d
apr�es le lemme II��	 �a �

lim
s��


����s� �

dx�� �s�
ds

dt��s�
ds

De �II����	 il vient que

dt�

ds
�s� � ���� ��c� � ��tV�� e�

�

� s �II����

et	 de �II���� et �II����

( si ��� �� ��


dx��
ds

�s� � �
�
���c� � ���tV�

�
��
 e

��� s &
���

��� � ��

��c� � ��tV��

�
��
 e

��� s � ��� e
��� s
�

�II����

( si ��� � ��


dx��
ds

�s� � �
�
���

�
���c� � ���tV�

�
& ��� ��c� � ��tV��

�
� & ��� s

��
e�
�

� s �II����



II�� Etude des transitions possibles 
a partir des modesM�
� etM�

� ��

Finalement	 en remarquant que ��tV� �� �c� car ��t� est strictement monotone sur
t � "tV � tc�� �

( si ��� �� ��
 �

����s� �
��� �

�
�

���
�
��� � ��


� &

�
���c� � ���tV�
�c� � ��tV�

� ���
��� � ��


�
��

���

e��
�

� ���� �s �II����

( si ��� � ��
 �

����s� �
���

�
���c� � ���tV�

�
��� ��c� � ��tV��

&
���
���

�
� & ��� s

�
�II����

Comme cela �a �et�e illustr�e pr�ec�edemment dans les �equations �II���� et �II����	 l
exis

tence et la valeur de la limite de ���t�	 lorsque t tend vers t�c� d�epend du signe de
h���� � ��� � ��
 �
De �II����	 il vient

h���� �
� ���c�
m

���� � ��& �� cos �c� �cos �c� & � sin �c���

En rempla)cant l
expression de �c� donn�ee dans �II���	 on obtient �nalement	

( si
�

�
� � � �C 	 alors sgn �h

����� � ��	

( si � � �C 	 alors sgn �h
����� � ���

( h���C� � �

o�u

�C �
�

�
p
�

�II����

En passant �a la limite s� �
 dans �II���� et �II����	 on conclut que

Lemme II��

Si � tc� j X�tc�� � P�c�� alors � tV j 
t � "tV � tc��� le syst�eme non�lin�eaire
�II���� est �equivalent au syst�eme lin�eaire �II���� et on a �

� si
�

�
� � � �C � alors limt�t�c�

����t� �
��� �

�
�

���
�
��� � ��


� � ��

� si � � �C � alors

� si
���c� � ���tV�
�c� � ��tV�

�
���

��� � ��

� alors limt�t�c�

����t� � �
�
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� si
���c� � ���tV�
�c� � ��tV�

�
���

��� � ��

� alors limt�t�c�

����t� � �
�

� si
���c� � ���tV�
�c� � ��tV�

�
���

��� � ��

� alors limt�t�c�

����t� �
��� �

�
�

���
�
��� � ��


� �
��

� si � � �C � alors limt�t�c�
����t� � �
�

La �gure II�� montre que les orbites ont toutes le m�eme comportement lorsque
� � �C �ici � � �����

3.446517

3.446617

3.446717

0.970055 0.970108 0.970160

P�
c�

A��� ��� � � B��� �� � �

�

��

Fig� II�� ( Visualisation des di��erents comportements autour de P�
c� pour � � ��� �

�C 	m � � kg� g � ��� m�s�� l � �m
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La �gure II�� illustre les di��erents comportements au voisinage du point singulier
P�
c� pour � � ��� � �C �

3.65979682

3.65979672

3.65979662

0.820760793 0.820760892 0.820760991

P�

c�

�

A��� ��� � � B��� �� � �

pente critique

��

Fig� II�� ( Visualisation des di��erents comportements autour de P�
c� pour � � ��� �

�C 	m � � kg� g � ��� m�s�� l � �m


Remarque

Nous avons propos�e dans "G�enot et al�	 ����# une autre d�emonstration du cas
�

�
� � � �C � Cette d�emonstration plus intuitive est donn�ee dans l
annexe A�

Nous venons de voir que la position de � par rapport �a la valeur �C 	 donn�ee
dans �II����	 joue un r�ole d�eterminant sur l
existence et la nature �nie ou in�nie
de limt�t�c�

����t��
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�

D�e�nition II��

Nous appellerons coe�cient de frottement critique du LCP �II�
� le co�
e�cient �C donn�e dans �II�

��

	�
�� Extension au cas � �
�

�

Il est imm�ediat que les orbites du syst�eme non
lin�eaire �II���� en s sont des fonctions
continues du param�etre �� Par cons�equent	 il en va de m�eme de la fonction ���s�� En

passant �a la limite �� �

�

�

dans �II����	 et en notant que	 d
apr�es �II����	
���
���

� ���c�	

on en d�eduit �nalement le r�esultat suivant �

Lemme II���

Dans le cas o�u � �
�

�
� si � tc� j X�tc�� � P�c�� alors

lim
t�t�c�

���t� � �
���c��

�
�

��

� �

	�
�� Conclusions

Des lemmes II�� et II���	 on en d�eduit que	 dans tous les cas	 ����t� admet toujours
une limite	 �nie ou in�nie	 lorsque t� t�c��

Lemme II���

Si d�apr�es l�un des deux lemmes II�� et II���� limt�t�c�
����t� � K �

"�
� ��� alors le point P�c� n�est pas atteint et le syst�eme croise la courbe
A��� ��� � � avant t � tc��

D�emonstration

On sait que	 si X�tc�� � P�
c�	 alors X�t�c�� � M�

� et	 si X�tc�� � P�c�	 alors X�t�c�� �
M�

� � Donc � t� � tc� tel que

( si X�tc�� � P�
c�	 alors X�t�� � M�

� et ��t�� � arctan
�

�
	

( si X�tc�� � P�c�	 alors X�t�� � M�
� �
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On a ����t�� � �� Or	 d
apr�es l
hypoth�ese	 limt�t�c�
����t� � ��

En cons�equence � tA� t� � tA � tc� j ����tA� � �	 qui est l
instant recherch�e� �

Remarque

Le lemme II�� nous permet de conclure quant aux transitions	 �a savoir que	 si
X�t�� � M�

� 	 alors la barre d�ecolle a t�A et	 si X�t�� � M�
� 	 alors un impact sans

collision est n�ecessaire pour ne pas rentrer dans le mode inconsistant M�
� �

Lemme II��


Si d�apr�es le lemme II��� on doit avoir limt�t�c�
����t� � &
� alors� en

posant

pN�	� �
Z �

tV
FN�t�dt

on a �

PN � lim
��tc�

pN�	� � &


et� en posant �xstickA �tV� � l
�
���tV� sin ��tV�� ���c� sin �c�

�
� �

m
PN � il vient

que �

� si �xA�tV� � �xstickA �tV�� alors la barre ne s�arr�ete pas de glisser� P�c�
est atteint�

� si �xA�tV� � ��� �xstickA �tV�� alors le point A s�arr�ete de glisser �a t� �
���tc� et

� si X�t�� � M�
� � alors X�t��� �MIV �

� siX�t�� � M�
� � alors la barre d�ecolle au m�eme instant �X�t�� �

MI �

D�emonstration

Il est imm�ediat que �

pN�	� �
Z �

tV
FN�t�dt �

Z t�����

�
A
�
��s�� ���s�

�
ds �

Z t�����

�

�
g � l ����s� sin ��s�

�
ds

Des expressions de ��s� � x�� �s� et ���s� � x�� �s� dans �II���� et �II���� respective


ment	 il vient que PN � lim
��t�c�

pN�	� �
Z tc�

tV
FN�t�dt est une int�egrale convergente	
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soit PN � &
�
Notons d
abord que	 d
apr�es �II��� �

�xA � �x & l
�
�� sin � & ��� cos �

�
�

�

m
FN & l

�
�� sin � & ��� cos �

�
� �

donc �xA est une fonction strictement croissante du temps� D
autre part �

�xA�	� � �x�	� & l ���	� sin ��	� � �x�tV� &
�

m

Z �

tV
FN�t�dt& l ���	� sin ��	�

soit �
�xA�	� � �xA�tV� &

�

m
pN�	� & l

�
���	� sin ��	�� ���tV� sin ��tV�

�
On en d�eduit que	 si �xA�tV� � �xstickA �tV�	 alors 
	 � "tV � tc�#� �xA�	� � �	 le syst�eme
reste dans le mode MII et le point singulier P�c� est atteint�
Dans le cas o�u �xA�tV� � �xstickA �tV�	 la d�emonstration du fait que la barre d�ecolle si
X�t�� � M�

� est identique �a celle du lemme II��� Par contre	 FN�t
�� � � n
est pas

solution si X�t�� � M�
� 	 car on aurait �yA�t

�� � �A�t�� � �� �

Remarque

On aurait pu penser qu
un raisonnement �energ�etique similaire �a celui utilis�e dans
la preuve du lemme II�� aurait permis de conclure l
arr�et du glissement du point
de contact A avant que la trajectoire n
atteigne le point singulier Pc�� Une cons�e

quence non n�egligeable de ce r�esultat aurait �et�e que la force de contact FN reste
toujours born�ee ce qui justi�erait la consistance du mod�ele� Comme nous venons
de le prouver dans le lemme pr�ec�edent	 il existe des conditions pour lesquelles la
barre ne s
arr�ete pas de glisser � la force de contact FN tend en cons�equence vers
&
� N�eanmoins	 nous pensons que ce r�esultat ne remet pas en cause directement la
validit�e du mod�ele	 dans le sens o�u l
impulsion PN reste born�ee et l
�etat du syst�eme
ne diverge pas�
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Nous concluerons sur le r�esum�e suivant �

Proposition II��

Supposons que � t� j X�t�� � M�
�

SM�
� � avec arctan

�

�
� ��t�� � �c��

Alors

� si
�

�
� � � �C � alors la barre d�ecolle ou bien s�arr�ete de glisser et

la force FN �t� �
A�t�

B�t� reste toujours born�ee�

� si � � �C � alors

� soit la trajectoire arrive au dessus de la pente critique
���c� � ���tV�
�c� � ��tV�

�

���
��� � ��


au voisinage de P�c� et la barre s�arr�ete de glisser ou

bien d�ecolle�

� soit la trajectoire arrive en dessous de la pente critique au voi�
sinage de P�c� et alors

� si �xA�tV� � �xstickA �tV�� alors la barre continue de glisser et
la trajectoire passe par P�c�� la force de contact atteignant
certes &
 mais l�impulsion PN demeurant born�ee�

� si �xA�tV� � �xstickA �tV�� alors la barre s�arr�ete de glisser avant
que la trajectoire n�atteigne P�c�� la force de contact restant
born�ee�

� soit la trajectoire suit la pente critique et le syst�eme atteint le
point singulier P�c� avec

lim
t�t�c�

FN �t� �
��� �

�
�

��� C��c�� ��
�
��� � ��


� � &


D�emonstration

La d�emonstration est �evidente �a partir des lemmes II��	 II���	 II��� et II����
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� Conclusions

Cette analyse se d�emarque clairement des �etudes pr�ec�edentes consacr�ees �a l
Exemple
de Painlev�e "L�otstedt	 ����% Mason et al�	 ����% Pfei�er et al�	 ����# dans le sens o�u
elle ne s
arr�ete pas �a la simple constatation de l
existence d
un mode inconsistant

�mode M� du LCP�	 pour tout coe�cient de frottement sup�erieur �a
�

�
�

Nous avons e�ectu�e une �etude d�etaill�ee de l
�evolution du syst�eme	 lorsqu
il est initia

lis�e dans un mode consistantM� ouM
 � qui nous dit d
ailleurs qu
il est r�eellement
initialisable dans le mode M�!


�� Consistance du mod�ele

Nous avons prouv�e que si le syst�eme est initialis�e dans le mode consistant M�
� �ou

M�
� � du LCP	 alors m�eme si la force de contact peut prendre des valeurs in�nies pour

un choix judicieux de conditions initiales	 l
impulsion demeure quant �a elle toujours
born�ee �proposition II���� Par cons�equent	 l
�etat ne diverge pas� C
est d
une part
essentiel pour la validit�e du mod�ele et d
autre part rassurant	 �etant donn�e que ce
systeme est dissipatif �et cela bien que la th�eorie des syst�emes dissipatifs soit pour
l
instant limit�ee essentiellement aux syst�emes lisses a�nes en l
entr�ee�� En e�et	 si
l
on observe ce syst�eme de l
ext�erieur	 on ne se rend pas compte que le multiplieur
diverge �ce multiplieur peut �etre consid�er�e comme une entr�ee du syst�eme	 non born�ee
au sens L
 mais bornee au sens Lp	 p � &
�� Rappelons d
ailleurs que la th�eorie
des syst�emes dissipatifs repose en particulier sur le fait que le supply rate � u� y �	
o�u u est l
entr�ee et y la sortie	 est localement int�egrable� Elle s
applique donc au
syst�eme de Painlev�e avec u la force g�en�eralis�ee et y � �q�
Cette �etude nous a aussi permis d
exhiber une nouvelle valeur critique du coe�cient
de frottement

�C �
�

�
p
�
�

�

�

La position du coe�cient de frottement du syst�eme par rapport �a cette nouvelle
valeur d�etermine les transitions �a partir du mode de glissement MII au voisinage de
P�
c�� Plus exactement �

( si
�

�
� � � �C 	 et si �xA�t�� � �	 la transition s
e�ectue vers le mode MI �la

barre d�ecolle�	 le point singulier P�
c� n
est pas atteint et la force de contact �nit

par s
annuler	 en restant toujours born�ee	

( si � � �C 	 et si le syst�eme entre dans un voisinage du point singulier P�
c�	 alors

( si l
orbite est en dessous d
une droite critique �lemme II���	 selon la vitesse
de glissement �a l
entr�ee du voisinage	 soit le syst�eme transite vers dans le
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mode MIV 	 soit le syst�eme reste dans le mode MII 	 la trajectoire passe
par le point P�

c� et la force de contact tend vers l
in�ni mais l
impulsion
demeure born�ee	

( si l
orbite est au dessus de cette droite critique	 alors le point singulier
P�c� n
est pas atteint	 la force de contact demeure born�ee et	 toujours en
fonction de la vitesse de glissement �a l
entr�ee du voisinage	 la transition
se fait soit vers le mode MI 	 soit vers le mode MIV 	

( si l
orbite suit la droite critique	 alors le point singulier P�
c� est atteint	

mais la force de contact admet une limite �nie et reste donc born�ee�


�� Ind�etermination

Nous avons aussi e�ectu�e une �etude d�etaill�ee de l
ind�etermination	 correspondant au

mode M�� Dans ce mode	 deux solutions sont admissibles � FN � � et FN �
A
B � Si

l
on choisit la solution FN �t�� � �	 alors la barre d�ecolle instantan�ement �a l
instant
t� �proposition II����

Dans M�
� 	 si l
on d�ecide de choisir FN �t� �

A�t�

B�t� comme la solution pour t � t�	

alors la barre �nit par s
arr�eter de glisser et d�ecolle au m�eme instant �lemme II����
La transition s
e�ectue donc toujours vers le mode MI du syst�eme hybride� Il ne
faut n�eanmoins pas perdre de vue que les orbites correspondant aux deux solutions
sont totalement distinctes� FN�t�� � � entra��ne le d�ecollage instantan�e de la barre	

alors que FN�t�� �
A
B � � implique que �yA�t�� � �� Ceci constitue un r�eel probl�eme

au niveau de la simulation� Quel choix e�ectuer alors!
Painlev�e "Painlev�e	 ����# propose le principe suivant �

Si deux corps ne produisent pas de force l
un sur l
autre lorsque le frot

tement est nul	 alors ils n
en produisent pas non plus si le frottement est
non nul�

En d
autres termes	 si X�t�� � M� �rappelons qu
alors � � �

�
�	 il faut choisir

FN�t�� � � comme solution� En e�et	 si on avait � � � �absence de frottement�	 le
mode ind�etermin�e M� �de m�eme que le mode inconsistant M�� n
existerait pas et
on aurait X�t�� � M
	 avec comme unique solution FN �t�� � ��
Il ne faut n�eanmoins pas perdre de vue que la r�egle �enonc�ee plus haut ne constitue
qu
un principe� En particulier	 Ivanov "Ivanov	 ����# argumente contre ce principe �
d
une part ce dernier n
a pas �et�e v�eri��e exp�erimentalement	 d
autre part	 ses so

lutions ne poss�edent pas la propri�et�e d
�etre continues par rapport aux conditions
initiales "L�otstedt	 ����#�
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�	 Impact sans collision

Dans le mode M�
� 	 la solution FN �

A
B peut amener le syst�eme vers la courbe

A��� ��� � �	 c
est
�a
dire �a la fronti�ere avec le mode inconsistant M�
� � seul un im


pact sans collision peut alors �eviter au syst�eme de rentrer dans ce mode� Ceci pose
�evidemment de nombreuses questions �

( Comment calculer l
impulsion et le saut en vitesse associ�e!

( Ce saut est
il unique!

( Quelle est l
origine physique de ce ph�enom�ene!

Une �etude des sauts possibles dans le cas de l
Exemple de Painlev�e est donn�ee dans
l
annexe B�
A�n de d�e�nir un saut	 Bara� "Bara�	 ����# �enonce les deux r�egles suivantes �pr�e

c�edemment propos�ees par Bolotov "Bolotov	 ����#� �

( Etant donn�e que l
inconsistance est due au frottement	 l
impulsion doit trans

former au moins un point de contact en frottement statique�

( L
impulsion doit �etre telle que les corps ne se s�eparent pas apr�es la disconti

nuit�e�

M�eme si les travaux de Bara� "Bara�	 ����# sur le th�eme des impacts sans collision
ne sont pas �a n�egliger	 il n
en reste pas moins que cette red�e�nition du principe des
contraintes de Kilmister "Kilmister et al�	 ����# se base sur l
�etude d
un probl�eme
compliant approximant	 et il est tout
�a
fait possible que les r�egles pr�ec�edemment
cit�ees soient invalid�ees un jour par l
�etude d
un autre probl�eme approximant�
Comme cela est illustr�e dans l
annexe B	 l
impulsion	 correspondant �a ces deux lois
� �xA�t

�
k � � � et �yA�t

�
k � � ��	 ne peut �etre �a l
int�erieur c�one de frottement qu
�a

condition que X�t�k � � M�
SM�� En cons�equence	 ces deux lois ne nous disent pas

comment simuler num�eriquement le syst�eme lorsque FN � &
 dans le mode M�
�

�rappelons que dans ce cas	 �� � &
��


�� Aspects simulation

Comme nous l
avons dit plus haut	 au voisinage des points singuliers	 la force de
contact peut devenir arbitrairement grande� Plus pr�ecis�ement	 en un laps de temps
tr�es court �

( soit la force FN tend vers � et la barre d�ecolle	

( soit le point A s
arr�ete de glisser sans pour autant d�ecoller	
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( soit la force FN tend vers une limite �nie positive	 ce qui constitue n�eanmoins
un cas isol�e �voir proposition II���	

( soit la force FN tend vers l
in�ni et le point singulier est atteint�

Ceci pose �evidemment un probl�eme au niveau de la simulation et plus particuli�ere

ment au niveau du choix du pas de discr�etisation�
Il est int�eressant de noter que Moreau "Moreau et al�	 ����# est confront�e �a un pro

bl�eme similaire dans l
�etude du comportement d
une barre avec un bout rond� Cette
modi�cation du type de contact in$uence diminue la valeur du coe�cient de frot

tement limite �a partir duquel B��� �� peut s
annuler	 comme cela est illustr�e dans
l
annexe C� Moreau exhibe un cas o�u la vitesse tangentielle du point de contact
initialis�ee �a une valeur relativement �elev�ee d�ecro��t brutalement	 et parle alors de
�frictional catastrophe� �en l
honneur de Lecornu "Lecornu	 ����#	 qui fut le premier
�a envisager des sauts en vitesse pour r�esoudre les inconsistances�� Au m�eme instant
la barre d�ecolle� Il illustre le fait que son algorithme lui livre di��erentes trajectoires
post
catastrophes	 en fonction du pas de discr�etisation choisi� En e�ectuant une
�etude statistique	 il trouve que le cas o�u la vitesse tangentielle s
e�ondre jusqu
�a �
est de loin le plus probable�
Supposons que nous appliquions les r�egles de Bara� "Bara�	 ����# pr�esent�ees plus
haut dans le cas pr�esent	 c
est
�a
dire lorsque la force de contact d�epasse une valeur
seuil pr�ed�e�nie� Ces r�egles imposeraient non seulement que le point A s
arr�ete de
glisser	 ce qui est faux dans la majeure partie des cas	 mais aussi et surtout que
les corps restent en contact apr�es la singularit�e	 ce qui est encore une fois abusif	
voir l
�enum�eration des di��erentes transitions possibles dans la sous
section sur la
consistance du mod�ele� D
un autre c�ot�e	 il ne semble pas raisonnable de laisser l
in

t�egrateur �se d�ebrouiller tout seul� � au voisinage du point singulier P�

c�	 dans le cas
� � �C et lorsque l
orbite arrive sous la droite la droite avec une vitesse de glissement
su�samment grande	 le fait que juste au dessus de la courbe A��� ��� � �	 �� � �

et que juste au dessous de cette m�eme courbe �� � &
 �etant tout sauf un gage de
stabilit�e num�erique �il en va de m�eme pour la s�eparatrice � � �c��� Le traitement
num�erique de ce type de situation reste	 �a notre avis	 un probl�eme ouvert�


�� Perspectives

Nous sommes convaincus que les d�emonstrations	 bas�ees d
une part	 sur la lin�earisa

tion apr�es changement de l
�echelle de temps autour des points singuliers	 et d
autre
part	 sur des consid�erations �energ�etiques simples	 peuvent s
�etendre �a l
analyse de
syst�emes plus complexes� En particulier	 dans le cas de plusieurs contacts actifs	 la
discussion sur les solutions du LCP qui a alors une forme matricielle peut s
e�ec

tuer par �enum�eration des di��erents modes possibles % par analogie avec l
Exemple de
Painlev�e	 les singularit�es �a �etudier seront celles correspondant �a une perte de rang
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de la matrice du LCP�
D
autre part	 des r�esultats similaires �a ceux obtenus pour l
exemple que nous avons
trait�e devraient pouvoir s
�etablir si l
on rajoute des forces ext�erieures autres que la
gravit�e	 �a condition que ces derni�eres soient conservatrices � cette hypoth�ese nous
permettrait d
appliquer le m�eme raisonnement bas�e sur le bilan �energ�etique� Une
premi�ere �etape pourrait consister en l
�etude d
une craie que l
on essaye de maintenir
en glissement contre un tableau	 telle que le propose Moreau "Moreau	 ����#�
En�n	 il reste �a �etudier le comportement du syst�eme �a l
issue de la phase de vol	
lorsqu
il quitte le mode MI pour entrer dans l
un des modes de contact �statique  
glissement�� En particulier que faire si �a l
issue de la phase de choc le syst�eme se
trouve dans le mode inconsistantM�! A priori	 seul un impact sans collision devrait
nous permettre de sortir de ce mode� Est
il raisonnable d
envisager deux impacts
cons�ecutifs instantan�es! Que penser alors de la validit�e de la loi de choc consid�er�ee!

Nous concluerons en remarquant que nombre de principes ont �et�e �enonc�es pour
combler les insu�sances du mod�ele consid�er�e	 aussi bien pour r�esoudre les ind�eter

minations	 que pour sortir des inconsistances� L
un des r�esultats les plus importants
de cette analyse serait peut
�etre qu
il ne faut pas essayer de faire dire au mod�ele plus
que ce qu
il est capable de nous dire� Concernant certains paradoxes dans l
utilisation
du principe classique du maximum de vraisemblance en mod�elisation statistique	 Le
Cam "Le Cam	 ����#	 apr�es avoir discut�e les recommandations et principes usuels
de cette approche	 �enonce un principe qui semble aussi trouver son application dans
le cadre de la mod�elisation des syst�emes m�ecaniques �

Basic Principle �� Do not trust any principle�



��

Chapitre III

Contr�ole du non�glissement
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� Introduction

L
une des caract�eristiques premi�eres de tout type de locomotion �a pattes que l
on
rencontre dans la nature est d
�eviter que les points de support �en contact avec le
sol� ne commencent �a glisser	 ce qui para��t naturel �a plus d
un titre� Aussi semble
t
il
int�eressant d
�etudier s
il est possible d
�etablir des conditions sur la loi de commande
garantissant le non
glissement des points en contact� Une autre question se pose au
moment de l
impact avec le sol d
une extr�emit�e initialement en balancement� Plus
exactement	 supposons que	 dans le cas d
un robot bip�ede	 nous ayons con)cu une
loi de commande qui garantisse le non
glissement du pied d
appui durant toute la
phase de simple support� Dans l
hypoth�ese des corps rigides	 l
impact se traduit par
une discontinuit�e au niveau de vitesses �les positions �etant elles suppos�ees rester
inchang�ees�� En cons�equence	 il est tout
�a
fait envisageable que certains points de
contact	 initialement statiques	 commencent �a glisser �a l
issue du choc	 ce qui risque
de s
av�erer catastrophique� La phase de choc �etant consid�er�ee comme instantan�ee �ce
qui constitue une bonne approximation de la r�ealit�e dans le cas d
objets rigides�	 il
ne semble pas raisonnable d
imaginer qu
une commande	 m�eme impulsive	 appliqu�ee
durant cette phase puisse permettre de garantir le non
glissement en post
impact�
Notre id�ee consiste donc �a �etablir des conditions sur l
�etat pr�e
impact garantissant
que tel�s� point�s� d�ecolle�nt� et que tel�s� autre�s� demeure�nt� en contact statique
en post
impact�

� Phase de support continu

Le syst�eme �etant initialement dans un �etat �q� �q� correspondant �a ce que Trinkle
"Trinkle et al�	 ����# appelle le �all�rolling case� �tous les points de contact sont en
mode statique	 I��q� �q� � I�q��	 notre but est d
�etablir des conditions n�ecessaires et
su�santes sur la loi de commande u pour maintenir le contact statique en certains
points IS�q� � I�q� et pour forcer le d�ecollage aux autres points IB�q� � I�q�nIS�q��

En d
autres termes �


i � I�q� �
�

�Fi � �� �Ft�i � � si i � IS�q�
�Fi � � sinon

�III���

Supposons que le vecteur des contraintes F ait �et�e r�eordonn�e de telle mani�ere que
les r � Card�IS�q�� premiers indices correspondent aux points de contact que l
on
d�esire maintenir et que les p�r indices suivants correspondent �a ceux que l
on d�esire
casser� Dans la suite	 nous utiliserons l
indice S pour d�esigner la partie relative �a
IS�q� et l
indice B pour celle correspondant �a IB�q��
�III��� se reformule en cons�equence en �

�FS � � �III���
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�Ft�S � � �III���
�FB � � �III���

De la relation de compl�ementarit�e dans �I��� entre les acc�el�erations normales �Fi

et les forces normales �n�i	 il vient que �n�B � �� En cons�equence	 de la loi de
frottement d
Amontons
Coulomb �I����	 on en d�eduit �nalement que �t�B � �� D
o�u	
en introduisant h�q� �q� u� � Tu�N�q� �q�	 la dynamique �I��� se r�eduit �a �

M�q��q � h�q� �q� u� &rFS�q��n�S &GS�q��t�S �III���

Etant donn�e que �FS � rFS�q�
T �q&fS�q� �q�	 �III��� est �equivalent	 apr�es insertion de

l
acc�el�eration �q extraite de �III���	 �a �

rF T
S M

��rFS�n�S � �rF T
S M

���h&GS�t�S�� fS

Hypoth�ese III��

Nous supposerons que les contraintes que l�on d�esire maintenir sont in�
d�ependantes�

Cela signi�e que rFS est de rang plein r � n	 et donc rF T
S M

��rFS est une matrice
positive sym�etrique d�e�nie et par del�a inversible� Il vient que �

�n�S � ��rF T
S M

��rFS�
���rF T

S M
���h&GS�t�S� & fS� �III���

De fa)con similaire	 en utilisant que �Ft�S � GS�q�
T �q& ft�S�q� �q�	 de �III���	 on obtient

que �
GT
SM

���h&rFS�n�S &GS�t�S� � �ft�S �III���

D�e�nition III��

Nous noterons PrF�
S�M��

l�op�erateur de projection orthogonal sur rF	S
suivant la m�etrique M�� d�e�ni par �

PrF�
S�M��

� I �rFS�rF T
S M

��rFS�
��rF T

S M
��

La substitution de l
expression de �n�S tir�ee de �III��� dans �III��� nous livre alors
�nalement que �

GT
SM

��PrF�
S�M��

GS�t�S � GT
SM

��rFS�rF T
S M

��rFS�
��fS

�ft�S �GT
SM

��PrF�
S�M��

h �III���
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La prochaine �etape consiste �a trouver une condition n�ecessaire et su�sante sur la
matrice GT

SM
��PrF�

S�M��
GS pour que celle
ci soit inversible�

Lemme III��

GT
SM

��PrF�
S�M��

GS est inversible �� PrF�
S�M��

GS est de rang plein r�

D�emonstration

Notons que	 d
une part P T
rF�

S
�M��M

�� � M��PrF�
S�M��

et que	 d
autre part	 PrF�
S�M��

�etant idempotente en tant qu
op�erateur de projection P �
rF�

S�M��
� PrF�

S�M��
� On en

d�eduit que �

GT
SM

��PrF�
S�M��

GS � �PrF�
S�M��

GS�
TM���PrF�

S�M��
GS�

Or une matrice de la forme XTM��X	 o�u X est une matrice	 est inversible si et
seulement si X est de rang plein	 d
o�u le r�esultat� �

Lemme III�


rank�PrF�
S�M��

GS� � rank�GS��� Im�GS� � Im�rFS� � f�g

D�emonstration

Notons k � rank�GS��
Soit �G�� � � � � Gk� une base de Im�GS��
Soit v � Im�GS� � Im�rFS�� Comme v � Im�GS�	 �� � Rk tel que v �

Pi	k
i	� �iGi�

D
autre part v � Im�rFS�	 donc

PrF�
S�M��

�u� �
i	kX
i	�

�iPrF�
S�M��

�Gi� � � �III���

Comme rank�PrF�
S�M��

GS� � k �� �PrF�
S�M��

�G��� � � � � PrF�
S�M��

�Gk� sont des vec


teurs ind�ependants�	 de �III��� il vient que

rank�PrF�
S�M��

GS� � k �� �i � �� 
i � f�� � � � � kg
�� v � �

�nissant la preuve� �
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On en d�eduit �nalement le r�esultat �

Proposition III��

GT
SM

��PrF�
S�M��

GS est inversible ��
�
GS est de rang plein r
Im�GS� � Im�rFS� � f�g

D�emonstration

Etant donn�e que rank�GS� � r	 la preuve est imm�ediate �a partir des lemmes III��
et III��� �

Remarques

( Im�rF	S�M��� � fy � Rr j rF T
S M

��y � �g�

( Comme dim�Im�GS�� � r et dim�Im�rF	S�M���� � n� r	 on d�eduit du lemme

III�� que la condition n�ecessaire pour que l
inverse de la matriceGT
SM

��PrF�
S�M��

GS

existe est que �
nq � �r

Ceci est g�en�eralement le cas pour des robots bip�edes�

Hypoth�ese III�


Dans la suite� nous supposerons que

�
GS est de rang plein r
Im�GS� � Im�rFS� � f�g

Par cons�equent	 GT
SM

��PrF�
S�M��

GS est inversible�

Notre but est d�esormais d
exprimer les conditions sur la loi de commande u cor

respondant aux contraintes �

�n � � �III����

� ���i�n�i � �t�i � ���i�n�i �III����

De �III��� nous obtenons �nalement l
expression des forces tangentielles de contact �

�t�S �


GT
SM

��PrF�
S�M��

GS

��� 

GT
SM

��rFS

�
rF T

S M
��rFS

���
fS

�ft�S �GT
SM

��PrF�
S�M��

h
�

�III����
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Remarquons que les calculs pr�ec�edents sont sym�etriques par les substitutions �

����
���
rFS �� GS

fS �� ft�S
PrF�

S�M��
�� PG�

S�M��

Cette constatation nous permet de d�eduire directement de �III���� l
expression des
forces normales de contact �

�n�S �


rF T

S M
��PG�

S�M��
rFS

��� 

rF T

S M
��GS

�
GT
SM

��GS

���
ft�S

�fS �rF T
S M

��PG�
S�M��

h
�

�III����

Pour des raisons de lisibilit�e	 introduisons �

����������
���������

rFS � M� �
�rFS

GS � M� �
�GS

PrF�
S�M��

� M� �
�PrF�

S�M��
M

�
�

PG�
S�M��

� M� �
�PG�

S�M��
M

�
�

h � M� �
�h

Ceci nous permet de r�e�ecrire �III���� and �III���� sous la forme plus compacte �

�t�S�q� �q� u� �


G
T
SPrF�

S�M��
GS

��� 

G
T
SrFS

�
rF T

S rFS

���
fS

�ft�S �G
T
SPrF�

S�M��
h
�

�III����

�n�S�q� �q� u� �


rF T

S PG�
S�M��

rFS

��� 

rF T

S GS

�
G
T
SGS

���
ft�S

�fS �rF T
S PG�

S�M��
h
�

�III����

Introduisons maintenant la matrice diagonale ���S � �diag "���i# � i � f�� � � � � rg� �
Rr�r�
La condition �III���� se r�e�ecrit ais�ement sous la forme �

���S�n�S & �t�s � � �III����

���S�n�S � �t�s � � �III����
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Remarque

Dans �III���� et �III����	 nous avons exclu le bord de c�one qui pourrait potentielle

ment amener le point de contact �a glisser	 voir �I�����

Maintenant que nous avons les expressions compl�etes de �t�S et �n�s	 la condition
�III��� s
�ecrit �

�FB�q� �q� u� � rF T
BM

�� �Tu�N�q� �q� &rFS�n�S�q� �q� u�

&GS�t�S�q� �q� u�� & fB � � �III����

Finalement	 en mettant toutes les conditions �III����	 �III����	 �III���� et �III����
ensemble	 on aboutit au r�esultat suivant �

Proposition III�


Si rFS et GS sont de rang plein et si Im�GS� � Im�rFS� � f�g� alors
des conditions n�ecessaires et su�santes sur la loi de commande u pour
maintenir le contact aux points IS�q� et pour forcer le d�ecollage des
autres IB�q� � I�q� n IS�q� sont �

�n�S�q� �q� u� � �

���S�n�S�q� �q� u� & �t�S�q� �q� u� � �

���S�n�S�q� �q� u�� �t�S�q� �q� u� � �
�FB�q� �q� u� � �

o�u les fonctions �n�S� �t�S et �FB sont donn�ees dans �III����� �III��
� et
�III���� respectivement�

� Impact in�elastique

Apr�es avoir �etabli les conditions n�ecessaires et su�santes dans le �all
rolling case�
durant la phase de simple support	 nous allons maintenant essayer de trouver des
conditions du m�eme ordre sur la con�guration q�tk� et la vitesse �q�t�k � pr�e
impact
garantissant un contact statique en certains points IS�q�tk�� � I�q�tk�� et impli

quant le d�ecollage des autres points IB�q�tk�� � I�q�tk�� n IS�q�tk�� apr�es l
impact
�t � t�k �	 excluant ainsi tout contact glissant en post
impact�


i � I�q�tk�� �
�

�Fi�q�tk�� �q�t
�
k �� � �� �Ft�i�q�tk�� �q�t

�
k �� � � si i � IS�q�tk��

�Fi�q�tk�� �q�t
�
k �� � � sinon

�III����
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Il est �a noter ici que I�q�tk�� contient tout autant les points en contact statique
continu avant le choc que ceux �a l
origine de l
impact multiple consid�er�e�

Indi)cons �a nouveau par S la partie relative �a IS�q� et par B celle relative �a IB�q��

La loi de choc multiple que nous avons choisi de consid�erer ici est celle propos�ee
par Pfei�er et Glocker dans "Pfei�er et al�	 ����	 chapitre �#� Nous l
avons d�ej�a bri�e

vement �evoqu�ee dans l
�etat de l
art� Elle est bas�ee sur la loi de choc de Poisson	
s�eparant l
impact en une phase de compression que nous indicerons par C	 commen

)cant �a l
instant tA � t�k et se terminant �a l
instant tC 	 directement suivie dans le
temps d
une phase d
expansion que nous indicerons par E	 d�ebutant �a l
instant tA
pour se terminer �a l
instant tE � t�k �

Hypoth�ese III��

Nous supposerons que le choc est in�elastique et sans stockage tangentiel�

Dans ce cas particulier	 la phase d
expansion dispara��t car �qE � �qC est solution du
LCP correspondant �a cette phase	 voir "Pfei�er et al�	 ����	 chapitre �	 pp� ���(���#�

�III���� peut se r�e�ecrire comme �

�FC�S � � �III����
�FtC�S � � �III����
�FC�B � � �III����

La �n de la phase de compression est caract�eris�ee de la mani�ere suivante �

( Comme �n�i � �� 
t � "tA� tC #	

,nC�i � �� 
i � I�q�tk�� �III����

( A la �n de la phase de compression	 le processus d
approche entre les di��erents
corps doit �etre termin�e� Aussi est
il n�ecessaire d
exclure les valeurs n�egatives
des vitesses relatives suivant la normale �

�FC�i � �� 
i � I�q�tk�� �III����

( Si ,nC�i � �	 alors la contrainte correspondante est super$ue	 et �FC�i peut
prendre n
importe quelle valeur positive� Dans le cas contraire	 l
impact �a la
�n de la compression est donn�ee par �FC�i � �� D
o�u la relation de compl�emen

tarit�e �

,nC�i
�FC�i � �� 
i � I�q�tk�� �III����
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La loi d
impact dans la direction tangentielle est donn�ee par �

j ,tC�i j� ���i,nC�i � �FtC�i � � �III����

,tC�i � &���i,nC�i � �FtC�i � � �III����

,tC�i � ����i,nC�i � �FtC�i � � �III����

Cette �ecriture d�ecoule de l
int�egration de la loi d
Amontons
Coulomb sur la phase
d
impact� Notons qu
elle n
implique pas que la force de frottement reste dans le
c�one durant toute la phase de choc� En e�et	 il est tout
�a
fait possible que �III����	
�III���� et �III���� soient v�eri��ees alors que j �t�i j d�epasse ���i�n�i sur certains sous

intervalles de "tA� tC #� Aussi �III����	 �III���� et �III���� doivent
elles �etre consid�er�ees
comme une loi de choc ind�ependante suivant la tangente	 qui co��ncide n�eanmoins
g�en�eralement avec la loi d
Amontons
Coulomb	 voir "Pfei�er et al�	 ����	 pp����
���#
pour de plus amples d�etails�

De la relation de compl�ementarit�e �III���� entre �FC�i et ,nC�i	 �III���� entra��ne
que ,nC�B � � et donc	 d
apr�es la loi d
impact dans la direction tangentielle	 que
,tC�B � ��
Finalement	 comme h�q� �q� u� � Tu�N�q� �q� rassemble des termes �nis non
impulsion

nels	 la dynamique du choc	 obtenue par l
int�egration sur la phase de compression
de la dynamique continue �III��� se r�eduit �a �

M� �qC � �qA� � rFS,nC�S &GS,tC�S �III����

que l
on peut r�e�ecrire comme �

M �qC � M �qA &rFS,nC�S &GS,tC�S �III����

Or �FC�S � rF T
S �qC � Il est donc facile de voir que tous les calculs e�ectu�es dans la

section � s
appliquent �a la loi de choc consid�er�ee par les substitutions suivantes �

��������������������
�������������������

�FS �� �FC�S

�Ft�S �� �FtC�S

�FB �� �FC�B

�q �� �qC
fS �� �
ft�S �� �
fB �� �
h � Tu�N �� M �qA
�n�S �� ,nC�S

�t�S �� ,tC�S
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Sous les hypoth�eses que rFS et GS sont de rang plein et que Im�GS�� Im�rFS� �
f�g	 on d�eduit directement de �III���� et �III���� les expressions des impulsions
normales et tangentielles �

,tC�S � �


GT
SM

��PrF�
S�M��

GS

���
GT
SP

T
rF�

S�M��
�q�t�k �

�
� ,tC�S�q�tk�� �q�t

�
k � �III����

,nC�S � �


rF T

S M
��PG�

S�M��
rFS

���
rF T

S P
T
G�
S�M��

�q�t�k �

�
� ,nC�S�q�tk�� �q�t

�
k � �III����

�etant donn�e que	 comme pr�ec�edemment	 on a �

M��PG�
S�M��

� P T
G�
S�M��

M�� et M��PrF�
S�M��

� P T
rF�

S�M��
M��

De �III����	 la condition �III���� impose que �

�FC�B � rF T
BM

�� �M &rFS,nC�S &GS,tC�S

�
�q�t�k �

�
� �FC�B�q�tk�� �qt

�
k � � �III����

Finalement	 de la proposition III��	 il vient le r�esultat similaire suivant �

Proposition III��

Si rFS et GS sont de rang plein et si Im�GS��Im�rFS� � f�g� alors des
conditions n�ecessaires et su�santes sur la con�guration �a l�impact q�tk�
et sur la vitesse pr�e�impact �q�t�k � pour maintenir les points de contact
IS�q�tk�� en mode statique et pour forcer les autres points IB�q�tk�� �
I�q�tk�� n IS�q�tk�� �a d�ecoller sont �

,nC�S�q�tk�� �q�t
�
k � � � �III�����

���S,nC�S�q�tk�� & ,tC�S�q�tk��
�
�q�t�k � � � �III�����

���S,nC�S�q�tk��� ,tC�S�q�tk��
�
�q�t�k � � � �III����

�FC�B�q�tk�� �q�t
�
k � � � �III����

o�u les fonctions ,nC�S� �tC�S et �FC�B de la con�guration �a l�impact q�tk�
sont donn�ees dans �III�
	�� �III�
�� and �III�

��
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� Application �a l	impact d	une jambe d	un bipen�

dule

Le robot bip�ede que nous avons choisi d
�etudier	 que nous appellerons par la suite
compass	 consiste en deux jambes identiques de longueur L reli�ees �a la hanche	 voir
�gure III��� Le compas est �equivalent �a un bi
pendule� La masse m de chaque jambe

B

l

L� l

X

Y

q�

H

m m

q�

A�x� y�

Fig� III�� ( Mod�ele du robot bip�ede compas

est concentr�ee �a distance l et L � l de la hanche et de l
extr�emit�e de la jambe res

pectivement�
Comme un compas sans genou avec des jambes rigides ne peut pas passer la jambe
arri�ere vers l
avant dans le plan	 on peut imaginer qu
une articulation prismatique
avec une jambe inf�erieure de poids n�egligeable est ajout�ee juste en dessous de la
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masse ponctuelle m	 voir �gure III��� Le degr�e de libert�e au niveau de la rallonge
prismatique est �evidemment bloqu�e �a l
instant de l
impact� Ceci nous permet d
avoir
un mod�ele r�ealiste simple sans pour autant compliquer la dynamique�
La con�guration du robot est donn�ee par q � �q�� q�� x� y�

T o�u q� d�esigne l
angle
entre la jambe gauche et le sol et q� l
angle entre la jambe droite et la jambe gauche
�l
orientation positive correspond au sens trigonom�etrique��
�x� y�T sont les coordonn�ees g�en�eralis�ees de l
extr�emit�e de la jambe gauche A	 par
rapport �a un rep�ere cart�esien �x�e� Le vecteur d
�etat du compas est donn�e par �q� �q�T �

Le vecteur des contraintes de non
p�en�etration dans le sol des deux jambes du compas
s
�ecrit �

F �

�
B	 y

y & L sin�q��
y & L�sin�q�� & sin�q� & q���
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correspondant aux coordonn�ees suivant l
axe Y des points A	 H et B�

Supposons que la commande active durant la phase de balancement de la jambe
droite soit capable de maintenir le point de support A au sol sans glissement et qu
�a
l
instant tk	 l
impact avec le sol de la jambe de balancement ait lieu� Alors dans ce
cas �

q�tk� � �q���tk����q��tk�� x�tk�� ��T �III����

�q�t�k � �
�
�q��t

�
k �� �q��t

�
k �� �� �

�T
�III����

I�q�tk�� � ��� �� �III����

Notre but est de d�eterminer les conditions n�ecessaires et su�santes sur les vitesses
pr�e
impact

�
q�tk�� q�t

�
k �
�
pour que le transfert de support ait bien lieu	 en assurant

de plus que le nouveau point de support B ne glisse �a l
issue du choc� Ceci peut
�etre
traduit dans les notations de la section � en posant �

IS�q�tk�� � ���

IB�q�tk�� � ���

De �III����	 il vient que �

rFS�q�tk�� �

�
BBB	

�L cos�q��tk��
L cos�q��tk��

�
�
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et �

GS�q�tk�� �

�
BBB	

�
L sin�q��tk��

�
�
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Il est imm�ediat que Im�GS�q�tk��� � Im�rFS�q�tk��� � f�g� La proposition III��
s
applique donc� Notons tout de m�eme qu
une condition doit �etre ajout�ee �a celles
de �III����	 �III����	 �III���� et �III����	 �a savoir	 celle garantissant que l
impact de
l
extr�emit�e de la jambe de balancementB a r�eellement lieu �a l
instant tk	 c
est
�a
dire �

rFS�q�tk�� �q�t
�
k � � �

Les �gures III��	 III��	 III��	 III��	 III��	 III��	 III�� et III��	 illustrent l
extension de
l
espace des solutions avec l
augmentation du coe�cient de frottement �� �a l
extr�e

mit�e B	 o�u les unit�es des axes sont respectivement rad s pour �q��t

�
k �	 rad s pour

�q��t
�
k �	 et rad pour q��tk� % L � � m	 l � ��� m and m � � kg�
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Les probl�emes que nous avons trait�es dans ce chapitre ne semblent pas avoir �et�e
abord�es dans la litt�erature	 du moins �a notre connaissance� La proposition III��
permet de d�eterminer le domaine admissible des couples actionneurs garantissant
non seulement le d�ecollage de certains points de contact	 mais aussi et surtout le
non
glissement de points de support que l
on d�esirerait maintenir� La proposition
III�� donne des conditions sur les donn�ees pr�e
impact garantissant le d�ecollage de
certains points ainsi que maintien en non
glissement juste apr�es l
impact�
Les deux propri�et�es �enonc�ees sont d
un int�er�et pratique ind�eniable	 dans l
optique
de l
�elaboration d
une loi de commande pour un marcheur quelconque� Il para��t im

portant de noter que ces propri�et�es	 m�eme si elles ont �et�e d�evelopp�ees sur l
exemple
des robots marcheurs	 peuvent trouver des applications directes �a d
autres t�aches
robotiques comme celles d
assemblage ou de soudure�
Notons en�n que ce chapitre ne propose pas de loi de commande r�eelle� Il permet
par contre d
�etablir des conditions n�ecessaires sur la commande et d
en tirer des
conclusions sur l
ad�equation de certains sch�emas de contr�ole connus� En particulier	
il semble que tout sch�ema	 comme l
approche par fonction de t�ache "Samson et al�	
����# que nous avions essay�e d
appliquer dans une premi�ere �etude sur les bip�edes	 ne
pouvant prendre en compte de mani�ere explicite les contraintes d
in�egalit�es que nous
avons �etablies sur la loi de commande	 soit inad�equat� A l
oppos�e	 les approches ba

s�ees sur la commande sous contraintes	 comme les MPC �Model Predictive Control�	
paraissent	 elles	 toutes adapt�ees �a traiter ce type de probl�eme "Oliveira	 ����#� No

tons tout de m�eme que les probl�emes pos�es par l
impl�ementation en temps r�eel de
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telles techniques demeurent pr�esents	 m�eme si le gain consid�erable en puissance de
calculs des derniers microprocesseurs semblent leur r�eserver un avenir prometteur�
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Conclusions et perspectives

Ce travail traite de la m�ecanique des syst�emes de corps rigides avec contraintes uni

lat�erales et frottement sec�

L
�etude bibliographique du premier chapitre nous a permis de pr�esenter les questions
fondamentales cons�ecutives au choix de cette mod�elisation � les probl�emes d
existence
et d
unicit�e de la trajectoire �a int�egrer� Nous avons vu que ces probl�emes sont �etroi

tement li�es au calcul des forces de contact pouvant se ram�ener �a la r�esolution d
un
LCP qui n
admet pas toujours de solution �unique� en pr�esence de frottement r�egit
par la loi de frottement d
Amontons
Coulomb�

N�eanmoins l
�etude du chapitre � sur l
exemple de Painlev�e	 qui �etait consid�er�e peut

�etre jusqu
ici �a tort comme l
illustration de l
existence d
une incompatibilit�e entre
la loi de frottement d
Amontons
Coulomb et l
hypoth�ese de rigidit�e des corps	 nous
a permis de prouver que le syst�eme	 s
il est initialis�e en glissement dans un mode
coh�erent �au sens o�u le LCP admet une solution unique� �evite les zones d
inconsis

tances � soit le point de contact �nit par s
arr�eter de glisser et le syst�eme entre dans
le mode consistant du contact statique	 soit la barre d�ecolle et la force de contact
demeurant toujours born�ee	 soit �nalement	 pour des coe�cients de frottement su

p�erieurs �a une valeur seuil jusqu
ici inconnue de la communaut�e	 la trajectoire passe
par un point singulier correspondant �a la fronti�ere commune �a tous les modes� Au
point singulier	 la force de contact prend une valeur in�nie	 mais l
impulsion de cette
force reste born�ee ce qui con�rme la consistance du mod�ele� Ce chapitre constitue
la contribution principale de cette th�ese au domaine� Les techniques que nous avons
employ�ees pour cette analyse nous laissent penser que nos travaux th�eoriques sur
cet exemple simple doivent pouvoir s
�etendre �a des syst�emes plus complexes	 �a plus
de degr�es de libert�e et plusieurs contacts�
Un autre probl�eme se pose lorsque la barre retombe dans une zone inconsistante �
que penser d
une loi de choc ne nous permettant pas de sortir de cette zone! Et plus
pr�ecis�ement � existe
t
il toujours une impulsion coh�erente du point de vue �energ�e

tique et v�eri�ant la loi d
Amontons
Coulomb nous permettant de revenir �a un �etat
consistent! Et dans le cas o�u une telle loi existe	 s
�etend
elle aussi �a des syst�emes
plus complexes ! Ces questions fondamentales nous laissent deviner les di�cult�es
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sous
jacentes �a la r�ealisation d
un outil de simulation num�erique complet prenant en
compte les impacts sans collision� N�eanmoins cette th�ese a donn�e lieu �a la conception
de deux logiciels d�edi�es �a la simulation des robots marcheurs �

( RobotDyn � outil de g�en�eration automatique de �equations de la dynamique de
Lagrange des robots rigides arborescents� Ce logiciel	 d�ecrit dans l
annexe E	
est encapsul�e dans un package de calcul formel et pr�esente par cons�equent
l
avantage d
o�rir des expressions purement symboliques souvent indispen

sables pour la synth�ese de lois de commande� Il permet la cr�eation automatique
de fonctions fortran des di��erents termes de la dynamique�

( RobotSimu � outil d
int�egration de la dynamique des syst�emes de corps rigides
avec contraintes unilat�erales� Ce logiciel a �et�e �ecrit dans le langage Scilab
d�evelopp�e �a l
Inria� Il exploite les fonctions fortran g�en�er�ees par RobotDyn
pour int�egrer la dynamique� L
int�egration est r�ealis�ee de mani�ere usuelle en
construisant et r�esolvant �a chaque instant de la discr�etisation un LCP	 dont
la solution	 si elle existe	 livre les acc�el�erations et les forces de contact de
l
instant consid�er�e� La loi de frottement sec d
Amontons
Coulomb est prise
en compte dans le cas de contacts �D� L
extension au cas des contacts �D
est facilement envisageable� M�eme s
il semble raisonnable de supposer que les
probl�emes d
inconsistances et d
ind�eterminations ne devraient pas appara��tre
dans la simulation de robots marcheurs �les coe�cients de frottement au sol
�etant g�en�eralement trop faibles�	 signalons l
existence de sch�emas d
int�egration
��time
stepping scheme�� d�edi�es �a la simulation des syst�emes de corps rigides
avec contraintes unilat�erales "Moreau	 ����% Moreau et al�	 ����% Stewart et
al�	 ����% Stewart	 ����% Stewart	 ����% Anitescu et al�	 ����#� Ces sch�emas
travaillent non pas au niveau force acc�el�eration mais bien plut�ot au niveau
impulsion vitesse	 g�en�eralement bien pos�e "Monteiro
Marques	 ����% Stewart	
����#�

En�n le chapitre � nous a permis	 sous une hypoth�ese relativement faible sur les
contraintes actives	 d
�etablir des conditions n�ecessaires et su�santes sur la loi de
commande et sur les vitesses pr�e
impact permettant d
assurer le non
glissement des
points de contacts� Remarquons que ces contraintes sont fonctions de l
�etat courant
du syst�eme	 si bien qu
il n
est a priori pas garanti que l
ensemble des solutions soit
non
vide� De plus	 des bornes sur les actionneurs sont �a prendre en consid�eration
dans la pratique � ces bornes risquent de r�eduire encore l
ensemble des commandes
admissibles� Aussi l
�etape suivante de la conception de loi de commande en boucle
ferm�ee assurant la �stabilit�e� au sens des conditions �enonc�ees dans ce chapitre risque

t
elle de poser de nombreuses di�cult�es�
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Annexe A

Autre analyse du cas
�

�
� � � �C

Hypoth�ese A��

Nous supposerons que Pc� � P�
c�� c�est��a�dire que le point singulier est

atteint �a partir de M�
� �

Lemme A��

Si �� admet une limite �nie lorsque � � ��c�� alors �� admet aussi une
limite �nie en ce point et �

���c� �

s
g

l sin �c�
�A���

���c� �
��� �
c� cos �c��� cos �c� & � sin �c��

� cos �c��� cos �c� & sin �c��� ��
�A���

D�emonstration

Il est imm�ediat que la fonction
ml

�
C��� �� � � cos �&� sin � est strictement positive

pour arctan �
	
� � � �c�� En cons�equence	 si �� admet une limite �nie lorsque � � ��c�	

alors	 �a la vue de l
�equation di��erentielle �II���	 comme B � ��	 n�ecessairement ���c�
doit satisfaire l
�equation �A����
En d�eveloppant en series de Taylor avec reste de Young les deux membres de l
�equa

tion di��erentielle �II���	 et en collectant les termes en ���c�	 on obtient �nalement apr�es
des simplications trigonom�etriques l
expression donn�ee dans �A���� �



��� A� Autre analyse du cas
�

�
� � � �C

Regardons maintenant de plus l
expression de ���c� donn�ee dans �A���� De �II���	
il est ais�e de prouver que le num�erateur de ���c� est toujours positif� En rempla)cant
les expressions de ��c� et ���c� donn�ees dans les �equations �II��� et �A���	 on d�eduit
apr�es des calculs fastidieux mais faciles que le d�enominateur de ���c� est n�egatif pour
� � �c �

�


p


et positif pour � � �c�

La di�cult�e principale consiste maintenant �a prouver que �� admet une limite �

nie�

Lemme A�


Si �


� � � �C � alors la trajectoire ��� ��� coupe la courbe A��� ��� � �

avant que � atteigne �c��

D�emonstration

La preuve se base sur une raisonnement par l
absurde� Grosso modo	 nous allons
prouver que si A demeure strictement positive	 alors �� admet une limite positive
�nie� Or de �A���	 nous savons que cette limite doit �etre strictement n�egative	 d
o�u
une contradiction prouvant que la courbe A doit �etre coup�ee avant que � � �c��
Supposons que 
t � "�� tc�#�A � �� En cons�equence	 �� est strictement positive�
A�n de simpli�er les notations	 r�e�ecrivons �II��� sous la forme �

�� � f��� ���g � l ��� sin ��� �A���

En d�erivant une fois l
�equation pr�ec�edente	 on obtient que �

��
� � ���H��� ��A��� ���� lf��� �� ��� cos �� �A���

o�u �

H��� �� �
�f

��
� �lf � sin � �A���

Il est alors ais�e de prouver que H��� �� change de signe et devient strictement n�ega

tive avant que � n
atteigne �c�� D
o�u	 comme f��� �� est manifestement positive	 il
existe un voisinage gauche de tc� dans lequel ��
��t� est strictement n�egatif�
Revenons maintenant �a ���t�� C
est une fonction positive d�ecroissante sur le voisi

nage cit�e plus haut� Par cons�equent	 �� admet une limite �nie en � � �c�	 �a savoir
celle donn�ee dans �A���� Mais comme nous l
avons prouv�e dans le lemme pr�ec�edent
A��	 cette limite se doit d
�etre strictement n�egative� On en d�eduit que	 comme �� est
strictement positive �a partir de l
instant o�u � a passe la valeur arctan �

	
	 il existe un

instant tA � "�� tc�� auquel ���t� change de signe� A cet instant	 on a A�tA� � �	 en
contradiction avec l
hypoth�ese� �
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Annexe B

Impacts sans collision

� Introduction

Hypoth�ese B��

Nous supposerons que X�t�k � � M��

Dans ce cas	 le LCP n
a pas solution et il faut avoir recours �a un saut en vitesse
pour sortir de l
inconsistance�

Rappelons les r�egles de base sur les impacts tangentiels �

D�e�nition B��

Si un impact sans collision se produit �a l�instant tk� alors les conditions
suivantes doivent �etre v�eri��ees �

�� T �t�k � � T �t�k ��

	� �yA�t
�
k � � ��


� P � C� o�u P � R� d�esigne le vecteur de percussion� et C le c�one de
frottement�


� Le LCP admet une solution �a t�k � c�est��a�dire �a l�issue de l�impact
sans collision�

Les conditions � et � imposent que les vitesses post
impact �xA�t
�
k � et ���t�k � sont �a

l
int�erieur d
un sous
ensemble compact de R��
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La dynamique de l
impact pour l
exemple de Painlev�e est donn�ee par �

m+ �x � ,t �B���

m+ �y � ,n �B���

ml�

�
+ �� � l �� cos �,n & sin �,t� �B���

On sait que �
�yA�t

�
k � � �� �y�t�k � � l��t�k � cos �

Il vient de m�eme de la condition � que �

�yA�t
�
k � � �� �y�t�k � � l��t�k � cos �

d
o�u on d�eduit �nalement que �

+ �y � �y�t�k �� �y�t�k � � l cos �+ �� �B���

D
o�u	 en substituant dans �B��� l
expression de + �y donn�ee dans �B��� �

,n � ml cos �+ �� �B���

et en faisant de m�eme pour �B���	 on aboutit �a �

,t �
ml

� sin �

�
� & � cos� �

�
+ �� �B���

Constatons d�ej�a que la solution + �� � � entra��ne que ,n � ,t � �	 et donc	 de
�B��� et �B���	 que + �x � + �y � �	 ne remplissant �evidemment pas la condition ��
En cons�equence	 nous supposerons dans la suite que �

+ �� �� �

La condition � exprime que �

,n � � �B���

j ,t j � ,n �B���

En cons�equence	 il vient �nalement de �B��� et �B��� que �rappelons que X�t�k � �
M� � � �

�

�
� �

+ �� � �� ,n � �� ,t � � �B���

De �B��� et �B���	 on d�eduit que �B��� est �equivalente �a �

� & � cos � �cos � � � sin �� � B��� �� � �
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qui est toujours v�eri��ee	 d
apr�es l
hypoth�ese B��� Par ailleurs	 ceci nous permet aussi
de voir qu
aucun impat tangentiel n
est admissible dans le mode M��
Posons �

���� �
,t

,n
�

� & � cos� �

� sin � cos �
� �

La dynamique �B���	 �B��� et �B��� se r�e�ecrit alors en fonction de l
impulsion nor

male �

+ �x �
����

m
,n �B����

+ �y �
�

m
,n �B����

+ �� �
�

ml
�� cos � & ���� sin �� ,n �

�

ml cos �
,n �B����

Notre but est maintenant d
exprimer la condition �� On a �

+T �
�

�
m

�
�x��t�k � & �y��t�k � &

l�

�
����t�k �� �x��t�k �� �y��t�k ��

l�

�
����t�k �

�

�
�

�
m

�
+ �x

�
+ �x & � �x�t�k �

�
&+ �y

�
+ �y & � �y�t�k �

�
&
l�

�
+ ��

�
+ �� & � ���t�k �

��

soit	 apr�es simplications �

+T � ,n �a,n & b� �B����

o�u �

a �
� �� & � cos� ��

�m sin� � cos� �
� �

et

b � ���� �xA�t
�
k � � �

Finalement	 de �B����	 la condition � s
�ecrit �

� � ,n � � b

a
�B����

Il nous reste maintenant �a traduire la condition � permettant d
avoir un probl�eme
bien pos�e en post
impact� On a �

�xA�t
�
k � � �x�t�k � & l sin � ���t�k �

� �x�t�k � & + �x & l sin �
�
���t�k � & + ��

�
� �xA�t

�
k � &

�

m
����� & � sin � �� cos � & ���� sin ���+n



��� B� Impacts sans collision

soit	 apr�es simpli�cations �

�xA�t
�
k � � �xA�t

�
k � &

�,n

�m sin � cos �
�B����

Les conditions regroupant �B��� et �B���� se r�esument �a �

� � ,n � � b

a
� ��

�
m sin � cos � �xA�t

�
k � �B����

ce qui	 au niveau de la vitesse post
impact	 en utilisant �B����	 impose �

�xA�t
�
k � � �xA�t

�
k � � � �xA�t

�
k � �B����

� Solutions avec �xA�t
&
k � � �

De �B����	 il vient que �

,n � ��

�
m sin � cos � �xA�t

�
k � �B����

Il est imm�ediat que si �xA�t
�
k � � � �on reste dans le mode MII du syst�eme hybride�	

alors n�ecessairement ����t�k � �
g

l sin �
pour sortir de la zone inconsistanteM� et aller

dans la zone	 certes ind�etermin�ee mais n�eanmoins acceptable M�� Or	 de �B���	 on
a �

���t�k � �
���t�k � & + �� � ���t�k � &

,n

ml cos �
� ���t�k �

et donc	 il faut que �

,n �

r

g

l sin �
� ���t�k �

�
ml cos � �B����

qui n
est pas forc�ement compatible avec la condition �B����� En particulier	 le choix
d
une longueur de barre l su�samment grande permettrait d
interdire le choix d
une
telle solution�

� Solutions avec �xA�t
&
k � � �

Il est imm�ediat que si �xA�t
�
k � � �	 alors le syst�eme est dans le mode MIII � Plus

exactement	 B��� �� � �

m
�� & � cos � �cos � & � sin ��� � � et le LCP est bien pos�e�
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� Solution imposant �xA�t
&
k � � �

Nous savons que dans le contact d
un unique contact statique �modeMIV du syst�eme
hybride�	 le probl�eme de d�etermination de la force de contact admet une solution
unique et est	 par cons�equent	 bien pos�e�
De �B����	 on d�eduit l
expression de l
impulsion normale �

,n � ��

�
m sin � cos � �xA�t

�
k �

Cette solution correspond aux principes propos�es par Bara� "Bara�	 ����#�
Notons en�n que cette solution est aussi parfois appel�ee solution de dissipation maxi�
male� En e�et	 de �B����	 il est imm�ediat que la dissipation maximale est atteinte
pour �

,opt
n � � b

�a
� ��

�
m sin � cos � �xA�t

�
k �

imposant	 d
apr�es �B����	 que �xoptA �t�k � � ��
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Annexe C

In�uence de la nature du contact

sur l�existence d�inconsistance

� Introduction

Nous avons vu dans le chapitre � consacr�e �a l
exemple de Painlev�e que la valeur
seuil du coe�cient de frottement �a partir de laquelle les r�egions inconsistantes et

ind�etermin�ees apparaissent est de
�

�
� Il est clair que cette valeur seuil est largement

au dessus des coe�cients de frottement que l
on rencontre classiquement dans la
nature� Le but de cet annexe est d
illustrer sur un exemple simple	 similaire �a celui
de Painlev�e	 que cette valeur seuil peut �etre ramen�ee �a des valeurs beaucoup plus
r�ealistes� Dans l
exemple de Painlev�e	 la trajectoire du centre de gravit�e G de la
barre par rapport au point de contact A demeure sur le cercle de centre A et de
rayon l� L
id�ee que nous avons appliqu�ee consiste �a perturber la trajectoire de G
par rapport �a celle de l
exemple de Painlev�e par l
introduction d
un contact rond	
modi�ant le moment r�esultant en G de la force de contact�

� Pr�esentation du mod�ele

Consid�erons une barre rigide	 mince	 homog�ene et plan de masse m	 de longueur �l

et d
inertie I � m
l�

�
identique �a celle de l
exemple de Painlev�e� Supposons main


tenant que l
on rajoute �a chaque extr�emit�e de cette barre une sorte de �chapeau�
constitu�e d
une h�emisph�ere de rayon r � l	 de masse et d
inertie n�egligeable par
rapport �a celle de la barre	 voir Fig� C���
De m�eme que pour l
exemple de Painlev�e	 soit G � �x� y�T et A � �xA� yA�

T res

pectivement les coordonn�ees cart�esiennes par rapport �a un r�ef�erentiel galil�een du
centre de gravit�e de la barre et du point de contact A� Le syst�eme est param�etr�e par
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A

l

l

Y

X

G

�

r

Fig� C�� ( L�exemple de Painlev�e avec un bout rond

le vecteur des coordonn�ees g�en�eralis�ees q � �x� y� ��T 	 o�u � d�esigne l
angle �mesur�e
dans le sens trigonom�etrique� entre la barre et le sol�

La contrainte unilat�erale s
�ecrit pour ce mod�ele �

F �q� � yA � y � l sin � � r � � �C���

La dynamique g�en�erale du syst�eme dans le mode de glissement vers la gauche MII

est donn�ee par � ���
��

m�x � �FN

m�y � �mg & FN

I �� � �� �r & l sin ��� l cos ��FN

�C���

� Valeur minimale du coe�cient de frottement

pour les inconsistances

La relation de compl�ementarit�e entre la d�eriv�ee seconde par rapport au temps de la
distance relative au contact et la force normale au contact s
�ecrit �

�yA � �Ar & BrFN � �� FN � �� FN �yA � � �C���
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o�u
Ar��� ��� � g � l ��� sin � �C���

et

Br��� �� � �

m



� &

�

l
cos � �l cos � � � �r & l sin ���

�
�C���

En comparant avec les expressions de A��� ��� et B��� �� donn�ees dans �II��� et �II���
respectivement	 il vient que �

Ar��� ��� � A��� ��� �C���

Br��� �� � B��� ��� �r

ml
� cos � �C���

D
apr�es l
�etude que nous avons e�ectu�ee sur l
exemple de Painlev�e	 nous savons que
les zones d
inconsistance et d
ind�etermination apparaissent �a partir du moment o�u
Br��� �� peut s
annuler pour � � "�� �#�
La �gure C�� trace l
�evolution du coe�cient de frottement minimum �min engendrant
les inconsistances et ind�eterminations en fonction de l et r	 avec r � l�

On retrouve bien la valeur seuil
�

�
de Painlev�e lorsque r � ��

On constate aussi que	 comme d�esir�e	 �min prendre des valeurs plus �r�ealistes��
De �C���	 il vient que �min est minimum lorsque r � l� L
�etude facile de B��� �� dans
le cas o�u r � l livre comme valeur seuil minimale pour ce mod�ele �

�seuil � �

p
��� �q

�
p
��� �

�
� &

p
��
� � ����������
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Fig� C�� ( L��evolution de �min en fonction de l et r
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Annexe D

G�en�eration automatique des

�equations de la dynamique de

Lagrange des robots rigides

arborescents

� Motivation

En m�ecanique	 on distingue classiquement deux types d
interaction physique entre
les corps rigides� Les corps peuvent �etre contraints ensemble par un m�ecanisme ou
une articulation ou bien ils peuvent interagir lors de collision ou en s
appuyant les
uns sur l
autres�

De ces deux types d
interaction	 le premier est le plus simple �a mod�eliser dans
le sens o�u le mouvement global cons�ecutif �a une articulation se traduit ais�ement
sous la forme de contraintes holonomes qui peuvent �etre g�en�er�ees et incorpor�ees
automatiquement au niveau de la dynamique � on parle g�en�eralement de contraintes
bilat�erales qui se traduisent au niveau g�eom�etrique par des contraintes d
�egalit�e�
Math�ematiquement parlant	 l
espace des con�gurations d
un corps est celui des re

p�eres	 isomorphes �a celui des matrices homog�enes � � �	 groupe des d�eplacements	
classiquement not�e SE ���	 groupe de Lie et vari�et�e di��erentielle de dimension ��
Tout point d
une vari�et�e di��erentielle peut �etre rep�er�e par un syst�eme local de co

ordonn�ees	 appel�e param�etrisation� Dans le cas de SE ���	 une param�etrisation est
obtenue directement en exploitant l
isomorphisme avec R
� SO���	 c
est
�a
dire en
distinguant la translation et la rotation� Dans le cas de n corps rigides ind�epen

dants	 l
espace de con�guration du syst�eme est	 �a priori	 SE ���n	 de dimension �n�
L
introduction de liaisons entre les corps va r�eduire l
espace de con�guration �a une
vari�et�e de dimension inf�erieure	 dont le param�etrage est usuellement appel�e vecteur
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des coordonn�ees g�en�eralis�ees	 not�e q � Rnq 	 nq � n� Le second type d
interaction
traduit le fait que les corps qui constituent le syst�eme ne peuvent pas s
interp�en�etrer
et se formule au niveau g�eom�etrique par des contraintes unilat�erales �

F �q� � �� F � Rnq � Rm

Notons ici que le nombre de contraintes de non
p�en�etration peut �etre sup�erieur au
nombre de degr�es de libert�e	 c
est
�a
dire m � nq�

La dynamique d
un syst�eme m�ecanique de corps rigides soumis �a m contraintes
unilat�erales peut s
�ecrire sous la forme du syst�eme d
�equations ��� que cela a d�ej�a
�et�e pr�esent�e dans l
�etat de l
art �

M�q��q &N�q� �q� � Tu&rF �q��n &Gt�q� �q��t �D���

�TnF �q� � �� �n � �� F �q� � � �D���

Loi de restitution & dynamique des chocs �D���

Mod�ele de frottement sec d
Amontons
Coulomb �D���

q repr�esente ici le vecteur complet des coordonn�ees g�en�eralis�ees� En d
autres termes
nq correspond au nombre de degr�e de libert�e du syst�eme non contraint	 c
est
�a
dire
dans la r�egion F �q� � �� M�q� d�esigne la matrice d
inertie	 N�q� �q� regroupe les
termes provenant de la gravit�e	 de la force centrifuge ainsi que de la force de Corio

lis	 Tu correspond aux actions ext�erieures� En�n �n et �t d�esignent les composantes
normales et tangentielles des forces de contact�

Dans cette formulation	 l
int�egration de la dynamique a�n de simuler de tels sys

t�emes n�ecessite d
�etablir les expressions de la matrice d
inertieM�q� et des di��erents
vecteurs N�q� �q�	 rF �q� et G�q� �q�� Une alternative consiste �a int�egrer num�erique

ment le mouvement de chaque corps de mani�ere s�epar�ee puis �a projeter la solution
sur l
ensemble des contraintes bilat�erales comme le propose MEXX ��MEXanical
systems eXtrapolation integrator�� � cette approche pr�esente certes l
avantage de
pouvoir int�egrer des cha��nes arborescentes longues et compliqu�ees	 mais ne permet
pas d
avoir acc�es aux expressions des matrices et vecteurs cit�es plus haut	 qui sont
g�en�eralement indispensables pour la synth�ese de loi de commande� Aussi avons nous
opt�e pour une m�ethode hors
ligne donnant les expressions g�en�erales�
De nombreux logiciels consacr�es �a la r�esolution de ces probl�emes existent d�ej�a	 mais
il est d�eplorer que la plupart ont �et�e d�evelopp�es dans le contexte des robots manipu

lateurs� Pour ce type de robots	 il est suppos�e qu
une partie de robot	 commun�ement
appel�ee la base	 est riv�ee au sol� Or les robots marcheurs constituent un classe �a part
en robotique dans le sens o�u	 durant la locomotion	 aucun point du robot ne reste
constamment en contact avec le sol �on parle d
alternance des appuis au sol�� En
cons�equence	 le vecteur des coordonn�ees g�en�eralis�ees permettant de d�ecrire un robot
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marcheur dans toutes ses phases	 y compris la phase de vol �aucune contrainte ac

tive�	 n�ecessite	 par rapport au mod�ele classique des manipulateurs	 d
�etre augment�e
des coordonn�ees cart�esiennes d
un point quelconque li�e au robot� En�n	 les robots
manipulateurs classiques ne comportent pas de cha��nes arborescentes	 contrairement
aux robots marcheurs constitu�es g�en�eralement d
un tronc autour duquel s
articulent
les di��erents segments �jambes� permettant la locomotion� Aussi nous a
t
il sembl�e
n�ecessaire de concevoir un logiciel d�edi�e �a cette classe particuli�ere de robots�

Nous avons d�evelopp�e un logiciel appel�e RobotDyn permettant d
obtenir les di��erents
vecteurs et matrices d�e�nis plus haut� Il est encapsul�e dans le package de Maple �

ce qui pr�esente l
�enorme avantage d
o�rir des expressions purement symboliques � en
cons�equence	 les di��erents probl�emes sont r�esolus pour toutes les grandeurs d
en

tr�ees possibles	 laissant ainsi tout loisir �a l
utilisateur d
exp�erimenter l
in$uence des
di��erents param�etres avec des donn�ees r�eelles� Ce logiciel est fortement inspir�e du
package Robotica � d�evelopp�e �a l
Universt�e d
Illinois pour les robots manipulateurs�

Robotdyn n�ecessite une entr�ee sous forme de table des param�etres Denavit
Hartenberg
d�ecrivant le robot �a �etudier compl�et�ee des coordonn�ees cart�esiennes d
un point li�e au
robot que nous appelerons base % ce point peut
�etre aussi bien �xe �manipulateur�
que mobile �robot marcheur�� Une fois cette table lue	 RobotDyn g�en�ere d
abord
la cin�ematique directe du robot� A partir de ces donn�ees	 la matrice d
inertie	 les
termes de Coriolis et centrifuges	 les symboles de Christo�el ainsi que le vecteur de
gravit�e sont g�en�er�es� La cin�ematique directe permet aussi d
obtenir facilement les
di��erents �el�ements n�ecessaires au calcul des forces d
interaction avec le sol� En�n	
en tirant pro�t des routines d
entr�ees sorties de Maple	 un source fortran optimis�e
de ces di��erentes grandeurs peut �etre obtenu�

� Extension de la repr�esentation DH aux cha
�nes

arborescentes

A�n de pouvoir prendre en compte des robots �a structures arborescentes	 comme
dans le cas des robots bip�edes constitu�es de deux jambes et d
un tronc	 nous avons
�etendu la repr�esentation Denavit
Hartenberg aux cha��nes arborescentes de la ma

ni�ere suivante�
La repr�esentation DH classique pour une cha��ne de n segments successifs "Spong et
al�	 ����# est donn�ee par une liste de vecteurs de la forme f�ai� di� �i� �i�gi	����n o�u �

ai � la distance sur l
axe xi de oi au point d
intersection entre les axes xi et

�� MapleTM is a registered trademark of Waterloo Maple Inc�

	� RoboticaTM is a trademark of the Board of Trustees of the University of Illinois
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zi��	

di � la distance sur l
axe zi de oi�� au point d
intersection entre les axes xi et
xi�� % di est la variable de liaison si l
articulation est prismatique	

�i � l
angle entre zi�� et zi suivant xi	

�i � l
angle entre xi�� et xi suivant zi�� % �i est la variable de liaison si l
arti

culation est roto��de�

Cette repr�esentation permet de d�e�nir l
attitude du segment i par rapport au rep�ere
i� � li�e au segment i� ��

A�n de prendre en compte les arborescences	 il su�t d
introduire un param�etre
suppl�ementaire �a chaque vecteur de la liste �

refi � le num�ero du rep�ere de r�ef�erence�

Soit �O� x� y� z� un rep�ere cart�esien ext�erieur �xe� Pour l
unit�e des notations	 le re

p�ere �base� x� y� z� sera le rep�ere de r�ef�erence ��

Exemple
Nous donnons ici un exemple de �chier d
entr�ee �robot DH�maple� contenant la liste
des param�etres Denavit
Hartenberg d
un robot bip�ede plan �a � segments � � jambes
et un tronc	 voir Fig� D���

�

� ROBOT DENAVIT�HARTENBERG

�

� Representation de Denavit�Hartenberg du robot

� augmentee du parametre ref�i pour traiter les arborescences

� Nombre de segments

NSEG �� ��

� Dimension du vecteur des coordonnees generalisees

NDDL �� ��

� Definition des coordonnees generalisees	 vitesses	 accelerations

q �� vector
NDDL��

qdot �� vector
NDDL��

� Definition des differents angles et distances
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base

�
q�
q�

�
q�

q�

q�

Y

X

O

Fig� D�� ( Mod�ele du robot marcheur �a � ddl

� Segment �

alpha�� �� 
�

theta�� �� q����

d�� �� 
�

a�� �� L��

ref�� �� 
�

type�� �� �REVOLUTE��

� Segment �

alpha�� �� 
�

theta�� �� q����

d�� �� 
�

a�� �� L��

ref�� �� ��

type�� �� �REVOLUTE��
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� Segment �

alpha�� �� 
�

theta�� �� q����

d�� �� 
�

a�� �� L��

ref�� �� ��

type�� �� �REVOLUTE��

� Coordonnees de la base de reference

base �� vector
�q���	 q���	 
���

� Principe de la g�en�eration

	�� Cin�ematique directe

La matrice de transformation homog�ene Ai permettant de passer du rep�ere refi au
rep�ere i est donn�ee par �

Ai �

�
Ri Di

� �

�

o�u �

Ri �

�
B	 cos �i � sin �i cos�i sin �i sin�i

sin �i cos �i cos�i � cos �i sin�i
� sin�i cos�i



CA

et �

Di �

�
B	 ai cos �i

ai sin �i
di



CA

La matrice Ti permettant de passer du rep�ere � au rep�ere i est donn�ee par �

Ti � AiArefiArefrefi
� � � A�

avec comme convention que A� � Id����

La multiplication de plusieurs matrices homog�enes �etant encore une matrice ho

mog�ene	 on a �

Ti �

�
Rc
i Dc

i

� �

�
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	�� Dynamique

Nous commen)cons par donner ici	 pour le m�eme robot bip�ede plan �a � segments	
un exemple de �chier d
entr�ee �robot DYNAMIQUE�maple� d�ecrivant les masses	
les positions des centres de gravit�e	 ainsi que les inerties par rapport au centre de
gravit�e� La position du centre de gravit�e et la matrice d
inertie du segment i est
donn�ee dans le rep�ere local �oi� xi� yi� zi� translat�e �a l
extr�emit�e du segment et au
centre de gravit�e respectivement�

�

� ROBOT DYNAMIQUE

�

� Informations dynamiques des differents segments du robot

� Vecteur gravite

GRAVITE �� vector
�
	 g	 
���

� Segment �

masse�� �� m��

G�� �� vector
��L���	 
	 
���

I�� �� matrix
��
	 
	 
�	 �
	 
	 
�	 �
	 
	 I�����

� Segment �

masse�� �� m��

G�� �� vector
��L���	 
	 
���

I�� �� matrix
��
	 
	 
�	 �
	 
	 
�	 �
	 
	 I�����

� Segment �

masse�� �� m��

G�� �� vector
��L���	 
	 
���

I�� �� matrix
��
	 
	 
�	 �
	 
	 
�	 �
	 
	 I�����

La position des centres de gravit�e est donn�ee par �

gi � base &Dc
i &Rc

iGi

La vitesse des centres de masse s
obtient alors par �

vi � Jvi �q
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o�u

Jvi �
�gi
�q

Pour les composantes angulaires	 soit zi � Rc
ik o�u k � ��� �� ��T �

D�e�nissons J
i � R
�nq initialis�ee �a z�ero comme suit �


j � i� refi� refrefi � � �

�
Jk

i

� ��� �� ��T � si l
articulation i est prismatique
Jk

i

� zrefj � si l
articulation i est roto��de

o�u k d�esigne l
indice de la variable d
articulation j dans le vecteur de coordonn�ees
g�en�eralis�ees q �si qi est la variable de l
articulation i	 pour tout i � � � � � n	 alors
k � j��
L
expression de la matrice d
inertie de dimension nq � nq est alors donn�ee par �

M �
nX
i	�

�
miJ

T
vi
Jvi & JT


i
RiIiR

T
i J
i

�

D
autre part	 �ecrivons N�q� �q� sous la forme �

N�q� �q� � C�q� �q� �q &Gg�q�

La matrice carr�ee nq � nq contenant les termes de Coriolis et centrifuges est d�e�nie
par �

Ckj �
nqX
i	�

cijk �qi

avec les symboles de Christo�el donn�es par �

cijk �
�

�

�
�dkj
�qi

&
�dki
�qj

� �dij
�qk

�

o�u dij est l
�el�ement i� j de la matrice d
inertie M �
En�n les termes du vecteur de gravit�e s
obtiennent simplement par �

Gg �
�Ep

�q

o�u l
�energie potentielle Ep est d�e�nie par �

Ep �
nX
i	�

mig
Txi
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	�	 Contraintes de non�p�en�etration dans le sol

Comme expliqu�e dans l
introduction	 le robot peut �etre amen�e	 lors de son �evolution	
�a entrer en contact avec son environnement� En particulier	 durant la marche des
robots bip�edes	 on distingue des phases d
appui � la phase de simple support durant
laquelle un pied est pos�e pendant que l
autre �evolue au dessus du sol	 et la phase de
double support pendant laquelle les � pieds sont en contact avec le sol� Du point de
vue de la dynamique �I���	 il est n�ecessaire de d�eterminer les expressions de rF �q�
et G�q� �q��

Dans le cas de contacts avec un sol d
�equation cart�esienne Y � �	 ces expressions
s
obtiennent directement �a partir de la cin�ematique directe� Les coordonn�ees cart�e

siennes des extr�emit�es des di��erents segments est trivialement donn�ees par �

oi�q� � base &Dc
i �

�
B	 xi

yi
zi



CA

Il vient pour la composante normale	 y � �yi�i	������m �

�y � rF T �q �
�y

�q
�q

et pour la composante tangentielle	 x � �xi�i	������m �

�x � GT �q �
�x

�q
�q

Comme pr�esent�e dans l
�etat de l
art	 les expressions de la deriv�ee seconde des dis

tances relatives au point de contact sont �egalement n�ecessaires �a l
�etablissement du
LCP permettant le calcul des forces d
interactions �n et �t �

�y � rF �q�T �q & fn�q� �q� t�

�x � G�q�T �q & ft�q� �q� t�

o�u	 en posant zn � y et zt � x	 pour j � fn� tg �
fj�q� �q� t� � f �j �q� �q� t� & �f �j �q� t� �q & f 
j �q� t�

f �j �q� �q� t� �

�
BB	

�qTW �
j �q� t� �q
���

�qTWm
j �q� t� �q



CCA

f �j �q� t� �
��zj
�q�t

f 
j �q� t� �
��zj
�t�
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W k
j �q� t� d�esignant le hessien de la k coordonn�ee de zj�

� Exemple d	utilisation du logiciel Robotdyn

��� Les �chiers d�entr�ee

L
utilisateur commencera par se cr�eer un r�epertoire personnel dont il d�eclarera le
chemin d
acc�es par la variable d
environnement �ROBOTDYN USER�� Il cr�eera
aussi deux sous
r�epertoire	 �0ROBOTDYN USER�spec�� pour y placer les �chiers
de description du mod�ele de robot consid�er�e et �0ROBOTDYN USER�out�� au cas
o�u il d�esire obtenir les fonctions fortran des matrices et vecteurs calcul�es� L
ex�ecu

tion du logiciel RobotDyn n�ecessite la cr�eation pr�ealable de trois �chiers qui seront
d�epos�es dans le sous
r�epertoire �0ROBOTDYN USER�spec�� �

( �robot DH�maple� � liste des param�etres Denavit
Hartenberg augment�es	 dont
un exemple a �et�e donn�e dans la section �	

( �robot DYNAMIQUE�maple� � liste des param�etres de masse	 d
inertie et de
position du centre de gravit�e	

( �robot COMPLEMENT�maple� � informations compl�ementaires	

( D�eclaration de l
entier COMPLEMENT indiquant le nombre d
extr�emi

t�es �par exemple un talon� n
apparaissant pas dans la repr�esentation DH
�a prendre en compte au niveau des contraintes de non
p�en�etration dans
le sol� Si COMPLEMENT est non nul	 alors doivent suivre dans le for

mat DH identique �a celui du �chier �robot DH�maple� la description des
COMPLEMENT extr�emit�es �a consid�erer	

( D�eclaration du bool�een EXPORT indiquant si les di��erentes sorties du
logiciel sont �a exporter sous forme de fonctions fortran optimis�ees� Si
EXPORT � true	 alors les fonctions fortran seront d�epos�ees dans le sous

r�epertoire �0ROBOTDYN USER�out��	 pr�ealablement cr�e�e par l
utili

sateur�

Une fois que le logiciel Maple a �et�e correctement lanc�e	 l
appel au logiciel RobotDyn
s
e�ectue par la commande �

read
�robotdyn�maple���

��� Exemple de sortie

Nous pr�esentons ici les di��erentes expressions livr�ees par le logiciel RobotDyn pour
l
exemple du robot bip�ede �a � segments pr�ec�demment d�ecrit�
Le �chier �robot COMPLEMENT�maple� a �et�e r�eduit �a sa plus simple expression �
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�

� ROBOT COMPLEMENT

�

� Contient des informations complementaires

COMPLEMENT �� 
�

EXPORT �� false�

L
ex�ecution du logiciel livre alors �

MATRICE INERTIE �

M��	�� � 
cos
q����������L����m��
����L����L��cos
q�����L��L�����m��I����I�

M��	�� � 
����L��cos
q�����L������L�����m��I�

M��	�� � 
����cos
q����������L����m��I�

M��	�� � 
�����sin
q���������sin
q����q������L��m��
�����L��sin
q����q�����

L��sin
q������m�

M��	�� � 
����cos
q���������cos
q����q������L��m��
����L��cos
q����q�����

L��cos
q������m�

M��	�� � 
����L��cos
q�����L������L�����m��I�

M��	�� � ����m��L����I�

M��	�� � 


M��	�� � �����m��L��sin
q����q����

M��	�� � ����m��L��cos
q����q����

M��	�� � 
����cos
q����������L����m��I�

M��	�� � 


M��	�� � ����m��L����I�

M��	�� � �����m��L��sin
q����q����

M��	�� � ����m��L��cos
q����q����

M��	�� � 
�����sin
q���������sin
q����q������L��m��
�����L��sin
q����q�����

L��sin
q������m�

M��	�� � �����m��L��sin
q����q����

M��	�� � �����m��L��sin
q����q����

M��	�� � ��m��m�

M��	�� � 


M��	�� � 
����cos
q���������cos
q����q������L��m��
����L��cos
q����q�����

L��cos
q������m�

M��	�� � ����m��L��cos
q����q����

M��	�� � ����m��L��cos
q����q����

M��	�� � 


M��	�� � ��m��m�
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MATRICE CORIOLIS � CENTRIFUGE �

C��	�� � �����m��qdot����L��sin
q�����L������m��qdot����L����sin
q����

C��	�� � 
�����sin
q�����qdot��������qdot����sin
q������L��L��m�

C��	�� � 
�����qdot����sin
q���������qdot����sin
q������L����m�

C��	�� � 


C��	�� � 


C��	�� � ����m��L��sin
q�����L��qdot���

C��	�� � 


C��	�� � 


C��	�� � 


C��	�� � 


C��	�� � ����m��qdot����L����sin
q����

C��	�� � 


C��	�� � 


C��	�� � 


C��	�� � 


C��	�� � 
�����qdot����cos
q����q���������qdot����cos
q���������qdot����

cos
q����q������L��m��
�qdot����L��cos
q�����
�����qdot����cos
q����q�����

����qdot����cos
q����q������L���m�

C��	�� � 
�����qdot����cos
q����q���������qdot����cos
q����q������L��m�

C��	�� � 
�����qdot����cos
q����q���������qdot����cos
q����q������L��m�

C��	�� � 


C��	�� � 


C��	�� � 
�����qdot����sin
q����q���������qdot����sin
q���������qdot����

sin
q����q������L��m��
�qdot����L��sin
q�����
�����qdot����sin
q����q�����

����qdot����sin
q����q������L���m�

C��	�� � 
�����qdot����sin
q����q���������qdot����sin
q����q������L��m�

C��	�� � 
�����qdot����sin
q����q���������qdot����sin
q����q������L��m�

C��	�� � 


C��	�� � 


VECTEUR GRAVITE �

G��� � 

����cos
q���������cos
q����q������L��m��
����L��cos
q����q�����

L��cos
q������m���g

G��� � ����m��g�L��cos
q����q����

G��� � ����m��g�L��cos
q����q����

G��� � 


G��� � 
��m��m���g
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COORDONNEES DES EXTREMITES �

Extremite � �

X� � q���

Y� � q���

Extremite � �

X� � q����L��cos
q����

Y� � q����L��sin
q����

Extremite � �

X� � q����L��cos
q����q�����L��cos
q����

Y� � q����L��sin
q����q�����L��sin
q����

Extremite � �

X� � 
cos
q����q�����cos
q������L��q���

Y� � 
sin
q����q�����sin
q������L��q���


 Conclusion

Le tableau D�� donne la liste des variables principales a�ect�ees �a l
issue de l
ex�ecution
du logiciel�
Certaines variables suppl�ementaires correspondent �a des expressions optimis�ees de
variables du tableau D��� Leurs noms sont les m�emes que ceux des variables auquelles
elles se r�ef�erent augment�es du pr�e�xe �OPT � �exemple OPT MATRICE INERTIE��
Elles ont �et�e g�en�er�ees par appel �a la fonction myoptimisation�

Exemple

OPT�MATRICE�INERTIE �� myoptimization
MATRICE�INERTIE��

L
exportation est e�ectu�ee par le biais de la proc�edure maple
scilab� La variable glo

bale �modele� contient tous les param�etres variables des masses	 longueurs	 inerties
du robot�
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Nom Dimension Signi�cation Fichiers de sortie

CIN DIR EXTREMITES�
 coordonn�ees des extr�emit�es cd m�ff�scig

CORIOLIS NDDL�NDDL termes de Coriolis�centrifuges C c m�ff�scig

ENERGIE CINETIQUE � �energie cin�etique

ENERGIE POTENTIELLE � �energie potentielle ep m�ff�scig

EXTREMITES � NSEG�COMPLEMENT��

liste gravite liste composantes variables de GRAVITE

liste inertie liste inerties variables

liste longueur liste longueurs variables

liste masse liste masses variables

MATRICE INERTIE NDDL � NDDL matrice d�inertie M m m�ff�scig

VEC GRAVITE NDDL�� vecteur gravit�e Gg g m�ff�scig

G N EXTREMITES�� y gn m�ff�scig

G T EXTREMITES�� x gt m�ff�scig

W N NDDL�EXTREMITES rF wn m�ff�scig

W T NDDL�EXTREMITES G wt m�ff�scig

W N TILDE EXTREMITES�� f�n wnt m�ff�scig

W T TILDE EXTREMITES�� f�t wtt m�ff�scig

W N BAR EXTREMITES�� f�n � �f�n �q wnb m�ff�scig

W T BAR EXTREMITES�� f�t � �f�t �q wtb m�ff�scig

Tab� D�� ( Variables d�eclar�ees en �n d�ex�ecution

Exemple

args �� �q	 modele��

maple�scilab
�cd�m�	 OPT�CIN�DIR	 args��

unassign
�args���

cr�ee deux �chiers �

( �cd m�f� � �chier fortran	

( �cd m�sci� � �chier de d�eclaration d
external pour scilab�



E� G�en�eration automatique des �equations de la dynamique de Lagrange ���

En�n l
utilisateur int�eress�e trouvera des informations commentaires �a l
int�erieur du
source comment�e constitu�e des cinq �chiers �

( �global�maple�

( �cinematique directe�maple�

( �contraintes unilaterales�maple�

( �dynamique lagrange�maple�

( �robotdyn�maple�


